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Universelle Algebren )

Eine Einfilhrung in die Theorie
universeller Algebren (Il)

4. Spezielle Algebren

Im Punkt 2. haben wir mit der Einfilhrung des Begriffes der uni-
versellen Algebra ausgehend von konkreten Strukturen (z. B.
[IN,{+}]s [%%,{c)] usw.) Am gewissen Sinne die groBtmdgliche
Abstraktion vorgenommen, indem wir leaiglich die Tatsache ver-
allgemeinerten, da es sich hierbei um Mengen mit darauf defi-
nierten Operationen handeit, ohne de8 wir in [4,Q] an die Ele-
mente aus R irgendwelche weiteren Forderungen stellten.
Wenn man nun fordert, daB die Operationen wohlbestimmte Elgen-
gschaften erfiillen sollen (Axiome), so bleibt das nach wie vor
eine sinnvolle Abstraktion, falls nur die Klasse der universel-
len Algebren, die gerade die geforderten Eigenschaften besitzen,
mehr als einen Repridsentanten enthidlt.
Hier wird aber auch der Sinn solcher Abstraktion deutlich:
Eigenschaften, die man lediglich aut Grund der Klassenaxiome
beweisen kann, gelten dann notwendig auch fiir alle Représen-
tanten dieser Klasse (und brauchen nicht fiir jeden Reprdsentan-
ten einzeln bewiesen werden).
Dem lLeser dieser Zeitschrift sind mit dem Begriff der Halbgrup-
pe (siehe "Wurzel" 2/74 und 3/74) und dem der Gruppe (siehe
"Wurzel" 5/74) bereits zwei solcher Klassen universeller Alge-
bren bekannt. Wir wollen hier keine neuen Klassen angeben, bzw,
keine Theorie der Gruppen oder Halbgruppen betrieben, sondern
diese einfachen Beisplele hier einordnen.
Dabei schreiben wir fiir eine zweistellige Operation * statt
- *(a,b) auch a*b
Definition 15 : Eine universelle Algebra [ A,{*}]
heiBt Halbgruppe =pf
1. n(*)= 2
2. * ist assoziativ, d.h. fiir Elemente a,b,c aus A
gilt a*(b*c) = (a*b)*c
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Definition 16: Eine universelle Algebra [ 4,{*}]

heift Gruppe =pp

1. [ 4,{*)] ist Halbgruppe

2. Eg existiert in A ein (neutrales) Element e, so
daB fiir alle a aus A gilt a*e = e*a = a |,

3. Zu jedem Element a aus A existiert ein (inverses)
Element a~' aus A, so daB gilt é*a_q_ afq‘a = e

Damit ist insbesondere also jede Gruppe eine Halbgruppe,aber
nicht jede Halbgruppe eine Gruppe.

Beispiel 17: a) [IN,{+}] ist Halbgruppe,aber keine Gruppe
(Eigenschaft 3. in Def. 16 nicht erfiillt)
b): [f5,(=}] ist Gruppe ( e = m,)
e) [2,{+}] ist Gruppe.

Der folgende einfache Satz, der allein auf dem Axiom der Halb-
gruppe basiert, soll ein Belspiel zur Bekrdftigung unserer
Aussagen iiber den Sinn der hier (mit dem Begriff der Halb-
gruppe) betriebenen Abstraktion sein,

In einer Halbgruppe war nicht die Existenz eines neutralen Ele-
mentes e gefordert. Es gilt aber folgender

Satz 18 : Eine Halbgruppe [ A,{*}] kann h8chstens ein
neutrales Element besitzen.

Beweis: Sind e,,e, neutrale Elemente in [.A,{*}] » 80 ist
eq‘eg = €4 » weil e, neutrales Element ist, und 4
e *e, = €5, weil ey neutrales Element ist, also ist
31I820

Da wir nun wissen, dafl jede Gruppe eine Halbgruppe ist, in der

wenigstens ein neutrales Element existiert, erhalten wir unmit-

telbar

Folgerungeg 19: In jeder Gruppe gibt es genau ein neu-
trales Element. Bezogen auf unser Beispiel 17 heiBt
das sofort fiir die dort angegebenen konkreten Alge-
bren (auf Grund der Einfachheit der Beispiele wuBiten
wir das natiirlich schon vorher): In [IN,{§+)}] gibt
es hBchstens ein neutrales Element bzgl. der Addi-
tion, wihrend es in [Z,{+}] bzw. in [¥3,{-}]
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genau ein neutrales Element bzgl. der Addition bzw.

der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen gibt,

Ubungsaufgabe 20:

a) Zeigen Sie, daB in jeder Gruppe [ A,{*}] oflir a aus A das
inverse Element 3-1 eindeutig bestimmt ist.

b) Zeigen Sie, daB in einer Gruppe [ A,{*}] fiir 2 und b aus
A stets gilt: (a*b) 1= b 1*#a~7.

c) Verdeutlichen Sie gich a) und b) an den Beispielen 17b und c).

Wenn wir im Punkt 3. alle zueinander homomorphen Algebren als
"dhnliche Strukturen" beschreibend herausarbeiteten, wenn man
vermége Homomorphismen strukturelle Gemeinsamkeiten von alge-
braischen Strukturen hervorheben kann, so wird das durch fol-
genden Satz untermauertfder analog auch fiir andere speziellere
Algebren gilt):
Satz 21: Sei [ 4,{*}] eine Halbgruppe und ©® ein Homo-
morphismus auf eine gleichartige Algebra [ &,{®)] ,
so ist auch [ A,{®)}] Halbgruppe.

Beweig: Wir haben uns von der Assoziativitdt von @ =zu ilber-
zeugen. Seien a,b,c Elemente aus A.
Dann existieren in A Elemente x,y,z mit 9(x) = a , o(y) = b
und ¢(z) = c.Also gilt, da [ A,{*}] Halbgruppe und ¢
Homomorphismus ist:

® (b ®c)=09(x) & (o(y) ®0(2)) = ¢(x) & 9(y*z)

p(x*(y*2)) = ¢((x*y)*2) = o(x*y) © o(z)

(o(x) ® o(7)) ® v(z) = (a @ b) & ¢

m

Ubungsaut gabe 22:

Zeigen Sie, daB unter der Voraussetzung, daB [ 4,{*)] eine

Gruppe und ¢ ein Homomorphismus auf eine gleichartige Algebrs

[ §,{e}] ist, [ 4,{®)] wieder eine Gruppe darstellt.

Hinweis: Zeigen Sie, daB das Element ®(e) das neutrale Ele-
ment in [ A,{®}] ist, falls e das neutrale Element in
[ 4,{*}] 4ist und daB o (a~) bzgl. @ das Inverse
von ¢ (a) fiir a aus A ist, wobei a"l das Inverse von
a bzgl, * ist. '

Wenn Sie die Ubungsaufgabe 22 geltst haben, erhalten Sie mit
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Beispiel 17b) und Folgerung 10 sofort, da8 [{0,1},{+}] aus
Beispiel 5b) eine Gruppe ist.

AbschlieBend mdchten wir noch auf einen Sachverhalt (ohne die-
gen hier niher ausfilhren zu kdhnen) verweisen, der die Bedeu-
tung der Homomorphismen als "strukturinvariante"™ Abbildungen
genr plastisch unterstreicht, indem er im gewissen Sinne die
Umkehrung der Behauptungen von Satz 21 und Ubungsautgabe 22
darstellt. Dazu benStigen wir noch den Begriff der Gleichmich-
tigkeit von Mengen als Verallgemeinerung der Tatsache, dal zwei
endliche Mengen die gleiche Anzahl von Elementen besitzen.
Seien A und B Mengen.

Dann heiBen A und B gleichmdBig =pf*

Es existiert eine eineindeutige Abbildung von A auf B. (Man
iiberlege sich sofort, daB endliche Mengen gleichmdchtig sina
genau dann, wenn sie die gleiche Anzahl von Elementen besitzen,
Ferner sind z. B.N und @ gleichmichtig.)

Damit kdnnen wir nun formulieren .

Sat 2 23: In der Menge M aller Gruppen (Halbgmppen)‘ mit
gleichmdchtiger Tridgermenge, existiert eine Gruppe

(Halbgruppe), so daB jede Gruppe (Halbgruppe) aus M
homomorphes Bild dieser ausgezeichneten Gruppe (Halb-
gruppe) ist,

Dieser Satz gilt analog auch fiir andere algebraische Strukturen
und gibt uns daher mit den vorangegahgenen Bemerkungen eigent-
lich die Rechtfertigung dafiir, genau die Homomorphismen als Mit-
tel zur Herausarbeitung struktureller Gemeinsamkeiten anzusehen
bzw. bei homomorphen Algebren tatsidchlich von im algebraischen
Sinne "strukturdhnlichen"Objekten zu sprechen.

Egbert Creutzburg
Forschungssiudent im
Bereich Math. Kybernetik
und Rechentedchnik



Preisaufgaben

Preisaufgaben 1/77

J 1 Fiir alle reellen Zahlen x> 8 zeige man die Ungleichung
2% 3x2 + 10

J 2 Man zelge, daB die Gleichung
ﬁl |x+y| + Ix-y| =|x +'\/12-3'2| +|x --\/xz-yzl

fir alle reellen Zshlen x und y gilt.

J 3 Man 18se die Ungleichung

ﬁl arctg/x > arccos(1-x).

J 4 Man 18se das folgende Gleichungssystem
tgx tgz = 3
tgy tgz = 6
X+y+2 =T

J 5 Man berechne die Summe der Reihe

ﬁl §L+i-+-g»+...+2:;1+...

J & Boxpyr rpeyroauumza ABC, B icTopoMa=2 , b=3 H
yroa Yy = 60° omucasa OKPYEHOCTB,
OnpeZenuTh paiuMycH OKPyxHOCTeR, NpoXoiAmux yepec
IBe BEDEMHH TDPEYTOJHMUKE ¥ OEHTD OMUCAHHOK OKDPYXHOCTHU.




7 Losungen

Losungen 1/77

Aufgabe H 42: (nach Reiner Lindemann)

Es selen Xy Xpy X3 die Ldsungen der ergten und X4, X, X5
die Losungen der zweiten GleichHung (o.B.d.A. sei xq die
gemeinsame Wurzel).

Fir xﬂ,giltz

X+ paxy + @ = O
=X Rt g

Daraus folgt: dQ — 94
Xy W ——— (laut Voraussetzung gilt

Pq =Py  Pq ¥ D)
Nach dem Wurzelsatz von VIETA gilt:

(1) X+ Xy + Xz = 0 .Daraus folgt: Xy, = = X4 = X5

(2) X XXz = - Qq . Daraus folgh: x,x; = = s X1 % 0,
da q4 * qQ -
= q
(1) in (2) eingesetzt, ergibt: (--x1 - 3)x3 = i
¥ x’l_
e 2 - 3 = 0 und
Daraus folgh: Xz + x4x§ %, . '
5% z T \FT *tUx
2 L
=) *) 1
Analog gilt: x4’5 =-5 t\|l;-+ DL }—LI—
d> = q
mit X, = 2 3




Losungen

Aufgabe H 49

1. Variante (nach Kirsten Helbig , Frankfurt/Oder)

sus (3 + 17 = 37 + 55 + 1047 + 1032 + 55 + 1 fiir alle j
£folgh: gyt _ (41,135 = 35 - 1057 - 105% - 53 - 1

Wir bilden auf beiden Seiten jﬁ y dann folgth:
=1

An. - P
5,8, 3" = E (31 - # - 105” - 1057 - 55 = 1)
n+d 5 n.- 5 . n. n. 2 n_
= - - 10 - 10 - 5%
j§z J J§1j :J§1 J JE1 J 5:]=1j
n.
-z 1
J=1 :
- (n+1)5 -1 - 10 gn+122 n° - 10 n(n+1)(2n+1)
4 6
- galol) _
2
no o 5

Z J

SZ, = %_O (61:15 + 50114 + 60112 + 50n - ’I5nq' - 300 - ’15n2

- 20n° - 30n° - 10n - 15n0° — 15n - 6n)
- %U (6n” + 150t + 10n° - n)
I
n

Es ergibt sich also: 8 = %U n(n+1)(2n+1)(3n2 +3n - 1).

2. Variante ( nach Eberhard Diirschlang , Rébel)

Aus S

’ Si ’ Si komnt man zur SchluBfolgerung

1
n
Si = %U n(n+1)(2n+1)(6n(n+1)=2)
= %U n(n+1)(2n+1)(5n2+3n—1)

Bewels durch vollst&ndige Induktion:

Induktionsanfang: n = 1 Q’I;Il- - a2 - 2) 5
60




Losungen

Die Aussage ist wahr fiir n = 1.

Induktionsvoraussetzung: n = k , d.h. die Aussage ist wahr
fiir n = k,

Sy = 25 K(k+1)(2k+1) (6k(K+1)=2)

Induktionssehritt: n = k+1

Sy.q = %5 (k+1)6k+2) (2k+3 ) (6(k+1) (k+2)=2)

Durch Ausrechnen und Zusammenfassen folgt:

(1) 8,4 = 25 (126" + 781 + 182k° + 178k + 60)

Es ist noch zu zeigen:
4
Si+1 = Sk + (k+‘l)4

Si + (k+1)4 = %6 (k+1)k(2k+1) (6k(k+1)=2) + %6(k+1)6o(k+ﬂ)
+ 75 (k+1)060(k+1)>
= %5 (k+1) (k(2k+1)(6k%+6k-2) + 60K° + 180k°
+ 180k + 60)

= ) (1210 1126 k6P r6K-2) + 60K

+ 180K° + 180k + 60)

= (D) (o181 + 2k -2k 60K +180KP4+180K460)

(2)  gf + et = Z (1) (126*4 78K +182K%4+178k460)
m

Da (1) = (2) , d.h. Sk+1 = sﬁ + (k+1)4 gilt, ist die Aussage

bewiesen, d4d.h. Si = %5 n(n+ﬂ)(2n+1)(3n2+3n—1) .
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L¥sung der|Aufgabe H 52| (nach Kirsten Helbig, Frankfurt)

Gegebenes Gleichungssystems

(1) x+y+2=26

(2) x2+y2 + 22- 14

(3) xz +yz = (xy+1)?

Wird (1) quadriert und (2) davon subtrahiert, folgt:

(4) xy + x2 + yz2 = 11
(3); eingesetzt ergibt:

(5) =xy + (xy+1)2 = 11 & (xy)z +3xy -10=0
>(6) (xy), = 2
=>(7) (xy), = =5

Aus (1); (3) folgt:

2
(8) 2z = 6=(x+y) = L%%f%%— s X+y £ 0 (fUr x=-y folgt z=6 und
daraus wegen (2)

x243°¢ 0)
(8) & (9) (x-l-y)2 - 6(x+y) + (xy+1)2 =0
Hieraus folgt mit (6):

(x+y)2 - 6(x+y) + 9 =0

= X+y = 3
(10) x =3 -y (10) in (6) eingesetzt:
¥y =3y +2=0
=ﬂy1 = 2 |xq = 1 (wegen (10)) |z1 =3 (wegen (8))
lzg;f 1 |xg = 2 (wegen (10)) ‘“2 = 3 (wegen (8))

Mit (7) folgt aus (9)
(x¥y)g‘- 6(x+y) + 16 = 0

Da die Diskriminante fUr £(t) = t°=6t+16 = 0 (mit t=x+y) klei-
ner als O ist, existieren keine reellen L¥sungen.

Die beiden reellen Lésungen lauten:

o (x4394329) = (1;2;3) und (xp3¥,58,) = (25153)




i Georg Cantor

Georg Cantor (1845-1918) -
Begriinder der 'Mengenlehre

Kein Zweig der Mathematik ist von solch grundlegender Bedeu-
tung fiir die gesamte moderne Mathematik wie die Mengenlehre.
In allen Bereichen der Mathematik hat sich dle mengentheore-
tische Denkweilse durchgesetzt und sich als &uBerst frucht-
bringend erwiesen. Es lassen sich alle heute bekannten mathe-
matischen Begriffe als mengentheoretische Begriffe erkléren,
so daB man mit gewisser Berechtigung sagen kann:"Mathematik
ist Mengenlehre."
Die wichtigsten Begriffe und SchluBweisen verdanken wir dem
Schaffen des deutschen Mathematikers Georg CANTOR.
Georg Cantor wurde am 3. Ma&rz 1845 1in St. Petersburg, dem
heutigen Leningrad, geboren. Sein Vater, Woldemar Cantor,
brachte es als erfolgreicher Kaufnann zu bedeutendem Wohlstand,
so daB Georg Cantor Zeit seines Lebens frei von materiellen
Sorgen war. Woldemar Cantor war ein vielseitig gebildeter,
giitiger Mensch und hatte groBen EinfluB auf die Entwicklung
seines Sohnes. 1856 iibersiedelte die Familie Cantor nach
Deutschland. In den Schulen und Gymnasien, die Georg Cantor -
besuchte, bekam er gute Zeugnisse. Vor allem in mathemati-
schen Disziplinen erhielt er vorzligliche Beurteilungen.’So
gab schlieBflich Georg Cantors Vater dem Dréngen seines Soh-
nes nach und erlaubte ihm, Mathematik zu studieren. Von
1862 bis 1867 studlerte Georg Cantor Mathematik, zuerst in
Zirich und ab 1863% in Berlin, denn dort waren giinstigere Be-
dingungen fiir ein Mathematikstudium. Von den Lehrern Cantors
in Berlin ist vor allem Karl WeierstraB zu nennen, der einen
bestimmenden EinfluB auf Georg Cantors wissenschaftliche Ent-
wicklung ausiibte (zu WEIERSTRASS vgl. WURZEL 10/75).
1867 promovierte Georg Cantor in Berlin mit einer zahlen-
theoretischen Arbeit. Im Jahre 1869 habilitierte er sich an
der Universitét in Halle, und zwar wieder mit einer Arbeit
{iber Zahlentheorie, und lehrte dort zundchst als Privatdozent.
1872 wurde er auBerordentlicher Professor.
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Im Sommer 1874 heiratete er Vally Guttmann, eine Freundin sei-
ner Schwester.

Georg Cantor erzielte beachtliche Forschungsergebnisse, war
als Hochschullehrer erfolgreich, wurde deswegen in zweli wis-
senschaftliche Gesellschaften aufgenommen und bereits 1879

zum ordentlichen Professor der Mathematik befdrdert,

Er beschéftigte sich zunéchst mit der Theorie der reellen Zah-
len, mit Zahlensystemen und mit der Theorie der trigonometri-
schen Reihen, Letzteres fiihrte ihn aber dann zur Untersuchung
der Eigenschaften bestimmter Punktmengen und deren Verallge-
meinerung wiederum zu ersten Erbebnissen der Mengenlehre, die
von da an zum ausschlieBlichen Forschungsgebiet Georg Cantors
wurde. Von 1874 bis 1884 verdffentlichte Georg Cantor zahlrei-
che Abhandlungen iiber Mengenlehre. Diese Abhandlungen wurdén
zunédchst ziemlich wenig beachtet, da viele Ansichten Cantors
v6llig neu und ungewohnt waren. Manche Mathematiker wurden
sogar zu Gegnern von Cantors Theorie.

So waren die Mathematiker bis zu Jjener Zeit zu folgender Auf-
fassung iiber das Unendliche gelangt: Das Unendliche existiert
nur als potentielles Unendlich, d.h. es gibt keine unendlich
groBen GroBen, sondern nur das unbeschrankte Grofer-Werden.
Zum Beispiel: Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine noch gré-
Bere, aber man kann keine letzte natiirliche Zahl angeben.
Cantor hat sich aber zu der Auffassung durchgerungen, daB das
Unendliche den Charakter des Aktual-Unendlichen bzw. des
Vollendet- Unendlichen trdgt, d.h. daB auch unendliche Gr&BRen
denkbar sind. So ist es zum Beispiel mdglich, sich die Menge
aller natiirlichen Zahlen vorzustellen. Allerdings zeigten
solche unendlichen Mengen recht erstaunliche Eigenschaften,
wie wir nachher noch sehen werden.

Ein wichtiger Begriff in Georg Cantors Abhandlungen war der
der Abbildung, speziell der der eineindeutigen Abbildung von
einer Menge auf eine andere. Wenn man solch eine Beziehung
zwischen zwel Mengen herstellen kann, d.h. wenn man jedem
Element der einen Menge ein einziges Element der anderen Menge
zuordnen kann und umgekehrt, dann nannte Cantor diese beiden
Mengen "gleichméchtig" oder "&quivalent".
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Cantor bewies, daB die Menge der natiirlichen Zahlen gleichméch-
tig zu der Menge der geraden Zahlen , also gleichmdchtig zu
einer ihrer Teilmengen, aber auch gleichmachtig zur Menge der
rationalen Zahlen ist.
Auch erwies sich die Menge der reellen Zahlen zwischen Null
und Eins als gleichmachtig zur Menge aller reellen Zahlen.,
Ein anderes erstaunliches Resultet war die Gleichmé8chtigkeit
der Menge der Punkte einer Strecke mit der Menge der Punkte
des mit dieser Strecke gebildeten Quadrates.
Zunéchst schienen alle unendlichen Mangen gleichmichtic zu
sein. Erst als Georg Cantor einen Beweis dafiir gefunden hatte,
dal die Menge der reellen Zahlen nicht abz&hlbar, d.h. nicht
gleichmichtis zur Menge der natiirlichen Zashlen ist, erwies
sich der Begriff der Gleichmdchtigkeit als geeignet zur Unter-
scheidung unendlicher Mengen. Dan» gab es somit zwel verschie-
dene Machtigkeiten (gleichbedeutend damit verwendet Cantor den
Begriff "Kardinalzahl"):
— Die Kardinalzahl der natiirlichen Zahlen

Cantor bezeichnete sie mit X, (Aleph-Null, X ist der erste

Buchstabe im hebr&ischen Alphabet).

- Die Méchtigkeit des Kontinuums (der Menme der relllen Zahlen)
Cantor nannte sie X.

Cantor bewies sogar, daB es zu Jjeder Kardinalzahl eine nqch
groflere gibt mit den sp&ter nach ihm benannten Cantor'schen
Diagonalverfshren.
Ein weiterer wichtiger Begriff, den Cantor bildete, war der der
wohlgeordneten Menge und der Ordnungszshl, worauf wir hier
aber nicht weiter eingehen.
Ein Problem allerdings konnte Georg Cantor nicht 18sen, n&mlich
die Kontinuumshypothese, die besagt, daBl die Kardinalzahl X die
auf die Kardinalzahl X, unmittelbar folgende ist. Zr konnte
diese weder beweisen noch widerlegen. Man vermutet, daB die
intensive Forschungsarbeit und das vergebliche Bemiihen Cantors,
das Kontinuumsproblem zu ldsen, ein Grund war, der 1884 zu
einem schweren geistigen Zusammenbruch Georg Cantors gefiihrt
hatte.
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Einen anderen Grund dafiir sieht man in der Gegnerschaft des
einfluBreichen Berliner Mathematikers Leopold Kromecker.
Dieser lehnte Cantors Theorie &b, trat aber nicht direkt gegen
Cantor auf - etwa in einem wissenschaftlichen Meinungsstreit -
sondern machte in seinen Vorlesungen abfé@llige Bemerkungen
iiber die Mengenlehre und beeinfluBte andere Mathematiker gegen
Cantor. Deshalb wurde Cantor auch nicht an eine groBere Uni-
versitédt, z.B. an die in Berlin, berufen.

Seine Nervenkrankheit hat Georg Cantor seitdem nicht wieder
verlassen. Sie trat mit Unterbrechungen immer wieder auf.
Cantor wollte sich zun&chst ganzlich von deT Mathematik zu-
riickziehen und beschdftigte sich mit philosophischen Fragen
und literarischen Studien. Erst allm&hlich nahm er seine Vor-
lesungstétigkeit und seine mathematischen Forschungen wieder
auf.

Schon lange vermiBte Georg Cantor an der doch relativ kleinen
Universitéat in Halle den direkten wissenschaftlichen Meinungs-
streit mit anderen Mathematikern, die bereit und f&hig waren,
mit Cantor iilber seine Theorie zu diskutieren. Cantor mullite
daher die meisten seiner Gedanken und Ideen in Briefen mit
anderen Mathematikern austauschen. Deshalb bemiihte er sich be-
harrlich um den ZusammenschluBl der deutschen Mathematiker zu
einer Organisation.

1890 wurde die "Deutsche Mathematiker-Vereinigung" unter mafl-
geblicher Beteiligung von Georg Cantor in Bremen gegriindet.
Georg Cantor wurde Vorsitzender dieser Vereinigung, muBte aber
1893 auf Grund seiner Krankheit dieses Amt aufgeben.

In den Jahren 1895 bis 1897 verdffentlichte Georg Cantor noch
einige Arbeiten iliber Mengenlehre. Das waren in der Hauptsache
zusammenfassende Darstellungen seiner gefundenen Ergebnisse.
S0 gab er zum Beispiel 1895 an, was er unter einer Menge ver-
stand. (Der aufmerksame Leser wird diese Definition sicher
schon vermiRt haben.)

"Unter einer 'Menge' verstehen wir jede Zusammenfassung M

von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens (welche die 'Elemente' von M genannt
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werden) zu einem Ganzen." ,

( Georg Cantor, Gesammelte Abhandlungen

'~ Herausgegeben von E.Zermelo,Berlin 1932 )
Es hat sich aber gezeigt,daR diese Definition zu logischen
Widerspriichen (Antinomien der Mengenlehre) fiihrt.Der Leser
hat sicher schon von der RussellschenAntinomie gehdrt,die
entsteht,wenn man aufgrund obiger Definition die Menge aller
Mengen bildet,die sich nicht selbst als Element enthalten.
Diese Menge heiBt Russellsche Menge R.Man kann dann leicht ab-
leiten,daB R € R genau dann,wenn R 4 R.
Dieser logische Widerspruch entsteht,weil der Regriff der
Russelschen Menge in sich widerspriichlich ist. Das heiBt,man
kann eben nicht véllig willkiirlich Mengen bilden,wie das Can-
tors '"naive" Mengendefinition noch zul&Bt. Auch Georg Cantor
selbst hat solche Antinomien gefunden und beschrieben,sah je-
doch keinen Ausweg.
Diese Antinomien regten zur intensiven Untersuchung der Grund-
lagen der Mathematik an. Spater haben Mathematiker die Mengen-
lehre mit Hilfe von Axiomen begriindet. Diese Axiome schrinken
die Mengenbildung ein,sodaB solche widerspriichlichen Mengen
wie die Russellsche nicht mehr gebildet werden diirfen. Auch
konnte man das Kontinuumproblem in dem Sinne 18sen,daB man
nachwies,dal sowohl die Kontinuumhypothese als auch
ihre Negation mit allen iibrigen Axiomen der Mengenlehre #er-
trédglich sind. Das heiBt,beide Aussagen sind unbeweisbar und
haben den Charakter eines weiteren Axioms.
Die allm&hliche Durchsetzung der Ideen Cantors in der Fach-
welt begann Ende der 80er Jahre des 19. Jahrhunderts. Auf
den ab 1897 regelmé&fBig stattfindenden internationalen Mathe-
matikerkongressen standen die Probleme der Mengenlehre im
Brennpunkt des Interesses.(Cantor selbst nahm an diesen Kon-
gressen nicht mehr teil.) Viele ausléndische Mathematiker er-
kannten und wiirdigten die Bedeutung der Forschungen Cantors.
Cantor,dessen Gesundheitszustand sich standig verschlechterte,
stellte 1902 einen Antrag auf Pensionierung,der aber abgelehnt
wurde. Da aber immer ofter Vorlesungen wegen Krankheit Can-
tors ausfallen muliten,wurde er 1913 schlieBl1ich doch von der
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Vorlesungstétigkeit'entbﬂndEn.

Am 6. Januar 1918 gtarb. Georg Cantor in Halle.

"Cantor hatte das Schicksal,das groflen Denkern nur selten er-
spart bleibt: Ln den Jahren ihres Schaffens fehlt ihnen die
ermutigende Anerkennung der Zeitgenossen,die aut dem Vege ins
Neuland nur zogernd folgén wollen. Die Wiirdigung Cantors setz-
te erst in den Jahren ein,in denen seine Schaffenskraft schon
gehemmt war. Die volle Bedeutung seiner Arbeit wurde erst Jah-
re und Jahrzehnte nach seinem Tode wvon der Mehrzahl der llathe-

matiker anerkannt." ((2) S.176)

Literatur:
(1) Biozraphien bedeutender Mathematiker
Herausecegeben von H."ufig und W.Arnold Berlin 1975

(2) H.Meschkowski, Probleme des Unendlichen. Werk und Leben

Georg Cantors
Braunschweig 1967
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Kurze Einfiihrung

Statt eines Vorwortes...

Und wieder halten Sie elne neue Ausgabe der "Wurzel" in Ihren
Hinden ... |

GewiB, wir haben Sie heute = Ihr Elnversténdnis voraussetzend =
einmal etwas anders gestaltet, dennoch - so glauben wir - gind
wir unserem seit nunmehr 10 Jahren verfolgtem Anliegen treu ge-
blieben: Mittler zu sein zwischen Schule und Universitdt,

Diese Aufgabe ist sehr vielgestaltig., Sie umfaBt die ganze Pa-
lette der Anforderungen im Studium aber auch die Erwartungen,
die man an das Studium stellt, Dabei haben wir entsprechend
_dem Profil unserer Zeitschrift uns stets darauf konzentriert,
die Schtnheit und Attraktivitdt, den Reichtum und die Exakt-
heit der Mathematik dem Leser zu vermitteln. Das werden wir
auch weiterhin so halten (wenngleich wir ebenfalls unsere Infor-
mationen iiber Studium und Universitdt insgesamt verbessern wer-
den - nicht vom Umfang her, sondern in erster Linie qualitativ -)
weil echte Begeisterung fiir das Fach, der stidndige Wunsch, auf
Grund des vorhandenen Wissens Neues kennenzulernen, unabding-
bare Voraussetzungen fiir ein erfolgreiches Studium sind,

Wenn eine Zeitschrift selt 10 Jahren erscheinen kann, so gilt
wohl der erste Dank von Herausgeber und Redaktion der treuen
Leserschaft! Es ist schon so: Treue reflektiert im gewissen Ma-
Be Qualitdt dessen, dem man treu ist. - Dennoch héngt das Ni-
veau der Realisierung unseres Anliegens entscheidend vom unmit-
telbaren Kontakt zu Ihnen ab, In diesem Sinne wiirden wir uns
sehr freuen und es wiirde uns allen zum Nutzen gereichen, wenn
die Resonanz auf unsere Arbeit in Zukunft nicht in erster Linie
ablesbar ist an der Zahl der Abonenten und den Einsendungen
auf die Preisaufgaben, sondern verstdrkt auch anhand von Hin-
welsen, Kritiken, Wiinschen und anderen Zuschriften.

Eine Umfrage unter Studenten, die die "Wurzel” aboniert hatten,
ergab, dafl die groBe Mehrheit einschdtzte, daB die Fachartikel
- Hauptbestandtell der Zeitschrift - bei allen Anforderungen,
die diese stellen, gut verstdndlich sind und eine echte Hilfe
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bel der Studienvorbereitung darstellen. In der Hoffnung, daB
Sie aus Threr Sicht dieser Feststellung zustimmen kbnnen, mSch-
ten wir dieses Kompliment an die Wissenschaftler unserer Sek-
tion weiterreichen, Wir verbinden unseren Dank fiir ihre bishe-
rige Unterstiitzung mit der Hoffnung auf eine weitere gute Zu=-
sammenarbeit, die getragen ist von dem BewuBtsein um die Ver-
antwortung fiir die Wissenschaftler von morgen, die nicht erst
mit der Aufnahme des Studiums einsetzen kann,

Es ist,s0 meinen die Unterzeichnenden, legitim, an dieser Stel-
le auch einmal die Leistungen aller Studenten, die in der Re-
daktion mitarbeiten oder sonst im Rahmen unseres Jugendobjektes
zum Gelingen der Zeitschrift beitragen, hoch anzuerkennen, denn
es ist in der Tat viel Begeisterung und Einsatzbereitschaft ni—
tig, um neben der BewHltigung der hohen Studienanforderungen
Monat fiir Monat dafiir zu sorgen, daB Sie ein neues Exemplar

der "Wurzel" in Thren Hénden halten knnen, = In diesem Sinne
schlieBen wir in den Kreis derer, denen Anerkennung gebiihrt,
auch diejenigen Mitarbeiter der "Wurzel"-Redaktion mit ein, die
i1n den vergangenen 10 Jahren fiir die "Wurzel" wirkten und nun
im Beruf ihren Mann stehen,

Das Kollektiv der "Wurzel" hat viele Freunde und Helfer, denen
seln Dank gilt: die Parteileitung der Sektion, die Sektionslei-
tung und nicht zuletzt dem Beauftragten der staatlichen Leitung,
Dr. Bbrner, der seit nunmehr ca.7 Jahren mit uns zusammenarbeitet.
Wenn wir zuletzt auch den Kollegen in der Druckerei in Rudol-
stadt unseren Dank sagen fiir ihre Bemithungen um ein regelmiBi-
ges Erscheinen der "Wurzel", dann soll das keineswegs der letz-
te Platz in einer Rangfolge sein.

Die gute Zusammenarbeit der verschiedenen Partner fiir ein regel -
mdBiges Erscheinen von auf gutem Niveau stehenden Nummern der
"Wurzel" sollte eigentlich die Garantie dafiir sein, daB wir auch
weitere 10 Jahre im Interesse unserer Leser und im Sinne des
sozlalistischen Bildungswesens wirken kGnnen, Wir werden jeden-
falls unser Bestes geben,

Die Redakiion
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‘Der folgende Artikel, den uns unsere ehemalige Mitarbeiterin
Ursula Heuke zusandte - sie arbeitet heute im VEB(K) Zentronik -,
schildert anhand eines Ereignisses - das fiir uns gar nicht =o
auBergewshnlich bleiben sollte - und wichtiger Nebenbemerkungen,
was es mitunter heiBt, ehrenamtlich sozusagen eine Zeitschrift
herauszugeben.

Dabel kam es eben manchmal auch darauf an, die Nacht zum Tage

zu machen, und davon weiB die Uschi eicherlich noch heute ein
Lied zu singen (slie war ja sogar schon mal des nachte einge=-
schlossen worden, da niemand annahm, daB8 unsere Redaktion zeit-
weise auch in der Nacht arbeitet ...)

Die Wurzel zieht um...

hieB es eines Tages. Nun ja, es war vorauszusehen gewesen, denn
die Sektion Mathematik trat ihr "Abbeanum" an die Physiker ab,
Fiir Nichteingeweihte: Das "Abbeanum" ist ein solider, drei=-
stockiger Backsteinbau, zwar nicht gerade modern, aber ganz
brauchbar, eben mit den ilblichen HBrsdlen und Seminarridumen,

wie sie Studenten seit jeher gewohnt sind. Auch die "Wurzel"
besaB einen ganz passablen Raum fiir sich. Als es nun hieB, wir
zlehen ins neuerrichtete Universitdtshochhaus, ging das Rétsel-
raten los., Jede "Scheibe" (sprich: Etage) dieses "Turms" sollte
einen Durchmesser von 34 (?) Metern haben und - abziiglich der
Fahrstuhlschdchte, Treppenaufginge und Sanit#dreinrichtungen -
lediglich in zwei Halbscheiben unterteilt sein, Wenn wir auch
bis jetzt relativ beengt gearbeitet hatten - Ridume diener
Dimensionen konnten wir ganz gewiB nicht sinnvoll nutzen! Aber
unsere Redaktion im GroBraumbliro mit anderen zusammen - das war
fiir uns auch nicht recht vorstellbar, Wenn ich allein an die
Hektik vor der Fertigstellung einer jeden Nummer dachte! Die
letzten Manuskripte gingen trotz eifriger Bemithungen oft erst
in letzter Minute ein (wie dieses leider auch - entschuldigt
bitte!). Ideen fiir Titelbilder fehlten uns stets und standig
(aber auch diese Kinderkrankheit scheint noch nicht restlos Uber—
wunden zu sein), und wie wir es immer schaffen gollten, dne Heft
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zum Termin fertigzustellen, wenn das UHH spdtestens um 20 Uhr
zu verlassen ist, war uns auch nicht klar. So gingen unsere
lberlegungen hin und her, und dabei ahnten wir noch nicht ein-
mal, was wirklich auf uns zukommen sollte,
Der Tag des Umzugs war bestimmt, die Kisten und K&sten gepackt,
und wir hatten uns so einigermafien mit dem Gedanken an den Re-
daktionsraum im Universitiéitshochhaus abgefunden, Doch welche
Enttduschung wurde uns bereitet! Unsere schtne, unentbehrliche
Schreibmaschine, eine Spezialanfertigung in Form von drei ne-
beneinanderbefindlichen Tastaturen, die mit einem Wagen befahr-
bar sind, war zu schwer fiir den Turm. Darauf verzichten konn-
ten wir auf keinen Fall, sonst hdtten wir in Zukunft in unseren
Artikeln ohne griechische und altdeutsche Buchstaben, ohne In-
dizes und auch ohne die meisten mathematischen Zeichen auskommen
milssen, Beziehungsweise hdtten wir sie per Hand hineinmalen miis-
sen, aber darunter hdtte das Schriftbild natlirlich sehr gelit-
ten, Zeit zum Uberlegen blieb kaum, das nichste Manuskript war-
tete auf seine Fertigstellung., Man wies uns kurzerhand einen
kleinen Raum in einem recht alten und nicht gerade zentral ge-
legenen Gebdude zu, in dem wir mit Ach und Krach die notwendig-
sten Dinge unterbrachten, Die Fertigstellung der nidchsten Wur-
zel war der reinste Kampf, Aus Zeitgriinden begannen wir mit der
redaktionellen Arbeit, obwohl wir noch mitten im Umzug steckten,
Alles muBten wir uns aus den schier unergriindlichen Kartons
heraussuchen, und es gab Dinge, die sich bis zum heutigen Tag
noch nicht wieder angefunden haben, zum Beispiel ein komplettes
Sortiment an Tuschfedern, die leider schwer im Handel erhilt-
lich waren, so daB wir uns mit Faserschreibern behelfen muBten,

Ja, so eln Umzug ist schon ein Erlebnis fiir sich. DaB diese Form
des grilndlichen Aufridumens der Redaktion auch in den Folgejah-
ren nicht erspart blieb, ist bis zu mir durchgedrungen, aber

10 Jahre "Wurzel" beweisen: Die Redakteure, Preisaufgabenmacher,
Korrektoren, Schreibkrdfte und alle anderen fleifiigen Redaktions-
mitglieder lassen sich durch nichts unterkriegen!

Ursula Heuke
ehemalige Milarbeiterin der Wurzel
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Anmerkung der Redaktion:

Wir muBten seit dem hier geschilderten Umzug weitere zwel Mal
die Zelte abbrechen und an anderer Stelle neu aufschlagen: und
das alles bei Aufrechterhaltung unseres vollen "Produktions-
programmes”™ ... eees und des Studiums.

Noch eine Wortmeldung

Unsere hochverehrten Kollegen von der "Wurzel" kdnnen heute

auf 10 Jahre erfolgreichen Bemiihens um m¥glichst geneigte Augen
und Ohren ihrer zahllosen 1) Leserschar zuriickblicken., Und sie
tun dies aus der hichst befriedigenden - und sehr wohl in jeder
Beziehung erkémpftan - Position von Produzenten geistiger Ware,
die diese - und damit sich selbst = unentbehrlich gemacht ha=-
ben.

Obgleich an Alter und Erfahrung keineswegs imstande, der "Wur-
zel" das Wasser zu reichen, meldet sich dennoch der "NVA-Zirkel"
als jiingste Abteilung des Jugendobjektes "Studienvorbereitung"
in diesen Tagen zu Wort. Das hiéngt zum einen damit zusammen,

daB diese Abteilung mit ihren Mitarbeitern - ilberblickt man
ihre freilich kurze Historie - doch stets darauf hielt, sich an
den iiblicherweise zu festlichen Anléssen innerhalb des Jugend-
objektes in grdBeren Massen flieBenden Getrinken gebithrend zu
beteiligen, zum anderen gibt uns wohl die auf der Basis der Ge=-
meinsamkeit der Aufgabe entwickelte Zusammenarbeit, das Wirken
an gemeinsamer Front (und sel es am gemeinsamen Biertisch), Ver-
anlassung und Recht, uns tatkrdaftig zu beteiligen, wenn es gilt,
ins Jubildumshorn unserer Zeitschrift zu blasen!

Was viele wissen, unsere Freunde firderten und was wir selbst
letztlich geschaffen haben, das gehdrt zu diesem Jubil¥um unbe-
dingt dazu: Die "Wurzel" allein gibt es schon lange nicht mehr,
sle hat "Wurzeln geschlagen" (wir zitieren eine geniale Wendung
unseres hochverehrten Chefs), und diese "Ableger" sind inzwi=-

”U
bertreib
VOrgahobeg?gen im Text werden im folgenden nicht gesondert here
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schen erwachsen geworden, So ist es ganz selbstverstindlich, daB
z. B. Gedanken und Probleme der Bereiche Mathe-Lager und NVA-
Zirkel in der "Wurzel" erscheinen, ds8 Mitarbeiter aller drei
Bereiche im Mathe-Lager auftreten und vieles andere mehr.

‘Im Sinne dieser Einhelt des gesamten Jugendobjektes, deren Bagis
selbstredend stets die "Wurzel" war und bleiben wird (fragen Sie
etwa einen Mitarbeiter der Sektion Mathematik nach dem Jugend-
objekt "Studienvorbereitung", seine spontane Reaktion wird unge-
fdhr:"???" sein, und fragen sie ihn nach der "Wurzel"!) halten
wir es dann nicht fiir vermessen, wenn wir als NVA-Zirkel in den
Zelten des 10-Jahrea-Feiertagstrubels, wenn die Aktiven gefei-
ert, die Senioren geehrt werden und die "Wurzelviter" hochleben,
im Nahmen unserer Freunde bei der NVA recht herzlich gratulie=-
ren und versichern, uns fiir eine erfolgreiche Zukunft des Ju-
gendobjektes einzusetzen,

Darauf und auf die Zukunft unserer Freunde bei der NVA sollten
wir bel der 10-Jahres-Feier der "Wurzel" einen trinken!

Der NVA-Zirkel

- <O

EINT BEMEREKUNG ZU NACHFOLGENDEM KUNSTWERK

Sollten Sie tatsdchlich beim Zidhlen der abgelichteten Per-
sonen auf die verbliiffende Anzahl von ‘11 Spielern kommen,
so ist das dennoch kein Widerspruch zu der Tatsache, daRB
wir eigentlich ein paar Mann mehr im Verein haben.
Erkl8rung: Die iibrigen (unter anderen auch unser Chef) ha-
ben leider ihr Bildchen nicht rechtzeitis abgeliefert.
Selbst daran schuld! Wir bedauern niemanden!
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Unsere Mannschaft Stehend, v;l.: W.Werner, D.Yeinhardt,
R.Jeske, K.Bartholmé, J.Vogel, 7.Schéfer,

Kniend, v.l.: H.-G. Leovnold, E. Schéfer,
M.T6pel, R.Oehmichen, H.-J. Hauschild .
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Ein Wort zum Mathelager

Die Mitgestaltung der Mathematiklager fir die mathematisch ta-
lentiertesten Schiiler des Bezirkes Gera ist ein wesentlicher
Bestandteil der Arbeit in unserem Jugendobjekt.

Die Mathematiklager werden vom Bezirkskabinett fiir auBerunter-
richtliche THdtigkeit viermal pro Jahr organisiert., Dabei gibt es
2 Wochenendlehrgidnge Jjeweils zu Beginn der Herbst- bzw. Friih-
jahrsferien., Diese werden in der EOS in Schleiz durchgefiihrt.
Noch wichtiger sind die "grofen" Lager zu Beginn der Winter-
und Sommerferien, die sich jewells ilber 10 Tage erstrecken.
Diese Lager finden an der neuerbauten Oberschule in Ruppersdorf,
einer kleinen, idyllisch gelegenen Gemeinde im Thiiringer Wald,
statt.

Die Schiiler fahren gern in diese Lager. Da die meisten Schiiler
Jedoch immer wieder mitfahren, wird es fiir den Jeweiligen Lager-
leiter auch immer etwas schwieriger, ein Programm fiir die PFrei-
zeltgestaltung zusammenzustellen, das den Schiilern such etwas
wirklich Neues bietet,
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Bin gsolches Freizeitprogramm 1HBt sich natiirlich nicht aus der
hohlen Hand schiitteln und es kam in den letzten Lagern doch im-
mer wieder vor, daf Veranstaltungen aut dem Plan d¢anden, die es
auch schon vﬁrher mal gab.
Wir kbnnen uns denken, dafB ghnliche Probleme auch in anderen Be-
zirken auftreten, Deshalb sind wir interessiert, unser Lager
vielleicht einmal mit einem anaeren Bezirk auszutauschen, Unse-
re Kapazitét fiir ein solches Lager betrzdgt etwa 40 Schiiler.
Das Jugendobjekt ist verantwortlich fiir die Planung und Durch-
filhrung des Unterrichts in dem Mathematiklager.
Fir die Kontinuitét des Unterrichts hat es sich als sehr giin-
stig erwiesen, daB es in den letzten 2 Jahren gelungen ist,
eine Gruppe von Studenten zu finden, die immer wieder mit ins
Lager fHhrt,

Die Zusammenarbelt zwischen Schiilern und Studenten erstreckt
sich aber nicht nur auf den Unterricht, sondern auch auf die
Frelzeitgestaltung., Wir k¥nnen sagen, daB8 sich hier eine wirk-
lich kameradschaftliche Atmosphédre entwickelt hat,

Wir wollen jetzt ein biBchen genauer iiber das Lagerleben berich-
ten und wer kann das eigentlich besser als die teilnehmenden
Schiiler selbst,

In jedem Lager wird eine "Lagerchronik" angelegt. Hierzu werden
elnige Schiiler beauftragt, jeweils iiber den Verlauf eines Ta-
ges etwas aufzuschreiben, Diese kleinen Aufsdtze werden gesam-
melt,

Wir wollen jetzt einige Ausziige aus dieser Chronik verdffent-
lichen:

~

Wanderung Ruppersdorf-Thimmendorf-Remtendorf-
- Triesau-Eliasbrunn-Ruppersdorf

Auf diese Wanderung hatten wir uns alle so sehr(!) ge-
freut, zumal sie ja nur 20 km lang war!
Wir waren noch kaputt vom Vortag, an dem wir auch schon

ziemlich viel gelaufen sind. Doch es half nichts, wir muf-
ten mit!
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Diese Wanderung wurde als Orientierungsmarsch bezeichnet,

An pechs Kontrollpunkten, bei denen es galt, die Marsch-
richtungszahl festzustellen, muBte jede Klassenstufe 2 mal
ihr K8nnen unter Bewels stellen,

So liefen wir los, eingepackt wie die Schneemdnner, Bis’
Luckenmiihle lief alles gut. Dann froren schon einigen die
Glieder ein, Als’dann endlich die ersten Hiuser von Remten-
dorf in Sicht kamen, waren fast alle erfroren. In der
"Goldenen Sonne " wurden wir sehr gut bewirtet. Es gab
Hamburger Schnitzel. Natiirlich geh¥rten auch Tee, Cola,
Limo, Apfelsaft, Biler und Zigaretten dazu. Als wir dann
den zwelten Teil der ﬁanderung begannen, waren alle satt
und lustig. Es wurde gesungen und gelacht. Mit einer klei-
nen Schneeballschlacht kurz vor Triesau war der schdnste
Teil der Wanderung vorbel.

Von Triesau iiber Eliasbrunn nach Ruppersdorf wurde nur
noch von der "warmen Stube" gesprochen,

Schlieflich waren wir doch froh, als wir das Dach unserer
Schule vor uns sahen.

Bis auf dle nassen FiiBe und die kalten Hdnde hat es eigent-
lich allen sehr gut gefallen,

<> < <>

Sonntag, 9. Mai

Nach dem Wecken und dem Waschen begaben wir uns wie jeden Tag
unserer Lagerzeit in Schleiz piinktlich 7.30 Uhr zum Frilhstiick.
Es gab sogar Kuchen als #Hufleres Zeichen dafilr, daB es Sonntag
war. Der tidgliche Unterricht fiel trotz sehr schonem Wetter

und h8rbarem Hochbetrieb an der Schleizer Rennstrecke nicht
aus, Und so verbrachten wir also wieder vier Unterrichtsstun-
den bel unserer mathematischen Beschdftigung.
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Wie immer ging es auch an diesem Sonntagvormittag erneut um
Definitionen, S&tze, Beweise, Aufgaben und Problemstellungen.

Die herrlich strahlende Sonne, die durch die Fenster in dle
Klassenrdume schien, lockte stdndig anziehend an die frische
Luft. Waren die Fenster gedffnet, so vernahm man bereits die
Gerdusche von der Rennstrecke. Nach AbschluB des Unterrichts

und der Einnahme des Mittagessens konnte dann jeder zur Renn-—
strecke gehen und das dortige Geschehen verfolgen. Es bereite-
te sehr grofies Vergniigen, die Rennl#ufe der zu schnellen "Flit-
zern" umgebauten PKW's anzusehen,

Viel zu schnell verging die schdne Zeit an der Schleizer Drei-
ecksrennstrecke,

Piinktlich 18.00 Uhr nahmen wir unser Abendbrot ein. Fiilr demn Abend
war ein Kinobesuch geplant. Gleich nach dem Abendessen wurde uns
deshalb eine Einfiihrung zum Film gegeben. 19.30 Uhr trafen wir
uns auf dem Schulhof der "Konrad Duden" EOS und gingen gemeinsam
zum Kino, Hier nutzten die "Skatfans" gleich die Gelegenheit, um
gich fir evtl. beim Skatturnier erlittene Niederlagen zu revan-
chieren, und splelten im Vorraum,

Um 20,00 Uhr begann dann die Kinoveranstaltung. Es wurde der ame-
rikanische Kriminalfilm "Der Anderson-Clan" gezeigt. Nach dem
Kinobesuch kehrten wir ins Internat der EOS zuriick und legten uns
schlafen,
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Dienstag, 11. 5. 1976

Wie immer ging piinktlich 7.00 Uhr der Wecker (B.v.D.) durch die
Riume, Diesmal war es Herr Reichel., Nach mehrmaliger Aufforde=-
rung hieviten sich gegen 7.20 Uhr auch die letzten aus den Ko-
Jen, um sich auch noch waschen zu kdnnen. Frilhstiick gab es dann
auch noch. Da es der letzte Tag des diesjihrigen Frilhjahrsla-
gers war, kam dann kein Unterricht, sondern die Auswertung des
Lagers, Hier konnte noch einmel jeder seine Meinung zu dem La-
ger sagen, was aber nicht jeder tat. Auch Herr Jahn und die
Lehrkridfte sagten noch einmal ihre Meinung., Allen hat - big
auf kleine Mdngel - das Lager sehr gut gefallen, sowohl fach-
lich als auch in der Freizeitgestaltung. Nach dem Mittagessen
befand sich dann alles in Aufbruch- und Abschiedsstimmung,
Menche sah man ja das letzte Mal im BKJM, da es ab dem Sommer-
lager neu gebildet wurde. Da nun alles in Abschiedstimmung -
ist, werde ich auch gehen, Tschiis bis zum ndchsten Mal,
Helnz Primzahl alias Andreas Jescheg
q. e. d,
(qualitativ etwas diirftig)

Und nun zum Preisausschreiben

Wie bereits in den letzten drei Nummern der Zeitschrift
"Wurzel" angekiindigt, wollen wir an dieser Stelle einige Bemer-
kungen zu den von uns gestellten Schiédtzfragen machen. Wir hof=-
fen doch, daB dieses Preisausschreiben Ihre Zustimmung fand

und daB Sie bei allen 15 Fragen richtig getippt haben.

Wie sicher spitestens jetzt allen bekannt sein diirfte, feiert
die Zeitschrift "Wurzel" in diesem Jahr ihr 10-jH#hriges Beste-
hen., In diesem Zeitraum erschienen neben unseren monatlichen
Ausgaben 9 Sondernummern, die zum Teil bestimmten gesellschaft-
lichen Hohepunkten gewidmet waren.

Damit Sie die "Wurzel" regelmdBig erhalten konnten, arbeiteten
in den letzten 10 Jahren 24 Mitarbeiter mindestens ein Jahr
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lang im Bereich "Wurzel" des Jugendobjektes mit,

Wer ein aufmerksamer Leser der Wurzel war, dem wird auch aufge-
fallen sein, daB sich nicht nur das Format der "Wurzel" gein-
dert hat, sondern daB die Seitenzahl jetzt 16 statt frither 10
betrdgt, In unserer Zeitschrift erschienen unter anderem 65 Fach-
artikel und 46 gesellschaftliche Artikel., GroBen Anklang fanden
beli den Lesern auch unsere Preisaufgaben. Wir stellten bis

Heft 11/76 513 Aufgaben, Laut Statistik ist bekannt, das im
Jehre 1975 die Hdchstzahl von Einsendungen zu einer Preisauf-
gabe 36 betrug und daB wir im Januar des Jahres 1974 die mei-
sten Einsendungen erhielten. Insgesamt erhielten wir zu den
Preiaéufgaben aus den "Wurzeln" 9/10/73 bis 2/76 2381 Lssungen.
Zu einer Aufgabe aus der Zahlentheorie erhielten wir im Jahre
1974 die meisten Einsendungen. Im Durchschnitt wurden 1975 pro
Monat 93 Punkte vergeben,

Zu den Preisaufgaben werden von uns auch regelmédBig Losungen
verdffentlicht. Bie zum Heft 5/76 wurden 473 LSsungen gedruckt,
Wir beziehen uns dabei auch auf Eineendungen unserer Leser, Im
gleichen Zeitraum wurden 68 Ldsungen von Lesern verdffentlicht,

Das Jugendobjekt "Studienvorbereitung”, in dem zur Zeit 15 Stu-
denten mitarbeiten, besteht nicht nur aus dem Bereich "Wurzel',
sondern u. a. auch aus dem Bereich "NVA-Zirkel", dessen Arbeit
wir grofe Bedeutung beimessen und der 1970 gegriindet wurde.
Damit sind nun alle unsere Schiétzfragen beantwortet,

Die richtige Losung lautet also:

Heft 10/76 Heft 11/76 Heft 12/76

e
Dwe=Qe
o Ruelloc - g 3
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In diesem Heft mchten wir die besten Einsender des.vergange-
nen Schuljahres (1975/76) vorstellen, Einsendungen erhielten
wir von 78 Schiilern bzw, Mitgliedern des NVA-Zirkels, Der all-

gemeine Punktdurchschnitt liegt bei 17,02 Punkten. Der Punkt-
durchechnitt derjenigen Einsender, die mehr als 10 Punkte er-
reichten (Anzahl: 35) liegt bei 33,09 Punkten.,

Dittmar KURTZ Friedrichsroda 10. Klasse 71 Punkte
Reiner LINDEMANN Cottbus 12, Klasse 71 Punkte
Meinhard MENDE Lunzenau (NVA) 64 Punkte
Harald GOTT3TEIN Tangerhiitte 58 Punkte
Eckhard LIEBSCHER Ilmenau 11. Klasse 57 Punkte
Holger KONIG Jena 11. Klasse 55 Punkte
Michael SCHADER Magdeburg 12. Klasse 55 Punkte
Michael REISSIG Halle 54 Punkte
Hermann TENOK Dessan 9. Klasse 48 Punkte
Roger LABAHN. Anklam 11, Klasse 45 Punkte
Hans-Georg MARTIN Jena 12, Klasse 43 Punkte
Thomas GONDERMANN Weidhausen 43 Punkte
Michael HOHN Teterow 11. Klasse 37 Punkte
Ralf BECKER Wolmirstedt 11. Klasse 35 Punkte
Friedhelm SCHIEWECK Blumenberg 12. Klasse 33 Punkte
Norbert. SCHIEWECK Blumenberg 12. Klasse 33 Punkte
Peter DITTRICH Rudolstadt: 10. Klasse 33 Punkte

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”

Chefredakteur: Hans-Joachim Hauschild
Redaktion:. K. Bartholmé, R. Jeske, H.-G. Leopold
Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik
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Primzahlen (I)

lan sagt, die Primzahlen bilden die Bausteine beim multiplika-
tiven Aufbau der natiirlichen Zahlen 1, 2y 3,440, Was versteht
man eigentlich unter einer Primzahl? Bekanntlich ist das Pro-
dukt zweier natiirlicher Zahlen wieder eine natiirliche Zahl.
Also gibt es natiirliche Zahlen, die sich als Produkt von zwel
natirlichen Zahlen, die beide grofler als 1 sind, darstellen
lassen, Andererseits gibt es natiirliche Zahlen, die nicht Pro-
dukt von zwei natiirlichen Zahlen grofler als 1 sind, z.B. 2, 3,
5, usw, Solche Zahlen wollen wir Primzahlen nennen.

Definition 1 : Eine Primzahl ist eine natiirliche
Zehl groBer als 1, die nicht Produkt von zwei na-
tirlichen Zahlen gréBer als 1 ist.

Wir gtellen fest:

Satz 2 : Eine natilirliche Zahl p ist dann und nur dann Prim-
zahl, wenn sie genau zwei natilirliche Teiler (1 und p)
hat.

Bemerkung: Die natiirliche Zahl b heiBt Teiler der natiirlichen
Zahl a (in Zeichen: b/a), wenn es eine natiirliche
Zahl c gibt, so daB a=bc gilt.

Bewels von Satz 2

Wir haben zu zeigen:

1) Eine Primzahl hat nur zwei Teiler.
2) Hat eine natiirliche Zahl p genau zwei Teiler, darn ist
sie Primzahl,

Der Beweis wird indirekt gefithrt, d.h. wir gehen von der ge-
genteiligen Annahme aus und fiihren diese auf einen Widerspruch.

1) Annahme: Die Primzahl P hat einen weiteren Teiler a, wobei
1< a< p. Dann ist p = ab und 1< b=-§<p.

Also miiBte p zusammengesetzt sein im Wwiderspruch zur Prim-
zahleigenschaft,
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2) Het p zwei natiirliche Teiler, so muB p > 1 sein.
Annahme: p ist keine Primzahl.
Dann muB es eine Zerlegung p = ab mit 1< a < p geben.
Somit wére aber auch a ein Teiler von p, und p hdtte mehr
als zwei Teiler.

S atz 3 : Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt wenigstens
l einen Primteiler,

Beweis :

n hat wenigstens einen Teiler grdBer als 1, z.B. n selbst.
Unter den Teilern von n, die groBer als 1 sind, gibt es einen
kleinsten p mit p> 1., Denn wédre p zusammengesetzt, p = ab
fir a,b> 1, s0 widre p> a und a wire ein kleinerer Teller
von n als p.

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, n = ab mit a,b> 1 und ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit a = b, so besitzt n sogar we-
nigstens einen Primteiler kleiner gleich “/_ﬂ. Denn wegen
a<bist n=> a® bzw, as\]?, und a hat nach Satz 3 mindestens
einen Primteiler p, der dann auch n teilt und p < a< \/_n-'. ‘
Damit haben wir den

Satz 4 : Jede zusammengesetzte Zahl n = ab mit &a,b > 1

lhat wenigstens einen Primteiler kleiner gleich n,

Wieviel Primzahlen gibt eg ?
Diese Frage beantwortete schon Euklid.

Satz 5'_= Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis : (indirekt)

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen P1s Pps eee 5 Do
Wir fithren diese Annahme auf einen Widerspruch, indem wir bil-
den:

(1) P = Py Po* eee oDy + 1

Wir behaupten, P enth&lt eine weitere Primzahl, die mit keiner
der Primzahlen P1s eee , P, lbereinstimmt,

Nach Satz 3 besitzt ndmlich P minde?tens einen Primteiler q.
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Wére etwa q = p (1S k =< n), so widre q ein Teiler von P und
von p,* ...* p , mifte also nach (1) auch ein Teiler von 1
sein, was natiirlich nicht zutreffen kann, d.h. unsere Annahme
war falsch.

Nun wenden wir uns dem eingangs erwdhnten multiplikativen Auf-
bau der natiirlichen Zahlen zu. Dieser wird ausgedriickt im

Satz 6: FPundamentalsatz der
Zahlentheorie

1. Jede natiirliche Zahl n> 1 148t sich als Produkt
von Primzahlen n = p]'P2' cee * D, darstellen.

2. Diese Darstellung ist, abgesehen von der Reihen-
folge der Faktoren, eindeutig.

Der Fundamentalsatz besteht also aus zwei Teilen:
1. Die Existenz einer Primfaktorzerlegung
2, Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Der Beweis von 1. ist ziemlich einfach, von 2. dagegen recht
schwierig, weshalb wir ihn auf den zweiten Artikel verschieben
wollen. Wenden wir uns dem Beweis von 1. zu:

Die Existenz einer Primfaktorzerlegung:

Nachi%atz 3 hat n wenigstens einen Primteiler p,. Wir kdnnen
annehmen, Dy ist der kleinste Primteiler von n, Dann ist

n = py°n4. Entweder ist ny = 1, dann ist n gleich der Prim-
zahl jof und der Beweis ist fertig.

Ist n, » 1, wiederholen wir das Verfahren:

Nach Satz 3 hat n, wenigstens einen Primteiler Po den wir
wieder als den kleinsten Primteiler von N, annehmen kOnnen,
Folglich ist n = P4 Pp Dy Bei Fortsetzung des Verfahrens er-
h&lt man schliefllich n = P1*Pp® see ¢ Ppr Ny Dabei ist

n > Ny > «ee >-11k. Deher mufl an einer Stelle k = r kommen, so
daB B, 1 ist, Jetzt bricht das Verfahren ab, und es. ist

N = Pq*Pp* ees * D als Produkt von Primzahlen dargestellt.

In der Darstellung n = P1*DPp* ¢ev P, kOnnen gewisse Primzah-
len einander gleich sein. FaBt man gleiche Primgahlen zusammen,
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g0 erhilt man cdie kanonische Zerlegung von n in Primfaktoren:
B “x
(2) n=1p; =p; % eesepy

In (2) sind die P; verschiedene Primzahlen, die 84 natiirliche
Zahlen,

Prof. Dr. rer. nal. habil. E. Krétzel

XVI. Bezirksmathemalikolympiade und Winterlager des Bezirksklubs
Junger Mathematiker des Bezirkes Gera

Fiir die besten Schiiler im Fach Mathematik ist die alljdhrlich
am ersten Wochenende in den Winterferien durchgefiihrte III. Stu-
fe der Mathematikolympiade bereits zu einer guten Tradition
geworden.

Die Bezirksolympiade des Bezirkes Gera fand in diesem Jahr zum
ersten Mal in Kaulsdorf (Kreis Saalfeld) statt. "Austragungs-
ort" war die in malerischer Landschaft gelegene neue Oberschule
von Kaulsdorf.

Hier verbrachten die 140 Teilnehmer, darunter fiinf Schiiler der
sowjetischen Garnisionsschule in Jena und ein chilenischer Ju-
gendfreund, der seit 1973 in Jena lebt, drei anstrengende, aber
sicher auch erlebnisreiche Tage.

Neben den beiden Klausuren am Sonnabend-und Sonntagvormittag
war eine Vielzahl von kulturellen Veranstaltungen vorbereitet.
Echte Hohepunkte hierbei wurden ein Forum mit Renate Stecher
und eine "Teestunde am Samowar" .

Am Sonntagabend erhielten die Schiiler ihre korrigierten Losun-
gen zurilick, jedoch ohne schon etwas iiber ihre Platzierung zu
erfahren. Dadurch hatten alle die Moglichkeit, bis zum nichsten
Morgen bei der Jury einen schriftlich formulierten Einspruch
abzugeben, flir den Fall, daB sich eventuell Fehler bei der Be=
wertung der Losungen ergeben hatten. (Zum Gliick fiir die Korrek-
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toren gab es jedoch nur ganz wenige berechtigte Einspriiche, die
auch alle vor der Siegerehrung noch bearbeitet werden konnten.)

So fand dann am Montag als Abschlufl der Olympiade die Auszeich-
nung der besten Teilnehmer statt.

Mit den erreichten Punktzahlen in der 7. Klasse (Durchschnitt
20,3), in der 8. Klasse (21,1) und besonders auch in der 10.
Klasse (20,9) kann man durchaus zufrieden sein. Weniger befrie-
digend waren die Ergebnisse in der 9. Klasse (15,2), in der

12. Xlasse (13,9) und besonders in der 11. Klasse (8,8!). Gera=
de in der 11./12. Klasse erwiesen sich die Aufgaben der zweiten
Klausur in ihrer Gesamtheit fiir die Schiiler als zu schwierig.

Zur Siegerehrung konnten 11 Teilnehmer mit einem 1« Preis aus-
gezeichnet werden:

Klassenstufe 7: Torsten Eidner
(Schiiler der 6. Klasse, 35 Punkte, Zeulenroda)
Frank Neumann
(34 Punkte; Saalfeld)

Klassenstufe 8: Andrea Wedil6(
(37 Punkte; Jena)

Klassenstufe 5: Frank Recklies
(35 Punkte; Jena)

Klassenstufe 10: Thomas Feschel, Andreas Straub
(beide 32 Punkte; Jena)
Christel Mitzenhedim
(Schiilerin der 9. Klasse, 31 Punkte; Jena)
Andreas Jeschag
(31 Punkte; Jena)
Riidiger Wildt
(31 Punkte; Gera)
Klaessenstufe 12: Reinhard Meinel
(29 Punkte; Jena)

Andreas Kleinwdchter
(26 Punkte; Jena) .
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Die sieben letztgenannten Schiiler sind gleichzeitig die Kandi-
daten des Bezirkes fiir die DDR=-Olympiade.

AuBerdem konnten elf 2. Preise, eilnundzwanzig 3. Preise und
finfundzwanzig Anerkennungsurkunden verliehen werden. Der
Schiiler Andreas Kleinwichter erhielt fiir die elegante Ldsung
einer Aufgabe ein Diplom.

Wir freuten uns auch sehr, als wir erfuhren, daB zwei Preistriger
unserer Olympiede, nidmlich Ralf Wegner (10. Klasse) und
Reinhard Meinel (12. Klasse; beide aus Jena), bei der DDR-Physik-

Olympiade, die anschlieBend in Giistrow stéttfand, ebenfalls
einen Preis erringen konnten .

Fiir etwa 30 Teilnehmer ging es von der Bezirksolympiade direkt
ins Spezialistenlager des Bezirksklubs "Junge Mathematiker".
In der Lobensteiner EOS "Arthur Becker" fand das diesjshrige
Winterlager nicht gerade ideale Bedingungen vor, aber doch we-
nigstens statt.

DaB die Teilnehmer zehn Tage lang in e€iner stark renovierungs-
pediirftigen Schule wohnen muBten, aber trotzdem mit groBer Be-
geisterung, Disziplin und Wissenshunger bei der Sache waren,
verdient schon seine Anerkennung. Deswegen an dleser Stelle
nochmals der Dank an alle Teilnehmer!

Fir die Gestaltung des Unterrichts und die Betreuung der :Schiiler
in ihrer Freizeit waren fiinf Studenten und zwei Mitarbeiter der
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitit einge-
setzt. Kontinuierlich wurde das Lehrprogramm auch in diesem La-
ger fortgesetzt, jeden Tag vier Stunden. Die 8. Klasse beschif-
tigte sich im wesentlichen mit Aussagenlogik, lengenlehre und
geometrischen Beweisen, wihrend sich die Neunten mit Graphen-
theorie und Schaltalgebra abmithten. Die 10, Klasse hirte neben
Wahrscheinlichkeitstheorie noch einiges iiber rdumliche Geometrie
und komplexe Zahlen und schlieBlich die Elf=-Zwilfer: sie hatten
das Vergniigen, mit konvexen Figuren und Problemen der Erkennungs-—
theorie vertraut gemacht zu werden. Natiirlich wurden auch die
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Aufgaben der Bezirksolympiade ausfilhrlich besprochen und ver-
schiedene Losungsideen erléautert.

In der Freizeit wurde ein reichhaltiges Programm organisiert,
allerdings kamen unserer Meinung nach unbeschwerte und ferien-
méBige Veranstaltungen etwas zu kurz. Zu einem HOhepunkt im ge-
sellschaftlichen Leben des BKJM gestaltete sich das Meeting mit%
zwel ehemaligen Widerstandskdmpfern an der Stdtte des frilheren
KZ-AuBenlagers Laura. Zweili Jugendfreunde legten am Mahunmal einen
Kranz nieder.

Drei langjdhrige Mitglieder wurden in wiirdiger Form aus dem
BKJM verabschiedet. Ulrich Speer, Andras Kleinwdchter und der

enorm sanguinistisch veranlagte Ulrich Stdckigt werden in den
ndchsten Monaten ihr Abitur ablegen.

Winschen wir uns, daB das kommende Friihjahrslager stdrkere Be-
teiligung und die Vereinigung der guten Schleizer Lern- und
Wohnatmosphédre mit dem Lobensteiner Elan bringen wird.

Wollgang Schafer
Jorg Vogel

S A I N B I e e e T R O A

Leider ist uns beim “chreiben des Artikels iiber universelle
Algebren. in Heft 12/76 $,18% ( 2., und 8. Zeile von unten ) ein
sinnentstellender Schreibfehler unterlaufen. In Definition,

11 muB es natlirlich ISOMORPHIS'MUS und nicht HOVOINDDIITIAMTN

bel der Definition desselben heiBen. “ir bitten um "nt-
schuldigune!

DIT R¥WDAKTION
!
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Unterhaltsame Logik

"Man lasse alles Unmigliche weg, und was iibrig bleibt ist die
Antwort, egal wie wahrscheinlich sie erscheint," Diese Worte
stammen von dem beriihmten Sherlock Holmes und sollen im weite~
ren als Graudlage fiir die L¥sung einer bestimmten Art von Auf-
gaben dienen,

Diese A=t von mathematischen Rdtseln besteht aus ei-er Reihe
von Aussage!i, welche diese oder Jjene Informationen iiber die
handelnden Personen vermittelt. Gesucht ist eine bestimmte wei-
terec Information, welche sich aus diesen Aussagen ergibt,
Zuerst =in Beispiel:

1. Miiller, Meier und Schulze arbeiten zusammen in einer Zug-
brigade als Maschinist, Schaffner und Zugfithrer, Die Be-
muf'e sind nicht unbedingt in der gleichen Reihenfolge wie
die Femiliennamen genannt. In ihrem Zug sitzen dreli Pag~
sngiere mit den gleichen Familiennamen (Zur Unterschei-
dung werden die Passagiere mit Anflihrungsstrichen gekenn-
zejchnet, z. 3, "Miller"),

2. "Schulze" wohnt in Jena,

3. Der Schaffner wohnt in Berlin,

4. "Meler" hat fast die ganze Integralrechnung vergessen, die
er in der Fachechule gelernt hatte.

P« Der Passagier mit dem gleichen Familiennamen wie der Schaff-
ner wohnt in Leipzig,

6. Der Schaffner und einer der Passagiere, ein bekannter
Mathematiker, gehen 6fter gemeinsam zum FuBball,

T. Miller spielt besser Schach als der Zugfiihrer,

Wie heiBt der Maschinist?

Un eine gewisse tlbersicht bei der Losung solcher Aufgaben zu be-
halten, benutzt man Tabellen, deren Inhalt alle Kombinationen
der von uns betrachteten Mengen sind., Bei unserer Aufgabe sihe
das wie folgt aus:
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"iller "illex"

Veler "Meierh

Schulze "Schulze"

In jedes Feld wird eine 1 eingeschrieben, wenn die Kombination
zuldsseig ist, oder eine 0, wenn die Kombination den Bedingun-

gen der Aufgabe widerspricht.

Die Aussage 7 schlieBt die Mdoglichkeit aus, daB der Zugfiihrer
Miller heiBt, und wir schreiben in die rechte obere Ecke der
linken Tzbelle eine 0. Aus der Aussage 2 folgt, daB wir in die
linke untere Ecke der rechten Tabelle eine 1 schreiben kdnnen,
In die restlichen Felder der unteren Zeile und der linken Spal-
te schreiven wir O.

Aus den Aussagen 3 und 6 folgt, daB der Mathematiker in Berlin
wohnt, ohne daf wir seinen Namen kennen. Er kann aber weder
"Schule" (Kombination "Schulze" - Berlin schon mit O besetzt)
noch "Meier", der schon die Integrélrechnung vergessen hat, hel-
fen. Wir kdnnen also in die Kombination "Miiller" - Berlin eine

1T und in die restlichen Felder der oberen Zeile und der mittle-
ren Spalte eine O eilnsetzen. Fiir die letzte 1 bleibt nun noch
die Kombination "Meier" - Leipzig iibrig. Aus der Aussage 5 folgt
nun, da? der Schaffner Meier heiBt. Nach dem Einsetzen der ent-
sprechenden 1 und O hat die Tabelle folgendes Aussehen:

)

v H

g

o e = o E{ﬂ

S G i SN

O @ o —~ &

(SR = N 6 P R ST

g o 3 0 0 @

= ) N = [ |.:|
Hiller 00 "Hiller" [O]41]0
Veier ol110 "eiar" 0|0 |1
Schulze 0 "Schulze" 4|00
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Da aber auch Miller einen Beruf hat, bleibt fiir ihn nur noch
der Maschinist {ibrig.

Um seine eigenen Fdhigkeiten bei der Losung solcher Aufgaben
zu liberpriifen, sei noch eine etwas schwerere Aufgabe gegeben:

1. Im Herbst des Jahres 1976 trafen sich drei Ehepaare zu
einer groBen Familienfeier,

2, Jeder der Eheminher ist der Bruder einer Ehefrau und jede
Ehefrau die Schwester eines Ehemannes (deswegen Familien-
feier),

3. Karin ist genau 26 Wochen Hlter als ihr Ehemenn, der im
August geboren ist.

4. Die Schwester vcn Herrn TelB ist wmlt dem Schwager von
Karins Bruder verheiratet. Die Hochzeit fand an ihrem Gew
burtetas lm Januar atatt,

5. Gleela W=13 ist kleiner als Klaus Schwarz,

€. Die Schwester ven Wolfgang ist Jinger als Marita,

7o falner 15t in diesem Jahr 24 Jahre alt geworden,

Wiec heilt .rau Braun mit Vornamen?

Da diese Aufeabe etwas anders geartet igt als iie eréte Aufgabe,
sel der Anfang einer mdglichen Losung gegeben:

Ee gibt zwel Moglichkeiten:
a) Karin Braun und b) Marita Braun,

Wir nehmen an, es gibt die erste Mdglichkeit,

Die Schwester von Herrn Weifl kann entweder Karin oder Marita
gein, Marita scheidet aber aus, da in dieser Pall der 3ruder

- von Kerin Herr Schwarz wédre, und Marita Schw-rz mit ihrem eige-
nen Bruder und nicht mit dessen Schwager verheiratet ist. Dies
widerspricht aber der Bedingung 4, So erhalten wir also folgen=-
de Geschwisterpaare, Karin - Herr WeiB, Marita - Herr Braun

und Gisela - Herr Schwarz,

Aus Bedingung 6 folgt nun, da8 Herr WeiB mit Vornamen Wolfgang
heiBt, da ...

Die weitere Argumentation und die Untersuchung der zweiten Va-
riante ilberlassen wir von dieger Stelle aus dem Leser. Die voll-
stdndige LSsung versffentlichen wir in einer der nidchsten Num-
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mern,
Gleichzeitig stellen wir dieses Problem als Sonderpreisaufgabe

(5 Punkte).

EinsendeschluB: 1:6.1977

Eberhard Richter

Preisaufgaben 3/77

i 2 "an 1Ase das Gleichungsssvstem
@ log,( y-x ) = logg( 3y-5x )

]

0

2 )
X"+ y =5

(nzch Voraschlas von Tutz S&rtner,Rerlin)
Teireheon selen eln Dreieck ABC und drei Punkte
Aty B, CY guf den Helten @, by, ¢ , 20 dal gilt:
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Losungen

(3) xz° + yt2 =5

(4) xz” + yt3
Aus (1) folgt: x = 1 = y und somit

n
N
=

(D' z+y(t -2 ) =2
(2)' 2%+ y( £°- z°) = 5
(3)' 20+ y( to- 2z7) = 14

Aufgabe H 58| (nach A.Kasparek,Gréfenheinichen)

Aus (1)' folgt: y = %—E—% . Mit (2)' und (3)' ergibt sich:

(1)1 2% 4+ (2-2z)(t+z) = 5
2z + t(2-2) w5

()" 2 4 (2—2)(t2+zt+22) = 14

£2(2-2) + tz(2-2) + 22°

t(t+z)(2-2) + 222 = 14

14

Aas (1)'' folgt: t = g—f—gg . Fiir (2)'' ergibt sich:

E}E}Q% (2 - 2) (2—5—2%:+ z) + 22

(5 - 22)(5 - z°) +l222(2 - 2)

25 - 10z - 5z° + 4z

2° - 4z + 3
tg ~ 85°
BEs folgt also 2z, = 3 und 2z, = 1 .
Mit (1)'' folgt t, = 1 und t, = 3 .

Mit (1)' folgt yq = ¥, = % -

14

14 (2 - z)
28 - 14z
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Mit (1) folgt %4 = %, = =% .
- s 24 A
Losungen sind somit nur die Quadrupel ( 1 S 3, 1 ) und

(%3 1 3.

Aufgabe H 63 (nach R.Becker)

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit q2 y der zwei-

ten mit p2 und der dritten ﬁit -2pq ergibt sich:
' 2 2 2
(1) (aq2)° + <32Q)2 + eee + (a,9)" = p7q
2 2
(2)  (54p)% + (5,0)2 + et + (b p)2 = p2g?
2
(5) —Eaﬂqup = Eaeqb2p = ees = 2anqbnp = —2p2q

Aus der Addition der drei Gleichungen folgt:

(4) (a1Q)2 + (b_qp)2 - 224Qb4P +...+ (anq)2 + (bnp)2
- Eanqbnp = 0

Daraus folgt:

(5) (aqq - b,lp)2 toee. + (2,9 - bnp)2 = 0

Da stets gilt: (ajq - b;p)°2 0 i=14..,n
folgt:
aiq - bip =0 i = 1,..-,n
Daraus folgt aber:
(6) a; = k-b:.L mit k = E ( pea % O nach Voraus-
setzu.g )

WUSSTEN SIE SCHON ««s WUSSTEN SIE SCHON ««. WUSSTEN SIT SCHON

Wéren samtliche Wurzelexemplare in Form einer einseitig be-
druckten Papierschlange erschienen, so hédtte diese in den

10 Jahren des Bestehens der WURZEL die Lénge eines halben
Erdumfanges erreicht.
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Primzahlen (II)

Wir miissen noch den zweiten Teil des PFundamentalsatzes der
Zahlentheorie beweisen, der besagte, daB die Zerlegung einer
natﬁr%ichen Zahl in Primfaktoren bis auf die Reihenfolge der
Fektoren eindeutig ist. Hierzu stellen wir eine Vorbetrachtung
an, die auch fiir sich interessant ist. Wir wollen uns ilberle-
gen, was der griBte gemeinsame Teiler zweier netiirlicher Zahlen
ist und wie dieser berechnet werden kann,
Es seien a und b zwei natilrliche Zahlen. Beide haben gewigse
gemeinsame Teiler.
Beispiel: a = 30 , b = 45

Gemeinsame Teiler sind 1, 3, 5, 15,
Unter diesen gemeinsamen Teilern gibt es einen groBten d, im
Beispiel ist d = 15, Wir nennen d den groBten gemeinsamen Tei-
ler von a und b und schreiben (a,b) = d. Zwei Zahlen heiBen
teilerfremd, wenn d = 1 gilt, z.B. (14,15) = 1.

Eigenschaften des groBten gemeinsamen Teilers (a,b) = 4 :

1. d/a und 4/b .

2. Ist t irgendein Teiler von a und b, t/a und t/b, dann gilt
auch: t/d. '

Hierdurch ist der griBte gemeinsame Teiler eindeutig bestimmt.

Bestimmung des grdBten gemeinsamen Teilers durch den DBuklidi-
schen Algorithmus :

Es sel a; > a5, 1. Gesucht ist (ay,s,) = d.

lan teile a, durch 8, so oft es geht, d.h. daB ein kleinerer
Rest als as verbleibt:

(3) 8y = a8, + 33 , 0<% a;< a, .

Man wiederhole das Verfahren mit a5 und a3:

(4) 8y = Qpa; + 8, , 0= 8, < a8y

usw, bis

(5) &y p0=an 02 +a, , 0% By S By
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Die Zahlen 8oy B3yeeeydp bilden eine abnehmende Folge. Es sind
nichtnegative ganze Zshlen., Folglieh muB einmal nach endlich
vielen Schritten der Fall eintreten, daB der Rest O ist. Das
sel im néchsten Schritt der Fall, also a =0 ¢

(6) a

n+1
n-1 = 9n-18 °

Dann ist a8, = d. Wir bestétigen das, indem wir die beiden
Eigenachaften von d ilberpriifen:

Nach (6) ist a n/8,_q und nach (5) a n/8n_o USW., also nach (4)
und (3) a /32 , & /a1. Das ist die Eigenschaft (1) von 4.

Nun zur Eigenschaft 2.: t/a, und t/a, , dann gilt nach (3)
t/a , nach (4) t/a usw. und nach (5) t/a, .

Beisgpiel:
Gesucht ist (133,91) =

133 = 1-91 + 42 ,
91 = 2-42 + 7 ,
42 = 6‘7 ’ dlh. d = 70

Jetzt kdnnen wir den entscheidenden vorbereitenden Satz fiir
den Beweis der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung darlegen.

Satz 5 :5ind a und b natiirliche Zahlen, und ist ihr Pro-
dukt a-b durch eine Primzahl p teilbar, dann ist we=-
nigstens eine der Zahlen a oder b durch p teilbar,

Beweis:

Es 1st zu zeigen: Aus p/a b folgt p/a oder p/b.

Wir bilden (p,b). Da p Primzahl ist, kommen fiir (p,b) zwei
Werte in Frage: Entweder ist (p,b) = p oder (p,b) = 1.

* Im ersten Fall gilt p/b und wir sind fertig. Im zweiten Fall
folgt aber aus (p,b) = 1 sofort (ap,ab) = a. Wegen p/ap und
p/ab folgt aus der Eigenschaft 2. des groften gemeinsamen Tei-
lers p/a. Damit ist der Beweis ebenfalls fertig.

Folgerung:

Ist p Primzahl und gilt p/a132 cee B,
eine der Zahlen €1 » 8 yec., 8, durch p teilbar,

dann ist wenigstens

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser!
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Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung:

Nehmen wir an, es gibt natiirliche Zahlen, die zwei verschiedene
Primfaktorzerlegung zulassen. Unter diesen Zahlen gibt es eine
kleingte Zahl n:

N = P4Pp eee Pp. = QqQp eee Qg
Die Py und a4 sind Primzahlen.

Aus p,/n folgt Py/949p +++ G  und nach Satz 5 muB p, wenigstens
eine der Primzahlen 99 » dp seeey Qg tellen, etwa p.,/q1 .

Da p, und q, beide Primzahlen sind, kann nur py = g, sein.

Dann muf3
n "
I’l' = 31 = p2 s e e pr - q2 s ae qs selin,

Well aber n' n ist, hat n' nach Voraussetzung eine eindeutig
bestimmte Primfaktorzerlegung. Folglich muB r = s sein und,
falls die Primzahlen Pss04 der GrdBe nach geordnet sind, gilt:

Pp = Qp » P3 = q3 y sose Pr = qr .

Daraus folgt, daB unsere Annahme falsch war, denn auch n hat
eine €indeutige Primfaktorzerlegung.

Prof. Dr. E. Krétzel

Preisaufgaben 4/77

J 13 Man 1Gse die Gleichung

ﬂ'siné (sinx + sin 2x +...+ sin 100x) -% sin lgE

J 14 (Aufgabenvorschlag von Lutz Gértner, Berlin)
Man ermittle alle reellen Zahlen x, so daB fiir jede na=-
tirliche Zahl n gilt: x ist Nullstelle der Funktionf,

fn(x):x“-?xn"1+1Oxn'2+315-16x4+3x3+8x2+13x-15.
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Man lbse das Gleichungssystem
loga X + logaz x =1

108 '\FF+ -

Man 18se die Ungleichung

ﬂ{?+ JZAT + 24/x°47x < 35 -

J 17 Man berechne die Summe
3 5

T

X =X 4+ 4x7 4+ 7x7 + 10x' 4ecet (3n—2)x2n'1

n

J 18 HallTu Bce XelCTBUTENbHHE 3HAYEHUA a » TIpM KOTODHX KODHU

MHOTOUJIGHE X° + X + & Oynyr mefiCcTBMTENHHHMM M 008 KODHA
Oyxyr Goxbxe & ,

Fiir jede vollsténdige L8sung erhélt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl.Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Bilichergutscheine an alle Einsender,die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten.Finsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diecem Jazhr er-
reichten Punkte fiir das n&chste Schul jahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name,Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
EinsendeschluB: 15.6.1977

Losungen 4/77

Aufgabe H 57 (nach Eckhard Liebscher, Ilmenau)

Da a und x als Basen von Logarithmen vorkommen,

muB zur Ldsung a>0 , a % 1
x>0, x %1
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vorausgesetzt werden.
Nach der Kettenregel fiir Logarishmen ist nun
1
103x a = IF&: .
Substituiert man in der Gleichung logxa a L
und wendet die I-ogarithmengeaetza
log, LY log, “v = l log, w und
logu(v.w) = 1oguv + loguw an, 80 erhdlt man

Viebe e afid -0 Jan -0

Wegen L 4 0 folgt aus (1)
lL+1] + |1~1] =0 (2)
Wegen |L+1|2 0 und |I~1] 2 0 folgt aus (2):

I+1 = 0 und I-1 =0
L=-1 L=1 °

Da die Logarithmenfunktion eineindeutig ist, er-
gibt sich hier ein Widerspruch. Die Gleichung
besitzt also keine reelle Lusung.

Aufgabe H 65

(nach Harald Gottstein, Tangerhiitte)

Wir bezeichnen AD = o , AC =4 , AB =4 mit

Koordinaten o= (ax,ay,a ), A= (b, b »b,)

und 4 = (cx,cy.c ).
Flir das Volumen ergibt sich:
a, a, a, a_b
1 x °y 1 r X x
(1) V = -6 b by bz = T ay b:y y
cx y s 8z bz z
Hieraus folgt:
" oo a-h o
(2) 36v o Bh b
-t Bz €%
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Es gilt aber: |o=a, |[&|= b, |£| = ¢  und somit
(3) ae - B i .LF = b2 s t? -c® .
AuBerdem gilt o-A = a.b cos(a,&). Aus dem Co=-

sinussatz folgt:
OB° = AC° + AD° - 2AC . AD cos (o, &) .

Hieraus ergibt giclzn 3
(4) o-h = E_+‘§.;°_ .

Analog erhiélt man:
2, 2,2

(5) o = 5—*’3—1

- A 2. 2 2
(6) h-c’ -dip=t

Setzen wir (3), (4), (5), (6) in (2) ein und er-
halten i

2, .2 2
(1) 36V2a az[ bzcz-(b_is;a_)z] -

32+b2-c2 ( 2 a2+b2-02
T c

2
h2+02—32 32+c 2—b +
= 2 = 2

a%+c2-b2  824b%-c? b24c°-a® 2 a2402-b2
(e g = BTNl

4

'Vereinfachen von (7) ergibt
36 VZ -% (b2+c.2-az) (a2+c2-b2) (a2+b2-02) i

Plir das Volumen ergibt sich hieraus:

Ve ;'E —‘/2(1::2-1-c2---a_2)(|912+1=‘°'-l::2)'(512+1:2-':=2)l .

_—
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Zum 200.Geburistag
von Carl Friedrich GauB
am 30. April 1977

Der 200. Geburtstag von Carl Priedrich GauB ist den Mathemati-
kern AnlaB, seine iiberragenden Leistungen in ihrer Bedeutung
fiir den gegenwidrtigen Stand und die weitere Entwicklung der
Mathematik zu wiirdigen. Aus diesem Grunde werden in vielen Lin-
dern Gedenkfeiern durchgefithrt. So hat die Akademie der Wissen=-
schaften der DDR eiln GauBkomitee gebildet, das am 21. und 22.4.
in Berlin eine zentrale Ehrung des "Fiirsten der Mathematiker",
wie er auf der in seinem Todesjahr gepragten Gedenkmiinze ge-
nannt wird, durchfiihrt.

GauB wurde am 30. April 1777 als Sohn des Tagelthners Gebhard
GauB in Braunschweig geboren. Seine Mutter Dorothea, geborene
Benze, war die Tochter eines Steinhauers, die bis zu ihrer Hei-
rat als Magd diente. Trotz dieser bescheidenen Verhdltnisse,

in denen GauB aufwuchs, verlebte er eine unbeschwerte Kindheit,
an die er sich im Alter oft und gern erinnerte. Schon als Schii=
ler fiel GauB durch glinzende Leistungen auf, die es ihm er-
moglichten, eine Freistelle am Collegium Carolinum in Braun-
schwelg zu erhalten, dessen AbschluB zum Hochschulstudium be-
rechtigte. Nach glénzend bestandenem Examen erhielt GauB durch
Firsprache seiner Lehrer die Mbglichkeit, ein Studium an der
Universitdt Gottingen aufzunehmen.

-Als Student der Mathematik und Philologie machte er bald durch
seine groBen Kenntnisse und leidenschaftliche Arbeit auf sich
aufmerksam,und bereits als Neunzehnjdhrigem gelang ihm eine
groBe Entdeckung, die Konstruktion des regelméBigen 17=Ecks mit
Zirkel und Lineal (Literatur: (1)).

Schon in der Antike konnte man die regelméBigen n-Ecke konstru-
leren, die sich aus den regelmidBigen Dreieck, Viereck, Fiinfeck
durch Halbieren und Kombination der Seiten ergaben, also auch
das regelmdBige 15-Eck. Trotz aller Bemiihungen bedeutender
Mathematlker war die Prage offen, ob weitere n-Ecke konstru-
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iert werden kdnnen und ob sich auch angeben 1dB8t, fiir welche n
das der Fall ist. Vor GauB war bekannt, daB die Konstruktion
des regelmdﬂigen n-Ecks gleichwertig ist mit der Lysung der
Gleichung x%=1 in komplexen Zahlen. Am 30. Mdrz 1796 fand GauB
nach ldangeren Bemilhungen, daB die Konstruktion moglich ist,
wenn n entweder eine Poﬁanz von 2 ist oder eine Primzahl, die
man aus dem Ausdruck 2 +1 erhdlt, wenn man fiir k eine natiir-
liche Zahl einsetzt. In diesen Pillen 1dBt sich die Seitenlénge
durch eine Schachtelung von Quadratwurzeln angeben. GauB hat
selbst eine elementare Losung fiir k=2 d. h. flir das 17-Eck an=-
gegeben. Er setzt 360°-17<p und zeigt, daB dann

COS ¢ = = 1% + T%-{T?‘ + T% 1/34-2"JF?
+ g 17 + 347 - —J34-2 fiT" - 2 34+2—Jﬁ"

ist. (siehe Literatur (1) und (2)).

-

Der Weg, den GauB beschritt, stellt eine iiberraschende Erwei-
terung der griechischen Art, Mathematik zu treiben, dar,und so
erregte ihre Bekanntgabe im Intelligenzblatt der allgemeinen
Literaturzeitung groBes Aufsehen und GauB selbst maB der Er-
kenntnis groBe Bedeutung bei. Sie bestimmte ihn, die gleich-
starke Neigung zur Philologie zuriickzustellen und 8ich ganz der
Mathematik zu widmen.

Ebenfalls noch als Student in den Jahren 1796=~1798 schriéb

GauB sein erstes Buch "Die arithmetischen Abhandlungen". Hier
faBte er die Zahlentheorie, die bis zu dieser Zeit eine Samm-
lung von zahlreichen, sehr wertvollen Einzelkenntnissen dar=
stellte, zu einem einheitlichen und systematischen Wissensge-
biet zusammen, das er gleichzeitig durch eigene Untersuchungen
erweiterte, so daB manals den Beginn der modernen Zahlentheorie
die Versffentlichung dieses Buches im Jahre 1801 zdhlt. Mit
diesem Werk riickte GauB unter die fiihrenden Mathematiker seiner
Zeit auf. Das ist u. a. daraus ersichtlich, daB8 GauB nach Er-
scheinen des Werkes zum korrespondierenden Mitglied der Peters-
burger Akademie gewihlt wurde. (siehe Literatur (2).

Das Werk gliedert sich in die 3 Hauptteile, Theorie der Kon-
gruenzen, die quadratischen Formen und die Theorie der Kreis—
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teilung. In ihm wird das beriihmte Reziprozitidtsgesetz, das der
Schweizer Mathematiker Euler zuerst formuliert hat, von GauB
bewiesen. '

Noch widhrend der endgiiltigen Abfassung und der Drucklegung der
"Arithmetischen Abhandlungen" erwarb GauB im Jahre 1799 mit

dem ersten vollstdndigen Beweis des Fundamentsatzes der Alge-
bra an der Landesuniversitit Helmstedt bei dem Mathematiker
J.F.Pfaff den Doktorgrad. Uber die Arbeit schreibt Pfaff:"Ich ,
kann nicht anders sls sehr vorteilhaft urteilen, da sie von

des Verfassers vorziiglichen Fdhigkeiten und griindlichen Ein-
sichten einen iiberzeugenden Beweis enthilt."

GauB hatte Gottingen bereits 1798 verlassen und war nach
Braunschweig zurlickgekehrt, wo er ungestdrt seine Studien fort-
setzen konnte, da ihm die Unterstiitzung, die man ihm wihrend
des Studiums gezahlt hatte, weiter gewdhrt und spéter auch er-
hoht wurde. In Braunschweig heiratete er 1805 und dort wurde
auch sein erster Sohn geboren. Im Jahre 1807 wurde GauB8 Direk-
tor der Sternwarte und Professor der Astronomie in Gdttingen.
Die Berufung als Direktor der Sternwarte war veranlaBt durch
die groBen Verdienste, die GauB durch seine astronomischen Er-
kenntnisse .flir die Entwicklung dieser Wissenschaft erbracht
hatte. So war es seinen Berechnungen zu danken, daB der Plane=
told Ceres, der nach seiner ersten Beobachtung nur 40 Tage
sichtbar war, wieder aufgefunden wurde. Auf ganz neue Art, nur
von relativ wenigen beobachteten Bahnelementen ausgehend, be-
rechnete GauB die Bahn, die es den Astronomen ermdglichte, ge-
nau 1 Jahr nach der ersten Entdeckung Ceres wieder zu beobach-
ten. Damals schrieb ihm der bekennte Astronom Olbers:"Das gan-
ze astronomische Europa sieht mit Ungeduld der Bekanntmachung
der Methode entgegen." Weitere Arbeiten {iber Astronomie folg-
ten (z. B. ilber die Bahnstirungen des Ceres durch andere Pla=-
neten) und brachten neue wertvolle Ergebnisse. Sie faBte GauB
im Jehre 1806 zu dem Buch mit dem Titel "Theorie der Bewegung
der Himmelsk&rper" zusammen. Dieses Werk ist noch heute von
grundlegender Bedeutung, wenn auch die Rechenmethoden vollstin-
dig andere geworden sind.
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Im Zusammenhang mit der Astronomie wandte sich GauB auch Rei=-
henuntersuchungen zu, die bei den Storungsrechnungen auftraten,

Er war gezwungen, sich mit Konvergenzbedingungen zu befassen
und Wert und PFehler der Reihen abzuschidtzen.

Nach 1820 begann GauB sich fiir die Geodidsie zu interessieren,
als ihm die Vermessung des Kbnigsreiches Hannover ibertragen
wurde. Der Auftrag zog sich fast iiber 10 Jahre hin und bean-
spruchte ihn auBerordentlich stark. GauB hat geschitzt, daB er
und seine Mitarbeiter 1 Million Zahlen rechnerisch verarbeitet
haben. Er verwandte bei den Vermessungen, die er z. T. selbst
durchfiihrte, das von ihm konstruierie Helioskop. Es ist dies
ein Leuchtgerit mit Visiereinrichtung, Spiegeln und Fernrohr,
das Sonnenlicht vom Zielpunkt zum Beobachtungspunkt reflektiert
und auéh bei unglinstigem Wetter iiber griBere Entfernungen Mes-
sungen gestattet. Es wurde verwandt bel der Triangulation
Brocken - Inselsberg - Hoher Hagen, bei der Seitenlidngen bis _
zu 90 km auftraten. Auch "Die Bestimmung des Breitenunterschie-
des zwischen den Sternwarten GSttingen und Altona"™ wurde von
lhm in dieser Zeit vorgenommen. Die Abhandlung ist der Ausggrigs-
punkt der modernen Geoddsie. Sie gibt auch die erste moderne
Definition der Erdgestalt, die zu einem Problem der Potentisl-
theorie wurde.

GauB' Freunde haben den groBen Aufwand, den diese Vermessungen
und Berechnungen verlangten, mehrfach beklagt. Aber GauB wies
das zurlick mit dem Hinweis, daB er aus den Forderungen der Pra-
xis die Anregungen zur Vertiefung der Theorie nehme. So kamen
diese Anregungen den Arbeiten ilber Differentialgeometrie und
konforme Abbildungen zugute. Auch bei der Behandlung der Metho-
de der kleinsten Quadrate zum Ausgleich von Beobachtungsfehlern
wirkte die praktische Tdtigkeit von GauB sich anregend aus.

Im Jahre 1829 machte GauB die Bekanntschaft des Hallenser Phy-
sikers Wilhelm Weber, der ihn zur intensiven Bearbeitung phy-
slkalischer Fragen anregte. Als erstes bedeutendes Ergebnis
gab GauB das heute flir wissenschaftliche Zwecke grundlegende
absolute physikalische MaBsystem bekannt. In ihm werden auch
die magnetischen GrundgrtBen wie Polstérke, Féldat&rke usw.



C.F. GauB3 60

auf die drei GrundgrdBen Liénge, Zeit und Masse zuriickgefiihrt.
GauB’ physikalische Untersuchungen wurden noch fruchtbarer, als
Wilhelm Weber auf sein Betreiben im Jahre 1831 nach Gottingen
berufen wurde. Beide fithrten die bereits vorher von GauB aufge-
nommenen Untersuchungen {iber den Erdmagnetismus weiter. Zur Ge-
winnung ihrer Resultate verwandten die Forscher neue MeBverfah-
ren, durch die die Anderungen des Erdmegnetismus alle 5 Minu-
ten festgehalten wurden. Die Erde wurde von ihnen als ein Mag-
net aufgefaBt, das Potential des Erdmagnetismus nach Kugel='
funktionen entwickelt, wobei es gelang, die lage der magneti-
schen Pole der Erde durch Berechnung zu bestimmen. Die Ergeb-
nisse sind in der Abhanﬂlung "Allgemeine Theorie des Erdmagne-
tismus" zusammengestellt, die in den Heften "Resultate aus den
Beobachtungen des Magnetischen Vereins" abgedruckt ist. Der
Gottinger "Magnetische Verein" war von den beiden Wissenschaft-
lern zum Zwecke der internationalen Zusammenarbeit auf diesem
Gebiete im Jahre 1836 gegriindet worden.

Die magnetischen Messungen gingen Hand in Hand mit zahlreichen
experimentellen Untersuchungen iiber galvanische Strime, iber
Elektromagnetismus, Induktion und Elektrodynamik. Von den auf
diesem Geblete gewonnenen Ergebnissenist die Erfindung der elek-
tromagnetischen Telegraphie, die im Jahre 1833/34 erfolgte,

am bedeutendsten. Eg muBten viele Hindernisse iiberwunden wer-
den, bevor es gelang, eine doppelte Drahtverbindung iiber die
beinahe 2 km lange Strecke zwischen dem physikalischen Kabinett
und der Sternwarte herzustellen und durch Zuordnung der Buch=-
Staben des Alphabets zu den InduktionsstromstdBen eine Nache=
richteniibermittlung zu ermtglichen. GauB erkannte die grofle Be=
deutung dieser Erfindung, konnte aber nur bedauernd feststel-
len, daB ihm die Mittel zum weiteren Ausbau fehlten. Eine erste
Anwendung fand diese Erfindung bei der 1835 zwischen Niirnberg
und Firth in Betrieb genommenen Eisenbshnstrecke.

GauB hat auch andere Gebiete der Physik, wie die Mechanik und
Optik zeitweise in den Bereich seiner Untersuchungen einbezo-
gen. 5o hat er Untersuchungen Uber achromatische Doppelobjekti~-
ve durchgefiihrt.
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Gauf’ Schaffen ist es zu verdanken, daB die komplexen Zahlen zum
Allgemeingut der Mathematiker wurden. So ist die geometrische
Interpretation der komplexen Zahlen unter dem Namen GauBsche
Zahlenebene bekannt.

Die Zahlentheorie jedoch war GauB' Lieblingsbeschéftigung. Er
nannte sie die "Ktnigin der Mathematik". So beschiéftigte er
Bich mit der Verteilung der Primzahlen unad vermutete anhand
umfangreicher Rechnungen, daB die Anzshl der Primzehlen kleiner
oder gleich x asymptotisch gleich x/lnx ist. Der Beweis der
GauBschen Vermutung konnte aber erst 100 Jahre spédter erbracht
werden. Auch die Untersuchungen iiber perlodische Dezimalbriiche,
wile sie bereite in den "Arithmetischen Abhendlungen" sich fine-
den, hat er gelegentlich wieder aufgenommen. Durch diese Un-
tersuchungen wurden Anregungen fiir den Ausbau deyr Zahlentheorie
gegeben (Literatur: (6)).

Bel den Darlegungen wurde wiederholt auf GauB' Briefe und die

in seinem NachlaB gefundenen Erkenntnisse hingewiesen. Sie miis-
sen bei der Beurteilung herangezogen werden und ohne sie bleibt
eine Wiirdigung seiner Pers®tnlichkeit liickenhaft, denn GauB hat
liber wichtige Probleme und Erkenntnisse, die ihn Jahrzehnte im-
mer wieder beschiéftigten, nichts versffentlicht. Das trifft

z. B. fiir seine Beschdftigung mit den Grundlagen der Geometrie
ZU.

Schon als Student hatte GauB die Frage aufgegriffen, ob das
Euklidische Parallelenaxiom ein unabhédngiges Axiom sei oder
aus den anderen Axiomen hergeleitet werden kdnne. Diese Frage
hat die Mathematiker fast 2000 Jahre beunruhigt. Es gelang
nicht, das Parallelenaxiom zu beweisen. Spéter versuchten die
Mathematiker eine Geometrie aufzubauen, in der an Stelle des
Parallelenaxioms eine andere Forderung steht, und erwarteten,
daB eine solche Geometrie sich als in sich widerspriichlich er-
weist. Denn eine Geometrie, bei der durch einen Punkt 2 oder
mehrere Parallele gezogen werden, widerspricht der vertrauteu
rédumlichen Erfahrung der Menschen. GauB war der erste, der sich
bereits 1816 zu der GewiBheit durchgerungen hatte, daB Geome-
trien, die das Parallelenaxiom nicht'enthalten, moglich seien.
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mit dem genialen, praktischen Blicke fiir Erfindung neuer Be-
obachtungsmittel, mit der vollendeten Gewandheit und der un-
ermidlichen Ausdauer im Rechnen vereinigt. Das macht ihn zum
Einzigen seines Jahrhunderts."
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Er bezweifelte auch die Gliltigkeit der allgemein verbreiteten
Lehre Kants, wonach unser Reum a priori euklidisch sei.

1832 sandte ihm sein ehemaliger Studienfreund Forkas Bolyai
eine Schrift zu, in der sein Sohn Janos dieses Problem behan=
delte. GauB antwortete dem Freunde kurze Zeit spdter: "Jetzt
einiges iiber die Arbeit Deines Sohnes. Wenn ich demit anfange,
daB ich eine solche nicht loben darf, so wirst Du wohl einen
Augenblick stutzen. Aber ich kann nicht anders; sie loben,
hieBe mich selbst loben, denn der ganze Inhalt der Schrift,
der Weg, den Dein Sohn eingeschlagen hat, stimmen fast durch-
gehend mit meinen eigenen z. T. schon iiber 30 bis 35 Jahren
angestellten Meditationen iiberein." Bereits im Jahre 1830 hatte
der Kasaner Professor N.J. Lobatschewski diesselbe Problem be-~
handelt und eine Versffentlichung iiber nichteuklidische Geome-
trie mit dem Titel "Uber die Anfangsgriinde der Geometpie" her-
ausgegeben. GauB wurde allerdings mit dieser Schrift erst spé-
ter bekannt, die er lesen konnte, da er die russische Sprache
hinreichend beherrschte. Sie wurde 1840 in deutscher Sprache
herausgegeben. GauB erkannte den hohen Wert dieser Publikation
und auf seinen Vorschlag hin wurde Lobatschewski korrespondie-
rendes Mitglied der GSttinger Akademie.

Auf die Frage, weshalb GauB iiber dieses Problem, das ihn so
lange beschiiftigt hat, nichts verdffentlicht hat, gibt ein
Brief aus dem Jahre 1829 an den Astronomen Bessel Auskunft:

Er schrieb dort:"Meine sehr ausgedehnten Untersuchungen ...
zur dffentlichen Bekanntmachung auszuarbeiten, wird vielleicht
bei meinen Lebzeiten nicht geschehen, da ich das Geschrei der
BGoter scheue, wenn ich meine Ansichten aussprechen wollte,"
S50 revolutiondr GauB bei der Behandlung rein mathematischer
Fragen ist, so #dngstlich und zuriickhaltend war er, wenn seine
Erkenntnisse herrschenden weltanschaulichen oder philosophi=-
schen Auffassungen seiner Zeit widersprachen. Er vermied glles
und wies es zuriick, was seine Ruhe st&ren konnte. So beteilig-
te er sich nicht an politischen und gesellschaftlichen Ereignis-
sen seiner Zeit, er verurteilte sie 8ogar eindeutig, wenn sie
zu Ruhestdrungen fithrten oder auf Verdnderungen der Verhtlt-
nisse abzielten. Er protestierte auch nicht wie 7 Gottinger



63 C.F. GauB

Professoren, unter ihnen Wilhelm Weber, gegen den Verfassungs-
bruch des K8nigs von Hannover. Und gerade sein Protest wére von
Bedeutung gewesen. Er fiirchtete Unannehmlichkeiten, die die
flr eine fruchtbare Arbeit notige "Helterkeit des Geistes",
wie er sich ausdriickt, nur beeintrédchtigten.

Aber GauB’ Leben verlief trotzdem nicht ohne Aufregungen, ganz
im Gegenteil haben ihn harte Schicksalsschlége getroffen. So
starb nach 14J§hr1355 gliicklicher Ehe seine Frau Johanna im
Jahre 1809 kurz nach der Geburt ihres dritten Kindes, das er
kurz danach im Alter von 5 Monaten verlor. Aus Riicksicht auf
seine 2 kleinen Kinder verheiratete GauB sich 1810 wieder und
zwar mit einer Freundin seiner verstorbenen Frau. Die Ehe ver-
lief nicht ohne Spannungen und wurde weiter getriibt, als 1818
seine Frau an Lungentuberkulose erkrankte. Trotz aller Fiirsor-
ge und mehrfachen Aufenthaltes in Heilanstalten verschlechter-
te sich ihr Zustand im Laufe der folgenden Jahre und sie starb
1831. Dann verlor er 1840 seine dlteste Tochter im Alter von
32 Jahren. Hinzu kam, daB sein Sohn Eugen ihm groBen Kummer be-
reitete. Der sehr begabte Eugen, der auf seines Vaters Wunsch
Jura studierte, bummelte und trieb sich in Kneipen herum, so
dafl er das Studium aufgeben muBte und dann nach Amerika aus-
wanderte. Auch das Leben seines zweiten Sohnes bereitete ihm
Aufregungen. Er verlieB das Gymnasium vorzeitig, wurde Land-
wirt, wechselte aber die Stellen hdufiger und wanderte dann
ebenfalls nach Ameriks aus. Das alles beeinfluBte GauB Gesund-
heltszustand ungiinetig. Er erkrankte zwar nicht ernstlich, aber
1itt lange Jahre hindurch unter Schlaflosigkeit und schon die
geringste Abweichung von der gewohnten Lebensfiihrung hatte
nachteilige Folgen fiir sein Wohlbefinden und ldhmten seine
Schaffenskraft. Von grofer Hilfe war ihm in den vielen Jahren
nach dem Tode seiner Frau die vorbildliche Fiirsorge seiner
Tochter Therese bis zu seinem Tode am 23. Februar 1855,

Das an Hohepunkten und auch an Ehrungen so reiche Leben des
groBen Gelehrten hat ein Redner auf der Gedenkfeier seines

100. Geburtstages mit kurzen Worten treffend wiedergegeben. Er
sagte: "Wie bei wenigen, welche die Geschichte kennt, waren bei
ihm der mathematische Tiefsinn mit dem Talent des Beobachters,
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Primzahlen (lll, SchiuB)

Es s0ll jetzt ein Verfahren beschriehen werden, wie man eine
Primzahltafel aufstellen kann. Wir wollen alle Primzahlen an-
geben, die kleiner oder gleich einer gezeberen Zahl x sind.
Falls x nicht allzu groB ist, kanr mar hierzu ein sehr altes
und einfaches Verfahren tenutzen,

Das Sieb _des Eratosthenes:

Stellen wir ung zum Beispiel die Aufgabe, z2lle Trimzahlen

kleiner gleich 50 anzugeben. Wir schreiben zunichst alle ne-
tirlichen Zahlen von 2 bis 50 auf: 2,3,4,5,0,...,50.

2 ist Primzahl, wir lassen die 2 stelen und streichen alle
Vielfachen von 2,wir érhalten:
2,3,5,7,9,11.13,15.17,19,21,25,25,27,29,3?,33.35,37,39,41,43,
45,47,49,

Dann nehmen wir uns die 3 vor und streichen alie Vielfachen
von 3. Es bleiben iibrig:
29345,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35,37,41,43,47,19,

Die ndchete Primzahl ist 5, wir streichen also alle Vielfaclen
von 5:

293,547411,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49.

Jetzt streichen wir alle Vielfachen von 7:
C93eD9Ty11413,17,19,23,29,31,37,41,43,47.

Wir haben demit alle I'rimzahlen lkleiner gleich 50, Die Strei-
chung der Vielfachen von 11,13, usw. braucht nicht mehr vor-
genommen zu werden, sie ist schon erfolgt; man bedenlke 112> 50.

Ein interessantes und wichtiges Problem ist die Angabe der An-
zahl aller Primzahlen kleiner gleich x. Ublicherweise bezeich -
net man mit n (x) jene Anzahlfunktion.

So istm(2) =1 ,m(3) =2 ,n(4) =2 ,m(5) =3 ,...,

n (50) = 15,

Das Sieb von Eratosthenes liefert uns eine Methode, m (x) zu
bestimmen, wenn n ( /X) bekannt ist.
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Streichen wir aus der Reihe der natiirlichen Zahlen von 2 bis x
alle Primzahlen kleiner gleich X und deren Vielfache weg, so
bleiben die Primzahlen grdBer als+/X und kleiner gleich x
stehen. Thre Anzehl ist m(x) - T (y%).

In unserem Beispiel mit x = 50 sind das die Primzahlen 11 s T3y
17,19,23,29,31,37,41,43,47.

n (50) = 15 und n(m) =n (8) = 4 wegen 450 < 8,

Also ist m(50) -m (50) =

Nun bestimmen wir diese Anzanhl auf andere Weise:

Die Anzahl der Zahlen von 2 bis x ist [ - 1. Dabei ist [X]
das grofte Ganze von x (x braucht keine ganze Zahl zu sein!),

z.B, ist H [F = 7.

Da wir alle Vielfachen von 2 gestrichen habten, ist von

([x] - 1) [-E] abzuziehen. Ziehen wir weiter die Anzahl der
Vielfachen von 3, x] s ab, so haben wir die Anzshl der Viel-
fachen von 2.3, 72% yzuviel abgezogen und miissen sie wieder

hinzufiigen. Bis dahin haben wir erhalten:

b -1 - -3+ [

Ziehen wir nunmehr die Anzahl der Vielfachen von 5 ’ X

y ab,
so miissen wir entsprechend [-2-"55-] und —3—5] wieder hinzufiigen,
Das ist aber zuviel! Denn die Anzahl der Vielfachen von 2- +3.5
haben wir ja jetzt doppelt hinzugefiigt. Also miissen wir sie
einmal wieder abziehen, d.h. [?—-’3‘—5 . Damit sind wir jetzt
auf =
o -1 - f - 3] - ]+ [y [P + [ [3]
gekommen, Und so geht es weiter, bis -wir alle Primzahlen klei-
ner gleich-{? ausgeschdpft haben. Wir erhalten:

% X
'n(x) -n (®) = [x] - 1'£%J [Pi' PJ] B [Pi'pj'pk}

+ e ko
Die Reihe besteht aus m (X) solcher Summen. Die Summation ist
folgendermaBen zu verstehen: In der ersten Summe l&uft i von 1
bis n (%), d.h. in [%J kommen alle Primzahlen kleiner gleich
VX nacheinander vor. In der zweiten Summe laufen ebenfalls i
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und j von 1 bis mn(4X), aber &8 muB immer die Bedingung i < j
erfiillt sein, usw,
Berechnen wir nach dieser Formel m(50):

n(50) = n(y50) + [50] - 1 Z%} +Z {PE?P:J] _
1<

50 + 50
Py pj'pk Py Pj'Pk'Pl *
i<j<

icjckel
Die Primzshlen kleiner gleich 4/50 sind:
Py =2, =3,p3=5,p, =" 1450 = 4.
Daraus folgt:

n(50) = 4 + 49 - (1%3 + 28 2% + 5%%)
+ (:g_?j] +EQ'5 + -g%a + B(-)_S + Bi_)7l+ I;.L?,ﬂ)
S e e g i e 3

v e

=53-(25+16+10+7) + (B+5+3+3+2+1)
- (1 +14+0+0)+0

=53 =58 + 22 =2

= 15

Unregelméfigkeiten in der Primzahlverteilugg

Die Aussiebung 148t die Vermutung aufkommen, daB die Prim-
zahlen beim Fortschreiten in der Folge der natiirlichen Zshlen
immer seltener werden. Jedenfalls treten UnregelméBigkeiten
auf, die sich jedem Gesetz zu entziehen scheinen. Das wird un-
terstiitzt durch die Tatsache, daB man in der Folge der Prim-
zahlen beliebig groBe Liicken entdecken kann, So befindet sich
unter den n aufeinanderfolgenden Zahlen (n+1)!+2,(n+1)!+3,...,
(n+1) !+(n+1) keine einzige Primzahl, da die erste durch 2, die
zweite durch 3, die letzte durch n+!1 teilbar ist, denn es ist
k! = 1.2-...,-k, Andererseits gibt es Primzahlen p und p+2 mit
dem minimalen Abstand 2.

Beispiele solcher sogenannter Primzahlzwillinge sind:
3,5;5,7;11,13;17,19;29,31;41,43;2309,2311.
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Wir wissen bis heute nicht, ob es unendlich oder nur endlich
viele solcher Primzahlzwillinge gibt.

Trotz dieser Unregelm#Bigkeiten gehorcht die Primzahlfunktion
n(x) einem Gesetz. Schon GAUSS vermutete, daB m(x) flir sehr
groBe x sich ungeféhr wie og = M verhdlt. Einen ersten
Schritt in dieser Richtung tat 1850 TSCHERYSCHEFF. Er zeigte,
daB fir hinreichend grofie x die Ungleicﬁungpn

9
%Iojg:x': m (x) < B'Iogx

richtig sind. Mit ziemlich tiefliegenden funktionentheoreti~
schen Hilfsmitteln bewiesen 1896 HADANARD und POUSSIN

. " T B
m(x) ~ roex » doh. Lim (x) LB X _ g |

Lange Zeit glaubte man nicht an die Existenz eines elementa-
ren Bewelses fiir diesen Primzahlsatz, so daB seine Entdeckung
im Jahre 1948 durch SELBERG und ERDUS eine echte mathematische
Sensation bedeutete.

Uber die Annaherung von m(x) durch I____ gibt folgende Tabel -

le einigen AufschluB:
T(x)-log x

X n(x) =

10> 168 1,159
104 1 229 1,132
10° 9 592 1,104
106 78 298 1,084
107 664 579 1,071
108 5 761 455 1,061
10° 50 847 478 1,053

1)

Unter log x verstehen wir immer den natiirlichen Loga-
rithmus,

Prof. Dr. rer. nat. habil. E. Krétzel
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Die Entwicklung der Mathematik und der
Mathematisch-Naturwissenschalfilichen
Fakultat an der Universitat lena von 1558
bis zur Gegenwart ()

Am 19, Mdrz 1548 wurde in Jena die"Hohe Schule" gegriindet. Ihre
Unterkunft fand die "Hohe Schule" in der Siidwestecke der Stadt,
im ehemaligen Dominikanerkloster zu St. Pauli. Das Kloster war
1525 von den Bauern gestiirmt worden. Mit Ausnahme der Kirche
waren jedoch alle Gebdude gut erhalten. 1527/28 und 1535/36 hat-
ten die Rdumlichkeiten des Baues = der Komplex wurde dann
Collegium Jenense genannt - fiir kurze Zeit der nach Jena iiber=-
gesiedelten Universitdt Wittenberg, dort herrschte zu Jjener Zeit
die Pest, gedient. Das Grundstiick war im Norden durch die heu=-
tige Kollegiengasse, im Osten durch einen freien Platz und im
Siiden und Westen durch die Stadtmauer begrenzt. Das Collegium
Jenense ist heute die einzige in dieser Geschlossenheit erhal-
ten gebliebene dltere Universitdtsanlage in unserer Republik.

Die 1548 gegriindete Schule war noch keine Universitdt. Erst
zehn Jahre spater, nach langwierigen Prestige-=Verhandlungen mit
der katholischen kaiserlichen Majestdt, die wenig Interesse an
der Griindung einer protestantischen Hochschule hatte, konnte
Jenas "Hohe Schule" in den Rang einer Universitdt erhoben wer-
den, Am 15. August 1557 wurde der Stiftungsbrief fiir die Univer-
gitdt Jena durch Ksiser Ferdinand unterzeichnet; und nachdem

am 25. Januar 1558 der regierende Herzog Johann Friedrich der
Mittlere die Statuten der Universitdt unterschrieben hatte,
konnte endlich am 2. Februar 1558 die feierliche Eroffnung der
neuen Universitdt stattfinden. Mit der Erlangung der Privile-
gien war die Salana - wie die Jenaer Universitdt gern genannt
wurde - gleichberechtigt in die Reihe der deutschen und auslén-
dischen Universitdten getreten.
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Unser Foto zelgt den Stiftungsbrief des Kaisers Ferdinand fiir
Universitdt Jena

_g‘_..._.‘_._n‘_-h._.

Lot e T S Mt e 8 '
-

Nach der Griindung der Universitidt organisierten sich die vier
Fakultédten (Theologische, Medizinische, Juristische.und Philoso-—
phische Fakultdt), wdhlten die Dekane und gaben sich ihre Sta-
tuten. Alle Fakultdten waren mit dem Recht der Promotion aus-
gestattet.

Die Philosophische Fakultdt vermittelte die Grundlagen fiir das
eigentliche Fachstudium. Mit der Aufnahme des Lehrbetriebes wur-—
de in dieser Fakultdt auch Mathematik und Physik gelesen. Aus
der groBen Zahl weniger bedeutender Minner, die in Jena die
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Mathematik meist nach den alten Schemata und Stoffgebieten lehr-
ten, ragt M ichael Stifel (1486 - 1567), ein
eigenartiger, zwischen Mystik, Theologie und Mathematik hin-
und hergerissener Charakter, besonders hervor. Michael Stifel
studierte in Wittenberg und war ab 1522 in verschiedenen Orten
als Pfarrer tdtig. Er befaBte sich mit Zahlenspekulationen und
prophezeite den Weltuntergang. Als dieses Ereignis natlirlich
nicht eintrat, muBte er seine Tdtigkeit aufgeben. Jedoch bemiih-
te sich besonders Martin Luther um den begabten Menschen und
lieB ihn ernsthafte mathematische Studien treiben. Im Jahre
1544 legte er dann sein Werk "Artithmetica integra" vor, das
verschiedene neue Erkenntnisse brachte. Von 1548 - 1550 war er
Lehrer an der Hohen Schule und von 1556 bis 1564 gehtrte er zum
Lehrkorper der Universitdt. Er starb 1567 im Alter von 81 Jah=-
ren. Seine Entdeckungen auf dem Gebiet der rationalen Zahlen
(Divisionsregeln, Binomialkoeffizienten, Wurzelziehen) sowie
auf dem Gebiet der irrationalen Zahlen, auf dem seit Ruklid nur
geringe Fortschritte erzielt worden waren, sind von beachtens-
werter Bedeutung.

In dem mathematisch und naturwissenschaftlich zuriickgebliebenen
demaligen Deutschland waren die Voraussetzungen fiir eine Neu=-
orientierung der Philosophie erst im 17. Jahrhundert gegeben.
In Westeuropa hatte sich diese durch den Fortschritt der moder=-
nen Mathematik und Naturwissenschaften schon frither notwendig
gemacht.

Der bedeutendste Vertreter der modernen Wissenschaft in Jena,
der zugleich die Mathematik und Naturwissenschaft und die mo-
dernen philosophischen Stromungen in sich vereinigte, war
Erhard Weigel (1625 = 1699). Er war eine der
hervorragendsten Perstnlichkeiten im wissenschaftlichen Leben
des 17. Jahrhunderts. Nachdem Weigel 1650 zum Magister der Phi=-
losophie promoviert worden war, begann er, an der Universitit
Leipzig Vorlesungen zu halten. Weigel war eine h&chst wichtige
Perstnlichkeit und ein iiberaus erfolgreicher akademischer Leh-
rer. Durch die groBe Zahl seiner Horer sowie zahlreicher Ver-
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o6ffentlichungen verschaffte er sich bald einen geachteten Na-
men. Sein Ansehen wuchs so rasch, daB er als 27-jdhriger nach
Jena berufen wurde, nachdem 1652 der Jenaer Mathematiker
Heinrich Hoffmann (1576 - 1652) gestorben war.
Von Herzog Wilhelm IV. von Weimar, den er in der Astronomie un-
terrichtete, wurde ihm der Titel eines Hofmathematikers verlie=-
hen. Weigel war mehrere Male Dekan der Philosophischen Fakultit
und sogar das Rektorat der Universitdt wurde ihm dreimal (1657,
1675, 1695) iibertragen. Im Alter von 74 Jahren starb Weigel in
Jena nach iiber 46-jdhriger erfolgreicher Lehrtdtigkeit. Seine
Vorlesungen waren anschaulich und lebendig. Dabei kam ihm in
seinen Spezialfédchern Mathematik, Astronomie und Physik sein
Talent zum Zeichnen und Experimentieren sehr zugute. Weigel
hatte ein auBerordentlich vielseitiges Vorlesungsprogramm; so
hielt er Vorlesungen iiber gewdhnliches Rechnen, Bruchrechnen,
Geometrie, ebene und spdrische Trigonometrie, Arithmetik, ILoga-"
rithmenrechnen, Zeitrechnung, Statik, Mechanik, theoretische
und praktische Optik, Architektur und sogar iiber Instrumenten-
kunde. Die Mathematik ist nach Weigels Auffassung die Grundla-
ge aller Wissenschaften. Ihr tatsdchlicher Entwicklungsstand
war im damaligen Deutschland jedoch sehr niedrig. So ist Weigels
Verdienst um die Mathematik vor allm dadurch begriindet, daB er
bemitht war, ihr an den deutschen Universitdten mehr Eingang zu
verschaffen.

Midchael Platen

Fortsetzung im nidchsten Heft

Die Abbildung auf der nichsten Seite zeigt das Collegium Jenen-
se, das Universit&tshauptgebZude von 1558 bis 1861.

Zum Titelbild: Der fesche junge Mann auf der Titelseite ist
ein Jenaer Student im 17. Jahrhundert.
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Die 4. lenaer Informationstage

Vom 24, bis 26. Februar fanden die diesjéhrigen "Jenaer Infor-
mationstage™ statt. Diese Veranstaltung, an der tiber 900 zukiinf=
tige Studenten teilnshmen, wurde vor vier Jahren auf Initiative
der FDJ-Hochschulgruppenleitung anstelle der vorher durchgefiihr-
ten "Tage der offenen TUr" ins Leben gerufen. Ihr Ziel ist es,
die zukiinftigen Studenten mit den Anforderungen des Studiums
vertraut zu machen und ihnen bei der Vorbereitung auf den neuen
Lebensabschnitt einige Tips zu geben.

Un diesem Ziel gerecht zu werden, waren die 3 Tage mit einem
umfangreichen Progremm ausgeflillt. Neben den zentralen Veran-
staltungen, wie die Eridffnungsveranstaltung und die erste Vor-
lesung zur Geschichte der Universitét, fanden auch mehrere Zu-
sammenkiinfte im Sektionsrahmen statt. Dabei glng es uns neben
den speziellen Informationen zum Studienbeginn, zur Belastung
wihrend des Studiums und detaillierten Aussagen zum Studien-
plan vor allem um die Herstellung erster Kontakte zu den Hoch-
schullehrern, Assistenten und FDJ-Punktiondren, um die Formie-
rung der FDJ-Kollektive. .

Andere wichtige Anliegen waren die Vorbereitung des Studenten-
sommers, in dem die Studenten das erstemal eine ldngere Zeit
zusammenkommen und dem damit ein bedeutender Beitrag bei der
Herausbildung der Gruppenkollektive zukommt, und nicht zuletzt
ein erstes Vertrautmachen mit der Stadt, die flir Jahre ein zwei-
tes Zuhause werden soll.

Obwohl wir noch nicht immer die effektivsten Formen fir die
einzelnen Veranstaltungen gefunden haben, sind wir der Meinung,
daB sich die "Jenaer Informationstage" bewdhrt haben. Daftir
spricht auch die stindig steigende Teilnehmerzahl.

JIT *** JIT *** JIT *** JIT *** JIT *** JIT *** JIT **+* JIp

Eberhard Pichler



Preisaufgaben 76

Preisaufgaben 5/77

J 19 Man 1dse die Gleichung

ginx = % Bin 2x + % sin 4x

J 20 Man 16se die Ungleichung

4log16 cos2x + 2log4sinx + logzcosx + 3 < 0.

Men 18se das Gleichungssystem

—2"I|+3=0
|Y|+x—3=0

22 Man berechne die Summe

* T et MR ¢

5

Es sind die beiden Geraden g, und g, vorgegeben.

Auf g liegt das Punktetripel AjrhoZ, (A1,A2 in
Reihenfolge der Indizes gerichtet). Auf g, liegt ana-
log das Tripel B, BE’Zb' Unter der Verwendung der Defi-

nition: ein orientiertes Parallelgeradenpaar ist ein
Band,sollen zwel Bidnder, eines durch A A2 und das
andere durch B132 9 gefunden werden, BO daB der Schei-

tel der Bander XY auf der Gerade ZBZ liegt.

b

J 24 HaliTy BCe 3HAUEHUA & , IpU KOTOPHX CHUCTeMa

[
2) 2 \a 2 y
(x° 4+ 137 + (" + 1) = 2
2
a +bxXxy +xy =1
uMeeT XoTA OH OJHO pelleHue g n0COro 3HAyeHud b (a,b,x,y -
TeiiC TBUTENBHHE YNMCJA).

Einsendeschluﬁ:I1.7.1977|
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Losungen

Aufgabe H 67 (nach Reiner Lindemann, Cottbus)

Bei den Losungen der Aufgaben mit Winkelfunktionen fiel
uns auf, daB in vielen Lisungen nicht beriicksichtigt
wurde, ob die Funktionen iiberhaupt definiert sind und
ob die Rechenoﬁerationen mit ihnen erlaubt sind. So
z. B. Division durch 0 (mit cos x und x = %) oder Mul-
tiplikation von Ungleichungen mit negativen Werten
(Vorzeichen der Winkelfunktionen in den einzelnen Qua=-
draten nicht beriicksichtigt.) Deshalb hier nun eine Li-
sung, in der diese Besonderheiten sorgfdltig beachtet
wurden:
Man 16se das Gleichungssyetem

tg x +ctg y = a (1)

ctg x + tgy =2 (2)

Zundchst muB x;y + -"2"- .k keG gelten, damit die Win-
kelfunktionen definiert sind.
Hat das System bei a=0 eine L&sung?
Ware a=0, so folgt tan x = -cot y
daraus folgt cot x = =tan y .
0 =2 Widerspruch.
Wir kdnnen also den Pall a=0 ausschlieBen und multipli-
zieren die Gleichungen miteinander.
Da tan x . cot x = tan y . cot y = 1 gilt, folgt daraus

tan x . tan y + cot x . cot y = 2(a=1)
Wir setzen tan x . tan y = b (3)

b + % = 2(&-1)

by o= (a=1) I 4fa(a-2)’ (4)

Die Diskussion der Diskriminante liefert sofort, daB
bei 0< a< 2 keine Ldsungen existieren.
Setzen wir tan y = fﬁg;i in(2) ein, s0 ergibt sich
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b
cot x + fEE ® ° 2
1+ b = 2 tan x
% b+1
= arc tan =~ (5)

Setzen wir cot x = t—aE—'Y- in(2)ein, so ergibt sich

y = arc cot % (6)
Es bleibt noch zu zeigen, daB b $# O und b ¢ =1 ist
(8-1)2 = 82 - 2a
1 =0 Widerspruch = b % 0
—-F = iw/a - 2 a
a =0 wurde schon ausgeschlossen

Setzt man (4) in (5) und (6) ein, so erhidlt man die

Losungsmenge
——— u%(a-2)

O I
arc cot B-'—E(_EEL k.
2((a=1)*+/a(a=2) )+ "

+ k=

<
a
n
n

Aufgabe H 59 | Die Gleichung (sinx+3cosx).sin 4x = 2 besitzt

eine Losung.

f(x)=(sinx+3cosx).sin 4x ist stetig als Summe und
Produkt stetiger Funktionen. Fiir x=0 = f(x)=0
und fiir x =%=} f(x) =%+%ﬁ>2 .

Nach dem Zwischenwertsatz stetiger Funktionen
existiert ein g e (0; F) mit £(g )=2.

Damit ist widerlegt, daB die Gleichung
(sinx+3cosx).sin 4x = 2 keine Losung besitzt.
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FDI-Studententage in lena

Anfang Mal finden zum 6. Mal an unserer Universitdt die FDJ-
Studententage statt. FDJ-Studententage stehen einmal im Stu-
dienjahr auf dem Programm und liegen zumeist in der ersten Mai-
woche. In der Regel finden wihrend dieser Tage keine bzw. nur
wenig Lehrveranstaltungen statt, um den Studenten die Mdglich-
keit zu geben, Bilanz iiber die Ergebnisse des zu Ende gehenden
Studienjehres in der fachlichen und gesellschaftlichen Arbeit
zu ziehen. Organisiert werden die Studententage von den FDJ-
Leitungen der einzelnen Sektionen. In diesem Jahr dienen sie
dem Ziel, den Erfiillungsstand des "FDJ-Auftrages IX. Parteitag"
in Vorbereitung des 60. Jahrestages der GroBen Sozialistischen
Oktoberrevolution zu dokumentieren. Dazu dienen solche Veran-
staltungen, wie die Studienjshreskonferenzen, die wissenschaft-
lichen Studentenkonferenzen, die Leistungsschau der Sektion,
das Karl-Marx-Seminar, militérpolitische Foren, Argumentations-
wettstreit, Sportfest, Solidaritdtsarbeitseinsitze und eine
Vielfalt kultureller Veranstaltungen.

In den Studienjahreskonferenzen legen die einzelnen Studienjah-
re Rechenschaft ab iiber die Erfiillung der Kampfprogramme der
FDJ-Gruppen, die fachliche Qualifikation der Studenten und den
Stand der Kollektiv- und Personlichkeitsentwicklung. Bewdhrt
hat eich,in diesem Gremium mit Dozenten, Assistenten und allen
Lehrkréften iiber Probleme des Studienprozesses zu diskutieren.
Die wissenschaftliche Studentenkonferenz dient in dlesem Jahr
der Vorstellung der Arbeiten zur zentralen wissenschaftlichen
Studentenkonferenz in Leipzig und ist dem Andenken des groBen
Mathematikers Carl Friedrich GauB gewldmet, der in seiner Zeit
in hervorragender Weise die Einheit von Theorie und Praxis ver=-
wirklichte. In fiinf Arbeitskreisen werden hervorragende, eigen-
stédndige Arbeiten von Studenten unserer Sektion vorgestellt,
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die Ausdruck der schipferischen Bestrebungen unserer Studenten
8ind, die Mathematik in der Praxis wirksam werden zu lassen. In
erster Linie sind das Arbeiten, die von den Studenten im Rahmen
des Betriebspraktikums oder des Diplomverfshrens erstellt wur-
den.

Anliegen des Karl-Marx-Seminars ist es, wissenschaftlich fun-
diert in einer dffentlichen Diskussion zu konkreten gesell=-
schaftspolitischen und philosophischen Fragen zu argumentieren.
Dieses Jahr geht es darum, die Notwendigkeit einer selbsténdi-
gen politischen Organisation der Jugend herauszuarbeiten; zu
kldren, was es gegenwdrtig flir die FDJ bedeutet, ihren Beitrag
zur Verwirklichung der historischen Mission der Arbeiterklasse
zu leisten; und zu erldutern, welche Aufgaben sich speziell

fiir die FDJ-Studenten bei der weiteren Gestaltung der entwickel-
ten sozialistischen Gesellschaft ergeben.

Wir ktnnen an dieser Stelle nicht auf alle Veranstaltungen de=
tailliert eingehen. Jedenfalls bieten die Studententage den
Seminargruppen iiber das Genannte hinaus geniigend MSglichkeiten
der kulturellen Betdtigung (etwa in den FDJ=-Studentenclubs)

und der individuellen Gruppengestaltung (etwa Wochenendfahrten
etc.). Den Initiativen der Studenten sind ketne Grenzen gesetzt
uhd auch dieses Jahr werden die Studententage sicherlich wieder
der Hohepunkt unseres FDJ=Lebens an der Universitidt.

Harimut PleBke
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Die Schaltalgebra als Boolesche Algebra

In dieser Artikelserie soll eine Einfiihrung in die Schaltalge-
bra gegeben werden. Dies wird in drei Teilen erfolgen:

Der erste Teil enthglt die allgemeinsten Grundlagen in Form der
Booleschen Algebra, der zweite Teil die Grundlagen der Schalt-
algebra und der dritte einen Ausblick auf Anwendungen. Glinstig
fliir des Verstdndnis sind einige Vorkenntnisse des lesers aus
der Logik und der Axiomatik. Sie sind jedoch nicht unbedingt
notwendig - der Artikel kann auch als unkonventionelle Einfiih-
rung in die Logik dienen. Aus Platzgriinden kdnnen nur zwei Sdt-
ze béwiesen werden, die grundlegenden Charakter tragen. Es
bleibt dem Leser selbst liberlassen, die iibrigen Beweise selbst
zu filhren oder sie in der angegebenen Literatur nachzulesen.

1. Boolesche Algebren

Der Begriff der Booleschen Algebra wird in der Literatur in
zweifacher Bedeutung verwendet. Einmal versteht man darunter
ein System von Rechenregeln (entsprechend dem friiheren Gebrauch
des Begriffes "Algebra"), in der modernen Literatur werden da-
gegen spezielle Systeme von Dingen mit gewissen Verkniipfungen
als Boolesche Algebren bezeichnet (analog den Begriffen "Grup-
pe", "Ring" usw.). Wir wollen im folgenden den Begriff in sei-.
ner neueren Bedeutung verwenden.

Als Begriinder der Theorie Boolescher Algebren gilt George
Boole (1815=1864), der an die Arbeiten von Leibniz und
den Briidern Bernoulli anschloB. Boole beschiftigte sich vor
allem mit der Aussagenalgebra (Iogik). Im 20. Jahrhundert wur-
de der allgemeine axiomatische Aufbau der Theorie geschaffen.
Besondere Bedeutung besitzt die Theorie gegenwdrtig PHr die
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Kybernetik.

1. Grundbegriffe

Definition 1: Eine bind&re Operation (&) auf einer Menge M ist
eine Vorschrift, die jedem geordneten Paar (a,b) von Ele-
menten aus M ein eindeutig bestimmtes Element c=a&b aus

M zuordnet. _
(Das verwendete Zeichen "&" ist allgemein; es hat nichts mit
"und" zu tun.)
Definition 2: Ein Element e einer Menge M heiBt neutrales Ele-
ment (Einselement) beziiglich einer bindren Operation ge-

nau dann, wenn fir jedes Element a aus M gilt:
a&e=me&ka=a.

Definition 3: Eine Menge M mit den auf ihr erkldrten bindren

Operation (.) und (+) heiBt Boolesche Algebra genau dann,
wenn folgende Axiome gelten:
A1: Die Operationen (.) und (+) sind kommutativ, d.h. fiir
alle Elemente a und b aus M gilt a.b=b.a bzw. a+b=b+a.
A2: Jede Operation ist distributiv bezliglich der anderen,
d.h. fiir alle Elemente a, b und ¢ aus M gilt
(a+b).c=(a.c)+(b.c) bzw. (a.b)+c=(a+c).(b+c).
A3: In M existiert fiir die beiden Operationen (.) bzw.
(+) ein neutrales Element, genannt 1 bzw. O. .
A4: Zu jedem Element a aus M existiert ein Element a' aus
M (genannt Komplement von a), fiir das gilt a.a;=0 und
a+a'=1,
Diese Axiome wurden zum erstenmal von Huntington 1904 an-
gegeben. Haufig wird eine dritte Operation (~) in die De-
finition mit aufgenommen, die dem Axiom 4 geniigt, d.h. das
Komplement bildet. Die Operation (.) heiBt Konjunktion
oder logisches Produkt, die Operation (+) Alternative oder
logische Summe (hdufig aus Disjunktion) und die Operation
() Negation. Wir vereinbaren, daB die Negation vor der
Konjunktion und die Konjunktion vor der Alternative aus-
gefilhrt werden, und daB das Zeichen (.) weggelassen wer-
den kann.
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Definition

4: Unter einem Term verstehen wir folgendes:

(1)
(2)
(3)
(4)

Mit

Die neutralen Elemente O und 1 sind Terme.
Die Variablen sind Terme.
Ist T ein Term, dann ist auch T (bzw. T') ein Term.

Sind T, und ‘I'2 Terme, so sind auch T1T2 und T1+T

1 2

Terme. .
Hilfe der Termdarstellung definieren wir nun einige

weitere, abgeleitete Operationen.

Definition 5:
(1) Implikation: (a—b) =Df(E+b)
(2) Aquivalenz: (a «—b) =Df(EB+ab)
(3) Disjunktion: (a @ b) =Df(§£+a5)
(4) Shefferache Operation: (a ¢ b) -Df(ab)
(5) Peircesche Operation: (a ¢ b) =Df(a+b)
Die Bezeichnungen und Symbole sind in der Literatur sehr
unterschiedlich.
Die Alternative wird hdufig als Disjunktion bezeichnet
und die hier definierte Disjunktion dann als Antivalenz

bzw. als "Entweder-Oder". Vor allem in der technischen
Literatur werden die Sheffersche Operation als NAND-Ope=-
ration und die Peircesche Operation als NOR-Operation

bezeichnet. Zur besseren Orientierung sollen in der fol-

genden Tabelle einige Zeichen gegeniibergestellt werden:

a+b anb a&b a etb

a+b av b a vel b

a—b a>hb a seq b

8esb a~b>b a=b a dg b

a e)b a+ b a aut b

aib a/ b a | b a sh b

a tb aAb

a non a a' wa—

In den einzelnen Spalten sind die Zeichen zusammengefafit,

die

meist gemeinsam benutzt werden. Manche Autoren ver-

wenden jedoch auch noch andere Zusammenstellungen.
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2. Unformungsregeln

Aus den Axiomen von Huntington lassen sich einige Sitze herlei-
ten, die auch als Umformungsregeln der Booleschen Algebra be=- _
zeichnet werden.

(1) Assoziativititsgesetze

(ab)ec = a(bce) (a+b)+c = a+(b+c)
(2) Idempotenzgesetz der Netagion '
g =2 ‘
(3) Die de Morganschen Formeln
ab, = a+b a+b = ab .
(4) Die Idempotenzgesetze der Konjunktion und Alternative
a = aa . a = a+a
(5) a0 = 0 a+1 = 1
(6) a(a+b) = & a+ab = a
(7) 0 = 1 : T =0

Prinzipiell lassen sich alle (richtigen) Gleichungen als Umfor-
mungsregeln auffassen. '

Anhand des Satzes a=aa B0ll gezeigt werden, wie diese Sdtze mit
Hilfe der Axiome aus der Definition bewiesen werden:

a = al (nach A2)
= a(a+a') (nach A4)
= aa+aa' (nach A3)"
= aa+0 (nach A4)
= aa (nach A2)

Beim Betrachten der Regeln (1) bis (7) zeigt sich zwischen den

linken und rechten Ausdriidken eine Symmetrie bezliglich Konjunk-
tion und Alternative, die charakteristisch flir .die Boolsche Al-
gebra ist. Diese Symmetrie wird als Dualitdtsprinzip bezeichnet.

Satz1: Ersetzt man in einer giiltigen Gleichung der Boole=-
schen Algebra an allen Stellen das Zeichen ", durch das
Zeichen "+" sowie das neutrale Element 1 durch das neu-
trale Element O (und umgekehrt), so érhﬁlt man wieder
eine gliltige Gleichung.

Ein Term T1, der aus dem Term T durch Anwenden dieser Vertau-
schungen hervorgegangen ist, heiBt der zu T duale Term.
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Eine derartig hohe Symmetrie beziiglich der Operationen besitzt
die aus der Schule bekannte Algebra nicht.

3. Beisﬁiele fir Boolesche Algebren

Die bekannteste Boolesche Algebra ist die Algebra der Aussagen
Uber einen bestimmten Gegenstandsbereich (Aussagenlogik). Die
Theorie der Booleschen Algebren entstand ja auch durch Verall-
gemeinerung der Aussagenlogik. _

Als Menge, auf der die Operationen erklart werden, widhlen wir
die Menge der Aussagen iiber einen vorgegebenen Gegenstandsbe-
reich, von denen eindeutig festgestellt werden kann, ob sie wahr
oder falsch sind. Wir fiilhren die Operationen Negation (bezeich-
net mit ~a), Konjunktion (a A b) sowie Alternative (a v b) ein.
Eine Aussage ~ a ist genau dann wahr, wenn die Aussage a falsch -
ist. Eine Aussage a A b ist genau dann wahr, wenn beide Auasa-.
gen a und b wahr sind. Eine Aussage awv b ist genau dann wahr,
wenn wenigstens eine der Aussagen a und b wahr ist.

Satz 2 : Die Aussagenalgebra ist eine Boolesche Algebra.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt, indem man die eingefiihrten
Begriffe daraufhin untersucht, ob sie den Axiomen A1 bis A4 ge-
niigen (vgl. den Beweis im Abschnitt 2.3.). Lesern, die den Be-
veis selbst durchfilhren wollen, sei folgender Hinweis gegeben:
Dem neutralen Element 1 entspricht die Aussage, die ‘immer wahr
ist und dem Element O entsprechend die Aussage, die immer falsch
ist.

Satz3 : Die Mengenalgebra ist eine Boolesche Algebra.

£1s Mengenalgebra bezeichnen wir dabei die Menge von Untermengen
einer vorgegebenen Menge mit den Operationen "Bilden der Komple-
mentérﬁenge", "Durchschnitt" und "Vereinigung". Wer die Mengen-
lehre kennt, sieht leicht, daB diese Mengenalgebra der Defini-
tion 3 geniigt. )

Weitere Anwendungen findet die Theorie der Booleschen Algebren
z. B. fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie und fiir die Theorie
‘der Neuronennetze. (Die Nervenzellen, Neurone genannt, gehorchen
dem Alles-oder-Nichts-Gesetz: Entweder geben sie ein Signal ab
oder sie bleiben in Ruhe, Zwischenstellungen gibt es nicht. Von
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der Stdrke des Reizes ist nur die Anzahl der Signale abhingig,
deren GroBe ist konstant.)

Mit der Schaltalgebra, einer der wichtigsten Interpretationen
“der Booleschen Algebra, beschdftigen wir uns im ndchsten Teil.

Wolfgang Didk
Student an der
ABF ,Walter Ulbricht" in Halle

XVI. Olympiade lunger Mathematiker der DDR

Die XVI. OJM der DDR fand in der Zeit vom 3. bis T April 1977
traditionsgemd8 in der Jugendhochschule "Wilhelm Pieck" am Bo-
gensee statt. Aus allen Bezirken der DDR konnten sich 203 Schii-
ler, darunter 19 Madchen, in den vorhergehenden Kreis- und Be-
zirksolympiaden flr die DDR-blympiade qualifizieren, Flir die
Wurzel-Leser schildert ein Teilnehmer aus Jena seine Eindriicke _
von dieser Olympiade.

Sonntag: Die Delegationen treffen in der Jugendhochschule am
Bogensee ein. Zundchst werden organisatorische Fragen erledigt.
Die Delegationsleiter der einzelnen Bezirke und die zentralen
Organisatoren der XVI. OJM weisen den Teilnehmern ihre Zimmer
zu. Alle richten sich gemiitlich ein. Die FDJ-Sekretire der Dele=-
gationen konstituieren sich zur FDJ=Leitung der Olympiade. Sie
besprechen noch Details des Programmes fiir die kommenden Tage.
Nach dem Abendbrot ist dann die feierliche Eroffnung der Olym-
piade. Alle Teilnehmer werden von Prof. Dr. Bausch her;lich
willkommen geheiBen.

AnschlieBend spielt die Gruppe "MTS". Am vielfachen Applaus
zeigt sich, daB die Gruppe mit ihren satirisch-ironischen Lie~-
dern sehr gut angekommen ist. Danach begeben sich die meisten
Teilnehmer gleich zur Ruhe, um am ndchsten Tage fit zu sein.

Montag: 6.30 Uhr werden alle Teilnehmer geweckt. Nach letzten
Hinweisen bei der Klausurersffnung beginnt die erste Klausur
dann 9.30 Uhr. Die meisten haben doch etwas Lampenfieber und



Mathematikolympiade | 88
das ist verstdndlich. Doch nun ist es soweit: alle Teilnehmer

- haben 3 Aufgaben vor sich liegen, die Starter in Klassenstufe 10
sogar 4, da sie am ersten Tag 2 Wahlaufgaben bekommen, von de-
nen genau eine zu losen ist. Nach viereinhalb Stunden, einge-
rechnet eine halbe Stunde Pause, angestrengtester Arbeit ist

die erste Klausur beendet. Beim Mittagessen wird natiirlich iiber
die Aufgaben und iiber Losungsvarianten diskutiert. Am Nachmit-
tag konnen sich die Teilnehmer bei Volleyball-, FuBball- und
Tischtennisturnieren abreagieren und erholen. Trotz einiger
heftiger Regenschauer machen die im Freien stattfindenden FuB-
bell= und Volleyballspiele sehr viel SpaG.

Nach dem Abendessen hilt Nationalpreistrdger Prof. Dr. Reichhard
einen interessanten Vortrag zum 200. Geburtstag von Carl Fried-
rich GauB. Theme ist: Theorie und Praxis bei GauB. Besonders

die Vielseitigkeit von GauB ist manchem Teilnehmer neu, denn
wer weil schon, daB GauB noch im Alter von 62 Jahren perfekt

- Russisch lernte, um die Arbeiten des russischen Mathematikers
Lobatschewski iiber nichteuklidische Geometrie im Orginal zu le=
Ben.,.

Dienstag: Die 2. Klausur beginnt. Diesmal hat die Klassenstufe
11/12 eine Wahlaufgabe zu l&sen, Nach nervenaufreibender Arbeit
werden die Aufgaben von vielen Teilnehmern allerdings als rela=-
tiv leicht eingeschdtzt.

Nach dem Mittagessen finden ein Forum mit Hans-Georg Aschenbach
und ein Vortrag liber Anwendungsmtglichkeiten der Mathematik in
der Kriminalistik statt. AuBerdem spielt Rainer Knaak, interna-
tionaler GroBmeister, gegen 32 Bewerber simultan Schach. Ein
Schiiler kann dabei gegen Rainer Knaak gewinnen.

Nach dem Abendbrot spielt die Gruppe "Generation". Gegen 22.00
Uhr ist es soweit: die korrigierten Losungen werden an die Teil-
nehmer ausgeteilt. Die Preistrédger sind ermittelt und die IMO-
Kandidaten sufgestellt. Die Freude bei den Slegern ist natiir-
lich groB.

Mittwoch: Auch am Mittwoch ktnneun wir nicht ausschlafen, denn
bereits um 7.30 Uhr fahren wir mit Bussen zur Besichtigung des



89 “ Preisaufgaben

Konzentrationslagers Sachsenhausen. Gemeinsam sehen wir einen
Film liber die Entstehung des Lagers, die Verbrechen, die hier
begangen worden sind, aber auch iliber den Widerstandskampf im
Lager. Es ist immer wieder érschutterna, zu sehen, zu was fir
grausamen MiBhandlungen doch Menschen féhig sind.

Um 12.00 Uhr ist gemeinsames Mittagessen im Gesellschaftshaus
Oranienburg. Danach fahren die einzelnen Delegationen nach Ber-
lin, um individuell die Stadt zu besichtigen. Viele Teilnehmer
sehen sich besonders ausgiebig den Palast der Republik an.
Nach einem hervorragenden Abendessen ist Siegerehrung im Audi-
torium der Humboldt-Universitiét. Sogar das Fernsehen ist da.
Es spricht der stellvertretende Minister fiir Volksbildung.

Donneratag: Alle bereiten sich auf die Abreise vor. Die Zimmer
werden gereinigt.

An dieser Stelle sollte auch noch einmal gesagt werden, daB .

diese Tage fiir alle recht erlebnisreich waren. Dafiir herzlichen

Dank an alle Organisatoren und Verantwortlichen.

Ich mbchte noch erwdhnen, daB jeder Teilnehmer eine von der Aka-
demie gestiftete Erinnerungsmedaille von Carl Friedrich GauB

und eine Teilnehmerurkunde erhielt.

Andreas Kleinwédhter
Carl-Zeiss-Spezialschule

Preisaufgaben 6/77

EinsendeschluB: [5.9.77| (In "Vurzel" 9/77 werden die Li-

- sungen verdffentlicht)

1=1 und fir alle k2 2

814178 tK8) _; gegebene Folge {a,} 1ist zu zeigen, daB
es kein Polynom P(x) gibt mit a), =P(k).

J 25 Flir die durch a_=0, a
N )
(1)

J 26 Man lvse das Gleichungssystem

ig. x
yx' ¥ = X5/2

1g,y lgy(y-Bx) = 1.




Leserbrief a0

J 27 Man finde die Summe
3

1+2x+3x2+4x +...+fr1+‘l) x° .,

Man beweise, daB fiir O<o<<f3s125

sin x N gin B Sk

- P

Man beweise die Richtigkeit der Gleichung

d4arc tg-‘]s—-arc Fgg%g:%’- o

J 30 B Tpeyronsunke ABC mpoBeZeHH BHCOTH AAI, BBI, CCL.

OCHOBaHHUA KOTOPHX COeZMHEeHH Me¥ZAy cobofi. OmpeneimTs
OTHOWEeHNWe IIJoWany TpeyroNbHUKE AIBICI 1 IJomann
TpeyroneHMka ABC , ecim yron TpeyronesHuxa ABC
U3BECTHH.

H»'}Sw. ﬂ&ﬁigd&&g wl&dd’l‘l

" " 3 i . # | |‘-! i
Al becloadde Se dnon wug Ouuale ~weke |

DANKSAGUNG *** DANKGAGUNG *** DANKSAGUNG *** DANKSARUNG

‘nfang April erhielten wir von unserem Teser *olfgang Michacl
einen interessanten Brief folgenden Inhaltes:

"Betr.: Heft 12/76 Artikel ' Angeniiherte Bestimmung von Pi
durch Nadelwiirfe ' H.3ICHIRREBISTHR

TIch bin Lehrer fiir Mathematik und Physik an der hiesigen
EOS 'Thomas Mann'. Als ich den oben menannten Artikel las,
konnte ich meinen Schiiiern der 11. Klassen eine gute DBe-
griindung fiir das im Lehrbuch der Klasse 11 genannte llaus-
experiment zum Nadelproblem geben. Dafiir zunichst vielen
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Dank. Seit mehreren ®fahren fiihre ich dieses Etperiment
mit den 11. Klassen durch und sammle die Ergebnisse. Da-
bei bin ich mir bewuBt, daB die abweichenden Ixperimen-
tierbedingungen der einzelnen Schiiler die Aussage nicht
statistisch rein erscheinen lassen. Trotzdem ist das fir-
gebnis recht interessant. Z. Z. stehen folgende Zahlen

zur Verfiigung: Anzahl der Versuche 53 742
Anzahl der 'Treffer! 17 111
Nuotient 53,1408

Die Naherung fiir die Zahl Pi wurde von Jahr zu Jahr bes-
ser. Mit den jetzigen Werten gelang es mir, auch die
letzten Schiiler vom objektiven Wirken statistischer Ge-

setze zu liberzeugen.
Mit freundlichen GriiBen

W. Michael , Oschatz "

ir méchten uns auf diesem Tege erst eimmal recht herz-
lich fiir die obige Zuschrift bedanken. AuBerdem hielten
wir es fiir angebracht, dieses doch schon verbliiffend
genaue Resultat' zu verdffentlichen. Mdglicherweise kon-
nen auch andere Hathematik- oder Physiklehrer diese ip=
gebnisse nutzen, um ihre Schiiler fiir die Schonheit der
Mathematik zu begeistern.

Die Redaktion

Die Entwicklung der Mathematik an der Universitat
lena von 1558 bis zur Gegenwart |l

Die erste Hdlfte des 18. Jahrhunderts steht in Deutschland un-
ter dem Eindruck eines Aufschwungs der Naturwissenschaften, der
sich aus der Notwendigkeit der Entwicklung der Produktivkrafte
ergab. Noch lange Zeit sollte freilich auf diesem Gehiet das
politisch und wirtschaftlich weiterentwickelte Westeuropa -

vor allem die Niederlande =- filhrend bleiben.

Die Naturwissenschaften in Jena ragten in dieser Zeit im deut-
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schen Rahmen nicht wesentlich heraus. Das Kennzeichen einer In-
tensivierung der Naturwissenschaften, die stdrkere Aufgliederung
in Spezialfdcher, beginnt dann erst in der klassischen Zeit nach
1775. Jedoch blieb hier das Niveau, auf dem sich Mathematik und
Physik in Jena befanden, gegeniiber dem groBen und bedeutungsvol-
len Aufschwung der Medizin, der Chemie, Botanik und Mineralogie,
sehr niedrig.

Im 19.'Jahrhundert sind dann wieder einige Jenaer Mathematiker
erwdhnenswert. So bekam 1823 der bekannte Philosoph Jakob
Friedrich F r i e s das Ordinariat flir Mathematik und Phy-
8ik ibertragen. Seine naturwissenschaftlichen Hauptveranstal-
tungen umfaten Infinitesimalrechnuag, analytische Geome€trie,
Stereometrie, Trigonometrie, Arithmetik, angewandte Mathematik,
Astronomie und Experimentalphysik. 1843 starb Fries; sein Nach-
folger wurde Karl S ne 1l 1, der ebenso wie Fries auller
‘der gesamten Mathematik die Experimentalphysik vertrat. Seine
zwelbtdndige "Einleitung in die Differential- und Integralrech-
nung" (1846-1851) stellt die Grundlagen der hoheren Mathematik
dar. )

Besonders wichtig fiir die Mathematik und Physik an der Univer-
sitdt Jena wurde die Lehrtétigkeit Hermann S c hae f f' r s,
der fiinfzig Jahre lang - von 1850 bis 1900 = an der Universitdt
wirkte. Seine Hauptaufgabe sah er darin, die 'jlingeren Semester
in die Mathematik und Physik einzufiihren. Aus seinen bescheide=-

nen Mitteln hatte er sich ein eigenes lLaboratorium zusammenge-
stellt. Er wollte damit den Studenten beweisen, wie mit ein-

fachsten Mitteln zum Teil recht komplizierte Experimente durch-
‘gefiihrt werden ktnnen. Nach seinem Tod diente seine Sammlung
noch lange Zeit dem Physikunterricht filr die Jenaer Bevolkerung.

Bis zum Jahre 1879 gab es in Jena nur einen Lehrstuhl fiir Mathe-
matik und Physik gemeinsam, ehe durch die Berufung des Freibur-
ger Ordinarius Johannes Thomae (1840-1921) im Jahre
1879 die Mathematik in 'Jena zu einem selbstiéndigen Lehrfach wur-
de. Thomae hat dann der Universitit 40 Jahre lang angehort und
galt als eimer ihrer bedeutendsten Gelehrten.
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1879 erschien auch die "Begriffsschrift" von Gottlob Frege, mit
dem der Weg der modernen Logik vorgezeichnet wurde, die aber
bei ihrem Erscheinen keine zustimmende Resonanz fand. Gottlob
Frege (1848-1925) wirkte seit 1874 an der Jenaer Universitat
und wurde erst nach seinem Tode als bedeutender Forscher auf
dem Gebiet der Mathematik und der Logik anerkannt.

Am 29. Januar 1925 wurde dann der erste Dekan der Mathematisch-
Naturwissenschaftlichen Fakultédt an der Universitdt Jena ge-
wdhlt, ndmlich der Chemiker Prof. Alexander Gutbier.
Vom Sommerhalbjahr 1925 an ist im Vorlesungsverzeichnis die
Mathematisch-Naturw. Fakultdt als fﬁnfte Fakultdt genannt. Die
Ursache fiir diese Neugriindung ist in der zunehmenden Bedeutung
und dem Ausbau der naturwissenschaftlichen Fiécher seit dem Ende
des 19. Jahrhunderts zu suchen. An der Universitdit war die alte
Philosophische Fakultdt zu unbeweglich und vor allem uniiber-
sichtlich geworden. Deshalb lag es im Interesse der wissenschaft-
lichen Arbeit, die mathematisch-naturwissenschaftlichen Fidcher
aus dem Verband der Philosophischen Fakultdt herauszuldsen und
ihnen die ihrer Bedeutung zukommende wissenschaftlich-organisa-
torische Selbstédndigkeit einzurdumen. Von den insgesamt 32 An-
stalten und Sammlungen der Philosophischen Fakultdt gingen jetzt
15 an die neue Fakultdt iber.

In dieser Zeit entstanden auch eiﬁige neue Bauwerke flir die Je=
naer Universitdt, die vom Weimarischen Bauhausstil gepréagt wa=
ren, wie die Mensa, Philosophenweg (1928/30) und vor allem das
Abbeanum, LessingstraBe/Frtbelstieg (1930). Beide Gebdude wur-
den von den Professoren der Weimarer Hochschule fiir Baukunst,
Bartning und Neufert entworfen.

(wi:d fortgesetzt)
Michael Platen
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Losungen

Aufgabe H T1 (nach Andreas Kasparek, Gréfenhainichen)

Wegen 24‘? -~ (ginx + cosx)> 0 ist der Ausdruck auf der

linken Seite der Ungleichung genau dann definiert, wenn

3(sinx + cosx = +2' ) = 342 sin(x +"i-) -42 20 (ist,

also sin(x + '-;:)2-% gilt. (x )

Somit entfdllt auf der linken Seite der Ungleichung

dle Wurzel und es folgt nunmehr:

3(sinx + cosx) e
2+/2' =(sinx+cosx)

4(sinx + cosx)> 342' .

Wegen sinx + cosx =--J§' sin(x + {{-) folgt sofort:

42 sin(x + %)) 342",
damit also: sin(x + %) > % (x ).

> 1 « Durch Umformen erhalten wir:

Aus (x %) ergibt sich die Ltisﬁng der Ungleichung:

Ke G
' 2Km + arc sin%<x+%,< 2Km  + 7t - arc sin%',

dies heiBt, alle x mit
1 fon T s 2
2K 7 + arc sin I< x < (2K+1)m 7 - arc sin 7

erfiillen die gegebene Ungleichung.

Aufgabe H 71 (nach Thomas Gundermann, Weidhausen, 10. Klasse)

‘\/}(simﬁcoex) - -J?‘ 1

2 42" -(sinx+cosx)

Wir quadrieren
3(sinx+cosx) = +/2

_ 2 /2 - (sinx+cosx)
Da sinx 41 , cosx <1, ist auch sinx + coex <2< 2+/2,
also

> 1

242 - (8inx + cosx) ) 0 fiir alle reellen x.
Deshalb ist
3(sinx+cosx) -+ 2> 242 - (sinx+cosx)
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4 (sinx+cosx) > 342
sinx + coax)%ﬁ'ﬂ 3

beshalb muB sinx )0 und cosx ) O gelten.
Wir quadrieren
ainzx + 28inx cosx + cosax > g-

s8in2x + 1 » -g-

gin2x > %

Es sei die Menge { z} gegeben durch
arc sin %(z 4 Ez-,also s8in z )-& .

Es ist nun x-%z+ k.t oder x-%--§+k'rr fiir die x,
die die Ungleichung
%( sin 2x
erfillen, wobeli k ganz.
Flr ungerade k wird sin x negativ entgegen der obigen Voraua-
setzung sin x3 0.
Wir erhalten also als Lisungsmenge alle X mit

xeP, x-%z+2k1t oderx=%"—z+2kﬂ:

mit arc Bin-&czs“

3 k ganz, beliebig.

Aufgabe IIE“}! (nach Rainer Lindemann, Cottbus)

Wegen 0< ayc ap< aad o, <Ir§ gilt:

sin( @ -2;)< 0 i=2,3,...,n
n
E(sin( ag=-2;)) <0 | (1)
sin( o= ;) >0 B S |
it_;l(sin( = %3))>0 (2)

Unter Anwendung der Additionstheoreme fiir Winkelfunk-
tionen folgt aus (1) und (2):

é [sin X%q cO8 oy = cosca, sin xi] <0 (3)
L
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..............

und

n ) P . o' _. 3 :.'
> [ sin o, cos oy = co8 @ 8ip x
i=1 i . Wt : i i

Aus (3) iralz{i-a. (4) ergﬁk’*@icﬁ ,f e

sin o, Z cos x; > cos cc';I ; -8in g
1=1 =

und

n
gin o 1Z=1 cos cxi> cos “n‘_; sin %4

n
Wegen cos %q ¥ 0, Zcos %x: # 0, cos x_ % O
! i=] 1 n

folgt schlieBlich die Behauptung
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Das Vierfarbenproblem a8

Das Vierfarbenproblem

Als im Jahre 1852 der Londoner Student der Mathematik Francis
Guthrie, Ubrigens ein Schiiler des bekannten Mathematikers
Augustus de Morgan, eine Landkarte Englands fdarbte, kam er auf
einen Gedanken, der wie so viele Dinge der Mathematik auf den
ersten Blick recht einfach und auBerdem vollig nutzlos er-
scheint. Sicher shnte er damals nicht, daB seine Vermutung, fiir
die Fdrbung iliberhaupt jeder denkbaren Landkarce wiirden vier Far-
ben susreichen, in der Folgezeit viele namhafte Mathematiker
beschdaftigen sollte und daB das durch ihn erstmalig formulierte
"Vierfarbenproblem" erst nach 124 Jahren (1976) geldst sein wiirs
de.

Sein Lehrer de Morgan gab das Problem an viele Mathematiker sei-
ner Zeit - unter anderem an W. R. Hamilton - weiter. Weltweite
Aufmerksamkeit erregte es jedoch érat, als A. Cayley, ebenfalls
ein wohlbekannter Mathematiker jener Jahre, es 1878 in den
"Proceedings of the London Mathematical Society" versffentlich-
te. Cayley hatte offenbar erkannt, daB das Vierfarbenproblem
trotz oder vielleicht gerade wegen seiner begrifflichen Einfach=
heit bestens geeignet war, zur Behandlung bis dahin kaum beach-
teter kombinatorisch=-topologischer Problemstellungen zu fiihren.
Aus den mehr als ein Jahrhundert widhrenden Bemithungen um die Lo=
sung des Problems erwuchs eine Reihe tiefliegender Erkenntnisse
Uber die Struktur endlicher Graphen, die, zusammengefalt, ein
tragfdhiges Gerlist fiir die gesamte Graphentheorie abgeben. Ls
geht in der Theorie des Vierfarbenproblems also nicht so sehr

um die Losung dieses spezieilen Problems der Unterhaltungsmathe-
matik (die als solche kaum von besonderer methematischer Bedeu-
tung ist) als vielmehr um die Schaffung wirkungsvoller mathema-
tischer Methoden zur Behandlung mannigfacher Probleme, bei de-
ren Losung dhnliche Fragestellungen auftauchen. ‘
Unter einer (Land-)Karte wollen wir im folgenden eine Einteilung

N
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P

der Oberfldche der Kugel in endlich viele Linder verstehen, von
denen jedes von einer sogenannten Jordankurve berandet wird.
Dabei konnen wir uns unter einer Jordankurve aneinandergelegte
Bogenstiickchen vorstellen, die aus einer Strecke (etwa einem
Gummiband) durch solche Deformationen erzeugt werden, bei denen
keine Verschlingungen entstehen (siehe Wurzel Nr. 8/75, S. 120ff.
"Was ist eine Kurve").

Linen Punkt der Karte, wo mindestens drei Landergrenzen zusam-
menlaufen, wollen wir als Knotenpunkt bezeichnen. Oft erweist
es sich als sinnvoll, von einer gegebenen Karte K zu ihrer
"dualen Karte'" D(K) iiberzugehen, die dadurch entsteht, daB wir
‘in des Innere jedes Landes einen Punkt einzeichnen und diese
dann so durch Jordankurveu verbinden, daB keine Knotenpunkte
von K auf den Verbindunglinien liegen und diese die "Grenzen"

von K nur je einmal schneiden:

Karte K duale Karte D(K)

Wenden wir diese Prozedur nochmals auf D(K) an, 8o entsteht
wieder die urspriingliche Karte K, wenn wir davon ausgehen, daB
zwel Karten, die sich zwar durch GréBe und Gestalt einander ent-
sprechender Ldnder, aber nicht durch deren lage zueinander unter-
scheiden, fiir uns als identisch anzusehen sind.

Eine Fdrbung der Liander (bzw. Knotenpunkte) einer Karte nennen
wir zuldssig, wenn je zwei liings einer Kante benachbarte Linder
(bzw. durch eine Kante verbundene Knotenpunkte) verschiedene Fap-
ben haben. Der eben angedeutete Ubergang zur dualen Karte ermog-
licht uns nun, die Vierfarbenvermutung in zwei Versionen zu for=-
mulieren:

(I) Die Linder einer beliebigen Karte K kdnnen mit vier PFarben
zuldssig gefidrbt werden. |
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und dquivalent dazu:
(II) Die Knotenpunkte einer beliebigen Karte K konnen mit vier
Farben zuldssig gefidrbt werden.

In der Sprache der Graphentheorie wiirde das heiBen:
(II') Die Knotenpunkte jedes schlingenlosen ebenen Graphen G
kdonnen mit vier Parben zuldssig gefdrbt werden.

NS

> SN\

Abb. 1 Abb. 2

Die obigen zwel Abbildungen zeigen, daB man auf keinen Fall mit
weniger als vier Farben auskommen kann. Abb. 1 zeigt das ein-
fachste solcher Beispiele: Jedes der vier Linder A, B, C, D be-
rihrt jedes der anderen entlang eines Kurvenstiickes.

Ein analoges Beispiel mit fiinf Ldndern gibt es, wie man sich
unschwer Uberlegen kann, nicht. Viele Amateure gingen bei ihren
Versuchen, des Problem zu 18sen, von der falschen Annahme aus,
daB eine Karte, die keine zulidssige Parbung durch vier Farben
erlaubt, fiinf Ldnder enthalten mlisse, von denen jedes die ande-
ren berihrt und produzierten so eine ganze Reihe von Pseudobe-
weisen. Abb. 2 zeigt beispielsweise eine einfache Karte, zu de-
ren zuldssiger Fdarbung vier Farben nStig sind, obwohl keine vier
dieser Ldnder die Eigenschaft haben, daB jedes die anderen drei
beriihrt.

Innerhalb eines Jahres nach der Vercffentlichung des Problems
durch Cayley 1878 publizierte A. B. Kempe, ein prominentes Mit-
glied der Londoner Mathematischen Gesellschaft, einen Beweis
der Vierfarbenvermutung. Im Jahre 1890 entdeckte allerdings der
Mathematiker P. J. Heawood einen grundlegenden Fehler in Kempes
Beweisfiihrung, dessen Reparatur erst nach 86 Jahren vollstindig
gelingen sollte. Die Grundidee von Kempes Bewels wurde ndmlich
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spater immer wieder aufgegriffen und filihrte schlieBlich 1976
auch zum Ziel. In der Wurzel Nr. 8/77 wollen wir uns ausfiihrli-
cher mit diesen Beweismethoden und ihrer Vervollkommnung be=-
schiftigen. '

Auf den ersten Blick erscheint es noch wesentlich schwerer, ein
analoges "n-Farbenproblem" fiir Karten auf komplizierteren Ober-
fléchen als der der Kugel zu 1¥sen. In Wirklichkeit konnte das
Problem jedoch zuerst fiir solche komplizierteren Oberflichen
vollstdndig geldst werden. 3s ist klar, daB fiir die gegebene
Problemstellung Oberflichen, die durch Deformation auseinander
hervorgehen (etwa alle Oberflichen, die man aus einem Luftbal=
lon durch Verforinen, Aufblasen oder Luft ablassen erhalten kann —
vorausgesetzt derselbe platzt nicht dabei - identisch sind. Eben—
80 klar ist, daB Flichen im Inneren eines Korpers (etwa die Lo=-
chier im Schwelzer Xésc) ohne Komplikationen separat gefirbt wer—s
den konnen. Die folgende Abbilduns zeiot vier cinfache Cber—
fli'chen, die dagegen wesentliche Unt rschied- besitzen und sich
in der Anzahl der zwn zulZssigen Mrben bendtisten Parboen natiir-
lLich unterscheiden:

TN
Erste Vermutungen fiir die Losung des "n-Farbenproblems" auf sol-

chen Fldchen ZuBerte schon Heawood im Jahre 1890. Durch Ringel
1954 sowie Gustin, Ringel und Young 1967 wurden diese Vermutun=-
gen fiur alle Oberfldachen auBer der der Kugel bewiesen.

Auf dem Titelblatt dieser "Wurzel" ist eine Karte auf dem soge=-
nannten Torus (oben die dritte Figur von links) angegeben, die
mindestens 7 Farben zu ihrer zuldssigen Pédrbung bendtigt. Lan
stelle gich die rechteckige Ausgangsfliche aus Gummi vor, so dai

ein Zusammenlegen der zueinander passenden Inden der Rolle mig-
lich ist.

Georg Baumbach
Assistent im Bereich Analysis
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Georg B AUMBACH,

der Autor dieses Artikels iiber das
Vierfarbenproblem, ist seit 1971
wissenschaftlicher Assistent im Be-
reich Analysis der Sektion Mathema-
tik der Friedrich-Schiller=Univer=-
8itdt Jena. Er war von 1968 bis 1971
Verantwortlicher flir die Durchfiihrung
der Mathematik-Spezialistenlager (Bezirk Gera) im "WURZEL"-
Kollektiv. In "Wurzel" 8/77 erscheint ein weiterer Artikel von
Georg Baumbach mit dem Titel "Das Vierfarbentheorem". In ihm
wird iliber die Ldsung des Vierfarbenproblems mit Hilfe von Com-—
putern berichtet.

2. Schaltalgebra

Nachdem wir die Boolesche Algebra als Grundlage der Schaltalge-
bra kennengelernt haben, wenden wir uns nun speziell der letz=-
teren zu. Es ist aber der Hinweis notwendig, daB die Begriffe
der Schaltalgebra manchmal auch allgemein fiir jede Boolesche
Algebra definiert werden. So bezeichnet man dann z. B. die
Schaltfunktionen als Boolesche Funktionen.

Die Begriffe fiihren wir zundchst nur abstrakt ein. Welche Bedeu~
tung sie in der Technik besitzen, werden wir spater sehen.

2.7. Schaltfunktionen
Definition 6: Schaltfunktionen heiBen Funktionen, bei denen Ar-
gumente und Funktionswerte nur zwei verschiedene Werte an-
nehmen ktnnen. Die zwei Werte werden mit O und 1 bezeiche
net. Besitzt eine Schaltfunktion n Argumente, heift sie
n-stellig und wird mit £" bezeichnet.

Aus der Definition folgt, daB der Definitionsbereich endlich-
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stelliger Schaltfunktionen endlich ist; er hat genau 2" verschie-
dene Elemente. Z. B. hat die Funktion f2 den Definitionsbereich
DB = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} . Die Elemente des Definitions=-
bereiches bezeichnen wir als Belegungen der Argumente bzw. der
sie reprdsentierenden Variablen.

Jede endliche Schaltfunktion 1#Bt sich darstellen, indem alle
Belegungen und alle zugehtrigen Funktionswerte zusammen agufge-
schrieben werden. Dies kann in Tabellenform geschehen:

n
Xy Xy oeee X4 X f (x1,x2, cee s Ko 4 xn)
O O e a8 O 0 f(o, O’ .9 ’ O’ O)
0 0O ... O 1 200 Q3 . wos 5 05 1)
0 0 ... 1 0 £(0, 0y euv , 1, 0)
O O " ea 1 1 f(o, O, *e9 e g 1’ 1)
1 1 1 1 £l1y Ty wom 5 15 1)

Eine weitere Darstellungsmbglichkeit sind Diagramme, z. B. .
Veitch-Diagramme und Karnaugh-Tafeln. Dies sind quadratische
oder rechteckige Vertetabellen. Jedem Feld wird eindeutig eine
Belegung zugeordnet, in das Feld wird der entsprechende Funk-
tionswert als O oder 1 eingetragen. Die Zuordnung der Belegun-
gen zu den Feldern eines Veitch-Diagramms, das eine dreistelli-
ge Funktion beschreibt, ist folgendermaBen festgelegt:

(0, 0, 0) (0, 0, 1)

(0, 1, 0) (0,1, 1) | x,

(1, 0, 0) (1, 0, 1)
[, 0 ¢, 1, 1] x,

Analog erfolgt die Zuordnung fiir andere Funktionen. Veitch~
Diagramme werden also zeilenwelse - wie ein Buch - gelesen. Die
Variablen werden an den Rand der Zeilen oder Spalten geschrie-
ben, in denen sie den Wert 1 haben.

Die Zuordnung der Funktionswerte zu den Belegungen kann auch
graphisch mit Hilfe von Wiirfeln erfolgen. Jedem Eckpunkt des
Wiirfels wird eine Belegung zugeordnet. Entspricht dieser Bele-
gung der Funktionswert 1, wird der Eckpunkt gekennzeichnet, an-
sonsten bleibt er frei. Fiir eine n-gtellige Schaltfunktion ist
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hdazu éin n-dimensionaler Wiirfel notwendig. Damit ist klar, daf
die graphische Darstellungsweise beschrinkt ist; denn es las-
Ssen sich hochstens vierdimensionale Wiirfel mit geniligender Uber-
sichtlichkeit ‘zeichnen. Am besten ist es, den Wiirfel in ein Ko-
ordinatensystem einzuordnen, dessen Achsen die Argumente repréd-
sentieren. Die folgenden beiden Diagramme zeigen Beispiele Ffiir

eine zwei- oder eine dreistellige Funktion:}c
b
1
¥ =N
b
0 / —a

Die zweistellige Funktion besitzt also folgende Wertetabelle
und folgendes Veitch-Diagramm:

a b | f(a,b) b

0 0 1 110

0 1 0 a |1 1

1 0 1

11 1 ;

>.2. Spezielle Schaltfunktionen

Mit Hilfe von Wertetabellen, die eine Schaltfunktion bekannt-
lich eindeutig charakterisieren, definieren wir nun einige Funk-
tionen.

Die folgende Tabelle enthilt alle voneinander verschiedenen
Funktionen mit zwei Variablen:

a b | By Py FyFy Fg Fg Py Py Fg Fig Fyy Fip Fygy Fyy Fis g
©o0[{0 1010101041 0 1 0o 1 o 1
©1/00 11001100 1 1 0 0 1 1
1 0/{000O0T111100 0 0 1 1 1 1
117/00000000 11 1 1 1 1 1 1

Da F1 und F,¢ nicht von den Variablen a und b abhiéngen, bezeich-
net man sie als nullstellige konstante Funktionen. F4 und F13
hingen nur von a, FG und F11 nur von b ab, sie sind also ein-
stellig. F11 und F13 sind die identischen Funktionen, F4 und FG
heiBen Negation.
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Weiterhin benennen wir einige zweistellige Funktionen, die be=-
sondere Bedeutung besitzen. F2 heiBt Peircesche Funktion, FT
Disjunktion, FB Sheffersche Funktion, F9 Konjunktion, F1O Lqui-
valenz, F12 Implikation und F15 Alternative.

Welchen Zusammenhang diese Funktionen mit den Operationen der
Booleschen Algebra besitzen, werden wir im ndchsten Abschnitt
sehen.

. Operationen der Schaltalgebra

Mit Hilfe verketteter Funktionen der Form F(f1,f2) konnen wir
nun drei Operationen auf den Funktionen definieren

Definition 7: Negation: T =Df “4(f)
Konjunktion: ff, =5 9(f y[)
Alternative: f +f

2 =pe F5(fpaf,)
Damit sind auch gleichzeitig d1e Verxnlipfungen der Variablen

und der Werte O und 1 definiert, dena es gilt z. B.

a+b = F13(a) + F11(b} sowie O+1 = F1+F16 .

Analog kdnnten wir auch weitere Operationen definieren.

Aus dem Teil 1 (d. h. aus der Booleschen Algebra)entnehmen wir
nun den Termbegriff und erhalten damit eine weitere Darstellungs=-
moglichkeit fir Schaltfunktionen - die Termdarstellung. So 1&Bt
sich z. B. die oben im Wiirfel dargestellte dreistellige Funktion
auch ausdriicken als f(a,b,c) =(a+b)(a+c).

Bisher wurde h&dufig der Begriff "Schaltalgebra" verwendet, ohne
daB er genauer erklart wurde. An dieser Stelle ist es aber mdg-
lich, ihn zu definleren.

Definition 8: Schaltalgebra heiBt die NMenge aller endlichstelli-
gen Schaltfunktionen mit den auf ihnen definierten Opere~
tionen Negation, Konjunktion und Alternative.

Satz 4: Die Schaltalgebra ist eine Boolesche Algebra.
I B

Diesen Satz beweisen wir, indem wir zeigen, daB die eingefiihrten

Operationen tatsdchlich den Axiomen der Booleschen Algebra genii-

gen:

Al: DaB die Konjunktion und die Alternative kommutativ sind, ist
sofort ersichtlich, wenn analog zu dem Beweis fiir A2 eine
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Schaltalgebra
Wertetabelle aufgestellt wird.

A2: a b c | a+b (a+b)c ac | be | ac+be
000 0 0 0 "0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
010 1 C 0 9 0
011 1 1 0 1 1
1700 1 0 0 0 0
19 1 1 1 1 0 i
110 1 0 0 0 9]
T 11 1 1 1 1 1

BEs ist ersichtlich, daB (a+b)c = ac + bec gilt. Der Leser kann
selbst beweisen, daB auch ab+c = (a+c)(b+c) g£ilt.

A3: In der lienge der Schaltfunktionen exitlieren zwei neutrale
Elemente, nimlich Y. und F gr dic lientisch sind mit O und
; s n o, ;
1. Dafl tatsdchlich : n+D1—I und | R16=F gilt, kann wieder
mit einer Vertetabelle bewiesen werden.
A4: Es existiert tatsidchlich zu jedem Ilement © ein Dlement ;

|

fur das f+f'=1 und ff'=0 giit. ' ist ndmlich gleich dem
Negat T von F (Beweis wieder mit .ertetabeile).

".t. Vollstdindige Systeme von Schaltcperstiivaen

Wir erweltern zundchst den Termbegrisi, indem wir jede Verkniip-
‘ung von Termen mit beliebigen Operationen (die wir mit liilfe
der schaltfunktionen entsprechend Definition 7 2reliiren kbnnen)
als Term bezeichnen.

Det'inition 9: Iin System von Operationen reiit vollistindig, wenn

mit Hilfe dieser Operationen jede Schaltiuhktion als Term
dargestellt werden kana.

Ein vollstindiges System von Operationen lernteu wir bereits ken-
nen - das System Negation, Konjunktion uud Alternative. Bigent-
lich ist bereits das System Negation=-Konjunktion oder Negation-
Alternative vollstdndig, da a+b=ab und ab=a+b gilt (de lorsan-
sche Regeln). In der Praxis erweist es sich jedoch als giinstig,
die dritte Operation mit aufzunehmen. '

Der folgende Satz gibt die notwendigen und hinreichenden Krite-
‘rien dafiir an, ob ein System von Operationen vollstdndig ist.
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Satz 5: [Bin System von Operationen ist genau dann vollsténdig,
wenn es wenigstens eine nichtmonotone und wenigstens
eine nichtlineare Operation enthdlt.
Um zu verstehen, was monotone und lineare Operationen sind, mii=-
ten wir wesentlich tiefer in die Theorie eindringen. Satz 5, der
auch als Vollstdndigkeitssatz von Kuznezow bezeichnet wird, soll
deshalb auch nur ein Ausblick sein und zur weiteren Beschidftigung
mit der Schaltalgebra anregen.
Iine lineare Operation ist z. B. die Negation, nichtlinear sind
Konjunktion'und Alternative. Konjunktion und Alternative sind
dagegen monoton, wdhrend die Negation eine nichtmonotone Funk-
tion ist. Mit Hilfe des Satzes kann man also zeigen, dall Nega-
tion und Konjunktion bereits ein vollstdndiges System darstellen.

Jie Sheffersche und die Peircesche Cperation (die den Sheffer-
schen und Peirceschen Funktionen entsprechen) sind beide nicht=
linear und nichtmonotoq, d. h. eine der Operationen allein bil=-
det bereits eln vollstdndiges System. Sie besitzen deshalb be-
sondere Bedeutung in der Schaltalgebra.

An dieser Stelle schlieBen wir die theoretischen Betrachtungen
ab und wenden uns im dritten und letzten Teil der Anwendungen

ZU.

Wolfgang Dick
Student
ABF »Walier Ulbricht« Halle

Preisaufgaben 7[77

J 21 Man bestimme alle reellen Zahlen a, die folgende Glei-
L~ chung erfiillen:
) g

g
+-‘fa ey, B
Va +‘Ja + . . a+a+a

a + a
a+.l.
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« 32 Men 1ldse des Gleichungssystem

X+y+2=a
2 2

L

x24 y o+ z2°= a®

e y3+ 5 a

Man 1ldse die Gleichung

J 33
sinjx + sin32x + sin33x = (sinx + sin2x + sin3x)”’
J 34

lan beweise, daB

14X 1 X X
tg x + §tg§ +oeee + = tg ;ﬁ = == olg — - 2ctg2x

no

ist.

~

J 35 Man beweise, daf fiir a>b>0 und m> n
o _ Pl S a _ pn
a™ & B a” 4 BP

ACRIUVHTE ¥ iy v ClCTeMY

- 2
a'sin"x + becosTr = 1

H-COECy + De3inTy = 1

e AN ¥ betan y

==
8}

‘T jede vollestindige Licun- erh’lt der Jincender die bei der
~atsprechrnden Aulrabs ane= “ohene Purletzahl.Am inde des fchul-
“rhreas vercendrn ir “ighercutscheine sn alle finsender,die in
“noelaufeonen Cchuliahr mindestons 10 unitte erreichten. 'insen-—
~rn mit enizer 4ls 10 Punkten verden die in diesem Jahr ~r-
v iehten funkte © v Jaz nichsts “chul jah» ~utgeschrisben.

-2 L¥sunmen sind - jea- Lisung auf einen gesonderten Blatt,
veoeoshen wtt Mams, Adresse und “lass~nstu’e des Yinsenders -
urnier dein Yenmrort UULP L=ireisaufgaben an uns su senden.

“incendeschluli: 10,0, 4077
— —____—————-——_-—__"————_’_—_*———__.__————____________________
»Gul gesagt«

" le Mathematiker sind eine Airt “ranzosen: redet man mit
i'nsn, =0 "bersetzen =ie es in ihrs “prache, und dann ist
22 aleobald sanz elwas Aaders. ™

J. .v. Goethe

.
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Die Entwicklung der Mathematik und der

Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultdt

an der Universitdt lena von 1558 bis zur Gegenwart (1)

Nach der Niederlage des deutschen Faschismus wurde die Fried-
rich=Schiller~Universitdt am 15. Oktober 1945 neuersffnet. Sie
war damit die erste Universitdt auf deutschem Boden, die nach
der Beendigung des zweiten Weltkrieges ihre Arbeit wieder auf-
nahm. Zum ersten Mal in ihrer langen Ceschichte erhielt die Uni-
versitdt jetzt ihren gesellschaftlichen Auftrag von der Arbei=-
terklasse. 1951 begann dann in Jena das erste Zehn-Monate-Stu=-
dienjahr anzulaufen. Erstmals wurden feste Studienplédne fiir den
groBten Teil her einzelnen Disziplinen erarbeitet. Das war der
Anfang einer heute zur Selbstverstidndlichkeit gewordenen Praxis,
Wissenschaft und Erziehung langfristig zu planen.

Am Ende der 60er Jshre trat die Universitdt in den ProzeB ihrer
3. Hochschulreform. Die Verwirklichung der Ziele dieser Reform
ist der spezifische Beitrag der Universitit in der entwickelten
Bozialistischen Gesellschaft. Die 3. Hochschulreform hat eine
Vielzahl tiefgreifender Verdnderungen mit sich gebracht. Das
Lehr- und Forschungspotential der Hochschule wurde bewuBt neu
Testgelegt und auf Schwerpunkte orientiert. Die Universitit, die
bis 1967/68 in eine Piille kleiner Institute zersplittert war,
hat ihre Kréfte zusammengefaBt und ein neues Leitungssystem ent-
wickelt. An die Stelle der Linzelinstitute und traditionellen
Fakultdten traten neue, leistungsstarke Sektionen. Einen beson-
deren Rang im Gesamtgeflige der Universitit besitzen die For-
schungen fiir den wissenschaftlichen Gerdtebau, die Lehrerausbil-
dung, sowie die medizinische Betreuung der Beviolkerung.

Zu den griBten Sektionen der Universitst gehort heute die Sek-
tion Mathematik. In ihr arbeiten etwa 150 Asgistenten und Hoch- .
schullehrer in den verschiedensten Fachbereichen wile z. B. Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, Analysis, Kybernetik u. a. Der 1974 neu
gegrindete Forschungsbereich, der sich mit speziellen Fragen der
Stochastik und Wahrscheinlichkeitsrechnung beschaftigt, hat et-
wa 35 Mitarbeiter. An der Sektion Mathematik werden Mathematik/
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folgts:
o 1 1 1 1
1 Pz DP4P
2 1 PqPq  PqP> PqP3 PqBy
Vs = 1 D,Pq DPoP5 PoPz DoPy
1

PzP4 PzPp DPzDP PzDP,
D,P. DiD5 png bip. |

Multiplizigrt man jetzt die Spalten mit Ausnahme der eréten mit
(=2) und dividiert die erste Zeile durch (=2) und die rechte
Seite der Gleichung durch (=8), so ergibt sich

0o 1 1 1 1
1 -2p,p, =2p,P, =2DP,Pz =2P,P
121 1 1
2 1 1 =2popq “2P2P§ -2P2P§ "2P;Pi
V" = =pm 1 -2PzPq =2PzP5 -—2P3DP3 =2PzPy,

=2PyPq —2P,P5 =2P,P3 =2PyP, | -

Man addiert jetz% das Produkt der ersten Zeile und der ersten
Spalte mit den Zahlen p12,p22,p32 und p,°
den anderen Zeilen und Spalten. Der Wert der Determinante

éndert sich dabei nicht, und es ergibt sich die Behauptung.

Der Beweis ist somit vollstiindig.

der Reihe nach zu

Da nun in unserem Fall a, =a34=c, 323=a14=a und a13=324=b '
ergibt sich daraus
1

. 2 3 ? 9, 22 gg ag 1 2 ,.4 4
Ve = 1 c, O, a“ b = a® (b'+c )
28 |, bg a5 0, el 147
1 a b c 0
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Physik~Lehrer und Diplommathematiker ausgebildet. Zusammen sind

das gegenwdrtig etwa 600 Studenten.
Michael Platen

Der Autor dieses Artikels wurde 1951 in Suhl geboren und absol=-
vierte an der FSU Jena ein Studium in der Fachrichtung Geschich-
te/Deutsch. Seit 1976 ist Herr Platen als wissenschaftlicher
Assistent an der Sektion Geschichte unserer Universitdt tdtig.
Aufbauend auf einer von ihm zusammengestellten Vortragsreihe
Uber die Geschichte der Stadt Jena schrieb er uns freundlicher-

4

welse diesen Beitrag.

Ve

Literatur:
- Vom Collegium Jenense zur Volksuniversitdt, Jena 1960

- Geschichte der Universitdt Jena 1548/58 - 1958
Festausgabe zum vierhundertjdhrigen Universitdtsjubildum,

Jena 1958
- Miihlmann, Ottogerd: Die Universitdtsstadt Jena, Jena 1956

- Steiger, Glnter: "Ich wiirde doch nach Jena gehn ...",
Jena 1971

Losungen

Aufgabe H 65 | (nach Frank Zickermann, 89 Gorlitz)

Gegeben seil ein beliebiges Tetraeder P1P2P3P4 mit
Pi(xi,yi,zi). Dann ist der Rauminhalt des Tetraeders V gegeben
durch: !

0 1 1 1
2l 2 A
2 1 02 812 ®13 8y
_ 2
788 |1 85, 0 a5, a’
1 a2 a2 ’ 354
%) 32 34 |»
1 a2 32 33 0
41 42 23

vobei 83) den Abstand P.P, bezeichnet.
Beweis: Das gemischte Produkt der Vektoren o = P1P2 ’

f:=P.|P3 und «C-P1P4 ergibt den Rauminhalt des von den Vekto-

ren o, A und aufgespannten Parallelepipeds. (Vorzeichen un-
beachtet!) Da sich ein solches Parallelepiped in zwei drei-
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.seitige Prismen zerlegen léBt, deren Grundfliche und Hohe mit
der des Tetraeders iibereinstimmen, ist der Reuminhalt des Pa-
rallelepipeds sechsmal so groB wie der des Tetrseders. Damit
ist

tvatoh der mit dinat

- =z OQL oder mit Koordinaten
¥y ToWq BoeEy
V= z x3—x1 33-31 23-21 o
X479 Y4V 2472,
Fir diese Determinante kann man auch schreiben

x1 ¥4 21 1

1 %% ¥504 253,

0
X3k ¥y¥qy Eyrmy D0
| X%, 34-31 z4-z1 0 .

Durchk triviale Umformungen erh#lt man hieraus:
x4 31 z 1

z 1

2 Yo
X3 y3 2
x4 34 54 1 .

1

V::-E

.
2
3 1

Diese Determinante wird nun entwickelt zu:
1 (0] 0 0 0

0 X, ¥, 2, 1
0 X Y, Z, 1
0 x3 ¥j 23 1

Q

x4 Yq- 34 1 °
Wenn man in dieser Determinante noch die erste mit der letzten

Spalte vertauscht und diese beiden Determinanten miteinander
multipliziert, erhilt man:

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 x, ¥y Z 1 1 x, ¥ z 0

1 1 1 1 1 1
2 _ _ 1 0 =x y z 1 . . - y z 0
L 36 0 xg 3§ zg 1 1 xg yg zg 0
0 X Yo 23 1 1 X3 Y2 Z3 0

Nun wird dies ausmultipliziert und die Ortsvektoren

P11 P3Py und Py 2u den entsprechenden Punkten eingesetzt. Es
- I
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Das Vierfarbentheorem

Wie wir aus Wurzel Nr. 7/77 wissen, lautet das Vierfarbentheorem:
"Jede (Land-)Karte auf der Oberfldche der Kugel 1léBt sich durch
vier Farben zuldssig (gleichfarbige Lidnder haben nur endlich
viele Randpunkte gemeinsam) fidrben",

Fir die genauere Erlduterung der Begriffe und Aufgabenstellung
bitten wir, dort nachzulesen. Wenden wir uns dem Beweis dieses
Theorems zu. Uns ist bereits bekannt, daB wir zur zuldssigen
Fdrbung schon ganz einfacher Karten (Abb. 1) mindestens vier
Farben benttigen. Es bleibt, im Sinne eines indirekten Beweises
die Aufgabe, die Existenz einer Karte, die fiinf Farben dafiir
benttigt, zum Widerspruch zu fiihren. Den ersten ernsthaften Be-
weiaversqch in dieser Richtung publizierte A. B. Kempe im Jahre
1879. Kempes Grundiiberlegung ist einfach: Wenn es Kawten gibt,
zu deren zuldssiger Pdrbung fiinf Farben ndtig sind, so muB es
unjer diesen eine kleinste geben (eine Karte soll immer aus end-
lich vielen Lidndern besteheﬁ). Es bleibt also nur zu zeigen, daB
die Annshme der Existenz einer solchen fiinf Farben bendtigenden
Karte, dergestalt, daB alle Karten mit weniger Liéndern bereits
durch vier Farben zuldssig gefdrbt werden kdnnen, zu einem Wi-
derspruch fiihrt. Eine solche Karte wird "minimal fiinfchromatisch"
genannt. Man erkennt relativ leicht, daB kein Land einer solchen
Karte nur zwel oder drel Nachbarldnder besitzen kann. Wir filhren
die Uberlegung fiir letzteres durch:

X\ al x]ec
<« > 5

Abb. 1 Abb. 2

Angenommen, das Land X habe die Nachbarn A, B, C (Abb. 1), so
konnten wir beisplelsweise A und X vereinigen (die Grenze ent=
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fernen). Da die Ausgangskarte die kleinste war, die filir eine zu=-
ldssige Farbung 5 Farben benctigt, muB die so entstehende Karte
mit vier Farben zuldssig férbbar sein. Filhren wir die somit exi-
stierende zuldssige Firbung mit vier Farben durch und trennen
anschlieBend wieder des Lend X ab, so kdnnen wir es mit derje-
nigen Farbe, die beim Fdrben von A, B, C nicht benutzt wurde,
firben und so eine zuldssige Vierfiérbung der minimalen fiinfchro-
matischen Karte erhalten. Das ist jedoch ein Widerspruch.

Kempe konnte auch beweisen, daB kein Land in einer minimalen
fiinfchromatischen Karte ein Land mit exakt vier Nachbarn ent-
halten kann. Nehmen wir wieder an, es gdbe eine solche Karte

und eines ihrer Liénder X habe die Nachbarn A, B, C, D (Abb. 2).
Durch die gleiche Uberlegung wie eben erhalten wir, daB jedes
land auBer X durch vier Farben zulidssig gefdrbt werden kann -
wir vereinigen z. B. A und X, die so entstehende Karte muB sich
durch vier Parben zuldssig firben lassen, dann spalten wir X
wieder ab. Wiirden dabei zum Férben von A, B, C und D nur drei
Farben bendtigt, konnten wir natiirlich sofort X die vierte ge-~
ben und hitten den Widerspruch. Sind die L&nder A, B, C, D alle
verschieden geférbt, so konnte Kempe zeigen, daB eine Anderung
der zulissigen Vierfarbenfdérbung moglich ist, die beim Parben
von A, B, C, D nur mit drei Farben auskommt. Die Beweismethode
beruht auf folgendem Sachverhalt:

Ist eine Karte mit den Farben a, b,'c und d zuldseig gefarbt
und wir nehmen diejenigen Liénder heraus, die mittels der Farben
a und b gefdrbt sind, so entsteht, wenn wir in einer Komponente
der durch a und b gefdrbten Unterkarte, einer sogenannten Kempe-
Kette, die Farben a und b vertauschen, erneut eine zZuldssige
Pdrbung:
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Gehtren A und D nicht zu einer gemeinsamen Kette, so0 haben wir
durch das.€ben erliuterte Umfiérben einer der beiden zugehdrigen
Ketten erreicht, daB A und D die gleiche PFarbe haben, also nur
drei Farben flir A, B, C und D ausreichen. Der wesentliche Ge-
danke besteht nun darin, daB Jadef Weg von B nach D, der micht
durch X und nicht durch Knotenpunkte geht, einen solchen von A
nach C schneiden muB. Daher kbnnen anderenfalls B und C nicht
2u einer gemeinsamen Kette gehdren (man denke sich die Lander
entlang des Weges "aufgefddelt™).

Kempe bewies - und das ist relativ unkompliziert -, daB jede be-

liebige Karte mindestens ein Land mit fiinf oder weniger Nach-

barn enthalten muB. Es blieb also noch zu zeigen und er glaubte,

es mit der bereits angedeuteten Reduktionsmethode bewiesen zu

haben, daB eine minimale fiinfchromatische Karte auch kein Land

mit genau finf Nachbarn enthalten kann. Dieser Beweis erwies

sich jedoch als fehlerhaft.

Man kann dieses Vorgehen verallgemeinern:

= Er hatte bewiesen, daB die Menge der Linder mit genau zwei,
drei, vier oder fiinf Nachbarn so beschaffen ist, daB jede Kar-
te mindestens ein Element dieser Menge enthalten muB. Wir wol-"
len eine solche Menge "zwingend™ nennen.

- Er wollte beweisen, daB jedes dieser Linder "reduzierbar" in
dem Sinne ist, daB, wenn eine Karte dieses land enthalt und
flinf Farben zu zuldssiger Féarbung benttigt, stets eine noch
klelnere Karte ebenfalls fiinf Farben bendtigen wiirde.

Gehen wir nun davon ab, nur einzelne Linder zu betrachten, so
wird es genligen, eine Menge von Linderkonstellationen (mehrere
Lander, die in bestimmter Weise zueinander liegen - siehe Ti-
telblatt) zu finden, die so beschaffen ist, daB jede Karte eine
solche Konstellation enthalten muB (die Menge zwingend ist) und
wo wir von jeder dieser Konstellationen beweisen kSnnen, daB .
sie reduzierbar im obigen Sinne ist.

Seit 1913 wird diese Idee verfolgt. G. D. Birkhoff bewies als
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erster von einer Konstellation (natiirlich aus Liéndern mit jeweils
mehr als vier Nachbarn, denn dafiir bewies es ja schon Kempe),
daB sie reduzierbar sei. Im Laufe der Jahre wurde eine Reihe
neuer Methoden entwickelt, mit denen es Mathematikern wie
Franklin, Mayer, Winn, Bernhart und Heesch gelang, diesen Be-
wels fiir weitere Ldnderkonstellationen zu flihren. Natiirlich er-
wies sich das als immer schwieriger und mithevoller je kompli-
zlerter die Konstellationen wurden. Obwohl von immer mehr Lin-
derkonstellationen die Reduzierbarkeit bewiesen werden konnte,
riickte die praktische Durchfiihrbarkeit der verallgemeinerten
Kempe-Idee in immer weitere Ferne. Niemand hatte auch nur die
geringste Vorstellung davon, wie elne Menge reduzierbarer Kon-
stellationen, von denen in jeder Karte mindestens eine vorkommt,
aussehen kdnnte, 8o daB man such nicht zielgerichtet ganz be-
stimmte Konstellationen auf Reduzierbarkeit untersuchen konnte.
H. Heesch konnte fiir Karten mit bestimmten einschridnkenden Eigen-
schaften eine solche zwingende Menge reduzierbarer Konstellatio-
nen konstruieren. Er formalisierte einige der bereits bekannten
Methoden soweit, daB der zeitraubende komplizierte Nachweis der
Reduzierbarkeit von Computern iilbernommen werden konnte und ent-
wickelte spezielle Prozeduren, um solche Konstellationen fiir die=-
sen Nachwels auszuwdhlen, von denen dann mindestens eine in der
betrachteten Sorte von Karten enthalten sein muBte.

Ende 1960 bemerkte W. Haken, daB diese Ideen sich stark verein-
fachen und weiterfiihren lieBen. Insbesondere stellteer fest,

daB sich Konstellationen mit bestimmten Eigenschaften relativ

" "lelcht" auf Reduzierbarkeit untersuchen lieBen, sndere nur

gehr schwer. Im Jahre 1972 begannen K. Appel, W. Haken und

J. Koch eine zwingende Menge aus solchen '"nmetten" Konstellatio-
nen zu suchen. Sie verwendeten auch dafiir ein umfangreiches
Computerprogramm, das es ermoglichte, durch geringe Variation
der Eingabeparpmeter des Programmes sehr viele Methoden zu nut-
zen.

Im Juni 1976 erhielten sie nach der Analyse von ca. 10000 Lin-
derkonstellatlionen, von denen bei {iber 2000 die Reduzierbarkeit
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nachgewiesen werden kounte , und nach Verwendung von iiber 1000
Stunden Rechenzeit auf verschiedenen Komputern eine zwingende
Menge von knapp 2000 reduzierbaren Linderkonstellationen.

Damit ist - vorausgesetzt das Riesencomputerprogramm hidlt einer
strengen Priifung durch die Mathematiker der Welt stand - die
Nichtexistenz einer minimalen fiinfchromatischen Karte, also

das Vierfarbentheorem bewiesen.

Natiirlich wird, da ja die Entwicklung mathematischer Losungs-
methoden im Vordergrund steht und in dieser Hinsicht der erbrach-
te, hochst unelegante Beweis nicht befriedigen kann, die Suche
nach einem elementaren direkten Beweis mit Sicherheit weiterge-
hen. Auch ist es das erste Mal in der Geschichte der Mathematik,
daB der Beweis eines mathematischen Theorems wegen des Schei-
terns aller klassischen Methoden an der Kompliziertheit der Pro-
blemstellung (vorerst jedenfalls) Computern liberlassen wurde.
Abgesehen von einer Priifung des benutzten Programmes muB man
8ich nun, das soll nicht versechwiegen werden, generell die Fra-
ge stellen, ob man den Bewels als gefiihrt werten kann oder nur
als Beatﬁtigung beatehender Vermutungen, die noch eines "exak-
ten" Beweises bedarf. Der Verfasser hat diesbeziiglich seine Mei-
nung -zum Ausdruck gebracht.

Das Titelbild dieser "Wurzel" zeigt ein kleines Beispiel aus
der konstruierten zwingenden Menge reduzierbarer Linderkonstel=-
lationen: Es kommt nur auf die Lage der Lidnder zueinander und
die Anzahl ihrer Nachbarn an, man kann sich dieses Gebilde in
die verschiedensten Karten eingebettet denken. Daneben sieht
man die entsprechende duale Karte (siehe Wurzel Nr. Z/???, die
sich zur Untersuchung leichter handhaben 148t - ein Kreis sym-
bolisiert dabei ein Land mit fiinf, ein Kreuz mit sechs, ein
Dreieck mit sieben und ein Quadrat mit acht Nachbarn.

Georg Baumbacdh
Assistent im Bereich Analysis
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Quellenangaben

1) Appel, K. .
"The proof or the four-colour theorem"
New Scientist 1976 , 21.10.1976

<) Bachs, H.
"Neuere krgebnisse in der Theorie des Vierfarben-

problems"
vortragsauszug der Haupttagung der Mathematischen
Gesellschaft der DDR 1974

3) Engyklopddie Mathematik S.595 .

Der Fachartikel iiber Schaltalgebra von Wolfgang Dick wird in
Wurzel Nr. 10/77 fortgesetzt.

Preisaufgaben 8/77

Einsendeschlu3: 15,11.77

J 37 Im Dreieck ABC ( y=90°, 8=3%0°, b=1 ) ist die Sei-

E; tenhalbierende CD eingezeichnet. AuBerdem ist vom
Punkt D aus unter einem Winkel von 15° zur Hypo-
thenuse eine Gerade gezogen, die die Strecke BC im
runkte F schneiden mdge. Gesucht ist der Fi&chen-
innalt des Dreieckes CDK, Man gebe tiir ihn einen
Négherungswert in Form eines Dezimalbruches der Ge-
nauigkeit 0,01 an !

J 38 Man lLose die Ungleichung
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J 59 Man 1l6se das Gleichungssystem

sin x 4 sin y = sin ( x+y )

Xl +{5 =1

=

Man beweise, daB das Polynom

5

fur alle reellen Zahlen x positiv ist.

" ;
X -xX + xa -x + 1

J 41 Man lose die Gleichung

—‘m/('l+x)2 - —lmf('l-x)z = E“’I-xg

< CAP=50°. ZlokasaTh, yTo < APQ=80°.

B paBHOGeZpeHHOM TpeyronbHuke ABC YyIoll mpu Bepumee P
paBeH 20°. Ha GoxoBux cTopoHax AB u BC B3fITH, COOT-—

BeTCTBEHHO, ToukM Q u P Tak, uro 4 ACQ= 60°, a

Kreuzwortrdisel
Waagerecht: Senkrecht:
1. mondndchster Punkt der 1. Mathematiker des Altertums
Mondumlaufbahn 2. regelméBiger Korper
7. Pronomen 3. DDR-Popgruppe
9. rechtwinklig 4, ménnlicher Vorname
13, engl.: Schinken 5. schmal
14, Préposition 6. Stadt in Nordrnein=-—
15. md@nnlicher Vorname Westfalen
16. Séugetier 8. geometrischer Ort der
18. chemisches Symbol fur Punkte, deren Abstands-
Titan summe von zwel festen

19. engl.: oder Punkten konstant ist
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Kreuzwortritsel

W aagerecht:

20,
24,

26.
27
29.
50.

j’]o

33.
34,

Hauptstadt von Senegal
Handelsorganisation fiir
Obst und Gemnlise
Langspielplatte von

M. Krug

Teil des Autos
midnnlicher Vorname

chemisches Symbol fiir
Aluminium
bedeutendes Buch von
Ptolemdus
Handwerker

beim Dividieren auftretende

Senkrecht

10.
11.
12.

1.,

Flull in Sibirien

ein Polyeder

Sorte, Gattung

Werk des altgriechischen
Dichters Ovid

anderes Wort fur
landwirtschaftlich
Beh@ltnis

Fahrt

feine Gaderobe
Universum

chenisches Symbol fiir
Astat

Erscheinung 32. Motorradserie aus
Zschopau
1 2| I G z
* ¥
7 10 11 2 |
13 1¢ ~5 B
1% |13 PP
2 3
21s
2
7@ 3z
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Losungen

lm nun folgenden Losungsteil unserer "WURZEL" wollen wir
damit beginnen , die AuflSsungen sé@mtlicher 1977 ge-
stellter Preisaufgaben abzudrucken. Dies wird jedoch

bei den meisten dieser Losungen nicht so ausfiihrlich der
Fall sein, wie das bisher gewohnt ist. Dennoch lassen wir
es uns nicht nehmen, einige wenige Aufgsben griindlich zu
besprechen, so, wie es bereits seit langem iiblich ist.

Aufgabe J 1 1. LOsungsvariante
( nach A. Kasparek, Grafenhainichen )

rir n=8 gilt: 2t > 3_(11 + ’1)2 + 10

Es sei diese Ungleichung tur n = k mit k> 8
und ke N ertiillt.

Dann gitt:

2

2 5 6(k+1)° + 20 = 3(k42)2 + 10 + Sk° + 4 >

> 3(k+2)2 + 10
Somit gilt fiir alle neN mit n>8 :
2% > 3(n+1)% + 10 (1)

Jede reelle Zahl x mit x>8 1&dBt sich darstellen
in der Torm x = m + n.

Dabei ist ne N mit n28 und meR mit O£m<1 .
Vegen strenger Monotonie wvon 2% gilt:

oX _ ol+n _ 5N (2)
egen 0<m<1 gilt:

n+m<«n+ 1 (3)
Aus (1),(2) und (3) folgt dann:
X = B n oy 3(11-!-‘1)2 + 102 5(m+11)2 + 10 = 3x2 + 10

fiir x 2 8.
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2. Lésungsvariante
( nach R, Lindemann, Cottbus )
Wir betrachten die differenzierbare Funktion
f(x) = -35- - logy(2x) fiir x28
Es gilt: £f(8) = 0 und
1 2
(=) =3 r Iz
Wegen x28 und 1n2 >% folgt:
1 2
)=z ~wla >0 |
Somit wédchst f(x) fiir alle x28 streng monoton.
Wegen £(8) = 0 gilt tiir x>8 auch
f(x) >0 und damit
% > log,(2x)
x > 1052(2::) + 1052(215)
x > log(2x+2x)
x > 1052(43:2)
2% > 4x°
Da x°>10 fir x>8 , gilt also
X > jxa + 10
Da fermer 28 > 3-82 + 10 gilt, ist die Unglei=-
chung 2* > 5::2 + 10 fiir alle x28 erfiillt.
Aufgabe J 2 (nach Andreas Weller, Altenberg)
1., Fall: x= y oder x = -y

Untersuchte Gleichung wird &quivalent zu: | 2x|= 2| x|

2. Fall:

x*y >0 x=y >0

Es folgt x> -y, x>y, x>0 und damit |x[>| y]|
In der Gleichung werden sémtliche Betragsstriche iiberfliissig.
Sie geht iiber in: 2x = 2x.
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3. Fall: x+y> 0 x-y <O
Es folgt x> -y, x<y, y>0 und damit |x]|<|y]|

Linke Seite: 2y e
Rechte Seite: | x + i 32412| + | x - i\/yz-xal

= 2 \/x2+72-x2 = 2y

~ Vergleich: 2y = 2y

4, Fall: x+y < 0 x=y > 0
Es folgt x < -y, x>y, y<O0 und damit |x|<|yl

Linke Seite: -2y
Rechte Seite: |x + 1 yz—xgl + | x - i\/ye;ial

/ /2.
= 2 x2+yz—x2 = 2Vy = =2y

Vergleich: -2y = -2y

5. Fall: x+y < 0 x-y < O
Es folgt x< -y, X<y, x<0 und damit | x| >| ¥y |
und die Gleichung wird &quivalent zu: =-2x = -2x.

Anmerkung: Von fast allen Einsendern wurde der Fallly|>| x|
nicht berilicksichtigt! In diesem Fall ist

'\/::'2-3;'2 nicht reell, obwohl x und y reelle Zahlen sind.
Man mul dann wissen, dab

-a° =4|al, wobei i = /=1 und

2.:2

|a + ib| = a%+b gilt.

Aufgabe J 3

Die angegebene Ungleichung besitzt keine Losung.
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Aufgabe J 4

Sei X, = % » Yo der Winkel zwischen O und.% mit tan o ™ 2
(ydh 63,40), zo‘der Winkel zwischen O und.% mit tan B = 3
(26- 7,6°). Dann ist die Losungsmenge die Menge aller Tripel
(X,57,2) = (Xt T, Fotkem, Zo+KaT) mit Ky +k, +lg= O

vereinigt mit der Menge aller Tripel
(x,5,2) = (=X +Eq Ty =Y +HeM, -2 ,+K3T) nit K+ +ky= 2 ,

Aufgabe J 5 ( nach R. Becker, Wolmirstedt )
Behauptung: n
sl S 2k1=3 - 3—'?7*;2
k=1 2k 2

Bewels durch vollstandige Induktion:

Induktionsanfang: n = 1
1

- 1
;2—;‘%=5-§=§

Die Behauptung ist fiir n = 1 richtig.
Induktionsvoraussetzung: n = r

T
2k=" 2r+
Z?—:"?‘é
k=1

Induktionsschritt: n = r+1

1 oieq . E- 2k=1 |, 2r+]
Z IS Z K ST+

=1 2 =1 °
= 5;2%?
. 3o 2xe) + 3

T+
2 D§raus folgt,

daB die Behauptung richtig ist fiir alle n.
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Man erh&lt somit:

2 2k-1 2n+3
1; g 2O =

= 3 - lim ( 243
2

N-=oo

mit Hilfe der L'Huspitalschen Regel folgt:

1im2—n;;§=1im—2———=o
2

n=e n~e 20, 1n2

Damit erhalten wir:

[22]

2k="1
= 3
2 F

Aufgabe J 6

Der Radius des Kreises durch A, B und den Mitteipunkt M des
Unkreises betréigt ¥vZ1 . Der Radius des Kreises durch B, C
und M betrﬁgt~%§ 3/3- und der des Kreigses durch A, C und M

I3 .

Aut'gabe J Y/ llan erweitere den linken Logarithmus zur
Basis 8. Dann erhalt man:
x::-tv%-

ut'cabe J 8
Wir legen das Dreieck ABC folgendermaRBen in ein Koordinaten-
system:  A(0,0), B(xp,0), C(x5,¥;) (1

A'y B', C' liegen laut Aufgabenstellung so auf den Seiten des
Dreiecks ABC, dal gilt:

1 1 1
AC' | BA' LGB! _ (2)
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Es gilt: x5, : xg = k, also X5, = kxg und da y5, = 0
folgt: C'(ka, 0)

(TE' = (xgy 0) + k(X;—%p,¥5) => A (M=) xp+iX5, Ky )
0B' = ((1-K)xge (“-K)7y) =  B'((1-0)x,, (1-k)yy)

Der Schwerpunkt S des Dreiecks ABC wird errechnet mit
X +Xp+Xn TA+Ip*e .
S(_ 3 ’ )

3_ L]
Man erhdlt: Xp+Xg Vg
s(EL , 39

Anslog wird S', der Schwerpunkt des Dreiecks A'B'C' errechnet.
'((1-k)xB + kxﬁ + (1-k)xc + kxg kyc + (1-k)yc)

S ’
3 3
S.(xB+xC Zg) Damit ist nachgewiesen, daB die beiden
'3 Schwerpunkte zusammenfallen.
Aufgabe J 9 Lésung: 5<x<1,x>3 und x= -2
Aufgabe J 10 x€ {2kn |[keT } y

u{kn*+ (-5 E | kel } U { 2k=® - 2arctan0,5 | k€T )

n ( n2

Aufgabe J 11 Das Ergebnis lautet: !

Aufgabe J 12 Das innere Tetraeder ist % mal so groB
wie das &uBere.

Aufgabe J 15
xe {5+ (<0 555 | kerT ju{EL | kel

Aufgabe J 14

Es muB gelten: fﬁ(xo) = fn+ﬂ(xb) . Daraus ergeben sich die

beiden Lésungen x,, = 5 und X5, = 1
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Aufgabe

J 15

Fiir 0‘3‘1’

19<a<8 und b>0, bfe 1 erhalt man

- m

Autgabe J 16 0 £ x < B41/144
’ . = =
x = (o) 5x’(1-x_‘fé“ )
N S = 2 .
Aufgabe J 1Y n 1 =x (1-xd)_
Autgabe J I8 a< =2
hutgave T 19|
1. Fall: sin x = 0, daraus folgt x = kn, Kk € I'~ =
2. Pall: sin x:k O, daraus folgt . x = arccos 0.5 _V#
ufgabe J 20 2k1t<1‘:<%5+2k1t
55% + 2knt < x < ﬁ + 2k
Aufgabe J 21 (x,5) € { (2471), (0y=5), (=6,9) }
- - n(n+3)
Autrgabe J 22 8 = =
4(n+1)(n+2)
ufgabe J 24 Es giltv nur tur a =

Zur Preisaufgebe J 23 erscheint in der Wurzel 10//7 eine aus-
fihrliche Ldsung.
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Die »Wurzel« in Berlin

Am 27. Mai 1977 wurde entsprechend eines Vorschlages von Erich
Honecker erstmals der Tag der Jugendbrigaden in unserer Repu-
blik begangen.

Dieser Tag soll alljidhrlich eine besondere Wiirdigung hervorra-
gender Leistungen von Jugendkollektiven darstellen. Die besten
dieser Jugendkollektive werden ausgezelichnet mit dem Titel
"Hervorragendes Jugendkollektiv der Deutschen Demokratischen
Republik".

Es erfiillt uns mit groBer Freude, Ihnen, lieber "Wurzel"-Leser,
mitteilen zu kbnnen, daB unser Kollektiv des Jugendobjektes
"Studienvorbereitung" mit zu den ersten gehtrte, die anldBlich
des Tages der Jugendbrigaden diese hohe Auszeichnung aus den
Hiinden des Vorsitzenden des Ministerrates der DDR, Gen. Willi
Stoph, entgegennehmen konnten.

Indem unser Studentenkollektiv nach 1967 bereits das zweite Mal
die hdéchste Auszeichnung fiir Jugendkollektive in unserer Repu-
blik erhalten konnte, sehen wir das vor allem auch als Anerken-
nung unserer Bemiihungen, den sich stindig entwickelnden Anfor-
derungen unseres Bildungswegens gerecht zu werden, und wir
versichern Ihnen, daB wir in diesen Anstrengungen nicht nach-
lassen werden. Wenn an dieser Stelle ein Wunsch gestattet ist,
dann der, daB wir uns in beiderseitigem Interesse einen noch
engeren Kontaekt mit Ihnen, dem Leser unserer Zeitschrift wiin-
schen., Wir sind an jeder Kritik, jedem Hinweis - vor allem auch
von den Lehrern und Leitern von Arbeitsgemeinschaften - inter-
essiert, denn das hilft uns, unsere Arbeit Ihren Bediirfnissen
entsprechend zu gestalten.

Bei all den vielen Hohepunkten, die wir am Tag der Jugendbri-
gaden in Berlin erleben konnten, wie die Auszeichnungsveranstal=-
tung im Gebaude des Staatsrates, den Ball der Jugend im Palast
der Republik oder eine Fahrt mit der WeiBen Flotte, empfanden
wir als besonders angenehm einen Empfang und eine Augsprache

mit weiteren Jugendkollektiven beim Stellvertreter des Ministers
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fiir Hoch- und Fachschulwesen der DDR, Gen. Dr. Peter Fiedler.
Es war beeindruckend,in welch freimiitiger und freundschaftli-
cher Atmosphidre der Minister und weitere verantwortliche Mitar-
beiter mit uns Studenten iiber Probleme des Studiums diskutier—
ten. Es ging vor allem um die weitere Ausprdgung des schopferi-
-schen Charakters des Studiums und dabei eben um solche Fragen
wie die Einbeziehung der Studenten in dig Forschung, die Pra-

xisverbundenheit des Ausbildungsprozesses, das Verhdltnis von
Hochschullehrern und Studenten und die Realisierung-der sozia-
listischen Demokratie bei der Klédrung dieser Fragen an den ein-
zelnen Hoch- und Fachschulen.

Allein schon die Tatsache, daB es bei diesem Gesprdch nicht nur
um ein gegenseitiges Vorstellen von Positionen ging, sondern
um das wahrlich gemeinsame Bemiihen, den erreichten Stand und
die noch zu ldsenden Aufgaben herauszukristallisieren, machte
diese Diskussion wertvoll, '

Egbert Creutzburg
lorg Vogel

—

Grenzwerie von Folgen und Funktionen

Definition I : (Grenzwert einer Folge)

¥ir sagen "die Folge (xn) konvergierl gegen die reelle
Zahl x" und schreiben " lim X, =X " , wenn zu jeder po-
sitiven Zahl € ein Index n, existiert, so daB lxn-xl
kleiner als & wird, falls n2n0 .

Definition 2: (Grenzwert einer Funktion)

Wir sagen "f(x) hat fir x-»X, den Grenzwert b" und

schreiben " lim f(x)=b ", wenn es zu Jeder positiven
X—=X

Q
Zahl £ eine positive Zahl d gibt, so daB fiur alle x&D
(D=Definitionsbercich) |f(x)-bl kleiner € wird, sobald
O<ix-x e d gilt,

S atz: f(x) besitzt fiir X==X, einen Grenzwert b genau dann,
wenn flr alle Folgen (xn) mit x; €D und x;¥x, (i=1,2,3,..)
aus lim x_=x, folgt, da3 lim f(xn)=b 5
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Beweis:
I. Voraussetzungen: A) lim f(x)=b B) (xn) Folge mit lim X =X
X=X s
0 wobei x €D , xn#xo

zu zeigen: 1lim f(xn) =b
Sei &> 0 gegeben.
Nach Vor. A) und Def. 2 existiert zu diesem € eine Zahl &70,
so daB |f(x)-bl<g fiir alle xeD mit 0 <|x-xgi<d
Zu diesem & bestimmen wir gem#B Vor. B) und Def. I eine natip
liche Zahl n, , so da8 Ix_-Xol<d" fir n2n, .
Dann gilt fir n2 n, : I£(x )-bl<g .
Da man auf diese Weise fiir jedes beliebige & >0 eine solche
geeignete Zahl ny finden kann, gilt lim f(xn) =b , we.z.b.w,.

IT. Voraussetzung: Aus lim X =Xq (xneD, x ¥x5 7 folgt
lim f(xn)=b fir alle Folgen (x.) .
Behauptung:  1im f(x)=b
xX—eX
Beweis indirekt - Annahme: Es gilt nicht lim f(x)=b , d.h.
X—>X

es existiert eine positive Zahl & , fir die zu jeder Zahl d>0
Elemente x des Definitionsbereiches existieren, fiir welche zwar
O<|x-x5l< d" gilt, aber |f(x)-bl2&e ist. _
X, sel ein solches nach obiger Annahme existierendes x fiird = %
FLi2s 3y ens 5 Gl O<|x -Xol< I/n und If(xn)-bIZEo.
Es gilt 1im x =X, , denn fir n2 N=[I/e] + 1 ist |x -xl<g.
Nach Vaorausetzung folgt daraus 1im f(xn)=b =
Das bedeutet aber, daB es zu &, einen Index n, gibt, fir welchen
|£(x_ )-bl<€,fir alle nzn, . Andererseits gilt |f(x )-bl2&e
fir n=I1,2,3,... « Wir konnen diesen Widerspruch nur beseitigen,
indem wir unsere Annahme fallen lassen.

Somit ist nachgewiesen, daB die im Satz angegebene Bedingung so-
wohl notwendig (siehe I.) als auch hinreichend (siehe II.) ist

flr die Giiltigkeit von lim f(x)=b gem#B8 Definition 2 .
x—-xD

(Nachtrag fir Fortgeschrittene: Sowohl bei Def. I als auch beim
Satz muB vorausgesetzt werden, daB x, Haufungspunkt von D ist)
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Der Widerstreit

Seit Anbeginn déssen, was wir Mathematik nennen, streiten sich
zwel Seelen in der Brust dieses Ungeheuers: einmal die Schin-
heit der Idee, sich etwa widerspiegelnd in einem eleganten Be-
weis, einer verbliiffenden Konstruktion oder im Aufbau einer
ganz neuen Theorie - und zum anderen der Zweng "ekler, plumper
Berechnung". Das erste scheint zart zu sein, #therisch und ver-
wandt mit den Kiinsten, das zweite hingegen verbunden mit Masse,
Langwierigkeit, Fallunterscheidungen, auch mit Nutzen, mit
"Erdwerten": Geld, Einsparung, Abschdtzung, Gewinst - auch dies
ist Dialektik.

Den Kampf solcher Gegensidtze wollen wir in der Geometrie ein-
mal miterleben. Da gab es fiir uns Schiiler die Zeit der eukli- N
dischen Beweise, Winkelsdtze, Schnittpunkte und Tangentenlagen,
kurz: jene Welt, die Schongeister wie Galois und Einstein zu

Geniestreichen inspirierten.

Dann kam Pythagoras, also sein Satz. Geben wir esg zu, die Wur-
zel ist nun mal kein Symbol der Eleganz! (Mitarbeiter einer
Zeitschrift gleichen Namens mdgen mir verzeihen.) Und mit Pytha-
goras kam der Kosinussatz gezogen, Resultat der trigonometri-
schen Funktionen, deren Verliufe man um Himmelswillen zu Yernen
hatte, weil sie so niitzlich waren. Man vergall die heitere Welt
Euklids und - rechnete.

Aber es kommt noch schlimmer. Dieser Kosinussatz ist imstande,
Schonheit und Inspiration zu zerstdren. Wie ein Moloch. Zum
Exempel: Erinnern wir uns der Aufgabe, aus zwei Seiten und der
Seitenhalbierenden zur dritten das zugehdrige Dreieck zu kon-
struieren (Abb, 1)! Wem sich die Phantasie nicht regt, der ist
verloren, der kommt nicht drauf: man muB das Dreieck zum Pa-
rallelogramm (Abb. 2) ergénzen. Dann wird alles klar, die Sei-
ten von A ACC' sind sé@imtlich bekannt und damit die Aufgabe
leicht zu l1losen. .

=

Ist dies aber nicht Eingebung, schone Eingebung?
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Abb. 1 Abb.2

‘cl

Wenn man jedoch den Kosinussatz kennt, bedarf es dieser Einge-
bung iiberhaupt nicht mehr; man kenn plump und mit brutaler Fol-
gerichtigkeit "alles ausrechmen". Man tut so, als ob man 8,
nicht kennt, sondern aus a, b, d, den Dreiecksseiten, finden
muB. |

Es folgt (im A ADC) (Abb. 3)

Abb. 3

C
b a
. 'oc
ok
A %2 D

(1) 832 = b2 + (%Jz - 2b . % . COSA = b2 + (%)2 - bc.cosd .

Bliebe nun cos & . Wieder hilft der Kosinussatz. Da némlich
(im A ABC)
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2=2+02-2bc.cosd ’

So wird ;
(2) . cosd = (b +c -a ) .
Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir

2 2 2 2 2

s, =b +(%J-bc.-§b—(b+c )

also

2 1 2 2 2
(3) 8y Wy (2a +2b“=¢c ) .

Jetzt kennen wir aber 8, und a und b. Aus (3) finden wir dann
2

c zu
(4) c® = 282 4+ 2b2 - 4s 2

Man macht das graphisch so: Man konstruiert (fiir 2&2) das Qua-
drat iber a und verdoppelt es, desgleichen fiir 2b2 und entspre-
chend fiir 4302. Diese drei Rechtecke "transformiert" man fla-
chengleich auf "Norm", d. h., in Rechtecke mit ein und dersel-
ben Seitenlénge e (etwa 10 cm oder so). Wie macht man das?

-

Ganz allgemein wollen wir das am Rechteck R mit den Seiten r,s
demonstrieren. Ziel ist also: Konstruktion von t mit rg=et.

Abb, %
F
A R +.
De 6 t 3

Erster Schritt: Verwandlung von R flidchengleich in ein Quadrat Q.
(Vgl. Abb. 4: re=h®, Hohensatz, Konstruktion von /\ABC mit
Thaleskreis),.

Zweiter Schritt: Fliédchengleiche Verwandlung von Q in das ge=-
wiinschte Rechteck R mit den Seiten e,t. (Vgl., Abb. 4: hz-et
Konstruktion von /\ DEF aus /\ DGF und dem rechten Winkel bei
F.)

Nun kdnnen wir Rechtecke "addieren" und "subtrahieren". Fiir c2
erhalten wir also ein Rechteck. Wir verwandeln es fldchengleich
wie gehabt in ein Quadrat (HShensatz "h =pq"; auch "az—cp" widre
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verwendbar) und haben endlich c¢. Aus a,b,c konstruieren wir das
Dreieck.

Auf diese Weise sind auch andere Dreieckskonstruktionen msg-
lich., Immer bestimmt man diejenigen Stiicke, die keine Dreiecks-
seiten sind, mit dem Kosinussatz (aus den Dreiecksseiten a,b,c)
und "rechnet graphisch" dann die fehlenden Seiten "riickwdrts"
aus. Allerdings muB alles mit den vier Grundrechenarten zuzig=-
lich Quadratwurzelziehen moglich sein, sonst geht es nicht.
(Bohrt man hier tiefer, stdBt man natiirlich auf GauB und die
Konstruierbarkeit, vgl. z. B. auch L. Rédei, Algebra (Leipzig
1959), § 179 Geometrische Konstruierbarkeit).

Der Kosinussatz schafft tatsdchlich allerhand:

1
Hohe h, auf c h = %EWJ(a+b—c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b-c)
Seitenhalbierende s_ auf c z, il T =2 1
c 8 = E-\/%a +2b" =¢

”
Winkelhalbierende w, auf ¢ W, = E%F'V ab [(a+b)2-02]

Inkreisradius 4= %.\J(“a+b+0)(a-b+G)£§jb—c)'

a+b+c

1
Vla+b+c) (-a+b+c) (a-b+c) (a+tb—c)
(Tips: iiber cos - und dann 8in* ; unser Beispiel; harmonische
Teilung; Winkelhalbierung und Kongruenz; Mittelpunktswinkel)

Umkreisradius €,= a.b.c

Die Frage der Konstruierbarkeit (mit Zirkel und Lineal) ist ganz
allgemein entschieden. Dennoch: eine elegante Konstruktion ver-
mag immer wieder mathematische Herzen zu erfreuen. A propos:
Welt iiber unseren Kopfen spielt sich ein &hnlicher Kampf zwi-
schen Umfassendheit und Tiefe ab, némlich am Vierfarbenproblem,
Es scheint geldst (siehe dazu Wurzel 7/77 und 8/77).

- aver mit Computern, iiber eine -zigfache Fallunterscheidung.
Man miiBte ein Mau fir Schénheit in der Mathematik einfiihren!
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Anhang: Bei diesen Betrachtungen sind mir noch zwei nette Dinge
aufgefallen, wo man ohne Trigonometrie auskommt.

1. Berechnung der Hohenabschnitte

Es gilt
(5) h2+p2=b2, h2+q2=32 .

Differenzbildung liefert

(6) p2-q2= 2-a2,

also (p+q) (p-q)=b°-a? '

Nun gilt aber p+q=c, d. h.

(7) p=q= %‘(ba-az) s p+g=c.

-

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir p,q. Es ergibt sich

(8) p= %3 (02+b2-&2). q= %E (02+a2-b2).

2. Berechnung der Inkreisabschnitte

Es gilt
(9) s+r=b , s+t=c , r+t=a.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem
fiir r,s,t. Wir erhalten

(10) T= % (a+b-c),

8= % (-a+b+c),
t= % (a—b+0) .

Uberhapt scheinen sich Abschnitte auf den Dreiecksseiten leich-
ter berechnen zu lassen als Innenstiicke (bei der VWinkelhalbie-
renden verhalten sich die Abschmitte zueinander wie die beiden
anderen Dreiecksseiten).

Dr. K. Wohlrabe
Berlin
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Preisaufgaben 9[77

J 4 Man 1ose die Gleichung

i X ' Xy _
logsin(_x‘)(sz_n E + sgin g_) =1

J 41 Drei Kugeln, von denen zwel gleich sind, beriihren eine
Ebene P und paarweise einander. Die Spitze eines geraden
Kreiskegels liege auf der Ebene P, die Kegelachse stehe
senkrecht auf P. Alle drei Kugeln liegen auBerhslb des
Kegels und beriihren je eine Mantellinie des Kegels.
Gesucht ist der Kosinus des Winkels, der von der Mantel-
linie des Kegels und der Ebene P gebildet wird, wenn
noch bekannt ist, daB einer der Winkel des Dreiecks, ge-
bildet durch die Beriihrungspunkte der Kugeln mit P,
gleich 150° ist.

J ‘Man beweise die Richtigkeit der folgenden Gleichung!.
él 12 4+ 2% 4 ... +n? = Té' n? (n+112 (2n2+2n—-1).

J 46 Man 1ldse die Ungleichung

P,
GI 3-x > x=2

J 47 Man ldse das Gleichungssystem

ll X+y+2=2
()

(x+y)(y+2) + (y+z)(z+x) + (z+x)(x+y) = 1

x2(y+z) + y2(z+x) + z2(x+y) = -6 ,

J 48 kann aus technischen Griinden erst in WURZEL IOQ/77
abgedruckt werden.
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Lésungsbedingungen:

Fir jede vollstindige Lésung erhilt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzshl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Bﬁcﬁergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schul jahr mindestens IO Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als IO Punkten werden die in diesem Jahr er=-
reichten Punkte fiir das nichste Schuljaﬁr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,

versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

EinsendeschluB: 30.II.77

Die Aufldsung der Preisaufgaben erfolgt in WURZEL I/78 .

Preisaufgabe auBer Kbnkurrenz

Der Vater ist heute 25 Jahre #&lter als sein Sohn und in genau
7 Jahren wird er fiinfmal so alt sein wie er.
¥as macht der Vater Jetzt 7

Auflésung der Preisaufgaben aus Heft 6/77

Aufgabe J 25

Angenommen es gibe ein Polynom in k (k durchlauft die natirliche
Zahlen) - sagen wir n-ten Grades - mit

P(k)=cnkn+...+cIk+co=ak [} N W e o0 ,

wobei a,=0 , ar=I und 8 178 tey, _; fir k&I ist.

Offenber iet PvI)=P(k) = o (RI)"huaote, =t kP, omc,

ein Polynom hdchstens (n-I)-ten Grades, da sich cnkn weghebt.

Andererseits muB auf Grund unserer Annahme
P(k#I)—P(k)=kP(k—I)=kcn(k—I)n+...+kco=cn(8)kn+I...

ein Polynom (n+I)-ten Grades sein.

Wir gelangen also zu einem Viderspruch und miissen unsere
Annahme fallen lassen.
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Aufgabe J 26

Zunichst miissen wir x»0 und y >0 voraussetzen.

Die erste Gleichung des Systems formen wir dann um

zu
| 5/2
1°gy (y IlOgy ) = logy (2= )
logy vy o+ (1ogy x)2 = 2,5 logy x
(Log, x)2 - 2,5 log, x + 1 = 0

und erhalten nach der Substitution u = logy x als

Losungen der quadratischen Gleichung U~ - 245U % I = |
2

Die zweite Gleichung des Systems

log, ¥ logy-(y—BX) = 1
ist zu loga_ (y-3x) = 1
und damit zu gy - 3x = 4 siquivalent.

Damit ersibt sich nun :

1. Fall

2, Fall
Y1 - NI = 4 Yo = 3 55 = 2
y$ -17y4 +16 = 0 yg - %ye i % & i
¥9.,9 = 1 F1.0 ! im Bereich der reellen
Y1, = 16 X0 = 4 . Zahlen nicht ldsbar

Da die Basis des Logarithmus von 1 verschieden
seien muB, entfdllt die Losung y4 4 und die Probe
?

bestdtigt uns als Losungen des Gleichungssystems

nur die Werte ( 4 , 16 ) .




T4T Losungen

| Aufgabe g 27:

Bn =1 + 2x + 3x2 + 413 + see + (n+1) x°
-xsn = X + 2x2 + 3x3 + eoe. + n xn + (n+1)xn+1
=(1-x).sn = 1 4+ x + 12 + 13 # ooe ¥ 22 o (z1+‘lJ:r11""|
d P I = (n-te P t‘gl
und wegen X" s D=te Partialsumme der geometr,
k=0 = Reihe) '
1-xP+1 n+1

folgt: (1-x),:sn e — (n+1)x

10+ -(n+1 )xn+1 (1=x)
n (1.-351-2

B = 1-xn+1—(n+1 i’xn+1+(n+1)-xn+2
(1-x)

_ 1=(n+2 ]xn+1+(n+1 )xn""2

Unter Zuhilfenahme der Differentialrechnung kann man die Aufgabe
auch auf folgende Weise 1bsen

8, mén J(k+T) x¥
T T
k=0

(i AT )’
k=0

I—xn+2]/
[I—x

-(n+2)x™ (1 - %) 4 (1 - ¥B*2)

n

(I - x)2

[I - (n+2)x?*T (n+I)xn+2J / (I-x)°2

—
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Aufgabe J 28

Einheitskreis: §/

x = Kreisbogen PA
~
= PA

3!*/Q

- o T
fiir x<x» gilt:
e

sinx = PT < PA <PA
=.A_S=;1I§=":=

0

X<

| ]
p

+QA<KQ + @B =
8

= tanx

4]
Hd

T
oT

cosx

=
R

=> ginx <x <tanx flir 0<x <
x 1
1< sinx < cos8x

sinx
X

<

coBx <

X co8x <s8inx

X co8x - s8inx< 0

g(x) = X cosxz- sin.x‘o
x

sinx

X

£1(x) = X coaxz- sinx = g(x)
x

betrachte f(x) =

wegen f'(x)<0 _ fir 0<x<g
== r (x) = E;—IE ist streng monoton fallend

fiir o<x<'§

gind sinf3 . Ty
v A fir O<x< 3 < 2

q.B.do
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Aufgabe J 29 |
Wir fithren die Bezeichnungen
1 1
arc tg F = ol | ’ tg A = 5
1 : 1
arc tg m = ﬁ $ tg ﬂ = ?.’-3_9
' %
éin. Fiir diese Winkel gilt offensichtlich (tg 7 =1)
0 =« & < *} und 0=« B < "{ s

Somit ist die zu beweisende Gleichung mit

4 = Tup (+)
dquivalent, wobei sowohl die linke, als auch die
rechte Seite der Gleichung im Intervall (0 ,mT)
liegen. Deshslb genigt zum Bewels von (+) der Nach-
wels der Gultigkei‘l: von

™
(1.a. folgt sonst aus tg x = tgy nur die Be-
ziehung x = y 4 kW » k beliebige ganze Zahl)
2 tgon
2 -———43—5——
tg 4 = 2’525_‘*.= LI 7 S PY
1 - tg° 2& 1 (12 tg o )2 119
= -t;g2-¢.
da nach Definition tg o = -;- gllt,

AuBerdem erhalten wir

wGep) - jrimb

_ 120
= m .
——— — %
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Aufgabe J 30

A 3

' b B I
Das gesuchte Verh#éltnis sei q= I I°I = ry A A_B.C
— Vakss gt g {

ACBAL ) wohed A=Ayung

e &
I-q= % ( A'AACIBI ¥ AaBac, A

Apac. B = 3 KC; AB, sind
I

%— AC cosd AB cosd sind

A coazo(

i3 2
Analog erhslt man: A = A cos und A ; = A c:mg2
| : ABAICI /3 ACB-IAI o o

" Also: I-q= cos% + coezﬂ-r coszr
%, +c032;’5 +c032’)"j

—

I - (cos

0
n

Da cos®y= -cos(d+pB) 1&Bt sich mittels Additionstheoreme

das Trgebnis noch weiter umformen.

qQ= 2cosd~cosgcosa"

~ b
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Nikolai lwanowitsch Lobatschewski

So um %25 v. u. Z. schrieb der griechische Mathematiker Euklia
von Alexandria sein Werk ,Die Elemente" , welches aus I?% Blichern
besteht. Im Buch I ({iber Geometrie) beginnt Euklid mit einer Rei-
he von Definitionen und Postulaten. Das fiinfte Postulat, das‘so-
genannte Parallenpostulat: ,daB, wenn eine gerade Linie beim .
Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, da3 wenn auf derselben
Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei Rechte werden,
dann die zweli geraden Linien bei Verlangerung ins Unendliche sich
treffen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen
kleiner als zwei Rechte sind" erlangte besondere Beriihmtheit.
(zitiert nach: Eukleides von Alexandria ,Die Elemente", Ostwalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 235, Leipzig I933)
In der Folgezeit versuchten die Mathematiker immer wieder verge-
blich, das Papallelenpostulat.zu beweisen. Man fand lediglich
Aussagen, die zu dem Parallelenpostulat logisch Zdquivalent sind.
nDie Winkelsumme im Dreieck betrigt zwei Rechte." und "Zu einer
Geraden gibt es durch einen nicht.auf ihr liegenden Punkt genau
eine Parallele." seien hier als Beispiele genannt.
Der deutsche Mathematiker GauB8 erkannte, da3 das fiinfte Postulat
von den iUbrigen unabhingig (somit nicht beweisbar) ist und das
man eine in sich widerspruchsfreie Geometrie aufbauen kann, in
der an die Stelle des Parallelenpostulats eine andere Forderung
tritt, z. B. ,2u einer Geraden gibt es durch einen nicht auf ihr
liegenden Punkt mindestens zwei (und somit unendlich viele) Pa-
rallelen.” GauB verdffentlichte seine Ergebnisse jedoch nicht,
weil diese den herrschenden philosophischen Ideen und der gewohn-
ten Anschaung widersprachen. (siehe dazu auch WURZEL 4/77)
Erst der russische Mathematiker Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski,
der unabhBingig von GauB zu diesem. Resultat kam, verdffentlich-
te ab I829 Abhandlungen iliber eine solche nichteuklidische Geometrie.
Heute nennen wir diese Geometrie, in der es zu einer Geraden un-
endlich viele Parallelen durch einen gegebenen Punkt gibt und in
der somit die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist,
hyperbolische oder Laobatschewskische Geometrie.
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Auch der ungarische Mathematiker Janos Bolyai arbeitete unabhén-
gig von Gau8 und Lobatschewski die nichteuklidische hyperbolische
Geometrie aus und verdffentlichte diese im Jahre I83%2 .

Als er jedoch erfuhr (siehe WURZEL 4/77) , daB GauB schon 30 Jah-
re var ihm dieselben Resultate erzielt hatte, gab er es auf, sich
weiter mit Mathematik zu beschiftigen.

Nur Lobatschewski hatte sowohl den Mut als auch die Beharrlich-
keit eine nichteuklidische Geometrie zu begriinden, zu publizieren
und weiter suszubauen. Das brachte ihm — allerdings erst nach
geinem Tode - den Titel .Kopernikus'der Geametrie" ein.

Nikolai Iwanowitsch Lobatschewski wurde I792 in Nishni-Nowgorod
(dem heutigen Gorki) geboren. Von IBQT7 bis IBII studierte er Ma-
thematik und Naturwissenschaften an der Universitat in Kasane.

Er schloB sein Studium mit dem akademischen Grad eines Magisters
ab und begann im Jahre I8II seine Lehrtéatigkeit an dieser Univer-
sitsit. I8I6 wurde er auBerordentlicher und I822 ordentlicher Pro-
fessor. Er wurde in mehreren Jahren zum Dekan der Physikalisch-
Vathematischen Fakult#ét gewdhlt, vor allen auf Grund seiner Ver-
dienste bei der Reorganisation der Universitatsbibliothek.

Von I827 bis I846 war Lobatschewski Rektor der Universitat in
Kasan. 1846 vollendete Lobatschewski sein 30. Dienstjahr als Pro-
fessor und muBte deshalb nach den damaligen Bestimmungen seine
Lehrtitigkeit beenden.

Er hatte hauptsiichlich Vorlesungen {lber Zahlentheorie, Mechanik
der Himmelskdrper und iuber Geometrie gehalten. Seine ersten Geo-
metrievorlesungen enthielten tatsichlich noch einen angeblichen
~Beweis" des Parallelenpostulats. In seiner weiteren Auseinander-
setzung mit dieser Problematik verinderte er zundchst den Aufbau
. aeiner Geometrie.Er behandelte zun&chst alle geometrischen Sétze,
die sich ohne Benutzung des Parallelenpostulates beweisen lassen,
und dann erst die tbrigen, weil er nsmlich die besondere Stellung
des Parallelenpost ts bei der Charakterisierung der Euklidischen
Geometrie erkannt hatte. Erst spater kam Lobatschewski zu der
lberzeugung, da8 das Parallelenpostulat sich nicht mit mathe-
matischen und logischen Mitteln beweisen 1l&8t, sondern der Be-
stidtigung durch die Erfahrung, d. h. durch Experimente und Be-
obachtungen,'bedarf, genau wie z. B. physikalische Gesetze.
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Lobatschewski hielt I826 einen Vortirag iber ,.Grundlagen der Gea-
metrie ..." vor seiner Fakultidt. Das war die Geburtsstunde der
nichteuklidischen Geometrie. Die bereits erwshnten Abhandlungen
Lobatschewskis ber nichteuklidische Geometrie erschienen in

den Jahren I829 bis I840 . Er fand bei seinen Zeitgenossen keine
Resonanz. Kein bedeutender Mathematiker RuBlands war bereit mit
ihm Uber nichteuklidische Geometrie zu diskutieren. Von den Wert-
schédtzungen seiner Arbeiten durch den deutschen Mathematiker C. F.
GauB8 erfuhr er nichts. Lobatschewski gab aber nicht auf. In sei-
nen letzten Lebensjahren und bereits erblindet, diktierte er

eine umfassende Darstellung seiner Geometrie, die I855 erschien.
Im Jahre I856 starb Lobatschewski.

Eine weitere nichteuklidische Geometrie stellte I854 der
deutsche Mathematiker Bernhard Riemann auf. Die Annahme, da3 es
zu einer Geraden durch einen nicht auf ihr liegenden. Punkt kei-
ne Parallele gibt, fiihrt zu einer Geometrie, die wir heute
elliptische Geometrie nennen. In ihr ist die Innenwinkelsumme
eines Dreiecks gridBer als zwei Rechte.

Literatur: Biographien bedeutender Mathematiker, herausgegeben
von H., WuBing und W. Arnold, Berlin I9375

Der Unterschied

Mathematiklehrerin vor der Klasse:

»Es heiBt ,der grdBere Teil' und nicht ,die griBere Halfte"'!
Aber die gréSere Hilfte von euch begreift das nie."

Mathematik im Alltag

Mutter (zu ihrer Tochter)

wSchémst du dich gar nicht ? Mit I5 Jahren schon einen festen
Freund - aber den 30. Geburtstag deiner Mutter vergessen !"
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Korridore und Labyrinthe im
Banachzentrum von Warschau (1. Teil)

Im Herzen der polnischen Hauptestadt befindei sich in der
Mokotowska=StraBe Nr. 25 ein kleines Palais. Hinter selnen Fas-
saden Verbergen sich ein Hirsaal, zwel Seminarrdume und mehrere
Arbeitsriume. Es ist eine Stitte internationaler mathemetischer
Zusammenarbeit, die ihren Namen dem beriihmten polnischen Mathe-
matiker Stefan Banach verdankt - das "Banachzentrum" . In jedem
Semester treffen sich hier viele Pachleute auf mathematischen
Spezialdisziplinen, um Erfahrungen zu sammeln und welterzugeben.
Auch Géste aus nichtsozlalistischen Léndern werden eingeladen,
um ihre Porschungsergebnisse vorzutragen. Diese von den RGW=Ldn=-
dern finanzierte Institution ist also ein Beispiel guter inter-
nationaler Zusammenarbeit.

In dem zur Zeit laufenden 7. Semester liber nDiskrete Mathematik"
sprach Prof. B. Sendov, Rektor der Universitit Sofia, zum The=-
ma: "Korridore und Labyrinthe". Dieser Vortrag ist gut geelgnet,
dem WURZEL-Leser an einem leicht zu formulierenden Problemkreis
internationale Forschungsarbeit zu demonstrieren.

Wir betrachten zunichst reellwertige Funktionen im Rechteck
[0, x [0,H , elso solche Funktionen b f
f(x) = y, deren x-Werte aus dem Inter-
vall [0,a] zu nehmen sind, wghrend die
Funktionswerte y im Intervall @,E] de=-
finiert sind. 0 a

| ]

Es sei nun eine beliebige kleine Zahl &>0 vorgegeben. Dann
bestimmt jede Punktion einen Streifen der Breite e im Recht-
eck [0,a] x [0,b (siehe Abbil-
dung!) Des Rechteck [0,a] x [0,b)
wird nun in Quadrate unterteilt.
Biir_positive ganze Zahlen p und g
gelte dabei:

o N t,pmwa und €E.q9 =Db,
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d. h. ¢ wurde bereits passend zu a und b gewihlt.

Unter Korridoren versieht man nun spezielle "Streifen" in unse=
rem unterteilten Rechteck (Abb. 1). Durch einen Korridor ist
jeweils eine stetige reellwertige Funktion zu fithren. So sind
gum Beispiel mit "Schleifen™ keine Korridoren gegeben (Abb. 2),

Abb,. 1
ebenso nicht mit verbundenen Ecken
I

——  oder gar Unterbrechungen.

1

Plir ein Rechteck mit den Seitenléngen a und b, wobel e£.p = a
und €.q = b, sei mit kp.q die Zahl aller mglichen Korridore
in diesem durch & unterteiltem Rechteck gegeben. Fiir einen ver-
t1kalen Steifen sus q Quadraten gibt es genau (I3') = Sigtl
MSglichkeiten, einen EKorridor gem#B zu "schwirzen". Flr den
Fall qu5 erhalten wir zur Demonstration folgende 15 Fidlle:

LRLLTL

Setzen wir in unsere allgemeine Formel ein, finden wir Uberein-
stimmung: (531) - (g) = %fg = 15, Wir haben nun vereinbarungs-
gomiB genau p derartige vertikale Streifen aus q Quadraten.
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Damit 1#8t esich kp’q in recht grober Niherung wie folgt nach
oben abschHtzen:

() kg ¢ (PNP - @lgEdy" < 2Pe?

wobei mit £(x) ¢ g(x) gebriuchlicherweise die Ungleichung

£(x) ¢ g(x) + c bezeichnet wird (c - positive ganszahlige Kon-
stante). '

Es sei nun q ungerade und wir betrachten den Fall:

%l
Sil

Dieser "gerade Pfad" ist ein miglicher Kooridor. Durch Abzwei-
gungen nach unten oder oben wie eiwa zum Beispiel: .

kann man aus diesem einen
Pfad genau (951)2p Korridore
erhalten.

Plir gerade q erhilt man aus dem geraden Pfad auf analoge Weise

3 -1
&

genau (g)pog +1)P Korridore. Als untere Abschétzung von k. .
]
erhilt man also insgesamt:

' 2p _ 4=P .20
(2) kp’qa (%) - 4 q °

Zusammen mit (1) folgt:

(3) 4P P cx, < 2P %P,

P»q
Um eine szweistellige Funktion in AbhHngigkeit von p und g ze-
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nsuer abschitzen zu knnen, filhren wir folgende Substitution

durch:

- 2p
k) q (A(p,q)eq)™* .

Mit (3) erhalten wir zunichst folgende Ungleichung

1 2p 1

- 4 o s

" AMp,a) " & P

Nun ziehen wir die 2p-te Wurzel und erhalten fiir A (ﬁ,q) die
Abschitzung

1 1
4 sk' ——
(4) k-] (PQ)S_\/?

Von Prof. Sendov wurde dargelegt, daB zur Zeit noch sehr wenig
tiber diese Punktion A (p,q) bekannt ist. Von groBem Interesse
sind zum Beispiel diesbeziiglich die beliden folgenden Fragen:

1. Existiert der Grenzwert lim A = A _fiir fixierte Zah-
len q?

2. BExistiert der Grenzwert lim Xp - A7
p—e P

q—-w
Unter der Annahme der Existenz dieser Limltes, ist nun inter-
essant, diese exakt zu bestimmen. Von dem bulgarischen Mathema-
tiker Ch. Chitow wurde die Hypothese aufgestellt, daB
Am e~ 12 %— , wobel e die bekannte Eulersche Zahl (e=2,71...)
igt. Der sowgetische Mathematiker A. A. Panow gab 1975 flr
folgenden Schitzwert an A = 0,6755169 ... .

Gisela Kleite
Forschungsbereich

Der zweite und letzte Teil erscheint in der Wurzel 11/77
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Preisaufgaben 10/77

J 49 Man beweise die Richtigkeit der folgenden Gleichung

arc Bin1/1-x: y Tlir 0€ x££ 1
arc cos x =
© -arc sin 4/1-x , Tir -1€x<£0

J 50 Fiir die Zahlen r,s,t gilt r<s<t. Es ist bekannt, daB
a nach Substitution von y durch eine beliebige der drei
Zahlen r,s,t in der Gleichung

x° = (9-y)x + y2 - 97 + 15 = 0
mindestens eine der restlichen beiden Zahlen Wurzel der
80 entstandenen quadrétischen Gleichung ist.
Man zeige, daB -1<r<1 gilt,

Man l6se die Gleichung

w/logx-\/ 5x log5x = -1

Fir a> 0, b> 0 und ¢c> 0 168e man das Gleichungssystem
a + (y-z)2

b + (z-x)2

c + (x—y12 .

%‘4 @q
un

n -

N M

N N

(T T |

J 53 Man 16se die Ungleichung

3 3

cos“x cos83x -~ sin

X sin3x)> g .

J 54 B TpeyroimHnf#t rupamnne XABC peGpa KA, KC z KB [IOIIapHO
[epHeHAUKYNAPHH, AB=BC=a , KB=b,
Haifitm pazmyc BmmcanHOro B [MpaMufly mapa.

Einsendeschiuss:| 15.712.19yY
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Preisaufgabe

J 48 (Nachtrag aus Wurzel 9/77)

MHOTOUNEH p(x) Z8eT HOpH ZeNeHmI Ha (x—a) OCTATOK A,
IIpH ZeJieHEM Ha (x=-b) = OCTATOK B, IIpM AeleHma Ha (x—c)
- OCTaToK Q. HaftTm mHOTOUJNEH, mMOoMyvammmiicA B OCTATHE
opy neJeHvM p(x) Ha (x-a)(x-b)(x-c), Hmpezmojaras, 4TO
CpeAM 4YMCeN a, b M C HET DAaBHHX.

EinsendeschlulBl: 30.11.77

Losung der Preisaufgabe ] 23

lutgabe J 23
Angegeben wird eine Konstruktion der Punkte X und Y. Danach
zeige ich, dap XY der Scheitel zweier Bénder durch A A, und
3132 ist.

Anmerkung:

Der Hintergrund der Aufgabe

besteht offenbar darin, zu

zwel gegebenen zentrischen
Streckungen

zZ A
2
(z_,8 = =2=5) und
g a''a’ a zax1

ZpP)
€p(Zpr8p= E;ET)

die Streckungszentren X und
Y der Abbildungen € © §,
und €,e & zu findeft,
welche” wiBder zentrische
Streckungen (mit dem Paktor
3 5 .sb) gind.

b

Konstruktion:
(1) Konstruiere A durch: Gerade h mit h||g(32A2) und B.€ h
hn S(sz2) = A

(2) g(AA)n g(2 2, )= X
(3) Konstrulere Gerade 1 mit 1||g(A1X) und A€ 1

(4) 1ag(z2zy) =Y
I: ist der gesuchte Scheitel der BHnder.
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—

Beweis: a) nach (3) und (4) iat|:g(A1X),g(AaYQI ein Bini durch
172

b) [3(311) g(BaY)J ist ein Band durch B,il?.2
Auf Grund der Giiltigkelt des Strahlensatzes und sel-

ner Umkehrungen genligt es, zu zeigen: sz - sz1

Es ist sz ZbI ) zb! zb32 E

g8 18 = .
Z2pY T B,

denn nach (3) ist 1 = g(a,Y)|| g(4;X) = g(4x)
und nach (1) A€ g(A,2,) und es gilt der Strahlensats .

sowie sz- sz1
-
2,8, 2,5,

nach (1) und der Giiltigkeit des Strahlensatzes bzw. nach (1)
und den Eigenschaften elner zentrischen Streckung.

z, X sz1
Also insgesamt: Ty = E;BE

Die L3sungen zu den Preisaufgaben aus Wurzel 7/77 werden im
Heft 11/77 verdoffentlicht.

-

BERICHTIGUNG

In der "WURZEL" 5/77 spielte uns der Druckfehlerteufel
wleder einmal einen Streich. Der Verfasser des Artikels
iiber die 4. Jenaer Intormationstage heiBt EBERHARD PIEHLER.
kr ist Forschungsstudent im Bereich Analysis. Wir bitten

Herrn Piehler und unsere Leser um kEnfjschuldigung!
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3. Anwendungen und Beispiele
aus der Schaltalgebra

Nachdem wir in den Teilen 1 und 2 die Grundbegriffe der Schalt-

algebra eingefiihrt haben, wollen wir nun ihre praktische Bedeu-

tung betrachten. Es ist klar, daB dles nur ein kleiner Einblick

sein kann = tatsdchliche Probleme aus der Praxis sind wesentlich
komplizierter.

1. Technische Realisierung von Schaltfunktionen

Wir untersuchen zundchst eine Reihenschaltung zweier Schalter.
Den leitenden Zustand bezeichnen wir mit "Ein", den nichtleiten-
den mit "Aus". In eine Tabelle tragen wir nun die Abhéngigkeit
des Zustandes der ganzen Schaltung von den Zustinden der einzel-
nen Schalter ein:

a b Gesamtschaltung 5
Aus Aus Aus
Aus Ein Aus ~ ~

Ein Aus Aus
Ein Ein "Ein

Es ist ersichtlich, daB die erhaltene Tabelle der Wertetabelle
der Konjunktion gleicht, d. h. die Schaltung realisiert die Kon-
junktion. Entsprechend kdnnten wir dies auch mit parallelen
Schaltern durchfiihren; in diesem Fall erhalten wir die Werteta-
belle der Alternative. Die Negation 1ldBt sich realisieren, in-
dem zwischen Ein= und Ausschaltern unterschieden wird. Mit Hilfe
von Relais ist es moglich, mehrere Stromkreise zu koppeln und so
umfangreiche Schaltungen aufzubauen.

Tatsdchlich realisiert werden die Schaltfunktionen in der Tech-
nik aber auf eine andere Weise. Man baut mit Hilfe von Halblei-
terbauelementen (heute meist integrierte Schaltkreise) Funk=-
tionseinheiten auf, die jeweils elne Funktion verwirklichen. An
jedem Eingang bzw. Ausgang sind jeweils zwei Spannungszustinde
moglich. Dem einen Spannungswert ordnet man willkiirlich den Wert
0 und dem anderen den Wert 1 zu (in der Technik guch oft mit O
und L bezeichnet).

Im folgenden sind fiir fiinf Funktionen die Schaltzeichen darge-
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stellt. Es ist zu beachten, daB seit Anfang 1977 flir die tech-
nische Literatur neue Schaltzeichen gliltig sind, die rechts an-
gegebenen wurden (siehe dazu /1/). Da es uns jedoch nicht auf
technische Einzelheiten, sondern nur auf die Grundprinzipien an-
kommt, auBerdem in der vorliegenden weiterfiihrenden Literatur
die alten Schaltzeichen benutzt wurden, werden wir diese auck

hier verwenden. . .
4

Negation x i::} y=% b Py

% S
Konjunktion . ym X¢Xz--+Xn ' ——

%, X

K Y ] j —

M= ¥y 1 -
Alternative ; - == 4 Wiy ; -y

% it

Kq_ Pa——

= x—%
NAND-Funktion Y= ¥y Xm , &—Y

X1 "I"n

= =
NOR=Funktion y=%+-. R ' c}_y

< s

Aus Okonomischen Griinden ist es giinstig, moglichst viele Bau-

. 8teine der gleichen Art herzustellen. Im Abschnitt 2.4. hatten
wir gesehen, daB sich alle Funktionen mit Hilfe von NAND- bzw.
NOR=Funktionen darstellen lassen. Nun kdnnen wir verstehen, wel-
che Bedeutung in der Praxis dies hat. Es ist mdglich, nur NAND-
oder NOR-Bausteine herzustellen und so den Preis in Grenzen zu
halten. In Analogie zum Begriff des vollstdndigen Systems von
Operationen spricht man hier von einem vollsténdigen Baukasten.

2. Vereinfachung von Schaltungen

Gegeben sel folgende Schaltung:
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o X
! ;:D '_

5 M\ ‘ :)__l D |
-/ | flabic)
=\ R

= ) -/ ./

Gefordert ist, sie zu vereinfachen. Dazu schreiben wir die Funk=-
tion in Termdarstellung auf und versuchen dann, den Term mit
Hilfe der Umformungsregeln der Booleschen Algebra (die auch filr
die Schaltalgebra gelten, da diese ja eine Boolesche Algebra
ist) zu vereinfachen.

f(a,b,c) = ab + (b+c) ac

= ab(b+c)ac (de Morgansche Regel)
= (a+b)(b+c)ac (de Morgansche Regel)
= (a+b) (b+c)ac (Idempotenzgesetz)

Wir erhalten somit folgende Schaltung, die wesentlich einfacher

als die Ausgangsschaltung ist:
a

.
\

b )
[~
\

1
—IJ f (°|blc)

N
L/

Vereinfachungen auf diese Art sind natiirlich nicht systematisch.
Es gibt jedoch in der Schaltalgebra eine umfangreiche Theorie
der Minimierung, mit deren Methoden minimale Formen von Schal-
tungen konsequent berechnet werden konnen. AuBerdem miissen na-
tiirlich einige technische Regeln beachtet werden, die sich aue

der endlichen Schaltzeit der Bausteine ergeben.

3. Sequentielle Schaltungen

Bisher hatten wir nur sogenannte kombinatorische Schaltungen
besprochen, deren Zustand lediglich vom momentanen Wert der Ein-
gangsgroBen abhdngt. Noch griBere Bedeutung besitzen aber Schal-
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tungen, deren Verhalten zeitabhiéngig ist.

Definition 10: Schaltungen, deren-Verhalten von den Verztigerungs-
eigenschaften (z. B. endlichen Schaltzeiten) der Baustei-
ne abhdngig ist, heiBen sequentielle Schaltungen.

Man sagt auch, der Schaltzustand hidngt von der Vorgeschichte der

Schaltung wesentlich ab,

Es werden drei Arten sequentieller Schaltungen unterschieden:

Definition 11: Ein sequentielles Glied erster Art ist eine
Schaltung, deren AusgangsgroBe von dem momentanen und
endlich vielen vorhergehenden Zustédnden der Eingangesgro-
Ben abhéngt. Sequentielle Glieder zweiter Art sind Schal-
tungen, deren sdmtliche EingangsgrtBen von den vorherge-
henden AusgangsgriBen abhingen.

Sequentielle Glieder dritter Art sind durch Vereinigung des
Schaltverhaltens von Gliedern erster und zweiter Art gekenn-
zeichnet. )
Die sequentiellen Glieder dritter Art werden mit gewissen Ein-
schrinkungen auch als endliche Automaten bezeichnet.

Ein sequentielles Glied dritter Art ist z. B. der Flip-Flop,
der mit NAND- oder NOR-Gliedern realisiert wird:

u 0 o | 1 u v
v 0 1 0

f g f'g'| fr'g' | £'g° ' Y {

o 1 01 01 10

1 0|10 |01 10

& f

(f,g) ist der innere Zustand des Flip-Flops in dem Moment, in
lem die Eingangsbelegung (u,v) angelegt 'wird. (f',g') ist der
innere Zustand, der sich daraufhin einstellt. Die Eingangsbele-
gung (1,1) sowie die inneren Belegungen (0,0) und (1,1) sind
verboten, da sie zu Wettlauferscheinungen fihren, so daB der
8ich einstellende innere Zustand zufdllig wird.

Wird an den Eingang u eine Folge von abwechselnd Nullen und
Einsen und an den Eingang v das Negat dieser Folge angelegt, so
erscheint am Ausgang f wieder eine Folge von Nullen und Einsen,
allerdings mit der halben Frequenz (Man {iberpriife dies anhand
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der Wertetabelle.). Der Flip-Flop 1#B8t sich also als Frequenz-
teller 2:1 verwenden. Da mit g gleichzeitig das Negat von f zur
Verfiigung steht, lassen sich leicht mehrere Teilerstufen hin-
tereinanderschalten.,

Die Grundschaltung des Flip-Flop besitzt grundlegende Bedeutung
in der bindren Schaltungstechnik. Auf ihr bauen viele andere
sequentielle Schaltungen auf.

Damit schlieBen wir unsere Einfiihrung in die Schaltalgebra.
Fir Leser, die weiter in die Theorie eindringen mdchten, werden
einige weiterfilhrenden Biicher angegeben.

/1/ Thomes, J.: Neue Symbole zur Darstellung logischer bindrer
Elemente, radio fernsehen elektronik 25 (1976) H. 18,
S. 595 _

/2/ Gluschkow, V., M.: Einfiihrung in die technische Kybernetik,
Band 1, Berlin 1968

/3/ Metz, J.; Merbeth, G.: Schaltalgebra, Leipzig 1970

/4/ Peschel, M.: Moderne Anwendungen algebraischer Methoden,

) Berlin 1967
/5/ Vladimirov, D. A.: Boolesche Algebren, Berlin 1972
/6/ Whitesitt, J. E.: Boolesche Algebren und ihre Anwendungen,
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Geschlossene Summation

Oftmals ward sie berichtet, die erfreuliche Geschichte vom klei-
nen GauB, der die - vom Lehrer anbefohlene - Zusammenzgdhlung der
ersten hundert Zahlen so loste:

(1) 1004+(1499)+(2+98) +(3497) +. « . +(49+451)+50 = 5050

und damit nicht nur den frappanten Nutzen einer neuen (An)ord-
nung (elgentlich rilhren die meisten Ideen nur von einer unge-
wohnlichen neuen Anordnung von bekanntem Einzelnen her), son=-
dern auch im Speziellen sofort das Umfassende, hier die formel=-
méBige Summation allgemein der n ersten Zahlen, ins Auge riickte:

(2) 14+2+ece e+l = % n (n+1) ;

aus den Piinktchen wird eine geschlossene Formel, in Zeichen ge-
schrieben:

(3) \}é k== n (n+1) .

Was geschieht, wenn wir statt des speziellen Summanden k ire-
gendeine Funktion f(k) vor uns haben: '

(4) é £(k) = F(n) ?

Wann konnen wir einen #hnlich geschlossenen Ausdruck (wie im
obigen Felle % n (n+1)) hier finden? (Denkbar wiire cs, da@ ein
" spezieller Summenwert, etwa g?gﬁ f(k), enorm leicht zu finden
widre; dles ist mir aber bei =' Summation noch nicht begegnet,
wohl aber bei der "infinitesimalen Summation", der Integration,

2
Ze B. S e™™ dx = vér .) Die Antwort lautet, grob gesagt:

Meistenscnicht! Geometrische und arithmetische Reihen bilden
rihmliche Ausnahmen. Letzteres besagt, daB '"geschlossene Sum=
mierbarkeit" auftritt, falls f ein Polynom ist. Aber sonst?

La8t sich denn wenigstens eine einfachere Beziehung zwischen
f und F als die in (4) finden? Jawohl, das geht. Es ist doch

(5) gfi f(k) = F(n-=1) und

6) I e + 2(m) = I £() .

k=1 k=1
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Daraus folgt
(7) F(n=1) + f(n) = F(n) .

Eine solche Beziehung nennt man eine Funktionalgleichung (fiir
F bei gegebenem f). (Durch (7) ist F bis auf eine Konstante be=
stimmt) .

Wir setzen nun f als gebrochen rational voraus,

(8) f(k) = g{%} , P, Q Polynome.

(Wann) gibt es da ein (geschlossen angebbares) F? Wieder lau-
tet die Antwort: Im allgemeinen nicht. Aber tiefliegendere Uber-
legungen, die.wir hier nicht. erdrtern konnen, zeigen zumindest
eines: Wenn es ein solches F gibt, dann ist es wieder gebrochen
rational; wir bleiben vollkommen in unserem Bereich (ganz wie
die Summenformeln der geometrischen und arithmetischen Reihen

im Strukturbereich ihrer jeweiligen Summanden bleiben; im
arithmetischen Falle steigt der Polynomgrad um 1).

Wdare f unecht gebrochen, so konnten wir f nach Partialdiviseion
als die Summe eines Polynoms und einer echt gebrochen rationa-
len Funktion darstellen. Das Polynom kPnnen wir geschlossen sum=
mieren, bliebe nur der Rest. Also setzen wir jetzt f gleich als
echt gebrochen rational voraus. Dann muBl aber F bis auf eine
Konstante, die aus £(1) = F(1) zu bestimmen ist und im weiteren
ohne Bedeutung bleibt, ebenfalls echt gebrochen rational sein,
was leicht aus (7) zu ersehen ist.

Noch spezieller setzen wir
(9)  f(k) = 2D
ck™+dk+e
Zdhler und Nenner teilerfremd, voraus. F setzen wir an zu

(10)  F(n) = ﬁ{%}

und zwar A, B teilerfremd, d. h. "ausgekiirzt". Nach (7) wird

(11) f(n) - aﬁ+b - F(ﬂ) - F(l’l-1) - A(n)B(n-~1)=A(n=1)B(n

cn®+dn+e e B
Kann der Bruch rechts kiirzbar sein? Nehmen wir an, daB B(n)

einen Teiler enthalte, der such den Zdhler teilt. Dann muB er
also auch A(n)B(n-1) teilen; da aber B(n) und B(n=-1) von glei=-



Geschlossene Summation 164

chem Grade sind, miiBte er in A(n) allein sufgehen, A(n) und B(n)
waren aber als teilerfremd vorausgesetzt.(Analoges gilt flir
B(n=1) statt B(n).) Also ist unser Bfuch, 8o wie er steht,
"ausgekiirzt".

Was bedeutet dies aber? Nun, daB wir bei beiden Briichen in (11)
direkt die Zghler und Nenner fiir sich gleichsetzen konnen:

(12) en® + dn + e

(13) an + b

B(n=1) B(n) ,

A(n)B(n=1) = A(n=1)B(n) .

Aus (12) folgt sofort, daB c=0 unmdglich ist, falls 440 (fiir
ced=0 wird f Polynom). Denn der Grad des Nenners von f muB} ja
das Doppelte des Grades von B sein. Formen (rk + 8) | , d. h.
reziprok-lineare Summanden sind also niemals geschlossen sum-
mierbar. Dies ist in gewisser Weise ein Seitenstiick zur Diver-

genz der harmonischen Reihe L
k=1
Jedenfalls muB8 B den Grad Eins haben. Welchen Grad hat nun A?

Wenn a#0, dann muB die rechte Seiten von (13) den Grad Eins
habet, Vorsicht! Bel der dort vorgenommenen Subtraktion sinkt
der Grad um Eins! Wir miissen also Grad A auch zu Eins nehmen;
Grad A(n)B(n-=1) = Grad A(n=1)B(n) = 2, aber eben
Grad(A(n)B(n-1) = A(n~-1)B(n)) = 1.

Wenn aber A und B beide echt linear sind, dann ist F nicht echt
gebrochen rational. Wir ktnnten eine Konstante abspalten. Der
neue Grad von A (fiir ein neues, echt gebrochen rationales F)
widre dann aber Null, wobei (7) erfiillt bliebe. Dann war also
die Voraussetzung a#0 falsch, d. h. a=0 ist notwendig.

Zwischenresultat: Eine geschlossen summierbare echt gebrochen

rationale Funktion mit einem Nennerpolynom htchsten zweiten
Grades muB8 von der Gestalt
b
(14) f(k) = —_— c#0 d#£0 b#£0
ck™+dk+e ’ ’ ’
sein,

Dann kdnnen wir aber b in (14) auch ale multiplikative Konstan-
te von F betrachten und in (7) durch b dividieren und kommen zu
der neuen Frage: Wann ist f mit

(15)  £(k) = (ck? + dk + )~
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geschlossen summierbar? GewiB ist dann A = X 1, denn sonst wilr-
de sich ja ein Zdhlerfaktor b # 1 ergeben. Setzen wir A = =1
und kehren zu (12) und (13) zuriick! Dann erhalten wir

(16) cn2 + dn + e = B(n=1) B(n) ,

(17) 1 = B(n) = B(n=1) .

Setzen wir B(n) = un + v, so wird aus (17)

(18) 1 =un + v = (u(n=1) + v) =u , de h.
(19) B(n) = n + v.

Fiir (16) bedeutet dies

(20) cn2+dn+e = (n+v) (n=-1+v) = n2+(2v-1)n+v(v-1) .
Sofort folgt c=1. Weiter wird

(21) d = 2v=1 und

(22) e = v(v=1)

Lsen wir (21) nach v auf, so erhalten wir

(23) v =% (a+1) . |

Dies in (22) eingesetzt gibt

(24) o = 7 (a+1)(a=1) oder

(25)  4e +1 = d°.

Damit haben wir folgendes Resultat:

Eine echt gebrochen rationale Funktion mit einem Nenner von
hochstens zweiten Grades ist genau dann geschlossen summierbar,
wenn sile bis auf eine multiplikative Konstante von der Form

(n2+dn+e)'1 ist, wobei 4e+1-d2.

(Dazu ein Beispiel: f(k) = —-2-— (d=3, e=2). Die Bedingung
k™ +3k+2
4e+1=d2 ist offenlichtllch erfilillt. Wir bekommen
F(n) ='= m mit v = § (d+1) = 2 (nach (19)51& (23); A==1).
i 1 1
Wir fligen eine additive Konstante C hinzw ———— = C= sk
k=1 k“+3k+2 n+
Aus n=1 folgt 3 = C - 3 s de he C = ? « Der Leser priife bitte
1 1
die Richtigkeit von = = - __E durch spegielle Wahl
=T k2+3ke2 2 BF
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von n (n=2,3, usw.).

Die Schwierigkeit und die Gefahr bel solchen im einzelnen voll-
kommen elementaren Uberlegungen ist, daB man sich zwischen den
vielen Bezlehungen "verlaufen" kann und daB im Zuge der stindi-
gen Vereinfachungen es einem passieren kann, daB man plotzlich
Uberhaupt "nichts Ordentliches" mehr hat. Wachsamkeit einer=-
seits und Konsequenz andererseits sind aber ohnehin Attribute
logischen Denkens. Dem Leser werde empfohlen, sich diesbeziig-
lich dem Fall von f mit einem Nenner dritten Grades zuzuwenden.

Reizvoll bleibt die Frage nach allgemeinen Kriterien fiir ge-
schlossene Summierbarkeit. Vermutlich wiirde dies ein Seiten-
stlick zur geschlossenen Integrierbarkeit bilden, die man ja in
den Integraltafeln (unbestimmte Integrale) verfolgen kenn. Ob
man analog dazu auch Tafeln flir geschlossene Summierbarkeit
aufstellen soll (gewisse Zusammenhidnge konnten da schon sicht-
bar werden), ist eine Frage des Nutzens, der Verwendbarkeit.
So ngewandt" geschlossene Ausdriicke nidmlich auch erscheinen
mogen, sie gehoren dennoch eigentlich zur "reinen" Mathematik.
Nun ist es durchaus nicht so, daB reine Mathemetik unniitz fiir
die Praxis wdre, etwa flir die Arbeit mit elektronischen Rech-
nern. Stets sind von ihr Methoden ausgegangen, die sich dort
als fruchtbar erwiesen. Allerdings kann man im Augenblick und
auch fir die ndchsten Jahre meist nicht sagen, wann welche
(und ob iiberhaupt) Untersuchungen in reiner Mathematik (z. B.
Zehlentheorie) sich "auszahlen". Ein "selbstprogrammierender"
angewandter Mathematiker sagte mir einmal, geschlossene Aus-
dricke erlaubten eine Senkung des Rechenfehlers, und das sei
"nicht unwichtig". Also kann man von vornherein doch nicht
Solcherlei Tafeln als unniitz abtun.

Aber auch sonst verbletet nichts die Beschiftigung mit Fragen
dieser Art. Man vergesse nicht, daB Mathematik auch Kultur ist..
Und kulturelles Wohlbefinden scheint mir zumindest ebenso wich-
tig wie wirtschaftliches.

K. Wohirabe
Berlin
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Preisaufgaben 11/77

(Aufgabenvorschlag von Miiller, StrauBberg)

Gegeben sind ein Parallelogramm mit den Seitenliéngen
{T@ und i%‘und einem Winkel von 45° zwischen den Sei-
ten und ein Quadrat der Seltenliange 2;2 . Man untersu=
che, welcher der Fldcheninhalte ' beider Piguren griBer
ist!

(Aufgebenvorschlag von Miller, StrauBberg)
Man 1ldse das Gleichungssystem
T:y . 10g5 X = —2
4. 7 . log5 X = 2.

< <y
N\
o n

J 57 Man finde alle reellen Ldsungen des Gleichungssystems

i

X+y+2z=2 ’

2xy - Bom 4

Man 1¢se die Gleichung
2 ctg 2x = 3 ctg 3x = tg 2x

Man 1ose die Ungleichung
18y [1g4(sin x + 22 cos xﬂ >0

Hafitu roeduumedT npu x8 B pas3JioXeHUN

&
o)
o

(I+ X% - x° )9

EinsendeschluB: [20.12.1977]
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r

Korridore und Labyrinthe im Banachzentrum von
Warschau (I

Ahnliche Probleme wie bei der Betrachtung der Anzahl der Korri-
dore ergeben sich bei Labyrinthen.

Ein Labyrinth ist dabel ein
geschlossenes geschwirztes
Gebilde, in dem ebenfalls
keine Ecken der Art

s

vorkommen. Mit 1p q wird die
Anzahl der Labyrinthe im Rechteck mit den Seltenléngen a = p.t
und b = q.¢& bezeichnet. Es gilt zum Beispiel:

11,1-1' 12'1"11’2-3’ 12'2-13, 12'3-13’2'*39,--0'15’5-2 301 878. sen

Offenbar hat man mit qpq sofort eine obere Abschdtzung, da es
ngnu 2P Msglichkeiten gibt, im Rechteck mit den Seiten

8 = E.py, b = g.q auf beliebige Art zu schwirzen.

Dabei schwéirzt man auch nichtzusammenhinge Gebilde, erhilt aber
unter allen‘mﬁglichen Schwidrzungen auch alle Labyrinthe.
Betrachtet man ein Gebilde der Art (Abb. 1), so erhd#lt man
durch die Betrachtung der moglichen Querverbindungen zwischen
den geschwirzten Streifen (Abb. 2) die untere Abschitzung

Abb. 1 Abb. 2
(QQ)ﬂﬂD = JYﬂpq fir 1p q°* also insgesamt
]



169 Korridore und Labyrinthe

i P
(8) zf"qs1p,q£2q.

Durch 1 = 29(Ps@)ePed 3,4 nun eine Punktion © definiert,
]
fir die gemdB (8) gilt:

(9) 3 < O <1 .
Der ungarische Mathematiker Paul Erd%s bewiles
(10) ,%s: O(p,q)< 1 .

Auch hier tauchen die Fragen auf:

1. Existiert der Limes lim @ = @q‘fur fixiertes q?

i p—a Psq

2. Exietiert der Limes lim & = 7?
p_d, p!q
q—w

;Unter der Annshme der Existenz der Limites bewies A.A. Panow,
daB '
(1 29 < 1,975,
Er kam zu dieser Abschidtzung liber die Eintellung der quadratier-
ten Flédche in Gebilde der Art

-

Flir groBe p und q kann man Ungenauigkeiten,
die sich daraus ergeben, daB Gefiige aus
derartigen Gebilden nicht immer ein voll=-
stdindiges Rechteck ergeben, vernachldssigen. Der Rostocker
Mathematiker W. Harnau erhielt fiir andere Einteilungen der Fli-
che folgende Verbesserungen der Abschitzung von A, A. Panow:

=

entspricht —fa 239 ~ 1,9829,

-

entspricht 5#31 ~ 1,9874,

entspricht ]Jf 1843 ~ 1,98092,




Losungen ] : 170

entspricht 14 [14215 » 1,97982,

entepricht 2{4-96 ~ 1,993,

ey

entspricht 35{ 23052.4° ~ 1,96753.

Derartige Abschétzungen der Anzahl der ILebyrinthe und Korridore
splelen in vielen technischen Problemen eine Rolle, nicht zu=-
letzt bel der sich in jlingster Zeit rasch entwickelnden auto=-

matischen Erkennung oder Klassifizierung von technischen Zei=-
chen, Mikroskopaufnahmen u. a. me

Giesela Klette
Forschungsbereich

Losungen

Aufgabe J 31| (nach Ekkhard Liebscher, Ilmenau)

Setze p=a+a+ta..s (1)

und p=a+ a: = (2)
a#

Pir (1) gilt p =ya+p
— p2 = P = ? = O (3)

Pir (2) gilt p-a+-§

—~ pP-ap-a=0 (4)

Da flir die Ausgangsgleichung (3) und (4) gleichzeitig gelten
miissen, folgt durch Subtraktion

p(l=a) = 0 . (5)
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Aue (5) ergeben sich 2 FHlle:

1. Pall a =1

Aus (3) und (4) ergibt sich p = 5 (/5 + 1).
Die Idsung ist also m¥glich.

2. Fall p=20

Bieraus folgt direkt a=0. Das steht im Widerspruch zu (2).
a=1 18t also einzige L¥sung der Aufgabe.

[Aufgabe J 32 | (hach Reimer Lindemann)

Sicher gilt:
(1) (xwy+z)3-x3+g +2 +3:2(3+z)+332(x+z)+322(x+3)+6132

Wegen x+y+z=a und x3+33+z3-a3 folgt aus (1):

8’ - a3+312(a-x)+33 (a-y)+35 (a=z) +6xy2 ’-a

durch Umordnen folgt:

(2) O = 3&(i2 242%) - 3(x3 +y +=3) + 6xyz

Wegen 12+y2+52-a2 und x +33+z3-a3 folgt aus (2)

) 0= 3a3 - 3a3 + 6xyz und weiter
(3) 0 =xyz

0. B. d. A. sel I-IO. Dann 811t n. V.

y+2=a oder 32+232+22 -a’® (4)

und 32+52 -a’ (5)

Aus (4) und (5) folgt yz = O. Daraus folgt o. B. d. A.
¥=0 und z=a. Durch AnalogieschluB erhilt man als Ilag.
die Tripel:

(0;0;a), (0;2;0), (a;0;0).

Aufgabe J 33| (nach Kirsten Helbig, Frankfurt)

(=) sinjx + ainjzx + sin331 = (sinx + sin2x + ain3:)3
1. Fall:
(1) s8in 2x + sin 3x = 0
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31n321 + sin33x a0

Aus (») folgt
gin’x = sin3x. d. h. alle xe P, die (1) erfilllen,

erfiillen auch (=).
(1) ist Hquivalent mit

- gin 2x = 8in 3x

q—pjx--z:-p-zlm-—-bx-%km (2)
oder
3x =T + 2X 4+ 2kt e X = (2k+1)w (3)
2e Fall:
sin 2x + 8in 3x ¢ O , (4)

Dann folgt aus (=):
sinBZx + nin33x = (sinx + sin2x + ﬂian)3 - sinjx

e—e (5in2x + sin 3x)(sin®2x - sin2x sin3x + sin®3x) =

= (8in x + sin 2x + sin3x = sinx) [(ainx + 8in2x + ain3x)2+
+ (8in x + 8in 2x + sin3x) sinx + ainax

e (5in%2x - sin2x sindx + sin®3x) = sin’x + sin®2x +
+ 51n231 + 2sinx 8in2x + 2sinx sin3x + 2sin2x sinix

+ ainax + sin2x sinx + sinlix sinx + ainzx

/

o B8inx 8in2x + ein2x sin3x + sinx sin3x + ain’x = 0 (5)

Pall 2.1:3
ginx = 0 X = km (6)
Fall 2.2%

sin x % O

Dann folgt aus (5) durch Division durch gin®

Substitution von
sin 2x = 28in x cos
g8in 3x = 38in x = 4ain3x

x und vorherige

2cosx + bcosx -~ 8cosx sinzx + 3 = 4sin21 + 1 =0
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8coex = Bcosx(‘l-coazx) + 4 - 4(1-::032:) = 0

2coan + coszx =0

coazx (2coex + 1) = 0

-==.-coazx-0 — x-§+k1r (7)
oder
cosx--% -— x--§-1|: + 2kw (8)
X = §1L' + 2kt (9)
Eine Zusammenfassung ergibt folgende I8sungen:
T
5 =ky
2
X =5 kr

- ,

x4 :-_-§1t + 2km

Aufgabe J 34 | (nach Kirsten Helbig)

Bewels {iber vollstdndige Induktion
Anfang: h=0

z.zZ. %an X = cot x =« 2 cot 2x

1 - 1+cot2x = cotzx -

cCot X COT X

tan x =

cotzx-1
= cot X = 2 cot 2x (wegen cot 2x = T oot 3

Voraus,: fiir alle k>0 gelte:

tanx-%tanih.n#tanﬁ-%ﬁcot?-zcot 2X .

Behauptung: ¢
1 x 1 x 1 X

tan x + tan Fooet tan = cot - 2cot 2x
2 Z 2E+’| 2E+’| 2E+1 2E+1

Beweis:
nach Voraus. gilt:
k+1
1 x 1 x 1 X
;;tan;-;ﬁcot?-zcotv2x+;k7rtan;m s
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haben also zu zeigen:

1 X 1 b 4 1 ‘e X
;Ecot—t-ZcotZI+EmtanF-;En-00t;m 2cot 2x

2
x (=)
substituieren: ;m- -
(#) geht Hquivalent iiber in

2 cot 2x +tanx = cot x

2 2
— cov X =141 _ oot (wegen cot 2x = °°:°x";)
cot

de h., wir haben (=) #dquivalent auf wahre Aussage zuriick-
gefiihrt.

SchluB: Pir alle x €P; x 4 k- % gilt:

}_'p: 1—£ tan -12% - 1—n- cot _x_n -2 cot 2x q.e.d.

[Autgabe J 35 | (nach Christel Mitzenheim u. a.)

Voraussetzung: a>b>0 und m>n
o g™y pi=n . 2aPpP
22 > 2b " |- a®b? ; -bTa®

;
a™? - a®m® > oMM - ™"
QIO oD, mn  nym. Dm om0 o 04
(a®-b™) (a®+b™?) > (a™+b™)(a”=b"?)
und wegen a®+b® > 0
ab® > 0
g=b” b

T q.e. d.
a®+b®  a%4b?
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Aufgabe J 36 | (nach Kirsten Helbig)

8882 a a:l.nzx + b 0052

a coszy +b sinz

T =1 (1)
y=1 (2)

a tan x = b tan y (3)
wegen (3) — X3y -%1— km

1. Fall: a=>bt

= 8 =Db =1, 80 dad8 (1), (2) von allen x,ye P
erfiillt werden

aus (3) == tan x = tan y

- X =y + kT 3 ¥ beliebig reell

2. Pall: a$b

De aus a=1 wegen (1) bal folgen wiirde und umgekehrt, kann
ich voraussetzen: a,b % 1
aus (1) folgt dquivalent:

2: + b (1-Bin2x) = 1

sinzx - J=b

a=b
analog folgt aus (1) \ tan® =1 (4)

2 1-a/ T

GOBIIE
aus (2) folgt #quivalent:

ainay = ‘!ﬁ-:- '
\tanzy - E? (5)
und cosy = J=D i
= m :

Aus '(3) folgt Hquivalent:

a2 'I:anzx » b2 tan2

a sin

b= -
32 T-_;. - b2 H- ('agﬂn (4)’ (5))
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a? (b=1)% = b (1-a)°
a(b=1) = ¥ b(1-a)
ab=-a =Xb 7Fab

2ab = a = b

a(2b=1) = b (6) oder =a = =b
(Widerspruch zu a # b)
wegen (6) folgt b 4 % ( flr b = % Widerspruch)

=g A = ?PT_T (T)
aus (7) und (4) —= tan’x = —2=l o 2be
1= 25=7
tan x = 2—/2b=1 iy b>,1,

Xy, = arc tan 3-J2b-f + kw

aus (5) folgt

tanzy -——12--:—\/'!&1- fiir b)%
tan™x
¥1/> = arc cot I -/2b=1 + ku

Ergebnis: ,
X=y+kr ; yebP flira = b = 1

2 -J 2b=1 + knr

/2 = are cot 2 /opq'y k. fir a = wir
kel 3 b)%

x1/2 = arc tan

__Tir sonstige a;b existleren keine L¥sungen.
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Drehungen eines Wiirfels

Beim Spielwiirfel sind die Zahlen Eins bis Sechs immer in ganz
bestimmter Anordnungsweise aufgetragen. Die Summe gegeniiberlie=-
gender Augenzshlen 1st stets sleben, und schaut man von oben auf
den eine Sechs zeigenden Wiirfel, so liegen die librigen Zahlen im
Uhrzeigersinn gesehen meist in der Reihenfolgen zwel - drei -
finf - vier. Offenbar kann man die Zahlen aber auch anders auf
den Wiirfel anordnen. Wieviele Mglichkeiten gibt es? Jemand
mchte zu jeder solchen Moglichkeit je einen Wiirfel herstellen,
er wiirde dann lauter sich durch die Anordnung der Zashlen unter-
scheidende Wiirfel bekommen. Er iiberlegt hierfiir so: "Flir die Be-
zifferung der ersten Flidche habe ich sechs migliche Zahlen, flr
die zweite Pldche bleiben dann fiinf (das gibt insgesamt schon
6.5 Moglichkeiten), fiir die dritte Fliéche kann ich noch unter
vier Zahlen wihlen, fiir die vierte unter drei, fiir die fiinfte
unter zwel, und die sechste Fldche bekommt die {ibriggebliebene
Zahl. Insgesamt gibt es 6.5.4.3.2.1 Mdglichkeiten, ich kann al=-
8o 720 verschiedene Wiirfél herstellen™, und er baut auf Grund
dieser Uberlegung die Wiirfel. Am SchluB stellt er jedoch fest,
daB sich eine groBer Teil der Wiirfel in der Anordnung der Zahlen
nicht unterscheidet!

Umn dieser Sache auf den Grund zu gehen, {iberlegen wir, wie man
zwel Wiirfel auf gleiche Anordnung der Zahlen hin {iberpriift. Man
bringt sie doch = wenigstens in Gedanken = zunichst ungeachtet
der Bezifferung zur Deckung und versucht dann durch Bewegungen
des einen Wiirfels eine {/bereinstimmung der Augenzshlen herbei-
zufiihren. Die Bewegungen, an die wir dabei denken, sind Drehun-
gen, beli denen sich die Iage der einzelnen Flidchen zwar #ndert,
der Wiirfel als Ganzea aber die alte Lage unverdndert wieder eine
nimmt (z. B. 90°-Drehung um die Mittelsenkrechte einer Fliche).
Es ist klar, daB men stets z. B. die beiden Einsen zur Deckung
bringen kann. Bei den weiteren Bewegungen miissen dann die Flé-
che mit der Eins und demzufolge die ihr gegeniiberliegende Flé-
che als Ganzes ungedndert bleiben, man kann also nur noch um die
die beiden Fldchemmittelpunkte verbindende Achse drehen, und
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zwar um 90°. 180° und 270°. Wenn so keine Ubereinstimmung der
Augenzahlen erreichbar ist, dann sind die Wiirfel sicher verschie~
den beziffert. Num ist auch zu sehen, inwiefern sich unser Wiir-
felfabrikant verrechnet hat: Er hat nicht berilicksichtigt, daB
gich viele der nach seiner Vorschrift hergestellten Wiirfel durch
Bewegung zur Deckung bringen lassen. Die richtige Zahl der ver=
schiedenen Anordnungen bekommt man erst, wenn man diese Bewegun-
gen mit beriicksichtigt. Man kdnnte so {ibérlegen: Eine erste Fli-
che bekommt die Zahl Eins, fiir die gegeniiberliegende Fléche gibt
eg dann fiinf Méglichkeiten der Bezifferung, die sicher alle auf
Anordnungen fiihren, die sich nicht durch Bewegungen ineinander
tiberfiihren lassen. PFilr die ilbringen vier Fldchen sind alle Be-
zifferungen auszusuchen, die sich nicht durch Drehung um die Mit-
telsenkréchte der Eins-Fldche ineinander iiberfiihren lassen. Das
bedeutet, daB man eine der vier Fléchen willkiirlich mit einer
der vier noch verfiligharen Zshlen besetzen kann, und daB alle mdg-
lichen Anordnungen der drei iibringen Zshlen auf den drei restli-
chen Fléchen - es gibt sechs Moglichkeiten hierflir - dann zu
nicht ineinander iiberfiihrbaren Anordnungen fithren. Insgesamt
stellen wir fest: Es gibt 5.6 = 30 verschiedene Miglichkeiten,
einen Wiirfel mit den sechs Augenzahlen zu besetzen. Ubrigens,
wenn die Summe gegeniiberliegender Zshlen immer sieben sein soll,
gibt es nur zwei Mdglichkeiten, beide kann man auf den handels-
iiblichen Wiirfeln verwirklicht finden.

Bei einem mathematischen Schiilerwettbewerdb in der Schweilz wurde
folgende Aufgabe gestellt (verdffentlicht in der Zeitschrift
"Elemente der Mathematik", Januar 1968): "Die Seitenfldchen eines
reguldren Oktaeders werden durch acht gegebene Farben gefdrbt,
wobei jede Pliéche eine verschiedene Farbe erhalten muB. Wievie-
le nicht #quivalente Pdrbungen sind mbglich? (Aquivalent bedeu=-
tet durch Rotation iiberfilhrbar)". Diese Aufgabe kann man auch

so formulieren: Auf wieviel ver-
schledene Weisen kann man auf die
acht Ecken eines Wiirfels acht Farben
verteilen, wobei solche Farbungen
nicht verschieden aind,'die sich
durch Drehung des Wiirfels ineinander
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{iberfiilhren lassen? Denn die Fldchenmittelpunkte eines Wiirfels
bilden die Ecken eines reguldren Oktaeders, und jJede Bewegung,
die den Wiirfel in sich Uberfithrt, fiihrt auch das Oktaeder in
gich iiber. Bel der LUsung dieser Aufgabe analog zu den obigen
Uberlegungen wird man die 120°-Drehungen um die Raumdiagonale
des Wiirfels zu beriicksichtigen haben, sie fiihren offenbar den
Wirfel in sich iiber und lassen dabei sogar zwel Ecken fest.

Wir wollen uns nun einen Uberblick iiber sd@mtliche Bewegungen
verschaffen, die einen Wiirfel als Ganzes in sich lberfilhren.
Zwel Sorten solcher Bewegungen wurden schon genannt:

1. Drehung um die Verbindungsachse der Mittelpunkte gegeniiber-
liegender Fliéchen, Drehwinkel sind 900, 180° und 2700,

2. Drehung um die Raumdiagonalen, Drehwinkel sind 120° und 240°,
Von der ersten Sorte gibt es pro Achse drel Drehungen und, da
drei Achsen mdglich sind, insgesamt neun Drehungen. Von der
zweiten Sorte gibt es pro Raumdiagonale zwel, insgesamt acht
Drehungen. Wenn man einen Wlirfel zuerst um eine Raumdiagonale
und anschlieBend um eine Achse durch Fldchenmittelpunkte dreht,
80 ergibt sich insgesamt eine Bewegung, bei der der Wiirfel als
Ganzes wiederum fest geblieben 1st. Wir fiihren diese "Zusam-
mensetzung von Bewegungen" einmal an einem Beispiel an Hand der
Figur durch. Die 120°-Drehung um die in der Figur angegebene

B

720°

. B
A

7

90°

&

Achse wird durch folgende Tabel-
le beschrieben:

Punkt: |ABCDEFGH
geht iiber in:|[ADHEBCG F

Und zur 90°-Drehung um die ein=
gezelchnete Achse gehdrt die fol-
gende Tabelle:

Punkt : |ABCDEFGH
geht ilber in:[DC GHABPFE

Um zu sehen, in welchen Punkt z. B B bel der Zusammensetzung
der beiden Drehungen iibergeht, entnimmt man der ersten Tabelle:
B geht liber in D; der zweiten Tabelle entnimmt man, daB dann

D bei der zweiten Drehung in H libergeht. Also geht bei der zu-
sammengesetzten Bewegung B in H liber. Insgesamt findet man fir
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die Zusammensetzung folgende Tabelle:

Punkt: | ABCDEFGH
geht iiber in: [DHEACGF B

Bei der Veranschaulichung dieser Bewegung findet man, daB es
slch um eine 180°-Drehung handelt, deren Achse die Verbindung
der Mittelpunkte der Kanten AD und FG ist. Dies ist eine dritte
Sorte von Bawegungen, die den Wiirfel in sich Uberfih: 3n. Insge-
samt haben wir Jetzt

8 Drehungen um die Raumdiagonalen

9 Drehungen um die Verbindungsgeraden von Mitten
gegeniiberliegender Fldchen

6 Drehungen um die Verbindungsgeraden gegeniiber-
liegender Kanten,

insgesamt 23 Drehungen. Da die ‘Drehung um 0° auch den Wiirfel als
Ganzes fest 1ldBt, wollen wir sie dazuzihlen, so daB wir von 24

Drehungen reden kdnnen. Wir wollen nun zelgen, daB es keine wei-
teren Drehungen gibt, d. h., wir beweisen den folgenden Satz: -

Satz: Es gibt genau 24 Drehungen, die den Wilrfel als Gan-
zes in sich iberfiihren.

Dazu treffen wir drei Vorbereitungen:

1. Wir stellen einige spezielle 180°-Drehungen zusammen, mit
denen wir anschlieBend operieren wollen. Es sei
*p die 180°-Drehung um die Verbindung der Mitten von AB, und GH

o mw n L] n n n L " n AD " FG
o 2 " n " L n n n n n AE "w CG
(o4 G n " " n o n " " " " DH " BF
® o " " " " " Mittelsenkrechte der Flidche ABCD
o F " " l: n n " ) " n ABFE
(s 4 H n " n n n " " " ADHE
«, die Drehung mit dem Drehwinkel 0°.
3 € Die Bezeichnung haben wir so ge-
. } D wihlt, da8 immer derjenige Punkt
in A Uibergeht, der als Index bei
I « Bteht; der leser soll sich
ﬁL-——-'- G hiervon bei jeder der angegebenen
5 i M Drehungen an Hand der Figur selbst

tiberzeugen.
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2. Wir stellen fest: Es gibt genau drei Bewegungen, bei denen
der Punkt A fest bleibt: die 120°- und die 240°-Drehung um
die Raumdiagonale AG und natiirlich die Oo-Drehung; wir be=
zeichnen sie mit «,, o, und « . '

3, Wenn man irgendeine 180°-Drehung mit sich selbst zusammen-
setzt, so ergibt sich die 0°-Drehung. Denn wenn man zweimal
um dieselbe Achse um 180° dreht, so sind insgesamt Anfangs-
und Endlage der einzelnen Wiirfelecken gleich.

Nun beweisen wir den Satz. Es sel B eilne beliebige Bewegung,
die den Wiirfel in sich liberfilhrt. Bei B geht der Punkt A in
einen wohlbestimmten Eckpunkt X iiber. Setzt man Jetzt B mit
der oben mit aufgezdhlten Drehung ay zZusammen, indem man zuerst
B , dann %y anwendet, so geht bei dieser Zusammensetzung A in
sich selbst iiber, denn bei f# geht A nach‘x, beicxX geht dann
X nach A. Also ist diese Zusammensetzung eine von den in Vorbe-
reitung 2. genannten Bewegungen, d. h., gleich %, oder gleich
@y oder gleich o.
Wir schreiben hierfiir:

Hoocx-o;i, i1 = 0 oder 1 oder 2,
wobel die linke Seite gelesen werden kann: " B zusammengesetzt
mit ax". Jetzt wenden w;r noch einmal die Drehung g an und be-
kommen (Bo mx)o Ly ® KgO Oye
Man darf auf der linken Seite die letzten beiden "Faktoren" zu-
sammenfassen, sie bedeuten ja Zusammensetzung von oy mit sich
selbst, d. h., wie wir in 3. feststellten, die Drehung um 0°.
Wenn man aber B mit der O°—Drehung zusammensetzt, so erhdlt
man nur B . Somit'gilt B = ®g0 Ay
Diese Formel bedeutet, daB sich eine beliebige den Wiirfel als
Ganzes festlassende Bewegung aus einer der drei Drehungen Gy
und einer der acht Drehungen o, bis Oy zusammensetzen 1ld8t.
Und dag wiederum bedeutet, daB es nur 3.8=24 Moglichkeiten fiir
eine Bewegung {3 gibt. Damit ist der Satz bewiesen.
Jetzt kdnnen wir noch einmal auf das eingsngs genannte Problem
der Anordnung der Augenzahlen auf den Wiirfelflédchen zurlickkom=-
men. Bel einer die Drehungen des Wiirfels nicht beriicksichtigen-
den Uberlegungen waren wir auf 720 Mglichkeiten gekommen. In-
zwischen wissen wir, daB es 24 Drehungen des Wirfels in sich
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gibt. Die 720 Zuordnungen der Zahlen zu den Fléchen gruppieren
sich demnach in Klassen zu Jje 24, die jeweils innerhalb einer
Klasse alle durch Drehung auseinander hervorgehen. Somit gibt
es 720 : 24 = 30 verschiedene nicht ineinander {iberfilhrbare Be=
zifferungen. Dem Leser wird es nicht schwerfallen, in analoger
Weise auch die Aufgabe {iber die Oktaederfiérbung zu lisen.

Dr. Walter BSrner
) Lektor
an der Sektion Mathematik der
Priedrich=Schiller-Universitdt
Jena

Preisaufgaben 12[77

Einsendeschluss 15.2.78

J 61 Men 18se die Gleichung . ) '
'ﬂ2+ctg X - sinzx -'vTé - sinzx ={%$ + ctg x

-

Man bestimme alle positiven Zahlen a, fiir die es un=-
endlich viele Paare (x;y) von Zahlen x,y gibt, die den
folgenden Bedingungen geniigen:

2 3 1 2 22
18x° + %(1-a)(x 4+9x) = B a(x"+9) 0

bx 1 al a
—p g -% + y>0
x°+9 y 5

Man l6ose die Ungleichung
1ogﬁ' (4-x) < 4+2 log, (x+3)

Man ldse das Gleichungssystem

5521 + 253?1 = 20
3

o
(o))
S

2
X

2

2 -4 10
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J 65 Auf dem Umkreis des Dreiecks ABC wird der Punkt z be-
5 liebilg gewb‘hlt. Man spiegelt z an den Geraden g(AB),
g(BC) und g(CA). Es entstehen drei Bildpunkte Zys Zp
und Zye Man beweise, daB Zys Zoy Zg auf einer Geraden
liegen.

J 66

JloKa3aTh, YTO BO BCFAKOM TPEyI'ONbHIKE GONBLEH CTOpOHE
COOTBETCTBYCT MeHBIAaA OUCCEKTpHCA.

Lisungsbedingungen:

Fiir jede vollstdndige Losung erhéilt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzehl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er=
reichten Punkte fiir das nidchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen eind - jede Ldsung auf elnem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweilsen. Dies bedeutet insbeson=-
dere, daB die in einer Losung unbewiesen verwendeten Sachver-
halte anzugeben sind. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenreche=
nungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar
sein. '

Losungen

[Aufgabe J 37 ‘

Wie man leicht sich iiberzeugen kann, c
ist AB=2, Daraus folgt sofort, daB
A ADC gleichseltig ist; hierbei
gilt <« ADC=60°.

Daraus folgt unmittelbar

4 CDF = 105°,

Wir haben fiir & CDF weiterhin: CD = 1, < FCD = 30°,
L DFC = 45°.

SRV
A 6o° D 1g¢ B
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Nach Sinussatz giltz _
o - -
sin 30 _ DF _ p . Y2 . v2 V2

sin 45o

T" V22"

(o]
8in 105 _CF _cpa V2 . sin 105°

sin 45°

T

sin 105° = 81n(90°+15°) = s1n 90° cos 15° + cos 90° sin 15° =
= cos 15°-coa%1-1/2 ( {1+e1n30° + V1-01030°) =
- Y2 ‘Nﬁgan;;’ |

CP=y2 .72 (ﬁqu') =72 ({f3'+ 1)

Wir berechnen h:

DF
B

= CcO8 (900-450). = %{2_‘

Daraus folgt

h = 1/2.

Magpp =CF « # =g (37+ 1) % 0,34

Polglich betrigt der Flécheninhalt 0,34 cm™.

2

hufgabe J 38

Zundchst ersetzen wir 3* durch z und erhalten die Ungleichung

: 2
rarbts UL

z kann niemals die Werte 2 und 1 annehmen.
Wir miissen folgende Fiélle unterscheiden:

1) z>1@?

Tz = T = 22

52-- % -4 f g <0

(z - %)2é %E
i.

= - 4

<

<

3

-4

z - %—>0 gllt wegen ?>.]_2“>1-

o VfETczsﬁj
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2) 1cz/_-1,2'
T2 = 74222 - 4
(Rechnung analog Fall 1, nur mit anderen Relationszeichen)

- Hed

z =3 _fﬁrza%

keine Ldsungen

—————————

z £ Y2 furzf-’--}

3) 0czc1
2

Tz = T222° = 4
|z = -H <z z - %40 gilt wegen 2415_-1-
z 2 V2 Yp ezl

Indem wir fiir z wieder 3™ einsetzen erhalten wir folgende L=
swigeintervalle:

-105324_‘-::(_0' 3 2 llog3 2 x&.

Aufgabe J 39

Indem wir die erste Gleichung umformen und gleichzeitig Addi-
tionstheoreme anwenden, erhalten wir folgende Beziehung:

2 sin 5'!"1 (cos %1 - co8 %’1) = 0,
Die LYsung dieser Glelchung lautet aber:
1) X m =y + 2k
2) y =217 , x beliebig
3) x=2mm , y beliebig ,

wobei k, 1, m beliebige ganze Zahlen sind.
Fach Dreiecksgleichung gilt: |x| +|y | = |x+y|

Daraus folgt mit (1): x| +|y| = 2lklm ,
woraus man leicht erkennt, da8 k«0 sein muB.

Piir (1) erhalten wir also die Beziehung x = =y.

Wir erhalten somit die IYsungen:

x1 = 12 , 31 = =72 H 12 - =2 , 32 = /2
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Analog erhalten wir fiir die Pdlle (2) und (3) die 'L¥sungen:
Xq = 1 yy = 0 3 X, = -1 , Vg = 0
xs =0 , 35 = 1 3 Xc = 0 » Yg = -1 .

Das Gleichungssystem hat genau die sechs angegebenen L&sungen.

Aufgabe J 40

Wir betrachten dreil PFidlle:

2 L
1) x40 ; es folgt xs --x5 + X =X+ 1>0, da alle auftreten-
den Potenzen von x nicht negativ sind.

2) 04x<1 ; wir stellen das Polynom wie folgt um:

18 + (x xs) + (1=x) = xB + x° (1 x3) + (1=x).

Hier sind aber,wie leicht zu sehen ist, alle Teile positiv,

woraus folgt, daB das Polynom echt grtBer als Null ist.
3) x 21 ; nach einer erneuten Umstellung ergibt sich:

xs (x3-1) + X (x=1) + 1.
Die ersten beiden Teile sind nicht negativ, folglich gilt
auch filir diesen Pall: "B 5 2 ‘

X =X +4X =X+ 120.
Eufgabe J 41]

Wie leicht zu sehen ist, ist x=1 keine Lisung der Gleichung.
Unter der Voraussetzung x = 1 ktnnen wir belde Seiten durch

m-ﬂﬁ-x)z teilen und erhalten:

(1= 1 2B 1z
Wir ersetzen -51f435 durch t und erhelten die Gleichung
t2 =1 =t oder 2 = t =1 =0

Daraus folgt
_zﬁ‘undt —zﬁ.

Da der zweite Ausdruck negativ ist, entfdllt er fiir gerade m
und wir erhalten in diesem Fall:

14X _ 1+j§
N e

;L*a

)
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01ﬁ54153m -1
(%E)m + 1

Andernfalls ergibt sich:

X

s I gerade.

, I ungerade.

ufgabe J 42

Man sieht leicht, daB der Winkel
bei P genau dann 80° betrdgt,

wenn die Dreiecke A ABP und

A PCQ dhnlich sind.

Wir miissen also zeigen, daB diese -
" Dreiecke #hnlich sind.

Fiir diesen Fall gilt die Beziehung:

gg‘.. & (1)

Wenn wir AB = 1 nennen, erhalten wir aus

Dreieck CQB:

CQ’ 1 oo
2 cos 20

Andererseits gilt wegen PC = AC:

PC = 21 sin 10° und BP = 1 = 21 sin 10° .

Eingesetzt in (1) ergibt sich die Gleichung

4 sin 10° cos 20° = 1= 2 sin 10°

Nach Additionstheoremen gilt aber:

sin (10°+20°) + s

Bin 100 coB 200 = %—‘

(2)

in (109;g06) _

- 7 - % sin 10°,

womit die Behauptung bewlesen wire.

den Beziehungen im
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Die Entwicklung des Funktionsbegriffes

"Die Funktionen der Mathematik sind nicht das
willkiirliche Produkt unseres Geistes, sondern
Widerspiegelung von GesetzmdBigkeiten der ob-
jektiven Realitdt" |

Es gibt zwei Grundbegriffe, die im Zentrum der Mathematik ste-
hen. Das sind Mengen und Funktionen.

Nach G. Cantor, dem genialen Bégrﬁnder der Mengenlehre, verste=-
he man unter einer Menge jede Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres
Denkens zu einem Ganzen (siehe auch WURZEL-Nr. 1/77). Da die
"Menge" als Elementarbegriff angesehen werden muB, darf die -
Cantorsche Formulierung nicht als eine Definition, sondern nur
als eine Umschreibung aufgefafBt werden.

Ist nun eine Vorschrift gegeben, die jedem Element x aus einer
Menge M ein Element y aus einer lMenge N zuordnet, so spricht
man von einer Funktion und schreibt y=F(x). Der Funktionsbe=-
griff kann aus dem Mengenbegriff abgeleitet werden, weil sie
eine Funktion als Menge von geordneten Paaren (x,y) auffassen
1lé0t. Wdahrend die Mengen gewissermaBen die statischen Grundbau-
steine der Mathematik sind, kann man die Funktionen als ihre
dynamischen Elemente betrachten.

Beispiele flir Funktionen gibt es schon im Altertum. So versuch-
ten etwa die Griechen, eine eindeutige Beziehung zwischen den
rationalen Zahlen und den Punkten der Geraden herzustellen. Die
dabei auftretenden Liicken konnten jedoch erst durch die Einfiih-
rung der reellen Zahlen ausgefiillt werden.

Bei Apollonius findet man Vorschriften, -durch die unter Zugrun=-
delegung eines Kegelschnittes jedem Punkt der Ebene eine Gerade
zugeordnet wird. '

Der wesentliche Begriff der reellen Funktion kristallisierte
sich aber erst in der Zeit ab 1640 heraus. Bahnbrechend war die
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von R. Descartes begriindete Idee der analytischen Geometrie,
weil man dadurch diese Funktionen als Kurven in einem (x,y)-
Koordinatensystem veranschaulichen konnte. Nachteilig wirkte
sich allerdings seine Forderung aus, daB die Funktionswerte y
aus den Werten der Veridnderlichen x ausschlieBlich durch alge-
braische Operationen berechenbar sein sollten. Bald entschlof
man sich jedoch auch zur Betrachtung von weiteren Funktionen,
wie etwa der Logarithmus - oder Sinuskurven. Der allgemeine Be=
griff des analytischen Ausdruckes wurde 1667 durch J. Gregory
als eine GroBe definiert, die man aus vorgegebenen GroBen durch
eine Folge von algebraischen oder anderen denkbaren Operationen
erhdlt.

G. W. Leibniz und J. Bernoulli haben 1698 fiir einen auf alge-
braische oder transzendente Welse gebildeten Ausdruck die Be=-
zeichnung "Funktion von x" eingefiihrt. Bedingt durch sein gro-
Bes Interesse an der Mechanik vertrat I. Newton eine kinemati-
sgb» Auffassung. Seine"Fluenten" waren GroBen, die sich in Ab-
hdngigkeit von einem universellen Zeiltparameter verdnderten.

Bei L. Euler findet man um 1770 bereits einen allgemeineren ge-
ometrischen Standpunkt. Er betrachtete Funktionen, die zeichne-
risch durch einen oder mehrere Kurvenbigen gegeben sind.

In seinem fundeamentalen Werk "Théorie des fonctions analytiques"
(1797) versuchte J. L. Lagrange den Funktionsbegriff dadurch zu
priazisieren, daB er stets von Potenzreihenentwicklungen aus-
. ging 2

F(x) = :Ei ap(x-xo)n.

n=0 r
Das bedeutete jedoch eine sehr starke EZinschriénkung. Anderer-—
seits bereitete er dadurch die Theorie der komplexen Funktio-
nen vor, die spédter durch C. F. GauB und A. Cauchy begriindet
wurde. )

Als Gegenstiick zu der Methode von J. L. Lagrange kann man die
trigonometrischen Entwicklungen ansehen, die J. Fourier um

1807 bei seinen Untersuchungen der Widrmeleitung erhielt:
i

F(x) = z (a, sin nx + b cos nx).
n=0 :
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Dabei ergab sich, daB man auch recht komplizierte periodische
Funktionen auf diese Weise darstellen kann. Die Fourierschen
Uberlegungen stellen gewissermaBen den Keim des modernen Funk-
tionsbegriffes dar.

Die exakte Definition der stetigen reellen Funktion wurde
schlieBlich in den Jahren 1820 bis 1870 durch A. Cauchy und

K. WeierstraB herausgearbeitet. Dabei stellte man fest, daB es
stetige Funktionen gibt, die ‘in keinem Punkte differenzierbar
sind. Dadurch entstand die Notwendigkeit, die anschauliche In-
terpretation einer Funktion als Kurve teilweise aufzugeben.
Dieser Schritt wurde schon vorher durch P. L. Dirichlet (1829)
und B. Riemann (1866) eingeleitet. Sie gingen zur Betrachtung
von stiickweise stetigen und monotonen Funktionen iiber. Spdter
definierte P. L. Dirichlet seine beriihmte Funktion, die jeder
rationalen Zahl den Wert 1 und Jeder irrationalen Zahl den Wert
O zuordnet. Die beliebigen reellen Funktionen wurden in der G
Mathematik endgliltig anerkannt, als H. Lebesgue um 1904 seine
Integrationstheorie vefﬁffentlichte.

Relativ frith wurden auch mehrdimensionale reelle Funktionen be-
trachtet, die man als Abbildungen in der Ebene oder im Raum in-
terpretieren kann. So entspricht etwa die Funktion

Yy =y, cos ¥ - Yo sin ¥y

Yo = X, sin ¥ + X5 cos ¥
eine Drehung um den Winkel ¥ . Solche Bewegungen findet man
in der geometrischen Form bereits bei Euklid.
Eine Reihe von mathematischen Problemen (Warmeleitungsgleichung,
Wellengleichung, Fouriertransformation, Variationsrechnung)
‘fﬁhrten zur Betrachtung von "Funktionen von Funktionen", die
man dann Funktionale nannte. Um 1900 bildet sich die Funktio-
nelanalysis heraus, die sich mit derartig allgemeinen Funktio-
nen beschéftigt. Aber nicht nur in der Analysis nimmt der Fink-
tionsbegriff eine zentrale Stellung ein.
Beispielsweise kann man in der Algebra die Summe X, 4%, als
Funktion der beiden Elemente x, und X5 auffassen.
Elne zshlentheoretische Funktion ergibt sich, wenn fiir jede na-
tlirliche Zahl x die Anzahl ihrer Teiler bestimmt wird.
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In der Logik ordnet man jeder Aussage den Wahrheitswert 1 (rich-
tig) oder O (falsch) zu. Die Sogenannten Algorithmen konnen
ebenfalls als Funktionen, oder besser als Verfahren zur Berech-
nung von Funktionswerten beschrieben werden.

Die Versuche zur Verallgemeinerung der Fldchen- und Inhaltsmes=-
sung fiihrten zu den additiven Mengenfunktionen, die als MaBe
bezeichnet werden. Die MaBtheorie wiederum bildet die Basis fiir
die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik.

In der Geometrie beschdftigt man sich mit Translationen, Dre-
hungen und Spiegelungen.

AbschlieBend konnen wir feststellen, daB es am Ende des vori-

gen Jahrhunderts in der Mathematik viele Beispiele von Funktio-
nen, Funktionalen,Abbildungen, ©peratoren, Operationen und Trans-
formationen gab. Diese anscheinend verschiedenen Begriffe wur-
den dann schlieBlich durch R. Dedekind (1882) und G. Peano

(1895) auf der Basis der Cantorschen Mengenlehre zum heutigen
Konzept der "Funktion" zusammengefaBt. '

Prof. Pietsch
Bereich Analysis

—
=

ﬁin Satz von Einstein

Als Albert Einetein seine Doktorarbeit zum Thema "Eine neue
Bestimmung der Molekiildimensionen" einreichte, wurde diese, da
sie nur einen Umfang von 21 Seiten hatte, mit der Bemerkung
zuriickgegeben, sie sei zu kurz fiir ein solches Werk. Nachdem
Einstein noch einen Satz hinzugesetzt hatte, wurde sie ein Jahr
spéter angenommen. Mit ihr promovierte Einstein zum Dr. phil.
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