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Primfaktorenzerlegung auf Computern (1)

Die Methode von de Fermat

Wir wollen sguniéichst ein ganz elementares Verfahren zur I¥sung
von Aufgabe b) aus Teil I, fiir die Ermittlung eines echten Tei-
lers einer gegebenen Nichtprimzahl N kennenlernen. Es wurde be-
reits im Jahre 1643 von Plerre de Fermat angewendet und besitzt
charakteristische Besonderheiten, die es flir die "Handrechnung"
und auch filr den Computereinsatz attraktiv machen, jedoch nur
bel nieht zu groBen N, Ohne wesentliche Einschrinkung k¥nnen wir
voraussetzen, daB N ungerade ist, also daB die hichste enthalte-
ne Potenz von 2 bereits abdividiert wurde. Wir betrachten eine
beliebige Produktdarstellung in natiirlichen Zahlen
(2) N = u.v ,
wobei 1 S u £ YN und YN & v € N gelten s0ll, und u,v sind beide
ungerade. Eine solche Darstellung ist immer miglich, zumindest
flir u=i,
Mit den Bezeichnungen . 2
x = 1/2(u+v) = 1/2(u+K/u) = 1+3—

und

H—u2
y = 1/2(v=u) = 1/2(N/u=u) = e

(x und y sind ebenfalls natiirliche Zahlen!) gilt die Identitit
(3) H'12‘32' )

wovon man sich leicht durch direktes Ausrechnen iiberzeugt. So-
mit 18t sich aus jedem Teilerpaar (u,v) von N eine bestimmte
Darstellung von N als Differenz zweler Quadratzahlen gewinnen.
Ungekehrt zeigt die dritte binomische Formel, daB aus jeder Dar-
stellung (3) von N als Differenz zweier Quadratzahlen sofort
eine entsprechende Produktzerlegung N=(x-y)(x+y) mit natiirli-
chen Faktoren folgt. Die Suche nach Faktoren der Zahl N ist da=-
mit zurickgefiihrt auf die Suche von Pasaren (x,y) natiirlicher
Zahlen, die die Gleichung (3) erflillen.

Um diese Aufgabe zu ltsen, formen wir (3) um zu

(4) x° - ¥ ay?.

Wir miissen also eine Quadratzahl xa finden, fir die x?-ﬂ wieder
eine Quadratzehl ist.
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Ibleher Bereich flir x kommt dabei in Prage? Aus (4) liest man ab,

daB x°-¥ 2 0 ist, also x 2YN. Eine obere Schranke flir x ergibt

sioh folgendermaBen:

Wir nehmen an, daB N einen weiteren Teiler u1> u besitzt, der

aber noch kleiner oder gleich TN sein 8011, und wir bezeichnen
-l/u1, x -1/2(u1+v ) und 11-1/2(v1-u ) Dann gelten die Be-

ziehungen

(5) u<u, = x, =y, , Vi =X, +y,<V.
Daraus leiten wir die Ungleichungen

1% x4y - u

V1€V - x4

ab, die wir durch Addition zu
¥1€1/2(v=u) = y

susammenfassen. Wegen
x12-y12+ﬂ<s + Hmx

folgt das gewiinschte Ergsbnis

2 2

(6) x1<x.!5§—2 ;

Das bedeutet:
Von gwei Teilern u und u, 2 {N 11efert der grtBere Teiler
u, den kleineren Wert Xye Den griBtmglichen x—'hrtnefhal-
ten wir bei dem kleinsten Teiler u=1, und zwar x --ﬁ?— .

Wir haben aber noch mehr bewiesen. Wie bereits in Teil I erwidhnt
beginnt man die Faktorenzerlegung von N {{blicherweise damit, daB
man durch Divisionen mit Rest feststellt, daB N keine Priffakto-
ren kleiner oder gleich einer geeigneten Schranke k enthilt (an-
dernfalls werden diese vorher abgespalten). Dieses Wisgsen iber
N verringert den maximal erforderlichen Rechenaufwand der Fer-
matschen Methode betrichtlich. Setzt man nkmlich in (5) ein,
daB ein Paktor u,> k gesucht wird, d. h. usk, dann bleiben laut
(6) nur noch x ~Werte im Intervall von Y ¥ bis §§E- ausschlieB-
lich zu untersuchen.
Gibt es also in diesem Intervall keine natiirliche Zahl x mit der
Eigenaohaft 12-N i-t Quadratzahl, dann ist N prim, und

- (82 - ()2 1st die einzige Darstellung (3) fiir K.

Das Verfahren von Fermat besteht nun darin, in (4) fiir x nache
einander die kleinste ganze Zahl X, : fﬁ: dann X, +1, x,+2 usw,
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einzusetzen und zu lberpriifen, ob die Differenzen xoz-N,
(x0+1)2-H, (x°+2)2-n ua;. eine Quadratzahl ergeben. Tritt die-
N+k
2k

ger Fall fiir eln x< ein, ist Aufgabe b) gelist. Wir kinnen

2
die Suche abbrechen, falls er fiir keln x< !E%- eintritt, denn

denn ist N eine Primzahl (und Aufgabe c) ist geldst).

Die erste gefundene Losung von (3) liefert uns den griBien Tel-
ler u S {T von N und das zugehtrige v - im Gegensatz zum Verfah=
ren, alle Primzehlen unterhalb (N als mtgliche Teiler auszupro-
bieren. Dabei wird ja der kleinste Teiler u>1 von N zuerst ge-
funden.

Beispiel: N = 9373, YN =96,8..., X, =97.

Wir erhalten x 2-F = 9409 - 9373 = 36 = 6 Das Zahlenpaar

(97, 6) orflills die Gleichung (3), urd N = 97° - 6% = 103.91 =
T.13.103.

In diesem Beispiel filhrt bereits der erste filr x eingesetzte
Wert zu einer Zerlegung von N. Eiln ghnlich glinstiges Beilsplel
stammt von Permat; er bendtigte 12 Versuche fir x, um die Zahl
N = 2 027 651 281 zu zerlegen.

Diese Zufille sind aber relativ seltene Ausnghmen. Sie beruhen
darauf, daB ein Tellerpaar (u,v) von N existlert, in dem u nur
wenig kleiper ist als v, und beide Teiler unterscheiden sich nur
wenlg von'{ﬁi Weil denn y = 1/2(v-u) sehr klein ist, geniigen
einige Versuche fiir x.

In anderen Speiaalfhllen. in denen diese TPeilerstruktur von N
nicht vorliegt, kann man sie manchmal klinstlich herbeifiihren.
‘Setzt man etwa N = 157 136 981, dann gilt x = 12536- und erat
der Wert x = 14475 liefert die Darstellung N = 14475 -7238 und
die Zerlegung N = u.v = 7237.21713, Um diese Zerlegung zu fin=-
den, sind 1940 Versuche erforderlich. Multipliziert man jedoch
N mit 3 und zerlegt die Zahl 3N, dann gilt x, = 21712, und be=
reits x 2-N = 1 ist Quadratzehl. Man erhilt INa=(3u).v=21711.21713
ohne Joda Anstrengung, denn 3u~v, und 3N besitzt die giinstige
Teilerstruktur. Wir haben die interessante Tatsache, daB der Fak-
tor 21713 von einem Vielfachen von N wesentlich leichter abge-
spalten werden kann, als von N selbst.

Im allgemeinen ist aber die Fermatsche Methode dem Verfahren des
Durchprobierens aller in Frage kommenden Primzahlen weit unter-
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legen. Wir sshen bereits, daB dessen Aufwand im unglinstigsten
Fall proportional der Anzahl der Primzahlen unterhalb YN ist,
also etwa von der GrdBenordnung c{N/1log(YN) und klelner als

ofN. (Auch hier gibt es glinstige Fille, wie z. B, die riesigen
Zahlen n!, n=20 oder n=30, die fast im Kopf erledigt werden
ktnnen.) Wenn ich also eine ungefihr viermal so groBe Zahl zer-
legen will, benttige ich noch nicht einmal den doppelten Rechen-
aufwand. Die Methode von Fermat erfordert maximal E%_ -/

Versuche, um den Primzahlcharaskter von N zu beweisen oder um
einen Faktor von N zu finden. Geht man von der realistischen
Beschréinkung k < 10° aus, so erhdlt man, daB der Aufwand dieses
Verfahrens im unglinstigsten Fall c'.N betrdgt fiir irgendeinen
festen Proportionalit¥tsfaktor c'. Der Antell von -fﬁ’kann fir
groBe N vernachléssigt werden, well der erste Summand weilt
tiberwiegt. Damit ist schon eine etwa doppelt so groBe Zahl nur
mit dem zwelfachen Rechenaufwand zerlegbar (wenn keine Verbes-
serung der Teilerstruktur auftritt!).

Der ndchste Tell unserer Artikelfolge soll sich mit Modifika-
tionen des betrachteten Verfahrens beschdftigen, die den Auf-
wandsfaktor c¢' stark verringern und grdBere Zahlen N fiir dle
Zerlegung zuganglich machen,

Traugolt SchulmeiB

wiss. Assistent

im Forschungsbereich
Sektion Mathematik der FSU

= == ===

Berichtip;unﬁen zu Wurzel 8-9/7/8

S. 114, Zeile 26: In der angegebenen Formel fehlt der Bruch-
strich., Richtig isb:

VN / ( 100000« 1n(/T) )
S. 116, Zeile 26: Es muB richtig heiBen: "39stellige Fermatzahl".
An Hand der Produktdarstellung von 2° + 1
ist das leicht zu sehen.

S. 123, Zeile 10: Richtig ist: b2 =1+1=2

Zeile 29: Gleichung (57)
£, = T (M2 = 2 (2
2n = g/ fg wd g, = 2 (3) B

€=0
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Aufgabenlésen oder Forschung

Das LOosen von Aufgaben, wie in der Olympiadebewegung gefordert,
und die mathematische Forschung gehen von verschiedenen Voraus-
setzungen aus.

Mit einer Olympiadeaufgabe liegt bereits eine sinnvolle Frage-
stellung vor und fast immer ist auch schon das Ergebnis bekannt,
denn es wird gefordert: Man beweise, daB ... Eine Pragestellung
der Art: Untersuchen Sie, ob ... ist schon selten anzutreffen.
Bei der Forschung geht es aber im Gegensatz dazu zunichst um

die Formulierung einer sinnvollen Fragestellung.Glaubt man eine
gefunden zu haben, so wird man versuchen, diese zu beweisen. Da-
beili wird man dann sehr hdufig erfahren, daB doch keine sinnvolle
Fragestellung vorlag oder aber die eigene Beweistechnik zum Be=-
weis nicht ausreicht. Beim L&sen von Aufgaben wird also mit ge=-
nligendem Training ein gewisser Erfahrungsschatz angelegt, auf
den man zuriickgreifen kann, widhrend die Forschung Intuition ver-
langt. Die dargestellte Problematik mochte ich an folgendem Bei-
spiel erldutern.,

Sei 2
n 2 n
Cn+1 = (m) cn + m und 01 = a8,

Man berechne 1lim . !
Nn—» oo

Dies ist eine Aufgabe vom Olympiadetyp. Es ist

2 2 2
(n+1) Chyq = D Cp + 6n., Mit a, = n“c (1) folgt

ne1 = 8p * 6n (2) und hieraus durch Aufsummieren von 1 bis n
n

Bo,q = 8y + EE% 61 = a, + 3n(n+1). (3)
(Eine allgemeine Theorie zur Losung findet der Leser in

Markuschewitsch, A.I., Rekursive Folgen, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin, 1955). a
Durch Rilcksubstitution folgt c¢ , = —0tl__ & + 3n(n+1)

n+1 2 2
und demit 1im c = 3. (n+1) (n+1)

N —» a0

a

Wir wollen nun eine allgemeinere Fragestellung formulieren und
versuchen, sie mit der gleichen L¥sungsmethode zu bearbeiten.
Bel der Substitution (1) ktnnte man n“ durch nr, ¥ €N, erset-
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zen und bei der Aufsummierung (2), (3) werden nur die Zahlen 61
sumniert, Man kdnnte versuchen, 6i durch ein Polynom p(n) zu er-
setzen. Damit dann aber die neue Polge ¢, noch konvergiert, muB
p(n) vom Grade kleiner gleich ¥ =1 sein (+), d. h. hier bestand
die Mdglichkeit, eine unsinnige Frage zu stellen.

Sel also " pr’-1 (n)
cn+1 = (D._-I-T) Cn + —E'D:-T)—r und c1 = g,
Mit a = n?e (1.1) folgt 841 =8, + pr_1(n) (2.1) und hier-

aus durch Sumieren
an+1 -a +E P_-‘(i) (301).

Durch Riicksubstitution folgt
n
8, + E Pre (1)
(o] =
n+1 (n+1)¥

An dieser Stelle treten also neue Schwierigkeiten auf, die neue

Gedanken erfor;l_ern.
-

Sei p,._,(x) =1Z=0 Aixi, so ist
=1 n 3
A=3_"p u)=z_§::% =§: (a, 3= 19y
. 1.1 1=1 j=0 J i1

Die Summen :LZ i‘j = 1;’+2'-J-;-....+n'-J bezeichnet man als Newtonsche
=1
Summen. Nun ist

1
Zn n} X dx -ﬂ L(Il+1)'j+1 - 1] -

i=1

(Die Summe s‘tellt eine Untersumme im Intervall [_1,n+1] der
Funktion y = xJ dar) und
J S B E

(Die Summe 51:3111: eine Obersumme im Intervall [O,n-_] der Funk-
tion y = x'j dan)
Somit gilt: -

S j_'jrv 1 n'j+1

i=1 J

und wir erhalten Y-

Hasz i" 1, L d+

j= I '

+
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=1

also . J+1
BFNY 1,
®n " e Ut & T A W
1

[1—» o0
Es 18t f(x)~g(x) (sprich:f ist asymptotisch g), wenn

lim f£(x) [g(x)] =1 = 1 ist. (Weitere Literatur findet man bei
X0
Berg, l., Asymptotische Darstellungen und Entwicklungen, VEB

Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1968.)

Wir haben also gesehen, daB einige Verdnderungen erhebliche An-
strengungen und neue Ideen in der Ldsung erfordern.

In (+) wird iibrigens klar, daB p(n) nur ein Polymom héchstens
(y=-1)-ten Grades sein darf, denn sonst hdtten wir im Z&hler min-
destens eine n-Potenz zuviel,

Wir verallgemeinern die Aufgabenstellung erneut.

n4£ ¥ Py_q (n) 2
Sei Gn_'_‘ = (__n+o() n+ﬁ 4+ —(;;_!__,_{')_ mit 01 = a und «>0 .

's
Mita =n"c  (1.3) folgt a = 8y + Py.q(n)e

Wir erkennen, daB zur vollsténdigen Bestimmthelt der Folge mehr
als ein Anfangswert vorgegeben sein mufl. Wir bendtigen die Werte
01'02'"--0‘;_,, « Bel der ILosung gehen wir wie folgt vor:

Aus a, mit 1 £ B, £ « = p erhalten wir die Teilfolge

) und damit c « Ist der Grenzwert von _/30 un=

o
apo+n(.: -g _no+n(ot-,a)
abhinglig, so ist unser Problem geldst. Setzen wir:
ﬂn = cﬂo"'n(“é"ﬁ)’ so 1st

dppq = 9 * Ppog [/30-,8 +n(°("/€):| ¢

Welter erhalten wir durch Summation

dr1+‘! = d0 + 1%0 Pyoq [_.ﬁo'-ﬁ"'i("('/?)]
und damit £ |
1 1 j+1
d, + ;f?o T A:lvt-p [/Jo-ﬁ +n(a(../e)] J+ 1 o
an NF(&(-ﬁ) .A.a,—_.lc

(n+ £ )¢
Als Lehre konnen wir festhalten: Wenn wir nur ein wenig verallge-
meinern, dann wird die Bewelsfilhrung erschwert oder die Ldsungs-
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methoden werden wesentlich komplizierter.

Wer formuliert zu diesem Problemkreis weitere Verallgemeinerun-
gen? Losungen bitte an die Redaktion einsenden! Die besten Ar=-
beiten werden versffentlicht.

Dr. W. Moldenhauer

Sektion Mathematik
der WPU Roslodk

Wenn einer eine Reise tut...
(zum Beispiel im Studentenausiausch nach Thilissi)

Wenn einer eine Reise tut, dann kann er was erzihlen. Dies trifft
auch auf uns zu, die wir in diesem Jehr zu den Gllicklichen z#hl=-
ten und im Rahmen des alljéhrlichen internationalen Studenten-
austausches von der Universitdt Tbilissi eingeladen wurden. Im
August fuhren wir = acht Jugendfreunde aus dem jetzigen 5. Stu-
dienjahr Diplom-Mathematiker und zwei Betreuer - fiir fast 4 Wo-
chen nach Georgien. Wir hatten zuvor im Juli eine

Gruppe georgischer Studenten fiir angewandte Mathematik der Uni-
versitdt Tbilisei hier bei uns in Jena betreut. Diese Studenten
sollten dann wihrend unseres Aufenthaltes dort unsere Gastgeber
sein, Durch ihre Erzihlungen waren wir sehr gespannt auf Geor-
glen,

Zundchst flog unsere Gruppe nach Batumi am Schwarzen Meer. Es emp-
fingen uns subtropisches Klima und die entsprechende Vegetation.
Viele Gewiéichse, die wir bis dahin nur vom Fernsehen oder aus

dem Lexikon kannten, lieBen uns staunen, ebenfalls die Delphine
mit ihren Kunstatiickchen im Batumier Delphinarium. Unser Aufent-
halt dort war sehr erholsam, zumal jeden Tag Baden auf dem Pro-
gramm stand. Auch ein steiniger Strand und erbarmungslose Sonne
konntenuns nicht bremsen. ILetztere ridchte sich auf ihre Weise,
DaB Batumi der feuchteste Ort der Sowjetunion ist, merkten wir
nur an einem Tag. Jedoch schlossen wir Freundschaft mit dem gu-
ten georglschen Wein. Dies lieB auch unsere Verdauungsorgane
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nicht unbeeindruckt. Doch stiegen wir nach einer Woche abends
in Batumi in den Zug, gespannt auf das, was sich unseren Augen
nach dem Aufwachen wohl zeigen wiirde.
Tbilissl, die Hauptstadt der Grusinischen SSR, empfing uns mit
strahlendem Sonnenschein. Das Wetter sollte sich iiber mehr als
zwel Wochen nicht &dndern, so daB unserem Besichtungsdrang dies=-
bezliglich keine Grenzen gesetzt waren. Doch zundchst erst einmal
begann unsere eigentliche Arbeit an der dortigen Uniliversitét.
0ffiziell begriiBt wurden wir vom Dekan im Klub der jungen Wis-
senschaftler. Unsere Tdtigkeit bestand neben dem Kennenlernen
zweier Forschungsbereiche und des Rechenzentrums hauptsdchlich
im Besuch einer Vorlesungsreihe zu einem von uns gewdhlten Thema
(Fourier-Reihen). Eine Vorlesung in georgischer Sprache, wie
dort iiblich, erschien uns jedoch nicht sehr sinnvoll. Deshalb
einigten wir uns mit dem Dozenten auf russisch. Wider Erwarten
machte uns das Verstehen dieser Vorlesung aber kaum Schwierig-
keiten. Uberhaupt kdnnen wir sagen, daB sich etwaige Zweifel, ob
wir uns mit unseren Gastgebern in russischer Sprache wilirden ver-
stindigen kBnnen, schon bald zerstreuten. Es ist erstaunlich,
wieviel man doch mit wenigen Vokabeln sagen kann. Sogar unser
"Russischexperte™ mit einem nach eigenen Angaben 3 Worter um-
fassenden Wortschatz hatte kaum Schwierigkeiten mit der Konver=-
sation. Durch den engen Kontekt zu unseren Gastgebern bekamen wir
einen tiefen Einblick in die dortige Lebensweise. Viele sehr
erlebnisreiche und eindrucksvolle Ausfliige lieBen uns, wie man so
sagt, Iand und Leute kennenlernen. Busfahrten fiihrten uns zum
Beispiel nach Gori, Mzcheta, der alten georgischen nauptatadt
und entlang der alten georglschen HeeresstraBe in den Kaukasus,

Tbilissi selbet ist wohl eine der schionsten sowjetischen GroB=
stddte. Den besten Gesamteindruck erhdlt man bei einer Fahrt mit
einer der zshlreichen Seilbahnen hoch iiber der Stadt. Eintridch-
tig stehen historische und neue Bauwerke nebeneinander. Im Ge-
gensatz zu den kahlen Bergen, die die Stadt einschlieBen, iiber-
raschen viele Blumenbeete, Griinanlagen und Parks mit auffallend
vielen Springbrunnen. Wasserknappheit scheint es dort selbet im
Hochabmmer nicht zu geben, denn die Anlagen werden sogar mit
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Feuerwehrschlduchen "gedopt", und wer nicht aufpaBt, bekommt
selbst die MYglichkeit, noch etwas zu wachsen.

Die Georgier sind ein sehr gastfreundliches Volk. Es kann einem
pessieren, deB man von wildfremden Leuten in elner Gaststidtte
Wein an den Tisch gebracht bekommt. Doch die georgische lLebens=-
weige kann mitunter auch anstrengend sein, wovon wir uns bei
Erffnungs- und AbschluBbsnketten, die nach traditionellem Ritual
abgehalten wurden, ilberzeugen konnten.

Schnell war die Zeit unseres Besuches um. Mit Koffern voller
Souveniers, vielen Metern belichteten Films und mit viel Erzihl-
stoff ausgestattet +traten wir wieder die Heimreise an.

Wenn einer eine Reise tut, ... dann empfiehlt er sein Reiseziel
meist weiter., Vielleicht ist beim Leser der Wunsch entstanden,
dieses Iand selbst kennenzulernen. Nur zu!

Gunter Blume

—
=

Wo steckt der Fehler?

a+b= ¢
4a + 4b = 4¢
Sc-= 5a + 5b ) *

4a + 4D + 5¢ = 4c + 5a + 5b /=9¢
4a + 4b - 4¢c = 5a + 5b = 5¢

4 = 5
Polygone unter sich

. Sie sollien sich auch quqlifizienn!"
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Preisaufgaben

L1

=

Man zeige, daB filr alle reellen Zahlen x folgende Unglei-
chung gilt:
|ain x + 13 cos x| €2

=
n

=

Wieviel Ziffern besitzt die Zahl 21007

)
W

Man beweise:
x2 - 35°% = =1

hat keine ganzzahligen Idsungen!

——

Es sei f eine fiir slle reellen Zahlen x definierte null-
stellenfreie Funktion.

Ist F(x) = £(2x) + £(3x) ebenfalls fiir alle reellen
x definiert und nullstellenfrei?

Man beweise folgende Aussage:

sin x + sin (x+l§‘ﬂ') +Bin(x-%'n:) = 0,

o [

B npaBHNBHON yceuyE€HHO{ UETHPeXyI'ONBHOl mMpaMuie CTOPOHH
OCHOBaHU{t paBHH a 1 b, a O0OKOBasg IMOBEPXHOCTH PaBHA IOJO-
BHHE IIOJHON# @mOoRepXHOCTH. HaitTu O0BEM IMID&iM/H.

Lﬁauggsbedigguggan:

Flir jede vollsténdige LYsung erhdlt der Einsender dle bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzehl. Am Ende des Schul-
jehres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljehr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen=-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er=-
reichten Punkte fiir das nichste Schuljahr gutgeschrieben.

Die LYsungen sind - jede LYsung auf elnem gesonderten Blatt,
versehen mit Neme, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben™ an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbesondere,
daB die in einer Losung unbewlesen verwendeten Sachverhalte an-
zugeben sind. Der L¥sungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

EinsendeschluB: 15. 4. 1279
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Losungen
K 43 Man konstruiert ein rechtwinklige Dreieck mit der Hypo-

thenuse 4 und einer Kathete der Lidnge 3. Nach dem Satz
des Pythagoras gilt fiir die Linge x der gweiten Kathete:

12 + 32 = 42
X = i16-9
x «\T"

Eine andere Ltsung ergibt sich mittels des Koslnussatzes.
Siehe Zeichnung:.

'12 + 32 - 2-1-50005(600)
1+9-3=7

K 44 Durch Umformung der Gleichung erhidlt man

1g(kx) = 2 1g (x+1)

1g(kx) = 1g (x+1)2 .
Da die Logaritﬁhuafunktion eineindeutig ist, muB also
gelten:

kx = (x+1)2

x2+(2-k)xw1 =0 .

31/2"'%';"’t =p--1 .
Demit genau eine Lisung x existlert, muB gelten:

(x-2)2 = 4

k, =4

k2 =0 (entfdllt, da Logarithmusfunk-

tion bei O nicht definiert)

k=4 erfiillt die Bedingungen der Aufgabe und ist auch
die einzige Zahl, die dles leilstet.

K 45 Das System hat als Ldsungen alle Permutationen des Tri-

pels
(-15:1;3).

K 46 Es gllt 14 € 0 und 34 2 0. Also folgt mit 14 + 34 = 1

sofort:
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0=x*<, 08545,
also gilt auch
-1£x%1, 18ys,
Wie leicht zu sehen ist, kann das Maximum nur fir po=
sitive x und y angenommen werden.
05151,02351 .
In diesem Bereich gllt jedoch
19.5 149 39 = '-74 >
Also auch

x9+395x4+y4-1.

x9+:;r9 nimmt jedoch den Wert 1 genau dann an, wenn eine

Variable O und die andere 1 ist. Also iat die L¥sungs-

e s {[0.1] ; [1.0]} :

K 47 Indem man beide Gleichungen quadriert und dann addiert,

erhilt man:
4(ain6x + ‘coasx) = 1
sin'x + (1—sin2x)5 = i—

331n4x - 331:12:: + % = 0

4x-ain2x+i--0

(ainzx - -12)2 = 0

8in

sin’x -%
la Xy 'g x) = (35 4 pr
ainxa--g xas(k"' i%)ﬁ‘

1. Fall: x = 2ty
Daraus folgt: sin x .g, cos x .i_g
1. Gleichung: sin(y-3x) -@.

y=3x = (%"'—1 + -})ﬁ'

y-(41+1i'}+3'8—kii)ﬁ
3.(8_'“1‘1:%)5t



15 Losungen

2. Gleichung: 008(y=3x) = —‘g

y=3x = 2T1 + -1-1'[

ye(as3+3.8E0,

y= (s b
Daraus folgt die Ldsung:
y = 24'?"’4?1‘['
y -4l |
Dap erste L8sungspaar lautet also:
G, dmdg

Analog erhélt man folgende L¥sungen:
ZEL e, (2me1)TT)

(2582 1, (2me1) IT)

CEL 5y, (2me1)77)
Diese Lisungen erfilllen das Gleichungssystem!

K 48 | Piir die Wurzeln einer Gleichung 23 + zaua2 + bz +c=0

gilt:
21 + 22 + 33 = =g
5122 i 2223 + 5123 =)

Nach den Bedingungen der Aufgabe gilt
¥ + 95 +‘ Vq = XX, + x2x3 + XXy = 1
V¥ + 394 + Y49, = x1x2x3(x1+::2+x3) a =2
V93 = (3102 w1,
Also lautet die gesuchte Gleichung:
yj - y2 -2y -1 =0
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Was ist ein Differential? (1. Teil)

1. Das infinitesimal lineare Verhalten differenzierbarer
Funktionen

Eine wichtige Stellung in der mathematischen Analysis nimmt der
Begriff der Differenzierbarkeit ein. Um die Differenzierbarkeit
einer Funktion y=f(x) an der Stelle X=X zu untersuchen, wird
das Verhalten des Differenzenquotienten i%% mit A y=y~y  und
Ax-x-xo fiir A x— 0 betrachtet.

Definitilon 1: Die auf der Menge der reellen Zahlen de=-
finierte und reellwertige Funktion y=f(x) heiBit an der
Stelle X=X differenzierbar, wenn

Ay | po
A]ijino ax £ (xo)

existiert. f'(xo) wird als Ableitung der Funktion f(x)

an der Stelle x, bezeichnet.
/

1
!

| ’iaﬁmnfe
il
(.
el I
. L
X X X
Wie lassen sich Differenzenquotient und Ableitung in der graphi-

schen Darstellung interpretieren?

Die Differenzenquotienten ergeben den Anstieg der Sekanten durch
(xo,yo) und einen weiteren Punkt (x1,y1J (bzw.@xz,ya)), die
Grenzgerade dieser Sekanten liefert die Tangente an die Funktions=
kurve im Punkt (xo,yo), deren Anstieg die Ableitung f'(x,) dar-
stellt.,

Unmittelbar aus der Definition der Differenzierbarkeit ergeben
8ich zwel Probleme:
1. Wie genau ist die Ngherung, wenn wir statt der Ableitung f'(xo)

einen Differenzenquotienten %% bei "kleinem" A x verwenden?

2. Ist es mbglich und sinnvoll, in einer Umgebung von xo,atatt
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der Funktionsgleichung die Gleichung der Tangente zu verwenden?
Man spricht in diesem Fall von linearer Approximation der Punk-

tion.
Es wird vorausgesetzt, daB die Funktion f(x) an der Stelle X,

differenzierbar ist.
Um den Zusammenhang

ﬁ ef'(xo) (Problem T)

bzwe
Ay = fl(xo). Ax (Praoblem 2)

fur kleine 4 x quantitativ zu erfassen, fithren wir die von A x
abhiéingige stetige Fehler- oder Restfunktion r(A x) ein:
r(l x) = f(x0+Ax) - f(xo) - f'(xo}.Ax

8y =f£'(x)) Ax+ r(Ax). (1)
Aus der Tatsache Ay=0 fiir A x=0 ergibt sich
r(0) = 0

und aufgrund der Stetigkeit der Funktion r(Ax)

sin r (Ax) = 0. (2)
Die Stetigkeit von r(Ax) bei Ax=0 folgt aus der Stetigkeit
vaon f(x) an der Stelle X=X
Wir dividieren beide Seiten von (1) durch A x # 0 und erhalten
‘2‘%" £'(x )+ Lgéxll .
subtrahieren f'(xo) und gehen zum Grenzwert fiir A x— 0 {iber

Un (R - £0(x) = 1m ZAD) (5

aX-»0 Ax -0 a
Nach Definition 1 ergibt sich fiir die linke Seite

Mm, (FE-£10x)) = lim AL rix) rix) - £1(x,) = 0,

ax=e Q0 aAx
80 dal
rax
dn 2P <
iBt-

(Dies ist eine Verschiérfung der Bezlehung (2), denn aus (4) folgt

lim r(4x) = r(ax) | " r(4 x - g
lim r(Aax) 4]ij-'-'ono (4 = aAx) .l‘i_glo —&ﬂx—l . él.!i_n;oAx 0.0 = 0.

Die Gleichung (4) besagt namlich, da3 r(Ax) fir Ax —»0
"schneller gegen Null geht" als A)g, wihrend (2) lediglich
bedeutet, daB r(Ax) fir A x—e0 dberraupt gegen Null konvergiert.)
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Wir formulieren das Ergebnis (4) als

Satz 1 : Wenn die Funktion f(x) an der Stelle x  differenzier-
bar ist, so gllt die Beziehung
Ay = f'(xo) « 4x + r(dx)
mit der Eigenschaft

lim d‘—xl = Q.
an=20 ax

Diese Beziehung (4) gibt uns ein quantitatives MaB flir die "Glite"
der linearen Approximation der Funktion f(x) in einer "kleinen"
Umgebung von e 3 die Analysis spricht von einem infinitesimal
linearen Verhalten in der Nihe von x .
Antwort auf die Frage, ob aus dem infinitesimal linearen Verhal-
ten in der Ndhe von X, die Differenzierbarkeit von f(x) in X,

folgt, gibt

Satz 2 : LiBt sich fiir die Funktion y=f(x) eine Darstellung
Ay =2 . Ax + r(Ax)

r(ax) _
& Bx 0
angeben, so ist f(x) in X, differenzierbar und
a-f'(xo)n

mit

Der Beweis ergibt sich durch Einsetzen der Darstellung fiir Ay
in die Definition der Ableitung

’ a4y a. 4 x+r(a x) a., 4x r(a4 x)
£1(x) = Jim 23 = 3% Ax =38, “ax * L% “ax

=2a + 0 = a,

Es ist uns demit gelungen, als dquivalentes Kriterium filr die
Differenzierbarkeit das infinitesimal lineare Verhalten der Funk=-
tion f(x) anzugeben.

Daher nehmen viele Standardwerke der mathematischen Fechliteratur
die Berechtigung, als Definition der Differenzierbarkeit das in-
finitesimal lineare Verhalten zu formulieren.

Gregor Weske
Forschungsbereich

I)

Aus der Existenz der rechis stehenden Grenzwerte folgt die
Existenz der Grenzwerte links vom Gleichheilszeichen.



21 Primzahlzwillinge

Berechnung und Eigenschaften

von Primzahlzwillingen

In vorangegangenen Artikeln dieser Zeltschrift (WURZEL 3 = 5/77)
wurde ausfiihrlich {ilber Definition und grundlegende Eigenschaften
der Primzahlen berichtet. In diesem Beitrag wollen wir uns mit
den sogenannten Primsahlswillingen beschiftigen. Beispiele fiir
solche Zwillinge simd: (3,5); (5,7); (11,13); (17,19); (1871,
1873); (1997,1999).

Wihrend seit langer Zeit bekannt ist, daB es unendlich viele
Primgahlen gibt, ist bis heute noch nicht exakt bewiesen, ob es
unendlich viele oder endlich viele Primzahlzwillinge gibt. Al-
lerdings besteht heute aus verschiedenen Griinden die berechtig-
te V.rmutung, daB unendlich viele Primzahlzwillinge existieren.
Trotz der unregelmiBigen Vertellung der Primzahlzwillinge im Be—
reich der natlirlichen Zahlen scheint fiir die Anzahl der Prim-
sahlzwillinge fiir groSe Bereiche ein khnliches Gesetz zu- gelten
wie bei der Primzahlfunktion 77 {x) (siehe WURZEL 5/77).

Da mir fiir die Berechnung der Primszahlzwillinge nur ein kleiner
elektronischer Tamchenrechner zur Verfilgung stand, habe ich
mich aus Zeitgriinden auf die iniersuchuag dsr Primzahlzwillinge
im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 100000 beschrénkt. Die
Auswertung der Ergebnisse filhrt aber zu interessanten Vermutup-~

gen,

Definition und allgemeine Darstellung der Primzshlzwillings

Definition: Zwei Primsahlem p, und p, (1<p1< »,) heiBen
Primzahlzwillinge, wenn gilt: Py = Py + 2.

Pa bekanntlich alle Primzahlen p >3 durch die Tsrme 6n=1 bzw.
én+1 daratellbar sind, lassen sich Primzahlzwillinge allgemein
durch

darstellen,

Die natiirliche Zahl n >0 unterliegt debei gewissen Bedingungen.
Im folgenden wollen wir dis bsilden kleiusten Pmere {3,5) und
(5,7) nicht beriicksichtigen, also n >4 voraussetzen. Dann kann
n nur eine netliriiche Zahl mit einer Endziffer 2, 3 9, T, 8

Py = ébrn=-1  und P, = 6n41
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oder O sein. Wiirde n eine der Endziffern 1, 4, 6 oder 9 haben,
wire eine der Zahlen Py oder p, durch 5 teilbar, also keine
Primzahl.

Die so ausgewihlten Zahlenpaare (6n=1; 6n+1) wollen wir als
mégliche oder potentielle Primzashlzwillinge bezeichnen. Sie kon-
nen Primzehlzwillinge sein, miissen aber nicht. Fiir n=13 erhal=-
ten wir z. B. (77;79), also kein Paar von benachbarten Primzah-
len, da 77 = T.11 ist. Plir n=17 dagegen erhalten wir (101;103),
also ein Paar benachbarter Primzshlen.

Die Anzahl der potentiellen Primzahlzwillinge in einem bellebi-
gen Bereich der naetiirlichen Zahlen, z. B. zwischen 10 und 10k
(k €N und k> 1) 1dBt sich leicht abschiitzen. K Kk

Es sel 6n-1 =10, Fiir n folgt daraus n=~1%% =18 |

Da von den mglichen Endzifferen O = 9 nur 6 in Frage kommen,
ergibt sich fiir die Anzahl der potentieﬁlen Primzehlzwillinge,
die wir mit x tezeichnen wollen, x ﬁf-E— TU y &lso

k
x % 15~ = 10¥=1, Im Bereich der natiirlichen Zehlen von 10 bis
100000 miiesen also rund 2 . 10000 = 20000 Zahlen auf ihren Auf-
bau hin untersucht werden.

Berechnung der Primzahlzwillinge

Die Berechnung der Primzahlzwillinge macht keine prinzipiellen

Schwierigkeiten. Die potentiellen Primzehlzwillinge q und q.2

miissen auf ihre Tellbarkeit durch die Primzehlen p

(7T € p € /g bzw. Yg+2' ) hin untersucht werden. Bel der Aufstel-

lung einer Tabelle der Primzahlzwillinge kann man folgende Eigen-

schaften der Primzaehlzwillinge beniitzen, die aus der Struktur

der potentiellen Primzahlzwillinge folgen:

Primzahlzwillinge mit den gleichen Endziffern 1 und 3 erfiillen

die Beziehung: Py = 11430.k (k€ N) Py, = 134+30.k .

Ahnlich ist es bei Primzahlzwillingen mit den Endziffern 7 und 9:
Pq = 17+30.1 (LeN) Ppo = 19+30.1 .

Fiir Primzehlzwillinge mit den Endziffern 9 und 1 gilt ebenfalls
Py = 29+30.m (m € N) Py = 31430.m .

Ferner unterscheiden sich Primzahlzwillinge, die in den beiden

Endziffern libereinstimmen, um ein Vielfaches von 300,

Primzahlzwillinge, die in den drel Endziffern {ibereinstimmen, um
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ein Vielfaches von 3000. Die Folgen der Zahlen k bzw. 1 und m
lagsen keine GesetzmidBigkelit erkennen.

Die relative Hiufigkeit der Primzahlzwillinge

Zunlichst scheint das Vorkommen der Primzahlzwillingé nicht ge-
setzmiBlg.zu verlaufen. In der folgenden Tabelle geben wir die
Anzehl z(x) der Primzahlzwillinge im Verhéltnis zur Anzehl x der
potentiellen Primzahlzwillinge an. Wir nennen dieses Verhiltnis
die relative Hdufigkeit der Primzahlzwillinge:

r(x) = ig)- (500 _f-‘- X & 10000).

Tgbelle der relativen HHufigkeiten der Primzahlzwillinge
x r(x)= z(x) x r(x)= ﬂlil x r(x)= z(x)

X X

500 0,248 3700 0,152 6900 0,1309

600 0,235 3800 0,151 7000 0,1307

700 0,228 3900 0,150 7100 0,1311

800 0,216 4000 0,1485 7200 0,1307

900 0,209 4100 0,147 7300 0,1304

1000 0,203 4200 0,146 7400 0,1295
1100 0,199 4300 0,146 7500 0,1291
1200 0,193 4400 0,145 7600 0,1286
1300 0,186 4500 0,145 7700 0,1283
1400 0,184 4600 0,143 7800 0,1278
1500 0,178 4700 041425 7900 0,1273
1600 0,176 4800 0,142 8000 00,1271
1700 0,173 4900 0,142 8100 0,1272
1800 0,173 5000 0,142 8200 0,1271
1900 0,172 5100 0,141 8300 0,1271
2000 0,171 5200 0,141 8400 0,1265
2100 0,170 5300 0,140 8500 0,1265
2200 0,169 5400 0,1396 8600 0,1263
2300 0,169 5500 0,1385 8700 0,1259
2400 0,169 5600 0,138 8800 0,1260
2500 0,164 5700 0,138 8900 0,1257
2600 0,163 5800 0,1372 9000 0,1252
2700 0,161 5900 0,1371 9100 0,1249
2800 0,161 6000 0,1367 9200 0,1248
2900 0,159 6100 0,136 9300 0,1248
3000 Qs 15T 6200 0,135 9400 0,1248
3100 0,155 6300 0,134 3500 0,1248
3200 0,155 6400 0,1336 9600 0,1244
3300 0,155 - 6500 0,1329 9700 0,1238
3400 0,155 6600 0,133 9800 0,1241
3500 0,155 6700 0,1319 9900 0,1241
3600 0,154 6800 0,1315 10000 0,1237
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Neherungsfunktionen flr-z(x)

Es 1st heute eine bewiesene Tatsache, daB die Anzahl der Prim-
gahlen kleiner gleich x flir sehr groS8e x sich un~efiihr wie I%E

verhdlt, also e
(x) 1

xiiﬂa x ' Tox '_1
ist (siehe Wurzel 5/77).
Wir wollen nun untersuchen, ob nicht eine #hnliche GesetzméBig-
keit fiir die Primzahlzwillinge besteht. Wir betrachten daher
das Verh#ltnis Eéil H I%E ;s z(x) 18t die Anzahl der Primzahl=-
zwillinge im Bereich der ersten x potentiellen Primzahlzwilline-
g2, 1lnx ist der natiirliche logarithmus von x.
Die folgende Tabelle gibt liber die Annidherung von Eé!l durch

I%i einigen AufschluB.

z!x! 1 z‘x! 1

x X Thx x * Tnx
1000 0,203 0,1448 1,402
1500 0,178 0,1367 1,302
2000 0,171 0,1316 1,299
2500 0,164 0,1278 1,283
3000 0,157 0,1249 1,257
3500 0,155 0,1225 1,265
4000 0,1485 0, 1206 1,231
4500 0,145 0,1189 1,219
5000 0,142 0,1174 1,209
5500 0,1385 0,1161 1,193
6000 0,1367 0,1149 1,190
6500 0,1329 0,1139 1,167
7000 0,1307 0,1129 1,158
7500 0,1291 0,1121 1,152
8000 0,1271 0,1113 1,142
8500 0,1265 0,1105 1,145
9000 0,1252 0,1098 1,140
9500 0,1248 0,1092 1,143
10000 0,1237 0,1086 1,139

Wenn man bederkt, daf x=10000 im Bereich der unendlich vielen
potentiellen Zwillinge noch nicht sehr grofi ist, liegt die Ver-
mutung sehr nshe, daB das Verhdlinis Eéﬁl H I%E filr x gegen un=
endlich gegen 1 strebt. Mir ist bekannt, daB im Bereich der na=-
tiirlichen Zahlen bis 1000000 {iber 8000 Primzehlzwillinge mit
Computern errechnet wurden, d. h. die relative Hdufigkeit der
Zwillinge fir x=100000 etwas grtfBer oder ungefiédhr gleich 0,08
gein muB. Fun ist flir x=100000 der Wert von I%E = IE"T%UUUU =

0,0868, stimmt also mit der relativen Hiufigkeit der Primzahi-
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zwlllinge anné@hernd iiberein. Leider ist mir der genaue Wert

der AnzaRl der Primzahlzwilllinge fiir x= 100000 nicht bekannt.
Die Richtigkeit dieser Vermutung widre ein Bewels dafiir, daB
es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.
Wenn man sich auf den untersuchten Bereich bis x = 10000
beschrénken wiirde, kénnte man auch noch andere Néherungs-
funktionen fiir die relative Héufigkeit der Primzahl-
zwillinge angeben. Aus der graphischen Darstellung der relativen
Hﬂufigkoiteﬁ r(x) k¥nnte man als Niherungsfunktion ansetzen:
£(x) = c.e” ¥ bzw. g(x) = ¢.x~ .
Fir beide Funktionen gilt: 1lim f(x) = 1im g(x) = O.

X > w0 X —b oo

In unserem Bereich bis x=10000 eignen sich z. B. folgende Funk-
tionen:

f(x) = 0’1629 & 3-0'0000275I. g(x) - 0’7733 . x_0’199'

Die folgenden Tabellenwerte fiir r(x), f(x) und g(x) zeigen die
gute Anniherung von f(x) und g(x) an r(x).

x r(x) f(x) g(x)
1000 0,203 0,158 0,195
2000 01 0,154- 0,170
3000 0,157 0,150 0,157
4000 0,1485 0,146 0,1484
5000 0,142 0,142 0,142

6000 0,1367 0,138 0,137
7000 0,1307 0,134 0,1328
8000 0,1271 0,1307 0,1293
9000 0,1252 0,1273 0,1263
10000 0,1237 0,1237 0,1237
Ein Nachtell dieser Niherungsfunktionen besteht darin, daB sie
auf den Bereich bis 10000 abgestimmt sind. Man kann aber vermu-
ten, daB f(x) und g(x) rascher gegen Null streben als r(x). Wir
haben weiter oben bereits erwidhnt, daB r(100000) etwas grdBer
oder ungefdhr 0,08 ist. Berechnet man f£(x) und g(x) fiir
x=100000, s0 erhalten wir die Werte
£(100000) = 0,0104 und g(x) = g(100000) = 0,0782
£(x) scheint also schneller gegen Null zu streben als r(x).
Wenn diese Vermutung richtig wdre, wdre damit dle Existenz un-
endlich vieler Primzshlzwillinge bewiesen.



Primzahlzwillinge 26

Als interessanteste Vermutung in den vorhergehenden Ausfiihrun-
gen erscheint mir die, daB das Verhiltnis ’xx fiir gegen unend=-
lich strebende x dem gleichen Wert zustrebt wie das Verhiltnis
X(x) | ngmlich yi—. Die wahrscheinlich fiir viel gréGere Berei-
che errechneten Primzahlzwillinge durch Computer ktnnten diese
Vermutung zwar nicht beweisen, aber wohl unterstiitzen. Vielleicht
wird es einem Mathematiker gelingen, einen exakten Bewels flir

die Vermutung iiber das Verh&ltnis von Eé&l zu finden.

Unter der Voraussetzung der Richtigkeit dieser Vermutung kinnte
man fir sehr groBe x z(x) aus der Anzahl der Primzahlen néhe-
rungsweise berechnen. ;

Im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 10x sind rund x potentiel-
le Primzshlen (siehe S. 22 Mitte). Fiir sehr groBe x gilt also

Jf$1012 WL DR 1
X Ta(10x) Tox+2, 3026 °
Da fiir sehr groBe x 2,3026 << 1nx, gilt

jr1g§ == Eéfl , woraus folgt:

2(x) = TPEL

Mit anderen Worten: Filr sehr groBe Bereiche der natiirlichen Zah-
len ist das Verhdltnis der Anzahl der Primzehlzwillinge zur An-
zahl der Primzshlen 1 : 10.

Unter Verwendung der Angabe der Primzahlen im Bereich bis 109
(WURZEL 5/77,-S. 69) gibe es also in diesem Bereich

rund 5084748 Primzahlzwillinge.

Dr. Bruno Hanisch
Halle
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Preisaufgaben
L 7 Man zeige, daBl kein x existiert, filir das gilt:

10g2 X = x und x ist reelle Zahl.

Man berechne:

n2.n!+’n+1)(n+ll!

1im The2) !

n-veo

Man 1¢se das Gleichungssystem:

log_ 2z log_z

X gy + z ¥ =512
log X log ¥y

y Z +x 2 a8
lchy 1ogxz

z + 3y = 217?

—

L 10 Man finde aslle x, die folgende Ungleichung erfiillen:
N 1.1 .6
() -+ = >

=

—

-
oo

Man beweise, daB ¢ + = 2 2 gilt, falls ab> 0.

L 12 BokxoBoe pefpo NpaBMiBHOR TpeyTONBHO# IMpamuAH o0pasyeT
CO CTOpOHO#t OCHOBaHWA yroll o ., HaftT yron Mexiy GOKOBHM
peOpoM ¥ BHCOTO{f IMpaMMAH ¥ JONYCTHMHE 3IHAUEHUA & .

()]

Losungsbedingungens:

Fiir jede vollstdndige Idsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jehres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nidchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen., Dies bedeutet insbesonde-
re, daB die in einer Ldsung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind. Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

[EinsendescnluB: 15. 5. 1979]
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Losungen
hufgabe K 49|
Durch Umformen erhiilt man folgendes Gleichungssystem:
xy + z(x+y) = 47 (1)
£ % ,2 - g2 (2)
gl - z(x+y) + xy = 2 (3)

Durch Addition s@mtlicher Gleichungen erhélt man:
52 + x2 + yz + 2xy = 49 + 22
x° + 2x3 + 32 = 49
(x+y)2 = 49
x+y =47

Durch Subtraktion der Gleichung (1) von (3) erglbt sich:
2° = 2(x+y) z + 45 = O
22 = 142 + 45 =0

g =Tt 49-45=2T¢2

Es ergeben sich fiir 2 vier m&gliche Ldsungen:
51-9, 32-5, EJ-S, 24-9

Dabel gilt fiir Z, und Z5% X4y = T

und flr 24 und Zy3 X+y = =T
Durch Einsetzen von z in die Glelchungen erhélt man folgen=-
de LSsungstripel, die alle das Gleichungssystem erfiillen:
(3a4i5)i (43335); (-3"4’—5)3 (-4,-3.5)
Diese sind die einzigen Lisungen des gegebenen Gleichungs-
systems,

lAufgabe K 50

2
=3 <_§2iE§:g < 2

X =-X+1
Es gilt 12-x+1 >0 , also kann damit multipliziert werden:

2 -2x + 2

Zundchst wird Uberpriift, fiir welche a folgende Ungleichung
fiir alle x erfiillt ist:

--312 + 3x - 3<x2 + ax = 24 2x
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+ 3x - 3(:2 + ax = 2
(3=a)x = 1<0
-_(3-a)x + 1>0

(#)I + 1>0

Die Parabel y = x° - lz"; X + 1 hat ihr Minimum bei

IH%EQV"'-(%E);!

Die Ungleichung ist erflillt filr

1 = (-EEE-)2 >0
(2§5f <1

|3-a| <8
-5 £ a <11

= 3x
-4x
4x

N NN
+

Wir betrachten nun die andere Ungleichung:

12+a1-2(2xz-2x+2

1:2 -(2+a) x + 4 >0

Die Parabel y = x° - (2+8) x + 4 hat ihr Minimum bei
248 24842
TeS, ¥=4-0E)
Die Ungleichung ist also erfiillt fiir
4 - (359-)2 >0

322 4
|2+a| & 8

-10 £a <6 .,

Als Ldsung ergibt sich der Durchechnitt der belden LG~
sungsmengen,
Die gegebene Unglelchung ist fiir beliebiges x erfiillt,
wenn a folgende Bedingung erfiillt: ‘

-5 & 8 £6
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Aufgabe K 51I'Die Gleichung besitze fiir n=u eine Lisung x.
Damit alle Ausdriicke der Gleichung definiert sind, folgt
sofort: (1) ud

(2) x>0, x % 1
(3) =x<4

Unter diesen Bedingungen 1&8t sich die Gleichung #dquivalent
umformen. 4=-x

%Ex+131'0‘ _ (g 1g u-1)
g X g x g X

lg x + 1g %EE = lg 1lg u=1

lg x + 1g (4=x) = 1g 10 = 1g 1g u=1
lg x + 1g(4=-x) = 1g 1g u
l1g x (4=x) = 1g 1g u

x (4=x) = 1lg u

X =4x 4+ 1gu =0

1/2 = 2 i'\l 4-(1g w)®

Damit x reell ist, muB gelten:
4-(1g u)> 2 0

(1g u)2 24
1. Fall: lgu %2
u__ £ 100

2. Fall: lg u 2 =2
Wegen (3) und (2) muB gelten:

\14-(13 U)2 L2
4-(lg u)” £ 4
(1g u)° >0
Dies ist stets erfiullt.

Also existieren Ldsungen fiir: 1< u & 100
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Geometrie und Realitat im Wandel der Zeiten
(Zum 100. Geburistag von A. Einsiein am 14.3.1979)

1. Die Emanzipation der Mathematik

Die Geschichte der modernen Mathematik beginnt mit Pythagoras
(um 540 v. u. Z.). Bis zu diesem Zeitpunkt war Mathematik, ins-
besondere aber Geometrie, eine Art Naturwissenschaft. Es gab
empirisch gefundene "Gesetze", die experimentell nachpriifbar wa-
ren, etwa geometrische Sidtze im rechtwinkligen Dreieck usw. Erst
Pythagoras stellte klar heraus, daB mathematische Sdtze auf An-
nahmen (Axiomen) beruhen, und daB sie durch rein logische Schliis=-
se aus diesen Annahmen hergeleitet werden miissen. Er fiihrte den
abstrakten Beweis in die Mathematik ein: Eine der groBten Lei-
stungen in der Geschlchte der Mathematik, die aber heute fast
eine Selbstverstdndlichkeit geworden ist. Pythagoras ist aber
noch aus einem zweiten Grund zu erwdhnen., Er und seine Schiiler
(dlie Pythagoreer) glaubten, daB das Universum durch die ganzen
Zahlen 1,2,3,... "regiert" wird. Durch einfache (von den Pytha=-
goreern zugelassene) Prozeduren kommt man zu den negativen gan-
zen Zahlen und von dort zu den rationalen Zahlen. Die zwelte gro-
Be Entdeckung von Pythagoras war zugleich das Ende dieses Traums.
Sie lautet (in unserer heutigen Sprache): -{5- ist irrational.
Dieser Satz ist filir das Verstdndnis, was moderne Mathematik ist,
fundamental. Denn bis zu diesem Zeitpunkt waren alle geometri-
schen Sdtze (gapz gleich, ob sie nun empirisch gefunden oder im
Sinne von Pythagoras logisch abgeleitet waren) expefimentell
nachpriifbar (wie naturwissenschaftliche Gesetze). Ob eine gege-
bene Strecke das rationale oder das irrationale Vielfache einer
anderen gegebenen Strecke ist, ist nicht experimentell entscheid-
bar. D. h., der obige Sachverhalt (-Jﬁ- ist irrational) ist so-
mit ein innermathematischer Satz ohne Bezug zur Realitdt (sofern
man Realitdt mit dem Attribut der experimentellen Uberpriifbar-
keit versieht). Die Mathematik hatte sich emanzipiert: Abstrak-
te Beweise und die Existenz innermathematischer Sdtze gaben ihr
jenes Geprédge, das sie bis zum heutigen Tage aus der groBen Fa-
milie aller Wissenschaften in einzigartiger Weise heraushebt.
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2. Die Elemente des Euklid

Die Elemente des Euklid stammen etwa aus dem Jahr 325 v. u. Z.
und stellen den Versuch dar, die Geometrie der Ebene (soweit

sle Punkte, Geraden und Kreise betrifft) axiomatisch zu fassen.
Im Sinne von Pythagoras werden einige wenige Annashmen (Axiome)
an die Spitze gestellt und alle anderen Sitze aus ihnen durch
rein logische Schliisse hergeleitet. (DaB nach unserer heutigen
Auffassung dieser Versuch Liicken aufwies, &@ndert nichtsan sei-
ner liberragenden Bedeutung). Im wesentlichen handelt es sich
hierbei um SHtze iiber Geraden, Dreiecke und Kreise in der Ebene,
die eine anschauliche unmittelbare geometrische Bedeutung haben.
Die empirische Abstammung (zumindest der iiberwiegenden Mehrzahl)
der geometrischen Sétze wird nicht geleugnet. Es geht vielmehr
darum, das Arsenal vorhandener Sitze der Geometrie der Ebene
systematisch zu ordnen und auf einige wenige Axiome zu reduzie-
ren, Geometrie wird hier idealisierte und mathematisierte Reali--
tat,

2. Die analytische Geometrie

Am 8, Juni 1637 erschien jenes Werk von Descartes, das den Grund-
8tein zur analytischen Geometrie legte. Die Ebene, der 3-dimen-
8ionale Raum (und seine n-dimensionale Verallgemeinerung) wer-
den mit cartesischen Koordinaten versehen (heute ebenfalls eine
Selbstverstdndlichkeit). Die anschaulichen synthetisch-konptruk—
tiven Methoden der Griechen wurden durch anslytische Methoden
ersetzt oder doch wenigstens entscheidend ergédnzt. Geometrische
Gebilde konnten analytisch beschrieben werden, geometrische Fra-
gen konnten auf analytisch - algebraische Fragen reduziert wer-
den.

4. Die Newtonsche Mechanik

Zusammen mit Archimedes und GauB wird Newton zu den gréBten
Mathematikern gezdhlt, die bisher gelebt haben. Sein Hauptwerk
"Philosophiae Naturalis Principia Mathematica" erschien 1687
und zghlt zu den bedeutendsten Blichern, die je geschrieben wur-
den, Es enthdlt u., a. die Grundziige der klassischen Punktmecha-
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nik, insbesondere eine analytische Beschreibung der Planeten-
bewegungen. Der 3-dimensionale euklidische Ratm und eine "gleich-
médBlig dahinflieBende" Zeit gelten als gegeben. Sie sind gewisser-
maBen gbttliche Einrichtungen, die es dem Menschen ermdglichen,
8ich mit Physik zu beschédftigen. Ausgeriistet mit der analyti-
schen Geometrie entwickelte Newton die Mechanik aus wenigen
Grundpringipien. Der Eindruck auf seine Zeitgenossen und Nach-
folger muB ungeheuer gewesen sein. Und auch heute noch ist es
wohl ein guter Test filir einen jungen Mathematik- oder Physik-
studenten, ob er sich von dem in sich geschlossenen, groBartigen
Gebdude der klassischen Punktmechanik begeistern 1&dB8t oder nicht
(ohne Begeisterung geht es ndmlich nicht in der Mathematik).
1942, zum 300. Geburtetag Newton's, widmete Einstein seinem gro-
Ben Vorgdnger folgendes Gedicht:

Seht die Sterne, die da lehren,

wie man soll den Meister ehren.

Jeder folgt nach Newton's Plan

ewlg schweigend seiner Bahn.
Die Realitdt des 3-dimensionalen euklidischen Raumes als Hiille,
in der Physik passierte, war unumstritten. (Es gab auch keinen
Grund filir Zweifel, denn solche Zweifel hétten sich, zumindest
vom naturwissenschaftlichen Standpunkt aus gesehen, auf expe=
rimentell iiberpriifbare physikalische Fakten stiitzen miissen. Und
diese gab es damals nicht). Geometrie, und insbesondere analy-
tische Geometrie, war das Instumentarium, diese Realitdt mathe-
matisch zu beschreiben.

5. Das Parallelenaxiom und seine Folgen
Wie im Punkt 2 gesagt wurde, hat Euklid die Geometrie der Ebene
axiomatisiert. Seine Axiome sind durchweg ganz einfach, mit Aus-
nahme des Parallelenaxioms. Es lautet wie folgt: Ist g eine
(nach beiden Seiten unendlich ausgedehnte) Gerade und ist P ein
P o Punkt, der nicht auf g liegt, so
—_ —= = o~ = == = — gibt es genau eine (nach beiden Sei-
ten unendlich ausgedehnte) Gerade
3 g', die durch P geht und g nicht
schneidet. Eine solche Gerade heiBt
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Parallele. Man bemithte sich 2000 Jahre, dieses komplizierte

Axiom aus den anderen, einfacheren Axiomen des Systems von
Euklid herzuleiten. Ohne Erfolg. Die Situation um 1800 war etwa
folgende: Newton hatte sich beziiglich Raum und Zeit sehr vor-
sichtig ausgedriickt. Von seinen Nachfolgern wurde der 3-dimen-
sionale euklidische Raum aber zum Dogma erhoben. In ihm und nur
in ihm konnten Naturvorginge ablaufen. Von philosophischer Sei-
te erkléirte Kant den 3-dimensionalen euklidischen Raum als denk-
notwendig. In dieser Situation erscheinen die beiden Alternati-
ven zum obigen Parallelenaxiom, ndmlich

1. Es gibt keine Parallele g',

2. Es gibt mehr als eine Parallele g°',
als Ketzerei. GauB beschdftigte sich intensiv mit dem Paralle-
lenaxiom und er kam (wie wir heute wissen) etwa um 1816 zu der
Vorstellung, daB auch andere Geometrien als die euklidische
denkmbglich waren. Genauer gesagt: Ersetzt man im System von
Euklid das Parallelenaxiom durch eine der beiden angedeuteten _
Alternativen, so erhélt man eine in sich widerspruchsfreie
mathematische Theorie, eine nicht-euklidische Geometrie. GauB
publizierte nichts, um sich Anfeindungen zu ersparen. So wurde
unabhéingig von ihm (und zeitlich etwas spéter) die Moglichkeit
nicht-euklidischer Geometrien von J. Bolyai und Lobatschewski
entdeckt. Die erste Publikation zu diesem Thema stammt von
Lobatschewski aus dem Jahre 1829/30 im Kesaner Boten. Nachdem
der Bann gebrochen war, entwickelten sich in der zweiten Hilfte
des letzten Jahrhunderts zahlreiche Geometrien, die nach rein
innermathematischen Gesichtspunkten aufgebaut waren. Geometrie
spiegelte nicht mehr Realitét wider, die Geometrie hatte sich
emanzipiert und von der Physik geldst. Sie war,eine innermathe-
matische Teildisziplin geworden (was physikalische Anwendungen
ja nicht ausschieBt).

6. Differentialgeometrien

Von besonderem Ipteresse fiir die weiteren Betrachtungen sind
Differentialgeometrien. Betrachtet man eine 2-dimensionale Fli-
che im 3-dimensionalen euklidischen Raum, z. B. die Oberfliche
einer Kugel, so kann man sich nach den inneren geome trischen
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Verhédltnissen dieser Flédche erkundigen. Diese fallen im Allge-
meinen andersaus als man es von der 2-dimensienalen Ebene gewbhnt
ist. Die Welt hypothetisch angenommener 2-dimensionaler Iebewe=
sen auf der Oberfldche einer Kugel ist verschieden von der eukli-
dischen Welt entsprechender 2-dimensionaler Lebewesen in der
Ebene. Diese 2-dimensiongalen Wesen miissen ihre Geometrie auf=-
bauen, indem sie von ihren (2-dimensionalen) Erfahrungen ausge=-
hen. Wir, die wir mit einer dritten Dimension begabt sind,
schauen von "oben" auf diese 2-dimensionalen Welten. Wir sind
die Gotter dieser Wesen. Unser Wissen, daB diese 2-dimensiona-
le Welt eine Fléche im 3-dimensionalen euklidischen Raum ist,
niitzt diesen Wesen nichts, da sie keinen Sinn fiir eine dritte
Dimension haben. Die Idee, "innere Geometrien" aufzubauen, geht
auf GauB zuriick. Er hat im wesentlichen den anschaulichen (oder
wenn man mochte, realen) Fall 2-dimensionaler Fldchen im 3-di-
mensionalen euklidischen Raum behandelt. Hierbei splelen lokale
differentielle Eigenschaften von Funktionen eine entscheidende
Rolle, daher auch die Bezeichnung "Differentialgeometrie"., Ent-
scheidende Verallgemeinerungen stammen von Riemann, einem Schii=
ler von GauB. Es wurden Differentiaslgeometrien in beliebigen
n-dimensionalen Rdumen untersucht. Die Fragestellungen (und, wie
man sich denken kann, auch die Antworten) waren rein innermathe-
matisch. Geometrie und Realitdt (in der Form der Physik) hatten
sich endgliltig getrennt und gingen ihre eigenen Wege. So sah es
jedenfalls am Ende des letzten Jahrhunderts aus.

T. Wie den GOottern dle Zelt gestohlen wurds

Um das Jahr 1900 herum vertraten fihrende Physiker die Meinung,
da ihre Disziplin kurz vor ihrer Vollendung steht (was die
theoretischen Grundlagen betrifft). Die wenigen noch offenen
Probleme hoffte men im Rahmen der vorhandenen Theorien ldsen

zu kdnnen, Die Mathematik, die diesen Theorien zugrunde lag,

war relativ einfach (gemessen am damaligen Stand der Mathematik
oder verglichen mit dem heutigen mathematischen Instrumentarium
der theoretischen Physik) und hatte wenig mit dem zu tun, was
die Mehrzehl der Mathematiker jener Zeit bewegte. Eines der
noch offenen Probleme der Physik ergab sich aus den unterschied-
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lichen Raum-Zeit Strukturen der Newtonschen Mechanik und der
Maxwellschen Elektrodynamik. Die Newtonsche Auffassung von Reaum
und Zeit (die sich je im Laufe von Jahrhunderten in so glanzen-
der Weise bewdhrt hatte) galt als unantastbar. Sie filhrte jetzt
zu Schwierigkeiten. Im Jshre 1905 ersetzte Einstein die Newton-
sche Auffassung von Raum und Zeit durch ein neues Konzept, das
zur speziellen Relativitdtstheorie filhrte. Der Bann war gebro-
chen und eine neue Auffassung von Raum und Zeit setzte sich
durch. Bel Newton war die Zeit gegeben, sie wurde durch nichts
beeinfluBt. Einstein degradierte die Zeit. Sie war nicht mehr
a=priori vorhanden, sondern wurde etwa durch einen periodischen
Naturvorgang, also durch eine physikalische Prozedur festgelegt.
2 Beobachter vereinbaren lediglich, daB sie ihre "Eigenzeit"
nach der glelchen physikalischen Prozedur ermitteln. Anschlie-
Bend kdnnen sie sich dann iiber ihre Eigenzeiten unterhalten und
diese experimentell vergleichen. Hierbei spielen dann die Auf-
enthaltsorte dieser beiden Beobachter und ihre Relativgeschwine
digkeilt eine entscheidende Rolle. Rechnen diese zwei Beobachter
ihre Raum=- und Zeitkoordinaten ineinander um, so vermischen
sich Raum und Zeit (Lorentztransformationen). Das hat Minkowski
1909 zu folgendem Satz veranlaBt:
"Von Stund an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich

zu Schatten herasbsinken, und nur noch eine Art Union

der beiden s0ll Selbstd@ndigkeit bewahren". +)
Die Zeit wurde gewissermaBen den Gottern gestohlen und den Phy-
Blkern iiberelgnet. Als Trost diirfen die G&tter noch bis 1915
den 3-dimensionalen euklidischen Raum behaglten. Mit anderen
Worten: Physik spielt sich auch in der speziellen Relativitdts—
theorie im 3-dimensionalen euklidischen Raum ab, der von physi-
kalischen Vorgéngen unbeeinfluBt ist. Die Formeln der speziellen
Relativitdtstheorie sind relativ einfach. Es sind die Interpre-
tationen dieser Formeln, die (zusammen mit der Quantenhypothese)
eine neue Ara der Physik einlHuten.

+) Wilhelm Busth hat sich in "Tobias Knopp" (ohne es zu wissen)
wie folgt zum Thema Eigenzeit geduBert:

"Einszweidrei, im Sauseschritt
Lauft die Zeit; wir laufen mit".

(Seriose Leser bitte ich um Entschuldigung)
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8. Die allgemeine Relativitdtstheorie

Im Jahre 1915 wird eine der glanzvollsten und geistreichsten
Theorien vollendet, die sich menschlicher Geist erdacht hat:

Die allgemeine Relativitidtstheorie von Einstein. Sie ist eine

in sich geschlossene, komplizierte, hoch elegante mathematisch-
physikalische Theorie. Thre Sprache ist die der Riemannschen
Geometrie (in einem verallgemeinerten Sinne), von der man doch
einst glaubte, daB sie nichts mit Realitdét zu tun hétte! In die-
ser Theorle muB schlieBlich auch die Newtonsche Vorstellung vom
ewig real existierenden 3-dimensionalen euklidischen Raum wei-
chen. (Die Gotter sind nun arbeitslos). Die Struktur des Raumes
wird durch physikalische Vorgénge beeinfluBt, z. B. durch schwe=-
re Massen. Betrachtet man etwa die hypothetischen 2-dimensiona-
len Wesen aus Abschnitt 6, so kann man sich vorstellen, dal es
viele derartige 2-dimensionale Welten mit unterschiedlichen
Geometrien gibt. Eine allgemeine Relativitidtstheorie fiir diese
2-dimensionalen Wesen wiirde etwa folgende Aussage machen: Die
Fléche in der diese 2-dimensionalen Wesen leben ist nicht fiir
immer und ewig vorgegeben, sondern #ndert sich im Iaufe der Zeit
und wird von (2-dimensionalen) physikalischen Vorgédngen (schwe-
re Massen, elekiromagnetische Wellen) beeinfluBt. Unsere reale
Welt ist 3-dimensional. De auch in der allgemeinen Relativitdts=—
theorie Raum und Zeit gekoppelt sind, muB man die Zeit als vier-
te Dimension hinzunehmen., Physikalisches Geschehen spielt sich
somlt in einer 4-dimensionalen Raum=Zeit &b, deren Struktur
durch eine (verallgemeinerte) Riemannsche Geometrie bestimmt
wird, die ihrerseits von physikalischen Vorgingen beeinfluBt
wird.

9. Ausblick

Geometrie als Sprache der Physik hat sich als iiberaus fruchtbar
erwiesen. Gerade in unseren Tagen erlebt die Geometrisierung
physikalischer Vorgidnge einen neuen Hohepunkt. Wie nicht anders
zu erwarten, ist diee wiederum mit einer Verkomplizierung des
verwendeten mathematischen Instrumentariums verbunden. Eine der
neuesten Entwicklungen ist die Katastrophentheorie des franzo-
sichen Mathematikers R. Thom. Sein Buch "Stabilité structurelle
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et morphogéndse” (1972) hat groBes Aufsehen erregt., Wiederum
spielen geometrische Theorien eine entscheidende Rolle. Von
Thom stammt der Satz:

"Geometrie ist Magie, die funktioniert ...

Ist nicht alle Magie in dem MaBe wie sile

erfolgreich ist, Geometrie?"
Ist das die Zahlenmystik der Pythagoreer im geometrischen Ge-
wande? Konnte dieser Satz nicht auch von Einstein stammen?

10. SchluBbemerkung
Prometheus stahl den G8ttern das Feuer
und lehrte, wie es zu nutzen sei.
Einstein stahl den Gottern die Raum=-Zeit
und lehrte, wie sie zu nutzen sei.

Prol. Dr. N. Triebel
Sekiion Mothematk

Universitl Jena
—
Was ist ein Differential? (2. Teil)
2, Differentiale und Differentialquotient
In der Gleichung flir das infinitesimale Verhalten
Ay = £'(x,)) Ax + r(Ax) ; (1)
betrachten wir die lineare Punktion dy von Ax
dy = f'(xo)- D x. (5)
Sle liefert die Gleichung der Tangente an die Funktion f(x) bei

x-xo.
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?

Definition 2 :Die linear von Ax abhéingige Funktion
dy = f'(xo)- Ax
heiBt Differential der in X=X differenzierbaren Funk-
tion y = f(x).

Das Differential liefert uns fiir beliebiges /\x eine Niéherung
fir Ay, dabei gibt

r(Ax) = Ay - dy(Ax) (1)
den Fehler oder Rest der linearen Approximation an. Wenn die Ab-
leitung bekannt ist, 1&B8t sich die Gleichung fiir dy sofort ange-
ben.
Umgekehrt ist es mdglich, aus einem Funktionswert fiir dy und dem
zugehtrigen Ax + 0 die Ableitung f'(xo) nach der Beziehung (5)
als

£r(x,) = —Agi— (5")

zu berechnen.
y=f(x) sei jetzt eine lineare Funktion, d. h.

y =ax + b,
Dann ist f'(xol-a und daher

dy = f'(xo)-Ax

=a . Ax. (6)

Das entspricht der bekennten Tatsache, daB die "Tangente" an eine
lineare Funktion diese selbst ist. Wenn wir nun den noch speziel-
leren Fall y=x betrachten, so ergibt sich aus (6) die Beziehung

ix = Ax . (7T
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Wir setzen diese Identitdt in (5') ein und erhalten(fiir
dx -AX + 0)

£(x,) = & . (&)
Es ist somit mbglich, dqn Wert der Ableitung an der Stelle >
als Quotient der Differentiale dy und dx darzustellen. Das ist
der Grund, warum man f'(x ) auch als Differentialquotient be=-
zeichnet.

Beiapial Wir wollen nach Satz 2 die Differenzierbarkeit der
Funktion 3-12 an einer beliebigen Stelle X, zelgen sowie
Differential und Ableitung ermitteln. Es 1st

2 2
Ay =y -3, =x° = x7

(x+xo)(x—xo)

- [2::0-1-(1-10)] (x-xo)
axo(x-xo) + (x-xo)
zﬂ)ZSx + (Ax)2.
Da offensichtlich 5 .

1m LX° | 140 Ax =0
DAx—o0 Ax DAx—eo0
gllt, ist das infinitesimal lineare Verhalten nachgewiesen

und
dqaaxo.Ax-zxo.d:.
Damit ergibt sich die Ableitung als
2x, . dx
L £(x,) =3z = —— = 2%,

Welchen Vorteil bringt die Verwendung von Differentialen? Haben
nicht diejenigen Mathematiker recht, die das Differential als
unnttige Konstruktion ablehnen?
Die Sprache der Differentiale hat den Vorzug, daB sie sehr an-
schaulich ist. Unter dy kann man sich bei gegebenem A x eine
Neherung fiir den tatsiéchlichen Funktionszuwachs Ay vorstellen,
die wegen lim L("TI), = 0 umso besser ausfillt, je kleiner Ax
ist, Ax—o
Nichtvergessen darf man beim Gebrauch von Differentialen, daB es
sich im Unterschied zur Ableitung nicht um eine reelle Zahl, son-
dern stets um eine lineare Funktion von Ax handelt.
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Preisaufgaben

L 13

Gegeben seien eine geometrische Zahlenfolge Byr85500. und
eine arithmetische b1,b2,... mit den folgenden Eigenschaf-
ten: 32 .

a1>0, -5-1-.>0, b2-b1>0, a4 F 8 -
Man zeige, daB dann eine reelle Zahl ¢ existiert, fir die
der Ausdruck log, an'bn unabhéngig von n ist. Man gebe
c an.

L 14

Flir welche ganzen Zahlen n hat die folgende Funktion die
Periode 3)C :

£(x) = 8in nx °
sin = x

=
-
n

o3

Flir die Seiten eines Dreiecks gelte folgende Beziehung:

32 = b2 + bc.

Man zeige, daB fiir die Winkel dann gilt: & =28

e
-
o

=1

Man vereinfache
N1 N1
(x+a)(x2+a2) o SEE (x2 + a2 )

gsowelt wie mSglich!

L 17

—

Man 16se folgendes Gleichungssystem:
V7' - Xy ==

Jx2+321+ Jx2_32‘= 22

a>0.

L 18

B map pammyca R BIMC8H KOHYC, GOKOBag MOBEPXHOCTH
KoToporo B K pas Goapme miomafu OCHOBAHHA. Halttnm o6béM
KOHyCa.,

EinsendeschluB: 31. 5. 1979




45 Differential

Was ist ein Differential ? (3. Teil)

3. Rechenregeln fiir Differentiale

Anhand der Beziehung (8) fHllt es nicht schwer, die aus der Dif-
ferentialrechnung bekannten Formeln in die Sprache der Differen-
tiale zu iibertragen. Hier sollen jedoch einige dieser Beziehun-

gen direkt hergeleitet werden.,

Satz 3 : Gegeben seilen die in X=X differenzierbaren Funktio-
nen u=f(x) und veg(x) sowie die reelle Zahl a.

Dann ist
d(u+v) = du + dv (9)
und d(au) = a , du . (10)
Beweis. A(u+v) mu + v = (u +v,)

-u-u°+v-vo

= Au+ Av,
auf Grund der Differenzierbarkeit von u und v an der Stelle X,
gelten
U = du + r,‘(Ax)
Vv = dv + rz(llx),
so daB
A(u+v) = du + dv + r.l(Ax) ¥ rz(Ax)

mit 1lim = 1lim =
A,I—UO AI AI-UQ AI

ist. Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir die Beziehung
r,(Ax) + r,(Ax)

0

1im = 0
Ax=o0 Ax
zelgen, dle wegen
ry(AX) + r,(Ax) r,(Ax) r,(Ax)
lim = 1im + lim
Ax-—-0 Ax Ax—-0 Ax Ax—-o Ax

offensichtlich ist,
Zum Beweis von (10) gehen wir von der leicht herleitbaren Dar-
stellung

A(au) = adu + ar, (Ax)
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aus und erhalten sofort
8.r ( x) r ( x)
1im 144 -a . 1in 18
Ax—-o Ax Axe0 Ax

'a.o‘o.

Satz4 : Wenn die Punktionen u=f(x) und veg(x) an der Stelle
X=X differenzierbar sind, so gelten

d(uv) = du Vo t Y, dv (11)
du v_. = u_ dv
und d(%) = 02 2 »
Vo (12)

falls v, $ 0 .

Wir beschriéinken uns auf den Beweis von (11). Auch hier berech-
nen wir zundchst A(uv).

A(uv) = uv - u v,

=uv - uV+uve-uv
= (u-uo)v + uo(v-vo)

=Au.v+u .Av.
Wegen VeV o+ Av ergibt sich
Aluv) = Au . Vo +uy <AV + Au-Av
= [du+r1 (Ax)] VoI [dv+r2(Ax)] +An Av
= du-v +u - dvev . v (Ax)+u . ry(Ax)+AuAv.
Nun miissen wir filir die Fehlerfunktion

r(Ax) = v .r (Ax) + u. rz(Ax) +AuAv

1im r(QAx) = 0 zeigen.
Ax—o0 Ax
Es ergibt sich

Vo T (Ax) + uo.rQ(Ax) +Aulv

Az

- 0
- r,(Ax) r, (Ax) Au

= Vo lim ———— + u . lim ~ lim =—.aimAv
ax-=0 Ax sx=0 Ax Ax—=0 Ax pyeo

-0+0+u6.0-0.

Zum AbschluB wollen wir die sogenannte "Kettenregel" der Diffe-
rentation herleiten.
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Wir betrachten die Funktionen

y = £(x)
und z = g(y) = g(f(x)),
g ist die mit f "verkettete" Punktion, d. h. der Wertevorrat von
f ist der Definitionsbereich von g.
f und g sollen an der Stelle x=x 6 bzw. y-yo-f(xo) differenzier-
bar sein, sie verhalten sich damit infinitesimal linear.
Speziell gelten '

Az =dz+ r(Ay) (13)
mit 1m EBY) Lo
Av*o Ay
und Ay =dy +r, (Ax) (14)
r.,(Ax)
mit 1im = 0.
A\ xe0 A x.

Filr dy % O ktnnen wir (13) schreiben als
Az-%.%.dx-l-r(Av).

Nun untersuchen wir

A iffo iﬁsx inffb'{- if ikﬂ{}

Wegen

gilt

Bekanntlich ist

lim Ai-r'(x)-ﬁ

Ax—o0
so dall sich
1lim M =0 . % a0
Ax»0 Ax
argibto

Was geschieht, wenn fiir x aus einer Umgebung von X, dy=0 ist?
In diesem Fall gilt
dz.o’
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denn nach (14) ist

1im EAI) | 14n e i Dot

Ax=20 Ax Ax—eo Ax

r(r, (Ax))
= lim
Ax—0o Ax

r(r1(Ax)) r, (Ax)
= 1im e 1lim

Ax—o r,Ax) Ax+o Ax

‘0.0-0.-

So 1dB8t sich abschlieBend die Kettenregel der Differentiation
formulieren als

Satz5 : Wenn die verketteten FPunktionen
y = £(x)
und z = g(y)
an der Stelle X=x  bzw. y-yo-f(xo) differenzierbar
8ind, so gilt fiir die Differentiale die Beziehuw§

; dz
dz-ﬁoﬁau
und fiir die Ableitungen

E.i2.4
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Primfaktorenzerlegung auf Co;npulern (1

Siebverfahren und Spezialcomputer

In der WURZEL 1/79 lernten wir das Verfahren von Pierre de Fer-
mat fiir die Ermittlung eines echten Teilers einer gegebenen na=-
tiirlichen Zahl N kennen. Es beruht darauf, dal eine natiirliche
zahl x gefunden werden muB, die die Darstellung xz-N = 32 (y na=-
tlirliche Zahl) gestattet. x kann dabei im Intervell zwischen
X, (2\[5') und (N+k2)/2k liegen, wobei k eine bekannte untere
Schranke filr den kleinsten echten Teiler von N sein soll. Ohne
zusidtzliche Uberlegungen miiBte man fiir jeden x-Wert in dem frag-
lichen Intervall iiberpriifen, ob xz-N eine Quadratzahl ist, um
eine solche gesuchte Darstellung zu erhalten.
Bereits Fermat konnte sich die Rechenarbeit bei der Anwendung
seines Verfahrens zur Primfaktorenzerlegung wesentlich erlelch-
tern, indem er zundchst nur die Endziffern der Zahlen xz-N be=-
trachtete. Wenn nédmlich die Differenz x2-N auf eine der Ziffern
2,3,7 oder 8 endete, konnte sie keine Quadratzahl sein und also
auch keine Faktorenzerlegung von N liefern. Fermat brauchte in
diesem Fall nicht erst langwierig auszurechnen, ob die Quadrat-
wurzel aus x2-N ganzzehlig ist, denn das war von vornherein aus-=
geschlossen.
Eine weitergehende Untersuchung zeigte ihm, daB Quadratzahlen
nur auf eines der 22 Ziffernpaare

00, al, a4, 25, b6, a9
enden konnen (a bezeichnet eine der Ziffern 0,2,4,6,8, widhrend
b fiir eine der Ziffern 1,3,5,7,9 steht.). Beriicksichtigt man dar-
iber hinaus auch die drittletzte Zziffer, dann kommen nur noch
159 der 1000,mdglichen Zifferntripel zwischen 000 und 999 als
Endziffern einer Quadratzahl in Frage, das sind nicht einmal 16 %e.
Mit der Begriindung der Theorie der linearen und quadratischen
Kongruenzen durch den jungen C. F. GauB (in dem beriihmten Buch
"Disquisitiones arithmeticae", 1801) wurde diese Beobachtung im
Rehmen einer weitreichenden Theorie interpretiert und verallge-
meinert. Es erwies sich, daB die obigen Einschrénkungen der End-
ziffern von xz-N eigentlich Bedingungen an die Restklasse von
x modulo 10 (oder modulo 100 bzw. 1000) beinhalten. Gleichzeitig
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konnten nun analoge Einschrénkungen an x fiir einen beliebigen
Modul m formuliert und ausgenutzt werden.

Un diese Einschridnkungen zu finden, muB man in einer einleiten-
den Rechnung featstellen, fir welche Zahlen x die aus der Glei-
chung x2-N = y abgeleitete Kongrueuzforderung

(7) x° - N = v (modulo m)

in y ldsbar ist. Solche x-Werte wollen wir zuléssig modulo m
nennen, wobei die Abhéngigkeit der Definition von N zu beachten
ist. Falls der Modul m eine Primzehl ist, spricht man von der
Aufgabe, alle x zu ermitteln, fiir die xz-N ein quadratischer
Rest modulo m ist.

Wir wollen das Auffinden der unzuléassigen natiirlichen Zahlen mo-
dulo m an einem Beispiel erléutern. Es gei N = 551 und m = 11.
Im folgenden brauchen wir nur die Restklassen (mod 11) der be=-
teiligten Zahlen. Dann gilt N = 1 (mod 11), und die nachste-
hende Tabelle erfaBt alle mbglichen Fille fiir x:

1 2 3 45 6 7 8 9 10 (mod 11)
T 4 9 5 3 3 5 9 4 1 (mod 11)

xz-Ni@O 3.4@@4.3 0 (mod 11)

Die zweite Zeile der Tabelle zeigt uns, daB eine beliebige Qua-
dratzahl modulo 11 nur einen der Reste 0s143,4,5,9 besitzen kann.
Deshalb brauchen x-Werte, bei denen xz-N kongruent zu 2,8 oder

10 (mod 11) ist (in der Tabelle eingekreist), nicht weitey unter-
sucht zu werden, denn xz-N kann keine Quadratzahl sein. Damit
konnen wir aber bei N = 551 alle natiirlichen Zahlen x = 0,3,5,6
oder 8 (mod 11) im fraglichen Intervall als unzuléssig ausschlie-
Ben (in der Tabelle unterstrichen). Wegen X, = 24 ist das die
Folge 25,27,28,30,33,...; 8ie enth#lt annghernd 5/11 oder 45 %
aller zu untersuchenden x, weil 5 der 11 moglichen Restklassen

= 0
0

M
]

ausgeschlossen werden konnen. i

Die Ausnutzung dieses Prinzips &dhnelt stark dem Sieb des Era=-
tosthenes, daher trigt die Methode die Bezeichnung Siebverfah-
ren (oder auch Methode der Exkludenten, der AuszuschlieBenden).
Man gibt sich die zu zerlegende Zahl N und mehrere frei wdhlbare
Moduln Myyeee,m VOr, die pasarweise teilerfremd sein sollen.
Dann streicht man aus der Folge xo,xo+1,xo+2,... alle Zahlen x
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heraus, die modulo m, unzuléssig sind. Sie werden® praktisch
"herausgesiebt"., In der Folge der verbliebenen Zahlen glebt man
anschlieBend modulo m, die unzuldssigen heraus, dann modulo mq
usw. Nur diejenigen Zahlen x, die gleichzeltig mod m1,mod Mogeses
mod m, zulidssig sind, verbleiben bis zuletzt im Sieb und kdnnen
eine Faktorenzerlegung von N liefern!

Beim Sieb des Eratosthenes betridgt der Anteil der mit dem Modul p
herausgesiebten Zahlen nicht mehr als 1/p, weil jeweils nur eine
einzige Restklasse (niémlich x ® O (mod p)) gestrichen werden
kann. Demzufolge verbleiben relativ viele Zahlen (ndmlich die
Primzahlen) im Sieb. Dagegen zeigen theoretische Untersuchungen
an unserem neuen Siebverfghren, deB beim Sieben mit einem Prim—
zehlmodul m fiir beliebiges N etwa die Hélfte der mtglichen x-
Werte herausfallen (vergleiche das Beispiel m=11). Wenn wir ge-
nligend groBe Intervall> aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen
durchsieben, dann beseitigt jeder weitere Primzahlmodul auch
wieder etwa die Hdlfte aller bisher im Sieb verbliebenen x-Werte
als unzulidssig. Deshalb. reduziert das Siebverfahren mit n ver-
schiedenen Primzahlmoduln Mypeeesly die Anzahl der zu priifenden
x in (4) ungefihr um den Faktor 2%, ErfahrungsgemdB besteht die-
se Eigenschaft des Siebverfahrens auch schon in ziemlich kurzen
Intervallen, so daB bei n Primzahlmoduln ungefdhr ein mittlerer
Abstand von 2% zwischen den zuletzt verbliebenen x=Werten auf-
tritt.

Ein zusemmengesetzter Modul m kann wesentlich hthere Ausschlie-
Bungsraten erzielen, beispielsweise sind fiir m = 24 und N = 11
(mod 24) nur die x s 6 (mod 12) zuldssig, bzw. fiir N = 23 (mod
24) nur die x ® 0 (mod 12), das sind jeweils nur 8 %.

Wihlt man die Anzshl n der Moduln groB genug, so daB nur einige
wenige Zahlen zwischen x_ und (N+k°)/2k im Sieb tibrigbleiben
und gepriift werden miissen, dann hat sich der Rechenaufwand fiir
die Faktorenzerlegung von N fast vollsténdig auf den Siebprozef
verlagert. Dieser muB nun so effektiv wie moglich gestaltet wer-
den.

Zu diesem Zweck wurden von D. H. ILehmer noch vor der Erfindung
elektronischer Rechenanlagen geeignete elektromechanische Gerdte
konstruliert, die dann spédter durch elektronische Spezialcomputer
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ersetzt wurden. Sie lassen fiir jeden einzelnen Modul my
(1=1,0044n) einen Informationstriger Ti mit der Periode my zyk=-
lisch umlaufen, der dariiber Auskunft gibt, ob eine bestimmte
Restklasse modulo mi'zulﬁsaig oder unzuldssig ist. Der Umlauf
geschieht mit groBer Geschwindigkeit, in sehr kurzen Zeittakten
t d@ndert sich der Zustand aller Ti' Stellt man jeden Informations-
tréger Ti zum Zeitpunkt O auf die Restklasse modulo m; van x
ein, dann zeigt er im Zeitpunkt q.t (q=1,2,...) gerade die Zu-
léssigkeit oder Unzuldssigkeit modulo m; von X +q an. Diese In-
formation kann von allen T; gleichzeitig sehr schnell abgefragt
werden, beim Eintritt der Zuldssigkeit von X, tq fiir alle Moduln
m, bis m, gleichzeitig erfolgt ein Signal oder das Gerdt hidlt an.,
Das erste solche Gerdt entstand im Jahre 1927. Es siebte mit 20
verschiedenen Moduln, die Informationstrdger waren geschlossene,
von einem Motor angetriebene Ketten. Die Zuldssigkeit einer Zahl
x fur alle Moduln zugleich wurde durch das kurzzeitige SchlieBen
eines Stromkreises angezeigt. Auf Grund mechanischer Instabili- -
tédten konnten nur 50 Zahlen pro Sekunde durchgemustert werden,

Die angesehene Zeitschrift "Mathematische Annalen", Band 109
(1934), enthélt die technische Beschreibung der zweiten Maschi-
ne. Diese verarbeitete 5000 Zahlen pro Sekunde und besaB fiir je=
den der 30 Primzshlmoduln unterhalb 127 ein sorgfdltig ausge-
wuchtetes Zahnrad. Alle Zahnridder waren hintereinsnder montiert.
Am Rande der Rdder konnten genauestens zentrierte ILocher geofrf-
net oder verschlossen werden, die bei der Zuléssigkelt der gera-
de betrachteten Restklasse einen Lichtstrahl passieren liefBen.
Der Strahl wurde genau dann hinter dem letzten Rad gichtbar,

wenn das dem Zeitpunkt q.t entsprechende x fiir alle Moduln zuy-
‘l8ssig war. Die Ldcher besaBen einen Durchmesser von nur 2 mm und
bewegten sich mit einer linearen Geschwindigkeit von tiber 100 km/h
an der Lampe vorbei, deshalb war der Lichtblitz HuBerst kurz und
muBte fotoelektrisch ausgewertet werden. Hierzu diente ein sechs-
stufiger Verstdrker, der den Strom der Fotozelle um den Faktor
70108 verstdrkte und liber eine Relaiskette das Gerdt anhielt,

Lehmer zerlegte als Beispiel die Zahl N = 1537 22867 20933 01419,
einen Faktor von 293+1. Einige tieferliegende Kongruenzbetrach-
tungen erlaubten es, den durchzusiebenden Bereich auf 37.106 Zah=-
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len x einzuschrinken, eine Arbeit von weniger als zwei Stunden
fiir seine Maschine. Jedoch bereits nach drei Sekunden erhielt er
ein vollstdndig zuldssiges x und konnte N = 529 510 939.

2 903 110 321 berechnen. Unter der Annahme, daB die im Sieb ver-
bleibenden x=Werte den durchschnittlichen Abstand 230 voneinan=-
der besitzen, wiirde es liber 24 Stunden dauern, bis das Gerdt eilne
weitere fiir alle Moduln gleichzeitig zuldssige Zahl entdeckt.

lehmere ndchstes Modell im Jahre 1965 war vollelektronisch und
trug die Bezeichnung DIS 127 (Delay Line Sieve, Verzdgerungs-
linien-Sieb), weil es mit den Primzahlmoduln 2 bis 127 einschlieB=~
lich arbeitete. Es siebte pro Sekunde eine Million Zahlen durch,
so daB etwa alle 2000 Sekunden ein vollstdndig zulédssiger x-Wert
ausgegeben wurde und iiberpriift werden muBSte. Im Gegensatz zu den
frei programmierbaren Universalcomputern konnte dieser Computer
nicht einmal 2+2 berechnen und war daher (nach den Worten seines
Erfinders) gut geschiitzt gegen zweckentfremdete Benutzung. Trotz
ihrer Geschwindigkeit benctigte. die DLS 127 2600 Stunden (mehr
als 100 Tage), um die Zerlegung von N = (2136+1)/(257-585521)in
zwei Primfaktoren mit:13 bzw. 21 Dezimalziffern zu finden, aller
dings nicht nach der Methode von Fermat.

Die Weiterentwicklung der DLS 127 zur DLS 157 erfolgte im Jahre
1974, Sie besaB die gleiche Geschwindigkeit, aber benutzte jetzt
die 37 Primzahlmoduln bis 157 einschlieBlich.

Dagegen gehort die letzte Variante, SRS 181 (Shift Register
Sieve, Verschieberegister-Sieb), bereits zur néchsten Computer-
generation, da sie etwa 20 Millionen Zahlen pro Sekunde beil

4?2 Moduln bewdltigt. Ihre Ergebnisse sind meines Wissens noch
nicht vertffentlicht worden. Man muB sich jedoch vor Augen hal-
ten, daB trotz der enormen Geschwindigkeit des Spezialcomputers
das Siebverfahren flir die Zerlegung von Zahlen N 2 10°° prinzi=
piell nicht mehr geeignet ist.

Traugott SchulmeiB

wiss. Assistent

im Forschungsbereich
Sektion Mathematik der FSU
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Spezialschule »C.F. GauB« Frankfurt (Oder)

Die Spezialschule physikalisch-technischer Richtung "C.F. GeuB"
ist eine EOS mit verstdrktem mathematisch-naturwissenschaftli-
chen Unterricht. '

In diesem Jahr begeht die Schule den 15. -Jahrestag ihrer Griin-
dung.

Im Jahre 1977 wurde lhr aus AnlaB des 200. Geburtstages des gro-
Ben Mathematikers, Astronomen, Physikers und Geoddten der Name
"C. F¢ GauB" verliehen.

Ca. 175 Schililer werden von 20 Lehrern nach den giiltigen Lehrplé-
nen unterrichtet.

Im Gegensatz zu anderen EOS wird der Unterricht in den Féchern
Mathematik, Physik und Chemie zum Teil als Gruppenunterricht er-
teilt. . i
Durch eine zusdtzliche Wochenstunde im Fach Mathematik k&nnen
g8olche Stoffgebiete wie Komplexe Zahlen, Wahrscheinlichkeits-—
rechnung und Fehlerrechnung behandelt werden. GroBe Aufmerksam=
keit wird der Férderung besonders interessierter und begabter
Schiiler auf den Gebieten Mathematik, Physik und Biologie gewid=
met.

AuBerunterrichtliche Aktivitdten entwickeln unsere Schiiler im
Fach Mathematik durch aktive Mitarbeit im Mathematik-Kreis- und
-Bezirksklub, Teilnghme an Arbeitsgemeinschaften der Schule und
Losen von Wettbewerbsaufgaben der Zeitschriften "alpha", "Wurzel"
und "Wissenschaft und Fortschritt®., Seit Jahren nehmen unsere

. Schiiler erfolgreich an der Olympiade Junger Methematiker bis zur
4. Stufe teil. Zuletzt erreichte Axel Fr 6 hlich 1978
in der Klassenstufe 10 einen 1. Preis in der DDR=Olympiade.

Die Kandidaten fiir die DDR-Olympiade werden innerhalb und auBer-
halb des Unterrichts vor allem durch zus#tzliche Aufgaben be=
sonders gefdrdert. Das persdnliche Engagement der verantwortli-
chen Lehrer ist dafiir die Basis.

Selt ihrer Griindung unterhdlt unsere Schule enge Patenschafts-
beziehungen zum Halbleiterwerk Frankfurt (Oder).
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70 ehemalige Schiiler arbeiten zur Zeit nach erfolgreichem Ab-

schluB ihres Studiums in den verschledenen Abteilungen des Halb-
leiterwerkes.

Wie an anderen Bildungseinrichtungen unseres Staates wird an un-
serer Schule trotz ihres besonderen Charakters griBter Wert auf
die Erziehung allseitig gebildeter sozialistischer Persdnlich-
keiten gelegt. Erwidhnt sei hier nur, daB seit vielen Jahren eine
aktive Arbeit in der GST zu den guten Traditionen der Schule ge=-
hort.

Ebenso wurde die Schule zum 14. mal im sportlichen Wettstreit
mit der Urkunde des Staatsrates ausgezelchnet.

A. Bochmann
Fadchlehrer fir Mathematik

SpaB muB sein
Auf Jagd

"Schau, da kommt ein Hamse angelaufen", sagt ein Jdger zu seinem
Begleiter

"Na, der kann sein Testament machen!"

Er legt an und = schieB3t daneben.

"Dort rennt er", schmunzelt der Begleiter.

"Sicher will er noch schnell zum Notar!"

In einer Gaststdtte

Tante Erna zur Serviererin:

"Frdulein, Sie halten ja meinen Kuchen mit dem Daumen auf dem
Teller fest!"

Serviererin: "Ist es Thnen lieber, wenn ich ihn noch einmal in
den Dreck fallen lasse?"
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Preisaufgaben

Preisaufgaben

Gegeben ist das Polynom

P(x) = x° 4+ PX + Qe
Hierbel sind p,q sowie alle Wurzeln reell,
Man geige, daB aus q # O folgt, daB p<O.

Plr 0 ¢x <X zeige man die Gultigkeit der folgenden Un-

2
gleichung
cot %)1 - cot x.

@; Rk 8%

Man 18se folgende Gleichung:
sinX Yyt + einl t = 0

e
N
N

Was 1st grifBer:

3 401

oder 4299 ¢ 3

— =

h‘i’ h2 und h3 8ind die HYhen eines bellebigen Drelecks.

Man zeige die Gliltigkeit dag folgenden Gleichung:
h

g = -

L 2 B TpeyronnHo#t mapaummae, Kaxnoe us COKOBHX peSep koTope #
PEBHO &, OAMH IJOCKHAR yroJl OpW BepuMHe MOEPAMEAH HOpaMolt,
- a Kaxau#l w8 ocTambHEX paBeH 60°. BHUMCIMTH 0CBeM WHD aMIH .
Lésungsbedingungen:

"Fiir jede vollsténdige LOsung erhélt der Einsender dle bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Lésung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adr~sse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "Wurzel-Preilsaufgaben" an uns zu senden.

EinsendeschluB: 15. 7. 1979
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Losungen

Aufgabe K 52

1
gin x cos x

(ainx+cosx)‘(§'-tgx+ctgx-

Durch Quadrieren ergibt sich:
4

gin 2x
Substitution: gin 2x = 2z

2(1+8in 2x) =

2(1+2z) = —4-;2'
2
3

z- + 22 -2 = 0.
Eine Losung ist z=1,
i . 2
(z7+2°=2) = (2=1)(2+2z2+2).

Folglich 1st zal die einzige reelle Wurzel.
z = 8ln 2x = 1

a.§+ 2k

x-%r+ kar,

Durch Probe wird festgestellt, daB die Gleichung nur fir
gerade k erfilillt ist, k=2n.

Also ergibt sich die L¥sung X = ’Zr+ 2nI .

Aufgabe K 53

Es gllt: ¢ = 2R
a = 2R sin«
b = 2R cos«
A = -12 ab = 2R2 gino cose =-12 U.r
= R(cost + sine +1)r
Folglich gilt: = sin 2« = cosx + sin« + 1
5

-zsin 2 = 1 = sin« + cosx .
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Durch Quadrieren folgt: -
g%sin22d-5sin2-(+1-1+sin2¢

-2%510221:-631:121:-0

1. Fall: sin 2x = 0 entfdllt.
2, Fall: sin 2x = %

ainxcoax-%‘é.

Da 0< xc'-g ist, so sind sowohl sin x als auch cos x positiv
sin x V1-8in’x = g}g

sin4-{ - sinzx + -a%% a0

1/25+7’ 25=T
sin d,la -gb— sin-(2=

Biﬂd,,:l% - Binﬁ’z-%
o, = 53,15° %, = 36,85°,

Die Angabe eines Winkels reicht berelts, da das Dreleck
bis auf AKhnlichkeit eindeutig bestimmt ist.

Aufgabe K 54

Der Eckpunkt der Pyramide SABC, der in der Ebene liegt, sei B.
Mit M sei der Mittelpunkt der Seite AC bezeichnet. Wegen der
Orthogonalitétsbedingung gilt: SB = NB.

Mit a sei die Lénge einer Seite der Grundflidche bezeichnet.

Dann gilt: SE=ME=3V3.

‘Fiir die HShe einer Seitenfléche gilt also:
SM = AT T = §/7.

Fliir das Verhdltnis der Flédchen folgt dann:

> 2 =
AMante1r1l. | Agrunarl. = 3'§hﬁ‘ : &_Aii_ = Ve
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Aufgabe K 55

Zundchat wird substituiert: 2z =
der ersten Gleichung die Ldsung
Also gilt: x = 4y.

In die zweite Lﬁaung eingesetzt ergibt sich:

y X = yz. Man erhédlt aus

x
Yy
3-40

32+z$-%-0.
A;s Ibsungen erhdlt man somit:

x1-4, 31I1

12--9, Yo "'1'
Diese Lisungen sind die einzigen und werden durch eine Pro=
be auch besthtigt.

Aufgabe K 56

Nach der Definition des Logarithmus folgt sofort x> 0.

1031/2:: + 1033x >1

ln x ln x

™2 + w3 > 1

lnx(ln 2+1n ) > 1

in
1nx<1“2' ln 3 _ 1o 217 _1n21—573n
Tn 2 = 1In in 2/3
ln g

Also ergibt sich als Losung 0<x< 20

Aufgabe K 57

Nech dem Vietaschen Wurzelsatz gilt:

X, + X, + x3 a 1
1x2 + x2x3 + 13x1 = 0
x1x2x3
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Folglich gilt auch:
-8 = J 47,475 = (12+13) + (13+x1) + (x1+12) -
) = 2

= 2(x ¥Ry

b = ¥,9, + 3233 + 3391 = (12+13)(x3+x1) + (x3+x1)(x1+x2) +

+ (11+12)(12+x3) =

L..8--2
= x1+x2+13 + 3(::1 o+X, 3+x311)
>
- (x1+12+13), + (11 2% 3+x311)
= 1 + 0 = 1

=C = J1¥573 = (xy4x5) (x54x,) (x4 4x,)
= (x +x2+x3)(x1 X, +X,X 3+x ) 1xax3 = -

Daraus ergibt sich das Polynom, das die geforderten Eigen-
schaften besitzt:

V-23+3+1=0
Aufgabe K 58
Voraussetzung:
20 Kugel _ 4
G Kegel 3
47 r° . 4
wRe O
R'Jj_or
A R B
Es gilt: ten /2 = § = 5\/3
«/2 = 30°
Daraus folgt sofort: B8 = 60°

Der Winkel an der Spitze des Winkels betrdgt folglich 60°.
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Aufgabe K 59

(1) gin x sin y -.——1--

4 27
(2) tan x . tany -a}
Aus (2) folgt coe x . cos ¥y = 3 8in x . Bin y
coB X coB §J + slnx sin y = 4 sin x . Bin y

-) -4 1 -1| 2 (3)
cos (x=y 4-V2— = \/—

cos x co8 §y = 8ln x 8ln y = 2 gin x sin y

1 1
- = 2 4-
cos (x+y) 2 Y 7 V2! (4)

Aue (3) und (4) folgt

1 r T
X-y = Brc cos 2_@ = 4+211

4 2

+
x+3-arccoa%ﬁ"1 -t.&rccoalzq-zlﬂ'
+ 7§ t+ Arc cos%v2+2k1ﬂ'

Ibauggz X =

Unter der Bedingu
sungen existieren,

X,y < 2X wiirden also genau 4 L=

Aufgabe K 60

Piir jedes Dreleck gilt:

a b c
| sln« " sin,g =~ Bing - T
wobel r der Umkreisradius ist.
Plir den Umfang gilt elso:

U = at+bic = r gin« + r sing + r sind”

= r(sin® + 81n(180%w =) +8in ¥ ) = £()
u' = r(cos o - cos(180°=« = ¥))
u" = r(-sine - ain(180°-o¢-f)).
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. Notwendige Bedingung fiir ein Maximum: u' =0
cos of = coa(180°- o= ¥ )

of = 180° = ot =
2 =180° = ¥ = o + 4
oL =B
Hinreichende Bedlngung: u" <0
u" = r( -sinel - 81n(180° = = ¢ ))
u" = -2rsine , wobel 0 <ot < 90°,

also u" < 0.

Damit i1st das gleichschenklige Dreieck das mit dem griBten
Umfﬂ.ng.

Was sind Sl-Einheiten? :

Das Internationale Einheitensystem (SI) ist seinem Wesen nach
eine weltweite Standardisierung der MeBgrdfBen und MaBelnheiten.
Es umfaBt sieben Basiseinheiten: das Meter fiir dle Lénge, das
Eilogramm fiir Masse (Gewicht), dle Sekunde fiir die Zelt, das
Ampere fir die elektrische Stromstéirke, das Kelvin fiir die Tem-
peratur, das Mol fiir die (chemische) Stoffmenge und Candela fir
die Lichtstirke. Aus diesen Bausteinen lassen sich die weiteren
notwendigen SI-MaBeinheiten auf einfache Art ableiten, sowohl fiir
alle bekannten GrtBen der Physik und der Chemie als auch fiir die
iibrigen Naturwissenschaften und flir die Technik.

.Die Mehrheit der sbgeleiteten Einheiten ist bereits allgemein ge=-
bréuchlich, bei anderen wird es einer léngeren Zelt der Umstel-
lung und Gewdhnung bediirfen. Das betrifft unter anderem auch die
MaBeinheit der Kraft, die von Kilopond auf Newton umgestellt wird,
die MaBeinheit des Druckes - hier erfolgt die Umstellung von der
Technischen Atmosphére, dem Millimeter Wessersdule oder dem Torr
auf das Pascal =, sowle dle MaBeinheiten der Leistung, die von
Pferdestirke auf Watt, und der Wirmemenge, die von Kalorie auf
Joule verdndert werden.
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Zwischen den SI-Einheiten gibt es keine komplizierten Umrech-
nungen mit schlecht merkbaren Zahlenfaktoren mehr. Sie stehen
untereinander nur noch mit dem Zahlenwert 1 in Beziehung.

Die SI-Einheiten sind fiir die Praxis vielfach zu groB8 oder zu
klein. Man benutzt daher Vorsitze wie Kilo (k), Mega (M), Zenti
(c¢) und Mi11i (m) zur Bildung von dezimalen Vielfachen und Tei-
len. 1 Megawatt (MW) ist 1 Million Watt (W), 1 Millimeter (mm)
ist 1 tausendstel Meter (m).

Im téglichen Leben werden aber einige wenige Einheiten weiter
virwenﬂot, die nicht nach dem Dezimalsystem unterteilt sind, je-
doch wegen ihrer Bedeutung weiter zugelassen bleiben, zum Bei-
gplel Minute, Stunde und Tag flr die Zeit und der Grad flir den
Winkel mit seiner Unterteilung in Minute und Senkunde. Sie ha-
ben sich weltwelt einheitlich durchgesetzt. Diese MaBeinheiten
dlirfen auch mit SI-Einheiten und deren Vielfachen und Teilen
kombiniert werden; Beispiele dafiir sind die Kilowattstunde (kWh)
und das Kilometer je Stunde (km/h).

Herausgeaber: Jugendobjekt »Studienvorbereitung®, Leiter: J&rg Vogel
Chefredakteur: Hans-Joachim Hauschild

Redaktion:. G. Blume, H. Gottstein, H. Schwulow, D. Meinhardt, V. Wedler, G.Miiller
Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto 180 45 beim Postschecka mt Erfurt

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
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Einfithrung in die Methode der

kleinsten Quadrate
Die folgende mathematische Aufgabe so0ll gelost werden: Gegeben

seien n Paare reeller Zashlen (x1,y1),...,(xn,3n). Gesucht sind
reelle Zahlen a,b mit der Eigenschaft, daB die GrsBe

_ 2 2
g(a!b) = (}'1-&331"13) + e0e T+ (yn-&xn—b)
minimal wird.

Die Aufgabe kann geometrisch interpretiert werden. Wir fassen
(x1,y1)....,(xn,yn) als Punkte in einem x,y-Koordinatensystem
auf., Wenn n>2 ist, existiert im allgemeinen keine Gerade, die
durch alle n Punkte hindurchgeht. Es gibt aber praktische Pro-
blemstellungen, bei denen man daran interessiert ist, einc Ge=-
rade mit einer Gleichung y=ax+b zu finden, die "moglichst gut
auf die Punkte (x1,31),...,(xn,yn) paBt", Wir prdzisieren die
letzte Forderung dahingehend, daB a,b und damit die Gerade so
bestimmt werden sollen, daB die Summe der Quadrate der Abwei-
chungen zwischen den Ordinaten ax,+b (der Geradenpunkte mit den
Abszissen x,) und den vorgegebenen Ordinaten Yy (k=1,¢0eyn) mi=
nimal wird. Mit anderen Worten, die GroBe g(a,b) soll mdglichst
klein werden.

Wir kommen zur Ldsung des eingenge gestellten Problems. Der Le=
ser kann durch Rechnung nachpriifen, daB g(a,b) in folgender Wei=
ge darstellbar is%t:

(1) g(a,b)=g(£,3)+[(a-a)x1+(b—g)]2+...+[(a-§)xn+(b_3)]2,

wobel folgende Abklirzungen benutzt werden

1 = =
7 (x1y1+..1+xnyn) -Xy

~
a =

7 (Xgpaee,x,)
A -
= 8 X ’

o>
n
)

(ol |
1

(x1+...+xn) ’

<)
]
sl= o=

(31"'00""'-‘[!1) ’
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=2
52(X1|...,xn) I‘;'I'l' (x$+...+xr21) = X o

An der neuen Darstellung (1) fiir g(a,b) kann abgelesen werden,
daB stets
g(a,b) 2 g(&,b)

ist, und daB g(a,b) den minimalen Wert g(&,9) genau dann annimmt,
wenn
A

a =38
und

b =b
ist.
Die gesuchte Gerade geniigt also der Gleichung

(2) ' y = ax + b
oder in anderer Schreibweise

(3) y=-§ = &(x-%).

Aus der Darstellung (3) ist ersichtlich, daB die ermittelte Ge—
rade durch den Schwerpunkt (%,§) des Punktesystems
(x1.y1),...,(xn,yn) verlduft, Flir n=2 geht (2) iiber in die iib-
liche Zweipunktgleichung

Yo~y
2.1
T — kL

Auf eine Aufgabenstellung der obigen Art kann man etwa durch fol-
gendes prektische Problem gefiihrt werden: Es sei bekannt, daB
zwischen zwei variablen physikalischen GroBen x,y ein Zusammen-
heng der Form y=ax+b bestehe. In einem (x,y)=Koordinatensystem
kann dieser Zusammenhang graphisch durch eine Gerade veranschau-
licht werden. Die GroBe x sei in einem gewissen Bereich beliebig
wahlbar; das zugehdrige y kgnn men durch Messung bestimmen,
Alle Messungen der GrioBe y seien mit zufdlligen MeBfehlern be=-
haftet. Die Naturkonstanten a,b seien noch nicht geniigend gut
bekannt und sollen durch Messungen genauer bestimmt werden., Ge=-
nauer gesagt, es sollen n Werte Xyseee,X flr x (MeBstellen) ge-
wdhlt, durch Messung zugehtrige Vqseeesy, (MeBwerte) gewonnen
und daraus Schédtzwerte fiir a,b ermittelt werden., Durch den Ein-
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TluB der zufdlligen MeBfehler liegen die Punkte
(x1,y1),...,(xu,yn) im (x,y)=Koordinatensystem im allgemeinen
nicht auf einer Geraden, schon gar nicht auf der gesuchten Ge=-

raden mit der Gleichung y = ax+b. Es liegt nahe, Schiédtzwerte fiir
a,b dadurch zu ermitteln, daB man eine Gerade sucht, die "mog=-
lichst gut auf die Punkte (x1,y1),...,(xn,y;) paBt". Hiufig wird
die Gerade nach dem oben besprochenen Verfahren festgelegt, d.h.
man nimmt die oben angegebenen GriBen &, D als Schdtzwerte fiir
asb. Man sagt in diesem Fall, man habe a,b nach der Methode der
kleinsten Quadrate geschétzt. In der Wahrscheinlichkeitstheorie
wird gezeigt, daB unter gewissen Voraussetzungen iiber die Natur
der MeBfehler die Methode der kleinsten Quadrate bei festem n
besonders gute Schitzwerte liefert, und daB die Schdatzungen um
80 genauer werden, je groBer n ist. (Die MeBfehler mitteln sich
sozusagen heraus,)

Die besprochene nidherungswelse Bestimmung linearer Zusamﬁenhénge
zwischen reellen GridBen x,y stellt nur einen Spezialfall der An-
wendung der sogenannten Methode der kleinsten Quadrate dar (1li-
neare Regression). Wenn man von der Methode der kleinsten Qua=
drate spricht, meint man ein viel umfassenderes Prinzip zur ni-
herungsweisen Beschreibung von Zusammenhiéingen in einem vorgege-
benen Zahlenmaterial. Ein spezielles Problem soll als Beispiel
noch genannt werden., Es kann etwa zwischen einer unabhingigen
Variabilen x und einer abhéngigen Varieblen y ein Zysammenhang
YqseeosYps die durch zufdllige MeBfehler verfilscht sind, und
die vorgegebenen MeBstellen Xy seeeyX  zugeordnet sind, sollen

m
der Form y = a,ta, Xteaota X vorgegseben sein, Aus MeBwerten

Schidtzwerte 30,61 ,...,é‘n
hier werden 50'31""'39 8o bestimmt, daB die Summe der Quadra-
te der Abweichungen zwischen y, und §, = éo+ﬁ1xk+...+£mx§
(k=15000yn) minimal wird.

Die Methode der kleinsten Quadrate hat sich historisch als Be-
standteil der Theorie der Beobachtungsfehler herausgebildet und

wurde insbesondere bei der Bearbeitung von MeBdaten in der Astro=-

fir Bys8psesesd  gewWonnen werden, Auch

nomie und in anderen Naturwissenschaften angewendet, Sie wurde
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von den Mathematikern A.M. LEGENDRE (1752-1833), P.S. LAPLACE
(1749-1827) und C.F. GAUSS (1777-1855) entwickelt. Auch in der
modernen mathematischen Statistik ist die Methode der kleinsten
Quadrate von grundlegender Bedeutung.

' Prof. Dr. Medke
Bereich WMS

Professor Dr. Mecke - Verfasser des vorstehenden Arti-
kels = ist Bereichsleiter des Bereiches Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Mathematische Statistik an der Sektion Mathematik der
Friedrich=Schiller-Universitit Jena.

Nach Beendigung seines Mathematikstudiume an der Friedrich-
Schiller-Universitdit Jena im Jahre 1961 wurde er zunédchst Assi=-
stent. Dabel war er in der Grundausbil-
dung der Diplom- und ILehrerstudenten un-
serer Sektion in Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Mathematischer Statistik (WMS)
tdtig. Er promovierte 1964 und habili-
tierte 6 Jahre spdter. Im gleichen Jahr
(1970) wurde er Dozent und iibernahm da-
mit auch die Spezialausbildung der Mathe-
matikstudernten in diesem Fach. Seit 1973
leitet er den Bereich WMS. Vor zwei Jahe
ren berief man ihn zum Proféssor.

Seine Tdtigkeit in der mathematischen
Grundlagenforschung richtet sich auf das
Gebiet "Zufdllige MaBe, Punktprozesse und stochastische Geometrie",
Ein Studienaufenthalt in Moskau, Teilnehme an internationalen Ta-
gungen sowle eine Reihe von VerSffentlichungen zeugen von inter-
slver Arbeit. Plir die geleistete Arbeit auf dem Gebiet der Punkt-
prozesse erhielt das PForscherkollektiv, dessen Mitglied Prof. Dr.
Mecke ist, den Nationalpreis der DDR.

‘
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Diplomlehrer fiir Mathematik und Physik

Der Zeitpunkt Threr Entschéidung fiir einen Beruf riickt immer
néher. Wir mdchten Sie heute etwas iliber den Beruf eines
Mathematik-/Physiklehrers informieren. Vielleicht kdnnen wir
bei Thnen Interesse fiir diese wichtige und schone Tétigkeit
wecken.,

Zundchst gllt es, die Tdtigkeit des ILehrers als eine zutiefst
gesellschaftliche zu begreifen. Es 1st eln wichtiger Auftrag un-
serer sozlalistischen Gesellschaft, junge Menschen 80 zu erzie-
hen und zu bilden, daB sie den Willen haben und in der Lage sind,
ihre ganze Kraft, ihren Mut, ihre Ideen, ihre ganze Perstnliche
keit vorbehaltlos fiir die Sache des Sozialismus/Kommunismus ein-
zusetzen, Deshalb wird dem Lehrer die Aufgabe gestellt, heute
schon, nicht erst in ferner Zukunft, die Schiiler zu allseitig
entwickelten kommunistischen Persbnlichkeiten heranzubilden und
zu erziehen, Perstinlichkeiten, welche die Qualitiéten eines poli-
tischen Kimpfers mit hoher Bildung, einem hohen Kulturniveau und
krperlicher Leistungsfiéhigkeit in sich vereinen. L. I. Breshnew
charakterisierte auf einem Unionskongress sowjetischer Lehrer
die THtigkeit und die Bedeutung des ILehrers wie folgt:

"In unserem Land ist der Schullehrer einer der ehrenvollsten und
vom Volke geachtetsten Berufe. Man sagt richtig, der Mensch ver-
dndere durch seine Arbeit die Natur. Aber die Arbeit des Lehrers
ist deshalb wertvoll und schtin, weil sie den Menschen selbst
formt. Und was der Mensch im Ieben auch immer geworden ist -
Jeder erinnert sich mit dem Gefithl der Dankbarkeit an seine leh-
rer, seine Schule. Der Lehrer stellt, bildlich gesprochen, die
Verbindung der Zeiten dar. Er ist ein Glied in der Ketie der Ge-
‘nerationen. Er reicht gleichsam die Stafette aus der Gegenwart
in die Zukunft weiter, und das macht seine Arbeit so bezaubernd,
fUirwahr schdpferisch".

Obwohl Sie als Leuer der WURZEL sicher zu den an der Mathematik
interessierten jungen Menschen gehBren, mtichten wir auch Sie
derauf hinweisen:

Es gibt keinen Bereich des gesellschaftlichen Lnbéns, in dem
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nicht stdndig methematische Methoden und Verfahren an Bedeutung
gewinnen. Thre Anwendung wird immer vielfiltiger. Deshalb ist
bereits wilhrend der Schulzeit die Herausbildung eines sicheren,
exakten, systematisch aufgebauten und anwendungsbereiten mathe-
matischen Wissens und Kbnnens bei allen Schiilern auBerordentlich
wichtig. Dazu sind viele qualifizierte Pachlehrer flir Mathematik
ntig. .

Der Mathematiklehrer erfiillt eine sehr wichtige Aufgabe. Von

ihm hiingt es mit ab, wie gut z. B. spiter ein Naturwissenschaft-
ler, Ukonom oder ein Facharbeiter seinen Platz in der Gesell-
schaft ausfilllen kann. Ist es nicht ein erstrebenswertes Zziel,
eine verantwortungsvolle Aufgaebe zu haben, die von groBem ge-
sellschaftlichem RNutzen ist? Wir sind selbet seit vielen Jahren
Ishrer und Lehrerbildner und stolz derauf, jungen Menschen ge=
holfen zu haben, einen festen Platz in unserer sozialistischen
Gesellschaft zu finden. .

Den Erfordernissen an den Lehrerberuf Rechnung tragend, erfolgt
in unserer Republik die Ausbildung von Diplomlehrern an den
Universitidten oder Hochschulen fiir jeweils zwei Unterrichtsfi-
cher. Im Rahmen unserer Ausfilhrungen ist es nur mtglich, auf
das Studium in Mathematik etwas nH#her einzugehen.

Die Iehrerausbildung schafft alle notwendigen Grundlagen und
Voraussetzungen, damit der Absolvent der Hochschule oder Univer-
sltit befdhigt wird, den vielgestaltigen Anforderungen der Ieh-
rertdtigkelt gerecht zu werden. Das geaschieht durch die Vermitt-
lung umfangreicher theoretisch fundierter Kenntnisse in Marxis-
mus-Leninismus, PHdagigik, Psychologie, Methodik, Mathematik
‘und Physik, durch Vorbereitung auf die politische Funktion und
Verantwortung des Lehrers.

Ein umfangreiches Wissen in Analysis, Algebra und Arithmetik,
htherer Geometrie und anderen fiir das tiefere Verstindnis des
Schulstoffes wichtigen Disziplinen der Mathematik erhalten die
Studenten in einem sich ilber vier Semester erstreckenden Grund-
kurs Mathematik. Dabel werden auch Bezlige zum Mathematiklehrgang
der Klassen 1 bis 12 hergestellt. An den Grundkurs schlieBen
sich solche Lehrgebiete an wie Numerische Mathematik und Rechen-
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technik, Wahrscheinlichkeltsrechnung und Mathematische Statistik,
Geschichte der Mathematik und weltanschaulich-philosophische
Aspekte der Mathematik. Auch fiir das Fach Phyeik gibt es einen
Grundkurs. Hier erfolgt aus theoretischer und experimenteller
Sicht u. a. eine Einfithrung in die Mechanik, die Thermodynamik
und Elektronik. Durch die Ausbildung in Theoretischer Physik

und das Fachpraktikum werden diese Kenntnisse erwaitert.

Das Fachstudium erfordert auf €rund der Abstraktheit und des

Unfangs des Gegenstandes sehr beharrliche Arbeit. Glnstig bzw.
fast unerléBlich ist es fiir die Vorbereitung auf dieses Studium,
8lch durch lidngere auBerunterrichtliche Tdtigkeit auf dem Ge=
biet der Mathematik - Teilnshme an Mathematikolympiaden und an
Zirkeln, Lb¥sen von Aufgaben aus den Zeltschriften WURZEL oder
"alpha" u. a. - bereits ein gewisses Vertrautsein mit mathema-
tischen Denkweisen f{iber den Unterricht hinausgehend zu erwerben.

Solche Charaktereigenschaften wie Beharrlichkeit, kritische Ein-
schdtzung der eigenen Arbeitsergebnisse, Zielstrebigkeit, die
Fdhigkeit, mit Rickschlégen und Belastungen in Priifungssitua-
tionen fertigzuwerden, sind fiir ein Studium unerlédBlich.

Im 2. bzw. 3. Studienjahr beginnt die Ausblldung in Methodik
des Physik- und Mathematikunterrichts. Hier werden in der theo-
retischen und schulpraktischen Ausbildung wesentliche Voraus-
setzungen dafiir geschaffen, daB Sie einen wissenschaftlichen,
partellichen und lebensverbundenen Pachunterricht erteilen kidn=-
nen. Sie lernen, welchen Beitrag Sie als Mathematik/Physik-ILeh-
rer zur Entwicklung kommunistischer Schillerperstnlichkeiten
leisten ktnnen. Sie lernen, wie man z. B. ein neues Stoffgebiet
einfiihrt, wie man Beweise filhrt, Experimente vorbereitet und
durchfithrt, Hausaufgaben stellt und Leistungen ermittelt und
bewertet.

Die Praktika, z. B. das Pionlerlagerpraktikum und das GroBe
Schulpraktikum sind Hohepunkte und Bewdhrungsproben in der schul-
praktischen Ausbildung. Sie haben die ersten Kontakte mit den
Schillern. Hier sehen Sie die Ergebnisse Ihrer Arbeit direkt,
erleben Sie, wie schdn es sein kann, junge Menschen zu bilden

und zu erziehen. Sie erkennen aber auch, wie sich Fehler und
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Méingel in der Erziehung asuswirken. Hier splireu Sie das Vertrauen
Ihrer Schiiler, hier erleben Sie, wie schwer und widerspriichlich
der Weg ist, bis Sie als Freund, Helfer und Vorbild Junger Men-
schen anerkannt werden. Dabei sind solche Eigenschaften wie ho-
he Einsatzbereitschaft, Initiative und VerantwortungsbewuBtsein
besonders bedeutsam fiir den jungen Lehrer.

Im vorletzten Jahr Ihres Studiums erhalten die Studenten das
Thema ihrer Diplomarbeit. Erfehrene Betreuer beraten bel deren
Anfertigung. Mit der Verteidigung der Diplomarbeit schlieBen

die Studenten ihr Studium ab und erreichen den akademischen Grad
"Diplomlehrer fiir Mathematik und Physik".

Wdhrend des 3. und 4. Studienjehres werden mit ihnen Gespriche
Uber den zukiinftigen Einsatz gefiihrt. Er erfolgt in der Regel

in den Klassen 5 bis 10 der POS, in Ausnahmefdllen auch an ande-
ren Bildungseinrichtungen.

Nicht wenige unserer Absolventen sind heute erfolgreich als
Pachlehrer, PFachzirkelleiter an den Schulen, ales Fachberater
oder Direktoren tdtig und finden Preude und Befriedigung in
ihrer Arbeit.

GrofBzligige Verglinstigungen unserer Reglerung fur die Lehrer,
wie z. B, die zusiétzliche Altersversorgung der Intelligenz, die
lendlehrerzulage, die jihrliche zusitzliche Verglitung und die
umfangreichen MYglichkeiten zur Weiterbildung werden von allen
im Schuldienst Tdtigen hoch eingeschitzt.

Haben Sie Interesse an der Mathematik und Physik und auch Preu-
de daran, sie anderen zu vermitteln, anderen zu helfen, sich
.dlese Ficher anzueignen, dann ktnnen wir aus elgener langjthri-
ger Erfehrung sagen: Diplomlehrer fiir Mathematik und Physik -
ein interessanter Beruf fiir Sie!

Oberlehrer Gisela Schulze

Klaus Scheibe

Dr. Reinhold Mattasch

wiss. Mitarbeiter im Bereich
Methodik des Mathematikunterrichis

M
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Preisaufgaben

s Man 15se das Gleichungssystem
1 1
7('x-+§) = 48
X )
TGE=-D =48

Man beweise fiir alle positiven a, b und ¢ die folgende
Ungleichung:

1 1 1
atvste '-a+%+c

Man berechne die rationalen Losungen der Gleichung

V32 X 4
* ‘et 3V?

Man zeige, daB8 die Punktion

L 26

L 27

L 28

ﬂ x+2v X=1 + "“ X=2 -Jx-1 = f(x)
L 29

flir alle x mit 1 £ x £ 2 konstant ist.

Es seien g und h zwei nichtparallele Geraden suf einer
Ebene. Man finde dasjenige Objekt, das aus allen Punkten
besteht, fiir die die Summe der Abstdnde zu g und h gleich
einer Konstanten a ist.

L 30 OTHOWeHMe BHCOTH KOHyca k baizycy OMACAHHOI'O OKOJNO HEro

1apa PaBHO ¢ . HafiTu oTHOmeHWe OO0BEMOB PTHX Teu,

Lﬁsuggabediggungen

Fir jede vollsténdige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das niichste Schuljahr gutgeschrieben.

Die IOsungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Neme, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben" an uns zu senden.,

lEinaendeschluB: 15+ 8. 1972'




Losungen
L

Losungen
Aufgabe K 61|
53?:14—1 + 3r1+2 L oo=1 53.25n-1+33.6n-1

Es gilt: 25 = 6 mod 19
Daraus folgt

53 . 2501 4 33 L g1 2 (53 . 6n-1,+ 33 . 6™y moa 19
= (52 + 3%) 6™ mod 19
2152 .« 61 mod 19
219 .8 . 6% mod 19

= 0 mod 19

Also gilt, daB fur alle n 2 1 die zahl 5°%*1 4 3M+2 | >
durch 19 teilbar ist.

n=1

Aufgabe K 62

Wir bilden aus den 1000 gegebenen Zahlen Z4se23290900 Par=

tialsummen:
8 B:Ez .
i k=1 k

1. Fall: Es existiert ein 8y mit
8y & 0 mod 1000,
2., Pall: Es existiert kein solches By

Wir haben 1000 Partialsummen By» ©8 existieren jedoch
jedoch nur 999 von O verschiedene Kongruenzklassen
mod 1000. Folglich existieren i und j mit j 1, fiir die
gif%:

8 =85 mod 1000,

Es gilt somit:
g, -8, = 2 _, =z, = 0 mod 1000.
J i k=1i+1 k

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aufgabe K 63

¥
a=X = Vaz-x J x2+a2

Es muB also stets a Z x gelten,
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(a-x)2 = a2 - X sz-n-az
x(x=-22) = =x V x%4a”

Die erste L¥sung ist also x = O, was durch die Probe auch
bestitigt wird; diese Lssung ist richtig fiir alle a 2 0,
Es wird jetzt x 4 O vorausgesetzt.

2a=Xx -vx2+a2
432-4ax+x2-x2+a
a(3a = 4x) = 0

1. Fall: a = 0. .

-X = O-IVx —0_'- V—x . le

Folglich sind alle x £ 0 in diesem Falle Ldsungen.

2

2. Fall: a % 0
38 = 4x =0

fola

Aus der Bedingung a Z x folgt jetzt sofort
. a 20,
Die Probe bestditigt diese LOsung.

Es ergeben sich somit folgende Losungen:

a=0; x%o0 b‘eliebég

a >0 ; x-O,x-za

Fir a <0 existieren keine Lésungen,

Aufgebe K 64
a tan £ + b tanﬁ = (a+b) tan %ﬁ

Bin —“—Ei

cos zk

- (a+b)

(e tana®+ b tanf ) 2 cos _xT cos iéi =

= (a+b) 2 gin i# cos ia-i
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(a tano+ b tand ) (cosa+ cosf ) = (a+b)(sina+ sinf)

Durch einfaches Umstellen ergibt sich die Behauptung
acosf =bcos«x .,

Aufgabe K 65

Der Beweils wird induktiv gefiihrt.
Fiir n = 1 gilt die Behauptung offensichtlich. Nun gelte
die Behauptung fir n.

n+1 n
Y kek! = >  kok! + (n+1)(n+1)! =
k=1 k=1 _

= (n+1)! = 1 + (n+1)(n+1)!
= (1+(n+1))(n+1)! = 1

= (n+2)(n+1)! = 1

= (n+2)! = 1.

Somit gilt die Behauptung auch flir n+1, und damit gilt
sie nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion fiir alle
natlirlichen Zahlen.

Aufgabe K 66|

Gegeben sei das Viereck ABCD und auf den Seiten AD und BC
die Mittelpunkte M und N. Auf der Geraden durch D und N

wird ein Punkt E so festgelegt, daB DN = NE gilt. E wird
jetzt mit A verbunden. Da MN die Mittellinie des Dreiecks
AED ist, gilt:

- IE
Nach Kongruenzsatz gilt offensichtlich:
ANBE = AaCND
und somit auch EEILEE und BE = CD. Nach Voraussetzung
gilt aber ¥MN = 33592 und folglich auch AB + CD = AB + BE =
= AB. Dies ist jedoch nur mdglich, wenn B auf AE liegt
und damit AB ||CD.

Damit ist dle Aussage bewiesen,
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EOS ,Heinrich Hertz" Berlin -

Spezialschule mathematischer Richtung

Die EOS "Heinrich Hertz", Spezialschule mathematischer Richtung,
besteht seit 1961. Je Klassenstufe gibt es vier Klassen, in de-
nen die Schiiler alle gleichermaBeneine zusidtzliche Ausbildung in
Mathematik im Reahmen des Unterrichts erfehren. Der Lehrplan um-
faBt neben dem Schulstoff in Anféngen solche Gebiete wie Logik,
Mengenlehre und filhrt aufbauend auf dem Schulstoff noch weiter
in Analysis und lineare Algebra ein. Die wichentliche Stunden-
zahl in Mathematik betrdgt 8. Die in der Abiturstufe vorgeseshe-
nen Stunden fiir fakultativen Unterricht sind obligatorische
Mathematikstunden fiir alle Schiiler. Neben dem Unterricht beste-
hen noch weitere Moglichkeiten der Beschédftigung mit der Mathe-
matik, z. B. im Rahmen der MSG, die von der Sektion Mathematik
der Humboldt=Universitdt und der Abteilung Volksbildung betreut
wird. Da unsere Schule enge Kontakte zur Humboldt=~Universitadt
hat, besteht fiir besonders begabte Schiiler die Moglichkeit der
speziellen Forderung durch Wissenschaftler.

Neben der Mathematik werden auch in den anderen Naturwissenschaf~-
ten, besonders der Physik, hthere Anforderungen gestellt, Die Er-
folge zeigen sich besonders bei den Mathematik- und Physik-0lym=-
piaden der DDR, aber auch bei den internstionalen Olympiaden, an
denen oft Schiiler unserer Schule teilnehmen. Es kann hier leicht
der Eindruck entstehen, daB bei uns nur auf mathematischem Gebiet
groBe Aktivitdten zu verzeichnen sind. Es ist aber vielmehr so,
daB eine gute Allgemeinbildung und Persdnlichkeitsbildung nicht
aus dem Auge gelassen wird. Das &duBert sich, wie bereits erwahnt,
in den htheren Anforderungen in den anderen Fdachern, nicht nur
den Naturwissenschaften, sondern auch in den Gegellschaftswis-
senschaften und Sprachen. Hervorzuheben sind an dieser Stelle
auch die Arbeitsgemeinschaften Sport, Literatur, Biologie, Phy=-
slk, Russisch, der Singeklub und der Schulklub. Viele Schiiler
beschdftigen sich auBerunterrichtlich mit Musik u. v. a. m. Zu-
aammengefaBt besteht die Aufgabe der Schule in der Erziehung vcn
Perstnlichkeiten mit spezieller mathematischer und hoher Allge-
meinbildung. Darsus ergeben sich auch die Studienrichtungen, auf
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die schwerpunktméBig orientiert wird: Mathematik, Physik,
Mathematik/Physik~Iehrer, Offizier und die technischen Studien-
richtungen. Jéhrlich nehmen einige Schiiler von uns ein Studium
in einem der befreundeten Bruderlidnder auf.

Jetzt noch ein paar Worte dazu, wie man iliberhaupt an unsere
Schule kommt. Eine Delegierung in eine Vorbereltungsklasse ger
EOS ist Voraussetzung flir einen Antrag auf Besuch der Schule.
Die entsprechenden Schiiler legen dann Anfang des 2. Halbjahres
der 8. Klagse eine schriftliche Priifung ab, die den Stoff der
7. und 8. Klasse umfaBt und 4 Stunden dauert. Dieser Priifung
schlieBt sich ein Gespréch an, das auch dazu dienen soll, den
Schiiler als Persdnlichkeit, seine Haltung, Arbelt in der FDJ
usw. einzuschiéitzen und dem Schiiler die Mdglichkeit der Selbst=-
einschidtzung zu geben. Die Delegierung erfolgt auf Grund der
Priifungen und Gespriche unter Beachtung der sozialen Zusammen-
setzung. Wer nicht delegiert wird, besucht eine Vorbereitungs-

klasse einer anderen Schule, Da die Schule nicht iliber Internats-

plédtze verfiigt, ist es bisher nur Schillern aus Berlin und der
niheren Umgebung méglich, aufgenommen zu werden.

Zum AbschluB mochte ich noch kurz meine eigene Meinung zu '"mei-
ner" Schule duBern. Jetzt kann ich sagen, es hat SpaB gemacht.
Wir haben viel gelernt, was wir jetzt brauchen kdnnen, nicht
nur fachlich, sondern auch rein methodisch. Ich glaube, wir ha=
ben auch einfach so filirs Leben einiges mitbekommen. Die vier
Jahre waren sicherlich nicht immer einfach und mit etlichen
Tiefpunkten und Riickechldgen verbunden. Doch diese aus eigener

Kraft und mit Hilfe anderer zu {liberwinden, Schwierigkeiten nicht

auszuwelichen - das lernte ich vor allem hier.

Dorothea Heinrich
Mathematikstudentin
1. Studienjahr

"~
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Bezirksolympiade : 82

Autgaben der Bezirksolympiade 1979
(Klassenstufe 11/12)

1.

Man ermittle alle diejenigen Polynome f(x)(mit reellen Koef-
fizienten), die fiir alle reellen x die Gleichung

f(x+1) - f(x) = x+1
erfiilllen. ’

Im Raum seien A, B zwel verschiedene Punkte und ¢ eine Ebene.
Flr jede mbgliche Lage von A, B, ¢ ermittle man zu diesen ge-
gebenen A, B, ¢ alle diejenigen Punkte C auf ¢ , fiir die
die Abstandssumme AT + BC moglichst klein ist.

Es 1st zu untersuchen, ob es in einer Menge M wvon 22222 Ele=-

menten 50 Teilmengen M; (i=1,2,...,50) gibt mit den folgenden

Eigenschaften:

(1) Jedes Element m von M ist Element mindestens einer der
Mengen Mi'

(2) Jede der Mengen My (1=1,2,...,50) enthilt genau 1111 Ele-
mente.

(3) Fiir je zwei der Mengen M., My (1 + j) gilte Der Durch=-
schnitt von M; und Mj enthdlt genau 22 Elemente.

Van beweise: Ist n = 2 eine ganze Zahl, so ist die flir alle

reellen x durch

f(x) = i cos (x Vk)
k=1
definierte Funktion f nichtperiodisch.

Es sei n 2 2 eine gegebene ganze Zahl. Man untersuche, ob
sich unter allen denjenigen reellen Zahlen X, = Oyeeesx, 0,
fir di% x1+..3+xn=1 gilt, auch solche befinden, filir die der
Wert Xqteest+Xy

a) moglichst groB

b) moglichst klein

ist. Ist dies der Pall, so ermittle man diesen grioBten bzw.

kleinsten Wert.
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6A) Es sei (an) (n=0,1,2,...) eine Folge reeller Zahlen, fiir die
ao = O Eomie ag.'_.' = %&g - 1 fUI‘ alle n=1’2,o-o gEIte.

Man zeige, daB es dann eine positive reelle Zahl q <1 gibt,
BO daB fﬁI‘ alle n-1'2’...

'an+1 = an' = q |an = Bnaid

gilt, und gebe eine derartige reelle.Zahl q an.

6B) Ist /A ABC ein Dreieck, so bezeichne
A' den Bildpunkt von A bei Spiegelung an der Geraden durch

B und C,

B' den Bildpunkt von B bei Splegelung an der Geraden durch
C und A,

C' den Bildpunkt von C bei Splegelung an der Geraden durch
A und B. '

Mit diesen Bezeichnungen beweise man: Genau dann ist

/\ A'B'C* ein zu /\ ABC ghnliches Dreileck = mit jeweils
A,A' bzw. B,B' bzw. C,C' als entsprechenden Ecken-, wenn
/\ ABC gleichseitig ist.

Losungen der Olympiadeaufgaben
(Bezirksolympiade 1979, Klassenstufe 11/12)

Aufgabe 1 (6 Punkte)

Zundchst wird gezeigt, daB kein Polynom

n Ne1
f(x) = a X + a,_ 1% + 6o ¥+ a1x + a

vom Grad n = 3 mit & #* 0 dle geforderte Eigenschaft haben kann.
"Flr jedes solche Polynom ist nimlich in

f(x+1)=f(x) = an((x+1)n—xn) + an_1((x+1)n’1-xn'1)+...+
+ a1((x+1)-x) (1)

Jjeweills
(x+1)1 - xi (1

A

i S n)

(nach Entwicklung von (x+1)i und nach Zusammenfassen) ein Poly-
nom, das xi-1 als hdochste Potenz mit von O verschiedenem Koef=-
fizienten enthd#lt, und dsher kommt insgesamt in (1) die Potenz
x2=1 als hochste Potenz mit von 0 verschiedenem Koeffizienten
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vor. Also kann (1) nicht fiir alle reellen x gleich dem Polynom
x+1 sein (das wegen n & 3 bei x*1 den Koeffizienten 0 hat),
da Polynome nur dann flir alle reellen x iibereinstimmen, wenn
sie gliedweise (d. h. in ihren Koeffizienten jeweils bei der
gleichen Potenz von x) fibereinstimmen.

Somit kdnnen nur Polynome

2
f(x) = 8 X" + a,X + a,

die verlangte Eigenschaft haben. Ein solches Polynom hat wegen

f(x+1) = £(x) = a2(x2+2x+1) + a1(x+1) + an-azxz-a1x-ao

= 2a,X + a, + a, (2)

genau die geforderte Eigenschaft, wenn (2) gliedweise mit x+1
ibereinstimmt, d. h. genau dann, wenn 85y 84y 8 reelle Zahlen
sind, die die Gleichungen

2&2 = 1,

8y + 8, =1
erflillen. Diese sind #quivalent mit

1 1
82 =3 i -
Daher sind genau alle Polynome
1 2 1
f(x)-gx tgX+a
(mit beliebigem reellem a,) die gesuchten.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

(1) Die Strecke AB habe nichtleeren Durchschnitt 7 mit € .
Fir jeden Punkt C auf € , der zu diesem Durchschnitt gehort,
d. h., der auf der Strecke AB liegt, gilt AC + BC = AB. Piir
Jeden Punkt C auf € dagegen, der nicht auf der Strecke AB
liegt, gilt AT + BC > AB. Liegt ein solcher Punkt C némlich
auf der Verldngerung von BA iiber A hinsus, so gilt sogar
BC >AB; liegt C auf der Verldngerung von AB liber B hinaus,
80 gilt soger AC >AB; liegt aber C nicht mit A, B auf der-
selben Geraden, so besagt die Drelecksungleichung, daB
AC + BC > AB gilt.

Daher haben im Falle (1) genau alle Punkte C des Durch-
schnitts von € mit der Strecke AB die geforderte Eigen=-
schaft.
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(2) Die Strecke AB habe keinen Punkt mit E geme insam.
Durch Splegelung von A an § entstehe A'. Dann gilt einer-
seits fir jeden Punkt C, der auf € liegt, A'C = AC. Ande-
rerseits hat nun die Strecke A'B genau einen Schaittpunkt
mit € . Wendet man daher (1) auf A'B an, so folgt: Im Fal-
le (2) hat genau der Schnittpunkt C von € mit der Strecke
A'B die geforderte Eigenschaft.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Angenommen, fiir 50 derartige Teilmengen M, seien (1), (2), (3)
erfiilllt. Dann folgt:

Fiir jedes k=1,...,50 bezeichne Nk die Menge aller derjenigen
Elemente von M, die die Eigenschaft haben, Element von genau k
verschiedenen unter den Mengen M; zu sein. Enthdélt jeweils N,

genau n, Elemente, so gilt nach (1) :

Dy + 0y 4 oeee NGy = 22 222, (4)

Ordnet man jeweils einem Element aus M genau dann die Zahl k zu,
wenn es in H liegt, und addiert hiernach die zugeordneten Zah-
len aller Elamente von M *) S0 erhdlt man dieselbe Summe, die
man bekommt, wenn man flir jedes i=1,.,.,50 die Anzahl der Elemen=-
te in M; bildet und diese Anzahlen addiert. Wegen (2) betrigt je=-
de dieser Anzahlen 1 111, also gilt

1.0y + 2.0, + cee + 50.ng5 = 50.1 111 = 55 550. (5)

Plir jedes Paar (i,j) ganzer Zehlen mit 1 = i ¢ j S 50 bezeichne
D;y den Durchschnitt von M; und M. Es gibt gemau ( 0) = 1225

. 8olcher Paare. Ordnet man jeweils einem Element m aus M genau

dann die Zahl h zu, wenn genau h verschiedene dieser Paare (1,3)

mit:ne]%d existieren, und addiert hiernach die zugeordneten
Zahlen aller Elemente von M, so erhiélt man wegen (3) die Summe
1225.22 = 26950,

Liegt andererseits ein Element m von M in Nk’ 80 existieren zu

ihm mindestens k-1 verschiedene Paare (i,j) mit meD,y, also

gllt  O.ny + leby + ooy + 49.ng, = 26950. (6)

L Falls A und B auf € liegen, ist dieser Durchmchnitt die ge-
samte Strecke AB, anderenfalls besteht er aus genau einem Punkt.
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Aus (4) und (6) folgt
Teng + 2.n, + oo0 4 50.n5, S 22 222 + 26 950 = 49 172.

Da dies (5) widerspricht, muB die eingangs gemachte Annahme
falsch sein. Es kann also 50 derartige Teilmengen nicht geben.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Angenommen, f wiére periodisch. Dann gibe es eine Zahl P #0 mit
f(p) = £(0). Aus dieser Gleichung, d. h. aus

ﬂ cos(p vk) = n

folgte wegen cos(p Vk) 21 (k=1,...,n), daB
cos(p VK) = 1 fiir alle k=1,...,.0,

\

also wegen n % 2 insbesondere
cos p = 1 (1
und cos pV2 = 1 (2)

gelten nliBte.
Aus (1) folgte die Existenz einer ganzen Zashl m
_ p=2m1Tr s
aus (2) folgte die Existenz einer ganzen Zahl m, mit
pVy2 = 2m23‘T .
Wegen p & O wdre auch m, * O, und es ergibe sich der Widerspruch,
daB

1 mit

VZ - 2
o
eine rationale Zahl widre. Damit 1st die Annahme, f wdre periodisch,

widerlegt.

Aufgabe 5 (8 Punkte)

a) Filr alle genannten Xy gilt Xy s 1, also xi = Xy (i=1,...,n)

3 3 <
und deher X] + oeee # X = Xy 4 eee + xn = 1.

Ferner erfiillen z. B. Xy = 1, Xp = eee =X = O die Bedingungen,
x4 2 0 und Xy + eee + X =1, und fiir diese Zahlen ist
3 3

11 + e +xn=1o

*)

Hierfiir besteht auch die Ausdrucksweise, jedes Element von M
"werde k=fach gezshlt", wenn es in Nk liegt.
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Daher befinden sich unter den genannten x; auch solche, fiir die

X + +vo X mOglichst groB ist; der groGte Wert betrigt 1.

b) Die Zahlen Xy = eeo = X, = % erfilllen die Bedingungen Xy 20
und Xy * eee + X, =1, und fiir diese Zahlen ist

3 3 1 1
X + s + X = n , = ™
1 n ;3 ;?

ny

Sind ferner x, Oseeex, 2 0 beliebige Zahlen mit
Xy + eee + x =1, 80 seien d1,...,dn diejenigen Zahlen, fiir die

1 ' >
Xy ==+ di (i=1,...,n) gilt. Wegen xy = O und g;; Xy = 1 gilt

1 n
dann di : ] 'E (i=1,..-,n) und Z d.i = 0, also

i=1
n
3 1 3 2 3
x; = (= + d; + = d; + 4d7)
1:-1i 1)?1:11;%1 RUL SR
1.3 }f: IE: 2 3
=n . + d, + d;y (= + d,) @
w nlfm LT it
> 1 2 2
=N . + d.-
n>  {m 10
- Foi
n®
Daher befinden sich unter den genannten X4 auch solche, fiir die

x? + oo xa moglichst klein ist; der kleinste Wert betrdgt 12 .
n

Aufgabe 6A (7 Punkte)

Es wird zuerst durch vollstdndige Induktion bewiesen, daB fiir
alle nl1,2.ogo

‘ -1 5a S- 1 ' (1)
f I:f;
gilt: 5 1 2

Ee gilt a] = x 82 = 1 = =1, also a, = =1; somit ist (1) filr
n = 1 richtig. Angenommen, flir einen Wert n = k 2 1 sei (1)
richtig. Dann gilt

<
-1 =8, = = .
x 377
Daraus folgt O < 1. & aﬁ s 1, also —1-:% aE - 1= a£+1 s . %,
4
< < 1
-1 = 84 = -_227?? » de h. die Richtigkeit von (1) flr den Wert

n = k+i.
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Damit ist (1) bewlesen.
Flir alle na1,2,... gilt nun

3 3 _1 2 2
&p41 = 8q =3 (a5 = 8y _4), eleo
2 2 _
(ap,qt8p,qee vay) o ’an+1" = 'E ' . 's‘n 8|« (2)

Da wegen (1) fiir alle n=1,2,...

2 2 > 1 - < o1
841 * 818, t 8, 3. m und =2 a +a _,< ’
also gz lan+an_1' S 1

gllt, so folgt aus (2)

'an+1"8n' :ﬁ ]an & - 1I y

3
Wegen 27> 4 ist #‘ eine positive Zahl kleiner ale 1. Demit ist
der geforderte Beweis gefilhrt; ale eine Zahl der gesuchten Art

ist
q -@

-

nachgewiesen.

Aufgabe 6B (7 Punkte)

Die Seitenliéingen und WinkelgréBen des Dreiecks ABC seien wie
Ublich mit a,b,c, ®,f ,y bezeichnet, die Lingen BVG', c'ar,
ATB' mit a', b' bzw. c'. Nach Definition von B' und C' gilt
AB' = ¢, AT = b, ¥ BYAC = 4CAB = & BAC = @ ; ferner liegen
B und B' auf verschiedenen Seiten der Geraden durch A, C, und
es liegen C und C' auf verschiedenen Seiten der Geraden durch
Ay B. Also hat der (nicht tiberstumpfe) Winkel, den die Strecken
AB' und AC' einschlieBen, eine der GrioBen 3o, 360° - e,

3 o - 360°, Wegen cos 3 a = cos (360° - 3e) = cos (3¢,- 360°)
folgt daher aus dem Kosinussatz (oder, wenn 3 & = 180° 191: aus
cos 180° = =1 und BC' = B7A + A0 bzw., wenn 3 & = 360° ist,
aus cos 360° = 1 und BC' = 'B TA - AC'|):

a'2=b2+02-2bc coB 3 & . (1)

1 flir n=1 folgt dies direkt aus a, =0, a, =-1.



89 Bezirksolympiade

Nach dem Kosinussatgz upﬂ den Additionstheoremen des Kosinus und
des Sinus gilt

-a2 + b2 + 32

cos ol = = s

2.2

4 0032 &= 3= —%—E (a4 - 2a b 4 b4 - 2a2c2 202
b e

- bc” + c4),

COB J & =008 2 & Cco8é& - 8in 2 «« gsin «

= (coszﬂ'o -a:l.n2at JecoBd = 2 ainzac cos & =(4 coazac ~3)cosa

4,2 2.4 6

= Eﬁj-j (-a6 + 3a - 32 b  + b + 3a4c2 - 3a402 -
c

- 3a2b202 - 3a204 + 06), also

2 4b2

a'" = ;?lg (8-6 = Ja + 3a2b4 - b6 - 3a4c2 + 3a2b202 - b4c2 +
c
+ 3&2c4 + b?c4 - cs).
Durch zyklische Vertauschung von a,b,c ergibt sich
b'2 = ;%:E (-a6 + 3a4b2 - 3a2b4 + b6 + a402 ¥ 3a2b2c2 -
- 3b402 + 3234 + 3b204 - 06)-
Deher ist dle Beziehung a:b = a':b' der Reihe nach_aquivalent
mit

a'2b2

- 522,
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2(a6 - 3&452 + 3a2b4 - b6 - 2a4cE + 2b4c2 + a204 - b204) =0,
(a®-b%) ((a®-b%)? - 2(a®4b?)c%4e?) = 0,

(a2-b2) ((32+b2-02)2 - 4a2b2) = 0. (2)
Nun gilt 1 >fcos y/ = |32+g§;°2' , also

2 22

(a2+b -c") - 4a2b2

<0,

Somit ist (2) weiter dquivalent mit

a2 - b2 =0,

a = b. '

Entsprechend folgt, daB b : ¢ = b' : ¢' dquivalent mit b = ¢
ist. Daher gilt genau dann a : b : c =a' : b' : ¢', wenn
a=b=rc gilt, wezZ.bew.

Preisaufgaben

L 31 Was ist groBer:

1053 4 oder 1og4 5 7

Wieviele Losungen hat die Gleichung
X

Binx-—-m

Man berechne den kleinsten Wert der Funktion
y = x(x+1) (x+2) (x+3)
ohne Benutzung der Differentialrechnung.

-

H
(W)
~

Man finde alle ganzzahligen Losungen der Gleichung:
¥ +V¥ =250 .
Man zeige:

sin 36° =%V1o - 2V5

Ha INOCKOCTM ZaH KBaZpaT #Ha CTOpPOHOil a. HallTm ofpen

E
A
Ul

TeJla, COCTOfALEeI'O M3 BCEX TOUESK IpOCTpaHCTBa, paccTOfAH!Ie
KOTOpPRX A0 YacTH IJOCKOCTII, OI'paHHIIYEeHHOl KBaIpaTOM, He

OOJIBIIE Aa.

. .
ww
EU\

[EinsendeschluB: 15. 9, 1979]
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Der zweite Versuch
Liebe lLeser!

Unser Mitarbeiter, der jeden Monat 6 knifflige Preisaufgaben
fir Euch auswshlt, versuchte neulich einmal seine Preisaufgaben
selbst zu 16sen und - verrechnete sich dabei. Die in Wurzel 2/79
auf den Seiten 28, 29 und 30 abgedruckten I6sungen der Preis-
aufgaben K 49, K 50 und X 51 gind vollig falsch! Wir bemerkten
unsere Fehler erst, als Eure richtigen Ldsungen bei uns eintra-
fen. Da war die Wurzel 2/79 aber schon gedruckt.

Also, liebe Leser, seid nicht traurig, wenn Euch einmal eine
Losung miBlingt, dasselbe passiert auch Mathematikstudenten im
4. Studienjahr! Aber wenn Thr die Preisaufgaben richtig 1dsen
kdnnt, dann schreibt uns schnell, damit wir auch wissen, was
herauskommt!

Im folgenden unser zweiter Versuch, die Preisaufgaben K 49,
K 50 und K 51 zu losen:

Pufgabe K 49

Wir formen die dritte Gleichung um:

22 + Xy = z(x+y) = 2.
Wir substituieren z2 mit Hilfe der zweiten und z(X+y) mit
Hilfe der ersten Gleichung. Wir erheslten

x° + y° & Xy + Xy = 47 = 2 (1)
(x+y)2 = 49 '
X+y =47 (2)

Wir addieren das Doppelte der ersten Gleichung zur zweiten
und formen gleich um:

(x+.v)2 + 2z(x+y) = 94 = 2 (3)

T. Fall: In (1) gelte x +y = 7
Eingesetzt in (2) ergibt sich:
2° = 14z + 45 =@

219 =9
210 =5

Es ergibt sich dann fiir z = 9 in (1) xy = ~16.

7T +4113 7 =4113
T = J113 - T +J 113I
B i

g ® == Jy»
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Flir z = 5 ergibt sich in (1) xy = +12 und damit die ISsun-
gen:
s Rl Fyg = 2

X4 =3 Vig = 4
Anslog ergeben sich fiir x + y = =7 folgende Losungen:

=7 =4 113" =7 +< 113"

Baq ™ =9 3 x21'T2 ’ ”21’T2
-7 +J113 =7 -411

Ko I S==mmpe——= 3’22"_2_2

Bop * =0 §  Egy w4 'y gy = =3

Es ergeben sich also genau acht Losungstripel.

fufgabe K 50

Da fiir alle reellen x die Ungleichung x2 - X+ 1>»0 gilt,
kann mit x2 = X + 1 multipliziert werden. Es ergeben
8ich die Ungleichungen:

-3x2 + 3x = 3¢ x2 + ax = 2

x2+ax-2<2x2-2x+2
oder
4x° 4 (a=3)x + 1> 0

x2 - (a+2)x + 4 >0

Die erste Ungleichung ist genau dann fiir alle x erflillt,

wenn die Diskriminante kleiner als Null ist, also
(a=3)° - 16 < 0.

Analog ergibt sich: (a+2)2 - 16 < 0.

Als Losungen ergeben sich:

=4 < a=-3<4; '~1<ac¢T
-4 ¢ a+2 £ 4 -6 a2

Also ist die Ldsung:
-1 <a 2?2
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Fufgabe K 51

_Damit alle Ausdriicke der Gleichung definiert sind, folgt

sofort:
(1) n>1
(2) x>0, x g1
(3) x<¢4

Unter diesen Bedingungen 1&dBt sich die Gleichung #Hquiva-
lent umformen Rt

1g
1g x 10 _ lg 1g n-1
lg x t Ig x 1lg x

4=x

1gx+1g1—d-—

= 1g 1g n=1

lg x + 13(4—x)_- lg 10 = 1g 1g n = 1g 10
lg x(4-x) = 1g 1g n

x(4=x) = 1g n
x2-4x+1g n= 0

X0 =224 -1gn’

Damit x reell ist, muB gelten
4 =1gn20
lgn %4
n € 10000
Mit (1) ergibt sich die Ldsung:

1< n % 10000

Bas sonst noclh passierte

Bécker: "Junge, was starrst du mich so an?"
Junge: '"Mutti schickt mich her, ich soll gucken, ob sie
Schweinsohren haben!"
-
Lehrer: "Man durchschneidet mit einer Ebene eine Kugel.
Was entsteht dabei?"
Schiiler: "Eine Ellipse!"
Lehrer: "Falsch! Ein Kreis!"
Schiiler: "Aber ich will die Kugel doch schief durchschneiden!"
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Lésungen

hufgabe L1
Es gilt fiir alle x:

sin(x + %)I £
|sinx . cos:!:j+coa X o s:l.n,-;:l €9
l%sinx+%.ﬁcosxl £

lsin X + 43 cos x I £2

Damit ist die Ungleichung bewiesen.

pufgabe L 2

Es gilt 1lg 2100

und

0,301 £ 1g 2 £ 0,302
30,1 £ 100 . 1g 2 £ 30,2

Also hat die 2100 im dekadischen System genau 31 Ziffern.

Eufgabe L 3

Wir nehmen an, daB die Gleichung x2 - 3y2 = =1 ganzzahlige
Losungen besitzt. Wir formen die Gleichung um.

3y2=x2+1
Es gilt nun 3v2 = 0 mod 3,
also auch x2+1 = 0 mod 3
x2 = 2 mod 3.
1. Fall: X 20 mod 3
x° = 0 mod 3
2. Fall: X =1 mod 3
x2 £ 1 mod 3
3. Fall: X T2 mod 3
2

X" 1 mod 3
Folglich gibt es keine Quadratzahl, die bei Division durch
3 den Rest 2 1dBt. Wir erhalten also einen Widerspruch.
Damit hat die Gleichung x2 - 332 = =1 keine ganzzahligen
Losungen.
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iAufgabe L 4|

Wir definieren:

£(x) = { 1 flir x ¢ 3
-1 flirx 2 3

So folgt fiir F:

F(1) = £f(2) + £f(3) =1 -1 = 0.
Also besitzt F eine Nullstelle.
Also folgt aus der Nullstellenfreiheit von f im allgemei=~
nen nicht die Nullstellenfreiheit von P mit F(x)=Ff(2x)+f(3x).
Ist f jedoch auBerdem noch stetig, so ist F nullstellen-
frei und natiirlich auch stetig.

Aufgabe L 5

sin x + sin(x + %1{) + sin(x - %7!’) =

=8in x + sin x cos 1—%71'+ cos X sin l%-n'-l-

+ 8in x cos %Tr - co8s X sin%ﬂ' =

: 14 ol 14 8

=gin x(1+cos -TJT+COS 3‘5 )+cos x(sin —3-7( -sin ﬁjr) =
=sin x(1+cos %Tl' +c08 %‘I)+coa x(sin %l‘ —sin %TT) =
_.p 1 71 -
=sin x(1=- = = ?) = 0,

Damit ist die Beziehung bewiesen.

Aufgabe L 6

Die Kantenldnge von Grundfldche bzw. Deckflédche sei mit a
bzw. b bezeichnet. Die HChe des Pyramidenstumpfes sei h
und die Hohe der Seitenfldche (Trapeze) sei s.

Flir die Mantelfldche gilt nun:
- a+b
AM—40—2—-S
Fir die Gesamtoberfliche gilt:
A =4 , 2tD 2 .2
G'- .'—5—13+(a+b)-

Nach Aufgabenstelluﬁg gilt:

AG = 2 . A:NI .
Daraus folgt:
4 . 352 « 8 = a2+b2
2,
i a +b (1)

- 2(a+b)
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Wir legen nun einen Schnitt durch den Pyramidenstumpf:

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

B2 - h2 i (552)2

he = 52 - (%'-13)2

Mit (1) ergibt sich nun:
n? o @oabZ )2 _ (a-b)
2(a+b) SR S

2 a2h2

h™ = ———
(a+b)

ab
“ a+b (2)

2

Pir das Volumen gilt:
V= 5 (a%+p ab)
Mit (2) folgt sofort:

ah(&2+b2+ab)
3(a+b) -

V =
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SchluBfolgerungen aus einem Greniwert

Definition 1. Die Punktion f(x) sei filir alle z>x Adefiniert,
X, ist eine beliebige reelle Zehl. Lle Zehl 4 ‘m*Bt eigent=
l:l.cher Grenzwert von f(x) flir x geger. plue Unend’ich, wenn
fir jede noch so kleine positive Zahl € elne (von € abhén=-
gige) Zahl x> X, existiert, so éaB flr elle x> x; die Un=-
gleichungen

A=fg<f(x)<A+E£

gelten., Man schreibt: 1lim f(x) = 4.
X —p4m= !

Definition 2. Die Punktion f(x) sei fir zlle x>x  definiert.
Dag Symbol "+ oo " heiBt uneigentlicher Grenzwert von f(x)
fiir x gegen plus Unendlich, wern f{ir jede noch so groBe
Zahl M eine (von M abhingig:)Zuhl x> %, exlstiert, so daB
fir alle x> xy, die Ungleichung

M< f{x)
gilt, man schreibt: iim f(x) =+
X=—>»i0o0

Die Punktion f(x) hat fiir x gegen plus Unendlich den un=-
eigentlichen Grenzwert "= oo ", wenn die Funktion =f(x) den
uneigentlichen Grenzwert + o tesitzt,

Satz. Es seien m und n nichtnegative ganze Zahlen, sel
a,+b, 4 0, Bo ist

0, wennm<n
Boxm+a X 1+. setB 1I+am ﬁo
1lim = =1 = -5;, wenn m = n

X—» 00 b x +b1x -o-....+bnL 1 +b

to0, WEeNn m > n,
dabei hat im letzten Fall das Symbol o0 das Vorzeichen des
Produktes aobo'

Beweils: Das Polynom im Nenner hat htchstens n verschiedene reel=-
le Nullstellen, sel x, seine groBte. Wenn kelne positiven reellen
Nullstellen vorhanden sind, so 1ist X,=0 2zu whhlen, auf Jeden

Fall ist dann f(x) fiir alle xX>x, 2 0 definiert.

Es gilt
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————

a a
m 1 1 m
B X4 X deeetn m 8 + == tqeot =—

b x4b, x4, . .4+ 1) B *
(o] 1 n b + n
0 -_— +...+ —
X xn

Wir betrachten zundchst 1im ¥ (x). Zur Vereinfachung nehmen
X —»+ o0
wir an, daB a, und b positiv sind, alle anderen Fdlle kanu man

durch elementare Umformungen darsuf zurilickfithren. Sei

P =|a,| + |a2| +eoot |am|

und q = |h1' <4 Ibzl teoeat |bn'
go ist fir x> 1
a a a a
1 m 1 m
8 + == et = £ g o |m= .t == £
o} X o0 q %
a a a a
1 m | 1' I ml
a4+ |==]| Feoot = +oee <
(o] X < 0 x <
'8. +oeet l
{ &, + 1' = 8"“I-%+§.
Analog erhdlt man, daB fiir x> 1
' b b
1 n
bo + 'x_ +eseat -xﬁ > bo - % .

Die letzte Differenz ist positiv, wemn b >3 iet, d. h. weun
x)-E- gilt. Sel x im weiteren griBer als die grifte der Zahlen
X,s1 und % » 80 ist demzufolge

- ( ) < a(.')-'. g a'0 E
X = + ™

o 0o X
Nun 1ist
a a
0 o \
-3 5, 7
0 X
und -
a
a a ah=-ayp+ s a
3-_..2§-Fq_o o x_ . ot
b = q »
0o X o 2 0 2
By ' g Box = bt

damit erhdlt man wegen q X 0
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. a a q+b p a ”
(x) < + i & + _2_0 - A |
Y FQ 2;-13 09 box-q f’: hox ro::u _
a_g+b p
wobedi -&b.‘,-é'- = ¢ gesetszt wurde.
(]
Andererselits gil'l: ¥
a,d ' a agsbh p a
Y I)> L J— z L) - O o - o - 2
: ot S o b!x-l-b bX+q 0 bozx o X’

susammengefabt resultiert
s c & ¢
ﬁ;-;*‘ ‘f(x)’< F;"'E'

Sei nun ¢ >0, 80 ist, wenn x> 2 ist,

a a
F:--f < ‘f(x)dv.r:-l-g ’

hierbsi ist £ beliebig nehe am Null wihlbar. FPaBt man alle Be=
dingungen an x zusammen, 8o sieht man, daB man X 2. B, durch
den Ausdruck
C

X -x0+1+§,+F
darstellen kann, wegen x, Z 0 folgen dann aus der Ungleichung
x>x, die Elnselungloichungen X>X , X>1, x>§ und x>-:= .
Im Sinne von Definition 1 gilt damit

1lim ?(1) = r °

X—=p +90
Wichtig i.at folgende Schluﬂfolgorung: Ee gibt fUr den spegiellen
Wert E--z.g— ein x. = X , 80 daB fiir alle x> X gilt

a, Ja
=5 < 'f“"zT
Sei nun m <n, sogiltfur €> Ound x>X

£(x) - 0 o) - L@ ¢
2b x“'"'
Ne~m Ja,
wenn x > ist, anﬂorerseita gilt auch
2b,
a 3a
f(1)>—-%_—m >0>-£,aodaﬁfﬁrx>x5-§+n-m S
2b_x <]

0
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die Ungleichungen
-f < f(x)<E

reaultieren.
Also ist 1lim f(x) = 0 flir m<n.

X —b + 00 8,
Bel man ist f(x) = ¥Y(x), also lim £(x) = =

X—+® e]
Sei sbschliefiend m> n, so ist filr einen beliebigen Wert von M

die Ungleichung D=0

£(x) = B P (2) > g2 > M
2b M

erflillt, wenn x>X +2=0 g = x, 1st, demzufolge gilt auch
| o
1lim f(x) = + a0
X—> 400
q-ecd.

SchluBfolgerung 1.

Wir betrachten einen kugelftrmigen Ballon mit dem Radius r.
Das Gewicht von Gondel und Nutzlast sei zusammen G, der Auftrieb
von einer Raumeinheit Ballonfiillung sel A. Des Gewicht von einer
Fldcheneinheit Ballonhiille und -netz sei H. Das Geéamtgewieht
der.Selle ist dem Ballonradius etwa proportional, sei 3s S.r,
8o ergibt sich die nach oben gerichtete resultierende Kraft

F(r) -%TfrB.A-4JTr2.H-S.r-G =

47TA r3 - dTL'Hr2 - Ser =@
=
1.1‘0
und wegen 3>0 ist 1lim P(r) = + e ,
T o0

Speziell existiert damit ein rys 80 daB fir alle r> r, F(r)>0
gllt, d. h. flir jede noch so groBe Nutzlast und massive Gondel
existiert (zumindest theoretisch) ein Ballonradius derart, daB
das Fluggerdt aufsteigt, obwohl Takelage und Ballonhiille mit
wachsender GriBe auch schwerer werden.

SchluBfolgerung 2.

GULLIVER berichtet von den Bewohnern des landes Brobdingnag s
'ees S0 hielt er mich drei Ellen von seinen Augen entfernt,... un=
gefthr in der Hthe von sechzig FuB...", man kommt also auf eine
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KbrpergrtiBe von etwa 19 m oder rund dem zehnfachen von Unsereins,
Andererseits: "... ich muB hierauf erwidern, daB sie durchaus
keinen héBlichen Menschenschlag darstellen;...", daB sle also,
von ihrer GriBe abgesehen, -nicht anders gebaut sind als etwa
MICHELANGELOs David.

Der Verfasser hat nicht die Absicht, billige Kritik an einer
der glinzendsten Satiren der Weltliteratur zu Uben, aber liberle-
gen wir uns einmal, mit welchen Problemen sich eln solches Wesen
konfrontiert sieht:

VergriBert man alle linearen Abmessungen eines Kdrpers (z. B.
eines menschlichen) auf das Zehnfache, so widchst seine Oberflé=
che auf das 100fache und Volumen und Gewicht auf das 1000fache.

Der Bodendruck eines Brobdingnager ist das Verhidltnis seines
Gewichts zur Fliéche seiner FuBsohlen und somit der Zehnfache un-
seres, Das setzt einestells festen Untergrund vorasus und da an-
dererseits NEWIONs Grundgesetze iiberall gelten, ist der Druck
des Bodens auf die PuBsohlen auch zehnfach griBer. Der Riese hat
also ein Gefilhl in den KnScheln, das wir mit etwa einer drei-
viertel Tonne last auf dem Riicken empfinden wiirden. Die Belastung
der FuBknochen und -muskeln steigt auch um denselben Faktor, kurze
um, eine schreitende Fortbewegung erscheint unmdglich, einziger
Ausweg widren Elefanltenbeine., Kéme der Riese doch von der Stelle,
80 wiirde das bedeuten, daB Mutter Natur bei unserer Erschaffung
stridfliche Materialverschwendung betrieben hidtte. Ubrigens mtiBe
ten die Liliputaner aus analogen Griinden Spinnenbeinchen besit-
Z8TMN.

Das Problem der Fortbewegung wire jedoch geradezu bedeutungs-
los angesichts der Lebensunféhigkeit dieser Wesen. Die hundert=
mal grdBere Lungennberfliéche 1HBt zwar auch hundertmal mchr Sauer-
8toff in den Organismus, der braucht jedoch tausendmal mehr! Die
einzige Alternative zum sofortigen Erstickungstod wire eine vil-
lig andere Biochemie, aber daB sich die nicht suf die HuBere
Form auswirkt? ...

lbrigens wurde GULLIVER in Liliput auch direkt mit diesem
Problem konfrontiert:

"eee daB der Kalser in dem letzten Artikel der Urkunde ... mip
soviel Speise und Trank bewilligte, wie flir 1824 Iiliputaner ge=
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nligen wlirden. ... Die Mathematiker hitten die GriBe meines Kire
pers mit einem Quadranten aufgenommen, und da sie nun berechne-
ten, daB diese die ihrige im Verhiltnis von 12 zu 1 Ubertraf, zo=-
gen sie aus der Khnlichkeit unserer K8rper den SchluB, daB der
meinige wenigstens 1824 der ihrigen enthalten miisse und deshalb
ebensoviel Nahrung erfordere wie Jene Zahl Liliputaner.™

Rétselhaft ist an diesem scharfesinnigen SchluB nhr die Zahl
1824 = 12.8.19 statt 12°= 1728,

AbschlieBend betont der Verfasser, daB er sich in diesen Fra=-
gen v8llig der Meinung von Akademiemitglied PLAMENT anschlieBt
(s. I, TICHY, Tageblicher, XXV. Reise, herausgegeben von S, LEM).

SchluBfolgerung 3.

Sei M die Masse in dem Volumen V, so bezeichnet e = V die
mittlere Dichte in dem betrachteten Volumen., Gehen wir von der
Hypothese des dreidimensionalen unbeschrinkten Weltalls aus, be=
trachten wir irgendeinen Punkt als Bezugspunkt und um ihn eine
Kugel mit dem Radius r, so befindet sich darin die Masse Il(r)
und die mittlere Dichte ist

g (r) = IJ% M(r).r ’
der Grenzwert S = 1im & (r) wlre dann als mittlere Dichte des

r—s+e
Weltalls zu interpretieren, _

Sei K(r,R) eine Kugel von dem Radius R, deren Mittelponkt
vom gewdhlten Bezugspunkt den Abstand r hat., Wir nehmen an, daB
das VerhHltnis q = R/r viel kleiner als 1 1st, so0 daB man sich
die in der Kugel befindliche Masse bezliglich ihrer Gravitations
wirkung im Bezugspunkt als im Kugelmittelpunkt konzentriert dene

ken kann. Wenn r und R geniigend groB sind, gilt flir die Masse
M(r,R) in K(r,R) etwa

M(r,R) = %:rt' RS, =

mit Q = 2 mg%, . Nach dem NEWNONachen Gravitetionsgesetz lbt
die Masse M(r,R) auf eine im Bezugspunkt befindliche Masse M
eine Anziehungskraft
l[o.l!(r.H)
F-a".——rr—--(.uo.q.r
aus. Entfernt man nun die Kugel K(r,R) vom Bezugspunkt und ver-
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groBert sie gleichzeitig derart, da8 das Verhdltnis q = R/r kon=
stant bleibt, so wird nach der letzten Formel

lim Fu+$o00 ,
re—3+ 0O

Da der Bezugspunkt beliqPig gewiihlt war, ebenso die Richtung
von ihm zum Kugelmittelpunkt, so erhdlt man demit, daB in diesem
Weltall in jedem Punkt aus jeder Richtung unendlich groBe Kridfte
einwirken, und das ist physikalisch unreal. Man muB also eine
von drei MSglichkeiten betrachten:

1. Das Weltall ist in jedem griBeren Gebiet und jeder Rich=-
tung soweit gleich, so daB sich die in jedem Punkt an-
greifenden Kréfte dort bis auf einen endlichen Rest ge-
genseitig aufheben. =
Die Hypothese erscheint umwahracheinlich.

2. Die Grundennahme eines unbeschrénkten Weltalls ist (zu-
mindest in dleser Einfachheit) falsch.

3. Der Faktor ) . M, . Q ist gleich Null.

Aue dem letzten Fall folgt notwendigerweise E_= 0, d. h. die

Dichte des Weltalls ist Null, Hieraus folgt nicht, daB das Welt-
all "leer" oder nur mit einer endlichen Masse gefiillt ist, son-

dern nur, deB diese Masse nichi gleichmiiBig verteilt sein kann.

Betrachten wir das folgende vereinfachte Belspiel:

Auf der positiven Halbachse befestigen wir in jedem Punkt
x=n eine Masse m, damit ist die mittlere "lineare Dichte" eben=-
falls m/Lidngeneinheit. Wenn wir jetzt die Masse aus dem Punk?
x=n in den Punkt x-n2 verschieben und diese Operation mit allen
Massestlicken ausfifhren, so hat sich die "Gesamtmasse" nicht ge-
Bndert, denn es ist bel dieser Umverteilung nichts verlorenge-
gangen, Auf dem Abachnitt [-O,nz:] befindet sich insgesamt dlie Mas-
se¢ n.m, die mittlere Dichte suf diesem Abschnitt ist also
ng = % « VergriBert man n, so erhdlt man beim Grenziibergang
n

n— +c0 , daB diese einfache Umverteilung der Masse die mitt-
lere Dichte auf der gesamten Halbachse zu Null gemacht hat, wohl=-
gemerkt, ohne etwas an Messe zu verlieren. Die Masse ist nun
allerdings nicht mehr gleichmiBig verteilt, im Abschnitt [1,100]
befinden sich 10 Massestiicke, im ebensolangen Abschnitt
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[10001, 10101] findet man dagegen nicht ein einziges, da dieser
Abschnitt keine Quadratzahl enthdlt. Aaders ausgedriickt, mit die-
ser Umvertellung wurde erreicht, daB bhel VergriBerung des betrach-
teten Gebletes der Abstand relativ schneller wichst als die Masse

darin.

Khnlicnes 1#Bt sich such tatsichlich beobachten. Die kleinste
Zusammenfassung von Himmelskdrpern 1st des System Planet - Monde,
hierbel sind dile AusmaBe der Kdrper gering im Vergleich zum Ab=-
8tand zwischen ihnen. Die nichstgriBere Konfiguration, das Son=-
nensystem, itbertrifft seinerseites dlese Tellsysteme um ein Viel-
faches an Ausdehnung, ist aber winzig im Vergleich zu den Abstdn-
den zwischen den Fixsternen im MilchstraBensystem, das im Rahmen
der sogenannten "lokalen Gruppe" in relativer Nachbarschaft zum
hekannten Apdromedanebel, den Magellanschen Wolken u. a. steht.

Schluﬂfolgerqu 4.

1-. Gegeben sei eine Tabelle mit n+1 Wertepaaren (xi""i)’
i=0,1,2,400,n, gesucht ist dasjenige Polynom p(x) vom Grade
n, fir des p(xi) = y; flir 1=0,1,...,n gilt, Hierbei wird vor-
ausgesetzt, daB alle Werte x; paarweise verschieden sind.

Man erkennt leicht, daB es htchstens ein derartiges Poly-
nom p(x) geben kann. In der Tat, wenn noch ein Polynom q(x)
vom Grade n existieren wilirde, so widre das Polynom

r(x) = p(x) - q(x)
ebenfalls vom Grade n (oder geringer), hitte aber wegen
r(xy) = p(xy)-q(x;) = yy=y; =0 _
n+1 Nullstellen., Das ist nur mSglich, wenn r(x) identisch
gleich Null ist, und damit muB p(x) = q(x) sein.
Wir definleren die Polynome

(x-xo) (Jt-x1 )_. e (x-xi-.l ) (x—xi_” )c se (I-In)

11(1) = ]

(g =X ) (xy=x) e (xg=xy_ 1) (X% 100 (xy=x,)

flr x=x; sind Zihler und Nenner gleich und damit ist li(xi)’1’
andererseits ist fiir i4j offensichtlich li(xJ)'o' Damit 15st
das Polynom

p(x) = Vorlo(x)+y914(x)4eectypely(x) (x)
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und nur dieses die gestellte Aufgab;:-ﬁigaea Polynom heiBt
Interpolationspolynom zu der gegebenen Wertetabelle.
Angenommen, es sind in N Stellen ik die Werte p(x,) zu be-
rechnen, so ist das mit der aufgefiihrten Formel zwar mdglich,
aber nicht zu empfehlen, wenn N>n iast, Definiert man die Wer=-
te cy mit :

(xi-xo)(xi-x1)...(xi-xi_.‘)(xi-ziﬂ)...(xi-xn).c1 =1,
und sei W(x) = (x-:o)(x-x1)...(x-xn), so ist
Yy .C 31101 Y,.-C
p(x) = W (x) [;f—xo—° + i-_xf"" +eoot x_nxnﬂ , (%x)

und diese Formel hat im Vergleich zur vorigen Darstellung von
p(x) wesentliche rechentechnische Vorteile.

Rechenautomaten arbeiten gwar schnell, aber trotzdem nicht
geitlos, und Rechenzeit ist teuer. Hieraus resultiert die Not-
wendigkeit, Formeln so darzustellen, daB ihre Berechnung mdg-
lichst schnell erfolgen kann. Ein MeB hierflir ist die Zahl
der bendtigten Rechenoperationen, wobei man meist nur die Mul-
tiplikationen und Divisionen gihlt (und zwar sls eine Opera-
tion, obwohl die Division meist liénger dauert), weil der Zeit-
bedarf fiir Addition und Subtraktion vergleichsweise vsrnach-
léssigt werden kann.

Zur Berechnung von li(x) braucht man demzufolge 2n-1 Opera-
tionen, wenn man Zdhler und Nenner einzeln berechnet und an-
schlieBend dividiert, und ebenso viel, wenn man die einzelnen
Briiche miteinander multipliziert. Insgesami braucht man also
(2n) (n+1) Operationen als Mindestanzehl zZur Berechrung von
p(x). Plr die Berechnung der ganzen Tabelle p(X,) sind damit
nach der Formel (X) gerade

K,(n,N) = 2n°N + 2nN
Operationen ndtig.

Benutzt man die Darstellung (%X ), so sind zunichst mit je
n Operationen die Werte cy zu berechnen, danach erhélt man
mit 3n+2 Operationen den Wert von p(x). Demit wird

K2(n,N) = n2+n+(3n+2)l.

Die Gleichung K1(x,3) » Ke(x,y), d. h,
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2:23 + 2xy = x§+x+3:q+2:.
PUhrt su y(2x°=x-2) = X24x

2
und damit zu der EKurve

2
2
y-ﬁ fir x>0 und 2x°-x-2 £ 0,

die die Gebiete K, (x,y) < K,(x,y) und K,(x,y) > K,(x,y)\ vonein=-
ander trennt. Hieraus erhdlt man, daB

K,(1,F) <K,(1,§) fur alle N » 1 gilt,

auBerdem ist K1(2.1)-=K2(2,1), fir alle anderen Kombinationen
von n und N ist K1(n,li)> Kz(n,]!), d. h, die Formel (kX ) ist
weniger aufwendig. Je grtBer n ist, desto grbiBer ist der Un=
terschied, denn

(n,N) 2
14 - n: = 1dm n_+n+(30+42)N _ _3n42

N=+»+a ™ N4 2n"N+2nN 2n " +2n

B.das letzte VerhHlinis ist flir groBe Werte von n klein. Fiir
n=5 z, B, erhilt men ;—I- w 043148.¢.y d. h. der Rechenasufwand

- der Pormel (Xx) betrigt nur ca. 31,5 % von dem der Formel
(x).

2-. Das lineare Gleichungssystem
a11x1 + 8.12!-2 +oeet a..]nxn = b1

[ ] L [ ] - * L ] L] L ] L] L] L] L] L] L ] L

8 1% * 8, oX5 +eeet B X = bn
sel zu 1¥sen, Verfdhrt man in der Weise, daB man z. B. die
letzte Gleichung nach x aufldst und diesen Ausdruck in alle
vorigen Glelchungen einsetzt, danach Xpe1 USW., 80 hat man

insgesamt ca. q} n3 Operationen auszufilhren. Unter bestimmten
Bedingungen kann man aber auch v8llig anders rechneni

Angenommen, es ist filr i1=1,2,...,n
I_B-11I+IQEI_+Q.-+IB.1 i"‘"l +|abi+1l+...+
b K |

80 18t auch der Wert Q, der das Maximum der Zahlen
Q19Qp0eeeq, Bein goll, kleiner als 1. Systeme von Gleichun-

agn|

=qy<1,
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gen mit dieser speziellen Eigenschaft tauchen relativ héufig
auf bzw, sind durch spezielle Umformungen aus gegebenen Syste=

men herzuleiten,

a b
Wir setzen Ogq &= 331 und di = ;3- s S0 wird
ii ii

- L] L] L] L] L4 - L] L ] - L L] L] L] L L L] L]

X, = C 4% + Cpo¥o +eeet C 1+ dn .

n n1 n,n—1xn-

Wir definieren t{°)= 0 und setzen flir ix1,2,...,n und Ke1,2,3,...

tix)_ g (K=1) (K=1)

(K=1) (R=1)
04487 THeest Cy 3 857 405 3.qPi4q THeetey pfy T4

i.
Am Beispiel des folgenden Systems ist dieser ProzeB leicht zu
verfolgen: ‘
.4x1 - X, 4 2x3 = -1

x.l - 213 - 5,

erhtilt durch Umformung die Gestalt
X, = 0,25%, = 0,5%3 = 0,25
X, = 0,25%; = 0425x3+ 0,25
x3 = 0,5 11 ' - 2’5 .
Man sieht sofort, deB ti')= -0,25, £$1) 0,25 und t%"- -2,5
gllt, Weiter erhilt man
£(2)20,25.,0,2520, 5. (=2,5)=0,25=0,06254+1,25-0, 2521,0625 usw.

Man gelangt zu der folgenden Tabelle
K |o 1 . 2 3 4 5 6 (

tiK) 0 =0,25 1,0625 1,2656 1,0273 0,9482 0,9866 1,0089
t%:’ 0 0,25 0,8125 1,1719 1,0586 0,9736 0,9836 1,0031
37 22,5 =2,6250 =1,9688 =1,8672 =1,9863 =2,0259 ~2,0067

o

8 9 10 1 12
1,0041 0,998 0,9989 1,0001 1,002
1,0039 0,9999 049992 049999 1,0002

=149956 =1,9979 =2,0006 =2,0005 =149999
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Das betrachtete Gleichungssystem hat die Ldsungen x 7.2 %o = 1
und Xy = -2, und genau diesen Werten niéhern sich die t K?
wachsendem K. Das ist kein Zufall, wie die folgende Unteraunhung
der Differenz th)_ xy zeigt. Unter wiederholter Ausnutzung der
bekannten Ungleichung |a+b| £ [a| +|b| erh&lt man fiir K> 0

(K) l (E=1) (K=1) (E=1) (K=1)
|"1 "‘1" (39897 THeentey g qPiog 40y 1 biyg Heetognty THy)-

= (egqXqtecetey 5 1%y 9% 141%q4q e oo tC Xt )I"

t(K-1)

K-1)

(
-:Ic.|)+...+ci.1__|('l;j'___1 =X 1)+
( 1. (K g

£|°11| .l tSK-”-x1 e Ic1n

-1
tﬁ? )'xn l'

wobei in der letzten Zeile der Hinweis auf den fehlenden Sum-
manden weggelassen wurde. Es bezeichne nun Dy dle griBte der Dif-
ferenzen |t( )-x | 80 lat welter

,tgx)-x < DK

L)

lzi?l. Dyr_1 +"‘+Icin|' Dy_¢!-

'('ci1l+"'+|°i,1-1'+'°i,1+1|+"'+|°1n')DKh1 =

a..“ a

a a
-( = _ Yoot | = -'!'laih-‘!‘ - —j"'aiil toeoeot|=~ E-j-'ll' )DK_1
19 ii 1i i

=2y Ppoy £ QD e
Analog erhdlt man Dg.1 £ Q DK—2 usw., es folgt damit die Unglei-
chung .
| £ Q"p_.
Run ist D, der groBte der Werte

(o) _
Iti Iil'|x1|'|°11x1+“'+°1,1-1x1-1+°i,i+1x1+1+“"+°1n+di

£ I°11x1 '+o¢.oo.+ ’cinxnl + ldil
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und wenn D* den gréBten Betrag |d;| bezeichnet, so folgt hier-
aus

D, € QD, + D¥,
und wegen O € Q<1 ist damit

o*
AbschlieBend resultiert demzufolge

*

ItiK)-xil # Dy £ == , und der rechts stehende Wert wird
bei wachsendem K beliebig klein. Fir das betrachtete Belspiel
erhalten wir z. B. wegen D* = 2,5

10
Dyo £ %%2 = 10 . 0,75'° < 0,563.

In Wirklichkeit ist D o= |t{'?x,| = 0,001 viel kieiner ale
der erhaltene Wert 0,563. Das liegt darsn, daB bel der Herlei-
tung der Ungleichung Dp « fnk vom unglinstigsten 3?11 ausgegen=

gen werden muB, um eine universelle Abschiéitzung zu erhalten, die sich
dann allerdings in Spezialfillen als sehr grob erweist., Der Vor-

telil dieser Ungleichung liegt darin, daB DK nur durch die GriBen

D¥ und Q abgeschitzt wird, die sofort zuginglich eind, ohne daB

man die t{x) berechnet, Mochte man die Werte x4 mit der Genau-

1gkeit €> O bestimmen, d. h. 801l |t£K)-x1| £ ¢ fir alle Werte

von 1 erflillt sein, so genligt es,
F'3

B e

zu fordern, dann ist auch Dg £ ¢ . Hieraus erhilt man
< {1=9)€
D‘O‘
und daraus
K. 1g ¢ 1g {=RE 2 1g (1-0) + g€ - 18 D"
D

Wegen 0 <Q <1 ist 1g Q<0 und damit

ra 280QIg € SIEDT | 5 ),

Macht man alse soviel Berechnungen von tix), daB X gerade grioBe:x
oder gleich S(£ ) ist, so kann man eine Genauigkeit von minde-
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stens £ garantieren (von den unvermeidlichen Rundungsfehlern
abgesehen). Fordern wir also z. B. in unserem Beispiel, dafB t{K)
in den ersten drei Stellen nach dem Komma mit den exakten Werten
ibereinstimmen soll, so ist £ = 0,0005 und diese Forderung ist
sicher erfiillt, wenn

lg 0425 + 1 g0 ?OO - lg 2 = 34,42,

d. h, ab g=35. Wie die Tabelle zeigt, ist es aber liberfliissig,
t£35) auszurechnen, t§12) leistet berelts das gewlinschte,
Zur Berechnung aller tix) aus den tiK'1) muB man nun im Normal=-
fall gensu n(n-1) Operationen auafﬁhren* insgesamt erhédlt man da=-
mit, da man in der Praxis gleich bei t{ )-d1 beginnt, fiir die
Rechnung bis tﬁK)Bgenau (K—1)(n2-n)== Kn® Operationen. Vergli-
chen mit den %r Operationen bei der "exakten" Berechnung ist
das wesentlich weniger, wenn K viel kleiner als n/3 ist. Wenn man
beriicksichtigt, daB man flir manche Aufgsben Gleichungssysteme
von n-104 15sen muB, 8o kann der Unterschied betréchtlich sein.
Die Zahl der Operationen ist nicht das einzige Kriterium bei
der Beurteilung von Rechenverfahren, aber auch in anderer Hine
8icht ergibt sich oft ein #dhnliches Bild.

K a

Der zu Beglhn formulierte Grenzwert ist somit als Beispiel
daflir zu sehen, wie mathematische Aussagen teils unmittelbar,

tells auch liber viele Zwischenstufen mit Prozessen und Erschei-
nungen der objektiven Realitdt verknlipft sind, letztlich also

in diesen wurzeln und aus ihnen durch immer welterflihrende Ab=
straktion gewonnen werden.

W. Rosenheinrich
Bereich Numerik/Operationsforschung

e W . T e e

Wurzel-Humor

Man wird doch einmal fragen diirfen! - oder; ein Schelm, wer Arges dabei denki!

Student: Darf man einen Professor einen Esel nennen?
Protessor: Nein, natiirlich nicht!

Stuaent: Darf man aber einen Esel Professor nennen?

Professor: Das ist nicht verboten.

Student: Danke, Herr Professor!

\
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Mathematische Modelle der

diskreten Optimierung

Seit einigen Jahren arbeitet eine kleine Gruppe von Mitarbeitern
der Sektion Mathematik auf dem Gebiet der diskreten Optimierung.
Die mathematischen Methoden der Optimierung haben sich in den
letzten 40 Jahren besonders stilrmisch entwickelt, weil die ob-
jektiven Bediirfnisse in der Praxis gestiegen sind, well die Ent-
wicklung der Rechentechnik - EDV gute Voraussetzungen geschaf-
fen hat.

‘Wihrend der Schulzeit werden Sie mit Extremalaufgaben bekannt=
gemacht, fiir eine gegebene Funktion ist ein Maximum oder Mini-
mom zu errechnen., Bei allgemeinen Optimierungsproblemen muB8 man
annehmen, daB die Variablen aus einem bestimmten, dem zuldssigen
Bereich, konmen. Damit ergibt siech formal als Aufgabe

£(x) — mex .
xeM

Entsprechend der Art der Zielfunktion, der zuldissigen Bereiche
und der LYsungsmethoden entwickelten sich spezielle Teilgebiete
der Optimierung.

Lineg;g Optimierungs:

¢x —» min
AX = b
xa0 } !‘

(Dabei sind ¢ und x n-komponentige Vektoren, A ist eine Matrix,
bestehend aus m Zeilen und n Spalten. Damit ist durch Ax =D
ein lineares uleichungssystem angegeben, wenn b ein m-komponentiger
Spaltenvektor ist. Mit cx wurde das Skalarprodukt der Vektoren

¢ und x bezeichnet, x = 0 soll bedeuten, daB alle Komponenten
von X nichtnegativ sind)

Zielfunktion also linear, zuldssiger Lisungsbereich ist durch
ein lineares Gleichungssystem gsgeben.

Hichtlinegre Optimierung beinhaltet Zielfunktionen f(x), die
von cx verschieden sind.

Die diskrete Optimierung beschiiftigt sich mit solchen Problemen,
deren zuléssiger Bereich M eilne diskrete Menge ist. Das sind
z. B. eine Menge von Permutationen, die Menge aller ganzzahli-
gen Punkte im nn (also alle Vektoren mit ganzzahligen Komponen-
ten), die Menge aller (0,1)=Vektoren oder aber auch die Menge
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P
aller Ecken einer polyedrischen l.nso z:. B. Axw=b, x20).

In diesem Artikel mSchten wir einige praktische Probleme anfilh-
ren, die auf mathematische Modelle der diskreten Optimierung
fiihren.

1. Transportproblem

2. Rundreise und k=Touren-Problem

3, Standortverteilungsproblem

4, Problem der optimalen Standardisierung.

1, Das Trensportproblem

Ein Verkehrsbetrieb realisiert den Tremsport eines Produkts

(z. B. Milch) aus Produktiomspunkten i in Bedarfspunkte j. In
den m Produktionspunkien i (z. B. Molkereien) werden a, Einhei-
ten hergestellt. In den n Bedarfspunkten ] besteht ein Bedarf
von bd Einheiten des Produkts. Der Transport einer !inhgit des
Produkts aus i nach j verursacht c €44 Kosten (Mark). Gesucht ist
ein solcher Transportplan X beseichnet die Ansahl der Pro=
Produkteinheiten, die aus 1 ngcﬂ j transportiert werden), der
die Kosten minimiert und die Bedlirfnisse in jedem Punkt J be=-
friedigt, und sichert, daB alle produsierten Produkte aus den
Punkten i abtransportiert werden. Somit erhalten wir folgendes
mathematisches Modell:

n
g E Cy4 Xyj —> min (max) (1)
g x’-d = bd' J-1|no.,n (2)
% Iij = ai. 1-1.000.. (3)
xij » 0, ;--1.0.- .: (4)
WMigensny
ganze Zahl r {5)

Dabel bodeuiét (1), die gesemten aufsummierten Transportkosten
sollen minimal werden. (2) beinhaltet, daB aus beliebigen Pro=-
duktionspunkten 1 jeweils Xyqs insgesant aber bj' Einheiten ge=-
liefert werden milssen. (3) besagt, daB sus jedem Produktions=-
punkt i genau y abtransportiert werden. Die Bedingung (4) wird
tkonmisch begriindet, daB aus Bedarfepunkten nie etwas surlick-
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transportiert wird in Produktionspunkte. AuBerdem (5) sollen
die Transporte jeweils aus ganzen Einheiten des Produkts (Milch-
kisten) bestehen.

Summiert man (2) tiber J-1,....n und (3) ub-r 1-1,...,1 auf, so

b, = a,. Daher
erhalten wir % 3 _1 £ 13 ? F 1 - i

nennen wir dieses Transportproblem bilanziert, e8 wird genau so-
viel produziert, wie verbraucht wird.

Ein mathematisches Modell 1&B8t mehrere inhaltliche Interpretatio-
nen zu, so ist das Zuordnungsproblem ein spezielles Transporte
problem, Debel sind m = n und alle a; = b; = 1.

In einem Betrieb sind m Maschinen von m Arbeitern zu bedienen.
Es ist zu entscheiden, welcher Arbeiter i1 an welcher Maschine J
arbeiten soll. Mit °1j bezeichnen wir hior die Produktivitit des
Arbeiters i an der Maschine j. Ziel ist cs, die Aufteilung der
Arbeiter i auf die Maschinen J so zu gestalten, daB Cle Produke-
tivitit maximal wird (1) und jeder Arbeiter an einer Maschine
arbeiten soll (3) und jede Maschine durch genau einen Arbeiter
bedient wird (2). Die Variablen Xyq = 0 oder 1 driicken aus, daB
der Arbeiter i an der Maschine jJ arbeitet (x13-1) oder nicht

(Iiﬂﬂ).

2, Das Rundreise- oder k=Touren=Problem

In einer Stadt existieren n Briefkiisten (numeriert von
19eee9Jsecesn)e Sie werden in einer Fahrt geleert, der Postbe-
amte muB also,von einem Briefkasten i zum anderen j fehrend,
alle leeren. Er wird seine FPahrt so einrichten, daB seine Fahrt
80 kurz wie mdglich wird.
Sind mit c13 die Entfernung zwischen den Briefkdaten i und j ge-
geben, 80 erhalten wir folgendes mathematisches Modell

n

c — min
for 17y

(TLI .oou’ﬂ )63

wobei (111....,ﬂ'n) ein Zyklus, also eine Permutation der Zahe
len (1,e4s4n), die sichert, daB ausgehend von Briefkasten 1 alle
Briefkiésten folgend geleert werden.

Dieses Problem wurde zuerst fiir Handlungsreisende formuliert und
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1 Vool lowlag,

ist daher ;:Bh unter dem Namen Problem des Handlungsreisenden
oder Rundreiseproblem bekannigeworden.

Nehmen wir nun an, daB8 der Platz im Wegen des Postbeamten nicht
ausreicht, um den Inhalt aller Briefkésten darin unterzubringen.
Deher wird der Postbeamte in mehreren (k-)Touren alle Kisten
leersn, somit kommen wir zum Tourenproblem ‘

c — min-
2015y (T penesllg) €2y
wobei (71, ,....TQI) eine Permutation ist, die aus k Zyklen besteht
(zn,k Menge sller Permutationen der Zahlen 1,...,n, die genau
k Zyklen besitzen).
Auch hier mdchten wir eine weitere inhaltliche Interpretation zum
mathematischen Modell des k=Touren=Froblems gebeni

In einem Gummikombinat werdem auf k Produktionslinien n Gummisor-
ten hergestellt. Dabei entstehen beim Umrilisten der Produktions-

linien von der Gummisorte i zur Serte J Kosten Cyqe Die n Gummi-
sorten sind nun so herzustellen, daB die Umriistkosten 4 5
minimal werden (wobei (7yyese,;) ein k-Zyklus ist). i=1 1

2e Standortverteilu mp;_oblan

Zur Heystellung eines bestimmten Produkts (z. B. Elektroenergie)
sollen Werke errichtet werden. Dabei liegen flir mdgliche Pro=-
duktionspunkte i Projekte mit beliebiger Kepagitdt vor. Zur Her-
stellung des Produkts sind Rohstoffe (Kohle) aus Lieferpunkten
(Tagebau) anzuliefern, dabei entstehen Transportkosten Sy fur
eine Einheit des Rohstoffs aus dem Lieferpunkt j in den Produk=-
tionspunkt i, Hierbei ist die Kapazitiit der Lieferpunkte j durch
b. Einheiten beschrinkt, Bezeichnen wir nun mit f1 (yi) die In-
vestitionskosten zur Errichtung eines Werkes mit der Verarbei-
tungskapazitit vy im Punkt i, und dem Transportplan xiJ aus

den Jieferpunkten j in die Produktionspunktie, so erhalten wir
das folgende Modell: :

é}l £, (31) +1-1 % Cy3 X1 — min (1)
n
Z Iia - xi » 1-1,....! (2)

3=
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é xiJ £ bj 'Y j’1.l‘¢'n (3)

Xy @ 0 (4)

Die Nebenbedingungsen (3) = (4) beschreiben ein Polyeder G im
euklidischen Raum E™*® der Dimension m.n. Auf Grund Skonomi-
scher {/lberlegungen kann man annehmen, daB die Funktionen £, (vy)
konkav sind (die Investitionskosten sind relativ geringer bei
griBeren EKapazititen). Daher ist das Minimum in den Ecken des
LY¥sungspolyeders G zu erwarten. Damit kann die Aufgabe (1) - (4)
als Aufgabe {iber der Menge v(G) der Ecken des Polyeders betrach-
tet werden.
m n

:1:'(0) ‘12:1 £y (E x44) +5:11 ZJ: Cyy Xy4 (5)
Andere inhaltliche Interpretationen sind mSglioh, z. B. die
Transportkosten aus den Produktionspunkten in Bedarfspunkte, .
nicht Investitionskosten, sondern Investitionskosten plus Pro-
duktionskosten, Vorlage von Projekten bestimmter Kapazitdten.

4, Probleme der optimalen Standardisierung

In allen Bereichen der Volkswirtschaft, auch des tiéglichen le-
bens, begegnen wir der Standardisierung, der Beschrénkung auf
eine bestimmte Menge von Gegenstdnden, die alle Bediirfnisse be=-
friedigen k¥nnen.

Gegeben seien Teile J (J=1,.+.,n) mit einem Bedarf b,. Gesucht
ist ein standardisiertes Produktionssortiment von Teilen 1
(i=1,40.,m), eine (Qualifikations-)Matrix Q = "qiﬂ"mxn gibt
eine Aussage liber die Ersetzbarkeit von Teilen j durch Teile i:
qij>-0 bedeutet, dal ein Teil 1 qu Teile j ersetzen kann,
qij=0 — keine Ersetzbarkeit. Hit-wi bezeichnen wir den Produk-
tionsumfang an Teilen i, mit X5 die Anzahl der Teile i, die
zum Ersatz von Tellen j produziert werden.

Die Produktionskosten £y (31) flr y; Teile 1 wachsen bei gri-
Beren Serien relativ geringer als bei kleiner Anzahl, d. h. fi
(31) 8ind monoton wachsend (besser: nicht fallend) und konkav.
Damit ergibt sich folgendes mathematisches Modeil:

m
E £, (y4) —>min (1)
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n
= xia = Si ’ 1-1'000’- (2)
m
E qid Iij = bj, J-1,...,n (3)
2 0 wenn 144 >0
xi:l{ = 0 wenn 944 = 0 (4)

Dieses Problem kann (bei £y (v4) konkav) wieder betrachtet wer-
den als diskretes Optimierungsproblem liber den Ecken des zu=
ldssigen L¥sungepolyeders H, das durch (2) = (4) beschrieben
wird.

Als einfeches Beispiel ktnnen wir uns den Bedarf einer Baustelle
an Brettern verschiedener Lénge und Dicke (einer Breite) vorstel-
len. Jeder Balken erhilt nun zwei Parameter (Lénge, Dicke). Die
Ersetzbarkeit ist damit bekannt. Jedes Brett grtBerer Lénge kann
durch Zersigen bzw. Absigen auf der Baustelle kiirzere ersetzen.
Jedes dickere Brett kann dlinnere ersetzen.

Wichtig ist, daB das gelieferte Material nicht zu viele Sorten
enth&lt und billig bleibt (also so wenig wie mdglich Abfall).

In Abhdngigkeit von der Anzahl der kennzeichknenden Parameter
spricht man hi#ufig auch von ein-, zwei-,..., mehrparametrischen
Problemen.

In einigen Problemen tritt noch die Forderung auf, daB das
standardisierte Produktionssortiment nicht mehr als k £ m Teile
beinhalten darf. Deraus erhdlt man die Bedingung

m
32 slgnyy £k (5)

wobei sign vy = {'1 3 ; g ist,
i

Zu diesem mathematischen Modell laseen sich auch andere Probleme
filhren, wie das Problem eines einheitlichen Maschinenparks. Mit
Maschinen i sind gewisse Arbeiten J ausflihrbar. Bekannt ist der
Umfang bJ der Arbeiten j und die Produktivitit qy 5 der Maschi=-
nen 1 bei der Arbeit j (eine Maschine i1 erledigt in einer Zeit-
éinhelt q1J Arbeiten J, qij-o - Maschine i zur Arbeit j unge-
eignet)., Ist es nun das Ziel, die Instand- und Unterhalikosten
fir den Maschinenpark minimal zu gestalten, so kommen wir zum
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Problem (1) = (4). Die Bedingung (5) wiirde lauten: im Maschinen=-
park dirfen htichstens k verschiedene Maschinentypen enthalten
sein (z. B. weil das Ersatzteillager su klein ist).

Es wird aus dem Modell sichtbar, daf das Standardisierungapro-
blem als spezielles Standortverteilungsproblem (ohne Transport-
kosten) betrachtet werden kann.

Aus diesen Beispielen wird deutlich, daB ein mathematisches Mo-
dell stets nur einen bestimmten Teil, den filr die Optimlerung
wesentlichen, an Informationen des realen Prozesses enthiélt. Na=-
tiirlich eind genaue Modelle besser, aber sie haben oft den Nach-
teil, daB sie nicht mehr in annehmbarer Zeit berechnet werden
ktnnen. Betrachten wir zum Beispiel das Rundreiseproblem. Sind
n=5 Briefkisten gegeben, so ist es recht einfach, eine optimale,
kiirzeste Tour zu finden, auf der alle Briefkisten liegen, da

es nur 24 Touren gibt, Iet naT70, so ist dle Anzshl der mdglichen
Touren schon eine 100stellige Zahl.

Dr. E. Girlich
Bereich Numerik/Operationsforschung
Preisaufgaben |
L 37 Man finde alle reellen Losungspaare (x,y) der Gleichung
x2 + 2xs8inxy + 1 = 0, ’ -

L 38 Man zeige, daB flir jede natiirliche Zahl n eine natlirli-
che Zahl k mit folgender Eigenschaft existiert:

(- D =qfksl -9K .
Man beweise, daB eus
. x(y+2=- Z4X = Z(X+y=2
folgt, daB
Vy* = z2¥y?% = x%2%,

L 40 Es 1st bekannt, daB x> + x + 1 = O gilt. Man berechne

14 1
b 4 +-ﬂ°
X
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L 41 Gegeben seien vier positive Zahlen a,b,c,d, deren Pro=
dukt gleich 1 ist. Man zeige folgende Eigenschaft:

az+b2+02

+d2+abtac+ad+be+bd+cd 2 10

L 42

lloxasaTh, YTO 6CJM B TPeyroJBHO# IMpaMuAe ZABe BHCOTH
nepeceranTcsi TO ABE APYyI'Me TAaKKE IIEPECEKANTCH.

Lisupgsbedingungen: :

Pir jede vollstiéndige Lsung erhdlt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen=-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er=
reichten Punkte flir das n#chste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind = jede Ltsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders =
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns 2zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen., Dies bedeutet insbesondere,
daB die in einer L8sung unbewliesen verwendeten Sachverhalte an=-
zugeben sind. Der Lisungeweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Kons truktionen, Hilfslinien? muB deutlich erkennbar sein.

EinsendeschluB: 15. 10. 1979

Losungen

IAufgabe LT

Wir betrachten die Funktion f(x) = x = logzx.
Es gilt £'(x) = 1 = x—-}rz 2 0 fiir alle x » yow, also auch

Tnz °

fir alle x » 2, da 2>

1. Fall: 0<x<1
Es folgt log,x <0, also f(x) a x = log,x >0,

2, Fall: x = 1
Es gilt log,1 = 0, also £(1) =1 -0 = 1>0,

2. Pall: 1<I.§ 2
Es gilt 0 <log,x € 1, also f£(x) = x = log,x > 0.

4, Fall: x> 2

Es gilt £'(x)> 0, d. h. in diesem Bereich ist f(x) monoton
wachsend. Also gilt flir jedes x> 2 dle Abachitzung

f(x) > f£(2) = 1. Also gilt auch hier f(x) > 0.
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Plir alle x>0 gilt £(x) = x = logyx >0, d. h. x>1032£
Also kann die Gleichung
_ X = logzx
keine reellen Lisungen besitzen.

knrgabe L8
Durch einfaché Umformungen ergibt sich

nz.n! + (n+1)(n+1)!1 - g!in2+§n+1!2; -
n+ n n+ n+ )

2 1
- 2n°42n41 2+ 7+ 52
+

n2+3n+2 - 14 I 2

f

Dieser Ausdruck besitzt aber flir n — e offensichtlich
den Grenzwert 2.

bu fgabe L 9

leider ist die Aufgabe durch einen kleinen Druckfehler ver-
fdlscht worden. Da aber viele Leser den Fehler erkannt ha-

ben, wollen wir hier die Lbsung der urspriinglichen Aufgabe

verffentlichen, Die L¥sungen der fehlerhaften Aufgabe wer-
den jedoch trotzdem anerkannt.

Das korrekte Gleichungssystem lautet:

log 2
s 9 s i%T sw

log x log. y
y z + X z =

log ¥y log 2z .
2 ®x + 3y - -2.-‘/2'

Man erkennt, deB gelten muB x>0, y>0, z> 0.
Durch eine Substitution

X = 2a. y = Zb. z = 2°
erhdlt man das folgende Gleichungssystem:

ac ac
28 4 2P . 59
ab e
2° 4+ 2° u 23
be be

23 + 2-5'- = 23/2
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oder = 8

2'9._ - 21/2
Mit der Eineindeutigkeit der Exponentialfunktion folgt
sofort:
ac = 8b
ab = 2¢
be = %
Dieses Gleichungssystem hat folgende ISsungen:
(4’192)| (43"1."2)l ("'4s‘1i2)s (""'4i1""2)’
Demit ergeben sich die ILYsungen des urspriinglichen Glei-

chungesystemst:
(16,2,8), (16, 3, P» (rfs 3 4)s (g 2, P+

IAui'gabe L 10

i, Fall: x>0 Bs folgt x2+x-6>0 (1)
2, Pall: x<O0 Bs folgt X2 +x = 6<0 (2)

Die Parabel 12 + X =6 =y hat ihre Nullstellen bei x = =3
und x = 2 und ist nach oben gedffnet. Also gilt flir alle x
mit x ¢ =3 oder x> 2 die Beziehung (1) und fiir alle x mit
=3<x< 2 die Besishung (2). Daraus ergibt sich jedoch die
Ltsung der Ungleichung x> 2 oder =3<x<0.

Aufgabe L 1ﬂ
Offemsichtlich gilt immer
(a-»)2 2 0
a2 - 2ab + b2 2 0

o2 + b2 2 2ab

Fach Voraussetsung gilt a.b> 0, also kann durch a.b divi-
diert werden, ohne daB sich das Relationszeichen Hndert.



LiAsuneren \
=

2 .E
a b
ap *ap = 2
%+§ 22

lAufgabe L 12

hs

AT & ac B [
1) Gru:si‘ﬂuche e 2) Seite?zflﬁche h‘ 3) Schnitt

Nach, Dreieckssitzen gilt: - he= HC

Es gilt:

0 <Arc sin (F cos of )(‘% .
Da der Sinus in diesem Bereich streng monoton steigend ist,
folgt:
0< =2= cos « < 1

"l
0<cos ot ¢ w37 (.0<°<<§)

De der 0031:}“ in diesem Bereich streng monoton fallend ist,
folgt:



Arc cos 0 >« > Arc cos %'JT
> LD J—E
Die Grenzfiélle o -’E und &« -j{entaprechan auch den geo-
metrischen Entartungen der Pyramide, Prisma mit unendlicher
Hohe und Dreieck,

Die XVIIl. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
Yom 8.-12. April 1979 in der Jugendhochschule
»Wilhelm Pieck” am Bogensee

Ein Berichl von Stefan Miiller-Pieiffer, Spezialschule,,Carl Zeiss" lena

Sonntag, 6. April

Am Sonntag, dem 8. April, wurde in der Jugendhochschule "Wilhelm
Pieck", die der 4. Stufe der Olympiade Junger Mathematiker nun
schon traditionell als Austragungsort dient, die XVIII,OJM der
DDR eroffnet. Bei strahlendem Sonnenschein waren 155 Jungen und
28 Mddchen, darunter 33 Friihstarter, aus allen Bezirken der Re=-
publik angereist, um ihre mathematischen Kféfte zu messen. Rund
80 Betreuer und Korrektoren sollten die jungen Mathematiker un-
terstiitzen und spdter ihre Ldsungen korrigieren.

Am Abend wurde die Olympiade feierlich eréffnet. Fiir dige
kulturelle Umrahmung sorgte der Singeklub des Instituts flir Leh-

rerbildung Templin.

Montag, 9. April
An diesem Tag sollte es nun ernst werden, denn es wurde die

erste Klausur geschrieben,

Nach dem Aufstehen um 6.15 Uhr, der nachfolgenden Morgentoilette
und dem PFrihstiick fieberte schon alles auf die Aufgaben. Nach
einer kurzen Einweisung {iber organisatorische Fragen konnte es
nun endlich losgehen. In 4 %2 Stunden waren 3 Aufgaben zu bear=
beiten, davon in der Klassenstufe 10 eine Wahlaufgabe.

Nach AbschluB der Klausur wurden dann von allen Teilnehmern die

Aufgaben heftig diskutiert.
Den Nachmittag nutzten die Teilnehmer in vielfédltiger Weise

zur Erholung und Entspannung. Am Abend sprach Prof. Dr. Herneck iiber
Leben und Werk von Albert Einstein, wobei er auch weniger be-
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kannte Aspekte seines Lebens beleuchtete, wie z. B. sein Verhdlt=-
nis zur Mathematik. Angesichts der 2. Klausur am ndchsten Tag
gingen dann alle Olympioniken resch zu Bett.

Dienstag, 10. April
An diesem Tag sollte nun die zweite Klausur gestartet werden,

und es war zu erwarten, daB an diesem Tag die Aufgaben gestellt
wiirden, die die htchsten Schwierigkeiten enthalten. In diesem
Sinne verlief der Tagesbeginn wie am Vortag. In der Klausur wa-
ren wieder 3 Aufgaben in gut 4 Stunden zu l&sen.

Nach AbschluB der Klausur wurden wieder heftige Streitgespriache
ilber die verschiedenen Losungsmdglichkeiten gefiihrt.

Nach dem Mittagessen fuhren alle Teilnehmer der Olympiade nach
Berlin. Der Nachmitteg diente der individuellen Freizeitgestal-
tung, die meistenteils darin bestand, Einkdufe zu tétigen.

Nach dem Abendessen in der zentralen Betriebsgaststdtte Clara-
Zetkin-StraBe waren dann Konzert= und Theaterbesuche geplant.
Die Olympioniken konnten entweder im Berliner Ensemble das "Le-
ben des Galilei", im Maxim=-Gorki=Theater Rasputins "Geld fiir
Maria", in der Komischen Oper das Ballett "Schwarze Vigel" oder
im Metropol-Theater ein Konzert besuchen.

Erst spdt in der Nacht kehrten wir in die Jugendhochschule zu-
riick. Doch an Ruhe war noch nicht zu denken, dazu war die Span=-
nung auf die Ergebnisse viel zu grof. Endlich, nachdem die Neu-

gier befriedigt worden war, kehrte Ruhe ein.

Mittwoch, 11. April

Auch an diesem Tag war es uns nicht vergonnt, lénger schlafen
zu konnen, denn nach dem Friihstiick bekamen wir die korrigierten
Losungen unserer Aufgaben zurlick, damit man noch Protest einle-
gen konnte, falls man sich ungerecht beurteilt fiihlte.

Den Rest des Vormittags hatten dann die Koordinatoren Zeit, die

Proteste zu bearbeiten. )

Am Nachmittag fand im Festsaal der Jugendhochschule die Sieger-
ehrung statt.

Nach dem Kulturprogramm des FDJ-Ensembles des Pionierhauses
wurden die Sieger ausgezeichnet und die IMO-Kandidaten berufen.
Das PFernsehen der DDR drehte einen Filmbericht, der am Abend in
der Aktuellen Kamera gesendet wurde.
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Nach der Siegerehrung fuhren die ersten Delegationen nach Hause,
widhrend die anderen am Abend noch eine Filmveranstaltung ansehen

konnten.

Donnerstag, 12. April

An diesem Tag erfolgte die Abreise des Restes der Delegationen.
Nach dem Friihstiick setzten wir uns in einen Autobus und wurden

bis zum Bahnhof Bernau gefshren.
foni = e e

Preistrdger

IOlympiadeklaBse 11/12 |

Einen 1. Preis erhielten:

Stefan Schuster
Steffen Zopf
Lutz Dietrich

Einen 2., Preis erhielten:
Andreas Kasparek .

EOS "Ernst Schneller" MeiBen
EOS "Karl Marx" Leipzig

Techn. Hochschule Karl-Marx=Stadt
Sektion Mathematik, Speziaslklasse

Spezialklasse der Martin-=Luther=-

Universitdat Halle

EOS "Friedrich Engels" Neubranden-—
burg

BBS BMK Siid Leipzig

Spezialschule Mathematik/Physik
der Humboldt-Universitdt Berlin

Spezialschule "C. F. GauB"
Frankfurt/0.

Spezialklasse der Martin-Luther=-
Universitdt Halle

EOS "Heinrich Hertz" Berlin

Spezialklasse Mathematik/Physik
der Humboldt-Universitdt Berlin

Erw. Goethe-~Oberschule Bad Doberan

Uwe Szyszka

Tilo Brock
FPrank Eisenhaber

Axel Frchlich
Frank Erdmann

Matthias Gelbrich
Holger Riicker

Norbert Mlinde

Einen 3. Preis erhielten:

Thomas Gundermann, Sonneberg
Bernd KreuBler, Berlin
Priedemann Schuricht, Leipzig
Erasmus Scholz, Dresden
Steffen Ewald, Frankenberg
Grit Werner, Magdeburg

Maik Hellmund, Meiningen

Uwe Mehlhorn, Stollberg
Kerstin Rudorf, K-M-Stadt
Gerald Werner, Meiningen
Thomas Apel, K=M=Stadt
Bodo Heise, Gorlitz

Jens Galley, Berlin

Peter Dliring, Rostock
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Einen 1. Preis erhielten:

Andrean Goede Generel=Walter-EZ0S Strausberg

Jirgen Gradfenstein E0S "M.-Andersen=Next" Dresden

Detlef Hcrbach - EOS "Friedrich-Engels" K-M=Stadt

Axel Schiiler Gerhard=Eisler=0S Kleinmachnow

Einen 2. Preis erhielten:

Jens Heinrich Goe the=Schule Jlierbog

Mich=el Giesecke Spezialsche. T. zZlektrn. Industrie
"Martin=Azdersen=Nex0" Dresden

Stef'fen Grunewsld EOS Kleinmachnow

HMarid Helbig Spezialschule "C. F. GauB"
Frank{urt/0.

Jens Franke 15 POS "R. Scheffel" Gera

Bernd Kirchheim E0S "Friedrich Schiller" VWeimar

Gabriele Drauschke EQOS "Clara Zetkin" Neustrelitz

Ralf Hertig 13. POS Cottbus

Stefan Thiater EOS "Friedrich Schiller" Weimar

Einen 3. Preis erhielten:

Ralf Muschall, Eisenach Jorn=-Uwe Miller, Kleinmachnow
Mario Binkowski, Demmin John Matzke, Erfurt

Michael Baranowski, Leipzig Stefan Miller-Pfeiffer, Jena
Uwe Fetzer, Suhl Peter Zienicke, liagdeburg
Volkmar Heinrich, Templin Kai Seyffarth, Rostock

Norbert Koksch, Dresgden

Aufgaben der DDR-Mathematikolympiade 1979
Olympiadeklasse 11/12
1, Man ermittle alle genzen Zahlen a mit der Eigenschaft, deB zu
den Polynomen
£(x) = x12 - x11 ~ 3J‘:‘l
g(x) = 13 +2x +a
ein Polynom h(x) so existiert, deB fiir alle reellen x die Glei=
chung £(x) = g(x) . h(x) gilt,

0. 11:3 - 12 + 23x + 30,
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. Im Staat Wegedonlen gibt es ein StraBennetz. An jeder Kreu-
wing und an Jeder Einmlindung von StraBen dieses Netzes steht
+in Verkehrsposten., Dle Linge eines jeden StraBenabschnittes
zalachen Jje zwel benachbarten dieser Posten ist kleiner als
100 km. Jeder Verkehrsposten 148t sich von jedem anderen auf
einem Gesamtweg 1nnerhalﬁ des Netzes erreichen, der klirzer
els 100 km ist. Ferner gilt fiir jeden StraBenabschnitt zwi-
schen zwel benachbarten Verkehrsposten: Wird genau dieser
StraBenabschnitt gesperrt, so ist immer noch jeder Verkehra=-
posten von jedem anderen auf einem Gesamtweg erreichbar, der
sich nur aus ungesperrten StraBenabschnitten des Netzes zu=-
sammensetzt,

Man beweise, daB dies auf einem Weg erfolgen kann, der kiirzer
als 300 km ist.

3. (2) In einer Epene sei PIPZ"'Pn ein beliebiges ebenes konve=-
xes n=Eck E.
Man beweise folgende Aussage (1):
Sind im Innern oder auf dem Rande von E Punkte Ql,,...,cz'1 §
80 gelegen, daB Q1Q2...Qn ein zu E kongruentes n-Eck ist, (1)
80 1st jeder Punkt Qy (i=1,...,n) eine Ecke von E. J

(b) gibt es nicht-konvexe n-Ecke E, fiir welche die Aussage (1)
falach 1ist?

(c) Ist fUr jedes nicht-konvexe n-Eck E die Aussage (1)
falsch?

4. Man beweise, daB flr alle positiven ganzen Zahlen m,n mit
m>n die durch

m-
8(myn) = i-
SRt =R=10
definierte Summe s(m,n) den Wert

s(m,n) = %(n—1)n(n+1) + % mn(men)
hat,

5« Es sel n eine natlrliche Zahl gréBer als 1. Man zeige, daB
e8 zu jeder der n Zahlen 84985900058, mit a, = nl+j
(j=1,2,.004n) oine Primgzahl p, glbt, die die Zahl 249 aber
keine weitere Zahl a (kidj) dieaer n Zehlen teilt.
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Zahlanfolgen ' 130
Zur ldentifizierung von Sauriern und
Zahlenfolgen

Im Jahre 1824 wurden in England in Sandsteinen des Trias verstel=
nerte handfdrmige Fihrten unbekannter Tiere gefunden. Fdhrten
offenbar gleichen Ursprungs wurden spéter als Verstelnerungen

an verschiedenen Orten entdeckt, wie etwa 1834 bel Hildburghau-
sen (Thiir.). Diese Abdriicke wurden 1835 durch A. v. HUMBOLDT
(1769 - 1859) als Spuren von Beuteltieren gedeutet. Im Jahre 1924
konnte anhend einer sorgféltigen Fdhrtenanalyse eine Rekonstruk-
tion der Tiere angegeben werden, die diese Spuren hinterlassen
haben. Danasch handelt es sich nicht um Beuteltiere, sondern um
Vertreter der_Thecodontia, einer Stammgruppe der Riesensaurier
(s. Titelbild). Diese ungefihr 4 - 5 m groBen Reptilien des Trias
trugen die Hauptlast ihres Korpers auf den Hinterbeinen und sind
entwicklungsgeschichtlich mit den Krokodilen verwandt. Bis heute
sind von diesen Tieren nur Féhrtenabdriicke bekannt.

-

Une interessiert hier die dieser beschriebenen Rekonstruktion
zugrunde liegende prinziplelle Methode. Anhand einer Detailinfor-
mation wurde auf die Gesamtstruktur des Objektes geschlossen, aus
den PuBspuren wurde gewissermaBen induktiv der Kdrperbau dieser
Tiere entwickelt. Ohne Zweifel waren dabei Kenntnisse iiber die
Umweltbedingungen des Trias von Nutzen. Derartige induktive Iden=-
tifizierungsvorginge, bei denen aus vorliegenden speziellen Kennt-
nissen {iber ein bestimmtes, im Ganzen noch unbekanntes Objekt Hy-
pothesen liber die Struktur dieses Objektes aufgestellt werden =
natiirlich mit dem Ziel, durch diese Hypothesen die tatsichliche
Struktur des noch unbekannten Objektes so gut wie migllch zu be=-
schreiben = sind mit der Entwicklung der Wissenschaften von Be=
ginn an auf das engste verbunden.

Im vorliegenden Artikel sollen Fragen der induktiven Erkennung
unendlicher Zahlenfolgen betrachtet werden; mit diesem Themen-
kreis ist der Ieser gewiB bereits des Ufteren konfrontiert wor=
den. Als Anfang einer unendlichen Zahlenfolge {‘r }n-o seien et=-
wa dlie Werte

ro=1, rqy=2, r2-4, r3-8
gegeben, im Sinne unseres einleitenden Beispiels spielen diese
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Werte dle Rolle des FuBabdruckes. Es ist eine explizite Darstel-

lung der Zahlen Ty . dieser Folge gesucht, d. h., eine allgemeine
Beachrelbung der Folge {rnEn-o‘ Anhand der gegabanen Detailinfor=
mation TosTqsTps T3 stellen wir die Hypothese ,r =2 R auf, ebenso
kdnnten wir die Hypoihese nXp=r, 1+2(n-1), fir n=22" und viele an-
dere mehr aufstellen, Erhalten wir als néchste Information {iber
die Folge {rn}n & den Wert r4-14, 80 hat sich unsere erste Hy-
pothese Iy =20" als falsch erwiesen, wogegen dieser Wert mit un-
serer zweiten Hypothese {ibereinstimmt. Offenbar hétten wir die
falsche Hypothese "rnnzn" nicht aufgestellt, wenn uns zuvor als
"Umweltinformation" (im einleitenden Beispiel waren dieses Kennt-
nisse lber dle Umweltbedingungen des Trias) gesagi worden wire,
daB diese Folge {r | ™ keine geometrische Folge ist. Zur Iden-
tifizierung von Zahlenfolgen werden stets gewisse Zusatzkennt-
nisse (a-priori-Informationen) erforderlich sein, wie etwa liber
den Typ der zu erwartenden allgemeinen Darstellung der Zahlen Tn
Betrachten Sie zur Ubung die Folge

M Q8 4 & .

Ihre a=priori=Information ist mit dem Charskter dieser Zeit-
schrift gegeben, d. h., es ist keine Entwicklung altgermani-
scher Runen zu erwarten.

1.)Es sel r =5, r.=7. Geben Sie die explizite Formel der
i) o) 1

Zahlen rn der arithmetischen Folge {rni::o an!

_E;IBeginnend mit r =7 seien die n#chsten Elemente einer
Folge {r/ | nao mit den Wer‘l:en
22411434,17,52,26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1444004
in dieser Relhenfolge gegeben. Unter Kenntnis des Bildungsge=-
setzes dieser Folge kionnen wir nun den Wert von r, veréndern,
etwa zu 12, und wiirden diesem Bildungsgesetz zufolge als weite=
re Folgeelemente 6,3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,..o erhalten.
Wie lautet dieses Bildungsgesetz und enthalten alle Folgen, die
nach diesem Bildungsgesetz hufgebaut sind (bei beliebigem ganz-
zehligem ro), unendlich oft den Wert 1%
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3.|Fﬁr eine Folge {rnl;;o sel bekannt, daB r,=0 ist und
fiir alle n20 stets

B 1 1 2 1 3
3 _r, = -G(n-|-1) - =(n+1)< + =(n+1)
i=0 i 2 3
gilt.
Geben Sie flir die Zahlen ry eine allgemeine Darstellung an!

oo ©lne Folge reeller Zahlen, Flir diese Folge
sei bekannt, daB sie eine rekursive Folge zweiter Ordnung ist,
d. h., es existieren reelle Zahlen a4 und a, 80, daB fiir nk2
stets

Es sei nun {rnxclo

Ty = 8q Fpoq + 83 Tpop
erfiilllt ist, Die Werte r, , r, ktnnen beliebig vorgegeben sein.
Flir derartige Folgen wollen wir nun folgende Fragen betrachten:

(A) Es selen die Werte FoslqsesssXpy gegeben. Wie groB muB m ge-
wihlt sein, um sicher sein zu ktnnen, daB unter allelniger
Kenntnis dieser Werte die Angabe einer expliziten Formel fiir
die rekursive Folge {rnjgio zwelter Ordnung mtglich 1st?

(B) Existiert eine sllgemeine LYsungsvorachrift, nach welcher,
ausgehend von hinreichend vielen Anfangswerten im Sinne von
(4), in jedem PFall fiir rekursive Folgen zweiter Ordnung die
explizite Formel zu entwickeln 181?

(C) Kann man fiir endliche Folgen B8 ,8,yee098 reeller Zahlen
entscheiden, ob sie ein Anfangsstlick einer rekursiven Folge
zweiter Ordnung sind oder nicht?

Diese Fragen werden durch den folgenden Satz und die Ausfifhrun-
gen im Beweis dieses Satzes umfassend beantwortet. |

Satz :0 Eilne rekursive Folge zweiter Ordnung ist durch ihren
Anfang r ,rq,rpsry berelts eindeutig bestimmt. Aus
diesen vier Werten kann anhand eines allgemeinen Lo~
sungsverfahrens die explizite Formel fiir r,, berech=
net werden., Vier reelle Zahlen rosTqs¥psrs beschrei=-
ben genau dann keinen Anfang einer rekursiven Folge
zweiter Ordnung, falls r12-r°r2 gilt sowle
1. ro-o, aber r2¢0 oder r3+0; oder

r
2. —1
r.$0, aber rs# To ¢ Yoo
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Ea gelen vier reelle Zahlen ro,r1,r2,r3 gegeben. Diese

Zahlen seien Anfang einer rekursiven Folge zwelter Ordnung mit
dem Bildungsgesetz

(1) Tn = 81%na 2 n-
Wir betrachten das Gleichungssystem
r2 = a.!r.l + 8.21‘0

1 + 8 sy PUr nk2,

Flir dieses Gleichungssystem erhalten wir die Losungen

2 T
r r =r r r.=r
1 2 1 2
Yo'2" r} 2

wobel natiirlich r.r, ¥ rf vorauszusetzen ist, In diesem Fall ver=-
fligen wir bereits liber die Werte a8, und 8, und somit liber die
Rekursionsdarstellung (1). Den Fall r r,= rf_werden wir am Ende
des Beweilses betrachten.

Es seil a$ + 4&2 -KO. Wir zeigen, daB dann .
n=1

84
(3) r, = on

(2nr -(n~1)a r ), flir n&0

gilt. Plr n=0 ist r = - (0+a1r ) = S
1

Flir n=1 ist ry = ? (2r1-0) =ry.

2
a

1
Fﬁr2n=2 ist r, = I- (4r1 =&, 0) =a,ry =g r, =a,r+a
=8
da 8, = Zl nach Voraussetzung. Die Darstellung ro=a,r,ta,r, ente
spricht (1). Im Induktionsschritt erhalten wir

2%0?

2 altl :
Tne2 1 ne1” T Fn = ST (20rgi2ri-negro-arg+ g e ro- —-2)

n+1
-—-? (2(n+2)r, - (n+1)a o)

Somit' ist (3) bewiesen.

Es sel nun af + 4&22+ 0 vorausgesetzt. Wir betrachten die geome=-
trische Folge 1,49,9 5¢.. als Idsung von (1), d. h., es sei
q2=a1q+a2. Fiir diese quadratische Gleichung erhalten wir die
Losungen

4
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(4) o(aa} (a1+'\la1! + 4a,) und ﬂ=% (a, --Ja? + 4a,),

welche moglicherwelse komplexe Zahlen seiln kdnnen (falls

a$ + 4a2<0). Wir gehen weiterhin von dem Ansatz rnno(n"1x+

aus und suchen Werte flir x und y, so daB dlese Gleichung flir n®1

stets erfiillt ist. PFlir n=1 und n=2 miissen slso die Gleichungen
r1 = X+ Yy

n—1¥

z'z = o X + PS
gelten., Nach der Voraussetzung a12 + 432 # 0 it o 4:[3 ; wir
erhalten die Idsungen

(5) _ r=pry

Y= «r
5 2 1

“'P und y = P*—o(

Mit diesen Losungen x.und y ist nun

(6) r, = «™x + g7y, rur na1 /
erfiillt: Flir n=1,2 ist dies gerade das oben als AusgangSPunkt
gewghlte Gleichungssygtem. Im Induktionsschritt gilt

_ n n=1 n-1
Ppep = 84Fp.q + 8or, = a (e n}c+ﬂ y) + ay(x x+ﬂ y)

= -1 (a1u<' +a2)x +'ﬁ n-1 (auﬂ +&2)Y
_dn-1°(2x +ﬁn'1ﬂ23 & of Ptlig +/6n+1:; .

Zum AbschluB des Bewelses ist noch der Fall ror2=r$ zi betrache

ten. Fiir ro.-.-o ist such r1=0 und gemdB (1) also

(7)  r, =0, fiir n®0.

r
Fiir r 40 zeigen wir, daB flr n20 stets r .= I-l . r, gilt, -
xr
PUr ned ist natUriich r, = =t . r_ erf#1lt, Fir ne! gilt

1 r o
r o
r, = —1- . Ty nach obiger Voraussetzung (r0r2 = r1). Im Induk=

tionssfhritt betrachten wir Tre2 = B4y 4 + ayr . Es gllt

r r
1 1 :
rn+2 = E': (a1rn e 32 n—1) = F;; ® I‘n+1- Da fiir niO stets
r'1 ’
Pag1 =5 * Ty gllt, ist

o
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S = S - ———— = ==

w R
1
(8) r, =r, e (;;) s Tlir n&0
Ierfﬁll‘bo Q‘E.D.

Den im Beweis entwickelten Losungsalgorithmus kdnnen wir schema-
tisch wie folgt darstellen.

Tor¥qeXpsX3

d

Ja > nein

8,8, gemiB (2) r . gemdB (7)

i nein

a12 + bay = 07 ARLOEbES
==
E o4
r, geméB (3) «, B gendd (4) r, gemdB (8)
N
X,y gemidB (5)

S
Lp gemdB (6)

_&ufgabenl

1.y Geben Sie fiir folgende Anfénge rekursiver Polgen zwei-
ter Ordnung allgemeine Darstellungen fiir r, an:

8) 2, 1,%,.} b) -1, 1, 8, 28
2.y Gegeben sei die Folge r,=2, ry=3 und rn+2=2rn*1-rn,

fir n®0. Geben Sie eine explizite Formel flir r, an!
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3,'Entwicke1n Sie filir die Folge ro=-1, r1=2 und '

+2ry, flir n®0, eine explizite Darstellung fir r !
}

2" n4e

AbschlieBend betrachten wir ein Beispiel filr den Fall komplexer
Werte fiir o und # . Es sel die Folge r =2, r1=-\5' und

Toyo™ 3 R firns0, gegeben. Fir « und ﬁ erhalten wir zu-
ndchst die Ldsungen

u(-% (+3'+1) wuna f -% (/3 =1),

wobei im-/=T die imegindre Einheit ist. Mittels (5) fihrt dies
auf die Werte

x =k (T+)  umd  y=3 (/7 -1),

de h.y wir haben flir r die explizite Formel
1 n n
Ty = 2a ((/37+0)" + (//F -1

gefunden. Diese Werte flir r_sind flir n30 stets reell, es gilt

n
n =2 e cOSB E}r. , fiir n20.

Fi.ir ne=0 18t ry=2.008 0 = 2. Fir n=1 ist ry= 5 = 2.c08 %o

Im Induktionssehnitt erhalten wir

' n+1) 10 n jT
3 N J:n -E[ﬁ. coa-(—b-L-- cos-s—:l
= 2[2 cos %cos -LE"-'-E)-L- cos -E"-g-:l

= z[cos n+2) 7 + cos EEE = co8 5571;]

-2005‘-”‘—"'%21.

Dr. Reinhard Klette

Bereich Mathematische Kybernetik
und Rechentechnik
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Lehrer werden...

Wenn man an unserer Sektion einen Tehrerstudenten danach fragt,
ob er von Anfang an Iehrer filir Mathematik und Physik werden woll-
te, 20 muB man feststellen, daB viele zuvor den Beruf des ILehrers
ergreifen wollten, aber nicht in dieser Fachkombination. Erst
durch das sktive Auseinandersetzen mit elner Vielzahl von mathe=-
matischen und physikelischen Problemen wé&hrend des Studiums,
insbesondere in der Grundkursausbildung in den beiden Féchern,
findet man zu einem perstnlichen Verh&ltnis und vor allem zu gro-
Berem Interesse an Mathematik und Physik. Der Lehrerstudent
steht nicht nur vor der Aufgabe, den Schulstoff von einem hthe=
ren wissenschaftlichen Standpunkt seher zu lernen, sondern er
80ll sich mit den Methoden und Arbeitsweisen der Erkenntnisfin-
dung vertraut machen. Ein Tehrerstudium stellt also keinesfalls
niedrigere Anforderungen an das math. Wissen und Konnen als ein
Mathematikstudium. Die Mathematikaushildung der Lehrer zeigt be=
sonders den liickenlosen logischen Aufbeu der Mathematik von den
Anfidngen btis zu seinem heutigen Entwicklungsstand. Dieser Sache
verhalt verlangt von einem Tehrerstudenten, sich kontinuierlich
mit Vorlesungen und Semilnaren auseinander:usetzen., Setzt man in
dieser Hinsicht wirklich hohe MuBstibe, sc wird man durch sein
wachsendes Vergtiindnis auch Freude an der Mathematik und Physik
finden. Die perstnliche Begeisterung fiir selne Schulficher ist
eine wesentliche Voraussetzung fiir eine gute Unterrichtsgestel-
tung in d=r spiteren Berufspraxie. Nur der Lehrer kann das In=
teresse an selnen Féchern bei den Schiilern wecken, der selbst
ein gutes Verhéltnis zur Mathematik und Physik het.

Von Beginn des Studiums an hat der Lehrerstudent eine breite
Palette von Moglichkelten, seine pddagogischen Kenntnisse und
Fghigkeiten in der Praxls zu erproben. Im ersten Studienjahr
nimmt man unter der Anleitung eines Klassenlehrers an der Gee
gtaltung des Pionierlebens tell, Nechdem der Lehrerstudent im
Rahmen des Hospitationspraktikums seine ersten Stunden selbst
gehalten hat, werden im 3. Studienjahr schulprektische Ubungen
in den beiden PFichern durchgefiihrt, bei denen das spezifische
Unterrichtsverhalten eines jeder Studenten kritisch analysiert
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werden kann. In dem 10=wSchigen groBen Schulpraktikum muB man
8ich als Lehrerstudent zum ersten Mal {iber l&ngere Zeit in der
Schulpraxis behaupten.

Peter M. Schmidt

Lehrerstudent fir Mathematik
und Physik
3. Studienjahr FSU Jena

lenaer Geschichten
= 1979 -0
Gast im Studentenhotel: "Das war eine schreckliche Nacht. Wegen
der Kakerlaken habe ich kein Auge zugemacht!"
Heimleiterin: "Hitten Sie doch Licht gemacht und die Biester ge=-
fangen!®
Gast:"Ich bitte Sie! Ich habe bel Thnen ein Zimmer gemietet und
keine Jagd gepechtet!"

- 1971 -”

Professor X, sitzt angetrunken in der HO=Gaststitte "Sstellit".
Da betreten 2 Studenten das Tokal. Der Professor schaut gie ver-
wundert an: "Eigentlich miiBt=t ihr jetzt 1n meiner Vorlesung
sltzen!"

- 1913 = (Medizinvorlasung)”
Professor: "Wie Sie sehen, meine Herren, ist das linke Bein des

Patienten klrzer als das rechte, Was wlirden Sie in einem solchen
Falle tun?"
Ein HSrer: "Hinken."

1679 = In jerer Zeit waren dle Studenten in Jena als derbe Rauf=-
bolde bekannt (siehe auch YURZEL 5/77) [/

Ein Auslédnder, der die Jenaer Sitten noch nicht kannte, fragte

verwundert: "Wie kommt es, daB die Studenten hier so viele Nar-

ben im Gesicht haben?"

Antwort: "Da ktnnen Sie mal sehen, was das Studium doch fiir

Kopfzerbrechen bereitet!"
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Preisaufgaben
Gegeben sei eine Folge reeller Zahlen 819855835000 fﬁ?
die gilt
a

=1o

n+1 ~ 28p + 8y

Man berechne 8y mit Hilfe von

Man 1ldse folgendes Gleichungssystem:
xz.-JE'- y é-Jﬁ‘a a%{i’--{?)
X+ Xy +Yy = b
a>0, b>o0.

Man 1ose die Gleichung:
(cot x)2 - 1+ 8in x

[ + co8 X

Man berechne das Produkt

[1+(l§lﬂ- L1+(11+i)ﬂ- |j+(lg*i)21]. il E+(le)ﬂ ,

wobel 1 -1/-1’gilt.

Flir welche Werte von x und a ist die folgende Ungleichung
erfilillt:

log, x + log_ 2 + 2 cos a € 0 ?
2 €x

L 48, Bce TpM MJIOCKAX yria HEKOTOPOI'O TPEXTPAHHOTO yria .
ABIANTCA OCTpuMU, OZVH M3 HUX PaBeH & ; ABYXT'DAHHHE
yIJH, IpUJIexaljie K 3TOMY IIJNIOCKOMY YIIy, PaBHH,
cooTBeTcTBeHHO, B m ¥ . HallTm zBa Apyrux niockmx yria.

Losungsbedingungens

Flir jede vollsténdige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul=
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkt erreichten. Einsen-
dern mit¥ weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte flir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders =
unter dem Kenawort "WURZEL=-Preisaufgaben" an uns zu senden.

EinsendeschluB: 15. 12. 1979
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Lésungen

Jufgabe L 13

a
Es ist bekannt a,> O, a—f- = q>0, q £ 1,

wobei q und d die Parameter der geometrischen bzw. der arithme-

tischen Folge sind.

Es folgt unmittelbar:
an-a1
bn-b

Es ergibt sich

logc an--bn = (n—1)(logc q=-4) + logc a, - b,

g qI:I.|-1

1+ (n=1)d

Dieser Ausdruck ist genau dann von n unabhéngig, wenn
logc q=d =0 gilt, also
C = q1/d.
Da q>0, q #/1 und 4 >0, so gilt auch c>0 und c # 1, womit der
Logarithmus definiert ist.

Fufga.be L 14
Es ergibt sich die Gleichung

sin n(x + 3W) _sin n x ,
sin n(x + 3X() s8in 2 X

n
folglich ; L T s T
n 5x 15 X 15
(=1)" sin & x = sin £ cos == + co8 £= 8in e &

Plr x = O folgt O = sin 12X , Eingesetzt ergibt sich

(-1)n sin % x = sin % X cos 1%2:

Da diese Gleichung fiir alle x gelten soll, folgt
cos LK . L=t

n
Diese Gleichung hat ganzzahlige Losungen fiir

n = =15; =5; =3; =1; 1; 3; 5; 15. Diese LOsungen erfiillen auch
das Anfangsproblem.
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Eufgabe L 15'

Gegeben sel das Dreieck ABC. Haﬁ verliédngere AC liber A hinaus um

die Strecke c. Man erhdlt den Punkt D. Aus der Beziehung

a2 = b2 + bec folgt:

& o bic
a

Daraus folgt, daB die Dreiecke CAB und CBED #hnlila sind.
Weiterhin ist das Dreieck DBA gleichschenklig. Folglich gilt:
o = ¥ CBD
£ =& BDA = { DBA.
Also auch
oL -F+{Dm-2p .
Damit ist die Eigenschaft bewiesen.

hufgbé’ 1L 16|
2n;-1 2n.-1

Es sel Z = (x+a)(x2+a2) o sse o (X + 8 ). Dann gilt
o1 on=1
Y

(x=8) .2 m(x-8) (x+e) (x°42%)e cee o(x

N=1 Ne=1
-(xz-az)(xz-i-az) a ese 0(12 1+ &2 1) =
D= Fle=
-(x4"a4)(x4'|'a4) e wveoe 0(12 + a2 ) =
. n=" =1 Ne=1 n-1
-(12 - 32 )(x2 + az ) =

n n
.(xa - 32 ).
Folglich gilt fir x £ a:
o o
X - 8

Z = =xT"%2

Pir x = a gllt

n
7 = 2% gl =1

Aufgabe L 17

Durch Quadrieren der ersten Gleichung ergibt sich:

2
1/x2-32 -x-g— i (1)

Eingesetzt in die zwelte Gleichung erh&dlt man:

2
~1{x2+y2 = 2%— - X o (2)
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Indem man die zweite Glelichung quadriert folgt

-\/gzﬂ; -/x-y r-xz.

(1) und (2) in d:l.e;e Gleichung eiggeae;zt ergibt

RN e XE SIC- SRR

Man erhilt x = g aZ und demit auch sehr leicht

¥4 -32-\/-?, Nas-az-\/g-‘.

Durch Probe findet man die einzige Liosung des Gleichungssyetems

(& <%, a/B)-

fufgabe L 18'
Es sei h die Hthe des Kegels, r der Radlus der Grundfléche,
1 die Seitenlinie des Kegels und o« der Winkel zwischen Hohe und
Seitenlinie. Nach Aufgabenstellung gilt TWrl = kﬁfre, folglich
1 = kor und somit sine = + ,
Weiterhin gilt r = 2R cos « sinw = 2R 5L
12

Ty
hSZRCOE.(COEd-ZR—E— .

Flir das Volumen des Kegels gilt dann:
2

1 8 3,k%=1 2

S EE Lt o

pufgabe L 19]

Es seien x4, X, und ) die Wurzeln des Polynoms P(x)-u:3+px+q.
Nach dem Vietaschen Wurzelsatz gilt:

x1+x2+x3=0

X X, + x1x3 + X Xq =
Dareus folgt sofort
x2 + : + x2 + 2p = 0
CI B T .

Da XsX59X4 reell sind und ungleich Null (q # 0), gilt

xj" + xg + x§>0 und somit p<oO.




.1.4..3_' Lisungan. .
Fu fgabe L §0|

Da cOB X = cos® -E - ainz ; gilt, kann man die Ungleichung um-
formen:

cos® X - sin? %‘ + 8in x
cot = > <
z sin x *

Da filr o<x<§ sin x>0 gilt, kann man beide Seiten der Un~
gleichung mit sin x multiplizieren:

2x 2

2
2 cos 3 > cos

X ieinzx

X
E-sin 5

oder
1> s8in x.
Da alle Umformungen umkehrbar sind, ist dle Ungleichung bewiesen.

Aufgabe p ¢ 21|

pinT/t' + ein Wt = 0
Mit Hilfe der Additionstheoreme erhdlt man:

t+ 1 cos I § =/t

m———

2.51“3{ =2 0 2

1. Pall: sin J[ L;:,i.?. 0

Es folgt: t +-/t'= 2k, k ganze Zahl.
Durch Aufltsen dieser Gleichung und Ausscheiden der ummbtg-
lichen Pdlle ergibt sich die Ldsung

t, = 18K, 2k, k€N, k>0

coa.’ﬂ'%'ﬁ-?-

2. Pall: 0

Analog erhilt | man :

t, = %L— Y248k | ok, keN, k>o.

Eufgabe L 22 |

3401 5 5400 _ (344100 _ 4100
> 64100 o (43y100 _ 4300 5 ,299

L=
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fufgabe L 23]
Als Beispiel widhlen wir das gleichseitige Dreieck. Hier gilt

h_| =h, = h3 und folglich

h12 h12
(EE) + (E;) =1 +1 =241,

Damit gilt die angegebene Eigenschaft nicht fiir alle Dreiecke.

Euf gabe L 24|

Das Volumen der Pyramide betriégt:
3

va%-\/?-

Spruch des Monats

Ich war so mutlos und so schwach,
Seufzte von morgens bls abends nur ach!
Jetzt bin ich helter, filhl' mich so frisch
Wie im Wasser ein munterer Fisch.

Denn das Ende von meinem Kummer

brachte mir die neueste WURZEL-Nummer,
i W e T e W N W W W U i e S
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Lieber mathematisch interessierter Schiiler!

Wir haben das Heft 10/79 Deiner Zeitschrift "Wurzel" etwas
anders gestaltet als Du es sonst von uns gewdhnt bist. Alle

3 Beitrdge in dieser Ausgabe sind einer Thematik gewidmet, den
Beziehungen zwischen Mathematik und sozialistischer Praxis.
AnlaB dazu ist der 30. Jshrestag unserer Republik, den wir in
diesem Monat festlich begehen. Mit der Wurzel 10/79 wollen wir
dieses Ereignis auf unsere Weise wiirdigen. Uns scheint es .
wichtig zu sein, darauf hinzuweisen, daB es nicht egal ist,

in welcher Gesellschaftsordnung Mathematik betrieben wird. Das
wirst auch Du, lieber Schiiler und Wurzel-Leser, wenn Du es Dir
genau iiberlegst, anhand Deiner eigenen Erfahrungen bestédtigen
kénnen. Du bist im Verlaufe Deiner Schulzeit und Deiner Be-
schéftigung mit Mathematik in den GenuB vielfédltiger Fdrderungs-
meBnahmen gekommen. So werden in unserer Republik Mathematik-
olympisden veranstaltet, Mathematik-Spezialistenlager durch-
gefiihrt, es gibt Schiilerzirkel fiir Mathematik, Physik und
vieles mehr. Unabhidngig vom Verdienst Deiner Eltern kannst Du,
im Falle Deiner Eignung, ein Mathematikstudium sufnehmen.

Dies ist alles nur mdglich, dank der fleiBigen Arbeit vieler
Werktdtiger, sie schaffen die Voraussetzungen fiir Dein Lernen
und Studieren. Du solltest Dir deshalb auch dariiber im klaren
sein, daB - trotz einer gewissen Selbsténdigkeit der Mathema-
+ik - diese letzten Endes mit dem Ziel betrieben wird, sie in
der Praxis anzuwenden. |
Niemand braucht einen Stubengeleﬁrten, der sein Studium.nicht
als Klassenauftrag der Arbeiterklasse begreift, der sein
Wissen nicht in der Praxis umsetzen kann. Deswegen haben wir
uns erlaubt, anldBlich des 30. Jahrestages unserer Republik,
die Wurzél 10/79 dieser Problematik unterzuordnen.

Die Beitriége sollen Dir helfen, folgende Fragen zu kléren,

die Du sicherlich hast: Wozu ist die Mathematik liberhaupt
niitze? Was kann sie leisten? Braucht man in der Industrie
Mathematiker? Kann man schon als Mathematikstudent praxis-
wirksam werden? =

Wir wiinschen Dir viel SpaB beil der Lektiire!
Die Redaktion



1 47 . Sektion

Die Sekiion Mathematik der FSU im 30. lahr

unserer Republik

Die Neuercffnung der Friedrich-Schiller-Universitédt erfolgte vor
der Griindung unserer Republik, Slie war die erste Universitidt,

die nach 1945 wieder ercffnet wurde. Die erste und schwierige
Autrgabe bestand damals darin, die geiatigen und materiellen Triim-
mer des faschistischen Krieges zu beseitigen und solche Bedingun-
gen zu schaffen, die einen wahrhaftigen Neubeginn unserer Univer-
pitdt ermdglichten, Es war eine bescheidene kleine Gruppe von
Mathematikern, die sich dieser Aufgabe, die Mathematik betref-
fend, mit ganzer Kraft widmeten,

Es entstanden zwel mathematische Institute, die mit insgesamt
etwa 20 Mathematikern fiir ein geregeltes Mathematikstudium fiir
nur wenige Studenten sorgten. Erst die Zerschlagung des Hitler-
faschismus macnte es der Arbeiterklasse und der fortschrittli-
chen Intelligenz mit der briiderlichen Hilfe der Sowjetﬁnion még-
lich, soleche politiéchen und gesellschaftlichen Bedingungen zu
entwickeln, die eine qualitativ hhere Bewertung der Wissenschaf-
ten als Bestandteil einer neu aufzubauenden Gesellschaftsordnung
erforderlich macnten. Die vollsténdige Integration der Forschung,
Lehre und Erziehung in das politische und gesellschaftliche Le-
ben des Sozialishus, die Vervollkommnung der Wissenschaft zur
Produktivkraft bestimmten auch fir die Entwicklung der lMathema-
tlk an unserer Universitidt neue MaBstd@be, Unter Beriicksichtigung
der wachsenden Bedeutung der Mathematik fiir die geseilschaftli-
che Praxis entstand die Aufgabe, die mathematische Forschung und
Ausbildung zu konzentrieren und sie gemiB den gesellsch&ftlichen
Erfordernissen zu entwickeln. Aus diesem Grunde wurden Anfang der
60er Jahre die beiden mathematischen Institute zu einem einheit-
lichen Institut zusammengefiihrt., Kurze Zeit spiter konnte die
Friedrich-Schiller-Universitidt als erste Bildungseinricntung der
DDR die Sektion Mathematik ins Leben rufen, die durch ihre neue
Struktur und Organisationsform den qualitativ hoheren Aufgaben=-
stellungen entsprach, Das wissenschaftliche Potential der Univer-

sitdten so zu konzentrieren, daB enge Verflechtungen zwischen
Universitdten, Hochschulen und sozialistischer Industrie sowie
anderen wissenschaftlichen Forsénungseinrichtungen hergestellt
werden konnen, war die Forderung der 3, Hochschulreform und bil-
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dette die Grundlasge fiir die Entwicklung der Sextion Mathematik in

Jena, In den 60er Jahren vollzog sich an unserer Sektion ein
enormer qualitativer und quantitativer Aufschwung in der Forschung,
Lehre und Erziehung., Die wissenschaftlichen Grundlagen fiir diesen
Aufschwung bildeten die in diesem Zeitraum geschaffenen drei Haupt-
forschungsrichtungen, die bis heute das Forscnungsprofil unserer
Sektion bestimmen., Es sind dies Funktionalanalysis und Differen-
tialgleichungen, Wahrscheinlicnkeitsrechnung und Statistik, mathe-
matische Kybernetik und Rechentechnik. Diese Forschungsricnvungen
werden von namhaften Wissenschaftlern geleitet, und die bis zum
heutigen Tage vorliegenden Forschungsergebnisse begriinden den
wissenschaftlichen Ruf unserer Sektion, der intermational hoch
anerkannt wird. Die Fachausbildung der Mathematikstudenten, die
fiir den Einsatz in der Industrie ausgebildet werden, vollzieht
gich im Rahmen dieser drei Forschungsrichtungen. Ende der 60er
Jahre reifte die Aufgabe heran, eine grofle Anzahl mathematischer
Kader in sehr kurzer Zeit fir die in allen Tellen unseres Landes
aufzubauenden Rechenzentren im Rahmen der sich entwickelnden
Computertechnik auszubilden. AuBlerdem entstanden qualitatlv neue
Anforderungen fiir die Ausgbildung einer groflen Anzahl von Fachleh-
rern fiir die Fidcher Mathematik und Physik, um bereits in den
Schulen Voraussetzungen zu schaffen, dér wachsenden Rolle der
Mathematik in der sozislistischen Industrie Rechnung tragen zu
konnen, Infolge der Losung dieser Autgaben studierten 1972 an der
Sektion Mathematik etwa 800 Studenten beider Berufsziele und der
Lehrkdrper bestand aus etwa 100 qualifizierten Mathematikern so-
wie Mathematik- und Physikmethodikern, Hinzu kamen mathematische
Ausbildungsverpflichtungen unserer Sektion gegeniiber den Sektio-
nen Technologie und Wirtschaftswissenschaften. Die Bediirfnisse
der sozlalistischen Industrie, der Schulpraxis sowie unsere Aus-
bildungsverprlichtungen gegeniiber anderen Sektionen unserer Uni-
versitdit machten es auch erforderlich, die Ausbildungsinhalte neu
zu konzipieren., So entstanden neben den Hauptforschungsrichtungen
fiir die Ausbildung kleinere Forschungsgruppen der Numerik und
mathematischen Optimierung, der mathematiscnen Statistik sowie
fiir die Ausbildung der Fachlehrer Geometrie, Zahlentheorie, Alge=-
bra, Mathematik- und Physikmethodik, Eine wichtige Bedeutung hat~
te an unserer Sektion der Aurbau eines rechentechnischen Prakti-




149 . Sektion
kums fiir die kiinftigen Industriemathematiker. AuBerdem spielte
der Aufbau stabiler Praxisbeziehungen zu den Schulen und der so-
zialistischen Grofindustrie, insbesonderem dem Kombinat VEB Carl
Zeiss fiir den Aufbau effektiver Praktika in der Ausbildung eine
wesentliche Rolle, Im Bericht von Kurt Hager vor der Kommission
des Staetsrates zur Weiterfithrung der 3. Hochschulreform 196Y
heift es: "An der FSU Jena wurde auf dem Gebiet des wissenschaft-
lichen Geridtebaus, der konzentrierte Einsatz des Forschuhgquten«
tials der Sektionen Physik, Chemie, Mathematik in Angriff genom-
men, Die Gemeinschaftsarbeit fiithrender Wissenschaftler und Exper-
ten innerhalb der Porschungsgemeinschaft Automatisierung und Ra-
tionalisierung fiihrte zu wissenschaftlichen Ergebnissen, die beil
der internationalen Fachwelt auf der Leipziger PFriihjahrsmesse
1969 stidrkste Beachtung fanden, In dieser Forschﬁngsgemeinschaft
haben Wissenschaftler und Studenten der Sektion Mathematik und
anderer Sektionen der FSU einen hervorragenden Anteil." '

Wir konnen heute einschédtzen, dal unse}e Sektion im Sinne der

Forderung der 3., Hochschulreform stabile Praxisbeziehungen ins-
besondere mit dem VEB Carl Zeiss aufgebaut. hat. Diese Beziehun-
gen werden im wesentlichen durch interdisziplinidre Forschungs-
kollektive getragen, die sich mit Problemen der Bearbeitung mathe-
matiscner Grundlagen und Gerdtesoftware filir die Zeiss-Elektronen-
strahlbearbeitungsanlage, der mathematischen Modellierung opti-
scher Systeme, der Untersuchung automatiscner Bildverarbeitung,
der Entwicklung von Yagi-Antennen beschéftigen. AuBerdem stellt
die Konsultationsstelle unserer Sektion ein Bindeglied zu praxis-
orientierten Aurgaben dar, ©s gehort heute zum normalen Bild un-
geres Ausbildungsprofils, daB neben der Spezialausbildung unse-
rer Diplommathematiker in den drei Hauptforschungsrichtungen auch
.praxisorientierte Diplomarbeiten im Rahmen dieser interdiszipli-
ndren Forschungsgruppen angefertigt werden,

Heute, im dreiBigsten Jubildumsjahr unserer Republik, besteht un-
gsere Sektion aus 150 Wissenschaftlern und etwa 400 Studenten mit
dem Berufsziel Diplommathematiker und Diplom-Fachlehrer fiir Mathe-
matik unu Physik. Sie hat sich im Verlaufe der 30jdhrigen Ente
wicklung unseres Landes durch ihre Forschungs-, Ausbildungs- una
Erziehungsergebnisse einen geachteten Platz in unserer Gesell-—
schart erworben, Dieser Platz muB kiinrtig durch neue Leistungen,
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die den wamchsenden' Bediirfnissen unserer Gesellschaft entsprechen,
stdndig neu erobert: werden. Darin besteht auch die Autgabe der
gegenwdrtigen und kiinttigen Studentengeneration.

Prof. Dr. M. Walk

Die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie
in der DDR und an der Sektion Mathematik
der FSU Jena

Die Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitét

Jena gehort heute zu den groBten mathematischen Forschungs-
stétten im Hochschulwesen der DDR. Sie wurde im Oktober 1966
im Rahmen der III. Hochschulreform als eine der ersten Sek~
tionen im mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereich unseres
Hochschulwesens gegriindet und gibt mit ihrem eigenen Weg ein
lebendiges Beispiel fiir die Entwicklung der Wissenschaften in
der DDR und auch fiir die Entwicklung unserer briiderlichen Be-
ziehungen zur SowJjetunion, beginnend mit einer groBzligigen !
Unterstiitzung unseres Neuaufbaus bis zu unserem Hineinwachsen
in die Rolle eines Partners auf einigen bel uns bearbeiteten
Gebleten. _

Innerhalb der Grundlagenforschung auf ausgewidhlten Teilgebieten
der Mathematik und einer breiten angewandten Forschung nimmt
die Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik
einen zentralen Platz in unserer Sektion ein. Das entspricht
sowohl dem sténdig wachsenden Bedarf weiter Bereiche der ge-
gsellschaftlichen Praxis nach einer mathematischen Behandlung
von mit dem Zufall verbundener Erscheinungen als auch der da-
mit eng verbundenen stiirmischen Entwicklung dieser mathema-
tischen Disziplin in der internationalen Forschung.

Was sind die objektiven Ursachen fiir diese Entwicklung, wie
konnten wir in den letzten 15 Jahren ein umfangreiches und
leistungsféhriges Forschungspotential auf diesem Gebiet auf-
bauen und welche Probleme werden heute an unserer Sektion auf
diesem Gebiet bearbeitet?

Wir wollen versuchen, auf diese Fragen eine Antwort zu geben.
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Wozu wird Wahrscheinlichkeitstheorie bendtigt?

Die Washrscheinlichkeitstheorie ist ein Teilgebiet der modernen
Mathematik. Sie stellt mathematische Methoden und Modelle zur
Beschreibung und damit zur Beherrschung von Erscheinungen in
Natur und Gesellschaft, die mit zuf&lligen Ereignissen ver-
bunden sind, bereit. :

Im alltéglichen Sprachgebrauch nennt men Ereignisse zufdllig,
die unerwartet und nicht vorhersehbar eintreten. Ein Gewinn

im Zahlenlotto, das unverhoffte Zusammentreffen mit einem
ehemaligen Kollegen in einer fremden Stadt oder die Beobach-~
tung einer seltenen Naturerscheinung sind Beispiele dafiir.
Durch Worte wie unwahrscheinlich, wenig wahrscheinlich oder
sehr wahrscheinlich wird hdufig noch der Grad der Zufélligkeit
solcher Ereignisse bewertet. Uber lange historische Zeitrdume
reichte ein solches wenig prézisiertes Verhdltnis zu zufédlligen
Ereignissen praktisch v8llig aus. Eine Ausnahme bildeten
hochstens Leute, die versuchten, bei Gliicksspielen zu Geld zu
kommen. Ihre Fragen an die Mathematiker fdrderten auch tatsdch-
lich den Beginn der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie
um die Mitte des 17. Jahrhunderts.

Heute ist die Situation v6llig verédndert. Der Drang nach ratio-
nellsten Produktionstechnologien, die Forderung nach strengster
MaterialSkonomie und nach hoher Qualitét der Produkte, das Be-
dlirfnis nach mdglichst exakter Bilanzierung Gkonomischer und
sozlologlischer Prozesse haben dazu gefiihrt, daB zuféllige
Erscheinungen nicht mehr nur sls stdrende Randeffekte behandelt
werden kodnnen, sondern selbst qualité@tiv und quantitativ be=-
herrscht werden miissen. Noch weit ausgeprigter ist diese Ent-
wicklung in der naturwissenschaftlichen und technischen Grund-
lagenforschung.
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Wir wollen dés an zwel einfachen Beispielen erldutern.

Im Physikunterricht soll das spezifische Gewicht von Kupfer er-
mittelt werden. Dezu wird von einem Stiick Kupfer das Gewicht
mit einer Federwaage und das Volumen durch Eintauchen in einen
zum Teil mit Wasser gefiillten MeBzylinder bestimmt. Der Quotient
aus Gewicht und Volumen ergibt dann das spezifische Gewicht.
Dabei muB den Schiilern die Erkenntnis vermittelt werden, da8
dieser Quotient unabhéngig von der Gestalt und dem Volumen

bzw. Gewicht des gewihlten Stiickes Kupfer immer den gleichen
Wert hat. Nun zeigt aber die Erfahrung, daB wiederholte Mes-
sungen schon des gleichen Stiickes Kupfer bei hinreichend ge-
nauer Beobachtung nie zweimal den gleichen Wert ergeben.
Ursachen dafiir sind unmerkliche Verznderungen der Versuchs-
bedingungen, wie z. B. Anderungen der Temperatur des Wassers
oder des Kupfers oder eine unterschiedliche Menge von am

Kupfer haftender Luftbléschen. Im Rahmen eines solchen Versuchs
sind solche Verénderungen als unkontrollierbar und nicht vor- '
hersehbar, d. h. als zufédllig anzusehen. Jeder Physiklehrer be-
gegnet den Auswirkungen dieser zufdlligen Effekte, die zu zu-
fdlligen Abweichungen des gemessenen Wertes vom wahren Wert
fiihren, durch die Benutzung des arithmetischen Mittels der
MeBwerte aus einer groBeren Anzahl von unter gleichen Be-
dingungen durchgefiihrten Versuchen. Jeder physikalische Ver-
such in irgend einem Forschungslaborastorium ist mit dieser
Problematik verbunden.

In modernen Spinnereien findet man riesige Hallen mit vielen
gleichartigen Spinnmaschinen. Einige Teile dieser Maschinen
unterliegen einem hohen VerschleiB und miissen nach Ausfall zur
Vermeidung von Produktionsverlusten mglichst schnell ausge-
wechselt werden. Es entsteht das Problem, zur Wertung einer ge-
gebenen Anzshl solcher Maschinen die richtige, d. h. dkono-
mischste Anzahl von Arbeitskrédften einzusetzen. Zu wenig Arbeits-
kréfte fiihren zu langen Stillstandszeiten und damit zu hohen
Produktionsausfdllen, zu viele Arbeitskrdfte zu deren héufigen
Beschiftigungslosigkeit. In beiden Fdllen treten also hohe
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tkonomische Verluste auf. Zur Bestimmung der optimalen Anzahl
von Arbeitskrédften sind aber sehr genaue Kenntnisse iiber die
Ausfallzeiten der VerschleiBteile erforderlich. Die genaue
Lebensdauer eines solchen Teils 148t sich jedoch im allge-
meinen nicht vorhersagen, ohne dieses Teil zu zerstodren. Sie
ist also im gegebenen Zusammenhang als zuféllig anzusehen.

Fast jeder von uns kommt heute im tdglichen Leben mit solchen
Erscheinungen in Beriihrung. Viele neuere Entwicklungen in der
Technik und in der Natur- und Gesellschaftswissenschaften sind
ohne ausreichende Eenntnisse liber GesetzméBigkeiten, denen
zufédllige Erscheinungen unterliegen, nicht mehr verst&ndlich.
Deshalb gehdrt ein Wissen i{iber die Mdglichkeiten und die Art
und J/eise der Beherrschbarkeit zufdlliger Erscheinungen zu
einer modernen wissenschaftlichen Bildung.

Der Aufbau der wahrscheinlichkeitstheoretischen Forschung
in der DDR

Der im Mai 1945 endlich zerschlagene deutsche Faschismus hatte
auch in der Wissenschaft nur Trimmer hinterlassen. Viele be-
deutende Mathematiker waren emigriert. So z. B. die Wahrschein-
lichkeitstheoretiker Wilhelm Feller und Richard von Mieses.
Auf dem Gebiet der heutigen DDR arbeiteten nur noch zwei be-
kannte 3tatistiker: Erna Weber in Jena und Felix Burkhardt in

Leipzig-Markleeberg., Zu der stliirmischen internationalen. Ent-
‘wicklung der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie in den drei-
Biger und vierziger Jahren fehlte Jede Beziehung. Fir diesen
so wichtigen Zweig der Mathematik war ein ﬁﬁlliger Neuaufbau
notwendig.

Im Jahre 1954 iibernahm B. W. Gnedenko, ein bedeutender Vertreter
‘der die internationale Forschung wesentlich mitbestimmenden
groBen sowjetischen wahrSCheinlichkeitstheoretischen Schule,
eine Gastprofessur an der Berliner Humboldt-Universitét.

Seine Vorlesungen und :eminare und die durch seinen Ruf von
vielen internationalen Vertretern der modermen Wahrschein-
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lichkeitstheorie besuchte wissenschaftliche Tagung im Oktober
1954 in Berlin wurden zum Ausgangspunkt dieses Neuaufbaus. Der
liberwiegende Teil der ersten Generation von Hochschullehrern
in der DDR, die auf dem Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie
arbeiten, und damit auch ein groBer Teil unseres gesamten
Forschungspotenials auf diesem Gebiet ist sus einem Kreis
Junger Mathematiker und Studenten um Klaus Matthes, damals
Assistent am I. Mathematischen Institut der Humboldt-Universi-
tdt und beute Direktor des Zentralinstituts fiir Mathematik

und Mechanik der Akademie der Wissenschaften der DDR, hervor-
gegangen, der sich durch das Wirken von B. W. Gnedenko ange-
regt in den folgenden Jahren diesem Teilgebiet der Mathematik
zuwandte. Viele von ihnen erhielten die M&glichkeit zu einem
zum Teil mehrjdhrigen Studienaufenthalt an sowjetischen
Forschungseinrichtungen. In dieser Atmosphiire konnte dann auch
Erna Weber, Ende der fiinfziger Jahre nach Berlin berufen, den
Grundstein fiir eine heute bekannte wissenschaftliche Schule
auf dem Geblet der Mathematischen Statistik legen.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie in Jens

Im Jahre 1962 wurde Johannes Kerstan aus diesem Berliner

Kreis an die Friedrich-Schiller-Universitdt nach Jena berufen.
Wenig spéter erfolgte die Berufung von Klaus Matthes nach Jena,
und zweil weitere jlingere Mitarbeiter siedelten aus Berlin nach
Jena um. Damit begann in Jens die Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitstheorie.

Der aus Berlin mitgebrachte Forschungsgegenstand, die Unter-
suchung zufélliger Punktprozesse, hat iiber ein Jahrzehnt die
wahrscheinlichkeitstheoretische Forschung in Jena bestimmt,
und die daraus gewachsenen neuen Richtungen sind noch heute
das Arbeitsgebiet zweier groBer Forschungsgruppen.

Zufgllige Punktprozesse sind mathematische Modelle fiir auf
einer Geraden, einer Ebene, in einem Raum oder auch in kompli-
zierteren mathematischen R#umen zuféllig angeordnete Punkt-
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ensembles. Die Untersuchung solcher ObJjekte wurde Ende der
fiinfziger Jahre durch zwei praktische Fragestellungen ange-

Tregt.

Durch Anfragen von Mitarbeitern der Deutschen Post wurde das
Interesse auf Fragen der Bedienungstheorie gelenkt. Ausgangs-
punkt fiir viele dort vorliegende Probleme ist ein Strom von
Forderungen, wie z. B. eine Folge von Zeitpunkten, in denen
Runden mit bestimmten Winschen an einer Bedienungseinrichtung
(Fernsprechvermittlungszentrale, Fahrkartenschalter u. &. m.)
eintreffen. Aussagen iiber die notwendige Kapazitédt solcher Be=-
dienungseinrichtungen lassen sich dann nur bei genauer Kenntnis
der Struktur solcher, ihrer Natur nach zufélliger Forderungs-
strdme treffen. Dazu bedarf es einer mathematischen Theorie
solcher Strukturen. Wichtige Vorarbeiten dazurlagen von dem be-
kannten sowjetischen Wahrscheinlichkeitstheoretiker A. J.
Chintschin aus den Jahren 1955/56 vor.

Die zweite Anregung war eine Anfrage des Physikers K. Mic

zum Rauschen in Elektronenrdhren. Eine der Quellen dieser
Rauscherscheinungen liegt in der Zufédlligkeit der Zeitpunkte,
in denen Elektronen aus der Kathode einer solchen Rdhre
emittiert werden. Auch hier muBte also ein mathematisches
Modell fiir zufdllige Folgen von Zeitpunkten entwickelt werden.
Erste Untersuthungen stammten von S. O. Rice aus dem Jahre
1944/45, sie benutzten Methoden von Campbell aus dem Jahre
1909. \ ' '

Aus diesen Anregungen heraus wurde in den folgenden Jahren
eine mathematische Theorie zufdlliger Punktprozesse entwickelt.
Ihre Ergebnisse bestimmen u. a. heute wesentliche Teile der
Bedienungstheorie mit. Bei der Ausarbeitung dieser Theorie
wurden auch andere Gebiete der Wahrscheinlichkeitstheorie ein-
bezogen und weiterentwickelt. Ein Beispiel dafiir ist die
Theorie der Verzweigungsprozesse. In ihr wird die Entwicklung,
d. h. das Vermehren und Sterben, von Populationen untersucht,
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in denen die Individuen eine zufédllige Anzahl von Nachkommen
hervorbringen. Solche Modelle interessieren z. B. bel der
Untersuchung von Epedemien und dem Wachstum von Bakterien-
kulturen. Wdhrend in der klassischen Theorie nur die Anzahl
der zu einem Zeitpunkt vorhandener Individuen einer Population
beschrieben wurde, war es durch die in der Theorie der Punkt-
prozesse entwickelten Methoden moglich, auch ihre r&dumliche
Ausbreitung zu behandeln. '

Die in der DDR geleistete Arbeit auf diesem Gebiet regte
Ende der sechziger, Anfang der siebziger Jahre eine umfang-
reiche internationale Forschung an. Sie wurde von den in Jens
und spéter auch in Berlin arbeitenden Wahrscheinlichkeits-
theoretikern unseres Landes wesentlich mitbestimmt. Heute
gehdren die erzielten Ergebnisse zum festen Bestand der
Wahrscheinlichkeitsthéorie.

¢
Ausgehend von diesen Arbeiten haben sich in Jena zwei neue
Arbeitsrichtungen herausgebildet, die stochastische Geometrie
und die Untersuchung von abhéngigen Bewegungen groBer Teil-
chensysteme.

In der stochastischen Geometrie werden u. a. zufillige Vertei-
lungen von geometrischen Objekten im Raum und die Gestalt zu-
fallig .geformter Objekte untersucht. Solche Fragen sind fiir
die Erkundung von Rohstofflagerstﬁtten, fiir die Entwicklung
automatischer Bildauswertegerdte und auch bel der Bearbeitung
von hochprédzisen Oberflédchen in der optischen und metallver-
arbeitenden Industrie von groBem Interesse.

Bewegungsvorgidnge in Systemen aus vielen Teilchen, die sich
gegenseitig beeinflussen, liegen vielen physikalischen Modell-
vorstellungen zugrunde. Fir die Beschreibung einer Anndherung
an Gleichgewichtszustédnde, fiir die Charakterisierung solcher
Gleichgewichtszusténde oder auch fiir die Beschreibung von
Phaseniibergéingen fehlen bisher hinreichend feine mathematische
Modelle. Ihre Entwicklung ist fiir das Verstdndnis dieser



157 ‘ Wahrscheinlichkeitgtheorie

Vorgénge von grundlegendem Interesse.

Diese beiden Richtungen sind heute nicht die einzigen auf dem
Gebiet der Wahrscheinlichkeitstheorie an unserer Sektion.

Eine gréBere Forschungsgruppe arbeitet an Problemen aus der
Theorie Markowscher Prozesse, insbesondere der Steuerung
solcher Prozesse. Markowsche Prozesse 'sind mathematische
Modelle fiir Entwicklungsvorginge mit zufédlligen Effekten, die
eine wohlbestimmte Abhdngigkeitsstruktur sufweisen: Ist der
gegenwédrtige Zustand bekannt, so ist die zukiinftige Entwicklung
von weiteren Informationen liber den ProzeBverlauf in der Ver-
gangenheit vdllig unabhéngig. Thren Namen tragen sie nach dem
russischen Wahrscheinlichkeitstheoretiker A. A. Markow, der
als erster solche Abhédngigkeitsformen untersuchte. Durch diese
Struktur lassen sich solche Prozesse einerseits theoretisch
weitgehend analysieren. Andererseits sind sie allgemein genug,
um wichtige reale Erscheinungen zu beschreiben. Beisplele
dafiir sind eine Reihe von Produktionsprozessen. Die Ausarbei-
tung der Theorie dieser Prozesse liefert z. B. die Grundlage
fiir das Auffinden optimaler Steuerstrategien fiir solche Pro-
zesse. Ihre Beherrschung ist deshalb von groBer volkswirt-
schaftlicher Bedeutung. Die Entstehung dieser Arbeitsgruppe
ist ein weiteres Beispiel fiir unsere engen wissenschaftlichen
Beziehungen zur Sowjetunion. Der heutige Leiter absolvierte
eine dreijdhrige Aspirantur an der Moskauer Lomonossow=Univer-
sitdt.

Bei den bisher vorgestellten Arbeitsgebieten handelt es sich
in erster Linie um mathematische Grundlagenforschung. Die
wahrscheinlichkeitstheoretische Forschung an der Sektion ist
aber heute auch auf.vielfﬁltige Weise mit den Anwendungen der
Mathematik in der Volkswirtschaft verbunden. Dabei konzen-
trieren wir uns auf Probleme des wissenschaftlichen Gerdte-
baus und der Physik. '
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Nicht unerwdhnt bleiben soll, daB dieses wissenschaftliche
Potential die Grundlage fiir eine solide Spezialausbildung
etwa der Hélfte aller Studenten der Fachrichtung Mathematik
in Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik
bildet. Die Studenten werden im Rehmen ihrer Ausbildung auch
in die LGsung von Aufgaben aus der Praxis einbezogen.

Prof. Dr. K. Nawrotzki
Dr. W. Radedcke

Der obenstehende Beitrag erscheint mit freundlicher Genehmi-
gung der Redaktion "Mathematik in der Schule", Es handelt sich
um eine gekiirzte Fassung des Artikels "Wahrscheinlichkeits-
theoretische Forschung an der Sektion Mathematik der Pried-
rich-Schiller-Universitdt Jena" (Mathematik in der Schule 9/79)

W\’V‘V‘\M’W\N‘

Konsultationsstelle ,Mathematik"”
an der FSU lena

Seit mehr als vier Jahren arbeitet an der Sektiom Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitdt Jena eine Konsultations-
stelle fiir Anwender der Mathematik in der Praxis. Warum wurde
eine solche Einrichtung gebildet, welche Aufgaben und Ziele
hat sie, wem bringt sie welchen Nutzen? Auf diese Fragen soll
im-folgenden eine Antwort gegeben werden. \

Die Mathematik ist in der heutigen Zeit eine Wissenschaft, die
wohl aus keiner Sphére des gesellschaftlichen Lebens mehr weg-
zudenken ist. Die Beherrschung der vielféltigen, meist sehr
kompliziert verlaufenden Prozesse in Natur, Wissenschaft und
Gesellschaft ist h&ufig ohne Anwendung der Mathematik nicht
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moglich. Auch in solchen Wissenschaften, die fiir.den uneinge-
welhten Betrachter iiberhaupt nichts mit Mathematik zu tun

haben, wie beispielsweise Landwirtschaftswissenschaft, Biologie,
Medizin und Okonomie, um nur einige zu nennen, sind inzwischen
mathematische Methoden und Verfahren unentbehrlich geworden.

Ein einfaches Beispiel aus der Medizin soll das Gesagte ver-—
deutlichen. Wenn ein neues Medikament entwickelt wird, so wird
es, bevor es zum Einsatz kommt, griindlich hinsichtlich seiner
beabsichtigten Wirkung sowie méglicher Nebenwirkungen getestet.
Nun ist aber bekanﬁt. daB nicht jeder Organismus in der gleichen
Weise auf ein Medikament reagiert: Bei dem einen schlégt es
stéarker an, bei dem anderen weniger oder vielleicht gar nicht,
auch eventuelle Nebenwirkungen werden sich mehr oder weniger
stark zeigen. Die Ergebnisse héngen oft von einer Vielzahl wvon
Faktoren ab, deren EinfluB nicht exakt oder i{iberhaupt nicht
meBbar ist, so daB die Versuchsresultate in gewisser Weise
zufédllig sind. Trotzdem ist in der Regel eine wissenschaft-
liche Auswertung der erhaltenen Daten mdglich. Verfahren der
mathematischen Statistik liefern dabei wichtige und auch
notwendige Entscheidungshilfen.

Bei der Vielzahl der bereits existierenden mathematischen
Verfahren ist es flir den Anwender von Vorteil, wenn er sich
mit Spezialisten der entsprechenden mathematischen Disziplin
beraten kann. Solche Beratungen werden von der Konsultations-—
stelle der Sektion Mathematik der FSU Jena zu allen Gebieten
der Mathematik durchgefiihrt: Zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
und mathematischen Statistik, Numerik, Kybernetik und Rechen-
technik, Analysis und zur theoretischen Mathematik (speziell
Geometrie). Es erfolgt dabei eine Unterstiitzung bei der Aus-
wahl mathematischer Modelle, Methoden und Verfahren sowie
deren Nutzung flir die Ldsung praktischer Problemstellungen.

Bisher wurden die Konsultationsmdglichkeiten in sténdig
wachsendem MaBe genutzt. So ist die. Zahl der an die Konsulta-
tionsstelle aus der Praxis herangetragenen Probleme von 11
aus dem Jahre 1975 auf 36 aus dem Jahre 1978 angewachsen, so
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daB zur Zeit insgesamt bereits mehr als 100 Aufgabenstellungen
aus etwa 30 Betrieben und Einrichtungen bearbeitet wurden.

Mit einigen GroBbetrieben, beispielsweise dem VEB Kombinat

Carl Zeiss Jena und dem Kombinat Keramische Werke Hermsdorf,

in denen.eine Vielzahl interessanter mathematischer Frage-
stellungen zu 1&sen ist, wurde eine léngerfristige und stabile
Zusammenarbeit aufgebaut. Es hat sich gezeigt, daB ein
schopferisches Zusammenwirken von Mathematikern und Spezialisten
anderer Wissensgebiete sich besonders fruchtbar fiir alle Be-
teiligten auswirkt.

In die Tdtigkeit der Konsultationsstelle werden auch die
Studenten unserer Sektion einbezogen, und zwar hauptsé@chlich
liber die Betriebs- und Fachpraktika. Das bedeutet speziell
fiir das Fachpraktikum, daB die Studenten hier nicht mehr wie
frilher sogenannte "gestellte" Aufgaben ldsen, sondern an der
Losung echter Probleme aus der unmittelbaren betrieblichen
Praxis mitarbeiten. Damit sind auch die Attraktivitdt und der
Nutzeffekt des Praktikums wesentlich gestiegen. Geeignete
Themen werden sogar bis zur Anfertigung der Diplomarbeit
weitergefiihrt.

Dr. R. Giinther

Leiter der Konsultationsstelle
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Mathematik und Praxis

(Einige Bemerkungen zum Industriepraktikum
der Mathematiksiudenten)

Alljdhrlich findet in den Monaten Mai bis Juli das 12-wichige
Industriepraktikum fiir die zukiinftigen Diplommathematiker
unserer Sektion statt. Fiir diese Zeit vertauschen die Stu-
dentinnen und Studenten des 3. Studienjahres die kahlen
Horsile und Seminarrdume der Universitdt mit modern aus-
gestatteten Blirordumen in Rechenzenfren oder Forachungs-
abteilungen von GroBbetrieben, Akademie- oder anderen wis-
genachaftlichen Instituten.

Die wichtigsten Praktikumsbetriebe fiir unsere Studenten sind
das Forschungszentrum im Kombinat VEB Carl Zeiss Jena, die
Volkseigenen Betriebe Jeénapharm, Jenaer Glaswerke Schott &
Gen., Keramische Werke Hermsdorf, Maxhiitte Unterwellenborn
gowie das Jgnaer Zentralinstitut fiir Mikrobiologie und
Experimentelle Therapie bei der AdW der DDR. Zu diesen Be-
trieben bestehen bereits seit sehr vielen Jahren enge Ko-
operationsbeziehungen.

Wenn man nun schildern will, womit sich die Studenten im
Praktikum beschidftigen, so ist es sinnvoll, erst einmal

etwas ausfiihrlicher auf die Arbeit der Mathematiker allgemein
einzugehen.

Mathematiker - was ist das fiir ein Beruf?

Diese Prage stellt sich friilher oder spdter sicher jeder, der
gich in irgendeiner Weise fiir Mathematik interessiert. Ganz
Neugierige stellen diese Prage auch ganz offen jemanden,

der es eigentlich wissen miiBte (z. B. einem Mathematik-
Lehrer). Selbstversténdlich erhalten sie auch Antwort. Darin
wimmelt es nur so von Begriffen wie Computer, Programmierung,
wissenschaftlich~technischer Fortschritt, interdisziplinire
Forschungsgruppen usw., so daB dem Fragesteller gar nichts
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weiter librigbleibt, als nach kurzer Zeit in Ehrfurcht zu er=-
starren und sich konkreteren Berufsgruppen zuzuwenden. So
bleiben nur noch ganz wenige iibrig, die sich nicht abschrecken
lassen und trotzdem Mathematik studieren. Und so ganz allmih-
lich gewinnen sie einen Eindruck vom Berufsbild des Mathema-
tikers. Die Studenten der hdheren Studienjahre bestdtigen

uns immer wieder, daB das Industriepraktikum hierzu maBgeb-
lich beitrigt.

‘ Dabei ist es eigentlich gar nicht so schwer, zumindest einen
groben Eindruck vom Einsatz der Mathematiker zu vermitteln.
Im wesentlichen kann man drei Gruppen unterscheiden.

Gruppe 1: Da sind zundchst die Mathematiker, die an Universi-
tdten und Hochschulen tdtig sind. Sie haben Forachungs-,
Lehr- und Erziehungsaufgaben zu l&sen.

In der Grundlagenforschung werden mathematische Theorien
ausgebaut und auch neu entwickelt, wobei die Anregungen fiir
neue Theorien oder sogar neue Teildisziplinen der Mathematik
sowohl aus der mathematischen Theorie selbst als auch asus
der Praxis kommen.

In der Anwendungsforschung, die erst seit wenigen Jahren in
stdrkerem MaBe an den Hochschulen betrieben wird, werden in
direkter Zusammenarbeit mit Forschungs- und Entwicklungsabtei-
lungen von Industriebetrieben Aufgabenkomplexe (zusammen mit
Ingenieuren und Wissenaschaftlern anderer Disziplinen) bear-
beitet, deren Lbsung grundsdtzliche Bkonomische oder techno-
logische Verbesserungen nach sich zieht und die vom Schwie-
rigkeitsgrad des mathematischen Gehalts her nicht mehr von

den Mathematikern im Betrieb allein - falls solche iberhaupt
vorhanden sind - bewidltigt werden kbtnnen.

Neben seiner Forschungstdtigkeit (die ihm die Miglichkeit

der Qualifizierung zum Dr. rer. nat. urd Dr. sc. gibt - die
allerbesten kinnen auch zum Dozenten und Professor berufen
werden) iibt der Mathematiker an der Universitdét und Hoche
schule in der Regel auch noch eine gewisse Lehrtdtigkeit

aus, um den Studenten sein Wissen weiterzuvermitteln und sein
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eigenes Wissen in der Breite zu festigen und auszubauen.

Gruppe 2: Der "Industriemathematiker" kann in seinem Betrieb
nur dann Anerkennung finden und gute Arbeit leisten, wenn
ar

a) iliber ein solides, mbglichst breites mathematisches Wisaen
varfiigt und

b) in der Lage ist, sich bis zu einem gewissen Grade in an-
dere Fachdisziplinen (wie z. B. Physik, Mikrobiologie, Mikro-
elektronik, Metallurgle, Okonomie) einzuarbeiten, damit er
sich mit den Spezialisten der anderen - in seinem jeweiligen
Betrieb bestimmenden - Fachrichtungen sachlich versténdigen
kann. Natlirlich miissen auch die anderen Spezialisten ein ge-
wisses mathematisches Wissen haben. Bgides (a und b) ist
auBerordentlich wichtig, wenn in der Phase der Modellbildung
(das ist die Phase, in der aus der praktisch gegebenen, verbal
formulierten Aufgabenstellung eine mathematische Aufgabe,

z. B. in Form einer Gleichung, herauskristallisiert wird)

ein brauchbares mathematisches Modell entstehen soll. Damit
igt ein Modell gemeint, das einerseits den prakiischen Sach-
verhalt moglichet gut widerspiegelt, und des andererseits
auch mit den derzeit bekannten mathematischen LUsungsmetho-
den behandelt werden kann. Die praktischen Sachverhalte sind
80 kompliziert, da8 man sie, ohne Vereinfachungen vorzunehmen,
gar nicht als mathematische Aufgabe formulieren bzw. lGsen
kann. Deshalb ist es gerade in der Phase der Modellbildung
sehr wichtig zu wissen, was die Mathematik heute leisten
kann, denn zu starke Vereinfachungen fiihren natiirlich zu
einem Eodell, das den wirklichen Sachverhalt nicht mehr mit
zufriedenstellender Genauigkeit widerspiegelt.

Uber die Modellbildung hinaus obliegt dem Mathematiker im
Betrieb natiirlich auch die Verantwortung fiir die LYsung der
mathematischen Aufgabe, also die Auswahl der LSsungsverfahren
und ihre rechentechnische Realisierung, wobei in der Regel
auch die Programmierung von ihm selbst durchgefiihrt wird.
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Gruppe 3: SchliefBlich gibt es noch eine Gruppe von Mathema-
tikern, die es nur ihrer Berufsbezeichnung nach sind (da sie
nédmlich ein Hochschulstudium als Diplommathematiker abge-
schlossen haben), die aber ihren Tétigkeitsmerkmalen nach
eine andere Tdtigkeit ausiiben. Hierzu zdhlen vor allem Tatig-
keiten als Programmierer, in der Betriebswirtschaft oder in
verschiedensten Leitungsgremien.

Der Student im Praktikum...

«es leistet eine dhnliche Arbeit wie der Mathematiker, nur
iast seine Aufgabe wesentlich abgegrenzter. Zu diesem Zweck
wird in Vorbereitung des Prakiikums zwischen dem betrieb-
lichen Betreuer und dem Betreuer aus der Universitdt genau
abgesprochen, welche Teilaufgaben im Praktikum zu bearbeiten
gind. Es wird hierfiir ein Arbeitsplan aufgestellt. Das ist
notwendig, damit der Student - der ja jetzt zum erstenmal
relativ -selbsténdig eine so umfangreiche praktische Aufgabe
bearbeiten muB =« nicht in irgendwelchen "Sackgassen" stecken-
bleibt. Das systematische Herangehen und Bearbeiten einer
sehr umfangreichen Aufgabe, das selbstdndige finteilen des
zur Verfiigung stehenden Zeitfonds will erst einmal gelernt
sein! '

Die beiden Betreusr itragen also eine groBe Veraniwortung
dafiir, daB das Praktikum fiir den Studenten zu einem Erfolgs-
erlebnis wird, das ihn fiir sein weiteres Studium stimuliert
und ihm klarere Vorstellungen von seinem spdteren Einsatz
als Mathematiker vermittelt.

Nur am Rande sei vermerkt, daB die Studenten im Praktikum
nicht isoliert sind, sondern voll in das Betriebsleben inte-
griert werden.

Und unsere Studenten vertreten die Universitédt wiirdig! In
den letzten 6 Jahren ist von den Betrieben nicht eine Kritik
an der Arbeit und am Auftreten der Studenten geilbt worden.
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Und wenn das Praktikum vorbei ist...

ess Wird erst einmal Urlaub gemacht! Aber im September geht
es dann mit frischer Kraft und neuen Erfahrungen in das vor-
letzte Studienjahr hinein. Auch im 4, Studienjahr gibt es ein
Praktikum, das sogenannte Fachpraktikum. Mit¥ einem Zeitauf-
wand von 4 Stunden pro Woche werden hier mathematische Auf-
gaben bearbeitet (und dazu eine Jahresarbeit angefertigt),
die

a) in die Spezialisierungsrichtung des Studenten "passen"
und

b) von praktischen Aufgabenstellungen abgeleitet sind.

Da liegt es natiirlich nahe, daB man an geeigneten Stellen

das Pachpraktikum dazu nutzt, die Arbeit aus dem Indusirie-
praktikum weiterzufiihren. Das ist in der Tat in vielen Fédllen
mglich und entspricht hdufig auch den Vorstellungen der
Betriebe. Im ¢inigen Fdllen werden die Themen sogar bis hin
zur Diplomarbeit weiterbearbeitet.

WuBten Sie schon...

ese daB das Praktikum noch gu Beginn der 70-er Jahre nur
4 Wochen dauerte? lUber die Zwischenstufen 6, 8, 10 Wochen
hat sich jetzt endlich eine Dauer von 12 Wochen heraus-

krigtallisiert, die nach allgemeiner Ansicht optimal ist.

ees daB die Arbeit im Prektikum zwar nicht benotet wird, dal
aber ein erfolgreicher AbschluB3 notwendig fiir denm Hochschul-
abschluB ist?

veo daB 1978 die Praktikumsbetriebe an 9 (von 32) Studenten
Prédmien in einer Gesamththe vou 780,~- M zahlten?

ees daB der Anteil der Praktikanten, die nach unserer Ein=-
teilung (giehe Seitem 163 bis 165)in Gruppe 3 einzuordnen
widren, noch im Jahre 1975 14 % betrug, 1979 dagegen 0 % ?

In Gruppe 2 stieg der Anteil von 24 % (1975) auf 89 % (1979),
und in der Gruppe 1 fiel er von 62 % auf 11 % .
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«+. daB die besten Praktikumsarbeiten alljihrlich in der
MVMM-Bewegung ausgestellt werden? So werden z. B. in diesem
Herbst wieder 2 Arbeiten bei zentralen Varanstaltungan in
Leipzig vorgestellt.

Dr. Griitzmann
Bereich Numerik/Operationsforschung
B i e e D P i
e e ——————————NE

Da lacht selbst das Wurzelménndhen

In der Schule

Lehrerin (zum kleinen Peter): "Warum hast Du Dir nicht Dein Ge-
sicht gewaschen, ehe Du zur Schule gingst? Man kann noch sehen,
daB Du heute Fi zum Frithetiick gegessen hasgt."

Der kleine Peter: "Nein Fridulein, das war gesterni"

(e W W e N
Tn der Priifung

Profegsor: "Und welche Meinung wiirden Sie vertreten in dieser
Sache?"
Kandidat: "Ganz die Ihre, Herr Professor!"

e T N T T e

Adelstolz

Der alte Graf Krumholz 143t immer seinen Sohn vor sich ins Zim-
mer treten - weil dieser einen Ahnen mehr hat,

D i e . o S, N
Die freie Wahl
Vater (zu seinem Sohn): "Willst Du wohl Deine Linsen aufessen!"

Oma (zum Vater): "Man soll den lieben Kindern nichts aufzwingen,
sondern ihnen stets die freie Wahl lassen,"

Vater(zu seinem Sohn): "Also mein Junge, Du hast die freie
Wahl, Willst Du Deine ILinsen essen oder Tflirch-
terliche Hiebe von mir bekommen?"

P i Y i i i W e S
Der Rest

Arzt (etwas schroff zu einem verschiichterten Patienten):
"Ausziehen, aber dalli!"

Patient (zBgernd): "Alles?"
Arzt: "Thre Brille kotnnen Sie aurbehalten."
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Preisaufgaben

Man bestimme alle reellen 7ahlen A , fiir die die fol-
genden Gleichungen gemeinsame Losungen besitzen und ge-
be diese an:

axB—xg-x-(aH):O
axz-x-('2\+1)=0
Man 18se das Gleichungssystem
log, (x+y) = 1og3(k-y) =1
x -y2 =2
L 51 Man beweise, daB im rechtwinkligen Dreieck die Summe

der Ketheten gleich der Summe der Durchmesser von In-
und Umkreis ist.

=

L 52 Man zeige, dai aus x # O und y 4 0 die folgende Unglei-
chung folgt:

e

2 2
3E, + Lg) -8+ L, +1020

L 53 Man berechne sin x, wenn
sin a + sin (x-a) + sin (2x+a) = gsin(x+a) + sin(2x-2a)
gilt und x ein Winkel im dritten Quadranten ist.

Kosyc ¥ IMIMHAD MMekT ofliee OCHOBAHME, & BEpIMHA
KOHyCa HaXOAMTCH B LEHTPE APYroro OCHOBAHUA IMIMHADA.
YeMy paBeH yroll MexZy OCBN KOHyca X ero oGpasyunei,
eCcJIE W3BECTHO, YTO HOJHAA MOBEPXHOCTE LMIHHADA
OTHOCHTEeS K HOJHoft IOBEpXHOCTE KOHyca Kak 7 : 4.

— =

Lisungsbedingungen:

Fiir jede vollstindige Losung erhidlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl, Am Ende des Schul-
jahres vergenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Die Lo-
gungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt, versehen
mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders - unter dem
Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben'" an uns zu senden,

[EinsendeschluB: _ 15. 3. 1980/
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Eine Eigenschaft der Zahl 30

In der Menge der natiirlichen Zahlen heif% bekanntlich eine
Zehl p >1 Primzahl, wenn sie nur durch 1 und gich selbst teil-
bar ist. Wir ordnen die Primzahlen der GrdBe nach und bezeichnen
p1=2, p2=3, p3-5,..., so daB also Py die r=-te Primzahl bedeutet.

Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl groBer als 1. Wir
nennen alle Primzahlen p mit p¢ n "absolute Primzahlen" und alle
natlirlichen Zahlen q mit 1< q<n, die mit n keinen gemeinsamen
Teiler habeﬁ, nrelative Primzahlen". Wir miiBten in beiden Fdllen
eigentlich "beziiglich n" hinzufiigen, was wir aber stets unterlas=
gen werden, da keine Verwechslungen zn befilrchten sein werden,

Betrachten wir als Beispiel die Zahl n=3. Die zugehdrigen
abaoluten Primzehlen sind 2,3,5,7 und die relativen Primzahlen
2,4,5,7,8. Wie nicht anders zu erwarten, erscheinen unter den
relativen Primzahlen auch zusammengesetzie Zahlen. Ein anderes
Beispiel zeigt, daB das nicht so sein muB. So sind die zu n=8 ge-
htrigen relativen Primzehlen 3,5,7 samtlich absolute Primzehlen.

Es erhebt sich nunmehr die Frage: Welche Zahlen besitzen
die Eigenschaft, deB ihre relativen Primzshlen sdmtlich zugleich
absolute Primzshlen 8ind?

Wir wollen die Menge A der Zahlen mit dieser Eigenschaft be-
gtimmen. Zunichst rechnen wir 2 zu A, obwohl 2 gar keine relati-
ven Primzahlen besitzt. Es ist 3€ A, da die relative Primzahl 2
zugleich absolute Primzahl ist. Ebenso ist 4 € A. Alle in Betracht
zu ziehenden Zehlen n > 4 miissen durch 2 teilbar sein, damit die
zusemmengesetzte Zahl 4 nicht relative Primzahl wird. Fir die
Zehlen n mit 4<n & 9 kommen daher nur die Zshlen n=6,8 in Fre-
ge. Beide Zahlen gehdren auch tatsdchlich zu A. PFlir die Zahlen
n>9 kommt als weitere Bedingung 3|n hinzu, damit die zusammenge-
setzte Zahl 9 nicht relative Primzahl wird. Zwischen 9 und 25 sind
also nur die durch 6 teilbaren Zshlen 12, 18, 24 in Erwdgung zu
ziehen, Sie geh#ren auch alle z2u A. Die Zahlen n> 25 miissen ent=
sprechend noch durch 5 teilbar sein. Von den Zehlen n mit
254 n S 49 missen folglich die zu A gehtrenden Zahlen durch 30
teilbar sein. Das ist nur die Zahl 30 selbst. Wir liberzeugen unc
leicht von der Zugzehtrigkeit von 30 zu A. Auf diese Weise kinnen
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wir beliebig fortfahren. Halten wir fest: Wir iiberpriifen die
Zahlen n mit. p2<.n = p (r-1 2y+0+) auf ihre Zugehdrigkeit zu

A. Dabei kﬂnnen wir uns auf diejenigen Zahlen n beschrénken, die
durch P4Ppe ees Py tellbar sind. Das bedeutet aber P4Pye o P, sn.

Zussmmen mit ndpS . fUhrt des auf die notwendige Bedingung

p1 .pzl LN N ] lpr‘ pm-l’
wobel das Gleichheltszeichen weggelassen wurde, da es ohnehin
nicht auftreten kann. Rekapitulieren wir:

r = 03 2,3,4 € A
re=1 P, = 2 49-p§ 6,8€ A
re2: Ppp, =23 = 6<25aDp] 12,18,24€ A
r = 33 PyPoPy = 2:3.5 = 30449 = pf 30 € A

Flir r=4 ist

PyPyP3Py = 2.3.5.7 = 210> 121 = pZ,

so daBl zwischen 49-1,-42 und 121-p§ keine Zahlen aus A liegen kitn=
nen., Ebenso ist

2

woraus sich ergibt, daB zwischen 121-p§ und 169=pZ keine Zahlen
aus A liegen. Sollten wir sogar

2
(1) p1p2- sesn .pr> pH1

nicht nur fir re4,5, sondern auch fiir r & 6 bewelsen kdnnen, sc
wiirde das bedeuten, daB es kein n& A mit n > 30 geben kann. Und
dies ktnnen wlr tatsichlich nachweisen! Wir stilitzen uns dabei
auf die Richtigkeit der Ungleichung -

(2) p1p2. s .ps> P23+2

flr s23, Nehmen wir dies im Moment einmal an. Sei dann speziell
fiir r&6 die Zahl s die grbtBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich
g ist. Dann folgt aus (2)

2 2 2
PiPpe see «P>(PPpe s oPg)"> oo © Prsq o

also (1).

Es verbleibt schlieBlich der Nachweis von (2) fir s33. Wir
vermerken zunidchst fir s=1,2



A7 Zahl 30
P1-2< 7 = p4' P1P2-2-3-6413 = p6
and flr s=3

P1P2D3 = 2-3-5 = 30>19 = peo
Sei jetzt stets s > 3, Wir nehmen die gegenteiiige Aussage

(3) p1p2. es e DPB< p25+2

an (Das Gleichheitszeichen ist nicht mdglich!). Nun bilden wir
die Zahlen

K= P,Ppe see ePg sk - 1
mit k=1,2,.00,Pge Wegen (3) ist 1 § K< pyg,pe D ein Primteiler
p von K keine der Primzehlen p4sPpsecesPg._q sein kann, muB p eine
der Primzahlen PgsPg. qsesesPpg,q S0in. Flir p bestehen folglich
8+2 MSglichkeiten. Sind

Ky = DgPpe oo oPg_qkp =1, vU=1,2
zwel so geblldete Zahlen, und sind beide durch dieselbe Prim-
zahl p teilbar, so ist auch

PI P/|P2- ees .p3—1(k1-k2)'

Da p nicht zu den ersten s=1 Primzahlen gehdrt, ist also
p|(kq=k;), Nun ist aber p> |k -k,| und deher kq=k,. Die Annahme
aines gemelnsamen Primte%lera von K1,K2 fuhrt demnach zu K1uK2.
Folglich gibt es pg verschiedene Zahlen K, von denen je zwel
teilerfremd sind. Da filr die Primteiler p der Zahlen K insge-
samt s+2 MSglichkeiten bestehen, erhalten wir s+2 & p_. Diese
Ungleichung ist aber filr 8 >3 falsch. Daher ist (3) falsch,
also (2) richtig. |

Somit haben wir die bemerkenswerte Eigenschaft der Zahl 30:
Die Zahl 30 ist die grtBte natilirliche Zahl, deren relative
Primzahlea zugleich auch absolute Primzahlem simd.

Prof. Dr. E. Kratzel
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Mathematik und Erkenntnistheorie (l)

Die marxistisch=leninistische Erkenntanistheorie untersucht die
grundlegenden PFragen nach dem Gegenstand, den Grundlagen und
Triebkriften, den Queller und dem Wesen sowle der Wahrheit der
Erkenntnis im Rahmen der einheitlichen Theorie des dialektischen
Materialismus. Die Aussagen, die die marxistisch-leninistische
Erkenntnistheorie macht, treffen insbesondere auf die einzelnen
Wissenschaften, also auch auf die Mathematik zu. Eine detalllier-
tere Betrachtung der einzelnen Wissenschaften unter dem Aspekt
der Erkenntnistheorie 1&Bt jedoch besondere Schwerpunkte hervor=-
treten. So macht in der Physik und der Chemie die Frage nach dem
Forschungsgegenstand eine Diskussion des Materiebegriffes erfor-
derlich., In der Biologie filhrt diese Frage zu der Problemstel-
lung der Definition lebender Materie. In der Mathematik fiihrt
die Prage nach dem Forschungsgegenstend unmittelbar zum Abstrak-
tionsbegriff. Auch das Problem der Wahrhelt der Erkenntnis ver-
dient am Beisplel der mathematischen Forschung eine besondere
Erbrterung, da die Mathematik einen "internen" Wahrheitsbegriff,
den der formal-=-logischen Ableitbarkeit, verwendet. Im Zusammen-
hang mit dem Gegenstand und den Methoden der Forschung gilt es,
auf eine wissenschaftstheoretische Prage, nédmlich die der Stel=-
lung der Mathematik im System der Wissenschaften, einzugehen.

Die Triebkrafte tiir die mathematische Forschung

Der Erkenntnisfortschritt hat seine Grundlagen und entscheiden-
den Triebkridfte in der gesellschaftlichen Praxis. Vor allem die
der materiellen Produktion entspringenden praktischen Bediirfnis-
ge iiben einen entscheidenden EinfluB auf die Entwicklungsrich=
tung und die Aufgaben der wissenschaftlichen Forschung aus. Da=
her besteht ein wesentlicher Zusammenhang zwischen dem Stand

der Produktivkrdfte und der wissenschaftlichen Forschung. Aber
auch die Produktionsverhéltnisse beeinflussen die Entwicklungs-
richtung, die Ideen und die Organisationsformen der Forschung
wesentlich,
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Betrachten wir am Beispiel des alten Orients, wie die Mathematik
sich iiber das sehr primitive urgesellschaftliche Stadium, das

pur einen unvollkommenen Zahlbegriff und sehr grobe ILingen- und
RaummaBe kannte, hinasus entwickelte. Im Bereich der groBen Stri-
me (Nil, Euphrat, Tigris, Indus, Huangho u. a.) konnte eine er-
glebige landwirtschaft betrieben werden. Die dazu erforderliche
"... Regulierung der Wasserversorgung erforderte .ien gemeinsamen
Einsatz der Krifte von rdumlich weit entfernten Gegenden, ...
Dies fithrte zur Schaffung zentraler'Verwaltungsorgene, ... Der
verhiltnismiBig groBe {berfluB, der durch den gewaltig verbesser-
ten, intensivierten Ackerbau entstand, erhthte den Lebensstandard
der gesemten Bevblkerung, filhrte aber auch zur Herausbildung
einer von michtigen Hiuptlingen beherrschten stédtischen Aristo-
kratie. ... Die Verwaltung der &ffentlichen Banken wurde in die
Hinde einer Gruppe von Berufsbeamten gelegt, die mit dem Ablauf
der Jahreszeiten, der Fortbewegung schwerer lasten, der Kunst,
der Aufteilung von Lidndereien, der Anlage von Iebensmittelvorréa-
ten und der Einziehung von Steuern gut Bescheid wuBte. ... So-
wohl die Angehrigen der Reamtenschaft als auch die Handwerker
erwarben im groBen Umfange technische Kenntnisse ... Zu diesen
Kenntnissen gehtrte auch die Kunst des Rechnens und llessens."
(D.J. STRUIK: AbriB der Geschichte der Mathematlk, DVW, Berlin
1965, S. 10)

Dieser neue Stand der Produktivkréfte und die Produktlionsverh&dlt-
nisse der frithen Sklavenhalterordnung machten eine Weiterentwick-
lung der Mathematik erforderlich. So benutzte man in Mesopotanien
bereits 2100 v.u.Z. ein Stellenwertzahlensystem (mit der Grund=-
zahl 60). Zur Zeit Hammurabis (1950 v.u.Z.) war die Arithmetik
bereits in der lage, quadratische Gleichungssysteme mit zwel Un-
bekennten aufzuldsen., Die Geometrie entwickelte sich auf der
Grundlage praktischer Probleme des Messens. Lingen- und Fléchen-
maBe gewannen bei der landvermessung insbesondere in Gebieten

mit hdufigen Uberschwemmungen Bedeutung, wurden aber auch beim
Handel z. B. von Geweben unentbehrlich. RaummaBe wurden z. B.
beim Handel und bel der lagerung von Getreide und von Flissig-
keiten notwendig. Aus den Erfordernissen der Kalenderberechnung
und der Schiffahrt wurde man in der Astronomie zu exakten Mes=
sungen veranlaBt. Dies wirkte sich sowohl auf die Geometrie -
Winkelmessung = ale auch auf die Arithmetik = Umgang mit Zahlen
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griBerer Stellenzahl = aus, Die Mathematik des mlten Orients kam
Jedoch nicht liber eine Art Handwerk hinaus. Sie bestand aus einer
groBen Zahl von Regeln des Messens und Rechnens, kannte jedoch
keine exakten Beweise. Damit waren der weiteren Entwicklung der
Mathematik Grenzen gesetzt, die spéter von der griechischen Mathe-
matik iiberwunden wurden.

Wir wollen noch ein Beispiel aus der jiingsten Geschichte der
Mathematik hinzufiigen. Bei der Entwicklung und beim Betrieb kom=
plizierter technischer Systeme machte sich in den vierziger Jah-
ren unseres Jahrhunderts immer mehr eine automatisch gesteuerte
Informationsverarbeitung notwendig. So ist es zum Beispiel bei
der Automatisierung von Produktionsprozessen erforderlich, sehr
zuverlédsslg und schnell groBe Datenmengen zu verarbeiten. Mit
der wissenschaftlich-technischen Revolution ergab sich fiir die
Planung und Leitung der Wirtschaft die Aufgabe, immer komplexere
Organisationsformen der Produktion zu iberschauen und zu lenken,
80 daB die dabel zu berlicksichtigende Informationsmenge sich ver-
vielfachte. Die damit notwendig gewordene Konstruktion von Rechen=-
automaten stellte an eine Reihe von mathematischen Disziplinen
(z. B. Informationstheorie, Algorithmentheorie, Logik) neue An-
forderungen und verlieh lhrer Weiterentwicklung entscheldende
Impulse.

Die Wirkung der gesellschaftlichen Praxis auf die Entwicklung
der Mathematik ist nicht schematisch, sondern setzt sich in einem
komplizierten dialektischen ProzeB durch. Ein wichtiges Moment
der Erkenntnis besteht darin, daB das menschliche Denken vom
Konkreten zum Abstrekten aufsteigt. Auf diese Weise ist es mig-
lich, Gesetze und GesetzméBigkeiten aufzudecken, die dann auf
umgekehrtem Wege, ndmlich durch ihre Anwendung auf konkrete Ge-
genstinde unseres Denkens, dem Menschen letztlich dazu dienen,
Probleme der materiellen Produktion und der gesellschaftlichen
Entwicklung zu ldsen. Daraus ergibt sich fiir alle Wissenschaften
eilne Zergliederung in praxisbezogene und theoretische Diszipli=-
nen. Hierzu schrieb Priedrich Engels: "Wie alle anderen Wissen-
schaften 1st die Mathematik aus den Bediirfnissen der Menschen
hervorgegangen: aus der Messung von Iand und GeféBinhalten, aus
Zeitrechnung und Mechanik. Aber wie in allen Gebieten des Den-
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kens werden auf einer gewlesen Entwlcklungsstufe die aus der
wirklichen Welt abstrahierten Gesetze von der wirklichen Welt
getrennt, lhr als etwas Selbstdndliges gegenilbergestellt, als

von suBen kommende Gesetze, wonach die Welt sich zu richten hat.
So ist es in Gesellschaft und Staat hergegangen, so und nicht
anders wird die reine Mathematik nachher auf die Welt angewandf,
obwohl sle eben dieserWelt entlehnt ist und nur einen Teil ihrer
Zusammense tzungsformen darstellt = und gerade nur deswegen iiber-
haupt anwendbar ist." (F. ENGELS: Herrn Eugen Dilhrings Umwilzung
der Wissenschaft (Anti-Dithring). In: Marx/Engels, Werke Band 20,
S. 36)

Ein wichtiges Merkmal der Mathematik ist der sehr hohe Abstrak-
tionsgrad, der zu einem stark ausgepriéigten Eigenleben dieser
Wissenschaft filhrt. Der in der Grundlagenforschung tétige Mathe=-
matiker ist oft nicht in der lLage, elnen Zusammenhang zwischen
seinem Forschungsgegenstand und der Praxis zu erkennen. Deher
kann sich der in der Grundlagenforschung tédtige Mathematiker oft
nur an innermathematischen Gesichtspunkten orientieren. Zum Bei=-
spiel besteht der Wert der Verbandstheorie im wesentlichen darin,
daB sie gewisse strukturelle Untersuchungen, wie sie in einzel-
nen mathematischen Disziplinen auftreten, zusammenfaBt und somit
durch ebstrakte Begriffsbilldungen einer zunehmend divergent ver-
laufenden Entwicklung der Mathematik entgegenwirkt. Eln hdufig
zltiertes Belspiel einer mathematischen Theorie, die zundchst
sehr praxisfern schien, aber plttzlich durch eine Welterentwick-
lung der Produktivkréfte unmittelbare Anwendung fand, ist die
Aussagenlogik. Zundchst diemte 8sie einer Formalisierung des
"logischen Denkens" und war damit ein Hilfsmittel beim Versténd-
nis von mathematischen Bewelsen. Die Symbolik und die Methoden
der Aussagenlogik fanden spéter bei der Entwicklung von Rechenw
"automaten eine direkte praktische Anwendung.

Dr. G. Lischke
Dr. B. Goetze
Bereich Kybernetik
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Der Diebstahl

Frijher galt die Mathematik als eine brotlose Kunst,
In dieser Zeit schrieb ein armer Mathematikstudent verzweifelt
einen Brief an den lieben Gott.

Lieber Gott im Himmel!
Schicke mir bitte 100 Mark! (in Worten: Hundert)
Mit bestem Dank im voraus

stud. math. Albrecht Kotz von Orlamiinda

Die Mitarbeiter im Postverteileramt wuBten aber nicht so recht,
wohin sie den Brief weiterleiten sollten. (Der Himmel hatte
keine Postleitzahl) So wurde der Brief gedffnet.

Die Postbeamten sammelten spontan Geld fiir den armen Studenten.
Es kamen 96 Mark zusammen. Diese schickten sie dem Studenten.

Einige Tage spdter erhielt die Post elnen weiteren Brief an den
lieben Gott..
Lieber Gott!

Ich danke Dir von Herzen fiir Deine rettende Spende, Aber stell
Dir vor, haben doch die Postbeamten 4 Mark in die eigene Ta-
sche gesteckt ...

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung®, Leiter: Jérg Vogel
Chefredakteur: Hans-loachim Hauschild

Redaktion:. G. Blume, H. Gottstein, H. Schwulow, D. Meinhardt, V. Wedler, G.Miiller
D. Heinrich und J. HeB
Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto 180 45 beim Postscheckamt Erfurt
Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljahresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postémter entgegen.
Versffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates der
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Berechnung und Eigenschaften von Primzahlzwillingen
(Fortsetzung dés gleichnamigen Artikels in WURZEL 2/79,%S.21-26)
In WURZEL 2/79 wurde die Vermutung ausgesprochen, da8 fiir Prim-
zahlzwillinge ein dem Primzahlsatz #hnliches Gesetz gilt. Bekannt-

lich sagt der Primgzahlsatz folgendes aus:
1im ¥ (x) s ) ™ T
i 3 in ' x *
X= oo .

M(x) ist die Anzahl der Primzahlen p € x, x& N, 1n x ist der
natiirliche Logarithmus von x (siehe WURZEL 5/7T).

Wihrend in dem oben genannten Artikel die Eigenschaften der Prim-
zahlzwillinge im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 100000 unter-
sucht wurden, wollen wir im folgenden den Bereich bis 400000 er-
weitern und die Ergebnisse, die wieder mit einem elektronischen
Taschenrechner gefunden wurden, kritisch untersuchen.

Zum besseren Verstdndnis der folgenden Ausfilhrungen ist es ange-
bracht, einige Definitionen und Grundbegriffe noch einmal zusam-
menzustellen,

efini en d egriffe

1. Zwel Primzahlen p,, P, (1< pya py), fiir die py-py=2 ist, nen-
nen wir Primzahlzwillinge bzw. ein Primzahl-Zwillingspaar.

2. Fir Primzahlzwillinge mit p1> 3 gilt folgende Darstellung:
p1=6n-1 und p2=6n+1 (n& N); n>0
Lassen wir die kleinsten Paare (3,5) und (5,7) unberiicksich-
tigt, so kann n nur eine natiirliche Zahl mit einer Endziffer
0,2,3,5,7 oder 8 sein. Bei einer anderen Endziffer wire p,
oder Py durch 5 teilbar,

3. Die Zahlenpaare (6n-1, 6n+1) mit den in 2, angegebenen Ein-
schrénkungen fiir n nennen wir potentielle Primzahlzwillinge.
Da nicht alle potentiellen Primzahlzwillinge wirklich Prim-
zahlzwillinge sind, ist die Menge der Primzahlzwillinge eine
echte Tellmenge der Menge der potentiellfn Primzahlzwillinge,
Es 148t sich leicht nachweisen (siehe WURZEL 2/79, S. 22), daB
im Bereich der natiirlichen Zahlen bis 10¥ (k> 1) rund 10°~!
potentielle Primzahlzwillinge vorhanden sind, also z. B. bis
400000 rund 40000 potentielle Primzahlzwillinge. Im Bereich:
der natiirlichen Zahlen von 10 bis 400000 miissen also rund
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2,40000=80000 Zahlen auf ihren Aufbau hin untersucht werden,
4. Bezeichnen wir mit z(x) die Anzahl der Primzahlzwillinge im
Bereich der ersten x potentiellen Zwillinge (die Paare (3,5)
und (5,7) mitgerechnet), so nennen wir das Verhiltnis

r(x) = _(_)_zx'x ;
die relative Hiufigkeit der Primzahlzwillinge in diesem Be-
reich.,
abelle de ativen Hiuf

In der folgenden Tabelle der relativen Hiufigkeiten beschrinken
wir uns auf den Bereich 1000 £ x $ 40000, der dem Bereich der
natiirlichen Zahlen von 10000 bis 400000 entspricht,

[ = r(x) = Zx x| or - HE)
1000 0,203 21000 0,1081
2000 0,171 22000 0,106T
3000 0,157 23000 0,1061
4000 0,1485 24000 0,1051
5000 0,142 25000 - 0,1044
6000 0,1367 26000 0,1034
7000 0,130T 27000 0,1028
8000 00,1271 28000 0,1021
9000 0,1252 29000 0,1016

10000 0,1237T 30000 0,1006
11000 0,1212 31000 0,10026
12000 0,1198 32000. 0,09984
13000 0,1178 33000 0,0999
14000 0,1159 34000 0,09906
15000 0,1144 35000 0, 0984
16000 0,1135 36000 0,0979
17000 0,1116 37000 0,0972
18000 0,1108 38000 0, 0965
79000 00,1101 39000 0,0960
20000 0,1088 40000 0,0958

Néherungsfunktionen fiir r(x)
Die graphischen Darstellungen der beiden Punktionen

r(x) = 2X)  uypg p(x) A -

lassen vermuten, daB fr groBe Werte von x zéx) = 1;x gilt
oder exakter ausgedriickt

Idim %1)1,%.,1- " 18t

X—e nx
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In der folgenden Tabelle geben wir Aufschluf iber das Verhdlt-

nig Z(X) , Il-n im Bereich 1000 £ x £ 40000

X nx
z(x) 1 z(x) 1
* x Inx - Tx TImx
1000 0,203 0,1448 1,402
5000 0,142 0,1174 1,209
10000 0,123T7 - 0,1086 1,139
15000 | 0,1144 0,1040 1,100
20000 0,1088 0,10097 1,0775
25000 0,1044 0,09875 1,0568
30000 | 0,1006 | .0,0970 1,0374
35000 { 0,0984 0,0955T 1,0296
40000 0,0958 0,09437 1,0149
Die Vermutung, daﬂxfjgg Eé!l 3 I%i = 1 ist, gewinnt durch diese
Ergebnisse an Wahrscheinlichkelts
b
424
LG TRy
L 0,02 "
.5:-10' ;.p. Py 2. 407 26400 X
A
| tnx
024
lae?
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Aus der graphischen Darstellung der Funktion r(x) kbnnte man
noch auf andere Niherungsfunktionen schlieBen, Fiir den unter-
suchten Bereich hat sich die Funktion g(x) = 0,7733 , x~0»199
als gute Niherungsfunktion erwiesen (WURZEL 2/79, sS. 25), wie
die folgende Tabelle beweist.

x r(x) g(x)=0,7733,x~ 02199 r(x) : g(x)

5000 0,142 0,142 1,0
10000 0,1237 0,123T 1,0
15000 0,1144 0,1141 ; 1,0026
20000 0,1088 0,107T 1,0102
25000 0,1044 0,1031 1,0126
30000 0,1006 0,0994 1,012
35000 0,0984 0,0964 , 1,0207
40000 0,0958 0,0939 1,0202

Man kann vermuten, daB die Funktion g(x) etwas rascher gegen
Null strebt als r(x). Die Richtigkeit dieser Vermutung wire ein
Bewels dafiir, daf es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt,
Ein exakter Beweis fiir diesge Behauptung steht noch aus.

erteilung der Primzahlzwill im Bereich der Primzahlen

Der kleinste Abstand zweier Primzahl-Zwillingspaare ist, wenn
man von dem Zahlentripel (3,5,7) absieht, 4, Beispiele hierfiir
8ind die Primzahlzwillinge (11,13,17,19) oder (101,103,1@?,109);
Es ist iiblich, 2 Zwillingspaare mit dem Abstand 4 als Primzahl-
vierlinge zu bezeichnen, In unserem Bereich bis 400000 lassen
sich 88 Primzahlvierlinge nachweisen.
Andererseits konnen die Abstiénde zweler benachbarter Primzahl-
zwillinge auch beliebig grof werden, vorausgesetzt natiirlich,
daB es unendlich viele Zwillingspaare gibt. Z. B. liegen zwi-
schen den Zahlen n!+2, n!+3, nl+4, usw, ... bis n!+n keine Prim-
zahlen, also auch keine Zwillinge.
Im Bereich 10 - 100000 liegen 40 Primzahlvierlinge,
im Bereich 100000~ 200000 liegen 14 Primzahlvierlinge,
im Bereich 200000~ 300000 liegen 19 Primzehlvierlinge,
im Bereich 300000~ 400000 liegen 15 Primzahlvierlinge,
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argtel g de ahl 1 e enf _
Be tlich versteht man unter dem Produkt zweier Matrizen
a a c a,Cc, + a,d
b: bi - d: die Matrix b:c: o bzd: .
Unter Verwendung dieser Schreibweise lassen sich die folgenden
Beziehungen
M=2.3+1.5 29 =3 .5+2 .17
13«1,.34+42,5 0D 3122 .5+3. 7

in Matrizenform schreiben:

(3) - (1) () = () - € 9)-C):

Wir wollen diese Beziehungen verallgemeinern,
Es selen Pqs» Po bzw, 94r 9o zwel Primzahlzwillingspaare mit
P14 Qqe Wir gehen von dem Ansatz aus:

(-2 G
N *\s r Po
Dann ist wegen Py = p1+2 und q, = qq+2

Qq =T Dy +8Dpy + 28 und
q1+2 = 8 py +Trpy+ 2r .

Durch Subtraktion der Gleichungen erhalten wir fiir r und s die
Beziehung s=r-1.

Also: a4 ( r r—1) (p1)

Will man Primzahlzwillinge mit 94 = 6n-1 durch PrimzahlzwiX¥linge

mit p, = 6m-1 ausdriicken, so erhalten wir aus 9, = rpy + (r-1)p2

die folgende Bedingung fiir r:

S 3 *P2 _ 6(n+m) _ nim
P1+Pp v "

Will man z. B. alle Primzahlzwillinge mit aQq> 3 durch 5 und 7

augdriicken (m=1), so erhalten wir filr r die Bedingung:
l'-[1"‘7
r =--T2—

bzw. fir q1q6n-1 gesetzt:

r

r .-251 (n ist eine nat. Zahl mit der End-
giffer 0,2,3,5,7 oder 8)
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Fiir ungerade n ist r eine ganze Zahl, fiir gerade n eine gebro-
chene Zahl., Einige Beispiele hierzu, die sich leicht bestdtigen

T?ET GG -6 06 6 -2 306)

Will man alle Primzahlzwillinge mit q1> 3 durch das kleinste

Paar (3,5) darstellen, so erhalten wir fiir .r die Bedingung:
. 3 qQq+5

bzw, fir q1=6n-1 gesetzt:

I‘=%—2- ™

-G -0 t=2-0 2 6

Einige bereits bewiesene SHtze ilber Primzahlen und
Primzahlzwillinge

Im folgenden geben wir einige SHtze iiber Primzahlen an, die be-
reits vor léngerer Zeit mit funktionstheoretischen Hilfsmitteln
bzw, mit elementaren Methoden bewiesen wurden.

1) Es gelten-folgende limes-Beziehungen:
1m LX) -, 1m 2X) . g
X% oo X=oqo

2.) Primzahlsatz: Es ist
T(x) . 1
X

lim 1o =

X-hoe

'—"1.

BJ Es gilt: Eéfl "IET%E_ET . ¢ ist eine von x unabhingige Kon-
stante,

4) satz von Brun: Die Summe aller reziproken Werte der Primzah-

len ist divergent ... El—-= e ,
X" 1
Die Summe aller reziproken Werte der Primzahlzwillinge ist

entweder endlich oder konvergent,

};:( %;-+ Biiﬁ ) ist konvergent, Py pi+2 Zwillinge,
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Berechnen wir die Summe dieser reziproken Werte der Zwillinge

fiir die Teilbereiche 10 - 100000, 10 = 200000, 10 = 300000 und
10 - 400000, so erhalten wir folgende Ergebnisse : ;

Mir 54 kdnnen wir schreiben:
s, = 1,6731504 + 0,0128956 + 0,0067680 + 0,0025957

= 1,6731504 . (1 + 0,0077073 + 0,004045 + 0,0015513)
8, & 1,6731504 . (1 + d +%+ %-) mit 4 = 0,008,

Nehmen wir an, daB die sichtbare GesetzmdBigkelit fiir die weite-
ren Glieder giiltig bleibt, so kSnnten wir s abschidtzen:
8 € 1,6731504 . (1+2d4) = 1,6731504 . 1,016, also

.34 1,6999 == 1,7 .

Zu .Satz 3) kann man noch folgendes ergidnzen. Nach unseren Ergeb-
nissen scheint die Abschdtzung zu gelten:

z(x) b |
= )lnx fiir alle x .
¢4 ist wleder eine von x unabhiingige Konstante.
c
1 z(x) ¢

s & = “Gren
Dr. B. Hanisch
Halle

—— Sonstiges

Der kleine Willi mag seine Milch durchaus nicht trinken., Da
versucht e die Mama mit gutem Zureden: "Als ich so alt war wie
Du, habe ich immer meine Milch ausgetrunken,"

"Hast Du sie gern getrunken, Mama?"

"0 ja, sehr gern!"

"Da, Mama, dann kannst Du meine auch haben!"

Aus dem Jahre 1914

On betreff militar-dienstlicher

Bferde evrstattet unterfertigte Gemeinde
sehlangeige, da dieselbe aus Lauter
Dehsen besteht.
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Preisaufgaben

Preisaufgaben
L 55 Beweigen Sie: Die Summe der 4 Primzahlen eines Quadru-
pels ist durch 60 teilbar. (10 <p, <py< Py <p4)
(Definition Primzahlquadrupel siehe Artikel von Herrn
Dr. Hanisch)

=l

o)
i
N

Maiv 15se die Gleichung j
| 2 - loggyi, 5 ¢08 X = log, . . sin x

[ ©

&
)|
2

Fir welche ganzzahlige n besitzt die Gleichung
xz +3x + 9 = 9n2 ganzzahlige LYsungen. Man gebe diese
an, '

=

5
U
[v:]

Gegeben ist ein rechiwinkliges Dreieck ABC, dessen Hypo-
tenuse: BC in m gleiche Teile geteilt wird (n ungerade).
Sel o der Winkel, unter dem die Teilstrecke, die den
Mittelpunkt der Hypotenuse enthdlt, von A aus gesehen
wird, h die Hhe und a die Hypotenuse des rechtwinkligen
Dreiecks. Man zelige die Giiltigkeit der Beziehung

tan o =:?5§E——- !

n®=1)a

—]

=
\n
D

Man bestimme sémtliche L¥sungen der Gleichung

coazx + cos2 2x + c032 3x = 1,

-

L 60
JokasaTe, YTO B Kpyre pazmyca I0 HENESA HOMECTHUTD
400 Toyex Tak, YTOOH DACCTOAHME MEXAY KAXANME
IByMA Ouao Gomeme I.
) EinsendeschluB: 15. 3. 80
Losungsbedingungen:

Piir jede vollstédndige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die

im abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten.
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem .Jahr
erreichten Punkte fiir das néchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
warsehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders =
unter dem Kennwort '"Wurzel-Preisaufgaben" an uns zu senden.
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Losungen

kgfg&be L 25
Multipliziert man beide Gleichungen des Systems mit x,y, Bso

T(x"=y“) = 48xy (2)
Bei Division von (2) durch (1) ergibt sich
X -
x+y) L
Wegen x # -y erhidlt man x=y=1 (3)

-

(3) in (1) eingesetzt ergibt
T(2y+1) = 48y(y+1)
48y21+ 34y - 7 = 0
y“‘_‘ 14 H yz - - g’ ®
Die Ldsungen des Gleichungssystems sind

=iy =guwd =gy, =-Fo.

Aut'gabe L 26
Wir betrachten folgende Beziehung:

L 3 . 38 . 8. b | c, 8

(a+b+c)(a 4 b C) =3 + (E'+ =) + (E + =) & (E + E)

Da aber fiir x>0, y >0, -;-+ % 2?2 gilt, ist der obige Aus-
druck nicht kleiner als 9,
Also gilt
ledsdy2
(a+b+c)(a EpEs) &9
und da a+b+c »0 ist, auch

1 1 9
v E ot

1
E+

hufgabe L 2T
Durch Multiplikation der Gleichung mit x- Yx+2 erh#lt man

x2 + X+ 2 = l% x ‘fx+2' (1).

Quadriert man (1), so ergibt sich
14-110-x3—-1-;x2+4x+4=0 (2).
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2
Die rationalen Lésungen von (2) sind 1 und - ¥, wobei nur 1
auch Lsung der gestellten Aufgabe ist,. :

hufgabe LQQB
(£(x))~

(Vx+2 V-1 + Y-z Yx=1 )2 = _ .
x+2 Y31 + x=2 Y31 + 2 Y(x+2 Vx=1)(x-2 ¥z-T)
2x + 2 [x"-4x+4
-2x + 2|x-2| = 2x -2(x-2), da 1 $ x £ 2

= 4.
Also ist f(x) = 2 filr 1 & x £ 2,

Bufgabe L 29|

2 A9 Die Seiten des Rechtecks
ABCD, dessen Ecken auf
den gegebenen Geraden g
und h liegén und von der

Jjeweils anderen Geraden
7 den Abstand a haben, bil-
C 3k den das gesuchte Objekt,

Beweis: Sei M ein Punkt, fiir den MK L g, ML L h und MK + WML = a
gllt. Wir legen eine Gerade AB so durch M, daB8 OA = OB ist,
Weiter sei MN Il OB. Sei AP . OB und Q der Schnittpunkt von AP
und MN,
Aus der Konstruktion folgt XN = NN und somit MK = AQ.
Man erhdlt

.IP:IQ'+'Q’P=E!R+E=&
Folglich ist A eine Ecke des obigen Vierecks. Analog zeigt man,
daB B eine Ecke desselben ist.
Liege M auf einer Seite des Vierecks, so zeigt man in umgekehr-
ter Reihenfolge, daB WK + WL = AF = a gilt.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wurzelhumor

Im Westen nichts neues

Der Lehrer oespricht den Superlativ und fragt die Schiiler, ob
sie ihm ein Wort nennen ktnnen, das sich gut steigern 14B3%t,
"Miete" lautet die Antwort eines Hausbesitzersohnes.,
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[&u_fgmbo L 36]
s

Sei h die HBhe des Kegels,
r der Radius seiner Grund-
fléche und R der Radius der
Kugel, Das Verh#ltnis von
Kegelvolumen zum Kugelvolu-
men ist gleich

2
A h - 2
‘.'iiiIElli"' e f§3'= #

Die Anwendung des Hohensatzes auf das Dreieck SBA liefert
r? = h(2R-h),
r 1 h h
Somit ist EE- = = h(2R=h) = T (2= R-} = q(2-q).
R

Das gesuchte Verh#ltnis ist demnach

. 2
x = - (2-q).

Die Aufgabe ist offensichtlich nur fiir 0< . gq<2 l3sbar,

Aufgabe L 31
Sel x = log3 4 und y = 1og4 5. Dann gelten die folgenden Be-
ziehungen=s

3 =4,
x
5t
x=-1

16
5T 1>
3x-1>4y-1

Da x-1>0 und y-1>0 (folgt aus (1)) und 3< 4, gilt
x-1> y-1 bzw, X>» Y.
Demnach gilt die Beziehung 105;3 4>1og4 5.

WNWWW

4y = 5 (1)
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)Y |

fufgabe L 32

Sowohl die Sinusfunktion als auch f(x) = Téﬁ-genﬁgen der Glei-
chung f(x) = -f(-x). Die L&sungen der Gleichung T%ﬁ-a sin x
liegen also symmetrisch zum Punkt x=0.

Wir betrachten die Ldsungen fiir x 2 0,

Der grifite Sinuswert ist 1. Die Gleichung besitzt also nur
Lsungen fir z%~ S 1, d. h. x $ 100. Fir 0 ¢ x $ 100 besitzt

der Sinus %%g—- 15,76 Perioden. In jeder Periode gibt es zwei
Losungen der Gleichung, ebenfalls zwischen 30T und 317 .

Wir erhalten also 32 Lysungen der Gleichung fiir x £ 0. Eben-
falls 32 Losungen existieren fiir x $ 0, Da die L¥sung x=0 zwei-
mal aufgefilhrt wurde, ist die gesuchte Anzahl der L¥sungen 63,

liufgabe L 33|

Es gelten die folgenden Umformungen:
¥ = x(x+1)(x42) (x43) = (x°43x)(x2+3x+2)

= (x2+3x)2 + 2(12431ﬁ =-(x2+31+1)2 - 1.

Der kleinste Wert von y ist demnach -1,

bufgabe L 34

Wir formen die Gleichung um

¥ =725 - Vx
Yy =250 4 x - 2 f250x .

Sin x und y ganzzahlig, so ist auch 2 15;5;'ganzzahlig.

Es gilt also 1000x = p° bzw. x = 10k?, wobei k,p ganzzahlig
sind, '

Weiterhin ist Yy Z 0, also auch 7250 - Tx 2 0, d. h, x $ 250
bzw. 10k> § 250 oder |k| % 5,



Llsungen SAESUIN
Setzt man alle k, die der Gleichung |klS 5 geniigen, in
x = 10k% und y = 10([3[-5)2 ein, so erhélt man die ganzzahli-
gen Lisungen der gegebenen Glelchungs
I1=0 12=10 I3=40 I4=90 158160 1680
¥q = 250 Yo = 160 y'3-_.='90 y4=40 Y5 = 10 Yg = 250.

hu:gabe L 3%

Aus den Additionstheoremen fiir Winkelfunktionen kann man

gin 2x = 2 sin x cos x und cos 3x = cosBx -3 sinzx cos x
herleiten., Weiterhin gilt sin 36° = cos 54°, Also gilt die
folgende Gleichung: ;

2 sin 18° cos 18° = 0033 18° - 3 sin2 18° cos 18°, Die Divi-
sion durch coe 18° liefert: 2 sin 18° = 0052 18° - 3 gin® 18°,
Daraus folgt 2 sin 18° = 1 - 4 gin® 18°. Da sin x 2 -1 gilt,
hat die quadratische Gleichung nur eine Ldsung:

g8in 189 = -—1—}5.

Aus sinzx + coazx = 1 und cos 1802-0 erhdlt man

cos 18° = —4—_"10*21?

damit sin 36° = i— Y10-2715.

o Aus sin 2x = 2 8in x cos x erhdlt man

[ufgabe L 36]

Der gegebene Kirper besteht aus einem quadratischen Prisma,
dessen Grundfliéche gleich dem gegebenen Quadrat und dessen
H8he gleich 2a ist, aus 4 Halbzylindern der Hohe a, deren
Grundfléche den Radius a hat und aus 4 Viertelkugeln mit dem
Radius a, :

Das gesuchte Volumen des Kdrpers ist

V= 2a3+4 R :3;-'fl'a3 + 4 ., %-Fa3':=§—w3(5?r+ 3).

/
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Und nun ein Beitrag aus unserer Werbeabteilung

Der Rat des Teufels
(Sehr frei nach Goethe)

Schiiler: ' Guten Tag, Herr Teufel, ich will meine Seele verkau-
fen ...

Mephisto: Was, Du auch? Dann stell Dich bitte an! Das Ende der
Schlange ist zwel StrafBen weiter. Oder Du gibst einen
schriftlichen Antrag ab,

Schiiler: TIch habe Faust gelesen = und jetzt will ich auch mei--
ne Seele verkaufen. Du sollst mir dafiir zu Lebzeiten
alle Mathematikaufgaben ldsen,

Mephisto: Daf ich nicht lache. Ja, damals bei Faust, das waren
schwere Zeiten fiir mich. Da muBte man hinterher sein
wie - na eben wie der Teufel hinter der siindigen Seele,
Aber jetzt bei dem Massenandrang! Und dazu die gestie-
genen Anforderungen! Und nun kommst Du noch mit Mathe-
matik! Dies ist zuviel! Der Teufel ist doch auch nur ein
Mensch!

Schiiler: Du siehst also keine Moglichkeit, daB ich die PEhig=-
keit erlange, alle Mathematikaufgaben 15sen zu k&nnen.

Mephistos Hm, hm, Doch es gibt eine Mdglichkeit.
Schiller: TLieber, lieber Teufel, sag sie mir!
Mephisto: Abonniere die WURZEL!

Herausgeber: Jugendobjekt , Studienvorbereitung — Studienwerbung®,
Leiter: Jérg Vogel )
.. Chefredakteur:, Hans-Joachim. Hauschild
Redaktion: H. Gottstein, D. Heinrich, R. Heinrich, J. HeB, A. leschag; |. Kaiser,

A. Kleinwachter, M. Lutz, D. Meinhardt, G. Miiller, F. Pegenau, H. Schwulow
Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion. Mathematik

RedaktionsschiuB: 16.11. 79
Konto: Postscheckkonto 180 45 beim Postscheckamt Erfurt

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljah-

resabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postdmter entgegen.

VersHentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden de;
' Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigunj der

Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932



