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Aller Anfang ist schwer oder:
meine ersten Studienwochen

Unser Studium "begann" bereits am 22.2.79, zu den Jenaer
Informationstagen. Hier konnten wir unser zukiinftiges
Erzieherkollektiv sowie unsere Kommilitonen kennenlernen. In
zwanglosen Unterhaltungen mit Studenten des 1. Studiengahres’
ipn der Schmiede = die Wurzsl ctellte diesen Studentenklub
bereits vor - erfuhren wir einiges, was uns erwartedl.

Im September ging es nun wirklich los. In der ersten %oche
fanden nepen der technischen Immatrikulation zunéichst eine
Vorlesung zur Geschichte der Friedrich- Schiller- Universitat
sowie Seminare zu aktuell-politischen Fragen statt. ’m 13.9.
1970 wsr die feierliche Immatrikulation. Diese fand in feier-
lichem Rahmen in der Aula der FSU - mit dem bertihmten Gem#lde
"puszug der Jenaer Studenten" - stati. Dieser festliche
Rahmen und die Festanspracne von Staatssekretar Ginter
Bernhardt machten uns die ache Verantwortung, die wir bel
ungerem Studium tragen, beswuft. Der felerlichste Augenbliclk
fiir mich war, als der Rektor Prof. Dr. Bolek mir nachh cm
Geldbnis die Hand schiittelte.

Am Freitag, dem 14.9.79, bezannen die Lehrveranstal bunen.

Bald zeichnete sich ab, daR doch erheblichs UnbGoiochiede
zwischen Erweiterter Oterschule und Univercitit bestehen,
Wihprend zum Beispiel Hausautgaben an der chuls wusechliell~
1ich der Vertiefung bereits erworbenen “i-.ens dlonel, izt es -
beim Studium uamdglich, das Studienziel zu < ichen, ohne
sein Wissen auBerhslb der Lehrveranstaltunzoi rech Helbst-
studium zu vertiefen. Dabei wird dieses ‘- 1batabuiium von

keinem anseleltet oder gar komtrolliert, sondern o zeligt
sich erst bei der selbsténdigen Losung von ﬁhungﬁaujgaben,
beim Schreiben von Test=ten und‘*lefztondlich in den Priifungen,
rie man den Stoff verarbeitet hat. Fin vesentlicher quali-
tativer und quantitativer Unterschied btesteht auch darin, wie
der Stoff in Vorlesungen bzw. inm Toterricht dargeboten wird.
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Wehrend an der Schule die Mathematik fast nur als Hilfsmittel
fliir andere Facher betrachtet wurde und somit der Mathematik-
unterricht mehr "Rechnen" war, wird nun an der Universitét
Mathematik wissenschaftlich betrieben. Das bedeutet, daB in
der Schule einzelne, mehr oder weniger aus dem Zusammenhang
gerissene Hilfsmittel gelehrt werden, wéhrend an der Universi-
tdt ausgehend vom axiomatischen Aufbau die Mathematik logisch
von den Grundlagen aus aufgebaut wird, so daB sich der Schul-
stoff mehr oder weniger nur als "Spezialfall" dieser oder
jener mathematischen Theorie erweist.

Bei dem hohen Abstraktionsgrad, den die Mathematik besitzt,
machen sich besonders die Vorteile bemerkbar, die Studenten
haben, die sich vor dem Studium bereits auBerschulisch mit
Mathematik beschéftigt haben. Nicht umsonst sind die "Wurzel"
und die Mathematiklager des Bezirksklubs Junger Hathematiker
zum Jugendobjekt "Studienvorbereitung' zusammengefalit. Ich
mochte - ohn2 anderen, die Mathematik studizren wollen,”
Angst einzujagen - behaupten, daB aktive Mitzlieder des BKJIM
und aktive 'Wurzelleser bedeutende Vorteile gegeniber anderen
im Versténdnis des Darsebotenen haben. Auch zeigt es sich,
daR sol.che Studenten, die sich nicht schon aullerschulisch
mit Mathematik beschdftiegt haben, oft falsche Vorstellungen
von Ablauf, Schwierigkeiten, Anforderunsen und Ziel des
Mathematikstudiums haben. Der Stundenplan unserer Seminar-
gruppe sieht zum Beispiel so aus: zwei Vorlesungen Lineare
Alpebra und Geometrie, zwei Vorlesungen Differential=- una
Inteéralrechnung und eine Vorlesung Mathematische Kybernetik
und Rechentechnik und genausoviele ﬁbungeh, dazu eine Vor-
lesung und c¢in Seminar Marxismus-Leninismus, Russisch,
Englisch und Sport. Das bedeutet also, dall mehr als zwei
Drittel der V/ochenstunden reine Mathematik zelehrt wird. Dazu
kommt noch, dall in verschiedenen Fachern z. T. unterschied-
liche Schreibweisen fir ein und dasselbe verwendet werden
oder die gleiche Schreibweise unterschiedlich interpretiert
wird. Mit solchen Problemen wird sich jeder zukiinftige
Mathematikstudent selbst besch&ftigen miissen.

Zum SchluBl mSchte ich feststellen, daB das Mathematikstudium
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zwar ein recht schwieriges, aber auch ein sehr schines
Studium ist,und ich hoffe, 7iele von BEuch, liebe Wurzelleser,
epliter einmal an unserer Sektion begriiBen zu kdnnen.

Andreas leschag
Mathematikstudent
- 1. Studienjahr -

e e N R i

Im Zug

.

Zwei Okonomen und zwei Mathematiker fahren mit dem Zug von ihrem
Wohnort X zu ihrem Arbeitsort Y. "

Die Mathematiker beobachten, wie die Okonomen beim Nzhen des
Schaffners aufstehen, zu zweit auf die ndchste Toilette gehen
uiid zuschlieBen., Als der Schaffner an die Toilettentiir klopft
und die Fahrkarte verlangt, schieben sie eine unter der Tiir
durch. So sparen die Okonomen das halbe Fahrgeld.

Bei der nichsten Fahrt jedoch klopfen die Mathematiker an die
Toilettentiir, hinter der sich die Okonomen verstecken,und las-
gen sich die Fahrkarte_durchschieben. Damit gehen sie zu zweit
auf die nichste Toilette. So sparen die Mathematiker das ganze
Fahrgeld,

Ist die folgende Rechnung richtig?

-8523- 643
316

251y
4331

Y2 5334
_—_————

B e e e e e i i i e e i e e



5 Erkenntnistheorie

Mathematik und Erkenntnistheorie (II)
Die Rolle der Abstraktion in der Mathematik

Wie bereits im ersten Beitrag angedeutet, sind die Begriffasbil-
dungen und Gegenstdnde der Mathematik durch Abstraktion aus rea-—
len Verh&ltnissen entwickelt worden. Die Abstraktion ist ein we=-
sentliches Moment des Erkenntnisprozesses, und es ist ein Ver-
dienst der Erkenntnistheorie des Marxismus-Leninismus, das allen
Abstraktionsprozessen Gemeinseme, unabhiéngig von der fachwissen=-
schaftlichen Spezifik, herausgearbeitet zu haben. Dieses besteht
darin, daB aus dem durch die Sinnesorgane aufgenommenen Materisal
durch Absehen von gewissen Merkmalen, Eigenschaften und Bezie-
hungen andere, wesentliche, notwendige und allgemeine Beziehun-
gen und Eigenschaften der CGegenstinde herausgehoben werden. Als
historisch erstc, durch Abstraktion entstandene mathematische
Begriffsbildungen sind uns der Zahlbegriff und eine Reihe von
geometrischen Begriffen bekannt. DaB diese Begriffe und die ge-
samte Matnematik die objektive Realit#it als Grundlage haben und
keine bloGen Spielereien des menschlichen Denkens sind, kann man
kaum besser als mit den Worten von Friedrich Engels selbst aus=-
driicken: "Keineswegs aber befaBt sich in der reinen Mathemstik
der Verstand bloB mit seinen eigenen Schdpfungen und Imazinatio-
nen. Die Begriffe von Zahl und Figur sind nirgends anders herge-
nommen, als aus der wirklichen Welt. Die zehn Finger, an denen
die Menschen zdhlen, also die erste arithmetische Operation voll=~
ziehen gelernt haben, sind alles andere, nur nicht eine freie
Schopfung des Verstandes. Zum Zidhlen gehdren nicht nur zidhlbare
Gegenstédnde, sondern auch schon die Fidhigkeit, bei Betrachtung
dieser Gegenstdnde von allen iibrigen Eigenshhaftenabzusehen auller
ihrer Zahl - und diese Fidhigkeit ist das Ergebnis einer langen
geschichtlichen, erfahrungsmiBigen Entwickliung. Wie der Begriff
Zahl, so ist der Begriff Figur ausschlieBlich der AuBenwelt ent-—
lehnt, nicht im Kopf aus dem reinen Denken entsprungen. Es muBte
Dinge geben, die Gestalt hatten und deren Gestalten man verglich,
ehe man auf den Begriff der Figur kommen konnte, Die reine Mathe-
matik hat zum Gegenstand die Reumformen und Quantitdtsverhdltnis-
se der wirklichen Welt, also einen sehr realen Stoff. DaB dieser
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Stoff in einer hochst abstrakten Form erscheint, kann seinen

Ursprung aus der AuBenwelt nur oberflédchlich verdecken. Um die=-
se Formen und Verhiltniese in ihrer Reinheit untersuchen zu kdn-
nen, muB man sie aber vollstdndig von ihrem Inhalt trennen, die-
gen als gleichgiiltig beiseite setzen; so erhdlt man die Punkte
ohne Dimensionen, die Linien ohne Dicke und Breite, ... die Kon-
stanten und die Variablen ... Auch die scheinbare Ableitung
mathematischer GroBen auseinander beweist nicht ihren apriori-
schen Ursprung, sondern nur ihren rationellen Zusammenhang. Ehe
man auf die Vorstellung kam, die Form eines Zylinders aus der
Drehung eines Rechtecks um eine seiner Seiten abzuleiten, muB
men eine Anzahl wirklicher Rechtecke und Zylinder, wenn auch in
noch so unvollkommener Form, untersucht haben." (F. ENGELS:
Herrn Eugen Dilhrings Umwélzung der Wissenschafi (Anti-Dﬁhring).
In: Marx/Engels, Werke Band 20, S. 35/36)

Charakteristisch fiir die weitere Entwicklung der Mathematik sind
Abstraktionen htherer Stufe, Abstraktionen von Abstraktionen
usw. Wir sehen des beispielsweise in der Geometrie, wenn nicht-
euklidische Geometrie oder mehr als dreidimensionale Riume mit
und ohne Metrik betrachtet werden, oder in der Algebra (Theorie
der algebraischen Strukturen), der mathemetischen Kybernetik

und anderswo. Die mathematischen Begriffsbildungen entfernen
gieh dadurch scheinbar immcr mehr von der natiirlichen und sozia-
len Wirklichkeit. Aber gersde so ist ein tieferes Erkennen der
objektiven Realitdt mdglich. So kommt 2z. B. den kypernetischen
Systemen hoherer Abstraktionsstufe praktische Bedeutung zu, da
gich aus ihnen durch theoretische Betrachtungen Hinweise gewin-
nen lassen, etwa wie ein Konstrukteur vorzugehen hat, um einen

Automaten aufwandmifig optimal zu gestalten, wenn gewisse Be-
dingungen vorliegen. Dieser dialektisch-widerspriichliche Charak=-
ter des menschlichen Erkenntnisprozesses besonders in den Wis-
gsenschaften wurde von Lenin herausgearbeitet: "Das Denken, das
vom Konkreten zum Abstrekten sufsteigt, entfernt sich nicht -
wenn es richtig ist ... - von der Wahrheit sondern ndhert sich
ihr. ... alle wissenschaftlichen (richtigen, ernst zu nehmenden,
nicht unsinnigen) Abstraktionen spiegeln die Natur tiefer, rich-
tiger, vollstdndiger wider." (W.I. LENIN: Konspekt zu Hegels
"Wissenschaft der Logik"., In: Lenin, Werke Band 38, S. 160.)
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Gerade das Absehen von der konkreten inhaltlichen Bedeutung
filhrt dazu, daB die mathematischen Begriffe nicht nur in dem Be=
reich angewendet werden konnen, in dem sie ihren Ursprung haben,
gondern dariiber hinaus in Bereichen, fiir die die abstraki-in-
haltlichen Beziehungen die gleichen wie im Ursprungsbereich
gind., Die Interpretationsmidglichkeiten der mathematischen Be-
griffe werden dabei um so umfangreicher, je hoher die Abstrak-
tionsstufe ist, je mehr vom konkreten Inhalt der Begriffe und
der Relationen abgesehen wird.

Von Vertretern der idealistischen Philosophie wird oft behaup~
tet, daB die mathematischen Begriffsblildungen willkiirlich seilen.
Das ist zber in keinem Fall so, sondern gie werden im Hinblick
auf die addquate Abbildung realer Verhiltnisse ausgewsdhlt. Das
entscﬁeidende Kriterivm fiir die Addquatheit ist dabei die Tat=-
sache, dal sie sich in den verschiedensten Gebieten der Mathe-
matik und ihrer Anwendungen bewdhrt haben und sténdig weiter be-
wdhren, d. h. also ihre Rechtfertigung in der Praxis.

In dem angefﬂhften Zitat von Friedrich Engels kommt bereits zum
Ausdruck, daB dlie Grundlage der Abstraktionen und damit mensch-
licher Erkenntnis {iberhaupt das unmittelbare sktive und gesell=-
schaftliche Handeln der Menschen ist. Er sagt an anderer Stelle:
"Gerade die Vertinderung der Natur durch den Menschen, nicht die
Natur als solche allein, ist die wesentlichste und ndchste Grund-
lage des menschlichen Denkens, und im Verhdltnis, wle der Mensch
die Natur veridndern lernte, in dem Verhdltnis wuchs seine Intel-
ligenz." (F. ENGELS: Dialektik der Natur. In: Marx/Engels, Werke
Band 20, S. 498)

Im Heft 12/78 der WURZEL beschéftigten wir uns mit dem Begriff
des Unendlichen in Mathematik und Philosophie und erdrterter be-
reits dort die Widerspiegelung allgemeiner GesetzméBigkeiten der
marxistisch-leninistischen Erkenntnistheorie.

Die erkenntnistheoretischen Grundlagenﬂfﬁr das Begreifen des
Unendlichen liegen in der Auseinandersetzung des Menschen mit
der Natur, insbesondere im Produktionsprozefl. Dabei werden be=
stimmte Handlungen sténdig wiederholt. Diese wiederholten Titig-
keiten bilden letztlich die Grundlage fiir ein Begreifen einer
Regel, deren wizd:rholte Anwendung immer wieder zu etwas Neuem
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filhrt, etwa der Regel der Konstruktion der natiirlichen Zahlen
durch aufeinanderfolgendes Hinzufiigen jewells einer Eins zur
vorhergehenden Zahl, wobel die Ausgangszahl Null ist. Wir erhal=-
ten in diesem Fall die unendliche Folge der natiirlichen Zahlen
und sprechen hier von der Abstrektion der potentiellen Unendlich=-
keit. Man geht also von praktisch realisierbaren materiellen
Konstruktionen aus und gelangt durch Abstraktion zu gedanklichen
Konstruktionen. Von den praktischen Grenzen der konstruktiven
Moglichkelten (Material- und Zeitvorrat) wird dabei abgesehen.
Solche gedanklichen Konstruktionen sind also beliebig welt durch-
fiihybar. Es ist aber nun bei weitem nicht so, daB jedes einzelne
Individuum zundchst produzieren muB, um den Begriff der potentiel-
len Unendlichkeit, also etwa die Regel zur Konstruktion der natiir-
lichen Zahlen begreifen zu kdnnen., Der gesellschaftliche Charak-
ter der menschlichen Erkenntnis ermdglicht es, diese Regel einem
Kind sehr frith begreiflich zu machen. Doch auch das Kind lernt
diese Regel nur in der Tatigkeit, nd@mlich durch die Tédtigkeit des
Zdhlens seiner Finger, seines Spielzeuges usw. Ahnlich ist es mit
allen mathematischen Regeln und Sdtzen. Threm Begreifen gehen
notwendigerweise bestimmte wiederholte materielle menschliche
Tdatigkeiten voraus. Anders ist es jedoch in methodischer Hinsicht.
Mathematische Sdtze werden nicht empirisch durch Beobachtung der
Wirklichkeit iiberpriift. Hat man einmal eine mathematische Regel
begriffen, so lassen sich mit Hilfe dieser Regel mathematische
Stitze ohne irgendeinen welteren Bezug zur erfahrbaren Wirklich-
keit beweisen. Ebenso verhdlt es sich mit dem Begreifen des po-
tentiell Unendlichen. Entwicklungsgeschichtlich sind unsere prak-
tischen Erfahrungen Voraussetzung fiir dieses Begreifen, und zwar
sowohl beim ProzeB der gesamten Entwicklung der menschlichen Er-
kenntnis und ihres gesellschaftlichen Charakters als auch flir das
einzelnen Individuum selbst, etwa beim Zidhlen des Splelzeuges.
Haben wir aber das Wesen des potentiell Unendlichen einmal er=
faBt, so konnen und brauchen wir methodisch nicht jedesmal auf
die Erfehrung zuriickzugreifen.

Dr. G. Lischke, Bereich Kybernetik der Sektion

Mathematik/FSU lena
Dr. B. Goeize, Akademie der Wissenschaften der DDR Berlin

B e




Preisgufgaben

]
Preisaufgaben
Seien x und y natiirliche Zahlen und
u = 2x + 3y v = 9x + 5y.

Man zeige: u ist genau dann durch 17 teilbar, wenn auch
v durch 17 teilbar ist.

Die Ldngen der Seiten eines Dreiecks bilden eine arith-
metische Folge, die Differenz zwischen benachbarten Glie-
dern sei d. Der Flidcheninhalt des Drelecks sei gleich S.
Man gebe die Léngen der Seiten des Dreiecks an.

=

=
\N

Man zeige: Erfiillt das Zahlenpaar (x,y) die beiden Glei-

" chungen x2 - 3xy + 2y2 +Xx-y=0

und x2 - 2Xy + y2 - 5x + 7y = 0,

go erfiillt es auch die Gleichung
xy - 12x + 15y = O.

Die natiirliche Zahl x ende auf die Ziffern a und b (in
dieger Reihenfolge), Man ermittle alle geordneten Paare
(a,b),fiir die x° auf dieselben Ziffern a und b (auch in
Bezug auf die Reihenfolge) endet,

@i__

=
\n

n Schiiler seien in einer Reihe angetreten. Sie erhalten
die Nummern 1,2,...,n. Eine Umordnung bestehe darin, daf
jeder Schiiler entweder einmal seinen Platz mit einem ande-
ren tauscht oder auf seinem Platz bleibt, '

Wie kann man mit zwei hintereinander ausgefiihrten Umord-
nungen die Anordnung n,1,2,...,n-1 erreichen?

lloxasaTe, YTO WIOWATH TPCYTONBHIKA, BIIICAHHO B
1IapaijeIorpanM, He MOXET OHTH OOJBlE MOJNOBIHE
NAOAT. 2TOTO MADAIISI0IDaMMa.

<SIOLLOEO>

Einsendeschluiit 15.4.1980

o m—




Losungzen B
Lsunggbedingungen :

T jede vollstandige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl., Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkfte erreichten, Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nichste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Lésungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Sinsenders -
unter dem Kennwort "WURZElL-Preisaufgaben" an uns zu senden,

Losungen

Epfgabe L 37

I8st man die quadratische Gleichung nach”x auf, so erhdlt man

X = - gin xy + gin“xy - 1.

Reelle Losungen ergeben sich nur fiir sinzxy =1,
Man erhdlt dann x = - sin Xy.

Fiir sin xy 1 gind x = =1, ¥ = - % + 2k Tr die Losungen und

fiir sin xy = =1 gind es x =1, Vv = g.+ 2kT .

hufgabe L 38

Beweis durch vollstindige Induktion
n=1

(2-1)'=72-77

Sei f'fg - 1) = {1 - 7x .

Dann ist fiir m+1:

(12 -0 = (YT - TEN(TZ -1) =
(72 Vet +78) - (e + T2 [X) =

1 fz fem+ 2 - JrET+1200° -
Y3e + 2 + 27201 - {(3rs142 T20es1) -

Die Differenz der beiden Radikanten ist 1.

Es bleibt noch zu zeigen, daB 72(k+1)k eine natiirliche Zahl
ist.

Es gilt nach Induktionsvoraussetzung:

(72-1)" = Tk+1 - f;‘ , also auch
(¥2-1)"" = 2k +1 - I 2(k+1)k 2.
Weiterhin ist ( 72 =1)2™ = a - b 2, wobei a und b natiirli-
che Zahlen sind. %in Koetfizientenvergleich liefert
T2(x+1)k = b, also ist Y2(k+1)k eine natiirliche Zahl.

I
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e

hufegave L 39
Die gegebenen Gleichungen formt man in die folgenden Glei-

chungen um:

x 1 _ Z+E-Y (1)
y 1g X = Yy+2-X
y lg 2 _ Xty-2 (2)

z 1lg v = 2Z+X-Y

X lg 2 _ X+y=-2
z 1lg X =~ y+3-X (3)

(1) und (3) werden zu

%
lg y© _ Z2+X=y lg 2 _ X+y=-2
e 3 = Sio=x und Z = J+z-x umgeformt.

1g x
Addiert man auf beiden Seiten der Gleichungen jeweils 1, so

erhdlt man:
z oy

lg_zx + lg x° _
T y+z-X

lg x2

1g_yx + 1lg x - 22
1g x¥ y+2z=X

Durch weitere Umformungen erhdlt man

und

z
X 2 2z lg x x 2 _2ylsgsx
lg yv° x Tz und 1g z7 x° = T¥z-%

Da z 1lg x’ = lg X2 = v 1lg x2 ist, sind die rechten Seiten

der bheiden Gleichungen gleich und somit ist auch
1lp vx x¥ = 1g z* x?, Aus der Tineindeutigkeit der Logarith-
musfunlktion folgt: yx 7 = 2* x%,

Analog zeizt man unter Verwendung der Gleichungen (2) und (3),
daB y? 27 = x? 2~ gilt.

hufgabe I 40

Offensichtlich ist x # 0. Dividiert man die gegebene Gleichung
durch x, so erhdlt man

Multipliziert man die gegebene Gleichung mit x, so erhdlt man
x> +x° +x=0 ’ - woraus
x> = -(x2+x) = 1 folzt,.

Man erhdlt deshalb
14 1 v 2 1 2 1
x + -7 = (x X~ + = X 4+ =
x / ()" x ;E

]

(x + %)2 -2 =1=2==1,
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ufgabe L 11

Aus den binomischen Formeln erhdlt man

32 + b2

2 2ab und ¢ + 42 Z 2cd, sowie fiir beliebige positive
x: X + ;— 2 2,
Das bedeutet speziell:

ab + %E 22; ac + %E 22; ad+ %E 2 2,

Wegen abed = 1 erhilt man:

ab+cd 22; ac +bd22; ad+ be 22,
Esg gilt also
a2 + p° +c2 +d° + ab+ac +ad + bec + bd + cd 2

Z 3(ab+cd) + (ac+bd) + (ad+be) 2 10,

afgabe L 42| <2  Beweisidee: sei SD L ABC, CP L SAB und sei
' K der Schnittpunkt der beiden
Senkrechten. Diese liegen in der
Ebene CSK, die soWwohl senkrecht
zur Ebene AS3 als auch zur Ebe-
ne ABC ist. Deshalb schneiden
gich die Ebenen ASB und ABC in
einer Kante, die senkrecht zur
Ebene SKC steht: AB | SKC, und
es gilt AB.L CS.
Man kann auch die Umkehrung zeigen.
Sind zwei gegeniiberliegende Kanten eines Tetradeders senk-
recht, dann schneiden sich die Hohen des Tetraeders, die von
den Endpunkten ein und derselben Kante ausgehen,
Beweis der Umkehrung:
Sei AB 1 SC und sei SN | AB, Dann ist CSN.l AB und somit
auch ASB | NSC. Die Senkrechte auf die Seitenfldche ASB liegt
in der Ebene NSC. Weiterhin ist AB 1. NSC und somit auch
NSC L. ABC. Deshalb liegt die Senkrechte auf die Seitenfléche
ABC ebenfalls in der Ebene NSC.

Da beide Hthen in derselben Ebene liegen, schneiden sie sich.
Insgesamt erhd@lt man:

hgnhy + @+ ABLSC «SCLAB<'h, nhy + & .

Eine ausfiihrliche Darstellung der Eigenschaten der Tetraederhdhen
findet der interessierte Leser in der "alpha" Nr. 4/1974, 3, 76f.

A
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Wourzel-Preisaufgaben

Ausweriung 1979

Auswertupe

Im Schuljahr 1978/79, d.h. zu den Preisaufgaben, die in der
"urzel”" bis zur Nr. 7\8/79 veroffentlicht wurden, erzielten
folgende Einsender mehr als 40 Punkte

Einsender

e

n HunuoHoYduoon=2H2®NWE H
C HatH OHRH OIS @O F® S 0 0 H

rt hold, Dietmar
dmann, Frank

a

oo g o XN o K nB B
® o H uw B B wn oodWH S O N
B o o0 @ @ @ O K H ® @ H

Uwe

s i gy, Michael
ic¢cht, Friedemann
l1the y, Reinhard
r ¢ k, Andreas
ajcz ak, Birgit

Weitere 46 :
Sie alle erhielten Blichergutscheine im Wert von 0,50 M

je Punkt,

£

Marid
h e, Rainer
w it z, Stephan

ry, Ingo

n z, Siegmar

h k a, Michael
e ¢ k,Uwe

s ¢ h, Ulv

k, Klaus

Einsender erzielten 10 bis 40 Punkte.

Crimmitschau
Zeitz

Arnstadt

Halle

Taucha
Potsdam-Geltow
Grédfenhainichen
Naumburg
Frankfurt/0.
Herzbersg
Leipzig
Rostock
Wollnau
Senftenberg
fuedlinburg
Leipzig
Hoyerswerda

Punktzahl |
70
62
60

56
53
51
50
50
49
g

FE&S

41

Insgesamt verschickten wir fiir 879,50 M Biichergutscheine.
Viel SpaB beim Lesen! '
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden diese fiir das
néchste Schuljahr gutgeschrieben.
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Meine erste Vorlesung

Man redet oft so leicht daher, daB das Studieren einfach wér',
Wenn man geniigend Geistesgabe und einen guten Wechsel habe.
Dann sag' ich stets: "Gefehlt, mein Bester! Studiere erst mal
i ein Semest*er
Und lerns, wie es dem ergeht, der vom Studieren nichts ver-.
steht,”

Gesetzt, es kdnnte ja passieren, du wirst Student und darfst
: studieren
Und bistmit bestem Mut und Hoffen am Studienorte eingetroffen.
Trittst du mit Schreibzéug und Papier danmn morgens durch die
HOrsaaltiir,
Mit dem Gefiihl, das mancher kennt: Es ist soweit, ich bin Student!
Und dies hier sei fiir lange Zeit die Stédtte deiner Tatigkeit.

Auf dem Platz, der angenehm, machst du's im Horsaal dir bequem,
Wo einige Kommilitionen bereits asuf ihren Sitzen thronen.
Der Hbrsaal fiillt sich nach und nach. Die Armbanduhr zeigt 1/4 8,
Und endlich mit behenden Schritten, durcheilt ein Herr des
Sesales llitten,
Irsteipgt mit Wiirden das Katheder, und veller Freude klopft ein
jeder.

Indes zu reden er begonnen, betracttest du ihn still versonnen,

Freust dich an seiner kilhnen Nase, an dem geputzten Brillen-
glase,

Am Aunsdruck seines Angesichts - und nur verstehen tust du nichts.

Die inn're Jtimme mahnt zur Pflicht und sagt dir klar:"So geht

das nicht!

Du bist Student und willet studieren, beginne dich zu konzen-

| trieren!"
Das wirkt! Du legst die Stirn in TFalten und suchst im Geiste
festzuhalten,
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las der Professor wohl begriindet und iiberzeugend dir verkiindet.

Weit schwieriger ist es indessen, in kurze S&tze das zu pressen

Und aus der Fiille des Gehdrten nur Wesentliches auszuwerten.

Bist du so weit, dann merkst du leider, der Herr Professor ist
schon weiter.

Der Trnst der Sache ist zwar groB, indes sie scheint nicht
_ hoffnungslos.
Du denkst entschlossen, Kampf muf sein, tauchst deine Feder
witend ein
Und folgst alsdenn in gutem Zuge des lerrn Professors Geistes-

fluge.

~

Der Herr Professor, wie dich deucht, hat seinen Hohepunkt er-
. reicht

Und naht, du ahnst es mit Brregung, dem Ende seiner Uberlegung.

[loffst auch, es werde dir gelingen, alles noch zu Papier zu

brincen.

Indes bald merkst du es betrofifen, vergeblich war auch dieses
Hoffen.

Bin liebenswiirdiger Kollege entschleimt sich jetzt die Atem-
wege,

Tndem er sich ins Sacktuch schnaubt und der Akustik dich be-

raubt.

Uas war zu viel. Die Hand mit Feder sinkt dir ermattet sufs
i Katheder,
i stohnst in deiner Seele Not und meinst, du wérest ein Idiot.
peln Nachbar sagb: "Nur Mut, mein Lieber! Dein Backenzahn, das
geht voriiber!"
' funkelst wiitend durch die Brille, zutiefst erschrocken
schweigt er stille.
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Hingegen du fiir lange Zeit versinkst in Teilnahmslosigkeit.
Dann endlich 16st dein Herzenskummer sich auf in einen tiefen
) Schlummer.
Der Unterkiefer sinkt herunter, die Spucke rieselt froh und
) munter,
Die Angst des Herzens ist erkaltet, das Denkgerdt ist atie-
: schaltet.

Du ruhest aus von allen Néten (man nennt das geistig weggetreten).
Als man durch Klopfen Beifall spendet, wirst du geweckt, er

hat geendet.
Umn dich herum sind schon die Massen bestrebt, den Hérsaal zu
. verlassen.
Das Ganze ist jetz®% sonderbar, doch eines ist dir nun schon klar,
DaB du nicht mehr der Optimist wie von zwei Stunden vorher bist.
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Optimierung 18
Ganzzéhlige lineare Optimierungsaufgaben

Die Optimierungsverfahren verwenden eigentlich recht einfache,
schon lange bekannte Rechenoperationen. Der Umfang der zu verar-
beitenden Zahlenwerte (Daten) ist aber bei realen Aufgaben so
groB, daB es frither unsinnig erschien, manuell LGsungen zu er-
rechnen, Die elektronische Datenverarbeitung schaffte eine we-
gentliche Grundlage flir die Verarbeitung groBer Datenmassive. Sie
bildet auch einen Grund fiir das rasche Anwachsen der Optimierungs-
theorie, das andererseits auch zur Losung vieler Praxisaufgaben
notwendig wurde.

In der WURZEL 7/8/79 sind einige typische Aufgaben der diskreten
Optimierung, wie das Transpor%problem, das Rundreise- oder k-Tou-
ren-Problem, das Standortverteilungsproblem und das Problem der
optimalen Standardisierung, dargestellt worden.

In diesem Artikel wollen wir uns mit der folgenden Aufgabe be-

fassen:
355 ¢4Xy —> max (1)
84 4%y £ by, i=1,...,m (2)
xj 2 C 9 j=1’.o.’n (3)‘
X ganzzahlig J=1,...,n. (4)

Eine inhaltliche Interpretation dieser Aufgabe kann folgenderma-
Ben lauten: In einem Betrieb werden Produkte j (j=1,...,n) herge-
stellt. Bei der Hergtellung eines Produkts J erzielt der Betrieb
einen Gewinn von c¢. Einheiten (z. B. Mark). Im Produktionsprozef
werden gewisse Rohstoffe i benttigt und verbraucht. Zur Herstel-
lung eines Produkts j sind a4 Einheiten (z. B. kg, > usw, ) des
Rohstoffes i notwendig. Der Rohstoff i ist im Umfang bi vorhan-
den. Mit x, bezeichnen wir die Anzahl der Produkte j, die in
einem entsprechenden Zeitraum produziert werden. Dieser Produk-
tionsplan (x1,...,xj,....xn) g0ll einen maximalen Gewinn (1)
realisieren bel Ausnutzung vorgeschriebener Rohstoffvorrdte (2).
Die Bedingung (3) sagt aus, daB in natiirlicher Weise etwas nicht-
negatives produziert wird. Die Bedingung (4) schreibt dem Betrieb
vor, daB er nur fertige (ganze) Produkte verkaufen kann.

Es ist sicher verstédndlich, daB bei kleinen Gewinnen c¢. und gro-
Ben Serien (Stiickzanhlen xj) die Forderung (4) durch nachtrigliche
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Rundung einer Ldsung von (1) - (3) auch dis Aufgabe (1)-(4) zu=

friedenstellend geldst werden kann. Anders sieht es aus, wenn bei
kleinen Serien (kleine x.) groBle Gewinne ¢. erzielt werden. Dann
kann neben dem Effekt, daB die gerundete Losung der Bedingung (2)
nicht mehr entspricht, auch auftreten, daB es einen Plan % gibt,
der (2) - (4) erfiillt und einen wesentlich groBeren Gewinn er—
zielt., Daher werden wir uns zuerst der Ldsung von (1)=(3) zuwen-
den. Auf den Ldsungsmethoden zu (1)-(3) bauen auch die Verfahren
auf, mit denen wir dann die Aufgaben (1)-(4) 1¥sen konnen.. Der
Produktionsplan x kann als ein Vektor betrachtet werden, und er
ist somit ein Element des n-dimensionalen reeliensVektorraumes R .

1. ILineare Optimierung _

Wir konnen davon gusgehen, daB jede lineare Optimierungsaufgabe

in die Form (1)-(3) gebracht werden kann, in die sogenannte Nor-

malform, -

Definition: Ein Vektor x heiBt zuldssige Lsung der Aufgabe, wenn
er die Bedingungen (2) und (3) erfiillt.

Die Menge aller zuldssigen L&sungen nennen wir zuldssigen Be-

reich M.

Jede der Bedingungen (2), fiir festes i, bzw. (3) fiir festes j, be-

schreibt einen abgeschlossenen Halbraum

T = : < H = 2w, B

Hi = {xeRn.Jéaijxj bi} bzw., Hj = {xeRn. xj 0} .

BEin wesentlicher Begriff in der Optimierung ist die konvexe Menge.
Definition: Eine Menge Ke R heiRt konvex, wenn mit Elementen

x {7 ,x(z) aus K auch x=A x(1)+(1-A) x(2) ein Element von K
ist, fir beliebiges Aef0,1] .

Mit anderen Worten, eine Menge K heifBt konvex[ wenn hit zwei be-
liebiren Punkten der Menge auch die Verbindungsgerade zur Menge
gehirt,

/ (1)
K
\M

Bemerkung. Jeder abgeschlossene Halbraum ist eine konvexe Menge,

konvex ' nicht konvex

) P

at 2z 1. Sind K1,...,Kr konvexe Menren, so igt aucn fj Ki=K
]_konvexe lenge, ' =

Beweis, Sei x(1),x(2)e K. Zu zeigen ist, daB dann auch

X= hx(1)+(‘l-h )x(g)’ ein Element von ¥ ist, fiir beliebireg A e[@,?].

s
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Sind x(1),x(2)e K, so gilt x(1),x(2ye?Ki, fiir alle i=1,...,r. Die
Mengen I{i gind konvex, also gilt fiir alle i x=3x(1)+(1—2 )x(g)e Ki
fiir beliebiges Ae[0,1]. Somit ist x auch ein ILlement von K.

Folgerung., Der zulidssige Bereich M der Aufgabe (1)-(3) ist konvex.

Definition: Den Durchschnitt endlich vieler abgeschlossener Halb-
rdume nennen wir konvexes -Polyeder (gegebenenfalls noch ge-
schnitten mit einem Unterraum des Vektorraumes Rn).

Sat 3z 2. Bine lineare Funktion Shcjxj nimmt iiber einer be-

=
schrinkten konvexen Menge K in%en maximalen (minimalen) ¥ert
in einem Randpunkt an,

Bemerkung, Ist die konvexe Menge K unbeschrinkt, so ist es mig-
lich, daB Maximum (Minimum, oder auch beide) unendlich grof (un-
endlich klein) wird.

Folgerung zu Satz 2. Uber einem beschrinkten konvexen Polyeder

wird das Maximum (Minimum) in einer Ecke angenommen.

Damit kann die Aufgabe (1)-(3) betrachtet werden als eine Optimie-

rungsaufgabe liber der lienge aller Ecken des Polyeders k.

Auf dieser brundlage wurde 1947 das sogenannte Simplexverfahren

von Dantzig eingefiihrt mit folgendem Ablauf:

1. Konstruiere eine ZEcke ¥ des zuldssigen Bereiches M.

2. Gehe zu einer benachbarten Ecke X desg zulfssigen Bereichesg I
iiber, wenn eine Verbesserung des Zielfunktionswertes mdglich

ist.
3. Ist das nicht mehr moglich, ist die optimale Ecke X erreicht,
Bei dieser Vorgehensweise spielen Losungsverfahren f'ir lineare
Gleichungssysteme eine Rolle.
Anschaulich kdnnen wir dieses Verfahren im R2 darstellen.
Betrachten wir folgendes Beisgpiel:
2xq + X, —*® max

= 2
H1 —_ X, + % g 5
Hj 3%, - 7%, 59
= '
H, X4 £ 0
=2 | 2
5 X5 0

Das zuldssige Losungspolyeder M ergibt sich als Durchschnitt der
abgeschlossenen Halbridume Hi S I B
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Damit ergibt sich als Durchschnitt dieser abgeschlossenen Halb-

rdume das konvexe Polyeder M (sieche Titelblatt (a)).

Das Vorgehen des Simplexverfahrens ist nun so zu verstehen:

1. Bestimmung einer Ecke von M, sagen wir £ = (0,0) mit Ziel-

' funktionswert 0 = ¢ « 2,

2. Nachbarecke zu % = (0,0) ist z. B. (3,0)
hen wir zu x = (3,0) iiber.

2. Nachbarecke 2y ¥ = (3,0) ist (4,4;0,6) = %, c% ist 9,4. Also
gehen wir zu x = (4,4;0,6) iiber.

2. Nachbarecke zu & = (4,4;0,6) ist % = (1,5;3,5) mit c% = 6,5,

3. In X wird der maximale Wert der Zielfunktion angenommen.

Im R2 ist die Losung auch auf anderem Wege miglich. Piir jeden fe-

sten Zielfunktionswert liegt die Menge aller Vektoren x mit die-

sem Wert ¢, = ¢x auf Geraden, die fiir verschiedene Werte ¢, pa-

rallel zueinander liegen. Wir vergewissern uns, in welcher Rich-

tung die Zielfunktion steigt oder fdllt, verschieben sgie solange

Uber den zulédssigen Bereich, bis dieser verlassen wird. Auf diese

Weise wird das Maximum gefunden bei parallelem Verschieben mit

wachsenden Funktionswerten und das Minimum bei fallenden Werten.

1 1 -
X; ex = 6. Algo ge-

Bemerkung 1. Ist das zuldssige Losungspolyeder M unbeschrinkt
(z. B, fiir Hg, Ef, Eg), go ist das Maximum unbeschrinkt. Der mini-

male Wert'der Zielfunktion wird angenommen und zwar fiir x=(0,0).

Bemerkung 2. Ist das zuldssige LSsungspolyeder M leer (z. B.
ﬁT, ﬁ;, ﬁ;; ﬁf, ﬁ; und {x:EHQ, Xq+Xy z 6}}= Hg), so ist die Auf-
gabe (1)=(3) unldsbar.

Bemerkung 3. Das Simplexverfahren liefert im Laufe der Rechnung

Aussagen darﬁbér, ob

a) der zuldssige Bereich leer ist,

b) der zuldssige Bereich beschridnkt ist,

c) die Ldsung der Aufgabe (1)-(3) beschrinkt ist.

Bei der graphischen Losung konnen wir uns davon ebenfalls iiber-

LY

zeugen,
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2. Ganzzahlipge Polyeder
Kehren wir nun szur Aufgabe (1)-(4) zuriick. Fiir diese Aufgabe ist
der zuldssige Bereich D, eine Teilmenge von M, nicht konvex. (In
unserem Beisplel besteht D gerade aus den Gitterpunkten in M.)
Somit 148t sich der Satz 2 nicht anwenden.
Damit entsteht die Frage, wie wir in diesem Falle zu einer Lo-
sung gelangen kdnnen,
Definition: Sei A eine Menge von Vektoren, dann ist conv A die
konvexe Hiille %er Menge A £
conv A={xeRn:£Z% aixl,xlsA, éE% hi=1, Aiéo,t=2,..,lﬂ{}.

wobei [A| die Anzahl der Elemente von A bezeichne.

Die konvexe Hiille einer endlichen Menge A .
ist ein beschrénktes konvexes Polyeder, x4 Gony A
Sei z. B.

| 4
A= {(1p1)g(232)’(3g3)’(3g1)3(1,3J} . .
Jede Ecke des Polyeders conv A ist ein : %

Element aus A. Betrachten wir unser Del- 1

gspiel, die Menge D aller zul#ssigen Lo~ i - .

sungen x der Aufgabe (1)-(4) ist endlich,

gomit ist conv D ein beschridnktes Polyeder mit ganzzahligen

Ecken (siehe Titelblatt (b) und (c)). '

Wenden wir auf dieses konvexe Polyeder conv D das Simplexverfah-

ren an, so ist jede Lcke ganzzahlig, also auch die Losung der

‘Aufgabe (1)-(3). Somit wird die Aufgabe (1)-(4) gelbst.

Leider gibt es bis heute noch keinen Algorithmus, der zu einer

gegebenen Aufgabe (1)-(4) das Polyeder conv D durch lineare Un-

gleichungssysteme darstellt. Daher entsteht als Frage:

Unter welchen Voraussetzungen stimmen M und conv D iiberein?

Hierzu komnnte eine kleine Klasse von Problemen gefunden werden.

- Eine solche Aufgabe ist die Transportaufgabe (siehe WURZEL
8/79). Fir ganzzahlige Produktions- und Bedarfsvektoren a und
b besitzt der zuldssige Ldsungsbereich nur ganzzahlige Ecken.

- Eine ganze Reihe von Optimierungsaufgaben ﬁberlﬁetzwerken be-
gsitzen ebenfalls diese Eigenschaft.

Im allgemeinen kann man also nicht erwarten, daB der zuldssige

Losungsbereich M nur gzanzzahlige Ecken besitzt. Wie kann alsc

diese Idee, liber der konvexen Hiille conv D die Aufgabe (1)=(3)

zu l¥sen, realisiert werden?
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3. Schnittmethoden :

Schon Dantzig HuBerte 1947 die Idee, durch Hinzufiigen zusitzli-

cher Nebenbedingungen zur Aufgabe (1)-(3) vom Eulassigen Bereich
M etwas "abzuschneiden", um nach endlich vielen Schritten aus M

z2u conv D zu gelangen, Dazu schlug er folgendes vor.
1. Man 16se die Aufgabe (1)-(3).
Ist die Lsung ¥ (beziiglich M also) ganzzahlig, so ist damit
Aufgabe (1)=(4) gelsst.
2. Ist die Losung Q(M) nicht ganzzahlig, so filhre man eine zu—
sétzliche Bedingung (einen "Schnitt") so ein, daB
a) %(m) "abgeschnitten" wird (unzulidssig wird),
b) der Schnitt keine Elemente aus D von M abschneidet,
c) ein Element aus D diese Bedingung als Gleichung erfiillt.
3. Uber dem neuven zulissigen Bereich M:=M"\M_ 1&se man die Auf-
gabe (1)-(3).
Damit werden zielgerichtet an der Seite von M Schnitte ausge-
fithrt, die den zulissigen Bereich verkleinern und sich an conv D
anndhern, an der die Losung der Aufgabe (1)-(4) zu erwarten ist.
Es werden so lange Schnitte eingefiihrt, bisg die Losung der Auf-
gabe (1)-(4) erreicht wird. Nicht bis conv D erreicht wird,
Es entstehen aber folgende Problene:
a) Ist der zulissige Bereich D leer, so ist das aus den Unglei-
chungen (2) und (3) nicht gleich ersichtlich.
b) Die Anzahl der Bedingungen gteigt in'jedem Schritt um eine an.
Bei einer "langen" Rechnung wird das Bedingungssystem umfang-

reich.,

G) Auf elektronischen Rechenanlagen erfolgt im Verlaufe des
Simplexverfahrens eine Division und somit Rundung der Kompo-
nenten. Wann ist dann eine Losung Q(M) ganzzahlig?

Diese Probleme a), b), c¢) sind durch einige Feinheiten in den

verschiedenen Schnittmethoden, verschieden durchgefiihrten Schnit-

ten, umgangen.,
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4. Branch-and-Bound-Verfahren

Diese 1960 von Land und Doig eingefiihrte Klasse von Verfahren be-
griindet sich auf folgender Beziehung:

max cx € max ¢cx , fiir DeM<R .
xeéD xeM

Ist also D eine Teilmenge von M, so ist das Maximum von cx iiber
D immer kleiner oder gleich dem Maximum iiber M.

Mit anderen Worten, der Zielfunktionswert der Losung zur Aufga-
be (1)-(3) ist eine obere Schranke fiir den Wert der Losung der
Aufgabe (1)-(4). :
Verzweigen wir den zuldssigen Bereich M in Teilmengen
Td#,...,hﬂl;(k)\, so daf3

r(k)
De y RLLC.M, 80 gilt

i=1
max e¢x £ max max cx £ max cx.
x6D 18i%r(k) lé xeM

Vt(erzwelgt man den zulasmgen Bereich M so in Teilmengen, daB
r(k)
v eine echte Teilmenge von M ist, so kommt man schrittweise

dem max cx ndher, Es ist also in jedem Schritt ‘die Schranke
xecD
max ex = y(Mi) zu berechnen, eine Aufgabe (1)-(3) iiber Mf. Da~

xeMi
nach wdhle man die Menge Mk mit dem maximalen Schrankenwert
1o
J"(Mi ) aus,in der Hoffnung, daf in dieser Teilmenge M‘E von M
o) o

die Losung der Aufgabe (1)-(4) liegt.
Das Branch- (Verzweigungs-) und Bound- (Schranken=) Verfahren
lguft also folgendermaBen ab.

1. Bestimme p(M) = max cx = cX.
xeM
Ist ® €D, so ist die Losung der Aufgabe (1)-(4) bestimmt,

gsonst gehe zu 2. iiber,
2. 2 vesitzt eine nicht ganzzahlige Kompoaente Qi .

Wir verzweigen Mk (fir k=0, j=0, M _M), mit QGM]; in

>
={X‘Mlj£- —io—[io]+1
k _ k | <
Mj,2 = {x eMj - xio = [xi(;l },
wobeil mit [oc] die grote ganze Zahl kleiner o€ bezeichnet gel.
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3. Wir bestimmen ))(M§’1) max cx = c¥ CM? 1) i

xeMs
Js1
Y(M];’z) = max cx = c¥ (Ml;’z)

Xé 442

. ; k k k k
4. Wir ordnen die Mengen M1""’M§-1’Mj+1""’M¥(k)'MJ,1'Mj,z

neu um in ﬁ+1|oo.,M§?L+1).

5. Wir bestimmen M¥+1 mit ‘r(Mk+1) = max X(M§+1) und 9(M$H4),
J 1 i J
getzen k:=k+1.
Ist §(M§+1M ganzzahlig, so ist die Losung der Aufgabe (1)-(4)
erreicht, ansonaten gehen wir iiber zu 2.

Die Branch-and-Bound-Verfahren der linearen Optimierungsaufgabe

(1)-(4) unterscheiden sich in unterschiedlichen Verzweigungsar-

ten. Wir wollen unser Beispiel (siehe Titelblatt(z)) betrachten

y(m) = c® = 9,4; ® = (4,4;0,6)

1. £ ist nicht ganzzahlig; 22 ist eine nichtganzzahlige Kompo-
nente.

2.M]={xaM:xziﬁhﬂ+hﬂ ,M;={xfm:x25ﬁhd=0].

'y .3

) ]
—T—.—Q—.—-l—v—h'c
. y(M}) = 9 = 26847101 y(M)) = 8 = 2:4+41-0
= cf(u)) = oR(x))
£(u))=(4,1) 800 )=(4,2).

4, M}, M; sind die Teilmengen von M xit M;c;M%c;H.

54 ;(M:) > ](M;), Q(HQ) ist ganzzahlig.

Somis i3t die Losung der Aufgabe (1)-(4) bestimmt.

Ein vVorteil der Branch-and-Bound=-Verfahren ist hier noch zu nen-
nen., _
Ist eine erste ganzzahlige Losung X €D bekannt, so ist mit
cX % max cx ® max J(Mg)
x €D i
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immer eine Abschitzung méglich, wie weit wir noch von der ILo-
sung der Aufgabe (1)-(4) entfernt sind. Pir viele praktische Auf-
gaben ist das von grofem MNutzen, da eine "schnellere", aber etwas
"ungenauere" Losung oft einen hSheren Nutzen erbringen kann als
zu "gpdte™, aber geénaue,

Schwierigkeiten treten bei praktischen Aufgaben folgender Art

auf:

- Der Speicherplatzbedarf kann sehr hoch werden, da die verzweig-
ten Mengen, ihre Schrankenwerte, ihre Ldsungen zu speichern
sind.

- Eine groBe Anzahl von Optimierungsaufgaben (1)-(3) sing zu 18-
gen,

Daher sind praktische Probleme in etwa den gleichen Dimensionen

wie bei den Schnittverfahren erreicht worden.1

Branch—and-Bound—Verfahren kGnnen nochverbessertwerden, indem
Tests eingefiihrt werden, die Mengen Mi aus der entsgprechenden Li-
ste gestrichen werden, wenn in ihnen die optimale L&sung nicht
liegen kann.,

Das Prinzip der Branch—and—Bound-Verfahren, die Verzweigung und
Schrankenbildung ist auch auf andere digkrete Optimierungsproble-
mé mit grofem Erfolg angewendet worden,

Dr. E. Girlich
Bereich NumeriklOpIimierung

JI:'KJSLQE?

des

“ onats

KAMELE
LIEBER STEHEND

DOSER,
ANSTATT DIE
WURZEL~
KNOBELEIEN
EU{?SEN
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T T e ==
Preisaufgaben
M7 Man finde alle reellen Losungen des Gleichungssystems
x2 + y2 + u = 1
x3 + y3 + u3 = ]

M 8 Seien a4, a2,...,ak natiirliche Zahlen. Man beweise, daB
(a +1)(a +1),...,(a +1) immer als Summe zweier Quadrate
naturllcher Zahlen darstellbar ist.

=
N}

Fiir welche ganzen Zahlen a,b,c gilt die Ungleichung

1) a + b2 + 2 &+ 3 ab + 3b + 2¢?

M 10 Man beweise die Ungleichung
1 1
:D (1 + E;:l.'nz)](‘l * cosd) >5,

wenn ek ein spitzer Winkel ist!

M 11 In der Ebene seien die Punkte A, B und ¢ gegeben. Man kon-
5 gtruiere drei Kreise K1, K, und K3 so, daB sich die Kreise
K1 und K2 im Punkt A beriihren, die Kreise K3 und K1 im

Punkt B und die Kreise K1 und K2 im Punkt C.

M 12 Hpyr pammyca T HOKDHBALT KDYTaM: pazEyca E.
Kaxoe HamMmeHEilee UNCIO KPYrOB TpeGyeTcs ANA 3TOrO?

Losungsbedingungens

Fiir jede vollstindige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres vergenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nédchste Schuljahr gutgeschrieben,

Die Ldsungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders =-
unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben" an uns zu senden,

Einsendeschluf8: 15. 5. 1980J
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I;ufgabe L 43|

Wir setzen dn =l - 8n_1° Dann gilt dn = dn-1 + 1 und
folglich auch dn = d2 + (n-2). Damit ist

an = _(an—an_1,) + (an_1*3n__2)+.o-+(32—8.1) + ﬂ.' =

dn + dn-1 +-|..+ d2 +.3_1 =
- (n—1)d2 + (n=2) + (n=3) 4.0 4 1 +ay =
(n-1)(ag-a;) + a, + igr2)gn-1}

(n=1)a, - (n-2)a, + {B=2)(n-1)

Aufgabe I 44

Wir setzen Tx'= u 2 0 und Ty=v20. (1)
Dann nimmt das System die folgende Form an:
u3 - v3 =a(u-v)

(2)
u4 + u2v2 + v4 = b2.

Dieses System zerfxllt in zwei Systeme

u=-v =20 (2) u2+uv+v2 = a )
7 2') und (2n
u4+u2v +v4= b2 u4+u2v2+v4 = b4
=58t man 3ystem (2'), go ergibt sich 3u? = b2 und
wegen (1):
" w=velb NT (3)
¥ir schreiben System (2") um:
T+ v = a3 -~ uv
v ~ o~ o)
LT s T u‘v?,
Man erhslt a2_b2
uv = 250 (4)
i &
11..5 f'vg = 8 ("S

Man kann leicht seigen, daB die Sysieme (4) und (2") gleich-
wertig sind,
Aus (4) erhalten wirs: 5 %

[

(u+v)® = iﬁw:h_
<a §
Yk (5)
(u-vj';f = ib?ma.--
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R A e
Aus (1) folgt, daB die rechte Seite der ersten Gleichung
des Systems (4) nichtnegativ ist. Die rechte Seite der zwei-

ten Gleichung des Systems (5) muB ebenfalls nichtnegativ

sein.

Wir setzen deshalb 3p2 2 g2 2 p° (6)
voraus. Andernfalls hat das System (5) und mit ihm auch das
System (2") keine LSsung, die die Bedingung (1) erfiillt.
Lést man System (5), so erh#lt man:

2 3.2 2 -2

Daraus folgt_dann

1 ( 3&2-b + \I3b2-a§ )
B e J 2a 2a

- 2 .2 2 2
v =2 (\}Lz—a =0 7\ 2.

Man sieht leicht, daB beide Paare (X,¥) aus nichtnegativen
Zahlen bestehen, denn wegen (6) gilt a® 2 b2 ung damit

38° = B° & % = o8,

Ist Bedinsung (6) erfiillt, sc hat das System 3 Lisungen:

b¥3'/3 i ¥y = b33
_ I 30212 3b?—a2‘)2. ' 1(-\/§a2-b21' -\labz-a_'?' 2
2~ 7 T W ¥g =7 2a 55—

2a
P Ty 2_ 2 2 2 2 2
1 8 =h 3b" -2 2 1 a“=b b™-a z
3¢ LET“VT)- Y3 I(VAT“*'VLZ'.:_)

Ist (6) nicht erfiillt, so hat das System nur die Ldsung
(x1'sy1 )e

o
-
]

e
3
1

~
(ot}
]

Aufgabe L 45

Fiir x = k m hat die Gleichung keinen Sinn. (o)
Fiir x § kT erh#lt man
3 2 A F .
cos”X + cos"x = sin“x + sin“x
und nach fquivalenter Umformung:

; o 2 g
(cos x - sinx)(sin“x + cos“x + sin x cos x + sin » + cos x) = O.

1. Fall: 8in x = cos X
. . T
Man erhilt: Xy =7+ km : (1)

. 2 p ; g
2. Fall: sin"x 4+ cos"x + gin X co0s X + 8in X + cos X = O (2)
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m—— .}
Setzt man gin x + cos X = t, s0 erhilt man:

t2 = (8in x + cos x) =1+ 2 sin x cos x,

woraus sin X cos x = "§— folgt. Damit ergibt sich (2)

als o
1 4 £ + % = 0, woraus t =-1 folgt., (3)
Wir erhalten sin x + cos X = =1, oder
—-—1— =-1—einx+—1—cosx= cos ’rsinx+sinzcosx
vZ B V2 = 4
= gin(x + %ﬁ,

woraus x, = - ¥+ 21w (4)
und X, = (2m + 17 (5)
folgt, |

Die x3 entfallen wegen (0) als Lisungen,
Damit liefern die Formeln (1) und (4) die Losungen der
Gleichung.

—r

Aufgabe L 46 |
1+1

Wir setzen - = Z.

Sei P das cesuchte Produkt. Dann ist
= (1+2)(142°) (1422 Yous(lag2™ ) =
2n+1_1 2n+1

- Zk . Z -1
g;-: S T -
Weiter ist
1 . 1 _ w2 2(i+1 —1-i
z=1 - T+1 1 B 5 A G 1+ -
-

n+1
= (14) =1, somit 22

e
I

und P = (i+1)(1- —15).
2
2
Fir n=1 ist

n+1 :
A (5 =1 = -
, 5 °

)

und somit P = (1+i)

N



31, Lésungen

Eufgabe L 47

W%r setzen lgzx = g und er?alten %gxz = ?ézf = % .
. Die zu untersuchende Ungleichung ist damit
y+-1-+2cosa50. (1)

v
Die Zahl z = y + JJ— hat dasgselbe Vorzeichen wie y und es

gilt [z] & 2 fur alle y.

Pir z » 0 ist die Ungleichung z € -2 cos a nur fiir z=2 (y=1)
und cos a = =1 erfiillt, d. h., fiir x=2 und a=(2k+1)% .

Fiir z €< 0, d. h, y € 0 ist 2z ® -2 und ‘die Ungleichung (1)
fiir alle a erfiillt.

Das bedeutet, daB die gegebene Ungleichung. fiir 0 €x <1 fiir
alle reellen a erfiillt ist.

Aufgzabe L 48

Aus einem Punkt S der Kante des Dreiflachs, die kein Schen-
kel des Winkels o ist, S sei verschieden von der Spitze C,
fiillen wir die Lote 58 und 8D auf die Schenkel des Winkels
o und das Lot SA auf die entsprechende Fliche., Wir bezeich-
nef 418 ghemohiah Winkel ¥ ., wHA 7,

th

£5CD = S8,
Sei weiter

4 ACB = o' und

¥ ACD = L.
Wir setzen CA = a. Aus den
rechtwinkligen Dreiecken aCBA,
A SBA und A SBC folgt dann:

45C3

1}

_ S8 _tan &
tan t'1 - 6T§ ~ cos

Analop pilt: %an g, = tago:; :

Welter pilt o= ' + L , (1)
Da aowohl BK = a sin &' ten ¢ als auch
85X = a sin £" tan B gilt, folat ‘ie Gleichung
sin &' = sin & " tan B cot .
Mit (1) folgt:
I sin o'

1

sin(o - ') tan B 22t ¥ =
sin & o5 L' - o '

il



Losungen

> burch Umstellen von (2) erhalt man:

gin « ' _ sin & tan A cot ?

cOS e ' 1+C08 o t_an/a co " :

Durch Vertauschen von ﬁ und ( erhdlt man weiterhin:

w _ _sin o tan ¢ cos g
tan 4V =y T fcotp

Als Losung erhalten wir also:

" B gin L tan 8
ax f‘l = sin ¢ (T+cosd tan g co%{—)'

tan &£ ' =

& - sin o tan ¥
anp 1~ sinp (1+cos ol tanf r:cﬂ:,!T ®
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Zufallsgrilien -
Lufdllige Ereignisse und ZufallsgréBen

Bel den in der Natur und Technik auftretenden Erscheinungen
unterscheidet man solche Erscheinungen, die bei bestimmten Be-
dingungen mit Sicherheit suftreten von denen, die unter bestimm-
ten Bedingungen auftreten kSnnen, aber nicht auftreten miissen,
deren Eintreten also mit einer gewissen Unsicherheit behaftet
ist. Solche Ereignisse oder Erscheinungen werden als zufdllig
bezeichnet. Typische Beispiele fiir zufédllige Ereignisse sind
etwa die Ergebnisse beim Wiirfeln. _

Zufdlligkeit der Ereignisse bedeutet nun nicht das Fehlen von Ge-
setzmABigkeiten, Betrachten wir ein Beispiel, Wir werfen eine
Miinze mehrmals und merken uns, wie oft die Zahl oben lag, Bei n
Wiirfen bezeichne hn diese Anzahl, Es stellt sich nun heraus, daB
der Quotient HE y der natiirlich immer zwischen 0 und 1 liegt,
mit wachsendem n sich dem Wert‘%-nﬁherta

Der Quotient %E ist die relative Hﬁufigkeit des Auftretens des
betrachteten Ereignisses. Solch eine Eigenschaft wie im obigen
Beispiel besitzen alle zufdlligen Ereignisse A. Ihre relative
Hédufigkeit bei mehrfacher Wiederholung ein und desselben Versu=
ches nihert sich fiir groBe n einem Wert P(A) zwischen O und 1.
P(A) wird als die Wahrscheinlichkeit von A bezeichnet. Der Zah-
lenwert P(A) erfaBt also den Grad der Zufidlligkeit quantitativ.
Liegt P(A) nahe an 1, so tritt bei Wiederholung des Versuches A
sehr oft ein und umgekehrt erscheint, falls P(A) nahe an 0 liegt,
das Ereignis A bei Wiederholung des Versuches fast nie.

Bei praktischen Problemen spielen nun meist nicht nur ein Ereig-

nis, sondern mehrere Ereignisse eine Rolle. In vielen PFillen be-
stehen diese Ereignisse darin, daB im Ergebnis des Versuches

eine bestimmte Zahl erscheint. In diesen Fdllen sagen wir, daB
der zufdllige Vorgang durch eine ZufallsgriBe beschrieben wird,
Wir betrachten hier nur ganzzahlige, nichtnegative ZufallsgroBen.
Das wahrscheinlichkeitstheoretische Verhalten solch einer Zufalls-
groBe wird vollstdndig durch die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB
ein bestimmter Wert k angenommen wird, erfaBt. Diese Wahrschein-
lichkeit bezeichnen wir durch Py» k=0,1,2,... . Die Zahlen P

liegen dann zwischen O und 1 und es gilt
oD

(1.)'-' Z Py = 1.

=0



szufallsgroBen

-

el el E S U Ry
Die letzte Beziehung gilt auf Grund der Additivitdtseigenschaft

der Wahrscheinlichkeit. Wir wollen uns diese Beziehung, durch ein
Beispiel verdeutlichen,

Beigpiel, Wir betrachten den Versuch, der im Werfen eines Wiir-
fels besteht. Dann kann die zugehorige ZufallsgrtBe nur die Wer-
te 1,2,3,4,5,6 anne ¢n. Wiederholen wir diesen Versuch n mal und
bezeichnen durch ~ die relative Hdufigkeit des Auftretens

der Zahl i, so g%ét natiirlich

(1)
hnn Foeee e % (nn(1)+ IR hn(G)) = %-. n=1

fiir alle n., Da die relativen Hdufigkeiten gegen die entsprechen-
den Wahrscheinlichkeiten streben, erhalten wir
Py * see + pg = 1._
Ist nun wie {iblich der Wiirfel vollkommen symmetrisch, so gilt
Py =Py = een = Pg und damit Py = %, 1=1,e00,6.

Zur Begchreibung der ganzzahligen nichtnegativen Zufallggrsfen
bendtigt man so viele Zahlen 1.7 (Wahracheinlichkeiten), wie der
Unfang der méglichen Werte ist. Im obigen Beispiel sind 6 ver-
schiedene Werte mdglich., Unter Umstinden benttigt man unendliche
viele Pye

Beisplel, Betrachtet wird rolgender Versucnsablauf. Wir mehen von
PP~

eilnem Versuch mit-zwei méglichen Versuchsausggingen A,B aus. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A auftritt, sei p, O<pe1, und
entsprechend (1-p) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal B auftritt,
Wir wiederholen diesen Versuch immer wieder. Wir numerieren die
Versuche beginnend mit 0, Als ZufallsgrifBe betrachten wir Jetzt
die Nummer desjenigen Versuches, bei dem das erste Mal B auf-
tritt. Deutet man das Ereignis A alg Erfolg und B als MiBerfolg,
8o nimmt die betrachtete ZufallsgroBe genau dann den Wert k an,
wenn nach k Erfolgen der erste MiBerfolg auftritt, Es 148t sich
nun zeigen, daB fiir die zugehdrigen Wahracheinlichkeiten P, 8ilt
(2 P = (1=-p) p¥, k=0,1,...

o

Diese Zahlen geniigen der Bedingung (1), denn nach der Formel fiir
die geometrische Reihe gilt
an a0
égg pk = Téﬁ und somit ;gg P = 1.
Eine ZutallsgroBe, fiir die die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten
Py die Gestalt (2) haben, heift geometrisch verteilt,



Zufallsgriten 36
m KenngrtBien eini’lihren:—die zwar eine Wm
lichkeitsverteilung PysPqsees nicht vollstéindig charakterisieren,
aber trotzdem einen gewissen Einblick in die Struktur dieser Ver-
teilung liefern. ' =
Definition. Essei kakcw . Dann heiBt

k=0
k P der Erwartungswert der ZufallsgriBe

DBf.k=0
mit der Verteilung PosPysece
Der Erwartungswert ist ein Zahlenwert, um den herum die bei
Versuchswiederholung erhaltenen Werte schwanken. Wiederholit
man ein und denselben Versuch und bildet man das arithmetische
Mittel aus den erhaltenen Versuchsergebnissen, so streben diese
Mittelwerte fiir n —» oo gegen m, Der Erwartungswert ist also
derjenige Zahlenwert, der bei groBer Versuchsanzahl im Mittel
zu erwarten ist,
Wie stark die ZufallsgrdBe um den Erwartungswert schwankt, wird
durch die Varianz arfa@t. -
Definition. EsseiZkzpk-ﬂ-oO.DannheiBt

k=0
(k—m)2 Py die Varianz der ZufallsgrtfBe mit

Def. k=0
der Vertg}lung PosPysees

ngerkung. Falls :E: k2 Py < o gilt, so ist natiirlich auch b
k=0
Z k Dy <2 und damit die GréB8e m definiert, AuBlerdem gilt we-

gen (1) o P
(k=m)? Py = > (k2-2mk+m2) Py
k=0 k=0 ]

o - o

- kzpk-2mZk_pk+mzzpk
k:P k=0 k=0

= :E: k2 Py - 2m2 + m2
k=0

k=0 , :
Der Erwartungswert 1i8t sich auch als derjenige Zahlenwert cha-
rakterisieren, von dem die ZufallsgrsBe im quadratischen Mittel
am wenigsten abweicht,



37 . surallsgréBen
T

o (]
Satz. Es sei Z k2 P <®und ¢ (x) = kZ' (k-x)|2 Pyes dann
k=o =0

gilt ¢ (x)2¢ (m) =€ g,
Beweis., Es gilt
L

e -]

@ (x) = 24 (k-x)° P = 2 (K - 2kx + x°) Py
k=0 k=0

os Oy 2]

. E?: ° p - 2x 2. k Py + x° E?j Py
=0 =0 =0

= Zkepk-2m+x2

“l
[}
(o}

K? Py - me + (m2-2mx+x2)

M

u

k=0
Z (Iec--m)2 Dy + (m-x)g = ¢ (m) + (m-—x)z.
k=0

Wir wollen jetzt den Erwartungswert einer geometrisch verteilten
ZufallsgroBe berechnen. In diesem Falle g11t nach der Definition
des Erwartunggwertes

m = k (1-p) pk = (1=-p) Z k pk
k=0 k=o
3

= (1-9)(D+2P2+3p +e0s) = p(1—p)f‘1+2p+3p2+...).

Zur Berechnung der rechts stehenden Reihe gehen wir von der Iden-

titat 1 >
‘1:;:11-1’4-1 + e O‘X""

aus. Differenzieren wir rechts und links nach x, so folgt

12=1+2x+3x2+...
(1-x)
Damit gilt m = p(1=p)—t—mw = —B_ .

(1«p)2 T 1=-p
Diese Formel 1l&Bt sich friir unsep 7oispiel-anschaulicn deuten. Ist
P sehr klein, alsoc nshe bei Cy s0 tritt i sehr selten und B sehr
o1t auf. Deshalb wird auch die Zeit, die im Mittel bis zum ersten
Erscheinen von B vergeht, also der wrwartungswert der hetrachteten
Zufallsgrolle, sehr ‘klein sein. Analog ist m sehr groL, wenn p nahe
bei 1 liegt, weil dann sehr oft A und nur selten B erscheint.

Doz. Dr. F. Liese
Bereich WMS




Sparwitze 58

Unser Beitrag zur Rationalisierung: Sparwilze
Wanrscheinlichkeitsrechnung im Alltag:

Az Was soll denn das Loch in der Fliegenklatsche?
B: Eine letzte Chance fiir die Fliege.

T L et e

Hdschen im Uhrladen:

Hdschen: Het Du dilhne Berguhren? (03 5 )
Verk&ufer: Nein, nur Digitaluhren. s

Der Ausdauerlauf

Wurzelmin und Wurzelmax wollen einen Ausdauerlauf iiber 100 km
machen., Nach 99 km sagt Wurzelmin mit letzter Kraft: "Ich schaff
es doch nicht! Ich laufe lieber wieder zuriick."™

JAIAD>L>

Helratsannonce

Mathematiker sucht dringend Frau mit Taschenrechner. Netzteil
erwiinschti, nicht Bedingung, Bitte nur ernstgemeinte Zuschriften

mit Bild vom Rechner. :

fAnatomisches Wunder:
Ein Reicher hat zwei Arme. Zwei Arme haben aber
vier Beine. Also hat ein Reicher vier Beine.

0

Noch ein HEschen-Witz Kein H&schen-Witz
In Erfurt auf dem Domplatz Ein sehr dicker Mann (180 kg)
8itzt ein Maler und malt Dom stand sehnsiichtig vor dem
und Severikirche, Kommt His- Schaufenster eines Herren-
chen vorbei und sagt: "Na, konfektionsgeschdftes, Er
hat Du wohl auch Film fiir seufzte: "Das einzige, was
Fotoapparat vergessen?" mir von den Sachen hier
noch paBt, sind die Taschen-
ticher.™

i O I S R I
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Mathematik und Erkenntnistheorie (lII)

Aufgaben und Methoden des Mathematikers; Theorie und Praxis
Die Aufgabe des Mathematikers in der Industrie besteht meist in

der Anpassung und Anwendung bekannter mathematischer Methoden
auf die anstehenden Probleme. Dabei muB er stets durch geeigne=
te Abstraktionen und Begriffebildungen und Herauskristallisieren
der in der Aufgabenstellung als typisch erscheinenden Struktur=
eigenschaften zu einem mathematischen Modell gelangen, Diese
Phase der Arbeit ist sehr stark von empirischen Elementen durch-
setzt, und der Mathematiker kann sie oft nur in enger Zusammen-
arbelt mit den Pachleuten fiir das anstehende Problem = Technikern,
Ingenieuren, Naturwissenschaftlern oder Okonomen - bewdltigen.
Die Effektivitdt des Einsatzes der Mathematik wird wesentlich
bestimmt von der Giite dieser Zusammenarbeit und von der Aufge-
schlossenheit der Fachleute fiir die Anwendung der Mathematik,

Liegt das mathematische Modell fest, so bewegt sich die weitere
Arbeit und Forschung innerhalb mathematischer Theorien., Aber
auch dabei verzichtet der Mathematiker nicht auf die Beziehung
zur Praxis und auf empirische Elemente. Bei der Entscheidung, in
welche Richtung und in welcher Art innerhalb einer Theorie gew
forscht werden soll, greift er stets auf Erfahrungen zuriick, die
er bei der Arbeit mit anderen Theorien und deren Anwendung ge=
macht hat. Men spricht hier von mathematischer Intuition. Auch
darin kommt wieder der gesellschaftliche Charakter der mensche
lichen Erkenntnis zum Ausdruck. Bei der Forschung innerhalb einer
mathematischen Thecrie ist es "nicht mehr notwendig das einzelne
Individuum, das erfahren haben muB, seine Einzelerfahrung kann
bis auf einen gewissen Grad ersetzt werden durch die Resultate
der Erfahrungen einer Reihe seiner Vorfshren. Wenn bei uns z.B,
die methematischen Axiome (und die logischen SchluBregeln = G.L,)
Jjedem Kinde von acht Jahren ale selbstverstdndlich, keines Er=
fahrungsbeweises bedlirftig erscheinen, so ist das lediglich Re=-
sultat 'gehdufter Vererbung'." (F,ENGELS: Dialektik der Natur.
In: Marx/Engels, Werke Band 20, S. 529.)

Die Sdtze und Aussagen einer mathematischen Theorie miissen sich
in streng logischer Weise aus gewissen Axiomen herleiten lassen.
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Die mathematische Logik stellt dabei eine besonders reine, idea-
lisierte Form des rationalen Denkens dar. Die Wehrheit in der
Mathematik bedeutet demzufolge nichts anderes als logische Wi=-
derspruchsfreiheit relativ in bezug auf die benutzten Axiome und
logischen SchluBregeln, also in einem ganz bestimmten Gebiet.

De. man jedoch nur solche logischen SchluBregeln benutzt, die sich
unzéhlige Male in der gesellschaftlichen Praxis als berechtigt
erwiesen haben und sich stdndig weiter in der Praxis bewdhren,
‘wird klar, daB die Methoden der Mathematik nicht dem Wehrheits-
kriterium der marxistisch-leninistischen Erkenntnistheorie wi-
dersprechen, sondern dieses geradezu voraussetzen. Das Wahre
heitskriterium Praxis dient in der Mathematik nicht mehy zur
Uberpriifung einzelner Aussagen - das erfolgt mit sozusagen in-
nermathematischen Kriterien -, sondern zur Rechtfertigung ihrer
gesamten Methoden, DaB sich gewisse Resultate auch an Spezial=-
féllen inpnerhalb der Theorie oder an praktischen Beispielen iiber=
prifen lassen oder sogar ermittelbare Anwendung in der Praxis
haben, wie z. B. die Aussagenlogik bei der Entwicklung elektri-
scher Schaltungen und die Algorithmentheorie in der Computertech=
nik, liefert jeweils eine weltere Bestdtigung flir die Richtig-
kelt der verwendeten SchluBregeln, kann jedoch selbst nicht als
Beweis der Allgemeingliltigkeit dieser Resultate anerkannt wer-
den,

Aus den Aufgaben des Mathematikers in der Praxis ergeben sich
oft auch Riickwirkungen auf die Grundlagenforschung. Wird nidmlich
erkannt, daB die mit vorhandenen Verfahren bearbeitbare Modell-
vorstellung den untersuchten realen ProzeB nicht hinreichend ge=
nau beschreibt, dann ergeben sich Anregungen fir die Richtung,
in der Grundlagenuntersuchungen in mathemetischen Disziplinen -
weltergefiihrt werden miissen. Dies kann sogar zum Teil so weilt
gehen, daB v5llig neue, bisher nicht bekannte Theorien aufgebaut
werden, Umgekehrt wird asuch "die Verstdrkung der mathematischen
Grundlagenforschung ... zu.der dringend erforderlichen verstark-
ten Umsetzung mathematischer Erkenntnisse in der Volkswirtschaft
und anderen Bereichen beitragen", wie Kurt Hager auf der 13. Ta-
gung des Zentralkomitees der SED 1374 ausfiihrte. (K. HAGER:

Hohe Verantwortung der Wissenschaftler. Diskussionsbeitrag auf
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der 13. Tagung des ZK der SED, Berliner Zeitung, 15. 12. 1974.)
Er stellte deshalb die weitere Profilierung der Mathematik ale
eine wichtige Aufgabe dar.

Ein klessisches Beispiel dafiir, wie die mathematische Forschung
von der Praxis zur abstrakten Theorie und von dieser zuriick zur
Praxis gelangt, ist die Differentialrechnung. Sie entstand aus
den Newtonschen Untersuchungen von mechanischen Bewegungen in
der objektiven Realitdt. Nachdem sie eine léngere elgenstdndige
Entwicklung innerhalb der Mathematik durchmachte, ist sie aus
den heutigen Anwendungen der Mathematik nicht mehr wegzudenken.
"Die Differentialrechnung macht es der Naturwissenschaft érst
méglich, Prozesse, nicht nur Zusténde mathematisch darzustellen".
(F. ENGELS: Dialektik der Natur. In: Marx/Engels, Werke Band 20,
S. 534.)

Die gesamte Analysis hat ihren Ursprung in der Erforschung funk-
tionaler Beziehungen, die man in der Netur beobachtete. Thre
Ieistungen b2l der Produktion hochwertiger materieller Giiter
8ind heute nicht mehr zu iibersehen., Funktionalanalytische Pro-
bleme treten z. B. bel der Untersuchung von Schwingungen und an-
deren Bewegungsvorgidngen an Maschinen, Flugkorpern, Fahrzeugen
und Antriebsaggregaten auf. Weiter liegen sie vor bei der Erfor=
schung von Elastizitéits- und Plastizitdtseigenschaften der ver-
schiedensten Werkstoffe, von Temperaturvorgingen und Warmespane
nungen, bei Fragen der Elektrotechnik-Elektronik, der Optik, des
Gerdtebaus und bei vielen anderen fiir die Produktion materieller
Glter entscheldenden Erscheinungen.

Ein welteres Belspiel stellt die Mathematiache Kybernetik dar,
deren Entstehung nicht losgeldst von dem Gesamtgebiet der Kyber-
netik als Wissenschaft von den allgemeinen Eigenschaften und Ge-
setzmﬁﬁigkeiten komplexer Systeme und Informationsprozesse be-
trachtet werden kann. Sie begann mit der Entdeckung der Existenz
von GesetzmédBigkeiten, die sowohl im menschlichen und tierischen
Organismus als auch in Maschinen und Automaten gleichermaBen
gliltig sind. Im Rahmen ihrer Entwicklung entstanden solche ab-
strakten mathematischen Theorien wie z. B. Automatentheorie,
Algorithmentheorie u. a. Gerade gewisse Ergebnisse dieser Theo-
rien wirkten sehr befruchtend auf die Entwicklung elektronischer
Rechentautomaten, die heute eine hervorragende Rolle in der Auto-
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matisierungstechnik, bel der numerischen Steuerung von Werkzeug-
maschinen, bei der Erforschung des Weltraums, bei der Datener-
fassung und =verarbeitung von Massenerscheinungen u.a.m. spie-
len, Die Anwendung von Kybernetik, Operationsforschung und elek=-
tronischer Datenverarbeitung ist eine notwendige Voraussetzung
fiir die Erfiillung der neuen und htheren Anforderungen an die
Leitung gesellschaftlicher und Gkonomischer Systeme und Prozes-
se, die die Gestaltung der entwickelten sozialistischen Gesell=-
schaft und die wissenschaftlich-technische Revolution in unse-
rer Epoche stellen. Dariiber hinaus geben die Anwendungen der
Elektronenrechner stidndig neue Impulse fiir die Weiterentwick-
lung der numerischen Mathematik, Automatentheorie, Algorithmen-
theorie und anderer mathematischer Disziplinen.

Auf eine besondere philosophische Bedeutung des Grundbegriffes
der Algorithmentheorie sei in diesem Zusammenhang noch kurz
eingegangen. Unter einem Algorithmus versteht man ein eindeutig
bestimmtes Verfahren zur Ldsung bestimmter Klassen von Aufgaben,
wobel jeder einzelne Schritt dieses Verfahrens genau definiert
ist. Dabel wird angenommen, daB eine beliebig groBe, jedoch
endliche Anzahl von Schritten stets vollzogen werden kann (hier
liegt wieder die Abstraktion der potentiellen Unendlichkeit zu-
grunde)., Auch dieser Begriff ist aus der Praxis abstrahiert wor-
den. Eine jede Maschine, angefangen von den einfachsten mecha-
nischen Vorrichtungen im Mittelalter, verkSrpert in ihrer Tdtig-
keit einen Algorithmus. Umgekehrt ist jede Tatigkeit, die algo=
rithmisch beschrieben werden kann, schematische Arbeit und kann
lm Prinzip einer Maschine ilibertragen werden, Die Algorithmen-
theorie vermag also die philosophisch wichtige Frage nach dem
Unterschied zwischen schtpferischer und schemetischer Arbeit’
kldren zu helfen. Da sich ein groBer Teil der Produktion und
der Verwaltung, sowie gewisse Teile der Leitungstdtigkeit algo=-
rithmieren lassen, besteht die Moglichkeit, die Menschen von
derartigen schematischen Tdtigkeiten filir nichtschematische und
schopferische Arbeiten freizustellen, Dr. G. Lischke

Bereich Mathematische Kybernetik
und Rechentedchnik

Dr. B. Goetze ;
Akademie der Wissenschaften Berlin
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Preisaufgaben

M 13 Man beweise die folgende Gleichung
1 1 1 1 - ) 1 1 1
m 1'2 + T-I- + 'BT. +.|.+ (2]‘1—1)-21’1 - n+1 + n+2 + n+3 +...+ EE .

Fiilr welche natiirlichen Zahlen m ist das Produkt
N 1¢2¢3* ..., +(m=1) durch m teilbar?

F;
===

15 Man 16se das Gleichungssystem
xy = 3 A - A7)
A7 - 7= 3

M

-

M 16 Welche reellen x und y sind Ldsung der Gleichung

2

5x +5y2+81y+2y-2x+2=0.

M 17 Gegeben sei ein Trapez ABCD mit der Grundlinie AB. Wel-

ter sei & DAC < & ABC.
Man zeige, daB dann AC » BD ist.

=

M 1|8 7 e F=h 'an &)
B Brmyunoi veTHREXyrodnHuKe ABCD

AB + BD <« AC+CD.
loxasaTh, YTO CTOPOH2 AB B T2HCI YETHDEXYTOIBILINE
MeHBle IiIeroHaln: AC,

=

Ldsungabedingungen:

Flir jede vollstdndige LSsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Bilichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten., Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-—
reichten Punkte fiir das néichste Schuljshr gutgeschrieben,

Die LY¥sungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
vergehen mit Name, Adresse und Klassenstufé des Einsenders -
unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbesondere,
daB die 1n einer Losung unbewiesen verwendeten Sachverhalte an-
zugeben sind. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

Einsendeschluf: 15. 6. 1980
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Abbildungen und Funktionen

In Priifungen spielt sich hdufig ein Gesprich folgender Art ab:
Priifer: Was verstehen Sie unter einer Abbildung? '

Studencs
Priiter:
Student:

Eine Abbildung ist eine Zuordnung.

Was iet eine Zuordnung?

Eine Zuordnung liegt dann vor, wenn jedem Element ein
anderes zugeordnet wird,

(Diese Antwort ist ausgesprochen unbefriedigend, weil der Stu-
dent versucht, den Begriff der Zuordnung durch sich selbst zu
erklidren, )

Priifer:

Kdnnen Sie genau prizisieren, was Sie unter "zuordnen"
verstehen wollen? Wenn dieses Wort undefiniert bteibt,
mul3 man sich darauf verlassen, dafB alle Menschen sicn
genau dasselbe darunter vorstellen. Auf einer solchen
vagen Grundlage kann man jedoch keine Mathematik be-
treiben,

Wir wollen nun annehmen, daf der Student, der anfangs nicht ge:
rade erfreulich reagiert hat, nun doch die Antwort findet, die
der Priifende bereits nach der ersten Frage erwartet hat., Sie

konnte etwa so lauten:
Definition:
e e i)

1. F heit Abbildung aus 4 in B =Df

Fe AxB (d, h, F ist Relation zwischen A und B)
2. Ist (a,b]e P, so sapen wir, da? F dem Llement a
das Element b zuordnet, oder auch, daB a durch F
auf b abgebildet wird.

3. F(a) =Df'(y : [?,115 F). heifBt Bildmenge von a.

4. F1(b) =pe {x : [x,blea #} heiBt Urbildmenge von b.

Man beachte, daB das Wort "zuordnen" durch Punkt 2 obiger vefi-

nition
hat.

einen ganz prizisen mengentheoretischen Sinn erhalten



45 Abbildqggpn

Beispiel: A = 1,2,3} , B =-[a,b,c,d}
P oa [[1,3] » [1,d] , [3.¢] , [3,:1]}
Eine Veranschaulidhung des Graphen [AL:B,EJ liefert
folgendes Bild:
F(1) ={a,d}, F(2) = g,

-1 = F(3) = {c,d}
" ° b Fl(a) = {1}
5 e Fl(b) = ¢

. F(c) = {3}

F(a) = (1,3}

Wir fiihren nun noch ganz wichtige Sorten von Abbildungen ein:

Definition:
Eine Abbildung F aus A in B heiBt eindeutig =pp
VxVyVyr( [x,7y] e PAx,y ] e F —» y = y')
Eindeutige Abbildungen heifien auch Funktionen.

In Worten: Eine Abbildung aus A in B heiBt Funktion, wenn jedem
Element aus A hochetens ein Element zugeordnet wird,
Es gilt also der

Satz; F ist genau dann eine Funktion aus A in B, wenn
fir jedes xe A die Bildmenge F{x) hochstens ein Ele-
ment enthsdlt,

Beispiel: Das F = {[1,a] , [2,a] , (3,e]} " ist Funktion aus
A = [1,2,3] in B = {a,b,c,dj . Das sieht man auch am
B*1ld, weil von jedem Element von A hichstens ein 5

Pfeil ausgeht: 4. a
2 :::: e b

3.———'—7——_‘ [
: - d_
Defilnition:
Eine Abbildung F aus A in B heiBt eindeut umke
=pr VEXVX'Vy([x,59) e FA[x",y]e P —s x = x')

In Worten: Eine Abbildung F aus A in B heiBt genau dann eindeu-
tig umkehrbar, wenn niemals verschiedene Elemente aus
" A dem gleichen Element aus B entsprechen. Offenbar
gilt:
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Satz: F ist genau dann eine eindeutig umkehrbare Abbil-
dung aus A in B, wenn fiir jedes y € B die Urbildmenge
F '(y) héchstens ein Element enthilt.

Beispiel: F ={[1,a] ,[1,b], [2,c], [2,d]} ist eindeutig um-
kehrbare Abbildung aus A in B, Im Bild wird das da-
durch deutlich, daB in jedem Knoten aus B hdchstens

ein Pfeil einlautt:
1<&
2 b
3.&"
d
Diese Abbildung ist jedoch nicht eindeutig,

Definiert man -

Definition:

P E_— {[x_,y] : [y,x]e ) heiBt inverse Abbildung
von F oder Umkehrabbildung von ¥,

go gilt der
Satz: F ist genau dann eindeutig umkehrbar, wenn F~

! eindeutig ist.
Eindéutige Umkehrbarkeit bedeutet also, daB die Umkehrabbildung

eindeutig ist.

finition:

Eine Abbildung, die eindeutig und zugleich eindeutig
umkehrbar ist, heiBt eineindeutig oder umkehrbar ein-

deutig-

Beispiel: F = {[1,9.], [2,¢], [3,b]] ist eineindeutie.

2 b
‘ 3>‘<:¢.

o d

1
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De f L nition:

1. F heiBt Abbildung von A in B =pf Dp = A
(DF =pf [x : dy([x,y] & F))] (Definitionsbereich
von F))

2. F heilt Abbildung aus A auf B =p¢ Bp = B
(Bp =pg {y : 3 x([x,¥5) e Fﬁj (Bildbereich von F))

Beispiel: 1. P = [[a,':] » (0,21, [c,1], [d,2]] ist Abbildung
von B in A

)
2

.3

2. 6= {[&,3, 2], [0, [1,2]] 1ist Avbildung
yon B auf A

Lo o P

a
1
b
2
c
d e 9 :
3, H = {[a,B], les1} s [d,2]} ist Abbildung aus B
auf A o
be
Z
c
" 3

Im Falle einer eindeutigen Abbildung I wollen wir an Stelle von
F(x) = [y} <irzer P(x) = y schreiben.

Man kann solche Funktionen selbstverstindlich auch in Form von
Wertetabellen aufschreiben. '

Beispiel: F = {[1,al, [2,cl, [3,1], [4,0]] hat die Wertetabelle

| x | 1 2 3 4
F(x)lacbc

Die im Schulunterricht behandelten Funktionen sind sdmtlich Bei-
splele fiir den hier dargelegten Funktionsbegriff.

'Doz. Dr. G. Wedhsung
Bereich Mathematische Kybernetik
und Redhentedhnik I
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Polyeder 20 __
Eulerscher Polyedersatz und regulére Polyeder
Ein Polyeder (oder auch Vielfldchner) ist ein von Ebenen begrenz-
ter Korper. Liegt es ganz auf einer Seite von Jjeder dieser Ebe-
nen, so handelt es sich um ein konvexes Polyeder. Mit solchen
weérden wir uns im weiteren ein wenig beschidftigen.

Kennt man die Anzahl F der Seitenfldchen des Polyeders, so be-
nennt man es danach, z. B. ein Tetraeder (Vierflach) ist ein Po-
lyeder mit 4 Seitenflichen, ein Pentaeder besitzt 5 Seitenfld~
chen usw. Aber auch die Anzahl E der Ecken und die Kantenzahl K
eines Polyeders sind von Bedeutung.

Der Ausdruck F + E - K heif3it "Eulersche Charakteristik"., Wir wer-
den nun zeigen, daB fiir jedes konvexe Polyeder

F+E=-K=2 (1)
gilt., Das ist der Eulersche Polyedersatz.

Bewels des Eulerschen Polyedersatzes:

1. Wir bauen eine Seitenfliche mit allen ihren Ecken und Kanten
von einem Polyeder ab. Bezeichnen wir die Anzahl der verblei-
benden Fldchen, Ecken und Kanten mit f, e und k, so gilt

f =7 -1
e =FE-n
k=K—n-

Dabei ist n die Eckenzahl der abgebauten Seitenfliche.

Wir erhalten
f+e-k=F+E-K-1,

2. Sukzessive werden nun alle anderen Seitenflichen mit all ihren
verbliebenen Ecken und Kanten abmontiert. Dabei wird jeweills
eine zur zuletzt abgebauten Seitenfldche benachbarte Fl&dche
abgenommen,

Waren erst f, e, k Fldchen, Ecken, Kanten des urspriinglichen
Polyeders auf der Polyederruine iibriggeblieben, so sind es
nach dem Abbau einer weiteren Seitenfliche: f'=f-1, e'=e-n,
k'=k-(n+1).

Also gilt: f+e-k=7fFf"+e' - k' = const,

3., Da fiir f=1, e=k=0 gilt, ist der konstante Wert von { + e - k

gleich Eins,
Folglich gilt: F+E-K-= 2,
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Ein Polyeder heiBt reguldr, wenn alle Seitenflichen miteinander
kongruente regelmiBige p-Ecke gind und an Jeder Ecke genau gq
Seltenfléchen (und damit auch ebensoviele Kanten) zusammen-
stoBen,

Mittels des Eulerschen Polyedersatzes werden wir nun beweisen,‘
daf es nur 5 reguldre Polyeder geben kann.
Offenbar gilt:

Fe+*p=2K (2)

E . q=2K (3)
Man stelle (2) bzw. (3) nach F bzw. E um, setze die so erhalte-
nen Gleichungen in (1) ein und 18se nach XK auf. F und E ergibt
sich dann leieht nach (2) und (3).

2

© = T-2ie

4
F = 1=t5-215=27

E = 4p
4=(p=-2)(q=2)

Zwar gilt p # 3 und q 2 3, jedoch kénnen p und g wegen der Be-
dingung

(p=2)(g=-2) < 4 (4)
nicht gleichzeitig gréBer oder gleich 4 sgein.
Da iiberdies fiir p=3 aus (4) folgt, daB q <6 zu fordern ist und
analog fiir q=3 p<6 gelten muB, sind nur die folgenden Fdlle
méglichs

P q F E K

3 3 4 4 6 Tetraeder
4 3 6 8 12 Hexaeder

3 4 8 6 12 Oktaeder

5 3 12 20 30 Dodekaeder
3 5 20 | 12 |30 Ikosaeder

Zu Jedem dieser 5 mglichen Fdlle 1dBt sich tatsichlich ein re-
guldres Polyeder konstruieren. Dies sind die bekannten "Platoni-
schen regulédren Kérper":
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. das regulére Tetraeder (Abb. 1)

der Wirfel (Abb. 2),
das regulidre Oktaeder (Abb. 3),
das regulidre Pentagondodekaeder (Abb. 4) und
das regulire Ikosaeder (Abb, 5).
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L Y P T S M T e g PRI

Eine Einfiihrung in die Erneuerungstheorie

Wir betrachten die Arbeit eines Bauteils in einem technischen Ge-
rdt. Solch ein Bauteil fHllt nach einer gewissen Zeit infolge Ab-
nutzung oder Ermiidung aus. Der Ausféllzeitpunkt ist nicht genau
im voraus bestimmbar, sondern ist fiir den gleichen Typ von Bau-
teilen von Fall zu Fall unterschiedlich., Der Ausfallzeitpunkt

ist also eine ZufallsgroBe (vgl. die Definition der ZufallsgrsBe
im vorigen Heft der WURZ:L)., Wir wollen hier nur solche Bauteile
untersuchen, die nur in bestimmten Zeittakten ausfallen konnen.
Setzen wir voraus, daB B,die Zeiteinheit,so gewidhlt ist, daB ein
Zeittaekt die Linge 1 hat, so wird die Lebensdauer durch eine
ganzzahlige ZufallsgréBe beschrieben, Auf solche ZufallsgriBen
wird man auch gefithrt, wenn man sich bei kontinuierlicher Arbeits-
weise eines Bauteils nur dafiir interessiert, ob es im Intervall
[k,k+1), k=0,1,... suspefallen ist. Die Nummer desjenigen
Intervalls, in dem das Bauteil die Arbeit einstellt, ist dann
eine ganzzahlige Zufallsgrole,

In der Praxis wird ein ausgefallenes Bauteil sofort wieder durch
ein neues Bauteil ersetzt. Wir setzen diesen ProzeB unbeschrinkt
fort. Es bezeichne T, die Lebensdauer des urspriinglichen Bau-
teils, Tsy diejenige des folgenden usw., Ersetzt man nun eip aus-
gefallenes Bauteil durch ein Bauteil gleichen Typs, so besitzen
die Zufallsgrifien 'tT,Té,... immer dieselbe Verteilung. Wir set-
zen weiterhin voraus, dad der Ausfall des entsnrechenden Bauteils
auf den Gesamtmechanismus keine nachteiligen Auswirkungen hatte,
dall also bei Ersatz decs ausgefallenen Teils die gleiche Situation
vorliegt wie 2u Beginn,

Den Prozefl der stindigen Erneuerung eines ausgefallenen Bauteils
lkkann man gichi 10 der zeitlichen Entwicklung so veranschaulichen:

-
. T, Ta

[Pt 3 I i 1
L1 T T T LJ v L]

C 1 2 3 4 5 6 7 o0

Als Erneuerungstheorie bezeichnet man denjenigen Zweig der Viahr-
scheinlichkeitstheorie, der den oben beschriebenen Prozefl der
stindigen Erneuerung eines Bauteils mathematisch untersucht.

Wir bezeichnen jetzt durch v, die Anzahl der Ausfille bis zur

2cit n eirschlielich.
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V, nimmt gensu dann den Wert k an, wenmw T, + ... + T, =

= n und
Tqg + eoo + Ty . on gilt, ¥V, 18t fir jedes n eine Zufallsgrife,
Die Verteilung von V,» d. h. die Wahrscheinlichkeiten dafiir,
dag V= kgilt, lassen sich nur in wenigen Pillen in einfacher
Weise berechnen. Damit hat man auch fir den Erwartungswert von
Vps den wir durch M“n bezeichnen, keine expliziten Ausdriicke,
(Der Begriff des Erwartungswertes wurde im Artikel "Zufdllige
Ereignisse und ZufallsgrBen" im vorigen Heft der WURZEL einge-
fihrt. ) Uber das asymptotische Verhalten fiir n — oo von My,
lassen sich jedoch Aussagen machen. Solche Aussagen werden als
Erneuerungstheoreme bezeichnet. Wir geben hier ohne Beweis nur
eine sehr einfﬁche Variante solch eines Erneuerungstheorems wie-
der, _
Sat z : Die ZufallsgrisBen TqsT,9... mOgen alle dieselbe Ver-
teilung_po,p1.=:. besitzen.

Gilt 2 ¥ Py <o,
=0

so folgt '
111]1 h = '1""' .
el n m

Hierbei bezeichnet m den Erwartungswert der Zufalls-
g_Z‘BBen T’l’t-':'_)l'lc, d. h, .

m:-z kpk-
k=0

Der oben formulierte Satz gestattet es, das folgende in der Pra-
xls auftretende Problem asymptotisch zu behandeln,

Der Ausfall und der Ersatz eines ausgefallenen Bauteils zieht.
stets gewisse Kosten nach sich. Dies sind Kosten fiir das neue
Teil und aus dem Produktionsstillstand entstandene Kosten, Wird
nun eine Erneuerung zu einem fiir den Produktionsablauf giinstigen
Zeitpunkt vorgenommen, wenn das Bauteil ein bestimmtes Alter er-
reicht hat, so sind die Kosten durch Produktionsausfall wesent-
lich geringer., Wir sprechen in diesem Falle von einer planmifBi-
gen Erneuerung. Allerdings muB man in Kauf nehmen, daB ein noch
nicht v6llig verschlissenes Bauteil weggeworfen wird, Anderer-
seits kann es trotzdem zu Ausfidllen vor diesem festen Zeitpunkt
kommen, In diesem Falle ist eine sogenannte Havarieerneuerung
notig.
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Es sei p die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Bauteil vor oder
zur Zeit to auefdllt, Dann gilt

t

8]
P = :E: pk ]
k=0 .

oo
wobel PgrPysees die Verteilung der Lebensdauer ist, 1-p =’ 2= Py
ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Bauteil = K=to*!
nach t . sausfdllt. Die mittleren Kosten bei einem Ausfall sind
dann pey + (1=-p) Cps wobei cy die Kosten bel einer Havarieer-
neuerung und cp die Kosten bei einer planméBigen Erneuerung sind,
Bel der oben geschilderten Strategie hat das Bauteil die neue
Lebensdaver T' = Min("C,to). :
Der Erwartungswert von <' ist
' t

(0] oo
m' = 22 k P + b ( > P )e
k=0 B=t0+1
M !
Damit sind die mittleren Kosten pro Zeiteinheit -i-g (ch+(1-p)cP)

(M\,I'1 ist die mittlere Anzahl der Erneuerungen und demzufolge

M ]
;:n die mittlere Anzahl der Erneuerungen pro Zeiteinheit)

nach dem obigen Satz ndherungsweise gegeben durch

4
0 (= =]
pogt(1-ple;, (o Pitor * (o Pl
m' - to oo
2, k P, + b ( b3 Py)
k=0 k=to+1

Betrachtet man jetzt die rechte Seite als Funktion von 1;0, 80 er-
hdlt man durch Minimierung den kostenmdBig gilinstigsten Zeitpunkt
fiir die planmiBige Erneuerung eines zuféllig ausfallenden Bau-

teils.

Doz. Dr. F. Liese
Bersich WMS
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Preisaufgaben
—
M 19 In der Ebene liege ein Vektorpaar AB, 3C und eine Schar

paralleler Geraden. Gesucht ist eine Gerade g(XY) dieser

Schar, welche die beiden Vektoren im gleichen Verhdltnis
schneidet:

Xe g(AB), Yeg(BC), AX : XB = BY : YC.

Es seien «£,p s ¥ die Winkel eines Dreiecks,
Man beweise

U . £Lgind + B sinf + ysiny Pl

3 sind + sinfb + 