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P.S. Alexandrow
Die Entwicklung zum Wissenschaftler

Am 7. Mai 1896 wurde dem Oberarzt Alexandrow des Landeskranken=
hauses des Beredsker Kreises im Gouvernement Moskau (heute
Noginsk) der Sohn Pavel geboren. Die Femilie lbersiedelte bald
darauf nach Smolensk, wohin das Familienoberhaupt, ein guter
Chirurg und fiir seine Zeit ein sehr fortschrittlicher Menseh,
als Oberarzt des Gouvernementkrankenhauses berufen wurde. Be-
reits in frither Kindheit beherrschte der Junge die franzdsische
und etwas spdter die deutsche Sprache gut und befaBte sich gern
mit Musik.

Bereits im Gymnasium interessierte sich Pavel Sergejewitsch fiir
mathematische Probleme. Im Unterschied zu den gewthnlichen mathe-
matischen "Schiilertalenten" faszinierten ihn jedoch nicht schwie=-
rig zu losende Gleichungen oder Konstruktionen, und er glianzte
auch nicht durch schnelles Rechnen. Er machte alles langsam,
aber griindlich. Sein Interesse fiir die grundlegenden Probleme
der Mathematik fiel seinem Lehrer Alexander Romanowitsch Ejges
auf. Er begann den Jiingling langsam in die Welt der Mathematik
einzufithren und lenkte unmerklich desgen Studien. A.R. Ejges,
ein Schiiler des bekannten N.E. Shukowski, war ein sehr gebilde-
ter Mensch von hoher Kultur. Pavel Sergejewitsch gewann allméhe
lich eine hohe Verehrung fiir seinen Lehrer und natiirlich auch
fiir das von ihm unterrichtete Fach, der Mathematik. Spéter ent-
schloB er sich, Lehrer zu werden und schrieb sich nach Abschlul3
des Gymnasiums mit der Goldenen Medaille an der Mathewatischen
Fakultdt der Moskauer Universitdt ein. Von dieser Zeit an ist
das ganze lLeben und die gesamte Tdtigkeit P.S. Alexandrows un-
trenfibar mit der Moskauer Universitét verbunden.

Im Jahr 1915 leistete der Student Alexandrow seinen ersten wis=-
senschaftlichen Beitrag zur Mengentheorie und bewies das wich-
tige Theorem iliber die Mdchtigkeit der Borelmengen.

1921 wurde Pawel Sergejewitsch Dozent an der Moskauer Universi-
tdt, dann ordentlicher Professor, 1929 qurespondierendes Mit-
glied der Akademie der Wissenschaften und 1953 Mitglied. 30 Jah=-
re war er Prdsident der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und
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ist heute ihr Ehrenprisident. Interessant ist auch, daB Alexan-

drow 1935 einer der ersten Organisatoren der Moskauer mathemati-
schen Olympiade fir Schiller war,

#Mit meinem Lehrer, N,N., Lusin, traf ich nach Abschlu8 des 1, Stu-
dienjahres das erstemal zusammen" ,erinnert sich Pawel Sergeje-
witsch.nDer Eindruck dieser Begegnung war sehr tief, Seine Vor-
lesungen, die ohne jeden &uBeren Schein und ohne sprachliche
Kunstgriffe waren, ergriffen die HOrer durch ihre schépferische
Spannung, zwangen uns gleichsam an der Ldsung des mathematischen
Problems teilzunehmen, verwandelten die Vorlesung in ein typi-
sches Laboratorium mathematischen Ienkens, Nach VorlesungsschluB
wandte ich mich an Lusin um Rat bittend, wie ich mich weiter mit
der Mathematik befassen solle, Ichwar vor allem iberrascht {iiber
die Aufmerksamkeit und Achtung gegenliber dem Gespréchspartner, ob-
wohl er damals ein bekannter Wissenschaftler und ich ein 18=jth=
riger Student war, Lusin stellte mir einige Fragen, um gleich
darauf in einer mir verstiéndlichen Form die Grundrichtungen mei-
ner weiteren Studien zu umreiBen, Sehr vorsichtig, ohne j den
Druck {iberzeugte er mich, eine dieser Richtungen zu wdhlen, Heu-
te; viele Jahre spiter, kann ich sagen, daB diese Richtung gut
gewdhlt war, Demals wurde ich N,N. Tusins Schiiler, Ich lernte bei
ihm nieht nur Mathematik, sondern bekam auch eine Vorstellung
dariiber, was ein richtiger Wissenschaftler ist, und was ein Uni-
versititsprofessor sein kann und sein soll, Damals begriff ich
auch, daB die Wissenschaft und das Heranfiihren junger Mensghen
an sie zwei Seiten der gleichen THtigkeit, der THtigkeit eines
Wissenschaftlers, sind.," "

Nach AbschluB der Universitit befaBte gich Pawel Sergejewitsch
auf den Rat Lusins hin mit dem damals modernen Problem des Kon-
tinuums, das beinahme das erste mathematische "Problem des Jahr-
hunderts" war.,

Ohne das "Problem des Jahrhunderts" gel¥st zu haben, kehrte Pa-
wel Sergejewitsch 1918 nach Smolensk zuriick und widmete sich
einige Zeit kultureller Aufklirungsarbeit in Tschernigow. Aber
1920 ist er wieder in Smolensk., Er unterrichtet Mathematik an
der neuersffneten Smolensker Universitit und fihrt jden Monat
nach Moskau, um die Priifungen zur Erlangung des Magistertitels
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abzulegen., IDamals waren es ilibrigens 15 Priifungen, und sie umfafi-
ten den Stoff der ganzen damaligen Mathematik,

Tie beiden Pawels

"Die gleichen Priifungen le gte manchmal sogar am gleichen Tag auch
Pawel Samuilovitsch Uryscn ab, der vor kurzem die Universitiit
ahsolviert hatte., Bald hatten sich die beiden Pawels angefreun-
det, Die gemeinsamen Priifungen und zahlreiche Gesprédche trugen
natiirlich dazu bei, daB wir uns immer niher kamen," berichtet
P.S., Alexandrow. "Jedoch folgender Umstand war der eigentliche

Beginn unserer Freundschaft., P.S., Uryscn liebte wie auch ich
die Musik sehr. Nach Ablegung des fdlligen Examens gab mir Uryscn
am 30, Mdrz 1921 eine Karte fiir einen Abend Beethovenscher Violin-
sonaten, Ich freute mich sehr, urd wir gingen zusammen in das Kon-
zert, das uns beiden sehr gefiel, Nach dem Konzert hatten wir
Tust, spazieren zu gehen, wir streiften bis 4 Uhr morgens durch
Moskau und unterhielten uns iiber Mathematik,"

"Im Frithjahr 1921 konzentrierte sich P,S, Uryscn auf die Topologie,"
erzghlt P,.S. Alexandrow weiter, "In der Geschichte der sowjeti-
schen Mathematik nimmt Uryscn ja auch die Stellung des Begriinders
der sowjetischen Topologie ein, Nach den klassischen Arbeiten
P.S. Urysons entwickelte sich dieser Zweig der Mathematik in der
UdSSR in weitem Rahmen und erfolgreich."

Ten sehr heiBen Sommer 1922 verlebten die beiden Preunde auf einer
Datsche in der Nihe von Bolschew am Ufer der ¥1ljasma, Morgens,
gleich nach dem Aufstehen, begaben sie sich zum Ufer des Flusses
und nahmen einige Butterbrote, Bleistifte und Papier mit,

"Dies waren Sturden intensivster Arbeit und lebhafter Gespréche
iiber Nathematik," erinnert sich Pawel Sergejewitsch, "Wir verfaf(-
ten gemeinsam 'Bemerkungen iiber kompakte topologische R&ume',
und das Werk wurde in diesem Sommer fertiggestellt,

Neben unserer Datsche wohnte Prof, W.E. Fomin mit seiner Familie,

Er besaB ein Boot. Einmal erschienen zwel junge Burschen bei ihm,
die sich als Dozenten vorstellten. Beide waren wir barfuB, auch
dementsmrechend angezogen und sahen durchaus nicht wie Dozenten
aus,"ldchelt P,S.Alexandrow in Erinnerung an diese langst ver-
gangene Zeit, "Der Professor sagte, dal das Boot gestrichen wer-
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den mu8 und forderte uns auf, in einigen Tagen varbeizukommen.

Bei unserem néchsten Besuch erhielten wir das Boot, aber bei
unserer ersten Fahrt damit schmierten wir uns tiichtig mit roter
Farbe voll, Es ergab sich, daB w&hrend des Streichens des Bootes
Prof., Fomin sich bei Prof. Jegorow {ber ums erkundigte und die
Antwort erhielt: 'Sie sind gute Mathematiker, aber ob man ihnen
ein Boot anvertrauen kann, weiB ich wirklich nicht,'"

‘Was nun die Arbeiten iiber die topologischen Riume betrifft, die
von den beiden Freunden in diesem Sommer geschrieben wurden, so
waren sie so gut, daB sie bald in der ganzen Welt Anerkennung
fanden und sogar in den "Mathematischen Annalen" verdffentlicht
wurden, die von dem bekannten Felix Kleln redigiert wurden.

Anerkennung im WeltmaBstab

Den Sommer 1923 und den darauffolgenden Sommer 1924 verlebten
beide Freunde in GSttingen. Hier lernten die Freunde die meisten
Gottinger Mathematiker kennen, auch D, Hilbert, R, Courant und
E. N6ther, In G5ttingen kamen in den Sommersemestern die fiithren-
den Mathematiker aller Welt zusammen,

In Gottingen filhrten die beiden Freunde von Semester zu Semester
Spezialkurse und wissenschaftliche Seminare durch und wurden
Mitglieder der Gottinger Wissenschaftlichen Gesellschaft, einer
besonderen wissenschaftlichen Akademie, in die nur hervorragende
Wissenachaftler aufgenommen wurden, die sich durch ihre Arbeiten
einen Namen gemacht hatten,

An der Leine in GHttingen gab es einen Staudamm, der einen Xei-
nen See und einen nicht hohen, aber sehenswerten Wasserfall bil-
dete. An den Ufern dieses Sees kamen an heiBen Sommertagen die
Mathematiker zusammen, da die meisten von ihnen gern schwammen,
Nach dem Baden wurden am Ufer im Schatten der Biume oft ernst-
hafte wissenschaftliche Dispute ausgetragen und wichtige Ideen
dargelegt. Pawel Sergejewitsch berichtet: "Einmal war ich Zeuge,
als Hilbert am Seeufer {iber die Grundgedanken seiner Arbeit 'Uber
die Unendlichkeit' sprach, die er fiir den Druck vorbereitete,"
Viele wissenschaftliche Arbeiten junger Mathematiker entstanden,
wurden dargelegt und diskutiert wihrend des Badens. '
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Der Tod des Freundes

Nach dem Sommersemester 1924 in GSttingen reisten die Freunde
nach Paris, nach Gottingen,das 2., Zentrum fiir die Mathematiker
der Welt, AnschlieBend entschlossen sie sich, einige Wochen am
Strand des Atlantischen Ozeans zu verbringen.

In seinen Memoiren "Uber meinen Freund" schreibt P.S. Alexandrow:
"Vor mir liegen 2 Eisenbahnkarten 3. Klasse von Paris ... Sie
tragen das Datum 27. Juli 1924, dem Tag an dem Pawel Samuilo-
witsch und ich zum Atlantischen Ozean fuhren, Wir verbrachten
ungeféhr 3 Wochen am Strand. Es gab viel Sonne, manchmal auch
Wind, das Wetter war schién, es regnete nicht oder fast nicht.
Wir waren den ganzen Tag am Strand., ... Am 14, August beendete
Pawel Samuilowitsch seine Arbeit iber die 'Miéchtigkeit zusam-
menhingender Mengen', eine seiner beme rkenswertesten Arbeiten,
Es kam der 17. August,,ein Somntag. Vor und nach dem Vittagessen
arbeiteten wir viel, Pawel Samuilowitsch dachte iiber seine neue
Arbeit nach, deren Inhalt das bekannte, heute in allen Lehrbii=
chern und Monographien enthaltene 'Urysonsche Lemma" und ein
nicht weniger bekarmtes Theorem bildete, Er schrieb jedoch nur
die erste Seite, Die Sonne kam heraus, und wir gingen baden. Es
war ungefzhr um 5 Uhr, Und eine Stunde spéter lebte Pawel Samuilo-
witsch nicht mehr. Eine plttzliche Welle schlug seinen Kopf gegen
einen Felsen."Nach dem tragischen Tod Ury;ons durchlebte Pawel
Serge jewitsch eine Zeit schwerster seelischer Erschiitterungen.
Fast ein ganzes Jahr muBte er an der Durchsicht und Vorbereitung
zur Drucklegung des wissenschaftlichen Nachlasses seines Freun-
des arbeiten, besonders an den wichtigen Bemerkungen tiber die
Cantorschen Mannigfaltigkeiten,

Besonders bemerkenswert fiir die Tdtigkeit P.S. Alexandrows war
das Jahr 1927. Auf dem 1. Allrussischen KongreB8 gab Prof, Alexan-
drow eine Ubersicht tber die Entwicklung der sowjetischen Topo-
logie, Dies war fiir ihn die 1, Mdglichkeit, seine Ideen und Fr-
folge einem groBen Auditorium zu unterbreiten,

Forisetzung folgt!
A. Chalamajser

Moskau



7 Preisaufgaben

Preisaufgaben

N1 ¥an bestimme die maximale Anzahl von Springern die mar
derart auf ein Schachbrett stellen kann, daB keine zwei
Springer einander schlagen kdnnen. Man gebe eine solche
Stellung an und beweise, daB keine groBere Zahl mdglich ist!

N 2 Man l8se. das Gleichungssystem

XY =¥n

?xw =xmﬁn
wobei x>0, y>0, n>0 sei 1in den Variablen x und y.

e e e i

N 3 Man 1lose die Gleichung

248 T
1X X

+ 1x+7 =
m X+1 'lx+1

Seien o , f und y die Winkel eines rechtwinkligen Drei-

“ ecks. Man zeige, daB dann
gin o sin#sin(-&.-p) + 8in p sin y sin(p -y ) +
sin y gin o sin(‘r -o&) + sin(d =p ) eiu(p -r)ain(( -d) =0
gilt.

N 4
N 5 Es sei bekannt, daB die Verldngerungen zweier paralleler
" Seiten eines Rechtecks ABCD eine Cerade in den Punkten

M und N schneide, und die Verlangerungen der Seited AD und
BC dieselbe Gerade in den Punkten P und Q.
Die Linge der Seite AB gei gleich p.
Man konstruiere das Rechteck ABCD.

In welchen Fdllen ist die Aufgabe 1losbar und wieviele Lo~
sungen glbt es?

N 6 Iycts O LeHTP cQepH K:Qu P - TOuKm, lexauue BHE K.

MpoBezitM BOKPYT TOUKM P xax BOKpYyr LeHTpa cHepy painyca
PO, a BOKpYT TOUKM Q KaK BOKPYT HEHTPA cfepy pazuyca Q0.
lloxasars, YTO IJOMAZW TeX YacTeR STUX cfep, KOTOpHE

crkaxyThcs BHYTpE K, paBHH.

=" ”




Losungen 8

Aufgabe M 37

Man erweitert den Bruch A mit 2.4.6. ... .(2n=2) und er=-

hdlt:

A = 1.2.3. [ N -(21’1—1) P

(2-4.6. L .(2!1—2) 2.2!1

(2n=1)! 1 (2n=1)!

q
220~ (n=1)! “n 2791 " (n_1)1nt

1 (2n—1)
2201 E
Der Binomialkoeffizient (2n 1) ist elne ganze Zahl.

2n=1

Folglich ist _auch 2 .A eine ganze Zahl.

Aufgabe M 38 .

Es gilt a2+b> = 1 (1)
cZ4d% = 1 (2)
ac+bd = 0 : (3)

Aus (1) folgt, daB a und b nicht gleichzeitig O sein
konnen. Sei a # O.
Dann folgt aus (3):

bd
G=? : (4)

Setzt man (4) in (2) ein, erhdlt man:

2.2 2
1=-b—g—+d2=—-2(b2 2)

a
Aus (1) folgt dann: a® = a2 (5)
Unter Verwendung von (4) kann man ab + cd wie folgt
umformen: 5
ab + cd = ab = EE— = 5 2fd2)

Wegen (5) ist ab + cd oy

Aufgabe M 39

Sel ry der Radius des Kreilses K1 mit dem Mittelpunkt O1
und ro, der Radius des Kreises K2 mit dem Mittelpunkt 02.



Ay

Die Dreiecke PO1A1 und P02A2 sind'ﬁhnlich, da sle ent=-
weder einen gemeinsamen Winkel haben oder die Winkel
g 01PA1 und < O,PA, als Scheipalwinkel gleich sind,
und da die Dreiecke auBerdem noch gleichschenklig sind.
Analog folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke PO.,B.| und
POQBQ. Folglich ist:

PA1 : PA2 =r, :r, und

PB1 3 P32 =TI, :ry
und somit

PA1 : PA2 = PB1 $ PB2.

Da die Dreiecke PA,B, und PA,B, zwel Paare entsprechen-

der Seiten haben und die Winkel am Punkt P gleich sind,
8ind die Drelecke &hnlich,

A)

Aufgabe

M 40

Eine ungerade ganze Zahl kann man in der Form 2k+1 dar-
8tellen. Dabei ist k wieder eine genze Zahl.

Weiter ist (2k+1)2 = 4k(k+1)+1.

Das Quadrat einer ungeraden ganzen Zahl 1dB8t also bei
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Division durch 8 den Rest 1 (entweder k oder k+1 is%
durch 2 teilbar). '

Sind 8,y 8py 839 8,49 85 ungerade, so 1&Bt

a12+a22+a32+e.42+9.52 bei Division durch 8 den Rest 5.

2 2 :
Da b2 = a12+32 +a3 +a42+352 ist, kdnnen a1,a2.33.a4,a5

und b nicht gleichzeitig ungerade Zahlen sein.

Aufgabe M 42
Sei G der FuBpunkt des Lotes, das von der Ecke B auf die
Diagonale AC gefdllt wurde.

F Die grdBere Diagonale AC
teilt des Parallelogramm
in die zwei stumpfwinkli-

D ¢ gen Dreiecke ADC und ABC.
Deshalb liegt der Punkt G
auf der Strecke AC zwi-
A ] £ schen A und C.

Die rechtwinkligen Dreiecke AEC und AGB sind dhnlich,

da sie einen éemeinsamen Winkel an der Ecke A haben.

Die rechtwinkligen Dreiecke AFC und CGB gind auch #hn-

lich, de die Winkel an den Ecken A und C gleich sind.
Es gelten folgende Verh#dltnisse:
AC : AE = AB : AG und
AC : AF = BC : GC.

Man erhdlt:
AB . AE = AC . AG und
BC . AF = AC . GC.

Addiert man diese Gleichungen, erh&élt man:

AB . AE + BC . AF = AC (AG + GC) (1)

Da BC = AD und AG + GC = AC

folgt aus (1):

AB . AE + AD . AF = ACZ,
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Hyperkomplexe Zahlen und Drehungen im Raum

Im Aufsatz liber anschauliche Einfiilhrung komplexer Zahlensysteme

haben wir den Begriff einer Quaternion durch den Ausdruck
qQq=a+ bl + cj + dk

eingefiihrt, wobei a, b, ¢ und d beliebige reelle Zahlen sind

und die Symbole i, J und k folgende Beziehungen erfilillen:

12-32=k?=—1

ij = k, jk = i, ki =j
Ji ==k, kj = «i, 1k = =]

1 charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die z-Achse
.J charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die x-Achse
-k charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die y-Achse

(Siehe Skizzen 1a = 1c¢)
p2 p2 4 o

N

X 1a - 1 & 1c

Wir wollen nun zeigen, wie man Drehungen um eine beliebige Achse
durch den Ursprung des Koordinatensystems (x,y,z) mit Hilfe der
Symbole i, j und k darstellen kann.

Zundchst betrachten wir Drehungen um die 3 Achsen Z, X und y um

einen beliebigen Winkel ¢ . (Skizzen 2a bis 2c)
At 2 " q&

28 2c
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Drehen wir die Strecke OA = r auf der x-Achse im positiven Sinn
um die z-Achse um den Winkel ¢ , so geht OA iiber in

OA' = r(cos ¢ + i sing ).

Drehen wir die Strecke OB auf der y-Achse im positiven Sinn um
dle y-Achse um den Winkel ¢ , so geht OB = r in

OB' = r(cos ¢ + J sin ¢ )
liber.
Eine Drehung der Strecke OC = r auf der z-Achse um die y-Achse
im positiven Sinn um den Winkel @ fiihrt OC iiber in

OC' = r(cos ¢ + k sin¢ ).

Um eine Dfehung.um eine beliebige Achse Birdurch unsere Symbole
i, J, k auszudriicken, gehen wir in 2 Schritten vor.

Die Lage einer beliebigen Achse OF 1dBt sich durch die beiden
Winkel « und P festlegen. OP, ist die senkrechte Projektion
von OF auf die x,y-Ebene (siehe Skizze 3).
a) Wir drehen zunichst das Koordina=-

pZ

tensystem um die z-Achse im positi-
ven Sinn um den Winkel «& . Dabeil
geht die x~Achse in dle x*-Achse
und die y-Achse in die y'=Achse
{iber. Die z~Achse bleibt unverin-
dert, z = z2'.

Dem x',y',z'-System konnen wir wie-Fy .
der 3 Symbole i', j' und k' zuord- Skizze 3
nen, die fiir dieses System die glei- '
che Bedeutung haben wie i, j und k flir das x,y,z-System. Aus
der Konstanz der z-Achse ergibt sich: i' = i.
j' finden wir durch folgende Uberlegung:
Drehung der x-Achse in die Iage der y'-Achse wird durch die
Quaternion r(coe(90°+&) + i 8in(90%+ o )) dargestellt.
Drehung der y'-—Achse in die Richtung der z-Achse wird durch
die Quaternion j' dargestellt. Belde Drehungen hintereinan-
der ausgefiihrt ergeben die Drehung der x-Achse in die Rich=-
tung der z-Achse.
r(coa(90°+4;) + 1 8in(90°+&)). j' = rk  oder
(-sind + i cosel ). J' = k.
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b)

Multiplizieren wir links mit
(=8in o = i cos ol ), 80 erhal=-
ten wir wegen |

(=sinel = i cosel)(=sind + i cosd )= 1

j'=(-sind - i cosel ). k oder wegen
ik = =]

j' = j cosel = k sink

(siehe Skizze 4)
k' finden wir aus der Beziehung k'

k' = 1(j cosel - k-Bine )
k' = j sin e + k coseol

*C'Z'

A7

) 4

Skizze 4
®

i'j' bzw. k' = ij"

Fiir das x',y',z"'=System haben wir also folgende Symbole:

1 i
j*' = jcosed = k sinel
k' = j sinel + k cosd

Nun drehen wir das (x',y',2')-System um die y'-Achse im po-
sitiven Sinn um den Winkelﬁ e 2 = 2' geht dabei iiber in die
z"-Achse, die mit der aﬁlAchse zusammenfdallt, Die x'- bzw.
y'=Achse geht iiber in die x"-Achse bzw. y"-Achse (siehe

Skizze 5).

Dem (x",y"=y',z")-Symbol entspre-
chen wieder 3 Symbole i",j",k",
die in diesem System die gleiche
Rolle spielen wie i, j, k im
(x,y,2)=System.

i finden wir durch folgende Uber-
legung:

Drehung der x"-Achse in die Rich-
tung der x'-Achse wird durch die
Quaternion r(cos p + k' sinp )
dargestellt, Drehung der x'-Achse
in die Richtung der y'-Achse durch

x Skizze 5

ri' (r = Betrag der gedrehten Strecke. Beide Drehungen hin-
tereinander ausgefiinrt ergeben die Drehung r.i"



Hyperkomplexe Zghlen 14
| ri" = r(cos p + k' sinp ).i'

i" = i'cos p + j' sinp

i" = i cosp + (j cos - k sind ) sin p

i" = 1 cosPp + ] cos &£ sinp - k sind sin_P

Wegen der Konstanz der yt-Achse ist k" = k' = J sin< + k cos o
Aus j" = k" i" finden wir des dritte Symbol:
jn (j sin +k cosol ) (i cosp + j cosd sinp =k sina(.sinp )
j" = =k sind cosp - sind cosd sinp -i sin odsinp +j cosd cosf
- i cosd sinp + cosd sindsin(}
" = -1 sinp + j cos L cosp - k sin o cosf

Bei der Multiplikation ist immer zu beachten, daB das kommutati-
ve Gesetz nicht gilt!
Flir das (x",y",z")=-System gelten also folgende Symbole:

i" = 1 cos P + j cosed sinp - k sind sin B

j" = -1 sinp + J cosd cosfp - k sind cosf.

k" = j sind + k cosd

Der Leser kann sich durch Ausrechnen davon iiberzeugen, daB fiir
im, j" und k" die gleichen Beziehungen bestehen wie fiir i, j, k.
Eine Drehung im positiven Sinn um die Achse OF um den Winkel @
kann also durch das Symbol i" charakterisiert werden.

q = r(cos @ + 1" sin @ )

q = rjcose + (L cosfp + j cos«d sinp - k sind sinp )ein 9-]
Die Quaternion bi + ¢j + dk bezeichnet man auch als eine vekto=
rielle Quaternion. In unserem Fall hat diese vektorielle Qua-
ternion stets den Betrag 1, wie sich leicht ausrechnen 1&B8%t.
r bedeutet eine Strecke, die senkrecht zur Drehachse liegt.
Als Beispilel wollen wir folgende Aufgabe losen.

Gegeben sei die Quaternion q=0,5(1+i+j+k).

Man bestimme die Richtung der Drehachse und den Dreh-

winkel @ . '

1

Losung: Es ist q = 5 + L (i+j+k). 1_;_37

13
cosf:% sinf:i;‘... ¢ = 60°.
Die Drehachse finden wir durch die Beziehung
in = i+j+k
17
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' Hieraus folgen fiir £ und @ die Gleichungen:

1 1 -1
cosp = — cos of sind = — sin £ 8ind = —
= P b
Die Gleichungen werden erfiillt durch die Winkel
oL, = = 45°, b, =547 und
Lw u 1357, Bp = -54,7°

Beide LUsungen ergeben dieselbe Drehachse.

Interessant ist folgende Feststellung: Fiihren wir eine 45°-

Drehung um die z-Achse aus, entesprechend der Quaternion

1 =.$§41+1), und denach eine 45°-Drehung um die x-Achse mit
2

a, = T%41+3), 80 ergibt qiq, = $(1+1) (1+]) = F(1+1+j+k).

Das Ergebnis der beiden Drehungen ist also eine Drehung um die im
obigen Beispiel bestimmte Drehachse.

An einem zweiten Beispiel wollen wir diese Feststellung bestdti-
gen.

Wir betrachten eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 90° und
eine zwelte Drehung um die x-Achse um den Winkel von 45°.

qq = i und 95 = {—_;‘(1+j)

aa, = ;'-:2-.(1+,j) - —f%T(iH:)

q.= q,q, = cO8 90° + (—l 1 & b k) sin 90?
2 2
Der Drehwinkel betrédgt = 90°.
Fiir die Drehachse ergeben sich die Glelchungen:

cos -;A cos o cosp = 0 und -sind dinP =—{%'
2

Hieraus folgt: o = 90° und P = -45° (siehe Skizze 6)
Mit Hilfe der Quaternionen lassen §2

sich also 2 Drehungen relativ leich
zu elner Drehung zusammenfessen.

In der Fachliteratur werden meist
die Symbole 1, J und k etwas ab=
gedndert verwendet. 1 wird als Sym- r{ IE—
bol fiir eine 90°—Drehung um die x-
Achse, j als Symbol fiir eine 90°=-

Skizze 6



/ékomplexe Zahlen 16

hung um die y=Achse und k als Symbol fiir eine 90°-Drehung um
ie z=Achse verwendet. Fiir diese Festsetzungen ist das Ergebnis

zweier Drehungen mit den Quaternionen qq und 95 nicht 9,955 BOND=-
dern CPLP wie sich 1leicht nachweisen 1l&Bt.

Zum SchluB wollen wir noch einmal betonen, cfaB durch die Qua=
ternionen auBerordentlich fruchtbare Gebiete der Mathematik ent-

standen, wie z. B. die Vektoralgebra, die Metrizenrechnung und
viele andere Algebren.

Dr. Bruno Hanisch
Halle
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P. S. Alexandrow (Forisetzung)

Ies Geheimnis der ewigen Jugend

Pawel Sergejewitasch studierte sehr eingehend das Schaffen N,I.
Lebatschewskis und {ibernahm nicht nur die geometrischen Ideen

des grofen Kasaner Mathermatikers, sondern begriff, iibernahm und
entwickelte auch die pddagogischen Tunschvorstellunszen des rek-
tors der Kasaner Universitét, die in seiner Rede "l'ber die wich-
tigsten Erziehungsfakten" enthalten sind. I Ndrz 1967 hielt

P.S. Alexandrow in der Aula der lNoskauer Uriversit#t eine o#f-
fentliche Vorlesung "!'ber die wichtlgsten Erziehungsprobleme",
Ein bekanntes DBediirfnis des denkenden Nenschen ist, oi ch nmitzu-
tellen, einem anderen zu erzihlen, woriber man nachdenkt und was
einem lieb ist, das Bediirfnis, sein Schaffen, mag es nun rrofl
oder klein sein, Menschen, einem Kollektiv, zu iibermitteln,

Aber was ist ein Kollektiv?

"Ich bezinne mit dem Kleinen", erkliért Pawel Sergejewitsch sei-
nen Gedankenzang,.,"Zin Kollektiv ist =z, B, die Seminargruppe, zu
der ein Student schon im 1, Studienjahr gehtrt, oder die Semina-
re in den htheren Studienjahren. Zu den 'allzemeinstudentischen!
Interessen kommen die wissenschaftlichen Interessen; bei den ru-
ten Studenten treten diese bald in den Vordergrund., Zs kommt zu
neuen Erlebnissen, den stirksten, die ein I'ensch haben kann, den
schopferischen Erlebnissen, Mir ist bis heute das FYollelrtiv jun-
ger Mathematiker an der MNoskauer Universitiét von damals am lieb-
sten, als ich studierte. Ts ist die bekannte "Lusitania", 7ir
alle - und wir waren viele - waren begeistert,"

Die geistige Erziehung allein macht noch nicht die Trziehung aus,
sagte Lobatschewskli, Dieser Gedanke bedeutet fiir die konkrete pi-
dagogische Arbeit an der MNittel- wie auch an der Hochschule vor
allem die Untrennbarkeit des Unterrichtsprozesses vom gesamten
ErziehungsprozeB, Die Lrziehung des Menschen muB mit der Achtung
vor der Erziehung beginnen. Fihlt der lensch diese Achtung nicht,
so kann das schrecklichste geschehen, das einem jun;en !‘enschen
iilberhaupt zustoBen kann, er kann die Achtung vor sich selbst ver-
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lieren, das "Gef{{hl fiir Fhre und innere ¥iirde", von dem Loba-
tschewski immer sprach, Wenn der INensch die Achtung vor sich
selbst verliert, dann kommt es zu der Einstellung: Hein Wagen,
verliere alle 4 Rédder! Das Gefiithl fiir Ehre und Achtung gegen-
lber sich selbst dagegen verpflichtet, und daraus entwickelt
sich die echte Disziplin, Sie entsteht aus einem ernsthaften
Verhalten gegenilber den eigenen Verpflichtungen und dem Ieben

im allgemeinen,

Pawel Sergejewitsch berichtet iiber die gute Tradition der rus-
Sischen Universd tdten, die entstanden und sich entwickelten
auf der Basis der russischen und sowjetischen RKultur. Die Vor-
lesungen der Professoren dieser Universitidten umfaBten ein zahl-
reiches Auditorium und gaben vielen juncen Menschen nicht nur
die Mdglichkeit, vieles zu erkennen, sondern auch dieses be-
sondere Gefiihl des Kontaktes mit der Wissenschaft zu erle ben,
das vom gleichen Charakter ist wie das Gefiihl in Konzerten oder
im Theater, wenn groBe Kiinstler spielen."Ich glaube, daB das
hohe Niveau der gesamten Kultur fiir den Hochschullehrer nicht
weniger verpflichtend ist, als seine eigenen wissenschaftlichen
Leistungen., Ich glaube, daf kein Lehrberechtigter, ob er nun
Professor, Dozent oder Assistent ist, und unabhingig von dem
Wert seiner eigenen wissenschaftlichen Erfolge das Recht hat,
gsich der Teilnahme an der Erziehung der Studenten zu entziehen,
Es gibt jedoch Menschen, die zweifellos begabt~sind und einzel-
ne oder sogar beachtenswerte wissenschaftliche Erfolge aufwei-
sen", fiilhrt Pawel Serge jewitsch seinen Gedanken aus,"die doch
gleichzeitig weit von meinem Begriff eines Wissenschaftlers ent—
fernt sind, Sie betrachten die Wissenschaft nur vom Standpunkt
des eigenen Interesses und der eigenen Erfolge., Wenn man
Stanislawski mit anderen Worten wiedergibt, kenn man ‘sagen, das
diese Menschen nicht die Wissenschaft in sich lieben, sondern
die Wissenschaft fiir sich, mit anderen Worten, sie lieben sich
in der Wissenschaft. Dieses egozentrische Verhalten ist bei die-
sen Menschen auch in ihrer pddagogischen Tétigkeit festzustel-
len, wodurch die folgende Geéneration - die Generation der Schii-
ler - verbildet wird. Meiner Neinung nach ist die Ursache dafiir
ein Mangel an Kultur und der damit verbundene Yumsch, an nichts
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anderes zu denken, was auBerhalb des engen Kreises des eigenen
unmittelbaren Interesses liegt.

Unser p#dagogischer Beruf ist ein gliickbringender Beruf", er-
kléirte Pawel Sergejewitsch an Ende seines Vortrages. "Im Umgang
mit der Jugend liegt das Geheimnis ewiger Jugend. Eine Genera-
tion wird durch die andere abgeltst, aber um uns herum gibt es
80 Jjunge und frohe Gesichter! Und sie sind auch begeistert fiir
ihre Wissenschaft, und sie freuen sich ihrer Jugend, und sie
spielen auch FuBball vor allen Eingéngen zur Universitét, er-
laubt ihnen das die Universitétsleitung oder nicht??

Die mathematische Atmosphire

Wie in friiheren Jahren kommen zu jihm t#glich Schiiler, Die einen
brauchen einen Rat, eine Empfehlung, eine ausléndische Zeit-
gchrift oder ein seltenes Buch, die anderen wollen iiber ein Er-
gebnis berichten und ein Gutachten haben; die dritten haben
einen Artikel fiir eine ausléndische Zeitschrift geschrieben,
bitten um Durchsicht und Verbesserung des Wortlautes, um Berich-
tigung einer nicht ganz genauen Ubersetzung aus dem Russischen,
Einer der letzten Aspiranten Alexandrows, jetzt Mitarbeiter der
von ihm geleiteten Abteilung fiir Topologie am Mathematischen In-
gtitut namens W,A, Steklow der Akademie der Wissenschaften der
UdSSR, Kandidat der physikalisch-mathematischen Wissenschaften
Shenja Stsohepin berichtet, da er den mathematischen Teil sei-
nes letzten Aufsatzes fiir "Vortrige an der Franzbsiachen Akade-
mie der Wissenschaften" selbst geschrieben habe, aber bei der
Formulierung des franztsischen Textes Pawel Serge jewitsch ge-
holfen hiétte. "Pawel Sergejewitsch hat fiir uns Stundeten der
jlingeren Studienjahre der Moskauer Universitét ein Seminar {iber
die Grundlagen der Topologie durchgefﬁhrt”, erwtdhnt Shenja. "“Be-
reits im 1, Studienjahr wurde ich fiir meine Arbeit unter Anlei-
tung von Pawel Sergejewitsch mit einer Primie im Wettbewerd fiir
wissenschaftliche Arbeiten der Studenten ausgezeichnet, Aus den
Teilnehmern dieses Seminars wihlte Pawel Sergejewitsch gewdhnlich
s@ine Aspiranten aus, Die 1, Arbeiten seiner Schiiler sah er immer
besonders genau durch, half oft sie umzuarbeiten, schrieb sie
sogar manchmal neu. Obwohl sein Anteil an der Arbeit das Uberge-
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wicht hatte, unterzeichnete er nie als l'a!l’i1;!:).1:'139.1.'!'::;;:"l
Sein ganzes Ieben ordnete Pawel Sergejewitsch zwei Forderungen
unter: 1, der Entwicklung der Wissenschaft, vor allem der Topo-
logie, 2. der Erziehung seiner Schiiler, indem er ihnen seine
Kermtnisse, Ideen und Erfahrungen itbermittelte und sie der all-
gemeinen Kultur und der WMusik nahebrachte,

Pawel Serge jewitsch bleibt selten allein, sogar auf seiner Dat-
sche, Fagst immer war bei ihm ein lauter Kreis von Gleichgeainn—
ten zu Besuch."Es verging kaum ein Sonntag, daB nicht zwischen
9 - 10 Uhr nach Komarowka einige Schiiler Pawel Serge jewitsch's
und selne Arbeitskollegen kamen", erzihlt Prof, ¥.I. Ponomarew,
"Mich zum Beispiel lud Pawel Sergejewitsch 1954 zum erstenmal
als Student des 1. Studienjahres ein, In diesem groBen Hause
voller Licht und Biicher freut man sich immer {iber Giste und
heiBt den Studenten genauso herzlich willkommen wie das Akade-—
miemitglied. Noch als Horer des 1, Studienjahres lernte ich in
der Datsche viele angesehene Wissenschaftler kennen,

Die frohliche Gesellschaft begab sich gewthnlich morgens auf
einen Spaziergang: im Sommer zu FuB zum Frjasiner See, im Win-
ter fuhr man Ski. Obwohl.Pawel Sergejewitsch nicht mehr jung war,
lief er leicht 25 - 30 km Ski, Im I&rz machten sich gewdhnlich
alle auf Skiern zum FluB auf, um im eiskalten Wasser zu baden.
Dann rieben wir uns trocken und fuhren wieder Ski, Gegen 4 Uhr
fuhren wir zuriick zur Datsche zum Mittagessen., Denach setzben
wir uns fiir 1 1/2 - 2 Stunden zusammen, um zahlreiche mathemati-
sche Probleme zu diskutieren, Aufgaben, Theoreme und Bedingun-
gen zu formulieren. Es ergab sich eine eigenartige mathematische
Atmosphére, in der die Probleme, Ideen und ISsungen gleichsam
in der Luft lagen. Manchmal wurden hier auch die Studien- und
Diplomarbeiten sowie die Dissertationen fiir die Kandidatur und
das Doktorat festgelegt. Um 8 Uhr gab es das traditionelle Tee-
trinken und natiirlich wieder Unterhaltungen iiber mathematische
Themen. Einige fuhren spit abends nach Moskau zuriick, andere
blieben in dem gastfreundlichen Haus 2 - 3 Tage und lasen in
den Biichern und Zeitschriften iiber Mathematik aus aller Welt,
Seit 1954 nehme ich auch den jihrlichen 'topologischen Ausflii-
gen' nach dem Tischkoner Stausee teil", fihrt Wladimier Iwano-
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ke s — e e
witsch Ponomarew fort. "Gewshnlich unternimmt men sie im Mai,

und es nehmen 30 - 40 Studenten, Aspiranten und Hochschullehrer
teil, Als Pawel Sergejewitsch 1966 70 Jahre alt wurde, beteilig-
ten sich an dem 'Jubilﬁumsauaflug' iiber 100 WMenschen, Man ging
von der Station Prawda der Jaroslawler Iinie nach Tischkow, ins-

gesamt sind dies 15 km, Unterwegs rasteten wir, ziindeten ein
Feuer an, spielten FuB- oder Volleyball und fiihrten natiirlich
endlose Gespréche iiber topologische Themen, Darauf badeten wir."
Die Vorliebe fiir den Wassersport, fiirs Schwimmen und Rudern,
sind das stindige QObby des Wissenschaftlers. Vor einigen Jah-
ren, zur Feier des 25-jihrigen Bestehens des Sportklubs der
Moskauer Universitidt, wurde unter den fiihrenden Sportlern, die
mit der Jubiléumsmedaille ausgezeichnet wurden, auch Alexandrow
genannt, Wihrend seines langen Lebens sammelte er eine eigen-
artige "Kollektion" groBer und kleiner Fliisse, die er von derx
Quelle bis zur Mindung mit dem Boot befuhr. Bei diesen wilden

- Wasserfahrten begleiteten ihn immer Freunde und Schiiler; eine
dieser Fahrten machte das bekannte Quartett der Akademiemitglie-
der P.S. Aleiandrow, A,N, Kolmogorow, S,l, Nikolski und A.T.
Malzew, Es versteht sich, daB bei allen diesen Wasserfahrten

mit Pawel Sergejewitsch eine mathematische Atmosphire herrschte:
es wurden endlose Probleme der klassischen und rioderen Mathe-
matik diskutiert,

A. Chalamaijser
Moskau

GEHEIMTIP zum Losen der Preisaufgaben

In zweifelhaften FZllen entscheide man sich fiir das
Richtige.
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Preisaufgaben

N 7 Seien a,b,c,d solche ganzen Zahlen, daB das Gleichungs-—

@ system ax + by = m
cx +dy =n

fiir alle ganzzahligen m und n ganzzahlige LOsunsen hat,
Man zeise, daB dann ad - be = 34 celten muB,

N 8 Man zeige fiir alle ganzen Zahlen n> 1 die folgende Unglei-

@ chung:

Sl=

1 1 1
+I—1I1—+—2-—+£-2->1.

N g Jeder Ecke eines dreieckiren Prismas sei eine Zahl derart

@ zugeordnet, daf die einer beliebigen Ecke zugeordnete Zahl
gleich dem arithmetischen ittel der Zahlen ist, die den
mit dieser Ecke durch eine Kante des Prismas verbundenen
Ecken zugeordnet sind.

Van zeige, daB alle 6 den Ecken zugeordneten Zahlen gleich

aind,

N 10 Sei p eine Primzahl gréBer als 2, Man zeige, daB % ein-

® deufig in der TForm % = 1; + ;7 darcestellt werden kann, wenn

x und y verschiedene positive ganze Zahlen sind,

N 11 Im Inneren des Kreises K seien zwei Punkte A und B geze-

@ ben. Nan zeire, dal ein solcher Kreils existiert, der durch
die Punkte A und 3 geht und vdllig im Inneren des Freises
¥ liegt.

N 12  [[ycTs a IpOM3BOIBHOE NOJORUTENBHOE YMCIO. PacCMOTDHM

@ I-1 mocleZOBaTEeNBHHX KPATHHX 3TOT'0 YHCHA & 8, 28, 38,.ee,
(n=I)a. JloxkasaTh, YTO CpeAu HUX HauwieTcs OO Kpatimet

Mepe OZAHO TaKoe YHUCIO, AJNA KOTOPOro alCONNTHaf BelMYUHE
DPABHOCTA MEXLy HMM ¥ Oimxaifummu Leluit umcioM He GyZerT

IPEBHTATH ﬁ .

EinsendeschiuB: 15.5. 1981
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Wourzel Preisaufgaben

Auswertung 1980

Im Schuljahr 1979/80, d.h. zu den Preisaufgaben, die in den
"Wurzeln" Heft 9/79 bis 7\8/80 verdffentlicht wurden,
erzielten folgende 10 Einsender die besten Erzebnisse:

Name . Punktzahl
Erdm é n n, Frank Zeitz 60
Mohnke, Klaus Liibbenau 57
Werner, Gerald Meiningen 56
5 c henk, Klaus Hoyerswerda 54
Kohlernr, Uwe Taura 41
Hibner, Matthias Leipzig 41
Schmid+t, Jorg Neubrandenburg 40
Romme c¢c k, Steffen Dresden 40
Werner, Grit Magdeburg 38
Richter, Mario Gadebusch 38

Wir gratulieren den hier genannten fleiBigsten und erfolg-~
reichsten Finsendern und bedanken uns bei allen Teilnehmern

am Preisaufgabenwettbewerb, die uns im Schuljehr 1979/80
Losungen eingeschickt haben. Wir hoffen weiterhin auf eine

rege Beteiligung und wiinschen dazu allen Lesern viel Erlolg.
Fir alle Schiiler, die sich an den Preisaufgeben beteiligen
méchten, hier noch einmal die ausfithrlichen

Losungsbedinguneen:

Fir jede vollsténdige Lésung erh&lt der Einsender die bei der
entsprechenden Ausgabe angegebene Punktzahl. Am Fnde des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten im Werte
von 0,50M je Punkt. Einsendern mit weniger als 10 Punkbten wer-
den die in diesem Jahr erreichten Punkte fiir das ndchste Schul-
Jjahr gutgeschrieben. Die Ldsungen sind — jede Losung auf einem
gesonderten Blatt, versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe
des Einsenders - unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben" an

uns zu senden. Alle Aussagen sind stets zu beweisen, unbewiesen
verwendete Sachverhalte sind anzugeben. Der Lésungsweg (ein-
schliellich Nebenrechnungen etc.) muB deutlich erkennbar sein.
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Aufgebe M 19((Ldsung nach Prof. Dr. Roth, em. Prof. d. FSU Jena)

Fir die LOsung der Aufgabe mu8 man voraussetzen, das die
Vektoren AB und BC unabhéngig sina,

Lisung:

Man verbinde B mit dem Mittel-~

punkt M der Strecke AC. Die durch A(O:“)

A verlaufende Gerade der Schar
schneidet BM in D. Die Strecke x{,,,}
AD wird parallel zu AB verscho=-
ben, so da8 D in einen Punkt

von BC iibergeht. Man erh#ilt
die gesuchte Gerade g(XY). Bla,0)
Beweis:
Im schiefwinkligen Koordinaten-System mit B ale Ursprung,
g(BC) als x-Achse und g(BA) als y-Achse gilt

4 2 (0,a) C= (c,0)

M= (%, %) DE (te %, o %) , Wobel t von

der Parallelenschar abhéngt.
Die Verschiebung lisefert: - ‘

E= (t* g, 0)
Weiter sel X = (0,7 ).
Somit gilt: (0,8) = (0, p + te g), also -4 = te g. - B
Wir dberpriifen nun die Teilverh#éltnisse:

ip , 2L e "E"E'-t
+ C

= Zz t

BC : = =TT

Die L8sung 1lat fir alle t ¢ 2 mdglich.
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Einfilhrung in die Topologie

i ToEolo§ische Eiﬁen.schaften der Zahlenﬁeraden

Von der 9. Klasse an ist jeder Schiiler mit der Menge der reel-
len Zehlen R, der Zahlengeraden, hinreichend vertraut. Wir ver=—
wenden die Begriffe "Menge der reellen Zahlen" und "Zahlengera-
de" als &quivalente Begriffe in dem Sinne, daB jeder reellen
Zahl eindeutig ein Punkt der Zahlengeraden und umgekehrt jedem
Punkt der Zahlengeraden eindeutig eine reelle Zshl zugeordnet
werden kann. In der Schule werden vor allem die algebraischen
Eigenschaften'und die Ordnungseigenschaften der Zahlengeraden
betrachtet. Zu den algebraischen Eigenschaften der Zahlengeraden
gehdren beispielsweise die unbeschrédnkte Ausfiihrbarkeit der Ad-
dition, der Multiplikation und der Subtraktion in R und die un-
beschrénkte Ausfithrbarkeit der Division in R ™ {0} . Ordnungs-
eigenschaften sind alle die Eigenschaften, die mit der Tatsache
verbunden sind, daB R eine geordnete Menge ist. Wie wir wissen,
gilt ja z. B. fiir zwel beliebige reelle Zahlen x, y entweder
X<y oder x>y oder X = y. Es lassen sich also zwel beliebige
reelle Zghlen X, y stets der GroBe nach vergleichen. Weiterhin
ist der Betrag |x| einer reellen Zahl x €& wie folgt definiert:

x fir x» 0

Ixl : = O fiirx =20

-x fiir x < 0
Der Betrag der Differenz zweier reeller Zahlen x,y&R , | x=-y| ,
wird als Abstand zwischen x und y bezeichnet, was der anschau=-
. lichen Deutung auf der Zshlengeraden villig entspricht.

In den folgenden Ausfiihrungen werden wir die sogenannte Drei-
ecksungleichung sehr hiufig benutzen.

Sind x,y beliebige reelle Zahlen, so gilt stets:

Ix + yl * |x1 + (yl
Unter einer Folge reeller Zahlen verstehen wir eine eindeutige
Abbildung von N?* (Menge der natiirlichen Zahlen N ohne Null)
in R . Mit anderen Worten: Eine Folge reeller Zahlen ist eine
Funktion f mit dem Definitionsbereich D(f) = N* und einem Wer-
tebereich W(f) € R . Fiir f(n) (n€é N*, f(n)é R ) schreiben wir
auch a, und symbolisieren eine Folge reeller Zshlen durch
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@)y ens - .
Beispiele flir reelle Zahlenfolgen:
1 1 1 1
(E)n€~. = (1’ E' 3,-..,3,.--)
(en-‘l)u‘”‘ = (1,2,4’000,2!1-1,..-)

- ) 1\n~1
(D" Dgewr = (o= Fs do = Foees (= DT, L0
Der Begriff der Konvergenz einer Folge reeller Zahlen in R
wird wie folgt definiert:

Definition 1
Eine Folge reeller Zahlen (a ) .y heiBt konvergent
in R genau dann, wenn eine reelle Zahl a éR existiert
mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes £€R und € >0
existiert ein n € N, so daB fiir alle n>n_, ne N,

gilt: Ian-al <& .

Formalisiert:

Eine Folge reeller Zahlen (an)n“‘. heiBt konvergent
in R *—»

Ja Ve 3 nOVn(a,é ERA £>50n n ,né N'An> n = lan_-al <€)

Ist fiir eine Folge (an)neu' die in Def. 1 formulierte Konver=-
genzbedingung erfiillt, so sagen wir, die Folge konvergiert ge-
gen den Grenzwert a, bzw. die Folge besi;l:zt den Grenzwert a. Die
Folge (-:-1)[“". besitzt demnach den Grenzwert O (Null), wihrend
die Folge (2“‘1)““‘. keinen (eigentlichen) Grenzwert hat.

Auch der Sachverhalt der Konvergenz 1&Bt sich auf der Zahlenge-
raden veranschaulichen. Es muB ein Punkt a auf der Zahlengera-
den existieren mit folgender Eigenschaft:.WEalhlen wir eine belie-~
bige positive reelle Zahl € ( & mag sich noch so wenig von Null
unterscheiden), so muB sich eine Zahl n_€N* finden lassen, so
daB alle a, mit n> ng zwischen a - € und & + & liegen, wihrend
8ich auBerhalb dieses Abschnittes (Intervalls) hochstens die
endlich vielen Folgenglieder 819855000 y8) befinden.

Es gilt nun der folgende Satz: 9

S atz 1
Der Grenzwert einer konvergenten Folge reeller Zahlen

ist in R eindeutig bestimmt.

Beweis (indirekt): Nehmen wir an, es geien sowohl a als auch a'




~Topologie 28

mit a # a' Grenzwert einer Folge (ap)eme* Wegen a # a' gilt:
o a-g' . "

la - a'l >0. Wir wihlen & = L2838k 50, Nach Definition 1 exi-

|

stiert dann ein nocll" mit lan—al<£ = la=all fiir alle n> B e

Ebenso existiert dann nach Definition 1 ein n! € N* mit

Ian-a'l <€ = genl fiir alle n>nl.

Sei m,: = no+u5, so ist mo>no und auch mo>n6, und es muB so-

wohl |a  -a|<g als auch la, -a'|< €& gelten. Wir erhalten:

(e} o

e-a'l =|a-a_ +a_ -a'| £ |a-a
My Mo :
5 a-a'
L

| + [a, -a'|< 2 =
My My
: = |a=a'l .
Es kann aber |a-a'l| £ [a=-a'l nicht richtig sein, also muB auch

unsere Annahme 2 # a' falsch B8ein.

Wir bemerken: Um den Begriff der Konvergenz einer Folge reeller
Zahlen definieren zu k&nnen, war neben anderem insbesondere der
Begriff des Abstandes |x-y| zweier reeller Zahlen x,y erforder-
lich.

All die bisher besprochenen Tatsachen werden auch in der Schule
gelehrt oder konnen aus frilheren Beitrédgen in unserer Zeitschrift
als bekannt vorausgesetzt werden. Womit ein Schiiler aber weit we-
niger vertraut sein wird, das sind die topologischen Eigenschaf-
ten der Zahlengeraden. Ohne hier ausfilihrliche Erkl&drungen anzu=-
schlleBen, was man unter topologischen Eigenschaften versteht,
wollen wir uns der Betrachtung solcher Eigenschaften zuwenden.

Defini+tion 2

Sind a,b€R und a<b, so heiBt
Ja,b{ : ={x : xéRAa<x<b}
ein offenes Intervall mit den Endpunkten a und b.

Die offenen Intervalle sind spezielle Teilmengen von R . Der
Punkt E%E heiBt Mittelpunkt des Intervalls ]a,b[ , und |b-a)
ist die Lénge des Intervalls,

Definition 3 .
Sind x €R , £ €R und € >0, so heiBt das spezielle of-
fene Intervall der Ladnge 2€ mit X, als Mittelpunkt
eine £ -Umgebung von Xys die wir mit Ug (xo) bezeichnen.
U‘_(xo) ={x : xXER A X, -E(xcxo +&} .
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Jetzt 8ind wir in der Lage, einen ganz wesentlichen Begriff zu
definieren, nédmlich den Begriff der Umgebung.

Definition 4
Eine Menge U £ R heiBt Umgebung eines Punktes x &R
genau dann, wenn ein £ € R, &€ >0 existiert mit
Ueg (x) & T.

Sat 2z 2 3 _
Jede & -Umgebung von X Ug (xo), ist Umgebung U je=-
des ihrer Punkte.

Beweis: Sei x€ Ug (xo) beliebig gewdhlt, so ist Ix-xol < £ oder
€ - |x-x0| > 0. Wir setzen €' =§£- lx-xol und betrachten Ug:(x).
Wehlen wir y 6 Ug, (x) beliebig, so ist stets |y-xl < €' . Jetzt
betrachten wir den Abstand zwischen x  und y, d. h. [y-xol
ly=x | = [y-x+x-x_| % ly-x| + Ix-x 1 < €'+ |x=x| =

€ - Ix=x | + Ix-x,| = € .
Iy—xolc € heiBt y & Ug (xo). Wenn also y € Ug (x), so auch
v € Ug(x,) und folglich Ug(x) §U (x,).
Fiir jedes x € Ug(x,) existiert ein €'> 0, so daB
Ugr (x) s Uge (xo). Nach Definition 4 bedeutet das aber, es ist
Us(xo) Umgebung von X.

Wegen x & Ut(xo) ist .nach Satz 2 natiirlich U‘(xo) auch Umgebung
von x  selbst. Iet x ein beliebiger Punkt der Zahlengeraden, so
gibt es fiir jedes £ €Rund &€ >0 eine £ ~Umgebung Uf(xo)' Damit
ist gesagt, daB es flir jeden Punkt x_  €R beliebig viele & -Um-
gebungen gibt. Da jede £ -Umgebung von e auch Umgebung von X,
ist, kann die Anzahl der Umgebungen von X natlirlich nicht ge-
ringer sein. Wir bezeichnen die Menge aller Umgebungen eines

Punktes x € R mit ¥ (xo).

Nunmehr beweisen wir vier Sdtze, die grundlegende topologische
Eigenschaften der Zahlengeraden beinhalten. Aus diesem Grunde ge-
ben wir diesen S&dtzen eine besondere Bezeichnung.

Satz U1:

Wenn U eine Umgebung des Punktes x ¢ R ist, so gilt
x € U, Formalisiert:
Yx YU (xeRAU €U (x) —> x€U).
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Beweis: Ist U€ Y (x), so existiert nach Definition 4 ein €¢2 ,
€>0, so daB Ug(x) € U. Da x€Ug(x) €U, folgt x €U.

Satz U2:
Wenn U eine Umgebung von x éR ist, und es ist U § U',
8o ist auch U' Umgebung von x.

Formalisiert:
Yx YU YU' (x€R A Ue (x)AUS U —U'e (x)).

Beweis: Ist U€ (x), so existiert nach Definition 4 ein £4R ,
€>0, so daB x €Ug(x) U, Da U S U' ist, gilt natiirlich auch:
Ue(x) & U'., Folglich ist nach Definition 4 auch U' Umgebung von
X, de he U' € (x),

Satz U3:

Wenn U,, U, Umgebungen von x€¢R sind, so ist auch ihr
Durchschnitt, U1nU2, Umgebung von x.

Formalisiert:

Vx YU, YUE(x eR A UppU € 0 (x) = U,nU,€ 1 (x)).

Beweis: Da U1 Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4
ein € €ER , £,>0, so daB Ug, (x) 5U1.
Da U, Umgebung von X ist, existiert nach Deflnltlon 4 ein
€, €R , £,5,>0, so daB Ug, (x) = U,

Setzen wlr £ := m1n{£1, £ j ,» 80 ist Ug(x) € U, und
Ue(x) = U, und somit Uc(x) < UynU,. Nach Deflmtlon 4 ist also
U1n U2 Umgebung von x.

Satz U4:

Zu jeder Umgebung U eines Punktes x &€ R existiert eine
weitere Umgebung W von x derart, daB U Umgebung jedes
Punktes ye W ist.

Formalisiert:

YxVYUIW WY (xeRAU,WeU (X)AYEW—TE " (y))

Beweis: Da U Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4 ein
EE€R , £€>0, B0 daB U, (x) & U. Nach Satz 2 ist Ug(x) Umgebung
Jedes Punktes y € Ug(x) und natiirlich auch Umgebung von x. Wegen
Ue(x) U ist nach Satz U, auch U Umgebung jedes Punktes y € Ug(x).
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Setzen wir W : = UE(x), go erfiillt W gerade die im Satz'U4 ge-

forderten Bedingungen.

Karl Herrmann

Lektor im Bereich
Theoretische Mathematik
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Spiegelung am Kreis

Mit Hilfe der Spiegelung am Kreis ist es fiir eine ganze Reihe

von Konstruktionsaufgaben mdglich, einfache und elegante Losungen

zu gewinnen. Dazu zdhlen auch die zehn Beriihrungsprobleme des

Apollomus (262-190 v.u.Z.), deren elementare Lisungen in der

" Schiilerzeitschrift "alpha" Heft 5/80 dargestellt sind. Die Spie-

gelung am Kreis, auch Inversion genannt, ermdglicht es uns,

solche und &hnliche Aufgabenstellungen ohne viele Irrwege zu

16sen. |

Am Ende dieses Artikels wollen wir folgende Aufgabe mit Verwen-

dung der Inversion ldsen: |

Aufgabe: Es sind die Kreise zu konstruieren, die zwei gegebene
Kreise K1 und K, beriihren und einen festen Punkt M,
welcher auBerhalb von Eﬁ und K2 liegt, enthalten.

Zu Beginn'werden wir die Inversion als Abbildung der Ebene auf

8ich definieren. Geben wir uns also einen Kreis k mit dem Mit-

telpunkt M und, dem Radius r vor. Der Kreis k heiBt Inversions-

kreis. Zu einem beliebigen Originalpunkt P # M findet man den

Bildpunkt P' auf folgende Weise:

1« P' liegt auf dem Strahl mit dem Anfangspunkt M, der P ent=-

h&dlt.
2. P' erfiillt die Bedingung |MP| « |MP'l = re,

Aus der Definition dieser Abbildung folgt, dafB auch der Punkt P!

bei der Inversion in den Punkt P iibergeht. Mit anderen Worten:

P und P' wurden vertauscht. Die Punkte des Inversionskreises k

werden auf sich abgebilﬂef}JInnere Punkte von k werden aul fduBe=

re Punkte abgebi;ﬂefﬁun@ umgekeh: t. Aus dem zweiten Teil der De=
by
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finition folgt, daB |NMP| < r nur dann gilt, wenn |MP'> r er-
fiillt ist.

Der Punkt M, der nach Definition keinen Bildpunkt hat, wird inp
einen unendlich entfernten Punkt abgebildet. Nimmt man nun zu
der Punktmenge der Ebene diesen unendlich entfernten Punkt hine
zu, 80 kann jedem Punkt gensu ein Bildpunkt zugeordnet werden.
Wir vereinbaren, daB der unendlich entfernte Punkt in der Punkt-
menge jeder Geraden enthalten ist.

Nun wollen wir liberlegen, wie man zu einem gegebenen Punkt P 4 M

sein Bild P' konstruieren kann. Wir unterscheiden dazu 3 Fdlle:

o) Ist'P ein innerer Punkt von k, so errichten wir in P auf der
Geraden MP die Senkrechte, die k in T schneidet. Die Tangen-
te an k in T schneidet die Gerade MP in P'.

P) Liegt P auf k, so ist P - 7',

y) Ist P ein HuBerer Punkt von k, dann legen wir durch P eine
Tangente an k. Von dem Beriihrungspunkt T fdllen wir das Lot

auf die Gerade MP. Der LotfuBpunkt ist P'.
T

Den Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion filhre der Leser
selbst. (z z P' erfiillt die Bedingungen 1. und 2.)

Im folgenden untersuchen wir, wie Geraden und Kreise bei der In-

version abgebildet werden. Aus der Definition der Inversion folgt

unmittelbar der : _ '

Satz 1.| Jede Cerade durch den' Mittelpunkt M des Inversions-
‘kreises wird auf sich abgebildet.

/
Es ist niitzlich zu iliberlegen, welche Teile der Geraden esuf wel-

che Teile abgebildet werden (Strahl, Strecke, Punkt M und der
unendlich entfernte Punkt).

Wie werden aber nun Geraden abgebildet, die M nicht enthalten?
Un diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns sn den Sekanten-
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satz und dessen Umkehrung:
Die Geraden g, und g5 schneiden sich im Punkt M. Weiterhin haben
die Gersden mit einem Kreis die Punkte A, und A2 bzw. B, und B

= 1. 1 2
gemeinsam. Dann gilt |MA,l - IMA | = lMB{ | 7B, o

Der Satz folgt unmittelbar aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
A MA,B, und A MA,B,. Die Umkehrung des Satzes zeigt man durch
eiuen indlrekten Beweis.

Nun kesnn folgender interessante Satz bewiesen werden:

Satz 2.|Jede Gerade, die den Vittelpunkt M des Inversions=-
kreises nicht enthalt, wird auf einen Kreis durch
M abgebildet.

Beweis. Gegeben ist eine Gerade g mit M¢ g. Der FuBpunkt des Lo-
tes von M auf g sei A. Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt
P # A auf g. A' und P' sind die zugeh''rigen Jildpunkte bei der

betrachteten Inversion.

Da |MA|.[|MA' = [ﬁ?l»lﬁ?ﬁ = ri, folgt wegen der Umkehrung des
Sekantensatzes, daB A,A',2 und P' auf einem Kreis k mit dem Kit-
telpunkt M liegen. Nach Umkehrung des Satzes von Thaleu ist

A'P ein Durchmesser von kK, . Es folgt |4 PP'A'[ = 90°. Vir kon-
struieren den Kg/id’k1 der die Punkte M,A' und P' enthdlt. Der
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Mittelpunkt M, von k, halbiert die Strecke MA'. (Begriinde diese
Aussage selbst!) Der Kreis k1 enthdlt die Bildpunkte A' und P'.
Weiterhin ist der Kreis k1 von der Lage von P auf g unabhingig.
Durchlauft der Punkt P alle Punkte der Geraden, so durchlduft
P' alle Punkte des Kreises k1. (Die Gerade g enthdlt nach Ver-
einbarung den unendlich entfernten Punkt, der auf M abgebildet
wird. ) Also wird g auf k, abgebildet und umgekehrt.

Der Leser entwerfe fiir die Fﬁlle, daB g Tengente bzw. Sekante
ist, die zugehbrigen Beweisfiguren.

Uber die Abbildung von Kreisen in allgemeiner Lage gibt folgen-
der Satz Auskunft:

die nicht den Mittelpunkt M des Inversions-
kreises enthalten, werden bei der Inversion wieder
auf Kreise abgebildet.

catz

Zum Beweis benﬁtigen wir das folgende

Lemma : Bei einer Inversion mit dem Mittelpunkt M des In-
versionskreises werden die Punkt A und B auf die
Punkte A% und B' abgebildet. Dann sind die Dreiecke
A MAB und A MA'B' #hnlich, also

A MAB = 2 MB'A' und

% MBA = 4 MA'B'. -
K

3.

I 2 R
r2 folgt '%f' = i@? j .

I MBI 1A Y
Weiterhin haben die zu untersuchenden Dreiecke den Winkel ge=
meinsam, der von den Strahlen durch A bzw. B mit dem Anfangs-
punkt M gebildet wird. Also sind die Dreiecke A MAB und A MA'B!

dhnlich.

Beweis. Aus [MA| - |[MA1 = MBIl © IWBY

Zum Beweis von Satz 3¢ Der Kreis k mit dem Mittelpunkt N soll am
Kreis K mit dem Mittelpunkt M gespiegelt werden. Die Gerade NN
schneidet k in den Punkten A und B. A' und B' sind die Bild-
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punkte bei der Inversion an K. Wir betrachten einen von A und
B verschiedenen Punkt C auf k. C' ist sein Bild. Wendet man das
Lemma auf die Punkte A und C an, so erhilt man

| 4 Macl = | & MC'A'] = @ . Betrachtet man nun die Punkte B
und C, 80 ergibt sich aus dem Lemma | < MBC/ = [ < MC'B'| =7 .

K

Da C ek ist, folgt |<X BCA| = 900. Ulber den AuBenwinkelsatz
erhalten wir die Beziehung p - & = 90°. Wenden wir dleses
Ergebnis auf das Dreieck A A'B'C', so bekommen wir | A'C'B'] =90°,
Nach Umkehrung des Satzes von Thales liegt ¢' auf einem Kreis k1
und K'B* als Durchmesser. Durchlduft nun C alle Punkte von K,
dann durchlduft C' alle Punkte von k1. Alsoe ist k1 das Bild des
Kreises k. (Ist N' der Mittelpunkt von k1?)

Wenden wir uns nun der anfangs betrachteten Aufgabe zu:
Nehmen wir an, wir haben eine Loésung gefunden.
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Bilden wir die Figur mittels einer beliebigen Inversion mit dem
Mittelpunkt des Inversionskreises in M ab, so entstehen aus den
Kreisen,K1 und K2 die Kreise K; und Ké. Der gesuchte Kreis k wird
auf eine Gerade abgebildet. Desmit haben wir ein neues Beriihrungs-
problem zu 1ldsen, wofiir wir aber schon eine Konstruktion kennen:

Zu 2 gegebenen Kreisen K{ und Ké sind die gemeinsamen Tangenten
L]

zu konstruieren.
ﬁlru

Ka

' . - é}‘fj
€Y
Durch nochmalige Anwendung der Inversion erhdlt man die gesuch=-
ten Kreise aus den gemeinsamen Tangenten von K! und K!. Eine ge-

1 2

naue Diskussion zeigt, daB es je nach Lage der Kreise K1-und K2
unendlich viele 4,3,2,1 oder keinen beriihrenden Kreis K geben

kanne.

Aufgabe, prei Kreise schneiden sich alle in einem Punkt O.
Es ist gefordert, alle Kreise zu konstruieren, die

die Kreise K1, K2 und K3 beriihren.

Literatur:
/1/ Bakelmann: Spiegelung am Kreis, Leipzig 1976
/2/ Bdhm u.a.: Mathematik Ffiir Lehrer, Bd. 7, Berlin 1975, S.156=162
/3/ Enzyklopddie der Elementarmathemetik, Bd. IV, Berlin 1969,
- S. 164-167

In /3 / wird mit Hilfe der Inversion der Satz von Mohr-Mascheroni
bewiesen, der besagt, daB jede Konstruktionsaufgabe, die mit Zir-
kel und Lineal ltésbar ist, unter alleiniger Verwendung des Zir-
kels losbar ist.
Peter-Michael Schmidt
Forschungsstudent
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Preisaufgaben _

N 1 Sei S ein innerer Punkt des Dreiecks ABC. Der Fliachenin-
halt der Dreiecke ABS, BCS und CAS sei gleich. Man zeige,

daB S der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist.

N 14 Auf der Seite BC des Quadrates ABCD liege die Strecke BE
der Ldnge % und suf der Verlidngerung der Seite CD liege
die Strecke CF der Liénge %. Man zeige, deB der Schnitt-
punkt der Geraden AE und BF auf dem Umkreis des Quadra=-
tes ABCD liegt. a sel die Seitenlidnge des Quadrates.

N 15 Wieviele fiinfstellige Zahlen gibt es, die durch 3 teilbar
~ sind und deren Dezimaldarstellung mindestens eine Ziffer
6 enthdlt?

Im gleichseitigen konvexen Sechseck ABCDEF sei die Summe

N 1€
der Innenwinkel in den Zcken A,C und E gleich der Summe
der Innenwinkel in den Punkten E,D und F. lan zeige, daB
die Innenwinkel gegeniiberliegender Ecken A und B, B und

E, C und ¥, gleich singd.

N 17 In einem Kreis sei ein Sechseck ARCDER einbeschrieben. Die
L

ange der Seiten AB,CD und EF sei gleich der Lidnge des
N 18

Redius des Kreises. Man zeige, daB die Mittelpunkte der
EinsendeschluB: 15.6.1981

drei ilibrigen Seiten des Sechsecks Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks sind.

lOKa3aTs, YTO U3 MEAUaH BCAHOTO TDEYI'ONBHNKI MO¥HO
NOCTPOUTE HOBHI TPEYTI'ONBHHK. L0KA3aTh Takie, UTO eCJm

HI = HCXOZLHHI! TpPeyTrOJBHIK, H2 ~ TPpeyIroNBHUK, TOCTPOEHHEH]
I3 MelUaH TPeyI'OJBHUKA HI’ a H3 = TP2YT'OIBHIIX, IIOCTNOSHHE
U3 MCLMaH TPEYroibhuxa d,, TO TPEyIO.BHINM Hr u i,

L

IOZO0HH .
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Losungen

Aufgabe M 43
Seien 01,02 und 03 die Zentren\der drei Kreise, die die
Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Die Tangenten an die
gesuchten Kreise in den Punkten A,B und C schneiden sich
in einem Punkt O. Weiterhin sind 04 und OB als Abschnit-
te zweier sich schneidender Tangenten eines Kreises, vom
Schnittpunkt bis zum Beriihrungspunkt, gleich. Analog ist
OB =0C und OA = 0OC. Somit ist O der Umkreismittelpunkt
des Dreiecks ABC. (Zeichnung 1)

Zeichnung 1 Zeichnung 2
Die Seiten des Dreiecks 010203 (bzw. ihre Verlidngerungen)
gehen durch die Punkte A,B,C und stehen senkrecht auf den
Strecken 0A, OB bzw. OC. Das heiBt, die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen nur solche Kreise, deren Mittelpunkte
man wie folgt erhdlt:
Men konstruiert den Umkreis des Dreiecks ABC und dessen

Tangenten in den Punkten A,B und C. Die Schnittpunkte
dieser Tangenten 8ind die Mittelpunkte der gesuchten Krei-
se. Ist das Dreieck ABC spitzwinklig, dann beriihren sich
K.I,K2 und K3 pearweise von suBen. (Zeichnung 1)

Ist das Dreieck ABC stumpfwinklig, dann beriihren sich
zwel Kreise von auBen, den dritten beriihren diese von
innen. (Zeichnung 2)

Ist das Dreieck rechtwinklig, dann hat die Aufgabe kei=
ne Losung. Man kenn sagen, daB in diesem Fall ein Kreis
zu eipner Geraden entartet. Die beiden iibrigen Kreise
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liegen auf einer Seite der Geraden und beriihren einan-
der von auBen. (Zeichnung 3)

Zeichnung 3

Aufgabe M 44
Sel ABCD das gegebene Trapez. _ e D |
Weiter sei 4 EAB = 4 ABC
und E liege auf der Verldnge~
rung der Strecke DC. Dann ist
ABCE ein gleichschenkliges
Trapez. Durch den Schnitt-
punkt F der Diagonalen des
Trapezes ABCE verliuft die
auf dem Mittelpunkt der Strecke AB errichtete Senkrech-
te. G liegt auf FC. Die Senkrechte auf AB durch F teilt
die Ebene in zwei Halbebenen. ¢ liegt in derselben Halb-

A [ B8

ebene wie B. Somit ist BG < AG. (1)
Dreiecke ABG und CDGC sing dhnlich. :
Aus (1) folgt DG <CG (2)

Aus (1) und (2) folgt BD< AC.

|Aufgabe M 45|

Wir setzen i—}% = t>0.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir
t2 -3t +2=0 / und deraus
t1 = 1' t2 = 2.

Wir betrachten jetzt die zwei Gleichungssysteme:
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'L <l G : 5 [
X=y X=-y

(1) und (2)
X+Xy+y=T X+xXy+y="T

Das erste System hat die zﬁei Losungen:
(-5,=3) und (3,1). '
Das zweite System hat die beiden Lidsungen:

({10 -1, T25=2) una (- {707 -1, =F1E=2

Folglich hat das zu 16sende Gleichungssystem die obigen
4 Losungen.

Ltufgabe M 46
Wir formen die Gleichung wie folgt um:

[x+2 cos(x.v)] 2 + 4 [1-0032(xv)] = 0.

Beide Summenden sind nichtnegativ. Folglich ist

x+2 cos(xy) = O und cosg(xy) = 1.

Daraus folgt cos(xy) = + 1.

Im ersten Tall erhelten wir das System

cos(xy) = 1, x+2 cos(xy) 0.

Wir erhalten x = -2 und y = k9r , wobei k=0,+1,+2,4..
Im zweiten rfall erhalten wir das System

cos(xy) = =1, x+2 cos(xy) = 0.

Wir erhaslten x=2 und y:'% (2m+1), wobei m=0,+1,+2,...
Die Losungen beider Systeme sind die gesuchten Losungen

-~

der gegebenen Cleichung.

An unsere Léser! :

Aufgrund eines Versehéns in der Druckerei wurden die Titel-
bilder der Wurzeln 12/80 und 1/81 leider vertauscht.

Wir bitten dafiir um Entschuldigung.

Die Titelbilder stammen von Edgar Pforr (12/80) und
Dorothea Heinrich (1/81).
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Einfiihrung in die Topologie (Il)

2. Topologische Eigenschaften des ® %

Alles, was wir fiir die Zahlengerade definiert, erldutert und be-
wiesen haben, kann bis auf die Ordnungseigenschaften ohne jede
Schwierigkeit auf die Menge aller n-Tupel reeller Zshlen

T = (x1,x2,...,x ), den R1T, iibertragen werden.

Hatten wir auf der Zahlengeraden d(x,y) :=|x-y| als Abstand der
beiden Punkte x und y erkldrt, so definieren wir den Abstand
d(« , uL) zweier Punkte m,u(x1,x2,...,x ) und ﬂ _(31,32,...,3 )
des wie folgt:

a( ¢ , ﬂ ):= J (x —y1)2 + (x -y2)2+...+(xn-yn)2 .

Fir n =1 ist d(g,, )= V(x -31 = ,x1-y1| -d(x1.y1). Also ent-
hélt die Abatandadef1nition im R " den auf der Zshlengeraden de-
finierten Abstand als Spezialfall. Fiir n=2 ist d(¢ ,% ) der an-

8chaulich gegebene Abstand zweier Punkte der Ebene:
o
)

d(z,q) =1 (xy=97)% + (x,my,
=lxxy)

k|

|
|
|
| X2™ Yo
|

Sobald im ® " der Abstand d(+¢ »# ) zweler Punkte erklirt ist,
kann der Begriff der Konvergenz einer Folge (¢,)..n* VvoOn
Punkten ¢, des R " definiert werden.

Definition 5 : Eine Folge (% )_..= von Punkten des
R ™ heiBt konvergent in iR P genau dann, wenn ein
Punkt 1 =(a1,ae,...,an)e WY existiert mit folgender
Eigenschaft: Fiir jedes ¢ W und €> 0 existiert ein
ve € IN* , 80 daB fiir alle u’ub y PelNF  gilt:

Aty )= V (x$ma ) 20(xf)- (X4 )2 e

-a ) +...+(x
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Genau wie auf der Zahlengeraden ist auch hier der Grenzwert (o
einer konvergenten Folge (¢,)_ . n* eindeutig bestimmt.

Auf der Zahlengeraden hatten wir fiir ¢ « iR und € > 0 eine ¢ -
Ungebung U, (x,) eines Punktes X, & iR durch
U (x,):= {x XeR A X -E<XL X+ Lj ix xelk A]x-xolu.j

definiert. VOllig analog definieren wir die Begriffe "¢ -Umge-
bung" Uy (¢,) und "Umgebung" U im R
Definitiomn 6:5indx_eR"undgcelR,e>0 belie-
big vorgegeben, so heifBt 5 5
n o 0
UL(zo) :=L4c. s e TA d(«e.,to) ="\!(x1-x1) +...+(xn-—xn) LB
eine £ =Umgebung von < &

Definition 7 :Eine Menge U € R™ heiBt Umgebung des
Punktes «e R ® genau dann, wenn ein £e R und €> O
existiert mit U, (¢) € U.

Auch im R _ gilt der Satz 2: Jede ¢ =-Umgebung von ¢ o? Ue (to),
ist Umgebung U jedes ihrer Punkte.

Die vier grundlegenden topologischen Eigenschaften U1 bis U4
gelten fiir den TR. ebenso wie fiir die Zahlengerade. Die Beweise
dieser vier Sdtze fiir den R ™ erh#lt men aus den Beweisen fiir
die Zahlengerade, indem dort lediglich x durch ‘¢ und y durch‘u&
ersetzt werden.

3. Topologische Eigenschaften metrischer R&ume

Wir bemerken, daB sich der Begriff der Koﬁvergenz einer Folge
(x,)ye v« Vvon Elementen einer Menge E in jeder Menge E erklidren
1dB8t, in welcher ein Abstand d(x,y) zwischen je zwei beliebigen
Elementen x,ye E definiert ist. Mit Hilfe des Abstandes lassen
sich auch die Begriffe "e=Umgebung" und "Umgebung" definieren
und damit wiederum die Satze 0'1 bis U4 formulieren und beweisen.
Offensichtlich kommen die grundlegenden topologischen Eigen-
schaften U1 bis U4 nicht nur der Zehlengeraden und dem R B zu,

sondern auch noch allgemeineren Mengen.

Betrachteri wir den auf der Zahlengeraden definierten Abstand
d(x,y) = | x=y | zweier Punkte x,y ¢ K etwas ndher. Durch
d(x,y) = |x-g | wird je zwei Elementen x,y e R eindeutig eine
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neue reelle Zahl zugeordnet. Es ist d(x,y)= | x-y| eine eindeuti-

ge Abbildung (Punktion) von R xR in R (D(d)= R xR und
W(d) = R) mit folgenden Eigenschaften:

a) PFir jedes x,yeR ist |x-y| = 0, und es ist [ x-y]|
genau dann, wenn x=y gilt.

b) Fiir jedes x,yeik gilt: |x-y| = |y-x|.
c) Fiir jedes x,y,z € R gilt: | x-y| & |[x-z| + | z-y|

Die Ungleichung unter c¢) ist eine elementare Folgerung aus der
Dreiecksungleichung:

| x=y| = |x=2 + z=y| £ |x-2] + |2z-y|.
Wegen ihrer geometrischen Bedeutung im K 2 und R
Ungleichung ebenfalls Dreiecksungleichung genannt.

3 wird diese

Auch der im R ” definierte Abstand zweier Punkte ¢ ‘;"'J e R

2
d(t,q) -V(x -y4) )2 4 (x —?2)2 +eaot (xn Vo) s
ist eine eindeutige Abbildung von R % R" in R mit den Eigen-
schaften a) bis c¢):
a) Wie man sofort erkennt, gilt fiir jedes % ,19 e R,
1

desy) = '\[(x1-s1 “ 4 (x -v2)2 +eoot (x =y )2 =0,

und es ist d(‘"""J) 0 genau dann, wenn v -13, d. h.

Xy = Y4A X5 = VoA ...»\xn =¥, ist.

b) Fir jedes ¢ , w ¢ i ™ gilt:

a6 = T (x=9)2 + (xpm1p)? 40t (2o )2

=-{ (31—x1)2_+ (Vg‘xg T (3n-xn)2‘
= d(‘q r‘t)o
¢) Fiir jedes 4 » 1) ,. 3 &[R_n gilt:
d(« ¥ ) ="{(x1-¥1)2 + (;1:2-sr2,)2 +eeot (xn_-yn)zl

=
f‘)/(::.I-z.l)2+...+(:t:n--zn)2 +'\[(z1-y1)2+..+(zn-yn)é1
= d(% orﬁ ) + d(:j 'l‘?)

Der Beweis der hier angegebenen Dreiecksungleichung fiir den im
R" definierten rAlaﬁl'l;and 131: nicht ganz einfach und an dieser
Stelle unangebracht.
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Diese Erkenntnisse legen die folgende Definition nahe:

Definition & : Eine Menge E heiBt ein metrischer

Raum genau dann, wenn eine eindeutige Abbildung d von
ExE in R definiert werden kann, die folgende Eigen=-
schaften besitzt:

a) Fir jedes x,ye E ist d(x,y) = O, und es ist

d(x,y)=0 genau dann, wenn Xx=y.
b) Fir jedes x,yeE gilt: d(x,y) = d(y,x).
c¢) FKir jedes x,y,z2eE gilt: d(x,y) € d(x,z)+d(z,y).

Wir nennen die Abbildung d eixie Metrik oder Abstandsfupktion in
E und den Wert d(x,y) €R den Abstand zwischen den Punkten x und
y. Die Zahlengerade und der R ™ erweisen sich somit als metri-
sche Riume mit d(x,y) = | x=-y| bzw.

d(t.,q ) ='1/(x1-v1)2 +ooet (xn-yn)zc
Ist die Menge E ein metrischer Raum, so 1dBt sich die Konvergenz
einer Folge (x,),.mn+ von Flementen aus E wie folgt definieren:

De finition 9 : Eine Folge (x,)..w ‘von Elementen aus
E heiBt konvergent in E genau dann, wenn ein a €E exi=-
stiert mit folgender Figenschaft: Fiir jedes £ eR
und € > O existiert ein v e N*, so daB fiir alle
vy, ve N™, gilt: d(x,,a)< € .

Wir sagen dann, die Folge (xvf,IHN. besitzt den Grenzwert a und
schreiben:
lim x, = a.

y oe
In jedem metrischen Raum ist wie auf der Zahlengereden und im

R ™ der Grenzwert a einer konvergenten Folge (x,) . n+* eindeutig
bestimmt. | '

Die Begriffe "e-Umgebung" und "Umgebung" definieren wir in einem
metrischen Raum E wie auf der Zahlengeraden und wie im R 2,

De finitiomn 10 : Sind x e E und £cR , £ > 0 beliebig
vorgegeben, so heiBt
UE(xo) = {x : XE BA d(x,xo)cc;&
eine £ -Umgebung von X,

Definition 11 : Eine Menge U € E heiBt Umgebung des
Punktes x< E genau dann, wenn ein £ €lR und &€ > 0
existiert mit Ug(x) = U.
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Auch in einem beliebigen metrischen Raum E gilt: Jede E -Umge=-
bung von X & E, Ut(xo), ist Umgebung jedes ihrer Punkte.

Jetzt lassen sich die vier grundlegenden topologischen Eigen=-

schaften U‘l bis U4 fiir jeden metrischen Reum formulieren und

genau 80 beweisen wie fir die Zahlengerade. Somit erweisen sich

die Sitme U1 bis U4 als Folgerungen aus den in Definition 8 an=-

gegebenen Grundeigenschaften des metrischen Raumes.
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Theoretische Mathemalik
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lugendobjekt ,,Programmpaket S!aﬁ;lik"

Die Aufgabenstellung des Jugendobjektes 1st eng mit der zuneh-
menden Anwendung mathematischer Mesthoden in vielen Bereichen
der Wissenschaft, Technik und Volkswirtschaft verbunden. In vie-
len Problemen ist eln deterministischer Zusammenhang interes-
sant , aber die Aufdeckung der GesetzmiBigkeiten wird durch zu-
fallige Stdrungen in Versuchs- und MeBreihen erschwert. Eine'
Lisung der Aufgabe ist dann nur mit statistischer Analyse mig-
lich. Studenten und junge Wissenschaftler der Sektion Mathematik
erstellen deshalb Programme, so daB die Rechentechnik als wich-
tiges Hilfamittel angewandt werden kann,

Bei dem Begriff "Statistik" denken wir wohl zuerst an die Er-
fassung, Zusemmenstellung und Wiedergabe von Zahlenmaterial., Die-
se beschreibende Funktion kann aber durch einen theoretischen
Aspekt, der mathematischen Statistik, wissenschaftlich ergénzt
werden. Es wird dadurch méglich, die beobachteten Ergebnisse zu
verallgemeinern und aussagekréftige SchluSfolgerungen zu ge=-
statten, '

Wir betrachten in einem Schraubenkombinat die Aufgabenstellung:
"Es ist zu untersuchen, ob sich die Produktion einer Schrauben-
sorte durch zwei Betriebstelile hinsichtlich der Qualitétskenn-
ziffer "Zugfestigkeit™ unterscheidet!”

Die Notwendigkeit einer statistischen Analyse ergibt sich aus
der Zerstdrung des Erzeugnisses bel der Kontrollmessung. Wir
kénnen also nur eine Auswahl der Produktion untersuchen. In en-
ger Zusammenarbelt mit dem Praxispartner abstrahieren wir die
konkrete Erscheinung, d. h., wir suchen ein Modell, das den
mathematischen Zusammenhang mdglichst gut beschreibt.

Wir teilen die MeBskala in Intervalle (Klassen) ein. Die rela-
tive Hiufigkeit, daB ein MeBergebnis in eine Klasse f&llt, hdngt
von der Auswahl dieser Klasse ab. Bel zunehmender Zahl von lleS-
ergebnissen gelangen wir auf diese Welse im klassischen Sinne

zu einer Wahrscheinlichkeltsverteilung der MeBSergebnisse, da
die relative HHufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit strebt.

Mit wahrscheinlichkeltstheoretischen Methoden gelingt es, diese
Verteilung durch geeignete KenngrBen (z. B. Mittelwert) zu cha=
rakteriaierén. Dies wollen wir uns zu Nutzen machen.
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In unserem Beisplel ist jedes konkrete Me@ergebnis additiv
durch systematische und zuf#llige Febler gestdrt. Zuf&dllige
Fehler wie Mef- und Produktionsungenauigkeiten sind in dem Kom~-
binat sicherlich gleichwertig. Wir verstehen darunter, dag sich
die Abweichungen von Sollwerten auf Grund dieser Ursache nicht
in den Betrieben unterscheiden. Das kSnnen wir voraussetzen,

da gleiche Produktions- und MeSmethoden vworherrschen sollen.
Folglich kdnnen Unterschiede in der EKennziffer nur durch Grdgen
der ersten Art auftreten (z. B. verwendetes Material, Einstel-
lung der Automaten).,

Nehmen wir jetzt an, die Produktionen seien nicht unterscheld-
bar. Dann kénnen wir anhand der Kenngr3Ben der Vertellungen Je
Betrieb untersuchen, ob die MeSergebnisse wirklich der gleichen
Verteilung entsprechen, Unsere Behauptung wird statistisch um
80 "sicherer" sein, je mehr MeBwerte zur Analyse vorliegen.
Wegen der Bedeutung der Entscheidungen ist der Einsatz von Rech-
nern also notwendig, um viele Daten verarbeiten zu kdnnen., Er-
gibt die Auswertung eine Differenz in den Kenngrifen, muf un-
sere Hypothese als falsch angesehen werden,

In der Wahrscheinlichkelitstheorie gibt es eine Reihe idealer
und mathematisch gut handhabbarer Verteilungen. Erfahrungen

und auch theoretische Ulberlegungen zeigen nun, dag viele reale
Prozesse durch solche Verteilungen recht gut beschrieben werden
kdnnen, So ist es mbglich, eine Vielfalt von Aufgaben mit glei-
cher Theorie zu l1®%sen. Damit kann mit einer Sammlung von Metho-
den eine umfassende Arbeit geleistet werden. Es ist die ver-
antwortungsvolle und interdisziplinire Aufgabe in erster Linie,
ein geeignetes Modell fiir das konkrete Problem auszuwéhlen und
das Ergebnis der Analyse richtig zu interpretlieren.

Die Mitarbeit an dieser interessanten und wichtigen Aufgabe weckt
die schépferische Selbstbetdtigung in der wissenschaftlichen Ar-
beit. Die Anwendung der Statistik bringt auf der einen Seite tle=-
feres Verstindnis fiir Probleme der mathematischen Kybernetik

und Rechentechnik durch den unmittelbaren Kontakt zu Rechenan-
lagen., Andererseits ist die theoretische Arbeit sehr anspruchs-
voll., Das wissenschaftliche Studium statistischer Analysen fihrt
oft zu Jahres- und Diplomarbeiten. Nebenbel bereitet natiirlich
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auch das EKennenlernen verschiedener Probleme in nichtmathema-
tischen Bereichen und der eigene Beitrag zur L3sung sehr viel
Freude.

N. Bitterlich
Mathematikstudent
4. Studienjahir

XX. Olvmpiude Junger Mathematiker
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 1112

@ Man ermittle alle reellen Zahlen x, fir die das folgende
System von Ungleichungen (1), (2), (3) erfilllt ist:

@ +x° -2z 2o, (1)
2x +x -1 < 0, (2)
13-1 > 0. (3)

S e e i Y

@ Es sel f die durch
£(x) = x - ()4 - (@2) + (x+3)4
definierte Funktion, wobeil der Definitionsbereich von f
a) die lMenge aller ganzen Zahlen,
b) die Menge aller reellen Zahlen
ist,
Man untersuche sowohl filir den Fall a) als auch fiir den Fall
b), ob die Funktion f einen kleinsten Funktionswert annimmt,
and ermittle, falls das zutrifft, jewelils diesen kleinsten

Funktionswert.

Es sind alle natiirlichen Zahlen n zu ermitteln, die die
folgende Eigenschaft haben: '
Fir alle reellen Zahlen a und b mit 0O< a<b gilt

1 1

<b +
1+a‘n 1-|-‘b'n

a +
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Ist £ eine im Intervall O & x & 1 definierte Funktion, so
seien filr sie die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) be=
trachtet:

(1) Fir jedes reelle x mit 0 € x & 1 gilt £(x) & 0.

(2) Es gilt £(1) = 1.

(3) Flir jedes reelle x, mit 0 & x.l & 1 und jedes reelle x,
mit 0 & xa 1 und x4 + x, £ 1 gllt
f(11*‘12) f(x1) * f(xg)-

a) Man beweise:
Wenn f elne Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2),
(3) gentigt, so gllt f(x)< 2x flir jedes reelle x mit
0O<x =1,

b) Man fiberpriife, ob auch die folgende Aussage wahr ist:
Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2),

(3) gentigt, so gilt f£(x) £ 1,99 « x fiir jedes reelle x
mit 0<x E 1,

Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen k, fir die dile
Gleichung

J 5
B * z'nr'r * 0
lésbar ist (d. h. mindestens eine Losung x besitzt), wobel
alle LYsungen x ganzzahlig sind.

==y =

@ Man beweise, dag fir jede nattirliche Zahl n die folgende
Aussage gilt:
Wenn die Anzahl der Ecken eines regelmiBigen Vielecks gleich
3n ist, dann gibt es kein rechtwinkliges Koordinatensystem,
in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktes dieses Vielecks
rationale Zahlen sind. '

@ Man zeige, da8 zu jeder natiirlichen Zahl n ® 1 und jeder na-
tlirlichen Zahl B> 1 eine natiirliche Zahl C 2 1 existiert,
die im Positionssystem mit der Basis B nur aus Ziffern
"Null" und "Eins" besteht und durch n teilbar ist.
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Preisaufgaben

N1 Auf der Seite AB eines Drelecks ABC seli beliebig ein
@ Punkt C, ausgewédhlt, Man verbinde Cq mit Cc. |
Der Schnittpunkt der Verlédngerung von CB mit einer zu
CC4 parallelen Geraden durch A sel A, und der Schnitt-
punkt der Verléngerung von AC und einer zu CCq paralle-
len Geraden durch B 3911B1. " _ ,

: 1
Man zeige, dasB m * EF-] = Ea .

Seien p und q ungerade ganze Zahlen. Man zeige, dag die

N 20
Gleichung
x2 + 2px + 2 = O
keine rationalen Losungen hat.
N 21

llan zeige, daB die 3. Potenz der gréBten dreier aufein-
anderfolgender natlirlicher Zahlen nicht gleich der Summe
der 3. Potenzen der beiden anderen Zahlen gein kann,

©

Man zeige, daB filir ein beliebiges rechtwinkliges Drel-
eck mit der Hypothenuse c¢ und den Katheten & und b fir
n>2 die Ungleichung c?>a + bt gilt,

Seien a,b,c und 4 solche ganzen Zahlen, daf jede der
Zahlen ac, bc+ad, bd durch eine ganze Zahl n teilbar
ist. Man zeige, daB in diesem Fall auch die Zahlen be
und ad durch n teilbar sind,

/lokasaThk, YTO PAacCTOAHME OT TOUYKM P, MOPOUBBOJNBLHO
BHOpAHHOY BHYTDM IapajilellorpaMua ABCD, A0 Onuxaitmeit
BepIMHE UapalfieliorpaMMa HUKOTAAa He IPeBOCXOAUT
pammyc R OmICaHHO{ OKpYXHOCTH TDPEYTONBHMKA ABC.

:
1
1

EinsendeschluB: 15.8.1981
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Lds ungen

Lésungen

[Aufgabe

¥ 49

Es ist ¥ = 90° - AL < 90° -4 90°.
Es gilt der Satz:

Je gréBer ein spitzer Winkel ist, desto gréBer ist sein
Sinus. Folglich ist

sin %‘ < sin(90°- é) = cos é

und somit

sin?si.né(coa/gainés%sinﬁs% (1)
Sel y der kleinste Winkel. Dann ist

sin é- % sin 30° = % (2)
Aus (1) und (2) folgt

sin‘-fainé Bihé‘%o

Aufgabe

M 50

Es gibt 9m natirliche Zahlen zwischen 0 und 10m—1, die
in der Dezimaldarstellung nur mit den Ziffern 0,1,_2,..,8
geschrieben werden. Die Anzahl der.‘leni?en Glieder1der

fraglichen Tellrelhe, die zwischen '.;'_m'ﬂ_'; und T2
0" - 0 =
liegen, betrigt also 9% - g% ', Der griBte Wert des

Intervalls ist m o
0

Somit gilt fir die Tellreihe folgende Abschitzung:
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lAufgabo Mg“ ) \
Durch einfache Uberlegungen findet man nacheinander:
D=0
C=4
B=3
Pu?2
A=1
Em 7T
G=5

Die eindeutig bestimmte ILdsung lautet:
1340 - 37 = 1301

= -

40 * 25 = 1240
| 27 + 12 = 41
(Bemerkung: Die Aufgabe war im Oktalsystem zu 13sen.)

Aufgabe M 52
Sei ﬁc die Lénge der Winkelhalbie-
renden CD des Winkels J’ , der an
der Ecke C des Dreilecks ABC liege. a
Der Flécheninhalt von ABC ist A
gleich der Summe der Fléchen=-
inhalte van ACD und DCB.'

Folglich ist

&b sin y = aﬂc sin & + b/?c sini .
Also ist

2ab sin & cos ¥ = /lc (a+d) sin & .

Wegen Y 0 gilt:

* 2¢co8 é a¥b

Fir y= 120° ist 2cos é = 2cos 60° = 1 und somit

pc'g%ﬁ'
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|Aufsabe M 53i

Da es sich um eine endliche Anzahl von Punkten handel?,
kann man 2 Punkte auswiéhlen, die zueinander den gr&fSten
Abstand haben. Um diese Punkte legt man Kreise mit dem
Radius 1. Eln beliebiger dritter Punkt fHllt in einen
dieser beiden Kreise,

Haben die beiden ausgewédhlten Punkte elnen Abstand gro-
Ber 1, so hat der dritte Punkt zu einem der beiden
elnen Abstand kleiner 1,

Haben die beiden ausgewiéhlten Punkte einen Abstand
kleiner 1, so gilt das erst recht, da dieser der maxi-
male Abstand ist.

Aufgabe M 54 -
Es ist (a-b)x = 2. Also ist & ¢ b und somit X = zop «
Da x eine natiirliche Zahl ist, ebensc auch & und b, 80
ist x Teiler von 2,

1, Fall: x = 1

Nach Aussage 2) gilt ax-6 = bx-4 = X,

also ist a = 7T und b = 5,

2 Fall: x = 2

Es folgt a=4 und b=3,

Die Paare (4,3) und (7,5) erfilllen die Bedingungen 1)
und 2) der Aufgebe. '

Aufgabe M 47

Wir schreiben das System in der Form
Gxey)*V = 9

XV[328 = 2(3x+y)?

Aus der zweiten Gleichu folgt
324 = 25V (3x49)21%°Y),
Mit Hilfe der ersten Gleichung erhdlt man
324 = 2%V.g1
Daraus folgt x-y = 2 (1)
Setzt man (1) in die erste Gleichung ein, so erhédlt man
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zwel Systeme:
X=y = 2 X=-y = 2
1) 2)
3x+y = 3 Ix+y = 3
s y _D o
Die Ldsung des ersten ist: Xy =g V==

L o | - .3
und die des zweiten ist: Xp==7r Vp==7-
Diese beiden Losungen sind auch die Ldsungen des gegebe-
nen Gleichungssystems.

Aufgabe M 48

Durch die Punkte A1, B1, C1 werden Geraden parallel zu

den Seiten AB, BC, CA gezogen. Die Schnittpunkte dieser
Geraden mit den Seiten des Dreiecks werden mit B2,CE.A2
bezeichnet.

Da A>3 ist, liegen die Punkte
B2, C, und A. auf den Strecken

2 2

CB1, AC1 und BA1.

Der Umfang des Dreiecks A1B1C1
ist offensichtlich kleiner als
der des Sechsecks A1B2B10201A2.
Es geniigt zu zeigen, daB der Um-
fang des Sechsecks das A -fache
des Umfangs des Dreiecks ABC ist.
De A.B, llAB; B,C, ll BC und
CTAQH CA, so folgt, daB die
Dreiecke A02B1, C1BA2 und )
B2A1C dhnlich dem Dreieck ABC sind. Aus den Gleichungen
A,C = (1= A)BC; B,A = (1=2A)CAy C4B = (1= A)AB folgt,dal
die Dreiecke AczB1, C1BA2 und 32A1C kongruent sind.
Somit gelten die Gleichungen:

AiBy = ACy, B,C = CyA, und B,C, = A,B.
Somit ist der Umfang des Sechsecks gleich der Summe der

Strecken Ac.l,BA1 und CB1, d. h. der Umfang des Dreiecks
A,B.,C, ist kleiner als das A -fache des Umfangs des

17171
Dreiecks ABC.
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Einfiihrung in die Topologie (lll)
4. Der Begriff des topologischen Raumes

Es taucht die Frage auf, ob man den Begriff der Konvergenz einer
Folge (xy)ve N' von Elementen einer Menge E auch dann noch defi=-
nieren kann, wemh es nicht mehr mdglich ist, in E ein Metrik\
(Abstandsfunktion) zu erkldren. Mit anderen Worten: L&Bt sich
der Konvergeﬁzbegriff einer Folge in noch allgemeineren Mengen,
als es die metrischen R&ume sind, definieren? Zur Definition der
Konvergenz einer Folge (xu)qeﬂxaus E ‘war letztlich nur die Men=—
ge aller € -Umgebungen Ug(a) - und da jede € -Umgebung auch Um=-
gebung ist - die Menge aller Umgebungen von a, W(a), erforder-
lich. Es miiBte eigentlich der Umgebungsbegriff, mit allen er-
forderlichen Eigenschaften ausgestattet, auch zur Definition

der Konvergenz einer Folge genligen. Aber bisher sind natiirlich
stets die Begriffe "g-Umgebung" und_ "Umgebung" mit Hilfe der zur
Verfiligung stehendén Metrik definiert worden. Jetzt drehen wir
die Sache einfach um und benutzen cen Umgebungsbegriff als Crund-
begriff, und die in U1 bis U4 formulierten Eigenschaften'fordern
wir als Grundeigenschaften (Axiome). Ist E eine beliebige Menge
und 148t sich jedem Element x €E ein nicht leeres System

Ulx ) €P(E ) 1) zuordnen, woflir die Grundeigenschaften U, bis
U4 erfiillt sind, so nennen wir E einen topologischen Raum. Da-

mit werden wahrscheinlich allgemeinere Mengen erfaBt, als es die
metrischen Rdume sind, da sich ja U1 bis U4 als Folgerungen aus
den in Definition 8 angegebenen Grundeigenschaften des metri-
schen Raumes ergeben. Wir wollen eine saubere Definition fiir den
Begriff des topologischen Raumes notieren.

Definition 123

Eine Menge E heiBt topologischer Raum genau dann, wenn:

(U0 ) Jedem x €E ist eindeutig ein nicht leeres System
Ux) & ﬁ(E) (U (x) ist eine nicht leere Teilmen-
ge der Potenzmenge von E) zugeordnet. Egs heiBt
dann U (x) das Umgebungssystem von x € E.

(U,) Fir jedes U€ WU (x) gilt xeU.
Vi ¥ (XEEAUE U(x) -» xel).

1) ;](E) sei die Potenzmenge der Menge E, also die Menge aller
Teilmengen von E.
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(U ) Wwenn Ue€ U (x) und UsU', so gilt U'eU(x).
Vx Vu Yur (x€EaUel(x) aUSU' - U'e U (x))

(U;) Wenn U, U, €WU(x), so gilt auch U ;N U,EU(x).
Vx Vu, Yu,(xe E AU, , U e UEx) = U nU,€kx))

(U ) Fiir jedes UeW(x) existiert ein W¢U(x), so daB
flir alle yeWw gilt: vel(y).
VxVuIw ¥ (x€E AU, Well(x) Ay W — UeU(y))

Sind fiir eine Menge E die Forderungen U  bis U4 erfiillt, so sa=-
gen wir, daB E mit einer Topologie T versehen ist. Eine Topolo-
gie T auf E ist von den Umgebungssystemen U (x) sbhéngig, d. h.
eine Menge E kenn mit verschiedenen Topologien versehen werden.

Beispiele fiir topologische R&ume:

1. Wir betrachten die Menge E= {a,b,c} . Sind die den Elemen-

ten a,b,c zugeordneten Systeme durch

L'l: () = {{&} > (a,b} {asc} » E)
0 (b) = {{e, } %
U (o) = {{arc}

gegeben, so werden von diesen Systemen die Forderungen U1
bis U4 erfiillt, wie man leicht nachpriifen kann. Damit haben
wir E mit einer Topologie T versehen.

Betrachten wir nochmals die Menge D= {a,b c} . Jetzt seien
112(8 ) = {[a (a b} {é c} }

V(b ) = (E}

V2(c ) = {{ase]) , E].

Es werden von diesen Systemen wiederum die Forderungen U,
bis U4 erfiillt. Also haben wir E erneut mit einer Topologie
T2 versehen. Es ist aber T, eine von T, verschiedene Topo-

logie.

Sei wieder E= {a,b,c} , und es sei U (x) filr jedes x €E die

Menge aller das Element x enthaltenen Teilmengen von E, also
U (a) [a} , %a,p] , {b,c} = E{
U @) = {{v}, {a,v} » {b,cj , E
v (e) = {{c {asc} » {(b,cj
Auch diese Systeme erfiillen die Forderungen U1 bis U4. Wir
haben damit E mit einer Topologie T3 versehen. Fir diese To-



61

Topologie

pologie sind die Systeme ﬂ (x) fiir jedes x € E so umfassend

gewdhlt, wie es nach Forderung U1-nur irgend moglich ist.
Wir nennen diese Topologie die feinste Topologie von E,
oder da zu jedem U (x) speziell die Menge {x} gehort, auch
die diskrete Topologie von E. Fiir diese Topologie ist jede
nicht leere Teilmenge von E Umgebung jedes ihrer Punkte.l

Nochmals sei E= ra,b,cj , und fiir jedes x €E setzen wir

U(x) = {E}, also

U (a) = (e}
U (b) = {E}
y () ={Ef.

Diese Systeme genligen ebenfalls den Forderungen U1 bis U4.
Es ist E mit einer Topologie T4 versehen. Im Gegensatz zu
Beispiel 3 sind hier die Umgebungssysteme U (x) so eng wie

moglich gewsdhlt. Es wird T, die grobe Topologie von E ge-
nannt.

Es ist vollig klar, daB jeder metrische Raum E ein topologi-
scher Raum ist. So ist filir jedes x € E das mit Hilfe der Me-
trik definierte Umgebungssystem U (x) = @ und geniigt den For-
derungen U1 bis U4, wie wir das in den S&dtzen U1 bis U4 bew=
wiegen haben. Demnach sind die Zahlengerade und der R n‘to—
pologische Raume. Durch die dort vorhandene Metrik werden

die Zahlengerade bzw. der R % mit einer ganz bestimmten To-
pologie versehen, die wir die ilibliche Topologie der Zahlen-
geraden bzw. des R"” nennen.

Aber natiirlich 146t sich z. B. die Zahlengerade K nicht
nur mit der liblichen Topologie versehen. Wdhlen wir fiir je-
des x €R als U (x) die Menge aller das Element x enthalten-
den Teilmengen vonR ;, S0 wird damit R mit der diskreten
Topologie versehen. Es ist die iibliche Topologie auf R ver-
schieden von der diskreten Topologie auf ﬂQ .

Setzen wir fir jedes x €R x) := {f\} , S0 wird R nwit
der groben Topologie versehen. Natiirlich ist die libliche To-
pologie auf R von der groben Topologie auf R verschieden.

Ist die Menge E ein topologischer Raum, d. h. jedem x €E ist
ein Umgebungssystem |l (%) eindeutig zugeordnet, das den Forde-
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rungen U.I bis U4 geniigt, so 1ldB8t¢ sich die Konvergenz einer Foi-

ge (xy9lye N"von Elementen der Menge E wie folgt definieren:

Eine Folge (xXy)peN* von .Elementen
aus E heiBt konvergent in E genau dann, wenn ein aé&E
existiert mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes ve U(a)
existiert ein Y t’)f: so daB fir alle V>V , V¢ N*,
gilt: x, € U.

Wir sagen dann, die Folge (xy)ye N*besitzt den Grenzwert a und
gchreiben:

%ya:xv = 8.

Jetzt konnen natiirlich Erscheinungen eintreten, die uns von der

mit der iiblichen Topolgie versehenen Zahlengeraden her vidllig

unbekannt gind. Der Grenzwert einer Folge ist nicht mehr eindeu-

tig bestimmt :

1. Betrachten wir einige Folge der mit der Topologie T1 verse-
henen iienge E = {a,b,c} .

a) (x\’)pcur = (a) = (a’a,a,oo.)
Es ist lim xy = a und lim xy = b und lim Xy = c.
) Vw0 V-0
(b!bsbs'--)

I

b) (XV)VEN* = (b)
lim xy = b

Vo

¢) (x )pelN* = (c) = (c,cyCy000)
lim xp = ¢C
Voo

d) (xPveWN¥ = (a,b,asbs@ybyass)
]‘.’]ﬂ Xy = b

e) (xp)peN* = (b,cyb,scybyChe0e)
Diese Folge ist nicht konvergent, d. h. sie besitzt in E
mit der Topologie '1‘1 keinen Grenzwert.

2. Ist R mit der iiblichen, durch die Metrik definierten Topo=-
logie versehen, so gelten die uns vertrauten Tatsachen fir
die Konvergenz einer Folge:

1 x < 1 _
a) (q‘)vsw ’ :‘L’}.av =0
1

i . Y-
b) (!—"‘)VEN* 3 bﬂ-v— = 1

©) ((1+ 37 e ¥ » 3im 1+ 37 = .
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P e =
Der Grenzwert Jjeder konvergenten Folge is{ hier eindeutig
bestimmt.

3. Ist R mit der diskreten Topologie versehen, so konvergieren
lediglich die bis auf endlich viele Glieder konstanten Folgen
(xp)ve HW¥=(ee.,X,X,Xy0..) mit lim Xy = X fiir jedes x&€ R .
Alle anderen Folgen wie (V)VCN* (L)vg N* und
((1+ 1) )veN* sind jetzt nicht konvergent. Auch hier ist
der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig bestimmt.

4. Ist R mit der groben Topologie versehen, so besitzt Jede
Folge reeller Zahlen jede reelle Zahl als Grenzwert. So gilt
z. B. flir die Folge (V)yeN* = (1,2,3,...)]imV = 1 und
limv = 0 und 1imV = 713 und limv =VE usw.
Ve V-0 Veow

Wie wir bemerken, ist in einem beliebigen topologischen Raum E
der Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen aus E nicht
eindeutlig bestimmt. Die topologischen R&éume sind von sehr allge-
meiner Struktur, fiir sie ist eine Konvergenztheorie von Element-
folgen nach dem Muster metrischer Rdume nicht moglich. Die For- '
derungen in den Axiomen U bis U4 reichen noch nicht aus, die
Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten Folge zu sichern.
Erot durch Hinzunahme des sogenannten Hausdorffschen Trennungs-

axioms U5 ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig
beatimmt.
U5: S5ind x,y zwei verschiedene Elemente von E, so existiert ein
Ue\U(x) und ein Ve l(y) mit UNV = @.
Formalisiert:

Vx W [x,2ye€EAx £y = Ju 3V(U€U(X)AVGU(?)AUOV = @)

: Ein topologischer Raum E heiBt ein
Hausdorffscher Raum genau dann, wenn fiir E das Haus-
dorffsche Trennungsaxiom U5 zutrifft.

In einem Hausdorffschen Raum H ist der Grenzwert
jeder konvergenten Elementfolge (xXy)yg N* eindeutig
bestimmt.

Beweis: Es seien a,,a,€H und & #az und es gelte 132 Xy = 8,
und %15 Xy = 8,. Dann existiert fiir jedes UeW(a.) ein¥ ., 80
daB fiir alle V2V 5, gilt: xy € U. Fir jedes VE (32) existierst

ein ¥ 4555 80 dall fiir alle ¥ > V02 gilt: xyp € V.
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%
Ist vV, = max CVO‘)’VO.?} s 80 gilt fiir alle V>VO: Xy68U und
Xy €V, d. h. Xy €UNV. Das ist aber ein Widerspruch zum Haus-
dorffschen Trennungsaxiom, wonach es mindestens ein U'EU(a1) und

mindestens ein VQU(ag) geben muB mit UNnV = ¢@.

Es ist leicht 2zu zeigen, daB jeder metrische Raum such ein Haus-
dorffscher Raum ist. Demnach sind die Zahlengerade R und der
Rn‘ Hausdorffsche R&ume.

Auf zaben:

1. Gegeben sei die Menge E = (a,b,c,d 3. Ordnen Sie jedem x €E
ein System U (x )€ ﬂ(E) so zu, daB E ein topologischer Raum
wird. Versehen Sie E mit zwei weiteren, von der ersten Topo-
logie verschiedenen Topologien!

2. Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist die Menge E ein metrischer Raum, so ist die Menge E ein
Hausdorffscher Raum.

Karl Herrmann
Lektor im Bereich
Theoretische Mathematik
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Diophantische Gleichungen

Ein sehr interessantes Gebiet der Zahlentheorie sind die diophan-
tischen Gleichungen. Erstmalig wurden derartige Gleichungen von
dem griechischen Mathematiker Diophantos (250 u. Z.) behandelt,
und trotz jahrhundertelanger Forschungsarbeit sind heute noch
mehrere Probleme dieser Theorie ungeklart.

Gegenstand dieses Artikels goll nur ein spezieller Typ von
diophantischen Gleichungen sein: Wir wollen nur lineare Gleichun-
gen betrachten.

Definition 1 : G ist lineare diophantische Gleichung
genau dann,; wenn G die Form ax + by = ¢ hat, wobei a,
b, ¢ gegebene ganze Zahlendarstellenund x, y Variable
fiilr ganze Zahlen sind.

(Im folgenden wollen wir unter diophantischen Gleichungen immer
nur lineare diophantische Gleichungen verstehen. )

De finition 2 : L ist Losung der diophantischen Glei-
chung ax + by = ¢ genau dann, wenn L ein Paar

fko,ya]von ganzen Zahlen ist, fii* das ax_ + by, = ¢

gilt.

Allgemein ist bekannt, daB man die Gleichung ax + by = ¢ als Ge-
radengleichung interpretieren kann, falls x und y aus dem Be=-
peich der reellen Zahlen gewdhlt werden diirfen. Die Forderung
"x,y ganzzahlig" kann man nun so verstehen, daB wir auf der vor-
liegenden Geraden nach Punkten mit ganzzahligen Koordinaten, so-
genannten Gitterpunkten, suchen werden., Das Ziel besteht nun
darin, sd@mtliche Losungen L der diophantischen Gleichung

ax + by = c anzugeben,

Rein anschaulich kann man sich iiberlegen, daB es Geraden geben
kann, die nicht durch Gitterpunkte hindurchfiihren. Mit apnderen
Worten bedeutet das: Nicht jede diophantische Gleichung muBl 1&5s-
bar sein. Bevor man also an das Losen von diophantischen Glei-
chungen herangehen wird, muf man die Losbarkeitsfrage klédren.
Eine Antwort darauf gibt Satz 1:



67 Diophantische Gleichungen

Sataz 1 s+ Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkelt der
diophantischen Gleichung ax + by = ¢ ist, daB der
grofte gemeinsame Teiler von a und b auch ein Tei-
ler von ¢ ist,.

Bemerkungen:

(1) Die natiirliche Zahl d heiBt Teiler der ganzen Zahl ¢, in
Zeichen dlc, wenn es eine ganze Zahl e gibt, so daB c = d-e
gilt. Gibt es keine solche Zahl, dann schreibt man dfe,

(2) Unter (a,b) verstehen wir den gréfSten gemeinsamen Teiler von
a und b. Ist (a,b) = 1, so nennen wir a und b teilerfremd.

Beweig von Satz 1:
Es sei ax + by = ¢ ldsbar und (a,b) d. Unter Beriicksichti-
gung der Zerlegungen a =o «d und b = B +d mit ganzzahligen
el und ﬁ ergibt sich durch Einsetzen: d(xx +Py) = ¢, und
daraus folgt d|c. '

Die Frage der Losbarkeit einer diophantischen Gleichung haben
wir damit auf das Vergleichen der ganzen Zahlen a, b, ¢ zuriick=-
gefiihrt, Besitzen a, b, c den grdBten gemeinsamen Teiler d, dann
wollen wir ihn stets aus der diophantischen Gleichung herausge=~
kiirzt denken, so daB wir nun ohne Einschrénkung der Allgemein-
heit fiir 18sbare Gleichungen stets (a,b) = 1 voraussetzen kon-
nen,

Aufgabe: Man versuche, wenigstens je 2 Ldsungen X,y fiir die
diophantischen Gleichungen
(1) 6x + 3y =1
(2) 3x =5y =1
anzugeben, indem man die zugehdrigen Geraden zeichne
und Gitterpunkte bestimme!

il

Ergebniss:
(1) Da (6,3) = 3 und 341 folgt unmittelbar Unlosbarkeit!

(2) Aus der angefertigten Zeichnung kann man erkennen, daf z. B.
die Paare \-1,-2], 14,1] und [9,4] zur Losungsmenge gehdren,
wie man durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung bestdtigen
kann. Auffallend ist, daB sich die x- bzw, y-Werte um Viel-
fache von 5 bzw, 3 unterscheiden. Diese Eigenschaft legt die
Vermutung nahe, daB, falle eine diophantische Gleichung 19s-
bar ist, beliebig viele Ldsungen existieren.
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Hiermit haben wir ein erstes, wenn auch umsténdliches Verfahren
zur Ldsung diophantischer Gleichungen kennengelernt. Es gibt je-
doch wesentlich elegantere Methoden. Zwei Verfahren werden wir
im folgenden behandeln.

Erste Methode: Dag Eulergche Reduktlonsvnrfahren
Wir erarbeiten uns den Ldsungsalgorithmus an Hand des Beigpiels
der diophantischen Gleichung 3x - 5y =
1, Schritts: Man stelle die Gleichung 3x - 5y =7 nach einer
Variablen um (aus rechentechnischen Grilnden nach derjeni-
gen, deren Koeffizient den kleineren Betrag hat),

x = Z‘ifjﬁl

2. Schritt: Man fithre die Division so weit wie mdglich aus.

_
X=2+y+ 1_;_21

3, Schritt; Da beide Variable x,y ganzzahlig sind, folgt, dal
der verbleibende Bruch ebenfalls ganzzahlig sein mufl. Man
fiihre dafiir eine neue Variable z ein.

z = 1_5,%1

Hieraus folgt:
3z - 2y = 1.

Das Ergebnis dieser 3 Schritte besteht darin, daB wir die
diophantische Gleichung 3x - 5y = 7 auf die

diophantische Gleichung 3z - 2y = 1 zuriickgefiihrt haben. Auf
diese neu gewonnene diophantische Gleichung wenden wir das Ver-
fahren abermals an und wiederholen es so lange, bis sich eine
Gleichung ergibt, in der eine Variable den Koeffizienten 1 hat;
(Dieger Fall wird stets erreicht, da bei diesem Verfahren die
Koeffizienten ihrem Betrage nach kleiner werden.)

f. Schritt: y = 25—5—1

2. Schritt: y =2z + sl

3. Schritt: u =251, 2u-z=-1

1. Schritt: 2z = 2u + 1

Damit ist der Algorithmus beendet.

Um die Ldsungen x,y 2u erhalten, miissen wir nun lediglich
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z =2u+ 1iny = 22—E—l-einsetzen. Wir erhalten y = 1 + 3u,
Einsetzen in x = l—a-ix liefert x = 4 + 5u.

Ergebnis:
Die Losungen der diophantischen Gleichung 3x - 5y = 7 lauten:

x =1+ 3u
y=4+5u
mit beliebigem ganzzahligem u. :
Damit haben wir iilberdies gezeigt, daB - wie oben vermutet -
die Gleichung unendlich viele L&sungen hat.

7weite Methodes: "Verfahren mittels linearer Kongruenzen"

Wir lernen hier die wichtigsten Eigenschaften linearer Kongruen-
zen kennen. Mit Hilfe dieser Theorie lassen sich diophantische
Gleichungen, wie wir sehen werden, gsehr schnell 1l0sen.

Definition 3 : Zwel ganze Zahlen a,b heifen
kongruent modulo m , in Zeichen a = b (m), wenn
m|a-b gilt.
Man sagt: a,b sind inkongruent modulo m , in Zeichen
a%b (m), wenn m + a-b 1ist.
Die natiirliche Zahl m nennt man den Modul der Kongruenz.

Beispiele: 15= 5 (5)
537 = 117 (10)
3= 4 (2)

Sat sz 2 : Die Kongruenz a = b (m) gilt dann und nur dann,
wenn a und b bei der Division durch m denselben Rest.
lagsen.

Beweis: Wir haben zweierlei zu beweisen:

(1) Palls' a = b (m) gilt, dann folgt, daB a und b bei
Division durch m denselben Rest lassen. -

(2) Umkehrung zu (1)
Zu (1): -
a =b (m) ist dquivalent mit m|a-b bzw. a = b + km mit
ganzzahligem k., Fiir b nehmen wir o. B. d. A, die Zerle-
gung b = qm + r mit O € r<m und ganzzshligem q an. Folg-
lich ergibt sich fiir a die Zerlegung a = (k+q)m + r.
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Zu (2):
a=qn+rund b = qgn + r mit O # r<m und q,p ganzzah-
lig. Subtraktion der beiden Gleichungen liefert
a-b= (q-p)m, d. h. m|a-b und somit a = b(m).

Der Vorteil der Schreibweise a = b (m) fiir die Teilbarkeitsbe-
ziehung mla—b liegt vor allem darin, daB mit Kongruenzen beziig-
lich Addition, Subtraktion und Multiplikation so gerechnet wer-
den kann wie mit Gleichungen.

Satzz 3 : Gegeben sind die Kongruenzen
31; = b1 (m)"
a>2 = bz (m)"t
Dann gelten die Kongruenzen
8, +a, = b1 + b2 (g)
8y = 8 5 by = by (m)

Aufgabe: Man versuche,die Beweise selbstidndig zu fiihren, indem
man Definition 2 anwende!

Anders verhdlt es sich hingegen mit der Division. Wir wissen be-
reits, daB aus der Gleichung ax = ay stets x = y folgt, falls

a = 0 vorausgesetzt wird., Bei Kongruenzen ist dies jedoch nicht
immer richtig. Zum Beispiel ist 2¢5 5 2+10 (10), aber 5 § 10 (10)
bei Divieion durch 2.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, wann in einer diophantischen
Gleichung dividiert werden darf, liefert Satz 4:

Satz 4 : Die Kongruenz ax = ay (m) kann durch a dividiert
werden, falls (a,m) = 1 gilt.

Beweig; ax 3 ay (m) bedeutet nach Definition 2 m|a(k—y)a
Da m + a ist, folgt mlx—y. D. h. x s y (m).
N

An einem Beispiel wollen wir jetzt das "Verfahren mittels 1li-

nearer Kongruenzen" anwenden lernen.

Beigpiel: Die diophantische Gleichung 3x - 5y = 7 (siehe Euler-
sches Reduktionsverfahren) soll mit dieser Methode ge-
16st werden.

1. Schritt: Wir verwandeln die diophantische Gleichung

3x - 5y = 7 in eine lineare Kongruenz. Als Modul wZhlen wir da-
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bei einen der Koeffizienten der Variablen, z. B. 5:
3x = 5y = 7 (5). Da =5y = 0 (5) und 5 = 0 (5) sind, folgt durch
Subtraktion 3x = 2 (5).

2. Schritt: Wir versuchen, durch geschickte Rechnung auf der
linken Seite der Kongruenz den Koeffizienten 1 zu erzeugen.
(Man kann beweisen, daB dies stets erreichbar ist, und zwar auf
Grund der oben getroffenen Voraussetzung (a,b) = 1.)
3x =2 (5) |2
6x = 4 {5)
Da 5x = O (5) gilt, folgt unmittelbar x = 4 (5).

-~

3, Schritt: Wir schreiben die so ermittelte Kongruenz als Glei-
chung auf, Mit diesem Ausdruck fiir x wird in die Ausgangsglei-
chung eingegangen und y bestimmt,

X = 4 + 5u; 3(445u) = 5y = T; y =1 + 3u

Ergebnis: x =4 + 5u
y =1+ 3u mit beliebigem ganzzahligem u. &

Der Leser mdge sich nun selbst weitere Gleichﬁngen vorgeben und
gsie nach den angegebenen Methoden lUsen.

Dr. Hartmut Menzer
Bereich Theoretische Mathematik

e sy e

Wer eine Wissenschaft noch nicht so innehat, daBl er jeden
VerstoB dagegen filhlt wie einen grammatikalischen Fehler in
seiner Muttersprache, der hat noch viel zu lermen.

Ist es nicht sonderbar, daB man das Publikum, das uns lobt,
immer filir einen kompetenten Richter hélt, aber sobald es uns

tadelt, es fiir unfdhig erklért, iiber Werke des Geistes zu
urteilen?

Georg Christoph Lichtenberg
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Preisaufgaben

2 Auf einer Parabel liegt das Punktepaar A,B. Gesucht wird
das Paar paralleler Geraden AA'| BB', welches dile Para-
bel in dem Punktepaar A',B' so schneidet, daf gilt:

AA' : BB' = 3 : 1
(gestellt von Prof. Dr. habil. Roman Roth, emer.)

6 Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis
a und den Schenkeln b.

Man berechne das Verh#dltnis von In- und Unkreisradius.
(gestellt von Birgit Thomas, Zittau, Schiilerin)

Losung ohne Verwendung von Winkelfunktionen !

N 2 Auf allen Feldern eines Schachbrettes liegen Wirfel. Die
Fléachen der Wiirfel und die Felder des Schachbrettes sind
kongruent. Genau eine Seite eines jeden Wiirfels sel
schwarz angestrichen, Es wird gefordert, die Wirfel aus
beliebiger Ausgengslage so zu drehen, daB alle schwar-
zcn Flachen nach oben zelgen. Dabei soll nicht jeder Wir-
fel einzeln gedreht werden,sondern immer alle Wirfel, die

auf einer ILinie bzw. einer Reihe liegen, gemeinsame

N 28 Man zeige, daf die drei Produkte (1-a)b, (1-b)c, (1=-c)a,
gebildet aus den positiven Zahlen a<1, b<1, ¢c<1, nicht
gleichzelitig grofer als %sein kénnen.

L)

=
n

Man zeige, daB fiir beliebige positive zahlen a,b,c,d
die Ungleichung gilt:

: L} L)
_‘/a +b2+<:2+d2 < 4 abc+abd+acd+bed
4 4

N 30 Kaxopa HauOojbuag CTENEHb uucla 2, KOTOPY®
zemires 21! 7

EinsendeschluB : 15.10. 1981
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Losungen

Aufgabe M 60

Sel PQRS das Quadrat, welches den Bedingungen der Auf-
gabe gentigte. ‘
Dreht men das Quadrat um 90°
um seinen Mittelpunkt, dann
geht die Strecke CD in die
Strecke C'D' liber, Es ist
also C'D'=CD und CDIC'D',
Errichtet man auf der Ge-
raden, auf der A,B,C und D

A 3B c V/
liegen, in B die Senkrechte und trégt auf ihr die
Strecke BB' = CD ab, so bestimmt der so gewonnene Punkt
B' gemelnsam mit A die Gerade,auf der die Seite PS des
gesuchten Quadrates liegt. Somit ist die Konstruktion
des Quadrates PQRS klar:

In B errichtet man die Senkrechte zu CD und trédgt auf
ihr die Strecke BB' = CD ab. Die Schnittpunkte der kon-
struierten Geraden AB' und der zu ihr parallelen Gera-
den durch B mit den zu ihnen senkrechten Geraden durch
C und D bestimmen das Quadrat FQRS.

Da man in B die Senkrechte zu CD in zwei Richtungen er-
richten kann, existieren zwei Quadrate, die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillen. Belde Quadrate liegen sym-
metrisch zu der Geraden,auf der die Punkte A,B,C und D
liegen. Die Abbildung zeigt nur elnes der belden Qua-
drate, - ,

Begriindung der Konstruktion: Aus dem Punkt B errichtet
man auf AB' die Senkrechte BL und aus dem Punkt C auf
DS die Senkrechte CN.

Die Dreiecke BLB' und CND sind gleich. Deshalb ist

BL = CN, Die Seiten des konstruierten Vierecks sind
gleichlang und stehen paarweise senkrecht.

Folglich ist PQRS ein Quadrat und erfillt die Bedingun—~
gen der Aufgabe.
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Bezirksolympiade ‘

Lﬁsuﬁgen der Bezirksolympiade Klassen 11/12
(:) Tir alle reellen

x= 1
gi1t 223> 0 und x-1 2 0, also ist (2) nicht erfiillt.
Wegen 2 - x = x(x-1)(x+1) ist (3) fir alle reellen

x s -1
nicht erfiillt; denn fiir sie jst x< 0, x=1< 0 und x+1 € 0.
Ferner ist (3) fir alle reellen x mit

0% x<
nicht erfiillt; denn fir sie ist x & 0, x+1> 0 und x-1< 0.
Fir alle reellen x mit

~1<x< 0
dagegen gilt:
Wegen x< 0, x=1< 0 und x+1> 0 ist (3) erfiillt, wegen
4> 0, x> 0, -2x> 0 ist (1) erfullt, wegen px3< 0, x=1< 0
ist (2) erfiillt., Daher erfiilllen genau alle Zahlen X mit
1< x< 0 jede Ungleichung des systems (1), (2), (3).

(2) Es etlt £(x) = o (b axd46xtaxH) - (x4 +axo+24x°+32x+16)
+ x4+1215+54x2+108x+81

w 24:2 + T2x + 64 = 24(x * %)2 + 10,

paraus folgt: Fir alle reellen x gilt f(x)’z 10, und es gilt
£(- ) = 10, Also nimmt die Funktion £ im Fall b) einen
kleinsten Funktionswert an, und dieser betrigt 10.
Ferner folgt: _
Fir alle (5anzzahligen)1 xr mit x = -1 gilt x + 3-3 -?2-, also

£(x) % 24- ()% + 10 = 16,
fiir alle (ganzzahligen) x mit x £ -2 gilt x + 2—: = .12,9,130
“(x+ #) = 3, also £(x) = 24+ (=(x* 2})%+10 3 24- (3)2+10 = 16;
also gilt f(x) & 16 fur alle %anzzahligen x, und es gllt
£(-1) = 16 (sowie f(-2) = 16) .
Also nimmt die Funktlon f im Fall a) einen kleinsten Wert
an, und dieser betrigt 16.

) Diese Angaben sind an den genannten Stellen des Ldsungs-
textes nicht erforderlich.
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-

i@; Fir reelle Zahlen a,b mit 0<a<b ist die in der Aufgabe

genannte Ungleichung &quivalent mit
a(1+a®) (1+b2)+14b% b(1+a") (140" )+1+a"

und dies mit
n . n
b - n.ln

Diese Ungleichung lautet im Fall n = 0
0<4,
" im Fall n - 1
1<1 +a+ b + ab,
In diesen Fdllen ist sie also fiir alle D<a<b erfilllt,
Im Fall n = 2 lautet (1)
E hz + azbz.
Auch dies ist fir alle a, b mit 0O<a<b erfiillt, denn fir
sie gilt
1+a%+0%+a%b%-a-b = (a- 3)% + (b- 5)% + 5 + a®b%> 0.
Im Fall n = 3 lautet (1)
a2 +ab+b2<: 1+33+b3+a3b5.
Um auch dies fiir alle a, b mit 0< a< b zu beweisen, kann
man folgendermafen vorsehen- Flir alle reellen x>0 gilt

(x-3)3+(x-3) = x7 - 2x° %x- x2-§x+§

nxj-x!l'

also x° - x° = (x- §)%(x- § +1) - ,ﬁ - o4

sowie

1,3 1,2 2 1 2 1
(x- =) + 13(x= — =r3--|?x X = — + 13 X" =2X+ —
13 13 313 B

a+ b<1 + a

-15-14-—.2—
313
3 2 > _ .2
also x -x-(x--—-) Clgm = + %) = 2o « 2,
E R ) i A £

Damit ergibt sich fir alle a, b mit 0<a<b
1+a3-a2+b3-b2+a3b3-ab = 1-2°ﬁ = -—->1 - 2,87 - §>0,

33

wie behauptet.
Im Fall n & 4 lautet (1)

a1 &+ a2 #,..+ b2 1< 1 + al+plralpl,

Man kann nun zeigen, daB8 schon zu (Jje einem n 2 4 und z.B.)
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b=1 ein reelles a mit 0<a<1 existiert, fir das (1), d.he.

1 + 8 +o0s*t an'1-; 2 (‘l+an),
nicht gilt. Beisplelsweise fiiTr a=0,9 1ist
a2> 0,8, a5>0,7, a44 0,7,
also

1 + & +teootl”

_1:1+a+'a2+a5

>1 + 0,9 % 0,8 * 0,7 = 2(1+°:7)

> 2(1+at)

H 2(1+a.n).
Somit sind genau

n=0,1,2,3

die gesuchten zahlen.
Andq;e_maglich.lceiten £iilr bendtigte A\:aghﬁtzungen sind z.B.:

Fir alle reellen X ist xa -X = (X= -2] = -13; &= - %;

fiir alle x mit 0< X< 1 ist zs-xanx(xz-x) = - i‘x> - %,

2 @
fiir alle x 2 1 ist sogar x3- x =% (x=1) & 0. Also gilt:

£{ir alle reellen x>0 ist x3 - xz'» - -11,

x3 - X = (x3-12)+(x2-x)> - %.

<b +——1-Efur alle a<b = 1
1+b

auch z. B. folgendermaBen herleiten, das n<4 sein muB:

Ferner kann man aus a + o
1+a

A + folat, etwa fir a =
:.s a 1+an: 31 olg ﬁe wa r4a .
1+an‘2 » B> 7% (3) < b« (2) .

—_———re—
==

a) Wenn f den Bedingungen (1),.(2) (3) geniigt, so folgt

durch wiederholte Anwendung von (3) zunéchst:

(4) Fur jede natiirliche Zahl k 2 1 gllt:

Ist 0% kx € 1, so ist f£(kx) 3 kef(x).

Weiter ergibt sich:

(5) £ ist monoton steigend.
Aus 0 & xq £ x5 £ 1 folgt namlich wegen 0 & Xp = X4 s
nach (3) und (1) stets £(xp) = f(x1fx2-x1)tf(x1)+f(x2-x1).

= f(xq)e

Nun erhd&lt man:
Fiir jedes x wit

%z.x £ 4
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folgt wegen (5) und (2) die Behauptung aus
f(x) S £(1) = 1< 2x; fiir jedes x mit

%us% (7)

folgt O<2x & 1, also nach (4), (5) und (2) die Behauptung
aus 2f(x) € f(2x) 2 £(1) = 1< 4x;
fiir jedes n=2,3%,... und jedes x mit
1 1

2n+’l <x3s E’E (8)
folgt 0<2% € 1, also nach (4), (5) und (2) die Behauptung
aus 28f(x) £ £(2%x) € £(1) = 1< 22%'x,
Da jedes x mit O<x £ 1 entweder die Ungleichung (6) oder
(7) oder fiir ein n=2,3,... die Ungleichung (8) erfiullt, ist
hiermit die Behauptung f(x)< 2x fiir alle x mit 0< x § 1

bewiesen.

b) Nicht jede Funktion £, die den Bedingungen (1), (2), (3)
gentigt, erfillt f£(x) § 1,99x fiir alle x mit 0<x & 1,
zZum Beweis ist die Angabe eines Beispiels ausreichend,
etwa des folgenden: f sei die Funktion mit

0, falls 0 £ x £ 5
£f(x) = 1 i

1, falls E‘-’-I = 1

Fir sie gelten (1) und (2), und sie erftillt auch (3);

denn sind xq, X, reelle Zahlen mit O £x,51, ;

0% x, % 1 und xq+x, £ 1, so 1st entweder x4+X, = v

und denn x4 € %, X, € 5, also

f(x1+12) = 0= f(xq) + r(xz)
oder %< X, +X, £ 1 und somit héchstens eine der Zahlen
X4, X, gTGBer als w», also

£(xq+x,) = 1 = fxq) + f%xz).1
Andererseits erfiillt z. B. X = 5 + 700 nicht die Unglei=-
chung f(x) € 1,99.x, sondern 1,09.x< f(x); denn fiir die-
ses x glilt

1,99:x = (2- 1%-5)(% + ﬁ)dn = £(X).
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' Angenommen, filir eine ganze 7zahl k besitze die Glelchung

k k+d
=t = s e el LW

eine Lésung x. Dann folgt durch Multiplikation mit x(k-4),
daB x auch eine Ldsung der quadratischen Glelchung

x° + % xEk =16 w0 - (2)
ist. Fir deren Diskriminante -11‘-; - k% + 16 = p(256-15k%)
muB somit

e (256 - 15k°) 2 0 | (3)
gelten, und x ist eine der Zahlen

xy 5= g (k¥ 256-15k2) . (4)

Aus (73) folgt 151(2 £ 256; also kann eine ganze 2ahl k nur
dann die verlangte Eigenschaft haben, wenn gie

k| €4 (5)
erfillt,
Gilt (5) flir eine ganze Zahl k, so folgt (3), und k hat ge-
nau dann die verlangte Eigenschaft, wenn mindestens eine der
zu k gem#B (4) gehtrenden Zahlen Xq,2 auch die Gleichung (1)
erfiillt, und wenn alle diejenigen 11’2, die auch (1) erfiil=-
len, ganz sind.
(pabeil kann man die Feststellung, oD (1) erfiillt wird, ent-
weder durch Einsetzen von k und x in (1j oder aber folgender-
maBen treffen: Die wegen (3) existierenden Zahlen (4) erfil-
len jedenfalls (2). Hieraus folgt (1), sobald man (2) durch
x(k=4) dividieren kann, d. h. sobald k £ 4 und x £ 0 ist,)
Hiernach ergibt sich: \
k=0 hat die verlangte Eigenschaft; denn x1’2= +4 erfiillen

(1) und sind ganz.

k=1 und k= -1 haben die verlangte Eigenschaft nicht; denn

. . 2 2' : q
fir diese k gllt'11256-15k =—q241, und daher sind dile
Zahlen X2 in (4) irrational.
k=2 und k= -2 haben die verlangte Eigenschaft; denn die Zzah-
len in (4) lauten
Xy 5 = %(-2 +v196), d. he x4=3, Xp= -4
bzw.

Xz = 7@ +V196), d. he xq=4, Xp= -3,



79 Bezirksolympiade

sie sind also ganz und erfiillen (jeweils fiir k=2 bzw,
k= ~2) auch (1),

k=% und k=-3% haben die verlangte Eigenschaft nicht; denn je-
weils elne der Zahlen in (4) lautet

X, = % (-3 -V121) = - %
x1 -% (3 + v121) -%.

ist also nicht ganz, erfiillt jedoch (1).
k=4 hat dle verlangte Eigenschaft nicht; denn fiir k=4 ist
die linke Seite der Gleichung (1) nicht definiert (und
kann schon aus diesem Grunde keine Losung x haben).
k=-4 hat die verlangte Eigenschaft; denn die Zahlen in (4)
lauten xq=2, X,=0. Von ihnen erfiillt genau x4 die Glei-
chung (1), und'x1_ist ganz. :

bzw,.

Daher sind die gesuchten k genau die Zahlen

03 23 ‘29 ”40

5e Angenommen, es gibe fir eine natiirliche Zahl n ein regelmi-
Biges 3n-Eck V=A4 32 s 13 und zu ihm ein rechtwinkliges
Koordinatensystem, in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktea
von V rationale Zahlen sind,., Dann folgte:
AnAen %n ist ein gleichseitiges Dreieck., Hdochstens eine seil-
ner Seilten kann zur y-Achse des Koordinatensystems parallel
sein, 0,B.d.A, haben also s-Angzn und B"AnAjn Anstiegswin-
kel der GréBen o bzw. o', die von 90° verschieden sind.
Ihre Differenz betriégt 600, 0+.Bed.A. in der Relhenfolge

L' - o= 60°%,

Akn habe die Koordinaten (xk,yk) (k=1,2,3). Dann gilt
Yo=¥1q TYz=¥1

Setzt man dies in

¥3'= tan 60° = tan(ol'-el) = T+ tan oL ' +tan<

eln, so erhdlt man den Widerspruch, daB'{S'gleich elner ra-

tionalen Zahl ist.
Daher ist die eingangs gemachte Annahme falsch, W.Z.b.W.
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‘ Zu beliebig gegebenen natﬁrliche_n Zahlen n & 1 und B>1 bil-

de man die n+1 Zahlen

[Mg=1, -
[11JB = B+1,‘
El‘l'l]B - 32+B+1,

AR R R R R N R N P R R

[1...1; = 2 ol S

Bei Division dieser Zahlen durch n muB mindestens einer der
b Reste 0,1,...,n-1 mehrfach auftreten, d. h,, es muf unter
den Zahlen zwel geben, die bei Division durch n denselben
Rest lassen, Subtrahiert man die kleinere dieser beiden Zah-
len von der gr&Beren, so erhélt man eine Zahl C mit den be-
haupteten Elgenschaften,

Hinweis: Der Aufgabentext ktnnte die Deutung als méglich er-
scheinen lassen, daf fiir C sowohl das Vorkommen von minde-
‘stens einer Ziffer "Eins" als auch das Vorkommen von minde-
stens einer Ziffer "Null" gefordert wird. Der obige Lésungs- -
weg fiihrt auf ein solches C. Es kann aber auch vorkommen,
da8 bereits eine der zahlen [11...1]; durch n teilbar ist.
Die Wertung einer solchen Zahl als C im Sinne der Aufgaben-
stellung sollte auch akzeptiert werden.
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Die Bedeutung von Vermuiungen in der Mathematik

Der Mathematiker gewinnt wie jeder Naturwissenschaftler neue Er-
kenntnisse in der Weise, daB er Annshmen (Hypothesen)aufstellt,
sie an Beiepielen und Erfahrungen priift und nach Zuseammenhéngen
und Analogien sucht.

Das geniigt jedoch nicht, um eine Behsuptung oder einen Satz zu
einem festen Bestandteil der Mathematik zu machen und in ihr Ge-
b&dude einzureihen. ‘ '

Die Vermutung oder Erfahrung muB durch logisches SchlieBen be-
wiesen werden, indem sie auf bereits bewiesene S&atze oder auf
die Grundlagen, die der Ausgangspunkt flir den Aufbau der lMathe=
matik sind, zuriickgefiihrt werden.

Bei fast allen Behauptungen ist der Beweis erbracht worden, wo=
bei in Einzelfdllen zwischen Behauptung und Beweis Zwischenradu-
me von Jahren oder auch vielen Jahrzehnten liegen. In den weni-
gen Fdllen, in denen kein vollst&ndiger Bewels vorliegt, braucht
die aufgewandte Arbeit deshalb nicht wertlos zu sein. 3ie kann
Anregungen zu neuen Uberlegungen geben, gie kann sogar von Nut-
zen sein in Féllen, in denen die ursprilingliche Behauptung sich
als falsch erwies.

Zwel Belespiele aus dem reichen Schaffen des frhn2051schen Ma the=-
matikers Pierre de Fermat (1601 - 1665), der zu den groBten
Mathematikern des 18, Jahrhunderts und auch zu den Wegbereitern
der modernen Mathematik z&hlt, gehdren zu diesen Einzelfdllen.
Bei Studium der pythagoreischen Zahlen im Handbuch des griechi-
schen Mathematikers Diophant, der wahrscheinlich um 300 nach
der Zeitwende in Alexandria lebte, wurde Fermat zu einer Erwei-
terung der sufgeworfenen Fragestellung angeregt.

Bekanntlich sind pythagoreische Zahlentripel solche Zahlen x,y,z,
die der Gleichung x2 + 32 = 22 geniligen und anzzahlig gind, wie
2,.B. 3, 4, 5 oder 5, 12, 13. Demn es st 3° + 4% = 5° oder

52 + 12° = 135 -

Fermat stellte sich nun die Frage, glbt es auch solche Zahlen=-

tripel fiir Gleichungen x3 + y3 = 23 oder x4 + y4 = 4 bzw.

x? + vn = zn, wenn n eine ganze positive Zahl ist. Durch zahl-
reiche Versuche und Untersuchungen kam er zu der Uberzeugung,

daB fiir ein beliebiges ganzzahliges n > 2 die Gleichung
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x* + yn = z” keine ganzzahligen Losungen habe und schrieb das

kithn an den Rend des von ihm gelesenen DiOphaht. "Er habe = S0
fiigte er hinzu - einen wunderbaren Beweis flir diese Behauptung,
doch sei der Rand des Buches leider zu eng, um ihn zu fassen."
Es wer eine Eigenart Fermats,alle seine zahlentheoretischen Er-
kenntnisse an den Rand des genannten Werkes 2zu schreiben, um,
wie man behauptet, Papier zu sparen. Man darf allerdings nicht
libersehen, deB Fermet niemals seine Erkenntnisse zusemmengefalt
und versffentlicht hat. Er hat sie lediglich seinen bedeutenden
Zeitgenossen wie Marin Mersenne, Blaise Pascal, René Descartes
brieflich mitgeteilt, so daB er seine Randbemerkungen nur als
zusitzliche Notizen bewartete, Der Hauptteil seiner Erkenntnis=-
ge wurde erst fiinf Jahre nach seinem Tode der Offentlichkeit
durch seinen Sohn zugdnglich gemacht, wobei allerdings der wun-
derbare Bewels fehlte. Das veranlaBte spiter Wissenschaftler,
selbst einen Bewais zu suchen. Als das nicht gelang, wurde das
Interesse an dieser Frage stdrker. SchlieBlich konnte der be=-
kannte Berliner Mathematiker Ernst Kummer (1810 - 1893) fir al-
le Zahlen unter 100 die Richtigkeit der Fermatschen Vermutung
beweisen.

Diese Frage wurde besonders aktuell, als 1906 die Gottinger Aka=
demie der Wissenschaften einen Preis von 100.000 Mark ausschrei-
ben konnte fiir das Auffinden eines vollstdndigen Bewelises. Als

das durch die Presse bekannt wurde, setzte eine Flut von Zu-
schriften ein. Es soll an groBen mathemetischen Instituten meh=
rerer deutscher Hochschulen jeweils einen Assistenten gegeben
haben, der die Losungen, die ausnshmslos von Nichtfachménnern
gtemmten, beantwortete. Heute ist der Beweis fiir groBe Zahlen-
bereiche erbracht (fiir alle n € 2521), allerdings steht der
| vollsténdige Beweis immer noch aus. Man vertritt allgemein die
Ansicht, daB die Behauptung Fermats zutrifft, ob aber sein Be-
weis 1liickenlos war, dariiber gibt es keine einheitliche Meinung.
Ein vielleicht noch stédrkeres Echo als dieser Satz hat die Be-
hauptung Fermats hervorgerufen, daB der Ausdruck 92 + 1 fir
beliebige nicht negative ganze Zahlen n stets Primzehlen lie-
fere. '

Fermat setzte n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... und errechnete die
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folgenden Zahlen:

n 0 1 2 3 4
22" 4| 2'41=3 | 2215 | 2%1a17 | Bircast | 21641265537 | ...
5
32
2 +1=4.24904960297

Die Zehlen 3, 5, 17
8ie Primzaehlen seien.
Die Zahl 4.294.967.237 priifte er nur oberflachlich, da ihm die
vollstdndige Untersuchung zu zeiltaufwendig war. Er war aber fest
davon iliberzeugt, daB auch sie und alle aus diesem Ausdruck er-
rechneten Zahlen Primzahlen seien und sprach deshalb die ange-
gebene Behauptung aus. Erst mehr als 100 Jahre 8pdter erbrachte
der Schweizer Leonhard Euler (1707 - 1783), der einer der pro-
duktivsten Mathematiker aller Zeiten ist, den Beweis, daB Fer-
mats Behauptung falsch ist, daB 232,44 keine Primzahl ist.
Um dieses Ziel zu erreichen, hat Euler viele und sehr umfaﬁg-
reiche Uberlegungen angestellt.
Dabel gelang es ihm, zwischen der Zahl 641 und der Zahl 2 fol-
gende verkniipfende Eigenschaften zu finden:

641 = 5 » 2741

» 257 , 65537 priifte er und fand, da8

Daraus folgt I. 5 « 27 = =1 (mod 641)
und II. 5% s -2%(moa 641).
Durch doppeltes Quadrieren der Gleichung I erhdlt man
5% . 22 2 1 (mod 641)

e 2
+ 232 -1 (mod 641),

oder

damit hatte er den Beweis erbracht.

Das Auffinden der Zahl 641‘und fiir weitere Untersuchungen not-
wendige Teiler ermdglicht der von Fermat gefundene und nach

ihm benannte kleine Fermatsche Satz. | ;

Er lautet: Wenn p eine Primzahl ist und a eine ganze Zahl, die
sich nicht ohne Rest durch p teilen 1&Bt, so ist aP~! - 1 durch
p teilbar.
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Fir a = 2 erhdlt man also
oP=1 _ 4
oder oP=1

0 (mod p)
1 (mod p).

Dieser Ausdruck hat eine Ahnlichkeit mit der Fermatschen Zahl
232 + 1, von der versuchsweise angenommen wird, daB sie keine
Primzahl sei.

Also gilt 232 2 = 1 (mod einer Primzahl).

Um die Gleichheit beider Ausdriicke zu erreichen, wird sie qua-
driert und man findet

264 =1 (mod einer Primzahl)
oder oP-1z 264 (mod einer Primzahl),
daraus folgt p=1=64m

p==56im+ 1,
wobei m ganzzahlig sei.

Filr m = 1,243,445 e ergibt sich folgende Tabelle:

. 1 {2 3falsle]7]sfs |10
Primzehl 193|257 449  |577 [641
zusSamme n-

Zogommeny | 65129 321|385  [513

Dividiert man nun 4.249.496.297 durch die Primzahlen 193, 257,
449, 577, 641, so findet man, daf diese Zehl teilbar ist. Es

ist (272 4+ 1 = 6500417 « 641).

Durch die Anwendung der Fermatschen Satzes spart man viel Arbeit,
da es bis 641 116 Primzanlen gibt, die man bei der Division h&dt-
te heranziehen miissen,

Mit der modernen Rechentechnik Ist nachgewiesen, daB dies nicht
die einzige Primzahl ist, die durch den Fermatschen Ansatz ge-
liefert wird,

So ist z. B. die mehr als 600stellige Zahl 2
zahl.

Aber die Primzahlen 3, 5, 17, 257, 65537 haben trotzdem in der
Folgezeit eine Rolle gespielt und zwar in der Geometrie, Schon
im Altertum war bekannt, daB reguldre Vielecke mit den Ecken-
zehlen 2", 3, 5 und 2 . 3, 2% ¢ 5, 2% ¢ 3 . 5 bei beliebigen

2048 | 4 keine Prim-
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ganzzahligen n mit 2Zirkel und Lineal konstruiert werden kdnnen,
Ihre Konstruktion entsprach der Forderung der Griechen, daB zu
der Geometrie nur Zirkel und Lineal als Hilfsmittel verwandt wer-
den sollten., Es gelang mehr als 2000 Jahre nicht, andere Viel-
ecke zu konstruieren, bis Ende des 18. Jahrhunderts Carl Fried-
rich Gauss sich mit diesem Problemkreis beschiéftigte. Gauss ge-
lang bereits als 19jdhrigem Studenten im Jahre 1796 die Konstruk-
tion des reguldren 17=Ecks.

Dieser Erfolg bestimmte ihn, sich nun voll und ganz dem Mathe-
matikstudium zu widmen.

Spéter fand er dann, daB auch das 257=Eck und 65537-Eck ebenso
konstruiert werden kidnnen.

Er bewies dann, daB nur Vielecke mit Eckenzashlen, die Fermat-
sche Primzahlen sind und nur sie - suBer dem im Altertum bekann-
ten - mit den klassischen Mitteln konstruiert werden kodnnen.
Ubrigens ist auch das 65537-Eck konstruiert worden und das Ma=-
nuskript wird in einem umfangreichen Handkoffer in der Univer-
sitdt Gottingen aufbewahrt.

Die behandelten Fragen stehen in unserem Jahrhundert weniger im
Vordergrund des Interesses, da in der Mathematik nicht nur neue,
duBerst wichtige Erkenntnisse gewonnen wurden, sondern auch ihre
Erkenntnisse in zahlreichen Gebleten unseres Lebens auBerordent-=
liche Bedeutung gewonnen haben.

Der Mathematik sind damit neue und fiir die Entwicklung unserer
Gesellschaft grundlegende Aufgaben gestellt, wobel auch Fermats
Name z. B. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung genannt wird.

Es ist nicht uninteressant zu wissen, daB Fermat kein Berufs-
mathematiker war, sondern als Jurist und Parlamentsrat in
Toulouse (Siidfrankreich) arbeitete und die Mathematik in seiner
Freizeit betrieb.

In seiner Berufstidtigkeit erntete er allerdings weniger Iob,
Seine Kollegen kritisierten seine Berichte, da die in ihnen
angefithrten Tatsachen nicht hinreichend begriindet seien.

Prof. Otto Stamfort
Jena
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Waagerecht:

1. Wesentlicher Teil eines Vielecks
7. Spuckende Tiere
8. Spezieller Logarithmus eines Kellners
11, 1/3 einer Iteration
1%, Wortart im Verband
15. Polytechnik im Garten Zden
16. Schneller Rechner (Abk.)
17. Koseform fiir Kaderleiter
18, Bei uns seltene Frucht zur Weinherstellung
20, Hypermodern
21, GroBer, ordentlicher, intelligenter Mensch
22. Zustand vor einer Prifung

Senkrecht:

1. Ein fast runder Korper

2. Erfinder der Cantor- Nummer

3, Kleines MaR

4. Farbfernsehsystem eines Spaltes

5. United States

6. Kaputtgeschlagener Operator

9. Serum zur Beruhigung des 3. Falles
10, Séachsischer Monat

12. Ausgeschriebener Konsonant

13. Viktors Lieblingsbegriff bei einer Rechnung
14. Nichtmathematische Ansprache

19. Alter eines Englé&nders
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Unendlich ist nicht gleich unendlich!

Der Zahlbegriff, jedem eine "Selbstversténdlichkeit", setzt
ein relativ hohes Abstraktionsvermdgen voraus. Wie lernt

man zéhlen? "Sieben Kiihe, sieben Héuser, ...", bis man fest-
stellt, daB alle betrachtetem Objektmengen eines gemeinsam
haben: die Anzahl. Die Zahl sieben ist dabei nur eine Be-~
zeichnungsweise, ein Hilfsmittel, um sehr unterschiedliche
Objektmengen zu vergleichen. Dieser Vergleich zweier Mengen
ist natiirlich auch direkt méglich: Man ordnet fedem Element
der einen Menge genau ein Element der anderen Menge zu. Wenn
eine solche Zuordnung méglich ist, bei der kein Element einer
Menge ungepaart bleibt, so sagt man, daB beide Mengen gleich
viele Elemente enthalten. Der Mathematiker nennt solche Mengen
gleichméichtig. Nach diesen Vorbemerkungen nun die exakte

Definition:
Zwel Mengen M und N heiBen gleichméchtig =D
Es existiert eine eineindeutige Abbildung
yon M guf N. (Man schreibt dann M ~ N,)

Beispiele:

1. A= {a,b,c) B = {a,B,Y}.
(Geben Sie eine eineindeutige Abbildung von A auf B an!)

2. Die Mengen C = {a,b,c,d} und B = {m,B’Y} sind nicht-
gleichméchtig. (Es wird Ihnen nicht gelingen, eine
“eineindeutige Abbildung von B auf C oder von C auf B
zu finden, )

Sehr oft gebraucht man die Begriffe "endliche Menge" und
"unendliche Menge" (Z.B.: Es gibt unendlich viele natiirliche
Zahlen.)., Anschaulich ist jedem klar, was damit gemeint ist,
aber das kann einen Mathematiker natiirlich nicht befriedigen.
Mit Hilfe des Begriffs der,Gleichméchtigkeit kann man sehr gut
die Endlichkeit bzw. Unendlichkeit von Mengen charskteri-
sieren. Sie kOnnen selbst nachpriifen, daB die Definition gera-
de das ausdriickt, was Sie unter diesen Begriffen verstehen.
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Definition:

Eine_Mengep heiBt endlich =p
fs gibt keine echt Teilmenge N von M (d.h. N g M
& und N $ M) mit der Eigenschaft N ~ M.

Folgerung: Eire Menge M ist unendlich (nicht endlich), wenn
es eine echte Teilmenge N von M gibt, so daB N ~ M,

Beigpiel:
Wir behaupten, daB die Menge aller natiirlichen Zahlen
(Nz) unendlich ist.
Nachweis:
Die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen (GNz) ist offen-
sichtlich eine echte Teilmenge von Nz, '
Wir definieren folgende Zuordnung f:

o 1 2 3 4., Nz
I
0O 2 4 6 8.,.. GNz

Offenbar ist f(n) = 2n (n € Nz) eine eineindeutige Ab-
bildung, die jeder natiirliche Zshl eine gerade Zahl zu-
ordnet. Jede gerade Zahl k kommt auch als Bild einer na-
tiirlichen Zahl vor (nfmlich von k/2), f ist also eine
eineindeutige Abbildung von Nz auf GNz.

Also ist Nz eine unendliche Menge.

Man kann zeigen, daB die Menge der rationalen Zahlen P - die
Ja auf den ersten Blick "viel gréBer" erscheint — der lenge
Nz gleichméchtig ist: Jede rationale Zahl 1ldit sich bekannt-
lich in der Form

g bzw. - g (pyq € Nz, q # 0)
darstellen. Im folgenden Scheme erfassen wir sémtliche posi-
tiven Briiche: g g-g -

I

1/1/1/

7 2/3 “ e
73

/1

L |
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Wir z8hlen nun die rationalen Zahlen in folgender Weise (der
Pfeilrichtung folgend) ab, wobei natiirlich jede Zahl nur ein-
mal aufgefiihrt wird (Briiche kiirzen!).

1 2 3 } 5 6 7 8 9 e

§f & ¢ ¢ ¢ t ¢
0 1 -1 2 ""'2 2 -2 3 -3 see

Offenbar wird so jeder natiirlichen Zahl genau eine rationale
Zahl zugeordnet, und jede rationale Zahl wird genau einmal
erfaBt. Wir haben also eine eineindeutige Abbildung von Nz
auf P konstrulert. Es gilt also Nz ~ P,
Mengen, die zu Nz gleichméchtig sind, heiBen abzéhlbare Mengen.
Uns interessiert nun die Frage, ob alle unendlichen Mengen
abzéhlbar sind. Wir betrachten das reelle Intervall [0,1] ;
Nehmen wir an, daB die Menge der reellen Zahlen dieses Inter-
valls abzdhlbar ist. Wir kdnnen dann glle Elemente dieser
Menge in ihrer Dezimalbruchdarstellung in einer Reihe auf-
schreiben:

O,oa:a"a’ .o

23
O,axo?al ... e € {0,150
’mqmzas ( L { 9 1y ’9})
Oyadadad ...
., 123 _
. 2 falls a* # 2
[

Die Zshl d = 0,8 BB, ... mit B =p;

3 falls of = 2

ist eine reelle Zahl, aber von allen aufgefiihrten verschieden.
Folglich war unsere Arnahme falsch, daB wir alle reellen Zahlen
aus [b,ﬂ] in einer abz&hlbaren Reihe aufschreiben kénnen.,
Solche unendlichen Mensen, die nicht abz&hlbar sind, heilen
Uberabz&hlbar.

Wir k6nnen also auch die unendlichen Mengen noch nach ihrer
Méchtigkeit klagssifizieren - unendlich ist nicht immer gleich
unendlich!

Bemerkung: Wenn man bei einer Funktion davon spricht, daB ihr

ert an einer Stelle "gegen unendlich geht", so bedeutet dies,
daB ihr Wert Uber alle Grenzen wéchst., Hierbei ist die Frage,
ob die Funktion "gegen abz&hlbar oder iiberabzéhlbar unendlich"
strebt, natiirlich nicht sinnvoll..
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Preisaufgaben

Preisaufgaben

T 31

©

Eine Fehne bestehe sus 13 horizontalen Streifen, die rot,
gelb und blau gefdrbt sein kdnnen. Wieviel verschiedene
Farbgebungen gibt es, bei denen keine benachbarten Strei-
fen die gleiche Farbe haben?

L 32 Aul einer ebenen Wiese steht eine Pappel. Aus 100, 200
und 300 lieter Entfernung wird gemessen, unter welchem
Winkel die Spitze der Poppel vom Boden aus zu sehen ist.
Die Summe dieser Winkel betrdet 90°. Wie hoch ist die
Pappel?

I 33 lian beweise die Uagleichung

3 1 1 1

2+b+cC < a+b © b+c * Tra
[y @ ,5,e > Q.

1. 34 Deien a,b,c die Seiten eines Dreiecks, in dem der der

(:) Seite a gegenilberliegende VWinkel gleich 60° ist. han be-
weise die Gleichung

3 1 1

——

A+b+C 548 T Trc

Fiir welche x gilt
jlg X

lloxasaTe, YTO ANA MOOHX ZABYX HONOXUTENABHHX QHCeN
ODOM3BEZGHNE MX CYMMH Ha CyMMy OOpATHHX BeJIIYHH He
MEeHEIle YeTHpeX.

E_lnsondesd\luﬂ: 15.10.1981
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Lufgabe M 55

Wir schreiben die in der Aufgabe gegebene Gleichung in
der Torm von

8 « cos®X + c= -b + coOS X (1)
Dann erfillen die vier Zahlen a,b,c¢c und cos X of fenbar
auch die Cleichung

a2 400341 + (4ac-2b2)20052x + 4c2 =0 (2)
Es gilt
cos(2x) = Ecosdx -1 (3)

Setzt man (3) in (2) ein, so erhilt man

a® [cos(2x)+1]? + (4ac-2b%) [eos(2x)+1] + 4c? = 0
Die Umordnung nach Potenzen von (2x) ergibt:

a20032(Zx)+(2a2+4ac-2b2)cos(2x)+(a2+4ac-2b2+4c2)= 0

Das ist eine quadratische Gleichung in cos 2x.
Fir a=4, b=2, c= =1 erhdlt man

a2=16, 2a2+4ac-2b2=8, a2+4ac-2b2+402= -4.

Wir erhalten somit fiir cos(2x) die Gleichung:

40052(2x) + 2cos(2x) - 1 =0
Die Gleichung fiir cos(2x) hat also die gleichen Koeffi-
zienten wie die Gleichung flir cos x.

hufgabe

IZ 56

Konstruktionsbeschreibung
Um den Punkt A wird ein

Krels mit dex Radius r = %
geschlagen, (Arb.)

Dann wird ein beliebiger
Durchmesser eingezeichnet,
der den Kreis in den Punk-

ten B und C schneidet, Man
zeichnet nun die Parallele
zu BC im Abstand von & .

Sie schneidet den Kreils in
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D, Wierden die Punkte B und C mit D verbunden, so ist
das Dreleck BCD das gesuchte Dgeieck.
Beweis: BD * DC = 2DE * AC = ﬁ-

wegen AABCD = ?’AAA.DC5 AC = -E-; DE = %.

2
Weiterhin ist AD = §, also AD? = #~ = BD * DC.

Aufgabe M 57
a) Sei m eine natiirliche Zahl,
Behauptung: 2°%-1 ist durch 7 teilbar.
Bewels: vollst. Ind,:
m=0: 271 - 0= o(7)

a

mek: Sei 2°K.1 w 0(7)
Bs 1st 23(MT) _ p3I43 o3k g 0 (1.g)(7) = 1(7)
and sonit 23(8*1)_1 2 (7).
Ferner ist: 2ou0*1 _ 2780 o 2(7

292 | 238 5w 407y,

Folglich ist fir alle n=3m und nur fir diese die
zahl 2"-1 quren 7 teilbar.

b) Fir alle natirlichen Zahlen 1&8t 2% bei Division
durch 7 den Rest 1,2 oder 4, niemals aber den Rest
-1 & 6(7).
Also ist 2"+1 niemals durch 7 teilbar.

hufgabe 1 58
lMan beginne mit einem Wissenschaftler und nenne ihn X.
Er schreibt an 16 andere, folglich an mindestens 6 iiber
dasselbe Thema, das sei o. B. d. A. Thema 1,

Wirden von diesen sechs Wissenschaftlern auch nur zwei
untereinander ilber Thema 1 schreiben, so widre dle Be-
hauptung schon bewiesen,

Nehmen wir also an, alle behandeln Thema 2 oder 3. Einen
der 6 Wissenschaftler nenne man Y. Dieser schreibt sich
mit 5 oder 6 Wissenschaftlern und zwar an mindestens 3
davon zum selben Thema (0.B,d.A. Thema 2}
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Es bleiben also diese 3 Wissenschaftler A,B,C iibrig.

Sie miiBten sieh alle zum Thema 35 schreiben (sonst gibt
es eine Gruppe Y,A,B oder Y,A,C oder Y,B,C zum Thema 2),
Damit ist die Behauptung bewiesen. Es gibt mithin stets
mindestens ein solches Tripel.

Aufgabe

M 59

Sei m nicht durch 5 teilbar.

Falls m durch 5 teilbar ist, so ist es guch d, was im
viderspruch zur Aufgabe steht. . .

Folglich kann man m durch Sk+r darstellen, wcbei k eine
ganze Zahl ist und r eine der Zehlen 1,2,%,4. In Ab-
héngigkeit davon, ob r=1, r=2, r=3% oder r=4 ist, wiéh-
len wir n=1, n=%, n=2 oder n=4, Dann 143t das Produk?

-men beil Division durch 5 immer den Rest 1.
Is seil A:am5+bm2+cm+d and

B=a+bn+cn2+dn3.
Wir bilden den Ausdruck An--B.
Es ist
AnB-B=a(m3n3-1)+bn(m2n2-1)+cn2(mn-1)=

= (mn-1) [a[m2n2+mn+1)+bn{mn+1)+cn2] o .

Da mn-1 immer durch 5 teilbar ist (bei obiger Wall von
n), ist auch AnB—B durch 5 teilbar, ,

Da nach Voraussetzung A durch 5 teilbar ist, ist
An’-B genau dann durch 5 teilbar, wenn auch ¥ durch 5
toilbar 1st, W.zb.We

“it wieviel taucend «leinen Mitteln muld egich der Mensch

ebgeben, ehe er mit etwas Grofiem sich beschéditipgen Xann.

Jdean Pgul




Da§ Naiuréeheimnis

Von dem groBen Physikerpaar Robert Bunsen und Gustav
Kirchhoff, die nach Bunsens Erfindung des Bunsenbren-
nere die Spektralanalyse begriindeten, jene Methode,
aie uns das stoffliche Wesen der Kirper und damit auch
der fernsten Sterne erkennen 14Bt, erzihlen sich die
wiudenten in Heidelberg folgende wumiisante Geschichte:
Ute beiden Herren wandelten einst, in gelehrte Gespriche
vertieft, durch den sonuigen Garten ihres Huuses in Hei-
delberg. Dort stand auf dem Rasen eine der-groBen, innen
versilberten spiegelnden Zierkugeln, wie sie friiher Mode
wuren. Im Voriiberschreiten strich Bunsen spielerisch mit
der Hend iiber diese Kugel und fand sie auf der der Sonne
ubgewandten Seite merkwiirdigerweise ganz warm, wihrend
die wndere Seite, die der Sonne zugekehrt war, sich kiihl
anfilhlte. Bunsen machte Kirchhoff zuf diesen Widerspruch
aufmerksum; der fiihlte ebenfulls die beiden Kugelhilften
an und war nicht minder erstsunt. Lange debattierten die
beitden Forscher iiber die Ursuche; sie setzten sich auf
eine Rasenbank in der Nihe und erwogen alle physikalischen
Gesetze, die hier in Frage kidmen, um dus Ritsel zu lGsen,
dauld eine Glaskugel auf der der Sonne zugekehrten Seite
kilhl, auf der der Sonne abgewandten Seite dugegen warm
sei - ja, Bunsen glaubte mit Hilfe einer scharfsinnigen
Theorie sogar beweisen zu kdnnen, daB es eigentlich so
sein wiisse. Da kam der Girtner voriiber und 15ste mit einem
Schlage das Problem in sehr einfacher Weise: Er drehte
nimlich die Kugel herum, so da8 nun die Schattenhdlfte
zur Sonnenhdlfte wurde. "Das tue ich immer, weunn ich
voriibergehe, sonst wird die eine H4lfte schneller blind
wls die andere", sagte er, und die beiden gelehrten Herren
gingen etwas verbliifft und um eine Erfehrung reicher in
ihr Laboratorium.

- Bruno H. Biirgel -




Das Nordlicht

Der Physiker Dove’atellte bei einer Priifung die Frage
nach der Entstehung des Nordlichtes. Er wollte daumit
den Prifling suf die ele.tromagnetischen Vorginge im
allgemeinen hinlenken und dann das Exumen in dieser
Richtung fortsetzen., Der Kandidet cetutzie, iliberlegte eine
Welle, wurde immer verlegener und stieB schlieBlich in
Angsten schwitzend hervor:"Ich hebe es gestern noch
gewuBt, aber ich habe es wieder vergessen!" - "Das ist
wirklich ein gar nicht wiedergutzumachendes Ungliick
und ein groBer Verlust fiir die Wissenschaft", war die
antwort. "Nun sird Sie der einzige Mensch wuf der Erde
gewesen,der das gewuBt hat, und muBten es wieder ver-
gecsen!?®

- Wilhelm Spohr -
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Einfiihrung in die lineare Algebra (D)

Im ersten Studienjahr der Mathematiker gibt es neben einer Vor-
lesung zur "Differential- und Integralrechnung" einen Kurs zur
"Linearen Algebra und analytischen Geometrie". In diesen beilden
Vorlesungen werden die Grundlagen fiir die weiltere Ausbildung in
den htheren Studienjahren gelegt. Einige Grundkenntnlope der
"Iinearen Algebra" sind gicherlich schon aus der Schule bekannt,
wie z. B. das Rechnen mit Vektoren, das Losen linearer Glel-

chungssysteme u. &.

Wir wollen versuchen, einige wesentliche Aussagen und Begriffe
der "Linearen Algebra" zu erldéutern, wobei wir weniger Gewlcht
auf die strenge mathematische Ausfiihrung legen, sondern mehy

an Beispielen die Theorie zu erliutern versuchen. In einem zwei-
ten Teil, der in dem n&chsten Heft erscheinen wird, steht dann
die strenge mathematische Ausfiihrung mit genauen Definitionen,
Satzen und Beweisen im Vordergrund.

Noch eine Vorbemerkung. In diesem und auch im folgenden Artikel
werden wir nur reelle Zahlen betrachten. Fiir die Anwendung 1s%
gber eine Theorie mit komplexen 7ahlen ebenso wichtig. Wer al-
so mochte, kann alle Aussagen auf komplexe Zshlen Ulbertragen.

1. Vektoren

Unter einem Vektor stellt man sich einen Strich mit einem Pfeil
vor, der an elnem Punkt der Ebene beginnt und in einem anderen
endet. Wir wollen uns hier nur mit solchen Vektoren beschéfti=
gen, die im Nullpunkt anfangen. Dann 1ldBt sich jeder solche Vek-
tor x eindeutig durch die Koordinatel(§1.'§2) geines Endpunktes
beschreiben, d. h. x = (§'1, 52). Die Addition zweler Vektoren
erfolgt nun nach folgender Regel: Fir x = (§,,§,) und

y = (457 ,) setzt men x + 3 = (§ 1+ 740 50t 20
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Weiterhin lassen sich Vektoren mit reellen Zahlen multiplizie-
ren und zwer fir x = (& ,,% ,) und eine reelle zahl & durch

| oox t= (KF,%55).
Geometrisch entspricht des einer Streckung (X & 1) bzw. einer
Stauchung (0 £X< 1) des Vektors. Fir negative o kehrt sich die
Richtung des Vektors um. - *

2X__- |

-

o

Eine besondere Rolle spielt der sogenannte Nullvektor 0 = (0,0),
der dadurch charakterisiert wird, daB

0 +x =X
fiir alle Vektoren x gilt.

Bei der Addition und Multiplikation mit einer reellen Zahl gel-
ten nun eine Reihe von Rechengesetzen, wie z. B.

X (x+y) = Ax + &y
oder (x+pB)x = &x + PBx.

In dem strengen axiomatischen Zugang sucht man nun die wesent-
lichen Rechengesetze heraus, die men an den Anfang als Axiome
stellt. Dies fiihrt in unserem Beispiel zum Begriff des Vektor-
raumes, den wir spidter erldutern werden. Ausgehend von diesen
ixiomen wird dann die Theorie entwickelt. Man nennt diese Vor-
gehensweise den axiomatischen Aufbau einer Theorie. Dies hat
den Vorteil, daB sich alle Ergebnisse mathematisch streng aus
den Axiomen ableiten lassen. Andererseits erschwert ein solcher
Zugeng i. a. das jphaltliche Verstdpndnis und entspricht meist
nicht der historischen Entwicklung der Theorie. Seit etwa 40 Jah-
ren hat sich aber dile axiomatische Methode in der Mathematik
durchgesetzt.

Flir die Anweadung ist es nun notwendig, den Begriff des Vektors
zu verallgemeinern.

Sei n eine natiirliche Zeshl. Daur bilden wir n-Tupel

X = (§1,..., ;n), wobei jedes &;i eine reelle Zahl ist. Zwel
solche n-Tupel x = ( 3'1,...,;“) und y = (121,...,'2“) werden
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nun gleich genannt (x=y), wenn Q1 = ;1"“"211 =§'n gilt. Mit
Rn bezeichnen wir die Gesamthelt aller moglichen n-Tupel von re=
gellen Zahlen. Die Addition und Multiplikation mit einer reellen
Zehl werden nun genauso wie oben definiert, ndmlich

X+y &= ({1+l?_1....,£;n+rz_n)
und Ax := (dg,l,...,d;n).

Ebenso ist 0 = (0,...,0) der Nullvektor.

Die Notwendigkeit, Vektoren flir n > 3 zu untersuchen, folgt aus
der Tatsache, daB sich viele Dinge eben nicht nur mit 2 oder 3
reellen Zahlen beschreiben iassen. %. B., wenn sich ein Teil-
chen im Reum bewegt, so interessieren neben dem Ort die Geschwin-
digkeit in jede der drei Richtungen der Koordinaten, die Be=-
schleunigung o. d. m. Oder betrachten wir eine chmische Reak=-
tion. Zu jedem festen Zeitpunkt sind viele Parameter, wie z. B.
Druck, Temperatur, Konzentration der Stoffe u. #. m., von Inter-
esge, die sich durch eiln n-Tupel beschreiben lassen, wobel n

i. a. groBer als 3 ist. .

2. Lineare Unabhidngigkeit

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit spielt eine zentrale
Rolle in der Theorie. Er ist allerdings etwas gchwerer verstédnd-
lich. _

Nehmen wir m Vektoren X, ,e..,X, aus BP,

Dann spannen diese Vektoren eine Ebene span {%1,...,xm} in g"
durch dep-Nullpunkt 0 = (0,¢0,0) aUSB RY auf, und zwar ist

X € span {x1,...,xm} , falls es reelle Zahlen &yyeeey @ mit

_ ol
X = 6(1x1+ ves + O X

gibt. Beispielsweise spannen die Vektoren (1,0,0) und (0,1,0)
im R3 genau die Ebene von Vektoren auf, die in der dritten Ko-
ordinate eine Null haben. Im Spezialfall m=1 gilt

span(x.l} = {¢x1, o reell} , de h. man erhdlt die durch X, und
0 erzeugte Gerade. Nehmen wir nun noch ein x € R" hinzu. Dann
gind zwel Fiélle moglich:

(1) x gehdrt zur von X yee«« Xy aufgespannten Ebene

(2) x gehtrt nicht zu dieser Ebene.
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Als Beispiel nehmen wir x = (1,1,1), der nicht zu der von (1,0,0)
und (0,1,0) aufgespannten Ebene gehdrt.

Lineare Algebra

Im 2. Fall sagt man nun, daB X vOn X ,eee,Xp, linear unabhdédngig
ist. Er heiBt von X seeesXy linear abhidngig, falls der 1. Fall
eintritt.

Anders ausgedriickt, der 2. Fall tritt genau dann ein, wenn

span {x1,...,xm} echt in span {x1,...,xm;x} enthalten ist, durch
die Hinzunshme von x die aufgespannte Ebene groBer wird.

Wir kommen nun zur entscheidenden Definition:

Eine Menge{k1,.,.,xmfvon Vektoren aus R" heiBt linear unabhdn-
gig, falls jedes xj linear unabhéngig von x1,...,xj_1,xj+1,...,xm
ist, d. h. flr jedes j, 1 € € m, gehort X nicht zur Ebene, die
‘'von den restlichen Elementen aufgespannt wird. LéBt man in diesem
Fell nur einen beliebigen Vektor weg, SO wird die aufgespannte
Ebene echt kleiner, es werden also alle m Vektoren zumiAufspén-
nen der Ebene benttigt, keiner ist liberflissig.

Sind Xyseees¥py nicht linear unabhingig, so nennt man sie linear
ebhingig, d. h. es gibt mindestens ein X5 das zu der von den
restlichen Elementen erzeugten Ebene gehort, dieses xj ist also
tiberfliiseig. In Formeln kann man €8 wie folgt ausdriicken:
XyseeesXpy gind genau dann linear unabhéngig, wenn aus

& X tenot oo x =0 (Nullvektor) stets &&= %y=..0= 04, =0 folgt.
Versucht dies zu beweisen.

Wie erkennt maen nun, ob eine Menge {k1....,xm} von Vektoren aus
R? linear unabhiéngig ist oder nicht? Zur Beantwortung dieser
Frage ist es nlitzlich, einen weiteren Begriff einzuftihren:
Nehmen wir an, man kann k Vektoren aus [x1,...,xm} finden, dle
linear unabhéingig sind. Die gréftmégliche Zahl k mit dieser
Eigenschaft nennt man nun den Rang der Elemente Xj,eeesXy -
Der Rang ist also diejenige Zahl mi% 0 £k ¢ m, flir die es k
1inear unabhiéngige Elemente gibt, aber jeweils k+1 Vektoren
sind linear abhdngig (falls k<m). Insbesondere sind also
XyseeerXpy genau dann linear unabhﬁngig, wenn der Rang m ist.

Die obige Frage kann man nun viel asllgemeiner stellen:
Wie berechnet man den Rang von m Vektoren x1,...,xm?

Ohne Beweis méchten wir folgendes feststellen:
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Eﬁ) Beim Vertauschen der Vektoren andert sich der Rang nicht.
(2) Bei der Addition des Vielfachen eines Vektore zu einem an-
deren Vektor bleibt der Rang erhalten. Z. B. haben {x1,x2}_
und {x1+ sz,xzj den gleichen Rang.
Dag Ziel besteht also darin, mit Hilfe von diesen belden Opera=
tionen solche Vektoren zu erzeugen, flir die man sehr einfach den
Rang berechnen kann. Nehmen wir also an, daB der Vektor x, an
der Stelle r, ein von Null verschiedenes Element besitzt, X,
an der Stelle r, mit rp> X9y X4 an der Stelle rq mit r3>r2 |
uswe Dann sind X jye-«,¥Xy linear unabhidngig, denn natiirlich liegt
kein Vektor in der Ebene, die die restlichen aufspannen. Bei=-
splelsweise sind die Vektoren
= X, = (0,1,1)
Xy = (0,0,1)
linear unabhdngig (r1=2, r2=3).
Tauchen bei den Operationen Nullvektoren auf, so waren diese
Elemente linear abhidngig und kdnnen weggelassen werden. Wieder
ein Beisplel: |
X, (1,1,1)

X, = (1,=1,1)
Xy = (3,=1,3)
(1) x4 (2) xy=3%4: (3) x3=2%,:
(1:151) (1,1:1) (1,1,1)
(0,-2,0) (0,-2,0) (0,=2,0)
(3,-1,3) (0,-4,0) (0,0,0)
Somit ist der Rang der Vektoren 2; sle sind also linear abhén=-

gig' . I
{ilberlegt Euch weltere Beispiele!

Eine interessante Folgerung ergibt sich aus diesem Verfahren:
Sind x1,...,xm aus R® linear unabhdngig, 8O gilt m £ n.

Oder anders ausgedriickt:

m Vektoren in R? mit m >n sind stets linear abhangig.

3. Die Basis
Besonders interessant ist der Fall, daB man n linear unabhén-
gige Vektoren X jeessX, im R™ hat. Wie wir gesehen haben, ist
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des ja die maximale Anzehl linear unabhéngiger Elemente. Nimmt
men nun ein beliebiges X aus R?, so muB x stets lineer abhingig
gsein von x1,...,xn. d. h. x gehtrt zur von XqyseeesXy aufgespann-
ten Ebene. Da dies aber flr alle 'x aus R” gilt, haben wir ge-
zeigts

gpan fx.l,...,xn} o
d. h., zu jedem X R" gibt es reelle Zahlen a{..l,..., atn mit

X = 0‘-111-1-...-1- o X e
Wir zeigen nun: 0"1’“'"1& sind eindeutig bestimmt, d. h. die
Darstellung ist eindeutig.

Beweis: Nehmen wir an, daB neben der obigen Darstellung auch
noch _

x = BX teeet ﬁnxn |
gilt, wobei die ﬁj nicht alle gleich den d’j gind, sei z. B.
B T Durch Umstellen folgt dann

(Bs- &y)x; = (4= Blxteeat (s = By I%iq* (€ 5,1= B 141)% 141

cee + (0l - B )X,

woraus wegen B, - %y £ O die Aussage

x; = Fq*es L CIRLSTRLD £ P PR A -+ ¥i¥n

mit
o= B
e B o & |
. rj"ﬁi“‘i’aﬁi
gilt.

Also gehdrt x; 2zur von den restlichen Elementen aufgespannten
Ebene, was im Widerspruch zur linearen Unabhdngigkeit von .
XqpeeerXy steht. Damit 18% die Aussage bewiesen.

Ein linear unabhdngiges System Xjj...,X, 8US R? pennt man nun
_eine Basis.

Jedes Element aus R 148t sich dann in eindeutiger Weise als
Summe X = ¢1x1+...+dnxn darstellen.

061,...,&.n heiBen die Koordinaten von X bezliglich X seceyXye

Beispiel 1: Sei e, = (150,+0450), €5 = (0,1,093e¢)s
en =(O’o¢-,0’1). \
Dann sind e1.....,en linear unabhingig und bilden eine Basis.
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X = (';1'“";:1) 148t sich dann als

X = ;1e1+...+€nen
schreiben. D. h. fir x = (§1""’;n) gind §'1,...,§'n die Ko=-
ordinaten von x bezliglich € seeesCpe

Beispiel 2: x, = (1,2) und x, = (241) sind linear unabhéngig.
Jedes x = ( ;’1, ;2) kenn man als

X = a{1x1 +a(.2x2 schreiben,
de h. 5‘1 = a{,.' + 28, und

€ g 2%1 + ‘2 o
Man sieht schon am 2. Beispiel, daB zur Berechnung von 061 und
042 ein lineares Gleichungssystem geltst werden muB, das, wie
wir uns liberlegt haben, fiir beliebige & , und ;'2 stets eine

eindeutig bestimmte Losung besitzt.

Geometrisch kann man das Problem wie folgt erkldren:

Sei Xq9%, eine Basis in R2,_xeR2 vorgegeben. Durch Streckung
bzw. Stauchung von x, und X, erreiche man, daB die Summe X er-
gibt:

Das geht natlirlich nur, wenn die beiden Vektoren im R? nicht
auf einer Beraden liegen, d. h. wenn sie eine Basis bilden.
Im Fall Xy=84y X =€5 ist dies besonders einfach.

AbschlieBend wollen wir noch bemerken, daB wir im Grunde Jetzt

die Stelle erreicht haben, wo die eigentliche "Lineare Algebra"
beginnte. .

Insbesondere die Theorien der sogenannten linearen Abblldungen,
der Matrizen und Determinanten, der linearen Gleichungssysteme

spielen eine zentrale Rolle. Wir werden auf_.diese Fragen spidter
eingehen.

Doz. Dr. W. Linde
Bereich Analysis
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR

4. Stute (DDR-Olympiade) Olympiadeklassen 11/12

Aufgaben |

1. In einem beliebigen Dreieck ABC seien D, E, F die Schnitt-
punkte der Winkelhalbierenden des Dreiecks mit den Dreiecks-—
seiten.
Man beweise: Sind I der Tlicheninhalt des Dreiecks ABC und

I, der Flécheninhalt des Dreiecks DEF, so gilt I, ES % .

2, In einem Fischgeschift stehen fiir die Aufbewahrung lebender
Karpfen drei Wasserbehilter zur Verfligung. Zum Verkaufsbeginn
gind in jedem dieser drei Behilter genau 20 Karpfen. Am Ver-
kaufsende sind noch insgesamt 3 Karpfen vorhanden., Die ver=-
kauften Karpfen wurden einzeln nacheinander entnommen. Ein
Tausch eines Karpfens von einem Beh#dlter in einen anderen
fand nicht statt; neue Karpfen waren wéhrend des Verkaufs
nicht hinzugekommen.

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem Komma gerundet die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB am Verkaufsende in jedem der
drei Behdlter genau ein Karpfen ist!

Hinweis: Die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit p ist folgen-
dermaBen definiert: Es sei A die Anzahl aller verschiedenen
Msglichkeiten fiir die Reihenfolge der Entnahme von 57 Karpfen
aus den drei Beh#ltern. PFerner sei G die Anzahl aller derje-
nigen unter diesen Moglichkeiten, beil denen am Verkaufsende

in jedem der drei Behilter genau ein Karpfen ist. Dabei gel-
ten zwei mbgliche Reihenfolgen der Entnahme genau dann als 1
gleich, wenn sie fiir jedes i=1,2,...,57 in der Angabe iliberein-
stimmen, aus welchem Behilter die i-te Entnahme eines Karpfens
erfolgte., Mit diesen Bezeichnungen ist p = I .

3. Gegeben sei eine reelle Zahl a # O mit la' £ 1.
Man ermittle alle reellen Lisungen x der Gleichung

(14 + 1)(x + 6x + 1) J (34 + 1)(a4 + 632 + 1)
(x5 = 1)° a%(a - 1)°
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4, Bs sei a,,859000 98 9000 diejenige Folge reeller Zahlen, fiir
die
a, = 1 und -{__E____1 -
Bk = 2a, + Y 3a, + 1 (n=1,2s35000)
gilt,
Man ermittle alle diejenigen Glieder dieser Folge, die ganz-
zahlig sind.
5, Fiir jede natiirliche Zahl n Z1 sei

f(n)==iE§ 2 Eﬁ;:ﬁ] (1)

= B R e

Men ermittle einen geachlosseneh Ausdruck fir f£(n) (a. h.
einen Ausdruck, der f(n) in Abhingigkeit von n SO darstellt,
daB zu seiner Bildnung nicht wie in (1) eine von n abhingende
Anzahl von Rechenoperationen verlangt wird).

Hinweis: Ist x eine beliebige reelle Zshl, S0 bezeichnet [k]
diejenige ganze Zahl, fiir die [x] 2 x <« [x]+ 1 eilt. ‘

Bine Strecke AB von 10 m Liénge soll auf folgende Weise durch

"wiederholtes Halbieren" in 10 niherungsweise gleichlange

Strecken zerlegt werden:

(1) Zuntchst wihlt man beliebige Punkte Pgo),Péo),...sPéo)
auf der Strecke AB und defimiert P(0) = A und Pig’ = B.

(2) Liegen nun fiir eine natiirliche Zghl n bereits als "n-te

Nzherung" Punkte Pon),Pgn) sg) vor, SO definier? ma?
n+1

Pén+1)= A, P§3+1)= B sowie fUr j=1y2,.0.,9 jeweils Py
als Mittelpunkt der Strecke PgET1)Pg22 ‘

Es seien Q1,Q2,...,Q9 die Punkte auf AB, die AB in 10 genau
gleichlange Teilstrecken zerlegen, fir die also

gi A-le = Q1Q2 = see = Q8Q9 — QgB =1m
1t,

Beweisen Sie, daB eine natiirliche Zahl N so existiert, daB

fiir jede Wahl der Punkte PSO),Péo),...,PgO) auf AB gilt:

Bei der "n-ten Ndherung" weicht jeder der Punkte P%N)

"I.’P
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(j=1,2,...,9) um weniger als 1 mm von der Lage des Punktes
Qj ab, d. h., es gilt

g

P} : 1mm,
J QJ .

7, Ist T = ABCD ein Tetraeder, so bezeichne s die Summe aller
Kantenlingen von T. Dabei sei in dieser Aufgabe jede (in
Jentimeter zu messende) Kantenlinge nur durch ihre MaB zahl
ancegeben., Man untersuche, ob es unter allen Tetraedern T
mit den folgenden Eigenschaften (1), (2), (3) eines gibvt,
fiir das 8 einen griften Wert annimmt. Trifft das zu, so er-
mittle man diesen griBten Wert von s, Die geforderten Eigen-
schaften sind:

(1) ¥ 50C = 4 CDA = & AIB = 90°,
(2) Sémtliche Kantenléngen von T sind nicht kleiner als %,
(3) Das Volumen von T ist gleich %.

Diophantische Gleichungén

.In diesem Artikel wollen wir diophantische Glelchungen zweiten
(und dritten) Grades mit drei Unbekannten betrachten.

1. Die diophantische Gleichung x2 + 32 = 52 mit xX,¥,2 €&

Das Losen dieser Gleichung bedeutet geometrisch, alle py thago=-
reischen Dreiecke zu fipden, deren Seitenliéngen x, y und z sind.
Die Lisungen (x,y,z) dieser Gleichung heifBen py thagoreische
Tripel. Fiir jede ganze 7ahl K ist auch (kx, ky, kz) eln pytha-
goreisches Tripel.

Beim Aufsuchen aller Losungen der Gleichung x2+y2=z2 konnen wir
uns auf den Pall (x,y) = 1 beschrénken.

Bewels dieser Aussage:

Der groBte gemeinseme Teiler von X und y sei a4 ((x,y)=d).

x und y ktnnen wir denn in der Form X = x1od und y = 31-d dar-
stellen. Setzen wir diese Beziehung in die Ausgangsgleichung
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ein, so erhalten wir

262 4 120 22
bzwe. d2(x§+3$) = za (1)

Folglich ist d2 Teiler von 52 und d Teiler von z. Somit gllt

z-$1.d. Durch Einsetzen in die Gleichung (1) erhalten wir

2,.2, .2 2.2
d (x1+;1) = z%d

' 2
bzw. 11 + ,1 - 21 .

Damit haben wir die Richtigkeit der Aussage gezelgt.

Wir beschrénken uns auf den Fall (x,y) = 1. Folglich kinnen
beide Zehlen x und y nicht gleichzeitig gerade sein. Eine der
beiden Zahlen muB ungerade sein. _

Wir nehmen o.B.d.A., an, x sei ungerade.

Durch Umstellen der Gleichung x2 + 32 = 52 erhalten wir

I2 - 22 - yz.

Unter Ausnutzung der binomischen Formel 1EB% sich die Gleichung
auch in der Form x2 = (z+y)(z=y) schreiben.

Den griBten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen (z+y) und
(z-y) bezeichnen wir mit d,. ((2+4y),(z-y)) = 4,

Wenn wir die beiden Zahlen (x+y) und (z-y) durch 4, dividieren,
erhalten wir die Zahlen a und b

E? = 8 I.lnd B= = b.
1 1
Ungestellt: (2) z+y = a-d, (3) 2=y = bed,

Da ((2+y),(2=y)) = dys muB (a,b) = 1 sein. Indem wir (2) und (3)
in die Gleichung x° = (z+y) (z-y) einsetzen, erhalten wir

12 - a-b-d? ~

Da (a,b) = 1, ist die erhaltene Gleichung nur dann gdglich, wenn
e und b Quadratzahlen sind. Das Produkt zweier teilerfremder
Zahlen ist bekanntlich nur dann eine Quadratzshl, wenn jeder
Faktor eine Quadratzehl ist. Folglich muB & = u° und b = v°
sein, wobei u und v aus dem Bereich der ganzen Zahlen siammen.
Durch Einsetzen ergibt sich die Form x? = uaovz.dﬁ

bzw. X =u-°Ved

EESEEDEESIRTEEESES

Die ILdsungen flr y und z:
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Die Ibsungen fiir y und z ktnnen wir aus den beiden Gleichungen
(2) und (3) ermitteln. Die Addition der Gleichungen (2) und (3)
ergibt 2z = a-d1 + b-d1 = (u2+v2)d1.

Die Ldsung flir z lautet dann

2, .2
g o UV a
Durch Subtraktion der Gleichung (3) von der Gleichung (2) er-
gibt sich 2y = (a-b)d, = (u?=v")d,.
Wir erhalten y = E.qz-v; a,.

Bedingungen flir die Zshlen u, v und d,

1. Da wir o. B. d. A. x als ungerade angenommen haben und
X = Ueved, ist, mﬂaa;n u, v und d1 ungerade sein,
2. Da x = u*v'd.l, V= “_El. d1 und (x,y) = 1, muB d.l = 1 sein.

3. Da a = u2, b-v2 und (a,b) = 1, muB (u,v) = 1 sein.

Angabe der Lisung

Somit ergibt sich flir der Fall (x,y) = 1 folgende Losung:

u2-v2 u2+v2
X mu'v, y = —m— und z = —— wobel u und v ungerade,

teilerfremde ganze Zahlen sind.
Alle tibrigen ganzzahligen positiven ILdsungen dieser Gleichung
erhalten wir durch Multiplikation der einzelnen LYsungen fir
x, y und z mit einem beliebigen gemeinsamen Faktor d, wobel d
Element der ganzen Zahlen seli.

Beispiele:

1. vel,u=3, 3+ 455
2e v=1, u=5, 52 4 122 = 132
3, V=3, u=>5, 152 1o 0% 172.

2

Frank -.Huqd\ner
Student Ma/Phy-Lehrer
2. Studienjahr FSU
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Preisautgaben

N 37 Es seien a>0 und b>0. Man zeige, daB dann gilt

b b
@L TSP S A

N 38 Man beweise, daB in jedem Dreieck ABC gilt
o]l B
wenn S ein Punkt im Innern des Dreiecks ist und A', B',

durch S und A, B, C sind.

die Schnittpunkte der Strecken BC, AC, AB mit den Geraden

N 39 Man zeigeé, daB (m=1)!+1 nur dann durch m teilbar ist,
® wenn m Primzahl oder gleich 1 ist.

bigen Drelecks, 80O gllt
cosloc + 0032/9 + cosly 2 % .

N 40 Man beweise: Sind cc, By y dle Innenwinkel eines belle=-

@ system

nx =y =5
21"'3“-7

N 41 Man suche elne patlirliche Zahl n so, daB das Gleichungs=-

eine LSSung besitzt, bei der x positiv und y negativ ist.

N 42 [loxasaTs, UYTO eclm B PaBeHCTEBe
a + 3892 + cyF =0
KO3DQUIMEHTH 8, B ¥ C pampoHanuuit, T0 8 = B = C = 0.

EinsendeschluB: 15. 12. 81
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR 4. Stute

Olxmpiadeklassen 11[12 Lésungen
1, Bezeichnet man die Flécheninhalte der Dreiecke AFE, BDF, CED
entsprechend mit I,, I3, 14, so gilt '

Bezeichnet man die Lingen der Dreiecksseiten BC, CA, AB ent-

sprechend mit a, bm, ¢, 50 teilt 1) § gie Seite AC im Verhalt-
nis c:a, also ist AE = === . Entsprechend gilt AF = =5

Do die Dreiecke ABE und ABC bei Auffassung von AE bzw., AC als
Grundlinie dieselbe Hohe haben, verhalten sich ihre Fl&chen-
inhalte wie AB : AC = ——, daher hat das Dreieck ABE den

eI a+c

Flacheninhalt Z7== »

Ta die Dreiecke AFE und ABE bei Auffassung von AT bzw. AT als
Grundlinie dieselbe Hohe haben, verhalten sich ihre Fléchen-

. _ b .
inhalte wie AF:AB = a+b? daher gilt

bel
I, = Tavb) (ae) * \2)

Entsprechend gilt

cl abl
Iy = '('a+b?(b+o) y 14 = Tarc)(bec) ° (3)

Aus (1), (2), (3) folgt

be(b+c) + acfa+c) + ab(a+@l)

1(1- (b+c) (a+c) (a+b)

I

_ 2abcl
= Tb+c)(a+c)(a+b) °

Nun gilt aufgrund der Bezlehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel

(b+c)(agc)(a+bl’=' m 'raTz‘ ‘ra?z eIz'bc.

_ 2abel <
Daher gilt I1 = ‘(b+c)(a+c)(a+-b) = I ’ WeZobDeWe

1) Dies ist entweder als bekannter Satz zu zitieren oder z.B.
so zu beweisen: Verliéngert man AB {iber B-hipaus um a bis G,
so wird wegen der Gleichschenkligkeit des Dreiecks BCG

und nach dem AufBenwinkel satz 4 BCB = ¥ BGC ={é’-
(Fv = & ABC), also CGHEB, und daher nach dem Strahlensatz

AE:EC = AB:ﬁE = C:8.,
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2, Die verschiedenen Mglichkeiten fiir die Reihenfolge der Ent-

nahme lassen sich eindeutig kennzeichnen durch die verschie-
denen 57gliedrigen Folgen F = (a1,a2,...;a57), in denen je-
weils ay die Nummer des Beh#élters angibt, aus dem die i-te
Entnahme erfolgt. In jeder dieser Folgen kommt jede der drei
Behslternummern héchstens 20 mal vor, Daher lassen sich alle
zu beriicksichtigenden Folgen so in Klassen éinteilen, wie
die nachstehende Tabelle angibdt.

Anzahl des Vorkommens der Beh&Zlternummer
1 2 3
20 20 17
20 19 18
20 18 19
20 17 20
19 20 18
19 19 19
19 18 20
18 20 19
18 19 20
17 - 20 20

Um die Anzahl a(u,v,w) der Folgen in derjenigen Klasse, fir
die die in der Tabelle genannten drei Anzahl u, v, w lauten,
zu ermitteln, ersetze man zun#chst die u Folgenglieder 1 durch
u verschiedene Elemente, etwa mit 11,...,1u bezeichnet, eben-
so die v Folgenglieder 2 durch v Elemente 21,...,2v und die
w Folgenglieder 3 durch w Elemente 31,...,3w. Aus den so ge-
bildeten 57 Elementen lassen sich genau 57! verschie dene Fol-
gen zusammenstellen, Loscht man darin die Indizes bei allen
Elementen 11,...,1u, so entsteht aus je u! Folgen ein und
dieselbe Folge. Entsprechendes gilt fiir das Loschen der Indi-
zes bel 21,...,2v und bei,31,...,3w. Daher ist 1

a(u,v,w) = ﬁT%%éT "
Nach der Tabelle gibt es genau drei Klassen, in denen u,v,w
in irgendeiner Reihenfolge die Zahlen 17, 20, 20 sind, fermer
genau sechs Klassen, in denen u,v,w in irgendeiner Reihenfol-

1) Diese Formel kann auch als bekannt zitiert werden.
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ge die Zahlen 18, 19, 20 sind, und genau eine Klasse mit
u=v=w= 19, Daher ist '

_ 2 oT! 657 571
A = t7izo1z0T * T8TT9120T * 197991797 °

Genau diejenigen Folgen, die der Klasse mit u=v=w= 19
angehren, entsprechen den Moglichkeiten, bel denen am Ver-
xaufsende in jedem Beh#lter genau ein Karpfen ist. Daher gilt

- 57!
@ = TSribiToT -

Hiernach ergibt sich

= el e 6 1 s 571 . 513+1140+200
A = 757797797 (50°20 * 78.20 * 18.19) = 71191797 “9-19-20°20

_ ! L1 51y 200
G = T?T?%TT@T 78.79 = 7771911971 ° §+19-20.20

_ G _ 200
P=X7 1853

= 0,108,

N

3, Eine reelle Zahl x ist genau dann Lisung, wenn fiir sie x # O
und x # 1 gelten und das Polynom
P(x) = az(a2—1)2(x4+1)(x4+6x2+1)-(au+1)(a4+6a?+1)12(12—1)2
die Gleichung P(x) = O erfiillt., Dieses Polynom lautet
P(x) = (a6-2a4+32)x8—(a8+14a4+1)x6+2(a8+7a6+7a2+1)x4

- (38+14a4+1)x2+a6-2a6+a .
An der urspriinglichen Form der Gleichung ist ersichtlich, dal
x = a und x = —-a Losungen sind., Also ist das Polynom P(x)
durch (x-a)(x+a) = xz - a2 teilbar., Die Division ergibt
Q(x) = P(x)z(xz-aa) = (a6-234+a2)x6 - (236+13a4+1)x4
* + (a6+13a2+2)x2 +(-ag+232-1).
An der urspriinglichen Form der Gleichung ist ebenfalls ersicht-
lich: Setzt man x = % oder x = - % auf der linken Seite ein
und erweitert den Entstehenden Bruch mit as, 8o erhidlt man
einen Ausdruck, der gleich der rechten Seite ist, Daher sind
auch x = % und x = = % Ldsungen; folglich ist Q(x) durch

az(x - %)(x + %) = a212 - 1 teiibar. Die Division ergibt

R(x) = Q(x):(32x2_1) = (a4-232+1)14—2(a4+6a2+1)x2+a4-2az+1.
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Wegen Jal # 1 ist et-2a%41 = (32—1)2 #Z 0., Also ist die Glei-
chung R(x) = O ﬁquigalent mit
. &
x4 _'o 8 +ba +1 2 & 1. 0.
a’'=2a +1
Dies ist eine gquadratische Gleichung in x2 mit der Diskrimi-

nante

(a4+632+1)2 <9 B 16a2(a.2+1)2
a'=2a"+1 (a2-1)4

Daher hat R(x) = O genau diejenigen x als Losung, fiir die
eine der Gleichungen

4 . 2 2
%2 = 2 +ba +1 - 4a(a +1! '
(a2—1)2 (a“=1)

d, h,, eine der Gleichungen
4 4
<2 = {8 +1) ’ o2 = Lo =1}
(a“=1) (a®=1)
gilt, Da die rechten Seiten dieser Gleichungen positiv sind,
sind dies genau die Zahlen

x=_3_:!'_1_ x:—&ﬂ,x:gﬂ- x:—-:-%-

a=1 "?

Wegen a # 1 und a # -1 gilt fiir jede dieser vier Zahlen x # O,
Ferner ist a+! Z a-1 und wegen a # 0 auch a+1 # -a+1, also
gilt fiir jede dieser vier Zahlen x # 1 und x # -1.

Demit ist bewiesen, daB die gegebene Gleichung genau die Zah-

len

1 a+1 a+1 a-1

1 a-1
X =18 -8 g T g a1’ " a1 a¥l’ " a+l

als Losung besitzt. =
Hinweis: Nicht nur + a und + % lassen sich auf die beschrie-
bene Weise unmittelbar als Lisung erkennen, sondern 2z. B. ver-
mittels der Umformung

(x +1)(x +6x +1) _ 1(x2+ lz)((x+1) (x—1)2)

x (12-1)
auch x = + a+i und x = + a-1 Nun kémmte man versuchen, die
= a-1 - a+1"’ ’

Nichtexistenz anderer Lisungen ohne weitere Rechnung damit
zu begriinden, daB P(x) als Polynom 8, Grades nicht mehr als
8 Nullstellen habten kann, In dieser Gestalt wire der Beweis
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4,

liickenhaft, da die angegebenen Losungen nicht alle verschie-
den zu sein brauchen.

Fir alle n £ 1 gilt nach Definition
(a,,4 - 2a)% =322 +1, also

2 2
841 — %448 t 2 = 1.

Fiir alle n £ 2 gilt also

2 2
ap = 488, 4 Y8 q = L
und daher

2 2 _
841 ~ %=1 T 48‘n(a'n+1_an-1) =
(8p4q- an—1)(an+1+an-1-4an) = O | )
Fir alle n & 2 gilt ferner a_ , > 2a,> &), ebenso & > & 4,
also '
8ns1 = Zn-1 # 0.
Daher folgt aus (1)
841 = A8y = 8, qe (2)

Da a, = 1 und a, = 3 canzzaehlig sind, folgt aus (2) der Reihe
nach, daB auch 83 8y 35,... ganzzahlig sind.
Also sind alle Glieder der gegebenen Folge ganzzahlig.

Andere Herleitung wvon (2):
2
Aus a .4 = 2an + "Ban + 1 folgt
2182 + 12 ‘121 4 = 9a° +.12 1
a, + a, 3a.n+ + —9an+_ a, 39.n +

+ 4(38541)

= (38, + 2380410,

Ferner folgt, daB alle a, positiv sind., Daher ergibt sich

2
38,41

weliter

_ .‘ 2 '_ .l 2
qne2 T 28'n-l-1 " 38'n+1 A = 2&"111-1 + 38’11 + 2 3“E"nﬂ

> _ ;
28 + 2(2an + 3an+1) -a, =4a 4 - 8.

n+1
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5 Die in (1) fiir k=1 bis k=n2 zu bildenden Summanden lassen

sich zu n Teilsummen 8 (2=0y.+¢e9n-1) zusammenfassen, indem
jeweils Sn die Summanden aus (1) mit denjenigen k enth#lt,

fiir die m2 +1%x 2 (m+1) gilt, In diesen ist m2 2 k-1 (m+1)2

also m —" 1<« m+1, 4., h, m = [‘lk-‘! . Also wird

2
# n_-.Erk_T_IJ (n-m) ° t’} 1 )
k=m +1 k=m +1 Ik = ik"‘
Darin ist

Ej:ﬁ%. :ﬁ S 3 P

k=m"+1

= |m2+1 -m +-[m +2 -1111 H + = o0 + (m#1) = I(m+1)2-1

== 1-
Somit ergibt sich s, = n - m (m=0,...,n-1) und daher

f(n) =Eosm =n + (n-1) 4+,..+ 1 = r—l'(—;”ll i
=

Damit ist ein Ausdruck der verlangten Art ermittelt,

Es seien Pgo)’Péo)’“”Péo) beliebig auf AB gewzhlt.
Fir jedes k mit k=0,1,...,10 und jedes natiirliche n mit n £ 0
werden reelle Zahlen ekn definiert:

e(n) = AP£n5 _ AQk’ (1)
wobei Q = A und Q10 = B
gesetzt werden und alle Liangenangaben in der MaBeinheit heter
angegeben sind,

Dann gilt
eén) = AA.- AL = 0,
(n) = 4B - &8 = 0,
und we
2™ , i, £ T3 = 10 |
le}({n)lé 10, (2)

Ferner folgt aus der Definition der Pl(cnﬂ)
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e£%+1) » APZn+1s - 13;

N
& g(arfn*” ap{n)y _ 5(Myy + Ty)

(3)
_ 1(e(n+1) }([:11))

Wir beweisen zunidchst folgende Hilfsaussage: Sind fiir eine
natiirliche Zahl n und fiir m eine positive reelle Zahl z alle

|91(cn) (k=041,4..,10), (4)
so gelten fir k=0,1,...,10 die Uhgleichungen

o) 120 - ¥ (5)
Beweis: Fiir k=0 und k=10 ist wegen e(n+1) = e$g+1) = 0 die

Ungleichung (5) erfiillt, Wenn (5) fur k = j=1 gilt, wobei j
eine der Zahlen 1,2,...,9 ist, so folgt nach (3) und (4) auch

2 %(leng1)l + [eln) )

(n+1)
8 - hEal

J

<1 B - = oL
= 2(2(1 23_1 + Z) = Z(1 23)-

DTamit ist die Hilfsaussage bewiesen,
Aus (5) folest wegen k £ 10 erst recht

| (m”l- z(1 - —0‘) z %% ’ (k=0,1,...,10).

Beginnend mit n—O (siehe (2)) ergibt sich daraus durch voll-
stéindige Induktion iiber n

(n) _ 10(1023) (k=0,1,4...,10; n=0), | (6)

Aus (6) gelangt man zu dem geforderten Nachweis:

Es gibt eine natiirliche Zahl N mit N > 4
1g 1024 - 1g 1023
fiir die N(lg 1023 - 1g 1024) €« -4, also

(-—-:1‘82224)N‘ T-dlﬁm und damit megen (1) und (6)
By - IAPkN l I = I ¢ 10(J350) ¢ them  (x=0,1,...,10)

gilt, wie gezeigt werden sollte,
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7. Bs sei T ein Tetraeder mit den Eigenschaften (1), (2), (3);
darin sei XD = a, BD = b, CD = ¢, Danm hat T nach (1) als Py-
ramide mit der Grundfléche des Dreiecks ABD vom Flicheninhalt
% ab und der zugehtrigen Hohe der Linge ¢ das Volumen % abe;

nach (3) gilt daher abc = 1. Aus (2) sowie durch geeignete

Wahl der Bezeichnungen erh#lt man E 2 2%y 2., Hieraus

folgt 1 = abc # 03 ferner 1 % 6a 2 6b, also ¢ £ 6as6bec = 36

und abc = 1 £ 6a, Daher gelten die Ungleichungen

1%¢ %136 (4)
und ;
atbvsl, (5)

Die zu untersuchende Summe ist nach (1) und dem Satz des
Phythagoras 2 ' =
s=a+b+ec +1a2+b2 +ﬂ2+c2 +ib2+02 ¢
Fiir sie gilt nach (5)

2" p
s 25,5, 010202 +1(5H%e? + V()22

+-—1—16(2c+ 2 +2I02+§_g .
C

Es seien f und g die im Intervall 1 2 ¢ £ 36 dqurch

f(e) = ¢ +6_(_210'E_’ g{e) = c2 +lg-

c
definierten Funktionen., Fiir ihre Ableitungen gilt

pr(e) =1 - 821D pie) m e - B

c c
Deher ist £'(c)> O bzw. g'(c) > O fiir alle diejenigen c, fiir -
die 02) 6(2+12) bzw. c256 gilt,

Tm Intervall 10 £ ¢ ® 36 ist dies z, B, der Fall; da.liler sind
1

f und g in diesem Intervall steigend, und es folgt

2(c) % £(36) = 36 + 212, 5(o) % (36) = 36 + 5} ,

: =
£(e) + 2 Tgle) = 36 + 2_+éi_2 + 2 '362 + 57 . (6)

1) Herleitungsmoglichkeit ohne Differentialrechnung:

FﬁrOtugxgvgiltuzéuundv-xg 0, also

w? (v-x) zvx(v x),zalso vx2suty & v2x+u2x, wegen v > 0
also x + = = + 1_1_ . Dies wende man einmal mit

x=Cc, u= '6(2+:|§|i, v=36, einmal mit x—cz, u=6, v—36
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Auch im Intervall 1 2 c¢10 gilt (6), wie fiir diese ¢ aus
c + 6—(2%E + 2 ‘02 + 1%#.10 + 6(2+'r2‘) + 2 i100+36
c

€10 + 64 + 2.12

€ 336436 + Z-'LgE+ 2'[362 + 3_16 -

ersichtlich ist,
Damit ist bewiesen, daB fiir alle Tetraeder mit (1), (2), (3)

' L
sé}6+&éﬁ+21362+3-16- (7)

gilt.
Setzt man aber speziell a = b = %—u.nd ¢ = 36, so sind (da

die iibrigen Kantenlingen von T nach dem Satz des Pythagoras
erst recht groBer als a sind) (2) und (3) erfiillt, und man
erhilt in (7) das Gleichheitszeichen,

Damit ist gezeigt: Es gibt urter allen Tetraedern T mit den
Eigenschaften (1), (2), (3) eines, fiir das s einen groBten
Wert ammimmt, und dieser ist die auf der rechten Seite von
(7) angegebene Zahl.

Preistrager der DDR-Olympiade

Olympiadeklasse 10

Einen ersten Preis erhielten: Punkte
Volkmar Liebscher EOS Goethe-Schule Ilmenau 40
Matthias Hiibner (9) Humboldt EOS, Leipzig 38
Jens Ponisch (9) Karl-Marx-0S, Karl-Marx-Stadt 38

Einen zweltem Preis erhielten:

Klaus Mohnke " POS "Erich Weinert" Liibbenau
Bezirk Cottbus 37
Torsten Fimmel EOS "Heinrich Hertz", Berlin 37
Bernd Schmutzler EOS "Artur Becker", Wilkau-HaBlau
Bezirk Karl-Marx-Stadt 27
Jorg Stahnke (9) EOS "Willi Sénger", Pasewalk

Bezirk Neubrandenburg 36
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Oliver Geupel (9)
Birgit Thomas

Karl-Heinz Fandrey (9)

Olympiadeklasse 11/12

" EOS "Romain Rolland",

Dresden 36
EOS Zittau

Bezirk Dresden 36
Puschkin-Schule (EOS), Prenzlau
Bezirk Neubrandenburg . 29

Einen ersten Preis erhielten:

Detlef Horbach

Jens Galley (11)

Spezialklasse der Technischen
Hochschule Karl-Marx-Stadt 40

EOS "Heinrich Hertz'", Berlin 38

Einen zweiten Preis erhielten:

Peter Zienicke (11)

Jirgen Grafenstein

Michael Giesecke

Jorg Pietschmann
- Steffen Zahn (11)
Bodo Heise (11)

John Matzke (11)

Ralf Hortig (11)

Spezialschule fiir Mathematik/Physik
der Humboldt-Universitédt Berlin 35

Spezialschule fiir Elektronische
Industrie "Martin Andersen Nexd"
Dresden 35

Spezialschule fiir Elektronische
Industrie "Martin Andersen Nexd™

Dresden 35
EOS "Johann Joachim Winkelmann",
Stendal, Bezirk Magdeburg 34

Spezialschule fiir Mathematik/Physik
der Humboldt=Universitét Berlin 33

Spezialklasse der Technischen
Hochschule Karl-Marx-Stadt 33

EOS "Gotthold Ephraim Lessing"
Erfurt 32

I. EOS Qottbus 32

Aus Platzgriinden ist es uns leider nicht mdglich such alle
Teilnehmer, die dritte Preise oder Anerkennungsurkunden
errangen, namentlich agufzufiihren.

Die Redaktion der Wurzel gratuliert allen Preistrigern

recht herzlich.
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Losungen
Lésungen
Aufgabe N 2 .
3:-1-3 . x2n;7n (I1)
Man multipliziere beide Gleichungen miteinander und er-
hédlt ' ' '
(xe9)™ = 2% - ()P

Da x>0 und y >0, kSnnen wir logarithmieren

X+y =2n (1).
Eingesetzt in (I) ergibt dies
Jc21:1 - wn |
und somit y = x° (2).

Setzen wir nun (2) in (1) ein, so erhalten wir
12 + x = 2n = 0O, '
Daraus ergibt sich

Y8n+1 = 1
——

X =

y = -} (Y8ens1 -1)2.

Aufgabe N 3
Wir multiplizieren die Ausgangsgleichung mit ¥Yx+1 und
erhalten -

x2+8xl + 12+8x+7. = Te
(12+Bx) ersetzen wir durch t, d. h. t=x2+8x (1)
'f'_l:'+ﬁ+—7-' = Te
Als Ldsung findet man nur t=9.
Aus (1) erhalten wir jetzt x2+81-9 = 0,
Die Ltsungen dieser quadratischen Gleichung eind
x, = -9, X, = 1. Als LSsung bleibt nur x = 1, de man
sonst in der Ausgangsgleichung aus elnem negativen Wert
die Wurzel ziehen miiBte.

Aufﬂbe N 4

Es sel of = 90° = B + .
Dann gilt
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. gin & = 1
Bih(d-ﬂ) = s:l.n1" _
sin(y -et) = = sin(A=Y) = = sinf .
Folglich gelten auch folgende Bezlehungen:
oin & gin B8 sin(® -g) = sinB siny”
gin B sin Y 8in(f -9) =8in g sinY sin(f ~3") .
sin 4 sin &% ain(y =ot) = - sin ¥ sin /B
gin(od =8 )sin(4 -'-r)nintf-d) = - sin Y sin(BS -9")sing.
Da die Summe der linken Seiten der Gleichungen unsere
-gesuchte Summe ergibt und die Summe der rechten Selten
gleich Null ist, ist auch die gesuchte Summe gleich
Null.

Aufﬁabe NS5

M N P (]
Auf der Strecke PQ konstruieren wir dae rechtwinklige
Dreieck PSQ mit der Hypotenuse PQ und der Kathete PS=p.,
Durch die Punkte M und N legen wir Geraden parallel zu
PS. Dann fillen wir das Lot aus P und Q puf diese Gera-
den., Die Schnittpunkte ergeben das gesuchte Rechteck,

Diese Aufgebe ist gensu dann l¥sbar, wenn men das recht=-
winklige Dreieck konstruieren kann, das heift, wenn

p <PQ ist. Eine zweite ILosung erhilt man natlrlich,

wenn man die ganze Konstruktion auf der anderen Seite
der Geraden g macht. '

Aufgabe N 6

Es ist zu zeigen, daB der
Teil der Oberfliiche, der
Kugel K', der innerhalb

der Kugel K liegt, unab-
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.hungig vom Radius der Kugel K' ist, wenn der Radius r'

von K!' grtBer ist als der Radius r von K.

Dieser Teil berechnet sich aber gerade wie die Oberflé-
che eines Kugelsegmentes (siehe Zahlentafel), also
FPaufe O 0S8,
Wegen des Kathetensatzes gilt aber
OT + 0S = OMZ = r°.
Also ist P = TT. r2 nur abhdngig vom Radius der kleine-
ren Kugel.

utgabe

N T

Es sei D = ad - bc.

Da nicht alle Zahlen.a, b, c, d gleich Null sein kinnen,
nehmen wir an, daB wenigstens a 4 O ist.

Falls D = 0 ist, setzen wir

A= g
und erhalten d = Ab und ¢ = Aa.
Also ax + by = m

Aex + Aby = n und somit wére n = A m.
Der Fall D = O ist also nicht flr alle natiirlichen Zeh=
len erfiillt und entfillt, also D # 0.
Flir feste m und n erh#lt das Gleichungssystem die Ldsun-

gen

- md = nb
na - mec
y ==y >

wobei x und y ganze Zehlen sein miissen. Wihlen wir als
Spezialfille m=1, n=0 und m=0, n=1.
Wir erhalten

d
e il - V91 %°57
b

X==95 Y2=§5 °

Es muB also
ad - bc 1

XV =V Fp =T "7
eine ganze Zahl sein, Das 1ist aber nur der Fall, wenn
D-t115to
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Bemerkung: Es war nicht nach der Existenz solcher Zah-
len &, b, ¢ und d gefragt.

ufgg?a

N9 A, A,
Seien 11, 12, A3 die Eckpunkte auf As

eipner Stirnseite des Prismas,

B1, Be, 33 die gegenfiibérlie-

genden Eckpunkte und a,,8,,83, B, B;
b1,b2.b3 die ihnen zugeordneten

Zahlen. B¢

Dann miissen nach Aufgabenstellung folgende Gleichungen
erflillt sein:

3a, = a5 + 85 + b, 3b1 =b, + by + 8y (1)
3a, = 89 + 84 + b, 3b, = b3 + by + 8, (;I)

Addieren wir zu (I) euf belden Seiten a =b4 (bzwW. bg=8q),

80 erhalten wir

Durch Addieren von I, II und III erhalten wir
3(a1+a2+a3) @ 2(a1+a2+a3) + b1+b2+b3.
Daraus folgt '
Aus {3) und (1), (2) erhalten wir
4a, - by = 4by = &,
Analog erhidlt man b2 = 8y b3 = 840
Durch Einsetzen von (4) in I erhalten wir
a4 = 8y + 83 + a4 = 3a, = 5&3. :
Darsus ergibt sich die Gleichheilt aller 6 Zahlen.
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Aufgabe M 61 | c

Es ist das spitzwinklige
Dreieck ABC gegeben. Im
Innern des Dreiecks legen
wir einen Punkt P fest.

Die kiirzesten Abstidnde von
P zu den 3 Selten des Drei-
ecks sind durch das Lot
bestimmt, also die Strek-
ken PA1, PB1, PC1. Die ldéngsten Absténde von P zu den
Seiten des Dreiecks sind offensichtlich die Strecken
PA, PB, PC. Durch diese neuen Strecken wird das Drei-
eck ABC in 6 rechtwinklige Dreiecke zerlegt, die den -
Punkt P gemeinsam als Eckpunkt haben. Einer der Winkel
am Pynkt P muB kleiner gleich 60°_sein, da alle Winkel
zusammen gleich 360° sind. Den klirzesten Abstand von P
zu einer Dreiecksseite nennen wir d, den groBten D.
Nehmen wir jetzt an ¢4 AFPC, 4 60°.

_41"—.:1
Dann gilt ¢ # PC, = = AP = 5 D,

A C, D

aleo 4 # % De

Die Gleichheit gilt, wenn ABC ein gleichseitiges Drei-
eck ist und P im Mjttelpunkt des Dreiecks liegt, d. h.
die Winkel um P alle gleich 60° sind.

Aufgabe M 62

Von 6 Personen kennt eine Person entweder mindestens 3
andere oder kennt mindestens 3 andere nicht.

1. Fall: Nehmen wir en, die Person A kennt 3 andere
Personen. Falls von diesen 3 sich 2 untereinander ken-
nen, 8o kennen sich mit A also schon drei untereinander.
Falls sich die 3 unterelnander nicht kennen, ist die
Bedingung sowieso erfiillt.

2. Fall: A kennt mindestens 3 andere Personen nicht.
Wenn sich von den 3 Personen zwel untereinander nicht
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kennen, so kennen sich mit A 3 untereinander nicht.
Wenn sich die 3 Personen kennen, ist die Bedingung auch
erfiillt.

Aufgebe M 65
Of fensichtlich kann keine Hthe
gréBer sein, als die Seite,von
deren Scheitel sie gefédllt
wurde, d. h. '

h % bund b s c. . & c

Falle zwel Seiten kleiner sind

gls die euf ihnen errichteten HGhen, also z. B. a<h

und b<h,, wirde die Ungleichung a<h 3 b<hy & a
folgen. Diese Ungleichung ist aber offensichtlich falsch.

Aufgabe M 63 _
Es seien die Zshlen a,,«..,8j gegeben. Wir bilden fol-

gende Summen: S1 =8,
Sz.f e, + 85
S =

8.1 + B.2 +oest an.

n
Lassen S1 bis Sn bei Teilung durch n jeweills verschie=
dene Reste, so muB eine der Smmen durch n teilbar sein
(Es gibt nur die n Reste 1,25000,0=1 und 0). Falls zwei
Summen den gleichen Rest lassen, 80 hat eine der Sum-
men mindestens einen Summanden (oder mehrere) mehr. Da
gie aber den gleichen Rest haben und die Summanden gro-
Ber Null sind, 1l&B8%t sich die Summe der zusdtzlichen Sum-

manden durch n teilen.

lAufgabe M 64
Es gilt gin 2« = 2 sind cos<
gin 3«4 = 3 sind cos2el - sin’dl .

Also ist
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siﬂ.L+%s'in2-L +%31n3d. = .
= sine + sind cosel + sind cos’d - 5_1_“_33;'L_.
- Ejﬁj.l-"' (3 + 3 cosel +3 gosd = gin’el )
= ﬂ%i (2 + 3 cosel + 4 cos®d )

- ai_njé_ [(1+co;a-l. )2 4+ (1+cosed ) + 3 coa2q(.]) 0,

denn sine > O flir O < o < 1800. Die anderen Summanden
gind offensichtlich ebenfalls groBer Null.

Aufgabe

M 66

Sei D der Punkt, der symmetrisch A
zu P beziiglich g(R,Q) liegt.
Wegen dieser Eigenschaft und
wegen

A(4,B,C) ~A(B,P,R)~A(P,Q,0)

gilt (1 »
RB = RP = RD (2)

und

QC = QP = QD. (3)

Folglich ist Q der Mittelpunkt

jes Kreises, auf dem C, P und D liegen und R ist der
Mittelpunkt des Kreises, auf dem B, P und D liegen.
Aus der bekannten Peripheriewinkel-Zentriewinkelbezie-
hung £olgh

4 CDP = %( CQP (4)
und '
4 PDB = 3 4 PRB. (5)

Wegen (1) gilt

4 CQP = 4 PRB = 4 BAC. (6)
Offenbar ist

§ CDP + 4 PDB = 4 CDB. (7)

aus (4 ), (5), (6) und (7) folgt
4°CDB = 4 CAB. (8)
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Nach dem Peripheriewinkelsatz liegen deshalb A und D
auf einem Kreis, in dem BC Sehne ist. Und da dieser

Kreis schon durch A, B und C eindeutig bestimmt ist,
gilt die Behauptung.
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Diophantische Gleichungen

In diesem Artikel mbdchten wir die diophantische Gleichung drit-
ten Grades mit drei Unbekannten auf LSsbarkeit untersuchen.

Fermatsche Vermutung:

Es gibt flr keinen ganzzahligen Exponenten n » 2 ganze von Null
verschiedene Zehlen x,y,z, die der Gleichung =2 + yn - z" ge-

nligen.

Fermat hatte auf den Rand des "Handexemplars der Arithmetik des
Diophant" geschrieben, daB er einen wunderbaren Beweis gefunden
habe, aber der Rand sei zu klein, um ihn zu fassen. Bis heute
ist es noch keinem Mathematiker gelungen, diesen Satz zu bewei-
sen., Man weifB aber, daB die Vermutung flr elle Exponenten n bis
4002 richtig ist. Der Beweis der Fermatschen Vermutung flir spe=
zlelle Exponenten n ist besonders schwierig, da es keine allge-
meingliltige Beweismethode gibt,

2, Die Gleichung x° 4+ y> = 23
Wir mdchten an dieser Stelle die Richtigkeit der Fermatschen
Vermutung flir n=3 beweisen,

Satz : Es gibt kelne ganze von Null verschiedene Zahlen
X,¥,2, dle der Gleichung x3 + y3 = 53 genligen.

Beweis, Aus der Gleichung 13 4 y3 = 23 kSnnen wir erkennen, daB
zwel der Unbekannten x,y,z ungerade sein missen. Da die Unbe=
kannten aus dem Bereich der ganzen Zahlen stammen und da die Ad-
dition in diesem Bereich kommutativ ist, kdnnen wir o, B, d. A.
annehmen, daB z gerade und x,y ungerade seien.

Da die Addition bzw. Subtraktion zweier ungerader Zahlen stets
eine gerade Zahl ist, gilt x+y = 2p und X=y = 2Q.

Die Aufltsung dieses Gleichungssysteme nach x und y fuhrt zu

den Losungen X = p+q und y = p=-q. Durch Einsetzen in die Aus-
gangegleichung erhalten wir (p+q)3 + (p-q)3 = z3.

p3+3p2q+3pq2+q3+p3-392q+3pq2'-q3

2p+6 q2 - 27
2p(p“+3q°) = 23.

-23



131 Diophantische Gleichungen
Im weiteren Bewelsverlauf ktnnen wir uns auf den Fall (1.73-1
beschriinken (vgl. Heft 7/8 , Diophantische Gleichungen, 1. Ab=
schnitt).
Wir nehmen o. B, d. A. (x,y) = 1 an. Folglich ist (p,q) = 1.
Untersuchen wir, welche Mbglichkeiten sich daraus flir p und q
ergeben,
1. Belde kdnnen nicht gleichzeitlg gerade sein, da
(plq) =1,
2. Beide k¥nnen nicht gleichzeltig ungerade sein, da
X = p+q, § = p=q und (x-y) = 1.
3. Plir p ungerade und q gerade folgt aus der Gleichung
2p(p2+3q2) = 23, daB 23 nur durch die Zahl 2 dividier-
bar ist. Da z> eine Kubikzehl ist, muB sie aber min-
destens durch 8 teilbar sein., Folglich entféllt die-
se Miglichkelt.
4, p sel gerade und q seli ungerade. Somit ergibt sich,
daB (p2+3q2) ungerade ist.

Da (p,q) = 1 und da p gerade und qungerade ist, ergeben sich
aus der Gleichung 2p(p +3q2) = 23 folgende FHlle:

1) (2p.P§+3q§) = 1
II) (2p,p“+3q ) = 3.
I, Fall: (zp,p2+3q2) = 1, das heiBt 3{p und (p,q) = 1.

2p und p24+3q° mlissen beide "perfekte" Kubikzahlen sein.,

1, Die Kubikzahl p2+3q°

2

Wir setzen p™ + 3q2 = r3.

Losungsansatz zur Ermittlung von p, g und r
Wir widhlen r = m2 + 3n2, wobei m und n ganze Zahlen sind und

aetzen
p+qY=3=(m+ n)f=3 )3
= m3 + 3m2n Y=3+ 3mn2'1-3 ‘ + n3 1-3 3
= m3 = 9mn2 + (3m2n-3n3J i-3 o
Durch Koeffizlentenvergleich erhalten wir
p-m3—9mn
und q= 3m2n - 3n3.
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Zur Probe kBnnen wir p und q in die Gleichung p2 + 3q2 = r3
einsetzen und erhalten r = n2 + 3n2. Somit 1st die Richtigkeit
des Ansatzes bestitigt. Wir miissen noch feststellen, welche
Eigenschaften m und n erfiillen miissen, um zu gewihrleisten, daB
P, q und r Lsungen der Gleichung sind. Wir haben vorausgesetzt,
da8 (p,q) = 1 und (2p,p2+3q2) = 1, Folglich k8nnen wir nur sol-
che m und n wihlen, flr die gilt: (m,n) = 1

und 3 Fm,
Mit Hilfe dieser Methode erhalten wir passende Lisungen flr
P, q und r, die der Gleichung p2 + 3q2 - r3 genligen.

2, Die Kubikzahl 2p

Ersetzen wir p, 8o erhalten wir die Form
2p = 2(m3-9mn2) = 2m(m+3n) (m=3n).

Da q = 3n2n - 3n3 = 3n(m+n) (m=n) und da q ungerade ist, mlissen
n ungerade und m gerade sein. AuBerdem hatten wir bereils fest-
gestellt, daB (m,n) = 1 und 3 % m. Folglich haben hdchstens zwel
der Ausdriicke 2m, m+3n und m=3n einen gemeinsamen Faktor, und
jeder der drei Ausdriicke muB flir sich genommen eine Kublkzahl
sein, um zu gewkhrleisten, de8 2p eine Kubikzahl 1ist.
Wir erbalten: (1) m + 3n = ad

(2) m=30=b

(3) 2m = c3.
a3 + b3 =m+ 30 +m=30=2m= c3.
Aus dieser Beziehung ktnnen wir m ermitteln.

o —— l'=13-l-b3
a3+b3
Erset;anBuir m in Gleichung (2) durch =—s—, 80 erhalten wir
Um den Satz zu beweisen, missen wir fUr die von uns konstruier-
te Ldsung x, y und 2z einen Widerspruch zeigen. Aus diesem Grun-
de betrachten wir die Gleichung
2’ - 2p(p2+3q2).

Ersetzen wir 2p durch a3.h3.c3 und p
rm= m2+3n2, so ergibt sich

2+3q2 durch r3 mit
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53 e a3-b3.e3(m2+3n2)3.
zZ = a-b'o(m2+3n2)

3..3 3.3
z = asbec [(-a-ib—)2 + 3(1-?)—)2]

z = acbec [-1-(&6+2a3b3+b6) + 1%(&6-233b3+b6)]
33 6.6

z = asbec 3a6+63 +3b “+a -2:&3]::34-!:6

z = }acbec (ab+add24p%)

BEEE EEEESEEREREEESERSZRE
Aus der Gleichung 33+b3 = c3 wird deutlich, daB a und b nicht
gleichzeitig 1 sein kinnen, folglich gilt stets z 4 c.
Somit haben wir gezeigt, daB der I. Fall keine ganze von Null
verschiedens Zahlen x, y und z liefert, die der Gleichung
b + 33 = 2.3 genligen.

11, Fall: (2p,p2+3q2) = 3 und (p,q) = 1

In diesem Fall ist p durch 3 teilbar. Wir setzen p = 3p' und
erhalten 27 = 6p'(9p'2 + 3q2) = 189'(3P'2 + qz)-

Die Beweisflihrung verléuft analog der im I. Fall.

Der Leser moge den Bewels flir den Fall II selbst flihren.

Der Bewels des Satzes bestdtigt, daB die Fermatache Vermutung
fir n=3 richtig ist.

Frank Maschner
Student Ma/Phy - Lehrer
3. Studienjahr FSU
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Preisaufgaben
N 43 Kann man ein ungleichseitiges Dreieck durch einen Schnitt
() in zwel kongruente Drelecke zerlegen?

N 44 Man 1Yse folgendes Gleichungssystem

(:) 5X = 2xy + 3y + 3 =0
2x = Xy -y +9 =0

N 45 Der Nenner des folgenden Bruches ist rational zu machen:

® i 59
R P Ty

N 46 Man bestimme die kleinste natlirliche Zahl, die genau

(‘D 20 Teller besitzt.

N 47 Man 13se die Gleichung

@]I Yoivm + a-17 - Y7

N 48 /lorkasaTh, UTO B Kpyre paamyca I0 HeNb3f MOMECTHTE
400 Toverx Tax, UTOCH PacCcTOSHUE MEELY KaXIHMH ABYMSA
Onno Goneme I,

Losungsbedingungens

Fiir jede vollstédndige Losung erhédlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten im Werte
von 0,50 M je Punkt. Einsendern mit weniger als 10 Punkten wer—
den die in diesem Jahr erreichten Punkte filir das nédchste Schul-
Jjahr gutgeschrieben. Die Lésungen sind - jede Ldsung auf einem
gesonderten Blatt, versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe
des Einsenders - unter dem EKennwort "Wurzel-Preisaufgaben" an
uns zu senden. Alle Aussagen sind stets zu bewelsen, unbewiesen
verwendete Sachverhalte sind anzugeben. Der Losungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechnungen etc.) muB deutlich erkennbar sein.
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR 4. Siufe

Olympiadeklasse 10 Aufgaben

1. Beweisen Sie die folgende Aussage: Zu jeder natilirlichen Zahl
n = 2 gibt es von Null verschiedene natiirliche Zahlen

und b, flr die

n
812 + 322 + see + anz

a,,a oe a
127 2° . 2
= b

gllt.

2. Gegeben sel eine Linge rqe Konstruieren Sie ein Trapez ABCD
mit CD € AD = AB = BC, in dem ein Kreis k.‘ mit dem Radius ry
und ein zweiter Kreis k2 so liegen, daB sie einander von auBen
berlihren und deB k1 dle Seiten AD, AB und BC bertihrt, k2 die
Seiten BC, CD und AD beriihrt! Begriinden und beschreiben Sie
die Konstruktion! Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongruenz
genau ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften gibt!

3A. Ermitteln Sie alle Paare (X,¥) reeller Zehlen mit y > O und
y # 1, fiir die das folgende Gleichungssystem (1), (2) er-
fiillt ist!
x-logv(ﬁ-mx=2olog¥ (s - ¥22), (1)

y-X=2 (2)

3B. Beweisen Sie, daB fiir keine natlirliche Zahl n die Zahl
625 + 4 - (9°7)
elne Primzehl seln kann!

4. Ein ebenfléchig begrenzter Kdrper mit
genau 6 Ecken 4,B,C,D,F,H soll den in puy’ c
Abb. dargestellten GrundriB haben.
(A'B'C'D' ist dabei ein Quadrat von
gegebener Seitenlidnge a.) Die Punkte
A, B, Cy, D sollen in der GrundriBebene
liegen, die Punkte F und H im Abstand a : . =y
fiber B bzw. D. Jede Kante des Kdrpers A B'sF
s0ll in der Abb. sichtbar dargestellt
sein (entweder als Strecke oder, wenn
sie senkrecht zur GrundriBebene verlauft, Abb.
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6.

als Punkt), auch wenn sie etwa von oben betrachtet durch an-
dere Flichen verdeckt wird.

Stellen Sie zwel Korper, die diese Forderungen erflillen und
voneinander verschiedene Volumina haben, in schrédger Parallel-
projektion (& = 60°, q = %) dar! Ermitteln Sie flir jeden der
beiden dargestellten Kérper seiln Volumen!

Tausend reelle Zahlen X19Xo9e++X1000 seien durch die Festset-
zung bestimmt, dal

x1=5
und fiir ealle n = 1,2,...,999

x “ + 16

gelten soll.
Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzungen) flir jedes
n=1,2,...,1000 die Ungleichung
4 ‘:xn €5
gilt.

Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen c, flir die das
folgende Ungleichungssystem (1), (2), (3) mindestens eine
(aus reellen Zahlen x, y bestehende) Ldsung hat!

y>x2-2x+c, (1)
y>X+cC . (2)

—_——— —————————— |

"Man muB en die Einfalt, an das Einfache, an das ursténdig
Produktive glauben, wenn man den rechten Weg gewinnen will.
Das ist aber nicht jedem gegeben; wir werden in einem

kiinstlichen Zustande geboren und es ist durchaus leichter,

diesen immer mehr zu bekiinsteln als zu dem Einfachen

guriickzukehren."

Johann Wolfgang von Goethe
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR 4. Stule

Olympiadeklasse 10 L&sungen

1. 1. I¥sungsweg:
(I) Fir n = 2und n = 3 ist z. B. aus

32 4+ 42 = 5%, 3% 4 4% 4 122 215
die behauptete Existenz von a,,...,8,, b mit der geforderten
Eigenschaft ersichtlich.
(1) Ist n ¥ 4 eine Quadratashl n = n° mit m = 2, so ist z.B.
elne Summe aus n Summanden 5 gleich
5 + ees + 5 = (5m)

und zeigt die behauptete Existenz der a1,.é.,an, b.
(III) Ersetzt men hierin k der Summanden 5 durch 3 + 42
(wobei k eine der Zahlen 1,...,n ist), so erhdlt man jewells
fiir n = m2 + k die behauptete Existenz der a1,...,an,b.
Die grifBte hiermit (zu Jje einem m = 2) erreichbare Anzahl von
Summanden ist 2m° *n + 2m = (m+1) - 1. Damit ist also auch
fiir jedes n zwilschen m® und der ndchsten Quadratzehl (m+1)
die Behauptung bewilesen.
Aus (I), (II), (III) folgt die Behauptung flir alle natlirli-
chen Zahlen n 2 2,

2. Losungsweg: _
(I) Die Aussege fiir n = 2 ergibt sich wie oben.
(II) Wenn die Aussage flir eine natfirliche Zahl n = k B2
gilt, ag f°1g§: Es gibt n%tﬁrliche Zahlen 01,02,...,ck,d mit
Cq” + Cp + ees + 0y = d.

Daraua ergibt sich
(3¢.)% + (4c )2 + (5¢ ) 4+ «ee + (5c )2

1 1 2, 2. K2 2

= 5%(cy® + 57 Heeet Oy ) = (5d)

also haben dann die natfirlichen Zahlen
die Eigenschaft 817 + 8By tesot By g = b~.
Somit trifft die zu beweisende Aussage auch flir n = k+1 zu.
Mit (I) und (II) ist die Aussage flr alle nattirlichen n 22

bewlesen,
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2. I. Angenommen, ein Trapez ABCD
habe zusammen mit zwei Kreisen
kyy k, die verlangten Eigen-
schaften. Die Nittelpunkte von
k1, k2 seien M, bzw. Mz, der
Radius von k2 sel rye Die Sei-
ten AD und BC sind nicht pa-
rallel zueinander, da sonst
ABCD wegen AD = BC ein Pa-
rallelogramm wdre, im Wider-
spruch zu CD <€ AB. Also gilt
AB Wl cD, und das Trapez ist
mit AD = BC gleichschenklig.
Da k1 und k2 die Schenkel
AD, BC beriihren, deren Verlin-
gerungen iber D bzw. C hinaus
sich wegen CD < AB in einem A Lol P £ B
Punkt S schneiden, so liegen
M;s M, auf einer Winkelhalbierenden des Winkels <% ASB, nim-
lich auf der gemeinsamen Mittelsenkrechten m der Seiten AB
und CD. Diese Seiten werden also von k1 bzw. k2 in ihren
Mittelpunkten P bzw. R bertihrt. Ferner liegt auch der Bertih-
rungspunkt Q von k1, k2 auf m; die Parallele durch Q zu AB
und CD ist somit die gemeinsame innere Tangente von k1, ke;
8ie schneide AD in H und BC in GC.
Das Trapez HGCD, dessen vier Seiten von k2 berlhrt werden,
geht demnach durch eipe Streckung mit dem Zentrum S in das
Trapez ABGH Uber, dessen vier Seiten von k.I beriihrt werden,
und fiir das Verhdltnis

X =0r,: f] _

gsowle flir @ = AB, b = HG, ¢ = DC gilt x = DC : HG = HG : Iﬁ,
also b = ax, ¢ = bx = axz. Sind ferner U, V die Bertihrungs-
punkte von k1 bzw. k2 mit BC, so folgt aus dem Satz von der
Gleichheit der Tangentenabschnitte BP = BU, GQ = GU = GV,
CR = V. Also ist

8 =AB =BC =BU + GU + GV + OV = BP + 2 GQ + OR
- % + b+ % = % (1 + 2x + x2),

2 =1+ 2x + x°.
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Diese Gleichung wird nur von x1’2 = -1 :‘?1Ferfu11t, von de-
nen wegen x » 0 nur

x = Y2 - 1, also r, = r1(f_2'- 1)
verbleibt. Also kann ein Trapez ABCD nur dann den Bedingungen
der Aufgabe genligen, wenn es durch folgende Konstruktion er=-
halten werden kann:
II. (1) Man konstruiere einen Kreis k, mit dem Radius r,.
Sein Mittelpunkt sei M,, zwel aufeinander senkrechte Radien
seien M1Q und RHT.
(2) Der Kreis um T mit r, schneidet TQ in X.
(3) Man verldngere M,Q liber Q hinaus um r, = QX; der erhalte-
ne Punkt sei My. Man konstruiere den Kreis um M2 mit roe
(4) Man konstruiere die gemeinsamen HuBeren Tangenten t und
t' von k1, k2.
(5) Die Gerade m durch My, M, schneidet k, und k2 auBer in Q
in P bzw. R; man konstrulere die Senkrechten p,r durch P,R
auf m. Durch ¢, t', p und r wird das gesuchte Trapez ABCD ge=
bildet.
IIT. Beweis, daB jedes so konstruierte Trapez den Bedingun-
gen der Aufgabe geniigt: Nach Konstruktion ist ABCD ein gleich=
schenkliges Trapez mit AD = BC, und k,, k, haben die vorge-
schriebenen Beritthrungen mit den Seiten. Wegen r, < r, gilt
auch CD < IB, und man kann wie in I. herleiten, daf
X =r, : r, die Gleichung BC = % (1 + 2x + 12) gilt. Da nach
Konstruktion r, = r1( 2= 1) ist, erfiillt x die Gleichung
1+ 2x + x2 = 2, und es folgt'ﬁﬁ =a = EE:
IV. Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig
ausflihrbar, die Konstruktionsschritte (2) bis (5) sind da-
nach eindeutig ausfiihrbar. Also gibt es bis auf Kongruenz
genau ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften.

Andere IOsungsmbglichkeiten:
1. Nach Herleitung von x = Y2'- 1 kann man x2 = 3 =2 12 ver-

wenden, um AB - DC = a(1-x2) = 2a( Y2 - 1) herzuleiten. Hier-
nach ist m die GroBe eines Basiswinkels in einem gleich=
schenkligen Dreieck, in dem sich Schenkellinge zu Basislinge
wie 1 : 2(¥2'- 1) verhalten. Daraus ergibt sich eine Kon-
gtruktion dieser Winkelgriie. M1 liegt dann auf der Winkel=-
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halbierenden und auf einer Parallelen zu einem Schenkel im
Abstand Lqe Danach ist die Figur leicht zu vervollstdndigen.
2. Die Ermittlung (I.) von r, : ry ist z. B. auch folgender-
maBen mbglich: Das Lot von U auf PR sei UW, das Lot von M,
auf M, U sei M,Y. Wegen BU = -2- ist U Mittelpunkt von BC, also
W = -E(PQ + %ﬁ) = r, + ry, also ﬂ = r,. Ferner ist
M1M2 =r, + I, und YUVM ein Rechteck, also 'M_? =ry = Ipe
Aus A M, UW -~ A M,M,Y folgt daher
g M ; Fa 2

A A -
3. Wegen J PM,U + ¥ UM, G M, Q = 180° und T A BM U,
AGM.U & AGMQ gilt & BM1U = 90° nﬁ}- - 4'.'M1GU.
Hieraus und sus enteprechenden Aussagen im Trapez HGCD er-
hdlt man
ABMP = ABM U ~AMN,GU TAN,GQ ~ AGM, Q

""AGM V~AN cv = 4
Hiermit kann man z. B. der Reihe nach und TV
durch r, und 8 = BP = BU ausdriicken und erhalt aus BC = gs
eine Gleichung zwischen r, und s, die auf s = r, ¥1 + 2
fuhrt.
Zu allen derartigen Moglichkeiten von (I.) ist jeweils (III.)
als Umkehrung durchzufiihren.

2
+2r;r, = r° = 0, also r, = r1( Y2'- 1).

3A. Angenommen, ein Paar (x;y) reeller Zahlen mit y > O und
y £ 1 erfilille (1) und (2).
Wegen (Y3- V22 =5 - {20 folgt dann
x° . log, ({?-m =4 - log, (13 -72.

Wegen Y3 -412"4 1 ist 108‘! (3 - ﬁ £ 0, also folgt

= 4,
Aus (2) und y > 0 folgt ferner X =y - 2> -2, Daher muB
X = 2 sein, nach (2) ergibt sich y = 2 + x = 4,
Also kann nur das Paar (x;y) = (2;4) die Gleichungen (1),
(2) erfiillen.
Wegen 2 » 1054 ('rj"-faz = 2 1::)g‘,r (5 -fEZ) und
4 - 2 = 2 erfiillt es diese Gleichungen tatsdchlich.
Daher ist genau das Paar (2;4) das gesuchte.
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Hinweis:

Aus (1) kann men log, (f-' ﬁx = log, (5 -ﬂ) y
(T -* - (5-'!-3')2.:: - log( yp_ymy 5 - 120)°

2.1 24)

(= el )
herleiten. log( ',-‘ o)

Dies lediglich mit dem niherungsweisen Ausrechnen xz,ﬂ 4

fortzusetzen, genlgt nicht, da ja, falls der genaue Wert
x° € 4 widre, auch die negative Losung x auf ein
¥y = 2 4+ x>0 flihren wlirde.

3B.

Fir jede natlrliche Zahl n gilt

625 + 4 + (9°7) = 5* RER 34“

(5 + 5:38M)2 o 4,52, 32“

- (5 +232“+253)(5+232n255n)
((5 + ¥ 32“)((5 & 3°0)
gsowie (5+3)2+ 2nﬁ'(S+3) +3 >1unﬂ

5 4 3%, also (5 - 32> 0, (5 - 3M2 + 327> 0 + 3° = 1.
Also ist 625 + 4- (92n) in zwel ganzzahlige Faktoren &1

zerlegbar und deher keine Primzahl.

4.

Abbe 1
H G
EF l'l Ff
F
C
C
A
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‘gabe erfiillt. Man

Abb. 1 zelgt einen
Korper K, der die
Forderungen der Auf-

kann ihn dadurch ent-
setanden denken, daB
von einem Wiirfel
ABCDEFGH die Pyrami-
den AFHE und CFHG
abgeschnitten wurden.

Abb. 2 zelgt einen

Korper K,, der ebenfalls
die Forderungen der Aufgabe
erfiillt. Man kann ihn dedurch entstanden denken, daB aus K,
die Pyramide AFHD herausgeschnitten wurde.

Fir jede der genannten Pyramiden kann ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck mit der Kathetenldnge a als Grundflé-
che aufgefaBt werden; die zugehtrige Hohe hat dann die Lédn-
ge a. Daher hat jede dieser drei Pyramiden das Volumen

% . % a2 e a = % a3. Somit hat K, das Volumen

3

a3 -2 - % 33 = % a3 und K2 das Volumen a~ = 3 - % 33 = % a3.

Hinweis: AuBer diesen beiden sind noch weitere Ldsungen mog-
lich.

5e

Nech der ersten Festsetzung ist x, = 4, Hat man flir eine der
Zahlen n=1,2,...,999 schon nachgewiesen, dal x >4 ist, so er=

hélt man (x_ - 4)§ ® 0, also x 2 + 16 = 8x_. Wegen 2x_ (28)20
n - x2 4 18 n B
folgt hieraus nﬂi— &4, d. h. nach der zwelten Festsetzung

L S 3 4. Auf diese ™ Weise gewinnt man der Reihe nach die Un-
gleichungen x, > 4, Xq 2 45.4435%10900 > 4,
Ferner gilt x, &£ 5, und hat man flir eine der Zahlen
n=l,2,..4,999 schon 4 £x <5, so folgt -1 €x, -5 €0
und daraus (xn - 5)2 <1, (xn-S)2 -9 € .38 €0, also
% 2 + 16 & 10x o

n 5 n

x°_ + 16

n
et =~ 85

n
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Auf diese W??ﬂe gen}nnt man auch x, = 5; Xy = 53e¢03% 999 = v

6.

1. Losungsweg: Angenommen, flir ein reelles c habe (1), (2),
(3) eine Losung (x;y). Aus (1) und (2) folgt dann x # 0, da
sich flir x = 0 der Widerspruch y > ¢, y € ¢ ergdbe.

Aus (1) und (3) folgt ferner x2 -2x +c< y € -2x + 1, also
cL 1 - x2, wegen X £ 0 also c € 1.

Daher kann des Syatem (1), (2), (3) nur fiir ¢ € 1 eine Losung
haben.

Es hat flir jedes ¢ € 1 eine Ldsung, z. B, eine mit y = c. Flr

diesen Wert ist das System ndmlich dquivalent zu
2

xc - 2x< 0, (4)
x >0, . (5)
-2x + 1 >c; (6)
(4) und (5) sind Hquivelent mit
0<x<2 (7
und (6) ist dquivalent mit
x <1z=2 . (8)

Wegen ¢ € 1 gilt -1—5-—0 >0; also sind (7), (8) durch reelle
x erflillbar.

Die gesuchten Zahlen sind folglich alle Zahlen c € 1.

2. Losungsweg: Stellt man die Funktionen

y = #° = 2X + cC, (1)
y =X+ ¢C y (2')
y==2x+1 (3')

graphisch dar, so besteht die Losungsmenge des Ungleichungs-
systems (1), (2), (3) aus den Koordinatenpaaren (x;y) aller
derjenigen Punkte, die sowohl oberhalb der Parabel (1') als
auch unterhalb der Geraden (2') und unterhalb der Geraden

(3') liegen. Num heben (1') und (2') stets die Schnittpunkte
(0;¢) und (3;3+c).

Ist ¢ € 1 (Abb.), so liegt der Schnittpunkt (O;c) unterhalb
der Geraden (3'), und daher enthilt auch das oberhalb (1')

und unterhelb (2') gelegene Fldchenstiick Punkte unterhalb
(3'); de h., im Falle ¢ €< 1 ist die Losungsmenge von (1), (2),
(3) nicht leer.

Ist ¢ = 1, so folgt aus (1') und (3'), daB %2 = 0, also x = 0,
y = 1 sein muB. Ist c > 1, sc folgt aus (1') und (3') der Wi-
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derspruch x2 =1 =c¢ <€ 0. Also haben (1') und (3') im Fall

¢ &1 h8chstens den Punkt (0;c) gemeinsam (Abb.). Da die Pa=-
rabel (1') von unten konvex ist, also ganz oberhalb jeder
nicht zur y-Achse parallelen Geraden verlduft, mit der sie
htchstens einen Punkt gemeinsam hat, gibt es somit keinen
Punkt, der sowohl oberhalb (1') als auch unterhalb (3') lége.
Daher ist im Falle c & 1 die L¥sungsmenge von (1), (2), (3)
leer.

Die gesuchten Zahlen sind folglich alle Zahlen ¢ < 1.

Abb, siehe Tittelbild !
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Einfiihrung in die lineare Algebra (Il)

Wir haben in einem vorangegangenen Artikel (siehe Wurzel 7/8/81)
einige wesentliche Begriffe und S&tze der "Linearen Algebra" an-
schaulich erldutert. Nunmehr soll versucht werden, die dort ein-
gefliihrten Definitionen und Theoreme in exakter mathematischer
Sprache zu beschreiben.

1. Vektorriume

Betrachtet man die Vektoren (oder Punkte) im R 2 oder 133, S0

sieht man, dafl die wesentlichen algebraischen Operationen die

Addition von Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit

einer reellen Zahl sind. Im folgenden bezeichnen wir mit K stets

die reellen Zahlen.

Sei V eine Menge, auf der zwei Zuordnungen definiert sind:

(1) Jedem Paar x,y von Elementen aus V (x,ye V) wird ein Ele-
ment x+y € V, die Summe, zugeordnet.

(2) Jedem «e®R und x ¢ V ordneét man ein Element o x (oder
® « X) aus V zu, das skalare Produkt.

Diese beiden Zuordnungen sollen folgende Eigenschaften besitzen:

(1) Pir x,y,z € V gelte (x+y)+z = x+(y+z) (Assoziativgesetz)
Man schreibt dann x+y+z an Stelle von (x+y)+z.
(2) Es gibt ein Element ¢ € V mit
C+x=x fiir alle x € V,
@ nennt men Nullelement (oder neutrales Element).
(3) Zu jedem x € V existiert ein y € V mit x+y = ©.
Men nennt y inverses Element zu x.
(4) x +y =y + x fiir alle x,y € V.

Eine Menge mit einer Zuordnung "+", die die angegebenen Eigen-
schaften besitzt, nennt man kommutative Gruppe.
Man kann leicht zeigen, da8 O eindeutig bestimmt ist, und daB
zu jedem X € V genau ein Element y ¢ Vmit x + y = & existiert.
Man schreibt dann y = =-x, falls x+y = ©.
(5) Fir «,BcR und x € V gilt

(+0 )x= ax+ [x.
(6) o (x+y) = ax + «y, xR , x,5e V

(5) und (6) nennt man Distributivgesetze.
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(1) «(px)=(xp)x fir a,peR , X eV
und
(8) 1 x=x filr x e V.

Vielleicht ist es nicht klar, daB man 1.x=x fordern muB. Definiert
man aber z. B. «e X =0 filr alle x e V und a2€¢ R | go sind al-
le anderen Eigenschaften erfiillt, aber (8) natiirlich i. a. nicht.
Eine Menge V mit zwei wie oben angegebenen Zuordnungen, die

(1) - (8) erfilllen, nennt man Vektorraum (iiber den reellen Zah-
len). Man kann sich leicht ilberlegen, da8 alle Eigenschaften

auch fiir komplexe Zahlen sinnvoll bleiben.

Wir wollen nun einige leichte Folgerungen aus den Eigenéchaften
herleiten.
1o FUr  Xjjeeey € €R und xi,000,x € V L8t

0¢1x1 +ese+ X X unabhingig von der Reihenfolge der Summa=

n'n
tion. Man schreibt

n
2- O« x =6 fﬁI‘ X € V.

Dies folgt aus 0 « x = (04+0)x = Ox + Ox, indem man in dieser
Gleichung auf beiden Seiten -0x addiert.

3. &« 0 =0,

Beweis: o« O = o (6460) x@ + 0, Wieder filhrt eine Ad-
dition mit = a G zu o € = 6,

4, (- x )x = ax(=x) = = @ x, insbesondere gilt (=1)x = =x.

Ehe wir dies beweisen, wollen wir die Formel erldutern:

(= o )x bedeutet, daB - (reelle Zahl) mit x verkniipft wird
oc(=x) ist das Element, welches O und -x (inverses Element zu x)
zugeordnet wird, und schlieBlich ist = & x das inverse Element
zu & x (in V). :

Beweig: (= X )x + &Xx = (= X+ X )x = 0-x = O, also ist (- & )x
invers zu o X, de he (= @ )X = =  x,

Ebenso folgt aus @ (=x) + ¥ X = X (=x4X) =2 X O = O die Iden-
titat X (=x) = - X,

Schreibweige: Piir x + (~y) schreibt man x-y, d. h. x-y ist genau
das Element, welches mit y verkniipft x ergibt.
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Beispiele:

(A) n natiirliche Zahl
R ={x; x = c;,,...,;nn £qreees fpe® S
x +ywird als (g + 795000 §p +7,) flir x = (8,000, £)
und y = (?1,..., '?n) definiert
Ze x sel (x ¥yreeerax ).
Man iiberpriift nun unmittelbar, daB diese beiden Zuordnungen
den Axiomen (1) - (8) geniligen. Insbesondere ist & = (0,...,0),
der sogenannte Nullvektor, das Nullelement.

(B) Sei M eine beliebige nichtleere Menge und
Vy ={f; £ Abbildung von M in R / .
Dann definiert man die Funktionen f + g und « £ fiir
£,8 € Vyy und x ¢ ® durch die Vorschriften:
f+g:m —- f(m) + g(m) (Addition in R )
f :m—uw x ¢ £(m) (Multiplikation in R ),
m e M.
Auch hier ist der Nachweis der Eigenschaften unmittelbar zu
filhren. Die Nullfunktion & ist durch 6(m) = O flir alle m € M

definiert.

(C) Pn = { Polynome p; p(t) = Oco : 0511; $o oot ocntn,
O(.o, O(,.‘,-.., Q’,né RJ’

(p+q) (%) ist p(E)+q(t)=(x j+ g )+( Xq+ F)t+eeot( 2+ /J’n)tn
und (Uép)_(t) = 2 +p(t) = (x ay) + (xeoa )t .. 4(x CLn)tn

a(t) = 0, te,‘?\) » dl hd Ko = Q’..‘ Sree= Qan = 0.

AbschlieBend noch ein etwas schwerer zu verstehendes Beispiel,
das aber in der Mathematik (besonders in der Funktionalanalysis)
hdufig verwendet wird.

(D) Wir betrachten alle Folgen 51, §ose+. reeller Zahlen mit

lim fn = 0. Wit x = (§,, {rs.-.) bezeichnen wir solch
n-— |
eine Folge. Man definiert dann

Go ='gx; x=( ;1, ‘FQ"")’ lim .?n = O'? -
_ n - 0o
Das Besondere igt, daf die Elemente Folgen sind. x + y wird

als (.;1""?1!'--)! y = (‘?1’ ?’21000) und X x = (Jc g'l’ Ltfzs-o.)
definiert.
Beim Nachweis der Eigenschaften muB man sich zuerst iiberlegen,
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daB dies Zuordnungen nach , sind, d. h. aus x.y € o folgt
xX+y € o und a x € ¢, Das gilt aber, da die Summe zweier Null-
folgen wieder eine Nullfolge ist, ebenso flir &« x.

Bemerkung: Wilrde man z. B. diejenigen Folgen untersuchen, die
gegen 1 konvergieren, so wlirde die Summe nicht mehr zum Raum ge-
horen, da ja diese Summe gegen 2 konvergiert. Damit ist diese
Menge kein Véktorraum.

2. Unterrdume

Sei nun U eine Teilmenge des Vektorraumes V (U S V). Verkniipft
man zwei Elemente X,y € U, so wird i. a. x+y nicht mehr zu U ge-
horen, sondern nur zu V. Beispielsweise sei U S R 2 duren
Us={x ¢ R®, §. =1 definiert. Dann gilt fir x,y € U,

daB x+y = (2,...), d. h. x+y ¢ U.

Hat aber U die Eigenschaft, daf aus x,y € U stets x+y € U und
xx € U filr xe®R folgt, so nennt man U einen Unterraum von V.

Satz=z 1: Sei U ein Unterraum von V. Dann wird U zu einem
Vektorraum, wenn x+y und « x wie in V definiert
werden.

Beweis: Wir miissen zeigen, daB "+4" und "." alle Axiome (als Zu-
ordnungen in U) erfiillen. Zeigen wir z. B. die Existenz von ©
und -x. Wegen -x = (-1)x gehdrt -x (als Element von V) sogar zu
U. Damit liegt aber auch x=x = & in U, d. h. © € U ist auch das
Nullelement von U.

Mit anderen Worten, -x und @ (als Elemente von V) miissen bereits
in U liegen. Alle anderen Eigenschaften sind unmittelbar nachzu-
weisen.

Beispiele: (1) Sei U= R™ aurch U=/ xe¢ R ¢, = ¢ =¢f
definiert. Dann ist U ein Unterraum von 7 .
(2) Ist Xgseeey an eine feste Folge reeller Zah-
len, so ist U =£ X eﬁn; )E:‘ 24 gi = 0] ein Unterraum.
1=

(3) In einem Vektorraum V sei ein x, ausgewdhlt.
U =g-x; x =:x'xo mitixé;R} ist dann ein Unterraum. (U ist
die von x erzeugte Gerade)

(4) U =!r0] ist ein Unterraum.
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Aufgaben: (1) Sind U=fx € R% ¥, - § =0fund
U ={x e RY; _5’1 Yooet }’n = -1_? Unterrdume von R °?

(2) Zeigen Sie an einem Beispiel, daB fiir zwei Unter-
réume U,,U, in V die Vereinigung U;vU, =/xeV, x€ U, oder x e U,f
i. a. kein Unterraum ist. Kann man solche Beispiele auch unter
der zusiitzlichen Annahme U; € U, konstruieren?

3. Lineare Hiille

Ein ganz wesentlicher Begriff ist der der linearen Hiille.

Ist M eine beliebige nichtleere Teilmenge von V (Vektorraum),
so fragt man nach dem kleinsten Unterraum, der M enth&dlt, oder
dquivalent dazu, nach dem von M aufgespannten Unterraum.
Seien XyseessX, E;V. xe V heiBt Linearkombination von XqseeerX
wenn 0-1,..., - existieren, so daB

P
Beispiel: Betrachten wir e; = (0,...,0,1,0,...,0) € RD, so ist
x Linearkombination von eq,...,e , m = n, genau dann, wenn man
£p4q =e++= §, = 0 bat. Im Fall m = n kann also jedes Element

aus R~ als Linearkombination von €qsecesrey dargestellt werden.

n’

gilt.

Aufgaben: 1. Man stelle x = (3,0,-1) als Linesrkombination von
(1!0'0)1 (1’1,0) md (1’1,1) d&I‘.

2. Ist x = (1,2,1) Linearkombination von (1,1,0) und
(0,1,-1)?

3. Zeigen Sie, daB die Menge aller lLinearkombinatio=-
nen X aus XjseecesX) € V einen Unterraum von V bildet.

Betrachtet man die Linearkombinationen von xoc V, 80 sind dies

genau diejenigen x € V, die sich als & x_ schreiben lassen,

(o]
ae R,

Bezeichnung: spa.n(x1 P ,:xn) = [xe‘ V, x Linearkombination
Von Xise-e ,xnf nennt man die lineare Hiille von XyseeesX o

Satz 2: apa.n(x.l,...,xn) ist ein Unterraum von V.
Ist U ein Unterraum von V mit XyseeeryX € U, =so
gilt span(x.l,...,xn) S U, d. h. apan(x1....,xn)
ist der kleinste Unterraum, der Xqseoe X, enthidlt.
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Beweis: Der erste Teil ist Aufgabe 3. Sind Xysee0,X € U und
“1”"' CKnEI@ n’ so folgt nach den Eigenachaften eines Un-
terraumes auch ;:; @y Xy U. Damit haben wir gezeigt, dal je-
des Element x aus apan(x1,...,x ) auch zu U gehért, d. h.
apan(x1....,xn) = U.

Sei nun M &€ V eine beliebige Teilmenge, nicht notwendig end-
lich. Als span(M) bezeichnet man die Menge aller mdglichen Li-
nearkombinationen von Elementen aus M, d. h. x € span(M), genau
dann, wenn X;,...,X € M (n bel. natiirliche Zahl) und

“—1,..., X € R mit x = « ; X; existieren. span(M) heiBt
die lineare Hiille von M. <=

Beispiel: Sei M £ R > die Menge
M={x € R, 1§51 1,153 $3}  (wurtel)
Dann gilt span(M) = R >, demn
x = £1,0,0) + £,(0,1,0) + [;(0,0,1).
Gilt fiir M € V die Beziehung
80 nennt man M erzeugend.
Insbesondere sind x1,...,xn_e V genau dann erzeugend, wenn zu

jedem x € V reelle Zahlen 211,..., x mit x = 5:; a4
existieren.

174

Gibt es in V erzeugende Elemente XyseeesXyy 80 nennt man V
endlichdimensional. Im anderen Fall, d. h. filr alle

XyseeesXy €V, n=1,2,..., gibt es stets ein x € V mit

x é span(x,,...,x ), heift V unendlichdimensional.

Wir wollen uns im weiteren mit endlichdimensionalen Réumen be=-
schéaftigen, obwohl in der modernen Mathematik gerade die unend-
lichdimensionalen Réume von groBem Interesse sind. Bei deren Be-
trachtung treten aber eine Reihe komplizierter Probleme auf,

80 daB wir leider hier nicht weiter darauf eingehen konnen.

Beispiele: R und P, sind endlichdimensional wegen.

RE = span(ey,...,e ) bzw. P, = span(p ,...,p,) mit

Py (t) = tJ, 0 £ j S n. Dagegen ist R¥ fiir unendliche Mengen M
unendllchdlmenslonal
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4. Lineare Unabhidngigkeit und Basen

Seien X ,...,x € Vund U = spa.n(x1,...,xn) der erzeugte Unter-
raum. Betrachtet man nun z. B. apan(x1,...,xn_1), ‘g0 wird i. a.
dieser Unterraum kleiner als U sein, denn wenn

X = 2:1 a iX;  8ilt,
g0 muB i. a. nicht die Darstellung

n:-ﬁii

mit ,91 W ﬂn—1 e R moglich sein.

Man sagt nun, daB x1,...,xn linear unabhidngig sind, wenn fiir
jedes k, 1 £ k € n, stets
spa.n(x.l,...,xk_1,xk+1,...,xn) # span(x.l,...,xn)

ist. Anders ausgedriickt, jedes X, iat notwendig flir die Kon-
struktion der linearen Hiille, kein Element kann weggelassen
werden, ohne die Hiille zu verkleinern.

Typisches Beispiel sind e4,...,e, € R o'l EL

Sind XqveeesX nicht linear unabhéngig, so nennt man sie linear
abhéngig. In diesem Fall existiert ein X, mit

span(x.l,...,xn) = Bpan(x1,...,xk_1,xk+1,...,xn). Insbesondere
8ind XqseensXy linear abhéngig, falls eins der X das Nullele-
ment ist.

Satz 3 : Die folgenden Aussagen sind &Hquivalent:
(1) XyseeeyX € V 8ind linear unabhéngig.

(2) Aus 1; a 4X; = O f0lgt X = Aym...= & =0

(3) Zu jedem x € span(x seeesX, ) aind die reellen
Zahlen X ,4,..., Jc,n mit x = }:q; 1% ein-
deutig bestimmt. 1=

Beweis: Wir zeigen gzuerst, daB aus (1) stets (3) folgt:
Gilt x —E ocix und x E/)’l g0 80 ist %, = £, zu zeigen.

Dann :l'olgt
0= E(fxi- ﬁ i)Ii-

Ist nun fiir ein i, Obio % ﬁ i’ d. h. Gbio- ﬂio # 0, so er-

hdlt man
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-1 L ’
- (=4 ;)%
= < 7 1; L

) o iﬁlo

dc ho x 6 Sp&n(! eeeyX o X, IR ).
-1 LA BOS Rl SRS Xy

Hun {lberlegt man sich aber einfach, daB hieraus
BPBII(I.',...,xn) = Bp&n(x1,-.--,xio_1 ’xi°+1’¢..’xn)
folgt,
Das steht aber im Widerspruch zu (1) und damit war unsere Annah-
me ""’1 *Pi falsch, d. h. es gilt (3).

Aus (3) folgt (2). Wegen O = ;ﬁl iv P =fp =eee= o =

folgt fiir © = ):1.9: .x. aus (3) sofort « _/) » do Be x4 =0,
i= 1 i ,

184 En,

(2) impliziert (1): Nehmen wir an, (1) wére falsch. Dann gibt

es ein iO mit sp&n(x1'oco’xn) = Span(x1’ooo’xio_1,xi +1,-..,xn).

Insbesondere findet man (X,.I,..., Gtio_.‘. "’X’i +1,...,Jin mit

X. = X .X., woraus
*o i i 1747
o]
G = irx’ix. mit . = =1 folgt. Das steht
i=1 N lo

aber im Widerspruch zu (2), denn aus (2) wiirde %i = 0 folgen.
0
Bemerkung: In der Literatur ist es iiblich, Eigenschaft (2) aus

Satz 3 als Definition fiir die lineare Unabhéingigkeit zu nehmen.
Wir verwendeten die &quivalente Eigenschaft iiber die lineare
Hiille, die uns anschaulicher erscheint.

Beispiel: 1. (1,1), (1,-1) sind linear unabhéngig, da aus
q(1,1) +%,(1,-1) = (24X, &, =a,) = (0,0),
d. h. .|+J<.2 = 0 und .x .q:z = 0, sofort
X4 =x2 = 0 folgt.
2. (141) und (-2,-2) sind linear abhiéngig, wegen
(1,1) + -15(-2,-2) = 0%

Die Menge {11,...,:{“] £V heiBt Basis von V, falls XqseeesXy
linear unabhéngig und erzeugend sind. Es lﬁgt sich nach (3) aus
Satz 3 somit jedes x€V eindeutig als x =i§“’ixi darstellen.
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Die Zahlen ¢¥1,..., ah_nennt man die Koordinaten von x bzgl. der

Basis (11,...,xn). Andert man die Basis, so Hdndern sich natiir=
lich auch die Koordinaten.

Beispiel: 1. (ey,e..,e ) ist eine Basis in & 2, Fir :
X = (\F,‘,c.., ?n) Bind in dieaem Fa.ll gena'll ‘F1’-¢o, fn die KO"
ordinaten von x.
2. (1,1), (1,-1) ist eine Basis in R 2.
Jedes x = ( f1,‘§2) 188t sich also eindeutig als
%1(1,1) + X ,(1,=1)

darstellen, d. h. 061 +r.r,2 = S—".l und Ct.l —,12 = 3‘-’2.
Eine leichte Rechnung erg%?t ??n

£1*Ye - 1= 52
K = P und X, = —5==.
Den folgenden Satz wollen wir ohne Beweis angeben. Er liefert
aber die Moglichkeit, die Dimension eines Vektorraumes zu de=-
finieren.

Satz : Sei (x1,...,xn)ev eine Basis und Yqreees¥p €V
linear unabhéngig. Dann gilt
<
m - 1.

Folgerung: Sind (x4,...,% ) und (yy,...,y,) Basen in V, so gilt
Il = Ne. :
Beweis: Nach Setz 4 folgt m < n. Wendet man nun Satz 4 flr die
Basis (y1....,ym) an, 80 ergibt sich n € m, d. h. m = n.
Diese eindeutig bestimmte Zahl der Elemente jeder Basis nennt
man die Dimension von V (dim(V)).

D. h. dim(V) = n, genau denn, wenn eine (jede)Basis in V n Ele=-
mente enthalt.

Beigpiele: 1. dim R® = n

2. dim Pn = n+l

3. Sei U ={‘I€' 'ﬂn; f: = 0] .

Dann gilt dim U = n-1 wegen U = span(ez,...,e Ys

Aufgaben- (1) Man zeige, da8 fiir einen Unterraum von V stets
dim(U) £ dim(V) gilt (man verwende Satz 4)!

(2) Beweisen Sie folgende Aussage: Sind U1,U2
Unterréume mit U,1 U, ={ e} , d. h. aus x€U, und xe U, falgt
x =0, so gilt dim(U1+U2) = dim(U1) + dim(Uz), wobei
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U1 + U2={ xeV; x = X, +X,, I1€-U1, 126 U2} o

(3) Man bestimme die Koordinaten von x = (f.l, fa, f’B)
bzgl. der Basis (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)!

(4) Wie sehen die Koordinaten von x+y bzw. & x bzgl.
(x_1....,xn) aus, wenn x die Koordinaten « 4,..., &, und y die
Koordinaten /91,..., [s’n hat?

« AbschlieBende Bemer en

Wir haben einige wesentliche Grundbegriffe der "Linearen Alge=-
bra" eingefiihrt, wie den Vektorraum, die lineare Hiille, die
lineare Unabhéngigkeit und den Begriff der Basis. Dies sind die
Fundamente der "Linearen Algebra"™, auf denen die weitere Theorie
aufbaut. Sollte Ipteresse an weiteren Aussagen bestehen, so
setzen wir gern diese Einfilhtung fort.

Doz, Dr. W. Linde
Bereich Analysis

Es ist eine groBle Stdrkung beim Studieren, wenigstens fiir
mich, alles, was man liest, so deutlich zu fassen, dal man
eigene Anwendungen davon oder gar Zusédtze dazu machen kann.
Men wird am Ende dann geneigt zu glauben, man habe alles
selbst erfinden kdnnen, und so was macht Mut. So wie nichts
mehr abschreckt als Gefiihl von Superioritét im Buch.

Georg Christoph Lichtenberg




_ Preisaufgaben 156

Preisaufgaben
N 49 Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks A AEC befinde
5 sich ein Punkt P, von dem aus die Senkrechten PD, PE
bzw. PF auf EE, AC bzw. AB gezogen seien. Wie groB ist
PD + PE + PF ,
BD + CE + If
N 50 Man beweise: Ist die Zahl abe (a, b, ¢ sind die Ziffern
@a dieser Zahl im Dezimalsystem) durch 37 teilbar, so sind
auch die Zahlen bca und cab durch 37 teilbar.

Man bestimme den grﬁﬁten gemeinsamen Teiler der Zahlen
11111111 (8 Einsen) uwnd 11 ... 1
100 Einsen

Wieviel Zusammenstellungen der Zahlen 1,2,...,n gibt es,
bei denen nicht eine Zahl k (k=1,2,...,n) an der k-ten
Stelle steht?

Um ein gegebenes Rechteck mit den Seitenliéngen a und b
sei ein Rechteok mit dem Flécheninhalt m°> zu umschreiben.
Flir welche Werte von m ist die Aufgabe 1lGsbar?

N 54 B Tpanelmu MeHBIleE OCHOB&HWE DPaABHO 2, IPHJIEXAIME
yImH - o 1359, Yron memny ZmaroHansmum, oSpamenHuit
K OcHOBaHmb, paseH I50°., HaliTk miomans Tpalenua .,
Losungsbedingungen:

Die Ldsungen sind - jede LSsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
an uns zu senden. Dabei das Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben'
bitte nicht vergessen! Der Ldsungsweg (einschlieBlich Neben-
rechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien etc.) muB deutlich
erkennbar sein,
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Losungen

Aufgabe N 10

l ¢ 2xyp

o=

% = % +
4xy = 2yp + 2xp _ | +p
4xy - 2yp - 2xp + p2 = pa
(2x-p) (2y-p) = p°

Wenn x und y verschiedene ganze Zahlen sind, kann das
Produkt (2x=p)(2y=-p) nur dann gleich dem Quadrat der
Primzehl p sein, wenn ein PFaktor gleich 1 ist und der
andere gleich p2 ist.
Sel also 2x=p = 1

2y=p = pz-
Dann ist = = 2;1

oot

Aufgabe

N 11

K

0 = Mittelpunkt von K

-

Wenn man um einen beliebigen Punkt der Strecke OA einen
Kreis durch A legt, so 1st dieser Kreis offensichtlich
stets innerhalb von K.

Fillen wir also daes Lot aus dem Mittelpunkt der Strecke
AB, Es schneidet entweder OB oder OA im Punkt C. Diesen
Punkt C wdhlen wir uns als Mittelpunkt des Kreilses durch
A, welcher denn notwendigerweise such durch B geht, da
AC = BC 1ist.
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hpfgabe

N 13

Wir legen durch den Punkt S eine Gerade e, parallel zu
AB. Weil nach Vorsussetzung F,po = 3 Fypo &1l (Fype
ist der Fliédcheninhalt des Dreiecks ABS), ist die Hohe,
die aus S euf die Seite AB gefillt wird, gleich j b,
(Wegen F,z, = + ¢ * h,). Deshalb wird jede Strecke, die
durch C und einen Punkt der Strecke AB geht, durch die
Gerade e im Verhdltnis 2 : 1 geteilt. Folglich geht die
Gerade e durch den Schwerpunkt des Dreiecks (die Seiten=
halbierenden schneiden sich im Schwerpunkt des Dreiecks
im Verhdltnis 2 : 1). Nun legen wir eine Gerade f durch

S und parallel zu AC., Mit f stellen wir die gleichen

Uberlegungen wie mit e an. Also haben beide Geraden einen

Punkt gemeinsam und dies ist der Schwerpunkt S.

E;igabe

N 14

Bezeichnen wir mit M den Schnitt=-
punkt der Strecken AE und BF und
mit G den Schnittpunkt der Gera- <
den durch AE mit der Verldngerung
von DC. H ist der Schnittpunkt der ;
Geraden durch C und M mit der Ver- " ¥

liangerung von AB.

Die Dreiecke ABE und GDA sind D <
ghnlich (2 Winkel stimmen {iber-

ein), deshalb ist

GD : AD = 3 und GD somit gleich 3a. i D

Wegen dem Parallelensatz gilt
BH : BA=PC: FG =5 : 38 =1: 3.

Daraus folgt, daB BH =-53]3 = § ist. Somit ist ABE = CRH

und AE und CH stehen also senkrecht aufeinander. Somit .

bildet das Viereck AMCD ein Sehnenviereck und M Lliegt

somit auf dem Umkreis wvon ABCD.
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hufgabe N 15 .
Es gibt 90000 fiinfstellige Zahlen. Da jede dritte von
ihnen durch 3 teilbar ist, gibt es 30000 fiinfstellige
Zahlen, die durch 3 teilbar sind. Wir untersuchen nun,
wieviele von ihnen keine Ziffer 6 enthalten. Bezeichnen
wWir die Ziffern der Reihe nach von links nach rechts mit
a1a2a3a4a5. Fir 84 kommen auSer O und 6 die restlichen
8 Ziffern in Frage. Filr 8583 und a, kommen auBer der 6
die 9 anderen Ziffern in Frage. Damit die Zahl durch 3
teilbar wird, muB nun &g entsprechend gewdhlt werden.
Wenn a1+a2+33+a4 bei Division durch 3 den Rest 0 1l#8+t,
so kommen ffir ag die Zifferen O, 3 und 9 in Frage, bei
Reat 1 die Ziffern 2, 5 und 8 und bei Rest 2 die Z2if-
fern 1, 4 und 7. Fir ag gibt es also immer 3 Moglichkei-
ten. Es gibt also 8¢9.9.9.3 = 17496 fiinfatellige Zahlen,
die durch 3 teilbar sind und keine 6 enthalten. Also
gibt es 12504 fiinfstellige Zahlen, die durch 3 teilbar
gind und mindestens eine 6 enthalten.

Aufgabe N 17 -I
Sei O der Mittelpunkt des Kreises, r sein Radius und
G, Hund J die Mittelpunkte der Seiten ¥FA, BC und DE.
AuBerdem sei oL = ¥ GOF = § GOA, @ = 4 HOB = & HOC
und y = 4 JOD = 3 JOE. Es ist nun o + @ + y = 90°,
weil die Winkel AOB, DOC und EOF Innenwinkel gleichgei-
tiger Dreiecke sind. (siehe littelbild)
Nehmen wir nun die Seite GH des Dreiecks GHJ heraus und
versuchen wir ihre Linge zu bestimmen.
Nach dem Kosinussatz gilt
GH® = GO2 + HOZ - 2G0 » HO « cos( o + 60° + p ).
Es ist aber auch
GO = r » cos «£
HO =r - cos
und wegen +P + X = 90° auch °L+600+fb = 1500-8-.
Deshalb gilt
GH® = r° [coszd + cosztb - 2cos o coaf cos(150°- t )J
= r% (cos’d + coazp +coazg -
- 2cos o cos p cos X cos 150° - cosax -
- cos & cos B sin y )




Losungen 160
Wir formen jetzt noch den zweiten Teil der Summe um
coazr + cosd coaf giny = 1-3:Lnr (sinyp -cos & cos )

= 1=gin Y[coa(d. +p )=cos i cos,b]
= 1+8in o ainp' gin y .
Wir erhalten jetzt eine Darstellung filr GH, in welcher
man die Winkel o , /b ' X gegeneinander vertauschen

kann
2

= r2(00324 + cos;2 + cos2 U

- 2 cog & cosp cos y cos 150°

- 1 = gin J.sinﬁ sing ).
Wir konnen jetzt die Seiten HJ und JG genauso bestimmen
und erhalten jeweils das gleiche Resultat.

GH
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Musik 162
Eine mathematische Grundlegung der
Musik

Eulers Tentamen novae theoria musicae

Es ist eine landl#ufig bekannte Behauptung, daB Musik und Mathe-
matik in enger Beziehung stédnden. Zweiflern wird von naturwis-
senschaftlicher Seite demonstrativ der Violine spielende Albert
Einstein entgegengehalten. Ein umgekehrtes Beispiel, also ein
mathematisch interessierter Musiker, ist freilich schwerer zu
finden. Gibt es nun Gemeinsamkeiten? Begreifen wir die Mathema-
tik als die Wissenschaft von den Ordnungsstrukturen, so ist sie
mdglicherweise fihig, zur Grundlegung der Musik etwas zu lei-
sten.

Die Anfiénge der Musik sind unbekannt, aber die Urspriinge der
abendléndischen Musik stehen in engem Zusammenhang mit der Mathe=
metik der Griechen. Theon von Alexandra (um 370) berichtet, da8
Pythagoras (etwa 580 bis etwa 500 v. u. Z.) am Monochord die Ab=-
stédnde zweier T¢ne (Intervalle) durch Verhdltnisse ganzer Zahlen
bestimmt habe, nédmlich durch die Verh&#ltnisse der Léngen der
schwingenden Saiten. Entsprechendes ist auch mit den dazu umge=-
kehrt proportionalen Schwingungszahlen moglich (vgl. Abb. 1).

—

Abb. 1

Schwingungen einer einge-
. Sspannten Saite

(K<<

Wir wollen die Weiterentwicklung dieser Ideen durch den Mathe-
matiker Leonhard Euler (1707 - 1783) in den Mittelpunkt unserer
Betrachtungen stellen, wie sie sich vor allem in seinem Buch
"Tentamen novea theoria musicae ex certussimis harmoniae prin-
cipiis dilucide expositae" (Versuch einer neuen Musik aus den
gichersten Grundlagen der Harmonie abgeleitet) von 1739 und in
seinen "Briefen an eine deutsche Prinzessin" von 1768 darstel=-
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len. Uber den Tentamen schrieb Euler an seinen Lehrer Johann (I)
Bernoulli (1667 = 1748), daB es sein "Endzweck" sel, die "Musik
als Theil der Mathematik auszufiihren" und alles aus richtigen
Griinden ordentlich herzuleiten. Bermoullis Sohn Daniel (1700 -
1782), ein Freund Eulers, lieB8 im Geiste des Experimentalphysi=-
kers seinen Fliligel nach Eulers Manier stimmen.

Beim Erklingen von Tonen zeigt sich ein akustisches Phdnomen
(eine analoge optische Erscheinung gibt es nicht): die Eigenart
eines bestimmten Tones wird in anderen TOnen wiedererkannt. Die-
se ToOne unterscheiden sich dann um eine, zwei, drei, ... Oktaven.
Euler bemerkt dazu:

"Zwel Tone, die gerade eine Oktave verschieden sind, harmonie-
ren 80 schdn und gleichen einander so sehr, daB die Musiker
g8ie mit einerlei Buchstaben bezeichnen."

Wird beispielsweise der Ausgangston mit c bezeichnet, so werden
die in Oktavabsténden folgenden Téne mit ¢!, o2, c° usw. notiert.
Euler hebt gleichzeitig einen weiteren Aspekt des Oktavenphino-
mens hervor: den Wohlklang (Konsonanz). Ganz im Sinn der pytha-
gorédischen Schule &HuBert er in seinem beriihmten Buch “Briefe an
eine deutsche Prinzessin®™, das ilbrigens eines der erfolgreich-
sten populédrwissenschaftlichen Werke aller Zeiten ist:

"Je einfacher ein (Schwingungs-) Verhidltnis (zweier Toéne) ist,
oder durch je kleinere Zahlen es ausgedriickt wird, desto leich=
ter wird es von unserem Verstand gefaBt, und erweckt in uns ein
gewisses Gefilihl von Vergnligen."

Das einfachste Schwingungsverhdltnis ist zweifellos der Einklang
(z. B. ¢ : ¢), also das Verhdltnis 1 : 1; ihm folgt der Fall,
"wo der hohe Ton gerade noch einmal 8o viele Schwingungen als
der tiefe hat" (Euler), also das Verhdltnis 1 : 2 (z. B. ¢ : c1,
welches gerade den erwihnten Oktavabstand charakterisiert). Dex
Ton cz, der zu c1 Oktavabstand hat bzw. mit diesem im Schwin-
gungsverh&ltnis 2 : 1 (c? : c1) steht, hat zum Ausgangston ¢
einen doppelten Oktavabstand bzw. das Schwingungsverhéltnis

4 : 1. Die Oktaverweiterungen 01, c2, 33, ... von ¢ fiihren also
auf Verhdltnisse 1 : 2 : 4 : 8 : 16 ... Euler bemerkt hierzu

a. 8. O.:

"Allein ein Instrument, welches nur Oktaven, z. B. C, c, c1,02.03,

und sonst keine anderen Tone hdtte, kdnnte wegen seiner gar zu
groBen Einfachheit unmtglich eine angenehme Musik hervorbringen.™
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PR —

Diese Erkenntnis "zwingt" uns, in das theoretische System der
Schwingungsverhdltnisse noch die Zahl 3 zu nehmen.

Wenn beispielsweige der Ton C (aus der groBen Oktave) eine
Schwingung macht, so wird der Ton gesucht, der in der gleichen
Zeit 3 Schwingungen ausfiihrt. Offenbar’ ist er héher als ¢ mit
nur 2 Schwingungen, &aber tiefer als c1 mit bereits 4 Schwingun-
gen, Der gesuchte Ton wird mit g bezeichnet, das Intervall von c
nach g wird Quinte genannt (vgl. Abb. 2). Durch ein wichtiges
praktisches Beispiel verdeutlicht Euler das Hinschwinden der
Konsonanz von Intervallen, nidmlich durch die wachsende Schwie-
rigkeit beim Stimmen solcher Intervalle. Nach der QOktave (1 : 2)
ldB8t sich die Quinte (2 : 3) am einfachsten stimmen. Die vier

saiten der Geige sind in Quintschritten gestimmt: g, d1, a1. e2.

Das Schwingungsverhdltnis 3 : 4 der Tone g und c1 oder g1 und c2

charakterisiert die sogenannte Quarte.

Ok unte J€uart X :
f—COktave ——Muinte ]
C c g c g c g 03
1 2 3 4 6 8 12 16

Abb, 2
Schwingungsverhdltnisse fiir Quinten und Quarten

Die Zahl 3 vermag aber noch weitere Intervalle zu liefern, wenn
wir ihre Potenzen betrachten. Fangen wir mit 32 = 9 an. Der
durch das Schwingungsverh&ltnis 1 : 9 beziiglich des Grundtones
C bestimmte Ton d2 liegt zwischen c2 und gz, und zwar ist er die
Quinte zu g1 (wvegen des Quintenverhéltnisses 2 : 3 =6 : 9),
vgl. Abb. 3.

= 1 1
DFs 9.9 d g d4g¢ &g

| I 1 N L
G c g’ c*Sephi mesc3 é“
1 2 3 H € SS9 12 4w R
2 5 4 6 5:3 12 48® 24 36 6§ N
Sekurde
Abb. 3

Schwingungsverhédltnisse bei Einbeziehung der
Potenzen von 3, zundchst fiir 32
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Als neue Intervalle erscheinen die Sekunde und die Septime mit
den Verhdltnissen 8 : 9 bzw. 9 : 16, welche schon zu den Disso-
nanzen gezéhlt werden. Euler untersuchte noch den Fall 33 = 27,
was auf die Tone A, &, &', ... filhrt; als neue Intervalle treten
die kleine Terz (27 : 32) und die groBe Sexte (16 : 27) auf,

vgl. Abb. 4.

g Soxte loz
« a1 A AR
PRI T O P O A
2% MeYH Ak U 3 btf
bl 4 6 2 34 168
Abb. 4

Schwingungsverhiltnisse bei Einbeziehung der
Potenzen von 3, hier 3° = 27

Bis zu 34 = 81 ginge die Musik mnicht, hebt Buler hervor, und er
féhrt fort "die ilbrigen musikalischen Tone, die nmoch fehlen,
werden durch die Zahl 5 eingefilhrt™, da die Potenzen von 2 und
3 noch keine abwechslungsreiche Musik hervorbringen. Mit 5 und
52 = 25 wird die Oktave in 12 Téne geteilt, mit denen eine "an-
genehme Musik" (Euler) mdglich sei. Die Tafel (Abb. 5) weist
alle Tdone der ersten Oktave auf, deren Schwingungsverhiéltnisse
durch die einfachen Zahlen 2, 3 und 5 sowie deren Potenzen be-
schrieben werden und findet sich in den genannten "Briefen".
Die anderen Oktaven, die eingestrichene, die zweigestrichene
usw. folgen hieraus durch Multiplikation mit einer passenden

Zweierpotenz.

Die Differenz der Tdne ist nicht gleich, sondern wie es die

"wahre Harmpnie" erfordert:

'Aber da die Ungleichheit nicht betréchtlich ist, so nimmt man ge-
meiniglich alle Unterschiede fiir gleich an, und nennt den {iber-
%ang von einem jeden Ton zu dem nédchstfolgenden ein Semitonium

Halbton) ... Verschiedene Musiker machen sie auch wirklich alle
gleich, wiewohl dies den Grundsitzen der Harmonie zuwider ist,
denn auf diese Art wird keine Quinte, keine Terzie richtig."
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Ton Schwingungszahl Differenz der Schwingungszahlen
Y 384 = 27.3 -

Cs 400 = 24.52 16 (= 400 - 384)
D 432 = 24.33 32

Ds 450 = 2-32.52 18

E 480 = 2°.3.5 30

P 512 = 2° 32

Fs 540 = 2°.33.5 28

a 576 = 2°.32 36

Gs 600 = 22.3.52 24

A 640 = 2.5 40

B 675 = 3°.5° 35

H 720 = 2%.32.5 45

c 768 = 253 48

Abb. 5

Verhidltnisse der Tone, die durch die einfachen Zahlen
2, 3 und 5 sowie der Potenzen beschrieben werden
(bezogen auf den Grundton C mit 384 Schwingungen)

Ein Tongeschlecht ist flir Euler die Zusammenfassung aller Ton-
verhiltnisse, die sich aus dem Ausdruck 2%.3P.59 (n natiirliche
Zahl, p und q feste Primzahlen) bilden lassen, z. B. mit p = 3
und g = 1 aus 2n-33-51:

' 3?, 3%, 3%, 22, %51, 35l ARl Pl

Transponiert man dieses Tonmaterial in die durch das Schwingungs-
verhfltnis 128 : 256 bestimmte Oktave, so liegt die d-Dur Tom=-
leiter mit zus&tzlicher kleiner Septime vor, die Euler genus
diatonicum nennt. Die Ausdriicke 2n-32-52 oder 2n-31-53 filhren

auf das genus chromaticum oder enharmonicum. Die Primzahlen

2, 3 und 5 filhren uns auf Verhdlinisse, die eine reine Harmonik
von Dur- und Molldreikléngen ermdglichen, was etwa dem Palestrina-
S5til (Palestrina: 1525 bis 1594) entspricht.

Bereits G. W. Leibmiz (1646 - 1716) stellte 1712 fest, daB man
in der Musik nur bis 5 zéhle, hdtte man nur mehr Empfindung, so
wire auch die 7 erfaSbar. Buler schreibt hieriiber:

"Wenn man noch die Zahl 7 einfilhren wollte, so wilrde die Anzahl

der Tone einer Oktave groBer und die ganze Musik auf einen hohe-
ren Grad der Vollkommenheit gebracht werden, "



167 Musik
was aber Euler den Musikern selbst {ilberlassen will. In den 4QOer
Janren dieses Jahrhunderts unternabm der holldndische Physiker
A. D. Fokker (1887 - 1962) diese Versuche und baute eine Orgel,
die 7 im Tongeschlecht berlicksichtigte. Zu Ehren Eulers wurden
zu desgen 250. Geburtstag auf ihr entsprechende Kompositionen
gespielt. Die Oktave wies 31 Tdne auf.

Fast alle Tonerzeuger liefern mit dem sogenannten Grundton auch
eine Reihe von Tonen, die Obertdne, deren Schwingungszahlen gan-
ze Vielfache des gegebenen Grundtones sind, also zu diesem im
Verhdltnis 1 : 2 : 3 : 4 ... (bzw. einer Auswahl hieraus) ste-
hen, vgl. auch Abb. 1 als Beginn einer Obertonreihe.

J. P. Rameaus (1683 = 1764) theoretisches System aus dem Jahre
1737 geht vom Obertonphéinomen aus, bevorzugte aber den dritten
und fiinften Oberton (Quinte und Terz zum Grundton, also Drei-
klénge), der siebente Oberton wurde von Rameau zwar deutlich ge-
hort, im theoretischen System jedoch "unterschlagen". Eulers
System ist, wie bereits gesagt, gegen diese und andere Erweite-
rungen (z. B. durch Einfilhren der 11 und 13)offen und entspricht
einer dem anatomischen Bau des menschlichen Ohres angemessenen
Stimmung, némlich der reinen Stimmung. Auf die Konsonanz sol-
cher Tongeschlechter kommen wir gleich zu sprechen. Die tempe-
rierte Stimmung (A. Werckmeister: 1645 - 1706, Musicalische Tem-
peratur, 1691; J. S. Bach: 1685 - 1750, Kunst der Fuge) bietet
nur noch die Cktave rein und teilt die Oktave in 12 gleiche
Halbtonachritte. Eine Melodie bleibt damit in allen temperier-
ten Tongeschlechtern ungeéindert, da alle Halbtone gleich sind.

Als musikalischer Auflenseiter konnte sich Euler zwar einfacher
ilber die Tradition hinwegsetzen, er fand mit seinen {iberlegun-
gen aber bel den stilgebundenen Musikern mehr Ablehnung als Zu-
stimmung, so daB er bis in unsere Zeit die Musikentwicklung

eher behinderte als befruchtete. Eulers moderne wissenschaftli-
che Haltung zeigf gich aber in dem Bemfihen, vage Begriffe wie
"Wohlklang" zu prézisieren und objektivieren, indem er sie quan-
tifizierte, also meSbar machte. Durchaus in Ubereinstimmung mit
der pythagortischen Maxime "Alles ist Zahl". Das geschieht durch
Zuordnung eines gradus suavitatis zu jedem Intervall.
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Wir bemerken zuniéchst, daB ein Intervall, das aus zwei Inter-
vallen mit den Schwingungsverhidltnissen a/b und ¢/d (wir schrei-
ben jetzt auch a/b fiir a : b und sprechen auch kurz vom Inter-
vell a/b) zusammengesetzt werden kann, das Schwingungsverhdlt-
nis

(a/b)+(c/d) = (ac/pd)
hat. Der Addition von Intervallen entspricht die Multiplikation
zugehoriger Schwingungsverhiltnisse,

Nun zu der Zuteilung des Konsonanzgrades zu den Intervallen.
Euler wiéhlt als Werte des gradus suavitatis die natiirlichen
Zahlen. Das einfachste Intervall, der Einklang 1 : 1, erhdlt
natiirlich den Konsonanzgrad 1:

G(1/1) = 1;
der Oktave 1 : 2 wird als niéchsteinfachstes Intervall die nich-
ste natiirliche Zahl zugeordnet, also

G(1/2) = 2.
Fiur Oktaverweiterungen bzw. -verminderungen verfiéhrt Euler nach
der Regel: Wird ein Intervall um eine Oktave erweitert oder ver-
mindert, so soll sich der Konsonanzgred um 1 erhthen bzw. ver=-
mindern, je nachdem ob sich das Zahlenverhdltnis verkompliziert
oder vereinfacht. Erweitern wir also die Oktave 1 : 2 um gich
selbst, so hat die doppelte Oktave das Schwingungsverhidltnis
1/2 = 1/2 = 1/4, und es ist infolge der Komplizierung des
Schwingungsverhdltnisses

G(1/4) = G(1/2) + 1 =2 +1 a 3,
entsprechend gilt fiir

G(1/8) = G(1/4) +1 =3 +1 = 4,

G(1/16)=G(1/8) + 1 =4 +1 = 5,
USW.
Spielen wir ein wenig mit diesen Relationen, so zeigt sich:
G(1/1) =1,
G(1/2) = 2,
G(1/4) = 3 = G(1/2-1/2) =2 + 2 = 1 = G(1/2) + G(1/2) - 1,
G(1/8) = 4 =G(1/4-1/2) = 3 + 2 - 1 = G(1/4) + G(1/8) = 1,
G(1/16)= 5 = G(1/8-1/2) = 4 + 2 = 1 = G(1/8) + G(1/2) - 1
= G(1/4°1/4) = 3 + 3 -1 = G(1/4) + G(1/4) - 1.

Der Konsonanzgrad eines aus zwei Intervallen zusammengesetzten
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Intervalls ergibt aich aus der Summe der Konsonanzgrade der bei-

den Intervalle vermindert um 1. Neben den Festlegungen G(1/1) = 1
und G(1/p) = p fiir alle Primzahlen p definiert Euler den Konso-
nanzgrad durch die Beziehung:

G(1/ab) = G(1/a) + G(1/b) - 1.

Insbesondere folgen

G(1/pn) =np-n-1,

G(1/a) = n1p1+...+nrp -(n +o0o40 )+1,
wenn & die Primzahlzerlegung a = p11... pnr hat. Als weiteres
Beispiel berechnen wir den Konsonanzgrad der groBen Terz 4 : 5:
Es ist 4/5 = 1/5 = 4/1 bzw. 1/5 = 4/5 - 1/4 = (4/5 - 1/2) - 1/2,
d. h., das Intervall 1/5 ist die doppelte Oktaverweiterung der
groBen Terz 4 : 5. Mithin ist geméB unserer Regel

G(1/5) = G(4/5 - 1/2) = 1

=(6(4/5 - 1) = 1) = 6(4/5) - 2(=

(einfachere Schwingungsverhéltnisse durch Oktaverweiterungen)
bzw.

G(4/5) = G(1/5) +2 =5 +2 =1,
Nebenbei ergab sich aus (&) G(2/5) = 6 (vgl. Abb. 6).

Fir die durch die Obertdne mit dem Grundton gebildeten Inter-
valle ergeben sich folgende Konsonsnzgrade:

Oberton n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10...

G(n) 1 2 3 3 5 4 7 4 5 6 ¢is

Die von Rameau als Dissonanz verworfene Naturseptime 4 : 7 er=-
hdlt bei Euler den Konsonanzgrad 9, den auch die Septime 9 : 6
(c = b) hat; der sogenannte Ganzton 8/9 besitzt wie die kleine
Sexte 5 : 8 (Grenze zwischen Konsonanz und Dissonanz bei Rameaun,
Euler hat solche qualitativen Unterscheidungen im Konsonanzgrad
nicht) den Grad 8. Eulers Gradberechnung entspricht nicht dem
traditionellen Konsonenz- bzw. Dissonanzbegriff, jedoch wie
Helmheltz (1821 - 1894) ihr bescheinigte, entspricht sie sehr
gut der experimentellen Tonpsychologie.

Klassen gleicher Konsonanzgrade sind z. B.:
n 1 2 3,4 6,8 5,9,12,16 10,18,24,32
G(1/n) 1 2 3 4 5 6

Beziehungen von Eulers Uberlegungen in der Musik zur Zahlen-
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theorie sind auffallend, und in der Tat hat Buler sich in den
Jahren der Entstehung des Tentamen intensiv mit Zahlentheorie
befaBt.

Eulers Lehrer Bernoulli schrieb 1731 aus Basel nach Petersburg
einen Brief, der sich im Gegensatz zu seinen anderen Briefen
fast ausschliefSlich mit einem Thema, der musikalischen Theorie
Eulers, befaBt, die Bernoulli noch gar nicht vollstdndig kannte.
Obzwar Bernoulli den Entwurf insgesamt lobf, zweifelt er letzt-
endlich doch, ob das groBe Publikum in der Lage sei, die Schwin-
gungsverhdltnisse etc. einzusehen, also die "objektive Lieblich-
keit" geistig zu erfassen und nicht nur akustisch zu horen.
Bernoulli beschlieB8t den Brief mit der Hoffnung (vermutlich das
Motiv seiner langen Ausfiihrungen an den ehemaligen Schiiler), daB
Euler sich bald seiner Mechanik zuwenden mdge. Das tat dieser
auch, und seine analytische Fassung der Newtonschen Mechanik
wirkte bahnbrechend Jeder Oberschiiler kennt z. B. die Eulersche
Form der Lex II aus Newtons Principia (Newton: 1643 - 1727):
Kraft = Masse x Beschleunigung,

d2

M

K(t ’I,X) = I

¥

Literatur:

Opera omnia Leonhardi Euleri. Basel

Der Téntamen findet sich in der Serie III im Band 1, ein Kommen-
tar dazu in der gleichen Serie im Band 11 von M. Vogel.

H. R. Busch .
Leonhard Eulers Beitrag zur Musiktheorie. Regensburg 1970.
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Le Euler ‘

Briefe an eine deutsche Prinzessin. In der Originalsprache in
den Opera omnia, Serie III Band 11/12. Deutsche {ibersetzungen

1769, 1792 und 1853. Die sehr lesenswerte Reclamausgabe enthiélt
die Musiktheorie nicht.

P. H. FuB (Herausgeber)

Correspondance mathématique et physique. St. Pétersbourg 1843.
U. Michels

Atlas zur Musik. Ieipzig 1980.

E. Schroder
Mathematik im Reich der Tdne. Leipzig 1982,

Dr. Ridiger Thiele
Halle

Liebe Wurzelleser!

Wir m6chten an dieser Stelle darauf aufmerksam machen, daB
Wurzelexemplare friiherer Jahrgénge bei der Redaktion jeder-
zeit nachbestellt werden kGnnen. Wir bitten darum, daB bei
solchen Bestellungen mindestens 6 gewiinschte Hefte angegeben
werden, damit der Arbeitsaufwand pro Bestellung fiir uns

nicht so hoch wird. Die gewiinschten Wurzeln werden dem
Interessenten - soweit noch vorrédtig - per Nachnahme zugesandt.

Die Redsktion
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Preisaufgaben

Man bestimme den groBten und kleinsten Wert, den die
Punktion ¢ (x) = sin'x + cosz im gesamten Definitions=-
bereich ennimmt.

Die 6. Potenz einer natiirlichen Zahl besteht aus genau
den Ziffern O, 2, 3, 4, 4, 7, 8, 8, 9. Wie lautet diese
Zahl?

Man ldse das Gleichungssystem
(x241) (y%+1) = 10
(z+y) (xy=1) = 3.

Es seien eine arithmetische Folge Lai} und eine geometri-
sche Folge {b;} (i=1,2,...) mit &, = b, und &, = b, ge-
geben. AuBerdem seien beide Folgen streng monoton wach=
gend. Man zeige, daB dann fiir alle n > 2 ahfcbn gilt.

Einem Kreis mit dem Radius R sei ein regelmidfliges Sechs=
eck einbeschrieben. Unter ausschlieBlicher Verwendung
eines Lineals konstruiere man % mit n=2,3,4,c00 «

KaTeTH OpAMOYT'ONBHOTO TPEYTOJNBHEKA DABHH B M C.
HauTu z/mHy CUCCEKTDHECH OpPAMOrO yria,

EinsendeschiuB: 15.3. 1982
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Lésungen

Aufgabe N 16
Sei a die Seitenliinge des Sechsecks und seien 2d.1, 2{51
und 2r1 die Winkel an den Ecken A, C und E.
Da die Innenwinkelsumme im Sechseck 720° betrigt und da
nach Voraussetzung die /inkelsumme an den Ecken A, C
und E gleich der Winkelsumme an den Ecken B, D und F ist,

gilt
o
2&1+2P1+261=3600 bzw.
ABF; BCD und DEF sind glei chschenklige Dreiecke. Deg-
halb gilt

BF = 2a sine,, BD = 2a sinp,, DF = 2a gin 1+ (2)
Die Winkel deg Dreiecks BDF seien o , P vnd ¢ .
Nach dem Sinussatz gilt '

BF : BD : DF = gin e : sinP - sin".

Unter Verwendung von (2) ergibt sich

sin-£.1 $ s:inp.l - sinr1 = sind : si
¥egen (%) lassen sich die winkel o
nenwinkel eines Dreiecks auffassen.
Aug (3) und dem Sinugsatz folgt, dal dieses Dreieck #Hhn~
lich dem Dreieck BDF ist.

Darous ergibt sich

1“"‘1'P={51'I’=I'1' (4)
Der Sechseckinnenwinkel an der Ecke D 1liit sich als fol=
gende Summe schreiben

o +(90° = b )+ (9% - p ) =d +d =24, (4)

Analog ldft sich filir die Winkel an den Ecken B und F zei-
gen, daB sie gleich den Winkelr an den gegeniiberliegen-
den Seiten sind.

: E
—

. u.) D

np : sinp (3)
1? ,51, "'1 als In-
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Bufgabe N 18
a) Seien A,B und C die Ecken des Dreiecks H1 und A1,

B1 und 01 die Mittelpunkte der Seiten BC, CA und_AB.
Wir erginzen das Dreieck N1 zu einem Parallelogramm
ABCD.
A1E und C1F selien die Strecken, die die Mittelpunkte
gegenilberliegender Parallelogrammseiten verbinden.
Da auch AC1BF und A1BB1F Parallelogramme sind, sind
die Seiten des Dreiecks AA1F ebenso lang wie die Sei=
tenhalbierenden des Dreiecks N1.

b) Aus der Abbildung ist ersichtlich, daB die Seiten-
halbierende des Dreiecks AA1F zu den entsprechenden
Seiten des Dreiecks N, im Verhiltnis 2 : 1 stehen.
Denn A1B1FC, AB1FC, AB1FE und AB1A1C1 sind Parallelo=-
gramme, deren Diagonalen gich folglich halbieren. Fer-
ner ist le{cht zu sehen, daB B1 Schwerpunkt des Drei=-
ecks AA1F ist. Und da die Seitenhalbierenden des Drei-
ecks AA1F = N2 ebenso lang sind wie die entsprechen=-
den Seiten des Dreiecks Nj, stehen die Iédngen entspre-

/ chender Seiten der Dreiecke H1 und N3 im Verhédltnis

1 3 % . N, und N; sind folglich &hnlich.

Eufgabe N 19

Aus der Konstruktion folgt, daB die Dreiecke CAC1 und
B1AB einander dhnlich sind. Gleiches gilt fiir die Drei-

ecke GBC1 und A1BA.
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Da die Dreiecke dhnlich
'8ind, gelten nun folgende
Streckenverhdltnisse:
001 s BB1 = AC1 : AB
001 $ AA1 = C1B : AB Cc
Daraus erhalten wir
001 CC1 AC1 + C1B f
m ey T m ot
also ist

+ 4 e
I * BB, <O, '

ufgabe N 20

Wir wollen zeigen, daf x2 + 2px + 2q = O keine rationa-
len I8sungen hat, wenn p und q ungerade ganze Zahlen sind.
1. Wir zeigen, x ist nicht ungerade.
Annahme: x ist ungerade.
Ist x ungerade, so ist auch x™ ungerade.
Da 2px + 2q aber stets gerade ganze Zahlen
sind, kenn x° + 2px + 2q nicht gleich Null
sein, Also ist die Annahme falsch.
2. Wir zeigen, x ist nicht gerade.
Annshme: x ist gerade. )
Wenn x gerade ist, so ist 12 + 2px durch 4
teilbar. Da q ungerade ist, ist aber 2q
nicht durch 4 teilbar. Also ist die Annahme
falsch.
3. Wir zeigen, x ist nicht echt gebrochene Zsghl.
Annahme: x echt gebrochen.

) Dann ist (x+p) echt-sebrochen und (x+p)2
echt gebrochen. Da p~ = 2q eine ganze Zahl
ist, kenn nicht x° + 2px + 2q gleich Null
sein. Also ist die Annahme falsch.

Da x weder gerade, ungerade, noch echt gebrochene Zahl
sein kann, hat 12 + 2px + 2q = 0 keine rationalen Lo~
sungen.

2
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G. W. Leibnitz (1646 - 1716, Philosoph, Politiker und
Gelehrter auf fast allen Wissens-
gebieten, besonders in der
Mathematik)

(lber die von ihm wesentlich mit eingefiithrte mathema-
tische Symbolik: "Bei den Bezeichnungen ist darauf zu
achten, daR sie fiir das Erfinden bequem sind, Die ist
am meisten der Fall, so oft sie das innere esen der
Sache mit llenigem ausdriicken und gleichsam abbilden.
S0 wird ndmlich aus wunderbare Weise die Denkarbeit
vermindert."
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Ein einfaches Funktionensystem, mit dem stetige Funktionen

ndherungsweise dargestellt werden kénnen
(WALSH-Funktionen)

Die Beschreibung funktioneller Zusammenhkinge, y=f(x), durch be=
kannte Funktionen (Potensfunktion, trigonometrische Funktion,

u. a.) spielt in der Naturwissenschaft und in der Mechnik eine
groBe Rolle. Hierbei wird die Tatsache ausgenutzt, daB es mig-
lich ist, eine stetige Funktion, f(x), beliebig genau durch eine
Linearkombination gewisser vorgegebener Punktionen, ¢n(x), dar-
zustellen: '

f(x) ~ é B‘n‘ln(x)_’ a -reelle Zahlen.

So kann z. B, die Funktion

.% x 0&x¢s ;—
-2x 2L 2::7
2 = X T X
‘durch ein Polynom 2. Grades, also eine Linearkombination der
Funktion 90(1) = x°,
,1(1) = I;!
,2(1) =X »

niherungsweise dargestellt werden. Auch eine Darstellung mit
den Funktionen

4 o(x) = gin x

91(1) = gin 5x
liefert eine ganz gute Niherung (Bild).

e 4 ¢

LE o "Ih“'#&‘ti %"%

falul = -““El (s'nu- is ;E.,Su)

| \

4 1

i

LL/-"
: r l -
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s g erelts elne reliche Ausw. solcher tlonensysteme,

die dem jeweiligen Verwendungszweck zum Teil recht gut angepaBti
sind. Anstelle der exakten Funktion f(x), deren analytischer
Ausdruck zuweilen HuBerst kompliziert ist, rechnet man mit einer
Neherungsfunktion

?()=5“7'; (x),
n(®) = 2y appq(x

deren analytischer Ausdruck nur eine Linearkombination der be-
kannten (und méglichst einfachen) Funktionen ¢ (x) ist.

Solche Funktionensysteme { ¢ (x)} ; n=0,1 [2ye0es mlid dle s
sten, bel denen man den auftretanden Fehler lf(:)- N(x)l belie=
big klein machen kann. Im allgemeinen ist es dann so, daB die
Anzahl N der Funktionen grdBer wird, je kleiner der Anniherungg-—
fehler sein soll.

Wir stellen hier ein Punktionensystem vor, das genug Funktionen
enthdlt, um den bei der Ndherung asuftretenden Fehler beliebig
klein machen zu kdnnen, und in dem jede Punktion T‘D(x) nur die
Funktionswerte =1 oder +1 haben soll. Solche Punktionen eignen
sich gut filr das Rechnen auf Rechenautomaten. Man kann mit Hil~
fe dieser Funktionen stetige Funktionen niherungsweise darstel+
len und dann die weitere Auswertung einem Automaten {iberlassen.
Unsere Funktionen T (x) sollen auf dem Intervall: O € x«< 1
definiert sein;

. die beiden einfachsten sind offenbar:

Definition: To(x) =+ 0fx<
+1 0€xe %
T1(x) = 1 «

T (x) I ———
T.(x) 0— i RERESEE <)
X
b 0

Y2 1 weiB: -1
Tox) T —
o Y& Y2 3/4 1

' Wir finden weitere Punktionen, indem wir die Intervalle, auf
denen eine bereits gefundene Punktion konstant ist, halbieren
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Gnd der neuen Funktlon aul der ersten HELfte dieser Intervalle
den Funktionswert "+1% geben und auf der zweiten HHlfte den Wert
"=1", also zum Beispiel

IS
'y

[ +1 0=xe g

-1 i-ﬁx:.%
Tz(x)-‘ 1‘

+1 -2--:"%

L—‘I %:::‘1

Wir numerieren die so gefundenen Punktionen, indem wir Jeder eine
@=er-Potenz als Nummer geben: (T o(x) ist hierbei eine Ausnahme).

£
+13 Z%f = X & %:_}-
~ = -
'zk(x) 21+1 = 21+2 ; 1.0.1'2'...,2k 1.
=13 oK+ okt

Cst n eine natfirliche Zahl, so kénnen wir n als eine Summe ver-

schiad;ne:;‘ 2-er-Potenzen darstellen:

n

= azk H e 0’1 > 21(:1) = < zﬂ(n)“l'-'.
g é’b my nge { 0,1} .

Diese Darstellung benutzen wir zur Definition der Funktion
"n(x):

N
finition ‘Tn(x) = ﬁ T 2}[ (x) 3 nke' {0 1} 2N(n) ne dﬂ(n)ﬂ

HMir nk-‘l steht im Produkt a.lao die oben beschriebene Funktion
'Tzk(x), fUr n, =0 steht die Punktion T (x) = 1.

Im weiteren wollen wir einige Eigenachaften der Funktiomen
"."n(:r.); n=0,1,2,+0+; kennenlernen. Wir berechnen als erstes das
Produkt zweier Funktionen unseres Punktionensystems:

Tnp(x)e T (x).

Ohne die .lllgemeinheit einzuschrinken sei n B m und

% 2 m = g)W g)mkf-"‘

nee {0,1}s me {0,1}; m =0, falls k > N(n).

f(n) bzw. N(m) ist also immer diejenige 2-g¢r-Potenz, die gerade
noch kleiner oder gleich n bzw, m iat.
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Graphische Darstellung von TO bis ‘!"31

h
Y My
e Me Sie e
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Schwarzes Intervall "qm
WelBes Intervall "nqn

Die einzelnen Funktionen folgen ohne Zwisehem rsum
aufeinander., Durch Abdecken der vorangegangenen und der
nachfolgenden Funktion wird die interessierende dsutlich
siehtbar gemacht.
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Setzen wir fiir 7 (x) und fir 7 p(X) ihre Produktdarstellung

durech T k(x) ein, erhalten wir.
2

)
Tax) Ty = W ok (x) W (%)

k=0 m, k=0 I:Ik2

N(n) —
ST ) T (x)).
k=0 mk Dkzk
Bei dér Berechnung der einzelnen Faktoren dieses Produktes tre-

ten je nachdem, in welcher Kombination n, und m, vorliegen, 4
verschiedene Fidlle auf, deren Berechnung wir in e:l.ner Tabelle

festhalten:

le T (x)e T (x) = T, (=)

2. T (x)* T, (x) =T, (x)
2F

ok
3. 2 k(X)) T (x) = 'T’k(x)

4. gk(x) k(x) “T (I)
Das Ergebnis der Multiplikation T 2k(x) T k(x) ist wie wir

. n, 2
sehen Tl 21‘:(::), wobei @gich lk aus m und ny nach folgender

Tabelle berechnet:

hi: I =» lk

0 0O = 0
0 1 == 1
1 0 —» 1
1 1 —» 0
Wir erhalten also:
T G ¥
n@® T @ = W k(x) =T, ().
N(n X ' :

Hierbei ist 1 = 1k2 und die Koeffizienten lk berechnen sich

wie oben angegeben. Wir sehen zugleich, daB die Nummer 1 der Pro-
duktfunktion nicht groBer sein kamn als (25(™*1_1), egal wie
wir m in dem Bereich O ® m & n wihlen. Wir konnen also jeweils
zwei der 2" Funktionen T _; n=0,...,(2%-1); miteinander multi-
plizieren, ohne die Menge dieser 2]5T Funktionen zu verlassen.
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Beispiel:

'I'B(x) . 75(1)

1 2

N(n)=2; m = 3 = 1.2% + 12" &+ 0-2 my=1 m=1 m,=0

n=5=12° 4 0-21 4 1.22 n =1 1,0 n,=1
1=6=02°+ 122" 4+ 122 1 =o 1,1 1=

2
P T3(x) « Tgx) =T g(x)
Etwas mehr rechnerischen Aufwand erfordert der Nachweis, daB8 gilt.

135 falls n = 0
]l'l' (x)dx = {

falls n> 0,

Sei 0¢ n = é nkzk; nke {0’1} . ZN(D) g n é (ZN(D)+1-1).

= N(n)
Dann iat ln(x) =M 7T ok (x).

k=0 Dk
Die Funktionen T 2k(x) gind fiir kK <« N(n) auf den Intervallen
m 1+1 ),nki—o 1, 2,...,2H(n) 1; konstante Funktionen.
2

Dies ﬂberlegt man sich unschwer an Hand der Definition der Funk-
tionen T 1[(Jc) bzw. 1T (x). Weiter liefert diese Definition,
daB die Fanktlon T ZN(n) (x) auf diesen Intervallen bis zur

Hdlfte "+1" und von dort bis zum Ende jedes dieser Intervalle
".1" ist. Wir kdnnen also schreiben?

]'r (x)ax Iiﬁf‘)q- (x)ax 0
x = x ” n
5 B o k=0 nkzk >

“ P " @
X ' x
o 2N(n) k=0 n.kzk
141

N8 TN , T
) g .{ 21‘(“) o "..:11’:21‘(1)(1I
R(n)

1+1

M@ _q | N(n)-1 | N ()
e L T e T e
SN(n)

2 n
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zﬂ(n)_ N(n)=-1 1 ;” )+
- 'i'[)- -~ T
F k=0 'nk2k(m) I )(x)dx *

M@ _q fn(n)-1
- }; koo Tn 2% M@ | | H@T "G+ gy ¢

= 0. L ™
Ist n=0, so ist wegen To(x) =1, 0£xg 1,

}To(x)dx= ldx-1-0=1.
0 ‘

Wir haben im Verlauf der letzten Rechnung gesehen, dgﬁ die
21 21+1
Punktionen T _(x) auf den Intervallen =)HT ¢ M@+t und

2 2::1 ’ 'ﬂ"(—)—fzi-'?. 5 1-0.1.---.2H(n)-1; konstant sind. Ande-

rergeits besitzt n(x) (dies zeigt die vorletzte Zeile unserer
obigen Rechnung) an den Stellen 2;"'1 : 1-0,1,2....,(23(11)-1);
einen Sprung, so daB die Lénge dér Intervalle, auf denen T,(x)

konstant ist, nicht lénger sein kann als a

2141 2(1=1)+1 1
X+ - ;ﬁ'm%’r = N -
AbschlieBend wollen wir die Funktion f£(x)=1=-x auf dem Intervall
[0,1) niherungsweise durch unsere Funktionen "l'n(x) darstellen,
Wir haben also in unserer Linearkombination
L
ty(x) = g an'rn(x)

die Keeffizienten a, zu berechnen., Wenn wir uns auf den Stand-
punkt stellen, fiir gentigend groBes N sind ffir uns die Funktio-

men f£(x) und T.(x) gleich, so kinnen wir mit den von ung
8a'n
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nachgewlesenen Eigenschalten der Funktionmen 7 n(x) eine Formel
flir die Koeffizienten aufschreiben:

Un ein ganz bestimmtes an zZu berechnen, schreiben wir:

JI(x)T (x)d:: = }(ﬁ e, T ()T, (x))d.x
é 8, O}Tn(x)"rno(x) ax
gan .ITl(I) dx,

wobei 1=0 nur, wenn n =n und ansonsten 1% 0 gilt, Wir erhalten
somit fiir alle n die Formel:

a, = lt(x)'?n(x) dx.

Wir heben in unserem Beispiel die folgenden Integrale zu berech-
nen:

a, = !(1-::) T,(x) ax

1
-
;’ I,(x) dx - Jx‘Tn(x) dx

o
filr n = 0

[
- NOf—

::‘Tn(x) dx filrnd 0 .

&

Integrale der Form J xT (x) dx werden berechnet, indem man day

Integral in eine Smmne von Integralen iiber die Intervalle, auf
denen T (x) konstant ist, umformt und dann diese einzelnen In-
tegrale berechnet.

Wir geben das Ergebnis an und zeichnen ein Bild:

BOH

a k=0,1’2’-.o

“
[

gonst.

=]

';;I(I) = 'i'zk(x) +% .

21 ©
S

(]

o N N =
"!Ejd d_.
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;o(x) a % + -} T,

£,0x) = T,(x) + 4 T ,(x)
5@ = 5@ + 4 T,
T5(x) = Ty(x) + 3 To(x)
5,0 = T + g T o)

Dr. Hans Kretschmer
Bereich Analysis
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Preisaufgaben

N 61 In einer Ebene seiep fiinf Punkte gegeben, von denen keine
drei auf einer Geraden liegen. Man zeige, daB man vier
Punkte davon so auswéhlen kann, daf diese die Eckpunkte
eines konvexen Vierecks sind.

N 62 Es seien n und p natiirliche Zahlen mit n, p & 1. Man zei=-
ge, daB dann gilt

n+1 n+p+1

=

(n+1)2 (ntp)2 B DD

Durch einen gegebenen Eckpunkt A eines konvexen Vierecks
ABCD ist eine Gerade so zu konstruieren, daB sie den
Flécheninhalt F des Vierecks halbiert.

Die unendliche Summe 1 + % + 5 + ees + x + ... (n patilr-
liche Zahl) wichst iUber alle Grenzen. Man zeige, daB8 da-
gegen die unendliche Summe der Reziproken aller natiirli-
chen Zahlen, die keine Ziffer 9 enthalten, nicht griBer
als 28 ist. :

=
(=)
N

Es sei T K HAHL, = 12 und x;,> 0 (1=1:2,3:4)e

Filr welche Werte der x4 nimmt das Produkt x?-xgoxB-xﬁ

einen maximalen Wert an?

IoxasaTs, uTo ecim a-1 Zemurca Ha k™ , TO a'-7 JeimTes
m+4

Ha kK (k@m - nemie momoxwTenBHHe uMcna, & - meloe
ymcino, k +7 u a+1),

EinsendeschluB: 15.3. 1982 -
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Lésungen

[Lntgabe N 19] (nach Olaf Raeke, Neubrandenburg)

Wegen der geforderten Parallelitdt von AA1, BB

g11lt nach dem Strahlensatz

BG1 001 Ac1 cc1

- Y I -5 (1)

Weiterhin gilt AC, + BC, = AB,
Ac1 Bc1

somit ist IB—+IB—=I1-

Mit (1) gilt dann

1 und 001

1

und somit

i AR

-+ Q

- L )
+

l[Aufgabe

N 20]

Es ist zu zeigen, daB 12 + 2px + 29 = 0 (1)

fir ungerade p und q keine rationale IL&sung x hat.

1. Es gibt keine ungerade ISsung x.
Wenn x ungerade ist, so auch x2, Da (2px + 2q) durch
2 teilbar ist, ist x> + (2px + 2q) nicht gleich Null.

2. Es gibt keine gerade LSsung x.
Wenn x gerade ist, so ist (12 + 2px) durch 4 teilbar.
Da q ungerade,ist aber 2q nicht durch 4 teilbar und
X keine Ldsung von (1).

3. Es gibt keine echt rationale Idsung x.
Wir formen (1) um in
(x+p)2 = p2 - 2q.
(p2-2q) ist eine ganze Zahl, x+p ist eine echt ratip-
nale Zahl, wenn x echt rational und p ganz. Es bleipt
zu zeigen, daB das Quadrat einer echt rationalen Zahl
wieder echt ratiomnal ist. .

4. Das Quadrat einer echt rationalen Zahl ist wieder
echt rational.
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Sei y = % eine echt rationale Zahl mit a,b und
P k1. e p kn
1 LA N ] n :
unkiirzbar, y = ¢« = sel die Prim-
TR I, et

q1 ® s0e * qm
faktorzerlegung von & und b. Es gilt Py £ P; fir alle
i und j.

2k 2k
p1 1. seo 'p -

(%) = —>7 : n?l = y2 ist dann ebenfalls un«

i " " m
q1 eee qm
kiirzbar und somit auch eine echt rationale Zahl.

hlufgabe N 21 I

Seien n-1, n, n+1 drei aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen. .

Annahme: Es gilt (n+1)° = n +(n=1)°.

Dann gilt auch

n3+3n2+3n+1=n3+'n3-3112+3n-1

also 2 = nz(n-G).
n2(n-6) ist nur positiv fiir n > 6.
Plir n > 6 gilt aber

nz(n-G) > 36> 2,
Somit ist die Annahme falsch.

l Aufgabe

N 22| (nach Uwe Stephan, Leipzig)

Sei ¢ die Lédnge der Hypotenuse und a,b die Léngen der
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks.

Dann gilt

(1) a2 + b2 = ¢2 (Pythagoras)

(2) e>a,c>b, daa>0,b>o0.

Wegen (2) gilt auch ¢™> &a™ und o™> b™ flir m > 0.
Wir setzen jetzt m = n=2 und erhalten

et = .02 . ™ = a%c™ 4+ b2 > aaan'a_ + b%b™2 = P 4+ T,
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lugendobiekt ,.Vorkursvorbereitung”

Die Aufgabenstellung und gleichzeitig das Ziel des Jugendobjek«
tes besteht in der Vorbereitung der zukiinftigen Vorkursstuden-
ten auf ihre Arbeit im Vorkurs. Viele von uns Lehrerstudenten
Mathematik/Physik kennen aus eigener Erfahrung die Probleme und
Schwierigkeiten, die beim Ubergang von der POS zum "0. Studien-—
Jahr", dem Vorkurs Mathematik/Physik duftreten. Deshalb wollen
wir mit der Griindung dieses Jugendobjektes den Schiilern helfen,
sich gut auf das Studium vorzubereiten und ihnen den Ubargang
zum Vorkurs zu erleichtern. Besonders kommt es auf die Verbes-
serung der Rechenfertigkeiten im Fach Mathematik und der Denk-
fihigkeiten im Fach Physik an. Die zuklinftigen Vorkursstudenten
sollen sich schon rechtzeitig an gelbastéindiges Arbeiten gewdh-
nen, damit dadurch die meist auftretenden Ubergangsschwierig-
keiten von der POS zum Vorkurs vermindert werden ktnnen. Gleich=-
zeitig sollen auch erste Kontakte zwischen gukiinftigen und der-
zeitigen Studenten gekniipft werden.

Die Mitglieder des Jugendobjektes "Vorkursvorbereitung"™ sind
Studenten des 3. Studienjahres. Jeder dieser Studenten betreut
drei oder vier Schiiler. Er sendet ihnen {ibungsaufgaben in Mathe-
matik zu, die vom wissenschaftlichen Betreuer des Jugendobjek-
tes, Frdulein Barbara Salzmann (Bereich Theoretische Mathematik),
zusammengestellt werden. Ebenfalls werden den Schiilern lbungs-
aufgaben in Physik, die von Vertretern des Bereiches Physik-
methodik ausgewihlt werden, zugeschickt. Mit diesen Aufgaben in
Mathematik und Physik, deren Ldsung die Schiiler notieren und an
die entsprechenden Studenten des 3. Studienjahres zuriickschicken
sollen, wollen wir nicht etwa die Freizeit der Schiller nehmen
oder den SpaB an der Mathematik und Physik verderben, ganz im
Gegenteil! Wir wollen verhindern, daB den Schillern zu Beginn

des Vorkurses die Arbeit iiber den Kopf wichst und wegen vieler
MiBerfolgserlebnisse, die wohl leider nicht ausbleiben, die
Schiller die Lust am Studium erst einmal verlieren. Wir wollen
erreichen, da8 sich die zukiinftigen Vorkursstudenten voll auf
den neuen Stoff konzentrieren kdnnen und ihnen rechnerische
Probleme kaum oder nur wenig zu schaffen machen.
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Die Mitglieder des Jugendobjektes korrigieren die eingegangenen
Losungen der drei oder vier Schfiler und schicken diese mit den
neuen Aufgaben an die Schiller zuriick. Sie registrieren die Iei-
stungen, um somit ein Grundlagenmaterial fiir die Vorkurslehrer

zu schaffen.

Eine weitere Aufgabe der Mitglieder des Jugendobjektes ist es,
auf perstnliche Fragen und Probleme zu antworten und Hinweise
zum Studienablauf zu geben.

Aus unserer Erfahrung kdnnen wir sagen, daB8 die meisten zuklinf-
tigen Vorkursstudenten das Jugendobjekt begriiBen, Viele waren
froh, mit Hilfe der Ubungsaufgaben eine gute Starthilfe fiir den
Vorkurs zu erhalten.

Wir Studenten des 4. Studienjahres hoffen, da8 die jetzigen
Studenten des 3. Studienjahres das Jugendobjekt fortfilhren wer-
den.

4, Studienjahr

Mathematik-Physik-Lehrer

e v
Kathederbliiten des Gothaer Schulprofessors

Johann Georg August Galletti (1750-1828)
zitiert aus Gallettiana:

"Wer iiber diesen Gegenstand etwas nachlesen will,
der findet es in einem Buche, dessen Tittel ich
vergessen habe; es ist aber das 42. Kapitel."

"Es muB gleich 4 Uhr schlagen: denn es hat vor
einer guten halben Stunde 3/4 geschlagen."

"Der Tag hat 365 Stunden, und die Stunde
24 Minuten.," )



"Ich statulere mit Kant nicht mehr als zweil
Kategorien unseres Denkvermdgens, némlich

Zsum und Reit, - ich wollte sagen Raut und
Zeim."

"Ratten und M&use bekdmmt man selten zu sehn,
und fast niemals in einer Mausefalle,"
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