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Unzugéngliche Probleme 2

Wie kann man mit algdn'ihmisch unzugdénglichen

Problemen fertig werden?

1. Der Inhalt des Artikels in Kurzfassung

Wir gehen von der Beobachtung aus, daB8 Computer ihre Arbeit takt-
weise, in kleinen Einzelschritten, erledigen. Heutige Computer
schaffen etwa eine Million solcher Schritte (Operationen) in
einer Sekunde. Die Zahl der Rechenschritte oder, wie wir auch
sagen wollen, die Rechenzeit, kann nun zur Beurteilung der Kom=
pliziertheit eines Rechenprozesses herangezogen werden. Es hat
sich herausgestellt, daB Probleme existieren, die einerseits
von sehr groBem Skonomischen Interesse sind, bei denen aber an=-
dererseits schon fiir sehr kleine Eingaben astronomisch groBe Re-
chenzeiten der zu ihrer LUsung auszufilhrenden Rechenprozesse er-
forderlich sind. Solche Probleme wollen wir hier unzugénglich
nennen. | '

Es ist nun eine verblliffende und praktisch bedeutungsvolle Er-
kenntnis, daB man in vielen Fdllen eine drastische Senkung der
Rechenzeit auf ein ertriégliches MaB erreichen kann, wenn man
sich mit Néherungsldsungen an Stelle genauer Losungen zufrieden
gibt. Einige Beispiele dieser Art sollen im folgenden vorge-
gtellt werden.

2. Was sind (diskrete) Optimierungsprobleme?

Um das bisher Gesagte genauer ausfithren zu kénnen, brauchen wir

gunéichst eine klare Vorstellung darilber, was ein Problem sein

soll. Wir beschrénken uns dabei auf sogenannte (diskrete) Opti-

mierungsprobleme. Ein solches liegt dann vor, wenn folgende Din-

ge gegeben sind: ' -

(Bei Verstindnisschwierigkeiten sollte der Leser gleich die im

néichaten Abschnitt angegebenan Beispiele mit einbeziehen.)

1. Eine Menge A sogenannter Eingaben, die wir uns als "Aufgaben®
vorstellen wollen, zu denen "Lsungen"™ gesucht werden. ’

2. Zu jeder Eingabe x eine endliche Menge L(x) von "Lsungen".

3. Eine Bewertungsfunktion b der L¥sungen, die jeder Idsung eine
natiirliche Zakl zuordnet, die wir als die "Gitte" der IYgung



3 Unzugingliche Probleme
ansehen wollen.

Weiter wollen wir uns vorstellen, daB die Glite einer Lﬁaung ume
80 besser wird, je groBer ihr b-Wert ist. (Auch der umgekehrte
Fall ist denkbar. Hat man ihn vor Augen, mu8 man im folgenden
"ma¥® durch "min" ersetzen.) Nun kann man jedem x & A einen op-
timalen Wert

b¥*(x) = max {b(y) : y L(x)}
zuordnen, das ist also der grtBte b-Wert, den eine Lsung von X
erreichen kann. Ist b(y) = b'(x) fiir ein y€ L(x), s0 nennt man
y eine optimale (beste) Lisung fir x.

Das Optimierungsproblem besteht dann darin, zu jedem x & A eine
optimale Ldsung zu finden. (Wir vermeiden es, von der optimalen
Iosung zu sprechen, well es im allgemeinen mehrere verschiedene
Losungen gibt, die die Optimalitétsbedingung b(y) = b%(x) erfiil-
len.) Das Optimierungsproblem zu losen heiBt, einen Algorithmus
anzugeben, der eine Punktion f berechnet, die jedem x& A eine
Losung f(x) derart zuordnet, daB f£(x)€ L(x) und b(f£(x)) = b™(x)
gilt.

Es geht also bei einem Optimierungsproblem darum, fiir eine Schar
gleichartiger Aufgaben beste Losungen zu finden, wobei durch
eine Bewertungsfunktion festgelegt wird, was "beste"™ Lisungen
gsein sollen.

3. Beispiele fiir Optimierungsprobleme

1. Beispiel: Das Problem von den 2 Lastentrigern

Gegeben gind n Gegensténde mit bekannten Gewichten XyseooyX,
und zwei ILastentriéger, die ein Tragevermogen von m Gewichts-
einheiten haben. Es handelt sich nun darum, den beiden Lasten-
tridgern eine méglichst grofe Zahl der gegebenen Gegensténde auf-
zubiirden.

Wenn wir die Menge dieser Aufgaben als Beispiel fiir ein Optimie-
rungsproblem begreifen wollen, wie sie im vorigen Abschnitt bee
handelt worden sind, brauchen wir nur folgende Festlegungen zu
treffen:

Eingaben sind (n+1)-tupel der Form x = (11,...,xn;m), wobei

DMy Xyyeee Xy beliebige positive natlirliche Zahlen sein diirfen.
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‘(Man beachte, daB8 insbesondere auch die Zahl n der Gegenstiénde

von Aufgabe zu Aufgabe variieren kann.)

Eine LOsung von X = (Xq,e..,X ;m) hat die Form (I,,I,), wobei

Lul, € {1,...,n0} und 1,AL, = § und

1ZII Xy £ n und 12' x, € m zu gelten hat. I, ist die Menge der
1 €I,

Gegenstéinde, die dem ersten Lastentriger aufgeladen wird, und

I2 iat fiir den zweiten bestimmt. -

Die Bewertungsfunktion b fiir die Losungen ist definiert als

bﬁI1,IZ)) = Anzahl der Elemente von I,WI,, das ist die Gesamt-

zahl der Gegensténde, die bei dieser Ldsung getragen werden sol-

len. .

b.(x) ist dann die grtBte Zahl von Gegensténden, die die beiden

Lastentréger tragen kdnnen, ohne {iberlastet zu werden.

Ist beispielsweise (10,7.1,12,5,8;20) eipe Eingabe, so bedeutet

das, daB 6 Gegenstiénde mit den Gewichten 10,7,...,8 zur Auswahl

stehen fiir zwei Lastentridger, von denen jeder 20 Gewichtsgein-

heiten tragen kann. Einige Losungen (der Leser sollte zur Ubung

alle Losungen bestimmen) sind gegeben durch ({1,2,3}, {4,6})

({2.355} » {1,6}) oder ( {4.5} . {3,6}). Das Mengenpaar

({1.4} , {2,5,6}) 1ist keine Lisung, weil hier dem ersten Triiger

ein zu grofBes Gesamtgewicht, ndmlich X+ Xy = 10 + 12 = 22 auf=-

geladen wiirde. Man sieht leicht ein, daB die beiden ersten Lo-

sungen optimal sind und den optimalen Wert 5 realisieren.

2. Beispiel: Das Rundreiseproblem (Dies ist ein Optimierungs=-
problem, bel dem beste IOsungen durch kleinste Werte der Be=-
wertungsfunktion charskterisiert sind.)

Wir betrachten Aufgaben folgender Art. Gegeben sind n Stiddte,
Jede ist mit jeder durch eine StraBe bekannter Lénge verbunden,
und ein Hausierer will von der Stadt 1 aus alle Stddte auf einer
kiirzesten Route besuchen und wieder zur Stadt 1 zuriickkehren.
Dieses sogenannte Rundreiseproblem 1lié8t sich folgendermaBen in
unser Schema einordnen. '

Eingaben sind hier Netze von n Stédten, die wir etwa durch Ent-
fernungstabellen fiir diese n Stddte beschreiben k&nnen. Dabei
ist n variabel, d. h. verschiedene Eingaben ktnnen verschiedenel
Anzahlen von Stddten enthalten. \




Unzusﬁggliche Probleme
L(x) ist die Menge der (n-1)! verschiedenen Routen durch das

Netz x dieser n Stddte. (Eine Route ist durch Festlegen einer
Reihenfolge gegeben, in der de n Stiédte besucht werden sollen.
Da die Reise in der Stadt 1 beginnt, muB noch die Reihenfolge
der ilbrigen n=1 Stddte festgelegt werden. Da fiir gibt es bekannt-
lich (n=1)! = 1¢2¢3¢ ... ¢(n=1) Mdglichkeiten. Beweis?) )
Fiir jede Rundreise y verstehen wir unter b(y) die Lénge des We~
ges y. Das Optimum b¥(x) = min {b(y) 3 y‘L(x)} ist die minima-
le Weglidnge einer Rundreise durch x. Flir das St&ddtenetz

sind in der folgenden Tabelle alle Rundreisen zusammengestellt.

Route Linge dexr Route
12341 58
12431 49
13241 49
13421 49
14231 49
14321 58

Wie man gieht, liegt das Optimum bei 49, und dieser Wert wird
durch vier Routen realisiert. (DaB8 davon je zwei durch Umkeh-
rung der Durchlaufrichtung auseinander hervorgehen, interessiert
uns dabei nicht weiter.)

4. Uber die Kompliziertheit von Optimié;gggsproblemen

Ohne genauer {lber Computer Bescheilid zu wissen, kann jedermann
zundchst folgende Aussagen leicht begreifen. Um ein Optimierungs-
problem vom Rechner behandeln zu lassen, braucht man ein Verfah-
ren (einen Algorithmus), nach dem der Rechner vorgehen kann, wemn
ihm dieses Verfahren durch Programmierung mitgeteilt wird. Der
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Rechner ist dann in der Lage, fiir jede Eingabe x eine optimale
Itsung y auszugeben. Die Zahl der Rechenschritte (die Rechen-
gzeit), die der Rechner dazu benttigt, hiéingt offensichtlich von
X ab. Wir nennen diese Zahl daher t(x).

Wie wir schon gesehen haben, ist x nicht immer eine natiirliche
Zahl. Es ist sinnvoll, die Rechenzeit nicht auf x selbst zu be=-
ziehen, sondern auf die Linge einer Niederschrift von x, d. h.
auf die Zahl der Symbole (einschlieBlich eventueller Trennzei-
chen), die nétig sind, um die Eingabe x aufzuschreiben. Im obi-
gen Beispiel x = (10,7,1,12,5,8;20) braucht man 18 Zeichen, um
X aufzuschreiben. Wir wollen dann sagen, daB x die Ldnge 18 hat.

Als Malstaeb fiir die Kompliziertheit, mit der ein Algorithmus
arbeitet, nimmt man nun die Punktion

(¥) = max {t(x) : x hat die Ldnge N},
d. h. die groBtmogliche Rechenzeit, die bei Eingaben der Lénge
N auftreten kann.

Selbstverstidndlich versiucht man bei Jedem Problem, einen Algo-
rithmus mit mdglichst kleiner Zeitkompliziertheit T(N) zu fin-
den. Was das Rundreiseproblem und des Problem von den zwei la=-
stentrdgern angeht, so haben alle bisher gefundenen Algorith-
men zu ihrer Idsung eine Zeitkompliziertheit von mindestens
T(N) = 2N, (Das liegt, grob gesprochen, daran, daB all diese
Algorithmen darsuf hinauslaufen, alle Ldosungen durchgumustern,
und in beiden Fidllen kann man sich iiberlegen, daB die Zahl der
Losungen exponentiell in der Linge der Eingabe sein kann.)

Diese exponentielle Zeltkompliziertheit bedeutet'eine herbe Ent-
tﬁuachuné fiir den praktischen Anwender, denn ein Rechner, der
etwa eine Million Operationen pro Sekunde ausfilhren kann, brauch-
te Rechenzeiten von eiwa 13 Tagen, 36 Jahren oder 366 Jahrhun-
derten (!) filr Eingaben der Ldnge 40, 50 bzw. 60. Da solche Ein-
gabeléngen flir dkonomische Zwecke durchaus noch sinnvoll und
notwendig sind, kann man mit den angegebenen Algorithmen nicht
zufrieden sein. Wer kann schon 366 Jahrhunderte auf ein Rechen=
ergebnis warten!

Nun liegt die Frage nahe: Erlauben die genannten Probleme grund-
sétzlich keine schnelleren Lisungsalgorithmen, oder waren wir
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bisher nur noch nicht geschickt genug, schnellere Algorithmen
zu finden? Diese Frage ist offen, aber es bestehen triftige
theoretigche, hier nicht erdrterbare Griinde zu der Annghme, daB
diese Probleme wirklich so schwierig (unzggﬁgglich) gind.

5. Verzicht auf genaue L&sungen - ein Mittel zur Uberwindung
der Unzuginglichkeit

Angesichts dieser Tatsache ist man gegwungen, sich nach Moglich-
keiten umzusehen, wie man doch noch mit solchen Problemen fertig
werden kann. Wir wollen hier nur einen von mehreren Auswegen
diskutieren: den Verzicht auf genaue ISsungen. Dieser Ausweg
funktioniert nicht immer, aber in manchen Fillen kann man da-
durch zu sehr brauchbaren Rechenzeiten gelangen.

¥ir behandeln ausfiihrlich nur das Problem der zwel Lastentridger.
Wir &ndern es insofern ab, als wir uns Jetzt filr Funktionen f
interessieren, die nicht die scharfe Bedingung

£(x)& L(x) und b(£(x)) = b¥(x)
erfiillen, sondern die abgeschwiichte
(1) 2(x) &€ L(x) wnd Db(£(x)) W *(x) - 1,
de h. wir suchen ILdsungen, die nun hSchstens 1 vom Optimum ab-
weichen. Die Abschwidchung der urspriinglichen Aufgabenstellung,
die wir vornmehmen, ist also denkbar gering. Es ist deshald bei-
nahe unglaublich, da8 sie schon dazu ausreicht, daB dieses ab~
geschwidchte Problem mit der Zeitkompliziertheit
T(N) = chlogzn (wobei wir mit N die Eingabeldnge und c¢ eine
geeignete bositive Konstante bezeichnen) l&sbar ist. Und dies
bedeutet, dab die Rechenzeit fiir Eingaben der Lénge 60 nicht
mehr Jahrhunderte sondern nur noch Bruchteile einer Sekunde (!)
betréigt. Jeder Anwender nimmt eine (mSgliche) Abweichung vom
Optimum um 1 gern in Kauf, wenn dies zu derart betrichtlichen
Rechenzeitgewinnen fithrt, die das Problem von einem unzugingli-
chen in ein solches verwandeln, das in einer flir menschliche Be~
lange vertretbaren Zeit geldst werden kann.

Wir wollen nun einsehen, daB die Berechnung einer Punktion 48
die die Bedingung (1) erfilllt, wirklich in der angegebenen Zeit
erfolgen kann. Dazu geben wir folgendes Verfahren zur Berech-
Bung von f ant
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Eing&bES X = (11,--. ,In;m).
1. Ordne (x1,...,er nach wachsender GrtBe. Die Folge, die durch
die Umordnung entsteht, wollen wir mit (xi 17Xy yeeesXy ) be~
1

§ & . & L n
zeichnen. Es gilt also xi1 xiz xin

?
i,

2., Bilde die Summen
X + X
11 ,12

und finde dabei 1 und dasjenige k heraus, fiir das

+oeee + Xy # m und, falls 1< n,
1
X; + o0 +X. + X, > m
14 L, e
und Xy +oeee + X % 2m und, falls k<n,
1

k
> 2m

X + e + X
11 +1

+ X
1 i
gilt. k k

3. Bilde I, = {14,00.,1i;} und
I2 - {{il+1,-o- ,iki falls xi

{i,,psc--si} somst
(Dies heiBt insbesondere I, = @, falls 1 = k.)

+--.+xi gm,
141 k

Es ist klar, daB die beiden Lastentréiger hochstens k Gegenstén-
de tragen ktnnen. Demn k+1 oder mehr Gegenstiénde libersteigen
das Tragevermogen beider Triéger zusammengenommen, weil dies be~
reits filr die k+1 leichtesten Gegensténde zutrifft. Dies heilBt
also, daB das Optimum k oder k=1 ist. Der letztere Fall tritt
dann ein, wenn es nicht mdglich ist, die k Gegenstdnde auf die
Lastentriger so zu verteilen, daB kein Gegenstand iibrigbleibt
und die Belastungsgrenzen der Tréger nicht ilberschritten wer-

. den. Ein Beispiel dafiir ist x = (6,7,9;11).

Da flir die gefundene Ldsung f(x) ebenfalls nur die Werte
bp(f£(x)) = k oder.b(r(z)) = k=1 in Frage kommen, liegt es auf
der Hand, daB8 b(f(x))®wb*(x)=-1gilt, (1) also erfilllt ist.

Bin Beispiel dafiir, daB der Algorithmus keine optimale Ldsung
findet, ist (3,4,5,8,8;15). Er findet die Lssung ({1,2,3} , {5},

withrend ({3,4}.{1,2,5}) optimal ist.
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Wir kommen nun zur Abschatzung der Rechenzeit des Algorithmus.
Mit N bezeichnen wir die Linge der Eingabe von x. 0ffensicht-
lich gilt n % N. Die Umordnung in der ersten Etappe kann mit
n? Vergleichen erledigt werden (wie?). (Es sei angemerkt, daB
sogar beN log N Schritte ausreichen fiir ein geeignetes b>0.)
Eine Addition zweier Zahlen, deren lLdnge kleiner ist als M,
kann in a M log? M Schritte bewerkstelligt werden, wobei a® 0
eine geeignete Konstante ist. Dieses Resultat ist nicht so ein-
fach zu gewinnen, und es kann hier nur ohne Beweis mitgeteilt
werden. Insgesamt sind in der 2., Etappe hochstens n Additionen
zu erledigen, wobei jeweils die Lénge der Summanden durch N ab=
geschiétzt werden kann, also brauchen wir fiir die 2. Etappe des
Algorithmus hdchstens a-n+N log’N £ a:N2 log® N Schritte. Zum
Aufschreiben von I, und 12 werden nochmals htchstens n Schritte
gebraucht ung zur Entscheidung der Fallunterscheidung fiir 12
reichen a-n-N 1052 N = a-N2 log2 N Additionen. Das sind insgesamt
héchatens

c1n2 + 2aH2103211 + ¢c,n * cnzlogzﬂ

Schritte mit einem geeigneten ¢ > 0. Die Koeffizienten 4 und o
kommen daher, daB zur Realisierung eines der notwendigen Rechen-
schritte auf einem Rechner eine gewisse feste Anzahl von Reche
nerschritten erforderlich aind. Auf eine genauere Begriindung
dieser letzteren Aussage milssen wir hier verzichten, weil dazu
ein tieferes Eindringen in die Theorie der Programmierung not-
wendig wire.

6. Kleiner Ausblick auf weitere Resultate

Zuniéichst ist die folgende Bemerkung von Interesse.
Wenn man im Problem von den zwei I.astentrdgem d.ie Benertunga-
funktion = und damit das Problem selbst - folgenﬁermaﬂan abin=

dert
b((I1'12)) = ; X, i
i I1V I2

so erh#lt man wieder ein Optimier\mgsproblem, da.s ;jetzt d.arin
besteht, eine moglichst groBe Last zu trqnaportieren. Auc.h die~
ses Problem ist unzugénglich. Wenn man zu diesem Problem die
Abschwiichung (1) betrachtet, so bleibt es unr.usﬁnslich. Fiihrt

mwmmmm&mm
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(2) b(f(x)) & (1-8)‘0'(1). € >0, konstant, aber

beliebig klein
80 erhdlt man wieder Lsungen in vertretbarer Zeit. Die Bedin-
gung (2) bedeutet anschaulieh, daB wir mit Losungen zufrieden
sind, deren Wert von der optimalen um einen festen, sehr klei-
nen Bruchteil des optimalen Wertes abweicht. Diese Bedingung
ist wirklich sehr groBzligig, weil fiir gréBer werdende x natiir-
lich auch b¥(x) und damit auch die Abweichung & b¥(x) immer
grofer wird.

Schlieflich bemerken wir, da8 das Rundreiseproblem selbst bei
der Abschwéchung (2) noch unzuginglich bleibt. Hier miissen also
fir praktische Belange génzlich andere Wege gegangen werden.

Prof. G. Wedsung
Bereich Mathematische
Kybernetik und Rechentechnik

R e R T VA TR TS
Den Mann nenne ich groB8, der vigl gedacht und gelesen und
erfehren hat und der alles was er gedacht, gelesen und er-
fehren hat, bei jeder Sache, die er unternimmt, also auch
bei jedem Buch, das er schreibt, vereint zum besten Zweck

anzuwenden welB, alles so anschaulich darzustellen, daB je-
der sehen muf, was er selbst gesehen hat.

Ich habe einen Mann gekannt, der dip seltsame Grille hatte,
nach Tische beim Obst aus Apfeln regelmilige stereometrische
Korper zu schneiden, wobei er immer den Abfall aufai,
Meistens endigte sich die Auflosung des Problems mit einer
glinzlichen Aufzehrung des Apfels.

Sich allen Abend ermstlich zu befragen, was man an dem Tage
Neues gelernt hat,

Georg Christoph Lichtenberg
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. Preisaufgaben

Preisaufgaben

o
B

Es seien n Punkte in der Ebene gegeben, von denen
keine drei auf einer Geraden liegen. Man verbinde
Jeden Punkt mit jedem durch eine rote oder blaue Linie.
Wie grof muB n sein, damit bei beliebiger Firbung
mindestens ein rotes oder blaues Dreieck entsteht?

o
N

=2

Man beweisge:

Der Flécheninhalt eines Dreiecks ist gleich dem Produkt
der drei Seiten, dividiert durch den vierfachen Radius
des Umkreises, |

(@]
N

=

Man berechne das Verhéltnis von In- und Umkreis-.
radius eines gleichschekligen Drelecks.
(Aufgebenvorschlag von Birgit Thomas)

o
£

-

Man Beweige:

£ (-

=]
AV}

-

Es sei die Menge M durch

M= {z:z-x5+3x ;y"-5x3 y2—15xay} +4r.y#+1235m1t X,y ganze
Zahlen} gegeben,

Man beweise, daB gilt: 33 § M.

0€

®

-

loxmsars, uro CymecTByeT MHOTOT'DAHHNKA, NMONUORBO
7 peGep.

Einsendeschluf: 15. 4. 1982
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Betriebspraktikum im 3. Studienjahr

Tnnerhalb des 3. Studienjshres der Diplommathematiker-
ausbildung sbsolwieren alle Studenten ein 12wdchiges Betriebs=-
praktikum. Dieses wird zum Beispiel in Jenser GroBbetrieben,
wie dem Kombinst VEB Carl Zeiss Jena, VEB Jenapharm; in
Akskemieinstituten, im Kombinat Robotron und in der Friedrich-
Schiller-Universitédt durchgefiithrt,

Wir m3chten unseren Lesern mit den folgenden Beitrégen von
Studenten des jetzigen 4. Studienjahres einen kleinen Einblick
in dis Aufgabenstellungen und den Ablauf eines solchen
Praktikums geben.,

Praktikumseinsatz im Kombinat VEB Carl Zeiss Jena

"Wir fiihrten unser Praktikum im Kombinat VEB Carl Zelss Jena

durch.

Unser Einsatz war betrieblichefseits gut vorbereitet. Das

#uBerte sich unter anderem darin, daB wir sofort im das Kollek-

tiv integriert wurden und guten Kontakt zu allen Kollegen fanden.

Der Einsatz fand im Rahmen des Jugendobjekts 'Mathematische

Modellierung optischer Systeme (MATMOS)' statt. Inhaltilich

befaBten wir uns mit den Themen:

- EinfluB der Anderung von Systemparametern auf die Wellen-
sberration

- Berechnung verallgemeinerter Formeln fiir den Astigmatismus
~windschiefer Strahlen

= Erarbeitung eines Optimierungsverfahrens der konjugierten
Richtungen '

Das Praktikum wurde von allen Studenten erfolgreich absolviert.

Die Verteidigung der Praktikumsarbeiten fand im Rahmen des

'HATHOS'-S&minara statt.

Am Ende des Praktikums wurden 2 Studenten in das Jugend-

objekt aufgenommen,"

Klaus Ullrich
Olaf Kollosche
Martin Beck




L Betriebapralctilum
Praktikumseinsats im Zentralinsitut fiir Mikroblologis

und experimentelle Theraple der Akademie der Wissen-—

schaften der DIDR

"Das Themsa meiner Arbeit lautete *'Stereologie fiir Kugel-
schnitte'. Das Problem, das ich zu 18sen und zu programmieren
hatte, bestand darin, die genaue GrdBe von Kugeln, die in
einem undurchsichtigen Medium, z.B. Fettkugeln in einer Fett-
leber, eingelagert sind, zu bestimmen. Dabei darf das

Medium nur einmal geschnitten werden. Gemessen und als
zuféillige Stichproben betrachtet werden dann die Durchmesser
der entstehenden Schnittkreise. Ausgehend von diesen MeB-
ergebnissen hsbe ich gewisse Riickschliisse auf die Anzshl und
GroBe der Kugeln im ganzen Medium gezogen und die Verteilung
der FKugelradien bestimmt. Das Ergebnis wurde getestet und
zum Ergebnis wurden Genauigkeitsaussagen gemacht.-

Das Problem ist in der Programmiersprache BASIC fiir den
Rechney PDP 11 programmiert.”

Eathrin Weise

Praktikumseinsatz im VEB Robotron-Elektronik Meinigen
Sitz Zella-Mehlis
"Die Aufgmbe unseres Praktikums bestand darin, fiir in der Volks-
wirtschaft auftretende Probleme mathematische Modelle suszuwéh-
len, fiir diese Modelle einen Ldsungsalgorithmus zu entwickeln
und auf dem programmierbaren Kleinstrechner K 1003 zu
realisieren. Dabel muBte berﬁdksichtigt’her&en, daB bestmdg-
lichste Genauigkeit, einfachste Bedienung und kiirzeste Rechen-
zeit gewihrleistet werden sollten. Die so entstendenen Programme
werden als Software zu dem programmierbaren Kleinstrechner
PER 1003 den Kéufern des Rechners angeboten. Behandelte Probleme
waren zZ.B.: :
- Harmonische Analyse
- Tschebyscheff-Approximastion
— Simplex-Verfaren U, 8.
Die Unterstiitzung durch die Sektion und den Betrleb war gut."
Peter Steiner
Harald Lorey
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(autgebe N 23] (nach Stephan Bonewitz, Leipzig)
Es gilt ac = k1 e n
bd = k2 *n
bec + ad = k3 en
mit ky,kyikyn €6 .
Es gilt dann auch

k, *n
cC = 1a
k2 en
L
ad = k3 n - be
2
k1-k2'n
ad-kj'n-——aa—
k1-k2-n
ad = n(k3 - 5 )

Somit ist ad durch n teilbar. Da bec + ad = k3' n,ist
auch bc duxrch n teilbar.

fAufgabe N 24|
Sei O der Mittelpunkt des Kreises um ABC. Flir O = P ist
die Behauptung offensichtlich richtig. i
Sei nun P verschieden von 0. Dann konstruieren wir die'
Mittelsenkrechte auf OP. Die Mittelsenkrechte teilt ent-
weder das Dreieck ABC in 2 Teile oder sie liegt auBer-
halb des Dreiecks. In beiden Fiéllen liegen P und eine
Ecke des Dreiecks gemeinsam rechts oder links von der
Mittelsenkrechten und O auf der anderen Seite. Der Ab-
stand von P zu dieser Ecke ist dann kilrzer als der Ab-
stand von O zu dieser Ecke.

[Aufgabe N 25] (von Prof. Dr. habil. R. Roth, em.)
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Angatz: Verliéngert man AB um sich selbst nach C und zieat
durch € die Parallele zur Achse der Parabel, so entstelt
auf dem Kegelschnitt eindeutig der Punkt B'. Die Paral=-
lele durch A zu BB' schneidet den Kegelschnitt eindeutig
in A'. Dann sind AA' und BB' die gesuchten parallelen
Geraden.

Beweis: Es ist zu zeigen, daB AA' : BB' = 3 : 1 gilt.
OBdA. kann die Parsbelgleichung in der Gestalt y = x°
angenommen werden, da alle Parabeln hierzu affin gdquiva-
lent sind. A = (a|a®) und B = (b[b?) mit a # b haben
nach Konstruktion zur Folge: C = (-a+2b |-32+2b2). Die
Parallele durch C zur Achse der Parabel hat die Glei-
chung x = =a + 2b und der Schnittpunkt B' mit der Para-
bel hat die Koordinaten B' = (-a+2b,(-a+2b)2).
Damit ist die Richtung der Parallele zu BB' durch A ge-
funden.
Die Komponenten derselben lauten

(b,b°) und (=a+2b,(=a+2b2)).
Es ist

b2 - (-a+2b)° : (~a+2b-b)

= (3b-a)(a=b) : (b=a) = (3b=a) : =1.

Die zu BB' Parallele durch A = (a,az) hat also die Glei-
chung

(x-8)(3b-a) - (y-8%) = O.
Schneidet man sie mit der Parabel y = x2, B0 entsteht
der Punkt A' aus der Gleichung ’

(x-8)(3b-a) - (x°-8%) = 0

(x-a) (3b-a-(x+a)) =0

x = 3b - 2a. ‘
Die zugehtrige y-EKoordinate hat den Wert y = (3b = 2a)2,
go daB8 also A' = (3b - 2a,(3b - 2a)2) entstanden ist.
Dem Nachweis der Relation AA' : BB' = 3 ¢ 1 dient so-
dann die folgende Rechnung mit der Symbolik
(x,5) = xu, + yu, (u1 = (1,0), u, = (0,1)).
%%; - cAtA'  =(8 a2 +((3b=-28 b=-28 e

=R =(b,b<)+((2b=a), (2b=2a)°)
und mit
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2
b
erhalten wir
-au, -e121.12-+-u1 (3b=22) +u, (3b=22) e

(a,az) = au, + &

—bu1—b2u2+u1(2b—a)+u2(2b-a)2
u1(-a+3b-2a)+u2(-32+(3b-2a)2)
u1(-h+2b-a)+u2(-b2+(2b-a)2)

3u, (b-a)+3u2( b-a) (3b-a)

u, (b-a)+u2 (b-a)(3b=-a)
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Mathematik im Dienste der Kunst

Es ist allgemein bekannt, da8 die Mathematik auf fast allen Ge-
bieten des gesellschaftlichen Lebens eine hervorragende Rolle
gpielt. Immer mehr werden mathematische Methoden auf verschie-
dene Probleme angewendet, wie auf Probleme der Spieltheorie, der
Wirtschaft, der Kunst usw. Man kann sagen, Gegenstand der Mathe-
matik ist die Wirklichkeit.

Im folgenden wollen wir an einigen Beispielen zeigen, wie mathe-
matische Methoden und Konstruktionen fiir Probleme der Kunst, Ma-
lerei und Tonkunst verwendet werden konnen,

Der "Goldene Schnitt"
In der Kunst und Ksthetik spielt seit langer Zeit der sogenann-
te "Goldene Schnitt™ eine bedeutende Rolle. Die imnere Teilung
einer Strecke AB durch einen Punkt P, bei der die I&nge AP der
griBeren Teilstrecke die mittlere Proportionale zwischen den
Léngen der kleineren Teilstrecke und der gegebenen Strecke ist,
heiBt stetige Teilung. '
4B : AP = AP : TB
Fiir diese stetige Teilung kam um die Mitte des vorigen Jahrhun-
derts die Bezeichnung "Goldener Schnitt®™ auf. Die Teilstrecke AP
1848t sich rechnerisch und durch Konstruktion bestimmen.
Bs seli AB = a,'if =x (x» 0)
a$t X=X (a—x)#-x2+a.z—a2=0
Hieraus finden wir fiir AP = x » O folgenden Wert:
=35 -1)%0,618a

Eine Konstruktion der Strecke AP kann man mit Hilfe unten ste-
hender Skizze leicht finden. :

Skizze 1
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2
2 +*%— = 1%, also AN = %Pf-"

und deher AP, = 2 (5 1) ... kP, = AP, Wir tregen die Strecke
AP1 auf der Straoke 1B ab und erhalten dem gesuchten Punkt P.

Es ist mit AB = a; a

Man war lange Zeit der Meinung, da8 ideale SchBnheit von Figu=-
ren (einschlieBlich menschlicher Kirper) genau dann vorliege,
wenn die Einzelteile zueinander in einem dem goldenen Schnitt
entsprechenden Verhéltnis stehen.
Mit dem goldenen Schnitt lassen sich bekanntlich regelmiBige
Zehn- und Fiinfecke konstruieren. Es gilt der Satz:

Die Seite des regelmHBigen Zehnecks ist der grtfere Abschnitt

‘doq nach dem goldenen Sohnitt geteilten Umkreisradius

(810 '2 (F-1 )e
Bereits die Pythagoriier kannten die Konstruktion des regelmiBi~-
gen Plinfecks. DaB sle dieser Komstruktion groBe Bedeutung bei-
legten, geht daraus hervor, daB 'sie dem Sternfiinfeck, das aus
den Diagonalen des regelmiBigen Flinfecks besteht, dem sogenann~
ten Pentagramm, mancherlei mystische Bedeutung zuschrieben
(Skizze 2).

Skizze 2

Alle regelmiBigen Vielecke mit der Seitenanzahl 5 * 22 (n=0,1,2,40.)
8ind also mit Zirkel konstruierbar.

Der goldene Schnitt spielte in der Baukunst eine bedeutende Rol)e.
Einige Beispiele seien hier angeffihrt:

Altes Rathaus in Ieipzig. Der Turm teilt die Vorderfront im Ver—
h#ltnis des goldenmen Schnittes.

S&ulenhalle von Pergamon, rdmischer Triumphbogen, Anwendungen in
der Gebrauchskunst.

Das MaSwerk, das wichtigste Bauornament der Gotik, wurde mit dem
Zirkel konsiruniert, ist also sozusagen versteinerte Geometrie.
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Es offenbart deutlich den auf Geometrie und GegetzmiéiBigkeit gu~

richteten Formsinn der Gotik.

Wir zeigen hier an einem einfachen MaBwerk, dem Gruppen.fdnster,

daB auch hier der goldene Schnitt eine Rolle spielt (siehe Skiz-
zen 3 und 4).

Aus der Skizze 3 erkennt man leicht, da8 der Radius des innerenm

Vollkreises gleich r, = § betrigt. Wegen TH® = IBZ + BE® erhal-

ten wir: B = Z 15 und daher BF = § (15 -1), d. h. P teilt die
Strecke BC = r im goldenen Schnitt.

Skisse 3

A r ) -

Den Mittelpunkt M kann man dureh die in Skisse 4 dargestellte
Konstrwktion finden.

r Jcisze 4
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Parkettierungen

Da es unbegrenzt viele Moglichkeiten der Parkettierung einer
ebenen Fliche gibt, wollen wir uns hier auf die homogenen Par-
kettierungen beschrédnken. Wir verwenden verschiedene regulére
Polygone, um eine ebene Fléche auszuftillen. Dabei sollen in je-
der Ecke gleich viele Polygone der gleichen Form zuaammenstoﬂen.
Da der Winkel eines reguliiren n=-Ecks gleich (§ - —) . 360° be=
triégt, mub man zur Bestimmung von Parkettierungen poaitive gan-
ze Zahlen n, p, q ... derart finden, daB

0 1 1,1_1.1_1 o o
% - % + % - % + % - % + e0e =1 ist.
Wir wollen einige Moglichkeiten finden. Nehmen wir an, daB in

einer Ecke 3 Fléchen zusammenstofen. Dann miissen wir 3 Zahlen

n, p und q finden, rﬂrdiegilt.%-l-%-%=1bzw.
% + % + % = % . Diese Bedingung erfiillen die Zahlen 6; 6; 6

(3 + 3 +3 =3 oder die zZehlen 4; 8; 8

Die zugehorigen Parkettierungen sind in den Skizzen 5 und 6 dar-
gestellt.

Skizze 5

Skizze 6
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Eine dritte Moglichkeit widre durch die 3 Zahlen 3; 12; 12 gege-~
ben. In einer Ecke wlirden ein gleichseitiges Dreieck und 2
gleichseitige Zwblfecke zusammenstoSen.

Eine einfache Parkettierung erhalten wir, wenn wir annehmen, daf
6 Fléchen in einer Ecke zusammenstoBen. Die Bedingung lautet

dann: 5 - R T % - % - % = 1 bzw.

n p 4q
n SO |G
2

- % = 2, Sie wird erfiillt fiir
=t =3 (Skizze 7)0

Vi
\\\///\\\/// Skizze 7
\ \/\

Durch verschiedene Farben kann natiirlich das Mosaik noch wire
kungsvoller gestaltet werden. Der leser mag sich iiberlegen, wie-
viele verschiedene homogene Parkettierungen mdglich sind, wenn
noch verlangt wird, daB gich die einzelnen Fléchen nicht iiber-
decken. Die Zahl der mdglichen Parkettierungen wird beliebig
gro8, wenn man die Bedingungen, daB in jeder Ecke die gleiche
Anzahl von Polygonen der gleichen Form zusammenstoB8en, fallen
1ld8t.

In der Gegenwart gewinnt das Mosaik wieder groSere Bedeutung
filr die dekorative Gestaltung vor allem Sffentlicher Gebdude.

Darstellende Geometrie und Malerei

Die darstellende Geometrie hat die Aufgabe, réumliche Gebilde in
einer Ebene so darzustellen, daB sie anschaulich sind und genaue
GroBenangaben ablesen lassen. Zur Losung dieser Aufgabe sind ver-
schiedene Verfahien entwickelt worden, in denen entweder die An-
schaulichkeit oder die MaBgerechtigkeit mehr zur Geltung kommen.
Flir die Malerei ist insbesondere die Zentralprojektion von gro-
Ber Wichtigkeit. Das durch diese Projektion gewonnene Abbild er-
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mglicht dem Betrachter ein Erkennen tatsdchlicher Zusammenhin-
ge. Am umfassendsten hat erst Leonardo da Vinci die Gesetze der

Zentralperspektive untersucht. Auch Albrecht Diirer hat sich in-
tensiv mit perspektivischen Konstruktionen beschidftigt (Hierony-
mus im Gehduse, 1514). Die Erkenntnis der Gesetze der Zentral-
perspektive und ihre Anwendung bedeutete einen §Jendepunkt in der
Geschichte der Malerei.

Forisetzung folgt!

Dr. Bruno Hanisch
Halle

Was kann einer, der nicht sein ganzes Leben
den Wissenschaften widmen kann,
doch fiir sie leisten und wirken?

", .. bei wisgssenschaftlichen Gegenstdnden kann der Liebhaber
oft etwas Erfreuliches und Niitzliches leisten. Die Wissenschaf-
ten ruhen weit mehr als die Kunst auf der Erfahrung, und

zumn Erfahren ist gar mancher geschickt. Das Wisseschaftliche
wird von vielen Seiten zusammengetragen und kann vieler
Hénde, vieler Kdpfe nicht entbehren. Das Wissen 1&B3t sich
iiberliefern, diese Schétze kOnnen vererbt werden; und das

von einem Erworbene werden manche sich zueignen. Es ist

daher niemand, der nicht seinen Beitrag den Wissenschaften
anbieten diirfte. Wie vieles sind wir nicht dem Zufall, dem
Handwerk, einer augenblicklichen Aufmerksamkeit schuldig.
Alle Naturen, die mit einer gliicklichen Sinnlichkeit begabt
sind, Frauen, Kinder sind fahig, uns lebhafte und wohlgefalite
Bemerkungen mitzuteilen."

aus "Jenmer Weisheiten Goethes"
von Leopld Hartmann
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Preisaufgaben

0 Ein Vater will seinem Kind 3 Vormamen geben. Er hat
eine Liste mit 300 Vornamen zur Auswahl. Wieviele
Moglichkei ten hat er, 3 verschiedene Vornamen zu geben?

08  Die Summe dreier Briiche sei gleich 28 . Die Zéhler
der Briiche sind proportional den Zahlen 3, 1 und 2.
der Nenner des ersten Bruches verhdlt sich zum Nenner
des zweiten wie 2:1 und der Nenner des zweiten zum
Nenner des dritten wie 2:3. Welche drel unkiirzbaren
Briiche sind das? '

0 Von einem gleichschenkligen Dreieck sind die Fléche
@ und eine Winkel bekannt. Es sind die drei Seiten und
die fehlenden Winkel zu berechnen.

0 10 Es ist zu zeigen, daB fiir beliebige reelle Zshlen
@ X,y¥,2 daie folgende Ungleichung gilts
4x(x+y(x+2) (X+y+2) + yezz 20.

011 Es ist zu zeigen, daB fiir |A| < 1 und
ging = Asin(o+B) gllt:

tan (a+B) = ﬁg—& .

0 12 PaguocTh ABYX NeMHX YHCEXA paBHA 48. ECIN mepBOe WNCIO

@ pasfielINTH Ha BTODO®, TO B VACTHOM NOAYUNTCA 4, & B
ooratTke - 3, HaliTx oM WmcIa.

EinsendeschiuB: 18. S, 1982
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Aufgabe N 26 | nach Kai-Uwe Scherer, Jessen

R = Inkreisradius
r = Umkreisradius

Zur Berechnung des Fldcheninhaltes A kennen wir folgen=
de Formeln:

o .
b :

A=Re¢s (2)

A= f;fa-a)(a-b%(s-h)ﬁ (3)

Aus (1) folgt r = %%— (4)

Aus (2) folgt R == (5)

Aus (4) und (5) erhalten wir:

4 2
% = -EE" . (6)
ab ab" -8
Aus (3) folgt A2 = a(a-a)(s-b)2 (7)
Da fiir s gilt 8 = %.a+b
2 a az
folgt A = 8(b - %) - 7~ (8)

Aus (6) und (8) folgt

R 2 4'a(b--3-)'i3
;.J%_.

%

L .a._ 52 .
r b 2b!
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Kurgabe N 27

Wir numerieren die Wiirfel entsprechend den Feldern des
Schachbrettes. Unten links steht also der Wiirfel al. Die
sechs Seiten des Wiirfels bezeichnen wir mit "oben",
"unten®, "links", “rechts“,'“vorn" und "hinten" entspre-
chend ihrer Lage auf dem Schachbrett.

Die Wiirfel liegen also immer auf der Fliche, die wir mit
"unten™ bezeichnen.

Die schwarze Seite des Wiirfels befindet sich also auf
einer der sechs Seiten. Wir wollen zuerst die schwarzen
Seiten der Wiirfel der Vertikalen a in eine einheitliche

Lage bringen.

Wir bringen zuerst die schwarze Seite des Wiirfels al
nach "hinten". Befindet sie sich "rechts™ oder "links",
bringen wir die schwarze Seite durch Drehen der Vertika-
len 1 nach "unten". Befindet sie sich "oben", "unten"
oder "vorn", so bringen wir sie durch Drehen der Hori-
zontalen 1 nach "hinten".

Durch weiteres Drehen der Vertikalen 1 &ndert sich nun
die Lage der schwarzen Seite von a1 nicht mehr. Wir kon-
nen also so weiter verfahren, mit den Wilrfeln a2 bis a8.

Hat a8 die gewlinschte Lage, so bringen wir alle schwar-
zen Seiten der Vertikalen a durch drehen der Horizonta~
len nach "oben" und durch eine Drehung der Vertikalen &
nach "links". Jetzt wird die Lage der schwarzen Seiten

von & beim Drehen der Horizontalen nicht mehr ‘vertindert.

Wir konnen also das Verfahren mit den Vertikalen b bis
h fortsetzen.

Am SchluB werden die Vertikalen noch einmal gedreht und
alle schwarzen Seiten sind oben.
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'Aurgabe N 29 |.

abc + abd zﬁacd + bed _ % (ab c;d & ad a+b)
%

$3 e ot v o2 oy

atb _ c+d (a+b+c+d )
e T’y &

I~

(a+b+c+d) at+b+c+d
e e e e

= (a+b_+c+d )3

Also ist

%/abc+abd+acd+bcd' £ atb+e+d
4 - 4

at+b+c+d £ 32+b2+02+d2
Sty

Bleibt zu zeigen T

a+b+c+d a+b+c+d. 2
- (——1r——0

= T% (3(a®+p2%+c%+a?) -2(ab + ac + ad + bc + bd + cd))

= T% ((a=b)?+(a~c)%+(a=d) °+(b=c)2+(b=d)2+(c-d)2) 2 0.

Aufgabe

N 30

In dem Produkt (2°)! ist jeder zweite Faktor gerade,
jeder vierte durch 4 teilbar usw., denn

(201 = 2%(2%1)(2%-2)e ..o ¢ 30201
In diesem Produkt sind also 2 gerade, 2 durch
4 teilbare, 2°~2 Qurch 8 teilbare Fakbtoren und ein

durch 2% teilbarer Faktor enthalten.
20=1

Also ist -fT' 2 ein Teilprodukt von (27)1.

i=1
Die hochste Potenz von 2, die (2%)! teilt, ist also

gleich g F o=l B,
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Eutgabe F N |

Angenommen, wir férben den ersten Streifen rot. Dann
gibt es flir den nichsten Streifen 2 MUglichkeiten der
Parbgebung. Liegt die zweite Farbe fest, gibt es fir den
dritten Streifen wieder 2 Moglichkeiten usw. bis alle
Streifen geférbt sind.

Es gibt also 3 - 212 Moglichkeiten der Farbgebung.

jAufgabe I 32| nach Frank Bendin, Berlin

Sei h die Hdhe der Pappel, « , 2 und )~ die gemessenen
Winkel. Es ist dann

tan“--.l%-a, tanﬁ--é%o-. ta.na"-j-g-o-.

- Aus %+ B+ ¥ =90° folgt deshalb

tan ¥ = yfy = ten (90° = (x+4))

= cot (x+/4)
1
tan(ec +9)

o 1=tan . tan/d
tan o + tan/

1 = B o 8 2
700 ° 200 _ 100 - 200 - h

R 300 »
Also ist 2h2 = 100 « 200, also h = 100.

Aufgabe

N 33| nach Stephan Bonewitz, Leipzig

Es ist zu zeigen, dal

1 1 1
Ech<W+m+m fiir a,b,c > 0 gilt.

Wir stellen die Gleichung um und erhalten
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1 1 1 1 1 1
O<K TP ~abc *P0 a+bic + &+c ~ a+bic

a+b+c)=(a+h + b+c)=(b + a+b+c)=(a+c

a+b)(a+b+o a+b+c +C Ea+5+c‘!a+o)
B [+ + a + b

{(a+b)(a+b+0) & (B¥c)(a+b+c) & (a+c)(a+b+c) °

Weil a,b,c > 0 ist, ist auch jeder Summand gréSer Null.

-

IAng&be N 34I
1

1
a+b+c — a+b T a+c
3(a+b)(a+c) = (a+b+c)(2a+b+c)

3a2+3ao+3ab+3bc = (n+b+o)2 + a(a+b+e)

a2+be = b2+c2

82 = b2+c2-be (1)

Aus a2 = b2 + €2 - 2be cosx
und wegen o = 60° evhalten wir

8 a b2 + ¢% - be, woraus sich die zu beweisende
Gleiehuag gewinmen 18t (man rechne von (1) rilckwiirts).

Aufgabe N 35| |

518 X 50 - 118 5

518 X o 1g (50 - x18 9)
xls 5 = 50 = xlg 5

1g

1 log-10 1
T 5 21log:10 0og-100
x = 2578 7 2 25 =5 > a5 2

x = 100
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lAufgabe N 36 |

xy> 0
Zu zeigen: (x+y)(%l+ %)‘2 4

x
%*1+1+§Z4

x
%1-;22
ﬁ+x222n

(x=y)% 20

Aufgabe N 38 |

A Kz c Yy 3

Die in der Skizze eingezeichneten Hilfslinien XX', YY',
ZZ' pind Parallelen zu den Dreiecksseiten AB, BC, AC.
Dann gilt nach dem Strahlensatz

AS _ AAY ;. SA' @ "0

T = --IIT-_ = IAT " BU

Veiter gilt  HBT = 8 o (2)
for = 5o (3)

Da die Vierecke YBX'S und SZCY' nach Eonstruktion Pa-
rallelogramme sind, gilt ¥S = BX' und SY' = CZ. Damit
ist auch wegen (2) und (3)

YY! YS SY! BRX' CZ SC!

EF'EU Rr mr B¢ =~ dav * EF

und wegen (1) folgt dann die Behauptung

fiv + &Bv + gov = -
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Der Mathematiker-KongreB der DDR 1981

In der Zeit vom 28. September bis zum 2, Oktober 1981 wurde wvom
der Mathematischen Gesellschaft der DDR ein Intermationaler
KongreB an der Karl-Marx-Universitét in Leipzig durchgefiihrt.
Viele namhafte Mathematiker aus dem In- und Ausland prégten
das Profil dieses Kongresses. Zur Erdffnung des bedeutenden
wissenschaftlichen Ereignisses sprach Prof. Dr. H. Schumann,
Sektionsdirektor der Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universi-
tét in Leipzig, zum 100, Jahrestag der Griindung des Leipziger
Mathematischen Seminars. Dann begannen in verschiedenen Abtei-
lungen die Fachvortrége, in denen die neussten Farschungs—
ergebnisse aller Teildisziplinen der Mathematik vorgestellt
surden. Insgesamt wurden 3> Plenarvortrége, 40 bersichts-
vortrédge, 83 Kurzvortrédge und 47 Poster-Beitridge gehalten. die
Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitédt war auf
diesem EKongre8 durch 10 Wissenschaftler vertreten, die in dreil
{ibersichtsvortrégen, sieben Kurzvortrégen sowlie einem Poster-
Beltrag jlingste Forschungsergebnisse unserer Sektion
demonstrierten.

An dem KongreB nahmen bekannte Mathematiker aus der U4dSSR, der
GSSR, der VR Polen, der VR Ungarn, der VR Bulgarien, der VR
Ruménien, den USA, der BRD, der Schweiz, Osterreichs, den
Niederlanden und Japan teil. Es muB besonders hervorgehoben
werden, daB neben der Vorstellung von Ergebnissen der mathe-
matischen Grundlagenforschung auch die Anwendung der Mathema tik
in der Praxis, insbesondere in den Kombinaten unserer Republik,
gowie Probleme der Vermittlung der Mathematik in den Schulen
einen beachtlichen Raum einnahm, Es wurde vorgestellt, welch
hoher Anspruch an den Mathematiker gestellt wird auf dem
Gebiet der Entwicklung neuer komplizierter Gerédtesysteme

sowie bei der optimalen Steuerung von technologischen und
Produktionsprozessem. Mathematiker aus der Volksbildung
berichteten ilbber Probleme der Vermittlung des mathematischen
Denkens in der Schule sowie iiber die Entwicklung des Denkver=-
mdgens, der Phantasie und des Schopfertums. Auf dem Gebiet

der Mathematik-Methodik wurde iiber konzeptionelle Probleme
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der Vermittlung der Geometrie in den untewen Klassenstufen
und iiber andere Probleme gestritten.

So bot der MathematikerkongreB in Leipzig nicht nur den
Mathematikern, dle auf dem Geblet der Grundlagenforschung
arbeiten, eine Gelegenhelt zum wissenschaftlichen Meinungs-
austausch. Auch zwischen Mathematikern der Universitdten und
denen der Industrie sowie zwischen den Mathematiklehrern
unserer Oberschulen konnte ein fruchtbarer Meinungsaustausch
gefiihrt werden, der viele Anrepungen fiir die kiinftige Arbeit
vermittelwe.

Prof. Walk
Bereich Numerik/Opfimiemng
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Uneigentliche Integrale
1. Einf |
Mit £(x) dx , - mca<cbcmw

a . .
wollen wir hier wie iiblich das aus der Schule gut bekannte be-

stimmte Integral (auch Riemannsches Integral genennt) einer
Funktion £(x), die auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] defi-
niert ist, verstehen. Dieser Integralbegriff ist an zwei wesent=
liche Voraussetzungen gebunden. Einerseits soll die Funktion £{x)
auf [a,b] beschrankt sein (d.h. es existiert ein I, so dad |f(x)|<M
gilt fiir alle x ¢ [a,b) ), andererseits ist der Definitionsbe-
reich von f immer ein endliches Intervall. Man kann nun die Fra-
ge stellen, ob man auch Integrale iiber umbeschrénkte Funktionen
bilden kann, oder ob das Integrationsintervall unbeschridnkt sein
kann (siehe Abb. 1a, 1b).

x) k)
fe / ,

xy

Abb. 1a Abb. 1b

Das Ziel der folgenden Betrachtungen besteht darin, einen kur-
zen Einblick in die Theorie solcher Integrale zu geben, und an=-
hand von Beispielen die Niitzlichkeit derartiger Untersuchungen
zu demonstrieren.

2. Definitionen und Beispiele

Wir beschriénken uns zuniichst auf die beiden typischen Fdlle.
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1, Fall Es gsei = m<ac<bgcw . PFir jedes £, 0 < &£<Db=-a, Bfi
2(x) im Intervall [a+¢ ,b/ integrierbar (d.h. es existiert JF(x)dx).
Dann definieren wir are

(1) / £(x) ax = 1i _} £(x) ax
1 = ?
(il I P

falls dieser Iimes existiert.

2, Fall Es sel = w <a<m. Plir jede Zahl R, R>a, sei £(x) im

Intervall [a,R/ integrierbar (4.h, es existiert®/f(x)dx).
Dann definieren wir a

R
(2) _Zf(x) dx = 1lim _/'r(x) ax ,

R+ ® &
falls dieser ILimes existiert.

Die in (1) und (2) definierten Integrale bezeichnet man als un=-
eigentliche Integrale. Im Falle, daB die betreffenden Grenzwer-
te existieren, sagt man auch in Anlehnung an die Theorie unend-
licher Reihen, daB die uneigentlichen Integrale konvergieren.
Anderenfalls heiBen sie divergent.

Het man die Deutung des bestimmten Integrals als Flécheninhalt
im Sinn, so ergeben sich obige Verallgemeinerungen zwangsléu-
fig, wenn man den Inhalt unbeschrénkter Fléchenstlicke bestimmen
will (siehe Abb. 1a und 1b). '

Natiirlich konnen die beiden Prozeduren kombiniert und mehrfach
angewendet werden. Ist zum Beispiel f£(x) eine in jedem Inter-
vall [a+f ,R] 4 £€> 0, R> a+f , integrierbare Funktion, so wird

b,
(3 f 20 ax = f 2(x) ax +?£(x) -
a a

gesetzt, wobei b eine beliebige reelle Zahl grifer als a ist
(siehe Abb. 2)..

91

x|\
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flan Uberzeugt sich leicht davon, dabB diese Definition von der
spezielien Wahl der Zahl b unabhiéngig ist.

Wir m8chten nun noch daran erinnern, daB sowohl die Stetigkeit
der Funktion f£(x) auf dem endlichen Intervall [a,b] als auch
die Monotonie in Verbindung mit der Beschrénktheit hiniP}chende

Bedingungen filr die Existenz des bestimmten Integrals £f(x) dx
gind. a

Auf uneigentliche Integrele konnen diese Sachverhalte natiirlich
nicht ausgedehnt werden.

A
7 Ee"fs:'nx
!
Abb. 3

Beispiele:
a) Es gilt

(4) ze'x ai:; x dx = %

Dazu berechnen wir zunkichst das unbestimmte Integral von

e X gin x. Zweimalige partielle Integration liefert uns die
Gleichung

_fe'x gin x ax = =e"*(cos x + sin x) - fe™* sin x dx,

woraus sofort
-fe"x gin x dx = - % e X(cos x + sin x)

folgt. Nach dem Hauptsatz der Differential=- und Integralrech-
nung ist dann
R

0
Pir R—e @ strebt die Funktion e™® gegen 0., Die Funktionen

cos R und sin R sind ihrerseits beschrinkt
(lcos Rl £ 1, |sin R| ¥ 1). Also ist

Iie'x gin x dx = = % e X(cos x + sin x) = - % e‘R(cosﬂ+sinR)+ %
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lim e® cosR=1im e™® ginR = 0,
R = @ R-=>m
und es gilt "
lim Je™ gin x ax = % .
R-=2m 0.
b) Es gilt
) E—}_-Tl,fallsp>-1
(5) J P ax =
. 0 @® , falls p € =1
Filr p # =1 haben wir
p+1
X
[ o -2
und somit 3 3 '
..p+ 1 P+
1im xP ax = 11m——|- = —7 - lin .
s;o{ €40 £ P*¥1 g4 P*

Daraus erhalten wir das gewiinschte Resultat wegen

p+1 0, falls p+1 > O
lim =
g0 Pt

Im Falle p = =1 gilt

1 ax 1
lim I?zlim 1n x =1n 1 =1im 1n€ =
E40 ¢ £40 & E4 0

Von Interesse war natiirlich nur der Fall p<0, da es sich fiir
p 2 0 offensichtlich um das libliche bestimmte Integral handelt
(eiehe Abb. 4).

{6

~m», falls p+1 € O .

Abb. 4

2
P.A

-1<p<0

Gin]
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¢) Es gilt

1
w — falls p £ =1
(6) _{ x dx = P !
® , -falls p € -1
Der Beweis verlduft analog zu b) (siehe auch Abb. 4).

Aus (5) und (6) ersieht man insbesondere, daB filr keine reelle
Zehl p das uneigentliche Integral

‘j’ x* dax
0
konvergiert. Ist zum Beispiel ¢ > O (die anderen Fédlle sind,

wie bereits bemerkt, uninteressant), so heiBSt dies, daB die Flé=-
che zwischen den Koordinatenachsen und der Kurve y = —1;— einen

X
unendlich groBen Fliécheninhalt besitzt (siehe auch Abb. 4).

Js Ein Konvergenzkriterium

Oftmals ist nicht die genaue Berechnung eines uneigentlichen In-
tegrals gefragt, sondern es interessiert vielmehr, ob es konver-
giert oder divergiert. Fiir positive Funktionen 188t sich ein re-
lativ einfaches aber wirkungsvolles Konvergenzkriterium angeben.

Satz: Die Punktionen f(x) und g(x) seien auf jedem abge=-
schlossenen Intervall [a+f£ ,b] , 0<£<b-a, = <as&b<®
integrierbar.

a) Es sei 0 £ f(x) S g(x) fiir alle x%(a,b] und es exi=
stiere das uneigentliche Integral [ g(x) dx. Dann
konvergiert auch das uneigentliche®Integral { f(x) dx
und es gilt

b b
R i) _r £(x) dx < _r g(x) ax.
a a

b) Es sei 0 & g(x) € £(x) fiir alle x €(a,b] und es sei
b b
Jg(x) dx = ®. Dann gilt auch J £(x) dx = w.
: a
¢c) Entsprechende Aussagen gelten fiir uneigentliche In-
tegrale vom Typ (2). '

Beweis. Wir beschriinken uns auf den Beweis von a) und b).
Wegen f(x) Z 0 gilt
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b b
f £(x) ax 24 f(x) dx, fells g' Zg
atg! +€

(VergrbBerung des Integrationsintervalles). PFiir £ 40 ist somit

b
F(¢g) -‘L—g f(x) dx

eine monoton wachsende Funktion. AuBerdem folgt aus den Voraus-
setzungen von a) filr alle £, 0<¢ < b-g,

b b b
F(g) =) £(x) dxf-ar g(x) ax £ [ g(x)' dax.
a+§ +€ a

Damit ist F(£ ) fiir € —» O eine monoton wachsende und beschriink-
te Funktion und besitzt demzufolge einen Grenzwert. Flihren wir
in der letzten Ungleichung den GrenzprozeB durch, ergibt sich

b b
J2(x) ax = 1im F(e) ¢ S g(x) ax,
a E+O a

womit die Aussage a) bewiesen ist.
Im Falle von b) haben wir

b b
[ ex) ax$ [ f£(x) dx

a+§ a+é b
fir alle £ . Fir £+0 folgt sofort [ £(x) dx = @ .
a

Dieser Satz bietet uns gute Moglichkeiten, iiber die Konvergenz
bzw. Divergenz uneigentlicher Integrale zu entscheiden. Als Ver-
gleichsintegrale bieten sich zum Beispiel (5) und (6) an.

Beigpiele:
a) Es gilt

8 f —8X <o
1 x']/‘l 2
+X
Man sieht sofort, dal
1 < 1 1
- =2
:c"1+;‘1:E zi xﬁ x

filr alle x & 1 gilt. Wihlen wir g(x) = ‘—2 , so folgt (8) aus un-
X

gerem Satz unter Berlicksichtigung von (6). Abschiétzung (7) lie- -
fert uns noch in Verbindung mit (6)
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b) Es gilt
a _3/2
(9) g x_j dx = .
0 14x
Fiir x 2 1 gilt die Abschétzung 2 2 E. 2z T—E'x 24
1+x2 1+1{2 X +x 2x
Verwenden wir diese, so folgt aus Teil b) des Satzes und aus (6)
o 3/2 ® 3/2 fe)
1 1
I .'K_g dx > —Tx dx £ = f - dx = o ,
0 14x 1 14x 25 =%

womit (9) bewiesen ist.

Forisetzung folgt! :
Dr. H. ). SchmeiBer

Sektion Mathematik, FSU
Bereich Analysis

ﬂ

Losung zu Aufgabe N 40

[Autgabe M 40 |
coszfx + coszﬁ + 00920'“
= cos?e + cos?f + cosS(m+i) 2 i-
Falls die Behauptung stimmt, folgt

2 coazx + 2 coazﬁ + 2 cosz(:x, +ﬂ) 3%

1 4+cos2x +1 +cos2f +2 coaz(.x-n-{i) 3%
2+ 2 cos(:x;+(i’) cos(x -ﬂ) + 2 0052(09 +ﬂ) 3%
0052(oc;+/f) + cos(w+(3) cos(a =)

+ % cos2(a,-/-f) = -} ooaz(m-{:’) +1 = % 20

und letztendlich
(cos(x +[/) + % cos(x =/ )2 + % sinz(m-/,’) =0,
was stets erfilllt ist.




4 Preisaur:;c sen

Preisaufgaben -

0 1% .an bestimme den kleinsten .ert der Funitticn
P(x) = |x-a| + |x=b| + [x-c] + |x~d],
wenn a,b,c¢,d reelle Zahlen rit a<b<c<d sind.

Y 14 Man 1%se die Gle ichunzg
2
x+y=(x-y)"
wobei x und y nichtnegative ganze Zehlen sind.

>

0 15 lien zeipge, dal £'r nichtnegative Jahlen a stets

a2 + 22° + 15 > 13a  gilt.

O
Y

an zeigze, daf £'r vier Punlte 4,%,C,D in der .bene
AD | BC gllt, falls 3B | CD und 'C | ED gilt.

©

D
=
-3

Is sel agylpgeeedy eine reometrische Folge.

Aus n .erten = o, 4 O dea.
C) Aus den .erte Sq a ' 4 + a
. und g & | ¥ 4! & i q
o = - _‘ so -
£ Bq " &5

pestimme man den ‘ert D = A ca5%ee e

0 1¢ Inomafm TpeyroNBHMKOB, O6PA30BAHHHX OTDE3KaMu
® ImaroHalelt Tpameuuy ¢ €€ OCHOB8HWAMA, DaBHH SI n 52.

cz

HaftTé miomans Tpamelin.

Lgunxsvedinguncens

Diir jede vollsténdige Lisung erhdlt der .insenier dle bei der
entsprechencen Aufszobe anezebene Funttzahl., 11 Snde des 3chul-
jahres versenlen wir Blichergutscheine gn slle sinsender, die inm
abgelaufenen Schuljehr mindestens 10 runite erreicnten, sinsen—
dern it weniger als 10 Puniten erden die in diesen danr er=
reichten Pun:te fiir das néchste Schuljahr qutsissclirieben.

Die Losunsen sind - jece LAsung aui einew jenniderten Blatt,
versehen nit l.ame, Adresse und ilassenstufe de: Linse.’2rs =
unter den ..ennort " urzel-Preisauf::iven'" an uns zu sen en.

dinsendescnlublis 15, 6. 1 22
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Malhemuiik im Dienste der Kunst

Foriselzung

Mathematik und Musik .

Zum SchluB wollen wir zeigen, daB die Mathematik gsuch in der
Tonkunst ein weites Anwendungsgebiet findet. Es ist bekannt, daB
die Akustik die Grundlagen fir eines der schénsten Kulturproduk-
te eines Volkes, fiir die Musik, liefert. Bekanntlich wird die
Hohe eines Tones durch die Zahl der Schwingungen der Tonquelle
pro Sekunde gegeben. Der Ton mit der Schwingungszahl n = 440 s~
wird seit ca. 30 Jahren als Kammerton a; (bzw. a') bezeichnet.
Zu einem Tongystem gelangt man auf folgende Weise.

Mit dem Grundton einer schwingenden Saite schwingen gleichzei-
tig hoher gelegene Tone, die sogenannten harmonischen Obertdne,
mit. Ihre Schwingungszahlen stehen zur Schwingungszahl des Grund-

tons in ganzzahligen Verhdltnissen: O, ¢ Ny &0, 3 Ngeee =1 2 23 sne
Die Gesamtheit dieser Tone bildet das natiirliche, als harmonisch
rein bezeichnetes Tonsystem. Diese natilirliche Stimmung erklingt
z. B. in einem guten a capella Chor,

Das Verhdltnis der Schwingungszahlen zweier Tone T1 und T2 heiB3t
Intervall der beiden Tone (Entfernungsverhidltnis der beiden T&=-
ne ihrer Hohe nach). Die in der Musik gebrduchlichen Intervalle
8ind durch folgende relativen Schwingungszahlen gegeben:

1

Prim|Secunde |GroBe Terz|Kleine Terz Ruart |Quint [Sext [Septime| Oktave
1:1 | 9:8 514 6:5 4:3 | 3:2 | 5:3] 15:8 2:1

Nehmen wir z. B. den Grundton c, mit der Schwingungszahl n_ =264 s~1,

so erhalten wir die Schwingungszahlen filr die C=Dur=Tonleiter:.

ﬂ ——
h1 s

¢ 44 ey £ g4 &,

2645~ | 29751 | 3308~ |3525~" 39651 | 4408~ | 49557 | 5286~

Zu einem anderen Tonsystem gelangt man durch Oktaven- und Quin=-
tenspriinge. Die Schwingungszahlen dieses nach Pythagoras benann-
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ten Tongystems lassen sich dann folgendermaBen bestimmen:

n=mn,- 2P ‘-Bq (pya =0, £ 1, + 2, 1‘3’0--)

(z. B. bei Violine oder Cello)

AuBer diesen beiden natiirlichen Stimmungen hat man eine kilnstli-
che Stimmung eingefiihrt, das sogenannte temperierte Tonsystem,
bei welchem Oktaven rein sind und jede Oktave in 12 gleich groBe
Intervalle geteilt ist. Ist nj die Schwingungszahl (oder Fre-
quenz) des tiefsten Tons, so sind die Frequenzen aller anderen
Tone durch

no=n e oP . x9 gegeben, wobei x = 18> vedeutet und p,q
die Werte 0,1,2,3,... &annehmen kdnnen. x = 1,05946.
DaB gleich benannte Tone in diesen 3 Tonsystemen kleine Unter-
schiede in den Schwingungszahlen aufweisen, 1ldé8t% sich durch
Rechnung zeigen. In einem Falle kann man auch praktisch den
Unterschied Schillern vorfiihren. Auf der Violine werden z. B.
2 Stimmungen verwendet. Gestimmt wird sie nach dem quintenrei-
nen System, gespielt wird nach dem harmonisch reinen System.
Man lasse folgende Intervalle vorspielen:
Reine Sext (leere G-Saite und e, auf der D-Saite)
Leere e=Saite (e e
Vergleicht man dle belden e-Tone, s0 1st der Ton e, etwas hoher >
als eqeee ng = 440 * (3) - 185,555 s~ , 1y, = B, * (3)= 325,926s
n,, = 440 - (2) = 660,0 s -1, my b By, = 2,025 > 2
Diese geringen Unterschiede in den Schwingungszahlen kann das
menschliche Ohr im allgemeinen schwerlich empfinden. Darum ist
durchaus der musikalische GenuB bei Musikwerken, wo alle 3 Ton-
systeme Verwendung finden, gewdhrleistet.
Eine Dur-Tonleiter 1iéB8t sich auf jedem Ton aufbauen. Dadurch er-
hélt man weitere Tone des Systems. So entstehen die in der Mu-
gik mit #§ bzw. b bezeichneten Tone, wie z. B. fis, cis, dis
oder es, ges, des. Als Beispiele wollen wir die Schwingungszah-
len fiir fis und ges berechnen. Filr die Bereéhnungen legen wir
folgende Schwingungszahlen zugrunde.
n. = 264 s 1, nd1 =n,°* %, n, = % n, = . %

© %4
; nh —g n —'ac 2.

- ? Yay T
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Die Sghwingungszahlen fiir fis und ges ergeben sich aus den Be=

ziehungen
Dejg ¢ nd1 = ;?1 : nc1 und nges : nf1 = nf1 : ne1
nfis = ng1 . T - g = 1,406 e nc1
1 5 .

Dgeg = 15 ° % : nc1_ 15422 nc.l
Demnach ist nges etwas hoher als Desgs da nges P Dpsg = 1,011 »1
unil Bges . tis =2 '

n n ‘

-

Legt man aber der Berechnung dieser beiden Schwingungszahlen
das pythagordische System zugrunde, so kommen wir zu folgenden
Ergebnissen: 3

c; & d2 8, e, h3 f:1.34 6 Quintenspriinge nach oben
AP o \ /7 N
fis N fis, _ fi83 \_/ 3 Oktavenspriinge nach unten
6, -3 -9 .6 _
Nesg = nc1-(%) « 2 = nc1- 2 e 35 = nc.l 1,424

Eine &hnliche Uberlegung ergibt fiir ges folgende Schwingungs-
zahl:

nges =n.c° (%)-6.24 = nc1' 210- 3-6 =.nc1' 1,4047 ... nges" Nesg
ges des as es b & c, 6 Quintenspriinge nach unten
A Y AW AYWAVY A Y _
wes ges ges 4 Oktavenspriinge nach oben
S— 6
Im temperierten Tonsystem ist Desg = ngea = nc1-.(1—2m =nc1-1 y414.

Es ist wieder Efis . zges = 2.
4 Cy

Die 3 genannten Tonsysteme sind natiirlich nicht die einzigen
moglichen. Musikwissenschaftler und Komponisten haben bereits
vor léngerer Zeit versucht, die durch Halbierung der Halbtone
erhaltenen 24 temperierten Vierteltdne zu verwenden und dadurch
eine Ausdruckserweiterung der Musik zu erreichen. Es existieren
sogar Kompositionen fiir Drittelton~, Sechstelton- und Zwolftele
tonmusik (nicht zu verwechseln mit der Zwolftonmusik, einer Kom=—
positionstechnik). Trotz vieler Versuche haben sich diese Ton-
systeme nicht wirksam in der europdischen Musik durchsetzen kon-

nen. Malgebend fiir den musikalischen GenuB ist die Empfindliche
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keit des magzbhlichen Ohres. Es ist zweifellos richtig, daB die
Empfindlichkeit des menschlichen Ohres durch tibung und Gewdhnung
beeinfluBt bzw. erhdht werden kann. So wie es Menschen gibt, die
ein gutes Zahlengeddchtnis besitzen, so gibt es auch solche, die
sich sozusagen Schwingungszahlen von T6nen merken konnen. Leider
begitzt nicht jeder Berufsmusiker diese Pahigkeit.

Im Grunde genommen lassen sich mit Hilfe der Obertonreihe mit
den relativen Schwingungszehlen 1 : 2 : 3: 4 ... beliebig viele
Tonsysteme bilden. Z. B. konnte man eine Tonleiter mit 6 Ganz-
tonschritten sufbauen, da % . lg . % . % . % . % = 2,002 » 2,
also eine Oktave ergibt. ‘
Mit dem Vierteltonschritt 35 : 34 lieBe sich die Vierteltonmu-
sik darstellen, da (g{f) = 2,005 2 ergibt.

Die Eignung von neuen Tonsystemen flir kiinstlerische Zwecke kotnn-
te durch elektronische Instrumente gepriift werden.

Jedenfalls ist erfahrungsgemdB der Zusammenklang mehrerer Tone
umso angenehmer, je kleiner die Zahlen gind, die die relativen
Schwingungszahlen ausdriicken.

Literaturangaben:

Kleine Enzykloptdie Mathematik, VEB Bibliographisches Institut
leipzig
Lexikon der Kunst, VEB E. A. Seemann Verleg Leipzig

Hugo Steinhaus: Kaleidoskop der Mathematik, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin

Dr. Bruno Hanisch
Halle

M

Der schopferische Irrtum

Irrtiimer haben ihren Wert;

jedoch nur hie und da.

Nicht jeder, der mach Indien Tehrt,
endeckt Amerika.

Exrich Kdédstner

o e ——— . __
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[fufgabe N 41| nach Hans-Martin Kolpin, Berlin

Man suche eine natiirliche Zahl n so, daB das Gleichungs-

gystem nx =y = 5 (1)
2x + 3ny = T (I1)
eine LYsung besitzt, bei der x positiv und y negativ
ist.
Aus (I) erhalten wir y =nx = 5 (2)
Eingesetzt in (II) =x = iig—t-g (3)
n° +

Aus (2) ung (3) erhalten wir

- In - 10

3n° + 2
Es soll gelten x » 0, y <« 0, also

lﬁg_i;l > 0 und IEE:_lQ <0

n® + 2 3n~ + 2

Da 3n2 + 2> 0 fiir alle n,muB gelten
15n + 7> 0 und Tm - 10 < 0O,
Also fiir n muB gelten - T; <n< 1$ .

In diesem Intervall liegen aber nur O und 1 als natilr-
liche Zahlen.

Die Probe ergibt fiir n = O und n = 1 die gewlinachten
Losungen.

|Aurgabe N 451

Wir setzen x = %/ 2, also 13 a 2.
In I eingesetzt erhalten wir

cx2 + bx + a = 0.
Die ersten beiden Summanden multiplizieren wir mit 2,
den dritten mit :3.

ax3 + 2cx2 + 2bx = 0 (1)
oder ax° +2cx +2b =0 (2)

Aus (1) und (2) erhalten wir




”_I"l

10 sungen

2cx? = -ax® - 2bx | - &
ax® = =2cx = 2b \ . |« ¢
2acx® = -a’x’ - 2abx | = 2

n

acx = -202x - 2bc

acx” = -32 = abx
acx = -202x - 2bc

NN

-202x + abx + 32 - 2bc = 0

x(ab = 2c2)+ 32 - 2bc = 0 (3)
32 = 2be

X - S—————
ab = 2¢

Da x irratiomal ist, 1éB8% sich x nicht durch rationale
7Zahlen abc auf diese Weise darstellen.
Die Gleichung (3) hat also nur Lisungen, wenn alle Sum=
manden gleich Null sind, d. h. ' ’

ab = 202 =0 oder a2 - 2bc = 0.
Hieraus erhelten wir

b = 2¢° und

at = %2,
Falls a # O und b # O sind, kénnen wir dividieren und
erhalten

_ a’ = 2b>
d. h. a'=|l3 .

2 b < 2. Dies geht aber nicht flir rationa-
le a und b. Also miissen a und b gleich Null sein und
gomit auch c. '

[lufgabe

N 37|

Es gilt

__a+b a b

7+a+b - 1+a+b | T+atb

Da & > O und b > 0, folgt
atbh . _8

b
T+a+b ~ T+a ¥ T40
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Aufgabe N 39

Wir beweisen die Kontraposition der Aussage, d. h. fol-=

gende Aussage: Wenn m = peq (p,q > 1) ist, dann teilt
m nicht (m=1)! +1,

Es gilt dann ndmlich:

p teilt (p-q-1)!, da p ¢ peq = 1.

Das gleiche gilt fiir q. Somit teilt p.q die Zahl (peg=1)!
und kann daher nicht (peq-1)! + 1 teilen.
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Integration ' 0

Uneigentliche Intearale (Fortsetzina\

4.- Anwendungen

4.1. Flédchenberechnung

-Wie schon im 1. Abschnitt angedeutet, eignet sich das uneizent-
liche Integral zur Berechnung des Flécheninhaltes unbeschrénkter

Fléchenstiicke. Als Beispiel wollen wir die Flécie I zwischen
dem Intervall -1,1 auf der x-Achse und der Funktion

f(x) = log |x| berechnen (siehe Abb.5).

Die Funktion log [x| ist gerade, also gilt:

I = =2 og x dx

+2

}
1
0
0
J e ax ;
@

Abb. 5

4.2. Die Gammafunktion

Eine in der Mathematik wichtige und hidufig auftretende Funktion
ist die sogenannte Gammafunktion. Sie wird definiert durch die
uneigentlichen Integrale

(10) - Tt éz X xt1 ax s .t > 0.



__§ﬂ : Jntegration
Wir wollen zunéichst nachweisen, daB diese Definition sinnvoll
ist. Man hat zu zeigen, daB filr jedes t > O das Integral in (10)
konvergiert. Dazu bendtigen wir einige Abschétzungen.

Lemma : Fir alle n = 0,1,2,... und alle x > 0 gilt

X X .
1 e < .

Beweis:; Der Beweis wird durch Induktion gefilihrt. Es ist klar,
daB e* > 1 ist fiir-alle x > 0. Dies zeigt die Richtigkeit von
(11) fiir n = 0. Es werde nun

gzi f: <eX, x>0

vorausgesetzt. Wir bilden die Funktion
k
I(I) = ez - ETx .
kl;

Natlirlich ist f(x) beliebig oft differenzierbar fiir alle reel-
len x, insbesondere gilt |

21 (x) -_e‘-ﬁém.

Letzteres ergibt sich aus der Induktiopsvorauaaetzung. Somit ist
die Punktion f£(x) streng monoton wachsend auf dem Intervall
(0,0 ). Das heiBt aber auch, da8

£(x) > 2(0) = 0

fiir alle x > 0 gilt. Setzen ;1r in diesge Unéleichung_die expli=
zite Gestalt von f(x) ein, entsteht die gewlinschte Ungleichung
(11).

BemeYx' en:

a) (11) erhilt man aofort, falls man die Darstelluna

.

als bekannt voraussetzt.

b) Plr unsere Zwecke benttigen wir lediglich die schwaehern Un=-
gleichung

(12) &* > ﬁ; vy X >0,  n=0,1,2,4.0 -
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die unmittelbar aus (11) folgt.

Nun ktnnen wir zum Nachweis der Konvergenz von (10) lbergehen.
Pir ¢ 2 1 ist lediglich das Verhalten der Punktion ™= x'~ ' flir
groBe x von Interesse, da dann

' 1 t =1
1lim e~% xt"1 -
x+0 0 t > 1

gllt, und démzurolge wegen der Stetigkeit jedes bestimmte Inte~
gral

ge'xxt'.'dx, R>0,

existiert. Aus (12) erhdlt man
T enl 8, ne0,1,25600,x Oo

Dies fihrt zu der Abschitzung

-X t‘l t=1-n

e < nl x sy X )0, n-0’1'2'-|- o

Wir wihlen nun n so, daB t-1-a ¢ =1 gilt (d. h. n» t). Dann
folgt aus unserem Satz (Teil c) und aus (6)

®
Fa= %=1 4x ¢nl zxt""n dx ¢ o .
0

Damit ist (10) fir alle t 2 1 konvergent.
Es sel nun 0 < t < 1. Man zerlegt

?ax t1dx_fex 'I:1dx+fex t-.u_

.Vorwanden wir (5), so ergibt sich wiederum mit Hilfe des Satzes

1 .
tg«.""::"”el:- _gxt1dx<m , da t=1> =1.

Andererseits ist falls t=1<¢ O

@ R
? o= xt~1 dxf-{e"x dx = lim _.-zl "¢ @ .
1 - - R =» @ 1

Wir stellen also fest, daB8 (10) fir alle t > O konvergiert.

Die Gammgfunktion besitzt viele schtne Eigenschafien. Wir wollen
hier lediglich zeigen, daB gilt:

(13) T (s+1) =T (1),
(14) N = (a=1)! , n=1,2,... .
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Beweis: Durch partielle Integration gelangt man zu der Formel

Je X x* ax = —e™F x¥ 4+ ¢ j eX*x*1ax, t>0, x> 0.
Unter Venendﬁng dieser B:ziehung ergibt sich
I (4+1) = lim ga“ x¥ ax = 11m e B Rt 4 ¢t T (1).
R —»p R --»m
Nach (12) ist

0< e

Rt £ nl Rt-n ' n=0,1,2,.-. (]
Wihlen wir n % t, so folgt hieraus
1im e B R¥ 20, fur alle t > O.
R =»pm

Dies vervollsténdigt den Beweis von (13). Als Spezialfall er-
hiélt man durch Iteration

T'(0+1) =0 T (n=1) = .. = n(n=1)s..2¢1 7' (1) = ! T7(1).
Daraus folgt (14), da "

r'(1)-;a':d.x=11m - ' =1,

R = ® 0
Auf Grund der Eigenschaft (14) kann die Gammafunktion somit als
Erweiterung des Fakultiitsbegriffes auf positive reelle Zahlen
angesehen werden. Man schreibt auch manchmal t! = TV(t+1) Piir
t > 0.
1

Die Formel T'(t) = 7" (t+1) , t » 0, zeigt, daB

111:10 T"(t) = ® ist. Wir wollen noch, ohne hier auf Beweise

eingehen zu ktnnen, hier erwidhnen, da8 I" (t) beliebig oft diffe-
renzierbar und konvex ist. Man erhilt folgende graphische Dar-

stellung (siehe Abb. 6).
T4,

Abb.6

oy
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4.3. Das Integralkriterium fiir die Konvergenz unendlicher Reihen

Die Theorie der uneigentlichen Integrale emﬁgliéht es uns, ne=-
ben dem Quotienten- und dem Wurzelkriterium, ein weiteres wich-
tiges Konvergenzkriterium aufzustellen.

Wir betrachten eine unendliche Reihe der Geatalt E a,, beste-

hend aus nichtnegativen Gliedern a n’ n=1,2,+ss « Bildet man
die Treppenfunktion

h(x) = % » Iﬁ[n-‘l,n), n-1’2’ioil ']
80 gilt offensichtlich '

ﬁl Q.n = ?h(:) dx (Bi.h. A.bbo 7)0
- 0

t a
| e l | | l
A | a' ! |
_ Qg |
| % p-
x /// =
1 2 3 $ 5 ¢ r X
Abb. 7

Unser Satz von Abschnitt 3 liefert nun sofort das folgende Kon-
vergenzkriterium (eiehe Abb, 7).

(K) Existiert eine Funktion g(x) mit O < h(x) S g(x) filr x 2 @,
0O<a<w, und g:l.lt

JG(X) ix < o ,

80 _:I.at auch g an< W .

(D) Existiert eine Punktion g(x) mit Q S g(x) % h(x) fiir x 2 s,
0<a <o, und gilt

CDIS(x) dx = @ ,
80 ist auoh: 8, =® .
. n=
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Beispiele: '
a) Bs gilt fiir «>1

(15) )G_L,'J—<oo.

Bilden wir die Treppenfunktion h(x) fir a_ = -1— , B0 gilt
n
h(z)-‘ L.ﬂlralla:>0. -
Nach unserem Kritar:l.um (K) tmd (6) ist dann

— a1+ [ h(x) dx £ 1 + = <o .
;n“'_ '{ {z“'

b) Es gilt fiir o & 1

1
16 — 0
.( _) ;n"'
Pir & £ 0 1gt (16) klar. Plir O< @ ¢ 1 ist
h(x) €

(x+1 % 0 X0

Also folgt mit (D) und (65
ﬁ Do P R 2w
n=1 n%* 'g (x+1)% |

o) Es gilt

(17) 1im 21‘ -logn)< @ .
N =900 k : '

Wir haben die Identi‘l:at

log(n+1) = g (log(k+1) = log k) = %:: 105(’?—‘:]':—1)

Somit kum‘un wir umformen

Hieraus folgt

lim (f;l %-_log(nﬂ)) .;1 I

n =pm k

Abbildung 8 gibt eine graphische Veranschaulichung dieser Be=-
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ziehung.

1 k+1
< Tal dadte be ¥

1 (x) dx
= - x N
S

1
(x) =
g =T . L

[}
|
|
o 1
TAbb. 8 < J ¥

Wir wollem nun eine Abschiétzung fiir Ik angeben.
Dazu benutzen wir die Ungleichung

(18) log(1+x) $x, falls x > -1,
Zum Beweis von (18) wird wieder die Methode des Lemmas aus 4.2

verwendet. Man betrachtet die Funktion
f(x) = x = log(1+x), x> =1,

Dann ist £'(x) = 1 - y&= und somit gilt

£f'(x) > 0, falls x > O,
£'(x) < 0, falls =1 < x < O,
f'(O) = Oo

£(x) ist also auf (O,m ) monoton wachsend, so daB
x = log(14x) = £(x) > £(0) =0, x> O

gilt. Andererseits ist £(x) auf (=1,0) monoton fallend, d. h.
es gilt =
x - log(1+x) = £(x) > £(0) = 0, falls =1< x< 0.

Damit ist (18) gezeigt.
Setzen wir x = = E%T'bzw. X = %, go folgt aus (18)

log(1 - E%T) < - E%T und
1 _ 1 1
log(1 = m) = = log(1+ 'E) > re
Kombiniert man beide Ungleichungen, ergibt sich

1 1 1 1
R T =5 B 1 TSP
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Nach (15) ist dann

lim (é - log(n+1)) < ];ﬁ“ Ea- <® .

n -4 @o k-1
AuBerdem sieht man, daB

lim ( ql-- log(n+1)) = 11‘m (g q:-:-- log n),
n =»0 k= n->E k=

da'

lim  (log(n#1) = log n) = lim log(1+ &) = O
n =@ n =»a '

ist, womit (17) gezeigt ist.

Der Grenzwert ¢ = lim (g:l i— - log n) wird als Euler-Maschero=-
Il = Q0 =
nische Konstante bezeichnet. Numerisch kann er angenihert mit

C = 0' 57721 566.'- .
angegeben werden.

o A'ufga.ben

5el Man berechne die Fléche zwlschen der Geraden X = 1 und

denKuwany'-%undy-x—lr.

2.2 Flir ein Polynom P(x) = aozn * a1xn"1+...+ a _q1X + &,
berechne men ? e™* P(x)dx.
0

1
5e3 Konvergiert die unendliche Reihe ; T Tog 3 ?
544 Flir welche Werte & konvergiert das uneigentliche Inte-

gral _?
X log x

(Hinweis. Substitution y = log x).

Dr. H.-J. SchmeiBier
Sektion Mathematik,
FSU Jena, Borciqu_ Analysis
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PREISAUFGABEN.

0 19 Es ist zu zeigen, daB fiir reelle a,b und ¢ aus der Glei=

chung

a2 + b2 + ¢~ =bc + ca + ab

folgt, daB a = b = c ist.

2

Es ist zu zeigen, daB fiir reelle x und y die Ungleichung

.x2 + 2xy + 3y2 +2x + 6y + 4 = 4

erfiillt ist.

— e

0 21 Plir welche x und y gilt
L
2) 3(2 log-, x = log, y) = 10-
y x
X ey =817

o
N
n

Filr welches x gilt
5% - 537X o 207

0 23 Die Summe der ersten 4 Elemente einer arithmetischen Reihe
ist 124, die Summe der letzten 4 Elemente ist 156. Die
Summe aller Elemente ist 210. Man gebe diese Reihe an.

-—

0 24  HocTpOMTH YETHPEXYTONBHUK MO ZABYM HPOTHBONONOXHHM
CTOpPOHAM U TpPEM yrjaM,

Liebe Wurzelleser!

Auf unsere Mitteilung in Heft 11/&: iiber die Nachbestellung
von Wurzelheften friherer Jahrginge sind bei uns schon einige
solcher Bestellungen eingegangen. Wir bitten um noch etwas
Geduld fiir die Auslieferung. Die gewiinschten Hefte werden
dieses Schuljahr noch verschickt! '

Wir mdchten an dieser Stelle auBerdem nochmals darauf
aufmerksam machen, daB ein Wurzelabonnement grundsétzlich
nur mit der Post vereinbart werden kann und nicht {iber die
Redaktion mdglich ist! Die Redaktion




587 . - : Bezirksolympiade

1.

XXI. Olympiade Junger Mathematiker
Bezirksolympiade — Klassen 11/12

Es sei P(x) = a3x3 + 32x2 + a,x + a_ ein Polynom mit rationa-

len Koeffizienten 8,5 81y 85 aj.

Man beweise: Wenn P(x) eine Nullstelle der Form X, = b+ 1_'
mit rationalen Zahlen b,c besitzt, fiir die {-'irrational ist,
so ist auch x, = b-'f;'eine Nullstelle von P(x).

24

a) Beweisen Sie, daB kein Polyeder existiert, das genau sie=-
ben Kanten besitzt!

b) Beweisen Sie, daB filr jede natiirliche Zahl n mit n > 7
ein Polyeder existiert, das genau n Kanten besitzt!

Hinweis: Ein Polyeder ist ein ebenfliéichig begrenzter Kirper.
Im Sinne der Aufgabenstellung wird positives Volumen voraus-
gesetzt; weitere Anforderungen wie Konvexitﬁt werden nicht
gestellt.

3.

Ermitteln Sie alle diejenigen Tripel (a,b,c) reeller Zahlen,
fliir die folgendes gilt:
Die fiir alle reellen x # =c

durch f(x) = 8% D gefinierte Funktion

+ C
geniigt den folgenden Bedingungen:
(1) Es gibt reelle Zahlen %, fir die f(x), f(f(x)) und
£(£(£(x))) definiert ist.
(2) Fr jede solche Zahl x mit x # =1 gilt

£(£(2(x))) = 21

4.

Man  ermittle alle diejenigen von O verschiedenen reellen Zah-

len q, die die folgende Eigenschaft haben:
Es gibt eine von O verschiedene Zahl &, und eine natilrliche

Zahl k 2 3 B0, daB in der durch

B'11 1'qn a (n=1i2!3!"')
definierten Zahlenfolge (an) das Glied a, gleich dem arith=-
metischen Mittel der beiden vorangehenden Glieder a, , und
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5. 37 Karten, von denen jede auf der einen Seite rot und suf
der anderen Seite blau gefdrbt ist, seien so auf einen Tisch
gelegt, dal genau 9 von ihnen oben ihre blaue Seite zeigen.
Es sollen nun in "Arbeitsgéngen" Karten umgedreht werden, und
zwar in jedem einzelnen "Arbeitsgang" genau 20 beliebige der
37 Karten. _

Untersuchen Sie, ob man mit endlich vielen "Arbeitsgéngen"
erreichen kann, daB alle 37 Karten

a) oben ihre rote Seite,

b) oben ihre blaue Seite

zeigen! Falls das méglich ist, ermitteln Sie jeweils die
kleinste Anzahl der daflir hinreichenden "Arbeitsginge"!

6A. Unter einem "Stapel" von Gegen- E] 1. Reihe
sténden (wie z. B. Konservenbiich- E]D 2. Reihe
sen) sei eine Anordnung wie in DDD 3. Reihe
Abb. A verstanden, bei der je=- e
wells flr k=1,...,m in der k- -i:L:::i:::;
ten Reihe genau k Gegensténde
stehen. Dabei ist m eine natiir- OO---J[] m-te Reine
liche Zahl, die als "Hhe" des -
Stapels bezeichnet werde. Abb. A

(Die Frage der praktischen Her-

stellbarkeit von Stapeln mit gro-

Ber Hohe sei in dieser Aufgabe

nicht beriicksichtigt.)

Untersuchen Sie, ob eine Zahl z mit 1000 z % 10000 so exi-
stiert, da8 es einen Stapel aus z Gegensténden gibt, der
sich in zwei Stapel von untereinander gleicher Hohe umord-
nen l&B8+t!

6B. Man beweise filr jede ganze Zahl n mit n 2 3: Ist A die An-
zahl aller verschiedenen Darstellungen von n als Summe
dreier positiver2 anzzahliger Summanden, so gilt
%-%‘-ﬂ‘%-
Dabel werden zwei Darstellungen genau dann als verschieden
bezelchnet, wenn sich nicht die eine durch Anderung der
Reihenfolge der Summanden aus der anderen erhalten lagt.




61 . ' Losungen

Ldsungen

Aufgabe N 45

Wir erweitern den Bruch mit

a + b-%/§7+ c 2J11
und bestimmen a, b, ¢ durch ein Gleichungesystem:
' . a+hb 2 + ¢ @ﬁf
1+33:;2'-2W“4' a+b242+0 4
" ggjg + b QJZ 4+ © 2[1’ :
(a=4b+6c) + 2/2(3a+b=4c) + EJEY-2a+3b+c)

Damit der llenner rational wird, muB gelten

Ja +b=4c =0 und
=2a +3b + ¢ = 0 und -
a =4b + 6¢c = p (p beliebig, rational).

Dieses Gleichungssystem hat folgende Losungen:

as= %& . p'
by o gg .

ca-%é-'p
Setzen wir p = 59, so erhalten wir

a= 13, b = 5, ‘03110
Der Erweiterungsfaktor lautet also

13 + 532 + 11 47,

Wir erhalten slso

3 %Fﬂ
= 1 o
1+332-2 37 C VRN

Aufgabe N 46

Hat eine natiirliche Zahl n > 1 die kanonische Darstel-
lung _ ‘ '
1 o Q’t Py = Primzahlen

n-p_I -pz -...opt
ui - natirliche
" Zahlen > 0
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wobeil .00 B. d. A. m.\l £ eee < “t angenommen werden
kann, so ist éede Zahl
£ 2 By

m =D, i * eee * Dy mit ganzen ﬁi und

0= Bi £ ®, ein Teiler von n. Dabei entspricht jedem
geordneten t-Tupel B, « B, ¢ ... B, dessen 3, die
obigen Bedingungen erfiillen, genau ein Teiler m von n
und umgekehrt. Die Anzahl aller Teiler einer natiirli-
chen Zahl n ist demnach gleich der Anzahl der geordne=
ten t-Tupel (,,..., B,. Da es fr jedes 1 (i=1,2,...,t)
gerade ®,+1 Werte fiir die (3, gibt, erhélt man flir die
Anzahl der Teiler einer Zahl n mit der kanonischen Dar—

stellung "
(04 +1) (0 o#1) wes o (y#l) = JT (g4

'Iil dieser Aufgabe wird eine Zahl gesucht, fiir die
Tl (o +1) = 20 gilt.
1= 1

Flir jede Zerlegung von 20 in ein Produkt natiirlicher
Zahlen grb‘ﬁer als 1 ergibt sich '

1- 20 = 20 ‘# “‘1 = 19
2. 20 =2 + 10 » wy= 1, 062=9
3. 20=4- 5 » o= 3, %, =4

4. 20.2.2‘5* m1=m2=11¢3=4

Damit sind alle natlirlichen Zahlen, die genau 20 Teiler
besitzen, die Zahlen p}g, p1pg, p?pg und p1p2pg. Die
kleinsten dieser vier Formen sind

219, 3.29, 33.2% una 5.3.24,

unter diesen 1st 5¢3.2% = 240 die kleinste.

Aufgabe N 47

Wir potenzieren die Ausgangsgleichung und erhalten
a+ X+ 3(3\/a+ x )2 —BJE-E' + 3 3—Jq+ﬁ€ (2/ a-q{i)2 +
| + a= ﬁ = b

oder umgeformt o
2a + 3 2',[a+ﬁ:' —3\{5-1&' (3J3+f':‘:" + %/a—v’i") = b,
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. Losungen
Nach Vorauasetzung gilt dann '
2a + 3 32-1 %/?-b

L

T34y

3
alax < {(b=2a)
3

Damit die Ausgangsgleichung eine Ldsung besitzt, muB

oa)3
o Lhzgﬁl— 2 0 sein, da Vx nur filr x 2 0 sinnvoll
isto '

Heft

10
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Geometrlsche Wahrscheinlichkeiten |

1. Einfiihrung

In Natur und Gesellschaft gibt es Erscheinungen, die unter einem
bestimmten Bedingungskomplex auftreten konnen, aber nicht auf-
treten miissen. Man spricht von zufdlligen Ereignissen. Sind die
zugehdrigen Bedingungen beliebig oft wiederholbar, also bei Mas=-
senerscheinungen, so kann man den Ereignissen Zahlenwerte zwi-
schen 0 und 1 zuordnen, welche das Verhdltnis zwischen Notwen-
digem und Nichtnotwendigem widerspiegeln - die mathematischen
Wahrscheinlichkeiten. Diese Zahlenwerte héngen nicht von der
Willkilr des Menschen ab: Bei immer grofer werdender Anzahl der
"Versuche" néhert sich die relative Heufigkeit des Aufiretens
des Ereignisses (Anzahl der Erfolge geteilt durch Anzahl der
Versuche) immer mehr der zugehdrigen mathematischen Wahrschein-
lichkeit (Gesetz der groBen Zahl).

Die moderne Wahrscheinlichkeitsrechnung (etwa ab 1930) ist eine
mathematische Theorie zur Berechnung mathematischer Wahrschein=-
lichkeiten, zur abstrakten Untersuchung konkreter zufélliger
Erscheinungen mit dem Ziel der Ausnutzung statistischer Gesetz-
miaBigkeiten fiir die praktische Rétigkeit des Menschen.

Als den Vater der modernen Wahrscheinlichkeitsirechnung betrach-
tet man heute den sowjetischen Mathematiker A.N. Kolmogorov. In
dieser Theorie wird der Begriff der Wahrscheinlichkeit iiber
Axiome eingefithrt. Es gab jedoch auch schon frilher, im Prinzip
gseit der zweiten Hélfte des 17. Jahrhunderts, Bemilhungen, eine
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu begriinden. Diese scheiterten an
dem unzureichenden Entwicklungsstand einiger Gebiete der Analy=-
gis. Schon damals, etwa seit dem 18. Jahrhundert, kannte man
den Begriff der g e ome t ri s chen Wahrscheinlichkei-
ten. Diese tauchen dann auf, wenn die zufélligen Erscheinungen
an gewisse homogene réumliche Strukturen gebunden sind. Man kann
gie und die zugehdrigen Aufgabenstellungen als einen der Vorldu-
fer und gleichzeitig als Zweig der heutigen Stochastischen Geo=-
metrie ansehen, einem relativ jungen Teilgebiet der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, das mit vielen Anwendungen in Naturwissen=-
schaften, Technik und Medizin verbunden ist. (Es gibt aber, zu=-
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mindest in den sozialistischen Léndcrn, bisher nur sehr wenige
Mathematiker, die sich diesem Gebiet zugewandt haben,)

Das ellgemeine Prinzip bei den geometrischen Wahrscheinlichkeie-
ten kann man an einem Beispiel erlidutern: Wir betrachten ein be-
schrénktes Gebiet G in der Ebene, in das "auf gut Gllick" ein
Punkt geworfen wird . Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit,
daB ein Teilgebiet G' von G getroffen wird? Dazu milssen wir zu=
nédchst erlButern, was wir unter dem Werfen "auf gut Glick" ver-
gtehen. Der Punkt soll in jede beliebige Lage in G fallen kon-
nen, und alle Lagen sind gleichberechtigt in folgendem Sinne:
Fiir Teilgebiete mit gleichem Flécheninhalt F sollen die Treffer
gleichmdglich, d. h. gleichwahrscheinlich sein. Es ist deshalb
ginnvoll, die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

p(G') = %{%—;—’-

zu setzen.
p(G') mit variablem G' nennen wir auch eine Gleichverteilung
auf dem Gebiet G.

(Eine praktische Bestédtigung filir diese Formel kann man aufgrund
des oben erwidhnten Gesetzes der groBen Zahl etwa durch folgen=-
den Versuch gewinnen: Wir werfen aus genligend groBer Entfernung
einen Tischtennisball (Punkt) asuf ein gridBeres Tuch oder ein
Blatt Papier (G), auf dem ein Teilgebiet (G') ausgezeichnet ist.
Bei sehr groBier Anzahl der Wiirfe ist dann das Verhdltnis aus
der Anzahl der Treffer von G' (Té) und der Anzahl der Treffer
von G (TG) anndhernd gleich dem Verhdltnis der zugehdrigen
Flécheninhalte. Umgekehrt kann man auf diese Weise auch einen
unbekannten Fldcheninhalt statistisch bestimmen: Fiir geniligend
groBe Versuchsanzahl gilt

' TGI
F(G') ¥ F(G) p— -
G
Dieser Grundgedanke wird, etwas verallgemeinert, bei modernen

Bildcomputern zur Fléchenmessung benutzt.)

Khnlich wie.in der Ebene kann man Gleichverteilungen im Raum
oder etwa auf der Kugel einfiihren. Es sei darauf hingewiesen,
da8 in unserem Fall p(B) fiir alle Untermengen B von G definiert
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werden kann, fiir die der Flécheninhaltsbegriff F existiert. Im
weiteren genligt es aber, aus dem Schulstoff bekannte Mengen (Ge=-
biete) zu betrachten. Unmittelbar aus der Definition der Gleich-
verteilung folgen einige wichtige Eigenschaften:
1. p(@) =0
2. p(G) =1
3. Falls zwei Mengen B, und B, aus der betrachteten Klasse

durchschnittsfremd sind (B,n B, = @), so gilt filr ihre Ver-

einigung B1u B2

p(B,uBy) = p(B,) + p(B ).

"Wenn wir nun wieder den einzelnen lengen B die Ereignisse "Tref-
fen der Menge B beim Wurf 'auf gut Gliick'" zuordnen, so gelten
die analogen Beziehungen: |
1. Das unmgliche Ereignis hat die Jahracheinllchkeit 0. _
2. Dem sicheren Ereignis wird die Wahrscheinlichkeit 1 zugeord-

net.

3. Pur zwei sich ausschlieBende Ereignisse mit den Wahrschein=-

lichkeiten Pq und Po ist die ahrscheinlichkeit, daB eines

von beiden eintritt, gleich p,+p,.

(Diese Eigenschaften der VW ahrscheinlichkeiten beim Wurf "auf

gut Gliick" sind ganz allgemein erfiillt, wenn man zufédllige Ereig-
nisse betrachtet, die sich auf einen festen, wiederholbaren Be-
dingungskomplex beziehen. In der modernen Wahrscheinlichkeits=
rechnung werden sie durch Axiome erfaBt.)

Beispiele und Anwendungen von geometrischen Wahrscheinlichkei-
ten werden wir in den folgenden Teilen kennenlernen.

2. Das Buffonsche Nadelproblem

Die folgende Aufgabenstellung ist wohl eine der #dltesten und
bekanntesten zum Thema "Geometrische Wahrscheinlichkeiten". Sie
wurde zuerst (1777) von dem franzosischen Mathematiker Buffon
geldst und nach ihm benannt.

Auf eine Ebene mit einem ausgezeichneten System von parallelen
Geraden gleichen Abstandes a wird "auf gut Glick" eine Strecke
(Nadel) der Lénge 1 (1l <a) geworfen. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, deB die Strecke eine der Geraden schneidet?
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Die Lage der Strecke 1l&B8%t sich hierbei vollsténdig durch die
Lage ihres Mit'l;.elpunktes M und den Winkel o zwischen der Strek-
ke und den Geraden bestimmen. Die Strecke "zuf gut Gliick" werfen
heit dann, daB alle Lagen von M, sagen wir in einem hinreichend
groBen Gebiet der Ebene, und alle Winkel o zwischen O und
gleichmdglich im Sinne von Abschnitt 1 sind. Ein Schnitt mit
einer der Geraden findet genau dann statt, wenn der Abstand x
von M zur nédchstgelegenen Geraden und der Winkel « folgender
Bedingung geniigen (siehe Abbildung)

xﬁ%ainw .

[r—— e— | f— — e | i’ i, | s | i

Auf Grund der Voraussetzung werden alle Wertepaﬁre von (o€, o)
aus dem Rechteck G = [O,%] x [0, ) als gleichmbglich angese-
hen. Die der obenstehenden Ungleichung gentigenden Wertepaare

liegen im Gebiet G', das in der folgenden Abbildung schraffiert

g )
ist: a

Z x'i‘-&'hc.

G ‘

S

: ‘ m ol
Den Fl&cheninhalt von G' kann man mit Hilfe der Integralrech-

nung bestimmen (K]igsae 11 ):

F(G-)'-f %sinac de = 1.
‘ 0

Deshalb ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich
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Diese Formel gibt uns gleichzeitig die Moglichkeit, die Zahl W
experimentell niherungsweise zu bestimmen. Auf Grund des Geset=
zes der groBen Zahl kann man bei sehr groBer Anzahl der Wiirfe
die Wahrscheinlichkeit P wieder durch die relative Haufigkeit
der "Treffer" approximieren. :

In einer #lteren WURZEL-Ausgabe (12/76) wurde das Buffonsche
Nedelproblem schon einmal vorgestellt. Die Redaktion erhielt
spdter eine Leserzuschrift, die in der WURZEL 6/77 vercffent=-
licht wurde. Darin teilte der Lehrer W. Michael von der EOS
"Thomas Mann" Oschatz u. a. mit, daB er seit mehreren Jahren
das Nadelexperiment mit Schillern der 11. Klasse durchgefiihrt
-hatte und immer bessere Néherungen filr 77 erhielt. Das damali=-
ge Ergebnis war:

Anzahl der Versuche (fiir a = 21): 53742

Anzahl der Treffer: 17111

Quotient: 3,1408.
Dies ist fiir Schiiler eine sehr anschauliche Bestédtigung fiir das
Wirken statistischer GesetzmdBigkeiten, und das Beispiel geht
iber das oft zitierte "Wilrfeln" mit endlich vielen mbglichen
Ausgingen hinaus.
Natlirlich gibt es in der Mathematik wesentlich bessere Methoden
zur Bestimmung der Zahl 77 . Die eigentliche Bedeutung des
Buffonschen Nadelproblems liegt darin, daB es sozusagen Wegbe=
reiter flir tiefliegendere mathematische Erkenntnisse war, die
auf dhnlichen Prinzipien aufbauen. Ein Beispiel dafiir, welches
auch zu praktischen Anwendungen fiithrt, werden wir im nﬁchstén
Teil behandeln.

Fortsetzung folgt!
Dr. M. 2dhle

FSU Jenaq, Sektion Mathematik
Bereich Wahrscheinlichkeitsrechnung
und mathematische Stotistik
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Preisauf ;aben

o
n
w

=

Preisaufgaben
Beweisen Sie: Vlenn n eine beliebige natiirliche Zahl ist,

so beginnt der gebrochene Teil der Dezimaldarstellung
von (5 + 1/26)™ mit n gleichen Ziffern.

o
n
[oa)

—=

Es ist zu zeigen, daB zwei unendliche Mengen A und B na-
tlirlicher Zahlen existieren, welche folgende Eigenschaft
haben: Jede natiirliche Zahl 188t sich auf eindeutige Wei-
se als Summe zweier Elemente a+b darstellen, wobei a ein
Element aus A und b ein Element aus B ist.

o
n
=

=

Es ist zu zeigen, daB fiir die Seiten a,b,c eines belie-
bigen Dreiecks die folgende Ungleichung gilt
a(b-c)2 “+ b(c-a)2 + c(a-b)2 + 4abc > aj+b3+03.

0 28

=

Fir welche Werte m hat das Gleichungssystem

2Xx + (m=1) y = 3

(m+1)x + 4y = =3
unendlich viele Losungen und fiir welche Werte m keine
Losung?

o
n

Ol

Wenn von vier ganzen Zahlen x,y,z und 5 keine durch eine
der anderen teilbar ist, so ist x5-y5—z5 nicht durch 25
teilbar.

(]
(¥
o

=

[Ipnm xaxoM 3HAYEHHMM q CyMMa KyOOB KOpHei#t ypaBHeHM:A

Xz— Xx-q=0
OyzAeT paBHa I97

EinsendeschluB: 15. 9. 1982
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1.

Zentrale Lésungsvorschiéige 1u den Aufgaben
der XXI. Bezirksolympiade Junger Mathematiker

Nach Voraussetzung gilt: P(xo) = 0, d. he.
a4 (b+ > + a, (b+ {2 + aq(b+ 1c) + a, = 0, also

3 2 A 2 Yy o
an +333bc+a2b +azc+a1b+ad+ TE'(BaBb +330+2a2b+a1) 0.
Mir die Zahlen

A1 = 33b3 + 333bc + azb2 + 8,0 + a.b + ay, (1)

Az = 353b2 + 840 + Zazb + &, (2)

gilt also ,

A, + A, 1c = O. (3)
1 2 A

Wdre nun A2#O, go folgte c¢ = = I_ und daraus der Widerspruch,

daB 'f_'rational wédre; denn nach Voraussetzung und (1), (2)
sind A1 und A2 rational. Also ist 1

Az =‘O¢ (4)
Aus (3) und (4) folgt -
A1 = 0. (5)

Weiterhin errechnet man (unter Verwendung von (1) und (2)),
das ’

P(x;) = B(b=T0) = a;(b=T0)7+a,(0-T0)%+a, (v-T)+a =4, -4,15" (6)
gilt. Aus (4), (5), (6) folgt P(x1) = 0, womit die Behaup-
tung bewiesen ist.

2.

a) Angenommen, es gébe ein Polyeder P mit genau sieben Kan-

ten. Aus dieser Annahme folgt,

(1) falls P eine Seitenfléche F mit mindestens vier Ecken
A1,A2,A3,A4 hat: Zu F gehoren mindestens vier Kanten, da
jedes n=Eck auch n Kanten besitzt. Von jeder der Ecken
Ai geht noch mindestens eine Kante ki aus, die nicht in
der Ebene durch F verlduft. Je zwel dieser Kanten

1 Der SchluB von (3) mit irrationalem ¢ und rationalen A1,A

2

auf A1=A2=0 kann auch als bekannter Sachverhalt zitiert wer-
den.
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(2)

k.,k; (1 A& J) esind voneinandarﬁversohieden (denn da ki

- &
Jeweils Ai enthélt, wilrde eine Kante, die ki = k., wlre,

Ai und A, enthalten, also in ger Ebene durch F verlaufen),
Damit ergibt sich dér Widerspruch, da8 P mindestens acht
Kenten besitzen miiBte.

faells P nur Dreiecke als Seitenflichen besitzt: Die An-
zahl dieser Drelecke sei m. ZEhlt man fUr jedes dieser m
Dreiecke seine drei Kanten auf, so hat man mit dieser
Aufzihlung von 3m Kanten jede Kante des Polyeders genau
zweimal erfeBt; denn an jede Kante des Polyeders grenzen
genau zwei Seitenfléchen an. Also besitzt P genau 2% Kan=
ten. Damit ergibt sich der Widerspruch, da8 die Anzahl m
die Gleichung 2§ = 7, d. h. 3m = 14 erfilllen miBte.

b) Es sei nun n eine beliebige natiirliche Zahl mit n > 7.
(1) Ist n gerade, so gibt es eine natilrliche Zahl m & 4 mit

(2)

n= 2m. Dann hat z.B. jede m-seitige Pyramide

genau n Kanten, némlich, wenn G = A1L2...Am ihre Grund-
fldche und S ihre Spitze ist, die m Seitenkanten von G
und die m hiervon und untereinander verschiedenen Kane-
ten A1 ,...,%S. (Abb, & filr m = 4)

Ist n ungerade, so gibt es eine natlirliche Zahl m i 3
mit n = 2m+3. Dann hat z. B. jedes folgendermalen zu er-
haltende Polyeder P genau n Kanten: Man wdhle eine m-
seitige Pyramide Q mit der Grundfléche A1A2...Am und der
Spitze S. AuBerhalb Q wihle man einen Punkt R, der auf
keiner Verbindungsgeraden zweier Eckpunkte von Q liegt
und so nahe an der Seitenfliche F = A.A,S gelegen ist,
daB das Tetraeder T = A A5SR mit @ nur F gemeinsam hat,
Denn wird aus Q und T ein Polyeder zusammengesetzt, das
genau die 2m Kanten von Q sowie die hiervon und unterein=-
ander verschiedenen Strecken A.R,AR,SR als Seitenkanten
besitzt. (Abb. b flir m = 3)

Hinweis: Zu a) kann man den Eulerschen Polyedersatz her-

‘anziehen. Er wird den Schiilern zumeist nur in der Gestalt

bekannt sein, daB E + F = K + 2 flir die Ecken-, Fléchen=
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und Kantenzahl eines Polyeders gilt, von dem vorausge-
setzt wird, daB es topologisch zur Kugelflédche Hquiva-
lent ist (d. h. ein Polyeder vom Geschlecht 0) isgt. Riir
diese Polyeder erhdlt man in der Tat aus der Annahme K = 7
die Gleichung E+F = 9, die wegen E = 4, F = 4 nur durch
E=4, F=5.0der E=5, F=4 erfiillbar widre, was beides nicht
moéglich ist, da sowohl E=4 als auch F=4 nur fiir Tetraeder
gelten konnen.

Werden zu a) keine weiteren Ausfithrungen gemacht1, so ist
ein solcher Gedankengang als eine zwar wesentliche, aber
nicht vollsténdige Teilldsung von &) zu werten.

5

Aq A..’p

A
A 3 Ay

Abb. a Abb. b

3. I. Angenommen, ein Tripel (a,b,c) besitzt die verlangten
Eigenschaften. Dann folgt: Die durch f(x) = Eﬁ%% defi~-
nierte Funktion f ist nicht konstant; denn im Falle
f(x) = d # =c flir alle x # =-c widre auch f(£f(£(x))) = d
fir alle x # -c, also (2) nicht erfiillt, da 2 = d fiir
héchstens ein x gelten kann; im Falle f(x) = =c fiir alle
x # -c aber gibe es kein x, filr das £(x) und £(£(x)) de=-
finiert sind, im Widerspruch zu (1).

Flir jedes d hat folglich die Gleichung ax + b = xd + cd
nicht alle x # -c als Losung. Somit hat sie als lineare

Gleichung hochstens eine Losung. Daher gibt es hochstens

1 Zum Beispiel 1&dB8t sich K=7 folgendermallen als unvereinbar mit
einem Geschlecht > O, d. h. mit positiver Anzahl von "Henkeln",
nachweigsen: Jeder "Henkel"™ miiBte ein Vieleck A A ce.A mit
m % 3 Ecken, also m 2 3 Kanten, als “Innenringa gesit?en. und
zur Bildung der Flédche des "Henkels" miiBten von jedem Ai min-
destens zwei Kanten h; und k,; ausgehen; alle genannten “3m 2 9

Kanten wédren untereinander verschieden.
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jeweils ein x mit f£(x) = =c bzw. mit f(f(x)) = =c. Hier-
nach und wegen (2) gibt es unendlich viele Zahlen x # =1,
fiir die f(x) sowie

£1(2(x)) = 12319151121322

(a+ec)x+(b+c<)

3 2 2
und £(£(£(x))) = fszzzekzhs%ziﬂaggzaiusjlh (3)
a

+ac+b+c“)x+(ab+2bc+c”)
existieren und Zfiir die
((a3+2ab+bc)x+(a2+ac+b+c2)b)(x+1)=

= ((a2+ac+b+02)x+(ab+2bc+03))(x-1)
gilt. Aus dieser Gleichheit zweier Polynome fiir unendlich
viele x folgen die Koeffizientengleichheiten

a3+2ab+bc = a2+ac+b+c2, (4)

3

a +23b+bc+(32+ac+b+02)b=-(az+ac+b+c2)+ab+2bc+03, (5)

(az+ac+b+02)b =--(ab+2bc+03). (6)

Aus (4), (5), (6) folgt die Addition, daB beide Seiten
von (5) gleich O sind; hieraus und aus (4) erhdlt man
a’+2ab+be = ab+2bete, also a(al+b) = c(b+c2) und durch
Addidtion von ac(a+c)

a(a2+ac+b+cz) = c(a2+ac+b+c2). (7)
Wdre a2+ac+b+c2 = 0, so folgte aus (6), daB (3) fiir kein

X definiert wdre., Also iast
2

" a®+actbc? # 0, (8)

und aus (7) ergibt sich

a = c. '

Hiernach und nach (4), (2) ist (32+ao+b+c2)b=-(a2+ac+b+02),
wegen (8) also b = =1,

Damit geht (4) iiber in

a> - 3a° - 3a + 1 =0,

Da eine Losung hiervon a = -1 lautet (bzw. nach der be-
kannten Abspaltung des Faktors a+l1 von 8241 und von
3a2+33) folgt (a+1)(a2-4a+1) = 0 und daraus

a = =1 oder a = 2-3'f3:

Also ktnnen nur die Funktionen f mit

£(x) = E=— fir alle x £ 1
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II.

bzw. mit £(x) = (22 TB)x=1 filr alle x # -(2f {3Y

x+(2% 13)
(jeweils stets mit dem oberen oder stets mit dem unteren
Vorzeichen) die die Bedingungen (1), (2) erfiilllen, d. h.
es konnen nur die Tripel (=1,=1,=1); (2+'f3:-1,2+‘{?);
(2- 13,-1,2=-13) die verlangten Eigenschaften haben.

Fiir das Tripel (-1,-1,-1) existieren

£(2(x)) = 2(E) = -l turallexmit x £1, x40
und
£(2(£(x))) = 2(= 1) =Zl- tir alle x £ 1, x £ O, x 4 ~1.

Flir die beiden anderen Tripel existieren

+
2(2(x)) = 222 x=1 _ G2 {Fx - (2F

=#+(2X 3 @ 1Hx + 23
filr alle x mit x # =(22 {3), x # 7 13 und

£(2(2(x))) ,f(.(umx_.&_z).,ﬁ_}_ﬁl(x_).
G (22 3Hx + 32 13) (553 13)(x+1)

fir alle x mit x 4 =(2 343, x £ 713, x 4 -1.

Daher und wegen 5%3 {3‘# O erfiilllen diese Funktionen aie
Bedingungen (1), (2).

Folglich haben genau die Tripel (=1,=1,=1); (2+13,-1,2+13)
und (2-'f32-1,2- f33 die verlangten Eigenschaften.

4.1,

Wenn eine Zahl q die geforderte Eigenschaft hat, so folgt:
Es gibt eine Zahl'a1‘£ 0 und eine natiirliche Zahl k = 3
mit

a1_qk-1 - .12(&1.‘11!-2 + a1-qk-3).
Wegen a, £ 0 und q # O folgt hieraus

“-h-}-0o,
also ¢ = 1 oder q = = %.

II.Die Zahlen q = 1 und ? = - % haben die geforderte Eigen=-

schaft. Es gilt sogar : Plir jedes a, und flir jede natiir-

1 Diese Verallgemeinerung wird vom Schiller nicht verlangt; es

genligt in II auch bereits, zu q = 1 und zu Q==

die Aus=

sage {iber das arithmetische Mittel jeweils in ein Beispiel
von a4 und k zu bestétigen.
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liche Zahl k = 3 ist in der Zahlenfolge (a ) mit

a, = a1-qn -1 (n=1,2,35...) das arlthmetiache Mittel von
ak_1 und &, - gleich der Zahl

k=2

1 k=3 1 k=3 - ’
(a +8., ¢ )= °q e(q+1)=41_ , k=3 1
2 1lq 14 2% q 72°q0 - flir q = -3

5. a)

b)

Werden bei einem Arbeitsgang genau x oben blaue Karten um-

gedreht und damit zu oben roten Karten, so werden bei dem=-
selben Arbeitsgang genau (20-x) oben rote Karten umgedreht
und damit zu oben blauen Karten. Die Anzahl b der oben
blauen Karten geht somit in b - x + (20-x) = b + 20 = 2x
ilber; also gilt: Bei jedem Arbeitsgang dndert sich die An=-
zahl der oben blauen Karten um eine gerade Zahl. Die gege-
bene Ausgangsstellung enthielt genau 9 oben blaue Karten;
die in a) angestrebte Endstellung soll keine oben blaue
Karte enthalten. Dies ist folglich mit endlich vielen Ar-
beitsgéngen nicht zu erreichen.

Bei jedem Arbeitsgang kann sich die Anzahl der oben blauen
Karten hochstens um 20 vergroBern. Die gegebene Ausgangs-
stellung enthielt genau 9 oben blaue Karten; die in b) an=
gestrebte Endstellung soll 37 oben blaue Karten enthalten.
Dies ist folglich in einem Arbeitsgang nicht zu erreichen.
In zwei Arbeitsgéngen dagegen ist es folgendermaBen zu er-
reichen: Man drehe im ersten Arbeitsgang 6 oben blaue und
14 oben rote Karten um. Aus der Ausgangsstellung nmit ge-
nau 28 oben roten Karten entsteht dabei eine Stellung mit
genau 28 + 6 = 14 = 20 oben roten Karten. Diese Karten
drehe man im zweiten Arbeitsgang um.

Die kleinste Anzahl von Arbeitsgingen, die zum Erhalten

der angestrebten Endstellung hinreichend ist, betrdgt so-
mit 2.
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Losungen
Aufgabe N 43 _
Fir jedes ungleichseitige Dreieck gilt
a+b>c (1)
afb, b#fc, c#a (2)

- Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir an, die
Schnittgerade g verlaufedurch C und D und D teile ¢ in
Cq und Coe g

A Cy /.D C\ B
Da CD = CD, gilt nach dem 1. Kongruenzsatz

Cq = Cp und a = b (3)
oder cy = b und C, = a,
also ¢, tc,=c=a+b (4)
(3) steht im Widerspruch zu (2) und (4) steht im Wider-
spruch zu (1). Hieraus folgt, man kann kein ungleich-
seitiges Dreieck durch einen Schnitt in zwei kongruente
Dreiecke zerlegen.
Aufgabe N 44

Es waren Losungen fiir das Gleichungssystem

5x = 2xy + y +3 =0 (1)

2ZX =Xy -y +9 =0 (2)

zu finden.
Multiplizieren wir (2) mit 2 und subtrahieren wir die-
ses Produkt von (1), so erhalten wir
X +3y =15 =0 |
und X ==3y + 15 (3)
Setzen wir (3) in (1) ein, erhalten wir eine quadrati-
sche Gleichung in y _
y° - Zy+13=o.

\
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Als Losungen erhalten wir ¥y = 1% und y, = 3.

Diese Losungen in (1) eingesetzt ergeben %,=2 und x =6.
Die Probe bestitigt, daB die Paare [2,1%] und [B,g]
die Losungen filir das Gleichungssystem sind.

[Aufgabe N 49 _
Gesucht ist das Verhiltnis
po Sl o B s AL
BD + CE + AT
Es sei AB = BC = CA = a. Nlun gilt

o2
LN Tﬁ= Fauaspt Fapset Farca

a+PD i asPL + 8+PT

2 2 2
und PE + PD + PF = %»{31 (1).
Unter Verwendung des Satzes von Pythagoras ergibt sich
AF° + PD° = PF° + (a=CL)2
EI.)2 + §J-_':2 = P_I.)e + (B-J!TF-)E

CE® + PP = PE° + (a-BD)%.

Nach Addition und Vereinfachung erhilt man

2

BD® + CE- + AF° + PD2 + PE2 + PF°
= §52 + §§2 + fﬁg + 3a2 +_§52 + Eﬁz -+ ﬂfe
- 2aCE - 2aBD - 2aAF
und somit
BD + CE + AF = 3 & (2).
Mit (1) und (2) folgt fiir ¢ = &8 2 =_i%'_'

womit die Aufgabe gelcst ist.

hufgabe N 50
WVenn die Zahl abc durch 37 teilbar ist, dann gilt:

100a + 10b + ¢ = 0 (mod 37)

10 (100a + 10b + ¢)= 0 (mod 37)
1000a + 100b + 10¢ = 0O (mod 37)
27a*37 = 0 (mod 37)

©999a = 0 (mod 37)

100b + 10¢ + a = 0 (mod 37).
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Also ist auch die Zahl beca durch 37 teilbar. Es wurd.e
gezeigt, aus abc ¥ 0 (mod 37) folgt cab =T 0 (mod 37).
it der gleichen llethode folgt beca 2 0 (mod 37), indem

a=c, b=a, c=b gesetzt werden.
m e — ———— =—

Wer erfahren und klug ist, nimmt auch von einem
Kind eine gute Anregung auf: erhellt nicht auch,
wenn die Sonne nicht da ist, eine kleine Lampe
das Haus?
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Geometrische Wahrschejnlichkeiten Il
3. Bestimmung des Umfggge&”éﬁn.g'ixexen Figuren

Man kann den Umfang vpdr;onvexen Figuren in der Ebene und auch
die Lénge von allgemeineren Kurven mit Hilfe von Schnitten mit
zuféilligen Gerzden bestimmen. Dazu stellen wir uns folgende Auf-
gabe. Durch ein beschrénktes Gebiet D in der Ebene wird "auf

gut GlUck” eine Gerade g gelegt. Wie groB8 ist die Wahrscheinlich=-
keit, daB die Gerade eine in G liegende konvexe Figur K schnei-
det? Flir eine LOsung im allgemeinen Fall bendtigen wir den Be-
griff des Grenzwertes einer Zahlenfolge, der erst in Klasse 11
behandelt wird. Wir werden némlich zunéchst den Spezialfall kon=-
vexer Polygone betrachten und dann allgemeine konvexe Figuren
durch einbeschriebene Polygone annéhern. Filr diejenigen, denen
der Begriff des Grenzwertes noch nicht gelﬁufig ist, geniigt

der Hinweis, daB8 die Resultate fiir die konvexen Polygone auf

den Allgemeinfall iibertragen werden kOnnen. Zun&échst untersu-
chen wir

Schnitte von Strecken mit zufédlligen Geraden

Der Einfachheit halber nehmen wir an, da D ein Kreis mit dem
Mittelpunkt O ist (diese Bedingung ist unwesentlich). K sei
jetzt eine Strecke S der Liénge l. Wir miissen nun wieder prézi-
gieren, was es heiBt, eine Gerade "auf gut Gliick" durch D zu
legen. Eine feste Gerade g in der Ebene mit dem Koordinatensy-
stem (0, x,y) ist vollstdndig durch folgende Parameter (p, ¥ )
bestimmt: p bezeichnet den Abstand zwischen O und dem FuBpunkt
des Lotes von O auf g, der mit dem Vorzeichen Plus oder Minus
behaftet ist, je nachdem ob der FuBpunkt in der oberen bzw. un-
teren Halbebene liegt, d. h. p€ (-m, +®). ¥ ist der durch die
Bedingung Ye (- %, + %] eindeutig festgelegte Winkel zwischen
der Geraden g und der x =Achse (siehe Abbildung).

Y

9\ 0
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Eine Gerade mit den zugehdrigen Parametern (p, Y ) schneidet den
Kreis D mit dem Radius r genau dann, wenn =r S p € r, Es soll
nun eine Gerade "auf gut Gliick™ durch D gelegt werden., Dies be-
deutet, daB8 alle Parameter (p, \f) mit -=r € p € r und
-5 <y £5% gleichmbglich sind, Wir arbeiten also mit einer
Gleichverteilung auf dem Rechteck G = [ -r,r] x (= g, %r] im R®
und milssen deshaldb den Flécheninhalt des Gebietes G' der Para-
meter berechnen, flir die die zugehtrigen Geraden die gegebene
Strecke S schneiden. Dieser Flécheninhalt ist offensichtlich
invariant gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems in der
Ausgangsebene um den Punkt O (beim Werfen "auf gut Glilck™ gibt -
es keine ausgezeichneten Richtungen). Wir ktnnen deshalb
o. B. d. A. annehmen, daB die Strecke K parallel zur x -Achse
liegt.
Piir festes WYe (- -g', + g] seien g' und g" die zu Y gehsrenden
Geraden durch den linken bzw. rechten Endpunkt der Strecke S.
Eine beliebige Gerade g mit dem Winkel Y schneidet S genau
dann, wenn der zugehdrige p-Wert zwischen denen von g' und g"
liegt, d. h. wenn i

Pgt(w) Sp £ Pgn(?)
(siehe Abbildung). y

q. 9\ 3.\5
Do, S
X\ 0 .

Y b 4

Folglich l&éBt sich der gesuchte Flécheninhalt aus der Differenz
der unter den Kurven p = |[p_n(Y )| und p = IPS'( v,
&

- -12’- <y = .4 s liegenden Flgchen berechnen. Mit Hilfe der Inte-
gralrechnung (Klasse 77 ) erhiélt man dann
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T ' L1
z
F(G') = ir Dgu( ¥y - _fﬁ_‘pg,(f)dl( -
- -3
. .

= () - pgCyap
-z

Nun ist aber fiir beliebiges ¥
Pgn(\‘)_ g,(\") = 1| siny| , so daB
T

T
2 . 2
F(G') = fl sinw ay =21fsinf_ af = 21.
]
-? |
Dies filhrt zu folgendem Ergebnis filr die gesuchte Wahrschein=-
lichkeit:

poRGen) _ 21
'FE'GT)"T—:--;:- ,

fiir den Fall, daB X eine Strecke der Ldnge 1 ist.

Anmerkung: Man vergleiche das Ergebnis mit dem fiir das Nadel=
wurfproblem. (Im Prinzip lassen sich beide Fille ineinander
iiberfithren. )

Als ndchstes betrachten wir

Schnitte von konvexen Polyzonen mit zufiélligen Geraden

Sei nun K ein beliebiges konvexes Polygon in der Ebene, das
vollstédndig im Kreis D liegt. Dann besteht der Rand von K aus
endlich vielen Strecken S1,...,S . 1i bezeichne die Lhnge der

Strecke S; und u(K) den Umfang von K, so daB u(K) = ;] 1i
i=1
Aus dem vorhergehenden Abschnitt wissen wir, was es heiBlt, eine

Gerade "auf gut Glilck"™ durch D zu legen. Um die Wahrscheinlich-
keit, daB diese Gerade K schneidet, zu bestimmen, fithren wir
ein Hilfssymbol fiir gewisse Parametermengen von Geraden ein.

Es bezeichne [K] die Menge der Geradenparameter (py ), flr
die die zugehtrigen Geraden K schneiden. (Im vorhergehenden Ab-
schnitt war [S] = G') Um das Problem zu 15sen, miissen wir jetzt
die Fléche von G' = [K] bestimmen. Dazu benttigen wir den
folgenden Hilfssatz.
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Aufgabe 1: Man zeige, daB v
n
2F([K]) = §2 F([S;])!

i=1

(Hinweis: Zur Vereinfachung benutze man etwa das Prinzip der
vollsténdigen Induktion bezliglich der Anzahl der Ecken des Po-
lygons. )

Mit Hilfe des vorhergehenden Abschnitts erhalten wir
F([Sij) = 211 '] i=1,.oo,11,
und deshalb

n
F([K]) = ): 1; = u(x).
Somit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir den Fall konvexer

Polygone gleich
!G'} Fé K) _ ung
T

Dieses Ergebnis schreiben wir in folgender Form auf:

-3

d. h. die Wehrscheinlichkeit, daB die zuftllige Gerade K schnei=
det, ist gleich dem Verhéltnis der Umf&nge von K und D. Im
ndchsten Abschnitt werden wir sehen, da8 diese Formel fiir be=-
lieblge konvexe in D liegende Figuren gilt. (Dabei kann man
eine Strecke der Lénge 1 als entartetes Polygon mit dem Umfang
21 ansehen.)

Schnitte von konvexen Fi en mit zufdlligen Geraden

K sei jetzt allgemein eine in D liegende konvexe Figur (mit je
zwel Punkten liegt auch ihre Verbindungsstrecke in K). Mit K
bezeichnen wir die Menge aller K einbeschriebenen Polygone
(letztere sind konvex)., Mit ihrer Hilfe wollen wir einen Um-
fangsbegriff fiir K prégen. Dazu stellen wir folgende

Aufgebe 2: Man zeige, daB die Menge der Zahlen u(? ) (Umfang
von P ) fir alle Polygone & aus X nach oben be-
schrénkt ist!

(Hinweis: Man beweise etwa, daB fiir jedes P u(P) kleiner oder

gleich dem Umfang z. B. eines beliebigen K umbeschriebenen Drei-

ecks ist. Elementare Uberlegungen zeigen, daB es daflir aus=
reicht, folgendes Problem zu l&sen. Man ersetze in einem belie-
bigen Dreieck eine Seite durch irgendeinen nach innen gewdlbten
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konvexen Polygonzug (siehe Abbildung).

e ——

Dann ist die Summe de;—Iﬁngen der beiden Ubrigen Dreiecksseiten
stets groBer oder gleich der Lange des Polygonzuges. Fiir den
Fall, daB der Polygonzug gleich der dritten Dreiecksseite ist,
setzen wir dies als bekannt voraus.)

Nun greifen wir uns irgendeine Folge von Polygonen ?nﬂ X .
n=1,2,..., heraus derart, da8 7P n4q 8US an durch Hinzunahme
neuer Ecken entsteht und die maximale Kantenlénge der Polygone
fir n —» 00 gegen O konvergiert. Dann ist die Folge der Umfiénge
u( :Pn), n=1,2,..., eine monoton wachsende nach oben beschrinkte
_ Zahlenfolge. Es existiert deshalb der Grenzwert

lim  u(®_).
n =» o
Mit Hilfe der Definition des Grenzwertes  und elementargeometri-

scher Uberlegungen kann man zeigen, daB dieser Grenzwert nicht
von der Wahl der Folge der einbeschrieberien Polygone abhiéngt.
Wir nennen ihn deshalb den Unfang von K, kurz u(K).

Wie wir gleich sehen werden, 188t sich die Wahrscheinlichkeit,
daB eine zufdlliige Gerade K schneidet, wieder mit Hilfe von
u(K) berechnen.

Die Menge [ K] von Geradenparametern (p, ¢ ) kann man darstellen
als die abzdhlbare Vereinigung der Mengen [P n] . (Jede Gerade
durch K schneidet fiir ein hinreichend groBes n auch das einbe-
scariebene Polygon "lpn‘ Die Riickrichtung gilt offensichtlich.)
Fiir jedes n ist die Menge [?n] in [j’n_ﬂ] enthalten. Ahnlich
wie beim Umfang konnen wir jetzt den aus der Schule bekannten
Flécheninhaltsbegriff, den wir fiir die Bestimmung der gesuchten
Wahrscheinlichkeit benStigen, auf die Parametermenge [K] aus-
dehnen. Die Folge der Fliécheninhalte F( [ & _]) ist eine monoton
wachsende nach oben z. B, durch F([D]) beschrinkte Zahlenfolge.
Es existiert deshalb der Grenzwert

lim  F([ 2 ]).

n -=w
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Dieser héngt ebenfalls nicht von der Wahl der Folge N

Wir nennen ihn den Flécheninhalt von [K] , kurz F([K]) und
setzen voraus, daB8 wir bei der Definition der Wahrscheinlich-
keiten einen solchen Flécheninhaltsbegriff verwenden.

Auf Grund der obenstehenden Ergebnisse ist fiir alle n
F([“Pn]) =u(® ). so das
F([k]) = 14m R 2 ]) = Lim u(®P ) = u(x).

n =»m "N —»®

Folglich ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit im Allgemeinfall
gleich

K
F([D]) 2&5}

Die letzten Uberlegungen zeigen auBSerdem, daB wir anstelle von
Kreisen fiir D allgemeine beschrénkte konvexe Figuren verwenden
konnen.

Anwendungen

Wegen des Gesetzes der groBSen Zahl kann man die Wahrscheinlich-
keit P fiir geniigend groBe Versuchsanzahl durch die zugehtrigen
relativen Héufigkeiten approximieren. Mit Hilfe der obenste-
henden Formel 1&B8t sich u(K) deshalb auf statistischem Wege be=-
stimmen. Dieses Prinzip wird in der modermen Bildauswertung an-
gewendet. Anstelle einer Gerade benutzt man dort ganze Geraden-
gitter. Man kann die Aufgabenstellung auf Lﬁhgenmessungen von
ellgemeineren Kurven ausdehen. Die Resultate sind dann ghnlich,
und die statistische Auswertung lduft auf das Zdhlen der
Schnittpunkte der Kurven mit Geradengittern hinaus.

Auf Ehnliche Art und Weise kann man etwa auch das Problem der
Oberfléchenbestimmung von geometrischen Kérpern im Raum auf das
Untersuchen von Schnittgebilden mit zufédlligen Ebenen zuriick=-

filhren. Diese Tatsache spielt z. B. in der Mikroskopie eine wich-
tige Rolle.

Die moderne Stochastische Geometrie stellt viele Formeln bereit,
die flir solche praktischen Anwendungen genutzt werden kdnnen.
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Als mathematische Theorie bedient sie sich heute allgemeiner
Methoden und Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der
MaBtheorie, der Integralgeometrie sowie kombinatorischer Prin-
zipien.

Dr. M. Zéhle
Bereich WMS der Sektion Mathematik
Friedrich-Schiller-Universitét Jeno

WurzelspaB

In einer Universititsstadt wurde einast "Die natiirliche Tochter™
aufgefiihrt. Nach dem zweiten Akt wendet sich ein Student an einen
neben ihm sitzenden &dlteren Herrn mit der Frage: "Um Vergebung,
ist das Stiick nicht von Vulpius?" Vulpius war bekanntlich der
Verfasser von "Rinaldo Rinaldini" und #hnlichen Schreckensbiichern.
Der Nachbar erwiderte: "Nein, das Stiick ist von Goethe,™
Nach dem dritten Akt meint der Student: "Wissen Sie gewiB, daB
das Stiick nicht von Vulpius ist?" "Nein", sagt der Nachbar, "™das
Stiick ist von Goethe," Nach dem vierten Akt meint der Student:
"Ich glaube immer noch, das Stilick ist von Vulpius." "Von Goethe',
ist die Zurechtweisung des Nachbarn. Am Schlusse endlich behaup=-
tet der Student: "Sie mSgen sagen, was sie wollen, daes Stiick istt
von Vulpius." Da erhebt sich endlich der stati{liche Nachbar und
sagt mit einem flammenden Auge: "Das Stiick ist von Goethe, und
ich bin Goethe,"™ - "Sehr erfreut", sagt der Musensohn, "mein Na-
me ist Miller," |

Heinrich Anschiitz
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Preisaufgaben’

Es ist die Summe der Koeffizienten des Polynoms zu fin-

den, welches durch ausmultiplizieren des folgenden Aus-

drucks entsteht: '
(1-3x+3x2) 743 . (143x-3x2)744,

Es ist zu zeigen, daB in dem Produkt >
(1-x+x2-x3+..‘:g99+x?00)-(1+x+12+...+x99+x100)

nach dem Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Elemen-
te mit gleichem Exponenten nur noch gerade Exponenten

fiir x ibrigbleiben.

Es ist folgende Gleichung zu beweisen
el ) i o
1=1 +1 i n+1 °

10

Es ist zu zeigen, daB8 11 = 1 durch 100 teilba; ist.

¢

Es seien 100 ganze Zahlen gegeben, von denen keine gleich
Null ist. Wieviele positive und wieviele negative Summan-
den kommen dann in der Summe :

2 2 2 .

vor? (Die Anzahl der positiven Zahlen ay ist nicht be-
kannt.)

HaltTu Bce pemeHws cmcTeMn ypaBHeHmH

sin(x+y)=0
sin(x-y)=0
YZOBIETBOPAKIME YCIOBUAM

OLx2w, Oy $m.

=

EinsendeschluB: 15. 10. 1982
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Zentrale Losungsvorschldge fiir die Aufgaben der Bezirksolympiade
Klassenstufe 11/12
Fortsetzung

6A, Eine Zahl z mit der genannten Eigenschaft existiert, wenn

zwel natiirliche Zahlen m und n mit

1000 S Elgill a i Eigill £ 10000, d. h. mit

2000 £ m° + m = 2(n%+n) £ 20000 (1)

existieren. DaB es solche Zahlen gibt, kann man folgender-
ma3en nachweisen:
Zu der Gleichung

m° +m = 2(n2+n) (2)
gewinnt man, ausgehend von (m;n) = (0;0), weitere Losungen,
z. B. folgendermaBen: Es sei (m;n) eine Ldsung. Dann ist
auch (m+p;n+q) eine Lsung, falls p und q die Gleichung

n® + 2mp + p2 +m+p 2(n +2nq+q2+n+q) .
erfiillen. Wegen der vorausgesetzten Giltigkeit von (2)
trifft dies zu, wenn

p(2m+p+1) = 2q(2n+q+1)
gilt. Das kann sogar erreicht werden, indem man

P=2n +q + 1 und 2g=2m + p + 1
erreicht; denn dieses Gleichungssystem hat die LUsung

P=2m+4n + 3, q =2m + 2n + 2.
Damit ist bewiesen': Zu Jeder Losung (m;n) der Gleichung
(2) ist auch (3m + 4n +3; 2m + 3n + 2) eine Losung von (2).
Auf diese Weise gewinnt man aus (0;0) der Reihe nach die
Losungen (3; 2), (20;14), (119; 84). Fiir die letztgenannte
Losung gilt 119 + 119 = 2(84 + 84) = 14280, also ist ins-
gesamt (1) erfiillbar, w.z.b.w. (Man erhilt z = 7140)

6B.

Die genannten Darstellungen sind umkehrbar eindeutig den
Paaren (x;y) aus jeweils dem kleinsten der drei Summanden
und dem kleinsten der zwei iibrigen Summanden zugeordnet,



Bezirksolzmpiude

d. h. denjenigen Paaren (x;y) ganzzahliger x, y, zu denen
Jeweils z mit x+y+z=n und 1 £ x £ y £ 3 existiert.
Diese Paare haben folgende Eigenschaften: Es gilt

3x = x+y+z = n, also

1 £x % % (1)
und 2y £ y+z = n-x, also '
x &ys EEE . (2)

Ungekehrt gibt es zu jeder ganzen Zahl x mit (1), woraus
nédmlich x % 235 folgt, auch ganze Zahlen y mit (2), und zu
Jedem Paar (x;y) ganzer Zahlen mit (1), (2) existiert ein
zmit x+y+z = nund 1 Sx %y % 2z, da man fir z = Ne=X=y
bestdtigt, daB wegen (2) auch Y € n-x-y gilt,

Also ist An die Anzahl aller Paare (x;y) ganzer Zahlen mit
(1), (2). Hiernach liegt es nahe, die Félle n = ém + k mit
k=0,1,.44,5 zu unterscheiden.

Ist n = 6m mit ganzem m 2 1, so0 kann nach (1) als x jede
ganze Zahl von 1 bis 2m gewiéhlt werden. Dag 8ind alle gera-
den Zahlen x = 2p, wobei P von 1 bis m l&uft, und alle un-
gfraden Zahlen x = 2q-1, wobei qQ von 1 bis m léduft. Zu

X = 2p kann jeweils als y nach (2) jede ganze Zahl von 2p
bis 3m-p gewdhlt werden; zu x = 2g-1 kann Jjeweils als y je=-
de ganze Zahl von 2q-1 bis 3m-q gewdhlt werden. Nach dem
Satz, daB die Anzshl aller ganzen Zahlen von a bis b (a,b
beliebig mit a = b gegeben) gleich b-a+l ist, folgt: Die
Anzehl aller Paare (x;y) mit Jeweils einem x = 2p bet%ﬁgt
3m-3p+1, die Anzahl aller Paare (x;7) mit jeweils einem

X = 2q-1 betrdgt 3m-3q+2. Beriicksichtigt man die angegebenen
Werte, die p bzw. q dabei zu durchlaufen hat, so erhiélt man

m m
A, = (3m-3p+1) + (3m=3q+2).

P
Wegen
m m 2
(3m=-3p+1) =Zni1.‘(3m+1) - 3'Z1p = m-(3m+1)-3-ﬂ%_1ﬂl - @;
p= b= pP=
ergibt sich

; , "
Agy =2 » BB 4y 32, (3)

Im Fell n = ém+1 (m Z 1) ergibt sich: x ist widhlbar von 1
bis 2m, also x = 2p (p=1,...,m) und x = 2q-1 (q=1,40.,m).
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Zu x = 2p ist jeweils y wahlbar von 2p bis 3m-p; zu x=2q-1
Jjeweils von 2g=1 bis 3m=-q+1. Das fithrt auf

m m 5
A6m+1=|§£;(3m-3p+1)+q= (3m-3qg+3) = 3m“+m. (4)
Entsprechend folgt: N

=6m+2 (m Z 1): Zu x=2p (p=1,ee0,m) und x=2q=1 (q=1,00.,m)
jeweils y bis 3m=-p+1 bzw. 3m-q+l1, also

m m

Agnio = 5. (3m-3p+2)+3>_(3m-3g+3) = 3m°+2m. (5)

R =

n=6m+3 (m 2 0): Zu x=2p (p=1,¢¢0,m) und x=2q-1
(q=1,400,m+1) jeweils y bis 3m-p+1 bzw. bis
3m-q+2, also

3m2+3m+(3m-3(m*1)+4)

= 3m°43me1.  (6)

n=6m+4 (m 2 0): Zu1 x=2p (p=1yes.,m) und x=2q-1
(g=14e00,m+1) jeweils y bis 3m=p+2 bzw., bis
3m=gq+2, also

—_
Agrisz = % (3111-31:+2)+q=1 (3m=3q+4)

Aemas = Zi(Bm-3p+3)+§(3m-3q+4) = 3m°+4m+1. (7)

p=
n=6m+5 (m Z 0): zu] x=2p (p=1ye¢s,m) und x=2q*1 (q=1,e¢,m+1)
jeweils y bis 3m=p+2 bzw. bis 3m=q+3, also

Ar o =5 (Gm=3p+3)+5— (3m-3g+5) = ImZe5me. (8)
6m+5 ;; q=1
Andererseits ergibt sich in den Fdllen n=6m+k jeweils
2 2
I = 3m° + mk + §5  (k=0,1,040,5)s (9)

Aus_ca) b152(9) erhédlt man fiir k=0 1,...,5 der Reihe nach

als An TE die Werte O, TE’ 53 I' 3, T? « Diese sind séamt-

lich kleiner 313‘% y WeZobow,

1 Ist m=0, so bedeutet die "Aufzéhlung" x=2p (p=1,+e.,m):
Eg gibt kein x=2p. Entsprechend ist eine Summe

> :(3 «0=2p+c) gleich O zu setzen. Die oben genutzte Formel

p—
:( 3m=3p+c) = m* (3m+c) = %ﬂl

bleibt daher auch fiir m=0 anwendbar.
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Losungen

Aufgebe N 51

Zur Bestimmung des griGten gemeinsamen Teilers wird der
Euklidische Algorithmus verwendet. Dazu formt man um

0
11111111 = f: 108K yng 1 1.0y 4 =-£101°°'k.

k=1 ‘ k=1
100 Einsen
Es gilt _
100 00
Z 10100-1: = t 1.0100-]: +£'10100-k
k=1 k=97 ‘

]

=
1111 + 104 iw%‘k
k=1 \

1111 + 104ﬁfi 1080+(8-k)

n=0 k=1
= 1111 + 104> 11057 L 3 18-k,
n= k=!

Damit ergibt sich

100 8 - '
(2= 10100k , (57 408-k) _ 10‘*&210811 Rest 1111
k=‘-1 k=‘-1 n=0

(2 210%%) . 1111 = 10001 Rest 0.

k=1 '

Men erhélt also als ggT die Zahl 1111.

Aufgabe N 53
Es gelten fiir die neuen
Rechteckseiten die Glei-
chungen

e =acose +Db gin<

f =a sind + b cogsel
Damit ergibt sich der
Flécheninhalt des 'umschriebenen Rechtecks zu




Losungen

o4

e*f = (a cosed + b sine )(a sined + b cos o )

= a2 gind cosed + 'n:2 gin & cos L

+ a.b(sinz.L + cosel )
= 2(a®4?) sin2d + ab,
da 8in 2« = 2 gine cose< .

Nach Voraussetzung sollte gelten

%(32+b2) sin 2« + ab = m2,

also >
2§m -ab)
gin 2J. = ™
a“+b
—~ 2
i 2(m~=gb
Da gilt O £« & =, folgt O = —(T)-
2 a+b
0%m? - ab
und -i%}:%%-l <1
. a +b
om2-2ab £ a? + b
om® £ (a+b)?
a+b
m S T -‘?o

Diese Aufgabe ist losbar fiir alle m mit
& < a+b
‘ ab m > -{_‘ .

Aufgabe

N '55

Es ist 0096:: = (1-ain2x)3
= 1=3 sinzx + 3sin
Damit wird f£(x) = s:l.nsx + coaG_x
= -Jainzz (1-s1n%x) + 1
= =3(sin x - cos x)2 + 1.
Wegen gin x =« cos X = -;_- gin 2x gilt
f(x) = = i- gin® 2x + 1.

4:: - ain6x.
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Losungen

Fiir alle reellen Zahlen x ist nun O S sin® 2x S

wobei 8in0 = 0 und sin22 - =

Daraus ergibt sich
1=-%-_0+121(x)2—%h1+1=%.

Der maximale und der minimale Wert von

6

f(x) = sinsx + cos x ergibt sich also zu £(0) = 1

und f(%) = %.

Aufgabe

N 56

Die gesuchte Zahl sei n. Da n6 9-sfellig ist, muB8 gel=-
ten: 108 2 1% < 109,

Daraus folgt: 10° < (%6)6 < 10°

10 3 33
#5)2 < 10.
Folglich muB gelten: 20 < n < 40, (1)

Die Quersumme von n~ ist 45.
Somit gilt 9|n6 und 5|n5. Daraus folgbt: 3|n. (2)

Aus (1) und (2) folgt: n 6{21;24;27;30;33;36;39} .
Da n~ die Ziffern 1;5;6 nicht enthédlt, gilt

1 -
n6 # 2 (mod 10). AuBerdem kann rn = 0 (mod 10)

nicht gelten. Dann wiirde némljich ns.aecha Nullen ent-
halten. Da n6 F {0;1;5;6} (mod 10) ist, kann nur gel-
ten n § {0:13435:9 ]  (moa 10).
Somit bleibt n € { 27533} .
Nun wird noch der Fall n = 33 ausgeschlogsen :

33° = 89 (mod 100)

892 = 21 (mod 100)
89° = 69  (mod 100)
6

33" =2 69 (mod 100)
Somit wiirde n” die Ziffer 6 enthalten.

Die gesuchte Zahl kann nur 27 lauten. Man priift leicht,
da8 27° = 387420489 ist. '
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m

Sie stritten sich beim Wein herum,
was das nun wieder wdre;

das mit dem Darwin wdr' gar zu dumm
und wider die menschliche Ehre.

Sie tranken manchen Humpen aus,
gie stolperten aus den Tiiren,
sie grunzten vernehmlich und kamen zu Haus

gekrochen auf allen Vieren.

Wilhelm Busch
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Polygonziige im Raster

Auf dem Titelblatt dieses Heftes sehen Sie die drei mdglichen
Varianten von gleichmdBigen Rasterungen der Ebene, das orthogo-
nale, das triagonale und das hexagonale Raster, wobei die Punk-
te eines Rasters Jeweils als Schwerpunkte regulédrer konvexer
Flédchen eines Typs (Quadrat, Dreieck, Sechseck; auf dem Titel~
blatt punktiert angedeutet) zu betrachten sind. Diese Raster
sind fiir zahlreiche Arbeitsgebiete in der Technik und Wissen-
schaft von Bedeutung, wie zum Beispiel als prinzipielle Anord-
nungsschemata beim Entwurf von mikroelektronischen Bausteinen
oder als Bildraster bei der Erstellung von Zeichnungen mittels
eines Computers bzw. als Bildraster bei der automatischen Ver-
arbeitung von Bildern in einem Computersystem, welches mit
einem Eingabegerdt zur Ubernahme von Bildern in den Speicher
des Computers ausgestattet ist.

Wir wollen uns in diesem Artikel der Frage zuwenden, wie Poly-
gonziige in diesen Rasterungen darzustellen und entsprechend
mathematisch zu behandeln sind. Solche Polygonziige konnen im
konkreten Anwendungsfall gewisse Umrisse (Konturen) von Objek-
ten sein, deren Abbild im jeweiligen Raster zu untersuchen bzw.
zu transformieren ist,

Die Punkte eines orthogonalen, triagonalen oder hexagonalen Ra-
sters besitzen jeweils 8, 3 oder 6 unmittelbare Nachbarpunkte
im jeweiligen Raster, wobei im orthogonalen Raster neben den
beiden horizontalen und den beiden vertikalen Nachbarpunkten
auch die vier diagonal benachbarten Rasterpunkte zu dieser un-
mittelbaren Nachbarschaft eines Punktes hinzugezdghlt werden. Wir
legen fest, daB mit Ausnahme der diagonalen Nachbarn im orthogo-
nalen Raster jeder Punkt der unmittelbaren Nachbarschaft vom
Ausgangspunkt genau eine ILingeneinheit entfernt ist; die diago=-
nalen Nachbarn besitzen zum Ausgangspunkt einen Abstand von 12"
Lingeneinheiten.

Wir beschmiinken uns auf die Betrachtung von Polygonziigen, die
aus Strecken bestehen, durch welche jeweils zwei unmittelbare
Nachbarpunkte eines der drei Raster verbunden werden. In den
Abbildungen 1, 2, 3 und 4 sind Beispiele solcher Polygonzilge zu
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finden. Fiir diese Polygonziige D, sPqsPpsssesP» Wobel n Z 0, ist
also fur i=0,1,...,n=1 der Punkt Py ein unmittelbarer Nachbar
vOon Py . qe Ferner wollen wir fiir die zu betrachtenden Polygon~-
zlige voraussetzen, daB die Punkte Pi» mit i=0,1,s¢.,0n=1, in der
Punktfolge PyrPqsPoseeeyP 4 genau einmal auftreten und Po=Pp
gelten kann, aber nicht p,=p mit 140,n. Mit dieser Forderung
haben wir Kreuzungen der Polygonziige u. H. ausgeschlossen.

“CY
W N
:1 e =1 |

07671216T7T564433
567643334410011

Abb. 1: Geschlossener Polygonzug mit Codefolge
im orthogonalen Raster

In der Abb. 1 wird rechts oben ein Vorschlag zur Codierung von
Polygonziigen im orthogonalen Raster symbolisiert. Von einem
Punkt des Rasters aus kann die Verbindung zu einem seiner unmit-
telbaren Nachbarn durch eine der Zshlen 0,1,2,3,4,5,6 oder 7
dargestellt (codiert) werden. Beginnen wir nun zum Beispiel bei
dem in Abbildung 1 markierten Startpunkt des Polygonzuges, so
ist dieser Polygonzug durch die Codefolge 0767... (siehe Abb. 1)
eindeutung charakterisiert, wobei eine exakte Positionierung

des Polygonzuges im Raster zusétzlich die Angabe der Koordina-
ten des Startpunktes erfordern wiirde.

Offenbar entspricht eine Drehung (im Gegenuhrzeigersinn) um
n-45° eines Polygonzuges des orthogonalen Rasters genau der Ad-
dition von n modulo 8 zu allen Codezahlen dieses Polygonzuges,
wobei n 2 0. Dabei sind flir ungerade n & 1 als Resultat dieser
Drehung "Verzerrungen" oder Iiicken in vormals geschlossenen Po-
lygonziigen moglich, siehe Abb, 2. Drehungen um beliebige Winkel
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p 1

107T0232T7T06T7T56544
670754445521 122

Abb. 2: Drehung des geschlossenen Polygon-
zuges aus Abb. 1 um 45°

sind fiilr Rasterpunktmengen bzw. =folgen problematisch und sol=-
len hier nicht betrachtet werden.

Falls in der Codefolge C4,Cpses=,C s mit n Z 1 und

cic.{ 0,1,...,7} fiir i=1,2,...,n, eines Polygonzuges
PosPqsecesPy jede Codezahl ¢y durch m Codezahlen cy ersetzt
wird, wobei m fest vorgegeben sei, so entsteht eine Codefolge
eines Polygonzuges, der aus men Strecken besteht und als m-fa-
che Vbrgrﬁﬁerung des urspriinglichen Polygonzuges zu betrachten
ist.

Die Liénge eines Polygonzuges ist anhand seiner Codefolge leicht
zu berechnen. Alle geradzahligen Elemente dieser Folge entspre-
chen einer Strecke der Lénge 1, alle ungeradzahligen einer
Strecke der Lénge 12.

Falls ein Polygonzug in umgekehrter Richtung zu durchleufen
ist, d. h. anstelle von PysPqree«Py 18t der Polygonzug in der
Reihenfolge PpsPp_qseesP, 2U betrachten, so ist die Codefolge
fiir diesen inversen Polygonzug aus der Codefolge Cq9Cpseee,Cp
fir den urspriinglichen Polygonzug PosPqseeesPy wie folgt zu be=-
rechnen: Zundchst wird zu allen c; mit cy S 3 die 2ahl 4 ad-
diert, bei allen cy mit Cy 2 4 wird die Zahl 4 subtrahiert. Die
entstehende Codefolge wird damn in ihrer Reihenfolge umgekehrt.
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Zum Beispiel ist der kleinste kreisformige geschlossene Poly-
gonzug durch die Codefolge 07654321 eindeutig festgelegt; die
inverse Codefolge wire 56701234.

Die Fléche innerhaslb eines geschlossenen Polygonzuges
PysPqsDPpssee P, des orthogonalen Rasters ist gem#8 PICK (1899)
gleich >n +m - 1, wobel m die Anzahl der Rasterpunkte im
Inneren des Polygonzuges ist. Zum Beispiel haben wir fiir den
in Abb. 1 dargestellten Polygonzug n = 30 und m =10 und mithin
die Fldche 24. Es ist interessant, da die Flédche inmerhalb
eines geschlossenen Polygonzuges PosPq1PosecesPy auch anhand
gseiner Codefolge Cq3CpreeesCp 2U berechnen ist. Hierbei wird
der Wert der Flédche A in Abhéngigkeit von c; und einem gewig-
sen Hilfswert B schrittweise erzeugt, wobei i=1,2,...,n. Zu Be-
ginn der Berechnung besitzen A und B den Wert O. Falls ¢y = o,
go wird B zu A addiert, B bleibt unverdndert; falls ey = 1, so
wird B und % zu A addiert, zu B wird 1 addiert; ..., fir
i=1,2,000,0. Diese Verénderungen der Werte von A und B im Ver-
laufe des "Einlesens" der Codefolge Cq9CpreeesCh ergeben sich
aus den zugeordneten Richtungen fiir die Codezahlen 0,1,¢..,7
und sind in folgender Tabelle zusammengefalt:

Codezahl Verénderung von A Veréinderung von B
0 + B + 0
1 + B + % + 1
2 + 0 + 1
3 -B -2 + 1
4 - B + 0
5 -B 4+ -1
6 + 0 -1
7 + B -‘% -1

Zum Beispiel beginnen wir fiir den in Abb. 1 dargestellten ge-
schlossenen Polygonzug zunichst mit A = B = O. Gem#B cy =0
bleibt A = B = 0. Im nhchsten Schritt erhalten wir wegen C, = 7
die neuen Werte A = = ? und B = = 1, Mit Cy = 6 folgtldann
A=~ E und B = = 2, mit Cy = 7T folgt A = = 3 und B = = 3,

mit cg = 1 folgt A = -1l und B = - 2 usw., bis schlieBlich
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nach der Betrachtung von 39 = 1 die Werte A = 24 und B = O fol=-
gen.

In der Abbildung 3 wird rechts oben ein Vorschlag zur Codierung
von Polygonziigen im hexagonalen Raster symbolisiert. Von einem
Punkt des Rasters aus kann eine Strecke in die Richtung 0,1,2,3,4
oder 5 gezogen werden. In der Abb. 3 wird filr einen geschlosse=

mf"/ ,qp :
\ ,’/"i WAVK‘%VAYA

3/:

501050545
454323123

Abb. 3: Geschlbsgener Polygonzug mit Codefolge
im hexagonalen Raster

012101050434
5054342342202

Abb. 4: Drehung des geschloasenen Polygonzuges
aus Abb. 3 um 60°

nen Polygonzug des hexagonalen Rasters die entsprechende Code-
folge angegeben, wobei wir wiederum bei dem markierten Punkt
des Polygonzuges beginnen (in Uhrzeigersinn).
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In diesem Fall entspricht eine Drehung (im Gegenuhrzeigersinn)
um n.60° eines Polygonzuges des hexagonalen Rasters genau der
Addition von n modulo 6 zu allen Codezahlen dieses Polygonzu=
ges, wobeli n = 0, Die beim orthogonalen Raster fiir Drehungen

um 45°, 135°, 225° oder 315° auftretenden stdrenden Effekte

(im Sinne der Abb. 2) sind im hexagonalen Raster nicht der Fall,
vgl. Abb. 4. Hier treten fiir beliebige n # 0 keine Verzerrun-
gen oder Liicken vormals geschlossener Polygonziige ein.

Las hexagonale und das triagonale Raster besitzen fiir die prak=-
tische Anwendung Jjedoch einige Nachteile, so daB diese Raster
im konkreten Anwendungsfall kaum anzutreffen sind. Fiir den lLe-
ger k8nnte es allerdings eine interessante Aufgabe sein, Fra-
gen der Art, wie sie fiir das orthogonale Raster in diesem Arti-
kel etwas ausfiihrlicher angesprochen wurden, als Ubung auch fir
das hexagonale und triagonale Raster zu betrachten.

Dr. Reinhard Kiette

Bereich Mathematische Kybernetik
und Rechentechnik

Aufgaben zum Artikel ,Polygonziige im Raster”

1. Nach welcher Gesetzmifigkeit ist die Zahlenfolge
1, 3, 7, 12, 18, 24, 33, 43, 54, 67, 81, 96, 112, 129, 148,...
aufgebaut? Wie ist die Zahlenfolge
2, 5, 10, 62, 53, 64, 95, 47, 19, 2, cee.
fortzusetzen?

2. Im Artikel "Polygonziige im Raster" werden das orthogonale,
das hexagonale und das triagonale Raster betrachtet. Fiir
einen Rasterpunkt p sei Dr(p) die Menge aller Rasterpunkte,
deren Abstand zu p hochstens gleich r ist. Geben Sie die An-
zehl von Punkten in D2(p), D%(p), Di(p) enm, wobei o,h,t fiir
orthogonal, hexagonal und triagonal stehen und r eine belie-
bige natlirliche Zahl ist!
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Preisaufgaben

Welchen Rest 148t das Polynom

(x + x3 + x9 + x27 + x81 + x243) bei der Division durch

(x=1)?

EO
[¥% ]
-3

0 38 Man bestimme den Summanden in der Entwicklung von

(1 +x + g—)w, der x nicht enth#lt.

2

In einer Pyramide mit dreieckiger Grundfldche ist der Um-
fang aller vier Seiten jeweils gleich. Berechnen Sie die
Gesamtoberfléche der Pyramide, wenn der Umfang ihrer Sei-
tenflédchen jeweils gleichj_ ist.

o
W
\O

0 Finden Sie eine zweistellige Zahl, die gleich der Summe
der dritten Potenzen ihrer Ziffer ist!

=

0 41 Es ist zu zeigen: Wenn tan¢ = cos.z .can + tan el tan’é
so igt cos 29 % O.

0 42 lg 1g &
¥npocTUTH BHpaxeHme 2 "1"?5';" , IpEeAIOJIOrHM,

YTO BCe JOorapEfMH BEATH OO OAHOMY M TOMY. Xe
OCHOBAHUD B,

= E

EinsendeschluB 15. 11, 1982
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E;rgabe 1.
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Aufgaben
Man untersuche, ob sich aus 1982 Zahlen

a1,&2,...,a1982, die der Bedingung Iak|= 1

(k=1,2,...,1982) geniigen, aber sonst beliebig vorge=-

geben sind, stets Zahlen so auswdhlen lassen, daB

folgende Bedingungen erfilllt sind:

(1) Es wird mindestens eine der Zahlen 8, ausgewdhlt.

(2) Es wird mindestens eine der Zahlen 8, nicht aus=-
gewdhlt,. :

(3) Die Summe aller ausgewdhlten Zahlen ist gleich
der Summe aller nicht ausgewdhlten Zahlen.

Fﬁfgabe-a.

Zwel Personen A und B spielen das folgende Spiel:
In dem Gleichungssystem
a,x + b1y + ¢z = 1,
a,x + b2y + Cyz = 1, | (1)
332 + b3y + 032 =1
belegt zuniichst A einen der Koeffizienten 84y by, Sy
(1=1,2,3) mit einer von ihm gewdhlten natiirlichen
Zahl,
Dann belegt B einen der verbleibenden Koeffizienten
mit einer von ihm gewédhlten natiirlichen Zahl, dann
wieder A, dann B usw., bis endlich A den letzten
(neunten) Koeffizienten mit einer natiirlichen Zahl
helegt. _
A hat gewonnen, wenn nach diesen Belegungen das Glei-
chungssystem (1) genau eine reelle Lsung (X,y,z) be-
sitzt.
B hat gewonnen, wenn nach den Belegungen das Glei-
chungssystem (1) keine oder unendlich viele reelle
Losungen besitzt.
Man untersuche, ob B durch geeignete Belegungen in
Jedem Falle den Gewinn erzwingen kann.

Aufgabe 3.

Man beweise, daB sich aus fiinf geraden "Stében" kein
rédumlicher Streckenzug ABCDEA bilden 1ldBt, der die
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folgenden Eigenschaften (1)
und (2) besitzt:
(1) Keine vier der fiinf

(2)

Punkte A,B,C,D,E lie=- E
gen in einer gemein-
gsamen Ebene. (4
Aus einer geeigneten
Blickrichtung betrach-
tet, gilt (s. Abb.):
Keine zwei der fiinf
Punkte A,B,C,D,E wer-
den genau hintereinan-

der (also scheinbar A Abb. 3
miteinander zusammen- ‘
fallend)gesehen; ein innerer Punkt der Strecke
CD verdeckt einen inneren Punkt von AE, ein in-
nerer Punkt von BC verdeckt einen inneren Punkt
von DE, ein innerer Punkt von AE verdeckt einen
inneren Punkt von BC.

D

Hinweiss Unter einem inneren Punkt P einer Strecke
XY versteht man einen von X und Y verschiedenen, d.
h. zwischen diesen Punkten liegenden Punkt P der

Strecke XY.

Aufgabe 4.

Es sei f£(x) = a°+a1x+a2x2+...+anxn ein Polynom mit
reellen Koeffizienten 81810008 wobei n 2 1 und
a, # O gelte, Man setze

i lao|+|a1l+...+|an_1|

r Ianl

ind beweise:
a) Ist r 2 1, so liegt jede reelle Nullstelle von

f(x) (falls eine solche existiert) im Intervall

~-r&x8r,

b)

Ist r & 1, so liegt jede reelle Nullstelle von
£(x) (falls eine solche existiert) im Intervall

<

"1=xé1-'
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Aufgabe 5.

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit <4 BCA = 90°.
Men ermittle die lMenge aller derjenigen Punkte P des
Raumes, fir die
FA° + PB? & BC2
gilt.

Aufgabe 6A.| a) Man beweise: Wenn

—

a=]_E'E, bam, G=A_§, d = AD, e=ﬁ, f = CD (1)
die Kantenléngen eines Tetraeders ABCD sind, dann
gilt fiir den Oberflécheninhalt A, dieses Tetra-
eders die Ungleichung

A0< %-(_aa.2 + b2 + c2 2 2

+ 43 + e + Iz). (2)
b) Man untersuche, ob sich die Aussage ilber (2) noch
zu folgender Aussage verschdrfen lédBt: Es gibt
eine kleinste reelle Zahl A mit A < '}, go daB
fiir den Oberflédcheninhalt AO jedes Tetraeders
ABCD, wenn man dessen Kantenléngen wie in (1)
bezeichnet, die Ungleichung
Ay € A(a® +b° + ¢c% 4+ a% + &2 + £9) (3)
gilt. -
Wenn das der Fall ist, so ermititle man diese
Zahl A .

Aufgabe 6B.

Man ermittle alle diejenigen Funktionen f und g, die

filr alle nicht negativen reellen Zahlen x definiert
gind, reelle PFunktionswerte haben und folgende Be-
dingungen erfilllen:

(1) Fir alle x 2 0 gilt £(x) £ 1 und g(x) Z 0.

(2) Fiir alle x 2 0 gilt (I(x))2 - (8(1))2 = 1.

(3) Fir alle x 2 0 und alle y = 0 gilt

tf22452) = 2(x)-2(5) + Blx)&(F)-

(4) Pir alle x £ 0 und alle y Z 0 gilt

g[@x%+y%) = £(x)-g(y) + a(x)-2(y).
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Mathematische Spiele

Es ist allen bekannt, da8 Spiele nicht nur unterhaltenden Cha-
rakter haben, sondern auch in den meisten Féllen erzieherischen
und bildenden‘Wert besitzen. Viele groBe Mathematiker, wie
Fuler, leibniz, Hamilton, Cayly u. a. haben sich insbesondere
mit solchen Spielen beschiftigt, die eine mathematische ILdsung
‘gestatteten bzw. vermuten lieBlen.

Gegenwirtig findet man in vielen Familien den Wirfel des unga-
rischen Physikers Rubik. Er hat sich sozusagen die Welt erobert.
Besondere Freude machen Spielzeuge, die man selbst konstruieren
und herstellen kann. Im folgenden wollen wir einige mathemati-
sche Spiele erlédutern, die sich mit relativ einfachen Mitteln
selbst herstellen lassen. Auch wenn man die mathematischen LO=-
sungen kennt, verlieren sie nicht an Reiz.

1. Die geheimnisvollen Roste oder der Gedankenleser

Dieses mathematische Spiel beruht auf der Moglichkeit, alle na-
tiirlichen Zahlen durch eine Summe von verschiedenen Potenzen
von 2 darstellen zu konnen. Wie man zu dieser Darstellung kom-
men kann, wollen wir an einem einfachen Beispiel erl&dutern. Es
sei also die Zahl 1982 gegeben. Von dieser Zahl ziehen wir die
hochste 2er Potenz ab, in diesem Falle 2'° = 1024, Dann hat man
1982 - 219 = 958
Von 958 1#Bt sich 27 = 512 abziehen. Man erh&lt
- 958 - 27 = 446
Von 446 1éBt sich hochstens 28 256 abziehen:
| 446 - 28 = 190
Die weiteren Schritte sind folgende
190 = 2! = 62
62 - 22 = 30
30 - 2% = 14
14 =23 = 6
6 -2 = 2
2 =2 = 0
1982 1Bt sich also durch folgende Summe darstellen:
1982 = 210 + 29 + 28 + 27 + 27 + 24 + 23 + 22 + 21,
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Das dyadische Symbol fiir 1982 lautet demnach:
LLLLOLLLLIO.

Man erkennt, daB die dyadischen Symbole bei grtBeren Zahlen
einen nicht sehr erfreulichen Umfang einnehmen. In der modermen
Mathematik spielt aber das dyadische System eine hervorragende
Rolle. Bereits Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), Griinder
der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin (1700) zeig-
te groBes Interesse fiir die Dyadik.

Flir unser mathematisches Spiel wollen wir die dyadischen Symbole
der Zahlen O bis 31 zusammenstellen.

0 = 0 1 = L 2 = LO 3 = L L
4 = LOO 5= LOL 6= LLO 7= L %L
8= LOOO 9= LOOL 10= LOLO 1= LOLL
2= LLOO 13= LLOL 14 = LLLO 15= LLLL
6 = L0000 17=L000L 18 =LOOLO 19 =L0O0LL
0=LO0LOO0 21 =LOLOL 22=LOLLO 23=LOLLL
24 =« LLOO00 25=LLOOL 26=LLOLO 27=LLOLL
e LTLO0 29«LTLLO0L 30==LLLLO0 31 =«LLLLL
Tab. 1

Aus der Tabelle ist zu ersehen, daB in der Zahlenfolge 0,1,25¢00531
die ungeraden Zahlen 1,3,5,...,31 in der dyadischen Darstellung
die Potenz 2° enthalten.

Will man alle Zahlen sichtbar bzw. unsichtbar machen, die in der
‘dyadischen Darstellung die Potenz 2° enthalten, so kann man dies
mit Hilfe geeigneter Schablonen, sogenannter Roste erreichen.

Je nach Art der Darstellung der Zahlen O bis 31 (siehe Abb. 1

und Abb. 2)

ofl4|2]3|k|s|c |7 |8 |3 [o]n [ra|a|1m 5 [1c | 4e 1o [20]a1 [22)23 [24[25]2¢ [2712¢ {24 Lo 134

Abb. 1
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o |28 1 | 29 2 | 30 3| 31
21 | 7 | 26 6 | 25 5 | 24 4
8 20 9 21 10 22 1 23 Abb. 2
19 [15 |18 |14 |17 | 3] 6] 12

kann man z. B. folgende Roste verwenden:

Fir die Zahlendarstellung in Abb. 1 eignet sich der Rost in
Abb. 1a, fiir die Zahlendarstellung in Abb. 2 ein Rost der Abb. 2a.

Abb. 1a

) th

%r.
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Abb. 2a

Beide Roste haben eine interessante Eigenschaft. Wenn man sie

um die Mittelachse m - m umklappt, so daB sich linke Seite und
rechte Seite vertauschen, und sie auf die Zahlentabelle legt,

so werden jetzt die Zahlen sichtbar, die vorher verdeckt waren
und umgekehrt die Zahlen verdeckt, die vorher sichtbar waren.

(D;e nicht schraffierten Teile werden aus der Schablone heraus-
geschnitten.) .
Nun interessieren uns die Zahlen von O bis 31, die bei der dya-
dischen Darstellung die Potenz 21
belle 1 ist zu ersehen, daB die Zahlen 2;3;6;7;10;11;¢.¢30;31

die Potenz 2

1

enthalten. Aus der obigen Ta-

enthalten. Zwischen diesen Zahlen liegen die Zah-
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lenpaare, die nicht 27 enthalten. .

Will man wieder alle Zahlen sichtbar bzw. unsichtbar machen,

die in der dyédiachen Darstellung die Potenz 21 enthalten, so
kann man dies z. B. durch die Roste in Abb. 1b bzw. 2b errei-
chen. ' '

Auch hier erkennt man die Eigenschaft der Roste, daB bei Umklap-
pen um die Mittelachse die Zahlen sichtbar werden, die vorher
verdeckt waren und die Zshlen verdeckt werden, die vorher sicht-
bar waren.

7h 7 Vi i) % Y /) Y
////A /// /) /W/; , /////, /% 7, % //A%’f
Abb. 1b

v
i T T T

Yl L

In dhnlicher Weise k&nnen wir alle Zahlen von O bis 31 betrach-
ten, die in der daydischen Schreibweise die Potenz 22. 23 bzw.
24 enthalten. Die Tabelle 1 gibt uns darliber Auskunft. Die ent-
sprechenden Roste stellen wir im folgenden zusammen (Abb. 1c,
Abb. 14, 1e bzw. 2¢, 2d und 2e).

Abb. 1c
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= - =

Abb. 14

et

i

Abb. 1e

— '
Abb. 2¢

— Abb. 24

Abb. 2e
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Fiir alle gefundenen Roste gilt die Eigenschaft, daS beim Um-
klappen um die Mitielachse die vorher verdeckten Zahlen sichte
bar werden und die vorher sichtbaren Zahlen verdeckt werden.

Die Zahlenverteilung in Abb. 2 ist so gewiihlt worden, daB die=-
se Eigenschaft fiir alle Roste gilltig bleibt. Der Laaar kann

sich davon leicht ﬂberzeugen.

Die angegebenen Rostsysteme haben noch eine zweite Eigenschaft.
Legen wir alle Roste Ubereinander und auf die Zahlentabelle, &0
bleibt nur ein einziges Fenster offen. Diese Eigenschaft gilt
auch, wenn einige Roste durch Umklappen um die Mittelachse in die
sogenannte komplementére Form {iberfilhrt werden. Wir wollen diese
Eigenschaft an einem Beispiel erliutern. Wir wollen erreichen,
daB beim Ubereinanderlegen der Roste die Zahl 21 sichtbar bleibt.
Es ist 21 = 2% 4+ 22 4 20, -

legen wir den ersten Rost auf die Zahlentabelle, so bleiben alle
Zahlen sichtbar, die die Potenz 20 enthalten, also auch 21. Nun
legen wir den Rost beiseite (ohne Umklappung). Beim Auflegen des
zweiten Rostes bleibt 21 verdeckt, da 21 die Potenz 2! nicht ent-
hilt. Wir legen den 2. Rost nach Umklappung auf den ersten Rost.
Beim Auflegen des 3., Rostes ist 21 wieder sichtbar. Wir nehmen
den Rost und legen ihn ohne Umklappung auf die beiden ersten.
Beim Auflegen des 4. Rostes bleibt 21 unsichtbar. Wir klappen
ihn beim Abheben um und legen ihn auf die ersten 3 Roste. Beim
Auflegen des letzten Rostes bleibt 21 sichtbar. Wir legen ihn
ohne Umklappung auf die 4 Roste. Nun sieht man, da8 nur 21 sicht=
bar bleibt. Wir haben die Roste so aufeinandergelegt, daB 20, 22
und 24 sichtbar sind. Da es nur eine Zahl gibt, die aus 20, 22
und 24 zusammengesetzt ist, erscheint eben nur eine Zahl,

Diese Eigenschaft gestattet uns, das Rostsystem als Gedanken-
leser zu benlitzen. Man legt z. B. dem Spielkameraden die Zahlen-
tabelle vor und fordert ihn auf, sich eine Zahl zu merken. Dann
legt man die 5 Roste der Reihe nach darauf und fragt, ob die ge=
dachte Zahl jeweils zu sehen ist. Wenn ja, legt man den Rost
beiseite, ohne ihn umzuklappen. Wenn nein, so klappt man ihn um
und schiebt ihn beigeite. Zum SchluB legt man alle Roste aufein=-
ander. Zum Staunen des Spielpartnera'eracheint seine gedachte
Zahl.

Einen bildenden Wert erh#élt das Spiel, wenn man die Zahlen durch
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Bilder anderer Objekte oder durch Namen ersetzt. Z. B. kann man
Bilder oder Namen beriihmter Mathematiker oder Physiker zusam-
menstellen und eventuell kurze Lebensbeschreibungen hinzufiigen.
Plir Schiiler, die sich ein solches Spiel herstellen wollen, will
ich 32 groBe Mathematiker im folgenden mitteilen:

1
2.
3.
4.
5.
6.
Te
8.
9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

Die

Abel (1802 - 1829)
Archimedes (287 = 212 v.u.Z.)
Bolzano (1781 - 1848)
Bernoulli Jakob (1655 = 1705)
Cantor (1845 - 1918)

Coriolis (1792 -~ 1843)
Dedekind (1831 = 1916)
Descartes (1596 - 1650)
Euklid (um 300 v.u.Z.)

Euler (1707 - 1783)

GauB (1777 - 1855)

Galois (1811 - 1832)
GraBmann (1809 - 1877)
Hilbert (1862 = 1943)

Klein (1849 - 1925)
‘Kowalewskaja (1850 -~ 1891)

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27
28.
29.
30.
31.
32.

Kronecker (1823 - 1891)
Lambert (1728 = 1777)
Lagrange (1736 = 1813)
Laplace (1749 - 1827)
Legendre (1752 - 1833)
Leibniz (1646 - 1716)
Lindemann (1852 = 1939)
Lie (1842 -"1899)

Riemann (1826 - 1866)
Steiner (1796 = 1863)
Tschebyschef (1821 = 1894)
WeierstraB (1815 - 1897)
Schmidt, Erhard (1876-1959)
Emmy Noether (1882 - 1935)
Poincard (1854 = 1912)
Dirichlet (1805 - 1859)

hier angegebenen Roste sind nicht die einzig mdglichen. Auch
1ld8t sich der Zahlenbereich erweitern. Wenn man statt der Zahlen
0O bis 31 die Zahlen O bis 63 benutzt, kdnnten Zahlentafel und

Roste quadratische Gestalt annehmen.

Fortsetzung folgt

Dr. B. Hanisch
Halle
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Lesungen
Eine Auswahl, die (1), (2), (3) erfiillt, ist stets mdglich.

Sie 1léBt sich z. B. folgendermafen erhalten: Man betrachte
filr jedes i=15¢¢+.,991 die beiden Zahlen 8541 und 8,40 Sind
gie elnander gleich, so widhle man genau eine von ihnen aus.
Sind sie voneinander verschieden (d. h. eine gleich 1 und die
andere gleich -1), so widhle man entweder beide aus oder beide

nicht; und zwar kann men zwischen diesen M6glichkeiten so ent-

scheiden, daB (1) und (2) erfilllt werden. Denn wenn der Fall
8549 £ 854 hochstens einmal vorkommt, so werden (1) und (2)
bereits wegen der Auswahlvorschrift in den Ubrigen Fédllen
mit ay;_q = 8y erfilllt. Wenn aber der Fall a,;_4 A 854
mehr als einmal vorkommt, dann kann man mindestens einmal
die beiden betreffenden Zahlen auswéhlen und mindestens ein-
mal nicht.

Aus den Auswahlvorschriften folgt ferner unmittelbar, daB
auch (3) erfilllt wird.

2)

Man beweist zunéchst folgende Hilfsaussage:

Wenn die Zahl

D = a1b203 - a1b302 + 32b301 - a2b1c3 + a3b102 - 33b2°1
gleich O ist, so hat das Gleichungssystem (1) keine oder un-
endlich viele LUsungen.

Beweis der Hilfsaussage: Aus D = O folgt: Es liegt genau einer
der folgenden Félle I bis V vor:
I.Esista1=b1=c1=32=b2=c2=33=b3=c3=0.

In diesem Fall hat das Gleichungssystem (1) keine L3sung.

II. Nicht alle Zahlen a1,b1,c1,32,b2,02,a3,b3,03 sind_gleich

0, aber es giltla1 = 8, = aj, b1 = b, = b3, ¢y = Gy = C3e (2)
In diesem Fall hat das Gleichungssystem (1) unendlich viele
Lsungen. Ist némlich o.B.d.A. G # 0, so ist jedes Tripel
(X,y,2) mit beliebigen reellen y,z und jeweils zugehdrigem

x = %T (1-b1y-c1z) eine Ldsung von (1). |

IITI. Nicht alle Gleichungen (2) gelten, aber es ist

a1b2 - aab1 = a2b3 - 33‘02 = 33b1 - a1b3 =

= b102 - b201 = b2c3 - b302 = b301 - b103 =
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In diesem Fall hat (1) keine LUsung. Ist némlich o.B.d.A.
a, # 8,, 80 folgt aus der Annahme, es gibe eine Lésung
(x,¥,2) von (1): Multipliziert man in (1) die erste Glei=-
chung mit (-az), die zwelte mit a, und addiert die erhalte-
nen Gleichungen, so ergibt sich der Widerspruch
(a.1b2 - a, b )y + (3162 -‘a201)z = a, = 8. .
IV. Nicht alle Gleichungen (3) gelten, aber es gind (auBer D)
auch die drei Zahlen
D1 = b102 - b2c1 + b2 3" b302 + by, = b c3,

D2 = c1a2 Cray + Coa g = 0332 + c;a: - 0133,
D3 = a1b2 = aab1 + a2 3 - a3b2 + a3b1 - a1b3

gleich O.

In diesem Fall hat das Gleiohungssyatem (1) unendlich viele

Losungen., Ist némlich o.B.d.A. L 2 = 32b1 # 0, so ist jedes
Tripel (x,y,z) mit beliebigem reellem z und jeweils zugeht-

rigen
X ngb1+(b1°g_b2°1)z ;- a1-a2+(agc1-a1 ¢,z
8405850, ' a,b,=a,0b,
eine Ldsung von (1); denn durch Einsetzen dieser Werte in
die erste und zweite Gleichung von (1) bestédtigt man unmit-
telbar, daB diese Gleichungen erfiillt sind; fiir die dritte

Gleichung erhélt man
.a1b2 - 32b1 - D3 + Dez

331+b33+02= ar_az-b‘]
V. Nicht alle drei Zahlen D1,D2,D3 9ind gleich O (aber es
gilt D=0). In diesem Fall hat das Gleichungssystem (1) keine
Lésung. Ist ndmlich o.B.d.A. D, # 0, so folgt aus der Amnah-
me, es gibe eine Lisung (x,y,z) von (1): Multipliziert man
in (1) die erste Gleichung mit b2c3 - b302, die zweite mit
b301 - b103 und die dritte mit b102 201 und addiert die
erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich der Widerspruch

Dex = D1. Damit ist die Hilfsaussage bewiesen.

= 1.

Nun kenn B die folgende Strategie einhalten:

1« O.B.deA. sei angenommen, daB A zuerst den Koeffizienten
a, belegt hat (auf diese Moglichkeit lassen sich alle ande-
ren durch Vertauschen von Gleichungen oder Vertauschen von
Unbekannten zurlickfilhren). Dann belegt B den Koeffizienten
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Cs mit O und erreicht damit

worin nur der Koeffizient a4 bereits festgelegt iat.

2o Belegt nun A den Koeffizienten C3y 80 belegt B den Koef=
fizienten b2 mit O und erreicht

Belegt dagegen A einen anderen Koeffizienten, so belegt B
den Koeffizienten ¢, mit O und erreicht

D= a,by8y = Mgbyty.
In beiden Féllen ist in der erhaltenen Darstellung von D
hchstens ein Koeffizient festgelegt (im ersten Fall ist

dies genau der Koeffizient 03).

3. Belegt jetzt A einen weiteren Koeffizienten, so kommen
hochstens in einem der beiden Produkte (aus der erreichten
Darstellung von D) zwei bereits festgelegte Koeffizienten
vor. B kann dann in einem Produkt mit maximeler Anzahl bereits
Iestgelegter Koeffizienten einen weiteren Koeffizienten mit
0 belegen und damit ‘

| D = 32b3c1 oder D = -a3b201
erreichen, worin jeweils hochstens ein Koeffizient festgelegt
ist.

4. Nach der n#chsten Belegung eines Koeffizienten durch A
kann B folglich in der zuletzt erhaltenen Darstellung von D
noch einen freien Koeffizienten mit O belegen und damit D=0
erreichen.

Wegen der Hilfsaussage folgt dann, daB8 B gewinnen wird, unab-
héngig davon, welche weiteren Belegungen bis zum Ende des
Spieles noch vorgenommen werden. Damit ist bewiesen: B kann
in jedem Falle den Gewinn erzwingen. '

3)

Angenommen, es gibe einen Streckenzug ABCDEA mit den Eigen-
schaften (1) und (2).

Aus der genannten Blickrichtung betrachtet, wiirde dann D mit
einem Punkt D' der Ebene e durch A,C,E zusammenfallend er-
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scheinen, also CD mit der Strecke CD'. Dabei wiirde CD die
Strecke CD' verdecken, da ein innerer Punkt von CD einen
Punkt der Ebene e verdecken wiirde (némlich einen imneren Punkt
der Strecke AE). Folglich wiirde DE die Strecke D'E verdecken.
Da nun aber die Strecke BC ihrerseits einen inmneren Punkt von
DE verdecken wiirde, so ergibe sich:

{3) BC verdeckt eine Strecke in der Ebene e.

Andererseits wiére nach Annahme ein innerer Punkt von BC durch
die Strecke AE verdeckt, also folgte erst recht:

(4) BC wird von der Ebene e verdeckt.

Da (3) und (4) einander widersprechen, war die Annahme, es
gdbe einen Streckenzug ABCDEA mit den Eigenschaften (1) und
(2), falsch, WeZ.b.W.

4)

Zum Beweis von (a) und (b) .genligt es, die folgende Aussage
(¢) zu beweisen:

(c) Wenn £(x) eine Nullstelle x, mit |x,|>1 besitat, so gilt
[xolé r. Aus (c) ergibt sich nimlich (a) folgendermaBen: Jede
Nullstelle x, mit lxol§ 1 liegt wegen der Voraussetzung r = 1
im Intervall -r € x € r; jede Nullstelle x, mit |xy| > 1 aber
wegen (c).

Ferner ergibt sich (b) folgendermaBen: Giébe es eine Nullstel-
le x,, die nicht im Intervall -1 £ x £ 1 lége, so fithrte (c)
auf r ¥ |x0|.>1 im Widerspruch zur Voraussetzung r £ 1.
Beweis zu (c):

Wenn f(x) eine Nullstelle X, mit |10|>-1 begitzt, so gilt

nach der Dreiecksungleichung (|s+tl=|sl+|t| fiir beliebige
reelle s und t)

[an[-|xoln = |~8g=84Xg= cee = B _,Xg
n-1

[20] +[ea]- [xo[++--+[anea - [l

(Iaol+la1l+...+!any1,)lxoln'1,

wegen |an|# 0, |x0l£ 0 also

< la0|+la1|+...+|an_1l

(%l =

n—1| <

11,8

*0

WeZeDoeW,
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5)

Die Ebene, in der das Dreieck ABC liegt, sei e. Es sei P ein
beliebiger Punkt des Raumes. Das Lot von P auf e sei PQ, das
Lot von Q auf die Gerade durch C,A sei QR, das Lot von Q auf
die Grade durch C,B sei QS. Dann ist CRQS ein (mdglicherweise
zur Strecke oder zum Punkt entartetes) Rechteck. Ferner sei
CA =b, CB = a, CR =5Q =x, CS = RQ = ¥ QP = z. Nach dem
Satz von Pythagoras ist Kﬁz = (bix)z + y2 und, da wegen
PQ_] e auch PQ _L AQ gilt, 152 + 5?2 = (bix)z +y2+zz. Entspre=
chend folgt PB° = x2+(aiy)2 + zz, P62 = x° + &2 + zg; jeweils
mit einem der beiden Vorzeichen.

Daher hat ein Punkt P genau dann die Eigenschaft

TAZ 4+ PBC % PC°, wenn filr ihn

(bix)2+y2+x2+(aiy)2+z2 = x2+y2+22 gilt. Dies ist dquivalent
mit '
(bix)2+(a1-y)2+z2‘“0. (1)
Wegen (b+x)2>-0, (a+y)2> 0, (b—x)2 2o, (a-—y)2 20, 32 Z0
trifft (1) genau dann zu, wenn bei den Doppelvorzeichen i{iber-
all das Minuszeichen gilt und b=x = a=y = z = 0 ist. Dies
gilt genau fiir denjenigen Punkt P, fiir den ACBP ein Recht-
eck ist. Somit ist die gesuchte Menge diejenige, die genau
diegen Punkt enthdlt.

Andere Losungsdarstellungen sind I?

Ze B. mit Hilfe der Vektorrech- |

nung moglich. Wéhlt man etwa M !

als Mittelpunkt der Strecke AB i ﬂé_
und setzt VA =& , MB =& , | /
M=t , P = ¥ » 80 wird l //

o= -8 , sowie nach der Um- _ C;Y
kehrung des Satzes von Thales Rfg——— — —— — — ~“a
Il-’l-|=ll"_[= l‘t’l, und die Bedin-

gung PA® + PB° £7P0° ist der

Reihe nach dquivalent mit

(=g)% + (4=g)2 2 (r-g )20 2 4 p2 & agy,
(c’+g)2éo, x=-t .

1) Bis hierher kann der Ldsungsverlauf auch einfach als aus
der rédumlichen analytischen Geometrie bekannt zitiert wer-
den, mit vorzeichenfdhigen x,y,z und dem Minuszeichen
statt des Doppelvorzeichens,
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6A) a)

b)

Pir den Flédcheninhalt F, des Dreiecks ABC gilt

2F, = ab siny = be sind = ac sin B ,
wobel oL N die GrdBen der Innenwinkel des Dreiecks
ABC sind und deaher mindestens zwei der Werte gin <« ,
sin A, sinyg kleiner als 1 sind. Hiernach und wegen
a2 - 2ab + b2 = (a=b)2 2 0, b2 = 2be + c2 = 0,
¢ - 2ac +8° 20 gilt

2(a.2+b2+c2) = (a2+b2)+(b2+02)+(02+a2) Z 2ab+2bc+2ac
> 2ab sinyg + 2bo sinel + 2ac sinP = 12F,,
also _ '
F14 g- (a.2+b2+02).

Entsprechend gilt filr die Flécheninhalte F2, FJ' F4 der
Dreiecke BCD, CAD, ABD:

F,< % (e.2+ea+fz), "F34 % (b2+d2+f2), P, -g- (02.+c12+e2).

Daraus folgt

Ao = F1+P2+F3+F44 -&-(a.2+b2+c.2 + a

2 2. .2 2

+e2+12 + b™+d"+L" +
womit die Ungleichung (2) bewiesen ist.

Nach dem Kosinussatz 02 = a‘?+‘n:'2 - 2a8b cos ¢ gilt

a®+b2+c® = 2(a24p°) - 2ab cos ¥ € 4ab - 2ab cos X

also wegen siny > 0

2,.2,..2 > . 2=cos ¥ _ 2=C08 |
a“+b"+¢"” £ 2ab ginx E_n_rr- 4F1 —Bﬂ.& a (4)

Ferner gilt

2=gony & 3] (5)

Beweismdglichkeiten fiir (5):

1.

2.

Es gilt % cos y + %‘E‘ siny = cos 60°. cosy + sin 60° .

e slny = cos(60°—g ) €1, also
cos ¥ +'ﬁ'sinr s 2, 2-cos p 213 sin y , woraus (5) we=-
gen siny > O folgt. '

2=C08
Fir die im Intervall 0 < y «W durch f(y) = En—‘.&’—
definierte Funktion £ gilt: ;
£ (y) = siny - siny -(2-005_:-_)-cosx-_ - 1-2coa!;
¢ _ - 8in” y — sin
und dsher f£'(y) 0 fir O« -g- » 1) T o our X ST
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Somit ist £ im Intervall 0 < = 3 fallend, im Intervall
3- X < w steigend. Fir alle ¢ im Intervall 0434 w

gilt deher £(p) % 2(§) =73
Aus (4) und (5) folgt
a2 + b2 +c2’=‘41a1'f3_,' also P, £

Analog erhélt man
F, £ ——_}—_.(az+e2+12), ry & d—(v%4a%41?),
4 4 13

(a +b2+c Ya
4

1
P, = —l(c4a

4 413 .
Daher gilt flr jedes Tetraeder A, & -1.'-?(3 +b +cc+d
’ 2
Insbesondere gilt flir ein reguléres Tetraeder, also eines
mit aﬂbﬂcnd-e=f,

2

= 4e T-{_'. 1_, +h2+c +d2+e2+r Yo
Also gibt es eine kleinste reelle Zahl A so, daB IUr jedes
Tetraeder die Ungleichung (3) gilt, némlich A = e . We-

273

gen 4-3>9, also 213 >3 gilt fUr diese Zahl auch < 3- .

2+e2).

2 2 2. .2

+e“+f%).

Hinweise:
1. Man kann auch erst Aufgabe b) lsen und dann darauf ver-

weisen, daB damit erst recht bereits Aufgabe a) geldst
ist.

2. Der Nachweis von F1 2 (a +b2+02) kann auch mit der

4 '3
Heronischen Formel gefiihrt werden:

' Nach der Ungleichung zwischen geometrischem und arithme-
tischem Mittel gilt (mit s = E(a+b+c))

i i
F, ='Vs(s-a)(s—b)(s-c) ='iL‘ (E'Qi§:b+3-c)

- (a+b40) _ 3(a+b246%)~(a=b)?=(b=0)?~(c-a)?
31_' 12 13 12 93"

6B) I. Angenommen, f und g seien Funktionen, die den Bedingungen
der Aufgabe entsprechen. Dann werden durch
u(x) = f(x) + g(x), v(x) = £(x) - g(x) flir alle x = 0 (5)
Funktionen u und v definiert, die nach (1), (2)
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u(x) & 1, u(x)ev(x) = 1 fiir alle x =0 (6)
und nach (3), (4)
u(1a2+t2) = (£(s)+g(s))- (£(+)+g(t)) = u(s)-u(t) fir alie

g,t 2 0, also u({x+y) = u(1x) *u(y) fiir alle x,y Z 0 erfill-
len. Somit wird durch

F(x) = 1n(uf)) flr elle x £ 0 (7)
- @ine Funktion F definiert, die

F(x) 2 0 filr alle x = 0 (8)
und

F(x+y) = F(x) + F(y) fiir alle x,y 2 0 (9)
erfiillt.

Daraus Iolgt”: Es gibt eine reelle Zahl k mit k £ O so, daB
F(x) = kx fiir alle x £ 0 _ . (10)

gilt. Nach2(7). (6), (5) Ei'st folglich fiir alle x Z 0

u(x):ekx,v(x)=ekx,

2 2 2 2 :
2(x) = 2T + &), g(x) = HT - 7). (11)

1)Dies kann als bekannter Sachverhalt (Losung der Funktional=-
gleichung (9) fiir nach unten beschrédnkte Funktionen) zi-
tiert oder folgendermaBen bewiesen werden:
Aus (9) folgt F(O) = F(0+0) = F(0) + F(0), also F(0) = 0.
Ferner folgt durch vollstédndige Induktion F(mx) = mF(x)
fir alle x £ 0 und alle natilrlichen Zahlen m. Fir jede ra=

tionale Zahl r =2 =- 0 (n>0 m natiirliche Zahlen) ist da=-
her F(E) = - . nF( ) = -ﬁ e F(m) =§- F(1), mit k = F(1)

und wegen (8) daher k £ 0) also F(r) = kr. Daraus ergibt
sich (10) folgendermaBSen auch fiir beliebiges reeles x Z O:
Widre F(x)> kx, so gébe es ein rationales r>x mit F(x)> kr
(nimlich im Fall k=0 ein beliebiges rationales r>x, im

Fall k>0 ein rationales r mit X >r »x). Daraus folgte

wegen (8), also F(r-xg = 0, der Widerspruch
F(r) = P(x+r=-x) = F(x) + F(r-x) Z F(x) > kr.
Ware F(x)< kx, so wdre k> 0, und es gibe ein rationales r

mit ¥l< r< x, also folgte wegen F(x=-r) 2 0 der Wider-
spruch F(r) £ F(r) + F(x=r) = F(r+x=-r) = F(x)< kr.
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Deher kdnnen nur diejenigen Funktionen £ und 8, die jeweils
mit einem reellen k = 0 durch (11) fiir alle x 2 0 definiert
gind, die verlangten Eigenschaften haben.

ITI. Sle haben diese Eigenschaften.

Bewgia zu (1): Flir alle x £ 0 gilt: Wegen kx® Z 0 ist

efX< 2 1 2 e'gx > 0. Baraus folgt einerseits

1 (kX L o7kx ) & 0; andererae%ts folgt, daB man aus
2

(e - 1)2 2 0, also e2XX 4 1 2 2ok , auf

2 2
£(x) = % (X . g~kx ) £ 1 schlieBen kann.

Beweis zu (2): > 5
Pir alle x £ 0 ist (£(x))%-(g(x))2 =.§r(e2kx + 24e—2kx"_

2kx®

2
- + D-g—okx ) = 1.

Baweis zu (3): Pr alle x,y Z O ist

£(x)2(y)+e(x)g(y) = i_(ek(x2+y2)+ek(-x2+y2)+ek(x2_y2)+
¢ ok (=x*y%) k(xP4y®)_ k(-xPay) _
- ek(xz-y2)+ek(-x2-y2))
:'%(ek(x2+y2)+ek(-xz-32)J = £( 12

Beweis zu (4): Piir alle x,y 2 0 ist

+y2) .

2(x)g(y)+8(2)2(5) = HEE W) Gk (xP0r®)_k(Py®)_
- k(2% _k(-x2=3?)_k(xPey?)_
- ek(;x2+y2)+ek(x2-y2)_ek(-x2-y2) |
:‘%(ek(x2+y2)_ek(-xz-y2)) = g(7 x%+y2).

Somit entsprechen genau die bei (11) genannten Funktionen
f und g den Bedingungen der Aufgeabe,
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Kurzweil durch Mathe '

igt der Titel eines Buches, das 1981 in seiner zweiten
Auflage im Uraniz- Verlag erschieni Auf 200 Seiten stellt
Johannes Lehmann ( unseren Lesern sicher von der Zeitschrift
ALPHA bekannt ) internationale Knobeleien; Aufgaben von be-
rilhmten Mathematikern, mathematische Spiele und vieles an-
dere mehr vor.

Sollte es in diesem Sommer wider Erwarten doch einmal regnen,
ein Blick in dieses Buch wird sich lohnen.
Dem Buch entnommen ist auch folgende Anektode

C.,F.GauB hat schon als Schiiler seine Lehrer

mit Klugheit und Vitz ilberrascht. Einmal sagte
sein Rechenlehrer: "GauB, ich stelle zwei Fra-
gen, Beantwortest Du die erste richtig, sel

Die die zweite erlassen, Also: Wieviel Nadeln
hat eine Weihnachtstanne?" - GauB sagte, ohne
zu zogern: "67534", - "Wie bist Du so rasch

auf diese Zahl gekommen ?" - GauB ldchelte:
"Herr Lehrer, das ist bereits die zweite Frage."

Allen unseren Lesern wiinschen wir frohe und
erholsame Sommerferien !




195 L&sungen
Lésungen

Aufgabe N 54 B E

A ¥ G 3

Um die Aufgabe zu losen, féllen wir das Lot von DC auf
den Schnittpunkt M der beiden Diagonalen. Weil gilt
4 ADC = 4 DCB handelt es sich um ein gleichschenk-
liges Trapez. Der Winkel <4 EMC halbiert alsc den Wine
kel 4 DuC = 150°.
Also 4 EMC = 75°

3 MCE = 15°

4 DAC = 30°.
Die Hohe h = FD ist gleich der Strecke AF, weil

4 FDC = 90°

4 TFDA = 45°

& DAF = 45°

A AFD ist ein rechtwinkliges gleichschenkliges
Dreieck. Fiir den Flédcheninhalt A des Trapezes ergibt
gich also -

A =h" + 2h.

Die Strecke AD = 2 M = gin 15°
gin 30

u.nd AD = ﬁhc
_
Weiter gilt sin15% Y 1(1 = cos 30°)

sin 15° =1 (1 - 1 73
-3 T -1
h=-'|?— Icz-ﬁ)_
-A-_--%(a-ﬂ') +l'|4-2fﬁT'

'f"- 1)2

2

L}
Gﬁ\-&
N

1 .
Sl
+

o=
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Aufgabe N 55

Es ist 0086x

(1 = sinzx)3

= 1 =3 sinax + 3 sin
Damit wird £(x) = sin®x + cos®x
= =3 sin?x(1 = sinzx) + 1
= =3(8in x » cos x)2 + 1

Wegen sin x « cos8 x = % ainzx gilt

41 - ainGI

£(x) = = % sin®2x + 1.
Fiir alle reellen Zahlen x ist nun O = ain2 2x & 1, WOo=
bei sing O =0 und sin? 2:% = 1.
Daraus ergibt sich

1a=2 0+122m)2-214+1=1%

Der meximale und der minimale Wert von

£(x) = 51n6 X + 0036 x ergibt sich also zu
f(O) = 1 und .f(I) =I °

Aufgabe N 56

Die gesuchte Zahl sei n. Da n6 O9=gtellig ist, muB gelten
108 £ n® 2 109,

Daraus folgt:
102 € (-1-3)6 < 10°

also 10 & (T%)3

(—%)2.4 10.
Folglich mu gelten: 20< n< 40, (1)
Die Quersumme von n6 ist 45. Somit gllt: 9/n ’ 3/n
und folglich 3/n. (2)

Aus (1) und (2) folgt:

n e {21;24;27;30533;36;39) .
Da n6 die Ziffern 1, 5 und 6 nicht enthdlt, gilt
n6 * 5 (mod 10). AuBerdem kann n 2 0 (mod 10) nicht
gelten, denn dann wiirde n6 sechs Nullen enthalten.
Wenrm n =20 1 2 3 4 5 6 7 8 9,

soistn®=0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
Es bleibt also nur n = 7(mod 10)oder n = 3(mod 10)und

(mod 10)
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somit n & {27,33} .

Nun wird noch der Fall n = 33 ausgeschlossen:

33° = 89 (mod 100) -
89° = 21 (mod 100)
89> = 69 (mod 100)
33° = 69 (mod 100).

Somit wiirde n6 die Ziffer 6 enthalten.

Ergebnis: Die gesuchte Zahl kann nur 27 lauten. Man
prift leicht, daB 276 = 387420489 den Bedin-
gungen der Aufgébg geniigt.

Aufgabe N 57

Das gegebene Gleichungssystem wird zuerst durch die Sub-
stitution a = xy, b = x+y umgeformt. Es ergibt sich
&+ D%+ 1)
= x2y2 + x2 + y2 + 1
= x2y2 + (x+y)° = 2xy + 1

also a2

- 28 + B2 = 9

und b(a = 1) = 3

Aus (2) folgt a = % + 1.

Dies in (1) eingesetzt, liefert

g+ D2+p2 2@ +1) 29

(1)
(2)

6 2 6 5
;% 4 55 ¥ 1+ b° = % - 2 =9
b? = 10 + 2y = 0
4 o b
b" = 10b° + 9= 0
Diese Gleichung hat die Losungen

by,o =215 +25-9"

b3'4=i15 - 25 =9,
Damit ergeben sich vier Losungen, ndmlich
a8, =2, b,=3
8.2=0, b2=-3
33=t4. b3=1 B
8 = =2, by = -1, .
Jetzt muB noch das Gleichungssystem in x und y

Xy = a

Xty = b gelost werden.
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Hier gilt y = b - X
und damit x(b=x) = a
xz-bx+a = 0

b
x'\,z =3 5 T~ a ,
woraus sich fir Yq.0 ergibt
‘ 2
2 el B -
Y,2=2¥1 7 -8 -
Setzt man jetzt nacheinander die gefundenen Werte fiir a
und b in diese Gleichungen ein, erhélt man die sechs
Losungen des Ausgangsgleichungssystems (1), (2):
]C1 = 2 y1 =1
X, = 1 Yo = 2
Xq = 0 ¥y = -3
= 0
x6 = =2 y6 = 1

el
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‘Mathematische Spiele - 1. Fortsetzung -

2. Die bunten Viirfel des Majors Mac Mahon

Zu diesem Spiel gehoren 30 gleich groBe Wiirfel, deren Seiten-
fldchen verschieden gefédrbt sind, z. B. weiB, rot, gelb, grin,
blau und schwarz. Je zwei Wiirfel weichen aber, wie man sie auch
drehen und kippen mag, in der Farbenverteilung voneinander ab.
Zunédchst wollen wir uns liberlegen, warum gerade 30 Wiirfel zu
diesem Spiel notwendig sind.

Die 6 verschiedenen Farben bezeichnen wir mit 1, 2, 3, 4, 5 und 6.
Alle Wiirfel haben eine Seitenfliéche der Farbe 1, die wir als Grund-
fléche nehmen wollen. Fiir die gegenliberliegende Deckfliche blel-
ben dann 5 Moglichkeiten 2, 3, 4, 5 und 6.

Wir fragen zunidchst, wieviel Wiirfel sind moglich, bei denen die
Grundfléche die Farbe 1 und die Deckfléche die Farbe 2 haben.

Die 4 Seitenflédchen miissen dann die Farben 3, 4, 5 und 6 besit-
zen. Nun konnen wir die Wiirfel um die senkrechte Mittelachse so
dreheﬁ, dall die linke Seitenfldéche die Farbe 3 trdgt (siehe Skiz-
ze 1). Dann gibt es 6 Moglichkeiten fiir die Fédrbung der restli-
chen 3 Fléchen (Skizze 2).

T2
3
Skizae 41

Z
2 2 P al |

a3 | Yy 3 Vi (1 3 Yl s f hintere Fléche
% s 7]

.&J/d z |~ 7 |7 4 vordere Fléche
2 < <
€21 & a| |6 s | M e

2 \y Y 54

i | Z Z Skizee 2
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Ahnliche Uberlegungen_fﬁr Deckflédchen mit der Farbe 3, 4, 5 oder
6 lassen also erkennen, daBl es im ganzen 30 Wiirfel mit verschie-
denen Farbverteilungen gibt (siehe Skizze 3).

1

I

Skizee 3

1 gibt die Farbe der Grundfléche aller Wiirfel, 2 - 6 sind die
moglichen Farben der Deckflédchen. Zu jeder der 5 Farben der
Deckflédchen gibt es 6 Wiirfel.

Bevor wir auf das eigentliche Spiel eingehen, wollen wir kursz
erlidutern, wie man sich diese Wiirfel selbst herstellen bzw. be=-
malen kann. Zundchst verschaffe man sich 30 gleich groBe Wiirfel
aus Holz. Stehen solche nicht zur Verfiigung, so kann man sich
diese aus Karton selbst herstellen. Die Bemalung mit den 6 Far=
ben 1, 2, 3, 4, .5 und 6 kann man dann folgendermaBen durchfiihren:
Die Wiirfel werden in fiinf Reihen zu je sechs auf den Tisch ge=
stellt. Alle Wiirfel der ersten Reihe werden oben mit der Farbe 2
bemalt, alle Wiirfel der zweiten Reihe oben mit der Farbe 3, ‘alle
Wiirfel der dritten Reihe mit der Farbe 4, alle Wiirfel der vierten
Reihe mit der Farbe 5 und alle Viirfel der filinften Reihe mit der
Farbe 6. Die Farbe 1 wird erst zum SchluB verwendet.

Nun kann man in jeder Wiirfelreihe die Seitenfl&dchen bemalen. Bei
allen Wiirfeln der ersten Reihe bemalen wir die Vorderflédche mit
der Farbe 3. Bei den ersten beiden Wiirfeln férben wir die Hinter-
fldche mit 4, bei den niéchsten beiden geben wir der Hinterfl&che
die Farbe 5 und bei den letzten beiden Wiirfeln f&arben wir die
Hinterfléche mit 6. Piir die linke und rechte Wiirfelwand bleiben
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bei

den ersten beiden Wiirfeln die Farben 5 und 6 bzw. 6 und 5

librig, bei den beiden nichsten die Farben 4 und 6 bzw. 6 und 4,

bei
Bei

den letzten beiden die Farben 4 und 5 bzw. 5 und 4.
den anderen Wiirfelreihen kann man analog verfahren. Wir iiber-

lassen dem Leser die j/Uberlegung.

Ist alles gut getrocknet, so werden s@mtliche Wiirfel unten auf

der
man

Grundfléche mit der Farbe 1 bemalt. Statt der Farben kénnte
auch farbige Papiere verwenden, die auf die Wiirfelreihen

sorgfdltig aufgeklebt werden.
Damit ist das Spielzeug fertiggestellt.

Mac
lian
den
aus
wie
und
tig
nur

Mahon hat nun fiir diese 3Q Wiirfel folgendes Problem gestell..
greife von diesen 30 Wiirfeln einen als Vorlage heraus. Aus
restlichen 29 Wiirfeln suche man 8 Wiirfel heraus und baue dar-
einen grolen Wirfel, der die gleiche Farbenverteilung hat

der Vorlagewlirfel, also unten, oben, vorn, hinten,_linka
rechts ebenso geférbt ist wie der Vorlagewiirfel. Gleichzei-
wird verlangt, daB beim Zusammensetzen der 8 Wiirfel sich °
gleichgefiirbte Fldchen beriihren sollen.

Im folgenden wollen wir zeigen, daB das Problem mindestens eine
Losung besitzt, die auch einen.Weg zur Losung zeigt. Selbstver-
sténdlich steht jedem frei, sich nicht nach der Theorie zu hal-
ten, sondern einen anderen Weg im Spiel :zu suchen. .

Zur

einfacheren Darstellung wollen wir statt der Wiirfel nur die

drei Mittellinien, die die Mittelpunkte gegeniiberliegender Sei=
tenfldchen verbinden, zeichnen. An den Endpunkten dieser Linien
&geben wir die Farben an, die auf den zugehdrigen Wiirfelflachen

liegen. Skizze 4 soll also die Dar-
stellung des Vorlagewiirfels sein,
vorn die Farbe 1, hinten die Farbe 2,
links die Farbe 3, rechts die Far-
be 4, unten mit "5 und oben mit 6 ge-
farbt.

Von dem gesuchten groBen Wiirfel, des- 9

sen Seitenfléchen so gefdrbt sind, | 1
wie es der Vorlagewiirfel verlangt,

6

S

betrachten wir zunéchst den Eckstein, Skizze 4
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der vorn, unten, links liegt. Er muB links mit 3, vorn mit 1
und unten mit 5 gefdrbt sein (siehe Skizze 5). Die Farben der

ibrigen Flédchen bezeichnen wir mit 2' (hinten), 4' (rechts) und
6' (oben). '
2', 4', 6' stellt eine Permutation
von den restlichen Farben 2, 4, 6 6!
dar, also eine der folgenden Anord-
nungen: (2 4y 6)3 (B4 &4 4)% 2
(4, 2, 6); (4, 64 2)3 '
(6, 2, 4); (6, 4, 2). 3 —y'
Die ersten beiden Permutationen

kommen nicht in Frage, da 2' nicht 1
2 sein kann. Der hinter dem hier be- .
trachteten Eckstein liegende Wiirfel Skizze 5
mud auf seiner Riickseite mit 2 ge=

fadrbt sein, kann also auf seiner Vorderseite nicht die Farbe 2
haben. 4' kann auch nicht 4 sein. Der rechte Nachbar unseres
Ecksteins mull ndmlich auf seiner rechten Seitenfléache nach der
Vorschrift des oSpiels die Farbe 4 haben. Ebenso 1ldBt sich zei=-
gen, daB 6' nicht 6 sein kann, da ja der iiber unseren betrach-
teten Eckstein liegende Wiirfel die Deckflédche 6 haben muB3. Von
den 6 Permutationen bleiben also nur 2 iibrig, némlich (4, 6, 2)
und (6, 2, 4). Beide Moglichkeiten filhren zur Losung unseres
Problems., Wir betrachten hier die erste mﬁgliche‘Permutation.
Der Leser kann sich selbst iiberzeugen, daB auch die zweite.Per-
mutation zum Ziele fiihrt. Unser linkef, unterer, vorderer Eck-
stein soll also der Wiirfel in 2

Skizze 6 sein, vorn mit 1, hinten
mit 4 gefdrbt, links mit 3, rechts _ Y
mit 6, unten mit 5, oben mit 2.

Fiir den vorderen, unteren, rechten > 6
Eckstein finden wir durch &hnliche
Uberlegungen folgende Farbenver- 1
teilung: |
Linke Fl&che mit 6 gefdrbt (nach Bau- s

vorschrift), rechte Flidche mit 4, Skizze 6

untere Fléche mit 5, vordere'Flﬁche

mit 1. Pir die hintere und obere Fléehe bleiben die-Farben 2
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und 3. 2 kann nicht die Farbe der hinteren Flache sein, da der
hintere, untere, rechte Eckstein auf seiner hinteren Fliche die
Parbe 2 tragen muB. Skizze 7 gibt uns die Farbenverteilung des
rechten, unteren, vorderen Ecksteins. %

In &hnlicher Weise finden wir die noch
fehlenden Wiirfel der untéren Schicht
des-groﬁen Wiirfels. In der folgenden

Skizze zeichnen wir die 4 Wirfel der
unteren Schicht. Der Leser kann sich
leicht von der Richtigkeit der Farben- 1
verteilung iiberzeugen., Alle Spielvor-

. ) 5
schriften sind erfiillt. - 1 Skizze 7
14 _ ,

1 Skizze 8

Nach diesen Ausfﬂhrun;en bereitet der Bau der oberen Schicht

des achtteiligen Wiirfels keine Schwierigkeit. Wir bestimmen wie-
der zundichst die Farbenverteilung des linken, vorderen, oberen
Bcksteins. Aus Skizze 8 entnehmen wir, daB dieser obere Eckstein
oben mit 6, unten mit 2, vorn mit 1, links mit 3 geférbt sein
muB. Fiir seine rechte und hintere Fléche bleiben die Farben 4
und 5. PFiir die rechte Flédche kommt nur die Farbe 5 in Frage, da
der rechte Nachbarwiirfel unseres Ecksteins auf seiner rechten
AuBenfléche die Farbe 4 haben muB (siehe Skizze 9).

Die Begtimmung der Farbenverteilung fiir die restlichen 3 Wiirfel

der-eberenSchicht iiberiassen wir dem Leser. Wir geben in Skize
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ze 10 die Farbenverteilung der 4 Wiir- 6
fel der oberen Schicht an. Die Spiel=-
Yy
bedingungen sind wieder erfiillt.
G G 3 5
2 L 1
6
2 s ¢ 2 9 2
Skizze 9 \
Y 37 4 g .3
3 g
1 s 1 Y
4 1
2 Skizze 10 2

Einen eleganteren Weg zur Lﬁsung des Problems finden wir, wenn
wir uns einer Matrix bedienen. Zu dem Zwecke bezeichnen wir die
vordere Flache mit V, die hiptere mit H, die linke mit L, die
rechte mit R, die untere mit U und die obere mit 0. Ferner bil-
den die ersten 4 Wiirfel die untere Schicht, die Wiirfel 5 bis 8
die obere 3chicht (giehe Skizze 11).

L&

1
s || & | A

Skizze 11

3. Wiirfel 4 ist unten,
1 2 / links hinten

Dann konnen wir unter Berlicksichtigung der Bauvorschriften fol=
gendes Schema saufstellen:
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Vv H L R U 0
Vorlage 1 2 4 5 +6
w?rfe1.1 1 X, 3 X, 5 x3
ﬂfrfEI 2 1 x4 X5 4 5 x5
Wilrfel 3 Xy 2 X¢ 4 5 Xq
Wirfel 4 X, 2 3 Xe 5 Xg
F?rfel 5 1 Xg 3 %10 Xq 6
Wiirfel 6 1 X1 Xq0 4 Xg 6
wﬁrfel T x11- 2 X4 4 X, 6
Wilrfel S X 2 3 X,0 Xg 6

Fir die Xy

gelten folgende Bedingungen:

X4 # x2-£ X3 Permutation von

X, £ X5 # x5‘Permutation von
X, # X¢ # X, Permutation von
X, # X¢ P Xg Permutation von

g P4 x10# Xq Permutation von

x11£ x10# X5 Permutation von

x11£ x12# X7 Permutation von

X9

# XTZ# Xg Permutation von

2

4,
3,

LSRR S R 1 IS | B © AT © AN & AN @

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

. Die 8 Zeilen der Matrix geben die Farbenverteilungen fiir alle
Wirfel. Aus den Bedingungen (1) und (4) ergibt sich fiir x, der
Wert 4 oder 6. Die iibrigen Werte lassen sich dann unschwer aus
den Bedingungen-bestimmen. Wir geben im folgenden die beiden
Matrizen an, die die beiden moglichen LGsungen charakterisieren.
Spalten haben die oben angegebene Bedeugung.

Zeilen und

WS am o
MPNNwWEMDDWES
WUTWww ovohvw
VS 50000

Mit den 30

- S pUTUIVIWDY
OO\ VOV = = O D
ViUl = 4 VOV
N A UTWUT N N O OY
W AW = W
SRR
HLWWHAUVIUIWL

oo WWh

Der Leser kann si¢h
liberzeugen, daB al-
le Spielvorschrife
ten erfiillt sind.

bunten Wiirfeln des Mac Mahon lassen sich bestimmt
noch andere Spiele durchfiihren. Ein solches hat z. B. der be-~

kannte Mathematiker_Gerhard_Kowalewskj entwickelt. Aus 8 von dén
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30 Wilrfeln soll ein groBer Wiirfel gebaut werden, bei dem wieder
gleichgefdrbte Flédchen sich berithren und die AuBenfldchen nur

4 Farben zeigen, z. B. vorn und hinten Farbe 1, links und rechts
farbe 2, oben Farbe 3 und unten Farbe 4. Der Leser kann mit den
hier gezeigten ‘Wegen auch dieses Problem losen. Interessant ist
dabei, daB man 2 solche Wiirfel aus den 30 Bausteinen bilden
kann. Dieses Spiel ermdglicht die Teilnahme zweier Spieler. Wer
zuerst den Wiirfel aufgebaut hat, ist Sieger.

Dem Leser sei es iiberlassen, weitere Spiele mit diesen 30 bun-
ten Wiirfeln zu entdecken.

Dr. B. Hanisch
Halle

Lésung

Aufgabe N 52

Es geht hier um das Problem der fixpunktfreien Permuta-
tionen. Wir bezeichnen die Anzahl der fixpunktfreien
Permutationen von n Elementen mit a, . Eine fixpunktfreie
Permutation von n Elementen erhélt man, indem man an eine
fixpunktfreie Permutation von (n=1) Elementen ein weite=
res Element anfligt und dieses nacheinander mit den (n=1)
Elementen vertauscht. Es ergeben sich (n-=1) a .1 fix-
punktfreie Permutationen. Dazu kann man aus den (n-1)
8, o Permutationen von'(n-1) Elementen, bei denen genau
ein Element e auf sich selbst abgebildet wird, fixpunkt=-
freie Permutationen von n Elementen erzeugen, indem man
das n-te Element mit dem Element e vertauscht. Damit sind
alle Moglichkeiten erfaBt. Es ist also
a, = (n=-1) 8.1 * (n=1) a

n=2
oder

a, = (n—1)(an_1+an_2).

Die Anfangsglieder a1=0 und 8,=1 sind leicht bestimmbar,

80 daB sich durch Rekursion Jedes beliebige a, berechnen
ldBt.
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'Preisaufgaben
Es sei die lMenge 11 durch

{z Ttz =X +3x4y 5x3y 15x2 3+4xy
wobei X,y ganze Zahlen sind j

4 >

+12y7,

gegeben. lMan beweise, daB gilt 334 I

Man verwandle ein konvexes n=Ack in ein fléchengleiches
konvexes (n=-1)=Ecks

Im Innern eines gleichseitigen Dreiecks sei ein Punkt P
beliebig ausgewdhlt. Von P werden die Lote PD, PE und PF
auf die Seiten BC, CA und AB gef&llt. Berechnen Sie

PD + PE + PF
BD + CE + AF °

Es sei tg L =n tg p (n >0).
Es ist zu zeigen, daB dann gilt

: >

Plir welche x mit Ixl <1 gilt

1 2 R oy =L @9
x+x+x +‘.. +x +... _2 .

IloxasaTk, YTO cyMma Lmdp KBazZpaTa JIWOOTO uucla
He MOXeT OHTH paBHa 1982.

EinsendeschluB: 15.1. 1983 !
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Lésungen

Aufgabe N 58

Nach Voraussetzung ist _

a, = a, + (n—1)(a2-a1) mit a,=a,> 0

a a

2 \0=1 : 2
a,(z33) mit == > 1,

1 1 _
Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion iiber n:
Induktionsanfang: n=3
Zu zeigen ist a.3< b3, d. he

]

und _bn

]

a2 2
8y + 2(ay-a )< a, (39",

1
dann muB gelten o
a- .
2
28, = a4< a,
2 2
2a1a2 - asq..l < a2
2 2 2
0< ajy - 2a1a2+ a5 = (a1—32) ,

Da a, 3 8, und Quadrate immer positiv sind, ist diesge
Bedingung erfiillt.

Daraus folgt 9.3'4 b3.

Induktionsschritt:

zu Zeigen: Wenn a, < bn' dann ist auch 8,41 < bn+‘l’

Beweis: Es 1st1: 8 41 =8y + (az-a.1J
und |

2,
bn+1 n = ('a_')

Vegen a_< b gilt: Bhe1< by + (a2-a1)
Es geniigt zu zeigen b+ (az—a_l)-%bn (;g).
Falls dies erfiillt ist, muB auch ge.‘l_’cen1
a,b, + a, (a2-a1)< asb
bzw. : Otbn(_aé-a1) - a, (32-a1)
0< (bn-a1)(a2—-a1‘).
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P

Wegen der strengen Monotonie der Folgen ist jeder der
beiden Paktoren positiv, also auch das Produkt.

Daraus folgt, falls a < bn, so ist auch 8 1< bn+1.
Nach dem Prinzip der vollstédndigen Induktion folgt da-
mit die Richtigkeit der Behauptung.

1ufgabe N 59

A S

Es seien A1,...,A6 die Eckpunkte des regelméflligen Sechs=-
ecks, M Schnittpunkt der Diagonalen
Wir beschreiben zuerst die Konstruktion und zeigen dann

ihre Richtigkeite.
Man verbinde A1 mit A3 und erhidlt auf MA2 den Schnitt-

(R

punkt P,. Die Strecke WP, hat die Lénge 2. Verbindet

maen nun P2 mit A4, so erhdlt man auf MAB den Punkt Pj,

mit der Eigenschaft ﬂf} = %.

Die Konstruktion verlduft analog weiter. Der jeweilige
Punkt P; wird mit dem Eckpunkt A, , (falls i+2> 6, so
ist unter Ai+2 der Eckpunkt Ai+2_6n,xnelﬂ zu verste-
hen) verbunden. Auf dem Radius MAi+1’ der von dieser
Strecke geschnitten wird, erhilt man den Schnittpunkt

P

1+1 und.es gilt

G it

1~ i+1 °©

Beweis der kichtigkeit der Konstruktion:

Dieser Beweis wird durch vollsténdige Induktion ge-

fihrt.

MP;
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|Losungen

\Induktlonsanfang Es gilt MP2 = % .
Der Beweis ist einfach, da P2 nach Konstruktion
Schnittpunkt der Diagonalen im Parallelogramm A A A M

273
ist.

Induktionsschritt:

Es sei ﬁﬁt = % .

Dann ist zu zeigen MP1+1 = I%T

Es ist 4 P.MA. , = 120° a,; Fies P
4 P,MP, . = 60°
¥ Py qMA; L= 60°

Fiir die Fl&cheninhalte F1,F2,F3 der
Dreiecke A P MA. A P. M‘P

i+2?
F=F+F
- 12 "3 O = T e aim £n0 = — ; 0
MAi+2-MPi-31n 1207 = MPi+1-MPi sin 60 +MAi+2-MPi+1-51n60

ip1r D Py MA; L gilt

oder, da sin 60° = sin 120°

— e— — — —— e—

Mhivo * WPy = WPy 4 « MPy + MA; , ¢ MP, .

b %=—M§.i+1 “34R e

R 3 =W, G+ R)

IgT = ﬁﬁ;}1

Damit gilt fiir alle i=1,2,... P, = &
———

bufgabe N 60

Die Katheten eineg rechtwinkligen Dreiecks seien gleich
b und c. Gesucht ist die Linge der ‘Winkelhalbierenden
des rechten iinkels. 4

Sei AD die Winkelhalbierende
res rechten Winkels im Drei-
eck ABC und stehe DE senk- ¢ x o
recht auf AC.
Dann istuder Winkel A " T a
4 DAE = z und AE = DE

Die gesuchte Lidnge ist giggch AD,

D
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X X

_ ) b =
- Es gilt nun %% = %% oder B = 2 .

Cc b
Hieraus erhdlt man

bc'{z?

X =15 ¢

hufgabe

N 61

Verbindet man alle fiinf gegebenen Punkte paarweise mit-
einander, so erhdlt man ein konvexes Vieleck mit der
Eigenschaft, daB die fiinf Punkte entweder Eckpunkte die-
gses Polygons sind oder aber im Inneren desselben liegen.
lan unterscheidet nun drei Fdlle: '

1. Fall: Das konvexe Vieleck ist ein Plinfeck. Dann bil=
den je vier Punkte ein konvexes Viereck.

2. IMall: Das konvexe Vieleck ist ein Viereck. Dieses
Viereck hat die gesuchte Eigenschaft.

3. Fall: Das konvexe Vieleck ist ein Dreieck. Verlidngert
man hier die Verbindung der beiden inneren
Punkte nach beiden Seiten, c
so schneiden diese zwei
der Dreiecksseiten. Mit
den Eckpunkten der drit- D
ten Dreiecksseite bildex

die inneren Punkte ein E
' konvexes Viereck. A I 3
N 62
Fiir jede natiirliche Zahl m >0 gilt
1_ .1 _ (mé1)=m _ 1
‘m -~ m+1  m({m+1) = m(m+i) °

Speziell erhdlt man fir m = n+k und m = n+k=1 (k> 0)
1 1 1

n+k ~ n+k+1  (n+k) (n+k+1) y (1)
1 1

1
k=T ~ otk = (ote=1) (otk) (2)
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LOsungen

Weiter folgt aus (n+k+1)(n+k)>(n+k)2> (n+k=1) (n+k)

]
(o+k+1) (ok) <

Wegen (1) und (2) ergibt sich

1

1

1

n+k -

n+k+1

< -
(n+k52- n+k=1

n+k °

1
(mk)“z_" (n+k=-1) (o+k) *

Summiert man jetzt diese Ungleichungskette iiber k von

1 bis p, so ergibt sich

I:ZE'-Y. (n"k *E”)‘EE; (n+k

Da Ei;(n+ﬁ" n+k+1) £

=

gilt somit die gesuchte Ungleichungskette.

Aufgabe

N 65

1

n+k=1

1
- n#E)

1.
n

n%T

1

n+p+1

n+p

EE; (n+k-1 - n+k)

und

Es gilt die Ungleichung fiir niéhtnegative reelle Zah-

len Xigeee,X

X1+...+x

2 '>' E{ J{.‘xz'...-xn_‘

wobei das Gleichheitszeichen genau dann richtlg ist,
wenn 3',1 e e0e= xn
Nach Vorasussetzung gilt x1+x2+x3+x4 = 12 und somit

1

x1+x2+f}+x4
12
x.l 11 X.I }E.I x1 x2 X2 Xi X X X
E_roe E rF g tztxpy :rd“'rd‘ o
12
5 2 4
121 4 =2 X f% (1)
50 22 377
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Dies bedeutet, daB (1) das Meximum 1 besitzt und dieses
.. X1 _ X2 & ‘s

genau fiir =3 = Xy = Z,'A"’ also fiir

x1=5, x2=2, x3é1, x4=4 annimmt.

Auf Grund der Monotonie der Wurzelfunktion muB auch das

Produkt x15 . xg *Xq -xj'_. sein Maximum fir

x1=5, x2=2, x3=1, x4=4 annehmen.,
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Dieses Heft soll dem 15. Geburtstag unserer Zeitschrift gewid-
met sein, Mit dem Heft 1/1967 begann die bewegte Geschichte der
WURZEL., |
Heute ist sie fester Bestandtell des Jugendobjekts "Studienvor-
bereltung - Studienwerbung", das seit 1970 erfolgreich an unse-
rer Sektion tatig ist.

Fir die Gestaltung der WURZEL selbst sind 5 Studenten verant-
wortlich:

Andreas Kleinwédchter ist der
Chefredakteur unserer Zeitschrift. Er wurde
1959 in Jena geboren., Von 1973 bis 1977 be=~
suchte er hier die Spezialschule physika-
lisch-technischer Richtung, wo er das Abi=-
tur ablegte, Nach Beendigung seines Ehren-
dienstes nahm er im September 1979 ein Mathe-
matikstudium an unserer Sektion auf, Seit
Dezember 1979 ist er Mitglied des Jugend=-
objektes, we er im April 1980 die Funktion des Chefredakteurs
der WURZEL ilibernahm. In seiner Freizeit beschiéftigt sich Andreas
mit Literatur, Archéologie und Geschichte.

Andreas Jeschag arbeitet seit 1980
als stellv, Chefredakteur der WURZEL. Er
wurde 1960 in Jena geboren. Im Jahre 1979
legte er an der Spezialschule physikalisch-
technischer Richtung Jena sein Abitur ab,

In September des gleichen Jahres begann er
sein Mathematikstudium und die Mitarbeit

in unserem Jugendob jekt. Andreas arbeitet
auferdem aktiv in der Gesellschaft fiir Sport
und Technik mit,
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Zzur Redaktion der WURZEL gehdren auBerdem Dorothea H e 1 n -
rich, Martina L ut 2 und Uwe Nieailec,

Dorothea Heinrich wurde 1959 in Wolfen geboren, wuchs jedoch in
Berlin auf. Dort besuchte sie die Spezlalschule fir Mathematik
"Heinrich Hertz", wo sie 1978 das Abitur ablegte., Im September
des gleichen Jahres begenn sie ein Mathematik-Studium in Jena,
Seitdem ist sie auch Mitglied des Jugendobjektes und arbeltet
in der Redaktion der WURZEL. Ihre Frelzeit gehdrt ihrem zwei-
jiahrigen Sohn Falko,

Martina Lutz kommt aus Falkenstein im Vogtland, wo sie 1961 ge=-
boren wurde, 1979 legte sie das Abitur an der E0S "Geschwister
Scholl" in Auerbach ab, Im September 1979 nahm sie ihr Mathema-
tik~Physik-Lehrerstudium an unserer Sektion auf. Im gleichen
Jahr wurde sie litglied des Jugendobjektes und arbeitet seitdem
in der Redaktion mit. AuBerdem gestaltet sie seit zwel Jahren
das MLathe-Lager des Bezirksklubs Junger Mathematiker mit, In
jhrer Freizeit liest sie gern und spielt Gitarre.

Uwe Niemiec wurde 1962 in Zeulenrode geboren. Er besuchte dle
POS "0lga Benario" in Auma, 1979 wurde er Vorkursstudent an der
FSU Jena und begann 1980 ein Mathematik-Physik-Lehrerstudium,
Seit 1981 arbeitet er in der WURZEL-Redektion mit. Seine freie
Zeit ist ausgefiillt mit Lesen, Reisen, Tischtennis und Musik,

3 liitglieder des Jugendobjektes sind verantwortlich fir die
Auswahl und Korrektur der WURZEL-Prelisaufgaben:



Wir iiber uns . 148

Dietrich Me inhardt warde 1954 in Blankenhain im
Kreis Weimar geboren, In Nordhausen besuchte er die Erweiterte
Oberschule, wo er 1973 das Abitur ablegte. Nach Beendigung der
Armeezelt nahm er 1975 ein Mathematikstudium in Jena auf, Seit
1980 ist er Forschungsstudent an unserer Sektion und arbeitet
auf dem Gebiet der Kompliziertheitstheorie.

Dietrich ist verheiratet und Vater von 2 Kindern. Er arbeitet
seit 1976 im Jugendobjekt, wo er zunédchst Aufgaben korrigierte
und spédter diese Zusammenstellte. Seine Hobbys sind Schwimmen
und silidamerikanische Literatur.

Roland H e i nr i ¢ h wurde 1957 geboren und wohnt in Gera,
wo er auch das Abitur ablegte, Nach seiner dreijahrigen Armee-
zelt begann er 1979 ein Mathematikstudium in Jena, Seit dem er=-
s8ten Studienjahr arbeitet er bei der Aufgabenkorrektur mit. Sei=-
ne Freizeit verbringt er mit Sport, Lesen und Fotografieren,

‘Harro Rosner wurde 1959 in Berlin geboren, Dort besuch=-
te er die Spezialschule fiir Mathematik "Heinrich Hertz" und leg-
te 1978 das Abitur ab, Nach seinem Ehrendienst bei der NVA kam
er nach Jena, um MNathematik zu studieren, Er kannte die WURZEL
bereits von seiner Schule und wurde selbst Mitglied des Jugend-
objekts. Seither gehdren die Korrektur der WURZEL-Preisaufga-
ben und die Teilnahme am llathe-Lager des Bezirksklubs Junger
[lathematiker zu seinen Aufgaben,
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Klaus=Jiirgen He 1 lemann ist
verantwortlich fiir den Versand von Beleg-
exemplaren und nachbestellten Heften der
WURZEL. Er wurde 1958 geboren und wohnt in
Eisenberg. Nach seiner Armeezeit begann er
1978 sein Mathematikstudium und wurde Mit-
glied des Jugendobjektes. Bis 1980 arbei-
tete er im NVA-Zirkel, spéter iilbernahm er
den Versand.

Binen wichtigen Beitrag zum pinktlichen Erscheinen der WURZEL
leistet Frau Glirlich . Sile ist Sekretérin an unserer
Sektion und schreibt uns seit vielen Jahren die WURZEL-Manuskrip=-
te mit der Schreibmaschine, Von hieraus mdchten wir uns bei ihr
fiir ihre wertvolle Arbelt herzlich bedanken.

Neben der WURZEL gehdren zum Jugendob jekt "Studienvorbereitung -
Studienwerbung" noch die Bereiche lLiathe-Lager und NVA-Zirkel.

Ines Heilemann und Holger Har z sind vielen
Schiilergenerationen des lMathe-Lagers des Bezirksklubs Junger
wathematiker "«1rz gut bekannt, das zweimal Jéhrlich im Februar
und im Juli stattfindet,

Ines Heilemann wurde 1959 in Naumburg ge-
boren. Seit 1969 lebt sie in Jena, 1978

schloB sie hier ihre Berufsausbilduhg als
Feinmechaniker mit Abitur an der BBS Carl
Zelss ab und begann im gleichen Jahr ihr

lMathematikstudium an unserer Sektion. Seit
dem ersten Studienjahr arbeitet sie in un-

serem Jugendobjekt und nimmt regelméfig an
den Mathe~-Lagern teil.

Holger Harz ist 25 Jahre alt. Er 1ist ver-
heiratet und Vater von 2 Kindern. 1977 nahm
er sein Mathemetikstudium in Jena auf, das
er 1981 ein Jahr vorzeitlg beenden konnte,
In gleichen Jahr begann er eln Forschungs=-
studium auf dem Gebiet der Kompliziertheit-
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theorie. Holger ist seit 1978 NMitglied des Jugendobjekts, wo
er zunéchst im NVA-Zirkel mitarbeitete. 1979 ilibernahm er seine
Jetzige Aufgabe und ist seitdem Leiter des Bereiches Mathe-ILa-
ger,

Der NVA-Zirkel unseres Jugendobjektes betreut die vorimmatriku-
lierten Studenten unserer Sektion wihrend ihrer Armeezeit und
schickt ihnen die WURZEL und weiteres Material zur Vorbereitung
auf das Studium zu,

Seit 1980 ist das die Aufgabe von Horst Zein,

Horst Zein wurde 1962 in Jena geboren,
wuchs jedoch in Krossen auf. 1979 kam er
als Vorkursstudent an unsere Scktion,
Ein Jahr spédter nahm er sein Mathematik-
Physik-lehrerstudium auf. 1980 wurde er
Mitglied unseres Jugendobjektes und ar=-
beitet seither im NVA-Zirkel mit.

In seire r Freizeit spielt Horst Go,

Heiner S chwulow wurde 1954 in Bad Kleinen, Kreis
Wismer, gobren, Nach der 10. Klasse erlern-
te er den Beruf eines Fernmeldmechanikers
mit Abitur. Von 1973 bis 1975 leistete er
seinen Ehrendienst in der NVA- 1975 begann
er sein Studium in Jena, welches er 1980
als Diplomlehrer fir Mathematik und Physik
erfolgreich beenden konnte., Seit 1980 ist
Heiner Forschungsstudent in der Fachrich-
tung Geometrie. Heiner arbeitet seit 1976
im Jugendobjekt mit., Zunichst korrigiérte
exr Preisaufgaben, spéter libernahm er die Finanzen und die Or=
ganisation der kulturellen Veranstaltungen des Jugendob jektes.
Seit 1980 ist Heiner Leiter des Jugendobjekts. AuBerdem arbei-
tet er als stellvertretender Klubchef des FDJ-Studentenklubs
"jazz im paradies" mit,
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Irls Kaiser Aist eine der wichtig-
sten lMitarbeiter unsereé Jugendob jektes,
Seit 1980 ist sie verantwortlich fir unse-
re Fipanzen,

Iris kommt aus Tiefenort in der Rhdén. Sie
wurde 1960 in Vacha geboren. Von 1975 bis

1979 besuchte sie die Spezialschule fur
Mathematik und Physik in Merkers, wo sie
auch das Abitur ablegte. 1979 begann sie
ain Mathematik=-Physik-Iehrerstudium an unserer Sektion. Seit
dem 1. Studienjahr ist sie Mitglied unseres Jugendob jektes.
Iris arbeitete zundchst in der Redaktion der WURZEL mit, ehe
sie 1980 den Bereich Finanzen/Kultur iibernahm. Auferdem ist
Iris Mitglied der FDJ-Leitung ihrer Seminargruppe.

14 Studenten und Forschungsstudenten sind zur Zeit Mitglied un-
seres Jugendob jektes. Doch natiirlich sind wir bel unserer Ar- ‘
beit nicht auf uns alleingestellt. In den letzten Jahren hat
sich eine gute Zusammenarbeit mit der Sektionsleitung entwickelt.
Dr. Egbert Creutzburg, er ist wiss. Assistent im
Bereich Kybernetik, fungiert seit mehreren Jahren als staatli=-
cher Betreuer der WURZEL, Jorg Vogel , ebenfalls aus
dem Bereich Kybernetik, als staatlicher Betreuer des lMathe-1La=-
gers. Doch auch viele andere Hochschullehrer unserer Sektion
unterstiitzen uns in unserer Arbeit, sei es durch Artikel fir
die WURZEL oder durch wertvolle Hinweise fir die Verbesserung
unserer gesamten Arbeit. Ihnen sei an dieser Stelle herzlich
gedankt.
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15 JAHRE WURZEL

oo Wenn das kein Grund ist zum Feiern! Doch wir wollten nicht
allein feiern, sondern hatten alle die eingeladen, die eln Stiick
WURZEL-Geschichte mitgeschrieben haben.

So zogen wir am 26. Juni los, um ein gemeinsames Wochenende in
Sophienhof im Harz zu verbringen. Mit dem Zug ging's zuniichst
Uber Erfurt nach Nordhausen, von hieraus mit der Kleinbahn nach
Eisfelder Talmiihle. Nach einem steilen Anstieg waren wir end-
lich da, in Sophienhof.

Die Zeit nach dem Mittagessen nutzten wir zu einem Spaziergang
in die reizvolle Umgebung, wo wir, die "jetzigen" und die "ehe-
maligen" WURZELmitglieder, uns erst einmal niher kennenlernten.
Die offizielle Feier fand am Abend statt. Besonders die Chronik
des Jugendob jektes und die Jubildumsnummern zum 5, und zum

10. Geburtstag weckten viele Erinnerungen.

Viele lustige Einlagen wurden zum besten gegeben, vor allem von
Harald Fischer, der das ganze Treffen zusammen mit Dietrich
leinhardt wunderbar organisiert hat,

Das Begrilungsgedicht der "Ehemaligen", verfaB8t von Ursula Heuke,
fand viel Beifall, so daB wir es in dieser Nummer versffentli-
chen wollen,
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An die heutigen WURZEL-Studenten

Student mécht' ich noch einmal sein,

die Wurzel gestalten in Euern Reih'n.

Ach, war das eine herrliche Zeit,

sie liegt nur zuriick schon allzuweit.

Student geln - das klingt nur wie Musik.

Ich denk' nur an gliickliche Tage zurtick.
Damals hatt' ich noch so viel Zeit =

ich frag' mich: Warum ist's so hektisch heut?

Schon als Kind mu8 man sich eilen,
darf nicht hier, noch da verweilen,
Muttl trelbt: "Los, zieh Dich an,
gleich féngt meine Arbeit ani®
"Aber Mutti, Teddy schreit!"

"Sag, du hast jetzt keine Zeitl"
"Aber Teddy muB8 doch mall"

"Komm jetzt, das ist scheiBegal!"

"Mutti, darf man sowas sagen?"

"Kind hor auf mit Deinen Fragen!

Ich muB jetzt zur Arbeit geh'n.

Kannst Du das denn nicht versteh'n?

Frag die Tante im Kindergarten,

oder Du muBt bis heut' abend warten.

Dann hab' ich fir Dich bestimmt 'mal Zeit,
ich hab' auch eine {berraschung bereit,"

"Mutti, was hast Du mir mitgebracht?"
"Ach, Kind, ich hab'nicht dran gedacht.”
"Mutti, machst Du mit mir ein Spiel?"
"Ach, Kind, das wird mir Jetzt zuviel.
Willst Du nicht ein biBchen 'runtergeh'n?
Sieh' mal, das Wetter ist so schdn,”
"Muttl, da wiBte ich etwas:

Rudern macht mir schrecklich viel SpaBI"
"Rudern? Du bist wohl nicht ggscheit!
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Woher soll ich nehmen die viele Zeit?
Warte, wenn Du #lter wirst sein,
dann kannst Du rudern geh'n allein,"

Ist das Kleinkind zum Schiiler herangereift,
friilhmorgens die Mutter genauso keift: _

"Steh' auf, beeil' Dich, Du kommst zu spat!”

Ob das nur immer so weiter geht?

Am Feierabend: "Zeig Deine Aufgaben her!

Das schreibst Du sofort noch einmel mehrxrI™

"Mutti, ich méchte noch 'runtergeh'n.,"

"Dann kannst Du nicht mehr den Sandmann seh'n."
"Och, immer nur ihr diirft Fernseh'n guckah.“
"Kind, wagst Du noch einmal aufzumucken,

dann gehst Du ohne Essen zu Bett,

Und jetzt wasch' Dir die Hénde, komm, sei so nett,
Es gibt auch heute Dein Lieblingsessen.

Dafiir kannst Du das Fernsehen ruhig mal vergessen.
Jetzt bist Du noch Schulkind, muB8t schlafen geh'n,
als Erwachsener kannst Du noch viel Fernseh'm seh'n,"

Doch ach, im Berufsleben ist dle Zeit auch knapp,
man ist von des Tages Hektik schlapp.

Und will men abends das Fernseh'n geniefen,

tun sich die Augen von selber schliefen.

Bleibt einzig und allein die Studentenzeit,
in der einem keine Stunde tut leld,

die man mit MiBiggang verbracht,

sofern sie nur hat SpaB gemacht.

pa hatt' ich Zeit zum Wandern und Spielen,
zum Tanzen, zum Lesen, zum Tun von so vielen
ganz herrlich belanglosen, schinen Dingen,
da konnt' ich stricken, mich sonnen und singen,
konnt' blédeln und raufen,

schwatzen und saufen,

es war alles wichtig -

und e tzt 1st das nichtige.
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Drum seilen wir froh, daB wir hergekommen,
Wir haben uns die Zeit fiir was Schines genommen,
Bedauern wir die, welche nicht erschienen,
wer welB, mit was fiir finsteren liienen
die Jjetzt zu Hause buddeln und schaffen,
viellelcht auch in die RShre gaffen,
nicht mehr f#hig, einmal auszubrechen,
man muB auch mal iiber den Durst hin zechen,

Ich bin sicher, daB8 wir hier nichts verpassen:
Gegen-diese Feier soll alles and're verblassen!
Darauf laBt uns trinken, stoB8t mit mir an,
Selen wir flir heute wieder Studenten alle Mann!

Prostli!!

Sophienhof, am 26. 6. 82

Ursula Heuke

Der Abend bot viel Raum fiir einen Erfahrungsaustausch iber

die WURZEL—-Arbeit damals und heute, denn natiirlich waren die
Grinder der WURZEL daran interessiert, wie die Arbeit heute
gestaltet wird und wir konnten wertvolle Hinweise fiir die Arbeit
in der Zukunft erhalten.

Insgesamt 23 lMamm verlebten in Sophienhof ein herrliches
“lochenende. Unser Dank gilt dafiir den beiden Oreganisatoren
Harald Tischer und Dietrich Meinhardt.

Zun Schlu: ein herzlicher GruB an alle, die an unserem Treffen
nicht teilnehmen konnten. Zur 20-Jahr-Feier sehen wir uns wieder!
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Das Rinderproblem des Archimedes

Eine vollsté@ndige Fassung dieses Problems enthdlt eine von
Gotthold Ephraim Lessing 1773 in der Wolfenbiitteler Bibliothek
aufgefundene Handschrift in griechischer Sprache. Die Autor-

schaft des Archimedes wird zeils bestritten (Lessing, Nessel=-

mann, Vincent), teils bejaht, letzteres z.B. vom d&nischen

Archimedesforscher J. L. Heiberg und von dem franzdsischen

Mathematiker P. Tannery.

Das Problem selbst lautet in einer Ubersetzung von G. Wertheim:

Sage, Freund, mir genau die Zahl von Helios' Rindern.
Sorgsam rechne mit aus, wenn dir Weisheit nicht fremd,
Wieviel deren es waren, die auf der Insel Sizilien
Fluren weideten einst, vierfach in Herden geteilt.

Jede Herde war anders gefdrbt,; die erste war milchweiRB,

Aber

die zweite erglénzt' von ganz dunkelem Schwarz.

Braun war die dritte sodann, die vigrte scheckig, in jeder

Hatten die Stiere an Zahl weit das Uber~ewicht.

Und in solchem Verhé&ltnis nun standen diese: die weilBen
117Glichen den braunen an Zahl und noch dem dritten Teil

Samt

der Halfte der Schwarzen, o Freund, zusammengenommen.

Weiter der schwarzen Meng' war gleich dem vierten Teil

Und dem fiinften der Scheck'gen, vermehrt um s&mtliche braune.
Endlich der scheckigen Stier' Zahl gleichsetzen du mufit,
Freund, dem sechsten und auch dem siebten Teile der weiBen,

Noch

gerechnet dazu sémtlicher braunen Meng'.

Anders verhielt sich's jedoch mit den weiblichen Rindern:

Es waren die mit weiBlichem Haar gleich dem dritten Teil
- Und dem vierten der schwérzlichen Rinder, der Kihe wie Stiere.
""Ferner die schwarzen Kiih' waren dem vierten Teil

Und dem fiinften der Herde der scheckigen gleich, wenn
Gerechnet wurden sowohl die Kiih' als auch die Stiere dazu.
Ebenso waren die scheckigen Kiih' ein Fiinftel und Sechstel
Aller mit braunem Haar, wenn zur Weide es ginr.

Endlich die braunen Kiih' ein Sechstel waren und Siebtel
Von der gesamten Herd', welcher weiBlich das Haar.
Kannst du saren genau, mein Freund, wie viele der Rinder

Dort
Kiihe
"*9Dann
Doch
Komm
Yenn-
Sich

nun waren vereint, auch wie viele es_g&b
von jeder Farb' und wohlgenéhrete Stilere, .
recht tiichtig fithrwahr nernet im Rechnen nan dich.

noch zdhlt man dich nicht zu den Welseny aber wohlan nun,
und sage mir an, wie sich dies weiter verhélt:

die ganze Zahl der weiBen Stier' und der schwarzen
vereint', al sdann standen geordnet sie da

Gleich nach Tiefe und Breitey die weiten Tluren 3iziliens
‘urden vdllig gefiillt durch die Menge der Stier'.
Stellte man aber zusammen die vraunen und scheckigen, alsdann
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furde ein Dreieck erzeugt, einer st2nd an der Spitz’,
~Und es fehlte keiner der braunen und scheckigen Stiere,
‘’Noch darunter man fand einen von anderer Farb'.

Hast du auch dies ausfindig gemacht und im Geiste erfasset,
Gibst das Verh&ltnis mir an, Freund, das bei jeder Herd!'
Findet statt, dann magst du stolz als Sieger einhergehn,
Denn hell strahlet dein Ruhm nun in der Vissenschaft.

Zur Losung des Problems:

Zunéchst einige Vereinbarungen liver die Bezeichnurgen.

Mit X, Y, Z, T bezeichnen wir die Anzahl der weiBen, schwarzen,
scheckigen bzw. braunen Stiere. Analog mit x, y, z, t die Anzahl
der weillen, schwarzen, scheckigen bzw. braunen Kiihe.

My my, N, n, i, K sind beliebime nat’rliche Zanlen, die in der
Rechnung als Parameter auftreten. Um die Lidsung iibersichtlich

zu gestalten, werden wir an geeigneter Stelle die Zahlen 4657
als a, 957 als B und 4942 als y bezeichnen.

Aus dem Gedicht erhalten wir die folgenden Gleichungen, die in
den natiirlichen Zahlen zu l8sen sind:

Zeile 10/11 X=T+g7 1)
12/15 Y=T+ 58 2 (2)
1416 7 =T+ 12X (3
18/19 X =1k (Y+y) )
20~22 v =52+ 2) (5)
23 /24 z = 8 (T + t) (6)
25/26 t'= 13 (X + %) (7)
33-36 X + Y= M (2)
3740 Z+ T =5 Ne(W+ 1) (9)

M und 7 sind hierbei beliebige nat'irliche Fahlen. Die Glei-
chung (¢) sagt aus, da? 2 + T eine bLreieckszahl sein soll.
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Eine natiirliche Zahl 7 bezeichnet man als Dreieckszahl, wenn
sich mit ; Punkten ein Gitter von kongruenten gleichseitigen
Dreiecken herstellen 1d8t, so daBl die Tcken der einzelnen
Dreiecke diese Punkte sind, Die ersten Dreieckszahlen sind
demnach

e
@ @
* . e .1n:
1 1 . m B . .
(= 5e1e2) 3 (= 142 = 502:3) 6 (= 1+2+3=me3e 4)
e
@ ¢
@ ® @
e_°© o _ o
o_9© ® o
0, 0....
o o,
_10 (=1+2+3+4 = %-4-5) 15 (= 142+3+4+45 = %-5-6)

f/ir beschrdnken uns zuerst auf die Gleichungen (1) bis (7).
Aus (1), (2) und (3) folgt:

6X=-5Y=6T; 20Y-92Z=20T; 42 Z-13X=42T
bzw, durch Umrechnung

X = gg% Ty Y = 1%% Tz = g5q 1.

Die Zahlen 891 und 1580 sind teilerfremd. indererseits muf 7%
eine natiirliche 7ahl sein. also ist T ein ganzzahlipes Viel-
faches von 891,
T= 891 4 , ieN,
Somit ergibt sich
X = 2226 i Y
2 = 1580 13 T

1602 1 (10)
891 i

Das Ergebnis von (10) in (4) - (7) eingesetzt, ergibt:

2 x- 7y=112141i 3 20y- 9z =422 i
30z -11+t= 9801 i 3§ 42t - 13 x = 28938 i,

Dieses Gleichungssystem ldsen wir nach x, y, z und ¢ auf.,

4657 x
4657 =z

7206360 i ;. 4657 ¥
3515820 i s 4657 ¢

4893246 1 (11)
5472021% 1

]
]

4657 ist eine Primzahl, die wir, wie bereits vereinbart, im



150 Rinderproblem des Archimedes

weiteren mit « abkiirzen werden. Da keine der auf der rechten
Seite der Gleichungen (11) stehenden Zahlen durch o tei 1bar
ist, muB i ein ganzzahliges Vielfaches von « sein,

i= 14657 K = a » K,
und wir erhalten als Lisungen der Gleichungen (1) - (7)

X = 10366482 K i Y = 7460514 K

Z = 7358060 K 3 T = 4140337 K (12)
x = 7206360 K 3 y = 4893246 K

z = 3515820 K § t = 5439213 K,

K ist hierbei eine beliebige natiirliche Zahl. Wie man leicht
sieht, haben die Gleichungen (1) - (7) also unendlich viele Lo-
sungen. Gesucht ist jetzt eine solche Lésung, die auch die
Gleichungen (8) und (9) befriedigt.

Wir ersetzen in (8) und (9) X, Y, Z und T durch die entspre-
chenden Werte aus (10), wobei wir beachten, daB sich i als
a+K darstellt.

3828 « o » K = N° § 4942 + @+ K=DN° 4+ N

Wir ersetzen 957 = 3 « 11 « 29 durch B und 4942 durch y und
erhalten:

M =4 +eBoaq+K 3 NaN=yooq.-K (13)

M muB demnach ein ganzzahliges Vielfaches von 25 3; 11, 29,
4657 sein: )
M=2 40957 ¢« 4557 e m = 2 « B » o om ,
so daR wir erhalten:
M =4+ 82 . o2 o m?
Der Vergleich mit (13) ergibt wieder
4.52-&:2.1112 = 4.!3-0;.1{

K:q-Bl'mE

= 4456740 m° . (14)

Diesen Wert von K setzen wir in (13) ein.

N2 + N=Yy o« x ¢« % o« B o« m2 .
Durch Umformung entsteht

(2 N + 1)2 =4y ¢« 3 s &S o m2 +1 .
Definieren wir: _

2N+1=mn, 4y +«Beag-=35% ’

so erhalten wir endlich eine sogenannte Fermatsche Gleichung:

2
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112-5m2='1 .

Diese Gleichung ist lésbar, aber ihre Lésung fiihrt auf rdesen-
hafte Zahlen, zumal schon & den Wert 410 286 423 278 424 hat.
Auf eine weitere Behandlung der aufgabe miissen wir aus diesem
Grunde verzichten.

1880 gelang es dem deutschen Mathematiker Amthor, diese Aufga-
be zu ldsen. Nach seiner Losung weist das Ergebnis Zshlen auf,
von denen jede im Dezimalsystem geschrleben 206 545 Stellen
hat.

Zum Beispiel sind die ersten vier Ziffern der Gesamtzahl der
Stiere und Kiithe aller vier Herden 7766 oder die der weiBen Stie-
re 1598, Es folgen jeweils noch 206 541 Ziffern.
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Berechnung von Funktionen

In jahrhundertelanger mathematischer Prax.s kristallisierte sich
eine Gruppe von Objekten heraus, die man heute mit dem Sammel-
begriff "elementare Funktionen" bezeichnet. Hierzu gehdren die
Polynome, die rationalen Punktionen, die Quadratwurzel sowie die
Exponential=-, die trigonometrischen und Hyperbelfunktionen nebst
ihren Umkehrfunktionen.

Flir diese Funktionen wurden zum Zwecke ihrer praktischen Hand-
hebung mehr oder weniger umfangreiche Tabellen geschaffen. Heut-
zutage bieten viele Taschenrechner die lMoglichkeit, gewiinschte
Funktionswerte schnell und genau zu berechnen. Dem mathematisch
Interessierten stellt sich hierbei die Frage, wie diese Berech-
nung denn nun eigentlich erfolgt. Ziel dieser Artikelserie ist
es, einige Grundideen zu derartigen. Verfahren vorzustellen.

Im Jahre 1873 wies Charles HERMITE nach, daB die Zahl e, die Ba-
sis der natirlichen Logarithmen, transzendent ist. Neun Jahre
spdter zeigte Ferdinand LINDEMANN dasselbe fiir die Zahl JT und
vermutlich bereits seit Ende des fiinften Jahrhunderts v.u.Z. ist
bekannt, daB Y2 keine rationale Zahl ist. Aus der Transzendenz
von e folgt aber, daf - aufler fiir x=0 = die beiden Werte x und
e* nicht gleichzeitig rational sein kdnnen. Durch analoge Schliig-
se erkennt man leicht, daB man bei den meisten elementaren PFunk-
tionen den Punktionswert fiir ein durch eine endliche Dezimalzahl
darstellbaren Wert x nicht als endliche Dezimalzahl notieren
kann, Es ist also prinzipiell unmdglich, diese Verte absolut
exakt anzugeben. Andererseits ist es fiir alle praktischen Be-
lange ausreichend, wenn die bendtigten Werte - z. B. die Zahl[ -
nur mit einer gewissen Genauigkeit bekannt sind. Man kann sgich
also von vornherein darauf beschrinken, nicht den Wert y=ex be-
rechnen zu wollen, sondern nur einen Naherungswert y’ , der aber
fiir den gewiinschten Zweck ausreicht.

Es gibt eine weitere Einschriinkung: Beim manuellen, mechanischen
und elektronischen Zahlenrechnen ist man primér nur in der Lage,
die vier Grundrechenarten auszufiihren. (Strenggenommen arbeitet
man nur mit Addition und Subtraktion sowie Verschiebungen.) Un-
mittelbar berechenbar sind damit also nur Funktionen, deren
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Funktionswept durch eine endliche Anzahl von diesen vier Grund=-

operationen erhalten werden kann. Anders ausgedriickt: Die Klasse
der unmittelbar berechenbaren Funktionen umfaBt die Polynome und
die rationalen Funktionen. Wenn man zunéchst von der Problematik
der Rundungsfehler absieht, mit denen Rechnungen in der Regel be=-
haftet sind, so erkennt man, da der berechnete Néherungswert y*
zZu ex, also der Funktionswert einer rationalen Funktion - ggfs.
auch eines Polynoms, wenn bei der Rechnung auf Divisionen ver=-
zichtet wurde - ist. Die Rechenvorschrift zur Bestimmung von y’
entspricht also der Angabe einer solchen Funktion.

In der vorliegenden Arbeit soll nur der Fall der Anndherung von
Funktionswerten durch Polynomwerte betrachtet werden. Die Berech-
tigung fiir diese Beschrdnkung gibt der folgende

Sat 2z : (Karl WEIERSTRASS, 188%)

Fiir jede noch so kleine Zahl £ » O und fiir jede Punk=-
tion f(x), die fiir a £ x £ b stetig ist, existiert eine
natiirliche Zahl n und ein Polynom

n=1

n
Pn(x) = a,x + a.x teeed+ 8_ X + 8

n=-1 n

derart, daB fiir alle x : a £ x £ b, die Ungleichung
If(x) - Pn(x) =&

erfiillt wird.

Angenommen, es ist eine vierstellige Tabelle der Funktion
f(x)=sin x im Bereich 0...90° zu erstellen. Damit diese Tabelle
exakt ist, darf der Fehler keines Viertes vom exakten Wert mehr
als eine halbe Einheit der letzten (d. h. vierten) Stelle ab=-
weichen. Um die Sicherheit noch etwas zu erhthen, sei € =0,00001.
Nun garantiert der Satz von WEIERSTRASS die Existenz eines Poly-
noms, dessen auf vier Stellen gerundeten Werte in den meisten
Fdllen die richtigen Tabellenwerte ergeben. (Warum nicht in al=-
len Fdllen?) Hierbei ist allerdings noch nicht gesagt, wie die
Zahl n und das Polynom Pn(x) nun praktisch zu finden sind. Hier=-
fir gibt es mehrere LOglichkeiten, von denen weiterhin einige
vorgestellt und ngher betrachtet werden sollen.
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Gegeben sei eine fiir a € x € b definierte Funktion. Wir nehmen
an, daB gie alle Ableitungen bis zur Ordnung m auf diesem Ab-
schnitt besitzen modge, sei n<m eine natiirliche Zahl und a ¢ b.
Fiir die k-te Ableitung von f(x) schreiben wir f(k)(x), speziell
soll f(o)(x) = f(x) darstellen. Gesucht ist ein Polynom Pn(x),
das die Punktion f£(x) annihern mage. Es soll in der Form :

Pn(x) =a  + a1(x-c) + az(x-c)2 tooat an(x—c)Il

geschrieben werden.'Man kann sich leicht iiberzeugen, daB es sich
hierbei tatsédchlich um ein Polynom handelt. Damit P (x) die Funk-
tion f(x) anndhert, ist es naheliegend, von dem Polynom R (x)

die Erfilllung von gewissen Eigenschaften von f£(x) zu verlangen.

Wir fordern:
ng)(c) = f(k)(c), 0 -k - n.

Es erweist sich, daB8 hierdurch das Polynom Pn(x) eindeutig be-
stimmt wird. Es ist

) (
Pgo (c) = Pn(c) =a, = f 0)(c:) = £(c),

algo a, = f(c). Nach den Differentiationsregeln fiir Polynome
wird
P (x) = P(1)(x) = a,+ 2a, (X=C) 4e..+ na (x—c)

also analog P£1)(c) =a, = f(1)(c). Weiter ist
P£22x) = 2a, + 3-2-33(x-c) teeet n(n—1)an(x-c)n'2,

demzufolge Pﬁz)(c) ='2a2 = f(z)(c). Im ndchsten Schritt er-
hélt man

qu)(x)=3.2.a3+4-3.2.a4(x-c)+...+n(n-1)(n—2)an(x—c)n'3,
das gibt p{3(c) = 3-2-85 = £3)(c). zZuletst verbleibt
2™ (c) = n(n-1)(n=2)...3+2.a = £ (c).
Piir die Koeffizienten ao,a1,...,an des Polynoms ergibt das

a, = £(c) , L ay = f(1)(c),
a, = %‘f(z)(c), 8y = 3}5 f(3)(c),...

- 1 (n)
*e 8y =T A1) (n=2)...3°2 £ (e).
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Bezeichnet man wie lblich das Produkt

1eRe3ehe,00e(k=2)e (k=1)k = k!
mit "k-Fakultét", und definiert O!=1, so gilt allgemein
_ 1 o(k) <., <
8 = ET £ (C); 0 k T n.

Ausgeschrieben erh#dlt man

(2)
P (x) = 2(e) + £ (e) (xme) + Tt (x-0)? +

(3), (n)
Es verbleibt die Frage, ob dieses Polynom tatsdchlich die Funk-

tion f(x) anndhert, und wenn ja, dann wire es niitzlich, gewisse
Aussagen ilber die verbleibende Differenz zu machen. lian nennt
dfesé Abweichung

Rn(x) = f(x) - Pn(x)

das n-te Restglied. Offensichtlich ist
Rn(B) = R;r(11)(0) —eee= ngln)(C) = Oa

Satz : (ichel ROLLE, 1691)

Die Punktion g(x) sei fiir a € x £ b definiert und ste-
tig differenzierbar, sei g(a) = g(b). Dann existiert
ein Zwischenwert z : a< z<b, derart, daB f'(z) = O ist.

Zur Erl#uterung: VWenn g(x) konstant ist, damm ist g'(x) = 0 fir
alle X. Ist es nicht konstant, so nuB es wegen g(a) = g(b) we-
nigstens ein Minimum oder ein Maximum begitzen, und an dieser
Stelle verschwindet die Ableitung.

Sei nun x ein beliebiger fester Wert zwischen 2 und b und seil

g(x) = Pn{x) - f(x) + A (x-c)n+1.

Der Faktor A soll so bestimmt werden, da3 fiir den gewihlten
Wert x g(x) = O werde; offensichtlich -ist dann

A (z=0)*1 o R (x).
Angenommen, dieser Wexﬁ.k sei bekannt, dann ist alec g(x)
und endererseits auch g(c) = 0. Ilach Voraussetzung ist £(
m-mal stetig differenzierbar, Pn(x) und der Ausdruck
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A (x-c)” " .ind als Polynome beliebig oft differenzierba:. liach
dem Satz von Rolle folgt nun wegen g(x) = g(c) die Existenz
eines Vertes Zq zwischen ¢ und x mit g'(z.I) = 0,

Nun ist
e M) = 2V (x) - £ @) + h-(n41) (x-0)?,

also wiederum g(”(c) =0 = g(1)(z1). Demzufolge gibt es eine
Zwischenstelle z, zwischen ¢ und z, (und damit zwischen ¢ und x)
nit g(E)(zz) = 0. Durch Wiederholung dieser Uberlegung iiber-
zeugt man sich von der Existenz einer Zahl Zn zwischen ¢ und x
mit g( )(z ) = 0. Andererseits wird

g(n)(x) = Eln)(X) - f(“)(}:) +k '(n+1)!‘(X-C)

auch an der Stelle ¢ verschwinden. Ilach Voraussetzung war n<m,
men weilB aa;.lsoS daB es eine Zahl z* zwischen ¢ und x geben muB,
filr die g n+1 (z‘) = 0 wird. Nun ist aber wegen P(n+1)(x)

g (X)) 20 - £ (X LA (ne)r =

und demzufolge

x _ f(n+1)(z*)
- (n+1)!

Hieraus folgt

(n+1), *
sy e b §z ) (y_nyDt
Rn(‘”) = = (x=c)

mit einem gewissen \lert z zwischen ¢ und x. FaBt man alles zu=-
sammen, 80 erhdlt man die sogenannte "Formel von TAYLOR":

2
f(x) = £f(c) + f“)(c)-(x-c) + iﬁ?—m (:rc--c)2 teoe
(n) (n+1
oot 20 3B o LN (o ganr,

In der angegebener Form geht diese Formel auf Joseph ILuis
LAGRANGE (1736 - 1813) zuriick. Vesentliche Ideen sind aber be-
reits in TAYIORs 1715 erschienenem Verlk "iethodus incrementorum"
enthalten,

Ilan beachte, daB der Jert z*® von X abhéngt und in der Regel nicht
zugénglich ist. Scheinbar ist mah also zunichst nicht weiterge=-
- kommen. VeiB man allerdings, daL der Betrag der Funktion
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£U* 1) (2) flir a<x<b durch die Konstante M 0 beschrénkt ist,
so erh8lt man fiir den absoluten Fehler
| o(t1) %y |
_1f (z%) | n+l £ I n+1
P (x)=£(x) |= an(x)l = ErTT | x~c| = =T | x=c|

n+i)7

eine eventuell brauchbare Abschétzung.

Betrachten wir einige Beispiele:
A. Die Exponentialfunktion £(x) = e>:

Sei @ = =1, b =1, ¢ = 0. Aus (eX)' = ¥ folgt
f(k)(x) = f(x), also speziell f(k)(c) = £(c) = e = e° = 1
und damit

ex

Pn(x) + Rn(x) , 9
2 x; 5 n z
X X X X e n+1
1+x+'2"+5_+'ﬂ+’|’25+"'+'ﬁ'!'+ i T X
Hierbei liegt d*'zwischen 0 und x und demzufolge auf jeden
Fall zwischen =1 und 1. Somit wird

If(n"'”(x) |= e~ -‘--e‘I = e,

[}

also
n+1 £ e

*
Z
_ e A (21 e < -
|2 | = gy 1= < mwyr 1= mhT = T
wegen | x| £ 1.
Sehen wir uns einmal an, was die verschiedenen Polynome Pn(x)
leisten. Es ist

: Po(x) = 1,
P,(x) = 1+x,
1 x2
Pz(x) = 14+x+ = uswe

Die folgende Tabelle bietet die }Mdglichkeit, Punktionswerte
und Polynomwerte zu vergleichen:

x e* Po(x) Py(x) Py(x) Py(x) P, (x) Py (x)

-1 0.367879 1.0 0.0 0.500 0.333333 0.375000 0.366667
-0.5 0.606531 1.0 0.5 0.625 0.604167 0.606771 0.606510
0 1.000000 1.0 1.0 1.000 1.000000 1.000000 1.000000
0.5 1.648721 1.0 1.5 1.625 1.645833 1.648437 1.648696
1 2.718282 1.0 2.0 2.500 2.666667 2.,708333 2.716667.

o v O

Wie man sieht, werden im betrachteten Falle alle N&herungs-
werte (auBer fiir x=0) mit wachsendem Grad des Polynoms ge=
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rauer. MLT groberem Abstand von der Entwicklungsstelle c=.

(fiir x = + 1) ninmt die absolute Differenz leX-Pn(x)I ZU,
bleibt aber stets deutlich unter der oberen Schranke r(n),
die damit in Wirklichkeit einen zu groben Wert liefert:

n r(n) n r(n) n r(n)

0 2.72 4 0.022652 8 0.000007491
1 1.36 5 0.003775 9 0.000000749
2 0.45 6 - 0.000539 10 0.000000068
3 911 A 0.000067 11 0.000000006.

—

Hieraus erkennt man: Fiir =1 % x % 1 weicht das Polynom
2 9 4 10 11
N - b4 X X X
Pip(x) =1 4 X + 5= 4 7=+ 57 +eeot 323EE00 * T9JT6800
vom Wert e* um weniger als 6-10"9 ab: Flir die iiberwiegende
Mehrzahl der prektischen Verwendungen der Funktion e ist
diese Genauigkeit mehr als susreichend.

Illan erkennt leicht, daB fiir die Abweichung Rn(x) stets die
Abschiatzung ix1
x
e’ n+1
|2 |< ey 11T = 2(mix)
gilt. Sei n> |x|, g0 ist
Ix| IxI
oy _ & n+2 _ Ix| e n+1 |xI
ra+13x) = gy 121 = 35 - e X = 552
und demzufolge gilt r(n+1;x)< r(n;x) fir n> |x|. Durch eine
nihere Betrechtung iiberzeugt man sich, daf r(n;x) und damit
auch Rn(x) fiir jedes x durch Vahl eines -~ von x abhingigen -
genligend grofien Wertes n beliebig klein gemacht werden kann.

Die Beschrinkung |x| £ 1 ist somit unwesentlich.

r(n;x)

- Fortsetzung foigt -

Dr. Rosenheinrich
FSU Jena '

-~ Bereich Numerik -
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Preisaufgaben

04 Is seien d4,. "'dk alle méglichen Teiler der Zahl n, Es

o ist zu zeigen, daB (dqedje ..o o K)z = ist, }

0 50 Man zeige, daB 54 - 10999 qurch 11 teilbar ist.

0 51 Zeigen Sie, daB fiir natiirliche m und k gilt
@ Tm+2(me=1 )43 (m=2 )+ 4 o o +K(M=K+1 )+ (m=2 ) ¢ 3+ (m=1) e 24+me 1 =

m(m-1 ![mﬁﬁ)
=

2 Man zelge, da8 die Glelchung x2 + y2 + 1 = %xy in den
natiirlichen Zahlen nur die Lésung x=1 und y=1 hat,

.

9]\

o
(9 1

Man beweise, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n die Un-

3
1 1 1 1
gleichung + tooot ——m—mx < 5 gilt.
l 9% (2n+1) Z

[O]

0 54 HamTu cyMmy NepBHX AeBATHAZALATH YJNEHOB apufmeTu-
YeCKO!l TPOTPECCHA 8y,8p,8zse0s, ECIA MBBECTHO, UTO

34'1'36'1'&121'316:2240
===l

©

e e

EinsendeschluB : 15. 3. 1983
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Das Luchs-Hase-Modell

Die traditionellen Anwendungsgebiete der lMathematik sind seit
jeher die Physik und die technischen Wissenschaften. In den
letzten Jahrzehnten beobachtet man aber, daB auch andere Wissen-
schaftsdisziplinen sich immer mehr mathematischer Methoden be-
dienen.

Einen vorderen Platz bei den modernen Anwendungsgebieten der
Mathematik nimmt die Biologie ein, die ja = im Gegensatz zur
Physik = die lebende Materie erforscht. Das Ziel der Anwendung
der Mathematik in der Biologie ist = #hnlich wie in der Physik -
die Aufstellung mathematischer Modelle, die aber jetzt biologi=-
sche Vorgénge beschreiben und zwar moéglichst so, daB8 eine zu=
friedenstellende Ubereinstimmung mit experimentell ermittelten
Daten besteht. Es erhebt sich nun die Frage, ob dieses Vorha-
ben iiberhaupt realisierbar ist, da biologische Prozesse im all-
gemeinen wesentlich komplexer als physikalische Vorgénge sind.
Betrachtet man beispielsweise die Vielzahl der chemischen Reak-
tionen in einer lebenden Zelle, s0 erscheint es unwahrschein-
lich, ein mathematisches Modell aufzustellen, das alle diese
Reaktionen als ein komplexes System erfaBt.

L&8t man sich trotz dieser scheinbar unllberwindlichen Schwierig=
keit nicht entmutigen, so kommt einem das von den Biologen aner-
kannte "Prinzip der Einfachheit" entgegen. Dieses Prinzip be=-
steht in der Auffassung, daB "ungeachtet ihrer Kompliziertheit
biologische Systeme so aufgebaut sind, daB ihre Steuerung mit
moglichst einfachen Methoden verwirklicht wird", vgl. Romanovsky/
Stepanova/Chernavsky: Kinetische Modelle in der Biophysik, Jena
1974. Diese Autoren sehen die Aufgebe, die die Mathematik in
der Biologie zu erfiillen hat, wie folgt: "Die Hauptaufgabe ...
liegt im Studium der Regulationsprozesse und der Aufdeckung der
wichtigsten Konstruktionsprinzipien sich selbst regulierender
Systeme".

In der Praxis sieht das oft so aus, daB man versucht, in der
Biologie weit verbreitete Phénomene - wie das Phénomen biologi-
scher Schwingungen - durch méglichst einfache mathematische Mo-
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delle zu erklédren. Ein bekanntes Beispiel einer biologischen
Schwingung stellt die periodische Tag-Nacht-Aktivitét der Pho-
tosynthese bei Pflanzen dar.

Bei der mathematischen Modellierung solcher Phénomene steht
vielfach der sogenannte qualitative Aspekt im Vordergrund. Das
bedeutet, daB das Modell in der Lage sein soll, die einzelnen
Effekte des Phénomens zwar wiederzugeben, aber nicht notwendig
numerisch genau. Eine qualitative Denkweise spielt auch schon
in der Schule eine Rolle. Nimmt man das Problem der Kurvendis-
kussion einer gegebenen Funktion, so kommt es ja nicht darauf
an, eine mehr oder weniger groB8e Anzahl von Funktionswerten nu-
merisch zu bestimmen, sondern den Graph der Funktion aus gewig=-
sen qualitativen Merkmalen (Extrema, Wendepunkte; Konvexitdt
usw.) zu entwerfen.

Im folgenden wollen wir uns mit einem einfachen mathematischen
Modell fir das Phénomen der Oszillation zweier sich beeinflus-
sender Arten von Lebewesen peschéftigen. Auf solch ein Phénomen
ist man im letzten Jahrhundert in Kanada gestoBen. Auf CGrunad
einer statistischen Erhebung von 1845 bis 1935 iiber die Anzahl
der erbeuteten Felle von Hasen und Luchsen hat man festgestellt,
daB sich die Anzahl der Hasen bzw. Luchse periodisch mit einer
Periode von ca. 10 Jahren und mit gleichbleibender Amplitude
éndert (siehe Abb. 1).

Anzahl der Hasen
bzw. Luchse | —— Hasen

--- Luchse

-
10 Jahre Zeit

Abb. 1: Schematische Darstellung des zeitlichen Verw _
laufs der Anzehl der Hasen und Luchse in Kanada

Betrachtet man Abbildung 1, so f&llt auf, daB die beiden Schwin-
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gungskurven phasenverschoben sind. Dabei wird das Maximum der

Hagsenkurve stets kurz vor dem Maximum der Luchskurve erreicht.

In den dreiBiger Jahren hat V. Volterra ein einfaches System
von Differentialgleichungen vorgeschlagen, das diese Schwingun=-
gen erklédren konnte. Wir wollen hier dieses Differentialglei-
chungssystem aufstellen, 16sen und schlieBlich eine kleine Dis-
kussion dariiber fiithren, wie "gut" dieses mathematische Modell
die Realitdt widerspiegelt.

I. Aufstellung des DifferentialgleicHungssystems
Wir machen die folgenden einfachen Annshmen:

1. Gegeben sei ein abgeschlossenes Gebiet, in dem Iuchse (Réu-
ber) und Hasen (Beutetiere) leben. Die Nahrungsvorrite der
Hasen seien unbegrenzt, und die ILuchse sollen sich nur von
Hasen erméhren.

(L) sue Anzehl der Hasen zur Zeit t
y(t) «e. Anzshl der Luchse zur Zeit t
x(t), y(t) seien differenzierbare Funktiomen in %

2. Wenn Hasen allein leben wiirden, ktmnten sie sich ungestort
vermehren. Wir nehmen deshalb an, dall die Zuwachsrate der

Hasen (%%) proportional der aktuellen Anzahl der Hasen (x)

gein soll:

%% = a+x, & = const > Q.

Wenn die Luchse allein leben wiirden, miiBten sie an Nahrungs-
mangel aussterben:

%¥ = =dey, d = const > O.

3. Nun betrachten wii: uen Fall, daB die Hasen und Luchse zusam=-
men leben. Da die Luchse sich von den Hasen erniéihren sollen,
ist die folgende Annahme einzusehen:

%%-mfﬂﬁufigkeit des Zusammentreffens von Luchgen und Hasen~ x.y

d. h. man hat

%% = c*Xy, ¢ = const > O,
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Analog erhdlt man

%% = = b*xy , b = const > O.

Tuchs=Hase=Modell

FaBt man die unter 2. und 3. gemachten Annahmen zusammen, S0 er=
hé&lt man das von V. Volterra vorgeschlagene Differentialglei-
chungssystem:

%_I% = g°X = b-xy

%% = CeXy = d.y

V. Volterra, 1931

(1) a,b,c,d>0

Wir miissen nun dieses System ldsen, d. h. alle Funktionen x(t)
und y(t) (t reell) bestimmen, die dieses Differentialgleichungs-
system erfiillen. Bei unserem Volterra=-System ist man aber nicht
in der Lage, die Funktionen x(t) und y(t) explizit zu bestimmen.
Wir wollen deshalb einen anderen Weg beschreiten. :

II. Losung des Volterra-Systems

S5ind die Funktionen x(t) und y(t) (t reell) eine Losung von (1),
so heillt die lienge

K :=§{ (x(t), y(t)); teRf
Phasenkurve. Die Elemente von K nennt man Phasenpunkte. Wir wol-
len nun die implizite Gestalt aller Phasenkurven bestimmen. 7

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit setzen wir
a=b=¢=4 = 1.

Wir haben also das folgende System zu untersuchen

dx
F{T=E-W

Hxy-y.

(2)

Aus

X
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und schlieBlich

1= _ (%=1
Jr_§i iy = Jﬁ % 4 -
Berechnet man die Integrale dieser Gleichung, so erhiélt man fiir
X,y> 0 die implizite Gestalt der Phasenkurven von (2):

(3) y-lny=1lnx =X + ¢, ¢ = const (Integrationskonst.)

Jede Zahl ¢ = 2 bestimmt genau eine Phasenkurve. Fir c¢=2 be-
steht die dazu gehdrige Phasenkurve nur aus dem Punkt

(x,y¥) = (1,1). PFiir ¢> 2 sind die Phasenkurven geschlossene Kur-
ven, die um den Punkt (x,y) = (1,1) verlaufen, vgl. Abb. 2.

G <C

v

Abb. 2: Phasenkurven des Systems (2)

Die Pfeile geben an, in welc¢hem Durchlaufsinn der Phasenpunkt
mit wachsendem t die jeweilige Phasenkurve durchlduft. Da jede
Kurve geschlossen ist, kehrt der Phasenpunkt nach endlicher Zeit
zum Ausgangspunkt zuriick. Folglich miissen die Losungen x(t) und
y(t) periodische Punktionen der Zeit sein.

IIT. Die Glite des Volterra-Modells

Auf den ersten Blick konnen wir mit dem erreichten Ergebnis zu-
frieden sein. Das wesentliche ‘qualitative Merkmal der Koexistenz
von Hasen und Luchsen in Kanada - die Existenz der beiden Arten
in oszillierender Weise = wird durch die Geschlossenheit der
Phasenkurven des Systems (1) bzw. (2) ausgedriickt. Natiirlich
stimmen numerisch gesehen die Phasenkurven nicht mit den expe-
rimentell ermittelten Kurven iiberein, weil wir viele Einfliigsse
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- wie das Vorhandensein anderer Raubtiere, unterschiedliche kli-
matische Bedingungen usw. - nicht in unserem Modell beriicksich-
tigt haben. AuBerdem wird es nicht mdglich sein, die Konstanten
a, b, ¢, d experimentell zu bestimmen.

Auf den zweiten Blick konnen wir mit dem Volterra=liodell nicht
zufrieden sein. Die betrachteten Oszillationen zwischen Hasen
und Luchsen in Kanada zeigten ein stabiles Verhalten iiber viele
Jahrzehnte, d. h. alle &uBleren Storungen des Lebensmilieus der
Tiere konnten die Periode und die Amplitude nicht wesentlich
dndern. Diese Stabilitét der Daseinsweise geht aber nicht in
das Volterra-System ein. Eine kleine dulere Storung wilrde be-
deuten, daB man anstatt (1) ein System der Gestalt

%% = asx - bexy + ¢ M(x,y)

(3) 0 <« € << 1

%% = cexy = dy + ¢- N(x,y) ’

betrachten muB. Dabei sind M(x,y) und N(x,y) Funktionen in x
und y und £ eine "beliebig kleine" positive Zahl. Wenn man z.B.

2

M(x,y) = =x° und N(x,y) =0

setzt, so sind die Phasenkurven des Systems (3) nicht mehr ge-
schlossen, wie klein man auch £ wdhlt. Es sind nach innen ge-
wundene Spiralen entstanden, die sich mit wachsendem % asympto-
tisch einem Punkt nghern, vgl. Abb. 3.

ﬁ

Abb. 3: Phasenkurven des Systems (3) mit
M(x,y) = -x° und N(x,y) =0
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Damit kenn sich bei einer noch so kleinen Storung von (1) das

qualitative Bild der Phasenkurven éndern. Die Eigenschaft der
Periodizitdt geht verloren.

Trotzdem hat das Volterra=-System in der mathematischen Modellie-
rung biologischer Vorginge seine Berechtigung. llan kann den Sta-
tus von (1) etwa vergleichen mit dem Status des ungedémpften har-
monischen Oszillators in der Hechanik. Ahnlich wie die Differen=-
tialgleichung fiir den ungedémpften harmonischen Oszillator Aus-
gangspunkt filir wichtige Schwingungsgleichungen in der Physik

ist, stellt das System (1) die Grundlage fiir viele Schwingungs-

gleichungen in @er Biologie dar.

Dr. Bauhardt
FSU Jena, Sektion Mathematik
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Mathematische Spiele — 2. Fortsetzung
Das Nim-Spiel oder Dreihaufenspiel

Dag Nim-Spiel zeichnet sich durch die Einfachheit seiner Hilfs-
mittel aus. Man kann es mit Steinchen oder Holzstdbchen (Ziind-
holzern z. B.) durchfiihren. Man bildet aus diesen Spielsteinen

3 Haufen. Die beiden beteiligten Personen - wir nennen sie A
und B = nehmen nun abwechselnd eine Anzahl von Spielsteinen von
einem beliebigen Haufen weg, niemals aber von mehreren Haufen.
Man kann sogar einen ganzen Haufen wegnehmen, wenigstens aber
einen Spielstein. Derjenige verliert, der den letzten Spielstein
nehmen mu. Man kann die Spielregel auch so festlegen, daB der
Spieler gewinnt, der die letzten Spielsteine wegnimmt.

Eine weitgehende Verallgemeinerung des Nimspiels stammt von dem
amerikanischen Mathematiker E. H. Moore. Er 1l&aBt beliebig viele
Haufen zu und erlaubt auch, daB man bei jedem Zug Steine von
mehreren aber von hdchstens p Haufen wegnehmen kann (p beim Spiel
konstant, p=2,3,.¢¢).

Wir beschrénken uns hier auf den Fall von 3 Haufen mit oben an-
gegebenen Spielregeln. Verlierer ist also der, der den letzten
Stein nehmen muf}. Interessant ist nun bei diesen Spielen die Tat-
sache, daB es sogenannte "Gewinnstellungen" gibt,; d. h. Stellun-
gen, bei demen z. B. A, wenn er gerade an der Reihe ist, gewin-
nen kann. ;Man muB allerdings selbst entscheiden kdnnen, wer den
ersten Zugﬁmachen soll. Die Entscheidung hieriiber hédngt von der
Anfangskonstellation ab.

Wir wollen zunidchst an einigen einfachen Beispielen solche Ge=-
winnstellungen fiir denjenigen untersuchen, der gezogen hat. Fir
denjenigen, der am Zuge ist, sind es dann Verliererstellungen.

a) In jedem Haufen sei ein Spielstein. _
Man erkennt in diesem Falle sofort, daB der, der anféngt,
verliert. Will A gewinnen, so muB B den ersten Zug ziehen.

b) In einem Haufen seien mehr als ein Spielstein, in den iibrigen
beiden sei je ein Spielstein.
Hier siegt stets der, der den ersten Zug ausfilhrt. Will wie-
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c)

der A gewinnen, so muBl er beim ersten Zug von dem Haufen,
der mehr als einen Spielstein enthdlt, alle bis auf einen
wegnehmen. B ist dann ndch Beispiel a) Verlierer.

In einem Haufen sei ein Spielstein, in den beiden anderen
seien mehr als ein Spielstein.

Da bei dieser Ausgangskonstellation fiir den, der das Spiel
beginnt, nicht immer der Gewinn sicher ist, wollen wir eini-
ge besondere Ausgangsstellungen dieser Art untersuchen.

Der Spieler, der mit dem Spiel beginnt, sei A, der andere B.

Die Ausgangsstellung charakterisieren wir durch die Matrix
h

M= h1

> . h’k gibt die Anzahl der Steine im k-=ten Haufen.
h

3
A eine Verliererstellung, wenn B aufmerksam spielt und sich
nicht irrt. Die Anderung der Matrix M, durch die Ziige von A
und B geben wir im folgenden fiir einige lLloglichkeiten sche-
matisch wieder. In allen moglichen Fdllen verliert A bei
richtig spielendem Gegner.

1 0 o\ 0 0 0 _
(2)—-(2)—-(2)—'(0)"—“(0)—"(0) A verliert
3 A 3 B 2 A 2 B 1 A 0
6} Gl G () ()
Q|l— |2 )— |2 )| |1 |1 ][O A verliert
3 A 3 B 2 A 2 B 0 A \O
1 1 1 0 0 0
(2)—-»(1)—-(1)—*(1)—'(0)—*(0) A verliert
3 A 3 B 1 A 1 B 1 A 0
€)= ()= ()= ()
21— |0 )—>|0])=—>» |0 A verliert
3 A 3 B 0 A 0

Weitere Moglichkeiten kann der Leser selbst noch finden und
die Verliererstellung nachweisen.

Auf dhnliche Vleise kann man zeigen, daB auch die Ausgangs-
stellun§ n

1 1
ME = (4 . 1‘;*[3 = (6) i 4»14 = (8) usw. fiir den Anfinger A
5 7 9

Verliererstellungen sind. Der Kiirze halber iiberlassen wir dem
leser die Bestiitigung dieser Behauptungen. Trotzdem bestehen

3
1
Es sei zundéchst M1 = (2) . Diese Ausgangsstellung ist fiir
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filr A Gewinnchancen, wenn B gsich einmal irren sollte.

- Dagegen sind die folgenden Ausgangsstellungen

1 1 1
N, = (3 N, = 5 Ny = [T usw. Gewinnstellungen fir A.

Wir zeigen dies fiir die Ausgangsstellung N1.

A nimmt vom dritten Haufen 2 Steine weg und erreicht dadurch

fir B die Ausgangsstellung ; . B muB8 verlieren. Ebenso kann

2
A die beiden Ausgangsstellungen N2 und NB in die fir B ungiin-

1 1
stigen Stellungen (5| und ( Z) Uberfithren.
4
Der amerikanische Mathematiker Ch. L. Bouton, der fiir dieses
Spiel auch den Namen "Nim" eingefiihrt hat, zeigte, daB sich die
Gewinn- bzw. Verliererstellungen mit Hilfe der Dyadik kennzeich-
nen lassen. Wir wollen diesen Zusammenhang mit der Dyadik bei
den Matrizen M, bzw. N, nachweisen (k=1,2,3, usw.).
Wir schreiben die Matrizen im Bindrsystem und bedianen uns da=
bei der Ziffern O und 1.
1 01 1 001
M1 = 10 oder 10 M2 = | 100 oder 100
SRE ¢ 11 101 101

1 001 1 0001
M3 =[110 bzw. | 110 M4 = [ 1000 bzw. 1000 usw.
111 111 1001 1001

Addieren wir nun die senkrecht untereinander stehenden Zifferen
in jeder Matrix und schreiben ihre Summen im Dezimalsystem ne=-
beneinander auf, so erhalten wir bei M, die beiden Summen (2,2),
bei M, die 3 Summen (2,0,2), bei M; die 3 Summen (2,2,2) und
bei M4 die 4 Summen (2,0,0,2). (0 ist ja auch eine gerade Zahl).
Ergebnis: Die erhaltenen Summen sind bei den Ausgangsstellungen
M, stets gerade Zahlen. (Fir k> 4 kann der Leser selbst Uber-
priifen). Nun schreiben wir die Matrizen Ny in &hnlicher Weise
und bilden auch hier die einzelnen Summen wie oben.

3 (8?1 . 081 0001 0001
= ’ = (1 Ny = (0111 N, ={ 1001 SwW.
2 100 2 110/ ' 3 1000/ ' 4 " \q010) °

Die Summen lauten in Dezimalschreibweise:
Beil N1 (1,1,2), bei N2 (2,1,2), bei N3 (1,1,1,2) und bei N4
(2.0:1.2):
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Ergebnis: Die erhaltenen Summen sind nicht alle gerade Zahlen,
mindestens eine ungerade Zahl kommt immer vor.

Wir konnen also sagen: Die Ausgangsstellung ist fiir den Anfén-
ger A eine Gewinnstellung, wenn mindestens eine ungerade Summe
vorkommt. Die Ausgangsstellung ist filr A eine Verliererstellung,
wenn alle gebildeten Summen gerade Zahlen sind. |
1

Fir den Fall, daB die Ausgangsstellung die Form | x | hat,

' y
(mit x,y> 1 und beliebig aus N), liegt demnach die Vermutung
nahe, daB in der binidren Darstellung der Matrix wieder die ein=-
zelnen entsprechenden Summen entscheiden, ob fiir A eine Gewinn-

stellung oder Verlierergtellung vorliegt. Liegt z. B. die Aus-

1 00001
gangsstellung M = 15 bzw. in bindrer Schreibweise 01111’
30 11110

vor, so sind die einzelnen Summen (1,2,2,2,2). M ist also fiir A

eine Gewinnstellung. Er muB8 mit dem Spiel beginnen, damit sein

Gewinn sicher ist. Er nimmt vom groBten Haufen 16 = 24 Stgégﬁ

weg. Dann bleibt fiir B die Ausgangsstellung 15) baw. (1111) .
14

1110
Die Summen sind (2,2,2,2). Wie auch B Steine wegnehmen wird,

immer entsteht filr A eine glinstige Ausgangsstellung. Nimmt z. B.

B vom 2., Haufen 7 Ste ge weg, so entsteht fiir A die Ausgangs-
1 001
stellung | 8| bazw. 1000 | mit den Summen (2,1,1,1).
14 1110
A nimm$ yom griBten Haufen 5 Steine weg und liberldt B die Stel=
1 0001

lung | 8] bzw. 1000,\ mit den Summen (2,0,0,2). B muB also
9/ 1001/
verlieren.

Zum SchluB betrachten wir den allgemeinen Fall, daB in allen

3 Haufen mehr &ls ein Spielstein liegen. Der oben erwdhnte ame=
rikanische Mathematiker Ch. L. Bouton hat bereits 1901 bewiesen,
daB die dyadischen Zusammenhiénge in gleicher Weise auch fiir be=
liebige Besetzungszahlen der drei Haufen gelten. Wir wollen an
einem konkreten Beispiel zeigen, wie theoretisch A seine Ge=
winnstellungen sichern kann und wie praktisch A spielen wird.

Es liege die Ausgangsstellung 18 | vor. Zunichst muB A fest=-

32
gtellen, wer den ersten Zug machen muBl, damit ?ein Gewinn ge=

gichert ist. Aus der bindren Darstellung (010018) ergeben sich
00
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folgende Summen: (1,1,0,1,2,1).

Die Ausgangsstellung ist demnach fiir A eine Gewinnstellung, wenn
er das Spiel beginnt. Damit die Summen gerade Zahlen werden,
nimmt er vom groBten Haufen 32 = 25 Steine weg und gibt in Ge-
danken 24+2 +2 Steine dazu, d. h. er nimmt im ganzen711 Stei-

ne weg. Dann entsteht fiir B die Ausgangsstellung 18 bzw.
{00111 21
10010} . Die Summen sind jetzt (2,0,2,2,2). B muB also ver=
10101
- lieren, wenn A keinen Fehler begeht. Nimmt z. B. B vom 2. Hau-

T 00111
fen 16 Steine weg, so entsteht die Matrix 2 bzw. 00010)
21 10101

Die einzelnen Summen betragen (1,0,2,2,2), fiir A wieder eine
ginstige Stellung. Er nimmt vom groBten Haufen 16 = 2* Steine

_ T . 111
weg und iliberlédt B die Matrix 2 bzw. 010) mit den Summen
5 101

(242,2). Nimmt nun B vielleicht vom 3. Haufen 4 Steine weg, s0

. 7 111
entateht flir A die Ausgangsstellung’ (2) bzw. 010) mit den
1 001
Summen (1,2,2). A nimmt nun vom ersten Haufe 3 Steine weg und

erreicht dadurch fiir B die Ausgangsstellung (> « B verliert

1
nun, wie wir schon friiher nachgewiesen haben. Je nach Art der

Zige von B kann A frilher oder spiédter gewinnen.

Praktisch wird wohl A hdchstens die erste Ausgangsstellung un-
tersuchen, ob er oder B beginnen soll., Dann kann er seine Zuge'
80 einrichten, daB er schlieBlich fiir B eine Ausgangsstellung
der Form Mk bzw. flir sich eine Ausgangsstellung der Form Nk er=
reicht. Sind beide Teilnehmer mit der Theorie vertraut, so kann
ausgewiirfelt werden, wer den ersten Zug macht.

Interessierte Leser kdonnen ja versuchen, mit mehr als 3 Haufen
dhnliche Gewinnstellungen bzw. Verliererstellungen zu finden.

Literaturangaben:.

é. Kowalewski., Alte und neue mathematische Spiele, Teubner-—
Verlag. »
Mathematisches Mosaik, Urania Verlag, Leipzig=-Jena-Berlin.

Dr. B. Hanisch
Halle
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Preisaufgaben
In einem Trapez sei die Summe der Innenwinkel an einer
der parallelen Seiten gleich 90°.
Man beweise, daB dann die Verbindungsstrecke der Mittel-
punkte der parallelen Seiten gleich der halben Differenz
der parallelen Seiten ist. \

O
D1
\J1

Der Umfang des Dreiecks A ABC sei 2pe.

Welchen maximalen Wert kann dann die Ldnge des innerhalb
des Dreiecks liegenden Abschnittes der Tangente des In=-
kreises von A ABC, die parallel zur Strecke BC verlduft,
annehmen?

=

o
bl
el

Man bestimme alle dreistelligen Dezimalzahlen (abc), die
gleich dem arithmetischen Mittel der Zahlen (bca) und
(cab) sind.

C) |

o
U
(00

Man zeige, daB fiir alle reellen Zahlen x das Polynom

P(x) = x8 - x5 + x2 - X + 1

posifive Werte annimmt.

)

A

F o
([

(@}
I
O

Beweisen Sie, wenn n ganze Zahl ist und.l.+-P +y =
go gilt folgende Gleichung '
sin 2ne + sin 2np + sin 2n §

= (_1)n+1 « 4 sin nd sin nf: sinny .

==

[Iycts a,b - KaTeTH NPAMOYIOJBHOI'O TPeYI'ONBHUKA,
C — rUNOTeHy3a, h — BHCOTA, ONYLIEHHAA U3 BEpUMHH
MPAMOTO yTJia HA TMIOTEHY3Y.'

JlokasaTh, YTO TPeyTONLHAK CO CTOPOHaMu h, ¢ + h,
a + b ABAASTCA NPAMOYTOJNBHHM.

(@]
(o))
o

—=

Einsendeschluf3: 15. 3. 1983
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Aufgabe O 5 Es ist

2 = x° + 3xty - 5x3'2

3.2

3 4

3

5
5

+ 4xy + 12y

y - 15x y

- 15x Yy

4

= x5 - 5x°y° + 4xy + 3x + 12y

x(xe-y ) (x° -4y ) + (x° -y %) (x® -4y ) 3y

(x=2y) (x=y) (x+y) (x+2y) (x+3y) (1)
Es sel z = 33. Da fiir ganzzahlige X nicht 33 = x5 gel-
ten kann, ist y # O. Die fiinf Faktoren, in die z (siehe
(1)) zerlegt wurde, sind alle paarweise voneinander
verschieden, denn widre x + ky = x + hy, so widre

(k-h)y = 0, also y = 0. Eine Darstellung von 33 als
Produkt von fiinf verschiedenen ganzen Zahlen ist aber
unmoglich, denn die Faktoren jeder Produktdarstellung
von 33 sind Elemente der Menge { 3335 #11,° 23, 31} ’
wobei aus {_133, +11, iBl} hochstens zwei Faktoren und
aus {+1,-1l hdchstens zwei Faktoren kommen konnen,
weil ja alle Faktoren paarweise verschieden sein miissen.

lAufgabe 0 6 Es ist zu zeigen, daB kein Polyeder mit 7 Kanten
existiert.
Falls eine Kante eines Polyeders eine viereckige Seiten-
fléche begrenzt, so hat das Polyeder mindestens 8 Kan-
" ten. Dieser Fall entfidllt also. Das Polyeder ist also
von Dreiecken begrenzt. Ist die Zahl der Seitenflédchen
k, S0 ist die Zahl der Kanten 2— also T = 25 oder

= 4 - 3, womit k keine ganze Zahl mehr ist.

Aufgabe O 8 | Bezeichnen wir den Nenner des ersten Bruches mit
8, des zweiten mit b und des dritten mit c. So gilt
n, : n, = 2 s 1

n, : Ng = 2 3 3
13 By ¢ n3 =4 : 23 3=
oder n, = 4x, n, = 2x und ny = 3x.
Fir die Zdhler setzenm wir entsprechend
Zq = 3y, zZ, = Y und Z4 = 2¥.
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Lisungen
Also ist
Hrk+5E-5
X 1
y° 5

Die drei unkiirzbaren Briiche sind also ?% o -ﬂ15- und th

Aufgabe 0 10| Wir formen den linken Teil der Ungleichung um.
4(x+y) (x+2)x(x+y+2) + Y2 #
= 4(x +xy+xz+yz)(x +Xy+xz) + y2
= 4(x2+xy+xz)2 + 4yz(x2+xy+xz) + yzzz
= [:2(x2+xy+xz) + yz]z
Wir haben somit das Quadrat einer reellen Zahl, welches
immer nichtnegativ ist.
Aufgabe 0 11 Aus den Beziehungen trigonometrischer Funktio-

nen und sineo = A sin(« +p) erhalten wir

sina (1-A cosB )= A cos 2 sinf> . Weiterhin

A gin
1=A cos fp

A sin é sin
und'tg(d.+F>) - cosg cos8
A gin gin
cos cos
- siné
cos P

tg o =

Aufgabe

0 12| Nennen wir die zwei Zahlen & und b (0.B.d.A.

a>b).
Aus der Aufgabenstellung ergibf sich
a =b =48 (1)
a=4b + 3 (2)
(2) in (1) eingesetzt ergibt b = 15 und filr a erhalten
wir leicht 63.
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l&ufgabe 0 13| Es gilt fiir X< a

¢ (x) = atb+o+d=-4x > (b-a) + (c-a) + (d-a)
fiir a € x<b
¢ (x) = -a+b+c+d-2x > (c-a) + (d-b)
fiir b 4 x¢cC
?(x)=c-a+d-b
filr ¢ S x4 4
¢ (x) = 2x-a=b-c+d ¥ (c-a) + (d=b)
filr 4 € x
(x) = 4x=a=b=c-d 2 (d=-a) + (d=b) + (d-c)
Wegen a<b
gilt 2a<2b.
und d-b< (b-a) + (d=-a)
und (c-8) + (d=b)< (b-a) + (c-a) + (d=a)
sowie wegen c<d
2c < 24’
o=a< (d=c) + (d=-a)
(c-a)+(d=b)< (d=a) + (d=b) + (d-c).

Also ist der minimale Wert der Funktion ¢ (x) d+c=b=-a
und dieser wird fiir b % x % ¢ angenommen.,

Berechnung von Funktionen

1. Fortsetzung

Ein erster Vorschlag fiir eine Rechenvorschrift ergibt sich in
der folgenden Weise:

Bs wird eine gewlinschte Genauigkeit £ vorgegeben, d. h. es
soll

Iejt - Pn(X)I <g
sein. PFlir unsere Zwecke sei &£ = 10” .

Von der TAYIOR-Formel werden soviele Summanden, genommen, daf
n wenigstens 2|x| wird und sei N viel groBer als n, dann ist
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L

die TAYLOR=Summe bis N eine sehr genaue Hﬁherung zu e™ und es
gilt in guter Ubereinstimmung

|yl = |e® - 2| & [oye0) - 2.0
n+1 n+2 N
| x X _ X
= l (ar )T * Tneo)T teeet [T
< |x n+1 (1 + I x| . [xl2 . N - lx]h-n_1 _
n+1 )1 n+o (n+2) (n+3) "7 u+2) (m+3)....0/

n+1)! n P e nﬁ-n-1 ‘

n

Es sei SK = 1+q+q2+q3+...+qK und q # 1, so ist
o _a K+
S = qSK =1 o]
und damit
K+1
g = J=9

K~ 1=qg °

Auf die letzte Ungleichung angewandt (mit q = iﬁL) erhiilt man

fiir den Ausdruck in der Klammer

n+1 1 = ,Elw-n
|7yl # by - 12

n

£ |x n+1 ) 1 _ |xln+1 ) # ¢ 5 lx n+1
Jn+1§! 1 - lil (n+1)!  n =Tx] n+1)!
Bezeichnet man aK(x) = %T s S0 geniigt es demzufolge, als Nihe-
rungswert Pn(x) so viele Summanden aK(x)'zu erfassen, daB

1le n > 2|x]| und
£ )
De [an(x)| < = gilt.

In der Tat, unter der Voraussetzung 1. ist

an(x)I S2 Ian+1(x)| € 2 lan(x)l‘ 2 - % =&

gewdhrleistet.,
Es ist noch ndtig, auf die Berechnung von aK(x) einzugehen.
Berechnet man xK und K! getrennt und dividiert anschlieBend, so

sind dafilr (K=1)+(XK=1)+1 = 2K~1 Rechenoperationen notwendig.
Fiir das Polynom P (x) erhédlt man somit
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Q(n) = n Additiomen + 1 + 3 + 5 +eco+ (2n=1)

=n + n2 = n(n+1)
auszufilhrende Rechenoperationen.
Nutzt man hingegen aber den Zusammenhang

ag(x) = g ay_q(x)
aus (ao(x)=1), so reduziert sich die Zahl der notwendigen Rechen=-
operationen auf rund 3n. Das ist ein auBerordentlicher Fortschritt,
denn fiir obiges & = 10_6 und filr x=20 miiBte man z. B. n=65 ver=
wenden und erhidlt damit ein Verhdltnis von
n(n+1) : 3n = 4290 : 195 = 22 : 1.
Im Ergebnis gelangt man zu folgendem Rechnerprogramm:

Programm A:

1. Vorgabe x

2. Setze S5=0, P=1 und n=0

3. Addiere P zu S

4. Addiere 1 zu n

5. Multipliziere x/n zu P

6. Gilt n>2|xl?

Wenn nein, gehe zu 3!
Wenn ja,‘gehe zu T!

7. Gilt 2 |P| < & ?
Wenn nein, gehe zu 3!
Jenn ja, gehe zu 8!

8. 5 13t der ?unktionswert. Ende.

Rein formal ist hierbei alles in Ordnung, aber es verbleiben
einige Probleme:

Angenommen, wir wollen e-15 berechnen. Herausxommen miiBte
eigentlich =12 = 3.059...'10_7, wir verlangen jedoch nur, dafB
‘unser Vert hochstens um 107 ° vom exakten Vert abweichen solle,
d. h. die Zahl

e=1% = 0.9.107° = -5.941...21077 |
izt in diesem Sinne ein zuldssiger Ndherungswert zu e'15, ob=-
wohl er mit dem exakten Wert nichts mehr gemein hat = nicht eine-
mal das Vorzeichen, das bei e™ nicht negativ werden kann!

Andererseits garantlert aber diese Rechenvorschrlft eine
enorme Genauigkeit bei der Berechnung von e15 = 3 269 017,373.¢¢,
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denn hier kann eine Abweichung erst in der siebenten Stelle
hinter dem Komma auftreten, also von vorn gesehen erst in der
14. Stelle! Eine solche Genauigkeit wird kaum benctigt, es wird
also viel zuviel ausgerechnet.

Als Ausweg bietet sich an, statt lex-Pn(x)| 4.10_6 zu for-
dern, daB die ersten sechs Stellen des Wertes e* richtig sein
sollen, also etwa 7

leX-Pn(x)|4 &e*
als Bedingung zu formulieren. Dafl man den rechts stehenden Wert
e* nicht kennt, ist hierbei problemlos: men verwendet einfach
den schon berechneten Néherungswert. Im Programm A ist der lo-
gische Test 7 also zu ersetzen durch

7. Gilt 2[?| = €ls|?

(Warum muB hier der Betrag von S genommen werden? MuB er wirk-
lich genommen werden?)

PerfekteIProgramme entstehen in der Regel nicht sofort,
sondern der Programmierer sagt im Laufe der Arbeit mehrmals:
"S0y jetzt miiBte es eigentlich laufen!"™ (Wenn es ein unerfahre=-
ner Programmierer ist, so sagt er: "So, jetzt lduft's!"). Diese
Stelle ist so eine Stelle, wo man das sagen konnte, und tat=-
séchlich, bringt man das Programm auf den Rechner und 1&d8t sich
fir einige x-Werte die zugehdrigen Funktionswerte ausrechnen,
um sie anschlieBlend zu kontrollieren, so hat man allen Grund
zur ireude... bis man z. B. x = =20 setzt. Sonderbar: Jolange
man nicht allzuweit in den Bereich der negativen x-Werte vor-
dringt - also speziell fiir alle x 2 0 - sind die Resultate rich-
tig, aber dort werden sie immer ungénauer und zuletzt vollig
unsinnig, z. B. groBer als 1 oder negativ.

Es sei hier gesagt, daB dieser Effekt stets auftritt, un=-
abhdngig vom Typ des benutzten Rechners. Wie kommt er zustande?

Angenommen, bei x = =20 muB bis zu einem Wert n summiert
werden, es ist also

2 3 n
. 20 207 | (=20)
Pn(—EO) = 1 - 20 -+ 2 — 6 Fo oo+ =,

der betreffende Niherungswert. Der betragsgroBte Vert in dieser
Summe ist
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20
_20)20 _
8,0(~20) = 1-55%- = 43 099 804,12...

Tatsdchlich, es ist

lagy (=20)| = 3 a,(=20) < a,,(~20)

und |a,g(=20)| = 2% a,,(~20) < a,,(-20).

Jeder Rechenautomat rechnet nur mit einer gewissen maximalen
Stellenzahl, z. B. 10 Stellen, der Rest wird weggerundet. Bei
dem obigen Wert werden also nur zwei Stellen nach dem Komma mit-
gefiihrt, da vor dem Komma acht Stellen bendtigt werden. Die CGe-
nauigkeit einer Summe ist i. a. nicht besser als die des unge~
nauesten Summanden, man kann also Pn(-20) mit dem betrachteten
Rechner hochstens auf zwei Stellen nach dem Komma genau bestime-
men. Praktisch bedeutet das, daB die zweite 3telle nach dem Kom=
ma also schon verfidlscht ist. Iun ist

e™20 - 2,06115... <10~2 = 0.000 000 002 06...
und zu dieser winzigen Zahl wird ein "Niherungswert" ausgerech=-
net, bei dem bereits die zweite Stelle hinterm Komma ungenau
ist: Ls ist klar, hier kommt nichts brauchbares heraus.

Pliir x = +20 ist ein derartiger Effekt nicht zu erwarten:
Zwar gelten auch hier bei Pn(x) hochstens zwei Stellen nach dem
Komma, aber es ist

e?0 - 485 165 195,4...
und in dieser zehnstelligen Darstellung ist der Fehler in der
zweiten Stelle hinter dem Komma belanglos.

Programm B:

1. Vorgabe x

2. Setze S=0, P=1, n=0 und T=|xl

3. Addiere P zu S

4. Addiere 1 zun

5 lultipliziere T/n zu P

6. Gilt n>2|x|?
Wlenn nein, gehe zu 3!
Vienn ja, géhe zu T!

Te Gilt 2 P < & 5?7
Wenn nein, gehe zu 3!
Wenn ja, gehe zu J!
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8. Gilt x <07
WJenn nein, gehe zu 10!

Wenn ja, gehe zu 9!
9. Verwandle S in 1/S5
10, 5 ist der IMunktionswert. IEnde.

Dieses Programm ist jetzt "sicher". PFir x< 0 wird 1/elx|berech-
net, und der Ienner 1l&Bt sich ja genligend genau bestimmen.

Von Standardprogrammen wird aber nicht nur erwartet, dald
sie in jedem Talle ein richtiges Zrgebnis liefern, es sqll auBer-
dem auch noch schnell gehen und so entstehen sehr ausgekliigelte
Lechenverfahren. Zwei ege zur Erhthung der Lffektivitit des
letzten Programms seien skizziert:

: . =B 0
Angenommen, es sei e™ = e2 1 zu berechnen, seo zerlegt man

X in eine natiirliche Zahl m und eine reelle Zahl t zwischen O
und 1, also x=m+t, m=20, t=0,1.

Hun ist
. . em+t = Mo
und aus der frither gewonnenen Abschiitzung mit r(n) erkennt man,

daB zur Berechnung von e’ mit der Genauigkeit € = 1076 ein fe-

stes Polynom mit zehn Gliedern ausreicht. Fiir dessen Berechnung
genligen 25 Operationen und der so gewonnene Vlert wird noch m-
mal mit der fest vorgegebenen Zahl e multipliziert. Die Zahl der
notigen Rechenschritte reduziert sich also von 195 weiter auf
45! ‘Jienn man weiterhin so rechnet,. da8 nur die Werte
a=e2, b=e4=a2, c=e8=b2, d=e16=02. ezo=b'd
bestimmt werden, so braucht man sogar nur 25+6=31 Operationen.
#in anderer leg besteht darin, daB man eine natiirliche Zahl
k so wihlt, daB t=2"¥x <1 wird. AnschlieBend berechnet man A=e®

cund erhiilt z’k

k k
m Xe 2 2
e* = e EE = (92 ) = (et) = A®

HN

k

durel k-maliges Quadrieren von A.

Fortsetzung folgt!
Dr. W. Rosenheinrich
Bereich Numerik/Optimierung




Es ist gefédhrlich, den Mensch zu oft daran zu erinnern,
wie sehr er-den Tieren gleich ist, ohne ihm seine GroBe
zu zeigen. Es ist aber auch gefdhrlich ihm seine GrdBe
zu zeigen, ohne seine Niedrigkeiten sehen zu lassen.
Aber noch gefédhrlicher ist es, ihn iiber beides in Un-
wissenheit zu lassen. Heilsam ist es, ihm beides vor-
zustellen.

Elaise Pascal
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