seawa.
esaess
28 SSsedORed

bereitung-Studienwerbung

der Sektion Mathematik
an der Friedrich-Schiller-

Jugendobjek! Studienvor-
Universitat Jena

Sonderpreis fiir DDR:

Herausgegeben vom
0,20M

17. Jahrgang
Index 33873

WURZEL

1eilschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

* ® ode
(L] ape @ @82y Ssee B aee & a8 a8e SABEs
i N A N R R R R R R R R R R N NN NN RN RN NN
ssea
(L

i® & B8 & & @ O 40 & O & 9 P06 H & O 00 GOGE & & © S 00 S 00 & S8 0 0 O 0 S0 & 0 B & S000 & 0 8 40 SRe O
.o aes @ Seesess o L ases » ae osoesdanse L se9 & Ses ase & eesbaes o as s @ (L) scsecee oo
------------------------------------------------------------------------------------------------------------ SBesssnnsn 'TL1]

] . eas L (L1 . o0 e ot eee L] e L3 aen Ld ees L] ace a8 a0 o
IS SO0 DRSORRDES SO DOBIGOIREY LA A Rl LA Ll C0Q00RPROOROVONRAPCOPUBORRAOIOPRER SODOSRRRGIOR l...J.... eesbo0R000S

S04000800 G00B000C08 SE0S00RS00E0 & SRSBSGBEBLBASS SO000GS20000000 SOBBOCODES esoedenesboRe & SO00RRS
oo . esen L soe . sea . L e L L see L] eess ° ses ® €00 [ ] e

* secvRee . eee 89988 S0 L1 seces LI . . eke L ® shaeeee * 88s Sasee B L) LA L Ll LL)
@ ¥ 290089 & % 49 0 9 B 4 00 B © 0 V0 & @ 2 0 % ® 00 9 & 4 % SRS B 4 B9 F % & % 8% 8 B P VeSS 9 9 &



srmonische ”chﬁinzunp 2
Die harmonische Schwingung und |hre

mathematische Beschreibung

(I) Das wohl einfachste Modell zur Untersuchung des Schwingungs-
vorgangs ist der Federschwinger.

Es sel eine Masse m an einer masselosen Feder mit der Federkon-
stanten k aufgehiéngt und befinde sich in Ruhe. Jetzt lenken wir
die Punktmasse nach unten (o. B. d. A.) um einen gewissen Weg
h aus, und lassen sie los.

Unsere Erfahrung besagt: die Punktmasse bewegt sich periodisch
auf und ab, oder besser: sie schwingt.

Jetzt wollen wir diesen Vorgang analysieren und innermathemati-
sche Uberlegungen anstellen, um die Notwendigkeit dieses Ver-
haltens zu verifizieren, d. h. die Ubereinstimmung von Theorie
uand Praxis zu bestdtigen.

Zu diesem Zweck abstrahieren wir von der Energieumwandlung durch
Reibung o. d..

Die Bewegung erfolgt ausschlieBlich NS A W &) A

auf einer geradlinigen Bahn; es ge=-
niigt die Festlegung einer Koordina-
ten x. Der Ruhepunkt sei der Null=-
punkt der Koordinatenachse. Jetzt =i
kommt das Axiomensystem I. NEWTONs — K
(1643 = 1727) zur Anwendung. Vr

Die drei fiir die theoretische Mechanik grundlegenden Axiome
seien nochmals zusammengestellt. ]
1. NA Ein krdftefreier Kborper behédlt seinen Zustand der
gleichfdrmigen Bewegung bei.
2. NA Kraft ist das.Produk; von Masse und Beschleunigung
. 47 x
F=me«<a=mn E;E
3. NA Jede Kraft ruft eine gleichgroBle Gegenkraft hervor
"actio = reactio"

Bemerkung 1: Die ange filhrte Reihenfolge ist zwar iiblich, dabei
keineswegs bindend oder gar als "Wertung" der
Axiome zu verstehen.

2
Bemerkung 2: Der Ausdruck Q_g wird gebrduchlich mit X abgekilrzt
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(entsprechend %% = X USW.).

In unserem Problem wirken zwei Kridfte:

Fp = -kx (Definition der Federkraft)
Fp = mx (2. NA fiir die an das Massestiick angreifen-
de Kraft)
Das 3. NA legt nun fest:
F, = Fp oder mi = -kx oder X = - = x (1)

Der Vorgang wird durch (1) aber noch nicht vollsténdig bes.hrie
ben. Die Auslenkung und der Bewegungszustand vor dem "freien"
Schwingungsvorgang wird auch noch zur Beschreibung gebraucht.

x(0) = h x(0) = 0 (2)
Der Einfachheit halber normieren wir jetzt wie folgt:
% = 1’ h=1 (3)

Somit vereinfacht sich dhs System von Gleichungen (1) und (2)
zu folgendem:

X(t) = —X(t)
x(0) =0 ) (4)
x(0) =1

(II) Problem: Es ist eine Punktionx (%) gesucht, die das "Sy-
stem" (4) erfiillt.

Bemerkung 1. fh der Sprache der (sehr weit ausgearbeiteten)
Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen
handelt es sich bei dem obigen "System" (4) um
eine gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung
mit ihren Anfangswertbedingungen. Deshalb sprechen
wir im weiteren von der Gleichung (4).

Bemerkung 2. Die Untersuchung geschieht aber im weiteren aus-
schlieBlich mittels der aus dem Schulunterricht
(Klasse 11) bekannten Methoden der elementaren
Analysis.

Bemerku§§_3. Die im folgenden zitierten S#tze sind in den Lehr=-

blichern Klasse 11 und 12 ausfilhrlich formuliert
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und bewiesen.
Desweiteren findet man dieselben in jedem Werk
iber elementare Analysis.

Hilfssatz 1: Eine Funktion F, fir die gilt:
F(t) = =F(t) VteR
F(0) = 0
P(0O) =0
kann nur die Funktion F(t) = O sein.

Bemerkung: Hier wie im folgenden ist mit "Funktion" eine reell=
wertige Funktion reeller Verénderlicher gemeint.

Beweis. Es sei folgende Funktion G definiert:
G(t) 1= F2(t) + [F'(£)]?
1. Feststellung: G ist einmal stetig differenzierbar, weil F
’ zweimal stetig differenzierbar ist (¥VteR )
2. Feststellung: G(0) = O '

Es gilt: G'(t) = 2F(t) - F'(t) + 2F'(t) F"(t)
Da F (t) = F"(t) = -F(t) ist,

folgt G'(t) =0 YV teR

Somit gilt: G(t) = const Vtelk

~und weil G(0)=0: G(t) = O VteR

Offensichtlich gilt: G(t) = O genau dann, wenn F(t) = O.
Daraus folgt der Hilfssatz.

Bemerkung: Hinter diesem Hilfssatz verbirgt sich ein fundamen-
taler physikalischer Sachverhalt, er beschreibt einen
Spezialfall des 1. NA.

Bemerkung: Der Hilfssatz wird im weiteren seine auBlerordentls -
che Effektivitdt nachweisen.

Satz 1. (Unitdtssatz)
Es gibt hdchstens eine Funktion X, die die Gleichung (4)
erfiillt. '

Bemerkung: Die Existenz einer solchen Funktion sei fiir uns

durch unser Anliegen nachgewiesen. Der innermathe=-
matische Nachweis erfordert weitere umfangreiche
{iberlegungen.
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Beweis. Wir nehmen an, es giébe zwei verschiedene Funktionen X
und i. die (4) erfilllen, das heiBt, sie unterscheiden sich um
wenigstens einen Punkt.

Es sei nun: _
F(t) := X(t) - X(%).

Fir F gilt nun:
F(0) = X(0) - X(0) =1=1=0
F(0) = X(0) =X(0) =0 -0 =0
F(t) = X(t) - X(t)
= X(t) = X(t) = = F(t)

Somit sind die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt und durch
seine Anwendung folgt:
F(t) 50 X(t) = X(t) V4,
was im Widerspruch zur Annshme
It mit X(t) A X(t)
steht.

Im weiteren sei eine weitere Funktion definiert, deren Eigen-
schaft wir ebenfalls untersuchen werden.
Y(t) := X (t) = =X(%).

Dem Leser sei es selbst liberlassen, die der Gleichung (4)
entsprechende Gleichung fiir Y aufzustellen. (A1)

— Fortsetzung folgt —

K.-1. Heilemann
Mathematikstudent
5. Studienjahr

FSU Jena
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Preisaufgaben

P 1_ Man zeige, daB die Gleichung x° + y° = 4% fr natiirliche
Zahlen n keine ILdsungen in positiven ganzen Zahlen x,y
besitzt.

P 2 Man zeige, daBl fiir keine positiven ganzen Zahlen n und k
mit k> 1 die Zahl k

n

3 + 1
durch 5 teilbar ist.

-

Man bestimme den Wert tan -'E’- , wenn bekannt ist, daB

P 3
. o 0
gine + cos ot = und 0" < oc < 45~ gilt.
P4 Es 1st zu zeigen, daB fiir positive ganze Zahlen n stets

die Ungleichung

1 1 1
1<m+m+...+m(2 giltl

Q)

P 5 Man beweise, daB sich die Zahl 2/ 2 nicht in der Form
@ P + q-{—; mit rationalen Zahlen p,q,r und r> 0 darstellen
18B8t.

P 6 IycTs a,b - KaTeTH OPAMOYTONBHOTO TPEYTOJBHAKA, € -
® IUNoTeHysa, h - BHCOTA, ONYUEHHAA W3 BEPIMHH IDAMOTO

yIila Ha TMOOTEeHyay. JOkasaTh, YTO TPEYTONBHUK CO CTO-
podamt h, ¢ +h, a + b SABIAETCA IPAMOYTOIBHHM.

EinsendeschluB: 15. 4. 1983
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FDJ-Studentenklubs an unserer Universitét

An der Sektion iathematik und dariiberhinaus an unserer
Université&t gibt es natiirlich auBer unserem Jugendobjekt
"Studienvorbereitung - Studienwerbung", das die WURZEL
herausgibt, zahlreiche andere Jugendobjekte. Wir mdchten in
diesem und im nichsten Heft die zwei. FDJ-Studentenklubs
"jazz im paradies" und "Schmiede™ vorstellen, an denen auch
Studenten unserer Sektion beteiligb sind.

Hier zun&chst ein Bericht iiber "jip".

JAZZ im PARADIES

Seit zwei Jahren kann man an den verschieden-
sten Stellen in Jena regelmdfBig Plakate mit dem
Aufdruck "jazz im paradies" sehen. Meistens
findet sich auf diesen Plakaten auch ein Teufel-
cken mit Trompete, Saxophon oder Klavier.
Was haben Paradies, Jazz und Teufel miteinander
zu tun? Einen ersten Lichtschimmer in die etwas
mysteritse Angelegenheit bringt vielleicht die
Tatsache, daB ein Teil der oberen Jenaer Saale=~
aue von alters her "Paradies" genannt wird. Genau in diesem
wohl ehemals wirklich paradiesisch schonen Stiick Natur befindet
8ich der Jugendklub des VEB Jenapharm, in dem einmal monatlich
ein Studentenklub der Sektion Mathematik mit Jazzveranstaltun-
gen zu Gast ist. Und eben dieser FDJ=-Studentenklub nennt sich
"Jazz im paradies". Die trotzdem noch offene Frage, was denn
nun das jazzende Teufelchen im Paradies zu suchen hat, wollen
wir Buch sozusagen als Preisaufgabe iiberlassen.
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Flir diejenigen von Euch, diefbeim Stichwort Jazz nicht gleich
weiterblédttern, haben wir im folgenden noch einige Informatio-
nen zum Studentenklub "jazz im paradies"™ zusammengestellt:

MITARBEITER
Studenten und Assistenten der Sektion llathematik und ande-
rer Sektionen der Friedrich-Schiller-Universitit Jena

AKTIVITATEN
Pro Monat etwa ein Konzert mit zeitgendssischem Jazz der
DDR und des Auslandes.
Pro Monat etwa ein Vortrag (mit anschlieBender Diskussion)
liber Tendenzen und Personlichkeiten der internationalen
Jazzszene, iiber historische Zusammenhiénge und soziale Hin-
tergriinde.

HERVORRAGENDE KONZERTE MIT DDR=JAZZERN
Solokonzerte mit Giinter Sommer, Uli Gumpert, Cony Bauer;
Ernst=Ludwig=-Petrowsky-Trio;
Jazz & Puppenspieler mit Peter Waschinsky.

AUSLANDISCHE GASTHMUSIKER
Andrea Centazzo (Italien), ILeo Smith (USA), Peter Kowald
(BRD), Radu Malfatti (Usterreich), Maggie Nicols (GB),
Tristan Honsinger (USA), Fred van Hove (Belgien), Rudolf
Dasek (CSSR). |

EINIGE VORTRAGSTHEMEN
Miles Davis, Dollar Brand, Keith Jarrett, Frank Zappa als
Jazzer, John Lee Hooker, Ganelin-Trio aus Vilnius, Demon=-
stration von Jazz-Dance, Jazzdiskotheken .

Vielleicht werden wir bald den einen oder anderen von Euch bei
einer Veranstaltung von "jazz im paradies" begriiBen konnen?

Heiner Schwulow
Forschungsstudent Sektion Mathematik
Stellvertretender Klubchef von ,,jip*
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Berechnung von Funktionen
— 2. Fortsetzung —

B. Die trigonometrischen Funktionen f(x)=sin x und g(x)=cos x.

Die Variable x sei im BogemnmaB angegeben. Als Entwicklungs-
stelle betrachten wir wieder c=0.

Es gilt:
f(o)(x) = gin x r(o)(o) = 0
£{1(x) = 005 x £ 0) = 1
1(2)(x) = —=gin x 1(2)(0) =0
1(3)(1) = =-CO8 X - r(3)(o) = =1
f(4)(x) = gin x f(4)(0) =0

Damit wird beispielsweise
] x5 i 7
sin x = x - ET R7(x),

2 x4

cos X =1 = %T + 7T - ég + R%(x).
In analoger Weise wie bei der Exponentialfunktion iiberzeugt man
sich, daB bei festem x und wachsendem n das Restglied Rn(x)
klein wird.

Es ist sin(-x) = -sin x, folgerichtig tauchen in der
TAYIOR=Formel fiir sin x nur ungerade x=Potenzen auf (daher auch
der Ausdruck "ungerade Funktion").

Programm C:

1. Vorgabe von x
2. Ist x<07?
Wenn ja, gehe zu 3!
Wenn nein, gehe zu 4!
3. Addiere 21U zu x, gehe zu 2!
4, Ist x £ 2% 2
Wenn ja, gehe zu 6!
Wenn nein, gehe zu 5!
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5. Subtrahiere 2T von x, gehe zu 4!
6. Soll sin x berechnet werden?
Wenn ja, gehe zu 71
Wenn nein, gehe zu 8!
7. Setze S=x, n=1, P=x, gehe zu 9!
8. Setze S=1, n=0, P=1. >

9. Multipliziere - m zu P
10. Erhdhe n um 2
11. Addiere P zu S
12, Ist [Pl <g *
Wenn ja, gehe zu 13!
Wenn nein, gehe zu 9!
A%+ s igt der Funktionswert. Ende.

Das vorliegende Programm berechnet wahlweise sin x oder cos x.
Zuerst wird x in den Winkelbereich O € x € 2% reduziert. Das
ist mdglich, da sin(x+2T ) = sin x und oos(xiZTr) = COS X wegen
der Periodizitdt gilt. Diese Reduktion senkt einesteils den Re-
chenaufwand -~ die Summanden nehmen schneller ab - und verhindert
andererseits den Effekt, der bereits bei e~2° auftrat.

Das vorliegende Programm 1l&B8t sich noch wesgentlich effekti-
ver gestalten, indem man die Eigenschaften der beiden Funktionen
noch weiter ausnutzt. Dies sei als Ubung dem Leser Uberlassen,
hier nur eine andere "Anwendung":

Bekanntlich ist sin kW = O. Das legt den Gedanken nahe,
daf die Nullstellen von P (x) in der Néhe von kW liegen, sich
also eventuell zur Berechnung von W eignen. Aus Bequemlichkeit
betrachtet man besser das Polynom

! "
Q (x) = ‘i?- P _(x).

Die folgende Tabelle enthiéilt einige derartige Polynome und den
Wert der kleinsten positiven Nullstelle:

n | Q (x) ) =4
3 |6-x° . 2.449490
5 | 120 - 20x° + x4 -
7 | 5040 - 840x° + g2x% - x° 3.078642
9 | 362880 - 60480x° + 3024x% - 72x® + 28 | 3.148690

Fir n=15 erhdlt man als Nullstelle den Wert 3.141591881, der
um 7.7g10'7 kleiner ist als der exakte Vert.
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Ce Intermezzo

Wir suchten ein Verfahren zur Berechnung elementarer Funk-
tionen. Gefunden haben wir mehr: eine auBerordentlich vielseiti-
ge und nlitzliche analytische llethode. Es fallt schwer, sich von
diesem Gebiet zu entfermen, ohne wenigstens die groBten der her-

umliegenden Edelsteine aufzusammeln. Um den Exkurs nicht allzu-
sehr auszudehnen, wird dabel auf exakte Definitionen und Bewei-

se verzichtet und lediglich formal gerechnet; genaue Begriindun-
gen findet jeder interessierte Leser in den Lehrbilichern der Ana-
lysis unter dem Stichwort "Potenzreihen".

Sel x eine beliebige, aber feste .reelle Zahl, so ist z. B.

2 w
ex=1+x+xr+...+-§r+Rn(x)

und es gilt Rn(x)-—-o fir unbegrenzt wachsende Werte von n,
d. h. die vor Rn(x) stehende Summe ndhert mit wachsendem n den
Wert e* immer besser an. Da x beliebig ist, gewinnt man hieraus
die Darstellung

> 3 x2 x3

e =1+ x + 3=t 3T teeot IT teeo
und nennt den rechts stehenden Ausdruck "die Potenzreihe der
Punktion e*", Es handelt sich hierbei um eine Summe mit unend-
lich vielen Summanden.

Funktionen, die eine Darstellung als Potenzreihe gestatten,
heiBen analytische Funktionen. Wenn die Funktion und ihre Dar-
stellung obendrein fiir alle Werte von x existieren und dasselbe
bedeuten, so spricht man von "ganzen analytischen Funktionen".
Zu ihnen gehdren die Funktionen ex, 8in x und cos X.

Fir die weiteren Betrachtungen ist es notwendig, neue Ob=-
Jekte einzufiihren: komplexe Zahlen.

Der Buchstabe i bezeichne ein Objekt mit der Eigenschaft
12 = =1 und heiBt "imaginire Einheit". Iin Gebilde der Form
z = a+bi, a,b reell, nennt man "komplexe Zahl". Mit komplexen
Zahlen kann man rechnen:

z=342i, u==4+3i

zHu=3+2i-4+3i==1+51

z=u=(3+21)=(-4431i)=342i+4=3i=T-1i

zeu=(3+21) (=4431)==12+491 =81 +6i2==12+1=6==18+i



=Barechnunes von Funktionen | 12

. : .2
Z_ 3421 _ (3+21)(=4=31) _ =12-91-81-612  —12-17146
RS G 553 0 5 : ¥ B S SRR Sl PR

=6-171 6 17
= akEE EF ¥

Es gelten die liblichen Rechengesetze: z+u = u+z, z°u = ue-z,

z(u+v)=zu+zv usw. Alle diese kigenschaften machen es méglich,
mit Hilfe der Potenzreihendarstellung die betrachteten elemen-
taren Funktionen von der Menge der reellen Zahlen in die der
komplexen Zahlen fortzusetzen. Man definiert also z. B. fiir eine
beliebige komplexe Zahl z

e’ =1+ 1z + %; + %g + eee o
Die reellen Zshlen werden hierbei als spezielle Komplexe aufge-
fat, also z. Bo. 1 =1 + 0 - i, Hieraus folgt, daB die obige De-
-finition eine verniinftige Erweiterung der Exponential funktion
ist, da.sie im Spezialfall eines reellen Wertes z mit der her-
kommlichen Funktion {ibereinstimmt.

Sei nun z = u*i mit einer beliebigen komplexen Zahl u, i
bezeichne wiederum die imaginidre Einheit, so gilt

R R AN AL DL x%gi w)®

W@ w3 ot W9y
At e R R R m*"'
2 4 8 3 o5

/]

(1_11 n

-2—-+ﬂ—m+...)+i(u-%—+m----)

= Cos u + i gin u,

also kurz:
ui
e = cog u + i sin u,

Wie es sich herausstellt, existiert ein enger Zusammenhang zwie-
schen der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktio-
nen. Dies wird noch deutlicher, wenn man noch die folgende Formel
hinzufiigt:

e . cos(=u) + i sin(=u) = cos u - i sin u.
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Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Formeln folgt
cos u = % (&% & «ML)

gin u = % (eui - e'ui).

Auf einmal sind erstaunliche Sachen moglich: Die goniometrische
Gleichung
sinu = 2
ist losbar! In der Tat, sei eui = w, so mull gelten
2=% (-9,
also 4w = w2-1 und damit

w2 - 4w - 1 =0,

w12=21 ‘4+1=2
’
Eine mogliche Losung wére damit

u,i = 1n (2+1r§),

also u, = % e In(2+95) = =i-1n(2+75) wegen -i = % . Zu diesem
Wert kdnnen wegen der Periodizitdt der Sinusfunktion noch belie=-

bige Vielfache von 2% addiert werden.

also

5.

1+

Sei x jetzt wieder eine reelle Zahl. Die eingefiihrte Glei=-

chung
elx = Cc08 X + 1 sin x

geht auf Leonhard EULER (1707 = 1783) zurlck und wird mit sei-
nem Namen bezeichnet.

Setzt man hier x =N s so folgt

il

v
el = cosM + 1 ginll = =1 4+ 1 ¢« 0 = =1

und umgestellt

1T+ e = 0

Es gibt unzihlige Lobeshymnen begeisterter lathematiker
auf diese wunderschone Gleichung. Sie ist tiefliegend und von
lakonischer Kiirze, entspricht also in idealer ieise den Hsthe-
tischen Vorstellungen der liathematik. Sie enthilt sehr viel und
nichts Uberflilssiges: Alle fiinf fundamentalen mathematischen
Konstanten, drei Rechenoperationen (Addition, lultiplikation
und Potenz) und das Gleichheitszeichen.
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Plir denjenigen, der glaubt, sich jetzt ﬁber ‘nichts mehr
wundern zu brauchen, noch ein kleiner Nachschlag:

Sei x = f sy 80 ist

i — -
aix = @ 2 = COS8 % + i sin % =0 + i1 = i
und damit
‘ 2 %
11 & (ej‘x):‘L =el T e T 26" 7T = 0.2

Der schwer zu deutende Ausdruck'ii ist somit reell.

2. Joseph Louis LAGRANGE (1736 - 1813)

Die Funktion f(x) sei fiir alle iierte x mit a € x € b defi-
niert. Zu ihrer Annzherung wird ein Polynom

oo n -1
Pn(x) =aXx + a1xn +eeet 8. .X + 8

n=-1 n
gesucht, das die folgende Eigenschaft besitzt:

In n+1 paarweise verschiedenen Punkten X, & & x; < p,

gelte n
Pn(xi) = r(xi)!
Wehrend beim TAYILOR=-Polynom gefordert war, daB die ersten n Ab-
leitungen von Funktion und Polynom in einem Punkte Ubereinstim-
men,soll jetzt nur der Funktionswert selbst, d. h. der Wert der
nullten Ableitung, festgelegt werden, dafiir aber in n+1 ver-
schiedenen Stellen. Das so definierte Polynom P heilt Inter-
polationspolynom der Funktion f(x) in den Punkten X5
1=0,1,2,44.,n. Zuniichst soll nachgewiesen werden, daB3 es liber-
haupt existiert.

Satz: Unter'den-getroffenenlVoraussetzungen existiert ein
" eindeutig bestimmtes Interpolationspolynom P (x).
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Beweis. Wir betrachten fiir j=0,1,2,¢..,n die Funktionen
L b (x—xq)(x-x1)...(x-;j_1)(xr?j+1)...(x-xn)
J (xj-xo)(xj-x1)...(xj-xj_1) xj-xj+1fl..(xj-xn)
Da die Punkte x; paarveise verschieden sind, wird das Produkt
im Nenmer nicht gleich Null, die Funktion ist also fiir alle Wer-

te von x definiert und stellt offensichtlich ein Polynom vom
Grade n dar.

Sei i#j, so ist 1j(xi)=o, da eines der Produkte im Zdhler
liull ist. Andererseits gilt lj(xj)=1. da Zéhler und Nenner dann
gleich sind. Man setzt nun

Pn(x) = f(xo)-lo(x) + f(x1)'11(x)+...+£(xn)'ln(x)
und hat damit das gesuchte Polynom gefunden. In der Tat, dea alle

Polynome lj vom Grade n sind, so hat ihre Summe keinen hdheren
Grad. Die Interpolationsforderung wird auch erfilllt, denn es
ist

Pn(xi)

f(xo)-lo(xi)+f(x1)11(xi)+...+f(xi)1i(xi)+...+f(xn)1n(xi)
r(xo)-0+f(x1)-0+...+f(xi)-1+...+f(xn)-0

f(xi).

Bs verbleibt noch zu zeigen, daB dieses Polynom P (x) das einzig
mogliche ist. Angenommen, es gibt ein zweites Polynom Qn(x),
dessen Grad die Zahl n nicht {ibersteigt, und fiir das ebenfalls
die Forderung

Qn(xi) = f(xi), L0526 00,00
erfillt wird. Der Grad des Differenzpolynoms

D (x) = P (x) = Q (x)
ist nicht hoher als n. £3 ist

/]

Dp(x;) = BPp(x)-Q.(x;)  f£(x;)-f(x;) =0

fir n+1 Werte i=0,1,2,..-,11-
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Damit hat aber das Polynom Dn(x) n+1 verschiedene Nullstellen!
Das ist eber nur méglich, wenn Dn(x) identisch gleich Null ist,
da ein Polynom ansonsten hchstens so viele Nullstellen besitzt,
wie sein Grad angibt. Demzufolge ist

Pp(x) = Q(x)+D,(x) = Q. (x) + 0 = Q_ (x)

fir alle Werte von x und das "zweite™ Polynom Q (x) £i11t somit
mit dem "ersten" Polynom P (x) zusammen. Damit ist auch die Ein-
deutigkeit von P (x) geze:Lgt.

Fortsetzung folgt!

Dr. Rosenheinrich

Bereich Numerik/Optimierung
Sektion Mathematik

FSU lJena
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"Schmiede" b

_FD.I'-§tudeﬁt‘e-l_lic_Iubs an unserer Uhijetsitél

Wie bereits im Heft 1/83 angekiindigb, mochten wir an dieser
Stelle einen kurzen Beitrag iliber den FDJ=-Studentenclub
"Schmiede" veréffentlichen.

EFD)-Studentenclub .Schmiede’.

In der ersten Novemberwoche 1982 beging der FDJ-Studentenclub
"Schmiede" sein zehnjéhriges Bestehen. Aus diesem Anlaf wurde
auf vielféltige Art und Veise iiber die ehrenamtliche Tétigkeit
von Studenten, die hauptsdchlich an den Sektionen Mathematik
und Wirtschaftswissenschaften studieren, berichtet. Ging

es vor 10 Jahren noch darum, einen Treffpunkt flir Studenten in
neuentstandenen Wohngebiet Lobeda-West zu schaffen, um dessen
Existenzberechtigung die Griinder hart kimpfen muBten, so ist
der Club heute nicht mehr aus dem kulturellen Leben unserer
Universitdt wegzudenken, Dabei gilt unser Hauptaugenmerk in
der Programmgestaltung, einen Beitrag zur allseitigen Persdn-
lichkeitsentwicklung unserer Studenten zu leisten. Dazu

zéhlen wir Foren und Diskussionen zu aktuell- und wirtschaf ts-
politischen Fragestellungen, Selbstbetétigung auf kiinstlerischen
und anderen Gebieten, Tanz und Geselligkeit, Vortrige zu
kulturpolitischen und université@tsgeschichtlichen Themen

und vieles mehr., Fiir die Clubmitglieder selbst bedeutet dies
natiirlich hohe Anforderungen, neben guten Studienleistungen
als Mitorgenisator dieser clubeigenen Programme zu arbeiten
und dariiberhinaus auf die verschiedenste Art die einzelnen
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Veranstaltungen vom EinlaBdienst iiber Getrdnkeausschank bis

hin zum Ordnungsdienst abzusichern. Die zahlreichen Begegnungen
mit ehemaligen Clubmitgliedern wéhrend unserer Geburtstags-
feier haben jedoch gezeigh, daB sehr viel SpaB und Freude an
dieser Art FDJ-Arbeit auch dazu beigetragen hat, daB viele
Absolventen heute im Berufsleben ihren Mann stehen.

Ralf Schmidt-R6h

. Forschungsstudent

Sektion Mathematik

stellv. Klubleiter der ,Schmiede"”

Die harmonische Schwingung und ihre
mathematische Beschreibung — Fortsetzung

(III) In diesem Abschnitt untersuchen wir nun Eigenschaften von
X und Y. |

Satz 1. (1) X ist eine gerade Punktion, d. h. es gilt
X(=t) = X(t) Yt |
(2) Y ist eine ungerade Funktion, d. h. es gilt
Y(-t) = =¥(t) V¢t

Beweis. (1) G(t) := X(t) - X(=t)
G(t) = X(t) + X(=t)
G(t) = X(t) = X(=t) -
X(-t) - X(t) = -G(%)
und G(0) =0 +0 =0
G(0) =1 =1 0

]
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Mit Hilfe des Hilfssatzes 1 folgt: ‘

G(t) =0 und somit
X(t) = X(=t) . V¥Vt

(2) G(t) := Y(%) + Y(=t)

Unter Verwendung des Resultats von (A1) erfolgt der

Beweis analog zu dem der ersten Behauptung. (A2)

Satz 2. Es gilt:
| 1) X(ty+t,) = X(t)X(%,) = Y(t )Y (¢t
2) ¥t +¢2 = I(t )I(t ) + X(t )Y(t
3) let) + Y2(t) = 1
Beweis. 1)+ 2) Wird gefiihrt, indem man zeigt (das heiBt hier:
nachrechnet), daB8 folgende Funktionen die Bedingungen des Hilfs=-

satzes 1 erfiillen:
G(t1) = X(t1+t2) - X(t1)x(t2) + Y(t1)Y(t

5)
o)

o)

- tEGTR fest
H(t1) :=‘Y(t1+t2) = Y(t1)X(t2) = X(t1)Y(t2)

3) 1 = X(0) = X(t+(-%))
Mit Teil 1 des Satzes folgt:
_ = X(t)X(=t) = Y(t)Y(=-t)
mit Satz 1 gilt weiter:
1 = x2(t) + Y°(t).

Hilfssatz 2. Es sel f eine reellwertige Funktion,

D(f) =1 =(A,o) AeR

f sei in diesem Halbstrahl differenzierbar.

Dann gilt: ’

‘Existiert fiir unbeschriénkt wachsendes x ein Grenz-
wert a fir £'(x), dann besitzt die Funktion I%%l
eben diesen Grenzwert a fiir unbeschrinkt wachsen-
des x.

Bemerkung. Filir das Verstédndnis des weiteren Gedankengangs ist
das Verstdndnis des Beweises nicht ndtig. Er wird
nur der Vollstédndigkeit halber gegeben.

Beweis. lim £'(x) = a, d. h. Ve> o (lies: fiir alle echt posi-
F> o ves € )
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il. (¢)>0 (lies: existiert ein
von & abhiingiges echt
- positives A )
so daB gilt:
[£'(x) - al<€ Vxe f/’lo.m).
Es sel ¢ wie folgt definiert:
#(x) 1= £(x) - xe (A, ).
Offensichtlich ist @ wieder in (A.,a>) definiert und differen—
zierbar.
Daraus folgt: ' , '
| #'(x)] = [2(x)-a e tir xe [A ,0);
weiterhin gilt laut Mittelwertsatz: '
[8(y) - 8Ca )| =23 (-2 5e [2,,2)
an mindestens einer Stelle § Se(A joy).
Somit gilt: .
| l8(y) - 8 J< € -1,
Anderergeits ist:
Bly) - B(A) = |£(y)-ay-2( A RO
2 (2(y)-ay| - lf(l )-a). |,
was mit dem vorigen zu folgender Aussage fuhrt°
e (y=2,) > \e(y)-ayl - L2(A JJ-a A |

oder \f(y)-ay\ 2 (y-?. )+ |f(?( )-a?t | .

Durch Wahl eines geniigend groBen (insbeaondere echt positiven)
¥ kann folgende Rechnung ausgefithrt werden:

l£(y)-ayl € € (y=2 ) +l2(2 ) -aX | = “|:y
| !x!-ax|<£ Y—lﬂ If(i\o) 'alol
y _

In der linken Seite der Ungleichung kann gekﬁrzt werden, die
rechte wird duroh ein beliebiges nur von y abhhngiges E ' nig-
Jorisiert. :

Wir erhalten folgenden Ausdruck:

I_Lxl - al Z ﬂ fiir ein.genﬂgend groﬂes -

¥y =y
Somit folgt der Satz.

Das Resultat dieses Hilfssatzes wird zum Beweis des folgenden
Satzes bendtigt. '
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Satz j. Die PFunktion X besitzt wenigstens eine Nullstelle.

Beweis. Annahme: X(t) # O YteR |
Wir wissen:. X(0) = 1, somit folgt per Zwischenwertsatz
x(t)> 0 Yt. '
Somit gilt: Y ist streng monoton wachsend, denn
Ly : 4 2 2
d d d :
Y(t) = = X(t) = ~—n = X(t)
dt dat® dt |

2 2 .
Y(t) = %‘F[" x(t)]= - Z—tg X = X(t).

Andererseits wissen wir:
lY(t)| = 1

(Satz 2(3))
Ix()] = 1

Damit folgt:

t» ®
und mit Hilfssatz 2: - _

lim-jig)-=a.

t> ® .
Offensichtlich ist damit aber a = 0 (X ist beschrénkt, t wichst
iiber alle Grenzen). Dies steht aber im Widerspruoh zur Aussage,
~daBl Y streng monoton widchst.
Daraus folgt der Satz.

lim Y(t) = a |a] = 1

Folgerung: In der Menge der Nullstellen gibt es eine kleinste
positive, sie sei mit X, = % bezeichnet.

Bemerkung: Die wohlbekannte Grdle folgt mit Hilfe anderer Uber-
' legungen, fiir die wir hier aber schon Grundstein ge=-
.. legt haben. »

Satz 4. Es gelten folgende Beziehungen zwischen den Punk-
tionen X und ¥: . -

(1) ¥t + D) =X

(2)  X(t + %) = =¥(t)

(3) - Y(t +W) = =¥(t)

(4)  X(t +T) = -X(8)

(5) X(t + 2T) = X(t), Y(t+2T ) = ¥(t).
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Beweis. Der Nachweis von (1) bis (4) sei dem leser zur
Ubung des Umgangs mit Satz 2 selbst iiberlassen. (A3)
Zum Beweis von (5).

. Durch zweimaliges Anwenden von (3) und (4) erhidlt man:

X(t+2W ) = X(%) Y(t+21 ) = ¥Y(¢t).

Nun ist nachzuweisen, daf 2w die Periode von X und Y ist.
Es sei h die Periode von X. (Die Aussage fiir Y ergibt sich nach
(1) automatisch mit.)
Dabei muB gelten: .

2m ist ein ganzzahliges Vielfaches von h.
Es folgt sofort: h € (m,2w).
Zum anderen gilt: h # T (nach (4)).
Es bleibt zu zeigen: h¢ (0,7 ).
Da X sowohl positive als auch negative Werte besitzt (2), muB
in jeder Periocde mlndestens ein Vorzeichenwechsel sein.: Ande-
rerseits ist aber (- X L 2) ein vorzelchenwechselfreies Inter-
vall, das lénger als jede mogliche Periode aus (0,7 ) ist

(Satz 3/Folgerung und Satz 1(1)).
Also kann die Periode nicht aus dissemn Intervall seiln.

IV. In diegsem Abschnitt wollen wir die Graphen der beschriebe-
nen Funktionen skizzieren, die erhaltenen Funktionen benennen
(sie sind, wie der aufmerksame Leser sicher lingst bemerkt hat,
bekannt) und den Zusammenhang zu den bekannten Einfilhrungen die-
ser Punktionen sowie zu unserer Ausgangsproblemstellung inter-
pretierend zurlickkommen.

Wir skizzieren wie folgt die quctio'n X:

1) X0 =1 , X(%) =

2) X(t) >0 Vte[o ")
Somit wissen wir X(t) < O V te [o,-), d. h. X ist in diesep
Intervall konkav. Damit ist die Form des Graphen in diesem In-
tervall festgelegt. '

3) Wir setzen die Funktion gerade auf dexr negativen Halbachse
fort (Satz 1 (1))

4) Mit Kenntnis von Satz 4 (4) setzen wir jetzt die Funktion .

in dem Intervall.[“; 25—] fort. Somit haben wir eine volle Pe-
riode von X skizziert.
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5) Der um § "nach rechts" verschobene Graph ist nun der von Y.

Die Uberpriifung der formulierten Eigenschaften filr Y sei dem
-Ieser selbst {iberlassen. Die hier konstruierten Funktionen sind
. wohlbekannt und liegen tabelliert vor.

Sie heiflen sin t (Y)

bzw. cos t . (x).

Die aus dem Schulunterricht bekannte Einfiihrung dieser Funktion
fiel bei uns nebenbei mit ab. Wir erhielten (Satz 2 (3)):

2 2
t =.1
§ ¢

s8in“t + cos

WVir betrachten den sogenannten Einheitskreis, wihlen einen Punkt
auf der Peripherie und féllen die Lote auf die Achsen. Die da-
bei entstandene Strecke auf der Abszisse ist nun als Cosinus

und die auf der Ordinaten als Sinus einer neueingefilhrten GroBe
"Winkel" deutbar. Laut Satz von Pythagoras gilt nun fiir das ent-
standene Dreieck das gewiinschte.

Unter Winkel verstehen wir jetzt die Ldnge des durch Abszisse
und gewdhlten Peripheriepunkt begrenzten Bogenstiick des Ein-
heitskreises. | |

Legen wir diesen Punkt Xo jetzt auf den Schnittpunkt Peripherie =
Ordinate, so erhalten wir folgenden Sachverhalt:

cos(Xo) = 0 und dies ist auch die erste Stelle, wo dies eintritt.
~Somit gilt Io = g, und damit ist der Umfang des Kreises 4-Xo=2v.
eben die Periode der Funktionen. ’
Die zahlenmdBige Bestimmung von T . ist ein Problem anderen Cha-
rakters. Eine ndherungsweise Bestimmung ist mittels des BUFFON'
schen Nadelexperiments (vergleicheWURZEL 5/82) méglich.
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Zuletzt kommen wir zur physikalischen Deutung des erhaltenen
Ergebnisses.

Wir erhalten: x(t) = cos t 1dst die Gleichung (4). Das bedeutet,
die Cosinusfunktion beschreibt bei passend gewdhlter Normierung
das Ort=Zelt-=Verhalten eines ungedé&mpften Schwingers.
Betrachten wir nun diese Normierungen (Punkt (3)).

Te

2.

Die GroBe h ist offensichtlich die Anfangselongation. Aus
Griinden der Einfachheit ist unser Anfangsverhalten so ge-
wihlt gewesen, daB sie mit der Amplitude Uibereinstimmt, denn
aus Satz 2 (3) folgt, daB die Elongation nicht groBer als

die Anfangselongation wird und aus Satz 4 (5), da8 dieselbe

unendlich oft erreicht w:i_.rd.

Es wurde festgelegt 3 = 1.
Zur Deutung untersuohen wir die MaBeinheit diesar GroBe. Wie
der Leser leicht nachprtifen kann, gilt !

| —} - (a8)
Also ist die Groﬁe als Quadrat einer Frequenz.co deutbar.

Zwingend exrgibt sich somit die folgende, eine beliebige un-
geda.mpfte Schwingung beschreibende Funktion tlbtr der Zeit.

x(t) = h(cosw t + f ) o (5)

Dabei ist Po die hier nicht betrachtete Verschiebung des.

Nullpunktes der Zeitachse, die uns von der oben gemachten
Vereinfachung unabhéngig macht.

Dem Leser sei es nun als letzte Aufgabe selbst ﬁbarlaasen
nachzupriifen, daB die Funktion (5) im Fall 'f =0 die (A5)
Bedingungen (1) und (2) erfiillt.

K.-J. Heilemann
Mathematikstudent
5. Studienjahr

FSU Jena
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Preisaufgaben

Man bestimme alle komplexen Zahlen z, welche die Glei-

chungen
_gz- 5 z=12] _ 2
Iz- ' =Y el |Z=25 - 2

Ql:

erfilllen.

P 8 Die Grundfliiche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges
Trapez mit den parallelen Seiten a und b, wobei a»Db,

und einem Winkel J~ zwischen den ungleichen Diagonalen=
abschnitten. Weiter verlaufe das Lot der Spitze auf die
Grundfléiche durch den Schnittpunkt der Diagonalen und
verhalten sich die Winkel zwischen der Grundfléche und
den Seitenflichen an den parallelen Seiten wie 2 : 1. Wie
groB ist das Volumen dieser Pyramide?

P9 Man zeige, daB fiir alle reellen Zahlen &,,...,8,,
XyseeosXy und fiir alle positiven reellen Zahlen € die

Ungleichung
1 2 2 @ 2
IE X +...+B nl é "E"" 1+...+Xn) + %(a.l-l'...-l'an)

gilt.

P 10 HMan besﬁimme das Maximum und das Hinimum der Funktion

a.lly(x) = 2 singx + 4 coszx 4+ 6 gin x cos x!

P 11 Flir welche reellen Zahlen x gilt
(:) 1 + log, 413 = (lglgn - 1) log, 10,

wenn n eine fest vorgegebene positive reelle Zahl mit
n £ 1 ist.

_P 12 JlokasaTh, UTO MeZAMaH3 TPEYTOJNbHMKN MEHBIE MOILYCyHLH
@ CTOpOH, €& 3axjoyaiuyy ¥ COJBIE DA3HOCTH MENNY aTOol
OoJycyMmolt ¥ HOJNOBMHO{ TPETBE) CTOPOHH.

EinsendeschluB: 15. 5. 1983
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- Losungen

Aufgabe 02

Die drei Seiten des Dreiecks A ABC seien a,b,c.

Es ist zu zeigen, dal FAA.BC = 9:—4%'2 ist, wobei

" pr der Radius des umschriebenen Umkreises ist.

Sei L der FuBpunkt der Hohe
by iiber der Seite a. Zieht

- man den Durchmesser des Um= °
kreis’es durch A und M, er=
hiélt man auf dem Umkreis
den Punkt E.
Es ist nun

4 ABL = 4 AEC (Peripherie-
winkel)
und _

3 4 ALB = XACE = 90°.
Also sind die Dreiecke A ALB und A ACE &hnlich
und es gilt ¢ : ha =2r : b oder *

bec
hy = 3¢
" . - R
Weiterhin ist der Fldcheninhalt FAABC =58 ha'
a+*bec :

also insgesamt FAABC ks

Aufgabe 0 Q]

Es geien der Flidcheninhalt F und der Winkel oc
bekannt. Die Grundseite bezeichnen wir mit s, die

 beiden anderen Seiten mit r.

Im gleichschenkligen Dreieck gilt
2
F = % sinet

also 7 r =-‘/rﬂno¢ #

: 82 . .
Weiterhin F = 5 cotang 'E‘l

also 8 _=‘V4F * tang %’.

AuBerdem gilt f = 7’ =90° - %’ .
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Lostngen

Aufgabe 0 14

Gilt X4y = (x-y)2 fiir natlirliche Zahlen x,y, so

muB eine ganze Zahl k existieren,

g0 dad X+ys= x°
' x-—.y'=”k.

und

‘Daraus ergibt sich fiir x

X = % (k2+k)
und fiir y
g (k°=k).
Andereraeits ist rur Jede ganze Zahl k die Glei-
chung (k%+k) + F(k%=k) = (F(cP+ic)= $(cPak))?
erfiillt, denn es ist :

3k%4x) + F(kPok) = ka

_.‘Ima.
1(1: +k) = -2-(1: -k) -

Das bedeutet die Losungen der Gleichung sind .
die geordneten Paare

[_011). —(k;l] , wobed i ade Mange der

ganzen Zahlen durchlauft.

lfufgabe 0 15

Flr nichtnegative reelle Zahlen.x.y,z gilt
X+y+2z23 %/§7§7E?. :

Das Gleichheitszeichen gilt nur rﬁr X = y = z.
Also gilt - - . 5

8245 = 24441 > 3 _-\3/a§-4-1 =3 2\[4? und

8 +3 = 8 +2+1 >313/ 2:1' =3 3f2a '

fir nichtnegative reelle Zahlen a. :

Da beide Ungleichungen Relationen zwischen nioht-
negativen reellen Zahlen darstellen, kinnen sie ;
miteinander unter Beibehaltung der Relation mul-
tipliziert werden, also

(a+5) (a+3) > 3—‘/4a . 3 . ﬁ A b

33 + 3a + 5a + 15 > 9 = 18a.

Daraus folgt sofort
a3 + 322 + 15 > 13a.
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Lésungen
[Eufgabe 0 16'

Der Beweis erfolgt mit Mitteln der Vektorrech=
nung. Man wdhlt einen Punkt O als Koordinaten=-
ursprung. Die Ortsvektoren der Punkte A,B,C,D
seien &, b, ¢, d. Dann gilt

(a=-b)(c-d) = 0, da nach Vorauss. AB | CD

(8=c)(b=d) = 0, da nach Vorauss. AC _L ED.
Nach dem Distributionagesetz fiir Skalarprodukte
gilt
a*c - 5ec - a-d +5-d =0 (1)
a*b - b°c - a-d +c-d =0 (2)
Subtrahiert man jetzt (1) von (2), so erhdlt man
8+b - a+¢c + ¢«d - 5-d = 0 oder
(a-3)(b-3) = o.
Da man annehmen kann, daB alle vier Punkte A,B,C,D
paarweise voneinander verschieden sind, gilt also
8-d # O und 5-C # O und die Strecken AB und BC
stehen senkrecht aufeinander. '

Aufgabe 0 17

Es ist B4s85pe00,8, eine geometrische Folge, d. h.
es gilt a, =a,, a, = a,°q, a, = a1qn-1. ' :

- Flir S1 und 82 gilt deshalb
8y = a1+a2-q+...+ai-qn_1 = a1(1+q+...+qn'1) (1)
1 1 1
32 = q (1 + g teeot —ﬁﬁ)
qn—1 (2)
s =_1_(1+8.+-..+q_ )
Aus P = 8,°85° eeo B folgt
. n
i -2-(n-1)
P = a; * q
n 22 Zax-1)
a? -(1+a+a2+...+an"1)2-a? .q?
P =
Il
& (14Q+. . . 40212
P = S? . 'Ln nach (1) und (2)
2
S5
2
= (5. . J
P = (01 3;)
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Aufggbe-o 18

Es gilt S

* g * h

1 1

%
2
o
2

S « b h

2 = 2 °
Gesucht wird der Flacheninhalt des Trapezes S
fir gegebene 31,52.

Der Flécheninhalt des Trapezes ist
2(a+b) (b, +h,)

L ali; + & bb, + & &by + o0

p A ¥3 B veals s

Da die Dreiecke ABE und ECD dhnlich sind, gilt

T

bh1.

a _ b _ -

E? = HE = k. Damit wird.ah2 = bh1 und
1 1 _
= ah2 + 5 bh1 = ahg.

Weiter ist . .
o 2 2.2 ;
ah2 =k - h1 o h2 —1/k h1h2 =1/kh1 Hh2 h1 h2

Damit gilt S, = % ah, + % bh, + ah,

S1 + 32 + 2'VS1 82'
(\/S1 +\f§;)2.

Ilufgabe 0 19) Wir multiplizieren die Gleichung mit 2 und brine

gen die rechte Seite nach links, also

2(a2+b2+c°-ab-ac=bc) = O

ae-2ab+b2+a -2ac+02+b2 2bc+c

(a-b)2+(a-c)2+(b-c)? = 0,

2
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Dies gilt aber nur, wenn a=b = a=c = b-c = 0 ist.
Hieraus folgt a = b = c.

Es gibt keine Tugend, die der Wahrhaftigkeit

gleichkéme, Hoheres als Wahrhaftigkeit xenne

ich nicht; dagegen halte ich nichts fiir schreck-
licher als die Liige.

Wo die Menschen bereit sind, sowohl zu hdren
als auch auszusprechen, was zunidchst zwar

uﬁangenehm, letzlich aber doch heilsam ist,
dort stellt sich das Gliitk ein.
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Was sind Terme?

1. Es sei folgende Aufgabe gestellt:

Man vermindere das Produkt aus einer beliebigen natiirlichen
Zahl und ihrem Nachfolger um das Produkt aus derselben natiirli-
chen Zahl und ihrem Vorgédnger. Ist diese Differenz durch 2 teil-
bar?

(Bemerkung: Die natiirliche Zahl darf nicht die Null sein, da
sonst kein Vorgénger existiert.) |

Um diese Aufgabe zu lbvsen, ist es notwendig, die im Text ent-
haltenen Aussagen " in die Sprache der Mathematik zu iiberset-
zen"., Das konnte in folgender Weise geschehen:

Beliebige natiirliche Zahl: n
Nachfolger dieser Zahl: n+1
Vorgénger dieser Zahl: n=-1

Produkt aus dieser Zahl und ihrem Nachfolger: ne*(n+1)

Produkt aus dieser Zahl und ihrem Vorgénger: ne (n=-1)
Differenz: ne (n+1)=n¢ (n-1)
Wir richten unsere Aufmerksamkeit zunédchst auf die rechts ste-
henden Summen, Differenzen und Produkte. In ihnen treten n als
Variable fiir die natiirlichen Zahlen und die natiirliche Zahl 1
auf. AuBerdem sind die Zeichen fiir die Addition, Subtraktion
und Multiplikation sowie Klammern vorhanden. Mit Hilfe dieser
Summen, Differenzen und Produkte wird der im Aufgabentext ge-
schilderte Sachverhalt mathematisch erfaBt. Ein derartiges Vor-
gehen ist bei vielen Problemen notwendig, die mit den Mitteln
und Methoden der Mathematik gelGst werden sollen. Dabei kOnnen
natiirlich z. B. auch Quotienten auftreten. Wegen der groBen Be-
deutung dieser Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten usw.
hat man ihnen einen besonderen Namen gegeben, und zwar den Na-
men Term. Um Irrtiimer auszuschlieBen und Verwechslungen zu ver=-
meiden, muB in der Mathematik wie bei jedem anderen Begriff
genau festgelegt werden, was man unter einem Term zu verstehen
hat und was nicht. Das geschieht durch eine Definition. Da die
exakte Definition des Begriffes Term komplizierter ist als z.B.
des Begriffes Trapez, ist sie in diesem Rahmen nicht mdglich.
Statt dessen soll nachfolgend erldutert werden, was man unter
einem Term zu verstehen hat. Im Mathematikunterricht geschieht
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das in Klasse 6 vor der Einfilhrung in die Gleichungslehre.

2. Terme bestehen aus mathematischen Zeichen, wobei in den Klab-
sen 1 bis 8 die folgenden Zeichen auftreten kdnnen: _
- Zeichen fiir (natiirliche, gebrochene oder rationale) Zahlen,
2. B. 5, 31, %, %, (-11).
(Man beachte den Unterschied zwischen Zahl und Zeichen fiir
diese Zahl., Diese Unterscheidung ist streng genommen notwen-
dig, weil z. B. fiir die Darstellung der natiirlichen Zahl finf
das arabische Zahlzeichen 5 oder das romische Zahlzeichen V
. verwendet werden kdnnen.)
- Zeichen (d. h. Bezeichnungen) fiir Variable, z. B. m, n, a,
b, X, ¥, Z«
- Die Zeichen fiir die Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division. '
- Klammern
(Die Klammern gehSren in der Mathematik zu den sogenannten
technischen Zeichen.)
Als Beispiele haben wir eingangs schon die Terme n+1, n-1,
n*(n+1), n*(n-1) und n*(n+1)-n-(n=1) kennengelernt. Ein weite=
res Beispiel ist der Term 9-(x+y)-18x:2. Er ist aus den Zei-
. chen x und y als Zeichen fiir Variable, den Zeichen 9, 18 und
2 als Zeichen fiir natiirliche Zahlen und den Zeichen fiir die
Grundrechenoperationen (Addition, Subtraktioﬁ. Multiplikation
und Division) gebildet.

Aufgabe 1: Schreibe alle Terme auf, die aus den Zeichen a, b,
10 und den Zeichen fiir die Subtraktion und Division ge-
bildet werden kOnnen, wobel in jedem Term jedes dieser
finf Zeichen genau einmal vorkommen soll. Vorausgesetzt
wird a # O und b # O. |

Wenn man den Inhalb des Begriffes Term richtig verstehen will,
muB man sich fest einpriégen, daB in einem Term kein Relations-
zeichen, d. h. keines der Zeichen " = ", "¢ ®n, m S n 0, n
und " £ " vorhanden sein darf.

Wir haben festgestellt, daB Terme aus gewissen mathematischen
Zeichen aufgebaut sind. Es ist jedoch zu be&chten, daB nicht
jede beliebige Aneinanderreihung von Zeichen ein Term ist.
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Will man priifen und entscheiden, ob ein Term vorliegt, so be=
wdhrt sich die folgende Regel:

Eine Aneinanderreihung mathematischer Zeichen ist ein Term,
wenn i

a) diese Aneinanderreihung sinnvoll ist und

b) kein Relationszeichen auftritt.

Sinnvoll soll in diesem Zusammenhang bedeuten, daB der Wert des
Terms eindeutig berechnet werden kann. Sind in dem Term Variab-
le vorhanden, so miissen sie bei dieser Berechnung durch Zahlen
des jeweiligen Grundbereiches ersetzt werden. Ersetzt man z. B.
in dem Term 9 (x+y)-18x:2 die Variable x durch die natiirliche
Zahl 3 und die Variable y durch 1, so ergibt sich bei dieser
Berechnung: 9°(x+y)-18x:2 = 9+ (3+1)=54:2 = 36=27 = 9.

Baut man dagegen aus denselben Zeichen z. B. die "Zeichenreihe"
9e=(:)+18:xey:2 auf, so ist diese Aneinanderreihung nicht sinn-
voll, d. h. es liegt kein Term vor. Der Wert eines Terms muB
eindeutig definiert sein. Betrachtet man den Term E%E und legt
als Grundbereich fiir die Variable x den Bereich der natiirlichen
Zahlen fest, so mu8 man x=2 ausschlieBen, weil sonst der nicht
definierte Quotient £ entsteht. ‘

3. Nach der exakten Definition werden auch einzelme Zahlen (ge=-
nauer Zeichen fiir Zahlen) wie etwa 6, 131,1%,1r' upd einzelne
Variable wie etwa n, a, b, x als Terme aufgefalt. Es sind ge-
wissermaBen die "Elementarterme". Man kann sich vorstellen,

dal man aus diesen Bausteinen mit Hilfe der Rechenoperationen
und durch Verwendung von Klammern immer kompliziertere Terme auf:
bauen kann. Wenn es auch stimmt, daB z. B. 5 ein Term ist, so
sollte man trotzdem auch weiterhin von der Zahl 5 sprechen und
nicht vom Term 5, weil das nicht iiblich ist.

kurgabe 2: Welche der folgenden "Zeichenreihen" sind keine Ter-
me? 31+x*y, Ta+3b-14-(a+b), 144:12, 9x=27, ‘a+*b=b-sa,
y 81:9:3, n<n+l, n*n-1, % Xeo

In der Mathematik ist es héufig notwendig, Terme umzuformen. Keh-
ren wir zu der eingangs gestellten Aufgabe zuriick, so ergibt
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diese Umformung: n* (n+1)=-n¢(n-1) = n-n+n-nen+n = 2n.
Durch diese Umformung ist es mbglich, die gestellte Frage so-
fort zu beantworten: Da 2n durch 2 teilbar ist, ist auch die
Differenz ne(n+1)-n+(n-1) durch 2 teilbar. Andere Beispiele fiir

derartige Umformungen sind:

4x+12y = 4e (x+3y) (Ausklammern)
(a+b)+ (a=b) = a2—b2 (Binomische Formel, Lehrstoff von
Klasse 9).

Die Umformung eines Terms ist nur dann richtig, wenn der Wert
des umgeformten Terms mit dem Wert des urspriinglichen Terms
ibereinstimmt. Sind Variable vorhanden, so muB das fiir alle
Zahlen der Fall sein, die man fiir diese Variablen (aus dem ge-
gebenen Grundbereich) einsetzt. Man sagt dann, die beiden Terme
gind Hquivalent bzw. der urspriingliche Term wurde &quivalent
umgeformt. Betrachten wir beispielsweise die beiden Terme
=022 und (x-5), wobei als Grundbereich fiir die Variable
x wieder der Bereich der mnatiirlichen Zshlen gewdhlt werden soll,
go erhdlt man durch formale Rechnung (Kiirzen mit dem Faktor

(x=5)): ~E=LLTT2L = (x-5).

b
Dennoch sind diese Terme nicht &dquivalent, weil filr x=5
E= x: = nicht erklért ist (Nenner wird O!), wighrend (x=5)

den Wert 0 annimmt.

Aufgabe 3: Sind die beiden Terme 3a+6b-9c und 3-(a+2b-3c) &qui-
valent?

(a, b und ¢ seinen Variable fiir natiirliche Zahlen.)

Mit Hilfe des Begriffes Texrm kann man leicht die Begriffe Glei-
chung und Ungleichung in folgender Weise definieren:

Verbindet man 2 Terme durch ein Gleichheitszeichen, so entsteht
eine Gleichung.

Verbindet man 2 Terme durch eines der Zeichen < , = ,>, 2 , so
entsteht eine Ungleichung. So erhé&lt man z. B. aus den beiden
Termen 3x und x+6 die Gleichung 3x = x+6 bzw. die Ungleichungen
“ 3x< x+6, 3x £ x+6, 3x > x+6 und 3x 2 x+6. Das bedeutet, daB die
linken und die rechten Seiten von Gleichungen bzw. Ungleichun=-
gen in jedem Falle Terme sind. Dieser Zusammenhang unterstreicht
erneut die groBe Bedeutung des Begriffes Term.



Terme 38
Es zeigt sich, daB der bisher besprochene Termbegriff erweitert
werden muB, wenn man sich mehr mit der Mathematik beschdftigt.
Das ist schon in den Klassen 9 und 10 notwendig, wo die Schiller
~ auBer den 4 Grundrechenoperationen noch weitere Rechenoperatio-
nen kennenlernen. Solche Rechenoperationen sind das Radizieren
und des Logarithmieren, die dann ebenfalls beim Aufbau von Ter-
men benutzt werden.

Prof. Dr. G. Schlosser
Sektion Mathematik FSU
Bereich Mathematikmethodik -

Preisaufgaben

P 13 Im Dreieck A ABC gind die zwei Winkelhalbierenden AM

E’ und BN gegeben, deren Schnittpunkt K sei. Bekannt ist,
daB3 ‘
‘ AK : KM =73 : 1 und
BK : KN =1 : (V3'-1) gilt.
Man berechne die Winkel der Dreiecke!
P 14

Man zeige:

m— -
-JJS 247 +-1Jg T - 5.
P 15 Es sei f(x) eine Funktion mit
£(x+1) = (x+1) £(x) N flir X £ -1
und f(x) # 0 fiir alle x.
AuBerdem sei g(x) eine fiir alle x definierte Funktion.
Man beweise:
Die Funktion y(x) =p¢ f(x) g(x) erfiillt genau dann die
Gleichung

y(x+1) = (x+1) y(x),
wenn g(x) eine mit 1 periodische Punktion ist (d. h. es
gilt g(x) = g(x+1)).




39 Preisaufgaben

P 16 Seien pysPose«rsPy paérweise verschiedene Primzahlen.
a Wieviel Teiler hfat die Zahl q mit q = P4*Pp’«e+"Dys
.‘ einschlieBlich 1 und q. 4

P 17 Auf einem Kreis mit dem Radius r bewegen sich zwei Punk-
te A und B in gleicher Richtung. A benttigt fiir eine Um=-
kreisung t Sekunden weniger als B. Die Zeit zwischen
zwei Aufeinandertreffen der Punkte sei T. Bestimmen Sie
die Geschwindigkeit dieser Punkte.

P 18_ B mpauoyrolbHOM TpeyronsHmke ABC kaTeT AC B 3 pasu
Gonpme kaTeTa AB. Toukamm K m ¥ xareT AC paspmened
Ha TpH PAaBHHE yacTu. HOHa3aTB, yTo

r'--_l

4 AKB+ 4 AFB+ 4ACB =L2'-

w

-

EinsendeschluB: 15. 6. 1983

Berechnung von Funktionen
— 3. Fortsetzung -

Die Darstellung
Pn(x) = f(xo)-lo(x)+f(x1)-l1(x)+...+f(xn)-1n(x)
heiBt "Interpolationsformel von LAGRANGE". 1t ihrer IHilfe kamm
das gesuchte Polynom unmittelbar angegeben werden. Betrachten
wir dies an einem Beispiel:
Sei f(x) = sin x und als Interpolationsstellen wédhlen wir
xb=0°, x1=30o und x2=900, so wird (x in Grad!)

!
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L (x - x1)(x - x,) _ (x=30) (x=90) _ gx_%oggx_goz
o (X = %) (x = x5) ~ Eﬁ_gbgib—gﬁg -
(x - xo)(x - x2) 53( - Oiix - go; xgx-g()2
11(x) = (x1- xo)(x1~ x2) ='_ - - - =1
(x = xo)(x = X1) §x - 0;§x - %O; xgx-gOQ
12(K) = (xz_ xo)(xz_ x1) = == - =

und man erhilt

By(x) = 2(x,) el (1) +E(xg) oLy (R)+E(xy) 1y ()

[}

01 (x)+ %—11(x)+1o12(x)

X (X= X(X= 2X(X=30)=3x(x~
S+ ) . ssggoateni)
.- -60x-§ +2?Ox 210%x=x°

- 10 : 10800

Die nachfolgende Tabelle bietet die Ilglichkeit, einige
Funktionswerte mit denen des Polynoms Pg(x) zu vergleichen:

x (Grad) gin x P2(x)' Pe(x)—sin X

0 0.000 | 0.000 0.000

30 0. 500 0.500 0.000

90 1,000 1.000 0,000

Lange vor LAGRANGE henutzte Isaac NLEWTCN (1643 - 1727) fiir prak-
tische Rechnungen die Interpolation. Von ihm stammt ein bequenmer
Ansatz zur Berechrung von P_(x):

Man'macht den Ansatz

Pn(x)=co+c1(x—xo)+cé(x—xo)(x-x1)+c3(x-xo)(x-x1)(x~x2)
. +...+cn(x—xo)(x—x1)(x—x2)...(x—xn_1)

zur Darstellung von P (x). Aus der Interpolationsbedingung

Pn(xi)=f(xi) werden. die Koeffizienten c; ermittelt. iegen
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r(xo) =P (x)) =C,+0+0+ ... +0

ist Cy = f(xo). Weiter ergibt
I(x1) = qux1) = f(xo) + 01(x1-x0) + 0+ ... + 0

die Darstellung
| ) f(x1)-f(xo) ]
1 X=X,

- Im ndchsten Schritt wird
f(x2)=CO+C1(xz-x0)+02(x2—xo)(x2-11)+0+0+...+0
und hieraus folgt ' !

f(x1)-r(xo)
£(x,)-2(x )~ X%, (xy=x,)

.C

° (xp=xy) (x5-x4)

£ £(x,)-£(x ) -
(20x)=x0))+(2(xy)=2(2))= —E——2 [(xymmydeCngmx, )]
o 7

(xz-xo)(x2-x1)
f(x1)-f(x )
X=X, > X5=%y)

f(xa)-f(xT)-

I

(xy=x,) (x5-x,)

f(xz)-r(x1) ) f(x1)-f(x°)
X=X, X4=X,

9™ %5
Allgemein ergibt sich die folgende Rechenvorschrift:
Es sei AOIi = f(xi), dann definiert man
k=1 k=1 -
A i A %

k
A fi B8
*i4k~%4
Dieser Ausdruck heiBit k~ter Differenzenquotient oder k-te Stei=-
gung an der Stelle X5 Es ist speziell
o o
. A= AL, E(xq)=2(x)
Z& o -
, - *o41™%o s
und der obige Ausdruck fiir C, steht fiir A 2f_. Durch Induktion
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zeigt man leicht, daB

i
Ci = A fo
gilt und erhdlt die NEWIONsche Form des Interpolationspolynoms:
o 1 2
Pn(x) = A Lo * A foo(x-xo)+ AL, (x—xo)(x—x1)+...

oot B L o (xmx ) (x=x) 000 (x=x_,).

Zur Berechnung der Differenzenquotienten nutzt man das folgende,
hier am bereits betrachteten Beispiel f(x)=sin x dargestellte

gchema; S —
x A° a' -
0 v 1
60
30 172 / -1/10800
90 1 1/120

Gerechnet wird in der folgenden Weise: Als senkrechte zwei=-
reihige Tabelle schreibt man die Wertepaare x;s £(xy) ? A,°ri
nebeneinander. Die niéichste Spalte enthilt die Werte A fi‘ Sie
ist eine halbe Zeile versetzt und enthélt einen Wert weniger.
Jeder Wert resultiert als Quotient zweier Differenzen: Die Jje=
weils danebenstehenden x~ und A °_Werte werden subtrahiert
(unterer Wert minus oberer) und durcheinander dividiert. Fiir
den ersten Wert wird

3
alt, = 4228 = V60 .

Jede weitere Spalte wird analog berechnet, aber die zurDivision
zu bildende Differenz der x-Werte wird aus den HuBersten x=Wer=
ten gebildet, die in diese Differenz noch eingehen. Im Falle

von A 21'0 ist dies x, (in A 11'0 enthalten) und X5 (aus A 1f1).

In der neuen Darstellung erhdlt man
Pp(x) = 0 + g (2=0) = s (x=0)(x=30)

_ 2 2 2
= X _ X =30x _ 180x=-x“+30x -
5 - Foato = 2oRpe= - 2%xex”

und erkennt hieraus, daB8 beide Rechenwege dasselbe Resultat
liefern. Bei einiger Ubung ist die NEWTONsche Vorschrift wesente
lich bequemer.
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Aus dem Interpolationspolynom von NEWTON sollen noch zwei
SchluB8folgerungen gezogen werden:

Wenn die zu interpolierende Funktion f£(x) ein Polynom vom
Grade m € n isi, so fallen auf Grund des Eindeutigkeitssatzes
£(x) und Pn(x) zusammen. Diesen Umstand kann man ausnutzen, um
Polynome zu tabellieren. Angenommen, es sollen die Werte des ku-
bischen Polynoms

£(x) = x> = 2x° = 4x + 5
fiir x=0,1,2,3,4++,20 in einer Tabelle erfaBt werden, so macht
man die folgende Tabelle:

A% a7s 2a2F 3808 yatts 54°F
0 5 5
' 2
> 3 -2 8 g 0 o
-3 > 2 14 0
4 21 - » 20 °

Wie man erkennt, sind die Werte A3f = 6/3 = 2 konstant und
demzufolge die htheren Differenzen alle gleich Null., Man hédtte
also nur die Funktionswerte f£(x) bis x = 3 ausrechnen zu brau-
chen und kann dann alle weiteren Werte durch einfache Addition
ermitteln. Man berechnet f£(6) z. B. in der folgenden Weise:

2A%2, 204+ 6 = 26
Alg, 39 + 26 = 65
ACg: 60 + 65 = 125 = £(6)

Die nichsten drei Additionen ergeben f£(7):
2646=32, 65+32=97, 125497=222=£(7) usw.
Die nédchste SchluBfolgerung bezieht sich auf den Zusammenhang
zwischen TAYIOR=Polynom und Interpolationspolynom. Betrachten
wir nur den Fall n=2 und gleichabstidndige Stilitzstellen X;, al=
80 x1=xo+h und x2=x1+h=xo+2h.
Es ist ' ; > 3
- H h
2(xy)-2(x,) Lol )emegr(x )+ 5= en(x )+ B 200 (e )]-2(x,)
a Io=| x1_xo = h 3

2
= f'(xo) + % f"(xo) +%— f"'(f1)'
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wobei filr f£(x,) = f(x +h) der entsprechende TAYIOR=~Ausdruck ge=-
bildet wurde und " 1 eine Stelle zwischen X, und X, bezeichnet.
Analog erhidlt man

r(x2)=f(xo+2h)=f(x0)+2hf'(x0)+2h2£"(xo)+ 11512 £ ( ? 2)
und damit
2(x,)=2(x,)
—:T:g-x1 .

1
a r1=

3
=1 [[f(x°)+2hf'(x°)+2h2:t"(xo)+ 5131— 'I“'(? 2)]

2 3
[f(x°)+hr'(xo)+ -121— f"(x°)+ %— f"'(\' 1)]}

£1(xg)+ 3 ht"(xy)+ 12 [§ 171 (p )= ¢ (e ] -
Hieraus folgt

1 1
A Lo = X, - X

- 0.
= 25 {[f'(x°)+ 3 nenGxy)+ 1§ e (e o)- e A -
' 2
| - [f'(xo)+ -121- f"(zo) + -!61— f'"(i 1):]}
= % f"(xo) + % [4:3111(? 2)_:“1(1 1)] .
Flir das Interpolationspolynom erh#lt man somit
Pz(x) = A°1’0+ A1fo-(x-x°)+ Azro(x-xo)(x-x1)

2
f(x°)+[f'(x )+ -121- " (x )+ %— f"'(x )] (z-x,)

+[g f"(x )+ 3-(41‘"'(" )-1’“'(1 1)):l (x=-x )(x-x1)-

Wegen x=x, = x=-x +h erhidlt man nach Umsortierung

1
Po(x) = £(x,)+2'(x)e (x-x )+ % £7(x ) (x=x, )2
n(x ) n(
-+ h-(x-x ) —2— * '6' I“'(? )+ —2— + -3-(::-:: )e
(421 (g S)=2" (5 ,))]
Riickt man nun die Punkte x4 und x, unter Beibehaltung des Ver-
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hdltnisses x, = 1/2(x°+-x2) immer néher an X, heran, so wird h
und demit der letzte Summand der gewonnenen Darstellung von Pz(x)
betragsmiBig immer kleiner. Im Falle h —> 0 verbleibt nur der
erste Teil der Formel - und das ist ein TAYIOR-Ausdruck. Hieraus
resultiert zusammenfassend: Das TAYIOR-Polynom ist ein Grenz=-
fall des Interpolationspolynoms in dem Sinne, daB sich die
Stiitzstellen x; in einem Punkt x_ "zusammenziehen".

Es 1st angebracht, auf die Genauigkeit der Interpolation
niher einzugehen, d. h. die Abwzichung zwischen dem Polynom und
der zu interpolierenden Funktio:i. zu untersuchen. Es wird voraus-
gesetzt, da8 f(x) n+1 Ableitungen im betrachteten Abschnitt be-
gitzt.

Wie beim TAYIOR=Polynom wird mit

R, (x) = £(x) = B (x)
das n-te Restglied der Interpolation bezeichnet. Weiter defi=-
niert man
@ (x) = (x—xo)(x-x1)(x-x2)...(xrxn)-
und setzt
g(x) = B (x) - 2(x) + & (x),
wobei g(x) fiir das betrachtete x verschwinden soll:
g(x) = 0, x # x;. Wegen g(x;) = Py(x;) - £(x;) + A0 = 0 be=-
sitzt g(x) damit n+2 Nullstellen. Nach dem Satz von ROLLE hat
£'(x) demzufolge n+1 Nullstellen, f"(x) hat somit n Nullstellen
usw. Letztendlich existiert eine Stelle 1 derart, dal

g(n+1)(f ) = 0 ist. Andererseits ist
g(].'l.'i"l)(T ) = P:t(llfl.'i"l)(T ) o f(n+1)(?) + a u(n-!"])(x)
=0 - f(nﬂ)(?) + A (o)t
und damit

(n+1)
£
A = it -

aus g(x) = 0 folgt nun

. ' (n+1)
0= B(x) - t(x) + LoD ) @ (x),
(n+1)
%(x) = f_(ﬁﬁ!s-l W (X)-

Man erhidlt eine #hnliche Form wie bei den TAYIOR-Polynomen. Se-
hen wir uns an, was die Interpolation nun zu leisten vermag,

also
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Hierzu betrachten wir den Fall f£(x) = e*, -1 £ x S 1,

x; = 121—1 = 1, n=10. Es wird also ein Interpolationspolynom

1_00 Gr&des mit den Stﬂtzstellen xi = -1, "’0-8’-0.'6,0-0,0l8’1

konstruiert. Der Fehler betriigt dann betragsmiifig

lR1o(x)| = %r I'd (x)l £ -ﬁ-!- |(x+1)(x+0.8)...(x-O.B)(x—1)l =
25 |(x3-1)(x2-0.64) (x?=0.36) (x2-0. 16) (x2-0.04)x]| .

Wenn X=Xy iat, 80 ist nach Interpolationsvoraussetzung e —P10(x),
also R 0(:1:)=0. Damit interessiert nur der Fall, daB x keine
Stﬁtzstelle ist. Aus der Darstellung von W (x) erkennt man
miihelos, daB Im(le = It.s (-x)l ist, wir ktGnnen uns also auf den
Fall x> 0 beschrénken. Sei x« 0.8, so ist

|tz |- 5] - 2

und diese Funktion ist fiir 0< x< 0.8 streng monoton fallend, de
der Za.hler fdll1t, der Nenner aber widchst und beide positiv sind.
Folglich wird
| W (x I - A=x_ 1
_ Ix+6.%5 T.2+x -~ 1.2 °
also _
L (x4+0.2) > 1.2 @ (x).
Zusammenfassend resultiert, daB das eine absolute Maximum der
Funktion ® (x) an einer Stelle x*mit 0.8<x" « 1 angenommen
wird. (Das andere liegt an der Stelle =x ™ und liefert densel-
ben Wert, ist also uninteressant.) Tatséochlich, wenn diese Ma-
ximalstelle von @ (x) z. B. in 0.4¢ x™< 0.6 lige, so wire
nach der letzten Ungleichung
|t.=(x""' + 0.2) | >1.2 lu(x" )|
also wdre in x*" kein absolutes Maximum vorhanden, was einen
Widerspruch darstellt. '
Nun 1&8% sich die Abschiitzung von R O(x) fortsetzen:

[Ryot0l £ 187 | x21)(x-0.64) (x2-0.36) (x20. 16) (x2~0.04)x]
< 757 (0.8%-1)(1-0.64)(1-0.36) (1=0.16)(1=0.04) 1|

= 797 + 0.0668860416 = 4.55+1072

Man erh#dlt also, daB das Interpolationspolynom 10. Grades an
keiner Stelle des Abschnittes von x=0 bis x=1 mehr als 4.6-10‘9
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vom exakten Wert der Exponentialfunktion abweicht. Damit ist
die achte Stelle hinter dem Komma gewiéhrleistet = eine selten
benotigte Genauigkeit. Filr das TAYIOR=Polynom 10, Grades er-
hielten wir, deB dort der maximale Fehler den Wert 6.8+10™°
nicht libersteigt. Diese Schranke ist rund 15 mal gréBer als
bei der Interpolation. Man kommt somit bei einer vorgegebenen
Fehlerschranke mit einem Interpolationspolynom wesentlich nied-
rigeren Grades als bei Verwendung eines TAYIOR=-Polynoms aus.
Das bietet die Moglichkeit, das Programm kiirzer und vor allem
schneller zu machen, eine Problematik, auf die bereits bei der
Berechnung des Wertes der Exponentialfunktion iliber die TAYIOR=-
Formel eingegangen wurde.

Betrachten wir einmal die Abschédtzung von Rn(x) genauer. In
Unkenntnis der zu widhlenden Zwischenstelle { muB man abschit-

. zena:
lu (n+1)
20| 2 TEé%}} +max |20 )],

wobei x und X4 i=0;1,2,...,n zwischen a und b liegen und das
Symbol max erfordert, den groBten Wert zu nehmen. Der Unter=—
schied zur Restgliedabschédtzung beim TAYIOR-Polynom ist, daB
man bei der Interpolation einen zusétzlichen Freiheitsgrad in
Form des Polynoms W (x) besitzt, das man benutzen kann, um die
Abschitzung durch Verkleinerung der rechten Seite zu verschir-
fen. Exakter formuliert ergibt sich die folgende Fragestellung:

Wie sind die Punkte x;5 1=0,1,2,¢0.,n, a€x. @b mit x4 £ x
fir i £# j zu wihlen, damit der groBte Wert von.fﬁﬁ(x)| flir
a € x # b moglichst klein wird?

Auf dieses Problem wird im néchsten Abschnitt ausfiihrlich
eingegangen. Hier sei nur bemerkt, daB eine derartige Vertei-
lung der Stiitzstellen existiert und sogar eindeutig bestimmt
ist. Da diese Verteilung flir jede n+1 mal differenzierbare Funk-
tion f£(x) eine minimale Abschiétzung des Restgliedes ergibt, heiBt
sie "optimal auf der Klasgse der n+1 mal differenzierbaren Funk-
tionen".

Dr. W. Rosenheinrich
Sektion Mathematik FSU

|
Fortsetzung folgt! Bereich Numerik Optimierung
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Gedanken zur Mikroelektronik

Vor einigen Wochen wurde die Bitte an mich herangetragen, aus
meiner Sicht einige Gedanken zur Mikroelektronik fiir die WURZEL
aufzubereiten. Ich bin dieser Anfrage sehr gern nachgekommen,
da ich - damals noch Student in Jena = an der Griindung der WUR-
ZEL aktiv mitgearbeitet habe. Es ist mir eine besondere Freude
zu sehen, daB das Jugendobjekt "Studienvorbereitung®™ nun schon
iber viele Jahre aktiv funktioniert und kontinuierlich einen
guten Beitrag zur Studienvorbereitung fiir das Mathematikstudium
leistet. Wenn man heute vor einem Blatt Papier sitzt und einen
Beitrag fiir die WURZEL schreiben soll, schweifen die Gedanken
unwillkiirlich zur Anfangszeit der WURZEL zuriick, wo ein zunichst
kleines Hiuflein begeisterter Studenten die ersten Exemplare
selbst geschrieben, selbst getippt, selbst abgezogen, selbst
geklammert und selbst verschickt hat. Ich weil noch sehr genau,
mit welchem groBen Interesse wir damals jede Nachricht iber
elektronische Rechenanlagen aufgegriffen, diskutiert und teil-
weise in der WURZEL verdffentlicht haben.

Das liegt nun etwas liber 15 Jahre zuriick und dennoch muten uns
im Angesicht der heutigen Technik die damaligen Ergebnisse als
leicht antiquiert an. -

Das, was uns damals begeisterte, waren elekironische Baugruppen
der ersten bzw. der zweiten Generation.

Vergegenwértigen wir uns noch einmal die im allgemeinen {ibli-
che Klassifizierung der Bauelemente- und Gerédtegemerationen:

i. Die erste Generation ist gekennzeichnet durch das Bauelement
Elektronenrchre, eine diskrete dreidimensionale Verdrahtung
und eine Chassisbauweise der Gerdte. Die Packungsdichte be-

trégt 10~4...10"2 Bauelemente pro cm°.

2. Die zweite Generation wird bauelementeseitig durch Halblei-
terbauelemente (Transistoren und Dioden) charakterisiert.
Die Verdrahtung erfolgt zweidimensional. Die Gerdte werden
auf der Basis von ILeiterkarten aufgebaut.

Die Packungsdichte betrigt 10"2...100 Bauelemente pro cm3.

3. Bei der dritten Generation verschmelzen Bauelemente und Schal-
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tungen zu integrierten Halbleiterbauelementen.

Wihrend bei den ersten beiden Generationen Bauelemente und
Schaltung voneinander trennbar sind, ist dies bei einer in-
tegrierten Halbleiterschaltung nicht mehr mdglich.

Die Packungsdichte liegt bei 10...106 Bauelementen pro om.

4. Die vierte Gemeration ist die Generation der hochintegrier-
ten Schaltung. Es werden nicht nur wie bei der 3. Generation
Bauelemente und Schaltung integriert, sondern auch ganze Ge-
ridte (z. B. Einchiprechner, Einchipradio, o. &.).

Die Packungsdichte betrdgt 10°...108 Bauelemente pro om>.

Neueste Forschungsergebnisse weisen darauf hin, da8 noch weite-
re Generationen zu erwarten sind. Die dabei beschrittene Arbeits=-
richtung wird i. a. ale funktionsorientierte Mikroelektronik
oder Funktionalelektronik bezeichnet und ist dadurch gekenn-
zeichnet, daB durch Ausnutzung neuer physikalischer Moglichkei-
" ten komplexe Schaltungsfunktionen realisiert werden.

Wihrend die 1. und 2. Generation hinsichtlich der Miniaturisie-
rungstechnik in die Miniaturelektronik einzuordnen sind, geho-
ren die 3. und 4. Generation zur Mikroelektronik.

Die Mikroelektronik ist also charakterisiert durch die innige
(nicht zerstorungslos trehnbare)-Vérbindung von Bauelementen
und Schaltung zu einer funktionellen Einheit.

Die Mikroelektronik hat in den letzten Jahren eine so rasche
Entwicklung genommen, daB auch hier eine Reihe von Integrations-
stufen definiert wurden. Im einzelnen mdchte ich das hier nicht
erldautern.

Gesagt sei jedoch nur soviel, daB es heute zum Stand der Tech=-
nik gehort, 104...105 Bauelemente auf einem chip, d. h. auf
einem diinnen Halbleiterpldttchen von 10...15 am2 Fléche, zu in-
tegrieren. Schaltkreise mit 106 Bauelementen befinden sich be-
reits in der Erprobung. Als kleiner Vergleich sei angemerkt,
daB das etwa die Anzahl der Bauelemente in der Zentraleinheit
des Elektronenrechners ESER 1040 ist.

Die Mikroelektronik greift heute direkt oder indirekt in alle
Bereiche des gesellschaftlichen Lebens ein. Denken wir z. B. nur
daran, welchen umfassenden Generationswechsel die Mikroelektro-
nik in der Rechentechnik und damit in den gesamten ProzeB der
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Automatlsierung geistiger Routlneprozesse geEracE? hat. Die ra-

lette der eingesetzten Rechentechnik reicht vom winzigen Ta-
schenrechner bis hin zum GroBcomputer. Durch die zur Verfligung
stehenden Rechenanlagen mit gewaltigen Speichermdglichkeiten
und extrem kurzen Operationszeiten gelangen wissenschaftliche
Aufgaben zur Bearbeitung und Losung, die noch vor gar nicht
langer Zeit auf Grund ihrer quantitativen Aufwendungen als un-
16sbar angesehén wurden.

Es ist sicher nicht iibertrieben zu sagen, da8 - mindestens im
Bereich der Naturwissenschaften - fruchtbringende Forschungs=
arbeit ohne die Nutzung déer modernen Rechentechnik kaum mnoch
méglich ist. Ich stehe deshalb auf dem Stamndpunkt, dal heute
Grundkenntnisse der Mikrorechemtechnik zum Bestandteil eines
jeden naturwissenschaftlich-technischen Ausbildungsprofils ge-
htren sollten. Unterstrichen wird dieser Standpunkt auch durch
einen weiteren Aspekt: Die moderme Industrie basiert in immer
groBerem AusmaB auf auBerordentlich komplizierten und hochge-
nauen .technologischen Verfahren. Die Steuerung derartiger Pro-
zegge ist ohne die Mikroelektronik nicht mehr zu beherrschen,
da auf der einen Seite die anfallenden zu verarbeitenden Pro-
zeBdaten wegen ihres Umfanges, ihrer Vielfdltigkeit und der Ge-
schwindigkeit ihres Anfalls auBerhalb jeder Verarbeitungsmog-
lichkeit durch einen Menschen liegen und andererseits die Ge-
fahr des subjektiven Fehlverhaltens viel zu grof ist, als daB
Menschen in solche komplizierten Steuerungsprozesse eingeschal=-
tet bleiben diirfen. Die Automatisierung der Produktion resul-
tiert also nicht nur aus dkonomischen Erwdgungen, wie z. B. der
Einsparung von Arbeitszeit, sie ist ein objektives Erfordernis
der wissenschaftlich-technischen Revolution selbst.

Anglysiert man in diesem Zusammenhang die gegenwartige Entwick-
lung, so zeigt sich, daB z. Z. gewissermaBen eine "Dezentrali-
sierung der Intelligenz™ erfolgt. Gemeint ist dabei in der Re-
chentechnik der Trend nach leistungsféhiger Mikrorechentechnik
direkt am Arbeitsplatz und in der ProzeBSautomatisierung die Aus-
rilstung von immer mehr Einzelaggregaten mit direkt integrierter
Steuerungselektronik - meistens auf der Basis von modernen Mikrq-
rechnern. Erginzt wird diese Entwicklung durch den Aus- und Auf-
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beu zentreler GroBrechentechmik, die liber geeignete hierarische

Systeme mit der dezentralisierten Rechentechnik gekoppelt sind
und {lbergeordnete Steuerungsfunktionen {ibernehmen.

In der kilnftigen Produktion wird man also auf Schritt und Tritt
der Rechentechnik begegnen und nicht mehr, wie es z. T. heute
noch ist, nur im Rechenzentrum eines Betriebes.

Will man die Anwendungsbreite der Mikroelektronik welter ver=
deutlichen, milBte man beispielsweise auf die modernme Medizin-
technik, die Konsumgiiterelektronik, die Kraftfahrzeugelektronik
u. 8. m. eingehen. Dazu reichen jedoch diese wenigen Zeilen
nicht aus. Es lag auch nicht in meiner Absicht, den Gesamtkomplex
der Mikroelektronik zu umreiBen. Ich wollte vielmehr kurz sagen,
was die Mikroelektronik innerhalb der Elektronik charakterisiert
und welche gewaltigen Entwicklungsmdglichkeiten der Produktiv=
krifte uns die Mikroelektronik bietet.

Die Partei- und Staatsfiihrung unserer Republik hat zur Entwick-
lung der Mikroelektronik eine Reihe prinzipieller Beschliisse
gefaBt, an deren Verwirklichung die Werktdtigen unseres landes
angestrengt arbeiten. Die.Aufgaben auf diesem Gebiet werden
nicht kleiner. Jede geldste Aufgabe bringt eine neue hervor.

Es ist deshalb erforderlich, daB8 diejenigen, die diese Aufga-
ben 16sen miissen, rechtzeitig und mit hohem persdnlichen Enga—
gement daran gehen, sich das dafilr notwendige Wissen anzueig-
nen. |

Dabei wiinsche ich allen, insbesondere den Lesern der WURZEL,
viel Erfolge.

Dr. MeiBner

Keramische Werke Hermsdori
Betrieb fiir Mikroelektronik
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Preisaufgaben

Man beweise fiir nichtnegative reelle Zahlen a, b, ¢
die Ungleichung .
6a + 4b+ 5¢c 2 5\]a‘o +7J§ + 3\bc .

Man zeige, daB fiir jede natiirliche Zahl n der Ausdruck

n8888 - n7777 + 1 durch n2 -n + 1 teilbar ist.

Gegeben seien vier Punkte A, B, C, D in der Ebene.
Man bestimme einen Punkt O so, daB die Summe der
Entfernungen von O zu den vier Punkten minimal wird.

P 22

Man vereinfache den Ausdruck
logblog.ba
a 108,23 5

P 23

Fiir welche reellen Werte a hat das Gleichungssystem

sinx ¢ cos2y = (a2 - '1)2 + 1
cosx » sin2y = a + 1
Losungen? Wie lauten diese?

P 24

@

CKONMBPKO PALMOHAJBHHX YJIeHOB COAEPEHTCHA B pasIoOxXeHH

02" + 73910 |

EinsendeschluB: 15. 7. 1983
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Berechnung von Funktionen (4. Fortsetzung)

3. Pafnuti Iwowitsch TSCHEBYSCHEW (1821 = 182&! ‘

Die Polynome P (x), die eine gegebene stetige Funktion f£(x)
fira £x€b annhhern sollen, werden jetzt durch ein drittes
Kriterium festgelegt:

Es seil wiederum R (x) f(x) - P (x)-die Abweichung von
P (x) von der exakten Funktion £(x). Uns interessiert nur die |
ahsolute Abweichung |R (x)| .

Definitiomns: Das Polynom
P (x) = a xn.+ 2, <= =1 + azxn =2 +eeet a._ 1: + e,

heiBt Polynom der besten gleichmiBigen Approximation
zu der Funktion f(x), wenn fiir den Wert

E_(f) = max (x)| = max | £(x) - P_(x)

B a‘xéban l aSx$b B I

gilt, daB fiir jedes andere Polynom Qn(x), dessen Grad
die Zahl n nicht ilbersteigt,

€ m -
E,(£) ﬁiq' £(x) - Q,(x)|

ist.

Die GroBe ma;‘ |R (x)| ist ein MaB fiir die Gilte der An=-
a--
néiherung von f£(x) durch das betrachtete Polynom. Je klei=-

ner dieser Wert ist, umso besser ist die Approximation. Dasje=-
nige Polynom ?n(x), fiir das diese GrdBSe am kleinsten wird, heiBt
nun bestapproximierendes Polynom.

Betrachten wir die Wirkung dieser Definition an einigen
Beispielen. Sei wie frither f(x) = e, a==-1&€x&b = 1.

Im Falle n = O ist Pn(x) = a, = const. Unser Ziel ist es,
den betragsgriBten Wert der Funktion
Ro(x) = X - a,

durch geeignete Wahl von 8, mtglichst klein zu machen. Offen=
sichtlich ist e'14-304.e zu wihlen. Fir R (x) ergibt sich das
folgende Bild (Abb. 1): :

Wie man erkennt, nimmt lRo(x)l den groBten Wert entweder an
der Stelle x = =1 oder bei x = 1 an. Es ist Ro(-1)¢ 0 und
Ro(1)>-0. Somit gilt
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max [m,@0)| = max { -R,(-1),R (1)

de h. es ist der groBte Wert in der
geschweiften Klammer zu nehmen. Sei
nun -Ro(-1)>R°(1), so wird bei einer €% -~ /
geringen Verkleinerung von 8y der ; =
Ausdruck -R_(-1) geringer und damit -1 d////, B
auch das Maximum, Andererseits,

wenn R°(1)> -R,(=1) gilt, so kann z-0o
man RO(1) durch geeignete Vergro-
Berung von a, verkleinern. Insgesamt Abb. 1

folgt hieraus, daB max |R°(x)| sei=
-1&x31

nen kleinsten Wert dann annimmt, wenn
-Rb(-1) = R°[1)
gilt. Damit ergibt sich wegen

-1
a.oe = e a.o

sofort 8, = %(e+1/e).

Diese Konstante ist somit gleich dem bestapproximierenden Polye=
nom nullten Grades. Es ist E_(£) = R (1) =e = a, = %(e - %).
Der Zahlenwert Eo(f)hs1.175 ist geringer als der maximale Feh-
ler des TAYIOR=Polynoms nullten Grades, denn dieser ist gleich
e - 1=~ 1.718.

Betrachten wir jetzt den Fall n = 1, d. h. versuchen wir
die Kurve der Punktion £(x) = e* fiir =1 £ x € 1 durch eine Ge-
rade g mdglichst gut anzunihern. Man kann sich leicht iiberle=
gen, daB die Gerade zum by
Erreichen einer optimalen
Lage die Kurve zweimal schnei-
den muB (Abb. 2). Fiir den
Fehler Ri(x) erhdlt man dann
-~ im anderen MaBstab gezeich-
net - die folgende, in Abb. 3
dargestellte Kurve. Der be-
tragesgroBte Wert wird nun ,
entweder an der Stelle x = =1, -1 i x
X =Xy oder x = 1 angenommen., Abb, 2
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Angenommen, es ist wie in diesem

Falle R1(1)> -R1(x°)> R1(-1), 80 4 0
bietet es sich an, die Gerade g

zunéichst am linken Endpunkt

(x = -1) des betrachteten Inter- //
valles festzuhalten und bei x = 1 ?\\ %a

xY

solange anzuheben, bis -4 ‘\\\\\ i t
R1(1) = R1(—1) ist. Auf diese . |
Weise wird der maximale Fehler '
zumindest anfénglich verringert. Abb. 3
AnschlieBend wird die Gerade so
parallelverschoben, da8 R,(1) = -R1(xo) wird und damit erreicht
man die beste Anndherung. Hierbel muBl beachtet werden, daQ X,
der Punkt ist, in dem R1(x) gein Minimum annimmt,und dieser
Punkt veréindert bei einer Bewegung von g seine Lage.

Bestimmen wir nun das Polynom P1(x) analytisch. Es sei .
P1(x) = a X + a,, also das bestapproximierende Polynom, so gilt
erstens

o)

R1(-1) = R1(1),

also -1 :
e +8,-8,=¢e-a

o - 9%

o
und zweitens
‘Ry(1) = =R, (x,),

also ' X,
e = ao - a, = =e +a.X  + 8.

Zur Bestimmung der drei Unbekannten a,s 84 und X, wird noch
eine dritte Gleichung benttigt. Aus der Forderung, daB R, (x) an
der Stelle x  sein Minimum annehmen mdge, folgt R (x ) = 0 und
damit wegen

R1(x) = e~ - a
gsofort x

o

also a = e °. Die erste der drei Gleichungen ergibt
1 -1
8, =% (e = e ')
und aus der zweiten folgt nun

demzufolge wird
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+ = 2
8, =% (e-a X, ) ? (e-a In a_ )

= %{e- i(e-e- ) ln[ (e-e'”]}

Zahlenmaﬁig ist damit P (x) = 1.264279x + 1.175201 und
E (f) = e -P (1) =~ 0.279. Piir das TAYIOR=Polynom ersten Grades
war maxé lR (x)| = IR (1)| = e~2 = 0,718 ein wesentlich griBe-
-14x41
rer Wert.
'Satz. (P.L. TSCHEBYSCHEW)
Das Polynom Pn(x) igt dann und nur dann das bestappro-
ximterende Polynom vom Grade htchstens n zur stetigem
Funktion f£(x) fiir a £ x € b, wenn
1« n+2 Punkte Xi i=1,25e¢en+1,0n+2 mit

r i
as= 111-' x24x34 seet Xn41<Xpeo ~ b
derart existieren, dal

2e Rn(xi) = -Rn(xi+1) fiir i=1’2,3’0-.,n’n+1 silt m
3. IRn(x)I £ |Rn(xi)| fir a € x € b ist.

Die Punitmenge {Xs%y1X3yeeesXy,1s%,, o] heiBt TSCHEBYSCHEY-
sche Alternante. In den einzelnen Punkten nimmt Rn(x) betrags-
méllg stets den gleichen maximalen Funktionswert an, aber die
Vorzeichen wechseln von einem Punkt zum andern, d. h. sie al=-
ternieren. In den betrachteten Beispielen war bei n = 0 x4
und x, = 1 sowie Ro(-1) = -Ro(1). Flir n = 1 hatte sich Xy = =1,

= w]

X, = 1n %(e-e"i) und Xy = 1 ergeben und es war

R,(=1) = =Ry(x,) = -(-R;(1)) =R (1)
gewesen.

Der exakte Beweis des obigen Satzes ist sehr umfangreich,
es soll darauf verzichtet werden. Die Idee kam bereits bel den
betrachteten Beispielen zum Ausdruck. Zur Erginzung dient noch
= ebenfalls ohne Beweis = der folgende

Satz. (A. HAAR, 1885 = 1933)"
Unter den getroffenen Voraussetzungen ist das Poly=
nom der besten gleichmiBigen Approximation Pn(x) ein-
deutig hestimmt.

Einige Bemerkungen zur Anwendung:
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Die zahlen E_(f) geben an, wie gut die betrachtete Punktidn
f auf dem gegebenen Abschnitt a £ x £ b iiberhaupt bestenfalls
mit einem Polynom n-ten Grades angenihert werden ktnnen. Es gilt
fir alle n € O: _
0€E . (£) 4B (2), -

d. h. die Werte En(f) sind offensichtlich nicht negativ und kon-

nen mit wachsendem n hochstens konstant bleiben oder kleiner

werden. In der Tat, sei Pn+1(x) und P (x) das bestapproximierende

Polynom vom Grad n+1 oder n entsprechend, so ist entwéder

P = Pn+1-(dann haben aber beide htchstens den Grad n), so daB
En(f) = En+1 (£)

gilt, oder es ist B £P

neqs dann ist wegen dem Satz von HAAR

E (£) # E_,,(2)

und da das grdBere Polynom Pn+1(x) nicht schlechter approximiert
als das kleinere Pn(x), so muB En(r)>-En+1(f) gelten.

Aus dem eingangs erwidhnten Satz von WEIERSTRASS folgt, daB
die Werte En(f) mit wachsendem n gegen Null gehen. In der Regel
werden sie wesentlich schneller kleiner als etwa die Restglieder
der entsprechendenTAYLOR—Polynome. Gibtman sich eine Genauig-
keit vor (z. B. £ = 107°), die das Niherungspolynom im Verhilt-
nis zur exakten Funktion erreichen soll, so genligt es, dasjeni-
ge n zu bestimmen, so daB

E(f) ¢ € <E_ ()
gilt. Das zugehdrige bestapproximierende Polynom Pnﬁx) ist dann
das kleinste und vom Standpunkt des Rechenaufwandes her Skono=-

mischste Polynom zur Annsherung von f(x) mit der gewiinschten Ge-
nauigkeit.

Leider geht es in Wirklichkeit nicht ganz so einfach. Die
Zahlen En(f) sind nicht ohne weiteres zugiénglich und es gibﬁ
auch keine einfache Vorschrift zur Bestimmung der Koeffizienten
von P (x). Die hierfiir notwendigen Rechnungen sind ziemlich ume
fangreich und werden heutzutage von Rechenautomaten ausgefiihrt.
An dieser Stelle haben auch die TAYIOR-Polynome wieder eine
Existenzberechtigung, obwohl sie ansonsten nicht sehr gut zu
verwenden sind. Die Sache ist die, daB zur Bestimmung von Pn(x)
sehr oft der Funktiomswert von £(x) fir verschiedene Werte von x
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berechnet werden muB8, und das mu anfangs notgedrungen ilber die
TAYIOR-Formel geschehen, denn von den bisher betrachteten Metho-
den ist dies die einzige, die ein Polynom ergibt, in dessen Ko=
effizienten nur Punktionswerte eingehen, die direkt zugénglich
sind (wie z. B. e=1).

Kommen wir jetzt zuriick zu dem Problem, das am Ende der
Interpolation betrachtet wurde. Es ging darum, Punkte
i=0,1,2,¢¢+,n, 80 zu bestimmen, dal

' ¥

max | w(x)| = m§;£1|(xpxo)(x-x1)(x-x2)...(x-xn)l

moglichst klein wird. Wie man sieht, wurde hier aus Griinden der
Bequemlichkeit -1 € x £ 1 festgelegt; ebenso sei auch

- s % ' é
1 xo4 x14.x24 eaed xn 1.

Nehmen wir einmal an, es sei n = 2, so ist

w(x) = (z-x ) (x-x,)(x-%,)
= x3-(xo+x1+xz)x2+(x°x1+x°x2¥x1x2)x-xox1x2
= x3-(aox2+a1x+32)

mit & =X +X,+X,, a1=-(xox1+xoxz+x1x2) und 8,=X X, X0 Aus der
letzten Gleichung erkennt man nun, da8 die Forderung

max | (x)| = minimal!
~1exa

Bquivalent zu der Forderung ist, daB Pz(x) = aox2+-a1x+a2 das
Polynom der besten gleichmiBigen Approximation zu der Funktion
r(x)=x3 filr -1 € x £ 1 ist. Diese Erkenntnis bietet den Zugang
zur ILdsung.

Definition. Die Polynome Tn(x) = cos(nearc cos x)
heiBen fiir -1 £ x & 1 TSCHEBYSCHEW-Polynome (erster
Art). '
Mit y = arc cos x ist hier die Umkehrung der Cosinusfunk-
tion bezeichnet, d. h. y = arc cos x ist gleichbedeutend mit
xX=cosy, O%y &M . ‘ :

Es ist sicher nicht offensichtlich, daB es sich bei diesen
Funktionen tatséchlich um Polynome handelt. Fir n.= O und n = 1
188t sich dies aber leicht iiberpriifen:
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To(x) = cog(0+arc cos x) = coa 0 = 1,
T, (x) = cos(1-arc cos x) = cos(arc cos i) = X

Nun ist, setzt man arc cos x =< ,
‘cos(n+2) oL = cos(n+1)od ¢cosd = sin(n+1)ol sined
und weiter :
sin(n+1)d sinel = sin nod ecosd «sind +cos nd - sind
= cogL *sin nd gine +'cos n-l.(1-0052.L)
= cos<L (8in nd sind = cos nod cosd )+cos nd
= =cosoL cos(nt1)el + cos nd ,
zusammengefat also -~ |
cos(n+2)d = 2 cossL ccos(n+1)el = cos nd
und hieraus folgt umgehend die Rekursionsformel
T 4o(x) = 2x T .(x) - T (x).

Aus dieser Formel ist unschwer zu erkennen, daB es sich tatséch-
lich um Polynome handelt, denn To(x) und T1(x) sind Polynome vom
entsprechenden Grad und weiterhin wird

Tz(x) = 2% T1(x) - To(x) = 2XeX=1 = 2x2-1,

1,(x) = 2x T,(x) - T,(x) = 2x(2x°-1) = x = 4x0-3x,

1,(x) = 2x T4(xX)-T,(x) = 2x(4x7=3x)=(2x°-1) = Bx*-8x"41
uswe.

Jetzt wird es Zeit, diese Polynome anzuwenden:

t 2 . (P.L. TSCHEBYSCHEW)
Die Forderung

max Il..s (x)| = minimal!
-16x41 -
ist genau dann erfiillt, wenn @ (x) = 2 T4 (x)

gilt.

Beweis. Aus der Rekurgionsformel erkennt man, daB der Faktor
vor x®*1 jp o™® T .q(X) tatsdchlich gleich 1 ist. Die Summe dex
niederen Potenzen mul also das Polynom bester Approximation zu
%1 gein., Nach dem ersten Satz dieses Kapitels ist dies aber
gleichbedeutend mit der Existenz einer TSCHEBYSCHEWschen Alter-
hante. Auf Grund der Eigenschaften der Funktion cos x ist nun

I_Tn+1(x)| = lcos[(nﬂ)*arc cos x]l £
und dieser Maximalwert wird in der Tat n+2 mal mit wechselnden

\
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Vorzeichen angenommen. (Das Polynom, das den Ausdruck xn"'ll
nihert, ist vom Grade n, obwohl der Koeffizient vor x® Null iat.)
Tatsdchlich, aus Tn+1(x) = 1 folgt

cos |(n+1)e+arc -cos x] =1,

also (n+1)earc cos x, = 2w, k ganz
und damit
2k
arc cos X, = S
und letztlich
= cos 2
Ty o+l °

Analog erhidlt man aus T, , (x) = =1 die Gleichung

' e
xjscos-(gjz—l%"—.
Wegen cosel = cos(=«) braucht nur der Fall k,j = O betrachtet

zu werden. Um die Stellen nicht doppelt zu ermitteln, fordert
man auBerdem

2 ;1'“_ £ , mithin j %
Wenn n = 2m gilt, so ist k=0,1,2,¢se¢,m und j=0,1,2,e00,me Im
Falle n = 2m+1 l8uft k=0,1,2,¢00,m+1 und j=0,1,2500e;Mme Im er=
sten Fall gibt es 2(m+1), im zweiten m+2 + m+1 Punkte, jedesmal
also n+2. Ordnet man die Punkt X, und xd abwechselnd nach wach=
senden Indizes, so bilden sie eine TSCHEBYSCHEWsche Alternante.
Damit ist der Satz bewiesen.

SchluBfolgerung:
Es ist max |2-n T, 1(x)| = 2™8 der kleinstmdgliche Maxi-
=1£x%1
malwert des Polynoms & (x). Das Polynom T 1(;:) besitzt zwi-
schen =1 und 1 alle n+1 Nullstellen, fiir sie gilt

2n+1=21 T
= Zn+e

x; = cos e

’ i=0.1,2,...,n.

Wahlt man bei der Interpolation diese Punkte als Stiitz-
stellen, so approximiert das resultierende Polynom die vorge-
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gebene Funktion in der Regel sehr gut. Kehren wir nochmals zu

dem Beispiel f£(x) = ex, -1 % x £ 9, n=10 zurilck, so ist bei In-
terpolation unter Verwendung der Nullstellen von T11(x) eine
Genauigkeit von

| Ryotx)] =§:f"l's!‘ o] £ 53

=
e

< ﬁ-!- 2-10 = mm 6.65-10

und diese Abweichung betrdgt rund 7% des Fehlers bei der Interw
polation mit gleichabsténdigen Stiitzstellen und T%? des Feh=
lers des TAYILOR-Polynoms 10. Grades. Ein wesentlich besseres
Resultat 188t sich in diesem Falle auch bei Verwendung der Po=
lynome der besten gleichméBigen Approximation kaum erzielen.

=11
?

AbschlieBend sei noch eine weitere Verwendungsmdglichkeit
der TSCHEBYSCHEW-Polynome angegeben, die auf ihrer Minimaleigen=-
schaft beruht. Angenommen, wir zerlegen e* in einen TAYIOR=-

Ausdruck bis zur sechsten Potenz, so resultiert

2 XJ 4 XS x6

Ps(x)=1+x-+§—+g-+§z+m+m-

Eg ist

3% Ts(x) = 16 - g-x4 + T% %2
und wir bilden
Qs(x) = P6(x) = m -55 TG(x)

= (1+ m)+x+(-— - —6-27-55)3: + 5— +(7 —;76):: + 75

558%5 + X + TE%% X o EEU <4 4 T;U

als ein Polynom fiinften Grades. Seine Abweichung von e* iiber—
steigt fiir =1 S x % 1 nicht den Wert

|e* - Q5(x)l = |e* - fG(x) + 53&15 Te(x)| &
b - Ps("), + 250w | 76t}
l |x|7|+ < Sr o+ 23616

< 0,000539 + 0.000041 = 0.000580.
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e

Wir haben somit ein Polynom finften Grades gewonnen, das fast
die Genauigkeii des TAYLOR-Polynoms sechsten Grades erreicht
und auf Jeden Pall besser ist als das fiinften Grades, denn dort
lag die Fehlerschranke bei 0,0038, also wesentlich hdher! Diese
Technik erweist sich als sehr niitzlich zur Gewinnung effektive=
rer Formeln.
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XXI1. Olympiade Junger Mathematiker
Bezirksolympiade — Klassen 11/12

1. Es sind alle nichtnegativen ganzzahligen Losungen des Glei-
chungssystems :
x, + 11x2 + 21::3 + 31x4 + 41x5 = 55,

211 + 12x2-+ 2213 + 32x4 + 42x5 = 60,
3x, + 13x, + 23%, + 33x, + 43::5 = 65,
4x1 + 14x2 + 24x3 + 34x4 + 44:5 = T0,
5x1 + 1512 + 2513 “+ 35:4 + 45::5 = T5

zu ermitteln.

2. Man ermittle fiir alle diejenigen 30-Tupel (a1.a2,...,a30)
von (nicht notwendig verschiedenen) positiven ganzen Zahlen

(i=1,...,30), die a; = 1983 erfiillen, den griBten
i=1
Wert, den der grioBte gemeinsame Teiler d der Zahlen a; an-

nehmen kann.

3A) a) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl p mit
der folgenden Eigenschaft gibt:
In jedem konvexen Viereck gilt fiir die Seitenlangen
' a,b,c,d und den Fldcheninhalt F des Vierecks
F < p;(a2+b2+cz+dz).
b) Man untersuche, ob es eine kleinste reelle Zahl q mit
der folgenden Eigenschaft gibt:
In jedem Dreieck gilt fiir die Seitenléngen a,b,¢ und den
Flicheninhalt F des Dreiecks F £ q - (a2+b2+c2).

Wenn es in a) bzw. b) eine solche kleinste Zahl p bzw. q
gibt, so ermittle man jeweils diese Zahl.

3B) Man beweise:
a) Wenn es zu einem Tetraeder ABCD eine Kugel K gibt, die
alle sechs Kanten des Tetraeders beriihrt, dann gilt
AB + CD = AC + BD = AD + BC. _ (1)
b) Wenn (1) fiir ein Tetraeder ABCD gilt, dann gibt es eine
Kugel K, die alle sechs Kanten des Tetraeders beriihrt.
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Definition:

Eine Kugel K beriihrt genau dann eine Strecke s, wenn K die s
enthaltende Gerade beriihrt und der Beriihrungspunkt auf s liegt.

4.

Ist ¢ eine positive reelle Zahl, so bezeichne f die filr alle
reellen x # O durch
£(x) = sin%
definierte Funktion.
Gegeben sei nun eine beliebige natiirliche Zehl m>1.

a) Man ermittle (in Abhéingigkeit von m) alle diejenigen po-
gitiven reellen Zahlen ¢, fiir die die PFunktion £ im In-
 tervall 10 < x € 20 genau m Nullstellen hat, unter denen

gich auch die Zahlen 10 und 20 selbst befinden.

b) Flir jede in a) gefundene Zahl ¢ beweise man, da8 f im In=-
tervall 20 £ x < @ nur endlich viele Nullstellen hat.
Ferner ermittle man (in Abhéngigkeit von m und fiir jede
zu dem betreffenden m gefundene Zahl c) die griBte Null-
gtelle von f. -

a) Man beweise: Wenn a,b,c reelle Zahlen mit a >0 und
ac-b2>0 sind, dann gilt fur alle reellen x,y,die nicht
beide O sind, ’

e.xz + 2bxy + cy2>0.

b) Man beweise: Wenn a,b,c¢c reelle Zahlen mit a>0 und
a.o-b2< 0 sind, dann gibt es in der x,y-Ebene im Innern
jedes Kreises um den Koordinatenursprung (0;0) zwei Punk-
te P1 und P2 mit folgenden Eigenschaften: Flir die Koordi-
naten (x1;y1) von Pé gilt die Ungleichung
ax12 + 2bx1y1 + oy, > 0; fiir die Koordinaten (ngya) von

P, gilt die Ungleichung a.x22 + 2bx2y2 + oy22< 0.

6.

Eine Tilr soll mit einer geniigend groBen Anzahl von Schlos-
gern versehen werden. Zu jedem Schlo8 soll eine Sorte pas-
sender Schliissel in genligend groBer Anzahl vorhanden sein,
wobei jeder Schlilssel zu genau einem SchloB passen soll. Elf
Personen sollen derartige Schlilssel erhalten, aber nicht je=
de Person fiir jedes SchloB. Ein Vorschlag lautet vielmehr,
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es solle folgendes erreicht werden:
Immer wenn mindestens sechs der elf Personen anwesend sind,
befindet sich unter ihren Schliisseln fiir jedes SchloB auch
ein passender Schliissel;
immer wenn weniger als sechs Personen anwesend sind, haben
sie flr mindestens ein Schlo8 keinen passenden Schliissel.
Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Schl8ssern sowie eine
Schliisselverteilung (an die elf Personen), mit der dieser
Vorschlag realisierbar widre!

Berichtigung

Bei der Reinschrift des Artikels '"Die harmonische Schwingung
und ihre mathematische Beschreibung” Teil 1 sind uns leider
an einer wesentlichen Stelle zwei Fehler unterlaufen:

Im Heft 1/83 Seite 3 muB es richtig heiBen:

Das 3. NA legt nun fest:

F, = Fp oder mx = -kx oder ¥ = —

: = o

Auf der gleichen Seite ist weiter wie folgt zu korrigieren:
%(t) = —x(t) |
x(0) = 0 (4)
" x(0) = 1

Tm Heft 2/83 Seite 22 ist die Argumentation fiir die Momotonie

"der Funktion Y wie folgt richtig:

. d4 2 2
Y(t) = E;E X(t) = E—E E—g X(t)

: >
Y(t) = & --X(t)] - Q.,é (t) = X(t).
dt .

Wir bitten unsere Leser fiir diese Fehler um Entschuldigung.

Die Redaktion
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Preisaufgaben ‘
P 19 Man gebe alle Losungen der Gleichung

@I singx + sin(2x)sin(4x) +.e.+ sin(mc)sin(ngx)_= 1 an!

Geceben sei eine komplexe Zahl z, 2z # + 1 .

P 20
Man zeige, daB %—E—% genau dann imagindr ist, wenn
lz| = 1 gilt.

P 21 Eine unendliche reelle Zahlenfolze X, 9X,pe-e mit

"@1 . X, ¢ O erfiille fiir beliebige n 2 %3 die Gleichung
(x12 + 322 +ooot xn___,l.g)(xg2 k3 x;e Yoot xnz_)
2
= (x,llx2 + XXz Feeat xn_,lxn) $

Zu zelgen ist, dal dann die Xqy Xpyee.- Glieder einer
geometrischen Reihe sind.

P 22 Man gebe die llenge der reellen Zshlen an, die folgende
Ungleichung erfiillen:

'X s 23{2 + 4‘)[3 - 8:(4 +ooeot (-2)n_1}tn +.-.l < '1

P 23 In einem Dreieck ABC bilden die V/inkel ®, B, Y eilne

re, geometrische Reihe mit Faktor gq = 2. Bs ist zu
zeigen 1 _ 1 .1
a_b'e °

! 2 2
P 24 0K8a3aTh, UTO ypaBHEHUe 3 + 8=y

ﬁ He UMseT pemeHuj B LUeJHX YUCIaX.

EinsendeschluB: 15. 8. 1983
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Zentrale Lésungsvorschldge zu den Olympiadeaufgaben

l.l. Das angegebene Gleichungssystem ist dquivalent zu

x1 +I2

+ X

3

+ X, + X

4

5 = 2

‘x2 +2x3 +3x4 +4x5 = 5,

Dies ergibt sich z. B. auf folgendem iiblichen Wege: Man sub-

(+)

(++)

trahiert das 2-, 3-, 4= bzw. 5fache der ersten gegebenen
Gleichung von der zweiten,«dritten, vierten bzw. fiinften,
dividiert durch (-10), (-20), (=30) bzw. (-40) und erhilt
Ubereinstimmend (++). Zu (+) gelangt man' z. B., indem man
"die erste gegebene Gleichung von der zweiten subtrahiert.

Umgekehrt2 erhdlt man aus (+), (++) die gegebenen Gleichun-
gen, indem men zum 10fachen von (+) dag 1-, 2-, 3-, 4- bzw.

5fache von (++) addiert.

II.Wenn (+), (++) durch nichtnegative ganze Zahlen Xq9Xp9X39X,,X
erfiillt werden, so folgt, daB dies nur die Werte der Tabelle

x4 X, x3 X x5 Nr.
311101 0] 11 C1)
310 1] 1] 0] (2
21 2| of 1| o (3)
2111 2| o] ol (4)
1131 1] 0] of (5)
o]l s| o]l o] ol ¢6)

sein konnen. Zum Beweils kann man etwa die Moglichkeiten fiir

Xg9XyyX diskutieren (und dann jeweils X59X, BUS (++) bzw.

(+) erhalten), z. B. folgendermaBen:
Wére 15 2 2, 80 wére x2+2x3+3x4+4x5f

>

04+2-043°0+4-2 = 8 im

Widerspruch zu (++). Also ist Xg = 1 oder X = 0.

1 Die Einfithrung von (+) ist fiir dds Folgende nicht unbe-
dingt erforderlich.

2 Dieser "RickschluB8" kann auch dadurch ersetzt werden, daB

in III. die "Probe"™ nicht mit (%), (++), sondern mit dem
gegebenen Gleichungssystem durchgefiihrt wird.

5
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Aus Xg = 1 und (++) folgt x2+2x3+3x4 = 1. Damit ergédben
) 2 1, X, > 1 jeweils einen Widerspruch, also verbleibt
nur x; = X, = 0 und hiermach (1). '

Aua'xs = 0 und (++) folgt

Xy, + 2%q + 3x, =5 o(+4++)
und dann weiter: Wdre Xy 2 2. go wére x2+2x3+3x4 2 6 im
Widerspruch zu (+++). Also ist X, = 1 oder x, = 0.
Aus X, = 17 und (+++) folgt x2+2x3 = 2. Damit ergiébe x4 a2 2
einen Widerspruch, also verbleiben nur: Entweder gilt x3= 1
1und hiernach (2), oder es gilt x3’=0 und hiernach (3).
Aus x, = 0 und (+++) folgt x2+2x3 = 5. Damit ergébe X, >3
einen Widerspruch, also verbleiben fiir Xy nur 2, 1 oder O
und hiernach (4), (5) bzw. (6).

III. Die Zahlen in (1),¢.«,(6) sind nichtnegativ, ganzzahlig
und erfiillen (+), (+t). _

Mit den in (I), (II), (III) gezeigten Aussagen ist bewiesen,

daB genau (1)se..,(6) alle nichtnegativen ganzzahligen Idsungen

des gegebenen Gleichungssystems sind.

2. I. Ist (a1,az,...,330) ein 30-Tupel von positiven ganzen
Zahlen di mit

0 ‘
i=1 1

und ist d der groBte gemeiﬁsame Teiler der 854 SO folgt:
Plir jedes i=1,...,30 existiert wegen d' 8, eine positive
ganze Zahl ki mit

a; =4d- k. (2)
Aus (1) und (2) folgt

d- ki = 1983; fiir die Zahl

e
8 i

k. = k (3)
s 1

gilt mithin
d-k = 1983. (4)

1 Hier geniigt anstelle des Begriffes "der grifite gemeinsame
Peiler" auch der Begriff "ein (positiver) gemeinsamer Teiler".
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Wegen k; =1 (i=1,...,30) und (3) ist k = 30; hiernach und
wegen der Primfasktorzerlegung 1983 3661 muB k 2 661 und
damit nach (4)

d €3

sein.

II. Es gibt ein 30-Tupel (a1,32,...}a30) von positiven ganzen
Zahlen a; mit (1), deren groBter gemeinsamer Teiler d=3
betridgt.

Beispielsweise hat das 30-Tupel (3,3,¢..,3,1896) wegen

29+ 3 + 1896 = 1983 und 3 | 1896 diese Eigenschaften.

Mit T. und ITI. ist bewiesen, daB der gesuchte groBte Wert
= 3 betrigt. '

3A) a) I. Ist ABCD ein (konvexes) Viereck, F sein Flécheninhalt
und a = AB, b = BC, ¢ = CD, 4 =‘ﬁK,,a = ¥ ABC,
§ = ¥CDA, so gilt

P = E% - sin 3 + 9% . sin @ ,

2 .2
wegen sin A< 1, sind £ 1, O<ab < &30
02+d2 .
0<cd £ =5 also

P = (a +b2+02+d2}
II. Es gibt konvexe Vierecke, bei denen fiir die Seiten=-
lédngen a,b,c,d und den Flécheninhalt F
F = f(a24P4c?4a?) (1)
gilt; denn es gibt Vierecke mit a = b = ¢ = d und
pB = J = 90°, diese sind (Quadrete, also) konvex, und
fiir sie gilt F = az, also (1).

Mit I. und IT ist bewiesen: Ls gibt eine kleinste reelle
Zahl p mit der genannten Eigenschaft; sie lautet p = %.

b) I. Ist ABC ein Dreieck, F sein Flécheninhalt und a = BC,
b=CA, ¢c =2AB, s = %(a+b+c), so gilt nach der Drei=-
ecksungleichung s=-a > 0, g=b 2 0, s-¢ »* O.Hieraus
und aus der Ungleichung zwischen geometrischem und
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arithmetischem Mittel nichtnegativer reeller Zahlen folgt
F = -/s(s-a)(s-b)(s-c)’ = 'r(-}(s-a + 8=b + s=0))°>
£ (a+b+c)?

=—-—B =1
3/3 1213

] -f—' (a2+b +C +2&b+2&o+2bo)

= -3-5-/? (a2+b%+c2+a2+024
2 2+b2
+0

= T? /_' (a. +b +02).
II. Es gibt Dreiecke, bei denen flir die Seéitenléngen a,b,c
und den Fldcheninhalt F
F = -1-%-/_' '(a2+b2+02) (2)
gilt; denn fiir gleichaaitiga Dreiecke mit der Seitenlﬂn—
ge a (=b=g) gilt F = I-/?a » ‘also (2).
Mit I. und II. ist bewiesen: Es gibt eine kleinste re=-
elle Zahl q mit der genannten Eigenschaft; sie lautet

q = 13 13-

3B) a) Wenn eine Kugel K die Kanten BC, CA, AB, 4AD. BD, CD eines
Tetraeders ABCD in U,V,W,X,Y,Z berilhrt (Abb.), so folgt:
Die Ebene durch A,B,C hat nmit K
die Punkte U,V,W gemeinsam, sie
schneidet K a;ao in einem;Kreis.
Dieser beriihrt die Geraden
durch B,C bzw. durch C,A in U
bzw. V. Nach dem Satz von der
Gleichheit der Tangentenab-
schnitte gilt daher OV = CU.
Entsprechend folgt

CZ = CV = CU,

%

AV = Iv.- ;I; t’
BW = BY = 30, 5 |
DZ = ¥ = DX B

und damit durch Addition (1).
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b) Wenn (1) fiir ein Tetraeder ABCD gilt, so folgt:
llan bezeichne die Ebenen, in denen die Dreiecke ABC, BCD,
. CAD, ABD liegen, mit ©12€51€5,8,, ferner die Inkreismit-
telpunkte dieser Dreiecke mit M1.M2,M3,M4 sowie die In-
kreisberiihrungspunkte (in der aus der Abb. ersichtlichen
Verteilung) mit U1,V1,W bzw, Zz,Ya,U2 bzw. X 3, ,V bzw.

Dann ist AV,.= AW, = BW, = BU,, 00, = GV, also |
%c'B_c‘+ iC - iB) = %(BU + 00, + AV, + GV, - AW, - BW,)
-2-(BU1 + CU1 + AV1 + GU1 - AV1 - BU1)

= 6.[_]-0

1

—

Entsprechend ist 00, = 4(BT + TD - BD). Unter Anwendung
von (1) folgt

G, = $(BC + AC ~ KB) = CU,.
Damit ist‘U1 = U2 gezeigt.
Ebenso folgt V1 = V3, W1 = W4, X3 = 14, Y4 = Y2, Z2 = 23.
Fir die genannten Punkte ktnnen demnach die Bezeichnungen
U,v,W, X,Y,Z verwendet werden . Nach dem Satz iiber Tan-
gente und Berilhrungsradius stehen UM1 und UM, senkrecht
auf BC, also ist die Ebene u durch U,M1,M2 gsenkrecht auf
BC und damit senkrecht auf e, . Folglich enthdélt u auch
die in M1 auf €4 errichtete Senkrechte 8q° Ebenso ent-
hdlt u die in H2 auf e, errichtete Senkrechte 8o- Da e,
und e, nicht zueinander parallel sind, ist 314f32. Somit
schneiden sich g4 und 85 in einem Punkt M. Da nun MM1U,
MM1V, MH1W rechtwinklige Dreilecke mit gleicher Kathqte
EE] ?EE g;gifhlangen Katheten M1U, H1V, H1W sind, folgt
MU = MV = MW,
Ebenso folgt NU = MY = MZ. Damit ist bewlesen: Die Kugel
K durch U,V,W,Y geht auch durch Z. Analog folgt, daB K
auch durch X geht.
Die Schnittkreise von K mit e1,92.93,e4 8ind folglich die
Kreise durch U,V,W bzw. durch Z,Y,U bzw. durch X,Z,V bzw.
durch Y,X,W, also die Inkreise der Dreiecke ABC, BCD,
CAD, ABD.
Daher beriihrt K alle Kanten des Tetraeders.
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Die sog. harmonische Reihe 1 + % % + %-+ % E + ... hat kei=-

nen endlichen Wert, denn wir kdnnen uns wie bereits N. Oresme
(1323? - 1382) = einer der filhrenden Mathematiker seiner Zeit,'
folgende Abschédtzungen iiberlegen:

AR LR RS B EX EXEE PR EF>
%+T%+1++1%+"'+1%>1%=%’ usw. Wir kidnnen immer
wieder so viele Summanden zusammenfassen, daB deren Gesamtsum-
me groBer als % ist, und die Reihe % + % +-% + s« hat offen-
sichtlich keinen endlichen Wert.

Obwohl das”Wachstum der harmon. Reihe nur langsam erfolgt, ist
es auch durch das Wegstreichen von Gliedern nicht okne weitereas
aufzuhalten. _

Nehmen wir an, ein Summandenfresser erhdlt den Auftrag, die
Glieder der harmonischen Reihe wegzufressen. Ein Summandenfres-
gser mit Perfektion 1 soll per Definition Jedes 10te Glied ste=
hen lassen, es bleibt TU ?U 35 + see = TU (1 +-§ 3 + cee)y
also noch unendlich viel stehen.

Ein Summandenfresser der Perfektion 6 1#B8t jedes 106ta Glied
stehen - also nur jedes Millionste = es verbleibt

TOOOOTD * Z000000 * 00000 + <+ = Tousoes (1 + 3+ § + -u),
tmmer noch unendlich viel stehen. '
Ein Summandenfresser der Perfektion 1000000 wiirde auch noch
einen unendlichen Rest lassen.

Nun lassen wir auf diese Reihe den Neunerfresser los, ein un-
gcheinbares kleines Untier, das nur alle die Glieder wegfrist,
bei denen im Nenner eine Zahl auftaucht, die eine 9 enthilt.
Welchen Rest wird er wohl lassen? Die Antwort ist auch fiir mane
chen Mathematiker iiberraschend. Das kleine Untier entpuppt sich
als groBer unersdttlicher dickbduchiger Drachen und léB8t nur
einen Rest, der ungefihr bei 23 liegt.

Beweis: S' seli die harmonische Reihe nach Streichen aller der

Glieder %-. bel denen n eine 9 enthilt.

M sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, bei denen als Ziffer
eine 9 auftaucht.



Neunerfresser ' : 76

Wir fassen die Summanden zu Teilstilicken Sk' k=0,1,250¢0, aUuf
folgende Art zusammen:

2 + see mit Sk = E K E ’

n&M,n=10

. | +)
S' =S, + 5, + 8

d.. ho So = 1"' + %‘ + eoe +% (""‘2!7179)

Nl

1 1 4 1 1
81 = w + ﬂ + 60a + '1-5' + m + eee + m (“2'0540), USWe
Wir schédtzen nun diese Teilsummen Sk ab.

Abschédtzung nach oben:

S & 76 * Simq | (1)

Beweis: Wir betrachten einen Summanden 1 der Teilsumme Sk 1°
Aus ibm kann man gewissermaSen auf folgende Weise Summanden

der nidchsten Teilsumme Sk erzeugen. TUE;U TﬁﬁxT""’TUE?E »

z. B. werden FU"FT""' 33 von 7 erzeugt.

Alle Summanden von Sk werden auf diese Weise genau einmal aus
denen von Sk 1 erzeugt. Wegen

ToRr0 * TourT vt Tl T W et e =T &
erhalten wir die Ungleichung (1). Wir kUnnen also fiir den Wert
S der "angeknabberten" harmonischen Reihe folgende Abschiétzung
nach oben finden:

Sl = SO + 51 +teset Sk-1 + Sk + Sk+1 ":l'. <

L8y + 8y +eeet 54 + 5,01 + Tg' + (-Jl-g-)2 tese) =

= So + S1 ‘oeeot Sk 1 + 10.Sk' (2)

denn 1 + T% + ( 2 +eeo 18t eine geometrische Reihe mit dem
Faktor 74 und hat den Went —1—1% = 10.
1 -

(Wir betrachten eine Summe 8, =1+4q+ q2 + q3 +osot qn’1.

Dann gilt Q*s, = &8, + qn-1, also
' n
8, = -}EAL . Ist q¢ 1 strebt qT gegen Null, wenn n "unendlich

| groB" wird.)

*) n M bedeutet, daB n nicht zur Menge M gehdrt.
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Abschiétzung nach unten: ' -
6 ' !
5, D (53 - 1—O£Tf) - (3)

Beweis: i— sei ein Summand der Teilswmme S k ® 1, 1 ist dann
eine mindestens zweistellige Zahl, und wir konnen 1 darstellen
als 1 = 10m + i mit m§‘1 und i = 0,1,... oder 8, Wir setzen
nun p = 10m und Uberlegen uns fiir die dann ebenfalls zu Sk ge-
hGrenden Summanden 1%5 ’ # gecey p_1'5 folgende Abschédtzung:

1 1 1 1 1 1
p—+5+1—)ﬂ'+...+p—+g=§-(—-—a 'l'-.c‘l'_g))
P

1 -9 8ly = 1o~ 38
? B¢ [ +...+{ p (9 =) (4)
denn wegen p >p - 2 (=(p+i)*(p=-i)) ist
-Efa >P-"i_1—%(1¢0).

p
Aufgrund der Definition der Summen 5, gilt p. 2 10%, d. h.
il & -—1E . Wir finden somit fiir die linke Seite von (4) die Ab-
P10 i
schidtzung:

1 1 1 1 6 1
m p+1 teoeo+ m >I—J- ( - 10 ) =-n—1 (T% 10 + ).
k=

Da % ein Summand von S 1 ist und —_H-}- Gesey —+B- die von ihm in

der Summe Slc erzeugten Summanden, erhalten wir die Ungleichung
(3).
Aus (3) konnen wir nun schluBfolgern: Fir j=1,2,3,... gilt

Skag 7 (Tg' +.]+ (Tg_ —%3') e '(Tg' - 1—0%2')" S 7

(Tg- - EﬁTE)J * Spe (Wir schiétzen alle Faktoren durch

den kleinsten nach unten abé)
Wir setzen nun q = - « Damit erhalten wir fiir den Wert
Tg' 10&-{»2

S' der vom Neunerfresser iibriggelassenen Reihe folgende Ab-
schétzung nach unten (da q&1 ist):
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St D SO + S

! 2
1 =1 * Sy (14+q+q +eee)
1

= So + S1 teos + Sk-1 + T:E ) Sk

1 s
=S 4+ 8, +eee + 10 « L (5)
"0 1 k
1+
,10E+;

Wir verwenden nun die baidaﬁ Ungleichungen (2) und (5), um fiir
aen Wert S Bereiche zu erhalten, in denen er liegen muB. Kennen
wir nur So’ konnen wir fiir S' folgende Angabe machen:

SOLS' ¢-10-So, also 2,7€5'<£27,2.
Nehmen wir noch 31 hinzu, erhalten wir die genauere Abschitzung

10, .
SO + m 31‘:. S'< SO + 10 51, d. h. 17,8¢85'<€23,3.

Rechnen wir noch 82 aus, 8o erhalten wir fiir S' das Intervall
22'314 S'<22’96'

Wir wollen uns abschlieBend nbch iberlegen, wie schnell mit Jé-
der weiteren Teilswmme Sk die Intervalle, in denen 3' liegen
mul, zusammenschrumpfen.
Der Einfachheit halber fithren wir folgende Abschitzung durch

10 10 (1 - —g2 ¥

1+ 10
+

1
und verwenden die rechte Seite in (5) als Faktor.
Haben wir Jetzt die Teilsummen bis zur Summe Sk ausgerechnet,
so kdnnen wir fir die Lidnge Lk des Intervalls, in dem S' lie=
gen muB, folgende Angabe machen:

L, = 10'10(1'5&).]'51:*;?,%'Sk";ﬁ%"r%skq’
- 7% (1_0%5{' Set) = T80 * Beq 7O Lgoqr aleo I‘k"-# 0*

Die Intervalle schrumpfen also auf einen Punkt, némlich den
Wert 5' zusammen. . '

+eoe + S

Am wenigsten wundert sich liber die Wirkung des Neunerfressers
Jemand, der dabei an Wahrscheinlichkeitsrechnung denkt.

Bel einem Summanden-fresser der Perfektheit n ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB ein Glied der harmonischen Reihe stehen
bleibt, —:,E (fUr groBe n sehr klein, aber fest).

|
*) vgl. 1 1-b% = (14b)(1-b)
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Die Wahrscheinlichkeit jedoch, daB in einer willkiirlich gewihle-
ten n-stelligen Zahl keine Ziffer eine 9 ist, betriigt
_ -g- . (_1%311-1. Flir n—po gehen diese Wahrsch. derartig stark gee
gen 0, daB ganz entscheidend viel weniger Glieder fibrig blei=-

ben als nach der Mitterung des Summandenfressers.

Dr. Monika DeweB u. a.
KMU Leipzig

Lésungen

Aufgabe 0 23

Fir die Summe einer arithmetischen Reihe gilt

s = E;;g . o o 2a+d2n-1 5 (1)
Fir Vorgdnger und Nachfolger in einer arithmetischen

Reihe gilt 85 41
mente ist also
a,ta,taq+a, = a1+(a1+d) + (a1+2d) + (a1+3d)

= ai+d. Die Summe der ersten vier Ele=

= 431 + 6d = 124

. (2)

Fiir die letzten 4 Elemente erhalten wir entsprechend
48, + 4d(n-1) - 6d
= 4a, + 4dn - 10d = 156
oder 2a, + 2dn - 5d = T8. _ (3)

Aus (1) erhalten wir dﬁrch Kenntnis der Summe dieser
Reihe

(2a+d(n=1))*n = 420. (4)

Durch (2), (3) und (4) simd die Parameter a,, d und n
eindeutig bestimmt.
Sie haben die Werte a, =25
a = 4
n = 6.
Die Reihe lautet also 25, 29, 33, 37, 41, 45.
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Aufgabe 0 22

5% = 52X = 20.

Wir multiplizieren mit 5* und formen um

52:: - 5::

20- 125 = O.

Wir setzen 5- = y und erhalten
y2 -~ 20y - 125 = O.
Wir erhalten Yq = 25 und Yo = =5, wobei wir na-

tlrlich y, nicht weiter betrachten brauchen.

Also ist 51: = 25 und somit x = 3._
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Uber eine endliche Geometrie

Im Planimetrieunterricht der Schule wird ausschlieflich eine
Geometrie behandelt, bel der die betrachtete Ebene aus unend-
lich vielen Punkten und aus unendlich vielen Geraden besteht.
Zwischen den Punkten und Geraden, zwischen den Geraden oder zwi-
schen den Figuren dieser Ebene bestehen gewisse Relationen.

Das sind z. B. die Parallelitdt bzw. das Senkrechtsein von Ge-
raden, die Kongruenz von Figuren und das Enthaltensein von
Punkten in einer Geraden. Im Gegensatz zu der oben angedeuteten
Geometrie soll nun etwas von einer Geometrie einer Ebene, die
nur aus endlich vielen Punkten und endlich vielen Geraden be=
steht und in der als Relationen nur das Enthaltensein von Punk+
ten in einer Geraden und die Parallelitéit von Gerdden vorkom-
men, dargestellt werden. PFiir das Enthaltensein sagen wir aueh
"der Punkt P liegt auf der Geraden g" oder "g geht durch P"
oder "P und g inzidieren" (haben gemeinsame Lage) und symboli-
gieren das mit "P¢ g".

Wir wollen zuniichst an einem Beispiel einiges erldutern. Die
von uns betrachtete Ebene besteht aus den 9 Punkten
P1,P2,...,P9 und den 12 Geraden 811800021840 Die Inzidenz
zwischen den Punkten und den Geraden wird durch folgende Inzi=-
denztafel festgelegt.

84 Eg_ [83_84 85 &¢ 57 Eg 59_ F1O €11 812
P1 x x X x

X x X

N
M

P7 x x x x
PB x x X x
P9 X x x X

Wenn ein Punkt und eine Gerade inzidieren, steht im Kreuzungs-
feld der dem Punkt zugeordneten Zeile und der der Geraden zu=-
geordneten Spalte ein Kreuz, anderenfalls bleibt das Feld leer.
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Man kann etwa ablesen, daB die Punkte P1§_Pi und ¥ auf der Ge

raden 8y liegen und daB 8, auBer diesen drei Punkten keinen
weiteren enthdlt.

Aus der Inzidenztafel fiir unsere 9-Punkte-Ebene 18t sich so-
fort folgendes ablesen:

- Auf jeder Geraden liegen genau drei Punkte.

- Je zwel verschiedene Punkte lassen sich durch genau eine Ge=-
rade verbinden.

= Durch jeden Punkt gehen genau 4 Geraden.

-~ Es gibt genau 4 Scharen paralleler Geraden. Jede dieser Scha-
ren besteht aus genau drei Geraden. (Die Parallelgeraden=-
scharen sind die Geradenmengen {31.52,33}. {34'55'36}'
{57"38'39} » {8100811:812))-

Vielfach benutzt man an Stelle der Inzidenztafel den nachste-

henden Graphen zur Darstellung der Inzidenzverhdltinisse zwischen

den Punkten und den Geraden der 9-Punkte-Ebenes.

Die in den Gitterpunkten des

quadratischen 3=3=Gitters ange-

lagerten kleinen Kreise stellen
die 9 Punkte der Ebene dar. Die
die Punkte einer Geraden ver-
kbrpernden kleinen Kreise sind
durch Kurvenstlicke verbunden.

Man beachte jedoch, daB das je=

weilige Kurvenstiick nicht die

betrachtete Gerade ist! Jede Ge-
rade enthélt genau drei Punkte,
und allein diese drei Punkte

bilden die jeweilige Gerade.

Abb. 1 :
Es soll nun in der 9-Punkte-=Ebene eine Aussage betrachtet wer-
den, fiir die es in der Elementargeometrie kein Anamlogon gibt.
Dazu bezeichnen wir drei nicht auf einer Geraden liegenden Punk
te als ein Dreieck. Weiterhin bestimmt jedes Paar voneinander
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verschiedener Punkte genau eine Gerade, auf der neben den bei-

den Bestimmungspunkten genau ein weiterer Punkt liegt. Diesen
dritten Punkt nennen wir den Mittelpunkt des betreffenden Punk-
tepaares. Damit ktnnen wir jedem Dreieck drei Geraden zuordnen,
von denen jede durch genau einen Dreieckspunkt und den Mittel-
punkt der beiden anderen Dreieckspunkte geht. Diese Geraden
nennen wir in Anlehnung an die Elementargeometrie Seitenhal-
bierende des Dreiecks. Betrachten wir einmal das Dreieck P1P3P7,
80 sind dessen Seitenhalbierende die Geraden &7:8g und 8g- Im
Gegensatz zur Elementargecmetrie schneiden sich die Seitenhal=-
bierenden dieses Dreiecks nicht in genau einem Punkt. Sie sind
sogar parallel. Da die Ebene endlich viele Punkte enthélt, be-
gitzt sie auch endlich viele Dreiecke. Man konnte nun jedes
dieser Dreiecke betrachten und kéme auf das ungewShnliche Re=
sultat, daB in jedem Dreieck der 9-Punkte-Ebene die Seitenhal=-
bierenden parallel sind. Diese Vorgehensweise ist jedoch mithsam
und schwerfiéllig zugleich, so daB8 man auf andere Methoden, die
hier nicht dargestellt werden sollen, zuriickgreift, um das Er-
gebnis auf zweckméliigere Weise zu erhalten.

Nach diesem Einblick in die 9-Punkte-Ebene wollen wir uns der
Problematik von einem etwas allgemeineren Standpunkt aus zu-
wenden. Gegeben ist die Menge]P » deren Elemente wir Punkte
nennen und mit A,B,C,...,P1,P 'PB"' bezeichnen. Desweiteren
betrachten wir gewisse Teilmengen der Menge1P « Diese nennen
wir Geraden und bezeichnen sie mit a,b,c,...,g1,32,g3... .

Mit dieser Festlegung ist nicht gesagt, was ein Punkt ist, und
es ist offen, ob auf einer Geraden endlich oder unendlich viele
Punkte liegen. Zwischen den Punkten und den Geraden besteht die
Enthaltenseinsrelation, die durch die Axiome A1, A2, A3 und A4
charakterisiert ist. Durch die Axiome A1 bis A4 werden bezig-
lich der Lage der Punkte zu den Geraden Eigenschaften festge-
legt, die im folgenden als grundsdtzlich vorausgesetzt werden.
Bevor wir aber A1 bis A4 formulieren, wird mit der Enthalten=-
seinsrelation der Begriff "Parallelitdt von Geraden" definiert.

De finition 13 Zwel Geraden g und h heiBen parallel
genau dann, wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben.

Wir legen nun folgendes fest:
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A1: Je zwei verschiedene Punkte bestimmen genau eine Gerade.

A2: Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

A3: Zu jeder Geraden gibt es durch jeden nicht auf ihr liegen-
den Punkt genau eine Parallele.

A4: Auf jeder Geraden liegen genau n Punkte (n€N , n 2 2).

Mit der.Definition 2 fithren wir fiir die Punkte und Geraden, die
den Axiomen A1 bis A4 geniigen, eine Bezeichnung ein.

Definition 2 Die Menge der Punkte, die durch die
Eigenschaften Al bis A4 beschrieben wird, heiBt end-
liche affine Inzidenzebene A (2,n) der Ordnung n.

Wir wollen die auftretenden Begriffe etwas erlédutern. Inzidenz-
ebene bedeutet, dal nuf das Enthaltensein von Punkten in Gera-
den der Ebene eine Rolle spielt. Die Parallelitét von Geraden
ist ja mit der Enthaltenseinsrelation definiert worden. Das
Wort "affin® (affinitas ... lateinisch Verwandschaft) geht auf
Leonhard EULER (1707 = 1783) zuriick, der es 1748 erstmalig in
seiner "Analysis des Unendlichen" zur Bezeichnung spezieller
Transformationen, die parallele Geraden auf parallele Geraden
abbilden, verwendete. “"Endlich" und "von der Ordnung n" wird
die Ebene deshalb bezeichnet, weil in ihr nur endlich viele
Punkte (und damit auch endlich viele Geraden) existieren und
auf jeder ihrer Geraden wegen A4 genau n Punkte liegen.

Von den Axiomen A1 bis A3 ausgehend lassen sich die Sétze 1 bis
4 beweisen. Diese auch aus der Elementargeometrie bekannten Aus-
sagen sind fiir den Aufbau unserer Geometirie notig. Beim ersten
Lesen sollten aber die Beweise dieser Sidtze iibergangen werden.

Sataz 1s Zwel verschiedene Geraden a und b haben hdch-
stens einen Punkt gemeinsam.

Beweis. Wir nehmen an, daB sich die Geraden & und b in den zwei
verschiedenen Punkten P1 und P2 schneiden. Nach A1 gibt es aber
zu P1 und P, genau eine Verbindungsgerade. Also sind a und b
identisch. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Sie be-
sagt, daB die Geraden a und b verschieden sind, also entweder
parallel sind oder sich in genau einem Punkt schneiden. Unsere
Annahme ist somit falsch. a und b haben elso hdchstens einen
gemeinsamen Punkt.
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Aus Satz 1 folgt sofort

Satz 23 Zwei nichiparallele Geraden schneiden sich in ge=-
nau einem Punkt.

Dariiber hinaus gilt

Satz 3: Zu jedem Punkt existiert wenigstens eine Gerade,
die nicht durch ihn geht.

Beweis. A, B und C sind drei wegen A2 existierende, nicht auf
einer Geraden liegende Punkte. Ein beliebiger Punkt P liegt ent-
weder auf keiner, auf genau einer oder auf genau zwei der Ver=-
bindungsgeraden der Punkte A, B, C. In jedem Fall geht wenig=
stens eine der Geraden g(AB), g(BC), g(CA) nicht durch P.

Weiterhin existieren nach A2 drei Punkte A,B,C, die nicht auf
einer Geraden liegen. Wegen A3 gibt es zu g(AB) durch C genau
eine Parallele ¢ und zu g(BC) durch A genau eine Parallele a. _
Da a und ¢ nicht parallel sind, schneiden sich nach Satz 2 bei-
de Geraden in genau einem Punkt D. D ist von den Punkten A,B,C
verschieden, und die Punkte A,C,D liegen nicht auf einer Gera-
den. DaBl die Punkte A,B,C bzw. B,C,D nicht auf einer Geraden
liegen, folgt sofort aus der Parallelitédt der Geraden g(AB) und
¢ bzw. g(BC) und a.

Man erh#dlt aomit

Satz 4: Es gibt 4 Puhkte, von denen keine dréi auf einer
r Geraden liegen.

Wir definieren nunmehr einige Figuren.

Definition 3: Drei nicht auf einer Geraden liegende
Punkte heiBSen ein Dreieck.
Vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen, heiBen Viereck.
Ein Viereck ABCD heiBt genau dann ein Parallelogramm
ABCD, wenn sowohl die Geraden g(AB) und g(CD) als
auch die Geraden g(BC) und g(AD) parallel sind.

Die Existenz von wenigastens einem Dreieck ist wegen A2 und die
von wenigstens einem Parallelogramm ‘(und damit auch die von we=
nigstens einem Viereck) in derA (2,n) ist nach dem Konstruk-
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tionsverfahren in der Herleitung von Satz 4 gesichert.

Wir wenden uns Jjetzt Anzahlaussagen iiber Punkte, Geraden, Drei-
ecke, Vierecke und Parallelogramme in der endlichen affinen In-
zidenzebene A (2,n) der Ordnung n zu. Zur Herleitung dieser Auy-
sagen werden wir uns vorrangig auf deas Axiom A4 stiitzen, aber
auch vom Satz 3 Gebrauch machen.

Satasz 5s Durch jeden Punkt von A (2,n) gehen genau n+1
. Geraden.

Beweis. 0.B.d.A. wdhlen wir einen Punkt P von A (2,n). Nach
Satz 3 existiert in A (2,n) eine Gerade g, die nicht durch P
geht. Jeder der n Punkte von g léBt sich mit P durch genau eine
Gerade verbinden. Diese n Geraden sind paarweise voneinander
verschieden. Weiterhin existiert durch P genau eine Parallele
zu g. Es gibt somit durch den beliebigen Punkt P genau n+1 Ge-
raden.

Mit Hilfe des Satzes 5 knnen wir die Anzahl der Punkte von
A(2,n) éngeben. Wir wdhlen wieder einen beliebigen Punkt P von
A(2,n). Jeder andere Punkt der Ebene 1Bt sich wegen A1 mit P
durch genau eine Gerade verbinden. Es gibt also keinen Punkt
von A (2,n), der nicht auf einer der Biischelgeraden des Gera=-
denblischels (P) liegt. Nach Setz 2 gehdren dem Geradenbiischel
(P) genau n+1 Geraden an, und auf jeder dieser Bilachelgeraden
liegen neben dem Punkt P noch genau n-=1 Punkte.

Man erhdlt damit

S a't z 6: Die A (2,n) besitzt genau n2 Punkte.

Hiermit wird auch die Anordnung der die Punkte der 9-Punkte-
Ebene darstellenden Kreise unseres ainfﬂhrenden Beispiels in
einem 3-3-Gitter gerechtfertigt.

Jede der nach Satz 6 durch einen Punkt P gehenden Geraden ge-
hort genau einem Parallelgeradenbiischel an. Es erhebt sich die
Frage, aus wieviel Geraden jedes dieser Parallelgeradenbilschel
besteht. P sei ein beliebiger Punkt von A (2,n). Wegen Satz 3
existiert zu P wenigstens eine Gerade g, die nicht durch P geht.
Wir verbinden nunmehr einen der n Punkte von g mit P durch ge-
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nau eine Gerade a. Weééh A3 gibt es durch jeden der restlichen
n-1 Punkte von g genau eine Parallele zu a.

Somit ergibt sich

Satz T: Jedes Parallelgeradenbiischel von A (2,n) besteht
aus genau n Geraden.

Als ndchstes interessieren wir uns fiir die Anzahl der Geraden
der Ebene A (2,n). Da jedes Parallelgeradenbiischel aus genau

n Geraden besteht, in der Ebene genau n+1 Parallelgeradenbii=
schel vorkommen und Jjede Gerade der Ebene genau einem Parallel-
geradenbiischel angehdrt, folgt

S atzsz 8: Es gibt inA (2,n) genau n2+n Geraden.

SchlieBlich betrachten wir noch Anzahl von Figuren. Dabei ma-
chen wir von kombinatorischen Hilfsmitteln Gebrauch.

at z : In der Ebene A (2,n) existieren genau n2(n-1)(n;1)
Dreiecke.

Beweis. Die Ebene (2,n) enthdlt (n ) Punktetripel. Zu jeder
der n"+n Geraden gehdren ( ) Punktetripel die keine Dreiecke
gind und somit ausgelassen werden milssen.
Die Anzshl der Dreiecke ergibt sich zu

( 3) - n(+1)(]) = n®-1)("N).
In analoger Weise bestimmt man die Anzahl der Vierecke von
"A(2,n). 2 .
Es gibt in A (2,n)(n4) Punktequadrupel. Um auf die Anzahl der
Vierecke zu kommen, sind die Punktequadrupel auszuschlieBen,
bei denen wenigstens drei Punkte auf einer Geraden liegen. Auf
jeder der nZ+n Geraden von A (2,n) gibt es (n) Punktequadrupel.
Weiterhin existieren auf jeder Geraden (n) Punktetripel von
denen jedes mit jedem der nicht auf dieser Geraden liegenden
n2—n Punkte von A (2,n) ebenfalls ein auszuschlieBendes Punkte=
quadrupel bildet. Es existieren in A (2,n) somit

2
(n4) - n(n+1) [E?) 4 n(n-1)(§i] Vierecke.

Satz 102 Die Ebene (2,n) enthé&lt genau
2
f ?1— (n3-4n2+6n-3)(n;1) Vierecke.
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Letztlich soll noch die Anzahl der Parallelogramme von A (2,n)

bestimmt werden. Wir nehmen das Ergebnis vorweg.

Sataz 112 InA (2,n) gibt es genau % n2(n-1)(ng1) Paralle=-
logramme.

Beweis. Nach Satz 9 enthélt die Ebene A (2,n) genau n2(n-1)(n;1)
Dreiecke. Jedes Dreieck ABC kann durch dreimalige Anwendung des
im Beweis von Satz 4 benutzten Konstruktionsverfahrens fiir Pa-
rallelogramme zu genau den drei Parallelogrammen ABCD,, BCAD,
und CABD3 ergéinzt werden. (Die Reihenfolge der Parallelogramm-
punkte ist zu beachten.)

Andererseits ist jedes Parallelogramm von 4 Dreiecken ausgehend
bildbar. Die Anzahl der Parallelogramme ergibt sich also zu

# 2°@-1 (",

Wir wollen noch etwas zur kleinsten affinen Inzidenzebene be-
merken. Sie hat die Ordnung 2. Sie besteht aus 4 Punkten und

aus 6 Geraden, wobei jede Gerade genau 2 Punkte enthélt. Wir er=-
wéhnen sie extra, um eine weitere Besonderheit (man denke z. B.
an die parallelen Seitenhalbierenden in den Dreiecken der Ebene
A(2,3)) gewisser endlicher affiner Inzidenzebenen gegeniiber der
aus dem Schulunterricht bekannten Ebene zu demonstrieren.

Inzidenztafel fiir die A (2,2): Graph fiir die A (2,2):
31 32 53_ 84 55 36 %

P1 x _ x

P2 X x x

1’3 x b d

P4 x x x
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Xus der Inzidenztafel oder dem Graph entnimmt men ohne Miihe,
daB8 im Parallelogramm P1P2P3P4 die Geraden g(P1P3) und g(P2P4),
also die Diagonalen, parallel sind. Gleiches trifft auch fir
die Diagonalen der beiden anderen Parallelogramme P1P2P4P3 und
P1P4P2P3 Zu.

AbschlieBend machen wir noch eine Bemerkung {iber die Existenz
endlicher affiner Inzidenzebenen der Ordnung n. Mit dem bisher
Dargestellten konnte der Eindruck entstehen, da jede natiirli-
che Zahl n 2 Ordnung einer endlichen affinen Ingzidenzebene ist.
Dem ist aber nicht so. Es sollen diesbezliglich einige Resultate
genannt werden. Die Beweise fiir diese Aussagen sind z. T. sehr
tiefliegend und kdnnen hier nicht dargestellt werden.

Falls n eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist, existiert
eine endlich arrihe Inzidenzebene der Ordnung n. Weiterhin weiﬁ
man, daB es, wenn n keine Primzahl oder Primzahlpotenz ist, je=
doch n=-1 oder n-2 durch 4 teilbar ist und nicht als Summe zweier
Quadrate darstellbar ist, keine endlich affine Inzidenzebene
der Ordnung n gibt. Dieses Resultat fanden die amerikanischen
Mathematiker R.H. Bruck und J.H. Ryser im Jahr 1949. Bs exi=-
atieren also beispielsweise keine endlichen affinen Inzidenz-
ebenen mit der Ordnung 6 oder der Ordnung 14. SchlieBlich gibt
es natiirliche Zahlen, die 10 ist die kleinste von ihnen, fiir
die man bis heute nicht weiB, ob eine endliche affine Inzidenz-
ebene mit dieser Ordnung existiert, oder ob sie nicht existiert.
Wir haben hier ein Beispiel fiir einen aktuellen Forschungsge-
genstand.

Reinhard Mdéller
Pddagogische Hochschule Dresden
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Preisaufgaben

¥ 31 In einen ebenen Ring, welcher aus 2 konzentrischen
Ereisen besteht, sind 7 identische, sich beriihrende
Kreisscheiben eingelegt.

Die Fléche des Ringes ist gleich der Summe der Fléachen
aller 7 Scheiben. Es ist zu beweisen, daB die Breite
des Ringes gleich dem Radius einer Scheibe ist.

P 32| Man finde diejenige dreistellige Zahl, we lche um 198
kleiner ist als diejenige Zshl, welche entsteht, wenn
man die erste mit der dritten Ziffer der erstem Zahl
vertauscht. AuBerdem s0ll die Quersumme der gesuchten
Zahl gleich 12 und die Summe der Quadrate der Ziffern
gleich 74 sein.

Ein Schachmeister spielt simultan an mehreren Brettern.
Am Ende der ersten Stunde hat er 10% aller gespielten
Partien gewonnen und 8% Partien remis gespielt. In den
néchsten beiden Stunden gewinnt der Meister 10% der
tibrigen Spiele, verlor 2 Spiele und die ibrigen 7
Partien spielte er remis. An wieviel Brettern spielte
der Meister?

P 34 | Gesucht ist ein Kdérper, mit welchem man folgende ‘drei
(1)

Projektifnen auf die Ebene erzeugen kann:

P 35 | Ein gegebenes Dreiech ABC soll so von einer zu BC
€’ parallelen Geraden durch D und E geschnitten werden, daf
der Flécheninhalt des Dreiecks BDE gleich einer beliebig
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i

vorgegebenen GroBe X° ist. Bei welchem Verhéltnis von
A (Flécheninhalt des ABC) und k° ist diese Aufgabe
16sbar und wieviele Ldsungen hat sie?

)
D

R 3 ¢

HafiTy HayMeHbmee 3HAYEHME BHDAXEHHA X '+

4z mpm

OOJNOXATENBHHX 3SHAUeHHAX X.

Lésungen

Aufgabe O 20

x° + 2xy + 3y2 + 2x + 6y + 4

= (x+y+1)2 + 2(y+1)2 + 121

Weil die Quadrate reeller Zahlen nichtnegativ
gind, ist die Ungleichung immer erfilllt.

ufgabe 0 21

logx p 4 1
Wegen log , X = =
y2l 1°8x-;5 T log, vy
log, ¥
und logl y =——7 = log, ¥
x logy x

,vhalten wir aus der ersten Gleichung

3(105x y + ngi—i) = 10.
Wir setzen logx y = t und erhalten daraus

3t2 - 10t + 3 = O.
Diese Gleichung hat die Wurzeln t, = 3 und 1:a - ,}
Im ersten Fall ist 1lg ¥ = 3 und somit y = x
und somit x% = 81. Weil x> O und y> O, erhalten
wir als Ldsung x, = 3, ¥4 = 2T- _
Im zweiten Fall ist log, ¥y = % und wir erhalten
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Bezirksolympiade

4. a)

Zentrale Losungsvorschldge Bezirksolympiade
Klassenstufe 11/12 (Fortsetzung)

Fiir jedes positive reelle c¢ gilt: Eine positive Zahl x ist
- genau dann Nullstelle von f, wenn eine ganze Zdhl k mit
% = k1T _ (1)
existiert. Nun ist (1) dquivalent mit
. X = EGF o ) (2)

Daher filhrt eine ganze Zahl k genau dann auf eine Null-
gtelle x mit 10 € x £ 20, wenn sie
10 & g% € 20 erfilllt. Dies ist dquivalent mit

c c_
0= & < o= °
Insbessondere fiihrt eine ganze Zahl k1 bzwe. kz genau dann
vermoge (2) auf 10 bzw. 20 als Nullstelle, wenn

k, = 15 bzw. k, = 50m
gilt. Sind fiir ein positives reelles c¢ diese beiden Zah-
len ganz, 8o befinden sich im Intervall 10 £ x € 20 genau
dann m Nullstellen, wenn es genau m ganze Zahlen k mit

E%F €k s TﬁE (3)
gibt. Das trifft genau dann zu, wenn erstens

E%E' eine ganze Zahl (4)

ist und zweitens
o = 305 + U1 (5)
gilt, .
Angenommen, fiir ein poaitives'reelles ¢ seien (4) und (5)
erfiillt. Dann folgt 2¢ = ¢ + 20(m-1)T™ , also
¢ = 20(m=1)%T .
Umgekehrt ist fiir dieses ¢ in der Tat 2—3? = m-1 eine gan-
ze Zahl, also (4) erfiillt; und es gilt (5).
Daher hat genau die Zahl ¢ = 20(m-1)® die in a) vefiang—

- te Eigenschaft.

b)

Pilr sie gilt weiter: Eine ganze Zahl k flihrt genau dann
vermtge (2) auf eine Nullstelle x 2 20, wenn sie E%F 2 20
erfiillt. Das ist dquivalent mit

0<k ‘2‘8‘&"“‘"1' (6)
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Da es nur endlich viele solche ganzen Zahlen Tgibt, hat £
im Intervall 20 € x <o nur endlich viele Nullstellen,
wie behauptet.

Flir die jeweils zu zwei ganzen Zahlen k,k'>0 gehdrenden
Nullstellen X = Fci' x' = E?i gilt genau damm x < x',
wenn k > k' gilt. Also gehdrt die: gréBte Nullstelle von
£ zum kleins$en Wert von k mit (6), d. h. zum Wert k = 1,
Somit ist die in b) gesuchte griSte Nullstelle

x = g = 20(m=1).

5. a) Wegen a # 0 ist

b)

2 2

2

ax“+2bxy+cy” = %(azx +2abz;r+b2y2-b2y2+acy2)
= %((a.x + b:y)2 + yz(ac - bz)).
2

Ist y # 0, so ist y“> 0. Hieraus und aus a> 0,
(ax+by)Z 2 0,

a.c-ba?O folgt ax2+2bxy+cy2> 0.
Ist y = O und daher nach Voraussetzung x # 0, so ergibt

sich wegen a >0 ebenfalls ax2+2bxy+oy2 =ax~ > 0.

Ist r der Radius eines beliebigen Kreises k um (0;0), so0

kann man z. B. ¥y = O und eine Zahl x, mit O0< x,<r wih=-

len. Der Punkt I’1 mit diesen Koordinaten (x1;y1) erfilllt

dann 112+y12 -'x12< r%, er liegt also im Innern des Krei-
ges k, und er erfiillt ax12 + 2bx1y1 + cy12 = ax12>0.

Ferner kamn man z. B. eine Zahl t mit O< t < —pmppmmy Wih=
a“+b

len und dann x, = bt, ¥q = -at aetzerzl. Der Punkt I’5 mit
diesen Koordinaten (xg;yz_) erfilllt x; + yg = (az+b )1:2<r
er liegt also im Innern des Kreises k, und er erfiillt

axg + 2b12172 ¥ cyg = %( (ax2+by,2)2 + yg(ao-bz))

e

a %((abt-bat)? + a?t2(ac-b?))

= ata(ac-bz),
wegen a >0, t>0, ao-b2<0 also axg + 2b:1:2;gr2 + ayg< 0.

Andere Lisungsvarianten, z. T. mehr anschaulicher Art, gind
mbglich. Beispielsweise kann man zu b) feststellen, daB fir

‘
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alle von (03;0) verschiedenen Punkte der Geraden y = O bzw.
der Geraden ax+by = 0 der Wert %((a:+by)2 + 32(ao-b2)) posi-
tiv bzw. negativ wird und daB das Innere jedes Kreises um
(0;0) mit diesen durch den Mittelpunkit gehenden Sekanten ge-
meinsame von (03;0) verschiedene Punkte hat.

6. I. Wenn der Vorschlag realisiert ist, so gilt:

7u jeder Menge M aus fiinf Personen gibt es (mindestens)
ein SchloB, zu dem keine der fiinf Personen einen Schlils-
sel hat. Ein derartiges Schlo8S werde jewells M zugeord=-
det. Gibe es beli einer solchen Zuordnung zwei verschie-

" dene Mengen M,M' (aus je fiinf der elf Personen) mit glei-

1I.

chem gugeordneten SchloB, so hidtte keine der Personen in
MyM' einen Schliissel hierzu. Wegen M ¥ M' bestlinde aber
MyM' aus mindestens sechs Personen, womit ein Wider-
spruch erreicht ist. Verschiedenen Mengen M,M' sind so-
mit stets verschiedene Schldsser zugeordnet, also gibt

es mindestens so viele Schldsser wie Mengen aus je fiinf
der elf Personen. Die Anzahl solcher Mengen ist (};). Da-
her kann der Vorschlag nur dann realisiert sein, wenn die
Angahl der Schltsser mindestens (') betrégts

Mit genau (1;) Schlossern ist der Vorschlag realisierbar,
z. B. durch folgende Schliisselverteilung:

Wegen (%;) = (1&) kann man auch eine umkehrbar eindeutige
Zuordnung zwischen allen Schltssern und allen Mengen Q

aus je sechs der elf Personen wiéhlen. Dann verteile man

zu jedem SchloB passende Schliissel genau an die Personen
derjenigen Menge Q, die diesem SchloB zugeordnet wurde.
In der Tat ist damit das Vorhaben realisiert.

Sei némlich einerseits P eine beliebige Menge aus sechs
der elf Personen und sei S ein beliebiges der (1;) Schlds-
gser. Um zu zeigen, daB mindestens eine der Personen sus P
einen zu S passenden Schliissel hat, betrachte man dieje-
nige Menge Q, die dem SchloB S zugeordnet war. Da sowohl
P als auch Q je sechs Personen enthalten, ist Pn Q nicht
leer; also gibt es in der Menge P mindestens eine Person,
die auch zu Q gehdrt und daher einen zu S passenden |
Schliissel hat.
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Sei and;;;rseits M eine beliebige Menge aus fiinf der elf
Personen. Um zu zeigen, daB fiir mindestens ein SchloB kei-
ne Person aus M einen passenden Schliissel hat, betrachte
man dasjenige SchloB S, das der Menge Q der sechs nicht zu
M gehdrenden Personen zugeordnet war. Die zu S passenden
Schliissel wurden genau an die Personen der ﬁenge Q ver-
teilt, also hat dabei keine Person aus M einen dieser
Schliissel erhalten. .

Mit I. und II. ist bewiesen, daB die gesuchte kleinste An-
zahl von SchlGssern
(W) = 11:10:9:8:7 _ 4¢p

: 1- 2-3-4.5
betrégt. Zugleich ist in II. eine Schliisselverteilung be-

schrieben, mit der der genannte Vorschlag realisierbar wire.
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Berechnung von Funktionen (5. Fortsetzung)

4. JOSEPH FOURIER (1768 - 1830)

Inhalt dieses letzten Abschnitts zur Berechnung von Funk-
tionen ist die sogenannte "Approximation im Quadratmittel™. Zu
ihrer Begriindung empfiehlt sich zuniichst ein Ausflug in die
Geometrie.

Angenommen, uns sind eine Lbene E und ein Punkt P im Raum
gegeben und gesucht ist derjenige Punkt Pp in E, der dem Punkt
P am néchsten kommt.

Aus der Anschauung heraus isgt sofort klar, dal PE der Mull-
punkt des Lotes aus P auf I sein muB. Fir die Zwecke der Rech-
nung wird dies jedoch genauer hesgchrieben werden miissen.

Wir fihren zundchst ein Koordinatensystem im i:aum ein, in-
dem wir drei paarweise aufeinander senkrecht stehende Geraden
als X-, y- und z-Achse einfiihren. Jeder riiumliche Punkt .P ist
dann durch das Tripel seiner Koordinaten . ,yp,z-) eindeutig
bestimmt. Eine andere Idglichkeit seiner Definition besteht in
der Angabe einer gerichteten Strecke v aus dem Iullpunkt des
Koordinatensystems (dem Schnittpunkt der drei Achsen) in diesem
Punkt. Eine solche Strecke nennt man eiiien = réumlichen - Vektor.
Da sowohl das Zahlentripel (x,y,z) als auch der Velktor v dag-
Selbe Objekt beschreiben,kann man davon ausgehen, daB gie sich
auch gegenseitig definieren. Um diesen Sachverhalt darzustellen,
schreibt man

v = (X,¥,2)e
Flir Vektoren definieren wir zwei Rechenoperationen:

Definition 1:
1. Es sei v = (x,y,5) ein Vektor und A eine reelle

Zahl. Dann wird das Produkt A v definiert als ein
Vektor mit den Komponenten

Aev = (Ax, Ay, A 2).

2. Es seien vy = (x1,y1,z1) und vy = (xp.yz,za) zwei
Vektoren. Ihre Summe ViV, 18t definiert als ein
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Vektor mit den Komponenten
(x1+x2,y1+y2.z1+32).

; V1+V2 =
L
Ein Beispiel: Sei v = (2,3,-1) und w = (0,7,1), s0 ist
3v-2w = (3v) + (~2w) o
(322,323,3°(=1) )+((=2) =0, (=2) « T, (=2) = 1)
(6!9'-3) + (03-14:"2) = (69“5:-5)-

Die Schreibweise V-A ist nicht iblich. Geometrisch kénnen die-
se Operationen wie folgt gedeutet werden:

Wenn A) 0 ist, so zeigt der Vektor l\-v in dieselbe Richtung
wie der Vektor v, seine Liénge betrdgt jedoch das * =fache des-
sen. Bei A = 0 ist JA v = (0,0,0) der Nullvektor mit der Lénge
Null. Gilt )\4 0, so zeigen v und )\. v in genau entgegengesetzte
Richtungen und die Lénge von:k'v ist das A =fache der von v.

Die Summe v+4w zweier Vektoren erhélt men, wenn man den Vek=
tor w unter Beibehaltung seiner Richtung so am Vektor v entlang
schiebt, dall sein urspriinglich zusammen mit dem FuBpunkt von v
im Nullpunkt befindlicher Fulpunkt in das Ende von v gelangt.
Die Strecke Nullpunkt - Ende von w ist dann der Summenvektor
(Abb. 1). Aus der Zeichnung erkennt
man, daB

V+W=WwW+V
ist.
Den Abstand zwischen Fufi= und Endpunkt
eines Vektors v heiBt "ILdnge des Vek-
tors", man schreibt: ||v|| . Die Linge Abb. 1
wird durch eine positive Zahl ausgedriickt, nur wenn FuB- und
Endpunkt zusammenfallen, ist "v“ = 0., Die IL&nge kann leicht
durch die Komponenten des Vektors ausgedriickt werden (Abb. 2):

Sei v = (xo,yo,zo), 80

zerlegen wir

vVew+u,
w = (xolyoao): u = (010:20)0
Da w und u einen rechten Win=-
kel bilden, gilt nach dem Satz
von PYTHAGORAS

vl = Wl + g2,




Berechnung von Ffunktionen _ _ 100
Tun ist Tul offensichtlich zleicl. dem Betrag der Zahl Z,e Ande-

rerseits ist w die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks,
dessen Katheten die Léngen | xol und'!yol besitzen. Somit gilt

"W"2 = x2 + yg » ||u|i2 = Z‘2

(<] 0
und zusammengefat
2 _ 2 2 2
il = x7 + y5 + 25,
also ist
vl =1x§ +yo 4 “’o!

die Formel zur Berechnung der Linge eines beliebigen Vektors.
Mit Hilfe dieser Darstellung findet man z. B. leicht, daB die
Linge d der Raumdiagonale eines Wirfels mit der Kantenlidnge a

gerade
Va + a° +a° ';[3&
betrégt.
Satz 1 ¢ Es gilt fiir alle Vektoren v und w und fiir jede
Zahl A :
a) vl 2 0 und Nvil = 0 dann und nur dann, wemn

v = (0,0,0) ist;
) A vl = |Als vl ,
c) |lvew|| € llvil + ||w]}

Beweis. Aussage a) ist offensichtlich.
Sei v = (x,y,2), so gilt

NAv Il = 1(& x)2+(A 7)%+(A )2 -1/1\ 2(x%4y®42°)
= v)\a . Vx2+y2+ze !I\I' “ ”
und damit ist Aussage b) bewiesen.
Nach Abb. 1 bilden die Vektoren v,w und v+w ein Dreieck. In einem
Dreieck ist aber eine beliebige Seite nie lédnger als die anderen

beiden Seiten zusammen. Genau diegen Umstand bringt die deshalb
auch "Dreiecksungleichung" genannte Formel c¢) zum Ausdruck.

Definition 2: Es seien v und w zwei Vektoren. Die
relle Zahl S,
S=llvll«llwl]* cos o ,
wobei o€ der Winkel zwischen dem Vektor v und dem Vek=
tor w ist, wird Skalarprodukt der Vektoren v und w ge-
nannt. Man schreibt S = (v,w).
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Satzsz

2 3 Es seien v,w und u drei Vektoren und )\ eine re-

Beweis.

elle Zahl, dann gilt

a) fiv]l= 'U(v-.v),'

b) (v,w) = O dann und nur dann, wenn v und w senkrecht
aufeinander stehen,

c) (v,w) = (w,v),

d) aus v = (x,,¥,12, ) und w = (X4,54s24) folgt
(vyw) = x X1 T T Vq t Zg2q

e) (Av.w) = A(v,w) = (v,Aw) und

£) (v4w,u) = (v,u) + (w,u).

a) Ein Vektor bildet mit sich selbst den WinFélO( =
also ist i

(v,v) =||v|| « llv]||+ cos O = lIv)I2.

b) Wenn einer der beiden Vektoren v oder w ein Nullvek=-
tor ist, so kann men ihm eine beliebige Richtung zu-
ordnen, also auch eine zu seinem lartner orthogonale.

Sei nun ||v|| -|| w||> 0, also nach Satz 1 seien bei-
de Vektoren ungleich dem Nullvektor. Wenn sie ortho=-
gonal zueinander sgind, sc ist entweder o&X = 90° oder
o¢ = 270° je nach der Richtung, in der der Winkel ge-
nommen wird. In jedem Falle ist dann aber cos o¢ = 0,
also auch (v,w) = O. Andererseits folgt aus cos oc= 0,
duB o¢ = 90° oder o = 270° gelten mus.

c) Es seien ot und die Winkel zwischen v und w und

w und v entsprechend. Beide sind in der von den Vek-
toren v und w aufgespannten Ebene im selben Umlauf-
sinn zu nehmen. Demzufolge ist K + F?: = 360° (abb. 3).
Somit gilt
cos X = cos(360 —ﬁ.) = cos(-ﬁ) = cos(& ’
also folgt
(vow) =llviie |Iwll ccos ¢ ¥ 1

= |lw |l livil -OOBP g

= (wW,v)e.

\
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d) Der Beweis dieser Behauptung erfordert ziemlich um-
fangreiche geometrische Vorarbeiten. Aﬁa-Platzgrﬂnr
den sei er durch einen Appell an das Vertrauen des
Lesers ersetzt.

e) (Av,w) = (f\xo)x1 + (A Yo)¥q t (Azq)z,l
(xox1+yoy1+zoz1)

(v,w).

Nach ¢) und der so gewonnenen Formel beweist man dann
mit

Alvaw) = A (w,v) = (Aw,v) = (V.kW)

auch den zweiten Teil der Formel.
f) Mit u = (xz,yz,za) erhdlt man
(viw,u) = (x +x)x, + (y,+y1)y, + (zo+z1)z2
= XXy + V¥ + ZoZp + XXy + Yy¥p + 2425

(vyu) + (w,u).

IIit dem vorbereiteten Apparat kodnnen wir uns jetzt an die Io=-
sung der gestellten Aufgabe heranmachen. Den Punkt P, der in
der Ebene L angendhert werden soll, stellen wir durch den Vek=
tor v dar. Zur Angabe der Ebene benttigt man zwel Vektoren, die
nicht auf einer Geraden liegen, es seien dies w und u. Die Fore
derung, daB w und u tatsédchlich eine Ebene bilden, beinhaltet,
daB keiner der beiden gleich dem Nullvektor ist. Ein Punkt P
der mit beliebigen reellen Koeffizienten O und f& durch den
Vektor

T, = %W+ A u
dargestellt wird, liegt in der so definierten Ebene. In der Tat,
durch die Vektoren w und u werden zweli Geraden definiert, die
sich im Nullpunkt (d. h. im Ursprung des Koordinatensystems)
schneiden. Die beiden Vektoren & w und {3 u liegen in diesen
Geraden (Abb. 4, dort ist =1€oK < 0 und ﬁ = 2). Der Vektor
Tetq ist die Diagonale des Parallelogramms OABC, und da dies
eine ebene Figur ist, so liegen damit die Vektoren Tap s X W
und {.’,u in einer Ebene, also auch Ty s W und u.

Umgedreht, sei B ein Punkt in dieser Ebene, so existiert
eine zu der durch den Vektor wu definierten Gerade parallele



103 Berechnung von Funktionen
Gerade 1n £, die durch B gent

(5. Axiom des EUKLID!). Sie
Schneidet die von w gebildete
Gerade im Punkt A. Letztlich
erhélt man so das Parallelo-
gramm OABC und man kann die
Koeffizienten e und @ aus
der Kenntnis der Seiten CA und
OB und der Vektoren w und u be-
stimmen, so daB sich der Punkt
B = Ppcﬁ stets durch einen

QP:OCW*@M

Vektor T in der angegebenen Abb. 4
Form darstellen laB%.

Zusammenfassend resultiert, daB die LEbene E durch die llenge
aller Vektoren Tp mit -0 < o¢|(d <o reprisentiert wird.

Zum Auffinden des Punkties I’E, der von allen Punkten im E
dem Punkt P am ndchsten kommt, gehen wir in folgender ileise vor:

Zundéchst ersetzen wir die Vektoren w und u, die E definie-
ren, durch zwei in E liegende Vektoren w' und u' mit folgenden
Eigenschaften: '

Hwell = flu'fl = 1, w' und u' zueinander orthogonal
Zu diesem Zweck setzen wir

u! = o u
und bestimmen den Faktor x> 0 aus der Forderung
1=Puth =loulf=fec|e lujf= o I ull

zu oX =“u||_1, Gs Ha

Weiter sei

und da u' und w' orthogonal sein sollen, folgt
0= (u,w) = (w,u) =(Pu+fwu)

(Buu) + (fwutd = fud) + )

1 (u,u) + “-5' (w,u)

p. Bujl + 'y'. Hull =1 (w,u).
Somit erh#lt man die Gleichung ’
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= -4 ull™ {(w,u)
und andererseits ergibt die Bedingung [iw'|] = 1, das
1 ="W'||2 = (w',w') = (Pu+f’w,ﬁu+f’w)
= (pu,l,éu+’rw1 + ‘.’_f‘w,'/f)ui-fb"m)
=0 (b urfw,u) + A (ﬂ-uwf’w,w)
=(5 2 (u,u) +ﬁ)f (wyu) +/rf-\ (u,w) +'r2(w,w)
=f;, 2(u,yu) + 2/&1"’ (w,u) + ’Y"z(w,\!)
='f£ I u""4(w,u)2- (u,u)-2-f’2 I u“-a(w,u) 2+’f’2(w,w)
=f'2 B|u||'3(W.u)2-2 W ull"2(w,u) 5 ||W||2]
wird. Hieraus bestimmt man sofort

1= i (o, w)-2 [full20w,u) 2+ (| w2172
und daraus errechnet sich der Koeffizient (5 ebenfalls. Damit
ist auch der Vektor w' bestimmt.

Zu Jdem Vektorenpaar u',w' in E betrachten wir noch einen
dritten Vektor s' mit ||s'|| = 1, der dadurch definiert ist, daB
er senkrecht auf E steht. Er 1ld8t sich dhnlich wie w' leicht
berechnen, wir werden seine explizite Darstellung jedoch nicht
bendtigen und verzichten hier darauf. '

Den Vektor v stellen wir nun in der folgenden Weise dar:

v=Aw' +/Au' + ¥ s'.

Zur Bestimmung der Koeffizienten A ; /U und V bilden wir
drei Skalarprodukte und beriicksichtigen dabei, daB die drei Vek=-
toren w', u' und s' jeweils paarweise zueinander orthogonal
sind: .
(A wr + Mu' +Va',w')

A wt,w') + M(ut,wt) + 9 (s',w')
A | w2 + Mo +V0=A.

Analog erhilt man}#:‘ (vyu') undv = (v,8') und damit die
bemerkenswerte Darstellung
' v = (vyw)w' + (vyu')u' + (v,s')s’.
Der erste Teil der Summe ist der Vektor
vg = (v,w")w' + (v,u')u’,
der offensichtlich in E liegt. Der Rest

(vyw')
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(v,8')8' = v = Vg

steht senkrecht auf E und entspricht dem Lot von P auf E (Abb.5).
Also ist Vg derjenige Vektor, dessen
Endpunkt Pp am nkchsten (in E) am
Punkt P liegt.

-~
-

Zur 'Illustration betrachten
wir ein Beispiel:

Es sei v=(7,1,5), w=(1,1,0)
und u=(1,2,2). Nun gilt

o ——————
full = '112+22+22 =Y 9 = 3 und somit
u' = (1/3,2/3,2/3). -~ Abb. 5
Der Ansatz w' =(F' u+ fw) ergibt wegen (w',u) = 0

0= [3 (u,u) +){'(u,w) =F> (1¢14+2.242°2) +-’f"(1-1+2-1+2-0)

= 9A +3’f/;‘:

glso ist -3(‘-: =
Hieraus folgt

w' = /bu—fi#: w =4 (u-3w) =ﬂ) [(‘1.2,2)-3(1.1,0ﬂ
= A [(1.2,2-(3,3,0) ] = b(-2,-1,2)
und die Bedingung || w'|{ = 1 liefert
12 Ip) -l 22| = bl e f22Pe-1227 = 5]
sei (5> 0 und somit B = 1/3. Damit gilt
w' = (-2/3,-1/3,2/3).

Der Vektor Vg derl in E dem Vektor v am néchsten kommt, ist nun

Vg = (v,‘w')w' + (vyu')u’
=Fq-%n4&n5§ - 3- 3 &
+ 7-%+1-%+5-§- (%,g-,%')
= 3 [ (114-1410)(-2,-1,2) + (742+10)(1,2,2)]
= § [-5(-2,-1,2)+19(1,2,2) ] = 3 [(10,5,-10)+(19, 38, 38)]
= § (29,43,28)  (3.2222,4.7778,3.1111).
Der verbleibende Abstand von Vg bis v betrégt
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2 2
Il v=vg 11 = U(?—- 2 +0-% + -

=3 ‘d (63-29)%4(9-43)%4(45-28) = § \[1156+1156+289

& %-\’2601 ~ ia- 2 5.67.

Nun so0ll das entwickelte geometrische Verfahren suf die An-
ndherung von Funktionen durch Polynome ilbertragen werden. Dieser
Gedanke erscheint sicher befremdlich, da beides doch wenig mit-
einander zu tun haben diirfte. Aber die Stédrke der Mathematik be=
steht vor allem darin, daB in ihr ebstrahiert wird, und tatséch-
lich gibt es eine ilbergreifende Theorie derart, daB die Anndhe-
rung von Funktionen durch Polynome und die Konstruktion von nich-
sten Punkten in Ebenen nur Spezialfélle dieser Theorie darstel~
len. Also, versuchen wir die bisher entwickelte Methode zu ver=
allgemeinern:

Anstelle der Menge aller dreidimensionaler Punkte betrach-
ten wir eine Menge M. Uber die Art ihrer Elemente machen wir
keine Aussage, die die Allgemeinheit der zu entwickelnden Theo=-
rie einschrénken ktnnte. Wir verlangen lediglich, daB8 mit ihnem
dieselben Rechenoperationen ausgefiihrt werden kénnen wie mit
Vektoren.

Defindition 3 : Die Menge M heiBt lineare Menge, wenn
die folgenden beiden Bedingungen erfilllt sind:
a) Es ist eine Addition genannte Operation definiert,
die fiir alle Elemente x und y aus M ein drittes
Element von M bestimmt, filir das wir x+y schreiben
werden. Flir diese Operation sollen die Rechenregeln
der Addition gelten.

b) Es ist eine Operation definiert, die jeder reellen
Zehl A und jedem Element x aus M ein Element A x
- in M zuordnet, dabei gilt
()s,u)x=/\(}1x), 1-x=x, |
A(‘xﬂr) = l\x +A Y ()\+}.{)x= Ax+/ux.

Speziell enthdlt jede lineare llenge ein Nullelement
Ea o lan erhélt es, indem man ein beliebiges Element
mit der Zahl Null multipliziert. Es ist dies ein be~- -
zliglich der Addition nmeutrales Element, denn fiir alle
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x aus M gilt
x +69 = 1*Xx + 0°x = (14+0)x = 1°x = x.

Defindition 4 : Die Menge L heiBt lineare Untermenge
‘ von M, wenn
a) L eine Untermenge (oder Teilmenge) von M ist und
b) L fiir sich auch eine lineare Menge darstellt.

Kldéren wir, was die beiden soeben definierten Begriffe mit den
-gestellten Aufgaben zu tun haben. Die lineare Menge M war im
ersten Fall gleich der Menge aller dreidimensionaler Punkte oder
- was dasselbe ist - gleich der Menge der rHumlichen Vektoren.
Die Ebene E stellte hierin eine lineare Untermenge dar. Eine li-
neare Untermenge enthiélt als lineare Menge natiirlich stets das
Nullelement. Dies hatten wir in diesem Falle durch die Forde-
rung realisiert, daB die beiden die Ebene definierenden Geraden
sich im Nullpunkt schneiden, so daB auch dieser zu E gehtrt. Die
beiden Rechenregeln, die in Definition 3 flir die Elemente einer
linearen lMenge formuliert wurden, sind in matlirlicher Weilse fiir
Vektoren definiert worden.

Wenn es nun darum geht, eine gegebene Funktion durch Poly-
nome anzundhern, so ist es naheliegende, als Menge M die Menge
aller fiir a € t € b stetigen Funktionen zu wihlen. Hierbei ha-
ben wir die unabhiéngige Vertnderliche mit t bezeichnet, um die
Funktion selbst x,y usw. nemnen zu konpnen. Es bleibt zu priifen,
ob die so erhaltene Menge tatséichlich linear ist. Die Multipli-
kation einer solchen Funktion mit einer reellen Zahl A ergibt
erneut eine stetige Funktion. So ist fiir x = sin t und = 4

Ax =4 sin t.
Sei nun z. B. noch y = 3t2 eine stetige Funktion, so ist auch
die Summe
X +y=s8int + 3t2 :
eine solche. M ist damit wirklich eine lineare Menge. Als Null
element @ dient die Funktion € (t) = O.

Es bezeithne n eine natiirliche Zahl. Als lineare Untermenge
betrachten wir die Menge L aller Polynome, deren Grad die Zahl
n nicht {ibersteigt, d. h. wenn r €L gilt, so ist
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=r(t) = a, 2 & a1tn”1+...+a

S 1t + a

hierbei sind 8,98 50c0s8 die das betreffende Polynom charakte~
risierenden Koeffizienten. Der Fall

2 2 <
aj + 85 +eoot am = 0, m-=n
ist ausdriicklich zugelassen, insbesondere ist fiir r = @
8.0 = 8.1 = 32 Seee= an = 0.

Die Aufgabe lautet nun: Fiir ein gegebenes Element x aus M ist
ein Polynom r aus L derart gesucht daB8 es x mdglichat nahe
kommt .

Die letzte Formulierung erheischt die exakte Definition des
verwandten Ausdrucks "moglichst nahe". Dieser Begriff drilckt
aus, da8 der Abstand des gesuchten Polynoms zu x kleiner ist
els der aller anderen Polynome. Der Abstand zweier Vektoren v
und w (bzw. der durch sie definierten Punkte) ergab sich einfach
als Linge ihrer Differenz v-w. Tatsiéichlich, '
sei u = v-w, dann ist v = w+u und
aus Abb. 6 geht sofort hervor, daB v W
Hull =1l v-w|| der gesuchte Abstand
ist. Ubrigens ist die Reihenfolge W
von v und w in diesem Ausdruck ohne
Bedeutung, denn Abb. 6

Hw=v lj= | (=1 (v=w) | = | =1} || v=wi} = 1< || v=w ]| = ||v-w]]|.
Somit ist es notwendig, den Begriff der Liénge eines Vektors zu
verallgemeinern. Dies macht keine liihe, wenn man zur Definition
der Lénge die Formel a) aus Satz 2 verwendet:

“‘U’" = l(?lv)'

Freilich erfordert dies, das Skalarprodukt in einer Weise zu da-
finieren, die es von der konkreten Form der Elemente von M (zu-
mindest formal) unabhiingig macht.

Definition 5 : Es seilM eine lineare Menge und
S(x,y) eine Funktion, die jedem Paar von Elementen x
und y aus M eine reelle Zahl zuordnet. Die Punktion
S(x,y) heiBt Skalarprodukt auf M, wenn sie die folgen
den Eigenschaften besitzt:

a) S(x,y) = s(y,x)
b) S(x+y,z) = S(x,2z) + S(y,z)
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c) S(Axy) = A-s(x,y) und
d) S(r,x)'i 0 und S(x,x) = 0 dann und nur dann,
wenn x = ® gilt.
Wir schreiben auch weiterhin S(x,y) = (x,y).

Wie man erkennt, entstand diese Definition dadurch, dafl geeig-
nete Augsagen der Séitze 1 und 2, die fiir ganz spezielle Objekte
(nimlich Vektoren) formuliert worden sind, als definierende Be-
dingungen im Rehmen einer allgemeineren Theorie verwandt werden.
Dies ist eine typische Vorgehensweise in der Mathematik: Bewie-
gene zentrale Sktze einer speziellen Theorie (ihre Decke sozu-
sagen) dienen als Axiome oder Definitionen (d. h. als FuBboden)
einer allgemeineren, hcheren Theorie. Auf diesem Wege schreitet
die Abstraktion wie von einem Stockwerk zum anderen aufwirts.

Angenommen, wir haben nun in unserer linearen Menge M ein
Skalarprodukt eingefiihrt, dann léuft alles weitere analog zu dem
betrachteten geometrischen Beispiel ab.

Zuniichst ist festzulegen, in welcher Weise die lineare Unter-
menge L festgelegt werden soll.

De f£inition 6 : Die Menge L heiBt lineare Hillle der
“ Elemente p1,p2,p3,...,pn'aus M, wenn L aus allen der-
artigen Elementen x aus M besteht, die sich in der
Form

mit beliebigen reellen Faktoren O‘-1, Ol 5yeeey ol , dar-
stellen lassen.

Wie wir gesehen haben, ergab sich die Ebene E als lineare
Hiille der beiden Vektoren w und u. Die Menge aller Polynome, de-
ren Grad die Zahl n nicht iibersteigt, kann aufgefaBt werden als
lineare Hiille der Funktionen

P1=P4 (¢)=1, P2=P2(t)=t: P3=P3(t)=t23 ***»Pni17Pn41 ("v')=t'n.

Zur Vereinfachung der weiteren Darstellung fordern wir, daf
die Darstellung eines jeden Elementes x aus L durch die Elemente
PqsPosecesPy eindeutig erfolgt. Wenn dies nicht der fall ist, so
kann man wenigstens eines der Elemente p; aus dieser Gruppe aus=-
schlieﬁen, ohne daB sich die lineare Hiille verkleinert. In der
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Tat, wenn fiir ein x aus L die zwei verschiedenen Darstellungen

X = M_,Ip.l + O('EPZ +eoeoot O(,npn

und

‘ x = (3pg + By teeetB py
gelten (verschieden in dem Sinne, dafB

C I (ocz-(bz)zh..f(otn-pn)z?o
ist), so erhdlt man durch Subtraktion der zweiten Gleichung
von der ersten

O = (1= Bydpy + (o o= By)pyteeet(ot =@ )p,..
Wenigstens eine der Differenzen 0‘1'(‘)’1 ist nach Voraussetzung
ungleich Null, angenommen, es ist dies fiir i=1 der Fall, so

wird
(32_d2 @ 3" d;} _én"

T TR P2 Y Be g By P
d. h. P, ist durch PosP3res.,py darstellbar und leistet demzu-
folge keinen Beitrag zur linearen Hiille. Demzufolge kann man
gsich auf PpsP3seeesPy beschrénken und evtl. auch hieraus noch
weitere Elemente ausschlieBSen. Um diesen Sachverhalt geometrisch
zu interpretieren: lMan kann die Ebene im Raum angeben, indem man
vier in ihr liegende Vektoren festlegt. Wie wir aber gesehen ha-
ben, reichen zwei hierfiir véllig aus, die zwei anderen sind also
Uberflissig und konnen ausgeschlossen werden, ohne daB die Ebene
einen Punkt verliert. Wir nehmen also kiinftig an, daB die Ele-
mente Pq1Poseee,p ein derartiges minimales System zur Bestim-
mung der linearen Untermenge L bilden. Die Funktionen
p;y =p;(t) = +1=71 erfiilen diese Forderung. Der Beweis dieses
Unstandes éhnelt dem Beweis der Eindeutigkeit des LAGRANGE-In-
terpolationspolynoms.

L

Ist die Untermenge I in der angegebenen Weise definiert, so
besteht der niichste Schritt darin, das System P1sPpseee,p, durch
ein neues System q1.q2,...,qn zu ersetzen. Flir das neue System
gsoll gelten '

(qinq:|)= {?: i‘ﬁg_
Ein solches System nennt man orthonormal, da die einzelnen Ele-
mente zueinander orthogonal sind (in dem Sinne, daB (qi,qj=0
fiir j#i gilt) und andererseits "qu = 1 gilt, d. h. die Elemen-
te sind auf die Einheitsliinge normiert. Das Verfahren zur Ge-
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winnung des Systems q1.qé,q3,...,qn heiBt SCHMIDTscher Orthogo=-
nalisierungsprozeB. Es verléuft nach den Formeln

(pfsay) =0 fir j<1

und
qi =I'Pi“-1pis i=1,2,3,---,n.

Faktisch wurde dieser ProzeB bereits zur Gewinnung der Vektoren
w' und v' angewandt.

Nachdem das System 9459559, ermittelt wurde, ergibt -sich
das Element r aus L, das dem gegebenen Element x in M am nédch-
sten kommt, durch die Formel

r = (x!q1)Q1 + (xan)qQ teoot (xlqn)qu'

Der verbleibende Abstand von r bis x (der dem Fehler oder dem
Restglied entspricht) ergibt sich dann zu
|| r-x|| = 'U(r-x,r-x) ,
= ((x.q1)q1+---+(x.qn)qn-x,(x.q1)q1+---+(x.qn)qn-x)/2

(x,g1)(q1,(x,q1)q1+...+(x,qn)qn-x)+...
+(x,q,) (a5 (x,94)9 4000 +(x,q ) g -x)-
=(x, (x,9,)q +. 0o +(x,q,)q, - ] v2'
{(x,q1) [(x q1)(q1,q1)+.-.+(x,qn)(q1,q )= (q1,xz] +eoot
+(x,q,) [(x,q1)(q 1Qq) +eeot(x, a,) (a,,x)=(q ,X)]

=(x,24) (%,8,)=(%,4,) (x,ap) =s o o= (x,0) (%, 0,) +(x, )} /2
1

[(x, ) - (x q.') - (x,q2)2 ~s 0 e™ (x,qn 2] 120

Damit ist die filr die betrachtete Aufgabe notwendige Theorie be-

reitgestellt. Es verbleibt, in der linearen Menge M ein passendes
Skalarprodukt einzufiihren. Hierfiir widhlen wir

(x,y) = :rx(t) y(t) dt.

Wenn x und y stetige Punktionen fiir a €t €bp sind, so ist auch

ihr Produkt eine stetige Funktion und damit existiert dieses In-
tegral. Die Bedingungen, die an ein Skalarprodukt gestellt wer-

den, sind tatséchlich erfiillt:

a) Es gilt
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(x,¥) =}x(t)y(t)dt = Ey(t)x(t)dt = (y,x).
a

b) Nach bekannten Eigenschaften des bestimmten Integrals ist
(x+y,2) = j'[x(t)+y(1:)] z(t)dt
a

- j'[x(t)z(t)ﬂf(t)z(t)'] dt
‘a
= TXCt)z(t)dt + j‘y(t)z(t)dt
a8 a

= (I,Z) + (Y.z)- . ’

c¢) Ebenso sind

b
(Ax,3) = | [Axtt)] yt)at = f Ax(t) y(t)at
a b a
=\ [ x(t) y(t)at = A x,3).
a

d) Wenn f£(t) und g(t) zwei flir a £t £ p stetige Funktionen sind
und wenn fiir alle derartigen Werte t die Ungleichung
£(t) € g(t) gilt, so kann man leicht aus der Definition des
bestimmten Integrals herleiten, daB dann

j’ £(t) at € j’ g(t) dt
a a

ist. Sei nun f£(t) = O und g(t) = x°(t), so folgt aus
g(t) = x°(t) 2 0 = £(t) die Ungleichung
(x,x) = }x(t) x(t) dat = }E(t) dt - j' £(t) dt = O.
a a a
Zum Beweils der letzten Aussage ist nur zu zeigen, daB aus
- (xyx) = 0 folgt, daB x(t) = O fir alle % ist, denn die Umkeh-
rung ist offensichtlich. Also, nehmen wir an, da8 (x,x) = O ist.
Wenn ein Wert t* mit a £ t* € b existiert, fiir den
x2(¥*¥) = A> 0 18t, s0 folgt aus der Stetigkeit der Fumktion
£(t) = x°(t), daB eine Zahl £> O derart existiert, daB féir alle
t, die den beiden Bedingungen a £ t £.b und t* - £€ ¢ = t* 4 ¢
geniligen, die Ungleichung )
' JOESE
erfiillt wird (Abb. 7).
Hierbei kann £ so gewdhlt werden, daB wenigstens einer der Wer-
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te t* -£& oder e n £ zwischen a und b liegts. A.ngonomen. es
gsei dies t* + &£ , so definieren wir

5, T EtStTE X |
g(t) =

0, sonst
und erhalten die universale Un- -
gleichung £(t) = g(t) filr ] T—— N\ XY

a €t <b. Hieraus folgt mit A
b

0= (x,x) = fxz(t)dt = =
a

e —— -

1
b b Y e x 1k t
=£f(t)dt?jg(t)dt =d.gy0 . UE Fihe
Abb, 7
ein Widerspruch, also ist die Anpahme~éder Existenz einer Stelle
t¥ mit x°(+*) >0, also x(+%) £ 0 £alscha Somit folgt aus

(x,x) = 0, daB x(t) identisch gleich Null ist.

Also ist die definierte Operation tatsichlich eine Verallge-
meinerung des inzwischen altbekamnten Skalarprodukts..

Nun konnen wir umgehend darangehen, aus dem System von Ele-
menten p, = ﬁi(t) = 11 ein orthozmé_‘tles Polynomsystem zu kon-
struieren. Hierbei setzen wir zur Vereinfachung erneut g = =1
und b = 1.

Es sei zun#chst 9, = Py =e<.p1(1:) =01 =&, dann soll
gelten 1
(a3,a,) = 1rtx, dt =oc 2 _Edt = o¢2t|11 =0C 2(1=(=1)) = 262

hieraus folgt sofort < = 1/-/2' und demzufolge
q, = q,(t) = 1/+/2,
Die niichste Funktion 9y = Q,(t) wird in der Form

q, (%) =-°'<p1(1:) +Bpy(t) =1 43¢ _o<,+(51;
angesetzt. Aus 0 = (q1,q2) = (p1,q2) folgt

'Q,) = s t)dt = dt t at
(ypap) = 1 (s oc_f1 +(3._:[I

1 t21
Sa,tl_,.l *P a1 = 2d+0@= 20l = 0,

alsood = O. Mit dieser Erkenntnis ergibt anderersei‘l:s

1= (3,09,) = f@atdt ﬁzl"tdt_(ba"Bl ;._:(5
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die Dai:'stellung ﬁr- i}% » do h.

Weiterhin sei '

a3 = a5(t) =0<p (8] + B py(8) + Fpa(t) mel+ (>t + {42
Dann folgt

(a35p4) = ‘1‘[| 1(o<,+(5 t+ft2)dt = 20C + o(b - % f'= 0,

d.lh. es muB 3o + f'n 0 gelten. Weiterhin ergibt
0 = (a3,95) = (q'3,p2) = 31“ +(51:+/r’t2)1: at

2|1 3|1 41
= 3‘1 (0(t+(bt2+/&"t3)dt = OL%-I-_1+ F)%— . r%— »

= 0L + %-‘6 ro 4,
dab ﬁ’ = 0 sein muB. Es verbleibt, die Bedingung (q3,q3) =1 zu
erfiillen: . -

1 1
§ Bot®-00)2at = 2 [ (9tt-6t2+1)at
1 L

2 (3901 - § 2Lt + 4Ly ]

=o<.2.(11-58i -4 + 2) =§0¢2,

1= (thQ3)

demzufolge erhé&lt man o =‘J§lund somit

qB(t) =-V§| (3152-1).

Dieser ProzeB 1léBt sich leicht fortsetzen, wir werden jedoch
bald ein bequemeres Verfahren kennenlernen. Sehen wir uns zu-
nédchst einmal an, wie dasjenige quadratische Polynom aussieht,
das der Funktion x(t) = e’ im erwéhnten Sinne am niichsten kommt.
Es gilt

r(t) = (xsq1)q1 +* (x’q2)‘1é + (ith)qBﬂ
Berechnen wir zunichst die drei Skalarprodukte. Nach der Regel
der partiellen Integration ist

b b
[ur(t) v(t)at = u(t)-v(t)‘ - Iu(t)-v'(t) dt.
a a a4

Diese Formel wird hierbei ausgenutzt
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1 1
: o¥ 1 t 1 11
(x,q9.) = —_— dt = — e'dt = — e”|_
) = f &t grar e [ et - o ¥
= ewe”] L 8 2
) 15? e V2
1
(x,qz) = Jet \‘% t dt = % Tet-t dt
-1 =1
Sei u'(t) = et, v(t) = t, dann ist u(t) = e’ una v'(t) = 1 und
somit
1 1
,fet t dt = at '1 - \[et 1dt = e + e - et|11 = % ’
-1 =9 _

1
also ist (x,q2 =]£::

(x,q4) = f f(at ~1)dt = 3'\!_‘ ft elat -'Vg_lletdt._

Wir setzen u'(t) = et und v(t) = t2, damit wird

1 , 1
Itzetdt = % t| fet 2t at =e - e -2 [tebat
=1 -
2
1. 02
ue—-e--23=—§,

also ergibt sich

(x,4) =3'J—‘ —i \r e'1 a

Fiir das Polynom r(t) erhalten wir dann

21 14 Wf“ ~1 1[" 2
r(t)=3_2_'e_'z_' ‘ﬁt,, S—L“ 2 (3t2-1)
= 2 '1 2 t + E—z—li (3t°-1).

In der zahlemmiBigen Darstellung ergibt dies

r(t) = 1.175201 + 1.103636t + 0.178907(3t%=1)
= 0.996294 + 1.103636t + 0.536722t°,
Dieses Polynom &hnelt dem TAYLOR=-Polynom Pz(t) = 1+t+0,5t2.
Die maximale Abweichung et-r(t) erhélt man aus der Forderung

%E eb-r(t) = el=r(t) e - 1.103636 - 1.073443% =

Die Nullstellen sind t, = -0.409693 und t, = 0.485147 und die
zugehorigen Abweichungen ergeben sich zu 0.00206 und 0.0336,
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auBerdem ist e=-r(1)2¥0.0816 und e” '=x(=1) 2¢ =0.0615. Demzufolge

i1t tir -1 £ ¢ =1 |e¥-r(t)|€ 0.0816. Diese Fehlerschranke be-
trégt nur 37 % der des TAYIOR-Polynoms. '

Anhang 1:

Betrachten wir die eingefilhrten Polynome q; = qi(t) einmal ge-~
nauer; es erweist sich als lohnend. Hierbei k6nnen wir es uns
leisten, das Argument wieder in gewohnter Weise mit x zu be-
zeichnen. Es hat sich historisch eingeblirgert, sie zumeist mit
P_(x) zu bezeivhnen, die Zahl n gibt dabei den Grad des Poly-
noms an. Diese Funktionen tragen die Bezeichnung LEGENDRE=Poly=-
nome (sprich: Leschandr). Ihre wichtigste Eigenschaft ist die
Orthogonalitét:

1
_1f P_(x) - By(x) dx = O

bei n # m.

Satasa : Es sei Q(x) ein Polynom vom Grade m¢<n, dann ist
1
[ 2 (x) - a(x) ax = 0.
-

Beweis. Es existiert eine Zahl X  derart, ‘daB Q(x) =X um(x)
ein Polynom vom Grade hdchstens m=1 ist. Diese Zahl erhiélt man
als Quotient der Koeffizienten vor ¥ in Q und P - Analog gibt
es eine Zahl °<m_1, so daB Q(x) - um(x) - o(m_1Pm_1(°<) ein
Polynom vom Grade hochstens m=2 ist. Letztendlich resultiert
also
Qx) =& P (x) + X P (x) +eeot X Py(x) + &P (x).
Damit wird
(QyP,) = (X 0 +0¢ Py q+eeetO( P ,P)
= m(Pm.Pn)+O(m_1(Pm_1,Pn)+...+0to(PO,Pn)
= Of m'O + dm_.l'o toeoet Olfo"o - 0’

da in(n ist. Damit ist der Satz bewiesen.

m=1 IJm-1

Die analoge geometrische Aussage hat die folgende Form: Ein
Vektor, der senkrecht auf zwel anderen Vektoren steht, ist
auch orthogonal zu jedem Vektor, der in der von den beiden Vek-
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foren aufgespannten Ebene liegt.

Satz 4: (RODRIGUEZ) Es existieren reelle Zahlen K , n 2 0,
derart, daB (n)
2 n|(n
B (x) = Ky [(x -1) ]
Bemerkung: (n) bezeichnet wieder die n=-te Ableitung.

Beweis. Man {lberzeugt sich leicht, daB der vorige Satz im fol-
genden Sinne umkehrbar ist:

Wenn fiir alle Polynome Q(x), deren Grad die Zahl n-1 nicht Uber-
gteigt, die Gleichung

(QiR) =0
gilt und R ein Polynom vom Grade n ist, so gibt es eine Zahld*
so daB A;Pn = R ist. Deshalb genligt es zu zeigen, daB das Po-

lynom vom Grade n
R(x) = (212 ] @ <[] ®

zu allen Polynomen vom Grad kleiner als n orthogonal ist. Es
sei also Q (x) ein beliebiges derartiges Polynom.
. Nach der Formel filr die partielle Integration ist dann

1 1 1
(Q,R) = 1( =™ (x).q(x)ax = r‘n‘”(x)-cz-cz)| o f1 =(0=1) (x)Q1 (x)ax.

Aus r(x) = (x2-1)n folgt r'(x) = 2x(12-1)n’1. Bei jeder weiteren
Differentiation entsteht eine Summe, wobei ein Summand den Fak=-

tor x°-1 mit einer um 1 niedrigeren Potenz enthédlt. Dann erhilt

aber die n-1=te Ableitung von r(x) in %adem Summanden wenigstens
einmal den Faktor x°-1 und somit ist r'2=1)(=1) = x(™=1)(q) a 0.
Also erhalten wir

(=1 (x).Q(x) =0

-1

und demzufolge 4
(Q,R) = -f1 (21 (x).qr (x)ax

¥ L P -
=—r(n-2)(x)'Q'(x)| + LB o e,

Nun kann man aus r(n-z)(x) sogar (12-1)2 ausklammern, so daS
r(0=2)(_q) o r(n'2)51g = 0 ebenfalls gilt. Dies trifft auch fir
r(n'z),r(n'3),..L.r 1) 2 ¢t una (0 » zu, letztendlich folgt
also

;
(QR) = (=12 [ r(x)-Q®) (x)ax.
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Nun ist Q(x) ein Polynom n-1-ten Grades, damit ist aber seine
n-te Ableitung identisch gleich Null, d. h.

1
0dx=0.

e ele
@R) = (-0 [ r(x)-0nax = (0%

-1
was auch zu zeigen war.

Die Zahl Kn 188t sich durch eine geeignete Betrachtung leicht
ermitteln, darauf sei hier jedoch verzichtet. Wiochtig ist, daB
man jetzt P (x) relativ einfach ermitteln kann. Speziell ist

Pi(x) = K.‘I [(x2-1)1]' = K1 2x = 2K;x, d. h. K, .'l/g_'

P,(x) = K, [(x 1)J tox?4 " = K, (12x°-4x)

4K,(3x°=1), d. h. x2 Y785
Py(x) = K, [kx2-1)§](?)_= KB(;6-314+312-1)(3)
K3(6x5-1 2xO+6x)" = K3(30x4-36::2+6) '

K3(120x3-72x) . 241(3(5:3-3::) usw.

Wir bemerken eine beachtenswerte GesetzmidBigkeit: Plir n=2m ist
P (x) eine gerade, filr n=2m+1 (m 2 0) hingegen eine negative
Funktion. Dieser Umstand 1&6t sich leicht beweisen:

Es ist r(x) = (12-1)n = ((-x)2-1)n = r(-x) eine gerade Funktion,
de h. es gilt _
0 = r(x) = r(=x).
Differenziert man die letzte Gleichnng, 80 folgt nach der Ket-
tenregel
0 = r'(x)=r'(=-x) [}x]' = r'(x)=r'(x):(=1) = r'(x)+r'(=x).
Dies besagt aber, daB r'(x) als Ableitung einer geraden Funk-
tion eine ungerade Funktion ist. Durch nochmalige Differenta=-
tion Uberzeugt man sich, da8 r"(x) wieder gerade ist usw., dies
ergibt die erwilhnte Eigenschaft:
| Pp(x) = (=1)" P _(-x).
Quadriert man diese Gleichuns. so folgt
P2 n(X) = P2 n(=X),
ein Umstand, der noch bendtigt wird.

u i
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Sat ‘: Es existieren reelle Zahlen a, und bn derart, daB
fiir n ® 2
Pn(x) =a, xP 4 +b, P ,

gilt

Beweis. Wie im vorigen Bewels gewinnen wir die Darstellung
Q(x) = xP _,(x) =& aPn (X + 0 1Py g (X 4o ot OGP, (x)+ 08 P (x).
Nun ist flir k = n
= O'Fn(Pn’Pk)"'o‘nﬁ(Pn-1'Pk)"'“""°‘o(Po'Pk)
=0 (PpoPy) =X e
Andererseits gilt )
_ 1
@R = [ 22, () Bmax = [ B, (=) x B(xlax

= (Pn__1 !ﬂk)o

Wenn nun k< n-2 ist, so ist nach Satz 3 (Pn-1’ka) = 0, also
ist auch X, fur k<n-2 gleich Null. Dann verbleibt

TPp () = pPa(@) 4 Prq(X) 4 o oB o(X)e
Speziell ist wegen der Orthogonalitit
(P 19Ppaq) = R (s P )40, (B g0 B )+ 0 (B 50 Pp y)

= X
andererseits aber

2
(xBy_12Ppq) “;!: xPpq(x)ax

n=1°*

1
= f: szH (x)ax + _ro xPﬁ_.lcx)dx-

Betrachten wir das erste der beidem Integrale und ersetzen wir
in ibm x durch -t, dann ist dx = -dt und somit wegen der vor dem
Satz gezeigten Gleichung

[ 22@ax = L(=t) 22(=t)(-at)
=1 1
1 1
= J: t Pﬁ(t)dt = - ‘[o tPﬁ(t)dt = - Io xPﬁ(x)dx.

(Da der Wert eines bestimmten Integrals nicht davon abhingt,
mit welchem Buchstaben man die Integrationsvariable bezeichnet,
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wurde am SohluB wieder t durch x substituiert.) Somit folgt

| 1
(xB,_1,B,_q) = -ji xP2(x)ax + forﬁ(x)dx =0,

‘also ist X _, = O und damit
xP_(x) =X P (x) + X _ P _,(x).

Es muBS X a # 0 sein, da sonst links ein Polynom stiinde, dessen
Grad um zwei hther wire als der des rechts stehenqén.
Somit gilt |

1 X n-2
P (x) = o o1 (x) = ?(E;— Prep(x)

= a, xP _.{x) + b P _,(x).

Damit i3t der Satz bewliesen. Ohne auf die Einzelheiten einzu=-
gehen sel nur mitgeteilt, daB

1 1, 2 1=n _|, 2n+1
a, == 4n“-=1 und bn . 5n=3

ist. Nach dieser Formel konnen die Polynome Pn(x) rekursiv sehr
schnell bestimmt werden.

AbschlieBend sei noch eine bemerkenswerte Eigensochaft der
LEGENDRE~Polynome gezeigt:

Satz 6: Alle Nullstellen der Polynome Pn(x), n-1, sind
reell, einfach und liegen zwischen -1 und +1.

Beweis. Angenommen, Pn(x) indert in den Stellen X,,Xpyeces Xy,
-1€ x, &1, i=1,2,...,k, sein Vorzeichen (dies sind dann auch
Nullstellen). Es ist klar, da8 k € n sein muB, andererseits he-
ben wir aber auch den Fall k=0 noch nicht ausgeschlossen.

Mit einem Faktor A # O bilden wir das Polynom
. AUx) = A(x=-x,) (x=x,). .. (x=x,)

vom Grade k = n. Man erkennt leicht, daB auch Q(x) gensau in
den Stgllen XyrXppeeesXy das Vorzeichen wechselt. Wenn wir A so
wihlen, daB an irgendeiner Stelle x ¥, -1 £ x™ £ 1, die Un~-
gleichung :
Qx )¢ P (x )>0
erflillt ist, so gilt demzufolge flir alle x zwischen =1 und +1
die Ungle:l.chu.ng
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Q(x)-R,(x) 20,
da Q(x) und P(x) nur gleichzeitig negativ oder positiv sein k&n-
nen. Andererseits ist dieses Produkt nicht identisch gleich Null
und somit gilt, wie wir an anderer Stelle gesehen haben, da8

1 e
(Q,P) = L Q(x) B (x) dx ©

sein muf.

Wére nun k n, so miBte nach Satz 3 (Q,P ) = O sein. Da dies
nicht stimmt, erkennt man, daB Q(x) also wirklioch sein Polynom
vom Grade n (mit n voneinander verschiedenen reellen einfachen
Nullstellen) ist. Die Nullstellen von Q sind aber gleichzeitig
solche von Pn, und da Pn nur n Nullstellen haben kann, sind
dies also alle und sie besitzen die erwidhnten Eigenschaften.

Eingangs der Serie war der Begriff "elementare Funktionen" be=
stimmt worden. Es gibt noch eine groBe Zahl sorgféltig unter-
suchter Funktionen, die zwar wichtig sind, aber nicht so uni-
versell auftreten wie die elementaren und die deshalbMspezielle
Funktionen" genannt werden. Zu ihnen gehdren auch die Polynome
Pn(x), die erstmals 1785 von dem franztsischen Mathematiker
ADRIEN MARIE LEGENDRE (1752 —= 1833) eingeflihrt wurden, als er
die gegenseitige Anziehung von Ellipsoiden, d. h. von Korpern,
die durch die Ungleichung

(:-10)2 " (:;r-:;rc,)2 5 (z-z{,)2 1
2 b2 cz

& .
definiert werden, untersuchte. IThre Anwendungsgebiete sind
sehr zahlreich. Man braucht sie bei der Untersuchung von Dif-
fusions- und Wirmeprozessen in Kugeln, bei der Anndherung von
Funktionen (nicht nur im erwihnten Sinne), zur niherungsweisen
Berechnung von bestimmten Integralen, bei der Behandlung von
Problemen der Quantenphysik und zu vielen anderen Zwecken.

Dr. W, Rosenheinrich
Sektion Mathematik FSU
Bereich Numerik — Optimierung
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Preisautgaben

g

37  Man beweise, daB T + 72 + 7° + 7% + ... + 7% durch 400

teilbar ist, wobei k eine beliebige natiirliche Zahl gro-
Ber Null ist.

P 38 BExistieren in der Ebene 4 Punkte A, B, C, D, fiir welche

gilt:
|ABl =ICDI = 8; |AC| = |BD| = 10; | AB| + |BC| = 13?

P 39 Ldsen Sie das Gleichungssystem

n |
N

Es ist ein Bruch zu finden, bei welchem 1. dexr Nenner

gleich dem Quadrat des Zéhlers ist. Weiterhin gilt, wenn
man zu Ziéhler und Nenner 2 addiert, wird der Wert des
Bruches groBer als %, wenn man 3 subtrahiert, wird der
Wert groBer Null aber kleiner als —5

[
[

logzx + log4y + 1034
log3y + loggz + loggx
10545 + 1og16x+ log16y= 2

P 4
I;? ax2 +bXx + ¢ + A =0 reell und positiv. Es ist zu zei-

—

Piir beliebige A seien die Wurzeln der Gleichung

gen, daB dann a = O sein mufi.

P 42  JTloxazaTh , YTO CCJH CyLid8 KBaLPATOB /BYY LSJbBX

yycell ZeJUTHCA Ha 7 , TO KaxZoe M3 3THUX YiCen
JeIuTsCA Ha 7.
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Der kleine Satz von Fermat

Pierre de Fermat (1601 = 1665) beschidftigte sich mit zahlrei-
chen Problemen der analytischen Geometrie, der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und der Zahlentheorie. Er war Jurist und im Par-
lamentsrat in Toulouse (Sildfrankreich) tétig und betrieb Mathe-
matik nur in seiner Freizeit.

Der groBe Fermatsche Satz, der besagt, daB 2 + yn = z% fir
ganzzahlige n,x,y,z (n>2) keine Losung hat, ist zwar fiir sehr
viele natiirliche Zahlen n, aber nicht allgemein bewiesen.
Jedoch wurde der kleine Fermatsche Satz schon mehrmals bewiesen.
Er lautet: _
Wenn p eine Primzahl ist und a eine ganze Zahl, die nicht
durch p teilbar ist, so ist p ein Teiler von &P~ 1-1.

Ehe der eigentliche Beweis angetreten wird, sollen einige Vor-
betrachtungen das bessere Verstdndnis erleichtern. Zuerst wer=
den folgende zwei Lemmata angegeben. Ein Lemma ist ein Hilfs-
satz, der einen "groBeren Satz" vorbereitet.

lemma 1: Ist p eine Primzahl, dann folgt fiir alle ganzen Zah=-
len a,b aus EE immer E oder E .

Dabbei bedeutet hier und im Folgenden X_: x ist ein Teiler
von y. Der Beweis von lemma 1 folgt unmittelbar aus der
Definition von Primzahlen,

Es gilt weiterhin:

Lemms 2: Ist p eine Primzahl und a eine zu p teilerfremde gan-
ze Zahl, so‘lassan.die Zahlen
1a; 2a; 38j...; (p=1)a
bei der Division durch p in ungeordneter Reihenfolge
die Reste 1;2;3;¢..;(p=1).

An dieser Stelle soll eine Schreibweise eingefiihrt werden, die
ausdriickt, daB zwei ganze Zahlen u und v bei der Division durch
p den gleichen Rest lassen: ?

u = mod p
(1ies: u kongruent v modulo p).
Also gilt genau dann u ¥ v mod p, wenn -2— iat. Diese Zahlen-
kongruenz kann man wie eine Gleichung umtormsn, nur die Divi-
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sion ist nicht in jedem Falle gestattet.

Nun wird das Lemma 2 durch das Beispiel p = 11, a = 3 veran-
schaulicht:

ia ¥ 3 mod 11; 2a ¥ 6 mod 11, 3a ¥ 9 mod 11, 4a = 1 mod 11,
5a = 4 mod 11, 6a = 7 mod 11, 7Ta = 10mod 11, 8a = 2 mod 11,
9a ¥ 5 mod 11, 10a = 8 mod 11.

Nun wird das Lemma 2 allgemein bewiesen.

Beweis: Es genligt zu zeigen, daB die bei der Division durch p
auftretenden Reste paarweise verschieden sind.
Zwei Koeffizienten von a seien 1 und k (1 €1 % k € p-1).
Wir nehmen an, la und ka lassen bei der Division durch p den
gleichen Rest, also ist |
ka = la mod p,
ka-la 2 0 mod p,
a(k-1)2 O mod p.
Nach Lemma 1 ist deshald £ oder TEEIT' In Lemma 2 wurde aber
vorausgesetzt, daB p nicht a teilt. Folglich ist TEEI’M Wegen
1€1 €x < p-1 mub k=1 sein.
Es gilt ka = la mod p also nur in dem Falle k=l!
Damit ist bewiesen, daB alle Reste genau einmal auftreten,
' WeZeboWe
Jetzt kann der eigentliche Bewels des kleinen Fermatsohen Sat-
zes angetreten werden! ' '

Bewels; Aus Lemma 2 ergibt sich

12 2a 38 ... (p=-1)a 12 3 ..¢ (p=1) mod p.
(Es wurden (p=-1) Zahlenkongruenzen miteinander multipliziert.)
Beide Seiten kann man verkiirzt darstellen:

B(P-1) * (p=1)! = (p=1)! mod p
aP=), (p=1)1 =(p-1)1 =0 mod p
(p=1)! - (a '1-1) g0 mod p

Daraus.folgt nach Lemma 1
-(F_%Tr oder (—%1— @

Ebenfalls aus Lemma 1 folgt, daB p nicht (p-1)! teilt. Damit
ist p ein Teiler von (ap'1-1). WeZ.DoW.
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Die Behauptung des kleinen Fermatschen Satzes kann in der Form
geschrieben werden:

aP~1 = 1 mod p.
Nun kann leicht das folgende Korollar (Folgesatz) gezeigt wer-
den: 4
Korollar: Die Zahlenkongruenz ax = b mod p ist flir alle ganzen .
' Zehlen a und b und fiir alle Primzahlen p, die nicht
a teilen, losbar.

Man iiberpriift leicht, daB x = a(p-z)b eine Ldsung der gegebenen
Zahlenkongruenz ist. Alle ISsungen lassen bei der Division durch
p den gleichen Rest. '
Der kleine Fermatsche Satz hat in der Teilbarkeitslehre zahle
reiche Anwendungen:

. 101 ‘ 1
(1) Man zeige: Em: und 2225'5-5+55g2-2§ % i |
(2) Man beweise, daB 323 ein Teiler von 8°4-818.810.1 igt1

(3) Plir alle Primzahlen q 2100 gilt 1758-7——— .
q +2700

" Friederike Hahnebach
Schiilerin der Klasse 10 r der 15. POS Gera
Berufswunsch Mathematiker

Die zwei Wurzeln

Zwei Tannenwurzeln groB und alt
unterhalten sich im Wald,

Was droben in den Wipfelﬁ rauscht,
das wird hier unten ausgetauscht,

Ein altes Eichhorn sitzt dabei
und strickt wohl Strimpfe fiir die- zwei.

Die eine sagt: knig. Die andre sagt: knag,
Das ist genug flir einen Tag.

Christian Morgenstern
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Aufgaben der DDR-Olympiade Junger Mathematiker
- (Olympiadeklassen 11/12)

1. a) Untersuchen Sie, ob es reelle Zahlen a # O, b und ¢ so
gibt, daB die fiir alle reellen x durch
f(x) = ax? +bx° + 0 (1)
definjierte Funktion f die Funktionswerte f£(0)=1, £(2)=1
hat und bei x = 1 einen lokalen Extremwert besitzt!

b) Gegeben seien zwei beliebige réelle Zahlen x, und x, mit
0< X4 < Xpe _ B
Ermitteln Sie (in Abhingigkeit von x, und x,) alle dieje-
nigen reellen a # 0, b, ¢ mit der Eigenschaft, da8 die
durch (1) definierte Funktion f die Funktionswerte £(0)=1,
1(12)=1 hat und bei x = x, einen lokalen Extremwert be-
sitzt!

2. Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen a, zu denen es
‘ nichtnegative reelle Zahlen X,1X5,X5,X, gibt, die die fol-
genden Gleichungen (1), (2), (3), (4) erfiillen:

X, + X+ X34 x, = 1, (1)

x, + gxz + gx3 + gx4 = aé (2)

x, +27x;, + 3°x, + 4°x, = &%, (3)
13 33, 3.4 3

Xy +2°x, + 3 Xy + 4°x, =a. (4)

3. Man untersuche, ob es nichtnegative
a) reelle Zahlen X19Xp9X55Xy,
b) ganze Zahlen X;3Xp9X3X,
mit x1+12+13+x4 = 4 und x2+213+3x4 = 4 gibt, so daB die Sum-

me g = x? +‘x§ + xg + xi einen kleinsten Wert annimmt. Ist

das der Fall, so ermittle man jeweils zu a) bzw. b) solche
Zahlen'x1,x2,x3,x4 sowie den zugehdrigen Wert s.

4. Man beweise, daB das Polynom

1 - e - g - 0 - B

fiir alle ganzzahligen x ganzzahlige Wert annimmt.
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5. Es seien 8 1855000,8) reelle Zahlen. Bei einem "ungestdrten

6A)

6B)

technischen ProzeB" sei

Xy =84 + 8y + co0 + 8 (1)
die MaBzahl einer von 84585500.,8, abhéngigen GroBe. Bei
einem "gestorten technischen Prozel" betrage die MaBzahl
dieser GroBe dagegen

a a a

X, e 1+}1 + 1+%2 + oeee * T:%; : | (2)
Dabei seien 51’52"“'En reelle Zahlen, zu denen es eine na-
tiirliche Zahl m = 1 derart gibt, daB fiir alle‘}&= 15250090
die Ungleichung

leuls 107" (3)

gilt. Beweisen Sie, daB aus diesen Voraussetzungen (1),(2),
(3) stets die Ungleichung

1
= (la1l+lazl+ - +Ianl)

10

- é
|x1 le

folgt.

=1

Es sei ABCD ein Tetraeder, bei dem die drei Kanten AD, BD
und CD paarweise senkrecht aufeinander stehen. Die Liéngen
dieser Kanten AD, BD bzw. CD seien mit a, b bzw. ¢ bezeich-
net. Ferner sei P ein beliebiger Punkt auf dem Rande des
Dreiecks ABC, und dann sei jeweils g die Gerade durch D und
P.
a) Man beweise, daB dann hiernach fiir die Summe s der Ab=-
sténde der Punkte A, B und C von g stets

s & 1/2(32+b2+02), (1)

gilt. p

b) Man untersuche (in Abhiéngigkeit von den gegebenen Kan-
tenléngen a,b,c), ob es einen Punkt P derart gibt, daB
in (1) das Gleichheitszeichen gilt.
Wenn das der Fall ist, so ermittle man (in Abhéngigkeit
von a,b,c) alle diese Punkte P.

Bei der Untersuchung von Héufigkeitsverteilungen in der
mathematischen Statistik treten Funktionen auf, die fiir
endlich viele natiirliche Zahlen definiert sind und fiir die
gefordert wird, daB sie sogenannte Funktionalgleichungen
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(Gleichungen zwischen verschiedenen Funktionawert.en) er-
fiillen. Ein Beispiel hierfilr ist das folgende:

Gegeben seien eine natiirliche Zahl n = 2 und eine reelle
Zehl p mit O< p <1. Man ermittle (in Abhdngigkeit von n
und p) diejenigen Funktionen f mit der Menge { 1,2,...,n}
als Definitiongbereich, die fiir k=1,2,...,n die folgende
Gleichung (1) erfiillen:

n

D x(x=1)(x=2)*...e (x=k+1)*£(x)=n(n-1)(n-2)-...* (n-k+1 )pk. (1)
X=1

Hinweis: Fir k = 1 ist die Gleichung (1) sinngemdB als

n "
E‘Ix-f(x) = n-p aufzufassen.
=
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Magische Quadrate und magische Wiirfel

Seit das erste magische Quadrat, das sich auf einem Kupferstich
von Albrecht Diirer befindet, in Europa auftauchte, beschdftig-
ten sich viele Mathematiker mit der Theorie dieser Quadrate,

u. &. der Rechenmeister Adam Ries, der Mathematiker Michael
Stifel (16. Jahrhundert), die franzdsischen Mathematiker De la
Hire, Sauveur (18. Jahrhundert) und der deutsche Mathematiker
Scheffler (19. Jahrhundert). Das magische Quadrat auf dem Kup-
ferstich von Diirer sieht folgendermaBen aus:

16| 3| 2|13
5110|111 | 8
9| 6| T |12
4 (15 114 | 1

In alten Schriften werden nur fertige magische Quadrate und ihre
Bildungsregeln mitgeteilt. Die heutigen Mathematiker beschéfti-
gen.sich mehr mit der Theorie der Bildung magischer Quadrate.
Viele interessante Ergebnisse sind in der letzten Zeit gefun-
den worden (siehe Iiteraturangaben). Die Bezeichnung "magisches
Quadrat® riihrt wohl von friithen Zeiten her, wo man diesen Quadra-
ten wegen ihrer besonderen Eigenschaften auch magische Wirkungen
zumutete.
Urspriinglich verstand man unter einem magischen Quadrat ein Qua-
drat von n.n Feldern, in denen n.n aufeinanderfolgende Zahlen,
meist 1 bis n2, so zugeordnet sind, daB die Summe aller Zahlen
in jeder Horizontalen (Zeile), in jeder Vertikalen (Spalte)
oder in jeder Diagonalen immer den gleichen Wert besitzt. Die
Anzahl der Zeilen bzw. der Spalten nennt man Ordnung des magi-
schen Quadrats. |
Wir wollen zuniéichst an dieser Definition festhalten und erst
gpiter auf andere allgemeinere Definitionen fiir den Begriff
"magisches Quadrat™ eingehen.
Das #dlteste und einfachste magische Quadrat besteht in der qua-
dratischen Anordnung der 9 Zahlen 1 bis 9. Ist s die Summe der
Zahlen in einer Zeile, so muB8 38 = 14+2+...+9 sein. Daraus folgt:
8 = 15.
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Fir die Besetzung der Zeilen bzw. Spalten kommen demnach nur
folgende Kombinationen in Frage:

14549, 2+5+8, 34547, 44546,

1+6+8, 2+6+T, 2+4+49,  3+448.
Da genau 8 Zeilen und Spalten zu besetzen sind, tritt in jeder
dieser 8 Reihen eine dieser Kombinationen auf. Da die Zahl 5 in
4 Kombinationen vorkommt, muB sie in der Mitte des Quadrats
stehen, da sich dort 4 Reihen (1 Zeile, 1 Spalte, 2 Diagonalen)
schneiden. '
Die Zahlen 2, 4, 6, 8 treten jeweils in 3 Kombinationen auf. Sie
miissen also in den Eckfeldern stehen, wo sich 1 Zeile, 1 Spalte
und eine Diagonale treffemn. Die Zahlen 1, 3, 7 treten je 2-mal
auf. Sie miissen also in den Seitenmitten liegen.
Der leser kann sich leicht davon {iberzeugen, daB es genau 8 ma-
gische Quadrate dritter Ordnung gibt, die folgendermaBen ausse-
hen:

2 7 6 6 7 2 4 3 2 9 4 8 1 6
2 93 1 1 5 91 9 5 1 7 3 3 5 7
4 3 8 8 3 4 2 7 6 1 8 4 9 2

8 3 4 6 1 8 4 9 2

1 5 9 7T 6 3 |3 5 7

1 2 2 9 4 8 1 6

Alle Quadrate lassen sich, wie man sich leicht iberzeugen kann,
aus einem durch Spiegelungen an den vier Symmetrieachsen gewin-
nen. LESt man zur Besetzung der Reihen auch beliebig andere 9
aufeinander folgende Zahlen zu, so gibt es natiirlich unendlich
viele magische Quadrate dritter Ordnung. Addiert man z. B. zu
Jeder Zahl eines der oben stehenden Quadrate die natiirliche
Zahl b, so entsteht ein magisches Quadrat dritter Ordnung mit
der Zeilensumme S = s + 3b. b kénnte man in diesem Falle so
wdhlen, daB S gleich der Jahreszahl 1983 wird.

Aus 1983 = 15 + 3b folgt filr b = 656. Dieses sog. Jahreszahl-
quadrat sieht dann folgendermaBen aus:

658 663 662
665 661 657
660 659 664
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Bei allen 8 oben stehenden magischen Quadraten erkennt man, daB

die Summe der beiden Zahlen, die in gegeniiberliegenden Ecken
oder Seitenmitten stehen, stets 10 ist. Dies folgt aus der Be-
ziehung s = 15, denn 10 + 5 = 15.

Sehr bekannt ist folgende Methode, ein magisches Quadrat dritter
Ordnung zu finden: Man schreibt die Zahlen nach ihrer natiirli-
chen Reihenfolge in folgender Weise diagonal:

3
2 6
1 5 9
4 8
T

Hat man so 5 Felder des Quadrats dritter Ordnung ausgefiillt, so
setzt man die an jeder Quadratseite auBerhalb befindliche Zahl
'‘genau in das an der Gegenseite befindliche leer gebliebene Feld.
Nach dieser Methode entsteht das folgende Quadrat dritter Ord-
nung:

2 T 6
9 5 1
4 3 8

Diese Methode, die sich auf alle magischen Quadrate ungerader
Ordnung erweitern 1l&é8t, stammt von Bachet de Meziriac (17. Jahr=
hundexrt).

Die anderen 7 magischen Quadrate erhdlt man auf diese Art, wenn
man die 9 Zahlen 1 bis 9 in folgender Weise diagonal schreibt:

9 1 7
8 6 - 4 8 4
1 9 7 5 3 3 5 T 9 5 1
4 2 6 8 6 2
1 9 3
1 7 9 3
2 8 6 8 6 2
7 5 3 1 5 9 3 5 T 9 5 1
6 6 2 4 8 4
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Wir konnen also zusammenfassen:

Nach der urspriinglichen Definition eines magischen Quadrats gibt

es a) 8 verschiedene magische Quadrate dritter Ordnung, wenn man
sie mit den Zahlen 1, 2, 3, bis 9 besetzt,

b) unendlich viele magische Quadrate dritter Ordnung, wenn
man sie mit beliebigen 9 aufeinanderfolgenden Zahlen be-
legt.

Diese Ergebnisse kdonnen erweitert werden, wenn man von anderen
Definitionen des Begriffs "magisches Quadrat" ausgeht.

Das Auffinden von magischen Quadraten ungerader Ordnung bietet
durch Anwendung der oben beschriebenen Methode von Pachet de
Meziriac keine Schwierigkeiten., Wir wollen als Beispiel ein ma-

gisches Quadrat fiinfter Ordnung mit Hilfe dieser Methode auf-
suchen. -

5
4 10
3 9. 15
2 8 14 20
1 7 13 19 25

6 12 18 24
11 17 23

16 22
20
Es ergibt sich folgendes magisches Quadrat 5. Ordnung:
3 16 9 22 15 Hier betrdgt s = 65. Dieser
20 8 21 14 2 Wert ergibt sich aus der Be=
T 25 13 1 19 ziehung:
24 12 5 18 6 58 = 22 « 26 = 325
11 4 17 10 23

Hier ist es nicht so einfach, alle mdglichen verschiedenen ma-
gischen Quadrate fiinfter Ordnung aufzufinden. Von den 70840
Kombinationen von 5 Zahlen aus 1 big 25 miiBten wir die betrach-
ten, deren Summe gleich 65 betrigt, z. B. 11, 12, 13, 14, 15
mit der Summe 65. Jedenfalls erhilt man 7 weitere Quadrate 5.
Ordnung durch Spiegelung an den Symmetrieachsen. Der Leser kann
sich selbst davon iiberzeugen. Fiir einen Computer wiire es kein
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Problem, alle Kombinationen von 5 Zahlen aus 1 bis 25 zu finden,
die die Zahlensumme 65 haben. Aus diesen Kombinationen konnte
man vielleicht die Anzahl der mdoglichen magischen Quadrate 5.
Ordnung berechnen. Die Anzahl aller mdglichen Quadrate 5. Ord-
nung ist wohl noch nicht bekannt.

Wie steht es mit magischen Quadraten gerader Ordnung? Wir wollen
zunédchst das kleinste magische Quadrat gerader Ordnung betrach-

ten. Die magische Konstante betridgt hier s = 34, folgt aus
2

s = &= . (144). |

Auf sehr einfache Weise kommt man zu einem magischen Quadrat

4. Ordnung, wenn man zundchst die 16 Zahlen in natiirlicher Rei-
henfolge in das Quadrat eintrdgt:

1 2 3 4
5 6 T 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Die Zahlen in den Mittelfeldern und den 4 Eckfeldern lassen wir
stehen. Die iibrigen Zahlen z ersetzen wir durch 17 - z, also
z. B. 2 durch 15, 3 durch 14 usw. Es entsteht dann folgendes

Quadrat:

1 15 14 4
12 6 T 9
8 10 11 5
3 3 2 16

Aus diesem magischen Quadrat konnen wir wieder 7 magische Qua-
drate finden, die durch Spiegelung an einer der drei Symmetrie-
achsen bzw. durch Drehung um den Mittelpunkt um 90°, 180° oder
270° hervorgehen.

Géwshnlich faBt man diese 8 Quadrate als eine Losung auf, sozu-
sagen als eine Gruppe von 8 zusammengehdrenden Losungen oder Ele-
menten. Bereits im 18. Jahrhundert war bekannt, daB es in dem
Sinne 880 verschiedene Gruppen von je 8 Losungen gibf, also im
ganzen 7050 Losungen.

- Dag beriihmte magische Quadrat von Albrecht Diirer entsteht aus
unserem konstruierten durch Drehung um 180° im negativen Sinn
und Vertauschung der beiden mittleren vertikalen Reihen.
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Fiir die Bildung magischer Quadrate gerader Ordnung groBer als

4 kann man das "Devedec-Verfahren" anwenden, das mit Vertau-
schungstabellen arbeitet. Wir beschreiben dieses Verfahren fiir-
die Bildung eines magischen Quadrats 6. Ordnung und 8. Ordnung.
In die Felder des auszufiillenden Quadrats tragen wir zunichst
die 38 Zahlen 1 bis 36 in ihrer natiirlichen Reihenfolge ein
(siehe untenstehende Skizze). Neben jede Zahl tragen wir ein
Zeichen ein, das angibt, mit welcher Zahl diese Zahl zu tau-
schen ist. Die angegebenen Zeichen o; -; /; .+ haben folgende
Bedeutung:
Zahlen, die einen kleinen Kreis enthalteﬁ, bleiben stehen.
Zzahlen, die mit = bezeichnet sind, werden durch die Zahl ersetzt.
die spiegelbildlich zur t-Achse liegt.
Zahlen, die das Zeichen / haben, werden durch die beziiglich der
u=-Achse spiegelbildlich liegende Zahl ersetzt.
Zahlen, die mit + bezeichnet sind, werden durch die beziiglich
des Mittelpunktes M spiegelbildlich liegende Zahl er-
setzt.

Fiihrt man alle Vertauschungen durch, so erhdlt man ein magi-
sches Quadrat sechster Ordnung.

t-Achse

10 2 / 3/ 4 o 5 o 6 o

7- 8o 9/ 10/ 110 12+

13- 14 - 15+| 16+ 17 + 18 +

u-Achse
19 o 20 = 21 + 22 + 23 + 24 o
25 - 26 0 27T +| 28 + 29 o 30 +
30 32+ 33/)]| 340 35+ 360
1 I32 33 "4 35 6 Die Summe s der Zahlen einer Reihe
12 8 27 28 11 25 ergibt sich aus der Gleichung:
18 17 22 21 20 13 63 =22 . 37 ... 5 = 111
19 23 16 15 14 24 Durch Spiegelung an den Symmetrie-
30 26 10 9 29 7 achsen kann man weitere magische
31 5 3 34 2 36 Quadrate 6. Ordnung finden.
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TIF eln maglsches Quadrat 8. Ordnung
Zahlen 1 bis 64 in ihrer natiirlichen Reihenfolge und belegen

alle Zahlen wieder mit

a8chreiben wir wieder die

den 4 Zeichen (siehe Schema untenstehend).

10 2/ 3- 4+| 5+ 6- 7/ 8o
" 9- 100 11/ 12/]|130 14/ 150 16 +
17/ 18- 190 20 +|21 + 220 23 + 24 0
25 + 26 - 27 + 280|290 30 + 31 - 32 +
33+ 340 35+ 360|3T0o 38+ 390 40 +
41 / 42~ 430 44 +|45+ 460 4T + 48 o
49 - 500 51+ 52 /|53 0 54+ 550 56+
57 o 58 + 59 0 60 +|61 + 620 63 + 64 0
t-Achse
Aus Bs:%- 65 folgt fiir s
s = 260

u=-Achse

Ausfiihrung der entsprechenden Vertauschungen ergibt unten ste=-
hendes magisches Quadrat achter Ordnung, aus dem sich durch
Spiegelung an den Symmetrieachsen weitere magische Quadrate er—

geben.

16
41
40
32
17
56
57

58
10
23
3
34
47
50

7

6
51
19
38
30
43
14
59

61. 60
52 13
45 44
28 29
36 37
21 20
12 53
5 4

3
54
22
35
27
46
11
62

63
15
42
26
39
18

55
2

49
24
33
25
48

64

Fortsetzung folgt!

Dr. B. Hanisch

Halle



Preisaufgaben

Preisaufgaben

Es seien n Punkte in der Ebene gegeben. Von beliebigen
drei Punkten haben jeweils zwei einen Abstand voneinan-
der, welcher kleiner als 1 ist. Beweisen Sie, daB zwei
Kreise mit dem Radius 1 existieren, welche alle diese
Punkte umfassen.

P 44| @ Die Zahl 42x4y (x und y sind Ziffern dieser Zahl) sei
@ durch 72 ohne Rest teilbar. llan finde x und y.
P 45 Beweisen Sie: VWenn 33 + b3 + 03 durch 7 teilbar ist, so

ist auch a « b * ¢ durch 7 teilbar.

P 46

Das Produkt der positiven reellen Zahlen X 1Xpreee X,
sei gleich 1. Zeigen Sie, daB dann ihre Summe grdBer
oder gleich n ist.

P 47

Losen Sie folgendes Gleichungssystem
21ogx2 + BlogyE =0
x3-4y2=0.

llan orp=3ok AB ¥ mpsMas MN Iepecexawmas ero .
iloctpouTs Tpeyroapuuk ABC Tak , YToOH npAmas
MN Zenmna ero yroJ momonam .

EinsendeschluB3: 15. 12. 1983
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XXIl. Olympiade Junger Mathematiker — Losungen

1. a) Flir beliebige reelle a # 0, b und ¢ gilt
£(0)=e, f£(2)=16a+4b+c, f'(x)=4ax3+2bx, £'(1)=4a+2b.
Gébe es a, b, ¢ so, daB f die geforderten Eigenschaften
hatte, so folgte

c =1 (2)
16a+4b+c = 1, , (3)
4a + 2b = 0. (4

Aus (2) und (3) folgte 16a+4b = 0, hiergus und aus (4)
aber der Widerspruch a = 0. Daher gibt es keine a,b,c
der genannten Art.

b) Fiir beliebige reelle a # 0, b und c gilt

2

- £(0)=c, f(x2)=axg+bx2+c, f'(x1);4ax?+2bx1, f"(x1)=12ax2

1+2b.

I. Angenommen, fiir a,b,c habe f die geforderten Eigenschaften.

Dann folgt
021, >
ax, + bx2 +c =1,
3

48.1{1 + 2bx1 = 0,
wegen X, # 0, X, # 0 also
2

aXs
2
1

+b=0,
2axs + b = 0.
Vegen a # O folgt hieraus weiter
2 .2
X, = 2x1,
wegen x1>-0, x2>-0 also
=
x2=}[1-72. (5)
Erfiillen die gegebenen X,1X, diese Bedingung (5) nicht,

so gibt es foiglich keine a,b,c mit den geforderten Eigen-
schaften. |

1 llan kann die Losung zu a) auch hieraus folgern, ohne sie zu-
vor gesondert abzuleiten.
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Gilt aber (5), so kommen die geforderten Eigenschaften nur
vorliegen, wenn

af#0, b= -axg, c =1 (6)
gelten.
II. Sei (5) erfiillt. Fiir beliebige a # 0, b = -axg, c =1
gilt dann - '

>

f(O) = C = 1-
& ppl 2 = - &
£(x,) = ax; + bx; + ¢ = ax; - ax; + 1 = 1,

- 2 - 2w &N =
f'(x1) = x{4ax1 + 2b) = x1(2ax2 Eaxz) = 0,

" 2 - - SEYPR -
r"(x1) = l12axy + 2b = 63x2 2ax; = 4ax2 £0

also hat f die Punktionswerte £(0) = f(xz) = 1 sowie bei
X =X, einen lokalen Extremwert.

Mit I. und II. ist bewiesen:

Ist x, # x1--¢2, so gibt es keine a,b,c der geforderten Art;
ist x, = x1-‘f§1 S0 haben genau alle a,b,c mit (6) die gefor-
derte Eigenschaft.

2. I. Wenn es zu einer reellen Zahl a nichtnegative Zahlen
x1,x2,x3,x4 gibt, die (1),(2),(3),(4) ertiillen, so folgt
aus (1)[(2)5 aus (2)3(3) bzw. aus (3):(4)

X, + 2%3 + 3%, = a-1, - (5)

2%, + 6x4 + 12x, = a(a=1), (6)

4x, + 18x5 + 48x, = a®(a-1). (7)
Aus (5),(6) bzw. (6),(7) folgt

2x3 + 6x4 = (a-1)(a=2), *(8)

6x3 + 24x, = a(a-1)(a-2). (9)
Aus (8),(9) folgt _

6x, = (a=1)(a-2)(a-3). (10)

Aus (8),(10) ergibt sich

(a=1)(a=2) = 6x4
(a=1)(a=-2)(1=(a=3)) = (a-1)(a-2)(4-a), (11)

(5),(10),(11) ergibt sich

2x3

au

ta
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x, =8a - 1- 2%, - 3%,
2x, = (a-1)(2-2(a-2)(4-a) - (a=2)(a~3))

(a=1)(a°~7a+12) = (a~1)(a-3)(a=4). (12)

‘Wegen X51X3,X, = O folgt nun weiter: Nach (5) ist a-1 0,
also entweder a = 1 oder a>1.

Im Fall a >1 folgt: Nach (8) ist a=-2 = 0, also entweder a=2
oder a >2.

Im Fall a >2 folgt: Nach (10) ist a-3 € 0, also entweder
a=3 oder a>3. _

Im Fall a >3 folgt: Nach (11) und (12) ist 4-a = 0 und

a=4 £ 0, also a = 4.

Daher kdnnen nur die Zahlen a = 1,2,3,4 die geforderte
Eigenschaft haben.

IT. Sie haben diese Eigenschaft; denn das Gleichungssystem (1),
(2), (3), (4) wird

fur a=1 durch X, =1, 12=0, x3=0, x4=0,
fiir a=2 durch xT=0 2:1, x3=0, x4=0,
fiir a=3 durch x1_0, 2=0, x3=1, x4.-=0,

fiir a=4 durch x,=0, x,=0, x X4=0, X,=1 erfiillt.
Somit haben genau die Zahlen a =1,2,3,4 die geforderte
Eigenschaft.

3. a) I. Wenn reelle Zahlen Xy1%pX35X, die Gleichungen
X+ Xy b X3+ X, o= 4, (1)
X, + 2%4 43%, =4 (2)
erfillen, so folgt: Fiir die reellen Zahlen
u = x2+x3+x4, t=;2+2x3+2x4 gilt

x1=4-(x+x3+x)=4-u, (3)
X, = 2(x,4x +x4) - (x +2x3+2x4) = 2u~-t, (4)
Xy = Xp+3x443x, - (x2+213+2x ) =4 -t, (5)
X3 = U=X,=X, = u=(2u=t)=(4=t) = 2t=u-4. (6)

Daher konnen nur die Zahlen x1,x2,x3,x4 der Form (3),

(4), (5), (6) (mit reellen u,t) die Gleichungen (1),
(2) erfiillen.
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II. Fir beliebige reelle u,t erfillen Zahlen dieser Form in

der Tat
x1+x2+x3+x4 = (4=u)+(2u=-t)+(2t=u=4)+(4=-t) = 4,
x2+2x3+3x4 = (2u-t)+2(2t=-u=4)+3(4~-1t) = 4.

ITI. Aus I. upd II. folgi: Die zu untersuchende Summe s nimmt
genau alle diejenigen Werte an, die

8

(4=u)2+(2u-t)°+(2t=u=4)2+(4-%)2
= 6u2 - 8ut + 6t2 - 24 t + 48
6 (u~- %—t)z + %)-(t— lg-)z + gé

fiir reelle u und t annehmen kann.

IV. Wegen (u- %t)z 20 und (t- 1%)2 Z 0 gilt fiir alle diese

Werte
s Q-gé s
18 _2 12 ’
V. Fir t = - und u = jt = . gas nach I. und IIé gleich-
; B e e - 24 _ 18 _
bedeutznd th Xq = 1 =p & xﬁs_ > =B
x3=l§——5—4=-5-, x4=4-—5=gist,ergibtsic:h
S=%- ‘

VI. Aus IV. und V. folgt: Es gibt nichtnegative Zahlen
Xq19XpsXqsX, mit (1),(2), so daB s einen kleinen Wert
annimmt.

Solche Zahlen sind x, = 8 X, = 6 > L 4 X, = g, der
1558 2 8 3T ™ T
zugehorige Wert s ist s = gé .

b) I. Wenn nichtnegative ganze Zahlen X11%p1Xqs%, die Glei-
chungen (1),(2) erfiillen, so folgt:
Wire X, 2 2, so wire x2+2x3+3x4 26 im Widerspruch zu (2).
Also ist Xy = 1 oder X, = 0.
Im Fall x, = 1 folgt x,+2xy = 1. Jiéire Xq T 1, so folgte
der Widerspruch 3:2+2Jt3 z 2.
Also ist Xq = 0 und nach (2).(1) deher X, =1, x4 = 2,

S=6.
Im Fall X, = 0 folgt
X, + 2%, = 4. (7)
o 2 3 S
Wédre X4 = 3, so folgte der Widerspruch x2+2x3 = 6. Also

ist x5 = 2 und nach (2),(1) daher x, = O, Xy =2, =8
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oder x3 =1 und nach (2),(1) daher Xp = 2, Xq = 1, 8
oder X3 = 0 und nach (2),(1) daher X5 4, x, =0, 5 = 16.
Fiir alle diese Werte gilt somit s E-"6

I
[op]

II. PFir x, = 2, X, =1, Xy = o, X, = 1 (oder auch fiir
X, = 1, x, = 2, Xq = ;. x, = 0) sind (1) und (2) erfiillt,
und es gilt s = 6. '
ITT. Aus I. und II. folgt: Es gibt nichtnegative ganze Zahlen

Xq9%p1Xg,Xy mit (1),(2), so daB s einen kleinsten Wert
annimmt. Solche Zahlen sind die in II. angegebenen.

4. Wegen 630 = 2-5-7<9 gilt
£(x) = g%g (x8-30x6+273x4—820x2+576) = E%%éEI

B - 30x° + 273x* - 820x? + 576.

g(=1) = g(2) = g(~-2) = g(3)

mit g(x) =
Nun gilt g(1)

g(-3)
g(=4)

g(4)
0,

also g(x) = (x°-1)(x°-4)(x°-9) (x°-16).

Fir x = 0 (mod 2,5,7 oder 9) gilt x-g(x) = 0 (mod 2,5,7

bzw. 9), d. h.,'in diesem Falle ist x-g(x) durch 2,5,7 bzw.
9 teilbar.

Pir x = + 1 (mod 2,5,7 bzw. 9) gilt x“-=1 = 0, also g(x) = 0
(mod 2,5,7 bzw. 9), d. h., in diesem Falle ist g(x) und da-
mit ebenfalls x-g(x) durch 2,5,7 bzw. 9 teilbar.

Fir x = + 2 oder x = + 3 oder x = + 4 (mod 2,5,7 bzw. 9) ist
ebenfalls einer der Faktoren von g(x) kongruent zu 0, also
gilt wieder g(x) = O (mod 2,5,7 bzw. 9), d. h., auch in dle-
sen Féllen ist g(x) und damit x-g(x) durch 2,5,7 bzw. 9
teilbar.

Da hiermit alle Restklassen mod 2,5,7 und 9 erfaBt sind, so '
folgt: PFiir jede ganze Zahl x ist x+g(x) sowohl durch 2 als
auch durch 5 als auch durch 7 als auch durch 9 teilbar, also
wegen der paarweisen Teilerfremdheit von 2,5,7 und 9 durch
630 teilbar und somit f£(x) ganzzahlig, w.z.b.w. '

2

Ein anderer Ldsungsweg: Es seien gi(x) (1=1,...,5) die durch
g4 (x) £f(x+1) - f£(x),
1+1(x) = gi(X+1) - gi(I) (i=19'0'!4)
- definierten Polynome. Man errechnet
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g,(x) = 7%18 + 3517 - %x 31 + —%x + —éx - 18 e %%m,
g,(x) = gix| + 2 %x % - 3283 4 182 4 —%gx,
g5(x) = #x° + l§x5 + 200t + 1227 - 1% - %,

-ém + 48x% + 168x° + 24022 + 5151,

oax? + 240%3 + 840x2 + 1200x + 576.

84(x)

1]

85(x)

Plir elle ganzzahligen x nimmt gs(x) folglich ganzzahlige Ver-
te an. Perner ist g4(0) = 0 ganzzahlig, und wenn fiir eine:
ganze Zahl x bereits g4(x) ganzzahlig ist,
so auch g4(x+1) = 85(1) + 84(x)

und g4(x-1) = g4(x) - gs(x-1)-
Daher ergibt sich durch vollstédndige Induktion, daB g4(x)
sowohl fiir alle x=0,1,2,... als auch fiir alle x=0,=-1,=2,..¢.
Ganzzahlig ist. Ebenso beweist man der Keihe nach, daB die
Polynome g3(x), gz(x), g1(x), f(x) fiir alle ganzzahligen x
ganzzahlige Werte annehmen.

1+1&/‘ = 13%;“ (/c =1, 2,...,n) folgt aus (1) und (2)

}[1 —xz_a.l 1+—£1—+a -——r+...+ B.n" 1""-‘-11
nach der Dreiecksungleichung also

Viegen 1 -

|x1 - x2|=la1l¢|-1+—€—1,+|a > +oeed
ol 12|
n
. - » om_1
Aus (3) folgt fermer ¢&,= -1—, also 1 + &4 = 1 >0 und
e VT AT
|| Eul” TH 6™ 4ofg ”

Da die Unglelchungen (3) und (5) nur nichtnegative Zahlen
enthalten, ergibt sich durch Multiplikation

|.4 1
1* 5u 10%-1
Hiernach folgt aus (4)

lxz - x1i'§ (|a1|+|32|+...+|an|), WeZoboW.

— .
10%-1
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Mein Freund, hier erhélst Du endlich das léngst versprochene
und erwartete Buch. Ist es much klein, so handelt es doch von
einem sehr groBen Gegenstande, némlich von meiner und vieler
Leute Unwissenheit. Und wdre es erlaubt gewesen, diesen Gegenr
stand auf dem AmboB des Geistes mit dem Hammer der Wissen-
schaft breitzuschlagen, glaube mir, das Buch wdre angewachsen
zu einer ILast, an der ein Kamel zu tragen hdtte. Denn gibt

eg fiir eine Abhandlung einen groBeren und reicheren Stoff als
die menschliche Unwissenheit, vor allem meine eigene?

Es gibt eben Leute, die es nicht wagen, eigene Bilicher zu
schreiben, und die deshalb in ihrer Schreibwut wenigstens
Kommentare zu fremden Biichern verfasgsen, #hnlich denen, die
von der Baukunst nichts Verstehen, datiir aber wenigstens die
Hausmauern iibertiinchen. Und aus dieser Arbeit erhoffen sie
sich einigen Ruhm, den sie aber natlirlich nur erreichen kidn-
nen durch die, deren Biicher sie kommentieren, und deshalb
loben sie dieselben voll Eifer, ohne MaB und mit viel Uber-
treibung.
Francesco Petrarca

(Aus: Uber die eigene und vieler Leute Unwissenheit
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Ndherungsweise Lésungsmethoden von Gleichungen

Viele mathematische Probleme filhren auf Gleichungen, die nur
ndherungsweise geldst werden konnen. Wenige Spezialfdlle sind
durch direkte Verfahren exakt ldsbar. Die numerische Mathematik
hat daher Verfahren entwickelt, die es gestatten, durch oftma-
lige Anwendung einer bekannten Vorschrift Zahlenfolgen zu fin-
den, die gegen eine Losung des Problems konvergieren (siehe
z. B. WURZEL 4/75, S. 50). Wir wollen hier dieses sogenannte
Iterationsverfahren skizzieren und dann auf einige spezielle
Iterationsverfahren niher eingehen.
Es sel y = £(x) eine in a € x € b definierte stetige Funktion.
Ferner seien x, und x, gwei Zahlen (a & X, <X, € b), flir die
r(x1) und f(xz) entgegengesetzte Werte haben. Dann gibt es min-
destens ein x , filr das x,<x <X, und f(xn) = 0 ist. x, heiBt
Nullstelle oder Wurzel der Funktion f(x). Thre Bestimmung fin-
den wir durch Lésen der Gleichung f£(x) = O.
Un zu einem Iterationsverfahrén zu kommen, bringen wir f£(x) = 0
durch #dquivalente Umformung auf die Form

11(1) = 4’.2(1).

Ze B, sei £(x) = x3 - 1lnx = 3 = 0, Dann konnte sein:
a) x? - 3 = 1ln X coee 11(1) = x3 -3 rz(x) = 1ln x

b) x = 013 -3 eces f1(x) = X fz(x) = st- 3
3

c) e =xe saaas 11(1) = e 12(x) = X 03

Wir konstruieren nun eine konreizpnte Zahlenfolge t:mf:lo nach
der Vorsohrift f, (::m - ) = z, (:;m) (::1 <X < xa) bei gegebenem
Anfangswert X, zur Berechnung einer Nullstelle e Wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit 18t der Grenzwert einer solchen

Folge Nullstelle; denn ist lim X, = 8 dann ist auch lim 1= 8
m= o
und wegen der Stetigkeit von f, und f, gilt 11(3) = £,(g), d. h.

8 = X o

Hinrszhende Bedingung fiir die Konvergenz der zghleniolge'iat:
I%(x) und Ié(z) sind in einer Umgebung von x, stetig - x, liegt
in dieser Umgebung - und es ist |£3(x)| >j£3(x)]| .

Zur Erléuterung dieses Verfahrens bestimmen wir eine Nullstelle
der Punktion f(x) = x3 - 1ln x - 3 (slehe Skizze 1).
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Fir x4 widhlen wir 1 und fur X, den Wert 1,7. Durch Skizze ist

es naheliegend, X, = 1,5 zu wdhlen. Aus =3 =1n x = 0 ergibt

sich fiir f, =1—32-3und 2, = 1n x. -
I.'|=3x undfé:z.

Die hinreichende Bedingung fiir Konvergenz der Folge ist gesi-
chert, denn aus 3x2>-% folgt x > 3 0,333 = 0,7.

41 <+ ' /{;}:x’-,enx-s'

Skizze 1

Die Ergebnisse des Verfahrens kbnnen aus der Tabelle 1 entnom-
men werden.

m m 1n x, Tm+1 ~ Tm

o 1,5 0,4055 0,004

1 | 1,504 0, 4081 0,0008

2 1,5048 0,4087 0,00016

3 1,50496 0,408T77 0,00003

4 1,50499 0,40879 Tabelle 1

X, ist also x, = 1,50499, wobei die letzte Ziffer aufgerundet
ist.

Wie rasch die Zahlenfolge gegen den Grenzwert X konvergiert,
hiingt natiirlich von der Wahl der Funktionen £,(x) und £,(x) ab.
Bel rascher Konvergenz gegen den Grenzwert spricht man von Zah-
lenfolgen hoher Konvergenzordnung.

Y
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Spezielle Iterationsverfehren
I. Einfache Iteration

Von einfacher Iteration abreohen wir, wenn eine der Punktionen
f, oder f, gleich x ist. Als Beispiel wollen wir die Kubikwurzel-
iteration betrachten,

x, = 3a (a>0) ist die Wurzel der Gleichung x> - & = O.
Fur 11 bezw. 12 gibt es folgende M&glichkeiten:

a) 22 2 X see0e .f.l(x) = '3'2' IE(I) =X
X X

D) x=3 (x4 el £,(x) =x £,(x) =3 (x+ 8y
X x

Im Falle &) lautet die Konvergenzbedingung:
22 51, d. h. 2a>x>.
Im Falle b) lautet sie: § |(1= ?ﬁ)]m. d. h. >3

zu a) Wir stellen uns die Aufgabe, 3 3 auf 6 Stellen genau zu
berechnen. Zunichst entnehmen wir der Skizze 2, daB der
Anfangswert X, = 1,45 gewidhlt werden kann.

Die Konvergenzbedingung ist offensichtlich flr a = 3 erfiillt.
Die Zahlenfolge ergibt sich aus dem Ansatz: _EE_ =X,

- T
’m+1"V'£t (a = 3.) "

Die Ergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt.

Y

<+ ’ Skizze 2



149 Ngherungsldsungen
2 T Tost =
0] 1,45
1 1,4383898 0,0116102
2 1,4441834 0,0057936
5 | 1,4412835 0,0028999
4 1,4427328 0,0014493
5 1,4420080 0,0007248
6 1,4423704 0,0003624
7 1,4421891 0,0001813
8 1,4422797 0,0000906
9 1,4422344 0, 0000453
10 1,4422571 0,0000227
1 1,4422458 0,0000113
12 1,4422514 0, 0000056
13 1,4422487 0, 0000027
14 1,4422500 0,0000013
15 1,4422493 0, 0000007 '
16 1,4422497 0, 0000004 Tabelle 2
17 1,4422494 0, 0000003
18 1,4422496 0, 0000002
19 1,4422496 0, 0000000

Im Falle b) ist die Konvergenzbedingung auch erfiillt. Die Er-
gebnisse sind in Tabelle 3 zusammengestellt.

1

m x, = plx+ i?) o+t = T
0 1,45 0,0115636
1 1,4384364 0,0057349
2 1,4441713 0,0038788
3 1,4412925 0,0014366
4 1,4427291 0,0007191
5 1,4420100 0,0003594
6 1,4423694 0,0001797
7 1,4421897 0, 0000898
8 1,4422795 0,0000449
9 1,4422346 0,0000225
10 1,4422571 0,0000113
11 1, 4422458 0, 0000057
12 1,4422515 0,0000029
13 1,4422486 0,0000014
14 1,4422500 0, 0000006
15 1,4422494 0, 0000002 -
16 1,4422496 0, 0000001
17 1,4422495

Ergebnis: 3 3 = 1,4422495
Die Konvergenzordnung bei

bzw. 1,4422496
a) und b) ist ungefshr gleich.

Tabelle 3
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II. Newtonsche Nihe smethode

Beim Newtonschen Verfahren definieren wir r1(x) und fa(x) durch
folgende Funktionen:

t, = x f, = x - 4 xi ; £'(x) # O vorausgesetzt.

Konvergenz liegt vor, wenn | Ié(x)[‘ = I %}Er—;g)-k 1 ist.
x
Die Iterationsfolge lautet dann:

2(x ) oo
el = % " T B 2h(xy) £ 05
Die folgende geometrische Betrachtung zeigt den Weg, wie Newton
zu dieser Niherungsmethode gekommen ist.
Es sei f(x) = 0 die gegebene Gleichung mit einer einfachen Null-
-stelle X, und Xq ein guter Niherungswert dieser Nullstelle (sie-
he Skizze 3).

74 7y

s 4 -
{%X’-Zl-.f

Skizze 3

Durch Po(xo;r(xo)) legen wir
die Tangente, die dlie x-Achse
im Punkte P1 (x1;0) schneiden
mbge. Wenn X, der Nullstelle
schon ziemlich nahe kommt,

wird P1 ein besserer Niherungs-
wert als x, sein. Die Glei=-

chung der Tangente lautet:
y-r(xo) Skizze 4
= ! (Io)c

L]

x—zo
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Pir P1(x1;0) erhalten wir: -r(xo) = r'(xo) . (x1-x°) bzw.

r(xo)
X1 = % T Tx,)
Fortsetzung dieses Verfahrens filhrt zur Zahlenfolge:
£(x,)

Tm+1 = Fn T (x,)
Newton erléduterte sein Verfahren selbst an der Gleichung

x> - 2x - 5 = 0, . |
Wir wollen dieses Beispiel auch hier behandeln. Aus der Skizze 4
lesen wir einen ersten Ndherungswert X, = 2 ab. Die Zahlenfolge

lautet dann: x3 ox
X .4 =% _.L_;irzﬁl

3x =2
Die Ergebnisse zeigt folgende Tabelle 4:

o % e |

0 2 0,1 ~ 2,0945
1 2,1 0,0054318 *n % 2,09452
2 5. 0945682 0.0000167

Die Konvergenzordnung ist ersichtlich hther als bei der Zahlen-
folge der vorhergehenden Aufgabe.

Liegt eine Doppelnullstelle vor, d. h. ist r'(xn) =0 und
f"(xn) # 0, so ist das Newtonsche Verfahren auch anwendbar,
die Konvergenzordnung wird dann aber geringer sein.

Dr. B. Honisch, Halle




Preisaufgaben | 1 52

Preisaufgaben

P 49 Sei Sh

@ Sp=1+ (B + (BH2 4.+ (B

Man beweise, daB

1+ q + q? + ses + qn und

(n;’l) + (n§1)s1 + (n;1)52 + ose + (g:::)sn = ansn gilt.

P 50 Man beweise, daB fiir alle natilirlichen Zahlen n > 2
@ gilt: (n!)2 > ot

P 51 Gegeben sei ein Quadrat der Kantenl&nge 1. Dieses wird
@ von 4 Geraden in 9 gleichgroBe Teilquadrate zerlegt, von
denen das mittlere entfernt wird. Mit jedem der restlichen
8 Teilquadrate der Kantenlénge 1/3 wiederholt man diese
Prozedur usw.
a) Wieviele Quadrate der Kantenlinge 1/37 bleiben
librig, wenn man die Operation n mal durchfiihrt?
b) Wie verhdlt sich der Flédcheninhalt des verbleibenden
Gebildes fiir unbegrenzt wachsendes n?

P 52 Welche natiirlichen Zahlen lassen sich nicht als Summe
@ wenigstens zweier aufeinanderfolgender natiirlicher
Zghlen darstellen?

P 53 Es ist zu beweigen, daB das Produkt von vier aufeinander-
@ folgenden positiven ganzen Zahlen nicht das Quadrat einer
ganzen Zahl sein kann!

P 54 TlokxasaTh, uTO, KpOME TeTpaelpa, He CYNEeCTBYRT Hi
@ OZHOT'O BHIyKJIOI'O MHOTOTPAHHUKA, y KOTOPOroO NnOaf
BepimHa OuJla OH COeJAMHeHa pelpauMy CO BCEMU OCTaNbHHI.

EinsendeschluB: 15. 1. 1984
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Mogische Quadrate und magische Wiirfel

1 Fortsetzung

Verschiedene Definitionen des Begriffs "Magisches Quadrat®
Es steht nichts im Wege, den Begriff magisches Quadrat auch an-

ders als bisher ilblich zu definieren. Wir wollen im folgenden
einige andere Definitionen und ihre Verwendung einfiihren.

Definition 1. Ein magisches Quadrat ist eine quadra-
tische Matrix, deren Elemente beliebige natiirliche
Zahlen sind und folgende Eigenschaften haben. Die Sum=-
me der Zahlen in jeder Zeile, Spalte, Haupt- und Ne-
bendiagonale ist immer gleich.
Nach dieser Definition gibt es auch magische Quadrate 2. Ord-
nung, z. B. die Matrix (: ). Sind alle Elemente oder wenigstens
2 Elemente gleich, so wollen wir diese magischen Quadrate als
elementare Quadrate bezeichnen. Wir ktnnen zeigen; deB sich aus
elementaren magischen Quadraten magische Quadrate im iiblichen
Sinne erzeugen lassen.

De finition 2. Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung
ist eine quadratische Matrix mit n? Elementen, bei
denen die n2 Elemente n2 aufeinanderfolgende Zahlen
sind mit der Eigenschaft, daB die Summen der Zahlen
in jeder Zeile, Spalte, Haupt- und Nebendiagonale
gleiche Werte haben.

Diese Definition ist im wesentlichen die bisher ilibliche Defini—

tion der magischen Quadrate.

Definition 3. Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung
ist eine quadratische Matrix wvon n2 Elementen. Die
Elemente sind natiirliche Zahlen von der Eigenschaft,
daB das Produkt der Zashlen jeder Zeile, Spalte,
Haupt= und Nebendiagonale gleiche Werte besitzt.
Diese Definitionen lieBen sich noch verallgemeinern. Wir wollen
uns hier auf diese drei beschriinken und einige Zusammenhénge
dieser 3 Definitionen nachwelsen.

zu Def. 1: Die Bedeutung der elementaren magischen Quadrate
liegt darin, daB man aus ihnen magische Quadrate im Sinne der
Def. 2 erzeugen kamn. Wir wollen dies an drei Beispielen erldu-
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tern.

Aus den Zahlen 1, 2 und 3 und den Zahlen O, 3 und 6 lassen sich
2 elementare magische Quadrate aufstellen mit den magischen Zsh-
len 6 und 9. Unter magischer Zahl verstehen wir die Summe der
Zahlen in einer Zeile oder Spalte. Die Addition beider Matrizen
ergibt ein magisches Quadrat dritter Ordnung im iiblichen Sinne.

13 2 3 0 6 4 3 8

3 2 1 + 6 3 O = g 95 1

2 1 3 O 6 3 2 7 6
Wichtig ist dabei, daB8 sich aus den Zahlen 1,2,3 und 0,3,6 alle
Zahlen von 1 bis 9 bilden lassen.

Will man ein magisches Quadrat mit beliebigen 9 aufeinanderfol=-

genden natirlichen Zahlen haben, so0 braucht man nur noch das
: a a a
elementare Quadrat ( a a a) addieren. Man erhdlt dann das

a a a
magische Quadrat

4+a 3+a B+a

94+a 5+a 1+a

2+a T+a 6+a
a ktnnte man z. B. so widhlen, daB als magische Zahl eine Jah-
reszahl, etwa 1983 entsteht. PFiir a mlifte man die Zahl 656 wih-
len.
Als zweites Beispiel wollen wir ein magisches Quadrat 4. Ordnung
aufbauen. Wir verwenden dazu die Zahleén 1,2,3,4 und 0,4,8,12.
Wir bilden daraus 2 elementare magische Quadrate:

4 1 1 4

g g g g mit der magischen Zahl 10 und das elementare

1 4 4 1
12 4 8 0

Quadrat 0 8 412 mit der magischen Zahl 24

0 8 4 12 magasohp
12 4 8 0

4 1 1 4 12 4 8 O 16 5 9 4

2 3 3 2 +| 0 8 412 u 211 7 14

3 2 2 3 0 8 4 12 310 6 15

1 4 4 1 \12 8 4 12 13 8 12 1

Durch Spiegelungen oder Drehungen lassen sich auch andere
Kombinationen aufstellen.

Auch filr ein magisches Quadrat 5. Ordnung l#8t sich eine Zusame
mensetzung aus elementaren magischen Quadraten finden. Wir ver-
wenden dazu die Zahlen 1,2,3,4,5 und 0,5,10,15 und 20, Wir ge-
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S ——

ben hier das Ergebnis einer von vielen MBglichkeiten:

1 4 2 5 3 1020 515 0O 1124 720 3
4 2 5 3 1 010 20 5 15 412 25 8 16
2 5 3 1 4 + 1 0 10 20 5 = 17 51321 9
5 3 1 4 2 515 0 10 20 10 18 1 14 22
314 25 20 515 0 10 23 619 2 15

Will man ein magisches Quadrat n. Ordnung aufbauen, so muS man
flir die beiden elementaren magischen Quadrate die Zahlen 1,2,¢«e
bis n bzw. O,n,2n,3n,... bis (n-1)n verwenden, aus denen sich
alle Zahlen von 1 bis n2 zusammensetzen lassen.

zu Def. 2: Uber magische Quadrate der Def. 2 haben wir eingehend
im ersten Aufsatz geschrieben. Die elementaren magischen Quadra-
te sind auch geeignet, magische Quadrate zu bilden, die nicht
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen enthalten, sondern z. B.
Zahlen einer beliebigen arithmetischen Zahlenfolge. Wir wollen
wieder dazu 2 Beisplele konstruieren.

Wir stellen uns zur Aufgabe, ein magisches Quadrat 3. Ordnung
gu bilden, deren Zehlen die arithmetische Polge 1,3,5,7,9,11,13,
15,17 darstellen. Die Summe der Zahlen in jeder Zeile, Spalte
oder Diagonale sollen wieder gleich gro8 sein. Die magische

Zahl muB in diesem Falle 8 = 27 sein, wie sich aus dem Ansatz

38 = 4 - 18 errechnen 148t. |

Flir die elementaren magischen Quadrate verwenden wir die Zahlen
1, 3, 5 bzw. 0, 6 und 12.

Eine der moglichen Lisungen ist dann folgende:

(3 1 5) (012 6) 31311)
5 3 1 + (12 6 o) = [17 9 1
15 3 6 0 12 7 515

Es ist wohl zu vermuten, da8 man mit Hilfe der elementaren ma=-
gischen Quadrate sémtliche anderen magischen Quadrate erzeugen
kanin,

Wir wollen noch ein zweites Beispiel konstruieren.

Wir suchen ein magisches Quadrat, deren Elemente die arithmeti-
sche Polge 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50,
"54, 58, 62 bilden. Die Summe in jeder Zeile, Spalte und Diago-
nale betriégt 128.

Flir die elementaren magischen Quadrate verwenden wir die Zahlen
2, 6, 10, 14 bzw. 0, 16, 32 und 48. Aus diesen Zahlen lassen
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sich alle Glieder der Zahlenfolge durch Addition bilden.
Eine der mdglichen L¥sungen ist folgendes magische Quadrat
4. Ordnung:

210 6 14 0 48 48 O 2 58 54 14
14 6 10 2 ¥ 32 16 16 32 = 46 22 26 34
14 6 10 2 16 32 32 16 30 38 42 18

50 10 6 62

2 10 6 14 48 0 0 48

zu Def. 3: Alle magischen Quadrate der Def. 1 und 2 lassen sich
in magische Quadrate der Definition 3 iiberfilhren, wenn men ihre
n° Elemente durch a1,32,a3... bis &' ersetzt. Dann erhilt man
eln magisches Quadrat, in dem nicht die Summe, sondern das Pro-
dukt aller Zahlen jeder Zeile, Spalte oder Diagonale konstant
ist. Wihlen wir z. B. das magische Quadrat 4. Ordnung von Al-
brecht Diirer und setzen a = 2, s0 erhalten wir das megische
Quadrat

66536 8 4 8192
32 1024 2048 256
512 64 128 4096
16 32800 16400 2

Das Produkt in jeder Zeile betrigt 17179869184, oder anders
ausgedriickt, in jeder Zeile betrigt das Produkt 234,
Bei.glementaren megischen Quadraten gibt es viele, bei denen
sowohl Summe als auch Produkt aller Zahlen einer Zeile oder
Spalte je einen konstanten Wert haben. Beispiele hierfiir sind:

2211 » (630 , (531 » L1s 610 2
213 063 1553 210 6 14

Zum Schlufl eine Aufgabe fiir den Leser: Man bestimme ein magisches
Quadrat dritter Ordnung, dessen Elemente 9 aufeinanderfolgende na-
tirliche Zahlen darstellen, so daB die Summe aller Zahlen in zeder
Zeile, Spalte oder Diagonale das Todesjahr von Max Planck (1947)
.ergeben, /

Literatur zu diesem Artikel:

1. Hermann Schubert: Mathematische MuBestunden

2. Mathematisches Mosaik, Urania-Verlag

Dr. B. Hanisch, Halle
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Lésungen der DDR-Olympiade Junger Mathematiker
(Olympiaklasse 11/12) - Fortsetzung

'6A. a) Bezeichnet man die GréBen der Winkel <« ADP, <+ BDP bzw.
4 CDP mit ¢, f bzw. y, damnn gilt fir die Summe s der
Absténde der Punkte A, B und C von g die Beziehung

a=a'sinnc+b-sin/8+c-ain,. (2)
Angenommen, P liege auf der Seite AC des Dreiecks ABC.
Dann folgt:

y =90° - &, /5 = 90° (da BD senkrecht auf der Ebe-
ne durch A, D und C steht), und es gilt:

s =a° 8inoc +b + ¢ « cosoc .

Aus der CAUCHY-SCHWARZ'schen Ungleichung folgt fiir die
reellen Zahlen a,b,c,sinec,1,cos« die Ungleichung

8 = aesinac + b+cecosoc € 2-u-l:r2+c:2 . -/sin2a5 +1+coszo~c ’

(3)
woraus wegen sinaoc + coazac = 1 die behauptete Unglei-
chung (1) folgt:

s 5~/2(a2+b2+02). |
Analog wird auf (1) geschlossen, wenn P auf BC oder auf
AB liegt.

b) Entsprechend der Eigenschaften der CAUCHY-SCHWARZ'schen
Ungleichung gilt fiir P auf AG das Gleichheitazeichen in
(1) genau dann, wenn

sizg =%=cogac ; | (4)
gilt,
d. h. genau dann, wenn

sinoc=%undcosac=-g-. (5)
gllt.

Angenommen, P liege so auf AC, daB das Gleichheitszeichen
in (1) gilt. Dann folgt aus (5)

tan o¢ = -g’- . Bezeichnet man _
im Dreieck A'GD die GrioBe des Winkels %ACD mit & ; dann
gilt tan d = 2 und folglich

tan d = t;a.nno . (6)
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Wegen 0° € oc, d £ 90° folgt aus (6)
o =d und wegen % CDA = 90°
auch ¥ DPC = 90°, 4. h., P muB

gleich dem FuBpunkt des Lotes von D auf AC sein.
Weiter folgt aus (5):

2 =D
1=sin2a¢ +0052az =52-+2-2-,
-also b b
b2 = 32 + 02,

d. h., die Liéngen der Tetraederkanten BD und AC milasen
&leich sein.
Diese beiden Bedingungen sind dann auch hinreichend; demn sei P
FuBpunkt des Lotes von D auf AC, so folgt
a2 . coszx = .IJTPa = 02 . singec
a2(1-sin2

ol ) = c2- sin2°c
und wegen b2 = 8° + c2 schlieBlich
2
2

gin"ol = &

ol

-und wegen a,b,0 = 0

Sinec = % .
Analog folgt

a® . cos’ex = 02(1-c052=t) und cos oL = %.
Damit ergibt sich, daB es hichstens drei Punkte P auf dem Rand
des Dreiecks ABC geben kann, fiir die in (1) das Gleichheits-
zeichen gelten kann; die PFuBpunkte der Lote von D auf die Sei-
ten des Dreiecks ABC. Fiir einen solchen FuBpunkt gilt das
Gleichheitszeichen in (1) genau dann, wenn die Lénge der Drei-
ecksseite, auf der P liegt, gleich der Lénge der gegeniiberlie=-
genden Tetraederkante .st.
Das heiB+: )
Falls b° = a2 + c2 ist, hat genau der FuBpunkt P des Lotes von
D auf AC,

2

falls 32 = b2 + ¢~ 1ist, hat genau der PuBpunkt P des Lotes von
D auf BC,

falls 02 = a2 + b2 ist, hat genau der FuBpunkt P des Lotes von
D auf AB,

falls keine dieser Bedingungen erfiillt ist, hat kein Punkt P
des Randes vom Dreieck ABC die Eigenschaft, daB in (1) das
Gleichheitszeichen gilt.



159 ' DDR-0lympiade

6B) I. Wenn eine Funktion f die Gleichung (1) erfiillt, so wird
durch (endliche) vollstédndige Induktion bewiesen, daB
fir i=0,1,¢0¢,n=1
f(n=-i)

(2Pt (1-p)? (2)
(M-pt(1-p)? (2')

gilt: , |
a) Aus (1) fiir k=n folgt ne...c1+£(n) = ne...+1-p>, also
f(n) = p?, d. h. (2) fiir i=0.
b) Es'sei h eine natiirliche Zahl mit 1 £ h<n. Als In-
duktionsannahme werde vorausgesetzt, daB8 (2), (2')
fir i=0,...,h=1 gilt. Daraus folgt:
Wegen (1) fiir k=n-h gilt '
(n=h)*ec.*1°£(n=h) + (n~h+1)*c..*2°f(n-h+1) +.c.+
+ (B=1)*ceehef(n=1)40%cee*(h+1)*2(n)
= Neesee* (h+1)ep™

=h = Nesso” (h+1

5. 2 p™1(1ep) -...-

- % p?1(1-p) -
—eeem Tty p(1-p)2"1)

= (2P R (1= (p+(1=p))® + (1-p)B),
d. h. (2) fiir i=h.

Daher kann nur die durch

2(x) = (Qp* (1-p)"7F (= (20 (1-p)*7F)

definierte Funktion die Gleichung (1) erfiillen.
II. Sie erfiillt diese Gleichung; denn es gilt fiir k=1,2,¢e.,0
k'.-.‘1'f(k)+(k+1)'.-.'2'f(k+1)+...+(n—1)-...'(n-k)*f(n—‘l)-#
- + n'...'(n‘k+1).:(n)
= Keosoole Neees® (k+1 pk“_p)n-k i

*eee®’(N-

+ (k+1)'ooo‘2' 1_E—E)-1'Tn::::: 51:2_ pk+1(1-p)n-k-1 +

+eoet (N=1)*.0.°(n=k)e % -pn""l(1-1:)+-J:1'...-'(1::.--l:+1)p-11
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= neaeoe (n=k+1)p5((1-p)P7E + 11.1:]::.:-'5.'..31 p(1=p)2~E=1

Femet _::_1;_1: p™ %=1 (1-p) 4p™7K)

= n*esoe (0-k+1)p5 ((1-p)+p)™7% = ne...-(n-k+1)pk.
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Néherungslosungen

NGherungsweise Lésungsmethoden von Gleichungen
(Fortsetzung) '
III, Sekantenverfahren (Regula falsi

 Es sei wieder eine beliebige numerische Gleichung durch £(x) = 0
gegeben. Die stetige Funktion y = £(x) habe fiir zwei nahe bei-
einander liegende Werte X, und x, zwel Werte mit entgegengesetz-
ten Vorzeichen. Dann liegt zwischen X, und X, ein Wert X, fir
den t(xn) = 0 ist. Wir denken uns nun die Kurve Ezifchen den
Punkten Po und P1 (Skizze 5) durch ihre Sekante P°P1 ergetzt.
Dann wird der Sohnittpunkt der Sekante mit der x-Achse einen
besseren Nidherungswert fiir x, gegeben.
Die Gleichung der Sekante lautet:

y - 2(x,) | 2(x) - £(x,)

X =-x X, =X,

Fiir den Schnittpunkt der Sekante mit der x-Achse ist y = O,

x -'12. Aus obiger Gleichung ergibt sich flir

(11 - xo)

X, )=1(x

% f , Ist x, noch nicht genligend
nahe der Nullstelle X 80
suchen wir zu X5 einen be-

| A nachbarten Wert x
(r(xz)' I(::3 )<0) und wenden
die Methode mit X, und x3 ge-

w % _, Tsuso an wie mit x  und x,

¥y X Usw,
Die hier geschilderte schon
T sehr alte Methode hei3t auch

"Regula falsi", weil sie aus
Skizze 5 : falschen Werten den richtigen

Wert zu finden sucht. Sie wur-
de zuerst auf Gleichungen ersten Grades angewandt, wo sie gleich
beim ersten Schritt den wahren Wert X, liefert. Auf Gleichungen
hoheren Grades scheint sie zuerst Cardano (1501 = 1576) ange=
wandt 2zu haben. | ;
Als Beispiel wiéhlen wir die Gleichung: x4 - 2x3 +2x - 3 = 0,

X, = X = . I(xo)
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Eine Wurzel liegt zwisochen x, = 1 und x, = 2 (Skizze 6).

Py

Skizze 6

Die Ergebnisse ktnnen wir aus der folgenden Tabelle 5 ablesen:

(Xpiq = Xp)
B Xn *n+1 Tm+2 = *m ~ lem+11-flxh) £(xy)
0 1 2 1,67
2 1,67 2 1,849
4 1,849 1,9 1,8847
6 1,8847 | 1,9 1,8850
8 | 1,8850 | 1,886 1,88503
10 1,88503 | 1,88504 1,885033

_ _ Tabelle 5
Ergebnis: Die gesuchte Wurzel betrégt X, = 1,885033.

Auf Ehnliche Weise kann man die zweite Nullstelle der Funktion
£(x) finden, die zwischen x, = =1 und x, = -2 liegt.

IV, Das Bernoulli-Verfahren

Da dieses, Verfahren etwas komplizierter als die bisherigen be-
schriebenen Verfahren ist, wollen wir es erst an einem einfa-
chen Beispiel erlédutern und dann allgemein beschreiben.
Es sel P(x) ein Polynom dritten Grades mit 3 reellen Nullstellen
Xq49 Xy und X, ( 0<x1<12<x3)

P(x) = x? - 8:2 + 19x - 12.

Dann 1#B8t sich PT:l:T' in der Umgebung von x = 0 in einer unend-
lichen Reihe entwickeln:
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] f xk (Mac Laurinsche Reihe)
Fx) * o %

Die Koeffizienten °k sind bestimmt Aurch:

oy = (I"E?J'):(:Eg i (ﬂ—}-)“‘) bedeutet die
k-te Ableitung von P(x) an der Stelle x = 0.

{ c .

Die Quotienten ci ergeben dann eine Zahlenfolge, die gegen
i=-1 ‘

-— konvergiert (i=1,2,3 usw.).

Iﬁ folgenden berechnen wir die ersten 3 Koeffizienten. Die wei-
teren Ergebnisse sind in Tabelle 6 zusammengefaBt. ‘
Flir die Berechnung der Koetriziepten Cqs Op und Cq bendtigen
wir die Werte P, P', P" und P"' an der Stelle x = 0. Es ist:

Po = =12; Pé = 19; Pg = =16 und Pg' =6

1 : -2 - 1 I
Co = P: = -0,083 01 = (=P ) ?')o = - TI% = =0,132
¢y = (2p72.p12- P2.p1 1) dr = 0,153

oy = (=6P~% « P13 4 4p~3pipn o pmip=2 2P"3P'P")°- %—.— 4 .-0'161

; Sy ¢y 3 01_1 Ergebnis

0 =-0,083 - \

1 =0,132 1,590

2 -03153 1:159

3 -0,161 1,052

4 -0,165 1,025

5 -0, 16606 1,00643

6 -0 166458 1,00240

T -0.166595 .- 1,00082 X, =" 1,000
Tabelle 6

P(1) =1 =-8+19 =12 =0

Dividiert man P(z) durch x = 1, erhiilt man die quadratische
Funktion f(x) = %2 - Tx % 12, deren Nullstellen X, = 3 und
Xy = 4 betragen.
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Allgemeine Begchreibung des Bermoulli-Verfahrens

Es liege ein Polynom P(x) von n-tem Grade vor. Fiir seine Null-
stellen gelte£ O<x,<X%, & X3 e € x (:\:,l und x, seien 2 re=
elle und einfache Nullstellen). _

Wir entwickeln die rationale Funktion P(x)-1 in einer Mac ILaurin-
schen Reihe um den Punkt x = O und bestimmen die Koeffizienten
Cy» die durch folgende Relationen gegeben sind:

1 - 71 -1
¢; = 9T ° [P(x) J i-te Ableitung von P(x) an der
: Stelle x = 0.

Dann bilden wir die Zahlenfolgen

. C zZ -z
oo wnd 2f"= gy - g
i=-1 i i-1
Die Zahlenfolge 24 konvergiert gegonu% , die Zahlenfolge zi
-

1
gegen — .
: )

Zi=-"

In Tabelle 7 sind diese Zahlenfolgen fiir unser spezielles Bei-
spiel angegeben.

i 4 Z3 zi Ergebhisse

0 -0,083 -90 - Wahrend z5 ersicht-

1 -0,132 1,5 -

2 _0:153 1:159 0,333 lich gegen 1 konver-

2 —8.12; 1.82% 8.%8? giert, ist die Kon-
-0, 1 1 .

5 | =0,16606 [1,00643 | 0,2184 Vergens Vor. w; GeEed

6 | -0,166458|1,00240 | 0,393 0,333 erst bei gro-

7 | =0,1665951,00082 Berer Anzahl von

Gliedern sichtbar.

Tabelle 7

Ahnliche Iterationsverfahren lassen sich auch fiir Gleichungssy-
steme entwi:ckeln, sowohl fiir lineare als auch fiir nichtlineare

Gleichungssysteme. Anregungen hierzu findet der Leser z. B. im

Taschenbuch der Mathematik von Bronstein - Semendjajew (Teubner
Verlag 1979). '

Dr. B. Hanisch, Halle
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Preisaufgaben

P Sei n eine natiirliche Zahl und d ein natiirlicher Teiler
von 2n°, Man beweise, da8 n° + 4 keine Quadratzahl ist.

P 56 Man bestimme die Anzahl aller n-stelligen natiirlichen
Zahlen, in deren dekadischer Darstellung nur die Ziffern
1,2,3 suftreten, wobei jede Ziffer wenigstens einmal
vorkommt, :

P 57 Man beweise,.daﬁ fiir beliebige natiirliche Zshlen n 2 1
Ay =5+ 2351 4 1 qurch 8 teilbar ist.

P 58 Fir alle x aus dem Intervall [-1,1] gelte die Ungleichung
5 :

1 -1 s ax“ + bx + ¢ s 1 mit reellen Koeffizienten ay,b,ce.
Man zeige, daB dann fiir dieselben x die Ungleichung
-4 s 28x + b s 4 gilt.

P 59 Man 1lése das Gleichungssystem

5'2+\/5:Y2—2x+;=§x+5

3x -2y =5

P 60 IlycThr 4 - HAMOONBIM{K OCLMiI NENUTENE UEJHX HOJNOXUTETBHHX
wicelall b 5 4' - HauGonbumit oOumft Z€IMTENb LEMHX
OaJo¥UTEeTBHHX YlUCcell a' I b',
lloxa3zaTb, YTO HamCoNBlmMi oCmMit AeJIUTENE Yilcel

aa', &b', ba', bb'
paBes dd'.

EinsendeschluB3 1. 2. 1984
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‘Verwandte und gleichwertige mathematische Satze

In der Mathematik gibt es viele Siétze (d. h. Aussagen), zwi=-
schen denen ein ganz bestimmter inhaltlicher Zusammenhang be=-
steht. Mit derartigen Sktzen sollen sich die nachfolgenden Aus-
filhrungen beschéftigen.

Am Anfang mége eine Frage stehen.

Es sei f(x) eine fiir alle reellen Zahlen x definierte und be-
liebig oft differenzierbare Funktion. Welche der folgenden Sdt-
ze (Aussagen) iiber f(x) sind wahr?

(1) Wenn f£(x) an der Stelle x
¢ so ist f'(xo) = 0.

(2) Wenn f(x) an der Stelle x  kein lokales Extremum besitzt,
so ist f'(xo) $ 0.

(3) Wenn r'(xo) = 0 gilt, so besitzt f(x) an der Stelle x  ein
lokales Extremum. _

(4) Wenn f'(xo) 4 0 gilt, so besitzt f(x) an der Stelle x, kein
‘lokales Extremum. d

o ein lokales Extremum besitzt,

Offensichtlich bestehen zwischen diesen vier Aussagen sehr enge
Beziehungen. Bevor wir sie genauer untersuchen, seien zuniichst
Verwandtschaften anderer Art angefiihrt.

I. Verwandte mathematische Sitze

Flir unsere Zwecke ist es sehr vorteilhaft, zur Formulierung der
Sitze (Aussagen) immer die

"Wenn ceey 80 eee™ = Form zu wihlen.

Wie man an obigen Beispielen leicht erkennt, enthdlt der mit
"go" beginnende zweite Teill die Behauptung(en). Im ersten Teil
des Satzes dagegen werden nach dem Wort "wenn" die Vorausset-
zungen formuliert, die erfiillt sein mlissen. Da man die Voraus-
setzungen héufig auch Bedingungen nennt, spricht man von der
bedingten Form der Aussagen. Flir die bedingte Form der Aussa-
gen gibt es in sprachlicher Hinsicht natiirlich auch andere Msg-
lichkeiten, wie z. B.: ' '

"Wenn ..., dANN ... "

(|Wenn| eine Zahl durch 10 teilbar ist, |dann | ist sie auch
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durch 2 teilbar.)

NIBE oy 80 sua®

. (|Ist | £(x) eine gerade Funktion, [so |ist ihr Graph achsial-
symmetrisch zur y-Achse.)
"Sind L N ] ’ da!m * e 0 “

(L8ind| die matilirlichen Zahlen m und n durch 7 teilbar, [dann

ist-auch ihre Summe m + n durch 7 teilbar.)
Eine erste Art der Verwandtschaft zwischen mathematischen Sdt-
zen liegt vor, wenn ihre Voraussetzungen i{ibereinstimmen. Aus
der Vielzahl der Belspiele seien die folgenden Aussagen iiber
das Parallelogfamm ausgewdhlt, wobei ein Parallelogramm &ls ein
konvexes Viereck mit zwei Paaren zueinander paralleler Gegen-
geiten aufgefaBt wird:
Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, so sind die
Gegenseiten jeweils gleich lang.
Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, so halbieren
die Diagonalen einander.
Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, so sind die
Gegenwinkel'jeweils gleich groB.
Wenn ein konvexes Viereck ein Parallelogramm ist, so ist die
Summe der einer Seite anliegenden Winkel 180°.
Bezeichnet man zur Abkilirzung die gemeinsame Voraussetzung aller
vier Sétze mit p und die verschiedenen Behauptungen mit q4s 9o
5 und q4, g0 ergibt sich:
Aus p folgt Qqs
aus p folgt oY
aus p folgt 5 und
aus p folgt q4.
Diese Darstellung kann noch weiter verkiirzt werden, indem man
mit Hilfe eines Pfeiles ausdriickt, daB aus der Voraussetzung
die jeweilige Behauptung folgt. Dadurch lassen sich die vier
Siitze sehr iibersichtlich wie folgt aufschreiben:

D = .o (11 ’ '

P ————— Q2!

p —— q3 ’

p———»q,.
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Ein anderer uns interessierender Fall der Verwandtschaft zwi-

schen mathematischen Sédtzen besteht darin, daB aus unterschied-
lichen Voraussetzungen auf ein und dieselbe Behauptung geschlos-
sen wird. Ein sehr einfaches Beispiel dafiir sind die nachstehen=-
den Kongruenzsétze fiir Dreiecke.

Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Win-
kel iUbereinstimmen, so sind sie kongruent.

Wenn zwei Dreiecke in einer Seite und den anliegenden Winkeln
libereinstimmen, so sind sie kohgruent.

#lenn zwei Dreiecke in den drei Seiten Ubereinstimmen, so sind
sie kongruent. :

Wenn zwei Dreiecke in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der gro=-
Beren Seite libereinstimmen, so sind sie kongruent.

Kennzeichnet man die vier verschiedenen Voraussetzungen dieser
Aussagen durch die Symbole Tys Toy r3 und r4 und ‘die gemeinsame
Behauptung durch das Symbol s, so erhilt man unter Verwendung
des Pfeiles die Darstellungen

—_—— und

T, _
An dieser Stelle sollen noch einige Bemerkungen iiber die Bedeu=
tung der eben beschriebenen Verwandtschaft zwischen mathemati-
schen Aussagen folgen. _
Ist die Aufgabe gestellt, einen bestimmten Satz zu beweisen, so
bendtigt man dazu im allgemeinen guBer den im Satz selbst ange-
gebenen Voraussetzungen schon bekannte (bewiesene) Sidtze. Auch
bereits behandelte Definitionen miissen héufig angewendet werden.
llan nennt diejenigen Definitionen und Siéitze, die zur Beweisfiih-
rung erforderlich sind,- die Beweigmittel. So 1léBt sich z. B.
der Peripheriewinkelsatz (Peripheriewinkel ilber derselben Sehne
eines Kreises sind gleich groB) sehr leicht mit Hilfe des Jat-
zes Uber die Gegenwinkel eines Sehnenvierecks (in jedem Sehnen-
viereck ist die Summe der Gegenwinkel 180°) beweisen. Dabei ist
der letztgenannte Satz das wichtigste Hilfsmittel, um den Be-
weis des Peripheriewinkelsatzes zu finden. Die Suche nach
brauchbaren Beweismitteln ist um so komplizierter, je groBer
der Unfang des schon erworbenen Wissens ist. Deshalb ist es
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; Ses Suchleld zunBchst dadurch einzuschrénken, .

de8 man die Anwendbarkeit verwandter Sitze untersucht. Bel dem
vorstehend engefilhrten Beisplel stimmen zwar weder die Voraus-
setzungen noch die Behauptungen beider Séitze iiberein, aber eine
gewisse Verwandtschaft im weiteren Sinne ist dennoch vorhanden,
denn bei beiden S#itzen geht es um Winkelbeziehungen am Kreis,
wobei der Begriff "Sehne" eine Rolle spielt. Die Verwandtschaft
zwischen mathematischen SEtzen ist auch eine wesentliche Grund-
lage flir das Systematisieren (d. h. Ordnen nach inhaltlichen Ge=-
sichtspunkten) des schon erworbenen Wissens.

II. Gleichwertige mathematische Sétze

Wir wollen uns jetzt den eingangs formulierten Aussagen (1) bis
(4) zuwenden. Offensichtlich besteht zwischen ihnen ebenfalls
ein inhaltlicher Zusammenhang, der nachfolgend genauer unter-
sucht werden soll. Sie haben sicher gleich erkannt, daB die Sit-
ze (1) und (4) wahre Aussagen sind. Dagegen sind (2) und (3)
falsch, wie man durch nachfolgendes Gegenbeispiel leicht zeigen
kann.

Die Potenzfunktion £(x) = x3 z. B. beSitzt an der Stelle X, = 0
kein lokales Extremum, es ist jedoch £'(0) = O,

Die Untersuchung der Zusammenhéinge zwischen den vier Aussagen
wird wesentlich erleichtert, wenn wir sie = analog zu den Sét=-
zen Uber das Parallelogramm und zu den Kongruenzséitzen - mit
Hilfe von Zeichen darstellen. Zu diesem Zwecke legen wir fest,
daB mit p die Voraussetzung des Satzes (1) bezeichnet werde und
mit q die Behauptung. Auch der Pfeil soll wieder verwendet wer-
den. Dann erhilt man fiir die 1. Aussage (Wenn f(x) an der Stel-
le x, ein lokales Extremum besitzt, so ist f'(xo) = 0) die Dar-
stellung p—=q. Es erweist sich als notwendig, noch ein weite-
res Zeichen einzufiihren, und zwar das Zeichen ™\ ("nicht"). Sei-
ne Bedeutung 1liéiBt sich am einfachsten durch einige Beispiele
erléutern, die in folgender Ubersicht zusammengestellt sind.
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Wenn p (oder q, oder r,
oder s usw.) bedeutet:

so bedeutet =™ p (oder = q,
oder 71 r, oder "} = usw.):

£(x) besitzt an der Stelle X,

ein lokales Extremum.

£(x) besitzt an der Stelle X,
kein lokales Extremum.

f'(xo) =0

f'(xo) % 0

f'(xo) $ 0

f'(xo) = 0

Die Zahl n ist nicht durch
10 teilbar.

Die Zahl n ist durch 10 teil=
bar.

Der Graph einer Funktion ist
achsiglsymmetrisch zur y-
Achse.

Der Graph einer Funktion ist
nicht achsialsymmetrisch zur

Die Diagonalen halbieren
einander.

Die Diagonalen halbieren
nicht einander.

Zwel Dreiecke sind nicht
kongruent.

Zwel Dreiecke sind kongruent.

Das Zeichen ™1 bezeichnet man als Zeichen fiir die Verneinung
(Neggtion) einer Aussage. Es mul darauf geachtet werden, dafB
die Verneinung richtig gebildet wird, wie folgendes Beispiel

zelgt:
Aussage p

Verneinung 1P

£(x) ist eine gerade
!
Funktion.

f(x) ist eine ungerade Funk-
tion.

Falsch, denn f(x) = 2x z. B.
ist keine gerade Funktion,
aber auch keine ungerade.
Richtig muB man formulieren:

- £(x) ist keine gerade Funktion.

Nach diesen Vorbereitungen laﬂt sich der Zusammenhang zwischen
den Sttzen (1) und (4) relativ leicht darstellen. Das folgende
Schema zeigt, in welcher Weise die Aussage (4) aus (1) gebildet

werden kann:

(1) Wenn f£(x) an der Stelle X,

go iat r'(xo) = 0,

ein lokales Ixtremum besitzt,
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£(x) besitzt an der Stelle f'(xo) =0

X, ein lokales Extremum. R I

Voraussetzung p Behauptung q
Verneinung

f'(xo) $ 0 f(x) besitzt an der

Stelle X, kein lokales
—* | Extremun.
| 1P

(4) Wenn f'(xo) £ 0 gilt, so besitzt £(x) an der Stelle X, kein
lokales Extremum.

Nach dem gleichen Prinzip soll jetzt aus einer anderen Aussage
(1') eine Aussage (4') formuliert werden. | L

(Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Voraussetzung wieder
mit p und die Behauptung mit q.)

(1') Wenn' zwei Winkel &¢ und /6 Scheitelwinkel sind, so sind
sie kongruent.

Die Winkel & und p gind ¢ und @ sind kongruent.
Schedtelwinkel. R S -
Voraussetzung p Behauptung q
Verneinung
Die Winkel & und /A X und (3 sind nicht
gind nicht kongruent. — o | (keine) Scheitelwinkel.
14 ' p

(4') Wenn zwei Winkel ® und nicht kongruent sind, so sind
o< und [&: keine Scheitelwinkel.

Wir stellen fest, daB aus der wahren Aussage (1') eine neue
wahre Aussage (4') entstanden ist. Daraus ergibt sich die Ver=
mutung, daB man in der beschriebenen Weise aus einer wahren
Aussage in jedem Falle eine neue wahre Aussage gewinnen kann.
Um diese Vermutung zu erhdrten, soll noch ein einfaches Bei=-
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spiel betrachtet werden.

(1") Wenn eine Zahl n durch 6 teilbar ist, so ist sie auch
durch 3 teilbar.
Darstellung in Zeichen: p——=q

(4") Wenn eine Zahl n nicht durch 3 teilbar ist, so ist sie
auch nicht durch 6 teilbar. ’
Darstellung in Zeichen: =1q ———»p

Auch bei diesem Beispiel ist aus der wahren Aussage (1") éine_
neue wahre Aussage (4") hervorgegangen.

Wir wollen jetzt priifen, ob zwischen den am Anfang dieses Ar=-
tikels aufgeschriebenen Aussagen (2) und (3) der gleiche Zusam-
menhang besteht wie zwischen den bisher besprochenen Paaren
von Aussagen.

(2) Wenn f(x) an der Stelle X, kein lokales LExtremum besitzt,
so ist f'(xo) % 0. '

f(x) besitzt an der Stelle io f'(xo) % 0
kein lokales Extremum. R —
Voraussetzung p ' Behauptung q
Verneinung .
f'(xo) =0 _ f(x) besitzt an der
—=| Stelle X, ein lokales
' Extremum.
q AP

(3) Vemn £'(x,) = 0 gilt, so besitzt f(x) an der Stelle x, ein
lokales Extremum.

Aus dem Scheme ist erkenmbar, daB die Aussage (3) zus (2) eben=-
falls dadurch entstanden ist, daB die Voraussetzung p und die
Behauptung d miteinander vertauscht und gleichzeitig verneint
wurden: aus p—— g wurde =1q——==p gebildet. Dabei ist

im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen aus der falschen Aus-
sage (2) eine andere falsche Aussage (3) hervorgegangen. Bevor
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wir unsere Ergebnisse verallgemeinern, soll noch ein nach der

gleichen Methode gebildetes Paar von Ausaagen untersucht werden.

(2') Wenn eine Funktion f(x) an der Stelle x, stetig ist, so
~ ist sie an der Stelle x  auch di!fer@nzierbar.
Darstellung in Zeichen: p—q
(3') Wenn eine Funktion f£(x) an.der Stelle x, nicht differenzier-
bar ist, so ist sie an der Stelle X, auch nicht stetig.

Darstellung in Zeichen: =g =-1p

Wif wollen festhalten, daB es sich in beiden Féllen wieder um
falsche SHtze handelt, denn die Funktion £(x) =|x| 2z. B. ist
en der Stelle X, = 0 zwar stetig, aber nicht differenzierbar.
(Der Definitionsbereich sei die lMenge der reellen Zahlen.)

Die bisher untersuchten Paare von Aussagen sind Beispiele fir
folgende allgemeine GesetzméBigkeit, auf deren Beweis leider
verzichtet werden muB, weil dazu Kenntnisse aus der mathemati-
schen Logik erforderlich sind:

Wenn sich eine Aussage A1 in der Form p —»q darstellen

1liBt, und die Aussage AE aus A1 dadurch gebildet wird, daB
- man die Voraussetzung p mit der Behauptung q vertauscht und

p und q gleichzeitig vermeint, so sind die Aussagen A1 und

A2 inhaltlich gleichwertig.

In Zeichen: p —» q ist inhaltlich gleichwertig — q —»5p

Diese Gleichwertigkeit bedeutet:

Die Aussage Az ist genau dann wahr, wenn A1 wahr ist;

die Aussage.Az ist genau dann falsch, wenn A1 falsch ist.

Dabei ist es vollig gleichgliltig, welche konkrete Bedeutung die
Voraussetzung p und die Behauptung q jeweils haben.

In der Formulierung dieser GesetzmiéBigkeit kann das Vort "Aus-
sage" {lberall durch das Vort "Satz" ersetzt werden. Im Grunde
genommen driicken gleichwertige Aussagen in verschiedener Weise
den gleichen Sachverhalt aus.

Die Bedeutung der inhaltlichen Gleichwertigkeit liegt besonders
in den folgenden zwei SchluBfolgerungen:

« Der Beweis des Satzes A1 kann durch den Beweis des Satzes Aa
ersetzt werden und umgekehrt (d. h. wenn der Satz A2 bewiesen
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wurde, ist damit gleichzeitig auch der Satz A1 begwiesen, und

wenn umgekehrt der Satz A1 bewiesen wurde, ist damit gleich-
zeitig auch der Satz A, bewiesen).

Aus einem wahren Satz der Form p—s=q kann man durch Vertau=-
schen und gleichzeitiges Vermeinen von p und q mithelos einen
neuen wahren Satz gewinnen.

Der von unsg besprochene Fall der inhaltlichen Gleichwertigkeit
ist nur einer unter vielen anderen. Es sel jedoch abschlieBSend
vor dem hiufig auftretenden Fehler gewarnt, daB Gleichwertig-
keit vorliege, wenn man einfach die Voraussetzung p mit der Be=
hauptung q vertauscht.

Im Gegenteil gilt:

p——=q ist nicht inhaltlich gleichwertig q——p.

Zur Illustration verwenden wir folgenden wahren Satz:

Wenn eine natlirliche Zahl n durch 10 teilbar ist, so ist sie
auch durch 5 teilbar.

In Zeichen: p———e=q

Durch Vertauschen der Voraussetzung p mit der Behauptung q ent-
steht der falsche Satz: |
Wenn eine natiirliche Zahl n durch 5 teilbar ist, so ist sie
auch durch 10 teilbar.

Prof. G. Schlosser
FSU - Sektion Mnthe’matik
Bereich Mathematik-l\_‘[ethédik

“..

Losungen

Aufgabe 0 52| PFiir nichtnegat::.ve reelle Zahlen gilt die Unglei=-
chung a+b+c = 3 2Jabc, wobei das Gleichheitszeichen ge=-
nau dann gilt, wenn a = b = c.
Dann gilt speziell fiir a=x>, b= =y> und c-1

x3+y3+1>343x3y31=31y.

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir x> = y2 = 1, d. h.
aber, nur x = y = 1 ist Losung der Gleichung

13+Y3+1=3xy.
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Aufgabe O 53 | Es gilt fiir natiirliche Zahlen x # O

R Ly B TR g
(2x+1)2- 2x(2x+2) 2 2x © 2x+2

. Damit ergibt sich fiir

1. 1 g 1 Tl 1
3 +.oo_+ SEE— S : < _(_'._ - . )
3T (20+41)° 1= (2:!'_+1)E SoT 221 2i+2
= bl 1 _ 1y
e 5 R e S R
o s | = 1 L | 1
R AP SPWIL . &8 G
. S
=7 - T
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Wir entdecken eine neue Eigenschaft der Tangensfunktion

Bléattert man in irgendeinem Buch, das physikalische oder teche-
nische Probleme behandelt, so sto8t man mit Sicherheit auf die
Worte sin, cos, tan, cot. Diese Biicher kann man also nur dann
verstehen, wenn man die Winkelfunktionen und ihre wichtigsten
Eigenschaften kennt.

Wegen der groSen Bedeutung der Trigonometrie in den praktischen
Anwendungen der Mathematik wird dieser mathematische Teilbe-
reich in der 10. Klasse ausfiihrlich behandelt.

Das Wort Trigonometrie bedeutet soviel wie "Dreiecksmessung".
Alle Kenntnisse, die wir heute iiber die trigonometrischen Funk-
tionen und deren Eigenschaften besitzen, sind das Ergebnis einer
5000-jéhrigen Entwicklungsgeschichte.

Ausgehend von einfachen Dreiecksberechnungen fiihrte diese Ent-
wicklung zur Definition der Funktionen sin, gos fir alle reel-
len Zahlen x, der Funktion tan filr alle x £ % + gw, g ganz,
der Funktion cot fiir alle x # g% , g ganz.
AuBer Beziehungen zwischen Winkel funktionswerten bei gleichen
Argumenten, wie z. B. sinzx + cos2x = 1 flr alle x,
tanxecotx = 1 fiir alle x £ g 5; g ganz, die man im Unterricht
kennenlernt, und den "Additionstheoremen™ der Winkelfunktionen:
sin(x = y) = sinx cosy ¥ cosx siny
cos(x = y) = cosx cosy + sinx siny
tM(ny)=%,xﬁg+s7,yiﬁ+s?s

g ganz.

cot(xiv)=%{9&.xs‘sfsyi‘ET,SS&mZ.

gibt es noch eine Fiille weiterer Beziehungen zwischen den Funk~
tionswerten. Alle Formeln, die man in Zahlentafeln oder Formel-
sammlungen findet, lassen sich aus den Definitionen der Punktio-
nen oder den Additionstheoremen herleiten.

Man sollte meinen, daB im Laufe dieser langen Entwicklungsge-
schichte der Winkelfunktionen alle ihre Eigenschaften gefunden
worden sind. Doch das ist nicht der Fall.

Erst vor etwa 30 Jahren fand man, daB die FPunktionswerte der
Winkel funktionen fiir Argumente rh,y r rational, dann und nur

i+ I+
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dann rational sind, wenn r die speziellen in der Zahlentafel
zu findenden Werte annimmt, wie z. B.
ain!-la ain30°=%,

coaf-sinGOoa-%.
tan}- cot §-=1.

Wéhlt man also irgendeine nicht ganze rationale Zahl % , die
nicht zu den Zahlen %- + g, 3 % + g, 3 -& + g, & ganz, gehort, so
sind die Funktionswerte ain% w, coall—gi‘, tax:%l'i‘, oot%-‘-" stets
irrationale Zahlen.

Danach sind z. B. sin %i". cos %T, tan gi‘, oot -ﬁ-i“ irratio-
nale Zahlen.

Zum Beweis dieser Eigenschaften reichen iibrigens die in der
Schule vermittelten Kenntnisae aus. Diese nun bekannte Eigen-
schaft wollen wir hier nicht beweisen.

Im Folgenden geht es darum, einem bisher unbekannten Zusammen-

hang zwischen endlich vielen wohlbestimmten tan-Funktionswerten
und den natiirlichen Zahlen auf die Spur zu kommen.

Hierzu berechnen wir fiir n=1,2,3,4,5,6 den Term
-tan 'AE'-'- + tan g—n?-tangﬁn—-+...+ tan -4-1.3;—1; (%)

Beginnen wir mit n=1.

Hier handelt es sich um die Summe ~tan §# + tan 2# .

Wir wissen, daB tan & = 1 ist. Mit dieser Kenntnis kbnnen wir
tan ﬁ- berechnen.

In der Zahlentafel findet man die Beziehung

sin a
1+co08 a ?

Filr unseren speziellen Fall ergibt das
<" pn R 1 =
tan g = i z = 2 E' = z = 4-2‘(2-.{;)
1+cos ﬁ- 1+ %"? 2+ 'E' 2+ 12)(2- T2)
2(2=12

ta.n-g-= %ﬁ§+g?.88m.

= 2"'1.

Um tan g-fn" zu berechnen, kann man mit Hilfe des Additionstheo-
rems fiir die Tangensfunktion eine Beziehung zwischen tan 3a
und tan a herleiten.
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tan a + fan a
-tan & - tan a !

So folgt aus tan(a+a) =

1=tan"a
Wieder mit Hilfe des Additionstheorems folgt
2tana
- B tan g
tan3da = tan(2a+a) = EanZaa+ 2:25 -tanf:n = :
: o 1= tan a
1=tan™a

- 2tana + tana§1-tanzaz - Stana = tan3a .
1 = tan™a = 2tan“a 1= 3tan™ a
Fir a = g‘, tan gf-‘fE'- 1 ergibt das

- 2-1) . ('l"-1)3 s3Y2-3- (292 3.2 4+ 375-1)
t b =
= % - 3({2-1)2 1 = 3(2-2 92" +1)

=3f2"-_3-_(5~f§'-7)=-2-{§'ﬁ_= -Y2 42 )
1 =3(3=-2+2) -8+6 2 -4 #3712

SchlieBlich wird

~tan ¥ + tan AT = =T 12 +2 _ (V2 +1) (=443 {2)= 2" 42
: -44372 -443 2"
o 4V2 =3-2 -4437 - 47 42
-4 +342

6428 _ 20375 -4) _
3124 312 -4
Fir n=1 haben wir nach erheblichem Rechenaufwand
-tan 'B' ¥ + tan é =2 erhalten.

Wenn wir jetzt an unser Ziel denken, den Term (3€) fiir
n=2,3,4,5,6 zu berechnen, so ktnnte man verzagen, denn der Re=-
chenaufwand wird sich bei unserem Vorgehen sicher von Fall zu -
Fall vergrtBern. Wir haben hier aber auch einen Weg eingeschla=
gen, den kein "richtiger Mathematiker" beschreiten wird. Statt
den zu berechnenden Term niher zu betrachten, nach moglichen
Vereinfachungen zu suchen, haben wir einfach "drauflos" gerech-
net. Um mégliche Vereinfachungen sichtbar werden zu lassen,
konstruieren wir jetzt einen "Einheitakreis“ und Schreiben an
den Eckpunkten des Bogen EA der Lange die Zahl-a an den Eck=




181 Tangensfunktion
E“ : T T
punkt B des Bogens EB der Lénge T die Zahl 7
und achlieBlich an den Eckpunkt des

Bogens EC der Lénge lBL die Zahl %r
Jetzt sieht man sofort, daB

2K - F - Fist (vgl. Abb. 1).
Weil tan(-g -a) = cot a ist, folgt
tanéi'a cot -g. Daher wird
~tan § + tan g & = ~ten § + cot ¥ . Abb. 1

Jetzt wollen wir versuchen, den Term tan a - cot a, a # g % .
& gang, zu vereinfachen. 2

1 1 = cot®a
Eaisttana-cota=m-cotau Got B
In der Zahlentafel findet man d:Le Beziehung

cot 2a = cgtcg '31 ’ a#g% , & ganz, also wird
2 =
‘ t“a
ta.na-cota=21gg ~ -2001:2&,&#55,53&:12.

und dsher
-tang-+cot-8-=200t-5n=2cotﬂ-=2.

Wenige Uberlegungen haben uns also einen langen Rechenweg er-
spart!

Jetzt berechnen wir den Term (3¢) fiir n=2.

Hier wird

-tan-l%+tem-1-g-n -tan-z-u +ta.n-1%ll
=-tan-'6+tan-£'- tan(g Tg-l) +tan(-g -1-51
=-ta.n—6-ll+tan7g.-cot1-gl+cotf6

=-(tan-f6-cot=||%)+(tanTgl-cotf6-)

-

= =(=2cot §) + (-200t 3¥)

= 2(cot g- cot 8T ) = 2 = g.-- cot(# - &) J= 2(cot § - tan B)
= 2(2c0t E) = 4,

Zeige jetzt, daB filr n=3

-tanﬁ+tan£—2-tang-f+tan%g %F-l-tanﬁ;'-

_2(cot-'5+ta.n%- 1) ist! '
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Tm zum Endergebnis zu kommen, haben wir wieder verschiedene
Moglichkeiten: =
Wir kénnen von tan ¢ = }{;auagahend und die Formel

1 = cos a
gin a

Dann erhilt man

oos{ 1-%{;
t&nfz gin{ % 2 1_3-.

und berechnet den Term aus

1
2 [oot % + tan & - 1] 2[2-ﬁ+2-ﬁ- 1] .
Vereinfache den zuletzt erhaltenen Term. Bei zweckmiBiger Um-
formung erhélt man als Ergebnis die Zahl 6.
Man kann aber auch versuchen, cot a + tan a so umzuformen, daB
das Ergebnis keine Summe mehr ist.

Zeige unter Benutzung von Beziehungen, die in der Zshlentafel
zu finden sind, daB

‘tan % = , & #gu , g ganz, benutzen.

-

tana+cota=§1—121—23 iBt,a;Eg-z'-,gganz.

Mit Hilfe dieser Beziehung finden wir

2 cot-lé-+tan-!§-1]=2[ing-1] [—-1]=2(4-1)

Berechne jetzt (pg) fiir n=4, wende alle Dir bakannten mdglichen
Vereinfachungen an. Wenn Du richtig gerechnet hast, muB8t Du als
Ergebnis die Zahl 8 erhalten.

Filhre jetzt die Berechnungen des Terms (J€) fiir n=5 durch, bis
Du zu dem Zwischenergebnis

_tanz&?+tanzgi‘-tanzg-ﬁ'+ tana%ii_- tana%ir+tan1}&|'|‘
-tan%g?+tm1}g?-tan%i'+ tani-g-F

=2 2= . —2 _ .4
sin % sin %ﬁ'
kommst. Beachten wir noch, da8
sin.-,l%- = cos(-g - -f-s-) = GOS8 Ta-'ll_n cos %i"und

sin -1-8- -l-= cos(-a ~ 1-8-?) = 008 %—6‘ = COo8 -'é isat, so kOnnen wir
das erhaltene Teilergebnis schreiben:
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2 2 2 2

2[ain 1'% sin Tg‘.'- 1]= 2[008 %T cos E * 17.
Bei der Weiterfithrung der Rechnung stehen wir jetzt vor dem
Problem, daB der Funktionswert der cos-Funktion flir das Argu-
ment g nicht in der Zahlentafel zu finden ist. Man kann sber
diesen Funktionswert berechnen.
Wir wollen das jetzt durchfiihren.
Wir betrachten dazu ein Bestimmungsdreieck ABM eines regelmi-
B8igen Zehnecks, zeichnen die zur Zehneckseite 840 gehdrende Hohe

- ein und halbieren den Basiswinkel 4 MAB. Bei Benutzung der in
der Abb. 2 gewidhlten Bezeichnungen folgt:

8 r =28
10 10 e . .2 2 2

T T TE,, 81808 =I" - 185 85 + Ty - 17 =0,
Bestimmen wir aus dieser quadratischen

Gleichung die positive L¥sung, so wird

s1o=-§+'fﬁ-+r2=-§+4?ff5r—

RERTS CoERE R 2

=55 - 1.

Hieraus folgt

- 8
cos?2°=cos%n=§;—o=1rr§(€-1)
=i.(-{'5"- 1). Abb. 2

Mit Hilfe der in der Zahlentafel zu findenden Formel
cos 2a = EGosza—1 erhdlt man cosg"ﬂ‘ =" 2co§%‘n’ -1

%(-{'5'-1) =20052§-1
5-1 =8c052§-4
{?+3 asooazg

_'{E—+3 = 2 2cos§
COB§=%-@=%4%=%42€+6-

Setzen wir die erhaltenen Ergebnisse fiir cos -5- und cos -5 " in
un’ser oben erhaltenes Zwischenergebnis ein, so bekommen wir
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g P i SR e 73#?*]

=2__u.L)_ 8Y6 -2 1}
-2 o5

+1
.(-{"-1)( 5 +1)  Yot2 45

- o[ & 1; +1) _ a#é-? 5;1 i 1]
o o, |

2[8 E‘.‘B "48( ;-5-'."1) + 1]= 2(% .|.1) = 2*5 = 10

L}
n

Berechne jetzt den Term (% ) fiir n=6 und n=8 und bestitige,
daB man im ersten Fall die Zahl 12, im zweiten Fall die Zahl 16
erhidlt. ,

Wenn Du Lust hast, kannst Du den Term noch fiir natiirliche Zah-
len n berechnen, die sich in der Form 2k 3e 2k,‘ Se 2k darstel-
len lassen, wobei k eine beliebige natiirliehe Zahl bezeichnet,
Z. B. fir n=3. 2 s N=5-2, nn23.

Schreibe jetzt alle Ergebnisse untereinander und versuche, eine
GesetzmiBigkeit festzustellen.

Welcher Satz konnte gelten?

Formuliere diesen Satz. _

Wir milssen uns jedoch darilber klar sein, daB wir den

Satz: Flir jede natiirliche Zahl n 2 1 gilt

-tan-a-:i;+tan&21?- tan-ggﬁ-+...+ta.niﬁ;—1;=2n

nicht - bewiesen haben. Durch unsere Berechnungen haben wir
nur gezeigt, daB es natiirliche Zahlen gibt, fiir die er gilt.
Filr jede Zahl n kénnten wir ihn gar nicht durch Rechnung be-
stiitigen, das ist schon aus Zeitgriinden ummoglich.

Wollten wir seine Richtigkeit nur fiir alle natiirlichen Zahlen
O0«n £ 10 durch analoges Rechnen wie bisher zeigen, so wiirden
wir bei den Zahlen n=7 und n=9 suf unilberwindbare Schwierig-*
keiten stoBen.
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Flir n=7 wiirden wir nach einigen Umformungen (fiilhre sie durch!)
auf das Zwiaohenergahnia

gy ety

kommen. =3

Die Funktionswerte der Winkelfunktionen flir das Argument i-rin-
den wir aber nicht in der Zahlentafel, sie lassen sich auch
nichz_mehr auf #dhnliche Weise bestimmen, wie wir das z. B. fir
~cos {)l durchfithrten. Khnlich liegt der Fall fiir n=9.
Néherungsweise kinnen wir den Term natiirlich flr jedes gewihlte
n berechnen. Versuch es z. B. filr die Zahlen n=T7, n=9 mit einem
Dir zur Verfligung stehenden Rechenhilfsmittel (Zahlentafel, Ta-
schenrechner).

AbschlieBend sei bemerkt, daB die von uns fiir die Zahlen
n=1,2,3,4,5,6 gefundene Beziehung tatsdchlich fiir Jede beliebi-
ge von Null verschiedene natiirliche Zahl gilt.

Zum Beweis bendtige ich aber mathematische Hilfsmittel, die
nicht mehr zum Schulstoff gehdren.

Dr. Gisela Vetter

Mitarbeiterin der Sektiori Mathematik
Humboldt Universitat Berlin

- WETHNACHTSAUFGABE — WEIHNACHTSAUFGABE — WEIRNACHTSAUFGABE - W

Wenn zum 4. Advent die letzte Kerze des Adventkranzes angeziindet
wird, ist es meist so, daf nicht alle 4 Kerzen gleichzeitig ub-
brennen. Ist der gleichzeitige BremnschluB unter folgenden Be-—
dingungen méglich:

1. Die 4 Eerzen sind zylindrisch, haben gleichen Durchmesser,
gleiche Lénge, sind aus dem gleichen Material (4. h, sie
haben gleiche Brenndauer). :

2, Die Brennzeit zu allen 4 Adrenten ist gleich.

3. Es diirfen innerhalb der Brennzeit keine Kerzen geldscht
bzw. andere angebrannt werden.

Man gebe eine allgemeine Ldsung fiir n Advente (n Kerzen) an!
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Annonce (gilt immexr)

Suchen: Y Wurzel - Titelbilder zu folgenden Themen
- Mathematiker Gestern und Heute
= Mathematiker in der Praxis
- verschiedene Teilgebliete der Mathematik
= Studenten und Jena

Bieten: fiir jedes vertffentlichte Titelbild einen
Biichergutschein :

_ Redaktion

Ubrigens freuen wir uns auch iber Artikel, in denen Ihr

Euch bzw. Bure Arbeitsgemeinschaft vorstellen kémnt.

Losungen

Aufgabe O 54/ In einer arithmetischen Reihe gilt fiir das Ele=-
ment & = a, + (n=1) - d.
Also ist
a, + ag +a,, +a,.

= 4a1 + 3d + 7d + 114 + 154
= 4&1 + 36d = 2240

Fiir ganzzahlige positive a, und d erh&lt man d=1 und
B1=22.
Die Summe der ersten 19 Glieder ist dann

: 8
d i+19 - 8,
i=

=d 90 + 19 - 8y
= 90 + 19 « 22 = 530,
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Preissufgaben

Preisaufgaben

P 61

Man beweise, daB flir alle ganzen Zahlen x,y,z, die
paarweise voneinander verschieden sind, und fiir alle
natiirlichen Zahlen n der Ausdruck =

xll n zI.'I.

-y (x=2) (%) (y-2) (2-X) (2-3)
ganzzahlig ist!

e

P 62

—

Sei 81y 8py Bgpece eine Folge natiirlicher Zahlen, fiir
die folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) a =1

2) Pur alle k gilt a, £ T+a,+a 4., .48,
Man zeige, dafl dann fiir jJede natiirliche Zahl n eine

endliche Teilfolge 8 ....nk existiert mit
1 f(n)

n=a +:..48

ky K¢ (n)

P 63

Seien u und v genze Zahlen, ftir die I|u+uv+ve gilt.

Man beweise, daB dann 3 sowohl Teiler von u als auch
von v ist.

S

Man finde das Maximum des Ausdrucks
z=|a1—1|+Ia2-2|+...+ian-nl ;wobei (31....,an)
alle Permutationen der natiirlichen Zahlen durchléuft.

-

Sel n eine natiirliche Zahl., Wir betrachten die Menge
aller geordneten Paare natfirlicher Zahlen (u,v),
deren kleinstes gemeinsames Vielfaches n ist. Man
zeige, dafl die Anzahl dieser Paare gleich der Anzahl
der positiven Teiler von n® ist.

P 66

®

Ha ropasoHTanbHO! NNOCKOCTE H3 TPEX TOYSK, OTCTORIMX
OT OCHOBAHMA DPARAWOAWTEeHHHW Ha paccTosmme 100, 200,
300 M, m3uMepHI® yIroJd, MOX KOTODHM BHAHA AHTEHHA.
lBMepeHHHE yI'JW B CYMME COCTABJNALT 90°. Yeuy paBHa
BHCOTA GHTEHHHT

EinsendeschluB: 1, Marz 1984
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Einige Gedanken zum Lésen geometrischer Konstruktionsaufgaben
Geometrische Konstruktionsaufgaben sind so alt wie die Beschdf-
tigung der Menschen mit Geometrie iiberhaupt.

Aufgaben, die noch heute allgemein bekannt sind, reichen bis in
die Zeit zuriick, da sich im alten CGriechenland die Entwicklung
der Geometrie zu einer systematischen Wissenschaft vollzog. Wir
erinnern dabei an die Quadratur des Kreises, die Verdoppelung
des Wiirfels oder an die Dreiteilung des Winkels.

Im Altertum verwendete man zum Lisen geometrischer Konstruktions-
aufgaben hauptsichlich Zirkel und Iineal und die Berilhmtheit der
genannten Aufgaben hingt damit zusammen, daB sie mit Zirkel und
Lineal niocht ldsbar sind. Heute ist es im Schulunterricht Ub=-
lich, neben Zirkel und Lineal ohne MeS8skale auch das Lineal mit
MeS8gkale, das Zeichendreieck, die Parallelenschablone und den
Winkelmesser zum Konstruieren zuzulassen.

Dadurch wird zwar das durch Zirkel und ILineal abgesteckte Feld
von Konstruktionsaufgaben erweitert, aber es iast ja nicht einzu-
sehen, warum man, nachdem man in unteren Klassen z. B. Strecken
und Winkel gemessen und Strecken und Winkel von vorgegebener
GroBe gezeichnet hat oder nachdem man Parallelen und Senkrechte
unter Verwendung des Zeichendreiecks oder mit Hilfe der Paralle-
lenschablone konstruiert hat, mit einem Mal wieder auf diese
Zeichenhilfsmittel verzichten soll. Eine gridBere Genauigkeit
wird mit Zirkel und ILineal allein sicher nicht erreicht, im Ge-
genteil!

Das schlieBt nicht aus, daB gelegentlich auch Aufgaben gestellt
gein kdnnen, die nur unter Verwendung genz bestimmter Zeichen=-
hilfsmittel, z. B. Zirkel und Lineal, geldst werden sollen.

Die Meinungen iiber den Wert geometrischer Konstruktionsaufgaben
sind unterschiedlich. Unbestritten ist aber, daB geometrische
Konstruktionsaufgaben ausgezeichnet geeignet, vielleicht sogar
unentbehrlich sind, um geometrisches Wissen zu festigen. Das IG-
gen einer solchen Aufgebe ist aber nicht nur ein Priifstein fir
die Anwendbarkeit des Wissens, sondern verlangt zugleich auch
Phantasie und Kombinationsfaéhigkeit.

Es gibt keine allgemeine Methode, nach der jede geometrische
Konstruktionsaufgabe auf rein geométrisohem Wege geldst werden
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kann. Aber es gibt verschiedene Methoden, die man beim Lbsen

anwenden kann und deren Kenntnis das Vorgehen beim Lisen er=
leichtert.

Eine Methode, die hdufig Anwendung findet, ist die Methode der
Bestimmungslinien (Methode der geometrischen Orter).

Bei vielen Aufgaben geht es darum, einen Punkt zu bestimesn, dexr
bestimmte Bedingungen erfiillt.

Beispiel 1 _
In einem Dreieck ist ein Punkt zu bestimmen, von dem aus die

3 Seiten gleich groB erscheinen (unter gleichen Winkeln gese-
hen werden).

Andere Aufgaben, in demen z. B, die Konstruktion einer geometri-
schen Figur verlangt wird, lassen sich auf die Konstruktion
eines Punktes oder einer Folge von Punkten zuriickfiihren.

Beispiel 2 ;
Es ist ein Dreieck aus folgenden Stiicken zu konstruieren:

b, hb (Hohe auf der Seite b), 8y (Seitenhalbierende von b)

(8 >hy)e

Die Aufgabe ist geltst, wenn die drei Eckpunkte des Dreiecks
bestimmt sind. Durch die Seite b sind die Punkte A und C be=-
stimmt und damit reduziert sich die Aufgabe auf die Bestimmung
des Punktes B.

Beigpiel 3

Es ist ein Viereck aus folgenden Stiicken zu konstruieren:

a, b, e, f, S 3 l ;

Diese Aufgabe 188t sich auf die Bestimmung von zwei Punkten zu=
riickfithren, Mit AB = & sind A und B bestimmt; gesucht sind C
und D.

Wie man leicht erkennt, ist das nicht die einzige Mglichkeit,
die Aufgabe auf die Konstruktion von zwei Punkten zuriickzufiih-
ren. Es ist auch eine Reduzierung der Aufgebe auf die Bestim~
mung der Punkte A und D bzw. B und D moglich.

Prinzipiell geht man bei der Zuriickfilhrung einer Dreiecks~ oder
Viereckskonstruktion auf die Konstruktion eines Punktes (bzw.
einer Tolge von Punkten) so vor, daB man unter den gegebenen
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Stllocken eines auswahlt, wodurch (moglichst) zwel der gesuchten

Punkte bereits bestimmt sind. (Das ist z. B. bei der Konstruk-
tion eines Dreiecks eine Seite und bei Viereckskonstruktionen:
eine Seite oder eine Diagonale.) AnschlieSend suchi man anhand
der ilbrigen gegebenen Stilcke und der Eigenschaften der zu kon=-
struierenden Figur fir jeden Punkt Bedingungen, die er entspre-
chend der Aufgabenstellung erfilllen muS.

Dabel geht man folgendermaBien vors:

Man betrachtet eine Bedingung und 1#B8t die {ibrigen zuniichst un-
berticksichtigt. Nun priift man, ob sich aus dieser Bedingung
eine Bestimmungslinie fiir den gesuchten Punkt ergibt.

In gleicher Weise verféhrt man mit der zweiten Bedingung. Hat
man so zwei Bestimmungslinien fiir den gesuchten Punkt gefunden
(es missen Geraden oder Kreise sein), so bildet man den Durch-
schnitt dieser beiden Punktmengen, da der gesuchte Punkt sowohl
die erste als auch die zweite Bedingung erfiillen muf.

Sind beide Bestimmungelinien Geraden, so erhilt man eine ISsung
mit Ausnahme des Falles, da beide Geraden parallel verlaufen.
Sind die Bestimmungslinien zwei Kreise oder ein Kreis und eine
Gerade, so besitzt die Aufgabe zwei LOsungen, wenn beide einan=-
der schneiden, eine L®sung, wenn sie sich berithren und keine Lo=-
sung, wenn die beiden Bestimmungslinien keine gemeinsamen Punke-
te besitzen.

Wir erléutern das Gesagte am Beispiel 2.

Planfigur

Durch AC = b sind nicht nur die beiden
Punkte A und C bestimmt, auch der Mit=-
telpunkt D der Seite b 1&B8% sich leicht
finden.

Der Punkt B muB8 folgende Bedingungen erfiillen:

1. B hat von AC den Abstand h,,
2. B hat von D den Abstand Sye

Aus diesen Bedingungen ergeben sich folgende Bestimmungslinien:

1. Das Parallelenpaar zu AC im Abstand hb'
2. Der Kreis um D mit dem Radius By
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Unter der Voraussetzung Ebjrhb schneidet der Kreis das Paralle-

lenpaar in 4 Punkten, d. h. der Durchschnitt beider Punktmengen
besteht aus 4 Punkten.

Es f&llt nun nicht mehr schwer, in Anlehnung an diese Uberlegun=
gen zur Losung die einzelnen Konstruktionsschritte festzulegen.
Meist stellt man die tberlegungen zur Losung nicht so auatiihr-
lich dar und gibt nur die Bestimmungslinien fiir die gesuchten
Punkte etwa in folgender Form an. Wir zeigen das am

Beisgiel 3

Planfigur ([ Losungsplan
) ~ Durch AB = a sind die Punkte A und B
begtimmt.

Der Punkt C liegt auf

1. dem Kreis um B mit dem Radius b

2. dem Kreis um A mit dem Radius e.

Der Punkt D liegt auf ,

A 1 dem Kreis um B mit dem Radius f

2. dem Kreis iiber AC als Sehne und
§ als Peripheriewinkel,

Gelegentlich geht man auch so vor, daB men statt von einem eine
zigen gegebenen Stiick und den dadurch bestimmten Punkten von
einer leicht zu bestimmencden Teilfigur ausgeht und dann die ge=
suchte Figur punktweise ergénzt. In diesem Falle muB man er-
kennen, welcher Teil der gesuchten Figur gich aus den gegebenen
Stlicken auf einfache Weise konstruieren 1léBt. Meist handelt es
sich darum, daB ein Teildreieck nach einem der Kongruenzsitze
begtimmt ist. (Letztlich 1ldBt sich aber auch die Konstruktion
der Teilfigur auf die Konstruktion einzelner Punkte zuriickfiih—
ren. )

Beispiel 4

Es ist ein Sehnenviereck aus folgenden Stlicken zu konstruieren:
a,, e, £. (£9a)
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Iosungsplan

Das Teildreieck ABD ist aus a, & und
£ konstrulerbar (ssw).

Damit sind die Punkte A,B und D be-

stimmt.

Der Punkt C liegt auf

1. dem Umkreis des Dreiecks ABD

2. dem Kreis um A mit dem Radius e.

Zum SchluB noch zwei Aufgaben zur Ubung.

1. Gegeben sind zwei Kreise k, (M, 3 r1) und k, (M, ; r2) sowie
die Winkel &, und °t2
Gesucht ist ein Punkt, von dem aus k1 unter dem Winkel 0(1
und k2 unter dem Winkel & 2 gesehen wird.

2. Es ist ein Dreieck aus ha.' 8y und r (Radius des Umkreises)
zu konstruieren.

Karl Lemnitzer
Mathematik-Methodik, FSU Jenao
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