.....
ooooo
.
e -
.....
ee. -
.....
LLES ]
ea+9
lllll
. &

o= L
.....
LT EJ
o8
.....
[ LR

o8 ®
.....
.

Riind um dis Worss!

Jayy Jaom 14012 - iy

- e

.....
-
™ -

.....

® =0

=0®

.....

OOOOOO
.....

. =
.....

.

*8 9
.....
9 @®

o9 @
.....
.

't

t

o ®
ooooo
00000
ooooo
.....

. o

B

LA L]
.....
L L L3

e @
....
e o0

_'1

pRIMpapony  [32IAM 319

s
.....
L ]

o8 @
.....
.

% =
OOOOOO
. -

.........................................
..........................
es

WURLZEL

zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

\P[@Jnnq'sm | \lu@ uyez

---------------------------------------------------------

---------------------------

Herausgegeben vom
jugendobjeki Studienvor-
bereitung-Studienwerbung
der Sektion Mathematik
an der Friedrich-Schiller-
Universitdt Jena

18. Jahrgang

Sonderpreis fiir DDR:
020 M



Auf ein neues! 2

Das neue Jahr steht im Zeichen des 35, Jahrestages der Griindung
unserer Deutschen Demokratischen Republik, Allerorts wird
resimiert. Wir hoffen, daB auch unsere Arbeit etwas dazu bei-
trégt, deB diese Bilanz positiv ausfallen wird.

Natiirlich kdnnen wir liéngst nicht mit allem zufrieden sein,

Die versténdliche Darstellung interessanter Fragen und Grund-
begriffe der Mathematik ist kein einfaches Problem. Wir sind
bemiiht, in den- Artikeln nur Schulkenntnisse vorauszusetzen,

Der Phantasie und dem Einfiihlungsvermdgen unserer Leser wollen
wir keine Grenzen setzen, eher setzen wir sie zu einem bestimmten
Grade voraus. Natiirlich ist unser Ohr immer offen fiir die Hin-
weise und Vorschlige unserer Leser zur Verbesserung der
Gestaltung der "Wurzel™} Wir freuen uns besonders iiber Artikel,
die uns unsere Leser zur Verdffentlichung schicken,

Wir wollen aber an dieser Stelle auch daran erinnern, daB die
"Wurzel" keine populirwissenschaftliche Zeitschrift sein kann
und sein will! Jeder Leser muB also auch ein Quantum FleiB
investieren und die Artikel durcharbeiten, wenn er den Inhalt
verstehen will,

In diesem Jahr wollen wir wieder einige Beitrige iber im
Mathematikstudium behandelte Gebiete veroffentlichen, iber

die Arbeit des Jugendobjekts "Studienvorbereitung-Studien-
werbung" informieren, Mathematikaufgaben und interessante
Probleme sollen nicht zu kurz kommen.

Wir wiinschen allen unseren Lesern ein erfolgreiches Jahr
: 1984

viele persdnliche Erfolge sowie viel Freude und Gelingen

bei der Beschéftigung mit der Mathematik,

Die Redaktion der Wurzel
Poowor foneohson ansy

Thomas dermann
Chefredakteur
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Irrationalitdtsbeweise

Bekanntlich heiBt eine reelle Zahl genau dann irrational, wenn
sie nicht der Menge der rationalen Zahlen angehdrt, sich also
nicht als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen 1¥B8t. Die
Existenz irrationaler Zahlen wurde bereits in der Antike und
zuerst in der Geometrie bemerkt. Man entdeckte némlich, daB das
Verhiltnis zweier Strecken nicht notwendig rational sein muS.
Solche inkommensurablen Streckenpaare (z.B. Seite und Diagonale
eines Quadrates) zeichnen sich folglich dadurch aus, da8 es un-
mdglich ist, eine Vergleichsstrecke s derart anzugeben, daB die
betrachteten Strecken beide ganzzahlige Vielfache der Strecke s
wdren. Diese Entdéckung, die viele Fachhistoriker dem Pythago-
rder Hippasos von Metapont (um 450 VeU.Z.) zuerkennen, war fiir
die weitere Entwicklung der Mathematik von groBer Tragweite und
stellte die Gelehrten des Altertums vor grundsédtzliche Probleme.
Als Vertreter einer anschaulichen Wissenschaft orientierten sie
ihre Anstrengungen auf die Beherrschung der inkommensurablen
Strecken, der Beherrschung des Irratiomalen in der Geometrie.
Die irrationalen Zahlen als selbsténdige mathematische Objekte,
entkleidet aller geometrischer Hillen, erlangten erst sehr viel
spé&ter Anerkennung und volles Biirgerrecht. Erst im vorigen Jahr-
hundert, nachdem die unendlichen Prozesse ihren Siegeszug in
der Mathematik angetreten haetten, war die Zeit reif fiir eine
modernen Anspriichen genligende Theorie der Irrationalzahlen.

Das an dieser Stelle interessierende Problem, tiber die Irratio-
nalitét einer gegebenen reellen Zahl zu entscheiden, ist auch
heute noch im allgemeinen mit erheblichen Schwierigkeiten ver-
bunden, in vielen Fdllen sogar ungeltst. Anliegen dieses Arti-
kels kann es deshalb lediglich sein, dem Leser einen Einblick
in die reizvolle Methodik der Irrationalitédtsbeweise zu vermit-
teln und einige einfachere Beweisverfahren vorzustellen.

1. Algebraische und transzendente Zahlen

Unter einer algebraischen Gleichung vom Grad n versteht man

eine Gleichung der Gestalt

aoxn + a1xn"1 * oo +8 =0



Irrationalitétsbeweise 4
mit ganzzahligen Koeffizienten 84184s-eey8, und a5 $ 0. Geniigt
eine reelle Zahl j einer algebraischen Gleichung, nennt man g
selbst gleichfalls algebraisch. Aber nicht jede reelle Zahl ist
algebraisch. Es gibt auch solche (z.B. e wnd "), die nicht Io-
sung einer algebraischen Gleichung sind. Zahlen dieser Art hei-
Ben.tranazendent. Die Menge R der reellen Zahlen zerfillt dem-
zufolge in die Klasse der algebraischen und die Klasse der
transzendenten Zahlen.

- Die algebraischen Zahlen gestatten noch eine feinere Untertei-
lung. Man sagt,g'ist eine algebraische Zahl n-ten Grades, wenn
seine algebraische Gleichung vom Grad n befriedigt, aber nicht
Wurzel einer algebraischen Gleichung geringeren Grades ist. Im
weiteren bezeichnet An die Menge aller algebraischen Zashlen vom
festen Grad n (n=1,2,3,...). Wie sich noch zeigen wird, ist kei-
ne dieser Mengen leer. Man erkemnt fermer unschwer, dabB A1 mit
der Menge Q der rationalen Zahlen identisch ist.

Zusammenfassend ergibt sich die nachstehend skizzierte Klassifi-
zierung der reellen Zahlen:

r

Klasse der alge-
braischen Zahlen

DX e

///4’1/ ALrrres

¥’

Der schraffierte Komplex des Schemas kennzeichnet hierbei die
Gesamtheit der irrationalen Zahlen.

2. Die Methode der Wechselwe e

Die dltesten bekannten Irrationalitéitsbeweise stiitzem sioh auf
das Prinzip der fortgesetzten Wechselwegnahme. Diese Methode,
die eine zentrale Rolle in der griechischen Mathematik gpielte,
verdient wegen ihrer Niltzlichkeit nicht nur aus historischer
Sicht Beachtung. '



5 Irrationalitétsbeweise
Der Nethode der Wechselwegnahme llegt ein denkbar elnfacher Al-

gorithmus zngrunde. Gegeben seien zwei positive reelle Zahlen
f) und!.l mit!o )!1-, etwa die ILinge zweier Strecken. Von der
grtBeren subtrahiert man zunidchst sooft die kleinere der beiden
Zahlen, solange die erhaltene Differenz den Wert w:mj1 nicht
unterschreitet. Nach n, Subtraktionen ergibt sich alsdenn eine
Differenz 12 "!0 - n1}1 mit der Eigenschaft O# ; > d'!.]. Ist

o = 0, ist das Verfahren bereits beendet. Ist jzapo, wird der
soeben beschriebene WegnahmeprozeB mit!.| und 12 wiederholt. In
dieser Weise fortfahrend erhilt man

fo"n1.’1+j2 :11: gigz‘{v .
%; = :;‘}; +§Z mit 0< 5:‘_’;’

Ob dieser Algorithmus nach endlich vielen Schritten einmal ab-
bricht oder nichi, héingt einzig und allein von der Qualitit des
Quotienten j 0:11 ab. Es gilt

Satz 1: |Der Algorithmus (1) bricht genau dann nach endlich
vielen Schritten ab, wennjozj1 rational ist.

Beweis.,

Der Beweis wird sich entsprechend der beiden im Satz formulier-
ten Behauptungen, daB die Rationalitét vonj0=‘f1 sowohl eine
notwendige wie auch hinreichende Bedingung fiir das Abbrechen
des Algorithmus ist, in zwel Teile gliedern. :
Angenommen, der Algorithmus sei abbrechend und bestehe aus k
Gleichungen, was gleichbedeutend mit

jo’ i1’ ’j k41 = O

ist. Dividiert man nun diese k Gleichungen in der Reihenfolge
durch j1'.f2""' X und setzt zur Abkiirzung

a =j'm_1=!m (m=1,2,...,k),

so ergibt sich aus (1)

i 1
U =8 F gy B Ty tgm s O 7. (2)

Die letzte dieser Gleichungem besagt, daB q, ganzzahlig ist.
Folglich ist 1:q, rational und nach der vorletzten Gleichung
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auch q, _,. Analog die anderen Gleichungen (2) rlickwirts durch-
laufend gewinnt man schlieBlich aus der Rationalitét von q, die
von q,. Also kann der Algorithmus nur dann abbrechen, falls der
Quotient a, =jozf‘ rational ist.

Jetzt widre noch zu zeigen, daB andererseits die Rationalitit
von q, auch tatséichlich stets den Abbruch des Verfahrens be-
dingt. Offensichtlich &ndert sich an der Endlichkeit oder Unend-
lichkeit des Verfahrens nichts, wenn man s&mtliche Gleichungen
(1) mit derselben reellen Zahl§? O multipliziert, mit anderen
Worten, den Proze8 der Wechselwegnahme mit gjo _und’j1 aus-
flihrt. Diese einfache Uberlegung gestattet es, unter der Vor-
aussetzung q1¢. Q ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a priori

IO und g 4 8ls positive ganze Zahlen zu betrachten. Dann miissen
aber auch die nach!olge_nd gebildeten Ditfemnzeniz.jj.j 1eee
ausnahmslos ganzzahlig sein. In Verbindung mit der Ungleichungs-

kette
§1> §2> fja cee 2 0

folgt hieraus ummittelbar, daB der Algorithmus nach endlich vie-
len Schritten seinen Abschlu8 findet. Damit ist der Satz 1 voll-
stdndig bewiesen.

Nach der Bereitstellung dieses fundamentalen Setzes soll nun die
Methode der Wechselwegnahme an einem ersten konkreten Irratio-
nalitétsbeweis demonstriert werden.

Satz 2: ﬂist irrational. Genauer gilt -fé" Az.

Beweis. '

Es sei ABCD ein Quadrat der Seitenlinge ‘1 und! die Liénge der
Diagonalen AC, die sich nach Pythagoras zuso = 1/5' berechnet.
Die Seite des Quadrates wird von C aus auf der Diagonalen abge-
tragen und im Endpunkt B1 der abgetragenen Strecke das Lot er—
richtet, welches XU im Punkt C, sohneidet. Trigt man anschlie=

Bend noch E.' 1.r'¢>::t'-.(}.I auf l-c'1 ab, erhdlt man den Punkt 132. Dann
ist

fo = j1 + |AE1| mit 0¢<§, = 135,1< L,
£ - 2§, + 14B,| mit 0¢ § 5 = I15,< g2
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D ¢

o

fl\“\\\ ‘\{\\.\\l‘\‘\“\r\\\\.\hm

Hierbei bezeichnet E., die Lénge der Strecke A_.'B.l usw., Wie man
leicht feststellt, ist das Dreieck .&1?.1]?.2 dem Dreieck A]E'.B1 dhn-
lich (der Nachweis sei dem Leser als Ubung Uberlassen), das er-
stere also nur eine verkleinerte Ausgabe des letzteren. Der oben
beschriebene und nach dem Prinzip der Wechselwegnahme vollzoge-
ne Konstruktionsprozes reproduziert somit bis auf einen gewis-
sen Ahnljchkeitsfaktor die Ausgangssituation, ist folglich un-
begrenzt theoretisch fortsetzbar. Der praktischen Ausfithrung
der Konstruktionsschritte sind selbstversténdlich durch die re-
gelmiifige Verkleinerung zeichentechnische Grenzen gesetzt, was
Jedoch fiir den Beweis vollig bedeutungslos ist. Die Tatsache,
daB dieser Konstruktionsalgorithmus nicht abbriocht, ist nach
Satz 1 unvertriéiglich mit dem Rationalsein vonf :51 -'/2.‘. '{?
ist daher irrational. Da remer-/?wsung der algebraischen
Gleichung '

12 -2 =0

ist, 148t sich das Ergebnis zu ﬁ & A2 prézisieren.
Die Methode der Wechselwegnahme kann natiirlich auch rein arith-

metisch realisiert werden. Setszt man,o ='I?und S1 =1, so fin-
det man zundchst
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§o=8. Y, nit0€y, =¥7- 1<,
§1 =20 +§;mit o€, =3 - 25¢q,.
Wegen§3 =3=292"= @2~ 1)2 =s§ erhtlt man alsdann mithelos
die dritte Gleichung des Algorithmus aus der zweiten durch Mul-
tiplikation mit§2' Jede weitere Gleichung unterscheidet sich
von der jeweils vorangehenden nur durch den Fa.ktorsg. Das ist
jedoch keineswege Uberraschend, wenn men sich des Satzes iiber
die Seitenverh#ltnisse #&hnlicher Dreiecke im Zusammenhang mit
der vorigen Beweisvariante erinnert. Der logische Schluf asuf
die Irrationalitédt von1f§'errolgt abermals vermdge des Satzes 1.

Es soll abschlieBSend nicht unerwiihnt bleiben, daB der auch als
Euklidischer Algorithmus bekannte ProzeB der wiederholtem Wech-
selwegnahme anderweitig sehr niitzlich ist. So leistet er bei
der Bestimmung des griBten gemeinsamen Teilers zweier ganzer
Zahlen vorziigliche Dienste und bildet die Grundlage der in der
modernen Methematik wichtigen Theorie der Kettenbriiche.

Dr. Lothar Schnabel

: Bereich Theor. Mathematik
Fortsetzung folgt! FSU Jena

Preisaufgaben

Q 1 Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion

2. n

- s

n/m :
fiir ganzzahlige m (m > 1) und beweise, daB sie keinen

groBten Wert hat. Dabei bedeutet E;ﬁ n die Summation

ifber alle Zahlen n, durch die m teilbar ist.




9 Preisaufgaben

In der Ebene sind die zwel Punkte A und B fixiert. Man
beweise, daB der geometrische Ort aller Punkte M, die

der Bedingung 2Ai2 + Tllia = A_32 geniigen, ein Kreis mit

dem Durchmesser AC ist. C ist ein auf der Strecke AB lie-
gender Punkt, fiir den %g =2 gilt.

Man beweise: Ist E metrischer Raum mit der Metrik 4, so
gilt fir je zwel Paare von Punkten x, x'; y, y' € E die
sogenannte Vierecksu.ngleichung '

la(x,y) = alx*,5')| = a(x,x') + A(y,¥') .

Q 2

Q 3

Q 4 Gegeben seien n Geraden in der Tbene, von denen keine

' zwel parallel sind. Es ist bekannt, da8 durch den
Schnittpunkt von je zwel Geraden noch eine dritte
Gerade geht. Man beweise, daB alle Geraden durch einen
Punkt gehen!

Q 5

Q 6

HemTit pemeHWe CHUCTEMH B 00NacTy XeltCTBUTEIBHHX YMCeN:
Va -x - Vy - x

\'F2
Vb - X + yv-x =Yy

a,b - IZeHCTBUTENBHHX YHCIA .

[lpn xaxWX 3HAVEHWAX X W y BHpPaXEHME

(2cost + %—cosx-cosy)-coﬂx-cosy + 1 + cosx - cosy + cos2t
IONORATENBHO NP BCEX 3HAUeHMAX 7

YxasaTs, I'le Ha KOOPAMHATHOH IIOCKOCTH DPACIOJOXKEHH

TOYKM (x,y), YZAOBIETBOpAhiMe STQMY yCIOBMD.

EinsendeschluB 31. Mérz 1984
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Lésungen

(P 3)

Da keine Formel zur Verfiigung steht, die uns den Funk=-
tionswert von tan ¥ aus unseren Angaben sofort liefert,
geataltet sich seine Berechnung etwas langwierig.

Zuerst wollen wir die verwendeten Formeln angeben:

(1) ven e TREL
(2) cosd, .VJ&%‘

(3) 8in 2 «f = 28in o cosl
) (4) sin24(, + cos%l = 1

Da der Winkel & zwischen 0°¢< & < 45° liegt, kdnnen
keine Vorzeichenumschlige bzw. Divisionen durch Null
auftreten.

sind + cos & = 4—;_—'
sin® @ + 2sin A cos A+ cos?d, =-%

(nach 4) 2sin olcos d = %

(nach 3) gin2 d = %

(nach 4)  sin® 2 d+ cos’2d = 1
cos 2ef =

(nach 2) cos d. = VHO 2 <

(nach 1) tan & = 1-0,2 +1)
2 140,25(07 +1)

e,
tm%:'@‘
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tan %’: 11-

tan-g'= 1252-3

P 5) | 1. Zuerst wird gezeigt, daB 4/511rrational ist (analog
zum Schulstoff).

2. Beweis der Aufgabe indirekt:
Annahme : ébﬁ?-.p + q,f;? mit p,q,r rational,
| 20,
Eg ergibt sich

2 = p? = 3pg®r = q-fF(3p2 + a°r),

2
4?:2_‘23;25.9_1’ " (4).

q-(3p° + q°r)

Zur Rechtfertigung dieser Division ist die {herle-
gung (*) notwendig:

a) q = O:wiirde /7 = p und somit 37 rational bedeue
ten, also hier schon einen Widerspruch er-
geben.

b) q 4 O:Wegen r >0, q%> 0 und 3p2 2 0 gi1t
a-(3p° + q°r) $ O,
Gehen wir zu (+) zuriick: .

Auf der rechten Gleichungsseite stehen nur rationale
Ausdriicke, also muB auch -f;'rational sein.

‘Hieraus folgt 2/5‘: P + q-i?" mit p.q,i?’ rational,
und somit ist 42" rational,

Dies ist ein Widerspruch zu dem unter 1. Bewliesenen.

(P 8) | b
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Nach Definition des Tangens gilt:
(1) ten2d =2 und

X
(2) ten d =32 .
Durch Umstellung erh&lt man:
(3) h=xtan 2d und
(4) hﬂxatand: .
‘1-tend
Durch Einsetzen von (2) in (4) folgt
ok
(5) h.x_'LhE-
; 7 -
¥
Man dividiert (5) durch h und stellt die Gleichung wie
h 2
1- =2 X =
72 y
Nach einer Multiplikation mit yz erhdlt man
o =h?=2x5 .
Nun eliminiert man h:
h? = y° - 2 xy und
—1
(6) h aefy? -2xy -

Nach der Definition des Tangens und einfachen Umstel-
lungen erhilt man:

(o]
1) mﬂEL.%_ . a__ und
180°- ¢ b b
B t = ’ = .
el . = = 180°- &

2 tan :
_ !
~ (7) und (8) eingesetzt in (6) ergibt:

a=2b !

& .
- . oder
180°- @ 180°- ¢

h =




1% Losungen

Das Volumen der Pyramide berechnet sich wie folgt:

N o &tb
Vaxieyrh mitA, Trap = 2 Dprap’
1 ,8+b
V = '3- (T)(xﬂr) h .

Wir setzen Gleichungen (7), (8) und (9) ein, bekommen

- 1 (B.'I'b) 3(&-213)
2 tan o 2 tan 180°-

und erhalten somit das gesuchte Volumen:

vV = §a+b 2219.23-21:5

0
24 tan? 1895=€

SIS oEmEaaESESmsoEmIDas

P 9) | Zun#ichst benutzt man, daB das geometrische Mittel zweier

positiver Zahlen nicht grtBer als ihr arithmetisches
Mittel ist,

%Ik+z&k (1).

Die Behauptung wird nun mit vollstiéndiger Induktion be-
wiesen.

Piir n=1 erhilt man die Behauptung, indem man in (1)
k=1 setzt.
Es gelte nun

legx, +eeot a_x, | £ ‘ (x +...+—x§_1) +

+ i-(a1 teoet a§_1).
Addiert man dazu (1), so ergibt sich

|a1x1 tesot By X | + |akxk[ & % (z? tooot xﬁ) +
+ f (a? +eeet aﬁ).
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Nach der Drelecksungleichung ist aber

|a4xy +eeot 8.7 | £ lajx, +eo0t LD I+ leex | »

womit die Behaupbtung bewiesen ist.

(P 12)

Sei BO - Seitenhalbierende im Dreieck 4 ABC. Wir er-
ginzen das Dreieck A ABC zu einem Parallelogramm ABCD

(siehe Zeichnung). Dann
folgt aus den Dreiecksun-
gleichungen im Dreieck 4 BCD
2 501 €|5G| + | Cdl una wegen
IcDl = |KBI gilt

|50l < 1Bl 4 15¢)

Aus den Dreiecken 4 AOB undgBOC erhselten wir

|50l +-'%1 >,A-33' wd |B0| +-'£§L »I5C] .

— e e o
- Daraus folgt Iso| > ABl_+ | el - _I%QL , q.e.d.

EP 13) |

b1=m; b2=m
o B g
¢ = AB; a = BC;
b = AC

Wir verwenden im weiteren den folgenden Satz:
Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die

Gegenseite im Verhidltnis der beiden anliegenden

Seiten,

Dieser Satz wird von uns auf die Dreiecke ABN, ABM und

ABC angewendet.
S50 erhalten wir:

BO : 0N =MB : AN =1 : (/3 = 1) (nach Vorauss, )
O : OM = KB : B =9/3": 1 : (nach Vorauss.)
AB : AC = BN : MC = BN : (BC - M)

=

B =ON: M=IF: (A - IN)

und mit den Bezeichnungen aus der Skizze sowie zwei

kleinen Umformungen in den ersten beiden Gleichungen:
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b1 = (F- 1)ec (1)
8y = 370 (2)
§ =gt e)
b
1
s = F=%; 4)
Durch Einsetzen von (2) in (3) und von (1) in (4) er-
halten wir:
b=v3(a- 345 0) =fFa -0 (5)
1 1
= . (b=(¥3 =1)c) = %(3 +1)b=- (6)
a o o 5 c

und aus (5) und (6) erhalten wir jetzt:
b "'ﬁ(% (ﬂ+1)b -c) =-2¢

AT +1)c =2 @T+1)b, Db =20
2

und hiermit aus (5) a u-f?o.
Mit Hilfe dieser Ergebnisse und des Kosinussatzes er—
gibt sich:

ooaﬂta% und somit d-=g-
cosf’=%ﬂ und somit f8 =-E-

cosd =0 und somit yag.

(P 15) | £(x) sei eine Funktion mit

£(x+1) = (x+1) £(x) fir alle x, x = =1 (1)
f(x) # 0 fiir alle x (2)
und g(x) eine fiir alle x definierte Punktion.
1. Teil '
Es gelte g(x+1) = g(x). (3)
Zu zeigen ist dann, daB y(x) = f£(x).g(x) (4)
folgende Gleichung erfiillt:
y(x+1) = (x+1)y(x) (5)

fﬁ.’l‘ &11& I, X ‘ -1.
Aus der Definition von y(x) folgt:
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y(x+1) = £(x+1) g(x+1)
= (x+1) £(x) g(x+1) nach (1)
= (x+1) £(x) g(x) nach (3)
= (x+1) y(x) nach Definition von y(x)
2. Teil
Es gelte y(x+1) =(x+1) y(x) (6)
fir alle x, x # -1 mit der oben angegebenen Definition
von y(x).

Zu zeigen ist, daB g(x) dann die Periode 1 besitzt.
Aus der Definition von y(x) folgt:
y(x+1) = £(x+1) g(xz+1)
(x+1)y(x) = (x+1) £(x) £(x+1) mnach (6) und (1)
(x+1)2(x)g(x)=(x+1)£(x)g(x+1) nach (4).
Hieraus folgt?
g(x) = g(x+1), da nach (2) £(x) ¢ 0
und x+1 #$ 0 fiir x &4 =1 gilt.
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Das Paradoxon von Bertrand

1. Eine Aufgabe iiber geometrische Wahrscheinlichkeiten

In der WURZEL sind schon einige Artikel iiber geometrische Wahr-
scheinlichkeiten erschienen, zuletzt in den Heften 5 und 6/82.
Dort wurde u. a. eine klassische, vor 200 Jahren geldste Aufga=-
be behandelt - das Nadelproblem von Buffon: Gegeben ist ein
System von parallelen Geraden, die untereinander den Abstand a
haben. Darauf wird zufdllig eine Strecke (Nadel) der Lénge 1< a
geworfen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit p dafiir, daB die
Strecke eine der Geraden schneidet. Das von Buffon bereits 1777
verdffentlichte Ergebnis lautet : p\='§%r . |

In der Folgezeit wurde eine ganze Reihe von Aufgaben gestellt,
die mit geometrischen Wahrscheinlichkeiten zusammenhéngen. Wir
wollen uns hier einem Problem zuwenden, das 1907 von dem Mathe-

matiker Bertranid behandelt wurde.

Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius 1. Darauf wird eine
zufédllige Gerade gelegt (die Gerade soll den Kreis mit Wahr-
scheinlichkeit 1 schneiden - "sicheres Ereignis"). Gesucht
ist die Wahrscheinlichkeit p dafiir, daB die L&nge s der aus=-
geschnittenen Kreissehne groBSer oder gleich-{s.(= Seiten-
lénge des einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks) ist.

2. Drei Losungen - ein Paradoxon (?)

Erste Losung

Die Lage der zufdlligen Geraden

ist eindeutig bestimmt durch die
beiden Schnittpunkte t1, t2 mit

der Peripherie des Kreises (Abb. 1).
Fir jede Lage des Punktes t1 gilt

s & Y3 genau dann, wenn t, auf dem
"t1 gegeniiberliegenden Drittel™

der Peripherie (dick gezeichnetes :
Kreisbogenstiick b) liegt. Abb. 1

Wird eine Gerade zuféllig auf den Kreis gelegt, so entspricht
das also dem zufdlligen Werfen zweier Punkte t1, t2 auf die Pe-
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ripherie des Kreises. Fir jedes t1 ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB t2 auf b fallt, gleich

- ~_Ldnge von b _ 1]
P = Gesemtlénge der Peripherie 3 °

Zweite 108

Wegen der Rotationssymmetrie

des Kreises héngt die Lénge s

nur vom Abstand d der Geraden

vom Kreismittelpunkt ab. (Abb. 2)
Jeder Leser kann leicht nach-
rechnen, daB s 2 {3 genau dann
gilt, wemn @ S % . Der Abstand

d kann zwischen O und 1 variieren.
Eine zufdllig auf den Kreis gelegte Abb. 2
Gerade entspricht einem zufdllig

auf das Intervall [b,1] geworfenen

Punkt d. Die Wahrscheinlichkeit

dafir, daB d £ % ist also gleich -

Q
o T
<y

Léange des Intervalls [O,%] 1
B Linge des Intervalls [0,1'l -2

P

Dritte Losung
Wir betrachten den FuBpunkt x 3

des Lotes vom Kreismittelpunkt

auf die Gerade. Es ist s 243

genau dann, wenn x im konzentri-

gchen Kreis mit dem Radius %

liegt (Abb. 3). Da eine Gerade

bereits durch den Fquuﬁkt des

Lotes eindeutig bestimmt ist,

entspricht also einerzufédlligen 4bb,: 3 ,
Geraden ein zufdllig auf die Kreisflédche geworfener FuBpunkt.
Die Wahrscheinlichkeit, daB dieser Punkt im Kreis mit dem Ra-

dius % liegt, ist gleich



«~PBaradoxaon won Rertrand T —al.
Flache desa kleinen Kreises ;,r

1
" Fliche des groBen Kreises 17 =i=

Wir haben fiir die gestellte Aufgabe drei verschiedene LYsungen
erhalten., Nun werden wir uns mit zwei Fragen auseinandersetzen
miissen:

- Wo liegt die Ursache flir den (scheinbaren) Widerspruch?

= Welche der drei Losungen ist richtig?

2. Die Ursache des "Widerspruchs"

Derartige "Widerspriiche" (Paradoxa) sind in der Geschichte der
Mathematik mehrfach entdeckt worden (vielleicht sind manchem
Leser Antinomien der naiven Mengenlehre bekannt). Diese sind
aber keineswegs als ein Ungliick zu betrachten, sonderm sie ge~
ben im Gegenteil AnlaB zur Weiterentwicklung der Mathematik.
Solche Paradoxa deuten darauf hin, daB einer oder mehrere der
verwendeten Begriffe nicht eindeutig und widerspruchsfrei de-
finiert sind. Dadurch wird es némlich m&glich = z. B. durch un-
terschiedliche Auslegungen eines nicht gensu definierten Be-
griffs - "Widerspriiche" herbeizufiihren.

Der Leser mdge zunéichst selbsténdig im bisherigen Text nach _
einem nicht eindeutig definierten und auf unterschiedliche Wei-
se verwendeten Begriff suchen.

Wir stoBen bei genauer Priifung auf den Begriff "zuféllige Ge-
rade" (das wird zumindest den Lesern aufgefallen sein, die sich
an den Artiekl von 5 und 6/82 erinnern). Bei den drei LSsungen
in Abschnitt 2 wird die Aufgabe fiir eine "zuféllige Gerade"
Jeweils auf ein Problem flir einen "zufélligen Punkt™ zuriickge-
filhrt. Dabei wurden drei unterschiedliche Darstellungsmtglich-—
keiten fiir Geraden verwendet. (Der Begriff des "zufdlligen
Punktes™ wurde auch nicht definiert. Es wurde Jeweils die sog;
Gleichverteilung zugrunde gelegt. Dabei ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit dafilr, daB ein Punkt in ein Teilintervall (bzw.
auf eine Fléche) f&#llt, als Quotient aus der Linge dieses Teil-
intervalls (Fldcheninhalt dieser Fléche) und der Gesamtlénge
des moglichen Intervalls (Inhalt der mdglichen Fléche).)
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Man kdnnte also sagen, daf sich die drei verschiedenen Ldsun-
gen dadurch ergeben, daS eigentlich drei unterschiedliche Auf- -
geben behandelt werden. In der Sprache der Wahrscheinlichkeits-
theorie driickt man das folgendermaBen aus: Auf der Menge aller
Geraden, die den Kreis schneiden, wurden drei verschiedene
Wahrscheinlichkeitsverteilungen betrachtet.
Fiir jede dieser Wahrscheinlichkeitsverteilungen wurde die rich-
tige Losung gefundem.
Méglicherweise wird es manchem nicht leicht fallen, den letzten
Gedanken nachzuvollziehen. Bei der iiblichen Art und Weise, die
Wahrscheinlichkeitstheorie einzufiihren, werden zunichst "end-
lich viele gleichwahrscheinliche Versuchsausgénge" (z. B. Min-
zenwurf, Wirfeln mit einem regelméBigen Wiirfel) oder die Si-
tuation "gleichverteilter Punkt auf Intervall Fléche " also
immer Gleichverteilungen betrachtet. Das hat natiirlich seine
Berechtigung, denn Gleichverteilungen sind leicht zu verstehen
und spielen eine wichtige Rolle in der Wahrscheinlichkeitatheo=-
rie. Allerdings ist die Gleichverteilung nur eine von i. a.
unendlich vielen méglichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf
der Menge aller moglichen Versuchsausgénge. Beispielsweise kann
man simtliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen P auf der Menge
(b,1‘ (also zwei mogliche Versuchsausginge) etwa auf folgende
Weise beschreiben
P(O) =p

_ P(1) = 1-p, .

wobei p eine beliebige Zahl zwischen O und 1 ist.

Im Abschnitt 2 wurden nun drei von unendlich vielen mdglichen
Wehrscheinlichkeitsverteilungen auf einer Geradenmenge betrach-
tet (ihr Unterschied wurde allerdings verschleiert).

4. Die invariante Geradenverteilung

Am Bertrandschen Paradoxon (das nun fiir uns kein Paradoxon

mehr ist) konnen wir erkemnnen, daB man nicht ohne weiteres von
einer “gleichverteilten'Geraden" sprechen kann. Es liegt aller-
dings nahe, in der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen




Zazadegon von Bertrand 22

auf der Menge der Geraden, die einen Kreis schneiden, nach
einer solchen zu suchen, die folgende
';pvapggggforﬂerung erfilllt:

Wenn zwei Gebiete G1 und G2 kon=-
gruent sind und ganz im Kreis

liegen, so soll die Wahrschein-
1ichkfit, daB G1 von der Geraden
geachnitten wird, gleich der
Wahrsqheinlichkeit sein, daB 62
geschnitten wird.

Abb. 4

Man kann beweisen, daB es genau eine solche inrariante Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gibt. Diese wurde bereits in der
WURZEL 6/82 ("auf gut Gliick geworfene Gerade") beschrieben.

In Abschnitt 2 wurde bei der zweiten Ldsung diese Verteilung
zugrunde gelegt. Wir konnen feststellen:

Beziiglich der invarianten Geradenverteilygg ist die Wahrsoheinp

lichkeit dafiir, daB eine zufdllige auf einen Kreis mit dem Ra-

dius 1 geworfene Gerade eine Sehne der Liénge s =2 43 ausschnei-
det gleich %-.

Dr. W. Nagel

Bereich Mathematische Kybernetik 7

und Rechentechnik -
(Forschungsgruppe Automatische Bildverteilung)
FSU Jena
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_Lreisaufgaben

Preisaufgaben

9~

Man gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir
an, daB das Gleichungssystem
X+py=n1n

X +y =Dp° fiir n,pe N vorgegeben

ganzzahlige positive Ldsungen (X,y,z) besitzt. Man zei-
ge auBerdem, daB die Anzahl dieser Losungen nicht grofer
als 1 sein kann.

O
@

=

Man zeige, daB der Sinus und der Kosinus eines beliebi-
gen Winkels genau dann rational sind, wenn der Tangens
des halben Winkels rational oder nicht definiert ist.

el
O

L2l

8qseeesrBy und k seien natiirliche Zahlen mit ; F a.i< k.
=

Man zeige, daB dann a1!°a21°...an! < k!

O
-
o

O

Man zeige, daB eine ganze Zahl genau dann als Summe
zweier Quadrate ganzer Zahlen darstellbar ist, wenn das
Doppelte dieser Zahl dieselbe Eigenschaft besitzt.

O
-
-

©

Es sei b1""'bn eine beliebige Permutation der positi=-
ven reellen Zahlen BiyeeessBo Man zeige, daB

a a a
1 2 n
?"‘F—"’ L] +F - Ile
1 2 n

Toyka O HA3HBAGTCA LEHTPOM CHMMETDUN TOYEYHOTO
MHOXeCcTBa M, eciM TOYKa, CHMMETPMYHAA OTHOCHTEIBHO
0 nwdokt Touke MHOXecTBa M, Taxie IPUHSZANEKUT
MHO¥ecTBy M. JloxasaTh, YTO KOHEWHOE TOUEUHOE MHO-
HECTRO HE MOXET MMETh ABYX PAa3JMYHHX IEHTPOB
CHMNMETDAY .

EinsendeschluB: o4,5.1984
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2. Fortsetzung zum Artikel ,Magische Quadrate und Wiirfel”

Mehrere Forscher, z. B. Kochansky (1686), Sauveur (1710), Hugel
(1859) und Scheffler (1882) haben versucht, den Gedanken der ma=-
gischen Quadrate auf den Raum auszudehnen. Die Probleme schei-
nen hier aber wesentlich schwieriger zu sein. Man denke sich
z. B. einen Wiirfel durch Ebenen, die parallel zu den Seitenflé-
chen laufen und gleiche Absténde haben, in lauter wiirfelfdrmige
Teile zerlegt. Diesen kleinen Wiirfeln ordne man aufeinanderfol-
gende natirliche Zahlen so zu, daB8 in jeder Reihe von links
nach rechts, von oben nach unten, von vorn nach hinten und in
Jeder diagonalen Richtung die Zahlensumme gleich ist (iibliche
Definition wie bei magischen Quadraten).
In einem Wiirfel mit 3 « 3 - 3 Wirfelteilen miiBte diese Summe in
Dy +No+0 5+ 0 o #1050
Jjeder Reihe s =

Zehlen 3, 4, 5, ... 26, 27, 28 und 29, so wére
9 8= %} (3+29), also s = 48.

Umn so einen Wiirfel in der Ebene darzustellen, denken wir uns
die zu den einzelnen Wiirfelteilen der oberen Schicht gehdren-
den Zahlen aufgeschrieben, dann ebenso die Zahlen der mittle-
ren Schicht und dann fiir die untere Schicht. Wir erhalten 3
Quadrate von je 9 Feldern, die zusammen den magischen Wiirfel
darstellen. Wir geben hierzu ein Beispiel.

sein. Nehmen wir z. B. die

hinten
8 19 21 ]
28 3 17 oberste Schicht (waagerecht)
12 26 10
vorn
hinten hinten
18 23 7| |22 6 20
mi;Ilgie 5 16 27 15 29 4 unigrgte
Schicht Schicht
(waagerecht) 2> 9 14 113 24 (waagerecht)

vorn vorn

Die senkrecht stehenden Schichten von hinten nach vorm lassen



sich dann leicht finden und ergeben folgende magischen Zahlen-
schemata:

8 28 12 |
18 5 25 linke Schicht (senkrecht)
22 15 11

hinten vorn

19 3 26
‘B3 16 9 mittlere Schioht (senkrecht)
6 29 13

hinten vorn

21 17 10
7 27 14 rechte Schicht (senkrecht)
20 4 24

hinten vorn

Die senkrecht stehenden Schichten von links nach rechts erge-
ben folgende magischen Quadrate:

hintere Schicht mittlere Schicht vordere Schicht
(senkrecht) (senkrecht) (senkrecht)
8 19 21 28 3 17 12 26 10
18 23 7 5 16 27 25 9 14
22 6 20 15 29 4 11 13 24
links rechts links rechts links rechts

Man erkennt, da8 in allen waagerechten und senkrechten Reihen
der 9 Quadrate die Zahlensummen stets 48 betragen. Die 18 Dia-
gonalen erflillen aber nicht immer diese Bedingung gleicher Zah-
lensummen, wie folgende Ubersicht zeigt:

8+ 3+ 10 =21 8+ 5+ 11 =24 8 + 23 + 20 = 51
12 + 3 +21 =36 22 + 5+ 12 = 39 22 + 23 + 21 = 66
18 + 16 + 14 = 48 19 + 16 + 13 = 48 28 + 16 + 4 = 48
25 + 16 + T = 48 6 + 16 + 26 = 48 15 + 16 + 17 = 48
22 + 29 + 24 = 75 21 + 27 + 24 = T2 12 + 9 + 24 = 45
11 + 29 + 20 = 60 20 + 27 + 10 = 57 11T+ 9 + 10 = 30

12 Diegonalen erfiillen die Bedingung gleicher Zahlensumme 48
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nicht. Die Zahlen der 4 Korperdiagonalen lassen sich leicht aus
den drei ersten Quadraten ermitteln:

'8+16+424=48; 21+16+11=48; 12+16+20=48 und 10+16+22=48
erfilllen also die Bedingungen s = 48.

Wir wollen noch ein Beispiel fiir einen magischen Wiirfel vierten
Grades anfithren. Wir werden sehen, da8 auch hier nicht alle
Diagonalen der Quadrate die verlangte Beziehung erfiillen.

In einem Wiirfel mit 4 - 4 ¢-4 Wirfelteilen miiBte die Summe in
n1 +n2+- PPy +n63+n6i . :
jeder Reihe 8 = —r gein. Piir die Zahlen 1 - 64

widre dann s = {%-- %é « 65 = 130.

Wir denken uns den Wiirfel wieder durch Ebenen, die parallel zu
den Seitenfldchen laufen und gleichen Abstand voneinander ha-
ben, in lauter wiirfelfdrmige Teile zerlegt. Jedem dieser klei-
nen Wiirfel ordnen wir wieder die aufeinanderfolgenden Zahlen

1 = 64 so zu, daB in jeder Reihe von links nach rechts, von
oben nach unten, von hinten nach vorn und in diegonalen Rich-
tungen die gleichen Zahlensummen entsiehen (iilbliche Definition).

Um den Wilrfel in der Ebene darzustellen, denken wir uns die zu
den einzelnen Wiirfelteilen der obersten Schicht gehdrenden Zah-
len aufgeschrieben, dann ebenso die Zahlen der zweiten waage-
rechten Schicht, der dritten waagerechten Schicht und schlieB-
lich der untersten Schicht. Wir erhalten 4 Quadrate zu je 16 -
Feldern, die zusammen den Wiirfel charakterisieren (siehe Zeich-
nung im SchrégriB).

/1 48 32 49 63 18 34 1
60 21 37 12 6 43 27 54
56 25 41 8 10 39 23 58
13 36 20 61 51 30 46 3

oberste Schicht zweite Schicht von oben

62 19 35 1 4 45 29 52
: 57T 24 40 9 7 42 26 55
11 38 22 59 3 28 44 5
O 31 47 2 ' 6 33 17 64

dritte Schicht von oben unterste Schicht
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Magische Quadrate

Aus diesen Schichten lassen sich alle 12 méglichen magischen
Quadrate bilden. 4 sind schon oben angegeben, die anderen 8
8ind in den folgenden Skizzen zusammengestellt.

Senkrechte Schichten von hinten nach vorm

hinten

hinten

1
63
62
4

60
6
7

57

56

10
11
53

13
51
50
16

vorn hinten

erste Schicht von links

32
34
35
29

37
27
26
40

41
23
22
44

20
46
47
17

vorn hinten

dritte Schicht von links

48
18
19
45

21
43
42
24

25 36
39 30
38 31
28 33

vorn

zweite Schicht von links

49
15
14
52

12
54
55

9

8 61
58 3
59 2

5 64

Senkrechte Schichten von links nach rechts

oben

B0 W -

48
18
19
45

32
34
35
29

49
15
14
52

unten
oben

56
10
1
53

25
39
38
28

41
23
22
44

58
59

unten

hinterste
Schicht

dritte
Schicht
von
hinten

oben

60

57

21
43
42
24

37 12
27 54
26 55
40 9

unten
oben

13
51
50
16

36
30
3
33

20 61
46
47
17 6

unten

yvorn

vierte Schicht von links

zwelte
Schicht
von
hinten

vorde-
re
Schicht

In allen waagerechten und senkrechten Reihen der Quadrate ist
die Zahlensumme 130. Auch die 4 K¥rperdiagonalen ergeben die
Summe 130
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16 + 38 + 27 + 49 = 130 52 + 26 + 39 + 13 = 130
64 + 22 + 43 + 1 = 130 4 + 42 + 23 + 61 = 130

In allen Diagonalen der 12 Quadrate ist dagegen die Zahlensum-
me nicht 130.

Betrachten wir auch magische Quadrate, deren Zahlen nicht alle
verschieden sind (siehe Def. 1 in WURZEL 10/83, Seite 153), 80
konnen wir auch sogenannte elementare magische Wilrfel untersu-
chen. Wir beschrénken uns hier auf ein Beispiel mit Quadraten
der Form

A B C D Fiir A, B, C und D ktnnen wir beliebige
C D A B natiirliche Zahlen einsetzen.

D C B A

B A D C

Wir wollen aus solchen Quadraten einen magischen Wiirfel bilden.
Wir wihlen die Zahlen O, 1, 2, 3.

Aus den vielen Moglichkeiten greifen wir folgende 4 Quadrate
fiir die 4 waagerechten Schiochten heraus:

oberste Schicht 2. Schicht 3. Schicht unterste Sch.

hinten 0 1 2 3 3 2 1 Of1 0 3 2112 3 0 1
2 3 0 1 1 0 3 2|3 2 1 ofjo 1 2 3|
3210 0 1 2 32 3 0 1|1 o 3 2

vorn 1 0 3 2 2 3 0 1lo 1 2 3ll3 2 1.0

die 8 senkrechten Schichten lassen sich daraus leicht finden.
Wir geben das Ergebnis an:

0 1 2 3/12 301 |3 2 1 011 0 3 2
3 2 1 0/11 0 3 2/ 01 2 3/]2 3 0 1
1 03 2|13 2 1 0 |2 30 1|0 1 2 3
2 3 0 1flo 1 2 31 |1 0 3 2{]13 2 10
0 2 3 1|1 3 2 0/ |2 0 1 3] [3 1 0 2
3102|2013 |1 3 2 010 2 3 1
1 3 20102 3 1 3102 |2 01 3
2 01 33102 o2 3 111 3 20




29 ' Losungen
In allen Zeilen, Spalten und Diagonalen der 12 Quadrate ist die
Summe 6. Die 4 Raumdiagonalen, die sich aus den 4 waagerechten
Schichten finden lassen, ergeben folgende Summen:
s1=0+0+0+0=0; 52=1+1+1+1=4
33=2+2+2+2=8und 84=3+3+35+3=12

Weitere Moglichkeiten ergeben sich aus dem magischen Quadrat:
B C D

Q' g e

C B A
A D C
D A B

Der Leser kann versuchen, unter den vielen moglichen magischen
Quadraten 4 als waagerechte Schichten herauszufinden, die einen
magischen Wiirfel ergeben, der alle Bedingungen erfiillt. Ob es
eine Lésung oder mehrere gibt, ist aus der sehr spérlichen Li=-
teratur liber magische Wiirfel nicht zu ersehen.

Dr. B. Hanisch, Halle

Lésungen

[P 17)|Wir bezeichnen die Geschwindigkeiten der Punkte mit v,
und v, und sei v,» v,. Die erste Bedingung ergibt die
Gleichung

2:11 = Ev[R ik,
2 1

Aus der zweiten Bedingung folgt, daB der Punkt mit 'der

groBeren Geschwindigkeit in der Zeit T genau einen

Kreisumfang mehr zuriicklegt. Das heiBt

_ 2W R
TV-TVE‘Z'R Vg 8 Ty = Sy

1

Dies in die erste Gleichung eingesetzt ergibt eine qua-
dratische Gleichung fiir v,y

2 2F R 2R R 2FR
vi- 3Ry, - ER.2ER o,

Daraus ergeben sich folgende Geschwindigkeiten:

v1=-?1|§('f‘l+%:2+1); vzafmg(~f1+ﬁg-1).

(Die negativen Wurzeln entfallen.)



Wie gegebene ﬂeichung wird mit Hilfe des Theorems

w20

2 sind » sinf8 = cos(d=-B) - cos(d+f3)
umgeformt. Wir erhalten:

2 sinzx + co8(2x) = co08(6x) + co8(6x) = co8(12X)+ = eee

+ cos(nzx - NX) = cos(nzx + nx) = 2.
In dieser Gleichung heben sich alle Glieder von cos(6x)
an bis cos(n2x - nx) gegengeitig auf:

2 gin®x + cos(2x) = cos(nzx +n0x) =2 .
cos(2x) =- cos(nzx + nx) = 2(1—sin2x),

und wegen 2 cos’x = cos(2x) + 1 und cos®x + sin’x = 1

gilt:

xos(2x) - cos(nzx + nx) = cos(2x) + 1

cns(nzx + nx) = =1,
Hieraus ergibt sich:
x(n2 +n) =¥ (2k + 1)
x = X2k + 1) '

n +n
mit k = 0’ 31’ 12’ ecey Il=1,2,3,..n

Stmtliche Losungen sind mit x = -BS2K+1) oo pany,

n“+n
1 2 1 1<
X =X+ (x= =)

EPBO) z=x+%=(x+§—1)+1=—xl+1=——§—+1

Demit wird z fir positive x minimal, wemn x = % , das
Iinimum von z fiir positive x ist gleich 1.

Sei r der Radius der inneren Kreise, R0 und R1 die Ra~
dien des Kreisringes (Roc R1). Dann muB

1) 3r = R und
2) 7"1-2 = I'(R‘?-Rg) gelten.

Durch Quadrieren von 1) und Einsetzen in 2) erhilt man
R? = 16r2 also R1 = 4r.
Daraus und aus 1) folgt Ry =R, = 1. gQ.€ed.
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Losungen

EP 33).

n sei die Anzahl der Partien, die der Meister insgesamt
spielte. Dann waren nach der ersten Stunde (%5 +8) Par-
tien beendet; im zweiten Teil wurden

%U(n - %5 - 8) + 2 + 7 Partien beendet.

Also gilt

n = %5 + 8 + %G - T%U - T% + 9 81n = 1620, also n=20.

(P 35)

Wir bezeichnen den Flidcheninhalt des gegebenen Dreiecks
4 ABC mit S und setzen %% = X.

Dann folgt aus dem Strahlensatz fiir die Fldcheninhalte
der Dreiecke'd ADE und & ABE:

x2

|6 DE|l = x°.S
|IaABEl = x.g » also muB k2 = xS = x25 gelten.
Daraus erhélt man 2
14o1- 25
= 2 ‘

Damit besitzt die Aufgabe Losungen fiir S 2 4k2, und
zwar gensu eine fiir S = 4k2 und genau zwel fiir S >4k2.

Da die Anzshl der Punkte endlich ist, kann man zwei aus
ihnen auswéhlen, deren Abstand maximal ist. Um beide
wird ein Kreis mit dem Radius 1 geschlagen. Dann liegt
Jeder Punkt der Menge in einem der beiden Kreise. Ist
der Abstand der ausgewihlten Punkte nimlich gréBSer als

"1, 80 bilden diese mit jedem anderen Punkt ein Tripel,

in dem nach Voraussetzung ein Paar mit einem Abstand &£ 1
existiert. Zu diesem Paar muB der dritte Punkt aber ge-
horen. Ist der Abstand der ausgewiihlten Punkte kleiner

als eins, so folgt die Behauptung aus der Maximalitét
dieses Abstands. 1.0-0‘.




Ssunzen - 1lg_2 2
P 47)] Unter Verwendung der Identitét 1gy2 = li schreiben
~ wir die erste Gleichung des Systems &

5 5 »18::2

1l + 3 = 0,

8x ngy _ %
Wegen lgxz $# O folgt daraus 1gxy = - %, also y = x .
Diese Gleichung in die zweite eingesetzt ergi’bt

- - 4x"3 =0 bzw. x6 = 4.

Daraus folgt die Losung des Systems x =-3/2_,' y = g.

S
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ridnmliches Vorstellungsvermdgen . 34
Entwicklung des réumlichen Vorstellungsvermdgens

1. Von seiten der Berufspraxis werden zunehmend Fdéhigkeiten auf
dem Gebiet des rdumlichen Vorstellungsvermigens erwartet.
Eine Analyse geforderter Voraussetzungen fiir das Erlernen
von PFacharbeiterberufen ergab, daB zur Zeit fiir fast 40 %
der Berufe von den Schulabgingern Fihigkeiten vorausgesetzt
werden, die mit dem Raumvorstellungsvermdgen im Zusammenhang
stehen.

Durch die rasche Entwicklung von Wissenschaft und Technik
und ihren Einsatz in allen Bereichen des produktiven und ge-
sellschaftlichen Lebens verlagern sich die beruflichen Ti-
tigkeiten immer mehr von der kdrperlichen auf die geistige
Ebene. Immer schneller und umfangreicher gelieferte Informa-
tionen z. B. bei der Produktionsprojektierung und -ilberwa-
chung, an EDV-Anlagen und deren grafischen Ein- und Ausgabe-
gerdten, die es unmittelbar zu erfassen und zu verarbeiten
gilt, erfordern ein ausreiochend ausgebildetes Vorstellungs-
vermdgen. :

Ein geschultes Raumvorstellungsvermdgen ist nicht nur im Be=-
reich von Produktion und Technik nétig, sondern auch zur Er-
fassung von Raumstrukturen in verschiedenen Wissenschaften.
So werden bereits im Schulunterricht beispielsweise Vorstel-
lungen {iber die Struktur von Kristallen, iiber den Bau der
Atome, liber den Aufbau einzelner Molekiilmodelle und die Be=-
wegung im Raum im Fach Chemie und Physik, iiber die Gestalt
von Gebirgen und Meerestiefem oder die lage von Bodenschiit-
zen anhand von Kartenmaterial in der Geographie, iiber das
Sonnensystem in der Astronomie und iiber pflanzliche und tie=-
rische Zellen in der Biologie verlangt.

Die Fidhigkeit, Réumliches sich vorstellen zu kOnnen, spielt
auch in der Mathematik eine groBe Rolle und beschrénkt sich
nicht nur auf die Behahdlung geometrischer Kérper. Da diese
Pdhigkeit nicht nur auf vielen Gebieten des téglichen Lebens
von Nutzen sondern such fiir die eigene Perstnlichkeitsent-
wicklung bedeutsam ist, soll anhand von Aufgaben demonstriert
werden, wie die Beschéftigung mit mathematischen Problem-
stellungen zur Entwicklung von intellektuellen Fédhigkeiten,
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2.

Tenk- und Arbeitsweisen beitragen kann.

Hervorragende Bedeutung hat dabei - bezogen auf die Geome-
trie = die Befihigung, das Wesentliche an bestimmten Kirpern
und in geomat}ischen Sachverhalten wahrzunehmen, geometri-
gsche Gebilde und ihre Beziehungen auf Grund von Beschreibun-
gen oder ebenen Darstellungen rdumlich zu deuten und auch
umgekehrt geometrisch wesentliche Eigenschaften von realen
oder gedachten Sachverhalten in der Ebene darzustellen.

Es sei‘folgende Aufgabe gestellt:

Bestimme die I#nge der Raumdiagonalen
eines Wiirfels mit der Kantenliénge a!

Um diese Aufgabe zu ldsen, bedarf es u. a. Féhigkeiten auch
der, sich geometrische Objekte und deren ridumliche Beziehun=
gen vorstellen zu kinnen.
Die Aufgabe kann unterschiedlich gelost werden:
- praktisch:
Es wird der Abstand zweier entsprechender Ecken von einem
Kantenmodell eines Wiirfels mit der Kantenlénge a gemessen.
- konstruktiv:
Es wird die wahre Lénge der Raumdiagonalen des Wirfels mit-
tels senkrechter Parallelprojektion (Ein- oder Zweitafel-
verfahren) konstruiert.
= analytisch:
Es wird die Formel zur Berechnung der Raumdiagonalen eines
Wiirfels - eventuell unter Nutzung einer Skizze = hergelei-
tet.
- sprachlich:
Es wird ohne ein réumliches Anschauungsmodell oder eine
Zeichnung zu benutzen, allein auf Grund erworbener Vorstel-
lungen vom Wiirfel die Antwort formuliert.
z.B.:die Lénge d der Raumdiagonalen eines Wirfels mit der
Kantenlénge a ist gleich der Lénge der Diagonalen des Recht-
ecks, das aus einer Wiirfelkante und einer Diagonalen des
Quadrats mit der Seitenlénge a gebildet wird.)

Bei den einzelnen Ldsungen bestehen unterschiedliche Anfor-
derungen beziiglich des r#umlichen Vorstellungsvermogens.
Erst wenn man in der Lage ist, wie im letzten Fall ohne Hilfs-
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mittel (Modell, Zeichnung) eine Aurgabe der rdumlichen Geo=-
metrie aus der Vorstellung heraus zu losen und das Ergebnis
der Uberlegung sprachlich zu formulieren, wird iiber ein aus-
reichendes Raumvorstellungsvermdgen verfiigt, um darauf auf-
bauend weitere Denkleistungen vollbringen zu kdnnen.

Somit gehdort zum Raumvorstellungsvermdgen zundchst die Fé-
higkeit, die als Abbild durch Wahrnmehmen gewonnenen rdumli-
chen Dimensionen und Objekte sowie deren duSere Gestalt, La-'
ge im Raum, Abstand zueinander u. &a. zu reproduzieren. Zum
Raumvorstellungsvermigen gehdren aber ‘auch gerade solche
geistigen Fdhigkeiten wie die, die Abbilder rdumlicher Ob-
Jekte so zu zerlegen, zusammenzusetzen, unzustruktuieren,
neuzukonstruieren, als wiirden diese Handlungen an den quen-

sténden selbst vollzogen.

Das Resultat einer durch Raumvorstellen geldsten Aufgabe be-
steht deshalb nicht nur in "Erinnerungsbildern", sondern in
neuen Abbildern, die auf Grund gedanklichen Auseinanderset-
zens mit rdumlichen Problemen bzw. Fragen anhand der Erinne-
rungsbilder entstehen (z. B.: Vorstellen der Lage von Schnitt-
ebenen durch vorgegebene Kdrper und der dabei entstehenden
Schnittfiguren).

In engem Zusammenhang mit der Entwicklung des rdumlichen Vor-
stellungsvermdgens steht im Schulunterricht z. B. in dar-
stellender Geometrie die Herausbildung des Raumdarstellungs-
vermdgens, d. h. der Fihigkeit, geometrische Gebilde des
Raumes durch ebene Zeichnungen darzustellen. Die Zeichnung
bildet zundchst das Bindeglied zwischen der realen dreidi-
mensionalen Anschauung und der abstrakten Vorstellung.

So besteht u. a., das Ziel der Behandlung der darstellenden

Geometrie in Klasse 7 darin, die Schiller zu befidhigen,

- sich vom Gegenstand als solchen zu ldsen und abstrakte geo-
metrische Gebilde des Raumes zu erfassen und zeichnerisch
darzustellen,

~ Zeichnungen zu lesen und das in der Ebene Dargestellte
rdumlich zu deuten sowie

-~ die Sprache und die Zeichnung als Ausdrucksmittel ihres
geometrischen Denkens zu benutzen.
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7unBcehst soll ein Beispiel zu solchen Aufgaben angefilhrt
werden, bei deren selbsténdiger Bewdltigung der Schiiler die
auf sprachlich-begrifflicher Ebene gegebenen rédumlichen Be-
ziehungen erfassen und sich der Zeichnung als Ausdrucksmit-
tel seines rdumlichen Denkens bedienen mufl.

Beispiel 1

Skizziere die Bilder folgender Korper bei der senkrechten
Zweitafelprojektion)

Art des

gerade Pyrami- regelmifiges

Korpers Quader de mit recht- dreiseitiges
eckiger Grund=- gerades Prisma
fléche

Lage des =Die griBten -Die Grundfliéiche =Sechs Kanten

Korpers Seitenfléichen liegt parallel des Prismas

zu den liegen paral-  zur GrundriB- liegen paral-

Bildebenen 1lel zur Grund- ebene. lel zur Auf-

riBebene. riBebene.

-Die Spitze der
~-Die kleinsten Pyramide liegt ~Fiinf Kanten

Seitenfldchen in der Grund- liegen paral-
liegen paral- riBebene. le% zur Grund-
lel zur Auf- e riBebene.

-Die groBten
rifisbens. Grundkenten

liegen paral-
lel zur Auf=-
riSebene.

Als weiteres soll ein Beispiel zu solchen Aufgaben gegeben
werden, bei deren selbstéindiger Bewdltigung der Schiiler
zeichnerische Darstellungen in der Ebene lesen und rédumlich
deuten sowie sich der Sprache als Ausdrucksmittel seines
ridumlichen Denkens bedienen muB.

Beispiel 2 :

Gegeben sind folgende Grund- und Aufrisse von Korpern:
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a) Welcher Korper wird jewells dargesie :

" b) Erldutere die Lage des Korpers, die er zu den einzelnen

4.

Bildebenen einnimmt!
c) Bezeichne in den einzelnen Darstellungen die Eckpunkte!

Die Zeichnung ist aber auch-ein Hilfsmittel fiir das abatrak-

te rétmliche Denken. Sie ermdglicht das Idsen relativ kompli-

zierter réumlicher Probleme durch Skizzen oder durch Kon-
struktion in der Zeichenebeme. Zu diesem Hilfsmittel wird ge-
griffen, wenn es gilt, das Raumvorstellungsvermdgen zu un-
terstiitzen. Ist das Vorstellungsvermdgen unzureichend ent-
wickelt, wird oft sogar zum réumlich-gegensténdlichen Arbei-
ten zurickgegangen, d. h. zur Herstellung oder Nutzung von
Modellen und zur erforderlichen Manipulation an ihnen zur
Lopung des geometrischen Problems. .

Die Zeichnung kenn fermer genau wie die sprachlich-begriff-
liche Darlegung zur Fixierung des durch Raumvorstellen ge-
wonnenen Ergebnisses dienen, 80 daB sie als Mittel der Kon-

trolle beim Raumvorstellen genutzt werden kann.

De das Ziel aller Bemilhungen zur Entwicklung des rdumlichen
Voratellungsvermﬁgena'dafin hesteht, gich geometrische Sach-
verhalte ohne Hilfsmittel vorzustellen und SchluBfolgerungen
allein aus der Vorstellung heraus zu ziehen, ist es erforder-
1ich, entsprechende Ubungen durchzufiihren. Die dafiir vorge=
sehenen Aufgaben im folgenden Abschnitt sollten zundchst

"im Kopf" geldst werden. Erst wenn man mit der Aufgabe nicht
zurechtkommt, sollte auf eine niedrigere Stufe der Losungs=
anforderung zurilckgegangen werden, d. h. zum Nutzen von
Hilfsmitteln wie zeichnerische Darstellung oder gar rédumli-
che Gestaltung. Fiir die Selbstkontrolle kann die "im Kopf"

gefundene Losung mittels der genannten Hilfsmittel iiberpriift
werden. :

Ebenflichig begrenzte Koérper nennt man Polyeder. Bereits
PLATON wuBte, daB es nur fiinf regelmdBige Polyeder gibt, bei
denen die Begrenzungsflédchen regelmiBige, untereinander kon-
gruente n-Ecke sind. Zur Vorstellung der Korper sei angefiihrt:
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regelmédBiger Polyeder begrenzende Fl&dchen . Anzahl der
, Fléchen
Tetraeder gleichseitige Dreiecke 4
Oktaeder gleichseitige Dreiecke 8
Ikosaeder gleichseitige Dreiecke 20
Hexaeder (Wiirfel) Quadrate 6
Dodekaeder regelmidBige Finfecke 12

Aufgabe 1: Fiille folgende Tabelle aus!

regelmiéBiger Anzahl der

Polyeder - Ecken Seitenflédchen Kanten
einer Ecke

Tetraeder

Oktaeder

Ikoseaeder

Hexaeder (Wiirfel)

Dodekaeder

Aufgabe 2:

Von einem Tetraeder mit der Kantenlédnge a sollen die "Spit-
zen" derart abgeschnitten werden, daB die Schnittebenen je-
weils durch den Mittelpunkt der Kanten des Tetraeders gehen.
a) Was fiir ein Korper wird jeweils abgeschnitten?

b) Welche Gestalt hat der verbleibende RestkOrper?

c¢) Welche Aussagen ktnnen iiber die Volumenverhdltinisse der

einzelnen Teilkdrper zum vorgegebenen Tetraeder getroffen
werden?

Aufgabe 3:
Ein Wiirfel wird von einer Ebene geschnitten. Kann die
Schnittfigur

a) ein Dreieck ¢) ein Finfeck e) ein Siebeneck
b) ein Viereck d) ein Sechseck f£) ein Achteck

sein?
Unter welchen Bedingungen fiir die ILage der Schnittebene ent-
stehen regelméBige Vielecke mit maximalem Flédcheninhalt?

Aufgabe 4: ;
" BEin mit einem Farbanstrich versehener Wiirfel mit der Kanten=-
lénge a = 3 cm (4 cmy, 5 cm, ...) werde jeweils durch ebene
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chnitte in Kubikdezimeterwiirfel zerliegt.

a) Wieviel Teilwiirfel (Einheitswiirfel) entstehen?

b) Gib an, wieviel dieser Einheitswiirfel
keine, genau eine, genau zwei, genau drei, mehr als drei
angestrichene Seiten haben!

¢) Entwickle eine Formel zur Berechnung der einzelnen Anzahlen
flir die Kantenlénge a = n om!

Aufgabe 5:

Bei einem aus 27 Einheitswiirfeln zusammengesetzten Wilrfel sol=-

len einzelne Seitenflédchen mit einem Farbanstrich versehen wer-

den.

a) Wieviel Seitenfléchen in welcher Lage zueinander
(z. B. benachbart, gegeniiberliegend, ...)
miissen angestrichen werden, damit kein (genau drei, genau
sechs, genau acht, genau zwtlf) Einheitswiirfel {lber zwei an=-
gestrichene Seiten verfiigen?

b) Gibt es mehrere Moglichkeiten bezogen auf Anzahl und Lage
der zu streichenden Seitenfliéchen des zusammengesetzten Wiir-
fels, die den genannten Bedingungen genligen?

Aufgabe 6:

Die Ilittelpunkte der Seitenfléichen eines regelméBigen Polyeders
gind gleichzeltig die Ecken eines eingebetteten regelméBigen
Polyeders.

a) regelméBiger Polyeder eingebetteter Polyeder
Tetraeder
Oktaeder
Tkosaeder
Hexaeder
Dodekaeder

b) Begriinde!

Aufgabe T:

Die einzelnen Seitenflédchen eines regelméBigen Polyeders sollen
s0 eingefHErbt werden, dal benachbarte Fléachen verschiedene Far= '
ben erhalten.

Wieviel Farben sind unter diesen Bedingungen fiir den Tetraeder,
den Oktaeder, den Ikosaeder, den Hexaeder und den Dodekaeder
erforderlich?
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Se

Aufgabe 8:
Zur Herstellung von Kantemmodellen der einzelnen Polyeder-

arten stehen Dridhte gleicher Linge zur Verfiigung. Die Drihte
sollen dabei in voller lLéange genutzt und nur zweimal gebogen
werden. AuBerdem diirfen die Lotstellen nur an den Ecken des
betreffenden KSrpers angebracht werden.
a) Wieviel Driéhte sind fiir einen Tetraeder, Oktaeder, Tko=-
saeder, Hexaeder bzw. Dodekaeder erfordérlich?
b) Wie sind die Drihte zu biegen und zu verldten?
(Gibt es mehrere Mdglichkeiten?)

Davon ausgehend, da8 der Mensch sich in einem "dreidimensio=
nalen Raum™ bewegt und sich darin zurechtfinden muB, wird
das Raumvorstellungsvermdgen des Menschen meistens auf den
dreidimensionalen Raum bezogen. Aber der dreidimensionale
Raum ist nur ein Sonderfall eines n-dimensionalen Raumes.
Deshaldb gehdrt zum Raumvorstellungsvermdogen auch, de8 man
sich im zweidimensionalen Raum, der Ebene, und im eindimen-
sionalen Raum, der Geraden, sicher auskennt.

Man bendtigt aber das Raumvorstellungsvermégen nicht nur in
der Planimetrie, der darstellenden Geocmetrie und der Stereo~
metrie, sondern auch bei der Darstellung von Funktionen im
Koordinatensystem, in der Vektorrechnung, bei vielen Anwen-
dungsaufgaben in der Differentialrechnung (Extrammertaufga-
ben) und Integralrechnung (Rotationskdrper). :

Der Inhalt des Raumbegriffs erféhrt durch die Verwendung von
Koordinaten eine ﬁeaentliche Ergédnzung, die in der Erweiter=-
ten Oberschule durch die Einfithrung eines ridumlichen Koordi=-
natensystems und die Einfilhrung des Vektorraums mif der Mog=-
lichkeit der Verallgemeinerung auf n-dimensionale Réume zu
einem gewissen AbschluBl gebracht wird.

Auch analytisch-geometrische Betrachtungawelsen in dar 12.
Klasse und in weiterfiihrenden Bildungseinrichtungen stehen
mit Fragen der rdumlichen Vorstellung im Zusammenhang.

Dr. R. Dérr

Sektion Mathematik FSU
Bereich Mathematikmethodik
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Preisaufgaben

N 13 Man gebe alle reellen Zahlen x an, die der Gleichung
logx2 -log4x + % = O geniigen,

Q 14

Es sei be‘.annt, dafl sin x + cos x = % .

Man bestimme tan % !

Es sind alle reellen L3sungen x von
3 3

51+x = 24 gesucht,

- 51-x

Q 16 Im Innern eines Winkels von 60° liege ein Punkt,

der von den Schenkeln des Winkels einen Abstand

von {7 LE bzw, 2,\7 LE hat.Man bestimme den Abstand |
des Punktes vom Scheitelpunkt des 7inkels,

Il

Venn die Linge der Winkelhalbierenden wy des Winkels
4 ACB im Dreieck ABC gleich \AC|.\Bc\ /(lAC\+|Bc|)
ist,so ist {ACB= 120°, Man beweise diesen Satz

Q 18 OOTEM IPAMON HOPACMH, OCHOBAHMEMKOTOPOR CIyxmT
Tpamels, paEsHd OPOX3BEAEHKN CPeAHero apiiMeTn-
YECKOTO M2XTY OIOWAaIAMN HapallelIHEX OOKOBHX TI'paieit
Ha paccrosava M2¥Ly HmuE, LOKasaTb.




Preisaufgaben -y

Lésungsbedingungen:

Fiir jede vollsténdige Lésung erhélt der Einsender die beil

der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende & s

Schuljahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender,

die im abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten.

Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesen

Jahr erreichten Punkte fir das niichste Schuljahr gutgeschrie-

ben. :

Die Ldsungen sind -~ jede Losung auf einem gesonderten Blatt,

versehen mit Name, Adresse, Klassenstufe des Einsenders -

un ter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbeson-

dere, da? die in der Ldsung unbewiesen verwendeten Sachver-

halte an zugeben sind. Der Lésungsweg (einschlieBlich Nebem-
rechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muf deutlich erkemn-

bar sein. -

Bemerkung:
Tiir richtige Ldsungen der auigaben 2 bis 8 im eisten Bei-
trag dieses Heftes kann der Einsender jeweils einen Punkt
bekommen.,

EinsendeschluBl: 1. 6. 1984

' Eine amerikanische Journalistin fragte einmal Albert Einstein
"Jelch ein Unterschied besteht zwischen der Zeit und der
Bwigkeit?" "Mein Kind", antwortete Einstein gutmiitig, "wenn
ich die Zeit hdtte, IThnen diesen Unterschied zu erkléren,
wiirde eine Ewigkeit vergehen, bis Sie ihn verstehen wiirden."

e



45 Konvertersteuerung
Mathematische Methoden bei der Konvertersteuerung

Yor éinigen Jahren wandte sich der VEB Maxhiitte Unterwellenborn
an die Sektion Mathematik der Friedrich-=Schiller-Universitét
Jena mit dem Problem, statistische Auswertungen von MeBdaten
vorzunehmen. Von diesem Zeitpunkt an entwickelte sich eine sta-
bilie Zusammenarbeit zwischen beiden Einrichtungen. Zwei Mitar-
beiter der Sektion Mathematik beteiligen sich an den Forschungs=-
projekten der Abteilung ProzeBautomatisierung der Maxhiitte.
Dazu kommt die Mitarbeit von Studenten wihrend des Industrie=-
praktikums oder bei der Anfertigung ihrer Jahres- bzw. Diplom-
arbeiten.

Das Forschungskollektiv der Abteilung ProzeBSautomatisierung be-
steht aus Physikern, Mathematikern, Technologen und Ingenieuren.
Sie bearbeiten in letzter Zeit u. a. folgendes Problem.

Das aus dem Hochofen kommende Roheisen wird in Konverternm zu
Stahl weliterverarbeitet. Dabei werden unter extrem hohen Tem=-
peraturen durch Zugabe von Sauerstoff bestimmte Verunreinigun-
gen des Roheisens oxidiert. Flir die Qualitédt des Stahls ist es
nun ausschlaggebend, daB gewisse Verunreinigungen unterhald -
vorgegebener Grenzen liegen und daB am Ende des Blasprozesses
die Temperatur bestimmte Werte nicht iiber- bzw. unterschreitet.
Gesteuert werden diese Zielparameter u. a. durch gezielte Sauer-
stoffzufuhr, Kalk- und Kilhlmittelzugaben. Diese milssen zu glin-
stigen Zeitpunkten erfolgen, um einen kontinuierlichen Ablauf
mit optimalem Energieverbrauch zu sichern. Nun kann man aber
die hohen Temperaturen innerhalb des Konverters nicht konti-
nuierlich messen. Zudem widre jede Messung mit einem hohen ko=
nomischen Aufwand verbunden, da filr die MeBsonden hochwertiges
Material verwendet werden muB. AuBerdem hiéingen die Zielparame-
ter noch von andereﬂ Zusttinden des Konverterprozesses, etwa der
Durchmischung des Roheisens, der aufgenommenen Sauerstoffmenge
usw. ab.

Man fand nun eine indirekte Moglichkeit der Informationsgewin=-
nung iiber den KonverterprozeB. Sie besteht in der Analyse der
Gerdusche, genauer gesagt, der Schwingbeschleunigung, die an
verschiedenen Stellen des Konvertermantels gemessen wird. In
Abhéingigkeit von der Zeit lassen sich dabei charakteristische
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Kurvenverldufe erkennen. Die Technologen fanden heraus, da8 z.B.

fiir die letzte Kiihlmittelzugabe der Zeitpunkt optimal ist, an

dem die MeBdaten nach nahezu konstantem Verlauf einen deutli-

chen Anstieg erkennen lassen.

Gegeben ist also eine Folge von Paaren (11,y1),(x2,32),...,(zn,yn),
bei denen die Komponente X den Zeitpunkt bezeichnet, zu dem der
Wert yy gemessen wurde.

tY ’

. S bl
¥t "‘.‘ LI TR
L‘I.Iltill_l_llljl-..l.’

Die Grundidee fiir die Bestimmung des gesuchten Zeitpunktes be=-
steht darin, den MeBS8daten, die nahezu konstant verlaufen, eine
Gerade mglichst gut anzupassen und ebenso den ansteigenden
MeBdaten. Die Abszisse des Schnittpunktes dieser beiden Geraden
ist denn der gesuchte Punkt. Dabei stellt man sich vor, daB die
Daten eigentlich solchen linearen Funktionen geniigen, jedoch
durch zuféllige MeBfehler ungenau widergegeben wurden.

Man sucht also reelle Zahlen a,b und ¢,d sowie einen Zeitpunkt
tp derart, daB die gegebenen Punkte (x;,y;) fiir xy s tp von der
Geraden y = ax + b bzw. fiir xiL tp von der Geraden y = ox + d
mdglichst wenig abweichen. Das versteht man hier in dem Simn,
daB die Summen der quadratischen Abweichungen

t N
B(arbvcrdsfF) =ﬂ (yi-a.xi-b)z + : (yi-cxi-d)a
i=1 i=tF+1

minimal werden.
Man betrachtet zunédchst den Ausdruck
g(a,b,x) = 3 (v5-ax;-b)".

Setzt man

E(E) = %‘ZE:‘xi

i=1

i(k) = %ﬁ yi
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alk) = =t ;f: (x,~x(k))(y,=y(k))
Cw = ¢ C

b(k) = F(k) - &(K)Z(k),
so erhdlt maﬁlwegen

f00.30010 + 25 [lw-Borm oS
g(a,b,k) = g(a(k),b(k),k) + L ((a-a(k))x1+(b-b(k))]
stets ‘ B
g(a,b,k)  g(a(k),b(k),k).

Somit nimmt g(a,b,k) fiir a = a(k), b = g(k) seinen minimalen
Wert an (vergleiche hierzu auch WURZEL 5/79, Einfithrung in die
Methode der kleinsten Quadrate).

Behandelt man beide Summanden von s(a,b,c,d,tF) auf diese Art,
so erhdlt man

min s(a,b,c,d,ty)
E.,b,O,d,tF
= min min s(a,b,c,d,tp)
tF a.b,%,d N
= min(min jﬁ (3,ri—.=.u::i-1:~J2 + min E (yi-cxi-d)z)
tF 8,1‘) i= C,d 1.tF+1
t N
A . a A .
= min(i(yi-a(tphi-b(tp)ﬁ + L (yy~0(tp)x;=a(t5)?),
tF i=1 i-th-‘l ;

“wobei g(tF)’ a(tp) analog zu bestimmen sind.

An dieser Stelle zeigt sich ein schwerwiegender Mangel dieses
Verfahrens. Fiir die Bestimmung der Parameter ;(tF), a(tF)
braucht man némlich alle Punkte (x;,y;), i % tp. Man wiirde al-
80 diese Parameter erst nach Ablauf des "Anstiegsabachnittes"
ermitteln kdnnen. Dann wire aber der glinstigste Zeitpunkt fiir
die letzte Kilhlmittelzugabe bestimmt schon lange ifiberschritten.
Daher entschlieft man sich fiir folgende Modifizierung des Ver-
fahrens. Man berechnet zu jedem Zeitpunkt k die approximieren=
de Gerade fiir die unmittelbar vorhergehenden r Punkte

oA
(;k-1'yk-1)""'(xk-r'yk-r)' d. h. die Parameter a(k) und b{k)
Der Ausdruck
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2w =1 £ (g,ma002,-000)2

isk=r
ist dann ein MaB fiir die mittlere quadratische Abweichung der
Punkte von dieser Geraden. Mit Methoden der Wahrscheinliochkeits=-
rechnung kann man begriinden, daB8 im Durchschnitt etwa 99 % der
Punkte um weniger als 3V von den durch die Gerade ermittelten
Punkten abweichen. Somit entscheidet man, daB zum Zeitpunkt X,
der FuBSpunkt vorliegt, wenn die Punkte (xp s Fk)""’(=k+3'yk+3)
von den aus der Geraden durch (xk 179V gem 1),...,(xk 2 Viem r) be~
rechneten Punkte um mehr als 3V nach oben abweichén, d. h.
wenn y_3 a(k)xm + b(k) + 3V(k), k 2 m & k43, gilt.
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Uber Determinanten

1. Zu Beginn unserer {berlegungen betrachten wir das folgende
lineare Gleichungssystem, das aus 2 Gleichungen besteht und die
beiden Variablen x und y enthiélt:

5% + 2y = 16

3x + 3y = 15
Die Koeffizienten der Variablen x und y fassen wir zu einem
quadratischen Schema zusammen:

(5 3)

Geht man von drei linearen Gleichungen mit den 3 Variablen X,
y und z aus, z. B. von dem linearen Gleichungssystem

X+ 2y + 52 = =9

X- y+32z= 2

3x - 6y = z = 25,
so nimmt das quadratische Schema folgende Gestalt an:

1 2 5
1 =1 3
3 =6 =1

Nachstehend sollen einige wichtige Bezeichnungen eingefiihrt
werden, die man bei der Beschreibung derartiger quadratischer
Schematas verwendet.

Alebendiagonale

1.2 5 1.

1 23 2.>~leile
37 =6 =1~ a.

1

6
| I ~~ Hauptdiagonale
2

Jede Zahl steht in genau einer Zeile und in genau einer Spalte.
Die Zahl =6 z. B. steht in der 3. Zeile und in der 2. Spalte.
Kiinftig wollen wir die einzelnen Zahlen des quadratischen Sche-
mas Elemente nennen und mit 84 bezeichnen. Dabei soll der er-
ste Index i die Zeile angeben, in der das betreffende Element
steht. Aus dem zweiten Index k kdnnen wir die Spalte ablesen,
der das Element angehdrt. So steht das Element 844 2o B. in der
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1. Zeile und in der 3. Spalte. Aus unseren konkreten Beispielen
ergibt sich somit die allgemeine Form

a ., 8
844 845 B a11 a12 a13
a a ¢ 21 "22 723
21 ~22 a a a
31 32 733

Jedem quadratischen Schema kann man in eindeutiger Weise eine
reelle Zahl zuordnen, die als Determinante D bezeichnet wird.
Wir kennzeichnen sie wie allgemein iiblich durch die Schreibwei-

2 - %41 ®12 M3
D = la;: alﬁl bzw. D = :21 :22 :23
] 731 732 733

Die 1. Determinante hat genau 2 Zeilen und 2 Spalten. Deshalb

wird sie Determinante 2. Ordnung D2 genannt. Bei der 2. Deter-

minante handelt es sich um eine Determinante 3. Ordnung D3.
Den Zahlenwert berechnet man durch die Anwendung folgender De-

finitionen:
Definition 1:
2 I“11 842
D™ = = B,48-n = 8.-,8
a21 322 11722 12721

Beisgpiel 1:

» |5 2 .
D¢ = =53 - 2-3=9
303

Definition 2:

849 892 843
859 822 853 841822833 + 845853834 + 844854845
a a a

31 732 "33 = a43855834 = 844853835 = 8458,4844

D> =

Beispiel 2:
1 2 5 =1+ (=1) ¢« (-1) +2°<3°3+5¢°1¢ (=6)
0= |1 -1 3
L e =5« (=1) *3=123¢ (=6)=2¢+1¢ (=1)
=17 4+ 18 = 30 + 15 + 18 + 2
= 24

Die Definition 1 1l&dB8t sioh leicht einprégen: Man berechnet den
Wert einer Determinante 2. Ordnung, indem man vom Produkt aus
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den beiden Elementen der Hauptdiagonalen das Produkt aus den
beiden Elementen der Nebendiagonalen subtrahiert. Aus der Defi=-
nition 2 geht hervor, daB eine aus 6 Summanden bestehende Summe
zu berechnen ist. Dabei ist jeder Summand ein aus drei Faktoren
bestehendes Produkt und in jedem Produkt ist aus jeder Zeile
und aus jeder Spalte genau 1 Element vorhanden. Die Definition
der Determinante 3. Ordnung kann man sich mit Hilfe einer
"Egelsbriicke", die nach dem Mathematiker Sarrus als Sarrussche
Regel bezeichnet wird, wie folgt leicht einprédgen: Man schreibe
rechts neben die Determinante nochmals die 1. und die 2. Spalte.
Denn bilde man die 3 Produkte aus den gestrichelt miteinander
verbundenen Elementen. Diese Produkte werden mit einem positi-
ven Vorzeichen versehen. AnschlieBend bilde men die 3 Produkte
aus den durch Punkte miteinander verbundenen Elementen. Die
letztgenannten Produkte erhalten ein negatives Vorzeichen.

3 f114 120~ 11 811 P12
L LT RS9 I 21"\ 22| = ®11%22%33 * %12%23%31
831" a32 ajqel 839 835 | 84383835 - 89392283,
= 8498338935 < 842831833

Beispiellﬁ-
1

D3 = \‘5‘;{6 =45 + 84 + 96 = 105 = 48 - T2
7" 8‘ = 0

Die Determinanten der Beispiele 1 und 2 bezeichnet man als Ko=-
effizientendeterminanten, weil ihre Elemente die Koeffizienten
der eingangs angefiihrten linearen Gleichungssysteme sind.
Selbstverstandlich werden in der Mathematik auch Determinanten
hoherer Ordnung untersucht. Der allgemeine Fall wédre die sus n
Zeilen und n Spalten bestehende Determinante n-ter Ordnung, wWo-
bei n eine beliebige natiirliche Zahl sein kann.

Fir n = 4 erhielte man
849 842 843 8

o4 o | %21 P22 %23 %24
B3q 83p 833 824
821 842 843 %44

Es sei darauf hingewiesen, daB die Elemente einer Determinante
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nicht notwendig reelle Zahlen sein miissen. Dérauf deutet schon
die Bezeichnung "Element" hin. Insofern bedeutet unsere Annahme
eine Einschrédnkung des Determinantenbegriffes. In der lathema-
tik spielen z. B. auch Determinanten eine groBe Rolle, bei de-
nen als Elemente Funktionen auftreten. Man spricht dann von
Funktionaldeterminanten. _

In diesem Fall trifft die Definition der Determinante als reelle
Zahl nicht mehr zu.

2. Der aufmerksame Leser wird sich die Frage vorlegen, wozu
maen Determinanten iiberhaupt bendtigt. Deshalb wollen wir aus
der Vielzahl der Anwendungsgebiete zundchst das Idsen linearer
Gleichungssysteme mit mehreren Variablen genauer untersuchen.
Bei 2 Variablen und 2 Gleichungen hat ein derartiges System die
allgemeine Gestalt

819%¢ + 845% = Dy

839Xy + 855Xy = Dy,

wobei die Variablen nicht wie in der Schule iiblich mit x und y,
sondern mit X, und X, bezeichnet werden. Multipliziert man die
1. Gleichung mit 8551 die 2. Gleichung mit 840 und subtrahiert
die 2. Gleichung von der 1., so ergibt sich:

8118p0%1 = Bqp8p9%y = D8y = 8450

x (819855 = 81p839) = D85 = 84505

D855 = 8450,

844820 842824
Ganz analog erhdlt man:

x1=

84402 = B4y854

899%22 = 842824 |
Es 1é8t sich leicht {liberpriifen, daB der gemeinsame Nenner
a11a22 = a12321 nichts anderes 1at als der Wert der Koeffizieps
tendeterminante

2 - Ia11 a12| .

821 ®g3 .
Ersetzt man in dieser Determinante die 1. Spalte durch die Ab-
solutglieder b1 und b2 des Gleichungssystems, so ist der Wert

12—
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der auf diese Weise entstehenden Determinante

b, a
D§ = ' b; a;: , = by8yy = 8450,
der Zidhler des fiir X, errechneten Bruches.
Wenn man dagegen die 2. Spalte durch die Absolutglieder b1 und
b2 ersetzt, erhdlt man wegen

b
2 ' &41 4
DS = = a,,b, - b.a
2 854 bz l 1172 121
den Zdéhler des anderen Bruches. Folglich gilt fiir die ILdsung un-

seres Systems von 2 linearen Gleichungen mit den beiden Variab-

len 11 und x2:

Sl

X = X =
17352 2

Liegen 3 lineare Gleichungen mit den Variablen X4 Xp und x4 in
der allgemeinen Gestalt

819%q * 84p%p * 843%3 = D

a51%4 + a22x2 + 523x3 =Db

849%¢ + 835Xy + 843Xy = b3

vor, 8o findet man durch etwas umsténdlichere Rechnungen die
folgende "elegante" Darstellung der Ldsung:

Dabei bedeuten Dg, Dg und D3, daB in der Koeffizientendetermi-
nante
03 :11 :12':13
21 722 723

®31 %32 %33
Jjeweils die 1. bzw. 2. bzw. 3. Spalté durch die Absolutglieder
des Gleichungssystems zu ersetzen ist. Diese GesetzmiBigkeit,
die nach dem Mathematiker Cramer als Cramersche Regel bekannt
ist, gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen n, d. h,:

Hat man ein System von n linearen Gleichungen mit n Variablen
XysXppeee X der Gestalt
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51111 + a12x2 teoet a1n?n = b1
32111 + a22x2 +eoet aann = b2

an1x1 + an2:2 teoeot ann;n = bn 9

so ist (154i=n, i€N).

D ist das Symbol fiir die Koeffizientendeterminante n-ter Ord-
nung, D? bedeutet, daB in D? die i-te Spalte durch die Absolut-
glieder des gegebenen Gleichungssystems ersetzt werden mufi.
Der kritische Leser wird sicher langst erkannt haben, daB die
Cramersche Regel nur angewendet werden kann, wenn die Koeffi-
zientendeterminante des zu lUsenden linearen Gleichungssystems
ungleich Null ist. In diesem Fall gibt es genau eine Idsung.
Tritt speziell der Fall ein, daB alle Absolutglieder bk

(1 Sk =n, ke N) Null sind, so ist diese eindeutig bestimmte
Lésung die sogenannte triviale Ldsung, d. h. fiir alle natiirli-
chen Zahlen i mit 1 £1i = n gilt: |

Ii = 0,

Aufgabe 1:
Losen Sie mit Hilfe der Cramerschen Regel das Gleichungssystem
2x, + X, + 3x3 =9
s * x3 = =2
3x1 +2x2 + 2x3 =TI

x1=—1,x2=2,13=3)

3. Ein Beispiel fiir die Anwendung von Determinanten in der Geo-
metrie ist der folgende

Satz: Sind P1(x1,y1), Pz(xz,yz) und P3(x3,33) die Eckpunk-
te eines Dreiecks, so gilt fiir seine Flédche A:

] 1 Xy ¥4
An-z 1 xz yg
1 23 y3

Beweis. Bezeichnet man mit AI’ AII und AIII die Fléchen der in
der Skizze veranschaulichten 3 Trapeze TI, TII und TIII' so
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erhdlt man durch einfache Rechnung:

7

2k = 2(Ay + Apy - Appp)
= (x3-x1)(y1+y3) + (x2—x3)(33+y2) - (x2-x1)(y1+32)
= X3¥q + X3¥3 = Xq¥q = Xq¥3 + X¥3 + Xp¥p = X¥3 < X0
= Al Xads T Bq¥q ¥ Xg¥o
X * X¥3 + X3¥y = Xq¥3 = X¥q T X539,

T % 7y
=1 % ¥

1 %3 735

Aufgabe 2:

Welcher geometrische Sachverhalt liegt vor, wenn diese Determi=-
nante 3. Ordnung

a) den Wert Null hat,

b) negativ ist? Fortsetzun_g folgt

Prof. Dr. G. Schlosser, FSU Jeno

Preisaufgaben

Q 19 Aus den folgenden Gleichungen gind m und n zu eliminie=-

ren!
a =m+4+n
b3 = 1':.'13-1-113
05 = 1:;5+n5




57 Preisaufgaben

Q 20 Man beweise die Identitdt

3 33 3 3.3
3 -2 2p~ = 3
p” = (p - ) + (q - -%}-{}-) + q”.
P +q P~ +4

@ 1og4logzx + logzlog4x = 2 gesucht!

1

1

22

Q 23
Q 24

Q 2 Es sind elle reellen Ldsungen von
Q

Gegeben sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem, ein
Kreis K, der beide Achsen beriihrt und eine Gerade g,
die K in P beriihrt und die beiden Achsen in den Punkten
A und B schneidet, wobeli A und B jeweils auf den posi-
tiven Halbachsen liegen (siehe Skizze). Fir den Fall,
daB der Flicheninhalt des A

Dreiecks A OAB gleich dem N

6/% -fachen des Fléchenin- 13

halts des Kreises K ist, be-

gtimme man die Verhiltnisse

von OA und OB zum Radius des K.
Kreises und von BP : Z-P. 0 4

xy

Man l%se die Gleichung

20
F'f (x“+ix+2i=1) = 4500

K umgpoBoft sammcm HEKOTOPOTO B&AYMEHHOTO HOJIOKMTE JIb—
HOT'O UMCNQ IpHIMCANN CNpaBa el KAKOe-TO IOJOXMTENE-

HO® ONHOBHAYHOe ymcjo. W3 mOomyumBMEroCH TaKmM o0pasoM
HOBOTO YWCNa BHUJIM KBEAPAT 38AYMAHHOTO WMCIa. ora pas-
HOCTH OKAsajach GOJBNe B8LYMaHHOTO UMCHa BO CTONBHO Pas,
CKONBKO COCT8BIAeT AOMONHEHNe MPMINCAHHOT'O umcna A0
oxmuHanuaTn. TpefyeTcsa ZOKasaTh, YTO Tak yZeT MOMyYaThCA
TOrZa ¥ TOJNBKO TOT7la, KOTZa HpHIMCAHHOE YMCJIO DABHO

Einsendeschluf3: 7. 7. 1984
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XXIll. Olympiade Junger Mathematiker (Bezirksolympiade — Klassen 11/12)

1) In einem Dreieck ABC sei M der Mittelpunkt der Seite AB.
Eine Gerade durch M verlaufe so, daB sie AC in einem Punkt
D und die Verléngerung von BC iiber C hinaus in einem Punkt
E schneidet und daB dabei die Dreiecke AMD und CED den glei~
chen Fldacheninhalt haben.
Beweisen Sie, daB durch diese Voraussetzungen das Verhidltnis

AD : DC eindeutig bestimmt ist, und ermitteln Sie dieses
Verhédltnis!

2) Die Kantenliéngen eines beliebigen Quaders seien a, b, ¢, und
die L&nge seiner Raumdiagonale sei d.
Man beweise, daB dann stets die folgende Ungleichung (1)
gilt:
(ab)? + (be)? + (ac)? 2 abed -ﬁ- . (1) .
Ferner ermittle man alle diejenigen Quader, fiir die in (1)
das Gleichheitszeichen gilt.

3A) Man untersuche, ob es eine Folge 81385900038 yees
a) von positiven rationalen Zahlen 8y
b) von positiven ganzen Zahlen a8y
mit den folgenden Eigenschaften (1), (2) gibt:
(1) Nicht alle Glieder der Folge sind einander gleich.
(2) Fiir alle n E 2 gilt
1 1 1 1 5.
&n "2 -(an-1 * a'::1+1)'
ds hay a, ist das harmonische Mittel von a _1 und 8.1
Falls eine solche Folge im Falle a) bzw. im PFalle b) exi-
stiert, so sind ihre Glieder anzugeben. Falls sie nicht

existiert, so ist das zu beweisen.

3B) Zwei Personen A und B spielen das folgende Spiel:
20 Karten, von denen jede mit genau einer der Zahlen
1,2,35004,20 beschriftet ist (wobei jede dieser Zahlen
vorkommt), liegen aufgedeckt, so daB die Zahlen zu sehen
sind, auf dem Tisch. Von diesen Karten hat A in Gedanken
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zwei ausgewihlt, ohne daB B weiB, um welche Karten es sich
handelt.

B versucht nun, diese beiden Karten wie folgt zu ermitteln:
Als ersten "Zug" nimmt B zwei beliebig von ihm gewdhlte
Karten, und A sagt ihm, wieviele von diesen beiden Karten
richtig sind (0, 1 oder 2 Karten). Dann legt B diese Kar-
ten wieder aufgedeckt zuriick.

Waren es noch nicht die beiden richtigen Karten, so nimmt
B beim zweiten Zug wieder zwei beliebig von ihm gewiihlte
Karten, und A sagt ihm, wieviele davon richtig sind; B
legt dann diese Karten wieder zuriick. Dieses Verfahren
wird so lange mit dem 3., 4., ... Zug fortgesetzt, bis B
in einem dieser Ziige die beiden richtigen Karten genommen
hat. B hat gewonnen, wenn er spidtestens mit dem 12. Zug
die beiden richtigen Karten nimmt.

Bei einer Durchfilhrung dieses Spiels beginnt B das Spiel
mit der folgenden Strategie: Er nimmt

im 1. Zug die Karten 1, 2 und, falls dies noch nicht die

beiden richtigen Karten sind,
im 2. Zug die Karten 3, 4 sowie, in entsprechender Weise
fortgesetzt,

.....--I'.....‘...l.IIO.......l....l.‘...‘...-.'..'I.....

falls in keinem der bisherigen Ziige die beiden richtigen
Karten (gleichzeitig in ein und demselben Zug) vorkamen,
im 9. Zug die Karten (17,18).

a) Man gebe zu dieser von B begonnenen Strategie eine Fort-

setzungsstrategie flir die weiteren Ziige an, mit deren
Hilfe B den Gewinn erzwingen kann. |

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB B bei
der angegebenen Strategie sogar spidtestens mit dem 11.
Zug die beiden richtigen Karten nimmt?

4) Man ermittle. alle diejenigen Paare (x,y) reeller Zahlen mit

Oéx(z

und 08yc2
die das Gleichungssystem

3¢8nxe.cosy=cosx-+ siny (1)
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5)

6)

o

sin° x + 8in® y = 1 - (2)
erfiillen.

Man ermittle alle Paare (a,b) von Primzahlen a und b, fir
die 38 + & = b° + b gilt.
Es sei { PoSQ ein Winkel von beliebig, aber fest vorgege=
bener GroBe « < 180°, Ein vom Punkt Po ausgehender, ins In-
nere des Winkels gerichteter Lichtstrahl werde jedesmal,
wenn er auf einen Schenkel des Winkels trifft, nach dem Re-
flexionsgesetz zuriickgeworfen. Die Punkte, in denen der
Lichtstrahl dabei auf die Schenkel des Winkels trifft, seien
fortlaufend mit P1,P2,P3,... bezeichnet (soweit solche Punk=- |
te existieren). Die GroBe des Winkels, den zu Beginn der
von PO ausgehende Lichtstrahl mit der von PO nach S fithren-
den Halbgeraden bildet, sei \f o genannt (0° < 'f 0 < 180°),
Beim Experimentieren mit derartigen Winkelspiegeln kann man
fragen, ob es zu gegebenem YO endlich oder unendlich viele
Punkte Py,P,,P3,... gibt, ob es zu jedem Y unter den Punk-
ten P,,P,,Py,... einen Punkt P, derart gibt, da 5P, < B,
fiir alle i=1,2,3,¢.« gilt und durch wieviele Moglichkeiten ..
der Richtungswahl ? o ©8 (je nach der Vorgabe von & ) er-
reichbar ist, daB der Lichtstrahl eine auf seinem Weg dem
Punkt S _ri-ﬁchstg—e_]_.egene Teilstrecke P _,P mit der Eigen-
schaft SPm_1 = SPm durchléuft, so dal also das Wegstriick
Py ees P _, symmetrisch liegt zum Wegstiick P ... P, 4 be-
ziiglich der Winkelhalbierenden des Winkels & PnSQ. Diese
Frage wird durch folgende Teilaufgaben genauer erfalt:
I. Man beweise die folgenden Aussagen (A) und (B) bei be=
liebig, aber fest vorgegebenem & :

(A) Flir jedes Y o 8ibt es genau eine natiirliche Zahl n
so, daB Punkte PO,P.I,....Pn existieren, wihrend der
von PIl ausgehende Lichtstrahl nicht mehr den anderen
Schenkel des Winkels § P,SQ erreicht.

(B) PFir jedes \P o &ibt es genau eine natiirliche Zahl m
s0, daB Pg,Piyeee,B,_, existieren und (falls m % 2

m-1 8 ;
ist) fiir k=1,...,m=1 die Ungleichung 5P, & 5P, _, er-

2
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Losungen

I1I.

fiillen, daB dagegen entweder kein Punkt P, mehr exi-
stiert oder SP 2 SP _1_sowie (falls mgn ist) fiir
k=m+1,.0.,0 sogar SPk’ SPk ; gilt.

Man ermittle alle diejenigen am Anfang ;rorzugebenden
Werte o , zu denen es

(C) genau einen,

(D) genau zwei,

(E) genau N

Werte y o mit der Eigenschaft gibt, daB fiir die in (B)
gefundene Zahl m (ein Punkt Py existiert und) die Glei=-
chung §- ﬁ' _q &ilt. In (E) sei dabei N»2 eine ge-
gebene naturliche Zahl. ’

Losungen

£37]

A ®
Abb. zu P 38

T4T%40 o 4T = TC14T7247) 72 (147472477 ) 40
+ 193(147472473)
= (147472%47%)- B 743
= 400 » z 1=l
400 / T+7%4. .. +74E qed.

Die geforderten Bedingungen erfiillt eine Figur, die
durch zwei gleiche Dreiecke A ABC und /A BCD mit der ge-
meinsamen Seite BC gebildet wird (siehe Skizze) wobei
l:&‘ = \ﬁ)‘ = 10 cm, \A-B‘ = ‘(-}-]3‘ = 8 cm und 'B—C| = 5 om.
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P 49 a) gzo =P 8 =n+1, 8, =n+1,
==» (®) hat die Form

)+ (PPhe2e+GID e = 2@,
Es gilt

k(%) = (e EY)

") = FfEHpT - @) Epre-EnT -
= (n#1)(24)

n+1

Z, 1(°t) - ﬁ (n+1)(42,) = (n+1)kz§0(§) = 2%(n+1)

qod;
b) q & 1—31-q = 2(1- 19).

Ferner
—?— ~ (1=9)5, = 1-¢"*
und analog

[1-(a] s, = 1 - (&=

Multipliziert man (%) mit (1=q) und trdgt diese
Identitdten ein, so folgt:

(n:‘)(1-q)+<“§1)(1-q2)+...+(§1})(1 24 .

2“”(1-(—1-*2'-9-) Y
- 2n+1 - (1+q)n+1.
Di vse linke Seite formen wir weiter um:

(P (=g (B (1-g2*Y) -

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
( )+( )+...+(n+1 - 1 )q+...+(n+1)

n+ n+1
- g (11;1) - F' (nI'l)qi
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n+1 n+
= (BN + ) 54 B = "lg° - é GHOLh

—

n+1 n+

aiz‘-o(n;d) - iz (n1-1)qi = o0+l (1+q)n+1

o

Das ist aber gerade die Behauptung. ( Binomische
Formel)

50 ] ()2 = (1+2¢ ... *n)?
= (1-n)(2(n=1)) (3(n=2))... ((n=1)2)n-1

Nun ist aber (k+1)(m=k) = k(n-k)+(n=k)> k*1+n-k = n,
woraus folgt, da8 (n!)27 n".

51 a) Nach 1. Schritt 8 Quadrate

O 0O o
gl

o a a

Beim 2. Schritt erhilt man in jedem dieser 8 Qua-

drate aufs neue 8 Quadrate. Das sind 8% Quadrate der

Kantenlénge é- . usf. nach n Schritten bleiben 8" Qua-
drate der Kantenlénge -153 .

b) Der Flédcheninhalt nach n Schritten ist offenbar

2
L) - () —>0 fir =
3

Das Produkt von vier aufeinanderfolgenden nat. Zahlen
n, n+1, n+2, n+3 kann man wie folgt darstellen:

n(n+1)(n+2)(n+3) = (n2+3n)(n2+3n+2) = (n2+3n)2+2(n2+3n)
= (n2+3n+1)2-1.



Also liegt das Produkt zwischen den Quadraten der Zah-

len n"+3n und n2+3n+1 und kann demzufolge selbst kein
Quadrat sein.

— — — —
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Bezirksolympiade 66
XXIll. Olympiade Junger Mathematiker der DDR 3. Stufe

1) Aus der Voraussetzung fiir die Flé-
cheninhalte der Dreiecke AMD und
CED folgt durch Addition des Flé-
cheninhalts des Vierecks MBCD zu
diesen Dreiecksflédcheninhalten, daf
die Dreiecke ABC und MBE gleichen
Fliéicheninhalt haben. Wegen AB = 2 MB
hat folglich C halb so grofSen Ab-
stand von AB wie E. Nach dem Strah-
lensatz (angewandt auf die Geraden
durch B und A bzw. durch B und E
sowie die zueinander parallelen Lote
von E, C auf AB) folgt BC = % BE.
Also sind AC und EM Seitenhalbieren-
de im Dreieck ABE, und fir ihren
Schnittpunkt D folgt

AD : DC = 2 : 1.

2) Daa, b, ¢ und d =432+b2+02 positive Zahlen sind, ist die
zu beweisende Ungleichung (1) gezeigt, wenn man

(a2b2+b202+3232)2 2 332b202(52+b2+c2) (2)
bewiesen hat. Hierfiir geniigt es,
a4b4+b4c4+a4c4-32b202(32+b2+02) 20 (3)

zu zeigen, und diese Ungleichung gilt, da sie sich aus der
wahren Ungleichung

(a2b2-32c2)2 + (azbe-‘nacz)2 + (a202_b2°2)2 20 (4)
ergibt.
Die Gliltigkeit des Gleichheitszeichens in (1) ist der Reihe
nach dquivalent mit der Gilltigkeit des Gleichheitszeichens
in (2), (3), (4), diese mit ab? = a%c? = bzcz, was wegen
a,b,c>0 genau fiir a = b = ¢ gilt.
Also gilt das Gleichheitszeichen in (1) genau dann, wenn der
Quader ein Wiirfel ist.
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3A) Eine Folge positiver rationaler Zahlen a; erfiillt genau
dann (1) und (2), wenn die Folge der Zahlen by = é% eine
arithmetische Folge positiver rationaler Zahlen i
mit einer von O verschiedenen Differenz ist. (Hierzu ist
entweder als bekannter Satz zu zitieren, daB eine Folge ge-
nau dann arithmetische Folge ist, wenn fiir alle n = 2 das
n-te Glied b_ das arithmetische Mittel (b, _,+b_ .) seiner
Nachbarglieder ist. Oder dis ist z. B. 30 zu beweisen:
Die Folge ist genau dann arithmetische Folge, wenn fiir je-

des n = 2 die Differenz b -b, _, gleich der Differenz

b, _q=P, ist. Diese Gleichheit b =b,_, = b, ,-b,  ist Aqui-
1

valent mit b, = 5(b,_4+b, 1))

Aus dieser Feststellung ergibt sich:
a) Da es arithmetische Folgen positiver rationaler Zahlen
bi mit einer von O verschiedenen Differenz gibt, z. B.

bn =n (n=1,2,3,...), gibt es auch Folgen positiver ratio=-
naler Zahlen a; mit den Eigenschaften (1) und (2), z. B.

g |
8 =10

b) Gdbe es eine arithmetische Folge von Zahlen bi = éL mit

von QO verschiedener Differenz d, fiir die alle a; posi*ive
ganze Zahlen wédren, so folgte éL = éL + (n=1)d (n=1,2,3,¢¢0)e
n 1
Im Pall d> O ergéibe sich: Piir alle n>1 + (1= -=) wire
- 1
(n=-1)a>1 = El s also ét >»1, was fiir positive ganze Zahlen
1:

a, nicht moglich ist. .
In Fall d<O0 ergébe sich: Fiir alle nd 1 = yi— wiire
1

(n=1)ds = EL , also al-t 0, was ebenfalls fiir positive (gan-
1 n

ze) Zahlen a, nicht moglich ist.

Also gibt es keine Folge positiver ganzer Zahlen 8y mit den

Eigenschaften (1) und (2).

Andere LOsungsmoglichkeiten:
Man kann aus (2) durch vpllstﬁndige Induktion

b
Bngy ™ ula,-a,)+e, (n=1,2,3,...)

erhalten und damit zu a) durch geeignete Wahl von a, und a,
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3B)

-—h

Beispiele erhalten (z. B. fiihrt a,=1, a,= 3 auf a, = %) gso-
an+¥ 0 auf

1

a,> (1- 7)a,

wie wegen 845 85

schlieBen. Da dies fiir alle n gilt, folgt a, 2 a, und dann
wegen (1) sogar 849 8,e Damit ergibt sich die Folge der
841 als streng monoton fallend, was mit positiven ganzen
Zahlen unmdoglich ist.

Ahnlich kann man auch im 1. Ldsungsweg Aufgabe b) anschlie-

Bend an die Formel éP~= é?—+ (n=-1)d ohne weitere Rechnung
n 1 :

mit den verbalen Feststellungen abschlieBen, daB d» O auf

eine streng monoton steigende Folge der éL » &lso eine

streng'monoton fallende Folge der a, Iﬁhrgn miiBte und d¢ O

fiir geniigend groBes n auf negative a,.

a) Es sind genau die beiden folgenden Fdlle mdglich:

1. Fall: Unter den Paaren1) (152)3(354)500045(19,20) befin=-
det sich das richtige Paar.

In diesem Fall hat B entweder nach hochstens 9 Ziigen das

Paar mit den richtigen Karten genommen, oder er kann sus

den Antworten "Null" auf die ersten 9 Ziige erkennen, daB

(19,20) das richtige Paar ist. Er nimmt es mit dem 10. Zug

und hat damit den Gewinn erzielt.

2. Fall: Unter den Paaren (1,2), (3,4),¢¢.,(19,20) befin-
den sich genau zweli Paare, in denen jeweils eine
Karte richtig ist.

In diesem Fall weiB B (spdtestens) nach dem 9. Zug, welche

Paare dies sind.z) Es geien die Paare (31,a2) und (a3,a4)

1)

2)

Als"Paar" wird hier eine Menge (z,,2z.) aus zwei Elementen
verstanden, also nicht ein geordnetes Paar; d. h., es er=-
folgt keine Festlegung, welches der Elemente 2z 125 "erstes"
oder "zweites" Element sei, es gilt (21,z2) = 122'31)_

Laut Aufgabenstellung fiihrt B die bis zum 9. Zug festgelegte
Strategie des Nehmens von (1,2),(3,4)5¢0.,(17,18) im Fall 2
auch dann durch, wenn er die genannten beiden Paare schon
eher kennt, obwohl diese Strategie dann unnctig viele Ziige
bedingt. Diese Festlegung geht wesentlich in Aufgabe b) ein.
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(etwa mit a,€ 8, <a3<a4)-. Dabei sind genau die in der fol-
genden Tabelle angegebenen vier Fdlle mbglich (die Angabe
W unter ay bedeutet, daB a; eine der richtigen Karten ist;

die Angabe F, daB a, keine der richtigen Karten ist):

- |
Fall 31 ] a2 33 a4
£==== i+ - &t 51 ====£====
2.1 w P W F
2:24 W F F W
243a F w W F
2.4. F w F W

Jetzt nimmt B im 10. Zug die Karten (31,a3).

Im Fall 2.1. hat er damit die richtigen Karten genommen und
das Spiel gewonnen.

Im Fall 2.4. erfédhrt er mit der Antwort "Null" auf den

10, Zug, deB (a2,34) das richtige Paar ist. Er nimmt es mit
dem 11. Zug und gewinnt damit.

In den Fédllen 2.2. und 2.3., die durch die Antwort "Eins"
auf den 10. Zug charakterigiert sind, nimmt B im 11. Zug
die Karten (31,a4). Lag der Fall 2.2. vor, so hat B damit
gewonnen., Lag aber der Fall 2.3. vor, so erféhrt B dies in
der Antwort "Null"™ auf den 11. Zug. Er nimmt im 12. Zug
(32,33) und gewinnt damit.

Durch die angegebene Strategie erzwingt B also den Gewinn.

b) Fiir jedes Paar (z1,22) aus zwei verschiedenen Zahlen
15000,20 gilt: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB8 die Zahl
24 eine der beiden richtigen Zahlen ist, betrdgt P1 = é% s
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal dann Zs die andere rich-
tige Zahl ist, betragt P2 = %% o Also betrégt die Wahr-

scheinlichkeit dafiir, daB(z1.z2) das richtige Paar ist,
1

P1P2=T9-O--
Daher betrégt die Wahrscheinlichkeit dgfiir, daB sich unter
den Paaren (1,2),(3,4)y...,(19,20) das richtige befindet
(1. Fall),

10':]-5-0-=-,|‘-|g.

(Dies kann man auch so herleiten: A hatte genau (%?J = 190
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Méglichkeiten, das dann als "richtiges™ geltende Paar in Ge-
danken auszuwéhlen. Von diesen Moglichkeiten sind flir das
Eintreten des Falles 1 genau 10 giinstig.)

Also betrdgt die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 der Fall 2
eintritt, 1 - 4 = 48 . Die vier Pille 2.1. bis 2.4. haben
einander gleiche Wahrscheinlichkeit. B hat genau dann 3)
nach 11 Ziigen den Gewinn noch nicht erreicht, wenn der Fall
2.3. vorliegt; die Wahrscheinlichkeit hierfiir betrdgt folg-
lich

1.18 _

I T *

Also betriégt die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 B den Gewinn
spétestens nach 11 Ziigen erreicht hat,

1 = '3'% =I§%Q#0,763.

4) I. Wenn ein Paar (x,y) die verlangten Eigenschaften hat, so
folgt aus (1)

9 « gin®x - aoszy = cos®x Binzy. (3)
Fir die Zahl a = sin’x gilt
a0 (4)

sowie wegen (2)
ainzy =1=8a= coazx,
cos“y = a.

Damit erh&dlt man aus (3)
932 = (1‘3)23

also 8&2 +2a =-1=0,

a = —-% + E% + é .
wegen (4) also

a =g
und daher

| sin x | =lcos yl=-;-, lcos x 1 = lsinyl=% 3.
Weiterhin gibt es wegen (1) fiir die Vorzeichen von sin x,

3) vgl. Anmerkung 2
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5)

cos x, 8in y, cos y nur die im Folgenden ersichtlichen Mtg-
lichkeiten und damit wegen 0O =x 2 , O =y 2 nur die
anschliefSend genannten Moglichkeiten fiir x und y selbst:

sin x cos x sin y J ooayl[ x l.sz
y [ am a0 1] & %
P [ | 3F |1 | =&
P [ [ | 1| &%
3 [0 ¢ | 3 | &5
5 [F a0 |1 | B %
3 | 0| iF |1 | s
BRI

II. Fir alle damit genannten Paare (x,y) bestédtigt man, daB
sie (1) und (2) erfiillen.
Daher sind genau diese (x,y) die zu ermittelnden Paare.

I. Wenn (a, b) ein Paar von Primzahlen ist, fiir die

38° + a = b2 4+ b (1)
gilt, so folgt:
Es gilt a # b (da a =b in (1) auf a = 0 filhren wiirde), al-
80 ist die Primzahl a nicht Teiler von b. Da sie aber nach
(1) Teiler von b(b+1) ist, muB sie folglich Teiler von b+1
sein; d. h., es gibt eine natiirliche Zahl n (> 0) mit
b+1 = n-a.
Einsetzen in (1) ergibt

a(3a+1) = (na=1)+na,

3a+1 = n2a - n,
a(n2-3) =n + 1,



Determinanten 72

also, da n- -3 # O fur alle naturlichen Zahlen n iat,
. - 1
n"= 3

Wire n=1, so folgte
a = =1,
Wire n = 3, so folgte
n2 - n = 4 = n(n=-1) - 4
23-2=4
>0,
also n° = 3¢ n + 1 und damit

a=£2-+—1'<1-

n“= 3
Da (2) und (3) fir Primzahlen a nicht{ moglich sind, ver-
bleibt nur die Mdglichkeit n = 2 und damit a=3, b=5.

II. Des Paar (3;5) besteht aus Primzahlen und erfiillt
332 43=30=5 +5.
Also hat genau das Paar (3;5) die verlangten Eigenschaften.

Fortsetzung folgt!

Determinanten (Fortsetzung)

4. Bisher kennen wir nur die Definition der Determinanten 2.
und 3. Ordnung. Bei den Determinanten n-ter Ordnung mit n> 3
wird in diesem Beitrag bewuSt auf die Definition verzichtet,
weil dazu weitere mathematische Hilfsmittel erforderlich sind.
Vielmehr berechnen wir den Wert derartiger Determinanten mit
Hilfe des nach dem Mathematiker Laplace benannten Entwicklungs-
sa%zes, der im folgenden ohne Beweis erléutert werden soll.

Im Falle n = 4 besagt dieser Satz:
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8419 812 893 894

a a a
; 859 855 854 854 S 22 23 24
D = 8., B 8., 8 = a49(=1) 845 833 83y
31 732 733 "34
841 842 243 %44 842 843 %44
a a a a a8 a
| 21 823 824 21 S22 824
1+2 _ay1%3,
+ 312(-1) - | &34 834 83y + a13( 1) 83q 839 834
841 843 %44 841 242 %44
a a a8
21 822 823
144,
+ ay,(=1) a3 83p 833
841 842 B43
Dafiir schreibt man kiirzer:
4 _ 1+1 _ay142 _4y143 _qy 144
D* = ey (-1 g 4a o (=1) 1T dqptag(=1) 777 Ayt (=) T g,

Die Determinante 3. Ordnung d11 entsteht aus D4 dadurch, daB
man die Elemente der 1. Zeile und der 1. Spalte streicht, bei
d12 sind die Elemente der 1. Zeile und der 2. Spalte gestrichen
usw. Alle vier Determinanten 3. Ordnung d11, d12, d13 und d14
bezeichnet man als Unterdeterminanten von D'. Bei dieser Dar-
stellung treten die Elemente der 1. Zeile als Faktoren auf.
Deshalb spricht man von einer Entwicklung von D4 nach den Ele~-
menten der 1. Zeile. Ganz analog kann man D4 auch nach den Ele-
menten der 1. Spalte entwickeln. Das fithrt zu folgender Dar-
stellung:

L O T D e CL DL R CL DA T
Die Wehl der 1. Zeile bzw. 1. Spalte ist jedoch nicht notwendig.
Man kann eine Determinante nach den Elementen irgendeiner Zelle
oder irgendeiner Spalte entwickeln. AuSerdem gilt der Laplace=-
sche Entwicklungssatz fiir Determinanten beliebiger Ordnung n.
Das am Beispiel n = 4 erlduterte Vorgehen kann der Leser sicher
leicht auf n = 5, 6, 7 usw. libertragen.

Wie man sieht, wird durch den lLaplaceschen Entwicklungssatz die
Berechnung einer Determinante n-ter Ordnung auf die Berechnung
von Determinanten (n=1)=-ter Ordnung zuriickgefiihrt, die Berech-
nung von Determinanten (n-1)=-ter Ordnung wiederum auf die Be-



Determinanten Vais
mit dieser Zahl multipliziert.
(Enthalten umgekehrt alle Elemente einer Zeile oder Spalte
einen gemeinsamen Faktor, so kann man diesen Faktor in Analogie
zum Ausklammern "hersusziehen".)

Aufgabe 3:
Beweisen Sie Satz 3 mit Hilfe des laplaceschen Entwicklungs-

satzes!

Ohne Beweis angefiihrt seien noch
Satz 4:

Wenn in einer Determinante alle Elemente von zwei Zeilen oder
zwei Spalten iibereinstimmen, so hat sie den Wert O. '

Satz 5: .

Wenn man éu allen Elementen einef Zeile ein und dasselbe Viel=
fache der entsprechenden Elemente einer anderen Zeile addiert,
s¢ findavt die Determinante ihren Wert nicht.

Auch dieser Satz gilt in analoger Weise fiir Spalten. Er kommt
bel der Berechnung von Determinanten am hdufigsten zur Anwen-

dung.

Beispiel 4:

9 5 1 0 Man multipliziere die 3. Zeile mit
< } j 2 (-2) und addiere sie zur 2. Zeile!

-3 5 1 1
3 5 1 0 Man multipliziere die 3. Zeile mit
1™ 1 3 und addiere sie zur 4. Zeile!

-3 5 1 1
3 5 1 0 Man multipliziere die 3. Zeile mit
2 "13 'i '2 (=3) und addiere sie zur 1. Zeile!
0O 26 13 13
0 =16 =11 =12 Man entwickle die Determinante nach
? '1% 'ﬁ '3 den Elementen der 1. Spalte!
0O 26 13 13
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rechnung von Determinanten (n=2)=ter Ordnung usw. Im Falle n=6
z. B. ergeben sich 6 Determinanten 5. Ordnung, jede davon fiihrt
auf 5 Determinanten 4. Ordnung und jede dieser Determinanten
4. Ordnung erfordert die Berechnung von 4 Determinanten 3. Ord=
nung. Folglich muB men 6 « 5 ¢ 4 = 120 Determinanten 3. Ordnung
oder 6 « 5 « 4 » 3 = 360 Determinanten 2. Ordnung berechnen,
wenn man den Wert einer Determinente 6. Ordnung bestimmen will.
Es ist offensichtlich, daB damit ein erheblicher Rechenaufwand
verbunden ist. Aus diesem Grunde verdndert man eine Determinan=-
te zundchst in geeigneter Weise, um ihren Wert mdglichst ein-
fach bestimmen zu kdnnen. Die Berechtigung fiir derartige Ver=
anderungen ergibt sich aus den nachfolgenden S&tzen. Die groSe
Bedeutung des ILaplaceschen Entwicklungssatzes besteht vor allem
darin, daB diese Sdtze aus ihm gefolgert werden konner.

5. Satz 1:
Wenn man alle Elemente einer Determinante an der Hauptdiagona=-
len spiegelt, so é@ndert sich ihr Wert nicht.

Beweis. Die Spiegelung an der Hauptdiagonalen bedeutet ein Ver-
tauschen der Zeilen mit den Spalten, d. h. aus der i-ten Zeile
wird die i-te Spalte und umgekehrt. Folglich geht die Entwick-
lung der Determinante nach den Elementen der i-ten Zeile iiber
in die Entwicklung nach den Elementen der i-ten Spalte. Nach
dem laplaceschen Entwicklungssatz sind beide Wege mdglich, um
den Wert der Determinante zu bestimmen.

Setz 2:
Wenn in einer Determinante alle Elemente einer Zeile oder Spal-
te gleich Null sind, so hat sie den Wert O.

Beweis. Alle Elemente der i-ten Zeile seien gleich Null. Ent-
wickelt man die Determinante nach den Elementen der i-ten Zeile,
so enthdlt jeder Summand der auf diese Weise entstehenden Summe
den Faktor O. Folglich hat die Summe insgesamt den Wert O.

Satz 3:
Werden alle Elemente einer Zeile oder Spalte mit einer Zahl

multipliziert, so wird dadurch auch der Wert der Determinante
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=16 =11 =12 Men ziehe den gemeinsamen Faktor 13
= ';g ;g ;g heraus, den alle Elemente der
3. Zeile enthalten!
=16 =11 =12 Man multipliziere die 3. Zeile mit
= 13 '13 '1 '3 3 und addiere sie zur 2. Zeile!
=16 =11 =12 Man multipliziere die 3. Zeile mit

=13 | =7 =1 O 12 und addiere sie zur 1. Zeile!

2 1 1
8 1 o Man entwickle die Determinante
= 13. 'Z '} ? nach den Elementen der 3. Spalte!
-3 | 8 1‘l\ Man wende die Definition fiir De-
=7 =1 | terminanten 2. Ordnung an!

(-1) =1 - (D]

L]
™~
s

= 13
= =13

Aufgabe 4:
Berechnen Sie den Wert wvon

1 2 =3 4
p¥= |3 © 1 5
2 -1 3 1
5 3 1 =2

Preisaufgabe:
Die Preisaufgabe besteht aus 2 voneinander unabhéngigen Teil=-

aufgaben.

1. Teilaufgabe:
‘Gegeben aeien die beiden Vektoren

r =X i +y J + 2z k und
al 15 % = > > e
T, = x21 + y23 + zzk, wobei i,j und k
die Einheitsveéktoren eines reohtwinkllgen Koordinatensystems
sind.

Welche Beaeutung hat bei diesen Voraussetzungen die Determinan-
3
te D77

|-I-
]
b
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Beweisen Sie Ihre Behauptung!

2. Teilaufgabe:
Wir hatten gezeigt:

Sind P1(x1,y1), Pz(xz,ye) und P3(x3,y3) die Eckpunkte eines
Dreiecks, so gilt fiir seine Fldche A:

A s
A= 3 1 X, Yo
1 x3 33

Durch die Gleichungen

x' =x -8

y'=y-b

wird eine Parallelverschiebung der Ebene in sich definiert. Die
Bilder der Punkte P1(x1,y1), P2(12.y2) und P3(x3,y3) seien
P{(X-'I,.V{)- Pé(xé:Yé) und Pé(xilyﬁ)'

Beweisen Sie, daB fiir die Flidche A' des von den Bildpunkten ge-
bildeten Dreiecks gilt:

A' = A !

Fiir diese Preisaufgabe wurde uns von Prof. Schlosser
freundlicherweise ein Preis zur Verfiigung gestellt.

frof. Dr. G. Schlosser

Sektion Mathematik
Bereich Mathematik — Methodik

o

[ —————————————
Ein Buch ist ein Spiegel: Wenn ein Affe hineinguckt,

kann freilich kein Apostel heraussehen.
Georg Christoph Lichtenberg

Dar grolte Feind der Wissenschaft ist nicht der frrtum,
sondern die Trigheit. Alles, was wir brauchen, ist die Erdrte-.
rung; dann sind wir sicher, daB alles in Ordnung kommt,
wenn wir auch noch so viele Versshen machen.

Henry Thomas Buckle
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Preisaufgaben
@Q 25 Man lose das Gleichungssystem

-k [ 2 2
X + JX = x - 1x°-3~ _ 17
m x4"‘x§-y2 * x + 1x°=y 4

x(x+4) + 4x2+:qr+4 52

Q 26 Gegeben ist die quadratische Gleichung

x° + px + q -0 mit den Wurzeln %, und X,.
Man gebe eine quadratische Gleichung an, die die Wurzeln

Yq = 112 + x22 und

T2 113 + I23 hat!

Q 27 Man zerlege (x+y+z)> - X =3 - z° in ein Produkt!

3 28 Man beweise, daB 2 _ (y .y '

falls log,x, log x und log.x (x + 1) eine arithmetische
Progression bilden.

Man finde alle Lésungen der Gleichung

sian + 0058x = %-g

IoxazaThs, YTO €c/i AMamMeTp MONyKpyra pasielTh Ha

7Be IPOK3BOJBHBE YacTU U Ha KAKAOW M3 HHX OIMCAaTh
NONyKPYT, BHEYTPM AAHHOTO INONYKPyra , TO MNIOMAaAE,
3aKNNYSHHAA ME¥AY TpPeMA HOJYyOKPYyXHOCTsMiI, OyAET paBHAa
naoWazy kpyra, AUAMETD KOTOPOI'0 DaEeH AMMHE NepleH-
INKYNAPa, BOCCTAHOBI2HHOTO BHYTPHM WCXOLHOTO MOIYKpyTa

113 TCYHN JeJieHHA 2I'0 AHaMeTpd.

==

EinsendeschluB: 2. 8. 1984
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Losungen

IP 39 Wir formen das Gleichungssystem um, wobei wir in der
' ersten Gleichung zur Basis 2, in der zweiten zur Ba-
8is 3 und in der dritten zur Basis 4 iibergehen:

log,x + % logzy + -% 10522 = 10324
1og3y + -% 10532 + % 1og3:z = log39
10542 + % 1og4x + % log4y = 103416

Durch Potenzieren erhdlt man

yz = 4 (1)
y¥xz = 9 (2) und nach Multiplikation der
zNxy = 16 (3) Gleichungen
(Jt:;'zz)2 = 24° also xyz = 24 (4), da x»0, y»0 und

zY 0.
(1) mit (4) kombiniert ergibt x = %% = % .

Analog erhdlt man y = % und z = 2%- .

Durch die Probe bestdtigt man, daB diese 3 Zahlen
tatsdchlich Losung des Gleichungssystems sind.

P 40 | Der gesuchte Bruch hat die Gestalt -B— , wobei p 0
nat. Zahl. Aus den Bedingungen der P 1
Aufgebe folgen die Ungleichungen Ez-—) (1) und
0< §2L4£ 0 (2).

Aus (1) folgt 3(p+2) Y po+1, also p°-3p-5& 0. Durch Lo-
sung dieser quadr. Ungleichﬁ erhélt man
p1= - 2(0(P< +22 =P245

—P p kann nur die Werte 1,2,3 oder 4 annehmen.

Durch Einsetzen in (2) erhidlt man, daB nur p=4 beide
Ungleichungen erfiillt. Damit ist -S— —é einzige LO=-
sung dieser Aufgabe.
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P 42 I Betrachten a und a2 mod T:

a|0123456
32|0142241

Aus 2 Summanden 1ldB8t sich die Restklasse O daher nur
auf eine Art darstellen: 0 =0 + O,

Andere Kombinationen von 0, 1, 2 und 4 ergeben gtets
Restklassen # O.

Damit folgt aus a.2

+b2
a

0(7) A b2 = 0(T7)
0(7), qed.

o(7) a°
o(7) A b
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Schnittfiguren bei Kérpern

Beim Cavalierischen Prinzip (Francesco Bonaventura Cavalieri,
ital. Mathematiker, 1598 = 1647) nutzt man zur Grundfliéche pa-
rallele Schnittebenen, um Volumina zu vergleichen. Schon zu
Zeiten Cavalieris wurden aber auch solche Schnittebenen ver-
wendet, um kﬁrperanséhaulicher darzustellen. Betrachtet man die
Darstellung eines Korpers (Bild 1 und 2), so gelingt es, durch
eingezeichnete Ebenen den K&rper besser rdumlich zu erfassen.

Bild 1 Bild 2 : Bild 3

Diesen Umstand nutzt man bei der Schraffur von Seitenfléchen
in der Kunst aus. Die jeweilige Schnittfigur fdllt dabei deut-
lich auf (vgl. Bild 3). Liegt die schneidende Ebene nicht mehr
parallel zu einer Seitenfléiche, fdllt es uns wesentlich schwe-
rer, eine Vorstellung von der Art der Schnittfigur zu bekom-
men. Wie im Artikel von Dr. R. Dorr gezeigt wurde, besteht die
Moglichkeit, {iber Grund= und Aufrif (evtl. noch giinstige wei-
tere RiBebenen wihlen) sich eine Vorstellung von réiumlichen Ge-
bilden zu verschaffen. Mit den oben angefiihrten parallelen
Schnittebenen ldB8t sich dabei ebenfalls gut arbeiten.

Soll die Schnittfigur in Kavalierperspektiwe dargestellt werden,
gibt es meist doch Probleme, wie viele Schiiler bei der Kreis-
olympiade 1983 erfahren muSSiten. In der Aufgabe 231023 war ein.
Wiirfel mit den Punkten A'B'C'D'E'F'G'H' in Kavalierperspekti-
ve abgebildet. Auf den Ebenen 81(ABFE) lag ein Punkt P,
EE(BGGF) ein Punkt Q und 53(ADHE) ein Punkt R (jeweils im
Inneren der Seitenfldchen des Wiirfels). Zu konstruieren war
die Schnittfigur des Wiirfels mit der Ebene & (PQR).
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Da die Kavalierperspektive ein Spezialfall von Axonometrie ist,
werden auch hier die Bilder von drei - von einem Punkt ausge-
henden zueinander senkrechten - Achsen betrachtet (vgl. Bild 4)

= und dabei mit einem "Verzer-
rungsverhéltnis®™ 1 : 2 gearbei-
tet. Es ist nun glinstig,
Schnittebensn zur Hilfskonstruk-
tion zu nutzen, die parallel
zu den Achsen verlaufen. In un=-
serem Fall sind es z. B, die
Ebenen (P'PQQ'), (Q'QRR') und

(ﬁR'P'f), gle ergeben das im
Bild 5 hervorgehobene Prisma,
Bild 4 in dem die Dreiecksfliéche

(PQR) liegt.

Das Ziel weiterer Untersuchun-
w 8en besteht nun darin, zwei
‘dieser Ebenen so zu schneiden,
daB die dabei genutzte Schnitte-
ebene eine bzw. zwei Kanten

des Wiirfels enthilt. Wie bei
den Schnittebenen (PRR'P') und
(QRR'Q') verlaufen die "Spuren"
der Ebenen suf den Seitenflé-
p' chen parallel zu Kanten (z. B.

A'E'). Eine der mdglichen Ebe-
nen ist die Ebene (A'C'G'E')
(Diagonalebene), Ihre Spur 1n
(A'B'C D ) schneidet QR in H1
und PR in H2. Gleichzeitig
erkennen wir in Bild 6, daB die Diagonalebens Q'R' in H! und

1
P'R' in H} sChneidet (Parallelitédt von g- Hy und 5H2H' be-

achten). Mit den Punkten Hi und Hz, die in der gesuchten
Schnittebene und in der Diagonalebene liegen, haben wir sofort
zwei Eckpunkte (S,,5;) der gesuchten Schnittfigur. Die restli-
chen Eckpunkte schlieBen sich iiber P' bzw. R' an. Interessant
8ind diese Schnittpunkte vor allem dann, wenn sie auBerhalb
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Bild 6

der Strecken A'E' bzw. C'G' die Geraden 8p 11 bzw. 8grgt tref-
fen, oder wenn sie mit Eckpunkten zusammenfallen.

Un mit diesem Konstruktionsprinzip vertraut zu werden, muB man
sich mehrere Schnittfléchen konstruieren und dabei die Punkte
P'Q'R!' variieren. Wenn man sich mit dem Konstruktionsprinzip
vertraut machen will, ist es giinstig, auch andere Hilfsebenen,
Zz. B. die zu gy 1R parallelen durch P'R' und?'Q' oder zu PQR
parallele durch markante Punkte des Dreiecks P'Q'R', zu wéhlen.
Ebenso interessant fiir ein weiteres Erfassen der"Schnittpro-
blematik™ist eine Umkehrung der eben angefiihrten Aufgabenstel=
lung. Dazu als Anregung einige Fragestellungen:

Welche Schnittfiguren sind iiberhaupt denkbar?

Kann man regelmiBige: 3, 4, 5, 6=Ecke als Schnittfigur erhalten?
Wie miiBten dann die Punkte P,Q,R gewiéhlt werden?

Um die Richtung solcher Untersuchungen anzudeuten, gehen wir
der Frage nach, ob man ein reguléres Tetraeder so durch einen
ebenen Schnitt schneiden kann, daB ein Quadrat entsteht. Aus
einer Darstellung in Grund= und Aufrifl kann man sich eineVer-
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mutung erarbeiten. (Das Ein- : D

tauchen eines Kantermmodells
in Wasser illustriert sehr
einpriégsam Schnittfiguren).
Schnittebenen parallel zu
einer Kante,z. B. AC, fiih-~
ren auf Vierecke, weil vier
Kanten erfaSt werden kinnen.
Wihlen wir im Grundri8 in
der im Bild 7 gewéhlten La-
ge parallele Schnittebenen,
so entstehen Rechtecke, von
denen einige hervorgehoben
wurden. Es liegt die Vermu~
tung nahe, daB sich unfer
den Rechtecken ein Quadrat
befindet. Aus dem "Durch-
schicken" der Ebene kann man
die Vermutung finden, daB die
Mittelpunkte der Kanten des
Tetraeders als Lésung in Frage kommen (man untersucht dazu die
Léngen der Seiten in der Schnittfigur).

Einen anderen Zugang bekommen wir, wenn wir die Eckpunkte des
Tetraeders als Ecken eines rdumlichen (nichtebenen) Vierecks
ansehen. Besinnt man sich dann auf die Tatsache, daB8 die Figur,
die man aus den Mittelpunkten der Seiten eines rédumlichen Vier-
ecks bildet, ein Parallelogramm ist, liegt eine L&sung sehr
nahe. _

Mit dem Bild 8 wird angedeutet, wie man nun die Konstruktion
in Kavalierperspektive ausfilhren kann, wobei die Hilfsebenen
H1S4S1 und H28382 genutzt wurden. Flir den Nachweis, daB die
Figur ein Rhombus ist, kdnnen wir ganz elementax mit &hnlichen
Dreiecken arbeiten. Wir k¥nnen dann sowohl mit Hilfe von Win=-
kelbeziehungen, aber auch iiber die Diagonalen 5133, 8234 den
Nachweis erbringen, daB8 ein Quadrat vorliegt.

Flir denjenigen, der die platonischen Korper kennt, ist die Lo-
sung der Aufgabe sehr leicht, weil das gesuchte Quadrat im
Oktaeder, dessen Eckpunkte durch die Seitenmitten aller Kanten
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Bild 8

des Tetraeders gebildet werden, liegt. Mit der LYsung ist es _
uns damit gleichzeitig gelungen, ein in das Tetraeder eingebet-
tetes Oktaeder zu konstruieren.

Einige Probleme zum Nachdenken:
Ein Korper "paBt" genau durch folgende "Ldcher™, wie sieht der
Korper aus? Man veranschauliche eine Darstellung durch Schnitte.

Bild 9

Ein Quader mit den Kanten a,b,c ist so zu schneiden, daB ein
minimales/maximales Quadrat entsteht, welche Schnittfiguren
gibt es noch, welche Bedingungen gilt es an die Kantenléngen
des Quaders zu stellen?

Kann man den Kdrper im Bild 3 so schneiden, daB eine Ellipse
als Schnittfigur entsteht? P e— Es_u

Bereich Mathematik — Methodik
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Elementare Funktionen und gewshnliche Differentialgleichungen

1. GewShnliche Differentialgleichungen

Auf der Zahlengeraden R sei eine reelle stetige Funktion f£(x)
gegeben. Gefragt wird nach einer differenzierbaren Funktion
v(x) mit

(1) y'(x) = %E = £(x), =xeR.
Die LYsung der Aufgabe ergibt sich durch Integration,
X

(2) y(x) = ¢ +[I(t)dt, x& R,
wobei x  und c beliebige r:elle Zahlen sind. Aus (2) folgt ins-
besondere, da3 man den Wert y(xo) = ¢ beliebig vorgeben kann.
Genauer: Bind xociR und ce& R vorgegeben, so besitzt die Aufga-
be (1) mit der Zusatzbedingung y(xo) = ¢ genau eine Ldsung. ‘
Diese ist durch (2) explizit angebbar. Die Aufgabe wird kompli=
zierter, wenn neben y'(x) auch noch y(x) oder hshere Ableitun=-
gen von y(x) in die Gleichungen eingehen, z. B.

y'(x) + 3y17(x) + 19y"(x) = £(x).
Solche Gleichungen nennt man gewshnliohe Differentialgleichun=—
gen. Sie spielen eine fundamentale Rolle in der Mathematik und
in den Naturwissenschaften. Es gibt eine ausgedehnte Theorie
fiur solche Gleichungen, die aber nicht Gegenstand dieser Arbeit
ist. Unser Ziel ist bescheidener. Wir betrachten die beiden

speziellen Gleichungen

(3) y'(x) = y(x), =xéR
und
(4) y"(x) = -y(x), x&R.

Wie gesagt wurde, besitzt die Differentialgleichung erster Ord-
nung (1) genau eine Ldsung y(x) mit y(x,) = ¢, wobei x  und ¢
vorgegebene reelle Zahlen sind. Diese Eigenschaft gilt auch fiir
die Differentialgleichung erster Ordnung (3). Fiir die Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung (4) keann man nicht nur y(x,) = o4,
sondern auch y'(xo) = ¢, vorgeben. Das sind sehr spezielle Fol=-
gerungen aus der oben erwidhnten allgemeinen Theorie der gewdhn-
lichen Differentialgleichungen. Wir formulieren diese Aussagen
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in zwel S&atzen.

S a t'z 1. Es seien X, R und ce R vorgegeben. Dann besitzt
die Differentialgleichung (3) genau eine (stetig dif-

ferenzierbare) Lésung y(x), die der Anfangsbedingung
y(xo) = ¢ geniigt.

Satz 2e Es seien X, € R, Cq€ R und cr& R vorgegeben. Dann
besitzt die Differentialgleichung (4) genau eine
(zweimal stetig differenzierbare) Losung y(x), die
den Anfangsbedingungen y(xo) = ¢, und y'(xo) = G, ge=
nligt.

2. Elementare Funktionen

Elementare Funktionen wie etwa Polynome, trigonometrische Funk-
tionen, Exponentialfunktionen usw. kann man auf viele Weisen
einfiihren und definieren. In dieser Arbeit wollen wir zeigen,
da8 man die Exponentialfunktion e(x) = e* und die trigonometri-
schen Funktionen sinx und cosx als Losungen von gewchnlichen
Differentialgleichungen einfiihren kann. Grundlage sind Satz 1
und Satz 2. Wir wollen zeigen, daB man viele der gut bekannten
Eigenschaften von e(x), sin x und cos x in eleganter Weise bei
alleiniger Verwendung der S#tze 1 und 2 beweisen kann.

3. Die Funktion ex

Wir bevorzugen vorerst die Schreibweise e(x) statt e*.

Definition 1. Die Funktion e(x) ist die Ldsung
y(x) = e(x) der Differentialgleichung (3), die der
Anfangsbedingung e(0) = y(0) = 1 geniigt.

Bemerkung 1. Nach Satz 1 gibt es genau eine Lusung von (3) mit
y(0) = 1. Unsere Definition ist also sinnvoll.

Satz 3. e(x)ist eine beliebig oft differenzierbare, -
streng monoton wachsende, konvexe Funktion. Fermer gilt
(5) e(x)> 0 fiir xeR,
(6) e(x) » @ firx—- o, e(x)= 0 fiir x— -,
(7) e(x+y) = e(x) e(y) <fir xe¢R und ye R.
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Beweis. 1. Sochritt: Aus e'(x) = e(x) folgt iterativ, daB e(x)

beliebig oft differenzierbar ist. Um (5) zu beweisen, nehmen
wir zuerst an:

(8) dx 6 R mit e(x)) = 0.
Aus Satz 1 folgt aber, da8 die Differentialgleichung

(9) ¢'(x) = e(x), xR, mit e(x ) = 0

genau eine Lisung besitzt. Diese LUsung kann man aber erraten:
e(x) = 0. Das ist aber ein Widerspruch zu e(0) = 1. Also war
unsere Annahme (8) falsch. Mit anderen Worten: Es gibt kein
x,eR mit e(xo) = 0. Wir nehmen jetzt an, daB es ein X, Rmit
a(x1)< 0 gibt. Andererseits ist e(0) = 1> 0. Da e(x) eine ste-
tige Funk}iqn ist, miiSte es dann eine Stelle x ¢ R mit e(xo)-O_
geben. Das kann aber nicht sein, wie wir oben gesehen haben.
Also ist die Annahme e(x1)< O falsch. Damit haben wir (5) bewie-
sen.

2. Schritt: Aus e'(x) = e(x)> 0 folgt, daB e(x) streng monoton
wachsend ist. Aus e"(x) = e'(x)> O folgt, daB e(x) konvex ist.

elx)

4

__,/

o

—i=
X

Um (7) zu beweisen, fixieren wir ye¢ R und betrachten die Funk=-
tion

(10) h(x) = e(x+y) - e(x) e(y), xsR.
Es gilt

B'(x) = x) = o' (x4y) - o'(x)e(y) = e(x+y) - e(x)e(y) = h(x).
Wir erhalten also fiir h(x) die Differentialgleichung
(11) h'(x) = h(x), xe R, mit h(0) = e(y) - e(0)e(y) = O.

Nach Satz 1 besitzt (11) gemiu eine LYsung. Diese kann man aber
erraten: h(x) = 0. Nach (10) ist dies aber identisch mit (7).
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3. Schritt: Wir beweisen (6). Da e(x) streng momoton wachsend
ist, gilt ,

(e(x)=x)' =e'(x) = 1 =¢e(x) =1 = e(x)-e(0)>0 fiir x>0,
Also ist e(x) - x filr x> 0 streng monoton. Insbesondere gilt

e(x) - x>e(0) =0 = 1, also e(x)>1 + x Zfir x>0.
Hieraus folgt aber e(x) == ® fiir x = o . Das beweist den er-
sten Teil von (6). Um den zweiten Teil von (6) zu beweisen, be=-
nutzen wir (7). Pir x>0 ist

(12) e(-x) e(x) = &(0) =1, also e(-x) = g7y -

Fir x - o folgt also e(-x) — O, Damit sind alle Aussagen be-
wiesen.

Bemerkung 2. Es sel e = e(1). Dann folgt aus (7)

e(2) = e(1) e(1) = 92, e(3) = e(2) e('l) = o> uswe.

Ist n eine natiirliche Zahl, so ergibt sich iterativ
e(n) = e#. Aus (12) erhélt man efn) = ?EE' = e @, Fir
ganze Zahlen x = m gilt somit e(x) = e(m) = e = e>.
Das rechtfertigt, diese Schreibweise auf beliebige

X e R auszudehnen.

4. Die Funktionen sin x und cos Xx: Grundeigenschaften

Wir wollen die Funktionen sin x und cos x in gleicher Weise ein-
fihren wie die Funktion e* im vorhergehenden Abschnitt.

Definition 2. (a) Die Punktion sin x ist die L&~
' sung y(x) = gin x der Differentialgleichung (4), die
den Anfangsbedingungen y(0) = O und y'(0) = 1 geniigt.
(b) Die Funktion cos x ist die Ldsung y(x) = cos x
der Differentialgleichung (4), die den Anfangsbedin=-
gungen y(0) = 1 und y'(0) = O geniigt.

Bemerkung 3. Nach Satz 2 sind sin x und cos x eindeutig bestimmt.
Unsere Definition ist also sinnvoll.
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Satsz 4. 8in x und oos X sind heI:LebIE oft differenzier=

bare Funktionen. Sie haben folgende Eigenschaften:

(13) sinzx + ooszx = 1 filr xe R,

(14) gin x = -sin(-x) (ungerade bei 0),
cos x = co8(-x) (gerade bei 0), xeR,

(15) (sin x)' = cos x, (cos x)' = - sin x, xeR,

sin(x+y) = sin x cos y + 8in y cos x, xe¢R,

- (16) cos(x+y) = 008 x co8 y - sin x sin y, ye R.

Beweis. 1. Schritt: Aus (sin x)" = -sin x folgt (sin x)"' =
-(sin x)' usw. Also ist sin x (und analog cos x) beliebig oft
differenzierbar. Wir beweisen (15). Es sei

(17) £(x) = (8in x)' - cos x, xX¢R.

Dann ist ,
(18) f"(x) = (sin x)"'=(cosx)" = ~(sin x)'+008 x = ~-£(x)
und

£(0) =1 -1 =0,

r'(:)]x_o = (sin x)" - (cos x)']xﬂo = -gin x - (cos x)'lx-O

= 0 =0=0,
Mit anderen Worten: y(x) = f(x) geniigt der Differentialglei-
chung (4) mit den Anfangsbedingungen y(0) = y'(0) = O. Nach
Satz 2 gibt es hierzu genau eine Ldsung. Diese kann man erra=
ten. Sie ist f(x) = y(x) = 0, Nach (17) beweist dies den er-
sten Teil von (15). Ganz analog beweist man den zweiten Teil
von (15).
2. Schritt: Um (13) 2zu beweisen, setzen wir

(19) f(x) = sinax + cos?: - 1, x_cR.

Unter Verwendung von (15) ergibt sich
£'(x) = 2 sin x (sin x)' + 2 cos x (cos x)°
=2 ginxcos x =2 8inxcosx =0,

Ferner ist £(0) = 0 + 1 = 1 = O. Aus Satz 1 folgt dann wieder
£(x) = 0, also (13).
3. Schritt: Um (14) zu beweisen, setzen wir

f(x) = gin x + sin(-x).
Dann folgt wie oben f"(x) = =f£(x), £(0) = O und
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£'(0) = cos x -'cos(-x)lx_o =1=1=0,

Nach Satz 2 ist damn f(x) = O, was mit der ersten Aussage in
(14) identisch ist. Analog beweist man die zweite Aussage in
(14).
4. Schritt: Um (16) zu beweisen, fixiert man ye R und betrach-
tet die Funktion

£(x) = sin(x+y) - sin x cos y - sin y cos X, XeR.
Dann ergibt sich wie oben (unter Verwendung von (15))

t"(x) = -£(x), xe R, ..

£f(0) =siny = siny =0, .

£1(0) = cos(x+y) - cos x cos y + sin y 8in x| o
=cosy=-cosy = 0.

Aus Satz 2 folgt denn wieder f(x) = O, was mit der ersten Aus-
sage in (16) libereinstinmt. Die zweite Aussage in (16) erh#lt
man aus der ersten Aussage durch Differenzieren nach x (bei
festenm y).

. Die Funktionen sin x und cos X: Geometrische Inte retation

Ergiinzend wollen wir zeigen, daS man auch die {iblichen geome-
trischen Interpretationen von sin x und cos x im Rahmen des
obigen Kalkiils erhalten kann. Wir betrachten den Einheitskreis,
x sei der eingezeichnete Winkel, gemessen im BogenmaS, also

0O & x<2x (vorerst). x =% entspricht also dem Punkt P. f(x)
und g(x) haben die eingezeichnete Bedeutung. Wir vergrdSern x
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um dle infinitesimale GroBe dx. Wir setzen f(x+dx) = f(x) + af
und g(x+dx) = g(x) + dg. Der Winkel x erscheint in dem kleinen
(infinitesimalen) Dreieck wieder. Aus den Ahnlichkeitssiizen
folgt dann:

o g we QL.

Mit dx = O erhdlt man (im Sinne der {iblichen Betrachtungen bei
der Einfilhrung von Ableitungen)

(20) £'(x) = -g(x), g'(x) = £(x).

Differenzieren liefert

th(x) = =f(x) und g"(x) = -g(x).
Ferner folgt aus der Figur £(0) = 1 und g(0) = 0. Setzt man
dies in (20) ein, so erhilt man £'(0) = O und g'(0) = 1. Damit
haten wir aber den AnschluB an Definition 2 erhalten. Dehnt
man die obigen Betrachtungen vom 1. auf die 3 anderen Quadran-
ten aus (unter Berlicksichtigung der Vorzeichen von f£(x) und
g(x)), s0 haben wir folgende Aussage bewiesen: :

Lemma. Es gilt g(x) = #in x und f£(x) = cos x mit
O0ex<2x™,

Bemerkung 4. Aus der Figur folgen nun die bekannten Aussagen:
ain_§=1, ginr =0 , sin%J‘f.' = =1,

cosg- = 0, cos = =1, cos g-:lr = 0.

Periodizitédt. Wir wollen beweisen, daB

(21) gin(x+25% ) = sin x und cos(x+2Xx ) = cos x, Xe&R,
gilt. Wir setzen
£f(x) = sin(x+2x ) - sin x, xeR.
Dann gilt £"(x) = -f(x), xe R, Fernmer ist
f(-% ) = sin® = sin(=sr )
und .
£'(-x) = cos(x+2x) = cos x|x=_’== cosx - cog(-X),

Aus (14) und den obigen Werten: fiir sin jt erhalten wir
f(=x) =0 -0 =0, £'(-x) = 0,

Dann folgt wieder aus Satz 2, da8 f£(x) = O gilt. Das beweist
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den ersten Teil von (21). Der zweite Tell folgt durch Differen~-

zieren.
Damit erhalten wir schlieSlich die wohl bekannten Bilder:

Prof, Dr. H. Triebel, FSU
Sektion Mathematik, Bereich Analysis

~ Preisaufgaben

Man 1ldse das Gleichungssystem

X+Xy+y*%® 9

Man l6se die Ungleichung
log,lx + 10351> 1
2
Es ist bekannt, daB Xq9 X5y X die Wurzeln der
2" 9
Gleichung x'-x°~1% 0 sind, Men suche die Glei-
chung, deren Wurzeln TE X+ Xz, Y 8Xz4X4 und
J2®X4+X5 gind,
In einem Kegel seli eine Kugel einbeschrieben,
deren Oberfliéche sich zur Grundfléche des Kegels
wie 4:3 verhélt. Gesucht ist der Winkel an der
Spitze des Kegels.
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03 Man 1l6se das (ﬂ.eicﬂmnﬁssyétem '
sin x . sin y = :
4.‘42

tan x . tan y = ;

Q 36 MoTopHag NoZKa B 9 yac OTIpaBHAACEH BEEDPX II0 TEYSHHNM
PeKN, B MOMEHT e€ OTIpaBleHUs C JNOLKM OHN GpoueH
B peky MAv.B 9 vac IS5 MuHYT JoZKA IOBEpHYNa X NOIJNJIA
IO TeYeHNN.B KOTOPOM Yacy N0ZKa NOTOHMT MSY,ecim M3-

BECTHO,YTO €€ COOCTBEHHAA CKOPOCTHL OCTaBalach Heitz—
MeHHO’T

EinsendeschluB: 1. 9. 1984

Lésungen

53 Wir zeigen, daB genau die Zahlen als Summe von aufein-

anderfolgenden nat. Zahlen dargestellt werden ktnnen,
die keine Zweierpotenz sind (d. h. die einen umgekehr-
ten Primfaktor besitzen): .
1. Sei n keine Zweierpotenz, also n = (2k+1)°m.
Dann ist n = (,=k)+(m=k+1)+eee+(m+k=1)+(m+k).
Falls k m ist, heben sich in dieser Summe die er-
sten 2(k-m)+1 Glieder auf und n = (k=m+1)+...+(k+m).
2. Die Summe von aufeinanderfolgenden natiirlichen Zah-
len enthiélt stets einen ungeraden Teiler:
Sei n = a+(a+1)+eco+(a+k) = Lﬁﬁikl&kill .
Von den Zahlen 2a+k und k+1 ist aber genau eine ge-
rade und eine ungerade, was die Behauptung beweist.

54 Da jede Eoke deﬂ.nPEGkﬂ mit jeder durch eine Kante ver-

bunden sein soll, hat das n-Eck (2) Kanten. Da jede
Kante 2 Seitenfldchen angehtrt und zu jeder Seitenfld-
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che mindestens 3 Kanten, hat das n-Eck hdchstens
%('21) Seitenfliichen. Nach dem Eulerschen Polyedersatz
gilt daher: n + %(121) - (121) + 2.

én+2n(n-1) - 3n(n-1)+12, also n°~Tn+12 = O
Daraus folgt (n-3)(n-4) - O.
Da es kein Polyeder mit 3 Ecken gibt, ist n=4 einzige
Lsung der Ungleichung. Also ist das Tetraeder das ein-
zige konvexe n-Eck, in dem jede Ecke mit jeder durch
eine Kante verbunden ist.
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Geschichte der Logik ‘ o8

Geschichte der Logik {Teil 1)
Vorgeschichte der modernen mathematischen Logik

Das Wort Logik stammt ab von dem griechischen Wort logos, das
soviel bedeutet wie Wort, Gedanke, Sinnm, Denken, Vernunft. Es
wird in zwei Bedeutungen gebraucht: erstens Logik als Verkniip-
fung von Gedanken in SchluBfolgerungen, als das, was objektiv
dem DenkprozeB eigen ist und schlechtweg logisches Denken ge-
pnannt wird, und zweitens Logik als Wissenschaft von dieser Ver-
knlipfung von Gedanken. Die Geschichte des logischen Denkens
selbst verliert sich im Morgengrauen der Menschwerdung. Davon
wollen wir hier nicht sprechen. Wir wollen das Wort Logik in
seiner zweiten Bedeutung gebrauchen, als Wissenschaft von der
Verkniipfung von Gedanken. '

Die Geschichte der Wissenschaft der Logik kann in vier groBe
Perioden unterteilt werden: aristotelische Logik (gesantes Al=-
tertum), terministische Logik (gesamtes Mittelalter), tradi-
tionelle formale Logik (etwa 16. bis 19. Jahrhundert), moderne
mathematische Logik (seit 1879). Wir wollen im weiteren die
Entwicklung der Logik in diesen Perioden kurz charakterisieren
und werden dabei auch feststellen, wieso man den Beginn der
letzten Periode so genau datieren kann. AnschlieBend soll noch
auf eine moderne Entwicklung der Logik aus Jjlingster Zeit etwas
genauer eingegangen werden.

Obwohl die 1. Periode als aristotelische Logik bezeichnet wird,
beginnt doch die Geschichte der Logik nicht erst mit Aristote-
les, der von 384 bis 322 v. u. Z. lebte. Schon bei Zenon, der
100 Jahre frither lebte, finden wir eine Reihe logischer Proble=
me erdrtert, beispielsweise die Paradoxie von Achilles und der
Schildkrote. Darin wird behauptet, daB der schnellfiiBige Achile
les das langsamste Tier, die Schildkrdte, niemals einholen '
kann, falls diese zu Beginn des Laufes nur irgendeinen Vor=
sprung hat. Denn hat Achilles den urspriinglichen Ort der Sohild-
kréte erreicht, ist diese inzwischen zu einem neuen Ort weiter-
gekrochen, hat er jenen erreicht, ist die Schildkrdte abermals
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weitergekrochen usw. Die Kunst der logischen Diskussion ver=
danken wir Sokrates (469 = 399 v. u. Z.), und seinem Sohfiler
Platon (428 - 348 v. u. Z.) erste Ansitze zur Lehre von der De-
duktion und Beweisfilhrung. Zu erwiéhnen wéren noch andere anti-
ke Philosophen, beispielsweise Demokrit und die Pythagorder.
DaB man trotzdem Afistoteles, den grofien Schiller Platons, als
den Begriinder der Wissenschaft der Logik bezeichnet, liegt dar-
an, da er die ersten umfassenden Schriften iiber Logik hinter-
lassen hat. Seine darin erreichten Ergebnisse machen bis heute
einen bedutenden Teil der Logik aus. Seine Erdrterungen ilber
den Gang des Erkennens gind von materialistischen Gedanken
durchdrungen, die Wahrheit definiert er im Sinne des Materia-
lismus als Ubereinstimmung unserer Kemntnisse mit der Wirklich-
keit. Erstmals verwendet Aristoteles Aussageformen der Art "A
komm?t jedem B zu" und Beziehungen zwischen solchen Aussagefor-
men anstelle konkreter Aussagen und dessen Beziehungen. Wir
verdanken ihm die eraste systematische Untersuchung moglicher
SchluBformen, eine relativ exakte Beweistheorie und eine allge=-
meine Theorie der Wissenschaften, fermer Schriften iiber allge-
meine Grundziige des Lebens, zur Staatstheorie u. a. Von Marx
und Engels wird Aristoteles als Geistesriese, als einer der
groBten Denker des Altertums bezeichnet.

Im Mittelalter wurden kaum Fortschritte in der formalen Logik
erzielt. Die Philosophie und jede Wissenschaft wurden zu die=-
ser Zeilit in den Dienst der kirchlichen Dogmen gestellt, die
herrschende Klasse paBte die idealistischen Systeme der Antike
den Bediirfnissen der christlichen Glaubenslehre an. Durch die
Scholastik, die Hauptrichtung der mittelalterlichen Philoso-
phie, wurden die Erfahrungswerte und der objektive Charakter
der logischen Gesetze negiert und damit die aristotelische ILeh-
re entstellt. "Das Pfaffentum totete in Aristoteles das Lebende
und verewigte das Tote", sagte Lenin zu dieser Entwicklung. Zu
den wenigen Fortschritten in der formalen Logik zg&hlen die Be=
schreibung einiger Operationen der Aussagenlogik durch Petrus
Hispanus (1205 - 1277) und die Darstellung logischer Operatio=-

nen mit Hilfe eines Systems konzentrischer Kreise durch Raimun-
dus Iullus (1235 - 1315).



geschichte der Logik 100
Erst der EinfluB der Reformation ermbglichte, daB sich die Lo-

gik von der katholischen Theologie endgiiltig unabhingig machte.
Mit dem Entstehen des Biirgertums begamnn ein stiirmisches Wachs-
4um von Wissenschaft und Technik. Die Entwicklung kapitalisti-
scher Produktionsweisen machte eine tiefergehende Erforschung
der Natur, der konkreten materiellen Dinge und Erscheinungen
erforderlich sowie eine bessere Kenntnis der Denkprozesse.
Francis Bacon (1561 = 1626), der Begriinder des Materialimus der
Neuzeit und der experimentellen Wissenschaften, unterzog die
mittelalterliche scholastische Logik einer umfassenden Kritik.
Seine. Logik entartete allerdings im weiteren zu einer einseiti-
gen empirischen Logik. Wertvolle Beitr#ge zur Entwicklung der
formalen Logik in dieser Zeit, in der die 3. Periode begimnt,
lieferte Renf Descartes (1596 - 1650). Ihm gebiihrt der Verdienst
der eingehenden Untersuchung der deduktiv-mathematischen Metho-
de bei der Erforschung von Fragen der Naturwissenschaften und
der Erarbeitung des mathematischen Prinzips der vollsténdigen
Induktion, das er als ein logisches Prinzip betrachtete. Einen
bedeutenden Beitrag zur Entwicklung der Logik in dieser Periode
leistete Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Ihn miissen
wir auch als den Wegbereiter der Idee einer mathematischen Lo=-
gik nennen, obwohl gerade seine diesbezliglichen Arbeiten ohne
historische Wirkung blieben und erst Anfang unseres Jahrhunderts
wiederentdeckt wurden. Leibniz begann als erster mit dem Ver-
such, logische Tatbesténde mit Hilfe mathematischer Methoden
und mathematischer Begriffsbildungen zu erfassen und stellte
ein Programm auf, nach dem ein Zeichenaystém zur Darstellung
von "Charakteren" entwickelt werden sollte, dazu ein Kalkiil,
der eine rein rechnerische Behandlung aller in den Zeichen aus-
gedriickten Aussagen gestattet, und ein Verfahren, durch das filr
beliebige in den Zeichen ausgedriickte Aussagen entschieden wer-
den kenn, ob sie wahr oder falsch sind. Erst in unserem Jahr-
hundert konnte bewiesen werden, daB8 dieses "Leibniz-Programm"
nicht realisierbar ist, da es ein solches universelles Ent-
scheidungsverfahren nicht geben kann.

Die ersten intensiven Versuche zur Schaffung einer einheitli-
chen Symbolik fiir die lagischen Operationen beginnen in der
Mitte des 19. Jahrhunderts. Im Jahre 1847 verdffentlichte der




101 Preisaufgaben
Englénder George Boole (1815 - 1869) seine Schrift "The Mathe-

matical Analysis of Logic"™ und 1854 sein Werk "An Investigation
of the Laws of Thought", in denen er die Grundlage der Algebra
der Logik legte. Die Hauptbestandteile dieser Algebra sind die
Theorie der Wahrheitsfunktionen und die Herstellung kanonischer
Normal formen, beruhend auf den Grundbegriffen Multiplikation,
Addition und Subtraktion, die hier als logische Operationen zu
deuten sind. Booles Algebra der Loglk wurde von W. S. Jevons
(1835 ~ 1882) und Ernst Schrdder (1841 = 1902) vervollkommnet
und von P. S. Porezki (1846 = 1907) weiterentwickelt. Die erste
Darstellung der klassischen zweiwertigen Aussagen- und Prédika-
tenlogik in Form einer formalisierten Sprache mit einer Axioma-
tisierung der aussagenlogisch allgemeingliltigen Ausdriicke fin-
det sich 1879 in einem Buch des Jenaer Mathematik-Professors
Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848 - 1925). {iber ihn und
geinen EinfluB auf die weitere Entwicklung der mathematischen
Logik berichten wir im nédchsten Beitrag.

Dr. G. Lieschke, FSU
Sektion Mathematik

Preisaufgaben

Q 37 Beweisen Sie, daB filir eine beliebige natiirliche Zahl n
die folgende Ungleichung gilt:
lgnak 1g2 ,Wobei 1g n der dekadische Logarithmus
der Zahl n und k die Anzahl der Primfaktoren von n ist.

Q 38 Beweisen Sie, daB fiir die Liéngen der Seiten a, b, ¢
’6‘ eines beliebigen Dreiecks
a(b-c)2 + b(c-a)2 + c(a-b)2 + 4abc >-33 + b2 + o
gilt.
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Q 39 Zeigen Sie die Gleichung

mcoagr-+cosi7-+cos§7-=-%

Q 40 Man ermittle alle reellen Zehlen X, fiir die

5y _ B 1 _ 1
El 8in“x = CO8'X = Toa"x ~ Bin x

Q 41

®

Man bestimme alle nat. Zahlen n = 1, fiir die es natiir-
liche Zsahlen BysecesBy gibt, die die Gleichung

1!.+—2-+,,,+12=1 erfilllen.

1
By & an

IBa COP2pUEiHO OAMHAKOBHX KaTepa,uMeliiX OZALIaKoByR
CLODOCTH B 2TOfY2{l BOXE,NPOXONAT IO ABYM PABJIIUELIM
(:) peray OZu:aKOBOE pPacCTOfHIE (110 TeyeHNKH) 1 BO3Bpa—
slanTcs 0o6paTHO (IMPOTMB TeueHNd).B Kxakoit pexe Ha 3Ty
moesnxy moTrpeCyeTcs CONble EDPEMEHM B PEXE C CHCTPHM
TeYys I{eM IJLI B P2EES C MSMJEHHHM Teu2H1aMT OTBET
000CHORATE.

Q 42

Lésungsbedingungen:

Fiir jede vollsténdige Losung erhilt der Einsender die bel

der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende & 8

Schul jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, .

die im abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten.

Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem

Jahr erreichten Punkte fiir das néchste Schul jahr gutgeschrie-

ben. _

Die Ldsungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,

versehen mit Name, Adresse, Klassenstufe des Einsenders -

un ter dem Kennwort "WURZEI~Preisaufgeben' an uns zu senden.

Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbeson-

dere, daR die in der Losung unbewiesen verwendeten Sachver-

halte an zugeben sind. Der Losungsweg (einschlieBlich Neben-
rechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien) muf deutlich erkemnn-

bar sein.

EinsendeschluB: 1. 11. 1984
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Identititen von Binomialkoeffizienten

Im folgenden wollen wir einige wichtige Identitédten fiir Bino=-
mialkoeffizienten beweisen.
Es gibt dafilr 2 gebrduchliche Methoden:
1. arithmetisch
(dieser Weg wurde vor allem in den Vorlesungen gewihlt)
2. mangentheoretisoh'é durch Anzahlinterpretation

Die 2. Methode hat den Vorteil der gridBeren Anschaulichkeit.
Demzufolge erhalten die Formeln fiir den Leser einen tieferen
Sinn.

Fiir den Beweis dieser Behauptung sollen folgende Sdtze dienen.
Zum SchluB werden wir dann mit Hilfe des Inhaltes dieser S&tze
das Wesen des Pascalschen Dreiecks charakterisieren.

Zur Wiederholung:

Um Identitdten fiir Binomialkoeffizienten zu untersuchen, miissen
wir ersh einmal wissen, was Binomialkoeffizienten eigentlich
sind.

Man kann fiir alle Potenzen von (a+b) binomische Formeln her-
leiten.
Ein Spezialfall ist (a+b)2 = a +2ab+b2. Gleiches kann man aber
auch fiir hdhere Potenzen erreichen, wie z. B.:

(a.+b)3 = a3 + 3a2b + Bab2 + b

(a+b)4 = at 4 4a3b + 6a°b° + 4ab3 + bt

(a+b)5 =a’ + 5a4b + 10a3b2+ 10321)3 + 5ab4 + b° ‘

Dabei ist zu beobachten, dal der Exponent der Variablen a von
Glied zu Glied abfiéllt, wogegen der Exponent der Variablen b in
gleicher Weise wichst. Die Summe beider Exponenten ist fiir
(a+b)™® bei jedem Glied gleich n.

2

Die vor den einzelnen Gliedern stehenden Faktoren sind die
"Binomialkoeffizienten (E)".
Man liest hierbei n iiber k.
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Definition zur Berechnung von (E):

<
(;) = m?—hr fiir k - n.
Zum Wesen des Binomialkoeffizienten:
Der Binomialkoeffizient (:) beschreibt die Anzahl aller k=
elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen (siehe
Kombination ohne Wiederholung).

Satz 1: Es seien n und k nicht negative ganze Zahlen mit
k% n, Dann gilt stets (;) = (nz-lk)‘

Beweis: K sel eine k-elementige Teilmenge der Menge N mit n
Elementen. Nun ordnen wir der Teilmenge K ihr Komplement N=K
zu, welches n-k Elemente enthélt.
De he die Funktion » v

f : K —bp (N-K)
(wobei K*die Gesamtheit der k-elementigen und (N-K)* die Ge=
gamtheit der (n-k)=-elementigen Teilmengen von N ist)
igt eine eineindeutige Abbildung von K *aur (N=K) *.‘
Das bedeutet aber, daB K "und (N—K)* die gleiche Anzahl von
Elementen haben.

() = (pmp)e

Satz o: Es seien k und r nicht negative ganze Zahlen mit
x € x. Dann gilt stets

)+ (54 = (51300

Beweis: Wir betrachten eine (k+1)=elementige Menge X. In ihr
fixieren wir ein Element x.

Es sei Tr+1(x) die Menge aller (r+1)-elementigen Teilmengen von .
X. Nun legen wir folgende Zuordnungsvorschrift auf Tr+1(x)

fest:

—n ¥
Es sei T,.4=T, 4 (X). Dann gilt

Trgr = Tppq - (x}.
Dabei miissen zweli Fille unterschieden werden.

1. Fall: T enthilt das Element x. Dann gilt

r+1
Topg =2 Tpp - {x‘ ~ T,

‘(wobei T, eine r-elementige Teilmenge von X ist).
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2. Fall: Tr+1 enthﬁlt das Element x nicht. Dann gilt

1—'>Tr+1 {}ﬂ Tr+1
(wobei T eine (r+1)=-elementige Teilmenge von X ist).
1

Daraua Io%it

(@) — Tx-four X afz).

Da T (I-{xl) und Tr*1(xr[z}) diajunkt gind, gilt

cara(z % (X)) = oara(tR(x-{x] )+oara(r ¥, (x- =},

daraus folgt i %
) = )+ 5y

Satz 3: Es sei k eine nicht negative ganze Zahl, Dann
gilt stets -

E s

Beweis: Wir wissen, daB die Anzahl der Elemente der Potenzmenge.
einer k-elementigen Menge gleich 2¥ ist.

Es sei i*(x) die Menge aller r—elementigen Teilmengen von einer
k-elementigen Henge I.

M T (x) P(X)

(wobei P(X) die Potenzmenge von X ist).

'

Die Anzahl der r—alementigen Teilmengen einer Menge X mit k
Elementen ist ( ).

Lassen wir r von O bis k laufen, so erhalten wir die Zahl der
Elemente der Potenzmenge von X.

2" « P*(x) = (0) + (3 Ky teeot ( ) teeot (k)
(wobedi ?xkx) die Anzehl der Elemente der Potenzmenge von X ist).

Daraus folgt
k k
= Z‘ ).

Satz 4: Es sei k eine natiirliche Zahl. Dann gilt stets
=DF ) =0,
r=0
d. h., von jeder endlichen nichtleeren Menge X ist die Anzahl
der Teilmengen von X mit gerader Elementezahl gleich der Anzahl
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der Teilmengen von X mit ungera.dor Elementezahl, Es gilt:

k -

p=0

Beweis: Wir filhren den Beweis in 2 Schritten.
I. Die Menge X hat eine ungerade Elementezahl k.
T gel ein Element der Potenzmenge von X.
Wir legen folgende Zuordnung fest:
TEP(X)=» X-T.
Sie stellt eine eineindeutige Abbildung von der Menge allor
Teilmengen von X mit gerader Elementezahl auf die Menge al=
ler Teilmengen von X mit ungerader Elementezahl dar.
Polglioh gilt.
(O) + (2) +ooset (k 1) = (k) + (k) +oeet (k)

II. Die Menge X hat eine gerade Elementezahl k.

Wir widhlen ein Element x von X aus.

Es sei T€P(X= x ) und

Tv{d —> x-T.
Sie stellt eine eineindeutige Abbildung von der Menge aller
Teilmengen von X mit gerader Elementezahl auf die Menge aller
Teilmengen von X mit ungerader Elementezahl dar.
Also gilt: _ . . i 2
k k

Aus I. und II. folgt

k
k
2 (-1 () = 0.

Satzsz 5: Es seien m und r nicht negative ganze Zahlen.
Dann gilt stets

r
m+ f m+r+1
E.o(m)’(m“ )
3 @ o @,
=0 f,
Beweis: Wir betrachten eine Menge X mit genau m+r+1 Elementen.

X = (x:xeN , xS m+r+1}
X wird folgendermaben zerlegt:
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X = {1‘ V’(;zﬁlw , 26 x‘r-l-‘l]
U{x:xe“ , 42 £ x ‘m+r+1;. |
Nun betrachten wir die Menge aller (m+1)-elementigen Teilmen-
gen von X, also T 1(]{). ‘
Diese Menge ktnnen wir als Vereinigung folgender Mengen dar-
stellen:

r+
Tmf;(x) = ilj‘ Ai .

Definition:
Ay = 4T041 * Toe ER(X) A1€'Tm+1-‘
Ay = JTh4q ¢ Tm+1e P(X) A1¢ Thne1® 2€ Tpyq ‘

Ar+1"{""‘m+1 b Ty €R(X) A1¢-Tm+1" eerTd T p(r+l) ch+1i .

Hierbei ist A; 1Ay = § fur 1 ¢ jr (d. h. die Mengen sind dis-
junkt).

Nun gilt:
A-Y-: (m+r+1—1
i m - .

(wobei Ai die Anzehl aller m—elementigen Tellmengen der Menge
mit m+r+1-i Elementen ist).

Zur Erlduterung:

Auf Grund der Definition der einzelnen Mengen Ay gilt folgendes:
Die Elemente der A, gind (m+1)=elementige Teilmengen von X. Bel
der Bildung dieser Teilmengen ist zu beachien, daB8 die Elemen='
te von Ay (die Teilmengen von X) jeweils das i1 als Element ent-
haelten. Alle x<i diirfen aber laut Definition nicht enthalten
sein. Es stehen also noch m+r+1=1i Elemente zur Auswahl, um die
restlichen m Elemente der (m+1)-elementigen Teilmengen von X

zu ergénzen.

Dies gilt, da die Zuordnung
TEAi-—> T = {i\
eine eineindeutige Abbildung von Ai auf die Menge aller m—-ele-
mentigen Teilmengen von X - {1,".’...11‘ ist.
Daraus folgt: rel ¥
i

,5& = 7 A

i=1
und daraus folgt wiederum:
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(m+r+1) = EE; (m+r+1-i) ,

m+1 m
wobel das letztere aurgeschrieben werden kann als

(m+r+1 2 (m'l'f) .

m+1
Nach Satz 1 kann man dafiir auch schreiben:

m+r+1 m
( r ) _f=o ff).

Zum Pascalschen Dreieck

Das Pascalsche Dreieck hat die Form:

-0

&
(a+h)0 n=0 1‘* 4“
(a+b)’ 1 T Y
a+ 5 n= Q’ qu
(a+b)3 n=2 1 2 1 W
(a+b)4 n=3 1 3 3 1 5
(a+b) n=4 1 4 6 4 1 W G
(a+'!>)5 n=5 1 5 10 10 5 1 (*
(a+b)® 1n=6 1 6 15 20 15 6 1

Es dient zur Bestimmung der Binomialkoeffizienten ( ),
Z. B.: entsprechen die Koeffizienten von (a+b)® der n-ten Zeile
des Pascalschen Dreiecks.

Satz 1 unserer Betrachtung sagt aus, daB jede Zeile symme-
trisch aufgebaut ist.

Satz 2 stellt eine Rekursionsformel zum Berechnen der Bino-

mialkoeffizienten dar.

Beispiel: Die Zahlen jeder Zeile entstehen, wenn man die
beiden benachbarten dariiberstehenden Zahlen ad=-
diert.

—
'S
LI Y
'
-
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de h. allgemein:
n n n+1
) + (epr) = Cepq)e
Satz 3 besegt, daB die Summe der n-ten Zeile des Pascalschen
Dreiecks gleich 22 iat.

Satz 4: Bei alternierenden Vorzeichen der Koeffizienten der
n-ten Zeile ist ihre Summe gleich O.
Beispiel: n=5
1=44+46=4+1=0
3=-3=0
0=0

Satz 5 sagt aus, daB die Summe der ersten m Zahlen der k-ten
Spalte gleich der rechts unter der m-ten Zahl stehenden Zahl
der nichsten Spalte entspricht.

Beispiel:
1
£
1 7 1D
s 7
1/’ 2,/ 1/\
n
1 (\3/\3 z 1
1 a X 65 4 71
N
1 5 10 /710 /5 1
1 6 15 <20 ,J15 6 1
- /
: ¥

Diese Feststellungen belegen, dal die Aussagen der Sdtze 1 bis
5 den Aufbau des Pascalschen Dreiecks beschreiben.

Literatur: Kleine Enzyklopiddie - Mathematik
Flachsmeier: "Kombinatorik"

Solweig und Holger Matthes, FSU Jeno
Mathematik/Physik-Lehrerstudenten
2. Studienjahr
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Mathematische Automatenmodelle

In vielen mathematischen und praktischen Untersuchungen ist

die Frage zu beantworten, ob gewisse betrachtete Objekte W eine
bestimmte Eigenschaft E haben. Dabel sei uns das Objekt W als
Wort |y iiber einem endlichen Alphabet 2~ gegeben.

Beispiel: 1. natiirliche Zahlen im Dezimalsystem:
7 ={0,1,...,9)
2. Begrirfe in deutscher Sprache, hier ist

Z {a Dywswnd ]
Unter einem Wort iiber einem endlichen Alphabet
Z {31,32.....313} wollen wir hier immer eine endliche Folge
von Elementen des Alphabets verstehen (wobei wir die die
Folgenglieder trennenden Kommas weglassen): ak ) a.k ...ak

(a, € Z). Die Menge aller Worter iber Z heiﬁt Wortmenge
i

Z¥ iber 2.

7Zu ihr zéhlen wir auch das leere Wort, das aus null Buchstaben
besteht, wir bezeichnen es mit e.

Ist zu untersuchen, ob eine natiirliche Zahl x durch 5 teilbar
ist und ist nur X im Dezimalsystem dargestellt gegeben, so
brauchen wir nur zu unteraucheri, ob X auf die Ziffern O oder

5 endet.

Im allgemeinen sind den Objekten W in eindeutiger Weise Worter
l/ ilber einem endlichen Alphabet Z zugeordnet und der Eigen-
gchaft E ist eine Worteigenschaft E' zuordenbar, daB gilt

W hat Eigenschaft E « \y/ hat Eigenschaft E'.

Im obigen Beispiel:

X ist durch 5 teilbar ®® x endet auf O oder 5.

Die Frage: "Hat W die Eigenschaft E':" wird man nach Analyse
der Ziffernfolge von W beantworten kdnnen. Wie tiefgreifend
diese Analyse sein muB, ist von Fall zu Fall unterschiedlich.

Wir wollen uns nun folgender Frage zuwenden: Kdnnen wir die
vorzunehmende Analyse der Ziffernfolge durch einen Algorithmus
beschreiben, kdnnen wir ein Modell eines Automaten schaffen,
der diese Aufgabe bewdltigt? Wie miiBte dieser Automat ausse-
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hen? Gibt es fiir den Automatentyp grundsédtzlich unlosbare Auf-

gaben?

Es hat sich herausgestellt, daB es tatséchlich Automatentypen
unterschiedlichen Leistungsvermdgens gibt. Deshalb wollen wir
auch mit dem einfachsten Modell, mit einem sogenannten endli-
chen Automaten beginnen.

Er besteht aus 3 Teilen. Auf dem Eingabeband, das aus einzel-
nen, hintereinander liegenden Speicherplétzen besteht, sei das
zu untersuchende Wort von links nach rechts aufgeschrieben,
wobei auf jedem Platz genau ein Buchstabe stehe., Die dem Wort
folgenden PlEtze seien leer. Das Gedéchtnis des Automaten ist
durch seinen inneren Zustand q charakterisiert. Die Menge der
moglichen inneren Zusté&nde ist endlich. Sie sei mit

Q = {h1,...,qn¥ bezeichnet. AuBerdem besitze der Automat einen
Lesekopf.

Wie so0ll solch ein Automat funktionieren? Er arbeite taktweise. -
In einem Takt liest der
Lesekopf den im Eingabe-

band iilber ihm stehenden ,e 4 |2 |4 1lo|o e EF (
Buchstaben a, gibt diesen
ans Gedédchtnis weiEer und
bewegt sich zum rechts da-
neben liegenden Speicher-
platz des Eingabebandes. q
Das Gedédchtnis geht in
einen durch seinen inneren
Zustand q; und den gelesenen
Buchstaben a eindeutig bestimmten neuen inneren Zustand qj iuber.
Dieser Vorgang l&éBt sich mittels einer eindeutigen Abbildung
von Q X Zin Q beschreiben. Jedem Paar (momentaner innerer Zu-
stand, gelesener Buchstabe) wird genau ein neuer innerer Zu-
stand zugeordnet. '

Wir wollen annehmen, daB es einen ausgezeichneten Anfangszu-
stand s gebe, in dem sich das Ged&chtnis immer zu Beginn einer
Rechnung befinde. AuBlerdem gebe es eine Teilmenge F von Q, den
Endzustédnden, deren Bedeutung noch erléutert wird. Fassen wir
das Gesagte zusammen in der folgenden
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DEFINITION: Ein geordnetes 5-Tupel M=(Q,Z, ¢ »8,F) heiBt end-
licher Automat, wenn '
(1) Q ist endliche Menge der Zusténde { QqseeesQf«
(2) Z ist endliche Menge der erlaubten Eingabesym-
bole { 1,...,am{ ‘
(3) § ist eindeutige Abbildung von Qx2 in 21.,
(4) 8 € Q, Anfangszustand.
(5) F& Q, Menge der Endzusténde.

Unter einer Rechnerkonfiguration verstehen wir das geordnete
Paar des inneren Zustandes q und des liber dem Lesekopf begin-
nende, nach rechts gelesene Wort W : (q,w). Die Rechnerkon-
figuration enthdlt alle Information, die den weiteren Rechnungs=-
verlauf bestimmen: den bereits erreichten inneren Zustand und
den noch nicht gelesenen Teil des zu untersuchenden Wortes.
Ist dann z. B. a der erste Buchstabe von w (W =aw'), qy der
" derzeitige innere Zustand und d-(qi,a) =q , so geht die Rech=-
nerkonfiguration (q ,W)in einem Takt in (qa s') iliber. Wir
schreiben (q ,w)p_.(qa,w') (lies: die Konfiguration (qi,w)
wird in einem Takt in die Konfiguration (qa,w‘) iiberfiihrt).

Die Arbeit des Automaten 1l&B8t sich als Kette aufeinanderfol=-
gender Konfigurationen veranschaulichen

(qi ,h’ )"—(qi !Wz)f— (qi ’VB)‘_ eece ' (qik,hf )-

Gelangt man in endlich vielen Takten von (q sW) zu (qj, w'),
so schreiben wir (q W )l-—- (q w') (lies: D:I.e Konfiguration
(q;,w) wird in endl:l.ch vielen Takten in die Konfiguration
(qJ. w ') iiberfiihrt).

Wir sagen nun, das Wort W wird vom Automaten M ekzeptiert,
wenn (s,w )% (f,e), wobei f€ F sein soll. Natiirlich kamn es
auch Worter W geben, die nicht akzeptiert werden, d. h.
(s,w ) P~ (q,e) und q4 F.

Die Menge der von einem endlichen Automaten askzeptierten Wor-
ter wird auch regulére Menge genannt. lMachen wir uns an zweil
Beispielen klar, wie eine regulédre llenge aussehen kann.
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BEISPIEL: 1- & = {0s1:2ye0219|

Q= { a,p,q,t‘

: Q€ | o

1 2 3 4 5 6 71 8 29
8 £t q p £ q p ft aq p {1
P p £ q p £ @ p £ a P
q a p £ q p £ a p I a
f £t q u £ q p £ a p £
Ablesebeispiel: ¢ (q,5) = £

F={ ¢} , Anfangszustand s

Dieser Automat akzeptiert die Menge der durch 3 teilbaren im De=-
zimalsystem dargestellien patiirlichen Zahlen. Wir wollen dies
an den Zahlen 234 und 4291 demonstrieren:

(8,234) \— (p,34), da € (s,2) = p,

(p,34) +— (p,4) , da ¢ (p,3) = p,

(Ps4) — (£,0) , da d-(P'q-) = f,

(5,234)'3‘ (£,0). 234 wird akzeptiert und 3[234

(8,4291)— (q,291), da {(s,4) = q,
(q:291) |_(f!91) y da 6‘(%2) = f,
(£,91) +— (£,1) , da §(£,9) =1,
(£,1) iy (q,e) , da f(£,1) = q.
(s,4291)¥ (q,e), 4291 wird nicht akzeptiert und 3!4291.

Natiirlich ist diese Darstellung recht uniibersichtlich. Anschau~
licher ist folgende graphische Darstellung: Wir ordnen einem
endlichen Automaten einen gerichteten, bewerteten Graphen zu.
Die Knoten werden den Zusténden q€& Q eineindeutig zugeordnet.
Die Knoten q,q' seien mit einem von q nach q' gerichteten, mit

a € Z bewerteten Bogen verbunden genau dann, wenn (q,8) = q'ed" .
Konkret:
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364

. = 3T T T T
' | - i
g /Q;jﬁ/ ™ :1,63' ,
Nt 1 |
N T sgme=d |

2.\ %"30 8
!6‘ . ' J’ P |
P \- IAI?'q 12489 l
I

Man vefheﬂﬂhhe gsich die Arbeitsweise bei den obigen Beispielen
234 und 4291 am 2. Diagramm. Wenn ein endlicher Automat alle
Zehlen skzeptieren soll, die mit den Ziffern 25 beginnen und
mit 84 enden, so kann sein Graph folgende Form haben:

/é’%,-f;:;
ﬁ\ s

3463,

\Jo,:

Der Leser mache sich die Funktionsweise an den Zahlen 23,
25184, 2508484, 2578384, 25884 klar! -

AUFGABEN: 1. Konstruiere einen endlichen Automaten, der alle
im Dezimalsystem dargestellten Potenzen von 10 akzeptiert.

2. Konstruiere einen endlichen Automaten, der alle
durch 25 teilbaren im Dezimalsystem dargestellten Zahlen ak-

zeptiert.
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Untersucht man die Menge der Potenzen von 2, so stellt sich

heraus, da8 man wohl einen endlichen Automaten komstruieren
kann, falls man die Darstellung in Dualsystem wehlt:

£220
/

0 FOac

Fir das Dezimalsystem ist diese Aufgabe so nachweislich nicht
18sbar. Wir sollten uns im klaren sein, daB mathematisches Ob=-
jekt und Darstellung desselben nicht einfach gleichzusetzen
sind, daB die Form der Darstellung einen nicht unwesentlichen
EinfluB suf die LOsung eines Problems haben kann! Was wir hier
betrachten, sind Eigenschaften von Wortmengen, die von Automa-
ten ekzeptiert werden. Diese ktnnen mehr oder weniger kompli-
zierte Eigenschaften der als solche Worter dargestellteﬁ mathe~
matischen Objekte widerspiegeln, was im jeweiligen Fall immer
bedacht sein will.

Stellen wir uns einem neuen Problem.

Gegeben sei 2 = {a,b,+,',(,) l. Wir wollen einen Automaten
finden, der nur Worter aus ) *akzeptiert, die Terme sind:
a,b sind Terme. Mit A,B sind auch (A+B) und (A*B) Terme, z. B.:
a, (a+b), ((a*B+b),(a+(a+(a-a)). Ein endlicher Automat geniigt
nicht. Zwar lieBe sich feststellen, ob Variable und Operations-
zeichen richtig eingesetzt sind, aber eine Kontrolle der Klam=—
merung ist nicht moglich.

Indirekter Beweis: Ein solcher Automat M muS wenigstens gewiéhr-
leisten, daB in einem akzeptierten Wort gleich viele linke und
rechte Klammern auftreten. Fiir M mdgen n innere Zusténde mog-
lich sein.

Die Zusténde, in demen sich M nach Lesen von (a+,(a+(a+,e..
(a+(a+(a+seeey (a+(a+e.. (a+((n+1)-mal (a+) seien

qk !qkz'- .o 'qkn+1
Dann gibt es wenigstens zwei Worter, etwa das l=te und j=te

(1€ j), die auf den gleichen Zustand filhren Q. = q  (Dirich~
1 J
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letscher SchubfachschluS).
Wir schreiben W, = (a+(a+...(a+ El mal (a+]

116

VW = (at(ate.. (a+ [ mal (a+] |
W = (at(at... +a)+a) = W, h_/i (Term mit 1

linken und 1 rechten Klammern).

W= lvlbir'l wird von M akzeptiert, da Hl ;1 Term ist:

(5"‘")}1—(::9) feF

Wegen (s,vl)l-"-"— (qk ,e) ist
(8, Wy Wy (qkl.».?lnLcr.e).

Wegen (s.wj)l-*—(qkd.e) und Uy = U, ist
(B,wdﬁl)ll (qkl";l) '*_(f,e)o

Damit wird VJ ;1 akzeptiert. W W, ist aber kein Term, da die
Anzahl der linken Klammernm nicht mit der Anzahl der rechten
Klammern iibereinstimmt, damit der Widerspruch, Ende des Bewei=-
ges.

Wir sind suf die Grenzen des leistungsvermtgens der endlichen
Automaten gestoBen.

Wir wollen ihn etwas erweitern und ein Hilfsgedfchtnis in der
Form eines einseitig (nach unten) begrenzten Bandes, auf das
mittels eines Lese/Schreibkopfes Worter von unten nach oben ge-
schrieben werden kdnnen. Gelesen kann nur von oben nach unten
werden. Man stelle sich dabei vor, daB8 die Buchstaben beim Le-
sen geltscht werden. Dem Rechner ist also im gewissen Sinne
nur der oberste Buchstabe des Bandes zugénglich. Beim Schrei-
ben auf dieses Band werden die friiher geschriebenen Buchstaben
in einen unzugdnglichen Bereich, in den "Keller", hinunterge-
driickt (push down). Um sie hervorzuholen, miissen die dariiber-
liegenden erst geldscht werden.

Aus dieser Vorstellung 1&éB8t sich die Bezeichnung "Kellerauto-
mat" oder "Pushdownautomat" verstehen. Das Hilfsband nennen wir
Pushdownliste oder einfach Keller. _

In einem Takt werden ein Buchstabe a des Eingabebandes wie beim
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ichen Automaten, der obere Buchstabe Z des Kellers gele-

'sen. Durch inneren Zustand und diese beiden Buchstaben wird
bestimmt, in welchen neuen Zustand der Rechner iibergeht und
welches Wort in den Keller gespeichert wird.

DEFINITION: Ein T-tupel P = (Q,Z2,T, (,a,zo,p) heiBt Keller-

automat/Pushdownautomat :

(1) Q ist endliche Menge der inneren Zusténde
q1 3eeey q.n

(2) 7 Ist endliche Menge der zuléssigen Eingabe=-
symbole

(3) M ist endliche lMenge (Alphabet der Pushdown-
liste) _

(4) § ist eindeucige Abbildung von Q X (Zu (ePxT'
inQxl ™

(5) s¢ Q Startzustand

(6) Z 6 K Startsymbol der Pushdownliste

(7) F £ Q UMenge der Endzusiiinde.

Ahnlich zum endlichen Automatsn ist eine Konfizuration hier
ein Tripel (gq,Ww,2z), wcbei q€ G, W¢ Z*, z&£T¥,
Gilt dﬂ(q,a,z) = (g',z'") wnd W= aw', z = 2.2, g0 kdnnen wir
einen Takt wieder durch die Ausgange~ und Endkonfiguration
darstellen:
(q,w,2) b— (q', W',2z2').
Ein Wort w so0ll vom Automaten akzeptiert werden genau dann,
wenn die Konfiguration (s,w,Z ) in endlich vielen Schritten in
eine Konfiguration der Form (f,e,2) mit £& F Uberfithrbar ist:
(s,hf,zo)kﬁ- (£,e,e).

Wir wollen.nun einen Pushdownautomaten konstruieren, der zur
Losung der oben gestellten Aufgabe niitzt. Wir schrénken die An-
forderungen etwas ein:

Ein Automat, der kontrolliert, ob Klammern in richtiger Zahl
und Art gesetzt sind, d. h. daB zu jeder linken Klammer eine
rechte existiert und daB linke immer links von den zu ihnen ge=
horigen rechten stehen, ist der folgende:
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BEISPIEL: Q = {s,p,q)

Z= )]

P 47,2}

@ = {(s,0,2)—=(a,2,2); (s,) ,2,)—>(p,2,)

(Py (20— (PyZ);. (Ps) 42,) —(p,2,);
(pre,2,) —> (p,e);
(a, (,2) —(q,22); (a,),2)— (qse);
(a,):2,) —>(p,2);
(a,e,2,)—a,e); (a,e,2)—s (p,e);
(p,e,2) —(p,e) §

s Startzustand

F = {q‘.
Leider 1dBt sich die Wirkungsweise nicht mehr so iibersichtlich
an einem Graphen wie veim egndlichen Automaten demonstrieren.
Der Leser mdge die lMihe nicht scheuen, sich itrotzdem die Wir-
kungsweise anhand einiger Beispiele zu verdeutlichen.
Er funktioniert nach folgendem Prinzip: Sclange keine Anord-
nungsforderung vernachléosigt ist (solange nicht mehr rechte
als linke Klammern gelesen werden), arbeitet er im Zustand q
und speichert im Keller die Anzahl der "liberschilissigen" linken
Klammern, zu denen noch keine rechte gelesen wurde. Ist das
Wort zu Ende, so miissen auch alle iiberschiissigen linken Klam-
mern aufgebracnt sein. Sonst geht der Rechner in den Zustand p
ilber, von dem er nicht mehr nach q gelangen kann.
Obwohl ein Kellerautomat etwas mehr Komfort als endliche Auto-
maten hat und so kompliziertere Fragen entscheiden kann, sind
auch ihm Grenzen gesetzt, die schon an elementaren Beispielen
aufzeigbar werden.
Stellen wir folgende Aufgabe: Gegeben sei uns eine endliche Fol-
ge von natlirlichen Zahlen. Es ist zu entscheiden, ob wenigstens
zwel Elemente der Folge gleich sind.
Angenommen, wir hétten einen Kellersutomaten, der diese Aufga-
be loste, so miiBte er die Zahlen beim Lesen vom Eingabeband
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.irgendwie eineindeutig in den Keller abbilden, denn es kann ja

der Fall auftreten, daB die letzte Zahl mit allen frilheren
verglichen werden musS.

Nun 148t sich die letzte Zahl mit einer weit unten im Keller
gespeicherten Zahl nur dann vergleichen, wenn die dariiber lie-
gende Information geldscht wird, das Gedéchinis des Rechners
mit seinen endlich vielen Zusténden kann nur einen beschrénk-
ten Teil an Information aufnehmen, so daB bei einer hinrei-
chend groBen Anzahl von gespeicherten Zahlen hier ein irrever=-
gibler Informationsverlust auftritt. Das darf aber fiicht pas-
sieren.

Das mgé geniigen. Natiirlich 1d8t%t sich alles exakt beweisen,
dhnlich wie beim Gegenbeispiel fiir endliche Automaten.

Man kann nun den Automaten ein weiteres Mal erweiternm, indem
man Automaten mit 2,3,... Kellern definjiert.

Mit dem 2.. Kellerautomaten ist ein gewisser AbschluBl erreicht.
Alle Probleme, die mit einem Automaten mit mehr als zwei Kel=-
lern l8sbar sind, sind auch mit einem 2. Kellerautomaten los-
bar. Eine zum 2. Kellerautomaten équivalente Definition gab
1936 A. Turing. Seine Turingmaschine ist Grundstein einer mo-
dernen Theorie. Werden Worter einer Eigenschaft E von einer
Turingmaschine akzeptiert, so nennt man die Menge dieser Wor-
ter Turing-entscheidbar. Es hat sich gezeigt, daf alle im in-
tuitiven Sinne entscheidbaren Probleme bei entsprechender
mathematischer Formulierung auch Turing-entscheidbar sind.
Dieser Erfahrungssatz, der natiirlich nicht mathematisch be-
weisbar ist, wie wollte man den intuitiven Begriff "Entscheid=-
bar" addquat formalisieren, ist Bestandteil der These von
Church und zeigt, daB8 wir mit dem Begriff der Turingmaschine
ein sehr gutes Mittel zur mathematischen Beschreibung unserer
Erkenntnistédtigkeit haben.

Thomas Gundermann, FSU Jeno
Mathematik/Physik-Lehrerstudent
2. Studienjahr
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Die Anféiinge des Zdhlens und Rechnens

Es ist uns heute nicht méglich, genaue Angaben iiber die Anfén-
ge der Mathematik, des Zéhlens und Rechnens zu machen. Erhalten
gebliebene Bild- und Schriftdokumente aus vergangenen Zeitepo-
chen berichten zuverldssig liber den Entwicklungsstand der Wis-
senschaften jener Zeiten und gestatten Riickschliisse auf die
Zahlenschreibweigsen und die genutzten Zahlensysteme. Zu den
#ltesten Hgyptischen Schriften gehdrt ein Rechenbuch, welches
vor ca. 3600 Jahren von einem Schreiber namens Ahmes verfaBi
wurde (Abb. 1). Es beginnt mit den vielversprechenden Worten
"Vorschrift zu gelangen zur Kenntnis aller dunklen Dinge ...
aller Geheimnisse, welche enthalten sind in den Gegensténden"
und beinhaltet u. a. Bruchrechnungen und geometrische Aufgaben.

Mit Sicherheit jedoch reichen die Anféinge der Mathematik Jahr-
tausende weiter zuriick. Vor 12000 bis 15000 Jahren setzte mit
dem Beginn der SeBhaftigkeit der Sippen und Stdmme der Prozel
der Arbeitsteilung ein ; zwischen den Stédmmen kam es
zu Handels- und Austauschbeziehungen; die sichere Bestimmung
der Termine von Aussaat und Ernte leitete man aus der Beobach-
tung von Bewegungsvorgéngen am Stermenhimmel ab (Abb. 2) - es
entstand die Notwendigkeit des Zéhlens und Rechnens. Diese An-
fiinge ktnnen heute an Stémmen studiert werden; deren Entwick-
lungsniveau dem unserer steinzeitlichen Vorfahren gleichkommt
und die z. B. in Siidamerika, Australien, Mikronesien, Polyne=-
sien oder auch auf den Fidschi-Inseln gegenwédrtig leben. Auf
einer der niedrigsten Stufen stehen die Bewohner der Fidschi-
Inseln im Stillen Ozean. Sie verbinden Zahlworter mit konkre-
ten Gegenstiénden, so daB 10 Kokosniisse mit "karo", 10 Boote
dagegen mit "bole"™ bezeichnet werden.

Die Herausbildung abstrakter Zahlworter erfolgte in mehreren
Stufen. Floridas Einwohner gebrauchen fiir 10 Eier Zdac Wort
"na=kua", fiir 10 K6rbe das Wort "na-banara". Die Zahl 10 fiir
sich, etwas durch das Wort "na" ausgedrlickt, gibt es jedoch
noch nicht. Im Sprachgebrauch der Indianer West-Kanadas heiBen
"tcha* - 3 Dinge, "tchane" - 3 Personen, "tchat" - 3mal,
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Abb. 1

Statue eines

ktniglichen Schreibers

Abb, 2

Beobachtung des Auf-

ganges des Sirius
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"tchatoen®™ an 3 Stellen, ein abstraktes Wort fiir 3 existiert

nicht.

Stémme, deren Sprachen bereits abstrakte Zahlworter einschlie-
Ben, knnen in der Regel bis 3, 4 oder 6 z&hlen, grdBere Men-
gen erhalten die Bezeichnung "viel". So z&hlt der Indianerstamm
der Yankos am Amazonas bis 3 und gebraucht filr diese Zahl das
Wortchen “"Poettarrarorincoaroac"”!

Der Aufbau der verwendeten Zahlensysteme basiert auf Grundzah-
len, als deren héufigste die 2, 5, 10, aber auch die 20 und
die 60 zu nennen sind. Oftmals entwickelten sich selbst bei be-
. nachbarten Stémmen Systeme mit unterschiedlichen Grundzahlen.
Ein Beispiel dafilr sind die Einwohner einer Imselgruppe in der
TorresstraBe sildlich Neuguineas, die im Zweiersystem rechnen,
widhrend in der Sprache Wedau in Neuguinea die 5 Grumndzahl ist.
Beide Systeme sind unschwer zu erkennen: ‘

1 = urapun tagogi

2 = okosa ruag'a

3 - okosa-urapun tonug'a

4 - okosa-okosa - ruag'a-ma-ruag'a

5 = okosa-okosa-urapun ura-i-ga

6 = okosa-okosa-okosa ura~g'ela=tagogi =5+ 1
11 = ura=g'a-i-ga-au-ae-tagogi = 5.2 + 1

Einem anderen siidostaustralischen Stamm dient wiederum die 2
als Grundzahl:

1 - enea
2 = petcheval
3 = petcheval-enea

Demgegeniiber bagierte das Zahlensystem der Mayas, einem Volk
auf der mexikanischen Halbinsel Yucatfn, auf der Zahl 20.

Wie wir schon festgestellt hatten, ist das Rechenbuch des &gyp-
tischen Schreibers Ahmes die dlteste erhalten gebliebene mathe-
matische Schrift. Zu den haupntsédchlichen Griinden, daB keine
dlteren Aufzeichnungen existieren (bzw. bisher aufgefunden wur-
den), gehort der natiirliche VerschleiBl des Schreibmaterials.
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Tmmerhin wurden die ersten Schriften auf Palmenbléttern ver-
faBt! Die Agypter stellten ihr Schreibmaterial aus einem
Schnittgewéchs her, welches in groBen Mengen am Nil wuchs.

Eine daraus gefertigte Buchrolle (Abb. 3) heiBt Papyrus. Die
Babylonier hingegen driickten Zahlen und Buchstaben in feuchte
Tontifelchen und brannten diese anschiieBSend (Abb. 4). Mehrere
Pausend solcher Tdfelchen sind erhalten geblieben, und sie ge-
ben heute einen guten Uberblick ilber den damaligen Entwicklungs-
stand der Mathematik. - Die Romer wiederum nutzien eine andere
Mbglichkeit: Sie erfanden das Pergament, hergestellt aus bear=
beiteter Tierhaut. Papier verwendeten zum ersten Male Chinesen.
Die dltesten Uberlieferungen auf Papier stammen aus dem 2. Jahr—
hundert ve. u. Z. -

Eine groBe Anzahl von Dokumenten wurde jedoch auch vernichtet:
In der im 3. Jahrhundert v. u. Z. in Alexandria (heute El=-
Iskendariya) erdcffneten Bibliothek, der grﬁﬂten'der damaligen
Zeit, sammelten sich nehezu 700 000 Buchrollen an. Doch im
Jahre 47 v. u. Z. zerstorten rﬁmisdhe Krieger die wissenschaft-
lichen Einrichtungen und die Bibliothek von Alexandria.

Aus den iiberlieferten Aufzeichnungen sind die Zahlenschreib-
weisen der Agypter, Babylonier und Griechen bekannt geworden.
Die Zahlen der Agypter dhnelten ihrer Schrift, einer Bilder-
schrift (Apb. 5). Jedes einzelne Bildzeichen, auch Hieroglyphe
genannt, stellt ein bestimmtes Wort dar. PFiir ihr dezimales Zah=-
lensystem verwendeten die Agypter sieben Hieroglyphen:

1 000 000 =

1 -
10 =1
100 =@
1 000 = _3‘_
10 000 = ]
100 000 = Z%y

wobei jeder eine besondere Bedeutung zukam. So koOnnte die
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Abb, 3 Papyrus Rhind

Abb. 5

Oberteil der Holztafel des

dgyptischen Wilrdentrédgers

Hesire

Abb,. 4 Tontdfelchen
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Hieroglyphe € eine MeBleine darstellen, die in 100 Teile ge-
teilt war; die 1000 wird durch eine Lotosblume veranschaulicht;
der Frosch findet filr die 100 000 wohl deshalb Verwendung,

weil dieser einst eine regelrechte Plage gewesen sein soll;
schlieBlioh konnte die griBSte Zahl der Agypter nur durch ein
angemessenes Zeichen, nimlich den #gyptischen Gott des Luft-
raumes, dargestellt werden. :

Beliebige zahlen wurden einfach durch Aneinanderreihen der ent-
sprechenden Hieroglyphen geschrieben:

- Ao L it ¢ L
3 248 327 gj' i(' 'ﬁ'&, ﬁnn;}%gieeenn 1"”

Die Babylonier nutzten hingegen vor ca. 4000 Jahren ein Zahlen-
system mit nur zwei Symbolen und der 60 als Grundzahl. Fir alle
Potenzen (60)0, (60)1, (60)2, i % (60)® wurde ein senkrechter

Keil Y

geschrieben; die Zahl 10 erhielt einen Winkelhaken

q .

Die Zahlen von 1 bis 59 lassen sich durch Aneinanderreihen von
Winkelhaken und Keilen darstellen, wobei i. a. nie mehr als
drei Zeichen, die eine Zahl ausdriicken sollten, nebeneinander
geschrieben wurden:

3. VIV
IRAL
- 44 77T

Vvy
q9 v

Die 60 wird nun wieder durch einen Keil dargestellt, wobei sich
beim Lesen von Keilschriftzahlen folglich Schwierigkeiten er=-
geben kdnnen, denn

yyry
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kann sowohl die 3 als such die 60 + 2 = 62, die 260 + 1 = 121

oder die 360 = 180 bezeichnen.
Die 600 als Produkt 1060 wird nicht durch zehn Keile, sondern
durch den bereits bekannten Winkelhaken ausgedriickt. Demmach
kénnte A44

L4 vy

4« 10 + 2 = 42
4600 + 2 = 2 402
4600 + 60 + 1 = 2 461
4600 + 2.60 = 2 520
bedeuten.
Es muB aber bemerkt werden, daB die Babylonier keine rein
mathematischen Texte schrieben, sondern der entsprechenden Auf=-
gabe stets eindeutig die dazugehdrigen Zahlen entnommen werden
konnten (Abb, 6). '
Versuchen wir uns zum AbschluB an der Ubersetzung der Zahl
19 899 in die babylonische Keilschrift. Die hdchste Potenz von
60 ist offensichtlich 60°, demn 60° = 216 000 ist bereits gro-
Ber als 19899. 60° selbst ist 4mal enthalten. Die verbleibende
Differenz von 5 499 ist nun beziiglich Vielfacher von 600 und
60 zu zerlegen. Wir finden eindeutig
19 899 = 4 - 60° + 9 « 600 + 1+ 60 + 3 « 10 + 9 - 1, also
VY7 444 7y 444 VOV
£ 44 vyy
& 44 vy

Betrachten wir abschlieBend noch kurz die alte griechische
Zahlenschreibweise: Jeder Buchstabe des griechischen Alphabe=-
tes stellte eine Zahl - Einer, Zehner, Hunderter - dar, wobei
fiir 6, 90 und 900 drei zusédtzliche Zeichen (vau, koppa, sampi)
eingefiigt wurden:

E + 3

a' B v & :
6 7 8 9

E S
1 2 3 4 >
Y E o T q
10 20 30 40 50 60 70 8 90

g & T v Y O+ ¥ w A
100 200 300 400 500 600 700 800 900
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Um fiir die Tausender keine weiteren Symbole einfithren zu mils=-
sen, setzten die Griechen vor den entsprechenden Buchstaben
der Einer ein Komma, zum Beispiel

4000" ’d—

8 000 = ,,Az .

Zur Darstellung der Zehntausender fanden verschiedene Schreib-
weisen Anwendung. Eine Moglichkeit bestand in der Kennzeich-
nung mittels zweier Punkte ilber dem Buchstaben, der die Anzahl
der Zehntausender auadruckte, also

10 000 = o
70 000 = 6

7um anderen schrieben die Griechen ein groBes M und iber dieses
die Anzahl der Zehntausender:

o
10 000 = M
g

70 000 = M
4

450 000 = %"

Um nun schlieBlich den Unterschied zwischen Buchstaben und
7zahlen kenntlich zu machen, wurde iiber eine abgeschlossene
Zahlengruppe ein Strich gezogen:

49 =/u,,J
3718 = 1 L"’ﬁ

122 560 =Lﬁﬁ‘{{ Hfz\‘f{

Natiirlioh gab es noch sehr viele andere Formen von Zehlzei-
chen, jedes Volk entwickelte seine eigene Sprache und Schrift.
Die Chinesen, Inder und Romer, aber auch die layas, schrieben
die Zahlen mit Hilfe von Punkten und Strichen. Bis in das 15.
Jahrhundert war das romische System in Europa gebréuchlich.
Eine spidtere Arbeit wird dariiber und die die Entstehung unse-
rer heutigen Zahlenschreibweise berichten.
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Ausschnitt aus dem Keilschrifttext 'Berechnung der Breite
einer Grabensohle'

Dipl.-Phys. Roland Fiedler
Sektion Physik der FSU Jeno
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Zur Geschichte der Logik
2. Teil: Friedrich Ludwig Gottlob Frege

Am 8. November 1848 wurde Friedrich Ludwig Gottlob Frege im
Haus BSttcherstraBe 2 in Wismar geboren. Seine Eltern, Carl
Alexander und Auguste Frege, leiteten eine private Middchenachu-
le, die sie im Jahre 1834 gegriindet hatten. Gottlob Frege wurde
zunﬂchat.von seiner Mutter unterrichtet und besuchte anschlie=-
Bend die GroBe Stadtschule in Wismar, wo er 1869 die Reifepri-
fung ablegte. Noch im gleichen Jahr begann er, an der Alma ma-
ter Jenensis Mathematik zu studieren. Er belegte alle Vorlesun-
gen von Ernst Abbe iiber Probleme der Physik und Mechanik, fer-
ner Vorlesungen ilber Analytische Geometrie, Analysis, Telegra=-
phie, Chemie, Philosophie u. a. Mit Beginn des Sommersemesters
1871 ging er an die Universitit Gottingen, wo er 1873 mit der
Arbeit "Uber eine geometrische Darstellung der imaginiren Ge=
bilde in der Ebene®™ promovierte. 1874 kehrte er nach Jena zu=
rlick und habilitierte sich hier im gleichen Jahr unter dem De-
kenat von Ernst Haeckel mit der Arbeit "Rechnungsmethoden, die
sich auf eine Erweiterung des GroBenbegriffs griinden". Von 1874
bis 1879 wirkte Frege als Privatdozent in Jena. In dieser Zeit
konzentrierte er seine Forschungstédtigkeit auf die logische
Grundlegung der Mathematik. Sein Ziel war die Herleitung der
gesamten Mathematik aus einer dementsprechenden Logik. 1879 ere
sohien sein Werk "Begriffsschrift, eine der arithmetischen nach-
gebildete Formelsprache des reinen Denkens™, worin er in voll=-
endeter Weise die Grundziige der modermen Logik entwickelte. Die-
se Arbeit enthdlt u. a. die Entdeckung der logischen Fumktion
(Aussagenoperation) und die Einfilhrung der Theorie der logischen
Quantifikation, die erste Formulierung der Aussagenlogik als ma-~
thematisch-logisches System und die Entwicklung eines Préidika=-
tenkalkiils erster Stufe, eine Anwendung der mathematisch-logi=-
schen Methode auf die Formalisierung einer konkreten mathemati= _
schen Disziplin, die logische Analyse des mathematischen Bewei-
ses durch vollsténdige Induktion und eine klare Unterscheidung
von Axiomen und SchluBregeln. Von vielen Logikern wird diese Ar-
beit heute als der Beginn der mathematischen Logik und Grundla-
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genforschung moderner Priégung angesehen, als die "Geburtsurkun-

de der modernen mathematischen Logik". Mit ihr beginnt also die
4. Periode der Geschichte der Logik, die heute noch andauert.

Verfolgen wir zundchst Freges weiteren Lebensweg. 1879 wurde er
els auSerordentlicher Professor fiir Mathematik berufen. Den Ver-
such der Riickfiihrung der Mathematik auf die Logik baute er in
gseinen nachfolgenden wichtigsten Werken "Grundlagen der Arith-
metik" (1884) und "Grundgesetze der Arithmetik™ (zwel Bénde,
1893 und 1903) aus. Durch diese trug er in ganz einzigartiger
Weise zur Begrifflichen Klidrung der Grundlagen der Mathematik
bei. 1896 wurde Frege zum ordentlichen Honorarprofessor fiir
Mathematik berufen. Als der zweite Band seiner "Grundgesetze"
im Dxruck war, wurde ihm durch Russell in einem Brief vom 16.Juni
1902 die nach diesem benannte Antinomie der Menge aller Mengen,
die sich nicht selbst als Element enthalten, mitgeteilt. Frege
versffentlichte diese Antinomie im Nachwort seines zweiten Ban-
des und erklédrte zugleich eine der Grundlagen des von ihm er-
richteten Gebéudes als erschiittert. Er versuchte nunmehr eine
Neubestimmung des Zahlbegriffes sowohl durch eine semantische
Vertiefung der Priédikatenlogik als auch einen Riickgriff auf die
konstruktive Vorgehensweise in der Geometrie. Die Erarbeitung
dieses Zuganges, die schon in die Richtung der spdteren kon=-
struktiven Mathematik fiihrte, war mit einer umfaasendgn Kritik

der formelistischen Begriindung der Mathematik durch Hilbert ver-
bunden.

Gottlob Frege blieb zeitlebens seiner Heimatstadt Wismar und
ihrer weiteren Umgebung eng verbunden. Wihrend seines Jenaer
Wirkens gab er als sein "Vaterland" stets Mecklenburg-Schwerin
an. Sehr oft wanderte er in dem Sommerferien zu Ful von Jena
nach Wismar und zurtick. Im Oktober 1918 trat er in den Ruhe-
stand und zog nach Bad Kleinen am Schweriner See. Hier starb er
am 26, Juli 1925 an den Folgen eines Magenleidens. In aller
Stille wurde er in seiner Geburtsstadt Wismar beigesetzt, wo
ein schlichtes Eisenkreuz an ihn erinmert.

Freges wissenschaftliche Leistungen wurden leider zu seinen ILeb-
zeiten kaum gebilhrend gewiirdigt. Ein wesentlicher Grund dafiir
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war die eigenartige zweidimensionale Symbolik in dem von ihm

entwickelten Logikkalkiil. Der Hauptgrund war aber sicher, daB
die Ideen Freges seiner Zeit zu weit voraus waren, daB8 die von
ihm aufgeworfenen Probleme die Mathematiker und Logiker seiner
Zeit noch nicht tangierten, da sie von ihnen noch gar nicht
voll verstanden werden konnten. Erst in unserer Zeit ist eine
weltweite Wiirdigung der wirklichen Leistungen Freges zu ver-
zeichnen, und er wird weltweit als einer der bedeutendsten Lo-
glker aller Zeiten gefeiert. In seinen Arbeiten ist bereits ein
groBer Teil dessen erstmalig prézise ausgesprochen oder vorge-
fiihrt, was heute Allgemeingut bei der Begriindung der mathemati-
achen Logik ist. Auf den verschiedensten Gebieten der Informa=-
tik und Computerwissenschaft erfolgen gegenwiértig intensive Be=-
mithungen um die Schaffung von formalisierten Sprachen und Kal=-
killen mit nichtlinearen Ausdrucksmitteln. Auch dagu sind in den
Arbeiten Freges wichtige Beziige zu finden.

Frege erdffnete seine Darstellung der Logik mit philosophischen
Uberlegungen und all sein Bemilhen war stets auch philosophisch=
erkenntnistheoretisches Bemilhen. Er setzte sich mit Spielarten
des Subjektivismus auseinander und erarbeitete Beitrdge zu Sinn
und Bedeutung von Wortern und Sétzen, wobei er u. a. zu sprach-
philosophischen Untersuchungen des Verhéltnisses von formali-
gierter zu nichtformalisierter Sprache gelangte. Sowohl die von
ihm gewonnenen Ergebnisse als auch sein methodisches Vorgehen
bei der Analyse logischer Probleme zur Wahrung der Einheit in-
haltlicher und formaler Aspekte der Widerspiegelung der objek=
tiven Realit&t sind von aktuellem philosophischem Interesse.

Da Freges Ausbildung und sein wissenschaftliches Wirken aufs
engste mit der Universitét Jena verbunden waren, hat es die
Friedrich-Schiller-Universitdt Jena iilbernommen, wirksame Bei-
trége in dem weltweiten ProzeB der aktiven Verarbeitung und
Verfolgung Fregeschen Gedankengutes zu leisten, der in Jena
eine seiner stérksten Wurzeln hat. Der 100. Jahrestag des Er-
scheines der "Begriffsschrift" wurde zum AnlaB genommen, im Mai
1979 in Jena die 1. Frege-Konferenz durchzufithren. Auf dieser
Konferenz wurden erstmalig Philosophen, Mathematiker, Logiker
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und Computerwissenschaftler unter einer einheitlichen Thematik
zusammengefilhrt. Neben Teilnehmern aus unserer Republik nahmen
daran Wissenschaftler und Frege-Forscher aus der Sowjetunion,
Polen, Ungarn, CSSR, BRD, Niederlande, Italien, Frankreich, USA,
Kanada, Indien, Kolumbien und Westberlin teil. Gegenwdirtig sind
Wissenschaftler der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller=-
Universitdt um Prof. Wechsung und Dr. ILischke dabei, die 2. Fre=
ge~-Konferenz zu organisieren, die anliflich des 100. Jahresta-
ges des Erscheines der "Grundlagen der Arithmetik" im September
1984 in Schwerin stattfinden wird. Auch diesmal erlaubt die
Thematik wieder das interdisziplinére Gespréich zwischen Mathe-
matikern, Logikern, Philosophen und Methodologen, die wieder
aus vielen Staaten der Welt erwartet werden. Im Rahmen der Kon-
ferenz erfolgt von Schwerin aus ein Besuch in Wismar und Bad
Kleinen. An Freges letzter Ruhestéitte wird ein Gedemnkvortrag
gehalten werden, und in der Niéhe seines Geburtshauses wird eine
StraBe den Namen Friedrich Iudwig Gottlob Freges erhalten. So-

mit wird dann Frege auch in seiner Heimatstadt die gebilhrende
Ehre zuteil werden.

Das Symbol fiir die Frege-Konferenz wurde von Paul Wolfgang
Puhlmann, Jena, in Anlehnung an Freges Symbolik in der"Begriffs-
schrift" entwickelt. Dort symbolisiert das Grundzeichen ' |3
die Verkniifung zweier Aussagen A und B zu einer neuen Aussage
der Form "wenn B gilt, so muB8 A mit Notwendigkeit eintreten",

Aus derartigen Grundzeichen lassen sich alle Schlusae der mathe-
matischen Logik darstellen.

Fortsetzung Seite 136
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Losungen

56 | Wir nehmen an, daB d/2n2 gilt und n2+d eine Quadratzahl

me igt. Dann existiert ein k mit 2n2 = d+k und es gilt

12k2 = (n2+d)k = n2k24k-dk = n2k24n2.2k = n° (K +2k).

Dies ist aber ein Widerspruch, denn auf der llnken Sei-
te dieser Gleichung steht eine Quadratzahl (m -k ), auf
der rechten dagegen nicht:
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Wére n2(k2+2k) Quadratzahl, so widre es k2+2k auch.
k242K liegt aber zwischen den unmittelbar aufeinander
folgenden Quadratzahlen k° und k2+2k+1 = (k+1)2.

q.e-do

E:Ez Beweis durch vollstéindige Induktion:
Induktionsanfang: Die Aussage ist wahr fiir n=1:

8/3.1 - 54241 = 8
Induktionsvoraussetzung: Es gelte 8/55+2:3%~1.1 = A,

Induktionsschritt: Ak+1- Ak 5k+1

20 34155220 3514
5% (5-1)42-35"1(3-1)

4(5%+3%1),
Da 55 und 3%~ ungerade sind, gilt 2/55+3%7, also
B/Ak+1_Ak und daher wegen der Induktionsvoraussetzung

B/Ak-1' q.e.d.

]i{gﬁﬂ Die Ableitung f'(x) = 2ax+b der quadratischen Funktion

| f(x) = ax®+bx+c ist eine lineare Funktion, folglich
kann gie ihr Minimum bzw. Maximum iiber einem abgeschlos-
senen Intervall nur an den Riandern dieses Intervalls an-
nehmen. Wir haben also die Ungleichungen

-4 £2'(1) =2a+b $4  und -4 £ £7(=1) = —2a+b & 4
zZu zeigen.

Aus -1 £ #2(x) €1 f. alle x € [-1,1] erhalten wir durch

Einsetzen von 0, +1 und =1 fir x: le] &1
Ja+b+c| £ 1
und ja=b+c|l €1 .

Daraus folgt [a+b] & 2 und la~b] £ 2.
Damit gilt [2a| = |a+b+a=b| = |a+b] + |a-b| £ 4, also
Ial s 2. .
SchlieBlich erhalten wir [2a+bl = |a| + [a+b] £ 4 und

| -2a+b| = |2a-bf £ |a| + |a-b| £ 4.

Je€e. de




135 Proisaufﬁaben

Preisaufgahen

Q 43 Man beweise, daB8 in jedem pythagoreischen Zahlentripel
wenigstens eine durch drei teilbare Zahl enthalten ist.

(Pythagoreische Zahlentripel (a,b,c) sind natiirliche

Zahlen, fir die a’+b°=c> gilt.)

Q 44 Man bestimme alle reellen x, die die Gleichung
3x + 323 = 3/12(x-1) ertilllen.

Q 45 Man ldse die Gleichung ;‘Vxﬂ + ;’Jx+2 + .‘3f1+3 =0

Q 46 Man eliminiere die Winkel & und R aus dem Gleichungs-
system xcos® +ysinfB=a

x gin B - y cose =)
(12+y2)(51n20( +coszﬁ ) = 2ab

Q 47 Man konstruiere ein Dreieck aus folgenden Jtiicken:
Gegeben sind die Lénge der Seite o, die Lénge der HGhe
und die Summe s der Seiten a und b.

Q 48 B spuTenrHOM 3aje mMeeTCHs & CTYNBeB, PACHONOXGHHHX
OXMHAKOBHM pAZiaM#, Eci B KaxfAoM PAAY ZOGABHTEH OO B
CTyABSB, 8 WHCAO PAAOB YMeHBINTH Ha C, TO o0mee WHOINO
MeCT B SPHTSNBHOM 34l YBeINYHTECA HA 0,1. CROIBEKO
OMNO CTYNREB B KaxAOM DARAY 7

EinsendeschluB: 1. 12, 1984
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Zur Geschichte der Logik

3. Teil: Weitere Entwicklung nach Frege

Wie wir erfahren haben, trug die von Gottlob Frege verwendete
eigenartige zweidimensionale Symbolik eine gewisse Schuld dar-
an, daB seinen Arbeiten lange Zeit die verdiente Wiirdigung ver-
sagt blieb. Eine Symbolik der mathematischen Logik der heute
iilblichen Form entstand durch die Arbeiten von Giuseppe Peano
(1858 - 1932) und seiner Schule. Auch die heute iiblichen Sym-
bole der Mengenlehre gehen auf Peano zuriick. Die Bedeutung der
Arbeiten Freges als Beginn einer neuartigen Entwicklungsform
der modermen Logik wurde zuerst von Bertrand Russell (1872 -
1970) erkannt. Dieser leistete nicht nur bedeutsame Beitrdge zu
ihrer weiteren Ausarbeitung, sondern folgte auch den mit der
Entwicklung der Logik verbundenen Absichten Freges, der Begriin-
dung der Mathematik durch die Logik. In der Symbolik schloB er
sich allerdings weitgehend Peano und seiner Schule an. Russells
Versuche wurden durch das in zehnjéhriger gemeinsamer Arbeit
mit Alfred North Whitehead (1861 - 1947) geschaffene dreibidndi-
ge Monumentalwerk "Principia Mathematica" gekrdnt (erschienen
1910 = 1913). Im Vorwort betonten die Autoren ausdriicklich, daB
sie die tragenden Gedanken ihres logischen Systems Frege ver-
danken. Es zeigte sich, daB eine relativ kleine Anzehl von aus-
sagenlogischen und priédikatenlogischen Axiomen und SchluBregeln
ausreichen, um alle wesentlichen Beweilse einiger grundlegender
mathematischer Disziplinen formal nachzubilden. Um Antinomien
(Widerspriiche) zu vermeiden, entwickelten Russell und Whitehead
die sogen. Typentheorie, deren wesentlichste Grundidee eine Stu-
fung der Mengen und Priddikate (Relation) war, so daB eine Menge
bzw. ein Prédikat stets eine hthere Stufe hat als ihre Elemente
bzw. die Objekte, auf die es angewendet wird. Die logischen
Axiome und Regeln muBten dann fiir jede Stufe gesondert festge=
- legt werden. Mit diesem Buch schufen Russell und Whitehead eine
noch heute giiltige logische Grundlegung der Mathematik. An die-
ser Stelle sel nebenbei bemerkt, daB Bertrand Russell auch eine
der herausragendsten Persdnlichkeiten in der Weltfriedensbewe-
gung war.

Eine wesentliche Rolle bei der Herausbildung der heutigen
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mathematischen Logik spielten auch die Arbeiten von David
Hilbert (1862 = 1943) und seiner Schule zur Beweistheorie. Ge-
meinsam mit seinem Schiiler Wilhelm Ackermann (1896 = 1962) ver-
faBte er 1928 das Buch "Grundziige der theoretischen Logik",

das zu einem welteren Meilenstein in der Entwicklung der Logik
wurde. Ackermann selbst wurde u. a. noch durch Arbeiten zum
Entscheidungsproblem der Prédikatenlogik, zur Widerspruchsfrei=-
heit der. elementaren Zahlentheorie und zur axiomatischen Mengen-
lehre bekannt. Ein weiterer Schiller und enger Mitarbeiter
Hilberts auf dem Gebiet der mathematischen Logik und Grundla=-
genforschung war Paul Bernays (1888 = 1977). Beide gaben gemein-
sam das zweibéndige Werk "Grundlagen der Mathematik" heraus
(1934 und 1939), das eine systematische Zusammenfassung von
Grundlagen-Arbeiten darstellte. Bereits 1918 gab Bernays einen
ersten Vollsténdigkeltsbeweis fﬁ; den klassischen zweiwertigen
Aussagenkalkiil an, d. h. einen Beweis dafiir, daB jeder allge=
meingliltige aussagenlogische Ausdruck allein mittels gewisser
einfacher syntaktischer Umformungsregeln (SchluBregeln) aus ge=-
wissen vorgegebenen Axiomen erzeugbar ist. Von ihm stammen auch
wesentliche Ideen fiir eine axiomatische Begriindung der Mengen-
lehre im Préddikatenkalkill der ersten Stufe.

Wesentliche Resultate der mathematischen Logik der Neuzeit sind
mit dem Namen des Osterreichischen Mathematikers und Logikers
Kurt Godel (1906 - 1978) verbunden. Von ihm stammen u. a. der
nach ihm benannte Vollsténdigkeitssatz, der nach ihm benannte
Unvollsténdigkeitssatz sowie der Nachweis der relativen Wider-
spruchafreiheit von Auswahlaxiom und Kontinuumhypothese zu den
librigen Axiomen der Mengenlehre. Der 1930 bewiesene Gddelsche
Vollsténdigkeitssatz wird auch als Hauptsatz der mathematischen
Logik bezeichnet. Er besagt, daB man (im Prédikatenkalkiil der
ersten Stufe) ein solches endlioh iiberschaubares System syntak-
tischer Regeln (SchluBregeln) angeben kann, daB8 die vermittels
dieser Regeln aus einer beliebigen Menge X von Ausdriicken (das
sind formalisierte Aussagen) formal ableitbare Ausdriicke genau
dieselben sind, die aus X semantisch (d. h. inhaltlich) folgen,
d. h. die in jedem Modell von X giiltig sind. Aus diesem Satz
lassen sich eine Reihe wichtiger SchluBfolgerungen ziehen, bei=-
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Eﬁgﬁlswaise daB es ein endliches Axiomensystem fiir den Prﬁé;ka-
tenkalkiil der ersten Stufe gibt, oder daB eine beliebige Menge
X von Ausdriicken bereits dann ein Modell besitzt, wenn jede
endliche Teilmenge von X ein Modell besitzt. Der zuletzt er-
wdhnte Sachverhalt wurde librigens 1936 unabhéingig von den G&-
delachen Arbeiten durch den sowjetischen Mathematiker Anatoli
Iwanowitsch Malzew (1909 = 1967) bewiesen. Als Mcdell einer
Menge X von Ausdriicken bezeichnet man eine solche algebraische
Struktur (z. B. eine Gruppe, Vektorraum, halbgeordnete Menge,
topologischen Raum o. &.), in der gleichzeitig alle in X ent-
haltenen formalisierten Aussagen wahr sind.
Der Godelsche Unvollsténdigkeitssatz, der 1931 bewiesen wurde,
besagt sinngemdB, daB jede hinreichend ausdrucksfihige wider-
spruchsfreie axiomatisierte Theorie unvollsténdig ist, d. h. es
gibt Aussagen in der Sprache dieser Theorie, deren Wahrheit
oder Falschheit mit den Mitteln der Theorie nicht beweisbar
ist. Derartige Theorien sind beispielsweise die Mengenlehre und
die elementare Theorie der natlirlichen Zashlen mit Addition und
Multiplikation.

Gegeniiber den frilher im Vordergrund stehenden syntaktischen
Aspekten der Logik traten mit Beginn der Gddelschen Arbeiten
immer stérker semantische Fragen (der allgemeine Modellbegriff
und das semantische Folgern) und metalogische Probleme (das
8ind Probleme, die logische Systeme als Ganzes betreffen, wie
Zz. B. die genannten Sdtze von Gddel) in den Mittelpunkt des In-
teresses. Hier wiren vor allem die Arbeiten des Polen Alfred
Tarski (1901 - 1983) zu nennen, der exakte mengentheoretische
Methoden zur Inferpretation formalisierter Sprachen und wesent-
liche Gedanken zur modernen Algebraisierung der Logik entwik-
kelte. Bekannt ist der nach ihm benannte Satz, nach dem eine
Menge X von Ausdriicken, welche ein unendliches Modell- besitzt,
ein Modell von jeder beliebigen unendlichen Miéchtigkeit besitzt.
Der Amerikaner Alonzo Church (geb. 1903) bewies 1936, daB die
Menge aller allgemeingiiltigen Ausdriicke des Pridikatenkalkiils
der ersten Stufe nicht entscheidender ist, d. h. es gibt kein
effektives, algorithmisches Verfahren, durch welches von einem
beliebigen Ausdruck festgestellt werden kann, ob er allgemein-
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gliltig ist oder nicht. Damit war also endgliltig gezeigt, daB
das im 17. Jahrhundert aufgestellte "Leibniz-Programm" nicht
realisierbar ist.

In jiingster Zeit wurde die mathematische Logik durch die Arbei-~
ten zahlreicher Mathematiker und Logiker zu einer weltverzwelg-
ten Wissenschaft ausgebaut, und es ist an dieser Stelle nicht
mehr mdglich, représentative Vertreter und ihre Leistungen im
einzelnen zu nennen. Auch in unserer Republik wurden in der
historisch kurzen Frist von 35 Jahren seit ilhrer Griindung we-
sentliche Beitriige zu diesem Gebiet geleistet. Dabei sei noch
vermerkt, daB die gesamte Entwicklung der mathematischen logik
in der DDR auf Karl Schr¥ter (1905 - 1977) zuriickgeht, der von
1948 bis zu seinem Tode an der Humboldt-Universit&t in Berlin
wirkte. Fast alle heute in der DDR auf diesem Gebiet tédtigen
Wissenschaftler sind direkt oder indirekt seine Schiiler.

Bis zu den 20er Jahren unseres Jahrhunderts wurde die Logik
fast ausschlieBlich als ein zweiwertiges System betrachtet, in
dem es nur die Wahrheitswerte "wahr" und “falsch" gab. Im Jah-
re 1920 stellte der polnische Philosorh und Logiker Jan
Lukasiewicz (1878 - 1956) erstmals eine dreiwertige Logik vor,
in der als dritter Wahrheitswert ein Wert eingefilhrt wurde,

der mit "mSglich" oder "neutral®™ bezeichnet werden kann. Gegen=-
widrtig werden vielfdltige mehrwertige Logiken ausgearbeitet,

in denen die Aussagen Werte aus einer beliebigen endlichen oder
unendlichen Menge von Wahrheitswerten annehmen k&nnen. Daneben
gibt es noch zahlreiche andere "Logiken", die heute untersucht
werden, z. B. modale Logik (Logik von "mbglich", "notwendig"®,
"unmtglich" usw.), konstruktive Logik (hier gilt nur als wahr,
wofiir ein Konstruktionsverfahren angegeben werden kann), Zeit-
logik, Wahrscheinlichkeitslogik, intuitionistische Logik, al-
gorithmische Logik u. a. Mit der zuletgt genannten wollen wir
uns im néchsten Beitrag etwas genauer beschédftigen.

Forisetzung folgt Dr. G. Lischke, FSU
Sektion Mathemotik
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Der Flug zu den Sternc;i — Wie lange dauert es?

In letzter Zeit wird héufig die Moglichkeit eines Besuches von
auBerirdischen Raumfahrern und in utopischen Romanen die Rei~-
sen von Erdbewohnern zu anderen Stermen diskutiert.

Wir wollen hier einmal untersuchen, welche mathematischen Pro=-
bleme dabei auftreten. Aufgrund der Dimensionen im Raum und
Zeit milssen wir dabei relativistisch rechnen und verwenden

die spezielle Relativitétstheorie (SRT) als brauchbare Nihe-
rung (s. LB Physik 12. Klasse). Da wir uns vor allem mit der
Mathematik beschéftigen wollen, sind diese Formeln hier nur an-
gegeben und ihr Bewels erfolgt durch "Ehrenwort des Verfassers"™.
Insbesondere wollen wir einige Formeln der klassischen Kinema-
tik wie Weg-Zeit, Geschwindigkeits=Zeit und andere Beziehungen
verallgemeinern. Da in bewegten Systemen die Zeit langsamer
verstireicht, milssen wir diese Beziehungen fiir Erde und Rakete
getrenni berechnen und die dabei auftretenden GroBen unter-
scheiden. Dies soll flir die Rakete durch einen Index "v" ge=-
schehen. Die Zeit bezeichnen wir mit "t", die Geschwindigkeit
mit "v", die Beschleunigung mit "b"™ und den Weg mit "s". Fir
t=0 sei 8=0 und v=0 und "c" sei die Lichtgeschwindigkeit.
Ausgangspunkt ist die Formel

:—:—" . (1 = vite?) " | (1)
Sie beschreibt fiir eine Rakete, die sich mit der konstanten Ge-
schwindigkeit v bzgl. der Erde bewegt, das Verhdltnis von Zeit=
differenz in der Rakete und auf der Erde.
Zu dieser Gestalt kdnnen wir (1) aber nicht verwenden, da sie
in den Beschleunigungsphasen unbrauchbar wird (v # const).
Bilden wir in (1) den Limes fiir At -+ 0, so erhalten wir auf
der rechten Seite fiir v die Momentengeschwindigkeit und links

einen Differentialquotienten, also

dt 1/2
= = (1 = v2(t)/c?) (2)
bzw.
1/2 _
5, = J (1 = w2760 Cat (3)
. v Q

Als erstes wollen wir die Beschleunigung bv in der Rakete be-
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stimmen. Hierzu bendtigen wir die Beziehung

(4)

Die Formel beschreibt das relativistische Additionstheorem fir
gleichgerichtete Geschwindigkeiten. Diese Beziehung muB man

z. B. verwenden, wenn man nach der Geschwindigkeit des Lichtes
.f'ragft, das ein fahrendes Auto aussendet und ein ruhender Pas-
sant sieht.

Nehmen wir nun an, daB8 ein Raumfshrer eine Geschwindigkeitszu~
nghme A u in der Zeit 4 tv feststellt. Er kann daraus gemif

l?v = —‘:—%—; eine mittlere VBeschleunigung bv bestimmen. F‘L'lr
einen Erdbewohner dagegen wiirde sich das Raumschiff am Ende
der MeSzeit mit einer Geschwindigkeit v + A v bewegen. Diese
beiden Geschwindigkeitsdifferenzen sind nun iiber die Formel (4)
verbunden.

Wir erhalten

viav = L+ 40 (v+ﬁ-v4 t,) (1= EE b, Bt +( Atv)2-f).

1+ —42—v' u

c
Bei dieser Rechnung haben wir davon Gebrauch gemacht, daB8
‘b_at @
veAu Y'Py AT, 1 2 n
q = = £ 1 und daB s = 1-g+q° 37 (~q)" ist.
02 R 1+q oy

Die Reihe ist konvergent und somit ist die Funktion f beschrénkt.
Ausmultiplizieren ergibt ~

Av:‘; At (1_v2 +(at )z(fv--‘;azv +At-f‘3)
vl ? v v :2 v v/
Dividieren wir nun noch durch A tv und betrachten den Limes fiir

Atv-v 0, so f&l11lt der 2. Teil der rechten Seite weg und wir

erhalten ; 2
v =% [H -31—1.
dtv v 02 *

Berilicksichtigen wir nun noch (2) und die Kettenregel, so ergibt
gich:

dv d d‘tv

. 2 1/2 3/2
a? =V = -a{:,- . a-i— = b?[ ] EE'J('I"'Vglcz) = bV(1-v2/02)

(5)
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Zur Vereinfachung unserer welteren Rechnungen wollen wir an-
nehmen, daB wdhrend der Beschleunigungsphasen bv = const ist.
Das ist auch fiir die Raumfahrer das angenehmste. Die Formel
(5) dividieren wir durch (1-72/02)3/2 und integrieren bzgl. t
von O bis t. Wir erhalten:

-o}bv Q% = byt = Z oETITE = T (6)
Bei dieser und einigen spiteren Integrationen iiberlassen wir
die Verifikation durch Differentiation und das Uberpriifen der
Anfangswerte dem Leser.

Durch Umstellen von (6) erhalten wir:

f b -t 2 2
1+ () =1+ LYl < 1/(1v2/0?) (7)
(1=v=/c“) '
Unter Beriicksichtigung von (7) kdnnen wir mun (5) bzgl. t von

O bis t integrieren und es ergibt sich:

2, 2.3/2 bv ot 2 =3/2
v =-fbv(1-v /)32 gt = jb (1+(—5—) ) dt
0

bt 2 -1/2 (8)
[1+(

b te

Die Formel (8) kann nach denselben Spielregeln nochmals inte-
griert werden und wir erhalten

t § bt 2_~1/2 2 bt 2 1/2
. v - . i -
s={vdt=£bvt/[1+(—5—)J dt'Fv[“"'(c)) ](9)

Das klassische Analogon zu (9) widre s = % 2,
Da oft die Flugzeit als Funktion der Beschleunigungsstrecke in-

teressiert, miissen w%r (9) nach t umstellen; somit wird
s

[(1+ "“z) -1 '{ (10)

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wie die entsprechenden
Formeln fiir die Raumfahrer aussehen. :
Unter der Berilicksichtigung unserer Annahme, daB bv = const,

ktnnen wir (7) in (3) einsetzen und das entstehende Integral

ausrechnene.

=,J’ (1=v2/¢2) V2 gt = ['1+(— J 1/20.1;

o bt bt21/21_

ol s In[ = + (1+(—) ) (11)
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Auch hier wire eine Verifikation angebracht. Da wir diese Be-
ziehung nach t auflosen wollen, filhren wir eine Hilfsbetrach=
tung fir die Punktion Y = ln(x+7Y14x° ) durch, die wir schritt=-
weise nach x umstellen.
Als erstes sehen wir, daB 14x° = eY-x ist. Durch Quadrieren
ergibt sich 1 = 323 - 2¢¥.x und somit x = EZEE—— .
Wenden wir dies auf (10) an, so erhalten wir

bvtv/c -bvtv/c

t = E%' (e - e ) (11)
v ' _
Setzen wir (11) in (8) bzw. (9) ein, so ergibt sich
b .t/ -b_t. / bt/ -b_t_/
v = c.(e vy G-e vV 0)/(3 vy OH vwv 0) (12)
b t / -b_t_/
und B = 'Er-[ c+e Ty c- 2] (13)

Auch fiir die letzten beiden Formeln lieBe sich eine AuflGsung
nach tv angeben.

Betrachten wir zwei Beispiele:

1. Unser Reiseziel sei der Stern oL =Centauri, der in einer
Entfernung von 4'101 m steht. Er ist der unserer Sonne
ndchstgelegene Fixstern.

Das Reumschiff soll mit b, = 10 m/s° auf v___ = o/3 be-
schleunigt werden, anschlieBend antriebalos fliegen und vor
dem Reiseziel wieder mit b, = 10 m/a auf v, . = O abge-
bremst werden. Wie lange dauert die Mission fiir einen Erdbe-
wohner und fiir einen Raumfahrer, wenn der Rickflug analog
verlauft ohne Beriicksichtigung der Aufenthaltsdauer? |

Es ist klar, daB wir alle GroSen nur bis zur Hélfte der Hine-
flugstrecke berechnen kdnnen.

Die Umstellung von Formel (8) mnach t liefert:

t = E—-[1 (v/c)%] -1/2 und somit fiir unsere Werte h = 1Qm/52

und v = o/3 % 1,0607-107 sec & 123 Tage.

Formel (11) zeigt, das damn t{')a¢ 1,0397-107 sec 2120 Tege.
Aus der Formel (9) gewinnen wir eine Beschleunigungsstrecke
von ' von 5+459-10 14 n. Es verbleiben etwa

3(2) = 1,945 101 m Freiflugstrecke. Um diese zurlickzulegen,
braucht man t(2) = 5(2)/y & 1,945.10% sec ~ 2252 Tage im Era-
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system, bzw. nach Formel (1)

(2) o 2123 Tage im Raketensystem.
Die Mission dauert also fiir einen Erdbewohner eiwa 26 Jahre
und fiir einen Raumfahrer etwa 24 Jahre und 7 Monate.

2. Wie #ndern sich die Verhdltnisse, wemn bis zur Hélfte der
Distanz mit 10 m/s° beschleunigt wird?
Welche Maximalgeschwindigkeit tritt auf?
Formel (10) -liefert uns die Beschleunigungszelt
= 1064 Tage. '

Dem entspricht gem#8 Formel (11)

t, = 638 Tage. |
Setzen wir unsere Beschleunigungszeit in (8) ein, so erhal-
ten wir

v _~ 2,85 « 10° m/s a~ 0,95 c.

Jetzt betrdgt also die Missionsdauer fiir einen Erdbewohner
11 Jahre und 8 llonate und fiir die Raumfahrer 7 Jahre.

Fortsetzung folgt Dr. G. Dietzel, FSU
Sektion Mathematik
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Egnixmghtalzatz dar ‘lgabra . 146
Der Fundomentalsatz der Algebro '

‘1 Fundamentaisatz der Algeobru 1<t wohl einer der grundlegend-

sten Sidtze in der Mathematik und besitzt erst im Bereich der

komplexen Zahlen allgemeine Giiltigkeit. Aus diesem Grunde moch-

ten wir an dieser Stelle einen Beweis dieses Satzes anfiihren,

der zwar etwas lang, dafiir jedoch elementar ist.

Satz: Jedes Polynom f(x) mit komplexen Koeffizienten,
dessen Grad n mindestens 1 ist, besitzt im Bereich
der komplexen Zahlen wenigstens eine Nullstelle.

Anmerkung: Unter einem Polynom f(x) wollen wir einen unbestimm-
ten Ausdruck der Form f(x) = aj+a,x + a2x2 teoot anxn verste-
hen, wobei 8oseeer8y Koeffizienten genannt werden. n heiflt Grad
der Funktion, falls, a, # 0 ist. '

Beweis: Bevor wir zum eigentlichen Beweis kommen, bendtigen wir

unter anderem noch eine wichtige Definition, némlich folgende:
Eine Punktion h heiBt an der Stelle X, ihres Defini=-
tionsbereiches stetig genau dann, wenn gilt:
fiir jedes reelle &> O existiert ein reelles d» 0, so
daB fiir alle x des Definitionsbereiches von h aus
Ix=x,) €& Ih(x)-h(xo)lt.t folgt.
Formal: &QO J“:O :{g\D(f)’x-xO“J -Olh(XJ—h(xO)lcg .
Das heilt, eine Funktion wird stetig genamnt in Xg
wenn eine sehr kleine Annédherung der Werte des Defini=-
tionsbereiches an Xg auch eine kleine Anndherung der
Funktionswerte h(x) an h(xo) nach sich zieht. Anschau=-
lich stellt man sich das etwa so vor, dafl die [unktion
bei der graphischen Darstellung als eine durchgehende
Kurve gezeichnet werden kann. Man spricht von einer
stetigen Funktion, falls sie im ganzen Definitionsbe=
reich stetig ist.

1. Lemma: Jedes Polynom f(x) mit komplexen Koeffizienten ist
eine stetige Funktion der komplexen Veriinderlichen x.

Beweis: sei f(x) = anxn +ooet a1x'+ aq e

Da ein Polynom fiir jede komplexe Zahl x definiert ist,



147

FPundamentalsatz der Algebra

miissen wir zeigen, def f(x) in jedem beliebigen Punkt

X, stetig ist. Wir greifen uns nun ein beliebiges X,
aus dem Definitionsbe:eich.f(xo) = anxg+...+a1xo+a0.
Dann ist £(x)-f(xy) = an(xn-x8)+...+a1(x-x03.

Da xn-x’g = (x-xo) (xn"1 x0T 2x0+xn_3xg+. e +11:J:€;'"2+:c8"'i ) ist,

4

konnen wir schreiben:

n=2 +...+xn*1)+

£(x)=£(xy) = (x-x.). an(x“'1+x " h

re— .+a2(x+xo)+a1 :

Nun ist nach Dreiecksungleichung und Anwendung des De-
trages auf das Produkt:

If(x)-f(:fo)[‘[x-xoflan] (lxln'-1+[x]n"21xoj+.. 5 +Ixol n-1y,
tesetfaq) - (1)

Wighlen nun x so, dal Ix-xo < (2). Daraus folgt, daB
lecl:{olﬂ.

Da auch [x,l<fxy)+1, setzen wir jetzt in (1) A=Ixy)+1
fir Ix,) und Ix/ ein. Da Ix,]<m und /x| <« m verschirft
gich die Un.gleichung: '
lf(x)—f(xo)Idx-xolf[Ianl(kn-1+,un'1+,.n—1+...+ n-1)+

—

n-mal
le,_4 ’S}“n—2+‘ - +’Ii:2:) teaotlad ]
(n-1)-mal

-1 -
= ,x-xO}-(nlanIﬂn +(n—‘l)]t‘:|nn_1[/|.a11 2+...+la,|l) g
Da fiir ein konkretes x, meine feste GroBe ist, setzen

wir jetzt fiir nlanlﬂn-1+...+laJ =K. ¥ ist also auch

"ein endlicher fester Wert. Haben also nun:

lf(x)-f(xo)l < K lx-xol.

Nun sei uns ein reelles & » O vorgegeben. Wie miissen
wir nun unser & wdhlen, daB aus /x-x,/<d
If(x)-f(xo)l < & folgt? _
Wir setzen unser O so, da8 & € 1 und d< § gilt. Die
Forderung d < I‘t wiirde eigentlich geniigen, aber in (2)
haben wir eine Einschrinkung an die Werte des Defini=-
tionsbereiches vornehmen miissen.
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Sei nun J < 1 und dcﬁ .

Es gilt /£(x) - £(x,)]<Ke Ix-x5) « K* ﬁ = &+ Qe€ede
Also ist das beliebig gewihlte Polynom stetig an einer
beliebigen Stelle X, eines Definitionsbereiches, so-
mit im ganzen Definitionsbereich.

2. Lemma: Wenn eine Funktion h(x) stetig ist, dann ist auch die
Funktion h'(x) = Jh(x)/) stetig.

Der Beweis ist trivial, wenn man beriicksichtigt, daB

fa* (x)-h'(x) | = J ) () -I(x)l] * In(x)=h(xy)l.

3. Lemma: Wenn £(x) = anxn+...,+a1x, dann gibt es zu jeder reel-
len Zahl €> O eine reelle Zahl §> 0, so daB fir alle
x, die der Ungleichung [x/e ¢ geniigen, auch 1£(x)ee

Beweis: Ix/ed und J£(x)l <& sind Spezialtélle der Ungleichun-
gen Ix=x,l¢ed und l’f(x)-f(xo)lcg , niamlich falls
f(xo) = 0 fiir x3=0. Die Funktion f hat die Eigenschaft,
daB £(0)=0 und ist auBerdem ein Polynom (ay=0). Somit
folgt die Behauptung trivialerweise.

4. Lemma: Sei f(x) = anxn+...+ao ein Polynom vom Grade n ® 1,
Dann gilt: Der Wert]f(x)}libersteigt jede reelle Zahl
R, falls x betragsmiBig geniigend groB gewdhlt wird.
a

a a
: - 1 n=2 1 0 1
Beweis: f(x) = 8 xn- ‘1.{- =l . & t o——— toogt — ¢ =——
B @n e 8n xz a8, X"

De der Betrag einer Summe stets mindestens so groB wie
die Differenz der Betrdége der Summanden ist, gilt also

I£(x) = Ianl'lxnl-[ 1- ‘E-g:-l . %+...+ -32 1—-nl] é
el n X

lan kann nun den Ausdruck

a a
a=1,1 teoot 2 . L ais Polynom der Variablen 1 auf-
a, 53 a, o X

fassen, bei dem das Absolutglied Null ist. Somit kon-
nen wir unter Verwendung des 3. Lemma folgern, daB zu
&= % ein &> 0 existiert, so daB alle x, fiir die
a
1 0 1

a
"}El‘ J gilt, die Ungleichung l—-g—n-l « = oot E'; . '—ﬁ"%
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erfiillen. Die Ungleichung ! %[c [ ist Eiqu:}valent PA

Jx])} , Also gilt fiir alle x, die /x/D geerfiillen:

1£(x)| > lanl-lxln( 1--%) , also /f(x)> %1an1-lxln.

Damit _nun | £(x)/>R, muB | x/> %‘ ’gi' gewdhlt wex;’den,

denn dann ist ]f(x)b%lanl -lx!n) %Ianl- n_/ EIE = R.
n

5. Lemma: Wenn ein Polynom £(x) bei x5 nicht den Wert Null an-

Beweis:

nimmt, so gibt es eine komplexe Zahl z mit folgender
Eigenschaft:

| £(xq+2) | < If(xo)l .

Wenn x = Xg+2, erhalten wir den Ausdruck

f(x0+z) = an(x0+z)n+...+a1(xo+z)+a0k

Wir konnen nun die Ausdriicke (x0+z) , K=2,04050 nach
dem Binomischen Lehrsatz in eine Summe zerlegen und
diese dann mit den entsprechenden Koeffizienten 8y
ausmultiplizieren. Dann kdnnen wir die Ausdriicke (Sum=
manden), welche die gleiche Potenz der Zahl z enthal=-
ten, zusammenfassen, indem Wwir die entsprechende Potenz
ausklemmern. Auf diese Weise erhalten wir neue Koef=-
fizienten bO""'bn’ die nicht von z gbhﬁngen. Nun kén-
nen wir fir f(xoiz) schreiben

£(xg+z) = bytbyzteest anzn. Der Koeffizient vor 2
bleibt unverdndert, wie man sich leicht iiberzeugen kann.
Wir untersuchen nun zwei Félle.

1. Fall: Nicht alle b1,...,an1 sind Null.

Sei 0.B.d.A. Dby £ 0, aber alle bi=0 fiir 1 * i< X, also
f(x~+z) = £(x,)+b 2K4p S
(0] 0 K K+1 bl . |l
Es sollte f(xo) £ 0 sein, somit ist eine Division der
Gleichung durch f(xo) mdglich und wir erhalten, indem
_ _K = &n :
wir cx = TTEST yeeesCp = TTEST setzen, den Ausdruck
- £(x,+z) .
0 b K n
—fﬁagy- =1 + CyZ teootCpZ o
Da wir von by # 0 ausgegangen waren, gilt nun ‘auch
QK # O,
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R+1

Wir klammern nun aus der Summe G,  47% +..04C_ 2z den
K n
Fektor Cx?% 8aus und erhalten:
f(x+2) c
0 K K K+1 ®k42 2 °h n=K
= (1+c,z)+cyz e ( 7+ ZHeeot =— Z i
f!xoﬁ K K Cy Cx Cy )
Nach Anwendung der Betragsungleichung folgt nun
£(x +z)} ' c c
0 < K X ’K+‘| n n—K,
€ |14c 20 +le, 25 o == ZHeeoet — Z (3)
fixof ‘ K ’ ’ K !: Cx o Ck
Nun ist natiirlich wieder E+1 Zteaot E_ z"" E ein Poly-
K K '
nom iiber die komplexe Zahl z, dessen absolutes Glied

verschwindet.
‘Also gidt es nach Lemma 3 zu & = E ein o> O, so daB
aus |zl<d die Ungleichung

c c
’ K+1 n _n KZ,<

Z teeet — Z
°K

% folgt.

Also ergibt der Ausdruck (3) fiir Jzle< d

,f(x +z) K

_TTEST—I < I1+cKz l + 5’ C Z ' . Bis Jetzt sollte
Jziled" sein. Wir wollen nun zusiitzlich fordern, daB
cKzK negativ wird. cKzK wird genau dann negativ, falls
arg(cKzK) =T »

Anmerkung: Jede komplexe Zahl ¢ 188t sich darstellen
als c=a+bi mit a,b ¢ R, Nun stellt man sich
ein rechtwinkliges Koordinatensystem vor,
in dem der Realteil a auf der Abszissenachse
und der Imagindrteil b auf der Ordinaten=
achse abgetragen wird. Somit entspricht je=-
der komplexen Zahl ein Punkt in diesem Ko=-
ordinatensystem. Als arg ¢ definiert man
sich nun diejenige Funktion, die einer kom=-
plexen Zahl den, Winkel, der zwischen dem
positiven Teil der Abszissenachse und der
durch den Koordinaterursprung und durch (a,b)
bestimmten Strecke eingeschlossen wird. Gilt
nun arg ¢ = W, folgt natiirlich, daB ¢ auf
dem negativen Halbstrahl der Abszissenachse
liegen muB und somit negativ ist. a
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Nun gilt W = arg(cKzK) = arg cy+K arg z.

= arg Cy
Daraus ergibt sich arg z =——p— -
Sei also nun z hinreichend klein und erfiille zusdtzlich :
obige Gleichung.

& X . K
Somit ist cyz” = chz |

Demnach haben wir nun

f(x~+2)

0 K 1 K

I—f-(x-—oj—- }(,1-‘(?}{3 l, + E"CKZI o

Viir widhlen jetzt z so klein, daB IcKzch 1 erfiillt ist.
Dann gilt: 1 - }cKzKI> 0 und somit

,1—}0 ’=1-[czK[
Somit ergibt sich folgende Unglelchung
f(xq+2) K
‘ﬂ%@‘ J<1 = Do) + § Joga®l = 1- 3 )oY
Da ,cKzch 1 ist, folgt 1 - %-IcKzKI< 1.

; f(x0+z)
Also kann bei richtig gewihltem z ’—?Tinj_} kleiner
0

als 1 werden.
f(x0+z) |f(x0+z)l

Da m— = —m%)—’—-( 1,mu.l3 ’f(x0+z)[</f(xo)’= f(xo)

da f(xy)> O vorausgesetzt war.
Somit haben wir den 1. Fall bewiesen.

.2.- FE.ll: &1le bi=0 ’ i=1,-¢o,b-1

Also erhilt man die Gleichung f(xo+z) = :(xo)+anzn.
Wir dividieren wieder durch f(xo) und somit ist

f(x~+2) a
0 _ n g __n
}—f-(x—o-)—l = ,-1+GnZ l s Wwobei Gy @ m ¢ 0 ist.
' . M- arg ¢
Nun wihlen wir wieder z so, dal arg z = s B und
Ic z Ic 1 gilt. '

Damit ist ’f(x°+2)j

I1-IC 2 = 1-fe 2"l e 1.

Dies bringt uns auf die geforderte Ungleichung
| £(xq+2)] < J£(xp))
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6, Lemma: Ist R die untere Grenze der Menge W aller moglichen
Werte |f(x)] des Polynoms f(x), so gibt es wenigstens
eine komplexe Zahl x,, fiir die f(xo) = R gilt.

Beweis. Sei (an)neﬂ eine gegen Null konvergiérende Folge von.
positiven reellen Zahlen. Da R untere Grenze fir 154¢9)
sein soll, muB es zu jedem &, ein xj geben, so daB
0% |£(x!)]| - R<a . Da die Folge der a  gegen Null
konvergiert, muB es zu jedem reellen &> 0 eine natiirli-
che Zehl N geben, so daB fiir alle Indizes n grﬁﬁér N
a, <&. Somit gilt fiir alle n» N:

0 % lf(xﬁ)} - Receg .
Damit konvergiert die Folge ( f(x}) ), .~ 8°ge1 R. Da
( I(xﬁ) )nt" xonvergiert, mu8 sie auch beschrénkt sein.
Also gibt es eine Zahl M>» O mit If(xz'l)lf- M, Naly2ye00 o
Nach dem 4. Lemma gibt es zu dieser Zahl M eine Zahl N',
so daB fir alle /x/> N': [£(x)} > M. Da fir alle
xi,xé,...,xﬁ,... die Ungleichung If(xﬁ)l( M gilt, kann
fiir keines dieser x} I£(x})I> M gelten. Somit gilt
'31'1" N'., Damit ist auch die Folge (xr'l)n‘” beschrénkt.
Wenn sie beschrénkt ist, mul sie eine konvergente Teil=
folge besitzen. Nennen wir diese (in)ncﬂ und ihr Grenz-

wert sei x. (also lim X_ = X,).
- 0 n__mxn 0
Da ( f(xn) 5 eine Teilfolge von ( f(x]) }n ist,

muB diese ebenfalls gegen R konvergieren, also auch
lim ) £(X )= R. (4)

n-» @
Da f£(x) ein Polynom und somit stetig ist, gilt

1im ) £(x. )/ = 1£(x,) 5)
nqm’ xn ’ (10' (

Aus den Gleichungen (4) und (5) folgt nun If(xo)l = R.
Nun sind wir in der Lage, den Beweis abzuschlieBen.

Sei R wieder die untere Grenze fiir die Werte | £(x)I .
Wissen nach 6. Lemma: Es gibt mindestens eine komplexe
Zahl x,, SO daB f(xo) = R, Wenn wir zeigen k&nnen, dafl
R = 0,ist der Satz damit bewiesen. Wir nehmen darum an,
R # 0. Dann wiére auch f(xo)thetzt muB nach 5. Lemma
gelten: Es gibt eine komplexe Zahl  x,+z mit
'f(xo+z)<f(xo) = R, denn die Voraussetzungen des Lem-
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mas sind erfiillt, da ja R>0 und sonst auch r_ X5) > 0.

Wenn nun ein x' existiert mit f£(x')<R, so ist dies
ein Widerspruch dazu, daB8 R untere Grenze der Funk-
tionswerte von f(x) ist.

Deshalb gilt R = O und £(x) hat somit eine komplexe
Nullstelle.

Kommen wir nun zu einfachen Folgerungen aus dem eben bewiesenen
Satz.

Folgerung 1: Jedes komplexe Polynom vom Grade n >1 besitzt ge=
nau n Nullstellen.

Beweis: Sei uns das Polynom f(x) = anxn+...+anx+ao gegeben.
Aus dem Fundementalsatz folgt nun, es existiert eine
komplexe Zahl X, mit f(x1) = 0. Also ist
a x? teeet a1x? + a5 = 0. Nun kann man das Polynom
£(x) in der Form (x—x )ef£'(x) darstellen, wobei £'(x)
‘ein neues Polynom uber x ist, mit der Eigenschaft, da8
der Gred von f£'(x) (n-1) betrédgt. Nun existiert nach
Aussage des Fundamentalsatzes wieder eine komplexe
Zahl x, mit £°' (x ) = 0. Nun kdnnen wir f£'(x) als
(x-x Ye£™(x) darstellen, wobei f"(x) ein Polynom vom
Grade n=2 ist. Fiihren wir dieses Verfahren fort, so
erhalten wir fiir f(x) die Darstellung (x=x )(x-xz)- .is

(x—xn) Wir erhalten fiir alle x,, i= 1,...,n,
f(x ) = 0 und haben somit n Nullstellen erhalten.

Der Satz liefert eine weitere Aussage, die wir an dieser otellé
aber nicht beweisen wollen, n#dmlich

Folgerung 2: Ist f(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, so
188t sich f(x) 1n der Fqrm _
% ;.2 £
| d(x—c ) %1, (x—c ) 2-... (x-c ) Te(x +a1xfb1) *ees

.(x2 +aLx+bL) 1L darstellen,

wobei d,01,-..,che1goo-'eK,a1,l-o'al|b1'!'-lbLl
f,y00.,T gewisse reelle Zahlen sind. ‘

Der Fundamentalsatz der Algebra tauchte als Vermutung bereits
im 17. Jahrhundert auf. Sie wurde erstmals belegbar von dem
franzitsischen Mathematiker GIRARD ausgesprochen, und im Jahre
1746 unternahm D'ALEMBERT den Versuch, den Satz zu beweisen.
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Soweit heute bekannt, war es GAUSS, dem der erste Beweils die-
ses Satzes gelang und das im Jahre 1799.

lit den heutigen Mitteln der modernen Mathematik ist es mdg-
lich, den Fundamentalsatz auf bedeutend kiirzere Weise und auf
vielfdltigen Wegen zu beweisen. Deshalb soll in einen spAteren
Heft ein funktionstheoretischer Beweis die Moglichkeit der Be-
weisverkiirzung - und somit -erleichterung = aufzeigen. Dazu ist
jedoch (im Gegensatz zum vorangegangenen Beweis) eine tiefere
Kerntnis der Funktionentheorie notwendig.

jé1g Dimmler, FSU lenco
_Mathemotik-Student
- 2. Studienjahr

Preisgufgaben

Losungsbedingungen:

Pir jede vollsféndige Losung erh&lt der Einsender die bei

der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende & 8
Schul jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender,
die im abgelaufenen Schuljahr mindestens 410 Punkte erreichten.
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesen
Jahr erreichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrie-—
ben.

Die Ldsungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
«versehen mit Name, Adresse, Klassenstufe des Einsenders =

un ter dem Kennwort "WURZEI~Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbeson~—
dere, daB die in der Ldsung unbewiesen verwendeten Sachver-
halte an zugeben sind. Der Losungsweg (einschliellich Neben-

rechnungen, XKonstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkenn-
bar sein.
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I3 BeeX TPeyTONBHMKOB C OAMHAKOBHM OCHOBAHWEM X
ONHAM ¥ TeM Xe yroJoM IpH BepimHe HatTH Tpeyronb-

HUK C HamGONBIMM HEepMMETPOM. L

Man konstruiere ein Viereck aus der Ldnge der

Diagonalen, der Linge zweier gegeniiberliegender
Seiten und dem Winkel, den diese Seiten mitein-

Es sei [z} diejenige ganze Zahl, fiir die gilt
zéﬁd‘z+h .
Man ermittle alle reellen Zahlen z, fiir die gilt:

<l
‘
[
I
N

X+ Xy+y=29

Man 1dse die Ungleichung

| 10g1x + 10g3x71
2
54 In einem Kegel sei eine Kugel einbbschrieben. Die
1 OberflZche der Kugel verhdlt sich zur Grundflédche

des Kegels wie 4:3. Gesucht ist der Winkel an
der Spitze des Kegels,

Einsendeschluf: 1. 1.85
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Der Flug zu den Sternen — Was kostet er?

Dieser Artikel ist gedacht als Fortsetzung eines Aufsatzes aus
der WURZEL Nr. 9/84 , wo wir uns im wesentlichen mit der Pro=-
blematik der Flugzeiten beschéftigt haben. Die Kostenfrage wol=-
len wir iiber die Abschétzung der notwendigen Antriebsenergie
ldsen. Das Ziel wird dabei sein, die klassische Ziolkowskiw
Gleichung fiir den Fall eines relativistischen Raumfluges zu
verallgemeinern. Dazu miissen wir uns mit der Dynamik eines rela-
tivistischen Raketenfluges beschédftigen.
Zunédchst filhren wir einige Abkilrzungen ein.
Sei me ... die Rakentenmasse

Dp eee dielTraibstoffmasae'

V ... die Raketengeschwindigkeit

A cer die Geschwindigkeit des Abgasstrahles relativ
zum Startpunkt

W oees die'Geschwindigkeit des Abgasstrahles relativ
zur Rakete .

Bis auf w, das eine konstante GrdBe darstellt, sind alle Gri-
Ben zeitabhéngig und da wir nur eine Beschleunigungsphase be-
trachten, kann man sie auch als Funktionen von v auffassen. Die
. GréBen w und w, messen wir entgegen der Flugrichtung. Grundlage
fiir unsere Rechnung ist eine Impuls- und Massenbilanz der be=
schleunigten Rakete.

Klassisch ist der Impuls eines Kérpers der Masse m, der mit der
Geschwindigkeit v fliegt, gerade das Produkt aus m und v. Beil
der relativistischen Betrachtung muS man beriicksichtigen, dal
die Masse m, von der Geschwindigkeit v und der Ruhemasse m, ge-
mél m = mo/(1—v2/02)1/2 abhéngt.

Die Bilanzgleichungen, die wir verwenden,lauten:

1. Impulsédnderung der Rakete = Impulsénderung des Abgasstrahles
2. Masseinderung der Rakete = Masse&nderung des Abgasstrahles.
Driicken wir dies, unter Beachtung der relativistischen Effekte
sowie der Tatsache, daB der Abnahme von me eine Zunahme von My,
entspricht, mathematisch aus, so bedeutet dies:

A U@R'(1-V2/02)-1/2-v) = A mT(1-wi/02)—1/2wA (1)

a (mge (1-v2/6®)71/2) o~ amg(1-w3/6®) V2 (2).
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Dabeli bedeutet AG = G -G, die Differenz zwischen den Wer-

ten von G an eiiem Dni— und an einem Anfangsztstand.

Die etwas einfachere Gestatt der rechten Seite erklért sich
dadurch, da die AbstoBung eines Abgasteilchens_die'achon ab=
gestoBenen Abgasteilchen nicht beeinfluBt, wohl aber die flie=-
gende Rakete.

Wenn wir zunéchst die Gleichung (2) mit w, muitiplizieren- und
zur Gleichung (1) addieren, so ergibt sich

A(mR'“‘Vz/"z)-”e'V) + Wy A(mR(1-72/02)'1/2) = 0

Da wir uns auf den Standpunkt stellen, daB'mR eine Funktion von
v ist, konnen wir, um die Zuwéchse auszurechnen, den Mittelwert~
satz der Differentialrechnung anwen@en. Somit ergibt sich

[mR(v)-(1-v2/c2)'1/2-v_']‘ () V+wA[mR(VJ(1'-v2/c.2)"1“’2]' (y) 4 v=0.
Dabei liegen; und 4, im Intervall (v,v+ AV).

Kiirzen wir durch A v und bilden dann den Limes fiir ov - 0, so0
fallen diese beiden Zwischenwerte mit v zusammen.

Als ndéchstes iiberlegen wir uns, wie w, mit w und v zusammen-
h#éngt. Unter Beriicksichtigung des Additionstheorems (sieche
WURZEL Nr. 9/84 , Formel (4)) und der Orientierung von w und w,,
erhalten wir w, = (w=v)/(1-wev/c®). Wenn wir dies alles ein-
setzen, so erglbt sich

md (v)eve (1=v2/c2)"1/2 4 m (v)- (1-v®/c
(w=v)/(1=wev/c )[mR(v)U T mp (v)* “v(1=v°/c®) 3/2/02]

=0.
Diese Gleichung erweitern wir nun mit (1-v2/02)3/2-(1—w-v/02)
und multiplizieren aus.
Nach dem Wegheben einiger Summanden verbleibt

mﬁ(v)-v(1-2v2/02+v4[c4) + mR(1-V2/02) =

)-3/2

+

Kiirzen wir noch durch (1-v2/02), so erhalten wir unsere gesuch-
te Beziehung

mR(v)ew(1=v"/c2) 4 m (v) = 0. (3)

Gleichungen diéses Types, die die unabhiéngige Variable, eine ge=
suchte Punktion dieser Variablen und deren Ableitungen verkniip-
fen, heiflen Differentialgleichungen. OSie spielen in der mathe=
matischen Physik eine groBe Rolle und es gibt fiir sie eine gut
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ausgebaute Losungstheorie. Dies soll uns hier nicht interes-

sieren. Deshalb geben wir die Losungsfunktion an und machen an-
schlieBend eine FProbe.
Die ILosung lautet:

me(v) = M [(1=v/0)/ (14v/e) ]/ 27,

Dabei ist M eine zunidchst beliebige Konstante.
Die Probe liefert: '

mg(v) = F1[11—v/c)/(1+v/c1]°/2w =, 2 -(1+v/c)fe=(1=v/c)/c

(1+v/c)
=m0 TR - w(1+v;c)2 = g (V)/[we (1= /63 ],
und bestédtigt das Ergebnis.
Wenn wir M konkretisieren wollen, miissen wir beriickgsichtigen,
daB mR(O) die Startmasse der Rakete ist, die wir mit M g be=
zeichnen wollen. Mit P{v bezeichnen wir die Masse, die vorliegt,

e ;
wenn die Rakete ihre vorgesehene Endgeschwindigkeit Ve erreicht
hat.

Wir erhalten also:
g, -
T MU
Diese GroBe heifBt das Massenverhdltnis. Bisher hatten wir aber
nur eine Beschleunigungsphase betrachtet. Bei mehreren, wie sie
fiir einen Raumflug notwendig sind, ergibt sich das Gesamimas-
senverhdltnis, als das Produkt der Massenverhéltnisse fiir die
einzelnen Beschleunigungsetappen. Fiir das Flugprofil des Bei-
spiels 1 in WURZEL Nr. 9/84 ergébe sich F1ges = (}41)4. Plir

die Masse M , konnen wir dann die Leermasse der Rakete (Ka-
e

bine + Zelle ohne Treibstoff) einsetzen und auf diese Weise
die notwendige Treibstoffmasse ausrechnen.

VWir bendtigen jetzt lediglich noch GroBenangaben fiir w. Einige
erreichte bzw. utopische Ausstrdmgeschwindigkeiten sind:

- [(=v seriravgrer ]/ (4)

N

a) c/wy = 0,77 = 10°  (chemische Triebwerke)
b) c:/w2 =0,3 - 103 (Kernfusionsantrieb)

c) c/w3 1 (Annihilationstriebwerk = "Photonen-
rakete')

]

Wir wollen Ve = % annehmen.
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Es ergibt sich:

a kD - (1/2)0 77210722 _ 1;-46358

]

3. -
b) Héﬁ; (1/2)003°107°2 o 4,=181

o) y 3) = (/2)? = 3

ges
Wenn wir mit einer sehr optimistischen Leermasse von 100 t rech-
nen, so erhalten wir folgende Startmassen:

HE,” = 1040360 gz)f 10183 ¢, S) = 400 t

Die beiden ersten Zahlen sind derart unrealistisch, da8 wir
uns nur mit M (3) beschiéftigen wollen.

400 t Startmasse bei 100 t Leermasse bedeutet 300 t Treibstoff-
masse. Daran entfallen 150 t auf Wasserstoff und 150 t auf An-
tiwasserstoff, die durch Annihilation die Energie lieferm.

Die beriihmte Einsteinsche Formel E = mc2 zeigt, dal zur Her-
atellung des Antiwasserstoffes 3,75 ° 1015 kWh, K bei einem ener=
getischen Wirkungsgrad 1 notwendig sind. (Moderne Beschleuni=-
ger erreichen den energetischen Wirkungsgrad 0,0004!)

Wenn wir beriicksichtigen, daB8 1980 weltweit 8,044 - 10 12 kWh
Elektroenergie erzeugt wurden, so miiBten wir diese Energie et-
wa 466 Jahre nur fur die Erzeugung des Treibstoffes sammeln,
wobei wir auBerdem fiir unsere Rechnungen von sehr dptimisti-
schen Annahmen ausgegangen sind.

Noch schlimmer wird es, wenn wir das Flugprofil des. 2. Bei-
spiels betrachten. Hier erhalten wir fiir die Photonenrakete
ein Massenverhalten von M = 6,4 . 10'4, d. h. wir erhalten

ges
eine Startmasse von 156069 t bei 100 t Leermasse.

]

Wir konnen also zusammenfassen, dal fﬁr Reisen, deren Dauer in
der GroBenordnung eines Menschenalters liegen, die Energie-
barriere einen solchen Flug filr absehbare Zeit, wenn nicht gar
géinzlich, unmdglich macht.

Jt. G, Dietzel, FSU
“ektion Mathematik
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Wir 16sen die zweite Gleichung nach x auf und setzen in
die erste ein:

]
y2+‘{3y2 - %— y - % = %— 2%1-2 + 5. Hierin setzen wir

2¥i?‘—’=t;-’.o=

'l;,2+3't:--18 = 0, also 't1=-6; 1:2=3.
Hierbei entf&llt die negative Losung, wir erhalten die
Bestimmungsgleichung
9y2—4y-28 =0 fir y: ¥q = 23 ¥p == 19'-{
= ]
% 3(1 = 33 x2 = E; &

Die Probe bestétigt beide Paare als Losungen.
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Mathematiklager des Bezirkes Gera

Es ist schon zu einer guten Tradition geworden, da8 sich die
auf mathematischen Gebieten talentierten Schiller des Bezirkes
Gera als Mitglieder des Klubs Junger Mathematiker zu Ferien-
lagern besonderer Art‘zusammenfinden.

In jedem Schuljahr werden zwei Ferienlager zu je 10 Tagen duroch-
gefilhrt; ein Winterlager, das sich unmittelbar an die Bezirks-
olympiade "Junger Mathematiker" anschlieBt und ein Sommerlager,
das mit dem ersten Ferienmontag beginnt. Der Unterricht wird
in vier, den Schulklassen 8 bis 11 entsprechenden Leistungs-
klassen durchgefiihrt, die von den Schiilern in der Regel alters=
gerecht durchlaufen werden.

Neben Herrn Werner Kriigel vom Rat des Bezirkes, der sich als
lagerleiter um die technische Absicherung und die Schaffung
optimaler Bedingungen fiir die Preizeitgestaltung bemiiht, und
Herrn Giinther Scheuermann, Mathematiklehrer an der Betriebs-
schule "Ernst Thilmann® des Kombinates Carl Zeiss Jena, der
schon seit vielen Jahren den entscheidenden Beitrag zur fache
lichen Leitung des Bezirksklubs leistet, nehmen Studenten und
Mitarbeiter der Friedrich-Schiller-Universitiit, vor allem ge-
genwédrtige und ehemalige Mitglieder des FDJ-Jugendobjekts
"Studienwerbung - Studienvorbereitung", dem sich auch die
WURZEL zugehdrig zéhlt, die fachliche und erzieherische Betreu-
ung wahr. Von diesem Jugendobjekt ging auch vor 20 Jahren die
Initiative zur Griindung des Klubs aus. Anfangs stand vor allem
die Aufgabe, die Schiiler auf die mathematischen Wettbewerbe be-
sonders vorzubereiten. Mit dieser Forderung verband sich zu-
niichst ein Vielseitigkeitstraining besonderer, in der Schule
nicht praktizierter Aufgabentypen aus den Randgebieten des
Lehrplans oder aus weiterfilhrenden Lehrstoffen. Das gesohah
zuntichst sporadisch, glioch sich den in den ersten Olympiaden
vorherrschenden Aufgebenstellungen an und litt im ganzen ge-
sehen an sinnvoller Systematik. Da8 manche Sachverhalte mehr-
fach behandelt wurden, andere wichtige Gebiete dagegen unbe-
riicksichtigt blieben, stand auf der Tagesordnung und 1lieB8 sich
schlecht umgehen. Seit etwa 10 Jahren wird in den Iaegern nach
einem Themenplan, der von Mitarbeitern der FSU und erfahrenen
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Lehrern ausgearbeitet wurde, unterrichtet. Dieser Plan, der

nach mehrmaliger Erprobung unter Berlicksichtigung des nauen
Lehrplanes fiir die Abiturstufen und der im Unterricht gemach-
ten Erfahrungen iiberarbeitet wurde, ist nunmehr geit zwei Jah-
ren in einer fiir die néchsten Jahre endgiiltigen Fassung Grund-
lage der Unterrichtsplanung. In jedem Lager werden in Jeder
Klassenstufe 17 Stunden Unterricht erteilt, wobei neben den
filr 16 Stunden im Stoffverteilungsplan festgelegiten Themenkreis
in den Winterferien ein Seminar zu aktuellen mathematisch-na-
turwissenschaftlichen Problemen und im Sommerlager eine lager-
olympiade mit Aufgaben zum behandelten Stoff durchgefilhrt wer-
den. | '

Die Arbeit des Klubs beschriénkt sich indes nicht auf die Akti-
vitédten in den Mathematiklagern. So werden in der Zeit zwischen
den Lagern seit einigen Jahren die besten und seit diesem Jahr
alle Schiiler des Klubs durch Korrespondenzzirkel betreut, de-
ren Aufgabenstellungen sich auf den im vergangenen Lager erar-
beiteten Iehrstoff konzentrieren. Spitzentalente unter den
Klubmitgliedern werden auBerdem von den Mitarbeitern der Sek=-
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tion Mathematik der FSU individuell gefdrdert.

Die Mathematiklager sind nicht als Fortsetzung der intensiven
Lernarbeit in der Ferienzeit gedacht, sondern als spezielle
Form der Feriengestaltung zu verstehen und mit einem in Bildung
und erholsamer Freizeit ausgewogenem Programm zu gestalten.

Neben den durch die Lagerleitung organisierten Veramstaltungen,
wie Besuch der Gedenkstdtten des Antifaschistischen Widerstands-
kampfes in Leubengrund bei Kahla, Exkursion zu den Dormburger
Schldssern, Wanderung mit einem Kollektivjéger und Gespréche
iiber Wildhege und Jagd, wird von einem gewéhlten FDJ-Akiiv aus
die Fiille der Ideen und Anregungen der Lagerteilnehmer ein Pro-
gramm zur Gestaltung der individuellen Freizeit aufgestellt:
Diskotheken zum Berg- und AbschluSfest, wo jede Gruppe lustige,
immer wieder neue Einlagen gestaltet, Skatturnier sind neben
anderen Veranstaltungen schon zur guten Tradition geworden.

DaB der Bezirksklub im Laufe der Jahre = obwohl die Schiller
aus den verschiedenen Schulen des Bezirkes kommen = zu einem
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eohten Kollektiv gewachsen ist, #duBert gich auch darin, daB

sich ausnahmslos jeder Teilnehmer auf das néchste Lager freut
und seinen ganzen Ehrgeiz daran setzt, sich die Mitgliedschaft
fiir das nédchste Lager zu sicherm.

Repriisentativ fiir alle ist wohl die Meinung von Detlef Nitzschke
(10. Klasse) aus Jena iliber das Lagerleben, die er am Ende des
Sommerlagers '84 &duBerte: '

"Das Mathematiklager hat sich auch in seinem 20. Jahr gut be-
wihrt. Der Unterricht wird so durchgefilhrt, daB jeder etwas
lernen kann. Wenn man eimmal nicht gleich alles versteht, hel-
fen gern die Studenten der FSU Jena.

Gut finde ich, da8 die Festigung unseres Wissens im Rahmen des
Korrespondenzzirkels jetzt besser organigiert wird, indem alle
Mitglieder monatlich Aufgaben zu den im letzten Lager behandel-
ten Komplexen erhalten. '

Aber nicht nur der Unterricht im lager ist interessant. In der
Freizeit unterhalten wir uns auch iiber nicht mathematische
Probleme. Es fanden Skat-, Tischtennis- und Volleyballturniere
statt. Von Herrn Kriigel und dem FDJ-Aktiv wurden uns Betriebs=
besichtigungen der Pappe- und Kartonagenfabrik Wurzbach und der
Heinrichshiitte bei Wurzbach organisiert. GroBes Interesse be-
stand auch fiir die Wanderung von Wurzbach nach Lobenstein. Eine
weitere Wanderung nach Harra muSte leider wegen des schlechten
Wetters ausfallen.

Zwei groSe Erlebnisse waren wieder das Bergfest und die Ab-
schluBdisko. :

Tch habe bisher an jedem lager teilgenommen und habe jedesmal
eine Menge dazugelernt und mich gut erholt."

G. Scheuermann, Th. Gundermann

Fiir richtige Losungen der hier verdffentlichten Aufgaben der
lagerolympiade, die an die Redaktion der WURZEL geschickt wer-
den, werden den Einsendern die angegebenen Punktie als Preisauf-
gabenpunkte gutgeschrieben (auSer Aufgaben 8.1, 10.2, 10.3,
11.2).
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Autgaben der Lagerolympiade Sommer 1984

8.1.

8.2.

i

8e3.

9.1.

9.2.

Im Imperium logicum trifft ein Wanderer, der nach A will,
einen Einwohner. Die Einwohner des Imperium logicum sagen
entweder stets die Wahrheit oder liigen stets (d. h. ver-
neinen alle Aussagen, bilden dann aber die Aussageverbin=-
dungen korrekt). Mit welcher der folgenden zwei Fragen kann

| der Wanderer garantiert den Weg nach A ermitteln?

a) Hﬁttén Sie auch vor einer Stunde gesagt, daB dieser Weg
nach A filhrt? |

b) Stimmt es, daB dieser Weg nach A fihrt und Sie die
Wahrheit sagen?

Zwai Primzahlen P und P2 heiBfien Primzahlzwillinge, wenn
P -P1 = 2, Bewaise, daB fiir alle Primzahlzwillinge (P
mit 1> 3 die Summe P1+P2 durch 12_teilbar ist!

Beweise den folgenden Satz:

Sind D,E,F die PFuBpunkte der Hohen eines apitzwinkligen
Dreiecks A4 ABC, dann halbieren die Hthen des Dreiecks
AABC die Innenwinkel des Dreiecks A DEF. (Da der Beweis
fiir alle drei Winkel analog verlduft, genligt es, ihn fiir
den Winkel « FDE zu fiihren.) |

Beweise: Sind m und n zwei beliebige natﬁiliche Zahlen,
dann ist 30 stets ein Teiller der ganzen Zahl
zZ = m'n(m4- 4).

Finf Kugeln K1""’K5 mit gleichem Radius r seien so ange-
ordnet, da8 jede Kugel genau zwei andere beriihrt und daB
ihre Mittelpunkte 11.....H5 ein ebenes regelmiBiges Finf-
eck bilden. Eine sechste Kugel K¢ mit dem Radius r berihh-
re jede der filinf Kugeln K1,...,K5.
Untersuche, ob KG die Ebgnen durch H1,...,H5 schneidet,
beriihrt oder nicht erreicht!
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9.3.
I

10.1.

1‘0. 2.

10.3.

Beweise durch vollsténdige Induktion:
Mir alle natiirlichen Zahlen n ® 0 ist die Zahl
m = 1172 4 1228*1 o4y ganzzahliges Vielfaches von 133.

Ein Stab der Linge 1 wird in zwei auf gut Gliick ausge-
wihlten Punkten zerséigt. Wie groB8 ist die Wahrscheinlich=-
keit dafiir, daB man aus den so gewonnenen Stilicken ein
Dreieck zusemmensetzen kann?

Man bestimme ein rechtwinkliges Dreieck mit ganzzahligen
Seitenliéingen und dem Umfang U = 1242 ILE,

Ein Tetraeder ABCS wird von einer Ebene & geschnitten,
die durch B geht, die Kante AS in Punkt D und die Kante
CS in Punkt E schneidet.

Im einzelnen kennt man:

A(0;0;0); B(6;8;0); C€(0;12;0); S(xs;ys,zs) .

D(2;4;6); E(xg;9:4).

Konstruiere in senkrechter Zweitafelprojektion

‘(a) den Grundrif der Schnittfléche;

(b) die Schnittgerade von mit der GrundriBebene!

.

ey 24

Hinweis:
ZzA




Lagerolympiade : 168

11.1. Ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die
2)(| sin x + sin 3x + sin 5x , 4 gilt!

co8 X + C08-3X + co8 5x

11.2. Man zeige, daB8 die Menge der geraden Permutationen von n
Elementen beziiglich der Hintereinanderausfiihrung eine
Gruppe bilden!

(Eine Permutation der Charakteristik +1 heiBSt gerade).

Bilden die ungeraden Permutationen (Gharaktariafik -1)
ihrerseits ebenfalls eine Gruppe? Begriinde Deine Ent=-
scheidung! ;

11.3. 6 Punkte A;A';B;B';X und X' mit den folgenden Eigenschaf-
F’ ten seien gegeben:
A, X, B liegen auf einer Geraden s,
A',X',B'liegen auf einer Geraden s',
s und s8' schneiden sich im Punkt S,
die Geraden g(A,A'); g(B,B') und g(X,X') schneiden sich
in einem Punkt T.
Beweise, da8 dann

gilt.
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Programm des Mathematiklagers des Bezirkes Gera
Themenkomplexe:

A Logik-Mengenlehre-Relationen—Kambinatorik-Wahracheinlichr
keitsrechnung-Algebraische Strukturen.

B Zahlentheorie=lineare Gleichungssysteme=Gleichungen, Unglei=-
chungen-komplexe Zahlen -goniometrische Gleichungen und
Ungleichungen-Analysis.

¢ Elementargeometrie-Konstruktionen-Spiegelung am Kreis-
Polyeder-Darstellende Geometrie-~Kegelschnitte.

D Aufgabentraining-Ubungen-Anwendungen-Wiederholung.

Lernabschnitt S 8 16 Doppelstunden
- A Logik und Mengenlehre 4 bis 5 Dstd.

Rolle der Logik in der Mathematik, Beziehungen zur Umgangs=
sprache, Grundbegriffe der formalen Logik, klassische Aussagen=-
verbindungen, Wahrheitswerttabellen, wichtige aussagenlogische
Tdentitéten, Ubungen zum Ubertragen konkreter Sachverhalte in
eine formale Sprache. - Mengenbegriff (CANTOR), Mengenoperatio-
nen und -relationen, Kreuzprodukt von Mengen.

B Zahlentheorie | 4 Dstd.

Vertiefung des Schulwissens iiber Teilbarkeit und Primfaktor-

zerlegung (insbesondere Beweise der grundlegenden Sétze),

ﬁiﬁﬂter gemeingamer Teiler und Euklidischer Algorithmus,
ungsaufgaben.

C Geometrische Beweise 5 bis 6 Dstd.

Vertiefung des Schulwissens iiber geometrische Sdtze (Winkel an
parallelen Geraden, Winkel im Kreis, Sédtze iiber kongruente und
#hnliche Dreiecke), Anwendungen bei verschiedenartigen Aufga-
ben, Vervollkommnung der Beweistechniken (Kennenlernen und Be-
wuBtmachen verschiedener Beweisverfahren und heuristischer Re=
geln zum Finden der Beweisidee).

D Aufgabentraining 2 Dstd.
Losen von Knobelaufgaben

Lernabschnitt W 8 16 Doppelstunden
A Logik : 4 bis 5 Dstd.

Wiederholung der Grundbegriffe, vielfdltige Aufgaben und logi-
sche Spiele, Dirichletscher SchubfachaschluB, wichtige Gesetz-
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méBigkeiten des mathematischen SchliefSens und deren Anwendung
bei Beweisen, Beweisprinzipien (direkter und indirekter Beweis,
Kontraposition), Umgang mit Quantifikatoren (exakte Formulie-
rungen von S#tzen, mehrere Quantifikatoren, Verneinung, Bewei-
sen quantifizierter Aussagen).

B Zahlenkongruenzen 4 Dgtd.

Begriff der Zahlenkongruenz als Verallgemeinerung der Gleich-
heitsrelation, Eigenschaften und deren Beweise, Rechnen mit
Restklassen, Zahlenpotenzen, Teilbarkeitsregeln, lineare Be-
stimmungskongruenzen, diophantische Gleichungen.

C Geometrie - 5 bis 6 Dstd.
Dreieckskonstruktionen, Ubungen zum korrekten und vollsténdigen
Losen einer Konstruktionsaufgabe, Beschidftigung mit bemerkens-—

werten Punkten und Linien des ebenen Dreiecks, Konstruktions-
und Berechnungsaufgaben am Kreis.

D Aufgabentraining

Ubungsaufgaben vorzugsweise aus den Themen des Lermabschnitts
S 8

Lernabschnitt S 9 16 Doppelstunden
A Relationen , 6 Dstd.

Graphen als Darstellungsmdglichkeiten fiir Relationen, Eigen-
schaften bekannter Relationen, Ordnungsrelationen, Aquivalenz=
relationen, Abbildungen und ihre Eigenschaften, Gleichméchtig-
keit von Mengen, vollstédndige Induktion.

B Zahlentheorie 4 Dstd.

Erweiterung und Vertiefung des Wissens aus S 8 und W 8 durch
Anwendung auf schwierigere zahlentheoretische Aufgaben, Lisen
von Olympiadeaufgaben, Eigenschaften von Summen und Produkten
von Zahlen wie z. B. Summe von Quadratzahlen u. &.

C Spiegelung am Kreis 4 Dstd.

Sekantensatz und Sekanten-Tangenten-Satz (mit Beweisen), Arbei-
ten mit der Abbildungsvorschrift und Herleiten von Eigenschaf=-
ten, Beweise von Sdtzen in dieser Geometrie, Anwendungen bei
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal.

D Aufgabentraining
Wiederholung der Themen aus W 8 und S 8
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Ternabschnitt W 9 ' 16 Doppelstunden
A EKombinatorik 5 Dstd.

Kombinatorische Grundregeln fiir Variationen, Permutationen und
Kombinationen (mit Beweisen), Anwendungen, Binomialkoeffizien=
ten und ihre Eigenschaften, Aufgaben (Pascalsches Dreieck,
Peilbarkeit, Zahlenkongruenzen, Primzahlen).

B Lineare Gleichgggsaysteme und Determinanten 5 Datd.

Gewinnung von Beispielen aus praktischen und Olympiadeaufgaben,
Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme (Additions-
und Gleichsetzungsverfahren, verketteter Algorithmus nach
GauB=-Jordan), Beschreibung von Gleichungssystemen durch Deter-
minanten, Berechnung von Determinanten und Anwendung bel der
Losung von linearen Gleichungssystemen.

C Polyeder 4 Dstd.
Logisch=-kombinatorische {iberlegungen zum Beweis des Eulerschen

Polyedersatzes, Ableitung der fiinf reguléren Polyeder, Eigen=-
schaften, Anfgapen.

D Aufgabentraining ' 2 Dstd.
Wiederholung der Themen aus Abschnitt S 9

Lernabschnitt S 10 16 Doppelstunden

A Wahrscheinlichkeitsrechnung 5 bis 6 Dstd.

Zuféllige Ereignisse, Operationen zwischen zufdlligen Ereignis-
sen, Ereignisalgebra, relative Hiufigkeit, der klassische
Wahrscheinlichkeitsbegriff, bedingte Wahrscheinlichkeit, geo-
metrische Wahrscheinlichkeit, axiomatische Definition und Re=
chenregeln, Bayessche Formel. ‘

B Gleichungen und Ungleichungen 4 bis 5 Dstd.

Komplizierte dioghantische und Wurzelgleichungen, Systeme von
Gleichungen und Ungleichungen, Abschdtzung bei Ungleichungen,
vollsténdige Fallunterscheidungen.

C Darstellende Geometrie 4 Dstd.

Darstellung von Punkten, Geraden und Ebenen in Zweitafelprojek-
tion, Schnitte, wahre GroBe und Gestalt verschiedener Gebilde,
Kérperdurchdringung, Schulung des rdumlichen Vorstellungsver=
mogens durch Schrégdarstellungen und Aufgaben aus der r&umli-
chen Geometrie.

D Aufgabentraining 2 Dstd.
Wiederholung der Themen aus W 9
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Ternabschnitt W 10 16 Doppelstunden
A Wahrscheinlichkeitsrechnung 4 bis 5 Dstd.

Beschreibung diskreter ZufallsgrifBen, Erwartungswert und Streu-
ung, Verteilungsfunktionen (Gleichverteilung, Binomialvertei-
lung, hypergeometrische Verteilung, Poisson-Verteilung).

B EKomplexe Zahlen 5 Dstd.

-

Motivation der Einfithrung von komplexen Zahlen (Zahlenbereichs-
erweiterung), Darstellungsformen fiir komplexe Zahlen, Rechen-
regeln, Formel von Moivre, n-te Einheitswurzeln, Kreisteilung.

C Beweise in der riéumlichen Geometrie 4 bis 5 Dstd.
Verallgemeinerung ebener Siétze fiir den Raum (Analogiemethode
gur Satze= und Beweisfindung), spezielle Tetraeder (Verallgemei-
nerung des Satzes des Pythagoras, Hohensatz, Kathetensatz),

Festigung und Steigerung des rédumlichen Vorstellungsvermdgens
an Hand ausgewidhlter Olympiadeaufgaben.

D Aufgabentraining 2 Dstd.
Wiederholung und Festigung der Themen aus Lernabschnitt S 10

Lernabschnitt S 11 16 Doppelstunden
A Algebra (I) 5 Dstd.

G:ggpenbegrirr mit Beispielen aus Zahlenbereichen, Mengenlehre,
Zahlentheorie und Geometrie sowie abstrakter Art, - Struktur-
tafeln, wichtige Sétze und Eigenschaften (bis zum Satz von
Fermats, Permutationsgruppen, Isomorphie von Gruppen.

B Goniometrische Gleichungen und Ungleichungen 4 bis 5 Dstd.

Komplizierte goniometrische Gleichungen und Ungleichungen,
Gleichungssysteme, Losungsverfahren fiir goniometrische Glei-
chungen, Gleichungen mit Parametern.

C Geometrie 4 bis 5 Dstd.

Losen komplizierter Konstruktionsaufgaben, Anwendung von Sétzen
iiber Winkelfunktionen, Beweise mit Winkelfunktionen.

D Aufgabentraining 2 Datd.
Vertiefung und Wiederholung der Themen aus W 10

Fortsetxung im ndchsten Heft
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Preisaufgaben

Q 55 PFlir gegebene reelle Zahlen a,b finde man alle reellen L=
sungen der Gleichung

atx” {ﬂ'_' bix o b=x
a=x a+x b=x b+

Q 56 Man gebe alle Losungen der Gleichung Bx4 + Bx3 - X =8 in
Abhﬁngigkeit vom reellen Parameter a an!

Q 57 Gesucht sind alle arithmetischen Progressionen, deren er-
ste drei Elemente addiert 15 und miteinander multipliziert
80 ergeben.

Q 58 Man berechne die Summe der ersten n Glieder der Reihe
ﬂ' 1°2 + 2°3 + 34 + ooo + n(n+1)!

Q59 Man finde alle Ltosungen der Gleichung

mx(x+1)(x-1)(x+2) = 24.

Q 60

OKa8aTh,YTO 6CJE OKPYXHOCTE KAcaeTCfd TPEX CTOPOH
BHIIYKJIOTO YEeTHPEXYrOJNBHMKA B HE IepecexaeT yeTBépTOlt,
TO CyMMa UeTBEpTO# M MpOTHBOmONOXHO# eft CTOPOHH MEHBIS
CYMMH OCTA&JBHHX CTOPOH YeTHPEXYTONBHHEKS.

Lésungsbedingungen: ~

Fiir jede vollsténdige Losung erhélt der Einsender die bei

der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende & 8
Schul jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender,
die im abgelaufenen Schul jahr mindestens 10 Punkte erreichten.
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesenm
Jahr erreichten Punkte fiir das néchste Schuljahr gut'geschrie—
ben. : ) :
Die Ldsungen sind - jede Ldsung aif einem gesondertey Blatt,
versehen mit Name, Adresse, Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEI~-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

EinsendeschiuB 1. 2. 85 '
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Geschichte der Logik (Teil 4)

Algorithmische Logik

In diesem letzten Beitrag zur Geschichte der Logik wollen wir
auf eine moderne Entwicklung der mathematischen Logik etwas ge-
nauer eingehen.

Es ist eine bekannte Tatsache, daS sich bel der gegenwhlrtigen
hochentwiockelten Rechentechnik die Tendenz zeigt, da8 im Rahmen
der Kosten einer rechentechnischen Anlage der Anteil der Kosten
fiir die Software (Systemunterlagen) gegenllber den Kosten filr
die Hardware (Geridtetechnik) zunehmend grdSer wird und heute
meist schon weit mehr als 50 Prozent der Gesamtkosten ausmacht.
Dies ist eine der Ursachen fiir die gegenwiirtigen HuBerst viel-
féltigen theoretischen Untersuchungen auf dem Software-Sektor,
die weltweit durchgefiihrt werden. IThre Resultate und Bemtlhungen
kann man der sogen. Programmierungstheorie zuordnen. Wie bei
jeder speziellen mathematischen Theorie war man auch hier be-
strebt, eine logische Grundlage fiir diese Theorie zu schaffen,
die Programmierungstheorie als ein formalisiertes logisches Sy-
stem darzustellen. So entwickelte sich die algorithmische Lo=-
gik. Thr Anliegen ist das Auffinden und Formulieren der wichtig-
sten GesetzmiiBigkeiten, die Berechnungsprozesse betreffen, un-
abhiingig von konkreten Maschinen oder Algorithmen, Programmier-
sprachen und Berechnungsobjekten. Sie beschéftigt sich mit
Eigenschaften von Programmteilen und ihren Verkniipfungen, von
Berechnungen, Datenstrukturen usw. Ihre Resultate kinnen ange-
wandt werden bei der Analyse von Programmen, speziell bel der
Verifikation von Eigenschaften von Programmen, in der Theorie
der Datenstrukturen, der Algorithmentheorie, der Kompliziert-
heitstheorie, beim Algorithmenentwurf, dem Aufbau von Program- .
miersprachen u. a. Die zu untersuchenden GesetizméBigkeiten
dhneln dabei den Gesetzen der Aussagenlogik und Pr#dikatenlo-
gik, und der Aufbau des Systems der algorithmischen Logik ist
analog dem Aufbau einer jeden formalisierten préddikatenlogi-
schen Sprache.

Erste Untersuchungen von Programm-Eigenschaften mit Mitteln der
Logik finden wir in den Jahren 1959 bzw. 1962 bei dem sowjeti-
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schen Nathematiker J. 1. Janow und dem Amerikaner J. McCarthy.

Janow entwickelte ein System filr das Beweisen der Aquivalenz
von Programmen und McCarthy fir die Korrektheit von Programmen.
Zwei-Programme heiBen #quivalent, wenn sie die gleichen Ergeb-
nisse liefern. Ein Programm heiBt korrekt beziiglich zweier Ei-
genschaften A und B, wenn die Gliltigkeit von A fiir die Ein-
gangsdaten des Programms die Gliltigkeit von B fiir die Ausgangs=-
daten zur Folge hat.

Ein erstes logisches System, das geeignet ist, allgemeine Pro-
grammeigenschaften zu untersuchen bzw. zu beschreiben, enthidlt
eine 1966 erschienene Monographie von Helmut Thiele, einem
Schiiler von Karl Schrditer. Dieses Buch mit dem Titel "Wissen-
schaftstheoretische Untersuchungen in algorithmischen Sprachen"
wird gelegentlich als Ursprung der algorithmischen Logik be-
zeichnet. Ausgangspunkt von Thiele war eine graphentheoretische
Beschreibung algorithmischer Prozesse durch L. A. Kaloujnine
(Kiew). Die Formalisierung erfolgte durch eine Erweiterung des
iilblichen Priéidikatenkalkills der ersten Stufe. Nebenbei bemerkt,
sind der Name Helmut Thieles (geb. 1926) und die Jahreszahl 1966
aus anderem Grunde auch fiir die Universitét Jena bedeutungsvoll.
Nachdem 1966 die Sektion Mathematik der Priedrich-Schiller-Uni-
versitdt Jena als erste Mathematik-Sektion im Hochschulwesen
der DDR gegriindet wurde, war Professor Thiele ihr erster Sek-
tionsdirektor. '

1967 zeigte der Schweizer Erwin Engeler, daB gewisse Termina-
tion-Eigenschaften von Programmen (das sind Eigenschaften, nach
denen ein Programm iberhaupt zu einem Ergebnis gelangt) in ge=-
wissen logischen Systemen ausgedriickt werden kdnnen. Die Arbei-
ten von Engeler waren 1968 der Ausgangspunkt fiir eine Gruppe .
von Wissenschaftlern der Universitét Warschau, sich mit algo-
rithmischer Logik zu beschéftigen. Diese Warschauer Schule un=
ter Leitung von Andrzej Salwicki gilt inzwischen im WeltmaBstab
als eine der fiihrenden Gruppen auf diesem Gebiet. Ihr gehSren
ferner an L. Banachowski, A. Kreczmar, G. Mirkowska, H., Rasiowa
und viele andere. Gegenwidrtig finden wir Forschungen zur algo-
rithmischen Logik {lberall, wo ‘theoretische Computerwissenschaft
betrieben wird. Besonders starke Zentren gibt es neben Polen



Geschichte der Logik 176
noch in den USA und in der Sowjetunion. Das Gebiet der algorith-
mischen Logik Hat sich dabei selbst zu einer vielfdltigen Wis-
senschaft entwickelt, in der unterschiedlichste Logik-Systeme
untersucht werden, die schon heute kaum noch von einzelnen Wis-
senschaftlern ilberblickt werden ktnnen. Von MocCarthy stammt der
zukunftsweisende Ausspruch, da8 die Beziehung zwischen Berech-
nung und Logik im vor uns liegenden Jahrhundert ebenso frucht-
bar fiir die Entwioklung von Wissenschaft und Technik sein wird,
wie dies im vergangenen Jahrhundert die Beziehung zwischen Ana-
lysis. und Physik gewesen ist.

Dr. G. Lischke

Bereich Mathematische
Kybernetik und Rechentechnik
FSU Jena
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Polimino

Domino und Geometrie

1. Einfilhrung

it der iiblichen Spielweise von Domino, diesem mehr sls 150-
Jéhrigen Spiel, ist sicher jeder vertraut. Es ist jedoch auch
mdglich, Dominosteine als Objekte flir kombinatorische Aufgaben
innerhalb der Geometrie zu benutzen. Anliegen dieses Artikels
ist es, einen anschaulichen und einfachen Zugang zu einem Teil=-
gebiet der Mathematik zu schaffen, das sich unter anderem mit

der gegenseitigen Lage von Figuren beschéftigt -~ der kombina=-
torischen Geometrie.

‘Dazu verallgemeinern wir den Dominostein zu einem Polimino, Dar-

unter verstehen wir aneinandergelegte Einheitsquadrate

(1 cm x 1 cm) mit folgenden Eigenschaften:

a) die Quadrate sind zueinander seitenparallel,

b) es gibt keinen Eckpunkt eines Quadrates im Innern einer an-
deren Quadratseite,

c) besitzen zwei Quadrate nur einen gemeinsamen Eckpunkt, so
besitzen sie wenigstens ein gemeinsames Nachbarquadrat.

Damit sollen die in Abb. 1a) - 1c¢) dargestellten Fdlle von Qua-

dratzusammenlegungen ausgeschiosaen werden.

Abb. 1

Der einfachste dieser Poliminosteine ist der lionomino, der nur
aus einem Quadrat besteht (Abb. 2a). Weiterhin existiert ein
Stein aus zwei Quadraten, der eingangs erwihnte Domino (Abb. 2b),
zwel verschiedene Triminos (Abb. 2¢,d), fiinf verschiedene
Tetraminos (Abb. 3) urd zwolf Pentaminos (Abb. 6).
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a) °) d)

8) gerader Trimino

) Winkel
Abb. 2

Fiir die Beschdftigung mit den Poliminos ist es ginnvoll, sich
diese im MaBstab 2:1 aus Pappe zurechtzuschneiden.

2x2 - Quadrat T - Tetramino I, = Tetramino

' § = Tetramino

T = Tetramino
Abb. 3

2. Schachbrettaufgaben

In vielen Problemen steht die Frage im Vordergrund, ob mit be-
stimmten Poliminosteinen eine vorher festgelegte Fléche, in un-
serem Fall vorerst ein 8x8-Quadrat, achsenparallel ausgefiillt
werden kann. Es ist naheliegend, dieses 8x8-Quadrat als Schach=-
brett zu bezeichnen. Ist es nun mdglich, alle zwolf Pentamino-
steine auf einem Schachbrett unterzubringen und vielleicht noch
ein 2x2-Quadrat?

Beginnen wir jedoch einfach. DaB ein Schachbrett mit 32 Domino-
steinen ausgelegt werden kann, ist sicher sofort klar. Schnei=-
det man jedoch (gedanklich) zwei diagonale Eckquadrate vom
Schachbrett ab, ist es nicht einfach, nunmehr 31 Dominosteine
auf der Restfldche (Abb. 4) Platz finden zu lassen. Auch der
eifrigste Probierer hat hier keine Chance! Es geht iiberhaupt
nicht!



Polimino 180

lian kann sich diesen Sachverhalt nun recht leicht mit Hilfe des:
Schachbretts (iibliche schwarz-weiB-Fdrbung) verdeutlichen. In-
dem vom Schachbrett zwei diagonale Ecken abgetrennt werden,
werden zwei Felder gleicher Farbe beseitigt und es gilt, noch
30 schwarze und 32 weiBe Felder (oder umgekehrt) zu bedecken.
Jeder Dominostein bedeckt jedoch genau ein schwarzes und ein
weiBes Feld. 31 Dominosteine konnen somit nicht 32 Felder be-
decken, die von der gleichen Farbe sind!

Ehnlich kenn man beweisen (man fdrbe das Schachbrett geschicht
dreifarbig), daB mit einem Monomino und 21 geraden Triminos
keine Schachbrettbedeckung existiert, wenn der Monomino in
einer Ecke liegt. Andererseits findet man jedoch wenigstens
eine Lage des lMonominos auf dem Schachbrett so, daB mit 21 wei=-
teren Geraden Triminos eine Bedeckung gelingt.

Die beiden Triminosteine unterscheiden sich nun nicht nur in
der Form, sondern auch in ihren Eigenschaften. Ebenfalls ent-
steht die Frage, ob 21 Winkel und 1 Monomino eine Bedeckung des
Schachbretts gestatten. Diese Frage ist nun unabhéngig von der
Lage des einzelnen Quadrates stets mit "ja" zu beantworten.
Auch diese Aussage gilt es zu beweisen. Man konnte dazu alle
64 Mtglichkeiten der Monominolage betrachten (es geniigen be-
reits 10 nichtsymmetrische Lagen) und die Bedeckung jeweils
konkret angeben. Elegantey einfacher, effektiver und verallge-
meinerungsféhig sind jedoch folgende Uberlegungen:
1. Jedes 2x2-Quadrat 1dB8t sich trivialerweise von einem Mono-
mino (beliebige Lage) und einem Winkel bedecken (Abb. 5a).
2. In einem 4x4-Quadrat liegt der Monomino stets in einer 2x2-
Ecke, die man mit 1. bedeckt. Fiigt man wie in Abb. 5b einen
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3.

Winkel 2 hinzu, so entsteht in den anderen 2x2~-Ecken die Si-
tuation, da8 ein kleines Quadrat bedeckt ist, jeweils das
dem Zentrum zugewandte. Die Restflédche ist nun mit 3 Winkeln
ausfiillbar, womit insgesamt 5 Winkel und 1 Monomino (belie=-
bige Lege) ein 4x4-Quadrat bedecken.

In einem 8x8-Quadrat liegt der Monomino stets in einer 4x4-
Ecke, die man mit 2. bedeckt. Fiigt man wie in Abb. 5¢ einen
Winkel 6 hinzu, so ist analog zu 2. wieder in den restlichen
4x4-Ecken ein kleines Quadrat bedeckt. Die librige Fléche kann
nun mit Hilfe der 2. Aussage durch Winkel bedeckt werden.
Insgesamt gestatten somit 4x5+1=21 Winkel und ein Monomino
(beliebige Lage) stets eine Bedeckung des Schachbretts.

/ / 7,

Abb. 5

Verallgemeinernd ist es mbglich zu folgern, daB jedes oPxoll
Quadrat mit 3(22°-1) Winkeln und 1 lionomino in beliebiger lage
bedeckt werden kann.

3. Abstrakte Puzzles

Schon in der letzten Aufgabe galt es, ein Problem der Art zu
bewdltigen, daB eine gewisse Anzahl von Steinen (21 Winkel und
1 Monomino) auf eine bestimmte Fléche (Schachbrett) gelegt wer-
den soll. Diese lage - oder Puzzleaufgaben sind interessanter,
wenn sich die Formenvielfalt der zur Verfligung stehenden Steine
vergroBert. Schonbeim Tetramino haben wir fiinf verschiedene
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Steine, die inasgesamt eine Flédche von 20 Quadraten belegen.
Stellt sich naheliegend die Frage, ob mit allen fiinf Tetraminos
ein Rechteck ausgefiillt werden kann. Drei mtgliche Rechtecke
stehen dabei zur Auswahl: 1x20-, 2x10- und 4x5-Rechteck.
Ersteres ist offensichtlich unmdglich. Bei den anderen beiden
heifit es erstmal probieren, ehe man wieder feststellt: Es geht
nicht! Ahnlich den Dominos kann man auch hier die Unmdglichkeit
einer Bedeckung durch Féarbung der Rechtecke und der Steine be-
weisen. Die entscheidende Figur ist fiir die Beweisfiihrung der
T=Tetramino. |

L

I Pentamino

111 RN

T d X v

| ]

12 i
T Abb. 6 j L

Nimmt man zu diesen fiinf Tetraminos einen beliebigen Pentamino
(Abb. 6) hinzu, so konnte mit diesen 6 Steinen ein 5x5-Quadrat
belegt werden. Welche der zwolf Pentaminos gestetten dies?
Leicht 1dBt sich sicher der I-Pentamino ausschlieBen, aber schon
mit dem U-Pentamino gelingt es nach einigen Versuchen (Abb. 7).

I;_H:[u_ s [ ] »

/7,
ST

A T
2ut o

Abb. 7
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Versucht doch selbst einmal die Pentaminos in die beiden Klas-

gsen "I-dhnliche", das heiBt keine Bedeckung gestattende, und
"J=ghnliche™ einzuordnen.

Demit sind wir bei den zwdlf Pentaminos angelangt, wo es uns
sicher nicht schwerfdllt, alle zwolf auf ein Schachbrett zu le=
gen. Jedoch bleibt da als Restfléche nicht unbedingt ein 2x2-
Quadrat iibrig. Dies zu erreichen bedarf doch schon guter Beob=-
achtungs- und Kombinationsgabe, insbesondere, wenn man den Platz
des 2x2-Quadrates vergibt. Es geht jedoch in allen Fédllen zu
meistern, auch wenn es viel Geduld erfordert.

Lin Beispiel zeigt Abb. 8.

v v

Abb. 8

w_/ Y

P T

L

Insgesamt existieren 65 wesentlich verschiedene Bedeckungen
des Schachbretts mit den zwdlf Pentaminos und einem 2x2-Qua-
drat. Sieht man die Losung vor sich, scheint alles leicht zu
sein. Diese Eigenschaft besitzt die Mathematik in vielen Berei=-
chen, was ihre Schonheit, aber auch Kompliziertheit verdeut-
licht.

Wie bei den Tetraminos steht auch fiir die Fiinfersteine die Auf-
gabe, welche Rechtecke in die zwolf Pentaminos zerleghbar sind
von den denkbaren 2x30-, 3x20-, 4x15-, 5x12- und 6x10-Recht-
ecken.

Tnteressant ist weiterhin folgende Aufgabe. Man wéhle ein be=-
liebiges Pentamino aus und vergridBere alle Seitenlédngen auf das
3-fache. Damit heben in diesem groBen Pentamino 9 Finfersteine
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Platz und man wihle von den verbliebenen 11 Steinen 9 so aus,

da8 eine Bedeckung gelingt. Ein Beispiel dafiir zeigt Abb. 9.

Abb. 9

Versucht, flir alle zwdlf Pentaminos eine solche Zerlegung zu
finden.

4. Spielen mit Pentamino

Mit den zwdlf Penteaminosteinen und einem 8x8-Quadrat ist ein
einfaches, aber reizvolles und interessantes Kombinationg— und
Logikspiel gegeben. Zwei (oder auch mehr) Spieler stehen sich
gegentiber. Die Pentaminos liegen vor Beginn des Spiels iiber-
sichtlich neben der Spielfléche, dem Bx8-Quadrat. Nach der Eini-
gung dariiber, wer beginnt, werden abwechselnd jeweils ein Stein
auf die Spielfléche (achsenparallel) gelegt. Sieger ist nun
derjenige Spieler, der den letzten Stein noch legen konnte und
damit dem Gegner (dem Nachziehenden) ein weiteres Legen mit
einem der verbliebenen Steine unmbglich macht.

Bleibt die Frage zu beantworten, welches die Minimalzahl von
Steinen ist, die gelegt werden muB, um ein weiteres Ziehen zu
verhindern. Wie Abbildung 10 zeigt, ist dies schon mit 5 Ziigen
realisierbar. Damit verlduft im allgemeinen eine Partie mit

5 = 11 Ziugen, ist somit kurzweilig und kann schnell neu begon-
nen werden.

% "
— Carsten Miiller

Z = .

Abb. 10 L] Forschungsstudent,
,//' Sektion Mathematik, FSU
1’% 2

5:
Z
7

Z
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Aufgaben:

1. Man beweise, daB eine Bedeckung eines 8x8-Quadrates mit 21
geraden Triminos und 1 Monomino,der in einer Ecke liegt, un-

moglich ist.

2. Man beweise, daB eine Bedeckung eines 2x10- und eines 4x5-
Rechtecks mit den fiinf Tetraminos unmsglich ist.

3. Man gebe wenigstens fiinf Pentaminos an, die jeweils einzeln
mit den fiinf Tetraminis zusammen ein 5%5-Quadrat bedecken
und zeige dies mit einer Zeichnung.

4. Man suéhe weitere Bedeckungen eines 8x8-Quadrates mit den
zwolf Pentaminos und einem 2x2-Quadrat in unterschiedlichen
Lagen.

5. Man beweise, daB jede Lage eines 2x2-Quadrates auf einem
8x8-Quadrat eine Bedeckung mit den zw5lf Pentaminos gestat-
‘I;Et. - :

6. Man gebe wenigstens noch 5 Zerlegungen anderer "vergriBerter!
Pentaminos an, wie in Abb. 9.

7. Man gebe Zerlegungen von 3x20~, 4x15-, 5x12- und 6x10—Recht-
ecken mit Hilfe der zwdlf Pentaminos an.

8. Wehrend eines Spiels mit Pentaminos, an dem zwei Spieler be=-
teiligt sind, entstand folgende Lage (Abb. 11). Kann der
ndchstlegende Spieler A
gewinnen? Welche Fortset-
zung mull er wdhlen?

Abb. 11 ]

9. Man beweise, daB gilt: 3/2°%-1 fiir n
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Preisaufgaben

Q 61 Zeige, daB, wenn 3.(E'+ 2/’-5 & 3|/-<-;-= 0, dann ist

ﬂ (a+b+c)3 = 2T7abc.

Loge folgende Gleichung:

9x & 6X - 22x+1

s
=G\
N

Konstruiere ein Dreieck aus den 3 Seitenhalbierenden.

O
(o))
W

Es,ist bekennt, daB e«+f = 7 /4. Man berechne
(1+tan « )(1+tangp )s

o
B

o
(o)
wn

Die Seiten der Grundfliéche eines Quaders seien gleich

a und b. Die Diagonale des Quaders bildet mit der Ebene
der Grundfldche den Winkel e . Bestimme den Oberfléchen-
inhalt des Quaders.

—

Q 66 OKDYRHOGTH MOKPHTA HECKONBHIMA AyTraMH.OTH YT MOTYT
Hajerars ApYr Ha Apyra,HO HM ORHA M3 HHX HE NOKPHBAST
OKPYKHOCTD LEJHKOM./lOKa3aTh,4YTo BCETAA MOXHO BHOpaTh
HeCKONBKO M3 STHX Ayl TaK,YTOOH OHM TOXKe INOKPHBAIA
BCH OKDYyXHOCTBH ¥ COCTaBJANHE B CyMMe HE Gonee 720.

—

FinsendeschluB: 1, Marz 1985
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Irrationalitatsbeweise Il

Im Abschnitt 2 (WURZEL 1/84) wurde die Methode der Wechselweg-
nahme vorgestellt. Ein anderer Typ des Irratlonalltatsbeweises
stutzt sich auf die elementare Teilbarkeitslehre der ganzen
Zahlen, einem Teilgebiet der Zahlentheorie.

J- Elementare zahlentheoretische Irrationalitiitsbeweise

Eine ganze Zehl a heiBt ein Teiler der ganzen Zahl b (in Zei-
chen a|b), wenn es eine ganze Zahl ¢ mit b = ac gibt. Der grof-
te gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen a und b wird im wei=-
teren durch das Symbol (a,b) bezeichnet. Er ist definiert als
die eindeutig bestimmte nichtnegative ganze Zahl, die den fol-
genden Eigenschaften geniigt:
I. (a,b) ist ein gemeinsamer Teiler von & und b,
d. h. (a,b)|a und (a,b)|b.
II. Ist t ein eliebiger gemeinsamer Teiler von
a und b, so gilt auch t|(a,b).

Mit Ausnahme des Falles a = b = 0 entgpricht diese Definition
der Vorstellung, daB (a,b) unter allen gemeinsamen Teilern der
groBte ist. Wie man sich leicht Uberzeugt, ist (0,0) = O.

Die elementaren zahlentheoretischen Irrationalititsbeweise 8ind
indirekte Beweise. Man nimmt gzunéchst an, die zu untersuchende

reelle Zahl f sel rational, etwa der Quotient der ganzen Zah-

len a und b, wobei der Bruch in gekiirzter Gestalt und der Nen-

ner positiv vorausgesetzt werden diirfen. Es sei also

f = £ mit b> 0 und (a,b) = 1. (3)

Durch Konstruktion eines logischen Widerspruches wird sodann
diese Annahme ad absurdum gefiihrt. Dazu dient der

Satz 3: Istp eine Primzahl und pfab, so gilt pja
oder p/[b.

Beweis: Eine Primzahl ist dadurch charakterisiert, daB sie als
positive Teiler nur die Zahl 1 und sich selbst besitzt. Deshalb
kommen fiir den griBten gemeinsamen Teiler von a und p nur die

Moglichkeiten (a,p) = 1 oder (a,p) = p in Betracht. Im zweiten
Falle ist nichts mehr zu‘beweisen, da aus (a,p) = p sofort pla
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gefolgert werden kann. Ist (a,p) = 1, 80 gilt (ab,bp) = b. Da

gber jeder gemeinsame Teiler zweler ganzer 7zahlen auch ein Tel-
jer des groBten gemeinsamen Teilers dieser Zahlen sein muS,
ot wegen p‘bp uné der Voraussetzung p/ab hieraus p[b, wieder-
.. d.7 Ber.uptunug des Salzes.

Als -.  Anwendung des Satzes 37 sol’ nochmals die Irrationali=-
tae v . geze gt werden.

Wére 3 2 fE‘eine rationale Zahl und als solche in der Darstel-
lung (3) gegeben, dsun miifte die Gleichung a® w 2p? in positi=-
ven ganzen Zahlen a und b mit (a,d) = 1 1§sbar gein. Das ist
jedoch unméglich. Zuntichst wiirde a® = 2b° némlich 2/a? und
nach Satz 3 folglich 2/a verlengen. Also ist a eine gerade Zahl,
d. h. & = 2c mit ganzzehligem ¢ » 0. Dann glilt weiter 202 = ba,
somit 2[b und in Verbindung mit der Geradzahligkeit von &
gohlieBlich (a,b) X 2 entgegen der Voraussetzung (a,b) = 1. Die
Annahme.1n;1sei rational, war demnach falsch.

Dieses, wohl den meisten Schiilern der hoheren Klassen vertraute
Bewelsprinzip fiir die Irraticnalitdt von {E: kann in leicht mo-
difizierter Ausfihrung zur Bestétigung allgemeiner Resultate
benutzt werden.

Satz 4: Ist m>0, ganzzaehlig und nicht die n-te Potenz
einer ganzen Zahl, so ist %(E'irrational.

Beweis: Es sei unter den engegebenen Bedingungen §'= E{E‘ratio—
nal, angencmmen in der Gestalt (3). Aus dieser Annshme ergibt
gich a® = mb™, wobei auBSerdem b>1 gelten mud. Wédre b = 1, also
a® = m, widerspriche dies jder Voraussetzung, da8 m nicht die
n-te Potenz einer ganzen Zahl sein soll. Ist jedoch b>1, 80
existiert eine Primzahl p mit p/b . Daraus folgt p/mb™, wegen
a® = mb® auch p/an und nach (fiir n> 2 wiederholier) Anwendung
des Satzes 3 weiter pja. Die Tatsache, daB die Primzahl -p ein
gemeinsamer Teiler von & und b is%, liefert schlieflich die Ab-
schiétzung (&,b) > p > 2 im Widerspruch zu (a,b) = 1.

Satz 5: Genligt die reelle Zahl f' einer algebraischen
Gleichung 5
aoxn + a1xn + ees + 8B X +B = 0
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mitv Zangzzg gen Koe zienten &0’31’”"511 | b
&y = 1, so ist f entweder ganzzehlig oder irratio-
nal.

Bewels: Angenommen, f wire weder ganzzahlig noch irrational,
also von der Gestalt (3) mit b ) 1. Dann bestiinde nach Vorauge

setzung die Gleichheit
al ~ n-1 a _
(F) + 61 (F) 4+ sve + Bn"'l. E o aTl = O

und hieraus folgend
an- o -b(a1an-1 + azan-?b + vee + an_1abn—2 + anbl-‘-‘l).

Insbesondere besagt die letzte Gleichung b a®. Da jede natiirli-
che Zahl b) 1 mindestens einen Primteiler p besitzt, ist ein
Widerspruch zur obigen Annahme unvermeidlioh. Demn sus p/b und
b,an ergibt sich p/a®, weiter vermoge des Satzes 3 die Teil-
barkeitsaussage p|a und somit (a,b)>p >2.

Der Satz 5 ist trotz seiner Einfachheit bemerkenswert. m eine
reelle Zahl f els irrational zu erkemnen, reicht es némlich
nach Satz 5 bereits aus, de8

I. I einer gsolchen algebraischen Gleichung geniigt.
II. f keine ganze Zahl ist.

Dies jedoch festzuastellen, gelingt fiir viele algebraische Zah-
len fast milhelos. Zwei Beispiele migen des verdeutlichen. '

Beispiel 1: §= 3—{ 2 + {2

Wegen 53 = 2 +f-§' ist (f3-2)2 = 2. Damit ist aber schon ge
zeigt, da8 die Zahl f die Eigenschaft I erfUllt. Da fermer
2<2 +{-2'( 4 gilt, geniigt ; der Ungleichung 1« f( 2 und folg-
lich der Eigenschaft II. Also ist r irrational.

Beispiel 2: I = 2{—2' + 1?
Ausj - 'F = 3{'2" gewinnt man zunichst
(F =120 = £2-3£2 246§ - 272 -2

und nach einer einfachen Umformung

§° +6f - 22 = 2042 + 2)2,
die bestidtigung der Eigenschaft I fiir - Uie Abschétzungen
12 Wﬁ 1,5 und 1 ¢ f?.,_{ 1,5 liefern 24f{ 3, die Nicht=
ganzzahligkeit von ( . Also ist S irrationel.

' Dr. Lothar Schnabel

Bereich Theor. Mathem« 'k
FSUJ o
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1.

Eg seien x, y und 2 nlchtnegative reelle Zahlen, fiir die
x+y +2z=1gilt.
lian beweige die Ungleichung:

O * xy + y2 + 2X - 2Xy2 i-g; !
' (BRD)

Man finde ein Paar a,b positiver ganzer Zahlen, die folgen-
den Bedingungen geniigen: :
(1) Die Zahl ab(a+b) ist nicht durch 7 teilbar.
(2) (a+b) 7 - b7 ist durch 77 teilbar.
Begrinden Sie Ihre Antwort! :
(Niederlande)

Tn der Ebene seien zwei verschiedene Punkte O,A gegeben.
Fiir jeden Punkt X#0 der Ebene sei w(X) das BogenmaB des Win-
kels € AOX (0 # w(X) < 2w, entgegen dem Uhrzeigersinn gemes-
sen) und C(X) bezeichne die Kreislinie mit dem Mittelpunkt 0
und dem Radius der Lénge 0X + Eé%l . Seien endlich viele

Farben gegeben und jeder Punkt der Ebene sei mit einer von

ihnen gefédrbte. :

Man beweise, daB es einen Punkt Y gibt, fiir den w(Y)> 0 gilt

ynd dessen Farbe auf der Kreislinie C(Y) vorkommt.
(Ruméinien)

In einem konvexen Viereck ABCD gei die Gerade CD eine Tan=
gente an den Kreis mit dem Durchmesser [AB/J.
Man beweise, daB die Gerade AB dann und nur dann den Kreia

~ mit dem Durchmesser /CDJ beruhrt, wenn die Geraden BC und AD

parallel sind.

(Rumﬁnien) i
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5. Ein ebenes konvexes n=Eck (n> 3) habe den Unfang p und die
Summe der Lingen aller Diagonalen sei d.
Beweise:
-n—3<%‘l<[§].[‘-"—2*l]-z
([x] bedeute die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich
x ist).

(Mongolei)

6. Es seien a,b,c,d ungerade ganze Zahlen, so daB
(1) O<ca<becc<d, :
(2) ad = be und |
(3) a+d = oK ung b+c = 2™ fiir passende ganze Zahlen k,m gilt.

Beweise, daB a = 1 ist.
(Polen)
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