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Galaigsche Theorde : —
Einfllhrung in die Galoissche Theorie (1. Teil)

Die Galois=Theorie ist aus dem Problem der Aufl¥sung algebrai=
scher Gleichungen entstanden. Der geniale Mathematiker Evariste
Galois lebte von 1811 bie 1832. Er fiel in einem Duell. Seine
Abhandlung Uber die Ldsung von Gleichungen durch Wurzelzeichen
vom Jahr 1830 wurde erst 1846 von Iiouville verdffentlicht. Da=
gegen erschien 1832 der Brief an seinen Freund Chevalier, den
Galois am Abend vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er
seine wichtigsten mathematischen Entdeckungen mitteilt.

Ein wichtiges Ergebnis der Galois-Theorie ist der Satz, da8 al=-
gebraische Gleichungen vom Grade n 25 niocht durch Wurzeln alle
gemein ldsbar sind. Dagegen sind Glaiohu.ngen vom Grade ng 4 be-
kanntlioh durch Wurzeln l¥sbar.

Bevor wir auf die Grundziige der Theorie eingehen, wollen wir
die wichtigsten Grundbegriffe, die filr das Verstindnis der
Galois=Theorie notwendig sind, zusammenstellen. Einige Begriffe
der Gruppen- und Kdrpertheorie werden den meisten bekannt sein;
doch wollen wir alle in der Theorie auftretenden Begriffe noch-
mals kurgz erldutern.

L. Grundbegriffe der Gruppentheorie
a) Definition des Gruppenbegriffs: Eine nicht leere Menge von

Elementen a,b,0,... bildet eine Gruppe, wenn folgende For-

derungen erfiillt sind:

1. Jedem geordneten Paar von gleichen oder verschiedenen Ele-
menten der Menge ist eindeutig ein Element der Menge zu-
geordnet, das wir als Produkt der Elemente a b bezeich-
nen: a b = ¢, Die multiplikative Schreibweise ist unwe=- °
sentlich. Wir wollen jede Art der Verkntilpfung zweier Ele-
mente als Multiplikation bezeichnen.

2. Es gilt das Assoziativgesetz: (ab)o = a(be). Nicht ver-
langt wird bei allen Gruppen dae Kommutativgesetz: ab=ba,.

3. Es gibt ein Element e, das fiir alle Elemente a,b,0,¢0.
dem Gesetz gehorcht: ea = ae = a. e heiBt Einheitsele-
ment oder Einheit der Gruppe.
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4. Z2u jedem Element a gibt es ein inverses Element a~ ', das

der Gleichung geniigt: & &~ = e.

BEine Gruppe heifit insbesondere eine kommutative oder Abel-
sche Gruppe, wenn filr alle Elemente der Gruppe gilt: ab = ba.
Die Anzahl der Elemente heit die Ordnung der Gruppe. Bei der
Galoisschen Theorie werden wir uns auf Gruppen endlicher Ord=-
nung beschrénken.

Der Leser kann sioch selbst Beispiele aus der elementaren
Mathematik zusammenstellen, z. B. die Menge der ganzen Zah=-
len mit der Addition als Verknlpfung, oder die Menge der po=
sitiven rationalen Zahlen mit der Multiplikation als Verkniip-
fuﬁg. Man mul sich allerdings stets davon {iberzeugen, ob die
4 Forderungen an eine Gruppe erfilillt sind.

Untergruppen
Wir definieren: Eine Teilmenge von Elementen der Gruppe G,

die fir sich die 4 Forderungen (1) bis (4) erfiillt, also
selbst eine Gruppe bildet, heiBt eine Untergruppe der gege-
benen Gruppe G. Die Gruppe selbst und das Einheitselement e
sind demnach auch Untergruppen; man nennt sie uneigentliche
Untergruppen. Alle anderen Untergruppén sind eigentliche Un=-
tergruppen. Es 1d8%t sich leicht zeigen, daB bei endlichen
Gruppen die Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Ordnung
der ganzen Gruppe ist. Beweis: Es sei H eine Untergruppe von
G und Xq1XpreeesXy 4 alle Elemente von G, die nicht in H ent=-
halten sind. Die Elemente der sogenannten Nebengruppen h xy
8ind nicht in H enthalten. Dann kann man durch die folgende
symbolische Schreibweise alle Elemente der Gruppe erfassen:
G = H + Hxy + HX; +..0+ Hx)_,. Die Nebengruppe Hx, ist keine
Gruppe, da das Einheitselement in ihr nicht enthalten ist.
Hat H m Elemente, dann hat G n m Elemente, also die Ordnung
nm. Die Ordnung von H ist m, also ein Teiler von der Ordnung
von G.

Nichtleere Teilmengen von Elementen einer Gruppe bezeichnet
men als Komplexe. Damit ein Komplex H einer Gruppe G eine Un-
tergruppe von G ist, ist bei endlichen Gruppen notwendig und
hinreichend, da8 H HGH ist, also daB H mit 2 Elementen auch
ihr Produkt enthiélt. Auf den Beweis verzichten wir hier
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(siehe Literaturangaben).

Die Bezeichnungen £, 2, C, D sind aus der Mengenlehre be-
kannt.

c) Zyklische Gruppen

Einen besonders einfachen Typus von Gruppen bilden die soge=
nannten zyklischen Gruppen. Gruppen heiBen zyklische Gruppen,
wenn sie durch ein Element a erzeugt werden kdnnen. Dann
8ind die Elemente gegeben durch a, as = az, aga = a3 usw.
Wir bezeichnen diese Elemente als Potenzen von a.

Man erkennt leicht, daB bei endlichen Gruppen ein Element a
mit seinen Potenzen a2,a3...am = e eine kommutative Unter-

gruppe bildet, die durch a erzeugte Untergruppe. GauB nennt
sie die Periode von a. m gibt die Ordnung des Elementes an.

Wir wollen als Beispiel hierzu die Permutationsgruppen be-
sprechen. |
Es sei eine Anzahl verschiedener Dinge gegeben, die in ir-
gendeiner Reihenfolge vorliegen, etwa die Zahlen 1525a¢e4n
- (es kdnnen auch Gegenstiénde verschiedener Art sein, z. B.
Bausteine unterschiedlicher Farbe). Man nennt dies eine An=-
ordnung der Dinge 1,2,..e,n. Es ist wohl allen bekannt, daB
es n! = 1.2.3...(n-1)n verschiedene Anordnungen gibt. In der
Gruppentheorie versteht man unter einer Permutation die Ope=~
ration der Vertauschung. Sie ist vollgténdig bestimmt, wenn
fir jedes Ding feststeht, durch welches es ersetzt wird. Wir
. verwenden folgende Schreibweise: (Als Beispiel wihlen wir n=3) -

a = (; g ?J « 1 wird durch 2 ersetzt, 2 durch 3 und 3 durch 1.

Demnach gibt es 3! Permutationen

123 123 123 123y, . ,123
e=(1 2 3){ a=(2 3 1)' b=(3 1 2)’ C=(1 3 2)3 d-(3 2 1).
. 213

Die Permutationen bilden eine lMenge von 6 (allgemein n!) Ele-
menten. 2 Permutationen hintereinander ausgefilhrt ergeben
wieder eine Permutation. Damit ist das Cesetz der Gruppenbil-
dung gegeben. e ist das Einheitselement. z. B. ist

(12 3,,123,_,123 -1
ab_(2 3 1)(3 ] 2):(1 5 3)=e, also b=g" ',
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d)

e)

Es gilt allgemein der Satz: Jede Gruppe G 1&8t sich als Per-
mutationsgruppe ihrer Elemente darstellen (siehe Literaturan—
gabe 3).

Normalteiler von einer Gruppe
Es sei G eine beliebige Gruppe und H eine Untergruppe von G.

84 sei ein beliebiges, aber festigewilhltes Element &us G, 1'11_1
ein beliebiges Element aus H. Die Menge aller durch €4 h1 84
darstellbaren Elemente , bei denen h alle Elemente der Un=-
tergruppe H durchléuft, bildet wieder eine Untergruppe von G.
Das Produkt zweier Elemente, z. B. 84 h 51 84 hkg1

hk 31 = 84 1511 ist wieder ein Element dieser Menge.
Die Untergruppe H heiBt zur Untergruppe H konjugiert.
Wir definieren: Die Untergruppe H heiB8t Normalteiler von G,
wenn die Untergruppe g, hy g7 bei beliebiger Wahl von g,
aus G mit H zusammenf#llt. Jede Gruppe hat zwei uneigentli-
che Normalteiler, néimlich das Einheitselement und die Gruppe
G selbst. Alle anderen Normalteiler heiBen eigentliche Nor-
malteiler. Bine Gruppe, die keine eigentlichen Normalteiler
hat, heiBt einfach.

Isomorphe und homomorphe Gruppen
Zzwei Gruppen A und B heiBfien isomorph, wenn zwischen ihren

Elementen eine eineindeutige Zuordnung besteht, wobei das
Produkt zweier Elemente aus A das Produkt der entsprechenden
Elemente aus B entspricht und umgekehrt. Eine Gruppe B heiBit
zur Gruppe A homomorph, wenn sich jedem Element von A ein
bestimmtes Element aus B zuordnen 1l#dBt, so daB jedes Element
aug B mindestens einem Element aus A entspricht und dabei
das Produkt zweier Elemente aus A in das Produkt der zuge-
ordneten Elemente aus B iibergeht. In diesem Fall braucht die
Zuordnung nicht eineindeutig zu sein. Es ist leicht einzu-
sehen, daB in isomorphen und homomorphen Gruppen dem Ein-
heitselement aus A das Einheitselement aus B entspricht.
Ebenso entsprechen zueinander inversen Elementen aus A zu-
einander inverse Elemente aus B.
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Sind a und b beliebige Elemente einer Gruppe, so heiBt das
Element o = b & b~! zu a konjugiert (siehe d)). Umgekehrt

18t auch a zu ¢ konjuglert. Denn es ist @ = b~ 'b a b~ 'b =

S b"1o b. Die Menge aller zueinander konjugierten Elemente
einer Gruppe bilden, wie man sagt, eine Klasse (konjugier-
ter Elemente) der Gruppe.

Eine Klasse ist durch jedes ihrer Elemente eindeutig be-
stimmt. Ist z. B. a gegeben, so erhalten wir die ganze Klas=
se durch b a b"1, wenn b alle Elemente der Gruppe durch-
liduft. Die ganze Gruppe lHB%t sich also in Klassen einteilen.
Wegen b e b™' = e bildet das Einheitselement fir sich eine
Klasse. Hat das Element a die Ordnung m (siehe ¢), dann hat
auch jedes konjugierte Element die gleiche Ordnung, d. h.
alle Elemente derselben Klasse haben die gleiche Ordnung,
Bel Abelschen Gruppen ist jedes Element fiir sich eine Klasse.
Wegen a b = b a ist

bab ' =abp! = a. Jede Untergruppe ist daher
Normalteiler.

g) Symme Gruppen und alternierende Gruppen
Die aus allen Permutationen von n Elementen gebildete Grup~
pe bezeichnet man als symmetrische Gruppes Eine Permutation
heilt gerade, wenn sie aus einer geraden Anzahl von Vertau-
schungen zweler Elemente (Transpositionen) hervorgeht.

Bei der Definition einer Gruppe kann man von der konkreten
Bedeutung der Elemente und der als Multiplikation bezaiohne-
ten Verknilpfung absehen.

Wir sprechen denn von einer abstrakten Gruppe. Man kann sie
als eine Menge von Symbolen auffassen, fiir die eine Ver-
knlpfung erklirt ist, die die Forderungen an eine Gruppe er-
fUllt (siehe a)). Ein Produkt aus Elementen, etwa a b o ist
wieder eine Element der Gruppe. Das inverse Element erhilt
man durch (abe)™! = o~Tp=1a"1, ‘

Weitere Begriffe der Grupponthooriu werden nooh im Zusammen-
hang mit der KSrpertheorie erfolgen.

(W) Die Gruppe der geraden Permutationen heiBt die alternierends
‘Gruppe.
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II. Grundbegriffe der Kbrpertheorie

a) Definition des KUrpers
Bin K8rper ist eine Menge von Elementen mit folgenden Eigen-
schaften:
1. Die Elemente bilden beziliglich der Addition eine Abelsohe
Gruppe, das Einhgitaalemtnt wird mit O bezeichnet.

2. Die Elemente bilden mit Ausnahme von O eine multiplikati-
ve Gruppe. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet.
Wir werden uns hier meistens auf Abelsche multiplikative
Gruppen beschrinken. Ktrper mit nichtkommutativer Multi-
plikation heifien Schiefk¥rper.

3. Die beiden Gruppencperationen sind distributiv miteinan=-
der verkniipft. Fir 3 beliebige Elemente a, b, o gilt:
(a+b)o = ac + bo.

Besitzt die Menge nur endlioch viele Elemente, heiBt der Kir-

per ein eindlioher K¥rper oder ein Galoisfeld. Wegen a+0 = a

und (a+0)b = ab+Ob = ab folgt, daB Ob = O ist fir alle LEle~

mente.

Beispiele: Kbrper der rationalen Zahlen, der reellen Zahlen
oder der komplexen Zahlen.

b) oder U 8 rper

Wir betrachten als Beisplel eines Kirpers die Gesamtheit al=-
ler ganzen rationalen Punktionen der n Variablen Xq1Xgreee Xy
mit reationalen Koeffizienten. Wir nennen ihn K. Diejenigen
Funktionen, die bei allen Permutationen der n Variablen un=-
verindert bleiben, bilden auch einen Kirper, den wir als
Teilk¥rper oder Unterktrper von K bezeiochnen wollen. Wir
nennen ihn K1. Die Funktionen von K1 heifen symmetrische
Funktionen der n Variablen und kinnen als rationale Funktio=-
nen der n elementarsymmetrisochen Funktionen dargestellt wer=-
den. Fir nw3 heiflen die ilomnntaraymmetrisohon Funktionen:
Xy + Xy + Xy} XXy + XyXg + XpXg) XqXoXqe
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c)

d)

Automorphismen eines Korpers

Ein Automorphismus von einem Kérper K ist eine isomorphe Ab=-
bildung von K auf sich selbst, bei der Jjedem Element von K
ein Bildelement von K zugeordnet wird. Diese Abblldungen sol=
len folgende Eigenschaften haben:
Sind a,b,... Elemente von K und a',b',... ihre Bildelemente
(auch Elemente von K), so gelten folgende Bedingungen:
1. (a+4b)' = a' + b!

(ab)' = a'b' fiir alle Elemente von K
3. Fir a # 0 ist auch a' & 0.
Aus diesen Bedingungen 1#8% sich nachweisen, daB folgende.
weitere Beziehungen bestehen: Fiir a=0 ist a'=0

(=a)' = -a' und (a=b)' = a' = b' .
1' = 1 und daher auch (%)' = %;
Wemn a' = b', dann ist a=b (siehe Literatur 1).

Wir libertragen diese Abbildung auf Polynome. Es sei
f(x) = a +a1x+32x2+...+a x® in K, wobei die Koeffizienten
Elemente von K sind und a, # 0 ist. Als Bild definieren wir:
f'(x) = al + a1x + azxz ceet anxn. Man erkennt, daB8 die Glei-
chungen (f(x)+g(x))' = f'(x)+g'(x) und

(£(x)g(x))' = £'(x)g'(x) gelten.
Ein Polynom in K heiBit reduzibel in K, wenn es als Produkt
zweier Polynome positiven Grades geschrieben werden kann.
Nicht konstante Polynome, die in K nicht reduzibel sind,
heiBen irreduzibel in K.
Die Gruppe aller Automorphismen von K Spielt in der Galois-
schen Theorie eine Rolle, wenn wir unter K die Gesamtheit
der rationalen Funktionen der Wurzeln einer irreduziblen
Gleichung (im Korper der rationalen Zahlen) verstehen. Sie
wird als Galoissche Gruppe dieses KOrpers bezeichnet.

Kompositionsreihen

Ist N ein grofter Normalteiler einer Gruppe G, Nz grolter
Rbrmalteiler von N1, N3 grolter Normalteiler von N usw., S0
erhédlt man eine Reihe von Untergruppen, so daB jede in der
vorhergehenden enthalten ist und schlieBlich mit dem Ein-
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£)

a " ;
= e, Diese Reihe nennt

heitselement endet: G; N1,Né....,Nr

man eine Kompositionsreihe von G.

Begriff der Faktorgruppe

Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normalteiler N von G
und seine Nebengruppen gebildet werden, heiBt die Faktor—
gruppe des Normalteilers und wird mit G/N bezeichnet. Die
Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen einer Kom-
positionsreihe: G/N1, N1/N2, usw. sind lauter einfache Grup-
pen. Man nennt sie die Primfaktorgruppen der Kompositions-
reihe (oder ihre Primfaktoren). Eire Gruppe, deren Primfak-
toren s@imtlich zyklische Gruppen sind, heiBt eine aufldsbare
Gruppe. Es gilt der Satz: Jede Untergruppe einer sufl®sbaren
Gruppe ist aufldsbar. Ferner gilt: Die symmetrische Gruppe
S, ist filr n > 5 nicht auflSsbar (siehe Literatur 1).

Erweite;gggskﬁ;per

Ist E ein Kdrper und K eine Teilmenge von E, die selbst
einen Kdrper bildet, also die Bedingungen in a) erfiillt, K
also Unterkdrper von E ist, so heiBt E eine Erweiterung von
K, im Zeichen K CE. .

Wir werden uns bei der k?rzen Einfiihrung der Galoisschen

Theorie hauptsédchlich mit Gleichungen beschédftigen, deren

Koeffizienten rationalen Zahlen sind. Weiter setzen wir vor-

aus, dal wir jede ganze Funktion im Korper der rationalen

Zahlen in ihre irreduziblen Faktoren zerlegen kdnnen.

Dann gelten folgende Sitze:

1. Eine im Kdrper R der rationalen Zahlen irreduzible Funk-
tion besitzt keine mehrfachen Wurzeln. Als Beispiel
betrachten wir die Punktion f(x) = (x -2)(1 =3) =
x* 5x +6. Sie ist in R irreduzibel und hat nur einfa-
che irrationale Wurzeln. Ware f(x) z. B.

f(x) = (x =2)(x -3)(x+f2"). dann wére eine mehrfache
Wurzel vorhanden, aber die Funktion gehdrt nicht zum
KSrper.

2. Haben 2 Funktionen f£(x) und g(x) im Korper R eine Wurzel
gemeinsam und ist f(x) irreduzibel, so ist g(x) durch
f(x) teilbar (mit Hilfe des Euklidischen Al gorithmus
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g)

h)

zu beweisen).

Algebreische Flemente

Es sei KCE. a seli ein Element von E. a heifit dann algebra~-
isch tiber K, wenn es von Null verschiedene Polynome gibt,
die a zur Wurzel haben. Der mit einer algebraischen Zahl a
erweiterte Kurper K(a) wird algebreischer Zahlkirper ge-
nannt. Im Falle a = V2 bostaht er aus den Zahlen r,+r,¥2 ,
wenn K der Ktrper der rationalen Zahlen ist. ry u.nd r, 8ind
rationale Zahlen. Ale Grad von K(a) bezeichnet man den Grad
des Polynoms p(x), dessen Wurzel a ist.

ZerfillungekSrper

K, B und E seien drei Kbrper, fiir die KCBCE gilt. Isat ein
Polynom p(x) in K und 1#8+¢ es sioh im Erweiterungskbrper E
in lauter Linearfaktoren zerlegen, s¢ kann man schreiben:
p(x) = no(x-a.') (x-aa).-.(x-a,); a, ¢ 0,

Wir definieren: Der kleinste Zwischenkdrper, in dem diese
Zerlegung mglich ist, ist-der Kirper K(a,i85ies0,8,)e Die-
ser Kérper wird ZerfHEllungskdrper von p(x) ilber K genannt.
Er muB die Wurzeln a,,8,)44¢+8, enthalten.

Zum Zerfillungsktrper kann man in einer endlichen Kirper=
kette aufsteigen: K = E C-ETC Ey eee CE; = E, wobei

Ei - K(‘1"2'.0.'.1) - Ei-1 (‘i) ‘iltl

Der Grad des Zorﬂl:l.unglkgrporl wird mit (E/K) bezeichnet.
Weitere Begriffe und Uberlegungen werden in der Einfihrung
der Galoissohen Theorie noch notwendig sein.

Literatur: 1. Artin: Galoissohe Theorie = Teubner-Texte

2. Smirnow: Lehrgang der hBheren Mathematik, Bd. 3/1

3¢ Speiser: Theorie der Gruppen von endlicher Ord=
nung

Fortsetzung folgt Dr. B. Hanisch



11 —Eroisaufgaben
Preisaufgaben

R 1 Velche grdBte Fldche kann ein Dreieck haben,
1 dessen Seitenlingen folgenden Ungleichungen genilgen:
04a¢1€£bs2Lcs)

R 2 Gegeben sei ein Winkel vqh?19°. Teile diesen Winkel
1|l nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal in 19
gleiche Teils,

k

R 3 Lbse folgende Gleichung:

2]l log x + log_x + log +oeet lOg x = 5,5
I 10 o 2 7o '

b | "\I

R4 Es sind Zahlen x,y,z zu finden,fir die

2 gin x - 8in v - gin g
1 N3 2

X+vVv+ezaT und x,v,220 gilt,

- 5 g

In der Cleichung x° - 2x +'c = 0 bestimme man o,
1||wenn die L¥sungen der Gloichung Xq9Xy5 der Bedingung
Tx, =4x (=47 genligen,’ "

-
I

R 6 [lpn xaxoM sHaveHHNH q oynﬁa{ Ky0oBR kOpHOR ypABHOHER

2 x°= X= q!! 0

Oyzer pamHa IS7 :

EinsendeschiuB: 1. 4, 1985
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Stoff-Zeit-Plan der AG
Programmierung von BASIC auf dem HC"

Grundsédtzliche Bemerkungen

- Jeden Befehl am HC erlﬁuterﬁ - keine Papierarbeit!

1 ’
- Die den Schiilern bekannte Strategie zum Problemldsen weiter
ausbauen.

- Durch %eachickte Organisation der Rechnung soll der Aufwand
80 weit wie mdglich gesenkt werden. -

- ?rogramme'weitgehehd strukturieren! Von der 7. Doppelstunde
an Drill im strukturierten Programmieren.

- Keine explizite Behandlung von Fehlerm, sondern Fehleraus-
schrift provozieren ("Was passiert, wenn ...?"), Fehler kor-
rigieren und dann Regel aufsfellen.

- Jedes "Hacken™ bei Fehlerkorrekturen vermeiden!

- Altersgerechte Beispiele verwenden (z. B. keine Winkelfunk-
tionen%.

- Funktionen usw. dann einfiihren, wenn sie fiir die Anwendung
und fiir Beispiele bendtigt werden.

1/2. Doppelstunde 4 =l

Aufbau des HC

Edition von Programmen

Ablauf der Arbeit (1. Programm eingeben, 2. Start mit RUN,

3. Abarbeiten des Programms, 4. Stopp, READ- und DATA-Befehle

miissen {ibereinstimmen). e

Beispiele: Berechnungen (deb®i' muB der Einsatz des Computers
sinnvoll werden - groBe, lange Zahlen): Fléichenin-
halt von Quadrat, Dreieck, Kreis, Umfang dieser Fi=-
guren, physikalische Formeln, Minimum und Maximum
zweier Zahlen min(a,b)=(a + b - ABS(a = b))/2

max(a,b)=(a + b + ABS(a = b))/2

Schon in der ersten Doppelstunde ein laufendes Pro-
gramm! !

3. Doppelstunde

Variablenbegriff (Name-Wert-Paar)

Zahlen auf dem HC (Gleitkomma, Mantisse, Exponent,

diskreter, endlicher Bereich rationaler Zahlen)
Fehlerbetrachtungen wegen Rechnen mit Maschinenzahlen, Stellen-
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ausldschung

Beispiele: Vertauschen von x und ¥ (dynamische Betrachtung)
a) unter Verwendung einer Hilfsvariablen
b) durch Rechnung (x=x+y, y=X=y, X=X=Yy)
x=x+1 Bringt das immer eine Verdnderung?

4./5. Doppelstunde

Zyklen

rekursiver Aufbau der Rechnung, Ungetzen in dle iterative Form

Beispiele: Summe von n Zehlen (=1. Zahl + Summe von n-1 Zahlen)
Summe der Betréige von n Zahlen
Berechnen der Fakultét von n (=n x Fakultédt von n-1)
Berechnen von Quadratzahlen (n2 = (n--1)2 + 2n = 1)

6. Doppelstunde

Entscheidungen

Programmablaufplan, Struktogramm

Beispiel: Minimum und Maximum zweier Zahlen (durch Entschei-
dung) :

71-/8. Doppelstunde

Algorithmen _ '
Beispiele: Uberpriifen, ob a ein Teiler von b ist:

(an der oberen.Grenze_des Zahlbereiches kann der
Quotient fédlschlich ganzzahlig sein)
schrittweises Subtrahieren ist oft unmoglich (Zeit =
z. B. 1236548/7) ;
deshalb Anwenden des Sgtzes- Wenn b=INT(b/a)¥a,

. so gilt a/b.
"3A+1"-Algorithmus (vgl. Artikel von Prof. Kermer

alpha 6/81+1/82)
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9, Doppelstunde

Numerische BExperimente mit dem HC

Beispiele: Reohnungen mit Parametern, die sich gesetzméBig Hn-
dern (Flicheninhalt und Umfang von Quadrat und Kreis)
Was passiert, wenn ioh immer wieder rechne:

xux/2

xml/x

Xa=X

X=X3$X

x=5QR(x) B

xuSQR(1=x) " (Wert des Goldenen Schnittes)
xu=SQR (x

x=(a/x+x)/2 (Berechnung von Y& nach Newton)
xux+1/x £

xux/10+1

19,[]], Doppelstunde

indigierte Variablen

Speicherabbildungsfunktion : !

Beispiel: Pascalsches Dreieck (mit Arbeit an jeweils nur einer
Zeile) -
rechentechnische Aufbereitung in drei Schritten:
1. spaltenweises Schreiben
2. zeigen, daB die Berechnung "von vorn" falsch wird
3. in Nullen einbetten (Allgemeinheitscharakter)

PR RO R0 O

12. Doppelstunde

Sortieralgorithmen

Sortieren von n Zahlen durch dauerndes Anwenden der Formel aus
1./2. Doppelstunde

einfache gchnellere Sortieralgorithmen

13./14. Doppelstunde

Unterprogrammtechnik
Beispiel: Buklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT als
Unterprogramm

Anwenden beim Kiirzen von Brilchen (ohne Primfaktor-
zerlegung)
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10:/16. Doppelstunde
Graphik |
Beispiele: Zeichnen von Geraden, Polygonen, Kurven und gusame
nmengesetzten Figuren
Reflexion an der Bildschirmbegrenzung

]I,(]B. Doppelstunde

Zeiohenkettenarbeit
Beispiele: Linge feststellen, Gleichheitspriifung, Stroiohnngon.

Einfligungen
"Drei Chinesen mit dém KontrabaB" - alle Vokale
durch "i" ersetzen

19,/20. Do lstunde

Umrechnen von Dual= in Dezimalzahlen und umgekehrt
Berechnen der Gddelnummer (theoretigohe Informatik, Geheim=
schrift)
Beispiel: Q(ddelnummer von "der"

Alphabet k-26 424, ed5, ra18

4.26° + 5.261 + 18 =. gB52

sehr groBe Zahlen!

21./22. Do elstunde

Simulieren einer einfachen Turingmaschine (z. B, Addition von 8)
Beweis, daB filr ein gegebenes n nicht entscheidbar ist, ob es
Gddelnummer eines Algorithmus ist :(Versuch, ob Schiller dieser
Altersstufe das verstehen k¥nnen)

23. Doppelsgtunde

verallgemeinerungsfihige LSsung von linearen Gleichungssystemen
mit 2 Variablen/2 Gleichungen

24./25. Doppelstunde

Spiele mit dem HC

M. Fothe, |. Kerner
PH Dresden



BASIC 16

Der Stoff-Zeit-Plan der AG "Programmierung von BASIC auf
dem HC" bildet die Grundlage eines Kurses, der in diesem
Schuljahr am APW-Schiilerrechenzentrum in Dresden lauft.
Wir hoffen, daB auch andere Einrichtungen (eventuell “auch
erst in ndherer Zukunft) dieses Programm nutzen kdmnen.
Hinweise und Anfragen bitten wir an die Radaktion oder
direkt an Michael Fothe

- 7050 Leipzig

Torgauer Str. 32

zu richten.
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Unendliche Produkte

Im Lehrbuch der Klasse 11 wurde der Begriff der Zahlenfolge und
darauf aufbauend der Begriff "Unendliche Reihe" definiert.

Definitions: Ist (an) eine Zahlenfolge, so versteht
man unter der Reihe =1 8, = a1+az+a3+...+a +...

die Folge der Partialsummen (a ), wobei 8, =.z:' a -

Die Reihe heiBt konvergent dann und nur dann, wenn

die Folge (a ) konvergiert, d. h.‘QET a, = & genau

T=1
dann, wenn lim 8, = 8. Dabei heiBt a der Wert der
Reihe. e &

(a ist der Grenzwert der Folge der Partialsummen. )

Bemerkung: 2~ ist keineswegs ein Summenzeichen, sondern ledig-
lich ein Symbol fiir eine bestimmte Folge.
Analog dazu definiert man das Unendliche Produkt.

Definition: Iat'(an) eine Zahlenfolge, so versteht
man unter dem Unendlichen Produkt
@®
Tl a, = 8,°85°84°... die Folge der Partialprodukte
r=1
pn = 31'82'0-0'3-11.
Die Konvergenzuntersuchungen an den Unendlichen Produkten wer-
den groBtenteils auf der Grundlage der Konvergenz Unendlicher
Reihen gefiihrt. Deshalb einige grundlegende Sdtze liber die Kon-
vergenz von Reihen.
Satz A1= ,é?a mit positiven Gliedern ist genau dann

n=1
konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsumme be-

schrédankt ist.

- . _
Beispiel: Die geometrische Reihe Z x™ ist fiir x = 0 eine Reihe
mit positiven Gliedern. n=0

- Ist x @ 1, so ist offensichtlich 8, = n, d. h. aber, die Fol=

ge (a ) ist nicht beschrénkt, die Reihe divergiert.
n _xn+1

- Ist x<1, so gilt 8, = 1+X+teeetX = e < 11x ’ d. h.

(s ) ist beschriénkt, die Reihe konvergiert (gegen T_-)‘
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Satz A, (1. Vergleichskriterium) IstZ c, eine kon-

2
@
vergente Reihe mit positiven Gl:ledarn und ist 2= a,
n=1

eine Reihe mit positiven Gliedern derart, daB von

einer Stelle an a, £ ¢ gilt, so ist auch Z‘1an kon-
n=

vergent (analog divergent).

Satz A3: (2. Vergleichakriterium) Seien Z a, undZ e,
n=1 n=1
Reihen mit positiven Gliedern. Ist Z‘ c, konvergent

n=1
und gilt von einer Stelle an

c @®
:"'1 &= ’é“ , 80 ist auch 7 a, konvergent.
n n & n=1

Beispiel: Betrachten wir Z_'O m .
=
1

Hier giltﬂ =-1-1-2- ﬂ ﬂ+-..+m=

= (- D+ = Deerligh - 52 =

= 1= 1
n+2
‘Daraus folgt nach Satz A.l- Die Reihe konvergiert.
Andererseits ist Z' -(m —2——— . Vergleichen

n=0 n-O n-+3n+2

1
wir die Reihe mit Z so kénnen wir sagen, da "E > T_
et n! ’ ’ +3n+2

konvergiert die Reihe Z:‘ —2— nach Satz A
© n=1 n“+3n+2 2

Die Konvergenz von 2_ 12- kann man mit Satz A, nachweisen.
n=1n
1. De't i n i 4$41on: Das unendliche Produkt

'[1u = u -u2 Ug*Ugeeee (gelesen: Produkt n von 1 bis
n=1 -
® iber u ist gleich ...) ‘soll genau dann konvergent

heiflen, wenn

a) von einer Stelle ab (etwa fiir alle n>n°) kein Fak-
tor mehr verschwindet und

b) die hinter dieser Stelle beginnenden Produkte
n ™ W +1'uno+2""'un mit wachsendem n gegen einen
endlichen Von O verschiedenen Grenzwert streben.

Bezeichnet man diesen Grenzwert Um , 80 ist die Zahl

U = U, Uy .1..-uno-TJ110 der Wertl des Produktes.
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2. Erlduterungen zur Definition

- Hitte man definiert, das unendliche Produkt sei konvergent,
wenn die Folge der Partialprodukte konvergiert, so wire je-
des Produkt, in dem ein Faktor O bzw. jedes Produkt, im dem
von einer Stelle an {un}$17-=1 gilt, konvergent. Diese Fidlle
wurden mit obiger Definition ausgeschlossen.

- Aus der Definition ist ersichtlich, daB

- P41
lim p, =1lim p .4 =0, - Da p,q = Pp°Ungq, 18t up = Pn
N=> ® n=->® 1in p 5 g | n
n+ n
n~> @ o _

und lim Wiq = m——pn—' = v;' = 1 (falls diese Grenzwerte

n=y ® i g s
existieren).

D. h.: In einem konvergenten unendlichen Produkt strebt die
Folge der Faktoren gegen 1. Darum sevzen Wir w, = 1+an. wo—
bei die Zahlen a, alg Glieder des Produktes bezeichnet wer-
den, und wir schreiben fortan die Produkte in der Form

@D »
T (1+a_).
n=1 =

3. Konvergenzuntersuchungen an unendlichen Produkten '

Der in den folgenden Sétzen gezeigte Zusammenhang zwischen un=-
endlichen Produkten und unendlichen Reihen ermdglicht es uns,
Aussagen liber das Konvergenzverhalten von Produkten zu machen,
da wir in dieser Hinsicht die unendlichen Reihen vollstéindig
beherrschen.

3.1. Unendliche Produkte mit positiven Gliederm

Satz 1: £in Produkt /7 (1+a;) mit positiven Gliedern a,
ist dann und nur dann konvergent, wenn die
Reihe Z a, konvergiert.

Beweis: Zu zeigen ist: Die Folge der Teilprodukte konvergiert
dann und nur dann, wenﬁ die Teilsummen mit wachsendem n gegen
einen Grenzwert streben.

Nach dem 1. Hauptkriterium konvergiert eine Zahlenfolge, wenn
sie monoton wachsend und beschrénkt ist.

Fiir die Folge der Teilprodukte gilt:
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n = (1"'& ) (1+a )'.c. (1+a )
=(1+a ) (1+a2)'... (1+a )e (1+an+1)
Da nach Voraussetzung &, 20, ist p > O und a4 2 0, d. h. auf
(x¥bezogen p, 4 = p, fir alle n.
Plir die Folge der Partiaisummen (B')na y 8ilt:
B, = 84tec.ta) € 8 4 = Bqtesota a4 =8, + 8, 4.
Damit ist gezeigt, daB sowokl die Folge der Teilprodukte als
auch die Folge der Partialsummen monoton wéchst.

Pn4+1

Die Reihenentwicklung der e-Funktion liefert: a a
eX & 14+x (x»0), damit gilt Py = (;+a1)-...'(1+an) e 1.,,.0e Bz
=e O,
AuBerdem ist nach Ausmultiplizieren
Pp ™ 1+a1+32+...+a nt8q8otee 48" eee®8, > Spe
Diese letzten zweli Sachverhalte zeigten: Mlt 8, bleibt auch Pn
beschriénkt und umgekehrt.
wzbw.

3.2. Unendliche Produkte mit beliebigen GlI edern

Die absolute Konvergen7 definieren wir wie fclgt:

TT(1+an) heiBt absolut konvergent <= 77(1+la | ) ist konver-
df gent.

Zur Untersuchung von unendlichen Produkten ktnnen wir den fol=
genden Satz benutzen.

Satz 2: Das Produkt [7(1+a ) ist genau dann absolut kon-
vergent, wenn 5. a, absolut konvergiert.

Zur Er:l.n.m'-zz"un.g:"":an heiBt absolut konvergent ¢= ;. Z la,| kon-

_ vergiert.
Beweis zu Satz 2: Zu zeigen ist also || (1+ a ) ist konvergent
genau dann, wennWZ:\a | konvergiert. Es handelt gich hier um
unendliche Produkte bzw. Reihen mit positiven Gliedernm, wir kon-
nen also Satz 1 anwenden.

wzbw.

Nun noch ein weiterer Satz, mit dem wir die Konvergenzuntersu-
chung durchfiihren konnen:
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Satz 3: Das Produkt J7T ( 1+a ) ist genau dann konvergent,

wenn die hinter einem passenden Index m begonnene

Reihel’ £’ log(1+a,) konvergiert. (1) |
n=m+1
Das unendliche Produkt konvergiert absolut, wenn die
- genannte Reihe absolut konvergiert. (2)

Hat die Reihe den Wert 'Lm, so ist
@®
TT (14a) = (1+a1)-...'(_1+a.n_2-¢=.rI“u . (3)

n=1

1) Der Index m ist so zu wihlen, da A Ja /< 1.
n>m -
Beweis: Als erstea zeigen wir: Ist 1T(1+an) konvergent, so kon-

vergiert Z.— log(1+a ) fiir passendes m.
n=m+1
Aus der Voraussetzung in diesem Teilsatz folgt lim a, = 0,
p N= @
d. h. ab einer Stelle m gilt fiir alle n>m la ! < 1.

SEi 1im p = WObEi p = (1 )‘o-- (1+ﬂ )O
ns o B m’ n 41
Aufgrund der Stetigkeit der Logarithmusfunktion und da A Pn’ 0

gilt: lim log p, = log U =
n-»> @ :
Da aber log p, = l-og[(1+am+1)'...'(1+an2]
' 1og(1+e5n+1) +ooot log(1+an)
= 5n
Das heifit 1lim 1log Py = lim s, = log U « Der Grenzwert der
= 0O nN=>
Folge der Partialsummen existiert und hat den Wert log U n? da-
mit konvergiert die Reihe.
Als néichstes zeigen wir, daB auch die Umkehrung gilt.

Sei f 1og(1+a ) konvergent mit lim s_ = S
n=m+1 n-»o 2 n

g_ = 1og(1+a. 1)+‘...1-lc.1g(‘l-1-&t)
= 1og[(1+am+1) oo (1+a "))

= log p,-
log p 8
Dap, =e Distp =e "
lim 8 =S = lim log p
noo'? 0 n=» ® B

S

lim p, = lim e i T ®, Das heiBt, der Grenzwert der Folge
n-» @ n- @

S
der Partialprodukte existiert (und ist e m) und damit konver-
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giert TT (1+a ). i

Damit haben wir (1) gezeigt und auBerdem herausbekommen, daS
S_
m ] e L =
U, = e . Das heiBt ager ]T(T-t-an) = (1+a1) _— (1+am) Uy
= (1+a1)°...'(1+am)'e M womit auch (3) bewiesen wire.

Zum SchluB beweisen wir noc¢h (2). Hierzu milssen wir, da Satz 2
@®
gilt, lediglich zeigen, daB 2 a, und f log(1+a ) dasselbe

n=m+1- n=m+1
Konvergenzverhalten aufweisen.

Dies gelingt uns wie folgt: 1

8
Fiir (a_) mit 1im a_=0 gilt: 1im (1+a_) ° = e.

R'ne W neo 2 n=» ® a
Andereyseits ist a log(1+a_)

En log(1+an)a'ﬂ .——a-—n—_
(1+anJ = e = e 2 , das heiBt

log(1+an)
lim ———— = 1, E8 gilt also
n=» &n

'+ log(1

- €< ﬂn - 1¢e |+

1og(1+an)
1-& < s ¢ 1+& . Multiplizieren wir nun mit a,, erhal-

ten wir fiir a > 0: (1-&£ )a ¢ log(1+a,) ¢ (1+4)a

und fiir a, ¢0: (1+ ¢ )anclog(Hﬁn) e (1-£)an.

Damit ist nach dem 1. Vergleichskriterium gezeigt, daB beide
Reihen dasselbe Konvergenzverhalten aufweisen.

4. Anwendungsaufgaben

o .
a) 7T (1+ —5—). Dies ist eine Reihe mit positiven Gliedern.
n=1 +1

: ®
Wir wenden Satz 1 an, untersuchen also Z "EE_
_ n=1 n"+1

m+1 toce

a

n=1 n"+1
2 r=1.r
2 ) + 44 20 --z-—-z +oeoot ——5—2 2 Fooe
2 L2 2 r
2° +1 2- +1
altl 2T.oT
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b)

c)

d)

i%+-1-+...+-%-%—+...+%-%+... .

Das Cauchysche Konvergenzkriterium ist damit nicht erfiillt,
d. h. die Reihe ist divergent und damit auch das Produkt.

@ 2(n*
T (1+ sin"{ )) Auch hier handelt es such um eine Reihe
n=1 n
2

. ' = gin®(n
mit positiven Gliedern. Wir betrachten 2 , stel=-
len fest, daB wir —sﬂ L —5 abschéitzen kinnen, d. h. die
n n

Unendliche Summe ist nach dem 1. Vergleichskriterium konver-
gent und damit das Produkt.

a
T (1+(=1)"x") Hier sehen wir sofort, daB das Produkt fiir
n=1

|]x/ =1 divergiert (siehe Definition). In der Anmerkung gzur
Definition hatten wir festgestellt, dal die Faktoren eines
konvergierenden unendlichen Produktes gegen 1 streben milssen
(besser die Folge der Faktoren). Da aber die Folge
((-1)%") ¢ [y ebenso wie (1+(-1)nxn)n‘ g divergiert, diver-
giert auch das Produkt fiir [x/&1. PFiir Jx/ <1 konvergiert

(1)
5 (=1 )'ﬁn absolut wie auch das unendliche Produkt (siehe
Satz 2).

@ n+1
A (1+ _(-_11)1_xn ) Hier miissen wir wieder mehrere Fille
n=1

unterscheiden. Nach Satz 2 konvergiert das Produkt absolut,

n
wenn 2 %— konvergiert und dies ist der Fall fiir /x/ < 1

(Begrilndung: genannte Reihe ist eine Potenzreihe mit dem
1

Konvergenzradius r = T = 1). Das heiBt aber auch:
1lim -
n->c ' 2

Fir /x/ > 1 divergiert die Reihe und somit auch das Produkt.
Fir die Randprodukte werdaz_l wir den Wert berechnen.

a0 5
Tr;m(-nn*‘ b = - HU+ PO- P+ H- ..
n= 6

2.%.%.%.5..2..,_,

1
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F (rageny™? L—l ) = (1=101= H1- Ha- pa- Ha- H-...
- n=1 1

o .a-'("- E .
= 0 ™ % ° '5 . % ] é L g L '(T)
- O ®e (n-1) “oee

Pir x = -1 strebt die Folge der Teilprodukte, in denen kein
Faktor mehr O ist, gegen Unendlich, das Produkt divergiert.
Fir x = 1 konverglert das Produkt und hat den Wert 1.

Fir die Anwendungsbeispiele sind 2 SHize iiber unendliche Reihen
von Wichtigkeit, die ich hier noch nennen m¥chte:
Zu 4a: Konvergenzkriterium von Cauchy: .

Die Reihe £ a, ist genau dann konvergent, wenn

n=1 s
Fa v A /\ +eeo < &
£0 n,n>mn, /an'” Hn"'K{
Zu 4d: Unendliche Reihen der Fom f 8, x2 heiBen Potenzreihen.
Pir Potenzreihen gilt: =1

- Ist 1im n—#an = 0, s0 konvergiert die Reihe fiir alle x
- Ist lim -/ak = @, 80 konvergiert die Reihe fiir x#0
- Ist.0<lim W: ® , 80 konvergiert die Reihe fiir

X) ¢ —2

Iim Y&,

=

Jorg-Michael Wolf
Mathematik/Physik-Lehrerstudent
3. Studienjahr

FSU Jena
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Preisaufesaben ; -

Preisaufgaben |
R In einem Tetraeder sei die Summe der Lﬁﬂgen zweier ge=
1 geniiberliegender Kanten immer konstant. Man zeige, daB

dann die Eckpunkte des Tetraeders als Mittelpunkte sich
paarweise berilhrender Kugeln genommen werden konnen.

R 8 Durch den Punkt P, der auf einem gegeberen Kreis X
liegt, und durch den Punkt Q, der auf einer gegebenen
Gerade g liegt, werde ein beliebiger Kreis h konstru-
iert, der k auBer im Punkt P noch im t R und g
auBer im Punkt Q noch im Punkt S schneide.

Man zeige, daB bei allen mdglichen Konaéruktionen von h
der Schnittpunkt der Gerade durch R und |S mit dem Kreis
k immer ein und derselbe ist. {

R 9 1Man zeige, daB aus cot(e + f)=0 immer folgt:

E[. sin(ee 42 8) = sin x .

R 10 a,b,n seien natiirliche Zahlen, mit 1 € a<b £ n.

ieviel mbgliche Umordnungen der natiirlichen Zahlen von
1 bis n gibt es, wobei die Zahlen a und b nicht neben-
einander stehen dlirfen?

R 11 Man ltse das Gleichungssystem
1
1 1ogo’s(y-x) + 1ogz~§ = =2

x%+ y2 = 25

R 12  UYs nymkra A mo HampaBleHE® B B Bumesn memexoi.Yepes a 4

2 3 B HaBcTpeuy NemexoAy BHeXxal BeJIOCHIEAMCT,Yepes B U
nocljie CBOETO BHE37a OH BCTPETHN NemeXxoAa.CKONBEKO BpeMeHH
H8ZO BeJOCHNEeZMCTY H CKONBKO IemexoAy,YToOH NpO#TH Bech
OyTh MeXAy A ¥ B,ecim BeJOCHNEAHMCTY Ha 8TO TpedyeTcs Ha
C Y MeHue,YeM memexony?

EinsendeschluB 1. 5. 1985
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Einfiihrung in die Galoissche Theorie (1. Fortsetzung)

Die allgemeine Idee der Gruppe einer Gleichung hat erst
Evariste Galois erkannt. Bereits Niels Henrik Abel (1802 =
1829), Begriinder der allgebraischen Geometrie, hat mit Hilfe
der Gruppentheorie 1829 gezeigt, daB jede Gleichung mit Abel-
scher Gruppe durch Wurzeln ldsbar ist. Allerdings den Beweis,
daB eine Gleichung 5. Grades im allgemeinen nicht aufldsbar
ist, filhrte er ohne gruppentheoretische Betrachtungen. Mit der
Gleichungstheorie haben sich u. a. Lagrange, Abel und vor al-
lem GauB beschéftigt. Bedeutend bei der Weiterentwicklung der
Gruppentheorie ist sein beriihmtes Werk "Disquisitiones .
arithmeticae" (arithmetische Untersuchungen), 1801 erschienen.

Zur Einfilihrung der Galoisschen Theorie wollen wir uns hier auf
Gleichungen mit rationalen Koeffizienten beschriinken. Die Er-
gebnisse lassen sich auch auf beliebige Grundkdrper libertra-
gen (siehe Literaturangaben).

Es sei also im Korper der rationalen Zahlen eine irreduzible
Funktion gegeben: f(t) = 0. Ihre Wurzeln bezeichnen wir mit
813855000,8 . Mit K bezeichnen wir den Erweiterungsktrper, der
alle rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen Zahlenko-
effizienten enthélt. Uber diesen Kdrper lassen sich mehrere Aus-
sagen beweisen. Die allgemeinen Beweise findet man in der ange-
gebenen Literatur. Wir wollen die einzelnen Sitze an einem Bei~
spiel erlé&utern und nachweisen.

1. Satz: kan kann stets n rationale Zahlen r1,ré....,rh 80 be-

stimmen, daB die n! Zahlen r1844To8 %0041, 8 , die
durch Permutation der Wurzeln 8y entstehen, unterein-

ander verschieden sind.

Wir wollen diesen Satz an einem speziellen Beispiel erl#éutern
und nachweisen.
Es sei f(t) = t4-5t2+6. Man erkennt leicns, daB ihre 4 Wurzeln

lauten: a1=1§] a,==12, a3={32 a,= -Y¥3. Es ergeben sich 24 Glei-
chungen:
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r1a1 + r232 + T
+

r1a1 + rzaz

ria, + T, 4 T8y 4 r4a1 = Zgy
Aus z,-2z, = (33-54)(r3-§4) * Q”folgt ry % ry.
Fiihrt man alle 23 Differenzen Z4=209 z1-z3 usw. aus, ergibt
sich, daB T4 E Toy Ty $ r3, ry ) r4, r, * r3. r, * r4, r3 $ r4
sein muB, wenn alle Zy verschieden sein sollen.
Als Beispiel widhlen wir: r1=2, r2=3, rsa'% und Ty= % .
Dann ergeben sich folgende 24 Zahlen z4 bis z,,:

zy = =V2 + %’E B13 =_;J.g‘€"' g"b_‘
2 = 2= 35 2g = 2+ 35
by W+ 3B b1y =~ 3E + 35
2y = ?f-’?’f %‘5 %16 < "%"E‘“ %F
25 = 312 - 35 w7 = -V
26 = ;WE' %'{3— Z48 = T ?1;{?" 3
ZT=-ZE Z19="Z15

2g = = 24 Zpp = =246

ag ™ < % Zpq == Zqy

£10™ = % . Zo2 = T 293

211= - 23 223 = = 218

Z92= T 24 fog == 24y

lian kann nun die Gleichung (t-z1)(t-z2)...(t-ze4) = 0 bilden
und erhtlt folgende Gleichung, wie der Leser nachpriifen kann:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(t —z1)(t -25) (% -23)(t2-zg)(t ;z4;(t ':6);t -3;3);t -215)
'(t _214)(1; -316)(1: -317)(t "218)' 5
Das Produkt der beiden ersten Faktoren = 4 %? t2+(%%) , hat
also die Form t4+at2+b, wobeil a und b rationrle Zahlen sind.
Man iiberzeugt sich leicht, daB die niéchsten beiden Faktoren

wieder ein Produkt der Form t4+at2+b haben, wobei a und b wie=-
der 2 rationale Zahlen sind, die néchsten beiden Faktoren wie-
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der ein Produkt gleicher Bauart besitzen usw. Es ergibt sich
fiir die Gleichung die Gestalt:
F1(t)-Fz(t)-Fj(t)~F4(t)°F5(t)'F6(t) = 0, wobei alle F; von der

Form t*+at%+b = 0 sind, & und b rationale Zahlen.

Z. B, ist P,(t) = t*- 22 24 (2 )%, Tuse Vurssls sind

b=y 4§58 +{5 5 t,m “t5i t=Y53 1§ e ~t3

Infolge des Bestehens der Gleichung F1(t1) = 0 148t sich jede
Zahl aus dem Korper K bereits als Funktion 4. Grades von t1 \
darstellen: a = x1+x2t1+x3t$+x4t$+x5t# i X; rationale Zahlen.
Ersetzen wir t1 durch t2, ergeben sich fir die Zahlen a aus K
eine bestimmte Permutation, die wir mit (t1,t2) bezeichnen.
Weitere Permutationen sind (t1,t3), (t1,t4).

Die Eigenschaften dieser Permutationen lassen sich durch folgen-
de S&atze charakterisieren:

2. Satz: Diejenigen Zahlen a aus K, die bé&i allen Permutatioﬁen
(t,,t;) ungetindert bleiben, bilden den Kérper R der
rationalen Zahlen.

Beweis: Ist a=x1+x2t1+x3t$+x4t?+x5t$ eine rationale Zahl, so
ist X, = Xy =X, = Xg = O und a = Xqe Die Permutationen haben
keinen Einflu8 auf die rationale Zahl a. Bleibt umgekehrt a
bei allen Permutationen ungeéindert, dann ergibt die Addition
aller Ausdriicke _
8 =X, + Xt + thE + x4ti + x5tg_ (1=1,2,3,4)
wieder eine rationale Zahl wegen '|:1+1;2+1:3+1:4 = 0,
2 2 2 2 2
t1 + t2 + tg + 1:g =
3 3
t1 + t2 + t3 + t4 =0 und
t? + tg + t; + tj = auch rational
4a = 4x1 + rationale Zahl, 4. h. a ist rational.
L 2 '
Es sei nun a= x1+x2t1+x3t1+x4t?+x5t$ eine beliebige Zahl aus K
; 2 3 4
und a's x1+12t2+13t2+x4t2+x5t2
4
¥

_ 2 3
a= x1+x2t3+x3t3+x4t3+x5
a't= x1+x2t4+x3t§+x4t2+x5tﬁ
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a', a", a'" heiBen die zu a konjugierten Zahlen.

Dann gilt folgender Satz:

3. Satz: Fir 2 beliebige Zahlen a und b aus K gilt stets:
(a+b)' = a'+b'; (a+b)™ = a"+b" und (a+b)'" = a'"+b'"
(ab)' = a'b'; (ab)" = a"" und (ab)'" = a'Mphte,

- s 3
Beweis: Wir setzen a = x1+x2t1+x3 1+x4t +x5 und

b = y1+y2t1+y3t3+y4t3

Durch Einsetzen in obige Gleichungen ergeben sich richtige Be-
ziehungen. Beli den Grundbegriffen der Kdrpertheorie haben wir
bereite den Begriff der Automorphismen eines Kdrpers definiert.
Wir sehen, daB die Permutationen (t1,ti) Automorphismen des
Korpers K bilden.

4. Satz: Die Permutationen (t1,t1), (t1,ti) (i=2,3,4) bilden
Automorphismen des Korpers K, d. h. jede rationale
Beziehung mit rationalen Koeffizienten, die zwischen
Zahlen von K besteht, geht durch die Permutationen in
richtige Beziehungen iiber.

+y5 1 S rational

Filhrt man 2 Automorphismen hintereinander aus, so ist das Er-
gebnis wieder ein Automorphismus. Die Permutationen bilden
eine Gruppe. Das Einheitselement ist (t,,t,). Es gilt der

5. Satz: Die Permutationen (ti,tk) bilden eine Gruppe, die soge-
nannte Galoissche Gruppe des Korpers K. Sie ist iden-
tisch mit der Gruppe aller Automorphismen des Kor-
pers K.

Flir unser spezielles Beispiel lassen sich die Sédtze alle nach-
weisen. Die allgemeinen Beweise findet man in der Fachlitera-
tur (siehe Literaturangaben).

Zu #hnlichen Ergebnissen kommen wir, wenn wir die Funktionen
Fi(t) untersuchen (i=2,3,4,5,6).

Nennen wir die Galoissche Gruppe G, so kOnnen wir noch folgen-
den Satz nachweisen:

6. Satz: Zu jeder Untergruppe der Galoisschen Gruppe G gehdrt

ein Unterkdrper, jeder Unterkdrper gehtrt zu einer Un~
tergruppe.
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In unserem Beispiel 148t sich leicht einsehen, da8 zu einer Un-
tergruppe der Galoisschen Gruppe stets ein Unterkdrper gehdrt.
Nehmen wir z. B. die Untergruppe H mit den Elementen (t o5 )
und (t1.t ) oder in der iiblichen Schrelbweise ( 2 3 4) und

(3 g ? i), wobei (t1, 3)(t1’.3) = (t1,t1) ist, so enthalt der

UnterkSrper die rationalen Zahlen und zu einer nichtrationa-
len Zahl a auch die Zahl a". Umgekehrt kann man einem Unter-
kGrper eine Untergruppe zuordnen. :

Man erkennt auch leicht, daB Korper, die durch konjugierte Zah-
len entstehen, sogenannte konjugierte Korper, zu konjugierten
Untergruppen gehdren. In unserem Beispiel ist der Korper K mit
seinem konjugierten Korper identisch. Solche K&rper nennt man
Galoissche Korper. Ferner ist die Galoissche Gruppe eine Abel=-
sche Gruppe. °

Fir Galoisache K&rper bzw. Unterkﬁrper besteht folgender Satz:

7. Satz: Damit ein Unterk®rper von K Galoissch ist, ist not-'
wendig und hinreichend, daB seine Gruppe ein Normal-
teiler von G ist.

Ist z. B. H die Untergruppe von G mit den Elementen h1=(t1,t1)
und h =(t1,t3), g1,g2,...,gi.... Elemente von G. Die Untergrup-
pe glhkgi = hkg 87" = hk ist identisch mit der Gruppe H, da
diese Beziehungen fhr beliebige g; und hk gelten. Also ist H
Normalteiler von G. Der zugehdrige Unterksrper K1, der alle
rationalen Zahlen und mit einer nicht rationalen Zahl a auch
a" enthédlt, ist mit dem.konjﬁgierten Unterkdrper identisch, da
dieser auch alle rationalen Zahlen und mit a" auch a enthélt.
Also ist der Unterkdrper ein Galoisscher Kdrper.

Wir haben mit Absicht eine irreduzible Gleichung vierten Grades
gewdhlt, da der Nachweis der bisherigen Jiitze fiir irreduzible
Gleichungen vom Grade a > 4 mit einem groBen Rechenaufwand ver=
bunden ist. 2. B. miiSten wir fiir n = 5 5! = 120 Gleichungen
aufstellen, um den 1. Satz zu beweisen.

Die bisherigen Ergebnisse kann man auf den Fall iibertragen, daB
R nicht nur der Kdrper dér rationalen Zahlen bedeutet, sonderm
ein beliebiger mit reellen bzw. komplexen Zahlen sein kann. Die
Galoissche Gruppe besteht dann aus allen Automorphismen von K,,
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bei denen die GriBen von R ungeéndert bleiben. Durch Bestimmung
aller Untergruppen der Galoisschen Gruppe erhélt man alle Kor-
per zwischen R und K. _

Wir wollen noch zwei wichtige Sétze anfiihren, die aus dem vor=-
hergehenden folgen.

8, Satz: Ist K, ein Galoisscher Unterkdrper, der zu dem Normal-
teiler N von G gehdrt (G = Galoissche Gruppe), so ist,
G/N seine Gruppe.
Ist N, der groBte Normalteiler, so ist G/N1 eine ein-
fache Gruppe, die keine eigentlichen Normalteiler be-
sitzt. Bedeutet N; den grioBten Normalteiler von N; _,
(i=2,3,¢¢e,r), 80 daB GyNysNypeeol, =€ eine Komposgi-
tionsreihe bildet, so sind die Faktorgruppen G/N1,
N1/H2 usw. lauter einfache Gruppen. G ist dann eine

aufltsbare Gruppe.
Es gilt dann der berilhmte Satz von Abel:

9, Satz: Eine Gleichung ist dann und nur dann durch Wurzelzei-
chen aufldsbar, wenn ihre Gruppe aufldsbar ist.

Fortsetzung folgt! " B. Hanisch, Halle
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Die Entwicklung der Zahlenschreibweise

Die Geschichte des Altertums zeigte (siehe WURZEL 7/8 1984), daB
die Entwicklung der Naturwissenschaften und ihrer ersten AnfHnge,
des Z#hlens und Rechnens, notwendig mit der Entwicklung der
mengchlichen Gesellschaft verbunden ist. Auch die Zeit des Mittel-
alters bestidtigt die Abhiingigkeit mathematischer und naturwissen-
schaftlicher Forschungen vom gesellschaftlichen Leben. So 1HBt
gich die Begrimdung daflir finden, daB das Niveau der Mathematik
in Europa erst im 16. Jehrhundert dem der alten Griechen gleich-
kam:

Im 5. Jhrd. u.Z. zerfiel der einstmals miéichtigste Sklavenhalter-
staat des Altertums, das RUmische Reich. In weiten Teilen Europas
erfolgte der Ubergeng von der Sklavenhaltergesellschaft in den
Feudalismus. Die herrschende Klasse zeigte nicht das geringste
Interesse an wissenden Untertanen; die Leibeigenen hatten auf

den Feldern zu schuften, um flir den Reichtum von Kirche und Adel
zu sorgen. Der Bauer vermochte wohl noch die zu hiitenden Tiere

zu z#hlen, besa aber nicht die Fiéhigkeit, die GriéBe des von ihm
bestellten Feldes zu berechnen. Wozu auch? Das Land gehtrte ihm
ja nicht. Zum Z&hlen bediente man sich seiner Finger. Dem
irischen Mtnch BEDA - er lebte von 673 - 735 - verdanken wir die
Beschreibung der sogenannten Fingerzihlung. Verschiedene
Stellungen der Finger und Hinde bedeuteten jeweils bestimmte
Einer, Zehner, Hunderter und Tausender. Unter Zuhilfenahme der
Arme gelang es, bis zu einer Million zu z#hlen. (Abb. 1)
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Doch auch die adligen Feudalherren erwiesen aich als recht un-
gebildet. Selbst Karl der GroBe, 800 zum Kaiger gekridnt, konnte
weder lesen noch schreiben! Wen wundert das aber auch, gab es
doch kaum noch Biicher und Schriftstiicke. Zeitweise lieB man in
den Klostern die wenigen noch vorhandenen Biicher zum Schutz vor
Diebstahl anketten.

Etwas umfangreicheres Wissen besaBen einige Geistliche, deren
Interesse jedoch hauptséichlich der Vorausberechnung kirchlicher
Felertage galt.

In der Zeit des Hochfeudalismus (11. - 15. Jhrd.) entstanden in
Europa insbesondere an den Kreuzungspunkten wichtiger Handels-
strafen Stddte wie Florenz, Genua, Venedig, Mailand und Pisa.
In den StHdten entwickelte sich verstdrkt das Handwerk. Es ent-
stand das Schmiedehandwerk; die Kunst der Waffen- und Gold-
schmiede vervollkommnete sich. Bedeutung erlangte das Textil-
handwerk, der Schiffsbau, das Zimmermannshandwerk. Die feudele
Gesellschaftsordnung brachte eine neue Schicht hervor: die
irzte, Lehrer, Kiinstler, Architekten, Juristen und Rechenmeister.
Die Rechenmeister lehrten zahlungswilligen Kunden das Z#hlen und
Rechnen. Sie selbst berechneten Geldgeschéfte und fiihrten Ab-
rechnungsblicher der Kaufleute. (Abb. 2)
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A Ravgeownet Rech
enbiccblinaufdenlinien

Zur Ausbildung der Arzte, Rechenmeister und der anderen Angehi-
rigen der neuen Schicht dienten erhalten gebliebene Lehrblicher
aus dem Altertum! Selbst die Griindung der ersten Universititen
in Europa forderten kaum die Verbreitung mathematischer Kennt-
nisse. Zu den Hauptfdchern an den Universitédten gehorten Medizin,
Theologie, Recht und die Kiinste. Im Lehrfach "Kiinste" unterrich-
tete man neben Grammatik und Musik unter anderem auch Astronomie,-
Geometrie und Arithmetik. Die Studenten besaBen folglich nur eine
unbedeutende mathematische Bildung. Selbst angehende Magister

= Universitédtslehrer - bendtigten keine Mathematikpriifung, um

die Lehrerlaubnis zu erhalten. Anstelle einer Priifung geniigte
ein Eid, da8 man Vorlesungen {lber Euklids "Elemente" gehort
hédtte. Als erster setzte sich der Magister Johannes von Gmunden
fiir die Erteilung des Faches Mathematik an der Wiener Universitét
ein., Dies flihrte dazu, daB sich diese Université&t zu einer be-
deutenden Schulg der Mathematik und Astronomie entwickelte.

Neben der eigensténdigen gesellschaftlichen und wissenschaft-
lichen Entwicklung in Europa fiihrten die aufblilhenden Handels-
zentren zum regen Wissensaustausch. So verdanken wir die Kennt-
nis von der Papierherstellung den Chinesen; auch Seide,



ig;zeiian und KompaB stammen aus China. Die %ﬁ?ﬂﬁguﬁggugﬁgggﬁﬁ?
filhrten insbesondere neben China auch nach Indien und dem Orient.
Einer dieser Reisenden, Leonardo Fibonacci® von Pisa (1170-1240),
erwarb wiéhrend seiner Expeditionen ein umfangreiches Mathemati-
sches Wissen, -welches er im Jahre 1202 in seinem Werk "Buch vom
Abakus" niederschrieb, In den ersten Kapiteln erldutert Leonardo
Fibonacci eine neue Zahlenschreibweise, die er wihrend seiner
Reisen nach Arabien kennenlernte. Bereits im 10. Jhrd. traten
erstmals disse arabischen Ziffern in Europa auf, doch fanden sie
kaum Beachtung. Dabei sollten sie vor allem Kaufleuten und
Rechenmeistern gegenilber der bisherigen rtmischen Schreibweise
Erleichterung beim Rechmen bringen. Betrachten wir kurz die
romische Zahlenschreibweise:

Nur sieben verschiedene Zeichen geniligten, um Zahlen bis zu einer
Million darzustellen:

I v X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

An der Wahl spezieller Zeichen fiir 1, 10, 100 und 1 000, aber
aucht flir 5, 50, 500 wird deutlich, daB sowohl die 5 als die 10
Grundzahlen bilden. Wie bereits im Griechischen, Babylonischen
und Agyptischen resultiert eine beliebige Zahl durch Aneinander-
reihung der entsprechenden Symbole. Die 4, beispielsweise, wlirde
wie folgt aussehen:

4 = ITIT.
Hier wihlt man jedoch eine Abkiirzung:
4 = 5=1 = IV !

Diese Besonderheit, von einer grtBeren eine kleinere Zahl shziehen
zu diirfen, trdgt deshalb auch die Bezeichnung "subtraktive" Zah-
lenschreibweise. Der Vorteil der subtraktiven Darstellung be-
steht darin, Zahlenausdriicke in kurzer Form schreiben zu kdnnen
Allerdings ergeben sich daraus auch Moglichkeiten, daB eine

* Bekannt sind die sogenannten Fibonacci-Zahlen, eine rekursive
Zahlenfolge der Gestalt a) =a  ;, +a, , (n = 2,3,...) mit a, =0

und a, = 1. Folgende Aufgabe hat die Fibonacci-Zahlen als Teil-

losungen: Ein Kaninchenpaar zeugt jeden Monat ein weiteres Paar.
Jewells zwei Monate spiter erzeugen auch die neuen Paare pro
Monat ein weiteres Paar. Diese haben wiederum nach der gleichen
Zeit monatlich ein Nachkommenpaar usw. Wieviel Paare werden
innerhalb eines Jahres insgesamt erzeugt?
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grifere aus weniger Ziffern besteht als eine kleinere Zahl.

berzeugen wir uns:

3 = III

4 = IV

oder

88 =50+ 3,10 +5 +3=LXXXVIII

492 = 490 + 2 = (500 - 10) + 2 =XDII

oder

998 = 900 + 90 + 8 = (1000 - 100) + (100 - 10) + 5 + 3
= CMXCVIITI

999 = 1-00C - 1 =IM.

Zu beachten bleibt, da8 hdchstens e 1 n e kleinere Zahl vor die
grifere gesetzt werden darf.
48 = 50 - 2 = IIL
su schreiben, ist falsch!
Ein waagerechter Strioh {iber einem Zeichen bedeutet das
Tausendfache, also '
X =10 + 1000 = 10 000
¥ = 1 000 000
CX =1 000 » 110 = 110 000 .

Die Darstellung von Briichen erfolgte natiirlich ebenfalls mit
rtmischen Zahlenzeichen. In einem Rechenblichlein von 1514 findet
sich dazu eine Beschreibung: '

_"_T§II__ Diesse figur ist von bedefit ain fiertel von ainez
ganzen / also mag man auch ain fiinfftail / ayn
sechstail / ain sybentail oder zwai sechstail und

alle ander briich beschreiben / Als % / T% / VI% / %% o.M

Der Nachteill -der rtmischen Zahlenschreibweise besteht in der Un-
ibersichtlichkeit der Ausdriicke und der Unmdglichkeit, schrift-
liche Rechnungen auszufiihren. Wie sollte man auch zwei Zahlen
miteinander multiplizieren?

Dennoch fHhrten einige Kaufleute ihre Blicher bis ins 16. Jahr-
hundert nach der scheinbar #duBerst umsténdlichen rdmischen Me-
thode. Wie erledigten sie ihre umfangreichen Abrechnungen?

Abb. 2, welche eine mittelalterliche Rechenstube zeigt, gibt eine
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Antwort. Auf dem Tisch liegt ein sogenannter Abakuas, ein leiht

zu handhabendes Recheninsirument. Der Abakus bestand aus einem °
rechteckigen Brett mit mehreren eingezeichneten parallelen
Linien. Die Spalten bedeuteten, von links nach rechts gelesen,
Taugsender, Hunderter, Zehner und Einer. Eine bestimmte Anzahl
Steinchen oder Kugeln auf einer der Linien entsprach der Anzahl
der Tausender, Hunderter usw. Durch Verschieben der Steinchen
lieBen sich einfach Rechenoperationen miihelos und in kurzer
%eit ausfiihren.

f#och heute finden in einigen IL&nderm an den Abakus erinnernde
Gerdte Verwendung. In der SowJetunion, zum Beispiel, heiBft dieses
Rechenhilfsmittel Stschoty. (Abb. 3)

1'r'0r| »ﬂllﬂ liiillllll

DUOROOUN————

Von ihrem ersten Auftreten in Spanien muBten 600 Jahre vergehen,
bis die neue, die arabische Zahlenschreibweise, in Europa Aner-
kennung und Verbreitung fand. Vollkommen richtig ist die Be-
zeichnung der Zahlen eigentlich nicht, demn ihre Erfindung fiihrt
bis nach Indien. Hier verwendete man neun Zifferm und erstmalig
ein besonderes Zeichen, die Null:

Y 2 AT Y ¢ 2 Y 9 .
6 T 8 9

1 2 3 4 5
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Handelsreisende brachten die Kenntnis von den indischen Zahlen

nach Arabien, wo sie bereits einige Verédnderungen erfuhren. In
der westarabischen Darstellung lief man einfach die Null ver-
schwinden:

| & F <9 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 b 8 9

Demgegeniiber erhielt die Null in der ostarabischen Form einen .
kleinen Punkt und hief "sifr":

I r rre Y voanq .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 .0

Unser heutiges Wort "Ziffer" erinnert noch an "sifr".

lber Arabien gelangten die Zifferm schlieBlich nach Buropa.
Im 15. Jahrhundert schrieb man

123 £ G666 N 89 o

Albrecht Diirer schrieb die arabischen Ziffern auf die folgende

| 123456789,

Die Ahnlichkeit mit unserer heutigen Schreibweise ist bereits
unverkennbar. Auf seinem Gemdlde "Melancholie™ sind diese Zif-
fern in einem magischen Quadrat dergestellt (Abb. .4).

’H

~F r*'
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Ubrigens geben die beiden in der untersten Zeile stehenden Zah-
len an, in welchem Jahr Dilrer das Bild anfertigte: 1514.

Nach dem Erscheinen des Werkes "Buch vom Abakus" tauchten in
Kaufmannsbiichern hdufiger arabische Ziffern auf. Doch mangelte
es auch nicht an Gegnerm. So entbrannte zwischen den Anhéngern
der neuen Schreibweise, den sogenannten Algorithmikern, und den
Anhéingern des Abakusrechnens, den Abakisten, ein heftiger
Streit. Vor allem aber fehlte das Verstiéndnis fiir die seltsame
Null. Man brachte dieser "sifr" groBtes MiBtrauen entgegen.

Kam man bisher ohne Null aus, weshalb sollte es mit einem Mal
eine Zahl geben, die nicht einmal etwas ausdriickte - ein beson-
deres Zeichen filr "Nichts" schien Unsinn zu sein. Andererseits
fiel der unliebsamen Null eine besondere Bedeutung zu. An eine
beliebige Zahl angehﬁngt, verzehnfachte, verhundertfachte usw.
gie deren Wert! Auch hing die GrtBe einer Zahl von der Anord-
nung jenes Zeichens ab. 378 ist zehnmal kleiner als 3 780; diese
Zahl wiederum ist groBer als 3078 oder 3 708, aber kleiner als
37 008! ' :

SchlieBlich erging im Jahre 1299 in Florenz der ErlaB, daB kein
Kaufmann mehr die arabischen Ziffern verwenden diirfe. Die offi-
zielle Begriindung: Angeblich kinnten Betriiger milhelos Abrech-
nungen félschen, indem sie mit einem kleinen Strich die O in
eine 6 oder 9 verwandeln wiirden. Die Obrigkeit empfahl sogar,
die Zahlen kiinftig nur noch in Worten auszudriicken!

Dem endgiiltigen Siegeszug der indisch-arabischen Zahlenschreib-
weise verhalf eine Erfindung des Mainzer Goldschmiedes Johanmes
Gensfleisch zum Gutenberg um 1430, die Erfindung des Buchdruckes.
MuBSten bisher handschriftliche Kopien vorhandener Bucher asge-
fertigt'werden, um sie im Land verbreiten zu kinnen, stand nun
ein wertvolles Hilfsmittel zur Verfiigung - die Druckmaschine
(Abb. 5-). '

L]

Schriften erschienen in groBer Anzahl, und bald nech Gutenbergs
Erfindung tauchten die ersten gedruckten Mathematikblicher auf
- mit Zehlen in der indisch-arabischen Schreibweise.
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Erde-Mensch. 20. Aufl. Berlin 1971, Abb. 17)



&3 ‘ Preisaufgaben

Preisaufgaben
R 13 Man l6se folgendes Gleichungssystem

(1)

a (2)Fad (3)E—_=ao0

e
xX+y X+3 y+a

Beweise, da8 =
1424+ 2% o0 + 2871 228 o g ;

Man konstruiere ein Dreieck aus einem Winkel und
zwel HShen, die auf die anliegenden Seiten des
Winkels gef¥llt sind.

R 16 Man drficke den Winkel o mit Hilfe der Winkel
p und )Y aus

008 o +oosﬁ - cos ) =4co:erm—"2'--E sin%—rsin%t

=

R 17 Man beweise die Gleichheit
arctg (3 + 2‘-5-) - arotg £ -Ji-

R 18 Oycrs a,B,C,A - TaxEe LelHe YHCIA,KOTOPHE BBAMMHO IPOCTH
C UHCIOM M = 8f - BC .JlOKasaTh,YToO NPH TeX leJHX SHA-
yemmax (X,y),OpE KOTOPHX &X + By ZeJHTCA Ha M , CX + Ay
TaKxe ZeJHTCH Ha M .

-

EinsendeschluB: 1. 6. 1985
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241231

Man ermittle die ersten sechs Glleder 8y Bpy «+oy Bg VOD allen
denjenigen Folgen (e ) reeller Zahlen, die die nachstehenden
Eigenschaften (1) bis (5) haben:

(1) Es gilt a, = -'g .
(2) Es gilt ag = 3.

(3) 8,y By 849 8, gind (in dieser Anordnung) Glieder einer
arithmetischen Zahlenfolge.

(4) a4y 85y 8¢ gind (in dieser Anordnung) Glieder einer geometiri-
schen Zahlenfolge. .

(5) Die Summe der ersten sechs Glieder der Folge (an) betrigt l% .

241232

Man beweige: Wenn die Seitenléngen eines Dreiecks ABC nicht klei-
ner als ¥3 und nicht griSer als 2 sind, dann gilt:

a) ABC ist ein spitzwinkliges Dreieck.

b) Die Léngen der Hohen des Dreiecks ABC sind nicht kleiner als ¥2.
Von den nachstehenden Aufgaben 241233A und 241233B ist genau eine
auszuwihlen und zu losen:

2412324
Men ermittle alle Funktionmen f mit den folgenden Eigenschaften:
(1) £ ist fiir elle rationalen Zahlen definiert.
(2) BEs gilt £(1) = 1.
(3) PMir alle rationalen Zahlen x und y gilt
£(x+y) = £(x) + £(y) + xy(x+y).

2412338

Man ermittle zu jeder 'geraden pattirlichen Zahl n % 2 alle reel-
len LSsungen x der Gleichung d

x(x+1)(x+2) ... (x+n=1) = (x+n)(x;n+1)(x+n+2) ees (x+2n- 1).
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241234

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen z mit 1 « z &« 5, die
die Bedingung erfiillen, da8 die Gerade mit der Gleichung

y = § x + 5 und die Pavabel mit der Gleiohung y = 2x? mindestens
einen Schnittpunkt mit ganzzahliger Abszisse haben.

Zu jeder Zahl z, die diese Bedingung erfiillt, gebe man - fiir
die betreffende Gerade und die Parabel - die Koordinaien aller
Sohnittpunkte'mit ganzzahliger Abszisse an.

241235

Man ermittle alle diejenigen Tripel (a,b,c) positiver natiirlicher
Zahlen, fiir die a® + b° = abe gilt.

241236
Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen n, die fiir

99% + 1012 > g-})- . 1002

gelten.

Der schéopferisehe Irrtum
Irrtiiner haben ihren Wert,
Jedoch nur hier und da,
Nicht jeder,der nach Indien fénhrt,
entdeckt Amerika,

Eriech Kﬁstﬁer
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Lésungen

%--125+%-0,bzw. az-ge-2=0

Diese quadr. Gl ichung hat die Tsungen a, = 3; a, = -%

Q 19- Setzen log,x = a. Damn folgt

x, a2’ =8 und X, = 2 5 = xls sind die Lsungen.
1 2 77

4
Die Probe bestitigt deren Richtigkeit.

'@ Bs gilt sin 2 . a 1 - tan® 3
8 g 8 x-—Tm ¢cofs X =« —m———ps——
1+ta.n§ 1+tan2§

Wir setzen tan % = a.

Dann gilt &Lgﬁaé,bm. £a?-2a-4-0

1+a
Diese q?adr. Gleichung hat die L¥sungen &, = 2 und
32--3'0
Tatstichlich sind beide Losungen der Aufgabe; wie die Probe
bestétigt.
Q 15> 5'513- 5;3 = 24 Setzen 5=3= a
: 5

Demn gilt 58 - 2 = 24 baw. 58° - 248 - 5 = 0

Diese quadr. Gleichung hat dle L¥sungen a; = 5 und
8y, = - % . Hierbel entflllt die 2. LSsung, da

5x3 stets positiv ist. a, liefert 513= 5 also 13 = 1
Damit ist x = 1 einzige (reelle) Lsung dieser Gleichung,
wie die Probe bestitigt.
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_Losungen |

Wir bezeichnen mit x die gesuchte lL&nge und mit e den
kleineren der beiden Winkel. Dann gilt:

ﬁx.= siner und -2-—1—7‘= ain(GOo-ﬂ: ) = —% cosef - '12' siner

< x‘?inﬁc' und gainq =gcoéq‘

Aus der gweiten Gleichung folgt aina_oc = -2% s 8lso
gin &¢ = % ‘ﬁ- (nur positive Losung interessiert).

Daraus folgt x = g'—'_{f—z;—'—{i—= 1—%‘{_’? LE.

Wir bezeichnen die Winkelhalbierende mit w,, die
Dreieckseiten mit a,b und ¢ und d¢n Winkel, der durch
Wy halbiert wird, wie iiblich mit (siehe Skizze)
Laut Voraussetzung gilt dann Cc

b
Y =eua+'5

8
Das Dreieck wird durch W, in zwel Teildreiecke zer-

legt. Daher gilt fiir die Flﬁcheninhalte

Aam='—£ sing” ——Q—Eing ——2—5111-2

r 4
azb Bin-2-+ 2 ain-z
=ah’ _'E 2
a - &
=—g-ain-2-

Fiir 2 muB also gelten s:l.n%’= ging” = 2 aing cos g,
also wegen 0 4 g.: 180° : 2 cos g= 1, also {= 60°
Q.E.D.
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R 18) Wir bezeichnen die parallelon Seiten des Trapezes mit
8 und ¢, die HShe im Trapez mit h und die H8he des
Prisma's mit H. Dann gilt flir das Volumen des Prismas:

1
v=ATR-H=“—;-‘1-h-H=§(a-H+c-H)-h , Q.E.D.
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Schnittebenen

Zum Nutzen von Schnittebenen

Viele rdumliche Gebilde lassen sich durch Ebenenschnitte anschau-

lich erfassen. Bei besonderen Fléchen wie z.B. dem Ellipsoid -

unsere Erde kann man fiir bestimmte Ndherungsbetrachtungen als
Rotationsellipsoid ansehen - oder das Hyperboloid, ja selhbst die
Kugel werden durch Ebenenschnitte und die dabei erfaBbaren und
bekannten Schnittkurven handhabbarer.

Im ersten Teil des Artikels werden wir dazu verschiedene Moglich-
keiten zur Darstellung von Ebenen kurz skizzieren um dann im
zweiten Teil auf ebene Schnitte mit Flachen zweiter Ordnung ein-
gehen zu konnen. Im Lehrbuch fir Mathematik (Klasse 12)1) werden
mit Hilfe der Analytischen Geometrie auch Geraden im Raum darge-
stellt. . '

9, mitPo,P,g.-lund 95 mit RD,Rleg2 seien zwei Geraden im Raum
und die Koordinaten der Punkte PO'P R 'Rl seien paarweise ver-

1’70

schieden.
Die Gerade g, laBt sich nun beziiglich des Koordinatensystems

— —
(0; i ; j ; k ) darstellen, durch

R — 4 i

X = Po + tlpy - pg) (t eR), (1)
die Gerade a, durch

. — —r —

X =rg+8r; -rg) (seR) (2).

——

- —r —
Zur Vereinfachung benennen wir (Pl - po)‘mit'a1 und (r1 - ro)
mit a, als Richtungsvektoren der Geraden g, bzw. g,. Da diese
Geraden leicht fir uns zugdnglich sind, versuchen wir von 91:95
ausgehend Ebenen durch Gleichungen zu beschreiben. Zundchst nehmen
wir den einfachen Fall an, daB sich die beiden Geraden in einem
Punkt S(xs; ys;zs) ﬁchneiden. Dieser Schnitpﬂynkt ware dann (ber
_seine Koordinaten bestimmbar, indem man fir x in beiden Gleichun-

gen die Koordinaten (xs; y Zs) als Koeffizienten einsetzt, beide

s/
Gleichungen als Gleichungssystem mit Hilfe entsprechender Koordi-

-

naten darstellt und das am Ende entstehende Gleichungssystem 1&st.

\

1) Die Schreibweise wird der im Buch entsprechend gewéahlt.
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vereinfacht,

nur mit entsprechenden Koordinaten dargestellt,

handelt es sich um die Bestimmung von s und t aus:

P + t a

5 + s a,

Ox 1x Ox 2x

POY + t aly = rDy + 5 a2Y

pDa * % Bz “Tox ¥ 95,

o ; - _ e : it ) Tﬁ p ( . ) \ " ¢
nanei gurdiwal {lxl AR TIVE B ilﬁxi 0 pr'pOy'pOz’ tar g, ent-
sprechend a, = a, 1 + agyl * a, Ki RO(POX;rOY;POZ) verwendet.

Mit den Punkten §; RO;P0 haben wir drei Punkte, die ein Dreieck
festlegen und damit eine Ebene bestimmen. Wir nehmen zunéchst erst
einmal an, daB S, Ry und Py nicht kollinear sind. !

Sollte S mit R0

P1 oder R1 einbezogen werden, sodaB wir o0.B.d.A. vom Dreieck S P0 RO

sprechen kdénnen.

oder mit P0 zusammenfallen, miBten durch Umbenennung

Zunéchst sollte der Leser versuchen e¢inen Punkt X, z.B. den .Hal-
g —t

a, und a, zu
beschreiben. Wie dieser Punkt X liegt jeder andere Punkt der Ebene,

hieFungSpunkt der Strecke PURO von S ausgehend mit

die von g, und g, festgelegt ist, auch in dieser Ebene und wir er-
halten die Ebenengleichung

— - - - P

>(=S+lal+1'ha\2 (1,m e R ), eine

Parameterform einer Ebenengleichung. Durch P, = R, kann man das

1 1
Aufstellen der Ebenengleichung sofort aus drei gegebenen Punkten

indem man P, = R, = weil der vierte

1 1
Punkt in den Uberlegungen nicht unbedingt bendtigt wurde und damit

beginnen, etwa S verwendet,
der Umweg iber die Schnittpunktberechnung vermieden wird, indem
die Geraden durch P1 P0 und P1RO betrachtet werden (vgl. Bild 1).
In den Oberlegungen, die soeben angestellt wurden, waren zwei zu-
gsédtzliche Voraussetzungen enthalten, einmal, daB g,n 9, = {S}
gelten soll und sich keine "Entartungen” fiir das Dreieck ergeben.
Fiir die Koordinaten der Punkte' hatten wir nur gefordert, daB sie
paarweise verschieden sein sollen, es ware damit noch denkbar, daB
beide Vektoren a, und a,

1 2
gemeinsamer Punkt S vor, dann fallt 94 mit g, zusammen, in diesem

linear abhéngig sind. Liegt obendrein ein

Fall gibt es mehr als eine Ebene. Sind di¢ beiden Vektoren linear
abhéngig und die Geraden haben_keinen gemeinsamen Schnittpunkt S,
die
beide Geraden enthdlt? Ohne Schwierigkeiten kdonnen wir von den

so stellt sich die Frage, ob auch nur eine Ebene existiert,
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vier Punkten wieder drei geeignete auswéhlen, etwa P ;R_;R. und
mit PORO und DR1 die obigen Oberlegungen anstellen. Da a, und
—

a, linear abhéngig sind, ergibt sich fir A PoP1Rg usw. bis auf

Faktoren die gleiche Darstellung. Die Dreiecke liegen dann in

der ermittelten Ebene (iUberpriifen durch Einsetzen).

Sind nun die beiden Geraden windschief zueinander, d.h., sie

haben weder einen gemeinsamen Schnittpunkt noch sind die Vektoren'
;: und';; linearabhéngig, so stellt sich wieder die Frage nach ei-
ner Ebene, in der sie beide ganz enthalten sind.

Bei unseren bisherigen heuristischen Oberlegungen kamen wir auf

die Losung entsprechender Gleichungssysteme in denen Parameter 1 und
m und Koordinaten von Punkten erfaBt waren. Beim gemeinsamen Punkt

S vereinfachte sich die Betrachtung fir beide Geraden durch die
Moglichkeit des Gleichsetzens, bei den linear abhédngigen Vektoren
war es méglich, den einen durch den anderen auszudriicken und eben-
falls ein l6sbares System herzustellen. Haben wir nun weder die einen
noch die anderen Bedingungen vorliegen, 1&Bt sich ein System wie die
bisherigen nicht erzwingen. Es ist gilinstig, sich jeden dieser Félle
zeichnerisch und rechnerisch zu erschlieBen, weil der letzte Fall,
daB es keine Ebene gibt, dann erst voll deutlich wird.

Mit den Féllen g, n g, = ES}, g, # 9, und g, | g, haben wir gleich-
zeitig auch die Mdglichkeit andere Formen zur Darstellung von Ebenen-
gleichungen zu erschliefen. So leicht sich die Parameterform einer
Ebenengleichung auch_gfwﬁﬂﬂeq*zéﬁt, bei der Veranschaulichung von
Ebenen im System (0; i ; j ; k ) sind parameterfreie Gleichungen
mitunter giinstiger.

Aus de_::_ Gl_gichugﬁ

a R
) X= x5+ ta, +8a, (t,s €K ) (3)
kann man dber
o x0 81x aZx
Yy = YO + t 1y + 8 Bzy
z Zo 812 827

durch Eliminieren von s und t und geschicktes Zusammenfassen im
folgenden Gleichungssystem
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X = Xg

ta + saz

1x X

ta

zZ - zD = talz + 5822

die Gleichung (4) erhalten
' v ax + by + cz = d (a,b,c,d eR ¥ (4)
Es handelt sich um eine parameterfreie allgemeine Darstellung ei-
ner Ebenengleichung.
Das Lésen des Gleichungséystems sei dem Leser Uberlassen, weil
man sich dabei gleichzeitig die Bedeutung der Koeffizienten a,b,c,d
verdeutlichen kann. | ¢
Durch eine systematische Fallunterscheidung beziglich der Koeffi-
zienten a,b,c,d bekommt man schon einen guten OUberblick fiir Sonder-
félle und Grenzfalle der Lage der Ebene. Um Verwechslungen zu ver-
meiden soll erwédhnt werden, daB ax + by - d = 0 eine Ebene sein kann,
die zur z-Achse parallel verlduft (a,b,d ¢ 0) und z = const auch eine
zur xy-Ebene parallele Ebene.
Ein schneller Einblick in die Lage einer Ebene 1&Bt sich anhand von
Spurgeraden (Schnitt der Ebene mit den Koordinatenebenen) gewinnen.
Im allgemeinen Fall der Darstellung einer Ebene (nicht durch den Ur-
sprung, weder zu Achsen noch zu Koordinatenebenen parallel) wird
die Ebene von den Koordinatenachsen in drei Punkten durchstoBen.
Diese Punkte seinen P(xP;O;O); Q(U;yq;o) und R(O;O;zr). Mit den
DurchstoBpunkten P und Q erhd@lt man die Spurgerade in der xy-Ebene,
mit P und R die in der xz-Ebene und letztlich mit Q und R diejenige
in der yz-Ebene. Mit' diesen drei Punkten kann man nach dem oben ge-
schilderten Verfahren aus PR und'Fa'(oder anderen) von P aus die
Gleichung vom Typ (3) aufstellen liber die L&sung des entsprechenden
Gleichungssystems eine parameterfreie Form herstellen, die sich aut
die Gestalt

X z
F + % + F = 1 (5)

bringen 1&Bt.

Die Rechnung verléuft analog zu der, die auf (4) fihrte.
Es ist die Achsenabschnittsgleichung und sie enthalt mit
xp =p, Yq =qund z_ =T Koordinaten der Punkte P, Q, R.
Mit diesen Punkten und den drei Spurgeraden 1&Bt sich z.B. in Cava-
liersperspektive jeder Punkt der Ebene sehr gut veranschaulichen.
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Obendrein hat man auch mit dieser Ebenendarstellung einen schonen

Ausgangspunkt fir die folgenden heuristischen Uberlegungen. L&Bt
man z.B. die Punkte P und Q fest und den Punkt R fir r>0 geqen

o¢ “wandern” erhdlt man eine Ebene, die zur z-Achse parallel
verlauft, in der. Gleichung wirde der Ausdruck % zu Null. Bieibt
dagegen R fest und fir p,q>0 “wandern” P upd O gegen unendlich,
liegt -mit z = r eine zur xy-Ebene parallele Ebene vor. Wir kdnnen
uns so Vorstellungen von den jeweiligen Ebenéen und ihren parame-
terfreien Gleichungen verschaffen, die allerdings durch exakte
Darstellung und Rechnung abgesichert werden missen, wobei der Weg
Gber die Parameterdarstellung ni¢ht ungiinstig ist, weil er mit
geringsten zusédtzlichen Bedingungen beschriftet werden kann.
Diese Rechnung wird auch niitzlich sein, um zu ergriinden, was ge-
schieht, wenn man {ber den Ursprung "hinwegwandert". Als letzte
ebenfalls sehr zweckmdBige parameterfreie Ebenendafstellung wird
von uns noch die Hessesche Normalform angegeben, die sich aus der
Form (4) ableiten 1&8t

r ax + by + cz - d

'Vaz + b2 + 02

Zur Herleitung verweisen wir auf Brehmer,S. ; H. Belkner: Einfiih-

. |

rung in die analytische Geometrie und lineare Algebra Berlin 1968
, S. 247. |

' Im zweiten Teil des Aufsatzes werden wir Ebenengleichungen viel-
faltig nutzen.

L]

Fortsetzung folgt! Dr. M. Hérschelmann, FSU
Bereich Mathematik-Methodik
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Die Verteilung von Primzahlen

Der Unterschied zwlschen den zusammengesetzten Zahlen und dem -
sogenannten Primzahlen war berelts denPythagoreern (5, bis 4.
Jahrhundert v.u.Z.) bekannt. Buklid (ca. 300 v.u.Z.), der in
den "Elementen" das damals vorhandene mathematischs Wissen zu-
sammenfagte, beantwortete die Frage, ob es eine griofSte Primzahl
gibt., Und Bratosthenes von Kyrene (um 200 v.u.Z.) gab ein Ver-
fahren an, mit dem sdmtliche Primzahlen gwischen 1 und einer
vorgagebenen Zahl n ermittelt werden kidnnen, Sohon eine ober-
fliéchliche Betrachtung einer Primzahltabelle ergibt, dad die
Primzahlen ziemlich unregelmiédBig aufeinanderfolgen, Man konnte
vlielleicht eine géwissa Periodizitét etwa nach der Axrt der
Atomgawichte der chemischen Elemente im Periodensystem vermuten.
Dafl die Primzahlen jedoch nicht periodisch wlederkehren, geht
schon daraus hervor, daf die zusammengesetzten Zahlen im Sieb _
des Eratosthenes verschieden oft gestrichen werden miissen, so ’
dafB die Periodizitdt der iibrigbleibenden Primzahlen immer wie-
der von neuem gestort wird,

Um einen Uberblick ilber die Verteilung der Primzahlem bis n=1000
zu gewlnnen, betrachten wir die folgende Tabelle:

Intervall : Angahl der Primzahlen
1 = 250 53

251 = 500 42

501 = 750 27

751 = 1000 ' 36

1001 - 1250 ‘ 36

1251 = 1500 . 35
1= 50 | 15

501 = 550 6

1001 = 1050 8
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Bs ist zu vermuten, daB die Anzahl der Primzahlen bei konstanter
Intervallénge abnimmt., Diese Abnahme ist jedoch sehr unrege lmidBig,
Imn 18. Jahrhunder warfen die Mathematikear nun folgende Frage auf:
EKann man mit Hilfe eilnes moglichst einfachen Ausdrucks die Anzahl
der Primzahlen bis zu einer gewissen Zahl x berechmen?
Es war abzusehen, dal dies nur eine Niherungsformel sein wiirde,
wobeil aber der Grad ihrer Genaulgkeit wichtig ist.
Wir werden versuchen, im folgenden einen Einblick in die Ergebd-
nisse und verwendeten Methoden zu geben.

1, Die Unendlichkeit der Primzahlen

Satz 1, 8s gibt unendlich viele Primzahlen.

Baweis: (nach Kuklid) Wir nehmen an, daB es eine griofBte Primzahl

p gébe, und bilden das Produkt aller Primzahlen = p (und nach
Annahme damit aller Primzahlen iiberhaupt): gq=2:3-5 see-p. Nun ist
q+1 = (2:3:5 eeep)+1 durch keine diese Primzahlen teilbar, aber
q+1 ist grofer als 1., Da jede natiirliche Zahl > 1 mindestens einen
Primteiler besitzt, folgt also: Entweder ist q+1 selbst eine Prim-
zahl, oder q+1 1st durch Primzahlen groBer als p teilbar. Jeden-
falls gibt es damit eine Primzahl, die groBer als p ist, was im
Widerspruch zur Annahme steht,

Wir haben diesen elementaren Beweils hier noch einmal angefiihrt,
well sich mit dleser Idee bereits eine einfache Abschidtzung der
n-ten Primzahl P, gewinnen ldGt, Bezeichnet man ndmlich die Prim-
gahlen mit p1a2, p2=3 usw, , dann gilt ‘

n=-1
p£22
ﬁ
Diese Abschitzung ist fiir n=1 offensichtlich richtig. Weiter folgt

nach dem Euklidischen Bewelsverfahren durch Induktion von n=1 auf
n
Pn é p1'p2' ll._’pn-,' + 1

20

= 2 + 21+o..+2n-2

+1 (Verwendung der Ind.-Voraus-—

n=1 setzun
= 2° 2
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Wir fihren aun die Funktion ein, mit der allgemein die Verteilung
der Primzahlen besohrieben wird. '

Definition 1, Die Funktion T : (0,00) N mit T (x)=> 1
gibt die Anzahl aller Primzahlen p mit p < x an.

Die auf den ersten Blick vielleicht ungewohnte Summenschreibweise
bedeutet nichts weiter, als daf filr jede Primzahl p eine 1 addiert
wird; nichts anderes geschieht letztlich beim Zdhlen. Derartige

Angaben des laufenden Summationsindexes benutzen wir noch tfters,

n=-1 :
Mit dem Brgebnis Py = % 2% Lapt sich berelits eine Abschédtzung von

T (x) nach unten .angenbm:n‘1 Fiir jedes x 2 gibt es eine natiirliche
Zahl n mit 22 P sl

n
Daraus folgt T (x) > 7(22 ) =T (pn+1)- = n+1 D> 1317 (ln 1ln x -
lo 1n 2), also T (x) > B 20X

Leonhard Buler gelang der Bewels einer Aussage, die sich mit diesen
Mitteln bereits nicht mehr gewinnen léBt: Die unendliche Summe
s 1p (wobei p alle Primzahlen durchléuft) ist divergent. Daraus

folgt natirlich zunidchst auch, dafB es unandlioh viele Primgzahlen
glbt. Aber da zum Beisplel die Reihe %: -2- konvergiert, luft
ne

sich schluBfolgern , daB es gewissermaBen "met:u:" Primegahlen als
Quadratzahlen gibt, und dies ist schon erstaunlich.

Wir geben hier noch eine analoge Aussage iiber ein unendliches Pro-
dukt anj der Bewaels dafilr stammt aebenfalls von Buler,

Satz 2, Das unendliche Produkt [1 (1 - 1—)"1 und die unendliche
Summe > p’ jewells erstreckt iiber alle Primzahlen, sind diver-
gent. Genauer gilt fir x = 2:

p) = M (1 -DH7> mx (1
P‘I
S(x) = > %}1:11:1::-% (2)

p=xXx
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Beweis: Zuniichst beweisen wir, daB das Produkt divergiert, und
Zélgen” dann, dafl daraus die Divergenz der Summe folgt. Ist'u eine
reelle Zahl, 0 < u <1, und m eine positiva ganze Zahl, so gilt

3 LT A € trische Reihe!)
1—u>1—u a + U+ see + U, (geometrische Reihe

Wir setzen speziell u = ~ (p eine Primsahl) und betrachten fiir
Jedes p < x die entsprechende Ungleichung, Diase Ungleichungen
dirfen miteinander multipliziert werden, damit ergibt sich
x> N (@ L e W =
pP=x P bm
Zuntchst war mefN , m # O beliebig., Wir konnen alsoc auch m so
wihlen, dag 2%> x, Es gilt dann:

Cxd
" 1 1

1+ =+ ,,., +—>Z
pgx( P : pm) n=1

pl=

mit [x] = ganzzahliger Anteil von x, denn die p £ x sind die
einzig moglichen Primfaktoren der natiirlichen Zahlen ® mit 1<n <[x],
und die Ungleiobung 2™ > x sichert, daB tatsdchlich jeder Summand
rechts in der Entwicklung des Produktes links vorkommt. Damit haben
wir bereits das Produkt mit der divergenten harmonischen Reihe '
verglichen, also die Divergengz des Produkts gezeigt. Die Ungleichung
(1) ergibt sich durch

[x] +1

@) > = 1> 1 at> mx
n=x

Um die Divergenz der Summe nachzuweisen, benctigen wir die Reihen-
entwicklung
1“(11—)=u+u2+u3+... ‘(—1$u41)
-u 2773 |
welche hler ohne Bewels gegeben wird. Fir u> 0 folgt dis Un-
gleichung

1“(1%‘5)-“<%(u2+u3+u4+...)-

Die geometrische Reihe raechts konvergiert fir |uf <1, und man
arhdlt 2 C

1 u
( =) - u < - (0 €u <1),
; T=u 2(1-u) -
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Wir setzen wieder u = - Zfiir alle P £ x und addieren diesmal die
,entstehenden Ungleichungen:

: oD
1 1 1 1 1
in 2(x) —8(x) < 3 pz,__; 1) < 2 ém‘i
Unter Verwendung von (1) gilt damit
S(x) > 1n B(x) - 3>1n In x - % ,
also die Behauptung (2).

Die Ungleichung (1) benutzen wir noch, um eine virbasserung der
Abschétzung von T (x) nach unten abzuleiten:
m

(x) )
mx < M@ L7 M G- T @ 0,
P=x n=1

also T (x) > ln.x - 1.
Nun ist trivialerweise 1n= T (p ), und aus TT'(p ) >1lap -1
ergibt sich damit fiur die n-te Primzahl: ;p~<e ’ ebanfalll

eine Verbesserung des mit der Beweisidee von Satz 1 gewonnenen
Resultats,

2. Zahlentheoretische Funktionen

Die bisher gewonnenen Abschédtzungen von T (x) sind suBerst un-
genau, Da dle schédrferen Ergebnisse auf zahlentheoretischen Funk-
tionen beruhen, sollen im folgendan Abschnitt einige Eigesnchaf-
ten solcher Funktionen erliutert werden, dies zunichst ohme un-
mittelbaren Bezug auf das Primzahlproblem., Wir beweisen auch ei-
nige zusktzliche Aussagen und stellen Zusammenhénge dar, welche
in den Abschnitten 3 und 4 (wieder zu W (x)) keine Rolle spielan.
Denn dieser Artikel soll nicht nur eine Binfilhrung in das Prim-
zahlproblem sein, sondern gleichzeitig in grundlegende Ideen der
sogenannten analytischen Zahlentheorie iUberhaupt. Bine weiter-
filhrende, wenn auch anspruchsvolle Darstellung ist zum Beisplael
B. Krétzel, Zahlentheorie, Band 19 der Studienbicherei MfL,
Berlin 1981,

Definition 2, Eine zahlentheoretische Funktion ist eine auf der
Menge der positiven ganzen Zahlen erklérte, reell- oder komplex-—
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wertige Funktion,

Binfache Belspicle fiir zahlentheoretische Funktionen sind damit
alle reellen Zahlanfolgen (an)nak mit k> 0, Historisch betrach=-
tet wurde dieser Begrliff urspriinglich nur auf einige "klassische"™
Funktionen wie die Eularsche Funktion angewandt; die sehr allge=-
meine Definition setzte sich erst mit der weiterem Entwicklung
dieser mathematlschen Disziplin durch,

Definition 3, Eine (nicht identisch versohwindende) zahlentheo-
retisohe Funktion f(n) heift mu l t i1 plikatdv, wenn
£(mn) = £(m)-£(n) fiir teilerfremde m und n gilt, Die Funktion
heiBt total multiplikativ, wenn f(mn) = f£f(m) £(n) ohne jede Ein-
schrdnkung gilt.

Aus der Definition folgt sofort, dal fir einse multiplikative
Funktion stets £(1) = 1 ist, denn es existiert mindestens ein m
mit f(m) = O (nicht identisch verschwindend), und damit ist
£(m) = £(m-1) = £(m)-£(1).

‘Es werden nun einige fiixr die Untersuchung der Primzahlvertellung
wichtige Funktionen vorgestellt. Dabel sollen zwei Wege beschritten
warden:

(1) Die Eigenschaften der Funktion werden unmittelbar aus den
Definitionen und den Gesetzen fiur das Rechnen mit natilr—
lichen Zahlen gewonnen,

(2) In der Menge aller gahlentheoretischen Funktionen wird eine
Verkniipfung eingefithrt, und die Funktionen werden mittels
(der durch diese Operation definiertem) Funktionalgleichungen
charakterisiert.

Der zweite Weg 1st zwar wesentlich abstrakter, ermiglicht aber

ein tleferes Verstindnis innerer Zusammenhinge,

a) Die Funktion d(n)
Definition 4, d(n) ist gleich der Anzahl der positiven Teiler der
positivere ganzen Zahl n.

Zum Beispiel sind also d(1) = 1, d(2) = 2, 4(10) = 4, Man kann
d(n) auch geometrisch interpretieren: die Anzahl der positiven
Teilsr von n 1st gleich der Anzahl der Ldsungen von Xy = n in
positiven ganzen Zahlen x, y. Somit ist d(n) gleioh der Anzahl der
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Gitterpunkte auf dem positiven Ast der Hyparbel xy=n. (Ein

Gitterpunkt ist ein Punkt der euklidischan Ebene mit ganzzahligen
Eoordinaten,)

Satg 3, d(n) i1st multiplikativ,

Beweis: Zundchst ist d(1) = 1. Und falls g.g.T (m,n)=1, so folgt
aus der Bindeutigkeit der Primzahlzexlegungz, daB jedsr Teilexr
von mn sich eindeutig als Produkt eines Teilers von m mit einem
Teiler von n darstellen lEBt., Umgekehrt ist Jjedes derartige Pro-
dukt ein Teiler von mn. Daraus ergibt sich unmittelbar, daB
d(mn) = d(m)-d(n) gilt.

T
Satz 4, Hat n die Primzahlzarlegung n= [ piai, so ist d(n) =
1=1
b
rn (a, + 1).
1=1

Beweis: d(n) ist multiplikativ, die pii sind teilfremd, also
gilt

T a,
: a(n) = F1 a(p,

i=1
Die Zinzigea positiven Teiler von pi sind die (a +1) Zahlen 1,.
pigpi,.oo,Pi ? folglioh ist

a(n) = l"l (ay+1)e
i=1
Es seil noch darauf hingewiesen, daf mitunter auch die gewisser-
magen verallgemeinerte Funktion S,(n) = > t€ (k=0,152500.) be-

t/n
trachtet wird. Damit ist d(n) ein Spezialfall von Sk(n) mit k=0,

Diese Funktion ist ebenfalls multiplikativ,.
b) Die Bulersche Funktion
Definition 5, Die Funktion ¢ (n), dle definiert ist du;oﬁ
‘Y (n) = Anzahl der Zahlen k € i1,2,...,n] mit g.g8.T. (kyn) = 1;
heift die Eulersche ‘f =-Funktion.

Mittels Zahlenkongruenzen kann also f (n) als die Anzahl der
primen Restklassen deulo n definlert werden., Filx den interessier-

ten Leser sei nooh
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ten Leser sel noch der Satz von Euler 'genannt: Fiir n > 1 und

g+8.T (ayn) = 1 gilt a f(n) = 1 (mod n). |

Der Spegialfall n = Primzahl wurde von Fermat entdeckt: Ist p
elne Primzahl und g.g.T. (a,p) = 1, so gilt aP1= 4 (mod p).

Um die ‘wichtigsten Eig:-nschaften der Rulerschen Funktion zu
cgwelzen, denctigen »lr de

Bllfssatz 1, &s sel g.g.T(m,n) = 1, Durchléuft a ein vollstin—
diges Restsystem (mod m) und b ein vollstlndiges Restsystem
(mod n), so durchlauft an + bm ein vollstdndiges Restsystem (mod mr).
Beweds: 4s gibt m-n Zahlen der Form an + bm, und je zwel sind in-
kongruent (wod mn), denn aus o+ a,n=b ol + a,n (mod mn) folgt
a4n = a,n (mod @) upd deraus waguu ZeReTe (m,n) = 1 die Kongru=-

enz a, = (mod m); analog ist b, = b, (mod n). Damit erhalten
wir die Behauptung
Satz 5, ¥ (n) ist multiplikativ.

Beweis: Zunichst ist wieder ¥ (1) = 1, Nun sei gog.Te (myn) = 1.
Es durchlaufe a ein vollstdndiges Restsystem (mod m), b ein voll=-
stdndiges Restsystem (mod n). Nach dem Hilfssatz durchliuft dann
an + bm ein vollstindiges Restsystem (mod ma). Folglich ist

‘¥ (mn) gleich der Anzahl der ganzen Zahlen an + bm, welche der
Badingung g.g.®. (an + bw, mn) = 1 geniigen. Dies ist aber den
beidan Bedingungen ’

g«8+T. (an + bmy m) = 1  und g.g.T. (an + bm, n) = 1
odar

1
-

8.8.T. (an,m) = " und'g.g.T. (bm, n)
cder
. BegeTe (a,m) = 1 und g.g.T. (b,n) = 1
dquivalent, Laut Definition gibt es nun genau ¥ (m) werte von a,
fur die g.g.T. (a,m) = 1 1ist; analog ‘¥ (n) Werte von b mit
g+8eTe (byn) = 1, Damit existieren also  (m) - ¥ (n) Werte
von an + bm, die zu mm’' teilerfremd sind; mit anderen Worten:

as gilt ¥ (m) = € (w) - ¥ (n).

Fortsetzung folgt! Torsten Rothenwald, FSU
Mathematikstudent, 2. Studienjahr
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Preisaufgaben
R 25 Es ist zu zeigen,daB fir beliebige (im allgemeinen

Q

komplexe) Lisungen des Systems

xa+ye+xy+1/(xy)=a

14+y4+12y2—1/(12y2)—2bb

die Summe fiir beliebige reelle Zahlen a und b ,wobei
al0 ,ebenfalls reell ist.

2

Man zeige fir beliebige reelle Zahlen 2 185900y

R 26
' ‘3 und bﬂ'bQ""'bn swelche den Beziehungen
2. .2 2
. aqtast. . a1
bF+bo+. . . +bow1
geniigen,folgende Ungleichung erfiillt ist:
! [a,lb,lf'azbgh .ota b [£1

R 27 Innerhalb eines gegebenen Kreises sei ein Punkt A
€D Rixiert,der nicht mit dem Mittelpunkt des Kreises
zusammenfalle.Wir legen jetzt durch A eine beliebige
Sehne und durch deren Endpunkte die Tangenten an den
Kreis,welche sich im Punkt M schneiden.Man finde den
geometrischen Ort allep mdglichen Punkte M .
R 28  Wieviel Mcglichkeiten gibt es,die Karten eines Skat-
GD blattes auf einen Stapel zu legen,so dall sich im der
I oberen Hdlfte des Stapels zwei Asse befinden?
R 29 Man zeige,daB,wenn die positiven Zahlen XqsXoseeesX

1

n
der Beziehung »

x.-l ‘12' av e 'In. ‘1
geniigen,gilt:-

+X
x,l_ 2+...+xn; n
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R 30

2.3.4
3,4,5,6,7

CocTaBmM TaGIMIy

4,5,6,7,8,9,10
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r 1

Schnittebenen im Raum, Teil |

Wenn wir eine topographische Karte betrachten, so lesen wir
dort u. &. an den eingezeichneten HShenliniem ab, wo sich Ber-
ge befinden, welche Anstiege steil, welche flach sind, kurs,
wir ktnnen uns eine gewisse Vorstellung vom Geléindeverlauf
bilden.

Bei Graphen von Funktionen mit zwei Variablen, die durch eine
Gleichung der Gestalt f(x,y)=z beschrieben werden kinnen, fin=-
det man ebenfslls Verhéltnisee vor, die an ein Gelinde erin-
nern. Nur sieht man der Gleichung nicht sofort an, wie der
Graph aussieht. Es gibt aber die Mbgliohkeit, nach einer Umfor-
mung anhand der Koeffizienten bestimmte Typen von Graphen zu
erkennen. Ein niitzliches Vorgehen auf diesem Weg bringt das

" Betrachten von Schnittkurven, die beim Schnitt mit Ebenen ent-
gtehen.

Um uns mit dem Vorgehen vertraut zu machen, untersuchen wir
erst einmal einfache Fille.

£(x,y) = x+y soll untersucht werden. Durch einen Vergleieh mit
den im I. Teil des Artikels besochriebenen Ebenengleichungen er-
kennen wir sofort, da8 x+y-z = O ei‘ne Ebene beschreibt, die
durch den Ursprung verléuft. Den genaueren Verlauf verdeutli-
chen wir uns durch Hohenschnitte mit den Ebenen g=k.

Aus ksx+y ergibt sich y= =x+k und es handelt sich um eine Ge-
radenschar, die zu y = -x, damit auch zur xy-Ebene parallel
ist.

Aus graphischer Sicht handelt es sich um einen Hang, der vom

1. gum 7. Oktanten verléuft. (Man beschreibe die Spurgeraden!)
Tndem wir die Aufgebenstellung beim Ableiten der Ebenenglei-
chungen umkehren (Teil I des Artikels), ermitteln wir noch ei-
nige Schnittgeraden in der Ebene z=x+y. Mit den Ebenen parallel
zu xz-Ebene y=k erhalten wir eine Geradensohar z=x+k. Damit

ist z=k eine weitere Spurgerade der Ebene. Auf diesem Weg las-
sen sich weitere Schnittgeraden ermitteln, wobeli die Achsen-
abschnittsgleichung auch auf einfache Weise zu den parallelen
Ebenen (parallel zu z=x+y) filhrt. Woran ist dies zu erkemnen?
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Bei z=xey soll ebenfalls durch Sohnitt mit Ebenen ein Rilck-

gchluB auf die Gestalt des Graphen gezogen werden.

Schneidet man parallel zur yz-Ebene mit x=k und parallel zur
xz-Ebene mit y=k, erhiélt man ebenfalls durch z=key und z=ke-x
Geradenscharen. Wodurch unterscheiden sie sich von denen im

ersten Beispiel? . ’

" Nur eus diesen Schnitigeradenbiindeln kann man noch nicht auf
die Gestalt des Graphen schlieBSen, aber schon HShenschnitte
filhren mit c#0 auf o=x-y Scharen von Hyperbeln (vgl. Bild 2).

8

20

Bild 2

Schnitte mit anderen Ebenen,etwa mit x+y=1, 80 kommt man auf
Parsbeln (z= -x°+x). Durch weitere Sohnitte kann man sich da-
von {iberzeugen, daB die Schnititgebilde Geraden, Hyperbeln und
Parabeln auftreten. Es liegt ein sattelfdrmiger Graph vor, die
Funktion beaschreibt ein hyperbolisches Paraboloid. Dabei han-
delt es sich um eine sogenannte Schiebefliiche, bei der eine
nach oben offene Parabel parallel zur xy-Ebene léngs einer

nach unten offenen Parabel verschoben wird (vgl. Bild 3).

2 2
Als weiteres Beispiel untersuchen wir EE - I! -2z = 0 (a?+b2ﬁ0).
b

2

2 . -
Mit Hbhenschnitten z=k entsteht EE - fz = 2k und damit auch fur
: 5



Schnittebheanen

k=0 ein Geradenpaar durch den
Ursprung O. ] ‘i
Ist k#O, so erhiilt man Hyperbeln.
Schneidet man mit Ebenen pa-
rallel sur g-Achse

mx + ny + 8 = 0, die nicht

dgrch 0 gehen, dann kann man in
L - l! (mx+s)?= 25, nfo,

& n

durch geeignete Wahl von m und

n ebenfalls Geradenscharen er-
zeugen. (Die Bedingungen sind zu
ermitteln!) Im anderen Fall ent-
stehen Parabeln. Geschnitten mit
der Ebene y=0 entsteht eine nach
oben offene,mit der Ebene x=0

eine nach unten offene Parabel ‘
(vgl. Bild 3). Vergleichen wir mit dem vorhergehenden Bei-
spiel, so liegen Hhnliche Schnittverhiélinisse vor. Im obigen
Beispiel liegt ebenfalls ein hyperbolisches Paraboloid vor.

Um den Zusammenhang mit dem Fall x-y-z = O zu zeigen, drehen
wir die xy-Ebene um einen Winkel veon 45°, Mit den Drehglei-
chungen i' = cosel 1 + Bine Jj und j' = -sine i + cos o J er-
halten wir fiir sin 45° = cos 45° = %15 iiber x' = %{5‘(x+y)
}md y' = -}ﬁ (=-x+y)

%[12+%[+12 _ gxz-$+122]_ 27 = 0

; & b .
durch Umbenennung der Variablen und fiir richtige Wahl von a,b
g=x+y. Dabei konnten wir die Symmetrie zur xz-Ebene und zur
yz-Ebene nutzen. .
Diese Fléche hat eine Reihe von interessanten Eigenachaftien,
und sie 148t sich nur durch Geraden beschreiben (Regelfldche).
Da diese Geraden aber durch den Schnitt zweier Ebenen genau
bestimmber sind, kirute man sioch Regelfliichen auch durch den
paarweisen Schnitt von Ebenenscharen entsianden denken.

Zur weiteren Hutsuné des gesochilderten Schnittprinzips bieten
sich Rotationsfl#chen an, wie die Kugel (1), Rotationsparabo-
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loide (2) und Rotationsellipsoide (3).

(1) (x=a)2 + (y=b)2 + (z-0)2 = R?
‘ 2 2
2) x -2z =0 a240
( 7+ f! 2
2 2 2
) eS B w1 2+ 2‘0
(3 ;! + % :z & +C

Zum gelbstindigen Einarbeiten in das Verfahren ist es niitzlioch,
die Fldchen zu untersuchen. : ‘

Als zu beachtende Besonderheit gilt es, fiir die Funktionsglei-
chungen f(x,y)=z eine Fallunterscheidung im Definitionsbereich
und Wertebereich anzustellen, damit durch die Gleichungen wirk-
lioch Funktionen beschrieben werden.

Nioht immer ist es miglioch, Flichen zweiter Ordnung durch
Funktionsgleichungen zu beschreiben. '

Im Anwendungsbereich sind die Bedingungen meist wesentlioch kom-
plizierter., Trotzdem kann man aus HShenschnitten fir eine gute '
.Reihe von Problemen eine Vielgahl von Informationen entnehmen.
Zum AbsochluB8 soll deshalb ein Beispiel zeigen, wie man auch
technische Aufgabenstellungen so bewédltigen kann, allerdings
ist dazu ein wesentlich griferer mathematischer Aufwand ndtig.

Zum Problem einige ErlHuterungen.

In vielen Industriezweigen ist es erforderlich, Mehratoffsy-
steme durch Mischung herzustellen. Bel der Glasherstellung
werden z. B. verschiedene Stoffe "zusammengeschmolzen". Ver-
einfacht nehmen wir an, es sei ein Dreistoffgemisch, das durch
Schmelzen entstehen soll. Nun ist bekannt, das sich durch das
Mischen die Schmelzverh#ltnisse Hndern; ein stark vereinfach-
tes System aus drei Stoffen A, B, C wird im Bild 4 dargestellt.

In der Ebene ABC 1aas§ﬁ sich die Konzantrationaverhﬁltnisse.
fiir die Stoffe A, B, C ablesen, wie dies geschieht, zeigt
Bild 5.

Piir "ideale" Stoffe kann man noch leicht eine mathematische Be-
schreibung vornehmen. Bei einem Gemisch aus 3203; 3102 und Nazo
wilrden sich in Abhéngigkeit von der Temperatur eine Vielzahl

von Zwischenprodukten bilden, so daB eine "wilde Gegend"™ her-
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]
'
] ~
\J*'-
}
s ¢, Rys ©pC o
(+] = ! ’,/" _ gild ;¥DF'
&

Kongzentrationsverhtdlt-
nis von A nach B, B nach C und C nach A

Bild 4

auskommt, wie man anhand von HShenschnitien sohtn sieht (vgl.
Bild 6). Gelingt es, solche Zustandsdiagramme mathematisch gut
anzunihern, wobeli die durch Messung und Berechnung gewonnenen

Na, ©
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"Hohenlinien™ als eine Grundlage genutzt werden kbnnen, wirkt
gich dies gilnstig auf die Qualitiét und Herstellungskosten aus.
Mathematische Beschreibungen solcher technischer Prozesse wi-
ren auch von Vorteil, weil die Ausgangsstoffe nicht immer eine
konstante Zusammensetzung aufweisen, sich aber Verunreinigungen
schnell durch chemisoche Analysen ermitteln lassen und die an
glch erforderlichen vielen Schmelzproben auf wenige einge=
gchréinkt werden ktnnen. Da die Zusammensetzung der Schmelze
auch auf die physikalischen Eigenschaften einen groBen EinfluB
hat, waren derartige Uberlegungen schon vor 100 Jahren in Jena
angebracht. Alas 1882 ein "glastechnisches Laboratorium" ge-
schaffen wurde, war dies auch nur méglich durch die Zusammenar-
beit des Mathematikers und Physikers Ernst Abbe, des "Glas-
doktors®™ Otto Schott und der Briider Carl und Roderich Zeiss

als Mechaniker und Wissenschaftler. Zu mehr als 130 Versuchs-
glisern, die optisch gemessen wurden, filhrte damals der Weg
von einer beachtlich griBSeren’ Anzahl Schmelzen, die zu dieser
Zeit alle erforderlich waren, heute sind zwer ebenfalls viele
Versuche notwendig, nur kann man durch den Einsatz moderner
mathematischer Verfahren und Rechentechnik viele Fehler und
Irrtimer jener Zeit vermeiden, das Schmelzverhalten der Stoffe
blieb, die Zusammenarbeit der verschiedenen Wissenschaften
muBte enger werden und die Rechenteohnik erschlieBt neue Mog-
lichkeiten.

Dr. M. Hérschelmann
FSU Jena '
Methodik des Mathematikunterrichts
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Preisaufgaben

R 31 Ein gegebenes Dreiech ABC soll so von einer zu BC
parallelen Geraden durch D und E geschnitten werden, daB
der Flécheninhalt des Dreiecks BDE gleich einer beliebig

yorgegebenen Gr’dBeﬂ k2 ist. Bel welchem Verhéltnis von
A (Flécheninhalt des AABC) und _k2 ist diese Aufgabe
18sbar und wieviele Lésungen hat sie? :

0
D

R €

R 32

Beweisen Sie, wenn n ganze Zahl ist und L +p + Y = m,
80 gilt folgende Gleichung
sin 2ne + sin 2np + sin 2n Y

= (-1)’1""l * 4 sinnd sin np sin ny .

R 33 Es seien 100 ganze Zahlen gegeben, von denen keine gleich

Null ist. Wieviele positive und wieviele negative Summan=-
den kommen dann in der Summe

2_ 2 2 ' .
(a1f...+a100) -a1+...+a100+2a19.2+2a1a3+...+2399 8400

vor? (Die Anzahl der positiven Zahlen ai_iat nicht be~
kannt.)

R 34

1 HaftTl cymumy
| l' I+2x+3x2+4x3+...+(n+1)x"
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R 35 1n einer Pyramide.mit dreieckiger Grundflﬁche ist der Um=-

1 fang aller vier Seiten jeweils gleich. Berechnen Sie die
Gesamtoberfliche der Pyramide, wenn der Umfang ihrer Sei-
tenflichen jeweils gleich 5 ist.

Es ist zu zeigen, daB zweil unendliche Mengen A und B na-

1 tlirlicher Zahlen existieren, welche folgende Eigenschaft
haben: Jede natiirliche Zahl 188t sich auf eindeutige Wel-
se als Summe zweier Elemente a+b daratellen, wobel a ein
Element aus A und b ein Element aus B ist.

EnsendesdﬂuB:10.8,1985_

Die Verteilung von Primzahlen
(1. Fortsetzung)

Man kann nun wiederum die Multiplikativitat der Funktion benutzen,
um die Funktionswerte filr m > 1 einfacher auszurechnen, Wir gehen



_Primzahlen ' I
r

a
analog a) von der Primfaktorenzerlegung n= [ pii_ aus,
: I a i=1
also ist 4 () = T ¥ (2.
i=1

Es geniigt daher, eine Berechnungsvorschrift fix ¢ (pa) anzu-
geben. Bei a = 1 ist offensichtlich ¥ (p) = p-1. Fir a> 1.
betrachten wir das vollsténdige Restsystem (mod p 2): 1 2,...,p .
Genau p® a=1 dieser Zahlan, némlich die Vielfachen p, 2p,...,p von
Py -8ind zu p nicht tailcrframd. Damit haben wixr
u.f(p ) = p® - o= (1 - p) Fir unser n erhalten wir
: T g T
¢ (@)= p* M1 (1-5—>-n N@-D @n
im =14 - 1 p/a -

durchléuft all jene Primzahlen, durch die n teilbar ist.)

Zum Rechnen mit der Eulerschen Funktion bendtigen wir sptter noch
eine andere Bigenschaft.
Satz 6, Es gilt fur beliebige n = 1: Z ¢ (1;) = n. .

Beweis: Wir benutzen wieder die Da.:atellung D= rl P:I.i o Alle
: . \

. b
Teiler t von n haben damit die Gastalt t = [] Pi 1'wobel O#b,34d,.

i=1
Es ist also

v . b
S e (w==__ N p,_i)\-: My (pye

Sowohl das Produkt als auch die Summe sind endlich, wir dirfen
M wnd = vartauschln

>: P (1) = I‘l Z‘_ ?(pf)- |‘1 Cpcn) +~p<p1>+

i=1 b =0

Lf(pi) + see + Y (pii))

T .

= [ [1 + (p1-1) + py(py=1) + eoe + p11'1(p1-1)]
1=1 |

a
:ﬂ Pii = N,
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¢) Dirichletsche Multiplikation

Wir filhren jetzt die angekiindigte, nach PoGoLe D:!.r:l.chlct (1805-‘1859)
benannte, Verknilpfung zahlentheoretisoher Funktionen elin.

Definition 6, BEs seien f(n) und g(n) zwel zahlentheoretische Funk-
tionen, Die zahlentheoretische Funktion

h(n) = Z £(t) g(f) heiBt ihr Diriohletsches Produkt. (Dabei be-

deutet dc:: Summationsindex wieder, daf die Summe iiber alle Tellex

t von n zu bilden ist,) ~

Wir vereinbaren hier gleich filr diese Produktbildung die Schreib-
weise h(n) = £(n)* g(n) oder noch kilrzer h = £¥* g,

Diese zunichst etwas gekiinstelt wirkende Operation erweist sich als
Zwa ckmiBig $ir die Betrachtung zahlentheoretischer Funktionen,
Zuntohst ist das Dirichletsche Produkt offensiohtlich kommutatlv:
Man ersetzt dle Summation {iber alle Teilexr t/m durch die Summen—
bildung Uber alle Paare t,d mit t d = n, also d =% und

£(n)»* g(n) = Z £(t)-g(d), Damit kann man die Bollen von t und

d vartausohen, :t(n)* g(n) = g(n)» £(n).
Durch eine @enfalls nooh einfache Rechnung sehen wir die Asso-
gziativitit ein, '

Bs g1lt £(n)x [g(n)*n(n)] = r(n)?t-tﬁ.;;_n 8(t,)n(t,)

; t%n f(_ta) ~t2:;1t2-d g(tydn(t,)

= = aCnley)Ct;)n

‘t_l ‘I:2'I:3

[£¢n) % gn)] * nCn).

Analog zur Multiplikation reeller Zahlen existiert in der Menge
der zahlentheoretischen Funktionen ein Einselement baziiglich ¥ ,
das heift eine Funktion e(n) (hat hier nichts mit der Zahl
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e=2,7172... zu tunl) mit der Bigenschaft exf = fxe = £, Diese
Funktion ist definiert durch

. 1 filr n = 1
e(n) =
- ‘0 firma> 1

Wie man leicht sieht, ist tatsﬁohlioﬁ o(n)» £(n) = 1;Zjie(t)f(%‘)= £(n),
) ) n

da die Summanden nur fir t = 1 ungleioh Null sind.
Betrachten wir umgekehrt die Funktionalgleichung f£#x = e, dann
kSnnen wir bei £(1) # O stets eine solche Funktion X finden, fiir
die bei vorgegebenem f die Gleichung exfillt ist.
1 n=1
Aus 2 I(%) x(t) = § folgt zunichst x(1) = T%TT 5
t/n 0O mn>1 ¢

t/n
t n

Setzen wir voraus, da filr k=1,250..,0-1 die x(k) bereits ex-
mittelt sind, dann kinnen wir x(n) mit dieser Formel rekursiv
berechnen wegen t < n. Die Funktion x(n) ist damit ebenso wie
e(n) sogar eindeutig vestimmt.

Aus den bisherigen Uberlegungen exgibt sich der

Satz 7. Die Menge der zahlentheoretisohen Funktionen £(n) mit
£(1) # O bildet beziglioh deér Dirichletschen Mhltiplikation eine
kommutative Gruppé. '

Wie die folgenden Stze zeigen, bleibt die fir die Zahlentheorie
wiohtigq Eigenschaft derx Multiplikativitédt beim Dirichletschen
Produkt erhalten, . |

Satz 8, Sind f und g multiplikativ, so auch £ * g.

Beweis: Es seien m,n zwel natiirliohe Zahlen mit g.g.T(myn)=1.
Zunéchst 1st nach Definition £(mn) »¢ g(mn) = h(mn) =

Fiir n > 1 ist x(n) == %—5 > I(%) x(t)e

= t:/mn r(t) 5(%). Wi:kb'nnﬂn ﬁun t in t-t1t2 80 ze:legan, daﬁ
t, alle Teiler von m und t, alle Teiler von n durchléuft, wobel

s.g.T.(tj,tz)-1. Damit spaltet sich die Summe auf, und wir er-
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halten.

h(m) = = = £(t,) 2(t,) g(3) & = n(m) b(a).
t,/m ty/m ! A M -

Dieser Satz liéBt sich nicht auf total multiplikative zahlen-

theoretische Funktionen ilbertragen; zum Beispiel ist £(n) = n

total multiplikativ, aber nicht h(n) = n»n,

Satz 9. Die zahlentheoretischen Funktionen g(n) und £(n)* g(n)

seien multiplikativ. Dann ist auch £(n) multiplikativ,

Bewels; Es geniigt zu zeigen, daB h = £ g nicht multiplikativ

ist, wenn es f nicht i1st. Sei also f nicht multiplikativ, dann

existieren m,n mit g.g.T.(m,n)=1 derart, daB f£(mn) % £(m)-£(n)

ist. Unter diesen Zahlenpaaren wihlen wir m und n so aus, daB

ihr Produkt mnminimal 1st. Damit konnen szwei Fiélle eintretenm:

(1) mn = 1: Daraus folgt h(1) = £(1)-g(1) = £(1) # 1, denn £
war-als nicht multiplikativ vorausgesetzt, Somit kann auch
h nicht multiplikativ sein (dafir wiére h(1) = 1 notwendig,
wl. Bemerkung zur Definition 3).

(2) mn > 1: Dann ist £(pq) = f£(p) £(q) fir g.g.T. (p,q) = 1 und
pq<mn, Unsere m,n waren ja so gewidhlt, dal ihr Produkt
minimal ist. Daraus folgt

h(m) = = =_ £(t t2) g( ) + £(mn)
21/m" ;n/n

- f? £ty) 20t) B 8D - 2wx(a) + 2Cun)
= h(m) h(n) - £(m)£(n) + £(mn) % h(m) h(n)
(da insbesondere #‘,ta solche p,q sind).

d) Mgbiussghe Umkehrformeln

Wir sind Jetzt in dex Lage, ein wiohtiges Gesetz filr das Rechnen
mit zahlentheoretischen Funktionen einzufithren, mit’ derem Hilfe
wir dann wieder eine Aussage ilber T (x) gewinnen werden. Dazu
definieren wir zunidchst eine filr die Primzahltheorie bedeutsame
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v

Funktion, die nach A.F. Mobius (1790-1868) benannt wurde.

Definition 7. Die zu £(n) = 1 beziiglich der Dirichletschen Mul-
tiplikation inverse Funktion werde als Mdblusschse M =Funktion
bezeichnet.

Versuchen wir, dieser #duferst abstrakten Definitlon einen vor-
stellbaren Inhalt abzugewinnen. "Bezilglich % inverse Funktion"
bedeutet ja nichts weiter als 1 g (n) = e(n), und mit der De-
finition der Dirichlet-Verknilpfung heift das ausfiihrlich geschrie-

ben 1 firn =1

= M (t) = . Weiterhin wissen wir, das

t/n 0 fiurn>1 i

e(n) und offensichtlich auch £(n) = 1 multiplikativ sind. Mit
Satz 9 folgt damit die Multiplikativitit von pM (n). Es geniigt
also wiederum, die Werte w (p*) fiur Primzahlpotenzen zu berech-
nen, um die Funktlon villig zu beherrschen, Aus den bisherigen
Uberlegungen ergibt sich r,(1)=4(Mult1plikativitﬁtl) und

p () + p() + jp(0®) + oo + p(5*) = 0, Da unser a dabei be-

liebig sein kann, erhalten wir fiir a=1 daraus fx(p) = =1 und
fortlaufend r;(pk) = 0 filr k 1. Mit der gewobnten Darstellung
r 3 (=1)F tiur aj=ay=...=a =1
‘n = pii ist also fir n>1 rt(n) = :
i=1 o sonst

Men kann natiirlich auch umgekehrt dies als Definitlion der Moblus—
schen Funktion nehmen und die Funktionalgleichung 1% 4 = e daraus
herleiten.

Als erste Anwendung dleser Beziehungen zeigen wir, wie man die
baziiglich der Dirichletschen Multiplikation lnverse Funktion

(mit g"1 bezeichnet) einer vorgegebenen, total multiplikativen
Funktion g leicht berechnen kann, ohne das Rekursionsverfahren

aus ¢) zZu benutzen. |

Satz 10, Ist g(n) total multiplikativ, so gilt 5"1(n)'= rt(n)g(n).
(Auf der rechten Seite steht die gewShnliche Multiplikation der
einzelnen Funktionswerte.)
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Beweis: Wir beweisen einfaoh, das die angegebens Funktion die

Eigenschaften einer inversen Funktion besitzt. Die Eindeutigkeit
gilt ohnehin wegen der Gruppeneigenschaft, In der Tat ist

[ g sa) = = e (908CE) &) = o) VZE MOEKIOE

Hieraus folgt unmittelbar der

satz 11, (Mtbiussche Formeln) Wenn g(n) multiplikativ ist, so
gilt: F(n) = 2(a)xg(n) &> 2(n) = F(a) * [ ()em] .
Filr das praktische Rechnen im niéchsten Abschnitt bendtigen wir
dlese Aussage in der folgenden Form:

(1) g = 2 £(8) > f(n) = 5& PEON ¢

1 5
(2) n(n) = t/Zn p D > () t/zn h(n)

Um die "Leistungsfihigkeit™ der hier dargelegten Theorie anzu-
deuten, sei nooh einmal die Eulersche Funktion betrachtet. Jetzt
brauchen wir dia Kenntnis von Satz 6 (>_ P (t)=n), also
‘1*lf(n) = n, vorauszusetzen, zum Beils 81 eben dlese Funktional-
gleichung als Definition zu benutzen., Die ibrigen Aussagen aus

b) folgen damit aus den Eigenschaften der Dirichletschen Multipli-
kation: 1 und n sind multipliketive Funktionen, nach Satz 9 ist Y
multiplikativ. Die Anwendung der Mdbilusschen Formelmn gibt

tp(n) = n* p(n).

Betrachten wir in Satz 41 die Gleichung F(n) = £(n) % g(n) und
ihre Auflisung nach £(n) unter der zusétzlichen Voraussetzung,
daB entweder F(n) oder f£(n) multiplikativ ist. Es genigt dann,
£(n) aus £(n) = F(n)-ﬁ-[}&(n)g(n)J fir Primzahlpoténzen zu be-
rechnen, Fir n = Pa ist

(6 = S p(t) s(OFEP = FGH) - gFGET). Allge-

t/p% - |
mein erhalten wir somit bel n = [-, pl:L als Gleichung zur
i=1 '

Berachnung des uns interesslerenden Funktionswertes

x -1
£(n) = FICFCogt) - aCoIF(p,t )
1=1 .
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Zuriok gur Eulerschen Funktion. Wir nebmen als f unsexr ¢ (n),
und damit ist |

c a a.i-1 1
.‘f(n)-ﬂl (2t -3t D=n ﬂna-;).

80 wie wir das bereits durch arithmetische Umformungen als
Folgerung aus Satz 5 gewonnen haben.

Fortsetzung folgt! - Torsten Rothenwald, FSU ,
Mathematikstudent, 2. Studienjahr
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-Spiegelunzen i
2.) Gegeben sind 2 Punkte A und B, ein Kreis k, und eine Gera-
de 8y°
Es ist ein gleichschenkliges Trapez zu konstruieren, fiir
das A und B die Endpunkte einer Grundseite sind, dessen
Punkt C auf g, und dessen Punkt D auf k, liegt.

3.) Es ist ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, von
dem sein Umfang und die Hohe auf der Basis bekann? sind.

4.) Einem gegebenen Dreieck ABC ist ein anderes Dreieck PQR so
einzubeschreiben, daB sein Umfang ein Minimum wird.
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Primzahlen —&2

Die Verteilung der Primzahlen
(2. Fortsetzung)

3. Abschédtzung von W (x) nach oben

Aus dem Unterricht ist das Sieb des Eratostenes (um 200 v.u.Z.)
bekannt, ein sehr einfaches Verfahren zur Aufstellung von Prim-
zahltafeln: Um alle Primzahlen unterhalb einer gewissen Zahl x
zu bestimmen, schreibt man alle natiirlichen Zehlen n mit
2€n<%x der Reihe nach auf. Die erste dieser Zahlen, die 2, ist
Primzahl. Sie bleibt stehen, alle ihre Vielfachen werden je-
doch gestrichen. Als nédchste Zahl bleibt die 3 stehen, sie ist
wieder Primzahl, alle ihre Vielfachen werden gestrichen. Wenn
man auf diese Weise mit dem Streichen fortfahrt, bleiben
schlie3lich nur die Primzahlen aus dem Intervall [2,::] stehen.
Dabei geniigt es, die Vielfachen all jener Primzahlen mit p< rx-‘
zu gtreichen (die Vielfachen der grioBeren Primzahlen sind be-
reits gestrichen).

Daraus ergibt sich eine Moglichkeit, W (x) zu berechnen, falls
'“(m schon ermittelt wurde. Wir &ndern das Verfahren ein we=
nig ab, indem wir alle n mit 14 n#£x aufschreiben. Es werden
jetzt sémtliche Primzahlen £ \rx-'und ihre Vielfachen gestrichen,
demit verbleiben 1 +TW(x) - W\{X)uicht gestrichene Zahlen. Ge-
nau diese iibriggebliebenen Zahlen sind zu allen Primzahlen

P é{ X teilerfremd, damit also auch zu P = Tr p. Wir benut-

pPs
zen jetzt die in 2. gewonnenen Aussagen, um - (x) zu berechnen.

Zundchst ist 4 rg
1 +M(x) - W{F)= Z 1 =L_\ 2 Ak (t)

nﬁx Il_f X t/g-g-T-(n,P)
g.8.T.(n,P)=1 '

g\‘(t) 2 =§t'mt2'1.

néex mex
ntO(mod t)

Durch einfaches Umstellen folgt ‘
TW(x) =W (E) -1 + z;tt(t)ix-_s] , Wobeil [%] den ganzzahligen
' t/P

Anteil von % bezeichnet. Wir setzen jetzt Py = ] ‘ p mit

) - » . Py

y€\1x und N(x) = 1 = % 3 ('I;)[ . Dann ist
g.gcTa.(n’Py)ﬂ-l
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N(x) 2 W (x) = W(y), fir beliebiges y ¢ Gt-'gilt also

(£)|£] -
LGP ¥¢p +§yb 131

Um zu einer aussagekridftigen Abschidtzung fiir W (x) zu kommen,
muB y moglichst glinstig gewdhlt werden. Zunidchst schédtzen wir
W (x) weiter ab. Aus der bisherigen Ungleichung folgt:

A(x)€ W(y) + %t{(t) g * Z 1 =W (y) +ﬁ‘{(Py) + Z1

Primzahlen

t Py t/Py
(Satz 11!)
= W (y) + Py'f(Py) + d(Py) (Def. der Funktion d(n))
w(y)
- -1 +2 ( d d durch Multiplikati-
v+ ol g S Gk st

X ¥y x y+1
Ly+1————ny+2L1—ny+2
Es war y,é{; vorausgesetzt worden. Insbesondere erfiillt y = ln x

diese Forderung; aus der letzten Ungleichung erh&lt man daher

1n x+1

ML gz +2

Da uns hauptséchlich W (x) filr groBe x interessiert, konnen
wir beispielsweise x?;ej (hier ist wieder die Zahl e=2,7172...
gemeint) annehmen. Damit vereinfacht sich das Resultat zu

4, Die Bertrandsche Vermutung

P. L. Tschebyscheff (1821 - 1894) gelang es als erstem, einen
Beweis fiir eine Vermutung anzugeben, die von Joseph L. F.
Bertrand (1822 = 1900) formuliert worden war: Zwischen jeder
natiirlichen Zahl grtfer als 1 und ihrem Doppelten liegt minde-
gtens eine Primzahl. Diese Aussage wurde von Bertrand zunichst
ohne Beweis, als Postulat gewissermaflen, bei einer gruppen=
theoretischen Untersuchung benutzt. Wir geben hier einen auf
elementaren Mitteln beruhenden Beweis dafiir an, weil er in be-
stimmter Hinsicht typisch fiir die Zahlentheorie ist:

Die Aussage des Satzes ist allgemeinverstédndlich, empirisch
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leioht iberpriifbar fiir nicht zu groBe n, in ihrer Einfachheit
geradezu faszinierend. Aber zum exakten Beweis ist ein unge-
ahnter "Anlauf" ilber recht iilberraschende "mathematische Bahnen"
erforderlich. |

Zundchst definieren wir noch zwei weitere Funktionen, die letzt=-
lich fiir die Primzahltheorie geradezu lebenswichtig wurden.

Definition 8. Die Funktionen ‘&'(x) = Z’ ln p und

p€ .
“Y (x) =:E::1n-ln p werden als Tschebysohefrsohe Funk=-

Pg:x
tionen bezeichnet.

Die zweite Summe ist folgendermaBen zu vestehen: 1ln p tritt
als Summand genau m-mal auf, wenn pm die hbchste Potenz von p
ist, welche x niocht liberschreitet. Zum Beispiel ist
Y(10) =31n2+21n3 +1n5 + ln 7. Aus der Definition folgt
sofort

{r(x) = 1n ( TT. p) und

P£X

Y (x) = In (k.§.V. aller positiven ganzen Zahlen £ x).
Filr den Beweis der Betrandschen Vermutung brauchen wir demzu-
folge nur {}(En) -iJ(n)y.o zu zeigen. Dazu stellen wir jetzt
die notigen Hilfssdtze zusammen.

22n

Hilfssatz 1. Fir N = (3%) gilt 222, N(.

e

Beweis., Wir bilden P =
2n

. Es gilt dann

2 P = N, denn
1. z‘lg. o oo (211—1) ° 2‘406. ® o0 (2!1) (211)!
P = .4" * see (én) 2'4.6_‘ e e (211) 211 (n!)z ‘

Wif benutzen nun die leicht einzusehende Ungleichung
1 1 a1
1201- =)(1=- =) (1= =) ... (1= )e
22T 26 (2n)2
Diese Ungleichung léB8t sich natlirlich ein wenig umschreiben:
1 . 57 (2n-1) (2n+1)
1 (—52)(222)(—2—) cee ( )
? 2 4 6 (2n)2

2 2
_I_ N, Und das ist im wesentlichen

oder: 1% (2n+1)P%) 2nP
gchon die rechte Seite der Behauptung
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Flir die linke Seite beg:.n.nen wir a.na.log mit einer elementaren
Ungleichung 1% (1- —5)(1- —zm- -7-2) e (1- —L—5).

(2n=1)
Wir erhalten 17(-—2— )( ) sve gn=2 2IJ‘), das heiBt
3 411 (2n=1)
nichts weiter als 17 2 - £ 5 » woraus die linke Seite der
4nP 4n N

Behauptung folgt.

Hilfssatz 2. Fiir alle natiirlichen Zahlen n 2 1 gilt
%‘ (n)4 2n-1n 2.

Beweis. Fir n=1 und n=2 ist die Aussage trivial. Wir nehmen nun
an, daB die Behauptung richtig sei fiir ein n22 und zeigen, daB
dann auch W(2n-1)£ 2(2n-1)1n 2 und folglich

J(2n) =0‘(2n-1)l. 4n-1n 2 gilt. Es sei N = (fln) wie im Hilfs-
satz 1, wir betrachten die Zahl

g 2n) §2n2 g n-1"

Sie ist durch alle Primzahlen p mit n{ p £ 2n~-1 teilbar, also
auch durch ihr Produkt. Damit kann dieses Produkt insbesondere

nicht gréBer als -g sein, und aus gi’ m p folgt durch Lo~

N, n.tp 2n=1
garithmieren beider Seiten 1ln el 2 v(2n-1)- '&(n).

Aus dem vorherigen Hilfssatz folgt nun aber
In N¢2n 1n 2 - % 1n2n.
Diese beiden letzten Ungleichungen liefern zusammen
Q’(Zn—ﬂ-‘b’(n)t (2n=1) 1n 2 = % 1n 2n.
Nach unserer anfénglichen Voraussetzung ist '&'(n)d. 2n 1n 2, also
V (20-1) £2n 1n 2 + (20-1)1n 2 - % 1n 2n;
wegen n 3 2 folgt daraus die gewiinschte Ungleichung:
' (2n-1) £ 2(2n-1) 1n 2.
Um den bisherigen Gedankengang noch einmal zusammenzufassen,
nennen wir das Ergebnis mit anderen Worten: Gilt die Behauptung
fir eine gewisse natiirliche Zahl n» 0, so ist sie auch fiir 2n-1
und damit filr 2n richtig. Gilt also V(n)Z 2n 1n 2 fiir jedes n

im Intervall

2™1¢n ¢ 2  (r>1),
so auch fiir jedes n im Intervall 2%« n.*’_-2r+1. Im Intervall
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2¢né 2 ist aber die Behauptung richtig, denn

Y(4) =¥(3) =1n 2 + 1n 346 1n 2. Damit konnen wir das Induk-
tionsprinzip anwenden, die Behauptung ist allgemeingiiltig.

Set z 12. (Vertrand/Tschebyscheff). PFiir n> 1 gibt es stets
eine Primzahl p derart, daB n4£ p ¢ 2n gilt.

Beweis. Wir fiilhren ihn in zwei Schritten. Zundchst wird
-3'(211) -Q'(n)*; O fiir n > 64 gezeigt; fiir kleinere n bestétigen

wir den Satz mit einer kleinen Primzahltafel.
a
1
Es sei wiederum N = (2&1) @L = ‘ ‘ P wobei

(n! ) pe2n

N EREEE

Die Summe 1n N = ﬂ a 1ln p wird durch eine zweckméBige Ein-
p&2n
teilung der Primza.hlen p £€2n in vier Teile zerlegt:

(1) nlp£2n; (3 - 2n£p£-3-
(2) f'jlx.ptn; _ (4) psi\en .

Die entsprechenden Teilsummen werden mit 21’ £2, fj. £4 be=-
zeichnet.

Zu &,: Es ist %41, also [-’-1- = 0, analog 1¢ 2pn¢ 2, also

‘:%1] = 1 und l =0, Fir nepé 2n folgt a.~ ='1, wir erhalten

):i:.’a Inp=2_ Linp =1'hzn)-\?(n). (1)

n&p¢é?2n néps2n
z7u X ,: Wir haben hier 1¢ 8 L% . AlEo I%] = 1 und[in . Bei

n23 gilt ferner —2- = 0. Folglich ist unsere Teilsumme

212 = fir n) 3. (i1)
Zqu Es ist %4%41. also a.p =[29-J 2Ip]='0 oder = 1.
Daraua ergibt sich E E : '%( )= % (\2n). Wir
{2n4pe 2

Schétzen noch '9' ({an) ein wen:l.g ab:

'3('{_2;) 1n p21ln 2 21 =“d_2-n-) ln 2.
e
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Damit folgt insgesamt Z %( ) -¥@H{2n) 1n 2. (iii)
! iln 2n
g : 3 = ”
Zu Z 4t Hier wenden wir die Ungleichung a. Mp ITP_] an
Wir erhalien Z M ln p & Z.'li 8. in p =
p<\2n Tnp-

= 1n 21’1:1,

P¢ 1211
das heiBt 4,5_“_ (\2n) 1n 2n. (iv)

Durch Addieren von (i), (ii), (iii) und (iv) folgt die Unglei-
chung 1n N 4%’(2n)-§'(n)+ %‘(%E)'-l‘({ 2n)(ln 2=-1n 2n), die auch

sls () -V@zin v - V(& - w|{Zhan (v)
geschrieben werden kann.

Wir beweisen jetzt die Behauptung mit (v) fiir groSe n, wozu
wir drei weitere Ungleichungen benutzen:

(a) Die linke Seite von Hilfssatz 1 liefert 1n N) 2n 1n2-1n2y{n!
(b) Nach Hilfssatz 2 gil't;

2 =N ({3ghe 2 ‘ 1n 2 £2(3) 1n 2.
(¢) Fiir n;B gilt M(n) e 3 % , denn nur 2 ist eine gerade Prim-
zahl; fiir n? 32 ist demzufolge

nden) =w({zmhe 3 1{an]e

In (v) eingesetzt, ergeben (a), (b) und (c) die (wegen (c¢) nur
fiir n) 32 gililtige) Abschidtzung 1-.
'ﬁ'(zn) %(n)) 2n 1n 2- 1ln 2\n - %I—l ln 2 - 'T ln n, die wir wie=-

der umschreiben: 'Q'(Zn) &(n); (—3— =1)ln 2 = ( 21'H’Jl)ln n.

. Wir haben also (-3- =1)1n 2= ( 20t yin n) 0 fiir genligend groBes
n . Piir n=64 kann man dies einfach ausrechnen; filr n» 64
gchreiben wir die Ungleichung wieder in einer anderen Form und
ergsetzen n durch die reelle Funktionsvariable x:

3 . lnx__j‘_l', 1nﬁ;
{23{ -5 1n > in > = >0. Man zeigt nun, daB

lnx =342 , 1ln 4x
£,(x) = \2x - % 125 und £5(x)= 1-%‘; -4—:':- fiir x 364 eine
positive Ableitung besitzen, daher wachsend sind. Fir x=64 ist

:ﬁ‘1+1‘.'2 positiv, fiir wachsendes x gilt dies damit erst recht.
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Womit die letzte Ungleichung fiir nd 64 gezeigt und der Satz
fiir solche n bewiesen widre. (Die Uberpriifung mittels Primzahl-
tabelle flir n4 64 kann man bei Langeweile in der StraBenbahn
durchfiihren. )

Dieser Beweis diirfte beim ersten {fberfliegen freilich eher ab=-
stoBen als zum intensiven Durcharbeiten anregen. Aber es sei
noch einmal ‘an eingangs zu diesem Kapitel gemachten Bemerkun-
gen erinnert. Und alle zum Beweis benutzten Gedanken sind ange=
geben oder mittels Schulmathematik nachvollziehbar.

5. Der Primzahlsatz

Wir wollen noch die weitere Entwicklung der Primzahltheorie
wenigstens andeuten, ohne allerdings die entsprechenden Beweise
anzugeben.

Bereits C.F. GauB (1777 - 1855) und A.M. Legendre (1752 - 1833)
sprachen die Vermutung aus, da8 das Verhalten von T (x) asymp-
totisch gleich dem von Iﬁi sei. Das heiBt, sie vermuteten

lim 1[L§l%9—5 = 1. Diese Vermutung konnte allerdings nicht be-

x> @
wiesen werden, und lange Zeit gab es keine bedeutenden Fort-

schritte auf diesem Gebiet. P.L. Tschebyscheff gelang zwar
noch kein Nachweis dieses Grenzwertes, aber er konnte zunéchst
zeigen, dal dieser Limes, falls er iiberhaupt existiert, gleich
1 sein muB. Weiterhin filhrte er die in 4. definierten Funktio-
nen ein und wies nach, daB sich mit ihrer Hilfe die Untersu-
chung von W (x) auf einfachere Funktionen reduzieren 1&8t, und
zwar (das Zeichen ~ bedeute asymptotische Gleichheit)

T (x) ~ f_—%’m%—(&l ,

womit die Mathematiker schon wesentlich "handlichere" Ausdriicke

zur Verfiigung hatten. Der Primzahlsatz 1im 11&5%155 = 1 konnte
X= ®
damit in der Form 'Y (x)~ x bewiesen werden. SchlieBlich wurde

diese Aussage 1896 durch J. Hadamard und C. de la Vallfe-Poussin
unabhéngig voneinander bewiesen, und zwar durch Hilfsmittel aus
der Theorie der iiber den komplexen (!) Zashlen definierten PFunk-
tionen. Piinfzig Jahre lang galt daher der Primzahlsatz als un-
zugénglich fir elementarmathematische Methoden. Ein lediglich



=22 Preisaufcaben
auf Abschétzungen reeller Funktionen (und Integralen {iber ihnen)
aufgebauter Beweis wurde 1949 von Selberg angegeben.

Mathematikstudent,
2. Studienjahr

Il

Torsten Rothenwald, FSU

Preisaufgaben

R 37 Fir gegebene reelle Zahlen a,b finde man
alle reellen Lisungen der Gleichung

1/& + x q/a -x ;V% + X qb - X
a = X a+x b -x b+ x

Man gebe alle Ldsungen der Gleichung
8x4 + 8x3 - X = a 1n Abhéngigkeit vom reellen

o)

=)
)
@

9

Parameter a an!

R 39 Gesucht sind alle arithmetischen Folgen, deren
ergte drei Glieder addiert 15 und multinliziert
miteinander 80 ergeben.

R 40 Man berechne die Summe der ersteq n Glieder
PO der Retbe 1.2 4 2.3 + 3.4 +...+ n(ns1) .

R 41  Man finde alle Losungen der Gleichung
@" x(x+1)(x-1)(x+2) = 24 .

R 42 lVMeeTcs ZiBa cnnaBa 30l0Ta ¥ cepedpa, B IEPBOM

(2) KOJMMYEeCcTBa 3TUX MeTalllOB HAaXOAATCA B OTHOmEHME 2:5,
BO BTOPOM = B OTHOmMeHmft 5:7. UKONBKO HeOOXOZHMO
B3AAITH KaXZOro cIlaBa, B KOTOPOM KOJHYeCTBa 30J0Ta H

cepebpa OWIM OH B OTHOWEHMHE 5:II 7

Einsendeschluf3: 1. 9. 1985
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Die Anwendung der Spiegelung beim Losen geometrischer
Konstruktionsaufgaben

Das Losen geometrischer Konstruktionsaufgaben wird oft erleich-
tert, wenn man dabei bestimmte Methoden anwendet. Jedoch ge=-
lingt die Losung einer Aufgabe in der Regel nicht durch eine
einzige Erkenntnis, gewissermaBen "auf einen Schlag", sondern
meist sind je nach Komplexitdt der Aufgabe mehrere Vorgehens-
weisen erforderlich. Wenn man vom Anwenden einer bestimmten
Methode beim Losen einer Aufgabe spricht, so versteht man dar-
unter, wie man zunéichst vorgehen wird, d. h. nach welchen Prin-
zipien man sich sozusagen einen Zugang zur Losung verschafft.
Haufig gelingt es, die Konstruktion auf die Bestimmung eines
Punktes (oder mehrerer Punkte) zuriickzufiihren, manchmal sucht
man iiber die Konstruktion einer Teilfigur (meist eines Teil-
dreiecks) oder einer zur gesuchten &hnlichen Figur zum Ziele

zu kommen. Oftmals wendet man aber auch Transformationen auf
die Planfigur oder Teile derselben an, um eine Konstruktions-
moglichkeit herauszufinden. Der Anwendung von Transformationen
liegt folgende Uberlegung zugrunde: Ein wichtiger Schritt auf
dem Wege zur Ldsung ist das Anfertigen einer Planfigur. Man
geht dabei von der Annahme aus, daB eine Losung existiert und
entwirft eine skizzenhafte Darstellung einer Losung, d. h. man
zeichnet eine Figur, die mdglichst "so aussieht wie"™ die ver-
langte, zeichnet darin die gegebenen Stiicke ein und hebt diese
farbig hervor. Nun zeigt es sich, daB oft die gegebenen Stiicke
"nicht gilinstig" liegen und sich die Aufgabe nicht auf die Kon-
struktion eines Punktes zuriickfilhren 188t oder eine Hilfsfigur
konstruierbar ist. In solchen Fédllen versucht man mit Hilfe von
Transformationen aus der skizzierten Losungsfigur eine andere
zu gewinnen, in der die gegebenen Stiicke sich in einer solchen
Lage befinden, daB man die Konstruktion ausfiihren kann. Es be-

reitet dann méist keine Schwierigkeit, daraus die gesuchte Fi-
gur zu finden.

-

Im folgenden soll an einer Reihe von Beispielen gezeigt werden,

wie man durch Anwenden der Spiegelung Konstruktionsaufgaben 1o~
sen kann.
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Mit Hilfe einer Spiegelung versucht man

1. gegebene Stiicke in die Figur einzufiihren,

2. gegebene Stilicke "“zusammen"zubringen,

3. gleichlange Strecken oder glelchgroBe Winkel zur Deckung zu
bringen,

4. eine symmetrische Figur zu erzeugen, so daB ein gesuchter
Punkt auf der Symmetrieachse liegt. '

Es ist jedoch oft so, daB sich eine Aufgabe nicht eindeutig
einem der angefilhrten Fille zuordnen l&aBt.

Zu 1.) Es ist ein Dreieck ABC zu
konstruieren, von dem a, b und
- (3 gegeben sind.

In der Planfigur, die man zu-
néchst zeichnet, kann man a und
b, nicht aber d - f:’) einzeichnen.
Wehlt man die Mittelsenkrechte
der Strecke AB als %piegelgerade,
80 ist AC' das Bild der Seite BC
bei Spiegelung an dieser Geraden ~ Abb. 1

und der Winkel CAC' ist gleich L&~ (3.

Wegen AC' = BC = a sind im Dreieck AC'C zwei Seiten und der
der von ihnen eingeschlossene Winkel bekannt. Fir den Punkt B
lassen sich leicht zwei Bestimmungslinien finden.

Zu 2.) Es ist ein Tangentenvier-
eck ABCD zu konstruieren, wenn
folgende Stiicke bekannt sind:

a, d, >, 5,(a>d).

Nachdem man die gegebenen

Stiicke in die Planfigur einge-
zeichnet hat, erkennt man, da
zwar durch jede der gegebenen
Seiten jeweils zwei Ecken des
gesuchten Vierecks bestimmt
gind. Mit welcher Seite man aber
die Konstruktion auch beginnen
wiirde, fiir einen dritten Eckpunkt Abb. 2
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1ldBt sich stets nur eine Bestimmungslinie angeben. Man ver-

sucht deshalb, die gegebenen Stiicke "zusammenzubringen“

Ist M Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, so halblert
die Gerade AM den Winkel bei A, Bel Spiegelung ‘des Dr31ecks
ACD an der Geraden AM wird D auf D' und C auf C' abgebildet.
D' liegt auf der Geraden AB und die Gerade C'D' ist wie die
Gerade CD Tangente an dem Kreis. C'D' schneide die Gerade BC
in P,

Vom Dreieck D'BP sind die Seite D'B und die beiden Winkel BD'P
und PBD' bekannt; es 1laB8t sich konstruleren, ebenfalls der
Inkreis des gesuchten Vierecks, fiir den neben der Geraden D'P
auch die beiden Geraden BP und D'B Tangenten sind. Fiir A,D und
C lassen sich je zwei Bestimmungslinien angeben.

Zu 3.) Gegeben ist ein Dreieck ABC und auf AB ein Punkt D.
Konstruiere auf der Geraden AC einen Punkt P so, daB die Strek-
ken AD und DB von P aus un-
ter gleichen Winkeln erschei=-
nen!
AD und DB erscheinen von P
aus unter gleichen Winkeln,
wenn die Gerade DP den Win-
kel BPA halbiert.
Das Bild B' des Punktes B
bei Spiegelung an der Gera-
den DP liegt auf der Gera-
den AC und es gilt:
DB' = DB. Die Mittelsenk-
Abb. 3 rechte der Strecke BB'
schneidet die Gerade AC in P.

zu 4a) Es sind eine Gerade s und zwei Kreise k1 und k2 gegeben
(vgl. Abb. 4). Man konstruiere Quadrate, von denen zwei gegen-
iberliegende Ecken auf s und je eine Ecke auf k1 und k2 liegen.
ABCD sei ein gesuchtes Quadrat mit A und C auf s, D auf k, und
B auf k2‘ Auf Grund der Symmetrieeigenschaften des Quadrates

ist D das Bild von B bei Spiegelung an der Geraden s. Da B auf
k2 liegt, muB sein Bild D auch auf ké, dem Bild von k2 liegen.
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Abb. 4

D ist also Schnittpunkt der Kreise ky und kj. Nachdem D ge-
funden ist, lassen sich die librigen Punkte des Quadrates leicht
bestimmen. -

Was 1dB8t sich iiber Existenz und Eindeutigkeit der Ldsung aus-
sagen?

b) Gegeben seien eine Gerade AB und zwei Punkte P und Q, die
nicht auf AB liegen, aber beide beziiglich AB der gleichen Halb-
ebene angehoren (Vgl. Abb. 5). Es soll auf der Geraden AB der-
Jjenige Punkt O konstruiert werden,
der nicht auf der Geraden PQ liegt
und der folgender Bedingung geniigt:
<Y AOP = < BOQ.

Man 16st diese Aufgabe durch Spie-
gelung eines der Punkte P oder Q
an der Geraden AB.

Diese Aufgabe kommt in abgewandelter
Form mehrfach in Praxis vor. Tritt ol

Zz. B. eine Billardkugel auf eine Wand

(an die Bande), wird sie so zuriickge=- Abb. 5

worfen, daB die Bahn der Kugel vor dem

Aufprall und ihre Bahn nach dem Aufprall gleiche Winkel mit der
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Bande bilden.

Dazu folgende Aufgabe:

Auf der Spielfléiche eines rechteckigen Billards liegen in den

Punkten A und B zwei Kugeln (siehe Abb. 6). In welche Richtung

mul man die Kugel B stoBen, damit sie

a) nach einmaliger Reflexion an einer
Wand die Kugel A trifft,

%3

b) nach zweimaliger Reflexion an A
den Wénden des Billards die
Kugel A trifft?

Wieviéle Losungen sind dabei mdoglich? Abb. 6

Auch bei der Reflexion eines Licht-
strahls am ebenen Spiegel treffen
wir auf den gleichen mathematischen
Sachverhalt. Einfallswinkel & und
Reflexionswinkel A£' und demzufolge
auch die beiden Winkel A und A
sind gleich groB (vgl. Abb. 7). Abb. T

-Dazu die folgenden Aufgaben:

.) Ein Lichtstrahl, der von einem Punkt A ausgeht, soll an

zwei Geraden 8, und 8, S0
reflektiert werden, daB er
schlieBlich durch den gege-
benen Punkt B hindurch-
geht (vgl. Abb. 8).

Die Konstruktion ist immer
ausfilhrbar, ist das Ergeb-
nis aber auch in jedem Fall
Abb. 8 physikalisch sinnvoll?
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») Es sind zwei Parallelen p und q gowie die beiden dazwischen-
liegenden Punkte A und B gegeben
(vgl. Abb. 9). Es ist der Weg eines xA
Lichtstrahls zu konstruieren, der
von A ausgeht und nach je zweimali-

ger Reflexion an p und q nach B ge-

worfen wird. :?
Die erste Reflexion erfolge an p.
P 1
Abb. 9

Zu dem in Abb. 5 dargestellten Sachverhalt kann die Aufgaben-
gtellung auch wie folgt formuliert werden:
Man bestimme auf der Geraden AB denjenigen Punkt O, fiir welchen
der aus den Strecken PO + 0Q zusammengesetzte Weg ein Minimum
wird. |
Die Ldnge der an der Geraden AB gespiegelten Teilstrecke PO
bleibt unveréndert, d. h. es ist

P06 + 0Q = PO + 0Q.
Fiir P'0 + 0Q wird des Minimum aus der Verbindungsstrecke von Q
und P' gebildet.
PO und 0Q liegen fiir den gesuchten Weg also auf symmetrischen
Geraden zur Geraden AB. Beide Wegstrecken bilden in O gleich-
groBe Winkel mit AB.
Dazu folgende Aufgabe:

.) Gegeben ist ein spitzer Winkel & und ein Punkt P, der zud
gehort, aber nicht auf den Schenkeln des Winkels liegt.

Man verbinde je einen Punkt eines Schenkels mit einem des an=-

deren Schenkels und mit P so, daB das entstehende Dreieck den

kleinstmdglichen Umfang hat. '

Zum SchluB geben wir zur tbung nogh einige Aufgaben an, die
durch Anwendung der Spiegelung geldst werden konnen.

1.) Gegeben sind zwei Kreise ky und kg mit den Mittelpunkten
N, und MB sowie ein Punkt C.
Es ist ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, dessen
Spitze C ist, desgen Basis parallel zu MAMB ist; dessen
Eckpunkt A auf k, und dessen Eckpunkt B auf kp liegt.
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Das Erlanger Programm und der Geometrielehrgang in der POS

1. Anliegen des Beitrages

Der Mathematiker Felix Klein (1849 - 1925) erhielt im Jahre
1872 eine Berufung zum Professor an die Universitédt Erlangen.
Dort war es damals iiblich, daB ein neu berufener Professor eine
sogenannte Programmschrift {iber seine beabsichtigten wissen-
schaftlichen Forschungen vorlegen mubte. Kleins Programmschrift
mit dem Titel "Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geome-
trische Forschungen" ist unter der Bezeichnung "Erlanger Pro-
gramm"™ bekennt geworden und wird auch heute noch stark beach-
tet. (Irrtimlicher Weise wird verschiedentlich der Inhalt sei-
ner Antrittsrede, die ebenfalls jeder neu berufene Professor
halten muBte, als "Erlanger Programm" bezeichnet.)

Der nachstehende Beitrag verfolgt das Ziel, die Leser mit den
wesentlichen Gedanken von F. Klein, wie er gie im "Erlanger
Programm" formuliert hat, bekanntzumachen. Dazu ist fiir mathe-
matisch interessierte Schiiler der EOS die Einftihrung des Grup-
penbegriffs notwendig, den sie gegenwdrtig im Unterricht nicht
kennenlernen. Es soll versucht werden, die prinzipielle Bedeu-
tung dieses wichtigen Begriffes fiir die verschiedensten Teil-
gebiete der Mathematik deutlich zu machen. Moglicherweise wer-
den dadurch Leser angeregit, sich griindlicher und umfassender
mit den Gruppen zu beschidftigen. Der Beitrag will zeigen, dal
Kleins Auffassungen den wissenschaftlichen Hintergrund fiir die
Behandlung der Verschiebungen, Geradenspiegelungen, Drehungen
und zentrischen Streckungen im Rahmen des Geometrielehrgangs
der POS bilden und filr systematisierende Betrachtungen grofe
Bedeutung haben. Damit ist auch die Absicht verbunden, gewisse
Orientierungen fiir die methodische Gestaliung des Unterrichts
zu geben.

2. Das "Erlanger Programm"

2.1. Grundgedanken des "Erlanger Programms"

Klein stellt sich die Aufgabe, die verschiedenen Geometrien
(die elementare euklidische oder Kongruenzgeometrie, die Ahn-
1lichkeits- oder dquiforme Geometrie, die affine Geometrie, die
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affine Geometrie usw.) nach einheitlichen Gesichtspunkten zu
untersuchen. Dabei geht er von der berlegung aus, daB die
Geometrie die Eigenschaften von Figuren untersucht, die bei ge-
wissen Transformationen, d. h. eineindeutigen Abbildungen der
Ebene auf sich (wie z. B. Verschiebungen, Geradenspiegelungen,
Drehungen und zentrischen Streckungen), unveréndert (invariant)
bleiben. Die Transformationen bilden mit Ausnahme der Spiege-
lungen jeweils eine Gruppe, die man Transformationsgruppe nennt.
Jeder Geometrie kann man eine derartige Transformationsgruppe
zuordnen, was spédter noch ausfithrlich betrachtet werden soll.
Durch die jeweilige Transformationsgruppe wird die betreffende
Geometrie vollsténdig charakterisiert. Die in der Geometrie un-
tersuchten Eigenschaften bleiben gegenilber allen Transforma-
tionen der Transformationsgrfippe invariant. So kann man die
verschiedenen Geometrien als Invariantentheorien der zugehori-
gen Trensformationsgruppe auffassen. Die elementare Geometrie
beispielsweise ist dadurch charakterisiert, daB ihre Sdtze ge-
geniiber der Hauptgruppe oder &dquiformen Gruppe invariant blei-
ben. (Die Hauptgruppe besteht aus allen Verschiebungen, Geraden=-
spiegelungen, Drehungen und zentrischen Streckungen.) Diese In-
varienz ist unmittelbar einleuchtend, denn nimmt man irgend-
einen Satz der elementaren Geometrie iiber Dreiecke, so ist ein
solcher Satz ja gar nicht daran gebunden, wo in der Ebene das
Dreieck gerade liegt, ob es groB oder klein ist, genauer, ob
man das Dreieck in ein anderes #dhnliches verwandelt, ob man das
Dreieck in der Ebene verschiebt, oder ob man das Dreieck an
einer Geraden der Ebene spiegelt. Auch durch eine Drehung um
einen festen Punkt &ndert sich an dem betreffenden Satz nichts.

2.2. Zum Gruppenbegriff

Die Bezeichnung Gruppe geht auf den bekannten franzdsischen
Mathematiker GALOIS (1811 - 1832) zuriick. Die von ihm betrach=-
teten Gruppen waren ausschlieBlich Permutationsgruppen, worauf
in diesem Beitrag nicht ndher eingegangen werden kann. Den
Mathematikern KLEIN (1849 - 1925) und LIE (1842 - 1899) kommt
das Verdienst zu, den Gruppenbegriff exakt definiert und we-
sentlich erweitert zu haben. Durch die Untersuchung von Trans-
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formationsgruppen haben sie die Verbindung der Gruppentheorie

mit der Geometrie hergestellt. Inzwischen ist die Gruppentheo-
rie zu einem umfangreichen wissenschaftlichen Gebdude ausgebaut
worden. Die nachfolgenden Ausfifhrungen beschrénken gich jedoch
auf die Definition und Erléuterung des Gruppenbegriffs.

Definition 1: Eine Menge G von Elementen a,b,C,...
heiBt Gruppe genau dann, wenn die folgenden 4 Axiome
erfilllt sind:

(I) Je zwei Elementen &,b €G ist eindeutig ein Ele-
ment ¢ €G zugeordnet (man bezeichnet dieses
Element ¢ meist als "Produkt™ von a und b und
verwendet die Bezeichnung c=a-b, in dieser Dar-
stellung ist die Reihenfolge zu beriicksichtigen,
weil im allgemeinen Fall a<b # b-a ist).

(II) Es gilt das Assoziativgesetz, d. h. es ist
(a-b)ec = as(bec).

(III) In G existiert ein Element e derart, daB fir
alle a€ G die Bedingung a-e = e+a = a erfiillt
ist (man kann beweisen, daB es nur ein Element
mit dieser Eigenschaft geben kann).

Das Element e wird Einselement bzw. Einheits=-
element bzw. neutrales Element genannt.

(IV) 2Zu jedem Element a € G existiert ein Element
g~ €G, fir das T
Das Element &~ |

g = e gilt.
bezeichnet man als inverses Ele-
-ment von a.

Ist in einer Gruppe auBerdem noch das Kommutativgesetz erfiillt,
d. h. gilt fiir beliebige Elemente a und b der Gruppe a*b = b-a,
so nennt man sie kommutativ oder abelsch.

Der Gruppenbegriff héngt nicht von der Bezeichnung der Zuord-
nungsvorschrift (man nennt das auch Art und Weise der Verkniip-
fung von je 2 Elementen) als Multiplikation ab, wie die nach-
folgenden Beispiele zeigen werden. Es kann sich u. a. auch um
eine additive Verkniipfung a+b handeln. Man spricht dann von
einer additiven Gruppe, ihr neutrales Element pflegt man mit O
zu bezeichnen und nennt es Nullelement, es erfiillt die Bedingung
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:+0 O0+a = a fiir alle a € G, Das beziiglich der Addition inver=
se Element zu a gchreibt man (-a) und nennt es das zu a nega-
tive oder entgegengesetzte Element; es gilt a+(-a) = (-a)+a = O.
Eine additive abelsche Gruppe heiBt auch Modul.

Definition 2: Eine nichtleere Teilmenge U einer
Gruppe G heiBt eine Untergruppe von G, wenn in U be-
zilglich der in der Gruppe G definierten Zuordnung
alle 4 Axiome erfiillt sind.

Beispiel 1:
Die Menge G1 sei die Menge der (positiven und negativen) gan-

zen Zahlen einschlieBlich der Zahl Null. Je zwei beliebigen
ganzen Zahlen wird ihre Summe zugeordnet, die wiederum eine
ganze Zahl ist. Man iliberzeugt sich leicht davon, daB bei die-
ser Verkniipfung alle Gruppenaxiome erfiillt sind. Das neutrale
Element ist die Zahl O, das inverse Element z. B. der ganzen
zahl (=5) ist (+5). AuBerdem gilt das Kommutativgesetz, d. h.
G1 ist eine additive abelsche Gruppe.

Beigpiel 2:

Man konnte vermuten, dal die Menge der ganzen Zahlen auch be-
ziiglich der Multiplikation als Verknilipfung eine Gruppe bilden
und in diesem Falle das neutrale Element die Zahl 1 sei. Eine
Priifung ergibt, daB die 3 ersten Bedingungen erfilllt sind, je-
doch nicht Axiom (IV). Das inverse Element der ganzen Zehl 4
‘beispielsweise wire %, % ist jedoch keine ganze Zahl. Folglich

.liegt keine Gruppe vor.

Beisgpiel 3:

Die Menge Gz der positiven rationalen Zahlen dagegen bildet be-
ziiglich der Multiplikation als Verkniipfung eine Gruppe, wovon
man sich leicht iberzeugen kenn. (Die Zahl 1 ist das neutrale
Element; das inverse Element einer beliebigen rationalen Zahl r
ist die reziproke Zahl % 5.

Beispiel 4: A

Sei G, die Menge aller (positiven und negativen) rationalen Zah-
len einschlieBlich der Zahl 0. Je zwei beliebigen rationalen
Zahlen & und b werde ihre Summe a+b zugeordnet. Auch in diesem
Falle liegt eine Gruppe vor; das neutrale Element ist die Zahl
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D und das inverse Element einer beliebigen rationalen Zahl a

ist die entgegengesetzte rationale Zahl (-a). Die Gruppe G, is?
ebenso wie die Gruppe Gz'kommutativ.

Zu bemerken ist noch G1C!G3, d. h. die Gruppe G1 ist eine Un-
tergruppe der Gruppe G3.

Beispiel 5:

Die zu untersuchende Menge - sie werde G4 genannt - sei die
Menge derjenigen Drehungen eines Quadrates ABCD um den Schnitt-
punkt S einer Diagonalen, die die Figur in gich iliberfilhren.

D c Je zwei Drehungen, die sich um ein
ganzzahliges Vielfaches von 2  un-
terscheiden, werden als identisch be-
trachtet. Es gibt unter diesen Vor-
aussetzungen insgesamt 4 Drehungen
und die Menge G4 besteht aus folgen-
A B den Elementen:

ay: Drehung um ﬁ: ("In-Ruhe-lassen")

8,43 Drehung um -

8t Drehung um W

8q: Drehung um 2%£

Die Verkniipfung von je zwei Elementen wird definiert als das
Naecheinanderausfilhren der entsprechenden Drehungen. Die Menge
G4 erfiilllt alle Gruppenaxiome, wie man leicht feststellen kann.
Als neutrales Element enthﬁlt,G4 das Element an; das inverse
Element von 84 Ze B. ist das Element a3, denn §1a3 = a3a1 = &g
(3133 bzw. a8, bedeutet ja Drehung um 2T, und diese Drehung
ist nach unseren Festlegungen mit der Drehung um 0° identisch).
Da die Verkniipfung der Elemente kommutativ ist, handelt es sich
um eine abelsche Gruppe. Die verschiedenen Mdglichkeiten der
Verknﬁpfung kann man sehr iibersichtlich in der folgenden Tafel
darstellen:
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aq | 24 a, | 84 _ Beispielhafte Erléuterung:

(Drehung um 1;) ist das Ergeb-
nis der Verkniipfung von &, (Dre-

a a a a a hung un ‘W ) und 84 (Drehung um
1 1] 72 3 0
-L), denn die Drehung um %
8 | % | 83| % 84 wird mit der Drehung um %; iden-
' tifiziert.

Beispiel 5 léBt sich in der Weise verallgemeinern, daB man die
Menge aller Drehungen um einen festen Punkt betrachtet. Wie die
Anschauung zeigt, bildet diese Menge ebenfalls eine Gruppe. Auf
den exakten Beweis soll verzichtet werden.

Beispiel 6:
Das letzte Beispiel legt die Frage nahe: Ist die Menge aller

Geradenspiegelungen ebenfalls eine Gruppe, wenn man die Ver-
kniipfung von zwei Spiegelungen als das Nacheinanderausfilhren
dieser beiden Spiegelungen definiert?

(Skizze)
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Diese Frage muB man verneinen, denn sind die beiden Spiegelge-
raden zuelnander parallel, so ist die Verknlipfung eine Ver-
schiebung, und schneiden sich die beiden Spiegelgeraden in
einem Punkt S, so ist die Verkniipfung eine Drehung um S.

Das das Gruppenaxiom (I) nicht erfiillt ist, liegt keine Gruppe

VOoXe.

Beispiel T:

Beim letzten Beispiel wollen wir uns mit der Menge aller Ver-
schiebungen beschéftigen. Das Verkniipfen von zwei gegebenen
Verschiebungen mdge wieder das Nacheinanderausfilhren dieser
Verschiebungen bedeuten. Bei dieser Verkniipfung ist. die Menge
aller Verschiebungen eine Gruppe. Den Nachweis der Gruppen-
eigenschaften fithrt man am schnellsten mit Hilfe der Vektor-
rechnung, denn jede Verschiebung 1#d8t sich eindeutig durch
einen Vektor charakterisieren. Das Nacheinanderausfiilhren zweier
Verschiebungen bedeutet das Addieren zweier Vektoren. Aus der
Definition und den GesetzmiBigkeiten der Vektoraddition ergibt
gich: :

Die Summe zweier Vektoren Vi und Vs ist wieder ein Vektor, d.h.

P

Vv, = T (Axiom I),

A A

Die Vektoraddition 1st assozlat1v, eg ist (v + v ) + v3 =

F: + (v - v ) (Axiom II),

das neutrale Element dieser Gruppe ist der Nullvektor @, der
die Glelchungen v + ¢ c = 0 +V = V erfiilllt (Axiom III),

wegen V + (-v) = (-v) +V = & ist das inverse Element eines
Vektors Vv der dazu entgegengesetzte Vektor (—v) (Axiom IV).

Da die Vektoraddition auBerdem noch kommutativ ist,

v1 + v2 = v2 + v1, liegt eine abelsche Gruppe vor.

AbschlieBend sei zur Bedeutung der Gruppen erwdhnt, daf sie ne-
ben den Anwendungen in der Geometrie iiberall dort eine Rolle . |
spielen, wo Abbildungen, Transformationen und Symmetrieeigen-
schaften auftretenlund Gebilde untersucht werden, die invariant
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sind. Insbesondere findet die Gruppentheorie ihre Anwendung beil

der Aufldsung algebraischer Gleichungen (im Reahmen der Galois-
schen Theorie). In der Relativitétstheorie spielt die Gruppe
der Lorentz=-Transformationen eine groBe Rolle. Mit Hilfe der
Gruppentheorie kann man in der Kristallphysik durch Betrachtung
der Symmetriegruppen einen Uberblick iber sémtliche moglichen
Kristallformen gewinnen.

2.3. Die Gruppe der Bewegungen (Kongruenzgruppe) und ihre Un-
tergruppen

Die Menge aller Verschiebungen, Drehungen um einen Punkt und
Geradenspiegelungen bildet eine Gruppe GB,-die Bewegungs- oder
Kongruenzgruppe genannt wird. Das konnte man schon nach der Be-
sprechung der Beispiele 5, 6 und 7 vermuten. Dabei wird die Ver-
kniipfung zweier Bewegungen wieder als das Nacheinanderausfiihren

der betreffenden Bewegungen definiert. p

Auf den strengen Beweis dafiir, daB in Gp'die 4 Gruppenaxiome
erfiillt sind, soll in diesem Rahmen verzichtet werden. Die Men-
ge aller Verschiebungen Gy (siehe Beispiel 7) und die Menge al-
ler Drehungen GD (siehe Beispiels5) sind Untergruppen der Be-
wegungsgruppe GB’ die Menge aller Geradenspiegelungen dagegen
nicht (siehe Beispiel 6). Durch folgende Ubersicht wurden die
Invarianten der Bewegungsgruppe verdeutlicht:

Bewegungsgruppe GB

Transformationen: Invarianten:
Verschiebungen, Orthogonalitét von zwei Geraden;
Drehungen um einen Punkt, Parallelitdt von zwei Geraden;
Geradenspiegelungen. Inzidenz (vereinigte Lage) von

Punkt und Gerade;

Anordnung von Punkten auf einer
Geraden;

Streckenlénge;
WinkelgroBe.

Die durch die Elemente der Bewegungsgruppe Gp bzw. deren Ver=-
kniipfungen definierten Abbildungen bezeichnet man kurz als

léngentreue und winkeltreue Abbildungen; die Originale (z. B.
Winkel, Strecken, Dreiecke, Vierecke) und deren Bilder heiBen
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kongruent zueinander. Durch die Bewegungsgruppe wird die soge-
namnte Koangruenzgecmetrie beschrieben.

Untergruppen

. e~ _

GV .GD Nichts
(Gruppe aller (Gruppe aller Drehungen {Menge aller Gera-
TGTJCMLPUWH%PP) am einen Punkt) | denapiggelungen)

,“‘\' _,../ §
Gy, D

(Die Menge aller Verschlebungen und Drehungen
um einen Punkt lLet ebenfalls eine Untergruppe)

2.4, lie Hauptgruppe oder #quiforme Gruppe

Es soll zundchst die Menge aller zentrischen Streckungen be-
trachtet werden, wobei eine zentrische Streckung durch Angabe
eines otreckungszentrums 7 und eines Streckungsfaktors k

(ke P, L:>LU eindeutig festgelegt ist. Es ergibt sich die Fra-
ge, ob die Menge aller zentrischen Streckungen beziiglich des
Nacheinanderausfilhrens als Verkniipfung eine Gruppe bildet. Die-
se Frage mhﬁ verneint werden, denn im Falle Z1 * 22 und k1-k2
eléAbt das Nacheinanderausfiihren der beiden zentrischen Strek-
kungen (21, k1) und (Zz, k ) eine Verschiebung, wie das folgen—
de einfache Belsplel veranachaullcht.

= T o =

8, ey
:::::::::%721;2)

— ' A
-_‘;‘L..L——- -'-"""'".'— ) i -\L\

folelich ist das Gruppenaxiom (I) nicht erfilllt, und es liegt
keine Gruppe vor. Dagegen bildet die Menge aller Verschiebungen,
Drehungen um einen Punkt, Geradenspiegelungen und zentrischen
Streckungen eine Gruppe, die Hauptgruppe GH oder &dquiforme
Gruppe der Transformationen. Man erkennt gofort, daBl die Hinzu-
nehme der Menge aller zentrischen Streckungen zu den Elementen
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der Bewegungsgruppe GB den Verzicht asuf die Lﬁpgentreue der Ab-
bildungen bedeutet. Die Hauptgruppe GH oder #quiforme Gruppe
der Transformationen charakterisiert die Ahnlichkeits- oder

dquiforme Geometrie. -
Durch folgende Ubersicht soll der Zusammenhang zwischen den
verschiedenen Transformationsgruppen dargestellt werden:

Gy

(Hauptgruppe,
winkeltreue Abbildungen)

Gp
(Bewegungsgruppe, Keine Gruppe:
léngen- und winkeltreue — p .
enge aller zentri-

Abbildungen) schen Streckungen
Keine Gruppe: Gp GV —_
Menge aller (Gruppe aller  (Gruppe GV,Z
Geraden- Drehungen um aller Ver- (Gruppe aller
spiegelungen einen Punkt) schiebungen) Verschiebungen und

zentrischen

\‘\\\\ //// Streckungen)
Gy, D '

2.5. Ausblick

Verzichtet man auch auf die Winkeltreue, so gelangt man zu
einer'Tranaformationsgruppe; die als affine Gruppe bezeichnet
pird und die affine Geometrie charaktersiert. Wesentliche In-
varianzeigenschaften der affinen Abbildungen sind die Paralle~
litdt von 2 Geraden, die Inzidenz von Punkt und Gerade und das
Teilverhiéltnis je dreier Punkte. Auf eine exakte Definition
dieser Transformationen muBl hier verzichtet werden. Beispielhaft
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gei erwdahnt, daB bei einer affinen Abbildung ein Kreis in eine

Ellipse iibergeht. Wenn man bei der senkrechten Eintafelprojek-
tion eine ebene Figur um die Spur ihrer Ebene klappt, so is%t
die senkrechte Eintefalprojektion das affine Bild dieser Um=
klappung.

‘Geht man noch einen Schritt weiter und verzichtet bei den ele-
mentaren geometrischen Eigenschaften auch noch auf die Paralle-
1itdt von 2 Geraden, so sttBt man auf die Gruppe der projekti-
ven Transformationen, die die projektive Geometrie beschreibt.
Als elementare geometrische Eigenschaft bleibt die Inzidenz
von Punkt und Gerade erhalten. Es sei nur noch darauf hinge-
wiesen, daB projektive Abbildungen beil der Zentralprojektion
entstehen. ]

Projektive : Projektive
Transformationsgruppe Geometrie
Affine Transfor- Affine
mationsgruppe Geometrie
Ahnlichkeits—
Hauptgruppe geometrie
Kongruenz-
Bewegungsgruppe . - geometrie

3., Die Widerspiegelung des "Erlanger Programms" im Geometrie-
lehrgang der POS

Nachfolgend soll untersucht werden, ob man das "Erlanger Pro=-

gramm" als den wissenschaftlichen Hintergrund fiir die in den

Lehrbiichern realisierte'Konzeption zur Behandlung der Verschie-

bungen, Geradenspiegelungen, Drehungen um einen Punkt und zen-

trischen Streckungen betrachten kann.

Diese Frage besteht aus 2 Teilfragen, néamlich:

1. Werden bei der Behandlung der genannten Transformatlonen die
invarianten geometrischen Eigenschaften deutlich herausgear-
beitet?
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2. Werden bei der Lehrbuchgestaltung die vier Gruppeneigenschaf-
ten der jeweiligen Transformationsgruppe beriicksichtigt?

3.1, Die Behandlung der Verschiebungen, Geradenspiegelungen
und Drehungen um einen Punkt '

Bekanntlich erfolgt die Behandlung der Bewegungen in den Klas-

sen 4, 5 und 6, wobei

. in Klasse 4 die Verschiebungen Unterrichtsgegenstand sind,

. in Klasse 5 die Verschiebungen wiederholt und die Geraden-
spiegelungen sowie die Drehungen um einen Punkt gelehrt wer-
den und schlieBlich '

. in Klasse 6 nach einer Wiederholung das Nacheinanderausfilhren
von Verschiebungen, Geradenspiegelungen und Drehungen um einen
Punkt behandelt wird und darauf aufbauend die Begriffe Bewe-
gung und Kongruenz definiert werden. Eine Analyse der Lehrbii-
cher ergibt, daB die invarianten elementargeometrischen
Eigenschaften der Verachiebungen, Spiegelungen an einer Gera=-

den und Drehungen um einen Punkt anschaulich herausgearbeitet

und explizit formuliert werden. So heiBt es z. B. im Lehrbuch
fiir Klasse 5 (S. 158): -

"FMir jede Spiegelung gilt: _ _

(1) Jede Strecke AB hat als Bild eine Strecke, die Stfecke A'B'.

AB und A'B' sind gleich lang.

(2) Jede Gerade g = AB hat als Bild eine Gerade, die Gerade
g' = A'B'" .. o '

(3) Sind zwei Garaden zueinander parallel, so sind auch ihre

_ Bildgeraden zueinander parallel.

(4) Der Schnittwinkel zweier Geraden ist stets gleich dem
Schnittwinkel ihrer Bildgeraden. Stehen insbesondere die
beiden Geraden aufeinander senkrecht, so stehen auch ihre
Bildgeraden aufeinander senkrecht."

’Inhaltlich gleichwertige Aussagen findet man auch beziiglich
der Drehungen um einen Punkt (Lehrbuch Kl. 5, S. 178/179) und
der Verschiebungen (Lehrbuch Kl. 4, S. 196 bzw. S. 200), wobei
bei den Verschiebungen in Klasse 4 die Aussage iliber die Inva=-
rianz der WinkelgrdBe fehlt, weil die notwendigeh stofflichen
Voraussetzungen noch nicht behandelt sind. Die beziiglich der
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Spiegelungen zitierten Invarianzeigenschaften werden in Klas=-
e 6 (Lehrbuch S. 135) als gemeinsame Eigenschaften aller Ver-
schiebungen, Geradenspiegelungen und Drehungen um einen Punkt '
herausgearbeitet. Unverstédndlich ist, warum dabei der Invarianz
der Streckenlénge eine Sonderstellung eingerdumt wird, indem
sie als Satz gekennzeichnet und herausgestellt ist (siehe Lehr-
buch Kl. 6, S. 134). Rein sachlich ist eine derartige Sonder-
stellung nicht gerechtfertigt, zumindest miiBte in gleicher Wei-
‘ge die Invarianz der WinkelgroBe als Satz formuliert werden.
Aus den gemeinsamen Eigenschaften aller Verschiebungen, Gera-
dengpiegelungen und Drehungen um einen Punkt sind folgerichtig
die Eigenschaften der Bewegungen abgeleitet (siehe Lehrbuch

Kl. 6, S. 143). Ein Vergleich mit den in 2.3. angefiihrten In-
varianten der Bewegungsgruppe GB zeigt geringfiigige Unter-
schiede. Es ist sicher aus didaktisch-methodischen Grilinden ge-
rechtfertigt, wenn im Lehrbuch als eine Eigenschaft genannt
wird, daB das Bild einer Geraden wieder eine Gerade ist. Im
Grunde genommen ergibt sich diese Eigenschaft aus der Invarianz
von Orthogonalitét und Parallelitédt zweier Geraden. Es wére je=
doch angebracht, die Inzidenz von Punkt und Gerade zusédtzlich
als wichtige Eigenschaft der Bewegungen zu formulieren. Die
Moglichkeiten, bei der inhaltlichen und methodischen Gestaltung
der Iehrbiicher die Gruppeneigenschaften der jeweiligen Transfor-
mationsgruppe im Auge zu haben und zu berlicksichtigen, sind si-
cher gering, weil das fiir das Nacheinanderausfilhren von Bewe-
gungen gleicher Art (von 2 oder mehr Verschiebungen bzw. Gera-
denspiegelungen bzw. Drehungen um einen Punkt) oder von ver-
schiedener Art (z. B. drehen, anschlieﬂend spiegeln, danach ver-
schieben usw.) zur Verfligung stehende Zeitvolumen sehr be=-
schrinkt ist. AuBerdem wiirde es bei den Schiilern zu Unversténd-
nis fithren, wollte man im Unterricht das neutrale Element ("In-
Ruhe-lassen") der jeweiligen Transformationsgruppe erwihnen,
weil es dafiir keine echte Motivation gibt. Durch die Wahl ge-
eigneter Beispiele sollte deq Lehrer jedoch unbedingt die Asso-
ziativitdt und Kommutativitdat der verschiedenen Bewegungen ver-
deutlichen. AuBerdem ist es ohne viel Zeitaufwand mdglich, nach
der Verschiebung (bzw. Drehung) einer Figur nach derjenigen
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Verschiebung (bzw. Drehung) zu fragen, welche die Bildfigur
wieder in die Originalfigur tibertfiihrt (d. h. nach dem inversen
@Wlement). Die Beriicksichtigung -der beiden letzten Hinweise

fiilhrt zu einer tieferen geistigen Durchdringung der zu behan-~
delnden Bewegungen. Es ist schade, da8 es in den Lehrbiicherun
keine Beispiele oder Schiilerauftrige gibt, die auf das Inverse
hinzielen. Leider bleiben auch die Besonderheiten der Geraden-
spiegelungen (das Nacheinanderausfilhren zweier Spiegelungen ist
eine Verschiebung oder eine Drehung) unberiicksichtigt. Ledig-
lich Aufgabe 11 (Lehrbuch Kl. 5, S. 164) deutet diesen Sachver-
halt an. i

3.2. Die Behandlung der zentrischen Streckungen und Ahnlich-
keltaabblldungen

Auch bei der Behandlung der zentrischen Streckungen gind die
Ideen des "Erlanger Programms" als wissenschaftliche und metho-
dische Orientierungsgrundlage unverkennbar, denn neben der kon-
struktiven Komponente dieses Stoffgebietes‘stehen die Eigen-
schaften und das Nacheindndersusfilhren von zentrischen Strek-
‘kungen im Mittelpunkt. Die innere Geschlossenheit des Gesamt-
lehrgangs der Abbildungen wiirde jedoch deutlzsiér hervortreten,
wenn herausgearbeitet wiirde, daB fiir die zentrischen Streckun-
gen dieselben Eigenschaften gelten wie fiir die Bewegungen, je=-
doch die "Ldngentreue" (Original- und Bildstrecke sind gleich
lang) nur erhalten bleibt, wenn der Sonderfall k=1 (k Strek-
kungsfaktor) vorliegt. Die als Abbildungseigenschaften formu-
lierten Aussagen betreffen hier nicht nur Invarianzeigenschaf-
ten, sondern auch andere GesetzmiBigkeiten, wie z. B.:

"(4) Das Bild jeder Strecke ist k-mal so lang wie ihr Orlglnal '
(Lehrbuch K1. 8, S. 33).

Nach den vorliegenden Erfahrungen sind Jedoch derartige Aussa-
gen aus methodischen Griinden sehr zweiméfBig. Leider vermiBt ‘man
im Lehrbuchabschnitt "ihnliche Figuren" (Lehrbuch X1. 8, ab

S. 36) eine zusammenfassende Darstellung der elementargeometri-
schen Eigenschaften, die bei Ahnlichkeitsabbildungen erhalten
bleiben. Im Lehrbuch ist beriicksichtigt, daB die Menge aller
zentrischen Streckungen beziiglich des Nacheinanderausfﬂhrens'
keine Gruppe bildet. Es wird das Nacheinanderausfiihren von 2
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zentrischen Streckungen (21; k1) und (22; kz) untersucht und
festgestellt, daB im Falle Z1 * 2, und k1-k2 # 1 "die Zusam-
mensetzung beider Streckungen ... wiederum eine zentrische
Streckung" ist (Lehrbuch Kl. 8, S. 36).

Gleichzeitig werden die Schiiler auch aufgefordert, den Fall

k vk, = 1 zu priifen, bei dem - wie schon ausgefilhrt - eine Ver-
schiebung entsteht. Im Lehrbuchabschnitt "17 Ahnlichkeitsabbil-
dungen" (Lehrbuch Kl. 8, S. 36 bis S. 38) sind die M&glichkei-
ten, bei der Wahl der Beispiele und Aufgaben die Gruppeneigen=
schaften der Hauptgruppe G4 zu beriicksichtigen, bei weitem
nicht ausgeschopft. Das widre jedoch wilnschenswert, nicht der
Gruppen, sondern des tieferen Verstiindnisses wegen.

4. SchluBbemerkungen

Die fachliche und methodische Orientierung des Lehrgangs zur
Abbildungsgeometrie in der POS am "Erlanger Programm" ist un-
verkennbar und zu begriiien. Wiinschenswert wiren dabei eine stér-
kere Konsequenz, eine groBere BewuBtheit beil den Lehrern und
eine noch mehr aufeinander abgestimmte innere Geschlossenheit
dieses Lehrgangs, nicht als Verbeugung vor dem Gruppenbegriff,
sondern wegen der stédrkeren geistigen Durchdringung und des
tieferen Versténdnisses der geometrischen Transformationen. In
dem vorstehenden Beitrag wurde versucht, dazu einige Anregungen
zu geben.

Professor G .Schlosser, FSU
Bereich Methodik des Mathematikunterrichts

Die Wissenschaft iiberbriickt nicht die Abgriinde
des Denkens. Sie steht bloB als Warntafel davor.

Die Zuwiderhandelnden haben es sich selbst zu-

zuschreiben.
Karl Kraus
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Wie kann man mit algorithmisch unzugénglichen Problemen
fertig werden?

1. Der Inhalt des Artikels in Kurfassung

Wir gehen von der Beobachtung aus, daB Computer ihre Arbeit
taktweise, in kleinen Einzelschritten, erledigen. Heutige Com-
puter schaffen etwa eine Million solcher Schritte (Operationen)
in einer Sekunde. Die Zahl der Rechenschritte oder, wie -wir
auch sagen wollen, die Rechenzeit, kann nun zur Beurteilung der
Kompliziertheit eines Rechenprozesses herangezogen werden. Es
hat sich herausgestellt, daB Probleme existieren, die einer-
gseits von sehr groBem Skonomischen Interesse sind, bei denen
aber andererseits schon fiir sehr kleine Eingaben astronomisch
groBe Rechenzeiten der zu ihrer Losung auszufithrenden Rechen-
prozesse erforderlich sind. Solche Probleme wollen wir hier

'unzggégglich nennen.

Es ist nun eine verbliiffende und praktisch bedeutungsvolle Er-
kenntnis, daB man in vielen Fillen eine drastische Senkung der
Rechenzeit suf ein ertrégliches MaB errelchen kann, wenn man (
gich mit Niéherungsldsungen an Stelle genauer Losungen zufrieden
gibt. Einige Beispiele dieser Art sollen im folgenden vorge-
stellt werden.

2. Wag gind gdiakrete) Ogtimie;gggsprobleme?

Um das bisher Gasagte genauer ausfiihren zu konnen, brauchen wir

zuniichst eine klare Vorstellung dariiber, was ein Problem sein

gsoll. Wir beschrénken uns dabei auf sogenannte'(diskrete) Op=-

timierungsprobleme. Ein solches liegt dann vor, wenn folgende

Dinge gegeben sind: :

(Bei Verstindnisschwierigkeiten sollte der Leser gleich die im

nichsten Abschnitt angegebenen Beispiele mit einbeziehen.)

1. Eine Menge A sogenannter Eingaben, die wir uns als "Aufge=-
pen" vorstellen wollen, zu denen "I 5sungen" gesucht werden.

2. Zu jeder Eingabe x eine endliche lenge L(x) von "Losungen".

3, Eine Bewertungsfunktion b der Losungen, die jeder Losung
zine natiirliche Zahl zuordnet, die wir als die "Giite" der
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Losung ansehen wollen.

Weiter wollen wir uns vorstellen, dal die Giite einer Losung um-
8o besser wird, je groBer ihr b-Wert ist. (Auch der umgekehrte
Fall ist denkbar. Hat man ihn vor Augen, muB man im folgenden
"mex" durch "min" ersetzen.)

Nun kann man 'iledem x € A einen optimalen Wert

b*(x) = max { b(y) : y¢ L(x)}

zuordnen, das ist also der griSte b-Wert, den eine LOsung von X
erreichen kann. Ist b(y) = b*(x) fiir ein y¢ L(x), so nennt man

y eine optimale (beste) Losung fiir x.

Das Optimierungsproblem besteht dann darin, zu jedem xé€ A eine
optimale Losung zu finden. (Wir vermeiden es, von der optimalen

Losung zu sprechen, weil es im aligemeinen mehrere verschiedene
Losungen gibt, die die Optimalitﬁtsbedingung_b(y) = b*(x) er-
fiilllen.) Das Optimierungsproblem zu ldsen, heiBit, einen Algo=-
rithmus anzugeben, der eine Funktion f berechnet, die jedem

x¢€ A eine Losung f(x) derart zuordnet, daB f(x)€ L(x) und
b(£(x)) = b*(x) gilt.

Es geht also bei einem Optimierungsproblem darum, fir eine
Schar gleichartiger Aufgaben beste Losungen zu finden, wobei
durch eine Bewertungsfunktion festgelegt wird, was "beste" Lo~
singen sein sollen. '

3, Beigpiele filr Optimierungsprobleme

1. Beispiel: Das Problem von den 2 Lastentrigern

Gegeben sind n Gegensténde mit bekannten Gewichten XqseeesXpy
und zwei Lastentriger, die ein Tragevermdgen von m Gewichts-
einheiten haben. Es handelt sich nun darum, den beiden Lasten-
trigern eine moglichst groBe Zahl der gegebenen Gegenstinde
aﬁfzubﬁrden.

Wennlwir'die Ménge dieser Aufgaben als Beisﬁiel fiir ein Opti-
mierungsprobiem begreifen wollen, wie sie im vorigen Abschnitt
behandelt worden sind, brauchen wir nur folgende Festlegungen
zu treffen:

Eingaben sind (n+1)-tupel der Form x:(x1,...,xn;m),-wobei
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DyMyXyseeesXy beliebige positive natiirliche Zahlen sein diirfen.
(Man beachte, daB insbesondere auch die Zahl n der Gegensténde
von Aufgabe zu Aufgabe variieren kann.)

Eine Ldsung von x-(x1,...,xn,m) hat die Form (J,,d ). wobei

J1UJ25f1,...,n] und J, A J, -ﬁu:ade ﬁmu.nde £Em

zu gelten hat. J1 ist die llenge der Gegengtande, die demzersten
Lastentréger aufgeladen wird, und J, ist filr den zweiten be=-
gtimmt.

Die Bewertungsfunktion b fiir die Losungen ist definiert als
b((J1,J2)') = Anzahl der Elemente von J, v J,, das ist die Ge-
samtzahl der Gegenstdéinde, die bei dieser Lisung getragen wer-
den sollen. . '

b*(x) ist dann die groBte Zahl von Gegenstédnden; die die beiden
Lastentridger tragen kdnnen, ohne iiberlastet zu werden.

Ist beispielsweise (10,7,1,12,5,8;20) eine Eingabe, so bedeu-
tet das, daB 6 Gegensténde mit den Gewichten 10,7,...,8 zur
Auswahl stehen fiir zwei Lastentriger, von denen jeder 20 Ge-
wichtseinheiten tragen kann. Einige Losungen (der Leser sollte
zur Ubung alle Losungen bestimmen) sind gegeben durch _
({1,2,33, {4,6}), ((2,3,5},{1,6}) oder ({4,5},{3,6}). Das Men-
genpaar ({1,4},{2,5,6}) ist keine I&sung, weil hier dem ersten
Trégezhein zu grofles Gesamtgewicht, némlich x1+x4 = 10412 = 22
aufgeladen wiirde. Man sieht leicht ein, daB die beiden ersten
Losungen optimal sind und den optimalen Wert 5 realisieren.

2. Beispiel: Das Rundreiseproblem (Dies ist ein Optimierungs-

problem, bei dem beste Losungen durch kleinste Werfe der Be-

wertungsfunktion charakterisiert sind.) |

Wir betrachten Aufgaben folgender Art.;Gegeben gind n Stddte,
jede ist mit jeder durch eine StraBe bekannter Lénge verbunden,
und ein Hausierer will von der Stadt 1 aus alle Stéddte auf

einer kiirzesten Route besuchen und wieder zur Stadt 1 zuriick-
kehren.

Dieses sogenannte Rundreiseproblem 1léBt sich folgendérmaﬁen in

unser Schema einordnen.

Eingaben sind hier Netze von n Stéddten, die wir etwa durch Ent-
fernungstabellen filr diese n Stéddte beschreiben konnen. Dabei
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ist n variabel, d. h. verschiedene Eingaben kBﬁnen verschiede-
ne Anzshlen von Stédten enthalten. \

L(x) ist die Menge der (n-1)! verschiedenen Routen durch das
Netz x dieser n Stidte. (Eine Route ist durch Festlegen einer
Reihenfolge gegeben, in der die n Stédte besucht werden sollen.
Da die Reise in der Stadt 1 beginnt, muB noch die Reihenfolge
der iibrigen n-1 Stédte festgelegt werden. Dafiir gibt es be-
kanntlich (n=1)! = 1¢2¢3¢,..¢(n=1) Mglichkeiten. Beweis?)

Fiir jede Rundreise y verstehen wir unter b(y) die lénge des
Weges y. Das Optimum b*(x) = min {b(y) : y¢ L(x)} ist die mi-
nimale Wegliénge einer Rundreise durch x. Fiir das Stédtenetz

sind in der rolgenden'Tabelle alle Rundreisen zusammengestellt.

Route Lénge dexr Route
12341 58

124 31 49
13241 49
13421 49 -
14231 49
14321 58

Wie man sieht, liegt das Optimum bei 49, und dieser Wert wird
durch vier Routen realisiert. (DaB davon je zwei durch Umkeh-
rung der Durchlaufrichtung'auseinander hervorgehen; interessiert
uns dabei nicht weiter.) '
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4. Uber die Kompliziertheit von Optimierungsproblemen

Ohne genauer {iber Computer Bescheid zu wissen, kann jedermann
zundichst folgende Aussagen leicht begreifen. Um ein Optimie-
rungsproblem vom Rechner behandeln zu lassen, braucht man ein
Verfahren (einen Algorithmus), nach dem der Rechner vorgehen
kann, wenn ihm dieses Verfahren durch Programmierung mitgeteilt.
wird. Der Rechner ist dann in der Lage, fiir jede Eingabe x eine
optimale Lisung y auszugeben. Die Zahl der Rechenschritte (die
Rechenzeit), die der Rechner dazu bendtigt, héngt offensicht-
lich von x ab. Wir nennen diese. Zahl daher t(x).

Wie wir-schoh gesehen haben, ist x nicht immer eine natiirliche
Zahl. Es ist sinnvoll, die Rechenzeit nicht auf x selbst zu
beziehen, sondern auf die Lénge einer Niederschrift von x, d.h.
auf die Zahl der Symbole (einschlieBlich eventueller Trennzei-
chen), die ndtig sind, um die Eingabe x aufzuschreiben. Im obi-
gen Beispiel x=(10,7,1,12,5,8;20) braucht man 18 Zeichen, um X
aufzuschreiben. Wir wollen denn sagen, daf x die Lénge 18 hat.

Als MaBstab fiir die Kompliziertheit, mit der ein Algorithmus
arbeitet, nimmt man nun die Funktion '

T(N) = max {t(x) : x hat die Liénge N},

d. h. die groBtmdgliche Rechenzeit, die bei Eingaben der Lénge
N auftreten kann.

Selbstverstiindlich versucht man bei jedem Problem, einen Algo-
rithmus mit moglichst kleiner Zeitkompliziertheit T(N) zu fin-
den. Was des Rundreiseproblem und das Problem von den zwei La-
stentriigern angeht, so haben alle bisher gefundenen Algorith-
men zu ihrer Losung eine Zeitkompliziertheit von mindestens
T(N) = oN, (Das liegt, grob gesprochen, daran, da8 all diese
Algorithmen darauf hinauslaufen, alle Ldsungen durchzumustern,
und in beiden PFédllen kann man sich iliberlegen, daB die Zahl der
Losungen exponentiell in der Linge der Eingabe sein kann.) '

Diese exponentielle Zeitkompliziertheit bedeutet eine herbe
Enttduschung fiir den praktischen Anwender, denn ein Rechner,

der etwa eine Million Operationen pro Sekunde ausfiihren kann,
brauchte Rechenzeiten von etwa 13 Tagen, 36 Jahren oder 366 Jahr-
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hunderten(!) fiir Eingaben der Linge 40, 50 bzw. 60. Da solche
Eingabelédngen fir Skonomische Zwecke durchaus noch sinnvoll
und notwendig sind, kann men mit den angegebenen Algorithmen
nicht zufrieden sein. Wer kann schon 366 Jahrhunderte auf ein
Rechenergebnis warten!

Nun liegt die Frage nahe: Erlauben die genannten Probleme

grundsétzlich keine schnelleren Lisungsalgorithmen, oder waren
wir bisher nur noch nicht geschickt genug, schnellere Algorith-
men zu finden? Diese'Frage ist offen, aber es bestehen triftige
theoretische, hier nicht erdrterbare Griinde zu der Annahme, daB

diese Probleme wirklich sc schwierig (unzugénglich) sind.
LY .

5. Verzicht auf genaue Ldsungen -~ ein Mittel zur Uberwindung
der Unzugénglichkeit

Angesichts dieser Tatsache ist man gezwungen, sich nach Mog-
lichkeiten umzusehen, wie man doch noch mit solchen Problemen
fertig werden kann. Wir wollen hier nur einen von mehreren Aus-
wegen diskutieren: den Verzicht auf genaue Lésungen. Dieser
Ausweg funktioniert nicht immer, aber in manchen Féllen kann
man dadurch zu sehr bfaucnbaren Rechenzeiten gelangen.

W/ir behandeln ausflihrlich nur das Problem der zwei Lastentréger.
Wir &ndern es insofern ab, als wir uns jetzt fiir Funktionen f
interessieren, die nicht die scharfe Bedingung

f{x) € L(x) und b(£(x)) = b"(x)
erfiillen, sondern die abgeschwéchté
(1) £(x) €L(x) und b(£(x)) = b*(x)=1,

d. h. wir suchen Lésungen, die nun hochstens 1 vom Optimum ab~
weichen. Die Abschwiichung der urspriinglichen Aufgabenstellung,
die wir vornehmen, ist also denkbar gering. Es ist deshalb bei-
nahe unglaublich, daB sie sachon dazu ausreicht, daB dieses ab-
geschwéichte Problem mit der Zeitkompliziertheit T(N):chlogEH
(wobei wir mit N die Eingabelténge und ¢ eine geeignete positive’
Konstante bezeichmen) losbar ist. Und dies bedeutet, daB die
Rechenzeit fiir Eingaben der Linge 60 nicht mehr Jahrhunderte,
sondern nur noch Bruchteile einer Sekunde (!) betrégt. Jeder



19 Unzug éngliche Probleme
Anwender nimmt eine (mdgliche) Abweichung vom Optimum um 1 gern
in Kauf, wenn dies zu derart betréichtlichen Rechenzeitgewinnen
filhrt, die das Problem von einem unzugénglichen in ein solches
verwandeln, das in;einer fir menschliche Belange vertretbaren
Zeit geldst werden kann,

Wir wollen nun einsehen, daB die Berechnung einer Funktion f,
die die Bedingung (1) erfiillt, wirklich in der angegebenen Zeit
erfolgen kann. Dazu geben wir tolgendes Verfahren zur Berech-
nung ven £ ans:

Eingabe: x:(x1,...,xn;m).

1« Ordne (x1,...,xn) nach wachsender GroBe. Die Folge, die
durch die Umordnung entsteht, wolleén wir mit (x Xy secesX, )
1, 2

i
bezeichnen. Es gilt also x, € x, £ ... £ x. ', -
: & i CLAR § » \
, 1 .2 n _
2. Bilde die Summen Xy \
1.
X, + X,
11 i,

und finde dabei 1 und dasjenige k heraus, fiir das

Xj *oees + X £m und, falls 1<n,
1
. ¥ ave + X + X, >m

1 e I

und X, + eee + X, £2m und, falls k<n,
e " Tk |
X: + eee + X. + X >m

i S

gilt. :

3. Bilde J, = {i ,e0.,i;}  und

18

T I | falls x +eo oo +X,.
1+1 " 1{ ’ il+1 . ll

m,

{i1+2|0-.3ik} ] Sonst
,'(_I}ies heiBt insbesondere J2 = @, falls 1=k.)
kg ist klar, daB die beiden Lastentrédger htchstens k Gegenstién-

de tragen konnen. Denn k+1 oder mehr Gegenstiinde libersteigen
das Tragevermbgen beider Trhger zusammengenommen, weil dies bhe-
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reits fiir die k+1 leichtesten Gegenstdénde zutrifft. Dies heiB%
also, daB das Optimum k oder k-1 ist. Der letztere Fall tritt

dann ein, wenn es nicht moglich ist, die k Gegensténde auf die
Lastentréger so zu verteilen, daB kein Gegenstand iibrigbleibt

und die Belastungsgrenzen der Tridger nicht ilberschritten wer-

den. Ein Beispiel dafiir ist x=(6,7,9;11).

Da fiir die gefundene Losung f(x) ebenfalls nur die Werte
b(£(x)) = k oder b(f(x)) = k-1 in Frage kommen, liegt es auf
der Hand, daB b(f(x)) 2 v*(x) gilt, (1) also erfilllt ist.

Ein Beispiel dafiir, daB der Algorithmus keine optimale Ldsung
findet, ist (3,4,5,8,8;15). Er findet die Losung ({1,2,3},{5}),
wihrend ((3,4}, (1,2,5}) optimal ist.

Wir kommen nun zur Abschétzung der Rechenzeit des Algorithmus.
Mit N bezeichnen wir die lLénge der Eingabe von x. Offensicht-
lich gilt n # N. Die Umordnung in der ersten Etappe kann mit
n2 Vergleichen erledigt werden (wie?). (Es sei angemerkt, daB
sogar b.N log N Schritte ausreichen fiir ein geeignetes b > 0.)
Bine Addition zweier Zahlen, deren Lange kleiner ist als Ii,
kann in a Il 10g2M Schritte bewerkstelligt werden, wobei a>0
eine geeignete Konstante ist. Dieses Resultat ist nicht so ein-
fach zu gewinnen, und es kann hier nur ohne Beweis mitgeteilt
werden. Insgesamt sind in der 2. Etappe hochstens n Additionen
zu erledigen, wobei jeweils die Lédnge der Summanden durch N
-abgeschiétzt werden kann, also brauchen wir fiir die 2. Etappe
des Algorithmus hochstens an.N log’l € a N°log°N Schritte. Zum
Aufschreiben von J1 und J2 werden nochmals hichstens n Schritte
gebraucht, und zur Entscheidung der Fallunterscheidung fiir J2
reichen an.N logEH £ g N210g2N Additionen. Das sind insgesamt
hochstens

2 2 2 2 e

c,n° + 2aN"log"l + c,n £ cNlog“N

Schritte mit einem geeigneten ¢ >0. Die Koeffizienten C4 und Cp
kommen daher, daB zur Realisierung eines der notwendigen Re-
chenschritte auf einem Rechner eine gewisse feste Anzahl von
Rechnerschritten erforderlich sind. Auf eine genauere Begriin-
dung dieser letzteren Aussage miissen wir hier verzichten, weil
dazu ein tieferes Lindringen in die Theorie der Programmierung
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notwendig wére.

'6. Kleiner Ausblick auf weitere Resultate

Zunéchst ist die folgende Bemerkung von Interesse.
Wenn man im Problem von den zwei Lastentrigern die Bewertungs-
funktion - und damit das Problem selbst - folgendermaen ab-
éndert ' : : :
p((3,,3,)) = 2 . =x,

1¢J1"J2
so erhdlt man wieder ein Optimierungsproblem, das jetzt darin
besteht, eine moglichst groBe Last zu transportieren.' Auch die-
ses Problem ist unzugénglich. Wenn man zu diesem Problem die
Abschwéchung (1) betrachtet, so bleibt es unzuginglich. Pihrt
man dagegen die folgende groBziigige Abschwidchung ein
(2) b(£(x)) 2 (1-)b" (x), €>0, konstant, aber be-

liebig klein,

so erhdlt man wieder Losungen in vertretbarer Zeit.
Die Bedingung (2) bedeutet anschaulich, daB wir mit Lésungen
zufrieden sind, deren Wert von der optimalen um einen festen,
gehr kleinen Bruchteil des optimalen Wertes abweicht. Diese Be—
dingung ist wirklich sehrlgroﬂzﬂgig, weil fiir grioler werdende
x natiirlich auch b"(x) immer gridBer wird.

SchlieBlich bemerken wir, daB das Rundreiseproblem selbst bei
der Abschwiichung (2) noch unzuginglich bleibt. Hier miissen also
fiilr praktische Belange génzlich andere,K Wege gegangen werden.

i
\

Prof. G. Wechsung, FSU
Bereich Mathematische Kybernetik
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Preisaufgaben
R 43 Beweise, daB flir zwei ungerade Zahlen gilt, aj—b3 ist
1 genau dann durch 2% teilbar, wenn es a-b ist.
R 44 Beweise, daB die Ldsungen der Gleichung
” x% + 4kx + 4(k+1) = O
filr beliebige reelle Werte k reelle Zahlen sind.
Berechne die Vorzeichen fiir alle moglichen Werte von k.
R 45 Berechne
2 2 -
2 X =2X+ X +2X+
+ = °
R 46 10312 2 sei gleioh a. Berechne logg 16.
: .
R 47 Berechne den Flhcheninhalt eines Dreiecks, von dem die
1 Seitenhalbierende der Seite AC 6 cm lang ist und der
Winkel bei A 45° und der bei B 15° groB ist.
R 48 [ycTh a,b - KaTeTH OPAMOYTONBHOIO TPeyTOJNBHMKA, C -
2 TMOOTeHy3a, h — BHCOTa, ONYyWEHHAs W3 BEpIMHH OPAMOTO
yria Ha I'EOOTeHysy. JoxasaTh, YTO TPeyrOIBHUK CO CTO-
posamz h, ¢ +h, a + b ABIAETCA NPAMOYTONBHHM.

EinsendeschluB: 1. i1.85
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Losungen

\
Q 43 (nach Jirgen Schefter, Reichwalde, Dorfstir. 35)

Q 44

Q 45

Angenommen, es sei keine der Zahlen durch 3 teilbar.
Dann gilt: a = 1 mod 3 oder a = -1 mod 3, also

a2 = 1 mod 3. Analog folgt: bz = 1 mod 3, c2 = 1 mod 3.
Aus a2+b2 = ¢° folgt dann 1+1 = 1 mod 3. 7~

Da diese Gleichung falsch ist, stimmt die Annahme nicht,

" und eine Zahl muB8 durch 3 teilbar sein.

(nach Jirgen Schefter, Reichwalde, Dorfstr. 35)

T+ Hox-3 = 212(x=1)

Da offensichtlich x=0 keine Ldsung ist, kann man durch

1./" dividie
2J2- - 2155 A2 12

Durch die Subs‘l:itutlon y = -2J2- 2 folgt:

1+ y = 2\}41-433

1 + 3y + 3y2 + y3 = 4 + 4y

yj-:vz-:r+1 =0

3

(y%-1)(y-1) =0
Wiegen x - —J%— folgt
1=3 x2=1

Die Probe bestétigt die Richtigkeit der Losung.

(nach Uta Hovel, Berlin, Fischerinsel 5)

Vor.: &fx+1 +2Jx+21 + %43 = 0 (1)

ges.: alle reellen x, die (1) erfiillen

Lsg: Angenommen, es gibt ein x€P , das (1) erfiillt.
Damit die Termumformungen libersichtlicher werden,
substituiere ich. Es sei z = x+2.
Dann gilt:
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z-1+3 2\1(2—1) z + 3 }\/(z—ﬂz + 2z = =(z+1)
3%2-1)2 (sz-‘l + Nz = -3z
(z=1)z = 2241 (1) = =3z
3 2/(5-1)5(5-!-1 ) = 3z
(z=-1)z(z2+1) = 22
(2=1)z(z+1) = 2> = O
2((22-1)=2%) = 0
z°1 = 0

z a0
Wenn es eine Lsg. gibt z=0 ¢ x==2

RilckschluB: fiir x = =2 gilt ' .
A2+ + H(=2)e2 + A(-2)+3 =
Y IO VO Ve

-2 ist also tats#chlich die einzige Lbsung der
Gleichung. L = {=2}

(nach Steffen GroBert, Bérlin, Heidekampweg 90)

Eliminiert man o« und # aus dem Gleichungssystem, 8o
bleibt nur noch eine (unabhiéingige) Gleichung mit den
restlichen Variahlen a,b,x,y ibrig. _

Wir quadrieren die ersten beiden Gleichungen:

I xz 'cosznr + yasinaa + 2Xy cbs-r sin#B = a
D 5 i x2 sinaﬂ + yzcoszu - 2xy cosoa sin @ = b2
TII (Jr':zﬂrz)(sinzor + coszor ) L = 2ab

Jetzt addieren wir alle 3 Gleichungen und erhalten:

(x2+yz)(ain2rx +cos'2ot +ain25 +c0528) = 32+2ab+b2

und als Endergebma-
2(:: +y ) (a+b)2
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Q 49 (nach Holger Heinrich, Porst, Dr.=0tto-Nuschke-Str. Ta)

Wenn ¢ eine Konstante ist,
héngt der Umfang wegen

a = a+b+c

nur noch von der Summe s
~der Seiten a und b ab.

s = a+b. 1)

a_ __>b a el
8ine gin 4 siny

B-E'Esi'mn—: (2)

b= PR (3)

(2) und (3) in (1):

g = S 8in« o sin#
- s8in g sin y
¢ sin« _+ 0 sin &
s = sny (4)

x +8+ = 180°
B= 180° =&k =gy  (5)

(5) in (4):
¢ sine + ¢ 8in(180°%-w -y )

8 =

siny
g = & Sina + o(sine cosy + sin y cose) (wegen Qua-
sin drantenbez.
. d
c sine ., ¢ sinacosy . ¢ sinfcose 22
8 = === + ginf« +8)=
sin y sln ¥ =3 sine« cos 8 +

g = (H%? + ¢ coty ) sina + ¢ coser (6) sin B cosw )
Die Gleichung (6) beschreibt die Abhiingigkeit der Summe
s vom Winkel o« , wobei y und ¢ Konstanten sind (1t. Auf-
gabe). Der Maximalwert von s ergibt sich als Nullstelle
der 1. Ableitung der Punktion f(«x) = s, wenn die 2. Ab-
leitung fiir diesen Wert negativ ist. '

f'(«) = 8' = (E_%T"' ¢ cdty)oosu - ¢ sine .

0= (—é—j_-Jﬁ—F + cot y)c cosea - ¢ gine |+ ¢ sin «
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¢c sine = (ﬂ_:l.:l—? + coty)c cosa |: ¢ cose
el o e AL

Die Gleichung (7) ermittelt den Winkel e« filr den Fall
des maximalen Umfangs aus dem Winkel y .
Nun soll die Beziehung zwischen « und A untersucht
werden. -
180° = = + A + 1
vy =180° -« = (8)
(8) in (7):

tan o« = l + cot(180°-« = A)
g8in(1807 )=« = B)
1

tano« = gyEr=TEY - cot(w +8) (Quadrantenbez. )
$EH # m 1 _ _ (cos«cosB ~sin « 8in

T gin« cos A+8inAk coser S8inet CcOSA +81in A 008 er
gin« _ 1-cos«cosAB +Sine« sinAd | :
COSe«  Sline coS A +81NA8 CO8S & l-cos« (sinscoss+singcoss)

sine (sine cos A +sin M cos e )= cos (1=cosscosB+sinxsinb)

2

sinzct cosB+sinlBcose sine =cos® -cos“« cosS#A+cose sin« sinA

. 2 2
gin“w cosB +cos & cos A = co8
. 2
cos A(sin“« +cos“w ) = cO3 &
cos A = cogs &
o =R

Bei gegebener Seite ¢ und gegebenem Winkel y- hat ge-
nau das Dreieck mit den gleichen Basiswinkeln, also
das gleichschenklige Dreieck den griBten Umfang.

Die 2. Ableitung der Funktion f(er ) ist

£ (o) = "(si;lr + coty)c sine - ¢ cose

Die Funktion f"( « ) ist negativ, wenn die Faktoren

Sl‘gl_l‘ + cot y), ¢, sino und cos « positiv sind.

Wenn « = B, dann folgt aus X +R+y¥ = 180°
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Los en

Q 51

o =A% 90g
d.h.

cos «x 20
gin e¢ 2 0

-
ain y

(<, A4, y haben positive Werte).

Aus ( + ooty ) wird

1 - Jtcosy
sin g + ooty sin g
fir v 4 180°% (wegen & + B + y = 180°) ist

sin ¥ 2 O und cos y * -1, also 1+cosy 2 O.

=» der Faktor -511?? + cot ¥ ist Null oder positiv.

Da ¢ eine Seite eines Dreiecks ist, ist auch der Fak-
tor ¢ positiv.

Damit ist bewiesen, daB f£"(« ) fiir « = 8 negativ ist,
d. h. es handelt sich tatséchlich um den Maximalwert
der Funktion f£(x).

(nach Michael Griéber, Rostock, St.-Jantzen-Ring 49)
Ich zerlege das Intervall ¢-10;2» so, da8 ich mehrere

Intervalle erhalte, wobei innerhalb von jedem Intervall

[z) gleich ist:

(2] ze¢ [21%=[29] 226 z 6
-10 -10 100 (99; 100> <-10;- v ;10> =10
-9 (=10;=92 g (80;81) ¢~ 9;-5;‘{%; 9 -9
- 8 (- 9;-8> 64 (63;64> (- 83;-w3)~v ; 8 -8
- T (= 8;=T> 49 548;49> - Ti- v s 72 -1
- 6 (- T;=-6) 36 35;36) <~ 6;- v ; 62 -6
-5 E-— 6;=5> 25 (24;25) &=~ 5;= "s s 52 -5
-3 (-5:-8) 16  (15;160 ¢~ 4;-JMB)v(T5; 4> - 4
-3 E- 4;=3> 9 g 8; 9> (= 3;-8)v( 48; 3> -3
-2 (= 3;=2) 4 3; 4) <= 2;- 3)v( 3; 2> -2
-1 (= 2;=1) 1 (0; 1 ¢ 13 0) v( 0; 1> -1

raEy 3 E‘é‘ ?;' & 10y v( 05 13 ( 030

1 ; ; - 1; v - ;

2 ( 1; 2> 4 ( 3; 9 < 2;-4%) v( /35 2) (3:2)
(1) (2) (3) (4) (5) (6)

In der Spalte (2) ist z aus der Spalte (1) gefolgert

worden, in der Spalte (5) aus der Spalte (4).

Die Spalte (6) ist der Durchschnitt von (2) und (5)
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und somit die LOsung.

L= {=10;-9;-8; =73 ~65-5; =4;=3; -2;-1;€0; 1); (+3; 2) }

====I= B =========ﬂ"‘= ====

Man sollte die Menschen nur so viel lernen lassen,
dafB ihr Leben ausreicht, das Gelernte wieder zu
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Systematisches Probieren beim Lésen raumlicher Probleme

Wenn man Probleme lost, verbringt man oft viel Zeit mit Probie-
ren. Nur wenn man das Ziel bzw. ein Teil¥ziel erfaBt hat, oder
wenn man sich fiir eine bestimmte Strategie entscheiden kann,
arbeitet man systematisch.

Die meisten Aufgaben in der Stereometrie werden von uns syste-
matisch geltst, insbesondere Aufgaben zur Berechnung'von Kor-

pern oder zur Herleitung von Formeln zur Korperberechnung zih-
len dazu.

Beispiel:

Von einem Tetraeder PABC mit
4APB = 9 BPC = J CPA = 90°
sei die Summe S der sechs Kan-

ten bekannt.
Bestimme das maximale Volumen!

X
Solche Aufgaben sind durchaus anspruchsvoll und nicht ohne

Reiz. Sie werden aber meistens erst durch zusidtzliche Bedingun-
gen, die es zu beachten gilt, zum Problem. In unserem Beispiel
miissen fiir die erforderlichen Abschétzungen erst Ungleichungen
der Art ab £ a+b oder

atb und 3sbe £ ad+bi+cd
zusammengetragen oder hergeleitet wexrden.

Sind aber solche zusédtzlichen Bedingungen ndcht gegeben, S0
handelt es sich fiir uns um sogenannte Standardaufgaben. Sie
stellen dann kein echtes Problem mehr dar, da dhnliche Aufga-
ben von uns bereits mehrfach gelost wurden, und wir benctigen

keine Probierphase.

bzw. 3 3 abc £ a+b+o

Da meistens fiir das Losen "echter" Probleme in Leistungskon-
trollen, Priifungen und Olympiaden wenig Zeit zur Verfiligung
steht, kann man es sich nicht leisten, allzu lange planlos zu
probieren. In solchen Situationen ist es verniinftig, die Stra-
tegie des systematischen Probierens anzuwenden.

Das wollen wir an einigen Aufgaben der rédumlichen Geometrie
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demonstrieren.

Beim LYsen rdumlicher Probleme ist es zum Beispiel oft giinstig,
gich anhand eines analogen Problems in der Ebene die Schwierig-
keiten bewuBt zu machen und sich ein mdgliches Vorgehen zu
durchdenken.

Aufgabe 1: Aus einem aus 125 Teilwiirfeln bestehenden Wiirfel
gind Teilwiirfel so zu entnehmen, daB in den einzel-
nen Wiirfelschichten gleich welcher Lage jeweils ge-
nau zweili Wiirfel in jeder beliebigen Reihenanordnung
fehlen, wobei das gleiche auch fiir die Raumdiagona
lenanordnung zutreffen soll! 5

Am Beispiel eines Wirfels mit 64 Teilwiirfeln soll die Ldsung
des Problems durch Ubertragen in die Ebene durchdacht werden.

Zundchst gilt es zu liberlegen, ob
sich die geforderten Bedingungen
iiberhaupt fiir eine Wiirfelschicht _
realisieren lassen, was sich in ///’
unserem Fall als relativ einfach
erweist. ,{22;
Abb. 1 zeigt eine solche HMoglich-
keit.

Da es bei 64 Teilwiirfeln jeweils
vier Schichten mit 16 Viirfeln gibt,
muB nun gepriift werden, ob es verschiedene M&glichkeiten der
Anordnung gibt.

Durch Abb. 2 wird das bestdtigt. Somit kann jetzt gepriift wer-
den, ob die geforderte Bedingung auch in "Tiefenrichtung" er-
filllt wird {Pfeil a zeigt das Vorgehen an).

De die Bedingung fiir alle 16 Tiefenreihenanordnungen zutrifft,
ist somit nur noch die Anordnung beziiglich der Raumdiagonalen
zu untersuchen. Hier zeigt Pfeil b gerade eine Raumdiagonale,
die die geforderte Bedingung nicht erfiillt. Es steht die Frage,
ob eine Umordnung der Schichten weiterhilft. '

Plir die Reihenfolge 1 = 3 = 2 = 4 der Schichten fin-
den wir die Bedingungen realisiert.

Versuchen Sie sich jetzt an der Aufgabe 1!

Abb. 1
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Abb. 2

|~ :

Z .
= .
Kufgabe 2: Priife, ob es ebenflEchig begrenzte Kdérper gibt, die
wenigstens zwei zueinander parallele Raumdiagonalen
haben!

Wenn man den Sachverhalt nicht sofort durchblickt, sollte auch
hier der Fall zun#chst in der Ebene untersucht werden.

Beginnt man mit der einfﬁchsten regelmdBigen Figur, dem Qua-
drat, kann man sofort feststellen, daB es die geforderte Ligen=-
schaft nicht hat. Es erhebt sich die Frage, wie kann man das
Quadrat zweckm#Big zu einer ande-

ren Figur ergénzen, um zum gewiinsch~- ,])
ten Ergebnis zu kommen.

c

Ein systematisches Hinzufiligen von
Parallelen zu den Diagonalen (sie-
he Abb. 3), liefert eine Pigur,

die auBer den beiden vorhergehen-
den parallelen Quadratseiten AD A B Abb. 3
und BC noch iiber weitere parallele D
Diagonalen verfiigt (Abb. 4).

Beginnt man im Raum die Untersu-
chung mit dem Wiirfel, bei dem die § >E
Raumdiagonalen auch nur einmal in
ihrer Richtung vertreten sind, so
188t sich durch AnalogieschluB ein 4

B avv. 4
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Korper mit der gewilinschten Eigenschaft finden. Das wdre der um
zwei quadratische Pyramiden ergtnzte Wiirfel, wobei die Pyrami=-
denspitzen sich als Mittelpunkte zweier dem Wilrfel entgegen-
gesetzt benachbarter gleichgroBer Wiirfel ergeben.

Man kenn natiirlich auch von anderen ebenen regelméBigen Figu-
ren ausgehen, welche die Bedingung in der Ebene erfilllen, ZeBe
das reguléire Sechseck. Also liegt es nahe, im Raum dann regel-
méBige n-seitige Prismen zu untersuchen. Das regelmiBige sechs-
seitige Prisma erfilllt z. B. ebenfalls die Bedingungen.

Suchen Sie nach weiteren Mdglichkeiten!

Aufgaebe 3: Gegeben seien Kantenmodelle von Wiirfeln.
Gesucht werden Lagemdglichkeiten von jeweils zweil
Modellen derart, daB die Wiirfel 1,2,3,...,n (n€N)
gemeinsame Punkte!’ haben.
Wie groB kenn die hdchstmggliche endliche Anzahl n
von gemeinsamen Punkten sein?

Auch hier jcann der Sachverhalt an einem analogen Problem in
der Ebene systematisch durchprobiert werden, um erst einen An-
haltspunkt fiir die Losung des r#umlichen Problems zu erhalten.

Anhend von zwei Dreiecken in einer Ebene sollen LOsungen ange-
deutet werden.z)

%3§§%Esame Beispiele

- PR_AAVIE

1) Es zdhlen dazu Schnittpunkte von Kanten und Berilhrungspunkte
von Ecken mit Ecken bzw. Kanten.

2) Cemeint sind in diesem Fall dann nur die Dreieckslinien und
keine Drejecksfléchen, d. h. es werden nur Randpunkte der
Dreiecke betrachtet. .
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gemeinsame

Punicte Beispiele

& [A
C XX <K

'

6 ‘ X%

Vielleicht reichen diese Uberlegungen bereits, um die Aufgabe 3
lsen zu kdnnen.

Aufgabé 4: In wie viel Teile wird der Raum durch n Ebenen in
allgemeiner Lage zerlegt? 3)

Ubertragen in die ebene Geometrie wilirde diese Aufgabe lauten:
In wieviele Teile wird die Ebene durch n Geraden in
allgemeiner Lage zerlegt?

Als Anfénge wird man sich {iberlegen, um wieviel die Anzahl der
Teile zunimmt, wenn zu den bereits vorhandenen Geraden noch
eine weitere hinzukommt.

Unterstiitzen 1éBt sich die iUberlegung durch eine Veranschauli-

chung (Abb. 5).

Dann kommt man zu der Beziehung
e, =€, 4 +1 mit ey = 2

und kann sich nun deas Ganze fiir die Aufgabe 4 durchdenken.

An einer solchen ILdsung ist nichts auszusetzen.

3 Allgemeine Lage bedeutet, daB keine zueinander parallele
Ebenen in die Betrachtung einbezogen werden.



135 sttematisches Probieren

X))
oy,

n=1, en=2 n=2, en=4 n=3, e4=7 n=4, en=11

Abb. 5

Glinstiger ist aber das Entwickeln einer Gleichung, mit der so-
fort e, durch das Einsetzen von n berechnet werden kann.

Da es sich bei dieser Aufgabe um das Ermitteln von Anzahlen
handelt, ist es sinnvoll, nach einer eineindeutigen Zuordnung
der Ebenenteile auf eine lienge, die leicht abzéhlbar ist, zu-
suchen. Wie man auch hier systematisch vorgehen kann, soll de=
monstriert werden.

Zum Beigpiel kdnnen die Schnittpunkte der n Geraden gezdhlt
werden. Es ergeben sich (g) Schnittpunkte. FaBt man diese -
Schnittpunkte jeweils als "tiefsten" Punkt genau einer Teilebene
auf, so gibt es zundchst (g) Teilebenen mit einem "tiefsten™

Beispiel

Abb. 6a

Die somit verbleibenden Teile der Ebene\sind nach "unten" un-
endlich. In diese Teile 1ldBt sich eine Hllfsgerade g legen, die
dabei in n+1 Stiicke geteilt wird.
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Abb. 6b
\ \\\\\\\
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So konnen die restlichen Ebenenteile den n+1 Stlicken eindeutig

zugeordnet werden. Dabei gibt es n+1 oder (3) + ({Il) Teilebenen
ohne "{iefsten" Punkt (Abb. 6b).
Es ergibt sich als gesuchte Gleichung

_¢(n n ny
en = (@) + (P + Q)
Die fiir das ebene Problem gefundene Losungsidee kann nun auf
das analoge rdumliche Problem iibertragen werden.

Beachten Sie beim Losen der Aufgebe 4, dall eine Ecke im Raum
von drei Ebenen gebildet wird!

Vielleicht wurde an den Aufgabenbeispielen deutlich, daB man
beim Idsen von Problemaufgaben Schwierigkeiten abbauen und mog=
lichst rationell vorgehen kann, indem man bewuBt bestimmte
Methoden und Strategien nutzt, wie hier das Zurlickfilhren des
rédumlichen Problems auf einen analogen IFall in der Ebene und
das Durchdenken der Ldsungsidee durch systematisches Probieren.

Dr. R. Dorr, FSU _
Bereich Methodik des Mathematikunterrichts
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26. Internationale Mathematikolympiade

‘Vom 1. Juli bis zum 11. Juli 1985 fand die 26. Internatio-
nale Mathematikolympiade statt, an der 209 junge'Mathematiker'
aus 38 Ldndern teilnahmen. Gastgeber war in diesem Jahr Finn-
land, Wettkampfort die 200km von Helsinki entfernt liegende
Stadt Joutsa.

In Joutsa verbrachten die Teilnehmer fiber eine Woche und nutz-
ten die Abgelegenheit des Hotels, um die Natur Finnlands n#&her
kennenzulernen oder an und auf einem der finnischen Seen sich
aktiv zu erholen. Ausfliige in die n&here Umgebung, so zum Bei-
spiel nach Lathi, gaben Einblicke in die Besonderheiten des
Landes, '

Den HShepunkt der Olymviade stellte natiirlich der Leistungsver-
gleich auf mathematischem Gebiet dar. Am 4. und 5. Juli stell-
ten die Teilnehmer in den beiden Klausuren im Joutsa-school-
centre ihr Wissen und Konnen unter Beweis, An jedem der beiden
Tage muBten drei Aufgaben gzeldst werden, die Arbeitszeit be-
trug jeweils 4,5 Stunden,

Die beiden letzten Tage verbrachten die Delegationen in
Helsinki. An der dortigen Universitdt fand die Verleihung der
Preise statt. -

Die Mannschaft unserer Republik kann dabei auf folgende sehr
gute Ergebnisse verweisen:

Ulrich Meister ( 12,Klasse, Ludwigsfelde) 32 Punkte, II.Preis
Jérg Jahnel ( 10.Klasss, Jena) 26 Punkte, II.Preis
Volker Brundisch ( 12.Klasse,Kleinmachnow)22 Punkte, II.Preis
Ingo Warnke ( 10.Klasse, Kleinmachnow) 20 Punkte,III.Preis
Angelika Drauschke ( 12.Klasse,Neustrelitz)19Punkte,III.Preis
Georg Hein ( 12,.Klasse, Berlin) 17 Punkte,III.Preis

Bei einer inoffiziellen Lénderwertung kime unsere Republik
mit 136 von m8glichen 252 Punkten auf den aechsten-Platz,

an der Spitze steht Ruménien @1t 201 Punkten, gefolgt von den
USA(180) und Ungarn(168).
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14 Teilnahmear, di~ mehr alc 33 Punkte erreichten, erhielten
ainen ersten Preis, unter ihnen Geza Kos aus Ungarn und
Daniel Tataru aus Rumdnien mit voller Punktzahl., 35 Teilneh-
mer konnten gsich mit wenigstens 22 Punkten zwveite Preise
sicharn. Fiir s«inen dritten Preis waren 15 Punkte erforderlich.

Den Praistrigarn wurde vom Veranstilter eine Medaille iiber-
reicht. ' “

Piir jade Aufgabe konnten 7 Punkte erreicht werden, der Gesamt-
durchechnitt der arpaichtan Ergsbnisse lag b=ai 14,9 . Fiir die
sinzelnen Aufgahen antsteht d+bei folgendaes Bild:

Aufgabe 1 : 4,1 Pankte

Aufpaba 3,8 Punkte

3 : 0,8 Punkte

Aufizabe 4 ¢ 2,5 Punkte

Aifgsbe 5 : 1,3 Punkte

Aufg-be 6 : 2,1 Punkte
Vialleinht wird der Leser bei geinen LSsungsversuchen dile

nJ

‘Aafeobhe

Schwierigkaitan bei den Aufgaben anders verteilt fin-
dsn, als sich aus dieeer Ubersicht ~rwarten 1dA3t, l1&sbar
gind die Aufgaben jedenfalls alle.

Noch aine Bemerkung zum Titelbild: Die etwas ungewdhnliche
Porm des Mdnnchens auf dem Olympiade enblem findet ihre Be-
griindungs darin, dad die Umrandung der Figur dem Verlauf der
Nordgranze FPinnlands dhnlich ist.

Thomas Gundermann

Aufgaben 26. IMO

Anfgabe 1

Bg g~i ABCD ain xonvexes Viereck und k #in Kreis, dessen
fiittelrankt anf der Seite [A,é] liegt und der die anderen
drei Seitan von ABCD beriihrt. Ferner sei ABCD ein Sehnen-
vierack.

Wan beweiga: AD + BC = AB .
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Aufge=be 2:
Es sei n eine nati'rliche Zahl, und es sei k eine ganze,zu

n teilerfremde Z8hl mit 0&k<n . Perner sei M ={1,2,...,n-1}.
Jede Zahl aus der llenge M sel mit genau einer der Farben

blau oder welfl gefédrbt. Dabel sei vorausgesetzt: _

(a) Piir alle 1 EM "aben i und n-i stets die gleiche Parve,und
(b) fiir alle 1 €M,14k haben 1 und {k-il stets die gleiche
Farbe,

Man zeige, dafl dann alle Elemente aus i die gleiche Farbe
haben, :

Aufgabe 3: i€
' Plir jedes Polynom P mit P(x)ﬁgo:fxi und ganzzahligen Koeffi-

zlenten bezeichne w(P) die Anzahl derjenigen Koeffizienten
#on P, die ungerade Zahlen sind.Aufiardem sei flir i=0,1,2,...
Qq (x)= (1+x)i.

Man bewelsa: Fiir jeade endliche Folge <i1,12,...,in)ganzer
Zahlen mit 0¢ i,€1,< ... <in gilt die Ungleichung

W(Qi1 +'J.i?+. : .+Oih) %W(QL‘ )e

Aufgebe 4:

Es sel M eine Menge aus 1985 verschiedenen positiven ganzen
Zahlen, Keine dieser Zahlen hat Primteiler grifer als 26.
Man beweise: In M gibt es vier paarweise verschisdene Ele-
mente; filr die ihr Produkt die visrte Potenz einer ganzen
Zahl ist.

. Aufgabe 5:
Es sei ABC ein Dreieck umd k1 ein Kreis durch die Punkte
A und €, der dis Strecken [A,E] bazw.[B,C] ein weiteres
MAal in den voneinander verschiedenen Punkten K bzw. N
schneidet, Der Mittelpunkt von k, sei mit O bezeichnet,
Ferner sei k? der Umkreis des Dreiscks KBN. Der Umkreis

des Nreiecks ABC schneide kp in geneu zwei verschisdenen
Punkten B und M.

Man beweise & CMB = 30°,
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Aufgabe 6:

Fir jede reelle Zahl x, sai die Folge.<x1,x2...;> durch
Xp+1=%n (x +—) filr alle n)1 definiert.

Man beweis-. Es gibt einen und nur einen Anfangswert x,,
£iir den die Bedingung O4x £ x ., 41 fiir alle n 21 erfiillt
ist. ‘

Preisaufgaben

R 49 Gegeben sind 2n Elemente. lLian betrachte jetzt alle log=-
1 lichkeiten, diese zu n Paaren zusammenzufassen, wobeil

zwei libglichkeiten, die sich nur in der Reihenfolge der
Elemente innerhalb der Paare und in der Reihenfolge der
Paare unterscheiden, als identisch gelten sollen.

Wieviele solche Zusammenfassungen gibt es?

R 50 Ein Bassin werde aus zwei Héhnen mit Wasser geflillt.
Wenn men zuerst den ersten Hahn ein Drittel der Zeit,

welche man benttigt, das Becken mit dem zweiten Hahn zu
fiillen und anschlieBend den zweiten Hahn ein Drittel

der Zeit, welche man bendtigt, das Becken mit dem ersten
Hehn zu fiillen, 6ffnet, so hat man das Fassungsvermogen
des Bassins zu %% ausgeschopft. lMan berechne, wieviel
Zeit jeder Hahn fiir sich benttigt, das Bassin zu fiillen,
wenn bei Offnung beider Hihne das Bassin nach 3h 36 min
gefiillt ist.

R 51 Man zeige, daB wenn die Funktion f(x) = A cos x + B gin x,
wobei A und B beliebige Konstanten sind, flir zwel Argu-
mente X 1%os mit X=Xy = K , verschwindet, dann ist

die Punktion fiir jedes x gleich Null.
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P,Q,R,S seien die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD,

DA eines Parallelogrammes ABCD. lMan ermittle den Fléa-

cheninhalt der Figur, welche durch die Geraden AQ, BR,
CS, DP begrenzt wird, wobei der Flédcheninhalt des Pa-
rallelogramms bekannt ist.

Ein Gefé8 enthalte p-fiige (Vol %) uaurelosung Aus ihm
entnehmen wir a Liter und ersetzen diese Menge durch

a Liter g-%ige Sdureldsung. Diesen Vorgang wiederholen
wir k mal und erhalten eine r-%ige Sdureldsung.
Wiieviel Liter Stureldsung befinden sich in dem GefdB8?2

I
|
ﬁ]

Ha cropore AB mpAmoyronsamka ABCH HaitTe Taxyn Touky E,

W3 KOTOpOl cTOpoHH ALl m JIC OwiM OH BMAHH MOZ DABHHMU

yrnaum.[Ipn K8KOM COOTHOWMEHMH MeXZy CTODPOHAME HPAMOYI'ONB-
HAKA& 3a7aya paspemmua?

3

EinsendeschluB: 1. 12. 1985

Losungen

R_52

(nach Andrea laas, Wilhelmsburg, Str. d. Freundschaft 30)

R Rl ERE:

1T x+xy+y=9

Ich stelle zuniédchst I. um, indem ich substitulere

A g

2.3
a 5a- 1=0

Nech der Losungsformel fiir quadratische Gl. gilt:

9 . 16" _ 3
&‘1/2“%1r ET R 1 =Ei’%
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Lésungen
ay = 2 a, = -% a>0
a=2
=== 1[§‘= 5
% = 4 ::iz Diesen Wert setze ich in
II. ein.
IT. x+xy+y =9

[757]

Jq/2
Y-l 1

====44

Die Losungen des Systems sind:

Fir Zy = -é- '1/'61[ + % ist x2

und somit

*3,4 =

s

X = 43 y=12'
xw3 ¥Y=2-12

+E2 (-4 +B) -0
2787 e T B T

-1V -V * &

N Bt e e

Da fir x in Bezug auf den Zahlenbereich keinerlei Ein-
schridnkungen gemacht wurden, sind aufgrund der Aquiva-
lenz der Umformungen x1,2’3’4 fir jedes reelle a LUsun-
gen der gegebenen Gleichung.

(nach Uta Hovel, Berlin, Fischerinsel 5)

Die Bildungsvorschrift fiir eine arithmetische Folge mit

‘dem Anfangsglied a, beginnt so:

+ d
+ 2d

Bo & By
Bg = &y
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| Es sind solche a4 und d gesucht, daB fiir die so definier~
te arithmetische Folge gilt: a, + a, + ay = 15 (1)
8, * 8, ° &5 = 80 (1II)
1

(1) ay + (a1+d) + (a1+d) = 15
3&1 + 3d = 15
a1 +d =5 (1)

(11) a, -(a1+d) . (a1+2d) = 80

(1) g, - 5 -(5+a) = 80
Wegen (1) ist d = 5-&1.
a, ° 5 '(5+5-a1) = 80
a1(10-a1) = 16

a% - 10a + 16 = 0

(a1-8)(a1—2) =0

1) a1=8 (1)=» d=-3
‘Das allgemeine Glied von a, lautet also:
a_ =8 - 3(n-1) fiir n =1 \

(a_ ) = (11-3n)

— e e S e e B s S e S
=

2) a,=2 (1) == d=3

Allgemeines Glied:
a, =2 + 3(n=-1) filr n &1
(ay) = (3n-1)

" —— e
S =ommsm====

Q 60| (nach Jiirgen Schefter, Reichwalde, Dorfstr. 35)

XD < AE + EF + FD als Folge der
Dreiecksungleichung

= , da EBCF Tangen-
CF tenviereck ist.

Durch Addition erhélt man:
i + BC < I8 + CD.
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Q 61 (nach Wulf Bdttger, Berlin, Gabbeallee 18a)
Ls soll gelten: -%/?+ }J?+ -%/?: 0
— YT ARAR
- C = -(a+3(¢'vg)2- -3/? + B-VEI -3\/1?2-;-13)
- a+b+c=-3%/;%‘(%+%)

Damit gilt:

(a+b+c)? = 33[#-2/-%}/“+ 2/-')]3 = -a-b- 27(}\/—|+ }/-')3
= =abe27+ (= 2/-')3 .= 2Tabc
d. h. (a-}-b+é)3 = 27abc
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Nullstellen von Polynomen

1. Der "Fundamentalsatz der Algebra"

Die folgenden Ausfifhrungen kniipfen an die WURZEI~Beitrége “"Al-
gebraische Gleichungen" in 7,8/76 an, setzen deren Kenntnis
jedoch nioht voraus.

Unter eincm “"Pol ynom n-ten Grades in der
freien Verdnderlichen z versteht man einen Ausdruck p(z) von
der Gestalt

(1) p(2) = aozn + a1zn’1 teeot B8 42 + 8

(n eine natiirliche Zahl), wobei die n+1 "Koeffizien=
ten" &,84y000,8), des Polynoms gegebene feste Zahlen sein
sollen. Damit auch wirklich ein Polynom n -ten Grades
vorliegt, nehmen wir im :olgenden stets aﬁ, daB a, von Null ver-
schieden sei (ao + 0).

Der (zuerst von GAUSS in seiner Doktorarbeit 1799 bewiesene) so-
genannte "Fundamentalsatz der Algebra" sagt aus, dal es zu je-
dem Polynom n-ten Grades n Zahlen ZyseeesZy gibt, so daB sich
p(z) als Produkt von n "Linearfaktoren" in der Gestalt

(2)  p(2) = & (z-2,)(2=2y)e 00 (2-2,)

.gchreiben 1l&aBt.

Die n Zahlen ZysecerZs die nicht notwendig alle voneinander
verschieden zu sein brauchen, nennt man "Nullsgtel-
len" des Polynoms p(z). Wie man sieht, sind sie L 8 -
sungen (oder "Wurzeln?") der Polynomglei-
chung (oder "algebr.aische Gleichung" )

(3) P(Z) = 0.

Der Fundamentalsatz der Algebra gilt allerdings nur unter der
Voraussetzung, da8 z als komp l e x e Verénderliche auf=-
gefaBt wird, d. h. daB sie sich darstellen léBt in der Gestalt
.2
-

= "'1.

(4) 2z = x+iy X,y reell

Die Koeffizienten des Polynoms konnen komplexe oder reelle Zah-
len sein.

Man hat lange Zeit geglaubt, daB sich Polynomgleichungen prin-
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zipiell mit Hilfe von " Ra d ik a len" (lat. radix,

die Wurzel) aufldsen lassen. Dies soll bedeuten, dal sich die-
se Gleichungen durch geschickte Umformungen unter Einfilhrung
neuer ﬁerﬁnderlicher im wesentlichen auf reine Potenzgleichun-
gen der Form

(5) : W = a k natiirlich, a gegeben

gurilckfilhren lassen, wie man es von der quadratischen Gleichung
: 2 -

(6) | a,z” +a;z +8, =0

her gewohnt ist. Diese 1l#8% sich bekanntlich auf die beiden

Gleichungen

2 - a4 2
(7)_ Z==%—+U 11-‘-‘('2:;(;) &
zurick filhren. -
Seit Anfang des vorigen Jahrhunderts weil man, daB derartige
Umformungen flir Polynomgerade n g r ¢ 8 e r ~als vier
nicht existieren. Dariiber hinaus filhren die genannten Umformun-
gen in den noch zugelassenen Fidllen n=3 und n=4 auf sehr kom-
plizierte Gleichungssysteme. Thre Losung erfordert selbst bei
der Ermittlung reeller Nullstellen von Polynomen mit

2|

reellen Koeffizienten die Auswertung k omp 1l e =
Xer Zwischenresultate. :
AuBerdem ist die LBsung reiner Potenzgleichungen der Gestalt
(5) nicht damit abgetan, da8 man an ihrer Stelle symbolisch

n = EJE'achreibt. Auf Grund des Fundamentalsatzes verbergen
sich hinter diesem Symbol stets k.(im ellgemeinen komplexe)Zah-
len, deren k-te Potenzen die Zahl a ergeben.

Beschrédnkt man sich auf den Bereich der reellen Zahlen, s0 ver—
steht man unter dem Symbol g:Jg'stets die positive
reelle Wurzel der Gleichung uk = &, wobeli man von vornherein
nur positive "Radikanden" a zul#Bt. Zur Veranschau-
lichung geben wir noch einmal die in 8/76 hergeleiteten dredi
dritten Wurzeln aus der Zahl a=2 an:

%= 20 z,= g (=1+i3) Zq= = ¥I (1+i43).

Wie vereinbart, sollen dabei JJE'und-JE'die betreffenden posi-
tiven reellen Wurzeln bedeuten. lan {iberzeuge sich durch Aus=-
multiplizieren unter Beachtung von 12= -1 davon, daB gilt
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2. Reelle Nullstellen reeller Polynome

Die meisten aus innermathematischen und physikalisch-techni-
schen Anwendungen herriihrenden Polynomaufgaben betreffen die
Frage nach reellen Nullstellen reeller Polynome.

Unter einem " reel len?" Poljnom versteht man ein Po-
lynom, dessen Koeffizienten reelle Zahlen sind. Desweiteren
80ll es sich stets um ein solches Polynom handeln. Fermer
schrénken wir auch den Variabilitdtsbereich der freien Verdn-
derlichen auf den Bereich der reellen Zahlen ein. Wir bringen
dies dadurch zum Ausdruck, daB wir diese reelle Veritinderliche
mit x bezeichnen. Die Frage nach den Losungen von Polynomglei-
chungen reduziert sich dann von selbst auf die Frage nach den
reellen Nullstellen dieser Polynome.

Prinzipiell spielen sich alle weiteren Betrachtungen im Bereich
der reellen Zahlen ab, so daB wir dies nicht mehr gesondert zum
Ausdruck bringen werden.

Unter den genannten Einschrénkungen folgt aus dem Fundamental-
satz der Algebra jetzt lediglich die Aussage, da ein Polynom
hdchstens n Nullstellen besitzt. Dies 1lH8t sich durch
Induktionsschlull leicht direkt beweisen.

Wir gehen dazu aus von dem Sachverhalt, daf filr jedes Polynom
n-ten Grades p(x) und fiir beliebige Zshlenpaare x, x, gilt

(8) p(x) - p(x,) = (x-x )p,_4(x),
wobei pnF1(x) ein gewisses Polynom (n=-1)=ten Grades darstellt,

dessen Koeffizienten von X, abhéingen. Dies folgt aus der be=-
kannten Zerlegungsformel

k__ k k-1, k=2 -3
(9) x=x"=(x-x ) (x"" +x xo+xk x

die ihrerseits leicht durch Ausmultiplizieren bestdtigt werden
kann. k ist dabei eine natilrliche Zahl grdBer als Eins.

2 k-2 k-1
Foo o dXX T THX, ¥y

Ist nun x_ eine Nullstelle von p(x), so folgt aus (8) fir p(x)
die Darstellung

(10) p(x) = (x-x )p _4(x).
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Ein Polynom n-ten Grades kann also hichstens e ine TKNull=-
stelle me hr besitzen als ein gewisses, ihm und dieser
Nullstelle zugeordnetes Polynom (n-1)-ten Grades. Da ein Poly-
nom ersten Grades stets gemau e i n e Nullstelle
besitzt, ist die obige Behauptung im Sinne eines Induktions-—
schlusses bewiesen.

Es ist natiirlich mdglich, dafl pnp1(x) dieselbe Nullstelle X,
von p(x), der es nach (10) zugeordnet ist, selbst als
Nullstelle besitzt. Man sagt dann, x  sel (mindestens) eine
doppelte Nullstelle von p(x). Allgemein kann x, eine
k=fache Nullstelle von p(x) sein, was bedeuten soll,
daB8 in Verallgemeinerung von (10) eine Darstellung von p(x) der
Form |

(11) p(x) = (x-x,)* p,_ (x)

gilt, wobei das Polynom (n-k)-ten Grades pnﬁk(x) an der Stelle

x, verschieden von Null ist: pn_k(xo) # 0.

Aus der letztgenannten Eigenschaft von pnﬁk(x) folgt, daB es
eine besdseitige Umgebung der Stelle x, gibt, in der dieses Po~-
lynom entweder nur positive oder nur negative Werte annimmt,

je nachdem, ob pn_k(xo) >0 oder pn_k(xo) <0 ausfdllt. Das Kur-
venbild von p(x) in der genannten Umgebung von x, ist dann dem
Kurvenbild des Polynoms ’

-

(12) q,(x) = (x-x 0¥ p,_, (x.)

sehr #dhnlich. Insbesondere erhédlt man (bei einer geeignet ge-
widhlten Fallunterscheidung) die folgenden sechs charakteristi-
schen Bilder fiir den Verlauf eines Polynoms in der Umgebung
einer Nullstelle: ' |

o k=1 k»1, gerade k?»1, ungerade
$ "\ AP
pﬂ-k(xo)* 0 // X - \.J »X /_J off
4 P Af AP
' — ya - \an\ >
Ppi (o)t 0 | |
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Besitzt das Polynom p _, (Xx) eine oder mehrere(notwendigerweise

von x_ verschiedene) Nullstellen, so léBt es sich in der glei-
chen Weise multiplikativ zerlegen wie p(x) selbst. Bei weitest-
moglicher Fortsetzung dieses Prozesses gelangt man schliefilich
zu einer Darstellung von p(x) der Gestalt

(13) P(x) = q5(x)exy_5(x),

wo qj(x) ein Polynom j-ten Grades ist, das dieselben Nullstel-
len wie p(x) hat, wihrend rhpj(x) ein nullstellenfreies Poly~-
nom (n-j)-ten Grades darstellt. j kann dabei hichstens gleich
n sein. Unter einem Polynom null-ten Grades soll ein Polynom
verstanden werden, daB fiir alle x-Werte den konstanten Wert a,
hat.

Beispiel: p(x) = x°

-x4-x+1,- qj(x) = (x+1)(x—1)2, rz(x) = x°+1.

Fortsetzung folgt Prof. Wallisch FSU
Sektion Mathematik

Der Geizige liest jedes gekaufte Buch
aufmerksam; er will etwas fiir sein Geld
haben, (Jean Paul)

Losungen

Q 55| ‘(nach Steffen GroSert, Berlin, Heidekempweg 90)

Wir multiplizieren die gegebene Gleichung mit
-{fﬁ+z)(a—x)(b+x)(b—x)'
und erhalten: :

(a+x+a=-x)Yb -12 = (b+x+b=x) a2-x2
Vereinfachen und Quadrieren ergibt:

182 (b2-%2) = 4v%(a®=x?).
SchlieBlich erhalten wir: -

(a.z-'-bz)x2 =0
Fiir /a/ # /b/ ist also nur x=0 Losung der Gleichung,
filr /a/ = /b/ ist x beliebig im Definitionsbereich wéhl-
bar, d. h. =/a/<x</a/
fiir a=0 oder b=0 ist die Gleichung nicht definiert.

2
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IQ 62 (nach Gerald Eichler, Dresden, Striesener Str. 38d4)
9:. 4 X = 22x+1

2x

3%% 4 6% = 2.2
3%3% 4 6% 2 2.0%.2% | 2%
1’5333 + Bx & 2.21
3%(1,5%41) = .2:2% |: 2>
1,5%(1,5%+1) = 2
(1,5%)%+1,5%-2 = 0

z = 1,5% x=log1’5z=%

zz+z-2 = 0

2
2

zq = -2 Xq nicht definiert, da 1ln-2
nicht definiert.
o =1 xnlog1’51=0

ETEEEEEEEEEEEEEE

Nur filr x=0 wird die Gleichung erfiillt.

la 64 (nach Jorg Gollnick, Berlin, Liebensteiner Str. 41)

Nach der Voraussetzung o +p= }gilt
tan(L +@) = tan T = 1
tan(L +@) =

tand + tanﬁ_=1' da ten(£+f) = and(-i-ta.n‘g (1)

1-tand-tan 1-tand - tanp
tand+ tan@ = 1 - tand-tan
tan £ + tan 3 + tand-ten B = 1 | +1

ten L + tan B + tanLrtan P+ 1 = 2
(1+tan L) (1+tanfB) = 2

ittt —]
Der Ausdruck (1+tan.C)(1+tanp) hat fir (.('+‘S) = ‘r
den Wert 2. /
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B

e

(nach lars Ménch, Erfurt, G.-Freytag-Str. 10)

12-21+0=0

Nach dem Vietaschen Wurzelsatz gilt:

Xy +X, ==p = 2 X4°X, =€ = ¢

I1=2-x2
I X4 + Xy = 2
Die Léngen dieses Systems sind:
1 1

x, = LTl 214 - 47 = 294 = -3

X :ibﬂ “&:1[1&"%“5

C = X,*X, = -15

(nach Kirstin Neschke, Dresden, Borthener Str. 12)

Nach dem Vietaschen Wurzelsatz sind X4 und X, genau dann
die Losungen der Gleichung xa—x-q = 0, wenn gilt

X, + X, = 1 (1) und
x1'x2="q (2)
Lt. Aufgabe s0ll gelten
x?+x%=19, (3)

Es muB also gelten
2..2
x? + xg =_(x1+12)(x1+ -x1x2) = 19
x$+x%—x1x2 = 19
Wegen (1) ist X, = 1--x1 und somit
2

2 2

2
x1+1—2x1+x1-x1+x1 = 19

x3 +(1-x1)2 - x1(1fx1) = 19

und wegen (1)
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x
14,2
111 =3 112 = =2
Wegen (1) ist dann x21 = =2 und x22 = 3

und wegen (2) ergibt sich daraus g=6.

\
R 9 I (nach Jiirgen Schefter, Reichwalde, Dorfstr. 35)

cot(L+pB) =0

cotL cotfd =1
TGOt o +GO - 0

cot L cot p=1
cos L cos p= sind sinp
cog  5in 2‘3 = 2cosd cos ‘Ssin{&: 23111.(31112(_?,
sind cos 2f3= ain.[coazp- ain.fsinzﬁ
cosd sin 23 + sind cos 28 = sin Jcoszp+ 'sin.fainzp
= sin{(oqsz(!. + ainzp )
ain(.(+2£5=) = gin [

SomoESm=m= mEsDEmmmmas

R 10 (nach Steffen GroBert, Berlin, Heidekam;:ﬁeg 90).

Die Anzahl der méglichen Plazierungen von ab bzw. von
ba ist gleich n-1. Die restlichen n=-2 Zahlen kdnnen auf
Ppo = (n=2)!. verschiedene Arten angeordnet werden. Da-
mit stehen @ und b in

2:(n-1)* (n-2)! = 2+(n-1)!
Anordnungen nebeneinander. Die Gesamtzahl von mtglichen
Anordnungen von n Zahlen ist Pp = n!. Damit existieren
n! - 2.(n-1)! Umordnungen, in denen & und b nicht neben=-
einander stehen.
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ﬁ (nach Jiirgen Schefter, Reichwalde, Dorfstr. 35)

1

IOgo’s(y_x) T+ log2 — A=_—2 y>0

1
iln o) ln 2
" In(y=-x)y = =2 ln%
y(y-x) =4
Also: x° + y2 = 25 -
2

Yy =yx =4
Mit y = kx folgt:
x2(1+k2)' = 25
x (k -k) =
ua“"" —i-rolg'tr kg == o k, = %
p erhalt man aus x2(1+k2) = 25 unter Bemcksichtlgung
von y = kx> O,

x1""‘%'ﬁ' 3’1“-'2@-'

=sEmoom==ao=ms= _=====ao=3
Xy =3 . ¥y =4
ESsomD S=E=m==

E 15| nach Jorg Stein, Eisenach, 19 Jahre

Nach der Aufgabenstellung sind folgende Stiicke gegeben:
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L-':Ssungen

R 16

Konstruktionsbeschreibung:

1. Auf die HGhen h& und hb werden in den Punkten D und E
die Lote gefdllt.

2. Die- Lote schneiden sich im Punkt T.
Die durch den Winkel gegebenen Strahlen werden so
ferlﬁngert. daB Schnittpunkte mit DF und EF entstehen.
Diese Schnitfpunkte bilden die Eckpunkte des Dreiecks
(A und B).

3. Durch die so entstandenen Punkte ist das Dreieck ein-
deutig definiert. '

nach Jiirgen Schefter, Buchwalde, 31 Jahre, Bauarbeiter
Aus 4 sing, sing, cos @, = —008(1’1+.92—?3)+GOS(92+93-f1)
+cos(93+y.i—92)-003(91+92+p3)

. o Sy _ Ay _ o443
folgt bei @ 1 3 5 5 3 % T
cos o + COSA — cosy = cos ;-“g—"sin “—;t sin 5—'5‘3

-coS y+ coSAB + cos & — cos(&+B +y”)

&

Also: cos(a+B+y) =0
¢=¥-8—r{+ kw kganz

e S e e
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R 12| nach Steffen GroSert, 1195 Berlin, Heidekampweg 90

Die drel gegebenen Zeiten bezeichnen wir mit a, b, c,

die Zeit, die der Puliginger fiir die Gesamtstrecke bent=-

tigt, mit tF,\die, die der Radfahrer Bénﬁtigt, mit tR'

Weiterhin seien v und Vg die Geschwindigkeiten des FuB-
~ géngers bzw. des Radfahrers.. Dann gilt:

(1) tp=th +c

t V. .

F R -
Ist e die Gesamtstrecke von A nach B, so folgt aus den
Aussagen ilber das Zusammentreffen:

(3) vF(a+b) + VR'b,= e

Mit (2) erhalten wir:
v

R e
a+b + — b = —
r VF
t
a+b + ?E b =t
R

und wegen (1):

tR(a+b) 4 (tR+c)b = (tR+c)tR

2
s tR-(a+2b-c)tR - be =0

e

)
tR = 555 +b + (559) +b2+b(a-o)+bc

o)
= 552 +bi‘1liﬂigl— +b2+ab

Da tp stets positiv ist, hat die negative Wurzel keinen
physikalischen Sinn und entf#llt. Mit (1) erhalten wir
also:

a-c Bm=C 2 Che a+c 8=C\2 g
tg = = +b+-J(T) +ab+b° und tp = 5= +b+‘J( ) +ab+b

o

2
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Preisaufgaben

R 55 Durch einen Punkt P im Innern des Dreiecks ABC werden
drei Geraden, parallel zu den Seiten des Dreiecks,gelegt.

2
Die Geraden zerteilen das Dreieck in sechs Teile. Drei -
davon sind Dreiecke,_deren Flécheninhalte mit 51,82,83
gegeben seien. Man berechne den Flécheninhalt des Drei-

ecks.

R 56 Ein Parallelogramm ABCD werde von zwei Scharen paralleler
Geraden geschnitten. Jede Schar bestehe aus n Geraden.
Die Geraden der einen Schar seien parallel zu AB, die

der anderen parallel zu BC.

Wieviel Parallelogramme konnen aus dem so entstandenen
Netz ausgewiéhlt werden?

—

Es ist zu zeigen, dal

GOB—'E‘-COS-z—g—=1v

Von einem Punkt S im dreidimensionalen Raum mogen drei
Strahlen ausgehen. Auf einem Strahl sei ein Punkt A fi-
xiert. Man ermittle den geometrischen Ort aller Schwer=
punkte von Dreiecken ABC, wobei die Punkte B und C je
auf den anderen beiden von S ausgehenden Strahlen liegen.

Man zeige, daB fiir alle reellen Zahlen X, mit ixj< 1 und

| fir alle natiirlichen Zahlen n gilt:
' (1-x)? + (1+x)" £ 2%,

~ JlaAu BepxHee M HEXHEE OCHOBAHMA Tpaneunn a n 0.HaliTk
AJEAYy OTPe3KAa,COelMHANIEr0 CepeluHH nmaroHaneft Tpanenmn.

EinsendeschluB: 1. Januar 1986
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Aus dem Studentenleben

Demit die WURZEL ihren Aufgaben im Jugendobjekt "Studienvorbe-~
- reitung - Studienwerbung" gerecht wird, ist es auch ndtig, die
Leser Uber den Studienalltag und Probleme, die wihrend des Stu=-
diums auftreten, zu informieren. Damit mochten wir eine alte
WURZEL~-Tradition wieder aufgreifen. In diesem Beitrag soll die
SEMINARGRUPPE L III/2 (Mathematik-Physik-ILehrer,
. 3. Studienjahr)
vorgestellt und einige ihrer Erfahrungen weitergegeben werden.

Unsere Seminargruppe besteht aus 19 Studentinnen bzw. Studenten
und wurde Anfang des 6. Semesters gebildet. Seitdem gibt es in
unserem Studienjahr nur noch zwei Seminargruppen - gegeniiber
fiinf bzw. vier Seminargruppen bis zum 5. Semester. Diese Ver-
édnderungen fanden auf Grund der Festlegung der Diplomthemen fiir
jeden einzelnen Studenten statt. Gleichzeitig mit dieser Auf-
teilung begann auch die wahlobligatorische Ausbildung in den
einzelnen Gebieten (z. B. lMathematik- und Physik-Methodik,
Geometrie, Kompliziertheitstheorie, Psychologie).

Doch genug der technischen Daten. Was konnen wir auf Grund un-—
serer dreijédhrigen Studienerfshrung angehenden Studenten raten?

Falt das Studium als ein Ganzes auf! Was soll das bedeuten?
lian nutzt die Zeit des Studiums am besten, wenn man Studieren
als eine besondere Art zu leben auffaBt. Wohl kaum wieder im Le~-
ben hat man derartlge Gelegenheiten,iiber seine Zeit so (relativ)
frei zu verfiigen. Das kann zu uneffektivem Bummeln verfithren,
aber auch die nitigen llglichkeiten bereitstellen, um produktiv
zu verden.
Stellt Euch kritisch allen Problemen, die auf Euch zukommen
werden!
In vielen Féllen nutzt dabei eine offene Aussprache zwischen
den Studenten und den Lehrkrédften. Manche Probleme stehen noch,
wie z. B. -~ die Notwendigkeit des Fiinfjeshresstudiums fiir

ein besseres Vorbereitetsein auf den Lehrerberuf,

= die nicht optimale Vorbereitung auf die prakti-
sche Seite des Lehrerberufes.
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Ein jeden beriihrendes und oft diskutiertes Problem ist die Fra-

ge nach den Proportionen, die die einzelnen Fdcher im Studium
einnehmen. Es bringt nichts, wenn man einigen Fiéchern (auf

Grund bestehender Vorurteile oder auch schlechter Erfahrungen)
weniger Aufmerksamkeit widmet. Zu einer allseitig entwickelten
Lehrerpersonlichkeit gehSrt neben gediegenem fachlichen Wissen
auch eine intensive Auseinandersetzung mit dem Marxismus/Ieni-
nismus sowie die Aneignung ptdagogischen Wissens. Gerade im
5pﬁterén Beruf als Lehrer wird eine klare weltanschauliche Stel-
lungnahme als auch ein Wissen um das wie, weshalb und wohin

von Bildung und Erziehung abverlangt.

"Bestand und Gesundheit der menschlichen Gesellschaft héngen
stédrker als zuvor von der Schule ab. _

oo Zuweilen hélt man die Schule nur fiir ein Instrument zur
Weitergabe einer Hochstmenge von Wissen an die heranwachsende
Generation. Das ist nicht richtig. Wissen allein ist tot; die
Schule aber dient dem Lebendigen. Sie soll in den jungen llen-
schen alle Eigenschaften und Fdhigkeiten entwickeln, die fiir
die Wlohlfahrt der Allgemeinheit wertvoll sind.

... Die Schule sollte es sich immer zum Ziel setzen, den jun-
gen lenschen als harmonische Perstnlichkeit und nicht als Spe-
zialist zu entlassen.

eee Die Entwicklung der allgemeinen Féhigkeit zu selbsténdigem
Denken und Urteilen sollte stets an der ersten Stelle stehen
und nicht die Aneignung von Spezialkenntnissen.™

(Albert Dinstein: Aus meinen spiteren Jahren. Stuttgart 1952;
5. 35, 45)

Die AuBerungen von Einstein sind ein guter liaBstab,mit Hilfe
dessen man die Sinnhaltigkeit des Studiums und der eigenen
Studienhaltung und -aktivitdten messen kann.

Wias bleibt noch zu sagen? Zu einem engen Zusammenhalt in der
Seminargruppe trdgt ein vielseitiges und interessantes Kultur-
leben bei. Gemeinsame Geburtstagsfeierm, Theater- und Kinobe-
suche oder auch Feiern im kleinen Rahmen und gpontan organi-
gierte FuBballspiele bilden den notwendigen erholsamen Aus-
gleich zum Lehrbetrieb. Diese kulturelle und sportliche Bet&-
tigung trigt auch zum gegenseitigen Verstédndnis in der Seminar-
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gruppe bei, FDJ-Versammlungen,unter liberalem Verhidltnissen
durchgefiihrt,werden von allen Studenten sufmerksamer verfolgt
und letztendlich effektiv.

Stefan Kratochwil, FSU
Mathematik-Physik-Lehrer-Student
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Computer und die Uberiragung geheimer Nachrichten

1. Geheime Nachrichten und Verschliisselung

Seitdem es in der menschlichen Gesellschaft Staaten gibt und da-
mit diplomatische und militérische Geheimnisse existieren, be-
steht auch ein Interesse an der mdglichst gicheren Ubertragung
geheimer Nachrichten, die nur filr ganz bestirmte Empfénger ver-
gtéindlich sein sollen. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten, némlich
daB Unbefugte &) die Nachricht gar nicht erhalten konnen,
und falls sie sie trotzdem erhalten, _

b) die Nachricht nicht verstehen kdnnen, weil sie
in einer "Geheimschrift" abgefaBt ist.
Schon im Altertum wurden Geheimschriften entwickelt. Aus den
zeiten des Romischen Reiches ist die sogenannte Cédsar=Chiffre
iberliefert: |
Es sei o = (A,B,C,000,2) das lateinische Alphabet, und A; be-
zeichne den i-ten Alphabetbuchstaben aus d, i=1,2,e¢.,26., Wir
denken uns die Buchstaben aus O in ihrer Reihenfolge im Uhr-
zeigersinn in einem Kreis angeordnet, wobei also auf 526 wie-
der A, folgt. Nun 1&8% sich filr jedes k€ £1,2,...,26} eine Ver-
schliisselung Vi definieren, die jedem Buchstaben Ai den im
Kreis in Uhrzeigerrichtung um k Schritte weiter gelegenen Buch-
staben Ai+k(mod 26) zuordnet.
Z. B. ist also v,c(4;) = 4, v,(8) =B, v (B) =¢C, v3(D)= G.
Fiilr ein Wort wird die Verschlilsselung buchstabenweise vorgenom-—
men.
Z. B. ist vzo(TOR) = NIL. Im allgemeinen gibt jedoch die Ver-
schliisselung kein "sinnvolles"™ Wort, z. B. ist
v1(WURZEL) = XVSAFM. .
Die Wahl von k liefert jeweils eine andere Variante dieser Ge-
heimschrift - k heiBt auch der Schliissel.
Natiirlich miissen bei dieser Art der Chiffrierung sowohl das
Verschliisselungsprinzip als auch der Schlilssel geheimgehalten
werden, sonst ist die Entschliisselung fiir unbefugte Empfénger
der Nachricht sehr einfach.
Aber auch ohne Kenntnisse des Systems kommt ein geiibter Beob-
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achter bei l#éngeren Texten relativ leicht hinter das Geheimnis
der Verschliisselung. Ahnlich verh&élt es sich mit Weiterentwick-
lungen, die es iiber die Jahrhunderte hinweg gegeben hat. Hier
spielt eine groBe Rolle, daB die Buchstaben natiirlicher Spra=-
chen verschieden h&ufig verwendet werden, z. B. ist E der h&u-
figste Buchstabe der deutschen wie der englischen Sprache.

2. Systeme mit offentlicher Verschlilsselung

Mit der breiten Anwendung von Computersystemen zum Verwalten
groBer Datenmengen in GroSbetrieben, Banken u. a. entsteht
durch die erforderliche Datensicherheit ein neues breiteres
Bedlirfnis nach dem Ausschlu8 unbefugter Zugriffe.

Bei der Verwaltung von Bankkonten {iber Computer darf es z. B.
nicht moglich sein, daB der Stand eines Kontos durch Unbefugte
vertindert oder iiberhaupt nur in Erfahrung gebracht wird. Auch
bei anderen Anwendungen ist Datenschutz eine wesentliche Be=-
dingung.

In einer bahnbrechenden mathematischen Verdffentlichung schlu=-
gen DIFFIE und HELIMAN 1976 die Benutzung sogenannter "Systeme
mit 6ffentlicher Verschliisselung" vor. Ihre Grundidee ist die
folgende:

Von einem guten Verschliisselungssystem wird verlangt, daB fir
zugelassene Benutzer Ver- und Entschliisselung einfach sind, da=-
gegen fiir Unbefugte die Entschliisselung schwer ist.

Wenn es gelingt, ein System herzustellen, beil dem es auch bei
Kenntnis der Verschlilsselungsart immer noch schwierig ist, die
Nachricht zu entschliisseln (d. h. die Verschliisselungsfunktion
Ve noch nicht die Entschlilsselungsfunktion e liefert), so
kann jeder Benutzer B des Systems seine Verschliisselung Vg of-
fentlich bekanntgeben. Jeder, der B eine nur fiir B bestimmte
Nachricht N schicken will, braucht dann nur die Funktion vy auf
N anzuwenden und vB(N) an B zu schicken. B wendet daraufhin
seine Entschlilsselungsfunktion ep auf vp(N) an und erhdlt
eB(vB(H)) = N. Die Schwierigkeit liegt in der Komstruktion
solcher Systeme, die auch tatséichlich (und m6glichsat mathema-
tisch nachweisbar) nicht zu "knacken" sind.

Bevor wir jedoch mehr zur mathematischen Beschreibung solcher
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Systeme sagen, wollen wir ein von RABIN angegebenes mechani-
sches Analogon beschreiben, das die Grundidee deutlich macht:
Angenommen, die Nachricht wird in
einer Truhe mit Vorhéngeschlof
verschickt: (Bild 1) _
Im "klaessischen" System wiirde die
Truhe verschlossen und der Schliis-
sel auf einem sicheren Weg dem
Empfénger gesondert zugehchickf,
damit er beim Empfang der Truhe
diese 6ffnen kann.

Offentliche Verschliisselung kann bedeuten:

Jede Person verfiigt ilber ausreichend viele Vorhiéngeschldsser
(die sich ohne Schliissel schlieBen lassen - eine leicht zu er-
fiillende Bedingung) und einen Schliissel zum Offnen dieser
Schldsser. Nun verteilt jede Person ihre Vorh#éngeschltsser,

z. B, auf Postémtern. Will A an B eine Nachricht schicken, &0
verschlieBt A mit einem VorhiéngeschloS von B die Truhe mit der
Nachricht und schickt sie an B. Nur B kann diese dann &ffnen
(ohne Gewalt anzuwenden).

Das vorherige Verteilen der Schldaser kann durch einen Trick
sogar vermieden werden:

A schlieBt die Truhe mit einem seiner Schldsser und schickt sie
an B. B schlieBt die Truhe zuséitzlich mit einem seiner Sohlos-
gser und schickt sie an A. A &ffnet sein SchloB8 und schickt die
Pruhe an B. Nun kann B die Truhe dffnen, und die Nachricht war
zwischendurch stets gesichert.

Formal entspricht dies folgendem "Protokoll™:

Bild 1

(1) A sendet vA(N) an B,

(2) B sendet vB(vA(H)) an A.

(3) A sendet e,(vy(v,(N))) an B.
(4) B bildet eg(e,(vg(v,(N)))) =N

(die letzte Gleichheit muB bei der Komstruktion des Sy=-
gstems gesichert werden - sie bedeutet Kommutativitéat der
entsprechenden Funktionen. Filr die oben angegebene mecha-
‘nische Variante ist es tatséchlich egal, in welcher Reihen-
folge die Schldsser angebracht und wieder entfernt werden. )
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3. Ein mathematisches System mit Sffentlicher Verschlilsselung

Nun zur ungeféhren Beschreibung des von DIFFIE und HELIMAN vor-
geschlagenen Systems:

Es sei An = (31....,an) eine Folge paafweise verschiedener na-
tliirlicher Zahlen. Mir praktische Zwecke ist es wichtig, de8 n
gentigend gro8 ist, etwa n = 200. Um jedoch auch ein Beispiel
geben zu konnen, beschrénken wir uns im Beispiel auf n = 10.

Der Vektor An dient als Schlilssel und wird veroffentlicht. Er
entsteht auf folgende Weise aus einer anderen Folge
B = (b1,....bn), fiir die erfiillt ist, daB jede Komponente gro-

n
Ber als die Summe der vorhergehenden Komponenten ist:

b,? b..
i T=1 J

Solche Folgen B heiBen superwachsend.

Nun wihlt man ein m, fir das m > Ebn gilt, und ein k, das zum
teilerfremd ist, d. h. es existiert eine natiirliche Zahl k' mit
kek' = 1 mod m.

Dann setzt man

E.i = k'bi mod m fir 131.-00'!1.

Beispiel:

Bio = (1,3,5.11}21.44.87,175,349.701)

m = 1590 | : _

k = 43 - dies ist moglich, da 43-37 = 1 mod 1590, also k' = 37.

Dadurch entateht A, = (43.129.215.473,903,302,565.1165.697,
1523).

Benutzer B denkt sich Byg» m und k aus, h#lt diese Daten ge-
heim, bildet A,, und veroffentlicht A,,.

Will nun A eine Nachricht an B schicken, 80 mu8 A zundchst sei-
ne Nachricht als Bin#rfolge der Lénge 10 codieren. Von solchen
Folgen gibt es nur 210 = 1024, aber wir milssen hier daran den=
ken, daB n fiir praktische Zwecke sehr viel groBer als 10 ist.

Als Bindércodierungsprinzip kann z. B. eine Codierung aller Sym=—
bole der Schreibweise (einschlieBlich Leertaste) durch 26 = 64
Bin#irsymbole vereinbart werden, die auch offentlich bekannt sei.
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Nehmen wir nun an, A will B die Nachricht 0101101100 schicken.
Dazu braucht A nur die Zahl 0¢43+1.129+0°215+1473+1-903+
+0302+1+ 56141 1165+0° 697+0- 1523 = 3231 zu bilden, und diese
Zahl sendet A an B.

Fiir Personen C, die die Entschliilsselung von B nicht kennen, ist
es sehr zeitaufwendig, allein aus-dieser Zahl und der Kenntnis
von An die Information 0101101100 zuriickzugewinnen, fiir B je-
doch ist es bedeutend einfacher:

B bildet k'e3231 mod m

= k'oﬁ? of;8y mod m

Z o€, k'*k*d mod m
17 i a

= eu b, .

Im Beispiel 1st dies
373231 mod 1590
= 7515904297 mod 1590
= 297

=_—==
Diese Zahl muB nun als Summe der bi dargestellt werden, um die
o« zu erhalten. Da IBn jedoch superwachsend ist, gibt es hier-
fiir nur eine Moglichkeit:
297 = 0e141¢3+05+1° 1141221402 44+1-87+1°175+0°349+0° 701

Also ist die Nachricht 0101101100,

Leider ist dieses so einfache System doch nicht ganz so sicher
wie anfénglich erhofft: 1982 entwickelte SHAMIR eine Methode,
mit der man es in vertretbarer Rechenzeit mit Hilfe eines Com~
puters "knacken" kann.

Die Idee der 6ffentlichen Bekanntgabe eines Schliissels war je=
doch sehr wesentlich und wurde in andersartigen Systemen ver-
wendet. Das System von RIVEST, SHAMIR und ADLEMAN nutzt aus,
daB es schwierig ist, aus einem gegebenen Produkt n = p-q
zweier Primzahlen p,q die Primzahlen zuriickzugewinnen, falls
man nur n kennt. Fir dieses System ist bisher noch keine Metho-
de bekannt, wie man es (matilrlich fiir "groSe" n) in vertretba-
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rer Rechenzeit "knacken" kann.

4. Weitere Anwendungen

Zum AbschluB8 dieser kurzen Einfilhrung in die Cryptographie,
wie das Gebiet auch genannt wird, wollen wir noch zwei weitere
Anwendungen erwidhnen.

4.1. Ein Problem bei der Benutzung 6f£fentlicher Verschliisse-
lungssysteme ist die Bestimmung der Echtheit des Absenders.
Wie kann B siocher sein, daB eine Nachricht, die angeblich von
A stammt, auch wirklich von A geschickt wurde? Es kdnnte ja
eine Fidlschung sein, die von C geschickt wurde, um B zu tédu=
schen.
Dazu sendet A an B das Paar (N,eh(ﬂ)) (wobei natiirlich nur A
seine Entschlilsselung e, kennt). B wendet daraufhin v, - (das
5£fentlich bekannt ist) auf e, (N) an und erhdlt N, also thoer-
eingtimmung von erster und zweiter Komponente, falls die Nach-
richt N wirklich von A war.

4.2. Es ist moglich, daB Personen A1,...,% miteinander kommu-
nizieren, um gemeinsam die Funktion f(x1,...,xm) zu berechnen,
wobei jede Person A nur x, weiB und nichts iiber die Werte x
der anderen Personen A. erfihrt (obwohl dies paradox erschei-
nen mag,.

Die Cryptographie ist ein sich rasch entwickelndes Teilgebiet
der Mathematischen Informatik, das, wie wir zumindest andeu-
tungsweise gesehen haben, Zahlentheorie, Kompliziertheit von
Berechnungen und IAnwendungen in der Rechentechnik verbindet.

Dr. Andreas Brandstadt

FSU, Sektion Mathematik
Bereich Mathematische Kybernetik
und Rechentechnik
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Wie miBt man am besten?

Fiir das Ohmsche Gesetz in der Form u = R-I+U0 sollen R und Uo
durch Messungen bestimmt werden. EinstellgrcBe ist die Strom-
gstirke I, MaBgrofe die Spannung U.

BEs milssen Messungen bei mindestens zwei verschiedenen Stromstér-
ken vorgenommen werden, um die zwei unbekannten Pdarameter be-
stimmen zu konnen.

Bei zwei Messungen bei jeweils I1 und 12 hédtten wir

U, = RI+0,, U, = RI,+U,.
_ i Tty
Daraus ergibe sich R = TE:I; U, =10, - IE:I? 1,

Damit kénnten wir uns zufrieden geben, giébe es nicht MeBfehler.
Das Voltmeter hat eine MeBgensuigkeit, die der Hersteller mit
genaueren Gerdten feststellt.

Der Herste'ler mift mit dem genaueren Voltmeter eine Spannung,
diese wird danach m-mal mit dem zu testenden Ger&t gemessen.
Die Abweichung der MeBwerte des zu testenden Gerdtes vom MefB-
wert des genaueren Vergleichs-Voltmeters werden analysiert. In
der Regel sind die Abweichungen nicht konstant. Teilt man die
x-Achse in halboffene Intervalle der Lénge & 1 ein und trégt liber
dem rechten Intervallende die Anzahl der AbWelohungen, deren
Wertein dem Intervall liegén, geteilt durch m ein, 80 erhdlt
men bei m @ und n =>m® eine Kurve, die sogenannte Vertei-
lungsdichte der Abweichung (d. h. der MeBfehler!).

In vielen Fdllen ist diese Verteilungsdichte @er MeSfehler eine

GauBsche Glockenkurve gx-ggz
e (x) = L g~ 2@€°
-Jilfl!

Aus der Konstruktionsidee dieser Verteilungsdichte folgt, daB
die Hiufigkeit, daB der MeBfehler bei m Messungen im Intervall’
(a,b] liegt, annghernd durch die Be21ehung

Hauf:.gkelt =Zm ° jf(x)dx
bestimmt wird.

Betrachtet man die GauBsche Glockenkurve, SO sieht man, dal die
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Hiéufigkeiten am groBten sind, wenn das Intervall den Punkt M
enthédlt. Der Punkt M heilBt Erwartungswert.,

Vergleicht man die HEufigkeiten fiir ein Intervall um den Punkt
M, und édndert man den Wert ¢ , so stellt man fest, dafl die
Héufigkeit immer groBer wird je kleiner ¢ ist.

Der Wert ¢ heiBt die Streuung.

Ein gutes MeBgerdt sollte also den Erwartungswert # = o haben
und eine mdglichst kleine Streuung. )

Kehren wir zum Ohmschen Gesetz zur'uck. Wenn wir drei oder mehr
Messungen durchfithren, so stellen wir fest, daB die Gleichungen
widerspriichlich sind. Deshalb betrachten wir die Gleichung
der Form

U, = Re1, H +ey;  i=1,2

Aus den zwei Gleichungen ktnnen wir die Werte R und U berech-
nen

= T = - = _—T ™

Wir sind jedoch nicht in der Lage, die MeBfehler groBenméfig
anzugeben. '

Bei m Messungen konnen wir Werte R und 'I'f nach der lMethode der
kleinsten Quadrate berechnen: R und U als Punktion von I; und
U werden so bestimmt, da8

t (U; - RI Uo) minimal wird.
Bei zwei Messungen sieht das so aus:
(u, - k1, = T)% + (U, - F1, - T,)% * min.

Zuerst suchen wir das Minimum in U -
(v, - RI -U) +(U2-RI2—U)2
(U1-RI )2 (U,-RI,)°
= 2{ U -U (U +U2-RI1-RI )+ 2 + 5 )
- U1
Das Minimum liegt bei U &

1

2 -
Bei diesem U 8 suchen wir das Minimum -von ﬁ
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~ ~ 2 -~ -~ 2_
(U K1, -T )% + (U,-R1,-0)° =

s I,-I U,+U, 2
x3 {2 ~,117 2 1772
2 {(R(12)" - &2y (w,uy) - (12 }
. Uy-
Das Minimum liegt bei R = 1_ 2
2
_  U.-U ~ L U.-U,I
Damit hitten wir & = yoy® , U, = —Spi—p—
. 172 75
a €x= € ~ A (e,~€,)I
= 2”& - {"Npro
ReR+ypor: » Uo=Ue*fp 1

Wie die MeBfehler schwanken, so schwanken auch die berechneten
GroBen R und U . Ist das Voltmeter gut, so sind die héufigsten
Merehler in der Né&he der Null damit sind die h8ufigsten Werte
fiir R bzw. U in der Ndhe von R bzw. U "

o€
Der Wert T4 = T;_Tl ist der Fehler bei der Bestimmung von R,

[ 1
1, = ———%—:%—l ist der Fehler bei der Bestimmung
2 1
von U . Hieraus eroffnet sich fiir uns eine Moglichkeit, die
Fehler zu verkleinern, indem die Differenz 12—1 moglichst grof

gewdhlt wird.

Wenn wir den Versuch m-mal durchfiihren, S0 konnen wir R und ﬁ;
bestimmen nach analogen Formeln

‘ﬁ- =

1]
o]
VI\)J“

R
i
N

Die Bérechnungsfehler werden kleiner, wenn die Differenzen zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Einstellungen von I mdglichst
grof3 sind.

Dr. D. Beyer

FSU, Sektion Mathematik
Bereich Stochastik
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Ungleichungen

Ungleichungen spielen in verschiedenen Teilgebieten der hdhe-
ren Mathematik eine groBe Rolle, zum Beispiel zur Bestimmung
von Maxima und Minima und zur Berechnung einiger Grenzwerte.
Ungleichungen treten unter anderem in der Fehlerrechnung und
bei Intervallbetrachtungen auf. Im folgenden wollen wir einige
wichtige Ungleichungen und ihre Anwendungen darstellen.

Beim Umgang mit Ungleichungen milssen bestimmte Regeln beachtet
werden:
Filr alle reellen Zahlen gilt:
1) Wenn a * b, dann ist b 2 a
2) Wenn & $ b und ¢ ® d, dann gilt: a+c $ b+d
3) Wenn a<€b und ¢ <d, dann folgt: a*c<€b+d, wenn b,c »0
' Diese Bedingung ist notwendig, denn es gilt z. B.
~24&-1 und 3¢7, aber nicht (=2)*3<(=1)°7
4) Wenn a € b, dann ist -a 2 -b
5) Aus & § b folgt = 2 I, falls >0
6) Gilt a £b und b € a, dann ist a = b.

Spezielle Uggleichgggen
Als ndchstes wollen wir einige Ungleichungen néher betrachien.

I, Dreiecksungleichung
Diese spezielle Form findet in der Geometrie ihre meiste Anwen

dung. Sie stellt den bekannten Sachverhalt dar, daB die Summe
sweier Seiten eines Dreiecks stets groBer ist als die dritte.

Satz 1: Flir alle reellen Zahlen a,b gilt:
Ja+b] * la| + |b]
Das Gleichheitszeichen gilt, wenn a und b das
gleiche Vorzeichen besitzen.

Beweis: Definition: Fir zwei Zahlen x und y gilt:
wenn x 2 y
max‘.x,y} [ wenn y » X
Es gilt: ‘a £ max (a,-a =lal

b € max ‘_‘D,-b} =)o)
Daraus folgt mit Regel (2)
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a+b = [a |+ [v] (1)
Ebenso gilt: -a € max ‘a,-a) jal

-b € max {b,-b} ={D]
und damit: -(a+b) * Ja| + [b| (2)

Aus (1) und (2) ergibt sich:
Ja+b| = max {a+b, (a+b)' [afl + |ol
W.Z.b.W.
Folgerungen:
1) Bs gilt: |jaf - |b]]| $ |a-b]
2) Fiir alle 84-..8, gllt:
|aj+eocda [ S [a,[+...4]a ]
(Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion)
3) max la’ b‘ a.+b a=b

minia,bl=T-—-2—a-b .

Thr konnt einmal versuchen, diese Folgerungen mit der Dreiecks=
ungleichung zu beweisen.

bzw.

II, Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel

Definition: a heiBt arithmetiaches Mittel der Zahlen
+."+ﬁ1‘

N
g heiBt geometrisches Mittel der poaiti-
ven Zahlen XqeesX,, Wenn gilt: g = n..lf AT TR S

Xqee-X ), Wenn gilt: a =

Zwischen diesen beiden Mitteln existiert folgende Ungleichung:

Satz 2: Das geometrische Mittel ist nicht groBer als das
arithmetische Mittel dieser Zahlen. Sind die Zahlen
nicht alle gleich, dann ist das geometrische Mittel

echt kleiner als das arithmetische.
v, 8.teeat8
Beweis: Zu zeigen ist: n_'Ja.,['...'an < 1—11':'1'

- n o - L =
Setzen: .la.l 85%ece’B = A

n
&1'82'¢--'ﬂn An
,2,,...3_,
A A A
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Setzen: ﬁ-—d cree == = X -_
. h T 1 ...O A n

d. h. wir haben zu zeigen, daB aus

+a +.o-+ﬂ.
1 =«1‘.--'qn £013t3 h‘ 1 2

= o A8y
A:%T""--o*‘_ l:A
A
a
1‘%(1l+;3.+,,,+;\2 I-n
a a
n 5 T‘l + _A'% teoot % = “1+ «2+¢o.+«n

Damit ist das Problem darauf zurlickgefiihrt, folgende Relation

zu zeigen:

. - >
Wenn °f1 — O(n 1, dann ist d1+ 0(2+...¢|-¢§1

Dieser Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion:

Induktionsanfang:

Piir n=1 gilt: o =1 und damit e, $n=1

Induktionsvoraussetzung:
Angenommen, die zu zeigende Ungleichung gilt fiir
n Zahlen

Induktionsschritt:

1. Fall: °f1= d2=...=dn =1, trivial

2. Fall: o.B.d.A.
Wenn es ein d‘l gibt mit d'1 21, dann
 existiert ein 012 mit O, <1
Daraus folgt: 0 <( “1—1)(1-“2)
und damit 0« _d'1+ d2-1- d,lda
und, of +d )d' X, +1 (1)

Zu zeigen ist jetzt, daB gilt:

AuS  geee.® .o = 1 folgt of1+...+c( 2 n+1

Setze d‘l' dz =

3 - - - ¢d -
Dann gilt P Ao Hpeypooe® 4 = 1 und damit (da
jetzt nur noch n Faktoren):

p+ Of g+ olytouot d&” Zn (Induktionsvor. )

a(1 (d§+ o(3+. 5 ;O‘Ig‘J n » g
mit (1) gilt: + +oeoet n+1
1 = n+1 WeZeboW.
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Folgerungen: )

1) Ist das Produkt von n positiven Zahlen gleich 1, so ist
ihre Summe mindestens n.

2) Fiir das harmonische Mittel h = T +n =T gilt: h - g
& cee a_

3) Sei A eine beliebige positive Zahl. Zerlegt man diese Zahl
in positive Summanden, so daB deren Produkt maximal wird,
dann sind alle Sumanden gleich. Zerlegt man A in positive
Faktoren, so daB ihre Summe minimal ist, dann sind alle
Faktoren gleich.

(Beweise ktnnen selbsténdig gemacht werden.)

Diese Beziehungen werden wir spédter bei Extremwertaufgaben wei=-

ter betrachten.

Mit Hilfe der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geo-

metrischen Mittel kann man weitere beweisen, z. B. die Bernmoul-

lische Ungleichung.

Stephan Schiller, FSU
Robert Wackernagel, FSU
Mathematikstudenten, 2. Studienjahr

Losungen

Q 56 (nach Kirstin Neschke, Dresden, Borthener Str. 12)

sxt +8%° - x = a a€P
Ich setze a=8(x2+hx)2+c(x2+bx) mit b,c €P.
Dann soll 1lt. Aufgabe gelten
8x4 + \8x3 - X = 8(x2+bx)2 + c(x2+bx)
ex? + 8x° - x = 8(x4+2bx3+b2x2) + cx° + bex
ax* + 8x> - x sxt + 16‘t:mc3 - 8b°x° + ox° + bex
ax? + 8%° - x ext + 16px7 + (8132+c)x2 + bex

u

Der Koeffizientenvergleich ergibt
8 =38 2

8=16b —>» b
8b2+c=0
be = -1

1
2

——- c = =2
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Daraus folgt 8(x2+ %)2 -2(x2+ %) = a

Bg gsei z = x2 + % « Dann ist
a
B

22 - % - = 0
_ A1 1 a
24,28 XVe7 * B
Wegen 2z = x2 + % ist fiir

1 1 8 1 a
29 =8*Vez * 8 Vez + &

und somit -

Preisaufgaben

EinsendeschluB: 1. 2. 86

Cei A = 1.3.5. ... .(20n=1) ,wobei n eine positive
2.4.6' e 0 L ] 2n

ganze Zahl ist.Man zeige,dal ab einem gewissen k die
Folge A,2A,4A,8A,...,2ka,... nur aus ganzen Zahlen

R

besteht.

Man bestimme ab + cd ,falls a2 + b2 s 1

02 + d? s 1

und =2¢ + bd 8 0O ist.

2 2°
schneidet K1 in B,.I und K2 in B2.Man zeige,dal die

Drelecke PAﬂBq und PA2B2 ghnlich sind.

61
2
63 Die Kreise Kq und K2 beriihren sich im Punkt P.Eine
64

R 6
‘WII
R
B Sekente durch den Punkt P schmeidet K, in A; und
K. in A..Eine andere Sekante durch den Punkt P
R
2II

Gegeben ist ein Dpeieck ABC.Man konstruiere Punkte
-_— @ e -

U,V,W auf den Seiten AB, BC , CA ,so0 daf der Um-

fang des Dreiecks UVW minimal wird.
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_ R 6 Seien 31'32’53'34"55 und b ganze Zahlen und

a1+a2+a3+a4+a5 b= .

Man zeige,dasB nicht alle Zahlen gleichzeitig un-
gerade sein koénnen.,

08  floxasaTs,uro ocHOBaHEA e pue HANKY IAPOB , OMYIlie HHHEX

2 U3 TPOMBBONBHO! TOUKM OKDPYXHOCTM Ha CTOPOHH BIH~-
CaHHOI'O B Hee TpEeyYroJbHMUKA,Nle¥aT Ha ONHOH IpAMOf.
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Preisaufgaben

R 67

e

Zwei KOrper begannen sich von zwei Punkten einer Geraden,
die einen Abstand von 20 m haben, aus in ein und dieselbe
Riochtung zu bewegen. Der eine von ihnen, der hintere, be-
wegt sioch gleichméBig beschleunigt und legt in der ersten
Sekunde 25 m und in der zweiten %- m mehr zurilck. Der zweite
Korper bewegt sich gleichmiBig verztgert. In der ersten
Sekunde legt er 30 m und in der zweiten % m weniger zuriick.
Nach wieviel Sekunden holt der erste Kdrper den zweiten
ein?

R 68  yon finde eine vierstellige Zahl mit folgenden Eigenschaf-
1 ten: Die Summe der Quadrate der HuBeren Ziffern betrdgt 13,
die der inneren 85. Wenn man von der gesuchten Zahl 1089 ab-
zieht, s0 erhilt man eine vierstellige Zahl mit denselben
Ziffern, nur in umggkehrter Reihenfolge.
R.69 Plr drel reelle Zahlen gelte die Beziehung
l + 1 + l = 1 °
a b 7% athtc
Zeigen Sie, daB8 dann eine der drei Summen a+b, b+c, o+a
gleich Null ist.
R 70 Man zeige, daB aus 3 sin f = sin(2a +8)
‘Q folgt tan(x +fp) = 2 tan o .
R T Durch jede Kante eines Tetraeders werde eine Ebene parallel
2 zur gegenilberliegenden Kante gelegi. Man finde eine Bezie-

bung zwischen dem Volumen des so erhaltenen Parallelepipeds
und dem Volumen des Tetraeders.

EinsendeschluB: 1. 4. 1986
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Losungsbedingungen:

Fiir jede vollsténdige ILiisung erhidlt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl.Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender,die im
abgelaufenen Schul jahr mindestens 10 Pumkte erreichten.Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das néchste Schuljahr cutweschrieben.

Die Lﬁsungen sind - jede L3sung auf einem gesonds=rten Blatt,
versehen mit Name,Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem EKennwort "Wurzel-Preisaufgahen" an uns zu senden.

Alle Aussagen sind stets zu beweisen.Dies bedeutet insbesonde-
re,daB dle in einer Lisung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind.Der Lisungsweg (einschliefilich Nebenrechnungen,
Konstruktionem,Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

Nullstellen von Polynomen 1. Fortsetzung

3. EinschlieSung der Nullstellen eines Polynoms

Da es (auBer im Falle n=2) keine, oder zumindest keine prak-
tisch brauchbaren Aufltsungsformeln fiir Polynomgleichungen
gibt, i1st man darauf angewiesen, sich aus den Koeffizienten
B1840000,8) eines Polynoms zuniichat grobe und denn immer ge-
nauere Informationen {iber die Iage eventueller Nullstellen zu
verschaffen. Wir beschidftigen uns in diesem Abschnitt mit "gro-
ben" Informationen. Sie sollen selbstversténdlichen einen mdg-
liohst geringén Rechensufwand erfordern.

Wir mSchten an dieser Stelle zunédchst einige Bemerkungen zum
Begriff und Gebrauch von Ungleichheitszeichen machen. Erfah-

- rungsgemiB ergeben sich begriffliche Schwierigkeiten, wenn die
Beziehungen "kleiner" und "groBer" im Bereich der reellen Zah-
len, also einschlieBlich der nega tiven Zahlen an=
gewandt werden. Am klarsten lassen sich diese Beziehungen als
L a g e - Beziehungen zweier Zahlen a und b auf einer Zahlen-
geraden definieren:

a<h (a "kleiner™ b) aliegt links vonb

a>b (a "groBSer" b) aliegt rechts vonbd

ashb (a "kleiner gleich" b) a liegt n i c h t hr echts
vyon

a2b (a "grtBer gleich" b) a liegt nicht 1inks
von b,
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Insbesondere ist in diesem Sinne die "kleinste" von k Zahlen
CqreessCys in Zeichen: min '[c.l,...,ck], diejenige, die am wei=-
testen links auf der Zahlengeraden liegt.

Beispiel: min §{-2,1,-10,0} = =10,
Um die "absdlute" GroBe einer Zahl im Sinne ihrer Entfernung
vom Nullpunkt auf der Zahlengeraden zu erfassen, hat man den

"Absolutbetrag" a qiner Zahl a eingefiihrt. Dieser ist filr
a # O immer eine p\aitiva Zahl, die durch

a flira>»o0
lal =
-g fliracO

definiert ist. Als Erginzung ist 10l = O festgelegt.

Will man bereits durch die Schreibweise zum Ausdruck bringen,
daB es sich bei a.umeine negative Zahl handelt,
s0 schreibt men - a statt a.

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, ohne groBere Rechnungen ein
moglichst kleines Intervall auf der x-Achse anzugeben, in dem
gémtliche po s i tiven TWullstellen von p(x) liegen,
sofern es liberhaupt welche gibt.

Anders ausgedriickt soll ein Intervall angegeben werden, auler-
halb dessen mit Sicherheit keine positiven Nullstellen von p(x)
liegen. Wir setzen also filr diese Betrachtung voraus, daB x
poaitiv sei. Fermer sei |

(14) a = min {a.l/ao.az/ao,...,an/ao} 3
Verglgichen wir nun das Polynom ;[:»(:c)/ao mit dem Polynom
(15) a(x) = xPsa(x® 14xP24. . 4x41),

so ist filr positive x der Klammerausdruck selbst positiv, und
es gilt daher auf Grund der Definition (14)

(16) p(x)/a, 2 q(x). ,

Féllt nun a nicht-negativ aus (a 2 0), so ist offensichtlich
q(x) » 0, und daher p(x) # O flr alle x>0,

Ist dagegen a negativ (a<0), so setzen wir a = =jal und brin-

gen q(x) unter Verwendung der Zerlegungsformel (9) mit k=n,
x =1 filr x # 1 auf die Gestalt
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(17) q(x) = x" = lal é‘-}
_ lal +zan1 (a] )

Wia man sofort sieht, sind Zéhler und Nenner beide poaitiv,

sobald x ® 1+la] ist. Unter Beachtung von (16) folgt fir diese
x-Werte wiederum, da8 p(x) # O ist.

Aus den obigen Betrachtungen ergibt sich unmittelbar auch eine
EinschlieBung flir die nega t i ven Nullstellen von
p(x), indem man die Einschliefiung der p 0 8 itiven
Nullstellen des Polynoms

(18) p(—x) =b In + b In-1+aco+bn 1
n n~1
mit bo-(-1) ao’ -(-1) a1 pesey bn-1 = -an 1' bn n

zugrunde legt. Hat p(-x) die positiven Nullstellen x1,...,xk,
so hat p(x) die negativen Nullstellen =X secs,=Xy-

X + b

Wir fassen unsere Ergebnisse im folgenden Satz zusammen:

Satz: Es sel

p(x) = a xn + a,x - Heeot By X + 8 a, #0
ein reellea ‘Polynom der reellen Varanderlichen p 4
und

e = min {a,/a, 8,/8 500008y 1/8,; an/ao}
b = min {-a,/8,,8,/8,s00 (=1 )n'1an_1/a°.(-1 )nan/ao}
Dann liegen sémtliche Nullstellen von p(x), sofern
es {iberhaupt welche gibt, in dem Intervall
-(1+Ibl ) <« x <1+la) .
Im Falle a 2 0 besitst p(x) keine positiven Null-
stellen,
im Falle b 2 O beditzt p(x) keine negativen Null-
stellen.
Aus diesem Satz 1#8t sich unter anderem schluB8folgern, daB
p(x) im Falle
a, #0, a20, bP20
{iberhaupt keine Nullstellen haben kann. Die Umkehrung hiervon
gilt (leider) micht. So ist g. B. das Polynom p(x) = x°=20x+1
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nullstellenfrei fiir ¢c“< 1, also insbesondere filr 0<c <1, was
zur Folge hat, da8 a = =2¢ negativ ausfdédllt.

Weiter 1dB8% sich aus der Herleitung des obigen Satzes folgende
Tabelle bezliglich der Vorzeichen von p(x)/ao auBerhalb des Iid=
sungsintervalls gewinnen:

x < =(1+1bl ) x 21+ |a]

n gerade p(x)/a°> 0 p(x)/ao’ 0
n ungerade p(x)/a <0 p(x)/a >0

Da ein Polynom als stetige Punktion keinen Zwischenwert ausléft.
folgt aus der zweiten Zeile der Tabelle, daB jedes Polynom
ungeraden Grades mindestens eine
Nullstelle besitzt.

Wenn also ein Polynom k e i ne Nullstelle hat, so muB sein
Gradn gerade sein. Dies trifft insbesondere fiir das
nullstellenfreie Polynom rnpj(x) der Zerlegung (13) zu, d. h.
es ist (n~j) eine gerade Zahl. Demzufolge ist j gerade oder un-
gerade, je nachdem dies filr n zutrifft. Mit anderen Worten:

Die Anzahl j der Nullstellen eines Polynoms n=ten Grades ist
unter Beriicksichtigung der Vielfachheit dieser Nullstellen filr
gerades (ungerades) n selbst gerade (ungerade).

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einem Beispiel. Fir
p(x) = 2° = 10x° + 13x - 4
ist a==5, b=2. Also liegen séimtliche Nullstellen von p(x)
(de h. mindestens eine einfache, eventuell zwei weitere einfa-
che oder aber eine doppelte) im Intervall 0< x <6.

Auf die Problematik der genaueren Berechnungen von Polynom-
lullstellen soll in einem weiteren Beiirag eingegangen werden.

Prof. Wallisch, FSU
Sektion Mathematik

Bereich: Numerik/Optimierung
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k7

E

nach Kerstin Zinner, Rauenstein

Beweis: are tan(3+ 242) - arc tan 'g-l = %

arctan(3+247) - arctan '-{2—2 = 1- | tan
tan [arctan(3+24§') - carctan '!2-—2-.]= tan * = 1

nach den goniometrischen Gleichungen gilt:

tan(w - 8) = {RET N7

tan[a.rctan(3+2-r2-' ] -tan(arctan g)
1= '

1+tan[arctan( 3+24§')] «tan(arctan '-'é—?)

3+24§'-'%?

1'+(3+2-f§')€
3+ %-45'
1+ %-E‘ +2 B

1 3+%-f§'
=3+22-r§'

(ten(arctan « )=«

1 =1  w.A. (da aus é‘.c);uivalenten Unmformungen hervor-
gegangen

arcta.n(3+2-f§')-arotan 'é—z-' = E WeZaDeW.

nach Jilrgen Schefter, Reichwalde, 31 Jahre, Bauarbeiter
n-1

I 1+2+.oo+2 = SI
II 242%4...420 = 28
II-I g = 289

Das ist die mit Abstand eleganteste, schonste und einfach-
ste Losung dieser Aufgabe! Natlirlich filhrt auch die voll-
stidndige Induktion oder die Anwendung der Summenformel
der geometrischen Reihe zur Bestédtigung der Aussage.
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E] nach Gerd Heber, Erfurt, 19 Jahre

Die Umformung. der Gleichung (1) nach x ergibt x = -;—'_% .
abez

Setzt man x in (2) ein, so erhdlt man y = Eichoes *

Setzt man y in (3) ein, so ergibt sich fiir z:
zz(ab-‘bc-rac) - abge2°z = 0,

= 0 ist fir das Gleichungssystem undiskutabel.

2. = 2abc
2 ab-Dbo+ac

%4

2abo

Unter Verwendung von Z, ergibt sich fiir y = Hibocas *

Unter Verwendung von y ergibt sich fiir x

T 2abo
~ bc-ab+ac °

Die Richtigkeit liefert die Einsetzung in (1), (2) und
(3).

nach Silke Umbreit, Ilmenau, Kl. 11

Voraussetzung: &,b,c,deG

m = ad - be I
m / ax+by II
Behauptung: m / ox+dy
Beweis: ad = be = 0(m) wegen I
ad = be(m)
adxy = boxy(m)
ILX axedy = byecx(m)
ax+by = O(m) wegen II
Iv ~ ax = ~by(m) |
dy = -cx(m) wegen ITI, IV
dy=-cx = O(m)

> m/ox + dy ge.€.d.
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&!I&il&"&"&"&“&“&l I&ll&.

Zeit und Fwigkeit
Eine amerikanische Journalistin fracte einmsl Albert
Einstein: "Welch ein Unterschied besteht zwischen der
Zeit und der Ewigkeit?" "Mein Kind", antwortete Ein-
stein cutmiitig, "wenn ich die Zeit hétte,Ihnen diesen
Unterschied zu erkléren,wiirde sine Ewigkeit vergehen,
bis Sie ihn verstehen wiirden."

&Il&' '&-.' '&:"@c"&“ﬂc"&"&' |&

Ungleichungen (1. Fortsetzung)

I1I., Bernoullische Ungleilchung
Satz 3: a)PFlir alle reellen Zahlen O ,h mit O< X ¥ 1
und h £ =1 gilt: (1+h)" € 1+eh
'b) Plr alle reellen zablen of,h mit ®K>1 oder
X< Ound h $ =1: (14h) 2 1+eh
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir of =0, A=l
oder h=0.

Beweis: a) Beweis fiir rationaléa - {
o 188t sich darstellen als X= % und fiir
0<ot= % € 1 gilt: 0<m *n pit m,n¢N, h & =1,
Dann ergibt sich:

(140) = (1+0)%2 E/(1+h)‘“-1-...-1 !
Nt

_(n-m Faktoren)

= E/S1+h)°...'jj+h);1'...'1 '

m Faktoren

Satz 2
< m{i+h)+(n-m)
n
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m+mh+n-=m m*h+n m
= 5 = o = 1+ a h

= 1+®h
b) =1r>1 r= %. Daraus folgt O<m € n; mnegw, -1:-,-41 _
Wir haben die Ungleichung schon filr ® < 1 und wenden

gie nun wie folgt an:
(1+rh)1/r £ 14rhe 1; = 1+h

Daraus folgt: 1+rh § (1+h)T und die Behauptung.

Der Beweis zu &) und b) fir irrationale & erfolgi mit Hilfe
von Grenziibergiingen (s. Korowkin, "Ungleichungen").

Die Bermoullische Ungleichung dient uns z. B. bei der Berech-
nung von Minima und Maxima von Funktionen (s. Kapitel V) sowie
beim Beweis der folgenden Ungleichung.

IV. Ungleichung zwischen verallgemeinerten arithmetischem 'und
geometrischem Mittel

S atz 4 : Fiir alle reellen Zahlen 31,000’%’ p1.l..'pn
mit 81...&]1 2 0, 0 ﬁ p‘l.....pn = 1 md. P1+.-0+pn = 1
gilt:

al.:1'...-azn £ 8P t8yPote e 48, D)
Beweis: erfolgt durch vollsténdige Induktion
Induktionsanfang:
Ungleichung gilt fiir n = 2
Bew.: 1. Fall: a, oder a, = 0, trivial
2. Fall: a.1,32>0

Dann gilt:
P
a 1 - a P Satz 3 a
1 B 1
(L) = (1+(=% =1)) 14p, (== =1)
&, a, 1 a2
P18
=1+ -Pp
8, 1

2 s

P
a 1 p.a
< 171 .
(El) + (1-p,) l a,
Pp
Pq Ps <

a8, ‘8 P89 + Po8y
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Induktionsvoraussetzung:

. Pq .o g
Angenommen, es gilt: Bq Cecetay 84P4 +eeot B P,
Induktionsschritt: :
Zu zeigen, da8 dann Ungleichung auch fiir n+] gilt:
’ M TPafy
p1 Pn+1 p1 Pn-q, pn Pni+1, Pn*Pni1,Pa*Pnyq
“ece an+1 = eece a-n_ )
b
Nach Induktionsvor. gilt nun (da nur noch n Faktoren)
P Pnsq

N L TR, S PR S UL

<
gl a1p1+. L] .+an_1pn_1+

pn pn+1
+(p +Pn+1)(an P +pn+1 * “n*1 P +pn+1)

= 8qPqtecstn11Pn4
WeZ.b.We

Aus den bisherigen Ungleichungen kann man natiirlich weitere Un-
glalohungen herleiten, =z. B. die Hdldersche Ungleichung:

Flaibil (Zlailp)p(ZPJ |q)q mit + +-& =1

und als deren Spezialfall fiir p und q gleich 2 die Cauchy=-
Sohwarzsche Ungleichung.
Flir Leser, die mit der Vektorrechnung vertraut sind, mSohten
wir hier folgende Erklarung der Cauchy-Schwarzschen Ungleiochung
fiir die Ebene geben. Dazu definieren wir:
- das Skalarprodukt zweier Vektoren ?=(a1,a2) und
i=(b1,b2) als ,(?.E),='?l-lﬁ,-,cos (vow)|

- den Betrag eines Vektors v als

‘;l ='ia$+a2 .

Somit 188t sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir n=2 auch
folgendermaBen schreiben:

SANENEINEY
Geometrisch bedeutet (Vv,W) den Flécheninhalt des Parallelo-
gramms OABC und ,?'-Ii' den Flécheninhalt des Rechteckes OADE.
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Zur Veramschaulichung, daB
gilt: POA.‘BC" Fospg® Draucht
man nur das Dreieck ABF um
den VektF’:':? verschieben.

e<T D
wif a
-
— -
V. Anwend gsaufgaben 4 A X

Mit den Ungleichungen in den-tiaherisen Kapiteln haben wir Mit-
tel gewonnen, um weitere Ungleichungen zu beweisen bzw. um Mi-
nimal- und Maximalwerte zu berechnen. Einige Hinweise dazu wol-
len wir in diesem Kapitel geben.
Aufgabe 1:
Man beweise: PJ?{ 1 + 2
Beweis: Setzen: _nF_ 1+ ‘n’- ¢(n>0
Dann gilt: n = (1+dn)n = [(1+dn)n/ﬂ2
Nehmen wir n >»2, also %)1. so gilt mit Satz 3
(.1,+dn)n‘/2>'l+ !n-dn und damit
; ' 2 o
n>(1+ %‘n)z = 1+na& + anf-; "
Hieraus folgk 0 2,4
n 2
13'
2

und 2/n = 1+l <14+ =

fa WeZobeWe

Folgerung:
Da 1+ _Fal = a, eine monoton fallende Folge ist, muS #n be=-
n
schréinkt sein. Man kann sich davon iberzeugen, da8 -3-{? das
groBte Glied der Folge ’.‘Fz‘ ist. Weil andererseits stets
Eﬁ?-’ 1 giit. strebt diese Folge damit gegen 1, da a, ge-
gen 1 konvergiert.
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Aufgabe 2:

Plir x+y+z=1 und 0 € x,y,z ¥ 1 gilt:

0% xy +x2 +yz - 2xyz =

Beweis:
linke Ungleichung:
Xy + Xz + y2 - 2xyz = xy(1-2) + xz(1-y) + yz 2 0

rechte Ungleiohung:
0eB.deA, z Ty 2z X

1. Fall: z £ 1. Daraus folgt: 1-2x 20, 1-2y 20, 1=2g 20

Dann gilt: ¢ ack: 3 :

-2 (1-2y)(1-22) ~ % (1=2x)e(1-2)(1=22)

2{(1-2:)(1-23-)(1-25)' < Ji(%‘iﬁl =3

(1-2x)(1-2y)(1-22) € 53 (1)

1=2(x+y+2) + 4(xy+xz+yz) - Bxyz £ ?}
4(xy+xz+yz~2xyz) £ %?

Daraus folgt Behauptung.
2. Fall: z>% . Daraus folgt: x,7<7

und damit
(1-2x) (1-2y) (1-22) <0 <57

Das entspricfht (1) und damit der Behauptung.
WeZe.boW,
Schon allein aus diesen beiden Beispielen erkennt man, daB8 man
Ungleichungen nicht nur mechanisch mit einigen Vorschriften be-
weisen kann, sondern fiir jede diesen oder Jenen "Kunstgriff"
finden muf.
Folgende Ungleichungen kénnen nun zur Ubung gelsst werden.

Aufgabe J:
Man beweise

‘f—-lﬁ'<ﬁ:-{ﬁ'.
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Aufgabe 4:
Man beweise

ﬁ-l?+‘{_' 1“)1 +1_.+_{—_'+...+{—_-'

(Hinweis: Man benutze Ungleichung aus Aufgabe 3)

Aufgabe 5:
Man beweise: Ist 0 > a>=-1, so gilt

TS el g‘__‘ﬂ Z n"‘< ol (n=1 )“*1
of+1 , ol +1

(Hinweis: Bernoullische Ungleichung)

Minima und Maxima

Wir haben schon wiederholt darauf hingewiesen, daS man mit Hil-
fe von Ungleichungen auch Extremwerte bestimmen kann. Im fol=-
genden wollen wir dazu einige Beispiele angeben. Zunéchst zei-
gen wir eine Extremwertaufgabe, die mit Hilfe der Bernoullischen
Ungleichung geldst wird.

Aufgabe 6:

Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion

x¥ -ax, a»0, x20, X

Losung: Wegen < »1 und fiir z € =1 gilt nach Satz 3:
(1+z) 2 1+ alz (Gleichheit nur fiir 2z=0)
Wir setzen nun 1+z = y und es ergibt sich:
at o > >
y2 1+e(y=1), y -ay & 1=-& fiiry =0
: (Gle:.chhe:l.t nur fiir y—‘l)
Daraus folgt: (cy) -« oY 1(oy) - (1-“)0

Setzen: x=¢y und ¢ =a

1
c = (‘%)“"l
und erhalten dadurch:
- ax 2 (1-01)0 = (1= N)(a) I
Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir x = ¢ = ("__,—")a I
Deshalb erreloht die Funktion ihren Min:unalwert bei

)ﬂ- und er betrégt (1—-“)(1)'71‘ .
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Aufgabe T:
Mit Hilfe von Aufgabe 6 bestimme man den kleinsten Wert der
Funktion x6 - 812 + 5.

Aufgabe 8:

Man suche den griBten Wert der Funktion
' - ax falls 0o<xL1, a>0, x T 0,

Zum SchluB zeigen wir nun noch die Anwendung der Ungieiohung
zwischen arithmetischen und geometrischen Mittel bei der Be-
stimmung von Extremwerten.

Aufgabe 9: :
In eine gegebene Kugel ist ein Zylinder griéBten Volumens ein-
zuzeichnen.

Losung: Wir bezeichnen mit R den Radius der Kugel, mit r den
Radius des Zylinders und mit h die Hohe des Zylinders.
Dann gelten folgende Formeln:
Volumen des Zylinders: V =TT rh

| Hohe des Zylinders: h = 2-]32 2!
Wir erhalten: V = 2ﬂr2"R2-r

1 2
Setzen nun zZ = V- und folglich
e
zZ = r4.(R2-r2)
1 r2 r2 2 .2
bzw. 7 Z = > 'T(R -r<)

z ist das Produkt dreier PFaktoren, deren Summe gleich
R? ist. Nach Folgerung 3 zu Satz 2 wird z dann seinen
groBten Wert annehmen, wenn gilt:

2 2
%— = 5‘2- = R2-r2~ und damit

réR'{g-'.

Da z und V ihren gréBten Wert fir dasselbe r annehmen,
ist der Zylinder mit r = R § der volumenreichste.
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Aufgabe 10:
In eine gegebene Kugel ist ein Kegel gréfSten Volumens einzu-

‘zeichnen.

Aufgabe 11:
An einer senkrechten Wand hﬁ.ngt ein Plakat. In welcher Entfer-

nung von der Wand muB ein Beobachter stehen, damit der Winkel,
unter dem er das Plakat (von unten) sieht, am groBSten ist.

(Hinweis: tan(P -) = 1t:P,B -ttmﬁd )
+tane tanf@
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