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Abstandsbegriffe = >

Abstandsbegriffe fiir rationale Zahlen

Zuerst einige Vereinbarungen:

Z Menge der ganzen Zsahlen
@ Menge der rationalen Zahlen
MR Menge der reellen Zahlen
1R* Menge der nichtnegativen Zahlen '

Der Artikel enthédlt einige Aufgaben, an denen Ihr Euch iiber-
priifen konnt. Die Aufgaben mit einer_° gind fiir das Versténd-
'nis nicht maBgeblich. IThr solltet aber zumindest die Aufgaben
ohne o_in Angriff nehmen.

1. Der absolute Betrag

Aus dem Mathematikunterricht der 7. Klasse ist Euch bekannt,
was unter dem absoluten Betrag einer rationalen Zahl a zu ver-
stehen ist:
a falls a 2 0 _
lal ={-a falls a € 0 : (1)
Ihr kennt auch folgende Eigenschaften:

(B1) Aus fal=0 folgt a=0 _
B2) la.b|l =lal.lb| fiir alle a,b ¢ @
(B3) la+b | € |a)+Ibl fir alle a,b & @

Die Eigenschaft (B3) wird auch “Dreiaoksungleichung" genannt
(warum?). Den absoluten Betrag kann man also als Funktion auf-
fassen: '

(BO) l1: @ — R, , die den
Eigenschaften (B1), (B2) und (B3) geniigt ((BO) bedeutet dabei:
@ ist Definitionsbereich von || und'lR_l_ ist Wertevorrat von

e _
Aus (B2) folgt sofort: |11l =1.. (2)

2. Der p=-adische Betrag

Nun kann man die Frage stellen, ob es weitere Funktionen (BO)
gibt, flir die die Eigenschaften (B1), (B2) und (B3) zutreffen.
Diese Frage wurde erstmals von dem deutschen Mathematiker Kurt
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HENSEL (1861 = 1941) gestellt. Sie kann tatséchlich positiv be-
antwortet werden. Im folgenden werden wir uns mit allen derar-
tigen Funktionen bekanntmachen. Fortan bezeichnen wir den uns
schon bekannten absoluten Betrag statt mit | | nun mit V1

Bezeichne mit p eine beliebige Primzahl. Jede rationale Zahl a
1d43% sich bekanntlich in der Form

. £ m
(3) | a=p °=

darstellen, wobei n eine von O verschiedene mnatiirliche Zahl und
m und r ganze Zahlen sind; dabei teile p weder m noch n. Fiir

a $# 0 ist r eindeutig bestimmt und heift die Ordnung von a be=-
zugllch p: r = ord_ a.

Falls a = 0 ist, setze symbolisch drdp 0=wm.

Beigpiele: ordB(-18) = 2, ordg T =0, ord, gy = -4.

Aufgabe 1 Bestimme ofd7(- %gg)
ord2(128)

9
ord3(10 )

Aufgabe 2 Zeige, daB fiir alle a,b € R gilt:
™ = . . b
ordp(a b) ordp(a).+ ordp( )

Aufgabe 3 Uberlege, warum die Aussage von Aufgébe 2 nicht gilt,
falls p eine zusammengesetzte natlirliche Zahl ist!

=

Aufgabe 4? Zeige: ordp((bn)!)'= 1+p+p2+...+pn

Aufgabe 5° Sei n = a +a1p+azp2+...+aap mit

0% a, &p-1. = Za . Zeige:
n=3
d. ! = 2 .
or p(n ) 5=1

Mit Hilfe dieser Funktionen ordp (fiir jede Primzahl p hat man
ja eine, deshalb der Plural) definiert man folgende Abbildun-
gen:
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lp: & —> R, , wobei
la)_ = {P-ord’P a . falls a # O
P Lo falls a = O
Die Abbildungen | Ip erfiillen (B1).

Aufgabe 6 PFiir alle a,b € & gilt: Ia.'blp = lalp'lblp 5

Damit ist also auch Eigenschaft (B2) erfiillt. Auch (B3) gilt:
In den Féllen a = O oder b = O oder a+b = O ist das offensicht=-
lich. Sei jetzt also a # O, b % O, a+b % O. Dann ist

a = pr- % und b = ps- -‘-:--mit den schon genannten Bedingungen

fir r,m,n, desgl. fir s,u,v. Bezeichne t = min ir,a} s Tolglich
r-t ® 0, s-t 0, a+b = p'o E_MLD_un _ b,

Der Nenner von ¢ ist nicht durch p teilbar (der Zdhler aller-
dings kann im Falle r = 8 = t durchaus durch p teilbar sein).
Somit

ord (a+b) @ t = min ford e, ord b}, also

lasol = proTdp(ath) ¢ =t _ p-mfn{ordpa.ordpb} . aiee

(B4) |a+b|p - maxilalp.iblp}
(Beachte: die Punktion @ (x) = p - ist monoton fallend).

Weiter: max{lal ,lblp} < Ialp + lblp o Damit ist (B3) gezeigt.
In Wirklichkeit gaben wir mit (B4) sogar eine schiérfere Unglei-
chung als (B3) nachgewiesen. Das wird noch von Bedeutung sein.
Wir erhielten folgenden

Satz 1: Die Abbildungen [ |_ erfiillen die Bedingungen
- (B1), (B2), (B3) und (B4).

Eine Definition: Jede Abbildung || : @ —>TR, mit den
' Eigenschaften (B1), (B2) und (B3) heiBt Bewertung
(oder Betrag) von ® .

Die | lp werden als die p-adischen Bewertungen bezeichnet.
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3. Einige interessante Eigenschaften der p-adischen Bewertungen
3+1. Der p-adische Abstand

So wie die Bewertung | | von R uns einen Abstand

d (a,b) = |a-bl auf der rationalen Za.hiengera.den liefert,
m auch die p-adischen Bewertungen diese Mogliochkeit:
Seien a,b € @ , dann definiere durch d_(a,b) = la-—bl den so-
genannten p-adischen Abstand von a nac

Aufgabe 7 . Zeige, daB fiir d = und d = d_. und fiir alle

a,b,c € ® folgende Eigenschar‘be:) gelten:
(M1) d(a,b) =0 & a =b

(M2) d(avb) = d(b,&)

(M3) d(a,b) <« d(a,c) + d(e,b)

(Man sagt, das Paar (R ,d) erfilllt die Axiome
(M1), (M2), (M3) eines metrischen Raumes)

Alle denkbaren "verniinftigen" Anforderungen an einen Abstands-
begriff sind also erfilllt: a und b haben den Abstand O genau
dann, wenn a = b ist; der Abstand von a zu b ist gleich dem
Abstand von b zu & und es gilt die Dreiecksungleichung. Nichtas-
destotrotz weicht der Abstandsbegriff dp natirlich von dem ge-~
wohnten, d. h. von da:’ ab. Zwel rationale Zahlen a und b lie-
gen (im p~adischen Sinne) um so dichter beieinander, je gréBer
der Exponent ist, mit dem p in die Differenz a—h eingeht. Zum
Beiapiel 18t der 2-adische Abstand von 1 und 3% recht groB:

) =|-51|2 = |2'6| = 64.’ wéhrend der 2-a.diaohe Ab=
1010 '
stand von 10 .und 1 ziemlich klein ist:
1010 101 o
d,(10 ,1) =110 -1], = 2° = 1. Daran gilt es sich zu ge-
wohnen. '

Aufgabe. 8 Berechne den p-adischen Abstand von & und b:

(1) a=1  b=26  p=5
(ii) a=1 b=26  p=3
(141) . a=1 b=244 p=3
(iv) a=1 bﬁ pP=3

2
(V) ' E%L b=0 P =r3
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d. h. fiir alle m €N gelte: Iml€ 1. Wir wollen jetzt beweisen,
daB (B4) erfiillt ist. Dazu nehme zuerst ein a € R mit lal £ 1.
Dann gilt

n n ‘ n ;
Tsal® = | ()| = Z el € 3 (Dall = 2 (. lal]
j=0 J=0 j=0
lal €1 Jald € 1. _
Da die Binomialkoeffizienten natiirlich sind, gilt :

,(31)’4 1, somit [1+al® € 1+1+...+1 = n+1  sgowie

l1+al € B/n+1.
Letzteres gilt fiir alle n€N! Nach Grenziibergang lim erh#lt
man: n»o

[1+a | = 1im |1+a] € 1im J/ne?' = 1.
.N=» @ n-»

Wir haben also gezeigt: aus lal € 1 folgt |1+a| €1, (4)
falls ) | das Axiom (7A) erfiillt. Der Rest ist jetzt einfach.
Wir haben zu zeigen unter der Voraussetzung (74):
la+b| € max §lal,Ibl} fiir alle a,be® .
Flir a = 0 oder b = 0 ist alles klar, also sei jetzt ab #% O.
0.B.d.A. ~ lal 2 Ibl, d. h. |2|€1 nach (B2).

& |a+b| = lal [1+ -l € |al.1 nach (4), also (B4) ist ertillt.
Wir haben also den

Satz 23: Pir eine Béwertung der rationalen Zahlen sind [l
die Axiome (B4) und ("A) gleichwertig.

3.3. Intervallmittelpunkte

Jetzt folgt die wohl exotischste Eigenschaft der p-adischen Be-
wertung auf ® . Betrachte filr a€ @ , r € Ry die Menge

D,(a,r) := {xe& Ix-a] < r}, also die Menge aller Punkte
dar rationalen Zshlengeraden, die von a einen p-adischen Ab-
stand haben, der kleiner sals r ist, d. h. wir betraohten S0zu=-
sagen das offene p-adische Intervall mit a als Mittelpunkt und
r als Radius. '

Sei nun bE I)P(a r) ein beliebiger Punkt dieses Intervalls. Ich
(5) - behaupte. D (a,r) = D (b,r).

Das ist eine l[engengleichhelt, wir haben also zwei Enthalten-
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Aufgabe 9 Driicke mit Worten aus, worin der Sinn der Unglei=-
chung |B.|p € 1 fiir a € R besteht!

Aufgabe 10° Sei a € R . Dann gilt filr nur endlich viele Prime
zahlen p: lalp % 1. Damit hat das Produkt

T lal. also nur endlich viele Faktoren.
p-Primzahl P
Zeige: Iala). i) lal = 1.
p=Primzahl ‘s

3.2. Das archimedische Axiom

Aus dem Unterricht wiBt Ihr, daB die rationalen Zahlen beziig-
lich des absoluten Betrages das archimedische Axiom erfiillen:

(A') Fur beliebige rationale Zahlen & und b mit a ¢ O gilt:
- es existiert ein natiirliches Vielfaches na von a, das b
betragsmilig libertrifft, d. h. lnalm)lblm.

Das kann man auch so ausdriicken:
(A)  Es existiert eine natiirliche Zahl m mit kml>1.

Aufgabe 11 Zeige die KQuivalenz der Aussagen (A') und (A)

fiir ,l=|' @ "*

Betrachte noch zusétzlich die Negation der Aussage (A):
("A)  Fir alle natiirlichen Zahlen m gilt: | m| € 1.

Wenden wir uns in diesem Zusammenhang wieder den p-adischen Be-
wertungen zu., Sei m = pr.q die Zerlegung (3) fiir m, bei der
jetzt wegen m ganz r 2 O ist. Folglich Imlp =p ' & 1. Das gilt
fiir alle Primzahlen p! Fiir alle p ist also (VA) erfiillt.

' Aus diesen Griinden heiSt || auch die archimedische Bewertung
von ® , wiéhrend alle | Ip als nichtarchimedisch bezeichnet
werden.

Ubrigens folgt aus (B4) auch ganz éllgemein (74A):
Iml = | 1414...+1) € ma.x[lm-ﬂ,l‘ll] & ...

émax.i'1',0--,'1l}= 1' Vgl. (2).
Andershérum: Sei nun (7A) fiir eine Bewertung von Q erfiillt,
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seinsrelationen zu zeigen:
Beweis der Inklusion € :

= < - = - =

| x alp rPix blp | (x~a) + (a b)lp
€ max i lx-alp. Ia-blp] nach (B4)
< r, da Ix—alpt-r und

Ia—blp = lb-alp£r.
Beweis der Inklusion 2 : ,
lx-bl  <r $lIx-a, = | (x=b) + (b-‘-a)lp |

£ max {lx—blp. Ia-blp] nach (B4)
<r (wie oben)

Die Gleichung (4) bedeutet: Jeder Punkt des Intervalls ist
gleichzeitig sein Mittelpunkt! Firwahr eine eigenartige Situa- -
tion, die es angebracht sein 1l#Bt, bei der Arbeit mit p-adi-
schen Abatdnden #uBerste Vorsicht und auf keinen Fall Erfahrun-
gen aus dem Umgang mit dem archimedischen Abstand | | - walten
zu lassen!

Rainer Zerch, FSU
Fortsetzung folgt Bereich Theoretische Mathematik

Lésungen IMO-Aufgaben
1. _Aufgabe

Bezeichnung:

MD = MC = r

AM = x

BM = y

S MDS = f,4MCS =« _

SAMR = p = 2e =90° A M B
(da & MAR = 180°=2 o= (Sehnenviereck))

4 BMT =y = 2p=90° |

(da 4 MBT = 180°-2 » (Sehnenviereck))

" Dann gilt: sin(@ + y) = sin(2« +2p3-180°) = =sin(2x #2p) (1)
cosy =cos(2u« =90°)=c08(90%°=2u )a R
(2)

=8in2« =29in « €08 &
cosy =8in2 A =28inp cos 3
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DR = r.cotp, CT = r.cot «

AR = r-tany, BT = r.tanvy (3)
i B _

x =

cosy ' Y “Gosy
Damit gilt nun

(AD+BC). S08£-C08 Y. (DR+AR+GT+BT) gosdoosy
(3)

= (cotp +tanq +cot « +tan y)cosy-cos y

cos cos &
= sTnp cosy- .cos y +8ing-cos y + mﬁk cos ¢-c08 y +8in y-cos ¢

= ﬂn(qﬁ +y)+ g—;’_&%—»sin(ac +P)
(1)

= =gin(2a +2 p )+4cos¢-cos{b .sin(ec + A)

=2gin(ec +p )cos(o + p )+4cose: .cosfd . sin(ar. +0)

2sin(o +f> )- [Eoosu .cosd ~cosx:cosf +sin«-sinp ]

2sin(« + A )cos(oLt =) [da sin(x+y)+sin(x~y)=2sinx- cosy ]

= 8in2« +sin2(b
(2)

= COS@+COo8 Y

AT = Ir : r AT
#_AD"'Bc:cosq?*'oosw =I+y.=AB a

2. Aufgabe

A(n,k) sei folgende Aussage

M = {1.....:1—1} ist mit zwei Farben"bewert_et, so daB
(a) PFiir alle ieM gilt: i und n-i haben dieselbe Farbe, und
(b) Fiir alle ieM\{k} gilt: i und Ik=i| haben dieselbe Farbe.

Es ist zu zeigen:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n,k mit ggT (n,k)=1 und k<n
(%){ gilt: A(n,k) —= Alle Elemente von M sind mit eip und
derselben Farbe bewertet.

Wir beweisen mittels vollsténdiger Induktion.
Auf n und k kan.n man den Euklidschen Algorithmus zur Bestimmung
des groBSten gemeinsamen Teilers anwenden.
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n=q°-k + T, O<ro<k
k = qer, + T, O¢ry<r

I‘o-—. qz-I‘.] + I'2

(% %) ©
rt-2=qt;rt-1+rt ry=1 laut Voraussetzung.
Induktionsanfang: t=1, d. h. n=q-k+1

Wegen (b) hat k-1 dieselbe Farbe wie 1, ebenso 2k-1, 3k-1,...
qk=1, wegen (a) dann auch n=(gk=1)=2, wegen (b) k=2, 2k=2,...
qgk=2,3,k=3,.0., d. h. alle Elemente von M haben dieselbe Farbe.

Wir nehmen nun an, daB obige Behauptung (%) fiir alle Paare
(n',k") gilt, fir die der Euklidsche Algorithmus weniger als
t Schritte benttigt.

Fliir das Paar (n,k) bestehe der Euklidsche Algorithmus (%%) aus
t Schritten.
1. Es gilt: A(n,k) — A(k,r ).

Beweis: Sei i€ {1,2,...,k=1}\{r_ } und A(n,k) erfiillt.
Dann haben i,k+i,2k+i,...,q°k+i die gleiche Farbe, falls
1<r,, mithin auch |q6k+i - g k+r | =li-r|.

Analoges gilt fiir i > r,o Die gleiche Farbe wie i hat auch
k-i .

2. Laut Induktionsvorausaetzung folgt aus A(k,r ), da der
Euklidsche Algorithmus fir (k,r ) einen Sohritt weniger als
der fiir (n,k) braucht, da8 alle Za.hlen aus {1,c00,k=1} die-
selbe Farbe haben. :
Mit Teilaussage (b) von A(n,k) folgt, daB dann auch die Ele-
mente von { k+1,k+2,...,2k=1, 2k+1y000} dieselbe Farbe haben.

_ Mit (b) folgt, daB k, 2k.....q k dieselbe Farba wie r haben.
damit ist M einfarbig.

3. Aufgabe
Hilfssaetz 1: PFlir alle k

w

k k
2 - § 1 2) m=0, 2
0 ails | m 1% {0 52) sonst.

1(2)

k kk X
Sei jetzt m » 0,25, (2) - 2(2 1 2ee[2=(m-1))

Mit eipz(n) =3¢ Exponent von 2 in Primfaktorzerlégung

ok ok
Beweis: ( O) = (Ek) = 1
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von n ergibt sich: exp,(i) <k fiir alle 1 €1 € m
. (da m < 2k)
= exp,(i) = exp2(2k-i) flir alle 1 ¢ i €m

> exp, (25(25=1)+ ... [ 25-(m-1)] = exp, (2% 1:2. ...« (m=1))
= k-_expz(‘lf cees(m=1))
> expz(m)e exp2(1- cess(m=1 ))=exp2(m! )

(2521): o [P )] > @)=0 (2.

i 2' 2 2--..-111

Hilfssatz 2: Fir alle k = 1 und alle 31....,31 mit

oK « 39 dp< cea e 3y ¢ 2 giags
Fall ; jl jl+1
alls Qj1+...+le-ao+a1x+...+ajlx +ajl+1x +
k+1
' 2 -1
+..O+B x
- 2k+1_1 ’
so ist fir alle m mit O £ m< 2%
a =g (2) und
n m'+2k
W(Q -+-.0+Q- ) = 2W(Q +IOJ+Q ).
J1 Jy 31-21‘ 312"
Beweis: Sei () =3¢ 0 fiir b>a = a, = qZ:'I(rf) und fiir
= k
2 =1
Q +ooe+Q = D 4D, X+eee+b x ebenso
31_21: _J.l_zk o 1 21:_1 :
N Sy
by = Sal3"2 ),
q=1 m
Damit reicht es zu zeigen, daB fiir alle ;j mit
ok ¢ 342"“ und fiir alle m mit O & m< 2 gilt
G)ys(9) (2) und (3) = (3‘2 ') (2)e Dazu voll-
m m+2k :

sténdige Induktion:

Tyl -j_zk. Dann ist wegen Hilfssatz 1
X Sk
(2 ) = 2k) und (2 ) = (m+2k) (2) (wegen Defini-

tion) und (m) = ( ) (2).

I. Schritt: (3;;’)=<- I+ 1+2k)+(m+2k>=cg+2k) und
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' K ok
(32123 4 ()ad=2") (325 (341-2F)

Zum Beweis der Aufgabe:

I.A. in‘(.2=

k
0 = ‘i1<12¢ ...411«-’-2 < il+1‘ il

_1 « Fall:

. w(qi1+ot-+qik) = 2'W(Q

2. Fall:

Sei jetzt:

X1
Q +o-.+Q = b 'Fb X+teooeoth X
1i°- i 1 k
-1 1 2 =1 2k A
Q_ +co-+Q =28 +a8. . X+ee+8 X - +eoet
L1y 7T iy o "ok
k+1
2 -1
+8 x
Sk+1_,
.Q teoetQ: .= C_+0.X+...4C xzk'1+
11 eoe - o 1 eee 2k_1 e ot
' ' k+1
g=¥l.g
+C. x
21v:+1__,1
k
= oy = ag+b, (2) filr 0 £ i<2
und o = & (2) fur 2% ¢ i< ok
¢, = a (2) nach HS 2 bzw. ¢ = a
1 740k - 142 1
= Falls bi 81 (2). so ist o; & 1 (2) oder ¢ x =

(Induktion iiber die: "GroBe"™ von 1n)

Dann mu8 n=2, i{EO 12=1 sein und es ist
w(Q ot ) =1 =w(Q,).

I.V, Die Aussage gilt fiir alle Folgen 0 % 114.124....4 i
mit 1 < 2%,

I, Schritt: Sei 2% & i_ «<2k+1 und 1 so, daB

1=0
Dann gilt nach HS 2:

d.

1>0
Nach I.V. ist dann w(Qi +...+Qi ) = w(Qi )e
1 1 1

h. 2K < £,

2 2w@ )

11-2

=Wy )

k+1
F P - 1n<h2

+eoe+Q )
k o ok

po 2. (9
+2 £ oo lnl( 2

(nach I.V.)

k+

1
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<kz {i 1 ¢;=1(D}2kz {1 :b; =1 ()

"Wl(Qi,l teeot Qg )=~"-w('.'?.,‘,j_,l tesot Qil)’ W(Qiq) o
n . .

5. Aufgabe
Sei 0.Bed.A. y<o¢ (= & ACB, x = 40.4.’_]?) (fiir .,cn_ﬁ ist B=M)
2> Y« 90° und M liegt auf dem Bogen AB des Umkreises von

A ABC, auf dem C nicht liegt.
Bemerkung:

Fir y>o wird A und C und

K und N vertauscht und der
Beweis &ndert sich nicht.

Es gilt nuns:

X AON = 2 ¢ | (Zentri-Peripheriewinkelsatz) (1)

(1) _ .
> L OAN = ¥ ANO = 90°- y (Winkelsumme im gleich- (2)
_ schenkligen A OAN) :

. _ (> O wegen ¢<90%)
3 ANK = 4 ACK  (Peripheriewinkel) . (3)

4 KNM = 4 KBM = 3 ABM = 34 ACM (Peripheriewinkel) (4)
4 NAK = 4 NCK  (Peripheriewinkel) (5)
4 BAM = 4 BCM = 4 KAM (Peripheriewinkel) (6)
X AKN = 180°% (Se}_lnenviei'eck) (7)

(7)
2> 4 NMB = 4 NKB = % (Pt?ripheriewinkel, Nebenw. ) (8)

Damit folgt: X ONM+3 OAM =(#ONA+ 4 ANK+ 3 KNM)+ (3 OAN+{NAK-+XKAN)

(6)(5)(2)(3)(4) _ o i,
= 90°- ¥ +JACK+¥ACM+90 " = Y+4NCK+4{BCM

= 180°~2 ¢ +(£ACK+3KCN) +(4 ACM+4BCM)
Y
¥ M

2 O AMNO ist Sehnenviereck 3 4 NMO= % OAN= (Peripheriew.) (9) '

= 180°
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)
= 4 OMB = < BUN + W0 > 4 <m0 7evoan Y

_ #+ 90°- 2= 90"
= <0MB= 90° .,

cr
- Preisaufgaben
S TMan 1l6se das Glelichungssystem
T - AN ~ QR I
o xy T X4y a " b B
XY . XY . L
T + Iy b + "

in reellen Unbekannten x,y.

S 2120 gleiche Kugeln werden zu einer dreiseitigen Pyramide
4 gFaufgeschichtet.

us wieviel Kugeln besteht die Grundfliche?

S 3In eine Kiste wurden K Kisten gelegt. In jede von diesen

i Kisten wurden entweder wieder K Kisten gelegt oder {ber-
upt keine. Man finde die Anzahl der leeren Kisten, wenn

die Anzahl der gefiillten gleich m ist.

S 4Durch einen derPunkte des Bogens AB eines Kreises werden
zwei beliebige Geraden so gelegt, daB sie die Sehne in den
Punkten D,F und den Kreis in den Punkten P und G schneiden.

Bei welcher Lage des Punktes C besitzt das Viereck DEGF
einen Umkreis?

S 5Ea sei x4y+z = ’2"- k. Fir welche ganze Zahl k hingt die Summe
4 tan y tan .z + tan z tan x + tan x tan y
nicht von x,y und z 8b (x,y,zeR).

S 6 .
z Haftr TpeTBD CTOPOHY TPEYIONBHEKA,SCTH ZA&HH ZB8 CTOPO-

HH er0 & M B M H3BECTHO,UYTO MeZJEaHH, COOTBETCTBYNIHE DTHM
CTOPOHEM,IPECOKanTCA NOJ NPAMHM yrJoM,.lpr xamwx ycao-
(

BUAX Taxo#t TpeyTroJbHUK cyuecTByeT?

EinsendeschluB 10. 4. 86
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Berechnung mit beliebiger Genauigkeit

In vielfiltigen Zusammenhiingen ist es erforderlich, den Wert
einer irrationalen Zahl, wie zum Beispiel V2, e oder auch 7,
mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen.

Dies ist theoretisch prinzipiell mdglich, wenn eine
Hﬁhéiungsrormel oder ein Algorithmus zur sukzessiven Appro-
ximation dieser GréBe vorliegen. lidtunter gibt es sogar For-
meln, die den gesuchten Wert exakt beschreibemn - jedoch selbat'.
auf unendliche nichtperiodische Dezimalbriiche zuriickgehen, wie
zum Beispiel

f = 16 arc tan (-15) - 4 arc tan (-2%9-)

von J, Hachin (1706). Polglich muB man auch in diesem Falle auf
eine Reihenentwicklung, wie etwa

3 2 7 2n+1
arc ten x = x - %— + %— - %— = eee +(=-1)0 %E:T—,

zuriickgreifen, wobei diese Summe zwar mit beliebiger - aber
doch endlicher - Genauigkeit berechnet werden kann, Und man
kenn abschidtzen, welcher Fehler bei der n-ten Naherung

n
2i-1
: i-1 x . 1 1
arc tan xvz (=1)" 2 fiir x, = Xy = 27y
i=1 ¥ 1 .5' 2

entsteht. Plir den Fehler !n einer aslternierenden Reihe giif
bekanntlich

2n+1

. X
€ lenql » debe £,< Fp
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Un nun ¥ auf k Dezimelen zenau zu berechnen, wihle man
z=k+ 8 (s ... Schutzstellen wegen zusiitzlichem Rundungs-
fehler), und nsch einer kurzen Rechnung entsteht eine For-

derung an n, die die gewiinschte Genauigkeit garantiert;
2n+1

’E‘m-ﬁw

n > ~% . (ig; + lﬁéggillf, 1)fﬂ-n > §-( - 1)

Betrag sehr klein;
negativ

“2, mit 0<'x < 1, ne N,

Pells nun z = 24 ( T auf mindestens 20 Dezimalen genau), folgt

17 fir arc tan (%)‘ und

=
il

s
1]

5 fiir arc tan (é%g).

Der Computer liefert folgendes Ergebnis:

17 L & 2i-1
: 2i-1 1
T w16 . E (1)t~ SHe— 4 4 . E (-1)1-1 (%3)
i=1 _ i=4q _

W’V3c17507’
ein Wert fir 7, der schon in der 2, Dezimsle abweicht - also
unbraudbar ist. Ubrigens sind die hier einflieBenden MNii-

herungen

" arc tan (,}) 2 0.197396 was auf

3 ) 4
arc tan@)uo,z - 952— + %2— - 2’2— bzw. bei

arc tan (-2-}9) & 4,18408 » 10>  auf
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arc'mNﬁé}zég - ;T%;;j

hinauslguftt,

Eine Vergrtferung von n bleibt ohne Einfluf auf das Ergebnis,
denn die o.g. Ndherungen sind in allen 6 giiltigen Ziffern
korrekt, wobei die letzte gerundet ist. Bei 8-stelliger Rech-
nung erhdlt man mit % < 3.14159266 einen weit besseren Wert.
Dennoch scheint eine solche Berechnung mit beiiebiger Genauig-
keit nur theoretisch mdglich zu sein!? - Nein!

Da aber bei jedem Computer die Anzahl der verarbeitberen Stel-
len infolge der internen Zahlendarstellung als Wort mit be-
grenzter Liénge endlich ist, muB ein "portionsweises™ Verar-
beiten von Zifferngruppen simuliert werden., Natiirlich ist dies
bei' Verwendung eines einfachen elektronischen Taschenrechners
nur sehr milhevoll m&glich, Das Vorgehen betrachten wir am
Beispiel der Berechnung von e auf 20 Stellen.

Bekanntlich gilt

1 1 1 1 1 1 1
e=1§ E!-=1+T+T--2-+T-'§-3'+...

und fiir die n-te Niherung

“
emwe = g-}_—r = 1 + 4—(1 + %(1 + %—(1 +eooot -n-_1-_-1-(1 + %)...)J)).

Aus dieser Umformung ist der Algorithmus zur Berechnung von

e, sofort ablesbar:

1. Lies den Wert fiir n ein,
2. Weise e den Wert 1 zu.
3. Solange n > 0 gilt
weise e den Wert 1 + e/n zu;
weise n den Wert n - 1 zu.
4, Drucke den Wert von e aus,
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Zur Realisierung dieses Algorithmus verwendet man ein/einen

BASIC-Programm (fir Z 9001) Tastenfolgeplan (fiir SR 1)

1¢ INPUT W
20 E = 1 |
3¢ IF NOT (¥ > @) THEN 7¢ —E}-x-. + m.—{ﬂ—-(m)ﬂ]
49 E =1 + E/N n-mal :

5¢ N =N - 1
6¢ GOTO 3
7¢ PRINT E

Wie nicht anders zu erwarten, erhalten wir beispielsweise
es = 2,T1667 bzw. es = 2,7166667.
Un nun.die *porfionsweise" Berechnung von e auf 20 Stellen vor-

zubereiten, wihlen wir n aus einer Abschiitzung fiir den Formel-
fehler fn'

th = © - e = AT * TmOT ¢ t—m+---
n < (n+1)f+ (n+1)!(nm+m+ S8

Es ergibt sich eine unendliche geometrische Reihe mit

1
q:ﬁ( laf <1),a=m., d.h.

o0
1
tn < 21 “rigeEirt wmrore
N=

Wir verwenden daher n = 21, denn f21-< 10“21, wobei natiirlich

die 20. Stelle nicht absolut sicher ist,

Gemtif des o.g. Algorithmus' wird in Schritt 3 bei jedem Zyklus
der Wert von e durch den Wert von n dividiert, danach um 1 ver-
gréoBert und wiederum e als Wert zugewiesen. Gestartet wird mit



1, d.h.
1 = 1, 000 020 000 00O 00O CO0 000 030
| KO X.l x2 "se :':8

und es werden hier 8 Gruppen mit Jje einer Zshl bestehend esus

(z. B,) 3 Ziffern gebildet und in einem Vektor (xo, Hqs

Kps eees xB) gegpeichert. Wir betrachten nun den 2. Zyklus, um

die Division dieses Vektors durch n - 1 = 20 zu studieren:

’ g%z 619 gvz 619 047 619 9&3 E%?,...

0 x1 X2 "o b,

'8
1, 047 619 047 619 047 619 047 619 : 20 = 0,

1 047 [o41 : 207 052
- 1 040 =~ 052 « 20 —
7 619 «10°.( [1047:20] -052 - 20)+x, 380
- 600
19 047 952
- 19 040 _
7 619 380

Das Resultat e nach diesem 2. Zyklus heiBt

1+ '5'6 = 1, 052 380 952 380 952 380 952 380
4 i "‘”'XF;

0 x1 x2 e e

Ganz analog zur Rechnung im Dezimalsystem erfolgt hier die
Division mit der Basis B = 1000 und das folgende BASIC-Pro-
gramm ist naheliegend.
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1 B =19¢¢9 : X(2) = 1
2§ FORN =21 TO 1 STEP -1
3¢ FOR Jeg@ TO S8
A¢ Q = INT (X(J)/N)
59 R=X(J) ~QeN
6g X(J) = Q
0 (0 + 1) =X(J + 1) + B# R
ag NEXT J
9¢ X(@) = X(@) + 1 l
19¢ NEXT N
119 FOR J =@ TO 8
[12¢ PRINT X(J);
139 NEXT J
149 END

Etwa 6 Sekunden nach dem Start des Programmes (mit Z 9001) er-
hdlt man 2 718 281 828 459 045 235 359 357, was mit _

e =2, 718 281 828 459 045 235 362 874 ... tatsichlich in 20
Stellen (359 ist noch zu runden auf 360) iibereinstimmt.

Die an diesem Beispiel demonstrierte_ldee der "portions-

weisen" Verarbeitung von Zahlen mit beliebiger Stellenzahl 1iBt
sich auf die ziffernweise Ausfiihrung der Grundrechenarten iiber-
tragen. Dabel werden die Subtraktion nach Vorzeichenwechsel auf
die Addition, die Multiplikation auf die Addition und die
Division auf die Subtraktion zuriickgefilhrt., Weitere Auclau=tufen
sind natiirlich mglich, obgleich eine bemerkenswerte Bradlung
der Rechenzeit eintritt.

Das im folgenden aufgelistete Grundprogramm fiir die Addition
und Subtraktion zweier hochstens aus 12 Ziffern bestehenden
Festkommazahlen wird relativ zu obigen Programm so umfangreich,
da eben auch der 2, Operand eine 12-ziffrige Zahl sein kann, die
portionsweise (hier E = 10) verarbeitet werden mus.
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Nach den einzelnen Modulen des Programms sind kurze Kommentare
eingefiigt, die zum schnellen Verstiéndnis des zugrundeliegenden
Algorithmus beitragen sollen,

19 REM ADD. / SUB. 12-stell. Festkommazahlen
2¢ WINDOW: CLS

3¢ DIM, W (13): DIM X(13): DIM Y(13)

4¢ REM HAUPTPROGRAMM

5¢ GOSUB 57¢

6 IF OPg = "+ THEN S = 1: GOTO 8¢

74 IF OPg = "-" THEN S = 2

8¢ ON S GOSUB 318, 25¢

9% GOSUB 95¢
19¢ END |
19 - 19¢

Im Hauptprogramm werden die 3 zu verwendenden Vektoren dimen-
sioniert (3¢), zur Fingabe des Terms aufgefordert (5¢) und zur
entsprechenden Berechnung verzweigt (8¢) sowie die Ergebnisaus-
gabe veranlaBt (9¢).

119 REM UP X(J): = W(J)

12¢ POR J =1 TO 12

13¢ X(J) = w(J) » w(g)
14¢ NEXT J

15¢ X(13) = DP

168 X(g) = ¢

17¢ RETURN

18¢ REM UP ¥(J): = W(J)

199 FOR J =1 ToO 12

209 Y(J) = w(J) # W(g)
219 MNEXT J

22¢ Y(13) = DP

23¢ Y(@g) = ¢

24¢ RETURN




25

118 - 24¢

GemdB LA erfolgt die Belegung von x. bzw, ¥y (L = 15 saas 12)
(12¢ - 148, 199 - 21@). Weiterhin gilt x, = ¥, = 0 (16¢, 238).
Die 13. Vektorkomponente enthdlt die jeweilige Dezimalpunkt-

i

information.

269
279
28¢
29¢
3¢¢

220 - 208
Vor Ausfilhrung der Subtraktion wird der 2. Operand ziffernweise
negiert (26¢ - 28¢). Danach kann ziffernweise addiert werden,

doch vorher ist die Stellung des Dezimalpunktes zu beriicksich-

25¢"
FOR J =1 TO 12

REM UP Y(J): = - Y(J)

Y(J) = - Y(J)
NEXT J
GOSUB 31¢
RETURN

tigen (29¢).

32¢
33¢
| 348
359
369
370
38¢
39¢
499
419
42¢
43¢

31¢ REM UP VERSCHIEBUNG FUER ADDITION

IF NOT (X(13) > = ¥Y(13)) THEN 45¢
Vv = X(13) - Y(13)
IFV =@ THEN 44¢
Y(13) = X(13)
Jd = 12 '
IPF NOT (J - V> @) THEN 41¢
Y(J) = Y(J -V)

J=J =1
GOTO 379
FOR K=1 TO J
¥(K) = ¢
NEXT K

44¢ GOTO 55¢
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458 V= Y(13) - X(13)

46¢  X(13) = Y(13)

479 T =12 -
480 IF NOT (J -V >¢@) THEN 52¢@

49¢ X(J) = X(J - V)
5@ J=2J-1

51¢ GOTO 48¢

52¢ FOR K =1 TO.J
| 53¢ X(K) = ¢

54¢ NEXT K
55¢ GOSUB 1¢8¢@
564 RETURN

31¢ - 56¢

Entsprechend der Dezimalpunktstellung in den Operanden und
relativ zueinander erfolgt stets eine ziffernweise Verschiebung
"nach unten" (37¢ - 49¢, 488 - 51¢), d. h. beide Operanden wer-
den auf ein Format mit der (urspriinglich) gréBeren Dezimal-
punktstellenzahl gebracht (35@, 46@). Natiirlich mu8 "von oben"
mit Null aufgefiillt (geltscht) werden (41¢ - 43@, 528 - 54¢). Bei
der Verschiebung erfolgt keine Rundung, die Ziffern werden "ab-
geschnitten™,

57¢ REM UP EBINGABE DES TERMS / OPERANDENVEKTOREN
58¢ INPUT "?"; 73 '

598 Z13 = "" ; 228 = "" ; OPg = "M ; VZg = " W
6 J = 1 ) :
61¢ IP MIDE (28, J, 1) = CHRg (32) THEN 580

62¢ TIF NOT (MID® (28, J, 1) < > CHR® (32)) THEN 66¢
63¢ Z18 = Z18 + MID® (28, J, 1)

64¢ Jad+ 1

65¢ GOTO 62¢

66 J a J + 1

67¢ OPg = MIDZ (28, J, 1)

68¢ IF NOT (OPg = "+" OR OPg = "-") THEN 58¢
69¢9 J =J + 1
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7¢¢ IF NOT (MID® (28, J, 1) = CHR® (32)) THEN 58¢
7¢ J =J + 1

720 Z2¢ = MIDE (Z3, J) ‘
T30 Z3 = Z1% : GOSUB T6¢ : GOSUB 11¢

T4¢ 728 = 22§ : GOSUB T6@ : GOSUB 18¢

75¢ RETURN

208 - 158

Die Eingabe des Terms erfolgt unmittelbar nach dem Fragezeichen,
Zwischen Vorzeichen und Betrag der Zahl darf kein Leerzeichen
stehen., Das Operationszeichen (+/-) wird von je einem Zwischen-
raum beidseitig umgeben. (Ganz bewuBt existiert im Programm fast
keine Eingabekontrolle.) Jeder Operand kann hdohstens eine
12-gtellige Festkommazahl sein., Die gesamte Eingabe wird in die
beiden Operanden (62¢ - 65@, 72¢) und den Operator (67@) aufge~ -
spalten,

76¢ REM UP AUFBAU DER VEKTOREN
779 IF LEN (Zg) € 13 THEN 28 = 8 + "

78¢ IF NOT (MIDg (Zg, 1, 1) = "-") THEN 82¢
T9¢ w(g) = -1 '

8gg ‘Zg = LUID® (Z8, 2)

819 GOTO 84¢

82¢ W(g) = 1

83¢ IF (MID® (Zg, 1, 1) = "4") THEN 2@ = MIDZ (Zs, 2)

84 J = 1

85¢ IF NOT (MIDZ (28, J, 1)< >CHR$ (46) AND J < 13) THEN 89¢
86¢ W(J) = VAL (&IDg (28, J, 1))

87@ J=J4+ 1

38¢ GOTO 85¢

89¢% DP = J

9¢¢ IF DP = 13 THEN 94¢

91 FOR K =J T0 12

92¢ W(K) = VAL (LID® (228, K + 1, 1))
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28

93¢
94¢

leg - 249

Den Komponenten LA (L1 =1, «vv, 12) werden die Ziffern des

NEXT K
RETURN

Jeweiligen Operanden zugewiesen (84¢ - 88@). Desweiteren gilt

1,
e {
L

falls Operand positiv
falls Operand negativ

Angabe der Dezimalpunktstellung.

95¢ REM UP AUSGABE DES ERGEBNISSES

96@ PRINT VZg;

97¢ IF NOT (X(13) < > 1) THEN 1¢2¢

98¢, PFOR J = 1 T0 X(13) - 1 _

99¢ PRINT MIDg (STR g (ABS (X(J))), 2);
1900 NEXT J

1919 IF X(13) = 14 THEN PRINT CHRE (8); CHRZ (8);

ngn . "." : GOTO 187¢

1929 PRINT CHR® (46);

193¢ IF X(13) = 13 THEN 147¢

1949 FOR J = X(13) TO 12
195¢ PRINT MIDg (STR # (ABS (X(J))), 2);
1969 NEXT J -
147¢ RETURN

220 = 1978

» und DP€ {1, ..., 13} =z

ur

Die Ausgabe dea Resultates erfolgt als 12(13)-stellige Fest-
kommazahl. Das Vorzeichen "-" wiprd angegeben, kein Vorzeichen

heiBt "+7%,
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1¢8¢ RE!I UP ADDITION / SUBTRAKTION
199¢ POR J = 12 TO 1 STEP -1
1199 X(J) = X(J) + ¥(J)
1119 IF X(J) > 9 THEN
X(J) =X(J) - 1¢ ¢: X(J - 1) = X(J - 1) + 1
112¢ IF X(J)< ¢ THEN
: X(J) = X(J) + 1§ : X(J - 1) = X(J - 1) = 1
113¢ NEXT J '
114¢ IF NOT (X(P) <> @). THEN 127¢
115¢ IF NOT (X(@) = - 1) THEN 1218
116¢ FOR J =12 TO 1 STEP -1
1170 IF X(J) <> ¢ THEN
X(J) = X(J) - 18 : X(J = 1) = X(J - 1) + 1
118¢ NEXT J
1199 VZg = n-»
1289 GOTO 1269
121¢ IF X(12)> = 5 THEN X(11) = X(11) + 1
1229 FOR J =12 T0 1 STEP -1
123¢ X(J) = X(T - 1)
1240 HEXT J
125¢ IF X(@) =.1 THEN X(13) = X(13) + 1
126¢ X(g) = ¢
127¢ RETURN
198g - 1278

Es erfolgt eine ziffernweise Addition mit Ubertragsberuck-
sichtigung (1¢9¢ - 113@). Dabei bestimmt x, das Vorzeichen
(119¢). Fir x = + 1 ist der BinfluB auf DP zu beachten (125¢).
In diesem Falle erfolgt auBerdem eine Verschiebung nach unten,-

bei der die letzte Ziffer verloren geht. Es wird gerundet (121¢).
Dem Leser sei es iiberlassen, das hier angegebene Grundprogramm
zu verbessern bzw. zu erweitern. Dariiber hinaus kann das Pro-
gramm als Unterprogramm zur Berechnung komplexerer Terme, aber
auch zur Demonstration von Subtraktionsausléschung verwendet
werden, Viel SpaB beim Experimentieren!

Christian Wagenknecht



Aufgaben 30

Preisaufgaben

S 07

Audf' einer Parabel liegt das Punktepaar A,B.Gesucht
wird das Pasar paralleler Geraden AA'lIBB',welches die
Parabel 1~i den Punktepasr A',B' so schneidet,daB

Zilt: AA' ¢ BR'=s3 : 1,

Gezeten -21 oin gleichschankli~es Dreieck mit der
Basis a und den Schenkeln b.

Mazn berechine das VerhZltnis von In- und Umkreisradius.
(Lésung ohne Verwendung von Winkelfunktionan!)

Auf allen Feldern eines Schachfeldess liegen Wiirfel,
Die Flachen ler Wirfel und die Felder des Schachbret-
tes sind kongrusnt,Genau eine Seite eines jeden Wir-
fels sei zchwarz anzestrichen.BEs wird gefordert,die
#irfel zus baliebiper Ausgeogslace so zu drehen,daB
a#lle schrarzen Fliichen nach oben zeizen.Dabei soll
nicht jeder "rfel einzeln gedreht werden,sondern im-
ner zlle 7irfel,die auf einer Linie bzw, einer Reihe

lieen, eusinsaem,

2 10

Men zeige,AsB dia drei Produkte (1-a)b, (1-b)e, (1~¢)a
gebildet aus den positiven Zahlen a<41, b¢1, cel ,
nicht gleichzeitig griifer als % sein kdémnen,

Men zeige,daf fir beliebice nositive Zahlen a,b,c,d
die Ungleichuns cilt;

o) ez o}
f &°+b +c74d> P _;Jrabc+abd+acd+bcd
4 I

S 12

Hara mpauas Cl ¥ ABe Touxku A # B,He Jemamme Ha Heft.

F

Hamr#i Ha ZasHO#t mpsMoft Touxy M Taxym,uTo
< AMC =<BM] .

EinsendeschluB: 10. 5. 1986



3 Iosungen

Losungen IMO-Aufgaben (2)

4. Aufgabe
+ Ky £y X3 K5 ky kg Xg
Sei L-df{n:nem.naz -3 5“7 11 13 <17 '¢19 %23 }'.
Dann ist M € L und |Ml= 1985.
Def.: Plr nel heifBt ‘ez(n)-(E1,‘1§2....,E9) mit ke {0,1} und
Ei = ‘Ei (2) (siehe Def. von 1) die Zweiercharakteristik
von n.

Pir neL heiBt \?4(n)=(k ,k reesskg) mit X, €{0,1,2,3}

und ki =2 k (2) (siehe De:l.'. von L) die Viereroharakteriatik
von n.

Bemerkung: ne L ist Quadratzahl < ez(n) = (0,0,...,0)
nel ist vierte Potenz < €4 (n) = (0,0,...,0).
Hilfssatz: Sei Q € L und |Q| » 513. Dann gibt es in Q zwei ver—
schiedene Elemente, deren Produkt eine Quadratzahl
ist.

Beweis: Da es genau 29 = 512 verschiedene Zweiercharakteristi-
ken gibt, und 1Q| > 29 ist, gibt es in Q zwei Zahlen a,
und b, mit \‘.’(a)-ez(b Yo _
Dann ist L4 (a. ) = (0, 0,...,0), da 0+0 = 0(2) und
1+1 = 0(2).

Bemerkung: € 2(a-b) =¥ 2(a)+ €2(b) (Addition der
_ 9-Tupel komponentenweisge)
2 +
a,b, =¢ mit c,ed .
= % 1 1 0

Zur Aufgabe: Nach Hilfssatz gibt es im M zwei Zahlen a, # b
mit a.1 1= o“f;‘, in M\ {a s b } zwel verschiedene
Zehlen 8,,b, mit a,b, = og, in M\ {ag,8,,,,0, 3
zwei Zahlen a3 * b3 mit a. 3 = 03,....
in M\ {a1,b1.a2,b2,...,3512,b 2} zwei Zahlen

%513 ¥ Pgy3 DS BGq4-Hgy5 = U5y
(d.a ]M\{a.l'b1’32’b2'0--,a512|&513j = 1985“1024 2 513J

1
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Wir betrachten jetzt die Vierercharakteristiken
von o2 (of e, fir alle i=1,..,513).

Sei 84(01) (k'i,Ei....,Ei) imly00e,513

Da a Quadratzahl gilt fiir alle i i
* Bind tir alle j K3 €10:2%

> Es gibt genau 29 = 512 verschiedene derartige

Vierercharakteristiken 5 °
Da es 513 ci gibt, gibt es zwel oy mét gleiogan
Vierercharakteristiken. Seien dies o; und 011'
mit €4 ) = €4<021). 0
i,
Wegen 040 = 0 (4) wund 242 = 0 (4)
gilt nun
€4(Q§'0§1) = (0.0,.0.,0)’
o]
0. 1. c%-c';‘ Ctat g
0o
. Damit ist aber | .
b -3 =d mit a b a b, eM
11 i, io’ io’ 11’ 11
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. Abstandsbegriffe 48
wohl sie teilweise eigenartig anmutende Eigenschaften besitzen,
vollkommen gleichberechtigt neben den reellen Zahlen R . Mit
ihrer Hilfe kann man dann verschiedene Probleme der Zahlentheo=-
rie erfolgreich angreifen. Dazu gehdren in erster Iinie Prim=
zahlzerlegungen, Zerlegung von Polynomen in irreduzible Fakto-

Ten und diophentische Gleichungen htheren Grades mit einer oder
mehreren Unbestimmten.

_ Rainer Zerch, FSU
Bereich Theoretische Mathematik
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Die Lehre von Gerade und Ungerade

Zum #dltesten Wissen der Menschheit gehort auch Vissen iber
Zahlen (natiirliche Zahlen) in Form einfechster Z&hl- und Re-
chenoperationen., Die Bildung von Zahlfolgen und die Untersu-
chung der Eigenschaften von Zahlensystemen finden wir schon
euf dgyptischen Papyrusrollen und babylonischen Keilschrift-
tafeln, die 6000 Jahre alt sind. Eines der Eltesten Gebiete
gsolchen Zahlenwissens ist hierbel das Wissen {liber gerade und
ungerade Zahlen. Dieses Wissen wurde von den griechischen
Naturphilosophen zusammengefafBt und erweitert, es wurde zu
einer mathematischen Theorie ausgebaut. Im Rahmen der pytha-
gorischen Philosophie nahm die Iehre von Gerade und Ungerade
einen wichtigen Platz ein. Gerade und Ungeraae waren wesent-
liche Kategorien zur Beschreibung der Welt. Die Pythagoreer
betrachteten die Zahlen als "das Wesen der Dinge und die Or-
ganisation des Universums Uberhaupt". Pythagoras (570-495 v.
u.Z.) sagte: "Die Elemente der Zahl sind das Gerade und .das
Ungerade." (In dieser Philosophie erscheint des Gerade als
das Begrenzte, das Weibliche, das Bose;das Ungerade dagegen
als das Unbegrenzte, das Ménnliche, das Gute.) Im Gegensatz
dazu steht der von Plato herrithrende. (428-347 v.u.Z.) heutige
Sprachgebrauch: "Er ist geradlinig" (gut, wahr). "Eine krumme
Tour", "eine unegale Sache" (schlecht, falsch). Plato charak-
terisiert die Arithmetik geradezu (Wortwahl!) als die Iehre
von Gerade und Ungerade. Fiir ihn ist das Gerade das Bessere,
"Positive, Wahre.

In der Folgezeit wurde die Lehre von Gerade und Ungérade von
allgemeineren mathematischen Instrumentarien (Proportionen~
lehre, Teilbarkeitslehre;vgl. den Abschnitt "vollkommene Zah-
len") abgeltst. In den "Elementen" des Euklid (um 365-300 v.
u.Z.) steht die Lehre von Gerade und Ungerade schon ziemlich
ohne Zusammenhang zu den anderen mathematischen Teilgebieten.

1. Einfache GesetzméfBigkeiten

Definition: Eine natiirliche Zahl heiBit gerade, wenn sie des
Resultat des Verdoppelns einer netiirlichen Zahl
ist.
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Folgerung: Alle Vielfachen von 2 sind gerade. D. he: 2°a ist
fiilr beliebiges a eine gerade Zahl.

Definition: Eine natiirliche Zahl heit ungerade, wenn sie

nicht Vielfaches von 2 ist.

Folgerung: Die ungeraden Zahlen ergeben sich duxrch Addition
von 1 zu den geraden Zahlen. D. h.: 2°a+1 ist fir
jedes natlirliche a eine ungerade Zahl.

Bezeichnung: g sei stets eine gerade Zahl aus der Menge G der

geraden Zahlen. u sei stets eine ungerade Zahl
aus der Menge U der ungeraden Zahlen.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen zerfH#llt beziiglich der
Eigenschaft "gerade" (bzw. "ungerade") in zwel Untermengen G
und U, die kein Element gemeinsam haben (keine Zehl ist zu-
gleich gerade und ungerade) und die zusammen die Menge der
natlirlichen Zahlen ergeben (jede Zehl ist entweder gerade
oder. ungerade). Dies bedeutet die Zerlegung der Menge N in
zwei Klessen G und U, Schon Plato wuBte, daB G und U gleich-
viele Zahlen enthalten (daB die Mengen gleichmichtig sind).
Er sagte, daB die Hilfte der Zahlen gerade und die andere
HH1fte ungerade ist.

Rechenregeln:

L]

gt+g=28 g &=§8 gE-8=8
g+u=u g u=g g-us=u
u+g=u u‘“g=g u-g=1u
u+u=g u‘®u=u u-u=g

Die Beweise dieser Regeln erfolgen, indem u und g jeweils in
der Form 28,2b,... als gerade Zahl und 2c+1,2d414... 818 un-
gerade Zahl mit natiirlichem a,b,c,d,... dargestellt werden.

Diese Regeln lassen sich auf eine beliebige Anzahl von Summan-
den bzw. Faktoren erweitern, dabei ist jeweils deren gerade.
oder ungerade Anzahl zu beachten., Diese Regeln finden wir in
den "Elementen" des Euklid.

Exkurs ) :
Man kenn allein mit den geraden Zahlen G wie mit den natilr-
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lichen Zahlen rechnen. Dies ist mbglich, weil

1. die Zuordnung einer beliebigen Zahl a zu einer geraden
Zahl (n#mlich 2a) umkehrber eindeutig ist

und

2, die Operationen +,-,° bei Anwendung auf gerade Zahlen stets
wieder gerade Zahlen liefern.

¢ 1&B8t sich nun wieder in "Gerade Zahlen" G”(4,8,12,16,...)
und "ungerade Zaehlen" U’(2,6,10,14,...) einteilen. Mit G°
allein kann nun wieder wie in G gerechnet werden (da es die
Vierfachen natiirlicher Zahlen sind). Dies 1&B8t sich beliebig
fortsetzen, die ersten Elemente von G,G3G",... sind die Po-
tenzen von 2. | ‘ '

(mit den ungeraden Zahlen gelingt dies nicht, weil schon
u+u#uist.) In den Definitionen in den "Elementen" des
Buklid wird diese Unterscheidung der Zashlen tatsédchlich voll-
zogen ("gerademal gerade", "ungerademel gerade", "ungerademel
ungerade") und einige diesbeziigliche Sétze werden bewiesen.

Buklid bewies auch folgende, hier in modernerer Formulierung
wiedergegebene Séatze:

Satz: Teilt eine ungerade Zahl eine gerade Zahl, so auch
deren Hﬁlfte.

Satz: Hat eine ungerade Zehl keinen gemeinsamen Teiler mit
einer beliebigen Zahl, so auch nicht mit deren Doppel-
tem.

Satz: 1 + 2 + 24P Pa® g (1)

Beweigidee: Der Bewels erfolgt mlttels vollsténdiger Induk-
tion, wobei eine Eigenschaft benutzt wird, die
nur den Potenzen von Zwei zukommt: 2k+2 2k+1
Dann schlieBt man wie folgt:

1

1 = 2 =1
142! = (2'-1)42! = 2841
1421422 = (22-1)+22 = 221

USWe
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Wir werden auf diesen letzten Satz noch zurlickkommen. Ein an-

derer bemerkenswerter Satz ist ebenfalls beil Euklid zu finden:

Satz: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen 1+3+...+(2n-1)
ist eine Quadratzahl, némlich n2.

Der klassische Beweis verdeutlicht die Rolle der Eins und ver-
anschaulicht die Benutzung der ungeraden Zahlen als "Gnomon-
zehlen" bei den Griechen. (Ein Gnomon ist ein Gerdt zur Kon-
struktion Rechter Winkel: L mit gleichlangen Seiten.)

Bewels:

n

2,. Agyptisches Rechnen

In der Hgyptischen Arithmetik begegnet uns eine der dltesten
Formen des Zahlenrechnens. Im Egyptischen Zahlsystem, das fiir
bestimmte Zahlen Individualzeichen besafB, wurden Addition und
Subtraktion durch Aneinanderreihung der Zahlzeichen reali-
giert. Um die Multiplikation und Division zu meistern, wurden
die "Rechenarten" Verdoppeln und Halbieren als Hauptrechenar-
ten benutzt. Dazu wird der Divisor bzw. ein Faktor der Multi-
plikation in die Summe von Zweierpotenzen zerlegt. Satz (1)
zeigt uns, daB jede Zahl der Form 22+ 1 g1g Summe von Zweier-
potenzen darstellbar igts 1+2+22+23+...+2n. Dies gelingt aber
auch mit jeder anderen Zahl (Beweis: men nehme 2 als Basis
des Zahlengystems). Allgemeinere {Uberlegungen sind im 1. Ab-
schnitt (Exkurs) angedeutet.

Diese in einer Spalte aufgeschriebenen Zweierpotenzen erhal-
ten deneben den entsprechenden Wert des zweiten Faktors bzw.
Dividenden zugeordnet. Die Summation der entsprechenden Spal-
tenwerte (die Spalten sind in den Beispielen mit "&" gekenn-
geichnet) liefert das gesuchte Resultat. (Wir benutzen zur
besseren Veranschaulichung die heutige Schreibweise der Zah-
len. )
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Bsp.: 13°18 = 1 13 Bsp.: 307°11 = 1 307 &
2 26 & 2 614 &
4 52 4 1228
8 104 8 2456 &
16 208 & 11 3311
18 234__

Die #gyptischen Schreiber fiihrten Divisionsaufgeben auf Lo-
gungen zuriick, in denen nur ganze Zahlen und Stammbriiche 1/n
auftieien. Dazu benutzien sie umfangreiche Zerlegungstabellen,
die auch die Darstellung 2/n = 1/n + 1/n vermeiden. Eine ra-
tionale Zahl (Quotient ganzer Zahlen) stellt so eine Rechen-
aufgabe und kein Resultat dar., Einzigste Ausnahme: 2/3.

Beispiele:
23:8= 8 1 T = 7 1
16 2 & 14 2 &
A 1/2 & 28 4 .
2 1/4 & 56 8 &
1.1/8 & ' 1 1/7 &
23 2+1/2:+1/4+1/8 71 10+1/1
26:9 = 9 1
18 2 &
6 2/3 &
1+1/2 1/6 &
_1/2 1/18 &

Es gehorte groBe Geschicklichkeit dezu, die richtige Zerle-
gung des Dividenden und des Divisors bzw. der Faktoren zu fin-
den! Insbesondere ist eben das Wissen bemerkenswert, daff jede
7ehl als Summe von Zweierpotenzen (mit bestimmten Paktoren)
darstellber ist. Dieses Vissen nutzen wir noch heute, z. B.

in verschiedenen Ratespielen ("Ich denke mir eine Zahl zwi-
schen 1 und 1000, erfrage sie mit hochstens 10 Fragen!") und
besonders in der Dualarithmetik der elektronischen Datenver-
arbeitung. Alle Digitalrechner beruhen auf diesem 'Wissen.
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Beispiele fiir Dualdarstellung: (d) '

934: 1345: O,

- O = -

5
1
2
4
8
5

13,

n
—
—
o
-—

™
j3
Lo ]
o
-

64
128
256

512 1
934 = 1110100110 (4)

=

-
o
- a0 =2 00 = =0

Diese Bindrzalilen stellen eine schematische Form der Darstel-
lung einer Zahl als Summe von Zweierpotenzen dar. Wird mit
ihnen gerechnet, kommt die Beweisidee des Satzes (1) zur Gel-
tung. (Die Bin#drarithmetik hat nur die zwei Ziffern 1 und O,
ihre Rechengesetze :

0+40=0 0°0=0 0=-0=0
0+ 1=1 0°1=0 0=-1=1%
1+0 =1 1°0=0 1-0-=1
1+1=08§ 1"1=1 1-1=0

(§ bvedeutet, daB der Ubertrag zu beachten ist).
(Vergleiche men mit den Rechenregeln dealﬁbschnittes 11)

Jede Zahl wird als Summe von Zwelerpotenzen dargestellt und
man rechnet mit den Werten der Position (1 oder 0) analog den
Bgyptischen Rechenmethoden. (1 bedeutet hier also zweierlei:
Die Ziffer Eins des Dualsystems und die Kennzeichnung der
Spalten analog dem "&" in den Beispielen fiir das égyptische
Rechnen. Die Nutzung dieser Doppelbedeutung erfolgt in der
Datenverarbeitung.) Damit ist nicht ausgedriickt, daB die Hgyp-
ter eine besonders qualifizierte, d. h. iibersichtliche und
einfach zu handhabende Arithmetik hatten, sondern, daB wir

in der Realisierung der Arithmetik auf EDVA auf technisch be-
gonders einfach zu realisierende Mﬁglichkeifen zurlickgreifen.
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3, Pythagoreische Zahlen
Ganzzahlige Losungen der Glelchung x2+y2 52 (2)
zu finden, gelang schon vor mehr als 6000 Jahren. Beispiels-
weise sind (3,4,5) und (5,12,13) zwei "klassische" Losungs-
tripel. Eine Losung heiBt Grundlosung, wenn X,y und z keinen
gemeinsamen Teiler haben. (Wissen ilber Teilbarkeitseigen-
schaften soll hier als bekannt vorausgesetzt werden.) Mit
einer Grundltsung (x,y,z) ist fiir jede natiirliche Zahl t auch
(tx,ty,tz) eine Losung. Nun zeigen schon die obigen Beispiele,
daB es verschiedene Grundldsungen gibt. Wie konnen sie gefun-
den werden? Dazu wird (2) umgeformt:

x° = z° - y2 = (z+y)(z=-y).

Pythagoras setzte z-y = 1. (Der 1 kommt in der pythagoreischen
Philosophie hervorragende Bedeutung zu. 1 ist die Einheit, der
Ursprung aller Zahlen, 1 teilt die Geraden und die Ungeraden,
1 bildet die Differenz benachbarter Zahlen.) Mit z-y = 1 gilt
dann: z+y = x°, AuBerdem sind z und y aufeinanderfolgende Zah-
len (Differenz 1!) und somit ihre Summe z+y ungerade (vgl. Re-
chenregeln). Sei also x = 2a+1. Wegen z = 1+y und z+y =

folgt dann: y = (x2-1)/2 und z = (x2-1)/2+1. Also gilt:

]

((2a+1)2-1)/2
((2a+1)2+1)/2 (pythagoreische Ldsung).

x = 2a+l y

Plato setzte z-y = 2, also die Differenz im Gegenaatz zu Pytha-
goras geredzahlig an. (Platos Position ist vorn dargelegt. 2
ist die kleinste Differenz zwiachen zwei geraden bzw. ungera-
den Zahlen.) Mit xz = 2(z+y) muB dann auch x geradzahlig

gein: x = 2b. '

Wegen z = 2+y und 2(z+y) = x?-= 4b2 ist dann:

x=2b y=0bo-1

7 = bowl (platonische Lésung).

(Maltiplizieren wir die pythagoreische Losung mit 2, so er-
halten wir die platonische Losung flir ungerade b.) Bei Plato
igt x stets gerade, bei Pythagoras stets ungerade.
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Um alle Tripel zu erhalten, kann man den Weg gehen, alle Zah~

len n als Differenz z-y = n anzusetzen und die Losungen zu be-
rechnen., Wir wiihlen aber den Weg iiber Gerade-Ungerade zur Auf-
findung aller Grundtripel:

- Die Zehlen X,y und z dlirfen, um ein Grundtripel zu bilden,
keinen gemeinsamen Teiler haben. Insbesondere diirfen nicht
zwei der drei Zahlen gerade sein, sonst wHre es auch die
dritte. Es ktnnen aber auch die Zahlen x und y nicht beide
ungerade sein. Denn sonst wire z gerade (z = 2z’ ) und demit
22 = 42z° durch 4 teilbar. Flir die Summe x2+y2
wenn x = 2p+1 und y = 2q+1 ungerade sind:

x° + y2 = 4(p2.+q2

aber gilt,

+ p+ Q)+ 2.

Diese Zahl ist zwar gerade, aber nidht durch 4 teilbar!
Also -konnen nicht x und y zugleich ungerade sein. (x und y
sind bei allen folgenden Uberlegungen vertauschbar.)

- Der Ansatz x° = (z+y)(z=y) soll uns nun zur allgemeinen Lo-
sung filr Grundtripel ftihren. Wir setzen z+y = m,2z-y = 1,
also z = (m#n)/2 und y = (m-n)/2. Dann ist %2 = mn.

Da x ungerade sein soll, miissen m und n ungerade sein. m und
n diirfen auch keine anderen gemeinsemen Teiler haben, da
sonst y und z auch diesen Teiler hétten, sie sollen aber
teilerfremd gein., Und daes Produkt m°n soll eine Quedrat-
zahl sein, dies ist (da m und n teilerfremd sind und m<n
igt) nur mdéglich, wenn m und n Quadratzahlen sind: m = u2,

n = v°. Damit sind u und v teilerfremde ungerade Zahlen mit
u<v und alle Grundtripel sind gegeben:

x=u'v; y= (ua-vz)/z; z = (ul+v2)/2.

Patstichlich ist x stets ungerade, y gerade und z ungerade.
L6t man fUr u und v auch gemeinsame Teiler sowie u2?v zu,
erh#lt man alle Losungen der Gleichung (2). Dieses Resultat
igt schon bei Euklid zu finden.

4. Nachweig irrationaler Zahlen
Neben den elementaren Darlegungen (vgl. Abschnitt 1) tritt uns
hier die einzigste Anwendung der Lehre von Gerade und Ungerade
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in den "Elementen" Euklids entgegen: in dem Beweis, daB Seite,
Diagonale eines Quadrats kein rationales Verhiltnis zueinander
haben (kein gemeinsames MaB haben, inkommensurabel sind). Die-
ses Beispiel stellt nicht die Entdeckung der Tnkommensurabili-
tét dar, ist aeber ihr einfachster Fall.

Satz: Seite a und Diagonale d eines Quadrates haben kein ge-
meinsames MaB. (Andere Formulierung:={2 dist keine ra-
tionale Zahl.) '

Beweis: Fiir die Quadratdiagonale gilt nach dem pythagoreischen
Satz: a2 = a2+a2 = 2a%, Seien a und d fiir die weitere
Rechnung geklirzt, so daB sie keinen gemeingamen Teiler
mehr haben. Wir beweisen nun den Satz, indem wir zei-
gen, daB das Gegenteil falsch ist.

- Wegen d2 = 232 ist d® und damit auch d gerade. Da d und a

teilerfremd sind, ist & ungerade.

2 _ 232

und also auch a gerade.

- d ist gerade: d = 2h. Also ist d° = 4h2 und wegen d
gilt dann: a2 = 2h°, Demit ist a’

- a soll gleichzeitig gerade und ungerade sein, das ist ein
Widerspruch. Damit ist der Satz bewiesen: das Verhdltnis d/a
ist nicht rational, daher euch {2 nicht.

Tn der Antike hatten viele Mathemetiker versucht, das "Deli-
sche Problem" zu losen: Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kanten-
lénge a. Man konstruiere einen Wiirfel, dessen Volumen doppelt
so groB ist. Sei nun x die Kantenlédnge des neuen Wiirfels. Der
urspriingliche Wirfel hat das Volumen V = a>. Der neue Wiirfel
hat das Volumen V_ = P uﬁs'es soll gelten: V, = 2V_. Also

X
gilt fir x: x3 = 2&3, x =42 ‘a.

Analog dem obigen Satz kann men zeigen, daB auch Q{E? irratio-
nal ist.

Die Entdeckung der Inkommensurabilitét libte auf die Gelehrten
des Altertums einen nachhaltigen EinfluB aus. Bis dahin hatte
gich die ganze metrische Geometrie und die Ahnlichkeitslehre
der Griechen auf die Arithmetik der rationalen Zehlen ge-
atlitzt. Man hatte geglaubt, die rationalen Zahlen wiirden zum
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Messen jeder beliebigen GriBe ausreichen. Nun stellte sich
aber heraus, daB dies nicht der Fall ist. Diese Entdeckung
hatte sehr groBe Bedeutung fiir die Entwicklung der Mathematik.
Die Griechen stellten den Unterschied gwischen Algebra und
Geometrie (Rechnen und Konstruieren) fest. SpHter gelang es
ihnen, beide Disziplinen~in der "geometriaschen Algebra" zu
vereinigen.

Fortsetzung folgt! Dieter Banke, Gera

Lésungen

R 26 nach Gerd Heber, Erfurt, 19 Jahre

Es gilt die Ungleichung

2 2
a” + b .
—E——Z- ‘,ab\.
Dexnn ist n
S 2.2
n Ny a2 2. (a%+b%)
S g [ iy .y,
i=i 210 34 .
ebenso ist
=
o n l4.\¢’..=...(¢stf+h§)
| lLaibi\ 22 ey, |5 i -
i=1 i=1 | '
also gilt
3,
. Z
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R 27 ‘'nach Steffen GroBSert, Berlin, Klasse 12

Skizze: c

¥ir beschreiben die Lage des Punktes M im Polarkoor-
dinatensystem mit O als Anfangspunkt und OA als Achse.
Es sei |0A| = a, r der Radius des Kreises und R,¥
die Koordinaten des Punktes M. Nach dem Kathetensatz
gilt:

'GB| - \oH| = \0C\ 2 4. h.
a cos ¢ *Rs= r2
Die Kurve der geometrischen Orte aller Punkte M in

Polarkoordinaten lautet also:
2

o sl
R(\f) . a cos \p
Transformation'in kaartesische Koordinaten ergibt:
= L_ -
X @ o const.
Das ist eine Gerade, die im Abstand g}-von 0 senk-
" recht auf der Achse 0A steht.

\
-




us

Preisaufgaben

s 13

i

—
-

In einem Dreieck ABC werde durch den Schnittpunkt der Win-
kelhalbierenden der Winkel & ABC, <& BCA eine Gerade g pe-
rallel zu BC gelegt. Den Schnittpunkt von g mit der Geraden
durch AC begzeichnen wir mit M, den mit der Geraden durch AB
mit N. Welche Beziehung besteht zwischen den ILéngen der
Strecken MC, NB, MN?

Man betrachte die Fdlle:

a) Beide Winkelhalbierenden sind innere Winkelhalbierende;
b) Beide Winkelhalbierenden sind &duBere Winkelhalbierende;
¢) Eine ist innere Winkelhalbierende, die andere #uBere.

Zur Erléduterung:

Die HuBere Winkelhalbierende eines Winkels ) ist die norma-
le Winkelhalbierende des Nebenwinkels von J* .

Die innere Winkelhalbierende eines Winkels ist die nnrmale
Winkelhalbierende.

S 14

In ein regelmidBiges n-Eck mit der Seitenlénge a werden n
kongruente Kreise so einbeschrieben, daB jeder Kreis zweil
Seiten und zwei der anderen embeschriebenen Kreise berilhrt.
Wie gro8 ist der Flécheninhalt des im Zentrum des n-Ecks
entstehenden "Sterns"? —

Man zeige, daB

s Ao o B30
2. 2' 3 e n{n+1)(n+2) = 4(n+1)(n+ °

< w
8.
& 3

In einem Wald vermehre sich die Menge des Holzes j&hrlich
um p %. Im Winter eines jeden Jahres wird die lenge x ab-
geholzt.

Wie gro8 muB x sein, damit sich die lienge des Holzes in
diesem Wald nach n Jahren auf das g-fache erhdht, wenn noch

die Anfangsmenge an Holz a in dem Wald bekannt ist. .
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Brgjgﬂﬂfgahen
a r drei positive reelle Zahlen a,b,c gelte
947 1ogar log a'x'-lragnr

Tog T a Tog, r-Tog r

fiir irgend eine reelle Zahl r> 0,ré1.

Man zeige, daB daraus folgt: 13"- = % .

S 18 Pe6po mpaBAIBHOTO TETpasApa paBHO a.
OmpenesmTh paayc mara, MOBEPXHOCTH KOTOPOTO KacaeTcs

BCex peCep TeTpaexpa.

EinsendeschluB: 10. 6. 86

Abstandsbegriffe fiir rationale Znhlen (Fortsetzung)

4. Gibt es weitere Bewertungen auf @ ?
Vorldufige Antwort: Ja. Denn:

7. Es gibt noch die triviale Bewertung:

' 1 falls a % O
Ia'o = { 0 falls a = O

Diese ist aber vollkommeh uninteressant.

2. Mit Jeder p-adischen Bewertung la|_ ist auch ihre A =te Po=
tenz lajpaeine Bewertung, wobei zeﬂ“ A % 0 ist.

Aufgabe 12 a) Zeige die letzte Behauptung
(Zeige (B1), (B2) und (B4), darsus folgt (B3))!

b) Fir | 'm gilt die entsprechende Behauptung fiir
0 €A £ 1. Welche Bedingung ist fiir A > 1 nicht
erfiillt?

Aufgabe 13 Seien p,q verschiedene Primzahlen.
Beweise: Es existiert kein A2€M,, A % 0, so daB
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R

tir alle a € @ lalq - lalp !

Die Bewertungen, die sich von einer gegebenen Bewertung nur
durch einen festen Exponenten unterscheiden, geben uns keiner-
lei neue Information (d. h. die Absténde kann man wechselseitig
berechnen, wenn man den einen kennt und den entsprechenden Ex=-
ponenten). Also miissen wir unsere Frage aus der Ubersohrift
modifizieren: _

Gibt es Bewertungen von [ 4] , die sich night auf die eben ange-
gebene Weise aus den p-adischen bzw. der archimedischen Bewer-
tung gewinnen lassen? Die Antwort gibt uns ein Satz von

A. OSTROWSKI:

Satz 3: (i) Plir jede archimedische Bewertung || von R
| existiert ein A mit 0 <A € 1, so daB fir
A .
alle ae Q Ial=la|m .

(ii) Piir jede nichtarchimedische Bewertung | |
von ® existiert eine Primzahl p und ein
A>0, so daB fir alle a€ R : lal = Ia.lp =

Per Beweis ist zwar mit Mitteln zu leisten, die Ihr aus dem
Unterricht kennt, aber er wiirde doch den Rahmen dieses Artikels
sprengen.

5. Nachbemerkungen

Die p-adischen Bewertungen spielen heute eine wichtige Rolle

in der Mathematik. Ihr habt in der Schule gelernt, wie man durch
Intervallschachtelungen die Menge der reellen Zahlen als Vervoll-
sténdigung der Menge der rationalen Zahlen einfiihrt. Nimmt man
jedooh Intervalle, deren E-adische Lénge gegen O konvergiert,

so kann man durch derartige Schachtelungen ebenfalls Vervoll=-
stidndigungen von @ definieren, die sogenannten p-adischen Zah-
len Glp (dabei muB man sich natiirlich von der Veranschaulichung
durch die Zahlengerade ldsen, denn diese vermittelt uns ja nicht
den p-adischen Abstandsbegriff). Ebenso wie auf R kann man auf
@ Zanlenfolgen und -reihen betrachten, nach ihrer Konvergenz
(bzgl. des p-adischen Abstandes!) fragen, Stetigkeitsuntersu-
chungen filhren usw. Die p-adischen Zahlen ﬁp gstehen dabei, ob=-
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Wenig Wahrscheinliches — méglich oder unméglich

In diesem Artikel sollen einmal "kleine" und "sehr kleine”
Nahrscheinlichkeiten und ihre praktischen Konsequenzen etwas -
naher beleuchtet werden.

Wir wollen dabei die grﬁndlegénde These gleich an den Anfang
unsaer Ausfihrungen stellen, sie lautet:

"Sehr wenig Wahrscheinliches ist unméglich®,
oder etwas strenger formuliert:
"Ereignisse mit genugend kleiner Wahrscheinlichkeit treten
nicht ein, sie sind praktisch unméglich®,
Die Anerkennung einer extrem klenen Wahrscheinlichkeit eines Er-
eignisses bedeutet praktisch die Anerkennung seiner voélligen Un-
méglichkeit,

- Natirlich ist es dabei ganz wichtig, eine Erklarung dafir zu
geben, was eine “geniligend kleine Wahrscheinlichkeit™ ist, also
eine Wahrscheinlichkeit, die man in de Praxis des Alltags und
auch in der Wissenschaft vernachléssigen kaﬁn, ja verniinftiger-
weise sogar vernachléssigenlmuﬁ. Es ist einleuchtend, daB man
dafir, wann eine Wahrscheinlichkeit praktish gleich Null ist
bzw. als gleich Null angezhen werden kann und muB, keine all-
gemeinglltige Abschétzung‘angeben kann, sonderq daB diese eben
von der betreffenden “Praxis™ abhdngig ist . So ist es eiﬁ gro-
Ber Unterschied, ob man von zufélligen Ereigniss en spricht,
die eine konkrete Person betreffen oder aber einen beliebigen
Menschen unseres Landes oder gar der ganzen Erde. In der "welt"

der Atome und Molekiile gelten wieder andere MaBstd be usw. usf.,
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man kénnte noch eine Reihe von Beispielen aufzahlen.

Vielleicht stort den einen oder anderen Leser dieses Artikels
die Formulierung "vernachlassigen muB". Zweifellos kann man un-
ter gewissen Annahmen auch fir auBerst ausgefallene Ercignisse
eine postive Wahrscheinlichkeit ausrechnen und daw it bei forma-
ler Betrachtung sagen, daB diese Ereignisse r&iisierba‘ seien.
So ist'és beispieléweise sehr leicht, die Wahrgheinlichkeit zu
berechnen, im Tele-Lotto "5 aus 35" eine Glickssréhne von, sa-
gen wir, 5 Volltreffern zu haben, oder dafir, daB gar dethaus-
kater (so man einen hat), wenn er mit seinen Pfoten “auf gut
Gliuck"” auf der Tasmtur einer Schreibmasghine herumtrommelt, ir-
gendeinen bestimmten Satz aus dem Marchen "Rotkappchen und der
Wolf" schreibt. Diese Wahrscheinlichketen sind exakt grdBer als
Null, aber kein verninftiger Mensch wird des halb die eben ge-
nannten Ereignisse auf solch formale Grundlage zu den tat-
sachlich méglichen z&hlen und mit ihrem Eintreen rechnen.

Wo zieht man nun die "Grenze", d. h., ab welcher GréBenord-
nung sind Wahrscheinlichkeiten als gleich Nu 1l anzusehen?

Beginnen wir mit dem “"personlichen Bereich". Welche Wahr-
scheinlichkeiten halten wir alle fir klein ge-
nug, sie in unsaen Betrachtungen'zﬁ vernachléssigen? Der be-
kannte sowjetische Wissenschaftler A. KITAIGORODSKI nennt dafir
die GroBenordnung 10~ (das bedeutet also, ein Ereignis, dessen
Wahrscheinlicthit etwa gleich einem Millionstel ist , kommt fir
uns praktisch nicht vor) und gibt hieafir u. a. die folgende

plausible Motivierung: Ein Menschenleben wiahrt durchschnittlich
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etwa 25 000 bis 30 000 Tage. Folglich liegt die Anzahl einfach-
ster Dinge des Lebens, die wir immer wieder tun, in dea GréBen -
ordnung von Millionen. Wenn man also die Wahrscheinlichkeit ein
Millionstel in Betracht zieht, heiBt das efwa dassdbe, als wehn

wir jeder Geste, die wir in unserem Leben vollfihren, eine Be-

deutung beimessen wollten.

Weﬁﬁ wir den “persdnlichen Breich™ verlassen und es um einen
beliebigen andhner der Erde geht, missen die vernachléssigbaren
Wahrscheinlichkeiten entsprechend kleiner sein. E. BOREL, ein
beridhmter franzésischer Mathematiker, der zur Entﬁicklung der
Wahrscheinlichkeitstheorie einen groBen Beitrag Qaleistet hat,
schlagt fdr diese Grenze die GroBenordaung 10"15 vbr, also ein
Milliardstel von einem Millionstel. (Diesé Zahl agibt sich ein=-
fach durch Division der genannten GroBenordnung 10~6 durch die
Weltbevélkerungszahl.)

Wir wollen nun zur Illustration noch eihige Beispiele betrach-
ten, denen allen ein sehr einfacher und sicher baeits vielen_
Lesern bekannter Verteilungstyp zugrunde lieg, namlich die _
diskrete Gleichverteilung auf einer Grﬁndmange‘l::[ﬁh}..;.uh}.
In diesem Falle 1&Bt sich die Wahrscheinlichkeit P(A) eines
beliebigen zufalligen Ereignisses AQJYy sehr einfach wie fagt
durch "Abzdhlen“ berechnen. Es bezeichne fﬁé irgendene Menge X
mit endlich vielen Elementen Anz(X) die Anzzh 1l dieser Elemente.

Dann gilt

P(A) = Anz(A) _ Anﬁ(A] . : (1)

- Anz

Man sieht an der Formel (1) auch, warum man in diesem Falle von
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einer 'Gleichverteilung"‘auf.ﬂ spricht: Fir jedes sogenannte

"Elementarereignis® wed) gilt

Pla}) = Anz(fw}) _ 1 (2)

n n'
diese einelementigen Mengen {U} haben also alle die gldche Wahr-
scheinlichkeit, die gleiche “Chance" des Eintretens.

Wohl das “Paradebeispiel" fir eine diskree Gleichveteilung
liefert das Wwirfeln mit einem homogenen Wirfely die Gleichver=-
teilung auf & = {1,2,3,4,5,6}. Wegen Anz(§) = 6 gilt fir die
Ereignisse {es fallt die Augenzahl k} = {k} (kedd)

r({kh = % .
Zwei weitere zufallige Ereignisse sind beispiels weisﬁ
Ay = {es fallt eine gerade Zahl } = {2,4,6} F
A, 3= {es fallt eine Augenzahl groBer als 4} = {S,G} .

Formel (1) ergibt hierfir die wWahrscheinlichkeiten

P(Ay) = &
und
P(A,) .%

il NI

Das bedeutet, daB bei einer groBen Anzahl von Wirfen etwa die
Halfte davon eine gerade Augenzahl liefert, also im Mittel jeder
zweite Wurf das Ereignis A, realisiat, das Ereignis A, hingegen
im Mittel nur jeder dritte wurf.

Es gibt nun eine ganze Reihe von Wirfelspielen, die meisten
davon begnugen sich.nicht mit nur einem Wirfel. Wir nehmen der
Einfachheit halber und ohne Beschrankung der Allgemeinheit an,
daB die Wirfel unteraheidbar seien (den Fall nicht unterscheid-

barer Wirfel kann man leicht auf diesen Fall zurickfihren). Da-
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bei ist es auch gleichgultig, ob wir einmal mit N Wirfeln oder
N-mal mit einem Wirfel wirfeln. Als Grundmenge wahlen wir jetzt

naturgemaB die folgende Menge von N-Tupeln,

P {(ﬂi--"'"N)’ w€{1,....6}, it[i,...,Nj} :

wobei @W; = k bedeutet, daB der i-te Wirfel die Augenzahl k an-

zeigt. Man sieht leicht, daB nun gilt ‘

Anz(8)) = 6”. :
Damit ist also die Wahrscheinlichkeit, eine vorgegeene Augen-
kombination (in einer bestimmten Reihenfolge) zu erhalten,

gleich = v

6N

Nehmen wir an, es kauft sich jemand einen Wurfel und einen
Wirfelbecher, probiert beide gleich aus und erzahlt dann, er
habe 10~mal hintereinander eine Sechs geworfen. Was ist davon
zu halten?

Schauen wir uns die Wahrschenlichket fir das Eintreten die-
ses Ereignisses an: N = 10 ergibt Anz(f}) = 610 = 60 466 176
und folglich

P{(6..-..6)}) = zpzmeroe ~ 1.7-1078,
Das bedeufet eine “glatte” Unmoglthkeit. Selbst wenn ein Mensch
(nennen wir ihn kurz'“Herr M.") sein ganzes Leben lang (sagen
wir 30 OO0 Tage) jeden Tag 1000 solche Serien der Lange 10 wir-
feln wirde, wirde ihm obiges Ereignis nicht unbedingt begegnen.
Die Wahrscheinlichkeit, daB unter all diesen Serien die Serie
(6,6,...,6) nicht mit dabei ist, betridgt immerhin noch etwa 0,6.

Das kdénnen wir so interpretieren: Wenn wir annehmen, daR es
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Herrn M. gelingt, viele sdner Freunde (e mdge genugend haben)
zu diesem lebenslangen Experiment zu gewinnen, so werden im Mittel
nur etwa immer zwei von finf das "Glick"™ haben, die gesuchte
Serie zu erzielen.

Herr M. hat also entweder gelogen oder aber eine “Spezialan-
fertigung™ von einem Wirfel erworben.

Betrachten wir eine andere Situation. Herr M. hat mit sdnem
wirfel bereits 20mal gewirfelt und dabei keine einzige Sechs a-
halten. Sollte er auf Grund dieser Tatsache sanen WUrfei weg wer-

fen, weil er nun annimmt, daB dieser nicht homosen ist ?

Fir N = 20 ist Anz(JSh) = 6°C. Das interessierende Ereignis

A = {unter 20 wurfen ist keine 6 gefallenj it darstel lbar

als

A = {(91.....1.120“.5),: uicfi,...,s}, ig {1,...,20])
und folglich gilt

Anz(A) = 520,‘

so daBR sich nach Formel (1)

P(A) = (2)°° = 0,026

ergibt. Mit diesem Ereignis muB man alo rechnen, es wird ja im
Mittel etwa bei jeder vierzigsten solchen Serie eintreten.

Wir kénnen nun die Frage stellen: Wie groB muB denn die Lange
N einer Wirfelserie sein, damit man das Fehlen einer bestimmten
Augenzahl ausschlieBen kann?

Es sei

Aﬁm :=‘[unter N wirfen ist die Augenzahl k nicht vertreten}

" “"'1"'”“@“&‘ 0, # k, ie{.1,...,N]}.
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Folglich ist Anz(AﬁN)] = 5" und gemaB Formel (1)

ral™) = N
N muB demnach so groB sein, daB gilt
@)" & 107°, ' (3)
also - _ :
N(1g5 -~ 1g6) £ -6
und schlieBlich -

N3 135_%135 = 75,8.
N = 76 ist die kleinste natiirliche Zahl, die die Ungleichung
(3) erfullt. Erst in Serien der Lénga dieser GréBenordnung kann
man das Fehlen einer bestimmten Augenzahl ausschlieBen.

Verwellen wir zum AbschluB unserer Betrachtungen noch etwas

beim Tele-Lotto "5 aus 35". Wir kénnen davon ausgéh en, daB die
5 Zahlen "auf gut Glick"™ gezogen werden, also keine der mégli-
chen finfelementigen Teilmengen der Menge [1,....35} bevorzugt
wird. Damit erhalten wir als Wahrscheinlichkeitsverteﬂung eben-
falls eine Gleichverteilung, und zwar auf der Menge aller dieser
finfelementigen feilmengen von {1;....35]. Wir bezechnen die
Grundmenge wieder mit ) :

(y) =.{(°1"'"'“5}= Wyreer 5@ {1,..0,35) und wy,.ne e,

'

paarweise verschieden} 0
Aus dér Koﬁbinatorik wissen wir, daB die Anzahl aller méglichen
Auswahlen von k aus n Elementen ohne Beucksichtlgung der Reihen~
folge (Kombinationen von k ‘aus n Elementen) gleich dem Binonial-

koeffizienten ETT-_FTT ist. Fok;llch ist

Anz(R,) = ( 5) = 324 632. Wir wollen nun einige Gewinnwahr-
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scheinlichkeiten fir einen festen Tip {kl,...,ksj ausrechnen und
betrachten dazu die folgenden Ereignisse:

B := {der Tip ist ein Funfer}

= {{wgreecmdeRe{w e ) = {"1""."‘5”
ol { LPERTRPLS |

{der Tip ist ein Vierer }

o
[

= l[ul...-.usiitnn Anzflﬁdiu-uﬂs }ﬁ{k1, ...'kS}) = 4]'
{der Tip ist ein Dreier}

= "01._....95!&“': AHZ({“]_.-ooc“siﬂ{kl,-f.,ksl) = 3} "

=)
]

Es ergibt sich wieder nach Formel (1):

-6
P(B) = m & 3,1.10 -,

54,30,
(2)C7) .
P(C) = 27Tz = TAETE ¥ Hew ¥ 46107,
DT am 1
P(D) = "2'2_6?2'33 = ST 635 5 03 % w7z % 0,0134,

Wenn man also pro Ziehung seinen Tip {ki,...,ksj ankreuzt, so
gewinnt man, falls man hinreichend lange spielt, im Mittel alle
162 316 Wochen (es finden zwei Ziehungen pro Woche satt) oder
ungefahr alle 3121 Jahre einen Finfer. Ein Vierer wird sich im
Mittel alle 1082 Wochen (das sind ewa 21 Jahre) einsellen, und
mit einem Dreier kann man etwa alle 37,3 Wahen oder knapp jedes
3/4 Jahr rechnen.,

Kein verniinftiger Mensch wird demnach mit dem Erzielen einés
Finfers im Tele-Lotto rechnen, denn die Wahrscheinlichkeif fir
das Eintreten dieses Ereignisses liegt etwa in der GréBenord-

nung eines Millionstel. Die weiter vorn angeprochene Glicks-
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strédhne (5 Funfer hintereinander) ist erst recht v6llig unmég-
lich. Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten von “nur" zwei
Funfern in Serie ist bereits 9,5‘10'12, dreimaliges Eintreten

17

"besitzt eine Wahrscheinlichkeit 'wvon ewa 3.10° und funfmaligés

schlieBlich von rund 3+102%,

Der interessierte Leser mag als Obungsaufgabe die Gewinn-
wahrscheinlichkeiten in der Wettspielart .6 aus 49" ausre hnen
und die Ergebnisse interpretieren.

Zum SchluB soll noch angemerkt werden, daB man in der Praxis
natﬁrlich-auch oftmals Wahrscheinlichkeiten, die groBer als ein
Millionstel sind, nicht berdcksichtigt. Zum einen wire sonst
namlich das Leben, gelinde gesggt, ziemlich anstrengend, und
zum anderen spielen dabei weitere Gesichtspunkte eine Rolle,

deren Behandlung jedoch Uber den Rahmen dieses Atikels hin-

ausgehen wirde.
Dr. Roland Ginther

Bereich Stochastik
der Sektion Mathematik
der FSU

Alles was relativ.wahrscheirlich ist, ist wahr-
scheinlich falsech. '

Blalse Pascal
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Die Lehre von Gerade und Ungerade
1. Fortsetzung
5. Vollkommene Zahlen

Definition: Echter Teiler einer Zahl n ist eine-Zahl, die n
teilt und kleiner als n ist.

Definition: Eine Zahl heiBt vollkommen, wenn sgie gleich der
Summe ihrer echten Teilexr ist.

Beisgpiel: 6 =1+ 2 + 3
28 =1 +2 + 4+ 7 + 14,

Auch 496 und 8128 waren den Griechen schon als
vollkommene Zahlen bekannt.

Die Lehre von Gerade und Ungerade gipfelt bei Euklid in dem
Satz:

Satz: Ist 2n+1_1 = p eine Primzahl, so ist 2np vollkommen.
(Wir sehen, daB hier auch Wissen iiber Primzehlen benc-
tigt wird, welches wir hier voraussetzen.)

Beweis: Berechnen wir die Summe der echten Teiler von 2np!
Es sind:.
Uiy By hpime e B0 2R
und |

~1
ps2P34P:-"’2n P

Dies sind alle echten Teiler, de p Primzahl ist.
(2% ist kein echter Teiler.) Summieren wir die
echten Teiler, so ergibt sich unter Verwendung von
Formel (1): '

1+2+4+...+2n+p+2p+...+2n_1p = (2n+1—1)+(2n—1)p
2%p+((2**1-1)-p)

]

2np.
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Der Beweis hat scheinbar keinen Bezug mehr zu der Iehre von
Gerade und Ungerade, er ist fast "modern", obwohl speziell

euf diesen Satz "zugeschnitten". Aber man kann ihn und den

notwendigen Satz (1) beweisen, indem man ausschlieflich die
Shtze Uber Gerade und Ungerade von Buklid (Abschnitt 1) be-
nutzt, '

' Dieser Beweis war hichstwahrscheinlich vorhanden, ist aber
verloren gegangen, da ihn Euklid durch einen anderen ersetzt
hat. Die alte ILehre von Gerade und Ungerade wurde hier schon
"modernisiert", indem Euklid Elemente der Teilbarkeitslehre
und der "hochaktuellen" Prdportionenlehre verwandte. Dle end-
gliltige Darstellung geht auf Euler (1707-1783) zuriick, der
das allgemeine Gesetz der Summe der Teiler einer Zahl ent-
deckte. .Euler wies much nach, daB jede gerade vollkommene
Zanhl die Form 22(2°*1-1) mit (2°*1-1): Primzehl djese Form
haben mu8. Bemerkenswert ist auch, daB nur gerade vollkommene
Zahlen bekannt sind;wenn es ungerade vollkommene Zahlen gibt,
miissen sie jedenfallsa groler als 1036 gein und weitere Be-
dingungen erfiillen.

6. Komplexe Zahlen

Die Tehre von Gerade und Ungerade beriihrte die rationalen und
die irrationalen Zahlen. Es ist schon bemerkenswert, daB "al-
te", "einfache" Theorien immer aktuell sind. Schon darum ist
es interessent, wie es um die Lehre von Gerade und Ungerade
bestellt ist, wenn wir den Zahlenbereich auf die komplexen
Zahlen erweitern. ’

Vereinbarung: 7-1 = i heiBt "imagindre Einheit". Es gilt
algo: 1 & 7=1 =1 = -1.

Definition: Iine Zahl a+bi, in der a und b ganze Zahlen sind,

heiBt genze komplexe Zahl.

So, wie es bei den ganzen Zahlen zweil Einheiten gibt, némlich
+1 und -1, gibt es bei den komplexen Zahlen vier Einhelten:
+1,=1,+1,-1, Solche Zahlen, die sich nur durch des "Vorzeichen'
(durch eine Einheit als Faktor) unterscheiden, heifien agsozi-
ijert. Es sind also a+bi,-a-bi,-b+ai,b-ai asgoziierte Zahlen,
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sie unterscheiden gich nur durch dasg "Vorzeichen", nur um eine
Einheit.

Worin besteht nun das Problem?
Satz: 2 ist im Bereich der ganzen komplexen Zahlen zerlegbar.

Beweis: 1+i und 1-i sind ganze komplexa Zahlen und es gilt.

2

(1+1)(1-1) = 12 + 1-1“1 = 2,

'(Analoges gilt fir die assozilerten Elemente, z. B.,:

(T2 = 2i, d. h., daB das Produkt zweier Assoziierter von
141 zu 2 assoziiert ist.) _

Dies bedeutet aber, wir kdnnen nicht mehr eindeutig zwischen
Gerade und Ungerade trennen, diege Begriffe lassen sich nicht
einfach verallgemeinern. Wir gehen folgendermaBen vor:

Definition: Eine ganze komplexe Zahl a+bi heift
gerade, wenn sie durch assoziierte von (1+i)2, d. h.

durch 2 teilbar ist;

halbgerade, wenn sie durch eine Assoziierte von 1+i teilbar,
aber nicht gerade ist;

ungerade, wenn sie nicht durch Assoziierte von 1+i teilbar

ist. '

Vie sind nun die geraden, halbgeraden und ungeraden komplexen

Zehlen zu charakterisieren? (Ohne Beachtung der Einheiten. )

1. gerade komplexe Zahl: a+bi ist gerade, (dureh 2 teilbar),
- wenn a und b gerade natiirliche Zah-
len sind.

2. ungerade komplexe Zahl: (a+bi)/(1+i) darf nicht moglich
gein. Es gllt-

a+bi)(1=-i) _ a+ bi- ai+ b _ a+b (b-a)i
%1+1 =1y = 2 S D Rt

(a+b)/2 bzw. (b-a)/2 diirfen nicht ganzzahlig sein, d. h.:
a+b bzw. a-b igt ungerade. Dies ist der Fall (vgl., Ab-
schnitt 1), wenn eine der natiirlichen Zahlen gerade und
die andere ungerade igt.
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3. halbgerade komplexe Zahl: a+bi soll durch 1+i, nicht aber
' durch 2 teilber sein. Nach Punkt 2.

muB denn (a+b)/2 + (b-a)i/2 ganz sein,
also e+b und b-a gerade. Dies bedeutet,
daB8 & und b beide gerade oder beide un-
gerade natiirliche Zahlen gind. Des er-
stere liefert aber hech dem 1. Punkt
gerade komplexe Zahlen, so daB hier
also beide Zahlen ungerade sein miissen.

Alle Pille zusammengefeBt, ergibt sich:

a + bi
a gerade
b gerade gerade
——— a+b gerade
a ungerade '
‘b ungerade halbgerade
a ungerade
b gerade
ungerede a+b ungerade
a gerade
b ungerade
Beigpiel: 8 + 12i ist gerade.
7 + 12i ist ungerade.
8 + 11i ist ungerade.
7 + 11i ist halbgerade.

Wie wir an diesen Beispielen sehen, kann die Intscheidung
leicht gefdllt werden. Auch die Wahl Assoziierter #ndert der-
an nichts. '

Bemerkung: Die Angabe pythagoreischer Tripel (vgl. Abschnitt
3), welche die Gleichung X +y2 = z” 16sen, ist leicht mdglich:
Wihle eine komplexe Zahl a+bi und berechne (a+bi)? = d+ei.

 Dann ist eine Losung: x =Jd| , y=/e] , 2z = aZ+b2.

Bemerkung: In anderen Zahlbereichen (Quaternionen u. 8.),
xommt men zu analogen Resultaten, wenn 2 in diesem Zahlbe-

reich zerlegbar und damit keine Primzaehl ist.

Fortsetzung folgt! Dieter Banke, Gera
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Prelsau fgaben

5 19 Es sei AB die Sehne eines Kreises K. Wir betrachten jetzt

S 20

S

o

21

22

23

24

alle in K einbeschrieben Dreiecke, deren Grundseite AB ist
und in jedem dieser Dreiecke den Schnittpunkt der Hohen.
Man ermittle den geometrischen Ort aller dieser Punkte.

Innerhalb eines spitzen Winkels liege ein Punkt A. Es sei
dann g die Gerade durch A, so daB der Fladcheninhalt des von
g und den Strahlen des Winkels eingeschlossenen Dreiecks
minimal wird. Man zeige, dal A der Mittelpunkt der Strecke
auf g ist, die durch die Schnittpunkte yon g mit den Strah-
len des Winkels begrenzt wird.

Man 16se die Ungleichung

(1 )+1
x Eghet » a°x (a>1).

In einer Sachlotterie werden 8 Gegenstiénde verlost. Der
erste Herantretende entnimmt aus der Urne 5 Lose.
Wieviele Mdglichkeiten hat er, diese 5 Lose zu entnehmen,
so daB

a) zwei der fiinf Lose gewinnen,

b) mindestens zwei der fiinf Lose gewinnen.

Man lose die Gleichung

sin3x + coij =1 = % sin 2x.
IBe aBTOMANMHN BHEXal#l ONHOBPEMEHHO W3 OLHOTO IYHKTA
B OAHOM H TOM ¥e HampaslieHWH.0ZHa MaumHEa UAET CO CKO-
poctbp 50 kM/yac, Apyras - 40kM/uac. COycTs moiuaca
U3 TOT'O ¥e IyHKTa B TOM Xe HAOpaBlleHW® BHEXala TpPeThA
MaluMHa, KOTOpad O0OrHaNa mepByo MamuHy Ha I,5 yaca
nosxe, YeM BTOpybw. HaftTd. cxopocThs TpeTheili MamuHH.
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O=tinierung 6

Lineare Optimierung

Das Anliegen des Artikels besteht darin, den Leser mnit einer
Disziplin der angewandten llathematik -~ der linearen Optimierung -
bekanntzumachen.

Ziel dieser Disziplin ist die praktische Losung einer gewissen
Klasse von (oft Okonomischen) Aufgaben. Das mathematische Pro=-
blem, das die uns interessierende Aufgabenklasse reprisentiert,
wird im Abschnitt 2 angegeben. Eine universelle Losungsmethode
zur Behandlung des mathematischen Problems wird nicht entwik-
kelt. Allerdings wird ausfithrlich der Fall zweier Veridnderli-
cher anhand ausgewihlter Beispiele diskutiert (Abschnitt 3).
Aufgrund der dabei gewonnenen Erkenntnisse werden Schliisse fir
den allgemeinen Fall gezogen. Insbesondere werden IForderungen
an eine universelle Losungsmethode formuliert (Abschnitt 4). Es
folgen im Abschnitt 5 historische Bemerkungen sowie ein kurzer
Ausblick auf weitere Optimierungsprobleme.

Mir die in den fiinf Abschnitten behandelte Problematik erweist
es sich als glinstig, wenn Kenntnisse iiber lineare Gleichungs-
und Ungleichungssysteme vorhanden sind.

1. Beispiele

Wir wollen zuniichst einige einfache Beiaspiele linedrer Optimie~-
rungsaufgaben betrachten.

JBeispiel 1: .
Ein Schiff, das in einem Hafen A vor Anker liegt, soll Gii=-
ter transportieren. Transportziel ist der Hafen B. Das
Schiff kann 8000 Tonnen Giiter aufnehmen, wobei in A 2 ver-
schiedene Giiter (G Gy ) bereitstehen. Die Laderaumkapa=-
zitit des Schiffes betrag't 10500 m>. Zu jedemeGut 6,
j=1,2, ist hekannt benttigter Laderaum RJ in m3 pro Ton—
ne, in A vorhandene lienge MJ und der Gewinn cj in llark
pro transportierte Tonne von A nach B.
Die Zahlen fir Jedes Gut sind folgender Tabelle zu ant-
nehmens:
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Beisp

Optinmi erung
Rj Lij | Cj
m3/8) (%) /%)
G1 1 4500 8
G2 1.5 6000 Q

Ferner soll von Gut G, nicht mehr als die doppelte llenge
(in Tonnen) von Gut Gz verladen werden. :

Wie muB die Schiffsladung beschaffen sein, damit der Trans—
portgewinn moglichst groB wird? '

iel 2:

In einer Betriebsabteilung werden vier Erzeugnisse
(E1,E2,E3,E4) hergestellt, fiir die pro Stiick ein Gewinn
von 2, 3, 4 bzw. 6 llark erzielt wird. Der Produktion sind
Schranken gesetzt durch die vorhandenen Rohmaterialkapazi-

"tiiten. Es werden zur Produktion der vier Erzeugnisse zwel

liaterialien (M1,M2) benotigt. Der Einsatz eines llaterials
My, i=1,2 (in lengeneinheiten - IE), fir die Produlktion

eines Lrzeugnisses I j=1,2,3,4, ist folgender Tabelle zu

a‘!
entnehmen: vorhandene lia-
Einsatz in I pro Stilck = terialkapazi-
E1 E2 EB Pi_ titen in IIE
H1 0e5 1 1 2 80
H2 0.5 1.5 2 1.5 210 -

Gegucht ist ein Produktionsplan, so daB maximaler Gewinn

realisiert wird.

Beispiel 3:

Tn einem Betrieb wird in den folgenden Zeitabschnitten mine
destens die danebenstehende Anzahl an Arbeitskriiften (AK)

benotigt:
2 = 6 Uhr 10 AX
6 = 10 Uhr 20 AK
10 = 14 Uhr 25 AK
14 - 18 Uhr 20 AKX
18 = 22 Uhr 15 AK-
22 - 2 Uhr 10 AK

Die Schichtdauer betrigt 8 Stunden. Schichtwechsel ist um
2, 6, 10, 14, 18 bzw. 22 Uhr. Wie sind die AK auf die

Schichten zu verteilen, damit die Gesamtzahl eingesetzter
AKX minimel wird?
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Beisgpiel 4: :

Aus drei verschiedenen Gasarten G,y j=1,2,3, mit dem je-
weiligen Heizwert hJ (in kcal/m ), Schwefelgehalt S5 (in
g/m3) und dem Preis cy (in Hark/m>) ist ein Gas zu mlschen,
das einen Heizwert von 1800 bis 2200 kcal/m’> besitzt und
nicht mehr als 3g Schwefel pro m° enthilt. AuBerdem soll
dieses Gasgeﬁisoh méglichst billig sein.
Folgender Tabelle sind die VWerte hj’ S0 Cy J=1,2,3, 2

entnehmen: .

h. 8. c
J J J

(keal/m®)  (g/m3)  (i/m3)

G1 1600 2.5 15

G2 2400 3.2 30

G3 2000 3.5 20

Beispiel 5: Klassisches Transportproblem

In m Betrieben A1,...,Am (z. B. Betriebe, die Zement her-
stellen) wird ein Produkt P (Zement) hergestellt, und zwar
produziert jeder Betrieb Ai wiéhrend einer fest vorgegebe-
nen Zeit“to a; llengeneinheiten (ME) des Produktes P,
Weiterhin sind n Verbraucher BisesesB (z. B. Baustellen)
bekannt, die das Produkt P in bestimmten Mengen bj'
j=1,e..,n benbtigen, und zwar wdhrend der gleichen Zeit-
dauer t 0° Dabei soll die Gesamterzeugung, ausgedrﬁokt
durch Z a;, gleich dem Gesamtverbrauch E b. sein. Fer-

=1 9
ner slné_%ahlen cij' i=T,0e.,m, J=1,...,nf ;ekannt. Jede
Zahl cij gibt an, wieviel der Transport einer ME des Pro-
duktes P von Ai nach '.Bj kostet.
Gesucht ist ein Transportplan, der die Bediirfnisse aller
Verbraucher Bj befriedigt. AuBgrdem sollen die entstehen-

den Transportkosten méglichst minimal werden. -

Dr. Dathe
Fortsetzung folgt
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7. Ein klassischer Beweis
Sei H = 141/2+1/3+1/44...+1/n eine beliebige Partialsumme
der Harmonischen Reihe. “

Satz: Hn ist nie ganz fliir n)1.

Erlduterung: Die Harmonische Reihe ist divergent, das heiBt,
mit wachsendem n wdchst auch Hn iiber alle Grenzen. Allgemein
gilt fiir unbeschriénkt wachsendes n, daB sich

- n .

' 2_ 1/m-1nn

m=1

einem bestimmten Wert C=0,577... ndhert. Es gilt also
H #0,57700 + In n ., H, wichst also logarithmisch (sehr
lengsam). So ist Higaq@ Tyee. und H, .000. 000 o14ge0e

tiberschreitet jede natiirliche Zahl, ist aber nie eine na-
tiirliche (ganze positive) Zahl. Das wollen wir beweisen.

Beweis: Wir werden zeigen, daB die reduzierte Bruchdarstel-
lung (geklirzter Bruch) von H einen geraden Nenner und einen
ungeraden Z&hler hat. Damit ist 1 als Nenner der reduzierten
Bruchdarstellung einer ganzen Zahl ausgeschlossen.

- Sei ein beliebiges n » 2 gegeben. Der Hauptnémnner der Briiche

1/1,1/2,1/34240,1/n sei h, h ist das kleinste gemeinsame Viel-
fache der Zahlen 1,2,3,...,n. Da 2 ein Nenner ist, ist 2 Fak-

tor von h und demit h gerade.

- Es ist 1/1 = h/h, 1/2 = (h/2)/h,...,1/n = (b/n)/h.

Dann Gilt H = 1/n° (h+h/2+...+h/n) = U/h.

Dabei ist u eine ganze Zehl, da 1,...,n den Hauptnenner (hier:
Zéhler) h teilen.

- Sei 2k die htchste Potenz von 2, die in den Zahlen 1,...,n
vorkommtsalso 1 ¢ 25¢n <2¥*!, Damit ist der Exponent von 2 in
h genau k und der Summand h/2¥ von u ist ungerade.

- Die anderen Summanden von u, nédmlich: h,h/2,...,h/(2k—1),
h/(2%41),...,h/n sind alle gerade. Denn die Nenner 1,2,...,
2X_1 gind alle kleiner als 2¥ und demit hochstens durch 2kf1

teilbar und im Zihler verbleibt eine gerade Zahl.
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Die Nenner 2k+1,...,n sind zwar groBer als Ekﬁ aber kleiner
als 25*1, Aver 2¥ teilt die Zahlen 2K41,...,25+m=n nicht. Da-
mit bleiben die Z&hler dieser Summen gerade.

~ Die Summanden von u sind also alle geresde, bis auf den
Summenden mit dem Nenner 2k, der ungerade ist. Damit ist ihre

Summe u ungerade.

-~ Da h gerade, u aber ungerade ist, stellt der Quotient u/h:Hn
Jie eine ganze Zahl dar.

8. SchluBbemerkung .
Die Lehre von Gerade und Ungerade ging schon in der Spdtantike
als Spezialfall in allgemeinere Methoden der Arithmetik (Pro-
portionenlehre, Teilbarkeitslehre u. a.) auf. Sie zeigt sich
noch in den Teilbarkeitsregeln flir gerade Zehlen. Schon der
Pakt, daB fiir Multiplikation und Division mit der 2 eigene Be-
zeichnungen existieren ("Verdoppeln" statt "Verzweifachen",
"Halbieren",...), weist auf die Sonderstellung dieser Uberle-
gungen hin. So gehort die Lehre von Gerade und Ungerade zum
grundlegendsten Wissen und ist eine einfache und sichere Ar-
beitsmethode.

Als SchluBiweise ist die Lehre von Gerade und Ungerade eng mit
dem "Indirekten Beweis'" (Beweis aus dem Gegenteil) verbunden.
Dabei beweist man eine bestimmte Aussage, indem man zeigt, daB
das Gegenteil nicht eintreten kann bzw. zu VWiderspriichen fiihrt
(vgl. Abschnitte 4 und 7).

DaB die Iehre von Gerade und Ungerede auch als "Lehre von der
Zahl 2 in der liathematik" angesehen werden kann, wird insbe-
sondere durch das 2. Kapitel nahegelegt. Tatsdchlich zeigt
sich aber, daB die Lehre von Gerade und Ungerade nicht iiberall
gilt. Priedrich Engels (1820-1895) charakterisiert dieses Fak-
tum so:

" Die einzelne Zahl bekommt ihre Qualitdt schon im Zahlen-

- gystem und je nachdem dies... Alle Zahlengesetze héngen\ab
und sind bestimmt durch das angenommene System. In jedem
System mit ungerader Grundzahl hort der Unterschied von
graden und ungreden Zahlen auf,... Die Grundzaehl bestimmt
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also die Qualitdt nicht allein ihrer gelbst, sondern auch
aller anderen Zahlen. "

Tine Lehre von Gerade und Ungerade ist nur in Zahlensystemen
mit geradzahliger Basiszahl moglich! (Bsp.: 10)

Im 2, Abschnitt sahen wir, daB jede Zahl als Summe von Zweier-
potenzen darstellbar ist. Die Position der 1 bzw. O in der
Dualdarstellung gibt an, welche Zweierpotenzen in die Summe
eingehen, die die Zahl darstellt.

Im System zur Basis 3 gibt es die Ziffern 0,1 und 2.
Die Zahlen werden nun dargestellt:

Dezimal-Zahl , Drei-System
0 0
1 1
2 ! 2
3 ; 10
4 ‘ 11
5 12
. 6 20
7 : 21
8 ! 22
9 ; 100
10 : 101
11 : 102
12 \ 110
13 : 111

b s

Die Regel, daf bei einer geraden Zahl die letzte Ziffer ge-
rede ist, gilt nicht mehr!

Im System zu Basis 10 (dekadisches System, fiir das alle bis-
herigen Betrachtungen bzgl. Gerade und Ungerade galten) ist
448 = 12 (d. h. g+g = g), bei der Basis 3 jedoch gilt 11422 =
110 (d. h. ut+g = g). Unsere einfachsten Rechenregeln gelten
nicht mehr! |

Zahlensysteme mit ungerader Grundzahl sind deshalb historisch
nicht so aktuell, weil in ihnen selbst die einfachsten Gesetz-
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méfigkeiten wie die Regeln des 1. Abschnitts nicht mehr gel-
ten.

Die Relativitét der Basiszahlen zeigt uns die Vielfalt der
Mathematik, in der bestimmte Gesetzm&Bigkeiten in bestimmten
Bereichen gelten;die Lehre von Gerade und Ungerade bei gerader

Grundzahl (Basis) ist ein Element davon.
I_'o'sungen Dieter Banke, Gera

R 31 nach Kay-Uwe Rosch, Eisleben, 18 Jahre, Soldat

m_ c-2
a ¢
A= i
c _2a051np
2 1 . \
k° = 5 mz sln(fx-F)
A
k™ vz _1 . 2 _ 1
A "V"'ac:'c2z te
d(C 2 1 . "
Jd?la ...-c—?-z + = (2. Ableitung konstant -5-2-)
d(e) - _c
e = 0= z = 3
. -1
Hmeax_4—
K2 _ 1
A 4

Die Aufgabe ist nur losbar, wenn das vorgegebene 1:2
hochstens Lo betrigt. Dann hat d. A. wegen

2 4 k2 .
_ 02= z” = €z + ¢ 7 genau zweil Losungen; aulBer wenn
%——- = % ist, denn existiert genau 1.

(Sinonische Formel)
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R 34 nach Carla Umlauf, Karl-Marx-Stadt

142X+3X 40 o o +(m+1 )0

2
XO4+x 4%+ o 4 4
X 4K 0 428 4
Koh o +XD 4+

L]
L
m
+X =

ixk + (Zxk-zka(Zx Zx J+Exk-z::k +oeee

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
m m=
+ Exk- E xk
k=0 k=0
1 2 m-1
. mmZx 2R 20 I 28
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
™ ; SP S,
= (m+1) xm xm.-1+x "1;:504‘1: =14+Xx"=1+x -1))

(m+1) L'l-ﬂ - (x1+x2+...+xm-m'1 )

X=1 X-1
xm+1
+1-1 ——-—1—-
= (m+1) xm + xm (—2= ) da x° nicht in
enthalten
m+1
(m+1) (21 =1) 4m- xx_1-1 +1
= X=1

(m+1- E}-—') T _petmet ¢ =

= x=1
= =
1 +1 1
(m+1- —)X" s :
- | X~ X= :
= — - fir x £ 1
filr x=1: 2, = (m+1)+m+(m=1)+...+1

m+1

(m+2)



Preisaufgaben | i

Preisaufgaben

Man zeige, daB eine beliebige Ebene, die durch die Mittel-
punkte zweier gegeniiberliegender Kaenten eines Tetraeders
gelegt wurde, das Tetraeder in zwei volumengleiche Teile
zerlegt.

@D’ m.-*

Man finde das Verhidltnis des Flécheninhaltes eines Drei-
ecks ABC zu dem Flécheninhalt eines Dreieckes, dessen Sei-
ten gleich den Seitenhalbierenden von ABC sind.

3.

f—)

Innerhalb eines spitzen VWinkels werden-nacheinander Kreise
unbeschrieben, wobei jeder Kreis die beiden Schenkel und
den vorhergehenden Kreis beriihrt, Man zeige, daB die Ra-
dien der Kreise eine geometrische Folge bilden und finde
einen Zusammenhang zwischen der GroBe des iWinkels und dem
Quotienten aus zwei benachbarten Gliedern der Folge.

4.

Man bestimme den geometrischen Ort aller Punkte, fir die
die Summe der Abstidnde von zwei gegebenen Geraden gleich
einer gegebenen Linge a ist und betrachte dabei den Fall
von sich schneidenden und parallelen Geraden.

Man\zeige:

T% 348 4T0F eee @ (n';)n + n(g”” B n(n+1%(n+2) ]

oMl 0

Kaxnaa BepumHa OapajljejlorpaMMa coeluHeHa C CepenuHami
IBYX NPOTHMBONOJOXHHEX CTOPOH. Hakyw yacTh [JOWaAy Hnapaji-
Jenorpavma COCT&BIAET [JOUSAb (UI'YyPH, OT'PaHMYEHHO! Ipo-
BeIeHHHMU TMHUAMAT

EinsendeschluB 10. 8. 1986
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Anwendung heuristischer Methoden

/
Teil 1: llathematische Aufgaben

Heuristik ist ein alter Begriff, unter dem man so viel wie

Kunst des Er}indens und Entdeckens verstand. Der bedeutende
amerikanische Mathematiker Georg POLYA bezeichnet damit die Un~
tersuchung der Mittel und Methoden des Aufgabenldsens.

Es gibt typische Herangehensweisen an Aufgaben, die die Chan=-
cen einer Losung erhohen. Dazu gehdrt, daB man sich gewisse
Fragen stellt, wie etwa die folgenden. Kennt man eine verwand-
te Aufgabe?, kann man einen einfachen Fall 16sen?, ist die voll-
stédndige Losung auf 'die Losung des einfachen Falls riickfiihrbar?
usw. ‘ R
In seiner "Abhandlung iiber die Methode" stellte der Philosoph
und Mathematiker Ren& DESCARTES (1596=1650) eine Reihe von Re=
geln auf, die er fiir niitzlich befand: -

"14, Die erste Regel war, niemals etwas als wahr anzunéhmen,
was ich nicht schon klar als solches erkannte, d. h. alle Uber-

stirzung und alle Vorurteile aufs sorgfidltigste zu vermeiden
und nichts mehr in meine Urteile aufzunehmen, als was sich so
klar und distinkt meinem Geiste darbieten wiirde, daB ich keine
Veranlassung haben wiirde, es in Zweifel zu ziehen.

15. Die zweite, jede der Schwierigkeiten, die ich untersuchen
wiirde, in so viele Teile zu zerlegen, als nur mdglich und als
erforderlich sein wiirde, um sie in der besten Weise aufzuli-
Sen .ee /

20. Ich wage in der Tat zu behaupten, daB die gensue Beobach-
tung dieser wenigen von mir gewdhlten Vorschriften es mir so
leicht machte, alle Ffagen bis zu denen sich diese beiden Wis=
senschaften (Analysis und Algebra - L.G.) erstrecken, zu ldsen,
daB ich in zwei bis drei Monaten, die ich zu ihrer Untersuchung
brauchte - da ich mit den einfachsten und allgemeinsten begon-
nen hatte und sodann jede Wahrheit, die ich fand, mir als Regel
diente, andere zu finden = ich nicht nur mit mehreren zu Ende
kam, die ich frliher fiir recht schwierig gehalten hatte, sonderm
es mir auch gegen Ende schien, daB ich selbst in den mir unbe-
kannten Problemgﬂ bestimmen konnte, durch welche Mittel und wie
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weit es moglich wédre, sie zu ldsen.”

Wir wollen uns ein wenig mit einigen der wichtigsten heuristi-
schen Prinzipien vertraut machen. Zu diesen zidhlen m. E. die
Prinzipien der Verallgemeinerung, Spezialisierung und Analogie-
bildung, der Zerlegung und Verkniipfung, der Variation und In-
varianz, der Umkehrung, sowie der Reduktion und Erweiterung.

Auf klassische Art und Weise fithrt Polya das Reduzieren oder
Riickwértsarbeiten an Hand der Berechnung des Volumens S eines
geraden Pjramidenstumpfs mit quadratischer Grundfléche vor.
Gegeben sind die HShe h des Stumpfs, die Lénge a einer Seite
der Deckfl&che und die Lénge b einer Seite seiner Grundfléche.
Seine ersten Fragen lauten "Was wollen wir?"™ und "Was haben wir?"
Wir wollen S bestimmen und haben a,b und h. "Was ist die Unbe-
kannte?" Das Volumen eines Pyramidenstumpfes. "Ein Pyramiden=-
stumpf ist der Teil einer vollen Pyramide, der iibrigbleibt, .
wenn wir von dieser durch eine zu ihrer Grundfléche parallele
Ebene eine kleinere Pyramide abschneiden ... Wenn wir die Volu-
mina dieser beiden Pyramiden, sagen wir B beziehungsweise A,
kennten, ktnnten wir das Volumen des Pyramidenstumpfs bestimmen:
S = B-A." Nun miissen wir zwei neue Unbekannte ermitteln. Es ist
A = hzx/B und B = b2(x+h)/3. wobei x die HChe der kleineren Py-
ramide darstellt. Somit reduziert sich die Aufgabe auf die Be=
stimmung von x. Nach dem Strahlensatz ergibt sich schlieBlich
x/(x+h) = a/b, woraus man x erhdlt.

Auf eine interessante Aufgabe, zu deren Losung man gewchnlich
nur durch Riickwdrtsarbeiten kommt, verweist H., KONIG in seiner
Dissertation /1/: Der Flécheninhalt eines Dreiecks ABC mit den
Seiten a,b,c und dem Umkreisradius r betrégt A = abc/4r.

Es gibt &hnlic he Formeln, z. B. A = absinaﬂ/2. Nach dem Prin-
zip der Drittengleichheit geniigt es daher zu zeigen, daB

abe/4r = absina‘/z, also ¢ = 2rsinr gilt. Das ist nicht mehr
schwer.

Man keann sich die Formel A = abc/4r durch die Multiplikation
der Gleichungen A = absin /2 und 1 = ¢/2rsin entstanden den=-
ken. Uberhaupt ist das Verkniipfen von Gleichungen und Unglei-
chungen durch Multiplikation, Division, Addition und Subtrak-
tion eine héufig nutzbringende Operation.
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Die variation der Daten erklért Polya in /2/ an folgender ein-
fachen Aufgabe. Man ziehe die gemeinsamen Tangenten an zwel ge=
gebene Kreige. Die Aufgabe, von einem Punkt auBerhalb eines
Kreises die Tangente an diesen zu ziehen, ist ein Grenzfall da-
von. Deren Losung filihrt sofort zu der der urspriinglichen Auf-
gabe.

Eine andere Form der Variation ist die Variation der Darstel-
lung einer Aufgabe, etwa durch Umformulierung oder das Einzeich-
nen von Hilfslinien in eine vorgegebene Figur.

Die Ungleichung cos(sinx)» sin(cosx) ist fiir alle reellen Zah=-
len x erfiillt. In jedem der beiden Félle sinx®0 und sinx<€0
1ld8t sich dieser Sachverhalt durch Verwendung einer Beziehung
.zwischen Sinus und Cosinus (Variation der Darstellung) im We-
sentlichen auf die Monotonie der Sinusfunktion im Bereich
(=w/2,W/2) zurlickzufilhren.

Betrachten wir nun eine weitere Aufgabe.

Man ermittle alle stetigen Funktionen £, die die Funktional=-
gleichung f£(x+y)f(x-y) = fz(x)-fz(y) erfiillen und fiir die W
die kleinste positive Nullstelle ist.

Durch die .Zzahl W kommt man darauf, an Winkelfunktionen zu den-
ken. Man erkennt, daB f(x) = ¢ sinx eine L&ésung darstellt., Da
man keine weitere findet, kdnnte men sich entscheiden, die Ein-
deutigkeit der Losung nachweisen zu wollen. Den Beweis konnte
man in zwei Teilbeweise zerlegen.

1. Pir O # x € 2T gilt f(x) = ¢ sinx, ¢ #% O.

2. Es gilt £(x) = £(x+2W) fiir beliebiges x.

Der erste Teilbeweis gelingt am ehesten fiir 0,%/2,%/4,3%/4 und
2T, Dabei wird ¢ = £(W/2) gesetzt. Daraus leitet sich der Plan
ab, f(x) = ¢ sinx fir x = k¥/28, k=1.2,...,2nf1—1, durch voll-
stdndige Induktion iliber n zu beweisen. Wegen der Stetigkeit

von f ergibt sich daraus das Erfiilltsein der Funktionalglei-
chung fiir alle x zwischen O und 2W. Auf die Durchfiihrung die-
ses Plans soll hier verzichte!{ werden.

Wenden wir uns der zweiten Teilaufgabe zu. Aus f(x+2W)f(x) =

£2 (x4W)=£2 (M) = £2(x+2¥) ® O sieht man, daB f£(x) und £(x+2T)
stets das gleiche Vorzeichen haben miissen. Da die Gleichheit
zweier Terme dasselbe ist, wie deren Vorzeichen= und Betr&gs-
gleichheit, braucht nur noch lf(x)|=|f(x+27), oder anders
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fz(x) = 12(x+2'ﬂ') gezeigt zu werden. Es ist rz(x+2t|')-f2(x) =
f(2x+2M£(2M). Es geniigt also zu zeigen £(2W) = 0., Das folgt
aus £2(2M) = £2(2M)=£2(M) = £(3M2(MW) = O.

QtE-do

Bei analytischen Beweisen ist oft eine andere Zerlegung der
Gleichheitsrelation, né#mlich die in die "GriSer-gleich"- und
die "Kleiner-gleich"=Relation hilfreich.

Eine wohlbekannte Ungleichung ist die zwischen arithmetischem
und geometrischem Mittel (AGM-Ungleichung). Sie lautet
(a1+a2+...+an)/n !-(a1a2...an)1/n, wobel 8485900058 positive
reelle Zahlen sind. Zu ihrem Beweis verwendet man eine modifi-
zierte Variante der vollsténdigen Induktion, den sogenannten
Cauchy=Trick. Aus der Giiltigkeit der Formel fiir n = k wird die
Gliltigkeit fiir n = 2k und filr n = k-1 bewiesen. Wir den Beweis
nicht kennt, mtge sich deran versuchen.

Kommen wir zur nédchsten Aufgabe. Man beweise die Holdersche Un=-
gleichung. Fiir positive reelle Zahlen a,b,p,q mit 1/p+1/q = 1
gilt ab € aP/p + vY/q.
Es ist zu zeigen ab % (gaP+pb%)/pq (1) oder
ab € (qap+pbq)/(p+q) (2) wegen pq = p+q. Die Ungleichung (2)
widre fiir beliebige p,q6 N ein Spezialfall der Beziehung zwischen
arithmetischem und geometrischem Mittel. Es erscheint daher aus-
sichtsreich, die Ungleichung (2) auf die AGM=-Ungleichung zuriick-
zufilhren.
Es gelte zunéichst p = r/s und q = t/u mit r,s,t,u 6N, Dann ist
zu zeigen ab é'(ts-ar/s+ru-bt/u)/(ru+ts).
Tatséchlich gilt nach dem Satz liber das AGM
(ts-ar/3+ru-bt/u)/(ru+ts) > (ab)rt/(ru+ts).
Es ist abér rt/(ru+ts) = 1, wie man aus pq = p+q leicht fol-
gern kann. Somit ist die Behauptung fiir rationale p,q bewiesen.
Es seien nun p,q reell. Wegen 1/p + 1/q = 1 und p,q> 0 muB
p,q>1 gelten. Dann existieren rationale Zahlenfolgen.ipi} und
iqi], mit pi>1 und q; = 1/(1-—1/pi)>1 fir alle 1EN, die gegen
p bzw. q konvergieren. '
Es gilt nun abh # nm(aPi./pi + 1% /q.) !

= @™ Pi/1im p, + o11M 94/14m q,
aP/p + vY/q. :
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Dabei steht lim(.) Jeweils fiir }im‘(.)

1§ @
Begeben wir uns nun in die Gefilde der Geometrie. _
Es sei ABCD ein Quadrat mit der unbekannten Seitenlédnge a,in
dem ein Punkt P liegt, der von A den Abstand 1, von B den Ab-
gtand 2 und vdn C den Abstand 3 hat. lMan konstruiere das Qua- ‘
drat. _
Durch die Strecken I?, BP und CP wird das Quadrat in drei Teile
zerlegt, die sich auch anders zusammenfiigen lassen. Dabei ist
ein Viereck besonders interessant, das man auch erhédlt, wenn
das Dreieck BCD um 270° in Uhrzeigerrichtung gedréh‘t wird. Es
entsteht das Viereck AP'BP mit den Seitenlﬁngen'3§ = 1,‘55 s 2
BP' = 2, AP' = 3. Entscheidend ist, daB gilt <X PBP' = <t CBA =
90°. Dadurch 1d8t sich zuerst das Dreieck P'BP nach sws und da-
nach das Dreieck AP'P nach sss konstruieren. Dabei beachte man,'
daB PP' nach dem Satz des Pythagoras eine Lidnge von 2f§'besitzt
.und folglich im Dreieck APP' die Dreiecksungleichungen erfiillt
gind. Die Diagonale AB des somit vorhandenen Vierecks AP'BP
hat die Liénge s. Nun kann leicht auf die iibliche Weise dés Qua=-
drat ABCD konstruiert werden. |
Zu einer weiteren Losung gelangt man durch Ubergang zur umgekehr-
ten Aufgabenstellung. Gegeben sei das Quadrat EFGH mit der Sei-
tenliinge s. Gesucht ist ein Punkt Q im Innerm, so daB EF; bl
und Eﬁ'im Verhédltnis 1:2:3 stehen. Es gilt Ea:T = e:a, sofern
Q eindeutig bestimmbar ist. Hat man.ia, so erhdlt man a einfach
durch zentrische Streckung. Die Bedingung EQ:FQ:GQ = 1:2:3 1léB¢%
gich zerlegen in FQ:TQ = 1:2 und FQ:CGQ = 2:3. Wir bendtigen zu-
erst den geometrischen Ort aller Punkte R, die djie erste Bedin-
gung und dann denjenigen aller Punkte S, die die zweite Bedin-
gung erfiillen. Der Durchschnitt beider Orte mit dem Innern von
EFGH enthédlt alle in Frage kommenden Punkte Q.
Die geometrischen Orte der Punkte i und S sind zwei sogenannte
Kreise des Apollonius. Derjenige Schnittpunkt der beiden Kreise,
der innerhalb EFGH liegt, ist der gesuchte Punkt Q. Die verblei=
bende Aufgabe, die Mittelpunkte und Radien der Kreise des Apol=
lonius (und eventuell auch noch die Koordinaten der Schnittpunk-
te, in einem geeignet gewdhlten Koordinatensystem) anzugeben,
. wird dem Leser iiberlassen.

Q.e.d.
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Zum SchluB mdchte ich noch ein Brettspiel vorstellen, das in
der Sowjetunion unter dem Namen Kusi-kusi bekannt ist.

Auf 21 bis h1 werden die weiBen und auf a8 bis h8 die schwar-
zen Steine aufgestellt. Alle Steine diirfen nur geradeaus, je=-
doch vorwdrts und riickwdrts, auch mehrere Schritte auf einmal,
allerdings hochstens bis zum gegnerischen Stein gezogen wer-
den. Verlierer ist, wer keinen Zug mehr ausfiihren kann, also
"mit dem Riicken an die Wand" gedriickt wurde. Man finde eine
Strategie, mit der Schwarz immer gewinnt. Schwarz muB bestrebt
sein, eine bestimmte, zu Anfang bestehende, glinstige Konstel=-
lation zu erhalten und gleichzeitig vorgumarschieren. Auf die
richtige Idee kann man kommen, wenn man zuerst das Spiel mit

je zwei Steinen analysiert und die dabei gefundene Gewinnstra-
tegie auf das Spiel mit je 2n Steinen auf einem entsprechend
groBem Brett verallgemeinert.

Literaturverzeichnis:

/1/ Konig, H. (1973) Heuristik beim Losen geometrischer Bewei-
se, Dissertation, Halle
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Anwendung heuristischer Methoden

Teil 2 Jchachaufga.en

Wie lost man Schachaufgeben? Einen Algorithmus hierfur gibt es
nicht, wohl aber einige Tricks. In /1/ schreibt Dr. Karl-Heinz
SIEHNDEL, daB es Hauptanliegen der bohmischen Problemschule
ist, Probleme mit mindestens drei dkonomischen M:ttbildern zu
schaffen. "Hat man solche Mattbilder erkannt, 13t es meist
nicht schwiefig, den Losungsverlauf zu finden, der dazu hin-
filhrt." Diesen Tip wollen wir beherzigen, auch wenn es sich
nicht um bohmische Probleme handelt. Er bedeutet, ruckwarts zu
arbeiten. '"Manchmal kann der Leser dgraus Nutzen ziehen, wenn
er Schwarz anziehen laBt." Der Autor ridt weiterhin, die Rolle
der einzelnen Figuren zu iiberpriifen. |
Vor Figurenopfern braucht man nicht unbedingt zuruckzuschrek-
ken; sondern hat diese in seine Uberlegungen vin.ubeziehen. Auf
mogliche Schachgebote, insbesondere Abzugschachs, ist zu achtel.
Diese werden oft, nach einer gewissen Vorbereitung, verwirk-
licht. Man kann auch versuchen, eine lMattdrohung 2zu finden,
indem man sich erst einmal irgendeinen geeigneten Ltein weg-
denkt (Betrachtung einer chnlichen Aufgabe). AuBerdem sollte
man untersuchen, welche Fluchtfelder dem schwarzen Konig zur
Verfugung stehen. Hat man einen Kandidaten flir den Schlissel-
zug, So registriere man alle moglichen Antwortzuge. Findet man
fiir einen davon keine Fortsetzung, die das llatt in der vorgege-
benen Zahl von Zugen erzwingt, so verwerfe man den Zug nicht
gleich, sondern probiere es mit einem anderen Antwortzug. Klappt
es bei diesem, hat man wahrscheinlich schon die richtige Figur
angefaft. _
Am besten ist es, wenn man zu Anfang versucht, eine Schachauf-
| gabe ohne Benutzung der angegebenen Hinweise zu ldsen. Manch-
‘mal wird durch diese niémlich, so wie im folgenden Fall, zu viel
verraten. :
Aufgabe 1: Matt in drei Ziigen von Zdenek Libis, Lysice aus
"Ceskoslovensky sach" 1984. WeiB: Kd5 Te6 La6 Sc8 Sd7 , Schwarz:
Ka8 LaT7 BbT7 c5.
In der Berliner Zeitung vom 9./10. 3. 85 stand hierzu: "Der ge-
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fallige weiBe Schliisselzug hat zur Folge, daB einem schwarzen

Stein praktisch alle Ziige zur Verfiigung stehen, die auf Grund
der Schachregeln fiir ihn moglich sind."

Zur nachsten Aufgabe sei jedoch so viel gesagt, daB sie in der
BZ vom 9./10. 2. 85 unter der Uberschrift "Das ignorierte
Schach™ erschien. |

Aufgabe 2: Matt in drei Ziigen von A. Bylewskij, Uljanowsk aus
"Schachmatna Missl" 1984. WeiB: Kd2 Tf5 Lec2 Sg2 Bb3, Schwara:
Kd4 Bc4 3

Der Titel der Aufgabe weist darauf hin, daB WeiB im ersten Zug
den Konig nicht wegriickt. Nach 1.Se3 droht 2.Td5 matt. Damit
ist eventuell ein Mattbild gefunden. Jedoch darf der Springer
nicht sofort nach e3 ziehen, da sonst 1...c¢3 ein Patt oder
opringerverlust erzwingt. Daher ist anzunehmen, daB eine Va-
riante 2.5e3 3.Td5lenthﬁlt. Ver erste Zug wird wohl ein L&u-
fer- oder Bauernzug sein. Wird zuerst der Laufer bewegt, so
entzieht er sich einem Angriff durch 1...cb. Doch wohin? 1.Ld3
und 1.Le4 fihren zum Liuferverlust. Den kann sich WeiB nicht
leisten. 1.Ld1 gibt das wichtige Feld e4 fre:z, =so daB das zu
Beginn angestrebte latt nicht zustandekommen kanr.. Also bleibt
1.Lb1 ubrig. Nun ergibt sich die erste Mattkombination 1.Lb1
cb 2.Se3 b2 3.T745 matt. Wie ist aber nach 1.Lb1 ¢3 weiterzu-
spielen? Es droht 2...c¢2, ein Zug, der alles verdirbt. Folg-
lich muB 2.Kc2 erfolgen. Das zwingt Schwarz zu 2...Ke4. Nun
greift der schwarze K®nig den weiBen Turm an, entbloBt aber
seinen Bauern. Durch 3.K:c¢3+ kontrolliert der weiBe Konig das
Feld d4 und fithrt gleichzeitig ein effektvolles Abzugschach
herbei. Matt.

Als ndchstes findet der Leser fiinf Schachaufgaben vor, mit de-
nen er sich, wenn er mochte, selbstandig auseinandersetzen kann
Spatestens aus den sich anschlieBSenden Kommentaren erfahrt er
dann, wie man auf die LOsung kommen kann.

Aufgabe 3: Matt in zwei Zligen von Wiktor Kitschigin, Perm aus
"Ceskoslovensky sach" 1985. WeiB: Kh8 Del Lb1 3d6, Schwﬁrz:.
Kh6é Lh5 Sg3 Sgbs.

Aufgabe 4: Matt in zwei Ziigen von Jens Kiinzelmann, Heidenau
aus "Tribline" 1985. WeiB: Kf8 Da3 Td3 La5 Sf7 Sg3, Schwarz:



Heuristische Methodea 84
K£4 Tb1 To2 Le6 Se7 Bb6 o5 o7 g4 g6.

Aufgabe 5: Matt in zwei Ziigen von Kari Valtonen, Finnland aus
"Belgisch Schaakbord™ 1985. WeiBf: Kb2 Dec1 Td1 Tf7 La3 Sf5 Sg5,
Schwarz: Ke5 Ta6é Th3 Lh1 Lh2 Sg4 Bb5 d6 g3 g6 h5 h7.

Aufgabe 6: Matt in zwei Ziigen von Siegfried Briichner, Oranien-
burg aus "Berliner Zeitung" 1985. WeiB: Kh5 Db8 Lc4 Igl Se3
Sf7 Ba3 b2 e5 g3, Schwarz: Kd4 Td5 Baé a4 ¢5 e4 eb g2.

Aufgabe T7: Matt in drei Ziigen von Leonid I. Kubbel, UdSSR, I.
Preis "Dresdner Anzeiger" 1928. WeiB: Kg2 Db2 Sd7 Be2 g5 g6,
Schwarz: Kc4 Sf2 Becb g3 g7.

Zu Aufgabe 3:

Wir gucken uns zuerst an, wie Weil im ersten Zug Schach bieten
konnte. Daflir kémen 1.Sf7 und 1.5f5 in Frage. Beide Felder
werden von Schwarz bewacht, dabei das Feld f7 nur einfach durch
den Springer g5. Zieht Schwarz im ersten Zug den Springer g5
weg, so setzt 2.5f7 matt. Der Springer g5 ist also in erweiter-
tem Sinne gefesselt. Er darf also auch der weillen Dame nichts
antun. Daher erscheint es moglich, daB die weiBe Dame sich zu-
erst auf ein Feld stellen muB, auf dem sie vom schwarzen Sprin-
ger g5 geschlagen werden kann. Die weifle Dame ist fiir den er-
sten Zug prddestiniert, da sie als einzige weiBe Figur noch
keine Funktion ilbernommen hat. Riickt Schwarz zuerst mit dem L&u-
fer, so kdnnte die weiBe Dame ungestraft den Bauern g6 schlagen
und mit dem sohwarzen Konig ware es aus. Also sollte sich die
weiBe Dame so postieren, dal sie den Bauern g6 angreift. Dem-
nach kommen erst einmal 1.De4, 1.De6 und 1.De8 in die engere
Wahl. 1.De4 entfallt aber sofort wegen 1.S53:e4. 1.Deb fesselt
zusdtzlich den Bauern g6. Zieht nun Schwarz mit dem Springer
g3, so kann WeiB durch 2.5f5 matt setzen. Damit wére auf alle
"Abwehrmoglichkeiten" von Schwarz eine Antwort gefunden. Wie
man leicht sieht, fiihrt 1.De8 nicht zum Ziel.

Bei der LVsung dieser Schachaufgabe hat sich das Umkehrprinzip,
in Form der Analyse der Konsequenzen der schwarzen Ziige, be=
wéhrt.
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Zu Aufgabe 4:

Der schwarze Kdnig verfiigt uber kein Fluchtfeld. Es kommt also
wahrscheinlich darauf an, ihm im zweiten Zug Schach zu bieten.
Durch welche Figur konnte das geschehen? Es bietet sich z. B.
2.Ld2+ an. Jedoch sttrt der schwarze Turm auf ¢2. Wie kdnnte

er abgelenkt werden? Durch 1.D:e¢5!' Sohwarz-hat aber noch eine
andere Moglichkeit, die Dame auf ¢5 zu schlagen, nédmlich durch
den Bauern d6. Dann aber kann der weiBe Ldufer von o7 aus
Schach matt bieten. Es bleibt noch zu untersuchen, was passiert,
wenn Schwarz die weiBe Dame nicht schlédgt. Je nachdem, wie
Schwarz zieht, kann die Dame auf d4, e3, e5 oder g5 matt setzen.

Zu Aufgabe 5:

Die Aufgabe stammt vom 1984er Weltmeister im Probleml&sen.
Wenn der weiBe Springer £5 nicht da wdre, so konnte 1.Df4 matt
setzen. Also fassen wir ins Auge, zuerst den Springer von £5
wegzuziehen. Schwarz verfiligt liber zwei Abwehrmdglichkeiten,
1.¢e82 und 1...Ta4. Durch 1...82 wird der schwarze Liufer h1
uBer Gefecht gesetzt. Dem Turm d1 bietet sich somit das Feld
d5 an, er miiBte nur noch von einer anderen weiBen Figur ge-
deckt werden und das Matt wire unabwendbar. Daher empfielt
sich 1.Se7. Auf 1...Ta4 erwidert WeiB 2.Sc6 matt oder 2.Ldé6
matt. Ein Bauer statt des Ldufers auf a3 - und dieses Dual wi-
re vermieden.

Zu Aufgabe 6:

Der Hauptplan 2.Sf5+ scheitert, wenn der weiBe Liufer auf c4
dann ungedeckt ist. Der Vorplan muB also darin bestehen, den
Léufer zu decken. Das kann nur durch 1.S5d6 oder 1.b3 gesche-
hen. In beiden Fdllen bekommt Schwarz ein neues Fluchtfeld.
Nach 1.b3 Kec3 wére Schwarz unmittelbarer Sorgen ledig. Durch
1.8d6 wird gleichzeitig die weiBe Dame aktiviert. Nach 1...T:d6
schligt sie zurlick und setzt matt. Ansonsten kann Schwarz noch
1e0.85,1...Ke5 oder 1...T:e5+ spielen. Auf 1...a5 antwortet
WeiBl 2.8b5 matt. 1...Ke5 hat 2.5g4 matt und 1.T:e5+ 2.Sefh
matt zur Folge. Im letzten Fall darf der schwarze Turm den
schachbietenden weiBen Springer nicht wegnehmen, da zus#dtzlich
der weiBe Lidufer auf g1 den schwarzen Kénig ins Visier genom-
men hat. :
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Zu Aufgabe T:

Bei Dr. Karl-Heinz Siehndel in /1/ heiBt es: "Wegen des Okono-
mlepr1n31ps werden im Problemschach nur die unbedingt benctig-
ten Stelne verwendet. Jeder Figur auf dem Brett kommt eine be- .
gtimmte Punktion zu.™ Die Funktion der Bauern g5 und g6 kann

es nur sein, die Felder f6 und f7 abzudecken. Also wird in
einer Variante der schwarze Konig nach rechts oben abgetrieben
und muB iiber d@5 nach e6 wandern. Dort kann ihm durch den Sprin-
gerzug nach f8 Schach geboten werden. Die Felder d6, e7, d5,
e5, £5 miissen fiir ein Matt von der weiBlen Dame beherrscht wer-
den, die dann folglich auf c¢5 stehen muB. Die Dame kann ch im
zweiten Zug erreichen, wenn sie vorher nach a3, b6 oder e5
zieht. 1.De5 entfiéllt wegen der vorherigen fiberlegung. Probie-
ren wir es mit 1.Db6. Man st6Bt jetzt leicht auf 1.Dbé Kd5
2.Do5+ Ke6 3.S5f8 matt. Schwarz kann nach 1...Kd5 auch noch
2...Ke4 spielen. In diesem Fall ist 3.De5 matt die Ldsung. Be-
trachten wir nun 1...Kc3. Durch diesen Zug wird 1.Db6 anschei-
nend widerlegt. 1.Da3 macht dagegen diese Antwort unmdglich.

Da wir bereits wissen, daB der schwarze Konig nicht nach d5
gehen darf, bleiben noch 1...Kb5, 1....Kd4 sowie 1...S5e4 und
1¢..5d3 als Verteidigungsmoglichkeiten fiir Schwarz ibrig. Nach
1...Kb5 ergibt sich 2.Dc5+ Ka4/Ka6 3. Sb6/5bB matt.

Auf 1...Kd4 folgt 2.Dc5+ Ke4 3.De5 matt. Die Drohung 2.Dd3+
wird durch den schwarzen Springer vereitelt. Zieht aber
1ee«Se4/8d3, so léBt sie sich vielleicht wahr machen. Tatséch=
lich gelingt dies durch 2.Db3+ Kd4 3.Dd3/D:d3 matt. Die schwar-
zen Bauern diirfen nicht ziehen wegen der Drohung 2.Dc5+. Damit
widre das Schachproblem geldst.

KUBBEL war einer der bedeutendsten sowjetischen Problemkomponi-
sten der ersten Hélfte des 20. Jahrhunderts. GroBSien Wert legte
er auf Mustermatts, das sind solche lattstellungen, bei denen
der schwarze Konig die benachbarten Felder jeweils aus nur
einem einzigen Grunde nicht betreten darf.

" AbschlieBend mSchte ich noch ein eigenes Schachproblem stellen.

Aufgabe B8:
Matt in vier Ziigen von Lutz G&rtner, Berlin, Urdruck.
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WeiB: Kh2 Dd4 Tc7 Sc3 Sf3 Bh3, Schwarz: Ka7 Ta8 Toé Lg5 Sf4
Bb7 d2 e3.

Literaturverzeichnis:

/1/ Problemschach 407 Aufgaben und Studien, Gesamtredaktion
Dr. Karl-Heinz Siehndel, Berlin 1985

Lutz Gartner

Preisaufgaben

3 herechine x aus folgender Gleichung :

i B

Lise fnlrendes Gleichungssystem :

1og2x + log 4y + log 42 = 2
logjy + log g% + log g% = 2
1oqqz + log16x + 1log 3465 = 2
Beweise : Wenh in einem Rhombus ein ‘inkel 30° be-

trigt,dann sind die Seiten proportional

zu der Diagonalen.

Ee—
Bewelige,dall fiir die Seiten a, b, c eines beliebiren

Dreiecks ~1i1t :
a(b- c)c + b(ec-a) 2 + c(a—-b)2 + 4abc > a3 + b3 + c:3 .

8 35 Beweise : Wenn e+ B+ p = nW, dann gilt

[ﬂ cos®et + cos°M + cos” ]‘ -1 = (-1)"2 cosmcosRcosy.

S 36 B onuH u3 ZHefl B OMOIMOTEKS NMOGHBAJNO HECKOJBLKO YUTa-

Tenieff, KOTOpHE NPUXOAUIA MOPO3HB, HO U3 JNOHX TPEX
ynratenet mo kpafiHeft mepe IBOe B TOT JeHb B Oubiuo-

TEeKe BCTpPeTHUIUCh. JOKa3aTh, YTO MOXHO BHODATEH TakKue
IBa MOM@HTa, YTO JXOOW W3 unMTaTeneil, mMoOCeTUBIMX B TOT
neHp OUONMOTEKY, IO KpaiHeh Mepe B OIUH U3 BTUX MO-
MEHTOB HAXOAUJCH B Hell.
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Metrische Raume, Banachscher Fixpunktsatz

0., Motivierende Bemerkungen

Wie Ublich bezeichnen wir mit TR die Menge der reellen Zahlen
und mit R D a {('1""":1) : gicm} die Menge aller n-Tupel
reeller Zahlen. Sind zwei Punkte x = (!1,....!n) und

Y= Mreeesy) in M? gegeben, so kinnen wir die Frage nach
dem Abstand dieser beiden Punkte stellen. Gehen wir von geome-
trischen Uberlegungen im R2 bzw. M2 aus, kommt man leicht zu
folgendem Ansatz

n
2,2
dz(xQY) = (E |!i_ "Zil ) o (1)
Wir wollen nun einmal die Eigenschaften dieser Funktion dz, die

jedem Paar von Elementen des R™ eine reelle Zahl zuordnet, un-
tersuchen. Es gilt ’

Satz 1i_ _ PFur die in (1) definierte Funktion
4, B RE s R gelten die fol
ot %4 —d gelten die folgenden Eigenschaf-
ten: ! '
(a) dz(x,y) 20 Vx,yf R™ und aus dz(x,y)=0
folgt x=y.
(b) dy(x,y) = dpy(3,x)  Vx,yeR™

(e) dz(x,z) S dz(x,y) + dz(y,z) Vx,y,z‘ RE,

Den Beweis des Satzes iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufga=-
be, wobei man in (c¢) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwen-
det.

Wir wollen uns jedoch hier einmal veranschaulichen, welche Aus-
sagen dieser Satz 1 beinhaltet. Die Eigenschaft (a) sagt gerade
aus, daB der Abstand zweier Punkte stets nichtnegativ ist und
nur dann O sein kann, wenn die Punkte x und y zusammenfallen.
Die Aussage (b) beinhaltet die Symmetrie des Abstandes, d. h.
der Abstand von x zu y ist der gleiche wie der von y zu X. Die
Eigenschaft (c¢) werden wir uns einmal im1R2 klarmachen.

Sie sagt aus, daB die Linge einer Drei- T y

ecksseite stets kleiner ist als die b.
Summe der Lénge der zwei anderen 4
Seiten., Dies gilt auch im Fall eines
ausgearteten Dreieocks (wenn' die

X
-
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Punkte auf einer Gerade liegen). Diese Ungleichu.ng wird deshalb
auch als Dreiecksungleichung bezeichnet.

1. Metrische R&ume

Es ist ein typisches (induktives) Vorgehen der Mathematik, sich
aus gegebenen Dingen die wesentlichen Eigenschaften herauszu=-
suchen und diese als Axiome eines neuen Begriffes aufzufassen.
Wir kommen also zu folgender Definition. ‘

Definition 1 Gegebén gei eine Menge M. Eine Funk-
tion d:MXM — R heiBt Abstand (oder Metrik), wemn
die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(a) a(x,y) 20 Vx,y&M und aus d(x,y)=0
folgt x=y.
(b) da(x,y) = d(x,y) Vx,y€u
(¢) d(x,z) = d(x,y) + a(y,z) Vx,y,z €M,
Die Menge M mit der Metrik d bezeichnen wir als me=-
trischen Raum und schreiben [M,d] .

Aus Satz 1 folgt, daB die in (1) definierte Funktion d, eine
Metrik ist, und [ﬂn,dzj zu einem metrischen Raum macht.

Wir wollen aber noch einige weitere Beispiele metrischer R#éume
angeben.

Beispiele: 1. Wir betrachten wieder M:Tkn und definieren

n
d1(xi3) = §l |§i-'zi' . i (2)

Die Eigenschaften (a) und (b) sind offemsichtlich. Aus der Un-
gleichung [a+b| € {a] + |b] fiir reelle Zahlen folgt die Eigen-
schaft (c) ebenfalls leicht.

2. Mit 0[0,1] bezeichnen wir die Menge aller stetiger re-
eller Funktionen, die auf dem Intervall [0,1] definiert sind.
Wir definieren fiir f,g€cC[0,1]

d(f,g) := max _l'i’(t)-s(t)l : (3)
tefo

2
Un in (a) zu zeigen, daB aus d(f,g)=0 stets 'f=g folgt, miissen
wir uns folgendes iiberlegen. Aus d(f,g)=0 ergibt sich
[ £(t)-g(t)]=0 fir alle t€ [0,1]. D. h. 2£(t) = g(t) fir alle
t€ [0.1] und dami‘l:_ f=g. Die Dreiecksungleichung folgt wieder
einfach aus der oben erwdhnten Ungleichung fiir Betrdge.
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3. Als letztes Beispiel wollen wir noch eine etwas "eigen-

artige™ lMetrik betrachten. Sei M eine beliebige Menge. Fiir zwei
Elemente x,y€ M definieren wir

d(x,y) := f? ot = A (4)
Die Metrik d wird als diskrete Metrik bezeichnet. Die Eigen-
schaft (a) ist durch die Definition erfiillt und (b) ist klar.
Un (c) zu zeiéen, miissen wir zwei Fdlle unterscheiden. Wenn
x=z ist, steht links O und die Dreiecksungleichung ist trivi-
alerweige erfiillt. Ist x#z, so muB entweder x#y oder y#z sein,
go daB (c) ebenfalls erfiillt ist.

2. Offene und abgeschlossene Mengen eines metrischen Raumes

Wir wollen zuerst den recht anschaulichen Begriff einer Kugel

in [M,d] definieren.

Definition 2: Sei[M,d] ein metrischer Raum, x €M
und r »0. Dann definieren wir durch

\ Kr(x) :={ye M: d(x,y)< r} (5)
die Kugel mit dem Radius r um den Punkt x.

DaB wir mit der Anschauung jedoch leicht in Konflikt kommen,
30ll das folgende Beispiel zeigen.

Beigpiel: Im Rz mit der Metrik d1
aus (2) wollen wir die Kugel K1((O,O)J
zeichnen. '

Eine wichtige Rolle spielt der folgende Begriff einer offenen
Menge. ‘

Definition 3: Sei[M,d] ein metrischer Raum und
G & M. Die Menge G heiBit offen, wenn zu jedem z &G
ein Radius € > 0 existiert, so daB Kg(z) € G gilt.
Eine Menge F € M heifBt abgeschlossen, wenn ihr Komple=-
ment, d. h. CF := {xGM: xyF} offen ist.

Wir wollen zuerst folgende Aussage formulieren.
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Satz 2: Fir jedes x€lM und jedes r >0 ist die in (5) de-
finierte Kugel Kr(x) eine offene Menge.

Beweis: Sei zEKr(x). D. h. d(x,2z) <r und wir setzen

€ = (r-d(x,2)). Wir behaupten nun, daB Kg(z) € K_(x) gilt.

Sei dazu y&€ Kg(z) und damit d(z,y)< g . Dann gilt nach der Drei-
ecksungleichung d(x,y) <€ a(x,z) + d(z,y)< d(x,z) + r-d(x,z) = r.
Das bedeutet aber y€K (x).

Wir formulieren nun den folgenden Satz und iiberlassen den Be-
weis dem Leser als Ubung.

Satz 3: Mir jedes x€ M und jedes r>0 ist die Menge

K.(x) :=fye€M : da(x,y) £x}  (6)
eine abgeschlossene Menge.
Beispiele: 1. Wir betrachten in C[0,1] die in (3) eingefiihrte
Metrik und wollen zeigen, dad G =ff€ c[o,1]:r(t)>o,Vte[o.1j
eine offene Menge ist. Sei dazu f eine beliebige Funktion aus
Ge Wir wissen, dalBl eine stetige Funktion iliber einem abgeschlog~

genen und beschridnktem Intervall ihr Maximum und Minimum an-

nimmt. Deshalb folgt min £f(t) = f(‘to))O.
t€[0,17
Wir setzen £ = i‘(to). Sei nun g€ Kg(f). Daraus folgt

max ' | £(t)-g(t)l <f(t_ ). Deshald gilt
t€ [0, 17 .

I2(t) - g(t) < 2(t) € £(t) fir alle t€[0,17 wund somit
g(t) >0 fiir alle t€ [0,1], also g €G.

2. Sei [M,d7 eine Menge M mit der diskreten Metrik. Dann
gilt, daB jede Teilmenge zugleich offen und abgeschlossen ist.
Dazu iiberlegt man sich leicht, daB fiir r< 1 die Beziehung
K.(x) = {x} gilt.

3. Kompakte Mengen in metrischen R&umen

Ausgehend vom Begriff eines beschrénkten Intervalls in TR geben
wir die folgende '

Definition 4: SeilM,dY ein metrischer Raum. Eine
Teilmenge A € M heiBt beschrénkt, wenn es ein ¢ >0
gibt mit d(x,y) € ¢ fiir alle x und y aus A. Die klein-
ste aller mdglichen Konstanten ¢ wollen wir den Durch-
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messer der Menge A nennen und ihn mit J(A) bezeich-
nen.

Satz 4: Pir jedes x€ M und r >0 sind K_(x) undKi ) be-
~schrinkte Mengen mit {(K (x)) £ J(K (x)) € 2r.

Beweis: Fir y,z€ Kr(x) tolgtKy,z) € d(y,x) + d(x,z) ¥ 2r.
D, h. die Menge ist beschrénkt und der Durchmesser ist nicht
groBer als 2r.

Satz 5: Sind A1""'"‘A'l-: beschridnkte Teilmengen von M, so

ist auch A1 v... UA,k beschrinkt. %
Beweis: 0.B.d.A. sei A; # @ fur i=1,...,k. Ist a,€ A;, S0 set-
zen wir r:= max d(ai,a ). Weiterhin sei d = J(A ).
i J—1,...,k i—1,...’k

Man kann sich lelcht davon Uberzeugen, daB dann
da JV-.. VA ) £ ri2d gilt.

In [ﬁn,dzl ist es fiir jedes € >0 stets moglich, eine beschrink-
te Menge durch endlich viele Kugeln mit einem Durchmesser klei-
ner € zu iliberdecken. In beliebigen metrischen Rdumen ist dies
jedoch nicht méglich. Man veranschauliche sich das z. B. im dis-
kreten metrischen Raum fiir £ € 1. Diese Uberlegu.ngen filhren uns
zur folgenden

Definition 5: Sei[ M,dJ ein metrischer Raum. Eine
Teilmenge A € M heiBt priikompakt, wenn zu jedem £ 0

Elemente Xi,...,X €M mit A € i"—j‘l Kg(x;) existieren.

Eine leichte Folgerung aus den Sdtzen 4 und 5 ist, daB jede
prédkompakte Menge auch beschrénkt ist. Die Umkehrung gilt nicht
immer. Eine noch stédrkere Eigenschaft ist die folgende.

Definition 6: Sei TM,dJ ein metrischer Raum und A
eine Teilmenge von M. Ein System ;:-.{ ili e 1 heiBt

offene Uberdeckung von A, wenn fiir Jedes 1 aus der

Indexmenge I die Menge G offen 1st und A € U G
i€T
gilt. Die Menge A wollen wir kompakt nemnen, wenn zu

jeder offenen ﬁberdec]mng g endlich viele Mengen

G seee; @ m:.tA— G existieren.
i4 : i, }2/1 ij
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Wir wollen in [ﬂ,d.l] ein Beispiel einer nichtkompakten Menge
angeben.

Beispiel: In ['R,d.lj sei A = (0,1) eine Teilmenge gegeben. Wir
betrachten das System g: {G.]m mit G; = (%,1- %).

idi=3
o _
Wie man leicht sieht, gilt A = U G:i.' Nehmen wir an, daB A kom-
i= n
pakt wire, so gébe es 4,,...,1, mit A < UGi_.

3=1
Sei i, = max §i4s...,1,3, 50 gilt offensichtlich

0 g, =8 = @eisde) ¢A

. -— . — ] L

%1 1y R e Ik

Wir kdnnen hier nicht auf alle Eigenschaften kompakter Mengen

eingehen, wollen aber doch erwdhnen, dal es ein zentraler Be-
griff der Analysis ist.

Als Ubungsaufgabe iiberlege man sich den folgenden Satz.

"Satz 6: Jede kompakte Teilmenge A eines metrischen Rau-
mes [M,d] ist auch prékompakt.

Hinweis: Trivialerweise gilt fiir jedes & >0 die Beziehung

A s U KE(I).
X6A

Die folgende Aussage zeigt, daB im obigen Beispiel das Inter-
vall (0,1) keine kompakte Menge sein konnte. '

Satz 7: In einem metrischen Raum [M,d] ist eine kompakte
Teilmenge A stets abgeschlossen.

Beweis: Wir miissen zeigen, daB das Komplement von A offen ist.
Sei x€CA, d. h. x¢A. PFir jedes y€A bilden wir die Kugel

Kyoa(x y)(;;r) und erhalten eine offene Uberdeckung von A durch
das System &4 = {K1/2d.(x,y) (y)}yﬂk. Da A kompakt ist, finden wir

' €
Elemente y1,...,yn¢A mit A Y Kﬁ,/ad(x,y.)(yj).
Bilden wir £ := %— min[d(x,y.l),-..,d(x,yn)} , 80 folgt
Ke(x) &€ CA. Denn gibe es ein z € Kg(x) und z €A, so wiirde ein
ke{‘l,... ,n} mit z€ K’Vzd(x,yk)(yk) existieren und die falsche
Ungleichung d(x,y,) § d(x,z)+d(z,7,)< €+ 3d(x,3,.) £ d(x,¥,)

folgen. Damit ist gezeigt, daB CA offen, also A abgeschlossen
ist.
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4. Folgen in metrischen Raumen

sei [M,d] ein metrischer Raun. Ist fiir jede natiirliche Zahl n
ein Element xnﬁﬂ[ gegeben, so sprechen wir von einer Folge
(xn’;na.] in [M,d.]. Es stellt sich natiirlich sofort die Frage
nach der Konvergenz von Folgen. ,

Defimnmition 7T: Sind[M,d] ein metrischer Raum,
(xn)gi1 eine Folge in M und ein Element x€Ill gegeben.
Die Folge (xn)g):.' hat den Grenzwert x (wie iiblich be-

zeichnet mit lim x_= x), wenn folgendes gilt:
nepo 2
Zu jedem PO existiert ein n‘EN, so daB fiir alle

n®n stets d(xn,x) < E€gilt.

Im Fall [ﬂ ,d1] erhalten wir die schon bekannte Definition der
Grenzwerte von Zahlenfolgen. Von dort ist uns auch das Cauchy-
sche Konvergenzprinzip bekannt, das AnlaB zur folgenden Defini-
tion gibt. |

Definition 8: Sei[M,d] ein metrischer Raum. Eine
Folge (xn)z?-—-1 heiBit Cauchyfolge, wenn zu jedem € 20
ein n. €N existiert, so daB fiir alle n,m ng stets
d(xn,xm) € Egilt.

Das Cauchysche Konvergenzprinzip sagt gerade aus, daB in

Lﬂ,d.l_] Jede Cauchyfolge einen Grenzwert besitzt. In allgemei-
nen metrischen Réumen ist das nicht mehr richtig. Das fiihrt uns
zur Definition einer zusdtzlichen Eigenschaft metrischer R&aume.

Definition 9: Ein metrischer Raum[M,d] heil3t
vollstdndig, wenn jede Cauchyfolge in M einen Grengz-
wert in M besitzt.

Wir wollen ein Beispiel eines nicht vollstdndigen metrischen
Raumes angeben.
Beispiele: 1. Wir betrachten M = 0[0,1]. Jedoch mit einer an-
deren Metrik als in (3). PFiir zwei stetige Funktionen definieren
wir 1

d,(£,8) :={ lz(t)-g(t)lat. (7)

Man iiberlege sich zuerst, daB d.] eine Metrik auf M ist. Am
schwierigsten ist hierbei die Eigenschaft (a) zu zeigen. Um zu
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zeigen, daB [M.’d‘I] nicht f(ﬂ i
vollsténdig ist, betrach- 4T f @
ten wir die folgenden Funk-

tionen.

3
*

-7 1 4 St
Da das bestimmte Integral einer stetigen Funktion auf [0,1] der
Fléche unter der Kurve zwischen den Werten t=0 und t=1 ent-
spricht, erhalten wir durch geometrische Uberlegungen fiir n € m

I RN .
d‘l(fn’fm) T 2n 2m‘ 2n °
Daraus sieht man sofort, daB (fn)?f; eine Cauchyfolge ist.

Wir behaunten nun noch, daB die Folge in 0[0.1] keinen Grenz-
wert besitzi. Dazu zeigen wir, daB die Funktion

0 fir Oitt%
£(t) = 5

Grenzwert der Fo]_ge ist. Offensichtlich ist jedoch £(t) keine

stetige Funktion, also f*C[OJJ. Wir haben
d.(f. ,f) = L
¢ el + s 2n * ,
Damit 19t gezeigt, daB [C [O, 1],(11] kein vollsténdiger metri-
scher Raum ist.

2. Betrachten wir wieder Il = C[O,‘l]. Jetzt jedoch mit der
in (3) eingefiihrten Metrik, so zeigt sich, daB [2[0,1J,d] ein
vollgtundiger metrischer Raum ist. Sei dazu (In):‘fﬂ eine Cauchy-
folge in [I-ﬂ,d]. So existiert fir jedes €» 0 ein ngmit

- . | - c g
I, (s) - 2.(5)| gt LA N O I SNC)
fiir n,m ng und alle 86[0,1 . Damit ist fiir jedes feste

SG[O.1] die reelle Zahlenfolge (fn(s))g’=1 eine Cauchyfolge.

Also existiert der Grenzwert £(S) := lim fn(S) fiir jedes

NP O
S€ [O, 1]. Nun miissen wir noch zeigen, daf fn in der Metrik d
gegen f konvergiert und f € C[O,‘I] gilt. Da die Ungleichung (8)

fir alle m ® n_. gilt, folgt auch max |f (S)-f(S)I # & fiir
€ efo,11" -

n > ng. D. h. aber d(fn,f) < & fir n ® ne. Unter Verwendung der

Tatsache, daB der gleichmédBige Grenzwert stetiger Funktionen
wieder stetig ist, folgt auch fEC[O,‘l].
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2. _Abbildungen zwischen metrischen Riumen

Gegeben éind zwel metrische Réume [M d] und [ﬁ 3] Eine Abbil-
dung T, die jedem Element x€M ein eindeutig bestimmtes Element
Tx gl zuordnet, wollen wir Abbildung zwischen [N, d] und [M d]
nennen.

Als uns sohon bekanntes Beispiel konnen wir M = ¥ = =R und

d = d = d.1 betrachten. Dort kennen wir auch den Begriff der
stetigen Funktion, den wir wie folgt auf metrische Rdume aus-
dehnen wollen.

Definition 10: Eine Abbildung T von [M,d] in [i,4)
heilt stetig in x €M, wenn zu jedem l>0 ein 420
existiert, so daB aus d(x,y) € § stets d(Tx Ty) « &
folgt. Die Abbildung T wollen wir gtetig nennen, wenn
sie in jedem x€ M stetig ist.

Fortsetzung folgt! Dr. R. Einde, FSU
Bereich Analysis

PS ¢ Wir danken Jens Kandziora fiir die Idee
des Titelbildes !1!!
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Nulistellen von Polynomen (2. Fortsetzung)

Die folgenden Ausfiihrungen zur Berechnung reeller Polynom-
Nullstellen schlieBen an den WURZEL-Beitrag "Nullstellen von
Polynomen 1. Fortsetzung" im Heft 12/85 an. Sie setzen dessen
Kenntnis jedoch nicht voraus.

Gegeben sei ein Polynom n-ten Grades der Gestalt

p(x) = e x™ + a1xn-1 + eee + &

3 X + & a, £ O

n-1 n
mit reellen Koeffizienten ao,a1..{.,an_1,an. Gesucht sind re-
elle Nullstellen x = z dieses Polynoms, d. h. reelle Zahlen z
mit der Eigenschaft ‘

plz) = 0.
Desweiteren sind stets reelle Nullstellen gemeint,
wenn von Nullstellen des Polynoms die Rede ist.

Das Halbierungsverfahren

Nach dem im oben erwihnten Wlurzelbeitrag hergeleiteten Lehr-
satz 1Bt sich flir jedes Polynom auf der x=-Achse ein endliches
Intervall angeben, suBerhalb dessen keine Nullstellen des Poly-
noms liegen konnen. Falls das betreffende Polynom iiberhaupt
Nullstellen besitzt (Gegenbeispiel: p(x) = x2+1), o0 miissen
diese sémtlich in dem genannten Intervall liegen.
Wir nehmen nunmehr an, daB wir beim "Abtasten" dieses Inter-
valls, d. h. bei der Berechnung der Funktionswerte p(x) fiir
hinreichend viele x-\Wlerte am Rande und im Inneren des Inter-
valls einen Wechsel des Vorzeichens von p(x) festgestellt ha-
ben. Dies bedeutet, daB uns eine Stelle a und eine Stelle b
bekannt sind, fiir die gilt

p(a)<0 p(b)> 0.
Dann muB3 (mindestens) eine Nullstelle z von p(x) zwischen a
und b liegen. Siehe Fig. 1, wo a4b ist; der Fall a-b ist aber
ebenso zugelassen.
Fir das Folgende nehmen wir an, daB zwischen a und b Zenau
eine Nullstelle z liegt. Dies ist insofern keine wesent-
liche Binschrénkung, als im Falle, daB mehrere Nullstellen ZWi-
schen a und b liegen, das im folgenden beschriebene Halbierungs-
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verfahren v on selbst auf ein Intervall mit genau

einer Nullstelle fiihrt.

Wir halbieren nunmehr das durch a und b begrenzte Intervall,
indem wir dessen Mittelpunkt
"1:2%12
berechnen. Betrachten wir X4 als “JN dherungswert?™n
von z, so ist sein "Fehler" | x,-z| offensichtlich kleiner als
die halbe Intervall-Ldnge |b-a|, d. h. es gilt ,*
lx1-zL4 S, Sq = \ b-al/2.

00

Fig. 1

Um einen Néherungswert X5 mit einer halb so groBen Fehler-
schranke S, = |b-a|/4 zu erhalten, muB folgende Fallunter-
scheidung getroffen werden: ! g
p(x1)>-0 (Fall I); p(x1)<10 (Fall II); p(x1) =0 (Feall III).
Im Fall I liegt z zwischen a und X1, im Fall IT zwischen x, und
b, im Fall III ist X4 = z und man hat die Nullstelle gefunden.
Die Wahl von X, erfolgt daher nach der Vorschrift

x, = (a+x,)/2 (Fall I) oder x, = (xy+b)/2 (Fall II).

Durch Halbierung des von X4 und X, begrenzten Intervalls ergibt
sich Xq mit der Fehlerschranke S3 = 82/2 usw.
llan hat auf diese Veise ein "Halbierungsverfahren" in Gang
gesetzt, bei dem die Anzahl N der erforderlichen Halbierungen
im voraus angegeben werden kann, um eine vorgeschriebene Ge=
nauigkeit € zu erreichen. Um die Fehlerschranke Sy unter € zu
 driicken, muB wegen Sy = | b-a| /2" die Anzahl W so groB gewihlt
werden, daB gilt

N> b-a /g .

So0ll die sukzessive Berechnung der Naherungswerte X11Xpseee
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automatisch auf einem Computer erfolgen, so miissen die einzel-
nen Schritte zunidchst in Form eines "Ablaufplansght"
ganz konkret festgelegt werden. Anhand eines solchen Planes
wird dann anschlieBend ein Programm in einer fiir den Computer
verstandlichen Sprache angefertigt.

Fir den menschlichen Rechner (z. B. unter Ver-
wendung eines Taschenrechmers) ist der Ablaufplan bereits aus-
reichend.

In den folgenden Ablaufplan wurde eine TestgroBe T eingefithrt,
mit deren Hilfe die erreichte Genauigkeit festgestellt wird

Ablaufplan des Halbierungsverfahrens
(Voraussetzung: p(a)< 0, p(b)>0)

1. Setze T = 2

2. Berechne x = (a+b)/2

3. Falls gilt p(x) = 0, setze z = x und beende das Verfah.en
Andernfalls gehe weiter zu 4.

4. TFalls gilt T >lb-al|/g , akzeptiere x als Tiherungswert
fiir z. Andernfalls gehe weiter zu &

5. Falls gilt p(x)<« 0, s0 erteile der iruBSe a den neuen ‘vert x,
wdhrend b seinen alten Wert beibehdls. Ardernfalls erteilc
der GroBe b den neuen \lert x, wihrend a seinen alien et
beibehiilt.

6. Verdopple den Vert der TestgriBe T

7. Gehe zuruck zu Schritt 2.

Um bei, Zangere:n Ablaufplinen d.e Uberusicht!.chieit zu erhohen.
5tellt man den Plan i1 Form eines "Flufdia, - armms! dar: fur un-

Jer Beisp-.el etwa in der folgenden ve..ce:
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|

Hierbei haben wir das "Ergibt"-Zeichen := eingefiihrt. Es kann

in Vorten wie folgt erklirt werden: Der zukinftige

Wert der links vom Zeichen stehenden GriBe. ist gleich

dem augenblicklichen Wertder r e chts
vom Zeichen stehenden GrioBe. |

Das Hélbierungsverfahren ist nicht auf die Berechnung reeller
Nullstellen von Polynomen beschrinkt. Anstelle von
p(x) kann eine beliebige stetige Funktion
f(x) treten. Fiir Polynome besteht allerdings der Vorteil der .
leichten Berechenbarkeit seiner Funktionswerte und der Ermitt-
lung eines einschlieBenden Intérvalls'[g,ﬁ] mit Hilfe der Ko-
effizienten des Polynoms.

Da es sich beim obigen Verfahren durch das Zuriickgehen von 7.
zu 2, um die sténdige Wiederholung ein und derselben Entschei-
dungs- und Rechenschritte handelt, spricht man von einem
"iterativen Verfahren?" oder auch.
"Iterationsverfahrent (iterum, lat. wie=-
derum).
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Eine wichtige praktische Anwendung von Verfahren zur Nullstel-
lenbestimmung fiir Polynome isgt die Berechnung der n-ten Wurzel
aus einer positiven Zahl ¢ 'als Nullstelle des Polynoms

p(x) = x* - ¢ c» 0.

.Dieses Polynom begitzt genmau e i n e positive Nullstelle,
die bekanntlich zwischen 1 und o liegt.

Wir stellen uns als Zahlenbeispiel die Aufgabe, mit Hilfe des
oben beschriebenen Halbierungsverfahrens die Quadratwurzel aus
der Zahl Zwei zu berechnen, und zwar bis auf einen Fehler, der
kleiner als €& = 0,005 sein soll.

Wehlt man a=1, b=2, so ist die TestgroBe T mit der Zahl

\b-al /&, = 200 zu vergleichen. Wegen 27 < 128, 6% 256 sind
also 8 Iterationsschritte auszufiihren:
T a b x=(a+b)/2 x2—2
1.0 2.0 1.5 positiv
212 2 1.0 1.5 1.25 negativ
22 2 4 1.25 1.5 1.375 negativ
23 - 8 1.375 1.5 1.4375 positiv
2 = 16 1.375 1.4375 1.40625 negativ
22 = 32 1.40625 1.4375 1.421875 positiv
2 = 64 1.40625 1.421875  1.4140625 negativ
27 < 128 1.4140625  1.421875 1.41796875  positiv

2° = 256  1.4140625 1.41796875

2 1l&Bt sich also einschlieBen in der Form =

1.414< 2'< 1.418 ,
wofiir man auch oft kiirzer schreibt

~ {2"= 1.416 + 0.002."

Meistens werden jedoch Néherungswerte durch endliche Dezimal-
briiche dargestellt, wobei folgende Vereinbarung zugrundegelegt
wird: Der Ne&herungswert ist richtig bis auf eine ha 1 b e
E-inhedit der letzten angegebenen Dezimale hinter dem De=-
zimalpunkt. | |
Die Schreibweise

~2'= 1.41

ist also eine Kurzform fiir
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2' = 1.41 £ 0.005

Um die zuletzt angegebene EinschlieBung flir {2-'211 erhalten,
miiSte noch ein Halbierungsschritt durchgefiihrt werden.

’

Wie schon erwédhnt, ist das Halbierungsverfahren sehr allgemein
einsetzbar zur beliebig genauen Bestimmung der Nullstellen ste=
_tiger Funktionen. Es besitzt auBerdem den Vorteil, daB man eine
EinschlieBung flir die gesuchte Zahl erhdlt.

Als Mangel kann lediglich die hohe Schrittzahl zur Erreichung
einer vorgegebenen (noch nicht einmal allzu hohen) Genauigkeit
ins Feld gefithrt werden. In einer weiteren Fortsetzung sollen
"schnellere" Verfahren zur Nullstellenbestimmung bei Polynomen
vorgestéllt werden.

Prof. Wallisch, FSU

Eigenschaften metrischer Rdume (1. Fortsetzung)

Eine Verschdrfung des Stetigkeitsbegriffes gibt die folgende
Definition 11: Rine Abbildung T von [i,a] in [i,4]
erfiillt eine Lipschitzbedingung, wenn es eine Kon-
stante ¢ »0 gibt mit d(Tx,Ty) & cd(x,y) fiir alle
X,y €M,
Kann man c€1 widhlen, so nennen wir T kontrahierend.

llan kann sich leicht liberlegen, daB jede Abbildung, die eine
Lipschitzbedingung erfiillt, auch stetig ist.

Betrachten wir nun eine Abbildung T, die [ M, a] in sich abbildet.
Dann ktnnen wir die Frage stellen, ob Elemente x &N existieren,
fiir die Tx = x gilt. Wir wollen diese Elemente Figu.nkte der
Abbildung T nennen. .
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Beispiele: 1. Nehmen wir im all [1,a] ='[R? q,] aie avbii-
dung T(g1,52) = (52.31). Es ist leicht zu cehen, daB ein Punkt
genau dann Fixpunkt ist, wenn 31: 52 gilt.

2. Sei It = ¢®0,1] die lienge aller beliebig oft differen-
zierbaren Funktionen iiber [0,1]. Viir definieren fiir f € C“?b.f]
die Abbildung Tf = $& = £'. Wie wir wissen, gilt fii-

5(t) = ke? (keR) die Beziehung g'(t) = g(t). D. h. die Junk-
tionen ket sind IFixpunkte der Abbildung T. ilan kann in der

Theorie der Diffarentialgleichungen zeigen, daB damit alle
-Fixpunkte von T erfaBt sind.

Wie ist es nun miglich, einer Abbildung T von lI in sich "anzu--

sehen", ob sie Fixpunkte besitzt und diese zu bestimmen. Line

ganz wichtige Rolle spielt hierbei das folgende Theorem, wel-

ches auf den beriihmten polnischen liathematiker 3tefan BANACH
(18¢2-1c15) zuriickgeht.

Theorem: (Banachscher Fixpunktsatz) Sei [M,d] ein
vollstiindiger metrischer Raum und T eine kontrahie-
rende Abbildung von [1i,d] in sich. Dann besitzt T
genau einen Iixpunkt.

Beweis: Der Beweis ist von selbsotiindigem Interesse, da hierbei
ein konstruktives Verfahren sur Bestimmung des Fixpunktes ange-
geben wird. Wir werden darauf noch zurickkonmen. Zuerst wollen
Vir zeigen, daB es nur einen Fixpunkt geben kamn. Da T lontra—
hierend ist, gibt es ein O €c €1 mit d(Tx,Ty) % cd(x,y) fiir
alle x,y@lLlL \lirden zwei M xpunkte X und %y nit Tx,l: %4 und
Tx2= X, und X4 txz existieren, so wiirde

d(x1,x2) = d(h.l,T}:z) & cd(xT,x2J<d(x1,}:2) folgen, was nicht
moglich ist.

Liun wollen wir die Lxistensz eines Mixpunktes zeigen. Dazu be-

trachten wir ein beliebiges “lement x €11 und definieren induk-
4 : @ ! _ o

tiv die Folge (x,),_, durch X, = Tx,_q- Vir behaupten nun, dal

diese Folge gegen einen (den) PFixpunikt konvergiert. Um die Kon-

vergenz der Folge (zn)gi1,zu zeigen, genligt es zu lberpriifen,

ob (anELT eine Cauchyfolge. bildet. ils gilt



10,5. ' metrische Riume

d(xn+1.x ) = d(Txn,Tx 1) l-cd(xn,x 1) € ... €£¢ d(x X )
Fir n € m gilt dann ' .

d(:rm xn) % d(xm X 1)+...+d(xn+1,x )
& (4™ 1+...+c: )d(x.l,xo)

B(o™ Py, .. 4041 )d(::_l ,xo)

(9)

€
n 1

é (] m‘d(x1 ,_Xo).

Da die Zahl c&€1 ist, wird die rechte Seite kleiner als jedes

€>0, sobald n @ ng und damit m,n ¥ ne ist. (xn)m1 ist also

eine Cauchyfolge und da [4,d] vollsténdig ist, existiert

dazfzkazundsomit1-

= & 1 ist. Die Konstante ¢ konnen
1%
wir also als % wihlen. Fiir beliebigen Startpunkt x € M konver-

giert also (x )n -1+ gebildet durch x, = Ix_ -1 gegen d:.e Zahl" 8.
Nehmen wir z. B. a=2 und als Start'wert x -2, so folgt:

x,= §(2+ 2y5 }_; X,= 1(2 + %)= 11'1; X33 %(% %):2—3—3— usw.

Weiterhin wlssen wir aus der Fehlerabschd.tzurg

C R
Vx - 420 = 1% bxpex | = —- -1
2

Offensichtlich 1l&B8t sich dieses Verfahren gut programmieren.

N

2. Wir betrachten M = Cm[0,1] Das war die Menge aller
beliebig oft differenzierbaren I‘un.ktlonen auf [O 1] Als HMetrik

nehmen wir wieder d(f,g) = mafx |f(t)—g(t)| Wie wir in einem.
- telo,1
fruheren Belsplel gezeigt haben, ist das ein vollstandlger me-

trischer Raum. Wir suchen eine Funktion fecmlo y die die
Differentialgleichung f£'(t) = £(t) und die Anfangsbedingung
£(0) = 1 erfiillt. Unter Verwendung des bestimmten Riemannschen
Integrals gilt dann ; .

ot

t
J £'(s)as = § £(8)as.
o ; ]
it £(0) = 1 folgt daraus '
t
f(t) _'..r .f( )du + 1.
o
Ds he- £ 18t ein Plxpu.nkt der Abbildung Tg(t) _} g(s)as + 1.

Offensichtlich bildet T den metrischen Raum i, d in sich ab.

(o]
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= lim x . Un zu zeigen, daB x der gesuchte Fixpunkt ist,
n- @
miissen wir @&(Tx,x) abschétzen. Es gilt

d(x,x) & d(Tx,Txn) + d(Txn,x ) + d(xn,x)

(10)
< cd(x-,xn) + d(x :

n+1 rxn)'l' d(xn!x)o

Da die Ungleichung (9) fiir alle m ®n gilt, folgt auch
n .

d(x,x,) € 3— d(x;,%,) und demit in (10)
a(Tx,x) € (™ 1ecPrc?) "I—— d(xy,x, ). .

Das wird wieder beliebig klein flir geniigend groﬁe n.
Das bedeutet d(Tx,x) = O und damit Tx = x. L

Aus dem Bew-eis des Theorems sieht man, daB man sich fiir belie- .
bigen Startwert X, €M durch iterative Bildung von X, = Txn_1
dem Fixpunkt belleblg gut anniihern kann. Wir haben sogar eine
- Abschétzung fiir den Abstand von x zum Fixpu.nkt. \I.{le wir be-
reits im Beweis zelgten, gilt na.mlich d(x,xn) = 1— d(x1,x e .
Dieses Verfahren wird auch als Methode dexr sukzessiven Appro-

ximation bezeichnet.

Beispiele: 1. Gegeben ist eine positive Zahl a. it Hilfe de¥
Banachschen Fixpunktsatzes wollen wir Fapproylmieren. Zuerst .
miissen. wir einen vollsténdigen metrischen Raum [I-.!,d] und eine
Abbildung T angeben. Vir setzen Il = {z eR:z 20, 22 > a]u.nd
d=d'1 Vie man sich leicht iiberlegt, ist [M,,d] volstandlg. Die
Abbildung T definieren wir durch y = Tz := §(z+ 2). Demn sei x
ein Fixpunkt von T, so folgt 2x2 = x2+a oder x2—a und x = Ya.
Wir miissen noch zelgen, daB T wieder in Ii abblldet. Dazu muB
Tz ® 0 und (Tz)° » a gelten. Tz ® 0 ist trivial. Und

O (12)% = H(P+2as ;—) -DI(23+2&) = a. P
Hierbei haben wir verwendet, daB (z- -) 2 ,-2a+ —2- i 0 ist.’
Es bleibt noch iibrig, zu uberprufen, ob T kontra.h:.erend ist.

s gllt d(T--1s 2) = 'TZ1 T22 I = Iz(Z?-Zz)'l' E(EI- -_"Z-;),'

|

1 Za=Z, °
b2(zq-2)+ %(z$221)|

€ 1 dlzq,2,),

%'z1'22||



1o7 : ' ' metrische Réume
Ist T eine kontrahierende Abbildung? Es gilt

y : . } I o o
d(Tg1,Tg2) =] § gy(s)as - § gE(S)dS|¢ 81(5)-g,(8) as

&t sw lg.I(S)-gz(S)l ¢l a(g1,g2).

: - Se [0, —]
Starten war mit der Funk'tlon £, (t) = 1. Damn g:th f1(t) = t+1;
fz(‘b) 1;2— +t + 1 und allgemein '

: tn =1 t2 - ' |
£, (%) = '(*I'JT teeet+ 5 + t + 1. Vir erhalten auf diese

'Weise dle Taylorreihe der Funktion f£(t) = et.

Zum SchluB noch zwei

Bemerkungen: 1. Die Richtigkeit der Ungleichung

d(Tx,Ty) < d(x,y) fir alle x # v aus Il liefert noch nicht die -
Existenz eines F111:pumctes. lian betrachte hierzu I -[1 @ s

2. Ist I{ eine kompakte Teilmenge des vollstidndigen metri-
schen Raumes [M d] und T bildet K in sich ab, so folgt aus
d(Tx,Ty) €d(x,y) fiir alle x # y aus K bereits die Existenz
. eines eindeutig bestimmten Fixpunktes. Dazu betrachtet man die
stetige Punktion P(x) := d(x,Tx) auf K. Verwenden wir, daB
eine stetige Funktion auf einer kompakten Illenge ihr Liinimum -
annimmt, folgt die Existenz eines x™€ K mit
P(x*) = min{d(x,Tx): xek}. sei 7x* # x* } so folgt |
‘a(rx®,T(Tx*)) < d(x*,Tx*). D. h. P (Tx*)< (x*). Das ist jedoch
ein Widerspruch zu _p(x_') =min{P(x): xe K} -De he x* ist ein
Fixpunkt. Die Eindeutigkeit folgt genau wie beim Beweis des .
Banachschen Fixpunktsatzes. 'ie man sieht, ist im. Belsplel 1
die lienge [ 1,® ) nicht kompakt. Kann sie auch n:l.cht seid,’ denn
nach Satz 6 ist jede kompakte llenge prikompakt und also auch
beschrénkt. Das Intervall 1,0 ) ist aber nicht be_schrankt.

Dr. Linde, FSU
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XXV. Olympiade Junger Mathematiker
Aufgaben Klassen 11/12

1.

3.

4.

Zu einer Feier erschienen fiinf Gidste. Der Gastgeber stellte
fest, daB unter je drei von diesen Gédsten stets zwei gind,
die sich wechaelseitig kennen, und zwei, die sich nicht ken~
nen.

Man beweise, daB der Gastgeber seine fiinf Gidste so an einen
runden Tisch setzen kann, daB an beiden Seiten Jjedes Gaates
Bekannte dieses Gastes sitzen.

Es seien Qq19pseeesqy (n 2 2) paarweise verschiedene Prime
zahlen. . ‘ _
Man beweise, daB aus dieser Voraussetzung stets

q, 3 + 1 . q23 + 1

+ 1
ceee s B o 38
3 3 ’ a3-1
folgt.
Gibt es eine PFunktion, die fiir alle reellen Zahlen definiert
ist, reelle Funktionswerte hat und die folgenden Bedingungen

(1), (2) erfiillt?
(1) Piir alle reellen Zahlen x und ¥y gilt

f(x+y)_ - fixgx'l'rfy‘;Z .

(2) Es gilt £(1) = } .

Es sei A1h2A3A4 ein Tetraeder'mit gegebenen Kantenliéngen

AA, = e,

A'IAZ =a, AA, =D, A1A4 = G, AEAB = d, oha

173
f.

3 4
Man untersuche, ob es einen Punkt P im Raum gibt, so daBd’
die Summe s der Quadrate der Absténde des Punktes P von den
Eckpunkten des Tetraeders einen kleinsten Wert annimmt.
Falls das zutrifft, ermittle man Jeweils zu gegebenen
8y, b, ¢, d, e, ¢ diesen kleinsten Wert von s.
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5. Es sei (p,) die Folge der ihrer GriBSe nach geordneten Prim-
zahlen, d. h., es sei p1-2, p2=3, 3—5. 4—7....
Man untersuche, ob es eine natiirliche Zahl N derart gibt,
daB fir alle natiirlichen Zahlen n mit n>» XN die Ungleichung
P> 4n gilt. :

6A, Eine im dekadischen Positionssystem dargestellte natiirliche
' 2ahl sei "Spiegelzahl" genannt, wenn ihre Ziffern symmetrisch

aufgebaut sind, d. h., wenn die erste und die letzte, die
zweite und die vorletzte usw. Ziffer iibereinstimmt.
Zum Beispiel sind die Zahlen 358853, 27672, 44444 Spiegel-
‘zahlen. : \
Man untersuche, ob es zu jeder zweistelligen natiirlichen
Zahl a, deren letzte Ziffer von O verschieden ist, eine von
0 verachiedane-Spiegelzghl gibt, die durch a teilbar ist.

6B. Piir jedes Dreieck ABC bezelchne d die Lénge des Inkreis-
durchmessera, g die groBte Seitenliinge und € die GriBe des
kleinsten Winkels dieses Dreiecks ABC.

a) Man beweise: Eg gibt eine Konstante K, so da8 fiir jedes
Dreieck ABC die folgende Ungleichung (1) gilt:

1 < K
d g.osing °

b) Unter allen Konstanten K, fiir die die in a) zu beweisen-
de Aussage gilt, ermittle man die kleinste Konstante,
falls diese existiert.

(M

Llne_are Optimierung (Fortsetzung)
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3. Graphische Ldsung linearer Optimierungggrobleme

Bisher wissén wir, wie das mathematische Modell eines linearen
Optimierungsproblems aussieht (siehe (3') in Abschnitt 2).
AuBerdem wurde fiir einige typische Aufgabern zur linearen Opti=-
mierung das jeweilige mathematische Modell aufgestellt. (Es
‘ist iiblich, diesen Vbrgang als mathematische Modellierung.zu
bezeichnen.)-

Jetzt wollen wir uns mit der Losung linearer Optimlerungspro-
bleme beachaftlgen, wobei in diesem Abschnitt der Fall zweier
Verénderlicher behandelt wird. Zunéchst wenden wir uns dem Bei-
spiel 1 zu: '

Z2(x) = E_!x.l' + 9x2_ -5 max (4.0)
X, + X, £ 8000 (4.1)

x, + 1.5x, £ 10500 (4.2)

. £ 4500 (4.3)

x, & 6000 (4.4)

X, Z0 “ (4.5)

x, 20 . (4.6)

Der besseren Handhgbﬁng'wegen werden Zielfunktion und Nebenbe=-
dingungen numeriert. Das Problem graphisch zu losen bedeutet:

- Graphische Darstellung des zula531gen Loaungsbereiches'
(4.1) = (4.6) '

= Suche eimer optimalen Ltsung beziiglich der Zlelfunktlon
(4.0) auf mogllchst einfache Art und Weise.

Wir stellen uns zunachst vor, daB die NB (4. 1) = (4.6) in Form
von Glelchungen vorliegen (fiir den allgemeinen Fall (3') sind
sowohl Gleichungen als auch Ungleichungen als NB zugelassen).
In einem geeignet gewahlten Koordlnatensystem kann zu jeder
der Gleichungen die entsprechende Gerade konstrulert werden.
%o - B fhhrt_x + X, = 8000 auf die Geradenglelohung

- ' X, = =X; + 8000, A (4.1')
Die durch (4.1') festgelegte Gerade wollen wir mit g, bezeich- _
nen. Die aus den NB (4.2) - (4.6) resultierenden Geraden seien
82;83:0-- 1 8¢ '
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Damit ergibt sich das folgende Bild:

Bild 1

oo

-

'I.'lu ‘_ﬁ» h 6;0

* Zu bemerken ist, daB die Geraden &5 bzw. g¢ mit der x,-Achse
bzw, xz-Achae identisch sind. Nun sind aber alle NB in Form
von Ungleichungen gegeben. Wir betrachten wieder (4.1):"

Sei M.l ={x='(x1,x2_) 2 Xq 4K, 5.8000] %
Es ist leicht heréuszufinden, daB in'M1’a11e Vektoren
x é,(;1,x2) liegen, die. entweder auf der Geraden g4 oder "un-
terhalb" von'g1 liegen. Wir wollen eine Menge
ft --[z=(x1,x2) :agXy + ayx, é”b1}_ i.w. als abgeschlossene
Halbebene_(Halbraum).odgr kurz Halbebene bezeichnen (a1.a2,b1
sind beliebig aber fest gewidhlte reelle Zahlen).
Da sich der zul&ssige Ldsungsbereich M von Beispiel 1 als
Durchschnitt der durch (4:1) - (4.6) gegébenen Halbebenen
My,My,...,M; ergibt, erhalten wir:

Sy,
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X
Rooo
Gm' Bild 2
pL T
_nllllllll" ) >
G0 Rece Xy

Wie leicht zu sehen ist, wird:-die Kontur des zuldssigen Lid-
. sungsbereiches I durch die Geraden Bqse+0:8¢ festgelegt.
In M ist nun eine solche .Losung x zu suchen, fiir die
2(x*) = 2% = 8x? + 9x) - 8x, + 9x, '
fiir alle x = (x1,x2)e ) gil'l:'.
Dazu betrachten wir

z(x) = 8x, + 9x, = Cor (5)

fiir eine beliebig aber fest gewdhlte Zahl o,
Schreiben wir (5) als Geradengleichung auf, so ergibt sich

8 %o
=ETg Xty . .
Wird ¢ = 00/9 ‘gesetzt, dann erhalten wir:
x2=-§x1+c. (6) ;
Bekanntlich ist x = (0,c) der Schnittpunkt der durch (6)

112
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festgelegten Geraden mit der xz-Achse.
Da Beispiel 1 ein Maximumproblem ist, liefert die griéBte Zahl
‘¢, die durch eine zuldssige Losung x = (x.l-,xz)EM realisiert
wird, eine optimale L&sung des Problems. Ein derartiges ¢ kann
wie folgt gefunden werden. ' " '
Zundchst wird die Gerade

X, =-8X +0 mitc=0  konstruiert.

Diese Gerade enthdlt die zuldssige Losung x = (0,0).

Durch Parallelverschiebung nach 'oben!'' ergibt sich eine Gera-
denschar mit groBSer werdendem c, wobei auf jede dieser Geraden .
zuléssige IYsungen x€& M. liegen. SohlieBlich finden wir eine
Gerade g*, gegeben durch

x2=--g-x1+c" mit

¢™ = 69000/9 und :

x ™= («1,x3) = (3000,5000) €M als Schnittpunkt der Geraden >
und 8,- Jede noch so klleine weitere Verschiebung nach 'oben'
wiirde zum Verlassen des zuléssigen Losungsbereiches 1M fithren
(siehe Bild 3).

rooee § '

oo |
Bild 3

2000 -

\{

oo v
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Die 0pt1male Losung x von Beispiel 1 ist somit gafunden. Das
Schiff ist also mit 3000 t von Gut G1 bzw. 5000 t von Gut G2

. zu beladen. Bei dieser Beladung wird der griBte Transportgewinn
-erzielt und zwar 69000 IM.

Wir wollen weitere einfache Beigpiele betraohtén:

Z(x) = 5x, = 3x, —> min - (7.0)
X, = x1 z 1 . (Te2)
x, . %20 _ (7.3)

Darstellung des zuléssigen Losungsbereiches:

. Bild 4

Offenbar gibt es keine zuldssigen Lssungen.
Die Aufgabe ist damit nicht realisierbar.

Z2(x) = X4 + Xy*—> max ' : (8.0) 
x, - X, 2 - (8.])
X, = X, & 1 - (8.2)

Piir den zuléssigen Losungsbereich erhalten wir:
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Bild 5

Wie leicht zu at-:'hen ist, existieren zuliéssige Lsungen. Den-
-noch ist das Problem (8.0) - (8.4) nicht realiaierbar. Es gibt
kein x aus dem zulassigen Losungsbereich mit Z2(x*) 2 z(x) filr
alle x& M. Filr jede beliebig aber fest vorgegebene Za.hl a»o, .
exigtiert ein x€&M mit Z(x)>a (z. B. ist xz=(a,a) zulésgige

Losung mit 2(x) = 2a»> a).

Zu bemerken ist, da8 fiir die Zlelfu.nktion Z(x) = x1+x2—r min
iber dem zuldssigen Losungsbereich (8.1) - (8.4) eine optimale

Losung zu finden ist.
Als letztes Beispiel betrachten wir:

CZ(x) = X, + X, ~—b max '(9.0_)
2xy +x, % 2 = (9.1)

Xy + X5 2 (9.2)

x 1. o (9.3)

X, ‘tz 0o (9.4)

;r.2=-x1 +2
Z*=2 Z-B.

L

realisiert
* " durch x*=(0', 2)

Bild 6
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Dieses Problem ist realisierbar. Es gibt- sogar unendlich viele
optimale Losungen (alle Losungen, die auf der durch die Vekto-
ren (0,2) und (1,1) festgelegten Strecke liogen).

Folgende einfache Aufgaben sollte nun jeder eimnmal versuchen

zu ldsen:

Gegeben sei der durch (9.1) - (9.4) festgelegte Losungsbereich M,
Gesucht ist: '

‘xeM ' | ' g
xC M
3. i(x) = x, - Xy ——> max
. xCc M '
Die bisherigen Ausfilhrungen zusammengefaB8t erhalten wir als
Vorgehensweise bei der graphischen Losung 1ine§rEr Optimierungs-
probleme:

1. Komstruktion des zulédssigen Ldsungsber91chea M
(i» a. Durchschnitt von Geraden und Halbebenen)

2. Falls M = @, dann ist das Problem nicht realisierbar -

3. Formulieren_d;} Geradengleichung C4X4 + €%, = ¢ filr ein
geeignet gewdhltes c, (z. B. c°=0) '

4. Durch Parallelverschiebung ist entweder eine optimale Li- |
sung zu ermitteln oder festzustellen, da8 das Problem zwar
zuldssige Ldsungen besitzt, aber nicht realisierbar ist.

Bemerkungen:
- Fir die. Zielfunktion Z2(x) = 04Xq + CpX, kann 0.B.d.A. ange-

nommen werden, daB wenigstens eine der Zhhlnn ¢q bzw. c, von
Null verschieden ist (02 0 gehdrt zur Gleichung

01- oo cO
X, = = EE X, + EE » G5 = 0 fithrt zu Ty = E? y in diesem Fall

erhalten wir eine Schar von zur 12-Aehse parallelen Geraden).

= Fir NB der Form a,x, + a,x, £ b, (bzw. a;x; + a,x, = b,) kemn
ebenfalls vorausgesetzt werden, daB wenigstens eine der Zah-
len G bzw. a,. von Null verscﬁieden ist.
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- Die Richtung, in die verschoben wird, um eine optimale Li-
sung zu finden, hingt vom Aufgabentyp (Minimum- bzw. Maximum-
suche) und vom Koeffizienten -01/02 (falls ¢, = 0) bazw.
colc1 (falls c, = 0) ab.

Losungen

Am Ende dieses Abschnitts sollen noch einmal alle Félle ange-
geben werden, die bei der Behandlung linearer Optimierungspro-
bleme mit zwei Veréinderlichen auftreten kdnnen:

1. Es gibt keine zulédssigen Ldsungen.
2. Es gibt zwar zuldssige Ldsungen, aber das Proplem ist

nicht realisierbar.

3. Das Problem ist realisierbar. Dabei kann die optimale
Lésung eindeutig bestimmt sein, oder es werden unend-
lich viele optimale Ldsungen gefunden.

Im Falle der Realisierbarkeit eines Problems ist zu sehen, daB

die optimale Losung auf dem Rand des zuléssigen Lisungsberei-

chea liegt. Mehr noch, falls ein Problem realisierbar ist

(z. B. (4.0) = (4.6) oder (9.0) - (9.4)), dann gibt es wenig-

stens eine Ecke im zuldssigen Losungsbereich, die das Optimum

Dr. Dathe, FSU

Fortsetzung folgt! Sektion Mathematik

Lésungen DDR-Olympiade
s 3’

1. Die Plétze seierd, rund um den
Tisch in dieser Reihenfolge, ,/ /
0, 1, 2, 3, 4. // /
Nach Voraussetzung gibt es zwei 7 /
miteinander bekannte Gidste; -zwei 60—~ - — &
solche setze man auf die Plidtze '\\\\1, :
1 und 2. Unter den drei iibrigen >
Géasten gibt es nach Vorausset-
zung (iiber diese beiden Gidste bekannt
und Gast 1) mu8 Gast 1 einen === =—nicht bekannt
der beiden kennen; einen solchen Abb.
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2.

keiner ware mit 4 bekannt. Also ist der von 2 veraohiedene _

'Bekannte von 3 der Gast 4.

Ebenso folgt, da8 4 auch der von 1 verachiedene Bekanrste von
0 ista

n : . 3
: e ; k- + 1
Fir jede natiirliche Zahl k = 2 sei zur Abkiirzung a, = Sperest
' i k” -1
gesetzt.

Dann sind alle ak>f1. Es geniigt somit, Félle mit n = 4 zu béf
‘trachten, da man im Fall n = 2 oder .n = 3 zwei bzw. eine wei-
tere Primzahl wihlen, demit das Produkt zu einem analog ge-

- bauten griBeren aus 4 Faktoren ergénzen und dieses wie im -

rolgenden abschitzen kann

| Ferner ist aus 8, = 1 + —5- ersichtlich, daB die Folge der

- monoton fallend ist: Aus k = h folgt stets
By “k ®n*
Nimmt man die n Primzahlen

Q1s A qu Q4{ q5n-¢03qn .
0.B.d.A. der GroSe nach geordnet an, so sind sie jeweils

"+ griBer oder gleich den ersten n Primzahlen

2, 3, 55 Ty Myeees by ;
und diese sind jeweils groBer oder gleich den Zahlen
2! 3! 5. 7’ 9,.0., 211-1.

Somit gilt
' P _ Q4 E ™ 6!

q, = 2n-1> 2n-2.
Daher gllt fﬁr die zu untersuchende Zahl

' A e B e B e B v wes s B
ik Q1 aq2 q3 V] A5 : N
die Unglelchung

p2 = 322.332.a .(a6.a7) (ae.a Jo ses .(a2N 0* 8oy 1). (1)

Weiterhin ist . _ : 5
¥ 4+ 1 = (k+1)(k 241), K3 = 1 = (k=1)(k2+k+1)

und darln k +k+1 = (k+1) - (k+1) + 1; d'.h" mit der Ab=-



118

Lﬁsungeg”

setze man auf Platz O. Den anderen setze man auf Platz 3; er
mu 2 kennen, da er O ‘nicht kemnt und da O, 2 sich nicht
kennen (wegen der Bekanntschaft von Q, 1 und "1, 2). Wegen
der Bekanntschaft von 1, 2 und 2, 3 kennen sich 1, 3 nicht.
Somit gilt (Abbildung):

Es kennen sich: : 0, 15 1, 2; 2, 3;

es kennen sich nicht: 0, 2; O, 3; 1, 3.

" Der noch nicht plazierte Gast 4 kennt (mindestens) einen der

Gdste 0, 3 (da diese sich nicht ‘kennen). Ferner gilt:
Wenn sich 0, 4 kennen, so folgt:

Es kennen sich auch 0, 1, folglich kennen sioh 1, 4 nicht
und auch 1, 3 nicht, also kennen sich dann 3, 4.

Wenn sich 3, 4 kennen, so folgt:

~ Es kennen sich auch 2, 3, féigiich kennen sich 2, 4 nicht

und auch O, 2 nicht, also kennen sich dann 0, 4.

Also kennt 4 sogar beide Géste O und 3.

Die Sitzordnung O, 1, 2, 3, 4 erfﬁllt somit alle Bedingun-
gen der Aufgabe. -

2e Lﬁsgggsweg:

Man beweist zuerst, daB jeder Gast hochstens zwei .andere
kennt: Wiirde ein Gast A drei andere Géste B, C, D kennen,
80 widren je zweil von diesen mit A, also nicht miteinander
bekannt, im Widerspruch zur Voraussetzung iiber B, C, D, We-
gen der Symmetrie in den Voraussetzungen ilber Kennen und

Nichtkennen folgt ebenso:

Jeder Gast kennt hdchstens zwei andere nicht. Also kennt je-

- der Gast mindestens zwei’ andere. .
Damit ist gezeigt: Jeder Gast kennt genau zwei andere. Somit
. ergibt sich felgendermaBen eine geforderte Sitzordnung: Man

setze auf Platz 1 einen beliebigen Gast, auf Platz O und 2
die beiden Bekannten von 1. Da 0, 1 und 1, -2 gich kennen,
kann der von 1 verschiedene Bekannte von 2 nicht O sein; er
werde auf Platz 3 gegetazt, der letzte aur Platz 4.

Da 1, 2 und 2, 3 sich kennen, kann Yer von 2 verschiedene |
Bekannte von 3 nicht 1 sein. Wére er O, so hétten die Géste
0, 1, 2, 3 bereits unter sich Jjeder seine zwei Bekannten;
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kilrzung bk = k2-k+1 gilt
3 + 1 = (k+1). by 3 = 1.2 (k=1).by,
also gilt filr jedes N % 3
320a3-a4. eee oazn_zoazm-_.l =
3y 1;2 _ 5D, o (2n-1)boy_p 2N boy_g
By "y Ty © 7t Wby - (A-2Tbyy
oN " 4N2-2N+1 o(2N2-N) 2
Aus (1) und (2) fblgt o
2 .az.ai b ;;2 6b ) 3b ) 3 81b2b
4 6 4 2 10b42b6
. Ble3.p1"
10.13%. 31

Also ist die behauptete Ungleichung bewiesen, sobald
2 \

- 81.2.212.‘;2§2

10.13%. 31 25

gezeigt ist. Diese Ungleichung folgt, wenn man

52 . 3. 21% 2 . 4% . 13%, 31 (3)
bewiesen hat. Nun ist '

einerseits  5°.3.212£126.3.21° = 2.63.27.49 = 2.27.3087,

andererseits 2.42.13°.31 = 2.52%.31> 2.2700.31,
womit (3) folgt und daher der geforderte Beweis erbracht ist.

3. Es gibt eine solche Funktion. Zum Beweis geniigt es, sie ‘an-
zugeben und (1), (2) fiir sie zu bestdtigen:

: X
f(x) = 21 (3)
37+1 ,
ist fir alle reellen Zahlen x definiert und erfiillt
= 5
3 1 e 3'=1
£(x) + £(y) _ ;f+1 3Y+1
YT W

_ %=1 (3Y+1) + (3Y-1)(3%+1)
(3%+1)(3Y+1) + (3%=1)(3Y-1)
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£ ¥
'M - f(;\:.}.}r)

(3%.3Y41)

-
G

)
=t N |0

+1

sowie f(1) =

W

Heuristische Moglichkeiten, zu (3) zu gelangen, c©ind z.B.
die folgenden A oder B: '

A: Man schlieBt von (1) auf f£(2x) = —351515 , erhdlt
- 1 40 1+f(x)
$(1) =3 £22) =4, 2(4) = 89,

£(8) = 9580, ...

und gewinnt daraus die Vermutung, daB die um 1 vermehrten
doppelten Zidhler und ebenso die um 1 verminderten doppelten

~ Nenner die Folge 3, 9, 81, 6561, ... bilden, in der jedes
Glied eine Potenz von 3, und zwar das Quadrat des vorherge-
henden Gliedes ist. Man kann (muB aber nicht) diese Vermu-
tung bestdtigen:

a

2___
. B a+1 _ __2a(a+1)
Aus f(x) = a7 folgt f(2x) = g2 " Salatly £ 7 » wad
| 1+ -

zwischen ;
2.a+ 1Tund 2. 2a(a+1) + 1 besteht die Beziehung

2 . 2a(a+1) + 1 = 4&2 + 4a + 1 = (2.a+1)2.

Somit hat man (3) fiir x = 2X (k=0,1,2,3,...) erhalten, kamn
(3) fiir alle reellen x vermuten und wie oben bestdtigen.

B: Man schlieBt von.(1) auf

1 + f(x+y) = 1+£ xx 1;f , (4)
1 = f(x+y) = 1=-f(x 1-f (5)

+f(x)f(y s

Nun ist f(x) # 1 fiir alle reellen x; denn gibe es ein Xy mit
f(xo) = 1, so wire '

1 o -f(xOJ+f(1-xo) 1+f(1-x0)'
= ET) = flmgdiazy) = THE(x)I(T%,) . = ToE(T=x,) = '

(Diese Rechnung kann auch weggelassen werden, da ohnehin nur
ein heuristischer Gedankengang genannt werdeq soll und da in
der Aufgabenstellung keine Eindeutigkeits- bzw. Vollsténdig-
keitsaussage verlangt wird;'man braucht daher die Frage nicht
zu untersuchen, ob man eine (1), (2) erfiillende Funktion aus-
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schlieB8t, wenn man nur Punktionen betrachtet, zu denen es kein
Xy mit f(xo) = 1 gibt.)

Also kann man (4) durch (5) dlva.dieren und erha.lt die Aussage,
daB die durch

g(x) = L | - 6)
definierte Funktion g flir alle reellen x, y die Gleichung

g(x+y) = g(x) . aly) . . (7)
erfiillt. #

Dies zusammen mit g(1) = 1 : LV 3 3 wird von g(x) = 3%

erfiill?, und damit fiihrt (6) auf den Ansatz (3), den man wie
oben bestétigt.

4. In einem kartesischen Koordinatensystem seien Xy Yi0 24
die Koordinaten des Punktes A; (i=1,2,3,4) und x, y, z die
Koordinaten eines Punktes P im Raum. Dann ist '

4 2 2 2
s = 5 ((x=x;)° + (y=y;) +(z—zi) )

= Z‘i (x2+y2+zz-2(xx 1Y, 4224 Y+x 2+y 2+z 2)
i=

4
4::2-2::. 2 . +$.L;’1

i=1 1 i=1

- A
+4y2.-2y-_E.Y-+ZZ Yy

+ 42° - 2z, Zqz Z; ﬁ 512- (1)
i=1 i=

1}

+

Nun gllt
: 4
41' -2X. éx + ﬁx 2= 4(x- %0 ﬁ xi)a- %O (itn xi)2+ g xiz
i=1 i=1 i=1 i=1

und darin

4
L x? (ﬁ’ %= 3B 4aenend)
i=

e s T
- 2(::,l oK X 3+x1x4+x2x3+12x1-|-'13x4))
=15 =2 | (2)

4 - iej
(Die Summation E ist liber die Indexpaare
(i,J) = €20 (1 3): (1 4)1 (2 3) (2,4), (3 4)
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zu erstrecken.)
Also ist "

2 ‘ 2 P i 2
4x° - 2x . ]é? X, + X,< = (x -X; Y=

i=1 * 5 . i<j

und das Gleichheitszeichen gilt darin (genau) im Fall

BN
X=7- X,

1=1
Entsprechende Aussagen erhdlt man iiber dle anderen Summan-—

~den in (1). Somit erglbt sich
s 4 E((x x) +(yi.v) +(z-z))
ic j
und darin das Gleichheitszeichen (genau) im Fall
(%,7,2) = (4 Ex : 'Ey Zz). (3)
7 - a2 I I = _
Damit ist bewiesen, dal es (genau)1 einen Punkt P mit klein-
stem Wert s glbt old daB dieser Vert
= %(az+b2+c +3%+e2422 ) betrégt.

Moglich ist auch ein Beweisweg mit Hilfe der Differential-
rechnung; dabei ist auf logisch vollstiéndige Argumentation .
zu achten. Ein Beispiel fiir einen solchen Beweisweg ist:

Es gibt eine genligend groBe abgeschlossene (Kugel-)Umgebung
U des Tetraeders mit der Eigenschaft, daB8 zu jedem Punkt P
aulerhalb oder auf dem Rand von U ein Punkt im Innern von U

-mit kleinerem Wert s existiert. Das nach dem Satz von
Weierstral in U existierende globale Minimum von s ist folg-
lich sogar global beziiglich des ganzen Raumes, und es wird
im Innern von U angenommen. Hierfiir ist das Bestehen der
Gleichungen

As s s
ax =% a3 y =0 4z=0

eine notwendige Bedingung. Sie ist nur im Punkt (3) erfiillt.
Damit ist bewiesen, daB s in diesem Punkt das gesuchte glo~-
bale Minimum annimmt. Als Wert von s in diesem Punkt ergibt
sich (4), da

f§ (1(x +X+X,4+X,) = X )2
i=1.4-'1234 i

1 Die Eindeutigkeitsaussage fur P ist laut Aufgabenstellung
hier nicht erforderlich.
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1 a 2 2 2
= 7% - 3;; (x1+x2+x3+x4 + 2(x1x2+x1x3+x1x4+x2x3+x2x4+x3x4)

- Bxi(x1+x2+x3+x4) + 16x12)

1 2
=-1-6.(12.;1;;xi -B.inxj)

i€j
gieich (2) wird.
Bemerkung: Die mit 4 multiplizierte Gleichung (2) tritt bei
einem der iiblichen Beweise zur Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-
Ungleichung w2’ - (*)°2 0 fir 40 - (V1,V2.V3,V4)=(1,1,1,1)'
AL;:(x1,x2,x3,x4) auf: Man formt dort die linke Seite in

b2 (vjxi-vixj) um. Statt der obigen expliziten Rechnung ist
iej
auch ein entsprechendes Zitat zu akzeptieren.

5. Es gibt eine solche Zahl N, Eine BeweismGglichkeit hierfir
ist die folgende: ,
Man beweist zundchst (Bemerkungen iiber Beweismoglichkeiten
giehe unten) die Aussage: Unter den natiirlichen Zahlen von
1 bis 2.5.5.7 = 210 gibt es nur 48 zu 210 teilerfremde Zah-
len. Da fiir ganzzshlige k, q stets 210k + q genau dann zu
210 teilerfremd ist, wenn q dies ist, folgt: Unter den na-
tiirlichen Zahlen von 210k + 1 bis 210k + 210 gibt es nur 48
big 210 teilerfremde Zahlen. p
Wendet man dies mit k=0,...,m=1 an, so folgt fiir jede natiir=

liche Zahl m 2 1: Unter den natiirlichen Zahlen

1,2500.,210m (1)
gibt es nur 48m zu 210 teilerfremde Zahlen. Unter diesen ist
die Nichtprimzahl 1; andererseits befinden sich unter den zu
210 nicht teilerfremden der Zahlen (1) keine Primzahlen
auBer 2,3,5,7. Also gilt:

Unter den Zahlen (1) befinden sich hichstens (48m+3) Prim-
zahlen.

Plir alle ganzen Zahlen m Z 1 und r mit

14r %48 - (2)
gilt daher: Ist _
n=48m+ 3 + r, (3)
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80 befindet sich die n-te Primzahl p, nicht unter den
Zahlen (1); d. h., es gilt

P,7 210m. - . .

Aus (2), (3) folgt andererseits n = 48m + 51, also

4n € 192m + 204. g

Nun gibt es einen Vert m, von dem ab stets 210m = 192m + 204
ist; dies gil{ nimlich, sobald man 18 m Z 204 erreicht hat,
also (z. B.) fir m = 12. Damit (und weil fiir jedes

n» 48.12+3 ganze Zahlen m % 12 und r mit (1) und (3) exi-
stieren) ist bewiesen:

Fir alle n »48.12 + 3 gilt p,” 4n.

Bemerkungen:

1. Die Anzahl der zu 210 teilerfremden unter den Zahlen
1,...,210 kann durch Auszihlen nach Art des als "Sieb des
Eratosthenes" bekannten Verfahrens gefunden werden (Strei-
chen aller Vielfachen von 2,3,5,7). Dabei kann man sich auf
die ungeraden Zahlen u mit 1 = u = 105 beschriénken, da je-
weils 210 - u genau dann eine ungerade zu 210 teilerfremde
Zahl ist, wenn u dies ist.

Man kann dieses Verfahren sber auch, anstatt es konkret
durchzufuhren, ausbauen zu einem - dann mit wenig Rechnung
auskommenden - Beweis der Formel

(210) - (210 " 210 % 210 B 210)
210 210 210 210 210 210
tE3rEm sy e +377*s?7)
o)
- ?1? . 210 5 2?1? " 21? ) + 210

fur die gesuchte Anzahl:

Jevieils der Summand 210
pil..p']

..pJ teilbaren der Zashlen 1,0..,210 dar, und in den fiinf

stellt die Anzahl aller durch
p

Kiammeruusdrﬁcken ist

o~ |
Jede durch keinen %uiﬁiﬁ zenau 1, 0,0, 0,0 mal erfa3t,
Jede dwrch genau einen‘g"jmg genau 1,-1,0, 0,0 mal erfaBt,
Jede durch genau zwei ECSEE genau 1,-2,1, 0,0 nal erfal3t,
cede du:rch genau drei £ 35151 genau 1,-3,3,-1,0 mal erfa3t,
Jede durch genau vier $288 genau 1,-4,6,-4,1 mal erfadt.
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Staptt eines solchen Beweises kann diese Formel, auch in der
Darstellung (210) = 210(1—'%)(1- %)(1- %0(1- %) der Euler-
schen T-dhumtion, als bekannter Sachverhalt zitiert werden.

2. Ein so durchgefiihrter Beweis benotigt keine Kenntnisse
weiterer Primzahlen auler 2, 3, 5, 7. Die dadurch erreichte
Abschétzung einer gesuchten Zahl N, fiir die n> N => Py ® 4n
gilt, ist auﬂerqrdentlich grob.

Durch Probieren kann man stattdessen zunédchst

ph>4h filirh=31,....78
bestdtigen; fermer kann man analog wie oben die Aussage er-
halten, daB sich unter den Zahlen ph,...,ph+209 hochstens

48 Primzahlen befinden. Flr die genannten h gilt also

Phigg = Pp + 2107 4h + 210 4(h+48).

Durch Wiederholung dieses Schlusses (vollstédndige Induktion)
folgt ph+48m)'4(h+48) (m=1,2,..=); also gilt

P> 4n fur alle n? 30.

Durch anderweite Ausz&hlung zu Teilerfremdheitsaussagen 1&d8%
sich auch die "Schrittweite" 48 bzw. 210 in der Ungleichung
Phsg = Py * 210 herabsetzen (vgl. die Reduktion auf 105 in

Bemeriung 1). Gegebenenfalls kann man auch fiir konkrete Ein-
zelwerte h eine schiérfere Anfangs-Ungleichung Pp? 4h+c mit
¢? 0 zur Einsparung von Rechenschritten nutzen.

6A., Bs gibt fir alle genannten a derartige Spiegelzahlen. Dies
kann folgendermalen bewiesen werden:
(1) Piir jede natiirliche Zahl k mit 3 £ k £ 99, die nicht
durch 2 und nicht durch 5 teilbar ist, gibt es eine natir-
liche Zahl m, so daB die mit m Zifferm 1 geschriebene Zahl
AL =1...11 = 1Y & sus 10 4T
durch k teilbar ist. Angenommen niémlich, das wdre nicht der
TFall, Dann gibe es unter den k Zahlen A1,A2,...,Ak keine
Zahl, die bei Division durch k den Rest O lassen wiirde, al-
50 miiBten zwei dieser Zahlen, etwa Ai und Aj mit 1i4j, bei
Division durch k depselben Rest lassen, und es wire
Ry = Ay = Ay 10 ‘
durch ¥ teilbar. Da k und 10° teilerfremd sind,®were somit
auch ﬂj—i durch k teilbar, was der Annahme widerspricht.

(2) fus diesem Grund gibt es fiir jedes in (1) genannte Xk
auch zu jeder der Zahlen k.q (g=1,2,...,9) eine durch k.q

1 Dagegen gilt P Z 13 "t JElyeenes 30
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66 =1 °66 6L6 = Ll * 68 vy =9 ‘6L tlh =9 69
989 = L * 86 88 =1 ° 88 88 = LL * 8. 2Lz =¥ 89
GEES = GG * 16 969 =8 * 18 bk = | * di LEL =11 L9
clLe = 2z * 96 c868e = LEE * 98 clgle =182 * 9L 99 =1 99
Gees = GG * 66 665 = ), " &8 G2s = L * 6L 68¢ = 6 59
2ee =€ " 6 262 = ¢ * 8 gee =€, " ¥L gLl = ¢¢ 79
GLLG = GG " €6 Ly L =6 * €8 cée = ¥ €L 2ée =+ £9
828 =6 * 26 969 =g * 28 9€€9 =88 * 2L vEyY = L 29
LOOL = LL * L6 666666666 = 6L96VEZL * LB G666S = G¥8 * LL c9692 = ¢t ]
L9L =€l 65 E¥E = L * 6t €8s = GiL 6¢€ ctg = 8 °* 62 LLL = 6 6L
etz =+¢ 86 cLLe= v * 8y vy = €L * 8¢ céz = 6 ° 82 2éz = vL * 8l
LLL = ¢ LG byl = € * LY Lt = ¢ LE 666 = LE* L2 egle = 9l Ll
919 . = LL * 9§ YLy =6 ~* oF gée =L o¢ ¥6v = 6L * 92 gle = LL * 9L
14 = | 1 685 = €L * GF G2G = gL ° &¢ 6es = L2 * G2 G2 = 6¢ ° G|
2L6le = 8LG* P§ o= L b9 2l =8 149 969 = 62 ° V2 2ég = 8L * ¥l
cle =+¢ £6 686 = €2 * €F €€ =1 £E 9L = L - * €2 ¥6v = 8€ * €1
9.9 =€l ° 2§ eée = 9 * 2t gLie = 99 * 2g¢ 2g =1 22 eée = Lz * 2L
696 = 6L ° LS 969 = 9L * Ly  YEV = ¥L * i€ 262 = 2L * 12 L =1 Ll

PUTS 8YOBITATA STP ‘uaTUszTe99Tdg #35UTATY :9TTIQBL
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teilbare, von O verschiedene Spiegeluanl. nemlich A »Q mit
der in (1) genannten Zahl m. :
Nun 148t sich jede zweistellige naturliches Zahl a, die nicht
auf Null endet, in der Form '
a = 25.5% k (s, ¢ ganzzahlig; O
in (1)) darstellen, wobeil nicht gleichzeitis s und ¥ vou
Null verschieden sind. Unter allen diecen Kmeiﬁat10¥enLVuL
s und t erzeben genau die folgenden eiien Wert q = 2%.5",

)

9% 6; 05t S22 kwie

I

der groBer ist als 9:

t=0, s=4,5,6; s=0, t=2.

Folglich ist fir jede in Frage otehende Zah:'6 &, [ Auvsuan
me der Vielfachen von 16 und 25, bewiesen, daf es ul d eine
durch a teilbare,von O verschiedene Spiegelzahl Zibi

Fortsetzung folgt!
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Lineare Optimierung

4. Zum allgemeinen Fall

Die filr den Fall zweier Verdnderlicher gewonnenen Erkenntnisse
8ind verallgemeinbar. Bel der Behandlung linearer Probleme mit
drei und mehr Verénderlichen kionnen die gleichen Situationen
eintreten‘%ie im Falle zweier Verdnderlicher. Allerdings bedarf
es umfangreicher mathematischer Untersuchungen, um eine univer-
selle Losungsmethode entwickeln zu konnen. Im Rahmen dieses Ar—
tikefs ist das nicht moglich. Der interessierte Leser sei auf
die im Abschnitt 5 angegebene literatur verwiesen.

Auf Grund der bisherigen Untersuchungen sind wir abe} in der
Lage, Forderungen an eine universelle Ldsungsmethode zu formu-
lieren:

1. Jedes Problem der Form (3') ist behandelbar.

2, Nicht realisierbare Probleme miissen erkannt werden (so-
wohl M = # als auch M # @, aber das dazugehtrende Problem
ist nicht realisierbar).

3. Nach méglichst endlich vielen Schritten ist eine optimale
Lﬁsung zu finden.

Im Jehre 1947 entdeckte George Bermard Dantzig eine universelle
Losungsmethode zur Behéndlung linearer Optimierungsprobleme.

" Bekannt geworden ist sie unter dem Namen SIMPLEXMETHODE.

In groben Ziigen soll nun die Arbeitsweise erldutert werden. Da-
zu ist die Bereitstellung zweier fiir die Problematik wichtiger
Begriffe notwendig. Den Betrachtungen zugrunde gelegt wird der
n-dimensionale reelle Vektorraum RZ.

Definition 1: Eiﬁe Menge K S R™ neiBt konvex,
wenn aus 1,36![ und 0 S 2 = 1 stets

x=2d+ (1-2)% € K folgt.

Wir wollen bemerken, daB fiir die Komponenten xJ von x gilt:

x;j = A 13 + (1-)1)33, J=1y+04,n. Interpretieren wir Definition 1
geometrisch, so erhalten wir: Eine Menge K S R® igt konvex,
wenn fiir beliebig aber fest gewihlte Elemente l, X auch die
Strecke, die  und £ verbindet, vollsténdig in K liegt.
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X : 2
\3 1 X Bild 7
X

Te1 T.2

Offenbar handelt es sich bei 7.1 um eine konvexe Menge. Dage-
gen zeigt Abb. 7.2 eine Menge, die konkav ist.

Der zulédssige Losungsbereich M von Problem (3') ist ebenfalls
konvex.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der der Ecke (oder auch
Extremalpunkt) einer konvexen Menge K.

Definition 2: Ein Vektor x<K heiBt Ecke, wenn
5 -
BUS X = %—(1 + %) und 1 %eK stets x = l = x folgt.

Geometrlsche Interpretation: Zu einer Ecke x ist keine (noch
so kleine) Strecke mit Mittelpunkt x zu finden, die vollstédn-

dig in K liegt. Zu bemerken ist, daB es konvexe Mengen gibt,
die

- keine Ecken

= unendlich viele Ecken
besitzen.
Die zul&ssigen Losungsbereiche der im Abschnitt 3 behandelten
Probleme besitzen endlich viele bzw. keine ((7.1) = (7.4))
Ecken.
Es gilt nun der folgende .

Satz 1: Der zuléissige Ldsungsbereich M von Problem (3')
sel nicht leer. Dann besitzt M endlich viele Ecken.

Wenn bekannt ist, daB ein Problem der Form (3') optimale Ldsun=-
-&en besitzt, dann gilt

Satz 2: Das Problem (3') sei realisierbar. Dann gibt
es eine Ecke x¥ aus M mlt
z(x*) £ 72(x) fiir alle xe M,

Die Aussagen der Sdtze 1 und 2 sind leicht iiberpriifbar an den
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im Abschnitt 3 behandelten Beispielen.

Vorausgesetzt, wir wiiSten, daB ein Problem der Form (3') reali-
sierbar ist. In diesem Falle wire eine optimale Ldsung in der
Menge aller Ecken zu suchen. Hitten wir fermer eine Mbglichkeit,
alle Ecken von M zu berechnen, so lége nach endlich vielen
Schritten eine optimale Ldsung vor. Weiterhin wire es wiinschens-
wert, méglichst frilhzeitig zu erkennen, wenn ein Problem nicht
realisierbar ist. .

Damit sind wir wieder bei den Forderungen an eine universelle
Ldsungsmethode angelangt. )

Die Simplexmethode genligt diesen Anforderungen. Sie liefert
nach endlich vielen Schritten entweder eine optimale Lisung
oder die Aussage, daB das behandelte Problem nicht realisier-
bar ist. Wesentlich bei der Suche nach einer optimalen Lisung
ist, daB von einer vorhandenen Ecke (falls diese nicht optimal
ist) zu einer "benachbarten™ mit besserem Zielfunktionswert
ibergegangen wird. Das Aufsuchen einer optimalen Lsung erfolgt
also nach einer bestimmten Strategie.

Damit wére der Grundgedanke der Simplexmethode dargestellt. Es
ist aber nooh ein langer Weg zuriickzulegen, ehe wir in der La=
ge sind, konkrete Beispiele zu rechnen. Die Kenntnis einer
Vielzahl von Details ist notwendig (z. B.: wann ist ein Element
Xx aus dem zuldssigen Losungsbereich M von Problem (3') eine
Ecke? Wie kOnnen Ecken berechnet werden?)

Aus Platzgriinden muBl auf eine vollsténdige Darstellung ver—
zichtet werden. Dieser Abschnitt soll als Anregung dienen, sich
ausfilhrlich mit dem allgemeinen Fall zu beschdftigen.
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5. Historische Bemerkungen und Literaturhinweise

Die bisherigen Untersuchungen haben angedeutet, auf welche
mathematischen Theorien die lineare Optimierung u. a. aufbaut:

= Theorie linearer Gleichungs- bzw. Ungleichungssyasteme
-~ Theorie konvexer Mengen

Ergebnisse hierzu sind schon seit langem bekannt. So beschiif-
tigte sich der franzdsische Mathematiker Jean Baptiste Joseph
Fourier (1768 = 1830) u. a. mit linearen Ungleichungssystemen.
Die Formulierung und geometrische ISsung eines allgemeinen li-
nearen Optimierungsproblems geht ebenfalls auf diesen Mathema-
tiker zuriick. AuBerdem entwickelte er eine Ldsungsmethode fiir
lineare Ungleichungssysteme - die Eliminationsmethode. Die
Entwicklung der Theorie konvexer Mengen ist mit Namen wie
Hermann Brunn (1862 - 1939), Hermann Minkowski (1864 - 1909),
Constantin Caratheodory (1873 - 1950) und Ernst Steinitz (1871 =
1928) verbunden. |

Die im Abschnitt 4 zu findende Definition konvexer Mengen wur-
de erstmals in dieser Form von Ernst Steinitz im Jahre 1913 an-
gegeben.

Ende der vierziger Jahre dieses Jahrhunderts ist der Zeitpunkt
erreicht, von dem ab wir berechtigt sind, von der Theorie der
linearen Optimierung zu sprechen. In erater’Linie sind es ko=~
nomisch-technische Probleme, die zur Entwicklung dieser mathe-
matischen Disziplin der angewandten Mathematik fithren. In die-
sem Zusammenhang sei auf die unter /1/ angegebene Literatur
verwiesen, wo eine sehr umfangreiche und interessente Darstel-
lung der Geschichte der linearen Optimierung erfolgt.

Fiir Anfénger auf diesem mathematischen Gebiet sind /2/ und /3/
zu empfehlen. Wer sich ausfiihrlich mit linearer Optimierung be-
fassen will, sollte sich mit /4/, /5/ uwnd /6/ beschiftigen.
Vergessen wollen wir abor‘nioht, daB das lineare Optimierungs=
problem (3') ein Spezialfall von Problem (3) ist.

Die lineare Optimierung zeichnet sioh durch eine ausgereifte
Theorie sowle in der Praxis bewdhrte Liosungsmethoden aus, Das
Annandungsapektrum scheint grof zu sein (siehe ausgewiéhlte Bei-
spiele in Abschnitt 1). o
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Allerdings ist die GroSzahl von Problemen der Form (3) wesent-
lich komplizierterer Natur. Das betrifft sowohl die theoreti-
sche als auch praktische Behandlung. Eine Vorstellung davon
soll zum SchluB das folgende Beispiel vermitteln. Das "GroSe
Fermatsche Problem" léB8t sich als folgendea Optimierungsproblem
formulieren: -

: x4 x4 I4 2
x; 21, §=1,2,3, x,%3,

:::'_J ganzzahlig, J=1,2,3,4.

Bisher ist keine mathematische Methode bekannt, die dieses Pro=-
blem mit vertretbarem Zeitaufwand 18st.
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Preisaufgaben

Die Mittelpunkte des Um- und Inkreises sowie eines
Ankreises eines Dreiecks ABC seien gegeben. Man
konstruisre das Dreieck.

Durch einen beliebigen Punkt auf der Diagonale eines

S 44
Wirfels mit der Kantenléinge a wird senkrecht zu ‘
dieser Diagonale eine Ebene gelegt.
a) Welche Pigur entsteht beim Schnitt dieser Ebene
mit den Wirfelfléchen?

b) Wie groB sind die Léngen der Strecken (in Abhéngig-
keit von a und von der Entfernung x der Schnitt-
ebene vom Mittelpunkt O des Wilrfels), die beim
Schnitt der Ebene mit den Wiirfelfliéchen entstehen?

S 45 Man 1l¥se die Ungleichung

Illﬁs 4x + 31—1+ 1 + x. 31ﬂ2§ 2. 12 Tﬂ+—2 x + 6,

Man 1Uae die Gloichung

e bovetes 440 UNALLCIL

2- 2+ 2+-2+oo.+2 1

]rﬁg—?r
2 - 2 + 2""2'*.---"';2

unter der Voraussetzung, daB der Z&hler der linken
Seite n und der Nemner n-1 Wurzelzeichen enthdlg!

Tpu oxkpyxHocTM KI, K2 M k3, Jexamue B OIHOM IJIOCKOCTH,
NONIAPHO KacawTCf Apyr Zpyra B TPEX pPAa3NMYHHX TOYKAX.,
CoeAMHUM TOUYKY KacaHWA OXpyXHOGTe# kI X X2 ¢ IBYMSA
APYTUMM TOUKSMA KACBHUA OTpe3KaMM MpAMHX, JOKa3aTs,
YTO BTN OTPESKA MIM MX NPOZONXEHUA MEepeCceKanT OKpPYX -
HOCTh X3 B TOYKaX, CIyXamux npornsouonomnuuu KOHI[aMy
ORHOTO M TOr'O Xe AMAMeTpa.
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Intefnationale Mathematikolympiade

Die 27. Int;rnationale Mathematikolympiade fand vom
5. Jull bis zum 15. Juli in Warschau statt. 210 Schiiler aus
37 Léndern trafen sich, um ihre Krifte auf mathematischem
Gebiet zu messen,
An gzwel Tagen hatten die Teilnehmer jeweils 4,5 Stunden
. Zelt, um je drei Aufgaben zu l3sen. Neben der M8glichkeit,
individuell die Stadt Warschau zu erleben, standen ein Besuch
des alten Schlosses und der Geburtsstitte Prederyk Chopins auf
dem Programm.
Die Mannschaft unserer Republik konnte ihre Leistungsfd-
- higkeit unter Beweis stellen. Sechs Teilnehmer errgngen Preise:

Jirg Jahnel, Spezialachule "Carl Zoiaa", Jena ,11, Klasse.

41 Punkte 1. Preis;
Mathias-Torsten Tok, Spezialklasse der Martin-Luthar- Universi-
tdt Halle-Wittenberg, 12. Klasse

31 Punkte 2, Preis;
Stefan Giinter, EOS "Heinrich Hertz", Berlin, 11. Klasse
31 Punkte 2. Preis;
Ingo Warnke, Erwelterte Spezialoberschule "Georg Thiele",
Kleinmachnow, 11, Klasse 26 Punkte 2. Preis;
Gunter Dbge, Spezialschule "Friedrich Engels', Riesa, 11. Klasse
24 Punkte 3. Preis;

Harald Heidler, Spezialklasse der TechnischenHochschule
Karl-Marx-Stadt, 12, Klasse
19 Punkte 3. Preis

Allen Preistrdgern gratuliert die "Wurzel" recht herzlich!
Im Vergleich mit den Mannschaften anderer Ldnder ergibt
sich folgendoa Bild:
Punkte insg, 1.Preise 2.Preise 3.Preise
1. USA 203 3 3 -
2
2
3

2. UASSR - 203 4 -
3. BRD 196 4 -
4. VR China 177 1 1
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5. DDR 172 1 3 2
6. Rumdnien . 17 2 2 1
Kés Géza (Ungarn), Vladimir Roganow und Stanislaw Smirnow
(beide UdSSR) erreichten volle Punktzahl (42 Punkte). Von den
neun Teilnehmerinnen erhielten eine einen zweiten und zwei
einen dritten Preis..
Die Aufgabe 3, von der DDR vorgeschlagen, erwies sich als die
schwierigste. Wurden im Durchschnitt 44% der mdglichen Punkte
erreicht, so waren es hier nur 12%.

Die Redaktion bedankt sich bei JErg Jahnel flir die Bereit-
stellung der Information. -

IMO-Aufgaben

1. Tag
1.Aufgabe:
Sei 4 eine positive ganze Zahl £ 2, 5, 13,
Man zeige:
In der Menge {'2 S 13, d} gibt es zwel verschiedene Elemente
a,b , fiir die ab~1 keine Quadratzahl ist.

2.Aufgabe:
In der Ebene 1st ein Dreieck A1A2A3 und ein Punkt Pg gegeben,

Wir setzen A -A -3 flir alle 8 4. Wir konstruleren die Folge
PO.P1,P2.... von Punkten, 80 dag Pk+1 sich als Bild von Pk bei
der Drehung um A, ,,um 120° im Uhrzeigersinn (mathematisch
negativ) ergibt( k= 0, 1, 2,...).

Man zeige:

Wenn P1986= PO ist, dann ist das Dreieck A1A2A331910haeitig.

3.Aufgabe:

Den Eckpunkten eines regelmidBigen Fiinfecks ist je eine ganze
Zahl so zugeordnet, daB die Summe dieser fiinf Zahlen-poaitiv
ist. Sind X,Y bzw. Z drei aufeinanderfolgende der fiinf Punkte
und x,y bzw. z die ihnen zugeordneten Zahlen, wobei ¥4 0 ist,
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so ist die folgende Operation erlaubt: Die Zahlen x,y baw. z
werden in dieser Reihenfolge durch x+y, -y bzw. z+y ersetzt.
Diese Operation wird so oft wiederholt, wie sich ein y<0
findet. Man entscheide, ob man dabei stets nach endlich vielen
Schritten abbrechen mus,

-2. Tag

4.Aufgabe:
Es seien A,B zweli benachbarte Ecken eines regelm#@Bigen n-Ecks

( n35) mit dem Mittelpunkt O. Es wird ein zu OAB kongruentes
Dreieck XYZ zunédchst mit dem Dreieck OAB zur Deckung gebracht
und dann so bewegt, daB sich der Punkt X stets innerhaldb des
n-Ecks und die Punkte Y und Z stets auf den Seiten desselben
‘befinden. Man bestimme alle m8glichen Lagen, die X einnehmen
kann, wenn Y und Z gemeinsam den Rand des n-Ecks durchlaufon.i

5.Aufgabe:

Man bestimme alle Funktionen f, die auf der Menge R der
nichtnegativen reellen Zahlen definiert sind, nur nichtnegative
reelle Werte annehmen und die folgenden drei Bedingungen er-
fiillen: :

a) £(x.2(y)).2(y) = £(x+y) fir alle x,yeR g

b) £(2) = 0 .

c) f(x) £ O0flir0o x 2,

6.Aufgabe:
In der Ebene sei eine endliche Menge von Punkten gegeben, die

beziiglich eines festen Koordinatenswstems lauter ganzzahlige
Koordinaten haben, '

Man entscheide, ob es stets mdglich ist, einige dieser Punkte
rot und die Uibrigen dieser Punkte weif zu férben, so daB sich
fiir jede Gerade, die zu einer der Koordinatenachsen parallel
verlduft, die Anzahl der auf ihr gelegenen roten Punkte wvon
der Anzahl der auf ihr liegenden weiBSen Bunkte um hSchstens
Eins unterscheide%,
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Rechnen einmal ohne Taschenrechner

Der elektronische Rechner ist heute ein unentbehrliches Hilfs-
mittel fir Theorie und Praxis. Bei Schiilern, die bereits in
ihrer Schulzeit einen Rechner besitzen und verwenden, besteht
allerdings die Gefahr, alles nur mit Rechner zu berechnen und
keine Rechenvorteile zu beniitzen, die sich aus einfachen mathe-
matischen Beziehungen ergeben. Im folgenden sollen einige
Rechenvorteile zusammengestellt werden, die man sich leicht
einprégen kann, Sie sind bet vielstelligen Zahlen dem kleinen
Taschenrechner sogar iberlegen. Héufige Anwendung dieser
Rechenvorteile trainiert das Gedéchtnis und erhdht die Merk-
fahigkeit..V1alen werden die meisten Rechenregeln ja bekannt
sein. Diesar Aufsatz soll auch die Schiiler anregen, selbst
weitere Rechenvorteile zu finden und zu verwendan.

Am bekanntesten sind die Anwendungen der binomischen Formeln:

(8 + b)% = a2 + 2ab + b2

2% - b2 < (a+b) (a=b)

Dazu wollen wir einige Beispiaia anfiihren,

1, Es ist (a+:l.)2 = a2 + a + (asl)
L&Bt sich a2 leicht berechnen, so braucht man nur die auf-
einanderfolgenden Zahlen 2 und a + 1 dazu geben, um (a+1)2
zu bekommen. Einige Beispiele hierzu.
412 = 40% + 81 = 1681 1012210024201 = 10201
26% = 252 4 51 = 676 , 60001%=600002+120001=3600120001

2. Es ist (a+b)2 - (a-b)2 = 4ab, insbesondere
(a+1)? - (a-1)? = a4a
Hierzu wieder einige Beiapiele.
41 -39° =24 .40 =160 562 -542 .4 . 55 = 220
59° = 512 = 4 - 55 - 4 = 880 (a = 55, b = 4)

90006% - 900042 = 4 . 90005 = 360020

3. Produkte der Form (a+b) (a-b) lassen sich sehr leicht im
Kopf berechnen, Es gilt ja: (a+b)(a=b) = a% - b2
Wieder einige Beispiele hierzu. '
49 - 51 = 50° = 1 = 2499 96 - 94 = 952 _ 1 = 9024
1002 « 998 = 10002 - 4 = 1000996
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Auch die allgemeine binomische Formel

(a=b)" = a" + (2) a"1p +( 2 )a"'2b2+ voe \:‘)b"

laBt sich bei glinstigen Werten von a und b leicht fir die
Praxis verwenden. Wir wollen dazu wieder einige Aufgaben stel-
len. Jeder kann folgende Potenzen von 11 nachprifen:

112 - 121

11% - 1331

114 = 14641
Der Beweis ist sehr einfach.

11" = (1041)" = 20" +(]) - PR s (:) e 1

Fior n =1, 2, 3, 4 ergeben sich oben stehende Werte, die man

sich leicht ainprégen kann. H8here Potenzen, bei denen die

Binomialkoeffizienten nicht immer einstellige Zahlen sind, -

sind nicht so einfach im Gedéchtnis zu behalten,

Auf ahnliche weise lassen sich auch folgende Potenzen berech-

nen: |
101
101
101

= (100+1)2
= (100+1)° = 1030301

= (100¢1)* =1 04060401

10012 = (1000+1)° = 100200 1

1001° = (1000+1)° = 100300300 1

10014 = (1000+41)* =1 004006004001
oder 1000012 = 1 0000200001 u.s.w.

10201

B WN B WR

Der Leser kann selbst Uberpriifen, daB folgende Quadratzahlen
leicht gefunden werden kbdnneng

111 ¢ 111 = 1 2 3 2 1
1111 - 1111 = 1 2 3 4 3 2 1

11111 - 11111 = 1 2 3 454 3 21 u,s.w. bis
111111111 - 111112111 = 1 2 3456 7 898 76 54 3 2 1

Haben die Zahlen mehr als 9 Ziffern, ist das Quadrat nicht
mehr so einfach zu {ibersehen.

Zum SchluB wollen wir -mit Hilfe der binomischen Formel
(a+b)2-az+zab+b2 noch einige Folgen von Quadratzahlen herlei-
ten, die durchaus im Gedéchtnis behalten werden kénnen.
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Es seli x = 3 - (1’0n + 11‘.3"'1 +..0.+ 10 + 1), Dann ist
x% = (10-1)(10"+10" 1 4...+ 1)?
= (10-1)(10"+...+1) (10, ..+1)

= (10™1.1)(10M+20™ s, .. 41)

Fir n =0, 1, 2, 3, 4 u,s.w, erhalten wir dis Werte
x = 3, 33, 333, 3333 u.s.w.

Wir bilden nun (kx+1)% = k®x? & 2kx + 1 k=1,2,3, u.s.w.
(kx+1)% = k2(10°™3, . . +10™1) k21010 14, . 41)

+ 6k(10"M+10™ 14, . 41)41

= k2(10°™2, ., . +10™ )4 (6k-kZ) (10™+...+10)

+ 6k - k2 + 1
Setzen wir k = 1, so erhalten wir
(x+1)2 = 10°™1 4 10" 4. ..+ 10™ 5 ¢ (10™+...4+10) + 6
Fir n = 0, 1, 2, 3 u.s.w. erhalten wir die Folge der Quadrat-
zahlen ' '

42 - 16
342 = 1156
3342 = 111556
2

3334”7 = 11115556 u.s.w.
Diese Quadratzahlen lessen sich leicht im Gedéchtnis behal-
ten, Bei n Ziffern 3 kommt die Ziffer 1 (n+1) mal vor, die
Ziffer 5 n mal und Endziffer ist immer 6.
Fir k = 2 ist (2x+1)2=4(10°™14,..+120™1)48(10"+...+10)+9

Fir n =0, 1, 2,...n ergeben sich wieder Quadratzahlen, die
man sich leicht einprégen kanng
7% = 49
67° = 4489

6672 = 444889

66672 = 44448889 u.e.w. |
Bei n Ziffern 6 kommt die Ziffer 4 (n+l1l) mal vor, die Ziffer 8
n mal, Endziffer ist immer 9. '
Auch fir k = 6 ergeben eich Quadratzahlen, die sich miihelos
einpridgen laessen, Es ist in diesem Falle:

(6x+41)2 = 36 (10214102 4., .4+ 10™1)41
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Fir n =0, 1, 2, ... lauten die Quadratzahlen:

192 - 361
1992 = 39601
19992 = 3996001

199992 = 399960001 wu.s,.w,

Die GesetzméBigkeit ist wohl zu erkennen. Die Zahlen beginnen
mit der Ziffer 3 und enden mit der zZiffer 1. In der Mitte
steht immer 6. Bei n Ziffern 9 stehen dazwischen (n-1) Zif=-
fern 9 bzw. (n-1) ziffern O,

Fir den Leser stellen wir noch einige Aufgaben,

Aufgabe 1, Berechnen Sie ohne Taschenrechner und Tabelle:

4012 ; 962

2

; 5000012

Aufgabe 2, 69° - 612 = ; 2092 - 1912 -
Aufgabe 3, 97 . 93 = ; 2003 - 1997 =

Aufgabe 4, Warum flihrt der Wert k = 3 fir (kx+1)2 zu keinen
leicht zu merkenden Quadratzahlen?

Aufgabe 5. Welche Quedratzashlen erhilt man far k = 4 ?

Dr. B. Hanisch
Halle

Losungen DDR-Olympiade (Forlsetzung)

Fortsetzung 6A.
AbschlieBSend werden die verbleibenden Zahlen

a=16' 32, 48, 64'96| 25!75
untersucht:
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Lisungen

6B,

(3) Die Zahlen 16, 32, 48, 96 sind Teiler von 26.3 = 192.
Ferner ist 10~ durch 26 teilbar, also ist auch

291.1084192 = 291000192 durch 2° teilbar. AuSerdem hat ate-
se Zahl die doppelte Quersumme wie die durch 3 teilbare
Zahl 192 und ist folglich durch 3 teilbar. Somit ist sie

durch 2 -3 und damit durch jede der Zahlen 16, 32,064,96
teilbar.

(4) Die Zahl 5775 ist nach der Teilbarkeitsregel fiir 25
(oder wegen 5775 = 57.100 + 3.25) durch 25 teilbar. AuBer-
dem hat sie die doppelte Quersumme wie die durch 3 teilba-

re Zahl 75 und ist folglich durch 3 teilbar. Somit ist sie
auch durch 75 teilbar.

I. Es sei ABC ein beliebiges Dreieck mit den (wie iiblich
bezeichneten) Seitenléingen a, b, ¢ und WinkelgriBen _
x, p,¥.

O0.B.d.A. sei ’
a=bsc (2)
und folglich & éﬁ £ ) vorausgesetzt. Damit gilt, unter Ver—
wendung der Formel F = 35 . Q ,

1
1 1__ S _ Z(aﬂﬂ'c) - atbic 1
d E—S-_EF 2-%.b.c.sinol 2b g . sing

wobei @ den Inkreisradius, F-den Flidcheninhalt und s die
halbe Umfangsliénge des Dreiecks ABC bezeichnen. Aus (2) und
der Dreiecksungleichung folgt

a+b+c a+b + a+b &
AR AR IR - 2
Somit gilt die in a) zu beweisende Aussage mit K = 2.

II. Behauptung: K = 2 ist die kleinste Konstante, fiir die
die in a) zu beweisende Aussage gilt. Diese Behauptung ist
(wegen des in I, Gezeigten) bewiesen, wenn noch gezeigt
wird, daB es zu jeder positiven Zahl K< 2 ein Dreieck ABC
mit 8= 8int > K gibt. Ein solches Dreieck erhilt man
z. B, folgendermaBSen: Man wihle eine WinkelgriBe %. mit
0°4 K £ 60° und bilde ein gleichschenkliges Dreieck ABC
mit & = b und dieser WinkelgriBe ¢ , Es wird % = F "3"'
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also bleiben (2) und die anschlieBende Rechnung in I. giil-
tig. Fermer wird

c

a =D = 3658

und damit
g . sin® _ aib+c =%%+_2%=1+0sz .
Insbesondere kann man- wegen K = 1 1 80 klein wéhlen,

daB cos & ZE =1 gilt. Damit wird denn, wie behauptet,

E-ﬂin‘- a K.
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Die Anzahl der Produkte — ein kombinatorisches Problem

Um das Produkt x1- X5

* Xq dreier reeller Zahlen X459 Xp und X
zu berechnen, sind zwei Multiplikationen vcn jeweils zwei Zah-
len erforderlich. PFiir die Reihenfolge der Multiplikationen gibt
ea zwei libglichkeiten:
1. Man berechnet zuerst (x1-x2) und dann ((x1«x2)-x3).
2. lian berechnet zuerst (x2-x3) und dann (x1-(x2-33)).
Aufgrund des Assoziativgesetzes der Multiplikation ist der
Wert beider Produkte gleich und damit hat die Schreibweise
x1-x2'x3 einen natiirlichen Sinn. ’
Piir 4 Faktoren Xq9%Xps Xy und x4 in dieser Reihenfolge gibt es
bereits 5 mdgliche Produkte:

(((x1-x2)-13)-x4)

((xqrxp) e (x50%,))

((xqe(xyexq))exy)

(x1-((x2-x3)-x4))

(x1o(x2-(x3-x4)))
(Alle diese Produkte liefern selbstversténdlich wegen des As-
sozigtivgesetzes wieder ein und Aenselben Wert.)
Wir wollen hier die folgende Frage beantworten:

Frage 1: Wieviele verschiedene Produkte von n Faktoren
x1,x2....,xn in dieser Reihenfolge gibt es?

Wir interessieren uns dabei nicht fiir den Vert Xy Xt eeetXps
sondern sehen zwei Produkte als verschieden an, wenn die Jje-

weils erforderlichen n-1 Multiplikationen je zweier Zahlen in
verschiedener Reihenfolge ausgefiihrt werden, d. h. wir unter=

scheiden eben gerade zwischen ((x1-x2)-x3) und (x1-(x2-x3)).

Fur dlé Losung dieses Problems erweist es sich als zweckmal3ig,
eine scheinbar allgemeinere Frage zu beantworten.

Wir haben in der Frage 1 eine feste Reihenfolpe der Faktoren
Kyseoes X gefordert, ndmlich x1-x2-...-xn.

Auf diese Forderung verzichten wir jetzt.

Frage 2: Wieviele verschiedene Produkte - im obhigen Sinne -

von n Iaktoren x1....,xn in beliebiger Reihenfo.ge gibt es?
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Es gibt einen offensichtlichen Zusammenhang zwischen den Ant-
worten auf Frage 1 und 2.

Fir die Reihenfolge der Faktoren XqsesesX, g2ibt es bekanntlich
genau n! Moglichkeiten, d. h. es gilt

(1) A.](n)-n! = Az(n),

wenn Ai die Antwort auf Frage i ist (i=1,2).

Wenn eine der beiden Fragen beantwortet ist, dann ist also zu-
gleich auch die andere beantwortet.

Wir wenden uns der Frage 2 zu. _

Die Reihenfolge der Faktoren eines Produktes ist einfach durch
die Anordnung von links nach rechts gegeben.

Die Reihenfolge der Ausfiihrung der Multiplikationen je zweier
Zahlen bestimmt in eineindeutiger Weise eine "correkte" Klam-
merstruktur des Produktes, wobei jeder MultiplikKation « genau
ein Klammerpaar (¢) entspricht.

Wir interessieren uns also fiir die Anzahl der verschiedenen
Klammerstrukturen.

Wir wissen bereits A1(2) 1, A1(3) = 2, A1(4) = 5.

Also gilt Ay (2) =2, A,(3) =12, A,(4) = 120,

Wir geben jetzt eine geschlossene Formel fiir Aé(n) an, die wir
im folgenden durch vollst. Induktion beweisen wollen:

(2) A‘a(n) = n.(n+1). c,o'(2ﬂ"'3)'(2ﬂ~2) = 22:? T %

Induktionsanfang: Fir die bereits berechneten Werte n=2 wie
auch n=3 und n=4 ist (2) offensichtlich erfiillt.

Induktionsschritt: Wir setzen voraus, daB es fiir n=k genau
= !
Az(k) = Lg%ﬁé%ir verachiedene Produkte mit k Faktoren bei be-
. <

liebiger Reihenfolge dieser k Faktoren und beliebiger Reihen-
folge der erforderlichen k-1 Multiplikationen gibt.

Wir betrachten jetzt eines der Az(k) Produkte mit k Faktoren
XqreeesXye Wieviele Produkte mit k+1 Faktoren lassen sich aus
diesem einen durch Hinzufligen eines weiteren Faktors Xppq 8-
winnen?

Wir geben folgende zwei llethoden an:
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(I): Fiir jeden Faktor x; gibt es ein eindeutig bestimmtes Klam-
merpaar, so daB entweder (x p) oder (p-x ) in diesem
Produkt enthalten ist. Dab91 ist p entweder ein weiterer
Péktor x. oder das Produkt gewisser Faktoren. Im ersten
Fall ersetzen wir (x;ep) einmal durch ((x, 4 %;)° p) und
zum anderen durch ((x X 41 )»p). Entsprechend im zweiten
Fall (p-x ) durch (p- (xk+1-x )) und (pe(x. -xk+1)).

(II): Jedes der k-1 Klammerpaare (p1-p2) (pi steht wiederum
, fiir einen Faktor bzw. das -Produkt gewisser der Faktoren
x.) ersetzen wir zum einen durch (xk+1-(p1-p2)) und zum
anderen durch ((P1'P2)'xk+1)

Das folgende Beispiel illustriert dies.
Wir gehen aus von (x1-(x2-x3)).

Methode (I) llethode (II)

((x,o3q) *(x5°%5)) (xye (20 (xp0%3)))
((x -x4) * (x50 %4 )) ((x1-(x2-x3))-x4)
(x1'((x4-x2) xj)) (x1-(x4-(x2-x3)))
(x1-((x2-x4)-x3)) (x1-((xé-x3)-x4))

(x1-(x2-(x4-x3)))
(xqe (x50 (x50 )))
Aus dem urspriinglichen Produkt mit den k Faktoren Xqreee Xy €T
geben sich gemdB (I) 2k Produkte und gemil (II) 2(k=-1) Produk-
te mit den k+1 T'aktoren x1""’xk’xk+1
Wenn man zeigt:
(A) Alle Produkte, die auf diese lieise aus Produkten nit den
k TFaktoren x1,...,xk erzeugt werden, sind paarweise von-
einander verschieden;
und i 1
(B) Auf diese Veise kann jedes Produkt mit k+1 Faktoren
XqseeesXy q erzeugt werden,

dann ist die folgende Beziehung bewiesen:
2k-2

”

A2(k+1) Az(k)-(2k+2(k—1)) = « (2«(2k=-1))

_ (2k=2)'  (2k=1)-2k _ gzk)! .
(k=1)! X k!
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Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.
Es bleibt also, (A) und (B) zu zeigen.

Zu (A): Hier haben wir 2 Teile:

(A'): Alle Prédukte, die aus ein und demselben Produkt mit k
Faktoren hervorgehen, sind paarweise verschieden.

Fiir jedes Produkt, das gemdaB (I) gebildet wird, steht X 4q iD=
nerhalb eines urspriinglichen Klammerpaares (xi-p) oder (p-xi)
links bzw. rechts vom Faktor Xy und wird mit diesem durch ein
neues Klammerpaar verbunden und damit vom rechten bzw. linken
Nachbarn getrennt. ‘

Alle Produkte, die gemiB (II) entstehen, sind voneinander ver-
schieden, da X1 jeweils links bzw. rechts von je einem der
urspriinglichen Klammerpaare steht und mit diesem durch ein wei-
teres Klammerpaar verbunden wird.

Die Ubereinstimmung eines dieser Produkte mit einem Produkt ge=-
midB (I) ist ebenfalls nicht moglich, da hier x .
halb eines urspriinglichen Klammerpaares steht und mit diesem

immer auBer=-

aber verbunden ist (und damit von einem eventuell benachbarten
Faktor x, getrennt ist).

(A"): Die Ubereinstimmung von Produkten, die aus verschiedenen
Produkten mit k Faktoren hervorgegangen sind, ist nicht
moglich.

Ist die Reihenfolge der urspriinglichen k Faktoren verschieden,
dann ist sie das auch in den neuen Produkten mit k+1 Faktoren.
Andernfalls unterscheiden sich die urspriinglichen Produkte aber
wenigstens in der Klammerstruktur. D. h. in einem Produkt gibt
es mindestens ein Klammerpaar, das es im anderen nicht gibt.
Wir betrachten ein solches Paar kiirzester Lénge. Dieses Paar
kann es aber auch nach dem Hinzufiigen von 41 im anderen Pro-
dukt nicht ggben. '

Zu (B): Wir betrachten ein beliebiges Produkt p mit k+1 Fakto-
ren. Der am weitesten rechts stehende sei X5 e Dazu gibt es ein
eindeutig bestimmtes Paar (p'-xi). Ist p' das Produkt von mehr
als einem der urspriinglichen Faktoren, hat es also die Form.

p' = (py°Py), dann ist es aus einem mit k Faktoren gem#S (II)
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hervorgegangen. Ist p selbst einer der Faktoren xj, dann gibt
es ein weiteres Produkt p" mit (p"-(x.-xi)), d. h. p ist aus
einem Produkt mit k Faktoren gemi&B (I) hervorgegangen.

Damit ist die Formel (2) vollsténdig bewiesen:

Az(n) = L%%E%%% (n ® 2).

it Hilfe der Formel (1) 1ldB8t sich damit auch unsere Ausgangs-
frage 1 beantworten.

Es gilt:
éznP2;! _ 2n=2)!
n=-1)In! " n.(n=-1)!.(n=-1

(3) a@) =2 @22

A, (n)

Dr. Jérg Vogel, FSU

Sektion Mathematik»

Bereich Mathematische Kybernetik und
Rechentechnik '

Preisaufgaben

Losungsbedingungen:

Piir jede vollstidndige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Enle des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erpeichten.
Einsender mit weniger als 10 Punkten werden die in Adiesem Jahr
erreichten Punkte fiir das néchtste Schuljahr gutgeschrieben.
Die Lisungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatl,
versehen mit Name, Adresse, Klassenstufe des Einsenders -
unter. dem Kennwort " WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbeson
dere, daf8 die in der L8sung unbewiesen verwendeten Sachver-
halte anzugeben sind. Der Ldsungsweg (einschlieflich Neben-
rechnungen, Hilfslinien, ...) muB deutlich erkennbar sein.
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S 55 Man finde alle reellen Ldsungen des Gleichungs-

@ systems
I || x2 + y2 + u2 =1
x3 + y3 + u3 = 1

S 56 Selen &4, Bpyee0y8y natiirliche Zahlen. Man beweise,
IICDI dan (a12+1)(a22+1)...(ak2+1) immer als Summe
. zweier Quadrate natiirlicher Zahlen darstellbar ist.

S 57 Fiir welche ganzen Zahlen a,b,c gilt die Ungleichung

_—_—

“@l a2 + b2 +c>+ 34 ab+3a+2b ?

S 58 Man beweise die Ungleichung

@ =% 1
lll l 1+ gin & Y1 # coso{’% 2y

wenn ein spitzer Winkel ist!

S 59 In der Ebene seien die Punkte A,B und C gegeben.
@  Man konstruiere drei Kreise K,,K, und K; so, daB
| sich die Kreise K, und K, im Punkt A beriihren,
die Kreise K3und K; in B und die Kreise K, und K5
im Punkt C.

S 60 The vertices of a convex polygon with an odd

C@ rumber of sides are coloured in quch a way that
neighbouring vertices have different colours. Prove
that the polygon can be dissected into triangles

bv non-intersecting diagonals with endpoints of

J different colours.

Einsendeschiu3: 1. 2. 1987
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Algebraische Zahlen

S
Inter einer algebraischen Gleichung vom Grade n versteht

man eine Gleichung der Gestalt

n n-1 _
OI + a,x + o0 + an_1x f B = 0

a

‘mit ganzzahligen Koeffizienten Bos By Apsessy 8 und a0¥ 0.
Eine reelle Zahl kann nun Ldsung einer algebraischen Gleichung
gein oder nicht. Geniigt die reelle Zahl_g' einer algebraischen
Gleichung, so heiBt £ eine algebraische Zahl. Anderenfalls
wird $ transzendent genannt. Somit lassen sich die reellen
Zahlen in zwei groBe Klassen einteilen, in die Klasse der al-
gebraischen und in die Klasse der transzendenten Zahlen, Die
algebraischen Zahlen gestatten in einfacher fYeise noch eine
feinere Unterteilung,

Definition: Eine algebraische 7Zahl heiflt genau dann vom

Grade n, wenn sie einer algebraischen blelnhunﬁ
n-ten Grades geniigt, aber nicht LOsung einer
algebraischen Gleichung niederen Grades ist.

Im weiteren mﬁge.An die Menge aller algebraischen Zahlen vom
Grade n bezeichnen, #ie man leicht erkennt, ist A, mit der
Menge Q der rntionalen Zahlen identisch. Folglich enthzalten
A2, A}! Agy oee ausnahmslos irrationale Zahlen. Der Nachweils
der Existenz irr-tionaler Zahlen erfordert keine besonderen
Anstrengungen ( vgl. Lehrbuch Klasse9, ¥URZEL 1/84 und 12/84).
Etwas mehr Milhe bereitet es schon, will man zeigen, da?l

keine der Mengen Ae, AB' A4, ees leer ist. Anliegen dieses
Artikels soll es deshalb sein, An¥_d fiir alle n> 1 zu beata-
tigen.

Zundchst ist es jedoch notwendig, zwei Hilfssidtze iiber
lineare Gleichungssvsteme

, 82qXq + 8p0X5 + ee. + By X, = b, A
a ' - g
n1Xq + 8p0Xp + cee + 8, X, = By
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mit ganzzahligen Koeffizienten a,, (1= k,1<n) bereitzustellen.
Ist a11¥ 0, so 148t sich (1) durch nachstehend beschriebenen
Algorithmus in ein #dquivalentes Gleichungssvstem iiberfiihren.
Vom a11;fachen der k-ten Gleichung -wird das ak1—fache '

der ersten Gleichung subtrahiert (24 k<n). (2)
Die so gewonnene Gleichung ist die k-te Gleichung |
des neuen Systems.

Das #@quivalente Gleichungsswvstem besitzt dann das Aussehen
844Xq + 840Xy + eee Ay, X, = b1

A
8l X~ + 250 + 83, X = B
2272 2n. " n 2 (3)

| { = 1
ar'lzx2 t e + 8 X = bn
mit den ebenfalls ganzzahligen Koeffizienten aj, =-a,48,, -

£ &
-a,1841 un% by = 8445, - a,4by (2€k,1=n).

Bei dieser Umformung werden gewisse Teilbarkeitseigenschaften
der Koeffizienten vom Gléichungasystem (1) auf das Gleichungs-
svstem (3) vererbt.

Hilfsesatz 1:| Gilt fiir eine Primzahl p

p 4 Ay und p|a, filr kel (1< k,1<n), so auch
p 4 af, und p| ap, fir k41 (2« k,1<n).

Beweis: —

Nach Voraussetzung gilt p { a,; und p| a,, filr alle 1> 2. Also
ist a}l, = a148,7 ~ 8,q2q 8enau dann durch p teilbar, wenn

81 diese Eigenschaft hat. Dies ist im Fall k<1 gewdhrleistet.
Im Fall k = 1 fo}gt hingegen wegen p,{ I unmittelbar p A aﬁk.
Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 2:| Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 ist

-das Gleichungssvatem (1) eindeutig 18sbar.

Beweis: )
Vermtge des Algorithmus (2) wurde aus (1) das #quivalente
Gleichungssystem (3) gewonnen. Das um die erste Gleichung
reduzierte "Restsystem" :
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.aézxz + aéBXB + c.e + aénxn = bé
aizx2 + ainB + cee + ainxn = bi
_ (4)
] 1 L] -
an212 + an313 + cee + annxn = ﬁ

besitzt nmch Hilfssatz 1 dieselben charakteristischen Eigen-
‘schaften wie das Ausgangssystem (1). Auch der erste Koeffizient
in der ersten Gleichung von (4) ist wegen p X aj, von Null ver-
schieden. Lediglich die Anzahl der Gleichungen und Variablen
hat sich um eine Einheit verringert.

Aug der eindeutigen Lisbarkeit des so gefundenen "Rest-
systems" (4) wiirde aber sofort die Behauptung des Hilfssatzes 2
folgen, da sich die eliminierte Variable X, wegen a,, £ 0 in
eindeutiger Weise =us der Gleichung

Agq Xy + 2qoXp + een + A%, = b1
in Abhdngigkeit von x,, X3y eees Xp berechnen 1d3t. Es genligt
demnach , statt des eigentlichen Gleichungssystems Jeweils das
in der geschilderten Weise erzeugte "Restsystem" zu betrachten,
statt (1) also (4), statt (4) das "Restsystem" von (4), statt
des "Restsvstemes" von (4) das "Restsystem" des "Restsystemes"
von (A) usw.
Nnch n-1 Schritten erhdlt man schlieBlich ein "Restsystem",
welches aus einer einzigen Gleichung besteht, einer Gleichung

der Gestalt
cx, = d.

Da nach Hilfssatz 1 (wiederholte Anwendung) c # O gilt, ist
dieses letzt "Restsystem" eindeutig 15sbar. Das beweist aber
gleichzeitig die eindeutige Ldsbarkeit geiner Vorgénger in der
Folge der "Restsysteme" und die Behauptung des Hilfssatzes 2.

Der Hilfssatz 2 kann nunmehr genutzt werden, das eingangs
genannte Anliegen der Untersuchung zu realisieren.
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Un A, = P fiir alle n> 1 zu zeigen geniigt es, fiir jede natiirli-
che Zahl n> 1 eine algebraische Zahl § € A, zu finden. Auskunft
iiber die Existenz solcher Zahlen & gibt der folgende

Satz: |Istp eine Primzahl, so ist § = :Jn p eine alge-
braische Zaghl vom Grade n.

i

Beweis: Da fiir die angegebene Zahl § die Gleichung £ - p = 0
gilt, ist ¥ eine algebraische Zahl hchstens n-ten Grades. Es

bleibt noch zu zeigen, da8 & eine algebraische Zahl mindestens
n-ten Grades ist. Dieser Nachweis soll indirekt gefiihrt werden.

Annahme: Die algebraische Zahl‘g =-%f5 sei von geringerem Gra-
de als n und geniigt in dieser Eigenschaft der Gleichung

n-=1 .N=2 -
deren ganzzahlige Koeffizienten 30,31,...,an_1 nicht alle ver-
schwinden.

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit darf man iliberdies anneh-
men, da3 wenigstens einer der nichtverschwindenden Koeffizien-
ten nicht durch p teilbar ist. Sollten tatséchlich alle Koef-
fizienten den Teiler p besitzen, so gédbe es sicher eine natiir-
liche Zahl r = 1 und einen Koeffizienten ay (0 <k £ n=-1) mit

p"la,,p”(8y,.e0,p a4 una ™

X ey

Nach der Division von (5) durch pr, die an der Ganzzahligkeit
der Koeffizienten nichts &ndert, wiirde dann der bei § M
stehende Koeffizient eine nicht durch p teilbare Zahl sein. Es
ist also gerechtfertigt, von vormherein die Existenz eines Ko=-
effizienten a8, mit p,#'ak anzunehmen. Sollte es mehrere Koeffi-
zienten mit dieser Eigenschaft geben, so mdge &y derjenige un-
ter ihnen sein, der den groSten Index aufweist.

Trotz dieser Vereinbarung ist es sogar statthaft, k=0 zu set-
zen. Die Erlaubnis erh&lt man durch‘eine einfache Uberlegung.
Iultipliziert man (5) mit § k und beaohtet‘%’n = p, S0 ergibt
sic ' |
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n+k-1 n -1 -2 k
adg +...+ak_1§ +a.k§n +8, 1% +...+anr1§

=0
k=1 _ _n=-1 _n-2 X ’
a,P§ -.I-...+Bk_1p A S L PR +eootd 87 =0
und geordnet
~_ n-1 n-2 k k=1 E
85  t8ird +eeotd, 4% 48 DY l+‘...+ak_1p = O, (6)

In dieser Gléichung sind mit Ausnahme von a, alle Koeffizien-
ten durch p teilbar, da entweder ihr Index k iilberschreitet oder
der Faktor p explizit auftritt. Die Festlegung k=0 wiirde also
nur verlangen, statt (5) gegebenenfalls die tquivalente Glei-
chung (6) 2u verwenden und die Koeffizienten neu zu bezeichnen.

Im weiteren moge deshalb

) _ PJ &, ‘und p|a1,p\-az,...,p\an_1

gelten. Dann gibt es ganze Zahlen c1,02,...,cﬁ_1 mit

31 = C1P, 32 = cap,cnogan_.l = On_.'p
und

'aén'1+c1pgn"2+...+cn_2pE +c, 4P = 0. (7)

Wenn man jetzt (7) der Reihe mach durch 1,5,5%,...,8%"" aivi-
diert, erhilt man mit Riicksicht auf § “=p und nach entspre-
chender Umordnung das System der n Gleichungen

- =2

n-1 n-3 _
aoi. +C 4P5 +c,p$ teeet0 PG +C 4D = 0

c Sn'1.+ ao},n"z +c1p£.n"3+...+cn_3p g-i-cﬁ__ap =0
-2

n-1

s n=1 I . D=3 : =
Ch09  *epq5  F af “HeeetCp sPE 4G, 3P 0

/ ..‘l-.....O.l.....I...........-ll...‘......l..'...

n-1 n=2 -n-3 - _
c.l% + Ccyf + 3% teeotc) 4E + 8 = 0,

Folglich ist das n-tupel (x1,x2,...,xn_1,xn)=(§n-1,gn-z.'...,'5,1)
eine IGsung des Gleichungssystems (1) mit den speziellen Koef-
fizienten

a, fiir k = 1
81 = 1 kP fir k<1
C 41 TUrk>1
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und b = by =eee= b, = 0. AuBer der bereits angegebenen LOsung
besltzt dieses homogene Gleichungssystem andererseits die tri-
viale Losung (x 1Xpseee Xy ) = (0,0,e0e,0), ist also nicht ein-
deutig losbar. Da jedoch alle Voraussetzungen des Hilfssatzes 2
erfiillt sind, fithrt die Annshme der Gleichung (5) somit zu
einem Widerspruch. & ist demzufolge eine algebraische Zahl
mindestens n-ten Grades und der Satz bewiesen.

Dr. Lothar Schnabel, FSU

Sektion Mathematik
Bereich Theoretische Mathematik

Lésungen IMO

Aufgabe 2

Ist Q ein Punkt der Ebene,so bezeichne dQ eine Drehung um
diesen Punkt um einen Winkel von 120° in Uhrzeigersinn.

Die Hintereinanderausfilhrung von dA, und dKQ dA1.dA2 ist eine
Drehung um oinen Punkt Ai um 120° entgegen dem Uhrzeigersinn.
Die Punkte A1,A und A! bilden dabei ein regelméBiges Dreieck.

3
Die Hintereinanderausfiihrung von dA.'.dA2 = dﬁﬁ ~1 und dAB ist

die identische Abbildung,falla A = 5

eine Verschiebung sonst.

L]

Bilden A1,ﬁ2 undLA3 kein regelmdBiges Dreieck, so ist
die Abbildung dA1.dA2... dk1986 die 662(=1986:3)fache
Hintereinanderausfithrung der Verschiebung v—dA1dA2dA3

v und auch v662 besitzen als Verschiebungen keine Fixpunkte,

dah. Po * P1986 L]
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Aufgabe 3
Eine Menge von 1 (1€ i £ 4) verschiedenen Eckpunkten des
. Fﬁnfecks-tx1,..,,xi} heiflt Streifen der Lénge i, wenn
(1) 1 = 1 oder
(2) fir alle k mit 1€k¢d gilt
Xk+1 ist Nachbér von Xk:

Sind Xq9eee9Xy die den Punkten des Streifens S =1LX1,...;115
- im bewerteten Fiinfeck F zugeordneten Zahlen, so sei
. wert S(F) = Xy+e oo tXy .
Fakt: Wird die in der Aufgabe definierte Operation <L auf das
bewertete Flinfeck F angewandt ,wobel das bewertete Fiunfeck F'
entateht, so gilt _
min {_wert S(F) : S ist Streifen 5 = min {wert S(P'): S ist
Streifen 3 . Beweis: '
Die Operation werde im Punkt Y angewandt (Abb.).

1. Sa{x,¥,z} = ¢ , dann ist wert S(F) = wert S(F'), da sich
die Bewertung keiner der Punkte aus S Hndert.
2. sn{x,v,z}=ix], es cei s ={x1,....xi,x3

Wert S(F) = Xq+eee+X +X

wert S(F')= x1+...+xi+(x+y) .
Falls i=3 ,so ist{.x1,X2,X3.X,Yﬁ die Menge aller fiinf Eckpunkte
und somit min ] wert ”S(F)‘],.éwert 1Yy (P)« 04 wert S(F') .
Falls i<3 , so 18t{X1,....X.Yﬁein Streifen S' in F und

wert S(F') = wert S'(P),

3. §AN{X,Y,2} =.AZE analog zu 2.,
4. 87yx,Y,2) = {x,Y}

Wert S(F') = wert (S-h¥{)(F) =x +...+4x+(x+y)+(-y)
5. s0bY,x,2] = {Y,z|analog zu 4..
6. SNyX,¥,2} = {X,Y,2}
" Wert S(F) = wert S(F).
Damit gibt es filr jeden Streifen S einen Streifen S' derart,
daB wert S(P'J 2 wert S'(F) ,das heiBt der kleinste Wert
eines Streifens in F' kann nicht kleiner sein als der kleinste
Wert eines Streifens in F. Damit ist der Fakt bewiesen.
Punkte eines Streifens, von denen nur ein benachbarter Punkt
zum Streifen gehdrt, wollen,wir Randpunkte des Streifens nennen,
ihre nicht im Streifen liegenden benachbarten Punkte Nachbarn
des Streifens.

n
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Es seli S ein extremer Streifen,d.h. wert S(F) = min{wert S'(F):
S' Streifen}. Dann sind die beiden Nachbarn von S mit nicht-

negativen Zahlen bewertet, denn sonst kdnnte man durch Hinzu-
nahme eines solchen Nachbafpunktes einen Streifen mit gerin-
geren Wert finden.

Wird die Operationil auf einen solchen Punkt angewandt, der
nicht Randpunkt eines extremen Streifens S in F ist, so ist

S auch im entstehenden Flinfeck F' extremer Streifen (Fdlle 1 und
6 im obigen Beweis, man beachte, daB ) nicht auf Nachbarn von S
angewandt werden kann.

Eine solche Ahwendung auf Nichtrandpunkte eines extremen Strei-
fens kann hdchstens dreimal hintereinander erfolgen. Dies 1&dBt
sich mittels einer Fallunterscheidung nach der Lénge des Strei-
fens {iberpriifen. Wir betrachten hier nur den Fall,daB fYE ein
extremer Streifen ist!

In diesem Fall sind wert X(F) und wert Z(F) nichtnegativ. Ist
wert W(F) <0, so bringt die Anwendung von Lauf W: ‘
wert W(F') = -wert ¥(F) , wert V(F') = wert V¥(F) +wert W(f)
Wert X(P') ‘kann nicht negativ sein, sonst wire werttK,Y,ws (F)
< wert{Y} (P) .

{1l kann erneut nur auf V angewandt werden ,dann muB aber
wert V(F) + wert W(F)< 0 .Als Ergebnis P": wert W(F")= wert V(F)
wert V(F") = -wert W(F) - wert V(F), wert Z(F") =2 0.

Falls wert V(F) negativ ,s0 kann eine letzte Anwendung auf W
erfolgen ,man erhdlt: wert W(F"') = -wertV(F), wert V(F"') =

- wert W(F), d.h. nur positive Werte.
Nach endlich vielen Schritten muB <) somit auf einen Randpunkt
eines extremen Streifens angewandt werden.Bei dieser Anwendung
wird nun dieser extreme Streifen durch einen kiirzeren ersetzt
(Fdlle 4,5) bzw, ,wenn S bereits Ldnge 1 hat, so verringert
8ich die Anzahl der extremen Streifen; gibt es nur noch einen
extremen Streifen, ao erhtht sich der Wert des Filnfecks

min}S(FY< minis(P")} .

Solange dieses Minimum negativ ist, kann man () anwender,

d,h. nach endlich vielen Schritten wird erreicht,dasB
~m1n.{S(F)} nichtnegativ wird. Das tritt aber gepau dann ein,
wenn alle Punkte nichtnegativ bewertet sind.
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S 4

S

12

nach Uta Boldt, Burg Stargard

Wenn DEGF einen Umkreis haben

soll, ist es Sehnenviereck.

Da auch O FCBG Sehnenvier-

eck und mit DEGF einen In-

nenwinkel gemeinaam hat, gilt '

4 CFG+< CBG= «¥CFG+<4DEG=180°
«' CBG= <« DEG

Nach dem AuBenwinkelsatz gilt:
4DEG= 4EBG+ 4-EGB
=< EBG+ 4 CBE

<4 EGB= < CBE - (»)

Nach dem Sehnenperipheriewinkelsatz gilt:

4 CGB =<4 BAC

und nach (#) &4 ABC = < CAB

=) DEGF besitzt einen ABC ist gleichschenklig
Unkreis (== mit AB als Basis

’

@ C liegt auf AB derart, daB
- —
AC = cB °
») 2 mogliche Losungen C' bzw. C",

nach Jiirgen Schefter, Reichwalde

1. Fall: A, B liegen auf verschiedenen Seiten der Gera-
den.
B' sei der an der Geraden gespiegelte Punkt B.
Aus der Skizze ist sofort ersichtlich:
g : Gerade durch CD
84 Gerade durch AB
g5¢ Gerade durch AB'
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Losung: 1. Fall: beide innere WH %
X ACB =7 .
~ x uos =% (WH) und

X OMS = 180°-
(geschnittene Parallelen)
v 5 usC = ¥ (Winkelsumme & MSC—>180°)

7V & NSC = < MCS
7\ & MSC - gleichschenklig (MS = MC)
Analog folgt aus §LABC = f3 : '
A SNB - gleichschenklig (W5 = FE)

Dann ergibt sich:
5+ =M =%C + M8

B

2. Fall: beide #uBere WH M
X ACB =7

“y & MCS =4BCS = 1_8_0;;[ '
= 90°-%
(duBere WH)
und
% CMS =% g N
(geschnittene Parallelen) %
¥ % csu = 90°- '%' (Winkelsumme A CSM—» 180°)
7V X CcsM = X MCS
% ACSM - gleichschenklig (TN = SW)
Analog folgt fiir 4 ABC = @3: .
ASNB - gleichschenklig (W8 = B
Dann ergibt sich:
S + NS =MN = MC +

&l

]
]
1]

3. Fall: eine HuBere, eine innere WH
4 ACB = ¥

'S ;AGS=E?;;[

(0]
- 90°- &

(duBere WH)



Losumgen 164

a) Liegt der Schnittpunkt S_l von g und 84 auf der Strek-
ke EB, g0 ist S.| = M

b) Liegt'der Schnittpunkt S, von g und g, auBerhalb von
CD, so ist 5, =M.

Je nachdem, ob keine, eine oder alle beide Bedingungen

a) und b) erfiilllt sind, gibt es keinen, einen oder 2

Punkte M,

2. Fall: A, B liegen auf einer Seite der Geraden.
Verwendet man jetzt die Bezeichnungen
8¢ Gerade durch AB' ’
8o¢ Gerade durch AB,
so gilt auch in die=-
sem Fall a) und b).

S 13 nach Silke Umbreit, Ilmenau

geg.: = 4 ABC
- Winkelhalbierende (WH) von €L ABC und  BCA o S
. - gl BC (g durch s) é
- Schnittpkt. g/AC 2 M
g/AB 2 N

ges.: Bez.: ﬁ,‘ MC, B




D)

s 15

-
<4« CMS = ¥ (geschnittene Parallelen)
N X NMSC = 90°- -'gl (Winkelsumme @ MSC—»180°)
7% X MSC =¥ACS
¥4 4 MSC - gleichschenklig (W§ = HC)
¥ ABc = f3 |
N & NBS =l% (WH) und

X NSB =B (KsBC =B, aa WE 8 seRsEEIL D
Parallelen)
M & NBS = ¥ NSB
My 4 NBS - gleichschenklig (NB = NS)

Dann ergibt sich:
‘ﬁ-gﬁl=ﬁ='ﬁ-ﬁ'

]
Sind die WH beide innere ocder beide duBere, so

gilt MV = ¥8 + ¥C. Ist eine WH inmere und die
andere #uBere WH, so gilt N =| NB - EEI

nach Jens Kandziora, Zehdenick
Lﬁsungé

TET Y IRt e EETE " Tty -
e 2" «3e4 " °°° n(n+ n+ "4 (n+ n+ .

Beweis durch vollstédndige Indukfion:
1., Induktionsarifang: H(n) mit n=1

% = 3'. wahre Aussage
2. Induktionsschritt: H(k) wPpH(k+1)

. . k(k+
Induktionsvoraussetzung: 8 ITE:%TTQ%ET

. 3 k+1) (k+
Indu#tlonsbehauptung. T T +3

Beweis der Induktionsbehauptung:
1
R T e e "TE Rl ¢ 3 +2) (k+
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k(k+ 1 :
F(k+1) (k+2) T Te+1)(k+2) (k+3)

- k3+6k2+ k+
I[E+i)IE+2)aE+35

k+1) (k+1) (k+ E k+1 + e,
: +2 ) (k+3 k+1

SESEEEoOSSEESSSII=sS=
Da H(n) fiir n=1 richtig ist und da aus H(k) die Giil-
tigkeit fiir H(k+1) folgt, ist diese Aussage wahr.

S 16 nach Karsten Sehger, Greiz

Anfangsmenge: a
Menge nach 1 Jahr: a(1+ T%)

Menge nach 1 Jahr und Abholzen: a(1+ Ths)=X

Menge nach 2 Jahren: [a(1+ 1%0')-J(1+; T%G)

Menge nach 2 Jahren und Abholzen: [a(1+ 1%5)- ](1-0—1%6)-1

bzw. : a(1+ Bm)°=x((1+ 785) +(1+ B5)°)
nach n Jahren: a(1+ TB'G)H""[ ?‘;;(H -{8-5)1_7

e = a1+ B x[ § 1+ )]
i af(1+ T&;Jn,—q]

n—1

i
i§0 (1+ 1%5)

X

e

Wir danken Hans-Jiirgen G 6 r n e r fiir die Idee des
Titelbildes !!!
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S 17 nach Jirgen Schefter, Reichwalde

logﬂr lognr = log,r
Tog,r = Tog,r - Log,r

Wegen IOgyx = %%? folgt:

iny . 1 lnr 1nr) .
n L ]

lnr 1 '
f2e * Tno = (Ims - (Thb - Tna) Dar f1:

inc _ lnb = 1ina 1ng = 1lnb _ lnb - lna , lnb-lnc

na 1ne - 1nb 1nb ~1noc Inc - 1nb Tna-~Inb

b
] 1nb = lna 1n a
= = e———
1n % = 1n E
h - c
a b q.e.d.

S 18 nach Guido Vollbeding, Haldensleben

Aus Symmetriegriinden ist der
Durchmesser d der Kugel gleich
dem Abstand EF zweier gegen-
tiberliegender Kanten, wobei E A
und F die Mittelpunkte der Kanten
AB bzw. CD sind.
Folglich gilt (siehe Skizze) mit
- Hilfe des Satzes von Pythagoras

2
® = 1%-§)? = &P ($2-(3)% - P2®? = - = &,
d = -—ga.

r = g—-‘ = fTé—E.-

Der gesuchte Kugelradius betridgt ég.a.
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S 19 nach Harald Lieske, Eisenach

Bezeichnen wir mit H den Hohenschnittpunkt und mit HIB
und HA die entsprechenden
zZu h und h’b gehorigen FuB=-
punkte, 8o erhalten wir

¥ CHH = & CHH =% ,

[

weiter

& ACB = const (n.V.) A%
Dami t

X HgHH, = const (Winke.:Lsume)
und

¥ AHB = const (Scheitelwinkel)

'_Der geometrische Ort von H ist daher der Umkreis eines
beliebigen Dreiecks @& ABH.

Bemerkung: Aus 4 ACB+ & AHB = 180° folgt ¢ AHB = ¥AC'B
und daraus wiederum < AHB+ <4CAH'B = 180°,
wenn man die aus Skizze ersichtliche Bezeich-
nung wahlt. Der Umkreis von &4 AHB ist also
dem von @& ABC kongruent.

S 20 nach Haraeld Lieske, Eisenach

Es seien &4 und &5 die
den Winkel einschlie-
Benden Strahlen, ferner
seien gi und gé Strahlen
A

mit
giNgahegy;
L 8311 8, ~Aé g5
Wir filhren folgende Bezeichnungen ein:
ginegy =C's ging, =B, gng, =B',
& ng, =C, gng, =C.
Offenbar ist der Fldcheninhalt A, des Dreiecks A SCB'
nur vom Inhalt der Dreiecke A4 C'AB' und @4 BCA abhén=-
gig, d. h. es mul gelten

IC'Al- by, + |BCI: by, = A, —3 min (&)
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S 21

Nun ist aber
4 C'AB'~ ABCA

Jol.. lggl . ™ -

C'A C
Betraochten wir ferner hC' A und | BC|] als voneinander ab-
hiingige Variablen, so erhalten wir mit () und &) die

Gleichung einer nach oben offenen Parabel, wenn wir
noch }BC) = x und hyy, =y setzen:

jc'a) Cerat
y = 55 hpg = (O -5 by + xhyp, = K
Das Extremum, das nach dem oben Gesagtén ein absolutes
Minimum sein muB, ermitteln wir aus der 1. Ableitung:

- lcal?
A’ = o Bpg * 3pg = 0

woraus

= x% . Jca)?> x = )cral.
Damit gilt in der Tat
Jeral = dac) . q.e.d.

nach Thilo Penzl, Karl-Marx-Stadt

log_x+1
x O >52x

Def.ber 4. log. =P x>0
Deshalb und we§en a>1 ist der Logarithmus stets def.
og._x
x%0: 4D x ° » a’ (»1)
logax 2
¢=d log.x > log, a
O logx log,x»2 log, a
& (lmg&x)2 > 2
=D |10g,x)% > 2

&D Jiog x| > {27
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S 22

1. Fall: logx £0 d. h. wegen a>1 gilt x £1 (1)

Q= log x >12! = log, a-{2?

@D log x >log, aE
= x> a"? (da a>1)
Wegen a »1 ist auch die Bedingung (1) erfillt
o, = (a'ﬁ‘;m)

1
2. PFall: logax <0 d. h. wegen a>»1 gilt O¢x<1
<> -log x s {27
> log,x € —ﬁu (-712 log, a
=D log,x < log, a1

PN x< a."ﬁ. (da a» 1)

; 1
<> x‘m

Die rechte Seite ist wegen ma»1 kleiner als 1.
Somit ist = (0'-7-.)

d:l d d ={(0;
1V o, a , (a 00)}

nach Thilo Penzl, Karl-Marx-Stadt

Bei dieser Aufgabe ist nicht die Anzahl der Gesamtlose
angegeben. Somit sei diese gleich n.

a) Hier milssen aus den 8 Gewinnen genau 2 Gewinne und
aus den n-8 Nieten 3 Nieten gezogen werden.
D. h. es gibt (2)-(“’58) MSglichkeiten.

b) Hier werden die Moglichkeitsanzehlen von genau 2,3,4
und 5 Gewinnen addiert.
Es werden genau i (1€N; 2 € 1 # 5) Gewinne gezogen.
D. h. aus den 8 Gewinnen miissen i ausgewdhlt werden.
AuBlerdem miissen aus den n-=8 Nieten 5-i ausgewdhlt
werden. Somit ist die Gesamtanzehl gleich Z (B)-(n'a).
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Preisaufgaben .

Preisaufgaben

Durch die Spitze eines geraden Kegels werde eine Ebe-
re gelegt, welche die Basis des Kegels mit dem Wimkel
ol an der Sehne AB der Liénge a sehneidet. Der kiirzere
Bogen liber der Sehne entspreche dem Winkel (3 . Mam be-
rechne das Volumen des Kegels, wobei d,‘S, a bekannt
sind. !

In eine Kugel mit dem Radius R seien 8 gleiche Kugeln
einbesehrieben. Jede von diesen beriihrt 3 der anderen
einbeschriebenen Kugeln sowie die Oberfléche der Kugel
mit dem Radius R. Man finde den Radius der sinbeschrie-
benen Kugeln, wenn ihre Mittelpunkte die Eckpunkte
eines Wiirfels sind.

Gegeber sei eine Kugel S und eine Gerade g. Man kann
nun eine Ebene durch g legen, so daB beim Schnitt mit
der EKugel auf der Ebene eim Kreis entsteht. Man er-
nittle den geometrischen Ort aller Mittelpunkte der

so entstehenden Kreise und umtersuche die F#lle, daB

g S berithrt, schmeidet oder keinen Pumkt mit S gemein-
sam hat,

Fiir welche kompleieu Zahlen a und b gibt es ein Poly-
nom p(x) mit

(12+ax+b)-p(x) = 14-1 .

Man zelge, daB die quadratische Gleichung

21 + (b 2 2)x+b2c0

keine reellen Lisungen hat, wenn
a+bdc und |a-bike .

Em
0)}
(o))

HallTy reomeTpryeECcKOe MECTO IPOEKLNH ZaHHO# TOUKM
IIPOCTPAHCTBA HA IJNIOCKOCTH, IIPOXOZANME qepes Ipy-
Iy LaHHYyO TOUKY.
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‘Quadratzerlegung in kleine Quadrate

Eine unter den Mathematikern lang diskutierte Frage war es, zu
entscheiden, ob man ein Quadrat in kleinere, jedoch paarweise
verschiedene Quadrate zerlegen kann. Lange Zeit schien es so-
gar unmdglich, ein sogenanntes "quadratiertes" Quadrat zu fin-
den, zumal es fiir die analoge Fragestellung im Raum eine klare
Antwort gibt.
1. LdBt sich ein Wiirfel in‘paarweiae verschiedene kleinere Wiir-
fel zerlegen?
~ Die Antwort hierauf lautet NEIN, wobei die Begriindung leicht
verbal formuliert werden kann. Man nimmt an, es gibt eine sol-
che Zerlegung des Wiirfels. Betrachtet man die Grundfl&che des
zerlegten Wirfels, so wird dieses Quadrat durch die aufgesetz-
ten Wirfel in kleinere Quadrate zerlegt. Davon wédhle man das
kleinste Quadrat und betrachte den zugehdrigen Wiirfel bzw. des-
sen obere Flidche. Da neben diesem Wiirfel nur groBere Wiirfel
Platz finden, muB diese Oberseite des kleinsten Grundflédchen-
wiirfels wiederum zerlegt werden in kleinere Quadrate. Betrach-
tet man auch davon wieder das kleinste und setzt die Uberlegun-
gen analog fort, so erkennt man, daB es keinen kleinsten Wiirfel
in der Zerlegung des Ausgangswiirfels geben kann. Das wider=
spricht jedoch der Annahme, daB ein Wiirfel in paarweise ver-
schiedene Wiirfel zerlegt werden kann.
Kehren wir jedoch zuriick zur Fragestellung in der Ebene. Aus
ghnlichen Griinden wie im dreidimensionalen Fall kann man sich
leicht vorstellen, daBl bei Existenz einer Quadratzerlegung in
unserem Sinne, das kleinste Quadrat hierbei nicht am Rand pla-
‘ziert werden kann und natilrlich nicht in einer Ecke. Um der Lo-
sung des Problems ndher zu kommen, ist es sinnvoll, sich mit
der Zerlegung von Rechtecken in paarweise nichtkongruente Qua-
drate zu beschédftigen. StoBt man auf quadratierte Rechtecke,
so kann man einerseits fragen, ob unter den verschiedenen Recht=
ecken ein Quadrat ist oder sich vielleicht aus den erhaltenen
Rechtecken ein Quadrat zusammensetzen l&éBt.
Es ist sicher schnell einzusehen, daBl eine Rechteckzerlegung
mit 2, 3 oder 4 paarwelse verschiedenen Quadraten nicht moglich
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ist, weil ja das kleinste dieser Quadrate keinen Randkontakt

haben darf. Es ist auch logisch, daB die Quadratseiten stets
parallel zu den Rechteckseiten gelegt werden miissen.
Versuchen wir nun, uns stlickweise der LOsung unseres Problems
zu ndhern.

2. Ist ein Rechteck in 5 paarweise verschiedene Quadrate zer-
legbar?

Bis auf Decktransformationen des Rechtecks gibt es nur eine

MSglichkeit, fiinf Quadrate Q1,...,Q5 zu einem Rechteck zusam-
menzuschlieBen. Dabei geht es uns immer
zuerst um eine brinzipielle Lage, so daB 6&
die Quadrate in den folgenden Skizzen 6?, @
als Rechtecke angedeutet werden. 1

@
q |°

Abb. 1

Nun gilt jedoch sofort fiir die Seitenléngen ay von Qi=

a,> 33> a4>as) a,, was wegen a,>a, ein Widerspruch ist.
Somit geniigen fiinf paarweise verschiedene Quadrate nicht zur
Zerlegung eines Rechtecks.

Auch mit einem sechsten Quadrat QG’ das von allen anderen ver-
schieden ist, ist die Bildung eines Rechtecks nicht moglich,
Es reicht nicht aus, um eine eventuelle Liicke in Abbildung 1
zu schlieBen.

3. Ist es moglich, ein Rechteck in 7 paarweise verschiedene
Quadrate zu zerlegen? :

Da in Abbildung 1 nur zwei Quadrate ergénzt werden sollen, darf

nur eine freie Ecke entstehen, die wir nun versuchen zu schlie=

Ben. Es geniigt dies flir die Lagen von Abb. 2 und 3 zu disku-

tieren.

e | d,
GL' 04 . GL; GL
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Aus Abbildung 2 ist sofort ersichtlich, daB einerseits
a5'b a,+a,, d. h. a5> &, und andererseits gilt wie oben:
3255\3> a4> 85 d. h. a2>_ a5, Waes zusamuen nicht mbglich ist.
Damit bleibt die einzige Hoffnung, durch

Hinzufiigen von Qg und Q. in Abb. 3 eine @4 02,
Losung zu finden, wie dies in Abb. 4 dar- Q
gestellt ist. _ a? s a,
Ablesbar sind dann folgende Gleichheiten: a” 03
(1) a, = ajta, (2) 8y = a,+8,

(3) a8, = ag+a, (4) 8; = 8gta, Abb. 4

(5) 8¢ = e.5+a7 (6) agtag = a +a,
Aus den ersten drei Gleichungen erhidlt man

(7) a, = ag+3a, und aus der letzten Gleichung
(8) 8, = 8g+8.-a,, Was (9) 8g = 4a1 zur Folge hat.

Betrachtet man nun (4) bis (6), so ergibt sich

(10)‘ ag = 3a5+a1, woraus sofor_t (11) 3ag = ag=a, folgt.
Setzt man in (11) die Aussage (9) ein, erhdlt man 8g = 84,
was im Widerspruch zu einer mdglichen Zerlegung des Rechtecks
in paarweise verschiedene Quadrate steht.

4. Kann ein Rechteck in 8 paarweise verschiedene Quadrate zer-

legt werden? % ‘
Nachdem wir festgestellt haben, daB8 7 Quadrate fiir dieses Pro-
blem nicht ausreichen, ist es notwendig, sich ausgehend von
Abbildung 1 klarzumachen, wie die anderen drei Quadrate ange-
gliedert werden konnten.
Betrachten wir zuerst eine freie Ecke, wie dies in den Abbil-
dungen 2 und 3 angedeutet ist, wobei wir uns aus obigen Griin-
den nur Bild 3 widmen miissen. Fiir die Anlagerung von Qg 8ibt es
prinzipiell zwei Moglichkeiten: a) ag< ag

b) 8g>85

Dadurch sind jedoch Q.? und QB in ihrer Lage fest, wie in Ab-
bildung 5 und 6 verdeutlicht.
Im ersten Fall ergibt sich zwangsléufig
(12) a, < a5<a4< 8;<a,<ag, im Gegensatz zum Bild (a7>aa).
Auch bei Variante 2 erh&lt man einen Widerspruch, da
ag< a7<aé< 8, = a,+a; und ag = a,+a; wie aus der Zeichnung er-
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S G Z2Z D

Qc 7] : %// Qs F-E———-aq
¥ g; 3
8, I & 525; ./4§CZ;/’
Abb. 5 Abb. 6

gichtlich. Folglich ist a1+a3> a,teq und somit a4< a, im Ge=
gensatz zur Annahme, daB Q1 das kleinste Quadrat ist.

Wéhlt man von Abbildung 1 ausgehend zwei freie Ecken aus, so
miissen diese zwangsldufig benachbart sein, da sonst drei anzu=
lagernde Quadrate keine Auffiillung zu einem Rechteck gestatten,
wovon man sich leicht anhand von Abbildung 7 iiberzeugt.

‘?2 (Zf' t?z tz:
as ‘_____1..--—04 laq a 05-
G, Qy 13 '’
629 fgq 6(3
Abb. 7

Auch bei der Auswahl benachbarter Ecken lassen sich die ersten
drei Varianten aus Abbildung 8 als ummdglich nachweisen, da
bei Anlagerung dreier Quadrate entweder Liicken bleiben oder
wenigstens zwei kongruente Quadrate auftreten.

4,
Q,
Q| @ Qs | @ }\fg Qs Ka& |

Q? ‘13 GM GL ‘g¢ ab

Abb. 8

Nur im vierten Bild der Abbildung 8 konnen drei weitere Qua-
drate so geschickt gelagert werden, daB sich prinzipiell ein
Rechteck bauen 1l&dB8t, wie in Abbildung 9 dargestellt.
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diesem Fall ist schnell ein Wider-

Auch in
Pk spruch gezeigt. Aus der Zeichnung ersieht
4“/4' G, mans
&, & o (13) a, = ajta, (14) 8y = 8,+ag+a,
3! (15) ag = ag (16) &, = ag+a,
74: Q | o (17) ag = 8,%ay (18) 8y = 8,+8;
//{.% Somit erhdlt man
Leg apta, = a;+2a, wegen(13)
&BBe 3 = a,+ag+3a, wegen(14)
= agta,ta e, wegen(16) und (17)
= a.4+a.5+a7+4&1
= a,5+a6+5a1 wegen(15) und (16)

und 3.2+a1> ag+ag, Was nicht

mit Abbildung 9 in Einklang zu

bringen ist (9.5+a6 = a1+a.2). :
Damit ist gezeigt, auch Frage 4 muB negativ beantwortet werden.

Fortsetzung folgt
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Preisaufgaben ; 178

Preisaufgaben

(&)

S 67 Dpie Gleichung x2 + px + @ = O habe rationale Koeffizien-
H@ ten. Eine Ldsung der Gleichung sel x= 1 +-q-.
S

Man bestimme die zweite LSsung.

68 Man 15se die folgende Gleichung

@ 2#??1f7;'= 1 -x -1

S 69 Beweise, dag n3 + 5n durch 6 teilbar ist, wenn n eine
@’r. beliebige natiirliche Zahl ist.

S 70  Gegeben seien drei natiirliche Zahlen a, b, c. Beweise:
Wenn man fiir jedes n € N ein Dreieck mit den Seiten-
ldngen an, 'bn, c” konstruieren kann,dann sind alle so

konstruierten Dreiecke gleichschenklig.

S 71 Die Summe von n natiirlichen Zahlen 81y Bpyeeey B sei
@ kleiner ale k. Beweise, daB dam gilt:

31! ] 32! - a & 8 an! 4 k!

s 72

B mpaEMNbHyK M-yTOJBHYK NplCMy BOUCAH map, Kaca-
©) oumyicAa BCeX rpadeli IpusMH. BOKpYr Ipusub Taxxe
omicaH map. HatiTu oTHOmeHMe OOBEMOB LByX UAPORB,

Einsendeschlu3: 1. 3. 87

Losungsbedingungen:

Fiir jede vollstiéndige Lisung erhdlt der Einsender die bei der
enteprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufénen Schul jahr mindestens 10 Punkte erreichten.
Einsender mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr
erreichten Punkte fiir das niichtste Schuljahr gutgeschrieben,
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Die L¥sungen sind - jede L¥sung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse, Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort " WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu bewelsen. Dies bedeutet insbeson
dere, dafl die in der L8sung unbewiesen verwendeten Sachver-
halte anzugeben sind. Der Lésungsweg (einschlieflich Neben-
rechnungen, Hilfslinien, ...) muB8 deutlich erkennbar sein.

Quadratzerlegung (Fortsetzung)

5. Gibt es eine lloglichkeit, ein Rechteck in 9 paarweise ver-
schiedene Quadrate zu zerlegen?

Bei der Betrachtung von Abbildung 5 und dem anschlieBenden Gro-

Benvergleich fdllt auf, daB die linke Ungleichung in (12) mit

ausschlaggebend fiir das Nichtgelingen einer Rechteckzerlegung

ist. Die Hinzunahme eines neunten Quadrates ermdglicht es, dies

zu beheben, wie Abbildung 10 zeigt.

Qs
Gr o] . Abb. 10
1
:"2;/(” Qs |eo
4’//4 Qq o

Notieren wir zuerst wieder alle vorhandenen Gleichheiten, die
aus der Zeichnung erkennbar sind:

(19) a, ='a,+a, (20) 83 = 8,+a, (21) 8, = agta,
(22) 8, = agt+ag (23) ag = 8,y46, (24) 8y = 8,48
(25) agtag = a,+a, (26) agta; = agtag

Mit (19) bis (21) ergibt sich wie schon oben (27) 8, = 331+a5
und aus (25) folgt (28) 8y = Bg+Bc=8,. Die letzten beiden Glei-
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chungen liefern (29) ag = 4a,.

158t man (25) nach ag auf und setzt (29) ein, so erhélt man
(30) ag = a2-331. ag ist jedoch wegen (26) gleich Bgta,=8g,
was nach Einsetzen von (22) und (24) die Gleichung

(31) ag = 2a6+a8-(a4+a5) liefert. Unter Berilcksichtigung von
(21) und (23) ergibt sich (32) ag = 3&6+a2-(2a5+a1), woraus
mit (29) 385 = 11a,+a, folgert.

Unter Einbeziehung von (30) ertffnet sich danach aus der letz-
ten Gleichung 3&2-931 = 11a1+a2, das heiBt (33) 8, = 10a1.
Die Gleichungen (19) - (24) erlauben nun die Darstellung aller
anderen Quadratseiten a8, bis Bg als Vielfache von 84, womit

eine erste Losung des Rechteckzerlegungsproblems gefunden ist:
a3 = 9a1, 8, = 8&1, 35 = 7a1, ay = 18&1, ag = 1431,
aq =158,, sowle a; = 4a, von oben (29).

Die konkrete Realisierung ist in Abbildung 11 gegeben:
33

1 | as e W

é1

24 |

19 40 9

Abb. 11 Abb. 12

Beim Mustern aller lidglichkeiten zur Anlagerung von vier wei-
teren Quadraten an ILiicken, die bei der Konfiguration aus Abbil-
dung 1 entstehen ktnnen, erhélt man eine weitere von Abbildung
11 verschiedene Losung. Dabei ist vom dritten Bild in Abbil=
dung 7 auszugehen. Analoge Rechnungen wie im obigen Fall lie-
fern die Verhdltnisse der Quadratseitenldngen, wie sie in Ab-
bildung 12 dargestellt sind. Die beiden gefundenen Losungen
8ind die einzig mbglichen im Fall von 9 Quadraten, wobei auf
den exakten Nachweis dieser Behauptung hier verzichtet wird.
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Ziel war es, eine Methode aufzuzeigen, die auch weitere Lisun=-
gen fir 10 und mehr Quadrate ermdglicht. Leicht ist es anderer-
seits, von einer vorhandenen Zerlegung eines Rechtecks in n '
paarweise verschiedene Quadrate zu einer Zerlegung mit a+1 paar-
weise verschiedenen Quadraten zu gelangen, indem man ein Qua~
drat der Seitenliénge einer Rechteckseite anlagert (in Abbil-
dung 11 z. B. Qo mit a,4 = 32).

Abbildung 13 zeigt eine der 10

moglichen Rechteckzerlegungen in

10 paarweise verschiedene Qua=

dréte, die kein Randquadrat be=-

gitzen. :

11 Die Ermittlung aller solcher

23 29 Rechteckzerlegungen in paarweise

44 verschiedene Quadrate wurde in

den letzten 25 Jahren auch ver-

moge der Rechentechnik vorge=
Abb. 13 nommen. S50 konnten alle Recht-
eckzerlegungen aufgelistet wer-
den, in denen maximasl 19 paarweise verschiedene Quadrate ent-
helten waren. Es zeigten sich zwei schone Ergebnisse.

a) Unter all diesen Rechtecken war kein Quadrat zu finden. Das
bedeutet auch, dal eine eventuell mogliche Quadratzerlegung
in paarweise verschiedene Quadrate mindestens 20 Quadrate
erfordert.

b) Unter den 408 existierenden Rechteckzerlegungen in 13 paar-
weise verschiedene Quadrate befinden sich zwei Mdglichkeiten
der Zerlegung ein und desselben Rechtecks, wobei alle 26 be-
teiligten Quadrate paarweise verschieden sind (vgl. Abbil=-
dung 4).

2y 7 22
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2o7 2715 L 297
72
43 o3
. 37 P
m| s ol £ : 774
. e o | or 15%
E s
22
-? Zoe 22e 792
$22 Ry Y22 R,

Abb. 14

Mit b) ist nun die M&glichkeit gegeben, ein Quadrat in paarwei-
se verschiedene Quadrate zu zerlegen, wenn die ermittelten Recht-

ecke und zwei zusétzliche Quadrate wie in Abbildung 15 angeord-
net wurden. l |

R, 4222 %22

$93x 5393

Abb. 15
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Demit war die Frage nach Quadratierten Quadraten bejaht, doch
die Problemstellung fand sofort eine Fortsetzung. Insbesondere
niederléndische Mathematiker beschéftigten sich nun deamit, wel-
che Minimalzehl M von Quadraten die Zerlegung eines Quadrates
gestattet. Nach obigen Ergebnissen ist klar:

20 = M = 28,
Lenge Zeit stand der "Weltrekord™ bei M = 24. Die entsprechen-
de Zerlegung zeigt Abbildung 16, wobei bemerkenswerter Weise -
links oben ein Teilrechteck der GrdBe 94 x 121 aus dreizehn
. Quadraten vorhanden ist.

?
39
§5 || o1
(3} |16 B{17
mi
56 :33' r _ 13§
1391 &4
. 31| 19 '
v - o | @) Abb. 16
33 | as 43

Die endgiiltige Losung lieferte der Holliénder A.dJ.W. DJUWESTIN
erst gegen Ende der siebziger Jahre natiirlich mit Hilfe von
Rechnern. Er bewies, daB die kleinste Anzahl von paarweise ver-
schiedenen Quadraten, die ein Quadrat zerlegen konnen, 21 ist,
indem er eine IL8sung fir 21 vorgab und zeigte, daB es mit we-
niger Quadraten nicht geht. Abbildung 17 verdeutlicht den nun
ewigen "Rekord".

Die dortige Zerlegung weist noch die Eigenschaft auf, daB es
kein echtes Teilrechteck gibt, welches durch zwel oder mehr
Quadrate gebildet wird.
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35 23
50
F
79
i 45 77 11
9 |s 72
' 24
3 29 I8
& 16
—id
2
33 .37
Abb. 17
12

Moglich sind ebenfalls Zerlegungen eines Quadrates in 25, 26,
27 bzw. 37 kleinere paarweise verschiedene Quadrate. Wire man
in der Lage, diese Folge fortzusetzen, um insgesamt fiir alle
Anzahlen n zwischen 24 und 43 Zerlegungen eines Quadrates in n
paarweise verschiedene Quadrate anzugeben, so hétte man sogar
die Aussage, daB fiir jede natiirliche Zahl n = 24 eine solche
Zerlegung moglich ist. Das ist leicht einzusehen, denn man er-
hélt ja aus jeder Zerlegung in m Teile eine Zerlegung in m+20
Quadrate, wenn man das kleinste vorhandene Quadrat in 21 noch
kleinere zerlegt, so wie es Abbildung 17 zeigt. Diese Vermutung

liegt nahe, wenn ein Beweis auch sicher @uBerst kompliziert wi=
re.

Dr. K. Miiller, FSU
Sektion Mathematik
Bereich Theoretische Mathematik
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Losungen

S 23 nach Pia Thieme, Gera
3 3

sinx+coax=1-%sin2x
. 2 2 1
ginx sin x+co08x ¢c08 X = 1= 3 28inx cosx
. 2 2
sinx=sinx cos X+cos8x=8in x cosx = 1=8inx-:-cosx
ginx+cosx=-sinx- cosx(cosx+sinx) = 1-sinx-cosx

(sinx+cosx) (1=sinx cosx) a 1=ginx.cosx

1¢ 1=sinx-cosx = 0
1 = sginx-cosx
2 = gin2x 3 zu sin2x € 1

2. 1=sinx-.cosx $ O Division

]
=%

sinx+cosx

it
e

cos(x+ ~%-}Hcosu: mit cosx+cosy =
2X= I - = 2cos XL gos XX

EGOB-TZ cos8s 12 = 1 2 2
cos(x- %) cos(= %)= %
cos(x= %) -;—“‘—21 = %
cos(x~- 1%) = %{ 2
x - arc cos %{?+1{
;- + 2k W
X = k ganz
0O + 2kWw
g + 2kW
alle x = erfiilllen die Gleichung.

O + 2kT

A}
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S 24

S 34

nach Harald Lieske, Eisenach

Zum Zeitpunkt hat Fahrzeug 3 den Weg v3t = 8, zurlickge=

legt, die anderen Fahrzeuge die Wege 8y = 25450t bzw.
= 20+40t. Zum Zeitpunkt t' ist Fahrzeugt 2 erreicht,

S
2
zum Zeitpunkt t" = t'+1,5 Fahrzeug 1. Damit erhalten wir
v3£' = 40t '+20 v3t" = 50t"+25
20 2
t' = " =
v3=40 V3
20 2
o + 1,5 = =
V3 5
2 280
Ty = == ¥y & 2000 = 0
V31 = 60
Vor = 33 4
32 3

Ein sinnvolles Ergebnis liefert nur v31. Fahrzeug 3 be-
wegt sich mit 60 m/h.

nach Thomas Pigorsch, Eisleben

Aus den Dreiecksungleichungen at+b)e , a+é>b , b+era
folgt sofort a+b-c’0 , a+e-b>0 , b+c-ad0 .
(a+b=c)(b+c-a)(a+e-b)> 0 , durch Umordnungen erhalte
ich darn: ’
(ab+ac—a?+b2+bc—ab-bc~c2+ac)(a+c—b)>o
(2ac-ag+b2-c2)(a+c-b):0
252c+2ac2—2abc—a3—52c+a2b+52c-b3-ac2-c3+bc%>0
a c+ac2—2abc-a5+azb+ab2+b2c+bc2ab3-c3?0
a(b2+e2)+b(12+32)+e(a2+b2)-2abc.>a3+b5+c5
a(b2-2bc+b2)+b(a2-2ac+32)+c(a2-2ab+b2)+4abc) a3+'b3+é3
a(b—c)2+b(c-a)2+c(a—b)2+uabc) a3+b3+c3 )
g.e.d.
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Losungen

3 33 mnach Philo Kuessner

Gegeben ist eim Rhombus ABCD mit ¥BAD = 30 BD=d,,
1B = a, AC =d2

Im Rhombus gilt AB= BC=CD=DA .

Deshalb sind die Dreiecke ABC, ABD, ACD, BCD gleich-

schenklig und es gilt FABD=FADB= 75° uudlr_ CBD=4CDB =
wegen? DCB=XDAB= 30°,
Nach dem Sinussatz gilt mun im ABD

1) %;___:in gg:

Weiterhin ist ¥ ABC=JADC = 18C0-30°=150° und damit
JBAC=XBCA = 15° ‘
Nach dem Simussatz gilt num im ABC
(2) d, s=in 1500
a = sim 150

Es ist sim 75= sin(45+30F= sin43 c0s30%+ eost5’sin30’
| =142 ({3 + 1)
=in30% 1/2

sin 150z 81n(180° = 30) = sin30% 1,2
0. B A
sin 15°= 1/2 =in30 =“1-cgs§0°,___ 1/4{? ({?_ 1

Aus (1) und (2) folgt hiermit

ﬁ;: % E(E+ 1)
1L2d3'+ 1)

_gE

~und damit a/d.1=d2/a .

q.e.d.
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Lésungen IMO

Aufgabe 1:
Nehmen wir an, es gibt ein d, so daB fiir alle

a,b€ {2,5,13,a} gilt: ab-1 ist Quadratzahl.
Dann gibt es Zahlen a,b, mit
5

2d=1 = a (1)
5d=1 = b2 (2)
13d-1 = ¢° (3)

1. Fall: 2|d; d=2d,. Dann ist a° = -1 mod 4.
Es gibt aber keine ganze Zahl a mit a° = =1 mod 4. Wir er-
halten einen Widerspruch.

2. Pall: 244d; d = 2d4+1.
Aus (2), (3) folgt

(21) 10d1+4 = bz, 2 bs; b = 2b1
(3') 264,+12= ¢, 2c; ¢ = 2c,

Aus (2') und (3') ergibt sich durch Einsetzen
104, + 4 = 4b5

1
264, +12 = 4c§ bzw.
2
5d1 + 2 = 2b1
134, + 5 = 2of ,  durch Subtraktion der beiden Glei-
. chungen
2 2
84, + 4 = 205 - 2b7
2 2
] _
2 = cy = b1 mod 4.

Eine solche Kongruenzgleichung hat aber keine LOsung in gan-
zen Zahlen Cqs b1, da nur 0,1 quadratische Reste modulo 4
sind, mithin nur =1,0,1.

Aufgabe 4: :
Liegt Y auf der n-Eckseite AB, so liegt Z auf einer der be=-
nachbarten Seiten.

Die Menge aller moglichen Lagen von X hat die gleichen Sym=
metrieeigenschaften wie das n-Eck.
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Es genugt, alle Lagen von Y auf der Seite AB zu untersu-
chen, wobei Z auf der Seite BC liegen mige.

Behauptung: 'X liegt auf der Geraden OB,

Beweis: Es sei r der Umkreis-
radius des n-Ecks, S seine A
Seitenliénge.

Y, Z liegen auf dem Kreis mit
Radius r um X. Y' gsei das Spie-
gelbild von Y an der Geraden OB,
Y' liegt auf BC (Abb.)

& YY'Z = 90° + & YBO
= 90° + 80° -

180° _
n
falls YB £ BZ

4 YY'z = 90° - §YBO =

Da X YXZ = 33—&’ , liegt Y' nach der Umkehrung des Zentri-
winkelsatzes auf dem Kreis um X mit Radius r = XY.
Damit liegt X auf der Mittelsenkrechten von YY', d. h. OB.
r
180°

n

o —
1’32 , falls B2 < YB.

Behauptung: 1r < BX <
cos

(o]

& ABC = 180° - .3_15;0_

_ 360°
¥ .=

Damit gilt im Viereck YBZX 4 XYB + < BzX = 180°

Wenigstens einer dieser Winkel ist nicht kleiner als 90°.

0.B.d.A. sei dies <4 XYB.

Dann gilt YX € cos 4 YXB * BX,
YX & BX,

das bringt mit ¥YX = r und ¥ YXB =

gleichung. L

o
120 die behauptete Un-
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Aufgabe 5:

Im Fall x = y = 0 ergibt sich

1.
2.

3‘

4.

£(0)+£(0) = £(0), damit £(0) = 1

x20, y=2

f(x £(2)) £(2) ="f(x+2), damit
£(x+2) = 0, d. h.

£f(x) = 0 fiir x 2 2,

0<yL 2, X = 2=y
£((2=y) - 2(y))-£(y) = £(2)
£((2-y)+£(y)) = O

(2=y)- £(y) > 2

£(y) > ﬁ? fir alle y mit 0<y< 2.
0L x+yZL 2
Wegen 3 gilt
£(x) 2 52-% O,
f(y) 2 -QE_Y > 0,
f(x+y) 2 g:(%-m) 0.

Aus f£(x.f(y)) = £(x+y)> 0 folgt &
£(x.£(y)) 4O

xf(y) < 2
f(y) < -]2; fiir alle x mit 0¢ x< 2-y
. 2
£(y) £ inf £ =
A Oexe2-y X 2V

Die Ungleichungen aus 3. und 4. zusammen ergeben
2 2

é—f; falls 0 € x &2,

(%) £f(x) =
0 __sonat.

Damit f die Bedingungen der Aufgabe erfilllt, muB f obige
Form (#) heben. Diese Punktion geniigt auch allen Forde-

rungen.
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Aufgabe 6:

Wir betrachten Wege der folgenden Form auf der vorgegebenen
Gitterpunktmenge: :
Wenn ich horizontal zu einem Punkt gekommen bin,
kann ich vertikal zum néchsten gehen und umgekehrt.

Beispiel: Py e o : >
I 2 Py
® —Pg

Pq Pl

Ein Zyklus ist ein VWeg PorPqseeesPy mit Pp =P,prn 1.

" Satz: Wenn in der Punktmenge kein Zyklus existiert,
und wenn w = P,1Pqre-+sP, €in Weg maximaler Lin-
ge ist, so ist der Punkt P, spalten- oder zei-
lenisoliert, d. h. es gibt keinen anderen Punkt
der Gitterpunktmenge, der die gleiche Abszisse
wie P, hat oder es gibt keinen, der die gleiche
Ordinate wie Po hat.

Beweis: Angenommen, P, sei weder zeilen- noch spaltenisoliert
und Pq habe die gleiche Abszisse wie P,* P sei ein von Py
verschiedener Punkt mit gleicher Ordinate. Dann ist
PsPysPqsee« P, entweder ein liéngerer Weg als PorPqsecesPy
oder pekpz.....pn} , do h. es existiert ein Zyklus.

Wir .beweisen nun die MUglichkeit der Fiérbung mittels voll-
stédndiger Induktion.

Falls die Punktmenge aus hSchstens zwei Punkten besteht, ist
eine Fidrbung der gewilnaschten Art stets mtglich.

Die Punktmenge enthalte k> 2 Punkte.

Enthélt sie einen Zyklus, so férbe ich die Punkte des Zyklus
abwechselnd mit rot und weiB.

Die restlichen Punkte kann ich nach Induktionsvoraussetzung

fédrben.

Falls kein Zyklus existiert, so gibt es 0.B.d.A. einen zei-

lenisolierten Punkt Poe Die restlichen Punkte seien nach In-
duktionsvoraussetzung geférbt.

Falls in der Spalfe des Punktes P, die Anzahl der roten



gleich der
Punkte , groBer als die Anzahl
kleiner als die
r beliebig
der weiBen Punkte ist, so fdarbe Py weilB
; rot
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