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PASCAL- und HILBERT-Matrizen

Im Zusammenhang mit der Testung von Verfahren zur Lésung von
Gleichungssystemen mit Hilfe des Computers fanden wir einige
Besonderheiten dieser Matrizen. Wir weisen aber darauf hin, da8
wir hier im wesentlichen nur interessante Probleme und keine
Losungen dieser Probleme angeben ktnnen.

1. Aufbau der PASCAL-Matrix

Ausgehend vom PASCALschen Dreieck der Binomialkoeffizienten
werden Matrizen konstruiert, indem aus dem PASCALschen Dreieck,
von dessen Spitze ausgehend, Quadrate "herausgetrennt" werden.
Die so erhaltenen Matrizen werden PASCAL-Matrizen genannt. Sie
8ind symmetrisch zur Hauptdiagonalen.

Flir die vierreihige quadratische PASCAL-Matrix sghe das z. B.
folgendermaBen aus:

1 1 1 1

- 12 3 4

& = 1 3~ 6 10
1 4 10 20. ¢

Zum Aufbau der Matrizen verwendeten wir das folgende BASIC-
Programm:
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100 REM
110 REM AUFBAU DER PASCAL-MATRIX
130 REM INPUT : N=Zeilen- bzw. Spaltenzahl der PASCAI=-Matrix

140 REM  OUTPUT: . U(1..N,1..N)=Elemente der PASCAI-Matrix

160 REM  INTERNE VARIABILEN: I,K=Schleifenvariable

170 REM F1,F2,F3=Fakultaeten fuer die Berechnung der Elemente
180 REM '

190 FOR I=1 TO N

2000 FOR K=1 TO XN

210 X=I+K-2
220 GOSUB 400

230 F1=F

240 X=I-1

250 GOSUB 400

260 F2=F

270 X=K~1

280 GOSUB 400

290 F3=F

300 U(I,K)=F1/(F2«F3)
310  NEXT K

320 NEXT I

330 REM

340 END

350 REM

360 REM UNTERPRODGRAMM FAKULTAET
380 REM Variablen:J,X,F

390 REM

400 F=1

410 FOR J=1 TO X
420 F=F#&J
430. NEXT J

440 RETURN

450 REM

2. Determinante der PASCAL-Matrix

Die Determinante jeder PASCAI-Matrix ist unabhéngig von der Zei-
lenzahl der Matrix gleich 1.

Wir verzichten hier auf einen Beweis. Wér mit Matrizenumformun-
gen zur Bestimmung der Determinante vertraut ist, wird aber
leicht sehen, daB sich durch geschickte Zeilen- und Spaltenope-
rationen jede dieser Matrizen auf die Matrix mit um 1 geringe-
rer Zeilenzahl zuriickfiihren 1l&Bt.

3. Die PASCAI-Matrix als Koeffizientenmatrix von Gleichungs-
systemen

Erginzt man eine PASCAI-Matrix durch einen Spaltenvektor, so
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erhdilt man ein Gleichungssystem. Wir berechneten mit einem

Computerprogramm den entsprechenden Ldsungsvektor.

1 1
Fir den Spaltenvektor , _ j ergibt sich der X = 0
. Lsungsvktor :
1k 1 0
k
Setzt man ftir b = [ 2 mit k=1,2,..., 80 ergeben sich
ék

fiir jedes k ab dem Grad k+1 eines Gleichungssystems konstante
Folgen der ersten k Elemente des Losungsvektors. Ab dem Element
k+1 sind alle anderen Elemente des Losungsvektors Null,
Betrachtet man nun diese ersten k+1 Elemente der entsprechenden
Losungsvektoren in Abhéngigkeit von k, so zeigen sich dabei
verschiedene GesetzmiBigkeiten:

(1) Das jeweils erste Element jedes Losungsvektors ist Null.

(2) Das jeweils zweite Element jedes Ldsungsvektors hat den
wert (-1)¥*1 in Abhéngigkeit von k.

(3) Das jeweils dritte Element jedes Ldsungsvektors hat den
Vert (-1)X. (2K-2). |

(4) Das jeweils letzte von Null verschiedene Element, d. h.
das (k+1)=te Element jedes dieser Ldsungsvektoren hat den
Wert k!, (k=a1,2,.00)e

(5) Das jeweils k-te Element jedes dieser Lisungsvektoren hat
den Wert =(k=1).k!/2, (k=1,2,000)e

Die Bildungsvorschrift bis zum jeweils (k-5). Element jedes
dieser Losungsvektoren (k=6,7,...) ist hier mit angegeben.
Weitere Bildungsvorschriften fiir das jeweils dritte, vierte ...
Element sowie eine allgemeine fiir die (n-m)-ten Elemente dieser
Losungsvektoren in Abhéngigkeit von k widren allerdings noch zu
finden.

4. Inverse PASCAI-Matrix

Mittels eines Programms berechneten wir die inversen Matrizen
der PASCAI~Matrizen. Wir erhielten fiir n=1...6 folgendes Ergeb-
nis:
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n=1" 1
2 -1
e =11

2 -6 4 -1
-6 14 =11 3
e ( 4 =11 10 =3

-1 3 =3 1

5 =10 10 =5 1

-10 30 =35 13 -4

n=5 | 10 =35 236 -27 6
19 =27 17 -4
1 -4 6 -4 1

6 =15 20 =15 6 =1
-15 55 =85 69 =29 5
neg | 20 -85 146 =127 56 =10

-15 69 =127 117 =54 10
. 6 -29 56 =54 26 =5
-1 5 =10 10 -5 1

Man kann sehen, daB in den letzten Zeilen bzw. Spalten der in-
versen Matrizen fiir n=1...6 jeweils die n-1-te Zeile des
PASCALschen Dreiecks, nur mit alternierendem Vorzeichen steht.
Die Vorzeichenverteilung auf den Matrizen hat folgendes, immer
gleich bleibendes Muster:

+ =  + ..

- 4+ - coe

+ Lo + L I

Allerdings fanden wir auch hier noch nicht eine allgemeinglilti-
ge GesetzmiBigkeit fiir den Aufbau der inversen Matrizen.
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5. Aufbau der HILBERT=-Matrix

Die allgemeine n~reihige quadratische HILBERT=-Matrix hat fol-
genden Aufbau:

1 1/2 1/3 coo 1/n
1/2  1/3 1/4 coe 1/(n+1g
7 1/3  1/4 1/5 cos "1/ (n+2
Auch die HIIBERT-Matrix ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen
‘aufgebaut. Wir verwendeten das folgende BASIC-Programm; .
100 REM

110 REM PROGRAMM ZUM AUFBAU DER HILBERTMATRIX

130 REM INPUT : N=Zeilen- bzw. Spaltenzahl der HILBERT-Matrix
140 REM  OUTPUT: U(1..N,1..N)=Elemente der HILBERT-Matrix
160 REM INTERNE VARIABLEN: I,K=Schleifenvarisble

170 REM

180 FOR I=1 TO N

190 FOR K=1 TO N

200 U(I,K)=1/(I+K=1)

210 NEXT K

220 NEXT I

230 END

240 REM

6. Determinante der HILBERT=-Matrix

Die Determinante der HILBERT-Matrix geht mit wachsendem n ge-
gen Null.

Wir verzichten hier auf einen Beweis und geben nur den Wert der
Determinante fiir n=1...8 an:

1.0000000000000 E+00

n=1 D =
n=2 D = 8.3333333333333 E=-02
n=3 D = 4.6296296296296 E=04
n=4 D = 1.6534391534392 E-07
n=5 D = 3.7492951385141 E-12
n=6 D = 5.3672998873887 E=18
n="7 D = 4.8358026257373 E=25
D = 2.7370501412215 E-33

n=_8



7 Matrizen
7. Die HILBERT-Matrix als Koeffizientenmatrix von Gleichungs-
systemen

Ergénzt man die HILBERT-Matrix durch einen Spaltenvektor, so
erhélt man ein Gleichungssystem. Bei der Auswertung der Lo-
sungsvektoren stellten wir wieder GesetzmiBigkeiten fest.

1
2
Setzt man den Spaltenvektor b = [ 22 , 80 erh#lt man fiir
n=1...8: én

1- & 3 & .5 € .7 =
2 o =2 @& 2 @ @& D
2 -2 4 -4 6 =6 8
2 -4 8 -12 18 -24
2. -6 14 =26 44

2 =8 22 =48
2 -10 32
2 =12
-
Fiir die Abhiéngigkeit der Elemente der Losungsvektoren von k

fanden wir folgende GesetzméBigkeiten:

(1) Die jeweils ersten Elemente entstehen nach der Bildungs-
 vorschrift 1-(-1)". .
(2) Die zweiten Elemente haben den Wert (-1)% 2+/m/27 .
(3) Die n-ten Elemente, also die Elemente der letzten Diago-
nalen sind konstant gleich 2.
(4) Die n~1-ten Elemente ergeben sich nach der Vorschrift
=2en+4. :
(5) Die Jeweils n-2-ten Elemente haben die Bildungsvorschrift
_ -5 n+8.
(6) Die n-3-ten Elemente ergaben die Vorschrift
-1/3.n +3 n —32/3 n+16.

Es lassen sich noch weitere Zusammenhiinge ermltteln. Die all=-
gemeine Losung kdnnen wir jedoch nicht angeben.

Dorothee Haroske, Holger Scharm
-Spezialschule ,Carl Zeiss" Jena



Matrizen

PEBLH(9-)92Eh=5(9-7) L2GE+-(9=T) 092 L=, (9=)GHE (9~w)AUKEL =6=Ux (o)

(9=u) ju.
(6eu) jue 2=(G-U)G+,(S=T)OL+ (G-U)E Amuﬁ.o.mm.rr ="z (6) (1=m) E.:..S.m -= +nu (S)
(bew) e Z=(P-E)GH, (V=T)OE+ (Y=T)SL ?lnv.o.mhr_m. €U (gy (1=W) ju =t MN (+)
. ) 2y (coml _2-t (L=m)  (2=g@)u(t=) = fx (¢)
{owa). 1= (Em)*z(E=m) (€-m)F (L) (1em) all=)== %x (2)
(¢<m) ju- +(z=m)e (2= =t"x (9) (1ew) o= ()
T
4 ° f
(&) *BHebht P ¥
97 O RSebs - oog 4291 O T
&) VD Wl VIENY- 958 29 © L
I i - T A gl
(51 61 §bp 20X °OSTIEL %F82c T oL fFF- PS5 © 7
(%) 4 o526l ofpsigis 2B S% F- ©Zajel °ULL- 0Z% 9 )
90545962 o%0¢e/g- °% §i8 990 57~ O2AY  0%44-  OZF ° 7
CoOREPC-  OX 86 °898i- 4289  ©048-  Ogs) 6yZ- 13 0 t
995,4r  ofbss- 9gjg  9626-  9°BF  opc- 0% ”®- ) 0 7
«).  woz- 229} 94s- 952 52 - .wﬂ o - 73 9- 2 ]
a k- F b Foo 2 B 2 b= >
(») __ © 0 ) © ) 0 r2) ° ) ) °
v m ) ¢ g - £ ’ 5 b € 4 l

LL*°°l=U INJ USIO03Y9ASTUNSQT ISSSTP 94UAWETH (L+u) uajzsxe sTTomel OT(q




9 Prei saufgaben
Preisaufgaben
T 1 Gegeben sei ein kartesisches Koordinatensystem und zwei

Punkte P,=(a,0) auf der x-Achse und P,=(0,b) auf der y-
Achse, wobei a,b >0, Jetzt werden zwel Kreise K1 und K2
gezeichnet. Der Mittelpunkt von K, liege auf der x-Achse
und der von K2 auf der y-Achse. Desweiteren gehe K1 durch
P1 und K2 durch Pz. Die beiden Kreise schneiden sich im
ersten Quadranten im Punkt P und haben im Schnittpunkt
eine gemeinsame Tangente. Man finde den geometrischen
Ort aller so zustandekommenden Punkte P, wobei P1 und P2
dabei fest bleiben sollen. .

=)

Es sei &« +A+y= T /2 und keine zwei der Winkel w, B,y
gleichzeitig gleich Null,

Man zeige, daB dann gilt:

tan « tan 4 + tan # tany + tan ¥y tan e = 1.

=)

Gegeben seien zwei Kreise K1 und K2 unterschiedlichen
Radiuses. Der Durchschnitt der Kreisfldchen beider Kreise
sei leer. Auf einem der beiden Kreise liege der Punkt A.
Man konstruiere nun alle méglichen Kreise K, die K1 und
K, beriihren und durch A gehen. Man betrachte dabei die
veggchiedenen Moglichkeiten der Lage von A auf K1 oder K2‘

Im Dreieck ABC gelte: ™ CAB = 2 - X ABC.

Man finde die Lénge der Seite a, wenn die Léngen der Sei-
ten b und ¢ bekannt sind.

Es ist unter allen komplexen Zahlen z mit §z-25il =< 15
diejenige mit dem groBten Realteil zu finden.

=]

B wap BmMcan npabuAnbHMil TeTpasnep, 3aTeM B TeTpa-

oliep CHORA BmMcaH map. HaftTm oTHomeHMe moBepxHOCTEH
ABYX WAPOB.
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FDJ-Studentenklub ,,.Schmiede*

Wer "Junge Welt"-Leser ist, wird vielleicht zur Kenntnis genom=
men haben, daB ein Studentenclub unserer Universitdt am Ab-
schluBturnier der Aktion "ALLE REDEN UBER FUSSBALL - WIR
SPIELEN" teilgenommen hat und beim FuBball-Volksfest in
Krostitz am 7. Oktober 1986 den zweiten Platz belegte. Es ist
allerdings ein Irrtum anzunehmen, da8 hier Sportstudenten am
Werke waren. Der groBte Teil der Mannschaft beschédftigt sich
mit Mathematik. Dieser auBergewthnliche "Auftritt" des FDJ-Stu-
dentenclubs "Schmiede", dessen Trigersektion die Sektion Mathe-
matik ist, soll uns AnlaB sein, etwas mehr iiber diesen Club zu
berichten.

Als Studenten der Sektionen Mathematik und Wirtschaftswissen-
schaften Anfang der 7Oer Jahre ein neues Wohnheim im Neubauge-
biet Lobeda in Besitz nahmen, dachten sie auch dariiber nach,
wie und wo sie ihre PFreizeit verbringen wollten. Am Ende allen
Nachdenkens und anschlieBenden Schaffens konnte im November
1972 in Kellerrdumen des neuen Wohnheimes der FDJ-Studenten-
club "Schmiede" eroffnet werden. Seitdem wurden rund 240 Stu-
denten, aber auch einige Jugendliche aus dem Wohngebiet "H.-
Duncker-Str.", als Mitglieder in's "Kaderbuch" des Clubs einge-
schrieben. Nach wie vor sorgt eine Mannschaft von ca. 50 Club=-
mitgliedern in ehrenamtlicher Tdtigkeit dafiir, daB an 5 Off-
nungstagen in der Woche stets ein abwechslungsreiches Programm
l#uft. Wenn mittwochs und sonnabends zur Disco gerufen wird, |
reicht oft die Kapazitdt von 120 Plétzen nicht aus. Der Diens-
tag und der Donnerstag sind zumeist Vortréigen, Gespréchsrunden,
Foren, manchmal aber auch dem Bierabend vorbehalten. Am Montag
wird die allgemeine Offnungszeit von 19.00 = 23.00 Uhr, nur
sonnabends geht's eine Stunde lénger, zumeist auch durch Musik
ausgefiillt., Unter "M i- € = Musik im Club" stellten sich bereits
eine ganze Reihe von Liedermachern, kleinen Gruppen und Volks-
kunstkollektiven vor, aber auch Clubmitglieder selbst gestal-
ten so manchen Abend.

Seit Griindung des Clubs fanden somit etwa 1000 Vortridge statt,
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ungezéhlt ist die Zahl der Besucher zu ca. 1500 Tanzabenden.

Auf der Habenseite stehen aber auch 35000 NAW-Stunden, denn
alle Bau=-, Renovierungs- und Verschdnerungsarbeiten werden zum
groBten Teil von den Clubmitgliedern selbst erledigt. Somit
ist es schon gerechtfertigt, daB Clubmitglieder gerne kundtun:
"ee. bei uns lduft mehr als nur Bier!" Aber auch dem wird red-
lich zugesprochen und damit alten studentischen Briuchen Folge
geleistet.

Sicher suchten viele Clubmitglieder zuﬁéchat erst einmal eine
Einrichtung, in der sie Interessen nachgehen und sich vom Stu-
dium entspannen konnten. Oftmals wurdef sie auch schon beim er-
sten Besuch widhrend der "Jenaer Informations~-Tage" oder der er-
sten Studienwoche in ihren Bann gezogen. Viele ehemalige Club-
mitglieder bestdtigen aber auch gerne, daf sie durch die
"Schmiede™ eine ganze Menge an Erfahrungen mitnehmen konnten,
die sie heute bei der Organisierung des gesellschaftlichen Le-
bens in ihren Arbeitskollektiven, ob in der Schule oder in Be-
trieben, sténdig zur Anwendung bringen ktnnen. Zu diesen Erfah-
rungen zéhlen auch die Organisation zahlreicher clubinterner
Veranstaltungen, die wesentlich zur sténdigen Festigung des
Kollektivs, das sich durch Ausscheiden von Absolventen und Neu-
aufnahme jlngerer Studenten sténdig erneuert, beitragen. Der
alljdhrlich am ersten Novemberwochenende stattfindende Clubge-
burtﬁtag hat dabei seinen festen Platz und bietet beste Moglich-
keiten zur Begegnung der verschiedenen "Clubjehrginge™.

Aber wie man eigentlich auch schon vermuten kann, spielt auch
der Sport eine gewichtige Rolle im "inneren Clubleben". Sport-
lerforen sind fester Bestandteil des "Schmiede"-Programms. Ein
Patenschaftsvertrag mit dem SC Motor Jena schafft dafiir beste
Voraussetzungen, aber auch die Moglichkeit zu einer Reihe von
sportlichen Vergleichen. Bekannte Sportler wie Heike Drechsler,
Wolfgang Hoppe und Dietmar Schauerhammer, die auch ab und zu im
Club anzutreffen sind, und deren Entwicklung die Clubmitglie-
der intensiv verfolgen, wurden als Ehrenmitglieder aufgendmmen.
Und mit der Anfiihrung der alljédhrlich stattfindenden Clubver-
gleiche im FuBball schlieBt sich der Kreis dieses Berichtes.
Nach einem 4 : 3 Sieg iiber die Mannschaft des FDJ~Studenten-
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clubs "Rosenkeller" faBte die Mannschaft den EntschluB, sich

an der Umfrage der "Jungen Welt" nach dem besten FuBballer der
DDR aller Zeiten zu beteiligen und sich "hoheren" Aufgaben zu

stellen ¢..

Bild 1: Die Mannschaft des FDJ=-Studentenclubs "Schmiede™ beim
FuBball-Volksfest in Krostitz

Bild 2: "Bremser zu Gast im Club® - Sportlerforum mit Dietmar
Schauerhammer (2. von rechts) und weiteren Bobsport-
lern des ASK "Vorwédrts" Oberhof

Bild 2

R. Schmidt-Réh
Sektion Mathematik
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Bild 1
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Auch die Wissenschsaft hat ihre Zeit
der Unmiindigkeit,

wenn sie eben anféngt und noch
fast kindisch ist,

dann ihre Jugend,

wenn sie iippig und ibermitig ist,
, darauf ihre Mannesjahre,

wenn sie gesetzt und gebédndigt ist,
und endlich ihr Greisenalter,

wenn sie trocken und erschopft ist,

Bacon "Ueber die Wandelbarkeit der Dinge"
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Beitrage zur elementaren Zahlentheorie

Einleitung

Die elementare Zahlentheorie beschédftigt sich vornehmlich mit
den natiirlichen Zahlen. Wir wollen uns hier etwas néher mit dem
Begriff des Teilers einer natiirlichen Zahl n, n=1,2,3,..., be-
schéftigen. Wir setzen dabei die Kenntnis der Gesetze der ele-
mentaren Rechenoperationen und der Anordnung als bekannt vor-
aus. Wir berufen uns weiter auf die Erfahrung, daB bei der Di-
vision zweier natiirlicher Zahlen a,b zwei nicht-negative ganze
Zahlen q,r existieren, so daB a=qb+r mit O£ r& b gilt (der Le-
ser liberzeuge sich, daB mit der letzten Bedingung fiir r die
Eindeutigkeit von q und r ableitbar ist).
Ist der Divisionsrest r=0, so steht b in einem besonderen Ver-
hédltnis zu a, das wir mit dem Zeichen b’a, in Worten "b teilt
am" oder " ist ein Teiler von a", auadriicken: fiir natiirliche
Zahlen a,b sei ‘

bla genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl

q gibt mit der Eigenschaft, daB a=qb ist.
Es ist nilitzlich zu erkennen, daB aus b'a die Relation b&ga
folgt.
Betrachten wir nun etwa die ersten 6 natiirlichen Zahlen n, so
stellen wir bei der Suche nach natiirlichen Zahlen t mit t|n
fest, daB es genau eine natiirliche Zahl gibt, die nur einen
Teiler hat (n=1), daB es natiirliche Zahlen gibt, die genau zwei
Teiler haben (wir nennen solche natiirlichen Zahlen n» 1, die
nur die sogenannten "trivialen Teiler™ 1 und n haben, Primzah-
len) und daB es schlieBlich natiirliche Zahlen n gibt, die mehr
als zwei natiirliche Zahlen als Teiler besitzen (wir nennen sie
"zusammengesetzte Zahlen"): Die natiirliche Zahl

n heiBt zusammengesetzt genau dann, wenn es natiirliche

Zahlen a,b gibt mit n=ab und 1< ag€&b<n.
Damit zerfdllt die Menge der natiirlichen Zahlen in drei dis-
junkte Teilmengen, die Menge 1 , die Menge aller Primzahlen
und die Menge der zusammengesetzten Zahlen.
Da die Menge der zusammengesetzten Zahlen offensichtlich unend-
lich viele Elemente besitzt (man betrachte etwa die Vielfachen
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von 2), muB nicht notwendig die Menge der Primzahlen unendlich
viele Elemente besitzen. :

Und doch ist es so, wie bekanntlioch EUKLID vor mehr sls 2000
Jahren bewiesen hat: Nimmt man an, es gibt nur endlich viele
Primzahlen, die wir

DPysece,yp
nennen wollen, so erhélt man?ﬁit der wie folgt konstruierten
natlirlichen Zahl

m=p1p2...pn+1
und dem (vom Leser selbst zu beweisenden) Sachverhalt, daB der
kleinste von 1 verschiedene Teilepﬂeinar vorgegebenen natiirli-
chen Zahl griBer 1 stets eine Primzahl ist, die sicher falsche
Aussage, daB es eine Primzahl gibt, die Teiler von 1 rist.

Der aufmerksame Leser wird sich an dieser Stelle fragen, woher
wir die GewiBheit nehmen, daB eine beliebige nicht-leere Teil-
menge der Menge der natiirlichen Zahlen ein eindeutig bestimmtes
minimales Element im Sinne der iiblichen Kleinerrelation "g"
besitzt. '

Genau dies wird in der elementaren Zahlentheorie zum Postulat
erhoben (als durch die Erfahrung bestdtigt, wie die eingangs
erwédhnte "Division mit Rest") und ist Grundlage zum Beispiel
fiir das nachstehende Induktionsprinzip: _
N bezeichne die Menge der natiirlichen Zahlen, und es sei M
eine nicht-leere Teilmenge von N (M +¢, M&N). Auf M sei
eine Aussage A(m) fiir die Elemente m aus M erklért.
Dann gilt A(m) fiir alle m aus M, falls die folgenden zwei
Sachverhalte nachgewiesen werden konnen:

(i) Bs gilt A(mo) fiir das minimele Element m, aus MM,
(ii) Plr jedes mn>m aus M gilt A(m) unter der Bedingung, daB

A(k) gilt fir alle k aus M mit k¢m.
Dieses Induktionsprinzip wird vor allem dann von Interesse
sein, wenn M unendlich viele Elemente hat und es kann natiirlich
ME XN gesetzt werden, wie es im Beweis des .nachstehenden Funda-
mentalsatzes der Zahlentheorie der Fall ist.
Beigpiele fiir M=N liefern die Aufgaben,
282041 und  1°1! 4 2421 4 3431 4 ... pent = (n+1)1=1

fiir alle n21
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zu beweisen, was dem Leser iberlassen bleibt.

Nun aber zum Beweis des Induktionsprinzips. Wir beweisen, dalB
.8 hinreichend ist, (i) und (ii) naghzuweisen, um zu wissen,
daB die Aussage A(m) dann fiir alle m aus M richtig ist.

Wir filihren den Beweis indirekt, das heiBt, wir betrachten zwar
(1) und (ii) als nachgewiesen, nehmen aber an, daB es Elemente
m' aus M gibt, fiir die A(m') falsch ist.

Diese Elemente m' bilden eine Menge M' mit M'$p und M'c MEN.
Also besitzt M' ein minimales Element, das wir mé nennen (und
als Element von M betrachten) und fiir das A(m') eine falsche
Aussage ist, wihrend fiir alle k<m! die Aussage A(k) wahr ist.

Nun folgt aus (i), daB m)»m_ sein muB, da sonst mit m!=m_ die
Augssage A(mo) identisch mit A(mé) zugleich wahr und falsch wi-
re. Betrachten wir jetzt den als richtig vorausgesetzten Sach-
verhalt (ii) fiir m=m/ '

’

Da die dortigen Voraussetzungen fiir das spezielle m=mé erfillt
sind, diirfen wir iiber (ii) auf die Giiltigkeit von A(mé) schlie
Ben, das heiBt, wir erhalten "A(mé) ist wahr" im Widerspruch
zur Definition von mé.

Also kann es keine Elemente m' aus M geben, fiir die A(m')
falsch ist, falls (i) und (ii) gilt. Das wollten wir beweisen.

Der nachstehende Fundamentalsatz der Zahlen-
theorie streicht die Bedeutung der Primzahlen als multiplika-

tive Bausteine der natiirlichen Zahlen heraus.

Der anschlieBende Beweis stammt von dem ungarischen Mathematl-
ker J. SURANYI aus dem Jahre 1962 und zeichnet sich durch er-—

frischende Kiirze aus (/1/).

Fundamentalsatz der Zahlentheorie

Jede natilirliche Zahl n 1 léB8t sich als Produkt von Prim-
zahlen darstellen, wobei die Darstellung bis auf die Reihen-
folge der Faktoren eindeutig ist.

Beweis: Der Satz gilt fiir 2 und jede weitere Primzahl. Es sei
daher n eine zusammengesetzte Zahl, und wir nehmen die Richtig-
keit des Satzes filir alle natiirlichen Zahlen kleiner als n an.
Dann gibt es natilrliche Zahlen a,b mit n=ab und 1¢ alb<n.
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Da der Satz fiir a und b gilt, geben die Primfaktoren von & und
b eine Primfaktorzerlegung von n. Damit ist die Existenz einer
Darstellung nachgewiesen.

Der kleinste Teiler p» 1 von n ist natiirlich eine Primzahl.
Wenn wir zeigen konnen, haﬁ p unter den Primfsktoren von a

oder b vorkommt, so ist auch die Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung von n nachgewiesen. Denn nach Induktionsannahme (Vor-
aussetzung in (ii)) hat die Zahl n' in n=pn' wegen n' n eine
eindeutige Primfaktorzerlegung.

Es ist nun p<a, da p der kleinste Teiler groBer 1 von n ist.
Fiir p=a gilt unsere Behauptung. PFiir p<€ a bilden wir mit a'=a-p
die Zahl n"=a'b=(a-p)b=n-pb. Damit ist p{:w:', O0&n"gn und n"
besitzt eine eindeutige Primfaktorzerleg » die aus den Zer-
legungen von a' und b resultiert. Folglich muB p unter den
Primfaktoren von a' oder b vorkommen. Ist p in b enthalten, so
sind wir fertig. Ist a' durch p teilbar, so auch a=a'+p. Somit
ist auch in diesem Fall der Beweis beendet.

Ublicherweise faBt man in der Primfaktorzerlegung
n = p_lpz L I pk y
-gleiche Primzahlen zun Primzahlpotenzen zumsammen und nennt

41 9 | .
n = P-I Ps 2'--Pr I" p1< p2 s <PI‘ fir r 21, qj_;1

die kanonische Zerlegung von n.

Mit dem Produktzeichen ,I » das wir fiir alle natiirlichen Zah-
len n induktiv definieren durch
1

n N
'Tl a, := a und T a, := ( a.)ea fir n>» 1
i=1 1 L iz1 1 i=1 17 0 '
folgt fiir die kanonische Zerlegung von n die Schreibweisge
g q
5 -
\n=‘i]Z'1 1 . p1<p2<...<pr fiir r 1, 'Qi?‘l,

auf die wir kiinftig zurﬁckgrei;en wollen. So auch im folgenden -
Satz. Ist n 21 in der kanonischen'Zerlegung
I .
(1) n="TF p ¥
' i=1 "1

gegeben, so 1l&Bt sich jeder Teiler t von n in der
Form
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o i
(2) t = 'IL P;” » OSk SS9,
darstellen.

Beweis: Es sei t ein beliebiger Teiler von n. Mit t’n.gibt es
eine_natﬁrliche Zahl d, so daB

Ist t=1, so wdhlen wir die ki sémtlich gleich Null. Es sei nun
t 21. Jeder Primteiler (Teiler, der Primzahl ist) von t muB we-
gen der: Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung von n mit einer
der Primzahlen Pyseee,p,, Ubereinstimmen.

Nehmen wir nun an, der betrachtete Primteiler p; von t kommt
in ¥ mit einer Haufigkeit k;> ¥, vor, so wiirde die Zahl n' in
o . "
dt'pii *i 5:1 - ﬁil n

eine Primfaktorzerlegung besitzen, in der der Primfaktor Py
nicht vorkommt und eine solche, in der er mit der Vielfachheit
ki-ik)'o vorhanden ist. Deshalb gilt fiir jedes ki die Relation

k;®3,, womit der Beweis abgeschlossen ist.

Wir werden (2) im nédchsten Abschnitt benutzen. Unabhéngig da-
von 1l6se der Leser folgende

Aufgabe: Bezugnehmend auf die abgebildete "Primzahl-
Spirale" zeige man mit Hilfe der Punktion n! (n=Fakultdt), das
es in der Folge der natiirlichen Zshlen beliebig groBe Liicken
zwischen den Primzahlen gibt.

r | N | T i
| o ] T |
| T M1 o I
PRIMZAHL - I I B | v w | om |
' 1wl n  § o I IR O
| Y I I gy 2L [ |
£ A I R B S A ¢ Tl ol ol |
8PIRALE sl ot a————x | | |11 |
A O I e O I 2 O O T T
T lTaetl 1l 1ol =~o0 ol o I o |
Ll boqgm——— | || ] ] |
O A o I Y T I B
L I I A B A ¢ 1 = ol a1l |
Il 1 1 | -1 = )| |
[ I T T ol B A
I A | T T -~ o |
Il " ~ |
e “ = .

2
E ]
]
1
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Die Teilerfunktion d(n)

Zahlentheorig

Wir definieren die Funktion d(n) fiir alle natiirlichen Zehlen n

durch
d(n) :=g:1 5
n

was bedeutet, daB d(n) die Anzahl der Teiler t der natiirlichen
Zahl n angibt.

Ein Blick auf die ersten Funktionswerte

n 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18
din) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 & 2 6 2 44 5 2 &

zeigt, daB gerade Funktionswerte sehr viel hdufiger auftreten
als ungerade unddaB wir gar die Vermutung aussprechen kénnen:
Die Anzahl d(n) der Teiler einer natiirlichen Zahl n
ist genau dann ungerade, wenn n eine Quadratzahl ist.
Da n=ynyn’ und in n=dt der Teiler t stets mit dem sogenannten
Komplment&irteiler d ein Pérchen bildet, steht die Frage, wann
und nur wann sich ein Teiler mit sich selbst als Komplementédr-
teiler begniigen muB.

Weiter wissen wir bereits iiber d(n), daB der Funktionswert 2

unendlich oft angenommen wird. Andererseits ergibt sich fiir
n=2" der Wert d(n)=m+1 = 1+ lgg 4

da die Teiler von 2™ die Zahlen 1=2°,21,22,...,2m sind "("log"

steht stets fir den natiirlichen Logarithmus).

Durchléuft n also die Werte 2™ mit wachsendem m, so wiéchst
d(n) etwa wie die Logarithmusfunktion logn.

Ein Blick in die Literatur (etwa /1/) besagt, daB Zahlen vom
Typ 2™ nur "durchschnittlich" viele Teiler besitzen. Es gibt
Folgen natiirlicher Zahlen n, bei denen d(n) stdrker wichst
als logn. Um dies beweisen zu konnen, wollen wir zun#chst eine
Formel und eine wichtigefEigenschaft von d(n) ableiten.
Vorher einigen wir uns noch, was "teilerfremd" fiir zwel natiir-
liche Zahlen a,b bedeutet. Zwei natiirliche Zahlen
a,b heiBen teilerfremd genau dann, wenn 1 der einzige
gemeinsame Teiler t (t,a und t’b) ist.
Der angekiindigte Satz lautet nun wie folgt. '
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Satz. Ist n%1 in der kanonischen Zerlegung

r 4
: - i
(3) n = L71 Py |
gegeben, so ist die Anzahl d(n) der Teiler von n
durch

r
(4)  a@m) = 1r1(41+1)
1=
bestimmt, und d(n) hat iiberdies die Eigenschaft

(5) d(ab) = d(a)d(b), falls a,b teilerfremd
gind.

RBeweis: Wegen (2) ist jeder Teiler von n in der Form
r k.

= 1 <

t -Epi , O£k, £

darstellbar. Da ein Teiler von n eindeutig durch die Auswahl

von r Zahlen

i

k L O ] k
1? o
festgelegt ist, ist die Anzahl der Teiler von n gleich dem
Produkt der Auswahlmiglichkeiten der einzelnen k
d(n) = GJ1+1)(42+1)...(4}+1), was (4) ist.
Nun zu (5). PBiir a=1 oder b=1 haben wir nichts zu beweisen

(siehe Punktionswerttabelle). Es bleibt der Fall a,b> 1. Hier-
flir seien die kanonischen Zerlegungen von a,b gegeben durch

o . s ,
erL=T'l'pi‘)1 . b=‘_ﬂ:qr1-
1=

i=1

i:

/1/ KRATZEL, Zahlentheorie, Mathematik fiir Lehrer, Band 19,
DVW 1981.



25 Zahlenth eorie

Dann ist wegen der Teilerfremdheit von a,d

. 1}1*»'1 p2v2 pvr q{m qzﬂz qfﬂ
die kanonische Zerlegung der natiirlichen Zehl ab (bis auf die
Reihenfolge der Faktoren), da keine der Primzahlen Py unter den
q; vorkommt. Es ist dann mit (4)

d(ab)= (v1+1)(v2+1)...(v +1)€/ﬁ+1)9’2+1)“'gﬂ +1)

- ;;"1(1; 1) u (4;+1) = a(a)a(v) ,

was wir noch zeigen wollten.

Statt (5) hinzuschreiben, sagt man "d(n) ist multiplikativ™.
Die Bedingung der Teilerfremdheit kann dabei nicht weggelassen
werden, wie d(4) # d(2)d(2) zeigt.

Nun wollen wir uns davon iiberzeugen, daB d(n) fiir gewisse Fol=-
gen natiirlicher Zahlen n tatsdchlich rascher wachst als log n.
Statt n=2", m=1,2,3,... betrachten wir die sich als "teiler=
reicher" entpuppende Zahlenfolge

£ m
(6) n = i”1 pi ’ m=1,2,3,o-. »

worin Pq< Po< cee <P, , T beliebig, festgelegte Primzahlen sein
sollen mit r> 1.

Wegen (4) erhaltan wir
d(n) = TT (m+1) = (m+1)r>1n
und wegen (6)

r .
log n =m 2__ log'pi =m L(r),
i=1

worin L(r) eine von r abhédngige reelle 7ahl ist und fiir die
Summe iiber log p; steht. Wichtig ist nun, daB L(r) zwar groB

gein kann, aber .fest bleibt, wenn m groB wird. Somit erhalten
wir =
d(n)> n” = (P88 = ABID- (106 0)™1 > (10g m)TT
(L(r)) i
wenn nur n hinreichend groB8 ist, wofilr wir nur m in (6) hine-
reichend gro8 (miamo) wihlen milssen.

Wir fassen diese Untersuchung etwas genauer in einem Satz zu-
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sammen und fiigen eine ergtnzende Aussage hinzu, die wir an-
schlieBend beweisen. ¢ '

Setz. Esseir>1 eine (beliebig groB) vorgegebene natilr—
liche Zahl und Py< Py <ees <Py, die ersten r Prim=-
zahlen.

Dann gibt ee eine von r abhéingige natiirliche Zahl

moﬂno(r), so daB fiir die Zahlenfolge

‘F‘l m
(1) n = il Py » mnmo,mo+1,mo+2,mo+3....

Die Abschédtzung

(8) da(m) > (log n)*

erfiillt ist. ' :

Es sei weiter &> 0 eine (beliebig klein) vorgegebe=-
ne reelle Zahl. Denn gibt es eine von & abhidngige

natiirliche Zahl n_=n (¢), so daB die Abschétzung

(9) d(mn)< n‘ fiir alle n>n

[s]
erfiillt wird.

7u beweisen ist noch (9). Wir schreiben n in der kanonischen

Zerlegung
v Vv Y r
n = P1 1 pz 2-0. pr 2 » so daB d(n) = -’_’-1(”11-1),
; i=
Im Gegensatz zum Beweis von (8) kinnen hier die nicht notiwendig

aufeinanderfolgenden Primzahlen Pq< Pp< eee < Pr beliebig groB
werden. Hieraus ergibt sich die Idee, eine von n abhiéngige
Funktion f unbestimmt vorzugeben, deren Funktionswert £(n) die
beteiligten Primzahlen Py unterteilt in solche mit pid f(n)
und solche mit p, 2 f(n). Dann ist d(n) = p1(n)-p2(n), worin
p,l(n) sx 1T (ui+1)‘ und pz(n) we 11 (vi+1).
Py<¢ £(n) pibf(n)
Zuerst betrachten wir p,(n). Offensichtlich ist
v )
i i log n
npy 9?2 also Viémﬁ‘*z'
und es gibt eine natiirliche Zahl n,, 80 dai
log n 2
1..¢.1+ o < (log n) fir n2n, .
Somit gilt

1+V
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(10) 103(14-1)1)( 2 log log n filir n= nq. .
Weiter ist mit exp(x) := e* und (i) fir p; < £(n)

P.'(n) = exp(log (7;7; (Ui+1)) = exp(a log(vi+1))

und weiter mit (10)
P1(n)< exp(2 log log n 81(n))
worin

Sq(n) := o 1< £(n) 1ist.
p;< £(n)

Somit gilt
(11) P.l(n)( exp(2£(n)log log n) .

Fun zu P, (n). Wir benutzen hier die bekannte Ungleichung
v+1< 2Y, v aus N, und erhalten

Sz(n) r
(12) P,(n)< 2 - mit S,(n) =" pu
2 2 11 : 5
und schédtzen jetzt n wie folgt ab: pj_Zf(n)

r o1
n=TTpts 7T oite 77T (2@ < (z(u))
i=1 pizf(n) pi}fl(n)

log n
S,(n) = TogTrmy
folgt. Dies in (12) eingesetzt ergibt zusammen mit (11)
log n .
(13) d(n)<exp(2f(n)log log n + log 2 m—%m)

Der erste Summand im Exponenten wird mit wachsendem f(n) im
Wachstum beschleunigt, wihrend der zweite Summand dann sohwd-
cher wichst. _

f(n) ist also optimal fiir einen Wert, bei dem beide Summanden
etwa gleich sind. Ein N#herungswert hierfilr ist

| £(n) = log n(log log n)~2

und dies ergibt wegen (13) mit n Be:;rp(exp(‘j))}‘

S5(n)

" 4

woraus

1

172
€ p¢

d(n) € exp(log n(log log n) 2) = n (Loglogn)
fir n # n_:= exp(exp(max(9, (})2)), was noch zu zeigen war.

(8) sagt, daB sich der Teilerreichtum erhdht, wenn die Anzahl
der beteiligten Primzahlen wiéchst. Nun ist es naheliegend, die
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Zahlenfolge

(14) 1 = pyPpeesPp r=2,3,4y000

zu betrachten, worin die Py die ersten r Primza.hlen bedeuten.
Bezeichnet nun 3T (x) die ﬁbliche Primzahl funktion, die die An-
zahl der Primzahlen £ X angibt, so kann der Leser nachweisen,
da8 es eine natiirliche Zahl n gibt mit

et

(15) - d(n) > n

wenn man folgendes als bekannt voraussetzt:

fiir alle n>n,,

(A) Da p, die r-te Primzahl in der Folge der natiirlichen Zah-
len sein soll, ist selbstversténdlich J’C(pr) = I.

(B) Es gibt eine Konstante n,> O, s0 daB mit Riicksicht auf (14)

log n = 2:__ log p;< 2p, fiir alle p,>ny, und schlieB8lich
i=1

(C) Es gibt eine Konstante n,> 0, so daB

1 mn :
s (n) > % Toe 1 fiir alle n> n,e

Die Aussagen (B) und (C) sind Folgerungen aus den sehr tieflie-
genden asymptotischen Aussagen
Z :

E log pi~pr,(pr—)m) und 3¢ (n) g 5 o (n->m).

Letztere Aussage ist der beribmte P r imz a hlsatz,
worin "~ " als "asymptotisch gleich" gelesen wird und bedeutet,
daB der Quotient aus den beteiligten Funktionen links und
rechts von "~ " bei n gegen unendlich (n->® ) den Grenzwert 1
hat. Die Existenz dieses Grenzwertes voraussetzend hat der
russische Mathematischer GEBYSEV (1821-1894) bereits 1850 die

"Vergle:.chsfunktion" ‘I_"—' fiir @ (n) gefunden.

Der Nachweis der Existenz des Grenzwertea beschdftigte die
Mathematiker von da an noch ein ganzes Jahrhundert, bis im Jah-
re 1949 unabhéngig voneinander P. ERDOES und A. SELBERG einen
elementaren Existenzbeweis veroffentlichten.

Dr. Horn, FSU
Sektion‘= Mathematik
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Bericht vom Arbeitskreis 9 des XVI. Treffens
von FDJ-Studenten mit NPT

Mathematische Modellierung und Software

(Arbeitskreis-Leiter: Ingo Frommeyer, Forschungsstudent
Mathematik) .

Diesem Arbeitskreis gehdrten die NPT Dr.P.Fichtner (VEB
Kombinat Carl-Zeiss), Prof.Dr.A.Pietsch und Dr.D.Schiitze
(Sektion Mathematik, FSU Jena) sowie 15 Studenten und
Junge Wissenschaftler an, Einleitend beriohtete Dr .Schiitz e
Uber die direkte Forschungskooperation zwischen der Uni-
versitédt Jena umd dem Kombinat Carl-Zeiss.

Die FDJ-Studenten waren ein sachkundiges Publikim, die
viele Fragen vor allem zu den technischen Realisimrungs-
bedinqungen des AMOS-Projektes (Automatische Modell ierung
Optischer Systeme ) hatten. Vor allem Tdee und Real isierung
des dreistufigen Rechnerverbundsystems des Kombinates
Carl-Zeiss rief groBes Interesse hervor, Es wiurde erkammt,
dall dieses Prinzip verallgemeinerungswiirdig ist und ei ne
bessere Auslastung der Rechner gewihrleistet., Nachdem das
fachliche Inieresse der Studenten einigermallen befriedigt
war, wandten wir uns der Frage zu, welche Rolle die selb-
stdndige wissenschaftliche Arbeit an den einzelnen Sektio-
nen spielt, welche Anforderungen realisiert werden miissen
und wie eine bessere Vorbereitung der Studenten suf ihren
spiteren Einsatz in der Praxis erreieht werden kann,

Da diese Fragen in engem Zusammenhang stehen, wurden sie
auch nicht getrennt behandelt. Dr.Fichtner konnte hier we rt-
volle Hinweise aus seiner Tétigkeit im Kombinat Carl-Zeiss
geben. So ist vor allem das frihzeitige Heranfiihren der Stu-
denten an Preisaufgaben und deren moglichst selbsténdige
Bearbeitung unter sachkunddger Betreuung eine wichtige Me-
thode, die mit dazu beitrigt, daB kiinftige Absolventen den
Anforderungen der Forschung in der Industrie bes=zer gerecht
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werden.

Prof.Pietsch betonte die Rolle eimer soliden Grumdausbildung,
die sich auch 2m den Belangen der Praxis orientierem und
nicht allein auf innermathematische Prinzipien stiitzen soll.
Es war deutlieh zu spiiren, daf die Studenten dieselben Po-
sitiomen vertraten, wie sie auch auf der zentralen Konf erenz
der FDJ=Studerten und jungen Wisseanschaftler im September

in Jena herausgearbelitet wurden. Bemerkenswert war die Un-
tersehiedliehkeit der praktizierten Moglichkeitem fiir selb-
stindig wissensehaftliche Arbeit an den einzelmem Hoehsclhu-
len und Universititen. So wurdem sie an den meistem Math ema—
tiksektionen als unzureichend eingeschétzt. Es wurde aber
auch eimn Beispiel (nicht aus der Mathematik) genarmt, in dem
alle Studenten vom ersten Semester an mit der selbstindigen
wis sensehaftlichen Arbeit konfrontiert wurdean. Interessant
ist auch, wie die Kooperation mit der Industrie verwirklicht
wird. Meist wird zu einer weitgehend ausgearbeiteten Theorie
ein praktisehes Problem gesucht. Diese Methode ist aber we-
nig tragféhig. Erfolgversprechender, wenn auch schwieriger
suszufiihren und durchzustehem, sind solche Projekte wie z.B.
die ZBA-Entwieklung (Elektronenstrahlbelichtungsanlage) an
der Sektion Mathematik der FSU. Somit wurde eine Forschungs-
aurgabe bearbaltet, ohne daB8 man vorher genau wei$, welche
Art der Mathematik dort bendtigt wird. Dieses Vorgehen erfor-
dert besondere Risikobereitschaft.

Ingo Frommeyer
Arbeitskreisleiter

&eBeBe /8 /8 /Be /% /% /% / & /B /8 /% /5 / 8./ ERele

Y

Die Majoritét der Dummen ist uniiberwindbar

und fiir alle Zeiten gesichert.

Der Schrecken ihrer Tyrannei ist indessen gemi ldert
durch Mangel an Konsequenz.

Albert Einstein
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Preisaufgaben

Haitte mnomans paBHOGeZpeHHOl{ Tpameuuu, eCNA ee BHCOTA
paBHa H, & OOKOBasg CTOPOHA BUAHA H3 LEHTPA OMACAHHOH

OKPYXHOCTH NOX YTIIOM .

=
o

C,

Eine sechsziffrige Zahl z beginne von links mit der
Ziffer 1, Wenn wir diese 1 vom Anfang wegnehmen und
sie an die iibriggebliebene Zif fernfolge reehts anhin-
gen,so entsteht eine Zahl, die dreimal so groB ist
wie z.

Man ermittle die Zahl z .

25

1

-

Welchen Bedimgungen miissen die reellem Zahlen 249859
a3'b1'b2'b3 geniigen, s0 daB der Ausdruek

(a,‘+bu|::)‘2 + (a2+b2x)2 + (a3+b31 )‘2
das Quadrat eines Polymoms ersten Grades in x mit re—
elien Koeffizienten ist?

T 10

®

In zwel gleichartigen Gefien, von denen jedes ein Fas—

| sungsvermdgen von 30 Iitern hat, befindenm sich insge—

samt 30 Liter Spiritus. Es werde mun das erste Gefif
vollstéindig mit Wasser umd damm das zweite mit der Mi-
schung, die im ersten Gefs entstanden ist, wiederum
bis zum Rand aufgefiillt. AnsehlieBend werden in eimem
Becken der gesamte Inhalt des erstem GeféBes umd 12 Li-
ter vom Inhalt des zweiten GefiZRes gemischt.

Wieviel Liter Spiritus befanden sieh zu AnTang in den
Gefdlen, wenn am Ende dax Bseken 2 Iiter mehr Spiritus
als das zweite Gef#l emthilt?

T 11

—O

Es sei n eims natiirliche Zahl, gréBer als 1 und ® ein
Winkel, der folgender Bedingung geniigt:

Ol =l

Man zeige, dGaB dann. gilt: tan n-d>n-tane
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T 12 ‘Gageben seien drei Punkte A,E,F. Man konstulere jetzt
@ ein Quadrat so, daB A ein Eckpunkt i1st und E und F

auf zwei verschiedenen Seiten des Quadrates 1iegen,
die nicht durch den Punkt A gehen, oder auf deren
Verlédngerungen,
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Multiplikation komplexer Zahlen

Mit der praktischen Nutzung von Rechnern wuchs das Interesse
an guten, 4.h. schnell arbeitenden Programmen Tiir bestimmbe
Prchleme., Houte existieres wiele Algorithmen, die affektiv
numariscihern, kombinavorische und sndere Frobvlemstsllungen lOsen.
Wir wollen in ddesem Beitrag der Frage nachgehen, ob bel
bei gewissen arithmetischen Operationen, in denen nur Additionen,
Subtraktionen uad Maltiplikationen von Variablen zls elementare
Operationen vorkommen, die Anzahl der Multiplikationen eventuell
dureh ErhShumg der Zahl der Additionen verringert werden kann,
Dies mag man einsehen, well doch jeder noch aus seiner Vor-
tasehenrechnerzeit, daB bei der Multiplikation zweier 10-ziffriger
Zahlen 100 mal auf die elementaren Birmaleinskenntnisse zurlickge-
griffen werden muB, jede Ziffer nmufl mit jeder Ziffer multipli-
ziert werden, am Inde miissen dann die Zwischenergebnisse in wohl-
bestimmter Weise aufaddiert werden.
Die Addition von zwei zehnziffrigen Zahlen erscheint uns da noch
als die leichtere Ubung.
Uber komplexe Zshlen wurde bereis in fritheren Heften berichtet.
Wir geben kurz einige Eigenschaften.
Fiir komplexe Zahlen sind eine Gleichheitsrelation, zwel zwei-
stellize Operationen + und « definiert.
Jede komplexe Zahl 1ld8t sich Jarstellen in d8r Form a + b « i,
wobei a und b reelle Zahlen sind, das Symbol i bezeiechnet die
imaginére BEinheit.BEs gelten folgenden Beziehungen..
1.(a+ Db "i¥={a’' + b 'ei) a=a'Ab=Db"'
2. (& +beide(at+btsi) = (asa'=beb') + (asb'+a'esb).1
3. (a+bei)+(a’+b'ei) = (a+a")+(b+b')-1
Gilt b=0 , s0 ist a + b.1 = a eine reelle Zahl, die reellen
Zahlen bilden eine echte Teilmenge der komplexen Zahlen.
Aus 2. folgt fir a=a'=0 und b=Dd'=s® : ji.i= -1, 4.h.
i ist eine Quadratvurzel aus -1, die andere ist dann -i .
Den an komplexen Zahlen interessierten Leser verweisen wir
auf ein Standardlelwrbueh zur Algebra.
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Laut Defimitionsgleichung 2. miizsen wir bei der Multiplikation
zweier komplexer Zahlem vier Multiplikationen reeller Zehlen
ausfithren.

Ist es mSglich,mit weniger Multiplikatiomen auszukommen?

Dazu geben wir folgendes Programm an.
1 := a+ D

£2 := 1. &
3 = b' - a
£ s= a « 23
5 := f4 + £2
£6 1= a' + '
£7 := b « 6
8 s= 2 -~ £7

Nach Ausfilhrung des Programms tragen die Variablen £5 und f£8
die Werte a:b' +al.b und a-a'- b.b' . :
Gebraucht haben wir nur drei Multiplikationmen zur Bereechnung
von £2, T4 und £7. Freilieh ist selten etwas fiir umsonst:
Wir brsuehen jetzt fiinf Additionen, drei mehr als im 2..
Gibt es nun einen weiteren Trick, um die Anzahl der Multipli--
kationen weiter zu verringern?
Selbst wer wagt,wird hier nichts gewinnen, denn es 138t silch
zeigen, dal drei Multiplikationen reeller Zahlen notwendig
sind, um eine Multiplikation von komplexer Zahlen auszufihren.
( In speziellen Tdllen geht es freilich:

(a +bei)e(m ~bei) = 22 + b= )
7um Beweis unserer Behauptumswollen wir etwas mehr bereit-
stellen,
Es sei 2 die Menge der zanzen rationalen Zahlen, qu,‘, 4 .,xn\

und Y= Fqres ":’rpkzwei disjunkte Mengen von Variablem fir
ganze Zahlen,
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M sei eine Matrix .
Bgq o Mgp e Wy
by Ten  Wam e Wy

AR R L R R R R R R Y]

m m

o r2 *** Pppf

deren FElemente Iinearkom‘binationen von Elementen aus X u“ber Z
d.h. ) " .

= LD, = 2Ly

tir 1€¢i¢r, 1¢3¢p, zd)eF

Ein jedes solehes Element kann man offensichtlich ohme Multipli-
katlon nur durch wiederholte Addition oder Subtraktion von
Elementen aus X und  erzeugen. 2

s Zeilen i,,...,i, von M heifen linear unabhéingig modulo )’ 4 '

m;

falls fiir alle ganzen Zahlen Bqseseyly gilt

A ; 'l.lao mijk EZ ) ‘—* 11,1"- 'R ‘ust
< kép
Dle grofte Anzahl von linear unabhéngigen Zeilen in M modulo Z
nennen wir den Zeilenrang von M.

Es gilt folgender Satz
Besitzt M den Zeilenrang R so sind Iur die Berechnung von

Z Bk Ti i 1e&

wenistens R Multiplikationen notwendig.
In der niehsten Folge werden wir diesen Satz beweisen.
Die uns interessie rende Anwendung ist der Fall

a O 3 I
M= 0 b y Y={ a'yb' } , X={a , b}
b a : '

Die drei Zeilen von M sind offensichtlich unabhingig modulo 7.

Fortsetzung folgt.

Thomas Gundermann,
Sektion Mathematik, FSU
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Preisauf{gaben

Preisaufgaben

Ha ONOCKOCTH =a81aHH NpfAMasf, OKPYRHOCTH pajguyca H CM

(H - 1enoe uUMCIO) M BHYTPHM OKDYFHOCTH YH OTPEe3KOB
amasHON I CM. '
lJloxasaTh, YTO MO¥HO IPOBECTH MapalliielIbHyL MIM Nep-
MeHANKYNAPHYD 3anaHHO} MpAMOR XOopLy 8alaHHOR OKPYX-
HOCTH, KOTopasd OyZneT uweTh OOmHMe TOUYKM II0 KpaliHeit
|uepe ¢ mBymMs 3a7aHHNMM OTPE3HAMH.

Man beweige, daf3 die Ausdriicke 2x+3y und 9x+5y fiir

|dieselben ganzen Zahlen x und y durch 17 teilbar

Eind .

Gegeben. sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC. Man finde

im Inneren einen solchen Punkt N, so dafBl disz Winkel
MNBC, A NAB und ®#NCA gleich =ind.

Seien x, und X, Losungen der Gleichung

x°-(a+d)x-ad-bc=0 .
Man beweise, da8 dann x? und xg Losungen der Gleichung

y2-(33+d3+33bc-3bcd)y+(ad-bc)3=0 gind.

i

Es seien e, 8, y die Winkel eines beliebigen Dreiecks.

WMﬂn beweise, daB dann folgende Ungleichung gilt :

sin % sin 2 sin rel "
2 2 2 4

Welche ganzen Zahlen a, b, c¢ erfiillen die Ungleichung

a2+b2+c2+3 < ab+3b+2¢ .

EinsendeschluB: 9. 6. 1987
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XXVI. Bezirksolympiade
10. Klasse

1.

Von einer natiirlichen Zahl x sollen folgende Bedingungen er-

fillt werden:

(1) Im Zweiersystem geschrieben hat x genau sieben Stellen.

(2) -Schreibt man x im Dreiersystem, so tritt keine Ziffer
mehr als zweimal auf.

(3) Im Finfersystem geschrieben hat x genau vier Stellen.

'Beweisen Sie, daB es genau eine natiirliche Zahl x gibt, die

diese Bedingungen erfilllt, und geben Sie diese Zahl an!

Bei einem Domincspiel mit den Zahlen Os1s00e,6 ist jeder
Spielstein in zwel HElften eingeteilt, jede Hdlfte trigt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel kommen alle Kombina-
tionen von je zwei der Zahlen 0,1,...,6 je genau einmal vor
(und zwar auch diejenigen, bei denen auf den beiden Hdlften
eines Steing dieselbe Zahl steht). Insgesamt besteht hier-
néch ein Dominospiel aus genau 28 Steinen.

Eine "Kette" entstent, wenn man mehrere Steine in einer Fole
ge 80 nebeneinenderlegt, dald benschbearte Hélften nebenein-
anderliegender Steine stets einender gleiche Zahlen tragen
(Domino~Spielregel). Eine Kette heiBt "zeschlossen", wenn
auch die beiden Steinb¥lfien an den beiden freien Enden der
Kette einander gleiche Zahlen tragen.

(a) Ermitteln Sie die kieinste Anzahl kx> 1 von verschiedenen
Steinren eines Dominospiels, die eine geschlossene Kette
bilden kHnnen!

(b) Aus einem Dominespiel sollen geschlossene Ketten aus je
k verschiedenen Steinen gebildet werden (k sei die in
{(a) genaonte Zahl)., Dabei soll jeder Stein des Domino-
spiels in hdchstens einer dieser Ketten verwendet werden.
Ermitteln Sie die grofte Anzahl g von Ketten, die so zu-
atandekommen konnen!

(o) Ermitieln Sie die Anzahl aller verschiedenen geschlosse=-
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3e

4.

nen Ketten aus je k verschledenen otveinen, é?gmgigfﬂ
{iberhaupt bilden lassen! (Es derf also jeder Stein des
Dominospiels in beliebig vielen dieseér Ketten auftre-
ten.) Dabel gelten zwei geschlossene Xetten genau dann
als gleich, wenn sie bei geeigneter Wahl eines Anfangs-
steins und einer Durchlaufungsrichtung gleichlautende
Zahlenfolgen zeigen. Belspielsweise gelten die beiden
Ketten -

(2’4)l (4!5)] (5!5), (5!1)' (1.2)
und (5,4), (4,2), (2,1), {1,5), {5.5)
als einander gleich.

Uber eine Gerade h und drei Punkte S,A,B euf h wird voraus-
gesetzt, daB A zwischen S und B lieght. Fermer wird uber eine
Gerade g # h vorausgesetzt, daB sie h in S schneidet. Ge-
sucht sind alle diejenigen Punkte P, die die folgenden Be~
dingungen (a) und (b) erfiillens

(a) Der Punict P liegt auf g.

(b) Der Ixmenwinkel* SBP im Dreieck SBP hat dieselbe Gréle
viie einer der Winkel, den AP mit g bildei.

(I) Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn ein Punkt P die Bedingungen (a), (b) erfiilllt.
dann kann er (aus voraugsetzungsgemil gegebenen
h,g,S5,A,B) duroch eine Konstruktion erhalten werdemn.

(II) Beschreiben Sie eine Konstruktion, fiir die die Aussa-
ge in (I) zutrifft!

(I1I) Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn ein Punkt P nach der Beschreibumg (II) konstru~-
iert wird, dann erfiillt er die Bedingungen (a), (b).

Ermitteln Sie unter allen denjenigen Werten, die
z =x° 4 y° + 2x = 22 (1)
fir ganzzahlige x und y annehmen kann, den kleinsten VWert gz,

der eine natiirliche Zahl ist!

Geben Sie alle diejenigen Paave (x;y) ganzer Zahlen an, bei
denen sich in (1) dieser VWert z ergibt.
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5.

Beweisen Sie folgende Aussage:

Wenn n eine natlirliche Zehl mit 1 Sn £5 ist, so gilt:
Wird eine Kugel von n Ebenen geschnitten, so entstehen auf
der Kugeloberfliiche hochstens 22 Teilflichen.

6. Beweisen Sie, daB fiir jede reelle Zahl x»1 die Ungleichun-
gen
3 T - 3B <§ f - A =7
gelten!
11./12. Klasse
1, Man ermittle alle diejenigen Tripel (x;y;2) reeller Zahlen,
die das folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillen:
X+y =2z =-=1 (1)
x° = y2 + 27 = 1 (2)
_13 + y;?' + 33 = =1 - (3)
2.

Im Raum seien zwei windachiefe Geraden: &1 und 8o gegeben. i
Perner seien d1 und d2 zwel gegebene Streckenlangen. Bewei-
gen Sie die folgende Aussages A

Wie man auch auf §l_?unkte P{, P2 mit P1P2 = d1 und auf &5
Punkte Q1,Q2 mit Q1Q2 = d2 wihlt, stets ergibt sich fiir das
Volumen des Tetraeders mit den Eckpunkten P1,P2,Q1,Q2 ein
und derselbe Vert. ‘

3A. Man untersuche, ob es vier aufeinanderfolgende natiirliche

Zahlen gibt, die die folgende Eigenschaft haben: Jede die=-
ser vier Zeshlen 1ldéBt sich so in zwei positive ganzzahlige
Summanden x und y zerlegen, daB sie jeweils ein Teiler von
xXey ist. )
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=

3B. Man beweise, daB in Jedem Dreieck ABC filir die Seitenliingen
a =BC, b = CA, ¢ = AB die GrBen ¢ }3 der Innenwinkel
< CAB, «-\-A.BC & BCA sowie filr den Inkroisradiua € und den
Fl&dcheninhalt F die Ungleichung

[ 9
“ .
%0032-2-+%0032g+%c032%§-2%§- : : (1)
gilt. Man geben alle diejenigen Dreiecke an, fiir die in (1)
das Gleichheitszeichen gilt.

'4. Beweisen Sie: Fiir jedes Sehnenviereck ABCD, dessen Diagonale
BD durch den Mittelpunkt N der Diagonalen AC verlsuft, gilt
die folgende Gleichung (1). ‘

2 . BD? = AB° + BC2 + OD° + XD2 . (1)

5. Zwei Personen, A und B, spielen mit n in einer Geraden ange=
brachten Lempen (n>3) das folgende Spiel:
Zum Spielgebinn sind alle Lampen ausgeschaltet. Eine gangze
Zahl k mit 1< k<n - 1 wird vereinbart. Dann verliuft das
Spiel so, daB die Spieler, mit A beginnend, abwechselnd am
Zug sind:
Jeder Spieler schaltet, wenn er am Zug ist, nach eigener
Wahl eine Anzahl nebeneinanderliegender Lampen ein, minde-
stens eine und hdchstens k. Gewonnen hat derjenige Spieler,
der die letzte der n Lampen einschaltet.
Man beweise, daB der Spieler A fiir jedes n>3 und jedes k
mit 1< k<€<n = 1 durch eine geeignete Vorgehensweise (Stra=-
tegie) den Gewinn erzwingen kann.

6. Es sei (x.) diejenige Folge reeller Zahlen, fiir die
n b

x1 =13 ; (1)
= ' 5
und xn+1=']9xn + 11x, + 3 (n=1,2,3,...) (2)
gilt. Flir jede reelle Zahl a # O sei ferner (yn) die durch
X
Yn = ""g' (n=1’213|-o.)- . (3)

a
definierte Zahlenfolge:
Man ermittle alle diejenigen a # 0, fiir die die Folge (yn)
konvergent ist.
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e

Losungen der Bezirksolympiade
10. Klasse

1. I, Wenn x, y und z reelle Zahlen sind, die das Gleichungs-
system (1), (2), (3) erfiillen, so folgt:
Nach (1) ist y = =-x+2-1. Aus (2) folgi damit

2 2

x© - (x2 + zZ 2

+ 1 =2x2 + 2x - 22) + 7z~ = 1, also
Xz - X +2 -1 =0,
y(z = 1) + 2 -1 =0,
(x + 1)(z - 1) =0,

x = =1 oder 2z = 1.

Fiir x = =1 ist nach (1) y = z, woraus aus (3) folgt:
1 4+ 2y> = -1
y? = -1
) y = =1.

Fiir z = 1 wird ebenfalls nach (1) y = -x. Nach (3) ist

dann -213 + 1 = -1
X = 1.

Also kdnnen nur die Tripel (=1; =1; =1) und (1; =1; 1)
das Gleichungssystem (1), (2), (3) erfiillen.

II. Tatsdchlich erfiillen diese Tripel die Gleichungen (1),
(2) und (3), wie man leicht nachpriift.

t——

2. s seien auf g4 sowohl P1,P2 mit P1P2 = d1 als auch P{,Pé

mit P1P2 d1 s?wie auf 8o sowohl Q1,Q2 mit Q. Q2 d2 als
auch Q1,Q2 mit Q1Q2 = d2 gelegen. 2Zu beweisen ist, dal un-
ter diesen Voraussetzungen stets die beiden Tetraeder
P1P2Q1Q2 und P'P'Q 193
einander volumengleich 51nd. Dieser Beweis kann folgenderma~
Ben gefiihrt werden:
Es gei e die durch Pz,g2 verlaufende Ebene.
Die beiden Tetraeder .
PyP,Q4Q, und PyP,Q3Q5 (1)
(siehe Abb. 1) haben jeweils eine in der Ebene e liegende
Seitenfldche, n#dmlich
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32Q1Q2 bzw.  P,QIQ) . (2)
Diese beiden Dreiecke sind einander flichengleich, da
Q102 = Q{Qé gilt und die zu diesen Seiten'geharenden Drei=-
eckshdhen miteinander iibereinstimmen, ngmlich das Lot von

-

'P2 euf g, sind. .

Ferner stimmen in den Tetraedern (1) die zu den Seitenfld-
chen (2) gehdrenden Tetraederhdhen miteinander Uberein; sie
sind némlich das Lot von P, auf die Ebene e. '
Also sind die beiden Tetraeder (1) zueinander volumengleich.
Ebenso beweist man, daB8 die beiden Tetraeder

P1P2Q{Qé und  PiP3Q1QS
zueinander volumengleich sind.
Aus beiden Volumengleichheiten folgt die zu beweisende Aus-

sage- ___ﬁ:, d @, Q. d,: ot /J-l
2
| K

Abb. 1

Andere Losungsmoglichkeiten ergeben sich, indem man das Vo-
lu?en V von P1P2Q1Q2 durch d1, d2 und weitere Bestimmungs-—
stiicke, die die Lage von &4 und 8o charakterisieren, aus-
drickt und dabei feststellt, daB es moglich ist, diejenigen
Bestimmungsstiicke zu vermeiden, die P,,P, und Q,, Q, genau~-
172 1 2
er als durch f:?z = d1 bzw. 5752 = d2 auf &9 bzw. 8o fegtle~
gen. Beispielsweise gilt (Abb. 2): Ist die GriBe eines
(nicht Uberstumpfen) Winkels, den g, mit einer zu g, paral-
lelen (und g4 schneidenden) Geraden g5 bildet, und ist h der
Abstand, den g, von der zu 8o parallelen und g4, enthaltenden
Ebene f hat, so ist '

1 .
V:zg'd.'-dal"_h'SJ.n‘r-
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Abb. 2

3A. Es gibt vier solche Zahlen. Zum Beweis dieser Aussage ge-
niigt es, die genannten Eigenschaften fiir ein Beispiel zu
bestétigen. Ein solches Beispiel bilden etwa die Zahlen
242, 243, 244, 245; demn
242 = 224220 ist wegen 242-20 = 22-220 ein Teiler von 22-220,
243 = 81+162 ist wegen 243-54 = 81+162 ein Teiler von 81-162,
244 =1224122 ist wegen 244.61 =122122 ein Teiler von 122.122,
245 = 354210 ist wegen 24530 = 35-210 ein Teiler von 35°210.

Hinweis:
Da das Suchen eines solchen Beispiels durch bloBes Probie- |
ren (ohne zu wissen, ob ilberhaupt vier derartige Zahlen exi-
stieren) wenig sinnvoll ist, wird man nach wirksameren heu-
ristischen Motiven vorgehen, z. B. folgendermaBen:
Eine natiirliche Zahl n hat genau dann die genannte Eigen=
schaft, wenn (n £ 2 gilt und) n ein Teiler von einem der
Produktq

k* (n=k) (k=1,...,np1)
ist. Wegen ke(n-k) = kn - k ist das gleichbedeutend damit.
daB n ein Teiler won einer der Quadratzahlen k (k=1,.00,n=1)

ist. Hierfiir ist hinrelchend1, daB3 die Zahl n ihrerseits

I Es gilt sogar "dquivalent" statt "hinreichend". Wenn ndmlich
n quadratfrei ist, d. h. durch eine Quadratzahl g°» 1 teilbar,
so hat n eine Primfaktorzgrlegung n=p1...pm'aus paarweise ver-
(Forts. nidchste Seite)
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—Turoh elne Wuadratzahl q%> 1 teilbar 15%; demn wenn dles
zutrifrt, so existiert eine natiirliche Zahl a mit n = qz-a,
und damit ist n wegen n-a = q232 ein Teiler des Quadrates
der natiirlichen Zahl k = ga, die wegen k = 711' und ¢> 1 klei=-
ner als n ist.

Nun kann man z. B. versuchen, vier Zahlen der geforderten

Art etwa als
n = 2%.a, (1)
n+1 = 3%.p, o ' (2)
n+2 = 5%.¢, . (3)
n+3 = 7°.d (4)
zu finden. Hiervon werden (1) und (2), also
4a + 1 = 9b 7
etwa gelvst durch b = 1 + 4t, a =2 + 9t,
n = 8 + 36t; (5)

sodann werden €¢5) und (3), also
" 10 + 36t = 25¢
etwa gelost durch t = =10 + 25u, o = =14 + 36u,

n = =352 + 900u; (6)
schlieBlich werden (6) und (4), also

=349 + 900u = 494 2= B
etwa geldst durch u = =16 + 49v, d = =301 + 900v,

n = =14752 + 44100v, ;
fir v = 1 also n = 29348.
Hat man die Losungsfindung wie hier als Nachweis hinreichen-
der Bedingungen formuliert, so ist eine Probe nicht erfore—
derlich. Andernfalls ist ‘es flir die Korrektheit der Lisung
(wie oben bemerkt, sogar eallein) erforderlich, die verlang-
te Eigenschaft zu bestdtigen: '

T (Fortsetzung) ; :
" schiedenen Primzahlen, und dann ist n k2, de h.e n-u = k2 nur
moéglich, wenn auch die Primfaktorzerlegung von u alle Prim-

zahlen ,P127221Py enthilt, also mur mit u @ n und folglich
x° n°, k Xn.

(Dies wird fiir die obige iﬁaungsgewinnung nicht benstigt. )
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29348 = 4°7337 = x+y igt Teiler von xy fir x = 2-7337,
y = 27337,
29349 = 93261 = x+y ist Teiler von xy fiir x = 3- 3261,
y = 63261,
29350 = 25-1174 = x+y ist Teiler von xy fir x = 5-1174,
y = 20'1174,
29351 = 49+ 599 = x+y ist Teiler von xy fir x = 7- 599,
y = 42 599{-
3B. Nach der Formel cos® % = %(1_+cos x) und dem Kosinussatz
e - B2 2 2. e 2
1 2% 1 - 1 b +c-a b+c +2be
3 ¢os” 5 = 57 (1+cos &) = 5= (1+ =35 ) = 4abc ..
EntsPrechend 1st 5 8
2 2
2 c?+a’-b°+28c 1 2g_a+b -c“+2ab
i E Tabc @ g A8h = Zabc i
Bezeichnet T die linke Seite der Ungleichung (1), so gilt
folbllchg
B 2, 2ab+2ac+2be
- 4abc
mit der Abklirzung s = %(a+b+c) also
2 ;
S
4 = m ']
Ferner 1st1 =%+ s, also
b a‘oc % : - (2)

Nun gilt nach der Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem M:Lttel

j(a+b+c) 2 2{ (3)

und darin das Glelchheltszelchen genau im Fall a=">b =c.

g

Als bekannter Sachverhalt zu zitieren oder z. B. durch Zer-

legung von ABC in die Teildreiecke ABM, BCM, CAM (M Inkreis-
mittelpunkt) zu beweisen.

Als bekannter Sachverhalt zu zitieren oder z. B. so zu be-
weisen: Bs sei o. B. d. A. a =b =2¢, also b = a+u,
¢ = a+u+v mit u,v &£ 0. Dann ist

(s.+b+c)3 - 2Tabc (3&1.+2\.1+'9')3 - 27a(a+u) (a+u+v)
= 9au2 + 9auv + 9av2 + 8u3 + 12u
= 0,

und das Gleichheitszeichen gilt genau im Fall u = v = Q.

2 2, 3

Vv + 6uvS+ v
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Kquivalent zu (3) ist

93 2 %7- abce,
und das Gleichheitszeichen in (3) ist édquivalent zu dem in
(4). Damit folgt aus (2), (4)

~
TR

e he dic zu-beweisende Ungleichung (1), und es folgt, daB
das Gleichheitszeichen in (1) genau im Fall a = b = ¢,
d. n., genau 2iir alle gleichseitigen Dreiecke gilt.

4. Mit or = ADBAD ist nach dem Satz liber Gegenwinkel im Sehnen-
' viereck ¥ BCD = 180° ~ « . Nach dem Kosinussatz und wegen
ccs(180°% &) = -C0S o gilt daher
BD® = AB® + AD® ~ 2AB+ADe*COSor
und ﬁhz = Eﬁz + Eﬁz + 2+BC*CDs*coso ’
also  2-80° = KB24B02+0D°+AD°=2+ (AB* AD-BC+0D)+ coser , (2)
wegen « ANB = #DNC, ¥ BIC = £ AND
(Scheitelwiﬁkel) und
<« ABN = ¢ DCN, - RCN = <« ADN
(Periﬁheriewinkel uber dem Bogen EB bzw. AB des Kreises, dem
das Sehnenviereck einbeschrieben ist) gilt ,
A ABN ~ 4 DCN - (3)
und A BCN ~ 4 ADN. ' |
Aus (3) folgt AB:DC = AN:DN,

wegen der Voraussetzung AN = CN also

| AB:CD = Eﬁfﬁﬁ. J (5)
Aus (4) folgt BC:AD = CN:DN. : (6)

Wegen (5) und (6) ist

IB:CD = BC:AD,
also AB+AD = BC.CD.
Damit ergibt sich aus (2) die Behauptung (1).
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Preisaufgaben 30

Preisaufgaben

T 1

Kaxmuit U3 yYaCTHUKOB TYDHUDPA BCTPETHACH HO OXHOMY
pPasy CO BBEME OCTAJNHHHMK YYACTHWKAMHE, HOPUUEM HM OLHA
BCTpEYa HE 3AKOHuUMJIACh BHUUYBL. JlokasaTh, UTO CPeAM
CIIOPTCMEHOB HaiieTcd Tako#f, KTO HEBOBST BCGX OGTAJb—
Hbx yYaoTHHKOB TypHHpa, ©C/M CTaHEF llep8unciaalb Tex,
#0I'0 DOO6AMA OH CaM, m Tex, KOro noéeAuny nodexael-
He@ MM COIEPHAKH,

H
n
o

Man bewel N 5
an beweise ’Atm.#"’ % -B:\/ -JAE-B

D)

——

Es ist folgendes Gleichungssystem zu ldsen :
b
a+b-~- -—153'
L= = ; y X+ J¥= 2&13
a ~-Db

wobei lal®Ibl gilt.

_‘.1.‘_2_2 Gesucht ist der grdBte Wert des Ausdruckes
%l (sinq'c + cost e )_1‘ "
wenn QS e« & W/ .

T 23 In eime Kugel mit Radius R sei eine regelméBige
vierseitige Pyramide einbesehrieben. :
Bereehne das Volumen dieser Pyramide, wenn der
Kreis, der die Grumdseite umsechreibt, den Radius
r hat.

T 24 Beweise, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n 1

folgende Ungleichung gilt :
0+ /@ + 1) + eeu + /(2% = 1) + 1/0°%< 1,

Einsendeschluf3: 2. 7. 1987



il Zzhlentheopie
Beitrége zur elementaren Zahlentheorie
3. Die Teilerfunktion 6 (n)

Wir definieren die Funktion 61(n) fur alle natiirlichen Zahlen

n durch
5(n) := Z v,
t/n

also als Summe aller Teiler t von n.
Gibt man n in der kanonischen Zerlegung
-3 i
n= E Py
vor, so folgt aus den Untersuchungen aus der Einleitung
(WURZEL 1° ¥#), daB durch das Ausmultiplizieren von

2 3

A .
1 +p1 +p§+. oo +D; L ) (1 +p;+p2+. - +p22)' - | +pl+p§+. . ._+pir)

die Summe aller Teiler von n, also G'(n), entsteht. Da weiter

3; +1
1 + 1 + £ g + L - pil il
Py #Pg Feee® By =TpT

haben wir eine Formel fiir 6(n) gefunden:

Satz : Fir natiirlishg Zahlen n gilt

3
T e

5 R« -
(1) (n)=HlTi'T—’ .fallsn:‘ﬂ"pi.
AuBerdem gilt

(2) S'(ab) = S(a) s(b), falls a,b teilerfremde natiirliche
Zahlen sind.

Wir haben noch (2) zu beweisen. Da §(1)=1, erhalten wir fiir
a=1 oder b=1 sofort die gewiinschte Beziehung. Es sei nun a>1,
b >»1, und
P A s ;
'a=‘lTpil und b='r'f'q’:::l
i=1 _ i=1
gseien die zugehdrigen kanonischen Zerlegungen von a und b. Da
nun a,b teilerfremde natiirliche Zahlen sind, ist '
I J. s : 3 QI 1
Bb = 1 Pl = 1. . *euva”
j?;';Pi 1_1qi P1 eee Pr qtl' C’S‘S
bis auf die Reihenfolge der Faktoren die kanonische Zerlegung
der natiirlichen Zahl ab. Wegen (1) ist also '
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34+ 4r+1 ‘ r1+1 st

P -1 P -1 q -1 q -1
G(ab) = ] eoe L . ] ese 2
T e BT T e e

Qi+1
-1 8 Q3

r
& 31: "'T"T_" 11' ‘?IT?F“‘ 6(a)6 (v),
= 1

was wir beweisen wollten.

Da man fiir O(n) mit n aus (1) auch :

G(n) = (1+p]+..+p‘3‘)-(1+p;+...+p';2)-...--:1+p;+...+p_'3r)
schreiben kann, wird es dem Leser nicht schwerfallen, folgende
Aussage zu beweisen:

8(n) ist genau dann ungerade, wenn n eine Quadrat-
zahl oder das Doppelte einer Quadratzahl ist.

Wir brauchen diesen Sachverhalt fiir den Beweis des nachfolgen=-
den Satzes von EULER.

Betrachtet man die ersten Punktionswerte (beim Nachrechnen der
Funktionswerte beachte man auch (2)),

n 12345 67 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
B’(n)13456128151318122814242431 18 39 20 42
80 gilt ersichtlich O(n)=2n fiir n=6, 0(n)>2n fiir n=12,18,20

und §(n)<L 2n filr die restlichen natiirlichen Zahlen kleiner -
als 20.

In der Antike klassifizierten die Pythagoréder hiernach die na-
tirlichen Zahlen sinngemd wie folgt. .
defizient, falls 6(n)<2n
Die natiirliche Zahl n heiBt { vollkommen, falls 6(n)=2n
abundant, falls §(n)?2n .
Also ist die Zahl 6 vollkommen und die Zahlen 12, 18, 20 sind
abundant. Da fiir jede Primzahl p der Sachverhalt
Q(p)=p+1& p+p=2p gilt, ist jede Primzahl defizient. Damit folgt
sofort, daf es unendlich viele defiziente natiirliche Zahlen
gibt. Somit miissen nicht notwendig die beiden anderen disjunk-
ten Teilmengen "vollkommen" und "abundant" auch unendlich viele
Elemente haben. Es l&8t sich allerdings leicht zeigen, daB auch
die abundanten Zahlen eine unendliche llenge bilden. Dazu bewei-



53 Zahlent heorie
se der Leser folgenden Sachverhalt (man beachte (2)):

Ist n abundant und p irgendeine Primzahl mit p®» n,
go ist die natiirliche Zahl np abundant.

Es gibt also viele defiziente und viele abundante Zahlen.
Die vollkommenen Zehlen sind hingegen HuBerst selten. Die Be-
stimmung aller dieser Zahlen ist das ﬁ;teste'ungelﬁste zahlen-
theoretische Problem, wohl das dlteste ungeldste mathematische
Problem iiberhaupt.
Bis 1983 hat man nur 29 entdeckt, die stimtlich gerade sind. Die
ersten fiinf lauten

6, 28, 496, 8128, 33550336.
Diese 29 vollkommenen Zahlen m berechnen sich nach der Vorschrift

(3) m=2P"1(2P-1), (2P-1) ist Primzenl.
_Hierin ist p notwendig eine Primzahl, da fiir p=ab, a,b>1,

2P-1 = 2809 L (2%-1)(142%42%24, ;42 (P-1)8)
eine zusammengesetzte Zahl wére.
Andererseits liefert nicht jede Primzahl p eine Primzahl der
Form 2P-1, wie das leicht nachpriifbare Beispiel

21121 = 2047 = 23 - 89
lehrt. Auf der Suche nach groBSen Primzahlen, die mit der moder-
- nen Kodierungstheorie eine groBe praktische Bedeutung erlangt
" haben, kann man sich folglich an der Zahlenfolge

(4) M, = 2P, p=2,3,5,7,11,... (p ist Primzahl)

orienfieren, muB aber fiir jede neu ins Auge gefalite Zahl dieser
Art den Primzahl-Test durchfithren, jedenfalls so lange, bis
hinreichende theoretische Erkenntnisse vorliegen. Die Frage,

ob die Folge (4) unendlich viele Primzehlen enthélt, ist z. B.
bisher nicht entschieden. Zahlen der Form (4) nennt man nach
dem franzdsischen Monch M. Mersenne (1588 - 1648), auf den die
Fragestellung nach Primzahlen dieser Form zuriickgeht,
MERSENNEsche Zahlen.

. Welche der MERSENNEschen Zahlen MP sind nun Primzehlen?

Wie der Leser aus dem Zusammenhang mit (3) richtig vermutet,
gind bisher nur 29 bekannt geworden. Danach ist bei folgenden
Primzahlen p auch Hp = 2P-1 eine Primzahl.
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Primzahl p , Bemerkung zur Primzahl Hp

23,5, T 135176195375 M127 wurde 1914 als Primzahl erkannt und

61,89,107,127, hat 39 Dezimalstellen

521,607,1279,2203, Nachweis 1950 = 55, M2281 hat 687 Dezi-

2281, malstellen

3217,4253,4423, Nachweis fiir letztes Mp erfolgte 1964

9689,9941,11213, . durch GILLIES, etwa 3363 Dezimalstellen

19937, Nachweis 1971 durch TUCKERMANN, Mp hat
etwa 6000 Dezimalstellen

21701, 23209, Nachweis 1980 durch NOLL/NICKEL, letztes
Mp hat etwa 7000 Dezimalstellen

86243, 132049, Nachweis 1983 mit einem Hochleistungs-

computer, letztes Mp hat 39751 Dezimal-
stellen, Rechenzeit: 1 Stunde. '

Ubrigens vermutete MERSENNE die Primzeshleigenschaft bei

My, My, Mg, Mo, My, Myo, My, und M;,o. Piir die ersten mag er
den Beweis selbst erbracht haben. Mit wachsendem p wird der
Primzahltest jedoch immer mehr ein Test fiir die Leistungsfiéhig-
keit elektronischer Rechenanlagen.

Da die Anzahl der Primzehlen unterhalb 132049 gemdB Primzahl-
satz Tr(x)ovl% , X —s®, etwa bei
031 St - 11000

liegt, wird die Seltenheit der MESENNEschen Primzahlen deut-
lich. Da auBlerdem log(132049)x 12, also die gleiche GrdBenord-
nung besitzt wie die Anzahl 29 der bekannten Primzahlen Mp, fur
die p & 132049 gilt, ist es nicht verwunderlich, daB Experten,
wie der Mathematiker GILLIES, fiir die Anzahl M(x) jener Prim-
zahlen p unterhalb von, fir die Mp_eine Primzahl ist, die
asymptotische Aussage

M(x) »~c - log x, X ~—»®, o0¢c = const.
%ermuten, falls es ilberhaupt unendlich viele solcher Primzahlen
p gibt.
Alle diese Fakten und Fragestellungen iiber MERSENNEsche Prim-
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zahlen sind nun aufe engste mit den geraden vollkommenen Zahlen

m aus (3) verkniipft, wie durch den nachatehenden Satz von

EULER (1707 = 1783) deutlich wird. Die Existenz der im zweiten
Teil des Satzes erwdhnten ungeraden vollkommenen Zahlen ist
ungeklért. Der amerikanische Mathematiker TUCKERMANN zeigte
1973, daB es solche Zahlen unterhalb von 10°°C nicht gibt.

Satz (Euler)
Eine gerade natﬁrliche Zahl m ist genau dann voll=-
kommen, wenn m von der Form

(5) m = 2P~ 1(2p-—‘l) und 2P-1 eine Primzanl ist.
Ist m eine ungerade vollkommene Zahl, so ist m von
der Form

(6) m = p*®*1 Q%) worin p eine Primzahl > 2 und nicht

Primteiler von Q ist. & ist nicht-negativ und ganz.

Beweig: Der erste Teil des Satzes besagt, daB natiirliche Zahlen
der Form (5), und nur diese, gerade vollkommene Zahlen darstel-
len.

Wir zeigen zundéchst, daB eine gerade vollkommene Zahl m notwen-
dig die Form (5) haben musB.

Da m als gerade vorausgesetzt ist, ist m notwendig von der Ge-
stalt \

(7) m=2""m', n22, ' 2 teilt nicht m'.

Da weiter m als vollkommen vorausgesetzt wird, gilt
G(m) = 2m und mit (7), wo 2 und m' teilerfremd sind,
6@ =) =) @) = 2m = 2%,
Uber (1) ergibt sich, wenn man dort r=1 setzt,
(22=1) = 21  und schlieBlich folgt

(8) (2%-1)0(m') = 2%m’

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung einer natiirli=-
chen Zahl ist der Primfaktor 2 mit der Vielfachheit n auch
links in (8) enthalten und zwar vollstiéndig in O'(m'), da die
Primfaktoren von 2"-1 sémtlich ungerade sind.
Es gibt also eine natiirliche Zahl k derart, daB

(m') = k-2", woraus wegen (8) m' = ke (2%=1)
folgt. Es ist nun fir k 21, da dann 1 und k verschiedene Tei-
ler sind,
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ke2B = O(m') = 6(ke (22-1)) 2 k(2P-1)+k+1,
was nicht sein kann. Also ist notwendig k=1 und es muB

2% = 6(n') =6(2"-1)
gelten, was nur erfiillt ist, wenn m' = 2P.1 eine Primzahl ist.
Dies ergibt mit (7) die Darstellung (5), wenn man noch n=p setzt.
Den Beweis fiir die Umkehrung, d. h., daB jede Zahl m der Form
(5) eine vollkommene Zahl ist, kannte bereits EUKLID, weshalb
es dem Leser leicht fallen wird, filr m aus (5) (5 (m)=2m nach-
zuweisen.

Nun zum zweiten Teil des Satzes. m sei jetzt ungerade und voll-
kommen. Da 0'(1) =1 =21 =2 ist m» 1, und es sei

(9) 'rf‘

die kanonisohe Primfaktorzerlegung von m, in der jede der Prim-

zahlen p, ungerade ist. Welter 1at wegen 6(m) = 2m und (2)

r o q
6m) = bCTT pii) = 'H 5'(pii) == Pii-
1= i : f
Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung enthélt genau

einer der Faktoren Etpii) den Primfaktor 2 mit der Vielfach-
heit 1 in seiner Primfaktorzerlegung. Ohne Beschrénkung der
Allgemeimheit soll dies fiir i=1 zutreffen. Es ist dann mit
einer natiirlichen Zahl k

r A
E:'(p;H) = 2(2Kk+1) wnd (2641)TT, Q(pjl) & 'ipi pii .
Da die rechte Seite der zweiten Glzichung eine ;ngerade Zahl .
darstell 4 ist
1) ungerade fur 1=2,3,...,r -
Nun hat der Leser bereits bewiesen, dal damit
‘i ein Quadrat oder das Doppelte eines Quadrates ist
fiir i=2 3,.0+,7. Da P}’ selbst ungerade ist fiir alle i, ist
notwendig p;* ein Quadrat filr i=2,3,...,r.
Folglich sind die -qi, i=2, 3,...,r, gerade, und es ist

b o 2 2
;n; - n‘Pi ri (.rr Pri) =3 Qz )
womit Q aus (6) gefunden ist und fiir (9) steht
(10) m = p.o Qz ’

wenn wir P4=P und 41='Q setzen.
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Aus den bisherigen Uberlegungen folgt bereits, daB p als unge=-

rade Primzahl groBer 2 ist und daB p kein Teiler von Q ist.

Fir (6) ist also lediglich noch nachzuweisen, daB « von der
Form 4a+1 ist.

Fir die natiirliche Zahl -Q gibt es eine nicht-negative Zahl a,
so da8 A mit genau einer der Zahlen 4a, 4a+l, 4a+2, 4a+3 iber-
einstimmt. Da p,pa,pB,... ungerade Zahlen sind un

(1) B(5') = 14p+p2e...4p) = 2(2k+1)

eine gerade Zahl ist, mu8 ) notwendig ungerade sein. Also ist
Jyvon der Form 4a+1 oder 4a+3. Wir zeigen nun, daf < =4a+3
nicht zutreffen kann. Fiir diesen Fall wire

(12) Skpq) =1 +p + p2 + see + p4a+3

]

wobei p als Primzahl von der Form p = 4b+1 oder p = 4b-1 ist.
Durch vollstdndige Induktion folgt dann:

1. Filr p = 4b+1 ist p*
2, Fir p = 4b=-1 ist pt

43 +1, 1=1,2,3,... .
4.B +'( 1) 131,2,3’n00 .

Die B, sind dabei natiirliche Zahlen, die vom Exponenten 1 ab-
héngen.

Im Fall 1 tritt der Summand 1 in (12) 4a+4 mal auf. Im Fall 2
heben sich die Summanden 1 und =1 in (12) gegenseitig auf. In
beiden Fidllen folgt also aus dem Ansatz (12), daB 4 ein Teiler
von G(p‘) ist, was im Widerspruch zu (11) steht. Also ist
nicht von der Form 4a+3. Dann bleibt fiir = aus (10) nur die

Darstellung == 4a+1 iibrig. Wir haben damit (6), was wir noch
beweisen wollten.

PFiir die ersten 3 geraden vollkommenen Zahlen >6 1dB8t sich mit
einem Taschenrechner schnell bestédtigen, dal
13 + 33 = 28
13+ 33 4+ 53 4 73 = 496
P a3 asd P11 s15d s 153 = 8128.
R.V. HEATH hat bewiesen, daB jede gerade vollkommene Zahl
gp~1 P 1)1groBer 6 als Summe von
s

2 ungeraden Kubikzahlen darstellbar ist.
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Mit dem Hinweis

k .
3 3 3 3 2 3
I=

- O .
=% (8r’-12r +6r-1) = 855 - 125, + 65, - k
r=1

worin
K o4

S, 1= r o, i=1,2,3
L & ’

ist, keann der Leser den Bewels leicht nachvollziehen.
Die Formeln fiir Si = Si(k) findet man in jedem Tafelwerk.

Nun noch 3 kleine hiibsche Aufgaben'fﬁr freie Minuten. Zeige:

1. Ist die natiirliche Zahl n vollkommen oder abundant,
so ist jedes Vielfache mn, m2 2, eine abundante Zahl.

o, Jeder Teiler einer defizienten Zahl ist wieder defi-
zient.

3, Fiir jede natiirliche Zahl n ist die Potenz p" defi-
zient, falls p eine Primzahl ist.

Fortsetzung folgt!
Dr.Horn, FSU
Sektion Mathematik

Spezialistenlager des Bezirkes Gera

"Es war toll! Wir wiirden gern noch lénger dableiben!"™ Diese
AuBerung war wohl typisch und beschreibt die Stimmung, die kurz
vor Ende die Teilnehmer des diesj&hrigen Wintermathelagers vom'
10. 2. bis 20, 2. beherrschte.
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Dabei waren die rund 50 Schiiler der Klassen 7 = 11 groBtenteils
von der Jenaer Zeiss-Spezialschule, aber auch frisches Blut aus
den umliegenden Kreisen wurde willkommen geheiBen - nicht nur
zum Spal in die Frobelschule nach Bad Blankenburg gereist. Denn
wenn man schon zur creme de la creme der mit mathematischem i
Denkvermdgen gesegneten Teenager gehdrt, bringt das durchaus
auch Verpflichtungen mit sich. Dazu zdhlten u. a. die im Mathe-
lager abgehaltenen obligatorischen zwei mal 1 Y2 Std. Unter-
richt pro Tag, auch sonnabends. Der "Lehrbetrieb™ wurde grif-
tentéils von Studenten der FSU Jena bestritten. Die FMille des
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vermittelten Stoffes erforderte von jedem volles Engagement,
verstand auch nicht jeder immer gleich alles, so stand am Ende
doch fiir alle.ein gehoriger Wissenszuwachs zu Buche.
Die Mathematik konnte mit der Mittagspause ad acta gelegt und
zum vergniiglichen Teil des Tages iibergegangen werden. Letzterer
bestand fast vollstédndig aus Freizeit, die vorrangig mit indi-
viduellen Aktivitdten, aber auch durch organisierte Veranstal-
tungen durchaus unterhaltsam gestaltet wurde. So unternahm man
z. B. einen Stadtrundgang durch Bad Blankenburg, auf dem Lokal-
matador Friedrich Frobel hinreichend Huldigung erfuhr, oder
einem Ausflug nach Rudolstadt zur Heidecksburg mit ihrem Café
und den umliegenden Geschédften. Einer besonders positiven Re-
sonanz erfreute sich eine Wanderung nach Schwarzburg, welche
von einem Forster dazu genutzt wurde, endlich das allseitige
Interesse an den uns umgebenden Biotopen mittels diesbezligli-
cher Erklérungen zu befriedigen. In einer Reittouristikstation
erhielt man auBerdem die Moglichkeit, auf recht zahmen Kleppern
gewisse zweideutige prickelnde Gefiihle nachzuempfinden, die
wohl bei Indianern, Cowboys u. a. in potenzierter Form vorhan-
den ‘'sein miisgsen, falls Pferd und Reiter sich iiber den einzu-
schlagenden Weg im Meinungsstreit befinden.
Zu den sportlichen Aktivitdten der Mathelagerteilnehmer zé&hlte
ze. B. ein Volleyballturnier, bei dem man gegen die Auswahl der
Frobelschule doch nicht -eben brillierte und auBerdem ein FuB-
ballturnier, das seinen besonderen Reiz durch die Formierung
einer Damenmannschaft erhielt. Diese rekrutierte sich aus 3
Schiilerinnen und einer Studentin und erwies sich als den Her-
renmannschaften durchaus gewachsen, moralisch zumindestens.
Die Abende waren zum Grolteil verschiedenen Kartenspielturnie-
ren vorbehalten. Da aber ein gewisser kOrperlicher Ausgleich zur
geistigen Beanapruchuhg des Vormittags sich als dringendst ndtig
erwies, kam man um mehrere Diskos nicht herum. Diese wurden dann
z. B. fir Anti-Modern-Talking-Protestkundgebungen, zum Fasching
feiern bzw. zur wirkungsvollen Umrahmung des Berg- bzw. AbschluB-
festes und damit zum Aufrichten aller durch die bevorstehende
Abreise am Bodenl befindlichen Teilnehmer des Wintermathelagers
‘genutzt.
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Zu einigen dieser Feierlichkeiten konnten diverse bekannte und
beliebte Mathelager-Oldies begrii3t werden, die es trotz alters~
bedingter z. T. léngerer Mathelagerabstinenz immer wieder an den
Ort ihres friilheren mathematischen und sonstigen Wirkens zuriick=-
zieht. ' \ |

Neben den traditionell zur Faschingsfeier vollzogenen Trauungen
von mehr oder weniger zusammenpassenden weiblichen bzw. ménnli-
ohen Teilnehmern zu Ehepaaren boten einige andere Einlagen d€s
Bergfestes und der AbschluBdisko die willkommene Moglichkeit,
die Betreuer bzw. Studenten in miBliche Lagen zu mandvrieren
und sich so filr erlittene Milhen beim vergeblich versuchten Lo-
gen von Ubungaaufgaben bzw. Aufstellen von Beweisen zu entschi-
digen. Aber diese Strapazen wogen wohl am Ende doch nicht so
schwer, siehe Ergebnis der eingangs erwidhnten Représentativum-

fraae.

Anke Moritz, FSU
Mathematik-Student,
4. Studienjahr

Lésungen Bezirksolympiade

Andere Fortsetzungsmoglichkeit nach (2)
Verléngert man die Strecke AB iiber B hinaus um ihre eigene

e bis A', s0 gilt
CBA' = 180° - € (CBaA (Nebenwinkel)

| = W (Gegenwinkel im Sehnenvier-
und BNI! A'C (Umkehrung des Strahlensatzes), also R
= ' (Stufenwinkel) o
= <& BCA (Peripheriewinkel iiber AD),
Also ist A'BC CDA und daher
A"B:BC = CD:DA,
A8.10 ="%C-7T7,

womit (1) folgt.



_Bezirks olﬂlpiade 62

5. Der Spielerha kann fiir jedes n und jedes k¥ (n>»3, 1< k<n=-1)

6o

zum Beisgpiel mit folgender Strategie den Gewinn erzwingen:
Ist n ungerade, so schaltet A im 1, Zug genau die in der
Mitte der Lampenreihe liegende (diegélte)Lampe ein; ist n
gerade, schaltet A im 1. Zug genau 2 Lampen in der Mitte
ein, die %te und die (% +1)te Lampe. Durch diesen 1. Zug von
A wird die Lampenreihe in zwei symmetrische Teilbereiche I
und IT uneingeschalteter Lampen eingeteilt, die die gleiche
Anzahl von Lampen enthalten. Diese Anzahl L ist von Null
verschieden; denn da die Anzahl a der von A eingeschalteten
Lampen hochstens 2 und n mindestens 4 ist, gilt

L = %-(n—a) '2‘-%(4-2) > 0. B kann dann in seinen folgenden Zii=-
gen, da in einem Zug nur nebeneinanderliegende Lampen einge-
schaltet werden dilirfen, jeweils nur entweder Lampen aus I
oder aus II einschalten., Damit bleibt fiir A nach jedem Zug
von B die Moglichkeit, im jeweils anderen Teilbereich als B
den zum Zuf von B gymmetrischen Zug auszufiihren. Diese Stra-
tegie verfolgt A. Da mit jedem Zug wenigstens eine Lampe
eingeschaltet wird und fiir B vor jedem Zug in beiden Teilbe-~
reichen eine symmetrische Situation besteht, ist B gezwun-
gen, in einem der Teilbereiche nach endlich vielen Zigen die
letzte Lampe einzuschalten. Danach tut das im néchsten Zug
auch A im anderen Teilbereich und gewinnt.

Aus (1) wnd (2) folgt durch vollstindige Induktion x>0 fur
alle n=1,2,35... und dann
2 2 2 g \ o +2)2
9 KX g S 05, ¢ 1oxy, + & = LHEHRIT 0
_ 3xn<an*1¢:3xn + 2.
Das ergibt zunichst (durch vollsténdige Induktion)

n
xn>'% fiir alle n=1,2,3,+.. und dann

ol . 243+ L
3L X, 3+ X .
Nech (3) folg‘lb damit
y
3 o|¥ns i SRR S (5)
DA MR
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1. Ist nun |a)<3 (und a § 0), so gilt fiir die Zahl q = a

einerseits q> 1, also lim qn = +m ; andererseits folgt aus

'.yn+1,>q ® ,Yn, 9
| ¥p41]2 9" * ) 74) (n=1,2,3,...) (durch vollsténdige In-

duktion und wegen 'y.l, >0 demit lim y_ = +o. Also ist
1 n-» @
die Folge (yn) in diesem Fall divergent.

2. T8t |al>33, soixiatiérffgen
lim ( + ) = 1 (6)
eine Zahl q mit Té.—(qﬂ. Filr diese Zahl gilt einerseits

lim q® = 0; andererseits gibt es wegen (6) eine Zahl N so,
n=» @
da8 fiir alle n e N

3 4
+ <
,a' a'ojn q.
nach (5) also .
[Ynee | €9 ¢ | yy) (k=1,2,3,...) (durch vollstiéndige In-

duktion) ist. Daher gilt 1lim y_ = 0; also ist die Folge (y.)
ns»m 2 a
in diesem Fall konvergent.

3+ Ist a=3, so folgt aus (4) nach Division durch 3n+1
2
Y2 €410 * JaqT - | (7)

Daraus folgt einerseits:

Die Folge (y,) ist monoton steigend. (8)
Andererseits ergibt sich (durch vollstédndige Induktion)
fiir alle n=2,3,4,¢00

InS<V¥n-1 * 3_2;1

<3"n-2 ¥ ;11271' ¥ 'fn'

[ E N R N NN RN N R N N R R N NN NN NN N

2 2 2
<y + * see + = + o=
) FLE BTt

wegen der Konvergenz der unendlichen Reihe -32- + -% +ooe
gilt somit 3 3
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Die Folge (y, ) ist nach oben beschrinkt. (9)
Aus (8) und (9) ergibt sich: Die Folge (y,) ist konvergent.

4. Ist a = =3, so gilf: Ist n gerade, so hat ¥ denselben
Wert wie fir a = 3. Ist n ungerade, so hat ¥, entgegenge-
gsetzt gleichen Wert wie fiir a = 3. Bezeichnet g den Grenz=-
wert der fiir a =3 gebildeten Folge (yn), so hat also fiir
a = =3 die Tellfolge der ¥y, mit geradem n den Grenzwert g
und die Teilfolge der y, mit ungeradem n den Grenzwert -g.

Nach (7) gilt g = Yq» 8lso g»0 und damit g $ ~g.
Also ist die (geksamte) Folge (yn) im Fall a = -3 divergent.

Damit ist gezeigt: Die Folge (yn) ist genau fiir alle dieje-
nigen a konvergent, fiir die
"'a =3 oder a 23
- gilt.
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Zerlegung in Stammbriiche

Unter den gebrochenen Zahlen (nicht-negativen rationalen Zah-
len)ksind in bestimmtem Sinne die sogenannten Stammbriiche
_%, %3 %, %, ceej Allgemein % (n natiirliche Zahl, n % 1) als
die einfachsten zu betrachten. IHier liegt die Frage nahe, ob
man alle gebrochenen Zahlen in geeigneter Weise auf Stammbrii-
che "zuriickfilhren"™ kann. Jede gebrochene Zahl % (k, m natiirli-
che Zahlen £ 1) ist nun in trivialer Weise als Summe von Stamm-
briichen darstellbar:

(1) %z'?ﬁ'"‘oo-a..o.oo. +%

k Summanden
Offensichtlich ist dies aber nicht die einzige mdgliche Zerle-
gung; die Zahl = = gestattet unendlich viele weitere Zerlegungen
in Stammbriiche. Angenommen, es ist

k 1 1
(2) = xm = ,epe0cc000ee t+ =
m m1 msj

g
8 Summanden

mit s £ 2 und natiirliche Zahlen Myysee,M . Dann haben wir fiir

jeden Index 1 (1 £ i £ 8) die Abschitzung

(3) L <

HiIw

oder gleichwertig
m

Nun geniigt es offenbar, etwa fiir m, irgendeine natlirliche Zahl

> % zu wihlen und dann fiir die gebrochene Zahl

k
R e (> 0)
m " m, m,m

wie oben die triviale Zerlegung von der Gestalt (1) in (km1-m)

Summanden o, auszufiihren.
m,m
Die Fortsetzung dieses Verfahrens zeigt, daB in der Zerlegung

in Stammbriiche eine weitgehende Willkiir herrscht. Wir erhalten
auf diesem Wege allerdings keine Antwort auf die folgenden lFra-
gen:
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Wie kommt man mit moglichst wenigen Stammbriichen aus? Wie
kann man moglichst gut die Anzahl der bendtigten Stammbrii-
che abschédtzen?.-

2° (@ibt es stets eine Zerlegung in paarweise verschiedene
Stammbriiche?

Diese Fragen sind auch vom Standpunkt{ der Mathematikgeschichte
aus interessant. Bekanntlich spielte in der Bruchrechnung der
alten Agypter die Zerlegung in Stammbriiche eine wichtige Rolle,
und der Papyrus Rhind enthidlt eine entsprechende Zerlegungsta-
belle filr die-Brﬁche~% mit ungeraden n zwischen 3 und 101 (vgl.
/3/, § 6, /2/). Es handelt sich dabei stets um'Zerlegungen in
paarweise verschiedene Stammbriiche, z. B.

2 _ 1. .1
T=T*7Z8

2 1. .1,
38+ 52 7 T07

2 2.1, : I
29 =24 7%8 714 T 232 ¢
Ein Kommentar zu diesen Zerlegungen ist nicht liberliefert. So
bleibt auch vollig unklar, warum z., B, nicht immer die fir uns

heute naheliegende Zerlegung

2 " 1 § 1
2m +1 m+1 (Zm+1) (m+1)

benutzt worden ist. (Auf Grund der Abschidtzung (4) ist ja (m+1)
als kleinste oberhalb 3%;1 liegende natiirliche Zahl der kleinst-
mogliche Kandidat fiir einen Stammbruchnenner.) Wir haben hier
nicht die Absicht, der schon iiber hundert Jahre wédhrenden Dis-
kussion um jene ‘Tabelle (vgl. /2/, /6/) neue Erdrterungen hin-
zuzufilgen. Vielmehr mdchten wir ein leicht 'zugéngliches und
reizvolleg Stiick elementarer Zahlentheorie darlegen, das Fragen
verschiedenen Schwierigkeitsgrades darbietet und zur Behandlung

1.8 Schﬁlér-Arbeitsgemeinschaften, aber auch zur Festigung des
Bruchrechnens geeignet sein diirfte. Das Material der folgenden
Abschnitte geht im wesentlichen auf die bekannten Mathematiker
Waclaw Sierpifiski (Polen) und P41l Erdos (Ungarn) zuriick (vgl.
dazu /5/). . ‘

Wie iiblich verstehen wir unter j! ("j PFakultat" fiir j 2 1) das



Stammbriiche ' 68
Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis einschlieBlich j.
Desweiteren werden wir aus der elementaren Zahlentheorie die
Kongruenzenschreibweise (nur zur Abklirzung) verwenden (vgl.

/1/).

Die erste allgemeine Aussage lautet wie folgt.

Behauptung 1. Es seien a, n positive natiirliche Zshlen mit
O<a<n!, n 2 2, Die gebrochene Zahl %!-'ist dann
eine Summe von hchstens (n-1) paarweise ver-
schiedenen Stammbriichen. Es gilt genauer:

(5) ':.T = :Iéa xi ’ .‘
wobel Jede Zahl Xy entweder gleich Null oder
gleich einem Stammbruch . ist. Plir jeden auftre-
tenden Stammbruch — ist 1(1-1)! <m; und

i1 2 0 (mod. m,). i T, iat
(1=1)! <‘=mi & i! , und mi ist ein Teiler von n!.

Beweis.' Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber n. Im Anfangs-
schritt n=2, a=1 ist nichts zu beweisen. - Die Behauptung sei
filr (n-1) bewiesen. Wir dividieren a durch n mit Rest:

a =qgen + rmit O £ r<n. Aus O<ac<n! folgt 0 £ q< (n-1)!.
Dann ist

a n+r q -
(6) AT = ST = YT 45T
Im Falle r=0 ist 0<g<(n=1)!, und alles weitere folgt aus der

Induktionsvomuasetzung. Im Falle r >0 ist die Zahl r wegen
r<n ein Teiler von n!, Also ist

m o ek
L
&in Stemnbriich mit I-’}—' > ;‘—' = (n=1)l. Die Induktionsvoraus=

gsetzung, angewandt auf T%TDT , liefert wegen (6) und (7) das
gewiinschte Ergebnis. ;

Beim Beweis dieses Ergebnisses vor Schiilern diirfte es wohl ge-
nligen, mit dem entscheidenden Reduktionsschritt (6) zu begin-
nen und alles weitere an Beispielen zu erlédutern. '
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Beispiele. ' | »
1° ; ;1' ist zu zerlegen. Wir dividieren 7 durch 4 mit Rest

und erhalten
gt -5+5-

20 Tg% " %"{- ist zu zerlegen. Wir dividieren 37 durch 5 mit

Rest.
B-IB o gD e

Satz 1. Jeder echte Bruch - (O<a<m, m Z 2) ist eine Summe
von hochstens 2(11-1) paarweise ‘verschiedenen Stammbrii-
chen, wobei die Zahl n durch die Bedingung

(8) ‘ (n=1)! < mEn!, ng&?2

festgelegt ist.

Beweis. Der Fall ™m teilt n!"™ kann durch passendes Erweitern
auf den Fall m=n! zurlickgefilhrt und damit nach Behauptung 1 er-
ledigt werden. Wir setzen also nun voraus: (n=-1)!<m<n! und m
teilt nicht die Zahl n!. Wir erweitern den Bruch % mit n! und
dividieren den neuen Zéhler a.n! durch m mit Rest:

g.n! =qm+r, 0% r<m
Daraus folgt:

S = A+ ET T AT *mar |
Der Fall r=0 ist wegen Behauptung 1 uninteressant. Es sei also
O<r<menl. ﬁ-!- ist ein echter Bruch und besitzt nach Behaup-
tung 1 eine Zerlegung
(9) Iy = =
in hochstens (n-1) paameiae verschiedene Stammbriiche. Durch
Multipliketion mit = folgt daraus:
(10) e N e S

m.n: j=1 m.mj

Andererseits ist nach Behauptung 1 \

(11) 2r = )f .

wobel jeder Nenner 1i ein Te:l.ler von n! ist. Wdre nun fiir einen
Index i die Zahl m ein Teiler von 1l,, s0 wére damit auch m ein
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Teiler von n! im Widerspruch zur Voraussetzung. Deshald sind
die (s+t) Nenner 14s0eesl
den, und

g Mellyyeeq,Mem, paarweise verschie-

s.n L z":
e T =1 By

ist die gewlinschte Zerlegung Aus s £ n-1, t £ n-1 folgt
s+t 2(1’1-"1 )o '

Beigpiele.

1° Man zerlege 3% . Es ist 41 < 30< 5!, Gleichzeitig ist 30 ein
Teiler von 5!. Also haben wir dem Bruch so zu erweitern,
da8 im Nenner 5! erscheint, und danach ist der Zihler durch
5 mit Rest zu teilen.

WrF -2ttt - o= degd -

2° Man zerlege 3% « Es ist n=5 wegen 4! < 37< 5!, Wir erwei-
tern mit 5! = 120 und dividieren den neuen Zidhler
3.5! = 360 durch 37 mit Rest.

- S5 = dr  off - M B

=7 '33 376 3751 3766
In diesem Beispiel ist s=2, t=3.

Satz 1 wird durch die folgende Aussage ergidnzt.

Satz 2. Jede gebrochene Zahl %:»1 ist als Summe von endlich
vielen paarweise verschiedenen Stammbriichen darstell=-
bar.

Beweis. Die harmonische Reihe SfE % divergiert, was bekanntlich

i=1
durch eine Behr durchsichtlge Abschidtzung zu beﬂeisen ist, vgl.

/4/. Do h. fiir N—» @ streben die Teilsummen ):‘_. 1— gegen +m .
Es gibt daher eine Zahl s mit

x —<E ] =g
, i=1 i=1
Gilt in der ersten Ungleichung das Gleichheitszeichen, so sind
wir fertig. Ist dagegen
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1 a 1 1
- <& = £ + -
=i 1T R E T 45 10
go setzen wir
a g
m‘l R i=1 i

und erhalten
0 31.< 1
< m, s+1 °

Nach Satz 1 gibt es eine Darstellung
a
L o T
my Ty Ty

in der o. B. ds 4. 1< 1, cee <1y gelten soll., Aus den Unglei=-
chungen
a
1 1 1
I; < m, < 5+
folgt 1.| > s+1 > 8. In der Darstellung
8 t
a 1 1
DI T
=1t 7J
gind dann alle Nenner paarweise verschieden, was zu beweisen
war. Damit ist auch Satz 2 bewiesen.

Durch die Sttze 1 und 2 sind die beiden einleitend formulier-
ten Fragen im Prinzip beantwortet. Man iiberzeugt sich leicht
davon, daeB man bei vorgeschriebener Anzahl von (nicht notwen-
dig verschiadenen) Stammbriichen alle moglichen Zerlegungen duich
systematisches Probieren finden kann. Es 188t sich némlich be-
weisen:

Behauptung 2. Fiir jedes s 2 1 gilt: Jede gebrochene Zahl % be-
gitzt nur endlich viele Darstellungen als Summe
von 8 Stammbriichen.

Beweis. Wir schlieBSen durch Induktion iiber s. Fir s=1 ist
nichts zu beweisen. Die Behauptung sei nun fiir s=t bewiesen,
und es sei

(12) E:_L_+...+ 1
= e +1
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- mit m, z m, 2 ... 2 My 1 eine in Frage kommende Darstellunge.
Dann ist - '

a ¢ _t+1
m My
oder
; < (t+1)m

Filr My, q kommen nur endlich viele Zahlen in Frage. Fir jsde die=.
ser Zahlen ist

a 1 1 e 1
= o @ e o o4 o
o Mg e ' ms

nach Induktionsvoraussetzung nur auf endlich viele Weisen als
Summe von t Stammbriichen darstellbar. Also gibt es insgesamt
nur endlich viele (t+1)=Tupel (m1,...,mt+1) mit der Eigen-
gchaft (12), Was zu beweisen war.

‘Bislang offen ist die von P. Erddos formulierte Frage:
Ist jede Zahl i (m natiirliche Zahl) eine Summe von drei (nicht
unbedingt veraohiedenen)Stammhruchen?

Nach Behauptung 2 kann man diese Frage fiir jedes. m "individuell™
durch Probieren entscheiden. So ist es z. B. nicht sehr schwie-
rig nachzuweisen, daB alle Zahlen &-mit m £ 1000 Summen von
drei Stammbriichen sind. Dabei Bind die folgenden Formeln, 'die
fiir alle natiirlichen Zahlen k 2 1 gelten, sehr niitzlich:

4 1 .1 5 ;

4k=1T = k+1T © k(k+1J) T K(2&=17 °#
1 1 1

=gt i

Weitere Einzelheiten findet der Leser in dem angegebenen Buch
von L. Holzer /5/, § 2.

1 1 1 )
=T * TOTESAY * SO TR

Wenn ein echter Bruch mit ungeradem Nenner gegeben ist, dann
1&8t er sich nach R. Breusch und W. Sierpifiski (vgl. /5/, § 4)
sogar in paarweise verschiedene Stammbriiche mit ungeraden Nen-
nern zerlegen. Beispiele dafiir sind '

2 1 . 1.1 . .3 & .
353*7t3+t33t 55t 1095
2 _1 1 1 0K
T=5*T5+53* 5565
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Die Grundidee besteht darin, daB man nicht wie beim Beweis von
Satz 1 die Zahlen nl als Hilfszahlen benutzt, sondern die Pro=-
dukte aller’ungeraden Zahlen von 1 bis zu'einer hinreichend
groflen Zahl, Die Folge dieser Hilfszahlen beginnt so:

1, 13 = 3, 1.3.5 =15, 1.3.5.7 = 105, evs »
Wir bezeichnen mit n!! das n-te Glied dieser Folge, also das
Produkt aller ungeraden Zahlen von 1 bis einschlieBSlich (2n~1).
Das Analogon der Behauptung 1 lautet dann:

Behauptung 3. Jeder echte Bruch —TT (O<ac¢n!!) ist eine Stumme
von htchstens (2n+4) paarweise verschiedenen
Stammbriichen mit ungeraden Nennern.

Dem oben bewiesenen Satz 1 entspricht

Satz 3 (R. Breusch - W, Sierpifiski). Jeder echte Bruch mit un=
geradem Nenner gestattet eine Darstellung als Summe
von endlich vielen paarweise verschiedenen Stammbriichen
mit‘ungeraden Nennern.

Wir verzichten hier auf die Ausfiihrung der Beweise, die wesent-
lich mehr Einzelheiten als die oben angefilhrten Beweise von Be-
hauptung 1 und Satz 1 enthalten.

AbschlieBend sei unterstrichen, da8 alle Uberlegungen zur Zer—
legung in Stammbriiche nur elementare Abschétzungen und Teil-
barkeitsbetrachtungen benutzen.
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Beitrige zur elementaren Zahlentheorie (Fortsetzu ng)

fiir wollen uns nun mit einigep-verwandten Zahlbegriffen be-
schaftigen.
Schon durch PYTHAGORAS und seine Schule kam ein gewisser
Mystizismus in die 7zahlentheorie (etwa Spekulationen lber
~®heilige Zahlen"), die bis ins Mittelalter fortdauerte. Ein
Beispiel bieten die befreundeten Zahlen:

7wei natiirliche Zahlen a,b heifen befreundet, wenn

a = Summe der echten Teiler von b '

und

b = Summe der echten Teiler von a
ist (t heiBt echter Teiler von n, falls t/n und t< n).
Ein Beisgpiel fiir ein befreundetes Zahlenpaar ist 220, 284:

3

220 = 22.5.11 , @ (220) = §57H(5+1)(1141) = 504
- 3

284 = 22.71 , G(284) = §=71(T141) = 504 .

Damit ist
die Summe der echten Teiler von 220 = 504 - 220 = 284,
die Summe der echten Teiler von 284 = 504 - 284 = 220,
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Der Leser beweise folgende naheliegenden Aussagen:

1. Eine natiirliche Zahl ist genau dann vollkommen, wenn sie
mit sich selbst befreundet ist.

2. Zwei natiirliche Zahlen a und b sind genau dann befreundet,
wenn G (a) =67(b) = a+b ist.

Die befreundeten Zahlen wurden im Mittelalter zur Stiftung von
Freundschaften benutzt. So zitiert M. CANTOR in seinen Vorle-
sungen iiber Geschichte der Mathematik (Teubner-Verlag, Leipzig
1907) ein Rezept:
Man soll die Zashlen 220 und 284 aufachreiben, die klei=-
nere der betreffenden Person zu essen geben, die groBere
selbst essen. Der Verfasser habe die erotische Wirkung
des Verfahrens in eigener Person erprobt.

Bisher sind iiber tausend solcher Zahlenpaare bekannt.
Im Jahr 1974 entdeckte H.J.J. te RIELE vier befreundete Paare

natiirlicher Zahlen, von denen der jeweils groBere Partner 32,
40, 81 und 152 Dezimalstellen hat. Die bis dahin bekannte grof-
te befreundete Zahl hatte nur 25 Dezimalstellen.
E8 ist nicht bekannt, ob es unendlich viele befreundete Paare
natiirlicher Zahlen gibt. Die bisherigen Untersuchungen sprechen
fiir "ja". Der ungarische llathematiker ERDYS hat fiir die Anzahl
A(x) von befreundeten Paaren (m,n) mit m<n<x die Vermutung
A(x) 2 ex'~F . o4c = const., >0
ausgesprochen. -
1981 konnte Carl POMERANCE diese Vermutung durch den Beweis der
Ungleichung
A(x)L x exp{-(log x)1/33
stark stiitzen. Da fiir x —) @
I(x) ~ x(log x)-1 = X exp -L-log log x} .
ist zumindest fiir groBe x klar, daB es erheblich weniger be-
freundete Zahlenpaare als Primzahlen unterhalb von x gibt.

it einem BASIC=Programm und einem Kleinrechmer hat der Autor
im Intervall [ 1,19001 lediglich fiinf Pdrchen gefunden, von de=-
nen drei vollkommene Zahlen darstellen.
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BEFREUNDETE ZAHLEN, SIGMA(A) = SIGMA(B) = A+B, A,B&L 1901

A=b6 B=6 SIGMA(A)=SIGMA(B) = 12
A = 28 B = 28 SIGMA(A)=SIGMA(B) = 56
A =220 B=284  SIGMA(A)=SIGMA(B) = 504
A = 496 B = 496 SIGMA(A)=SIGMA(B) = 992
A = 1184 B = 1210 SIGMA(A)=SIGMA(B) = 2394

Um 1950 definierte der indische Mathematiker A.K. SRINIVASAN:
Eine natiirliche Zahl n soll praktisch heiBen genau dann,
wenn flir alle k4 n die Zahl k als Summe von verschiede-
nen echten Teilern von n darstellbar ist. '

. BEs stellt sich heraus, daB alle geraden vollkommenen Zehlen

praktisch sind. Dies, und die Tatsache, dal es unendlich viele
nicht-vollkommene praktiache Zahlen gibt, folgt aus der Aussa-
ge: ‘
Die Zahlen n = 2m—1(2m_1)’ m=2,3,4,... 8ind praktisch.

Hierbei ist es egal, ob oM einé Primzahl ist oder nicht. Denn
als echte Teiler treten stets die folgenden Zahlen auf:

() « 1,2 22,...,2m'1

und
(I1) 2%-1,2(2"-1), 22(2“‘-1),...,2”“2(2 ~1)

L

und jedes k4n ist als Summe solcher Teiler unterschiedlicher

GroBe darstellbar. Dies beweise der Leser durch Pallunterschei-
. (1) k22™1, (i1) 2™7¢ x4n, (1ii) ken.

Hinweis fir (i): Man betrachte k in der Dérstellung als Duai-

zahl,.

In neuester Zeit wurde die Definition einer perfekten (= voll-
kommenen) Zahl verallgemeinert:

Eine natiirliche Zahi n heiflt k—faph—per;ekt, wenn fiir
die natiirliche Zahl k die Gleichung 0°(n) = ken er-
fillt ist.
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Die vollkommenen Zahlen sind also zweifach-perfekt.

120 und ‘672 sind dreifach-perfekt, weil ¥ (120)=360 und

G (672) = 3672 ist. Mit einem Taschenrechner 1léB8t sich noch
leicht unter Beachtung von (1) nachpriifen, dasB

n = 2178540 = 22.3%.5.7%.13-19 und G (n)=4n,
womit 2178540 als vierfach-perfekte Zahl nachgewiesen ist.

Verwenden wir die Bezeichnung “Pk-Zahl“ filr eine k-fach—per—
fekte Zahl, so kann der Leser iber (1) leicht nachweisen: .

Jede P5—Zahl hat mehr als 5 verschiedene Primteiler.

Das groBte k, flir das Pk-Zahlen bekannt sind, ist k=8. Es wur-

den bisher fiinf PB-Zahlen gefunden. Die kleinste davon hat

L. BROWN 1954 bekanntgegeben. Sie hat 41 verschiedene Primfak-

toren; _

Da (1) Equivalent ist zu
QE_J. Ir (1+ %—‘+

i=1 i

: r v
+ vee + ) filr n = JU pil
Y3 i=1
Py
ist nicht so ohne weiteres klar, daB der Funktionswert -éﬁl be-
liebig groBl werden kann und schon gar nicht, daB fiir wenigstens
ein n ein beliebig grol vorgegebener ganzzahliger -k-Wert von

der Funktion angenommen wird.

LN

Den ersten Teil kinnen wir mit relativ einfachen Mitteln klé-
ren, wenn wir den Rechnerdruck unserer sehr eigenwilligen Funk-
tion M (siehe Graphik "(1/1\T)* SIGMA(N)") betrachten.
Durchiauft n die Folge der Primzahlen p, n=p, 'so bilden die

Funktionswerte T (n) =1 + % eine fallende Folge rationaler Zah-

len, deren wertennahe bei 1 liegen. Da der Kleinrechner das
Graphikzeichen mit dem ganzzahligen Anteil des 10-fachen Funk-
tionswertes ausgedruckt hat, geraden alle Primzahlen ab 11 auf
gleiche Hohe und’bilden die "Tidler" im "Gebirge" der Funktions-
werte,

Betrachtet man nun die "Berggipfel", so fdllt auf, daB die "von
1links sichtbaren™ mit Ausnshme der ersten drei anscheinend zu

Argumenten n gehdren, die Vielfache von 12 sind.
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fil ?IBMH(H) EI/H)!HSIGMH(N}
2 3 15
3 4 . 1.33333333
4 7 1.75
| 6 1.2
& iz 2z :
7 B 1.14285714
8 15 1.873 _
9 13 1.44444444
19 18 1.8
11 12 1.09098903
12 28 2.33323333
24 €9 2.5
36 91 2.927777°78
47 124 2.358333333
SchiuB foigt | :
Dr. Horn, FSU
Sektion Mathematik

Preisaufgaben

T 25 Lose folgende Gleichung :

d Ya/x -1 + ofx/a + 1 =V2a/x y B20 4

T 26 Lose folgendes Gleichungssystem :
ax+by+ez = a+b+e
bx+ey+az = at+b+e a+tb+c # 0
ex+ay+bz e arbte

T 27 Wieviel Glieder der Folge 5, 9, 13, 17, ... muB

@ man zusammenaddieren, damit die Summe gleiech
10877 ist ?

b

T 28 In das Dreieck ABC sei ein Kreis einbeschricsben.

Dieser berihre die Seite AB im Punkt D, =0 daB
milt ¢ AC « CB = 2AD « DB ,

Man beweise, daf das 4 ABC rechtwinklig i=t !
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T 20 Man beweise, daB fiir beliebige N und jede retiirliche Zahl

k stets gilt :
IS —A-k(-1) = (W=1)2( 242020 L 4 (=2 )Na=1)

m 30 OCHOBaHUEM MPAMOY UBTWPEXYTOMBHOV mplizMH ABIARTCH pomd,
2Y| ocTpufi yron koToporo paseH a. llon Kakwmt
CTH OCHOBAHUA HY¥HO IIPOBECTH MIOCKOCTh,
IOJyuuTh KBaApar C LepiiiaMi Ha GOKORHX

yIJIOM K IJIOCKO-
yTo0L B CeYeHMII

Herausgeber: Jugendobjekt , Studienvorbereitung — Studienwerbung”

Leiter: Harro Rosner

Chefredakteur: Thomas Gundermann

Redaktion: C. Dahmke, J. Dimler, N. Patschke, O. Kotowsku E. Stein

Anschrift: WURZEL, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik, Jena, 6900

Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postamter entgegen.
Veroffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der

Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

RedaktionsschiuB: 29. 4. 1987

Titelbild: M. Torke

pafpax HPUSMHT .

ISSN 0232-4539

Wurzel

Jena

21 (1987) 5

S.65-80




o alll Koo nt
it i, dier Tl e Ml

Aol
;;.(%Q%?/

wurzel
i —\/ 6:87

~ zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobjekt Studien-
vorbereitung-Studienwerbung der Sektion
Mathematik an der Friedrich-Schiller-
Universitédt Jena
21. Jahrgang ISSN 0232-4539
Sonderpreis fiir DDR: 0,20 M



likation ' 82

Multiplikation von Matrizen

Fir Matrizen 1d8t sich eine Operation Matrixmultiplikation de-

finieren. Dabei wird eine m-zeilige und n-spaltige Matrix, kurz

- (mxn)-Matrix, mit einer (nxp)=-Matrix so verkniipft, daB eine
(mxp)=Matrix entsteht.

Es sei dazu
Bi1 842 Fee 8y
A = 851 823 =+ 8y, | und
@m1. 8m2 8y

by - Bim wer By
Die Elemente der Produktmatrix

91 %42 e Yy
021 022 LB I ] ozp

1

C = A°B =

cm1 °m2 L N cmp

Sind nun bestimmt durch

Ci;| = 844 ° b1j +a;, ¢ sz f cos + ainbnj

d. h. das Element der i-ten Zeile und j-ten Spalte von C er-
h&lt man durch "Multiplikation"™ der i-ten Zeile von A mit der
j=ten Zeile von B. Wenn Zeilenanzahl der ersten Matrix niocht
gleich der Spaltenanzahl der zweiten Matrix ist, ist keine Mul=-
tiplikation dieser Matrizen mbglich.

Einen wichtigen Fall von Matrixmultiplikation haben wir, falls
die zweite Matrix genau eine Spalte hat, wir apreohen dann
auch.mancégel von Vektoren und kennzeichnen sie mit einem Pfeil,
ze B. B=¢e .

Matrizen erfreuen sich einer grofien Anwendungsbreite in der
Mathematik, aber auch bei praktischen, numerischen Prozessen.
Einige Exemplare sind in dem Heft WURZEL 1/87 vorgestellt
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worden. | "
Wir wollen nun den in Heft 3/87 versprochenen Beweis des dort
formulierten Satzes fiithren. _
Wir hatten behauptet, daB fiir die Berechnung von M * ¥ wenig-
stens r Multiplikationen notwendig sind, falls M den Zeilenrang
r hat.
Nun konnen wir gleich annehmen, da8 M genau r Zeilen besitzt,
anderenfalls reicht es, eine Teilmatrix mit genau r Zeilen zu
betrachten, die dann nur mo‘duloz unabhéngige Zeilen enthélt.
Wir nehmen an, es seien t Multiplikatiomen notwendig, bei denen
11’12""’lt berechnet werden. Dann kann man M-3rdaratellen
als lineare Funktion der Ver#dnderlichen 11'12""’1t und Va-
riablen aus XUY, 4. ..1.1; I

Mey=N«.1+72,

hierbei ist 1 = (:1 und f ebenfalls ein Vektor der Lénge t,

der nur Linearkombinationen von Elementen aus XU Y iiber Z ent-
hélt, fiir dessen Berechnung also keine Multiplikationen notwen-
dig sind. N ist eine (rxt)jg&trix, deren Elemente ausschlieB-
lich zu Z gehdren, um N « 1 auszurechnen braucht man ebenfalls
keine Multiplikation, es reicht in durch N bestimmter Weise
Elemente vonfiazu addieren.

Wir nutzen nun einen aus der Algebra bekannten Fakt:

Gilt r>t, so sind Zeilen in N linear abhéingig, d. h. es gibt
einen Zeilenvektor & 2T . (z1,32,...,z Vs dessen Elemente nicht
sédmtlich O und ganze Zahlen sind, so daB 2T, N = (0,0,0..,0).
Aus einer Matrix A erhdlt man die transponierte Matrix AT, in-
dem man Zeilen und Spalten vertauscht, aus einem (Spalten)Vek-

Z
el

tor Ea= : wird so ein Zeilenvektor?T = (31,52,...,zt).
z
t

Wir wollen diesen Faktor nicht beweisen, sondern an einem Bei-
spiel veranschaulichen. Fiir die Matrix

1 3
5 7 und ZT = (-1,1,-2) gilt LN = (0,0,0).

Und éinen Véktor'ET finden wir auch, wenn wir Elemente von N
uméndern. ¢
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Zuriick zu unserem Bewels:

Hit'!m « N -'3T, wir setzen'aT = (0,0,...,0) zZur Abkilrzung, gilt
2 L M-FT=Z N1 +2"

« £
-l : -l
zT M "§.=';T

'fc

In 2T T treten keine Produkte von Variablen aus XUY auf, da
1n'2T nur ganze Zahlen und in'§'nur Linearkombinationen von
Elementen aus XUY iiber Z auftreten. Damit dlirfen in"2T - M
keine Variablen aus XU Y zu finden sein, denn sonst entstehen
durch Multiplikation mit'ﬁ’ganz sicher Produkte von Variablen.
ﬂbnn';m e M keine Variablen enthélt, dann sind laut Definition
die Zeilen von M modulo Z abhéngig im Widerspruch zur Annahme.
Damit haben wir den Satz bewiesen.

Natiirlich hdtten wir uns die Milhe des Beweises nicht gemacht,

wenn wir nur Multiplikationen von komplexen Zahlen im Auge ge=-
habt héitten. Aber unser Satz kann mehr. Wir wollen jetzt fra—

gen, wieviele Multiplikationen sind notwendig, um zwei (nxmn)-

Matrizen miteinander zu multiplizieren.

Laut Definition braucht man flir jedes Element der resultieren=-
den (nxn)-Matrix genau n Multiplikationen, insgesamt macht das
n3 Multiplikationen. Gibt es nun Tricks, um mit weniger Multi-
plikationen auszukommen?

Sind x11,x12,...,xhn,y11,...,ynn'2-n2 verschiedene Variablen,

80 8ind zunéchst die n Zeilen von

*11 12 *** *p
g . | %21 %22 +ee %
) *n1 *n2 *** *nn
linear unabhiingig modulo Z , damit bendtigen wir, um
Y11\ Y12 Y1n
- y y y
(*) X - :21 » X - :22 pevey X - :2n
Yn1 Yn2 Ynn

zu berechnen,jeweils wenigstens n Multiplikationen.
Die Produkte,(*ﬂ sind nun gerade die Spalten der Matrix
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Fyq Tqg ene Ty
Y21 Y22 ** Y2n

Yn1 Yn2 °** Inn

X e XY=X-o

damit brauchen wir, um X - Y zu berechnen, wenigstens n°n Mul-
tiplikationen. '

Jetzt, da wir eine untere Schranke fiir die Anzahl der Multipli-
kationen haben, wollen wir versuchen, die obere Schranke n3

herunterzudriicken.

Fortsetzung folgt!
Th. Gundermann, FSU
Sektion Mathematik

Beitrage zur Zahlentheorie (Schiu3)

Eine Teilfolge hiexrvon Eilden die Zahlen
ns= ml 9 m=4,5’6’¢.¢
und wir finden fir die 80 definierten n

n Z:t=—Zt=Z__ Z"

o ¢/n D det=n det=n 2 d/n

> 1 1.1 .1 1 81
= 1 4wttt tecet == v,
d/m!E 27371 m- ik

Die letzte Summe ist die m-te Partialsumme der harmonischen
Reihe iﬁ% %-, die divergent iat; was nichts anderes bedeutet,

k=1
als daB die angegebene m~te Partialsumme grtBSer wird als jede

vorgegebene reelle Zahl C > 0, wenn nur m hinreichend groS ge-
wihlt wird. Es gibt hierzu verschiedene Beweise. Wir wdhlen
einen Bewelis, der einfachste Eigenschaften des RIEMANNschen In-
tegrals und den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nurig ausnutzt: |

o ‘ m m k+1 m k41 ' m k+1
Iy S lusil T -2 $ &,z § &
k=1 k=1 k k=1 k k=1 k
und weiter
; m k+1 m+1
G_(gl>;z,1_]£d—;;=51‘%=1og(m+1)
n = = :
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Unsere m~te Partialsumme wichst also mindestens so wie log(m+1)
mit m wédchst. Etwas genauer gilt

m
(13)  log(mn) ¢ Z, L£1+log m.

Der Beweis zum rechten Teil der Doppelungleichung verléuft ana=-
log und ist dem Leser iiberlassen. c(n) . )

Der linke Teil von (13) besagt, dal =» unbeschrénkt yachst
und damit nicht ausgeschlossen ist, dal zu jeder natiirlichen
zehl k auch Pk-Zahlen existieren.

Der englische Mathematiker HONSBERGER bemerkt in einem Artikel
tiber "Mathematische Edelsteine". (Verlag Vieweg, 1981), dal es

bisher nicht gelungen ist, die folgenden grundlegenden Fragen

zu beantworten:

(A) Gidt es zu einer vorgegebenen natiirlichen Zahl k 2 unend-
lich viele Py -Zahlen?

(B) Gibt es eine ungerade Pk-Zahl?

Immerhin gibt es ein paar hiibsche Aufgaben, die Pk-Zahlen be~
treffen.

1. Ist n eine PB-Zahl und kein Vielfaches von 3, so ist
3n eine P4-Zahl.

2. Ist 3n eine P, ~Zahl und ist n nicht durch 3 teilbar,

g0 ist n eine ij-Zahl.

3. Ist n eine PB-Zahl und 3 ein Teiler von n, wihrend 5

upd 9 keine Teiler von n sind, dann ist 45n eine P4-
Zahl. :

Wie schwierig die Frage (A) ist, erkennt man aus folgender
Uberlegung.

6‘ s
Wir betrachten die Funktion —éﬂl auf dem Intervall lJ,NJ , WO

N beliebig groB8 gewidhlt werden kann, und berechnen ihren

durch-
schnittlichen Wert auf [1,N] mit ‘
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Pufl (I ISP P

n <N dt=n d'b*N:E
1> 1 ) 11> 1rX ;
ﬁténfdég ﬁ'tenﬂtl

was ein Zwischenergebnis darstellt, worin [x] das Grdlte Ganze
von x bezeichnet, [x|< x <[ x| + 1. Es ist deshalb mit einer
wohlbestimten Funktion g .

[El-F-ad ., ocaen.

Daraus erhalten wir

Cw . 2 132 1
neZNy ©® 4N t £ &N
a
i e 2 Apeg 2 L0
o112 t>Nte Ngzptoo®

Von der ersten Summe rechts weill man, daB sie eine konvergente
Reihe darstellt (summe iiber alle reziproken Quadratzahlen) mit
dem Reihenwert 11'2/6.

Filr die néchste Summe kann der Leser analog zu (13)

Z1 := lim 2%\ ] -’-1
E>N 2 X9 o t=N41 t2 N

nachweisen, so daB mit (13) insgesamt gilt:

? 2
1 C(n) _ ‘ 2-log N
I N-—Z= 1 !5' = N ‘
n<N ¢
Der durchschnittliche Wert von —(%l auf ‘:1,N] unterscheidet
8ich also mit wachsendem N immer weniger von der reellen Zahl

2 .
:—!6— . In diesem Sinne sagt man, daB 6;1(12)' die durchschnittliche

GroBenordnung

3.2 : (-7- =§%=1.64...

hat (die angegebenen Dezimalziffern sind exakt).
Hieraus wird klar, dal P -Zahlen, k2 2, mit wachsendem k immer
seltener werden. Gibt es trotzdem zu jedem k 22 jeweils unend-

lich viele Pk-Zahlen?

Eine sehr viel einfachere Frage ist, wie groB bei vorgegebenem
k die kleinste Pk-Zahl mindestens sein muB. Hierzu ist wegen
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(13) fir alle n

GLL)- Z1 éz{“-u + logn .
t/n k<n
Ist n eine Pk-—Zahl, so gilt folglich
k £1 + log ?k, also ¥~ 1= Pk "
Filr groBes k ist also bereits die kleinste zugehdrige P, -Zahl

| ein Zahlenriese.
Nebenbei erhalten wir den abschlieBenden

Satzgz: Fir die Folge natiirlicher Zahlen n=m!, m=2,3,4,...

ist ‘
(14) §(n)z 7 log log n.

Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt
(15) 6 (n) ¢ n(1+log n).

Beweis: Wegen der bisherigen Untersuchungen ist lediglich noch '
(14) zu begriinden. Mit (13) ergab sich

G
-élﬁ?logm, -

und mit n=m! folgt n<4m, also
log n< m log m, also log log n < 2 log m,
woraus sich (14) ergibt, was noch zu zeigen war.

Die Abschétzung (14) ist recht gut. (15) léB8t sich tiber (1)
und die gleiche Beweisidee, die zur analogen Abschitzung iiber
d(n) in WURZEL gefithrt hat, verbessern zu

6 (n) £ (1+ )e® n 1og log n,
fir alle ©2 o und n >N(£), worin C die EULERsche Konstante ist.
Die EULERsche Konstante C ist definiexrt durch

C := lim (): E- log m).

m-» ® k=1

Zeige liber (13), daB 04 C%1 gilt.

Dr. G. Horn, FSU
Sektion Mathematik
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XXVI. Olympiade Junger Mathematiker (DDR)
10. Klasse

1. Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck. Ferner sei X eine bhe-
liebig vorgegebene Streckenliédnge. Die Seiten des Dreiecks
ABC selen jewells um eine Strecke dieser Linge x verléngert,
und zwar BA {iber A hinaus bis A', CB ilber B hinaus bis B' und
AC iber C hinaus bis C',

Beweisen Sie, daB unter diesen Voraussetzungen das Dreieck
A'B'C' stets denselben Umkreismittelpunkt wie das Dreieck ABC
hat.

2. Man ermittle die kleinste positive natiirliche Zahl n, die die
folgenden Bedingungen (1), (2) erflillt:
(1) Es gibt genau 144 natiirliche Zahlen, die Teiler von n
sind. ;
(2) Unter den Teilern von n befinden sich 10 ummittelbar auf-
einanderfolgende natiirliche Zahlen.

3A. Emmitteln Sie alle diejenigen Tripel (11,x2,x3) von reellen
Zahlen Xq» Xps X3, die das folgende Gleichungssystem (1),
(2), (3) ertiillen!

Ty + X, + Xy = 3, (1)
x% + xg + xg a 3, (2)
X, X,x3 = 1. ' (3)

3B a)Beweisen Sie, daB fiinf paarweise verschiedene reelle Zahlen

existieren, mit denen die folgende Aussage gilt!

5 Fir jede Auswahl von drei der fiinf Zahlen existiert ein
Dreieck, dessen Seitenlédngen die drei ausgewiihlten Zah-
len als MaBzahlen haben (wobei zum Messen aller drei
Seitenléingen dieselbe MaBeinheit benutzt wird).

b) Ermitteln Sie, wenn fiinf derartige Zahlen vorliegen, wie
viele paarweise nioht kongruente Dreiecke insgesamt sich
aus diesen fiunf Zahlen auf die in a) genannte Art gewinnen
laasen!
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¢) Beweisen.Sie, daB stets dann, wenn fiinf derartige Zahlen

vorliegen, mindestens eines der genannten Dreiecke spitz-
winklig ist!

4. Ermitteln Sie filr jede natiirliche Zahl k Z2 die Anzahl aller
Lsungen (x,y,z,t) der Gleichung
Xy + 2t = 5':"::
worin filr x, ¥y, 2%, ¥ nur natiirliche Zahlen mit
14x2k-1, 14y €<k=1, 1£ z4 k=1, O£ t £ k=1
zugelassen sind!
Dabei bezeichnet jeweils pq diejenige Zahl, die im Positions-
system der Basis k mit den Zifferm p,q (in dieser Reihenfol-
ge) geschrieben wird.

5., Bei einem Dominospiel mit den Zahlen 0,1,...,6 ist jeder
Spielstein in zwei Hilften eingeteilt, jede Hilfte trigt
eine der Zahlen. In einem Dominospiel kommen alle Kombina-
tionen von je zwei der Zahlen 0,1,...,6 je gehau einmal vor.
Eine "Kette" entsteht, wenn man mehrere Steine in einer Fol=
ge B0 nebeneinanderlegt, da8 benachbarte Hélften nebenein-
anderliegender Steine stets einander gleiche Zahlen tragen.
Eine Kette heiBt "geschlossen", wenn auch die beiden Stein-
hélften an den beiden freien Enden der Kette einander glei-
che Zahlen tragen. Eine geschlossene Kette aus drei ver—
schiedenen Steinen werde kurz "Dreierkette"™ genannt. Zwei
Dreierketten gelten genau dann als gleich, wenn sie ,aus den-
selben Steinen bestehen. ' "
Ermitteln Sie die Anzahl aller derjenigen aus je genau 7 ver-
schiedenen Dreierketten K1,...,K7.beatehenden Mengen

K1,...,K7 , beli denen jeder Stein des Dominospiels in
hochstens einer der Ketten K1,....K7 vorkommt!

(Wie iiblich heiBen zwei Mengen M= K1,...,K7 und

M'= Ki,....K% genau dann einander gleich, wenn jede in der
Menge M enthaltene Kette Ki auch in M' enthalten ist und um-
gekehrt auch jede in M' enthaltene Kette in M.)
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6. Beweisen Sie, daB es einen Korper mit den folgenden Eigen-

schaften (1) bis (4) gibt!

(1) Die Oberfléche des Kérpers besteht aus genau sechs ebe-
nen Vierecken.

(2) Unter diesen Vierecken gibt es zwei, die keine Seiten~-
kante miteinander gemeinsam haben.

(3) AuBer den Seitenkanten dieser beiden Vierecke hat der
Kdrper noch genau vier weitere Seitenkantern.

(4) Die Mittelpunkte dieser vier Seitenkanten liegen nicht
in einer gemeinsamen Ebene.

12. Klasse

1. 500 Bonbons sollen unter Verwendung von Umhiillungen passen=
der Grofen so zu einem Scherzpaket zusammengepackt werden,
daB die folgenden Bedingungen (1), (2) erfiillt sind. Dabei
soll sich (2) auf jede Moglichkeit beziehen, alle Bonbons
auszupacken, indem man nach und nach jeweils eine zugingli-
che Umhiillung 6ffnet und entfernt (falls mehrere Umhiillungen
zugénglich sind, in beliebiger Reihenfolge):

(1) Es gibt genau eine Umhiillung, die das gesamte Paket ent-
hdlt.

(2) Beim Offnen dieser und jeder weiteren Umhiillung zeigt
sich, daB8 deren Inhalt entweder aus mindestens drei sémt-
lich mit Umhiillung versehenen Teilpaketen oder aus genau
einem nicht umhiillten Bonbon besteht.

Ermitteln Sie die groBtmégliche Anzahl von Umhiillungen, die

ein solches Paket aufweisen kann.

2. Man ermittle alle diejenigen Zahlenfolgen (an) mit n=1,2,3,¢000,
die die folgenden Bedingungen (1), (2) erfiillen:
(1) fu::zailezganzep Zehlen m,n mit n>m >0 gilt 8 m” Bnem =
n~ %n° _
(2) Es gilt a4 = 1 und a, ='g .
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3. Es seien k1,....kn Kugelkdrper, jeder einschlieBlich seiner
Randpunkte verstanden. Diese Kugeln seien beliebig im Raum
gelegen; es sei auch zugelassen, daB sie einander durchdrin-
gen oder berilhren. Die Vereinigungsmenge der ki habe das Vo=
lumen V. .
Man beweise, daB es unter diesen Voraussetzungen stets mog-
lich ist, eine Auswahl aus den Kugeln ki go zu treffen, dal
je zwei der ausgewdhlten Kugeln keinen gemeinsamen Punkt ha-
ben und daB die Vereinigungsmenge der ausgewiihlten Kugeln
ein Volumen U?-ﬂ V hat.

4, Man ermittle die kleinste positive ganze Zahl a, flr die
(a+1)’? - &2 - 1 durch 18305 teilbar ist.

5. Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen nz 3, mit

denen die folgende Aussage gilt:
Jede ebene konvexe n-Ecksfliéiche A A,...A wird vollgtéin-
dig {Uberdeckt von den Fléchen der n Kreise, die die
Strecken A Ai+1 als Durchmesser haben (i=1,¢¢.,n; es8 gel
A = A gesetzt).

Dabei sei jede n~Ecksfldche und jede Kreisfliche einschlief-

lich ihrer Randpunkte verstanden.

6A. Im Mathematiklager schligt ein Zirkelleiter den n Schiilern
(nz 3) seiner Gruppe vor, den Schiller, der den Tafeldienst
wahrzunehmen hat, nach-folgender Methode auszuwéhlen:
Die Schiiler werden mit P1,P2....,Pn numeriert und stellen
sich in dieser Reihenfolge im Kreis auf. Dabei folgt (im
- Umlaufsinn P1,P2,...) auf P wieder P;. Durch Minzwurf wird
zunédchst entschieden, ob P1 oder P, aus dem Kreis ausschei-
det. Liegt "Wappen" oben, so scheidet P, aus, bei "Zahl" P,.
Danach wird der Ausscheid mit denjenigen beiden noch nicht
ausgeschiedenen Schillern fortgesetzt, die auf den soeben zu-
letzt ausgeschiedenen Schiiler im genannten Umlaufsinn fol-
gen. Bei "Wappen" scheidet wieder der in dem Umlaufsinn er-
ste von diesen beiden aus, bei "Zahl" der zweite. Dies wird
solange wiederholt, bis nur noch ein Schiiler iibrigbleibt,
der dann als Diensthabender bestimmt wird.
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ad a) Man berechne im Fall n=3 die Wahracheinlichkeiten W,,W,,W
dafiir, daB P1.P2 bzw. P3 als Diensthabender bestimmt wer-

den.

b) Man beweise fiir ;Jedea n% 3, daB die Auswahlmethode unge-
recht ist, d. h. daB die Wahrscheinlichkeit, als Dienst-
habender bestimmt zu werden, nicht .fiir alle Sohtiler '
P1,P2,-...P gleich ist.

Bemerkung: Tritt irgendein zufdlliges Ereignis A als Folge
irgendeines von m Ereignissen aus einer Gesamtzahl von N
mbglichen Ereignissen (die einander ausschlieBen und gleich-
wahrscheinlioh sind) ein, so bezeichnet man als Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses A die Zahl p = ﬁ» .

3

6B. Ea seien x1,x2....,x1987 nichtnegative reelle Zahlen, fiir
die die Summe der Quadrate gleich 10 und die Summe der drit-
ten Potenzen grifer als 1 ist.
Untersuchen Sie, ob es unter diesen Voraussetzungen stets
moglich ist, eine Auswahl
a) von 9 dieser Zahlen,
b) von 10 dieser Zahlen
80 zu treffen, dal die Summe der ausgewiihlten Zahlen griBer
als 1 ist! -
(Kommt eine Zahl mehrmals unter den Xqssee3Xqggy VOr, 80
_darf sie auch hichstens ebenso oft unter die ausgewiéhlten
Zahlen aufgenommen werden.)

Preistrager der XXVI. OJM

Einen ersten Preis in der Klasse 10 erhielten

Hans-Peter St¥rr, Klasse 9, Spezialschule "Hane Beimler"
Karl-Marx-Stadt

Torsten Ehrhardt, Klasse 9, Spezialschule "Hans Beimler"
Karl-Marx-Stadt
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Einen ersten Preis in der Klasse 11/12 erhielten

Uta Hbvel,

Gunter Digs,

Ingo Warnke,

Andress Siebert. Klasse 10,

Dirk Liebscner

Zweite Preise erhielten in
der Klasse 10

Enrico Thierbach
Karl-Marx-Stadt

Carsten Deus (9)
Karl-Marx-Stadt

Stefan Liebscher (9)
Kleinmachnow

Torsten Griga
Leipzig

Jan Pricka (9)
Pasewalk

Astrid Mirle (9)
Riesa

Christine Thomas
Zittau

Dirk Ménnel (9)
. Frelberg

Spezialschule "Heinrich Hertz"
Berlin

Spezialschule "Friedrich Engels"
Riesa
Spezialschule "Georg Thiele"
Kleinmachnow
Spezialschule "Heinrich Hertz"

" Berlin |
Spezialschule "uGeorg Thiele"
Kleinmachnow

der Klasse 11/12
Sven Suska
Berlin

Gerd Kunert
Karl-Marx-Stadt

Aicke Hinrichs
Magdeburg

.Gerard Zanker (10)

Karl-Marx-Stadt.

Martin Welk
Elsenach

Andrea Mans
Berlin

Jan Elsing
Berlin

Stephan Werner
RofBlau

Die Redaktion der WURZEL gratuliert allen

Preistridgern der XXVI. Olympiade
Junger Mathematiker der DD R !
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Preigaufgaben

Preisaufgaben

—

Lise folgendes Gleichungssystem
3 4x+2y -5 2x -~y =2
T 4x + 2y +2 2x -y = 3?2

=3
W
N

=

Berechne die Summe der ersten n Glieder der
Folge T, 77y 77Ty ee.

-3
w
W

-

' Konstrulere ein Rhombus, wenn die Summe der Diagonalen

und der Winkel zwischen Diagonale und Seite gegeben
sind

Man berechne x
8in x 8in 2x sin 3x = % 8in 4x

Wieviele fiinfstellige Zahlen kann man aus den
Ziffern 1, 2, 1, 2, O bilden?

3
=2}

B rpeyronwsHo#t mipamuze OABC mpomezeHo ceusHwe AIBICI
napalielbHO OCHORaHMW. P - cepezmua cTopoHuw BC,

I - cepezuda ctoposdu CA, ® - ceperuHa cTopodn AB,
Touka AI coenyrAeHa ¢ P, TouKka BI - c I, Troura C - ¢ @.

- JlokasaTs, YTO

I. mpaMbe AIP, BIH n CI@ [ep2ceKawTc B OZHOHft TOUKS,

2. T@OMETPUYBCKOE MECTO TOYEK MEepEeCeYeHUA DTHX Hpf-
MHX IpH IOOCTYyIATeJJIbHOM I BUY¥eHWA AIEICI.(uapanennLHo

OJIOCKOCTH OCHOBAHMfA) - €CTh OPAMAafA, KOTOpas Coeld-
HAeT BepuiHy IMpaMUAH C LEHTPOM TAKSCTA ee OCHOBa-
H¥A,
Ecm npencTaBUTE GOKOBHE pefpa HEOTPAHMYEHHO HPOAOI-
¥GHHEMA B 00e CTOPOHH, TO IIPM KAKOM IONOKEHMM ZBHXY-
lie#fcA ONOCKOCTY yKA3aHHHE OpAMHe OYAYyT IapanelibHH T
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Lésungen der DDR-Olympiade 10.Klasse

1. Es sei M der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des Dreiecks
ABC und somit Mittelpunkt des Umkreises dieses Dreiecks.
Sei r die Liénge des Umkreisradius, dann gilt MA = HE = MC = r.
Da das Dreieck ABC gleichseitig ist, ist Jeder seiner Innen-
winkel 60° gro, Da in einem solchen Dreileck der Umkreismit=
telpunkt gleichzeitig Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
ist, gilt & MBA = 30°. |
Ferner ist =% ABB' = 120° (als Nebenwinkel zum Winkel ABC),
und deshalb gilt =k MBB' = 150°, @
'Entspreohend 188t sich zeigen, daB auch die Winkel MCC' und
MAA' 150° groB sind.
Demnach sind die Dreiecke MBB', MCC' und MAA' nach dem Kon-
gruenzsatz sws kongruent zueinander; denn in jedem dieser
Dreiecke schlieBen zwei Seiten von der Lidnge r bzw. x einen
Winkel der GrioBe 150° ein. _
Daraus folgt, dal die Strecken ﬁ', ﬁ' und MC' als ent-
sprechendeSeiten kongruenter Dreiecke gleich lang sind, d. h.
M ist von den Punkten A', B' und C' gleich weit entfernt und
somit Mittelpunkt des Umkreises auch des Dreiecks A'B'C’'.

cf
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2.

Andere Losungsdarstellung:

Wegen MA = MB = MC und ¥ AMB = % BMC = #®'CMA (Beweis wie
oben) gilt: Durch eine Drehung um den Umkreismittelpunkt M
des Dreiecks ABC kann A auf B, B auf C und C auf A abgebildet
werden. Diese Drehung bildet die Verldngerung von BA {lber A
hinaus auf die Verldngerung von CB i{iber B hinaus ab und die-
se auf die Verléngerung von AC iilber C hinaus. Also bildet .
sie A' auf B' und B' auf G' ab; somit folgt MA' = MB' = MC'.

I. Behauptung: (2) wird genau dann erfiillt, wenn die Prim-
faktorzerlegung von n '

e e e e e e
n=2 1 v 3 2 « 5 3 N 4 . P5 5 ® eee °® Pk k (3)

(mit Primzahlen Pk Pees ‘?5’7, falls k>4 ist, und) mit na-
tirlichen Zahlen e insbesondere

91=3s 3232, 93=13 94"'-'13 (4)
lautet.
Beweis: Wenn (2) erfilllt ist, so ist unter den zehn genann-
ten Teilern

mindestens einer durch 8 teilbar,

mindestens einer durch 9 teilbar,

mindestens einer dwrch 5 teilbar,

mindestens einer durch 7 teiibar;
also gilt dann (3) mit (4).

~ Wenn umgekehrt (3), (4) gelten, so ist n durch jede der Zah-

len 1,2,¢00,10 teilbar, also ist dann (2) erfiillt.

ITI. Alle natiirlichen Teiler von n kann man folgendermalBen,
jeden genau einmal, bilden: &
Tritt in der Primfaktorzerlegung (3) der Faktor Py 1 auf, so
wiihle man eine der Zashlen
3 2 e -
v Pyr» Py 1eeesPy o (5)

3 d
Das Produkt der so gewdhlten Zahlen p, i (i=1,.0¢,k) i8%

einer der zu bildenden Te%ler von n.
Da es fiir jeden Faktor p; 1 also e,+1 Moglichkeiten (5) der
Auswahl gibt, ist

(e1+1) « (ep+1) ¢ coo @ (ek+1)
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die Anzahl aller Teiler von n (aus (3)).

ITI. Aus I. und II. folgt: Die gesuchte kleinste Zahl mit
(1), (2) ist die kleinste Zahl (3), die auBer (4) auch noch
(eq+1) - (eq#1) * ... *(e,+1) = 144 (6)

erfilllt.
Die folgende Tabelle enthélt alle Moglichkeiten, (6) unter
Berlicksichtigung von (4), d. h. von
e,+124, e,+1 % 3, 93+1=2, e4+1 =2, €7
- zu erfiillen. :
Ferner ist in der Tabelle jeweils fiir
na=2 .32, 5« T-egq
die gem#B (3), (4) verbleibende Zahl
e1-3 32-2 33-1 e4-1
. qQ =2 e 3 e 5 o 7

e e
° ps 5 _— pk k (B)

. angegeben. Bei Aufstellung der Tabelle ergibt sich sogleich,
da8 (6), (7) nicht mit mehr als einem positiven Wert unter
den €greee s erfiillbar ist. Daher braucht (8) nur mit k=5
genommen zu werden. Ferner gilt: n wird genau dann em klein-
sten, wenn q am kleinsten wird; deshalb genfigt es, in (8)
(mit k=5) nur die Primzahl p5=11 zu -beriicksichtigen:
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Zerlegung (6) mit (7) | e,=3 e,-2 03e1 e,~1e5 q gemi (8)
144 = 12.3.2.2.1 8 0 0 0 0 256

- G.de2:2:1 5 1 0 0 0 32.3

= 8.3.3.2.1 4 0 1 0 0 16 .5

= 8.3.2.3.1 4 0} 0 1 0 16 o7

= 6.6.2.2.1 2 3 0 0 0 4.27

= 6.4.3.2.1 2 1 1 0 0 4.3.5

= 6.4.2.3.1 2 1 0 1 0 4.3 .7

= 6e3.4.2.1 2 0 2 0 0 4 .25

= 6.3.2.4.1 2 0 0 2 0 4 -49
4.9.2.2.1 0 6 0 0 0 729
4.6.3.2.1 o 3 1 0 0 27.5

= 4.6.2.3.1 0 3 0 1 0 2T 7T

a 4.4.3.3.1 0] 1 1 1 0 3.5.7

= 4.3.6.2.1 0 0 4 0 0 625

= 4.3.4.3.1 0 0 2 1 0 25.7

= 4.3.3.4.1 o o 1 2 0 5.49

= 4.3.2.6.1 0 0 0 4 0 2401

= 6.3.2.2.2 2 0 0 0 1 4 11

= #4.3.3.2.2 0 0 1 0] 1 5 <11

= 4.3.2.3.2 0 0 0 1 1 T .11

a8 4.3.2.2.3 0 4] 0 0 2 121

Die Tabelle zeigt, daB g gensu fﬁr
B1=5, 32=2, e; = 8y = 35 = 1°
am kleinsten wird. :
Die gesuchte kleinste Zahl mit (1), (2) ist demmnach
n=2.3.5¢7.1
= 110880,

3A. 1. Losungsweg: -
I. Wenn ein Tripel (x1,x2,x3) reeller Zahlen das Gleichunga-
gystem erfiillt, so folgt:
Setzt man aus (1) _ :
i 3-x =X | (4)
in (2) ein, =o ergibt sich
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x?+xg+27-27(x1+x2)+9(z1+x2)2-xg-3x$xz-3i1xg-xg = 3,

nach Division durch 3 also

9(x1+x2) - 3(x1+12)2 - x1x2(x1+x2) = 8; (5)
setzt man (4) in (3) ein, so folgt

3X4Xy = XqXp (X 4X,) = 1 (6)
Pir die beiden Zahlen

P = x-lle (7)

8 = X 4x, | (8)
besagen (5) und (6) also )

95 - 3s° + ps = 8, | (9)

3p - ps = 1. : (10)

- Nach Addition und anschliefiender Division durch 3 folgt

38 = 52 +p =3, '
und setzt man hieraus

P = g - 38 + 3 ' (11)

in (9) ein, so ergibt sich
98 - 332 + 93 - 352 4+ 33 = 8,

(s=2)> = o,
8 = 2.
Nach (1t), (7), (8) folgt hieraus
p=1, (12)
XX, = 1, ' ' '
Xy + X, = 2. (13)

Setzt man x, = 2-x1 aus (13) in (12f ein, so folgt
211_— x? = 1,
x4 = 1
und damit aus (13) und (4)
X, = 1,
x3=1.
"Also kann nur das Tripel (1,1,1) das Gleichungssystem (1),
(2), (3) erfiillen. .
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II. Es erfiillt offensichtlich dieses Gleichungssystem.

Somit hat genau das Tripel (1,1,1) diese geforderte Eigen=-
BOhafto

2. ILdsungsweg:
aus (1) folgt (xy+xp+x3)” = 27, d. b
x?+xg+xg+6x1x2x3+3(x1xz(11+12)+x1x3(x1+x3)+x2x3(x2+x3)) = 27,
Setzt man hierin (2) und (3) ein und dividiert durch 3, so
folgt '

x1xg(x1+12) + x1x3(xj+x3)_+ x2x3(xz+x3) =6 . (14)
Weiterhin gilt: Jedes Tripel (x1.x2,x3), in dem die Zahl O
vorkommt, ist nicht Ldsung des Gleichungssystems, da es (3)
nicht erfiillt. Jedes Tripel (x1,x2,x3), in dem slle Zahlen
von O verschieden sind und mindestens eine negative Zahl vor-
kommt, ist ebenfalls nicht Losung des Gleichungasystems, wie
man folgendermefen zeigen kann: Widre ein solches Tripel Lo-
sung, wo wiren wegen (3) genau zwei der Zahlen negativ,
0.B.d.A. etwa Xy = =u, X,= =V, x3=w mit positiven u,v,w, und
nach (1) widre die linke Seite von (14) die Zahl

uv(=u=v) = uw(3+v) = vw(3+u) < 0
im Widerspruch gegen (14). _
SohlieBlich gilt: Pilr jedes Tripel (x;4%5,%3), in dem elle
Zahlen positiv sind, ist nach der Ungleichung zwischen arithe
metischem und gedmetriéchem Mittel

<% (x1+12+x3) 2 %/x1x2x3 "
und das Gleichheitszeichen gilt nur im Fall Xq = Xp = X3
Daher kdnnen nur in diesem Fall die beiden Gleichungen (1)
.und (3) erfilllt sein, und hiermit folgt aus (1): 3x4=3,
also x,=1. Somit kann insgesamt nur das Tripel (1,1,1) das
Gleichungssystem erfiillen; die Probe zeigt, daB es dies tut.
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3B. a) Zum Beweis genligt die Angaﬁe eines Beispiels von fiinf
Zahlen und der Nachweis, daB die genannte Aussage mit den
Zahlen dieses Beispiels gilt. Ein solches Beispiel bilden
etwa die Zahlen 5,6,7,8,9; die Aussage fir sie kann folgen-
dermaBen bewiesen werden: Flir jede Auswahl von drei Zahlen
a,b,c aus den fiinf genannten Zahlen und fiir jede Reihenfol-
ge der Bezeichnungen a,b,¢ dieser drei Zahlen gilt a2 5,
b25 und ¢£ 9, also a+b 210 >¢; somit erfiillen die drei
Zahlen alle drei fiir sie formulierbaren Dreiecksungleichun-
gen, folglich existiert ein Drﬁieok, dessen Seitenlédngen
die MaBzahlen a,b,c¢ haben. -

b) Liegen fiinf Zahlen ZqsreeesZg mit der in a) genannten
Eigenschaft vor, so kann man insgesamt ebenso viele paar-
weise nicht kongruente Dreiecke auf die in a) genannte Art
erhalten, wie es Mengen aus je drei der fiinf Zahlen gibt
(denn fiir je zwei verschiedene dieser Mengen gilt infolge
der paarweisen Verschiedenheit von ZyseeerZyt Jedes der
beiden erhaltenen Dreiecke hat mindestens eine Seitenlénge,
die in dem anderen Dreieck nicht vorkommt; also sind die
beiden Dreiecke einander nicht kongruent).

Fir die Anzahl dieser Mengen kann entweder als bekannter
‘Sachverhalt der Wert (3) = $°4%4 = 10 zitiert werden, oder
dieses Ergebnis kann z. B. folgendermaBen erhalten werden:
Es gibt ebenso viele der gesuchten Mengen, wie es Moglich-
keiten gibt, zwei der fiinf Zahlen nicht als Elemente einer
solchen Menge auszuwihlen. Wenn z4 eine dieser Zahlen ist,
gibt es fir die andere genau die vier Moglichkeiten
22,23,24,25; wenn z, nicht, aber Zg eine dieser Zahlen ist,
gibt es fiir die andere genau die drei Mdglichkeiten
233243255 eee USW. Somit ist die gesuchte Anzahl 4+3+2+1=10,

¢) Fiir jedes Dreieck mit Seitenliéingen
a<be<c
gilt: Wenn das Dreieck nicht spitzwinklig ist, so hat der
Winkel, der der Seite der lLénge ¢ gegeniiberliegt, eine GriBe
‘ T 290°,

Nach dem Kosinussatz 02 = a2

+ b° - 2ab cos Yy fcolgt daraus
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s

2z g2 + b,
Wiére nun keines der in b) genannten Dreiecke spitzwinklig,
so miiBte, wenn man o.B.d.A.

z4 % 52553‘:24‘ 25
voraussetzt, aueh gelben:

z% l'z% + zg *22%, zi z zg + z% ‘223,

z‘?j zzg - zi ’2(3?4—22) = (z1+za)2 + (z.'-zz)eb (z1+52)2,
also 25 *2z4 + 2, im Widerspruch zur Dreiecksungleichung.
Damit ist die Annahme, daB keines der genannten Dreiecke
spitzwinklig wédre, widerlegt.

I. Wenn k,x,y,z,t natiirliche Zahlen sind, fiir die k22 so~
wie 14$x,y,z2%k~1 und 08t k-1 sowie die geforderte Glei=-
chung, d. h.

- KeX+y+kez+t=k.y+az (1)
gilt, so folgt: Es gilt
koex+t=(k-1) . (y-2), (2)
wegen x2 1 und t 20 also
y-z!——ﬂ—k'l"'o?'l
und deher
y - 1>z, ' ’ (3)
Wegen z 21 gilt folglich | \
y>2 (4)
und wegen k=1 2y demnach
k »3.
Gem#B8 (4) ist also
| y eine der Zahlen 3,4,...,k=1, (5)
gemiB (3) ist :
z eine der Zahlen 1,2,¢e0,¥=2. (6)

ITI. Umgekehrt folgt, wenn k>3 ist und (5), (6) sowie (2)
gelten: y und z erfiillen erst recht die Bedingungen °
1¢ y,z £k-1; daher gilt einerseits

(k=1) . (y=2) < (k=1) = (k=0)« k2.
Andererseits gilt wegen (6), also (3), auch



o 106
(k=1) » (y=2) >k=1; ‘

also ist (k=1) ¢ (y=2z).eine im Positionssystem der Basis k
zweistellige Zahl, Durch (2) sind folglich zu y,z jeweils na-
tiirliche Zahlen x,t mit 1 € x € k-1, O € t € k-1 eindeutig be-
stimmt, und fiir diese y,z,Xx,t ist mit (2) auch die geforderte
Gleichung (1) erfiillt.

III. Nach I. und II ergibt sich: Fir k=2 und fir k=3 ist die
. gesuchte Losungsanzahl O; im Fall k 2 4 ist die gesuchte Lo=-
sungsanzehl gleich der Anzahl aller derjenigen Paare (y,z), die
gemés (5) und (6) zu bilden sind. Dabei durchléuft z jeweils

fir y = 3 den Wert z = 1,
fiir y = 4 die Werte z= 1,2, (9)

S EFERFE RN RN R RN RN RN NENENENRENSE LS EESRE RS

fiir y = k=1 die Werte z= 1,2,.44,k=3;

die gesuchte Anzahl betrdgt somit
1+ 2 4+ 200 + (k=3)

=%+ (k=3) « (k-2).

Bemerkung: Die erhaltene Formel bleibt auch fiir k=2 und k=3
richtig; die hier fiir kX 2 4 formulierte Herleitung kann bei
entsprechendem Kommentar auch als Herleitung im Fall k = 3 ver-
standen werden, niémlich wenn vereinbart wird, daB .die in (5)
und (9) auftretende Aufzéhlung 3,4,...,k=1,im Fall k > 3 eine
y-Werte-Anzahl bzw. Zeilen-Anzahl O bedeuten soll,

5. In jeder Dreierkette (a,b), (b,c), (c,a) sind a,b,c drei
paarweise verschiedene Zahlen; denn wére a=b, so wéren (b,c)
und (c,a) zwei gleiche Steine; entsprechend widerlegt man a=c
und b=c. Umgekehrt gibt és zu je drei paarweise verschiedenen
Zahlen a,b,c genau eine Dreierkette, die diese Zahlen enthélt.
Weiter gilt:

I. Wenn M = K1,...,K7 eine llenge mit den in der Aufgabe be=-
gchriebenen Eigenschaften ist, so folgt:

Da in den Dreierketten KyseessKy kein Stein mehrmals auftritt,
enthalten sie 21 Steine. Da das Dominospiel aber nur 21 Steine
(a,b) mit a = b enth§1t1, kommt jeder dieser Steine in (genau)

*

1 Die bis zu dieser Stelle des Losungstextes verwendeten Aus-
sagen konnen auch als bekannter Sachverhalt aus 261032
zitiert werden. -
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einer der Ketten KyseesyKy vor. '
Also enthédlt eine dieser Ketten, oc.B.d.A. die Kette K1, den
Stein (0,1).
Man kann daher eine eventuelle Umbenennung der Zshlen 2,3,4,5,6
80 vornehmen, daB ;

diejenige dieser fiinf Zahlen die neue Benennung 2 (1)

erhélt, mit der :
K, = (0,1),(1,2),(2,0) | | (2)

ist.

Weiter enth&lt nun eine der Ketten K2,...,K7, 0.B.d.A, die Ket=
te K,, den Stein (0,3). Da K, auBerdem keinen der in (2) genann-
ten Steine enthélt, folgt somit: In K2 kommt auBler O und 3 als
dritte Zahl weder 1 noch 2 vor. Man kann daher eine Umbenennung
der Zahlen 4,5,6 so vornehmen, daf3

diejenige dieser drei Zashlen die neue Benennung 4 (3)
erhélt, mit der '
= (0,3),(3,4),(4,0) , (4)

ist. Danach folgt:
O.B.d.A., enthédlt K3 den Stein_(O,E) und auBerdem keinen der
Steine in (2), (4), also auBer O, 5 keine der Zahlen 1,2,3,4.
Somit ist

Ky = (0,5),(5,6),(6,0). (5)
0.B.d.A. enthdlt K, den Stein (1,3) und auBerdem keinen der Stei-
ne in (2), (4). Also kann man eine Umbenennung der Zahlen 5,6
s0 vornehmen, daB

diejenige dieser zwei Zahlen die neue Benennung 5 (6)
erhﬁlt, mit der ;

= (1a3)!(3:5)n(5g1) (7)
ist. |
O.B.d.A. enthdlt Ky den Stein (1,4) und auBerdem kelnen der Stei-
ne in (2) (4),(7). Somit ist
= (1,4),(4,6),(6,1). (8)

0.B.d. A enthélt K6 den Stein (2, 3) und auBerdem keinen der Stei-
ne in (4), (7). Somit ist

K6 = (213)1(3!6)*:(692)_’_ . (9)
und fiir K7 verbleibt nur

K7 = (2,4),(4,5),(5,2).
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Also konmen nur solche Mengen M = {K1,...,K7] die in der Aufga-

be genannten Eigenschaften haben, die nach Ausfilhrung von Umbe-
nennungen gem#é8 (1), (3), (6) die in (2), (4), (5), (7), (8),
(9), (10) genannten Ketten enthalten.

II, Jede solche Menge hat diese Eigenschaften, da eine Umbenen-
nung gemiB (3) die Kette (2) nicht éndert und ebenso eine Umbe-
nennung gemidB (6) keine der Ketten (2), (4), (5) Hndert, so daB
die an M gestellten Forderungen der Aufgabe sich - nach diesen
Umbenennungen - aus den Angaben (2), (4), (5), (7). (8), (9),
(10) bestétigen lassen.

III. Mit I. und II. ist bewiesen, daB gensu alle diejenigen
Mengen M = {K,,...,K;}, die gem#8 (1) - (10) zu erhalten sind,
die in der Aufgabe geforderten Eigenschaften haben. Fermner
folgt: Je zwei solche Mengen M, M', bei deren Gewinnung gemi8
(1) bis (10) zwei unterschiedliche Wahlen in (1) getroffen wur—
den, sind voneinander verschieden, da diejenige Kette, die mnach
der zu M filhrenden Wahl (1) die in (2) genannte Kette K, ist,
nicht in M' vorkommt. Ebenso folgt: Je zwei Mengen M, M', bei
deren Gewinnung zwar dieselbe Wahl in (1), aber unterschiedli-
che Wahlen in (3) getroffen wurden, sind voneinander verschie-
den, da die in M gemdB8 (4) enthaltene Kette K, nicht in M' vor-
kommt. Entsprechend sind auch je zwei Mengen voneinander ver—
schieden, bei deren Gewinnung zwar in (1) sowie in (3) jeweils
gleichlautende Wahlen, aber in (6) unterschiedliche Wahlen ge=-
troffen wurden.

Somit ergibt sich insgesamt: Man erhélt bei allen und nur den
5e3+2 Moglichkeiten, die Wahlen in (1), (3), (6) zu treffen,
Mengen mit den in der Aufgsbe geforderten Eigenschaften, jede
dieser Mengen genau einmal,
Also betrédgt die gesuchte Anzahl dieser Mengen

532 = 30,
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. Es geniigt, einen Kdrper K zu beschreiben und aus seiner Be-

schreibung herzuleiten, daB er die Eigenschaften (1) bis (4)
hat. Ein Beispiel hierfilr ist das folgende: K sei der Rest-
ktrper, der verbleibt, wenn man von einer Pyramide P = ABCDS
vermittels einer geeigneten Schnittebene s eine Pyramide EFGHS
abschneidet. Dabei seien P und s gegeben durch ihre Darstel-
lung in Zweitafelprojektion (Abb.), wobei die AufriBebene und
die (noch nicht in die Zeichenebene heruntergeklappte) Grund-
riBebene zugleich die y,z-Ebene bzw. die x,y-Ebene eines r&um-
lichen kartesischen Koordinatensystems seien. In diesem Ko~
ordinatensystem sei

A=(8,4,0), B=(14,8,0), C=(8,20,0), D=(2,8,0), S5=(8,-4,12).

Als Schnittebene s sei die x,z-Ebene gewidhlt. Flr ihre Schnitt-
punkte E,F,G,H mit den Kanten AS, BS, CS, DS erhdlt man’

- E=(8,0,6), PF=(10,0,8), G=(8,0,10), H=(6,0,8).

Fiir den so definierten'Restkﬁrper K gilt in der Tat, wie ge-
fordert:
(1) Die Oberfléche von K besteht genau aus den sechs ebenen
Vierecken ABCD (Grundfléche von P in der x,y-Ebene),
EFGH (Schnittfldche von P mit der Ebene s), ABFE, BCGF,
CDHG, DAEH (Teilflédchen der Seitenfldchen ABS, BCS, CDS3,
DAS von P). 5 N -
(2) Die Vierecke ABCD und EFGH heben die Seitenkanten AB,
BC, CD, DA bzw.'EF, PG, GH, HE, also keine gemeinsame
Seitenkante.
(3) AuBer diesen hat der Korper K noch genau die 4 Seitenkan-
ten AE, BF, CG, .DH.
(4) Deren Mittelpunkte sind
M=(8,2,3), N=(12,4,4), U=(8,10,5), V=(4,4,4).
: DaB diese vier Punkte nicht in einer gemeinsamen Ebene
liegen, kann man z. B. folgendermaBen nachweisen:

1

1 Diese Koordinaten lassen sich mit Hilfe des Strahlensatzes
Jjewells aus Koordinaten ermitteln, die der Zeichnung ent-
nommen werden konnen, oder aber rein rechnerisch (mit For-
meln der analytischen Geometrie aus den Koordinaten von
4,B,C,D,S) gewinnen. '
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Wegen der Gleichheit der Aufrisse N" = V" gteht die durch

M,N,V gelegte Ebene e senkrecht zur AufriBebene; bei senk-
rechter Projektion von e auf die AufriBebene ergibt sich
also eine Gerade e"; sie geht durch M", N", Diese Gerade e"
in der.y,z-Ebene hat den Anstieg (4-3) : (4=2) = % . Dage-
gen hat die Gerade durch N", U" den Anstieg

(5-4) : (10-4) = % . Also liegt U" nicht aufe"; folglioh
kann auch U nicht auf e liegen.

4"

6"
9 F".H

Eﬂ'
b o

L‘ﬂ

4 -z 0| 2| 4 6 o W 2 % B B2

<V

3 :
(10
(12)4
(14)1

\/
x)
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Sommerlager Bad Blankenburg
Ausziige aus der Lagerchronik

10.7.1987 -

Am Freitag standen wir wie immer 7 Uhr auf, fruhstickten
und wurden danach im Unterricht gestrelt., Das hatten wir °
iberstanden, als es 11,30 Uhr das beliebte und wohlschmek-
kende Mittagessen gab.

Der Nachmittag sollte fir einige nicht uninteressant wer-
den, Gegen 13,15 Uhr trafen sich alle Interessenten fur
Computerspiele und Lederarbeiten vor der Schule., Wir fuh-
ren mit dem Zug nach Kudolstadt und suciiten den Weg zum
Pionierhaus, Dort wurden wir von einenm dlteren Mann em-
pfangen, der eine kurze Vorrede iiber den Inhnlt des Nach-
mittags hielt und denn jedem viel Gliick winschte. Die M&d-
chen gingen zu einer Frau vom Pionierhaus, Dort sollten
wir unter dem Thema "Lederarbeiten" etwas schdnes herstel-
len. Wir waren von dem ersten Vorschlag der Frau ziemlich
enttduscht, aber fanden zum SchluB doch noch eine Tasche,
die allen gefiel, Die gendhten Taschen wurden von uns mit
einem schdnen, selbstentworfenen Muster versehen, Wir wa-
ren alle sehr froh Uber unsere neuen Ausgehta.chen., '

Die Jungens erfuhren von dem freundlichen Mann etwas iber
Computer und durften auch mit ihnen spielen. Cegen 17,30
Uhr waren wir zum A bendbrot alle wieder in der Cchule.

Am Abend wurde dann noch wie jeden Tag Pussi, Tischtennis
und Volleyball geaﬁielt. Die Nachtrihe .eendete offiziell
den Freitag fir alle.

11.7.1987
Nach dem wie immer hervorragenden Friihstiiek begann aueh an
diesem Samstag der Unterricht um 8.00 Uhr. Die 10. Klasse

" hatte dabei zuerst bei Herra Scheuzrm-nn  und danachi Un-
g .eichungen bei in¢o., Diese beiden Stunden verliefen plan-
maldig und ohne c¢rélere Gchwierigkeiten. Der sich ansehlie-
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8ende Weg zum Speisesaal lieB alle Herzen héner scilagen,
denn es gab Schnitzel, Kartbffaln, Gurkensalat und SoBe so-
wie als Nachspeise Erdbeeren. Nach diesem Schmaus schieden
sich dann wieder die Ceister. Manche vergnigten sich beim
Volleyball und ein anderer Teil bereitete das fir den Abend
vorgesehene Bergfest vor, Letztere konnten dann zu fortge-
schrittener Stunde wieder einmal ihren Ideenreichtum unter
Bewels ztellen, So gehdrten neben der Disco auch der “In-
dianertanz® und der Sketch mit A ndreas Gubsch als "Haupt-
akteur” zu den Héhepunkten. Weiterhin mochte ich hiermnit
noch einmml auf die Mihen und Kosten des stellvertretenden
Lacerléiters Gutberlet aufmerksam machen, der an diesem
Abend fir jeden von uns 2 Wirste gebraten hat, die von Ce-
schmack und Wirze kaum zu Ubertreffen sein dirften.

Das Bergfest endete dann schlieBlich mit dem letzten Lied.
Dann hiep es nur noch zchnell waschen und ins Bett, denn
Sonntag frih ging es beizeiten ainaus.

12,7.1987

Am Sonntag fihrten wir wie in jedem Mathelager unsere gro-
Be Wanderung durch. Natirlich war an diesem Tag kein Unter-
richt., Leider muf3ten wir genauso frih aufctehen wie in der
Woche,

Eine Attraktion unserer Wanderung sollte die Bergbahn bei
Obstfelderschmiede sein, Deshalb fuhren wir gleich mit dem
Zug von Bad Blankenburg aus dorthin und lieBen uns mit der
Bergbahn nach Liciitenhain befdrdern., Aufgrund eines. o tarken
Andrangs an der 2ahn konnten wir weni¢g vom technischen Prin=-
zip mithekommen, da im Wacen keine Stecknadel hatte zu Bo-
den fallen kdnnen. Trotzdem haben alle die Fahrt gut lber=-
standen und konnten wenicstuns die Landsch :ften sehen,

In Lichtenhain ancekommen, Ubi:rnahs Herr Scheuvermann die Fiib-
rung und es ging qﬁorfeldein Uber Oberwei’vach zun Frébel-
turm, Hier macnten w.r eine "15" @it i.imo und Selters und’
wanderten danach zurick nach Lichtenhain, um dort Mittag
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zu es=en. Die Portionen waren viellcicnt fur Lpatzen ce-
dacht, aber nicht fur ausgehungerte "Malas" nach einer an-
strengendeﬁ wWanderung, Trotzdem hat das Essen allen gut ge-
schmeckt.

tlachdem man uns gesAttigt hatte, fuhren wir mit der "Elek-
trischen” , eine Mischung aus Berliner S=Bahn und StraBen-
bahn, nach Cursdorf, denn von hier aus fhhrte uns der Weg
zum Bahnhof von Katzhiitte. Unterwegs hatten wir noch eine
feuchte Angelegenheit, da ein Bach zu iUberqueren war, der
auf eine unter Wauser stehende Wiese fihrte, Das wuBte
keiner und die ersten multen in Form von nassen FuBen da-
ran clauben. Aber HerrlKrﬂgel rettete die Lage und beschloB,
den Bach an einer anderen Stelle zu Gbefqueren. So kamen
wir dennoch pinktlich in Katzhiitte an und fuhren mit dem
Zug zurick. In der Schule angekomuen stopfte man sich
gleich mit Abendbrot voll,

14,7.1987

Nach der Ublichen Morgenhektik (Aufstehen - Waschen - Frih-

stiick) hiel es zum letzten Mal Unterricht, Einige Studen-

ten (idh will hier keine Namen anfihren!) vercuchten, uns

noch krampfhaft das Leizubringen, was wir nun schon eine

Woche lang nicht verstanden hatten. So gingen wir dann ge-

stredt zum Mittacessen. Im Anschlup daran kam der Fotograf

und knipste uncere "schdnen” Gesichter.

Jetzt hieB es fir Interessenten: Auf zur Goethe-Gedenkstét-

te nach GroBkochberg! _

Die anderen spielten in dieser Zeit Federball, Pussi, Tisch-

tennic oder gi.gen baden. Einige cangen mit Gitarrebeglei-

tung vekannte Lieder. | -

Nach unserem vorletzten Abendbrot hier im Mathelager wurde

ein Volleyballturnier gegen die GSchulmanaschaft auscetra-

gen, Nur uncere kraftigen (?) Betreuver konnten diese "Pro-

fimannschaft" bezwingen, )

Unscre letzte reguléare Nachtruhe beendete diecen Tag.
Sybill Wolfram , Karsten Hannewald
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Aufgaben der Lagerolympiade
OKL 7
1.1 Lése das folgende Kryptogramm !
Dabei bedeuten gleiche Buchstabern gleiche Zifferm umd

verachiedenc.Buchstaben verschiedene Zifferm. (Die Lo-
sungssehritte brauehen nicht bPegriindet werden.)

I

ANTI + PAK = KILP
+ + +
NIR + NMS = AXT

PTK + LPL == RSS

1.2 Ermittle alle seehsstelligen Zahlen der Form XY36YXY,
die durch 36 teilbar sind ! Die Losungsschritte sind
zu begriinden ! '

2. Professor XY7 war genau so gelehrt wie zerstreut. Er
hatte eine zroZe Bibliothek, die sieh in drei Réumen
befand. Im ersten waren nur Nachsehlagewerke, im zwei-
ten aur wissensehaftliche Arbeiten auf seimem Spezial-
gebiet, i drivton nur wissenschaltliche Zeitschriften.,
Als er seine beriihmte Arbeit "Ueber die Unsterbliehkeit
der Maik#éfer" sehrieb, herrsehte auf seimem Sehreib-
tiseh eine unbeschreibliche Unordnung, und er konnte
drei Sachen micht.iinden: ei: “rterbuch der Eskimo-
sprache, ein Lehrbueh der Nasenheilkunde urd ein Pam-
phlet seines erbitterten Widersaehers, des Doktor
Schwétzer. Der Professor war furchtbar aufgeregt und
beschuldigte seinen Laboranten, da dieser das Worter—
buch wahrseheinlieh irgendwo zwischen die wissenschaft-
lichen Arbeiten gestellt habe und das Lehrbuch sowie
das Pamphlet zwischen die Zeitschriften. Der Laborant
verneinte das und sagte, dal der Professor wie lmmer
diese drei Sachen in 2in Regal im ersten Zimuer gewor-
fer habe, Die Frau des Professors driickte die Vermutung
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aus, daB sieh das Worterbueh wahrscheinlieh zwisehen den
IZeitséhrirten befinde, das Lehrbueh und das Pamphlet da-
gegen zwischen den wissenschaftlichen Arbeiten. Jeder
bestand auf seiner Meinung und es entstand ein heftiger
Wortwechsel, Die Toehter des Professors, die das alles
mit angehdrt hatte, sagte:"Alles, was ihr behauptet, ist
Talseh." Sie hat"e reecht.

Wo befanden siech die vermiften Sachen, iam dea Bibliothek-
regalen oder auf dem Schreibtisch ? |

3, TWir die unien darrestellte Tigur gelte SA = 3C und

Bewsise, dal dann das Dreieck ABDE gleichsehenklig ist !

c

D

OKL 8

1.1 Bestimne den g.z.T. der drei Zahlen 5525, 1292 und 1071
m*t Hilfe des Wuklidischen Algorithmus., Stelle den grof-
ten gemeinsamen Teiler als Linearkombination dieser Zah-
len dar !

1.2. Beweise: meT(a,b)ekgV(a,b)=asb

2. In einem Spiel zeigte man “en drei Teilnehmern Tiin: Zc L—
tel, und zwar drei weiBe und zwei schwarze 7ettel. Dann
verband man allen dreien die AuQen'und klebte jedem einen
weiBlen 7ettel au die Stirmn, die schwarrzen Zettel vernich-
tete man. Danach nahm man die Binden wieder ab und er—
klérte, daB derjenize Sieger s2in werde, der als erster
die Art seines 7ettels aneeben konne, Niemand der Spie-
ler sah den Zettel an der eigenen Stirn, dafiir aber die
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3.

seiner Mitspieler. Naeh einiger Zeit kamem alle dreil
gleiehzeitig zu dem Sehluf, daB jeder von ihnemn einen
weifen Zettel habe. Welehe Ueberlegungem stellten sie
an ? Die Lisung dieser Aufgabe ist sauber zu formulie-
ren !

Es seien k ein Kreis mit dem Mittelpumkt M und A ein
Punkt, der auf k liegt. Ferner sei C eim Pumkt suBer-

"halb von k, und C liege auf der Geradem dureh A umd M

s0, daB M zwisechen A und C liegt. (Abb.)

Eine dureh den Punkt C gehende Gerade, die mieht dureh
M zeht, sehneidet k im den Punmkten B und D so, GaB D
zwischen B und C liegt und TD = MA gelste.

Beweise, dai unter diesen ?orauﬂset'ungen der Tinkel
%ACB dreimal so groB wie der ilinkel <ACB ist !

OKL 9.

Man bestimme alle n mit ¢(n)=1,2,3,4,5,6,14 !

OKL 10
10.1 Naeh der Tacharbeiterpriifung sollen an einer Schule 36

Lehrlinge mit je einem Buch ausgezeiehnet werdem. Es
stehen 400.-M zur Verfiicung, die restlos auszeseben
verden 30llen. Bs kommen dreil Fachbiicher in Frage zum
Preisz von 9.50 , 11.- und 13.75M. Wieviel Biicher von
jeder Sorte miissen gekauft werden ?

10.2 Gegeben seien zwei Kuseln K und K in Zweitafelprojektiom
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dureh die Koordimatem ihrer Projektiomem besziiglieh
or dureh die Koordinaten ihrer Projektionen beziiglich

eines reehtwinkligen Koordinatensystems (0,x,y) .
Die x—~Aehse ist RiRachse,

Mittelpunkte:

M‘:(I.T,;(11,-6),M2‘(11,6)) von K

Die Radien sind r = 3,5 fir K und r =4,5 fiir K'.

Man konstruiere die Zweitafelprojektionm eines Quadrates,
dessen Eehpunkte auf dem Durchsehnittskreis der beidem
Sphéren von K uad K'liegen !

Zur Entscheidung dariiber, ob eimer Serie von 80 Produk-
ten die Gliteklasse "1" zugesprochen werden kann, vird
foleendes Stichorobenverfahren be utzt: Die Serie er—
h&lt nur dann die Bezeichnung "Giiteklasse 1", wenn ent-
weder unter finf zuféllig der Serie entnommenen Produk-
ten kein defektes ist oder unter diesen fiinf Produkten
genau ein defektes ist, jedoeh unter drei weiteren zu-
féllig entmommenen Produkten kein defektes zu finden
ist. _ _

(1) Mit welcher Wahrscheinliehkeit erhiélt die Serie die
Bezeiehnung "Gliteklasse 1", wenn sie insgesant zehm de-
fekte Produkte enthilt ? :

(2) Mit weleher Wahrseheinliehkeit wird der Serie die
Bezeiehnung "Giiteklasse 1" nieht ertéilt, obwohl =i e nur
insgesamt zwei defekte Produkte enthilt ?

OKL 11
11.1 Es sei S die Menge aller Strecken s, in der Ebere. In

; 4
dieser Menre wird folgende Verkniipfung eingefiihrt :

s; + sy = AF + BC = KC := =,

i+J

So sei eine Strecke OP und N = <0P> die von ihr erzeuc-—
te\Untergruppe; .

(1) Man zeige die -Gruppeneigensechaften von S mit der
angegebenen Verkniipfung und die Normalteilereigenschaf-
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1.2

1.3

ten fiir N !

(2) Man konstruiere die Nebenklassen von (S,+) nach N
und gebe die zugehdrige Fakborgruppe (S,+)/N dureh Kom-
struktion einer geeigneten Verknmiipfumg der Nebenklassen
an !

.Drei mieht kollineare Pumkte A, B und C werden dureh

eine affine Abbildung K abgebildet, so daB
RK(A) = B , E(B) = C , K(C) = A gilt.

(1) Man bestimme einen Fixpunkt der Abbildung !
(2) Man beweise, daB keine weiteren Fixpunkte existie-
ren !

/

(1) Man ermittle die Menge aller reellen Zahlem a, fiir
die die Ungleichung

8 8
sim x + c0os xX € g

reellwertige Liésungen hat !
(2) Wieviele Winkel x«(0,2m) gibt es fi'r den Fall dor

“leicheiu, e a = N belegt wird ?

Preisaufgaben

In einem Punkt A in der Ebene P lieme eine =coch alle:x

Seiten strahlende Lichtquelle. Ueber der Ebene seliein
Hohlspiesel angebracht, welcher dir Form einer Halb-
sphére mit dem Radius 1 hat. Die Spieszels:ite des Hohl-
spiesels seil der Ebene zuqewandt. Die Symetricachse
der Hualbsphére s%oht -enltrecht auf’d@r Tibene und ver—
léuft durch den Punkt A,

Bekannt ist noch, daB der kleinste "inkel, unter dem
die von der Lichtquelle ausgesandten und vom Hohlspie-
gel reflektierten Straohlen auf der DLbene auftreffen,
15°betrigt.

#ie hoch ‘iber der fbene befindet sich dar Hohlsniegel
und welehen Radius hat die Kreisfliche auf der 7hene,
auf der die reflel'tierten Strahlen aurtreiren?
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T 38 Die Fassungsvermgen dreier quaderfirmiger GeféRe A,
By C verhalten sich wie 1 : 8 : 27 , In ihmnem befinde
tﬁj sich Wasser im Verhdltnis 1 : 2 : 3 ,

Naeh dem Ausgleiechen der Wasserstinde in dem GeféBenm
dureh Sehiitten von Wasser aus A in B und danaeh aus

B in C werde von C naeh B 900/7 Liter und dann vom B
naech A soviel Wasser geschiittet, daB der Wasserstand
in A zweimal so hoch ist wie in B. _

Naeh diesen Operationen befindet sieh in A 100 Liter
nehr ‘asser als vor diesenJUmschﬁttunggn.

Wieviel Vacser enthielt jedes Gef&B am Anfang?

9 Man l%se die Gleiechung

3
'?J r
cos 0!:/%1)-305(2!&/3ﬂ)-eos(4ﬂ1/31)-003(811/51)-
ecos(16Wx/31) = 1 /32

T 40 IloxasaTb, YTO eCIH NIJOCKOCTH, NPOBEASHHAS Yepe3d KOHIH
[Es TpeX pa0ep mapaiiesiemumnesa, UCXOLALNX M3 OLHOM Bepum-

HH, OTCEKaeT OT mapalielleniiefa NpaBuibHHii TETpasip,

TC Hapaljjlellelines MOXHO [2peceyb IJOCKOCTEBK Tak, YTo-
11

On B CEUEHIiM IONYUYMICH NLABUIBHLHE WeCTHYTONBHEK,

T 41 Es ist =in rechtwinkliges Dreieek mit regebener Lénge
der Hypothenuse und’ .Fegebener Linge der Winkelhalbie-
renden des rechten Winkels zu konstruierenm,.

T 42 Einem Kreis mit bekanntem Radius R s0ll ein Dreieek
ABC mit vorgegebenen Winkel ABRC und vorgegebener Lin-

ge der Seite AC umbesehrieben werdem, so daB der Kreis
der Inkreis des Dreiecks ist.

D]

Man finde die Beziehung, die =wischen der GriBe des
Jinkels und der Linge der Seite bestehen muBl, um die

LAsharkeit der Aufirabe zu ~arantieren,

EinsendeschluB: 1. 12. 1987



Computergrafik . ' 120

Einfiihrung in die Computergrafik -

In der heutigen Zeit ist der breite Einsatz untersehied1li-
eher Reehenteehnik im allen Iebensbereichem des Menschen

zu beobaehten, Die Computer - Anwendungen erstreeken sich
von Forsehung, ILchre, Produltion ,Konstruktion, Bankwesen
e.o bis zum Einsatz des Homeeomputers. Dureh die umter—
sehiedliehen Anforderungem der eimzelnen Gebiete erhielt
die Emtwieklung spézifiseher Hardwarebausteine und neusr
Softwarekomponenten einern deutliehen Vorsehub. Die Verar-
beitumg von kiinstliehem oder realen Bilderm auf dem Compu-
ter ist eim solehes Spezialgebiet. Gegenwédrtig existierem
in der ganzen Welt fiir die Verarbeitung vom Bildimformatio-
nen eine umilbersehaubare Vielfalt von grafischer Periphe-
rie (Bildsshirmgeréte als Vektor- bzw. Rasterdisplays, Plot-
ter, Digitalisiergeréite, Grafikdrucker, ...). Die einsetz-—
baren Grafiksysteme (Software) waren bzw. sind oft stark
geréteabhiéngig (bezogen auf die angesehlossenen grafisechen
Ein- und Ausgabegerite) und natiirlich fiir die spezrielle Anm-
wendung konzipiert,

Die Computer-gestiitzte Verarbeitung von Bilderm kanm heute
in drei Hauptgebiete umtergliedert werden :

- generative Grafik
- Bildveorarbeitung ( INMAGE ANATYSIS )
- Bildanalyse ( SCENE ANALYSIS ) |

Dabei besehéiftigt sieh die Bildverarbeitumg mit abgetesteten,
digitalisierten Bildern (Fotos, Satellitenbilder) und ver-—
sueht dureh spezielle Verfahrem (z.B. kiinstliehe Férbung,
Kontrastmanipulation, Konturerfassung) eine Bildverbesserung
(Bilderkennung) zu erreichen. Die Rilder liegen vor und naeh
der Bearbeitung in Form von Pixelmengen vor (Pixel - Bild-
punkt auf Rasterdisplays, der unterschiedliche Férbung bzw.
Helligkeitswerte annehmen xanm,)
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Die Bildanalyse ver=ucht aus einem unstrukturi-rten Bild be.
kennte Urbilder ( bekannte grafisehe Objekte ) wiederzuer-
kennen und eine formale Beschreibung iiber Strukbur, Lage,
GroBe oder &hmliches auszugeben ( z.B. Sehrifterkermmumg ).
In der generativen Grafik ( aueh Computergrafik ) werden
kiinstliehe Bilder aus grafischen Darstellunselememten (Punkb,
Polygonzug, Text-Zeiehen, ... ) erzeugt. Das zu bearbeiten-
de Bila liegt als grafiseche Datenstruktur vor umd kamm vom
Rechner erzeugt, mamipuliert umd auf der grafisehem Peri-
pherie dargestellt werdea.

Die Computergrafik ist eim relativ junges Gebiet inmerhalbd
der Informatik, das in dem letzten Jahrem in vielea Gebie-
ten der Forschung und Volkswirtschaft eine breite Anwendungs-
palette gefunden hat:

- CAD/CAM - Systeme zum Erarbeiten von technischen Dar-
stellungen in lMasehinenbau, Bauwesen, Leiterplatten—
entwurf, Sehaltkreisentwurf

Einsatz zur Auswertung vom MeBprotokollem aus Technik,
Medizin, Simulation, ... , zur Ueberwachung von automa=—
tisierten Anlagen, ...

- Darstellung von Diagrammen, Funktiomen, Uebersiehts-—
bildern ;

Grundlegende Prinzipiem fiir ein standardisiertes Grafik-
system

Ausgehend von einfachen einfarbigen Kurvendarstelluagen auf
Plottern und primitiven Bildsehirmgerédten erwuchs schnell
die Forderung nach leistungsstédrkeren spezialisierten Anwen-
dungsmiglichkeiten, Die Hardwarehersteller reagierten mit
der Entwicklung mehrfarbiger hochcenauer Gerdte, farbhieh-
tiger Bildsehirmgeréte ( Rasterdisplays, Vektordisplay®,...).
Die Vielfalt der Geréte und ihre unterschiedliehe Intelli-
menz hatten zur Tol ¢, dull die S fbrure zu. Netreiber dior
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<HEs

orafischen Peripherie sehr eng an die jeweilige Hardware ge-
bunden und ihr Austauseh praktiseh unmmdglieh war. Dieses Pro-
blem ist aueh heute weltweit noeh nicht ‘iberwunden.
Erfolgte'zuerst vorwiegend der Einsatz von passiven grafi-
schen Systemen ( nur Ausgabe der Bildinformation-+Plotter ),
s0 zeigte sieh spéiter immer mehr die Notwendigkeit fiir im-
teraktive grafische Systeme ( Memseh kann am grafischem Dis-
Play iiber spezielle grafische Eingabegerite wie Lichtatift,
Rollkugel usw. das Bild direkt manipulieream ).
Zusamnmenfassend kann man feststellen, daB die Vielfalt und
Kompliziertheit der eingesetzteh Grafiksoft—- und Hardware
sténdig zugenommen hat, Die starke Anwendungs— bzw. Gerite-
abhﬁngigkgit der Systeme erlaubte keinerlei Datenaustausch
liber die~aigene Anwendung hinweg, der Austauseh der Bearbei-
ter und Entwiekler war aufgrund der unterschiedlichen Jysten-
philosophie ebenfalls sehr schwer.

Seit etwa 49?5 wurden internationale Untersusehungén mit dem
Ziel, Vorsehriften fiir ein leistungsféhigzes standardisiertes
interaktives Grafiksystem zu erstellen, durchgefiihrt.

Die Erfahrungen aus der Arbeit nit den bisherigen Grariksy—
stemen liefllen folpgende allremeine Prinzipien f'ir die Stan-
dardisierung erkennen :

= Das Grafiksystem mu® in drei Software—Schichten unter-
 teilt werden, um eine geréteunabhéngige und anwenderunab-

hingige Konzeption zu erlangen. Man unterscheidet dabei
die anwenderorientierte Schicht (1) mit einer Anvende T—
schnittstelle ( Grafikaufrufe fiir den Anwénder, z,B, in
der Programiersprache FORTRAN ), den internen grafischen
Kern - Sehieht (2) - zur Ausfiithrung aller Grafikoperatio-
nen iiber einer ~eeigneten srafischen Dotenstru!stur und
die gerdteorientierte Schicht (3) ( Gerdteinterface )
zur Umsetzung aller Grafikoperationen auf der anceschlos-—
senen grafischen Peripherie.

8 - y
Y = PFir die Lanpzeitspeicheruns und Uebertragung von Bildern
null eine meeirmete Datenstruktur, das MMMTAFILY als ver—
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bindliecher Standard konzipiert werden.

- Der grafische Kern ( Sehieht 2 ) muB alle zwei- und drei~
dimensionalen Darstellungselemente, alle geometrisehen
Operationen ( Transformationen, Absehneideoperationen, ,
perspektivisehe Darstellungen, ...), alle Steuerfunktlo-
nen des Systems sowie die grafisehe Eim— umd Ausgabe ver—
walten und die Verbinjung zum Anwender {iber das Nutzer-
interfaee ( Sehieht 1 ) bzw, zum grafischem Gerdt (WORK~
STATION) iiber das Geréteinterfaece ( Sehieht 3 ) herstel=
len, ‘ '

-~ Dam Geriitelnterface ( Sehicht 3 ) ist so aufzubauen, da8
trotz aller spezifischen Eigensehaften der untersehiedli-
chen Gerite die Kerm -~ Funktionen in gleicher Weise dar-
zestellt werden. Damit ist der Nutzer eines solchen Sy-
stems nieht mehr gezwuné;n, sieh mit der speziellen Ge-
riteansteuerung zu befassen,

Die Funktionen des GEKS ( Graphical Kernel System )

Seit 1984 existiert ein internationaler Standard ( wird ia
der DDR als TGL ilibernommen ) {iber die Strukjur und die Wir-
kungsreize des "Graphiecal Kermel System" ( GES ).

Die funktionelle Beschreibung dieses Systems fiir zweidimen-—
sionale Darstellungen soll nun in grober Form skizziert wer—
den,

Der gesamte Umfans des Standards zur funitionellen Beschrei-
bung des GKS umfaBt 280 Seiten. Im Rahmen dieses Artikels
werden nur einzelne Fumktionenklassen der Anwendersehnitt-—
stelle ( Schicht 1 ) auszugsweise betrachtet.

-
"

Darstellun~selenente des GKS ( Outputprimitive )

Im GKS erhiélt der Nutzer iiber bereitcestellte Routinen (z.3B.
PORTRAN-Funktionen bzw, Unterprosramme) die Msglichkeit, be-
liebige Bilder nit folmenden Darstellungselementen ( Primi-

tiven ) aufzubauen :
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- Polylilé

- Polymarker

- Pext

- FILL AREA

- CELL AREA

- GENERALIZED DRAWING PRIMITIVE (GDP)

Mehrere PRIMITIVE kémnemn im eimem SEGMENT zussmmengefalt wer-
den.

Polyline: _
GES gemeriert eime Memge von verbumdenem Limiem, die dureh
eime Punktfolge defimiert simd ( Polygomzug ).
Polymarker:
GES gemeriert ausgewihlbe Symbole (+,+,%,0,...) zemtriert
an vorgegebenen Stellem (Positionenm).
Texb:
GES generiert eime Zeiehemfolge (Text), die am eimer vorge-
gebenen Position beginnt.
FILL AREA:
GKS gemeriert eim Fléehenstiiek, das dureh eim Polygom be-

grenzt ist, Dieses Flichemstiiek kamn mit eimer Farbe, einem
Musser bzw., einer Sehraffur verseheam werde=x. '

CELL AREA:

GES genmeriert eimen Pixelbereieh (Teuehtpumkitmenge) mit be-
stimmben Farbgebungen.

GENERALIZED DRAWING PRIMITIVE (GDP):

GES kamn iiber dieses Darstellungﬁelement spezielle (mieht
standardgeméiBe) Hardwareféhigkeitem der amgesehlossemexn
Grafikgerite benutzen (z.B. Darstellumg einmes Kreises 0.&. ).
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Atbribube fiir Primidive

Jeder Primitive kdmnem im GKS geonetriache'und riehbgeome~
trisehe Attribute sowie Idembifikatoren ("Namem—-Atbribube™
zugeordmes werdem. Geometrisehe Atbribube legen beispiels-
weise die Sghriftriehtumg umd die ZeishengrdBe fiir TEXT
oder die SymbolgrdBe fiir POLYMARKER fest. Die niehbgeome~
trisehem Attribute bestimmem die Art der Darstellumg, %.B.
den Limiemtyp umd die Farbe.

Die PICE-Idemtifikatorem versshem die enatspreshenden Dar-
stellungselemente mit eimem Namen (Oodﬁ), der zur Riieker—
kemnung der Primitive im komplettem Bilderm diemb (z.B. -
dureh das Antippem mit dem grafisehem Eingabegertts Lieh -
stifrt),

Fir jede Primitiv-Art kémmeam mehrere Attribub-Biimdel (Zu-
sammenfassung aller Attributtypen) vordefimiert werden.

Die aktuelle Zuordmumg gesehieht iiber eimenm Index(Biindel-
aummer) umd kamn beliebig oft variiert werdem. Dureh die—
ses Attributkonzept kimnem aueh fertige Bilder sehr sehmell
in amderer Arb représentiert werdem (andere Farbem, amdere
Linientypen,...).

WORKSTATION

GKS basiert auf dem Konzept der absbraktes grafisehen Ar-
beitsstatiomen (WORKSTATION), d.h. es werdea folgende Ty-
Pen von Arbeitsstationen untersehieden:

- OUTPUT WORKSTATIONS
(grafisehe Ausgabegerdte: grafisehe Bildsehirmgerite,
Ploster, Drueker)

~ INPUT WORKSTATIONS

(grafisehe Eimgabegeriite: Liehtstift, Rollkugel, speziel-
le Tastaturem,...)
Die Verwendumg von grafisehen Eingabegeriten ist bei im-

teraktiven Grafiksystemen-die effektivste Dialogvariante.
Meiskens werden vom Eingabegerit Werte im Hardware-Koor—
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dinatensystem (DC) geliefert, die im GES-Eerm dureh die
inverse Normalisierumgstransformation iiberfiihrt werden.

- QUTIN WORKSTATIONS
(grafisehe Eim- umd Ausgabegeréte)
im GKS werdem moeh die Arbeitsstatiomem WISS (WORKSTATION
INDEPENDENT SEGMENT STORAGE), der arbeitsssatiomsumabhiéin-
glge Segmentspeieher zur Verwaltumg vom Segmenten.sowie
MO (METAFILE OUTPUT) umd MI (METAFILE INPUT) fiir die Lamg-
zeitspeieherung von Bilddasem umterssiitzt. Mit Hilfe die-
ser kinmen Bild- umd amdere Amwenderdateiem auf extermea
Speishermedien (Magmetplattem, Diskedtem, Magmetbémder...)
gesehrieben werdem umd aueh wieder gelesem bzw., verarbei-
tet werden. '
An einem GES-System kdanem mehrere Arbeitsstatiomnen umter—
sehiedlieher Typem gleiechzeitig betriebem werdem. Die kor-
rekte Amsteuerumg der amgesehlossemen Gerdte wird dureh
das Geréteinserfaee (Sehieht 3) garamtiert., Da die am-
sehlieBbare Grafikhardware sehr untersehiedliehe lLeistungs-—
merkmale besitzen kann, miissen eventuell fehlemde Hardware-
funktiomen im Geriteinmterfase (Sehieht 3) dureh Software
realisiers werden, '

Koordinatensysteme und Tramsformationenm

Im GKS kamnm der Anwender seim Bild in seinem eigenem EKoordi-
natensystem sufbauen (z.B. teshmisehe Zeishmungem im mm,
Landkarten im km,...). Dieses Nutzerkoordimatensystem wird

" als World Coordimate System (WC) bezeishmet, Um alle m3gli-
eshen Amwemderprobleme im gleieher Weise behandelm zu kimmenm,
wird im GEKS eime Normalisierumg (NORMALIZATION TRANSFORMA-
TION) durehgefiihrt. Dabel legt der Amwemder ein WINDOW. (Fen~-
ster: Reehteek bei 2D -, Quader bei 3D - Darstellungen) 1im
WC fest, das dann im eimem mormalisierten Koordimakemraum
(Normalized deviee socordimate, NDC) abgebildet wird., Die
Koordimatenbereiche im NDC liegen im Imtervall [0,17.
Bildelemente, die auBerhalb des Femshers (im WC) liegen,
werden an den Fenstergrenren abgesehnittem, Nash der NORMA-
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LIZATION TRANSFORMATION erfolgh die WORKSTATION TRANSFORMA-
TION, d.h, die Koordimatemsramsformasion vom NDC im die Ge-
rétekoordinaten (DC, Hardwarekoordimastem) des smgesehlosse-
nen grafisehen Ausgabegertites. Mit diesem Koordimatemwerben
werden mum die Bildelemente auf dem Bildsehirm, dem Plotter,
e+e dargestellt, Die hier dargestellse Vorgehemsweise is®
stark vereimfacht, da die exakte Besehreibumg aller Koordi-
natemmanipulasionen im GEKS dem Rahmen dleses Artikels sprea-
gen wiirde,

Zusétzlieh zu diesem Tramsformatiomem gibt es die Msgliehkeit,
Segmente (Zusammenfassumg vom imhaltlieh zusammemgehdremdem
Primitiven) mit speziellem Segmenttransformatiomen zu mani-
pulieren.

Zusamuenfassung

Mit der Festlegung des GES-Stanmdards ist eime solide Grumd-
lage fir die Computergrafik gesehaffem wordem, die folgemde
- positiven Merkmale besitzh:

- Pestlegung eimheitlieher grafiseher Fashbegriffe

~ Bereitstellumg eimheitlisher Amwemder— und Gerétesehmibte—
stellen

~ Behandlumg der Grafikgerdte als abstrakte Arbeitssbatiomen
= Austausehbarkeit der Amwemderprogramme und Bilddasen
- eimheitliehe Koordimatemtramsformationen

- eimheitliehes Dateiformas (METAFILE) fiir Langzeitspeiche-~
rungea ., '

Der Standerdisierungsprozess ist fiir die 2D-GKS-Implementa—
tiomen abgesehlossen. PFiir die Verarbeitumg vom 3D-Bilderna
ezistiért_ein Standardemtwurt,

International werdem viele GES~Funkbionen (z.B. Koordimaten-
transformationen) sehom von spezieller Hardware in dem Gra-
fikgerdaten gelost, worin sieh die washsemde Verbreitumg der
GKS~Idee ausdriiekt.
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Ein Computer lernt TIC-TAC-TOE 1)

Viele Leser der WURZEL werden sicher schon mit der Programmier-—
sprache BASIC vertraut sein und auch die Mdglichkeit besitzen,
Zz. B. in entsprechenden Arbeitsgemeinschaften ihre Kenntnisse
auf einem Kleincomputer umzusetzen. '

Im vorliegenden Artikel wollen wir ein BASIC-Programm entwik-
keln, das uns gestattet, gegen einen Computer "TIC-TAC-TOE®
(auch bekannt unter "KREUZE und NULLEN") zu spielen. Doch der
absolute Kniiller ist, daB8 unser Computer beim Spielen lernta).
Anfangs kennt er nur die Spielregeln, doch wdhrend des Spiels
modifiziert er in Abhéngigkeit vom Spielausgang seine Strategie

und mit wachsender "Spielerfahrung™ - d. h. Anzahl der Spiele =
erhtht sich seine Gewinnquote.

Zundchst zu den Spielregeln von "IC=TAC=TOE"

Zwei Spieler wihlen je ein Zeichen "X" (Kreuz) oder "O" (Null).
‘Auf einem quadratischen Spielfeld mit 3x3 Feldern wird von den
Spielern abwechselnd in ein freies Feld ihr Zeichen "X" oder
"O" eingezeichnet. Es gewinnt, wer zuerst drei gleiche Zeichen
in einer Reihe, Spalte oder Diagonalen markiert hat. Ergibt
sich nach Belegung aller Felder kein Sieger, endet das Spiel
unentschieden. \

Auf demIBildsqhirm wird das Spielfeld wie folgt dargestellt3)=

1 2 <3
4 5 6
7T 8 9

1) Dieses Spiel ist ein Standardbeispiel in einfiihrenden Bii-
chern iiber kiinstliche Intelligenz.

2) Unter lernen verstehen wir einen informationsverarbeitenden
ProzeB, durch den ein biologisches oder technisches System
Erfahrungen erwirbt, die beim kiinftigen Verhalten beriick-
sichtigt werden kOnnen.

3) Auf ausschmiickendes Beiwerk (z. B. eine gefdlligere Spiel=

felddarstellung) miissen wir im Interesse der Programmlénge

verzichten.
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Ein Spieler bestimmt seinen Zug durch Angabe einer Zahl F

(1 € F £9), Das entsprechende Feld wird dann durch das Zeichen
des Spielers "X" oder "O" i{iberschrieben. Wir vereinbaren, dag
gtets "X" beginnt.

Um eine hohe {bersichtlichkeit zu gewthrleisten, werden wir aus-
giebig von der Unterprogrammtechnik Gebrauch machen.
Unterprogramme mit hdufigem Aufruf werden mtglichst weit vorn
im Programm angelagert, um die Programmabarbeit zu beschleuni=-
gen. Unter diesem Gesichtspunkt wurden die Adressen der nun fol=-
genden Unterprogramme gewidhlt.

Der folgende DatenfluSplan gibt eine Ubersioht der zu behandeln—
den Teilprobleme beim Spielablauf von nPIC-TAC-TOE",

@

ielfeld vorbereiten

=
Zug des Spielers "X"

|
[Zug ausfiihren |

-d‘EEEE!!EﬂER.ﬁ
~

Zug des Spielers "O"
|
Zug ausfithren

- : /I\ | )

ewonnen

Da das Spielfeld 9 Felder besitzt, kann das Spieleénde nur nach
einem Zug des Spieiers wX" erfolgen.
Die Stellung auf dem Spielfeld wird im Variablenfeld
A(1),¢00,A(9) abgespeichert.
Wir vereinbaren . ,
-1, falls Feld F mit "O" besetzt
A(F) = 0, falls Feld F nicht besetzt
1, falls Feld P mit "X" besetzt
d. h. der Spieler "0" wird durch -1 und der Spieler "X" durch 1
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dargestellt. '

Beispiel:
| X20 A(1)= 1,A(2)= 0,4(5)==1
Der Stellung X O 6 entspricht demmach A(4)= 1,A(5)=-1,A(6)= 0
08X A(T)==1,A(8)= 0,A(9)= 1.

Zu Beginn eines Spieles mu8 also A(F)=0 fir F=1,...,9 gesetzt
werden. Da wir spdter auch die Reihenfolge der Ziige wissen wol=-
len, benttigen wir ein weiteres Variablenfeld R(1),...,R(9),
um diesge Ihrormationen abzuspeichern. Wir setzen

R(Z) = F,
" d. h. R(Z) gibt an, welches Peld F beim Zug Nr. Z belegt wurde.

Kommen wir nun zu den einzelnen Unterprogrammen.

2400 ! SPIELFELDVORBEREITUNG
2410 PAPERT:WINDOW 13,19,5,11:CLS
2420 PRINT AT (13,5);™ 2 3"
2430 PRINT AT (16,5);"4 5 6"
2440 PRINT AT (19,5);"7 8 9"
2450 FOR F=1 TO 9

2460 A(F)=0

2470 NEXT

2480 WINDOW:PAPER1

2490 RETURN

Erlduterung:

Das UP druckt das Spielfeld auf dem Bjlldschirm aus und setzt
entsprechend die zugehdrigen Werte des Feldes A(1),...,4(9)
gleich Null. ‘

Da die Dimension des PFeldes A(F) kleiner als 10 ist, braucht es
nicht extra vereinbart werden.

Zukiinftig soll der Stringvariablen SP immer das Zeichen eines
Spielers "X" oder "O" und der Variablen SP die entsprechende
zugehdrige Zahl 1 oder -1 zugeordnet sein. Weiterhin gibt Z im-
mer die Zug-Nr. im laufenden Spiel an (1% 2 é9).f
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' 800 !ZUGAUSFUEHRUNG |
810 J=INT((F-1)/3)+1: I=F-3#(J=1):COLOR 0,7
820 PRINT AT (10+3%J,2+3%1);SP ;
830 A(F)=SP: R(Z)=F:COLOR 7,1
840 RETURN

Erlduterung:
Das UP erfiillt zwei Aufgaben. Erstens wird das Feld F (1sF<9)
des Spielfeldes mit dem Zeichen sP§ iiberschrieben (vgl. Zeilen
810 und 820) und zweitens wird die dadurch verdnderte Stellung
im Variablenfeld A(F) und die Zugreihenfolge im Variablenfeld
R(Z) registriert (vgl. Zeile 830). Noch einige Erl&uterungen
zu erstens: Aus der Angabe der Feld-Nr. F muB zundchst die
Printposition fiir das Zeichen SP$ ermittelt werden. Zu diesem
7weck numerieren wir die Spalten und Zeilen des Spielfeldes je-
weils von 1 bis 3. Dann berechnet §ich die Nummer des Feldes,
das sich in der Spalte I und in der Zeile J befindet, durch

, P = 3#(J=1) + L.
Ist F vorgegeben, bestimmen gich I und J sofort gemdB Zeile 810
und hieraus ergibt sich die Printposition nach Zeile 820,

Als nichstes soll der Computer in die ILage versetzt werden,
ausgehend von einer Stellung des Spielfeldes zu testen, ob ein
Spieler gewonnen hat. Dazu benstigt er ein Datenfeld
D(1),v00,D(24), das alle Gewinnstellungen beschreibt. Die Be=
reitstellung fester Datemsdtze erfolgt im UP “Initialisierung“1).

3500 REM INITIALISIERUNG
3510 DIM D(24)

3520 DATA 1,2,3,4,5,6,7,8,9
3530 DATA 1,4,7,2,5,8,3,6,9
3540 DATA 1,5,9,3,5,7

3550 FOR J=1 TO 24

3560 READ D(J)

3570 NEXT

3580 RETURN

1 initialisieren - beginnen, anfangen
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Erlduterung:
Uber den DATA-READ-Befehl werden den Feldvariablen D(J) gewis-
se Werte zugewiesen, deren Bedeutung man sich folgendermaBen
klarmachen kann. -
D(J),D(J+1),D(J+2) stellen

fir J=1,4,7 die Nummern der Felder einer Reihe

fiir J=10,13,16 die Nummern der Felder eimer Spalte

fir J=19,22 die Nummern der Felder einer Diagonalen
dar.

700 ! GEWINNTEST

" T10 GW=0:J==2

T20 J=J+3: IF J>23 THEN RETURN

730 U=A(D(J)): V=A(D(J+1)):W=A(D(J+2))

740 IF U=0 THEN GOTO 720

750 IF UsV AND V=W THEN GW=U: ELSE GOTO 720
760 RETURN

Erlduterung:
Es wird nacheinander die Belegung aller Reihen, Spalten und
Diagohalen lberpriift. Bei gleicher Belegung verschieden von
Null (vgl. 740 und 750) hat man eine Gewinnstellung ermittelt.
Falls GW=-=1 hat "O" gewonnen.
Falls GW=0 ©bisher kein Gewinner.
Falls GW=1 hat "X" gewonnen. -

Die einzelnen"Spielerperstnlichkeiten" miissen iiber entsprechen~
de Unterprogramme realisiert werden.

Betrachten wir zur Einstimmung den Spieler "Homo Sapiens", der
schlieBlich auch am "TIC-TAC"=-Spiel teilnehmen soll und seinen
Zug liber einen INPUT-Befehl eingibt.

1900 !2UG H.SAPIENS

1910 IOCATE 28,5: INPUT "IHR ZUG?®; F

1920 IF F<1 OR F>9 OR A(F)<»>0 THEN GOTO1910
1930 RETURN !

Erléuterung:
Zeile 1920 testet auf unerlaubte Ziige des H. Sepiens, wie z.B.
‘unfaires Uberschreiben eines schon belegten Feldes.
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Um allerdings iiber den Computer einen Zug festlegen zu konnen,
muB dieser die Spielregeln beherrschen. Das wird iber folgen~
den DatenfluBplan realisiert.

Wie kann

600
610
620
630
640
650
- 660
670

andersweitig
moglichen Zug
festlegen

(‘srop )-

nun ein Gewinn- oder Blockierzug

1)

ermittelt werden?

! GEWINNZUG

J=1

U=A(D(J)): V=A(D(J+1)): W=A(D(J+2))

IF U=V AND W=0 AND U=P THEN F=D(J+2): RETURN
IF V=W AND U=0 AND V=P THEN F=D(J): RETURN

IF W=U AND V=0 AND W=P THEN F=D(J+1): RETURN
IF J<21 THEN J=J+3: GOTO 620
F=0: RETURN

Erlduterung: -
Die Variable P habe den Wert 1 oder =1 und représentiert so-

mit den Spieler "X" oder "OY, Nacheinander wird in der Zeile

, 1) Unter

einem Gewinnzug verstehen wir einen Zug, bei dem ein

Spieler eine Zeile, Spalte oder Diagonale mit seinem Zei-

chen so vervollstédndigen kann, deB er gewinnt.

Ein Blockier=

zug vereitelt einen Gewinnzug des Gegners.
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620 den Variablen U, V, W die Belegung bzgl. aller Reihen,
Spalten und Diagonalen zugeordnet. In den Zeilen 630 big 650

wird ﬁberprﬁft, ob je zweli Feldex die gleiche Belegung habeun,
das dritte Feld jedoch noch unbesetzt ist und ob die Belegung
der besetzten Felder mit P ilbereinstimmen. Falls dieser Fall
eintritt, hat man einen Gewinnzug F fiir den Spieler,dem P ent=-
spricht, ermittelt, andernfalls setzt man F=O0.

500 ! GEWINN-BLOCKIERZUG
510 IF 2<4 THEN F=0: RETURN
520 P=SP

530 GOSUB 600

540 IF F<>0 THEN RETURN

550 P=-P

560 GOSUB 600

570 RETURN

Erlduterung: |
In Zeile 530 wird ein Gewinnzug fiir den Spieler,dem der VWVert

von SP entspricht, gesucht. Falls es keinen gibt, wird wegen
zZeile 550 in Zeile 560 ein Gewinnzug fiir den Gegner (d. h. ein
Blockierzug) gesucht. Gewinn- bzw. Blockiersziige sind erst ab
dem vierten Zug mdglich.

Falls keiner ermittelt wird (F=0!), muB andersweitig ein mog-
licher Zug festgelegt werden. . .

Das ist dann die entscheidende Stelle, wo der Computer hinzu-
lernen kann!

Zunidchst wollen wir uns aber darauf beschrénken, daB der Compu-
ter - ohne Strategie - einfach aus den verbleibenden m&glichen
Zigen einen zufdllig "auswiirfelt".

1700 ! ZUFALLSZUG

1710 K=0

1720 FOR F=1 T0 9

1730 IF A(F)=0 THEN K=K+1: H(K)=F
1740 NEXT

1750 Y= INT(RND(1)#K)+1

1760 F=H(Y)

1770 RETURN
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Erléduterung:

Das Variehlenfeld W(1).....F (9) Aient r-_\.":-" Hilfsfeld., wp die

Nummern aller freicn Feldesr (mcgliche ¥.o sl R o

Zeilen 1710 bis 1740). Aus den K freien Feldern wird zuféllig -
eine Zahl Y zwischen 1,..e,K ermittelt (vgl. Zeile 1750) und
das Feld des nichsten Zuges durch Zeile 1760 festgelegt.

Jetzt kOnnen wir das UP fiir den ersten iliber den Computer reali-
gsierten Spieler "Mr. Caos™ (weil er caotisch spielt und die
méglichen Ziige nur auswﬁrfelt) zusemmenstellen.

1800 ! 2ZUG MR. CAOS
1810 GOSUB 500 |
- 1820 IF F<>0 THEN RETURN
1830 GOSUB 1700
1840 RETURN

- Erlduterung:
In Zeile 1810 wird ein Gewinn- oder Blockierzug gesucht. Falls

es keinen gibt, wird ein mdglicher Zug in Zeile 1830 zufdllig
bestimmt.

Eigentlich wére jetzt hochste Zeit fiir ein Spielchen zwischen
H. Sapiens und Mr. Caos. Doch etwas Geduld ist noch vonnoten.
Wir fassen gemiB des Datenflufiplanes von Seite 2 den Spielab-
lauf zu einem UP zusammen.

‘ Bemerkungen

2000 ! SPIELAUFFUEHRUNG

2010 GOSUB 2400 ‘ ; Spielfeldvorbereitung
2020 7=0

2030 SP=1: SP$="X": Z=Z+1

2040 ON UX GOSUB 1900, 1800 ; Zug des Spielers ™X"

2050 GOSUB 800 3 Zugausfiihrung
2060 GOSUB 700 ; Gewinntest
2070 IF GW=1 THEN RETURN -3 Abbruch falls "X" gew.

2080 SP==1: SP$="0": Z=Z+1

2090 IF Z>9 THEN RETURN Spielende?

2100 ON UO GOSUB 1900, 1800 ; Zug des Spielers "O"
2110 GOSUB 800 ; Zugausfithrung
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2120 GOSUB 700 Gewinntest
2130 IF GW=-1 THEN RETURN Abbruch, falls "O" gew.
2140 GOTO 2030 : Wdhlg. des Zyklus

-we we

Erl&uterung:
Vor Aufruf des UP "Spielausfifhrung" werden durch entsprechende

Wahl der UP=Nr. UX und U0 die Spieler festgelegt. Das Spieler-

gebnis wird durch GW signalisiert.

Zum Beispiel: UX=1, U0=2 bewirkt, de8 H. Sapiens mit "X® gegen
Mr. Cacs mit "O" spielt, widhrend UX=2, UO=2 be-
wirkt, daB Mr. Caos gegen sich selbat spielt.

Jetzt kommt es nur noch darauf an, das TIC-TAC-Programm mog-
1ichst komfortabel zu gestalten. Die Zusammenstellung der Spie-
ler (Spielerauswahl) und Spielauswertung realisieren wir eben-
falls {iber Unterprogramme.

3000 REM SPIELERAUSWAHL

3010 CLS

3020 PRINT:PRINT" SPIELER": PRINT
3030 PRINT"H.SAPIENS (1)"

3040 PRINT"MR. CAOS (2)»

3100 PRINT

3110 INPUT"NR. SPIELER X"; UX

3120 INPUT"NR., SPIELER O%; UO

3130 PRINT

3140 INPUT" ANZAHL SPIELE?"Y;AZ

3150 CLS:RETURN -

emer
Das Spieleraufgebot kann einfach ergiénzt werden.

2200 REM SPIELAUSWERTUNG

2210 IF GW=-1 THEN GO=GO+1

2220 IF GW=0 THEN UN=UN+1

2230 IF GW=1 THEN GX=GX+1

2240 WINDOW 10,19,20,38: CLS

2250 PRINT"  SPIELAUSWERTUNG":PRINT
2260 PRINT" X : On
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2270 PRINT
2280 PRINT"GEW. ";GX;SPC(3);GO
2290 PRINT"VERL. ";GO;SPC(3);GX
2300 PRINT"UNENT. ";UN;SPC(3);UN
2310 WINDOW:RETURN

Erlduterung: .
Der aktuelle Spielstand wird auf dem Bildschirm ausgegeben.

Der Datenflulplan fiir das endgiiltige "TIC-TAC=TOE"~Programm be~
kommt folgendes Aussehen:

START

Initialisierung

Spielerauswahl
Anzahl der Spiele

Spielausfithrung

Auswertung

LernprozeB

opielende? g

Ungesetzt in ein Basic-~Programm:

10 REM TIC-TAC=TOE
20 GOSUB 3500

30 GOSUB 3000

40 GX=0:G0=0:UN=0
50 FOR N=1 TO AZ ; AZ = Anzahl der Spiele
60 PRINT AT (9,3);" SPIEL~-NR.";N

Initialisierung der Daten
Spielerauswahl
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70 GOSUB 2000 ; Spilelausfilhrung
80 GOSUB 2200 ; Spielauswertung
90 GOSUB 2500 ; LermprozeB

100 NEXT

110 LOCATE 28,5: INPUT"NOCH EIN SPIEL? (J/N)";A$

120 IF A$="J" THEN GOTO 30

130 CLS .
140 PRINT AT (15,5);"ES WAR MIR EIN VERGNUEGEN": END

Erlguterung:

Zeile 90 wird erst Bedeutung erlangen, wenn lermende Unterpro-
gramme eingebaut werden, die nidmlich in Spielauswertung einen
LernprozeB (dazu spezielles UP ndtig) durchlaufen miissen. Einst-
weilen geniigt fir uns

' 2500 ON UX GOSUB 560,560

2510 ON UO GOSUB 560,560

Bemerkung:
GOSUB 560 bewirkt nur RETURN.

Da H. Sapiens keine Lust hatte, 200 Spiele gegen Mr. Caos zu
bestreiten, haben wir zwei Spieler vom Niveau des Mr. Caos da-
zu gewinnen konnen, gegeneinander zu spielen (d. h. UX=2, UO=2),
Unser Ergebnis,erzielt auf einem KC85/2, lautet:
i : wow
(Mr, Caos)  (Mr. Caos)

gewonnen 65 36
unentsch. 99 99
verloren 36 65

Da bei dem Spiel "TIC-TAC" der beginnende Spieler einen Vor—-
teil hat, ist es nicht verwunderlich, da8 Mr. Caos nXw ofter
gewann. Von Bedeutung wird dieses Ergebnis fiir uns werden, wenn
wir ein lernendes Programm gegen Mr. Caos spielen lassen.. Dann
sollten signifikante Unterschiede zu obigem Ergebnis erwartet

werden konnen.
Fortsetzung folgt!

DnJoachknPuhl'
Bereich Analysis
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Preisaufgaben

P 43 [Lipamuna, B OcHOBAaHMM KOTOPOY JNESHUT NPAMOYTONBHUK CO
CTOPCHAMH 4 H B, C PAaBHHMH MeXZy co00# GOKOBnMH pel-
paMy 1 pacceueHa IJIOCKOCTHN, HapalllielbHO#f OCHOBAHED,
Ha NBe DaBHOBEJMKHE YacTu. HaitTu paccTosHAe OT IJIOoC-
KOCTH CeUeHNA IO BepUNiHH.

T 44 Beweise die folgende Gleichheit:
|1 (x-l-yq&z)j-{(x+y-z)3+(x+z—y)3+(y+z-x)3)’ » 2AXyE .

T 45 Lose folgendes Gleichungssystem:

. x 4X 4y 6
1 x2+x3+x4 =9
XX, +X & 3
X 4+x5+;6 = =3
X +XgtXg * -9
X tX +Xg 3 -6
Xq+XgtX, = -2
XgtX +X, @ 2

T 46 Beweise, daB fiir alle a >0 gilt:

1 1ogba = lc'.}gbnan .

T 47 Beweise, dafl die Summe

4 K34 (ka1 )4 (ke2)
durch 9 teilbar ist.

T 48 Konstruiere ein Quadrat, dessen Fldcheninhalt gleich 3/8
’d von dem eines gegebenen Quadrates ist,

EinsendeschiuB: 1. 1. 1988
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Lésungen

S 22 naeh Jérg Sehmids, Freiberg, Klasse 11
Allgemein sei folgendes bekamnb:

- n Lose befinden sieh vor jedem Ziehem im der Urme
- 8 Lose davon gewimnem =>(m-8) "Nietea" simd darum-
ter
- Es werden immer S5 Lose zrusammemhéngend gezogem.
a) Unter den 5 Losen sollemn genau 2 Sashgewimne seinm.

- Es gibt Gg M3gliehxeiten, aus 8 Gegemstiénden genau
2 auszuwéhlem (Gewimne).

- Nun missen Rroeh 3 "Nietem" gezogen werdenm, ui_"ge-
nau 2 Gewinne" zu erhalten. Dafiir gibt es ng_a)

M6gliehkeiten.

- Somit gibt es z Mégliehkeiten, dal genau 2 Sashge-—
winne dabei sind:

2, 0% = 81, n#&)
b) Unter dem 5 Losen sollen mindestens 2 Gewinne sein.

-~ Dies ist nur die Summe der Félle (aller Eﬁlle)-
fiir genau 2, genau 3, genau 4 , gemau 5 Saehgewinne.

- Imsgesamt gibt es fiir "mindestens 2 Gewinne" y Mdg-

lishkeiten: ;
Ei i -1
J= T (_18 * 02—8
_ /8 /a-8
(1) * (501

S 26 naeh Jiirgen Sehefter, Reiehwalde, Programmierer

!

A

= A

Ajpmar = Aaamc
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: Lisungen

S 30

Wegen (180°-a) + (180°- 1) + (180°- )
=540°- (x +/6+ ) = 360°
existiert folgendes Dreieck (sighe untere Skizze):

2s,
Aq & Fléeheninhalt des Dreieeks aus dem Seitenhal bie-
readem  _, 4h = 34
Az As=4 3 3

naeh Tino- Weidl, Karl—Marx—Stadt

Ay, By C;, D seien die Eeken des Parallelogramms., Damn
sind E, F, G, H dle Seitenmittelpunkte, '

M=gp8rg » E=8ppN8sy » I=Eggnegp
N =gpggn8pp » L=&gpnepg »
Aus g, /I8y /1By URA Byl 8yp// 8py sowie der Defi-

nition von E, P, G, H folgt :

4 ABCD~aHPFCG mit k=2 (Proportiomalitéitsfaktor)

ML =MF/2=TF , CE=KN=CH/2
o AELH ~JMINK mit k=2 (gilt analog fiir alle anderem
Teilparallelogramme)

G=AA.BCD s X = gesuchte Fliéehe
Darsus folgh, daB G=4¢X+X+R ist, wobel 4¢X dem Flé-
sheninhalt des ZAEPH entsprieh%, X die gesuehte Flé-

ehe und R die Respfléehe darstellen.
<
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R=Apo * dg1¢ * Agpg + Appp =2 * X
Apto = 1/4 o Apap=1/8 « G (und analog welter)
R=1/2 « G =2 ¢« X
A\
G=4 ¢« X+ X%+ 1/2 « G-2 + X
172 » G=3 « X
X=1/6 « G
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TIC-TAC-TOE |
Ilun scll unser "TIC=DAC"=Spiel durch die Teilnahme von lir.
Computer - ein wéhrend des Spiels lernendes Programm - berei-
chert %erden. Wiie schon bekannt, muB, falls kein Gewinn- oder
Blockierzug ermittelt wird, der Computer andersweitig einen
méglichen Zug festlegen. llr. Caos machte dies recht unorthodox
durch auswiirfeln. Iir. Computer bedient sich da schon feinsin-
nigerer llethoden.
Er geht folgendermaBen vor. Tir jede Zug-Nr. 7 und jedes Feld T
speichert er als Bewertung ab, wie "giinstig" es ist, bei Zug-
Nr. Z das Feld F zu besetzen. Diese Informationen werden in
einem gesonderten Variablenfeld 3(Z,F) festgehalten, und zwar
geschieht das so: :
Zu Beginn sind alle Ziige gleichwertig, d. h. S(Z,F)=0
(£ Mr. Caos). Gewinnt lir, Computer, dann hat sich seine
Zugwahl bewdhrt und die entéprechenden Werte von S(Z,F)
werden um 1 erhdht. Verliert er hingegen, war die Zug-
wahl schlecht, und die entsprechenden Werte von 5(Z,F)
werden um 1 verringert. Bei Unentschieden erfolgt keine
~ Anderung. Nun diirfte auch klar sein, wie lir. Computer
seinen moglichen Zug festlegt. Bei Zug-Nr. 2 wird einfach
das unbesetzte Feld F mit der hichsten Bewertung S(Z,F)
ausgewdhlt (gibt es mehrere Kandidaten dafiir, wird einer
zufdllig bestimmt), weil sich dieser Zug bisher am besten
bewiihrt hat. llan erkennt also, in Abhéingigkeit vom Erfolg
bzw. lliBerfolg werden die Chancen fiir ein Ield, bei einenm
gewissen Zug ausgewdhlt zu werden, gedndert, Ilit anderen
Viorten, es findet ein "LernprozeB" statt.

Vorsorglich hatten wir schon die .eihenfolge der Ziige durch
R(Z)=F gespeichert. Bedenkt men weiterhin, daB
1, falls Gewinner machte Zug=Nr. Z
A(R(Z)) *GW = 0, falls unentschieden
-1, falls Verlierer machte Zug=-Nr. Z,

(man mache sich diesen Zusammenhang klar!), dann 1#8%t sich der
Lernprozeﬁ formeln&Big durch r

5(2,R(2)) = 5(Z,R(Z)) + A(R(é))aeGW
.augdricken.
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1200 REL LERNPROZESS
1210 POR J=1 TO Z-2
1220 5(J,R(J))=5(J,R(JI))+A(R(J) )*Gy
1230 NEXT
1240 RETURN

Im ndchsten UP wird ein freies Feld mit der hdchsten Bewertung
gesucht.

1000 REN LIRNZUG

1010 1f = =10000

1030 K=0 ‘

1040 FOR F=1 T0 9

1050 IF A(F)¢>0 THEN 1090

1060 IF S(Z,F)<I THEN 1090

1070 IF S5(Z,F)=k THSEN K=K+1:H(K)=F:GOTO 1090
1080 IF S(Z,F)>M THEN L=S(Z,F):I(1)=F:K=1
1090 NEXT

1100 GOSUB 1750

1110 RETURK

Brliuterung:

Zunéchst wird getestet, ob das Feld I’ frei ist (Zeile 1050).
Anschliefend wird die Bewertung der Felder ausgeweriet (Zeilen
1060 - 1080). Das Hilfsfeld H(K) speichert alle Felder mit der
bis dahin hdchsten Bewertung ab. Lrgibt sich eine hdhere Bewer=-
tung (Zeile 1080), wird auch das Hilfsfeld neu gesetzt. Iit
GOSUB 1750 in Zeile 1100 wird unter allen freien Feldern mit
gleicher bester Belegung eins zuféllig ausgewdhlt.

Damit bestimmt lir. Computer seinen Zug gemidB UP
1300 REL ZUG LR. COKP

1310 GOSUB 500 ; Gewinn-Blockierzug ;
1320 IF F<>0 THEN RETURN |
1330 GOSUB 1000 ; Lernzug

1340 RETURN

Abschlieflend brauchen wir nur noch die zu Mr. Computer gehﬁri—‘-

gen UP's in das Gesamtprogramm einzubauen. Dazu bedarf es nur
weniger Lrgingzungen. '
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Folgende Ergénzungen sind notig:

3050 FRINT "LR. COMP  (3)" ; Aufnahme ins Anfangsmenu

2040 ON UX GOSUB 1900, 1800, 1300 UP=Verteiler durch Adr.
2100 ON UO GOSUB 1900, 1800, 1300 UP"%ug Nr. Comp" erg.

2500 ON UX GOSUB 560,560,1200 UP=Verteiler durch Adr.
2510 ON UO GOSUB 560,560,1200 UP"Lernprozel3" erginz.

Wir haben die Fi#higkeiten von Ilr. Computer getestet. Hier die
Ergehnisse:

Es wurden jeweils 200 Spiele durchgefiihrt'’.

1. Runde 2. Runde
wn : LToL ' nyw : nom
(MI. Gomputer . (Mr. Caos) (Mr. Caos) (lMr. Comp.)
gewonnen Be 2 43 29
unentsch. 116 116 128 128
verloren 2 82 29 43
« Runde
IIX " . NO"
(Mr. Computer) (lir. Computer)
gewonnen 7 : 2
unentsch, 191 191
verloren 2 ' i

Man gollte sich jedoch hiiten, voreilige Schliisse iiber die Giite
der Lernfihigkeit von lir. Computer zu ziehen. Dazu bedirfte es
weiterer statistischer Untersuchungen, die aber den Ralmen die-
ses Artikels sprengen wiirden.

Bei anderen Spielrunden wurden @hnliche Ergebnisse ermittelt,
so daB im Vergleich zu den Ergebnissen der Runde "Lir. Caog"
gegen Ilr. Caos" das bessere Abschneiden von "llr. Computer ge-
gen lir. Caos" auffallend ist. Venn lr. Computer mit "O" gpielt

1) Jede Spielrunde wurde mit RUN gestartet, um unter den glei-
chen Bedlngungen 3(Z,F)=0 zu beginnen, d.h. keine "Spieler-
fahrung", )
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(vgl. 2. Runde), gcheinen noch Lernpotenzen vorhanden zu sein,

denn der Spieler mit "O" kann bei diesem Spiel immer ein unent-
schieden erzwingen. llan kdnnte z. B. das Programm dadurch ver-
bessern, daB man die Zugwahl (bei den ersten Ziigen) auch vom
vorhergehenden Zug des Gegners abhiingig macht. Suren Ideen
sind keine Grenzen = éusgenommen durch die Speicherkepazitit -
gesetzt. )
Bei unseren angegebenenlBeispielen wurde lLir. Computer stets wie-—
der in den "geistigen" Urzustand eines lir. Caos versetzt. Ver-
wendet Ilr. Computer schon gesammelte Spielerfahrungen, sehen
die Ergebnisse fiir ihn noch besser aus.
Hier beispielsweise ein Lrgebnis, wobei Lir. Computer schon eine
‘Spielerfahrung von 200 Spielen "lir. Caos gegen kir. Computer"
gesammelt hatte: ' '
WX g« v OO

Ilr. Computer kr. Caos

gewonnen 100 - -
unentsch. 100 100
verloren - 100

Iis ist auch interessant, die Entwicklung der Zugbewertung

5(z,F) zu verfolgen.

Ze B. hatte nach jenen 200 Spielen S5(1,5) die hochste Bewertung,
d. h. "der 1. Zug ist 5" hatte sich am besten bewihrt (fiir den
Gegner!),

‘Um nicht jedesmal mit dem Urzustand starten zu niissen, kann

man sich natiirlich die Zugbéwertung notieren und vor Spielbe-
ginn wieder eingeben. (Chne KUN starten!) '

Hoch eine Bemerkung zur 3. Runde "Fr. Computer gegen lir. Compu-
terh,

Die Spielauswertung konnte zu der lieinung verleiten, daB durch
den LernprozeB zwei Spitzenkdnner herausgebildet wurden, die
beide das Spiel so gut beherrschten, daf nur noch "Unentschie-
den" als Spielausgang moglich war. ieit gefehlt! Innerhalb we-
niger Zlige waren beide in einen stabilen Zugzyklus geraten,

aus dem kein Entkommen mehr war. Denn nach einem Unentschieden
findet keine Umbewertung der Ziige statt. Selbstgefiillig vwurden
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Spiel fiir Spiel immer die gleichen Ziige gemacht, der Umwelt

hohes Kdnnen vorgaukelnd. Das kommt davon, wenn LiittelmaB (in
diesem Stadium waren beide stehengeblieben) sich an sich selbst

mift und starr in seinem "Denkschema" verharrt. Lin paar Spiel-
chen gegen lr., Caos bringen da wieder etwas Bewegung rein.

i5s wdre schon, wenn ihx eigene, vielleicht sogar besser ler—
nende Programme entwickeln, testen und uns mit teilen wiirdet.
Auch wire es mbglich, ein Programm "lIr. Superhirn" zu entwik-
keln, das eine optimale Jtrategie realisiert und als hLehrer"
flir iix. Computer dienen kinnte, um nachzuweisen, def die Qua-
lifikation eines Lehrers sich positiv auf, die Lerngeschwindig-
keit auswirkt. ILhr habt sicher viel, viel mehr Ideen und Inter-
pretationsmglichkeiten. Wir sind auf Lure Zuschriften und
lleinungen zu dem Artikel gespannt. |

Dr. Joachim Puhl
Bereich Analysis

Preisaufgaben

T 49 1653 folgende Gleichung

1
5 - x4+ 14+ 212 + X + 3 1 3

T 50 Lose folgendes Gleiehumgssystem

L y2 + yz + zg FS a2

12 + XZ + 52 = b

x2+xy+y2 &

N
(]
-

‘Dabei gilt a, b, €>0 .
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Preisaufgaben

OcroraHley IIPaMUAL CHYXUT MDAMOYTOJNBHMi TpeyIOJBHUK, -
@ BHCOTA €e IPOXOAMT Yepe3 TOYKY NSPeCcaYESHNA TUNOTeHy-
BH ¢ OUCCEKTDICOR lPAMOrO YINa OCHOBAHMA. BOKOBOE pedio,
MPOXOAAUWES uepes BePUIHY MPAMOTO yIia, HAaKIOHEHO K IIIOC-
KOCTI OCIOBaHifA iI07 TJOM &« ONDEHRIUTE OO0BEM ILIPAMEAL Ii
YT HakNMOHA OOKOBHX Tpalelt K INMOCKOCTH OCHOBAHMS, eCi:
OuccexTpHCa IPAMOTO yIJa OCHOBAHMS paBHA M i ofpasyerT ¢
TiIIoTeHy 30t yro:l 45 + e¢.

Ein Quadrat mit der Seitenlinge a umsehreibe ein anderes
und dieses ein drittes usw. bis ins unendliche.

1
Berechne die Summe der Flicheninhalte all dieser Quadra~-
te.
T 22 Die Hohe einer repelmiBigen vierseitigen Pyramide sei H,
der Winkel zwischen einer Seitenfliche und der Grundflé-—
1 che betrageq .
Berechne den Radius der einbeschriebenen Kugel.
T 54 Berechne x und_y
3fﬂ
L 5Vx, M7 2000

525/::’+ 52 -ﬁf“ 689

EinsendeschiuB: 1. 2. 1988
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b

Lésungen der DDR-Olympiade der Klassen 11/12

1. "ir jede positive ganze Zahl n.f 2 seli ein Paket, das genau
n Bonbons enthiilt und (1), (2) erfiillt, ein "n-Paket" ge-
nannt. Zu jedem Bonbon eines n-Pakets gibt es eine Umhiillung,
die genau dieses Bonbon enth&lt (denn andernfalls gabe es,

im Widerspruch zu (2), eine Umhiillung, die dieses nicht noch-
mals umhiillte Bonbon und daneben weitere Teile enthielte).
Die auBer diesen n Umhﬁliungeh der einzelnen n Bonbons sonst
noch in dem n-Paket vorkommenden Umhiillungen seien "Zusatz-
hiillen" genannt.

Durch vollsténdige Induktion wird nun bewiesen1: Die Maximal-
zehl von Zusatzhiillen eines n-Pakets ist die groBte ganze

Zahl, die kleiner als % ist.

I, Jedes 1-Paket besteht aus genau einem Bonbon mit seiner Um-
hﬁllﬁng, hat also keine Zusatzhiillen.

Jedes 3-Paket besteht aus genau drei Bonbons mit ihren Umhiil-
lungen und genau einer Zusatzhiille.

Fur n=1 und n=3 trifft demnach die Behauptung zu.

1 Als heuristische loglichkeit, eine GesetzméBigkeit flir la-
ximalzahlen zu vermuten, kdnnen etwa die Realisierungen in .
- Abb. dienen: .

@E@@00
hs3 l"l-'-"f ’ h=69

@s2009 o))

CEEOED) (GTSrOD),
h=i6 | ' h=1
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II. Es sei k f 4, und es werde als Induktionsannahme vorausge-
setzt, daB fiir alle positiven ganzen n€k mit n 4 2 jeweils die
llaximalzahl von Zusatzhullen eines n-Pakets die groBte geanze
Zahl kleiner als § sei. Dann folgt:

Es gibt k-Pakete mit maximaler Zahl von Zusatzhiillen (da es
ﬁberhéupt nur endlich viele Lidglichkeiten gibt, ein k-Paket zu
bilden). Piir jedes solche Paket gilt: Offnet man seine nach (1)
vorliegende &uflere Umhiillung H, so besteht ihr Inhalt nach (2)
und wegen k »1 aus-mindestens drei siimtlich mit Umhiillung ver—
sehenen Teilpaketen. VWidren es fiinf oder mehr, so kdnnte man die-
sen Inhalt ohne Verletzung von (2) dadurch iéndern, daB man um
genau drei der Teilpakete eine neue Umhiillung hinzufugt. Das
widerspricht der vorausgésetzten Maximalitdt der Zusatzhiillen-
zahl des k-Pakets. Also besteht der Inhalt von H entweder aus
genau drei oder aus genau vier Teilpaketen. Jedes von ihnen er=-
fiillt nach (2) selbst wieder (1) und (2), ist also ein n; -Paket
(i=1,2,3 oder i=1,2,3,4); dabei ist nach (2) jedes n; elne po-
sitive ganze Zahl mit n; § 2, Ferner gilt

ny +mn, +ng= k bzw. n, + n, + ny +ny = kf (3)

Also sind alle ni<:k. Jedes diesger ni-Pakete mu seinerseits

eine maximale Zahl z; von Zusatzhiillen aufweisen (sonst kdnnte
man es durch ein ni-Paket mit groBerer Zusaetzhiillenzahl erset-
zen, was der Maximalitét des k-Pakets widerspricht). Nach In-

duktionsannahme ist somit jeweils z; die groBte ganze Zahl klei=-
n. '

ner algs 1% . ‘

In jedem der Fidlle k=2m, k=2m+1 gibt es fiir die n, hinsichtlich
ihrer Darstellbarkeit als n,=2m; oder n; =2m,; +1 (m »M; ganzzahlig)
bis auf die Reihenfolge genau dle kloglichkeiten der folgenden
Tabelle. AnschlieBend sind dort die z; und unter Anwendung von
(3) ihre Summe s angegeben:
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k n, ‘'mn, Ny n, P 2y 25 Zy 8
2m 2m1 2m2 2m3 m1-1 m2-1 m3-1 m=-3
2m1 2m2+1 2m3f1 m1—1 m, m3 Me?

2m1. 2m2 2m3 2m4 m1-1 m2—1 m3-1 m4—1 m=4

2m1 sz 2m3+1 234+1 m1-1 m2-1 m3 m4 m=-3

2m1+1 2m2+1 2m3+1 2m4+1 m, m2 mj m4 m-2
2m+1] 2m 2m2 2m3+1 m1-1 m2—1 m3 m-2
2m1+1 2m2+1 2m3+1 m‘I WE m3 m=1

2m1 2m2 7 2m3 2m4+1 m, =1 m2-1 m3—1 m4 mn=3

2m1 2m2+1 2m3+1 2m4+1 m1-1 m, m3 m4 m-2

Die s@mtlichen Zusatzhiillen des k-Pakets sind nun: die s Zuw,
satzhiillen der einzelnen ni—Pakete und dazu noch die Umhiil=
lung II. \legen der llaximalitdt scheiden fiir s alle lidglich-
keiten auller den hervorgehobenen aus, und man erhidlt: Die Ma-
ximalzahl von Zusatzhiillen eines k-Pakets ist im Fall k=2m
die Zahl m-1, im Fall k=2m+1 die Zahl m. Das ist die Behaup-
tung fiir n=k.

it I. und II. ist somit die Behauptung fiir alle positiven
ganzen n ¢ 2 bewiesen. Sie ergibt fﬁr'n=500: Die llaximalzahl
von Zusatzhiillen ist 249. Die gesuchte griBtmogliche Zahl.al—
ler Umhiillungen betrédgt somit T749.

2. Losungsweg:
Jede lIoglichkeit, ein 500-Paket zu bilden, 1lii3t sich so be-
schreiben, daf man nach dem Linhiillen der einzelnen Bonbons

(Beweis wie im 1. Ldsungsweg) in wiederholten Schritten, so
oft dies noch moglich ist, etwa fiir i=1,...,m, jeweils genau
eine Zusatzhille um eine Angzahl, etwa a;, von bereits vorlie-
genden Teilpaketen legt. Bei jedem dieser Schritte verringert
sich die Anzahl der vorliegenden Teilpakete, beim i-ten
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thritf,um gengu a,-~1 (i=1,...,m). Somit entsteht genau dann

eine der lidglichkeiten, gemdB (1), (2) ein 500-Paket zu bil-
den, wenn man die a; 80 wihlt, dafd
500 -~ (a1—1) = eee = (am-1) =
und
3'3 fiir alle i= 1,...,m
gllt.

I. Fiir jedes 500-Paket gilt folglich
500 (a "1) + oo + (am“1) =m * 21
also m4250 d. h. m 249

II. Die Anzahl m=249 ist auch in der Tat durch eine Bildungs-
moglichkeit eines 500-Pakets erreichbar, z. B. indem man
9.1 = eeoe =a248 =3, a249 =4.
wéhlt.
Also ist 249 die Maximalzahl von Zusatzhiillen.

I. Wenn eine Zahlenfolge (a ) die Bedingungen erfiillt, so
folgt durch vollstandlge Induktlon, daBi

a, = 3- (2™ = 2™y fiir n=1,2,3,...

gilt:
n : : - _,_2_.. P --5--2-. -1 -
(a) Es gilt 8, = 1= 3 (2 ) und a, = 5 = 3 (4 I)’ al
so die Behauptung fir n=1 und n=2.
(b) Venn k 2 2 ist und dle Behauptung fur n=k und n=k-1 gilt,

3 k=1 =-k+1
d. h. wenn a, = 3(2 ), 8_q = 3(2 -2 ) ist,
so folgt: Vlegen k = 2 ist ak 1 ¥ 0, also ergibt sich aus
(1) und (2) ,
2 2 4 k -k.2 9
e o kT8 - gUR - B =)
k+1 ak_1 %(ék-1 _ 25k+1)
1
2 2k 2 4 . (Z- -2k)
= -3 2k-1 2-k+1

%(2k+1 - 2—k-1)’

=

d. h. die Behauptung fiir n=k+1.

Daher kann nur die durch (3) gegebene Polge die Bedingungen
(1) und (2) erfiillen.
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II. Sie erfiillt diese Bedingungen; denn (2) wurde in I.(a)
bestitigt, und fiir alle ganzen n>m>» 0 folgt aus (3)

- _ 2/ ,04Mm _ ,=n-my, 2, ,N=Mm _ ,=n-+m
8 4m” Bn-m = 3(2 2 )e 32 2 )

" %(zzn 4+ 2720 | 5 o pom _ o=2m,

2 2
=8, = 8 -

Somit erflillt genau die Folge (3) die Bedingungen der Aufgabe.

Bemerkungen: Iis gibt verschiedene andere LOsungsansédtze. Bei-
spielsweise kann man aus (1), (2) durch "gewdhnliche" voll-
stindige Induktion (SchluB von k auf k+1, nicht wie oben von

k und k-1 auf k+1) das Formelpaar 2an - = 2n,

a
2"‘1’1"'1 f-- — Y n-1
= ir n=2,3,«. beweisen. Daraus folgt

n n-1
a -a. 4= %(EH + 2781y nach Aufsummieren also

o i B & a2 8 21 + 2-n_1) usw. Als heuristischen Vorspann
n =%y T3 2=1 * -1_, . pann -

wird man, auch wenn dies nicht filir die Vollsténdigkeit des
Losungsweges notwendig ist, die Gewinnung einer Vermutung vor-
anstellen, indem man etwa in a1=1,

a, = %, 33 = %}. 341= %? die Nenner als 2n—1 und die Zéh=
ler als 1 + ... + 47! oder die dreifachen Zahlen 3, 15, 63,
255 als 2°0-1 darstellt.

Die Kugel ki habe den Mittelpunkt Mi, den Radius ry ﬁnd das
Volumen Vi (i=1,.ee,n). Man definiere z. B, folgendermaBen
eine Auswahl aus den ki: Unter den Kugeln ki gibt es eine

mit maximalem Radius. In einem ersten Auswahlschritt sei eine
solche Kugel gewédhlt; o.B.d.A. sei sie k,. Han bilde die Ku-
gel K1 um M1 mit dem Radius 3r1. Sind alle ki in K1 enthal=-
ten, so sei die Auswahl beendet. :

Andernfalls gibt es unter allen denjenigen Kugeln ki, dief'
nicht in K1 enthalten sind, eine mit maximalem Radius. Im
zweiten Auswahlschritt sei eine solche gewdhlt; o0.B.d.A. sei
sie kz. Ilan bilde die Kugel K2 um H2 mit dem Radius 3r2. Sind
alle ki in der Vereinigungsmenge K1!J K2 enthalten, so sei
die Auswahl beendet.

In dieser Weise wird fortgesetzt: Im m=ten Auswahlschritt
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wird unter allen denjenigen Kugeln k;, die nicht in der (zu-
vor gebildeten Menge X, U/ ... UKm_1 enthalten sind, eine mit
maximalem Radius gewdhlt; o.,B.d.A. sei gie km. Man bilde die
Kugel Km um }’J.m mit dem Radius 3rm. Sind alle ki in

K, U - UKm—1 U K, enthalten, so sei die Auswahl beendet.
Dieses Ende des Auswahlverfahrens muB einmal eintreten
(0.B.d.A, mit dem m-ten Auswahlschritt): denn wegen

k; €K, fir alle 1£i8m | (1)

ist nach jedem Auswahlschritt mindestens eine Kugel mehr als
beim vorangehenden Auswahlschritt in der betreffenden Menge
K jbzw.K, (] wwa U/ Kpq bzve K3 U ... U K, enthalten, steht
also nicht mehr fiir einen néchsten Auswahlschritt zur Verfii-
gung. Dall eine so definierte Auswahl die geforderten Bedin-
gungen erfiillt, kann folgendermaBen bewiesen werden:

Fiir alle i mit 1 $ i, i+1 n gilt wegen der Maximalitét von
Ts die bei der Auawahl von ki zu beachten war, ry 3ri+1.
Folglich ist - S

%

r, ?r. fiir alle 1 = i <j = i (2)

1 J
Ferner ist fiir 1 - i<j S n stets kj nicht in K, U...UKJ-_

also erst recht nitil_lﬁ in Ki enthalten. Somit gibt es einen
Punkt P in k;j mit M P >3ri. Nach der Dreiecksungleichung}
folgt hieraus und aus (2), daB R-'iihlj’ =’LIiP - MjP 3’_’31*]._-:r"j = ri+r'j
gilt. Daxnit1ist gezeigt, dafi ki und kj keinen gemeinsamen Punkt
haben; denn wblrel ein solch_e_:i',_ 80 folgte wieder aus der Drei-

] 1 $ :-_- 1 -
ecksungleichung inIﬂj = I.IiX + Lle =r; + rj.

Fir das Volumen U von kq V...V k, gilt somit?
V1 + see +Vm=U. : y (3)

1°

1 Zu akzeptieren ist auch, wenn hier statt des obigen Beweis=-
abschnitts zur Begriindung als bekannter Sachverhalt ange-
fihrt wird, daB eine Kugel vom Radius ry nur dann ki beriih=-

ren oder durchdringen kamn, wenn sie ganz in der zu lci kon=-

zentrischen Kugel vom Radius Ty o+ 2rj liegt.

2 DaB fiir die Volumina T.l',...,Tm;S von Korpern B1,...,Bm;
ByV ... UB, stets T +...+2 Z S und im Tall B;/1B; = ¢
(1 $4 <j S Sogar Ty+eee+T = 5 gilt, kann als bekannter
sachverhalt verwendet werden.
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4.

Iir das Volumen Qi von K; gilt wegen des Radius 3ry von K,
einerseits Qi = 27Vi, also

Vi =217Qi (i=1,..¢,m),

(4)
andererseits wegen (1) und nach Definition der Auswahlbeendi=-

gung bei km

v

Ist nun Q das Volumen von K4 (J swa L) K., 80 gilt einerseits’
Q + coeo + Qm (6)
andererselts wegen (5) _ |
Q Tv. (7)

Aus (3), (4), (6), (7) erhdlt man die nachzuweisende Unglel-

chung U = é% Ve

Fir jede positive ganze‘Zahl g ist
(a+1)5 -a’ -1 = 5a(a3+2a2+2a+1) = Ba(a+1)(a2+a+1)
genau damn durch 18305 =5 « 7 « 523 teilbar, wenn

a(a+1)(a2+a+1)'durch T - 523 teilbar ist. (1)
Darin ist
523 Primzahl; (2)

denn 523 ist durch keine der Zehlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19 teilbar, und es gilt 23 » 523. _
llan kann nun zunédchst a so zu ermitteln versuchen, daB

a® + a + 1 durch 523 teilbar _ (3)
ist, d. h. daB eine positive ganze Zahl k mit '

a® +a +1=523%k . (4)
existiert. Ist diese Gleichung ldGsbar, so gilt wegen a >0

a=-§+-2-'(523-4k-3; (5)

dann ist also 523 * 4k = 3 eine ungerade Quadratzahl. Daraus

1 DaB fiir die Volumina T1,...,Tm,s von Kirpern B1....,Bm;
B U...UB stets T,+...+T % 5 und im Fall B, nB =@
(1 = i€ "é" m) sogar T1+...+'l‘ S gilt, L.an.n als bekann-

ter Sachverhalt verwendet werden.
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folgt der Reihe nach:

2032k - 3 hat eine der Einerziffern 1, 55 Qs
2092k hat eine der Einerziffern 4, 8, 23
k hat eine der Einerziffern 2, 7, 4, 9, 1, 6.

AuBlerdem ist nach (4) und weil a2 +a+ 1 =a(a+1) + 1 eine
ungerade Zahl ist, auch k ungerade und hat somit eine der
Einerziffern 1, 7, 9. Betrachtet men solche Zahlen k der Rei=-
he nach, so zeigt sich: .

Fir k=1 ist 523 » 4k - 3 = 2089 wegen 45°€ 2089< 462 keine
Quadratzahl.

Pir k=T ist 523 « 4k - 3 = 14641 = 1212, nach (5) also a=60.
Damit ist gezeigt: Fiir a=60 gilt

a’hia+1s 523 - 7, (6)

und zwar ist k=7 in (4) die kleinste positive ganze Zahl,
also auch

a=60 die kleinste positive ganze Zahl, fiir die (3) gilt. (7)

tlegen (6) erfilllt a=60 sogar (1). Mir alle positiven ganzen
a <60 folgt dagegen aus 0¢a, a+1<523 sowie aus (7) und (2),
daB diese a nicht (1) erfiillen.

Die kleinste Zahl mit den in der Aufgabe genannten Ligen=
schaften ist somit a=60.

Es gibt noch andere Ldsungsmoglichkeiten. Beispielsweise kann
man (1) mit n = a°+a als (7.523) | (n(n+1)) schreiben und hier-
fiur als einzige lglichkeiten

() (1+523) [ (me1),  (B) (7-523)] n

(©) 7[n und 523|(n+1), (D) 7[(n+1) wna 523|n

diskutieren:

(i) hat die kleinste positive Losung n
a=60.

(B) hat die kleinste positive Ldsung n
kleinere als (4).

(C) bzw. (D) filhrt auf n=7g bzw. n=7g-1 und danit weiter auf
78+1 = 523h mit ganzen g,h>0. Das ergibt
7(g=T4h) + 1 = 5h, 3-T(g~T4h) + 3 - 14h = h, also
h =Tn + 3 mit ganzem m.

T¢523 = 1 und damit

T%523; aléo keine

]
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“Gdbe es hierfur eine kleinere Losung als in (A), s0 ware
76<7-523 = 1 bzw. Tg-1<7-523 - 1,
also 523h <7.523 bzw. 5230 <7-523 = 1
und daher h<€7. Hiernach verbliebe nur h=3 bzw. h=4,
also n = 523.3 = 1 bzw. n = 523-4, womit sich jedoch

52 + a = n als nicht ganzzahlig 1sbar erweist.

Fortsetzung folgt
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Bericht liber die 28. Internationale Mathematikolympiade

Vom 5. = 16. Jull fand in Havanna/Kuba die diesjéhrige Inter—
nationale Mathematikolympiade statt. Es nahmen 237 Schiiler
aus 42 Léndern teil. Das zu bewédltigende Pensum belief sich
auf 6.Aufgaben, die auf zwel 4,5-stiindige Klausuren verteilt
waren.
Aber nicht nur die Mathematik stand auf dem Plan, sondern es
wurden auch Stadtrundfahrten durch Havanna organisiert. Zum
sportlichen Ausgleich nach getaner Arbeit wurden unter den
Teilnehmern Wettschwimmen veranstaltet, z.B. in der Playa
Giron und im Swimmingpool des DDR-Botschaftsgebdudes. Beim
Besuch des DDR=Botschafters kam es zu lebhaften Diskussionen
mit ihm. Die Teilnehmer interessierten sich sehr fiir die Ge-
schichte des Landes. Dies kam auch durch einen Besuch des
' Ernesto-Che-Guevra-Museums zum Ausdruck. Ebenso konnten Kon—
takte mit der kubanischen Jugend gekniipft werden bei einem
Besuch des Pionierlagers "Jose Marti".
Im Mittelpunkt des Interesses aller stand aber natiirlich der
Wettstreit auf mathematischem Gebiet.
- Die Mannschaft aus der DDR war dabei sehr erfolgreich. Alle
unsere Tellnehmer errangen Preise.
Zwel Schiiler aus unserer Mannschaft erhielten volle Punkt-
zahl, und zwar Frank Go&ring (10.Klasse) von der Spezialkl asse
der Technischen Hochschule Ilmenau und Gerd Kunert (11.Klasse)
von der Spezialklasse der Technischen Universitét Karl-Marx-
Stadt. Zu bemerken ist, daB in diesem Jahr der 1.Preis nur
bei voller Punktzahl erteilt wurde. Deshalb muBte sich Uta
Hével (12.Klasse) von der EOS "Heinrich Hertz'" Berlin schon
bei 40 Punkten mit einem 2.Preis begn'igen. Jorg Jahnel
(12.Klasse) von der Spezialschule "Carl Zeiss" Jena erreichte
39 Punkte und errang damit ebenfalls einen 2.Preis. 37 Punkte
und einen 2.Preis bekam Gunter Ddge (12.Klasse) von der Spe-
zialschule "Friedrich Engels" Riesa. Mit 31 Punkten erreichte
Jugo Wamke (12.Klasse) einen %.Preis. Er kommt von der Erwei-
terten Spezialschule "Georg Thiele" Kleinmachnow,
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Als eine besondere Attraktion wurde von allen Beteiligten ein
Junge aus Australien angesehen, der 40 Punkte erhielt. Sein
Name ist Terenc Tao. Dieser Erfolg war vielleicht sein schon-
stes Geschenk zu seinem 12. Geburtstag, den er whhrend der Ta-
ge der IMO feierte.

Lénderwertung
Ges.Punktzahl 1.Preise 2.Preise 3.Preise

1. Ruménien 250 5 1 -
2. BRD 248 4 2 -
3. U4SSR 235 3 3 -
4, DDR 231 2. 2 1
5. USA 220 2 3 1
6. Ungarn 218 - 5 1

Vergabe der Preise:

1.Preis 42 Punkte
2.Preis 32-41 Punkte
3,.Preis 18-%31 Punkte

Jorg Jahnel

Aufgaben der 28. IMO

1. Sei 5= {1,...,n} (n 2 1) und sei pn(k).die Anzahl der Per-

mutationen von S mit genau k Fixpunkten.
Man beweise:

ED kep (k) = n!

(Hinweis: Eine Permutation £ von S ist eine umkehrbar ein-
deutige Abbildung von S auf S, Ein Element 1€ S
heiRt Fixpunkt wvon S, falls f(i) = i ist.)

2. ABC sei ein spitzwinkliges Dreieck. Die Halbierende des
Innenwinkels bei A schneidet die Seite BC in L und den Um-
kreis des Dreiecks in N (N#A). Seien K und M die FuBpunk-
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3.

4,

6.

te der Lote von L auf AB bzw. AC.

Man beweise:

Die Fl&cheninhalte des Vierecks AKNM und des Dreiecks ABC
sind gleich. '

Es seien X secesX, reelle Zahlen mit x% + eee + xi-"l.
Man beweise:
Fiir jede natilirliche Zahl kZ2 gibt es ganze Zahlen a4
(i=1,2,...,n), fiir die

la,lx,l + ces + anxnli%;f%ﬂ'
gilt, wobei die Nebenbedingungen:
- nicht alle a; sind gleich Null,

- fiir alle i gilt Ja;l £ k-1
erfiillt sind.

Man beweise:

Es gibt keine Funktion f: No-'NB

die Eigenschaft f(f(n))=n + 1987 besitzt,
(N = {0,1,2y...})

, welche fiir alle ne€ No

Es sei n ei:ne natiirliche Zahl 2 3,

Man beweise:

Es gibt eine Anordnung von n Punkten in der Ebene, fiir die
je zwel beliebige Punkte einen irrationalen Abstand haben,
und je drei beliebige Punkte ein nicht entartetes Dreleck
mit rationalem Flécheninhalt bilden.

Sei n eine ganze Zshlz 2., -
Man beweise:

Wenn k° + k + n fiir alle ganze Zahlen k mit Os k t,/-‘)}
eine Primzahl ist, dann ist auch ¥° + k + n fiir alle gan-
zen Zahlen k mit O% k #n-2 eine Primzahl,
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Lésungen der DDR-Olympiade (Fortsetzung)

5. I. Fir jede Dreiecksfléche F = A1A2A3 und jede konvexe Vier-
ecksfliéiche F = A;A A58, gilt die genannte Uberdeckungsaussa-
ge; dies kann folgendermalen bewiesen werden:

Wire die Aussage falsch, so giébe es einen Punkt P in F, der
auBerhalb jeder der drei bzw. vier genannten Kreise lége. Da
diese Kreise den Rand von F iiberdecken, lédge P im Innern von
F. Da F konvex ist, ergidben sich Winkel'ilh PA

i Tie
(121,400,403 An+1 13 mit n=3 bzw. n=4), fir die

:;éi: A0
=t ; AiPAi+1 b 360 ' (1)

gelten miiBte. Andererseits wére, dal P auBerhald der Kreise
E ; i e s O

iiber den Durchmessern AiAi+1 lége * AiPAi+1< 90

(i=1 peee ,n), alsgo

n & o

was (1) wegen n s 4 widerspricht.

IT. Fir jedes n>4 gibt es eine konvexe n-Ecksfléche
A1A2...An, die von den genannten Kreisen nicht {iberdeckt
wird; dies zeigt etwa folgendes Beisplel-

Ist A1A2...An ein regelméBiges n-Eck und P sein Mittelpunkt,
so gilt (1) (jetzt mit n>4) und daher & A;PA__, = = -360%90°
fir alle i=1,.ss,03A_,4 = A . Also! liegt P auBerhald aller
Kreise iiber den Durchmessern AiAi+1'

Mit I. und II. is% bewiesen, daB die in der Aufgabe genannte
Aussage genau fiir n=3 und n=4 gilt. '

1 Als bekannter Sachverhalt wird hier verwendet: Genau dann
liegt ein (nicht auf der Geraden durch Ai, A +1 gelegener)

Punkt P auBerhalb des Kreises mit A1A1+1 els Durchmesser,
wenn §A PA; . <9o gilt.
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6A. Zur Abkiirzung wird W fiir einen Miinzwurf mit dem Ergebnis
"Wappen" und Z fir einen Wurf mit dem Ergebnis "Zahl" ge-

schrieben. :

a) Da fiir n=3 der Diensthabende durch zweimaliges Werfen
der Miinze eindeutig bestimmt ist, entspricht jede mogli-
che Auswahl genau einer der Folgen (W,W),(W,Z),(Z,W),
(Z,Z), wobei die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten
der Folgen untereinander gleich sind, d. h. jeweils
gleich % . Offenbar werden durch die oben angegebenen
Folgen als Diensthabende, entsprechend obiger Reihenfol=-
ge, PJ,P P I’3 ausgewshlt. Folglich ergibt sich fiir die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten:

W=1 W=1 W=1.
157 avP - T3nE

b) Jeder moglichen Auswahl entspridht.genau eine (n-1)=ele=-
mentige Folge aus Wiirfen W und Z, wobei wiederum das Auf-
treten sémtlicher derartiger, Folgen gleichwahrscheinlich
ist. IThre Gesamtzahl ist gleich der Anzahl der Variatio-
nen von 2 Elementen in Gruppen zu n-1 Elementen und da-
mit gleich 221,

Diese (n-1)-elementigen Folgen seien in zwei Klassen A
und B eingeteilt. Zu A gehdren genau die Folgen, die mit
W beginnen, zu B genau die Folgen, die mit Z beginnen.
Weiterhin werde mit kiA (i=1,2,440,n) die Anzahl derje=-
nigen Folgen aus A bezeichmnet, bei denen Pi als Dienat-
habender ausgewdhlt wird; analog werde kB deflnlert.

Ist f eine Folge aus A und bildet man eine Folge T da-
durch, daB das erste Element von f durch Z ersetzt wird,
so ist f eine Folge aus B. Bei f werde P als Dienstha-
bendg; bestimmt. Da die Ergebnisse der Mﬁnzwurfe bei £
und £ ab 2. Wurf ilbereinstimmen, der 2. Wurf bei f zwi-
schen P2 und P3, bei ;rePer zwischen P3 und P4 entschei=-
det, wird folglich bei f der Schiiler Pi+1 als Dienstha=-
bender bestimmt. '
Analog gilt umgekehrt. Ist ? eine Folge aus B, die P, 4
als Diensthabenden bestimmt, und entsteht f aus f, indem
das erste Element durch W ersetzt wird, so ist f eine Fol=-
ge aus A und bestimmt Pi als Diensthabenden. Somit gilt
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k; = Kk 4 (i=1,2,000,0; k§+1= k? gesetzt). (1)

' Angenommen, die Auswahlmethode wire gereoht, dann miiBte
wegen der Gleichwahrscheinlichkeit der Auswahl fiir jeden
Schiiler gelten:

n=1
ki + k? = 211 = k (i=1,2’o-¢'n)o ; (2)

Aus (1) und (2) ergibe sich
A k (i=2,3...;,n+1; kg+1=k?'gesetzt). (3)

A

e Rl
Offenbar gilt ki = 0, weil P, sofort ausscheidet, wenn
beim ersten Wurf W f£d1l1t. Setzt man das in (3) fiir i=2

A _ ¥ und hieraus nach (3) fiir i=3

ein, so erhdlt man kz
weiter kg a O,
Andererseits gehdrt die Folge (W,W,Z,W,...,W) zur Klasse
A und fihrt zur Bestimmung von P3 als Diensthabendem;

de h., es gilt kg T 1. Mit diesem Widerspruch ist die
Annahme, die Auswahlmethode wire gerecht, fiir alle m = 3
widerlegt.

Bemerkungen:

Flir gewisse Werte von n gibt es auch andere (einfachere)
Moglichkeiten, auf einen Widerspruch zu schlieBlen.
So liefert z. B. filr ungerades n ein fortgesetztes Einset-

zen in (3) den Widersﬁruch (k# =) kﬁ+1 = K.

6B.

Fiir jedes n, das nicht Zweierpotenz ist, folgt sogar sofort
aus der Annahme der Gleichwahrscheinlichkeit ein Widerspruch
' pli=1

zur Ganzzaehligkeit der Folgenanzahl k = = (auch ohne daB
A

man erst die ki und kf_’ einfihrt und mit ihnen k in der Ge-
stalt (2) schreibt).

a) Eine solche Auswahl ist nicht stets moglich, z. B. nicht
fiir , '
) 1 5 - o _
x4 o Xy =ese= Xgg99 = 75 » *1000 == ¥19g7 = O-
Fiir diese Zahlen ist nd&mlich

2 2 S 8 _
x] +eeet Higgr = 56 + 750 = 10
und

3 3 4 .1 8 1 4
% vt Kigen =50 1-5—_0"“1'8‘3'6)56-—115*53%“'
die Voraussetzungen sind also erfiillt; aber fiir jede Aus-
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wahl von neun dieser Zahlen ist (wegen O<-11T5<—l— deren °
Summe 50

< 1 8 ¢1
8 = + + = 1,
<l
b) Eine solche Auswahl ist (unter den genannten Vorausset-
zungen) stets moglich. Zum Beweis sei fiir nichtnegative

x1,... .x1987

2 2
Xy + eee + X{ggy = 10 | (1)

3 3
und o.B.d.A. 5
> > _

x.l g xz-— ese = x1987 (3)
-vorausgesetzt.
WEhlt man dann die zehn Zahlen X49Xpyeee Xy BUS, SO gilt:
Falls x1>‘1 ist, ist erst recht x; +ee.ot x10>1.
Falls aber 1 2 x4 ist, folgt hieraus und aus (3)

1 222 (i=1,...,10).

Nochmals wegen (3), also X;=Xq0 ?0 (i=1,.00,10), folgt
hieraus

xi —X10 =>xi -x100 I?_ (i=1.000’10)0
Summiert man dies und wendet (1), (3) und (2) an, so erhilt

10 >% 3 10 5
in.f xi+x10-(10-2xi

i=1 i=1 i=1
% 1987 2
= X + X - X
=1t 710 i
1 1987
28 0L B
i= - i=11
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Uber die Auflésbarkeit gewisser Gleichungen

Eingangs wollen wir einige grundlegende Begriffe kldren, oh-
ne ndher ihre allgemein bekannte Bedeutung zu erldutern.
Zuerst soll der Begriff der algebraischen Erweiterung unter-
sucht werden. Dieser spielt eine grofBe Rolle bei dem Problem
der AuflBsung einer Gleichung.

Es sei uns ein ZahlkoSrper K vorgegeben,

Def.1: Eine Zahl or heilt algebraisch iiber dem Korper K genau
denn, wenn es Koeffizienten Byseces € K gibt, so daBar

eine Wurzel der Gleichung aoxn+a1xn‘1+...+an=0 ist.

Im anderen Eall wollen wir er transzendent iiber K
nennen,

Bemerkung: So ist jedes Element aus K algebraisch iiber K
(x-a=0) . .

Def.2: Unter KLaIwollen wir die Menge aller Zahlen der Ge-
stalt g(q)=ao+a1w+...+an¢n verstehen, wobei ne N und
ao' ...’.ané K.
Bemerkung: Es bleibt dem interéssierten Leser iiberlassen,
nachzupriifen, daB KZ«Jeinen Ring bildet.

Def,.3: Man versteht unter der durch Adjunktion von e zu X ent-
stehenden einfachen Erweiterung den ZahlkSrper Kfr),
wobel die Elemente von K(@r) die Gestalt

é;g,} mit g(@r)40 und fler), glee)s K{af habven,
Wir wollen nun als erstes eine wichtige Aussage dariiber tref-
fen, wann eine Gleichung der allgemeinen Gestalt
n n=1
£(x) = a X + 84X + oo +8, =0 (1)

durch Radikale auflSsbar ist. ‘
Zuvor gehen wir aber zum Kdrper R(ao,...,an) iiber, indem wir

die Koeffizienten Bsesesly adjungieren, und zwar zum KSrper

R der rationalen Zshlen.
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Den erhaltenen Kdrper nennt man Rationalit@tsbereich der vor-
gegebenen Gleichung. Wir wollen ihn mit 4 bezeichnen. Nun ad-
jungieren wir zu 4 noch die Wurzelnar,s, oo g0l und nennen den
erhaltenen Erweiterungskdrper 41 = a (d,l j# B "'n) auch Normal-

k8rper oder GALOISschen Kdrper der gegebenen Gleichung,
Mit diesen Bezeichnungen gilt der

Satz 1:

‘Beweis:

Die Gleichung f(x) = aoxn + a0 + 8, = 0 ist genau
dann in Radikale auflisbar, wenn der Normalkdrper
einen Erweiterungskirper = a4 (31, i '91-:) besitzt,
den man dadurch erhélt, daB man zu A gewisse Wurzeln

n n
91= ':l‘/A?i 92’ —eﬂ; see 9k= n_]VA_"]_{-‘ adjun_

glert, wobei A4 inA, A, in A (g,), A; in a (91,32) '
usw, enthalten sind. ' z

1.Teil: Unter der Voraussetzung, daB die Gleichung
durch Radikale aufldsbar ist, lassen sich die Wurzeln
der Gleichung aus ihren Koeffizienten und Radikalen
#4» +++ 9@y durch endliche Kombination der vier Grund-

rechenarten gewinnen. Da der Kdrper Z"A(gqs :fk)

jedoch die Koeffizienten a -++ y8, ebenso wie die

O’
Radikale @4y +-. 19 enthélt, miissen auch die Wurzeln

s o+ gor, in 2 liegen, da jeder Kbrper beziiglich

der Grundrechenarten abgeschlossen ist. Damit ist £
als kleinster Zahlkdrper, der 4 und o,y +.. jof, ent=

hdlt, ein Teilkdrper von &.
Wenn wir nun umgekehrt davon ausgehen, daB £ ein Teil-
k8rper von & ist, so sind die Wurzeln o 4y +.. ,& Un=

serer Gleichung in & enthalten. Somit lassen sich die
Wurzeln aus gewissen Radikalen 91, o ,91: und be-

stimmten Zahlen aus A darstellen. Da jedoch
A l'R(ao, ,an), kann jede Zahl aus A aus den Ko-
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effizienten erzeugt werden. Daher kann men die Wur-
zeln der Gleichung durch endliche Kombination der
vier Grundrechenarten aus Bos ese 8, und den Radi-
kalen erzeugen. Dies bedeutet, daB die Gleichung

durch Radikale aufldsbar ist. [ ]

Es s0ll nun im weiteren gezeigt werden, daB es fiir algebra-

ische Gleichungen vom Grade n » 5 keine Aufldsungsformel all-
gemeiner Art gibt. Auf Grund von Satz 1 wissen wir, daB eine
beliebige algebraische Gleichung vom Grade n genau dann durch
Radikale aufl8sbar ist, wenn der GALOIS-Korperd( s eee o)

in einem Erweiterungsksrperd (@15 ooe »8,) enthalten ist, der
" "
aus ‘ durch Adjunktion bestimmtenr Radikaley.l = ’AT bis
ﬂ hervorgeht, wobei jeweils Ag zu4(91, pew ,91_1)

gehbren sollte.
Bei genauerer Betrachtung erkennt man, daB man ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit davon ausgehen kann, daB die Nisecasny

Primzahlen sind. Der geneigte Leser mdge sich davon leicht
selbst iiberzeugen.
Wir adjungieren jetzt zu 4 jeweils eine primitive Py=te, oo,

Py-te Einheitswurzel, wobei die Bezeichnung Pqs eee sPp da-
rauf verweisen soll, daBl wir die Tgs eee Iy schon als Prim-
zahlen ansehen. Den so erzeugten Korperd GE.I, oha ,Ek) wollen

wir mit G bezeichnen. Wenn unsere Gleichung durch Radikale
aufldsbar ist, so ist sicherlich fihr Normalkdrper 2 im Korper
G(g.l, ess @) enthalten. Tritt der Fall ein, daB ein Radikand

Ai elines Radikalsfi die Gestalt Ai = api hat, wobei a ein
Element aus dem Kbrper G(g.l, — ,31_1) ist, dann stellt die
Adjunktion des Radikals g, zu G(g,, ... ,31_1) keine echte Er-
weiterung dar. Von dieser Uberlegung éusgehend, kommen wir zum

Satz 2: Ist Ai nicht die pi-te Potenz eines beliebigen Elemen-
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Beweis:

A

172

tes aus dem K&rper G(g,', o "’i-‘f)’ gso ist das Poly-
P
nom X 1—Ai iber G(y1, cee ,31_1) irreduzibel.

Wir filhren den Beyeis indirekt, indem wir annehmen, -
daB das Polynom % ~-A; iber G(g,, ... ,# _7) sich in

p.
die Form x “-Ay =@(x) ¥(x) zerlegen 1dBt, wobei @

und ¥ Polynome iiber G(yi, s ,f&_1) gind., Istg& eine

primitive pi—te Einheitswurzel und x_ eine beliebige

o}

Nullstelle, so lassen sich die anderen Nullstellen X,

in der Gestalt xz; =&T X, gschreiben., Damit nimmt das

konstante Glied b des Polynoms? die Form

. v vy
B T ot r . 1
b = (—1) xv.‘l sz & xvr-é {—Xo) mit‘— & P

und 1 € r <p; an. £‘i st offensichtlich eine p,-te Ein-
Py &P z P
heitswurzel und es gilt: b ie i( X, ) 1- (=1) iAr
p
" ) r = (- 1) ib i. Da jedoch 1 < r<p; und Py Prim-
zahl, sind r und P4 teilerfremd, somit existieren gan-
ze Zahlen s und ¥ mit rs + tpy = 1e Damlt gilt:
rs+pi p't rs, s Py

= A = (( 1)k A ¥ =5 Somit ist ent-
i i Ay
gegen unserer Annahme A; dle pi-te Potenz eines Ele-

_Ai

mentes aus G(’1’ es e ’fi_ul)o ]

'Zur weiteren Vorbereitung des Hauptsatzes bendtigen wir noch
4 Hilfssitze, von denen der nichste ohne Beweis angegeben wer-

den soll.

Satz 3:

Satz 4:

Gilt g, = —,/_46(91, cee 195 1), sO ist
g?e G(g1, coe P51 ){-—)pi teilt m.

Die Gleichung m&ge durch Radikale aufldsbar sein und

~ersei eine Wurzel dieger Gleichung. Ferner gelten die

wie oben vereinbarten Bezeichnungen. Dann existieren

Pe
Radikalef1=ﬁ ) ees 3§ = /A, (b €Xk) nit A,€GC,
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Beweig:

AEG G(?1), e ’Ah‘ G@-" L ’9h"'1) mit den fOlgen- .

den drei Eigenschaften: -1
2 h .
Tea=u, +@, + U@y + eee + uph-19h ~ (2), wobei

ufG(gT, e ,fh_1) gilt,
2.814 G, @, 4G(31)y o0 5 é G(Fys oee +8p_q)s
3€CG 0530 200 sSo1 )1 G(59:83:545 oo 2Ty y),
L ,a‘ G(31 ,92’ LN ] ,?h_z,?h),w¢ G(91’ ‘s we ’?h-1) .
Wenn die Gleichung (1) durch die Radikaley.‘, cor WF)
auflosbar i'st,. dann liegt ihre Wurzel or in
Q=4(3,, ... ,%,) und damit in einem Kirper der Ge-

stalt G(Q4s «vs ,$J)mit b € k. Somit 188t sich er in der
Ph"

Form xX=8, + 8€y + .o +lph—’ls,h darstellen, yobel

a; € G(y1, Y ,gh_.l). Wir diirfen nun ohne Beschrin-

xung der Allgemeinheit annehmen, daﬁyq¢ Gy, sos

eee ’gh‘ G(g1’ oo 'yh-1) under in keinem K'Cirper der

Gestalt G(,.|, cos 2B 11T 549 eee .9h) mit 1 = 1540305

liegt. Ansonsten kdnnte man in der Darstellung fiir er
einige Radikale weglassen. Nun miissen wir noch zeigen,
daf3 man bel pessender Wahl des Radikalsy h erreichen

kann, daB sein Koeffizient 8, in der Darstellung fiir

gleich 1 1ist, _
Eg gei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 8, # O mit

(1 = 1‘4 ph). Wir setzen dann a]’%l '31'1‘ Es gibt nun

wileder genze Zahlen s und t mit sl + tpy = 1. Wir er-
: _ 1=tp :
8_ls S h -t
a9%h %1%y = 81944y
’h vy'ﬁ mit v = AE&ES‘ G(?-‘, see ’9h_1)0

Offensichtlich ist gy € K(Pqyy «vv oF,_q), sonst wire

halten also: s,ie
h

und somit:
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auchyh = vy'gE.K(j'v ose ,Sh_.'). Das sollte aber nicht
der Pall sein. Wir ersetzen nun ?h durchg‘l'1 und be-
trachten wieder die Darstellung (2) fiirer:

d=a +a1\?h+a2véﬁs+.-.'+gh+ eeo e

ph-1 '(ph“1)ﬂ
soe + aph_1v 7y (3) .
(A4

In dieser Darstellung sind alle Potenzen vh von-
einander verschiede'xa;r :v%rt)asnﬁmlichgh ’h 8 (mit
Vi>V5), 80 wiirde @ L e gelten, und nach dem
angegebenen Satz 3 miiBte (v1-v2)s durch p, teilbar
sein. Wegen der Darstellung sl + tph = 1 kann s aber
nicht durch Py telilbar sein und wegen 0 ¢'v1-v2_< P

ist auch Vi=Vy nicht durch Py ;e.;.lbar. iogit 8ind al-
so fir v, # v, alle Potenzen3h1 undf' o voneinander

verschieden.
Es sei nun ve = qp, + r . Damn ist

’ q,r Py ad
’;B = (!ph) gh = bfh. mit b = (ghh) & G’(g." e e '?h 1).
Wenn nun v die Werte 1 bis ph——1 durchlauft, so durche
lauf'l: r in bestimmter Reihenfolge 1, ... sPy=1 . Dann
kenn. (3) in der Form 1
' 2 ' Ph~
geschrieben werden.,

Wir kommen nun zum ndchsten Satz, dessen Beweis an dieser Stel-
le den Rahmen des Artikels sprengen wiirde, den aber der interes-
sierte Leser in jedem guten Algebrabuch finden kann.

Satz 5: Wenn die Gleichung (1) dureh Radikale S1s oo 1 F mit
den Wurzelexponenten Pis eee »DPp aufltsbar ist, so sind

die &; sanzrationale Funktionen der Wurzeln der Glei-
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chung (1) mit Koeffizienten aus dem bekannten Kdrper G.
Jorg Dimler

Mathematik-Student _ Fortsetzung folgt!
5. Studienjahr _

Preisaufgaben
T 55 Vereinfache folgenden Ausdruck:

1 a3 + 1::3 + c3 = 3abc

(a=b)2 + (b-c)2 + (c-a)?

T 56 Lose folgendes Gleichun.gssysi_:em:

'x,|+...+xn-a

(mii.o y 1 ® 4,,00;0)

T 57 Finde solche Werte fiir p und q, daB die Ldsungen der

quadratischen Gleichung
1 | X"+ px+q O

gleich p und q sind.

T 58 Konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine
2 Kathete und die Summe der anderen Kathete mit der Hy-
potenuse bekannt sind.

T 59 Beweise:

B IO S . S Y B
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7T 60 OT CcTaHIMM A OTHOpABMJCA OOE3%, KOTOPHil MAET CO CKOPOCTHN
30 xu/4 uepe3 HEKOTOPOS BPEMA 3a HMM OTHPABMIICA BTOPOH

1 |moesx co ckopocTho 40 xuM/u. O6a moeafa ZONKHH OLJHM IOpH-
OHTEL Ha cTaHIEK B B OZHO X TO Xe BpeMA, HO KOTZa Ioes3k
OpomEN 2/3 PacCTOSHMA Me¥Ay CTAHUMAMM, 68T'0 CKODOCTH yMEHBb-
WMNAacCh BIBOE, IO3TOMY BTODO{ Hmoesf NOTHAJN IepBHit, He Zoes-
¥afg 10 cTaHuME B 8 kM, OmpeZeliHThR pPACCTOAHME MEXIy CTaH-
mmAME A ¥ B,
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20 Jahre WURZEL - Gelegenheit zu Riickblick und Ausschau

Siegmundsburg ist ein kleiner Ort am Rennsteig, an dem die
Sektion Sportwissenschaft der Friedrich~Schiller-Universitét
ein Trainingszentrum unterh8lt. Dieser Ort liegt ca. 94 Ki-
lometer von Jena entfernt. Aber auch von wesentlich weiteren
Wegen lieBen sich die ehemallgen Mitglleder der Redaktion
nicht abschrecken, um das 20~jéhrige Bestehen "ihrer" Zeit-
schrift zu felern, natiirlich zusammen mit den Aktiven und

in der gemeinsamen ﬁberzeugung, daB die WURZEL immer jung
bleibt.

Unsere Schiillerzeitschrift WURZEL wurde mit der Zielstellung
gegrindet, die Leser an die Mathematik heranzufithren, ihnen
Anregung zur Beschéftigung mit der Mathematik iiber den Schul-—
stoff hinsus zu gebén und das Mathematikstudium vorzuste