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Eréiaaufgaben

Preisaufgaben

U 1 Ldse folgende Gleichung

221, 4 a5 4 3,254 1,625 4 ..s
wobel die rechte Seite eine unendliche geometrische
Reihe darstellt.

o

U 2 Beweise folgende Gleichung:

sinsx + cosex + 351:12:: . coaax- 1 ®

ad

U 3 Lése folgendes Gleichungssystem:

x3+x3y5+y3-'l7

X+ Xy+Yy = 5 .

—=.

U 4 BEs seien m, n und p die Liingen der Seiten eines beliebi-
gen Dreiecks. Beweise die folgende Ungleichung:

m2+n2+p2¢2(mn+mp+np).

=2

U 5 'Bestimme die Menge aller x, fiir die gilt:

/ log VX'
x >2 .

=2

U 6 XopAa oxpyxHocTH paBHa IO cM. Uepes OAMH KOHEL XODAN Ipo-
Be/leHa KacaTelNbHad K OKPYXHOCTH, & 4epes Zpyroft — CeKymas,
fapall JelbHas kacaTelbHo#t. OmpeZe MTE PaZUyC OKPYHHOCTH,

=

8CJI BHYTPEHHMY OTpPe3Ok cexyueft pased I2 cu,

EinsendeschluB: 1. 5. 1988

Aufgaben zur gegenseitigen Lage von Ebenen und Kérpern
(Fortsetzung)



I.Ese_beziehunﬂ

(T5)

L'=q’ (7l

(%)

(%)

Das Fiinfeck (T1)(T2)(T3)(T4)(T5) entspricht nach Konstruktion
der wahren GroBSe und Gestglt des PFiinfecks T1T2T3T4T5.

Als zeichnerische Kontrolle kenn das Ergebnis des ersten Aufge-
benteils, wonach T;TE][T;TZ und T;T;}fTET;'iat, genutzt werden.
Der Neigungswinkel der Schnittebene mit der Bildebene iast dem
Aufrifl zu entnehmen.

Variante 2: Eintafelbild

Theoretische Grundlagen

Bei dieser Konstruktionsmoglichkeit ist fiir das Umklappen der
Schnittfigur in die Bildebene erst die Schnittgerade der
Schnittebene mit der Bildebene zu bestimmen. Im Unterricht der
- POS wurde dafiir der Begriff "nullte Hohenlinie h " verwendet.



Lagebeziehungen ' '
2ur Konstruktion dieser Hohenlinie werden die "DurchstoBpunkte®

zweier in der Schnittebene liegenden Geraden durch die Bild-
ebene bendtigt.

Am Beispiel eines schriig zur Bildebene im Raum liegenden Drei-
ecks ABC sei das erléutert. Die Geraden durch die Eckpunkte A,B
bzw. AC durchstoBen die
Bildebene in den Punlk-
ten 31 und 32.

Die Gerade & durch die
Punkte'S1 und S, ist
die gesuchte Schnittge=-
rade der Dreiecksebene
mit der Bildebene. Zur
Kontrolle kann noch der
DurchstoBpunkt der Ge-
raden durch die Eckpunkte B und C des Dreiecks konstruiert wer-
den, der ebenfalls auf der Schnittgeraden s liegen mus.

Die Konstruktion der Punk-
te S1 und 82 erfolgt durch

c' ,
das Umklappen der Dreiecke T - &
S4B'B bzw. S,C'C in die CC////”M//M .
Bildebene - analog dem in 4" c
{ _ >
der POS vermittelten Ver- < \‘*\ A

fahren zur Bestimmung der
wahren Linge einer Strecke
und des Neigungswinkels einer Strecke gegen die Bildebene.
Ferner werden zur Konstruktion der wahren GroBe und Gestalt der
Schnittfigur mittels Eintafelbild noch "Fallinien" benstigt,

de h. die Geraden einer Ebene, die senkrecht zu den einzelnen

- Hohenlinien dieser Ebene verlaufen. Damit steht das Bild (der
RiB) einer Fallinie ebenfalls senkrecht auf der "nullten Hi-
henlinie",

Fir die einzelnen Dreiecke PFPP', die vom Originalpunkt P, sei=-
nem Bildpunkt P' und dem Fullpunkt Fp der Fallinie durch den
Originalpunkt auf der Hohenlinie h0 gebildet werden, wurde in
der POS der Begriff "Stiltzdreieck" benutzt.

Mittels dieser Stiitzdreiecke kann die Umklappung der Originale-
punkte der Sehnittfigur in die Bildebene konstruiert werden.
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Die fiir das Stiltzdreieck er-
forderliche Seitenlénge PP

ist dem HohenmaBstab des Ein-
tafelbildes zu entnehmen.

Das so konstruierte Dreieck
(A)(B)(C) entspricht der wah-
ren GroBe und Gestalt des Drei-
ecks ABC. Der Neigungswinkel
der Dreiecksebene zur Bild- : .
ebene kann in einem der Stlitzdreiecke gemessen werden.

Ausfilhrung

In unserer Aufgabe vereinfacht sich 'allerdings die Konstruktion
~der wahren GroBe und Gestalt der Schnittfigur. Nach Vorausset-
zung ist PR parallel zur Bildebene und stellt somit selbst eine
Hohenlinie der Schnittebene dar. AuBSerdem mu8 die Unklappung
der Schnittfigur in die Bildebene nicht unbedingt um die Sohni tt-
gerade (nullte Hohenlinie) erfolgen, sondern kann durchaus auch
um jede andere Hohenlinie der Schnittebene vorgenommen werden.
Die Schnittfigur erscheint denn in der durch die gewdhlte HG-
henlinie bestimmten Ebene, die parallel zur Bildebene liegt.
Beim Einzeichnen der Stiitzdreiecke muB dann aber die neue Hi-
hendifferenz der Originalpunkte zu dieser "Hilfs"-Bildebene be-
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achtet werden. R

(1) ir)

- PN T'=@'= (%)

(P

(1o (%)

Pl

Fir die Konstruktion wird zweckméBigerweise der ™niedrigste"
Punkt der Schnittfigur, also T2 = Q gewkdhlt. Die Parallele zu
P'R' durch Q' ist die fiir die Umklappung erforderliche Hohen-
linie hq. AuBerdem vereinfacht gich die Konstruktion, wenn zu=
nédohst das Dreieck PQR in die "Hilfs"-Bildebene umgeklappt
wird. Man kommt mit einem Stiitzdreieck aus, da P und R gleich
hoch liegen. Mittels der Schnittpunkte der verléngerten Fall-
linien durch T{, L. T& und Té mit den Dreiecksseiten des Drei-
ecks (P) (Q) (R) kann die wahre Gr&Be und Gestalt der Schnitt-
figur T1T2T3T4T5 sofort angegeben werden.

Die Kontrolle kann wie bei Variante 1 durchgefithrt werden.

Der Neigungswinkel der Schnittebene mit der Bildebene kann dem
Stiitzdreieck entnommen werden.

Determination , .
Nicht immer ist die Schnittebene wie in unserem Aufgabenbei-
Spiel so durch drei nicht auf einer Gerade liegenden Punkte
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vorgegeben, daf zwei der Punkte auf einer zur Bildebene paral-

lelen Geraden liegen. Deshalb ist die Variante 1 zur Lisung
analoger Aufgaben allgemein nicht so einfach zu realisieren,
auch bel Anwendung der Variante 2 knnen Schwierigkeiten auf-
treten. Eine Kopplung beider Varianten erweist sich als zweck-
miBig.

Wiederum am Beispiel eines Dreiecks ABC in allgemeiner ILage im
Raum sei das gekoppelte Vorgehen demonstriert.

Ausgehend von einer A"
1

Darstellung des Drei-
ecks im Zweitafel-
bild wird eine zwei=-
te AufriBebene ge-~
sucht, zu der das
Dreieck ABC senkrecht
steht, um das Verfah-
ren nach Variante 1 =
vollziehen zu konnen.
Zur Realisierung wird (a)
durch einen Eckpunkt -
des Dreiecks eine HG-
henlinie gelegt, die, £>
um einen weiteren Be- <
zugspunkt zu erhalten,
eine Dreileckseite : _\\\
schneiden muB. In un- '
serem Fall wdre das A

die Hohenlinie durch

den Eckpunkt C., Die 4
zeichnerische Ldsung @)
wire im AufriB eine

Parallele durch C? zur

RiBachse. Der somit 3
erhaltene Schnitt-

punkt E" mit der Drei- =
eckseite K?ﬁ?'wird in

den Grundrif iibertra-

gen. Durch gein Bild E!

"
Ay -
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auf der Strecke ATB' mit dem Punkt C' ist das Bild der Hihen-
linie im GrundriB bestimmt. Da die Fallinien durch die Eckpunke
te A und B des Dreiecks senkrecht auf der Hohenlinie hc stehen,
muS die RiBachse der zweiten gesuchten AufriSebene parallel zu
den Fallinien der Dreiecksebene gezeichnet werden, damit die
Dreiecksebene senkrecht auf der zweiten AufriBSebene steht

(z. B. Parallele zu A'F}). Bel exakter Konstruktion milssen dann
die Bildpunkte Al, Bg und Cg auf einer Geraden liegen, die mit
der RiBachse den Neigungswinkel o der Dreiecksebene mit der
Grundrifebene einschlieBSt. Das weitere Vorgehen zur Bestimmung
der wahren GrdBe und Gestalt des Dreiecks ABC bzw. der durch
diese Ebene bestimmten Schnittfigur ist das bereits bekannte.

Das hier beschriebene Vorgehen empfiehlt sich besonders dann,
wenn die Sochnittfigur zundchst nicht im AufriS K darstellbar ist,
sondern nur der Kdrper und die durch drei Punkte gegebene
Schnittebene in allgemeiner Lage. :

Ist allerdings die Schnittfigur als solche durch das Zweitafele
bild dargestellt, kann nach der bereits dargestellten Konstruk-
tion einer Hohenlinie im Auf- und GrundriB sofort die wahre
GroBe und Gestalt der

Schnittfigur durch Pa- A

ralleldrehen zur Grund=-
riBebene konstruiert wer-
den. Ist beispielsweise
unser fiir die Demonstra=-
tion gewihltes Dreieck ABC
nicht die Schnittebene,
sondern bereits die Schnitt-
figur, so 1&B8t sich mit=-
tels des umgeklappten Stiitz-
dreiecks A'FA(A) der Eck-
punkt (A) des Dreiecks kon-
struieren. Da C auf der ge-
withlten Hohenlinie liegt,
ist C' gleich dem Eckpunkt
(C) des Dreiecks. Fermer
liegt der Eckpunkt (B) des

(8)
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Dreiecks sowohl auf der Geraden durch (A) und E' als auch auf
der Senkrechten zu hé durch B', so daB die Zuhilfenahme eines
weiteren Stlitzdreiecks nicht erforderlich ist. Der Nachteil
besteht in dieser Darstellung darin, daB sich die Bilder der
Dreiecke A'B'C' und (A)(B)(C) gegenseitig iiberdecken.

3. Aufgaben zur selbsténdigen Bearbeitung
Hinweis

In einem der nachfolgenden Hefte werden eventuell erforderli-
che Losungshilfen zur Bew#ltigung der Aufgaben bzw. die Ldsun-
gen selbst zur Kontrolle angegeben.

Aufgabe 1:
In unserem erdrterten Beispiel schnei-

[ det die durch die Punkte P, Q und R
festgelegte Ebene einen Viirfel in
‘ einer (ebenen) Figur.
g Konstruieren Sie die wahre GroBe und
Gestalt dieser Figur fiir B = 4 om,
PF = 6 cm, QF = 2,5 om, RF = 5om!
-Bestimmen Sie zeichnerisch den Neigungswinkel der Ebene PQR zur
GrundriBebene!

Aufgabe 2:
Streckenléngen und Winkel, die sich konstruktiv ermitteln las-

sen, kinnen auch berechnet werden. Dazu sind die'bekannten
Strahlensétze, die Satzgruppe des Pythagoras und asndere in der
Planimetrie vermittelten Sdtze auf den Raum zu Ubertragen.
Entwickeln Sie fiir die Aufgabe 1 Formeln zur rationellen Be-
rechnung der Seitenléngen der Schnittfigur und des Neigungs-
winkels der Schnittebene zur Bildebene!

Berechnen Sie die einzelnen Seitenléngen und den Neigungswin-
kel fiir die in Aufgabe 1 angegebenen Bedingungen, und verglei-
chen Sie die zeichnerisch und rechnerisch ermittelten Resulta-
te miteinander!

Aufgabe 3:
Bei dem in Aufgabe 1 im Schriighild dargestellten Sachverhalt



Lagebeziehungen 1“
seien die Punkte P, Q und R auf dem jeweiligen Strahl EE'

und FG frel beweglich.

Geben Sie Bedingungen fiir die Iage von P, Q und R auf den je-
weiligan Strahlen an, so daB nachfolgend angefiihrte Figuren
beim Schnitt des Wilrfels durch die Ebene PQR entstehen!

a) gleichseitiges Dreiéck e) gleichschenkliges Trapez

b) gleichschenkliges Dreieck f) regelmiBiges FMinfeok

.¢) unregelmiBiges Dreieck g) beliebiges Sechseck

d) Quadrat ' h) regelmiBiges Sechseck
Aufgabe 4:

Flir den Flécheninhalt einer schriég zur Bildebene 1:I.egondan Pi-
gur gilt die Formel A = '5'5%%:_ .

(A = Flécheninhalt der Originalfigur,

A' - Fldcheninhalt der im GrundriB abgebildeten Fgur,

« - Neigungswinkel der Figur zur Bildebene)

Ieiten Sie mit Hilfe nebenstehender Abbildung die angegebene
Formel her, indem
Sie Zerlegungen
bzw. Erginzungen
von ebenen Figuren
nutzen!

Berechnen Sie mit-
tels dieser Formel
den Flédcheninhalt
der Schnittfigur
von Aufgabe 1!

Aufgabe 5:
Durch ‘ein Schréigbild (g = %) ist ein Wiirfel und eine Schnitt-

ebene mittels der Punkte P, Q und R vorgegeben.



11

Jahresinhaltaverzeichnig
5671 5e2e
R i
!
'
]
|
{
I T
'
P o i el o
7
.
? .

Ermitteln Sie fiir die Abbildungen 5.1. ung 5.2. die wahre
Grofe und Gestalt der Schnittfigur und den Neigungswinkel der
Schnittebene zur GrundriBebene! '

Horn

Dr. Rainer D&rr
FSU, Sektion Mathematik

Bereich Methodik
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Pythagoras

Verallgemeinerung des Satzes des Pythagoras

In diesem Abschnitt soll der Satz des Pythagoras in zweierlei
Hinsicht verallgemeinert werden. Zuerst soll seine Giiltigkeit
im dreidimensionalen euklidischen Raum untersucht werden und in
einem zweiten Teil soll dieser Satz in der euklidischen Ebene
variiert werden.

(1) Der Satz des Pythagoras besagt, da8 die Summe der Fléchen-—

inhalte der Quadrate {iber den Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks genauso groB wie der Flécheninhalt des Quadrates
liber ‘der Hypotenuse ist. Sind also &, b die Katheten des
rechtwinkligen Dreiecks und ¢ dessen Hypotenuse, dann gilt
32 + b = 02. Bekannt ist die Moglichkeit zur Berechnung
der Raumdiagonalen eines Quaders mit e2 = 32 + b2 + 02
(Abb. 1). Betrachten wir

den Quader und stellen uns
die Aufgabe, die Figur in
Teile zu zerlegen, in de- '. “fq?
nen die GréSe e, a, b, ¢ A,
Korperkanten sind und die ’

Seitenflédchen simtlich <@ \\
rechtwinklige Dreiecke &“

ausmachen, erfiillen 6 sol- __.,.g'_'
che Teile die gestellte -
Forderung, wobei eine solche .
Figur schraffiert in Abb. 1 hervorgehoben ist. Eine derar-
tige réumliche Figur wird als Orthoschem bezeichnet. Ein
Orthoschem besitzt sémtlich rechtwinklige Dreiecke als Sei-
tenfléchen im dreidimensionalen Raum und ist durch einen
total-orthogonalen Kantenzug (Abb. 2) ausgezeichnet. Dabei

| gilt: al b L ¢

Beim Vergleich mit Abb. 1 1&8%

sich unschwer die Beziehung

e2 = a2 + b2 + 02 als richtig aner-
kennen. Diese Gleichung wird als
"rdumlicher Pythagoras" bezeichnet.
Das Analogon zum rechtwinkligen
Dreieck stellt somit das Orthoschem

-'"
r

/4

Abb. 1
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(2)

(oder orthogonaltetraeder) im R~ dar und der "rédumliche
Pythagoras" ist eine analytische Moglichkeit der Beschrei=-
bung dieser Figur.

Eine anders geartete Verallgemeinerung ergibt sich, wenn wir
die Gliltigkeit des Satzes untersuchen und dabei die Quadrate
durch andere Figuren ersetzen., Die Giiltigkeit fiir quadrati-
sche Flédchen mit 32 + b2 = 02 188t gich auch in der Form
schreiben, daB die Fléacheninhalte A1 = a2, Az = b2, A3 = 02‘
die Gleichung A1 + 4, = A3 erfiillen. Es soll nun untersucht
werden, welche Bedingungen an die Figuren iiber den Dreiecks-
seiten gestellt werden milssen, damit die genannte Gleichung
fir beliebige Figuren erfiillt ist. Natiirlich erhebt sich
sofort die Bedingung, daB das Dreieck rechtwinklig ist, al-
80 a2 + b2 = 02 Gliltigkeit besitzt. Da Quadrate einander
stets #dhnlich sind, soll als weitere Forderung, zundchst als
Vermutung, formuliert werden, wenn die Figuren iiber Kathe=-
ten und Hypotenuse #&hnlich 8ind, dann gilt die Beziehung
&1+A.2=A3.

Das so0ll im folgenden bewiesen werden:

Bs ist bekannt, daB sich Flécheninhalte &hnlicher Figuren
wie die Quadrate entsprechender Seiten bzw. Strecken verhal-
ten. Es gilt somit am rechtwinkligen Dreieck das Verhéltnis
a- : b2 :t 0" = A1 : Az : A3. Aus dieser Proportion lagsen
sich mehrere Verhéltnisgleichungen aufstellen.

A A A
1 b 2 1
(1) -2': - I, (2) i (3) -1,: -

0.B.d.A. widhlen wir 2 Proportionen aus, etwa (2) und (3)e 2
Durch &quivalente Unformung ergeben sich aus (2) Ay = AB'EE
c

und sus (3) 4, = AB-EE . Die Addition von A; wnd A, liefert

fgf(ae+b2)c |
A1 + A2 = 02 und da nach unserer 1. Forderung
32 + b2 = 02 ist, ergibt sich A1 + A2 = A3.
Dieses Ergebnis 1l#8t sich als Satz formulieren:

Satz: Sind bei einem rechtwinkligen Dreieck die Figu=

ren liber den Katheten und der Hypotenuse ghnlich,
dann erfiillen deren Flédcheninhalte die Gleichung

A1 +A2’= A3¢ ’ ‘
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Ein Beispiel mit Halbkreisen als &hnliche Figuren soll
dies belegen.

A + A.z = A
Fﬂr die Halbkreisrlaohe A gilt:

A = LE— u.nd somit

v '5: .(2.) + .2. .(2.) (E') » Woraus
Xbb. 3 a2 + b% = ¢ folgt. -
Literatur:

i

/1/ Pythagoras - milssen es immer Quadrate sein? in: alpha 3/85
W. Jungl, Volk und Wissen Volkseigener_ Verlag Berlin 1985

/2/ Polyedergeometrie in n-dimensionalen Ré&umen konstanter
Krimmung. J. BShm/E. Hertel, VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin 1980.
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Froblem des LLucas

"Ein Objekt heift rekursiv,

wenn es sich selbst teilweise enthilt

oder durch sich selbst definiert ist."
(Niklaus Wirth, 1979)

Vor 100 Jahren brachte ein Monsieur Claus (das Anagramm des
Mathematikers Lucas) ein Spiel mit folgender Legende auf den
Markt: Zu Benares in Indien gibt es einen Tempel, in dem seit
vielen Jabrhunderten Priester bemiiht seien, einen Turm so zu ver-—
setzen, wie Brahma es ihnen selbst geboten habe. Der Turm besteht
angeblich aus 64 der Griéfle nach geordneten und auf einer Stange
aufgesteckten diinnen goldenen Blattchen. Sobald die Ménche
dieses Ritual hinter sich gebracht haben, wird der Tempel :zu
Staub zerfallen und die Welt mit einem Donnerschlag untergehen.
Das Spiel ist unter dem Namen "Tirme von Hanoi" bekannt geworden.

Als Modell eignen sich drei senkrechte Stangen, die auf einem
Holzbrett befestigt sind. Auf einer der Stangen (Nr.1) steckt am
Anfang eine Anzahl unterschiedlich groBer, in der Mitte durch-
bohrter Scheiben. Sie sind nach abnehmender GroBe von unten nach
oben ubere:nandergestapelt.

Diese Scheiben werden nun nach den folgenden Regeln versetzt:

1. Stecke immer nur eine Scheibe von einer Stange auf eine
andere um.

2. Lege stets eine kleinere Scheibe auf eine griéfiere.

Alle Scheiben sind auf eine andere Stange (Nr. 2) zu versetzen.
Gesucht ist die optimale Lisung dieser Aufgabe, also ein Verset-
zen in mbéglichst wenig Schritten.

In diesem Artikel werden wir Programme zur Lésung dieses Problems
erarbeiten und diskutieren. Darilber hinaus werden einige all-
gemeine Aussagen zur Anwendung rekursiver Prozeduren und Funk-—
tionen formuliert.

Die Scheiben bekommen der GréfBe nach die Nummern 1 bis n.
Die kleinste Sch31he tragt die Nr. 1. .

Problem: Lege k Scheiben von a nach b!

e ey e e e e

Ist k=0,
s0 ist keine Versetzung
vorzunehmen.
Andernfalls
lege die obersten k-1 Scheiben
von Stange a nach Stange c,
.- dann die k—-te Scheibe
von a nach b
und anschlieflend die obersten k-1 Scheiben
von Stange c nach Stange b.
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Diese Vorschrift besitzt eine rekursive Struktur, denn um k-1
Scheiben zu versetzen, mufd die gleiche Vorschrift wiederum
angewandt werden (fir k := k—-1). Der Abbruch ist gegeben, wenn
k=0 gilt. ’

Beispiel:

k=4 Scheiben von Stange a=2 nach Stange b=1:
{a) 3 Scheiben von Stange a=2 nach Stange c=2
(b) die 4. Scheibe von Stange a=3 nach Stange b=1 /
(c) 3 Scheiben von Stange c=2 nach Stange b=1

k=3 Scheiben von Stange a=3 nach Stange b=2:
(a) 2 Scheiben von Stange a=3 nach Stange c=1
(b) die 3. Scheibe von Stange a=3 nach Stange b=2
(c) 2 Scheiben von Stange c=1 nach Stange b=2

k== Scheiben von Stange a=2 nach Stange b=1:
(a) 2 Scheiben von Stange a=2 nach Stange c=3
(b) die 3. Scheibe von Stange a=2 nach Stange b=1
(c) 2 Scheiben von Stange c=3 nach Stange b=1

und so weiter

Mit der Formel c = &6-a-b kann die Nr. der jeweiligen "Hilfs-
stange"” C berechnet werden.

Die Vorschrift wird gestartet mit:
Alle n Scheiben von Stange a=1 nach Stange b=2.

Die Notation der Lidsung kann auch in Form von Struktogrammen
erfolgen:

Unterprogramm Hanoi (k,a,b)

k>=1 y

ja nein

Hanoi (k—1,a,6—a-b)

Drucke k,a,b
(k-te Scheibe von a nach b)

Hanoi (k—1,6—a-b,b)

Hauptprogramm

Lies n

Hanoi (n,1,2)
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Das Struktogramm 14Bt sich leicht in ein Turbo-Pascal-Programm
ibertragen.

PROGRAM Tuerme_von_Hanoi ;
VAR n, Anzahl: integer;

{$A-3
PROCEDURE Hanoi {(k, a, b: integer);
GIN
IF k >= 1 THEN
BEGIN
Hanoi(k - 1, a, &6 — a — b))
write(k 3, 'ty a, ‘=", b);

Anzahl := Anzahl + 1;
Hanoi(k - 1, 6 — a - b, b)
END
END;
{$A+3

BEGIN

clrscr;

write('Anzahl der Scheiben: ')

readlnin) '

Anzahl := 03 ‘
writeln( ' Bewegungen der einzelnen Scheiben: ')g
writeln(’'Scheibe : von =2 nach’)j;

Hanoi(n, 1, 2);

writelns;

writeln(’'Anzahl der BRewegungen: °, Anzahl)
END.

Mit der globalen Variablen Anzahl wird die Anzahl der Bewegungen
ermittelt. Geben Sie das Programm z.B. in einen Personalcomputer
1715 ein und starten Sie es fir verschiedene n. Ermitteln und
begrinden Sie den Zusammenhang zwischen n und Anzahl'! Schitzen
Sie ab, wie lange man bendtigen wirde, um 44 Scheiben umzusta-
peln!

k, a und b sind formale Wertparameter. Hei jedem Aufruf der
Prozedur Hanoi wird Speicherplatz fir diese Variablen bereit-
gestellt.

Man sieht an der Prozedur Hanoi, dafl rekursive Programme oft sehr
kurz und elegant sind. Der Mensch ist - im BGegensatz zu einem
Computer - jedoch nur schwer in der Lage, den Uberblick bei der
Programmabarbeitung zu behalten.

Der folgende gerichtete Graph illustriert die Programmabarbeitung
(Beispiel n=4), wobei die Pfeile die Aufrufe und die Riickkinfte

angeben. !

Die Zahl in Schragstrichen gibt die Reihenfolge der Drucke an.
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anol
Drucke 1,1,3} 71/
anpif1,1,3 anoi (0,2,3)
Drucke 1
. [Banoi (1,3,2 anoi (0,3,1)

127 Drucke 1,3,2]| /3/
anoi (2,1,2 ﬁanuilo.l,illl
rucke
anoi(2,2,3 anoi

8/ Drucke 1, 15/
anoi(1,2,1 anpi (0,3,
Drucke 2,2 :
anoi (1,1,3 anoi
[Xy; Drucke 1,1,3] /7/
anoi (3,1,3 anpi(0,2,3)
anoif(4,1,2 Drucke 4,1,2 j
anoi {3,3,2)
/8/ 191
anoi (1,3,2
Drucke 2,3,1
anoi (1,2, anoi({0,2,3
- 110/ Drucke 1,2 111/
anoi (2,3,1 anoi (0,3,1)]]
Drucke 3,3,2
anoi (2,1,2 mmim
112/ Drucke 1 /137
anoi(1,1,3 anoi {0,2,3)]
Drucke 2,1, )
anoi (1,3 anpi(0,3,1)
/14/ Drucke 3 115/
anoi (0,1,2)]|
— 0 $ - 1 $ 2 $ 3 $ 4 -—

Rekursionstiefe

Der Computer realisiert rekursive Prozeduren und Funktionen mit
Hilfe eines Stapels (Kellerspeicher, stack) fiir die Parameter
u.a. BrofBen. Das Element, das als letztes in den Stapel einge-
bracht wurde, ist das erste, das aus dem Stapel zu entnehmen ist.
Ein Stapel arbeitet nach dem LIFO-Prinzip (last in - first out).

\ [ € Stapelzeiger (stackpointer)

zeigt auf das oberste/top Element

|

J

Bei jedem rekursiven Aufruf einer Prozedur bzw. Funktion werden
gestapel t:
i. die Riickkehradresse und
o. die Werte aller lokalen Variablen (auch die der Wertpara-
meter).
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Die Rickkehradresse markiert entweder die write-Anweisung (beim
1. Aufruf), oder das Ende der Prozedur Hanoi (beim 2. Aufruf).
Denken Sie daran, daB das Pascal-Programm’ bei der Programmabar-—
beitung als Maschinencode vorliegt! (Im Pascal fir Kleincomputer
kénnen nach dem Compilerlauwf die Maschinencode-Adressen der
einzelnen Programmzeiler angesehen werden.) Nach der Abarbeitung
von Hanoi erfolgt ein Entstapeln der Riickkehradresse sowie der
Werte der lokalen Variablen. Damit wird ein Pulsieren des Stapels
deutlich.

Es ergibt sich die Frage nach der Effizienz des rekursiven Pro-
grammierens. Bei jedem rekursiven Aufruf seien ¥ Bytes zu
stapeln. Sind n Scheiben zu versetzen, so ist die Rekursionstiefe
maximal n (vgl. die Angaben an dem gerichteten Graphen). Daher
sind maximal n # » Bytes im Stapel eingetragen. Der Speicher-
platzaufwand widchst also linear mit der Problemgrifie n. Dies

ist ein ginstiges Verhalten. Mit der Compiler-Direktive {($A-3
wird in Turbo-Pabcal die Befahigung der Rekursivitat eingeschal-
tet. Aufgrund des Aufwandes im Hintergrund zum Stapeln und
Entstapeln ist ein rekursives Programm in der Regel langsamer als
ein iteratives Programm, das das gleiche Problem lést.

Rekursives FProgrammieren ist also dort angebracht, wo die
Probleml 6sung eine besonders naheliegende rekursive Struktur
besitzt und wo sich nicht unmittelbar eine iterative Problem-
lésung angeben lant.

BASIC verfigt nicht Gber einen Mechanismus fur rekursive Prozedu-
ren und Funktionen. Wenn Sie dennoch rekursiv programmieren
mochten, so sind Sie verpflichtet, den Stapel selbst anzulegen
und zu verwalten. Als Datenstrukturen eignen sich ein— oder
mehrdimensionale Felder, in die die Werte der "lokalen Variablen"
eingetragen werden. (Der Speicher eines Computers kann als ein-
dimensionales Feld aufgefafit werden.)

Im folgenden wird ein BASIC—Programm angegeben, das auf einem
Kleincomputer (KC B85/2) entwickelt wurde.

10 CLS .
20 INFPUT "Anzahl der Scheiben:"j;K : PRINT
30 DIM R(K,3)
40 A=1 : B=2 : H=0
S0 IF K<>0 THEN GOSUEB 100 : ELSE GOSUB 200
60 IF K<>0 OR H<>0 THEN 50
70 END ~
1

100 REM Stapeln

110 H=H+1

120 R(H,1)=K & R(H,2)=A 2 R(H,3)=B
130 K=K-1 : B=6-A-B

140 RETURN

200 REM Entstapeln

210 K=R(H,1) : A=R(H,2) : B=R(H,3)
220 H=H-1

230 PRINT K3;":";A;"=>";H

280 K=K-1 : A=6-A-B

250 RETURN
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Von Natur aus ist das Problem "Tirme von Hanoi" rekursiv. Aus
der rekursiven Lésung lassen sich jedoch iterative Lésungen
herleiten. Erarbeiten Sie ein Programm, das einen derartigen
Algorithmus realisiert! Als Programmiersprachen schlagen wir
Turbo-Pascal (Personalcomputer 17135) und BASIC (Kleincomputer
KC 85) vor. Dazu geben wir folgende Hinweise:

Aus den Ldsungen unserer Programme erkennt man, dafB jeder zweite
Zug mit Scheibe Nr. 1 erfolgt. Ist Scheibe Nr. 1 bewegt worden,

so stehen als niachste zwei andere zur Wahl. Da eine aber kleiner
als die andere ist, muB diese bewegt werden. ' ’
Fir die Bewegung der Scheiben bedeutet:

1 - mathematisch positiver Drehsinn (links herum)

r - mathematisch negativer Drehsinn (rechts herum)

Anordnung der Stangen:t (::)

Man ermittelt fir n=4:

Scheibe Nr. von nach . Drehsinn

i 3 r

2 1 2 1

1 > 2 r

3 1 3 r

1 2 1 r

2 2 3 1 Scheibe Nr. Drehsinn
i 1 3 r i r
4 1 2 1 2 1
1 3 2 r 3 r
2 3 1 1 4 1
1 2 1 r

3 3 2 r

1 1 3 r

2 1 2 1

1 3 2 r

Senden Sie an die links angegebene Anschrift die Unterlagen zu
Ihrem Programm (Kurzbeschreibung, Programmlisting, Strukto-—
gramm) ! Geben Sie bitte mit an: Name, Vorname, Privatanschrift,
Schule/Arbeitsstelle, Tatigkeit, Alter. Fur die (unserer Mei nung
nach) originellsten Programme winken einige Buchpreise. .Die Aus-
wertung des Wettbewerbs und das Literaturverzeichnis werden in
einem spateren Artikel verdffentlicht.

Einsendeschluf3: 30.4.87

Autoren:

Dr. Michael Fothe ' Prof. Dr. sc. Immo 0. Kerner
Spezialschule mathematisch—-natur-— Padagogische Hochschule Dresden
wissenschaftlich—-technischer Karl-Friedrich-Wilhelm-Wander
Richtung Erfurt Sektion Mathematik

Vilniuser Str. 18 Wigardstr. 17

Erfurt, 5 0 &6 2 ) Dresden, 8 0 & O
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Losungshinweise bzw. Ldsungsangaben zu den
»Aufgaben zur gegenseitigen Lage von Ebenen und Kérpern“

Zur Aufgabe 1 und 2:

Moglichkeiten der konstruktiven Losung wurden bereits im Bei-
trag selbst am Beispiel erléutert, so daB hier nur Hinweise zur
rechnerischen Ldsung gegeben werden. R

T,: Aus ’JE.]T2 : PT2 = BF : PF und

7
1

S ] 2 ¢ ' F

PT, =) PF° + T mit <

EF = AB = 4cm, PP = 6cm und -4,

ﬁ = 2,5cm erhélt man

T

T2T3: Anslog zur Berechnung von T1T2 ergibt sich aus der Strah-
lensatzfigur F'(G)R(fl‘3)fl.‘2 filr '.[.'2T2 <=4,5 cm.

‘I";&E: Mittels Strahlensatzfigur P(T )R(T )Q 1&Bt sich T3
rechnen, wobei mitte;l.s Strahlensatzfigur F(G)R(T )Q sioh
R_— RQ durch RG : RF ersetzen léBt.
degen‘R_' RF - TG = 1cm erhdlt man TL& = 1,3cm .

T4T5: Mittels Strahlensatzfigur P(T JR(G)F 188t sich RT" und
mittels Strahlensatzfigur F(E)P(T JR 1#éB8t sich m‘; aowie
durch Differenzbildung dieser Werte von PR 148t sich 'T__![‘_'
berechnen.

Wegen PR -'/PF + RF

i erha.lt man die Formel

i PR + BF (1- BE = 2By g somit T.0C ~ 3,7 om.
RF TF A i s
T1T5: Versuchen Sie sich nochmals selbst! Sie erhalten

i

;'.Pé 431,9 Cllle
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o: Zur Berechnung des Neigungswinkels « wird die Fallinie der

Ebene durch den Punkt Q bendtigt.

MM, LPR, M.M,;LM.Q
R tan o¢ = E}E%
s
¢ o / Hierbei ist IW; = FQ = 2,5 cm,
H,I% M,Q = H,F 1léB8t sich mittels An-

wendung der Satzgruppe des Pytha-
goras auf das rechtwinklige Drei-
_ eck PFR ermitteln. _

Aus Fﬁg = P, - M R und PP = i, . PR bzw. RF° = RM, - PR

T P . RF
tolgt W, =1/ S -

Somit ergibt sich fiir die gegebenen Werte ein Neigungswin-
kel von or=33°.

Zur Aufgabe 3:

a,b,c) Fiir alle FP = TR = FQ & AB ergeben sich gleichseitige
Dreiecke. Desweiteren entstehen als Schnitte gleichsei-
tige Dreiecke, wenn 2°AB< FP = FR = FQ < 3-AB.

Die Bedingungen  fiir gleichschenklige bzw. unregelmiiBige
Dreiecke lassen sich gleichermaflen durchdenken.

d) Quadrate entstehen bei den Vorgaben fiir die Lage von P, Q
und R nur als Grenzfélle, de h., wenn P, Q und R in genau
einer Seitenfléiche des Wiirfels vorkommen

(z. B.: P, R beliebig und Q = F)

e) Eine Moglichkeit fiir das Entstehen von gleichschenkligen
Trapezen sind die Bedingungen FP = FR <AB und TQ > AB.
Finden Sie in Analogie zu a,b,c) auch hier noch die anderen
lMoglichkeiten.

f) Im Beitrag wurde bereits am Fiinfeck erdrtert, daB Schnitt-
geraden zueinander parallel sind, wenn die Schnittebene
zwei zueinander parallele Ebenen (hier: gegeniiberliegende
Seitenfléchen des Wiirfels) schneidet. Somit gibt es kein
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regelméfiges Fiinfeck als Schnittfigur.

g,h) Ein regelméBiges Sechseck entsteht nur dann, wenn die Eck-
punkte des Sechsecks den Mittelpunkten der jeweiligen Wilx—
felkante entsprechen. Die Bedingungen fiir die lage von P,
Q und R sind dann Ieicht abzulesen.
In der nebenstehenden Abbildung er-
scheint die Figur 123456 auch als
regelmifiges Sechseck, kann aber
keine ebene Figur sein.

Versuchen Sie mittels der im Beitrag
angedeuteten "Dreiebenenprobe” zu
begriinden, warum die Figur 123456
nicht durch den Schnitt einer Ebene
entstehen kann.

4

1

susammenfassend ist feststellbar (in vereinfachter Form):

- Wenn alle drei Punkte P, Q, R auf den Wiirfelkanten lie-
gen, entstehen Dreiecke als Schnittfigur.

—~ Wenn zwei Punkte auf den Wirfelkanten liegen und ein
Punkt auBerhalb, so entstehen Vierecke.

- Wenn ein Punkt auf der Wiirfelkente liegt und zwei Punk-
te auBerhalb, so entstehen Fiinfecke.

Somit lassen sich leicht die Bedingungen fiir die Lage von

P, Q und R ‘angeben, wenn allgemein als Schnittfigur ein

Sechseck entstehen soll.

Zur Aufgabe 4:

Ein Dreieck ABC mit.dem_Neigungswinkelcf , dessen Seite AB pa-
rallel zur Bildebene ist, hat den Flécheninhalt
A E‘h
= T
und fiir den Flécheninhalt seiner Projektion gilt

4Y u &BIh

WWegen A'B' = AB nach Voraussetzung und h' = hecose folgt

Aigg.i.'_h.é.‘?.c’_s_"(_=a.'cosaf :

Da aber jede geradlinig begrenzte Figur so in Dreiecke zerlegt
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zerlegt werden kann, daB deren eine Seite parallel zur Grund-

rifebene verlduft, gilt allgemein:

Die Flidche einer ebenen Figur wird bei Projektion
mit dem Cosinus des Neigungswinkels verkleinert.

Berechnung des Flédcheninhalts der Sohnittiigurlaus Aufgabe 1:
yy: PF = RG : RF
x1:§-ﬁ=ﬁ-‘ﬁ

(1]

ve [R! Aus y, und x4 l&8t sich yo und x, be-
,Afa; stimmen, somit der Flécheninhalt des
% AV Dreiecks, der vom Flécheninhalt des
///, c;A{ Quadrates zu subtrahieren ist.
1 / / S A’ ; "
TR 7 Mittels A =23'6'Ea_ erhdlt man dann fiir

A <15,2 cm®.

Zur Aufgabe D

Die Losung wird an Aufgabe 5.2. demonstriert.

(1) Darstellen des im Schrégbild gegebenen Sachverhalts im Zwei-
tafelbild. ,

(2) Einzeichnen des Dreiecks PQR als Schnittebene zur besseren
Vorstellung.

~ Festlegen einer Hohenlinie der Schnittebene zur Umklappung
der Schnittebene, Darstellen der Hdhenlinie im AufriB und
libertragen in den GrundriB.

- VWahl einer weiteren AufriBebene, auf der die Schnittebene
senkrecht steht (RiBachse senkrecht zum Bild h' der festge-
legten Hohenlinie).

- Konstruktion des zweiten AufriBes und Konstruktion der wahren

- GroBe und Gestalt der Schnittfigur nach bekanntem Verfahren.
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Losung: RegelmiiBiges Sechseck (vgl. Ldsung Aufgabe 4.h).
Die Aufgabe 5.1. kénnen Sie Jetzt analog lGsen.

Dr. Rainer Dorr
Sektion Mathematik
Bereich Methodik
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Nachtrége zur ,Lehre von Gerade und Ungerade*

Im folgenden sollen einige Erginzungen zur Artikelfolge '"Die
Lehre von Gerade und Ungerade"(Wurzel 1086) gegeben werden.
1. Die Erkenntnis, daB die Zahlen in gerade Zahlen und ungera-
de Zahlen eingeteilt werden kdnnen, .gehirt zum &ltesten zah-
lentheoretischen Wissen iiber Zahlen. Die Kgypter kannten schon
frih die Teilbarkeit durch 2, wie ihre Rechenalgorithmen er-
kennen lassen. Die Bezeichnungen "gerade'" bzw. "ungerad¥"sind
aber fiir das friihe Agypten nicht nachweisbar, sondern erst ab
der alten pythagoreischen Schule in Griechenland, die auf ba-
bylonisches Wissen aufbaut.
2. Das altégyptische Wissen iiber Gerade und Ungerade wude von
den Griechen iibernommen. (Bei den R&mern dann mit pares und
impares (lat.) bezeichnet, vgl. auch die heutige franzfsische
Bezeichnung ‘pair und impair.) Im.deutschen Mittelalter hiefen
sie gleiche und ungleiche Zahlen. Der heutige Sprachgebrauch
"gerade und ungerade" stammt wohl von Stifels deutscher "Arith—
metik"™ 1545 her.
3. Das alté@gyptische Wissen iiber Gerade und Ungerade wurde von
den Griechen iibernommnen und spéter direkt bzw. iiber arabische
Mathematiker nach Mitteleuropa iiberliefert. Bei den Indern
finden wir dieses spezielle Wissen nicht eausgeprédgt, dadurch
findet man im mittelalterlichen Europa nur teilweise die "Grund-
rechenarten" Verdopplung bzw. Halbierung, je nach dem, welche
Quellen der ﬁberlieferung zugrunde gelegen haben (einige arabi-
sche Mathematiker schdpften aus indischen Quellen ! ). Bei.
Leonardo von Pisa ("liber abaci™1202) finden sich diese Rech-
nungsarten nicht, halten sich aber z.B. bis in Christian Wolffs
"Anfangsgriinde"(1710).
“. Die "Grundrechenarten" waren: Zéhlung, Addition, Subt raktion,
Verdopplung(Duplatio), Multiplikation) Halbierung(Mediatiao),
Division, Aufsteigung(Reihenrechnung) und Wurzelziehen. Diese
Zusammenstellung (nach steigendem Schwierigkeitsgrad) ist nur
im historischen Zusammenhang in der Gegamtentwicklung des Rech-
nens verstdndlich. "Man kann behaupten, daB die Zahl der unter—
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schiedenen Spezies im umgekehrten Verhéltnis zur HShe der vor- .
handenen Mathematischen Kenntnis steht."(Tropfke).

5. Die Inder untersuchten keine "figurierten Zahlen", ein Ge-
biet, welches bei den Griechen ein groBes Interesse fand. Die-
se fanden fiir die Dreieckszahlen n(n+1)/2, die Quadratzahlen

n2 und die heteromeken Zahlen n(n+1) die Entwicklungen:

14+ 2+3 4 ees + 1 =n(n+1)/2
14345+ cee + (20-1)=n°
24+ 44 6+ a0 + 2n =n(n+1) .

Also die Summe der ersten genzen bzw. ungeraden bzw. geraden
Zahlen. Spéter fand man auch andere Beziehungen, wie.

12 + 22 + 32 + ses + n2 = n(n+1)(2n+1)/6

12 + 32 + 52 + eee + n2=n(n+‘1)(n+2)/6 (n ungerade)

22 + 42 + 62 ¥ cee + n2 xn(n+1)(n+2) /6 (n gerade)
und :

und viele andere.

6. Schon zu Platons Zeiten war ein Spiel bekannt, welches sich
die Eigenschaften von.Gerade und Ungerade zunutze machte:
"Gerade und Ungerade'". Dazu ein Beispiel:

Ein Spieler erhdlt 2 Minzen (z.B. 5Pf und 10Pf) und soll jede
in eine Hand nehmen. Die Zahl der Miinze in der rechten Hand
soll verdoppelt werden, dann ist die Zahl der Miinze der linken
Hand dazu zu addieren. Nun wird angesagt, ob das Resultat eine
gerade oder ungerade Zahl ist. Ist die Zahl gerade, liegt (was
herauszufinden ist) das SPf-Stiick in der rechten Hand, anson-
sten in der linken.

Man kann natiirlich beliebige andere Miinzen nehmen, solange eine
Zahl gerade und die andere ungerade ist. In jedem Fall kann man
mittels der Rechenregeln fiir Gerade und Ungerade feststellen,
in welcher Hand sich welche Miinze befindet.

Dieter Bauke
Gera
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Preisaufgaben

U 7 QOcHoBaHWeM TpeyrodbHOl IUPAaMUAH CIYyHUT paBHOGEZpeHHH
OpAMOYTOJBHH} TPeyrONBHUK. BOKOBHE IpaHM, 3aKINYakiNe
PaeHLHE CTOPOHH OCHOBAaHMA, MepHeHAUKYINADPHH K MIOCKOCTH
OCHOBaHWfl, BHCOTA IMMpaMUAH DPABHA H, & yroll, COCTABJEH-
HHit OZHMM W3 ZABYX DaBHHX pelep MMpaMUiH C IIOCKOCTHD
OCHOBaHUA, DaBCHel

B Ty mupamuzly BIMcaHa OpsiMas TPEYToAbHAA HPE3MA TaK,
UTO TpM ee BepIMHH JexaT Ha GOKOBHX pe6paxX MMpaMuZH,
TPX ALyTie €e BeDIMHHE IexaT Ha OGHOBAHAH IMpaMnfiy, a
AuaroHanke OAHOW U8 ABYX ee DABHHX OOKOBHX rpaHeft co—
CTABJfAST C HJOCKOCTBK OCHOBaHUf yron A, OmpeneiuTs Go-
KOBYlI0 IOBEPXHOCTH U OOBeM BIMCAHHOH HpHMOft TpeyroxbHOH
IPU3MH

U 8 Es seien die folgenden Gleichungen erfiillt:
X Z
2 * g« o=

i 'b (a'b,c.z'y'z* O)

Cc
§+§-+-£=0

Beweise die Beziehung:

U

Berechne x fiir die Gleichung
1051510541053x=0

U 10 Ldse folgendes Gleichungssystem:

-E'—{?:m

lg(x + 3y - 3)=m1
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U 11 Beweiae, daB fiir die Winkel eines Vierecks die folgende
Beziehung gilt:

coszﬂ'--l- coszﬂ- cos21"— cosch-251n0!+f)ain(d-+r)cos(&+p)

U 12 Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck mit dem gleichen
Flécheninhalt wie ein gegebenes Dreieck ABC
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Losungen der 28. IMO (nach Jérg Jahnel)

1.

Wir betrachten die Gesamtanzahl Z der Fixpunkte, genommen

iiber alle Permutationen von S. i€ S ist offenbar in genau
'(n-T)! Permutationen Fixpunkt. Diese sind genau diejenigen,

die aus einer Permutation von S\{1} durch Hinzunshme des
Fixpunkts i entstehen. Es folgt:
n
Z=3_ (n=1)! = n(n=1)! = n!
i=1 .
Andererseits gilt laut Definitionen

Z = i K-p, (K)
k=0

n

Daraus folgt E:%‘K-pn(K) = n!, was zu beweisen war.
k=
Gegeniiber der Aufgabenstel- A

lung filhren wir zweli weitere
Bezeichnungen ein.
P gei der Lotfuﬂbunkt von N
auf die Gerade AB, R der Lot-
fuBpunkt von N auf die Gerade
AC, Dann AN die Halbierende
des Winkels & BAC ist, gilt

PN = RN. !
Da N der Schnittpunkt der Win-
kelhalbierenden von < BAC mit
dem Umkreis des Dreiecks A ABC N
ist, gilt weiterhin

BN = CR.

Nun ist BP =+ EN2~FN° und CR -lﬁ‘uz-ﬁ'ﬁz, denn fiir B#P bzw.

C#R folgt dies aus dem Lehrsatz von PYTHAGORAS und in den

restlichen Fdllen ist es trivial. Es gilt also

BP = CR.
Weiterhin ist & ABN + & ACN = 180°, da C]ABNC ein Sehnen-
viereck ist.
Wir unterscheiden nun die folgenden drei Félie.
1. Fall: & ABN <90° |
Dann igt % ACN »90°, P liegt also im Innern von AB und R
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auBerhalb von AC. Es ist @lso KB~KP = BP und MR-MC = CR.
Man erh#lt
KB - KP = MR - MC |+ MC + KP
KB + MC = KP + MR
2. Fall: 4ABN = 90°
Dann iet auch ¥ ACN = 90°, damit B=P und C=R. Damit ist die
Beziehung
KB + MC =
trivial.

3. Fall: 4 ABN > 90°
Dann ist & ACN <90°, P liegt auBerhalb von AB und R im In-
nern von AC. Es ist also KP-KB = BP und MC-MR = CR. Man er-
h#lt

MC - MR = KP =

KB + MC = KP +

o]
Bl

+

|+ MR + KB

=1s]

Zusammenfasgend gilt also immer KB+MC = KP+MR. Da AL die

Winkelhalbierende von & BAC ist, gilt IM = IK, Es ergibt sion
3 KB-TK + § WC+TM = 5 KP-IK + § WR-IN

Da der Inhalt einer Dreiecksfliéiche immer die Hélfte des Pro-

duktes aus einer Grundseitenliinge und der Lénge einer zuge=-

hérigen Hohe ist, folgt
Ak * A = Akt A

denn die Linge der H6he von N auf LK ist KP und die Lénge der

HBhe von N auf IM betrégt MR, Beidseitige Addition von Ay eru
liefert

Aakan * Auge * Ane = Aagru * Akw + A

was nichts anderes bedeutet, als AABC = AAKNM' Dies war zu
zeigen. '

+ A + A

3. Sei 8={0,...,K=1}. Wir betraohten die Funktion @: SP-R
mit (y1,...,yn)k—*»¢(y1,...;yn) - 31J$1I+...+yn|xnl. Zuniéichst
untersuchen wir den Wertebereioh.R(¢)..Wégen ¥420 und lxilho
fir alle ie{1,...,n} gilt fiir alle ye 5™ die Beziehung
@w(y) 2 0, ‘
Andererseits ist wegen y; € K=1 fﬁ; alle i« {1,...,n} die
Beziehung
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4.

q?(y.‘,....yn) = y1|x1| teoot ynlxnl
& (K'—1)(lx1l+ooo+lﬁl)

2 2
> S SRPRE
[ X1t Xy (Ungleichung zwi-
€ (K=1) » n '\/_n schen arithm. und
- quadr. Mittel)

= (K=1) - Yo' (12+---+xi-1.

==vn)
fir alle (yqs-00,¥,) ¢S" erfilllt. Es gilt o
R(g) < [0,( K—1 Wil Tieses Totarvell wisd nss dusoh Sqiadl-
stante Zwischenpunkte in KP-1 Intervalle der Linge
M zerlegt. Da s™ aber K® Elemente hat, gibt es zwei

K"-1 1.2_.n 1 2
Argumente y ,y“e S, so daB ¢(y') und (y“)im gleichen In-

tervall liegen, also

loty")- 9x®)] € ﬁ‘—JT

ist, wobeli y y gilt. EBxplizit heiBt dies,
l(y}-y%)lx | 42 oot (yoy 2)lxnll = M .

) G
Sollte nun fir ie {1.....11] xif. 0 sein, dann setzen wir

a, = y5-y,, falls x; » O ist, jedooh a; = yi-y5. Man prilft
nun ohne weiteres nach. da8 _

3=y Ixyl = ax,
fir alle 1€ {1,...,n] gilt, was

la x;+.cova x| € .(_L_K-;n'_f_

zur Folge hat. Nach Konstruktion sind die Zahlen BireeesBy

ganz, nicht skmtlioch gleioch Null und betragsmiiSig hichstens
gleich K-1. Damit ist die Behauptung bewiesen.

1

Nach Aufgabenstellung gilt fiir jedes neno sowohl
£(2(£(n))) = £(n+1987), als auch £(£(£(n))) = £(n)+1987.
Pir alle ne N  ist also £(n+1987) = £(n)+1987. Wir behaup-
ten nun, de8 fiir alle n,k €N f(n+1987k) = £(n)+1987k gilt
und beweisen dies durch vollstédndige Induktion nach k.

Induktionsanfang: k=0
Hier wird f(n) = f(n) behauptet, was trivial ist.
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Induktionsschritt:
Es sei f£(n+1987k) = £(n)+1987k. Wir betrachten nun k+i. Es
gilt
£(n+1987(k+1)) = £(n+1987k+1987)
= £(n+1987k)+1987 (obige Formel)
= f(n)+198Tk+1987 (Induktionsanfang)

= f(n)+1987(k+1),
80 daf die Behauptung bewiesen ist. _
Nunmehr seien n,,n, €N, wobel n = n,(1987) ist. Wenn n,én,
ist, gibt es ein ke N, mit n,=n, +1987ko, was
f(n.z)ar(n1)+1987k a.lso f(x:n2 = I(n ) (1987) zur Folge hat.
Wenn n, > n, ist, erhdlt man !(n1)lr(n2) (1987), also das
gleiche Ergebnis.
o:N—~Z /1987Z bezeichne nun die Einaschriénkung des Stan-
dardhomomorphismus von Z auf Z /19872 auf die neue Grund-
menge N o ¢ 18t also die Abbildung, die jedem Element aus
Q seine Restklasse und 1987 zuordnet.
Das obige Ergebnis bedeutet somit nichts anderes, als da8
gof: N — 2 /1987 Z ausschlieBlich von der Restklasse des
Arguments modulo 1987 abhiéngt.
~ Es gibt also eine Abbildung g: Z /19872 — Z /19872 derart,
daB ]
g(lo(n)) = e(£(n))
fir alle neN, gilt.
Wir betmohten nun die Verkettung geg. Flir alle ncll gilt
. g(g(e(n))) = g(eo(2(n))) = e(£(£(n))).
Anwendung der Aufgabenstellung liefert nun
g(g(6(n))) = 9(n+1987) = ¢(n).
Da o die gesamte Menge Z /1987Z als Wertebereich hat, gilt
also
gle(x)) = x
fiir alle xeZ /1987Z .

Wir fuhren nun in 2 /1987Z eine Aquivalenzrelation ¥ durch
X=y i1édXx =y oder x = g(y) ‘
& ist offenbar laut Definition reflexiv. Sie ist symmetrisch,
denn aus x = y folgt sofort y = x, falls x=y ist und im ent-

gegengesetzten Fall gilt x=g(y), also g(x) = g(g(y)) =y
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5.

und y * x. Desweiteren ist = transitiv, da aus x = y und
Yy = z sofort x & z folgt, falls x=y oder y=z ist und im ent-
gegengesetzten Fall x=g(y) und y=g(z), also x = g(g(z)) = 2z
gilt. \
Die Aquivalenzklassen von £ sind ein- oder zweielementig. Da
Z /1987%Z genau 1987 Elemente enth#lt, muB es eine einele=-
mentige Klasse geben. Das heiBt, es gibt ein x, e Z /19872Z
mit

E(xo) = IO'
n_ sei nun ein Reprédsentant der Klasse x

o o? das heilt, es .
gelte a(no) = X . Wegen der Definition von g erhalten wir

o(f(ny)) = g(e(n))) = g(x)) = x, = o(n ).

f(no) liegt also in derselben Restklasse modulo 1987 wie D,
das heiBt, es gibt ein 1, ¢ HO derart, daB f(no) = no‘+19£?.71o
oder n, = f(no)+19871° gilt.

Die erste Variante liefert f(f(nb)) = I(no+198710) =

= f(n )+19871 ) = n +2- 19871 .

Die Aufgabenstellung liefert 2- -19871_ = 1987, also 1_ = 5 .
Die zweite Variante hat dagegen

I(n ) = f(r(n )+19871 ) = f(f(n ))+19871 " also

-19871 = n, +1987+19871 und damit l = - ? zur Folge.

In beiden Va.ria.nten ist 1 € No nicht moglich. Durch diesen
Widerspruch ist gezeigt, daB eine Funktion f im Sinne der

Aufgabe niocht existieren kann. Die Aufgahe ist damit gelbst.

Man wéhlt in der Ebene ein kartesisches Koordinatensystem,
wobel eine Einheit bei der Einteilung der Koordinatenachsen
einer Lingeneinheit in der Ebene entspreche. Wir betrachten
im weiteren die n Punkte mit den Koordinaten (i,iz) fiir

1% {1,...,n} . Dies sind offenbar n verschiedene Punkte, die

auf einer Parabel liegen. Da Parabeln mit Geraden bekannt-—

lich héchstens zwei Schnittpunkte haben, bilden tatsédchlich
beliebige drei der n Punkte ein nicht entartetes Dreieok. .

Es bleibt zu zeigen, daB zwei beliebige der n Punkte irra-

tionalen Abstand haben und die Dreiecke, die von beliebigen
drei der n Punkte gebildet werden, rationale Fldcheninhalte
haben.



39 IMO
Wir berechnen den Abstand zweier der n Punkte. Diese haben
die Koordinaten (x,xz) und (3.3'2)1 mit x<y. Nach dem Satz
von PYTHAGORAS ist der Abstand d gleich -J (y-x)2+(y3-12)2.
Trivial ist nun _ s

d> ya-xz. ;
Wére d yz-x2+1, dann miiBte gelten:
(7-0)% + (3%°x%)? a (3%x%41)2

y2+x2-2xy+(yz-x2)2 2 (3r2--x2)2 + 2y2-2x2+‘! (biomiaqher Satz)
3:2 2 y2 + 2Xy + 1. (ordnen) .

Andererseits liefert y > x die Beziehung y2+2:q+1 > 3::2+1, 50
da8 wir bel einem Widerspruch angelangt sind.
Es gilt also yz-xac d4y2-x2+1, 80 daB d nioht ganzzahlig
sein kann, =
Damit ist 4 ale Wurzel aus einer natlirlichen Zahl, die keine
Quadratzahl ist, irrational.
Wir betrachten nun den Inhalt eines Dreiecks, das von drei
der n Punkte gebildet wird. Diese haben die Koordinaten
(x,xz), (y,ya) und (z,za) mit x<y<z.
Skizze:
A

2‘-

X Y =
Es gilt somit

A = .(sz*i‘il e (Z=x) = %ﬁ)— (y=-x) = _(ﬁ%ﬁ)_ (z~y),

speziell ist A rational. Damit ist die Aufgabe gelBst.

6. Angenommen, filr ein gewisses neZ , n 2 2 wire die Behaup-
tung falsch. Das hei8t, die kleinste nichtnegative, ganze
Zahl K, so daB K°+K+n keine Primzahl liefert, erfiillt die
Ungleichung -{%T <K € n-2, |
Fir diese Zahl K untersuchen wir die (zusammengesetzte) Zahl .
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K2+K+n. Deren kleinster von 1 verschiedener Teiler sei p.
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall:s p € 2K
Unterfall 1.1.: p € K
Es gilt K24K+n 20(p). Daraus folgt (K-p)2 + (K=p) + n=20(p),
wobel K-p eine nichtnegative ganze Zahl kleiner als K ist.
Wegen der obigen Konstruktion von K muB also (K-p)2 + (KE=p)+n
Primgzahl sein, so daB nur (K—p)2 + (K=p) + n = p méglich
ist, was
pan
zur Folge hat.
Unterfall 1.2.: K+1 € p € 2K
Es gilt K2 + K + n =20(p). Daraus folgt (K=p)2+(K-p)+n=O0(p).
Die leicht nachpriifbare Identitdt x2+x+m = (=x=1)2+(~x~1)+n
liefert (p-K-1)° + (p~K-1) + n=0(p). p-K-1 ist dabei eine
'niohtnegative, ganze Zahl kleiner als K. Wegen der obigen
Konstruktion von K muS alao (p-K-1) + (p=K=1) + n Primzahl
sein, so daB nur (p—K—1) + (p=K=1) + n = p miglich ist, was
Pan
zur Folge hat.
Im 1. Fall gilt also generell p 2 n. Da p der kleinste von
1 verschiedene Teiler der zusammengesetzten Zahl K +K+n ist,
gilt K2+K+n S p2 » nZ, Wegen K € n-2 < n-1 folgt weiter

n? - K2+K+nu<(n-1) + (p=1) +n = n®. Dies ist ein Wider-

spruch. Der 1. Fall tritt nicht ein.

2. Fall: p a 2K+1 ’
Da p der kleinste Teiler von K2+K+n ist, gilt
K2+K+n » p° » (2K+1)2 = 4K° +4Ks+1. Bs folgt
K2 + K +n » 4K° + 4K + 1 | =K2=K
n 3K2 + 3K + 1.
Erat recht gilt dann n > 3K und wegen er

n > 3( -5-)2 = n.
Dies ist ein Widerspruch. Der 2. Fall tritt nicht ein.

. Unsere Annahme filhrt also in allen Fillen zum Widerspruch.
Also ist sie widerlegt, die Behauptung bewiesen. :
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Allgemeine magische Quadrate und Produkte

Seit jeher gehdren das Ldsen und Bearbeiten magischer Quadrate
und Produkte zu beliebten Denksportaufgaben der Unterhaltungs-
mathematik. Es sollen hier Moglichkeiten gezeigt werden, sol-
che Aufgaben zu bearbeiten und sich entsprechende Quadrate bzw.
Produkte selbat zu konstruieren. Dabei beziehen sich folgende
Betrachtungen auf den Bereioh der ganzen Zahlen 2Z.
Untersuchen wir zunichst den Fall e=3. Unter o (mit o 2 3) wol=-
len wir die Ordnung des Quadrates verstehen, in der Art und
Weise, da8 das magische Quadrat aus o-Zeilen und somit o-Spal-
ten besteht und folglich og-Elemente die Peldes des Quadrates
ausfiillen. Fiir o=3 lassen sich die Elemente 8cee8g etwa in
folgender Anordnung angeben.
Man spricht allgemein von einem magischen ‘1™
Quadrat der Ordnung o, wenn folgende Bedin=- a8, | 85 | &g
gungen erfiillt sind: :
(1) Die Summe der Elemente einer Zeile ist
gleich der Summe der Elemente jeder an- Abb. 1
deren Zeile.
(2) Die Summe der Elemente einer Spalte ist gleich der Summe
der Elemente jeder anderen Spalte. .
(3) Die Summe der Elemente einer Diagonalen ist gleich der Sum-
me der Elemente der anderen Diagonale.
(4) Alle genannten Summen sind gleich groS.

Bezeichnet man diese Summe mit S, so gilt fir o=3:

(1) a,ta tay = S (4) a,+8,+a; = 5 (7) B +tag+ag = S

(2) a tactag = S (5) 8 +ag+ag = S (8) ajta +a, = S

(3) a,+agtag = S (6) ajtac+ag = S '

Ziel der weiterem Berechnungen soll es nun sein, allgemeine Lo-
sungen fiir die Elemente 84-..89 2U erhalten und somit eine Kon-
struktionsmiglichkeit filr ein mag. Quadrat anzugeben.

Zundchst ist folgender Satz hilfreich:

Satz 1: Ist S die Summe des magischen Quadrates 3. Ord-
nung, dann gilt stets fiir das Mittelelement

S
35-3-.



Quadrate 42
Bewels. Aus Gleichung (1) und Gleichung (7) folgt: 8,+8; = agiag.
Analog ergibt sich aus (6) und (8): agtey = ag+a,.

Die Addition dieser neuen Gleichungen liefert:

a4+a7+36+a9 = 35+39+a5+17 und somit a,+ac = 235.

Infolge der Gliltigkeit von (2) ergibt sich duroh Addition ven
ass 4+a5+a6 = 3&5, also naoh Voraussetzung a4 5+“6 = S und

WeZoboW.

Diese Beziehung 1E8%t sich nun auf ag in den Gleichungen (1-8)
anwenden und einsetzen.

Durch algebraische Betrachtungen kann einfach gezeigt werden
(etwa durch Addition der Gleichungen (5), (7), (8)), daB8 Glei-
chung (1) und Gleichung (3) eine lineare Abhdngigkeit von den
folgenden Gleichungen aufweisen. Damit bleibt ein Gleichungs—
system von 6 Gleichungen. Aus methodischen Griinden wird die Nu-
merierung von vorhin beibehalten: '

(2) a +a; = % S (6) a,tactay = S -
(4) a ta, ta, = 8 (7) 8 teg = % S
(5) aytag = % S (8) ajta, = % S

Da a5 = %, setzen wir als LSsung eine beliebige ganze Zahl n,
also a5 = n. _

Piir die restlichen 8 unbekannten Elemente sind die 6 oben ge-~
nannten Gleichungen linear unabhingig. Damit ist entsprechend
der LYsbarkeit eines solchen Gleichungssystems die GréBe von 2
Unbekannten frei wéhlbar. O.B.d.A. setze ich a, = P und a; = Q
(P,Q€2). Damit erh&lt man folgende weitere bestimmte LEsungen
fiir die restlichen Elemente: :

53 = 3JN=P=Q ; a, = 4N=2P=Q ; ac = =2N4+2P4+Q ;

&, = P+Q=N; ag = 2N=-Q ; ) = 2N=-P,

Man iiberzeuge sich von der Richtigkeit durch Einsetzen in
(1)...(8).
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Beisgpiel: allgemeines Schema go-gz
Abb, 2 Abb. 3
3N-P
0 1 17 - Q -Q
4N -2N
23 6 |-11 -2P N +2P
-Q +Q
-5 | 11| 12 FA2 | 25-q | 2n-p
S=18 Sa3N
N=6 N
P=0 P
Q=1 Q

Zur Konetruktion der Quadrate ktnnen zwei Hauptfidlle unter—-

sohieden werden: | .

(1) ¥,P,Q (€ Z) werden beliebig gewdhlt und anschlieSend das
Quadrat konstruiert, da alle restlichen Elemente sowie die
Sunme S damit eindeutig bestimmt sind.

(2) .5 ist vorgegeben und somit auch N. Die Elemente simd ganz-
zahlig, wenn 3/S ist. Dadurch sind P,Q frei wihlbar und die
restlichen Elemente sind damit gleichfalls bestimmt.

o=4:

Nun sind 16 Elemente zu bestimmen, die gleichfalls den Bedin-

gungen (1)...(4) geniigen. Es lassen sich hierbei 10 Gleichungen
aufstellen, deren Summe gleich S ist.

31 &2 8.3 &4

a5 36 a7 BB

%9 | %10, #91 | B2

213| ®14 | ®15 | 16

Abb. 4 o=d
Satz 2

Die Vorgehensweise sei H#hnlich wie
bei o=3. Um den LésungsprogzeB des
Gleichungssystems gu vereinfachen,
sei folgender Satz in den Mittelpunkt
weiterer Betrachtungen gestellt:

: Flir magische Quadrate 4. Ordnung gilt, die Summe
der inneren Elemente ist S, also agtasta, 4, = S.

Beweis. Die Addition der Gleichungen fiir Spalte 2 und Spalte 3
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des Schemas liefert:-52+56+a10+a14+53+n7+a11+a15 = 2S5, In ana~-
loger Weise addiert man die filr die Diagonalen zutreffenden
Gleichungen und erhilt: e +ac+a,,+8, 6""’1 3+e.10+a7+¢4 = 23, Eine
neuerliche Addition der erhaltenen Gleichungen liefert unter
Anwendung der Kommutativit#it der Addition:

(a1+a2+33+a4) + (a13+a14+a15+a16) + 2(a6+n7+a10+a11) = 43, was
nach Vorsussetzung nichts anderes als S + S + 2(a6+e7+n10+a11)
= 43 ergibt. Durch weiteres Auflisen folgt S = ag+a,+8,,%8,4.

WeZabDaWe

Filr magische Quadrate 4. Ordnung lassen aich sofort weitere Be-
ziehungen ableiten:

(1) agtagtagt,, = S

(2) 8,+8+8, 48,5 = S

(3) a ta, e, 480 = S

Diese Beziehungen sind von dem Standpunkt aus interessant, wenn
man die symmetrische Lage der in (1) bis (3) genannten Rlemente
beachtet.

Filr o=4 lassen sich 8 linear unabhingige Gleichungen aufschrei-
ben. Das bedeutet, da8 bei 16 Elementen 8 Unbekannte freil wihl-
bar sind.

Setzt man beispielsweise a1-E, ag=4, a7-B, AB-P. aB-B.
510-0, a11-D, 315-0, so ergibt sich folgendes Lésungsschema

B 2B-2R+F+G-H A4C=G «B+D+E=F+H
C4D=F A 3 F
H c D A+B~H
A+B-E+P-H =B+D+2E=F=G+H G * B+C0=E
Abb. 5

Auch hier sind 2 Fille unterscheidbar:

(1) Die Summe S ist als ganze Zahl vorgegeben. Dann sind A,B,
C,D so widhlbar, daB8 ihre Summe = S ist. E,F,G,H sind frei
wihlbar, da die restlichen Elemente eindeutig daraus be=
stimmbar sind. _
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(2) Die frei wihlbaren 8 Elemente werden angegeben. Damit sind
die restliochen Elemente und die Summe S eindeutig bestimmt.

Bei den bisherigen Betrachtungen féllt auf, da8 die erhaltenen
Lisungen fir die Elemente a, (i=1,..16) mitunter umfangreiche
Ausdriicke darstellen. Durch geeignete Wahl der frei widhlbaren
Elemente lassen sioh diese Ausdriicke reduzieren.

So setzte E. Bergholz 1910 aG-B, 57-0, a10=A, -311=D,
35-D+E-H. Daraus rasultiert folgendes Berechnungsschems

81 32 I3 84
A=E C+E+G B+F=G D-F

ag D+E-H B c A=E+H ag
B+F D=E=G A=F+G C+E

In #hnlicher Weise lassen sich die Berechnungsmiglichkeiten
fir o=3 gleiohfalls glinstiger geatalten.

FMir ein allgemeines ¢ haben wir fiir die az-Unhekanntan 2042

lineare Gleichungen, von denen 2¢ voneinander unabhéngig sind.
Folglich kann man o(e-2) Grofen a, mit i=1...o° beliebig aus-
wihlen.

Diese Konstruktionsmbglichkeit erflillt die Aufgabe, ein magi-
sches Quadrat gu bilden, welches kein "traditionelles™ gzu sein
braucht, d. h. nicht aufeinanderfolgende natiirliche Zeahlen ent-
balten muB. Es sind beliebige ganze Zahlen verwendbar, sogar
negative und nicht jede unbedingt nur einmal,

Beispiel: 5-10 ' Ergebnis
Festlegung: ag =1 o113
as =2 1 1 2
a10'3 8| 3| 4 |-5
a =
1 " 5

4bb., 7
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Mittels eines einfachen Konstruktionsprinzips ist es fiir belie-
_'biga megisohe Quadrate beliebiger Ordnung sofort mtglich, aus
‘ithnen magische Produkte zu erzeugen. Ein solches Verfahren be-
ruht auf der Regel der Multiplikation von Potenzen mit glei-
cher Basis, wobei die Basis erhalten bleibt und die Exponenten
addiert werden. So ist es klar, wenn man eine beliebige natiir-
liche Zahl als Basis der Potenzen und die Elemente irgendéines
magischen Quadrates mit gleichen Summen als Exponenten nimmt,
daB hieraus ein magisches Produkt entsteht. Liegt etwa das ma-
gische Quadrat (a) vor,

(a}- |4 | 9| 2| "awERltman () 34 [ 52 | 52
eine beliebige 3 5 7
> | 7 - Basis b (b=3), 3 3 3
8| 1 6 dann ergibt 38 31 36
- gich (b),
woraus des magische Produkt (c) folgt:
81 19683 9 Das Produkt P betrdgt im Bei-

27 243 | 2187 spielsfall 14348907.

Als weitere Anregung mochte der Leser untersuchen, ob gleich-
falls ein mag. Produkt vorliegt, wenn die Basis b eine negati-
ve ganze 2ahl darstellt oder Untersuchungen anstellen, welche
weiteren Anordnungsmﬁglichkeitap der Elemente a, auBer den
hier angegebenen nech existieren, damit ein Quadrat magisch
bleibt.

Literatur:
B.A. Kordemski, Kopfchen, Kopfchen!

Urania-Verlag Leipzig/Jena/Berlin 1968

Frank Heinrich
Sektion Mathematik
Bereich Methodik
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Preisaufgaben

U 13 JlokasaTs, 4TO:

I. cepenusn pefep OPABHNBHOTO TEeTPa3Apa WOTYT CIYHATH
BepUMHAMA IIDABMABHOI'O OKTa’Zpa,

2. UpfAMHE, CCEAMHAKIME CepeAUHH NPOTHBOIOJOKHHX pelep
NP&BUNBEHOTO TeTpasApa, NepecekamTes B OAHON Touke,
AeNIATCHA B TOYKe HOepeceyeHUd HOHONaM ¥ B3aUMHO Iep—
DEHZUKYIAPHE, & TaKke NeplIeHAUKYJAPHH COOTBETCTBYI-
sy ¥ ?édpam TeTpasapa,

3. nxocnmcwb ,IDOXOZAmasA 4Yepea ABe NpAMHE, COeAVHAKIME
cepeﬂMﬂH IIPOTHBOIOJNOKHNX pelep NPaBUIBHOI'O TeTpa—
alpa, ‘ASAMT o0Bew TeTpasApa momoiam. Haittw orHomeHue
O0BeMOR NAaHHOTO IPAaBUNBHOTO TeTpasApa M OKTasZipa,
BEPUMASMHA KOTODOTO uoryT CIyXUTH CepeZuHH pefep TeT-
paszpa.

2
AM
F

Berechne ¥ : Yx+/x —]/x-ﬁ =%V':t_:-:7x_'

=

U 15 Ldse folgendes Gleichungssystems

LeGer) (7% - 10

2x + 2y = 5

E

U 16 Beweise die Ungleichung von Bunjakowski-Schwarz
a1 PO an)(b.] + eee + bn)) (aqbg + o.0 + anbn)a ’
wobel die Gleichheit nur fir

31.__'!0':'?. gilt-:

1 n

U 17 Es seien VYRR die Glieder einer arithmetischen

Folge. Beweise die folgende Gleichung:

] + seo +—1——'—"""'= =1

Tarsfay [EM L O
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U 18 Lse folgende Ungleichung

m 8in ¥ + 3in 3x < sin 2x + sin 4x
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Das Verfahren von Graeffe zur ndherungsweisen Berechnung der
Nulistellen von Polynomen (von Dr. Kurt Stallknecht)

Gegeben sei das Polynon

(1) P(z) = 2" = anpfzn-1 +_anpzzn’2 et (=1)7 ae

Als Nullstellen des Polynoms P(z) bezeichnet man die Ldsungen
der Gleichung P(z) = O. ' ‘
Man sagt, eine Nullstelle z
als

4 hat die Vielfachheit k, wenn P(z)
P(z) = (z-2)F Q(a)

dargestellt werden kann. Dabei ist Q(z) ein Polynom mit Q(z4)#0.

Ist k=1, so bezeichnet man die Nullstelle als einfach.

Ein altes mathematisches Problem war die Suche nach allgemein-

gilltigen Formeln, die nur durch Anwendung von Wurzelausdriicken

die Nullstellen von (1) aus den Koeffizienten a, bestimmen soll-

ten. '

Um 1830 konnte von N.H. Abel und E. Galois gezeigt werden, dal

diese Suche fiir n> 4 wegen der Unmdglichkeit der Losung dieses

Problems erfolglos bleiben muBte.

In diesem Artikel soll nun beschrieben werden, wie man ausge-
hend von den Koeffizienten ay zumindest Folgen zur Approximation
der Nullstellen von (1) bilden kann.

1. Der Fundamentalsatz der Algebra

Satzs: Die Gleichung P(z) = O besitzt in der Menge der
komplexen Zahlen genau n Ldsungen, wenn man die
Lésungen mit ihren Vielfachheiten z&hlt.

Mit den hier zur Verfiigung stehenden Mitteln kann dieser Satz
nicht bewiesen werden. Er muS aber zumindest genannt werden,
da er sichert, daB die weiteren Ausfilhrungen sinnvoll sind.
Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt unmittelbar, daB das
Polynom (1) in der Form '

(2) - P(z) = (z-z1) # (z-zz) ¥ cee (z-zn)

dargestellt werden kann. Dabei sind z ;...;z, die (nicht not-
wendig verschiedenen) Nullstellen von (1).
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2. Der Wurzelsatz von Vieta

Durch Ausmultiplizieren von (2) und dem anschlieBenden Ver-
gleich mit (1) gelangt man zu den folgenden Beziehungen zwi-

schen den Koeffizienten des Polynoms (1) und seinen Nullstel-
len:

EI.O I= 212200-211 .
31 ‘= 2122000211_1 + 2132...zn_2zn +eaet 2223000211

3. Das Efggugen einfacher Nullstellen

In (2) miissen nicht notwendig alle Nullstellen und damit nicht
alle Faktoren verschieden sein. Fassen wir z. B. alle mit (z-z1)
identischen Faktoren zusammen, so erhalten wir

P(z) = (z-z1)k Q(z), Q(z1) £ 0.

Durch Differentiation unter Beriicksichtigung der Produktregel
geht diese Gleichung iliber in die Form

P'(z) = k(z=27)"" Q(2) + (z-2)* Q' (2)

| = (z-2)%"1 (KQ(2)+ (z-2,) Q' (2)).
Der zweite Faktor in der letzten Zeile ist dabei fiir z = z
verschieden von Null. Hieraus schluBfolgern wir:
Ist Z, eine Nullstelle des Polynoms P(z) mit der Vielfachheit
k>1, s0 ist z4 auch Nullstelle der Ableitung P'(z) mit der
Vielfachheit k-1. Also ist (z-z1)k'1 ein Teiler von P(z) und

von P'(z), aber (z-z1)k ist kein Teiler von P'(z). Hat also
P(z) die Struktur

1

. .k k
P(z) = (z-z.l) L (z=2z,) P # (z=2) =N

80 gilt fir den groBten gemeinsamen Teiler von P(z) und seiner
Ableitung .
k,=1 k=1 k_=-1
geT(P(2),P'(2)) = olz-2y) | #(z=2,) 2 we.om(z-z) T *)

+) Beachte, daB der ggT bei Polynomen nur bis auf einen Zahlen=-
faktor eindeutig bestimmt ist!
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Folglich erhalten wir durch die Bildung des Quotienten
P(z)/geT(P(z),P'(2))

ein Polynom, welches dieselben Nullstellen wie P(z) besitzt,
dessen Nullstellen aber alle einfach sind.

Da wir den griBten gemeinsamen Teiler von P(z) und P'(z) ohne.
Kenntnis der Nullstellen mit Hilfe des Euklidischen Algorith-
mus bestimmen kdnnen, haben wir damit ein Verfahren zur Erzeu-
gung einfacher Nullstellen.

Beisgiel:

Soll der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen 9 und 24 bestimmt
werden, so miissen wir nach dem Euklidischen Algorithmus die
folgenden Divisionen mit Rest ausfilhren:

24
9
6

.
.

9 =2 RG6
6=1 R 3
3=2 RO

Der letzte von Null verschiedene Rest (in diesem Fall 3) gibt
den grdiBten gemeinsamen Teiler an.
Villig analog verfahren wir, wenn wir den griBten gemeinsamen
Teiler der Polynome

P(z)

= 25 - z4 = 223 + 22

2

+2 -1

P'(z) = 524 - 453 - 632 + 4z + 1
bestimmen wollen:

(5z5 - 554 —1Oz3 +1Oz2 + 5z - 5) @
-(52° - 4z4

- 623 + 422 + z)

- 4z + 62° + 4z -

el lg )

BBy

Da der ggT nur bis auf einen Zahlenfaktor eindeutig bestimmt
ist, ktnnen wir durch die Multiplikation mit entsprechenden
Faktoren das Rechnen mit Brlichen weitgehend vermeiden.
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(5z4 - zj - 655_; 4z + 1) : (53 - 22 -2+ 1) =52 + 1
-(52% - 523 - 522 + 5z)

z2°. = 2" = z +1
-(z27 = 2= 2z + 1)

0

Als ggT erhalten wir das Polynom z3 - z2.- z + 1.
Wir beseitigen nun die Vielfachheiten der Nullstellen von P(z):
(27 - 2% = 223 + 222 4 5 - 1) (22 - 2° = z + 1) = 22 -1

-(25 - z4 - z3 + zz)
- 53 & éz_+ z =1
-(= 22+ 2° 4+ 2 - 1)

0

4. Das Quadrieren der Nullsgtellen

Ohne Kenntnis seiner Nullstellen soll nun aus dem Polynom (1)
ein Polynom Pz(z) abgeleitet werden, dessen Nullstellen genau
die Quadrate der Nullstellen des Ausgangspolynoms sind.
Betrachtet man P(z) in der Darstellung (2), so sieht man, daB8
jeder Faktor (z-zk) nur mit (z+zk) multipliziert werden musB,
um das Quadrat von Z) zu erzeugen. Wir bilden deshalb das Pro=-
dukt

(=1)® P(z) P(-2z) = (2=24) # (242, )% c0u (z=z,) * (z+2,)
= (zg-zf)* (za-zg)* sao. (zz-zi).

Also gilt flir das gesuchte Polynom

(3) P,(z%) = (=1)® P(2) B(-z)

und wir miissen nur noch 52 durch z ersetzen. :
Durch die wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhalten wir
ausgehend von (1) eine Folge von Polynomen

(4) Pm(Z) = zn - aéf%zn-‘] + ax(llf%zn-z =s0st ("1 )n agm)
mit den Nullstellen z?;...;zﬂ und m=23; J=1525496 o

Die Berechnung von P2 und von jedem weiteren Polynom aus dieser
Folge kann man mit Hilfe des folgenden Schemas durchfiihren:
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P 'a a

a, =1 an_z an_3 coe a% 32 a% B.%
P e P , p
1 851 a, .2 8n-3 o a3 as a4 &,

2a,_y 2a, 18y 5 <-- 23531 2a,8
) ) -2&11_6 oo “2&630
: (2) al2) (2) (2) (2) (2) o(2)
Py 1 a,._1 8,5 8n_3 voe a3 a5 a,; " aj

Zu dieser Rechenvorschrift gelangt man durch das Einaetzen von
(1) in (3). Hiernach erhdlt man die Koeffizienten ak , indem
man zu ak die abwechselnd mit positivem und negativem Vorzei=-
chen versehenen doppelten Produkte der nach rechts und links
gleichweit von a, entfernten Koeffizienten addiert. Zu beach=
ten ist dabei, daB in unserem Fall a, gleich Eins ist.

5. Die ndherungsweise Berechnung der reellen Nullstellen

Obwohl das Verfahren einen griBeren Anwendungsbereich zuléBt,
wollen wir hier voﬁ-zusﬁtzlichen vereinfachenden Voraussetzun-
gen ausgehen. Zunidchst nehmen wir an, daB das Polynom (1) nur
einfache Nullstellen besitzt, was wegen 3. noch keine Ein-
schrénkung ist. Weiterhin wollen wir voraussetzen, daB diese
Nullstellen sogar betragsméfig verschieden und reell sind. Sie
sollen nach der GrdBe des Betrages durchnumeriert sein:

|z41 < |22|4 ..;.¢|z |

Wir bilden nun aus (1) die Folge der Polynome (4) und wenden
auf diese den Wurzelsatz von Vieta an:

(m) - m m m
8,7 = Zq tZp + eee + 2 4+ 2
Z .1 Z o\ Z m
m 1 | n-1
= 7 ( ) +(_) + see +( ) +1
. [ “n %n %n
(m) _ _m_m m _m m _m
(5) Bred = ZqZp + eeet Zp 5% 4 + 2 12
Z.Z m Z m
() e (e
. n=1“n Zn=1%n
(m): m_m m _m
80 = ZyZo eee Z 42 .
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Da die Ausdriicke in den eckigen Klammern fiir groBe m gegen

Eins streben, gilt also fir m = 29 —w ¢
m (m
8n-1 -**znl
m#“zgf% '""zn-1zn‘ - A e‘x(:% (m) 1 — | 2p-1l
mJag;)’. __"lzn-zznﬂznl == 31(113_% (m) — |z |

m'agm) ;]z_lza cee znl = & agm)/a.(lm) —> | z4|

Wegen m = 23 erhalten wir leider nur Ndéherungsausdriicke fiir die
Betrége der Nullstellen und wir miissen durch Eingetzen der er-
haltenen Werte in (1) noch das richtige Vorzeichen ermitteln.

Beispiel:

Mit dem Verfahren von Graeffe sollen Néherungswerte fiir die
Wurzeln des Polynoms

P(z) = 22 - 422 + 3z + 2
berechnet werden. Es wurde ein Beispiel gewdhlt, fiir das die
Wurzeln schon bekannt sind. Es sind die Werte

1 +Y2 = 2,41421..., 2 und 1 =42 = =0,414213...
Wir konnen dadurch in jedem Schritt die erhaltenen Nédherungs-—
werte mit den wahren Werten vergleichen.
Die fiir das Verfahren notwendigen Berechnungen wurden mit Hilfe
eines kleinen Basic=-Programms auf dem KC 85/2 durohgefﬁhft.
Als erstes Polynom aus der Folge (4) erhélt man:

Py(z) = 22 + 10z° + 252 + 4.
Hieraus ergeben sich die N&herungswerte

3,16¢¢0, 1,58... und 0,4. :
Beim Vergleich mit den wahren Werten f&llt auf, daB der letzte
Ndherungswerte schon iiberraschend gut ist.
Da die Resultate filir sich sprechén, werden die weiteren Poly-
nome aus der Folge (4) mit den daraus resultierenden Nidherungs-—
werten nun nur kurz angegeben:

P,(2) = z° + 50z° + 545z + 16

2,65¢00 181534 0,4139...

P,g(2) = z° + 14102° + 295425z + 256
2,4Teee 1,95... 0,414213
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Pyp(z) = 23 + 1,39725-10°2° + 8,72752-101% + 65536
2,424, 1,994 0,414214

Pgy(z) = 22 + 1,77776°101%2° + 7,61696-1021z + 4,29497-10°
2,4144 1,99985 0,414214

-Boi der Berechnung der Koeffizienten des Polynoms P128 streik-
te der Rechner. Der Wert der groBten verarbeitbaren Zahl wurde
liberschritten.

6. SchluBSbemerkungen
(m) '

a) Unter den gestellten Voraussetzungen miissen alle ay
m=2;4;8;.0., positiv sein. Wegen (5) muB fiir groBe m néhe-

rungsweisge - -
o) [a™)]

gelten. Ein von Eins abweichender Faktor

(z. B. al®® & 2[a(™]2)
zeigt betragsmiéBig gleiche Nullstellen an. Durch die Sub-
stitution z = w+b, mit einer geeigneten Konstante b, kann
.das Polynom (1) in ein Polynom mit betragsméBig verschiede-
nen Nullstellen iiberfilhrt werden.
Treten fiir bestimmte k in den Koeffizientenfolgen aém),
m=2:;4;8;..., negative Zahlen auf, so gehdort zu jJjedem s0l-
chen k ein Paar konjugiert komplexer Wurzeln. !
Streicht man diese Folgen nach dem Abbruch des Verfahrens
und rechnet mit den verbliebenen Koeffizienten wie beschrie-~
ben weiter, so erhédlt man Nidherungswerte fiir die reellen
Nullstellen von (1) und die Quadrate der Betrige der komple=-
xen Nullstellen.

b) Der Vorteil des Verfahrens von Graeffe besteht darin, daB
man mit Sicherheit Néherungswerte fiir alle (reellen) Null=-
stellen des Polyhoms (1) erhdlt.

¢) Einen schwerwiegenden Nachteil stellt das in Abhéngigkeit
von m exponentielle Anwachsen der in (4) auftretenden Koef=-
fizienten dar. Dadurch ist das Verfahren fiir Computer nicht
geeignet. ]
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Feuerbach und die merkwirdigen Punkte

O, Einleitung

Jedem Schiiler, spitestens ab der 7.Klasse, sollte eine Aus-
page iiber Dreiecke bekannt sein, die wir ausdriicken durch
folgenden
Hilfssatz 1 .In jedsm Dreieck heben die drei Mittelsenkrech-
ten der Seiten genau einen Punkt gemeinsam, den
Mittelpunkt des Umkreises.
Von einem guten Schiiler sollte man auBerdem erwarten, dalB er
diesen Satz beweisen kann, zumal ein solcher Beweis ganz ein-
fach direkt zu filhren ist:
Unter der Mittelsenkrechten der Strecke XY versteht man be-
kanntlich diejenige Gerade m(XY), fiir welche die Geraden-
spiegelung & mit der Achse. m(XY) die beiden Punkte X und Y
vertauscht ( 6 (X) =Y, 6(Y) #»X ). Die Gerade m(XY) ist dem-
nach zugleich die Menge aller Punkte P, die von X und Y den
gelben Abstand haben (IPX|=|PYl ). Sind nun A, B, C die Ecken
eines beliebigen Dreiecks, so da8 also A, B und C nicht auf
ein und derselben Geraden liegen, dann schneiden sich die
Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten AB und BC in einem Punkt
M : m(AB) N m(BC)= {M} .
Folglich gilt IMAl=IMB/ und |MBI=[MC|, also auch IMAI= IMCI
und somit M em(AC), was zu beweisen war.
Die Behandlung von Sdtzen dieser Art, sogenannten "Schnitt-
punktsidtzen", gehtrt seit liber 150 Jahren zum Bestand des
elenentargeometrischer Unterriehts umd wird erst im letzter
Zelt und ganz zu Unrecht in unseren Schulen vernachl¥ssigt.
Bemerkenswert ist die Tatsache, daB zwar schon Euklid in sei-
nen "Elementen", dem iiber zwel Jahrtausende anerkennten Stan-
dardwerk der Geometrie, den Schnittpunkt zweler Mittelsenk-
rechten des Dreiecks zur Konstruktion des Umkreises nutzte,
aber dem Umstand, daB such die dritte Mittelsenkrechte durch
diesen Punkt verlduft, keine Beachtung schenkte. Auch Archi-
medes,der die entsprechenden Sdtze iiber den zemeinsamen
Schnittpunkt der drei HShen und drei Seitenhalbierenden im



Feuerbach 28

Dreieck formulierte, faBte diese Aussagen nicht als besonde-
re Phinomene auf. Die Bezeichnung "merkwiirdige Punkte" fiir
solche in allen Dreiecken auftretenden Schnittpunkte besonde-
rer Dreieckstransversalen wird erst um TBOOIeingefﬁhrt, als
die entsprechenden Schnittpunktsdtze zur Demonstration und
Anwendung der neu entstandenen geometrischen Theorien heran-
~gezogen wurden. Von besonderer Bedeutung in diesem Zusammen-
hang ist die Entdeckung von Leonhard Euler (1707-1783) aus
dem Jahre 1763, daB in jedem Dreieck der HGhenschnittpunkt H,
der Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt ¥ auf einer Ge=-
raden (Eulersche Gerade!) liegen mit |HS| = 21SMl. Damit war
erstmalig ein iiber die Kenntnisse der alten Griechen hinaus-
gehender Satz der elementaren Dreiecksgeometrie gefunden.,
Von gleicher Bedeutung ist die Entdeckung von Karl Wilhelm

~ Feuerbach (1800-1834) aus dem Jahre 1822, daB der Kreis (Feu-
erbachkreis!) durch die Seitenmitten eines beliebigen Drei-
ecks, der auBerdem durch die HthenfuBpunkte und die Mitten
der oberen HOhenabschnitte verlduft, den Inkreis und die drei
Ankreise des Dreiecks jeweils in genau einem Tunkt beriihrt.
Karl Wilhelm Feuerbach wurde am 30.Mai 1800 in Jena geboren
als Sohn des beriihmten Juristen Johann Paul Anselm Ritter
von Feuerbach, fiir den unldngzt in der Goetheallee in Jena
eine Gedenkbiiste aufgestellt wurde.  Damit gehdrt der Mathe-
matiker Karl Wilhelm Feuerbach zu Jener beriihmten Familie,
die u.a. den Maler Anselm Feuerbach und Philnsophen Ludwig
Feuerbach hervorgebracut hat. Karl W. Feuerbach wirkte als
Professor der Mathematik am Gymnasium in Erlangen, wo er 1822
seine Schrift "Eigenschaften einiger merkwiirdiger Punkte des
geradlinigen Dreiecks™ verfafBite.
Seit dieser Zeit erschienen immer wieder Arbeiten mit Verein-
fachungen von Beweisen der S#itze iiber die merkwiirdigen Drei-
eckspunkte oder der Entdeckung neuer Eigenschaften.
Die grundlegenden S&tze von Euler und Feuerbach sollen im
folgenden durch besonders einfache bzw. kurze Beweise herge-
leitet werden als Anwendung der Vektorrechnung und der Spie-
gelungen am Kreis,
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1. Bulersche Gerade

Im folgenden werden gelecentlich die Ortsvektoren 8y Dyecey X
von Punkten A, B,..., X mit den Punxten selbst identifiziert,
etwa in folgendem Sinne: Unter dem Schwerpunkt 8, eines Sy-
stems von n Punkten Xyseces X wird per definitionem der

Punkt

8,22 (Xq4Xpte004X )/n

verstanden. Also ist z.B. der Mittelpunkt 92-(x1+x2)/2 der
Strecke X,X, der Schwerpunkt von {X,, X,} .

Sind A', B', C' die Mittelpunkte der Seiten BC, AC, AB eines
Dreiecks ABC, so heiBien die Geraden s(AA'), s(BB') und s(CC')
die Seitenhalbieremden des Dreiecks, und es gilt folgender
Hilfgsatz 2 .In jedem Dreieck schneiden sich die Seitenhal-
bierenden in einem Punkt, dem Schwerpunkt des
Dreiecks.
Zum Bewels kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ange-
nommen werden, dafl etwa C =0 Ursprung des Koordinatensystems
ist, so daB

8= (a+b+c)/3 = %{a-&b)- %(%(a-c-b))- %-c'

- gilt. Folglich liegt der Schﬁerpunkt S des Dreiecks auf der

Seitenhalbierenden s(CC').

Die nun .noch fehlende Aussage iiber den Schnittpumkt H der

drei Hchen im Dreieck fZllt mit ab beim Bewels des Satzes

von Euler, den wir formulieren als

Satz 1 .In jedem Dreieck liegen der HBhenschnittpunkt H, der

Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt M auf éiner
Geraden (der Eulerschen Geraden) mit

38=h + 2m , (1)

8o daB S die Strecke HM im Verhi#ltnis 2:1 teilt.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei der Umkreis=-
mittelpunkt M Ursprung des Koordinatensystems. Dann
gilt fiir die Betrdge der Ortsvektoren der Dreiecks-
ecken '
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lal « [bl =lc] . (2)

A he ¢ x
Die Gleichung der Hohe h, durch:C (Gerade durch C

senkrecht zur gegeniiberliegenden Seite AB) lautet
in vektorieller Form

(x-q)(a-b)= 0.
Wird hier fiir x der Punkt
p:= as+b+c = 38

eingesetzt, so ergibt sich unter Beriicksichtigung
von (2) S

(p-c)(a-b) s (a+b)(a=b) = lal 2_m2as0 .
so dall Pe hc gilt. Analog ergibt sich Pe ha und
Pe h.b, die drei HYhen des Dreiecks schnelden sich

also in dem Punkt P=H mit h =38, und S teilt dem-
nach HM im Verhiltnis 2:1, womit auch die Euler-
gleichung (1) (fiir m# Q) bewiesen ist.

Fortsetzung folgt! Prof. Dr. E. Hertel Katrin Tschirpke
Sektion Mathematik Mathematik-Studentin
2. Studienjahr
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Aufgaben der Bezirksolympiade (Klasse 11/12)

1.

2.

Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen x, die das
folgende Ungleichungssystem (1), (2) erfiillen:

xt - 6x° + 8 20, M)
2x° - 3x >0. (2)

Ein Auto soll einen Bundkurs in einem vorgeschriebenen Um-
laufsinn dqurchfahren., Das zur Verfiigung stehende Benzin
reicht genau zum einmaligen Durchfahren des EKurses, wurde
aber vorher willkiirlich in eine Anzahl n 21 von Kanistern
verteilt, die ebenfalls willkiirlich léngs des Rundkurses
aufgestellt sind. Der Tank des Autos ist zu Beginn leer
und besitzt ausreichendes Fassungsvermdgen, um.beim Errei-
chen jedes Kanisters dessen Benzin aufzunehmen.

Man beweise, daB es moglich ist, den Startpunkt des A utos
80 zu wéhlen, daB der Kurs genau einmal durchfahren werden
kann.

(Eventuelle Verluste beim Umfiillen, Mehrverbrauch bel wie=

derholtem Anfahren usw. sollen nicht beriicksichtigt wer-
den. )

Von den nachstehenden Aufgaben ist genau eine auszuwéhlen und

zu

16sen:

3A. Man ermittle den gréBten Wert, den der Fliécheninhalt des

3B.

Bildes eines beliebig im Raum liegenden Quaders Q mit ge=-
gebenen Kantenléngen a, b, ¢ bei senkrechter Paralle lpro-
Jektion auf eine Ebene annehmen. kann.

Es sel f diejenige fiir alle geordneten Paare (x,y) natiir-
licher Zahlen x, y definierte Funktion, die fiir alle na-
tlirlichen Zahlen x, y die folgenden Gleichungen (1), (2),
(3) erfiillt:
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4.

5.

62
£(0,y) - y+1, (1)
f(x+1'0) ‘f(xi'l). (2)
P(x+1,y+1) =£(x,£(x+1,¥)). (3)

Man ermittle _
a) den Funktionswert £(3,3),
b) den Funktionswert £(4,2).

Hinweis: Gegebenenfalls kann die Angabe eines gesuchten
Funktionswertes durch einen rechnerischen Ausdruck mit
kKonkret angegebenen Rechenoperationen erfolgen, wenn de—
ren zshlenmiéBige Ausfilhrung ohne Rechenhilfsmittel eine
zu lange Rechenzeit erfordern wiirde.

Man beweise fiir jedes Dreieck ABC: Bezeichmen wie iiblich
b, ©, ha die Léngen der Seiten AC, AB bzw. der auf BC

senkrechten Hohe und et die GréBe des Winkels ¥ BAC, so gilt .
h, & {bc'+ cos § . 1)

Man ermittle alle diejenigen Dreiecke ABC, bel demen in
(1) das Gleichheitszeichen gilt.

Man ermittle alle diejenigen Tripel (x,y,2) ganzer Zshlen,
die die folgende Gleichung (1) erfiillen:

124% « (1 + 32) w65 « (Xy2 + X + 2). N

Ein quadratisches Feld Q der Seitenlénge 10 ¥m ist von
einem Wassergraben u umgeben. Zur Bewlisserung soll Q durch
Anlegen weiterer Grében g vollsténdig in rechteckige Felder

Fq» FZ’ T Fn zerlegt werden. (Die Breite der Grében wer-

de vernachléssigt, Abb.fzeigt ein Beispiel fiir solch eine
Zerlegung. )

s
]
l
-——
l
_a

L

]

r=q

1 L]
i |

|
R C———

Avb. A
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I‘I .
Ferner werde gefordert, daB jeder Punkt der Flidche Q nicht

weiter als 100 m von einem Wassergraben (u oder g) entfernt
ist.

a) Man beweise: Wenn diese Forderung durch Grében g einer
Gesamtlénge von L Kilometern erfiillt wird, so folgt
stets L 3 480.

b) Man beweise, daB es einen kleinsten Wert gibt; den L

' (bei Erfiillung der genannten Forderung) annehmen kann,
und ermititle diesen Wert.

Preisaufgaben

U 19 Man bestimme die beiden Lisungen der folgenden Gleichung
in Abhéngigkeit von m, wobei die eine Ldsung doppelt so
groB wie die andere sein soll:

2x2 - (2n + 1)x + n° - om + 39 =0 ,

U 20 Iise die Gleichung
32(3("‘5)/(1-7),: 0,25 128(3""17)/(35"3)

U 21 Lose das folgende Gleichungssystem:

loge(x =y) =1 -
. losxy(x +y) =0 ,
(1ogax + logy - 2) « log,a= -1 .,
9

2 etund ﬂ erfiillen fiir x die Bedingung
8 +cOSX+besginxee .
Man berechne den Ausdruck 40032 % . coseﬁ% o

6]
U 23 Finde die Summe von

14+ 2x + 3x2 + eeo + (D+1)XD "
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Das HORNER-NEWTON-Verfahren

Im Heft 7/8 1986 der WURZEL wurde das Halbierungsverfahren zur
Berechnung von N&herungswerten £ﬁr reelle Polynomnullstellen
vorgestellt. Dieser Beitrag beschreibt ein wesentlich schnelle=-
res Verfahren fiir die gleiche Problemstellung.

Das HORNER=Schema

Gegeben sei - ein ?olyﬁcm n=-ten Grades
| -1 n-i
(1) P (x) = aoxn + a1xn S teeot B8y gXta = E;% 8;x

mit aie.Ii, i=0,1,¢¢¢,0 und a, % 0.
Wenn wir den Funktionswert Pn(xo) fir irgendein x eR effektiv
berechnen wollen, ist die &quivalente Darstellung :

(2) P (x) = (eoo((a xta,)x+ay)xtesota, 4 )xta,

besser geeignet. Sie l&aBt sich sofort zu einer Rekursionsvor=-
schrift ausbauen. Wir definieren Zahlen bo’h1"“’bn durch

b =a

(@] 0
ﬁ3) b1 = boxo + a,

und erhalten
Pp(xy) = bye

Wenn wir b_1 = 0 gsetzen, erhalten wir die Rekursionsformel

(3*) by = by 4%, + &y, 1m0, 15000 42
Die Koeffizienten bc,,‘n1,...,'bn_1 definieren ein Polynom
_ 3 (n=1) (n=1)=1,
(4) Pn_1(x) = b x + b1x teoot bn_zx + bnp1 =

n-1
) (n=1)=i

und es‘gilt _
(5) P (x) = P (x)) + (x-x )P _4(x).
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Durch Anwendﬁng der. gleichen Vorschrift auf Pn~1(x) erhalten

wir Zahlen 00,01,000,0n_1‘
30 = b,
(6) %1 = %%o * P
Cp-1 = ®p-2%o * Ppaq
(G‘n) Oi = 91_110 + bi’ i=0,1,-.. ,n"‘1

und es gilt

Pre1(Xo) = Cpge

Die Koeffizienten o4 definieren ein Polynom
(n-2) (n=-2)=-1

(7) P _o(x) =cx + 0,4x Yeaet Op JX + 0y o =
= Eff cix(n-a)'i
i=0
und es gilt
(8) R_(x) = B(x,) + (x=x ), (x;) + (x=x,)38, _,(x).

Fiir die Handrechnung sieht das HORNER-Schema so aus:

%5 - ®3 Ho wes Bp b @n-1 &n
X, = Dbx, bix, ... Q:}xo b X, bPo_1%,
b, by by, «ee b5 b1 b, = Pn(xo)
X, = ©,X, C4X, eee O 2X G, X,
% % C2 ¢+ Cp2 6pq = Fpq(x5)
bzw., fiir das Beispiel
P,(x) = 2x* - 3% + 2x° - 8x - 120
und Xy = 4

2 =3 2 =8 =120
4 = 8 20 88 320 _
2 5 22 80 |,2oo = P4(4)
4 & 8 52 2_9_§
2 13 74| 376 = P3(4)
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Das NEWTON=Verfahren

Es sei z ¢ R eine Nullstelle von Pn(x). Dann gilt
(9) Po(2) = B (xo)+(z-x )Py _q(x )+(z=x )2, ,(2) = O.

Pir P_.(x ) # O folgt

P (x,) | . P _5(2)
Ty * () + % g ey = O
bzw.
P _(x.) P ,(z)
_ (10) z =X - PnTn‘lr;_oT - ::f %, (z-xo)z.

Unter Vernachléssigung des letzten Terms erhalten wir eine
neue Néherung Xy fir z durch
P (x.)
(11) X, = X = g
1 9 n-1'%7 '’

wobeli der "Fehler" durch

Pn—2(z)
L)

\(12) ‘11—21 =
N=—

. lz-xolz

beschrieben wird.
Es sei bekannt, daB z e (a,b), wobei fiir alle x e (a,b) die Be=-
dingungen

(13) |2,_4(x)| 2 m>0, [ B, o(x) |« M

erfiillt aind. Dann existiert ein Teilintervall (z-d,z+d) € (a,b),
so daB fiir alle X, € (z=d,z+d) das NEWTON-Verfahren

P_(x, )

quadratisch gegen f konvergiert.
Wenn wir nun 4 "hinreichend klein", d. h. den Startwert X,
"hinreichend nahe™ an z wdhlen, konvergiert die Folge der X

wegsentlich rascher gegen z, als das beim Halbierungsverfahren
der Fall war.

Fuir dc¢ E erhalten wir

(15) qQ=|xgz| - Eéa- Ecf-8=n.
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Damit ergibt sich aus (12) fur den Fehler der Néherung x,

M 2 M 2 2
(16) =zl & glxal® 6 g < 0 -
Durch vollsténdige Induktion erhalten wir
k
M m (2™)
(17) |Ik-2| £E|I,k_1-z| QE e q .

Filr \xk_1-z| %~ 10~° erhalten wir |xk-z|£ % . 10728, was in et-
wa einer Verdopplung der Anzahl giiltiger Ziffernm in jedem
Schritt entspricht. Beziehung (17) beschreibt also, was unter
"quadratisbher" Konvergenz "zu verstehen ist. Ndherungsweise er-
gibt sich

AT Ixemsls [ xe gzl

Bevor wir diese rasche Konvergenz am Beispiel veranschaulichen,
soll ein kleines BASIC=Programm uns die Berechnung auf einem
Kleincomputer ermdglichen. Wir setzen dazu voraus, daB8 die Ko=-
effizienten A(I) bereits im Rechner gespeichert sind und auch
der Startwert X bereits bereitgestellt wurde.

Bei der Berechnung der bi und cy verzichten wir auf den Index

i, genau wie bei der Folge der Néherungen auf den Index k ver—
zichtet wird.:

1¢¢ REM #%» HORNER-NEWTON=-VERFAHREN % %%
119 B=@:C=¢ '
12¢ FOR I=@TON

13¢ C=C*X+B

14@ B=B#*X+A(I)

15¢ NEXT I

169 X=X-B/C

17¢ PRINT X

18¢ IF ABS (B/C) > EPS GOTO 11¢

19¢ END - ‘

Fiir Pz(x) = x2-2 erhalten wir mit x =2 (oder auch x0=1) folgen-
de Folge: '
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S

w
o

=9

*5
1.41666667

1.4121569
1.4121356

wobei sich Xy im Rahmen der Rechmergenauigkeit nicht weiter
verbessern laBt. -

Fiir P4(x)'= oxt -.3x3 + 2x° - Bx = 120 und x = 4 ergeben sich
die N&herungswerte

£ W N =

5,
3.46808511
3.29301112
3.27542983
3.27526347
3.27526345

‘wobei sich xs im Rahmen der Réchnergenauigkeit ebenfalls nicht
weiter verbessern laBt.

(6 ) I - UV (S N -

AbschlieBend sei vermerkt, daB das NEWTON=Verfahren stets kon-
vergiert, wenn nur X, "nahe genug" an z liegt, allerdings un-
ter Umstédnden nur "linear", wenn némlich die Bedingungen (13)
nicht erfiillt sind.

Nachteil des NEWTON=Verfahrens ist allerdings, dal keiﬂe "gj=
cheren" Fehlerabschédizungen erhalten werden. In einem sp&teren
Beitrag soll deshalb der EinschlieBungsgedanke des Halbierungs-
verfahrens wieder aufgegriffen werden.

Dr. J. Komusiewicz
Sektion Mathematik
- Bereich Numerik/Optimierung
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Preisaufgaben

U 25 lokasute, uro cpexn umcen 2M +2%, a ramme cpezu uucen
3M 3K GocroHeUHO MHOTO KBaZpaToB, a cpexm wuced 4M4 4%,
sM 45K 4 6M 46X ger mm ozHOro KBaZpaTa LENOrO uUCHA
(3Zech M U K - HATypalbHHE Uilca, MybK).

U 26 Bewelse, daB die Gleichung ;y+ yjs(x + y)2 + (::'y)2
E keine Lésung im Bpreich der natiirlichen Zahlen besitzt.

U 27 Die Summe dreier ganzer Zahlen &, b, ¢ sei Null. Bewelse,
daB dann .2(a4 y bﬂ' 3 cq’) das Quadrat einer ganzen Zahl
darstellt.

U 28 Untersuche, ob in der Ebene .drei Punkte A, B, C existie-
ren, so daB fuer jeden beliebigen Punkt P der Ebene we-—
nigstens eine der Strecken PA, PB, PC irrationale Linge
besitzt.

IDM Zahlen +1 und -1 sind in neun kleine Quadrate eines
3 x 3 Quadrates geschrieben. Danach wird jede Zahl in
den kleinen Quadraten neu gebildet, indem man das Pro-
dukt ihrer Nachbarn bildet. (Zwel kleine Quadrate sind
Nachbarn, wenn sie eine gemeinsame Seite haben.)

_ Bewelse, daB nach endlich vielen solchen Operationen in
den Quadraten nur +1 steht.

U 30 Beweise die Ungleichung

1 1 1 n~-1
. , = + =3 + b oy —

EinsendeschiuB: 1. 9. 1988
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Lésungen zur Bezirksolympiade (Klasse 1112)

1. Die Ungleichung (1) ist der Reihe nach #quivalent mit
(x* - 2)(x® - 4) £ 0,
2 &£ x° %4,
Y2 £ ixl £ 2,
2 x££ -q20der Y2 Ex & 2, )

Die Ungleichung (2) ist dquivalent mit

x(2x - 3)>0
und dies mit

x<0 oder xv% . (4)
Also ist das Ungleichungssystem (1), (2) dquivalent damit,
daB (3) und (4) gelten. Wegen O < '\@'4%42 ist dies #dquiva=-
lent mit '

~2&x £ -42 oder%cxéz. (5)
Folglich erfiillen genau alle diejenigen reellen Zahlen Xx,
fiir die (5) gilt, das Ungleichungssystem (1), (2).

Hinweis: Das Ergebnis kann auch so formuliert werden:
Die Losungsmenge von (1), (2) ist die Vereinigungsmenge der
Intervalle [-2, -v2'] .und (g-, 2] .

Andere ILdsungsmoglichkeit: Die in einem z,y-Koordinatensy-
stem gebildete Kurve y = 2° - 62 + 8, de he y+1 = (5-3)2 ist
eine nach oben geﬁffnete und so gelegene Normalparabel, daB
ihr Scheitel die Koordinaten (3,-1) hat. Dem Verlauf dieser
Parabel (z. B. geniigend genau skizziert) kann man entnehmen,
dasd z2 - 6z + 8 £ 0 genau filr alle diejenigen nicht negati-
ven z gilt, fiir die 2 £ z £ 4 ist. Also gilt x* - 6x° + 880
genau fiir alle x mit V2 & |x| £ 2, d. h. mit (3).

Analog kann man auch durch Diskussion der Parabel y = 2x2-3x
zu (4) gelangen.

2, I. Im Fall n=1 kann der einzige Kanister offenbar als Start-
punkt gewdhlt werden. '
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II. ‘Als Induktionsannahme werde vorausgesetzi, dal die Be=-

hauptung fiir n = k Kanister zutrifft (k%1). Dann folgt
fiir jede Aufstellung A von k+1 Kanistern:

Unter den Kanistern der Aufstellung A befindet sich we-
nigstens ein Kanister C, von dem aus der néchste Kani-
ster C' mit dem Inhalt von C erreicht werden kann; denn
andernfalls wére die Summe der Inhalte aller Kanister
kleiner als eine fiir den Rundkurs ausreichende Gesamt-
menge. Wird nun der Inhalt von C' in C umgefiillt und C'
weggelassen, so entsteht eine Aufstellung A' von k Kani-
stern, zu der nach Induktionsannahme ein Standort exi-
stiert, von dem aus der Rundkurs durchfahren werden kenn.,
Dieger Standort kann an keiner Stelle gein, die zwischen
C und dem in der Aufstellung A {ibernéichsten Kanister C"
liegt; denn er muB bei einem Kanister CO sein (sonst
konnte das Auto dort nicht starten), und zwischen C und
C" steht bei der Aufstellung A' kein Kanister.

Also enthélt filr die Aufstellung A' der mit CO beginnen=-
de Rundkurs auf der Strecke von C, bis C (die auch mit
CO= C entartet sein kann) dieselben Standorte wie fiir A.
Dann folgt die Strecke von C bis zu C", und danach folgt
auf der Strecke von C" bis C, (die auch mit C, = C" ent-
artet sein kann) wieder dieselbe Standortverteilung fiir
A' wie fiir A,

Damit ergibt sich fiir die Aufstellung A: Nach einem
Start in C, kann wie bei A' bis C gefahren werden. An-
schlieBend wiirde (nach Voraussetzung iiber A') das im
Auto und in C und in C' zusammen vorhandene Benzin rei-
chen; daraus (und weil schon der Inhalt von C bis C!'
reicht) folgt: Das im Auto und in C vorhandene Benzin
reicht bis C', und von dort kommt man durch Hinzufiigen
des Benzins aus C' bis C", Von dort schlieflich gelangt
man wie bei A' bis Cg.

Also hat sich ergeben, daB bei der Aufstellung A der
Rundkurs von CO aus durchfahren werden kann; d.h., die
Behauptung gilt auch fiir n = k+1 Kanister.

Mit I. und II. ist die Behauptung fiir alle natiirlichen Zah-
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len n & 1 bewiesen.

Anderer Losungsweg: Zundchst wird angenommen, dafl der Tank
des Autos zu Beginn nicht leer ist, sondern genausoviel Ben-
zin enthdlt, wie zum einmaligen Durchfahren des lundkurses
notwendig ist. Es wird eine Proberunde mit beliebigem Start-
punkt gefahren, wobei der Tankinhalt wédhrend der gesamten
Fahrt registriert wird, bei Halt an einem Kanister vor und
nach dem Nachtanken. Am Ende der Fahrt ist der Tankinhalt
genau so groB wie zu Beginn, Widhlte man einen der Punkte mit
minimalem Tankinhalt (dieser fdllt mit dem Standpunkt eines
der Kanister zusammen) als Startpunkt fiir die Wertungsrunde
(die mit leerem Tank begonnen wird), so ist der Tankinhalt
stets nichtnegativ. ’

Feuerbach und die n'ierkwiirdigen Punkte

2. Neunpunktekrels

Eine erste Schar von Aussagen ilber den Feuerbachschen Kreis
werde zusammengefaBt in folgendem
Satz 2 .In jedem Dreieck ABC liegen die Seitenmitten A', B', -
C', die HohenfuBpunkte H,, HB’ HC und die Mitten der
Hhenabschnitte zwischen dem HShensohnittpunkt H und
den Ecken des Dreiecks auf einem Kreis, dem Feuer-
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Beweig:

bachschen oder Neunpunktekreis, dessen Durchmesser
gleich dem Umkreisradius ist und fiir dessen Mittel-
punkt F gilt

33-m+2f, ' (3)

so da F auf der Eulerschen Geraden liegt und die
Strecke HM halbiert,

Durch eine Radialstreckung am Schwerpunkt S mit dem
Faktor -1/2 (zentrische Streckung mit dem Zentrum S,
dem Streckungsfaktor 1/2 und anschlieBender Punkt—
spiegelung an S) wird das Dreieck ABC auf das zhnli-
che Dreieck A'B'C' abgebildet.

H, ¢’ B

Der Hohenschnittpunkt H geht dabei in M iiber, und
der Umkreismittelpunkt M geht in den Umkreismittel—
punkt F des Bilddreiecks A'B'C! iiber, so daB

ISMI = 2 |SFl gilt und die Feuerbachsche Gleichung (3)
bewiesen ist. :

Wird diese Gleichung in der Form

38 = a+b+c = m+2f Dbzw.
m-a * 2(F(bec)-£)
geschrieben, so erkennt man, daB der Radius Im-al

des Umkreises gleich dem Doppelten des Radius

L%(b+c)—fl=[A'Fl des Feuerbachkreises ist., Eliminiert
man aus den Gleichungen (2) und (3) die GréSe m, 80
ergibt sich '
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38 « a+b+c = 4f-h bzw.
%(h-rc)-f = f-12-(a+b) ,

was besagt, daB8 der Abstand des Mittelpunktes der

Strecke HC von F gleich dem:Radius IFC'Y des Feu-

erbachkreises ist; die Mitten der "oberer Hchenab-
schnitte liegen also auf dem Feuerbachkreis.

Da MC' parallel zu HH, ist und F Mittelpunkt von.

HM, muB schlieBlich IFH l‘IFCﬂ gelten, das heiBt,

daB auch die Hahenfuﬁpunkte auf dem Feuerbachkreis
liegen, womit Satz 2 vollsténdig bewiesen ist,

3. Feuerbachkreis

Die Hauptaussage, die von Karl Wilhelm Feuerbach iiber den
"Neunpunktekreis" gefunden wurde, bezieht sich auf dessen Be-
riihrung mit dem In- und den Ankreisen des Dreiecks., Dazu sei
zundchst daran erinnert, daB sich in jedem Dreieck die drei
Innenwinkelhalbierenden in einem Punkt I schneiden, der Mit-
telpunkt des Inkreises ist (Kreis im Dreiecksinneran, so daB
die Dreiecksseiten auf Tangenten liegen). Der Leser kann

- diese Aussage in\vﬁlliger Analogie zu Hilfssatz 1 beweisen.
Ehnlich einfach ist die Aussage herzuleiten, daB sich jede
Innenwinkelhalbierende mit den beiden Halbierenden der "nicht
anliegenden" AuBenwinkel im Mittelpunkt eines Ankreises schnei-
det (EKreis, der mit genau einer Dreleckseite einen Punkt ge-
meinsam hat, und die beiden anderen Seiten liegen auf Tangen-
ten).
Der abschlieBende Satz soll durch Inversion am Kreis bewiesen
werden nach einer Idee von Taylor aus dem Jahre 1875.
"Wurzelfiichse" seien an den Artikel "Spiegelung am Kreis" in
Wurzel 3 (1981) erinnert, "ganz alte Hasen" verweisen wir auf
die Artikelserie "Die Spiegelung am Kreis - eine geometrische
Abbildung mit interessanten Anwendungen" des Jahrgangs 1968
(Hefte 1, 2, 3). Allen "jilngeren" Lesern sei das wichtigste
kurz mitgeteilt:
Gegeben sei ein Kreis k (Inveraionskreia) mit dem Mittelpunkt
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M und der RadiusmaBzahl r. Jedem Punkt P# M der Ebene wird
nun ein neuer Punkt P' zugeordnet durch die Forderungen:

1. P' liegt auf dem Strahl mit dem Anfangspunkt M, der P
enthdlt.

2. Es gilt [MPI-IMPY = p?

Damit ist eine eineindeutige Abbildung der um den Punkt M re-
duzierten euklidischen Ebene auf sich definiert. Die Punkte
P und P' werden bei dieser Abbildung vertauscht, was die Be-
zeichnung "Spiegelung" bzw. "Inversion" am Kreis k rechtfer-
tigt. AuBerdem sind die Punkte des Inversionskreises k Fix-
punkte der Abbildung.

Von den vielen interessanten Eigenschaften der Inversionen
am Kreis werden hier folgende benBtigt:

(11) Kreise,die den Inversionskreis senkrecht schneiden,
werden auf sich abgebildet.

(12) Kreise durch den Mittelpunkt M des Inversionskreises
werden auf Geraden abgebildet, die senkrecht zu MN
verlaufen, wenn N Mittelpunkt des abzubildenden Krei-
ses 1ist.

AuBerdem benutzen wir folgende zwei Hilfsaussagen, deren ele-
mentare Beweise dem Leser iliberlassen werden sollen:

Hilfssatz 3 .Die Mitte jeder Dreiecksseite halbiert die
Strecke, die von der Beriihrungspunkten des In-
und Ankreises mit dieser Seite gebildet wird
(IA'XI-IA'XaI).

Hilfssatz 4 .Schneidet die Innenwinkelhalbierende durch A
die Gegenseite BC mit dem Mittelpunkt A' im
Punkt D, so gilt

IA'XI% = |A'DI - FOW

fiir den Inkreisberiihrungsounkt X und den Hohen-
fuBpunkt A1 auf der Seite BC.
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A

Nun kann die letzte Aussage iiber den Feuerbachkreis formu-
liert werden durch den folgenden

Satz 3

Bewels:

.Der Feuerbachkreis eines beliebigen Dreiecks beriihrt

den Inkreis einschliefend und die drei Ankreise aus-
schlieBend. '

Wir betrachten das Dreieck ABC mit den entsprechen-
den Innenwinkelgrdfen «, 8,y und dem Feuerbachkreis
k durch die Seitenmitten A', B', C', den HShenfuB-
punkt A1 und die Mitte Ao des oberen HShenabschnitts
HA, Der Inkreis ki beriihre BC in X, der Ankreis ka

beriihre BC in Ia.

Nimmt man A' als Mittelpunkt und IA'XI=IA'X | (Hilfe-
satz 3) als Radius eines Inversionskreises 1, so ist
das Bild k' des FeuFrbachkreiaea k bei Spiegelung an
1l eine Gerade, well k den Mittelpunkt A' von 1 ent-
h&lt.
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Nach (I2) muB diese Gerade auBerdem senkrecht zu
A'AO verlaufen, und sie muB den Punkt D enthalten,
denn D ist Bild von A1 bei der Spiegelung an 1 wegen
(A'DI-1A'A,l = [A'XI %ax? (Hilfssatz 4). Inkreis ky und
Ankreis ka schneiden 1 orthogonal und gehen deshalb
nach (11) bei Inversion an 1 in sich iiber. Die Bild-

gerade k' des Feuerbachkreises bildet mit der Seite
BC einen Winkel der GroBe J=|¥ A'AOA1I' I‘IA'B'A.]'

(Peripheriewinkel). Ferner ist #A'B'A;=¥CB'A,-4CB'A’
und I¥CB'A'I= I¥CABI . Wegen I#B'A;Al=HCAA I (denn
I¥CA,Al'= 90°) und |4CB'A,| = 21%CAA,l (AuBenwinkel im
Dreieck B'AA1) wird

d= 2#CAA4l ~|#CABI= HCAA.II +1%¥BAA

I + 2|-i:BAA |,

i 2(9o°-|-m 1BAI) = « + 180 -HA BAl -1¥A,BA[
Sz + 8 -f-Hr) =AB-y

Die zweite Tangente von D an ki und kabildet mit BC
den Winkel
I'=|%XIX'l = 21XIDI = 2|%AADI= B~y

Daher ist diese Gerade gleich dem Bild k' des Feu-
erbachkreises. Da k' also die Kreise ki und ka be=

rithrt und diese bei der Inversion fest bleiben, muB

der Feuerbachkreis k selbst ebenfalls die Kreise k1

und k beriihren, was zu beweisen war,
Wir hoffen, daﬁ einige Leser diese Ausfilhrungen als Anregung
aufgreifen, sich in den groBen Kreis derer einzureihen, die
eigene schine Beweise suchen fiir Eigenschaften der bekannten
merkwiirdigen Punkte oder neue merkwiirdige Punkte oder ILinien
entdecken. Als weiterfiihrende Literatur empfehlen wir folgen-
des schtnes Buch aus der Schiilerbibliotheksreihs:
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Hat Matthias wirklich die besseren Chancen?

In Heft 4/1987 der "alpha" wird auf Seife 81 die Frage gestellt,
wer in der Partie zwischen Holger und Matthias in der letzten
Runde eines Schachturniers die grdBSeren Chancen besitzt, wenn
vom bisherigen Verlauf des Turniers bekannt ist: Holger und
Matthias spielten gegen die gleichen Gegner, wobei Holger 5 Ge-
winne, 6 Remis und 1 Niederlage erzielte und Matthias 4 Gewinne,
8 Remis und keine Niederlage. Verweisend auf eine liethode von
C,H,0'D. Alexander, die auf den "Prinzipien der modernen Wahr-
gcheinlichkeitsrechnung™ beruhen soll, wird folgendermalien vor-
gegangen:

"Zuerst wird iiberpriift, ob die jeweiligen Anzahlen der Gewinn-,
Remis- bzw. Verlustpartien beider Spieler griBer O ist. Da
Matthias keine Verlustpartie aufzuweisen hat, werden die be-
treffenden Anzahlen beider Spieler um je 1 erhdht. Danach er-
gibt sich folgendes:

Holger: 6 Gewinne, 7 Remis, 2 Verluste

Matthias: 5 Gewinne, 9 Remis, 1 Verlust

Jetzt werden die erhthten Gewinnpunkte von Holger mit den er-
héhten Verlustpunkten von Matthias und umgekehrt die erhdhten
Gewinnpunkte von Matthias mit den erhdhten Verlustpunkten von
Holger sowie noch die erhshten Remispunkte miteinander multi-
pliziert.

Gewinne fiir Holger: 61 = 6

Gewinne fiir Matthias: 5.2 = 10
Remis: 7.9 = él
79

Daraus ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeitswerte:

Gewinn fiir Holger: 6/79 = 0,07 = 7T %

Gewinn fiir Matthias: 10/79 = 0,13 = 13 %

Remis: _ 63/79 = 0,80 = 80 %'

Somit ist erkennbar, daB Matthias - mathematisch betrachtet -
iiber die besseren Chancen in dieser Partie verfiigt.

Die Farbverteilung (WeiB oder Schwarz) fiir die vorangegange-

nen Partien sowie fiir die 13. Partie der beiden Spieler blieb
bei dieser mathematischen Bestimmung unberiicksichtigt."
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Was-sagt diesge llethode in leichter iliberschaubaren Beispielen
aus:

Beispiel 1 Wenn z. B. Spieler A 4 Gewinne, O Remis und 1 Nie-
derlage aufweist (abgekiirzt 4/0/1) und B die Bilanz 2/3/0, so
h&lt jeder Schachfreund Spieler A mit 4 Punkten fiir besser als
B mit 3,5 Punkten. Nach der llethode aus der M"alpha™ hat aber A
5¢1/(501+1+4+42+3) 33 % Gewinnchancen, B dagegen 2:3/15 = 40 %.
Wie im geschilderten Fall von llatthias und Holger wird vorsich-
tige Spielweise mathematisch angeblich belohnt. Genauer, bei
guten Spielern (solchen mit mehr Siegen als Niederlagen) ist bei
unge féhr vergleichb#rem Punktstand angeblich der besser, der
weniger Niederlagen aufweist.

Wie sieht es bei schlechten Spielern aus?

Beispiel 2 Nehmen wir an, A hat die Bilanz 1/0/4 und B 0/3/2,
de he. A wdre mit 1 Punkt schlechter als B mit 1,5 Punkten. Die
"alpha"=Regel liefert aber fiir A eine Siegchance von 40 % und
fiir B von 33 %. Bei schlechten Spielern ist angeblich offensi=-
ves Spiel zu empfehlen.

Als Beispiel 3 sollen die Bilanzen 11/0/0 sowohl fiir A als
auch B dienen. Dann haben A und B gleiche Siegchancen mit je-
weils 12+1/(12*1+1-141°12) = 48 %, Warum soll aber ein Remis
mit nur 4 % so selten sein?

Als Beispiel 4 betrachten wir die Bilanzen 40/0/10 fiir A und
20/30/0 fiir B. Da die Bilanzen so aussehen, als ob sie die Er-
gebnigse aus Beispiel 1 bestédtigen, sollte man erwarten, daB

die Wahrscheinlichkeiten erhalten bleiben. Weit gefehlt: Jetzt
stehen die Siegchancen fiir A nur noch 41+1/(41+1+131+11.21) 2= 14 %,
widhrend sie sich fiir B auf 231/303~ 76 % erhohen, obwohl A nun
schon 5 Punkte Vorsprung besitzt!

Wenn der Schachfreund nun der "modermen VWahrscheinlichkeits=
rechnung" nicht mehr traut, hat er allen Grund!

Die in der "alpha" vorgestellte lLlethode findet man ﬁbrigens
auch in dem Buch "Schach und Zahl" von Eero Bonsdorff, Dr.
Karl Fabel und Olavi Riihimas (Walter-Rau-Verlag Diisseldorf,
2. Auflage 1971) ohne eine mathematische Begriindung, aber we-
nigstens mit genaueren Verweisen: Neben Alexander (British
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Chess Magazine, Juni 1955) wird noch auf Dr. E.T.O. Slater
(BBCA Magazine, Oktober 1952) aufmerksam gemacht. Da diese
Quellen schwer zugénglich sind, wollen wir uns selbst liberle=-
gen, welch verriickte Ideen hinter der in der "alpha" verdffent-
lichten Methode stecken konnen:

Aug Beisgpiel 1 ist zu entnehmen, daB die Chance von A, gegen
einen der bisherigen Gegner X (X#B!) zu gewinnen, 4/5 = 80 ¢
betrégt, wihrend die von B gegen X (X#A!) zu gewinnen,

2/5 = 40 % betrégt. Wenn zwei Ereignisse unabhéngig voneinander
gind, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir ihr gemeinsames iintre-
ten das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten. Haben die Geg-
ner alle die gleiche Spielstérke, so ergibt sich im Beispiel 1
als Wahrscheinlichkeit dafiir, daB8 sowohl A als auch B gegen X
(44, X4B) gewinnenr, (4/5)¢(2/5) = 32 %. Leitet man die Vahr-
scheinlichkeiten nur aus dem bisherigen Turnierverlauf ab, dann
igt weiterhin die Chance, daB sowohl A gegen X (X4B) als auch
X (X4A) gegen B gewinnt, O %. Wenn A gegen B gewinnt, muB na-
tirlich B gleichzeitig verlieren. Vergift man nun aber die obi-
gen Bedingungen X4A und X4B und versucht, die obige Rechnung
trotzdem auf das Spiel A gegen B anzuwehden, go kidme man auf

0 % fiir einen Sieg von A gegen B, 0 % fiir ein Remis und
(1/5)¢(2/5) = 8 % fiir eine Niederlage. Das ergibt aber zusam-
men nicht 100 %, denn die Wahrscheinlichkeit, dal im Spiel A
gegen B sowohl A als auch B gewinnt, was angeblich 32 % aus=
macht, kehrt man aus Vernunftsgriinden unter den Teppich. Damit
die Gesamtwahrscheinlichkeit wenigstens 100 % ergibt, wird in
dem "alpha"~Verfahren nicht durch die Zahl aller Fdlle 55 di=-
vidiert, sondern nur durch die Zahl der nicht offensichtlich
unsinnigen Félle 4¢040+34+2¢1 = 2, was in diesem Beispiel als
Siegchance von B gegen A 2¢1/(4:0+0-3+2¢1) = 100 % ergibt.

Da das Ergebnis mit 100 % etwas kurios aussieht, wird in der
"alpha™ so getan, als ob man einfach A und B je einen Sieg,

ein Remis und eine Niederlage mehr zusprechen konnte. Genauso
gut kdnnte man annehmen, daB beide 10 Siege , Remis und Nieder-
lagen mehr haben; an der Differenz der erxrzielten Punkte von A
und B d@ndert sich dadurch wirklich nichts. Die mit der "alpha'-
Methode berechneten Wahrscheinlichkeiten k6nnen sich hingegen
drastisch dndern: Denn aus den 100 % Siegchancen fiir B im Bei-
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spiel 4 ohne Addition werden 76 % bei der Addition von je einem
Sieg, Remis und einer Niederlage und 40 % bei der Addition von je
10 Siegen, Remis und Niederlagen. Letztere Wahrscheinlichkeit
stimmt iibrigens mit der aus Beispiel 1 bei Addition von je 1

ilberein. Es ist wohl offensichtlich geworden, deB bei dieser
"mathematischen" Bestimmung nicht nur der Anzugsvorteil des
Flihrers der weiBen Steine unberiicksichtigt blieb.

Betrachten wir folgendes Gegenkonzept, das weniger anfechtbar
jst: Wenn A gegen X (X#B) gewinnt und B gegen X (X{4A) nicht ge-
winnt bzw. wenn A gegen X Remis spielt und B gegen X verliert,
so ist anzunehmen, dal A gegen B gewonnen hiétte. Die Wahrschein-
lichkeit im Beispiel 1 betrigt dafiir (4¢3+4+0+0:0)/25 = 48 %.
Analég ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein besseres Abschneiden
von B als A im Spiel gegen X (2:0+2¢1+3¢1)/25 = 20 %, Und nun
zur problematischsten Annahme: Wenn A und B gegen X das gleiche
Ergebnis erreichen, so konnte man vermuten, daB gie gegenelnan-
der ein Remis erreicht hédtten, was im Belsplel 1 eine Wahr-
scheinlichkeit von (4.2+0¢3+1.0)/25 = % ergibt. Dieses Kon-
zept bendtigt weder solch windigen Tricks wie das Strecken von
8 % auf 100 % noch das Einfiihren scheinbarer Gewinne, Remis und
Niederlagen. Natiirlich 1&8t es unberlicksichtigt, daf im Fall
eines haushohen Gewinns von A gegen X und eines knappen Siegs
von B gegen X eventuell auch A gegen B gewonnen hétte. Es sagt
aber in Ubereinstimmung mit unserer Intuition und im Gegensatz
zu dem Zugeng aus der "alpha", daB in Beispiel 1, 2 und 4 der
entsprechend der Punktzahl stéirkere Spieler auch die groBeren
Chancen hat und daB diese Chancen in Beispiel 1 und 4 iiberein=-
stimmen. In Beispiel 3 erhélt man das Lrgeonis, dall die 2 Spie-
ler aufgrund ihrer Superbilanz mit 100 % Wahrscheinlichkeit ge~-
geneinander Remis spielen. Aber einem von der Punktzahl her
besseren Spieler werden bei vorsichtigerer Spielweise eventuell
geringere Chanchen eingerdumt:

Beispiel 5 A habe die Bilanz 34/0/16 und damit 34 Punkte und
B wie in Beispiel 4 wieder 20/30/0 und somit einen Punki mehr.
Unser Gegenkonzept liefert 1iir A eine ulegchance von rund 41 %,
fiir B aber nur von 32 %. Kehrt man analog Zum Beispiel 2 die
Bilanzen um zu 16/0/34 fiir A und 0/30/20 fiir B, so sieht man,
daB bei schlechten Spielern dem besseren bei offensivem Spiel
geringere Siegchancen zugebilligt werden kdnnen.
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Und was sagt nun das international gebréuchliche Ratingsystem
(siehe "Schachlehre" von Dr. Ernst Bonsch, Sportverlag Berlin,
1. Auflage 1985, S. 344 ff) zu der Frage nach Holgers und
latthias' Chancen? Es orientiert sich nur an der erreichten
Punktzahl, d. h. rdumt Matthias und Holger bei gleicher Spiel=-
stédrke all ihrer Gegner die gleichen Siegchancen ein. (Dagegen
kann bei verschiedener Spielstéirke der Gegner ein Sieg gegen
einen starken Spieler hdher gewertet werden als der gegen einen
schwécheren Spieler.) Das Ratingsystem macht aber keine Aussage
dariiber, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Remis zu erwarten
ist. Es ist auch auf Spiele anwendbar, in denen kein Remis zu
erwarten ist. Das System basiert nun wirklich auf einem einfa-
chen Grundprinzip der "modernen Wahrscheinlichkeitsrechnung",
und zwar der Normalverteilung. (In der "Schachlehre", Punkt 1.3
auf Seite 344, wird sie "normale Wahrscheinlichkeitsfunktion
der statistischen Wahrscheinlichkeitstheorie" genannt; eine Be-
zeichnung, die man wohl in keinem llathematikbuch finden wird.
Leider enthidlt das umfangreiche Literaturverzeichnis der
"Schachlehre" keinen einzigen Verweis suf eine Quelle, die die
Hintergriinde des Ratingsystems erhellt.) Die Normalverteilung
gestattet z. B. die Aussage, wieviel Punit-e fiir A in einem
Kampf von A mit B iiber mehrere Runden zu erwarten sind, wenn
bekannt ist, wieviel Punkte A und B in mehreren Partien gegen
einen 3. Spieler X erreicht haben. Wenn z. B. A gegen X in
einem Kampf iiber 100 Partien 64 Punkte erobert hat und das Glei-
che X in einem 100-Partien-Kampf gegen B gelang, so wird A vor=
aussichtlich in einem 100-Partien-Kempf gegen B 76 Punkte holen.
Dieser Leistungsunterschied von A zu X bzw. von X zu B wird un-
abhéngig von der absoluten Leistungsstiérke von A, B und X da~-
durch ausgedriickt, da8 A cirka 100 Ratingwertungspunkte hoher
als £ eingestuft wird und X 100 Punkte hdher als B. Die Rating-
skala ist linear geteilt, d. h., A ist dann cirka 200 Punkte
stéarker als B einzuschétzen. Der unteren Tabelle auf S. 345 der
"Schachlehre" ist zu entnehmen, wie Batingdifferenzen D in zu
erwartende Punktgewinne P pro Partie umzurechnen sind. Als Ni=-
herungsformel wird dafiir auf S. 344 P= 1/(1+10D/400) angeboten.
Diese Tormel (Warum wurde nicht zu P = 1/(1+4D/40) gekiirzt?)
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kann keine verniinftige litherung darstellen: Fiir D=0 muB8 sich
P=0,5 ergeben; die Formel liefert jedoch P=1, Schiiler ab Klasg=
se 11 konnen sich eiﬁé Néherungsformel fiir nicht zu groBe D=
Werte aus der exakten Formel fiir den Zusammenhang zwischen P
und D herleiten: Die Annahme einer Normalverteilung besagt

D/K
P = 0,5+(1/~/2%) I exp (-x° /E)dx, wobei die Konstante K aus dem

Vergleich der Tabelle auf Seite 345 der "Schachlehre" mit der
Tabelle fiir jexp(-x /2)dx (siehe z. B. "Taschenbuch der lathe-
matik" von I.N. Bronstein und K.A. Semendjajew, Teubner#Verlag.
11. Auflage 1972,DSI.{ 65) bestimmt wird zu K= 286, Damit ist

1/P s 2(1+(2/ VZF) ({ exp(-x>/2)dx)”",und aus der Formel fiir die

geometrische Reihe 1/(1+x) = 1-x+x2-x3-!—... gewinnt man fiir ge-
niigend kleines lxl 1/(1+x)s1-x. Folglich ist

1/Pw2(1= (afwﬁ?_) j exp(-x 2/2)ax). #ir kleines |D| kann die Flé-

che unter der J:‘un.kt:l.on exp(-x /2) im Intervall [0,D/K] durch
die Lénge dieses Intervalls mal Funktionswert an der Stelle O
angenshert werden, d. h. 1/¥ @ 2(1-2D/(V27K) und

Px1/(2-4D/ (/2% +286) = 1/(2-D/180). Piir ‘D=0 wird korrekt r=0,5
reproduziert,

Es ist zu hoffen, daB in Zukunft die Schiiler in ihren Mathema-
tik=Zeitschriften niveauvolle Artikel iiber den Zusammenhang
zwischen Schach und lMathematik finden konnen, denn einerseits
hat ein nicht unbetréchtlicher Teil der DDR-besten Schachspie=
ler Mathematik studiert und andererseits wird in den Regeln zum
Ratingsystem (siehe "Schachlehre", S, 348) gefordert: "Der Ver-
tungssystem=Sachbearbeiter sollte liber geniigend Kenntnis der
statistischen Vahrscheinlichkeitstheorie verfiigen, da diese

bei liessungen ... angewendet wird.”™

Doz. Dr. H. Englisch
KMU Leipzig
Sektion Mathematik



Preisaufgaben - 88

Preisaufgaben

U 31 cb;yﬁxmmf (X), ompezelnieHHaa Ha OTpe3Ke [o,;] TaKoBa, YTO
f(O) =f(I) = 0. Ina An6HX a, 6:[0,1] BHIIONIHEHO HEpPAaBeHCT-

* {eh s{@fo .

JlokaxuTe, UYTO ypaBHEHWE f(X) = 0 mueeT GECKOHEUHO MHOT'O
pemeHuil. :

=)

U 32 Man finde eine durch 30 teilbare Zahl, welche genau 30

1 verschiedene Teiler (1 und sich selbst eingeschlossen)
l besitzt.

U 33 Im Raum seien die zwei parallelen Ebenen

X-y+2z-4%0

und
X =3+ 2z - 10=0

gegeben. .
Finde den Abstand dieser Ebenen.

U 34 Ermittle alle Losungen von

I
sinzx cogzx

U 35 Die Seitenhalbierende BK und die Winkelhalbierende CL
des Dreiecks ABRC schneiden sich im Punkt P.
Man beweise die Gleichung

2

d

C - 1

2
2z
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U 36 Man 1dse die Gleichung

4x 4 eX=0o%

EinsendeschiuB: 1. 10. 1988

Ldsungen zur Bezirksolympiade (Klasse 11/12)

Fortsetzung _
3A. I, Da bei jeder Parallelprojektion parallele Geraden wieder
in parallele Geraden iibergehen (falls ihr Bild nicht zu
Jje einem Punkt entartet), haben die Seitenflidchen ABCD,
EFGH, ABFE, DCGH, ADHE, BCGF von Q Parallelogramme
A'B'C'D', B'F'G'H', A'B'FP'E', D'C'G'H', A'D'H'E',
B'C'G'F' als Bilder (wobei jeweils ein Parallelogramm
‘IYVW auch entarten kann zu einer Strecke XV, auf der Y
und W so liegen, dals XY = Wv gilt). Bei geeigneter \/ahl
der Bezeichnungen A,...,H liegen diese Parallelogramme
501), daB das Bild von Q ein Sechseck A'B'C'G'H'E' ist,
das die Punkte D' und F' in seiner Fldche enthdlt (Abb. a),
wobei in Entartungsféllenz) D' auf genau einer der Strek-
ken A'B', A'E! liegen (Abb. b, 0.B.d.A. mit D' auf A'B')
oder mit A' zusammenfallen kann (Abb. ¢).

1 Diese Aussagen kUnnen anschaulich gewonnen sein; eine abstrak-
te Beweisfiihrung (Diskussion der Lagembglichkeiten riir
A',...,H' beziiglich der Halbebenen, die von Verbindungsgera-

den dieser Punkte begrenzt werden) wird nicht vom Schiiler
verlangt.

In den Entartungsfidllen wird bei senkrechter Parallelprojek-
tion das Parallelogramm A'C'G'E' zum Rechteck. Die Angabe
(bzw. zeichnerische Beriicksichtigung) dieses Sachverhaltes
wird fir den folgenden LOsungsweg nicht benétigt (die Entar-
tungsfélle ergeben, wie in Ili. gezeigt wird, keinen maxima-
len Fl&cheninhalt, und die Beweisfihrung bis dahin verwendet
nur die Parallelogrammeigenschaften).

2)



OJM

90

IT1.

.,*.fu}mllﬂ lﬂ“

A=D'

‘1524:'

Abb. c

Der Flédcheninhalt dieses Sechsecks ist doppelt so groB
wie der des Dreiecks A'C'H', da die Strecken A'C“,
C'H', H'A' als Diagonalen die Parallebgrammfléchen
A'B'C'D', C'G'H'D', H'E'A'D' halbieren.

Das Bild eines Dreiecks bei senkrechter Parallelpro-
jektion hat genau dann einen maximalen Flécheninhalt,

© wenn Original- und Bildebene zueinander parallel sind;

111.

in diesem tall ist der Fl&cheninhalt des Bildes gleich
dem Fldcheninhalt des Originaldreiecks.

Also ist der gesuchte maximale rFlécheninhalt Imax des
Bildes von Q gleich dem doppelten Flacheninhalt des
Dreiecks ACH.

Viegen der gegebenen Kantenlidngen a = AB, D = Zﬁ,
¢ = AL hat das Dreieck ACH die Seitenlangen

= AC =-Jaz+bd, n=CH =va°+®, p = AH = b2+c£;
nach der Heronischen Formel ergibt sich folglich
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N

3 7 4(a®?) (a%40?) - (2a%)2

'{ab +acz+b202. (1)

Andere liglichkeit zu III: lan kann ein Koordinatensy-

stem so wéhlen, daB8 A, C, H die Koordinatemn (0,0,0),

(a,b,0), (0O,b,c) haben. Hiernach hat das Dreieck ACH

den doppelten Fléadcheninhalt '
|(a,b,0) x (0,b,c)| = |(be, -ac, ab)|,

womit (1) folgt.

Behauptung: Fir alle y = 0,1,2,,.. gilt ;
£(1,y) = y+2. (4)
Bewelis durch vollsténdige Induktion:
I. ‘Nach (2) und (1) gilt £(1,0) = £(0,1) = 2.
II. Nach (3) folgt aus der Induktionsannshme, fiir ein

y gelte (4), sowie aus (1)

£(1,y+1) = £(0,£(1,y)) = £(0,y+2) = y+3
= (y+1) + 2,
also (4) mit y+1 statt y.

Behauptung: Fiir alle y = 0,1 2,... gilt
£(2,y) = 2y+3. _ (5)
Beweis:
I. Nach (2) und (4) gilt £(2,0) = £(1,1) = 3.
II. Nach (3) folgt aus der Induktionsannahme, fiir ein

y gelte (5), sowie aus (4)

£(2,y+1) = £(1,£(2,y)) = £(1,2y+3) = 2y+5

2(y+1) + 3.

3. Behauptung: Fiir alle y = 0,1,2,... gilt

£(3,y) = 293 = 3, _ (6)
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' Beweis:
I. Nach (2) und (5) gilt £(3,0) = £(2,1) = 5 = 27 - 3.
II. Nach (3) folgt aus der Induktionsannahme, fiir ein y
gelte (€), sowie aus (5)
£(3,y41) = £(2,2(3,y)) = £(2,29*3-3) = 2(25*3-3)43
2 2(r+)+3 _ 5,
a) Aus (6) ergibt sich £(3,3) = 26 - 3 = 61,
b) Aus (2), (3) und (6) ergibt sich

£(4,0) = £(3,1) = 2% = 3 = 13,
£(4,1) = £(3,2(4,0)) = £(3,13) = 21® - 3 = 65533,

£(4,2) = £(3,£(4,1)) = £(3,65533) = 209933 _ 3,

Bemerkungen:

1. Das letzte Ezgebnls kann auch in der Form
1
£(4,2) = 22 - 3 akzeptiert werden.

2. Zu b) kann auc% aie allgemeine Aussage

-
L

£(4,y) = 22" - 3 (worin die 2 insgesamt (y+3)=-mal
auftritt) durch vollstiéndige Induktion bewiesen wer-
den.

3. Es geniigt jedoch auch, einige der allgemeinen Aussa=-
gen (4), (5), (6) durch die Ermittlung einzelner
Funktionswerte zu ersetzen. Beispielsweise geniigt zu
a) die Ermittlung der Funktionswerte f£(x,y) fiir

X =0; ¥ = 1,2,ee0,60,
X =13y =0,1000,59,
X =23 ¥y=0,1y00e,29,
x=3y=0,1,2,3.

4. Der Flﬁchg&inhalt des Dreiecks ABC ist sowohl gleich % ah,
(mit a = BC) als auch gleich % bec ¢« sin e¢ . Hiernach und
nach der Formel
g8in 2x = 2 « sin x - cos x gilt

ot

, _ be-sin _2bc-sin§-cos§ _ )
a a = a . (2
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Nach dem Kosinussatz sowie nach der Formel cos 2x = 1-2-51?12:!:
gilt fermer

&2 b2

2

+ ¢© = 2be ¢ cos &«

(b=c)? + 4bc - sin® %
2 4bo - sin® % . s (3)
Aus (2) und (3) ergibt sich wegen
&, b, ©, sin%' y COS °-2‘->O (4)

die Behauptung
2bc » sin ¥ « cos & '
h, £ 2 ¢E=bc-cos%‘.
2 Ybe e gin 5
Wegen (4) gilt darin das Gleichheitszeichen gensu dann, wenn
es in (3) gilt, d. h. genau fiir alle diejenigen Dreiecke
ABC, in denen b = ¢ ist. )

5« I. Wenn x,y,z ganze Zahlen sind, die (1) erfiillen, so folgt:
Da 1243 zu 65 teilerfremd ist, muB8 1 + yz durch 65 teil=-
bar sein; d. h., eine ganze Zahl k mit

1 +yz =65+ k% (2)
muB existieren. Aus (1) folgt damit 65 « (xyz + X + z) =
= 1243 « 65 « k, also

(1+yz) « x + 2 = 1243 - k.

Mit (2) ergibt das 65 - k « x + z = 1243 « k, also

z = (1243 = 65 « x) « k. : - (3)
Setzt man dies in die aus (2) folgende Gleichung
65 « k = yz = 1 ein, so folgt

(65 =y(1243 = 65 « x)) » k = 1.

Dies kann wegen der Ganzzahligkeit der Faktoren nur mit
‘ 65 - y(1243 - 65 + x) =k = % 1 (4)
erfiillt werden. Somit gilt

y(1243-65-x) = 64 oder y(1243-65-x) = 66; (5)
d. h., es ist

1243 = 65 * x Teiler von 64 oder von 66. (6)
Laraus folgt insbesondere

-66 £ 1243 - 65 + x & 66,

1177 £ 65 » x £ 1309,
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x = 19 oder x = 20,

1243=65x = 8 oder 1243=65¢x = =57. (7)
Die Bedingungen (6) und (7) werden nur von 1243-65°x = 8,
also x = 19 erfiillt, wegen (5) zusammen mit y = 8, wonach
(4) auf k¥ = 1 und daher (3) auf z = 8 fiihrt.
Also kann unter allen Tripeln ganzer Zahlen nur

(x,¥,2) = (19,8,8) (8)
die Gleichung (1) erfiillen.

IT. VWie aus 1243 * (1488) = 1243 « 65 = 65 ¢ (19°8+8+19+8)
ersichtlich ist, erfiillt es diese Gleichung.

Mit I. und II. ist gezeigt, daB genau das in (8) genannte
Tripel die Forderungen der Aufgabe erfiillt.

Bemerkung: Da die fiir ganzzahlige x,y;z gestellte Forderung
(1) nicht mit z = O oder mit 1+yz = O erfiillt werden kann,

ist sie &dquivalent zu 1%%2 = X + ] . Andererseits gilt
. v+ 2

l%g.l - 19 + —11- (man erhélt dies z. B. mit dem Buklidischen
8

e o
Algorithmus). Aﬁs der Theorie der Kettenbriiche folgt dann,
daB (19,8,8) das einzige Tripel natlirlicher Zahlen ist, das
(1) erfiillt. Da jedoch in der Aufgabe auch negative x,y,z
zugelassen sind, geniigt diese Aussage noch nicht fir den
Eindeutigkeitsnachweis I.

Mir jede Zerlegung Z in Felder F1,F2....,Fn, die die genann-
te Forderung erfiillt, seien die Lingenmaflzahlen der Seiten
von Fi jeweils so mit 8, bi bezeichnet, daB ay = bi gilt.
Aus der Forderung folgt damn a, € 0,2 (i=1,25640,n). Da der
Fldcheninhalt des Feldes Q gleich der Summe der Fléchenin-
halte der F, ist, folgt hieraus '
L n . & n
100 = E Blbi = Z 0,2 L bi = 0,2 ': bi,
n i=1 i=1 i=1
also J . b, 2 500. ‘ (1)
i=1 T
Addiert man die Umfé&nge der Felder Fi’ so erh&alt man die Sum-

me aus der Lidnge von u und der doppelten Lénge von g; d. h.,
es gilt ‘
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é 2(ai+bi) = 40 + 2L.
Hieraus und aus (1) folgt

n n
L=3- (12 2(a+b,)-40) = E a; +1- by
i=1 < i=t i=1
2 a; + 480, (2)
i=1

a) Da alle ay Z 0 sind, folgt aus (2), wie behauptet, L 2 410.

b) Eine der beiden Richtungen von Grében werde "horizontal™",
die andere "vertikal" genannt. Ein Feld Fi heiBe horizon-
tal bzw. vertikal je nachdem, ob bi die Lﬁngenmaﬁzahl gei-
ner horizontalen oder seiner vertikalen Seiten ist. Nun
trifft stets einer der beiden folgenden Fdlle I., II. ein:
I, Wenn es eine horizontale Strecke gibt, die das Feld Q

durchquert und dabei nur mit vertikalen Feldern der
Zerlegung 7 nichtleere Durchschnitte hat, so ist die
Summe der LéngenmaBzahlen a; dieser Durchschnitte
gleich 10; also gilt erst recht

I

J_ a. Z 10, (3)
i=1 % - .
IT. Wenn aber jede horizontale Strecke, die das Feld Q
durchquert, mit mindestens einem horizontalen Feld
der Zerlegung Z nichtleeren Durchschnitt hat, so folgt,
indem man alle diese horizontalen Felder auf eine ver-
tikale Gerade projiziert: Diese Projektionen iiberdek-
ken eine gesamte vertikale Strecke der Lange 10 km;
de h., die Summe der LingenmaBzehlen a; dieser Pro—
Jektionen ist grioBer oder gleich 10, also ergibt sich
ebenfalls (3). ,
Somit gilt (3) fiir jede Zerlegung Z der geforderten Art;
hiernach folgt aus (2) fiir jede solche Zerlegung
L 2 490. | (4)
Ferner gilt: es gibt eine Zerlegung der geforderten Art
mit |
= 4900
zs B. die Zerlegung in 50 vertikale Felder mit a; = 0,2
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und bi = 10, die genau 49 Grédben g aufweist, deren jeder

Lénge 10 km hat.

Damit ist, wie gefordert, die Existenz eines kleinsten
Wertes fiir L bewiesen; er betrdgt 490.

Bemerkung: llan kann a.uc]h sogleich mit der Idsung von b) be-
ginnen und (4) beweisen; damit ist dann erst recht bereits

a) geldst.
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Einfache Pflasterungen mit Rechtecken

Das Ziel dieeer Betrachtungen ist die Angabe aller mdglichen
Rechteckgrifen mit ganzzahligen Kantenléngen n und m, die durch
Rechtecke der Kantenléngen a=1 und b=2 in noch zu pr#ézisieren=
der Weise zerleghhr gsind. Da zur Zerlegung nur kongruente Exem-
plare eines (1x 2)=Rechtecks hefangezogen werden sollen, ist
klar, daB der Flédcheninhalt des zu zerlegenden (nx m)~Recht-
ecks geradzahlig sein muB. Damit kann also eine der Seiten n
oder m als gerade angenommen werden. Man iliberlegt sich leicht,
daB jedes Rechteck der Seitenléngen n und m mit n=2x
(m,x € {1,2,3,+00}) durch xm Rechtecke der Seitenléngen a=1
und b=2 zerlegt werden kann. Dazu wird wie in Abbildung 1a) ver-
fahren, wonach an die Seite der Lénge n genau x (1x 2)-Recht- '
ecke mit der Kante b=2 angelegt werden und davon m "Schichten®
moglich sind. | :

A -
C - - | >

B as X

a) b)
Abb. 1 ‘

Folgende Einschrénkungen sollen im weiteren im Mittelpunkt dex
Untersuchungen stehen. Es werden Zerlegungen von (nxm)-Recht-
ecken in (1x 2)-Rechtecke gesucht, fiir die im Gegensatz zu Ab-
bildung 1a) keine durch das Ausgangsrechteck verlaufende Strek-
ke existiert, die aus Kanten von (1x 2)=Reohtecken besteht..
Falls keine solche Strecken wie zum Beispiel AB oder CD aus
Abb. 1a) vorhanden sind, bezeichnen wir die Zerlegung als
einfach. Einfache Zerlegungen sind auch dadurch charakterisier-
bar, daB in der Zerlegung des (nx m)-Rechtecks kein Teilrecht-
eck enthalten ist, das eine Kante der Lidnge n oder m parallel
zur entsprechenden Seite des Ausgangsrechtecks besitzt. 4bb. 1b)
zeigt eine einfache Zerlegung eines (5 x 6)-Rechtecks.
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Es ist im Gegensatz zum allgemeinen Fall durchaus nicht so,
daB fiir jede Kombination natiirlicher Zahlen n,m (n-m#£0) mit
der zus&dtzlichen Bedingung, daB das Produkt von n und m eine

gerade Zahl ist, auch eine einfache. Zerlegung eines (nx m)=
Rechtecks existiert.

Betrachten wir dafilr den Fall n=m=6. 2

Mit einer schtnen Idee kann man die Unmdglichkeit einer einfa-
chen Zerlegung eines (6 x 6)-Rechtecks in (1x 2)-Rechtecke be-
weisen. Es ist klar, daB jedes (1x 2)-Rechteck einer eventuell
existierenden Zerlegung genau eine interessierende Strecke in-
nerhalb des (6 x 6)=Rechtecks unterbricht. Dies ist in Abb, 2
ebenso erkennbar, wie die Tatsache, daB durch jedes (1x 2)-
Rechteck der Zerlegung das (6 x 6)-Rechteck liéngs der unterbro-
chenen Strecke in zwei Teile jeweils ungeraden Fldcheninhalts
zerlegt wird (in Abb. 2 P und Q). Eine
Zerlegung eines solchen Teilpolygons mit
(1 x 2)~Rechtecken ist somit nicht mog-

L
lich und es muB folglich noch wenigstens :
ein (1x 2)=-Rechteck symmetrisch zur Trenn-‘ P 1 Q
linie der beiden Teile gelegt werden. L—_l‘:l
Diese liberlegung gilt fiir jede der zu .
unterbrechenden Strecken. Da dies in ¢
einem (6x 6)-Rechteck zehn Stilick sind,

Abb, 2

wédren fiir eine Zerlegung mindestens 20 _
(1x 2)-Rechtecke nétig, was jedoch wegen der Fldcheninhalte
nicht geht (40 # 36). '

Es wird sich zeigen, dal unser gewdhltes Beispiel eine Ausnahme
darstellt. Zuvor wollen wir Jjedoch nock einige zu schmale

(n x m)=Rechtecke ausschlieBen.

Schnell erkennt jeder, daB8 ein (2 x m)=Rechteck (mz 2) nicht
einfach zerlegbar ist. Es darf kein (1x 2)=-Rechteck eine Seite
der Lénge 2 parallel zur kongruenten Seite des zu zerlegenden
Rechtecks haben und folglich sind alle (1x 2)=Rechtecke "gleich-
gerichtet". Dami t ergibt sich jedoch, daB das (2 x m)-Rechteck
halbiert wird und léngs einer Symmetrieachse in zwei (1x m)-
Rechtecke zerfdllt.

Untersuchen wir nun ein (3 x m)=-Rechteck (m2 3). Es leuchtet so-
fort ein, daB eine Lage wie in Abb. 3a) wegen CD keine einfache
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Zerlegung liefert. Analog verhélt es sich mit der Situation aus
Abbildung 3b). Die einzige Alternative filr einen mdglichen Be=-
ginn der Zerlegung zeigt Abbildung 3c). Aber auch hier kann kei-
ne einfache Zerlegung realisiert werden. Der Abschlul zu einem
Rechteck kann nur durch Einfiigen eines Rechtecks R erreicht wer-

den, womit jedoch die Strecke EF das Ausgangsrechteck zerlegt.

¢
i : N S KX

wa) . b) c) Abb. 3

Ahnliche Betrachtungen werden zeigen, daB auch eine einfache
Zerlegung eines (4 x m)-Rechtecks (m 2 4) nicht moglich ist.
Wieder wird die Frage diskutiert, wie eine solche Zerlegung aus=-
sehen miiBte. Die in Abbildung 4a) dargestellten Mogliohkeiten
konnen keine einfache Losung liefern, wie man sofort sieht.
Folglich muB an der Seite des Ausgangsrechtecks mit der Linge 4
genau ein (1x 2)=-Rechteck mit der léngeren Seite anliegen. Dies
188t sich nur auf zwei Arten realisieren, wie es die Abbildun=
gen 4b) und 4c) zeigen.

T

|

a) ' b) c) Abb. 4

In beiden Fdllen ist es jedoch so, daB die Einlagerung eines
weiteren (1x 2)=Rechtecks P entweder zu einem (4 x m')-Reochteck
filhrt, oder die Fortsetzung eindeutig mit "horizontalen" Teil=
rechtecken geschehen muB8 (vgl. Abb. 5a,b)).

P —F

a) b) \\'P

SchlieBt sich jedoch mit einem der angedeuteten Polygone P die

Abb. 5



101 ' Pflasterungen
Figur oder wird danach noch fortgefiihrt, so ist die Strecke K
verantwortlich fiir die Nichteinfachheit der Zerlegung.

In jedem Fall muB aber wenigstens ein Polygon P eingefligt wer-
den, um einen AbschluB zu finden. Somit ist auch im Fall eines

(4 x m)=Rechtecks zwangslédufig keine einfache Zerlegung in (1x2) -
Rechtecke moglich. :

Bisher haben wir uns iiberlegt, da8 zwei Grundbedingungen er-
fiillt sein miissen, um ein (nx m)=Rechteck einfach in (1x2)=-
Rechtecke zu zerlegen. Das war zum ersten die triviale Voraus-—
setzung, dal wenigstens eine der Zahlen n oder m gerade sein
muB und zum zweiten, daB jede der Zahlen n oder m gréBer als
vier vorausgesetzt werden kann. Dabei lassen wir den Trivial-
fall der Zerlegung eines (1x 2)=Rechtecks in ein (1x 2)=Recht=-
eck unberiicksichtigt. Weiterhin wissen wir bereits, daBl ein
(6 x 6)=-Rechteck nicht einfach zerlegbar ist.
Diese drei Bedingungen A: n oder m gerade

B: n,m25

C: (n,m) # (6,6)
sind also fiir unseren Fall unbedingt notwendig, wenn iiberhaupt
eine einfache Zerlegung gelingen soll. Wir werden andererseits
gleich beweisen, daB alle anderen denkbaren (nx m)-Rechtecke
einfach zerlegbar sind. Dies bedeutet, daB diese drei Bedingun-
gen auch hinreichend fiir eine einfache Zerlegung sind.

Satz: Ein (nx m)=Rechteck ist genau dann einfach zerleg-
bar in (1x 2)=Rechtecke, wenn natiirliche Zahlen n
und m folgenden Bedingungen geniligen:

1. nem ist gerade Zahl (&) n oder m gerade)
2. n und m sind groBer als 4
3. n und m sind nicht gleichzeitig 6.

Beweis. Nach den vorangegangenen iUberlegungen ist es ausrei=-
chend zu zeigen, daB fiir jedes (n x m)=Rechteck mit den im Satz
angegebenen Eigenschaften fiir n und m eine einfache Zerlegung
existiert. Dazu betrachten wir zuerst Abbildung 6.
Aus dieser ist ersichtlich, daB zu einem vorgegebenem einfach
zerlegten (nx m)-Rechteck R ein einfach zerlegtes

((n+4)x(m+4)) -Rechteck aufgebaut werden kann. Folglich reicht
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es aus, einfach zerlegte
Rechtecke der Grifen

a) 5x2m (m23)

b) 6xm (m27)

¢) Tx2m (m2 4)

d) 8xm (mz8) mit variablem M*Y
m anzugeben. Wird né&mlich eine
einfache Zerlegung eines (kx1)-
Rechtecks gesucht (k-l gerade;
k,125; (k,1) % (6,6) und ohne
Beschrédnkung der Allgemeinheit
k€1), so werden zuerst die Zah=-

BE

me+Y

Abb. 6

len k und 1 um Vielfache der Zahl 4 reduziert, bis 5£k'=<8
gilt (k' = k=4h). Da fiir 1' = 1-4h ebenfalls k'=<1' gilt, reicht
es aus, ein (k'x 1')=-Rechteck entsprechend der folgenden Kon=-
struktionen einfach zu zerlegen und mit h-facher Anwendung der
"Unrandung" aus Abbildung 6 liegt ein (k x 1)=Rechteck einfach
zerlegt vor. Die Abbildung 7 zeigt mdgliche einfache Zerlegun-

gen der oben angegebenen 4 Rechtecktypen.

a)

m Exemplare (m z Q)

b) +l___|

= ‘oder * |_loder *

oder
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Pflaaterungen

t )

a) l - r

+ + -+ + oder ¥ [T
I et
i — v J
m' Exemplare (m' 2 0)
Abb. 7

Dem aufmerksamen Leser wird nicht entgengen sein, daB noch
eine kleine Liicke im Beweis des Satzes vorhanden ist. Es ist
nicht moglich, mit diesem Vorgehen eine einfache Zerlegung
eines (14 x 14)-Rechtgcks zu finden, da die Reduzierung von n
und m um Vielfache von 4 zum (6 x 6)=-Rechteck fithrt, das nicht
einfach zerlegbar ist.
Piir alle Paare (n,m) mit n=m und n = 6 + h*4 (hz1) ist somit
noch ein Zusatz notig. Abbildung 8 verdeutlicht, wie aus einem
einfach zerlegten (p x q)-Rechteck R mit q gerade ein einfach
zerlegtes (p+3, q+2)-Rechteck entsteht.
Umgekehrt wird ein ((6+4+h) x (6+4-h))=Rechteck zuerst auf ein
((344°h) X (4+4<h) )=Rechteck reduziert (3+4-h 25!) und dieses
wie oben behandelt, wobei nun im Ergebnis der weiteren Reduzie=-
rung kein (6 x 6)-Rechteck entstehen kann.
Insgesamt ist folglich jedes (n xm)-Rechteck mit den im Satz
angegebenen Einschrénkungen fiir n und m einfach zerlegBar.
q.e.d.
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Abb. 8

4+2

Beispielsweise wird mit dem einfach zerlegten (7 x 8)-Rechteck
aus Abb. 7c¢) und der "Umrandung" aus Abbildung 8 eine ‘einfache
Zerlegung eines (10 x 10)=Rechtecks mdglich.

Weiterfilhrende Fragen schlieBen sich wie an viele geltste mathe-
matische Probleme auch hier schnell an. Wie sieht es mit einfa-
chen Zerlegungen von (nx m)-Rechtecken aus, wenn allgemein ein
(a Xxb)=-Rechteck zur Zerlegung benutzt wird? Welche Aussagen las-
gen sich treffen bei Benutzung nichtkongruenter Teilrechtecke
in der Zerlegung? Welche Methoden bringen im verallgemeinerten
rdumlichen Problem Erfolg? Wie sehen dort die Ergebnisse aus?
Piir jeden, der SpaB an Zerlegungsproblemen gefunden hat, er-
offnet sich ein weites Betdtigungsfeld. Viel Freude dabei!

C. Miiller
Sektion Mathematik
Bereich Theoretische Mathematik
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Kooperation mit dem VEB Maxhiitte

Aus der Arbeit des Jugendforscherkollektivs "Technische
Diagnose"

Im Wissenschaftsbereich Stochastik der Sektion Mathematik
existiert seit ungeféhr 10 Jahren eine enge Forschungskoope=-
ration mit dem VEB Maxhiitte Unterwellenborn. Die Inbetrieb-
nahme der FKombinierten FormstahlstraBe (EFS), einer hochpro-
duktiven, vollautomatisierten Produktionsanlage im Qualitéts-
und Edelstahlwerk, erforderte intensivere, zustandsorientier-
te Instandhaltung und Wartung. -

Dr. GrieBbach seitens der Mathematik und Diplommathematiker
Rolf Wendler, ehemaliger Student der FSU, seitens der Maxhiit-
te stellten sich daraufhin im Rahmen eines Jugendforscherkol-
lektivs, dem weitere junge Ingenieure des VEB sowie Mitarbei-
ter und Studenten angehdren, die Aufgabe, ein mdglichst uni-
versell einsetzbards Diagnosesystem fiir den Vor-Ort-Betrieb
aufzubauen.

Zur prinzipiellen Funktion eines solchen Diagnosesystems hier
einige heranfihrende Erléuterungen.

Ein jeder welB: Beziiglich des Gerduschpegels im Wageninneren
von PKWs sind die Erzeugnisse unserer Automobilindustrie im
internationalen MaBstab ziemlich "weit oben". Obwohl dieser
Umstand allgemein kritikwiirdig scheint, entbehrt diese Schall-
kulisse wéhrend der Fahrt nicht einer gewissen Niitzlichkeit.
Gute Kraftfahrer vermdgen aus dem Klang des Motors und dem
aller mitschwingenden Teile sehr detailliert auf den Betriebs—
zustand ihres Fahrzeuges zu schlieBen,

Als Schadensindikatoren dienen dabei eine ungewohnte Frequenz-
zusammenstellung oder das Wahrnehmen von StoB- und Kratzge-
rduschen. Das Bemerkenswerte ist dabei, daB der Kraftfahrer
so\wﬁhrend einer Fahrt stédndig den Fahrzeugzustand iiberwacht
und somit sich und seiner Umwelt durch rechtzeitiges Aus-dem-
Verkehr-#iehen seines Kfz Schaden erspart. Die technische
Diagnose stellt sich nun die Aufgabe der gerdtetechmischen
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Realisierung einer solchen Uberwachung, wobei anstelle wvon
Kraftfahrzeugen Walzanlagen, Turbinen und Werkzeugmaschinen
diagnostiziert werden sollen. Die Signale nimmt man dabei na-
tiirlich nicht mit dem menschlichen Ohr, sondern mittels Mef-
fithler auf, die mechanische Vibrationen entweder auf elektro-
magnetischen oder auf piegoelektrischen Wege in elektrische
Signale umwandeln. Das am Ausgang des Meffiihlers entstehende
Signal wird dann dquidistant abgetastet und gelangt als MeB-
reihe in den Speicher eines Mikrorechners. Bis hierher ist
technisch alles relativ einfach beherrschbar. Als entschei-
dend erweist sich jetzt das Problem, aus diesen sténdig ah-
fallenden MeBwerten den Maschinenzustand zu rekonstruieren
bzw. aus einer Vielzahl von MeBwerten durch Transformationen
eine méglichst niedrigdimensionale Signalcharakteristik zu
erstellen. _

Dies steht in engem Zusammenhang mit der Suche nach einem
handlichen und geniigend allgemeingiiltigen mathematischen Mo-
dell fiir eine solche MeBreihe., Die Unmenge von physikalischen
Einzelerscheinungen und der EinfluB von MeBst®rungen, die am
Zustandekommen des Signals mitwirken, lassen es zweckméBig
erscheinen, die MeBreihen als Realisierung eines zuf&dlligen
oder stochastischen Prozesses aufzufassen, was die Anwendung
von mathematischen Theori=n zu Schétzungen von Parametern
solcher Prozesse erfordert.

Eine zentrale Stel;ung nimmt die Foufieranalyse mittels Fou-
riertransformation ein. Sie gestattet Einsicht in die Fre-
quenzzusammensetzung eines Signals. Wiirde z.B. an einem Ge -
triebegehiéiuse ein MeBfijhler angebracht werden und die Dreh-
frequenz einer bestimmten Welle im Getriebe wére nach der
Fouriertransformation im Spektrum sehr deutlich zu sehen, 80O
lége mit groBer Wahrscheinlichkeit eine Schédigung oder Un-
wucht an dieser Welle vor. Im Sinne einer automatischen Uber-
wachung wire jetzt noch zu kldren, wann eine Maschine eine
Frequenz "sehr deutlich sieht". Dazu gibt es einige statisti-
sche Theorieﬁ, die allerdings zur Anwendung noch eihiger Wei-

terentwicklungen bediirfen.
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Neben Diagnoseverfahren, die auf der Fourieranglyse beruhen,
gelangen auch andere Verfahren zu immer griBerer Bedeutung.
Insbesondere wurde von Mitarbeitern der Sektion Mathematik
eine Verfahrensklase zur adaptiven Zeitreihenanalyse ent-
wickelt und suf Mikrorechner implementiert. Nach diesen Ver-
fahren erhielt ilibrigens das Diagnosesystem seinen Markennamen
"atisa" (Adaptiv timeseries analysis - Adaptive Zeitreihen-
analyse).

Die Arbeiten am Diagnosesystem erbrachten schon beachtliche
Zwischenresultate. Zum einen steht den Diagnoseingenieuren
der MHY eine Systemversion zu Analysen an der KFS zur sténdi-
gen Verfiigung, zum anderen konnte Atisa als Diagnosesystem zu
einer Drahtwalze des VEB SKET Magdeburg auf der Leipziger
Frihjahrsmesse 1987 ausgestellt werden. .

Die Anwendung von atisa bleibt nicht auf den Maschinenbau be-
schrénkt. Obwohl sich die Zusammenarbeit mit dem Bereich Me-
dizin erst im Anfangsstadium befindet, 188t sich jetzt schon
sagen, daB durch diese Zusammenarbeit die Jenaer EREG=For-
schung wieder zu einem international geachteten Gesprichs-
partner geworden ist.

Jens Dittmann

Sektion Mathematik
5. Studienjahr

Preisaufgaben

U 37 Man zeige, daB aus

a a a
a1+-g.+...2+ +—§=O
2 3 L ] n

folgt, daB das Polynom

an-xn-1 + anyd-xp”2+ cee + 850X + 84

zwischen O und 1 eine Nullstelle besitzt.
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U 38 llan mapannenorpauy ABCH, ormuumni or pomGa. Ipsaman, ciu-
MeTpuuHas npAmMoi AB oTHocuTenbHO Auarosamx AC, mepecexaeT
B Touke P mpauMyk, cumMeTpmusyk mpamofi AC OTHOCHTENBHO
zuarosamu [IB. Hafinare orusomemne IPAIl : IPOI, ecrm mamecT-
Ho oTdomenme [AC! : IBIIl =

A A c

A [ 4
U 39 Ohne Zuhilfenahme einer Tabelle ist zu entschelden, wel=-
che der Zahlen sin3 und cos5 grdfer ist.

Fiir welche p sind beide Wurzeln der Gleichung

x° + 2(p + Dx + 9p -5=0
positiv?

1 Man zeige, daB eine beliebige natiirliche Zahl a.eindeutig

ii¢o
in der Form
a a1o1! + 32-2! + oo *+ an-nl

darstellbar ist wobel die 8y natﬁrliche Zahlen mit
O‘akékundan#OElind.

U 42 Fiir eine beliebige positive natiirliche Zahl beweise man

‘1 + 1 + 1 + see + —1—"'—' <
| 2 342 43 (n+1) /10

EinsendeschiuB: 1. 11. 1988
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Maria-Pussi
In den letzten Berichten iiber das Spezialistenlager des
Bezirksklubs “Junger Mathematiker" Gera tauchte der Name
eines Kartenapieles auf, der den meisten Lesern unbekannt
sein dirfte: Maria-Pussi. Dieses Spiel kommt aus Finnland
und ist Uber einen Mathematik-KongreB bei uns bekannt ge-
worden. Nun breitet es sich ausgehend von einigen Univer-
sitaten in unserem Land aus und wird zunehmend beliebter.
Man kann dieses Spiel als eine Mischung von Skat,
Doppelkopf und Bridge bezeichnen. Es ist héchst interes-
sant, da es einerseits mehr Spielvarianten alé'bai Skat
oder Doppelkopf gibt, andererseits das Spiel auch einen
gewissen Glicksspielcharakter hat (beim Reizen).

'Das Erlernen dieses Spiels ist recht schwierig, denn
das Regelwerk ist verhdltnism&Big umfangreich und der Reiz
des Spieles erschlieBt sich erst, wenn man iUber eine ge-
wisse Spielpraxis verfigt (5-10 Runden). Dann aber méchten
die meisten dieses Spiel nicht mehr gegen Skat o.d8. ver-
tauschen.

Ich werde nun das vollsténdige Regelwerk angeben, fur
das ich mich bei Herrn Mathias Vogts bedanken méchte.

Marias=Pussi
1. Allgemeines
Maria-Pussi ist ein Kartenspiel fiir 4 Personen. Fir die
Dauver jeweils einer Partie bilden die sich gegenibersitzen-
den Spieler eine Partei, d.h. spielen zusammen. Diejenige
Partei, die zuerst 500 oder mehr Spielpunkte erreicht, hat
die Partie gewonnen. Deshalb sind sowohl die Anzahl der zu
einer Partie gehdrenden Spiele als auch die Dauer einer
Partie unbestimmt. Wollen sich mehr als 4 Spisler beteili-
gen, so mussen die Uberzé&hligen Spieler fiir die Dauer
einer Partie aussctzen. Erfahrungsgemd® betrédgt die durch-
schnittliche Dauer einer Partie 30 bis 60 Minuten (im
Extremfall genligt ein Spiel fir eine Partie).
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1;1. Spielkarte
Gespielt wird mit einer Tarockkarte zu 36 Blatt, d.h. ein

Sskatblatt zuziiglich der vier Sechsen. Die Farben werden
mit Herz (H), Schell (S), Eichel (E) und Griun (G) bezeich-
net, einzelne Karten in der Form H-As, $-0Ober, E-6, G-10
usw. In jeder Farbe gilt die unverénderliche Reihenfolge
(beginnend mit der hdchsten Karte- in Klammern die Karten-
punkte):

As (11), Zehn (10), Kdnig (4), Ober (3), Unter (2),9,8,7,6
(die vier Luschen keine Punkte).

Die 120 Kartenpunkte sind also wie beim Skat verteilt.

Fir Ober und Kdnige, die eine besondere Rolle spielen,
gibt es spezielle Bezeichnungen :

Mit "Paar" sind Ober und Koénig einer Farbe gemeint.

Mit "Hilfte" ist Ober oder Konig einer Farbe gemeint

(d.h. die "Haélfte eines Paares).

1.2. Spielpunktzahl

Es gibt drei Moglichkeiten, in einem Spiel Spielpunkte zu
erzielen:

a) Kartenpunkte

Das sind die Punkte, die sich durch die eingenommensn Kar=
ten (vgl. 1.1.) ergeben.

b) Meldungspﬁnkta

Das sind die Punkte, die man bei einer Trumpf-Meldung
(vgl. 1.,10.) erhélt; namlich fur

Herz-Meldung 100 Punkte, Schell-Meldung 80 Punkte
Eichel-Meldung 60 Punkte, Grin-Meldung 40 Punkte.
(Deher werden Grin- bzw. Eichel-Meldung als niedrige,
Schell- bzw. Herz-Meldung als hohe Meldung bezeichnet.)

c) Letzter Stich

Fur den letzten Stich im Spiel erhilt man 20 Zusatzpunkte,
unabhéngig davon, wieviel Kartenpunkte im Stich sind (im
Extremfall kénnen es vier Luschen sein).

Nach einem Spiel ergeben sich die Spielpunktzahlen fur
jede Partei aus der Summe ihrer Kartenpunkte, Meldungs-
punkte und Zusatzpunkte fir den letzten Stich.
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1.3. Partei- und Platzwahl
Vor einer Partie werden im allgemeinen die beiden Parteien

ausgelost. Dazu ziehen alle Teilnehmer verdeckt eine Karte.
a) 4 Mitspieler:

Der Spieler mit der héchsten Karte (er wahlt seinen Platz
am Tisch) und der Spieler mit der niedrigsten Karte (er
setzt sich seinem Partner gegeniber) bilden zusammen die
erste, die beiden ibrigen Spieler (sie setzen sich belie-
big auf die beiden freien Plétze) die zweite Partel. Die
so festgelegten Parteien und ihre Sitzordnung bleiben
wihrend der gesamten Partie unveréndeft. Bei der Hohe

der Karten entscheidet zundchst die Farbe, danach die Art
der Karte. '

b) 5 -~ 7 Mitspieler

Die Auslosung erfolgt nach a), wobei die Spieler mit den
mittleren Karten aussetzen miissen. Bei der Auslosung der
nachsten Partie ist zu sichern, daB die aussetzenden
spieler auf jeden Fall spielen.

c) 8 oder mehr Mitspieler

Es werden vier (oder mehr) Parteien nach a) ausgelost,
die Spieler .mit der dritthéchsten und drittniedrigsten
Karte bilden die dritte Partei usw. Am ersten Tisch spie-
len die Parteien 1 und 3 (Partei 1 hat. Platzwahl), am
zweiten die Parteien 2 und 4 (Partei 2 hat Platzwahl).
Beenden beide Tische etwa zur gleichen Zeit ihre Partien,
so erfolgt die neue Auslosung gemeinsam. Anderenfalls
losen die Spieler, die ihre Partie beendet haben, und die
pausierenden Spieler die nachste Partie aus.

1.4, Kartengeben

Der Spieler mit der hdochsten Karte ist der erste Karten-
geber. Es besteht Abhebepflicht (bei Abwesenheit darf

der Partner abheben). Dznach werden beginnend beim links

vom Kartengeber sitzenden Spieler im Ublichen Uhrzeiger-
sinn alle Karten einzeln ausgeteilt, so daB jeder Spieler
neun Karten erh&alt. Wird dabei eine Karte aufgedeckt, so

muf3 derselbe Spieler erneut geben.
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Wird vor Einziehen des letzten Stiches festgestellt, daB
ein falscher Spieler Karten gegeben hat, so ist das Spiel
ungiiltig, und der richtige Kartangebér gibt. Anderenfalls
ist das Spiel glultig und als néchster gibt defjaniga. der
links vom letzten Kartengeber sitzt. '

In Ausnahmefiallen darf man dem Partner das Karten-
geben ubertragen. Dieser muB die 'Karten so austeilen,
daB er jede zweite Karte erhalt. AuBerdem darf er nicht
die unterste Karte anschauen. |
1.5. Reizen
Der links vom Kartengeber sitzende Spieler erdffnet das
Reizen. Es wird solange im Uhrzeigersinn gereizt, bis
drei Spieler gepaBt und der vierte Spieler mit seiner
Partei das Reizen gewonnen haben. Im folgenden wird der
spieler, der das Reizen gewonnen hat, als Vorderhand (VH)
bezeichnet, die Ubrigen Spieler in der weiteren Sitzrei-
henfolge @ls Linkerhand (LH), Mittelhand (MH) und Hinter-
hand (HH). VH und Md sind die spielende (S-), LH und HH
die nichtspielende Partei (N-Partei).

Das Reizgebot eines -Spielers ist diejenige Spiel-
punktzahl (vgl. 1.2.), die er zusammen mit seinsm Part-
ner im Spiel mindestens erreichen will. Als Reizgebote
sind nur durch 5 teilbare Zahlen ab 120 (dem Mindestgebot)
méglich (also 120, 125, 130, 135 usw.). Jeder Spieler
muB entweder das vorhergehende Reizgebot um mindestens
5 Gberbieten oder passen. Das Passen ist - wie beim Skat
und im Gegensatz zu Bridge - endgultig.

Passen alle vier Spieler gleich zu Beginn, so gibt
es keine S- und N-Partei. Der links vom Kartengeber
sitzende Spieler spielt unter Beachtung der Regeln fur
dus erste Ausspiel (vgl. 1.8.) aus, und am Ende bekommen
beide Parteien die von ihnen erreichten Spielpunkte (ent-
sprechend gerundet) gutgeschrieben.
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1.6. Kartenaustausch

VH bekommt nach dem Gewinn des Raizens von MH aus dessen
Blatt verdeckt vier Karten, die er in sein Blatt aufnimmt
("Riberschieben" genannt). Danach gibt er wieder verdeckt
vier Karten aus seinem nunmehr 13 Karten umfassenden Blatt
an MH zurick, die dieser wieder in sein Blatt aufnimmt
("Zurickschieben" genannt). Dieser Kartenaustausch ist
Pflicht. Dabei sind die vier Karten jeweils geschlossen
und nicht portionsweise riber- bzw. zurickzuschieben.

Es ist verboten, noch widhrend des Reizens durch an-
deutungsweises Aussondern einiger Karten fir ein even-
tuelles Rilberschieben den Partner zum Weiterreizen zu
'armuntern.

Spielansage
Nach dem Kartenaustausch muB VH seine Spielansage bekannt-
geben. Diese wird als Ansage der S-Partei notiert und muB
mindestens so hoch wie das letzte Reizgebot sowie durch
5 teilbar sein. Erfolgt von VH keine Spielansege, so wird
automatisch sein letztes Reizgebot zur Spielansage. Die
S-Partei gewinnt ihr Spiel, falls sie ihre Spialanaage‘
erreicht oder Uberbietet. Im Gegensatz zur N-Partei ist
es MH verboten, VH auf den aktuellen Spielstand hinzuwei-
sen. Bei einem offensichtlichen Schwarzspiel kann VH seine
Karten sofort auf den Tisch legen, muB aber trotzdem seine
spielansage machen (wenn er hbher als sein letztes Reiz-
gebot ansagen will).
1.8. Ausspiel
Mit dem Gewinn des Reizens erhdlt VH das Recht des Aue-
spiels. Filr das Ausspiel zum ersten Stich gelten folgende
Regeln:
a) Es muB ein As ausgespielt werden.
b) Ist a) nicht mdéglich, so muB Griin ausgespielt werden.
c) Ist weder a) noch b) mdglich, so kann jede beliebige
andere Karte ausgespielt werden.
Im ersten Stich muB auf jeden Fall das As der angespielten
Farbe fallen. VH ist nicht verpflichtet, sich in seinem
Blatt ein As bzw. eine Grin-Karte fur das Ausspiel zurick-
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zubehalten; er kann z.B. alle seine Asse dem Partner zuriick-
schieben. _

Nach dem ersten Stich ist stets derjenige Ausspieler,
der den letzten Stich gemacht hat.
1.9. Bedienen G
Es gelten folgende Regeln:
a) Farbe bzw. Trumpf muB man bedienen.
b) Sofern dies méglich ist, muB man mit seiner Karte den
bisher auf dem Tisch liegenden Stich iUbernehmen. (Liegen
z.B. G-9, G-Ober auf dem Tisch, und der néchste Spieler
hat G-7, G-Unter, G-Kdnig und G-As, so kann er - falls es
nicht der erste Stich ist - nur zwischen G-Kdnig und G-As
wihlen. Liegen hingegen nur G-9 und Trumpf-Ober auf dem
Tisch, so kann er jede beliebige Griin-Karte bedienen
(denn mit einer Grin-Karte kann man den Stich nicht mehr
dbernehmen).
c) Wenn bereits Trumpf gemeldet wurde und man die ausge-
‘spielte Farbe nicht hat, so muB man - wenn moglich -
stechen, unabhiéngig davon, ob man dabei den bisherigen
Stich iibernehmen kann (Mitstechen). (Liegen z.B. G-9 und
Trumpf-Ober auf dem Tisch, und der nachste Spieler hat
kein Grin und nur Trumpf=9, Trumpf-Unter, so muf er eine
der beiden Trumpf-Karten bedienen.)
1.10. Trumpfmeldung
Am Beginn jedes Spieles gibt es noch keinen Trumpf. Im
Verlauf des Spieles kann eine Partei dann eine Farbe als
Trumpf melden und damit die entsprechenden Meldungs-
punkte (vgl. 1.2.) erhalten, wenn sie Ober und Konig die-
ser Farbe besitzt. Gibt es zu diesem Zeitpunkt bereits
eine Trumpffarbe, so wird diese durch die neue Trumpf farbe
erstzt (der Trumpf wechselt). Bei einer Trumpfmeldung

sind folgende Regeln zu beachten:

a) Eine Trumpfmeldung kann nur der Spieler ansagen, der
den letzten Stich gemacht hat und demzufolge Ausspieler
ist. Die Meldung muB dann vor oder mit dem Ausspielen
erfolgen. '
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b) Es darf frihestens nach dem ersten Stich Trumpf ge-
meldet werden. '

c) Zum Zeitpunkt der Trumpfmeldung miissen sich Ober und
Kénig dieser Farbe noch in den Hiénden der meldenden Par-
tei befinden.

d) Es besteht keine Pflicht, gleich bei der ersten Gele-
genheit oder Uberhaupt Trumpf zu melden.

e) In einem Spiel darf jede Farbe héchstens einmal ge-
meldet werden. Im Extremfall kdnnen in einem Spiel so-
wohl alle vier als auch keine der Farben gemeldet werden.
Punkt c) erlaubt es, daB sich Ober und Kénig der Trumpf-
farbe getrennt bei den Partnern einer Partei auf der Hand
befinden. Dann muB man sich durch Fragen beim Partner
erkundigen (vgl. 1.11.), ob er eine passende Hélfte oder
sogar ein Paar besitzt.

1.11, Partnerfragen

Das Partnerfragen dient der Ermittlung von Paaren inner-
halb einer Partei, um Trumpf melden zu kénnen. Beziiglich

des Partnerfragens verbunden mit Trumpfmeldung gibt es

folgende Regeln, die nicht ganz einfach und deshalb beim

Spielen oft eine Fehlerquelle sind:

a) Der Spieler, der den letzten Stich gemacht hat, kann

vor seinem Ausspiel zum néchsten Stich seinem Partner

eine Frage stellen.

b) Dabei gibt es nur zwei Arten von Ffagan:

- "Hast Du ein Paar?"

- "Hast Du eine H&élfte in ... (es folgt eine der vier
Farben)?"

Insgesamt gibt es also finf verschiedene Fragen. Jede

Frage ist wahrheitsgem&B zu beantworten (auch wenn da-

durch das Spiel verloren wird oder der Gegner das Spiel

gewinnt ). Man kann auch dann nach einer Halfte fragen,

wenn man die dazugehdrige H&lfte nicht selbst auf der

Hand hat.

c) Der Partner wird gefragt: “Hest Du ein Paar?"

Besitzt er kein Paar, so antwortet er mit “Nein!®,
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besitzt er ein Paar, so antwortet er mit “Ja ... (es
folgt die Farbe, in der er das Paar hat) ist Trumpfl",
besitzt er mehrere Paare, so muB er sich fir ein Paar
entscheiden, wobei er lediglich durch kurzes Nachdenken
seinem Partner andeuten kann, daB er mehr als ein Paar
hat (deutlichere Hinweise sind als fehlerhaftes Spiel zu
werten).

d) Der Partner wird gefragt: "Hast Du eine Halfte in «..?"
Besitzt er die gesuchte Hiélfte nicht, so mub er mit
"Nein!“" antworten, besitzt er die gesuchte Hélfte oder
gsogar das Paar, so mul er mit "Jal!" antworten. Darauf
wiederum antwortet sein fragender Partner mit “... ist
Trumpf!”, wenn er die andere Halfte hat, sonst mit "Aber
ich nicht!". Das heiBt insbesondere, daf eine Farbe nicht
gemeldet wird, wenn der Partner nach einer Halfte gefragt
wird und er das Paar hat.

e) Hat man seinen Partner bereits gefragt, so darf man
danach im gleichen Spiel nicht mehr ein Paar aus der
eigenen Karte melden oder durch die Frage “Hast Du ein
Paar?" vom Partner melden lassen. (So braucht man z.3.
seinen Partner nicht mehr nach einea Paar zu fragen,

wenn man bereits von ihm gefragt wurde.)

f) Hat man seinen Partner bereits nach einer Hélfte ge-
fragt, so darf man ihn im gleichen Spiel nicht mehr nach
einem Paar fragen.

Zur Illustration ein Beispiel:

VH hat das Reizen gewonnen und nach dem Kartenaustauschen,
bei dem er MH H-As zuriickgeschoben hat, die folgenden
Karten: H=9, S-As, S-10, S-Kénig, E-As, G-10, G-Kénig,
G-Ober, G=7

a) VH spielt E-As und fragt danach MH nach Schell-Hélfte.
Damit darf ar sein Grin-Psar nicht mehr melden, auch

dann nicht, wenn MH auf H-As ins Spiel kommt und Vorhand
nach einem Paar fragt (Regel e))!

b) VH schiebt neben H-As auch Grin-Paar zu MH zuruck. Er
spielt E-As aus und frégt danach MH nach Schell-Hélfte,
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was dieser verneint oder bejaht. In beiden Féllen kann
dann MH, wenn er Ausspieler wird, noch sein Grin-Paar
melden.

1.12. Spielbewertung

Der Ausgang des Spieles wird wie folgt bewertet:

a) Erfdllt die S-Partei' ihre Spielansage, d.h. sie erreicht
oder Uberbietet diese Punktzahl (ohne aufzurunden), so
bekommt sie die Ansage - unebhéngig davon, ob und wie weit
sle Uberboten wurde - zu ihrem aktuellen Spielstand
addiert, im Falle der Nichterfillung von ihrem Spielstand
subtrahiert.

b) Die N-Partei aerhidlt die von ihr im Spiel erreichte
Spielpunktzahl zu ihrem aktuellen Spielstand addiert. Da-
bei wird auf durch finf teilbare Zehlen gerundet (d.h.
137===135, 138---140 usw.; 3 Luschen und ein Ober als
einzigster Stich ergeben 5 Punkte, 3 Luschen und ein Unter
dagegen O Punkte = als letzter Stich aber 20 Punkte).

c) Eine wichtige Sonderstellung nimmt das Schwarzspiel ein
(deh. eine Partei macht keinen Stich - und kann daher auch
nichts gemeldet haben): Wird die S-Partei schwarzgespielt,
so erhalt sie ihre Spielansage zweifach von ihrem aktuellen
Spielstand subtrahiert, fir die N-Partei gilt Punkt b).
Wird die N-Partei schwarzgespielt und die S-Partei erfillt
ihre Spielansage, so erhélt die N-Partei die Spielansage
der S-Partei zweifach von ihrem aktuellen Spielstand sub-
trahiert, fur die S5-Partei gilt Punkt a). Wird die N-Par-
tei schwarzgespielt und die S-Partei erfillt ihre Spiel~
ansage nicht, so gelten Punkt a) und b).

d) Filr die Bewertung eines Spiels ohne S- und N-Partei
siehe 1.4.

1.13. Kontra, Re usw,

Solange ein Spieler der N-Partei noch alle neun Karten auf
der Hand hat, kann er Kontra geben ("Spritzen"). Dies wird
durch einen Stern an der Spielansage der 53-Partei gekenn-
zeichnet. Nach einem Kontra kann ein Spieler der S-Partei

Re sagen (gekennzeichnet durch einen zweiten Stern an der
Spielénaaga). solange er noch acht Karten auf der Hand hat.
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Daraufhin kann wieder ein Spieler der N-Partei (unabhéangig

davon, wer das erste Kontra gab) Kontra sagen (dritter
Stern), solange er noch sieben Karten auf der Hand hat,
Dieses gegenseitige Spritzen kann bis zum SchluB fortge-
setzt werden., Jeder einzelne Stern, d.h. jedes Kontra, Re
usw., bewirkt eine Verdoppelung des Betrags, den die S-
Partei gem&B 1.12. angeschrieben bekommt (ein Re bedeutet
also eine Vervierfachung). Bei einem erfiillten Schwarz-
spiel durch die S-Partei wirken sich die Spritzen auch auf
die N-Partel aus:

Spieslansage: 150, Kontra 300, Re 600 (wird der S-Partei
gutgeschrieben), Schwarz 1200 - wird der N-Partei abgezogen.
Haben in einem Spiel alle vier Spieler gleich gepaBt, so
darf kein Kontra gegeben werden.

1.14, Spielliste und Gewinner

Die Spielliste besteht sus vier Spalten: Die ersten beiden

fur die erste, die letzten beiden fir die zweite Partei,
die jeweils erste Spalte fir die Spielansagen, die jeweils
zweite Spalte fiur den aktuellen Spielstand der jeweiligen
Partei.

Beigspiel einer Spielliste:

Spieler 1 Spieler 4 Spieler 2 Spiesler 3
(Spielans.) | (Pkt.stand) (Spielaﬁs.) (Pkt.stand) (0)
140 + 140 ¥ 35 (1)
165 + 305 - 295 (2)
+ 375 145 - 5 (3)
145 + 230 + 85 (4)
+ 380 170 - 85 (5)
150 + 530 - 45 (6)

(0) Diese Zeile steht nur zur Erlduterung der Spalten da,
sie wird normalerweise weggelassen.

(1) Die aerste Partei gewinnt ihr Spiel bei einer Spielan-
. sage von 140, die zweite Partei erzielt 37 Spielpunkte.
(2) Die erste Partei gewinnt ihr Spiel bei einer Spielan-
sage von 165 und spielt die Gaganparfei schwarz.
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(3) Die zweite Partei gewinnt ihr Spiel bei einer Spielan-

sage von 145 und bekam Kontra. Die erste Partei erzielte

69 Spielpunkte.

(4) Die erste Partei erzielte 144 Spielpunkte und verliert

ihr Spiel bei einer Spielansage von 145. Die zweite Parteil

erzielt 92 Spielpunkte.

(5) Die zweite Partei verliert ihr Spiel bei einer Spiel-

ansage von 170 (sie konnte nicht melden), die erste Par-

tei erzielt 150 Spielpunkte.

(6) Die erste Partei gewinnt ihr Spiel bei einer Spielan-

sage von 150, die zweite Partei erzielt 42 Spielpunkte.
Gewinner ist diejenige Partei, die zuerst 500 oder

mehr Spielpunkte erreicht. Erreichen oder Uberbieten

beide Parteien im gleichen Spiel die 500-Marke, so wird

der Gewinner wie folgt ermittelt:

a) Gewinner ist diejenige Partei, die den hdchsten Spiel-

stand erreicht hat.

b) Ist ein Entscheid nach a) nicht mdglich, so ist die-

jenige Partei Gewinner, die im letzten Spiel mehr Spiel-

punkte angeschrieben bekam.

c¢) Ist ein Entscheid nach a) und b) nicht mdéglich, so ist

die N-Partei des letzten Spieles Gewinner.

Die Gewinner-Partei erhalt eiae Siegpfﬁmia von 200 Punkten.

Der Gewinn errechnet sich danach wie folgt:

Gewinn = Gesamtpunktzahl ‘der Gawinnerpaftei + 200 Punkte -

Gesamtpunktzahl der Verliererpertei

Bei obigen Beispiel erhalt man

Gewinn = 530 + 200 - (-45) = 775 Punkte,

was bei einem Spieleinsatz von halben Pfennigen

770/2 = 3,85 M ergibt. Das Spiel um halbe Pfennige hat

sich bestens bewidhrt, dabei schwankt der Gewinn pro Partie

etwa zwischen 1,50 M und 12,00 M, im Durchschnitt liegt er

(ermittelt bei 426 in folge gespielten Partien) bei 5,00 M.

Bei einem zu niedrigen Spieleinsatz wird man zu gewagtem

Reizen verfuhrt, und der ClUcksspielcharakter des Spiels

nimmt stark zu.
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Ich méchte noch einige Bemerkungen anschlieBen, um den Ein-
stieg in die Spielpraxis zu erleichtern.

Viele Neueinsteiger erscnrecken vor dem Mindestgebot
von 120 beim Reizen. (Immerhin ist das ja die- (iberhaupt
erreichbare Augenzahl.) Nur sollte man bedenken, daB man
auch noch melden kann und der Partner bei Reizgewinn noch
4 Karten schiebt, Damit méchte ich nicht "wildes" Reizen
unterstitzen, sondern ibertriebener Vorsicht vorbeugen. In
meiner bisherigen Praxis habe ich es noch nicht erlebt,
daB ein Spiel ohne Reizgebot geabielt wurde.

Noch ein Hinweis zum Reizen: Eine Grenze beim Reizen
besteht bei 140, denn bis zu diesem Wert ist ein Spiel ohne
Melden zu gewinnen (120 Augen + 20 Punkte letzter Stich),
dariber ist denn mindestens eine Meldung erforderlich,

Man kann auch durch sein Reizgebot (nicht aber auf andere
Welise) dem Partner seine Bereitschaft zum Schieben kundtun.
Dabei kann man folgende Faustregel anwenden:

eine gute Karte zum Schieben 125
zwel gute Karten zum Schieben : 130
drei oder mehr gute Karten zum Schieben 135
“Ich will des Spiel selbst machen* 140

Diese Faustregel ist nicht allgemeingiltig, z.B. kann 140
auch eine Ansage zum Schwarzspiel ohne Meldung sein. Unter
einer guten Karte zum Schieben verstehe ich As (zugehérige
Zehn), Hélften.

Oft kommt es vor, daB man Schieben muB und man hat
mehr als 4 gute Karten. In so einem Fall gilt fir mich der
Grundsatz: Stehende Karten (As, zugehdrige 10 usw.) vor
Hélften, denn nach Hélften kann man fragen. (Dies ist aber
keine Pflichtregel)

Ein biBchen Ubung erfordert die Spielansage. Giinstig
ist es, wenn man von der Schwarzspielpunktzahl ausgetlit und
die Anzahl der abgehenden Stiche ermittelt und fir jeden
Stich eine Richtpunktzahl festlegt. Die so ermittelte Punkt-
zahl zieht man von der Schwarzspielpunktzahl sb. Ein Bei-
spiel: Die S-Partei besitzt S-Paar und gibt zwei Stiche ab.
Fur jeden Stich berechnet VH 25 Punkte, also gehen héchstens
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50 Punkte ab. S-Schwarzspiel esrgibt 120 + 20 + 80 = 220
Punkte, minus 50 Punkte ergibt 170 Punkte Spielansage.

Bei der Gestaltung des Spiels, zlso vor dem "Zuriick-
schieben" von VH, muB VH beachten, daB die N-Partei bei
Erhalt eines Stiches evtl. “ummelden* kann.

Einige werden sich sicherlich fragen, wozu diese um-
fangreichen Regeln fur das Ausspiel und das Bedienen gut
sind, immerhin schréanken sie die Spielm@glichkeiten ein.
Diese Regeln unterstiitzen ein Schwarzspiel und erhdhen da-
bei die Spielméglichkeiten. Ein Beispiel: VH hat E-As, E=-
Kénig, E-Ober, H-As, ... VH schiebt unter anderem auch E-
As zurick. Nachdem H-As und weitere stehende Karten ge-
spielt wurden, meldet VH Eichel und spielt E-Kénig aus.

Hat jetzt LH die E-10, so muB er damit den Kénig libernehmen
und MH zieht den Stich mit E-As ein. Der E-Ober ist dann
die hdochste Trumpfkarte.

Men Uberlege gut, wann man Trumpf meldet, denn solange
kein Trumpf besteht, kann keiner stechen...

Ich wiirde auch empfehlen, den Punkt 1,11. zum Partnerfragen
nochmals durchzulesen, denn hier steckt die Hauptfehlerquel-
le beim Spielen.

Zum AbschluB noch ein Wort zur FairneB: Bei keinem
anderen Spiel kann man durch noch so kleine Gesten oder
scheinbar "harmlose" Bemerkungen, so viel mitteilen, wie
bei Maria-Pussi. Die gréBte Freude beim Spielen wird ver-
dorben, wenn nur einer am Tisch unfair spielt. Jeder ein-
deutige Verstof sollte deshalb mit Minuspunkten bestraft
werden (entweder Spielverlust oder pauschaler Punktabzug)e.
Man sollte wahrend des Spieles iiber das Wetter oder gar
nicht fedan.

Ich winsche allen, die sich die Miuhe machen, dieses
Spiel zu erlernen, viel SpaB beim Spielen.

Stefan Posselt
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Einfiihrung in Assembler-Programmierung

1. Einleitung

Wer sich aktiv mit Kleincomputern beschdftigt, deren Leistungs-
fihigkeit ausaschSpfen mtchte und einen tieferen Einblick in
ihre Arbeitsweise erhalten will, kommt um Programmierung in Ma-
schinensprache nicht herum. Die in dieser Nummer der WURZEL be=-
ginnende Artikelserie wendet sich daher an die Leser, die mit
der Programmierung in BASIC vertraut sind und einen Einstieg in
die Programmierung in Maschinensprache suchen. Genauer gesagt
geht es uns um die Maschinensprache des Microprozessors U880,
der z. B. im KC 85/1/2/3 Einsatz findet. Unser Ziel kann es
nicht sein, dieses Thema erschbpfend zu behandeln, sondern nur
eine Einfilhrung zu geben, die in sich abgeschlossen ist und es
doch schon gestatfet, eigene anbﬁrqcha?olle Maschinenprogramme
zu erstellen und weiterfilhrende Literatur besser zu verstehen.

2. Grundlagen

Zundchst miissen einige zum Verstédndnis ndtige Fakiten zusammen=-
getragen werden. In dem uns gelédufigen Dezimalsystem erfolgt
die Zahlendarstellung bekanntlich zur Basis 18,

z. B. 4325 = 4-19° + 3.19° + 2,197 + 5.108°.

V8llig gleiohwertig, aber dem Computer angepaBt, ist das Dual~-
system, in dem die Zahlendarstellung zur Basis 2 erfolgt.

Die Ziffern des Dualsystems sind 1 und @,

z. B. 141191 (dual) = 1:22+g2%41.2341.2%49.2741.2° = 45 (dez.)
Zur Speicherung einer Dualziffer sind nur 2 stabile Zusténde
(durch ¢ und 1 gekennzeichnet) notwendig. Das entspricht einem
Bit Speicherbedarf. 8 Bit werden zu einem Byte zusammengefaSt.

1Bytea LI 1111 II_J
' 8 Bit |
Die zu einem Byte zusammengefaBte Speicherzelle ermdglicht
28 = 256 verschiedene Belegungen mit ¢ oder 1, d. h. jedes
Byte kann eine der Zahlen zwischen #,...,255 darstellen,
z. Be g[1]1]g]gl1]1l1] = 21198111 (dual) = 183 (dezimal)

Eine griofere Ubersichtlichkeit wird durch die Wahl des Hexa-
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dezimalsystems (Zahlendarstellung zur Basis 16) erreicht.
Einer vierstelligen Dualzahl entspricht dann némlich eine Hexa-
dezimalziffer.

Man vereinbart folgende Hexadezimalzifferm:

HEX-ziffer | #|1]|2]|3|4|5|6]7]|8]9| A| B| ¢| o| E| P|
@deztmal [#|1|2[3[4a|5]6[7|8]9]18]11]12]12]1a]15]

Bep. fiir HEX-Zahlen und deren Umrechnung in Dezimalzahlen

Darstell Darstellung
hexadaz;;2§ Unrechnung dezimal
1BgA 1:16411+16%48 .16 1419 +16° 6922
@E2D #.163414.16%42161+13.16° 3629

Falls Verwechslungen mit anderen Zahlensystemen méglich sind,

werden HEX-Zahlen durch ein hinten angefiigtes H gekennzeichnet,

z. B, 3425 H = 13349 (dezimal)

Da jede HEX-Ziffer 4 Bit beansprucht, kann eine Speicherzelle

(1 Byte) genau eine zweistellige HEX-Zshl #@,...FF speichern. .

Man setzt 1KByte = 1024 Byte = 2'° Byte.

Jeder Speicherzelle wird eine Adresse zugeordnet, die aus einer

4stelligen HEX=-Zahl (2 Byte) besteht. Demnach sind theoretisch
16% = 65536

verschiedene Speicherzellen adressierbar, was einem Speicher-

bereioh von 164 Byte = 26,210 Byte = 64 KByte entsprichte.

Speicherzellen, deren Inhalt nur gelesen werden kann, gehSren

zum ROM,.

Speicherzellen, die auch beschrieben werden kdnnen, bilden den

RAM,

Da beim KC 85/2(/3) der RAM-Bereich von $@@@ H - @17FH fir
BASIC~-Programme nicht genutzt wird und fiir den Anwender frei
ist, werden wir unsere Beispielprogramme dort ablegen.

Es sei noch kurz an die BASIC-Befehle erinnert, die einen Zu=-
griff zum Speicher gestatten.

Aus dem RAM lesen: PEEK bzw. DEEK

In den RAM schreiben: POKE bzw. DOKE |
Weiterhin konnen bei abgeschalteten IRM (Bildwiederholspeicher)
durch die Befehle VPEEK bzw. VPOKE Daten aus dem IRM gelesen
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bzw. in den IRM geschrieben werden.
Auf eine Besonderheit sei an dieser Stelle aufmerksam gemacht:
Wenn 2 aufeinanderfolgende Bytes als Zahl interpretiert werden
sollen, dann ist das hintere Byte stets das "htherwertige"
Byte! Man muB also das Byte mit der hoheren Adresse mit 256
multiplizieren und zum Byte mit der niedrigeren Adresse addie-
ren, um die entsprechende Zahl zu bestimmen. Konsequenterweise
gilt also

DEEK(N) = PREK(N) + 256%PEEK (N+1).

Als weitere Zugri{ﬁsmﬁglichkeit gauf den Speicher bietet sich
an, im CAOS-Betriebssystem durch MODIFY direkt die Speicher-
zellen zu lesen bzw. zu beschreiben. Maschinenprogramme kann
man spéter so eingeben.

Wem diese kurze Einfilhrung in das Dual= und Hexadezimalsystem
nicht ausreicht bzw. wer mit obigen BASIC-Befehlen nicht ver—
traut ist, sollte sich vor der weiteren Lektiire damit etwas
beschéftigen.

3. Das Maschinenprogramm

Maschinenprogrammbefehle werden durch HEX-Ziffern codiert. Ein
Maschinenprogramm ist dann einfach nur eine Aneinanderreihung
von HEX-Ziffern, die Befehle, Daten oder Adressen darstellen
und ab einer Speicheradresse abgelegt sind.

Maschinenprogramme kémnnen in BASIC iiber CALL oder USR aufgeru=-
fen werden.

Wollte man nur mit HEX-Ziffern operieren, so wire eine Erarbei-
tung bzw. Dokumentation von Maschinenprogrammen sehr uniiber=-
sichtlich. Daher hat man sich ein zus#tzliches Hilfsmittel -
den Assemblercode - geschaffen. Der Assemblercode ist sehr in-
struktiv aufgebaut und man kann ihn sich leicht einprégen. Er
bedient sich sogenannten Mnemonics (Geddchtnisstiitzen).
Zunichst erarbeitet man sich das Programm im Assemblercode

- auch als Quellprogramm bezeichnet - und ilbersetzt es an-
schlieBend "per Hand" oder mittels Assemblerprogrammen, z. B.
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EDAS 1) in den hexadezimalen Befehlscode.
Nun geht es richtig los. '

4, Datentransportbefehle - load

In der Maschinensprache stehen dem Benutzer spezielle Speicher-
zellen, die sogenannten Register zur Verfiigung, die je einen
Speicherumfang eines Bytes haben. Sie werden folgendermafSen be-
zeichnet:

A-Register B=-Register| D-Register H-Register
Akkumulaton = ] [
(C-Register E-Register 1~Register

Aus ihnen konnen auch folgende Registerpaare (Doppelregister)
gebildet werden, némlich BC, DE und HL, die dann je einen Spei-
cherumfeng von 2 Bytes haben. Wie spéter einzusehen sein wird;
spielt unter den Registern das A-Register und unter den Doppel-
registern das Hl-Doppelregister eine besondere Rolle, da nur
fiir sie gewisse Befehle ausfiihrbar sind.

Durch den Datentransportbefehl "load" (laden) mit dem Kiirzel
LD konnen den Registern Werte zugewiesen werden,
Ze Be der Assembler-Befehl ™"LD B,@#3" bewirkt:
"lade das B-Register mit der HEX-Zahl @3",

Bemerkung: Eine Entsprechung der Wirkungsweise in BASIC wire
LET B = 3. Folglich kann man die Register auch als Variable mit
den Namen A,B,C,D,E,H,L auffassen, denen man die Zahlen
#?3,...,FF H zuordnen kann.

Mir LD B,#3 gibt es aber keinen eigenen Code, sondern nur fiir
LD B,N, wobei das N stellvertretend filr eine beliebige zwei-
stellige HEX=Zahl steht. LD B,N hat den Code #6. Die Zahl N
selber muB in der n#dchsten Speicherzelle stehen, da die Abar-
beitung des Befehles mit dem Code $6 bewirkt, daB der Inhalt

1)EDAS (Abk. von Editor/Assembler) ist ein spezielles Programm
zur Unterstiitzung der Maschinenprogrammentwicklung. Einer-
geits 18t sich das Quellprogramm im Editorbetrieb leichter
ergstellen und zum anderen kann es durch einen sogenannten
Assemblerlauf sofort in den Maschinencode {ibersetzt werden.
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der folgenden Speicherzelle als eine HEX-ZAHL interpretiert
und in das B-Register geladen wird. Also ein Assemblerprogramm,
das den Befehl LD B,$3 enthélt, hat im Maschinencode die Ge-

stalt “... ¢6¢30 ) ",

Um die weitere Befehlsbeachreibung iibersichtlich und systema-
tisch zu gestalten, empfiehlt es sich, folgende Abkilirgungen zu

verwenden:

r bezeichnet eines der B=Bit Register des Register-
satzes A, B, C, D, E, H oder L

rr Dbezeichnet eines der 16-Bit-Doppelregister BC, DE
oder HL

N -bezeichnet,eine zweistellige HEX-Zahl

NN Dbezeichnet eine vierstellige HEX=-Zahl

(NN) bezeichnet den Inhalt der Speicherzelle mit der

Adresse NN

(rr) bezeichnet den Inhalt der Speicherzelle, deren Adresse
im Doppelregister rr steht.

LOAD-Befehle
1. 1D r,N
24 IID I8

bewirkt r «—N, d. h. das Register r wird mit

der zweistelligen HEX=-Zahl N
geladen.

bewirkt r &8, d. h. der Inhalt des Registers s

wird in das Register r geladen,
wobei der Inhalt vom Register s
erhalten bleibt.

Tabelle der zugehdrigen Befehlscodes

AN
B,N
C,N
D,N
E,N
H,N
L,N

EEEEEBEE

3E
@6
¢E
16
1E
26
2B

r=4A | BlC|D|E|H]|L

ID A,r |TF |78 |79 |7A |TB |7C |TD
ID B,r |47 |40 |41 |42 |43 |44 |45
ID C,r | 4F | 48 (49 [4A | 4B [4C | 4D
ID D,r | 57 |5¢ |51 |52 |53 |34 [55
LD E,r |SF|58 |59 |5A |5B |5C |5D
ID Hy,r | 67 |68 |61 |62 | 63 |64 |65
ID L,r | 6F |68 |69 |6A | 6B [6C | 6D
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3. | ID (NN),A hawirkt (NN) «=—A, d. h. der Inhalt des Akkumu-
lators wird in die Speicher-
zelle mit der Adresse NN ge-

- laden

'ID A,(NN) | bewirkt Ae—(NN), d. h. der Inhalt der Speicher—
zelle mit der Adresse NN wird
in den Akkumulator geladen.

Befehlscodes:

LD (NN),A | 32 LD A, (NN) 3A

Bemer en:

1. Die konkrete vierstellige HEX-Adresse NN wird durch die un-
mittelbar nach dem Befehlscode folgenden2 Bytes angegeben.
Wir machen nochmals darauf aufmerksam, daB das niederwexti-
ge AdreBbyte vor dem hdherwertigen AdreBbyte angeg&bén wer-
den muB?

2. Diesen Befehlstyp gibt es nur fiir das A-Register!

Bevor wir unser erstes Programm erstellen konnen, mufl noch er-
wihnt werden, da8 ein Maschinenprogramm mit éinem Riicksprung
(RETURN) abgeschlossen werden muB. Der entsprechende Assembler-
bzw. Maschinencode ist: )

RET C9

Maschinenprogramme lassen sich in rolgepder Form gut dokumen-
tieren: ' : '

1. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
I 1) g6 ¢a LD B,PAH ; Bmit 19
_ (dez.)laden
@2 78 filr | ID A,B ; Amit B laden
_ A in Speicher-
@3 32 ¢F ¢¢ spdater| LD (@@PFH),A | ; zelle 15
: (dez.) laden
#6 C9 ' ‘ RET ; Rilcksprung

Den Maschinencode gibt man am besten im CAOS~-Betriebsaystem
durch MODIFY # ein und kehrt anschliefiend zu BASIC zuriick.
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Nach Aufruf des Maschinenprogramms durch CALL @ wird in die
Speicherzelle mit der Adresse 15 die Zahl 1¢ (dez.) geladen.
Man iiberzeuge sich durch

CALL @: PRINT PEEK(15)
davon. Was wiirde ausgegeben, wenn zuvor POKE 1,99 auageﬁihrt

wird?

Fortsetzung folgt Dr. Joachim Puhl
Sektion Mathematik
Bereich Analysis

Herausgeber: Jugendobjekt ,,Studlenvorbereltung —Studienwerbung*
Leiter: Stefan Posselt

Chefredakteur: Eckhard Stein

Redaktion: C. Dahms, J. Dimler, N. Patzschke, O. Kotowskl

Anschrift: WURZEL, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik, Jena, 6900
Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postamter entgegen.
Veréffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

ISSN 0232-4539 Wurzel Jena 22 (1988) 7/8 S.97-128




Wurzel\/9.88

zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobijekt Studien-
vorbereitung-Studienwerbung der Sektion
Mathematik an der Friedrich-Schiller-
Universitat Jena
22. Jahrgang ISSN 0232-4539
Sonderpreis fiir DDR: 0,20 M



OJM 130

Aufgaben der OJM der DDR (Klasse 10)

1. Beweisen Sia. daB die Gleichung
- 8> + 25x° - 34x + 10 = 0
genau zwel reelle Ldsungen hat!

2. Es sei f eine Punktion, die filr alle reellen Zahlen x defi-
niert ist und fiir alle reellen Zahlen x,, x2 die folgenden
Gleichungen (1), (2) erfiillt:

£(xq4x,) = I(x1) + f(xz), (1)
f(x1-xz) E x1-f(x2) + x2°£(x1)o (2)

Beweisen Sie, da8 durch diese Voraussetzungen der Funktions-
wert £(2+V/5) eindeutig bestimmt ist, und ermitteln Sie diesen
Funktionswert! '

3A. Die Abbildung 1 wird gewdhnlich
als das Bild eines Wiirfels oder
jedenfalls eines achteckigen
K8rpers in schréger Parallel-
projektion angesehen. s
Zeigen Sie, daB dies aber auch _
sowohl das Bild eines zehnecki- Abb. 1
gen als auch das Bild eines zw&lfeckigen
Edrpers in schriger Parallelprojektion
sein kann! Zeichnen Sie zu diesem Zweck Je
einen solchen Kbrper in einer neu gewihlten schrégen Paral-
lelprojektion, bei der alle zehn bzw. alle zwilf Eckpunkte
des KSrpers als voneinander verschiedeme Bildpunkte er-
scheinen! Geben Sie fernmer zu jedem der beiden Korper eine
Aufzéhlung aller Eckpunkte, aller Kanten und aller ebenen
Teilfléchen einer Oberfléche an, und nennen Sie eine Gerade
in einer Projektionsrichtung, bei der das Bild 1 emtstehen
wiirde! Eine weitere Begriindung wird nicht verlangt.

s s s
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3B.

Ein Verfahren zur nﬁherungsweiaen Berechnung von 72 2 besagt:
Aus einem Niherungswert 5 » dessen Zihler a und Nenner b
positive ganze Zahlen sind, wird ein neuer Hhherungswart
nach der Vorschrift

a' = a° + 2b%, - (1)

b' = 2ab ‘ (2)
gewonnen. Um einschétzen zu konnen, ob % ein geeigneter An-
fangswert fiir dieses Verfahren sein kann, behandelt man die
folgende Aufgabe (bei der die Zahl Y2 wie ein bekannter Wert
verwendet wird): Man ermittle alle diejenigen ¢ (a,b positi-

ve ganze Zahlen), bei denen die Vorschrift (1), (2) auf
'
einen besseren Niherungswert %T fithrt, d.h.,

[Br - V2 |<[§ - 2|

gilt.

=

4. Ein Kreis k1 mit dem Radius r1 = 10 em und ein Kreis k2 mit

Se

dem Radius r, = %%.om seien so in €iner Ebene gelegen, daB

der Mittelpunkt von k2 auBerhaldb von k1 liegt und daB sich
k1 und k2 in zwei Punkten P1, P2 schneiden, fiir die P1P2 =
10 om gilt. Ermitteln Sie den Flédcheninhalt A des gemeinsa=
men Fliéchenstiloks der beiden Kreisfldchenl!

Hinweis: Entsprechend wie bei der obigen Angabe von r, soll
die zahlenméiBige Angabe von A erfolgen, ohne dabei Niherungs-
werte (z. B. endliche Dezimalbriiche) filr irrationale Zahlen
zu verwenden.

Viorte aus den Buchstaben E, R und S sollen nach folgenden
Regeln aus einem zu Anfang vorgegeberen tiort gebildet wer-
den:

(1) Endet ein Wort auf S, so kann ein R angefiigt werden.

(2) An ein Wort darf dasjenige Wort angefiigt werden, welches
aus den gleichen Buchstaben, aber in umgekehrter Reihen-
folge besteht.

(3) Treten in einem Wort drei gleiche Buchstaben unmittel-
bar hintereinander auf, dann diirfen sie durch ein R er-
setzt werden. '
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6.

(4) Zwei aufeinanderfolgende R oder E dlrfen weggelassen wer-
den. '

Eine beliebige Wahl der Reilhenfolge und beliebig hHufige Wie-

derholung der Regelanwendungen sind zugelassen.

Ist es mtglioch, durch gentigend hHufige Anwendung dieser Re~
geln aus dem Wort ES das Wort ER zu erhalten?

Bewelsen Sie folgende Aussage: Wenn filr reelle Zahlen a,,
85) 83y 84 8gs 51, bos b31 b4, b5 gilt, deB jede dieser
Zehlen im Intervall 5 & x & 10 liegt, dann gilt flir diese
Zahlen stets

g ) 2..2 2..2
2(a1b1+a2b2+...+55b5) s a1+b1 + a2+b2 tooot 55+b5,

£
= g' L] (a1b1+a2b2+.oc+a5b5).
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Aufgaben der OJM der DDR (Klasse 11/12)

1.

2.

3.

4o

In einer Ebene sel G die Menge aller derjenigen Punkte, de-
ren rechtwinklige kartesische Koordinaten ganze Zahlen sind.

Ferner sei F eine Menge von 1988 verschiedenen Farben.

Man beweise: Flr jede Verteilung von Farben, bei der Jeder
Punkt aus G genau efha der Farben aus F erhdlt, gibt es in
G vier gleichfarbige Punkte, die die Ecken eines Rechtecks
mit achsenparallelen Seiten sind.

Man ermittle alle diejenigen Tripel (x,y,z) reeller Zahlen,
die das folgende Gleiochungssystem (1), (2), (3) erfiillen:

1ox3+90y2+8¢y+8-1988' (1)
1.5 +9.2°2+8.2+8=1988, (2)
1. z3 +9 . 22 +8.x+8 = 1988, (3)

Wieviel verschiedene Worter (a1aaa3...anp1an) kann man ins-
gesamt aus den Buchstaben a, e {1,2,3,4,5}, i=1,400,n, der—
art bilden, daBl

la; = ad+1| = 1
tUr j=1y000,n=1 gilt?

Durch ein konvexes n~Eck P1P2 eee Py das einen Inkreis o

besitzt, sel eine Gerade g gelegt, die die Seite Pn?1 in

einem Punkt M und eine Seite P P . (1 € k<n) in einem

Punkt N schneidet.

Die Gerade g sei so gelegt, dal sie sowohl den Umfang als

auch den Flédcheninhalt des n-Ecks halbiert, d.h., daB die

folgenden Bedingungen (1) und (2) gelten:

(1) Die Iléngen der Streckenziige MP,P, ... P, N und
N?k+1rk+2 coe Pny sind einander gleich.

(2) Die Flicheninhalte der Vieleoke MP,P, ... P, N und
NPk+1Pk+2 e Pny 8ind einander gleich.

Man bewelse, daB aus diesen Voraussetzungen stets folgt:
Die Gerade g geht durch den Mittelpunkt des Kreises c.
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5. Es sei (xn) die durch
X, = y [ |
12=1.
x, + 1

64.

6B.

xn+1 =_I]1—..1_+IE (n=2'.3|4g---)

definierte Zahlenfolge. Man untersuche, ob diese Folge kon-
vergent ist, und ermittle, falls das zutrifft, ihren Grenz-
wert. '

Alfred und Bernd teilen sich n Kpfel, indem der Reihe nach
fiir jeden einzelnen Apfel durch eine Zufallsentscheidung
(z.B. Werfen einer Miinze) festgelegt wird, wer diesen Apfel
erhdlt. Ein solcher Verteilungsvorgang heifie filr Alfred
"glinstig" genau dann, wenn Alfred nicht nur am Ende, son=
dern wdhrend des gesamten Vorgangs niemals weniger Apfel

in seinem Besitz hat als Bernd.

Als Wahrscheinlichkeit w(n) dafilr, daB ein Verteilungsvor-
gang fiir Alfred giinstig ist, bezeichnet man den Quotienten,
der sich ergibt, wenn die Anzahl aller flir Alfred glinstigen
Verteilungsvorgénge durch die Anzahl aller iiberhaupt mogli-
chen Verteiiungsvorgﬁnge dividiert wird.

a) Man ermittle w(4).

b) Man ermittle w(n) fiir beliebiges natiirliches n & 2.

lien beweise: Fiir jede natiirliche Zahl n & 2 und fiir je n
im Intervall O £ x £ 1 definierte Funktionen TS SYTTTNE M
gibt es reelle Zahlen 843855000,8, mit O = 8y £ 1
(i1=1,¢e00,n), fir die

n .
- 11
8y 8y " eee By ;‘_—'eri(a'i) €5 -2,
gilt.
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EinfUhrung in die sphérische Trigonometrie

Die spérische Trigonometrie ist eine Trigonometrie auf der Ku-
geloberfléche. Thre Entwicklung resultiert aus den Bediirfnis-
sen der menschlichen Gesellschaft und ist eng mit der Entwick-
lung der Astronomie verbunden. Die Lagebestimmung durch Peilung
war frilher die einzige Methode fiir die Schiffahrt auf hoher See.
Auch Forschungsreisende in unbekamtem Geldnde waren auf gie al-
lein angewiesen. Die notwendigen Messungen wurden mit dem Kom=
paB, dem Theodoliten, einem Spiegelsextanten oder einem &hn-
lichen WinkelmeBinstrument sowie mit einer genaugehenden Uhr
ausgefiihrt. Schon die Kenntnis der wichtigsten Stermbilder ge-
niigt fir eine angendherte Orientierung. Bei den Ortsbestimmun-
gen wurde davon ausgegangen, daB8 der gestirnte Himmel dem Beob-
achter als Teil einer riesigen Kugel erscheint, der scheinba-
ren Himmelskugel, Auf ihr kann die Lage jedes Punktes durch

zwei Zahlenangaben (entsprechend Lénge und Breite auf der Erd-
oberflidche) festgehalten werden. Als Bezugssystem flr diese
beiden Angaben eignet sich jeder GroBkreis mit seinen Polen
(siehe Gliederungspunkt 1.). Auf ihm wird von einem festzule-
genden Punkte aus die eine WinkelgrdBe in vorgeschriebener
Richtung gemessen, die zweite aber auf einem zum Grundkreis
senkrechten GroS8kreis, der durch die Pole und den Punkt ver—
liiuft, dessen Lage bestimmt werden soll. Die dazu erforderli-
chen mathematischen Hilfsmittel stellt die sph&rische Trigono=-
metrie bereit. Da Handel und Schiffahrt bei der Entwicklung

der menschlichen Gesellschaft schon seit Jahrtausenden eine
entscheidende Rolle spielen, ist es nicht verwunderlich, daB
die ersten Erkenntnisse iiber sphédrische Trigonometrie &lter
gind als die Trigonometrie in der Ebene. Von den Wissenschaft-
lern, die die Entwicklung der sphérischen Trigonometrie beson-
ders beeinfluBten, seien nur Ptoleméius (gestorben 161) und
Regiomontanus (1436 - 1476) genannt.

Ptolemiius beschéftigte sich besonders mit Problemen der Astro-
nomie. Seine Untersuchungen zur sgphérischen Trigonometrie wa-—
ren direkt mit der Astronomie verbunden. Die Erkenntnisse von
Ptoleméus iiber sph&érische Trigonometrie wurden weit {iber 1 Jahr-
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tausend von keinem Wissenschaftler iiberboten.

Regiomontanus (sein deutscher Name war Johannes Milller) Uber-
getzte das astronomische Hauptwerk von Ptoleméus aus dem Grie- -
chischen. Er faBte alle bis dahin bekannten Einsichten iber
sphérische Trigonometrie zusammen und bereicherte sie durch
eigene Forschungsergebnisse. In seinem Hauptwerk, das erst
1533 gedruckt wurde, findet men z. B. schon den Sinussatz der
spérischen Trigonometrie (siehe Gliederungspunkt 4.).

Die nachfolgenden Ausfithrungen verfolgen das Ziel, die wiche
tigsten Grundlagen der sphérischen Trigonometrie darzustellen.
Damit ist die Absicht verbunden, Anregungen fiir die selbstén-
dige Beschédftigung mit diesem interessanten Teilgebiet der
Mathematik zu geben.

1. Grundbegriffe

Gegeben sei eine Kugel mit dem Mittelpunkt M und dem Radius R.
Sie werde von einer Ebene £ geschnitten (siehe Skizze 1).

Skizze 1

Bezeichnet man den Abstand der Schnittebene vom Kugelmittel-
punkt M mit d , so erhdlt man flir O£ d< R als Schnittfldche in
Jjedem Falle einen Kreis, wobei die folgenden Fdlle zu unter=
scheiden sind: h

Ist d=0, so heiflt dieser Kreis GroBkreis. Sein littelpunkt und
sein Radius stimmen mit dem Mittelpunkt und dem Radius der Ku-
gel iUlberein. Fiir O< d< R nennt man die Schnittfléchen Klein-
kreise. '
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Wenn d=R ist, so berUnrt die Lbene € die Kugel in einem Punkt

und wird deshalb als Tangentialebene bezeichnet.

Zwei verschiedene GroBkreise schneiden sich in genau 2 Punkten
A und B auf der Kugeloberfliche. Verbindet man diese Punkte
miteinander, so erhdédlt man einen Durchmesser der Fugel. A und
B heiBen Gegenpunkte oder,im Hinblick auf die Erdachse als Ge-
rade, Pole.

Durch zwei beliebige Punkte C und D (C % D) auf der Kugelober-
fléche, die nicht Gegenpunkte sind, und den Mittelpunkt M der
Kugel wird genau eine Ebene definiert, die diese 3 Punkte ent-
hélt und die Kugel in einem GroBkreis schneidet. Fir die nach-
folgenden Betrachtungen ist die eindeutige (jedooh nicht ein-
eindeutige) Zuordnung

C,D,M —= Schnittebene — GroBkreis - _

wichtig. Diesen Sachverhalt wollen wir kilnftig durch die ver=—
kiirzte Formulierung"der durch die Punkte C und D definierte
GroBkreis" ausdriicken.

Unter dem Abstand CD der Punkte C und D versteht man die Lénge
des Kreisbogens des durch C und D definierten GroBkreises. Be=-
zeichnet man mit 8 den im BogenmaB gemessenen zugehdrigen Zen-
triwinkel (d. h. den Winkel, der von den Redien NC und MD ge-
bildet wird, so ergibt sich aus der Proportion
B : 2TR = 8 : 27 die Formel AB = &R

Pe Kugelﬁweiecke und Kugeldreiecke

Zwei verschiedene GroBkreise zerlegen die Kugeloberfléche in
4 Kugelzweiecke (siehe Skizze 2). Anschaulich kenn man sich
ein Kugelzweieck als die gekriimmte Begrenzungsfléche eines

Skizze 2
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Apfelsinenstilckchens vorstellen.

Unter der Seitenliénge S eines Kugelzweiecks versteht man den

Winkel, der von den Radien MP und MP' gebildet wird, d. h. es
ist stets § =T . Bezeichnen wir mit D den im BogenmaB gemes-
senen Winkel, den die beiden GroBkreisebenen miteinander bil-
den und mit A2 die Fldche des Kugelzweiecks, so erhalten wir

aus der Proportion _
.A.2=41rR2='ﬁ:2'Ir die Formel A2=2"BR

Stehen insbesondere die beiden Ebenen senkrecht aufeinander

(® = %J. dann sind die 4 Kugelzweiecke kongruent. Flir ihre Flé=-
che gilt: 4, = TRZ. - |
An dieser Stelle soll hervorgehoben werden, daB die sphé&rische
Léngenmessung eine inkelmessung ist. Bei der anschlieBenden
Begprechung des Kugeldreiecks wird dieser Umstand eine groBe
Rolle spielen. Daraus ergibt sich die anfénglich meist befrem-
dende Tatsache, daB man in der sphﬁrischen Geometrie Seiten
und Winkel miteinander vergleichen kann.

2

Unter einem Kugeldreieck oder einem sphérischen Dreieck ver-
steht man eine gekriinmte Fl&éche mit 3 Eckpunkten, 3 Seiten und
3 Winkeln (siehe Skizze 3).

Skizze 3

Diese mathematisch unexakte Erklérung wollen wir durch die fol-

gende genetische Definition ersetzen (bei-einer genetischen De=-

finition wird beschrieben, wie das zu definierende Objekt ent-

steht): '

Gegeben seien 3 Punkte A, B und C auf der Kugeloberfldche, die

folgende Bedingungen erfiillen:

8) Die 3 Punkte sind voneinander verschieden.

b) Die Punkte liegen so, daB nicht alle drei auf ein und dem-
selben GroBkreis liegen. '

¢) Je zwei der gegebenen Punkte sind nicht Gegenpunkte.
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Dann definiert jedes der drei Punktepaare (AB), (AC) und (BC)
einen GroBkreis. Auf diese Weise entstehen 3 verschiedene Grof3-
kreise, die die Kugeloberfldche in 8 Teilfléchen zerlegen. Je-
de solche Teilfliche heiBt Kugeldreieck (siehe Skizze 4).

Skizze 4

Die Bedingung (b) ist gewissermaBen eine "sphérische Analogie™
zu der bekannten Tatsache, daB 3 Punkte in der Ebene ein
(ebenes) Dreieck bilden, falls sie nicht alle drei auf ein

und derselben Geraden liegen.

Unter dem Winkel o« versteht man den Winkel, den die beiden
durch die Punktepaare (AB) und tAC) definierten GroBkreisebe-
nen miteinander bilden. Analoges gilt flir die Winkel 3 und y .
Die Seitenlénge a (kiinftig einfach als Seite a bezeichnet) ist
der Winkel, den die Radien MB und MC einschlieBen. Fiir die Win-
kel B und Y gilt das Entsprechende. Wir betrachten kiinftig
nur Kugeldreiecke, bei denen alle 3 Seiten kleiner als I sind.
Solche Dreiecke bezeichnet man auch als Eulersche Dreiecke. In
diesen Dreiecken sind auch alle Winkel kleiner als 4 . Der Le-
ser kann sich leicht iiberlegen, dal fiir Eulersche Dreiecke die
beiden Ungleichungen O< a+b+c < 2T und

ek ++3 <37
gelten. (Man beachte bei der zweiten Ungleichung den Unter-
schied zur ebenen Geometrie! ). Um die Fldche des Kugeldreiecks
ABC gsiehe Skizze 4) zu bestimmen, gehen wir von folgenden
Uberlegungen aus:
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- Je 2 der insgesamt 8 entstandenen Dreiecke sind wegen der
vorhandenen Zentralsymmetrie zum Kugelmittelpunkt kongruent,
de h. sie stimmen in allen 3 Seiten und 3 Winkeln iberein
und haben auch die gleiche Flédche. In unserer Skizze sind
das beispielsweise die Eulerschen Dreiecke ABC und A'B'C'.
Folglich fiillen 4 Dreiecke die halbe Kugeloberflédche aus und
ihre Fldchensumme ist 21’R2.

- Jedes Dreieck, das mit A ABC eine Seite gemeinsam hat, er-
 génzt es zu einem Kugelzweieck. Bezeichnen wir mit A3 die
Fléche des Dreiecks ABC, dann gilt nach der schon bewiesenen
Fldchenformel filr Kugelzweiecke:
2« R? + 2pR% + 27R? - 245 = 2TR®

R%(x ++7=2T) =45
Setzt man a-+_f5+r-2'i"- £ , 80 ergibt sich als Fléchenformel
2
A3 = £ e« R

£ bezeichnet man als sphédrischen ExzeB. Das bedeutet sinnge-
méB8 "Uberschreitung® ("UberschuB") der Winkelsumme liber T .

3. Das ‘rechtwinklige sphéirische Dreieck

Ein sphérisches Dreieck heifit rechtwinklig, wenn mindestens
einer der 3 Winkel ein rechter ist. Wie in der ebenen Geometrie
heiBt dann die gegenilberliegende Seite dieses Winkels Hypote-
nuse und die beiden anderen Seiten heiBen Katheten. Im recht-
winkligen Kugeldreieck gelten'eine Reihe von Beziehungen zwi-
schen den Seiten und Winkeln, die wir nachfolgend untersuchen
wollen. _

Gegeben sei ein rechtwinkliges sphdrisches Dreieck ABC mit

¥ = & (siche Skizze 5). Folglich stehen die durch die Punkte-
paare (AC) und (BC) definierten GroBkreisebenen senkrecht auf=-
einander. Wir-legeh durch den Eckpunkt B eine Ebene, die senk-
recht auf diesen beiden GroBkreisebenen steht (siehe Skizze 6),
Thre Schnittflédche mit der durch die Punkte A, B, C und M fest=
gelegten dreiseitigen kdrperlichen Ecke ist ein rechtwinkliges
Dreieck (in Skizze 6 mit BDE bezeichnet und schraffiert).
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MD = cos b » NE

~co8b - ME _ osb e cosa

MB

cOo8 C =

Q
(o]
w
o
i
BlEI &lIBl &lIEl

1) COS ¢ = COS & » C08 b
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sina:g_;r'—:; ﬁﬁ:sina-ﬁ
BM
gin ¢ = EB 3 ﬁﬁ = gin ¢ - Eﬁ
BIi
sinw -E . oine: B one
BD sin ¢ - BM -
‘ . 8in a
(2) Slnﬂt—m

Analog kann man leicht beweisen:

G2 ) sin 3 = g%%—%

(3) cosa..= cos a - sinp (3') cos 3 = cos b * sing
(4) cos ¢ = cot e » cot b |

(5) sin a = tg b + cot f (5') sin b = tg a * cot ot
(6) . cose =tg b - cot ¢ (6'} cos b =tg a - cot ¢

Die Formeln (1) bis (6) kann man sehr schén zusammenfassen in
der folgenden ’ |
Neperschen LKegel: _

denn man in einem rechtwinkligen sphérischen Dreieck

den rechten Winkel (in unserem Falle 7 ) nicht mit z#hlt und
die Katheten (in unserem Falle a und b)durch ihre Komplemente
(in unserem Falle durch 90%-a bzw. 90°=b) ergetzt,

so ist-

der Kosinus eines Stiickes /
gleich dem Produkt der Kotangenten der anliegenden

" oder _
gleich dem Produkt der Sinus der nichtanliegenden
Stiicke.

(llan beachte dabei die Beziehungen sin (90°=x) = cos > <N
c0s(90%x) = sin x, cot(90°%=x) = tg x!)
Wir wollen die Anwendung dieser Regel fiir den 2. Teil erliutern.
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Fortse | Prof. Schlosser
° tzung fOIgt i Sektion Mathematik
Bereich Methodik

Prelsaufgaben

U 4%

Seien x, y und z die Seitenléngen eines Dreiecks. Man
zeige, daB die GréBe

=Y o XL, B=X%
X+y @ y+Z  Z+X

kleiner als 1/8 ist!

a

44

-

Auf wieviel Nullen endet die Zahl

6 m
L5 . 08N

=
5
N

=

Wieviel Achsen der Rotationssymmetrie besitzt ein Wiir-
fel?

73]
£
o

Sei f eine Funktion, die fiir alle reellen x die Gleichung
£(x+1) + £(x-1)= 2« £(x)
erfiillt. Man zeige, daB f periodisch ist!

Auf der Sehne AB eines Kreises mit Mittelpuhkt O werde
ein Punkt M beliebig festgelegt. Durch die Punkte A, M
und O werde ein Kreis gelegt, der den ersten Kreis in
den Punkten A und C schneidet.

Man beweise, daB die Strecken BM und CM gleichlang sind!
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lpn kaxux B m k uucia I, 2, ..., H+K MO¥HO DasOuTh Ha H
rpynn Tak, YTOOH CYMME YuCeJ BO BCEX IPYIIHX OHJM OZVHO-
KOBBIMUT

J7s Bcex TawkuX H ¥ K IOCTpO#Te mpuMep Tako# pasCuermu!
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Preisaufgaben

U 49 ToxasaTh, UTO AByUieH 3t

m + I ecTh cyMMa TPEX KBa/DATOB.

U 50 x4 und Xy seien Ldsungen der Gleichung x* -ax + 120 ,

wobei a eine natiirliche Zahl ist. Beweise, daB dann

x.% EX xg ebenfalls eine ganze Zahl ist. Fiir welchen klein-
sten Wert a ist diese Summe durch 25 teilbar.

U 51 In einem Parallelogramm ABCD sei M der Mittelpunkt der
Seite CB und N der Mittelpunkt der Seite CD.

Beweise, daR dann die Geraden AM und AN die Diagonale BD
in drei gleiche Teile teilt.

U 52 Ldse folgendes Gleichungssystem:

%z=7z|-2 X+y+2z2+ te22
e DA t 648
Zt - *7T8 xys -

U 53 Es sei ¢+p+§ e nT . Beweise die folgende Beziehing:

m co’sed+ coseﬁ + cosea’ -1 (—’l)n2cosdcos.ﬂcosf -

U EAL Kénnen ¥ 2 ’ r?und J§' Glieder einer arithmetischen

Folge sein?

EinsendeschlufB3: 1. 1. 1989

BT TRT BRI ToToREToReToRe B’ TR ToReTo & Tole

Einflihrung in die sphérische Trigonometrie
(SchluB)
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Skizze 7

co3 ¢

8in(90°-a) 8in(90°-b), d. h.

(1) cos c =cos a « cos b

cos 3 = 8in(90°~b) sin ¢, d. h.
(3') cos p =cos b * gin «
c08(90%a) = sin « * sin ¢, d. h.

sin a _
(2) oo = 8in
cos(90°-b) = sin ¢ - sinp , d. h.

() sin b

sinc = sinf

CO8 oL = Sin {3 . sin(90°—a.), d. h.

(3) coso = cos & - sin f3

Wendet men den 1. Teil der Neperschen Regel an, so erhdlt man
die Formeln (4) bis (6).

4. Das schiefwinklige sphiérische Dreieck

Wie in der Ebene gibt es auch fiir das Kugeldreieck einen Sinus-
satz; im Gegensatz dazu gélten Jedoch 2 Kosinussédtze, die man
als 1. Kosinussatz bzw. Seitenkosinussatz und 2. Kosinussatz
bzw. Winkelkosinussatz bezeichnet. Die Beweige fiihren wir, in-
dem wir ein beliebiges schiefwinkliges Dreieck ABC in zwei
rechtwinklige Dreiecke AH,C und H _BC (siehe Skizze 8) zerlegen
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und die Formeln (1) bis (6) anwenden. Dabei ist die inhaltli-
che Bedeutung der verwendeten Symbole zu beachten.

c

C
Skizze 8
® Nach Formel (2) bzw. (2') gilt:
sin ]:1"3 sin hc
sinx = LT » gin ff = e d. h.

gine« ¢« gin b = sin p . 8in a bzw.
sine : 8in 5 = sin a : sin b.
In seiner vollstédndigen Formulierung lautet der Sinussatz:

sina : sin b : sinc=sinuc:sinﬁ : sin p

® Wie der Kosinussatz in der Ebene bestehen auch die beiden
Kosinusséitze der sphbfr:lsohen Trigonometrie aus jeweils drei
Teilen. Wir betrachten zun&dchst den
Seitenkosinussatz:

co8 & = 008 b 008 ¢ + 5in b sin ¢ cos «
cos b = cos a cos ¢ + Sin a sin ¢ cos @
CO8B ¢ = co8 & cos b + sin a sin b cos ¥

Im folgenden soll der 1. Teil dieses Jatzes bewiesen werden.
Wendet man auf die beiden rechtwinkligen Dreiecke AH C und
HGBC die Formel (1) an, so ergibt sich:

cOs & = cos a, 008 hc, cos b = cos bc-cos hc bzw.
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——lllgogomotrle

Durch

cos hc

CoS a
B ce———

Q08 &8

ocos E.(J

o]
05&0

Go8 b

Qos

008 & ¢ 008 bc

y GOS8 hc

= 008 b cos a

= co8 b cos

cosa b
= o Folglioch ist
cos 50 t
bzw.
Q

Anwendung eines Additionstheorems erhélt mans

cos a' - cos_bo

cCo8 & =

- Nach Formel (6) gilt:

cos o& = tg bc

Daraus folgt:

Q

= CcoS B(cos ¢ cos bc + 8in ¢ sin bo)

0co8 b oos

0 cos b0 cos b sin o sin b0

cos

= cos b cos

ot b, tg bo

+
bo Qo8 bc

¢ + o008 b sin o tg 'b0

goset _ 00sc¢ sin b
cot oog

cos & = co8 b ¢0s 0 + 608 b sin o 2253&—5%9—9

cos

= c0S b ¢cos 0 + sin b gin ¢ cos « » W.2.b.W.

folgenden Weise formuliert:

Wir beschrénken uns

COS e = sin 71 cos hc,

COS&L

Bn}*’_]

Der Winkelkosinussatz wird in der Iiteratur meist in der

=C08 ol
=-CO8 /3

=C08 v

cos f3cos ¥ - sinf3sinycos a
COBeLCO8 " = sine sin ycos b

cose cos f3

= ginet sin/ﬁ cog ¢

OOS

2

wieder auf den Beweis des 1. Teiles und
zerlegen zu diesem Zwecke das schiefwinklige sphérische
Dreieck ABC in die beiden rechtwinkligen Teildreiecke AH cC '
und H BC (siehe Skizze 9).
Die Anwendung der Formeln (3) und (3') flihrt zu den beiden
Glelchungen

cos,ﬁ =

bzw.

sin'y'a cos hc‘ Daraus folgt:
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sin 9, €08 ot = COS psin 1
= cos psin( Y 3"2).

c

b

A

Skizze 9

Durch die Anwendung eines Additionstheorems erhélt man:
sin g, cos o = cos B3(sincos 7, - cosy sin ;)

i

cos fAsin¥cosy, = cospcosysiny,
cos 3 sin g-cos 95
CoS ol = - cosp cos -

gin 9*2

cos f3 siny-cot 7, = cospBcos 7" .

Nach Formel (4) gilt:
cos a = cot ’)"2 cot A

. 0 3
cotrz=0033 cosS &a sin

cot (5 = e cosp
Daraus folgt:

oo & & cos@slnzcos [ sin@ - 009/50037"

cos f3
cos ot = sinfAsiny cos a - cosfBcos 3, ds K2
-cosot = cosfdcos '~ sinf sin ycos a, W, Z.DoW.
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SchluBbemerkgggen

Es sei abschlieBend betont, daB der vorstehende Beitrag wirk-
lich nur als eine Einflihrung in die sphérische Irigonometrie
betrachtet werden kann. So finden beispielsweise der Halbwin-
kelsatz, der Halbseitensatz, die Neperschen Analogien und die
Mollweideschen Formeln keine Erwéhnung. Insbesondere konnte
der Autor aus verschiedenen Griinden seine urspriingliche Ab-
sicht nicht verwirklichen, die verschiedenen Grundaufgaben
fir die Berechnung des schiefwinkligen sphérischen Dreiecks
zu diskutieren und durch Beispiele zu illustrieren. In einem
weiteren Beitrag dollten einige interessante Anwendungen der
sphérischen Trigonometrie in der Astronomie, Nautik und mathe- .
matischen Geographie behandelt werden.

Angedeutet soll noch der Zusammenhang zwischen sphérischer und
ebener Trigonometrie werden. Man kann zeigen, daB fiir R— o
der Sinussatz der sphérischen Trigonometrie in den Sinussatz
der ebenen Trigonometrie und der Seitenkosinussatz in den Ko-~
sinussatz der ebenen Trigonometrie iibergeht. AuBerdem gilt der
Satz von Legendre fiir groBe, aber noch endliche R:

"Ein sphédrisches Dreieck mit kleinen Seiten und deshalb auch
kleinem ExzeB hat einei nahezu gleichen Flécheninhalt wie ein
ebenes Dreieck, das die gleichen absoluten Seitenlﬁngenkhat.
Jeder Winkel des,ebenen Dreiecks ist um ein Drittel des Exzes~
seg kleiner als.der entsprechende winkel des sphérischen Drei-
ecks" (Zitiert nach Kleine Enzyklopédie Mathematik, Leipzig
1965, Seite 323).

Prof. G. Schlosser
Sektiop Mathematik
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Lésungen der DDR-Olympiade (Klasse 11/12)

1« Es sei n = 1988, Plr jede natiirliche Zahl a gilt: Da F nur
n Farben enthdlt, gibt es unter den n+1 Punkten
(a;0),(a51) 000, (a;n) |
zwel von gleicher Farbe; es seien etwa
(a;s,), (a;t,) von der Farbe £, (0 & s, < t, & n).

Da F nur endlich viele Farben enthdlt, mul eine von ihnen
unter den so derinierten Farben £, (a=0,1,2,...) unendlich
oft vorkommen; dies sei etwa die Farbe ¢ .
Da es ferner nur endlich viele MSglichkeiten fiir ganze Zah-
len s, t mit O £ s <t & n gibt, muB in den soeben nachge-
wiesenen unendlich vielen Punktepaaren (a;sa), (a;ta) der
Farbe ¢ mindestens eine dieser Mogliohkeiten fiir s, %,
etwa die Moglichkeit s, =6, t, =T, zweimal (sogar unend=-
lich oft) vorkommen, etwa in den Punktepaaren mit a = « und
mit @ =3 (ot%p).
Das besagt: Es gibt vier Punkte

(36), (o3T)y (B36), (P3T) der Farbe ¢ ;
die Existenz solcher Punkte war zu beweisen.

Bemerkung: Anstelle der Folgerung, dal eine Farbe ¢ unend=-
lich oft unter den Ia vorkommen muB, kann man auch (mit
einer Variante des Dirichletschen Schubfachschlusses) er-
halten, da8 unter n -(n;1)+1 der Farben f_, etwa unter denen

mit a=0,1,...,n-(n;1), eine sein muB, die ((n51)+1) mal vor-

kommt. Denn sind unter den (n;1)+1 Punktepaaren (a;sa).
(a;ta) dieser Farbe ¢ zwei mit den gleichen Bp=» ta—Wbrten
¢y Tie _

Derartige Bewelsfiilhrungen vermeiden den Rilockgriff auf unend-
liche Mengen, benttigen aber mehr Beweismittel im Beispiel
die Anzahlformel (®}') fiir Paare (s;t) mit 0 & s <t & n so-
wie Varianten (in anderen Baweiéwegan auch: mehrfaches An-
wenden) des Schubfachschlusses.
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2. I. Wenn ein Tripel (x,y,z) reeller Zahlen die Gleiohungen
(1), (2), (3) erfilllt, so folgt:
(a) Jede der Zahlen x,y,z ist kleiner als 13.
Beweis: Aus (1) folgt

x> = 1980 = 9y° = 8y = 1980 = (3:; + %)2
£ 1980 + -9- <132, x<13.
Entsprechend erhdélt man y <13 und z <13.

163
+ 5

(b) Keine der Zahlen x,y,z ist grtSer als 10.
Beweis: Wdre x >10, so kdnnte man aus (a) auf xzc 13
schlieBen und damit aus (3)

27 = 1980 - 9x° = 8x >1980 = 9.13% = 8:13 =

= 1980 = 13:125>0, >0
erhalten; andererseits folgte
22 = 1980 = 9x° - 8x <1980 = 9-10° =~ 8+10 = 1000,
z <10, 5
Daraus ktnnte man wegen z > 0 auf zzc ‘102 schlieflen
und aus (2)
y> = 1980 - 92° - 8z >1980 - 9- 102 - 8+10 = 1000,

y>10
erhalten. Mit x> 10, y > 10 ergibe sich aber

x> + 9y2 + 8y + 8>1988 im Widerspruch zu (1).
Entsprechend beweist man y = 10 und z = 10,

(c) Eine der Zahlen x,y,2z 18t gleich 10.
Beweis: Andernfalls wédren nach (b) alle drei Zahlen
X,¥,2 kleiner als 10. Dann aber folgte sus (3)

x> = 22 = x° + 9%° + 8x - 1980
= (x=-10)(x°+19x+198).
ngen-xé 10 und x° + 19x '+ 198 = (x+ 113-)2 -.}76'1 + 198

3-3-21+198>0

folgte
x3 - 234 0, X < Ze
Entsprechend ergdbe sich y<x und z <y, also der
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Widerspruch 2 <y < X< 2.
(d) Es gilt (x,y,z) = (10,10,10).

Beweis: Ist die in (o) genannte Zahl x = 10, 80O
folgt aus (3)

23 = 1980 - 9x° = 8x = 1980 - 9.10° = 8.10 = 1000,
z = 10

und damit aus (2) ebenso y = 10.

Entspreohénd schlieBt man, wenn die in (c¢) genann=—
te Zahl y = 10 oder z = 10 ist.

I1I. Die Probe zeigt, da8 das Tripel (10,10,10) die Glei=
chungen (1), (2), (3) erfiillt.

Mit I. und II. ist gezeigt, daf genau dieses Tripel die ge=
nannten Gleichungen erfiillt.

3. Bezeichnet man
die Anzahl der aus n Buchstaben bestehenden zulissigen Wor-
“ter mit X
die Anzahl der von diesen mit 1 beginnenden zuléissigen Wor-
trr mit y, _
die Anzahl der von diesen mit 2 beginnenden zulédssigen Wor-
ter mit z, |
die Anzahl der von diesen mit 3 beginnenden zuléssigen Wor-

ter mit Uy
die Anzahl der von diesen mit 4 beginnenden zul&ssigen Wor-
ter mit Vo
die Anzehl der von diesen mit 5 beginnenden zulédssigen Wor-
ter mit w ,
dann gilt offenbar (wegen der Symmetrie) v, =z und W, =y,
und weiter _
x, = 2y, + 2z, + W, (1)
Yn = Zp-1? (2)
Z, = Vpet1 ¥ Yot (3)
By = 2Zn1° (4]

Aus (2), (3) und (4) ergibt sich
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4.

Z, = 2D + Zzn_z = 3211_2 mit Z4q = 1, 25 = 2,

N

Zpn =2:3%71, n 21
also g & 3n i 2 0
2n+1 ’ °

Aus (2) erhdlt man somit

n=-1 _ . a=1
Yon = Zap~1 =3 » Yoneq = Zpp = 2°37
n=1 - n-1
Uop = 2Zppq =2-3 » Uongq = 225, = 43
und somit -

Tom = Won * pn = 2037 4 4T w23 20,

= n-1 n, ,, .0=1_ _‘n-1 2
Xon+1"%Y on41¥2%0n 41 pngq= 4037 4237444377 = 14377 021,

Mir X, mit n=1 erhdlt man schlieBlich

=0

x1 = 5.

Mit O sei der Mittelpunkt und 4
mit r der Radius des Inkreises
bezeichnet. Da alle Seiten des
n-Ecks Tangenten an den In- M
kreis sind und .folglich in
jedem Dreieck PiPi+10 P
(1 & 1<n) der Berithrungs-
radius Hohe auf P1P1+1 ist,
ergibt sich der Flécheninhalt
Jedes dieser Dreiecke mit

Ir P—P—-—-
2 ° F1t141

Ebenso ergibt sich der Flécheninhalt der Dreiecke MP,0,
> . I T r

P NO, NP, .0 bzw. P MO mit 5 FET, 5 'P—k_N, 5 ﬁ?k_H bzw.

i»F;E. Aus Voraussetzung (1) der Aufgabe folgt

Abb. fer

7 (7 + FF, +o.0+ BN = § (WP + Pie1Tiqn ¥eeot TH),

also

xr
5 Py + 5:“132"*'"+ ’f’ PN =% WP +3 Pt1Tke *oeet 3 P,

d.h., die Flédcheninhalte der Vielecke MP1P2 —_— PkNO und
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De

ka+1Pk+2 coe PEMO gind einander gleich.

Ginge nun die Gerade g nicht durch O, so lige O im Innerm
von einem der beiden in (2) genannten Vielecke, o0.B.d.A.
etwa von MP,P, ... PN (siehe Abb.). Dessen Flécheninhalt
whre somit die Summe der Flécheninhalte des Vieleoks

M31P2 ves PkNO und des Dreiecks MNO, das nicht zur Strecke
MN entartet wire. Zugleich wire der Flédoheninhalt von
NPk+1 X42 *°°° P M die Differenz der FlHcheninhalte des Viel=-
ecks NP, P 5 ¢eo P MO und des Dreiecks MNO, Damit ergibe
sich zwischen den in (2) genannten Flécheninhalten eine Dif-
ferén;, die gleich dem doppelten Flécheninhalt von MNO, al=-
so nicht Null wire. Wegen dieses Widerspruchs ist die An-
nahme, g ginge nicht dureh O, widerlegt, d.h. der verlangte
Bewels gefithrt.

Es sei a die péaitive Ldsung der Gleichung
a+l

a = =T - ' (1)
ndmlich der Gleiohung aé + 3a -1 = 0, d.h. die Zahl
) a = g (13 =3). (2)
Wegen 3 < /13 <4 gelten flir diese Zahl die Ungleiohungen
Ocadz._ : (3)

Nach Definition der X, gilt (wie man durch vollstdndige In-
duktion erhilt)

x, >0 (4)

fir alle n=1,2,3,... « Nun wird bewiesen:
Behauptung: Fiur alle n=0,1,2,... gllt

ESTRE ;% .
Beweis: |
I. Wegen (3) gilt %'<1 -ac<1, also‘lx1-a| = |x2-a|.41

und damit erst recht |x1-a|'<3, ]xa-a]< % » deh. die Behaup-
tung fiir n=0 und fir n=1.

II. Fir jede natiirliche Zahl k & 1 gilt der SchluB: Wenn
die Behauptung filr n = k und fiir n = k-1 gilt, d.h., wenn
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die Ungleichungen '

|xk+1‘°["’.ii vz ’k'a‘|‘-'ﬁ—1‘ (5)

gelten, so folgt nach Definition der Folge (xn) und naoch (1)

k+1+1  a+ l Fes1™® a +1 a+1
|xk+2'°[ Y I X, + = a+d
X -8 (a+1)(x -a) '
*| I T e
‘Wegen (4) und (3), also X 4 >4, a+d >4 und a+l1< 2, ergibt
sich daraus

LY 1-&[ (a+1)|xk-a| llxk 1-a| 2|x, -8
“k+2"“| - x;:+4 ¥ (x, 47 a+%) 2 ""?4 * =33

und somit wegen (5)

| Zpepme | ¢ Zf%E + ET;%:T = ;ﬁ%T ’
d.h. die Behauptung fiir n = k+1.

Mit I., II. ist die Behauptung durch vollsté#ndige Induktion
bewiesen.

Damit ist gezeigt: Die Folge (xn) ist konvergent, ihr Grenz=-
wert ist die in (2) angegebene Zahl a.

6A. Jeder Verteilungsvorgang ist durch eine n-gliedrige Folge
darstellbar, in der Jjedes Glied 4 oder B lautet. Eine
solche Folge sei "j=Folge" genannt, wenn sie genau J Glie-
der A enthélt. Eine Folge heile genau dann "glinstig", wenn
sie einen fiir Alfred glinstigen Verteilungsvorgang dar=
stellt. Fir

die gréBte ganze Zahl m £ % ()

gelten nun folgende Aussagen:

(1) Jede j=Folge mit j<m ist ungiinstig. _

(2) Die (einzige) n-Folge (AA...A) ist giinstig,

(3) Fir jedes j mit m £ j<n ist die Anzahl aller unglinsti-
gen j=Folgen gleich der Anzahl aller (j+1)=Folgen.
Dies kann wie folgt bewiesen werden:
Zu jeder ungilinstigen j=Folge F gibt es eine kleinste
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zahl k 2 1 derart, daB8 das k-te Glied B lautet, widhrend °
sich unter den vorangehenden k-1 Gliedern ebenso viele
Glieder A wie B befinden. Man ordne der Folge F dieje=-
nige Folge F' zu, die aus F dadurch entsteht, dal in
den ersten k Gliedern {iberall A durch B und B durch A
ersetzt wird. PFlir diese Zuordnung gilt:

I. Die Folge F' ist jeweils eine (j+1)=Folge.

II. Sind zwei ungiinstige j=Folgen F1, F2 voneinander
verschieden, s¢ auch ihre zugeordneten Folgen
F{,Fé.

III. Jede (j+1)-Folge G ist die zugeordnete Folge
G = F' einer ungiinstigen j-Folge F. Wegen j & m,
also j+1>-§ , enthélt G nimlich mehr Glieder 4
als B; also gibt es eine kleinste Zahl k Z 1 der-

-~ art, daB das k=te Glied A lautet, widhrend sich un=
ter den vorangehenden k-1 Gliedern ebenso viele
Glieder B wie A befinden. Daher hat diejenige Fol-
ge F die verlangten Eigendchaften (ungiinstige j-
Folge mit F' = G zu sein), die aus G dadurch ent-
steht, daB in den ersten k Gliedern ilberall B
durch A und A durch B ersetzt wird.

Mit I., II., III. ist die behauptete Anzahlgleiohheit
bewiesen.

Bezeichnet man die Anzahl aller j-Folgen mit aJ und die An-
zahl aller gilinstigen j-Folgen mit gj, g0 ergibt sioh mach
(1), (2), (3): Die Anzahl aller gilinstigen Folgen ist

8o Heeet 8y = By teeet By q * &y

= (ag-a, . q) +.eo+ (8, _4=8/) + &, .(-ﬁ*)

am.

Die Anzahl a  aller m-Folgen ist bekanntlioh a_ =‘(;); die
Anzahl aller zu berlicksichtigenden n-gliedrigen Folgen {liber-
haupt ist 2%, Damit ergibt sich:

a) w(4) = (3) : 2% =6:16=48.

b) w(n) = (E) 2"  mit m aus (%)
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GB.

Bemerkungen zu anderen Lﬁsungamaglichkeiten:

Der Wert w(4) kann auch durch Aufziéhlen aller ?ﬂnatigen
viergliedrigen Folgen (AAAA), (AAAB), (AABB), (ABAA),
(ABAB) gefunden werden.

Plir ungerades n ist (;) = (m21); somit kann fir jedes

n statt m auch die kleinste ganze Zahl m' g{g genommen werw=
den.

Die Summation (%%) kann auch durch Interpretation der Sum=
manden (als Anzahlen) umschrieben werden, z.B. auch in
grafischer Veranschaulichung,.

Auch bei derartigen anderen Beschreibungsmgliohkeiten ist
zu beachten: Aus der Darstellung soll ersichtlich sein,
daB die Feststellungen I., II., III. (bzw. {iir anderen Be~
weisverlauf analog fundierende Aussagen) vorliegen. Eine
gleichermaBen detaillierte Beschreibung ihres Zutreffens
wird nicht in jedem Fall zu fordern sein.

Zur Abkiirzung sei gesetzt:
A_l =2 A2 Eeee S An_1 = 1-:1(1) -f2(1)—f3(1)-...~fn_1('”-fnu).

Ay = -2,(0) =£,(0)=£3(0)=...=f, _,(0)-2, (0),

Arpr = 2400) +2,(V)+25(D4eo vty 4 (142, (1),
Apo = 2Q1) +£,(0)+25( ) 4eae+t 4 (142 (1),

-
e
L]
L]
L
[ ]

Aop = 5N (D13 (D4eeott 4 (1)+2 (0)
Damit gilt
A.' +A2 teaet Aan "’n"'"ll

also |A,] + | A,] +eeust |4, | 2 n-1.

Daher muB fiir mindestens einen der 2n Summanden

n-1 1 1
IA1| 2 2n 2~ 27n
gelten; d.h.: Es gibt unter den Systemen

(31’32,33.¢.0|an_1’an) = (1.1,1,0...1,1),
(0,0,0,40. 00,0);
(0,1,1,....1,1)i
(1,0:1,--0,1.1)’

L
L]
L]
L
L

(1.1,1....'1'0)
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mindestens eines, fiir das
> 1 s

51'a2-...°an-éfi(ai) = »

gilt; die Existenz soloher a; war zu beweisen.
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Nach Aufruf des Programms durch CALL ¢ ist in die Speicherzelle
16 der Wert 255 und in die Speicherzelle 17 der Wert 254 einge-
schrieben. Man iiberzeuge sich durch ?PEEK(16) bzw. ?PEEK(17).

Fortsetzung folgt! Dr. J. Puhl
Sektion Mathematik
Bereich Analysis
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Analogon zum Satz des Pythagoras

Es 80ll ein Analogon des Satzes des Pythagoras im dreidimensio-
nalen Raum untersucht werden. Betrachten wir den Quader und
stellen uns die Aufgabe, ihn so zu zerlegen, daB eine Schnitt-
figur ein Tetraeder darstellt.

Das Tetraeder besitzt drei rechtwinklige Dreiecke als Seiten-
fldchen, wobei der Scheitelpunkt der rechten Winkel in diesem
Fall S ist. Es léBt sich nun vermuten, daB die Summe der Qua-
drate der Fldcheninhalte der rechtwinkligen Dreiecke ( A ASC;
A BSC; AASB) gleich dem Quadrat des Flécheninhaltes des nicht
rechtwinkligen Dreiecks ist.

Das soll im folgenden bewiesen werden. Dazu sei der Fldchenin-
halt des Dreiecks ASC mit A1, des Dreiecks BSC mit 42. des Drei-
ecks ASB mit A3 und des Dreiecks ABC mit A4 bezeichnet.

Xe 'Y/ X Z
A = 5 A, = LzB Ay = 52
2 2 222 3 2 2

2 2 2 Xz + X
B & ey m SRS

‘Nach Cosinussatz gilt:

o2 = a2 + b2 = 2ab cos 7
2.2 2
T = arc cos (a_+2_1;5_-o_) A4=5§£-Bin?'
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a2 2 2 2 2 2 2 2

=y + 2 " = x" + 2 6" =X + 2
2 @ 2. .2 2
A, = z ¥ Z3X /)  gin [aro ooa(*‘“““g___"'““i]
, V(zz+yz)(=2+zz)
Ai - 22 4y° 2,4x? . (1= P ) :
(zz+¥ )(z!+:z)

2 - S22 EFZ + 2252

Damit wire der folgende Satz bewiesen:

Fiir jedes Tetraeder mit 3rw und einer nrw Begrenzungsfliche,
das sich als Schnittfigur bei einem "Eckenschnitt" (vgl. Abb.)
durch einen Quader erhalten 1#Bt, gilt:

Die Summe der Quadrate der Flicheninhalte der rechtwinkligen
Begrenzungsfléchen ist gleioh dem Quadrat des Flécheninhalies
der nicht rechtwinkligen Begrenzungsfléche.

Fin weiterer Beweis 1ld8t sich unter Anwendung der Heronischen
Dreiecksformel angeben. Die Heronisohe Dreieckeformel lautet:

A =1[;:(s-a)-(s-b)-(a-o), wobei 8 = 91%39 ist und a,b,0 die
Seiten des entsprechenden Dreiecks sind.

Behauptung:  AJ + A5 + A§-= A2
X Z 'Y Xe
Ay = 52 Ay = L5E Ay = 5T

A4 - .J(a+'b+o ) (a.-l-'b—o ) (a-b'i'ﬂ ) (-ﬂ'l'b+°)|

(“J + (5—) + (—,1) - (&ht0)(840o0) (Bpa0) (D0,

4(z x +y232+x za) = (a+b+c)(a+b~0)(a=b+o) fa+b+c)

4(z z *y 224X zz) = -34-b4-e4+252b +232o +2b202

a,b,c lassen sich gemiB des Satzes des Pythagoras folgenderma-
Ben darstellen:
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az-zz+y2 'b_2-22+12 n-xa-l-ya

4(22::21-32524-::252) - -(zz-u-yz)a = (s=2+::2)2 - (y2+12)2 +

(2224-232) (224x°) + (22%42x°) (y2+::2) + (2224-272 ) (x2+y2)
4 (2212_'_32 zz-l-xz zz) = =2 54-234-214-2 zayz-z:zz 52-232x2+2 z4+

2x4+214+2 2%y2+2x°2%42y°x2 +4( 2°x%43%224x%y?)

0=0 wahr
Da alle Umformungen im 'Bereioh der nichtnegativen Zahlen dqui-
valent sind, gilt auch die Ausgangsgleichung A$ + A% + Ag = Ai
q.e.d.
JOrg Strehmann
Frank Blelig
Spezialschule Frankfurt/O.

Preisaufgaben
U 55 Man zeige, daB jede natiirliche Zahl n> 1 die Gleichung

2| | ]+ [éfﬁ'] + [ﬂ]+ s ie % [i‘-ﬁ?]
=E.ogen] + [105515!] + [iogq_n] 5 esee + E.oSnn] _

erfillt.
| | Dabei ist [_xl die gréBte ganze Zahl m mit m¢$ x.

U 56 Man zeige, daB eine Primzahl p, fiir die p- ein Teiler

2] | von %m—r ist, die Ungleichung pré m erfiillt.



1€5

U 57 Cyuua ABYX PaLHOHaJBHHX 4YHUCEJ X M y - HAaTypanbHOE YHUCJIO,
" cyuma ofpaTHux K HMM yucen4/x m4/y - Toxe HaTypalbHOe
yucuo, Haxumy MOTYT OWTE X B Y7
U 58 Die Winkelhalbierende des Winkels BAC des Dreiecks ABC
schneidet den Umkreis dieses Dreiecks im Punkt K,
b| |Man beweise, dafl die Lénge der Projektion der Strecke
AK auf die Gerade AB (bzw. AC) gleich dem arithmetischen
Mittel der Lé&ngen der Seiten AB und AC ist,
U 59 Man 16se das folgende Gleichungssystem:
1 {7x+y + -lx+y'=6
Tx+ty =y + x =2
U 60 Ralf wurde ein Taschenrechner geschenkt, mit dem er fir
gegebenes a und b nur a+b, a-b, a+1 und 1/a berechnen
& kann. Ralf sagt, daB er mit hdchstens 6 Operationen
elne Zahl quadrieren und mit héchstens 20 Operationen
zwel Zahlen multiplizieren kann.
L_ Wie macht er das?

Einsendeschluf: 1. 2. 1989
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Losungen der DDR-Olympiade (Klasse 10)

1. Es sei f die durch f£(x) = x* = 8x3 + 2522 - 34x + 10

2.

= (1-2)4 + x2 -2x - 6

= (x—2)4 + (x-1)2 - T
definierte Funktion. Plir sie gilt:
(1) Ea ist £(0) = 10>0,
(2) Pir alle x im Intervall 1 € x £ 2 ist

X
-1$x=-2%0, also (x-2)% £ 1, una
0%x-1%1, also (x=1)% & 1, also
f(x) €1 +1=-17<0,
(3) Es ist £(4) =16 + 9 = 7>0,

(4) Im Intervall aller x<1 ist f streng monoton fallend;
denn aus Xq< Xy< 1 folgt
X, = 2<x, = 2<0, also (x;-2)* > (x,-2)%, una
also :I.'(x.[) >2(x5).
(5) Im Intervall aller x>2 ist f streng monoton steigend;
denn aus 2< X %X, folgt
0« X, = 2<x, = 2, also (11;-2)44 (12-2)4. und
0<xy = 1<xy = 1, also (x;-1)%< (x,=1)2,
also r(x.‘) < 1’(12).
Wegen (1), (2) gibt es im Intervall (0;7) und wegen (2), (3)
im Intervall (2;4) aufgrund der Stetigkeit von f je (minde-
stens) eine L¥sung der Gleichung f(x) = 0. Wegen (4) gibt es
unter allen x <1 und wegen (5) unter allen x >2 auch jeweils

keine weitere Ldsung; wegen (2) liegt auch im Intervall [ 1;2]
keine Ifsung. Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt,

Aus (1) mit Xy =X, =0 folgt £(0) = £(0) + £(0), aieo
£(0) = 0.

Aus (2) mit Xy =X, =1 folgt £(1) = £(1) + £(1), also
£(1) = 0.
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Fir jedes reelle x folgt aus (1) mit Xy =X, X, =0 ferner
£(x) = £(x?) + £(0) = £(x>). Somit besagt (1) auch, daB fir
alle reellen Zahlen Xq0 X,

f(;1 +X5) = £(xy) + £(x,) (3)
gilt. Fir jedes reelle x folgt aus (3) mit X=X, X, =1
ferner f(x+1) = £(x) + £(1) = £(x). Somit ergibt sich der
Reihe nach

£2(2) =0, f£(3) =0, £2(4) =0, £(5) =0.  (4)
Aus (2) mit x, = x, = /5 folgt £(5) =+5 : £(v5) +v5. £(5)
und daraus

t(¥5) = 0. (5)
Damit folgt aus (3), (4), (5), daB der gesuchte Funktions-
wert eindeutig bestimmt ist; er ergibt sich zu

£(2+Y5) = £(2) + £2(+5)
= Q,

Es gibt auch Losungswege ohne den {ibergang zu (3)y 2.B.:

Fir die Zahl a = %(1+{§) ist 32 = %(3+J§) = a+1, 33 = 2475.
Damit folgt (nachdem man wie oben £(1) = 0 aus (2) herge-
leitet hat) einerseits aus (1) mit X, =&, X = 1 und aus (2)
mit Xy =X, =8

£(2+v5) = £(a2) = £(a’) + £(1) = £(a+1)

= £(a?) = 2a . £(a).
Andererseits folgt aus (2) mit xy = 32, X, = a

f(a3) - a°. f(a) + a -f(az) = 332- f(a).

Wegen 2a  3a® folgt dann durch Subtraktion £(a) = O und da-
mit £(2+y5) = O.



0JM 168

3A. Zeichnungen: Abb. 1 + 2
zehneckiger Kdrper

Eckpunkte:
A' B’ C.D’E.F, G'H’P'RI

Kanten:

AB, BC, CD, DA,

EF, FG, GH, HE,

BP, PA, FR, RE,

AE, BF, CG, DH, FR.

ebene Teilfléchen:
ABCD, EFGH,

ABP, EFR,

BCGF, CDHG, DAEH,
APRE, PBFR.

zwﬁlreokiger Karggg

Eckpunkte:
A,B,C,D,E,¥,G,H,P,Q,R,S.

Kanten:

AB, BC, CD, DA,

EF, PG, GH, HE,

BP, PQ, QA, FR, RS, SE,
AE, BF, CG, DH, PR, QS.

ebene Teilfl&chen:
ABCD, EFGH, | A 3
ABPQ, EFRS, Abb, 2
BCGF, CDHG, DAEH, o

AQSE, QPRS, PBFR.

Flir beide Korper:

Gerade in Projektiomnsrichtung
- ZeBat

Die Gerade durch P und B.

Bemerkung: Zu beiden Teilaufgaben gibt es noch zahlreiche an-
dere Losungen.
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3B, Die zu diakutierende Ungleiohung
la + 2b° -yZ
gilt wegen a,b > 0 genau dann, wenn
la? + 2b2 = 2abv7 | <[ 282 - 2abv2 |
gilt, und dies ist Hquivalent mit ' _
la - b¥21%<2a . [a - 12 |, (3)

Da. fiir ganze a,b wegen der Irrationalitit von 12 stets
E #72, also |a-bv/2 | > 0 gilt, ist (3) aquiva.lent mit

|a=b ¥2 | <2a |
und dies der Reihe nach mit

-2a'<a - by2 <2a,
- a bﬁéjﬂo 3 (4)

Fir b >0 ist (4) hquivalant mit bV2 < 3a. Also fiihren (1),
(2) genau fiir alle & B> 3-'\/_

auf einen besseren Nidherungswert.

Fortsetzung folgt!
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Einflihrung in die AssembIer-Programm'ierung (Fortsetzung)

Als ndchstes wenden wir uns den Ladebefehlen zu, die in Verbin-
dung mit Doppelregistern vorkommen.

 —

4. LD rr,NN bewirkt rr NN ,
. B
d. h. das Doppelregister rr wird mit der vierstelligen

HEX-Zahl NN geladen.

Befehlscodes:
LD BC,NN 21
LD DE,NN 11
1D HL,NN 21
Bemerkung:

Die konkrete vierstellige HEX-Zahl NN wird wieder durch die un-
mittelbar nach dem Befehlscode folgenden 2 Bytes angegeben.
(Niederwertiges Byte steht vor htherwertigem Byte!)

5e ID rr, (NN) bewirkt rr «— (NN)

LD (NN),rr bewirkt (NN41)e——1rr

Bemerkung:
Da der Ladevorgang durch die Pfeile hinreichend erlédutert wird,
werden wir zukiinftig auf eine verbale Formulierung verzichten.

Befehlscodes:
LD BC, (NN) ED 4B ID (NN),BC ED 43
LD DE, (NN) ED 5B LD (N’N),DE ED 53
LD HL, (NN) 2A LD (NN),HL 22

6. ID (rr),A bewirkt, (rr)e—A
1D A, (rr) bewirkt A <——(2r)
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Befehlscodes:
1D (BC),A g2 ID A, (BC) @A
1D (DE),A 12 ID A, (DE) 1A
LD (HL),A T7 LD A, (HL) 7E
7. | LD (HL),r bewirkt (HL) =——1r
LD r,(HL) bewirkt r «———(HL)
ID (HL),N bewirkt (HL) «=—N
Befehlscodes:
LD (HL),B 79 1D B, (HL) 46
Ib (HL),C 71 LD C, (HL) 4E
1D (HL),D T2 LD D, (HL) 56
b (HL),H T4 LD H, (HL) 66
ID (HL),L 75 ID L, (HL) 6E
ID (HL),N 36
Bemerkung:

Das Doppelregister HL und der Akkumulator A spielen eine Son=-
derrolle. Weitere load-Befehle folgen spéter.

2. Programm
ADRESSE| MASCHINENCODE ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
A mit Inhalt der
00l ED 4B 9@ &1 LD BC, (#14¢@H) | Speicherzelle,
deren Adresse in
[/} PA 1D A, (BC) den Zellen 256/
257 (dez.) steht,
laden
@5 21 FE ¢g¢ LD HL,@@FEH Inhilz vonlf 1:it
eicherzelle
g8 77 ID (HL),A fgr. 254 laden
#9 C9 RET Riicksprung

Den Maschinencode gibt man wieder im CAOS-Betriebssystem (Zfilr
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KC85/2/3) durch MODIFY @ ein und kehrt zu BASIC zuriiok.
Nach Aufruf des Programms durch CALL @ wird der Inhalt der Spei-
cherzelle, deren Adresse in den Speicherzellen 256 und 257 (dez.)
steht, in die Speicherzelle mit der Adresse 254 (dez.) geladen.
Man iiberzeuge sich z. B. durch

DOKE 256,5:CALL @: ?PEEK(254)
davon, daB 33 ausgedruckt wird. Demn durch DOKE 256,5 wird die
Adresse 5 in die Speicherzellen 256 und 257 geladen, durch
CALL @ wird anschlieBend der Inhalt der Speicherzelle 5 - ném-
lich 21H & 33 = nach Zelle 254 geladen und mit ?PEEK(254) aus-
gegeben.

Bemer en: )

1. Am obigen Beispielprogramm wurde die Moglichkeit der indirek-
ten Adressierung vorgefilhrt. Man kennt die Adresse selbst
nicht, wei aber, wo sie steht.

2. Um sich mit der Wirkungsweise der load-Befehle vertraut zu
machen, sollte man auch selbstédndig einige kleine Beispiel-
programme erarbeiten und testen. .

5. Der Sprungbefehl = jump

Da ein Maschinenprogramm nur eine Aneinanderreihung von HEX-Zif=-
fern ist (die Befehle, Daten oder Adressen darstellen), und ab
einer gewissen Speicheradresse abgelegt ist, muB der Prozessor
bei der Befehlsabarbeitung immer wissen, welche Adresse als nich-
ste abgearbeitet wird. Dazu dient ein Programmziéhler, der durch
das PC-Register (programm counter) realisiert wird. Das PC=Re=
gister ist also ein zu diesem speziellen Zweck dienendes Dop=-

pelregister, das z. B. beim Sprungbefehl eine wichtige Rolle
gpielt.

In einem BASIC=Programm kdnnen durch den GOTO-Befehl absolute
Spriinge durchgefiihrt werden. In der Maschinensprache entspricht
das dem jump-Befehl (Sprungbefehl) - abgekiirzt mit JP.

JP NN bewirkt PC=——NN, d. h. in das PC-Register (Pro-

- grammzéhler) wird die Adresse NN
geladen, und somit deren Inhalt
als nédchster Befehl vom Prozes-
sor abgearbeitet.
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Befehlscode:

JP NN C3

Bemerkung:
Die konkrete 4-stellige HEX-Adresse NN wird wieder durch die un-
mittelbar nach dem Befehlscode folgenden 2 Bytes angegeben.

6. Der Stapel = stack

Als n#chstes lernmen wir einen wichtigen speziellen Speicherbe-
reich kennen, in dem man Inhalte der Register zwischenspeichern
kann. Es handelt sich um den Stapel (stack). Man stelle sich
einen Stapel Kartons vor, wobei Jeder Karton stellvertretend fiir
eine 2stellige HEX-Zahl steht. Klar, daB der Karton,der als letz~
ter oben auf dem Stapel liegt, auch als erster wieder weggenom-
wen werden muB. Um nun dem Prozessor die Arbeit mit einem "stack™
zu erméglichen, muB er immer das obere Ende des Stapels kennen.
Dazu dient der Stapelzeiger (stack-pointer). Realisiert wird der
stack-pointer wieder iiber ein spezielles Doppelregister, dem
SP-Register. ‘ _

Natirlich ergibt sich die Frage, wie der Stapel genutzt werden
kann. Die entsprechenden Befehle sind PUSH und POP,

PUSH rr schafft eine Kopie des Doppelregiaters rr auf
den Stapel. Nach Ausfithrung des Befehls PUSH rr
ist der Inhalt des SP-Registers um 2 erniedrigt.

POP rr hebt die Daten vom Stapel ab und 1#dt sie in das
Doppelregister rr. Nac Ausfilhrung des Befehls
POP rr ist der Inhalt des SP-Registers um 2 er-

hoht.
(PUSH rr) |
Stapel Stapel
I‘I" = rr‘—
L —
Bemerkungen:

1. Eigentlich ist és doch verwunderlich, daB, wenn etwas auf den
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Stapel kommt, der stack-pointer erniedrigt wird. Es liegt
einfach daran, daB der Stapel in Richtung abnehmender Adres-
sen aufgebaut wird.

B =
{

(SP) |
2. Beim POP-Befehl wird die beschriebene Zelle nicht geldscht,
gpédter vielleicht nur wieder iiberschrieben.

Befehlscodes:
PUSH BC C5 POP BC. C1
PUSH DE D5 POP DE D1
PUSH HL E5 POP HL E1

3. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
goop @1 ¢E @¢ 1D BC,@@@EH
@3 C5 ' | PUSH BC
P4 E1 POP HL
$5 22 9¢ M1 LD (¢#1¢¢H),HL
g8 c9 ' RET .

Zunéchst wird das BC-Register mit 14 (dez.) geladen. Durch

PUSH BC und POP HL wird das BC-Register in das Hl~-Register co=
piert und dessen Inhalt in den Speicherzellen 256 und 257 (dez.)
abgelegt.

Nach CALL ¢ : ? DEEK(256) muB also 14 ausgegeben werden.

7o Inkrementier- und Dekrementier=Befehle

Als erster Arithmetik-Befehl wird ein Befehl vorgestellt, mit
dessen Hilfe der Inhalt eines Registers oder Doppelregisters
um Eins erhSht (increase) bzw. vermindert (decrease) werden
kann, Die entsprechenden Assemblercodes werden durch INC bzw.
DEC gekennzeichnet.
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1. erhdht den Inhalt des Registers r um 1.

DEC r vermindert den Inhalt des Registers r um 1.

Befehlscodes:
INC A 3C DEC A 3D
INC B @4 DEC B @5
INC C gc DEC C @D
INC D 14 DEC D 15
INC E 1C DEC E 1D
INC H 24 DEC H 25
INC L 2C DEC L 2D

2. INC rr erhcht den Inhalt des Doppelregisters rr um 1.

DEC rr vermindert den Inhalt des Doppelregisters rr um 1.

Befehlscodes:
INC BC @3 DEC BC #B
INC DE 13 DEC DE 1B
INC HL 23 DEC HL 2B
INC SP 33 "DEC SP 3B
3. INC (HL) 34 DEC (HL) 35

erhtht bzw. vermindert den Inhalt der Speicherzelle, deren
Adresse im Doppelregister HL steht.

4. Programm
ADRESSE| MASCHINENCODE| MARKEN] ASSEMBLERCODE| BEMERKUNGEN
goo0 3E FF ID A, FF H A mit 255 (dez.)laden
@2 21 19 @9 ID HL,@P1¢H |HL mit 16 (dez.)laden
@5 ™ ID(HL),A Zelle 16 mit 255 1lad.
@6 23 INC HL HL auf 17 erhdhen
@7 77 1D (HL),A Zelle 17 mit 255 lad.
g8 35 DEC (HL) Inhalt von Zelle 17
um 1 vermindern

#9 C9 RET Riicksprung
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Crofton’s Seilliniensatz

Wir stellen uns die folgende Aufgabe:

Gegeben seien zwei ebene konvexe Polygone P und Q, die keine
gemeinsamen Punkte haben sollen. Ein Polygon‘P (bzw. Q) heifit
konvex, wenn fiir je zwei Punkte aus P (bzw. Q) ihre gesamte Ver-
bindungsstrecke innerhalb von P (bzw. Q) liegt.

Wie groB ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine zufédle-
lig auf P geworfene Gerade g auch Q schneidet?

A a

7\

Bild 1.

Um diese I'rage beantworten zu konnen, werden wir zuerst eine
geeignete Parameterdarstellung flir Geraden angeben (siehe Ab-
schnitt 1). Auf dieser Grundlage werden dann fiir die Anzahl der
Schnittpunkte aller Geraden, die eine Strecke (siehe Abschn. 2),
mehrere Strecken, einen Streckenzug bzw. ein konvexes Polygon
(siehe Abschnitte 3 und 4) schneiden, MaBzahlen berechnet. Da=
mit 1l#6%t sich der lienge aller Geraden, die sowohl das Polygon

P als auch Q treffen, ebenfalls eine Zahl zuordnen (siehe Ab-
schnitt 5), mit deren Hilfe wir die gesuchte vWahrscheinlichkeit
berechnen konnen.

1. Parameterdarstellung von orientierten Geraden

Wir wollen zuerst einer Geraden g in eineindeutiger ‘/eise Para-
meter zuordnen. Die Parametrisierung von Geraden etwa durch die
Lénge des Lotes vom Nullpunkt auf die Gerade und den V/inkel

O £Y«2T , den das Lot mit der Abszisse bildet, ist fiir Gera-
den, die durch den Koordinatenursprung gehen, nicht eindeutig,
Deshalb betrachten wir Geraden mit einer Orientierung, wie sie
in Bild 2 durch Pfeilspitzen angedeutet ist. Eine orientierte
Gerade ist eindeutig bestimmt durch einen auf ihr liegenden
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Punkt (xo,yo) und ihre Richtung (-sin ¢,cos ¢). lit O £@ <27
ist dadurch der iViinkel ¢ eindeutig festgelegt. IMir diesen Win-
kel ¢ definieren wir |

' p = X, COS ¢+ 7Y, sin @ .
Dabei ist p unabhiingig von der Wahl des Funktes (xo,yo) auf g.

Jir veranschaulichen uns die Parameter p und ( fiir ein Paar
g und g von entgegengesetz? orientierten Geraden an der folgen=-
den Skizze.

EH(E"-—P)=('P: <-P+1')

\ g« (p, @) \

ato)

0%, ¥./

Bild 2.

Dabei ist der Parameter p die in Abliingigkeit von der Orientie-
rung mit einem Vorzeichen versehene Liinge des Lotes vom Koordi=-
natenursprung auf die Gerade.

Jeder orientierten Geraden ist in eindeutiger ‘Weise ein Para-
meterpaar!(p, ) mit -® £p % ® und 0 £ @< 27 zugeordnet
{Bild 3). ¢

T

/(-P:?*W‘E; a

3 p

B3ild 3.
Umgekehrt gehort zu jedem Punkt (p, ¢ ) aus dem schraffierten
Streifen genau eine orientierte Gerade g.
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2. Schnitt mit einer Strecke

Wir betrachten nun die Strecke S5 mit den Endpunkten (0,0) und
(1,0) und ordnen ihr eine Zahl zu, die als laBzahl fiir die lien-

ge aller orientierten Geraden, die S schneiden, aufgefaBt werden
so0ll,.

Fir festen iinkel ¢ trifft g die Strecke S genau dann, wenn filr
den vorzeichenbehafteten Abstand p gilt:

O€p<£1cosy, fails cos @ 2 0

l coswy£p €0 , falls cos <0 (s. Bild 4).
YA

Bild 4.

Das folgt unmittelbar aus p = xo'cos ¢ und dem Umstand, daB
alle zu 8o parallelen Geraden mit O £ X, € 1 die Strecke S
schneiden. ‘iegen der Eindeutigkeit der verwendeten Parametri-
sierung entspricht jedem p, das die obige Bedingung erfiillt,
genau eine orientierte Gerade. Pir die Anzahl aller orientier-
ten Geraden, die S schneiden, liegt es deshalb nahe, die Liinge
1/cos ¢/ als liaB zu benutzen.

Als llaBzahl fiir die lienge aller zu 8, parallelen nichtorien-

tierten Geraden, die S schneiden, setzen wir damit fiir alle @
mit O = @<¢27T:
4 1/cos @/ ]
/.((F(S) = 5 I dp =2-l/COS(.P/.
: o
Durch Integration iber alle @; O £¢@< 2% ; erhalten wir
2T 2% 1/cosw/ '

M(S) := j)uq,(s)dqu% f ( ¥ dpdy = 21;

e} 0 0

eine Grole, die wir als liaBzahl fiir die llenge aller Geraden,
die 5 schneiden, interpretieren ktnnen und die im Parameter-
raum der Hélfte der schraffierten Fléche entspricht (Bild 5).
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?W
Y

T/l Tvoon

-l o l

>p

Bild 5.

Die Bestimmung einer MaBzahl fir alle Geraden, die eine Strecke
schneiden, ist so auf eine Fléchenberechnung im Parameterraum
zuriickgefilhrt worden.

Der Wert m(S) éndert sich nicht, wenn S in der Ebene bewegt
wird. Man sagt: die liaBzahl u(S) -ist invariant gegeniiber Dewe-
gungen in der Ebene.

Falls eine Gerade die Strecke S enthdélt, ist ¢ = % bzw. }-El
undjy,(s) = 0. Wenn S entartet ist und nur aus dem Nullpunkt be=-
steht, ist 1=0 und damit auch /L¢(u) = 0, Diese Fdlle miissen

also nicht weiter berilicksichtigt werden.

3. Schnitt mit mehreren Strecken

Nun seien k Strecken 81,...,Sk mit den Liéngen 11,...,1k gegeben

(siehe Bild 6).
Sy

N — O
| | &

Bild g.

Tir jede Gerade g seien fi(g) = 1, wenn g die Strecke 5; schnei-
det und sonst O fiir i=1,eece, k.

Plir fast alle Geraden ist die Anzahl n(g) der Schnittpunkte von
g mit S1u82u...usk:
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k
! n(g) = :1 fi(g).
i=

Als MaB fiir die Anzahl der Schnittpunkte aller Geraden mit
Squ eee US, setzen wir nun '

2T o _
n(S;V ...us) := [ | n(g(p,¢))dpdvy
o =
k or li/cos ¢/
=3 [ £; (e, ¢))apag.
1= (8] (o}

Durch g(p, ¢ ) wird ausgedriickt, daB wir die Gerade g durch die
Parameter p und ¢ reprédsentieren.

Geraden, die eine Strecke enthalten oder durch einen Schnitt-—
punkt von Strecken gehen, haben keinen EinfluB auf die laBzahl,
wie wir uns im vorigen Abschnitt liberlegt haben.

Damit erhalten wir fiir die Anzahl der Schnittpunkte fast aller

Geraden mit S1U ...LJSk:

n(S.IUSzU so e USk) = 2 jé

Das Ergebnis wird besonders anschaulich, wenn wir die Strecken

Lo
i

Sqreee,5, zu einem (offenen oder geschlossenen) Streckenzug zu-
sammenfiigen (siehe Bild 7).

T S5 S5
54

Bild 7.
Es sei also C := S1u szul...\JSk ein Streckenzug der Linge

k
L = E 1;. Dann ist die Anzahl n(C) der Schnittpunkte fast al-
ler Geraden, die die Kurve C schneiden,

n(C) = ZL

und h&ngt nur von der L&énge der Strecken, nicht aber von ihrer
Lage ab.
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4. Schnitt mit einem konvexen Polygon

Wenn C der Rand eines konvexen Polygons P ist (siehe Bild 8),
schneidet eine Gerade g die Kurve C entweder in zwei Punkten
(vgl. 51)’ in einem Eckpunkt (vgl. gz), oder sie enthdlt eine
der Strecken S;,...,5, (vgl. 33).

% s 9,

) sf
PIVTS
C

-

pg ”

Bild 8.e

Die letzten beiden Félle kdnnen wir wegen der Feststellung, daB
die MaBzahlen fiir Geraden in diesen Lagen Null sind, vermach-
lasgigen.
Wir konnen also als MaBzahl fiir die lienge aller Geraden, die P
treffen, die Hélfte der Anzahl der Schnittpunkte von Geraden
mit dem Rand von P nehmen.
Es sei also P ein konvexes Polygon (d. h. mit zwei Punkten aus
P liegt ihre gesamte Verbindungsstrecke auch in P), dessen Um-
fang U(P) = L ist. Dann ist die GroBe /L(P) mit

A(B) = U(P)
eine MaBzahl fiir die kenge aller Geraden, die P schneiden.

(Fortsetzung folgt) Dr. S. Nagel
Sektion Mathematik
Bereich Kybernetik



Assembler . 184

Einfiihrung in die Assembler-Programmierung
(Fortsetzung aus 7/8 - 88 und 11 - 88)

8. Unterprogramme

Wenn Programmteile mehrmals ebgearbeitet werden sollen oder um
ein Programm ilbersichtlicher zu gestalten, empfiehlt es sich,
mit Unterprogrammen zu arbeiten. In BASIC werden Unterprogramme
durch GOSUB Zeilen=Nr. aufgerufen. Weiterhin miissen Unterpro-
gramme mit RETURN abgeschlossen werden. Ahnlich funktioniert
das auch in der Maschinensprache. Der entsprechende Assembler=-
befehl zum Aufruf eines Unterprogramms lautet CALL.

~

CALL NN bewirkt: 1. Sprung in ein Unterprogramm mit der
Startadresse NN,

2. vor dem Absprung wird die Riicksprung-
adreasse gerettet, die asuf dem Stack
abgelegt wird.

Befehlscode:

CALL NN CD

Weiterhin muB ein Unterprogramm immer mit RET abgeschlossen wer-
den.

RET bewirkt, daB die beiden obersten Bytes vom Stack ab-
gehoben und in das PC=Register (Programm-
zdhler) geladen werden.

Von der Wirkungsweise entspréiche diesen Befehlen also:

PUSH PC
CALL NN =—
JP NN

RET <———» POP PC

Flir die Arbeit mit Unterprogrammen ergibt sich somit als wich-

tige Erkenntnis:

ACHTUNG: Daten, die innerhalb eines Unterprogrammes mit PUSH
auf den Stack gebracht werden, miissen vor dem Riick=-
sprung auch wieder durch POP abgehoben werden, da
sonst bei RET eine falsche Riicksprungadresse benutzt
wird!!! \
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Unser Kenntnisstand liber Maschinenprogrammierung gestattet uns
schon ein wenig, mit Unterprogrammen des BASIC=Interpreters bzw.
des Betriebssystems HC-CAOS zu experimentieren. Wir beschréinken
uns hier auf den KC 85/2/3.

Bisher waren wir immer gezwungen, Daten durch poken bzw. peeken
zu libergeben bzw. auszugeben. In Verbindung mit der Funktion
USR(X), die ebenfalls dem Aufruf von Maschinenprogrammen dient
und den Subroutinen des BASIC-Interpreters

CALL C96F - Parameteriibergabe von BASIC-Varisbler an das
DE~Register

CALL D@1B - Parameteriibergabe von Register A,B an die
BASIC~Variable,

rkann man das Problem auch anders ldsen.

5. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE BEMERKUNGEN

i f 11 CD 6F C9 CALL C9 6F ; Param. an DE
@3 TA ID A,D ; D in A laden
94 43 ID B,E s E in B laden
@5 CD B1 D@ CALL D@ B1 ; A,B an BASIC
@8 Cc9 RET

Bemerkung:

Vor Aufruf der USR-Funktion mu8 allerdings noch die Anfangs-
adresse des Maschinenprogramms in die Adresse 3@4H (L-Teil)
3¢5H (H-Teil) eingetragen werden, was in unserem Beispiel durch

DOKE 772,¢ erfolgt. ?USR(X) leistet jetzt das gleiche wie
?INT(X).

Im Begleitmaterial zum KC 85/3 im Kapitel "Systemiibersichten™
werden die Unterprogramme des Betriebssystemalerlﬁutert. Der
Aufruf der Unterprogramme erfolgt iiber sogenannte Programmve r-
teiler (PV). Z. B. wird der Programmverteiler 1 durch CALL F@@3H
aufgerufen und die gewiinschte UP=-Nr. wird nach dem CALIL-Befehl
durch ein "definition-byte" (DEFB) angegeben. Fiihren wir das an
einem weiteren Beispiel-Programm vor. Das Unterprogramm mit der
UP-Nr. @¢¢H dient der Zeichenausgeabe auf dem Bildschirm, wobei
der Zeichencode des gewﬁnachtén Zeichens im A-Register zu ste-
hen hat. Da bei der Zeichenausgabe auf den Bildwiederholspei-
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cher (IRM) zurickgegriffen wird, muB dieser erst zugeschaltet

und vor der Riickkehr in das BASIC~ wieder abgeschaltet werden.
Dazu dienen die beiden Unterprogramme

CALL F@18H - zuschalten des IRM

CALL Fg1BH - abschalten des IRM.

6. Programm

-

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN

pgap CD 18 Fp 'CALL F@18H ; IRM ein
@3 CD 6F C9 CALL C96FH ; Param. an DE
P96 7B ID A,E ; E in A laden
@7 CD #3 Fg CALL F@@3H ; Aufruf PV1
DA @ DEFB : UP=Nr. @@gH
$B CD 1B F¢ CALL F§1BH ; IRM aus
¢E c9 RET

Nach DOKE 772,¢ konnen wir uns iberzeugen, daB A=URS(X) dem Be-
fehl ?CHR(X) gleichwertig ist.

Vielleicht ist jetzt mancher etwas neugierig geworden und wiilte
gern, wie Def.-Bytes im laufenden Programm ausgewertet werden
kénnen. Das ist relativ einfach zu machen. Man bedenke, da8
nach Aufruf eines Un*erprogramms durch CALL NN die Riicksprung=-
adresse auf dem Ste~k liegt.Will man aber mit Def.-Bytes arbei-
ten, so ist das aber genau die Adresse des 1. Def.-Bytes. Man
kann also diese Bytes lesen und muf dann nur die Riicksprung-
adresse entsprechend modifizieren. Machen wir uns das an einem
~einfachen Beispiel klar. |
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7. Programm
ADRESSE| MASCHINENCODE| MARKEN| ASSEMBLERCODE| BEMERKUNGEN
pooP CD 10 ¢ CALL UP ;Aufruf UP zur Bestim-
. mung des Def.-Bytes
g3 FF DEFB ;bel, Def.-Byte vor-
gebbar
@4 AT 1D B,A ;A in B laden
g5 | 3E pg ID A,¢gH ;A Null setzen
#7 | cp B1 g CALL D@B1 ;Ubergabe von 4,B an
BASIC
- —ﬁé - -02 ————— P p— -R'ET ————— o am e em e e em am s e s
go19 E1 UP POP HL ;Riicksprungadr. in HL
11 TE ID A, (HL) ;Def.~Byte nach A
12 23 INC HL ;Rlicksprungadr. er-
hGhen
13 E5 PUSH HL ;neue Riicksprungadr.
. auf Stack
14 | ¢9 RET

Zur Vorbereitung der USR-Funktion filhren wir wieder DOKE 772,#

durch.

Wird nun ?USR(1) ausgefiithrt, so wird das Def.-Byte, das in Spei-
cherzelle 3 steht, ausgegeben. In unserem Fall also

FFH = 255 (dez.).

Bamerkung:

Durch Benutzung von Marken wird das Programm besser strukturiert

und iibersichtlicher.

Fortsetzung foigt

Dr. Joachim Puhl
Sektion Mathematik
Bereich Analysis
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Man bestimme, fiir welche a das Gleichungssystem
2 2 :
x“4+y° = 2(1+a)
(x+y)2 = 14
genau zwei [ffungen hat.

a
a
AN

U 62 Die natiirlichen Zahlen P und q seien teilerfremd.
Das Intervall [0,1] teilt man in p+g gleichlange Inberval-
Ji

le, Mzn zeige, daB in jedem dieser Intervalle, auBler den

zwel Begrenzungsintervallen, genau eine der p+q-2 Zahlen
1R - U LA
liegt.

U 63 Gegeben seil eine Folge von 2n+1 Zahlen ag,84y8p5ecfop

Man zeige, daB folgende Ungleichung gilt:
n e n+ 1

derart,1dal3 fiir alle k- 1,2,3,.0. 2n=1
a sl ay q+ay 1 ) gilt.
2
Fiir welche Folgen gilt die Gleichheit?

(=]
(o)
FS

Welches ist der kleinste Wert des Verhédltnisses der Flé-

cheninhalte zweier gleichschenklig-rechtwinkliger Drei-
ecke, wobei die Ecken des einen Dreiecks auf 3 verschie-
denen Seiten des anderen Dreiecks liegen?

LN
>

Man 1ldse das Gleichungssystem

G
(o))
\J1

2%+ =2 2 Xy
x°-1 ¢ 2yz 1-4xy

<<
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HasoBtM uvcl0 ypaBHOBSUIGHIikM, €CIH B ero JeCATHYHOMH
3amicy HeKOTOpOe Hayano COBIAAaeT C HEeKOTODHM KOHLOM
(sampurep, utena I981, I72I7 ypaBHOBRlEHHBL, @ UMCIO
I3I4I% ner).

JloxaxuTe, YTO CYWU2CTBY2T Y/CNO, KOTOPOE IOCHE MPUIIVChi=
BaH¥Al K Heuy cnpaBa JkOo# u3 IO mipp CTaHOBATCH YDABHO-
Beme HAHM .

EinsendeschluB: 1. 3. 1989

Losungen der DDR-Olympiade (Klassenstufe 10, Fortsetzung)

4. Die Mitielpunkte
von k1. k2 seien
M.l bzw. Mz. Die
Gerade durch M1,
M2 schneide P1P2
in Q. Das Dreieck
P P,M, ist gleich-
seitig mit PP, 1P5 =
M1P1 = H1P2 =
ry = 10 cm; daher
gilt 4P1M1P2 =
P4 P2P M1 = N

¥P,P M, = 60°.

Da die Verbindungs-

gerade der Kreismittelpunkte die Schnittsehne halbiert und

auf ihr senkrecht steht, ist QP, 2- ry und 3 M,QP, = 90°%;

hieraus und aus M2P1 = 7=- 4 folgt nach dem Satz des Pytha-
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goTE 1 1 1 1
BQ=ry3-2"F{z 172 T2

Verlangert man M2Q iiber Q hinaus um seine eigene Lénge bils
‘R, so liegt folglich R auf k,; auBerdem aber ist P1Q im Drei-
eck M23P1 sowohl Hohe als auch Seitenhalbierende. Dieses
Dreieck ist daher auch mit M2P1 = RP1 gleichschenklig, also
sogar gleichseitig. Da Q (als Punkt der Schnittsehne) inner-
halb k; liegt, M, aber nach-Voraussetzung auBerhaldb k., folgt
wegen I, < Ty daB R innerhalb k1 liegt. Daraus und aus der

Symmetrie beziiglich I',LIM2 ergibt sich: Es gilt
A = (81 o= D1) + (52 - D2)

mit folgenden Bezeichnungen:

P
S.: Fliécheninhalt des Kreissektors P1P2M1 von k1 mit dem

Zentriwinkel der GroBe o, = ¥PM,P, = 60°,
Y

Fldcheninhalt des Kreissektors P1P2M2 von k2 mit dem

Zengriwin}cel der GrofSe 0¢2 = 4 P1}&2P2 =2 4131}:12R =
1207,

D1: Fldcheninhalt des Dreiecks P1P2M1,
Fldcheninhalt des Dreiecks P1P2M2, wegen AM2QP2 =

AMEQP.‘ = A RQP.I auch Fliécheninhalt des Dreiecks MeRPr

Hiernach und wegen rg = % r% erhdlt man nach den Flédchen-

inhaltsformeln fiir Kreissektoren und gleichseitige Dreiecke
5, = gTr3, Dy = 7 5 V3, S, = '15"“'5' Dy, & '11.[ x5 V3,
& - %ﬁ+%— %ﬁ)r?

(;’-’Tgr - %-\5) . 100_ em®.

Hinweise zu anderen Losungsmiglichkeiten:

Fiir das Ergebnis konnen auch mehrere andere Formelschreib=-
weisen akzeptiert werden, z.B. A = (gggﬂ' - %9-/3') cma.

- A

An einigen Stellen kann statt mit den obigen Begrlindungen
auch mit Sétzen iiber das Drachenviereok M1P1M2P2, die gleich=-
schenkligen Dreiecke P1P2M1, P1P2h12 oder die Symmetrie be-

zilglich M1E2 argumentiert werden.
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5e

6.

Bei der Herleitung zu Lageaussagen und zur Flidchenzusammen-—
setzung kann anstelle verbaler Begriindung ein stédrkerer Be=-
zug auf die Abbildung akzeptiert werden. .

Bei manchen Herleitungsvarianten wird aber auch die Beach-
tung weiterer Lageaussagen notig. Argumentiert man z.B. da-
mit, daB man S1+S2 als "Vierecksfldcheninhalt D1+D2 mit
nochmals hinzugefilgtem Teilinhalt A" deutet (und damit zu
A = (S1+82) —(D1+D2) gelangt), so wird verwendet, daB das
gemeinsame Fléchenstiick der beiden Kreise eine Teilfléche

des Vierecks M1P1M2P2 ist.

Man kann zunédchst zeigen: Wenn in einem Wort w die Anzahl a
der Buchstaben S nicht durch 3 teilbar ist, dann gilt dies
auch fiir jedes Wort, das nach den Regeln (1) bis (4) aus w
gebildet wird: Fiir die Regeln (1) und (4) gilt es, weil sich
a nicht &ndert. Flir die Regel (3) gilt es, weil a entweder
unveréndert bleibt oder um 3 verkleinert wird.

Fir die Regel (2) gilt es, weil sich a verdoppelt, wobei
aus einer Zahl der Form a = 3n+1 oder a = 3n+2 (n ganzzah-
lig) eine Zahl der Form 2a = 3:2n + 2 bzw. 2a = 3+(2n+1) + 1
entsteht. Damit folgt: Durch (beliebig oft ausgefiihrte) An-
wendung der Regeln (1) bis (4) kann aus dem Wort ES (mit
a=1) niemals das Wort ER (mit a=0) erhalten werden.

1) Es gilt stets
2 >

2 2

i + bi (i=1,2,3'4l5)o

Addiert man diese fiinf Ungleichungen, so ergibt sich die
linke der behaupteten Ungleichungen.

-
also 2a.ibi = a8

2) Da nach Voraussetzung

a8y £10 £ 2b;, also 2b; - a £ 0,

i

< :C._ = ;
und bi = 10 = Eai, also Eai bi 0

gilt, folgt fermer

(2bi - ai)(Zai - Db.) 20,

1
2 2;

Saibi - 2bi - Eai 0,
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Addiert man diese fiinf Ungleichungen, so ergibt gich die
rechte der behaupteten Ungleichungen.
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