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Auswertung der Wurzel-Preisaufgaben 1987/88

Beim Idsen der im Schuljahr 87/88 (d.h. von Heft 9/87 bis
Heft 7/8/88)veriffentlichten Preisaufgaben erzielten fol gen-
de 8 Einsender die besten Ergebnisse:

Harald L 1 e s k e Eisenach 61 Punkte
Jirgen S c he fter Reichwalde 61 Punkte
Thilo Kuessner Greifswald 51 Punkte
Jochen We tzel Stmmerda 45 Punkte
Christian K1 i e s ener Jena 42 Punkte
Henrik Ho 1 k e Leipzig 38 Punkte
Gerald Schmidt Stendal 37 Punkte
Petra Kuc kuk Berlin 34 Punkte

Den oben genannten gratulieren wir recht herzlich. Ein Dan-
keschon gilt auch allen anderen, die sich an das Ldsen der
Preisaufgaben gewagt haben. Fiir das néchste Jahr hoffen wir
auf einen weiteren Aufwértstrend in den Einsendungen und
wiinschen dazu allen Lesern viel Erfolg.

Fir alle Leser, die sich am Preisaufgaben-Wettbewerb betei-
ligen wollen, hier noch einmal die ausfiihrlichen Ldsungsbe-—
dingungen:

Die Losungen sind - jede Losung auf ein gesondertes Blatt)
versehen mit Name und Adresse - unter dem Kennwort
"Wurzel-Preisaufgaben" an uns zu senden. Alle Aussagen sind
stets zu beweisen. Unbewiesen verwendete Tatsachen, die iliber
den Schulstoff hinausgehen, sind anzugeben. Der LBsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen u.&.) muB deutlich erkennbar
sein, '

Fir vollstdndige Lisungen erh&lt der Einsender die fiir die
Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul jahres ver-
senden wir an alle Einsender, die mindestens 10 Punkte er-
reichten, einen Buchscheck im Werte von 0,50 M je Punkt.
Einsendern mit weniger als 10 Punkten werden diese Punkte
fir das néchste Schuljashr gutgeschrieben.



—Prelisaufgabon-
Haitnure oTHOmEeHUE CTOPOH HOPAMOYI'OJBHOTO TpeyPOHBHHHa eciu
U3BECTHO, UTO OJHA MOJIOBAHA THIOTEHYS3H (oT BepuMHH 70

CepefiMHb TMIOTEHYSH) BUAHA M3 LEHTPA BIMCAHHO! OKDPYXHOCTH
[IOZ, HPAMEM YTJIOM.

U 2 Man zeige, daB fiir alle natiirlichen Zahlen nt2 und k22

den Zahlen dargestellt werden kann.

‘; gl die Zahl nk als Summe von n aufeinanderfolgenden ungera=r

Es sei ABCD ein konvexes Viereck mit der Fldche F.
Man zeige: BS%(EE-Cﬁ+ﬁ§°Kﬁ)

Man lése die Gleichunzen

a) 3X,1: 27
b) 3*=1=2Y
‘in natiirlichen Zahlen.

?
F

5 Der Inkreis des Dreiecks ABC berihre die Seiten AB,BC,AC

in den Punkten M,N bzw. P.
- -
Bs gelte AN+EP4+CN=0

Man beweise, daB das Dreieck ABC dsnn gleichseitig ist,

Auf dem Graphen der Funktion y-xe liegen die Punkte

chen der Segmente, die vom Graphen und den Strecken AM
bzw. BM gebildet werden, minimal 1ist.

A (a,a ) und B (b, bz), wobei a<b. Man finde denjenigen
Punkt M (m,m ) mit a<m<b, fiir welchen die Summe der Flé-

Einsendeschiuf: 1. 4. 1989



Die Funktion f(x) = [x]

Bekanntlich gibt es zu jeder reellen Zahl x genau eine ganze
Zahl g mit der Eigenschaft g® x< g+1. Die durch die Vorgabe von
x eindeutig bestimmte ganze Zahl g heift das grtfte Ganze von

x und wird mit dem von GAUSS eingefiihrten Symbol [x] bezeichnet.
Die so fiir alle reellen Zahlen definierte Funktion f(x) = (x]
it insbesondere filr die Zahlentheorie von Bedeutung. Leider ge=-
ben die meisten mathematischen Nachschlagewerke keine oder nur
unbefriedigend Auskunft iiber ihre Eigenschaften und Anwendungen.
Die Autoren mchten mit der vorliegenden Abhandlung diese Lilcke
schlieSen helfen.

Einen ersten Eindruck von der Funktion f(x) = [x] vermittelt
ihr in Abb. 1 dargestellter treppenformiger Graph. Er setzt
gich aus zur Abszissenachse parallelen halboffenen Strecken
der Lédnge 1 zusammen. Der jeweils linke Endpunkt der Strecken
gehort dem Graphen an, nicht jedoch der jeweils rechte.

1)

A ,f-——v (1)31’1
vy
1 A
o
e
-2 -4.'.' 'l’ﬂ 2 3 X
"r : I’
‘o_?'_ 2 L

Abb. 1

Eine nahe Verwandte der betrachteten Funktion ist

£(x) = {x} := x=[x] , deren Funktionswerte dem gebrochenen
Teil von x entsprechen. Sie ist periodisch mit der Perioden=
lange 1 und beschrénkt. Ihr Graph erinnert an eine Sége.
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1. Elementare Eigenschaften des Symboles [xl

Der Satz 1 stellt die einfachsten und am h#ufigsten bendtigten
Bigenschaften des Symboles [x] vor.

Satz 13
(1) Ist k ganzzahlig, so gilt [x+k] = [ x]+k.
(2) Ist x nicht ganzzehlig, so gilt [-x] = -[x]-1.
(3) Ist k eine positive ganze_Zahl, 80 gilt

I -
(4) (] + (=] +eoo+[x ] £ [x.‘l-a-x2+...+xn] .

Beweig: Die Behauptung (1) folgt unmittelbar aus der Definition
des Symboles (x]. Fiir aelle reellen Zahlen x ist [x] ¢ x ¢[x]+1
und somit [x] +k & k< [x] +k+1. Wegen der Ganzzahligkeit von

| [x]+k ergibt sich [x+k] = [x]+k, also (1).

Um (2) zu bestéitigen, kann man sich der bereits bewiesenen
Eigenschaft (1) bedienen. Ist x4 Z und folglich von der Ge=-
stalt x=(x]+r mit 0€re1, erhdlt man nach (1)
(=] = (-Cx]-r] = =[x]+[-7] -
Wegen -14 -r< 0 gilt (=r] = =1 und somit (2).
Etwas mehr Mithe bereitet der Beweis von (3). Ist k>0 und t
eine beliebige reelle Zahl, so gilt mit [t] £%< [t]+1 such
k[t] £ kt ¢ k[t] +k.
Ersetzt man in dieser Ungleichung t durch LE]- , folgt

| k[-%]-] <€ (xl« k[%’—] +k.

Wie man bemerkt, werden nach dieser Substitution ausschlieBlich
ganze Zahlen miteinander verglichen. Da aber fiir beliebige
genze Zahlen & und b mit a<b stets auch a+ €b richtig ist,
ergibt sich weiter | '

k[J,‘%i] ¢ (el g .
Beachtet man nun [(x) & x € [x]+1, erhdélt man hieraus nach Divi-
sion durch k20
[:q’ X
Diese Ungleichung liefert wegen der Ganzzahligkeit von [%—]
die behauptete Gleichheit (3).
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Den Beweis von (4) kann man leicht mittels vollsténdiger In-
duktion fithren. Fiir n=1 ist die Aussage (4) trivial. Angenonm-
men, die Behauptung ist fiir n = m €1 und beliebige reelle Zah=
len X sXgpeee s Xy wahr.

: [xk] 5[% xlg

Aus dieser Induktionsannahme und [t] €t fiir alle t€R folgt

2 (53 - 2153 [ d  25] + [x0]

[Lﬂ‘lxﬂ +[xm+1ﬂ&[§;"k+xm+1‘-| =ngk] ’

also die Allgemeingiiltigkeit von (4) fiir n = m+1. Damit ist
auch die letzte Behauptung des Satzes 1 bewiesen.

2. Die HERMITEsche Formel

Nunmehr soll das griBte Ganze des Vielfachen einer reellen
Zahl ndher untersucht werden. Mit den bisherigen Kenntnissen
ist mit Ausnahme einiger Spezialfiélle fiir [nx] und positivem
ganzzahligem n lediglich die grobe Abschiétzung n[x] € [nx] € nx
gesichert. Genauere Auskunft fiber [nx] gibt die HERMITEsche
Formel.,

Satz 2: Fir alle x€R und bellebige positive ganze Zah-
len n gil‘l:

(5) nxgy = x+l{- .
(ax) = & [x+ £]

Bewelg: Setzt man x = [x]+r mit 0 $r €1, so liefert (1) wegen
der Ganzzahligkeit von n[x] fiir die linke Seite von (5)

[nx] = [n[]+m] = nfx] +[n].

Fir die rechte Seite von (5) gewinnt man analog zuniichst

:g[x+ %] = g[[x]+r+ %] = g([x]+[r+ %])
-1 n-1 " n-1 ars
RPN B B =

und weiter durch die Anwendung von (3) in Verbindung mit (1)




n=1 n=1
K - [:nfi+k]'
X+ == njx|{ + °
=[x 51= 013 + F |5
Da wegen n21, 0¢r<¢1 und 0€ k€ n-1 stets
¢ <|lndik] e 2@-12] T2-2] 4
= n = n nj =

gilt, sind die Summanden der erhaltenen Restsumme nur der Wer=-
te U und 1 fdhig. Die ersteren sind fiir den Wert dieser Rest=
summe bedeutungslos. Es sind genau die Summanden, fiir welche
[nrl+k €n ist. Somit erh&lt man schlieBlich

n=1 -1 '
S [ 5] -nll+ 3 2 =l o]

und die Bestdtigung der Formel (5).

3. Das Reziprozitétsgesetz von EISENSTEIN

Zuerst einmal bedarf der Begriff des Reziprozitidtsgesetzes
einer ErlHuterung. Es sei T(a,b) ein fiir a und b definierter
Term, wobei a und b einem gewissen Grundbereich entnommen sind.
Ist dann auch T(b,a) definiert, so heiBt ein gesetzméliger Zu-
sammenhang zwischen den Termen T(a,b) und T(b,a) ein Reziprozi-
tétsgesetz. Solche Reziprozitédtsgesetze sind bereits aus dem
Schulunterricht bekannt. Beispielsweise gilt fiir positive re-
elle Zahlen a und b die einfache Beziehung

log % + log % = 0,

das Reziprozitiitsgesetz der Logarithmusfunktion. Ein Rezipro-
zitédtsgesetz flir das groBte Ganze ist der folgende Satz von
EISENSTEIN.

Satz 2: Es seien a und b beliebige ungerade ganze Zahlen
- mit a®3, b23 und ggT(a,b) = 1. Dann gilt
a=1 '

b=1
(6) égi[?%{]+-;§?[}€= = LE:l%éR:ll.

Beweig: Filr jedes geordnete Paar (k,l) der Summationsindizes
80ll im weiteren die ihm entsprechende Differenz bk-al etwas
néher betrachtet werden. Uberdies sei zur Abkiirzung
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a=1
2t
S(a,b) := EJ%‘]

vereinbart. Die zweite auf der linken Seite von (6).stehende
Summe ist dann offensichtlich S(b,a).

Zunédchst bemerkt man, daB keine der Differenzen bke-al verschwin-
det. Denn wédre bk-al = 0 und somit al=bk, miiBte alpk (a teilt:
bk) gelten. Da jedoch ggT(a,b) = 1 und a % 1 vorausgesetzt sind,
wiirde dies alk erfordern. Das ist aber wegen

0c1 2k « 251 <o
unmoglich. Demnach gilt stets bk-al % O.

Nun soll die Anzahl der positiven Differenzen bk-al ermittelt
werden. Denkt man sich k fest gewdhlt, so ist genau dann
bk-al® 0, wenn 1 der Bedingung 1< b—k genigt. Wegen jz darf
1 mithin von 1 bls[-—fI variieren. Zu Jedem festen k gibt es
folglich exaktl: k] positive Differenzen bk=al. Also existie-

ren insgesamt genau S(a,b) Zahlenpaare (k,1) mit bk-al»Jd.

Die Bestimmung der Anzahl der negativen Differenzen bk-al be-
reitet jetzt keine Miihe mehr. Vertauscht men né&mlich in den
vorstehenden Uberlegungen a mit b und damit zwangsléufig auch
k mit 1, behalten alle SchluBfolgerungen ihre Richtigkeit.
S(b,a) gibt demzufolge die Anzahl der positiven Differenzen
al-bk an, also die Anzahl aller Zahlenpaare (k,1) mit bk-al< C.

Zusammenfassend erh#dlt man, daB8 S(a,b) + S(b, a) mit der Gesamt-
zahl der geordneten Paare (k,1l) ilibereinstimmt. -Demmach ist
5(a,b) + S(b,a) = {8=1)(b=1)

und (6) vollsténdig bewiesen.

4. Einige zahlentheoretische Anwendungen

Aus der Fiille der verschiedenen Anwendungsmdglichkeiten des
groBten Ganzen kann an dieser Stelle nur ein bescheidenes An-
gebot realisiert werden. Die Auswahl beschrédnkt sich auf eini=-
ge typische Beispiele unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades
aus der Zahlentheorie, dem Hauptanwendungsgebiet.
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Zu den héufigsten und gleichzeitig einfachsten Anwendungen ge-
hort das Umformen endlicher Summen etwa der Gestalt

< f£(k)g(1),
12kl sx

wobei iiber alle geordneten Paare (k,1l) natiirlicher Zahlen mit
1 2kl € x z2u sumnieren ist.

Satz 4: Sind f und g zwei filr natiirliche Zahlen definier-
te Funktionen, so ist filr beliebige reelle x » 1 stets

tar © E]
7 Z‘ L8 = Fm" f’g(l).

Beweis. Aus der Summationsbedingung 1 € k1 € x und k¢1 a 1
folgt, daB k alle natiirlichen Zahlen des Intervalles [ 1,xJ
durchlduft, 1 filr jedes dieser k diejenigen des Intervalles

19

Abb. 3

-
L

Dies gestattet auch eine in Abb. 3 wiedergegebeme geometriache
Interpretation. Es ist iiber alle Gitterpunkte (Punkte mit ganz-
zahligen Koordinaten) des 1. Quadranten zu summieren, die auf
oder unterhalb-der Hyperbel 1 = E liegen. Dabei bleiben die Git~
terpunkte auf den Koordinatenachsen unberiicksichtigt. L&Bt man
vorerst k konstant und nur 1 laufen, was anschaulich einer Sum-
mation parallel zur l-Achse entspriiche, erhdlt man zunichst
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[£]

(k) &, g(1).
' 1=1

Die anschlieBend noch auszufiihzende -Summation iiber k beweist
die behauptete Umformung (7).

Dieses Verfahren 1d8t sich ohne Schwierigkeitem auch auf Sum=-
men ﬁberfmgen, deren Sumationhedingung ein anderes Aussehen
begitzt. Es seien beispielhaft 1 € lcl2 €x, 0¢€ k2+12 € x oder
devyk + V' €x genannt. Die Herleitung analoger Formeln zu (7)
sei allerdings dem Leser als Ubung ilberlassen.

Eine schulbezogene Anwendung des griSten Ganzen betrifft die
Berechnung der Ziffern einer in der Skale g> 1 darzustellenden
natiirlichen Zahl m, d. h. der durch

m = (e ess0q0,), i= c 8" +eeet C,8 + C

)8
und ¢ = ckdg fiir alle k=0,1,...,n eindeutig bestimmten ganzen

Zahlen Cpee

Dr. Lothar Schnabel (Bereich Theoretische Mathematik)
Christian Sonntag (Spezialschule CARL ZEISS, Klasse 11a)
Peter Stenzel (Spezialschule CARL ZEISS, Klasse 11a)

(Fortsetzung folgt)

Crofton’s Seilliniensatz (Teil Il)

5. Schnitt mit zwei konvexen Polygonen

Zuerst betrachten wir zwei konvexe Polygone P und Q, die gemein=-
same Punkte haben sollen (siehe Bild 9).

L 4
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Zu den Geraden, die sowohl P als auch Q schneiden, gehdren of-
fensichtlich auch Geraden, die nicht den Durchschnitt Pn Q der
beiden Polygone treffen-(vgl. g in Bild 9).
Mit U(P) bzw. U(Q) bezeichnen wir die Umfénge beider Polygone.
Wir denken uns um P und Q ein Seil straff gespannt und nennen
die entstehende Linie die #&uBere Seillinie Ca, deren Lénge Ih
sei.
Folgende MaBzahlen benttigen wir:

M(P) ... fiir die Menge der Geraden, die P aber nicht Q tref-

fen,

/4(Q) +.. flir die Menge der Geraden, die Q aber nicht P tref-
fen und

a(P,Q).. fiir die Menge der Geraden, die sowohl P als auch Q
treffen.

Wir erinnern uns daran, daB wir mit u(P) und u(Q) die Anzahl
aller Geraden, die P bzw. Q treffen, bezeichnet haben. Fiir das
von der &uBeren Seillinie C begrenzte konvexe Polygon A be=-
zeichne }LLA) die MaBzahl der Geraden, die A schneiden und es
ist )u.(A) =
Nun ﬁberlegen wir uns, daB
- Jjede Gerade durch P entweder nur P und nicht Q oder aber
sowohl P als auch Q trifft,
~ Jjede Gerade fAurch Q entweder nur Q und nicht P oder sowohl
P als auch Q schneidet und

- Jede Gerade durch A entweder nur P oder nur Q oder beide .
Mengen trifft.

Mit den oben bezeichneten GrdBen./L(P), /;(Q) und /u(P Q)
schreiben wir das in Form des folgenden linearen Gleichungs-
systems:

A(P) + u(P,Q) = u(P) = U(P)

AQ) + u(P,Q) = u(Q) = U(Q)

AB) + Q) + L(P,Q) = u(A) =
Daraus erhalten wir

A(P,Q) = U(P) + U(Q) - L.

Die MaBzahl fiir alle Geraden, die sowohl P ‘als auch Q schneiden,
ist also durch die Umfénge der Polygone und die Lidnge der &uBe-
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ren Seillinie bestimmt.

Uber die Lénge der Seillinie geht die Lage der Polygone zuein=-
ander mit ein.

Dieses Ergebnis werden wir fiir konvexe Polygone P und. Q, die
keine gemeinsamen Punkte haben, benutzen (siehe Bild 10).

Bild 10.

Zuerst betrachten wir auBer der #duBeren noch die innere Seil-
linie Ci, die man sich durch ein straff um P und Q gespanntes
und gekreuztes Seil vorstellen kann,
Die Liéinge der inneren Seillinie sei Li‘
Es entstehen zwei Polygone P' und Q', die nur den Kreuzungs-
punkt von C; gemeinsam haben (siehe Bild 10).
Fiir alle Geraden, die sowohl P' als auch Q' treffen, wobei P
und Q' gemeinsame Punkte haben, wissen wir von oben
a(P',Q') =U(R') + U(Qr) - L.

Da die Rénder von P' und Q' gerade die innere Seillinie sind,
gilt '

U(R') + U@Q") = Ly,
Danit erhalten wir die Formel

M(P',Q') = Li - I:a.
Anhand von Bild 10 machen wir uns klar, daB fast alle Geraden,
die sowohl P’ als auch Q' schneiden, auch P und Q treffen.
Ausgenommen davon sind Geraden, die nur durch den Kreuzungs—
punkt der inneren Seillinie gehen, diese erhalten aber nach un-
gerer Festlegung im 3. Abschnitt sowieso nur die MaSzahl 0.
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Ergebnis: _
Eine laGizahl fiir die llenge aller Geraden, die sowohl ein

konvexes Polygon P als auch ein zu P disjunktes konvexes
Polygon Q schneiden, ist die Differenz aus der Idnge der
inneren Seillinie (L;) und der der &uBeren Seillinie (L,).

Diese Formel ist ein Spezialfall des (fiir beliebige konvexe Ge-
biete von Crofton und filr zwei oder mehrere konvexe Polygone
von Silvester) als Seilliniensatz bekannten Resultates aus der
Integralgeometrie. ‘

Das Ergebnis héngt wesentlich von der Festlegung der liaBzahl
fiir Geraden, die eine Strecke schneiden, in Abschnitt 2 ab.

Der armenische lathematiker R.V. Ambartzumjan hat auch fiir an=-
dere Festlegungen und mehrere Polygone im Rahmen der kombinato=-
rischen Integralgeometrie dazu Formeln entwickelt.

6. Trefferwahrscheinlichkeit einer Geraden mit zwei Polygonen

Am Anfang haben wir nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine
Gerade durch P auch Q trifft, gefragt. Vor der Berechnung die-
ser Wahrscheinlichkeit miissen wir uns zuerst klar machen, daB
wir im Gegensatz etwa zum Viirfeln oder dem Werfen einer lMiinze
nicht endlich viele mdgliche Ereignisse vorliegen haben. Wir
konnen also nicht die Wahrscheinlichkeit als Quotient aus der
Anzahl der fiir unser Problem glinstigen Fdlle durch die Anzahl
der moglichen Fédlle ausdriicken. Zur Berechnung von sogenann-—
ten geometrischen Wahrscheinlichkeiten (das sind z. B. Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, daB ein zuf&llig in einen Kreis vom
Radius R geworfener Punkt in einen darin enthaltenen Kreis mit
dem Radius r féllt, bzw. die beim Buffonschen Nadelproblem oder
dem Bertrandschen Paradoxon suftretenden Wahrscheinlichkeiten,
vgl. dazu WURZEL Nr. 5 und 6/1982 sowie 2 von 1984) dividiert
man eine geeignete MaBzahl fiir die gilinstigen Fédlle durch eine
MaBzahl filir die moglichen Félle (z. B. Fldcheninhalt des klei=-
nen Kreises durch den des groBen Kreises).

In unserem Fall setzen wir fiir alle mdglichen Fdlle U(P). Das
sind all die Situationen, in denen g das Polygon P iiberhaupt
trifft.

Glinstig im Sinne der Aufgabenstellung sind die Fdlle, in denen
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die Gerade dann auch noch Q schneidet, wofiir wir im 5. Abschnitt
I'i - I‘a berechnet haben.
Also kdnnen wir die gesamte Wahrscheinlichkeit mit

Ly=Dg

ey
durch die Léngen der Seillinien und den Umfang von P ausdriicken.
Diese Wahrscheinlichkeit héngt ebenfalls ab von der im 3. Ab-
schnitt festgelegten MaBzahl fiir die lMenge der Geraden, die
eine Strecke schneiden. Die dort gewéhlte Festlegung paBt zu
der anschaulichen Vorstellung, daB alle Geraden als gleichbe--
rechtigt betrachtet werden, und in der Integralgeometrie kommt
dem sogenannten bewegungsinvarianten Geradenmal, das unseren
iberlegungen zugrunde liegt, eine besondere Rolle zu.

Dr. S. Nagel
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29. Internationale Mathematikolympiade 1988 in Canberra
(Aufgaben und Lésungen des ersten Tages)

1. Man betrachte in einer Ebene zwei Kreise mit den Radien R
und r (R>r) mit dem gleichen Mittelpunkt. Es sei P ein fe-
ster Punkt auf dem kleineren Kreis und B ein variabler
Punkt auf dem groBeren Kreis. Die Gerade BP schneide den
groBeren Kreis ein zweites Mal in C. Die Senkrechte 1 auf
BP in P schneide den kleineren Kreis ermeut in A (falls 1
eine Tangente in P ist, dann ist A=P).

(I) Man bestimme die Menge aller Werte von
B2 4 TK2 + XBZ ,
(II) Man bestimme den geometrischen Ort aller Mittelpunkte
" " yon AB, (Kreis = Kreislinie)

¢

Logung:

Sei ¥ OPA =.Y, GD = dem Durchmesser durch P, M der Mittel-

punkt von PA und N der von BC.

Dann gelten: :

S = BC? + CA® + AB®
= (BP+2C)? + Pc? + pa2 4 BP? 4 PA2

2(PAZ + PB® + PC° + BP-EC) (1)
PA = 2r cos ¥

BP = BN - PN =1ﬁR2-r200092.} - r gin .}




19 - IMO

PC = PN4NC = PN+BN =7R°-r2cos°t + r sin

BP+PC = GP+PD = Ro-r°

Durch Einsetzen in (1) erhilt man

S =2 [4r2c032.}+2(32-r20032a}+r231n2.})+R2-r2]

= 6R% + 212

Die Summe ist konstant und somit unabhiingig von -¥.

Die Parallele zu BC durch A schneide den grdBeren Kreis in
den Punkten B' und C', die Eckpunkte der Rechtecke BPAB'
und CPAC' darstellen. Der Mittelpunkt U der Diagonale BA
ist ebenso der Mittelpunkt der Diagonmale PB' und damit
gilt P = 5 FB'. Analog gilt PV = 4 PC's

Da B' und C' denselben Kreis (O,R) beschreiben und U und V
eindeutig sind, ist der geometrische Ort aller Mittelpunk-
te von AB das Bild des Kreises (O,R) unter einer Stauchung
H(P;%).

2. Sei n eine positive ganze Zahl; es seien 11,A2....,A2n+1

Teilmengen einer Menge B und es gelte:

(a) Jede Menge A; enth#lt genau 2n Elemente.

(b) Filr alle Indizes 1 und j (1 £ 1< j £ 2n+1) enthdlt die
Menge Ain Aj genau ein Element.

(¢) Jedes Element von B gehSrt zu mindestens zwei der Men-
gen Ai.

Fir welche Werte n kann man fiir gegebene Menge B und ihre

Teilmengen Aqshyyeee,h, 4 mit den Eigensohaften (a), (b)

und (c¢) Jedem Element von B eine der Zahlen O oder 1 so zu-

ordnen, daB genau n Elementen jeder Menge A; die Zahl O zu-

geordnet wird?

Losung:
Wir beweisen, daB s0 eine Zuordnung genau dann méglich ist,
wenn n gerade ist.
1. Zu Beginn zeigen wir, daB die Bedingungen (a) - (c) eine
stdrkere Version von (¢) implizieren:

(c*) Jedes Element von B gehdrt exakt zu zwei der Men-
gen A.ic
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2n+1 -
‘Beweis: Es gilt Aj = ;;4 (A n Ad) fUr j=1,00e,20n+1 (%)
i)

Die Beziehung "z" ist trivial, die umgekehrte
Beziehung folgt aus (c).

Angenommen, es existiere im Widerspruch zu (c*)
ein aeA n AN AB. Wegen (b) enthdlt jede Menge
(A1n Ai) genau ein Element. Somit wiirde A, we-
gen (#) im Widerspruch zu (a) maximal 2n-1 Ele-
mente enthalten. '

2. Als néchstes zeigen wir:
Ist die Zuordnung der Nullen und Einsen zu den Elementen
von B in der geforderten Art und Weise mdglich, muB n
eine gerade Zahl darstellen.

Beweis: Wir definieren eine 2n x 2n Matrix wie folgt:
An die Stelle der Matrix, die der Zeile i und
der Spalte j entspricht, schreiben wir die Zahl,
die dem (eindeutigen) Element von A n Aj zuge-
ordnet ist (filr i#j) bzw. die Zahl, die dem
(eindeutigen) Element von A ;N App,q Zugeordnet
ist (fiir i=j). Wegen der Voraussetzung und (o%)
enthdlt jede Zeile n Nullen und somit die ganze
Matrix 2n2 Nullen. Da die Matrix bezliglich der
Hauptdiagonale symmetrisch ist, mu8 die Anzahl
der Nullen auf der Hauptdiagonale ébenfalls ge-
rade sein. Aber die Zahlen auf der Hauptdiago-
nale sind die Zshlen, die den Elementen von

12n+1 zugeordnet sind. Die Anzahl der Nullen ist
somit n und gerade.

3, Zum SchluB zeigen wir, daB fiir ein gerades n eine ent-
sprechende Zuordnung von Nullen und Einsen mogllch ist.
Sei T eine Matrix, definiert durch

T =

=0-=0
O=0=
= 0=0
O=O -

und fiir n=2k sei U eine 2n x 2n-Matrix, definiert duroch
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TT eoe T
U = .
TT‘OIT
‘ k=-mal
Dann gibt U, interpretiert wie in 2., eine gewlinschte

Zuordnung.

3. Es sei f eine Funktion mit dem Definitionsbereich
N={1,2,3,...} Es gelte:
£(1) = 1, £(3) = 3,
und flir alle neN
£(2n) £(n),
£(4n+1) = 2f£(2n+1)=£(n),
£(4n+3) = 3£(2n+1)-2£(n).

Man bestimme die Anzahl aller Elemente ne N mit n & 1988
und f(n) =

Log 3
Durch einfaches Ausrechnen erhalten wir folgende Funktions-
werte: :
n: 2345678910111213.14151617...
f(n): 13153719 513 311 715 117 ...

Dabei zeigt sich fiir die vorliegenden Werte, daB folgende
Beziehungen gelten: £(2K)=1, £(2¥-1)=2-1,

f(2k+1)=2k+1, welches eine Verbindung mit der Bin&rdar-
stellung der Zahlen nahelegt.

Behauptung: f£(n) entspricht der Zahl, die man durch Riick-
wirtslesen ihrer Bin#irdarstellung (wobei fiih-
rende Nullen ignoriert werden) erh&lt.

Beweis (durch Induktion):
Da f£(2n)=f(n) gilt, geniigt es, nur ungerade Zahlen zu
betrachten.
Pilr n=4m+1 gilt folgende Summendarstellung mit a e{O 1}

und a, =1, 1=0 ¢ 4m+l = 23, woraus folgende Dar-

0 3
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stellungen abgeleitet werden kdnnen:

m = EE: ay 2:"2

J=2
2m+1 = 1 + EE: e pd=1
J=1
Nach der Behauptung gilt weiterhin:

k <
£(2m+1) = ok=1 4 ;:%ajzk'1'(3'1) = 2k-1, EE:aJEk'J

=4 -
£(m) = 25 8y ok=J

j=2

K
£(4m+1) = S a, 2K7J
j=0 ¢

Durch einfaches Ausrechnen kann dann die Beziehung

£(4m+1) = 2£(2m+1) - £(m)
verifiziert werden.
Fir n = 4m+3 gilt folgepde Summendarstellung mit
éé ' 23, woraus wiederum folgt:

a, =84 = 1 : 4m+3 = 5 j
k
m=3] a 2d=2
J=2
k -1
om+l = 1 + 3 a, 2970,
j=2 d

Analog dem vorigen Fall 1#8t% sich die Beziehung

£(4m+3) = 3f(2m+1) = 2f(m)
nachpriifen, womit die Behauptung bewiesen wére.

Somit miissen wir nur noch die Anzahl natiirlicher Zahlen be=-
gtimmen, die kleiner 1989 sind und deren Bindrdarstellung
ein Palindrom bildet. '

Nun ist die Anzahl 2m-stelliger binérer Palindrome gleich
der Anzahl (2m-1)-stelliger bindrer Palindrame, némlich
gleich 5l 1 o

Es gilt 2'0< 1988< 2''. Die Anzahl von Palindromen < 2048
betrdgt 1 + 1 +2 + 2 + 4 +4 +8+ 8+ 16 + 16 + 32 = 94.
Da 1988 = (11111000100), und auBerdem nur zwei 11-stellige
Palindrome groBer 1988 existieren, ist die gesuchte Anzahl
gleich 92,
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Preisaufgaben

S 7 UyCTB T, L, ¥, = AJMA:H MeLaH Tpeyronbiuka ABC. Jo-
KaniTe, Yio ) )
Té+ s 4 ng%Jch'( Z+(F+VC) ,

ec’u a, B, ¢ — cTOpoHE ABC. |
L7 KaxuX TPeyl'ONBHLKOB AOCTII3seTCH 3HAK DaReHCTBAT

"V 8 Man 1ldse das Gleichungssystem

fx+y~-4l=5 _
lx—3l+ly-‘?|'3 . |

V @ Die Gleichung 1:4 + an:3 + bx + ¢ce0 habe 4 reelle Lisun-
gen, I'Jlan zelge, daB ab‘O gilt.

i b s - s —— —

V10 Die Zahlen a, b, ¢ liegen im Interwvall [O,zl und es gelte

cos a - =a
sin cos b=b _
~ cos sinc=c .
Man ordne a, b, ¢ ihrer Gr*Be nach.
V1

1 Gegeben sei ein abgeschlossenes Intervall [a,b] und eine
Menge von Intervallen [a,l,b,l'l 5 [ae,be'] o WeE & [an,bn] .
welche im Inneren von [a,b] liegen. Fiir jeden Punkt
x€[a,b] sei die Anzahl der Intervalle [ai’b1] mit xG[ai,b;
ungerade.

Man beweise, daB n ungerade ist.

V1@ Welche reellen Zahlen x, y, z erfiillen die Gleichungen

x2 + y2 + z2=14

Xy + X2 + yz 11
Xyz =6 °?

Einsendeschiu3 1. 5. 1989

Bemerkung zu ,,Analogen zum Satz des Pythagoras*

In dieser Arbeit waren leider sinnentsteliende Druckfehler ent-
halten (die Bezeichnung der GriBen auf Seite 162 stimmte nicht
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mit der auf den Seiten 16%-164 iiberein),so daB wir die uns von
Herrn Miller aus Vielau zugesandte kurze Lisung zu dieser Auf-
cabe ver®ffentlichen m*chten: (2

Ausgehend von den paarweise aufeinander

senkrecht stehenden und ein Rechtssystem
bildenden Einheitsvektoren e ey, e, be-
trachten wir die das Dreieck ABC mit dem

Flachenlnhalt A aufspanrenden Vektoren 3
A-xex, 'SB yey, SC #ze, und weiterhin €% A

-
die Vektoren AB =-xe  + yey und BC "~y + g0, (vgl., Skizze).

Dann ergibt sich bei Beachtung der Distributivitédt und der f'r
die Multiplikation der Basisvektoren geltenden Regeln

ALL:%’AJB’ x BCl= %Ixye + Xze o + yze, |

und somit
Aﬁ- (125{)2 (g—)2 zx s WeZabow, .

Satz 5: Ist m=(c n***%1% ) , S0 berechnen sich die Zifferm
Cy (0 £« k € n) nach der Formel

@ o =[] - s [ ] -

Beweig: Dividiert man die Gleichung m= cngn+...+c1g+o° durch
(0 £ k € n), erhdlt man :

+ T
g = 8y k
. mit

ca o gtk + +¢, und r, := “k~ i i
ak e = ng +l.l Gk+1g k k .

teoot =7 Al

g g
Da im Positionssystem mit der Skale g die Ziffern nur die Wer-
te 0,1,004,;8=1 annehmen konnen, gilt fiir Ty die Abschétzung

-1 =1 =1 1
Ufrkﬁsg—+..-+§m+§ra1-?<1-
Mit Riicksicht auf die Ganzzahligkeit von a, ist also

e

Die Betrachtungen bleiben auch fiir k>»n richtig und sinnvoll,
setzt man in diesem Falle ak=6. Man denke sich etwa in der Dar-
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stellung (c n***CqC 0) von m hinreichend viele bedeutungslose
Ziffern O links hinzugefligt. Somit ergibt. sich

LRSI

n=k=1

=c.g = +esoto, q8+0, =g(c 8 +...+ck+zg+qk+1) = ¢)

fiir alle k<n und
m m P
[g_n] - gl:gE+’|] = 8,=88p,q = g0 = ope

Die letzten beiden Anwendungen beschédftigen sich mit Teilbar-
keitseigenschaften von Fakultéten.

Satz 6: Gegeben sei die natiirliche Zahl m 2 1. Der maxi-
male Exponent n, mit welchem eine Primzahl p in m!
enthalten ist, ist

(9) | n=m[m]-

P LK

Beweig: Da p Primzahl ist, geniigt es, die Teilbarkeit der Fak-

toren 1,2,...,m von m! durch pk (k21) zu diskutieren. In der

Folge der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen sind

pk,Epk.Bpk,... und nur diese durch pk teilbar. Gehoren k, die-

ser Vielfachen von pk der Menge {1,2,...3nf}der betrachteten

Faktoren an, so gilt kopk €m <(k0+1)p » also

m
kO £ -—E<ko+1-

Das bedeutet aber, daB es in der Menge {1 2,...,m}genau
[‘E] durch p teilbare Zahlen gibt. Sie sollen zur Menge

Mk zuaa.mmengefaﬂt werden. Bezeichnet ll’{kl die Anzahl jihrer Ele=-
mente und pK die hdochste Potenz von p, die in einem der Fakto-
ren 1 2,...,m enthalten ist, dann folgt

ZIMI( )_—1[-121

Im Felle p »m sind wegen K=0 beide Summen als leere Summen
(= 0) zu verstehen. Leer sind auch die Mengen M und[%] = @

filr k>K. Die obigen endlichen Summen konnen demnach formal
als unendliche Reihen geschrieben werden.
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2\l - 2 [&]

Ihr Wert ist der gesuchte Exponent n, da jeder betrachtete Fak-
tor von m!, der ein Vielfaches von pl, aber nicht von pl"'1 ist,
bei der Summation genau l-mal gez&hlt wird, né&mlich als Element
der Mengen M,,M,,e..,l;. Damit ist (9) bewiesen. :

Nachtréglich sei noch bemerkt, daB wegen O! = 1 die Behauptung
(9) trivialerweise auch fiir m=0 richtig ist, nicht jedoch der
gefiihrte Beweis.

Der Satz 6 bildet das Fundament vieler weiterer S&atze. Einer
der interessantesten ist der folgende Satz von LANDAU,

Satz T: Es bezeichnesg = (y1,y2,...,yn) ein geordnetes
n-tupel reeller Zshlen, ¢ = (x,‘,xz,...,xn) ein sol-
ches natiirlicher Zahlen. PFerner sei

A;(49) = a4y + 85375 +eeot By

Bi(tg) 1= byyyq by Vo teset hniyn

(1 € i € m), wobei die Koeffizienten Bpi1804reee18 4
und b1i’b21"“'bni netiirlich vorausgesetzt werden.
Dann ist der Quotient

Ay(@)tA (). h) (g)!
(10) B, ) B, (@) ---B, )"

fiir alle 4 ganzzahlig und nur dann, wenn die Unglei—
chung

(1) B 8 L) o BT

fiir alle 49 mit y1,y2,...,yn€[o,17 Giiltigkeit besitzt.

Beweis: Im ersten Teil des Beweises soll gezeigt werden, dal
die Bedingung (11) fiir die Ganzzahligkeit von (10) hinreichend
ist. Sei also (11) erfiillt und 4 =(x;;X5s.0,X, ) ein beliebi-
ges n-tupel natiirlicher Zahlen. Ist p eine willkiirlich gewéhlte

Primzahl und
_% .{.r 41- £
[. .] qk !

fiir alle qg=1, 2,...,n und k = 1, erhélt men zunéchst
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A.(t) n b4 n
. 4
=it | ;3] " e Tax

B. (¢

- i k L]
p = ql q=1 q q

Aug (11) folgt mit Yq=eoe=Yquq™Y +1=...=yn=6 und yq=1 wegen
der Ganzzahligkeit der Koeffizienten einerseits

m m
a a b .

mit‘g =(r1k,r2k,...,r ) andererseits

b ,.»r
2 [l E[Brral

Diese Teilergebnisse llefern in Verblndung mit (1)

&l “"1 ] J “ostac]

'QM:'

i= P
und somit A @) s @?)
m @ 4 m [a's)
‘—k——'-& b
EE; k=1l: P .]' EE; 11[

Demzufolge ist nach Satz 6 eine beliebige Primzahl im Z#hler
von (10) mindestens ebenso oft wie im Nenner enthalten. Mit-
hin mu8 (10) ganzzahlig sein.

Nun wdre noch zu beweisen, daB8 (11) fiir die behauptete Ganz~
zahligkeit von (10) auch notwendig ist. Der Beweis soll indi-
rekt gefiihrt werden. Angenommen, es gibt ein n-tupe;
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q:(y.l,yz,...,yn) mit y1,32....,yn€£0,1] , filir welches

m m

E [2, @) < 3__-:1 [31“9)1
gilt. Diesem aq kemn nun in eindeutiger Weise durch die Vor—
schrift

= [py T +1

ein n-tupel ¢, =(x1,x2,...,x ) na.turlicher Zahlen zugeordnet
werden, wobei p eine hinreichend gro3 gewidhlte Primzahl bedeu-
tet. Mit HLI werde das Maximum aller Koeffizienten a und. b
bezeichnet, mit M, das Maximum aller Differenzen A; o) = [ Alﬂ} ]
und B4~ [3,69]-
Nach der Definition des groBten Ganzen geniigt M der Ungleiohu.ng

g = M2<.1. SchlieBlich werde noch
nll
1
p72nm1 und p'?-f_-:EE

fiir die Wahl der Primzahl p vereinbart, was wegen der Existenz
unendlich vieler Primzahlen mdglich ist.

Unter diesen Voraussetzungen erhdlt man bei gleichzeitiger Be-
achtung von pch X Py +1<2p fiir das konstruierte n-tupelf

P e[A (1')] [A i @) ,;[__

fiir alle k 2 2 und in Verbindung mit (1)

A (
[Ai("o)] 5[ =

=< [ne - e (CCORTS 2

ni
1
=[Ai(1g)] +[M2 + —p—] =[Ai(4q)] :
Diese beiden Abschidtzungen bleiben richtig, wenn man Ai(g)

durch B, (#) und A, @) durch B, #®)) ersetzt. Also gilt mit Rilck-
sicht auf die Annahme

m (09} Ai(‘?) m @ Bi(f)
& E[50]- Braak Bhol - £ £

Das bedeutet aber, daB (10) fiir das konstruierte n-tupel
nicht ganzzahlig ist, da die Primzshl p nach Satz 6 im Nenner
in einer hdheren Potenz als im ZEhler enthalten ist. Soll
folglich (10) filr alle n-tupel natiirlicher Zahlen ganzzahlig
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sein, ist die Erfiillung von (11) eine notwendige Voraussetzung.

Ubungsaufgaben
(1) Man beweise, daB8 der Term
(2::.| ) (212)!
x.'Isz (x1 +x2)!

fiir jede Belegung x1,12¢ N gﬁnzzahlige Werte liefert.

(2) In Verallgemeinerung der Aufgabe (1) bestltige man die Ganz-
zahligkeit von

(&I.')! (312)!

X131 (x,4x,)1)8 1

fiir alle a.x1,x2¢ IN und a 2 1.

(3) Man zeige, da8 x1!x2!(2.x1+x2)!(:c1+2x2)! fir beliebige natiir-
liche X, und X, stets ein Teiler von (4x1)! (4::2)!' ist.

(4) Man beweise fiir alle natiirlichen Zahlen n die Gleichung

[ﬁ?+ I?ﬁ'} [1-4-1'-1;-2']

Dr. Lothar Schnabel (Bereich Theoretische Mathematik)
Christian Sonntag (Spezialschule Carl Zeiss)
Peter Stenzel (Spezialschule Carl Zeiss)
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Einfilhrung in die Assembler-Programmierung
(Fortsetzung aus 7/8-88, 11:88 und 12-88)

9, Bit-Befehle

Wie schon bekannt, werden 8 Bits zu einem Byte zusammenge faBt
und entsprechend der Skizze numeriert:

1 Byte | & | Bit7 | Bit6 | Bit5| Bit4 | Bit3 Bit2 | Bit1 | Bitd

Bits aus beliebigen Registern kdnnen wahlweise gesetzt (Signal-
zustand "1") oder riickgesetzt (Signalzustand "@") werden.

SET b, r ordfiet dem Bit b des Registers r (emtspr. (HL))
den Zustand ™" zu.
SET b, (HL)
RES b,r ordnet dem Bit b des Registers r (entspr. (HL))
den Zustand "@" zu.
RES b, (HL)
Befehlscode: |
r A B C D E H L (HL)

SET @,r | CBCT CBC@ | CBC1 | CBC2 | CBC3 | CBC4 | CBCS CBC6
SET 1,r | CBCF | CBC8 | CBC9 | CBCA | CBCB CBCC | CBCD | CBCE
SET 2,r | CBD7 CBDg | CBD1 | CBD2 | CBD3 | CBD4 | CBD5 CBD6
SET 3,r | CBDF | CBD8 | CBD9 | CBDA CBDB | CBDC | CBDD | CBDE
SET 4,r | CBE7 | CBE@ | CBE1 | CBE2 | CBE3 CBE4 | CBES | CBE6
SET 5,r | CBEF | CBE8 | CBE9 | CBEA | CBEB | CBEC | CBED CBEE
SET 6,r | CBF7 CBF¢ | CBF1 | CBF2 | CBF3 | CBF4 | CBF5 CBF6
SET 7,r | CBFE | CBFg | CBFY | CBFA | CBFB | CBFC | CBFD | CBFE

RES ¢,r | CB87 | CB8¢ | CB81 | CB82 | CB83 | CB84 CB85 | CB86
RES 1,r | CBSF | CB88 | CB89 | CB8A | CB8B | CB8C | CB8D | CB8E
RES 2,r | CB97 | CB9@ | CB91 | CB92 | CB93 | CB94 | CBYS.| CB96
RES 3,r | CB9F | CB98 | CB99 | CB9A | CB9B | CB9C | CBID | CBOE
RES 4,r | CBAT | CBA@ | CBA1 | CBA2 | CBA3 | CBA4 | CBA5 | CBA6
RES 5,r | CBAF | CBA8 | CBA9 | CBAA | CBAB | CBAC | CBAD | CBAE
RES 6,r | CBB7 | CBBY | CBB1 | CBB2 | CBB3 | CBB4 | CBB5 | CBB6
RES 7,r | CBBF | CBB8 | CBB9 | CBBA | CBBB | CBBC | CBBD | CBBE
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8. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
1041 3E F¢ | ID A,FgH A mit FPH laden
@2 CB C7 SET #,A Bit@# setzen
@4 CB BF RES 7,A | Bit7 riicksetzen
@6 32 91 9@ ID(@@P1H) ,A | nach Zelle 1 lad.
$9 c9 RET

Bei der Programmabarbeitung wird zundchst F@H 2 [1111; 0000 | in
den Akkumulator geladen und anschlieBend Bit# gesetzt und Bit7
rilckgesetzt, so daB im Akkumulator [@$111:¢@@1] & 71H steht. Die-
se Zahl wird dann in die Speicherzelle 1 geladen. Man iiberzeuge
sich von der Richtigkeit der Uberlegungen durch CALL@ : ?PEEK(1).
Es wird 71H = 113 (dez.) ausgegeben.

10, Logische Operationen

Zwischen Akkumulator und Registerinhalten ktnnen logische Ope=-
rationen durchgefiihrt werden. Die Verkniipfung erfolgt bitweise
und das Ergebnis steht im A-Register.

AND r bewirkt Ae—A A r, wobei die entsprechenden Bits
durch ein logisches UND verkniipft
werden.

OR r bewirkt A<—A v r, wobei die entsprechenden Bits
durch ein logisches ODER ver-
knlipft werden.

XOR r bewirktt Ae—A @ r, wobei die entsprechenden Bits
durch ein EXKLUSIV-ODER verknﬁpft
werden.

In entsprechender Weise wirken die Befehle:

AND (HL) OR (HL) XOR (HL)

AND N OR N XOR N

Beispiel fiir logiSGhe Operationen

AND OR' XOR
9191911 g1g19191 $1016191 | Inhalt des Akkumulators

119@9119 11999119 119¢911¢ | Inhalt des Registers r

91903109 11819111 19¢1¢911 | Ergebnis der logischen Ope~
ration im Akkumulator
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Operationsoode:

AND A AT OR A BT
AND B Ag OR B BP
AND C A1 OR C B1
AND D A2 OR D B2
AND E A3 OR E B3
AND H A4 OR H B4
AND L A5 OR L B5
AND (HL) | A6 OR (HL) | B6
AND N E6 OR N F6
Fortsetzung folgt
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Algorithmengrundstrukturen

In alpha 5/1988 werden "Algorithmengrundstrukturen und ihre
Notationsformen" dargestellt (verbal, grafisch als Programm-
ablaufplan und Struktogramm, BASIC-Programm).

Zwischen den Grundstrukturen existieren verschiedene inter-
essante Zusammenhinge, so zwischen den verschiedenen Wieder-
holungsanweisungen.

Im folgenden wollen wir eine “"iibersetzungsvorschrift"” erarbei-
ten, mit deren Hilfe ein Zyklus mit Anfandsbedingupg durch einen
Zyklus mit Endbedipngung ersetzt werden kann.

Wir erinnern uns an wesentliche Unterschiede zwischen diesen
Wiederholungsanweisungen:

" Zyklus mit Zyklus mit
Anfangsbedingung Endbedingung
Unterschied (Solangeschleife, (Wiederholschleife,

WHILE-Anweisung) REPEAT-Anweisung)

- = ]

]

Die Wiederholung der Anweisungd(-en) erfolgt,
bis die Bedingung den Wahrheitswert

]
Nr. 1 FALSCH (FALSE) \ WAHR (TRUE)

besitzt.

]
|
]
Die Bedingung wird am :
|
I

Nr. 2 Anfang Ende

|
der Wiederholungsanweisung Uberprift.
|

Beide Unterschiede sind bei der Ubersetzung zu berilcksichtigen.

Struktogramm A: Zyklus mit Anfangsbedingung

WHILE Bedingung
DO

Anweisung(-en)

Struktogramm B: Beriicksichtigung des Unterschieds Nr. 1

REPEAT
Anweisung(-en)

UNTIL NOT(Bedingung)
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Struktogramm C: Berlcksichtigung der Unterschiede Nr. 1 und 2

Bed ingung

Jja nein

REPEAT
Anweisung(-en)

UNTIL NOT{Bedingung)

Im Struktogramm C sind eine einseitige Auswahl und ein Zyklus
mit Endbedingung geschachtelt.

Die Aquivalenz der Struktogramme A und C 18Rt sich sehr gut mit

Hilfe von Programmablaufpl#nen (PAPs) zeigden. Beide Struktogram-
me werden in PAPs Uberfiihrt:

- PAP A PAP C : PAP C’

n
1_

PAP C’ ergibt sich aus C durch Uberfiihren der Bedingung NOT(B)
in B und gleichzeitigem Vertauschen der Ausginge Jj und n.
Die Bquivalenz der PAPs A und C’ ist sofort ersichtlich.

Mit dem folgenden Beispiel wird die Ubersetzung von WHILE- in
REPEAT-Anweisung demonstriert. Die gewdhlte Programmiersprache
ist Turbo-Pascal (Version 3) auf einem robotron Personalcomputer
1715, : ‘

Das Programm berechnet Glieder der FIBONACCI- Zahlenfolge
Definition der Zahlenfolge:

ag = 0
3.1 = 1
Bp, = 8peg + 8y (neN)
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PROGRAM Variante_1;
VAR a, b, c:

BEGIN P
clrscr;

a :=0.0; b :=1.0;

write(a : 20 : 0, b : 20 : 0);

WHILE a < 1.0E10 DO
BEGIN
c = a + b;
write(c : 20 : 0Q);
a:=b; b:i=c¢c
END

real;

END.

PROGRAM Variante_2;

PROGRAM Variante_3;

VAR a, b, ¢: real; VAR a, b, c: real;
BEGIN BEGIN
clrscr; clrscr;
a =0.0; b :=1.,0; a = 0.0; b :=1,0;
write(a : 20 : 0, b : 20 : 0); write(a : 20 : O, b : 20 : 0);
IF a < 1.0E10 THEN REPEAT
REPEAT c = a + b;
c = a.+ b; write(e : 20 : 0);
" write{(c : 20 : 0}; a :=b; b:=c¢
a :=b; b:=e UNTIL a >= 1.0E10 -
UNTIL NOT(a < 1.0E1l0) - .
END.
END.

Variante 1: Der Zyklus wird als WHILE-Anweisung notiert.

Variante 2: Die WHILE-Anweisung wurde in eine REPEAT-Anweisung
ilbersetzt.

Variante 3: Dieses Programm entsteht aus der Programmvariante 2,
indem die IF-Anweisung herausgenommen wird (da in jedem Fall

a < 1.0E10 erfiillt ist) und die -Bedingung NOT(a < 1.0E10) zu

‘a >= 1.0E10 vereinfacht wird.

Dem interessierten Leser empfehlen wir, andere Zusammenhinge
zwischen den Algorithmengrundstrukturen aufzuspiiren.

Literatur:

Alfred Schilling, Wolfgang Topfer: Informatik. Lehrbuch filr das
strukturierte Programmieren. Volk und Wissen Volkseigener Verlag
Berlin 1988

M. Fothe
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Aufgaben und Lésungen der 29. IMO in Canberra (2. Tag)

4. Man zeige, daB die Menge aller reellen Zahlen x, die der Un-

gleichung EES
k
geniigen, eine Vereinigung von disjunkten Intervallen ist,

wobei die Summe aller Intervallidngen 1988 betrigt.

-
Los s

Durch Umstellen der gegebenen Ungleichung erhédlt man
0 ;
CP(x) =5 'Fl_ (z=j)-=- 4 Ek "FF (x=j) £ 0.,
j=1 k=1 jﬁk

Wenn man nun die linke Seite der Ungleichung als Funktion
in x auffaBt, wird klar, daB die Menge in der Aufgabenstel.-
lung eine Vereinigung von Intervallen der Form (i.xi],
i=1,2,e0e,70 ist, wobei die Beziehung i <x < i+1<« X441 fir
i=1,2,600,69 e:fﬁllt ist und die xy die Wurzeln des Poly=-
noms P(x) darstellen.

Nach dem.gurzelsatz von Vieta ist die Summe der Wurzeln
gleich ):7:1 j + (4/5) k.

i J= k=

Somit ist die Summe aller Intervalldngen gleich

0
§£“ (x;-1) = (4/5) )J:Q. k = 1988.
i=1 k=1 _

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit der Hypote-
nuse BC; der FuBpunkt der Hohe auf BC sei D. Die Verbin=-
dungsgerade der Inkreismittelpunkte der Dreiecke ABD und
ACD schneidet die Seiten AB, AC in den Punkten K bzw. L.
Es seien S und T der Flécheninhalt von ABC bzw. AKL.
Zeige, daB S 2 27T ist.
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Figc 1

Losung: c D 5
Seien X und Y die Mittelpunkte der Inkreise der Dreiecke
ABD und ADC, r der Inradius des Dreiecks ABC, T, der des
Dreiecks ABD, T, der des Dreiecks ADC und s der halbe Unm-
fang des Dreiecks ABC. Dann gilt

8 o D = l’;- : | (1)
Ferner sind die Dreiecke ABD und CBA &hnlich, so daB
Trc
Analog gilt
rb .
1'2 = —é.- - ‘ (3)
" XY schneide AD in M, aann ist ¥ XDM = 45° und
DX =_I‘1ﬁ=ﬂ££—- (4)
Analog ist
DYy =2 2, (5)

wobei DX senkrecht zu DY steht. Aus (4) und (5) folgt
AXDY ~ ABAC und damit 4 DYK = & BCA und & DXL = <4 CBA.
Wenn man das Viereck DYKB betrachtet, ist es jetzt einfach
zu sehen, deB & BKY = 135° und somit A LAK gleichschenklig
ist ( ¥ CLB = 135°).

Sei Z der FuBpunkt der Senkrechten von X auf AB, dann gilt

& - - X¢ s-a)c¢
X2 r.l_zK_-a—:.(T) (6)
(r=s-a ist eine bekannte Eigenschaft eines rechtwinkligen
Dreiecks).

Indem wir die Ahnlichkeit von A ABC und A DBA ausnutzen,
erhalten wir '
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(s=c ist die Linge vom Punkt C zum FuBpunkt des Lotes, wel=-
ches vom Mittelpunkt des Inkreises von a4 ABC auf BC ge=-
féllt wurde).

Aus (6) und (7) erhalten wir

2
AR = &{28-80) _ BC g p o 1 (B8 (8)
. a a8 a
S a 2 2. P
Aus (1) und (8) folgt & = 55 - Wegen &” = b“+¢” und
b°+0° = 2bc ergibt sich schlieBlich
R 22

6. Es seien a und b positive ganze Zghlen, so da8 gb+1 ein

Teiler von a2+b> ist.
2 .52
Man zeige, daB -:-rf.f—- das Quadrat einer ganzen Zahl ist.
Los g 5o o

a +b 2

Wir setzen s q& N und erhalten a +’b2 = qab + q.

Da e und b in der Gleichung symmetrisch auftreten, kOnnen
wir o.B.d.A. & = b annehmen. Dann gilt:
qa - a<b = qa.
Beweis der linken Ungleichung:
gab € gqab+q = 51.2+b2 £ ab+h2 » qab <ab+b2
£ qac<a+tb » qa-a <b

Beweis der rechten Ungleidhung:
Angenommen, es gelte b > ga. Dann existiert ein ceN,
so daB b = ga+c. Wegen a..+b2 = gqab+q folgt

a2+(qa+c)2 = qa(qa+c)+q

> 32+q232+2qac+c2 = q2a2+qac+q
P> a2+ qac+02 =q
P q £ qacz.a2+qac+02 =q

% q<q = Widerspruch.
Somit gilt b £ qga.
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Ays gqa-a<b = ga erhalten wir b = ga-r mit O < r<a, reNo.‘

Wegen a.2+'b2 = gab+q gilt:
a2+(qa-r)? = ga(ga-r)+q
& 32+q232-23r+r? = qzaz-qar+q
- @l4r? = gar+q = q(ar+1)
2. 2
a” +r
Al -vors O

v 13

Wenn ein Paar (a,b) die Gleichung g%?z = q erfiillt, gilt
das automatisch auch filir das Paar (r,a). Nun gilt aber die
Beziehung O € r<a < b, so daB die erste Komponente von
(r,a) kleiner als die erste Komponente von (a,b) ist. Da
es keine unendlich streng monoton fallende Folge positi-
ver ganzer Zahlen gibt, erhalten wir Paare mit immer klei-
ner wgrdgnder erster Komponente, bis r = O erreicht ist. -
Sl

Aus%ﬁ—zqundr=0ergibtsichdan.nq=a.

Somit stellt q ein Qua;lrat dar.
Bemerkung: Ein solches Ldsungspaar wdre z.B., (2,8).

Preisaufgaben

JokaxuTe, uTO AJA JKOOI0 TLeYIOJBHUIA NpOoexnyd AlaMeTpa

OIMCAHHO! OKPYEHOCTH, MEepHeHAMKYIAPHOTO OAHOJ/ cTOpoOHe
TPeyTroiAbHUKa, Ha HNPAMYWD, COZepxally BTOPYK CTOPOHY, pPaBHA
oo AJuHe TpeTheit cropoHe!

V 14

Ein Wiirfel mit Seitenlé&nge a werde um 80° um eine Gerade

gedreht, die die Mittelpunkte zweier paralleler Kanten,
welcﬁe nicht auf éiner Seitenfléche liegen, verbindet.
Man bestimme das Volumen des Durchschnitts des Ausgangs-—
wirfels mit dem gedrehten Yirfel!

v 15

Man zeige fiir alle reellen x und alle natiirlichen 7ehlen

n,m , n+m >0 die Ungleichung

m n
m n m
sin x « cos x’.\/ 2

(m+n) (m+n)
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V_16 Gegeben seien drei Zahlen a,b,c. Die Folgen (an),(bn),(cn)
seien folgendermaBen definiert: 84= 8, b1-'b, cq = C,
b_+c +C +b
g - i = B & = - 0 n>0
1 fne1®* T2 "1 T2 Cp1®* T .
Man beweise, daB alle drei Folgen den gleichen Grenzwert
haben und bestimme diesen!

V 17 Man finde den grbBten Wert des Ausdrucks lcos x + )cos 2x|
1 fir reelle x. ~

V 18 Welche Zahl ist groBer: (3(23))
2

2039y
| 1 l oder 3 ?

Einsendeschiuf: 1._6. 1989
Einfihrung in die Assemblerprogrammierung (Fortsetzung)

9. Programm ;Daa Ausblenden von Bits!

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKE | ASSEMBLERCODES | BEMERKUNGEN
doe0 CD 6F C9 CALL C96FH Parameter an DE
23 38 @7 LD A, P7H A mit P7H laden
@5 A3 AND E Ausbl.d,Bits 3=7
@6 47 1D B,A Vorb. Param.-Ausg.
@7 AF XOR A A @9 setzen
g8 CD B1 D@ CALL D@ B1H Param.-tlberg.an
o8 c9 RET BASIC

Das Programm wird iiber USR(X) aufgerufen (DOKE 772,# nicht ver-
gessen!) Da der Inhalt des E-Registers mit @7H 2
durch ein logisches UND verkniipft wird, werden Bit3 bis Bit7
Null gesetzt (ausgeblendet), whkhrend Bit@ bis Bit2 erhalten blei=-
ben. Nach ?USR(X) wird der Rest, den {INT(X) bei Division durch
8 1éBt, ausgegeben (X 2 0!).

Bemerkung: XOR A leistet das gleiche wie LD A,@#¢H, man spart
aber ein Befehlsbyte.

11. Arithmetische Befehle

Arithmetische Befehle werden im Prozessor iiber logische Ver-
kniipfungen realisiert. Wie das genau funktioniert, kann an die-
gser Stelle nicht ndher beschrieben werden., Arithmetische 8-=Bit-
Befehle kdnnen zwischen Akkumulator und einem Registerinhalt ge=-
bildet werden, wobei das Ergebnis wieder im Akkumulator steht.
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Bei 1§=Bit-Befehlen iibernimmt das Hl-Register die Rolle des
Akkumulators.

ADD r bewirkt Ae—A + r

SUB r bewirkt A«=—A - r

ADD HL,rr bewirkt HL<—HL + rr
Entsprechend wirken die Befehle:

ADD (HL) SUB (HL)

ADD N SUB N

Operatgbnscode:

ADD A 87 SUB A 97 ADD HL,BC 99
ADD B 8@ SUB B 99 ADD HL,DE 19
ADD C 81 SUB C 91 ADD HL,HL 29
ADD D 82 SUB D 92 ADD HL,SP 39
ADD E 83 SUB E 93

ADD H 84 SUB H 94

ADD L 85 SUB L 95

ADD (HL) | 86 SUB (HL) | 96

ADD N Cé SUB N D6

10. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN

PPoP CD 6F C9 CALL C96FH Parasmeter an DE

@3 21 64 99 LD HL,@@64H HL mit 14f (dez.)
laden

@6 19 ADD HL,DE HL und DE addier.
a7 7€ 1D A,H Vorbereitung
@8 45 ID B,L } der Ausgabe
@9 CD B1 D@ CALL D¢ B1H Ubergabe an BASIC
gc c9 RET

Nach DOKE 772,¢ kann das Programm iiber ?USR(X) aufgerufen wer-

den. Es wird X+19¢ (dez.) ausgegeben (X ganzzshlig!).
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12. Dag Z-Flag

So wie in der Schiffahrt durch Flaggen Signale gegeben werden,
benutzt auch der Prozessor Flags (Flaggen), um Signalzusténde
zu speichern. In Abh&ngigkeit der Flags kdnnen Programmverzwei-
gungen durchgefiihrt werden. Der Prozessor arbeitet mit mehreren
Flags. Wir stellen zunHchst das Z-Flag vor.

Das Zero-Flag (Null-Flagge) -~ abgekiirzt als Z-Flag -bezeichnet -
wird bei fast allen arifthmetischien oder logischen Operationen
gegetzt, wenn deren Ergebnis Null ist.

Das Z=-Flag wird nicht gesetzt bei INCrr, DEC rr, ADD HL,rr.

Ziemlich alle Operationen, bei denen der Programmziéhler verén-
dert wird, kann man auch vom Zustand des Z-Flags abhéngig ma-
chen.

JP Z,NN CA bewirkt JP NN, wenn Z=-Flag gesetzt

JP NZ,NN c2 bewirkt JP NN, wenn Z-Flag nicht gesetzt
CALL Z,NN CcC hewirkt CALL NN, wenn Z=Flag gesetzt

CALL NZ,NN | C4 bewirkt CALL NN, wenn Z=Flag nicht gesetzt
RET 7 C8 | bewirkt RET, wenn Z-Flag gesetzt

RET NZ c¢ b?rirkt RET, wenn Z=Flag nicht gesetzt

Ist die Bedingung nicht erfiillt, wird die Anweisung nicht be-
achtet und der nédchste Befehl abgearbeitet. Mit unserem Kennt-
nisstand ist es jetzt schon méglich, eine schnelle Bildschirme
losch-Routine zu programmieren. Dazu werden wir einfach den
Bildpunktspeicher (Pixel=-RAM), der sich im IRM im Bereich
8@@PH - ABPPH befindet, 1ldschen.

Wir erinnern daran, daB, wenn auf den IRM zugegriffen wird,
dieser erst zugeschalten und vor der Riickkehr wieder abgeschal-
ten werden muB (vgl. Vorbemerkungen zum 6. Programm),
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11. Programm (schnelles Bildschirmldschen)

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN| ASSEMBLER |BEMERKUNGEN
P08 | CD 18 F§ CALL F@18H |IRM ein
@3 21 9@ 28 LD HL,28@@H| Léinge d.Bildpktespei-~
chers nach HL (Z&hler)
P6 g1 99 8¢ LD BC,80@@H| Anfangsadr.Bildpkt.=-
speicher nach BC
#9 AF LOOP |XOR A A0y ‘
PA @2 ID (BC),A |Speicherz. l8schen
. @B 2B . DEC HL Zdhler um 1 verring.
@gc @3 INC BC néchste Adresse
@D 70 ‘ ID A,H Test, ob
¢E B5 OR L } Zéhler = @
gr c2 @9 ¢gp JP NZ, LOOP| Sprung nach LOOP,wenn
Z=Flag nicht gesetzt
12 CD 1B F@¢ CALL FP1BH |'IRM aus
15 C9 RET

Nach Aufruf des Programms durch CALL @ wird der Bildschirm
schnell geldscht. ' '
Bemerkung zum Programm: Das HLPDoppelregistér dient als Zdhler,
in dem die Linge des Bildpunktspeichers geladen wird. Sein In-
halt wird in einer Schleife (loop) solange verringert, bis er
Null ist. Dabei wird jedesmal eine weitere Zelle des Bildpunkt-
speichers geldscht. Da DEC HL keine Wirkung auf das Z-Flag hat,
muB andersweitig getestet werden, ob das HI=Registerpaar @ er-
reicht hat. Zu diesem Zweck wird H nach A geladen und mit einem
logischen ODER mit L verkniipft. Das Z-Flag wird gesetzt, wenn
das Ergebnis @ ergibt, was nur mdglich ist, wenn das H- und I~
Register beide gleichzeitig @ sind.

Ein weiterer wichtiger Befehl, der das Z-Flag beeinfluBt, ist
der Vergleichs-Befehl (compare). |

CP » Der Inhalt des Akkumulators wird mit dem Inhalt des
Registers r (bzw. entsprechend mit der Speicherzelle
(HL)) verglichen. Der Vergleich erfolgt durch Bildung
und Bewertung der Differenz A-r, die aber nicht in den
Akkumulator geladen wird. Bei Gleichheit von A und r

wird das Z-Flag geéetzt, sonst riickgesetzt.
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Operationscode:

CP A . BF CP H BC
CP B B8 CP L BD
CP C B9 CP (HL) BE
CP D BA CP N TE
CP E BB

12. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKE | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
goop CD 18 F¢ CALL F@18H IRM ein

g3 | cD ¢3 Fg TASTE | CALL Fg@3H Aufruf PV 1
@6 @4 DEFB UP-Tastaturabfrage
@7 CD #3 FP CALL F@@3H Aufruf PV 1
PA @@ ‘DEFB UP-Zeichenausgeabe
@B FE @3 CP @3H BREAK-Taste?
@D c2 ¢3 ¢¢ JP NZ, TASTE
19 CD 1B Fg CALL F@1BH IRM aus
13 c9 - RET ,

Nach Aufruf des Programms mit CALL ¢ kann auf dem Bildschirm be-
liebig geschrieben und der Cursor frei gewegt werden. Noch eini-
ge ergénzende Erlduterungen. Bei Aufruf des Unterprogramm
"Tastaturabfrage" mit dem Def.-Byte $4 wartet der Computer bis
eine Taste gedriickt wird und {ibergibt den Tastencode der gedriick-
ten Taste am A-Register. AnschlieBend wird das entsprechende Zei-
chen auf dem Bildschirm ausgegeben bzw. Steuerbefehle ausgefiihrt
(vgl. 6. Programm). Die BREAK-Taste hat den Code @3. Durch

CP @3H wird getestet, ob die BREAK-Taste gedriickt wurde und gef.
der Riicksprung eingeleitet. - !

Wie in Abschnitt 9 beschrieben, kdnnen in den Registern einzel-
ne Bits verdndert werden. Es gibt aber auch die Moglichkeit, zu
testen, ob ein bestimmtes Bit eines Registers gesetzt oder nicht
'gesetzt ist. Bei diesen Spitzeldiensten hilft ebenfalls das Z-
Flag.
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BIT b,* kontrolliert Bit b des Registers r (bzw. die
Speicherzelle, deren Adresse in HL steht).

BRIT b, (HL) Das Z=-Flag wird gesetzt, wenn Bit b des Re-
gisters r den Signalzustand ¢ aufweist, an-

dernfalls wird es nicht gesetzt.
Befehlscode:

r A B C D B H L (HL)
BIT @#,r | CB47 | CB4@ | CB41 | CB42 | CB43 | CB44 | CB45 | CB46
BIT 1,r | CB4F | CB48 | CB49 | CB4A | CB4B | CB4C | CB4D | CBAE
BIT 2,r | CB57 | CBS¢ | CBS51 | CBS52 | CB53 | CB54 | CB55 | CB56
BIT 3,r | CB5F | CB58 | CB59 | CB5A | CB5B | CB5D | CB5D | CBSE
BIT 4,r | CB67 | CB6¢ | CB61 | CB62 | CB63 | CB64 | CB65 | CB6E6
BIT 5,r | CB6F | CB68 | CB69 | CB6A | CBEB | CB6C | CB6D | CB6E
BIT 6,r { CB77 | CB7¢¥ | CB71 | CB72 | CB73 | CB7T4 | CB75 | CB76.
BIT 7,r | CBTF | CB78 | CB79 | CBTA | CB7B | CBTC | CB7D | CBTE

Zur Speicherung der Flags dient ein weiteres Register, das so-
genannte F-Register. Das Z-Flag steckt im Bit 6 vom F-Register.
Das F-Register bildet mit dem Akkumulator ein weiteres Register-
paar AF., Konsequenterweise gibt es auch die Befehle

PUSH AF r5 POP AF 7

13. Der relative Sprung

"Bekanntlich wird bei absoluten Spriingen die Zieladresse durch

2 Adress-Bytes angegeben. Einen Nachteil hat das natiirlich. Man
kann Magchinenprogramme, die absolute Spriinge enthalten, nicht
verschieben, ohne auch die Sprungadresse &ndern zu missen. Die-
ser Nachteil wird durch die MSglichkeit des relativen Sprungs
beseitigt. Bei relativen Spriingen wird statt der Zieladresse nur
die relative Sprungweite angegeben, die dem Prozessor vorschreibt,
um wieviel Bytes im Programm (vom néchsten Befehl aus gezéhlt)
vor- oder zurlickgesprungen werden soll. Der Assemblercode fiir

den relativen Sprung ist JR N

JR N 18

Bei Vorwdrtsspriingen muB man von @$1H - 7FH aufwdrts und bei Riick-
wirtsspriingen entsprechend von FFH -~ 8@H abwédrts zidhlen.
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Illustration der Sprungberechnung

MASCHINENCODE

MARKEN

ASSEMBLERCODE

m-— [

FC

LOOP

JR LOOP

JR ADR

Es gibt auch relative Spriinge, die vom Zustand des Z-Flags ab-

héngen.
JR Z,N 28
JR NZ,N 2¢

[[}]

)

JR N, wenn Z-Flag gesetzt.

JR N, wenn Z-Flag nicht gesetzt.

Als Anwendungsbeispiel wollen wir nur unser Beispiel 11 (schnel-
les CILS) durch den Einsatz von relativen Spriingen etwas abéndern.

Programm 11a

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
@E B5 : OR L
@F 2@ F8 JR NZ,LOOP
11 CD 1B Fg CALL F@1BH
14 c9 RET




As sem‘blér . . ' u8

Dieses Programm kann jetzt ohne Anderung beliebig verschoben
‘werden. AuBerdem spart man sogar noch ein Byte Speicherplatz.
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Information zum Ideenwettstreit ,,Kreativ mit Algorithmen*

Im Oktober 1988 riefen die beiden von der AdW der DDR herausge-
gebenen Zeitschriften "spectrum" und "Wissenschaft und Fort-
schritt® zu einem Ideenwettstreit auf. Dieser zielt darauf, den
Ungang mit dem Computer zu initiieren oder zu vertiefen sowie
seine Anwendung auch auf derzeit noch ausgefallene Sachverhal-
te = wie kiinstlerische Betdtigung, anspruchsvolle Splele und
das Ausknobeln origineller Problemldsungsvarianten - zu férdern.

Neuartige Losungen konnen, wie sich in der Vergangenheit mehr-
fach gezeigt hat, groBe Wirkungen auslGsen.

Jury und Redaktionen wiinschten sich, daB der Wettbewerb die
Leser anregen moge, sich mit folgenden Problemkreisen niher
zu befassen:

. Neue kreative Ideen fiir den Umgang mit dem Computer;
. hocheffektive Algorithmen zur Losung bekannter Probleme
sowie )
. interessante Fragen, die einer rechentechnischen LOsung
bedlirfen.

Bedingungen:
Inhaltlich sind Probleme und Losungen in keiner Weise einge-

schrénkt. Sie kdnnen sowohl numerischer, graphischer als auch
kiinstlerisch-dsthetischer Natur sein (Bild, Ton, Text) - nur
Originalitédt ist gefragt, die kreative, neue tragende Idee!

Nicht bearbeiten wird die Jury reine Aktionsspiele, die betont
auf die manuelle Reaktion des Menschen angelegt sind. Kommer-
zielle und zu umfangreiche Programmsysteme konnen ebenfalls
nicht in den Wettbewerb einbezogen werden.

Die Einsendungen an die Redaktionen sollien aus drei Teilen

bestehen: ' X

- einer inhaltlichen Beschreibung (maximal fiinf Schreibmaschi-
nenseiten);

- einer Programmdokumentation (maximal 300 Programmzeilen),
bevorzugt in PASCAL oder C, evtl. BASIC);
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- einem maschinenlesbaren Beleg des Beispielprogramms zur Er-

probung (Diskette oder Kassette).

Eingesandte Unterlagen bleiben materiell und urheberrechtlich
Eigentum des Einsenders. Die Einsendungen werden umgehend be-
stdtigt. Die Jury entscheidet innerhalb von drei Monaten iiber
Annahme oder Nichtannahme zum Wettbewerb, gleichzeitig erhaltien
die Einsender ihre Unterlagen zuriick. Im Oktober 1989 werdén
die besten Ergebnisse prémiert. In der Zwischenzeit kdnnen in-
teressante Losungen in "spectrum" und "Wissenschaft und Fort-
schritt" verdffentlicht werden, um einen regen und kreativen
Meinungsaustausch zu Informatikproblemen zu erreichen.

Jedermann ist berechtigt zur freiwilligen Teilnahme. Vom Ein-
sender sind folgende Angaben zur Person erforderlich:

Name, Alter, Beruf, Adresse; auBerdem eine verbindliche Erklé-
rung, daB8 der Inhalt der Einsendung sein geistiges Eigentum iat
und Rechte anderer nicht bestehen. Wiinschenswert ist ein Lite-
raturverzeichnis zu dhnlichen Inhalten. In (1) und (2) sind
Beispiele filr zu ltsende Aufgaben genannt; in (3) werden die
Teilnahmebedingungen (hinsichtlich Programmiersprachen usw. )
noch prézisiert. |

Auf Programmangebote, Losungsvarianten und neue, interessante
Probleme freuen sich die Redaktionen "spectrum" und "Wissen- .
schaft und Fortschritt™ sowie die Jury.

Anschriften:
Redaktion spectrum, AdW der DDR,
0.~-Nuschke-5tr. 22/23, PSF 1298, Berlin, 1086

Redaktion Wiss. und Fortschritt,
Leipziger Str. 3-4, Berlin, 1086

Literatur
(1) Kreativ mit Algarithmen. In: Wiss. Fortschr. - Berlin 38
(1988) 10. - S. 264

(2) Kreativ mit Algorithmen. In: spectrum. Berlin 19 (1989) 3

(3) Neues zu "Kreativ mit Algorithmen". In: Wiss. Fortschr. =
Berlin 39 (1989) 3
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Das GauB’sche Pentagramma Mirificum
(von Frank Heinrich) :

Dieser Beitrag verlangt vom leser einige grundlegende Kenntnis-
se vom Aufbau der sphédrischen Geometrie und Trigonometrie, je=
doch werden notwendige Stellen besonders erléutert.

Eine gewichtige Rolle in der sphédrischen Geometrie spielen die
rechtwinkligen Dreiecke. Sie kdnnen nach der Anzahl der rechten
Winkel einfach, doppelt oder dreifach rechtwinklig auftreten.
Im folgenden werden wir von einem einfach rechtwinkligen, nicht
orthogenen entarteten sphérischen Dreieck D mit spitzen Seiten
(< 1I") ausgehen.

Definition 1: Das Dreieck ABC mit den Seiten
AB = c(g AC b(g- BC = 9‘"2' und den ﬂ:mkeln
< (4BC) =BT, & (CAB) = <T und & (BCA) =7-=
heiBt 91nfach rechtwinkliges spharisches Dreieck mit
spitzen Seiten. |

Im weiteren soll bei dieser Art von Dreiecken nur von Dreieck
gesprochen werden. Setzt man den Sinussatz, den Seitenkosinus-
satz und den \iinkelkosinussatz als bewiesene S&dtze der sphéri-
schen Trigonometrie voraus und wendet sie auf das Dreieck Do
an, dann gewinnt man eine bemerkenswerte allgemeine Formel bei
2 beliebig gegebenen Dreiecksgréfen zur Berechnung der restli-
chen 3 GroBen der anderen Dreieckselemente im besagten Dreieck.
Diese, auf den englischen Hobbymathematiker LORD NAPIER (Neper)
zurickzufilhrende Regel 1ldBt sich in folgender Weise darstellen
(vgl. Abb. 1).
Zerlegt man einen Kreis in 5 Sektoren und
schreibt dort die ausgezeichneten Dreiecks-
elemente (Seiten, Innenwinkel) von Do ein,
wobeli die Katheten a und b durch ihre Komple-
mente ersetzt werden (a“ =g-’- a, l:)~ 2- - b),
qb dann berechnet sich der Kosinus eines Elemen=
tes eines Sektors als das Produkt der Kotan-
genten der Elemente der anliegenden Sektoren
sowie als das Produkt der Sinus der Elemente
der nichtanliegenden Sektoren.

AbD.
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Tine interessante geometrische Interpretation dieses Sachver-
haltes liefert nachfolgende Betrachtung. Zunidchst sei die Rela-
tion Nachbardreieck definiert.

Definition 2: Vorgelegt sei ein Ausgangsdreieck
Do := ABC, Verlidngert man die Hypotenuse o und di‘l.l'
Kathete b tiber A um ihr jeweiliges Komplement zu x
bis zu den Punkten B' bzw. C', so heiSt das Dreieck
D.] := AB'C' Nachbardreieck zu ZDO beziiglich der Ecke A.

(Abb. 2)

Uber die Beschaffenheit eines Nachbardreieoks gibt folgender
Satz Auskunft: '

Satz 1: Das Nachbardreieck ist
gleichfalls ein Vertreter der
Dreiecke gemdB Definition 1.

Beweis: Duroh die Komplementé.rbeziehungen
I + 1Y =§undAB+AB' =-2-ergi'bt sich,
da8 XB' und IC"(E- und somit spitze Sei-~
ten sind. Beide Seiten schlieBen einen
Winkel der GrioSe ok ein, de dieser Winkel
Scheitelwinkel zu o im Ausgangsdreieck
ist. In der sphérischen Geometrie gilt der
Satz von der Polaren:

Satz 23 Die Polaren aller Punkte einer Geraden gehen
durch einen Punkt, den Pol dieser Geraden. Der Pol hat
von der Geraden einen Abstand "von% .

In Abb. 2 ist B Pol zu B'C' und somit :I.at die GriBe des Winkels
4BC'B' =% und die GréBe von &4 BB'C = 2- . Analog ist C' Pol
zu BC, so daB8 der Winkel & BC'C genau so groﬂ wie die Seite BC
131:. So hat der Winkel &fB'C'C die GroBe 2- - GroBe & BC'C =
2-- GréBe von BC = E— a = a'.

Die GroBe der Seite B'C' = P 188t sioch in gleicher Weise zei-
gen.

Damit erfiillen alle 5 ausgezeichneten Stiicke die Kriterien der
Definition 1.

Wehlt man nun Do als Ausgangsdreieck, so ldB8t sioch durch fort=-



GAUSS N 54
Taufende Honstruktion von Nachbardreieoken in eine Riohtung
eine geschlossene Kette von 5 Dreiecken erzeugen, wobei die Be=
sonderheit darauf liegt, da8 Do Nachbardreieck von seinem 4.
Nachbardreieok ist und sich die Nachbardreieocke auf der Sphire
plazieren lassen (Abb. 3).

Es ist nun zu zeigen, daB8 sich
die Eette der Nachbardreiecke
derart schlieSt, da8 die Hypo=-
tenusen der Dreiecke ein sphHri-
sches konvexes Flinfeck begren~
zen.

Im Sinne eines indirekten Bewei-
ses nehmen wir an, da8 die Drei-
eckskette bei einem Punkt A be-~
ginnt und beli einem Punkt E # A
endet. Somit ist A Pol zur Hypo- Abb. 3

tenuse in D2 wie gleichzeitig E .

der Pol wire. Infolge der rechten Winkel in D1 und D3 und der
entsprechenden Nachbardreieckskonstruktion sind die Absténde
von den Scheiteln zu A und E genau E. Daher wilrde es zu einer
Geraden 2 Pole geben, was nicht mglioch ist. Folglich gilt:

A = E,

Damit ist auch das sphirische Pinfeck eindeutig bestimmt. Auf
den Nachweis der Konvexit#t soll hier verzeichtet werden. Die-
ses Sternenfiinfeck erhielt nach C.F. Gauss den Namen
"Pentagramma Mirifioum" (wunderbares Fiinfeck).

Es existieren eine Reihe weiterer interessanter Eigenschaften
dieser Figur, wovon hier einige thesenhaft genannt werden sol-
len. Es bleibt dem interessierten Leser i{iberlassen, sich in der
angegebenen ILiteratur tiefgriindiger mit dieser Problematik zu

beschiftigen.

- Die Liénge aller Diagonalen im Finfeck o, b',fB,ck, & besit-

zen eine Lénge von ; .

= Die Innenwinkel dieses Plinfecks sind sémtlich stumpfe Winkel.
= Die Pentagrammafigur kann erweitert werden, indem man die
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Katheten aller 5 Dreiecke um ihr jeweiliges Komplement ilber
den rechten Winkel hinaus verliéngert. Dabei schneiden sich
jeweils die am weitesten von-
einander entfernt liegenden
Katheten zweier benachbarter
Dreiecke und es entstehen 5
sphérisoche konvexe Vierecke
mit 3 rechten und einem stump- 0,
fen Innenwinkel sowie 4 spit-
zen Seiten. Diese Figuren wer-
den als Stumpfecke bezeich-
net. D‘ Abb. 4

- Es existieren nun bemerkenswerte Zuordnungsmiglichkeiten des
Piinfecks, der Dreiecke und der Stumpfecke untereinander. Je-
de der 11 Teilfiguren enthdlt die 5 Stlicke des Ausgangsdrei-
ecks in anderer Form und Anordnung. Man nennt sie komplemen=-
tiire Figuren. Sie lassen sich durch Konstruktion wie auch
rechnerisch auseinander herleiten.

- Khnliche Pentagrammafiguren existieren in hther- und nieder-
dimensionalen Réumen der sphiirischen Geometrie. '

-~ Gleichfalls existieren in hyperbolischen Réumen Analogons zu
diesem Figurenkomplex. '

Auf folgende weiterfilhrende ILiteratur seli verwiesen:

/1/ BShm, J.; Hertel, E.; Polyedergeometrie in n-dimensionalen
Rédumen konstanter Krilmmung. VEB Deutscher Verlag der Wis-
senschaften, Berlin 1980.

/2/ Roeser, E.; Die nichteuklidischen Geometrien und ihre Be-
ziehungen. untereinander. R. Oldenburg, Milnchen 1957.

/3/ Heinrich, F.; Die sphﬁriache-alliptische gowie die hyperbo=-
lische Pentagrammafigur der Ebene und ihre Beziehungen un-
tereinander. Diplamsrheit zur Erlangung des akademischen
Grades Diplomlehrer, Jena 1984. '

/4/ Kipper, G.; Verallgemeinerte Pentagrammafiguren in der hy-
perbolischen Geometrie fir die Dimensionen 2 und 3.
Dissertation, Jena 1984.
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Preisaufgaben

V 19 Durch einen inneren Punkt eines beliebigen Tetraeders wer-
den Parallelen zu den Kanten des Tetraeders celegt. Im
Schnitt mit den Seitenfléchen entstehen so 6 Strecken.
Man zeige, daB die Summe der Verhédltnisse jeder dieser
Strecken zu der entsprechenden parallelen Kante genau 3
ist!

0 Man beweise, deB fiir 0<a ;€a,€... €a, und
bbb 2.,.. 20 0 gilt:

a £ + a + 20 +
%1—+'F2+"'+%?'?+'b2+ +':n
1 2 n 1 2 ree n

MO

<

21 Kann man in die Ebene eine unendliche Menge wvon gleich-
artigen Kreisen so legen, daB eine beliebige Gerade nicht
mehr als zwei Kreise schneidet?

-3

<
)
N

Man zeige, daB fiir alle ganzen Zahlen n und alle reellen
7ahlen x die Ungleichung [sin x#f2fpesin x| erfiillt ist!

'

<
n
W

Fur eine Zahlenfolge 84185900098 0000 sei bekannt, daB
.“. an 1= -§an) =0, Man berechne .1;1.12 &, (Existiert der

Limes? )!

u:-a|

V24Ha mIOCKOCTH OTMEUEHO HECKOJBKO TOYeK, He JNe¥2UMX Ha OLHOM
opaMoit, ¥ OKOJO Ka¥Zojt HAmMCaHO 4YMCIO. VI3BeCTHO, YTO ecim

OpAMas IPOXOZHUT yepec ABe MM GolNiee OTMEYEHHHX TOYEK, TO
CyuMMa BCEX YHCeJ, HaIMCAHHHX OKOJO 3THX TOYSK, paBHAa Hynn.

lloxazxuTe, YTO BceX YMCAS PABHH HYJN.

=<2

Einsendeschiuf3: 1. 7. 1989
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Nachtrag =u:=s
Problem des Lucas

In /57 wurden Aussagen zu dem Problem des Lucas - auch bekannt
unter dem Namen "Tirme von Hanoi® - gemacht. In diesem Artikel
wollen wir dazu Interessantes erganzen, unter anderem auch die
Léosungen zu den Aufgaben, die den Lesern angeboten wurden.

Zur besseren Lesbarkeit geben wir zuerst die Programme aus /5/
wieder.

1. Turbo-Pascal-Proagramm

FPROGRAM Tuerme_von_Hanoij
VAR n, Anzahl: integer;

{$A-2

PROCEDURE Hanoi (k, a, b: integer);

BEGIN

IF k >= 1 THEN

BEGIN
Hanoi{k - 1, a, 6 -~ a — b);
writel(k : 3, "3', a, "'=>", b);
Anzahl == Anzahl + 13
Hanoi(k - 1, 6 — a — b, b)

END

END;

{$A+3

BEGIN

clrscr; ‘

write({ 'Anzahl der Scheiben: '}j

readlnin);

Anzahl := 03

writeln('Bewegungen der einzelnen Scheiben: ')j;
writeln( 'Scheibe : von => nach’); :
Hanoii{n, 1, 2)3

writeln; -
writeln('Anzahl der Bewegungen: °, Anzahl)
END.

2. BASIC-Proar amm
10 CLS
20 INPUT "Anzahl der Scheiben:"3;K = PRINT
30 DIM R(K,3)
40 A=1 : B=2Z : H=0
S0 IF K<>0 THEN GOSUB 100 : ELSE GOSUB 200
460 IF K<>0 OR H<{>0 THEN 50
70 END
80 !
100 REM Stapeln
110 H=H+1
120 R(H,1)=K : R{H;,2)=A : R(H,3)=B
130 K=K-1 : B=46-A-B
140 RETURN
150 !
‘200 REM Entstapeln
210 K=R{H,1) : A=R(H,2) : B=R(H,3)
220 H=H-1
230 PRINT K3":"3A3"=>"3B
240 K=Kk-1 : A=6-A-B
250 RETURN
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3. Bei der Simulation rekursiver Prozeduren mit BASIC kann man
*'sich noch konsequenter als in dem vorgestellten Programm an
der Struktur der in PASCAL notierten Originalprozedur orien-
tieren. Im BASIC-Programm werden neue Parameter in den Zeilen
130 bzw. 240 iber die globalen Variablen B bzw. A ermittelt.
Es wird alsc nicht nur "gestapelt" bzw. "entstapelt”, wie in
den Zeilen 100 bzw. 200 angemerkt, sondern es erfolgen auch
Berechnungen. Strebt man eine direkte Simulation rekursiver
Prozeduraufrufe einschlieBlich der erforderlichen Farameter—
vermittlungen von der rufenden an die gerufene Prozedur an,
so mufl man durchgéngig nur mit (simulierten) lokalen Variablen
arbeiten. Gestapelt werden missen alle Werte, die "man" nach
der Rickkehr wieder vorfinden mufl, alsc Parameter und lokale
GréBen. (Die Rickkehradressen werden automatisch gestapelt.)
In Anlehnung an die eingefiihrten Bezeichnungen im BASIC-
Programm fir KC 85 und KC 87 ergibt sich in viélliger Analogie
zur Pascal —Prozedur:

80 REM ——— UP ———

?0 IF R(H,1)=0 THEN H=H-1 : RETURN

100 R(H+1,1)=R{H,1)~1 : ! Parameter 1: kK-t
110 R{(H+1,2)=R(H,2) = ! Parameter 2: A

120 R(H+1,3)=6—-R(H,2)-R{H,3) : ! Parameter 3: &-A-F
130 H=H+1 : ! neue Umgebung - dynamisch

140 GOSUB B0 : ! rekursiver Aufruf

130 PRINT R(H,1)5":"3R(H,2);"==3";R(H,3)

160 R(H+1,1)=RtH,1)-1 : ! Kommentare wie oben
170 R{H+1,2)=46-R(H,2)~-R{H,3)

180 R(H+1,3)=R{H,3)

190 H=H+1

200 GOSUR 80

210 H=H-1

220 RETURN

Das Hauptprogramm kann fast kopiert werden:

10 CLS

20 INPUT"Anzahl der Scheiben: "3;¥ : PRINT

30 DIM R{K,3)

40 A=1 = B=2 : H=0

30 R(H,1)=K : R(H,2)=A : R(H,3)=F : ! Parameteruebergabe
60 GOSUE BO : !' 1. Aufruf der Prozedur

70 END

Die rekursive Struktur bleibt deutlich sichtbar erhalten,
Parameterstapelung und -entstapelung ranken sich als "Zusatz-
maf3inahmen"” um Aufruf bzw. Rickkehr. Dieser "Ersatzmechanismus”
fiur nicht vorhandene Méglichkeiten mit BASIC ist so auch auf
andere rekursive Problemlésungen iibertragbar.

Das hier vorgestellte Programm 1&aBt sich nun noch weiter ver-—
bessern, wenn man beachtet, dall es sich beim ersten Aufruf um
einen echt rekursiven, beim zweiten aber um eine endsténdige
Rekursion handelt. Bei letzterer - auch last line oder tail
recursion genannt — werden Variablenwerte der rufenden Proze-
dur nach Riickkehr aus der gerufenen nicht mehr benotigt. Wozu
sollen sie alsoc aufgehoben (gestapelt) werden? Tatsidchlich
kénnen diese Werte durch die zu ibergebenden Parameter ersetzt
werden, also chne Bereitstellung einer zusatzlichen Umgebung.
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Man verwende also besser

160 R(H,1)=R{(H,1)-1
170 R(H,2)=6-R(H,2)-R(H,3)

und lésche die Zeilen 190 (Stapeln), 210 (Entstapeln) und
Zeile 1B0. Durch diese MaBnahmen gewinnt man Rechenzeit.

Bei Verallgemeinerung auf beliebige endstandig-rekursive
Probleml 6sungen beachte man, dafll bei rekursiven Funktionen
u.lU. auf lokale GriéBen der einzelnen Niveaus zurickgegriffen
wird. Einen solchen Fall findet man in fak(n+l) := n * faki(n),
wo n trotz endstandigen Aufrufs nicht verloren gehen darf.

4. Der Aufwand zum Stapeln und Entstapeln reduziert sich durch
Eliminieren der Prozeduraufrufe mit dem Parameter k=0 auf etwa
die Hilfte. Diese Veridnderung im Pascal-Programm ist leicht zu
realisieren.

5. Mit jeder um 1 gewachsenen Scheibenanzahl n verdoppelt sich
die Rechenzeit t.
Es gilt recht genau

t ~ 2 .

was wegen der Beziehung fir die Zuganzahl =z

z =2 - 1
nicht unerwartet ist.

Diese Beziehung l1aRt sich durch vollstindige Induktion bewei-
sen.

Die ProblemgriéBe steht im Exponent. Derartige Algorithmen sind
gefdhrlich. Der Aufwand nimmt schnell gigantisch zu. Fir n=64
ergibt sich die Riesenzahl 2 hoch 64 - 1. Selbst wenn ein
Rechner fiur eine Bewegung nur eine Mikrosekunde benitigte,
wirde die gesamte Aktion fast 600 000 Jahre in Anspruch neh-
men.

6. Fir die Konstruktion iterativer Programme verraten wir die

folgenden Ideen, die sich aus der rekursiven Liésung herleiten
lassen.

—— e ———

Man wende die beiden folgenden Regeln wechselweise an, um zum
Ziel zu gelangen!

(a) Lege die kleinste Scheibe eins weiter (entweder immer

(b) Lege eine andere Scheibe!
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Die Kirze von Regel (b) verblifft ein wenig. Man kann sich
aber leicht davon lberzeugen, daB in beliebiger Stellung nach
‘dem Ziehen der kleinsten Scheibe (gemiR Regel (a)) nur ein
Zug (gemiB Regel (b)) méglich ist. Regel (a) 1&Bt Gbrigens zu,
daB einer der beiden Nichtstartpliétze der Zielplatz ist, ohne
diesen zu Beginn des Spieles festgelegt zu haben. Dies folgt
aus der Freiheit, mit der man sich fir eine {(dann aber beizu-
behaltene) Drehrichtung entscheiden kann.

—— i ——

Schreibe bei n Scheiben alle n-stelligen Dualzahlen der Grifle
nach auf. Beispiel (n = 4):

Scheibe Nr.: 4 3 2 1

Drehsinn: 1 r 1 r
0 0 0 0
0 0 (4] 1
Q Q 1 o]
Q 0 1 1
Q 1 0 Q
0 1 Q 1
0 k3 1 4]
O 1 1 : 5
1 ¢] Q 0]
1 4] (4] 1
i | Q 1 QO
1 Q 1 1
1 1 ] O
1 1 0 1
1 1 1 O
i 1 1 1

Es wird in jeder dieser Zahlen die erste {1 — von der Einer-

stelle her gesehen - markiert. Jeder Stelle der Dualzahl wird
eine Scheibe mit einer bestimmten Drehrichtung fest zugeord-

net. Die markierten Einsen geben die Reihenfolge der Bewegun-—
gen an.

Nach diesen Ideen lassen sich Programme entwickeln, in denen
keine rekursive Prozedur enthalten ist. Die Wiederholung wird
durch FOR-, WHILE- oder REPEAT-Anweisung realisiert.

Andere Programmiersprachen eignen sich ebenfalls sehr gut zur
Losung des Problems. Hier ein Programm in micro-PROLOG:

{{HANO1 X) (bewege X 1 2 3))

({bewege 0 X Y Z) /)
{({(bewege X Y Z ») '
(SUM v 1 X)
(bewege v Y » 2Z)
(PP bewege Scheibe X von Y nach Z)
(bewege y x Z Y))

Der "Programmstart” erfolgt mit dem Versuch, die Zielklausel
(goal) 7{((HANOI n)) fir ein konkretes n zu beweisen.
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Zur gestellten Aufgabe (Erarbeiten eines iterativen Programms)
erhielten wir bis zum 15. April 1988 einige Einsendungen.

Die Darstellungen von Guido Vollbeding, Mathematikstudent an der
Martin-Luther—-Universitiat Halle/Wittenberg, sind als besonders
gelungen zu bezeichnen. Das Programm in micro—-PROLOG stammt aus
seiner Zuschrift. Vier Einsendern wurde ein Bichergutschein
zugesandt. .

Die Gutscheine wurden vom VEB Mikroelektronik "Karl Marx" Erfurt
zur Verfigung gestellt.
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Dr. Michael Fothe Dr. Christian Wagenknecht
Spezialschule mathematisch-natur- P&adagogische Hochschule Dresden
wissenschaftlich-technischer Karl-Friedrich-Wilhelm-Wander
Richtung Erfurt Sektion Mathematik

Vilniuser Str. 18 Wigardstr. 17

Erfurt, 5 0 &6 2 Dresden, 8 0 6 0 :
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.Aufgaben der Bezirksolympiade Klasse 11/12

1) uen ermittle alle diejenigen aus je drei Gliedern bestehen-
den Folgen (31,32,a3) und (h1,b2,b3), die mit zwei geeigne-
ten von Null verschiedenen reellen Zahlen p, r sowie q=5 die
folgenden Bedingungen erfiillen:

: 1
H i — 1 — --—1—— — -L—-
G2 TN B By r g My g Y+

(3) Die Folge (a1,a2,a3) ist eine arithmetische Folge.
(4) Die Folge '(b1,h2,b3) ist eine arithmetische Folge.

2) Gegeben seien ein Punkt A in einer Ebene e sowie eine ILén-
ge a.
lian ermittle die Menge aller derjenigen Punkte C in e, zu
denen es jeweils Punkte B und D so gibt, daB ABCD ein Pa-
rallelogramm mit AB = a und AC = BD : AD ist.

34) Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen nZ3, fiir
die es mbglich ist, zu jedem i=1,...,n eine natiirliche Zahl

a; 8o anzugeben, dall die folgenden Bedingungen erfiillt wer-
den:

(1) Pir alle i mit 1 £1i € n gilt O

I~

a; 2 %(n—1)-n.

(2) Keine zwei unter den Differenzen 88, die man fiir
alle i, jmit 1 £1 €n, 1% j £n und i4j bilden

kann, sind einander gleich.

3B) Fiir jede natiirliche Zahl n Z 2 sei die folgende Forderung
betrachtet: Man soll 2n Gegenstédnde so in n (geniigend gro-

Be) Behdlter verteilen, daB die nachstehenden Bedingungen

erfiillt sind:

(1) Jeder Behdlter enthélt mindestens einen der Gegenstinde.

(2) Jeder Behdlter enthiélt hSchstens n der Gegenstinde.

(3) Zs ist nicht mbglich, die n Behélter so in zwei ge-
trennten (geniigend groBen) Réumen unterzubringen, daB
dabei in jeden der beiden Réume n der Gegenstiénde ge-
langen. '
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OJIM

4)

5)

6)

a) Geben Sie flir n=3 eine Verteilung von 6 Gegensténden in
3 Behdlter an, und weisen Sie nach, daB die von Thnen
angegebene Verteilung die Bedingungen (1), (2), (3) er-
fillt!

b) Beweisen Sie, daB es genau dann moglich ist, die Forde-
rung zu erfiillen, wenn n eine ungerade Zahl ist!

¢) Ermitteln Sie fiir jedes ungerade n £ 3 alle Verteilungen
der geforderten Art!

Man untersuche, ob es 21 paarweise verschiedene ganze Zahlen
sowie eine Reihenfolge

8498050003809 ; (%)
dieser Zehlen so gibt, daB die folgenden Bedingungen erfiillt
gind: '

(1) Mir je vier in der Reihenfolge (%) unmittelbar aufeinan-
derfblgende Zahlen ergibt sich eine negative Summe die~
ser vier Zahlen.

(2) Die Summe aller 21 Zahlen BiyeeesBng betrdgt 1989.

Beweisen Sie den folgenden Satz!
Wenn (xn) eine monoton fallende Folge positiver reeller
Zahlen ist, die fiir jede natiirliche Zahl n Z 1 die Un-
gleichung,

X, p.d X | xnz i
-t 1? + 1? T oese + 5 = 1

erfiillt, dann erflillt sie auch fiir jede natiirliche Zahl
n € 1 die Ungleichung
s P

X X
T'l""‘z"i‘_}"'-a. +Tné3o

Es sei d eine gegebene Streckenlénge. Ferner sei U die Men-
ge aller derjenigen Pyramiden ABCS, die den folgenden Bedin-
gungen geniligen:

(1) Das Dreieck ABC ist gleichseitig.

(2) Das Lot von S auf die Ebene durch A, B, C hat den Schwer-
" punkt des Dreiecks ABC als FuBpunkt.

(3) Der Abstand zwischen den Kanten AS und BC betriigt d.
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Untersuchen Sie, ob es in der llenge M eine Pyramide mit
kleinstem Volumen gibt! Ist das der Fall, so ermitteln Sie
in Abhéngigkeit von d dieses kleinstmdgliche Volumen!

Hinweis: Unter dem Abstand zwischen zwei Strecken UV und XY,
von denen UV auf einer Geraden g und XY auf einer zu g wind-
gchiefen Gerqden h liegt, versteht man die LEnge der Strecke
GH, wo G auf g, H auf h liegt und GH sowohl g als auch h
senkrecht schneidet. Diese Erklédrung gilt fiir den Fall, daB

derartige Punkte G, H sogar den Strecken UV bzw. XY angeht=-
ren.
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Umkehrung der Problemsituation bei Aufgaben zur darstellenden
Geometrie

1. Einleitende Bemerkungen

In der darstellenden Geometrie treten bei allen komplexen Kon-
struktionsaufgaben immer wieder Teilkonstruktionen gleicher Art
auf, die als Grundaufgaben bezeichnet werden.
Peilweise werden in der Fachliteratur auch schwierigere Kon-
struktionen noch dazu gerechnet.

Im Unterricht der POS werden bei der Behandlung der Ein- und
Zweitafelprojektion drei Grundaufgaben als sicher zu beherr-
schende Verfahrenskenntnisse yermdttelt.

Grundaufgabe 1:
Bestimmen der wahren Lénge einer Strecke, d. h. des Abstan-
des zweier Punkte im Raum bei gegebenem Bild

Grundaufgabe 2:
Bestimmen der wahren GrdBe und Gestalt einer ebenen Figur

Grundaufgabe 3:
Bestimmen des Neigungswinkels einer Geraden bzw. einer Ebe-
ne gegen die Bildebene

In dem Beitrag "Aufgaben zur gegenseitigen Lage von Ebenen und
Kdrpern" (WURZEL Nr.4q /fa) wurde dargelegt, wie beim Losen kom=-
plexer Konstruktionsaufgaben die erforderlichen Voraussetzungen
zur Anwendung der in Form von Grundaufgaben vermittelten Ver-
fahrenskenntnisse geschaffen werden konnen. Mit diesem Beitrag
sollen die Gedanken zur Losung komplexer Konstruktionsaufgaben
fortgefiihrt werden.

In der Praxis treten zu ein und demselben mathematischen Sach-
verhalt Aufgabenstellungen auf, bei denmen unterschiedliche, ge=
wissermaBen entgegengesetzte Problemsituationen bestehen. Wer-
den zum Beispiel bestimmte Bedingungen und das Ziel einer Auf-
gabe miteinander vertauscht, so entsteht eine neue Aufgabe mit
umgekehrter Problemsituation. _

BEs wirft sich die Frage auf, ob das bei der vorhergehenden Auf-
gabe genutzte Losungsprinzip - also die genannten Grundaufgaben -
auch auf die Aufgabe ilbertragen werden kann, die den entgegenge-
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setzten Gedankengang fordert.

2. Beispielhafte Erlduterung der Umkehrung der Problemsituation
in einer Aufgabenstellung

Als Beispiel soll die konstruktive Bestimmung einzelner GrdBen
‘an einem Walmdach dienen, welches eine rechteckige Fléche iiber-
deckt (siehe Schrigbild).

t1,t2 = Traufkanten

f - PFPirst

g = Grat (Dachkan=-
ten, die schrég
nach oben ver=

3 / laufen)
/L h - Hohe des Firstes
iber Traufkan-
tenebene

84,8, = Neigungswinkel
der Dachebenen

Fdlgende Aufgabe 1l&8t sich als Problemsituation A formulieren:

Aufgabe 1:
Die Traufkanten haben eine ILénge von 13,20 m und 5,40 m.
Der Dachfirst ist 7,80 m lang und liegt 2,60 m hoher als die
Traufkanten.
Bestimmen Sie durch Konstruktion die Lénge des Grates und die
Neigungswinkel der Dachfléchen!
(llaBstab ist selbst festzulegen)

Werden jetzt bestimmte Bedingungen mit dem Ziel der Aufgabe 1
vertauscht, so entstehen neue Aufgabenstellung.

Aufgabe 2 Aufgabe 3

Die Traufkanten haben eine Lange von 13,20 m und 5,40 m.

Alle Dachebenen sind gegen Die I&nge der vier Grate betriégt
die Ebene der Traufkanten um Jeweils 4,80 m und die dreisei-
45° geneigt. tigen Dachflédchen sind um 60°
' gegen die Ebene der Traufkanten
geneigt.

Ermitteln 5ie durch Konstruktion die Lénge des Dachfirstes und
seine Hohe iiber den Traufkanten! (MaBstab ist selbst festzuleg. )
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Bei den Aufgaben 2 und 3 handelt es sich um umgekehrte Problem=-
situationen zur Aufgabe 1, die zur Unterscheidung von der Pro-
blemsituation A mit 31 und B2 bezeichnet werden sollen.

In einer Tabelle sei die Umkehrung der Problemsituation A in
die Problemsituation B1 und B2 nochmals verdeutlicht.

Problemsituation Gegeben: Gesucht:
(Aufgate 1) tiatns f,h 0(1, G(z,g
(Aurgaﬁa 2) tTtos 0(1,a§! f,h

P2 tiatsy Aoeg £,h

(Aufgabe 3) -

Wie aus der Tabelle zu ersehen ist, wurden immer nur einzelne
Bedingungen in der Aufgabe mit dem Ziel der Aufgabe vertauscht
und nicht generell Gegebenes und Gesuchtes gegeneinander ausge-
tauscht. Auf diese Weise lassen sich bei Umkehrung der Problem=—
situation auch eindeutig losbare Aufgaben erzeugen.

Bei unserem Sachverhalt konnten also genauso auch die gegebenen
Bedingungen t1 und tz der Auggabe 1 zum gesuchten Gegenstand,
dem Ziel der neuen Aufgabe, gemacht werden, so daB zwei weitere
umgekehrte Problemsituationen 33 und B4 entstehen. '

B e 4
3 . & f,h t,,t
(Aufgabe 4) 1”2 ’ U2
B4 dng f,h t-]rtz

(Aufgabe 5)
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Aufgebe 4 Aufgabe 5 '

Der Dachfirst ist 7,80 m lang und liegt 2,60 m hoher als die
‘Traufkanten. |

- s s Em S SR SR me S B B WE s BE SE EE EE mm TR mm e e Sm me mE S B ms ms S e oem

Alle Dachfléchen sind gegen Die Lénge der vier Grate be-
die Ebene der Traufkanten trégt jeweils 4,80 m und die
um 45° geneigt. dreiseitigen Dachfléchen sind

um 60° gegen die Ebene der
Traufkanten geneigt.

Ermitteln Sie durch Konatruktion die Lé&nge der Traufkanten!
(MaBstab ist selbst festzulegen)

Die Analyse der zur LOsung dér Aufgabe 1 erforderlichen Schrit-
te ergibt, daB die drei eingangs engefiihrten Grundaufggben ge=-
nutzt werden konnen. Konkret wird bei der Problemsituation A
gefordert: '

- Bestimmen der wahren Lange einer Strecke (Dachgrat),

-~ Bestimmen des Neigungswinkels einer Ebene (Dachebene).

Dagegen kehren sich bei den Aufgaben 2 bis 5 (umgekehrte Pro-

blemsituationen B1 bis B4) zum Teil die zur Losung erforderli-

chen Schritte um. Es sind Teilkonstruktionen erforderlich wie

- Abtragen einer Strecke auf einer Geraden in allgemeiner Lage,
de h. Bestimmen der Bildstrecke bel vorgegebener Original-
strecke,

- Ubertragen einer ebenen Figur in eine Ebene allgemeiner Lage,

- Konstruktion einer Geraden bzw. einer Ebene mit gegebenem
Neigungswinkel. |

Damit wird ersichtlich, daB8 der Umfang der in der POS vermit-
telten Grundaufgaben zur Losung komplexer Konstruktionsaufgaben
zu erweitern ist. Zuwenigstens zdhlen die Umkehrungen der Grund-

aufgaben 1, 2 und 3 ebenfalls zu den Grundaufgaben der darstel-
lenden Geometrie.
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3. Umkehrung der ersten Grundaufgabe

_ Einta?elprojektion

Die wahre Ldnge einer durch ihr Eintafelbild gegebenen Strecke
wird durch U mk lappung in die Bildebene bestimmt,
de Strecken, die parallel zur Bildebene liegen, in wahrer Linge
abgebildet werden.

B Auch die umgekehrte Aufgabe "Ab-
tragen einer Strecke von gegebe=-
ner Lénge 1 auf einer Geraden™
wird gleichfalls durch Umklappung
in die Bildebene geldst.

A) @) 1o
Ist zum Belsplel (A) (B) die Umklappung der Geraden AB, so wird
I ‘P S auf (A)(B) die Strecke der

Lénge 1 z. B. von (A) aus
TB abgetragen und erhidlt (P).
Die Parallele zu (A)A' bzw.
TA (B)B' durch (P) ergibt den
Bildpunkt P'. Der HchenmalB-
. stab kann dann entsprechend
(4) (B) CP) J'a ergénzt werden.
Analog kann auch ein Punkt P von gegebener Hohe h auf einer ge-
gebenen Geraden AB bestimmt werden. Man hat auf (A)(B) nur den=-
jenigen Punkt (P) zu finden, dessen Abstand von A'B' gleich h
ist. Der FuBpunkt P' des Lotes von (P) auf A'B' ist der gesuch-~
te Bildpunkt.

Zweitafelproduktion

Auch hier kann die wahre Lénge einer Strecke durch Um -
klappung in eine Bildebene bestimmt werden.

Ein anderes Losungsverfahren ist die M e t ho d e des
Paralleldrehens, bel der entweder das Bild
der Strecke im GrundriB in eine frontale Lage, d. h. parallel
zur AufriBebene, oder das Bild der Strecke im AufriB in eine

horizontale Lage, d. h. parallel zur GrundriBebene, gedreht
wird.
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" ¥
37 (3.) " B
Au ; A. 20) ]
/‘ B (t0)]
A (30)'

Al

Im ersten Fall d&ndern sich die HOhen der Punkte iiber der Grund-
riBebene nicht, im zweiten Fall &ndern sich die Abstédnde der
Punkte zur AufriBebene nicht.

Somit ist A"(B_)" = AB biw. A'(B,)' = AB.

Soll umgekehrt auf einer durch ihr Zweitafelbild gegebenen Ge=-
raden & von einem Punkt P aus in bestimmter Richtung eine Strek-
ke der lLénge 1 abgetragen werden, so kann das ebenfalls durch
Paralleldrehen erfolgen.

Beim Paralleldrehen wird zuniichst auf der Geraden zusétzlich
zum Punkt P ein beliebiger Punkt Q gewidhlt und die Strecke fa

wie oben parallel zu einer RiBebene gedreht.

Im Bild wurde die Strecke PQ
parallel zur AufriBebene ge-
dreht. Darum kann auf P"(Qo)"
von P" aus die Strecke der

P _ ' Lénge 1 abgetragen werden und
n erhdlt den Punkt (A )" sowie
/3/‘ (a,)'.

Dann ist PQ  in die urspriing-
liche Lage zuriickzudrehen.

ALk’ P'A' und PUA" sind das Zwei-
tafelbild der gegebenen Strek-
ke.
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4. Umkehrung der zweiten Grundaufgabe

In dem Beitrag "Aufgaben zur gegenseitigen Lage von Ebenen und
Kérpern® (WURZEL Nr.’1ﬁfb wurde bereits dargelegt, wie die wah-
re GroBe und Gestalt einer ebenen Figur bei vorgegebenen Ein-
bzw. Zweitafelbild zu bestimmen ist. Beim Ubertragen einer vor-
gelegten ebenen Figur in eine Ebene allgemeiner Lage sind in
den dort dargelegten Konstruktionen gewisse Umkehrungen anzu-
bringen, auf die hier n&her eingegangen werden soll,

Eintafelprojektion

Als Beispiel ist das Bild eines gegebenen Dreiecks ABC zu be=
stimmen, das auf einer Ebene mit vorgegebenem Neigungswinkelo(
zur Bildebene liegt.

Zun8chst wird das Dreieck ABC gselbst in die Bildebene gezeich-
net. Wenn wie hier keine weiteren Forderungen zur Lage der ebe-
nen Figur bestehen, kann die Ebene des Dreiecks ABC um eine be-
liebig gewdhlte Gerade s der Bildebene um den'Neigungsw;nkelo(
aus der Bildebene herausgedreht werden.

R &

Diese Drehung sei zunéchst flir den Punkt A beschrieben. Der
Punkt A dreht sich um den FuBpunkt M des Lotes von A auf s mit
dem Radius r = AM. Da die Ebene dieses Kreises senkrecht zur
Bildebene steht und s die Drehachse darétellt, erscheint sie im
Bild als die zu s senkrechte Gerade k durch A. | '
Der oberhalb der Bildebene gelegene Kreisteil wird um k in die
Bildebene umgelegt, so daB an k in M der Winkel & angetragen
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werden kann. Somit gibt der Punkt (A) die Umlegung des Punktes

A nach der Drehung an.

Der FuBpunkt des Lotes von (A) auf k ist das Bild A',

Analog kann mit den anderen Eckpunkten des Dreiecks verfahren
werden. Dabei kommt man mit dem einmaligen Antragen des Winkels
oK aus, was der Zeichnung zu entnehmen ist.

Zweitafelprojektion

Fir die folgende Konstruktion werden vornehmlich zwei Scharen
von parallelen Geraden der Ebene benutzt.

Hohenlinien: Alle Geraden der Ebene, die parallel zur Grund-
(Symbol h) riBebene liegen. '

Fallinien: Alle Geraden der Ebene, die senkrecht zu den Ho-
(Symbol £) henlinien der Ebene verlaufen.

Ist eine Ebene allgemeiner Lage durch ihren Neigungswinkel

zur GrundriBebene und das Zweitafelbild einer HShenlinie h ge-
geben, und soll in diese Ebene beispielsweise ein Quadrat ABCD
gezeichnet werden, so ist genau wie bei der Bestimmung der wah-
ren GroBe und Gestalt einer ebemen Figur zunédchst die gegebene
Ebene um h so weit zu drehen, bis sie zur GrundriBebene paral-
lel liegt. In die gedrehte Ebene kann dann das Vieleck, in
@iesem Fall das Quadrat ABCq,eingezeichnet werden. Danach wird
- die Ebene in die Ausgangslage zurlickgedreht. Dazu sind die fiir
den Punkt A des Quadrates demonstrierten Schritte erforderlich.

(1) Lot von A auf h' entspricht dem Bild der Fallinie £} und
ergibt den FuBpunkt FA der Fallinie auf h',

(2) stiitzdreieck aused an Ii in FA und Abtragen von FlA auf
dem freien Schenkel des Winkels ergibt die Hohe dA des Punk-
tes A liber der Hohenlinie h. '

(3) PuBpunkt des Lotes von (A) auf £} ist der gesuchte Bild-
punkt A' auf der GrundriBebene.

(4) Ordnungslinie von A' in AufriBebene und Abtragen der Strek-
ke dA von h" aus ergibt Bildpunkt A™ auf der AufriBebene.
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diese Weise ist die Konstruktion aller weiteren Bildpunkte
gegebenen Figur moglich.

anderen Bildpunkte des Quadrates kdnnen aber auch mittels
Schnittpunkte der Geraden, auf denen die Quadratseiten lie-

gen, mit der Hohenlinie konstruiert werden, wie es fiir den
Punkt D beschrieben werden soll. '

(1)
(2)

(3)
(4)

Verléngerung des Quadratseite AD schneidet h' in Hj..

Bildpunkt D' ist der Schnittpunkt der Geraden durch A' und
Hjp mit dem Lot von D auf h'.

Ubertragen des Schnittpunktes Hi, in den Aufrig.

Schnittpunkt der Verbindungsgeraden A"HED mit der Ordnungs-
linie durch D' ergibt den Bildpunkt D", '

Alles weitere ist aus der Abbildung zu ersehen.
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Als Kontrollmittel konnen die Eigenschaften der zu iibertragen-
den Figur genutzt werden, d. h. parallele Geraden bleiben auch
im Bild parallel,

'5. Unkehrung der dritten Grundaufgabe

Die dritte Grundaufgabe steht in engem Zusammenhang mit der er-
sten bzw. zweiten Grundaufgabe. So wird bei der Bestimmung der
wahren Lénge einer Strecke bzw. der wahren GriBe und Gestalt
einer ebenen Figur meist der Neigungswinkel der Strecke bazw.
der ebenen Figur zur Bildebene mitbestimmt.

Bei der Umkehrung dieser Grundaufgabe handelt es sich um die
Konstruktion einer Geraden bzw. Ebene, die zu einer Bildebene
eine gegebene Neigung besitgzt.

Alle durch einen Punkt A legbaren Geraden, die 4
die gleiche Neigung besitzen, bilden einen Ke-
gelmantel, dessen Achse AA' senkrecht auf der

Bildebene steht und dessen Mantellinien den ge-

gebenen Neigungswinkel ©¢ mit der Bildebene b

einschlieBen.
Im praktischen Fall werden nur bestimmte erforderliche Geraden

aus der Gesamimenge der Geraden des Kegelmantels herausgenom=
Aa

mene.

A Die Konstruktion einer

solchen Geraden AB
kann der Darstellung
im Zweitafelbild ent-
nommen werden.

Der Kegelradius MO kann
mittels einer Nebenkon-
struktion aus der Hohe
MA des Punktes A iiber
der GrundriBebene und
den Neigungswinkel
ermittelt werden.

Die Bedeutung der Umkehrung der dritten Grundaufgabe wird ei-
gentlich erst an der Aufgabe, eine Ebene mit bestimmter Nei-
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gung zu errichten, erkennbar.

Ebénen, die eine LOsung dieser
Aufgabe sind, stellen sich als
Gesamtheit aller Tangential-
ebenen an den Kreiskegel dar,
d. h. die nullte Hohenlinie ho
der einzelnen Ebenen gind Tan-
genten an den Grundkreis des
Kegels.

Un eine bestimmte Ebene davon herauszugreifen, muB die Aufgabe
noch eine zusétzliche Forderung enthalten, z. B. daB die Ebene
durch eine gegebene Gerade RS gehen' soll.

Zur Losung sind in R und S jeweils ein Kreiskegel zu errichten,
deren Mantellinien den vor=

gegebenen Neigungswinkel R s

mit der Bildebene einschlie-

Ben.

Dann sind als nullte Hcohen-

linie ho der zwei mtglichen {i

Ebenen die Tangenten t1 und t2

an die beiden Grundkreise der {;
Kegel zu konstruieren.

Die beiden gesuchten Ebenen sind dann durch die Geraden RS und

t1 bzw. RS und t2 bestimmt. Sie widren auch durch die Gerade RS

und die Mantellinien eines der beiden Kreiskegel bestimmt, die

durch die Beriihrungspunkte T1 und T2 bzw. T3 und T4 der Tangen-—
ten an die Grundkreise gegeben sind.

T
-
A

Ubungsaufgabe: Konstruieren Sie durch eine im Zweitafelbild ge-
gebene Gerade AB die beiden Ebenen, die zur Bildebene um 45°
geneigt sind.

Wenn, wie in der folgenden Abbildung zwei Ebenen durch eine Ge=-
rade XS der selben Neigung gelegt sind, so sind die Stiitzdrei-
ecke XX'T, und IK'T2 kongruent.

Bs gilt X']'T., T XT,, d. h. X' liegt auf der Winkelhalbierenden
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“p'

des Winkels 4:T1ST2 der nullten Hohenlinien der Ebenen, auch

Spurgeraden genannt.

Also: Die Schnittgerade zweier Ebenen gleicher Neigung wird auf
die Winkelhalbierende des Winkels ihrer Spurgeraden abge~
bildet.

Haben dagegen zwei Ebenen untersohiedliche Neigungswinkel cf1
und 0'2, 80 188t sich die Schnittgerade S ebenfalls aus den ge-
gebenen Spurgeraden S1 und 32 der Ebenen ermitteln.

" ”{ ” 7 { P
bl
A
)
s’ of4
_ .
o,

Der Schnittpunkt H, der'Sﬁurgeraden liegt auf der Schnittgera-
den S. Ein beliebiger weiterer Punkt H von S ergibt sich als
Schnittpunkt der Hohenlinien h1 und h, der beiden Ebenen, die
den gleichen Abstand von der Bildebene haben.

In einer Nebenkonstruktion kann dann der Abstand a, bzw. d, der

Bilder der HBhenlinien h{ von S{ bzw. hé von Sé ermittelt wer-

den. Die Parallele zu Si im Abstand d, ergibt hi und die Paral=
lele zu S5 im Abstand d, ergibt hj. Der Schnittpunkt von h{ und
hé entspricht dem Bildpunkt H' des als beliebig ausgewihlten
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weiteren Punktes H der gesuchten Schnittgeraden Se
Somit ist die Gerade HéH' das Bild S' von S.

6. Aufgaben zur Dachausmittelung

Die bisher erdrterten Erkemntnisse im Zusammenhang mit den Um-
kehrungen von Grundaufgaben sind bei bestimmten Aufgaben der
Praxis von Nutzen, so auch bei den sogenannten Dachausmittlun-
gen.

Unter der Dachausmittlung versteht man die Bestimmung der
Schnittgeraden der Dachebenen, wenn die Neigungswinkel der ein-
zelnen Dachfldchen und die Bilder ihrer Traufkanten gegeben sind.
Als GrundriBebene wird dabei die Ebene der Dachtraufen gewdhlt
(Spurgeraden der einzelnen Dachebenen).

Ubungsaufgabe:

Die folgenden Bilder stellen die Traufkanten von Uberdachungen
(Walmdécher) dar. Die Dachebenen haben alle die gleiche Neigung
zur Traufkantenebene.

a) c)

b)

N

Ermitteln Sie die Schnittgeraden der einzelnen Dachebene, also
die Grate und Firste!

7. SchluBbemerkung -

Mit den drei in der POS vermittelten Grundaufgaben und den in
diesem Beitrag behandelten Umkehrungen dieser Grundaufgaben

sind die Mittel zur Bewdltigung der im Abschnitt 2 vorgestell=-
ten Problemsituation A und den dazu angedeuteten moglichen Um-
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kehrungen dieseE'Problemsituatioﬁ bereitgestellt.

Der interessierte Leser mag nunmehr die zu den Problemsituatio-
nen formulierten fiinf Aufgaben selbsténdig l8sen.

Beim Losen dieser Aufgaben wird man feststellen, daB umgekehr-
te Problemsituationen oft einer viel tieferen geistigen Durch-
dringung bedilirfen als die vorher geldste Aufgabe. Die Bearbei-
tung umgekehrter Problemsituationen fordert somit wesentlich die
Konnensentwicklung. Darum sollte die Umkehrung einer Problem=
situation zum Prinzip bei der selbstdndigen Auseinandersetzung
mit mathematischen Disziplinen gemacht werden.

In der Literatur findet man nicht immer zu einem Problem auch
gleichzeitig eine umgekehrte Problemsituation als Beispiel bzw.
als zu losende Aufgabe, Deshalb kann man sich mittels dem un-

ter Abschnitt 2 am Beispiel angedeuteten Vorgehen selbst umge-
kehrte Problemsituationen angeben und nach den Kitteln zur Lo=-
sung suchen.

Dr. R. Dérr
Sektion'Mathematik
Bereich Methodik

Preisaufgaben

V 25 Kann man die Menge aller endlichen Dezimalbriiche so in 3
Klassen einteilen, daf in Jeder Klasse nicht zwei Zahlen
mit Differenz 10" (m eine ganze Zehl) liegen?

e
n
o)

Ein Skatspiel (franzAsisches Blatt - 32 Karten) werde
griindlich gemischt und dann in zwei gleichgroBe Stapel ge-
teilt. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit defiir, daB8 je-
der Stapel genauso viele rote (Karo und Herz) wie schwarze
.(Kreuz und Pik) Karten enthdlt?

7

-

Man finde alle Paare reeller Zahlen (x,y), welche das Un-
gleichungssystem

-
Ny
~3

logg_x(Eﬁy)r()
log4_y(2x-2)’0

erfiillen!
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V 28 Christine, Katja und Johannes zeichnen ein Dreieck ARC.
e

Denn konstruiert sich Christine ein Dreieck mit den Sei-
tenlaengenlABl,|BClund einem Winkel zwischen diesen Sei-
ten, der um 60° groBer ist als ¥ ABC . Analog konstruieren
sich Katja und Johannes neue Dreiecke, in dem sielAB), A )
 und & BAC bzw, |BC,[CAlund % BCA zugrunde legen.

Man zeige, daf bei allen drei neuen Dreiecken die dritten
Seiten gleich groB sind.

N

29 Man 18se fiir alle a die Gleichung [x+3)- alx-1l= 4 !
Fir welche a hat die Gleichung genau 2 L5sungen?

V
V llocTpofite Tpeyroibuux ABC, ecili 3a%laHH €TI0 HauueHbui
% yron ¥ CAB u otpesim aAxman d=[ABl-(BC) ne =|AC|- [BC)!
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Tréffpunkt Mathelager

Ferien. Ein jedes Individuum, ob Schiiler oder Student, freut
sich darauf, weil es Entspannung vom t&églichen Unterricht, Vor-
lesungen, Seminaren etc. heiBt. Jedoch vom 7. - 17. Februar 89
trafen sich in der Lobensteiner Diesterweg Oberschule ca.

60 junge Leute, um ihre Ferien im Mathematik-Bezirkslager Gera
(auch Mala genannt) zu verbringen. Das heiBt téglich vier Stun-
den Mathematikunterricht. Trotzdem mdchte wohl keiner der Teil-
nehmer dieses-Lager missen, denn: Erstens bietet der Unter-
richt, welcher hauptséchlich von Studenten der Jenaer Fried-
rich-Schiller-Universitét durchgefiihrt wird, die Grundlage,

das fachliche Wissen im Spezialfach Mathematik zu erweitern.
Zweitens herrscht im llala eine sehr harmonische Atmosphére,
welche von einem abwechslungsreichen Freizeitangebot durch-
setzt ist, so dal das Lagerleben wirklich Spal macht.

Wenn auch die Mathematik uns in diesem Lager zusammenfiihrt, so
sind dennoch die unterschiedlichsten Interessen vertreten,
welche dann auch vielféltig genutzt werden. So standen bei-
spielsweise auf dem Pfogramm: eine Wanderung nach Friesau,
Besuch im Elektronikkabinett, eine Veranstaltung im Loben-
steiner Pionierhaus, lagerinterne Turniere, wie Volleyball,
Tischtennis, Skat,Schach und Maria-Pussi, Besuch in der Schuh-
fabrik und im Kino, Gespréchsrunde mit einem Forster, Einkehr
im Eis-Cafe, Besichtigung des Lobensteiner Turms, Fasching und
natiirlich eine AbschluB3-Disko. Die beiden zuletzt genannten
Veranstaltungen wurden ausschlieB8lich von den Schiilern orga-
nisiert, wobei kulturell hochwertige Bestandteile nicht zu
kurz kamen. Vom Gitarrensolo iiber "Was bin ich?" und lager-
interne Hitparade bis zum Dadaismus war alles dabei.

Aber auch der Unterricht forderte Schiiler und Studenten heraus.
Von Gruppentheorie iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung, Logik,
Reihen, Zahlentheorie, Kegelschnitte bis hin zur Informatik

war auch hier, in den Klassenstufen verteilt, alles vertreten.
Ist der Unterricht fiir die Schiiler die Moglichkeit, bisher un-
gekannte Aspekte der Mathematik kennenzulernen, so ergibt sich
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vor allem fiir die Lehrerstudenten (auch liaPhys genannt) die

Chance, sich selbst zu testen. Dabei waren beiden Parteien

gleichermaBen gefordert. In diesem Sinne wurde erstmals die
demokratische MaSnahme eingefiihrt, daB8 am Ende des Lagers nicht
nur die Lehrkréfte die Schiiler schriftlich beurteilen, sondern
auch umgekehrt diese Moglichkeit b?atand.

Das linla wird vom Bezirkskabinett fiir auBerunterrichtliche Té-
tigkeit organisiert. Durch das Jugendobjekt "Studienvorberei-
tung - Studienwerbung" der Friedrich=Schiller-Universitét wird
die Betreuung der Schiiler gbgesichert. An der Lagergestaltung
selbst hat das FDJ-Aktiv des Bezirksklubs groBen Anteil.

Zweimal jéhrlich finden diese 10-t&tigen Lagef statt. Die Teil=-
nahme daran setzt die Mitgliedschaft im Bezirksklub Mathematik
voraus, welche auf Delegierungen basiert, die jdhrlich durch
den Bezirksschulrat neu erfolgen miissen.

Das Mala dient der Vorbereitung auf die Mathematikclympiaden
im Kreis-, Bezirks~ und DDR-MaBstab, aber auch zur Persdnlich-
keitsentwicklung der teilnehmenden Mddchen und Jungen.

In diesem Jahr hatten dle ochiiler der 7. = 11. Klassen gemein-
sam mit ihren studentlsohen Betreuern gegen so manche organi=-
satorische Schwierigkeit zu k&mpfen. Wenn diese Probleme beho-
ben sind, wird das Mathematiklager wieder ein vorbildliches
Beispiel fiir sinnvolle Feriengestaltung sein.

Lars Kéastner
Bezirksklub Mathematik Gera
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Gibt es eine Teilbarkeitsregel fiir die 49?
Kann man im Kopf ausrechnen, welchen Rest

x=1 0000000000 8887...69686869...8788 0000000000 1
L10 ziffernd 84 ziffern %10 ziffern!

bei Division durch 49 1léBt? Beide Fragen lassen sich mit "ja"
beantworten, oder sagen wir lieber vorsichtiger "Im Prinzip ja".
In der Schulolympiade 1988 der 10. Klasse wurde in einer Aufga-
be nach der Teilbarkeitsregel filr 7 gefragt. Dem, der schon wuB=-
te, daB8 1001 durch 7 teilbar ist, diirfte die Aufgabe nicht
schwergefallen sein.

Aber die obige Aufgabe wird fiir die meisten viel komplizierter
gein, well sie die Methoden nicht kennen, mit denen men sich
selbst Teilbarkeitsregeln herleiten kann. Bevor wir zu obiger
Aufgabe zuriickkehren, wollen wir uns deshalb ein paar solche
Methoden aneignen.

q q
Sataz 1. Sei Pq 1-p2 “ cee -pmqm die Primzahlzerlegung

einer natiirlichen Zahl n. Dann ist die natiirli-
che Zahl & genau dann durch n teilbar, wenn es
fir alle 1 mit 1 & 1 & m durch p, ' teildar ist.

Bemerkung 1. Der Satz, der in dieser Form fiir unsere Anwendune=
gen ausreiocht, ist ein Spezialfall von folgender Aussage: a ist
genau dann durch N4°05°ee.°n, teilbar, wenn es durch das klein-
ste gemeinsame Vielfache von {n1,n2,...,nm} teilbar ist. Satz 1
besagt, daB wir nur Teilbarkeitsregeln filr Potenzen von Primzeh-
len herleiten miissen.

Die Primzahlen 2 und 5 werden uns nicht weiter beschédftigen,
denn fiir sie gilt wegen 291109 (alb bedeutet: & ist ein Teiler
von b) bzw. 5%/109 der einfache Satz:

Satz 2 Die im Dezimalsystem dargestellte Zahl a l&éBt
bei Division durch 29 (bzw. 5%) den gleichen
Rest wie die aus den letzten q Ziffern von a
gebildete Zahl.

Im weiteren sei p stets eine von 2 und 5 verschiedene Primzahl,
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insbesondere ist p ungerade.

Ausgangspunkt wird flir uns der kleine Fermatsche Satz sein:

-1)epd-1
satz 3. 10P1°P" " 145t vei Division durch pd den
Rest 1.

Beweis. Bei Division durch pq treten genau (p-1)'pq"1 vonein=-
ander verschiedene nicht durch p teilbare Reste r1=1,

rz-z’l.l'rp_1-p-1' rp=p+1’ I‘p+1=p+2,-.-,I‘(p_1)‘2=2p—1,

I‘(P_..I ).2+1 =2p+1 gyece .r(p_1 ) (pq-1_1 )+1 =pq-p+1 ’
r(p_1)(pq_1_1)+2-pq-p+?,...,r(p~1)pq_1=pq-1 auf. Multipliziert
man zwel verschiedene solche Reste mit 10, so ergeben sich naoh
Division durch pq wiederum zwei voneinander verschiedene Reste,
‘die nicht durch p teilbar sind. Also erhélt man bei Multipli=-
kation aller (p-1)pq =1 nicht durch p teilbaren Reste mit 10 und
Division durch p% wieder alle (p-1)p%~ 1 Reste TysTpseees

r( ) q=1’ wenn auch in einer anderen Reihenfolge. Folglich
p=1)p
188t das Produkt (10r )< (10r;)e...(10r q_17 bei Division

q (p=1)p
durch p* den gleichen Rest wie ry*Trp®eesl « Da keiner

(p-1)p3" (p=1)p2~"
der Faktoren durch p teilbar ist, heiBt das, daB 10 P

bei Division durch p? den Rest 1 1l&Bt.

Eine erste, noch etwas zu umsténdliche Teilbarkeitsregel kann
aus Satz 3 gewonnen werden:

'Folgerggg 1. a 148t bei Division durch pq den gleichen Rest
wie die aus Gruppen der Lénge (p--1)pq-1 gebildete Quersumme.
(Darunter verstehen wir die Summe aus der Zahl, die aus den
letzten (p-1)pq-1 Ziffern von a gebildet wird, und der Zahl,
iie aus den vorletzten (p-1)pq'1 Ziffern gebildet wird, und
der Zahl, die aus den drittletzten (]:--1)1:uq'1 Ziffern gebildet
wird usw.)

Beigpiel: Die Folgerung 1 hilft uns zwar nicht direkt bei un-
serem Ausgangsbeispiel weiter, aber zusammen mit Satz 3 kann man
sie gut auf x-1084+21+1+1011(888786...6868...8788) anwenden.
1084+21 1dB8t bei Division durch 49 wegen (p-1)p%~ =6-7=42 den
gleichen Rest wie 1027 una 888786..,6868.,.8788 den gleichen
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Rest wie 888786...6968+6869...8788=156-(1+100+1002+...+10020)
=156-(10021-1)/(100—1)=156-(1042-1J/99. Da 49|(1042-1), mul

nur noch der Rest vdn 1021+1 untersucht werden.

satz 4. 10P1P" /2 1454 aie Division durch p? den
Rest 1 oder -1.

Bemer 2: Da p ungerade ist, ist (p-1)/2 eine natiirliche
Zahl,

-1)p3~1
Beweis von Satz 4. Wir kiirzen y = 10(p p /2 ab. Aus Satz 3
folgt pq|(32—1)=(y—1)(y+1), also entweder p%|(y-1) oder
p2|(y+1). Somit gelangen wir zu einer bequemeren Teilbarkeits-—
regel:

Folgerung 2: Je nachdem, ob 10P=1P%/2 poy nivision dureh pd
den Rest 1 oder -1 l&8t, 1déBt a bei Division durch p? den glei-
chen Rest wie die aus Gruppen der Linge (p-1)p%/2 gebildete
Quersumme bzw. alternierende Quersumme. (Diese alternierende
Quersurme ist die Zahl, die aus den letzten (p-1)p%/2 Ziffern
gebildet wird, minus der Zahl, die aus den vorletzten (p-1)p%/2
Ziffern gebildet wird, plus der Zahl, die aus den drittletzten
(p=1)p%/2 Ziffern gebildet wird, minus ...).

Man kann nun notfalls im Kopf bestimmen, ob 1021 bei Division
durch 49 den Rest 1 oder -1 1#Bt: 10° 1&8t den Rest 2;

1020 = (10%)19 gen gleichen Rest wie 2'° = 1024 = 980+44, d.h.
-5. Damit 1&8t 1027 den gleichen Rest wie 10-(~5), d.h. —1.
Auch wenn man diese Rechnungen, die zeigen, daB8 die Zahl x
durch 49 teilbar ist, wirklich noch im Kopf ausfiihren kann, so
wiren diese Anstrengungen gar nicht vonndten:

Satz 5. Lidt 10° bei Divisien durch p® den Rest 1 (bzw.
=1), dann 18t 10°P" bei Division durch p¥*d
ebenfalls den Rest 1 (bzw. =1).

Beispiel? 7/(103+1) = 49/(10%141).

Beweis zu Satz 5. Wir zeigen die Aussage mittels vollstéindiger
Induktion. Plir q=0 ist die Aussage giiltig. Wir nehmen an, daB
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sie fiir q richtig ist und beweisen sie dann fiir gq+1:

q
Sedi pr+q/(10bp =1). Die binomische Formel ergibt
q+1 q q - q
1 = (10°P7 = 1)(1+10°P" 4+ ... + 10(P=1)bpP7 (1)
wobei der 1. Faktor nach Induktionsannehme durch pf'? teilbar
ist. Jeder der p Summanden des 2. Faktors ldB%t bei Division
durch p**9, also auch bei Division durch p, den Rest 1. Damit
ist der 2. Faktor durch p teilbar und das Produkt durch pr+q+1
Falls 10bP? pei Div1sion duroh p**? den Rest -1 1&Bt, so erset-
ze man in (1) 10° durch (-10 Yo

10PP

Bemer : Die Teilbarkeitsregel in Folgerung 2 kommt zwar
mit kiirzeren Gruppen aus als die in Folgerung 1, ist aber nicht
immer die optimale. Fir p=3 und p=7 liefert uns Folgerung 2 die
bekannten Teilbarkeitsregeln, aber schon fiir 9 verlangt Folge-
rung 2 unnstigerweise, daB man die Quersumme von Dreiergruppen
bildet. Das liegt daran, daB nicht erst 103 sondern schon 10,
bei Division durch 9 den Rest 1 1ldBt. Aus Satz 5 lesen wir

q |
39%*2((10%°-1) ab, die Teilbarkeitsregel fiir 27 lautet also:

a 1laB8t bei Division durch 27 den gleichen Rest wie die aus
Dreiergruppen gebildete Quersumme.

Gibt es aber wie bei der 9 eine noch einfachere Teilbarkeitsre-
gel? Einfachste Gegenbeispiele zeigen, daB es fiir 27, keine ein=-
fachere Teilbarkeitsregel, die z.B. mit der gewdhnlichen Quer-
summe operiert, gibt.

Die Teilbarkeitsregel fiir 81 verlangt nach Satz 5 die Untersu-
chung der Quersumme aus Neunergruppen. DaB nicht schon Dreier-
gruppen reichen, zeigt eine Versch#érfung von Satz 5:

Satz 6. Ist b der kleinste Exponent, .so daB pr!(10 -1)
(bzw. 10°+1) gilt, und 1st auBerdem p**1 kein
.Teiler von 10br1 (bzw. 10 +1), so ist s = bpq
der minimale Exponent, so da8 pTt2|(10%-1)
(bzw. 10%4+1) gilt. AuBerdem ist dann pr+q+1
kein Teiler von 10%-1 (bzw. 10%4+1).
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Folge . Fir q » 2 lautet das minimale b, mit 33|(10°+1)
397, "und zwar gilt dann 39| (10%-1).

Folgerung 4. Das minimale b mit 73[(10°+1) ist 3797, hier
gilt 72| (10°+1),

Beweis von Satz 6. Wieder wenden wir die vollstiéndige Induktion
an, ausgehenﬁ,von der Richtigkeit der Behauptung fiir q=0., Sei
nun s=bp? der minimale Exponent mit p**%|(10%-1). Weiterhin sei
p™*9*1|(10%-1) nioht gliltig. t4p-s sei der minimale Exponent
mit pT¥a+1| (10%-1). Als erstes zeigen wir, daB t ein Teiler von
ps sein muB, Wdre t kein Teiler, so gibt es natiirliche Zahlen
k, 1 mit k=ps-1t und k <t. 105*1% 148t bei Division durch
10r+q+1 den gleiochen Rest wie 10k, somit erhalten wir
pT+ta*1 | (10%~1) im Widerspruch zur Minimalitét von t.

t kann kein echter Teiler von b sein, sonst lieBe ja 10" bei
Division durch pr+q+1' also erst recht bei Division durch pr,
den Rest 1. Das stiinde aber im Widerspruch zur Minimalitét von
b. Folglich gelangen wir zur Darstellung t=c.p mit c<s.

10° 1&B8t nach Satz 3 bei Division durch p den gleichen Rest

wie 10°P, d.h. 1. Sei ua1 der maximale Exponent mit p|(10%~1).
Nach ‘Satz 5 ist dann pu+1I(1O°p-1). Als néchstes wird gezeigt,
daB pu+2 kein Teiler von 10°P-1 igt:

Die binomische Formel liefert

2=10%P=1-p(10°-1)=(10°-1) [10¢(P=1)4100(P=2) | 1157 =

(10%=1) [(10° =1 _1)4(10°(P=2) _1)4. ., +(10%=1)] = (10°-1)2.
[(10%(P=2) 4100 (P=3) | | 41)4(10° (P=3) 1300 (p=4)

t

toeoetl)Fewot?

In der letzten eckigen Klammer stehen p(p-1)/2 Summanden, die
bei Division durch p den Rest 1 lassen. Damit ist die Sumne
selbst durch p teilbar. Somit ist z durch p2u+1 teilbar. Luut
Voraussetzung ist p(10°-1) durch pu+1, aber nicht durch pu+2
teilbar. Folglich ist auch die Summe aus z und p(10%-1), d.h.
10°P-1, qurch p**!, aber nicht durch p"*2 teilbar.

Andererseits wissen wir, daB 10°P-1 den Teiler pr+q+1 besitzt,
d.h. ‘utr+q. Somit ist 10%-1 durch p™*9 teilbar; die Induktiong-
annahme iiber die Minimalitét von s liefert c=s. Der erste Teil

der Induktionsbehauptung, die Minimalitdt des Exponenten sp
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in pF+a+1|(105P.1), 1st damit bewiesen.

Aus c=s und der Induktionsannahme erh&élt man u=ar+q. Das be=

deutet aber, da auch der zweite Teil der Induktionsbehauptung

garantiert ist, némlioh daB p**9*2 kein Teiler von 10°P=1 ist.
qed.

Bemer : Generell will man fiir p? solche Teilbarkeitsre-
geln, die mit minimaler Gruppenlénge auskommen. Satz 6 redu-
ziert dieses Problem im wesentlichen auf die Frage nach dem

minimalen Exponenten b mit pl(10bi1). Uiber dieses minimale b
188t sich relativ wenig aussagen:

Satz T. a)Falls das minimale b gerade ist, gilt
pl(10%+1).
b) Das minimale b ist ein Teiler von (p-1)/2.
o) Falls p|(10(P=1)/2,4) 2114, so ist (p-1)/(2b)
ungerade.

Beweis. a) Wire fiir gerades b pl(10°-1), so f&nde man wie im
satz 4 p|(10%72-1) oder pl(10°7/241).

b) Nach Satz 4 188t 10(P=1)/2 yei Division duren p den Rest 1
oder =1. So, wie in Satz 6 bewiesen wurde, daB t ein Teiler von
ps ist, zeigt man auch b|(p-1)/2.

¢) Aus p|(10P+1) und der Geradzahligkeit von (p=1)/(2b) wiirde
P|(10(p'1)/2—1) folgen.

Unser abschlielender Satz verlangt einen komplizierteren Beweis,
der an einem solchen interessierte Leser sei auf Kapitel 5 des
Buches "Zghlentheorie®™ von I.M. Winogradow (DVW Berlin, 1955)
verwiesen.

Satz 8. ‘IO(P-”/2 laBt genau dann den Rest 1 bei Divi-
- sion durch p, falls p (im Dezimalsystem) auf 1
oder 9 endet und bei Division durch 8 den Rest
1 oder 7 1ldB8t oder falls p auf 3 oder 7 endet
und bei Division durch 8 den Rest 3 oder 5 1léBt.

Folgerung 5. 13/(10°=1), nach Satz 7 ist das minimale b ein

Teiler von 3. Da fiir alle p>1 b=1 ausscheidet, ist tatséch-
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Folgeyung 6. 17/(10%4+1); nach Satz 7c kann das minimale b kein
echter Teiler von 8 sein.

Folgerung 7. 19](10%4+1). Das minimale b kann nicht 3 sein, da
10°+1 keine Primteiler gridBer als 13 besitzt. Damit ist b=9.

Folgerung 8. 231(10'7+1). b ist 11, da 11 keine echten Teiler
groBer als 1 besitzt.

Folge o 29|(1014+1). Nach Satz 7o scheidet b=7 aus. Da
101 nicht durch 29 teilbar ist, muB b=14 sein.

Folgerung 10. 311(10'7=1), 10-1=27-37 ist nicht durch 31
teilbar, bleibt noch 105—1 zu priifen. Eine direkte Rechnung,
die man auch im Kopf bewédltigen kann (10° 1&B+% bei Division
durch 31 den Rest 7; 10% den gleichen Rest wie 49, d.h. 18, und
105 den gleichen Rest wie 180, d.h. -6), schlieB8t auch b=5 aus.
Damit ist b=15.

In Folgerung 10 wird 37 als néchste Primzahl mit b=3 schon er-
wehnt.

Probiert Euch deshalb an der Bestimmung der minimalen Exponen=
ten fiir 41 und 47 aus.

Doz. Dr. H. Englisch
Sektion Mathematik
KMU Leipzig
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Preisaufgaben

V 31 Ha IIOCKOCTM JaHH OKPYXHOCTB @ Touku P, O Ha Heit. Ilpore—
Z¥M uepes ToukE P, 0 M mpousBONBHYW TOUKy K miockocTH
OKPYEHOCTh. LUycTe M - TOYKa HepecevyeHmWA KacaTelbHON K
arofi orpymiocTi P Touke K ¢ mpsmott PO.

Kaxoe MHOXECTBO BANOJHANT TOYKH M?

V 32 Man zeige, daB das kleinste gemeinsame Vielfache der n
natiirlichen Zahlen a,lt.aat- 2o e Can nicht kleiner als
n - a1 ista

V 33 In einer Urne seien 3 schwarze und 7 weiBe Kugeln, in
einer welteren Urne seien 6 schwarze und 4 weiBe Kugeln.
Aus beiden Urnen werde zuféllig je eine Kugel genommen.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeib, daB beide Kugeln die
gleiche Farbe haben?

<
W
S

Im Inneren eines Quadrates ABCD liege ein Punkt P derart,
daB fP : BP : 0Pw1 : 2 : 3.
Man bestimme die GrsBe des Winkels ¥ APB.

<5
AN
\J1

hVereinfache

v 2w | W '
cosO+cos7+cos—7—+...+cos——7 !

-

. Aot

Man 18se die Gleichung

singx + c0523x=1 i

<3
N
0)}

=

EinsendeschiuB: 1. 10. 1989
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Lésangen der Bezirksolympiade Klassen 11/12

1) I. Wenn die Bedingungen der Aufgabe erfiillt sind, so folgt:
Nach (1), (2) und wegen q=5 gilt
b1-Ps b2'5pn bﬂ51‘-

51‘ = 9p- ) (5)

Aus (3) folgt a,+a; = 2a,,

1 .1 2 S

D + -I-" = g . (6)
Aus (5) folgt + = 2 + 1, und demit ergibt sich aus (6)

und dann (5): e
'Jé.l.‘Z
r "5

r=7.

P -

Damit erh&lt man aus (1) und (2), daB nur die Folgen

&1 = %, &2 = %, 33 = % und (7)

1 .
by =4, by =2, by=35 (8)
den Bedingungen der Aufgabe geniigen kdnnen.

IT. Sie geniigen diesen Bedingungen; denn sie erfiillen (2)
sowie mit p = %?, q=5, r=T auch (1) und wegen

S-g=7-%=-d some1f3 29 35'—32 5
sind auch (3) und (4) erfiillt.

Also geniligen genau die in (7), (8) genannten Folgen d-
Bedingungen der Aufgabe.

2) I. Wenn es zu einem Punkt C ein Parallelogramm ABCD mit

B = a (1)
und
IT:B=58: 5 (2)

gibt, so folgt: Fiir b = AV = BT, @ = FABC gilt nach dem
Kosinussatz sowie wegen ¥ BAD = 180°- ¢ und
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cos(180°- @) = =cos @
IT = '/a2+b2-25.b'coscp, (3)

B = -/a.2+b2+2ia.b-cosc;. (4)
Hieraus und aus (2). also E BD = XD - XT, folgt
ae -\/a +b +2ab-coaqv = De ‘/;2-1-1:2-2&1:-009:? s (B)
4 2,2

b +2&3b-oos ¢ = 52b2+b4-2ab3-cosqa,
2abe (a2+b2)?oos @ = b4-a4,

2eb « cos ¢p = b2 - a2, (6)
Damit ergibt sich aus (3)

IT = '/ al+b°- (l:né-a2 ),

IT = avZ (7)

II. Wenn (7) fiir einen Punkt C gilt, so folgt: Da es eine
Linge b mit

[b=a] <a 2 2a+b (8)

gibt (1::313\,;):!.91swweieue»‘I ist b=a eine solche Linge), gibt
es ein Dreieck ABC, in dem auBer (7) auch (1) und BC=b
gilt. Ist darin ¥ ABC = ¢p., so folgt nach dem Kosinus=
satz
26% « a.2+b2-2ab°cosq),

also (6).
Fir denjenigen Punkt D, mit dem ABCD ein Para.llogramm
ist und daher (3) und (4) gelten, ergibt sich aus (6)
wieder (5) und damit (2).

Mit T. und II. ist gezeigt: Zu einem Punkt C existiert ge-

nau dann ein Parallelogramm ABCD mit (1), (2), wenn (7) gilt.

! Die Menge aller b mit (8) ist das Intervall
a(v2-1)< b2 a(@2%1). Diese genauere Aussage wird im obigen
Zusammenhang nicht bendtigt. Statt der obigen Verwendung
eines beliebigen b mit (8) genligt es in II. z.B. auch, so-
gleich nur (b=a, d.h.) das Quadrat ABCD heranzuziehen.
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Die gesuchte Menge aller derjenigen Punkte C in e, fiir die
das zutrifft, ist folglich der in e liegende Kreis um A

mit dem Radius av2.

3A) I. Fiir n=3 werden die Bedingungen z.B. durch a1=0, a,=1,
a3=3 mit den Differenzen
0-1 = -1, 0=3 = =3,
1-0 = 1, 1-3
30 = 3, 3-1
erfiillt.
IT. Fiir n=4 werden die Bedingungen z.B. durch a1=0, 32=1,
a3=4? a4=6 mit den Differenzen

a u
I
n N

0=1 = =1, 0-4 = =4, 0=6 = =6,

1=0 = 1,7 1=4 = =3, 1=-6 = =5,

4-0 = 4, 4-1 = 3, 4-6 = -2,

6-0 = 6, 6-1 = 5, 6=-4 =
erfillt.

I
n

III. Angenommen nun, fiir ein n 2 5 geien (1), (2) erfiillt
durch natiirliche Zahlen a 84seeey8,. Dann folgt:
(3) Keine zwei der Zahlen 8qseee,a, sind einander

n
gleich.

Beweis: Wdre a. 578 (j#k), so folgte mit einem von j

und k verschledenen i, daB aa-a = 8 =8; wire, was

(2) widerspricht.

O.B.d.A. kann daher wegen (1) angenommen werden:

(4) Bs gilt 0 £ a,<8,<... <a,_j,<a 3% %(n—ﬂ'n.

Weiter gilt

(5) Die Differenzen aJ—al, die fir alle i, mit
1-1«=J~n gebildet werden, sind die Zahlen
1,2,...,?(n~1)-n in geeigneter Reihenfolge, jede
genau einmal.

Beweis: Nach (4) gilt O<aj-a, % ,}(n-*l)-n flir jede

dieser Differenzen. Nach (2) sind sie paarweise ver-~

schieden, also ist ihre Anzahl gleich der Anzahl der

Paare (i,j) mit 1 £ 1<j % n. Diese Anzahl ist aber

bekanntlich gleich %(n—1)-n; daher muB (5) gelten.



95 | 0JM
Ingbesondere gilt:

(6) Die Differenzen di = 8; 4=8;, die fiir alle i=1,...,n~1
gebildet werden, sind die Zahlen 1,2,...,n-1 in geeig-
neter Reihenfolge, jede genau einmal.

Beweis: Nach (4) ist die Summe dieser Differenzen

¢ 1 .
dg+ecotdy g = 8y-a; £ 5(n-1)°n,

nach (2) sind sie paarweise verschiedene natiirliche Zahlen,
nach (4) positiv.

Da aber bereits sie Summe der Zahlen 1,25e¢¢,0=1 bekanntlich
4(n-1)+n betrégt, verbleibt nur die Moglichkeit (6).

Nun erh&élt man: Nach (6) gibt es unter den Indizes 1,...,n-1
genau einen Index p mit dp=1. Ist ein Index r (1 £ r € n-1)
oberer oder unterer Nachbar von p, so muB dr= n-1 sein; denn
wdre filir zwei einander benachbarte Indizes i, i+1 die eine
der beiden Zahlen di, di+1 gleich 1, die andere kleiner als
n-1, so folgte

Bi4p = 83 = G349 + 4 ¢m,

womit wegen (6) ein Widerspruch gegen (2) vorlédge.
Also muB p einer der beiden Indizes 1, n-1 mit nur einem
Nachbar sein, und fiir diesen Nachbarindex r muB dr= n=1
gelten; d.h., es muB einer der beiden folgenden Fdlle A, B
vorliegen:

A: Es gilt d1_ = Yy d, =n-1.

B: Es gilt 4 _.,=1, d_,= n-1.

Ebenso erhdlt man: Es gibt genau einen Index q mit dq=2. Ist
ein Index s oberer oder unterer Nachbar von q, so muf dB
eine der Zahlen n-2, n-1 sein. Wegen n 2 5 sind diese beiden
Zahlen von 1 und 2 verschieden. Also muB, falls q zwei Nach-
barn hat, der eine von ihnen der bereits in den Féllen A, B
festgestellte Index r sein, und fiir den anderen Nachbar s
muB ds= n-2 gelten. Hat g aber nur einen Nachbar s (d.h.
gilt g=n=1 im Fall A bzw. g=1 im Fall B), so ist wegen nZ5
dieser Nachbar nicht der in den IPdllen A, B festgestellte
Index r; also_kann dann nur ds=np2 sein. Das heiBt, es liegt

Jeweils fiir A bzw. B einer der folgenden Unterfidlle A1, A2
bzw. B1, B2 vor:
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A2: s gilt 4, =1, 4, =n=1, d _,=2, d _,=n-2.

n—
B2: Es gilt dn_1=1. dn-2"n'1' d1 =2, d2 =n=2,

Damit finden sich in jedem Fall vier Indizes der Form u,
u+l, v, v+1 mit ugv, fir die d +d,,.q70, d +d, 4=n, also
8,408 = 8y 0=8y gilt. Das widerspricht (2).

Die Annahme, fiir ein n 2 5 seien (1), (2) erfiillbar, hat -

gsomit in jedem Fall auf einen Widerspruch gefilhrt.

Mit I., II., III ist bewiesen: Die Bedingungen der Aufgabe
werden genau von den beiden Zahlen n=3 und n=4 erfiillt.

Fortsetzung folgt!

Herausgeber: Jugendobjekt , Studienvorbereitung—Studienwerbung”
Lelter: Stefan Posselt .

Chefredakteur: Eckhard Stein

Redaktion: C. Dahms, S. Krieg, R. Fétsch, N. Patzschke

Anschrift: WURZEL, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik, Jena, 6900
Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postamter entgegen.
Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion. :

Artikel-Nr. (EDV): 10932

RedaktionsschiuB: 2. 5. 1989
Titelbild: M. Torke

ISSN 0232-4539 Wurzel Jena 23 (1989)6 S.81-96




zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobjekt Studien-
vorbereitung-Studienwerbung der Sektion
Mathematik an der Friedrich-Schiller-
Universitdt Jena
23. Jahrgang ISSN 0232-4539

Sonderpreis fir DDR: 0,40 M



Eine Einfiihrung in die Grag@pntheorie 08

Eine Einfihrung in die Graphentheorie

1. Binleitende Bemerkungen

Mit dem nachfolgenden Beitrag wird versucht, den Leser in an-
schaulicher Weise in die Graphentheorie einzufilhren, um sein
Interesse fiir dieses Teilgebiet der Mathematik zu wecken. Es
besteht nicht die Abgicht, die Theorie der abstrakten Graphen
gusfiihrlich darzustellen. Das wiirde auch die Moglichkeiten
einer derartigen Verdffentlichung in der WURZEL weit Uberaschrei-
ten. Neben der Besprechung einiger Beigpiele erfolgt eine Be-
schrénkung auf die Definition des abstrakten Graphen und auf
einige S&atze ﬁber‘diesen Begriff. Die groBe Bedeutung der Gra-
phentheorie diirfte darin bestehen, daf es mit ihrer IHilfe mig-
lich ist, viele praktische Probleme mathematisch zu modellie-
ren und zu l8sen. Das soll am Beispiel des Fdhrmannaproblems
und des Briickenproblems erléutert werden. Diese Beisplele ma=-
chen gleichzeitig deutlich, daB ein sehr abstrakter mathemati-
scher’Begriff wie der Begriff des Graphen fiir die Anwendungen
sehr niitzlich sein kann.

Im nachfolgenden stellen wir zundchst einige einfache Beispiele
fiir Graphen vor.

\

2. Binfache Beispiele fiir Graphen

Beispiel (1

ispiel (1) B, g By
Die Punkte E1, E2, E3, E4 heiflen W
die Eckpunkte oder Knotenpunkte k, X,

des Graphen, die Strecken k1, k2’
kj, k4, k5 werden als Kanten be-
zeichnet.
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Beispiel (2)

Mengen E der Eckpunkte:
E - {5,5,02,,2,.85]
Mengen K der Kanten:
K = {k.l ,kzgk3|k4|k5!k6tk7!ka}

Mengen E der Eckpunkte:
E ={E1,E2,E3,E4}
Mengen K der Kanten:

K = {kqskpok, ]

2

Ej wird als ein isolierter Eckpunkt des Graphen bezeichmet,
d.h. Ej ist mit keinem anderen Eckpunkt durch eine Kante ver-
bunden (man sagt: Dieser Eckpunkt inzidiert mit keiner einzi-

gen Kante).
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Beispiel (4)

| € kK _E,
Bei diesem Graphen besteht
die Menge E der Eckpunkte k | k
aus 8 Elementen und die | |
Me Es | k{_ € kh‘
nge K der Kanten aus ¢
12 Elementen. k‘I K
L k_[*_ _J¢
<« 3
4
// kq h‘
(3 z £,
Beispiel (5) !
MengenE der Eckpunkte: | E,
E = {Ey,EpEy] k ky
Mengen K der Kanten: 7
K = k ’k k v
{ 1*72? 3} E,‘ k E)_

E ]
Die Kante kz heiBt eine Schlinge des Graphen, d.h. sie inzi=

diert mit genau einem Eckpunkt (im vorliegenden Fall mit Eck-
punkt EB)' '

Beisgpiel (6)

Bei Beispiel (6) besteht die
Menge E der Eckpunkte aus 5 Ele-
menten und die Menge K der Kanten
aus 9 Elementen.

Unter dem Grad eines beliebigen
Eckpunktes Ei versteht man die
Anzahl aller mit E; inzidenten
Kanten, d.h. die Anzahl derjeni-
gen Kanten, die von Ei ausgehen
bzw. in Ei einmiinden. Dabei ist
zu beachten, daB jede Schlinge
doppelt geziéhlt wird. Da der Grad
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der Eckpunkte eines Graphen bei den nachfolgenden Betrachtun-
gen von besonderem Interesse ist, goll zundéchst fiir die Bei=-
spiele (1) bis (6) eine Ubersicht gegeben werden.

Beigpiel §12 Beigpiel SE)
Eckpunkt | Grad des Eckpunkt Grad
Eckpunktes 1 3
E1 3 32 3
E2 2 E3 4
E3 3 E4 2
E, 2 Eg 4
Beispiel !22 Beigpiel !&2
Eckpunkt Grad Eckpﬁnkt Grad
E1 2 E1 3
E3 0 E3 3
E4 2. E4 3
E5 3
E6 3
E8 . 3
Beiagiel (B)~ Beispiel (6)
Eckpunkt Grad Eckpunkt Grad
E1 2 E1 4
E, 1 E, | 3
E3 3 E% :
' 4
Eg 2

3. Zum Begriff des abstrakten Graphen

Ein Graph ist definiert, wenn gegeben sind:

1. eine nicht leere Menge E (die Elemente von E heifBen die
Eckpunkte oder Knotenpunkte des Graphen).
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2. eipe zu E disjunkte nicht leere lenge K (die Elemente von K
heifen die Kanten des Graphen) und

3. eine Inzidenzbeziehung, die fiir jeden Eckpunkt ausweist, mit
welcher Kante er inzidiert, und umgekehrt fiir jede Kante
festlegi, mit welchen Eckpunkten sie inzidiert. Uberdies
muB die Bedingung erfiillt sein, daB jede Kante mit minde-

“‘stens einem, aber mit hBchstens zwei Eckpunkten inzidiert.

Wie man sieht, sind Graphen ganz aebstrackt definiert. Man kann
jedoch jeden Graphen durch einen geometrischen Graphen veran-
schaulichen. Bei unseren Beispielen (1) bis (6) handelt es
gsich um derartige geometrische Graphen. AuBerdem haben wir uns
auf endliche Graphen beschrénkt, d.h. sowohl die Eckpunktmenge
E als auch die Kantemmenge K sind endliche Mengen.

4. Einige Begriffe und Sétze iiber Graphen

Zunéichst sollen die Begriffe offener Kantenzug, geschlossener

Kantenzug und Eulersche Linie erléutert werden. Zur Veranschau-
1ichung wihlen wir Beispiel (2).
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Unter einem Kantenzug eines gegebenen Graphen versteht man
eine geordnete Auswahl aus der llenge E der Eckpunkte und der
Menge K der Kanten derart, daB mit einem Eckpunkt begonnen und
auch wieder mit einem Eckpunkt geendigt wird und immer Eck-
punkte und Kanten abwechseln und stets aufeinanderfolgende Eck-
punkte inzident sind. Das bedeutet fiir einen geometrischen
Graphen, da8 man die dem Kantenzug entsprechende Form von Eck-
punkten und Verbindungslinien fortlaufend mit einem Bleistift
"durchfahren" kann, ohne absetzen zu miisgsen. Die Folge

(E k E k 3, E ) ist beispielsweise ein Kantenzug. Er
helﬁt orfen, WEll E.I * E ist. Dagegen ist (E1,k1,E2,k2,E3,k7,E )
ein geschlossener Kantenzug. Ein Graph heiBt zusammenh&ngend,
wenn sich je zwei seiﬁér Ecken durch einen Kantenzug verbinden
lassen, wie das bei unserem Beispiel (2) der Fall ist. Einen
Kantenzug mit lauter verschiedenen Kanten, wo also keine Kante
doppelt durchlaufen wird, nennt man eine Kette. Insbesondere
wird eine Kette als Eulersche Linie bezeichnet, wenn sie sémt-
liche Ecken und Kanten des Graﬁhen enthdlt. So ist bei unserem
Beispiel die Folge

(E kT’E 1 Ksn By k1,E1,k 5, 3,E3,k8,E5,k6,E )

elne derartlge Eulersche Llnie. Wahrend meiner Schulzeit war
es ein beliebtes Kinderspiel, die Figur (2) mit dem Bleistift
"in einem Zug" zu erzeugen, ohne dal abgesetzt werden durfte.
Die diesbezliglichen Bemithungen wurden durch die Worte "Wer das
nicht kann, kriegt kei-nen Mann" bekleidet. In der Graphen-
theorie spielen die Eulerschen Linien eine besondere Rolle,
denn bei vielen praktischen Problemen, die mit Hilfe eines
Graphen modelliert werden, héngt die Losbarkeit von der Exi-
stenz Bulerscher Linien ab (siehe z.B. Briickenproblem).

Nachfolgend sollen ohne Beweis die interessanten Sdtze (A) und
(B) angegeben werden.

Satz (A

Ein endlicher Graph besitzt genau dann eine Eulersche Li-
nie, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
1. Der Graph ist zusammenhéngend.

2. Der Graph hat entweder gar keinen Eckpunkt ungeraden
Grades oder genau zwei.




Eine Einfiihrung in die Graphentheorie 104
‘Wendef man diesen Satz auf unsere Beispiele (1) bis (6) an, so
ergibt sich:

Beispiel | Existenz mindestens einer Eulerschen Linie
(1) ja
(2) ja
(3) nein
(4) ' nein
(5) ja
(6) . ja
Satz (B)

Es sei G ein zusemmenhiéingender Graph mit genau 2n (n 2 1)
Eckpunkten ungeraden Grades. Dann gibt -es n Ketten in G,
go daB jede Kante genau einer dieser Ketten angehdrt. Eine
geringere Anzahl von Ketten, die den Graphen in der ange-
gebenen Weise ilberdecken, kann nicht gefunden werden.

5. Das Briickenproblem

Ein interessantes graphentheoretisches Problem, das in der
mathematischen Literatur immer wieder auftaucht, ist das soge-
nannte Briickenproblem der Stadt K. Die Stadt besteht aus 4
Stadtteilen S1, 82, 33 und 84, die durch 7 Brﬂgken b1, b2, b3,
bys bos b und b7 miteinander verbunden sind (siehe Skizze).

Es besteht die Aufgabe, die Stadt K auf einer Route so zu durch-
wandern, daB jede der sieben Briicken genau einmal zu benutzen

8ts A\ v\ \
: t\ . \\\\\\\\\ R
X % VXN \\
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Als mathematisches Modell dieses Briickenproblems erhidlt man den
folgenden Graphen:

‘J
’ S
4
Menge E der Eokpunkte: E = {81,82,83,84} '
Menge K der Kanten: K = {b1,b2,b3,b4,b5,b6.b73
Grad der Eckpunkte: Eckpunkt . Grad
Sy 5
S, 3
83 3
S, 3

Da der Grad aller vier Eckpunkte eine ungerade Zahl ist, exi-
gtiert nach Satz (4) keine Eulersche Linie, d.h. das Briicken-
problem der Stadt K. ist unldsbar.

Bereits der Mathematiker Leonhard EULER (1707 = 1783), nach
dem auch die Eulerschen Linien benannt sind, konnte 1736 nach-
weisen, daB es flir das Briickenproblem der Stadt K. keine L&-
sung gibt.

6. Das Féhrmannsproblem

Einem Féhrmenn sei die Aufgabe gestellt, mit mdglichst wenig
Fahrten einen Wolf (W), eine Ziege (Z) und einen Kohlkopf (K)
an das andere Ufer eines Flusses zu bringen. Dabei sind folgen-
de Bedingungen zu erfiillen:

1. Bei einer Fahrt darf immer nur eines der drei "Frachtgiiter"
mitgenommen werden (entweder der Wolf, oder die Ziege, oder
der Kohlkopf).

2e Wolf und Ziege diirfen niemals unbewacht zusammenbleiben.

3. Ziege und Kohlkopf diirfen niemals unbewacht zusammenbleiben.
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Um dieses Problem, das hdufig als Scherzaufgabe gestellt wird,
mathematisch zu modellieren, stellen wir zundchst alle erlaub-
ten Kombinationen am Ausgangsufer zusammen: '
(F,W,Z,K) (F,W,2) (W,K) (w) (0)
(F,W,K) (P, 2) (2)
'(FrZ'K) (K)

Man beachte dabei, daB z.B. die Kombination (F,W) nicht er-
laubt ist, weil in diesem Falle am Zielufer die Ziege und der
Kohlkopf ohne Aufsicht beisammen wéren.
Diese 10 mdglichen Kombinationen interpretieren wir als die
Eckpunkte eines Graphen. Die Kanten dieses Graphen, d.h. die
Verbindungen zwischen diesen Eckpunkten, muf man durch inhalt-
liche Uberlegungen bestimmen. So miissen z.B. die Eckpunkie
(F,W,Z,K) und (W,K) durch eine Kante miteinander verbunden
werden, d.h. der Fdhrmann bringt zunéichst die Ziege an das
7zielufer (eine andere Moglichkeit gibt es nicht). Nach seiner
Riickkehr befindet sich am Ausgangsufer die Kombination (F,W,K).
Piir die zweite Fahrt gibt es 2 Moglichkeiten. Entweder nimmt
der Pihrmann den Wolf mit und bringt die Ziege wieder zuriick,
oder er transportiert den Kohlkopf an das Zielufer und schafft
auf der Riickfahrt die Ziege wieder zum Ausgangsufer.
Wir iiberlassen es dem Leser, diese Uberlegungen fortzusetzen.
Insgesamt erhdlt man den folgenden Graphen als ein mathemati-
sches Modell des sogenannten Féhrmannsproblems:

(K) (F,Z,K)

F,W,K) T~

(W) (F,W,2)

In diesem Falle besteht die Ldosung des Problems darin, eine
minimale Kette zu finden (d.h. eine Kette, die mdglichst we-
nig Kanten enthédlt), wobei diese Kette von der Ausgangskombi-
nation (F,W,Z,K) zur Endkombination (0) filhren muB, Wie man
sieht, gibt es die beiden folgenden MinimallGsungen:

(F,W,2,K)—am(W,K)—e(F,W,K)—o-(K)—=(F, Z,K)—s(Z) —==(F, Z) —=(0)

,(F,W, ZiK)—-'(Ws K)-—-(F,W, K)'—-(W)'—’(sts Z)—.'(Z)—-'(FQZ)'_"'(OJ
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AbschlieBend mochte ich die Hoffnung &ulern, mit dem vorste-
henden Beitrag einige Leser fiir eine weitergehende Beschéfti-
gung mit der Graphentheorie interessiert zu haben.

Prof. G. Schlosser
Sektion Mathematik
Bereich Methodik

Lésungen zur Bezirksolynipiade der Klassen 11/12 (Fortsetzung)

3B) a) Angaﬁe einer Verteilung: In jeden der 3 Behédlter gebe

b)

man genau 2 der Gegensténde.
Nachweis der Bedingungen: Wegen 2 £ 1 und 2 £ 3 gind (1)
und (2) erfiillt. Fermer ist bei jeder Mdglichkeit, die
3 Behdlter in den zwei Riumen unterzubringen, in einem
der beiden Rdume eine gridfere Anzahl von Behidltern als
in dem anderen Raum, da die Anzahl 3 aller Behélter eine
ungerade Zahl ist. Somit gilt bei jeder dieser Moglich-
keiten auch, daB in einem der beiden Réume eine groBere
Anzahl von Gegenstédnden als in dem anderen Reum ist. Da=-
mit ist (3) erfiillt.
Durch die gleiche Beweisfilhrung, angewandt auf beliebi-
ges ungerades n statt 3, erhélt man: Fiir jpes ungerade
n 2 3 kann die Forderung (mindestens) durch diejenige
Verteilung erfiillt werden, bei der in jeden der n Beh#l-
ter genau 2'Gegenstﬁnde gegeben werden.
Nun wird die folgende Hilfsaussage gezeigt:
Wenn die betrachtete Forderung filir eine natiirliche
Zahl n 2 2 dadurch erfilllt ist, daB jeweils fiir
i=1,...,0 in den i-ten Behdlter genau a; Gegenstiénde
gegeben werden, dann folgt, daB alle ai=2 sein ﬁﬁssen.

Beweis: Die Behélter lassen sich so bezeichnen, daB

1 % a, s a, £ caofa, S n (4)

gilt (wobei die erste bzw. die letzte Ungleichung sus
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(1) bzw. (2) folgt.
Wegen (4) und der Anzahl 2n >n der Gegenstiénde gibt es
eine natiirliche Zahl k (£ 2) mit
Bitecetey_y 1, | (5)
8 tesotly gty > Do (6)

Wiirde in (5) das Gleichheitszeichen gelten, so erhielte
man im Widerspruch zu (3) die Mdglichkeit, in den einen
Raum vermittels der Beh@lter 1,...,k-1 genau n Gegenstén-
de und folglich in den anderen Raum die iibrigen Gegen=
stdnde zu bringen. Also gilt sogar

8 teeotly 44 1; (7)

: Z
wegen a;+eeota, 4 = 2n-a, = n ist dabei

k <n. (8)
Es werde nun -

8y =8y

s, =8, +a,,

Bk-1= 31 + a.2+...+&k_1,

ty =1n-a,

Ty =n-a, - an g

Ppog™ B = 8y = By qTeee~8yq
gesetzt. Wegen (1) sind alle 8; paarweise verschieden
und alle t. paarweise verschieden. Es ist aber auch je=

des s; von jeden tj verschieden; denn aus si=tj wiirde

31 +eoe +&i+an+. ) Hn_j +1

und damit ein Widerspruch gegen (3) folgen.
Wegen (4), (6), (7) und der Gesamtzahl 2n der Gegen=-
sténde gilt '

1 é'si % n-1, 1 & tj £ n-1 fiir alle i bzw. j. (9)

=1

Aus (9) fiir die n-1 paarweise verschiedenen Zahlen s,,
-tj folgt:

Die Zahlen Bigccugﬂk_1|t1'¢-o,tn_k g8ind die (10)
Zahlen 1,...,n=1 in geeigneter Reihenfolge.

Wére nun a,=1, so konnten wegen 8q+eec.+a, = 2n nicht
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alle 85500058, 4 2 gein, also miiBte wegen (4) mindestens
a % 3 sein. Daher wire t, £ p-3 und somit erst recht
tj € n=-3 fiir alle j. Die beiden Zaehlen n-2 und n-1 mii8-
ten wegen (10) also unter den 84 auftreten, was wegen
By<eee <8y 4 Dur mit 8 _, =1n-2 und 5 _4 = n-1 mdglich
wire. Das hétte aber a, 4, = 1, wegen (4) also
8 =cee=ay 4= 1 zur Folge. Aus s, _4 = n=1 e;hielte man
gsomit k=1 = n=1 im Widerspruch zu (8).

Also muB a,=2 gelten; nach (4) miissen alle a, 2 2 gein,
und dies ist wegen 8 %teccta, = 2n nur mit B e e =B = 2
moglich, Damit ist die Hilfsaussage bewiesen.

Unter Verwendung der Hilfsaussage ergibt sich folgender
Beweis dafiir, daB die in der Aufgabe betrachtete Forde~
rung fiir gerades n nicht erfiillt werden kann: Wire es
dooh méglich, (1), (2), (3) zu erfilllen, so miiBte nach
der Hilfsaussage 81=coo=8 = 2 gelten. Dann aber konnte
man, da n gerade ist, in jeden der beiden R&ume ? Be-
hé&lter und demit n Gegensténde bringen, was (3) wider—
spricht.

¢) Aus der Hilfsaussage folgt fermer, daB fiir jedes unge-
rade n 2 3 die in b) zu Anfang nachgewiesene Moglich=

keit, (1), (2), (3) durch a;=...=a = 2 zu erfilllen, die
einzige ist.

4) Es gibt Zahlen und eine Reihenfolge der genannten Art. Um
dies nachzuweisen, geniigt es, ein Beisgpiel fiir () anzugeben
und zu heweisen, daB es aus 21 paarweise verschiedenen gan-
zen Zahlen besteht, die (1) und (2) erfiillen.

Ein solches Beispiel bilden etwa die 21 Zahlen
1999, - 2001, 2000, - 2002, 2001, = 2003, 2002, - 2004,
2003, - 2005, 2004, - 2006, 2005, - 2007, 2006, = 2008,
2007, - 2009, 2008, = 2010, 2009
in dieser Reihenfolge.
Sie sind nédmlich paarweise verschieden, und sie erfiillen

auch (1) und (2)., Dies kann durch Nachrechnen aller in Be-
tracht zu ziehenden Einzelaussagen oder auch z.B. wie folgt
bewiegen werden:
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Mit a=1999 und b=2001 handelt es sich um die Zahlen

a,+-b, a+l1, =b=1, a+2, -b-2,...,a+9, -b-9, a+10. (3)
Je vier aufeinanderfolgende von ihnen lauten mit geeignetem
n entweder a+n, =b=-n, a+n+l, =b=-n=1 (4)
oder -b=-n, a+n+l, =b-n-1, a+n+2. (5)

Deren Summe ist daher
entweder 2a - 2b = -4

oder 2a - 2b + 2 = =2;
damit ist (1) nachgewiesen, Die Summe aller 21 Zahlen in (3)
betrégt

10 (a~b) + a + 10 = 10 (=2) + 2009 = 1989,
also ist auch (2) erfiillt.

Bemerkungen:

Eine Beschreibung, wie man z.B. aus dem Ansatz (3) zu Wer-
ten flir a und b kommt, mit denen die Summen der Zahlen in
(3), (4) bzw. (5) die geforderten Eigenschaften haben, ist
zwar heuristisch nlitzlich, aber nicht zu einer logisch
vollstédndigen Losung der Aufgabe erforderlich.

Es gibt noch zahlreiche andere Beispiele (sogar unendlich
viele), sowohl zu demselben Ansatz (3) als auch zu anders-
artigen Ansdtzen wie etwa a, a+l1, a+2, -b, a+3, a+4, a+b,
-b-1 geece Uuswe.

5) Zu jeder ndtiirlichen Zahl n 2 1 gibt es (genau) eine natiir-
liche Zahl k mit k° % n <(k+1)2. Mit dieser Zahl gilt

X
%3

-+
i& + i? + :? + i;'+ 2?
4+ ceccccsccsccccscccssnose

p.< 2 2
+ —LE:l%- + eee + f%—:1

(k=1) . k° =1
X.2 X
+k%'+ L ] +-n£

b4 X x
n
ﬁ% + cee + ?T =

-+

1 Fiir kleine VWerte von n sind die oben folgenden Formeln in
sinngeméBer Vereinfachung zu interpretieren.
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ES T (x1+x2+13) R

+ % -'(x4+x5+x6+x7+x8) |
4 ceceecsccscsscncsccne 4 (1)

1 Yeoot X, 2 )

T e (x(x-1)2 -1
1

+ F L (I.k2 teoet X(k+1)2_1 -

=

Wegen des monotonen Fallens, also
X4 E x, Z X35
Z
x, P4 X 2 ... % xg

T2 & oo 2 X(p4q)20,

und wegen der Anzahlen

4 -1 =3,
9"4=5l
(k+1)2 = ¥° = 2k+1

der in den Zeilen von (1) auftretenden Summanden folgt aus (1)
weiter

X
BreeBodon s i gl nz @

Wir alle i=1 geee ’k gilt nun

2i + 1 % 31,
also
2i+1 3
: 2 : ir
Damit folgt aus (2)
%4

> o X x 2
T+--o+_n¥§3‘ (-'l+—é+"'+;x§—) d

Wendet man auf der rechten Seite dieser Ungleichung die Vor-
aussetzung des zu beweisenden Satzes mit n=k an, so ergibt
gsich die Behauptung des zu beweisenden Satzes.

Bemer :
er Sate gilt sogar mit ... £ 2 statt ... § 3 in der Behaup-
tung; dies ist schwieriger zu beweisen.
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6) Plir jede Pyramide aus M

sei'ZB = BC =T& = x
gesetzt. Das gleichsei~-
tige Dreieck ABC hat
den Flédcheninhalt

F=gx® cy3. (1)
Es sei AQ die suf BC
senkrechte Hohe in die-
gsem Dreieck, zugleich
die Seitenhalbierende
von BC. Der Schwerpunkt
des Dreiecks ABC sgei M;
er teilt AQ im Verhdlt-
nis
W:MM=2:1 (2) :
und ist zugleich der Um~ " Abb.
kreismittelpunkt von ABC.
Nach Voraussetzung steht SM senkrecht auf BM und CM; daraus
und aus BN = CN, BN = 30 folgt ABMS = ACMS nach dem Kon-
gruenzsatz sws. :
Also! ist das Dreieck BCS gleichschenklig mit BS = €3, und
seine Seitenhalbierende SQ ist, zugleich Hohe. Somit sind AQ
und SQ senkrecht auf BC, also ist BC senkrecht auf der Ebene
durch 4, Q, S und daher senkrecht auf allen Geraden dieser
Ebene. Fallt man das Lot QP von Q auf AS, so gibt folglich
PQ den Abstand zwischen AS und BC an, die ABC und AQS
spitzwinklige Dreiecke sind, also Q und P den Strecken CB
bzw. AS angehoren. Das heiflt, es gilt

" = d. (3)
Man erhédlt dann

3 = % -3 (HShe im Dreieck ABC),

1 Die Gleichung BS = CS kann auch als bekannter Sachverhalt

iiber gerade Pyramiden zitiert werden ("gerade Pyramide" als
"Pyramide mit HohenfuBpunkt = Umkreismittelpunkt der Grund-
fldche™ verstanden).
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T ﬂ}% . x2_d2 (Satz des Pythagoras fiir A APQ), (4)

m=%-'§6=§-ﬁ (nach (2)). (5)

Wegen AAMS ~ AAPQ (Ubereinstimmung in den rechten Winkeln
und im Winkel bei A) gilt

¥ : I = 70 : ZP. - (6)
Aus (6) und (3), (4), (5) folgt

- R _ Lﬁ d o .éd-xﬁ 3
E y -x-d 3 - 3x%-4a%

HiernacH und nach (1) hat die Pyramide das Volumen, als Punk-
tion von x:

3

1 o= dex
f(x) = V==+PF ¥ = = . (7)
3 2, 2
6 ¥ 3x"-4d
Als Intervall fiir die Variable x ist x 7% zugrunde zu legen

(wie sich wegen der Bedingung 3:: —4d > 0 fiir den Radikanden
im Nenner oder geometrisch aus AQ » PQ im rechtwinkligen Drei-
eck APQ ergibt). In diesem Intervall gilt

2 [2, 3 .3 1 K
3x" - 33X =44 =x"» . «6x
c ;3x2-4LQ2

I |
tHx) =g = Y
_d e x° . (x®-2d%)
Daraus folgt: Im Intervall %cx <dy?2’ ist £'(x)< 0, fiir

x= dy2 ist £'(x)=0, im Intervall x> dv2 ist £'(x) > 0. Also
ist V kleinstmbglich (genau) fiir x = dy2; dieses kleinst-
mogliche Volumen betrégt '

f(d@) = % d3.
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\EYi tIa CTOpOHAX a,B,C,d EIHCAHHO/0 B OKUYXHOCTSs UeTHPEXYIONb-
‘KA "gapysy" MOCTPOEHH IipfLOj OB Ein DASHED A 8XC, brd,
cXa,dxb

Jokasziire, YTO NEHTSH BTUX Lipfiio) 0. bHMIOB fBLINWTCA BepLII-
Haul MpsLoyroibHLKa !

V38 Gegeben seien eindreidimensionales kartesisches Koordina-
tensystem und ein Wiirfel, von dem eine Raumdiagonale die
Strecke zwlischen (0,0,0) und (1,0,0) ist. Der Wiirfel ro-
tiere nun um diese Reumdizgonale und werde dabei auf die
x-z-Ebene projiziert. Die Menge derjenigen Punkte der x-
z-Ebene, die von der Prnjektion des Wirfels wéhrend der
Rotation iiberstrichen wird, wird von 2 Funktionengraphen
z = fq(x) und z = fg(x) oben bzw. unten eirgegrenzt.
Welche Funktionen f1,f2 gind dies?

V39 Einem “uadrat wird ein Parallelogramm so vnmbeschrieben,
daf auf jeder Seite des Parallelosramms =zenau eine Ecke
des Quadrates liect, ilan berveise, dall die ﬂenkrechten, die
von den Hcken des Parallelogramms auf dis TSeiten des ‘ua-
drates zeffllt werden, ein -ouesz “nadrat bilden!

V40 Man finde fir alle Parameter a,b die Losunsen von
xix - y Iy = a-(0-{7)
xe[X+ 707 = oo (T +07) !

V41 Wieviel Ldsungen im Intervall (Jnﬂ[] hat die Gleichunzg

3sin x + sin 3x = 2a
in Abhingigkeit von Parameter a7

V42 Man 1l6se dle Ungleichung
: 1
[vd' 109'2(): +2x) £ 3 !

i

EinsendeschluB: 1.11,1989
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Aufgaben der DDR-Olympiade (Klassenstufe 11/12)

1.

2.

3.

4.

Man ermittle alle reellen I&sungen (x,y,z) des Gleichungs-
systems

x2 + y2 + zz = 1, '

Man untersuche, ob es zu jeder natiirlichen Zahl n 2 1 je-
weils eine Punktion f gibt, die die folgenden Bedingungen
erfiillt:
(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zahlen X definiert.
(2) Es gibt eine reelle Zahl x mit £(x) # O.
(3) Wenn man Funktionen f1,f2,ﬂ..,fn+1 durch die Pestset-
zungen definiert, filr alle reellen x gelte
f1(x) = 2(x)
sowie
fk+1(x) = f(fk(x)) fiir k=1,ee0,0,
dann gilt fiir alle reellen x die Gleichung

Il
15 fk(x) = fn+1 (X).

Man ermittlie alle diejenigen konvexen Vielecke P1P2...Pn,
in deren Inmeren ein Punkt x existiert, fiir den

PXC + T X0 4 eoe + T X2 gleich dem doppelten Fléchenin~
halt von P1P2...Pn ist.

Um einen Tresor zu dffnen, ist eine unbekannte dreistelli-
ge Zahlenkombination (81,&2,83) einzustellen, wobei die drei
Zahlen unabhéngig voneinander eingestellt werden kdnnen und
fiir jede der drei Zahlen genau 8 Werte mdglich sind, Infol-
ge eines Defektes 6ffnet sich aber der Tresor bereits immer
genau dann, wenn eine eingestellte Kombination (k1,k2.k3)

mindestens zwei der drei Bedingungen k;, = a; (i=1,2,3) er-
fillt. '

lMan ermittle die kleinste Zahl N, fiir die es N Kombinatio-
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5e

nen gibt, bei deren Durchprobieren der Tresor in jedem Fall
(d.h. fiir jede unbekannte Kombination (a1,a2,33)) gich 6ff=
nen muf.

PFiir ein Tetraeder ABCD werde vorausgesetzt, da8 der Mittel-
punkt M der Umkugel des Tetraeders im Innern des Tetraeders
liegt. Die Verbindungsgerade von M mit jeweils einer Tetra-
ederecke A,B,C bzw. D schneide die Seitenflédche des Teira-

eders, die der betreffenden Ecke gegeniiberliegt, in A', B',
C' bzw. D'. Der Radius der Umkugel sei r.

Beweisen Sie, daB8 aus diesen Voraussetzungen stets

AAT + BBT + GCT + DOT 2 13(’- r
folgt!

6A. lian beweise: Fiir jede natiirliche Zehl n >1 und fiir je n+2

6B.

reelle Zahlen p,q,a1,...,an, die

Odpéaiéq (i=1,oo.,n) I (1)

erfiilllen, gelten die beiden Ungleichungen
2 2
2 ¢ (52 L 1 2 n ) q
2§ (Sha) (T o) €0+ [——]-cf—f) . @
i=1 2 k=1 ak 4 q P .
(Hinweis: Zu reellem x bezeichnet wie iiblich [x] die ganze
Zahl [x] = g mit g £ x<g+1).

Man ermittle ferner zu gegebenen n,p,q mit O0<p £ q alle
diejenigen a; mit (1), fiir die in (2)

-

a) zwischen der ersten und zweiten Zahl,
b) zwischen der zweiten und dritten Zahl

das Gleichheitszeichen gilt.

lan ermittle die groBtmogliche Anzahl von Quadraten der
Seitenldnge 1, die sich in ein gegebenes Quadrat der Sei=-
tenlénge 1,99 legen lassen, ohne iiber dessen Rand hinaus-
zuragen und ohne sich gegenseitig zu iiberlappen.
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1. Zeigen Sie, daB es genau eine natiirliche Zahl n gibt, mit
der 28 4l 4, 9B eine Quadratzahl ist!

2. Zeigen Sie, daB es ein Paar von Punktionen f, g gibt, fiir
~ das folgende Aussagen gelten:

(1) Die Funktiomen f und g sind fiir alle reellen Zahlen x
definia_rt.
(2) Es ist £(0) = T7.

(3) Fiir jedes reelle x gilt E‘%{%&l = g(2x) + 1.

3A. Man denke sich die natiirlichen Zahlen, beginnend mit 41,
so spiralformig angeordnet, wie aus der Abbildung als An-
fang einer solchen Anordnung zu erkennen ist:

50 —=51 —= 52 — 53

1

49 - 42 —=43 54
A
48 41 44 55
b |
62 47— 46 +—145 56 Abb.
i !

61 «— 60 =— 59 =——58 «=*— 57
Beweisgen -Sie, daB (bei dieser Anordnung) in der Diagonale,
von der in der Abb. die Zahlen 61, 47, 41, 43, 53 auftre-

ten, mindestens 30 Primzahlen stehen.

Fortsetzung folgt!
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Assemblerprogrammierung (SchiuB)

14, Der Schleifenbefehl

Wenn ein Programmteil mehrmals durchlaufen werden soll (vgl.
Programm 11), so konnen wir das schon mit etwas Aufwand program-
mieren. Es gibt jedoch einen speziellen Befehl, der uns diese
Arbeit erleichtert und das Programm etwas iibersichtlicher macht.
Es handelt sich um den 2-Byte-Befehl DJNZ (decrement and jump
if not zero), der folgenderweise in ein Programm eingearbeitet

wird.
LD B, Anzshl

LOOP

DJNZ LOOP

Zu Beginn erhélt das B-Register die Anzahl der Durchldufe zuge-
wiesen. Am Schleifenende steht der Befehl DJNZ und realisiert
zwel Aufgaben: 1. DEC B ohne Flag-Beeinflussung

2. JRN wenn B % ¢d.
Ist der Durchlauf durch die Schleife beendet, wird der ndchste
Befehl abgearbeitet. Die relative Sprungweite ist wle beim rela-
tiven Sprungbefehl verschliisselt.

Befehlscode:

DJNZ N 19

Bevor wir den Schleifenbefehl in einem Programmbeispiel kennen-
lernen, werden noch zwei weitere Unterprogramme des Betriebs-
systems vorgestellt, die wieder iiber den Programmverteiler und
Angabe der entsprechenden UP-Nummer aufgerufen werden.

Lschen eines Bildpunktes: UP=-Nr.: 2F H
Setzen eines Bildpunktes: = UP-Nr.: 3¢ H

Die Koordinaten des Bildpunktes werden dabei in speziellen Ar-
beitszellen des IRM iibergeben.
x-Koordinate mit @ € x < 13FH steht in HOR= B7D3 H
y-Koordinate mit #§ = y < FF H steht in VERT= B7D5 H
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-In dem nun folgenden EeisPiel‘soll ein Programm entwickelt wer-
den, mit dessen Hilfe es mtglich ist, schnell den Greph von
Funktionen zu zeichnen bzw. wieder zu lUschen. Die Funktionsg—
werte milssen ab einem bestimmten Speicherbereich vorgegeben
werden.

13« Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
11101 CD 18 FP CALL F@18H IRM ein
#3 11 21 29 1D DE, 9¢¥21H | Anfangsadr. Funk-
‘ _ tion nach DE

p6 21 29 ¢@ 1D HL, @¢2¢H | erste x=Koord.
nach HL

#9 @6 FF 1D B,FFH Anz. Durchlédufe
nach B

¢B 22 D3 BT LoOP | LD (HOR),HL x-Koordinate nach
(HOR)

PE 14 LD 4, (DE) Fkt.wert nach A

gF 32 D5 BY LD (VERT),A y-Koord. nach
(VERT)

12 CD ¢3 F¥ CALL F@@3H Bildpkt. setzen/

15 39 DEFB } 1loschen

16 13 INC DE niichste Fkt.wert

i 2A D3 BT7 1D HL, (HOR) néchste x-Ko-

1A 23 INC HL } ordinate

1B 14 EE DJNZ LOOP ndchste Schleife

1D CD 1B F¢ ’ CALL F®1 BH IRM aus

el c9 RET

Das Programm testen wir in folgender Weise. Zun&chst stellen
wir eine Funktion graphisch dar und speichern die Funktionswer-
te ab Speicherzelle 21H = 33 (dez.) ab.

1¢ FOR X=32 TO 287

29 Y=1¢9 » SIN(X/5¢) + 128

3¢ PSET X,Y,7:POKE X+1,Y

4¢ NEXT

Nach Abarbeitung des Programms loschen wir durch CLS den Bild-
schirm und kdonnen uns durch CALL @ liberzeugen,' daB blitzartig

der Graph der Funktion erscheint. Um den Graph genauso schnell
wieder zu l8schen, fiihre man POKE 21,4I:CALL @ aus. (Durch das
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Poken wird das Definition-Byte in Speicherzelle 15H = 21 (dez.)
durch 2FH = 47 (dez.) ersetzt und damit das Unterprogramm Bild-
punktléschen wirksam.) Soll jetzt allerdings der Graph nochmals
gezeichnet werden, muB zuvor POKE 21,48 eingegeben werden.
(Warum?)

15. Das C-Flag

Das Carry-Flag (Ubertrags-Flag) - abgekiirzt als C-Flag bezeich-
net - dient zur Kennzeiohnung des Ubertrags bei arithmetischen
Operationen. Es wird gesetzt, wenn eine arithmetische Operation
einen Ubertrag vom htchstwertigen Bit bewirkt. Logische Opera-
tionen setzen das C-Flag zuriick. Das C-Flag steckt im Bit @ des
F=-Registers.

Analog zum Z-Flag kenn man ziemlich alle Operationen, bei denen
der Programmzéhler verdndert wird, auch vom Zustand des C=Flag
abhéngig machen. '

Befehlscode
JP C,NN DA JP NN, falls C-Flag = 1
JP NC,NN D2 JP NN, falls C-Flag = §
JR C,N 38 JR N , falls C=Flag = 1
JR NC,N 3¢ JR N, falls C-Flag = §
CALL C,NN DC CALL NN, falls C-Flag = 1
CALL NC,NN | D4 CALL NN, falls C-Flag = §
RET C D8 RET, falls C-Flag = 1
RET NC D@ RET, falls C=Flag = @

Weiterhin gibt es noch spezielle Arithmetikbefehle, die den Zu-

stand des C=Flag beriicksichtigen, n#mlich: '
ADC (add with carry) und SBC (subtract with carry).

Solche Befehle benttigt man, wenn gréBere Zahlen addiert bzw.

subtrahiert werden sollen. Man muB8 dies "portionsweise" durch-

fiihren, wobei der Ubertrag (carry) beriicksichtigt werden muf.

Die Wirkungsweise wird durch folgendes Schema erléutert:
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ADC r Awe——A4T+CY
ADC (‘HI.) Ae—A + (HL) + CY
ADC N A=a—A 4+ N4+CY
ADC HL,rr HL=—HL + rr + CY
SBC r Ae—A = r =« CY
SBC (HL) Ae— ) - (HL) = CY
SBC N Ae—) - N - CY
SBC HL,rr HL=—HL - rr - CY

Bemerkung: CY bezeichnet den Zustand des C-Flags.

Zum Beispiel konnte man den Befehl

auch in der folgenden Art und Weise realisieren:

ADD HL,DE

ID A,L

ADD E

ID L,A

ID A,H

ADC D

ID H,A

Operationscodes:

ADC A 8F
ADC B 88
ADC C 89
ADC D 8A
ADC E 8B
ADC H 8C
ADC L 8D
ADC (HL) 8E
ADC N CE
ADC HL,BC
ADC HL,DE
ADC HL,HL

ED 44
ED 5A
ED 64

SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC
SBC

HHEUOQW >

(HL)
N

HL,BC
HL,DE
HL,HL

9F
98
99
9A
9B
9C
9D
9E
DE

ED 42
ED 52
62

Der Compare-Befehl beeinfluBt ebenfalls das C-Flag. Wie schon
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erwdhpt, wird dabei die Differenz A-r bewertet. Das C-Flag wird
analog zum SUB r-Befehl gesetzt, d. h. falls A<r wird das C-
Flag gesetzt und fir Az2r riickgesetzt.

Im 14. Programm des néchsten Abschnitts wird das C-Flag verwan=
det, um Zshlen zu vergleichen,

16. Schiebe= und Rotierbefehle

Bei den Schiebe-~ und Rotierbefehlen werden alle Bits des Operan-
den in einer noch ndher zu erlduternden Weise verschoben.

Die Wirkungsweise kann durch folgendes Schema verdeutlicht wer-
den:

SRL r bewirkt eine Rechtsverschiebung (ghift right logiocal)

Y

ﬁ —_—l e iy ety ey ey e 9

BitT Bitd C~Flag

oder noch kiirzer schematisiert:

g—s| 7T—=@ — | C

vie prinzi@ielle Wirkungsweise der restlichen Befehle geht‘aua
der folgenden Ubersicht hervor:

RIC r Rotiere Operand r links kreisformig

RICA Rotiere Akkumulator links kreisformig

C = T @
RL r Rotiere Operand r links durch Carry-Flag
RIA Rotiere Akkumulaetor links durch Carry-Flag

Lc T ¢.J

RRC r Rotiere Operand r rechts kreisformig
RRCA Rotiere Akkumulator rechts kreisfdrmig

T—=p |[—={ C
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RR r Rotiere Operand r rechts durchs Carry-Flag
RRA Rotiere Akkumulator rechts durchs Carry-Flag

7-——-¢ ..c_j

SIA r schiebe Operand r links arithmetisch

Cle— | Te—@ |=—¢

SRA r schiebe Operand r_reohta arithmetisch

E"( _"'6—"""¢—""'"'"'C

Ogerationscodes:

T A B C D E H L (HL) _
RLC r | cB@T | cBY® | cB@1 | cBP2 | CBE3 | CBP4 | CBES | CBP6
RRC r | CBYF | cB@S | cB@9 | CB@A | CB@B | CB@C | CB@D | CBEE
RL r | cB17 | CB1¢ | ¢B11 | ¢CB12 | CB13 | CB14 | CB15 | CB16
RR r| CB1F| cB18 | CB19 | CB1A | CB1B | CB1C | CB1D | CB1E
SLA r | cB27 | CB2¢ | ¢B21 | CB22 | CB23 | CB24 | CB25 | CB26
SRA r | CB2F | cB28 | ¢B29 | CB2A | CB2B | CB2C | CB2D | CB2E
SRL r | CB3F | CB38 | CB39 | CB3A | CB3B | CB3C | CB3D | CB3E
RLCA @7

RRCA @F

RLA 17

RRA 1F

Bemerkung: Zum Beispiel sind die Befehle RILCA und RIC A nicht
identisch. Ihre Abarbeitungszeit und der EinfluBl auf die Flags
ist unterschiedlich. Das kann hier aber nicht nkher erléutert
werden, und wir verweisen auf entsprechende Literatur.

Schiebe-~ und Rotierbefehle werden u. &. bei Multiplikations-
und Divisionsalgorithmen bendtigt. Wir wollen hier den SRL A=
Befehl anwenden, um den Inhalt des A-Registers als HEX-Zahl
auszugeben. Bekanntlich findet im A-Register eine zweistelli=-
ge HEX-Zahl Platz. Diese mu8 in 2 HEX-Zahlen aufgespalten und
deren ASCII-Code ermittelt und anschlieBend ausgegeben werden.
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14. ?gggpamm
ADREéSE MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
Pogd CD 18 F¢ HEX CALL F@18H IRM ein
@3 F5 PUSH AF A retten
@4 CB 3F SRL A
p6 CB 3F SRL A
g8 CB 3F SRL A linke HEX-Ziffer
gA CB 3F . SRL A nach 4
#c CD 19 ¢¢ CALL ASCII
@F gl | POP AF
19 E6 @F AND @F rechte HEX=Ziffer
nach A
12 CD 19 ¢@ CALL ASCII
15 CD 1B F¢ CALL F@1BH IRM aus
18 Cc9 RET
19 FE fA ASCII |CP @A HEX-Ziffer
1B 30 94 JR NC,SPRUNG | > @AH?
1D Cc6 3¢ ADD 3¢H gegechnung ASCII-
1F 18 @2 JR AUSGABE oce
21 Ccé6 37 SPRUNG | ADD 37H gegechnung ASCII=-
oQae
23 CD @3F¢g AUSGABE| CALL F@@3H Aufr. Progr.-Vert.
26 ["] DEFB UP Zeichenausg.
27 ] c9 RET :
o I e a8 D e il e e e e e e i e, e
gg28 3A 99 1 1D A, (#19¢H) | Hilfsprogramm
2B CD ¢¢ op | CALL HEX zum Test des Pro-
gramms
2E C9 RET HEX
Bemerkung: Nachdem die linke bzw. die rechte HEX-Ziffer abge=-

spalten wurde, wird im Unterprogramm ASCII der entsprechende
ASCII-Code ermittelt und das zugehdrige Zeichen ausgegeben. Man
mache sich klar, daB der ASCII-Code

fiir P H =X £ 9H durch X+3@H

berechnet wird.

und filr gAH = X = gFH durch X+37H

Von der Richtigkeit des Programmes HEX kann man sich durch daé
zusétzliche BASIC-Programm
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7@ INPUT X:POKE 256,X: CALI*28: PRINT: GOTO 1§

{iberzeugen. Die eingegebene Zahl @ <€ X < 255 wird in das A-Re-
gister geladen und anschlieBlend durch das Programm HEX, die zu=-
gehorige HEX-Darstellung ausgegeben.

17. Blocktransfer

Blocktransferbefehle gestatten den Inhalt eines Speicherberei-
ches, dessen Anfangsadresse in HL und dessen Blocklénge (Anzahl
der Zellen des Speicherbereiches) in BC steht, in einen Spei-
cherbereich mit der Anfangsadresse, die in DE steht, zu sgpei~-
chern. -

LDIR EDB@ bewirkt | (HL)———e (DE)

INC HL jr—y
INC DE
DEC BC

Go )

n

LDDR EDBS bewirkt | (HL)—— (DE)

DEC HL =
DEC DE
DEC BC

n

Wir wollen diesen Befehl nutzen, um den Bildschirminhalt
(Pixel=RAM) in einen anderen Bereich zu kopieren. Spiter kann
dann der urspriingliche Inhalt wieder blitzschnell in den Pixel-
RAM gelesen oder durch SAVE kann der Bildschirminhalt auch auf
Kassette gespeichert werden.
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15. Programm

ADRESSE | MASCHINENCODE | MARKEN | ASSEMBLERCODE | BEMERKUNGEN
goog CD 18 Fg CALL Fp18H IRM ein
?3 21 @@ 8¢ 1D HL,8@@¢H Beginn Pixel-RAM
@6 g1 @gp 28 1D BC,28¢¢H Ldnge Pixel-RAM
@9 11 99 19 | 1D DE, 1¢¢¢H Adr. neuer Spei-
cherbereich
@c ] " NO® filr spédter reserv.
@D ED B¢ LDIR Blocktransfer
gF CD 1B F¢ CALL F@1BH IRM aus
12 C9 RET

Bemerkung: NOP - no operation mit dem Befehlscode @#§ bewirkt
nichts (keine Operation) und dient hier nur als Platzhalter.

Nach Aufruf von CALL ¢ wird der Pixel-RAM nach 1@@pH-38@@H ko=
piert und kann z. B. durch SAVE suf Kassetlte gespeichert wer-
den. Um das gespeicherte Bild wieder einlesen zu kdnnen, mache
man folgenden Triock:

Der Befehl [EX DE,HL | EB| vertauscht(exchange) die Inhalte
der Register DE und HIL. Ersetzt man NOP durch EX DE,HL, wird
demnach der Speicherbereich ab 1¥@@H in den Pixel-RAM gelesen.
Man iiberpriife, daB der alte Bildschirminhalt dqurch

POKE 12,235:CALL P wieder eingelesen wird. (EBH = 235(dez.)!)

18. AbschlieBende Bemerkungen

An dieser Stelle wollen wir die Vorstellung weiterer Befehle
abbrechen. Es sei erwidhnt, daB es auBer den Z- und C-Flag noch
weitere Flags mit speziellen Aufgabenbereichen und auch Regi-
ster (z. B, Index-Register IX,IY; einen Zweitregistersatz

A' ,H',B',C',D',E'",H',1'") gibt, die teilweise nicht bedenkenlos
manipuliert werden dilrfen. AuBerdem miite auch noch der EinfluB
der einzelnen Befehle auf die "Flags bzw. die Abarbeitungsdauer
eines Befehls angegeben werden. Unser Anliegen in der "WURZEL"
konnte aber nur sein, eine Einfiihrung zu geben, um die Lust zu
wecken, sich ausfilhrlicher mit dieser Problematik auseinander-
zusetzen. Mit dem hier vorgestellten Befehlssatz lassen sich
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schon erstaunlich viele Programm~ldeen verwirklichen.

Als weiterfilhrende Literatur seien empfohlen:

Barthold/Béurich: Mikroprozessoren -~ Mikroelektronische
Schaltkreise und ihre Anwendung (Teil I1/iI1)
amateurreihe electronieca 222/223 und
224/225 '

Kieser/Meder: Mikroprozessortechnik ,

Aufbau und Anwendung des Mikroprozessorsysteins

gggoverlag Technik Berlin 1982
In der Zeitschrift "Mikroprozessortechnik" findet man h&ufig
auch Programmieranregungen, die auf Maschinenprogrammen fullen.
Unger Kenntnisstand gestattet, schon eine Vielzahl davon auch
wirklich zu verstehen. Falls man grdBere Programme entwickeln
will, sollte man sich die Arbeit durch das Assemblerprogramm
EDAS erleichtern. Hierbei braucht nur ein Quellprogremm im
Asgemblercode entwickelt werden und der Rest wird automatisch
erledigt. Eine einfilhrende Beschreibung von EDAS (ellerdings
als MODUL) findet man in der Zeitschrift MP, Heft 8/87, S.
247/248. S
Maschinenprogramm nutzt men normalerweise im Zusammenhang mit
BASIC-Programmen. Doch wohin mit einem Maschinenprogramm?
Es gesondert einzulesen oder iber eine DATA~READ-Anweisung ein-
zupoken ist zu umsténdlich bzw. kostet zuviel Zeit. Es in Kom-
mentarzeilen (REM) unterzubringen ist eine weitere Moglichkeit,
die jedoch das Byte P@ ausschlieBt und in der Linge begrenzt
ist. Hier nun unser einfacher Trick:
Nach Einschalten des KC85/2 (mit Modul) oder /3 gebe man fdigen-
de Programmzeile ein:

1¢ DOKE 863,ADR:POKE ADR-1:RUN

Dabei steht ADR fiir eine vorher festzulegende Adresse
> 42¢H = 1956 (dez.)
Nach RUN und anschlieBendem NEW ist die Startadresse des BASIC-
Programmspeichers auf ADR verlegt. Der Speicherbereich
42¢H - (ADR-2) kann beliebig fiir Maschinenprogramme genutzt wer-
den. BASIC=Programme konnen nachgeladen oder neu entwickelt wer-
den. Wird das BASIC=Progremm durch CSAVE gerettet, wird auch
automatisch der Bereich 4@1H - ADR, der das Maschinenprogramm
enthélt, iibernommen. Das spéter wieder eingeladene Programm
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braucht wie gewohnt nur durch RUN gestartet werden. Dann wird
némlich zunHchst die Startadresse des BASIC=Programmspeichers
auf ADR festgelegt und danach startet der Befehl RUN aus Pro-
grammzeile 1@ das BASIC-Programm, das ab Adresse ADR steht.
(Diese Uberlegungen sind nur denn richtig, wemn die Startedres-
se des Programmspeichers 4¢1H war, was aber nach dem Kaltstart
des BASIC~-Interpreters immer der Fall ist.)

Viel SpaB beim Experimentieren mit Maschinenprogrammen!

Dr. J. Puhl
Sektion Mathematik
Bereich Analysis

Herausgeber: Jugendobjekt , Studienvorbereitung—Studienwerbung“

Leiter: Stefan Posselt

Chefredakteur: Eckhard Stein

Redaktion: C. Dahms, S. Krieg, R. Fotsch, N. Patzschke

Anschrift: WURZEL, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik, Jena, 6900
Konto: Stadt- und Kreissparkasse Jena 4471-22-190012

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft: 0,20 M.
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postadmter entgegen.
Verdffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR, Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

Titelbild: M. Torke
RedaktionsschiuB: 12. 6. 1989

ISSN 0232-4539 Wurzel Jena 23 (1989)7/8 S.97-128




zeitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

Herausgegeben vom Jugendobjekt Studien-
vorbereitung-Studienwerbung der Sektion
Mathematik an der Friedrich-Schiller-
Universitat Jena
23. Jahrgang ISSN 0232-4539
Sonderpreis fiir DDR: 0,20 M



Informatikolympiade 130

1. Intermationmnmale
Informatikolymplaede

Vom 16. bis 20. Mai 1989 fand in Pravetz (VR Bulgarien) die
1. Intarnntionale Informatikolympiade statt.

Es beteiligten sich die folgenden 13 L¥nder: BRD, Bulgarien
(2 Teams), China, CSSR, DDR, Griechenland, Jugoslawien, Kuba,
Polen, Ungarn, UdSSR (3 Teams), Simbabwe und Vietnam.

- Insgesamt starteten 46 Schiller. An dem Wettbewerb nahm ein MH#d-
chen teil (aus Simbabwe). Der jlUngste Teilnehmer war 13 (UdSSR,
40 Punkte!).

Der Wettbewerb fand am 17.5.89, 14.00 - 18.30 Uhr statt. Der Ver-
anstalter stellte fir Jeden Schiller einen 16-Bit-Computer inlén-
discher Produktion zur Verfigung (Pravez 16). Die Schiller hatten
genligend Zeit, sich vor dem Wettbewerb mit der konkreten Technik
vertraut zu machen. Vorwiegend wurde die Programmiersprache
Turbo-Pascal verwendet, aber auch andere Sprachen (BASIC - China,
C - einige Schiler aus der UdSSR). Die drei Teilnehmer aus der
DDR nutzten das Programmiersystem Turbo-Pascal (V. 3 bzw. 5).

Die Aufgabe wurde am Vormittag des 17.5.89 von der Internationa-—
len Jury, der alle Mannschaftsleiter angehdrten, festgelegt. Es
standen sechs Aufgaben zur Auswahl (Bulgarien - 4, China - 1,

DDR - 1). In vier Wahlgingen wurde die chinesische Aufgabe ausge-
widhlt.

Gegeben sind 2*%N Kisten, die nebeneinander in einer Reihe stehen.
Zwei benachbarte Kisten sind leer.

Genau (N-1) Kisten enthalten jeweils das Symbol A und
genau (N-1) Kisten enthalten das Symbol B. .

Beispiel fir N = 5: ABBA__ABAB

Die Austauschregel:

Der Inhalt von zwei benachbarten nicht-leeren Kisten kann in zwei
leere Kisten gebracht werden. Dabei muB aber die Reihenfolge er-
halten bleiben.

Das Ziel:

Es gilt, eine Konfiguration zu erzeugen, in der alle As links von
allen Bs stehen. Dabei ist die Stellung der leeren Kisten ohne
Bedeutund.

Problemstellung:
Schreibe ein Programm, das

1. eine Eingabe von der Tastatur entgegennimmt, und zwar den An-—
fangszustand, dargestellt als eine Folde von As, Bs und Nullen
(fUir die leeren Kisten) und den Austausch modelliert,

2. fir einen gegebenen Anfangszustand wenigstens einen Austausch-
plan findet, der das Ziel erreicht, oder die Nichterreichbar-
keit feststellt. Die Ausgabe enthilt den Anfangszustand, die
Zwischenzustiinde nach jedem Schritt und den Endzustand,
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3. einen Plan findet, der das Ziel mit einer minimalen Anzahl von
Schritten erreicht.

Die Ergebnisse:

Prisentiere wenigstens eine L8sung fUr das oben angegebene Bei-
spiel. "

Die Aufgabe der DDR soll ebenfalls wiedergegeben werden.

Ikogaeder

Gegeben ist ein regelmifiges Polyeder mit 20 Seitenfliéchen ({Iko-
saeder). Die Seitenfléichen erhalten die Nummern 1 bis 20.

Eine Reise tUber alle Seitenfléchen des lkosaeders darf nur Uber
jeweils benachbarte Flichen erfolgen und Jjede Fliche ist genau
einmal zu betreten.

Fall A: Zwei Fl¥chen heifden benachbart, wenn sie eine gemeinsame
Kante besitzen.

Fall B: Zwei Fli¥chen heiRen benachbart, wenn sie eine genmeinsame
Kante oder einen gemeinsamen Punkt besitzen.

Die Kosten K einer Reise werden durch das Skalarprodukt
K = i F; erkl¥rt. Dabei ist F; die Nummer der im i-ten Schritt
betratenen Fliche.

Gib fir die F¥lle A und B alle Reisen an, fUr die die Kosten
minimal sind. -

Anmerkungen:

a) Sollte es nicht miglich sein, exakte L8sungen zu ermitteln
(Zeit- oder Speicherplatzkomplexitét der Algorithmen), so sind
Algorithmen zum Berechnen von Nsherungsl8sungen zu realisieren.

b) Das beschriebene Ikosaeder wird industriell gefertigt.
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Die Internationales Jury vergab 18 Medaillen,
G S B

2

Bulgarien
UdSSR
BRD

DDR

ina 3

S8R
Ungarn
Vietnam 1
Griechenland 1
Kuba 1

Die Maximalpunktzahl 100 wurde von Teodor Tonchev (Bulgarien)
erreicht.

ol )

2
1
2

-

Ergebnisse der drei DDR-Teilnehmer:

Hartmut Schwetlick (Spezialschule Dresden, Kl. 12) 83 Punkte
Ulf Nieldnder (Spezialschule Karl-Marx-Stadt, Kl. 11) 81 Punkte
Dirk Balfanz (Spezialschule Berlin, Kl. 12) 43 Punkte

H. Schwetlick und U. Nieldnder bearbeiteten alle drei Teilproble-
me. Teilproblem 3 wurde durch Breitensuche in einem Variantenbaum
gelst. Die Programme h#tten mit Hilfe von Heuristiken hinsicht-
lich ihrer Effizienz verbessert werden kdnnen. D. Balfanz 13ste
die Teilprobleme 1 und 2.

Die Auszeichnung der Sieger erfolgte am 19.5.89 im Kulturpalast
in Pravetz durch offizielle Persdnlichkeiten der VR Bulgarien und
der UNESCO. Jeder Teilnehmer erhielt eine Teilnehmerurkunde und
ein Souvenir. Besonders glicklich waren natirlich die Gewinner,
die neben einer Urkunde sch¥ne Beispiele der bulgarischen Glas-
kunst mit nach Hause nehmen konnten. Die Gewinner einer Goldme-
daille wurden am 20.5.89 den Teilnehmern der in Sofia tagenden

3. Konferenz "Children in the Information Age" vorgestellt.

Unsere drei Teilnehmer konnten sich nach zwei Vorbereitungslehr-
g¥ngen, die an der Spezialschule Erfurt stattfanden, fir die
Mannschaft der DDR qualifizieren. Alle drei werden individuell
durch Wissenschaftler betreut.

In den Vorbereitungslehrgingen wurden wir - und das soll nicht
unerwihnt bleiben - mit Rechentechnik durch den VEB Mikroelek-
tronik "Karl Marx"” Erfurt und den VEB Robotron Biromaschinenwerk
"Ernst Thilmann" Stmmerda gut unterstitzt.

Wir vier werden uns gern an diese Woche in Bulgarien erinnern,
die von den Veranstaltern inhaltlich und organisatorisch in her-
vorragender Weise vorbereitet und durchgefihrt wurde und in der
wir neue Freunde fanden.

Dr. Michael Fothe,

Leiter der DDR-Mannschaft
Spezialschule mathematisch-naturwissen-
schaftlich-technischer Richtung
Vilniuser Str. 18

Erfurt

5062



133 Preiéaufgaben
V43 KanZod cTopoHa EHIYKIOIO YETHPEXYIONBHUKA pacAelieHa Ha 8
paBHEX yacTeit. CooTBeTCBylime TOYKU ZelleHus Ha MNPOTHBONO-

e

:‘Z NOKHEX CTOPOHA8X COeAMHEeHH APYyT C ApyraM, X HONydYeHHHE

__ ~| K7IeTKM packpameHH B IaxMaTHAM TOPALKE .

~——

|
]

lloxaxiTe, YTO CYMuMa [IouaZel YepHUX KJIETOK paBHA CyMue
[IaoLaneit 6eJHX KIETOK.

V44 Fiir welche Werte & besitzen die Gleichungen
tz' +kx+1= 0 und x4+kx2+'l = 0 eine gemeinsame Wurzel?
Man finde fiir diese k die entsprechende Wurzel.

Auf den Seiten BC,AC und AB des spitzwinkligen Dreiecks

3 ABC liegen die Punkte AqyB4 bzw. C;. Der Mittelpunkt des
—2~ Unkreises des Dreiecks ABC falle mit dem Hohenschnittpunkt
::__:_\._ des Dreiecks A'IB’IC’I zusammen.

" Man zeige, daB die Dreietlke ABC und A%chqﬁhnlich gind!
— y

V46 Fiir eine gegebene Menge positiver Zahlen {a4,2,, ....an}
~~| cchreibe man alle mbglichen Summen dieser Zahlen auf, d.h.
1| 211e Zahlen einzeln, alle Summen zweier Summanden, alle
:-_'..: Summen dreier Zahlen, ...,die Summe der n Zahlen. '
~= Es ist zu beweisen, daB alle so aufeeschriebenen Summen
el S0 in n Grupnen aufgeteilt werden kdnnen, daB in jeder
E Gruppe das Verhéiltnis der grsB8ten Zshl zur kleinsten”Zahl
e | nicht gréBer als 2 ist.

'IHE I

X x2 X x2
V47 Man bestimme 2 Liésungen der Gleichung 37437 = 27+4

52| und zeige, daR es keine weiteren gibt!

e
=

%48 Man zerlege das Polynom x-8-+4x2+4 in Linearfaktoren!

EinsendeschluB8: 1.12.1989
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Zwei Moglichkeiten der Erzeugung bemerkenswerter Polyeder
aus den Platonischen Kérpern (Teil 1)

Die 5 Platonischen Kdrper stellen bekanntlich die einzigen re=-
guléren konvexen Korper im dreidimensionalen Buklidischen Raum
dar. Dabei wollen wir ein konvexes Polyeder reguliér nennen,
wenn es nur von kongruenten konvexen regelmiifigen n-Ecken
(ne€N, n » 3) begrenzt wird und die Polyederecken zueinander
kongruent sind.

In der ILiteratur ist vielfach der Zusammenhang der Zuordnung

der Mittelpunkte der Seitenfléchen eines Platonischen Kirpers
als Eckpunkte eines komvexen Polyeders zu finden, wobei diese
Punkte durch Kanten verbunden sind. Dieser als Dualitlit begzeioh-
nete Zusammenhang ordnet jeder Seitenfléche des Ausgangspoly-
eders einen Eckpunkt des entsprechenden dualen KSrpers zu und
umgekehrt.

Plat. Koérper Eckenanzahl(E) Flédchenanzahl(F) Kantenanzahl (K)

reg. Tetraeder 4 4 6
reg. Oktaeder 6 8 12
reg. Hexaeder 8 6 12
reg. lkosaeder 12 20 30
reg. Dodekaeder 20 12 30

Durch Vertauschen von E und F entsteht der jeweils duale Kir-
per. Abb. 1 zeigt die Dualitdt zwischen dem reg. Hexaeder und
dem regl. Oktaeder. Im folgenden
sei infolge der RegelméBigkeit
dieser Figuren nur noch von
Tetraeder, Hexaeder ... ge=-=
sprochen. Es ist auch mdglich,
diese 5 Korper durch ein Sym=-
bol zu kennzeichnen, was die
Flédchenart des reg. n-Ecks

der Fldchen um eine Ecke an=-
gibt. Das kann fiir konvexe Po=-
lyeder nur getan werden, wenn
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die Eoken und Kanten kongruent sind.

Petraeder (3,3,3), Hexaeder (4,4,4), Oktaeder (3,3,3,3),
Dodekaeder (5,5,5), Ikosaedgr (3,3,3,3,3)

Plozpder

Es soll nun im folgenden die Frage gekldrt werden, welche Fo-
lyeder entstehen, wenn die Kantenmitielpunkte der Platonischen
Korper als Eckpunkte eines neuen konvexen Polyeders angesehen
werden, in der Weise, daB in jeder Seitenfliiche (also in jedem
reg. n-Eck) eines solchen Kdrpers das einbeschriebene reg. n-
Eck erzeugt wird, dessen Seiten folglich die Kanten des neu zu
erzeugenden Ktrpers darstellen. Das ist die von uns betrachte-
te erste Konstruktionsmdglichkeit. Beginnen wir die Konstruk-
tion mit dem Tetraeder. Zundchst 1@8t sich infolge der Ahn-
lichkeit zeigen, daS jedes, einem konvexen n=Eck einbeschriebe-
nes n-Eck, wobei die Eckpunkte des einbeschriebenen n=Ecks die
Kantenmittelpunkte des Ausgangs-n-Ecks sind, diesem hnlich
ist und somit auch selbst regelmiifig. Damit sind diese erzeug-
ten Fléchen selbst reg. konvexe n-Ecke. Ausgehend von der Kon-
struktion wird jeder Kante ein Eckpunkt des neuen Korpers zu=
geordnet. Also ist, wenn E' die Eckenanzehl des neu entstehen-
den Polyeders ist, B' = K. Die Anzahl der Fldchen des neu ent-
stehenden Polyeders F' ergibt sich als Summe der Angzahl der
Fléchen F des urspriinglichen Polyeders und dessen Eckenanzahl
E, da die Verbindung der Kantenmittelpunkte des Ausgangspoly=-
eders an dessen Ecken jeweils einen ebenen Flidchenschnitt
durch die Ecke reprisentiert. Also ist F' = F+E. Die dadurch
entstandenen Schnittfléichen sind selbst regelmiBfig, da ihre
Seiten gleichfalls die Seiten der eben genannten einbeschrie-
benen reg. n-Ecke sind. Um schlieBlich die Anzahl der Ecken E'
zu berechnen, gehen wir davon aus, daB fiir alle konvexen Po-
lyeder der Eulersche Polyedersatz gilt und durch unser Kon-
struktionsprinzip entstehen selbst wieder konvexe Kirper.

Eulerscher Polyedersatz: Fiir alle konvexen Polyeder gilt:
E+F=K=2.
(Auf einen Beweis des Satzes sei an dieser Stelle verzichtet.)

Es gilt somit auch E'+F'-K'=2 und K'=E'+F'=2, Wir haben so
eine Mdglichkeit erhalten, E', F' und K' des neu entstehenden
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Korpers mittels einer rekursiven Vorschrift saus E, F und K zu
ermitteln. Diese Beziehungen gelten nun bei den folgenden 5
Erzeugungen von Polyedern.

(1)

(2)

(3)

Tetraeder als Ausgangspolyeder (Abb. 2)

Nach Anwenden der Gleichungen ergibt sich als neues Poly-
eder ein Kdrper mit E'=6, F'=8 und K'=12. Da sowohl die
einbeschriebenen Flichen reg. Dreiecke sind und als
"Sohnittflédchen"™ gleichfalls reg. Dreiecke entstehen,
liegt ein konvexes Polyeder vor, dessen 8 Seitenfléchen
reg. Dreiecke sind und da an jeder Ecke 4 zusammenstoBSen,
haben wir nichts anderes als ein Oktaeder (3,3,3,3), also
ein reg. Polyeder, gewonnen.

Hexaeder als Ausgangspolyeder (Abb. 3)

Zunédchst entstehen als Seitenflédchen reg. Vierecke (Quadra=
te) und als zweite FlHchenart ergeben sich reg. Dreiecke.
Es liegt also ein Polyeder mit 2 reg. Fléchenarten vor, de=-
ren Seiten folglich alle gleiche Linge besitzen. Die Ecken
sind untereinander kongruent, da in Jeder Ecke 2 reg. Drei=-
ecke und 2 reg. Vierecke zusammentreffen. In Reihenfolge
ihres ZusammenstoBS8ens ist das Symbol (3,4,3,4) angebbar,

da die damit verbundenen oben genannten Bedingungen er=-
fillt sind. Hierbei gilt E'=12, F'=14 und K'=24.

Oktaeder als Ausgangspolyeder (Abb. 4)

Eine Art der Seitenfléchen sind reg. Dreiecke, als zweite
Fldchenart erscheinen reg. Vierecke. Sie besitzen allesamt
gleich lange Seiten und es ist zu sehen, daB8 die Eoken
ebenfalls kongruent sind, daB in jeder Ecke ermeut 2 reg.
Dreiecke und 2 reg. Vierecke wie unter (2) beschrieben zu-
sammenstofien. Es handelt sich bei diesem erzeugten Kirper
um exakt das gleiche Polyeder wie aus (2), so daB sich die
GroBen filr E', F', K' in gleicher Anzahl ergeben.

Frank Heinrich
Sektion Mathematik Fortsetzung folgt!
Bereich Methodik



137 Kosinussatz

Ein Analogon zum Kosinussatz
Bekanntlich kann man den Lehrsatz des Pythagoras als Spezial-
fall des Kosinussatzes auffassen. Nun haben Frank Bielig und
Jérg Strehmann in der WURZEL 11/88 ein réumliches Analogon zum
Satz des Pythagoras angegeben. Es liegt daher nahe, nach einem
rédumlichen Analogon des Kosinussatzes zu suchen.

Bevor wir dies Analogon angeben, stellen wir einen Hilfssatz
voran.

Hilfssatz:
Der Fldcheninhalt des Bildes eines Dreiecks bel senkrechter
Parallelprojektion auf eine andere Ebene ist gleich A cosa,
wenn A sein Flédcheninhalt und « der Neigungswinkel der
Dreiecksebene gegeniiber dieser anderen Ebene ist.

Beweisskizze:

Das Dreieck kann so gelegt werden, dal seine Grundseite paral-
lel zu der Bildebene liegt. Die Grundseite bleibt daher bei der
Projektion erhalten, wéhrend die zugehdrige Hohe mit cos ««
multipliziert wird.

Wir betrachten nun das Tetraeder ABCS. Wie in dem obigen Arti-
kel sei A1 der Fl&cheninhalt des Dreiecks ASC, Az der des Drei-
ecks BSC, A, der des Dredecks ASB und A, der des Dreiecks ABC,
Die von den nicht kollinearen Punkten X, Y, Z aufgespannte Ebe-
ne sei mit &(X,Y,Z) bezeichnet. Die fiir den Kosinussatz bent-
tigten Winkel seien wie folgt benannt:

o sei der Schnittwinkel von €(B,S,C) mit &(A,S,B)

# sei der Schnittwinkel von €(4,S,B) mit £(4,S,C) und

¥ sei der Schnittwinkel von €(4,S5,C) mit €(B,S,C).

Satz: Mit deg ohenstehenden Bezeichnungen ist
A2 2

A, = A1+A2+A3-2A2 3008 =24, 44 coq f =2A5A4co8y .
Beweis:

Es seien d, ¥ und #4 die Winkel, die ¢(4,B,C) mit g(4,S,C),
e(B,S,C) bzw. €(A,S,B) bildet. Nach dem Hilfssatz ist damn
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= A1cosd'+ Azcosg + Ajcos 9,

=
0

3
] A4ooa d+ Ajcos '+ Aq
A, cos §+ A, cos 9§+ Ajcos«

cos f3,

A1cosﬂ + Azcoscc+ A4oos s

W
[}

wobei man z.B. die erste Gleichung dadurch erhiélt, dalf man .14

als "Summe" der Projektionen von ‘&1’ Az, 413 auf 14 auffabt.

Durch Multiplikation der vier Gleichungen mit A4; -A1; -.&.2
bzw. -A.B und anschlieBSender Addition entsteht mit

2 2 2 2

A.4 - A1 - A2 - A3 = -212A3coao¢- 2A3A1ooap— 2A1A2c:os T

die Behauptung.

Das erwihnte rdumliche Analogon des Satzes von Pythagoras er-
gibt sich aus diesem Satz als Spezialfall fir « = f3 = ¥ = g
unmittelbar. 3

AbschlieBend sei angemerkt, dal dieser Satz nicht neu ist. Er
igt z.B. im Buch von H. Ddrrie, Mathematische Miniaturen, Ver-
lag F. Hirt, Breslau, 1943, S. 97f. enthalten. Der obige Be-
weis ist an die dortige Darstellung angelehnt.

Dr. W. Moldenhauer
PH Erfurt
Sektion MP

Aufgaben der DDR-Olympiade der Klassenstufe 10
(Fortsetzung)

3B. Uber 13 sonst peliebige Punkte in einer Ebene werde voraus-
gesetzt, daB sich unter je drei dieser 13 Punkte stets
zweil befinden, deren Abstand voneinander kleiner als 1 cm
ist.
a) Man beweise, daB aus dieser Voraussetzung stets folgt:
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Es gibt einen Kreis vom Radius 1 cm, dessen Inneres sie~
ben der 13 Punkte enthidlt.

b) Man untersuche, ob aus dieser Voraussetzung stets folgt:
Es gibt einen Kreis vom Radius 1 cm, dessen Inneres acht
der 13 Punkte enthHlt.

Béweisen Sie, daB fiir keine reelle Zahl x die Gleichung

=t - 6x° + 14x2 - 24x + 40 = O
gilt!

In einer Ebene seien drei zueinander parallele Geraden g,
h, k so gegeben, daB g und h voneinander den Abstand 8 cm
haben und daB k im Abstand 5 om von g in dem Streifen zwi-
schen g und h verléuft. Men untersuche, ob ein gleichseiti=-
ges Dreieck ABC existiert, fiir das A auf g, B auf h und C
auf k liegt.

Falls kein solches Dreieck existiert, so beweise man diese
Aussage. Falls ein solches Dreieck existiert, so gebe man
an, wie die Seitenldnge eines solchen Dreiecks rechnerisch
oder konstruktiv erhalten werden kann, und beweise, da8 ein
gleichseitiges Dreieock ABC mit der nach dieser Angabe er-
haltenen Seitenlénge die geforderten Bedingungen (A auf g,
B auf h, C auf k) erfiillt.

6. Beweisen Sie, daB8 zu jedem Quadrupel (a,b,c,d) positiver

reeller Zahlen, fiir das e +b+c = %~f3‘ gilt,
ein Tripel (x,y,z) reeller Zahlen existiert, das die drei
Gleichungen

J_.;+F - 4,
¥r_i;;ﬁ + 1 =d,
F—“ﬂl

. erfillt.
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Uber die Dichtezahlen von Einheitskreispackungen und Einheits-
kreisiiberdeckungen in der euklidischen Ebene

i, Problemstellung

In diesem Artikel sollen einige Betrachtungen in der euklidi-
schen Ebene E zu Einheitskreispackungen und Einheitskreislber-
deckungen angestellt werden,

Dabei verstehen wir hier unter einem Einheitekreis stets die
abgeschloesene Kreisscheibe vom Radius 1.

Eine unendliche Menge {Ki} wvon Einheitskreisen, deren Mittel=-
punkte sich an keiner Stelle der Ebene E héufen, heiBt eine
Einheitskreisanordnung in E. Einheitskreisanordnungen bezeich-
nen wir im weiteren stets mit (I , Wir erkléren nun zwei spe-
zielle grundlegende Einheitskreisanordnungen:

i, Eine Einheitskreisanordnung &t heiBt genau dann eine Ein=-
heitskreispackung in der Ebene E, wenn jeder Punkt von E im
Innern von hdchstens einem Kreis aus (¥ liegt,

2. Eine Einheitskreisanordnung (¢ heiBfit genau dann eine Ein-
heitskreislberdeckung in der Ebene E, wenn jeder Punkt von E
zu wenigstens einem Kreis aus (T gehdrt.

Einheitskreispackungen bezeichnen wir mit ’?7 und Einheits~
kreisliberdeckungen mit *ii B

Im Bild 1a ist der Ausschnitt aus einer Einheitskreisanordnung,
im Bild 1b der Ausschnitt aue einer Einheitskreispackung und
im Bild ic der Ausschnitt aus einer Einheitskreislberdeckung
dargestellt,

Wir kdnnen nach diesen Vorbereitungen nun den Begriff der
Dichte einer Einheitskreisanordnung einfdhren. Dazu betrachten
wir in der Ebene E eine Einheitskreisanordnung ¢ und einen
Punkt O, Um O legen wir einen Kreis K (O0,p) mit dem Radius 2 ,
Mit n(g) wird die Anzahl der Einheitskreise von (¢ bezeich-
net, die ganz im Innern von K(0,p) liegen, Im Bild 2 ist

n(g) = 8. Wir betrachten den Quotienten  ((rn £):= n(e): Kl
! . )
I K(e 2l
den wir als Dichte von (¢ in K(O,2) bezeichnen. Dabei be-
zeichnet |K| den Flécheninhalt esines Kreises aus (¥ ,

also (K] =9 , und |K (0,2)1 den Flécheninhalt von
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Bild 1a Bild 1b Bild 1ec

K(0.2), also  K(0, 2 )« rp?,

Damit erhalten wir

ne) Ikl n(p)
&) =Tke ™ BT

Stellen wir uns nun vor, daB p
gréBer wird, Dann berdeckt
K(0,£) auch einen grdBeren Teil
der Ebene E,
Wéchst ¢ (ber alle Grenzen,
so wird K(O,p) zur gesamten
Bilad 2 Ebene, Aus der Dichte J (CLp)
- der Einheitskreisanordnung (&
in K(0,¢) wird auf diese Weise
die Dichte der Einheitskneisanordnung (X in der Ebene E,
Diesen Wert bezeichnea wir mit d (Cr)., Mit Symbolen l&Bt sich
dieser GrenzprozeB durch

I(@): = pirm 8(ey,0) = Lo “LL2

ausdricken,
Fir die Dichte & (%) der Einheitskreisanordaung CrL in E
188t sich zeigen, daB dieser Wert von der wahl des Punktes O
in E unabhdngig ist. Dies soll hier jedoch nicht geachehen.



Dichtezahlen 142
Eine ausfihrliche Abhandlung hierzu ist in [1, s, 57ff] nach=-
zulesen, ,

Wir betrachten im folgenden naur noch Einheitskreispackungen bzw,
Einheitskreisiberdeckungen, Es bezeichaen d ("R)bzw. )
die Dichten von ‘R  baw, 41 in der Ebene E. Es ist sofort
klar, daB

oz d(R)<1<(%)

gilt,

Betrachten wir nun die Menge aller mdglichen Einheitekreis~
packungen in E, Dann ist einer jeden dieser Einheitskreis~
packung genau ein Wert J (R) zugeordnet.

Diese Menge { J (R)} resller Zahlen ist durch O nach
unten und 1 nach oben beschrénkt, Fir eine solche Menge gibt
es eine kleinste Zahl dJ (), so daB fir alle Einheite=~

max
kroispackungen und deren Dichten die Abschéitzung

S(R)Z dpax (R)
gilt,

Analog existiert fir die Menge {JE%{) ] ein graBter wert
nm(u), 80 daB d,nin ()& J(1L)f0r jede Einheitskreis=

@berdeckung 14 wvon E gile,

Damit haben wir insgesamt fir die Dichteabschiétzungen die Un-

gleichungskette

02 (P)EImax(R)<1<men (M) d(ri)
erhalten,
Das Ziel dieser Arboit besteht run darin, die beiden Werte

S pax(R) und (-3 0&9 zu bostin-on und eventuell eine Ein-
hcitakroispackung "F? mit d (R) = (Fz) und eine Ein-
hcitskrahﬂbardockung *LL mit J-(u_) J!,M(u) zu finden,

Bevor wir uns diesen beiden Aufgaben zuwenden, wollen wir einen
Begriff fOr Einheitskreisanordnungen oinfﬂhron. der uns die
Bestimmung der Werte d = (&) und d m(u) erm8glicht,

Dazu betrachten wir aine Einheitsanordnung * und bezeichnen
einen Kreis, in dessen Innerem kein Mittelpunkt eines Kreises
sus (¥ liegt, der aber auf seinem Rand wenigstens drei disser
Mittelpunkte enthédlt, als einen Stiitzkreis von C¥ ,

Im Bild 3a ist eine Einheitskreisanordnung gezeigt, in der

zwel Stlitzkreise (schraffiert) eingezeichnet eind,
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U

Bild 3a Bild 3b

Die Mittelpunkte der Einheitskreise aus (X , die auf dem Rand
eines Stltzkreises von (¢ liegen, bilden ein konvexes Peolygon,

welches als Stltzpolygon bezeichnet wird, Im Bild 3b sind die
beiden eingezeichneten Stilitzpolygone schraffiert,

Es ist klar, daB die Menge aller StOtzpolygone, die zu einer
Einheitskreisanordnung Ci gehdren, eine Zerlegung }’ der
Ebene E in Polygone bilden, Im Bild 4 ist ein Ausschnitt aus
einer solchen Zerlegung gezeigt.
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Nun wenden wir une der angekindigten Bestimsung vea ... ()
Smin (*L) und den entsprechenden Kreisanerdnungen zu.

Fortsetzung folgt!

Dr. K. Kirchner

Dr. M. Schmitz

PH Erfurt
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v 50.Touxy P m Q pacmnolioxeHH Ha cTopoHe BC wTpeyroiasuuka ABC
rax, 4ro BP : P§ : Q@ = 1:2:3, Touka R Zemur cTCpoHy AC

1 | aToro TpeyromsEmka Tak, uTO AR : RUC = 4:2. Yemy paBHO
OTHOUWEHNe IJoUaky YeTHpeéxyroibHiika PQsT k miomazu Tpey-
ronbaura ABC, rze S u T Touwu IepecedeHus npsmoit Bq ¢
opauEM AQ m AP cOOTBeTCTBEHHOT

V 50 Man zeige, daB man den Einheitskreis nicht mit einer ge-
wissen Anzahl Papierstreifen iiberdecken kann, deren Sum-
24 |me der Streifendicken kleiner als 1 ist!

Y 51 Fiir welche natiirlichen Zahlen m ist 31"-1 durch 2"-1
teilbar? :

V 52 Einem Kreis seien 2 Dreiecke D, und D, einbeschrieben.
Dabei liegen die Ecken des Dreieckes D2 auf den Mitten
der Kreisbigen, in welche das Dreieck D, den Kreis teilt.
Man zeige, daB8 in dem Sechseck D,A D, die Diagonalen,

die die gegeniiberliegenden Ecken verbinden, zu den Seiten
des Dreiecks P,‘parallel 8ind und:sioh in einem Punkt
schneiden!

—

V 53 Man berechne sin(!—d), falls tan (st)= ;.z- i
.g.r cacdIW !

{

K
(

¥

Gesucht sind alle Lisungen (xX,y,z) des Gleichungssystems
COS X + CO8 y + COS 2% 2?-&‘

sinx +siny + sinz= %

D,

EinsendeschluB: 1.1.1990
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Uber die Dichtezahlen von Einheitskreispackungen und Einheits-
kreisiiberdeckungen in der euklidischen Ebene (Fortsetzung)

2, Bestimmung der dichtesten Einheitskreispackung in der Ebene

’}Q sei eine Einheitskreispackung in der Ebene E. Wir sagen, P
ist eine ungesiéittigte Einheitskreispackung, wenn wir in E einen
weiteren Einhsitskreis so einlagern kdnnen, daB dieser Kreis
mit keinem Kreis sus 7R innere Punkte gemeinsam hat. Im Bild 5
ist ein Ausschnitt aus einer ungeséttigten Einheitskreispackung
% gezeigt, Der zusétzlich einzulagernde Einheitskreis ist
eschraffiert gekennzeichnet,

Ist eine Einheitskreispackung AR

nicht unges#dttigt, so nennen wir K

OO gesBttigt,
Ee ist sofort klar, daB wir uns bei

@O der Bestimmung von c‘_max{p) auf die

Q Betrachtung der geséttigten Einheits~
O kreispack-ungen beschrénken kénnen,
O “R sei eine belisbige solche Ein-
heitskreispackung. Weil R eine ge-
sdttigte Einheitskreispackung ist,
Bi1ld 5 folgt unmittelbar, daB jeder Stitz-
kreis von R einen Radius kleiner
als 2 hat, Betrachten wir nun noch zu jedem Stitzkreis das
zugeh8rige Stltzpelygon, so entsteht eine Zerlegung 9 der
Ebene in Polygone, bei der die Polygone paarweise nur Randpunkte
gemeinsam haben. AuBerdem liegt kein Eckpunkt eines Polygons im
Inneren einer Seite eines anderen Polygons und jeder Punkt der
Ebene gehdrt zu mindestens einem solchen Polygon (siehe Bild 6).
Damit ist eine Zerlegung der Ebene in Polygone entstanden, welche
durch "R eindeutig bestimmt ist. Eine solche Zerlegung 1&8t
sich durch das Einzeichnen von sich nicht schneidenden Diagonalen
in eine Zerlegung der Ebene in Dreiecke verfeinern (siehe Bild
7).
Eine derartige Dreieckszerlegung hat ebenfalls die Eigenschaft,
daB alle Eckpunkte der Dreiecke Mittelpunkte von Kreisen der
Packung ‘A2 sind, Aus diesem Grund liegen in jedem Dreieck drei
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Bild 6 Bild 7

Kreissektoren von Kreisen aus R , deren Inhaltssumme gleich
dem Inhalt eines Halbkreises ist, Damit ist der Quotient aus
der Summe der Kreissektoreninhalte, die innerhalb des Dreiescks
ABC liegen, und seinem Inhalt |ABC| eine nur von dem Fliéchen=-
inhalt des Dreiescks abhéngige GrdBe., Fir diese Dichte errechnet

man xr .
2 —TABCT °* Sie wird fir das kleinste Dreieck Aacnin

am gréBten und mit <f6 bezeichnet, wobei ABC,,, ein Dreieck

der Dreieckszerlegung ist, Betrachtet man jetzt wieder die ge-

eante Zerlegung der Ebens in Dreiecke, so ist anschaulich klar,
—

da8 S&(R)=c, fir jede Packung R gilt.

Folglich ist g“x ('P) S o

Kann man nun eine Zerlegung der Ebene in Dreiecke so konstruie-
ren, daB jedes Dreieck den kleinsten Flécheninhalt hat, dann

st J(R) = 0y = S, [H.

Es ist nun die Aufgabe zu ldsen, das kleinste unter allen Drei-
ecken einer solchen Zerlegung zu bestimmen, Gesucht ist damit
das kleinste Dreieck, dessen Soifanllngtn nicht kleiner als 2
sind und dessen Umkreisradius kleiner als 2 ist.
ABC sei ein Dreieck mit 2 = |aB| = [Acl und

_ 2 = |aB|l = |Bcl,
C' ein Punkt der gleichen Halbebene bzgl. g(AB) wie C mit
der Eigenschaft, daB ABC' gleichseitig ist (siehe Bild 8),
Der Kreis kc. um C*' schneidet die zu ihm kongruenten Kreise
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Bild 8

kA und I:B um A und B mit dem Radius [AB| neben A und B nech

in den Punkten A® und B', Die Parallele 1 zu g(AB) durch C*
verléuft durch diese Punkte A®' und B', Wegen [ACIZ= (ABI und
|ecl 2 |AB)! 1liegt C nicht im Inneren von ky, und kg, jedoch im
Inneren von kc. weil der Umkreisradius von ABC kleiner als 2
ist, Desmit liegt C auf oder oberhalb der Parallelen 1 und es
gilt |ABC| = |ABC'| ; wobei nur fir Cel, was C = C*° bedeutet,
Gleichheit erreicht wird.

Mit JAB/Z 2 folgt insgesamt |ABCI=1|3 .

Gleichheit wird nur dann erreicht, wenn ABC ein gleichseitiges
Dreieck der Seitenléingen 2 ist. o

Far 50 errechnet man wegen & = ' den Wert
e ]
2 |ABC|gy,

Jr v
go " 2 J3 - V’T = é‘lalp)'
Insgesamt gilt aleo fir die Dichte é-qﬂ) einer beliebigen

Packung kongruenter Kreise in der Ebene die Auseage

£ T
= = 0.9068... .
é_(p) h (1)

Gleichheit wird in (4) zum Beispiel erreicht, wenn alle Stitz-
polygone gleichseitige Dreiecke der Seitenlénge 2 sind. Bild 9
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, zoigt‘oinon Ausschnitt aus einer solchen sich dber die gesamte
Ebene erstreckendenPackung. Man kann sich Gberlegen, dab die
im Bild 9 gezeigte Packung nicht die einzige mit S(P)- .
ist (siehe Bild 10). | fa2’

i /\
/\
aYAAVAAYA AVAAWY

wpet
YN YN
I NN

Bild 9 , Bild 10

Damit haben wir die erste der beiden gestellten Aufgaben geldst.
Nun wenden wir une der zweiten Aufgabe zu.

3, Bestimmung der dinnsten Einheitskreisiberdeckung der Ebene

12, sei eine Einheitskreistiberdeckung der Ebene und wir betrach-
ten zu U die Menge aller Stidtzkreise und zu jedem Stitzkreis

das zugehdrige Stitzpolygon. Auch hier bilden eslle Stltzpolygone

eiﬂa Zerlegung 3/ der Ebene in Polygone, Diese Zerlegung bzgl.
U ist eindeutig bestimmt,

Ein jedes Polygon einer solchen Zerlegung léBt sich durch Ein-
zeichnen von sich nicht schneidenden Diagonalen in Dreiecke
zerlegen, so daB eine Zerlegung der Ebene in Drelecke entsteht
(Bilder 11 und 12),

Eine dersrtige Dreieckszerlegung hat ebenfalls die Eigenschaft,
daB alle Eckpunkte der Dreiecke Mittelpunkte von Kreisen der
Uberdeckung'ib sind, Dann ist klar, daB jedes dieser Dreiecks
durch die drei Kreise um die Dreieckspunkte berdeckt wird und
folglich der Umkreisradius jedes solchen Dreiecks hdchstens 1



151 , Dichtezahlen

Bi1ld 14 Bilg 42

Bild 13

Diese Uberlegungen filhren uns darauf, den Quotienten
lﬁiﬂlLZ_%ﬁﬁgz' s Is(c)l zu untersuchen. |S(A)|, |S(B)|.,

is(C)l 'eind die Flicheninhalte der drei Einheitskreissektoren,
die im Dreieck ABC liegen, Der Quotient gibt die Dichte GIABC)




Dichtezahlen 152

der Oberdeckung des Dreiecks ABC durch die Einheitskreise um die
Ecken an., Weil die Winkelsumme im Dreieck 180° betrigt, erglnzen
sich die genannten Kreissektoren zu ein-a halben Einheitekreis und
es gilt |S(A) + IS(B)l + |s(C)| = ,r

Damit erhalten wir

S(A + |S(B ¢+ 1S(C V.4
SIABC) = "lrﬂuﬂﬂ

Die GrdBe S(ABC) ist als Quotient eines halben Einheitskreis-
inhaltes und des Dreiecksinhaltes nur vom letzteren abhingig.
Dabei darf der Umkreisradiue des Dreiecks ABC nicht grdBer ale
1 sein, da sonst keine Uberdeckung mit Einheitskreisen in der
beschrisbenen Weise mdglich ist, Da der kleinste Wert aller
StABc) gesucht wird, muB |ABC| mdglichst groB sein, Dieser Fall
kann nur fOr den Umkreisradius 1 eintreten., Folglich mlissen wir
dss grd3fte Dreieck ABC__ bottinn.n. das einem Einheitskreis
einbeschrieben ist, um dio kleinstmdgliche Dichte SkABC) Zu er=-
halten. Dazu betrachten wir einen Kreis K vom Radius 1 und ein
einbeschriebenes Dreieck ABC (Bild 14),

Cl
K
D
A B oY
Aﬁ\\\\ﬁhhﬁjjﬁﬁfijt//ls

Bild 14

Wir kdnnen voraussetzen, daB alle drei Eckpunkte des Dreiecks

auf dem Rand liegen, anhsonsten lisBe sich das Dreieck vergrdBern.
Nehmen wir nun an, daB das Dreieck nicht gleichseitig ist, Dann
gibt es einen Eckpunkt (etwa C), von dem zwei Dreiescksseiten
unterschiedlicher Lénge susgehen., Mit H_, bezeichnen wir den Lot~
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fuBpunkt des Lotes von C auf g(AB). Wegen JAC|¥|BC| kann H;
nicht Mittelpunkt von AB sein. Errichten wir im Mittelpunkt M
ven AB die Senkrechte, so schneidet diese den Kreisbogen, auf
dem auch C liegt in C', Wegen [MC'| > |H C| folgt |ABC*| >|ABC| «
Damit ist das angenommene Dreieck ABC nicht das grdBte Drei-
eck in K, Wenn wir die Existenz eines selchen maximalen Drei-
ecks unbewiesen voraussetzen, dann muB des maximale Dreieck
gleichseitig sein, Damit 188t sich nun ABC __. leicht bestim~
men, Weil sioh im Dreieck die Seitenhalbierenden im Verhéltnis
2:1 teilen, gilt joM| -~%. wobei O der Mittelpunkt des Umkrei-
ses ist (Bild 15), :

Bild 15

'Im rechtwinkligen Dreieck AMC gilt nach dem Satz von Pythagoras
die Beziehung mc[2 -(%El-) 2., (%)2, woraus

|IaAcl = T3 (=|AB| =|BC|) folgt,

‘Ee st |ABCl ., = % |ABI-(1+3) =3 V3 und folglich ist

D (Asc

Jr 2T
) = = = 1,2092,.. -
ma 2.308 Y22
Betrachten wir jetzt dfe Zerlegung der gesamten Ebene in Drei-
ecke, so ist anschaulich klar, daB fir jede Uberdeckung die
Ungleichung
be) = b(asc 2¥ S, (U

(L0 = ( MR) = r-é._;-. m.n( ) (2)
zutrifft,
Da man eine Zerlegung der Ebene in gleichseitige Dreiecke der

Seitenlénge V? konstruieren kann, wird tats@chlich auch der
kleinste Dichtewert erreicht.
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Im Bild 16 ist ein Ausschnitt aus einer Uberdeckung der Ebeme

mit der Dichte 2% dargestellt, Alle Stilitzpelygone sind

27
gleichseitige Dreiecke.

Bild 16

Bild 17

Nntnrlichr ist die im Bild 16 vorgestellte Uberdeckung nicht die
einzige mégliche mit der Dichte (Bild 17 zeigt eine

27
weitere, ).
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Damit ist auch die zweite gestellte Aufgabe geldst, In beiden
Aufgaben haben wir Einheitskreispackungen bzw, Einheitskreis-
dberdeckungen angeben kdanen, denen wir den jeweiligen extrema-

len Dichtewert é’“x(fa) bzw, é—.m' (ﬁ,) zuordnen konnten,

Literaturs

1., L. Fejes Toth: Lagerungen in dor..Ebuo suf die Kugel und im
Raum, Springer, 1953

Dr. K. Kirchner

Dr. M. Schmitz

PH Erfurt

Sektion Mathematik/Physik

Zwei Méglichkeiten der Erzeugung bemerkenswerter Polyeder
aus den Platonischen Korpern (Fortsetzung)

(4) Ikosaeder als Ausgangspolyeder (Abb. 5) _
Durch die geschilderte Konstruktion entstehen aus den Sei-
tenflidchen des Ikosaeders gleichfalls reg. Dreiecke als
eine Flédchenart. Als zweite Flidchenart erscheinen reg.
Fiinfecke. An einer Ecke des erzeugten Korpers stofen in
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(5)

Reihenfolge reg. Dreieck, reg. Punfeck, reg. Dreieck, reg.
Filnfeck aneinander, so daB der entstandene Korper éurch

das Symbol (3,5,3,5) bezeichnet werden kann. Durch Anwen-
den unserer Vorschrift ergibt sich: E'=30, F'=32 und K'=60.

Dokaeder als Ausgangspolyeder (Abb. 6)

Als Fliéchenarten entstehen reg. Dreiecke und reg. Fiinfecke.
Jede Ecke des neuen konvexen Polyeders wird durch je 2 reg.
Dreiecke bzw. Minfecke gebildet, die in gleicher Weise wie
unter (4) angeordnet sind. Folglich 1&8t sich das Symbol
(3,5,3,5) zur Kennzeichnung des Korpers verwenden. Die Be-
rechnung von E', F', K' aus E, F, K des Dodekaeders liefert
E'=30, P'=32 und K'=60. Bei dem hier erzeugten Polyeder
handelt es sich um den topologisch gleichen Kbérper, der aus
dem Ikosaeder erzeugt wurde, was durch weitere Uberlegungen
bestdtigt werden kann.

Die beiden erzeugten konvexen Polyeder (3,4,3,4) und (3,5,3,5)
weisen Gemeinsamkeiten auf in der Form, da8 ihre Fléchen reg.
n=-Ecke sind (nicht kongruent, da ja 2 Flidchenarten erscheinen)
und ihre Polyederecken untereinander kongruent sind. Es sind

2 Vertreter der sogenannten Archimedischen Korper. Das sind
halbregulédre konvexe Korper
mit regulliren (aber nicht
notwendigerweise kongruen-
ten) n-Ecken als Seitenflée
chen und kongruenten Poly-
ederecken. _

Fiir das Polyeder (3,4,3,4)
findet man in der PFachlite-

ratur hdufig die Bezeichnung
Kuboktaeder, wéhrend (3,5,3,5)
Ikosidodekaeder genannt wird.
aus dieser Bezeichnung ist
ebenfalls ersichtlich, daB
(3,4,3,4) sowohl aus dem
Hexaeder als auch aus dem
Oktaeder erzeugbar ist. Mit=
Abb. 2 tels unseres Konstruktions-
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prinzips ist (3,5,3,5) aus Ikosaeder als auch Dodekaeder her-
stellbar.

Neben diesen beiden Polyedern existieren weitere 11 Archimedi-
ache Korper. Es gibt eine weitere Sorte halbreg. konvexer Kore
per, die als dual-archimedische Korper bezeichnet werden. De-
ren Flédchen sind allesamt kongruent'zueinander, widhrend ihre
Ecken regelmdBig (aber nicht notwendigerweise kongruent) sind.
Sie konnen z.B, mittels Dualititsbetrachtungen aus den Archie-
medigchen Kdrpern erzeugt werden und umgekehrt.



Polyeder _ 158
Bisher haben wir festgestellt, daB mittels unseres ersten Kon-

atruﬁtionaprinzips aus den Platonischen Korpern selbst Plato-
nische Korper oder Archimedische Korper erzeugt werden.

Untersuchen wir nun im folgenden, welche Korper entstehen, wenn
die Konstruktion fortgesetzt und auf die heiden erhaltenen Po-
lyeder (3,4,3,4) bzw. (3,5,3,5) angewendet wird. Um dabei die
Anzehlen E', F', K' zu ermitteln, gelten weiterhin unsere bis-
her benutzten Vorschriften. Nehmen wir als Ausgangspolyeder .
(3,4,3,4), erhalten wir als Resultat ein konvexes Polyeder mit
24 Ecken, 26 Fléchen und 48 Kanten. Allerdings stellen wir nun
fest, daB nicht alle entstandenen Kanten gleiche Lénge besitzen.
Da das Kuboktaeder 2 verschiedene Fldchenarten besitzt, entste-
hen zunédchst als Fléchenarten reg. Dreiecke und reg. Vierecke.
Die dritte Fldchenart ist ein Viereck, dessen jeweils benach=-
barte Seiten die Seiten der reg. Dreiecke und die der reg.
Vierecke sind. Bezeichnen wir die Liénge einer Kante des Kubok-
taeders mit a, so liefert eine elementare Rechnung die Seiten-
lénge der reg. Dreiecke mit a/2, wihrend die Seitenlénge des
reg. Vierecks a/{i‘betrﬁgt. Diese GroBen stellen benachbarte
Seiten der dritten Flédchenart dar. Damit kann diese Fléchenart
kein Vertreter reg. n-Ecke sein. Die Anwendung unserer Kon=-
struktion auf das Kuboktaeder liefert weder ein reg. noch halb-
reg. konvexes Polyeder, da die oben aufgefilhrten Bedingungen
nicht erfiillt sind, obwohl die Ecken kongruent sind. Bezeich=-
net man diese Polyeder mit unserem bislang verwendeten Symbol,
widre die Bezeichnung (3,4,4,%) moglich. Jedoch muS das Symbol
deutlich von den bisherigen abgehoben werden, da Z kein reg.
n-Eck darstellt. Setzt man die Konstruktion der Verbindung der
Kantenmittelpunkte weiter fort, entsteht aus (3,4,4,4) ein kon-
vexes Polyeder mit 48 Ecken, 50 Fléchen und 96 Kanten, wobei
allerdings schon 3 verschiedene Kantenléngen am erzeugten Po-
lyeder auftreten und auBerdem die Ecken nicht mehr alle kon-
gruent sind. Ahnliche Aussagen treffen zu, wenn wir das Iko-
sidodekaeder;als Ausgangsyunkt der Konstruktion wiéhlen. Es sei
nur angemerkt, daB das Ergebnis ein konvexes Polyeder ist,
welches durch (3.2.5,3) beschrieben werden kann und 60 Ecken,
62 Fléchen und 120 Kanten besitzt. Dieses ist gleichfalls we=-
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der reg. noch halbreg. Auch diese Konstruktion 148t% sich fort-

setzen.

Bei Kenntnis des Konstruktionsprinzips, seiner arithmetischen
Beschreibung und Anwendung des Eulerachen Polyedersatzes las-
sen sich weitere Beziehungen ableiten. Fiir alle von uns er-
zeugten Polyeder gelten: E'=K, TF'=K+2, K'=2K.

Diese Beziehungen erscheinen einfacher als die von uns benutz-
te rekursive Vorschrift, doch war es Sinn der Sache, anschau=
lich vorzugehen.

Fiir die Polyedererzeugung (3,4,3,4) aus (3,3,3,3) sowie die Er--
zeugung von konvexen Polyedern aus (3,4,3,4) bzw. (3,5,3,5) und
der jeweils weitergefilihrten Konstruktion nach dem gleichen
Prinzip besitzen weiterhin folgende Gleichungen Giiltigkeit:

E' = 2E = 2P=4, F' = 2E+2 = 2F=2, K' = 4E = 4F=-8

Neben dem Eulerschen Polyedersatz sind das reg. Oktaeder, die
halbreg. Kuboktaeder und Ikosidodekaeder und alle durch die
Konstruktion daraus folgenden Korper weiterhin durch folgende
Bezlehungen ausgezeichnet:

E' = F'=2 = K'/2, F' = E'+2 = K'/242, K' = 2E' = 2F'=4

Zusammenfassend lEBt sich festatellen, daB durch unsere erste
Konstruktionsmdglichkeit aus den Platonischen Korpern selbst
ein Platonischer Korper (Oktaeder) oder ein Archimedischer Koér—
per (Kuboktaeder oder Ikosidodekaeder) entstehen kann. Bei wei-
terer Fortfilhrungdes Verfahrens erzeugt man konvexe, aber weder
reg. noch halbreg. Polyeder, sondern bei jedem neu gewonnenen
Polyeder "nimmt die Regularitédt weiter ab".

Frank Heinrich
Sektion Mathematik
Bereich Methodik
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Berichtigung zu: ,,Gibt es eine Teilbarkeitsregel fiir die 49?* (6/89)

In der Bemerkung 1 (S 84) muBl es heiBén
a kann nur dann durch D eNssees ey teilbar sein, wenn es

durch das k.g.V. von {n,, ng,...,%l teilbar ist. Das Bei-
spiel a=2, m=2, n,=*n,s 2 zeigt, daB das Kriterium not-

wendig, gber nicht hinreichend ist.
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Uber die Zykloide (Radkurven)

Der nachfolgende Beitrag soll in die Abschnitte

tlber die Parameterdarstellung einer Kurve,

Weitere Beispiele,

Die Zykloide (Radkurve) und

Zum Zykloidenpendel
gegliedert werden. Er verfolgt das Ziel, den Leser fir die Be-
schédftigung mit weiteren interessanten Kurven anzuregen.

1. Uber die Parameterdarstellung einer Kurve

Im bisherigen Unterricht haben Sie die graphische Darstellung
von Funktionen untersucht, die in der Regel durch eine Funk-
tionsgleichung der Gestalt

(1) y = £(x)

gegeben waren. In dieser Gleichung bezeichnet man bekanntlich
x als die unabhédngige Variable .oder das Argument und y als die
abhéingige Variable oder den Funktionswert. Es mul die Bedingung
erfiillt sein, daB jedem x genau ein y zugeordnet ist. Interpre-
tiert man x und y als die Koordinaten eines Punktes in einem
kartesischen Koordinatensystem, so erhélt man die graphische
Darstellung der betreffenden Funktion.

Die kartesischen Koordinaten x und y eines Punktes P kdnnen
aber auch durch die beiden Gleichungen

(2) x =x(t), y=y() t, £t 51, x(t)und y(t) stetig,

gegeben sein. In diesem Falle ist t die unabhéngige Variable,
x und y sind abhéngige Variable.

Wir fordern, daB jedem t gensu ein x und genau ein y zugeord-
net ist. Wenn t von t1 bis t2 wdchst, so durchlduft der Punkt
P einen Kurvenbogen in einem bestimmten Durchlaufsinn.

Die Gleichungen (2) bezeichnet man als die Parameterdarstellung
der betreffenden Kurven. Sie gehen im Sonderfall x = x(t) = t
iiber in y = y(x), d.h. in die Funktionsgleichung (1)e Die Mog-
lichkeit der Parameterdarstellung einer beliebigen Kurve er-
gibt sich daraus, daB man sie als die Bahnlinie eines Punktes
P betrachten kann. Die Koordinaten x und y von P sind in jedem
Augenblick Funktionen der Zeit t, die als Parameter zu be-
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trachten ist.

Als 1. Beispiel betrachten wir die Parameterdarsfellung eines
Kreises mit dem Mittelpunkt M(a,b) und dem Radius r, die durch
die beiden Gleichungen

(3) =x = x(t) = a+rcost, y = y(t) = b+rsint, 0 £t =27

gegeben ist (a,b und r beliebig reell). Der Beweis ist sehr
einfach, denn aus (3) folgt:
Xx=-aarco8t, y=b=rsint

2. 2 2 .2

(x—a)2 = r“cos“t, (y-b),2 = r-ain®t

(x—a)2 + (y—h)2 = rz(coszt + Bingt)

(x-a)? + (y—b)2 - r°

b4
Die letzte Gleichung kennen T
Sie aus der analytischen Geo-
metrie als die Gleichung eines
Kreises in allgemeiner Lage. b
Wenn sich der Kreis im Mittel-
punktslage befindet (a=b=0)
und iiberdies r=1 ist, so geht :
(3) iiber in = > x

Skizze 1

(4) x=x(t)=cost, y=y(t)=sint, O € t € 27 ,

dehe in die Definition der trigonometrischen Punktionen am
Einheitskreis. .

Die Vorteile der Parameterdarstellung sollen am Beispiel eines
Kreises in Mittelpunktslage mit beliebigem Radius r erlautert
‘werden, der durch die Gleichung '

12 + y2 = r2 bzw.

vy =8(x) = 1—'Jr2-x2, -r £ x

dargestellt wird. Betrachtet man die Funktion

N

+r

y = £(x) = +'fr2-x2 (nur positives Vorzeichen'def Wurzel! ),
so erhdlt man als Bild dieser Punktion den oberhalb der x-Achse
gelegenen Halbkreis. Die 1. Ableitung
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X

yl P f'(x) P
+ i rz-xa ' v‘

ist flir x = + r nicht defi-
ni « D h

ert. Das kann man auch daran ';,"_?
erkennen, daB8 die Tangenten
an den Kreis in den Punkten
(+r,0) und (-r,o) senkrecht

zur x-Achse stehen und folg- ] 5
lich ihr Neigungswinkel ¢ zur =F _ > X
positiven Richtung der x-Achse Skizze 2

90° betrégt. Wegen y' = tan¢g ist fiir x = +r die 1. Ableitung
nicht definiert. Diesen Singularitﬁten (Unstetigkeiten) der

1. Ableitung entsprechen jedoch keine geometrischen Singularité-
ten, denn der Kreis 12+y2 = r2 hat in jéhem Kurvenpunkt eine
Tangente. '

In der Parameterdarstellung (2) einer Kurve ist keine der bei-
den Koordinaten x und y, die ja geometrisch véllig gleichbe-

rechtigt sind, bevorzugt.

2. Weitere Beispiele

Im folgenden sollen noch 2 einfache Beispiele fiir die Parame-
terdarstellung einer Kurve angefiihrt werden.

- Die beiden Gleichungen
(5) =x=x(t)=acost, y=y(t)=bsint, 0 £t =27

(a. und b beliebig reelle mit a>b, a >0, b >0) sind die Para-
meterdarstellung einer Ellipse in Mittelpunktslage, wobei a die
groBe Halbachse und b die kleine Halbachse ist. H.I(a,o) und
Hz(-a,o) gind die Hauptscheitelpunkte, N1(O,b) und N2(0,-b)

die Nebenscheitelpunkte. Wemn t von O bis 27 wéchst, durch-

lduft der Punkt P(x,y) die Ellipse im mathematisch positivem
Sinn,
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Skizze 3

Um das zu zeigen, leiten wir aus den Gleichungen (5) durch
einfache Umformungen die Mittelpunktsgleichung der Ellipse her:

£ 2 cos t, % = gin t
2
= 0os’t, 1! = sin®t
b

= coaat + sinzt

]
-

-+

l-'ﬁNI HI\) ml\-'l“I\J pI\JNI\) o
+

M %

Im Falle a = b = 1 gehen die Gleichungen (5) in die Gleichun-
gen (4) iiber, d.h. in die Parameterdarstellung des Einheits-
kreises.

- Wir betrachten eine Gerade, die durch die beiden gegebenen
Punkte P_(a&,e ) und P1(a+b,o¢+p) verlduft. Nach der Zweipunkte-
gleichung unserer Geraden gilt dann:

=¥, ¥i"% -

= d.he.
X=X x1-xo.’
¥-et _ (4Pt
X=-a (a+b) - a ?

%EﬁL = % . Daraus folgt:
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yaf‘(x)=%x+(°€—§-5[)

=%x+(

OCb-ap )
e

Es 1déB8t% sich leicht zeigen, daB die beiden Gleichungén
(6) x=x(t)=a+bt, y=y(t)=«+pPt, 0 £t =1

die Parameterdarstellung der von den Punkten Po(a,aé) und
P,(atb, x+p) begrenzien Strecke auf dieser Geraden sind:

y =+ Pt rﬂ
=+ F(5F2)
=%x i ( of b— B)

a (a+b) =X
Skizze 4

3. _Die Zykloide §Radkurve2

Gegeben sei ein Kreis K mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r.
Ein Punkt P sei fest mit dem Kreismittelpunkt M verbunden, wo-
bei TH = a sein moge. Der Kreis K rolle (ohne zu gleiten) auf
der x-Achse. Wir wollen untersuchen, welche Kurven der Punkt P
dabei be chreibt, und welche Parameterdarstellung diese Kurve
hat. Die Bezeichnung Radkurve ist darauf zuriickzufiihren, daB
man sich ein auf einer Ebene rollendes Rad vorstellen kann und
z.B. auf einer Speiche eine Marke befestigt ist. Um dem Leser
die Vorstellung zu erleichtern, welche Kurve eine derartige
Marke beschreibt, empfehlen wir, einen Kreis aus Pappe auf
einem Iineal abrollen zu lassen. Mit etwas Geschick ist es
moglich, die Kurve selbsat zu zeichnen, indem man auf dem Papp-
kreis ein Loch anbringt und beim Abrollen einen Bleistift mit-
fiilhrt. .
Allerdings ist die geschilderte Moglichkeit der Veranschauli-
chung eine wesentliche Einschriénkung des Problems, nédmlich die
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Einschrénkung auf den Fall a <r bzw. auf den Fall a=r. Fir uns

ist jedoch auch der Fall a » r bedeutsam.

1. Fall:"a>1r 4

— >
X
Skizze 5 K
~ Ausgangslage des Kreises K
YA
(o
2 - -
o X
o
Skizze 6

Lage des Kreises K nach dem Abrolien
um den /inkel %
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Wern t .yon O bis 2% wéchst, liegt eine volle Kreisumdrehung
vor. Dabei beschreibt der Punkt P einen Zykloidenbogen. Die
Kurve insgesamt bezeichnet man als Zykloide mit Dopge‘lgunkten.
Sie hat folgendes Aussehen:

")

NV

Skizze 7

Um die Parameterdarstellung dieser Kurve herzuleiten, beachten
wir:
¥t ixy=2r:2vr, desh. xy =Tt (siehe Skizze 6)

gin t =% ’ dehe u = aesin t
x(t)=xm-u

=rt - a sin t
coat=§-,. d.h. v =48 cos ¢t

Y(t)=:‘fm'v
=r -=-8aco8 t

Folglich ergibt sich fiir die Parameterdarstellung der Zykloide
mit Doppelpunkten: ' '

(6) x(t) = rt -— a sin t
y(t) = r - a cas t.

Prof. G. Schlosser | \
Sektion Mathematik (Fortsetzung folgt)
Bereich Methodik
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Preisaufgaben

V 55 Mlpo Bemykmmft yeTupexyronsumk ABCHl m3BeCTHO, UTO OKPYXHOCTE
¢ nmaueTpoM AB kacaeTcA mnpamoit CH. JoxaxmTe, YTO OKPyE-
HOCTH ¢ AmameTpoM CIl kacaeTcsa mpaMoft AB Torza m TONBKO
TOrZa, Korza mpauwe BC m All mapansneXNbHu!

V 56 Unter welchen Bedingungen ist es moglich, in ein Dreieck
ABC einen Rhombus CDEF so einzubeschreiben, dall D innerer
Punkfi von CA, b inpnerer Punkt von AB sowie F innerer Punkt
von BC ist und sein Fldcheninhalt gleich der Hdlfte des
Flédcheninhaltes des Dreiecks ABC ist?

)l Man bewelise, daf filr eine beliebige natiirliche Zahl n der
Wert des Polynoms 36n4+4bn3+40n8+16n+5 keine Primzahl istl!

V 55 Alle GLieder der Folge x -(1+' 2+ 71 3)" lassen sich ein-
deutig in der Art x = +r-‘| +s-r1+t Fdaratellen, WO~

n
bei Q, s Tpr By t ganze Zahlen sind.
Man bestimme lim (r /q,.), lim (8 _/q ), lim (t./q. )1
LEY: LA 0 poce N 0 e>c0 0 R

V 59 In einem Kreis vom Radius R seil ein n-kck der Fldche A
elnbeschriebens Auf jeder Seite des n-kEcks wird ein Punkt
ausgezeichnet. Man zelige, dall der Durchmesser des von den
ausgezeichneten Punkten gebildeten n-Ecks nicht kleiner
als 2A/R istl

<>

60 Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist.

- n

durch 100 teilbar?

<]
hhb
B
=
y .
B
B

Einsendeschiuf3: 1. 2. 1990
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Zwei Moglichkeiten der Erzeugung bemerkenswerter Polyeder
aus den Platonischen Kdrpern (Teil 2)

Als erste Moglichkeit der Erzeugung bemerkenswerter Polyeder
aus den Platonischen Kérpern wurden im ersten Teil Ausfiihrungen
gemacht, welche Korper entsStehen, wenn die Kantenmittelpunkte
der Platonischen Kdrper als Eckpunkte eines neuen konvexen Po-
lyeders angesehen werden. Beim zweiten Konstruktionsprinzip
wollen wir davon susgehen, den Seitenfléchen der Platonischen
Korper gerade Pyramiden aufzusetzen. In welchem Zusammenhang
diese Konstruktion zur ersten steht, werden wir spéter sehen.
Die Art der entstehenden Korper ist dabei von der Hohe der FPy=-
ramiden abhéngig. | -

Ist o der Flichenwinkel des Platonischen Korpers und 3 der
Neigungswinkel der Pyramide, also der Winkel zwischen Grund-
fléche und Seitenfléche, so sollen folgende 3 Fidlle untersucht
werden: ,

(a) o/2 + f>90%
(b) o /2 + P <90°%
(e) /2 + [ =90°

Halb-
chene 4

Halb -
ebene 1Y ~

Abb. 1

Abb. 1 stellt einen Ebenenschnitt durch einen Kantenmittel=-
punkt M der Kante k eines Platonischen Korpers dar, wobei die
Ebene E L k steht. Da der Neigungswinkel einer Pyramide in
unserem Fall kleiner als ein rechter Winkel sein muB, ergibt
sich: 0< P < 900. Aus der Kenntnis der GroBe der Fldchenwinkel
der Platonischen Korper folgt weiter o/2 <90°, Diese beiden
Bedingungen lassen so die 3 zu untersuchenden Félle (a), (b),
(¢) zu. Diese 3 Fdlle zeigen, wie 2 benachbarte Flédchen des

neu iiber eine Kante des Ausgangspolyeders entstehenden Korpers
zueinander liegen.
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Fall (a): Hier sei zunkichst der Spezialfall o« + 8 = 180° aus-
geschlossen. ;
Die urspriingliche Kante bleibt Kante des neuen Poly-
eders. Die von M ausgehenden Halbgeraden entfernen
sich vom Ausgangspolyeder in Richtung der aufgesetz-
ten Pyramidenspitzen in Halbebene 1. Der entstehende
Korper ist nicht konvexs -

Fall (b): Die urspriingliche Kante bleibt gleichfalls Kante des
neuen Polyeders. Die von M verlaufenden Halbgeraden
zur Pyramidenspitze verbleiben in Halbebene 2. Der
entstehende K&rper ist konvex.

Fall (c¢): Die urspriingliche Kante stellt keine Kante des neuen
| Polyeders dar. Die von M ausgehenden Halbgeraden lie=-
gen in einer Ebene, so dal die Kante des Ausgangspo-
lyeders innerhalb‘einer Seitenfléche des neuen Poly-
eders liegt. Diese 3 Fidlle sind in Abb. 2 filir das
Hexaeder als Ausgangspolyeder dargestellt.

Fall (a)

Die Hhe h der aufgesetzten Pyramiden berechnet sich nun wie
folgt.

Sei r der Inkreisradius einer Seitenfléche des betreffenden
Platonischen Kérpers als Ausgangspolyeder, dann gilt h= r-tanf .
Korper der Art von Fall (c) entstehen, wenn in der Gleichung r
durch die Kantenliénge a und ( durch den Fléchenwinkel o« des
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entsprechend regulédren Korpers ersetzt werden, bei Aufsetzen
von Pyramiden mit folgenden Hohen:

Ausgangskirper - ' Hohe

$an(90°%=- ¢/2)-a

Tetraeder h =
23’
Hexaeder ‘h = a2 "
Dodekaeder h = (tan(90°~«/2)+a _ﬂﬁq)la
_ 10=2+5
o
Oktaeder h = $8n(90 - &/2).a
243
)
Ikosaeder . p = £80(90 - &/2)a
2V3

(Es kann natiirlich tan(90°- «/2) durch cot % ersetzt werden.)

Um nun Aussagen iiber die Anzahl der Ecken, Fléchen und Kanten
der Korper zu treffen, gehen wir vom Konstruktionsprinzip aus.
Fir die Eckenanzahl E' des entstehenden K&rpers gilt offenbar,
da durch das Aufsetzen der Pyramiden auf jeder Seitenfléche
eine Ecke entsteht und die Ecken des Ausgangspolyeders selbst
Ecken bleiben: E' = F+E. —

Da jeder Kante des Platonischen Kdrpers einer Flédche des neuen
Polyeders angehort, ist F'=K und schlieBlich 1#8t sich die Kan=
tenanzahl K' aus dem Eulerschen Polyedersatz berechnen. Da fiir
das entstehende Polyeder E'+F'=K'=2 gilt, so ist K'=E'AF'=2.
Bei Kenntnis von E, F, K der Platonischen Korper ergeben sich
folgende Charakteristika der erzeugten Korper:

Ausgangspolyeder erzeugter Korper E!' L K'
Tetraeder ' 8 6 12
Hexaeder ' 14 12 24
Oktaeder 14 12 24
Ikosaeder ' 32 30 60
Dodekaeder 32 30 60

Es 1d8t%t sich zeigen, daB der aus dem reg. Tetraeder durch die-
se Konstruktion erzeugter Kdrper ein reg. Hexaeder ist. Insbe-
- gondere wird dieser Sachverhalt deutlich, wenn man einem Hexa-
eder ein Tetraeder einbeschreibt.
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Aus dem Hexaeder und Oktaseder werden Korper erzeugt, deren Sei-

tenfldchen allesamt kongruent, aber nicht regelméBig sind. Die
n-Ecke sind Rhomben. Die Polyederecken sind regelméfiig, jedoch
nicht kongruent. Das aus den beiden Platonischen Kdorpern Hexa-
eder und Oktaeder entstandene Polyeder erfiillt die Definition
eines dual-archimedischen Korpers. Darunter versteht man kon-
vexe Korper (vgl. Teil 1), deren Polyederecken reguldr (nicht
notwendig kongruent) sind und die kongruente (nicht notwendig
regelméBige) Flédchen besitzen. Das somit entstandene halbregu-
ldre Polyeder triégt die Bezeichnung Rhombendodekaeder. Eben-
falls handelt es sich um den topologisch gleichen Kdrper, der
aus den Platonischen Kdrpern Dodekaeder und Ikosaeder erzeugt
wird. Dieser dual-archimedische Korper tridgt die Bezeichnung
Rhombentriakontaeder.

Das Aufsetzen von geraden Pyramiden unter den Bedingungen von
Fall (c) ist Hquivalent dem Anlegen von Tangentialfléchen an
alle Kanten des Ausgangspolyeders, wobei der Kantenmittenkugel-
radius des Ausgangskﬁfpers senkrecht zur Tangentialebene steht.
So 188t sich das bekannte Dualitétsprinzip hier in folgender
Weise feststellen:

Bei unserer ersten Konstruktion wurde jeder Korperkante der
Platonischen Kdorper ihr Kantenmittelpunkt zugeordnet bzw. er-
folgte ein Abschneiden von Eckpyramiden durch die Kantenmittel=-
punkte; wihrend in der zweiten Konstruktion die Kdrperkante
ihrer beschriebenen Tangentialfléche zugeordnet wird bzw. ge-
rade Pyramiden auf die Seitenfléichen aufgesetzt werden mit ent-
sprechend aufgefiihrten Bedingungen. Folgendes Schema faSt die
Beziehungen der untersuchten Kérper zusammen:

KONSTRUKTION 2
Rhombendodekaeder Rhombentriakontaeder

Hexaeder — f f f f
--—-?iTetraeder Oktaeder | Hexaeder | Ikosaeder | Dodekaederp—
Oktaeder ~ 4 { % )

Kuboktaeder + Tkosidodekaeder

KONSTRUKTION 1

Aus den 5 Platonischen Korpern entstehen durch Anwenden der
Konatruktion 1 selbst ein Platonischer Kdrper oder Archimedi-
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scher Koérper, durch Anwendung der Konstruktion 2 ebenfalls ein

Platonischer Kérper oder dual-archimedischer Korper. Durch Ver-
tauschen von E und F gehen infolge des Dualitétsprinzips fol=-
gende Korper ineinander iiber:

Tetraeder =--—a Tetraeder Oktaeder -e—= Hexaeder

Ikosaeder <e—= Dodekaeder., Rhombendodekaeder «—= Kuboktaeder
Rhombentriakontaeder =e—a= Ikosidodekaeder

Gleichfalls infolge dieses Prinzips lassen die sich im letzten
Abschnitt von Teil 1 dieser Abhandlung aufgefiihrten Gleichungen
fiir die nach Konstruktion 2 hier aufgefiihrten Korper als rich-
tig anerkennen, wenn E' mit F' vertauscht wird.

Kehren wir zu den beiden anderen Féllen zurlick. Fiir Fall (a)
und (b) lassen sich die Anzahlen der Ecken, Fléchen und Kanten
E', F', K' aus E, P, K wie folgt berechnen:

E' = P+E; F' = F+p, wobei p die Seitenzahl der reg. n-Ecke
des Ausgangspolyeders reprédsentiert; K' = K+F.p .

Als Fldchen der neu entstehenden Polyeder treten gleichschenk-
lige Dreiecke auf. Im Fall (a) sind bei entsprechender Wahl der
Hohen der Pyramiden sogar gleichseitige Dreiecke moglich. Die-
sen Fall der entstehenden nichtkonvexen Kérper wollen wir an
dieser Stelle nicht so weit ausbreiten. Es sei jedoch auf eine
Besonderheit hingewiesen. Sie tritt auf, wenn o +f = 180° gilt.
Diese Gleichung kann tatséchlich nur im Fall (a) realisiert
werden, zu (b) und (c) bildet sie einen Widerspruch. Infolge
der GroBSen der Flidchenwinkel der reg. Polyeder und der Nei-
gungswinkel der aufgesetzten Pyramiden, die ja kleiner als 90°
gsein miissen, gilt o > 90°. Von den 5 Platonischen Korpern er-
fiillen nur das Oktaeder, das Ikosaeder und das Dodekaeder die=-
se Bedingung. Es entstehen gleichfalls nichtkonvexe Polyeder
(Sternpolyeder), wobei die Seitenfléche der Pyramide und die
entsprechende Seitenfléche des Ausgangspolyeders in einer Ebe~
ne liegen. In der Theorie der Stermpolyeder tretem E, F, K da-
bei in modifizierter Form auf (vgl. Lit. 1).

Abb. 3 _zeigt die so entstandenen Polyeder.
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Ausgangspolyeder erzeugtes Stermpolyeder
Oktaeder

Ikosaeder

Dodekaeder

(]
Die im Fall (b) entstehenden konvexen Polyeder représeniieren

dual-archimedische Korper, die im folgenden aufgefilhrt sind.

Ausgangspolyeder E' P! K' erzeugter Korper
Tetraeder _ 8 12 18 Triekistetraeder
Hexaeder | 14 24 36 Triakishexaeder
Oktaeder 14 24 36 Triakisoktaeder

. Ikosaeder 32 60 90 Triakisikosaeder
Dodekaeder 32 60 90 Pentakisdodekaeder

Der zweite und dritte Kdrper bzw. vierte und fiinfte Kdrper un=-
terscheiden sich trotz gleicher Anzghl fir E', F', K' in der
Art der Polyederecken.

Es gibt nun weitere Moglichkeiten, verschiedene Beziehungen al-
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ler hier vorgestellten Polyeder zu untersuchen und hoffen, dem
interessierten Leser damit eine Anregung zu geben.

Literatur:
/1/ Tiberiu Roman, Regulére und halbregulére Polyeder,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1968.
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Was gibt es Neues vom Fermatschen Problem?

Im Mérz 1988 wurden Mathematiker und interessierte Laien durch
Pressemitteilungen (z.B. ND vom 26. 3. 1988) erstaunt, in denen
~ein Beweis der Fermatschen Vermutung durch den japanischen
Mathematiker Y. Miyaoka angekiindigt wurde. Dieser Beitrag ist
ein Versuch, so elementar wie mdglich iiber moderne Entwicklun-
gen der Mathematik, die iiberraschende Anwendungen auf das Fer-
mat-Problem, vorzustellen.

Die Bestimmung aller rechtwinkligen Dreiecke mit ganzzahligen
Seitenléngen, d.h., die Auffindung aller ganzzahligen Ldsungen
von x2+y2=zz, ist ein schon im Altertum geldstes zahlentheore-
tisches Problem (siehe etwa § 2 dieser Arbeit). Im Zusammen-
hang damit behauptete der franzdsische Mathematiker und Kauf=-

mann P. Fermat, er habe einen Beweis der Unldsbarkeit der Glei=-

chung

n

n
2 4+ yt o= 28

(n=23)

in ganzen Zahlen x, y und z mit xyz # O. Er hat jedoch offen-
bar nie einen solchen Beweis aufgeschrieben. Man vermutet heu-
te, zumal sich andere von Fermat "bewiesene" Behauptungen als
falsch herausstellten, daB Fermat nieé iilber einen korrekten Be-
weis seiner Behauptung verfiigte. Bis heute scheiterten zahl-
reiche der exzellentesten lMathematiker bei dem Versuch, Ferﬁats
Behauptung zu beweisen. '

Beim Versuch eines Beweises der Fermat-Vermutung kann man sich
offenbar auf die Behandlung der Primzahlen n>3 und des Falles
n=4 einschrédnken. IMir n=3,4,5 waren Eulers Bestrebungen er-
folgreich. Im vergangenen Jahrhundert ordnete der Berliner Mathe-
matiker E. Kummer das Problem in seine Theorie der Primideal-
zerlegung in Kreisteilungskorpern ein und konnte so fiir zahl-
reiche Exponenten n das Fermat=-Problem ldsen. Es ist jedoch
bekannt, daB Kummers Methode fiir unendlich viele Primexponenten
n nicht anwendbar ist. Durch Bestrebungen vieler llathematiker
konnte die PFermat-Vermutung fiir alle n<125.000 gezeigt werden.
Jedoch war bis vor kurzem unklar, ob es unendlich viele Prim-
zahlen n gibt, fiir die Fermats Behauptung richtig ist.
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0ft gind die bei solchen Teilerfolgen benutzten Beweismethoden
nur auf das Fermat-Problem selbst anwendbar. Da dieses Problem
jedoch eher eine Spielerei ist, sind auch interessante und
tragféhige Beweisansétze nur dann von Bedeutung fiir die Ent-
wicklung der Mathematik als Ganzes, wenn gie die Vermutung in
ein gréBeres theoretisches Umfeld einordnen. Eine solche Ein-
ordnung lag den Bemiihungen von Euler und Kummer, nicht aber den
meisten spédteren Beweisversuchen zugrunde. Das &nderte sich
erst 1986, als der amerikanische Mathematiker G, Frey das Pro=-
blem auf verschiedene seridse Vermutungen der algebraischen
Geometrie zurlickfilhren konnte. ;

Der von Miyaoka angekiindigte Beweis sollte auf diesem Ansatz
von Frey und Ideen des lMoskauer Mathematikers A.H. Parschin
beruhen. Um den Leser nicht lénger im Unklaren zu lassen,
will ich jedoch gleich sagen, da8 man mehrere ernsthafte und
nicht ohne weiteres reparable Fehler in Miyaokas lberlegungen
gefunden hat. Das Fermatsche Problem bleibt also nach wie vor
ungelost. Was aber sind nun die mathematischen Methoden, die
den neuen Beweisversuchen zugrunde liegen?

1. Algebraische Kurven in der affinen Ebene

In unserer naiven (vor-Grothendieckschen) Betrachtungsweise ist
die komplexe affine Ebene die Menge aller geordneten Paare (x,y)
von komplexen Zahlen. Elemente (x,y) dieser Menge nennt man
komplexe Punkte der affinen Ebene. Ein reeller (bzw. rationa-
ler) Punkt der affinen Ebene ist ein komplexer Punkt, dessen
Koordinaten (x,y) sogar reelle (bzw. rationale) Zahlen sind.

Da ihre Punkte durch zwei unabhéingige Parameter gegeben werden,
kann man die affine Ebene als ein im algebraischen Sinne zwei=-
dimensionales Gebilde auffassen. Venn man den Koordinaten
(x,y) noch eine nichttriviale Gleichung auferlegt, sollte durch
Reduktion der Dimension um eins ein eindimensionales Gebilde =
eine Kurve - entstehen. Diese Vorstellung liegt der folgenden
(naiven) Definition zugrunde:
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Definltion. Eine algebraische Kurve C in der komplexen affinen

Ebene ist die LUsungsmenge einer algebraischen
Gleichung der Form

P(x,y) = O, (1)
wobel o
P(x,y)= : ai.xly;' (3(4i,J) mit i+j=n und a; £0)
i+jew J
i20; j=0 (2)

ein Polynom vom Grade N=1 mit komplexen Koeffizien-
ten 8, s ist. Die algebraische Kurve C heiBt ratio-
nal (bzw. reell), wenn die Koeffizienten 8, 4 des
Polynoms P rationale (bzw. reelle) Zahlen sind. Der
Grad N des Polynoms P heiBt der Grad der Kurve C.
Eine Losung (x,y) der Gleichung (1) heiBt komple-
xer (bzw. reeller oder rationaler) Punkt der Kurve
C, wenn x und y komplexe (bzw. reelle oder ratio-
nale) Zahlen sind.

Beigpiel: Fiir n®1 definiert

2 + yn =1 (3)
eine rationale algebraische Kurve vom Grade n. Offenbar ist das
Fermat-Problem &quivalent dazu, daB fiir n23 diese Kurve nur die
beiden rationalen Punkte (1,0) und (0,1) hat. Deshalb nennt man
die Kurve (3) auch die Fermat-Kurve n-ten Grades.

Die arithmetische algebraische Geometrie ist ein (etwa seit An-
fang dieses Jahrhunderts bestehender) Zweig der algebraischen
Geometrie, der sich mit der Untersuchung der rationalen Punkte
auf algebraischen Kurven (oder allgemeiner auf algebraischen
Mannigfaltigkeiten) befaBt. wir wollen im Folgenden eines der
elementar formulierbaren Ergebnisse dieser Theorie vorstellen,
das zugleich eines der {iberraschendsten Resultate der Zahlen-
theorie iiberhaupt ist: den tiefliegenden Zusammenhang zwischen
der topologischen Gestalt der Menge der komplexen Punkte einer
rationalen algebraischen Kurve C und der Beschaffenheit der
Menge ihrer rationalen Punkte.

Zunédchst wollen wir uns auf regulédre algebraische Kurven C
einsohrénken. Eine Kurve C heiBt reguldr, wenn man an jeden

ihrer komplexen Punkte eine eindeutige Tangente legen kann:
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Definition: C ist regulédr, wenn fiir keinen komplexen Punkt
(x,y) beide Ableitungen

aP(:c,:,r) % 2, ia i-1yj i

i+j=N id
(x.y) =2 Ja, 4% xtyd=1
i+jeN

verachwinden. In diesem Fall ist die Gerade
( )(x y)(E-x) + (-——)(x,y)(v-y)
die Tangente an C im Punkt (x,y).

Beispiel: Sei C die durch P(x,y) = xp+yn+1 = 0 definierte Fer-
mat-Kurve, Wenn die Ableitungen

9x 4 oy wy
beide verschwinden, so ist x=y=0. Der Punkt (0;0) liegt aber
offenbar nicht auf der Kurve C. Also ist C regulér.

Ein Beispiel einer singuléren (d.h., nicht reguléren) Kurve
ist die Kurve xy=0, die ihre einzige Singularitit im Punkt
x=y=0 hat. Die Grafik der reellen Punkte der Kurve in der Nthe
des Nullpunktes

zeigt anschaulich, daB im Koordinatenursprung etwas "Besonde-
res"™ mit der Kurve pasgsiert.

Der leser sei aber gewarnt, daB die Singularitédten einer ra-
tionalen algebraischen Kurve keineswegs immer rationale oder
reelle Punkte sein miissen. So hat die Kurve

2 _ 4

Yy =X + 2x2 + 1 : _
Singularitéten in den Punkten (x,y) = (++-=1,0), aber kein ra-
tionaler Punkt ist singulér.

Wenn wir nun die komplexen Punkte unserer affinen Kurve C als
topologisches Gebilde studieren wollten, so wiirden wir fest=



Fermat 182
stellen, daB dieses Gebilde nicht in sich geschlossen ist
(siehe' unten). Der Grund besteht darin, daB Punkte im Unendli-
chen fehlen.

Definition: Sel C ein regulédre algebraische Kurve N-ten Grades,
gegeben durch das Polynom P. Wir sagen, daB C im
Unendlichen regulér ist, wenn auch die affinen Kur-

ven

Cy: Py(s,t) = s"B(1/8,t/8) = O

Che Pz(u,v) = VNP(u/v,1/v) =0
regul&ér sgind.

Ist dies der Fall, so kann man den komplexen Punkten von C Punk-
te im Unendlichen hinzufiigen:

Definition: Die Riemannsche Flédche von C entsteht aus den Men=
gen der komplexen Punkte der Kurven C, 01, 02 durch
folgende Identifikationen: _

1. Punkte (x,y) von C mit x#0 und Punkte (s,t) von
C, mit s#0werden durch (x,y)s(s,t):=(1/x,y/x)
identifiziert.

2. Punkte (x,y) von C mit y#0 und Punkte (u,v) von

: 02 mit v#0 werden durch (x,y)=(u,v):=(u/v,1/v)
identifiziert.

3. Punkte (s,t) von C, mit t#0 und Punkte (u,v) von
C, mit u#0 werden durch (s,t)=(u,v):=(1/t,8/t)
identifiziert.

Theorem (Riemann): Wenn C eine algebraische Kurve in der kom=-
plexen affinen Ebene ist, die regulér und im Unendlichen
regulér ist, so gibt es eine ganzzahlige Invariante g
(das Geschlecht von C), so daB die zu C gehdrige Rie-
mannsche Fl&dche folgende Gestalt hat:
' 8=0 . g=1 see g=n

Kugel  Torus oo Kugel mit n Henkeln.

Wenn C vom Grade N ist, so ist das Geschlecht von C
durch



183 ¢ Fermat
N=1){(N=2
( %} ) (4)

g:
gegeben.

Wenn wir nur die komplexen Punkte von C selbst betrachtet hiét-
ten, so wiirden in der Riemennschen Fléche endlich viele, im Un-
endlichen liegende Punkte fehlen. Die entstehende Fldche wéare
also, wie oben erwéhnt, nicht mehr in sich geschlossen. Die
Punkte im Unendlichen auf der Riemannschen Flidche entsprechen
Punkten von 01 mit s=0 oder Punkten von 02 mit v=0,.

Offenbar kann man nicht jede natiirliche Zahl g in der Form (4)
darstellen. Man kann aber auch nicht jede algebraische Kurve in
die affine Ebene einbetten. Wenn man auch Kurven in hdherdimen—
sionalen affinen Riéumen betrachtet, so wird jede natiirliche
Zahl g als Geschlecht einer Kurve angenommen.

In den folgenden Abschnitten werden wir sehen, dafi die qualita-
tive Beschaffenheit der Menge der rationalen Punkte einer ra-
tionalen algebraischen Kurve C durch ihr Geschlecht g bestimmt
ist. Wir untersuchen die drei Fdlle g=0; g=1 und g22.

Fortsetzung folgt!
Dr. J. Franke, Bereich Analysis, Sektion Mathematik der Universitat Jena
und Bereich |, Karl-Weier-Strafe, Institut flir Mathematik, Berlin

Preisaufgaben

V61 Gegeben seien beliebige n Zahlen. Man zeige, dall man un-
ter ihnen ein peaar auswihlen kann ( unter Umsténden auch
nur eine einzige ), s0 dall die Summe der ausgewdhlten
Zahlen von der ndchstgelegenen ganzen Zahl nicht weiter
als — entfernt istl
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V62 HyCTL P mq - cepeannn cTopoH AB m CD yeTHPEXYTONBHEKE

» M =N - cepezmuu zmaroHane#t AC m BP, JloxaxmTe, uTO
ecnn npawvie MN @ PQ mepBeHAMKyNApHH, To BC = AD !

ZE

V63 Man finde die kleinste positive Zahl a, so dall fiir jedes
quadratische Polynom f(x) aus lf(x N€ 1 filr 0€x¢€ 1,folgt,
da8 J£ (1)l¢ s

3 In einem gleichseitigen Dreieck bestimme man die Menge
aller Punkte M mit der bigenschaft, daB man aus den Loten
von M auf die Seiten des Dreiecks wieder ein Dreieck kon-
struieren kanne.

Die Folge Xy sel folgendermaBen definiert:

X, =2 2+X
1 R 1-xﬂ?§

Man zeige, daB fiir alle n ankﬂ und da die Folge (xn)
nicht periodisch ist |

Welche Losungen hat das folgende Gleichungssystem in den
reellen Zahlen?
2x2 - y% 4x - 3y = -2

x° + 332 -2Xx - y = 29

EinsendeschluB 9. 3. 1990
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Wir bauen ein Unterprogramm

Die Begriffe "Hardware" und "Software" erfreuen sich inzwischen
einer weiten Verbreitung. Wdhrend der erste den vergknglichen
Korper eines Computers bezeichnet, steht der zweite fiir seine
unsterbliche Seele oder - ernsthafter - fiir die Programme, die
seine Intelligenz ausmachen und die Realisierung seiner tech=-
nischen Gegebenheiten ermdglichen. Hierzu gehdren beispielswei-
ge Programme zur Textverarbeitung, fiir Graphikdarstellung, zur -
Dateiverwaltung, der BASIC-Interpreter usw., und selbstverstdnd-
lich auch solche filir alle mdglichen oft wiederkehrenden Berech-
nungen. Bekannt sind sicher die Funktionsunterprogramme fiir
Wurzel, Logarithmus u. &. Nachfolgend sollen einige Uberlegun-
gen angestellt werden, die bei der Entwicklung solcher mathema-
tischer Standardprogramme anzustellen sind. Denken wir uns also
beigpielsweise in die Rolle eines Mathematikers, der fiir einen
vorgegebenen Rechnertyp ein Programm (oder Unterprogramm) er-
stellen soll, das eine quadratische Gleichung der Form

Ax® + Bx + C = 0
16st. Bei seinem Aufruf mdgen die drei Programmvariablen A,B,C
die Werte der entsprechenden Koeffizienten enthalten, bei der
Riickkehr stehe in A entweder O oder 1; im zweiten Fall enthdlt
B den Wert von X, und C den von X,. Bei Null in A blieb die
Gleichung ungeldst und die Werte in B und C haben keine Bedeu-
tung. Der Grund dafiir kann ein Entarten zur linearen Gleichung
(oder noch weiter) oder das Fehlen von reellen LOsungen sein,
oder aber die LOsungen sind im Zahlenbereich des Rechners nicht
darstellbar. Man kann das Unterprogramm natiirlich auch so
schreiben, daB diese Félle durch géeignete Werte in A unter-
schieden werden und z. B, im Falle einer linearen Gleichung we=-
nigstens deren Ldsung in B steht; darauf sei der Kiirze halber
hier nicht eingegangen.

Welche Forderungen wéren an ein solches Unterprogramm zu stel-
len? Die drei wichtigsten sind: Es muB schnell, genau und idio-
tensicher arbeiten. Schnelligkeit (ebenso wie geringer Spei-

cherplatzbedarf) wird durch Ausnutzung der spezifischen techni-
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schen Moglichkeiten des Rechners erreicht und fiihrt zu stark
vom Maschinentyp abhéingigen Programmen. Bleibt man auf dem Ni-
veau von.BASIC, so kann man auch wenig allgemeines sagen, da
wiederum die Spezifik des jeweiligen Interpreters eine Rolle
spielt. Klammern wir also die Schnelligkeit des Programms aus
der Betrachtung aus und bemerken nur, daB diese Forderung den
anderen beiden widerspricht. Jedes Programm stellt also einen
KompromiB dar.

Wes bedeutet "idiotensicher"™? In der Technik bezeichnet das die
' Eigenschaft eines Gerdtes, entweder besténdig seinem niitzlichen
Zweck zu dienen oder ilberhaupt nichts zu machen (zumindest bei
nicht allzu bdswilligen MiBbrauch). Ein Kiichenmesser ist sicher
nicht idiotensicher, ein Haushaltsgerdt, bei dem ein Schalter
mit gleichem Kraftaufwand in beide Richtungen gedreht werden
kann,rbeim Riickwdrtsdrehen aber zerstdrt wird, ist es auch
nicht. In unserem Falle geht es darum zu gewdhrleisten, daB das
Unterprogramm in jedem Falle mit der Riickmeldung A=0 oder A=l
seine Arbeit beendet und nicht irregulédr abstilrzt. In vielen
Rechnern fithrt z. B. Division durch Null zum Abbruch des lau-
fenden Programms (bzw. bereits der Versuch ist strafbar!), und
so etwas wollen wir um jeden Preis vermeiden, ohne dem uns un=-
bekannten kiinftigen Nutzer unseres Programmes Einschrénkungen
bezliglich der Koeffizienten aufzuerlegen. Dieser wird vermut-—
lich das Unterprogramm mit Koeffizienten aufrufen, die in sei-
nem Programm errechnet wurden, von denen er also mdglicherweise
nicht einmal die Grofenordnung-ahnt.

Gewisse Forderungen muB man zumeist jedoch formulieren. Im Fal=-
le von BASIC z. B. kogate man den Nutzer ersuchen, in seinem
Hauptprogramm keine Variablenbezeichnungen mit zwei Buchstaben,
von denen der erste ein ™"Q" ist, zu verwenden. Dann nutzt man
im Unterprogramm Namen dieses Typs fiir die HilfsgrdBen. Anson-
sten kdnnte der folgende Fehler geschehen:
Angenommen, wir wollen dle Nullstellen der Gleichung

x2 + (‘[+p )X = 4 =
fiir p=152,«0.,100 tabellieren; unser Unterprogramm beginne ab
Zeile 1000. Schreibt man



187 Unterprogramm

10 FOR P=1 TO 100 : A=1 : B=1+P*P : C = -4
20 GOSUB 1000 : PRINT P, B, C : NEXT P,

so geht das nicht, wenn im Unterprogramm die naheliegende An-
weisung

1000 P = B/A : .ee
benutzt wird, denn damit ist dann die Laufvariable des Haupt-
programms zerstort.

Als letzte Vorbemerkung einigen wir uns iiber die Arithmetik un-
seres Rechners. Sei E die groBte auf ihm darstellbare Zahl,
beispielsweise E=1099, und e die kleinste positive.

Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daB e=1/E ist.

Der Zahlenbereich umfaBt also den Abschnitt =E bis E. Wenn

a = %E ist und b = %E, so fiihrt a+b oder a.b zu einem Fehler
mit Abbruch der Rechnung, ebenso 3/e. Die Aufgabe e/3 ergibt

als Resultat Null ohne sonstige Probleme.
Nun kann's losgehen!

Die Variablen A, B und C seien beim Aufruf mit den Koeffizien-.
ten belegt; falls A=0 ist, so haben wir keine quadratische Glei-
chung und brauchen nicht zu rechnen:

1000 IF A=0 THEN RETURN.

Damit ist dieser Fall erledigt; nach der Riickkehr aus dem Un-
terprogramm ist A=0 (immer noch!) zum Zeichen dafiir, daB die
Gleiochung nicht geldst werden konnte. Kiinftig gilt nun stets
A#0.

Die naheliegende Transformation p= % y Q= % zu x2+px+q =0
kommt filir uns nioht in Betracht! Wenn né@mlich A= %, B=0, C=E
wédre, so hdtten wir bei der Berechnung von q den befiirchteten
Absturz, obwohl unsere Gleichung lGsbar wére:

0c<xy = -x, = V3E < E. [

Es scheint ginstig zu sein, den Fall B'C=0 gesondert zu betrach-
ten:
1010 IF B # 0 GOTO 1100,

In den unmittelbar folgenden Programmzeilen wird die Variante
B=0 behandelt. Wenn A°C >0 ist, so hat die Gleichung keine L=
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sung; aber wir diirfen das Produkt nicht einfach bilden, da
dies' zum Uberschreiten des Zahlbereichs filhren kdnnte. Bilden
wir zwei HilfsgriBen, die dasselbe Vorzeichen wie A und C ha-=
ben, deren Produkt aber harmlos ist:

1030 QA = A/ABS(A): QC = C/ABS(C): IF QA%QC > 0O THEN

A=0: RETURN

Man hdtte A und C auch fiir sich iiberpriifen kGnnen und mit vier
Tests die mbglichen Vorzeichenkombinationen abkléren; dieser
Weg hier scheint kiirzer. Allerdings enth&lt er noch eine Fehler-
quelle: bei C=0 ist QC nicht berechenbar! Also miissen wir noch
etwas davorschieben:

1020 IF C=0 THEN A=1: RETURN, ,
Tatsdchlich, bei B=C=0 ist x1=x2=0, und die beiden Nullen in
den Koeffizienten lassen wir einfach als Resultat stehen.

Wir betrachten also nun den Fall Ax2 + C =0 mit A-C<O0,

Der Grenzfall ist |Al=e, ICl=E, dann gilt x, = ;xz = E, Das
Resultat ist also jmmer darstellbar und weitere Tests sind
nicht erforderlich. Nur die Formel

_ c
=YY"z

dirfen wir so nicht verwenden, da der zundchst zu berechnende

Bruch moglicherweise E iibersteigt. Statt dessen nehmen wir
1040 B = SQR(ABS(C))/SQR(ABS(A)): C = =B:A = 1: RETURN,
dabei kann nichts passieren. '

Nun geht es ab Zeile 1100 weiter und wir konnen kiinftig B # O
voraussetzen. Wenn C=0 ist, so wird X, = -B/A, und dieser Wert
muB nicht darstellbar sein. Wie kann man das testen, ohne die
Division auszufiihren? Es gibt verschiedene Moglichkeiten, z.B.
diese:

1100 QX = IN(ABS(A)): QY = LN(ABS(B))

1110 IF C=0 AND QX=-QY > 227.956 THEN A=0: RETURN

1120 IF C=0 THEN B=-B/A: A=1: RETURN
Wir vergleichen also die sicher in {iblichen GroBenordnungen
liegenden natiirlichen Logarithmen von |Al und |B|l (beide sind
von Null verschieden!). Die Zahl 227.956 repriésentiert
InE = 99.1n10. Wenn die Gleichung maschinell l1ldsbar ist (Zeile
1120), so ist x,=0, und das steht schon in C!
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Nun sind wir gliicklich beim allgemeinen Fall A‘B+C # 0O ange-
langt. Die Losungsformel lautet

< _=BZ v B%-44C
1,2 2A
und die formale Losbarkeitsbedingung ist B® 2 4AC. Diese ist
nur bei A*C >0 kritisch. Analog zu Zeile 1030 priift man
1130 QA=A/ABS(A):QB=B/ABS(B):QC=C/ABS(C):QZ=LN(QC»C)
1140 IF QA%*QC > O AND 2#QY < QX+QZ+1.386294 THEN A=O: RETURN

2

Es ist 1n4 = 1.386... . Die Lisbarkeitsbedingung gewihrleistet

kilnftig 1 2 5%9 . In Abhéingigkeit von den Parametern muS man

B
die Losungsformel verschieden formulieren; betrachten wir zu-

néichst den Fall 4AC/B® 3 -2, Diese Grenze ist etwas willkiir-
lich, aber irgendeine muB man festsetzen.
1150 IF QX + QZ + 0.693147 > 2#QY GOTO 1200

i%g 2 -2 wurde durch die wegen'i%g £ 1 ﬁquivélen—
B B

te Ungleichung 2lA+Cl< B2 ersetzt, bei ihrer Nichterfiillung iiber-
springen wir das nédchste Programmstiick, in dem dieser Fall be-
handelt wird. Aus der Losungsformel klammern wir B aus und be-

trachten nur x1:

Xy =- %% [1+1f1- i%g-] .
Zunéchst ist der zwischen =2 und 1 liegende Bruch unter der Wur-
zel zu berechnen. Moglich ist A = C = E/2, B=E, und bei der
Schreibweise 4*A*C/(B'*B) wédre schon die erste Multiplika-
tion nicht ausfiihrbar. Die Variante (4/(B%B))nA % C bricht bei
A=C=e, B=2e zusammen, da dann BB den Wert O liefert. Ginstiger
scheint (A/B) # (C/B) # 4 zu sein, aber betrachten wir A=e, C=E
und B=3, s0 wird die erste Klammer Null und das ist dann auch
der Wert des Produkts im Unterschied zum richtigen Wert 4/9!
Natiirlich kann ein Computer nicht exakt rechnen, aber das ist
wohl doch zu groBiziigig! Es ist notwendig, im ersten Faktor die
betragsgrBere der beiden Zahlen A und C zu verwenden. Wir
nutzen Hilfsvariablen QV und QW:

1160 QV=A:QW=C: IF ABS(C) » ABS(A) THEN QV=C:QW=A

1170 QV=QV/B:QV=QV#QW:QV=QV/B:QV=4%QV

1180 QV=1+SQR(1+QV) :QW=LN(QV)

Das Kriterium
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Mit‘QW wurde bereits der Test auf Darstellbarkeit von X4 Vvor-
bereitet:
1190 QW=QY+QW-QX=-0.693147: IF QW > 227.956 THEN A=0: RETURN

Da in 1150 zu knapp geschiétzt wurde, milssen wir nun die Zeilen-
nummern verdichten. Ich erinnere daran, daB in 1130 die Vorzei-
chen von A, B und C in QA, QB und QC bereitgestellt wurden und
QW = 1n|x1l gilt.

1193 A=1: B= =-QB » QA »EXP(QW)
Damit ist X, berechnet. Fir X5 gilt eine analoge Ldsungsformel,
aber mit einer Differenz in der eckigen Klammer, also ist~*
|x1l = Ixal, und wenn X, darstellbar ist, so ist es x, erst
recht. Gem#B der VIETAschen Formel ist Ax1x2 = C, also

C =C C SiEnSBz
x5 = Ax] = A'sign(A)osign(ﬁj-lx1| =T 1!

= -gign(B). sign(C)- [&.II :

X
—— , x#0
Hierbei ist sign(x) die Vorzeichenfunktion: sign(x)={ xl. 2
0 x=0.
Wir beenden also mit ’
1196 C = -QB % QC * EXP(QZ~-QX-QW): RETURN

diese Variante, der verbleibende Rest besteht aus der Behand=-
2
lung des Falles < =2, dann ist O"IIU > - E und man setzt

Al ]
<= 3 [ T B . )

Nehmen wir an, Jl%:gl sei groB, z. B mehr als 1077, 80 kann
man die 1 in der eckigen Klammer und den Bruch unter der letz-
ten Wurzel weglassen (sie werden dann bei der maschinellen Ad-
dition sowieso ignoriert!), und es bleibt '

ﬂE‘.@éﬁﬂl rw -sign(A+B) ‘\/_—.

und x2 = =Xqe Also testen wir 1ln|Al+1nlCl=2-1nl|Bl < ln1040 -
92 103-..3
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1200 IF QX+QZ=-2+QY > 92.1034 THEN A=1:B=SQR(ABS(C))/
/SQR(ABS(A)):C==~B: RETURN
Hierbei haben wir mﬁglicherweisé x4 und xz'gegenﬁber der Her-
leitung vertauscht und iilberdies ausgenutzt, dal die Losungen in
diesem Falle stets darstellbar gind. Nun wissen wir, daB

0% ]%'?‘ < 1029 gein muB, k&nnen &lso schreiben:

1210 QV=A:QW=C: IF ABS(C) » ABS(A) THEN QV=C:QW=A
1220 QV=B/QV:QV=B*QV/QW+4:QV=SQR(QV) '
1230 QV=(SQR(ABS(A))#SQR(ABS(C))/ABS(B))*QV+1
1240 QW=IN(QV):QV=QY-QX-0,693147+QW

1250 IF QV> 227.956 THEN A=0: RETURN

1260 A=1 : B = -QA » QB #EXP(QV)

1270 C= -QB# QC # EXP(QZ-QX-QV): RETURN

Das war's!
Gedanken und Erkenntnisse:

1. Wenn es solchen Aufwand macht, den Lehrstoff der 9. Klasse
rechentechnisch umzusetzen, was soll dann erst mit der hohe-
ren Mathematik werden? _
Gliicklicherweise héngen mathematische und programmiertechni-
sche Schwierigkeiten nicht so unmittelbar zusammen.

I2. Vielleicht geht es einfacher und ohne Verlust an Sicherheit?

3. Das Programm ist noch lange nicht perfekt. Die Umwege liber
Logarithmus~ und Exponentiel funktion machen die Resultate
sicher nicht genauer (und auf jeden Fall langsamer!). In der
Nithe der Grenzen des Zahlenbereichs widre vielleicht ein Si-
cherheitsabstand angebracht usw.

4. Der aufmerksame Leser hat gewiB festgestellt, daB auf Re-
chenzeitbelange konsequent nicht geachtet wurde.

5. Man konnte sich auf den Standpunkt stellen, daB8 bei nicht=
astronomischen Berechnungen Zahlen, die grdfer als z. B.
1020 gind (also noch weit von E entfernt!) weder als End-
noch als Zwischenresultate auftreten dlirfen. Das Programm
1ldB8t sich dann vereinfachen, indem man es auch bei Uberschrei-
ten dieser Grenze mit der Meldung "Gleichung nicht losbar"®
abbrechen 1&Bt.
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6. Denkbar ist eine variante, in der der Nutzer noch einen

vierten Parameter D=1,2 oder 3 iibergibt. Bei D=1 verspricht
er gutartige Parameter (und trdgt selbst das Risiko), das

Unterprogramm arbeitet nur die Losungsformel ab; bei D=2 un-
tersucht das Unterprogramm nur die formale Ldsbarkeit, ach-
tet aber nicht auf Bereichsiiberschreitung, und erst bei D=3
werden alle Register gezogen. So kann man bei sicher gutar-

tigen Problemen Rechenzeit sparen.

T. Falls jemand das vorgeschlagene Programm in seine Programm-
bibliothek iibernehmen mtchte, sollte er wenigstens priifen,
ob die hier gemachten Voraussetzungen fir E und e gelten!

Dr. Werner Rosenheinrich
Bereich Numerik/Optimierung
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