Mathematik

Klasse 8
Unterrichtshilfen




Unterrichtshilfen
Mathematik, Klasse 8

Autoren: Giinther Erbrecht, Helmut Leile, Giinther Lorenz,
Fritz Neigenfind, Giinther Pietzsch, Klaus Ritter, Siegfried Schneider

6. Auflage

Volk und Wissen Volkseigener Verlag « Berlin 1980



VerfaBt von einem Autorenkollektiv unter der Leitung von Dr. Klaus Ritter
Autoren: Dr. Fritz Neigenfind - Vorwort und Allgemeine Bemerkungen
Helmut Leile - Kapitel 1
Dr. Giinter Lorenz, Prof. Dr. Giinter Pietzsch - Kapitel 2
Dr. Siegfried Schneider ~ Kapitel 3
Giinter Erbrecht — Kapitel 4
Redaktion: Ingrid Fabian, Karlheinz Martin

6. Auflage

Lizenz-Nr. 203/1000/79 (DN 002153-6)

LSV 0645

Zeichnungen: Heinz Grothmann

Einband und typografische Gestaltung: Atelier Volk und Wissen
Printed in the German Democratic Republic

Satz: Grafischer GroBbetrieb Volkerfreundschaft Dresden (ITI/9/1)
Druck: INTERDRUCK Graphischer GroBbetrieb Leipzig — 111/18/97
Schrift: 9/10 p Bodoni

Redaktionsschlu3: 11. April 1979

Bestell-Nr 7062073

DDR 7,56 M




Inhaltsverzeichnis

Vorwort . . . . ... ..... e e e e e e e s e e e e e .. T
0. Aligemeine Bemerkungen zum Mathematikunterricht in Klasse8 . . . . . .
0.1. Grundgedanken zur Ziel- und Aufgabenstellung ........... .09
0.2. Zu einigen Fragen des Inhalts der in Klasse 8 zu verm:ttelnden mathe-
matischen Bildung. . . . . . . . .. .. 00000000 10
0.3. Zu einigen Fragen der Didaktik und der Methodik des Mathematikunterrichts
inKlasse 8 . . . . . . . ..o Lo o oo s 18
0.4. Bemerkungen zu Unterrichtsmitteln . . . . . . . . ... ... .... 22
1. ArbeitenmitVariablen . . . . . . . . . ... 000000 24
1.0. Vorbemerkungen . . . . . . . . . . .. ..o .00 L. 24
1.1. Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen., . . . . . . . . .. .. .. 32
1.2. Rechenoperationen unter Verwendung von Variablen . . . . . . . . .. 37
2. Abnlichkeit . . . . .. . ... ... 51
2.0. Vorbemerkungen . . . . . . . . . . ... ..o e 51
2.1. Der Strahlensatz . . . . . . . . . ... ... 0000 64
2.2. Zentrische Streckung . . . . . . . . ... Lo L0000 91
2.3. Ahpliche Figuren . . . . . . . . . . . . . 00 107
2.4. Die Satzgruppe des Pythagoras . . . . . . . . .. ... ... .... 136
3. Lineare Funktionen . . . . . . . . .. ... .. .. ... 158
3.0. Vorbemerkungen . . . . . . . . . . ... ... ... e e e e 158
3.1. Der Funktionsbegriff. . . . . . . . . . . . . .. ... ... 0., 167
3.2, Lineare Funktionen . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 177
3.3. Nullstellen linearer Funktionen; lineare Gleichungen . . . . . . . . . . . 192
3.4. Losen linearer Gleichungen . . . . . . . . . . . ... ... ..., 200
4. Flichen- und Rauminhaltsberechoung . . . . . . . . . ... ... .. 213
4.0. Vorbemerkungen . . . . . . . . . ... .00 o 0o e 213
4.1. Volumenvergleiche . . . . . . .. e e e e e B 219
42. Pyramiden . . . . . . . ... ... .. e e e e e e e e e e e 224
4.3. Kreiskegel . . . . . . . ... .. .. S o v e s e e e e e e 234
44. Kugel . . . . . .. ..o c e e s s s e s e e e s e e 239
4.5. Leistungskontrolle. . . . . . . . . . ... 000000 .43



Vorwort

Die Unterrichtshilfen, die vom Verlag Volk und Wissen fiir die verschiedenen Unter-
richtsfacher herausgegeben wurden, sind heute unbestritten ein wichtiges Hilfsmittel
fiir die Vorbereitung des Lehrers auf den Unterricht geworden.

Fiir das Fach Mathematik sind ,,Unterrichtshilfen* fiir die Klassen 1 bis 10 erschienen.
Fiir die Klassen 11 und 12 sowie fiir den fakultativen Unterricht nach dem Plan
,» Wahrscheinlichkeitsrechnung® stehen ,,Methodische Hinweise* zur Verfiigung.

Die ,,Unterrichtshilfen — Mathematik, 8. Klasse* wurden auf der Grundlage des Lehr-
plans fiir Mathematik, Klassen 6 bis 8, der seit dem 1. September 1969 verbindlich ist,
entwickelt. Die Hinweise auf das Lehrbuch beziehen sich jeweils auf das Buch ,,Mathe-
matik, Klasse 8, Ausgabe 1971 (00 08 06).

Zu den Aufgaben der Unterrichtshilfen ist in den Vorworten friiher erschienener Titel
dieser Art, z.B. in dem Band fiir die 7. Klasse (00 21 36), ausfiihrlich Stellung ge-
nommen worden. Es sei in diesem Zusammenhang auch auf den Artikel ,,Zur Planung
des Mathematikunterrichts mit Unterrichtshilfen von Helmut LeiBe im Heft 6,
Jahrgang 11 (1973), der Fachzeitschrift ,,Mathematik in der Schule‘ verwiesen. Es soll
jedoch auch hier hervorgehoben werden, da8 die Unterrichtshilfen lediglich empfehlen-
den Charakter tragen und keine verbindliche Grundlage fiir den Unterricht darstellen.
Auch bei stindiger Benutzung der ,,Unterrichtshilfen — Mathematik, 8. Klasse* wird
die kontinuierliche und intensive Arbeit mit dem grundlegenden staatlichen Dokument,
dem Lehrplanwerk als Ganzes, nicht iiberfliissig. Besonders die Pline ,,Lehrplan fiir
Mathematik, Klassen 5 bis 8 (00 30 17), ,,Lehrplan fiir Mathematik, Klassen 9 und 10¢
(00 30 07) sowie die Lehrpline fiir die anderen Ficher in Klasse 8 sind von groBer
Bedeutung fiir die Unterrichtsvorbereitung. Dariiber hinaus sei auch auf den ,,Bedarfs-
plan fiir Unterrichtsmittel* als weiteres verbindliches Material, auf die geltenden Lehr-
biicher, das Nachschlagebuch ,,Tabellen und Formeln‘ (00 07 13) und den Wissens-
speicher ,,Mathematik in Ubersichten* (00 08 09) hingewiesen, die als wichtige Nach-
folgematerialien immer wieder zu Rate gezogen werden miissen.

Die Unterrichtshilfen kénnen den Lehrer nur auf bestimmte methodische oder mathe-
matische Probleme hinweisen und aufmerksam machen, die er hei der Behandlung der
lehrplanmiBig vorgesehenen Stoffgebiete zu beachten hat. Eine tiefergehende Behand-
lung dieser Probleme in ciner relativ geschlossenen Weise ist in den Unterrichtshilfen
allerdings nicht moglich. Es sei aber in diesem Zusammenhang auf die ,,Methodik
des Mathematikunterrichts* (Best.-Nr. 00 21 80) verwiesen, die im Jahre 1975 er-
schienen ist.

Die Arbeit mit den Unterrichtshilfen ist dann besonders erfolgversprechend, wenn sie
auf dem stindigen Studium der einschligigen mathematischen und pidagogischen
Fachliteratur, besonders der Zeitschriften ,,Mathematik in der Schule*, ,,Pidagogik*
und ,,Deutsche Lehrerzeitung®, aufbaut.



Nach Aufbau und Anlage gleichen die vorliegenden ,,Unterrichtshilfen* fiir die Klasse 8
denjenigen fiir die Klasse 7. Inhaltlich stellen sie ebenfalls eine Fortfiihrung der dort
verwirklichten Konzeption dar, bilden aber zugleich auch einen Ubergang zu den
,Unterrichtshilfen* fiir die Klasse 9, indem in noch stirkerem MaBe als im Material
fiir die Klasse 7 das Grundlegende in den Vordergrund der methodischen Erérterungen
geriickt ist und die konkreten Beispiele Modellcharakter besitzen. Die Autoren hoffen,
auf diese Weise eine besonders wirksame Hilfe fiir die Realisierung der Lehrplanforde-
rungen gegeben zu haben und sind fiir kritische Hinweise fiir eine weitere Verbesserung
des vorliegenden Materials, die bei einer iiberarbeiteten Neuauflage beriicksichtigt
werden konnen, jederzeit dankbar.

Berlin, im Februar 1977 Fritz Neigenfind



0.  Allgemeine Bemerkungen zum Mathematikunterricht in Klasse 8

0.1. Grundgedanken zur Ziel- und Aufgabenstellung

Der VIII. Pidagogische KongreB, der vom 18. bis zum 20. Oktober 1978 in Berlin statt-
fand, hat den gesellschaftlichen Auftrag der Schule fiir die aunistische Erziehung
der Jugend in der entwickelten ialistischen Gesellschaft herausgearbeitet, die
Grundpositionen der marxistisch-leninistischen Pidagogik und des Unterrichts in der
sozialistischen Oberschule der DDR klar formuliert und damit jedem Lehrer und Er-
zieher das Ziel seiner pidagogischen Arbeit aufgezeigt und den Weg zur Erreichung
dieses Zieles gewiesen. Seine Forderungen, Beschliisse und Empfehlungen stellen somit
auch fiir den Mathematikunterricht der Klasse 8 eine entscheidende Grundlage dar.
Marcor HONECKER, der Minister fiir Volksbildung der DDR, hob in ihrem Referat
auf dem KongreB hervor, daB die ,,Erzichung der Jugend zur kommunistischen Moral*
als ein komplexer ,,Prozel der politischen und weltanschaulichen, geistigen, korper-
lichen und isthetischen Erziechung, der patriotischen und internationalistischen, der
Arbeits- und Kollektiverziehung* zu verstehen ist. Sie fuhr fort: ,,Nur in dieser Kom-
plexitit prigt sich der Charakter der jungen Menschen aus. Dazu gehéren politisch-
ideologische Uberzeugtheit, Prinzipientreue zur Sache der Arbeiterklasse, Unversshn-
lichkeit gegeniiber dem Klassengegner ebenso wie Erkenntnisdrang, gesellschaftliche
Aktivitit, Willensstirke und PﬂwhtbewuBtsem, Achtung vor dem Leben, vor den
arbeitenden Menschen und den Alteren, Mut, Ehrlichkeit, Kameradschaftlichkeit,
Hilfsbereitschaft, Bescheidenheit und Zuverlissigkeit.**)
An der Anerziehung solcher Charakterziige hat der Mathematikunterricht einen bedeu-
tenden Anteil. Denn in ihm werden hohe Anforderungen nicht nur an das spezielle
mathematisch-fachliche Wissen und Kénnen der Schiiler gestellt, sondern in untrenn-
barer Einheit damit an ihre gesamte Lernhaltung, an ihr schépferisches Denken, ihr
zlelgenchtetes und iiberlegtes Handeln, ihren Willen und ihre Bereitschaft zur Uber-
g von Schwierigkei ihre Ausd und Beharrlichkeit.
Auf dem KongreB konnte festgestellt werden: ,,Mit den jetzt geltenden Lehrplinen fiir
Mathematik haben wir endgiiltig mit dem biirgerlichen Rechen- und Raumlehreunter-
richt gebrochen. Als dieser Weg vor 15 Jahren eingeschlagen wurde, gab es noch man-
chen Zweifel an der Realisierbarkeit der hohen Zielstellung unseres Mathematikunter-
richts. Wir kénnen heute feststellen, dal diese Ziele in immer hoherer Qualitiit realisiert
werden.‘‘?)
Dieses positive Resultat konnte erreicht werden, weil es immer besser gelingt, ,,groen
Wert auf die Vermittlung und Aneignung soliden fachwissenschaftlichen Wissens, ent-

DY Maxcor: Der foliche Aufirag unsersr Schule. In: VIIL. Pidagogischer Kongre8 der Demo-
kratischen Republik vom 18. bis 20. Oktober 1978 — Protokoll; Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin, 1979. Seite 81.
%) Ebeads, Seite 95.
\



heidender Fakten, Tatsachen und Sachverhalte, grundlegender Begriffe und Theorien
zu legen.* Es hat sich als richtig und notwendig erwiesen, in den Lehrplinen, Lehr-
biichern, Unterrichtsmitteln und methodischen Verdffentlichungen zum Mathematik-
unterricht ,,auf die Vermittlung elementarer Methoden wissenschaftlichen Denkens
und Arbeitens, auf die Befihigung zum selbstindigen Wissenserwerb zu orientieren. Ist
dies doch unerlaBlich fiir die aktive Aneignung, fiir die Soliditiat, Dauerhaftigkeit und
Anwendungsbereitschaft der Kenntnisse, fiir die Befihigung zum logischen und dialek-
tischen Denken, fiir stindiges Weiterlernen.‘?)
Da der Erfolg des Unterrichts, das Erreichen der Ziele der Bildung und Erziehung
wesentlich von der richtigen Interpretatlon der lehrplanmaﬁlg vorgesehenen Inhalte
eines jeden Lehrg; bschnittes abhi sollen hfol dchst einige inhalt-
liche Fragen, elmge Probleme der Stoffauswahl und -anordnung fiir den Mathematik-
unterricht der Klasse 8 niher betrachtet werden. Sie sollen dem Mathematiklehrer
helfen, sich bei der didaktisch-methodischen Gestaltung seines Unterrichts auf das
Wesentliche und fiir die weitere Entwicklung der mathematischen Bildung seiner
Schiiler Bedeutsame zu konzentrieren sowie die Spezifik des Unterrichts in Klasse 8 aus
der Gesamtsicht des Mathematikunterrichts zu bestimmen.

0.2. Zu einigen Fragen des Inhalts der in Klasse 8 zu v
Bildung

Fiir die mathematische Wissenschaft ist es charakteristisch, gewonnene Einzelerkennt-
nisse zu Sy f sie nach bestimmten Gesichtspunkten zu ordnen
und zu strukturieren, durch Hervorheben von in bestimmter Hinsicht wesentlichen und
durch Nichtbeachten von in gleicher Hinsicht nicht wesentlichen Merkmalen oder
Eigenschaften der Untersuchungsgegenstinde neue Begriffe zu bilden und zu Ver-
allgemcinerungen, tieferen Einsichten und neuen mathematischen Erkenntnissen zu
gelangen. Das Systematisieren der Vielzahl von Einzelfakten erméglicht das Aufdecken
immer neuer Zusammenhinge und hilft, weitere Anwendungsgebiete zu erschliefen.
Der Mathematikunterricht der Klasse 8 hat in besonderem MaBe an der Systematisierung
des von den Schiilern bis dahin erworbenen mathematischen Wissens und Kénnens bei-
zutragen und es unter umf; deren Gesick kten neu zu ordnen. Er hat dabei
zugleich die Aufgabe zu erfiillen, den bchulem an geeigneten Beispielen diese fiir die
mathematlsche Wissenschaft und daritber hinaus firr die moderne Wissenschaft iiber-
haupt charakteristische Verfahrensweise nahezubringen, die Schiiler zum System-
denken zu erziehen und sie schrittweise auch zum Systematisieren zu befihigen. An der
Erfiilllung dieser wichtigen Bildungs- und Erziehungsaufgabe kann und muB in allen
vier Stoffgebieten, die lehrplanmiBig fiir den Mathematikunterricht in der Klasse 8
vorgesehen sind, gearbeitet werden.
Wie es im Lehrplan heift, geht es im Stoffgebiet ,,1. Arbeiten mit Variablen nicht um
,,die Einfilhrung in einen neuen mathematischen Gegenstandsbereich*. Vielmehr gilt:
»Der Begriff ,Variable* und der Gebrauch von Variablen sind den Schiilern schon aus
fritheren Schuljahren bekannt. An dieser Stelle ist es notwendig, das bisherige Wissen

3) Ebeada, Seite 82.
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der Schiiler zusammenzutragen, zu erginzen und dadurch ihr Verstindnis fiir den
Begriff ,Variable‘ weiter zu erhéhen.*!)
Schon in Klasse 1 lernten die Schiiler mit Variablen umzugehen. Indem sie in vorgeleg-
ten Termen fiir die Variablen natiirliche Zahlen einsetzten, bildeten sie im gesamten
Mathematikunterricht der Unterstufe viele Aufgaben, unterschieden zwischen lsbaren
und nicht lésbaren Aufgaben und entwickelten ihre Rechenfertigkeiten beim Losen so
gewonnener Aufgaben. Im Mathematikunterricht der Klasse 6 lernten sie beachten,
daB Variable nicht nur natiirliche, sondern auch gebrochene Zahlen bezeichnen kénnen
und daB das Problem der Losbarkeit einer Aufgabe nur im Zusammenhang mit der
Angabe eines Grundbereiches beantwortet werden kann. Daran ankniipfend wurden in
Klasse 7 die rationalen Zahlen erarbeitet, und die Schiiler berechneten den Wert von
Termen, in denen sie fiir die auftretenden Variablen auBer natiirlichen oder gebrochenen
Zahlen auch belicbige rationale, ganze oder sogar irrationale Zahlen einsetzten. In
Klasse 8 kommt es nunmchr darauf an, das seit Jahren Geiibte bewuBtzumachen.
Deshalb schreibt der Lehrplan vor:
,,Einsetzen von Zahlen (aus Verschledenen Grundbereichen) fiir die Variablen; Be-
rechnen des Werts der Terme.*?)
Die Schiiler haben auf den der Klasse 8 vorangehenden Klassenstufen Variable aber
nicht nur im Zusammenhang mit Zahlen und Termen kennengelernt. Sie haben auch in
der Geometrie Variable verwendet und mit ihnen sowohl geometrische Gebilde als auch
GréBen bezeichnet. Das gilt es bei den systematisierenden Betrachtungen in der Be-
handlung des Stoffgebietes ,,1. Arbeiten mit Variablen ebenfalls deutlich heraus-
zustellen. Damit der Variablenbegriff von den Schiilern nicht zu eng gebildet wird,
fordert der Lehrplan ausdriicklich:
,Ubersicht iiber bisher benutzte Variablen-Grundbereiche (auch aus geometrischen
Gebieten).“?)
‘Wihrend es sich bei den beiden bisher erorterten Problemkreisen in erster Linie um ein
f: des S isieren von Bekanntem handelt, geht es bei den folgenden
beiden dariiber hinaus auch um ein ergi d d

und vertiefe isieren,
Schon im Mathematikunterricht der Unterstufe gewannen die Schiiler aus Gleichungen
und Ungleichungen, dic Variable enthielten, durch Einsctzen von natiirlichen Zahlen
fiir die Variablen wahre oder falsche Aussagen. Bis cinschlicBlich Klasse 7 erfolgtc keine
prinzipielle Erweiterung der diesbeziiglichen Kenntnisse und Erkenntnisse, denn die
auf den verschicdenen Klassenstufen auftretenden Verinderungen bezogen sich nur auf
die Variablen-Grundbereiche, nicht auf das Verfahren zur Gewinnung der Aussagen. In
Klasse 8 hingegen lernen die Schiiler in der Verwendung von Quantifikatoren ein
weiteres Verfahren zur Gewinnung von mathematischen Aussagen kennen. Sic lernen an
bekannten Beispielen das Formulieren von mathematischen Aussagen bei Benutzung
von (gebundenen) Variablen und solchen Redeweisen wie ,.fiir alle (jedes, beliebige) .. .
gilt (ist giiltig, ist wahr)“ und ,,es gibt ... ., so daB gilt . . .*“.2)

Mit Nachdruck sei an dieser Stelle darauf hingewicsen, daB es inhaltlich und damit auch
methodisch zweierlei ist, ob solche Gesetze wic die Kommutativ- und Assoziativgesetze
der Addition oder der Multiplikation in verschiedenen Zahlenbereichen erarbeitet,
wiederholt oder angewendet werden, oder ob dicse Gesetze als ,,Beispicle fiir das Be-
schreiben mathematischer Zusammenhinge mit Hilfe von Variablen*?) benutzt werden,
wie es der Lehrplan fiir die Klasse 8 im ersten Stoffgebiet vorsieht: Im ersten Fall sind
dic Gesctze selbst Unterrichtsgegenstand, im zwciten werden sie als so hinlinglich

1) Lehrplan Mathematik — Klassen 5 bis 10, Seite 68. Volk und Wissen Volkscigener Verlug, Berlin 1975 (00 30 18).
%) Ebd., Scite 68,
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bekannt vorausgesetzt, dal man mit ihrer Hilfe ein anderes Problem verdeutlichen kann
Auf die Konsequenzen, die sich daraus fiir die Unterrichtsgestaltung, insbesondere fiix
die Reaktivierung des fiir die Behandlung des jeweiligen Stoffgebietes notwendigen
Wissens und Kénnens ergeben, werden wir im Abschnitt 0.3. niher eingehen.
Gleichungen und Ungleichungen wurden im vorangegangenen Unterricht nicht nur auf
jhren Wahrheitswert hin untersucht, der sich beim Einsetzen von Zahlen fiir die in
ihnen vorkommenden Variablen ergibt, sie wurden vor allem geldst. Bis einschlieBlich
Klasse 5 erfolgte dieses Losen auf der Grundlage inhaltlicher Uberlegungen, in Klasse 6
lernten die Schiiler fiir einfachste Gleichungstypen, in Klasse 7 fiir einige weitere Typen
von linearen Gleichungen mit einer Variablen kalkiilmaBige Losungsverfahren kennen,
Da den Schiilern ferner seit Klasse 6 Gleichungen als zwei durch ein Gleichheitszeichen
miteinander verbundenc Terme bekannt sind?), sind die erforderlichen Voraussetzungen
vorhanden, in Klasse 8 ein System ,,von Regeln fiir dic Umformung von Termen mit
Variablen auf der Basis des Rechnens mit rationalen Zahlen* zu erarbeiten.?) Das
Beachten dieser Zusammenhiinge und der von den Schiilern durchlaufenen Erkenntnis-
stufen ist wichtig fiir das Finden der geeigneten Motivierungen und Formen der unter-
richtlichen Behandlung gerade dieses Stoffgebietes mit seinem iiberwiegend formalen
Inhalt.

Der weiterfithrende und vertiefende, der ergiinzende und wicderholende Charakter dieses
zugleich systematisierend und aufbauend angelegten Stoffgebietes schafft zu Beginn des
Mathematikunterrichts der Klasse 8 vom Lchrplan her besonders giinstige Maglich-
keiten fiir das Erreichen eines einheitlichen und hohen Ausgangsniveaus “fiir den
gesamten weiteren Arithmetikunterricht in der Oberstufe und auch fiir das ziel-
gerichtete SchlieBen vorhandener Liicken bei Inen Schiilern oder in der g en
Klasse. Allerdings kommt es hier auch besonders darauf an, die vom Lehrplan her durch
Stoffauswahl und -anordnung geschaffenen Moglichkeiten im Unterricht voll zu nutzen.
Vor allem ist es wichtig, fiir das Klassenkollektiv insgesamt und fiir den einzelnen
Schiiler die Aufgaben fiir dic Ubung, Wiederholung und Anwendung des neu Angeeig-
neten sehr sorgfaltig, zielgerichtet und iberlegt auszuwihlen; Lehrbuch und .,Unter-
richtshilfen* kénnen dabei nur in beschrinktem Umfange helfen, da in ihnen nicht auf
individuelle Erfordernisse und auf die jeweiligen Klassenerfordernisse eingegangen
werden kann,

AbschlicBend sei zum Stoffgebict ,,1. Arbeiten mit Variablen‘ gesagt, daB es — wie jedes
andere Stoffgebiet auch — unbedingt in sciner Stellung und Funktion im Gesamtlehrgang
fiir den Mathematikunterricht der zehnklassigen Oberschule gesehen werden muB und
nur von sciner Einordnung in diesen Gesamtlehrgang her voll erfaflt werden kann. Das
bedeutet zunichst zu beachten, daB es im ersten Stoffgebiet des Mathematikunter-
richts der Klasse 9 erneut um das ,,Arbeiten mit Variablen* geht.3) Die Schwerpunkte,
Akzentuierungen und Begrenzungen der in Klasse 8 zu leistenden Arbeit werden beson-
ders deutlich, wenn man das im Lehrplan der Klasse 9 Geforderte mit den Forde-
rungen im Lehrplan der Klasse 8 verglcicht und fiir diesen Vergleich auch die Lehr-
biicher und Unterrichtshilfen heranzicht. Die Emordnung des Stoffgebietes m den
Gesamtlehrgang bedeutet ferner, daB es in den fiir seine Behandlung vorg,

18 Unterrichtsstunden in erster Linie um das Systematisieren und das Erzielen von
Einsichten sowie um das Erwerben grundlegender Kenntnisse und erster Fertigkeiten
geht, nicht um letzte Perfektion im Umformen komplizierter Ausdriicke. Der Lehrplan
weist darauf mit den Worten hin:

1) Ebd., Seite 46. 2) Ebd,, Seite 68. 3) Ebd., Seiten 95ff.
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»sDa bei der Behandlung aller weiteren Stoffgebiete das Arbeiten mit Variablen zu einer
slchet beherrschten Fertigkeit zu entwickeln ist, sind fiir die Ubungen in diesem Stoﬁ'-
gebiet solche Aufgaben zu wihlen, an denen das Grundsitzliche der anzuwend
Verfahren in iibersichtlicher Form vom Lehrer erliutert und von den Schiilern ange-
eignet werden kann.*1)

Das Sloﬁ'geblet »»2. Ahnlichkeit* nimmt mit 52 von insgesamt 120 Unterrichtsstunden
offenkundig eine zentrale Ste].lung im Mathematlkuuterncht der Klasse 8 cin. Dennoch
trigt auch dieses Stoffgebiet in f Sy harakter, dient
nicht nur der Erwelterung der mathematlschen Kenntmsse der Schiiler. Das ergibt sich
einmal aus seinem Inhalt, zum anderen wiederum aus seiner Stellung im Gesamtlehr-
gang und schlieBlich aus der dem Inhalt und der Stellung im Gesamtlehrgang ent-
sprechenden Konzipierung im Lehrplan, seiner dort festgelegten Zielstellung und
didaktisch-methodischen Vorprogrammierung.

Inhaltlich umfassen bekanntlich die Ahnlichkeitsabbildungen die Kongruenzabbildun-
gen, mit denen sich die Schiiler bis einschlieBlich Klasse 7 befalten, als Spezialfille,
stellt die Kongruenz einen Spezialfall der Ahnlichkeit dar. Die Kenntnisse der Schiiler
iiber Kongruenz und Kongruenzabbildungen werden daher im Zusammenhang mit der
Behandlung der Ahnlichkeit und der Ahnlichkeitsabbildungen neu und von hoherer
Warte her geordnet, erhalten cine andere Stellung im Gesamtsystem des geometrischen
Wisscns der Schiiler. Von der Stellung her bildet das Stoffgebiet ,,2. Ahnlichkeit* den
AbschluB des Planimetrielehrganges der zehnklassigen Oberschule und hat daher
ebenfalls Systematisicrungsfunktionen zu erfiillen. Die Konzipierung dieses Stoff-
gebietes im Lehrplan zcigt den Systematisierungscharakter besonders deutlich, da sich
immer wieder Formulicrungen finden wie: ,, Wiederholen von ,Bewegung‘ und der Eigen-
schaften der Bewegung; ,Kongruenz‘ von Figuren und der Kongruenzkriterien fiir
Dreiecke; ,MaBstab‘.?)

Die Schiiler lernen im Mathematikunterricht der Unterstufe wichtige ebene Figuren
kennen. Sie ermitteln auch bereits einige Eigenschaften dieser Figuren. Dennoch
bleiben alle Betrachtungen zwangslaufig propadeutisch, weil stets nur Einzelfiguren
betrachtet werden konnen. In Klasse 6 lernen die Schiiler die ihnen aus dem Unter-
stufenunterricht bekannten und vertrauten Figuren nach bestimmten Gesichtspunkten
klassifizieren. Damit wird eine neue Qualititsstufe im Geometrieunterricht erreicht, weil
nun nicht mehr einzelne geometrische Gebilde, sondern Klassen solcher Gebilde, kon-
gruente geometrische Figuren betrachtet und untersucht werden. Der propideutische
Charakter des vorangehenden geometrischen Unterrichts wird iiberwunden, Beweise
werden moglich und notwendig, Sitze fiir Klassen von Figuren werden formuliert.

In Klasse 6 werden somit zwei fiir die mathematische Bildung auBerordentlich wichtige
Erkenntnisschritte vollzogen: Erstens werden von den Schiilern von diesem Zeitpunkt
an bewuBt alle bisher wegen ihrer unterschiedlichen Lage (oder bei noch jiingeren
Schiilern auch zum Beispiel wegen der unterschiedlichen Farbe des ein bestimmtes geo-
metrisches Gebilde darstellenden Lini ges) als verschieden betrachteten geometri-
schen Gebilde, dic in bestimmten Merkmalen iibereinstimmen, als nicht wesentlich von-
einander verschieden, als fiquivalent, als Repriisentanten einer einzigen geometrischen
Figur angesehen (oder sollten und kénnten von den Schiilern in diesem Sinne angesehen
werden). Zweitens haben die Schiiler in diesem Zusammenhang erfahren, daB es zur
Feststellung der Aquivalenz, der Zugehorlgkelt verschiedener Reprisentanten zur
gleichen Klasse besti U fak bedarf. Sie haben damit die kurz

)

1) Lehrplan Mathematik — Klassen 5 bis 10, A. a. 0., Seite 68.
%) Ebd., Seite 71.
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zuvor in der Arithmetik — bei der Untersuchung von Briichen auf Zugehérigkeit zur
gleichen Klasse, auf Reprisentanz ein und derselben gebrochenen Zahl — gemachten
Erfahrungen in der Geometrie wiedergefunden. SchlieSlich haben sie neben dem allge-
meinen, abbildungsgeometrischen Verfahren fiir besonders wichtige Figuren, namlich
fiir Dreiecke, leicht handhabbare Kriterien, die Kongruenzsitze, kennen und bei der
Untersuchung auf Kongruenz anwenden gelernt, zum Beispiel beim Beweisen.
In Klasse 8 werden die gleichen Schritte— allerdings auf einer hdheren Ebene der Ver-
allgemeinerung — noch einmal gegangen. Die Schiiler lernen, Klassen von kongruenten
Figuren zu umfassenderen Klassen, zu Klassen von ihnlichen Figuren zusammen-
zufassen. Das geschieht, indem an die Stelle des fiir die Kongruenz wesentlichen Merk-
mals der gleichen Linge von einander zugeordneten Strecken das allgemeinere Merkmal
des gleichen Streckenverhaltnisses gesetzt wird. Ein solches Vorgehen ist — wie eingangs
erwihnt — fiir die mathematische Wissenschaft charakteristisch. Die Schiiler lernen
dabei zugleich die fiir die Kongruenz kennzeichnende Gleichheit der Strecken]éingcn als
jenen Spezialfall von Streckenverhiltnissen erfassen, der gleich 1 ist (aus a’ = a folgt
iiber ¢’ =1 - @ nimlich sofort a':a = 1), und erfassen so die Kongruenz als Spezialfall
der Ahnlichkeit. Ohne zu p phischen Verall ungen vorzustolen, kann an
diesem Beispiel den Schulern die Dialektik von Al‘ i und B derem vorziig-
lich verdeutlicht werden.
SchlieBlich erfahren die Schiiler erneut, daB zur Feststellung der Aquivalenz von
Figuren, nimlich nunmehr der Ahnlichkeit, besnmmte Unlersuchungsverfahren
erforderlich sind. Wiederum lernen sie neben dem all bbild ri-
schen Verfahren fiir Dreiecke in den Ahnlichkeitssitzen leicht handbabbare Kriterien
kennen und anwenden, erneut besonders beim Beweisen.
Im Ergebnis dieser Arbeit erfihrt das gesamte Wissen der Schiiler iiber ebene Figuren
eine Neustrukturierung; es wird neusystematisiert. Allerdingsist dieses fiir die Entwicklung
der mathematischen Bildung auerordentlich bedeutsame Resultat nur dann zu errei-
chen, wenn im Unterricht die Ahnlichkeit ebener Figuren so behandelt wird, daB8 das
Prinzipielle und vor allem das mit dem Vorgehen in Klasse 6 sowie weitgehend auch bei
den Zahlenbereichserweiterungen Vergleichbare verdeutlicht und bewuBtgemacht wird,
nicht aber dann, wenn das Stoffgebiet ,,2. Ahnlichkeit® als etwas vollig Neues und
isoliert vom bisher Bekannten behandelt wird. Padagogisch verfehlt wire es ferner,
wiirde man annehmen, die Schiiler konnten bei der ersten Aneignung von Grundk
nissen iiber kongruente Figuren in den Klassen 6 und 7 sowie iiber dhnliche Figuren in
Klasse 8 diese mathematisch wesentlichen Zusammenhinge bereits in ihrer ganzen
Bedeutung und Tragweite erfassen. Das ist keineswegs der Fall und auch nicht Ziel des
ichts der allgemeinbildend Schule. Wir haben deshalb oben bereits
durch die Klammerbemerkung, daB kongruente geometrische Gebilde von Schiilern
der Klasse 6 als nicht wesentlich voneinander verschieden, als aqu)valente Vertreter
einer geometrischen Figur angesehen werden sollten und ké vor p i
schidlichen Illusionen warnen wollen. Im Mathematikunterricht der geaamten Ober-
stufe ist es ;edoch notwendig, mit viel Geduld und Geschick und an immer neuen und
Beispielen den Schiilern allmihlich klarzumachen, welche Z hing
mathematlsch wesentlich sind. Bei der Behandlung des Stoffgebi ,,2. Ahnlichkeit*
in Klasse 8 geht es in dieser Hinsicht darum, ihnen riickschauend zu verdeutlichen, was
sie in Klasse 6 im Geometricunterricht lernten und worin das Gleichartige und
worin das Unterschiedliche beim Vorgehen in Klasse 8 besteht. Im Mathematik-
unterricht der allgemeinbildenden Schule ist der Aufbau der Geometrie nicht
Unterrichtsgegenstand, Aber in ihm mufl den Schiilern eine solche mathematische
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Grundbildung vermittelt werden, in der das gesamte geometrische Wissen der Schiiler
ein geordnetes Ganzes, ein System bildet, das in den Grundziigen dem in der modernen
mathematischen Wissenschaft iiblichen entspricht. Obwohl es sich hier also nicht um
die Vermittlung von Kenntnissen und Erkenntnissen handelt, die von den Schiilern
unmittelbar angewandt werden konnen, gehéren doch gewisse Einsichten in das System
der #dquiformen euklidischen Geometrie der Ebene und auch ein erstes Begreifen des
Verfahrens der Verallgemeinerung und der Systematisierung ebenso zur in der sozia-
listischen Oberschule der DDR allen Schiilern zu vermittelnden mathematischen Grund-
bildung wie beispielsweise das abfragbare und beim Losen von bestimmten Konstruk-
tionsaufgaben oder beim Beweisen anwendbare Faktenwissen iiber dhnliche Figuren.
Bei der Behandlung der Ahnlichkeitsabbildungen lernen die Schiiler ein weiteres Bei-
spiel dafiir kennen, wie zunichst getrennt voneinander Untersuchtes unter iiber-
greifenden Gesichtspunkten zusammengefaBt wird, wie — #dhnlich wie bei den Zahlen-
bereichserweiterungen in den Klassen 6 und 7 — ein bewihrtes Verfahren, ein bestimm-
tes Vorgehen mehrfach mit Erfolg angewendet werden kann und wie auf diese Weise
neue Zusammenhinge sichtbar und neue Erkenntnisse gewonnen werden.

Der gesamte im neuen Lehrplan konzipierte Geometriclehrgang der zehnklassigen
Oberschule beruht auf der Anwendung des Abbildungsprinzips. In Klasse 4 lernen die
Schiiler zunichst die Verschiebung, in Klasse 5 dann die Drehung und die Spiegelung
an einer Geraden als eindeutige Abbildungen der Ebene auf sich kennen. Die Zusammen-
fassung dieser drei Arten von Abbildungen fiihrt in Klasse 6 zur ersten Verallgemei-
nerung, nimlich zur Einfiihrung des Begriffs der Bewegung. Mit seiner Hilfe wird die”
Kongruenz erklart, so daB schlieflich Bewegungen von den Schiilern als Kongruenz-
abbildungen begriffen werden. In Klasse 7 werden dic Kenntnisse iiber Kongruenz-
abbildungen und Kongruenz mehrfach angewendet und damit gefestigt, vor allem bei
Beweisen und bei der Behandlung des Kreises. In Klasse 8 werden alle diese Kenntnisse
wiederholt, bevor die Schiiler in der zentrischen Streckung eine weitere eindeutige
Abbildung der Ebene auf sich kennenlernen. Uber das Zusammensetzen mehrerer
zentrischer Strockungen und von zentrischen Streckungen mit einer Bewegung erfolgt
eine zweite Verall, dmlich die Einfihrung des Begriffs der Ahnlichkeits-
abbildung. Analog zum Vorgehen in Klasse 6 bei der Einfithrung des Kongruenz-
begriffs wird schlieBlich der Begriff der Ahnlichkeit mit Hilfe des Begriffs der Ahnlich-
keitsabbildung gewonnen. Indem die Bewegung ebenso wie die zentrische Streckung als
Spezialfille der Ahnlichkeitsabbildung und die Kongruenz als Spezialfall der Ahnhch-
keit erkannt werden, erfolgt eine N kturierung des g bis dahin ang

Wissens der Schiiler iiber eindeutige Abbildungen der Ebene auf sich. Das Stoﬂ"gebxet
1-2. Ahnlichkeit* tragt also auch hinsichtlich der Anwendung des Abbildungsprinzips,
das als eine Leitlinie den gesamten Geometrielehrgang der zehnklassigen Oberschule
durchziel ock Systcmattsneruugscbarakter Das gilt es im Unterricht
stindig zu beachten. Dann erst konnen die vielfiltigen im Stoff gelegenen Potenzen fiir
die mathematische Bildung der Schiiler voll ausgeschopft werden.

Wenngleich sich die Bemiihungen um Systematisierung des mathematischen Wissens
und Kénnens der Schiiler bei der Behandlung des Stoffgebietes ,,2. Ahnlichkeit auf die
beiden bisher erérterten, stofflich-inhaltlich unmittelbar gegebenen Aspekte konzen-
trieren sollten, diirfen doch indest die beiden folgenden, mehr i im Stoff
enthaltenen Problemkreise auch nicht iibersehen werden.

Schon im Mathematikunterricht der Klassen 1 bis 5 zeichneten die Schiiler mit Hilfe
von Schablonen, spater auch mit Lineal, Zeichendreiecken und Zirkel einfache geo-
metrische Figuren. In den Klassen 6 und 7 wandten sie ihre neu erworbenen plani-
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metrischen Kenntnisse in vielfiltiger Weise beim Konstruieren von Dreiecken und
Vierecken sowie von Kreisen und zugehorigen Tangenten an. Dabei wurden wichtige
Fihigkeiten im konstruktiven Denken und grundlegende Fertigkeiten im Ausfithren
von geometrischen Konstruktionen entwickelt und ausgebildet. Darauf 1 bei der
Behandlung der darstellenden Geometrie in Klasse 7, aber auch im Technischen Zeich-
nen aufgebaut werden. Zugleich erfuhren diese fiir die polytechnische Bildung und
Erzichung auBerordentlich wichtigen Fihigkeiten und Fertigkeiten im geometrischen
Konstruieren hier eine entscheidende Weiterentwicklung. Mit der Behandlung des
Stoffgebietes ,,2. Ahnlichkeit” in Klasse 8 erreicht die systematische Einfiihrung in das
geometrische Konstruieren einen gewissen AbschluB, wenn von weiteren Anwendungen
. (z.B. beim Zeichnen von Graphen zu Funktionen oder im Stoffgebiet ,,2. Kérper-
darstellung und Kérperberechnung® in Klasse 10) hier einmal abgesehen wird. Auch
das verpflichtet, den Unterricht so zu gestalten, daB die Fihigkeiten und Fertigkeiten
im geometrischen Konstruieren einschlieBlich der dazu erforderlichen Wissenselemente
und Verhaltensweisen zu einem System zusammengefaBt werden. Der Lehrplan bietet
dazu viele Moglichkeiten, indem er beispielsweise im Abschnitt 2.1. die Strecken-
teilung, im Abschnitt 2.2. das Zusammensetzen zweier zentrischer Streckungen, im
Abschnitt 2.3. das ,,Losen von Konstruktionsaufgaben, bei denen zunichst eine zur
en Figur dhnliche konstruicrt werden muB*, und im Abschnitt 2.4. ,.einige
geometrlsch-koustruktwe Anwendungen der Satzgruppe des Pythagoras® fordert.l)
Dariiber hinaus sind unter den lehrplanmiBig vorgeschricbenen Anwendungen nicht
zufillig auch Zeichengeriite genannt, z.B. der Storchschnabel, und es wird gefordert,
auf den MaBstab sowie auf das MeBtischverfahren einzugehen.
Die Schiiler wurden in Klasse 6 in das Beweisen mathematischer Aussagen eingefiihrt.
In Klassc 7 wurden weitere Beweise gefiihrt, zum Teil bereits von den Schiilern weit-
gehend selbstindig. Bei der Behandlung des Stoffgebi »»2. Ahnlichkeit* wird das
fortgesetzt. Der Lehrplan nennt einige Sitze und ihre Umkehrungen, die zu beweisen
sind, und verlangt ausdriicklich: ,,Die Fihigkeiten der Schiiler im selbstindigen
Fithren kleinerer (direkter) Beweise sind durch geeignete Ubungen weiterzuent-
wickeln.*?) Bei der Behandlung des Abschnitts ,,2.4. Die Satzgruppe des PYTHAGORAS*
erreicht diese Arbeit einen gewissen Hohepunkt, indem einmal der Hohensatz, der Ka-
thetensatz und der Satz des PYTHAGORAS unter Verwendung von Sitzen iiber dhnliche
Figuren hergeleitet werden, zum anderen die Einfithrung der bei gleichzeitiger Giiltig-
keit von Satz und Umkehrung dieses Satzes iiblichen Sprechweisen ,,dann und nur dann,
wenn‘‘ beziehungsweise ,,genau dann, wenn‘ erfolgt, zum dritten schlieBlich noch die
Einfiihrung in die indirekte Beweismethode vorgenommen wird. Speziell diese drei
zuletzt genannten Lehrplanforderungen machen deutlich, daB auch auf dem Gebiete
des Bewcisens und Herleitens mathematischer Aussagen in Klasse 8 eine Systemati-
sierung erforderlich ist. Nur am Rande erwiihnt sei, daB auch hierin — nicht nur durch
die Elnorduung des lange Zeit hindurch selbstindigen Stofigebietes zur Satzgruppe des
PyTHAGORAS in das Stoffgebiet ,,2. Ahnlichkeit® — die ,,vclanderte Stellung, Wertig-
keit und ... Interpretation‘?) dieses traditioncllen Bestandteiles der SLhulmathematlk
sichtbar wird.
Das Stoffgebiet ,,3. Lineare Funktionen® nimmt eine dhnlich zentrale Stellung im
Mathematikunterricht der Klasse 8 und dariiber hinaus im gesamten Mathematik-
unterricht der zehnklassigen Oberschule e¢in wie das socben niher betrachtete iiber

1) Ebd., Seiten 60/¢-,
2) Ebd., Seite 60.
3) Vgl. das mit dem in FuBnote 1, Seite 9, gekennzeichneten Zitat aus dem Referat von M. HoNECKER.
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Ahnlichkeit und Ahalichkeitsabbildungen. Der zusammenfassende und erginzende
Systematisierungscharakter dieses in der methodischen Literatur vielfach diskutierten
Stoffgebietes ist so offenkundig, daB wir uns hier darauf beschrinken kénnen, einige
wenige Hinweise zu geben.

Den inhaltlichen Schwerpunkt bildet wiederum der Abbildungsbegriff. Insofern stellt
eine griindliche Systematisierung im vorangehenden Stoffgebiet zugleich die heste Vor-
bercitung auf die Behandlung dieses Stoffgebietes dar. Im Mittelpunkt der Systemati-
sierungen stehen jetzt aber der Mengenbegriff und der Begriff der eindeutigen Abbildung.
Die Begriffe ,,Menge®, ,,Element einer Menge® und ,,Teilmenge* wurden im gesamten
Mathematikunterricht bis einschlieBlich Klasse 8 so oft und in so vielfiltigen Zusammen-
hingen benutzt, daB es durchaus geniigt, wenn die entsprechenden Grundkenntrisse zu
Beginn der Behandlung des Stoffgebietes ,,3. Lineare Funktionen® in einer relativ
knappen Wiederholung, gestiitzt auf gecignet zusammengestellte auBermathematische
und auch den Schiilern bekannte Beispiele aus der Mathematik, reaktiviert werden.
Bei der Gewinnung des Begrlﬂ's der eindeutigen Abbildung sollte in erster Linie mit
vielfiltigen Beispi Jen und G pielen fiir nicht emdeutl"e Abbildungen gearbeitet
werden. Dabel ist es ratsam, auch an die im Ceometrlcunterncht von dcn Schiilern
gesammelten Erkenntnisse anzukniipfen, insbesondere an die bei der Behandlung der
darstcllenden Geometrie und der Kongruenz- und Ahnhchkeltsahblldunven erworbenen.
Durch Einordnung dieser geometnschen Beispiele in die nunmehr allgemﬂm gefiihrten
Betrachtungen iiber mathematische Abbildungen sind nicht nur gut geeignete inner-
mathematische Motivationen fiir das b dere Herausheben der eindeutigen Abbil-
dungen aus der Menge der Abbildungen zu gewinnen, sondern erfihrt — sozusagen von
hoherer Warte aus zuriickschauend — auch das geometrische Wissen der Schiiler erncut
eine wertvolle Bercicherung.

Ein zweiter Ansatz fiir umfassende Systematisierungen liegt in der gemafl Abschnitt 3.3.
und 3.4. des Lehrplanes vorzunehmenden weiterfiihrenden Behandlung von linearen
Gleichungen. Der Lehrplan schreibt bewuBt keine Systematisierungsgesichtspunkte vor,
da sich hier eine besonders giinstige Gelegenheit bietet, jene Probleme in den Mittelpunkt
der Wiederholung, Ubung, Anwendung und Systematisierung zu riicken, die in der
jeweiligen Klasse in erster Linie der Festigung bediirfen. Der Lehrer solite sich also
auf der Grundlage einer sorgfiltigen Analyse der Lehrplanforderungen und des bei
seinen Schiilern erreichten Erfiilllungsstandes genau iiberlegen, was er durch die Aus-
wahl der Beispiele und Aufgaben in den Mittelpunkt dieser Arbeit riickt. Auf keinen
Fall erscheint es giinstig, auf viclen Gebieten durch einige wenige Beispiele nur anzu-
tippen und nirgends griindlich und ticfschiirfend vorzugehen. Die Skale der Moglick-
keiten reicht von systematisierend-wiederholenden Betradltungeu, Ubungen und
Anwendungen zu den verschiedenen Zahlenbereichen und entsprechenden Rechnungen
iiber das Umformen von Termen und das Arbeiten mit Variablen bis hin zu den Sach-
beziigen bei eingekleideten Gleichungen, also zum Beispicl zur Umfangs-, Flichen-
inhalts- und Rauminhaltsberechnung einschlieBlich der richtigen Verwendung der
Einheiten bei GroBen, zur direkten und zur umgekehrten Proportionalitit und zur
Prozentrechnung, aber auch bis zu auBermathematischen Problemkreisen, etwa aus der
Volkswirtschaft, der Physik, der Chemie usw. Nicht vernachlissigt werden darf —
ganz gleich welcher konkreter Gegenstandsbereich zur Grundlage der im Zusammen-
hang mit der Arbeit am neuen Stoff erfolgenden Wiederholung und Systematisierung
gewihlt wird — die Wclterentmcklung des sprachlichen AusdrucLS\ ermogens der
Schiiler. Auch hier sind immer wieder systematisierende Ubungen erforderlich.

Das letzte Stoffgebict in Klasse 8, ,,4. Fliichen- und Rnummhaltsberechnung , zihlt
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zu den traditionellen Stoffgebieten der Schulmathematik und erfuhr im neuen Lehrplan
nach Inhalt und Funktion im Gesamtlehrgang keine grundlegende Verinderung gegen-
iiber friiher. Es ist offenkundig, daB es nur dann erfolgreich behandelt werden kann,
wenn auf den im vorangegangenen Mathematikunterricht erworberen Kenntnissen,
Fihigkeiten und Fertigkeiten aufgebaut wird. Deshalb heifit es im Lehrplan auch:
,Dieses Stoffgebiet setzt den Lehrgang Stercometrie aus den vorherigen Schuljahren
mit der Behandlung einiger weiterer einfacher Korper fort und fithrt ihn zu einem vor-
laufigen AbschluB. Dabei ist das gesamte bisherige Wissen der Schiiler iiber Flichen-
inhalts- und Volumenberechnung zusammenzufassen, zu ordnen und zu systemati-
sieren.“!) Wir haben dem an dicser Stelle nichts hinzuzufiigen und verweisen daher auf
die detaillierten Ausfiihrungen zu diesem Stoffgebiet im Abschnitt 4. diescr ,.Unter-
richtshilfen*. Wir wollen lediglich noch darauf aufmerksam machen, daB im letzten
Stoffgebiet der Klasse 10, ,,2. Korperdarstellung und Kérperberechnung® eine weitere
zusammenfassende Systematisierung der stereometrischen und darstellend-geometri-
schen Schiilerkenntnisse vorgesehen ist, allerdings unter anderen Aspekten als in
Klasse 8. Esist daher empfehlenswert, wenn sich der Lehrer vor Beginn der Behandlung
des letzten Stoffgebietes der Klasse 8 im Lehrplan der Klasse 10, im zugehérigen Lehr-
buch und in den ,,Unterrichtshilfen* fiir diese Klassenstufe genau dariiber orientiert,
was dort als bekannt vorausgesetzt wird, was und in welcher Form dort systematisiert
wird und mit welchen Zielsetzungen es erfolgt.

Zweifellos enthilt der Lehrplan fiir den Mathematikunterricht der Klasse 8 noch eine
Fiille von weiteren Problemen inhaltlicher Art, die eine genauere Betrachtung ver-
dienen wiirden. Wir miisscn uns ein Eingehen auf sie hier leider versagen, da — wic wir
im Vorwort bereits sagten — die ,,Unterrichtshilfen* nur auf bestimmte Probleme auf-
merksam machen, nicht aber den Anspruch erheben konnen, die mit der Behandlung
bestimmter Stoffe zusammenhingenden mathematischen und methodischen Fragen
auch nur annihernd vollstindig und in relativ geschlossener Weise darzustcllen. Wir
haben uns fiir die Darlegung von einigen den gesamten Mathematikunterricht vertikal
durchzichenden Problemkreisen entschl weil wir — vom Ziel und Inhalt des
Mathematikunterrichts in Klasse 8 ausgechend — die Fragen der Systematisierung als
besonders wichtig anschen; weil wir hoffen, dem Lehrer damit am ehesten den Blick
weiten zu konnen fiir die Fiille der Fragen, die sich bei der Arbeit mit diesen ,,Unter-
richtshilfen* immer dann auftun, wenn er zu entscheiden hat, ob er den gegebenen
Empfehlungen und Ratschligen in der fiir ihn und seine Klasse konkret vorliegenden
Situation folgen kann bzw. in welcher Richtung und Form er Verinderungen vorneh-
men sollte, weil wir schlieBlich und nicht zuletzt bestrebt waren, hier nicht das zu
wiederholen, was in den Einleitungen zu anderen Binden dieser ,,Unterrichtshilfen‘
fiir das Fach Mathematik schon gesagt ist.

0.3. Zu einigen Fragen der Didaktik und der Methodik des Mathematikunterrichts
in Klasse 8

Entsprechend der im Abschnitt 0.2. getroffenen Auswahl von stofflich-inhaltlichen
Problemen unter dem einheitlichen Gesichtspunkt der Systematisierung wollen wir

1) Letwplan Mathematik — Klassen 5 bis 10, Seite 75. A. a. 0.
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auch in diesem Abschnitt unser Hauptaugenmerk auf solche didaktisch-methodischen
Fragen lenken, die mit der Bereitstellung, Festigung und Systematisierung des lehr-
planmiiBig geforderten Wissens und Kénnens der Schiiler zusammenhingen. Wir halten
das nicht nur wegen einer méglichst anzustrebenden thematischen Ubereinstimmung
der beiden Abschnitte 0.2. und 0.3. fiir sinnvoll, sondern vor allem aus dem Grunde,
weil die Aneignung von dauerhaftem, anwendungsfihigem und anwendungsbereitem,
von solidem, tragfihigem und sicherem Wissen und Kénnen cin langwieriger ProzeB ist,
dessen Erfolg und Ergebnis bei aller Bedeutung der Erstaneignung keineswegs nur
durch sie bestimmt wird. So wichtig es ist, durch gute Motivation und Vorbereitung
auf das Neue bei den Schiilern Interesse, Aufgeschlossenheit und eine positive Lern-
haltung zu erzeugen, so bedeutsam methodisch gut gestaltete Neueinfiihrungen sind, so
wenig geniigt es, wenn der Lehrer sich im Unterricht, in seiner didaktisch-methodischen
Fithrung des Lernprozesses zwar mit aller Kraft auf diese Phasen des Gesamtprozesses
konzentriert, den iibrigen hingegen weniger Aufmerksamkeit widmet.

Es ist nicht unsere Aufgabe, hier das kurz darzulegen, was in jedem Lehrbuch der
Didaktik iiber Wiederholung, Ubung, Systematisicrung usw. ausfithrlich steht und
dort jederzeit nachgelesen werden kann. Uns geht es um einige fiir den Mathematik-
unterricht wichtige Fragen und dabei wiederum nur um solche, denen im Mathematik-
unterricht der Klasse 8 besondere Beachtung geschenkt werden sollte.

Wie wir im Abschnitt 0.2. ausfiihrten, gibt es auf dieser Klassenstufe kein Stoffgebiet,
das nicht auf ganz bestimmten Vorleistungen aus dem Unterricht auf vorangegangenen
Klassenstufen aufbaut. Wir meinen damit nicht nur solche unerldBlich notwendigen
allgemeinen Fihigkeiten und Fertigkeiten wie das sichere und schnelle Rechnen mit
rationalen Zahlen oder ein gut entwickeltes Abstraktions-, Denk-, Ausdrucks- oder
Raumvorstellungsvermogen. Daran muf3 kontinuierlich und bei jeder sich bietenden
Gelegenheit gearbeitet werden. Wir meinen hier vor allem jenes relativ spezifische, nach
Umfang und Tiefe genau bestimmbare mathematische Wissen und Kénnen, das neben
dem allgemeinen, dem grundlegenden zu einer bestimmten Zeit, an einer genau an-
gebbaren Stelle im UnterrichtsprozeB vorausgesetzt werden und bei allen Schiilern
anwendungsbereit zur Verfiigung stehen muf}, damit sie sich den neuen Stoff mit Erfolg
aneignen konnen. Wie G. FANGHANEL kiirzlich in einer umfangreichen Untersuchung
nachwies, kinnen speziell in den Klassen 7 bis 9 sehr betrichtliche Verbesserungen der
mathematischen Schiilerleistungen ohne zusitzliche SondermaBnahmen und im Rah-
men der lehrplanmiBig vorgeschriebenen Zeit erzielt werden, wenn jenes fiir die erfolg-
reiche Behandlung eines besti Stoffgebi notwendige Wissen und Kénnen
rechtzeitig, planmiBig und systematisch reaktiviert wird. (Ohne auf weitere Einzel-
heiten eingehen zu kénnen, sei angemerkt, daB G. FANGRANEL in seiner Arbeit den Be-
griff des fiir ein bestimmtes Stoffgebiet notwendigen Wissens und Kénnens weiter fafit,
als wir es hier tun; er bezicht zum Beispiel auch wesentliche Elemente des allgemeinen
und grundlegenden Wissens und Konnens, das wir der Einfachheit halber unberiick-
sichtigt lassen, mit ein.)

Die Bestimmung der einzelnen Elemente des jeweiligen notwendigen Wissens und
Kénnens fiir ein bestimmtes Stoffgebiet ist relativ unkompliziert, erfordert aber eine
bis in die Einzelheit gehende inhaltliche und weitgechend auch methodische Vorweg-
nahme aller wesentlichen Phasen des Unterrichts durch den Lehrer.

Zwar stellt der Lehrplan bereits eine gewisse Vorprogrammierung des Gesamtablaufs
des Unterrichts in einem bestimmten Stoffgebiet dar, aber schon ein Blick in das Lehr-
buch zeigt, daB dort die didaktisch-methodische Aufbereitung des Stoffes viel weiter
getrieben ist. Der Lehrplan liBt im allgemeinen noch offen, an welchen Beispielen die
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vorgesehenen mathematischen Erkenntnisse gewonnen werden. Er gibt auch keine
Auskunft dariiber, welche Definitionen und Sitze bei ciner bestimmten Beweisfiihrung
benutzt werden, welche Kenntnisse aus dem vorangegangenen Unterricht fiir das
Lésen solcher Aufgaben erforderlich sind, die mchr sind als beliebig austauschbare
Lbungsaufgabcn, die zur Grundlage fiir wichtige Erklirungen und weitere Schritte im
Unterricht gemacht werden sollen. Im Lehrplan sind an verschiedenen Stellen Hin-
weise auf unbedingt zu Wicderholendes zu finden. Damit ist aber keineswegs die Ge-
samtheit des fiir ein bestimmtes Stoffgebiet notwendigen Wissens und Kénnens crfaBt.
Im Lehrbuch dienen viele vorbereitende Fragen, Auftrige und Ubungen der Reaktivie-
rung notwendigen Wissens und Kénnens fiir eine bestimmte Lerneinheit, allerdings
dann auch direkt auf den im Lehrbuch eingeschlagenen Weg bezogen und auf die dort
gewiihlten Beispiele zugeschnitten, die nicht immer und fiir jede Klasse als die geeignet-
sten angesehen werden diirfen. Dassclbe gilt fiir viele Hinweise und Empfehlungen in
den ,,Unterrichtshilfen®. Dem Lehrer sind damit zwar schon vielfiltige Hilfen ge-
geben, aber die genaue Bestimmung des fiir seinen Unterricht und fiir seine Klasse zu
reaktivierenden notwendigen Wissens und Konnens fiir ein bestimmtes Stoffgebiet
kann nur er selber vornehmen.

Es ist eine im Mathematikunterricht immer wieder zu heobachtende Erscheinung, daf3
einige Schiiler von einer bestimmten Stelle an den weiteren Ausfiihrungen und Erkli-
rungen nicht oder nur mit Miihe zu folgen verm(’jgcn, weil sie irgendeinen Zwischen-
schritt, eine Umformung, Hilfskonstruktion, eincn Begriff o. 4. nicht verstanden haben.
Merkt es der Lehrer rechtzeitig, so unterbricht er oftmals scine Erlauterungen und ver-
sucht, die sichtbar gewordene Liicke zu schlieBen. Der Erfolg ist allerdmvs meist recht
zweifelhaft. Denn einmal muBte der auf ein bestimmtes Ziel hin zrcnclltete Weg ver-
lassen, der begonnene Gedankengang also unterbrochen werden. Zum anderen. erfolgt
das SchlieBen der Liicken in den Schiilerkenntnissen unvorbereitet, daher zumeist
mcthodisch nicht sonderlich geschickt und auch nur selten anhand der am besten ge-
eigneten Beispicle, auf jeden Fall aber unter dem Druck der enteilenden Zeit. Die
Folge solcher ,,Hilfen* ist dann hiufig, daBl das Geplante nicht voll geschafit wird und
wichtige Teile des Aneignungsprozesses entweder ganz wegfallen oder aber in die haus-
liche Arbeit der Schiiler verlagert werden.

All das kann und sollte vermieden werden, wenn im Rahmen der komplexen Unter-
richtsvorbereitung so weit gegangen wird, daf sich der Lehrer vor Beginn der Behand-
lung einer Stoffeinheit — zum Beispicl der fiir die niichsten 5 bis 10 oder 15 Unterrichts-
stunden vorgeschenen — genaue Klarheit dariiber verschafit, welche Kenntnisse, welche
Fertigkeiten er bei allen Schiilern unbedingt voraussetzen muf8 und zu welchem Zeit-
punkt das der Fall ist. Dann kann er diese Kenntnisse, diese Fertigkeiten rechtzeitig,
gezielt und systematisch reaktivieren.

Diese Forderung bedeutet — das sei ausdriicklich betont — allerdings nicht, daB8 der
Lehrer im Rahmen der Komplexvorbereitung auf einen gréBeren Unterrichtsabschnitt
auch bereits jede einzelne Ubungs- und Anwendungsaufgabe lssen und sie dabei auf
alle in ihr enthaltenen Probleme analysieren miiflte. Eine solche iiberspitzte Forderung
ist nicht nur nicht zu realisieren, sie ist in didaktisch-methodischer Hinsicht auch weit-
gehend wertlos. Es kommt uns vielmchr darauf an, die Knotenpunkte, die Eckpfeiler
des stindig fortschreitenden Unterrichtsprozesses richtig und maoglichst genau zu er-
fassen, um hler vor Uberraschungen weitgchend gefeit zu sein.

Fiir die Reaktivierung des notwendigen Wissens und Kénnens gibt es vicle Verfahren.
G. FANGHANEL hat in seiner bereits crwihnten Arbeit festgestellt, daB keinem Verfahren
gegeniiber allen anderen der absolute Vorrang gebiihrt. Es haben sich aber cinige wis-
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senswerte Hinweise ergeben, die hier kurz genannt seien. Fiir leistungsschwichere und
jiingere Schiiler ist es offenbar giinstiger, wenn die Reaktivierung vor Beginn der Be-
handlung des neuen Stoffgebietes — wenn dieses nicht zu umfangreich ist, also nicht
wesentlich mehr als etwa 10 Unterrichtsstunden umfat — in einer Stunde oder auch in
zwei bis drei aufeinander folgenden Stunden geschlossen, also explizite, erfolgt. Fiir
leistungsstirkere und #ltere Schiiler erweist es sich im allgemeinen als giinstiger, wenn
in kleineren Quantititen immer wieder innerhalb des fortschreitenden Unterrichts,
also implizite, reaktiviert wird und dabei vor allem auch die sachlogischen Z n
hiinge mit in die Erinnerung zuriickgerufen werden. Gemischte Formen, also teils
explizite, teils implizite Reaktivierungen lassen im allgemeinen weder Vorteile noch
Nachteile gegeniiber den zuerst genannten ,.reincu* Formen erkennen. Sie sprechen
b ders Durchschnittsschiiler giinstig an.

Wiihrend die Reaktivierung des fiir ein Stoffgebiet notwendigen Wissens und Konnens
mit einer Systematisierung und Festigung von bereits einmal angeeignetem Stoff Hand
in Hand geht und vorberenenden Charakter tragt, stellt die abschlieBende Wieder-
holung und §; ierung in einem Sloﬂ'geblet im wesentlichen ein Ordnen des neu
erworbenen Wissens und Konnens dar. Sie ist wohl die bekannteste und auch am
hiufigsten genutzte Systematisierungsform. Bei ihr kommt es vor allem nicht darauf an,
noch einmal den im Unterricht bei der Erstaneignung, Ubung und Anwendung be-
schrittenen Weg in schnellen, raschen Schritten zu durcheilen, sondern darauf, von der
erreichten hoheren Warte aus den zuriickgelegten Weg so zu iiberschauen, die Verfahren
der Erkenntnisgewinnung und Erkenntnissicherung den Schiilern deutlich zu machen
und zu zeigen, daB diese in gewisser Hinsicht Modellcharakter annehmen und fiir spater
in analoger Weise zu Erarbeitendes als Beispicl zur Verfiigung stehen. Ferner kommt es
darauf an, eine Differenzierung von wesentlichen Aussagen und von Hilfssitzen, von
grundlegenden Begriffen und von Hilfsbegriffen vorzunchmen. SchlieBlich gilt es zu
sichern, daB sich die Schiiler tatsichlich das Wichtige, nicht das im Unterricht vielleicht
einmal besonders interessant Gewesene, fest und dauerhaft einprégen.

Geht man von einer solchen Zielsetzung aus, dann wird deutlich, daB es nur in seltenen
Fillen richtig ist, die abschlieBende Systematisierung und die Vorbereitung auf eine
ebenfalls auf die letzten Unterrichtsstunden eines Stoffgebietes gelegte Klassenarbeit
zu vereinen. Weitaus giinstiger ist es, dicse abschlieBende Systematisierung nach dem
Schreiben der Klassenarbeit durchzufiihren und sie eventuell schon als eine Art der
Vorbereitung auf die Riickgabe und Besprechung der Arbeit zu nutzen. (Mit dieser
Bemerkung soll allerdings nicht gesagt sein, dal ¢s von uns prinzipiell als giinstig an-
gesehen wird, Klassenarbeiten erst am Abschlu8 der Behandlung eines Stoffgebietes zu
schreiben.)

AbschlieBend wollen wir kurz auf eine dritte Form des Systematisierens hinweisen, auf
eine Form, die im allgemeinen weder zu Beginn noch gegen Abschlufl der Behandlung
eines Stoffgebietes anzuwenden ist. Sie hat ihren giinstigsten Platz viclmehr inmitten
der Behandlung, und zwar beim Ubergang von der Erarbeitung des neuen Stoffes zu
seiner Festigung durch Ubung.

Bekanntlich kommt es in der Mathematik sehr oft darauf an, ein zu lésendes Problem
auf ein bereits geldstes zuriickzufiihren. Bei der Einfiihrung von Verfahren zur Losung
bestimmter Aufgaben wird im Unterricht auch meist so vorgegangen. Die Schiiler folgen
willig dem Gedankengang des Lehrers und akzeptieren dann auch das gewonnene
Resultat, zum Beispiel eine Regel. Wenn sie aber selbstindig Aufgaben lésen sollen,
wenn sie dabei gar auf mehrere und zum Teil schon vor lingerer Zeit erarbeitete Regeln
zuriickgreifen sollen, dann haben sie Schwicrigkeiten. Diese Schwierigkeiten konnen,
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das zeigen Untersuchungen, dic H. Vock in jiingster Zeit durchgefiihrt hat,
betrﬁchthch gemmdert werdcn, wenn im fortschrextenden Unterricht den Schiilern in

B k das Prinzip der Riickfiihrung des Neuen
auf das bereits Bekannte und Beherrschte gezelgt, an Belsplelen erldutert und immer
wieder bewuBtgemacht wird. Das Uben selber erhilt damit einen hoheren BewuBtheits-
grad und kann auch leichter so gestaltet werden, daB nicht nur eine bestimmte Tatigkeit,
sondern auch eine zweite, gegebenenfalls sogar eine wohlausgewihite und iiberlegte
dritte geiibt, oder besser: systematisch mitgeiibt wird. Effckt und Intensitat sind dabei
erwiesenermaBen weit hoher als bei quantitativer Anhiufung von mit relativ niedrigem
BewuBtheitsgrad durchgefiihrten monotonen Ubungen.

0.4, Bemerk zu Unterrichtsmittel

D

Im ,,Gesamtausstattungsplan fiir Unterrichtsmittel sind alle Unterrichtsmittel, die
fiir die jeweilige Klasse vom Staatlichen Kontor fiir Unterrichtsmittel und Schulmébel
(SKUS) angeboten werden, enthalten. Der Gesamtausstattungsplan fiir Unterrichts-
mittel der zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule der DDR —
Klassen 1 bis 10 1ést den ,,Bedarfsplan‘ ab. Die Aufstellung fiir das Fach Mathematik
ist im Teil 2 (Titel-Nr. 20 30 25) enthalten.

Dic stindige Verbesserung der Ausstattung unsercr Sehulen mit Unterrichtsmitteln
bringt es mit sich, daB der Lehrer nicht starr an den in dieser Unterrichtshilfe enthalte-
nen Empfehlungen fiir die Stoffvertcilung und fiir die Unterrichtsgestaltung festhalten
darf, sondern daB er seinen Unterricht unter Nutzung der Neuerwerbungen im Mathe-
matikkabinett modifizieren sollte.

Wir mochten hervorheben, daB dic Unterrichtsmittel fir den Mathematikunterricht
der Klasse 8 weniger fiir Ilustrationszwecke und zur Veranschaulichung von rium-
lichen Bezichungen genutzt werden sollten — obwohl auch das, besonders bei der Be-
handlung des Stoffgebictes ,,4. Flichen- und Rauminhaltsberechnung® nicht iiberfliissig
ist —, sondern in erster Linic als Mittel zur Intensivicrung und Rationalisierung und
bei der Systematisierung Verwendung finden sollten.

Einige neue Unterrichtsmittel haben in jingster Zeit einen groSen EinfluB auf die
Methodik im Mathematikunterricht ausgeiibt. Wir méchten in diesem Zusammenhang
an den Tageslichtschreibprojektor ,,Polylux® crinnern, fiir den stindig ncue Folicn
zentral entwickelt werden oder aber in Eigeninitiative der Lehrer entstehen. Einige
Techniken, die mit diesem Geriit moglich sind, eréffnen ganz neue Wege fiir die Ver-
anschaulichung von sonst nur schwer darzustellenden Sachverhalten. So kénnen durch
das Ubereinanderlegen von Folicn Entwicklungsprozesse, Korperschnitte, Klappungen
und Mengenoperationen (Teilmengenbildung, Durchschnitt zweier Mengen usw.) dar-
gestellt werden.

Grundlegende Ausfiihrungen zur Funktion der Unterrichtsmittel kann der Leser dem
Artikel von Prof. Dr. Horst Weiss: Die Funktion der Unterrichtsmittel in der sozialisti-
schen Schule — erschienen in der Zeitschrift ,,Pidagogik*, Jahrgang 25 (1970), Heft 9 ~
cntnehmen.
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1.  Arbeiten mit Variablen

1.0. Vorbemerkungen

1.0.1. Stellung, Bedeutung, Ziele

Mit dem Stoffgebiet ,,1. Arbeiten mit Variablen” wird in der Klasse 8 die Arbeit
mit Variablen folgenchtw weitergefithrt. Vom ersten Schuljahr an sind die Schiiler in
den verschiedensten Stoﬁ'tvebleten mit Variablen vestraut gemacht worden und haben
sich in wachsendem MaBe der Variablen bedienen gelernt.

So wurden einfache Terme mit Variablen durch Einsetzen von gegebenen natiutlichen
Zahlen berechnet, aber auch bei der Erorterung des Losungsweges von Text- und
Sachaufgaben wurden schon Variablen verwendet. Bereits in der Unterstufe iibten
sich die Schiiler darin, einfache Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen durch
Einsetzen von natiirlichen Zahlen in wahre Aussagen zu iiberfithren bzw. Entscheidun-
gen iiber die Losbarkeit im Bereich der natiirlichen Zahlen iiberhaupt zu treffen.

In der Mittelstufe wurden die Fertigkeiten der Schiiler im Berechnen von Termen
weiterentwickelt, indem die Variablen nun auch mit Elementen des Bereichs der ge-
brochenen Zahlen belegt wurden. Dariiber hinaus lernten die Schiiler, die Variablen zur
formalisierten Darstellung von Rechengesetzen im Bereich der natiirlichen und ge-
brochenen Zahlen zu nutzen. So wurden in den Klassen 5 und 6 die Kommutativgesetze
der Addition und Multiplikation, die Assoziativgesetze der Addition und Multiplikation
und das Distributivgesetz im Bereich der natiirlichen Zahlen und im Bereich der ge-
brochenen Zahlen mit Hilfe von Variablen dargestellt.

In Klasse 6 wurde die Anwendung von Variablen auf die Formulierung von Siitzen und
Definitionen erweitert.

Von Anfang an wurden Variablen auch zur Bezeichnung von Reprisentanten geome-
trischer Gebilde verwendet. Dadurch konnten Definitionen, z. B. die Definitionen
der Verschiebung, Drehung und Spiegelung in Klasse 6, sowie Sitze und ihre Umkeh-
rungen knapp und iibersichtlich formuliert werden. Uberall dort, wo die Schiiler Be-
weise verstehen lernen sollten und die Beweisfithrung selbst iiben muSten, spielten die
Variablen eine bedeutende Rolle. Ein weiteres Anwendungsgebiet erschloB sich den
Schiilern auch bei der Darstellung funktionaler Zusammenhinge in Formeln. Das gilt
besonders im Geometrieunterricht fiir Flicheninhalts- und Vol formeln, aber auch
in Arithmetik. In der Klasse 7 fiihrten die Schiiler Beuachtungen iiber die Abhingig-
keit der Existenz bzw. Anzahl von Lésungen einer 1 Gleichung vom Variabl
Grundbereich durch. Sie lernten dort auch bereits den Begriff ,,Koefﬁzncnt kennen und
muBten Glieder mit gleichen Variablen zusammenfassen, um lineare Gleichungen zur
Lésung zu fithren.

Auch in anderen Fichern lernten die Schiiler, Darstellungen mit Variablen zu verstehen
und mit Variablen zu arbeiten. So wurden im Fach ,,Einfiihrung in die sozialistische
Produktion® in ,,Grundlagen der mechanischen Technologie* dic Variablen in schema-
tischen Darstcllungen und fiir Losungsformeln verwendet. Im Fach Physik wurden von
Klasse 7 an die fiir die Darstellung physikalischer Zusammenhinge notwendigen De-
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finitionen und die in Versuchen gewonnenen Erkenntnissc iiber Naturgesetze mit Hilfe
von Variablen formuliert.

Zusammenfassend kann festgestellt werden:

Zu Beginn der 8. Klasse sind die Schiiler mit dem Variablenbegriff vertraut, ohne daf8
cr aber exakt definiert worden ist. Die Verwendung von Variablen in Termen, Glei-
chungen, Ungleichungen, zur Darstellung mathematischer Zusammenhinge, zur For-
mulierung von Sitzen und zum Fiihren von Beweisen hat dazu beigetragen, die Schiiler
allmaihlich, aber planmiBig an mathematische Denk- und Arbcitsweisen heranzufiihren
und ihr funktionales Denken zu entwickeln und zu schulen.

Die Verwendung von Variablen in anderen Unterrichtsfichern war geeignet, den
Schiilern cine erste, wenn auch noch bescheidenc Vorstellung von der universellen Be-
deutung der Mathematik zu geben. Das alles muBl bedacht werden, wenn man die
Stellung dieses Stoffgebictes im gesamten Lehrgang Mathematik der zehnklassigen
polytechnischen Oberschule kennzeichnen will. Im Lehrplan Klasse 8 wird bewuBt die
Sonderstellung des Stoffgebietes ,,1. Arbeiten mit Variablen® hervorgehoben. Es heifit
dort auf Seite 68: ,,Dicses Stoffgebict hat — im Gegensatz zu allen anderen — nicht die
Einfiibrung in einen neuen mathematischen Gegenstandshereich zum Inhalt, sondern be-
zweckt die Entwicklung eines Kalkiils, eines Systems von Regeln fiir die Umformung von
Termen mit Variablen auf der Basis des Rechnens mit rationalen Zahlen.* (Vom Ver-
fasser hervorgehoben.) Es geht also vor allem darum, das bisher Gelernte zu verticfen,
zu systematisieren und unter Verarbeitung des vorhandenen Wissens weiterzufiihren.
Dabei muBl das Dominicren solcher didaktischer Funktionen wie Systematisierung und
Festigung in dem ganzen Stoffgebiet natiirlich auch zu bestimmten Folgerungen fiir die
methodische Gestaltung des Untertichts fithren.

Im Sinne der marxistisch-leninistischen Auffassung von der sozialistischen Per-
sonlichkeitsentwicklung im ProzeB der Arbeit bicten sich auch im Stoffgebiet ,,Arbeiten
mit Variablen‘ grofic Moglichkeiten fiir cine aktive Mitarbeit der Schiiler im Unter-
richtsproze8, fiir die Erziclung eines hohen Grades von Selbstindigkeit bei der An-
eignung neuen Wissens und dem Erwerb neuer Fihigkeiten und Fertigkeiten.

Dazu ist cs aber notwendig, dal zu Beginn der Behandlung des Stoffgebi wichtige
Kenntnisse, die die Schiiler in den zuriickliegenden Schuljahren erworben haben, reak-
tiviert werden. Das sind vor allem einfache Grundl fiir gentheoretische Be-
trachtungen, also die Begriffe ,,Menge®, ,,Element™ (von) und ,,Teilmenge* (von) so-
wie aus der Gleichungslehre in Klasse 6 die Begriffe ,,Term®, ,,Gleichung*, ,,Unglei-
chung®, ,,Grundbereich einer Variablen®, ,erfillen®, ,lésen bzw. ,,Losung* und
,, Losungsmenge* sowie die Eigenschaften der Addition und Multiplikation rationaler
Zahlen, die ebenfalls in Klasse 7 behandelt wurden. Durch diese Zusammenfassung
einiger Grundbegriffe der M lehre und der Gleichungslehre wird zugleich auch eine
wichtige Vorarbeit fiir das Stoffgebiet ,,3. Lincare Funktionen* in Klasse 8 geleistet.
Als Grundlage fiir die weitere Arbeit muf aber vor allem gesichert sein, da jeder Schii-
ler die Variable als Zeichen fiir ein Element eines vorgegebenen Zahlenbereiches oder
anderer Variablen-Grundbereiche erfaflt hat. Die Schiiler miissen ausgeprigte Fertig-
keiten im Arbeiten mit Variablen erwerben, sic miissen den Wert von Termen mit
Variablen bei Vorgabe bestimmter Elemente aus cinem Variablen-Grundbereich be-
rechnen kénnen, sie sollen Sicherheit im Uberfiihren von Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mit Variablen in Aussagen bei unterschicdlichen Losungsgrundbercichen cr-
werben und sich ein System von Regeln zur Umformung von Termen auf der Grundlage
dcs Rechnens mit rationalen Zahlen erarbeiten, das es ihnen ermoglicht, diese Terme
zu vercinfachen oder in eine gewiinschte andere Form zu bringen.




Sehr wichtig ist es auch, dal die Schiiler lernen, die Struktur eines vorgegebenen Terms
zu erfassen und zu beschreiben. In diesem Zusammenhang ist es moglich und notwendig,
die sprachliche Ausdrucksfahigkeit der Schiiler weiterzuentwickeln und die Bedeutung
einzelner Fachtermini in ihrer richtigen Verwendung zu festigen, indem man Terme in
Worte fassen bzw. einen sprachlich formulierten mathematischen Zusammenhang
durch einen Term darstellen liBt.
Durch die Erfiillung aller genannten Aufgaben werden dic Voraussctzungen dafiir ge-
schaffen, daB die Schiiler in den beiden AbschluBlklassen ihr mathematisches Grund-
wissen im Sinne der Herausbildung sozialistischer Personlichkeiten abrunden und
festigen. Dazu gehort auch, daB sich die Schiiler durch den sicheren Umgang mit Varia-
blen das Riistzeug erwerben, um Beweise und Herleitungen in der nunmehr notwen-
digen Kompliziertheit verstchen und sogar selber fiihren zu kénnen.

Von groBter Bedeutung fiir die lehrplanmiBige Behandlung des Stoffgebietes ,,1. Ar-

beiten mit Variablen* ist ¢s, daB der gesamte Stoff in seiner Komplexitat erfaBt wird,

daB man bei der Pl g des Lernpr den dialektischen Zusammenhang von

Ziel, Inhalt und Methode richtig erkennt und beachtet. Nachdem, ausgehend von der

allgemeinen Zielsetzung — der Herausbildung allseitig entwickelter sozialistischer Per-

sonlichkeiten —, bestimmte Teilziele fiir dic Erzichung und mathematische Bildung der

Schiiler im 8. Schuljahr im Lehrplan konkret und prizis formuliert worden sind, ist es

nun Aufgabe des Lehrers, fiir die Zuordnung cinzelner Erzichungsziele zu ganz bestimm-

ten Stoffabschnitten, Lerneinheiten und Unterrichtsstunden das Optimum zu finden.

Dazu sollen Anregungen und Hinweise gegeben werden, die dann vom Lehrer entspre-

chend der konkreten Klassensituation verwertet werden kénnen.

Fiir folgende auf Seite 30 des Lehrplans fiir Mathématik Klassen 5 bis 10 (Titel-Nr.

00 30 18) festgelegten Erzi fgaben muB der Lehrer auch im Stoffgebict ,,1. Ar-

beit mit Variablen® cinen wesentlichen Beitrag leisten:

1. ..... die Bedeutung der Mathematik fiir jeden gcbildeten Biirger unseres Staates
vcrstﬁndlich und iiberzeugend darzulegen und das Interesse der Schiiler an dieser
Wissenschaft zu wecken und bei ihnen eine positive Lernhaltung zu entwickeln*:

2. .,... zu verdeutlichen, welche wichtige Rolle die Mathematik im Leben der mensch-
lichen Gesellschaft spielt*;

3. zu zeigen, ,,... daB der Mensch auch die Mathematik benutzt und stindig weiter-
entwickelt, um die Welt zu erkennen und zu verindern, um sein Wissen iiber dic
Dinge und Erscheinungen der objektiven Realitit zu erhohen, ihre Gesetze zu er-
forschen und somit zum bewuBten Gestalter scines Lebens zu werden®.

4. herauszuarbceiten: ,,Die Mathematik ist ... eben durchaus keine ,unpolitische* Wis-
senschaft — und der Mathematiker arbeitet genausowenig wic etwa der Physiker
oder Chemiker in einem politisch ,leeren Raum‘ ¢,

Eine erzieherische Funktion in dem oben genannten Sinne kommt besonders dem Stofl-

abschnitt ,,1.1. G. dlagen fiir das Arbeitcn mit Variablcn sowic im Stoﬂ"\bscbnilt

fiir Bcwelsfu.hrungcn unter Verwcndung von Vanableu zu*
An der vielseitigen Verwendbarkeit der Variablen in allen Bcrcichcn der Technik, der
Naturwissenschaften, aber auch der Gesellschaftswissenschaften kann den Schiilern die
groBe Rolle der Mathematik fiir unsere sozialistische Gesellschaft decutlich gemacht
den. Davon hend kann der Mathematiklehrer auf die Lernhaltung der Schiiler
cinwirken und die groBc Bedeutung eincr soliden mathematischen Bildung fiir jeden
Biirger unseres Staates darlegen. Gleichzeitig kann den Schiilern gezeigt werden, wic
mit Hilfe mathematischer Symbolik objektive GesetzmiaBigkeiten in Natur und Gescll-
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schaft klar und knapp dargestellt werden. Durch die Herausarbeitung der gleichartigen
Struktur verschiedenster realer Sachverhalte werden der hohe Abstraktionsgrad, die
Universalitit und Rationalitit mathematischer Denk- und Arbeitsweisen deutlich. Aus
der universellen Verwendbarkeit der Mathematik liit sich die hohe Verantwortung des
Mathematikers fiir die Anwendung seiner wissenschaftlichen Erkenntnisse im Sinne
des gesellschaftlichen Fortschritts ableiten.

Auch zur weltanschaulichen und intellektuellen Bildung kann und muB das Stoffgebiet
,»1. Arbeiten mit Variablen* beitragen, indem durch den notwendigen hohen Abstrak-
tionsproze3 das Abstraktionsvermdgen der Schiiler weiter entwickelt wird. Durch die
Formulierung von Rechenregeln, Algorithmen und Formeln, durch die Interpretation
von Variablen, durch die Notwendigkeit, einen Variablen-Grundbereich zu definieren,
vollziehen und erleben die Schiiler stindig die Einheit von Konkretem und Abstraktem,
von B derem und Allgemeinem

Zuletzt sei auch noch auf die Potenzen des Stoffgebietes fiir die Entwicklung wichtiger
Charakterqualititen hingewiesen. Die Notwendigkeit einer iibersichtlichen Darstel-
lung, die zu fordernde Genauigkeit beim Schreiben mathematischer Symbole, die beim
Schiiler zu erzielende Einsicht in die ZweckméBigkeit einer ganz bestimmten Anordnung
der Glieder und Faktoren tragen dazu bei, das isthetische Gefiihl der Schiiler zu ver-
stiirken und bei ihnen Einsichten in die dialektische Einheit von Inhalt und Form vor-
bereiten zu helfen.

Besonders bei der Verwendung von Variablen fiir Beweisfiihrungen miissen die Schiiler
Zielstrebigkeit, Ideenreichtum und Beharrlichkeit entwickeln. Auch die kritische und
selbstkritische Haltung der Schiiler wird im Stoffgebiet 1. Arbeiten mit Variablen*
weiter gefordert. Stiandig miissen sie angehalten werden, ihre mit Hilfe von Variablen
und Quantifikatoren gemachten Aussagen durch Einsetzen bestimmter Elemente aus
dem vorgegebenen Variablen-Grundbereich zu iiberpriifen. Dabei muBl immer wieder
betont werden, daB zwar ein Gegenbeispiel geniigt, um nachzuweisen, daf eine fiir alle
Elemente formulierte Aussage falsch ist, daB aber umgekehrt auch noch so viele Bei-
spicle nicht ausreichen, um die Wahrheit einer solchen Aussage zu beweisen.

Ganz besonders wird im Lehrplan darauf hingewiesen, wie wichtig es ist, die Liebe zur
Mathematik und das Interesse fiir sie bei den Schiilern zu wecken bzw. zu erhalten.
Dazu ist es notwendig, daB wir den Schiilern im Unterricht immer wieder Erfolgs-
erlebnissc verschaffen, dal jeder Schiiler selbst spiirt, wie sein Wissen sich stindig er-
weitert, wie seine Fihigkeiten und Fertigkeiten sich entwickeln.

Das heifit aber auch, dafiir zu sorgen, daf sein Wissen stets anwendungsbereit bleibt.
In diesem Zusammenhang sei auf die Moglichkeiten der immanenten Wicderholung
hingewiesen. So werden im Stoffabschnitt 1.1. das Rechnen mit gebrochenen und ratio-
nalen Zahlen, Eigenschaften der Addition und Multiplikation rationaler Zahlen, wich-
tige geometrische Grundbegriffe sowie Begriffc und Fertigkeitcn aus der Gleichungs-
lehre wiederholt bzw. gefestwt Im Stoffabschnitt 1.2. finden wir besonders gute Mog-
lichkeiten, die Ubungen im Rechnen mit gebrochenen und rationalen Zahlen fortzu-
setzen.

Dabei sollte man in Verfolgung der Leitlinie ,,Rationalisierung der geistigen Arbeit*
die Schiiler dazu anhalten, den Rechenstab und die Zahlentafel zu verwenden. Nicht
zuletzt sci darauf hingewiesen, daB der Lehrer auch in diesem Stoffgebiet die Aufgabe
hat, an der muttersprachlichen Bildung und Erziehung der Schiiler mitzuwirken.
Unter Beachtung der dialektischen Einheit von Sprache und Denken sollte er jede
Gelegenheit nutzen, um die Losung von Aufgaben kommentieren, das verwendete Ver-
fahren begriinden sowie die Struktur von Termen beschreiben zu lassen.
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11. Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen (3 Stunden; Lerneinheiten A 1 bis 3)

Dieser Stoffeinheit kommt in mehrfacher Hinsicht eine grole Bedeutung zu:

1. Der Lehrer muf} sic nach der relativ langen Ferienzeit nutzen, um an die vorhande-
nen Kenntnisse der Schiiler anzukniipfen, diese am Anfang des neuen Schuljahres zu
reaktivieren und somit die Verbindung zwischen Bekanntem und neu zu Vermitteln-
dem herzustellen.

2. Das Verstindnis der Schiiler fiir den Variablenbegriff muB vertieft werden, indem
auf seine exakte Definition in Klasse 9 hingearbeitet wird. Immer wieder muB8 den
Schiilern beim Arbeiten mit Variablen bewuBtgemacht werden, daB sie hierbei mit
Zeichen fiir beliebige Elemente einer vorgegebenen Menge umgehen. Sie werden
dann um so besser einschen, daf in jedem Falle die Angabe des Variablen-Grund-
bereiches notwendig ist und daB Umformungen von Termen nur auf Grund derjeni-
gen Rechengesetze erfolgen konnen, die fiir den angegeb Variablen-Grundbereich,
d. h. in Klasse 8 fiir den Bereich der rationalen Zahlen, erklirt sind.

3. Wegen des hohen Grades der Verallgemeinerung und der Abstraktion ist eine griind-
liche und fiir das ganze Stoffgebiet wirksam werdende Motivation notwendig, damit
den Schiilern iiber dem aus Griinden der Rationalisierurg anzustrebenden Formalis-
mus beim Umformen von Termen nicht der Blick fiir die Praxisbezogenheit ihrer
Titigkeit verlorengeht. In diesem Zusammenhang muB den Schiilern auch wieder
einmal bewuBtgemacht werden, welche groe Rolle die Mathematik in Wissenschaft
und Technik spielt und welche Forderungen sich daraus fiir jeden einzelnen Schiiler
ergeben, wenn er mithelfen will, unser sozialistisches Vaterland wirtschaftlich und
politisch zu stirken.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.1.1.: Die Verwendung von Variablen — Be-
hnung von verschied Griofen mit Hilfe von Formeln — Zusammenstellunv bisher
verwendeter Variablen-Grundbereiche ( Lerneinheit A 1)

Hier geht es vor allem darum, an das von den Schiilern bisher erworbene Wissen anzu-
kniipfen und ihre Fertigkeiten im Arbeiten mit Variablen zu reaktivieren. Dabei kann
gleichzeitig ein wichtiger Beitrag zur politisch-moralischen Erziehung der Schiiler ge-
leistet und eine positive Lernhaltung zum ganzen Stoffgebiet geschaffen werden. Dazu
wird folgender Unterrichtsverlauf vorgeschlagen:

Gliederung:

(1) Beispiele fiir die vielseitige Verwendung von Variablen
(2) Zusammenstellung bisher verwendeter Variablen-Grundbereiche
(3) Ubungen im Berechnen von GroBen mit Hilfe von Formeln

Methodische Hinweise:

Zu (1): Die Schiiler haben fiir das beginnende Schuljahr neue Lehrbiicher erhalten, die
sie nun zum ersten Male im Unterricht verwenden. Den Reiz des Neuen nutzend, sollte
der Lehrer deshalb das neue Mathematiklehrbuch kurz betrachten lassen und die
Schiiler besonders auf das Bild ,,Papyrus mit mathematischem Text* hinweisen. An
die Abbildung und die Erfahrung der Schiiler ankniipfend, sollte im Unterrichts-
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gespriich der groBe Wert der Variablen fiir die knappe, prizise und iibersichtliche Dar-
stellung mathematischer Sachverhalte herausgearbeitet werden. Besonders deutlich
liB3t sich dieser Vorteil am Problem der Speicherung menschlichen Wissens sichtbar
machen. Der Lehrer kénnte dazu im Nachschlagewerk ,,Tabellen und Formeln“
folgende Formeln aufsuchen und in einem Tafelbild zusammenstellen lassen:

Seite Formel
67 s=uv-t
68 W=F-s
32 A=a-b
32 A=g-h,

Vorschlag fiir Tafelbild und Hefteintrag:
Beispiel fiir die Verwendung von Variablen

Sachverhalt Formel
Berechnung der Arbeit W=F-.s
des Weges s= vt
des Rechteckflicheninhalts A=a-b
des Parallelogramm-
flicheninhalts A=g-hy
Ergebnis: Mit Hilfe der Variablen erkennen wir:
Alle Gleichungen haben denselben Aufbau.

Zu (2): Im Unterrichtsgespriich wird herausgearbeitet, daB die unterschiedlichsten
Sachverhalte zu Gleichungen gefiihrt haben, die in ihrer mathematischen Struktur véllig
iibereinstimmen, und daB diese Erkenntnis fiir die Rationalisierung der geistigen Arbeit
wichtig und notwendig ist. Den Schiilern wird an den vorliegenden Beispielen bewuBt-
gemacht, daB sie je nach Sachverhalt unterschiedliche Arten von Gréien bzw. Zahlen
aus verschiedenen Zahlenbereichen anstelle der Variablen eingesetzt haben. Es wird die
Ubersicht im Beispiel A4 (Lb 5) gelesen, wobei der Lehrer an Beispielen verdeutlichen soll-
te, wie auch geometrische Grundbegriffe als Variablen-Grundbreiche verwendet werden.
Zu (3): Mit dem Hinweis, daB man Formelsammlungen nur verwenden kann, wenn man
in der Lage ist, fiir die Variablen Groflen bzw. Zahlen aus dem vorgcgebenen Variablen-
Grundbereich richtig einzusetzen und die Rechenoperationen in der vorgegebenen
Reihenfolge auszufithren, wird die Motivation fiir die hlieBende Ubungsphase ge-
geben. Fiir die Ubung eignen sich Aufgabe a2 (Lb98) und bei Verwendung des Rechen-
stabes Aufgabe a4 (Lb98).

Eine Aufgabe wird an der Tafel jewcils vorgerechnet, die anderen werden dann von den
Schiilern selbstindig im Heft gelost. Als Hausaufgabe wird Aufgabe a6 (Lb 98) emp-
fohlen. Auflerdem sollten die Schiiler den Auftrag erhalten, die Lerneinheit A2 (Lb 5
und 6) durchzulesen.

Die Stunde sollte mit einer Zusammenfassung durch den Lehrer beendet werden. Dem
Schiiler wird noch einmal der Stundenbeginn ins Gedéchtnis zuriickgerufen, der gezeigt




hat, daB alle Werktitigen in steigendem MaBe mathematische Kenntnisse benétigen,
daB dabei der sichere Umgang mit Variablen unerlaBlich ist und daf3 die Unterrichts-
arbeit in den nichsten Wochen zur Erreichung dieses Zieles beitragen soll.

Dieser kurze Lehrervortrag sollte griindlich durchdacht und vorbereitet werden, damit
es wirklich gelingt, die Schiiler auch emotional anzusprechen und mitzureien.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.1.1.: Uberfiihren von Gleichungen und
Ungleichungen mit Variablen in Aussagen durch Einsetzen von Zahlen (Lerneinheit 4 2)

Die Begriffe ,,Term*, ,,Gleichung®, ,,Ungleichung®, ,,Lésung®, ,,Lésungsmenge* wer-
g 3 g g 3! g
den wiederholt. Die Abhingigkeit der Losungsmenge vom Grundbereich wird erértert.

Gliederung:

(1) Ubung im Berechnen von Termen

(2) Die Entstehung von A aus Gleichungen bzw. Ungleichungen mit einer Variablen

(3) Die Abhangigkeit der Lo vom vorgegel Variablen-Grundbereich

(4) Ubungen zur Untersuchung des Wahrheitswertes von Aussagen, die durch Belegung
aller Variablen entstanden sind

Methodische Hinweise:

Zu (1): An die Kontrolle der Hausaufgabe schlieBt sich eine kurze Wiederholung zum
Begriff ,, Term* anhand der Ausfithrungen (Lb 5) an, die eine Ubung im Berechnen des
Wertes von Termen einleitet. Nachdem noch einmal ein Beispiel an der Tafel von einem
Schiiler vorgerechnet und kommentiert worden ist, losen die Schiiler selbstindig den
Auftrag A 2a (Lb 5). Beim Vergleich der Ergebnisse wird erértert, daB bei (1) die
Menge N, bei (2) die Menge R und bei (3) die Menge R* als Variablen-Grundbereich
gelten konnte. An der Aufgabe d (2) des Auftrages A 2 (Lb 5) sollte der Lehrer zeigen,
dafl auch der Bereich der rationalen Zahlen, vermehrt um die irrationalen Zahlen
(der Begriff ,,reelle Zahlen* wird erst in Klasse 9 definiert, die Schiiler kennen aber
schon irrationale Zahlen), noch nicht ausreicht, alle Terme zu berechnen.

Zu (2): Anhand des Beispieles A 6 (Lb 6) crortert der Lehrer in einem Unterrichts-
gesprich, daBl die Losung von Sachaufgaben oft zu Ungleichungen oder, wie aus friihe-
ren Klassen bekannt, zu Gleichungen mit einer Variablen fithrt. Auf der Grundlage der
in der 1. Stunde erteilten Hausaufgabe (Lerneinheit A 2 durchlesen) wird kurz wieder-
holt, was man unter dem ,,Losen‘* einer Gleichung bzw. Ungleichung verstcht.

Zu (3): Bei der Problemanalyse zum Beispiel A 6 sollte der Lehrer die Schiiler selber
finden lassen, daB der Variablen-Grundbereich nur die Menge N sein kann.
Durch ein einfaches Beispiel wird den Schillern wieder in Erinnerung ge-
bracht, daB bei formalen Ungleichungen bzw. Gleichungen mit einer Variablen der
Variablen-Grundbereich angegeben werden muB. Es gibt ja in diesem Fall keinen Sach-
verhalt, aus dem man auf einen Variablen-Grundbereich schlieBen kénnte. Zu
jeder Gleichung bzw. Ungleichung, in der Variablen vorkommen, wird also die An-
gabe zum Variablen-Grundbereich (z. B. in der Form a € N, falls a die Variable und
N der zugrunde liegende Variablen-Grundbereich ist) beigefiigt. Im Aufgabenteil des
Lehrbuches ist allerdings des ofteren vereinfacht worden, indem fiir einen ganzen
Komplex von Aufgaben festgelegt wurde, daB8 alle darin vorkommenden Variablen
Zeichen fiir rationale Zahlen sind.
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Dazu wird folg

des Tafelbild
T vorg

Abhéngigkeit der Losung; ge vom Variablen-Grundbereich
Gleichung/Ungleichung Variablen-Grundbereich Lésungsmenge
3a< 7 Menge aller Primzahlen L={2
N L=1{0;1;2
R* alle gebrochenen Zahlen,
die kleiner als % sind
44+x=2 R* L=p
R L={-2

Der Lehrer sollte diese Gelegenheit auch nutzen, um den Schiilern noch einmal bewuSt-
zumachen, daB gerade die Notwendigkeit, solche Gleichungen zu lésen, der AnlaB war,
die Zahlenbereiche immer wieder zu erweitern, und daB mit der Menge der rationalen
Zahlen ein Variablen-Grundbereich zur Verfiigung steht, in dem die Grundrechen-
operationen mit Ausnahme der Division durch Null stets ausfiihrbar sind.
Zu (4) : Zur Vertiefung dieser Gedanken und zugleich zur weiteren Entwicklung der
Fihigkeit, Gleichungen bzw. Ungleichungen durch Belegung der Variablen in wahre

Arbeitsblatt

Gleichung/
Ungleichung

Beantworte mit ja oder nein! Gehort die Lo
reich IV, R*, G oder R an oder handelt es sich um eine irrationale Zahl?

Menge der
irration. Zahlen

N

R* G

dem Zahl

1

R

2x +5=1
2+ T=1
2x + 4
2w +5=—17

ja

ja

nein

Bild 1.1

3%

35



Aussagen zu iiberfiihren (das kalkiilmiBige Lésen von Gleichungen wird vor allem im
Stoffabschnitt ,,3.4. Lésung lincarer Gleichungen® weiter gefestigt, und die Erarbeitung
eines Kalkiils zur Losung von Ungleichungen erfolgt erst in Klasse 9 in der Stoffeinheit
,,2.1. Lineare Ungleichungen®), sollte sich nun eine Ubung anschlieBen. Dazu eignet sich
eine Auswahl aus den Aufgaben al0 bis 13 (Lb 99).

Auch ein Arbeitsblatt (* Bild 1.1.) wire gut geeignet, die Einsicht der Schiiler in den
Zusammenhang zwischen Losungsmenge und Variablen-Grundbereich zu vertiefen.
Als Hausaufgabe wird die Aufgabe a 8 (Lb 99) empfohlen.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.1.1.: Das Beschreiben mathematischer Zu-
sammenhinge mit Hilfe von Variablen (Lerneinheit A 3)

Es darf vorausgesetzt werden, daB die Eigenschaften der Addition und Multiplikation
rationaler Zahlen den Schiilern geldufig sind. Das trifft auch auf die Darstellung der
entsprechenden Gesctze in Form von Gleichungen mit Variablen zu. Bereits im 5. Schul-
.jahr bei der systematischen Behandlung des Bereichs der natiirlichen Zahlen wurden sie
formuliert und eingeprigt, und auch im 6. Schuljahr bei der ErschlieBung des Bereichs
der gebrochenen Zahlen und im 7. Schuljahr im Bereich der rationalen Zahlen wurde die
Giiltigkeit dieser Gesetze bewiesen bzw. an Beispielen verdeutlicht. Die Lehrbuchseiten
6 und 7 cignen sich deshalb gut zum Selbststudium, das als vorbereitende Haus-
aufgabe erfolgen sollte.

Im Unterricht muB zuniichst herausgearbeitet werden, dal zum Beispiel die Gleichung
a + b = b + a keine Aussage ist, also auch keine wahre Aussage und damit kein Satz
sein kann. Es wird igg Unterrichtsgesprich geklirt, daB offensichtlich beim Einsetzen
jeder beliebigen rationalen Zahl fiir @ und b eine wahre Aussage entsteht und daBl man
durch diesen Zusatz mit Hilfe der Gleichung a + b = b + a eine wahre Aussage
formulieren kann. Durch cine Gegeniiberstellung an der Tafel wird es dem Schiiler deut-
lich gemacht.

keine Aussage (wahre) Aussage
at+b=b+ta Fiir alle rationalen Zahlen e und b gilt:
a+b=b+a

Fiir den Erfolg dieser Unterrichtsstunde ist entscheidend, daB den Schiilern bewuBt
wird: Withrend sie bisher Gleichungen bzw. Ungleichungen mit Variablen lediglich

durch das Einsetzen einzelner Elemente aus einem vorgegeb Variablen-Grund-
bereich in wahre Aussagen iiberfithrt haben, sind sie nunmehr imstande, Aussagen iiber
cinen g Zahlenbereich zu hen, indem sie die Variablen mit Hilfe der ein-

gefiihrten Redeweisen binden. Am Beispicl der Aufgabe a 15b (Lb 100) wird die Not-
wendigkeit der Redeweise ,,cs gibt ..., so daB gilt ... erliutert. Um erste Fertig-
" keiten im Gebrauch solcher Quantifikatoren bei den Schiilern zu entwickeln, sollte eine
iindliche Ubung angeschl werden, in der die Schiiler die bekannten Sitze der
Addition und Multiplikation unter Verwendung der Redeweise , fiir alle ... gilt* bzw.
,fiiir beliebige . . . gilt“ formulieren. Als schriftliche Ubungen eignen sich Aufgabe a 15
(Lb 100) und Aufgabe a 16 (Lb 100), wobei bei der letzteren besonders auf die Formu-
lierung der Ergebnisse geachtet werden sollte.
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Zusammenfassung:

Wie die vorliegenden Ausfiihrungen zeigen, wird empfohlen, jeden Schwerpunkt in einer
Unterrichtsstunde zu behandeln. Bei der Betrachtung zu verschiedenen Variablen-
Grundbereichen wurde der Leitlinie ,,Zahlenberelchserweiterungen entsprochcn, und
im zweiten Schwerpunkt wurden die Leitlinien ,,Gleich und U; gen“ sowie
,»Mengen* beriicksichtigt. Durch die Wicderholungen und Ubunﬂen wurde bei den
Schiilern das Ausgangsniveau fiir die Einfithrung kalkiilmaBiger Umformungcn von
Termen mit Variablen geschaffen. Die Schiiler lernten wichtige Quantifikatoren kennen
und erwarben erste Fertigkeiten im Umgang mit ihnen. Durch die Einfiihrung neuer
fachspezifischer Redeweisen wurde gleichzeitig an der weiteren Entwicklung der sprach-
lichen Bildung der Schiiler gearbeitet. Als Beitrag zur staatsbiirgerlichen Erziehung
wurde den Schiilern wieder einmal verdeutlicht, welche wichtige Rolle die Mathematik
bei der Erfassung von GesetzmaBigkeiten der objektiven Realitit spielt. Damit wurde
zugleich eine Motivation fiir das ganze Stoffgebiet gegeben.

1.2. Rech i unter Verwendung von Variablen (15 Stunden)

1.2.1. Vielfachbildung, Addieren und Subtrahieren unter Verwendung von Variabl
(1 Stunde; Lerneinheit A 4)

Schon in Klasse 7, in der Stoffeinheit ,,2.3. Addition und Subtraktion rationaler Zahlen*,
lernten die Schiiler, den Begriff ,,Summe* auf Terme zu erweitern, in denen rationale
Zahlen durch Additionszeichen oder (und) Subtraktionszeichen verkniipft werden.
Ebenfalls in der 7. Klasse wurde in der Stoffeinheit ,,3.1. Aqmvalente Gleichungen** der
Begriff ,,Koeffizient* eingefiihrt. Der Lehrer sollte an die entsprechenden Stoffinhal
ankniipfen und den Schiilern zeigen, daB die beiden Begriffe sinnvoll beim Addieren
und Subtrahieren unter Verwendung von Variablen zu verwenden sind. Das Vorgehen
beim additiven Zusammenfassen mehrerer Vielfachen der gleichen Variablen wird den
Schiilern mit Hilfe des Distributivgesetzes kurz begriindet.

Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.1.: Vielfachbildung, Addieren und Subtrahieren
unter Verwendung von Variablen (Lerneinheit A 4)

Die Stunde sollte mit einer Ubung zur Addition und Subtraktion rationaler Zahlen
begonnen werden. Dabei muB den Schiilern bewuBtgemacht werden, daB sich die
Subtraktion rationaler Zahlen durch die Addition der zum Subtrahenden entgegen-
gesetzten Zahl zum Minuenden ersctzen LiBt. In diesem Zusammenhang wird der Begriff
,.Summe* wiederholt und der neue Begriff ,,Glied einer Summe* eingefiihrt, der durch
laufende Verwendung im nachfolgenden Unterricht zu festigen ist. Anhand einer linea-
ren Gleichung mit einer Variablen (z. B. 3x +4- 9 4 5x = 2x — 3) zeigt der Lehrer, dafl
es notwendig ist, Glieder mit Variablen zusammenzufassen. Er erliutert den Schiilern,
daB es sich bei den Termen 3x; 5x; 2x um Vielfache von x handelt. Dazu kénnte fol-
gendes Tafelbild entwickelt werden:
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Vielfachbildung

Das Vierfache von 3
Das Vierfache von x

3+3+3+3=4-
xtxt+txtax=4-
x+x=2-
x+x+xt+xta=35-

Das Doppelte von x
Das Fiinffache von x

R 8 ®R W

Allgemein: 4x; 2x; 5x sind Vielfache von x

Durch die Lésung der Gleichung werden die Schiiler daran erinnert, wie sie die Glieder
mit gleichen Variablen addiert haben, und es wird die Frage aufgeworfen, auf Grund
welchen Gesetzes fiir den Bereich der rationalen Zahlen eine Zusammenfassung der
Glieder in dieser Weise maglich ist. Mit Hilfe der Ausfiihrungen (Lb 7f) wird erortert,
daB dabei das Distributivgesetz zur Anwendung kommt. An einem Beispiel, das an der
Tafel vorgerechnet wird, muBl der Lehrer dann die Schrittfolge bis zum Ergebnis kenn-
zeichnen. Ubungen wic in der Aufgabe a 17f (Lb 100) schlieBen sich an.

Zusammenfassung:

Als Ergebnis dieser Stunde sollen sich die Schiiler die Schrittfolge bei der Addition und
Subtraktion unter Verwendung von Variablen cingeprigt haben. Weitere Ubungen
dazu erfolgen immanent in der nichsten Unterrichtseinheit.

1.2.2. Addition und Subtraktion von Summen
(4 Stunden; Lerneinheiten A 5 bis 7)

Die Bedeutung von Klammern in Termen ist den Schiilern bekannt. Es muB ihnen
zuniichst gezeigt werden, daB es mitunter notwendig ist, Klammern aufzulésen, weil
man die Summe bzw. Differenz nicht berechnen kann. Es erfolgt cine Fallunterschei-
dung:

1. Vir der Klammer steht ein Pluszeichen;

2. Vor der Klammer steht ein Minuszeichen.

Tiir beide Fille sollte das Vorgehen erarbeitet und begriindet werden. Durch Ubungen
werden zunichst entsprechende Rechenfertigkeiten entwickelt, bevor auf das Setzen
von Klammern eingegangen wird. An Termen mit mehrfachen Klammern iiben sich die
Schiiler darin, die gelernten Regeln auch auf etwas kompliziertere Sachverhalte anzu-
wenden, und entwickeln damit ihre Fertigkeiten im Auflésen von Klammern weiter.
Dabei darf aber keinesfalls iiber die Forderungen des Lehrplaneshinausgegangen werden.
(Vergleiche Lehrplan S. 68.)

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.1.2.: Das Auflésen von Klammern, vor denen
ein Fluszeichen steht (Lerneinheit A 5)

Durch die Gegeniiberstellung eines Terms ohne Variablen und eines Terms mit Varia-
blen, die beide Klammern enthalten, wird den Schiilern gezeigt, daf}, wenn in der Klam-
mer Glieder mit unterschiedlichen Variablen vorkommen, diese zunichst nicht zusam-
mengefaBt werden konnen. Es wird nach einem Ausweg gesucht. Der Lehrer verweist
auf die Anwendung der Rechengesctze fiir rationale Zahlen. Mit Hilfe der Ausfithrungen
(Lb 9) sollten die Schiiler selber auf den Ausweg kommen kénnen. Es wird Satz A 1
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Arbeitsblatt

Das Auflisen von Klammern, vor denen ein Minuszeichen steht

a b ¢ | b+c |a-(b+c) | a-b-c | b-¢ |a-(b-c) | a-b+c
8 3 3 2 [ & -6 24 2%
8 | 35| n
-7 6 | -8
08 | 04 o1
5111 2
4 2 J
38 |-06 | 11
Fiir alle rat. Zahlen
a, b, ¢ git:

1. Vergleiche Spalten 5 und 8 sowie Spalfen 8 und 9!

2. Formuliere Deine Erkenntnis mit Hilfe der gegebenen Variablen und trage sie
in die Kdstchen ein!

3. Kinnen wir die beiden Gleichungen als Satz-fiir das Rechnen mit rationalen
Zahlen formulieren 2 Begriinde Deine Entscheidung!

Bild 1.2.



(Lb 9) gelesen. Dabei sollte auch die Anwendung der eingefiihrten Quantifikatoren
wieder geiibt werden. Die hlieBenden Ubungen dienen sowoh! der Entwicklung von
Fertigkeiten im Auflésen von Klammern als auch der Festigung der Addition und
Subtraktion unter Verwendung von Variabl Dabei sollte auf den Schritt ,,Ordnen
der Glieder vorlaufig noch nicht verzichtet werden.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.2.: Das Auflésen von Klammern, vor denen
ein Minuszeichen steht (Lerneinheit A 6)

Dieser zweite Schwerpunkt sollte ganz der Festigung mathematischer Denk- und Arbeits-
weisen dienen. Durch das Ausfiillen eines Arbeitsblattes (Bild 1.2.) werden die Schiiler
zundchst zu der Vermutung gebracht, daB sich beim Auflésen von Klammern, vor
denen ein Minuszeichen steht, eine Anderung aller Plus- und Minuszeichen in der
Klammer in die zu ihnen entgegengesetzten Zeichen nétig macht. An dieser Stelle wird
es dann besonders wichtig zu betonen, da8 fiir die Richtigkeit dieser Vermutung der
Beweis zu erbrmgen ist. Wir empfehlen dem Lehrer, sich an den im Lehrbuch aus-
gefithrten Beweisgang hlieBen und ihn in einem Unterrichtsgespriach zu er-
lautern.

Sehr wichtig fiir die Anwendung der Regel ist es, jedem Schiiler bewuBtzumachen, dafl
mit der Klammer auch das Minuszeichen vor der Klammer wegfillt, da die gebildeten
entgegengesetzten Zahlen ja zu addieren sind.

Durch Ubungen im Auflésen von Klammern und im Zusammenfassen von Gliedern mit
Variablen werden die zu entwickelnden Fertigkeiten weiter ausgebxldet Darch das
Setzen von Klammern in Termen mit Variablen wird die Einsicht in die Regeln weiter
vertieft. Dabei geniigt es, sich auf wenige Beispiele zu beschranken.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.2.: Das Auflosen von mehrfachen Klammern
(Lerneinheit A 7)

Beim Vereinfachen von Summen mit mehrfachen Klammern iiben sich die Schiiler im
Anwenden der erarbeiteten Regeln. Dabei sollte man die schwicheren Schiiler auf das
Auflésen der Klammern ,,von innen nach auBen‘ orientiercn und sie nicht durch das
Erértern beider Methoden verwirren.

Von Schiilern, die der Lehrer auf mathematischem Gebiet zu fordern beabsichtigt, sollte
man allerdings verlangen, daB sie sich auch die Methode des Auflésens von ,,auen nach
innen* erarbeiten und daB sie in beiden Methoden sicher sind.

Zusammenfassung:

Fiir die Verteilung der Schwerpunkte auf Unterrichtsstunden wird empfohlen, fiir den
ersten und dritten Schwerpunkt je eine Unterrichtsstunde zu verwenden, wihrend fiir
den zweiten Schwerpunkt zwei Unterrichtsstunden vorzusehen sind. Am Ende der
zweiten Unterrichtseinheit sollten die Schiiler im Addieren und Subtrahieren rationaler
Zahlen unter Verwendung von Variablen sicher geworden sein. Dabei sollte ihnen das
Auflésen von Klammern keine Schwierigkeiten bereiten. Ihre Fertigkeiten im Addieren
rationaler Zahlen und im Rechnen mit gebrochenen Zahlen sollten zugenommen haben,
das Beweisbediirfnis der Schiiler und ihr Verstiandnis fiir das logische SchlieBen inner-
halb eines Beweisverfahrens weiter entwickelt worden sein. Vor allem der zweite Schwer-
punkt dieser Unterrichtseinheit sollte einen Beitrag zur Schulung des logischen Den-
kens der Schiiler, zur Erziechung zu wissenschaftlicher Strenge und Exaktheit (Leit-
linie ,,Beweisen und Herleiten*) leisten.
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1.2.3. Multiplizieren und Dividieren veon eingliedrigen Ausdriicken mit eingliedrigen
Ausdriicken bzw, durch eingliedrige Ausdriicke (2 Stunden; Lerneinheiten A 8
wad 9)

Auch bei der Multiplikation unter Verwendung von Variablen ist den Schiilern bewuBt-
zumachen, da wir nicht Variablen, sondern Zahlen miteinander multiplizieren, daB cs
also um eine Zusammenfassung, eine Vereinfachung der Terme geht. Wihrend bei dér
Addition gleicher Summanden eine Verkiirzung der Schreibweise erreicht wird, indem
man das Vielfache des gleichen Summanden bildet, fiihrt die Multiplikation gleicher
Faktoren zur Bildung von Potenzen. Durch die Potenzschreibweise und unter Anwen-
dung des Assoziativgesetzes und Kommutativgesetzes der Multiplikatibn rationaler
Zahlen kommt man zu einer wesentlich kiirzeren Schreibweise der Terme. Fiir die Ver-
einfachung von Quotienten ist der Satz wichtig, daB fiir jede von Null verschiedene
rationale Zahl @ gilt: a:a = 1. Auf der Grundlage dieser GesetzmiBigkeiten iiben sich
dic Schiiler dann im Vercinfachen von Produkten und Quotienten, die Variablen ent-
halten. Zu Beginn dieser Unterrichtscinheit sollte mit den Schiilern die Multiplikation
und Division rationaler Zahlen wiederholt werden. Dabei kénnte man darauf hinweisen,
daB man die in Klasse 7 gelernten Rechenregeln nunmehr mit Hilfe von Variablen sehr
iibersichtlich und knapp darstellen kann. Keinesfalls diirfen die Schiiler den Eindruck
erhalten, daB sie im Zusammenhang mit der Verwendung von Variablen neue Regeln
zu lemen haben.

Erster Schwerpunkt der Unterrichiseinheit 1.2.3.: Multiplizieren eingliedriger Ausdriicke
mit eingliedrigen Ausdriicker. (Lerneinheit A 8)

Fiir die erste Stundc sollte vor allem der Gedanke im Vordergrund stehen, da8 es fiir das
Rechnen unter Verwendung von Variablen im Grunde keine neuen Rechenregeln gibt,
sondern daB es darum geht, die bereits bekannten GesetzmiBigkeiten im Bereich der
rationalen Zahlen bewuBt zu nutzen. Zur Verwirklichung dieses Gedankens wird der
nachfelgende Stundenentwurf vorgeschlagen:

Thema: Das Multiplizieren eingliedriger Ausdriicke mit eingliedrigen Ausdriicken unter
Verwendung von Variablen

Glicderung :

(1) Wiederholung: Multiplikation rationaler Zahlen; Nutzung des Assoziativgesetzes und
Kommutativgesetzes der Multiplikation zur Erzielung von Rechenvorteilen

(2) Erarbeitung einer Schrittfolge zur Vereinfachung von Produkten mit Variablen

(3) Anwendung dieser Schrittfolge auf Beispiele

Methodische Hinweise:

Zu (1): Als vorbereitende Hausaufgabe haben die Schiiler den Auftrag erhalten, die
Regeln fiir das Multiplizieren rationaler Zahlen zu wiederholen und sich zu jedem Fall
ein Beispicl aufzuschreiben. Nachdem ein Schiiler in Form eines Kurzvortrages zu den
Regeln gesproches und diese an Beispielen an der Tafel erliutert hat, 16sen die Schiiler
entsprechende Aufgaben, die der Lehrer auf einer Lichtschreiberfolic vorbereitet hat.
Dabei werden die Schiiler auch angehalten, den Rechenstab zu benutzen.
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Beispicle fiir die Ubung:
(—3,8) - (-+6,3) (—0,25) - (+1.8) - (—4)

(— %) : (— %) (+125) - (—0,1) - (—8) - (—10)

An den rechten Beispielen wird gezeigt, daB es giinstig ist, das Assoziativgesetz und das
Kommutativgesetz der Multiplikation zu nutzen:

[(—0,25) - (—4)] - (+ 1.8) = (+1) (+1.8)

[(+125) - (=8)] - [(=0.]) - (—10)]—(—11 000) - (+1)

Zu (2): Ankniipfend an den 1. Stundenabschnitt gibt der Lehrer den Impuls:,,Wir
wollen sehen, wie man Produkte mit Variablen unter Benutzung der Eigenschaften
der Multiplikation rationaler Zahlen vereinfachen kann!“ Die Schiiler lesen zunachst
Beispiel A 20 (Lb 12). Im anschlieBenden Unterrichtsgesprich wird die dort angegebene
Schrittfolge erortert und erlautert. Dabei sollten sich die Schiiler darin iiben, die einzel-
nen Schritte jeweils mit dem entsprechenden Gesetz aus dem Bereich der rationalen
Zahlen zu begriinden.

Zu (3): An einigen Beispielen wird die Schrittfolge dann gefestigt (Aufgabe a 27, Lb 100).
Als Hausaufgabe sollten die Aufgaben a 25 und 26 (Lb 100) gestellt werden.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.3.: Das Dividieren eingliedriger Aus-
driicke durch eingliedrige Ausdriicke (Lerneinheit A4 9)

Am Anfang sollte man unbedingt Ubungen zur Division gebrochener Zahlen in Dezimal-

bruchdarstellung durchfiihren. Die Schiiler miissen sich ins Gedichtnis zuriickrufen,

daB es notwendig ist, den Divisor kommafrei zu machen.

Die fiir die Division angegebene Schrittfolge (Lb 13) ist fiir den Schiiler ochne weiteres

emzusehen. Es empfiehlt sich, die Darstellung in Bruchform auch in den Ubungen
5 < ubehal Besond

en. [ en Wert so]lte man auf die Feststellung legen, da3

. xx
fiir alle x 3= 0 in x2: x = —— der Quotlent — =1 ist, weil sonst spiter beim Ausklam-
x x

mern oft falsch gerechnet wird. So kann man bisweilen den Fehler
3a2 4 ab + a =a (3a + b)

antreffen. Nach jeder Loésung einer Divisionsaufgabe sollte man von den Schiilern
die Probe durch Multiplikation des Quotienten mit dem Divisor fordern, um gleich-
zeitig das Multiplizieren weiter zu festigen. Das wird bei der Mehrzahl der in den
Nummern a 28 und 29 (Lb 101) enthaltenen Aufgaben im Kopfe méglich sein und so-
mit keinen groBen zusitzlichen Zeitaufwand fordern. Auch fiir die Division sollte der
Rechenstab verwendet werden.

Zusammenfassung:

Fiir die Behandlung eines jeden Schwerpunktes miifite je eine Stunde ausreichen. Am
Ende der Unterrichtseinheit sollten die Schiiler die Schrittfolgen fiir die Multiplikation
und Division kennen. Ausreichende Fertigkeiten werden aber sicher erst iu der nichsten
Unterrichtseinheit bei der Multiplikation von Summen und beim Ausklammern ent-
wickelt werden kénnen.
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1.2.4. Umformen von Summen in Produkte durch Auskl n eines i
Faktors aller Glieder (2 Stunden; L inheit A 10)

Diese Unterrichtseinheit hat als Hauptziel, eine neue Art der Umformung von Termer
einzufiihren und zu iiben. Dariiber hinaus dient sie aber auch der Festigung von Kennt-
nissen und der weiteren Entwicklung von Fertigkeiten im Multiplizieren und Dividieren
unter Verwendung von Variablen. Gleichzeitig sollen sich die Schiiler hier besonders im
Erkennen und Beschreiben der Struktur von Termen iiben. Da durch die Umformungen
keine offensichtliche Vereinfachung der Terme erfolgt, sollte eine Motivation am Anfang
stehen, die dem Lehrer gestattet, darauf hinzuweisen, daB solche Umformungen fiir das
Rechnen mit Quotienten in Klasse 9 notwendig sind.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.4.: Motivation der Umformung von Summen
in Produkte (Lerneinheit A 10)

Zur Sicherung des notwendigen Ausgangsniveaus sollten sich die Schiiler am Anfang
der Stunde darin iiben, Produkte in Faktoren zu zerlegen. Nach einer kurzen Ein-
fithrung an wenigen Beispielen rechnen die Schiiler selbstandig, z. B.:

48=2.24=3.16=4.12=6-8

5a% =5-a% =5a-ab =5a%+-b=>5b-a% =5ab-a
Um die Umformung von Summen in Produkte zu motivieren, kann man das Problem
; % zu kiirzen. Nachdem eventuell an einem Zahlenbeispiel
noch einmal herausgearbeitet worden ist, daB man in einer Summe nicht kiirzen kann,
wird als Ausweg die Umformung der Summe in ein Produkt erkannt. Die Schiiler werden
an das additive Zusammenfassen von Vielfachen einer Variablen erinnert, das auf
Grund des Distributivgesetzes fiir rationale Zahlen erfolgte. (Siehe Lerneinheit A 4,

Lb 7Y
Dazu kénnte das Tafelbild 1.3. entworfen werden.

. 2a
stellen, den Quotienten

Das Auskl als A dung des Distributivg
Faktor, Faktor, S:mmand, Summand,
2 (A O) AN-O
multiplizieren
Produkt m Summe

Bild 1.3.

Bei der Erarbeitung des Tafelbildes muB vom Lehrer herausgearbeitet werden, daB das
Dlstn.butwgesetz die Mu.ltxphkatlon einer Summe mit einem Faktor gestattet, ohne
diese vorher berech zu (Die Schiiler haben das Gesetz bereits im 3. Schul-
jahr in diesem Sinne angewandt.) Zugleich mu er ihnen mitteilen, da man die An-
wendung des Distributivgesetzes zur Umformung einer Summe in ein Produkt als
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auskl n* bezeichnet. An einigen einfachen Beispielen sollte das Verfahren dann

° P
d

gefestigt werden. Dazu wird fol Form vorgeschlagen:
6x + 4y = 2~3x+2~2y
—2.(3x+2)
Dabei sollte man den auszuklammernden Faktor und die beiden Faktoren, die als
Summanden in die Klammer k verschiedenfarbig 1 ich Zum Schluf

. 2a —
sollte man zum Ausgangsproblem o2 zuriickkehren und den Schiilern bewuBt-

machen, daB sie nunmehr durch ,,Ausklammern* das Problem l6sen kénnen:

2a — 2b 2(a—b) l(a—b)
1

3 3 =a-—b

Dieses Erfolgserlebnis kann man dann auch nutzen, um weitere Ubungen zu motivicren.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.4.: Festigung des Auskl, ns durch
Ubungen (Lerneinheit 4 10)

Der Tatsache entsprechend daB eine Funktion dieser Unterrichtseinheit auch darin
besteht, die Fertigkeiten im Mult!phzteren und Dividieren unter Verwendung von
Variablen welterzuentwmkeln, wird eine Ubung vorgeschlagen, die zugleich das not-
dig; gsniveau der Schiiler fiir diesen Schwerpunkt sichern soll. Rationell ist
folgendes Verfahren: Die Schiiler schreiben die Ordinalzahlen 1 bis 10 in ihr Heft. Der
Lehrer schreibt die erste Aufgabe an, welche die Schiiler im Kopf losen. Auf ein Kom-
mando schreiben sie das Ergebnis hinter die Nummer 1 usw. Dabei mu8 jeder Schiiler
jede Aufgabe rechnen, und es ist eine schnelle Kontrolle iiber den erreichten Grad der
Fertigkeiten moglich. Fiir das Kopfrechnen eignen sich Aufgaben wie folgende:

2
3a2- 4a3; %; 28a — 40a; 13-"—; 16b - 7c; 25a + 6b(!)

X

2

Fiir die Entwncklung von Fertigkeiten und die Festigung des Verfahrens ist es wichtig,
den Schiilern eine Schrittfolge fiir das Auskl n bewuf3

1. Ermittle die gemeinsamen Faktoren aller Summanden, und schreibe sic hinter das
Gleichheitszeichen!

2. Dividiere jeden Summanden durch diese Faktoren und schreibe die Quotienten in
die Klammer!

Nach dieser Schrittfolge sollten die Schiiler dann dic Aufgaben A 30 bis 32 (Lb 101) mit
zunehmender Selbstindigkeit l6sen. Als Probe sollte man auch wieder ausmultiplizieren
lassen, um damit zugleich fiir die nichste Unterrichtseinheit vorzuarbeiten.

Zusammenfassung:

Fiir jeden Schwerpunkt sollte eine Unterrichtsstunde verwendet werden. AuBer zur
Einfiihrung des Ausklammerns dient die Unterrichtseinheit auch dazu, das sprachliche
Ausdrucksvermogen der Schiiler zu entwickeln, die richtige Verwendung mathe-
matischer Termini zu iiben und eine ausreichende Sicherheit im Multiplizieren und
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Dividieren unter Verwendung von Variablen zu erzielen. Die Schiiler sollen das Ver-
fahren zur Umformung von Summen in Produkte kennen und ihre Fertigkeiten im
Ausklammern so weit entwickelt haben, daB sie einfache Terme umformen kénnen.

1.2.5. Multiplizieren von S mit S (3 Stunden; Lerneinheit A 11)

In der Unterrichtseinheit ,,Multiplizieren von Summen mit Summen* erfolgt eine
komplexe Anwendung des bisher in diesem Stoffgebiet erworbenen Wissens bzw. der bis
dahin entwickelten Fertigkeiten. Deshalb erscheint es zweckmiiBig, in einer Kurzarbeit
den Leistungsstand der Schiiler zu iiberpriifen, damit man auf eventuelle Unsicher-
heiten in der Verwendung der Variablen bei den einzelnen Rechenoperationen in dieser
Unterrichtseinheit eingehen kann. Durch den Beweis zum Satz A 3 (Lb A 15) wird ein
weiterer Beitrag zur Verfolgung der Leitlinie ,,Beweisen® gelei , und eine Gegeniiber-
stellung zum Wortlaut des Satzes 3 macht den Schiilern noch einmal deutlich, wie die
Darstellung mathematischer Zusammenhinge durch die Verwendung von Variablen
an Ubersichtlichkeit und Klarheit gewinnt.

Die Ubuugen miissen einerseits dazu dicnen, daB sich die Schiiler das Verfahren der
Multiplikation zweier Summen ecinprigen, andererseits aber auch die Fertigkeiten im
Addicren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren unter Verwendung von Variablen

ichenden MaBe ausbild

in einem
Deshalb ist es notwendig, daB in diese Unterrichtseinheit auch Diviei fgaben und
das ,,Auskla n* ei hl werden.

-

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.5.: Vorschlag fiir eine schriftliche Kurz-
kontrolle (Lerneinheit A 11)

Punkte

1) 3,1c — 2,8b + 4,9c — 0,4b (Fasse zusammen) (%))
2) 4ab?- 3ab - 0,9ab® 2)
3) (—38x%): (4 1,92y) @
4) 15a: 60f @)
5)%7—(%:—%r)+(%s+~;4) 3)
6) 0,8x (10x2 — 0,1xy — y) )
7)- Klammere gemeinsame Faktoren aus:

4ab? — 144a%? - 28a%b! )

Fiir die Arbeit sollte man 15 Minuten reine Arbeitszeit rechnen.

Zuweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.5.: Beweis des Satzes: Fiir alle rationalen
Zahlen a, b, ¢ und d gilt: (a + b) (¢ + d) = ac + ad -+ bc + bd (Lerneinheit A 11)
Innerhalb der Beweisfiihrung ist vor allem der Grundgedanke herauszuarbeiten, daB
wir mit Hilfe bereits bewiesener Sitze auf die Wahrheit einer neuen Aussage schlieBen
diirfen, die dann ihrerseits wieder einen Satz darstellt. Beim Beweis des Satzes iiber die
Multiplikation zweier zweigliedriger Summen benutzen wir mehrfach das Distributiv-
gesetz. Im Mittelpunkt der Beweisfiihrung kionnte folgendes Tafelbild stehen:
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Behauptung: Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ und d gilt:

(@+b):(c+ d)=ac+ ad + bc + bd

Beweis: ‘Wir setzen fest: ¢ + d = m.
Nach dem Distributivgesetz gilt:

(@+b)-m=a-m+b-m

Wegen ¢ + d = m gilt:

@+b) Ct+d=a @+ +b-(c+d.

Auf den rechten Term wenden wir nochmals das Distributivgesetz an und

erhalten:

| (@a+b) (c+d)=ac +ad+bc+bd |,

was zu beweiscn war.

Diese Aussage sollte unbedingt auch mit Worten formuliert werden, so wie das im
Lehrbuch auf Seite 15 angeben wird.

Drinter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.5.: Ubungen zur Multiplikation einer
Summe mit einer Summe (Lerneinheit A 11)

Zu Beginn der Ubungen bietet sich eine gute Gelegenheit, den Schiilern bewuft-
zumachen, welche grole Bedeutung ein systematisches Vorgehen fiir das fehlerfreie
Rechnen besitzt. Es ist zu empfehlen, zuniichst einmal alle Glieder der zweiten Summe
mit dem ersten Glied der ersten Summe zu multiplizieren, dann alle Glieder der zweiten
Summe mit dem zweiten Glied der ersten Summe usw. Dadurch wird gesichert, dafl auch
wirklich alle Produkte gebildet werden. Dariiber hinaus kann man die Schiiler finden
lassen, daB die Anzahl der entstehenden Produkte durch Multiplikation der Anzahl der
Glieder in beiden Summen berechnet werden kann. Zur Veranschaulichung des Vor-
gehens konnte das Tafelbild 1.4. dienen.

6
/'\’QS
(a+b)-(c+d+e)= ac  + ad +ae + b + bd + be
S~ 1 2 3 &4 5 6
7
2 %

Bild 1.4.

In Verfolgung der Leitlinie ,,Entwicklung der sprachlichen Bildung® sollte man die
Schiiler dazu anhalten, ihr Vorgehen zu kommentieren, etwa: ,,Ich multipliziere zuerst
alle Glieder der zweiten Summe mit dem ersten Glied der ersten Summe. Ich crhalte
die Produkte ac, ad und ae. Diese addiere ich. Nun multipliziere ich alle Glieder der
zweiten Summe mit dem zweiten Glied der ersten Summe ...*“ usw. Wihrend solche
Uhungen am Anfang stehen, bei denen ein Schiiler an der Tafel vorrechnet, seine Lo-
sungsschritte begriindet, Fragen seiner Klassenkameraden beantworten mufl und
schlieBlich fiir seine Leistung durch den Lehver eine Wertung erfihrt, miissen die

46



Schiiler spiter die Aufgaben selbstindig losen. Dabei kann man die Anforderungen
differenzicren, indem man z. B. leistungsstarken Schiilern einen Zettel mit komplizierten
Aufgaben aushiindigt oder mit einer Gruppe leistungsschwacher Schiiler noch einmal
eine Aufgabe an der Tafel durchrechnet. Dabei muB allerdings fiir jede Gruppe inner-
halb des Klassenverbandes eine Kontrolle der Ergebnisse garantiert sein. In diese
Ubungen sollte man auch einige Aufgaben einbauen, die die Schiiler zur Verwendung
des Rechenstabes veranlassen. Keinesfalls sollte eine Beschrinkung auf ganzzahlige
Koeffizienten oder gar auf natiirliche Zahlen erfolgen, da sich in diesem Falle die
Fertigkeiten im Rechnen mit rationalen Zahlen und im Umgang mit dem Rechenstab
sehr schnell verringern, zumal auch im folgenden Stoffgebiet die Maglichkeiten in dieser
Hinsicht begrenzt sind.

Als Ubungs- und als Hausaufgaben cignen sich die Aufgaben a 37 und 38 (Lb 101).

Zusammenfassung:

Es wird empfohlen, die Unterrichtseinheit in folgender Weise zu gliedern:

In der ersten Stunde sollten der erstc und der zweite Schwerpunkt behandelt werden.
Die Auswertung der Kurzkontrolle erméglicht es dem Lehrer, die Ubungen, fiir die zwei
Stunden zu planen sind, dem von der Klasse erreichten Niveau P und auch auf
einzelne Schiiler individuell einzugehen. Am Ende dieser Unterrichtseinheit miissen sich
alle Schiiler das Grundsitzliche der behandelten Verfahren angeeignet haben und die
Voraussetzungen besitzen, durch den stindigen Umgang mit Variablen in allen folgen-
den Stoffgebieten sicher beherrschte Fertigkeiten im Rech unter Verwendung von
Variablen zu entwickeln.

1.2.6. Beweisfiihrungen unter Verwendung von Variablen (1 Stunde; Lerneinheit A 12)

In dieser Unterrichtseinheit geht es vor allem darum, daB die Schiiler sich der Variablen
bei Beweisfithrungen bedienen lernen. Unter Beachtung der Leitlinie ,,Beweisen und
Herleiten* sollte man den Schiilern bei dieser Gelegenheit erneut vor Augen fiihren, da
cin fiir alle Elemente formulierter Satz nicht dadurch bewiesen werden kann, daB man
an einer Reihe von Einzelbeispielen die Richtigkeit der Aussage zeigt. Die Schiiler sind
zu der Einsicht zu fiihren, daBl gerade die Verwendung von Variablen, fiir die ja jedes
Element eines angegebenen Variablen-Grundbereiches eingesetzt werden kann, den Be-
weis fiir die Allgemeingiiltigkeit der betreffenden Aussage erméglicht.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.6.: Zusemmenstellung von Séitzen, die in den
Beweisfiihrungen Verwendung finden (Lerneinheit 4 12)

Ausgehend von einem Gegenbeispiel zum Beispiel A 32 (Lb 16) schafft der Lehrer die
Motivation fiir diese Unterrichtseinheit:
Die Verhiltnisgleichungen 3:4 =6: 8
und 1:2 =2: 4 stellen wahre Aussagen dar.
Durch Addition erhalten wir: 4:6 = 8: 12, ebenfalls eine wahre Aussage.
Dic SchluBfolgerung: Aus a:b=15b:d
und e: f=g:h
folge (a+€): (b +f) = (b +g): (@ +h)
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ist aber falsch, was folgendes Gegenbeispiel beweist:

1:3=3: 9 w.
5:4=10: 8 w.

6:7=13:17 f£.

Es erfolgt eine Zusammenstellung von Sitzen, die als Vorausset:
Beweisiibungen benétigt werden:

fiir die folgend

=)

Fiir alle rationalen Zahlen a, b, ¢ und d gilt:

(Vis) a+b=b+ta (Vi) a-b=b-a

(Vaa) (@ +b)+c=a+(b+¢) (Vay) (@-b)c=a-(b-¢)
(V) a(b+c)=ab+ac

(Va) (s +b)(c+d)=ac+ ad + bc + bd

Fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt:

(Vs) 2-a ist eine gerade Zahl

(Ve) 2a-+1 isteine ungerade Zahl

Zuweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 1.2.6.: Ubungen im Fiihren von Beweiscn
(Lerneinheit 4 12)

Zu den Ubungen eignen sich die Aufgaben a 39 und 40 (Lb 101). Man beginnt mit einer
einfacheren Aufgabe, etwa Nummer a 39b.
Das Tafelbild konnte folgendermaBen gestaltet werden:

Behauptung: Fiir alle rationalen Zahlen a, b gilt:

(a+b)(a—b) = at—bt |

Beweis: Nach (V,) gilt: (@ + b)(a — by = a? — ab + ba — b?
Nach (V1w) gilt: (a + b) (@ — b) = a* —ab + ab — b2

Wegen —ab + ab = 0 gilt: | (a + b)(a—b) =a’—b3| w.z b.w.

oder

Beh Fiir alle natiirlichen Zahlen a gilt:

(2a + 1)? ist eine ungerade Zahl.

Beweis: Nach (V,) gilt: (2a +1)(26 + 1) =4a>+2a+ 2¢ + 1
Nach (Vaa) gilt: 2a +1)(2a + 1) = 4a®> + 4a + 1
Nach (V,) gilt: (2a + 1) (2a + 1) =2 (2a® + 2a) + 1
Da 242 + 2a eine natiirliche Zahl ist, so gilt nach (V):

2 (2a% 4 2a) + 1 ist eine ungerade Zahl | w.z. b.w.
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Zusammenfassung:

Beide Schwerpunkte miissen in einer Stunde behandelt werden. Deshalb muB der erste
Schwerpunkt durch eine Hausaufgabe so gut vorbereitet werden, daBl die Zusammen-
llung der V. gen in 10 Minuten erfolgen kann. In den verbleibenden
35 Minuten konnten dann zwei Beweise erértert und von den Schiilern auch nieder-
geschrieben werden, damit fiir die Hausaufgaben eine ausreichende Hilfestell
gewihrleistet ist.
Als Ergebnis dieser Unterrichtseinheit haben die Schiiler einige weitere Beispiele fiir
die Verwendung von Variablen zur Beweisfithrung } gelernt und ihre Einsicht
in das Verfahren der mathematischen Deduktion vertieft.

1.2.7. Leistungskontrolle und Riickgabe der Arbeit

Am Ende der Behandlung des Stoffgebietes ,,1. Arbeiten mit Variablen“ sollte eine
cinstiindige Klassenarbeit stchen. Thre gewissenhafte und griindliche Auswertung bietet

die Grundlage fir die Planung einer sy ischen Wiederholung der erworbenen
K-natnisse und der Sicherung der entwickelten Fertigkeiten in den folgenden Stoff-
gebieten. -

Im folgenden werden eirnige Aufgaben vorgeschlagen, wie sie in der Arbeit enthalten
sein kénnten:
Aufgabe 1: Durch dea Quotienten % konnen verschicdene Sachverhalte beschrieben
werden.
Nenne zwei solcher Sachverhalte, z. B. aus dem Physikunterricht! Gib je-

weils die Bedeutung der Variablen und des von ihnen gebildeten Quotienten
an!

1
Aufgabe 2: Fasse zusammen! 7,5a — (3 T a2 % b) —5,5b
Aufgabe 3: 0,7¢2 (1,802 — 3,4b%3 — 10c)

Aufgabe 4: (-7 é ,2,5) : (—6r2)

Aufgabe 5: Gegeben sind die Summen 4 = 3x — 7y; B = 2x — xy - 4y.
Berechne 4 - B und fasse, wenn méglich, zusammen!

Aufgabe 6: Wandle in ein Produkt um!
108a2b + 60ab? — 12ab

Aufgabe 7: Zeige, daB fiir alle rationalen Zahlen a, b gilt: (a — b)% = (b — a)2!
Rechne dazu auch ein Zahlenbeispiel (@ = 25, b = 9)!



Bewertungsvorschlag

Aufgabe 1: 4 Punkte
Aufgabe 2: 3 Punkte
Aufgabe 3: 3 Punkte
Aufgabe 4: 2 Punkte
Aufgabe 5: 5 Punkte
Aufgabe 6: 4 Punkte
Aufgabe 7: 4 Punkte

Die Punkte fiir die einzelnen Aufgaben sind teilbar.



2.  Ahnlichkeit

2.0. Vorbemerkungen

2.0.1. Stellung, Bedeutung, Ziele

In dem seit 1.9. 1969 giiltigen Lehrplan wurde das Stoffgebiet Ahnlichkeit véllig neu
konzlplert und vor allem der Leitlinie 4bbildungen gemiB gestaltet. Dabei verdienen die
den Punkte b ders hervorgehoben zu werden:

o Der Lehrplan setzt an den Anfang dieses Gebiets die verschiedenen Teile des Strahlen-
satzes. Dabei bilden den Inhalt des dritten Teils des Strahl zes die Bezieh
zwischen den Parallelenabschnitten und nicht, wie es in der Literatur mitunter zu
finden ist, die Beziehungen zwischen Strahlenabschnitten, die durch einen schneidenden
Kreis erzeugt werden.

® Der Zugang zum Begriff Ahnlichkeit von Figuren erfolgt iiber Ahnlichkeitsabbildun-
gen; diese wiederum werden durch die zentrische Streckung gewonnen. Es handelt sich
also um eincn abbildungsgeometrischen Aufbau.

e Die Satzgruppe des PYTHAGORAS wird unmittelbar in die Ahnlichkeitslehre einbe-
zogen. Dabei wird der Begriff der Quadratwurzel als bekannt vorausgesetzt. (Vergleiche
Stoffgebict 4. des Lehrplans fiir die Klasse 7.)

o Die Schiiler kennen bereits aus der Klasse 7 irrationale Zahlen; auf dieses Wissen
stiitzt sich der Lehrplan im Stoffgebiet ,»Ahnlichkeit*. Auf die Erorterung des Problems
kom abler und inkom abler Strecken wird verzichtet.

® Gewisse allgemein-mathematische, stoffgebietsunabhingige Begriffe und Verfahren
werden deutlich hervorgehoben bzw. als Unterrichtsgegenstand genannt. Das gilt z. B.
fiir das Umkehren von Sitzen, fiir die Sprechweise ,, ... genau dann, wenn.. .« und
fiir die indirekte Beweismethode.

Diese fiinf Punkte sind in ihrer Art und ihrem Gewicht gewi8 recht unterschiedlich,
und als der wichtigste ist wohl der zweite anzusehen, in dem es um den abbildungs-
geometrischen Aufbau geht. Einerseits entspricht ein solcher Aufbau dem Vorgehen in
der mathematischen Wissenschaft und der Behandlung der Kongruenz in Klasse 6;
andererseits zieht ein solcher Aufbau die stirksten K fiir alle Teilgebicte
der Ahnlichkeitslehre nach sich. Dabei ist das Auftreten von Ahnhchkensabbl]rlungen
allein noch kein hinreichendes Kennzeichen fiir einen abbildungsgeometrischen Aufbau.
Vielmehr kommt es auf deren Stellung und deren Funktion an. Ein solcher Aufbau ist
dadurch charakterisiert, daB zunichst gewisse Abbildungen der Ebene (oder des
Raumes) auf sich in irgendeiner Weise — aber ohne Ahnlichkeit von Figuren — erklirt
und mit ihren Eigenschaften behandelt werden. Erst danach wird dic Ahnlichkeit von
Figuren mit Hilfe der zuvor erklirten Abbildungen eingefiihrt. Im AnschluB an den
Geometrieunterricht der Klassen 4 bis 6 legt der Lehrplan ein konscquent abbildungs- .
geometrisches Vorgehen in folgenden Stufen fest:




(1) Es werden die zentrischen Streckungen der Ebene (mit positivem Streckungsfaktor)
erklirt und als umkehrbar eindeutige, punktweise Abbildungen der Ebene auf sich
erkannt.

(2) Es werden gewisse Eigenschaften dieser Abbildungen untersucht.

(3) Zusammensetzungen zentrischer Streckungen untereinander und mit Bewegungen
werden als Ahnlichkeitsabbildungen definiert. Die Bewegungen sind demzufolge
spezielle Ahnlichkeitsabbildungen.

(4) Zwei Figuren werden genau dann als einander shnlich bezeichnet, wenn sie Original
und Bild bei einer Ahnhchkeltsabbllduug sind.

(5) Da der Nachweis, ob zu zwei vorgegebeuen Figuren eine Ahnlichkeitsabbildung
existiert, oft langwierig ist, wird ein Satz iiber die Ahnlichkeit von Polygonen
erarbeitet (eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die ’Almllchkelt)

(6) Zur Erleichterung der Untersuchung bei Dreiecken werden die Ahnlichkeitssitze
gewonnen. Sie gestatten vor allem, aus den Eigenschaften ciniger Dreiecksstiicke
auf die der anderen zu schlieBen.

Wenn der Lehrplan vorschreibt, die zentrischen Streckungen als Grundlage fiir die
Behandlung der Ahnlichkeitsabbildungen konstruktiv zu erkliren, so hat das u. a.
folgende Griinde, die man beim Unterrichten genau beachten sollte:

(1) Eine konstruktive Abbildungsvorschrift fiir die Punkte der Ebene gibt die Moglich-
keit zu sofortiger Festigung der Definition durch vielseitiges Uben. Dadurch haben
die Schiiler bei den weiteren Uber]egunnen ,.festen Bodcn unter den Fiiflen*.

(2) Eine solche Definition 1a8t die Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit und Umkehr-
barkeit zu, deren begriindete Beantwortung leicht, aber nicht trivial ist.

(3) Die Zuordnung durch eine Konstruktionsvorschrift steht in villiger Analogie zu der
spiter (Stoffgebiet 3.) erfolgenden Behandlung der (linearen) Funktionen. Auch
dort werden Paare gebildet, indem nach einer bestimmten Vorschrift — gegeben
etwa durch eine Gleichung mit zwei Variablen — zu den Elementen des Defmitions-
bereichs Werte bestimmt werden.

(4) Bei einer Definition durch punktweises Zuordnen ist die Frage nach den Bildern
von Geraden, Strecken, Winkeln, Dreiecken, Kreiscn usw. berechtigt, damit moti-
viert und das Suchen nach Antworten viel interessanter als bei andercn Definitio-
nen.l) Auf diese Weise kann man bei den Ahnlichkeitsabbildungen das Wesentliche
der abbildungsgeometrischen Betrachtungsweise viel besscr bewuBtmachen als bei
den Kongruenzabbildungen; denn zu dicsen Abbildungen ist der Schiiler iiber das
Schieben, Drehen und Umwenden realer Objckte gekommen. Eine Frage wie ,,Ist
das Bild einer Strecke wieder eine Strecke, und wie steht es mit ihrer Linge 7 wiire
fiir die Schiiler véllig trivial, und das Aufwerfen dieser Frage wiirde unverstandlich
sein. Deshalb fillt es iibrigens auch bei den Kongruenzabbildungen viel schwerer
als bei den zentrischen Streckungen, falsche Vorstellungen iiber die ,,Existenz von
Zwischenl ¢ zu vermeiden bzw. abzub und zu der bloBen Vorstellung der
umkehrbar elndeutlgen Abbildung der Ebene auf sich zu gelangen, bei der lediglich
die geordneten Paare [P; P’] von Interesse sind.

TraditionsgemiB ist mit dem Stoffgebiet Ahnlichkeit das Problem maBverwandter
und maBfremder Strecken verkniipft. Bedingt ist dicse Tradition einerseits durch die

1) Uber andere Definitionsmaglichkeiten vl. z. B.: LorENz, G., und G. Prrrzscit: Das Stoffgebiet 2. Ahnlichkeit* in Klasse 8
nach dem ncuen Lehrplan fiir Mathematik — Klassen 6 bis 8. In: Mathematik in der Schule. Jahrgang 7 (1969), Heft 8, Scite
5L
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Stellung dieses Problems in der Mathematik der Griechen, die ja Algebra bzw. Arith-
metik geometrisierten, andererseits durch das Auftreten des Begriffs Streckenverhdltnis
und eines speziellen Beweises fiir den ersten Teil des Strahlensatzes in der Ahnlichkeits-
lehre.

So kulturhistorisch interessant und so wichtig dieses Problem sowohl fiir die mathe-
matische als auch fiir die weltanschauliche Bildung der Schiiler ist, fiir die Ahnlichkeits-
lehre stellt es eine Belastung dar. Inhaltlich gehort es in die Analysis bzw. zur Behand-
lung der reellen Zahlen. Diese freilich sind notwendig, stehen aber auch in ausreichen-
dem MaBe zur Verfiigung, weil nach dem Lehrplan fiir Klasse 7 die Voraussctzungen
dafiir geschaffen worden sind, dal zu Beginn der Ahnlichkeitslehre jeder Schiiler weif3:
Zu jedem Punkt der Zahlengeraden gehort entweder eine rationale Zahl oder eine
irrationale Zahl. Damit hat, jeweils beziiglich unserer Lingeneinheiten Meter, Dezi-
meter, Zentimeter, ..., jede Strecke eine MaBzahl. Je zwei dieser Zahlen haben genau
einen Quotienten (abgesehen vom Divisor Null). Wenn der Dividend oder der Divisor
eine irrationale Zahl ist, kann man den Quotienten oft nur niherungsweise ermitteln,
indem man rationale Niherungswerte benutzt. Je genauer diese sind, desto genauer ist
auch der Niherungswert fiir den Quotienten.

Der vom Lehrplan geforderte Beweis des Strahlensatzes (erster Teil) iiber die Flichen-
gleichheit von Dreiccken bzw. Parallelogrammen macht eine Erérterung der Inkommen-
surabilitit ebenfalls iiberfliissig. Sic wire vielmehr angebracht dort, wo man bei der
Flicheninhaltsherechnung von Figuren beliebige Streckenléingen zuldBt. Dort miiBte
z. B. plausibel gemacht werden, daB die Rechtecksformel und damit auch alle anderen.
bekannten Fliachenformeln auch fiir irrationale Zahlen bzw. Seitenlingen giiltig sind.
Das wird nimlich bei dem erwihnten Beweis des Strahlensatzes — und nicht nur dort —
vorausgesetzt. Wenn auch solche Erorterungen unterblieben sind und hier nicht nach-
geholt werden, so ist es doch mit der Forderung nach fachlicher Exaktheit viel eher zu

vereinbaren, diese richtige Voraussetzung stillschweigend zu hen, als etwa filsch-
licherweise bei dem friiher iiblichen Beweis des Strahl es die Kom abilitit
stillschweigend vora en

Nach diesen, den mathematischen Inhalt des Stoffgebiets betreffenden Bemerkungen
sollen nun noch einige methodische Schwerpunkte aufgefithrt werden, die dann in den
Abschnitten 2.1. bis 2.4. wiederkehren:

(1) In der Entwicklung jeder Wissenschaft geht die Bildung eines Begriffes meist
folgendermaBen vor sich: Zuerst sind mehr oder weniger prizise inhaltliche Vor-
stellungen vorhanden; erst danach wird zu dem Inhalt die passende Form gesucht,
erfolgt cine Definition. Auch wenn man im Unterricht diesen Weg nicht immer nach-
vollzieht, so ist er doch bei schwieriger zu erarbeitenden Begriffen anzuraten.

Der Begriff ,,Ahnlichkeit* bietet sich fiir ein derartiges Vorgehen geradezu an, weil
er sich relativ leicht intuitiv erfassen 148t und die Schiiler sogar schon gewisse Vor-
stellungen iiber ihn mitbringen. Andererseits muB8 aber auch herausgearbeitet
werden, daB eine solche intuitive Vorstcllung nicht ausreicht, wie sich besonders
deutlich an w1derspruchllchcn Meinungen zeigt, zu denen man etwa gelangt, wenn
man sich mit einer Erklirung der Ahnlichkeit als ,,Formgleichheit oder ,,Gestalt-
“gleichheit* begniigen will. Die Schiiler miissen dabei die Notwendigkeit bzw.
ZweckmiBigkeit einer mathematisch prizisen Begriffsbildung einsehen und gleich-
zeitig den Ursprung mathematischer Begriffe in der Realitit erkennen.

(2) Durch Beweisen mathematischer Sitze und das Konstruieren auf Grund erkannter
Sachverhalte bzw. gegebener Vorschriften ist bei den Schiilern die Fihigkeit des
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deduktiven Denkens weiterzuentwickeln. Dabei ist auch auf die Schulung ihrer
miindlichen und schriftlichen Ausdrucksfahigkeit zu achten. Unbewiesene Annah-
men und verbleibende Liicken in den Beweisfilhrungen sind den Schiilern méglichst
deutlich zu machen. Auf eine klare Unterscheidung von Definitionen und Sitzen
ist Wert zu legen. Insbesondere muB den Schillern bei den Ahnlichkeitssitzen
erneut der Charakter des Kriteriums gegeniiber dem der Definition bewuBt werden.
Es sollen auch in diesem geometrischen Stoffgebiet in ausreichendem MaBe Kon-
struktions- und Beweisaufgaben gestellt werden. Sie dicnen hier aber nicht so sehr
dem Einiiben irgendwelcher spezieller Konstruktions- und Beweisverfahren, wie das
zum Beispiel bei der Behandlung der geometrischen Grundkonstruktionen oder der
Dreieckskonstruktionen in Klasse 6 der Fall war. Hier im Rahmen der Ahnlichkeits-
lehre dienen diese Ubungen vielmehr dem vielseitigen Einprigen der Sitze zur
Ahnlichkeit. Dabei sollen die Schiiler die Bedeutung der Sitze zur Ahnlichkeit auch
fiir innermathematische Anwendungen erfassen. Durch abwechslungsreiche
Problemstellung hat man gleichzeitig die Moglichkeit, den Unterricht interessanter
und effektiver zu gestalten.

Die Schiiler sind erneut an das Problem des Umkehrens von Sitzen, insbesondere
auch als Methode mathematischer Erkenntnisgewinnung, heranzufithren. Dadurch
werden sie mit der Aussagenverkniipfung ,,Implikation” mehr vertraut. (Es soll
aber nicht der Begriff ,,Implikation* Unterrichtsgegenstand sein; auch die Bezeich-
nung soll nicht benutzt werden.)

Die Teile des Strahlensatzes eignen sich hierzu besonders, weil an ihnen auch die
Fragen behandelt werden konnen, die entstehen, wenn Primisse oder Konklusion
selbst zusam g te A gen (Konjunktionen) sind. Bei den Umkehrungen
zu den Sitzen der Satzgruppe des PYTHAGORAS stehen hingegen das Verfahren des
indirekten Beweises sowie die Formulierungen der aussagenlogischen Aquivalenz im
Vordergrund.

Bei der Gegeniiberstellung von Ahnlichkeit und Kongruenz miissen die Schiiler
die Beziehungen zwischen Allgemeinem und Speziell zwischen Oberbegriff und
Unterbegriff erkennen. Dabei sollen sie gleichzeitig das Verallgemeinern bekannter
Sitze als ein weiteres Verfahren der Erkenntnisfindung kennenlernen.

Die Schiiler sollen in angemessener Form mit dem weitgespannten Bogen von
praktischen Anwendungen der Ahnlichkeit vertraut gemacht werden. Dabet soll es
sich u. a. um Fragen handeln, die mit maBstiblichen VergroBerungen oder Ver-
kleinerungen zusammenhingen (technisches Zeichnen, Kartographie), um ahnliche
Flichen und Korper in unserer Umwelt, um Modellbau — auch fiir wissenschaftliche
Unt hungen (z. B. Strd gsuntersuchungen, Hafenanlagen, Deichbauten),
um Zcichen- und MeBgerite sowie um Vermessungsverfahren. Auch die Bedeutung
des Verhiltnisses von Lingen, Oberflichen- und Rauminhalten bei dhnlichen Ge-
bilden sowie von damit zusammenhingenden GroBen (z. B. Tragfihigkeit) fiir Natur
und Technik ist an Beispielen hervorzuheben. .

Im Rahmen dicses Stoffgebiets kann auch an den Selbstbau einfacher MeBgeriite
gedacht werden. Einige praktische Vermessungsiibungen im Gelinde, gegebenen-
falls in Verbindung mit der auBerunterrichtlichen Arbeit, sind erzieherisch sehr
wirksam. Im Zusammenhang mit der hierbei zweckmiBigen Gruppenarbeit iiben
sich die Schiiler in der koordinierten Arbeit im Kollcktiv. Ihnen wird bewufit, da8
jedes Mitglied des Kollektivs zuverlissig arbeiten muB. Die Schludrigkeit eines
einzelnen gefihrdet die Arbeit des ganzen Kollcktivs. Die Schiiler werden in der
Gruppenarbeit bei Vermessungsiibungen auf die Bedeutung einer sorgfiltigen




Planung aufmerksam; sie ist Voraussetzung fiir das Gelingen der Arbeit. Bei Ver-
messungsiibungen ist nicht anzustreben, daB die Schiiler Fertigkeiten im Umgang
mit verschiedenen Geriten erwerben. Sie sollen vielmehr das zugrunde liegende
Prinzip kennenlernen.

(6) Die Ahnlichkeit von Kérpern ist in gebiihrendem MaBe zu beriicksichtigen. Gerade
dadurch kann den Schiilern wieder der Zusammenhang von Mathematik und ob-
jektiver Realitit bewuBt gemacht werden. Indem riumliche Betrachtungen mit
embezogen werden (ohne allerdmgs Ahnlichkeitstransformationen des dreidimen-

len Raumes eingehend zu besprcchen), wird der Begriff ,,Ahnlichkeit* mit der
iigenden Allgemeinheit ge und ein gewisser Beitrag zur Entwicklung der
Raumanschaunng geleistet.

Im , Lehrplan Mathematik, Klassen 5 bis 10* (Bestell-Nr. 00 30 18) wird auf Seite 34
ausgefiihrt, daBl die Stundenangabe fiir jedes Stoffgebiet verbindlich sei (in diesem Fall
52 Stunden). Dagegen kinne von der Stundenangabe fiir die Stoffabschnitte abgewichen
werden.

An verschiedenen Stellen des Buches wurden Hinweise zur Forderung der leistungs-
starken Schiiler gegeben. Diese Anregungen sollen nicht zu dem SchluB fiihren,
daB eine Differenzierung in den Anforderungen ausschlieflich darin besteht, lei-
stungsstirkeren Schiilern zusitzliche Aufgaben zu stellen. Der Lehrer hat natiirlich
die Pflicht, zuriickbleibenden Schiilern durch Aufgabenstellungen, die nach einge-
hender Analyse der Griinde fiir das Zuriickbleiben zusammengestellt werden, den
AnschluB an das Klassenkollektiv zu erméglichen, Hierfiir konnen aber in der Un-
terrichtshilfe keine Anregungen gegeben werden.
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2.1. Der Strahlensatz (12 Stunden)

Den Inhalt dieser Stoffeinheit bilden die drei Teile des Strahlensatzes und ihre Umn-
kehrungen, zusammen mit Anwendungen bei gewissen Konstruktionsverfahren (Ver-
vielfachen einer Strecke, innere und duBere Teilung einer Strecke) und in der Praxis
(Vermessungsverfahren, MeB- und Zeichengerite).

Bei der unterrichtlichen Gestaltung dieser Stoffeinheit ist zu beachten, daB der Lehi-
plan dem Strahlensatz aus folgenden Griinden b dere Aufmerksamkeit schenkt und
seine Behandlung zu Beginn des Stoffgebiets ,,Ahnlichkeit* fordert:

o Die Teile des Strahlensatzes bzw. ihre Umkehrungen liefern die Grundlage fiir den
Beweis der zum abbildungsgeometrischen Aufbau der Ahnlichkeitslehre benstigten
Eigenschaften der zentrischen Streckung. Das ist wichtig, auch wenn der Lehrplan
nicht die Behandlung dieser Beweise fordert, weil die zur Verfiigung stehende Zeit
hierfiir im allgemeinen nicht ausreichen wird. Dessen ungeachtet wird jedoch ein be-
sonderer dritter Teil des Strahlensatzes, der (bzw. dessen Umkehrung) solche Beweise
vereinfacht, her hob An dieser Stelle sei fiir den Lehrer vermerkt, daB in der
Fachliteratur vielfach nur ein erster und ein zweiter Teil unterschieden werden, die
oftmals auch einfach ,erster Strahlensatz* und ,,zweiter Strahlensatz* genannt wer-
den.

Freilich darf nicht verkannt werden, daB auch der umgekehrte Weg denkbar ist, bei
dem die Strahlensitze lediglich als Anwendungen der zentrischen Streckung erscheinen.
Bei einem solchen Aufbau bliebe aber nur iibrig, gewisse Eigenschaften der zentrischen
Streckung entweder unbewiesen der Anschauung zu entnchmen bzw. axiomatisch zu
fordern oder in dhnlicher Weise zu beweisen, in der man sonst den Strahlensatz beweist.
Das erstere ist mathematisch unbefriedigend, bei dem letzteren ergibe sich eine metho-
disch bedenkliche Hiufung von Schwierigkeiten.

o Das Vervielfachen einer Strecke bildet seinerseits die Grundlage fiir eine konstruktive
Definition der zentrischen Streckung. Dieser Weg bietet die beste Maglichkeit, einer-
seits das Problem } abler und ink abler Sirecken aus der Ahnlich-
keit weitgehend hinauszudringen (wenn auBerdem, wie vom Lehrplan gefordert, der
Beweis fiir den ersten Teil des Strahlensatzes iiber Flichengleichhceiten gefiihrt wird)
und andererseits die Notwendigkeit besonderer U'berlegungen beim Auftreten irratio-
naler Zahlen deutlich zu machen.

@ Zwar lassen sich alle Anwendungen des Strahlensatzes auch als Anwendungen der
Ahnlichkeit auffassen, und an allen Stellen, an denen spéter der Strahlensatz benstigt
wird, kommt man mit der Ahnlichkeit aus, ohne den Strahlensatz iiberhaupt ausdriick-
lich zu kennen. Trotzdem resultiert aus der Kenntnis des Strahlensatzes in vielen Fillen
eine gewisse Vereinfachung. Zum Teil wird diese Vereinfachung allerdings nur dadurch
bedingt, daB es schwerfillt, ineinanderliegende Dreiecke als zwei verschiedene dhnliche
Dreiecke aufzufassen.

o Der Strahlensatz mit seinen verschiedenen Teilen bietet eine Moglichkeit, die Schiiler
mit dem Problem der Umkehrung vertraut zu machen.

Dabei muB auf die Existenz mehrerer Umkehrungen bei zusammengesetzten Primissen
und auf — maoglicherweise — verschiedene Wahrheitswerte dieser Umkehrungen hin-
gewiesen werden.

Vom sachlogischen Aufbau her wiirde es sich anbieten, zunichst die drei Teile des
Strahlensatzes, danach ihre Umkehrungen und schlieBlich die Anwendungen, begin-
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nend mit dem Vervielfachen einer Strecke, zu behandeln. Das ist aber ungiinstig, weil
damit eine Haufung von Begriffen und Sitzen eintreten wiirde ohne ausreichende
rechtzeitige Festigungsméglichkeit. Aus diesem Grunde erscheint es vorteilhafter, dem
Weg des Lehrbuches zu folgen und das Vervielfachen einer Strecke bereits nach der
Behandlung des crsten Teils des Strahlensatzes einzuschieben. So erreicht man, da die
Schiiler den Inhalt des Satzes besser erfassen, sich vor allem auch durch eigene Titig-
keiten mit ihm vertraut machen.

2.1.1. Der erste Teil des Strahlensatzes (4 Stunden; Lerneinheiten B 1 bis 3)
Diese Unterrichtseinheit umfat folgende Schwerpunkte:

1. Motivation des gesamten Stoffgebietes ,,Ahnlichkeit*,

2. Einfiihrung des Begriffs ,,Streckenverhiltnis®,

3. Erarbeitung und Beweis des ersten Teils des Strahlensatzes,
4. Das Verviclfachen einer Strecke.

ErfahrungsgemaB ist fiir die Einstellung der Schiiler zu einem vllig neuen Stoflgehiet
der erste Eindruck besonders wichtig. Um einer negativen Lerneinstellung und der
Meinung vorzubeugen, es wiirden jetzt besonders schwierige Sachverhalte behandelt
werden, die nur von den leistungsstirksten Schiilern verstanden werden kénnten,
sollte der Lchrer der einleitenden Motivation besondere Sorgfalt widmen und bei ihr
vom unmittelbaren Erfahrungs- und Interessenbereich der Schiiler ausgehen. Ferner
sollte er auch den Begriff ,,Streckenverhiiltnis* in steter Verbindung mit den Schiilern
bereits vertrauten Tatsachen und unter Ausnutzung aller Méglichkeiten einer interes-
santen, vielseitigen und vertiefenden Wiederholung verhiltnismiBig ausfiihrlich be-
handeln, obwohl es sich — bei der hier gebotenen Hintansetzung der Frage inkommen-
surabler Strecken — um einen recht einfachen Begriff handelt. Vor allem aber widme
man dem ersten Teil des Strahlensatzes als dem ersten Satz des Stoffgebietes iiberhaupt
sowohl beim Gewinn der Vermutung als auch beim Beweis geniigend Aufmerk keit
und Zeit. Jedes Versdumnis hier — sei es formales Auswendiglernen statt eines klaren
Erfassens des Inhalts, sei es Unverstindnis beim Beweisgang — hat schwerwiegende
Folgen fiir das gesamte Stoffgebiet. Deshalb sollte man sich gegebenenfalls auch nicht
scheuen, hier etwas mehr Zeit zu investieren als im folgenden vorgeschlagen wird und
dafiir die cine oder andere spiiter zu erérternde Frage — etwa die der Giiltigkeit des
Strahlensatzes auch fiir Geradenbiischel oder den dritten Teil des Strahlensatzes —
nicht ganz mit der sonst gebotenen Griindlichkeit zu behandeln. DaB auch das Verviel-
fachen einerStrecke in erster Linie der klaren inhaltlichen Erfassung des ersten Teils
des Strahlensatzes dienstbar zu machen ist, wurde bereits oben erwihnt.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.1.: Motivation des Stoffgebiets ,,Ahnlich-
keit** (Lerneinheit B 1)

Die motivierte Zielstellung fiir das gesamte Stoffgebiet sollte von praktischen, den
Schiilern bekannten und sie interessierenden Sachverhalten ausgehen. Geeignet dafiir
sind Modelle von Neubaugebieten, Modelleisenbahnen, maBstabgerecht verkleinerte
Flugzeuge, Kraftwagen (Modellspielwaren) oder entsprechende Abbildungen; so wird
im Lehrbuch das Stoffgebiet ,»Ahnlichkeit* durch ein Bild eingeleitet, das das Modell
einer TU 144 im Wirdkanal zeigt. Auch unterschiedlich vergroBerte Abbildungen ein
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und desselben Objekts oder Landkarten des gleichen Gebiets in unterschiedlichem
MaBstab sind geeignet. Dabei sollte das Gesprich weniger auf die ,,gleiche Gestalt* oder
die ,,Ahnlichkeit* der Ob]ekte ielen als auf (schiil dBe) Formulierungen wie:
,»,Das eine sieht genauso aus wie das andere, nur ist es groBer als das andere®; ,,... nur
ist alles groBer als beim anderen®; ,,. .. sind alle Strecken ungefihr doppelt so lang wie
beim anderen®. Ein solches Gesprich gibt den Schiilern zweierlei: Sie erkennen, daB sie
etwas fiir die Praxis Bedeutsames lernen werden und daB es notwendig ist, die vorerst
noch unklaren Formulicrungen zur Beschreibung eines Sachverhalts praziser zu
fassen.

Diese Motivation sollte auch in erzieherischer Hinsicht genutzt werden. Man sollte dabei
die sorgfiltige Planung eines jeden Arbeitsvorhabens hervorheben und darauf hin-
weisen, daB unbedachtes Handeln besonders bei groBen Projekten (siehe Kapitelbild)
gewaltige wirtschaftliche Verluste zur Folge hat. Ein exaktes Vorgehen ist bei der
Planung oberstes Gebot. Eventuelle Schwierigkeiten miissen nach Moglichkeit bercits
im Rahmen der Planung erkannt und iiberwunden werden. Getreuliche Modelle bilden
hierfiir ein gutes Hilfsmittel.

Die Motivierung fiir ein ganzes Stoffgebiet hat allerdings meist den Nachteil, dafl das
Ziel erst relativ spiit erreicht wird. Will man das vermeiden, so kann man die geschil-
derte Zielstellung auch an den Anfang der Stoffeinheit 2.3. Ahnliche Figuren stellen,
dann freilich unter Verwendung der umgangssprachlichen Waérter ,,gleiche Gestalt*
oder ,,ihnlich sein*. Fiir 2.1. wird man sich dann auf das Streckenverhiltnis konzen-
trieren, etwa von geographischen Gegebenheiten her. Aus dem Geographielehrbuch der
Klasse 8 eignen sich Darstellungen wie etwa das Bild vom Stromsystem des Kongo?).
Daran 148t sich dieser Begriff motivieren, und er kann dann in Verbindung mit der
Wiederholung des MaBstabs eingefiihrt werden. Auch aus dem Mathematikunterricht
ist mit dem ,,Verkiirzungsverhiltnis* in der Darstellenden G trie im Z

hang mit der Darstellung in Kavalierperspektive bereits ein speziclles Streckenverhalt-
pis bekannt, an das man unbedingt erinnern sollte und das man sogar zum Ausgangs-
punkt der Betrachtungen nchmen kann.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.1.: Das Streckenverhilinis (Lerneinheit
B1I)

Bei der Behandlung des Streckenverhiltnisses wird relativ wenig neuer Stoff vermittelt;
auch die Definition des Streckenverhiltnisses wendet ja nur einen bekannten Begriff
(Verhiltnis) auf bekannte geometrische Objekte an, und auch das ist im Grunde beim
»» Verkiirzungsverhiltnis* in der Darstellenden Geometrie schon einmal geschehen.
Daher liegt das Schwergewicht hier einerseits im Sichtbarmachen verschiedener Sach-
verhalte, in die der gleiche Begriff (Streckenverhiltnis) eingeht, andererseits in viel-
seitigen Ubungen bei gleichzeitiger sprachlicher Schulung. Dabei scheue man sich nicht
vor sehr einfachen Ubungen wie der folgenden: An der Wand ist cine Schiefertuchtafel
Quadratmeter aufgehingt, auf ihr eine Anzahl von Gitterpunkten so markiert, daB das
Ablesen entsprechender Streckenlingen leicht moglich ist. Folgende Aufgabentypen
werden behandelt (miindlich und in Stillarbeit):

3) Geographie, Lehrbuch fiir Klasse 8, Seite 18. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1969,
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Lehrer Schiiler

Zeigen bzw. Nennen von zwei Angeben des Verhiltnisses

Strecken

Nennen eines Verhaltnisses (Zahl) Zeigen bzw. Nennen von entsprechen-
den Streckenpaaren

Zeigen bzw. Nennen von zwei Zeigen bzw. Nennen von zwei

Strecken Strecken mit gleichem Verhaltnis

(Auch Kistchenpapier und Lochschablone ko fiir solche Zwecke eingesetzt wer-

den.) Am — zu dest niherungswei — Ermitteln der Verhiltnisse von Strecken, die

im Klassenzimmer auftreten, sollte man ebenfalls nicht vorbeigehen: Tisch-, Schrank-,

Raumkanter .. dgl., Bilderrahmen, Kérpergroen von Schiilern usw. Dabei lernen die
Schiiler:

a) Es ist gleichgiiltig, ob das Verhaltnis z. B. als 1: 2;-12— 30,55 15: 305 ... angegeben

wird : Immer handelt es sich um die gleiche Zahl.

b) Zwei Strecken haben genau ein Verhiltnis, es ist also unabhingig von der verwen-
deten (g insamen) Lingeneinheit. (Es mii also gleiche Lingeneinheiten be-
nutzt werden.)

¢) Zu jedem Verhiltnis gibt es belicbig viele Streckenpaare.

Beziiglich irrationaler Streckenverhiltnisse mufl deutlich werden, da8 ein irrationales
Verhiltnis niemals durch Messen feststellbar ist. Insgesamt wird der Hinweis auf die
Existenz irrationaler Streckenverhaltnisse als Quotienten irrationaler MaBzahlen kurz
sein miissen. Dabei muBl jedoch der Auffassung vorgebeugt werden, daB der Quotient
zweier Irrationalzahlen stets irrational ist; am besten geschieht das durch ein Gegen-
beispiel wie a = y8 cm, b = y2 em, a: b = 2.

Aus dem Aufgabenteil des Lehrbuches werden die Aufgaben b 1 und b 2 (Lb 104) fiir
die (miindliche!) Arbeit im Unterricht empfohlen, wihrend sich Aufgabe b 3 mehr als
Hausaufgabe eignet.

Die Uberlegungen zu den flichengleichen Rechtecken und Dreiecken in den Bildern
B 2 und B 3 (Lb 18), fiir die man zehn bis fiinfzehn Minuten einplanen sollte, dienen der
unmittelbaren Vorbereitung des Beweises zum Strahl z. Zunachst aber besteht das
Neue darin, daB man Aussagen iiber Streckenverhiltnisse und deren Gleichheit macht,
ohne diese selbst zahlenmiBig zu kennen. Das muB} den Schiilern in Gegeniiberstellung
zum Vorigen ganz deutlich werden, durchzieht diese Problematik doch die gesamte
Stoffeinheit 2.1. Um hier bei den Schiilern keinen Bruch entstehen zu lassen, empfiehlt
sich folgendes Vorgehen:

An der Tafel befinden sich die beiden Rechtecke (in entsprechender VergroBerung,
eventuell auch als Applikationen). Problemstellung:

Aus den vier Strecken kann man viele Verhiltnisse und damit auch Verhiltnisgleichun-
gen bilden. Zwei davon sind hier schon angeschrieben:

(1) a:b=c:d @2)a:c=d:b
Wir wollen iiberpriifen, ob darunter wahre Aussagen sind.
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GewiB werden einige Schiiler durch Messen iiberpriifen wollen; der Hinweis, daB Uber-
legen oftmals schneller, einfacher und sicherer zum Ziel fiihrt (meist auch iiber den
Einzelfall hi geht), ergibt folgenden Gesprichsinhalt:

Wenn (1) wahr sein soll, so miiite wegen a > b gelten ¢ > d und mit a > ¢ gleichzeitig
auch b > d. Das ist augenscheinlich nicht erfiillt, also ist (1) falsch.

Wenn (2) wahr sein soll, so miifite wegen a > ¢ gelten d > b und mit @ > d gleichzeitig
auch ¢ > b. Da das erfiillt ist, konnte (2) wahr sein. Um mehr sagen zu kénnen, miiite
man mehr wissen.

Nun wird die Flichengleichheit, also a-b = ¢ - d, mitgeteilt und den Schiilern zur
Uberpriifung das Umformen dieser Gleichung oder das Messen mit anschlicBender Ver-
hiltnisbildung freigestellt. Im Auftrag B 2 (Lb 18) treten dieselben Uberlegungen an
flichengleichen Dreiecken auf, beim Teil a) zunichst in umgekehrter Richtung. Der
Teil b) sollte auf keinen Fall entfallen, stellt er doch die Beweismittel fiir den nichsten
Schwerpunkt zur Verfiigung. Bei Zeitmangel kann man auch den Auftrag B2 b)
allein behandeln, etwa so, wie es oben fiir das Rechteck beschrieben wurde: Vorgeben

1 . . . .
von % a-h,= 3 d - ha, daraus Gewinnen von a : d = hg: ha. Dabei sollten diese Ubun-

gen auch miindliche Formulierungen von Sitzen wie ,,In flichengleichen Dreiecken
stehen zwei Seiten im umgekehrten Verhiltnis wie die zugehorigen Hohen enthalten.
Ebenso wie spiter im gesamten Stoffgebiet ,, Ahnlichkeit* sollte man schon hier darauf
achten, daB bei Verhaltnisgleichungen die Schreibweise mit dem Divisionszeichen
gleichwertig neben der mit Bruchstrich verwandt wird, und man sollte cinen wohl ab-
gewogenen Wechsel zwischen beiden Darstellungsweisen anstreben. Auch im Lehrbuch
wird das versucht, doch ist zu beachten, daB8 hier — und mehr noch in den vorliegenden
Unterrichtshilfen — die Schreibweise mit Divisi ichen aus typographischen Griinden
und zur Platzersparnis bevorzugt wird.

SchlieBlich sei noch auf dic Aufgabe b 5 (Lb 104) hingewiesen, die besondere Aufmerk-
samkeit verdient, weil sie zu einem fiir die Schiiler neuen Sachverhalt iiber das Dreieck
fiihrt; allerdings wird man unter Umstinden wohl auf diese Aufgabe verzichten
miissen — schon aus zeitlichen Griinden.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.1.: Der erste Teil des Strahlensatzes (Lern-
einheit B 2)

Dieser Schwerpunkt diirfte (mindestens, / Uh 65) zwei Stunden in Anspruch nehmen —
eine fiir die Einfithrung mit Beweis fiir cine bestimmte Lage der Strahlenabschnitte und
cine fiir die Festigung einschlieBlich weiterer Beweisiibungen.

Zunichst mussen die Schiiler mit den Begriffen Str hlenbiischel Parallelensch
Strahlenab leichli de Strahlenabschnitte vertraut gemacht werden. l\ach
dem Lehrplan werden diese Begnﬂe nur eingefiihrt, also nicht definiert. Das bhedeutet:
Die Schiiler miissen diesc Begriffe inhaltlich erfaBt haben, mit ihnen arbeiten, Beispiele
und Gegenbeispiele fiir sie angeben kénnen. Im Unterricht geschieht dieses Einfithren,
z. B. des Strahlenbiischels, am besten durch ein Tafelbild und den Satz: ,,So etwas
nennt man ein Strahlenbiischel.* Beschreibungen runden dann das Bild ab. Der Ein-
fachheit wegen ist es zweckmiBig, sowohl zwei (oder mehr) als auch alle Strahlen von
cinem einzigen Punkt aus als Biischel zu bezeichnen. Der Lehrer sollte beachten — ohne
die Schiiler damit stark zu behelligen —, daB das Verwenden des bestimmten Artikels,
z. B. in ,,Das Biischel mit dem Zentrum S*, die Gesamtheit aller Strahlen von S aus be-
deutet. Gleiches gilt fiir die Parallelenschar. Fiir entsprechende Ubungen ist das Bild
B 4 (Lb 19) bestimmt. Dabei sollte schon hier durch Sprechiibungen dem spiiter hiufig
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auftretenden Mangel vorgebeugt werden, daB Schiiler z. B. = __11 als ,,S zu 4

:II 2

wie A zu B gleich ...“ lesen

Auf die strikte Benutzung von gleichliegend ist zu achten; es sollte keinesfalls durch
entsprechend (auch nicht gelegentlich) ersetzt werden, weil dieses Wort fiir Original und
Bild bei Abbildungen vorbehalten bleiben soll.

Die Zielstellung fiir die Behandlung des Strahlensatzes kénnte etwa so erfolgen: ,,Wir
haben bereits nach gleichen Streckenverhaltnisser gesucht, z. B. am Dreieck, und ge-
sehen, daB man aus einer Verhiltnisgleichung SchluBfolgerungen ziehen kann. An
einem so geschnittenen Strahlenbiischel finden wir ebenfalls viele Strecken, z. B. als
Strahlenabschnitte. Wir wollen sehen, ob wir auch hier solche Zusammenhinge auf-
decken konnen.” Eine solche Zielangabe ist nicht nur verstindlich, sie ist vor allem
wegweisend. Daher ist sie einer nur formalen Zielangabe wie ,,Heute werden wir den
Strahlensatz kennenlernen* unbedingt vorzuziehen.

Im allgemeinen finden die Schiiler nach dieser Aufforderung noch keine Verhiltnis-
gleichung. Folgendes Verfahren hat sich als zweckmiBig erwiesen: An einer Maniperm-
hafttafel befinden sich zwei Strahlen und zwei schneidende Parallelen, letztere durch
verschiebbare Holzleisten symbolisiert. Parallelverschiebungen der einen oder der
anderen Leiste zeigen erste Zusammenhange Gleichli de Strahlenabschnitte ver-
indern sich gleichartig, und zwei Abschnitte des einen Strahls verhalten sich bezughch
der Lingenbeziehung genauso wie die gleichliegenden des anderen (man vergleiche mit
den Uberlegungen beim Rechteck im zweiten Schwerpunkt der Unterrichtseinheit). Das_
fiihrt iiber die Vermutung der Proportionalitit oder iiber einige Spezialfille (Verhalt-
nisse 1:1;2:1;1:2) zu SA: AB = SC: CD.

Bild 2.1.

Der Lehrplan fordert den Beweis dicses Sachverhalts mittels inhaltsgleicher Dreiecke
oder Parallelogramme. Es gibt verschiedene Varianten. Im Lehrbuch ist cin ver-
hiltnismiBig einfacher und iibersichtlicher Beweis iiber Dreiecke gewihlt worden. Das
Auftreten der 2 im Nenner kann verhindert werden, indem man wie im Bild 2.1. an-
gedeutet, den Beweis iiber Parallelogramme fiihrt, zu denen man gelangt, wenn man
durch A4 dic Parallele zu SC und durch C die Parallele zu SA zieht. Der Flicheninhalt
des Parallelogramms SAFC wird dann verschieden ausgedriickt, und auBerdem wird
beriicksichtigt, daB8 die Parallelogramme 4BGC und AEDC den gleichen Flichen-
inhalt haben.

Beide Beweisvarianten haben allerdings einen nicht zu iibersehenden Nachteil: Es
fillt schwer, den gesamten Beweisgedanken und speziell die Hilfslinien zu motiviercn,
gleichgiiltig, ob es sich im Bild B 5 (Lb 19) um die Strecken 4D und BC oder um die
oben genannten Parallelen handelt (die Hohen h, und h, sind auch noch dazuzurech-
nen). Insgesamt erscheint der Beweis als unmotivierter ,,Kunstgriff, dessen Berechti-
gung erst hinterher deutlich wird.
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Das ist aber ungiinstig fiir die Befihigung der Schiiler zum selbstindigen Finden von
Beweisen. Letzteres gilt auch in erzieherischer Hinsicht, weil leicht der Eindruck ent-
stehen kann, es sei eine besondere mathematische Begabung nétig, um auf solche Be-
weisgedanken zu verfallen.

Aus diesem Grunde sollte der Lehrer die Schiiler ja immer wieder erleben lassen, daf
sich in den meisten Fillen auch das Finden solcher Hilfslinien aus dem griindlichen
Durchdenken von Voraussetzung und Behauptung ergibt. Es geht dabei um eine Sich-
tung und Vorauswahl derjenigen Kenntnisse des Schiilers, die fiir einen Beweis eventuell
in Frage kommen. Und wenn das auch im vorliegenden Fall nicht ganz leicht ist, zumal
man natiirlich auch nicht iiber Gebiihr Zeit dafiir beanspruchen darf, so sollte doch
wenigstens motiviert werden, dal der Beweis iiber Flicheninhalte erfolgt: Die Verhilt-
nisgleichung

S4: 4B =7C:CD
ist gleichwertig mit
54-CD=4B-5C.
Dabei stehen auf beiden Seiten Groflen mit der Dimension einer Fliche, also liegt es

nahe, den Beweis ﬁﬁr Flicheninhalte zu versuchen, bei deren Ermittlung die Strecken
S4,SC, AB und CD auftreten.

Eine ganz andere und leichter zu motivierende Beweisfithrung ist méglich, wenn man
vorher (im AnschluB an Auftrag B 2, ~ Uh 68) folgende Aussage — gewissermafBen als
,,Hilfssatz* — formuliert hat:

Wenn zwei Dreiecke A, und A, in einer Hohe iibereinstimmen (h, = h,), so gilt: Die
Flicheninhalte 4, und A, der Dreiecke stehen im gleichen Verhaltnis wie die zu h,
und h, gehorigen Seitenlingen s, und s,.

Nunmehr kann dem Beweis folgende Gedankenfiihrung zugrunde gelegt werden
(Bild 2.2.):

/5 /A § Bild 2.2,

Die Dreiecke SAC und 4 BC stimmen in der Héhe von C aus iiberein. Fiir ihre Flichen-
inhalte 4, und 4, gilt also:

A,: 4, =S4: 4B.

Die gleiche Uberlegung, angestellt fiir die Dreiecke SAC und CAD mit ihren Flichen-
inhalten A4, und 4,, ergibt:

4,: 4;=5C: CD.
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Wegen
Ay, = A,
gilt demnach
§4: 4B =5C: CD.

Die groBere Einfachheit dieses Beweises — er ist etwas kiirzer und kommt mit weniger
Hilfslinien aus — wird in gewisser Weise dadurch wieder wettgemacht, dal man zu-
sitzlich den zuvor genannten ,,Hilfssatz* formulieren und auflerdem den Begriff Fld-
chenverhiiltnis verwenden muB, dessen Einfiilhrung vom Lehrplan — zumindest an dieser
Stelle — nicht vorgesehen ist. Aber dieser Hilfssatz erscheint als bloBe Anwendung des
Begriffs Streckenverhdltnis, und das weitgehend selbstindige Finden des Beweisganges
und auch der Hilfslinien wird b ders einfach, wenn man bereits anliBlich der Be-
handlung des Dreiecksinhalts und der Proportionalitit in den Klassen 6 und 7 statt
bloBen Einprigens gewisser Fakten und formaler Aufgabenlésungen alle Moglichkeiten
funktionaler Schulung genutzt hat. Bereits dort konnte man niamlich zu folgenden Er-
kenntnissen vorstoBen:

1) Hilt man die Lénge der Grundseite eines Dreiecks konstant, so sind die Lange der
zugehorigen Hohe und der Flicheninhalt direkt proportional zueinander (ein ent-
sprechender Satz laBt sich auch bei konstanter Linge der Hohe formulicren).

2) Hilt man den Flicheninhalt eines Dreiecks konstant, so sind die Linge einer Scite
und die Linge der zugehorigen Hohe zueinander umgekebrt proportional. -

Unmittelbar nach dem Beweis (und einer zusammenfassenden Wiederholung) sollten
miindliche und schriftliche Ubungen im Aufstellen entsprechender Verhiltnisgleichun-
gen anhand von Bild B 4 (Lb 19) durchgefiihrt werden, und zwar zwei Typen: Einer-
seits wird ein Strahlenabschnittsverhiltnis vorgegeben, andererseits ist die ganze Ver-
haltnisgleichung aufzustellen. Man beachte, daB dafiir z. B. auf dem Strahl s, im Bild
B4 nicht nur S4: 4B, sondern auch S4: AC und SB: BC in Frage kommen. Wenn
derartige Ubungen an anderen Figuren als denen des Lehrbuchs durchgefiihrt werden,
sollte das Gleichliegen (und spiiter die Zugehirigkeit) von Abschnitten keinesfalls durch
Bezcichnungen wie 4 und A4’ oder 4, und A4, fiir die Punkte suggeriert werden. Solche
Ubungen werden sonst allzu schnell zum Formalismus.

Nach diesen Ubungen liegt die Vermutung nahe, daB derartige Verhaltnisgleichungen
in jedem Falle gelten, also nicht nur in der bisherigen, speziellen Lage der Strahlenab-
schnitte. Dazu miiBten noch dic Fille sich iiberlagernder Strahlenabschnitte erdrtert
werden. Unter dem Hinweis, daB8 das spiter geschicht, wird die allgemeine Formulie-
rung (Satz B 1 des Lehrbuches) erarbeitet. Als Hausaufgabe kénnte gestellt werden:

a) Lernen von Satz B 1 (nicht formal im Wortlaut; die Schiiler sollen vielmehr den
Inhalt mit eigenen Worten wiedergeben kénnen);

b) Aufstellen von vier (bisher gesicherten) Verhiltnisgleichungen nach Bild b1 (Lb
104);

c) Aufgabe 6 a);

d) Einige geeignete Schiiler werden — unter Entlastung von b) — beauftragt, sich mit
dem Beweis fiir die Verhiltnisgleichung (2) vertraut zu machen oder den Auftrag B 4
(Lb 20) zu bearbeiten.

Fiir die dritte Stunde der Unterrichtseinheit, eine Festigung de, wird folgender Vor-
schlag unterbreitet:

1



Thema: Festigung des ersten Teils des Strahlensatzes

Gliederung:

(1) Wiederholung, verbunden mit taglicher Ubung: Begriffc ,,Strahlenbiischel®, ,gleich-
liegende Strahlenabschnitte* u. dgl.

(2) Kontrolle der Hausaufgaben

(3) Erarbeitung: Beweis der Behauptung SB: 5S4 = SD: SC

(4) Ubung: 1. Aufstellen und Loésen von Verhiltnisgleichungen wie in Aufgabe b9

(Lb 105)
2. Aufgabe b 8 (miindlich)

(5) Erarbeitung: Umformen der Verhiltnisgleichungen wie im Auftrag B 4 (Lb 20) und
entsprechende Textformulierung fiir den Satz B 1

(6) Hausaufgabenstellung: Aufgaben 9 c), 8 e) bis h), fiir geeignete Schiiler 10 b), ¢), d)
(Lb 105)

(7) Zusammenfassung: Kurzes Skizzieren der Abschnitte (3) und (3)

Methodische Hinweise:

Zu (1): Es empfiehlt sich, diese Wiederholung und Ubung anhand eines vorbereiteten
Tafelbildes (bzw. einer Folie fiir den Tageslichtprojektor Polylux) in Anlehnung an das
Bild b 1 (Lb 104) vornehmen zu lassen. Dabei sind vor allem die Schiiler, die noch
Schwierigkeiten haben, heranzuzichen.

Zu (2): Bei der Wiedergabe des ersten Teils des Strahlensatzes durch die Schiiler sollte —
wie stets in derartigen Fillen — in erster Linie auf sachliche, in zweiter Linie auf sprach-
liche Richtigkeit geachtet werden. Keinesfalls sollten die Schiiler angehalten werden,
sich den Text des Buches wortgetreu einzupriigen, da so die Form den Inhalt verdrangt
und auch aus der Wiedergabe derartig auswendig gelernter Sitze keinerlei Aufschluf3
iiber das wirkliche Verstandnis der Schiiler fiir den Sachverhalt zu erlangen ist. Bei der
Korrektur sachlicher und sprachlicher Fehler sollte der Lehrer konsequent, aber behut-
sam und mit pidagogischem Feingefiihl vorgehen, um den Schiilern eine hiufig vor-
handene Scheu vor der sprachlichen Formulierung mathematischer Sachverhalte zu
nehmen bzw. eine solche nicht erst zu erzeugen.

Ob der Satz inhaltlich erfaBt worden ist, zcigt sich vor allem bei der Beantwortung der
Frage nach Verhiltnisgleichungen, die nach di Satz bestehen miissen. wobei
zwischen solchen, deren Giiltigkeit bereits bewiesen wurde, und solchen, fiir die das
nicht zutrifft, zu unterscheiden ist. Die Frage nach letzteren leitet zur Zielstellung
fiir die ganze Stunde und spezicll fiir den niichsten Abschnitt iiber. Die bisherigen
Kenntnisse iiber ein von Parallelen geschnittenes Strahlenbiischel sollen jetzt gefestigt
und vertieft werden. Dazu sollte man zunichst weitere Verbiltnisgleichungen als giiltig
nachweisen lassen.

Zu (3): Bei dem Beweis der Proportion SB: SA4 = SD: SC sollte man sich an den Weg
des Lehrbuches anlehnen und damit begniigen, daB alle Schiiler den Beweis verstchen.
ZweckmiBig ist es, wenn man, wie auf Seite Uh 71 vorgeschlagen, bereits vorher mit
der ‘Vorbereitung auf diese Beweisfiihrung einen oder mehrere dazu befihigte Schiiler
betraut hat. Dann kann jetzt dieser Beweis mdoglichst anhand eines vorbereiteten
Tafelbildes oder einer Folie vorgetragen werden. AnschlieBend ist im Gesprich mit
der Klasse der Unterschied zu dem in der vorigen Stunde behandelten Beweisgang
herauszuarbeiten und besonderes Augenmerk auf die Motivation der Zahleraufspaltung
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durch das Bestreben nach Zuriickfithrung auf die Proportion (1) zu lenken. Auf die Tat-
sache, daB man so auch die andercn Verhiltnisgleichungen beweisen kinnte und darauf
nur aus Zeitgriinden verzichtet wird, muB deutlich hingewiesen werden. AbschlieBend
sollte man den gesamten Sachverhalt des ersten Teils des Strahlensatzes noch einmal
von cinzelnen Schiilern in Worten formulieren lassen.

Zu (4): Die Aufgabe b 9 (Lb 105), die man hier benutzen bzw. an der man sich orientie-
ren sollte, dient — ebenso wie andere gleichartige Aufgaben — in erster Linie dem Er-
kennen gleicher Streckenverhiltnisse durch Anwenden des Strahlensatzes und dem
inhaltlichen Lésen der betreffenden Verhiltnisgleichung. Die Zahlenverhiltnisse sind
im allgemeinen so einfach gewihlt, daB ein Anwenden des Gleichungskalkiils, nach
ciniger Ubung auch das explizite Formulieren der Verhiltnisgleichung, unnétig wird.
Schritte der Losung bei Aufgabe b 9 b):

a) Farbiges Kennzeichnen der gegebenen Stiicke ;
b) Uberpriifen, ob Addition oder Subtraktion zum Ziel fiihrt (SB = 5,4 cm);
¢) Aufstellen der Verhiltnisgleichung SC: SD = S4: SB

S5C:6,3cm =4,2:5,4;
d) Inhaltliches Losen gemiB
5C:63cm=17:9; 63=07:9; SC=0,7-7cm =4,9cm;

e) Ermitteln der letaten gesuchten GroBe durch Subtraktion (CD = 1,4 cm).

Selbstverstiindlich ist diese Schrittfolge nicht etwa einzuprigen. Sie richtet sich ja auch
nach der Art der Aufgabe, und auBerdem 148t sich auch fiir den Gedankengang beim
inhaltlichen Lésen kein Schema angeben.

Dem gemeinsamen Bearbeiten einer solchen Aufgabe sollte eine entsprechende Still-
arbeit — etwa mit b 9 a) und 9 d) — folgen. Bei 9 d) beachte man die Vieldeutigkeit, die
sich ergibt, weil sich dic Angaben auf einen einzigen Strahl beziehen und inand
abhingig sind.

Die Aufgaben b 8 a) und c) sollten dann wieder miindlich gelost werden. Bei der Auf-
gabe 8b) ist der Unterschied zu den bisherigen Verhiltnisgleichungen deutlich zu
machen und damit die Motivation fiir den niichsten Stundenabschnitt zu geben.

Zu (3): Schiiler, die als Hausaufgabe den Auftrag B 4 (Lb 20) bearbeitet haben (. Uh
71), fiihren die Umformungen vor und formulicren entsprechend den Text fiir den
ersten Teil des Strahlensatzes um. AnschlieBend sollte man solche Formulierungen auch
von andcren Schiilern verlangen, wobei sinngemi8 das unter (3) Gesagte gilt.

Vierter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.1.: Vervielfachen einer Strecke (Lernein-
heit B 3)

Auf Seite Uh 65 wurde bereits betont, daB das Vervielfachen einer Strecke deshalb
zwischen dem ersten und zweiten Teil des Strahlensatzes steht, damit den Schiilern die
Méoglichkeit zur rechtzeitigen Festigung durch selbstindiges, praktisches Handeln ge-
geben wird. Verglichen mit dem vorangegangenen Stoff sind die geistigen Anforderun-
gen geringer. Man kann allerdings diesen Komplex auch nach dem zweiten Teil des
Strahlensatzes in Zusammenhang mit Lerneinheit B 5 (Innere und duBlere Teilung einer
Strecke) behandeln.
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Der Ablauf kénnte etwa folgendermaBen sein:

1. Ubung: Auf der Schiefertuchtafel Quadratmeter ist eine Strecke von 2 dm markiert.
1 1
Schiiler zeigen Strecken von 2-, 3-, 4--2—-, ifacher Linge. (Das Vorgehen kann

durch entsprechendes Arbeiten aller Schiiler mit Kistchenpapier ersetzt oder
erginzt werden.)

. Einfiihrung des allgemeinen Begriffs Vervielfachen einer Strecke (ohne Definition).

. Problem 1: Eine an einer (normalen) Tafel vorgegebene Strecke soll mit 2,3, ..., n
vervielfacht werden. Losung: (n — 1)maliges Abtragen mit dem Zirkel.

w N

13

Problem 2: Eine an der Tafel vorgegebene Strecke soll mit l% = %,

vervielfacht werden.
Erkenntnis : Mit bisherigen Mitteln nur méglich, wenn Nenner Zweierpotenz ist.
4. Zielangabe: Erarbeitung eines Verfahrens zum beliebigen Vervielfachen einer
Strecke.
. Arbeit der Schiiler mit dem Lehrbuch am Bild B 7 (Lb 21).
. Ein Schiiler fiihrt die Konstruktion an der Tafel vor und beschreibt sein Vorgehen;
die anderen arbeiten im Heft. Ein zweiter Schiiler begriindet das Verfahren, ein

@

. . 1
dritter verallgemeinert auf —.
n

-

. Problem: Faktor %; Lésung durch einen Schiiler an der Tafel, dic anderen arbeiten

im Heft.
8. Die Schiiler lssen selbstindig im Heft: AB ist durch die Locher 14 und 16 der

Lochschablone gegeben. Konstruiere zwei Strecken AC und 4D mit AC = l/ﬁ

und AD =€AB!

9. Zusammenfassungen durch Schiiler.
10. Hinweis auf Vorgehen bei irrationalem Faktor anhand des Lehrbuches,
11. Hausaufgabe: Aufgaben 12, 11 a) und 11 f)

Zusammenfassung:

1) Folgende zeitliche Gliederung der Unterrichtseinheit wird empfohlen:
1. und 2. Schwerpunkt — eine Stunde
3. Schwerpunkt — zwei Stunden
4. Schwerpunkt — eine Stunde

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein: Die Schiiler haben
Streckenverhéltnisse kennengelernt.
Sie wissen, daB ein Streckenverhiltnis eine Zahl ist, obwohl die Formulierung oft-
mals mit Hilfe der Strecken und ihrer Symbole erfolgt. Sie sehen MaBstab und Ver-
kiir hiltnis als spezielle Streckenverhiiltnisse. Sie wissen, daB jeder Strek-
kcnmessung das Ermitteln eines Streckenverhiltnisses zugrunde liegt. Sie kénnen
Verhiltnisse vorgegebener Strecken und Streckenlingen nach vorgegek Ver-
hiltnissen ermitteln.
Die Schiiler kennen die Begriffe ,,Strahlenbiischel®, ,,Parallelenschar®, ,,Strahlen-
abschnitte®, ,,glcichliegende Strahlenabschnitte. Sie kenncn den ersten Teil des
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Strahlensatzes, konnen seinen Inhalt sprachlich einwandfrei angeben und nach ihm
wahre Verhaltnisgleichungen aufstellen. Sie verstehen den Beweis dieses Satzes und
konnen die Grundgedanken dieses Beweises wiedergeben.

Die Schiiler haben den Begriff ,,Vervielfachen einer Strecke* fiir beliebige positive

1 . .
Faktoren erfaBit, insbesondere fiir Zahlen der Form ;—(n cine natiirliche Zahl). Sie

konnen den ersten Teil des Strahlensatzes zum Vervielfachen einer Strecke anwen-
den und haben ihre Fihigkeiten im Zeichnen und Konstruieren aufgefrischt bzw.
vervollkommnet.

2.1.2. Zweiter und dritter Teil des Strahlensatzes (4 Stunden; Lerneinheiten B 4 bis 6)

Diese Unterrichtseinheit umfaBt drei Schwerpunkte:

1. Zweiter Teil des Strahlensatzes
2. Innere und duBere Teilung einer Strecke
3. Dritter Teil des Strahlensatzes

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.2.: Zweiter Teil des Strahlensatzes (Lern-
einheit B 4) N

Zunichst sind als neue Begriffe Parallelenabschnitt und das Zueinandergehiren von
Strahlen- und Parallelenabschnitten einzufithren; beziiglich des letzteren gilt das
gleiche, was auf Seite Uh 69 von gleichliegend und entsprechend gesagt wurde. Zu be-
achten ist, daB zu jedem Parallelenabschnitt zwei Strahlenabschnitte gehéren. Ist es
bei zwei Strahlen also gerechtfertigt, von einem Strahlenabschnitt und dem zugehérigen
Parallelenabschnitt zu sprechen, so gilt das Umgekehrte nicht. Den bekannten Ver-
wechslungen der Schiiler, auch Strahlenabschni ieh die nicht vom
Biischelzentrum hen, kann man folgendermafen vorbeugen: Auf eine Mamperm~
Schiefertuchtafel mit Koordinatensystem werden zwei Strahlen gezeichnet, der eine
waagerecht, der andere diagonal. Die schneidenden Parallelen sind die senkrechten
Linien des Gitters. Durch eine mit Manipermplittchen versehene verschiebbare Leiste
wird jeweils eine dicser Linien hervorgehoben: Die Zugehérigkeit von Strahlen- und
Parallelenabschnitt wird, unterstiitzt durch Zeigen und Sprechen, deutlich. Das Ver-
schieben der Leiste kann dann anschlieBend zur Vermutung des Strahlensatzes, 2. Teil,
fithren.
Beim Beweis ist das Auffinden der Hilfslinie und damit das Umstrukturieren der Figur
der schwerste Schritt. (Ubrigens wird er um so leichterfallen, je mehr man sich vorher
in der Lage der Strahlen und Parallelen um Abwechslung bemiiht hat.) Um die Fihig-
keit der Schiiler zu entwickeln, selbstindig Beweise zu fiihren, also auch den Anfang
selbstindig zu finden, muB man ihnen zeigen, wie man von Voraussetzung und Be-
hauptung her zu solchen Hilfslinien kommen kann. Durch folgenden Gedankengang
ist das moglich (an der Tafel befindet sich das Bild 2.3. mit der unmittelbar zuvor er-
arbeiteten Behauptung):

te einzub

Die Behauptung sagt etwas iiber Streckenverhiltnisse aus. Als Satz, der ebenfalls etwas
iiber die Gleichheit von Streckenverhiltnissen aussagt, kennen wir den ersten Teil des
Strahlensatzes. Seine Anwendung liegt daher nahe. Dazu miiften die vier Strecken aber
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s AN D\, Bild23.

Strahlenabschnitte sein. Demzufolge miissen ein anderer Scheiielpunkt und eine andere
Parallelenschar gewdhlt werden. Wenn die Strahlen von B als Scheitelpunkt ausgingen, so
wiren drei der vier fraglichen Strecken Strahlenabschniite, nimlich BD, SB = BS und
SA4 = AS; dabei sind BD und BS gleichliegend, wenn SD zu der erzeugenden Parallclen-
schar gehirt. Es fehlt also auf BD noch ein Strahlenabschnitt, der mit AS gleichliegt. Wir
erhalten ihn, wenn wir durch A zu SD die Parallele ziehen.

Es versteht sich, da8 das Umstrukturieren vom Biischelzentrum S zum Biischelzen-
trum B durch farbige Kreide und Beschreibungen seitens der Schiiler unterstiitzt wer-
den muB.

Beim zweiten Teil des Strahlensatzes ist auch der entsprechende Sachverhalt fiir Ge-
radenbiischel zu behandeln, der einem besonders bequemen Konstruktionsver{uhren
der inneren Teilung als Grundlage dient. Um die Anzahl der den Schiilern in dieser Stoff-
einheit begegnenden Sitze nicht zu gro8 und uniiberschanbar zu machen, verieide
man aber unbedingt den Eindruck, es handle sich hier um einen véllig ncuen, grund-
legenden Satz, der gewissermaBen gleichwertig neben den crsten und den zweiten Teil
des Strahlensatzes tritt und dessen Inhalt ebenso einzupriigen ist. Vielmehr sollte deut-
lich werden, dal die Aussagen iiber Geradenbiischel gleichsam ,,selbstverstandlich® aus
denen iiber Strahlenbiischel folgen. Aus diesem Grunde verzichtet auch das Lehrbuch
auf ein besonderes Hervorheben durch Fettdruck und Numerierung.

Bei den Aufgaben zur Lerneinheit B 4 bemiihe man sich nicht um Vollstindigkeit, ins-
besondere nicht bei der Tabelle (Aufgabe b 18). Eine Moglichkeit zur Zeitersparnis
besteht darin, nach der (miindlichen) Bearbeitung von ein oder zwei Aufgaben alle
iibrigen nur auf die Anzahl der Losungen hin zu untersuchen. Lit hingegen die Klas-
sensituation genauere Berechnungen giinstiger erscheinen, so wird man sich mit einer
Aufgabenauswahl begniigen, die moglichst alle Typen beriicksichtigt. Unbedingt sollten
aber dabei eine der nicht losbaren Aufgaben ¢) und f) und die nicht eindeutig losbare
Aufgabe d) Beriicksichtigung finden. Der Lehrer muf selbst entscheiden, ob er es sciner
Klasse zutraut, solche Aufgaben ohne Vorbereitung als Hausaufgaben zu bearbeiten;
anzustreben ist es auf jeden Fall. Im iibrigen sollte man auch bei diesen Aufgaben cinen

oglichst rationcllen Losungsweg einschlagen. Daf z. B. bei Aufgabe ¢) die Verhiltnis-
178 143
225 209
und 143 + 225 zu berechnen: Von den vier Zahlen ist nur 225 durch 3 (und 9) teilbar.

gleichung nicht bestehen kann, sicht man, ohne etwa die Produkte 178 - 209

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.2.: Innere und dufere Teilung einer
Strecke (Lerneinheit B 5)

Hier sind die Schiiler zuniichst mit dem Begriff der inneren und duBeren Teilung ver-
traut zu machen. Dazu ist es notwendig, den engen Zusammenhang, aber auch den

Unterschied zwischen diescn Teilungen und dem in der Unterrichtseinheit 2.1.1. be-
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Teilung einer Strecke AB
A B8
t ’ t S
Q : P IR
i ! ”
AuBere Teilung Jnnere Teilung I AuBere Teiung
_ — . — — | — —
QA= 1 AE Ph - 148 | RA-£/B
8-+448 . PB-+5AB f RB - % AB
—_— —_— ! _— — —_— —_—
QA: QB=1:5 i PA:PB-3:5 I RA:RB=5:1
— ——— —
QA:QB=p:qlp<q) PA:PB = p:g { RA : RB = p:g(p>q)
GA =35 4B : P£=;%A_B i fA =7;f7A—B
(B - 3% 4B i PB-3% AB | B35 A

Bild 2.4.

handelten Vervielfachen einer Strecke herauszuarbeiten. Es empfiehlt sich, dafiir cin
(entsprechend farbig gestaltetes) Tafelbild gemaB Bild 2.4. in nachstehender Reihen-
folge zu erarbeiten:

1. Strecke AB mit Teilpunkt P und Verlingerungen iiber 4 und B hinaus, Uberschrift

und P4 = i AB in der mittleren Spalte (kann bereits vorbereitet sein)
2 PB=} 1B

3. PA: PB= 3 5; Innere Teilung
4. Q; ()4— AB; AuBere Teilung; QB—;AB; Q4: 9B =1:5
5

5. R; AuBere Teilung; R4:RB=5:1; RA=

6. PA:PB=p:q; Q4:QB=p:q(p<q); RA:RB=p:q(p>yg)

Die allgemeinen Beziehungen P4 = Lq AB usw. sollte man erst nach der Behand-
lung des Konstruktionsverfahrens (die dann freilich an einer anderen Tafel erfolgen
muB) erginzen. In manchen Klassen wird man vielleicht ganz auf sie verzichten oder
nur einige geeignete Schiller zu entsprechenden Uberlegungen anregen. Keines-
falls darf bei der Erérterung dieser Frage der Eindruck entstehen, man miisse sich diese
Beziehungen einprigen; es kommt allein auf inhaltliches Erfassen der Begriffe Verviel-
fachen und Teilung einer Strecke an. Deutlich muB8 dabei werden: Jede Teilungsaufgabe
1aBt sich auch als Vervielfachungsaufgabe formulieren, wenn fiir die Lage der gesuchten
Strecke die Einschrinkung gemacht wird, daB sie mit der gegebenen Strecke einen
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Endpunkt gemeinsam haben und aulerdem die eine giinzlich in der anderen liegen soll.
(Diese Einschrinkung ist notig, weil das Vervielfachen von Strecken eigentlich ein
Opericren mit Klassen von einander kongruenten Strecken ist, von denen die Ausgangs-
wie die ermittelte Strecke jeweils nur Reprisentanten sind.) Manche Verwirrung ent-
steht bei den Schiilern auf folgende Weise:

Beim Vervielfachen einer Strecke 4B, d. h. beim Konstruieren einer Strecke

AC = P, AB, bedeutet:
q

14 < 1, daB die ermittelte Strecke AC kiirzer als AB ist, wihrend

)

L] bedeutet, daB8 die ermittelte Strecke 4C linger als AB ist.
q

(In der Zeichnung wir_kt sich das iiblicherweise so aus, daBl der Punkt C innerhalb
bzw. auBerhalb von AB liegt.)

Beim Teilen einer Strecke AB sagt jedoch die Tatsache, ob das Teilverhaltnis £

kleiner oder groer als 1 ist, nichts dariiber aus, ob der Teilpunkt innerhalb oder auBer-
halb von AB liegt ; denn sowohl fiir die innere als auch fiir die duBere Teilung kanp P
kleiner oder groBer als 1 sein. (Beide werden allenfalls durch verschiedene Vorzeichen
unterschieden, doch wird das in der Schule vermieden, weil man sonst mit gerichteten
Strecken arbeiten miiBte.)

Den Unterschied zwischen Vervielfachen und Teilen in dieser Hinsicht kann man durch
folgenden Hinweis deutlich machen: Beim Vervielfachen erfolgt stets der Bezug zur

Ausgangsstrecke AB (A_C :AB = %), beim Teilen hingegen geht in das Teilverhiiltnis

die Ausgangsstrecke AB nicht ein <EZ :CB = %) ‘Wohl aber geht verabredungsgemaf3

die Reihenfolge der Punkte 4 und B der Strecke AB ein, weil es ja sonst z. B. bei
innerer Teilung zu jedem Teilverhiltnis zwei Teilpunkte gibe. Nach der Verabredung
entstehen diese beiden Punkte, je nachdem 4B oder BA in dem betreffenden Verhaltnis
geteilt wird (insofern handelt es sich also hier eigentlich um eine gerichtete Strecke).
Fiir die Vermittlung der Konstruktionsverfahren gilt : Die Schiiler sollen keine perfekten
»Streckenteiler werden. Wichtig ist vielmehr, daB sie das Prinzipielle im Anwenden
der Strahlensitze erleben und befihigt werden, die Konstruktion vom jeweiligen Pro-
blem her selbst zu finden. Dazu empfiehlt sich im Unterricht etwa das folgende gedank-
liche Vorgehen:

(1) Aufgabe: Gegeben ist die Strecke 4B (wenn Einheitlichkeit gewiinscht wird, etwa
mittels der Lochschablone, keinesfalls jedoch durch eine Lingenangabe). Sie soll
innen im Verhaltnis 7 : 3 geteilt werden.

(2) Durchdenken der Aufgabe: Gesucht ist ein Teilpunkt T, der zwischen 4 und B liegt
und die Teilstrecken 74 und TB erzeugt, fiir die T4 : TB = 7: 3 gilt.

(3) Finden der Lisung: TA und TB konnen als Strahlenabschnitte gedacht werden, die
aneinander grenzen. Dann muB A oder B Scheitelpunkt sein, von dem ein weiterer
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Strahl ausgeht. Auf ihm miissen dann zwei Strahlenabschnitte abgetragen werden,
die zu (den gesuchten) T4 und TB gleichliegen. Ihre Lange ist gleichgiiltig, nur
miissen sie ebenfalls das Verhaltnis 7: 3 bilden.

(4) Ausfihren der Konstruktion: ...

Das Gegeniiberstellen verschiedener Konstruktionswege bei der gleichen Aufgabe
kann etwa folgendermaBen geschehen: Die Schiiler erhalten die Aufgabe, eine der
Strecken AB der Bilder B13 (Lb 23) auf Transparentpapier zu iibertragen und sie
dann im gleichen Verhiltnis wie im Lehrbuch zu teilen. Der Lehrer weist den Schiilern
das Verfahren unter Beachtung folgender Bedingungen zu: anders als im Buch und
unterschiedlich zwischen den jeweiligen Nachbarn. Nach der Konstruktion werden
dann jeweils die beiden Nachbarblitter auf das Bild des Lehrbuches gelegt, und das
Aufeinanderfallen der Teilpunkte wird kontrolliert. Fiir die Erziehung zur Genauigkeit
ist ein solches Vorgehen von groem Wert. Daneben empfiehlt sich fiir den Lehrer die
Anfertigung entsprechend abgestimmter Folien fiir den Schreibprojektor Polylux.
Beeindruckt sind die Schiiler, wenn sie in dem praktigschen Sachverhalt der Aufgabe
b 21 (Lb 106) das mathematische Problem der inneren und #uBeren Teilung wieder-
erkennen. Wer vermutet das schon hinter einem solchen Text, in dem doch von keinem
Streckenverhiltnis die Rede ist ? Man kénnte sogar meinen, zur Losung des Problems
Gleichungen mit zwei Variablen zu benétigen, dabei wird nur benétigt, daB sich die in
gleichen Zeiten zuriickgelegten Strecken zueinander verhalten wie die Geschwindig-
keiten, also die Proportionalitit von Weg und Geschwindigkeit. Bei entsprechend an-
derer Gestaltung der Unterrichtsstunde (schwieriger, aber interessanter) kann man
diese Aufgabe auch umgekehrt nutzen, namlich zur Einfithrung des Begriffs dufere
Teilung. Bekanntlich fillt das ja deshalb schwer, weil beim Wort Teilen jeder die Vor-
stellung hat, es miisse etwas Kleineres entstehen (,,Ein Teil ist stets kleiner als das
Ganze*). Von einer echten Begriffserweiterung kann man aber auch nicht sprechen, da
ja negative Zahlen als Teilverhiltnisse nicht beriicksichtigt werden. So bleibt nur eine
Analogiebetrachtung, und gerade die ist vom praktischen Beispiel her gut zu motivieren.
Die Bezichung zwischen praktischem Sachverhalt und mathematischer Begriffsbildung
sollte man jedoch in jedem Falle deutlich machen.

Der Schulung des funktionalen Denkens und damit der Vorbereitung des Funktions-
begriffs dient cs, wenn die Lage des Teilpunktes in Abhiangigkeit vom Teilverhiltnis
(und umgekehrt) betrachtet wird. Dabei kann, durch die Anschauung unterstiitzt, auch
folgendermaBen formuliert werden:

Ein uferes Teilverhiltnis 1 ist zwar nicht miglich. Doch kommt es der 1 (von unten
oder von oben) ,.beliebig* nahe, wenn der Teilpunkt nur weit genug von A und damit
auch von B entfernt ist.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.2.: Dritter Teil des Strahlensatzes (Lern-
einheit B 6)

Ein dritter Teil des Strahlensatzes als Aussage iiber die Parallelenabschnitte wird selten
ausdriicklich formuliert. Allerdings dringt er sich von der Systematik her geradezu auf:
Geht es im ersten Teil um die von Parallelen erzeugten Strahlenabschnitte, so im dritten
Teil um die durch Strahlen erzeugten Parallelenabschnitte. Von daher konnte dieser
sogar an zweiter Stelle stehen und der die Verbindung beider Abschnittsarten her-
stellende zweite Teil an letzter; doch erfordern die Beweise eine andere Reihenfolge,
wobei der des dritten Teils geradezu in den SchoB fillt. Das ist auch einer der Griinde,
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warum er mcist vernachldssigt wird — es bereitet keine besonderen Schwierigkeiten,
ohne ihn auszukommen, wenn man statt dessen den zweiten Teil mehrmals anwendet.
Ein anderer Grund fiir den oftmaligen Verzicht auf ihn besteht darin, da man ihn an
der einfachsten Strahlensatzfigur (zwei Strahlen und zwei Parallelen), auf die man sich
hiufig weitgehend beschrankt, nicht formulicren kann. Wenn der Lehrplan die Be-
handlung des dritten Teils fordert, so tut er das nicht nur aus Griinden der Vollstindig-
keit, sondern auch, weil dessen Kenntnis bzw. die seiner Umkehrung Beweise fiir Sitze
iiber Ahnlichkeitsabbildungen bzw. zhnliche Vielecke etwas zu vereinfachen vermag
(/" Uh 115). Der Lehrer solite jedoch beachten, daB hier am ehesten die Méglichkeit
besfeht, gewisse Abstriche an Ausfiihrlichkeit und Griindlichkeit zugunsten anderer
Probleme zu machen, falls die Klassensituation das als giinstig erscheinen lafit. Aus
diesem Grunde wird auch empfohlen, einen Teil der dem dritten Teil des Strahlensatzes
gewidmeten Unterrichtsstunde fiir cine Kurzarbeit (schriftliche Leistungskontrolle von
etwa 10 Minuten Dauer) zu verwenden. Eine Auswahl von Aufgaben der folgenden Art
ist dafiir geeignet:

1. Bild 2.5.; Fiille in den folgenden Gleichungen die leeren Stellen so aus, daB richtige
Verhiltnisgleichungen entstehen' Gib an, aus welchem Teil des Strahlensatzes die
Richtigkeit folgt!

Bild 2.5.

Gruppe A Begriindung Gruppe B Begriindung
I)S_EZ _ a) SB: =DB: AC

b) AC: AE b) SC:CD = EF

¢ :CD ¢) DB:DF = AC:

d) $B:5J d  :56 =54:5]

e) SB: 5S4 _ e)ﬂ:(z=5-:_

f) SJ:EF = f) SE:SF = :DB

2. Bild 2.6.: Im Dreieck 4BC gilt:

(1) D teilt CA im Verhaltnis 2:1,d. h. CD: DA =2:1.
(2) CM ist Seitenhalbierende von 4B.
(3) DE ist parallel zu 4B.
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Gib die folgenden Verhiltnisse an (unabhingig von dem hier gezeichneten Dreieck
ABC)!

G A: —_—= b) — = —= =
ruppe A: 8) 7 ) 5B ) Zat ) o
€) g =
B
G Bia) oo — B M_ br_ -
ruppe B: a) ] ) 3 c) o5 ) o
o=
EF c
’
) £
Bild 2.6.
4 H B

3. (Die Strecke 4B kann entweder auf einem Arbeitsblatt oder mit Hilfe einer Loch-
schablone vorgegeben werden, oder sie wird vom Schiiler beliebig gewiihlt.)

Gruppe A: Gruppe B:
a) Konstruiere einen_Punkt P, a) Konstruiere einen Punkt P auf
der die Strecke 4B innen im der Verlingerung von AB iiber B
‘erhiltnis 5 : 4 teilt! — —
Verhaltnis 5: 4 teilt hinaus, so daB AP = %AB ist!
b) /ﬁ):k“‘ﬁ; by =... b) Der Punkt P teilt AB ... im
PB=ky  ABsky = ... Verhaltnis . ..

Dabei sollte die Zeit voll zum Arbeiten genutzt werden kénnen, die Aufgaben sollten
also an der Tafel vorbereitet oder — noch besser — den Schiilern auf Blittern ausgehin-
digt werden, auf denen auch gleich die Losungen niedergeschricben werden kénnen.
Am Beginn der Betrachtungen zum dritten Teil des Strahlensatzes steht gewil eine
Figur wie Bild B 14 (Lb 24) im Lehrbuch. Zum Beweis kann jedoch schon Bild B 15
benutzt werden; denn der Beweis daran ist um keinen Deut schwieriger, und es handelt
sich um den wichtigeren, auch spiter hiufiger auftretenden Fall. Bild B 15 kann aber
noch eine andere Aufgabe erfiillen: Es kann zum Problem der Umkehrungen hinfiihren
(7 Uh 84).

Bevor man jedoch die Umkehrungen in Angriff nimmt, ist es giinstig, wenn man in
knapper, einpriagsamer Form die drei behandelten Teile des Strahlensatzes noch einmal
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Bild 2.7.

einander gegeniiberstellt. In einem Tafelbild veranschaulichen farbige Pfeile nicht nur
das Gleichliegen oder Zueinandergehoren von Strahlen- oder Parallelenabschnitten,
sondern gleichzeitig auch die nach dem jeweiligen Teil des Strahlensatzes giiltigen Ver-
haltnisgleichungen. (Im Bild 2.7. sind die verschiedenen Farben durch unterschiedliche
Ausfithrung der MaBpfeile angedeutet.) .

Zusammenfassung:

1) Fiir den ersten Schwerpunkt der Unterrichtseinheit sollten zwei Stunden, fiir die
anderen beiden je eine Stunde veranschlagt werden.

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler kennen die Begriffe ,.Parallelenabschnitt*, ,,Zugchérigkeit bei Strahlen-
und Parallclenabschnitten® sowie ,,Gleichliegen bei Parallelenabschnitten®.
Sie kennen den zweiten und dritten Teil des Strahlensatzes, konnen ihren Inhalt mit
eigenen Worten angeben und diese Sitze fiir das Aufstcllen wahrer Proportionen
anwenden.
Sie verstehen die Beweise fiir diese Sitze und kénnen sie wiedergeben. Weiterhin
wissen sie iiber die Giiltigkeit der den Strahlensatzteilen entsprechenden Aussagen
auch fiir Geradenbiischel Bescheid.
Die Schiiler kennen dic Begriffe innere und dufere Teilung einer Strecke und sehen
diese Begriffe auch im Zusammenhang mit der frither behandelten Verviclfachung
einer Strecke. Sie konnen Strecken konstruktiv nach vorgegebenen Verhiltnissen
innen und auBen teilen und haben einen Uberblick iiber die Moglichkeiten, die dafiir
unter Anwendung verschiedener Teile des Strahlensatzes bestehen.

2.1.3. Umkehrungen des Strahl (2 Stunden; Lerneinheiten B 7 und 8)

Von all den Moglichkeiten (und auch Notwendigkeiten) logischer Durchdringung des
Mathematikunterrichts hat das Umkehren von Implikationen in den letzten Jahren
mehr und mehr Eingang in Lehrpline und Lehrbiicher gefunden und ist heute zum aus-
gesprochenen Unterrichtsgegenstand geworden. Wenn das Fragen nach der Umkehrung
eines mathematischen Satzes und deren Wahrheit dem Schiiler zu einer selbstverstind-
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lichen Gewohnheit geworden ist, so ist ein gutes Stiick allgemein-mathematischer Bil-
dungsarbeit geleistet worden. Wenn der Schiiler dariiber hinaus erkannt hat, daB dieses
Fragen auch auBlerhalb der Mathematik berechtigt, wichtig und notwendig ist, so hat
der Mathematikunterricht wesentlich zur Allgemeinbildung im Sinne fachiibergreifen-
der Leitlinien beigetragen.

Die Hauptaufgaben der Unterrichtseinheit liegen demgemaB in der Denkschulung. Hier
wird der Leitlinie Beweisen besonders entsprochen. Dariiber hinaus wird ein wichtiges
Lehrplanziel, nimlich die Befihigung der Schiiler zum Anwenden wichtiger mathe-
matischer Denk- und Arbeitsweisen, in den Vordergrund geriickt. Demgegeniiber tritt
das unmittelbare inhaltliche Anliegen, das K. lernen der giiltigen Umkehrungen der
Strahlensatzteile, an Bedeutung eindeutig zuriick. Damit soll allerdings nicht gesagt
sein, daB es vollkommen gleichgiiltig ist, ob die Schiiler nach dieser Unterrichtseinheit
die giiltigen Umkehrungen des Strahlensatzes kennen oder nicht; schlieBlich werden
diese Satze nicht nur fiir den Beweis der Eigenschaften der zentrischen Streckung be-
nétigt, sondern auch fiir den vom Lehrplan ausdriicklich geforderten Beweis des Satzes
iiber die Eigenschaften dhnlicher Vielecke und seiner Umkehrung. Es ist deshalb eweck-
miiBig, bei der Formulierung der beiden Schwerpunkte jeweils einen allgemeinen und

einen an den speziellen Inhalt gebund Teil zu beriicksichtigen.

Allgemein Spezicll

1. Verhiltnis von Satz und Umkeh- Umkehrung zum ersten Teil des -
rung und deren Wahrheitswert Strahlensatzes

2. Umkehrungen bei Sitzen mit Umkehrung zum zweiten und dritten
zusa gesetzten Primi Teil des Strahlensatzes

Da die allgemeinen Gesichtspunkte bereits in Klasse 6 zur Sprache gekommen sind,
handelt es sich hier eigentlich um eine Wiederholung. Trotzdem gebe man sich keiner
Tiuschung hin: Gerade bei diesen schwierigen Fragen ist Klarheit crst ganz allmihlich
zu erreichen, und es ist sehr fraglich, ob in der Zwischenzeit dem Problem der Umkeh-
rung stindig geniigend Aufmerksamkeit geschenkt werden konnte, so daB jetzt mit einer
tragfahigen Grundlage gerechnet werden kann. So wird der Lehrer schon aus erziehe-
rischen Griinden den Schiiler daran erinnern, daB diese Fragen eigentlich nicht neu sind,
daB die in der Klasse 6 erarbeiteten Vorkenntnisse jedoch wieder aufgefrischt werden
miissen. Der Lehrer wird sich aber auf eine recht griindliche Behandlung dieses Pro-
blems einstellen miissen, ohne daB er viel voraussetzen kann.

Bei den Beweisen in dieser Unterrichtseinheit ist zu beachten: Ging es vorher bei geo-
metrischen Beweisen vorwiegend um kongruente Strecken oder Winkel, die es mit Hilfe
kongruenter Dreiecke nachzuwcisen galt, so geht es jetzt um die Parallelitat von
Geraden oder gar um die Zugehorigkeit eines Punktes zu einer Geraden. Obwohl oft-
mals derartige Beweise sehr einfach scheinen, weil sie kurz sind, fallen sie den Schiilern
recht schwer. ’

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.3.: Verhdltnis von Satz und Umkehrung und
deren Wahrheitswert; Umbkehrung zum ersten Teil des Strahlensatzes

Fiir die Gestaltung dieses Schwerpunktes in der 1. Stunde der Unterrichtseinheit, einer
Einfiihrungsstunde, wird auf der folgenden Seite ein Stundenentwurf als Vorschlag
unterbreitet.
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Thema: Umkehrung des Strahlensatzes, erster Teil

Gliederung:

(1) Motivierung und Zielstellung
(2) Formulierung der Umkehrung zum ersten Teil des Strahlensatzes und Beweis
(3) Ubungen im Umkehren einer Aussage (Implikation)
(4) Formulierung der (ersten) Umkchrung zum zweiten Teil des Strahlensatzes und Unter-
suchung auf Giiltigkeit
(5) Hausaufgabe: a) Auftrag B 12 (Lb 25)
b) Aufgabe b 33 (Lb 108) ( fiir leistungsstarke Schiiler)

Methodische Hinweise:

Zu (1): Wie bereits auf Seite Uh 81 angedeutet wurde, kann die Untersuchung der
Umkchrungen zum Strahlensatz anhand des Bildes B 15 (Lb 24) im Lehrbuch motiviert
werden. Das ist auf zweierlei Weise moglich: Entweder man deutet das Bild raumlich
(/' Lb 24 unten), oder aber man gewinnt — genauso wie Teil 3 des Strahlensatzes —
beispiclsweise die Proportion SA : SB = SG : SH als wahre Aussage, obwohl man nicht
weil}, ob die betreffenden Strahlenabschnitte von Parallelen erzeugt werden. Das wirft
die Frage auf, ob AG und BH parallel zueinander sind, ob also die Umkehrung zum
Strahlensatz, Teil 1, wahr ist. R

Zu (2): Zunichst wird man sich hier mit dem formalen Umkehren von Voraussetzung
und Behauptung begniigen, das zu der Aussage Wenn SA: SB = SG: SH gilt, so gilt
AG [] BH fiihrt, und erst diese Aussage beweisen, bevor man sich um eine rein textliche
Formulierung der Umkehrung bemiiht. Die beiden Strahlen SB und SH sowie die
erzeugenden Parallelen sollten dabei aus cinem dem Bild B 15 entsprechenden Tafelbild
heraus entstanden sein.

Bei der Beweisfithrung, die der Lehrer unter aktiver Beteiligung einiger Schiiler selbst
vortragen sollte, wird man sich im wesentlichen an den Weg des Lehrbuches halten.
Dadurch wird mit den Schiilern die Methode des indirekten Beweises, die in Klasse 7
im Zusammenhang mit dem Satz von Tangente und Beriihrungsradius vorbereitet
wird?), in den Unterricht eingefiihrt. Im Stoffgebiet .,Ahnlichkeit* kommt die Methode
des indirekten Beweises wiederholt zur Anwendung und wird dadurch gefestigt. Dabei
sieht der Lehrplan fiir die Stoffeinheit 2.4. im Z hang mit der Behandlung der
Umkehrungen der Satzgruppe des PYTHAGORAS ein Eingehen auf die Problematik dieser
Beweismethode vor ( Uh 148), wihrend an dieser Stelle nur Einzeliiberlegungen
auf der Basis indirekter Beweisfiihrungen erfolgen.

Von der Sache her wiirde sich schon die jetat errcichte Stelle im Lehrgang, also die
Umkehrung des ersten Teils des Strahlensatzes, eignen. Durch die nochmalige isolierte
Burnchtunv cines Einzelfalls schafft aber der Lehrplan dne Moghchl\ﬂt, eine Hiufung
von Schwi wuvkelten an dieser Stelle zu umgehen und g| itig die Ausgangsposition
fiir die spitere Behandlung der indirekten Bc\u:lsmcthode zu starken.

Dicse Uberlegungen bilden auch den Grund dafiir, da8 die ausgepriigte Form eines
indirckten Beweises vor der Behandlung der Methode im Stoffabschnitt 2.4. meist noch
vermicden wird; so geschieht das auch beim Beweis von Satz B 5 (Lb 26).

Zumindest sollen die Schiiler hier aber lernen, daB man beim Beweis einer Umkehrung

3) Vel Mathematik, Lehrbuch fiir die 7. Klasse (Bestell-Nr. 00 07 06-1), Seite 107 £. (Satz F 3). Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlia 1970,
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oftmals den urspriinglichen Satz anwendet, sich also demzufolge eine dafiir geeignete
Situation erst herstellen muf. Im iibrigen werden wir uns hier damit begniigen, daB die
Schiiler den Beweis verstehen und wiedergeben kénnen. Nachdem der Beweis durch
Schiiler wiederholt worden ist, ist kurz zu der Figur gemaf8 Bild B 15 zuriickzukehren,
also der Bezug zur Motivierung herzustellen. SchlieBlich ist — unter Beachtung des auf
Seite 71 Gesagten — cine wortliche Formulierung zu erarbeiten. Dabei tritt ein
Problem auf: :

‘Wenn man sich méglichst kurz fassen will, wird man in der Pramisse, wie das auch im
Lehrbuch beim Satz B 5 geschieht, von gleichliegenden Strahlenabschni sprechen
miissen. Nun ist aber nur fiir Strahlenabschnitte, die von einer Parallelenschar erzeugt
werden, gleichliegend erklirt. Anderenfalls, also auch in der Primisse der Umkehrung
zum Strahlensatz, ist die Verwendung dieses Begriffs eigentlich nicht gerechtfertigt.
Nun kénnen sich aber dadurch, besonders in Verbindung 'mit einer Abbildung, keine
MiBverstindnisse ergeben; allenfalls erfordert die Lage, bei der 4 BCD ein iiberschlage-
nes Viereck ist (Bild 2.8.), eine zusitzliche Erlautcrung, aber dabei kann ohnehin keine
Verhiltnisgleichheit ,,gleichliegender* Strahlenabschnitte vorliegen. Deshalb sollte man
die Schiiler zwar auf diesen Umstand aufmerksam machen, dennoch aber beim Ge-
brauch des fraglichen Terminus bleiben.

keh

Zu (3): GewiB werden auch einige prinzipielle Ubungen im U von Sétze{x not-
wendig sein. Vor allem kommt es darauf an, in Erinnerung zu rufen bzw. deutlich zu
machen, daB die Umkehrung einer wahren Aussage durchaus nicht immer selbst wahr
sein muB. Solche Ubungen kann man auch vor (2) durchfithren; man muB dann aller-
dings bedenken, daB zwischen Motivation und Zielstellung einerseits und der Reali-
sierung dieser Zielstellung andererseits cine relativ groBe Zeitspanne liegt. Bei solchen
Ubungen ist zunichst einmal an einfache, den Schiilern bekannte mathematische Siitze
zu denken, etwa:

Jede durch 6 teilbare Zahl ist auch durch 3 teilbar.
Jedes gleichseitige Dreieck hat drei Winkel von 60°.

Diese Sitze, die an einer Tafel vorbereitet sein konnen, sind zuniichst in Implikationen
(Wenn p, so g) umzuformen, und das eigentliche Bilden der Umkehrungez} sol}tc auch in
Stillarbeit geschehen, wobei hier neben der zunichst entstehenden Imp.hkatmn (Wenn
g, so p) auch andere textliche Formulierungen zu geben sind. Die Vorstellung von dem
formalen Vertauschen von Voraussetzung und Behauptung kann verstirkt werden,
wenn man die Aussagen p und g auf kleinen Papptafeln als Applikationen vorbereitet
hat und nun einfach ihre Plitze hinter den an der Tafel stehenden Wortern Wenn und
s0 bzw. Vor g und Behauptung wechselt. Auch im Lehrbuch ist versucht wor-
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den, diesen Proze durch eine entsprechende graphische Gestaltung mit farbigen
Unterstreichungen deutlich zu machen.

Allerdings sollte man bei diesen Ubungen, vor allem um die Einprigsamkeit zu erhohen,
bewuBt iiber den mathematischen Bereich hinausgehen, ja iiberhaupt nicht unbedingt
bei wissenschaftlichen Aussagen verbleiben. Besonders nachhaltig wirken auf Schiiler
zum Beispiel ,,Umkehrversuche* an Sprichwértern, bei denen man sich durchaus nicht
scheuen sollte, bis zu Aussagen wie ,,Was Gold im Munde hat, ist die Morgenstunde*
vorzudringen. Wenn dann spiter einmal Satz und Umkehrung verwechselt werden,
geniigt der kurze Hinweis ,,Morgenstunde, um Klarheit zu schaffen.

Zu (4): Hier konnte der Auftrag B 12 (Lb 25) als Ausgangspunkt diencn. Ein Gegen-
beispiel (Bild B 17) fiihrt zu der Erkenntnis, daB die Umkehrung des zweiten Teils des
Strahlensatzes — im Geg z zu der des ersten — falsch ist. Schon in der darauffolgen-
den Stunde wird zwar zur Sprache kommen, daB sich ein anderes Resultat ergibt, falls
man die Tatsache, daB ein geschnittenes Strahlenbiischel vorliegt, ausdriicklich mit zu
den Voraussetzungen zihlt. Trotzdem sollte man jetzt darauf noch nicht hinweisen und
auch ruhig von der Umkehrung zum zweiten Teil des Strahlensatzes sprechen. Da die
Richtigstellung schon so kurze Zeit spiter erfolgt, ist das nicht als VerstoB gegen die
Wissenschaftlichkeit des Unterrichts anzusehen. Wegen der hier vorliegenden Ver-
stindnisschwierigkeiten werden auch im Lehrbuch nicht von vornherein zwei Umkeh-
rungen unterschieden, und auch spiter wird nicht etwa von der ,,Umkehrung erster
bzw. zweiter Art zum zweiten Teil des Strahlensatzes gesprochen.
Zu (5): Hier bietet sich Gelegenheit, iiber die angeg H hinaus auch
noch einen gewissen ,,Nachholebedarf* zu befriedigen und noch ausstehende Ubungen
oder Aufgaben aus fritheren Lerneinheiten bearbeiten zu lassen

Zuweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.1.3.: Umkehrungen bei Sitzen mit zusammen-
gesetsten Pramissen; Umkehrung zum zweiten und dritten Teil des Strahlensatzes

Die Frage der Umkehrung von Siitzen mit zusammengesctzten Primissen ist vielleicht
der schwierigste Teil der ganzen Unterrichtseinheit. Bereits in Klasse 6 ist aber auch
schon erértert worden (bei den Sitzen iiber Winkel an geschnittencn Parallelen), daf3
Siitze mit zusammengesetzten Primissen mehrere Umkehrungen haben?). Deshalb ist
es empfehlenswert, nach wiederholenden Ubungen im Umkehren einfacher Sitze das
seinerzeit behandelte Beispiel zu betrachten. Um den Ubergang zum zweiten Teil des
Strahlensatzes zu erleichtern, bei dem ja zunichst einmal gar nicht deutlich wird, dal
eine zusammengesetzte Primisse vorliegt, geht man am besten auch hier von einer
entsprechenden Formulierung aus:

Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind kongruent oder
Wenn « und § Stufenwinkel an geschni Parallelen sind, so sind « und f gleich grof.

Der Versuch der Umkehrung fiihrt dann lediglich zu der falschen Aussage

Wenn o und f kongruente Winkel sind, so sind sie Stufenwinkel an gesch
Parallelen.

Erst danach sollte man zu einer Form iibergehen, die das Bestehen zweier Umkehrungs-
méglichkeiten deutlicher macht. Die folgenden Formulierungen sind dem Lehrlmch der
Klasse 6 entnommen.

3) Unterrichtshilfen, Mathematik Klasse 6 (Bestell-Nr. 00 21 29), Seite 230 f. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1969.
Mathematik, Lehrbuch fiir dis sechsie Klasse (Bestell-Nr. 00 06 03), Seite 106 £. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
1969.
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Satz (D 12)

Sind zwei Winkel Stufenwinkel und sind die geschni Geraden zueinander parallel, so
sind die beiden Winkel kongruent.

1. Umkehrung (falsch)

Sind zwei Winkel an geschnittenen Parallelen kongruent, so sind die beiden Winkel
Stufenwinkel.

2. Umkehrung (wahr)

Sind swei Stufenwinkel kongruent, so sind die geschnitienen Geraden zueinander parallel.

Danach ist die Moglichkeit gegeben, auch beim zweiten Teil des Strahlensatzes das
Bestehen zweier Umkehrungen zu erértern. Wenn es die Klassensituation gestattet,
kann man den Sachverhalt auch noch deutlicher machen. Fiir das Beispiel des Stufen-
winkelsatzes bedeutet das das Verwenden einer Form wie der folgenden:

Satz
Voraussetzung:

(1) & und B sind Stufenwinkel an geschnittenen Geraden.
(2) Die geschnittenen Geraden sind parallel.

Behauptung:

(3) « und B sind gleich graf.

Entsprechend ergeben sich dic Umkehrungen ,,Aus (1) und (3) folgt (2)* und ,,Aus (2)

und (3) folgt (1)*.

Beim zweiten Teil des Strahlensatzes ist der Sachverhalt bei ausfiihrlicher Darstellung

noch ctwas komplizierter:

Satz

Voraussetzung:

(1) Die Punkte S, 4 und B liegen auf ein und derselben Geraden.

(2) Die Punkte S, C und D liegen auf einer (von der unter (1) genannten verschiedenen)
Geraden.

(3) AC|| BD

Behauptung:

(4) 57: 5B = AC: BD

1. Umkehrung

Voraussetzung:

(1) Die Punkte S, 4 und B liegen auf einer Geraden.

(2) Die Punkte S, C und D liegen auf einer (anderen) Geraden.

(4) SA:SB=AC: BD

Behauptung:

(3) AC|| BD
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2. Umkehrung -

Voraussetzung:

(1) Die Punkte S, 4 und B liegen auf einer Geraden.
(2) AC{BD

(4) SA:SB = AC: BD

Behauptung:

(2) S, C und D liegen auf einer Geraden.

Der Lehrer sollte hier nach Méglichkeit mit vorbereiteten Tafelbildern und Applika-
tionen arbeiten. Der Beweis fiir die giiltige Umkehrung zum zweiten Teil des Strahlen-
satzes wird — dhnlich wic beim ersten Teil — unter starker Fiihrung des Lehrers crfolgen
miissen. Auch hier handelt es sich im Grundc wieder um eine Vorbercitung auf das
indirekte Beweisverfahren.

Selbstverstindlich erhebt sich nun noch die Frage, wie es mit der Giiltigkeit der ent-
sprechenden ,,2. Umkehrung® zum ersten Teil des Strahlensatzes steht. Diese Frage
kann mit dem Hinweis auf ein Gegenbeispiel beantwortet werden (Bild 2.9.a), bei dem

Bild 2.9.a

Bild 2.9.b

allerdings s, und s, parallel sein miissen. Sonst kénnen unter der Voraussetzung der
Parallelitit von AC und BD und des Bestchens ciner Proportion wie
XB:XA4=YD:YC
die Streckenpaare X4 und YC, XB und YD und auch AB und CD immer als glcichlie-
gende, von Parallelen erzeugte Abschnitte eincs Strahlenbiischels aufgefait werden.
Eine gewisse Analogie dazu ergibt sich bei der 2. Umkehrung des dritten Teils. Da es
jedoch nicht selbstverstindlich ist, daB sich drei Geraden in cin und demselben Punkt
schneiden, ist das Formulieren einer (eingeschrinkten) Umkehrung zweckmiBig, bei
der gleiche Linge gleichlicgender Parallelenabschnitte ausgeschl wird (Bild 2.9.b).
Zum Beweis braucht man nicht auf den dritten Teil des Strahlensatzes sclbst zuriickzu-
greifen, sondern kommt mit ciner Anwendung des zweiten Teils und seiner (giiltigen)
Umkehrung aus. Als Hausaufgabe, aber auch zur Bearbeitung in der Stunde, eiguet sich
besonders die Aufgabe b 35 (Lb 108).
Ohne daB es den Schillern bewuBt wird, werden hier Rechtecke auf Ahnlichkeit unter-
sucht — eine Tatsache, auf die man spiiter in Unterrichtseinheit 2.3.2. verweisen kann.
Die Aufgabenstellung 148t sich auch noch durch die Forderung erginzen, im Falle eines
existierenden Schnittpunktes bei vorgegebener Stumpfhéohe (z. B. 24 cm) dic Pyra-
midenhdhe zu ermitteln.
Fiir die abschlieBende Zusammenfassung empfichlt sich eine Ubersicht, wie sie Bild 2.10
zeigt. Eine solche Ubersicht ist selbstverstindlich zu umfangreich, um wiihrend der
Stunde als Tafelbild erarbeitet zu werden. Andererseits ist es niitzlich, sie auch in den
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Strahlensatz 1. Umkehrung 2. Umkehrung

Vor: oL, “ Vor: oL Prop. Vor: ” Prop.
Beh:  Prop. Beh: || Beh: <<

Bild 2.10.

folgenden Stunden vor Augen zu haben. Deshalb sollte der Lehrer eine solche Ubersicht
als Schautafel (in Zusammenarbeit mit den Schiilern) herstellen. Eine solche Tafel eignet
sich auch aasgezeichnet zur Ausgestaltung des Mathematikkabinetts.

Zusammenfassung:

1) Fiir jeden der beiden Schwérpunkte sollte eine Unterrichtsstunde verwandt werden.
2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler wissen, daf} ein Satz und seine Umkehrung(en) verschiedene Aussagen
sind, demzufolge jede fiir sich zu beweisen ist, und dal eine wahre Aussage nicht
immer zu einer wahren Umkehrung fiihrt. Sie konnen einfache Sitze als Implika-
tionen formulieren und selbstindig Umkehrungen bilden. Sie wissen, daB bei zusam-
mengesetzten Pramissen mehrere Umkehrméglichkeiten bestehen. Die Beweis-
fihigkeit der Schiler ist weiterentwickelt worden.
Die Schiiler kennen die wahren Umkehrungen der verschiedenen Teile des Strahlen-
satzes, verstehen die Beweise fiir diese Satze, konnen die Sitze mit eigenen Worten
wiedergeben und sie bei einfachen Sachverhalten anwenden.

8%



214. A dungen des Strahl (2 Stunden; Lerneinheit B 9)

Anwendungsaufgaben haben bei allen Stoffgebieten und so auch beim Strahlensatz
nicht nur den Zweck, den vorher behandelten mathematischen Stoff besser erfassen zu
lassen und vielseitig zu iiben. Sie sollen die Schiiler vor allem mit den vielfiltigen
Formen der Bedeutung der Mathematik fiir die Praxis vertraut machen und in ihnen
die Uberzeugung wecken, dafl alle mathematischen Erkenntnisse fiir praktische Pro-
blemstellungen bedeutsam sind. Dariiber hinaus dienen sie der Erweiterung der poly-
technischen Bildung und bieten die beste Gelegenheit zur Verbindung mit anderen
Unterrichtsfichern.

Bei den Anwendungen des Strahlensatzes ist allgemein folgendes zu beachten:

o Anwendungsaufgaben brauchen nicht erst jetzt aufzutreten. Entsprechend den
jeweils vorhandenen Voraussetzungen konnen sie auch vorher eingeflochten werden,
gegebenenfalls unter Abiéinderung der in dieser Unterrichtshilfe vorgeschlagenen Stun-
denaufteilung. Auch im Lehrbuch finden sich Anwendungsaufgaben (Fotografie u. dgl.)
bereits im Aufgabenteil zur Lerneinheit B 6 (dritter Teil des Strahlensatzes).

@ Viele der Anwendungsaufgaben zu den Strahlensitzen kénnen auch als Anwendungen
zu den ahnlichen Dreiecken aufgefaBt werden. Man muB diese beiden Komplexe also im
Zusammenhang sehen und kann die eine oder andere der im Lehrbuch an dieser Stelle
aufgefiihrten Aufgaben auch spiter in der Unterrichtscinheit 2.3.6. behandeln

Auf manche Aufgaben zu Hilfsmitteln, die nur noch historisch interessant sind, z. B.
zum Forsterdreieck oder Jakobstab, ist entsprechend dem Lehrplan im Lehrbuch
verzichtet worden. Will man auf sie eingehen, so mull man dafiir sorgen, daB die Schiiler
keinen falschen Eindruck von modernen MeBverfahren erhalten. Solche Aufgaben
sollten dann zum Selbstbau entsprechender Gerite anregen (nicht unbedingt durch die
gesamte Klasse), und ihr tatsichlicher Einsatz diirfte auf einer ,,mathematischen
‘Wanderung* gewill Interesse finden. Hier hitten dann auch Daumensprung, Daumen-
breite u. dgl. ihren Platz!), deren Behandlung allein im Klassenraum doch nicht recht
befriedigt. Das gilt iibrigens auch von den Vermessungsaufgaben, bei denen die Lingen
unzuginglicher Strecken zu bestimmen sind. Hier lege man zumindest Wert auf eine
ausfiihrliche Beschreibung des praktischen Vorgehens, unterstiitzt durch eine Veran-
schaulichung an der Manipermtafel, an der sich beispielsweise das Einfluchten mit
entsprechend priparierten Haftplittchen und G ischniiren gut d ricren laBt.
Im iibrigen gilt fiir das Losen der Anwendungsaufgaben in dieser Unterrichtscinheit das
gleiche, was fiir Anwendungsaufgaben in anderen Unterrichtscinheiten gesagt wurde.
Daher kann man die iiblichen Losungsschritte hier folgendermaBlen formulicren:

(1) Versuche, dir iiber den Sachverhalt des Textes mit Hilfe einer Zeichnung Klarheit
zu verschaffen!

(2) Suche in der Skizze nach einem Strahlenbiischel, das von Parallelen geschnitten
wird!

(3) Stelle nach dir bekannten Sitzen eine Verhiltnisgleichung auf, in der méglichst nur
eine gesuchte Grofle auftritt, und lose sie!

(4) Wenn du so noch keine gesuchten GréBen erhalten hast, so muflt du andere
Verhiiltnisgleichung hen, wobei du immer das Gesuchte im Auge behalten
muft,

1) Niiberes dazu siche z. B. EBNER, M.: Geomaetrische Schiilerarbeiten im Gelinds (Lit.-Verzeichnis), Teil 2, Seite 15 ¢,
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Beim Auftrag B 14 (Lb 27) und den Aufgaben b 36 bis b 38 (Lb 109) — und auch bei
allen iibrigen Anwendungen des Strahlensatzes und der Ahnlichkeit — ist noch eine
Besonderheit zu beachten. Wihrend man sonst immer bei Anwendungsaufgaben eine
sallgemeine Losung® anstreben sollte, aus der sich die numerische fiir den speziellen
Fall lediglich durch Einsetzen in eine ,,bercchnungsreife’ Endformel ergibt, ist das hier
kaum maglich. Die Schiiler sind noch nicht so weit in die Gleichungslehre vorgedrungen,
daB sie Gleichungen behandeln kénnen, die auler der gebundenen Variablen (x) noch
weitere (freie) Variable cnthalten. Auflerdem sollte beim Ansatz die Variable nicht in
Zihler und Nenner gleichzeitig auftreten. Aus diesem Grunde strebe man ein Vor-
gehen wie beim Beispiel B4 an, bei dem der allgemeine Ansatz zunichst mit den
Streckenbezeichnungen 4B usw. erfolgt, um dann durch zweckentsprechende Multi-
plikation zur Produktfcrm zu gelangen. In diese Form werden dann die gegebenen
Werte bzw. die Variablenbezeichnungen eingesetzt und die numerische Rechnung zu
Ende gefiihrt.

Eine gewisse Schwicrigkeit kann auch dadurch entstehen, dal der praktische Sach-
verhalt rdumlich ist, die Strahlensatzteile aber nur fiir die Ebene formuliert wurden.
Uberlegungen wie am Ende von Lerneinheit B 6 und Aufgaben wie b 28 und b 35
sollten dem eigentlich bereits entgegengewirkt haben.

AbschlieBend sci cine Verteilung der Beispiele, Ubungen und Aufgaben auf die beiden
Stunden der Unterrichtseinheit vorgeschlagen.

1. Stunde:
Beispiel B 4; Auftrag B 14; Beispiel B 5; eventuell Aufgabe b 47
Hausaufgaben: Aufgabe b 33

2. Stunde:

Beispiel B 6; Auftrag B 15; Aufgabe b 37; Aufgabe b 39

Hausaufgaben: Aufgabe b 38; aus den Aufgaben b 29 bis b 31d) zwei noch nicht
bearbeitete Aufgaben,

Keinesfalls sollte Aufgabe b 37 vergessen werden, handelt es sich doch — abgesehen
von Aufgabe b 40 b) — um die cinzige Anwendung einer Umkehrung des Strahlensatzes.

Zusammenfassung:

1) In jeder der beiden Stunden sollten sowohl Vermessungsaufgaben als auch Me8- und
Zeichengeriite, die auf dem Strahlensatz fulen, behandelt werden.

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler kennen verschiedene Anwendungsméglichkeiten des Strahlensatzes; sie
haben von der Bedeutung des Strahlensatzes und seiner Umkehrungen fiir gewisse
Vermessungsaufgaben und als Grundlage fiir Zeichen- und MeBgerite eine Vor-
stellung. Sie sind imstande, die Wirkungsweise der Gerite zu erliutern und kénnen
entsprechende Aufgaben selbstindig losen.

2.2,  Zentrische Streckung (9 Stunden)

In dieser Stoffeinheit liegt der abbildungsgeometrische Schwerpunkt des gesamten
Stoffgebiets Ahnlichkeit. Das gilt sowohl fiir die anfingliche Wiederholung von Be-
wegung und Kongruenz, bei der den Schiilern die Prinzipien eines abbildungsgeo-
metrischen Aufbaus noch einmal vor Augen gefiihrt werden, als auch fiir die Behand-
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lung der zentrischen Streckung als Grundlage fiir alle Ahnlichkeitsabbildungen. Denn
hicr stehen die Gedanken der Abbildungsgeometrie im Vordergrund: Das eineindeutige
Abbilden der Ebene auf sich, das Aufsuchen von Bildpunkten bzw. Originalpunkten
bei gegebenen Original- bzw. Bildpunkten, das Aufsuchen der Bilder vorgegebener
Figuren und das Fragen nach Invarianten.

Am Ende der Stoffeinheit sollte das bisher Erreichte in einer einstiindigen Klassen-
arbeit iiberpriift werden.

2.2.1. Vorbereitung der Ahnlichkeitsabbild durch vertiefende Wiederhol
(3 Stunden ; Lerneinheiten B 10 bis 12)

5

Diese Unterrichtseinheit umfaBt die Wiederholung zu Bewegung und Kongruenz sowie
die Behandlung maBstiblicher VergroBerungen und Verkleinerungen, die nicht nur
wiederholenden, sondern auch einstimmenden und motivierenden Charakter fiir die
Stoffeinheiten 2.2. und 2.3. trigt.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.2.1.: Wiederholung von Bewegung und
Kongruenz (Lerneinheiten B 10 und 11)

Hier geht es einerseits darum, Begriffe und Sitze bereitzustellen, die man bei der wei-
teren Behandlung des Stoffgebiets benotigt. Andererseits sind den Schiilern — und das
ist mindestens ebenso wichtig! — die wesentlichen Aspekte einer abbildungsgeo-
metrischen Denkweise fiir ein bestimmtes Teilgebiet sichtbar zu machen, die dann auch
die Gliederung des weiteren Unterrichts der Stoffeinheiten 2.2. und 2.3. bestimmen.
‘Wegen ihrer Wichtigkeit seien diese Schritte hier noch einmal zusammengestellt :

a) Nach irgendeiner Vorschrift wird jedem Punkt der Ebene genau ecin Bildpunkt
zugeordnet; dabei ist jeder Punkt der Ebene scinerseits Bildpunkt genau eines
Originalpunktes.

b) Es wird nach den Eigenschaften solcher Abbildungen gefragt, d. h.: Wie sehen die
Bilder von Figuren (Punktmengen) wie Strecke, Gerade, Dreieck u. a. aus ?

¢) Mit Hilfe dieser Abbildungen wird eine Verwandtschaft fiir Figuren definicrt.

d) Es wird fiir gewisse Figuren (z. B. Dreiecke) nach einfachen, handhabbaren Miglich-
keiten zum Feststellen der Verwandtschaft (Kriterien) gesucht, um daraus auf
andere Eigenschaften dieser Figuren schlieBen zu konnen.

Gewil kann man von dieser Wiederholung, die etwa zwei Unterrichtsstunden in
Anspruch nehmen sollte, nicht erwarten, daB alle Schiiler die genannten vier Schritte
am Beispiel der Kongruenz erklirend wiedergeben konnen. Aber sie miissen sie durch die
Unterrichtsgestaltung des Lehrers ,,erlebt* haben und spiter durch Hinweise auf die
Analogie wiedererkennen.

Die Wiederholung beginnt zweckmiBigerweise mit der Erledigung des Auftrags B 16
(Lb 29), wobei die Begriffe Verschiebung, Drehung, Spiegelung, Drehzentrum, Dreh-
winkel, Bildpunkt, Originalpunkt ins Gedichtnis zuriickgerufen und gefestigt werden.
Das Quadratgitter in Bild B 27 soll es erméglichen, die Lage der gesuchten Bild- bzw.
Originalpunkte verhiltnismiBig einfach zu beschreiben. GewiB8 wird es in manchen
Klassen giinstiger sein, zumindest die eine oder andere Feilaufgabe nicht nur verbal
lsen zu lassen. In diesem Fall dient das Quadratnetz auch dem leichteren Ubertragen
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auf Karopapier bzw. auf eine entsprechende Tafel. Auch hierbei wird man aber, um
keine Zeit zu vergeuden, die Eigenschaften des Quadratgitters und die spezielle Lage
der Punkte im Gitter fiir die Losung ausnutzen. Kommt der Lehrer hingegen zu der
Uberzeugung, dal es gut wiire, wenn die Schiiler auch das regelrechte Konstruieren
von Blld- und Originalpunkten wiederholten, so ist eine dem Auftrag B 16 ahnliche
Aufgabenstellung, bei der Punkte mit Hilfe der Lochschablone gegeben werden oder
ein Arbeitsblatt benutzt wird, anzuraten.

Im Bild B 27 ist iibrigens das Viereck 4 BCD nicht ausgezogen worden, damit wirklich
die punktweise Zuordnung deutlich wird. Der Lehrer wiirde diesem Anliegen zuwider-
handcln, wiirde er vom Verscluebcn (Drehen, Splegeln) dieses Vlerecks sprechen und
das an der Tafel durch eine bewegliche Papp veranschauli Dagegen ist
gegen die \’erwendung einer Holzlciste als Vcrscluebungspfell eines Pappstiicks als
Drehwinkel, eines Zeichendreiecks beim Spiegeln nichts einzuwenden. Der Eindruck,
daB es bei ciner Abbildung wirklich um alle Punkte der Ebene geht, kann dadurch ver-
stirkt werden, daB man noch andere, nicht benannte Punkte, vornehmlich Gitter-
punkte, cinbezieht und dazu entsprechende (sowohl Bild als auch Original) nach Augen-
maB ermitteln 1iBt; man konnte ein solches Ermitteln als miindliche tigliche Ubung
anschen. Dabei ist schon hier herauszuarbeiten, daB es in vielen Fillen den zu einem
Punkt P entsprechenden Punkt nicht gibt, weil dem Punkt P zwei andere Punkte ent-
sprechen, scin Originalpunkt und sein Bildpunkt. (Man vergleiche dazu Auftrag B 17,
wo auch auf die Sonderstellung der Geradenspiegelung — hier existiert genau wie bei der
Halbdrehung oder Punktspiegelung zu jedem Punkt genau ein entsprechender Punkt.—
und auf die der Fixpunkte hingewiesen wird.)

Erfahrungsgemif macht den Schiilern das Erfassen dieses Sachverhalts Schwxengkelten,
vor allem bedingt durch die — andererseits notwendige — B h P—P,

dic das antteln des Bildes bevorzugt. Diesen Schwierigkeiten kann man vorbeugen,
indem man hiufiger auch Ongmalpunkte ermitteln liBt. Bei der Suche nach dem
Originalpunkt zu P ist mitunter eine zusitzliche Bezeichnung wie P = X' ratsam,
weil sie das Problem des Suchens nach dem Originalpunkt X klarer hervortreten lafit.
Es ist nicht crforderlich, daB alle Schiiler simtliche Teile des Auftrags B 16 (Lb 29)
bearbciten. Wenn Gruppen gebildet werden, so beachte man, daB erfahrungsgemil die
Schwierigkeiten von der Verschiebung iiber die Spiegelung zur Drehung zunehmen.
YVon diesen Gruppen kénnen auch dic jeweciligen Eigenschaften zusammengetragen
werden, aus denen die Eigenschaften aller Bewegungen herauszulesen sind.

Beim Beispiel B 7 sollen in erster Linie durch Beschreiben Begriffe und Sitze geiibt
werden. Dubei ist zu beachten, da8 die Pfeile nicht nur die Verschiebung, sondern
allgemciner die Zuordnung der Punkte symbolisieren sollen. Fiir die Losung des Auf-
trags B 17 reicht allenfalls ein Herauszeichnen der Spiegelachse mit dem Punkt E und
eines Verschiebungspfeils. Hicr kommt es nicht auf die Entwicklung von Konstruktions-
techniken an, sondern auf das Wissen der Schiiler von der Méglichkeit des Zusammen-
sctzens, auf den Bewegungsbegriff und die Eigenschaften aller Bewegungen. Bei diesen
Eigenschaften sei erwihnt, daB der Satz ,,Liegt ein Punkt 4 auf einer Geraden a, so
liegt auch der Bildpunkt A’ auf der Bildgeraden a'“‘1) absichtlich nicht mit aufgenom-
men wurde. Da namlich Geraden als Punktmengen verstanden werden, ist diese Aus-
sage bereits in der zuvor angefiihrten Aussage ,,Das Bild einer Geraden ist wieder eine
Gerade* cnthalten. Denn wenn ein Punkt P zu einer Menge M gehért, muB selbst-

1) Eigenschaft (2) in Satz D 5. In: Mathematik, Lehrbuch fiir Klasse 6, Seite 99. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
1969,
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verstindlich sein Bildpunkt P’ zu der Menge M’ gehéren, deren Elemente die Bilder
der Elemente von M sind. Die sogenannte ,,Inzidenzerhaltung* der Bewegungen (und
aller Kollineationen) ist als Eigenschaft sinnvoll nur herauszuheben, wenn — wie etwa
in HiLBerTs Grundlagen der Geometrie — Punkte, Geraden und Ebenen als ganz ver-
schiedenartige Objckte angesehen werden, die nur durch die Inzidenzbezichung mit-

im Zusa hang stehen.

Im iibrigen sollte man deutlich den Unterschied zwischen einer Beschreibung cin und
derselben Bewegung auf verschiedene Weisen, also durch Zusammensetzung aus ver-
schiedenen ,,Elementarbewegungen oder in unterschiedlicher Reihenfolge, und der
Angabe mehrerer voneinander verschiedener Bewegungen hervorheben. So gibt es z. B.
nur cine einzige Bewegung, die ein unregelmiBiges Dreieck in ein vorgegebenes ihm
kongruentes iiberfilhrt (auch wenn man diese Bewegung verschiedenartig beschreiben
kann), es gibt zwei Bewegungen, die ein gleichschenkliges (aber nicht gleichseitiges)
Dreieck auf ein ihm kongruentes abbilden, und beim gleichscitigen Dreieck sind es
sogar drei Bewegungen. (Man vergleiche dazu etwa die Aufgaben b 42 und b 44 sowie
vor allem die Aufgabe b 5 des Wiederholungsteils auf Seite Lb 122.)

Durch den Auftrag B 19 soll die Anwendung der Kongruenzsiitze geubt, aber auc
unterstrichen werden, daBl die Kongruenz nicht nur fiir Dreiecke erklirt ist. Um mit der
Aufgabe ein echtes Problem aufzustellen, wurden die einander entsprechenden Eck-
punkte nicht schon durch Bezeichnungen wie 4 — 4, oder 4 — A’ kenntlich gemacht?)
und auch keine einfache Verschiebungslage gewihlt. Diese beiden Bedingungen sollte
man auch dann beibehalten, wenn man wegen der Klassensituation als einfachere Figur
ein Viereck wihlt. Beim Bearbeiten dieser Ubung (im Unterrichtsgespriich, am vor-
bereiteten Tafelbild, eventuell im Lehrbuch mit schwachen Bleistiftstrichen, die spater
wieder zu entfernen sind) miiten etwa folgende Gedank hritte durchlaufen werden:

1) Welcher Eckpunkt vom Fiinfeck FGHIK konnte A entsprechen ?
AB = IK und EA = HI, also 1.
(Oder: Winkel bei B und E jeweils 90°, Winkel bei H und K dem Anschein nach
auch; also I, weil 4 zwischen B und E und weil I zwischen H und K licgt.)

2) Dem Anschein nach kénnten A ABC und A IKF kongruent sein. Von ihnen wissen
wir (farbiges Kennzeichnen der jeweils gleichen Stiicke): AB = IK; BC = KF
(< ABC = 90° nutzt nichts, da iiber  IKF nichts bekanntist); < BCA = X KFI.
Da AB > BC,sind die beiden Dreiecke einander kongruent. Damit wissen wir auBer-
dem: < IKF = X ABC = 90°; < BAC = < KIF und CA = FI.

3) In Stillarbeit kann — analog zum Schritt 2) — die Kongruenz in den beiden anderen
Fillen nachgewiesen werden, wobei cine Gruppencinteilung jedoch nicht méglich ist,
weil das eine Voraussetzung des anderen ist.

4) Zusammenfassend wird die Kongruenz der briden Fiinfecke durch Angabe der ent-
sprechenden Eckpunkte, Seiten und Winkel, deren jeweiliger Gleichheit und Be-
schreiben einer geeigneten Bewegung festgestellt.

Tnd.

Beim vierten Schritt beachte man, daB das Ang der vermit Bewegung
nicht etwa iiberfliissig ist. Die Schiiler haben namlich in Klasse 6 keinen Satz kennen-
gelernt, der dem in der Ahnlichkeit spater zu behandelnden Satz B 12 (Lb 39) ent-
spricht und etwa folgendes aussagt:

1) Hier gilt wie bei gleichli baw. d Strahlen- oder i Vgl. Seite Uh 71+
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Zwei n-Ecke (n = 3) sind einander kongruent, wenn es bei Beachtung der Reihen-
folge eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen ihren Eckpunkten derart gibt,
daB einander zugeordnete Seiten und Winkel gleich groB sind.

(Auch ein — iibrigens nur schwer prizise zu formulierender — Satz, wonach sich die
Kongruenz zweier Vielecke auf Grund der Zerlegbarkeit in ,einander entsprechende*
Dreiecke folgern 148t, steht nicht zur Verfiigung.) Freilich kann der Lehrer die Behand-
lung des Auftrags B 19 (Lb 31) dahingehend ausdehnen, daB er den obengenannten
Satz formuliert. Als Vorbereitung fiir die spitere Besprechung von Satz B 11 (dessen
Analogon in der Kongruenz ,,selbstverstindlich* ist) und Satz B 12ist das sogar duBerst
zweckmiiBig.

Es sei hier noch eine Bemerkung zu Schreibweisen wie AB = IK und < BCA = X KFI
angefiigt: Es ist zur Zeit in unseren Schulbiichern iiblich, mit 4B sowohl die Strecke
als auch die Linge der Strecke zu bezeichnen und auch ein Symbol wie St BCA sowohl
fiir den Winkel selbst als auch fiir die Groe des Winkels zu verwenden. Dabei muB
dann jeweils aus dem Zusammenhang ersehen werden, was gemeint ist. In diesem Falle
ist neben AB~: IK und < BCA~~ X KFI auch AB=1IK und < BCA = 4 KFI
zulissig. Es ist ja auch nicht cinzusehen, warum man eine solche Schreibweise ver-
bieten sollte, wenn andererseits beispielsweise 5 BCA < L ABC geschrieben werden
darf. Andernfalls wiire ja auch so etwas wie <{ ABC = 90° oder 4B = 3 cm gar nicht
zulissig. Bei der Einfithrung der Kongruenz in Klasse 6 allerdings wird man der
Schreibweise mit dem Kongruenzzeichen im Interesse begrifflicher Klarheit den Vorzug
geben und erst spiter — nach ausdriicklicher Verabredung! — auch die einfachere Dar-
stellung verwenden. Jetzt empﬁehlt es sich hingegen, nach nochmaliger Besprechung
des Sachverhalts das Kongr oglichst zu vermeiden, und man kann zum
Beispiel durchaus auch von kaelgleu‘hheu sprechen, wenn Ubereinstimmung in
der GroBe gemeint ist.

Als Hausaufgabe eignet sich Aufgabe b 41 (Lb 110), wobei Méglichkeiten einer differen-
zierten Aufgabenstellung genutzt werden sollten. Auch hier kann, wenn man auf das
genaue und zeitraubende Konstruieren verzichten zu kénnen glaubt, Karopapier
benutzt werden, oder man gibt sich gar mit sauberen Skizzen zufrieden. In gleicher
Weise kann Aufgabe b 42 vereinfacht werden; sie konnte auch einigen Schiilern zur
freiwilligen Bearbeitung mit anschlieBendem Bericht vor der ganzen Klasse gestellt
werden. Wenn diese Schiiler wissen, daB es um das Erkunden der Vertauschbarkeit
geht, sind sic meist mit Eifer bei der Sache. Die Aufgaben b 43 und b 44 eignen sich
auch zur miindlichen Bearbeitung in der Klasse, wobei dann neben der Arbeit am
Begriff Bewegung die Sprachschulung im Vordergrund steht. Die Schiiler miissen
erkennen, daB es hier gegeniiber dem Bisherigen um die umgekehrte Fragestellung geht,
ndmlich das Finden einer Bewegung bei vorgegebenen Figuren, also zunichst um eine
Existenzfrage.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.2.1.: Mafstibliche Vergroferungen und
Verkleinerungen (Lerneinheit B 12)

Dic Stunde, die diesem Schwerpunkt gewidmet ist und bei der nach einigen Uberhingen
aus dem ersten Schwerpunkt (von Lerneinheit B 10 und B 11) Lerneinheit B 12 im
Vordergrund steht, ist im Zusammenhang mit der ersten Stunde des ganzen Stoff-
gebiets zu sehen. Hier sind auch die Bedeutung maBstiblicher VergroBerungen und
Verkleinerungen fiir praktische Untersuchungen (Schiffs- und Flugzeugformen,
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Wasserschutzbauten u. dgl. m.) und die Grenzen solcher Betrachtungen an Modellen
zu erértern?), gleichgiiltig, ob diese Fragen bereits in der ersten Stunde des Stoffgebiets
zur Sprache gekommen sind oder nicht. Wiihrend dort jedoch vom MaBstab her das
Streckenverhiiltnis gewonnen wurde, geht es jetzt mchr um den Proze8 des maBstiib-
lichen VergréBerns und Verkleinerns und um den Vergleich von Ausgang und Ergebnis,
Original und Bild bei diesem Proze8. Bei dicsem Vergleich wird von den Schiilern gewi8
das Wort dhnlich benutzt — es ist ja in der Umgangssprache weit gebriuchlicher als der
entsprechende Begriff in der Bewegungsgeometrie, etwa deckungsgleich was in der Regel
durch gleich ersetzt wird, Das Bild B 32 (Lb 32) soll den Schiilern einerseits die Frag-
wiirdigkeit des landlaufigen Ahnlichkeitsbegriffs bewuBtmachen (es kommt also keines-
falls auf cine ,,richtige Antwort* an) und soll andererseits auf die ,,gleichmiBige Aus-
dehnung* in allen Richtungen orientieren, was dann noch priziser zu fassen wire.
Noch besser als durch das Bild B 32 lassen sich diese Absichten verwirklichen, wenn man
im Klassenraum von einem Diapositiv eine geometrische Figur (auch Personen, Bau-
werke u. dgl. cignen sich) auf eine bewegliche Leinwand propznen und darauf nun durch
Schieben, Drehen, Neigen ,,unterschiedlich dhnliche Bilder* im flieBenden Ubervanv
erzeugt. Dariiber hinaus kann man bei einem solchen Vorgehen eventuell eine zenlrhche
Streckung des Raumes — freilich recht oberflichlich und lediglich qualitativ — beschrei-
ben und hat dann ein gutes Motiv fiir die genauere Behandlung des ebenen Analogons
in der nichsten Unterrichtseinheit.

Fiir die weltanschauliche Bildung der Schiiler muf3 man ein solches Vorgehen und auch
die Aufgaben b 48 und 49 unter folgenden Zielen sehen:

@ Den Schiilern wird (wiederum) der Zusammenhang zwischen realen Sachverhalten
und mathematischen Begriffen in elementarer Form bewuBt.

@ Die Schiiler erkennen die Unvollk heit anschaulicher Vorstellungen und damit
dic Notwendigkeit priziser Begriffsbildungen und Aussagen. Sie sehen in der Mathe-
matik ein Mittel, wesentliche Seiten der Realitit prizis zu erfassen, zu beschreiben und
damit zu deren Verinderung beizutragen.

Bei den Aufgaben b 48 und b 49 sollten die Schiiler mdglichst selbstéindig erkennen,
daB hier die Anwendung des Rechenstabes wegen der Tabellenbildung (Proportionalein-
stellung) besonders zweckmiiflig ist. Dabei ist auch auf eine giinstige Reihenfolge der
Berechnungen zu achten, um immer mit héchstens einem Durchschieben der Zunge
auszukommen,

Zusammenfassung:

1) Dem ersten Schwerpunkt sollten etwas mehr als zwei Unterrichtsstunden gewidmet
werden, dem zweiten knapp eine Stunde.

2) Nach dieser Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein: Den Schiilern ist wieder
gegenwiirtig, was eine Verschiebung, Drehung, (Geraden-) Spiegelung ist. Sie kénnen
bei Vorgabe ciner dieser Abbildungen Paare entsprechender Punkte angeben und
kennen die wichtigsten Eigenschaften dieser Abbildungen.
Sie wissen, daB man diese Abbildungen zusammensetzen kann und daB man jede
cinzelne von ihnen und jede Zusammensetzung Bewegung nennt. Sie kennen die
wichtigsten Eigenschaften der Bewegungen. Sie kennen den Begriff eineindeutige
(punktweise) Abbildung der Ebene auf sich.

) lAim,'eglun::n hliletet 2.B.: K. Th, Baaux: Schiffsform im Examen. lo: Wisscnschalt und Fortschritt, Jahrgang 19 (1969),
eft 1, Seite 11.
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Sie konnen den Begriff Kongruenz von Figuren definieren. Sie beherrschen den Inhalt
der Kongruenzsitze fiir Dreiccke und wissen, daB es sich bei diesen Sitzen um
,»Mindestforderungen* handelt.

Die Schiiler haben erfahren, dal Modelle, also maBstibliche VergroBerungen und
Verkleinerungen, fiir praktische Problemstellungen bedeutsam sind. Sie wissen, daB
fiir dic weitere Beschaftigung mit diesen Fragen zuniichst eine Prazisierung des
umgangssprachlichen Begriffs dhnlich erfolgen mu8.

2.2.2, Zentrische Streckung
(4 Stunden; Lerneinheiten B 13 bis 16)

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.2.2.: Der Begriff der zentrischen Streckung
(Lerneinheit B 13)

Es liegt nahe, die zentrische Streckung iiber die ebene Darstellung eines riumlichen
Projektionsvorganges einzufiihren, besonders wenn man bei der Behandlung der Lern-
einheit B 12 die Diaprojcktion benutzt hat. Eine solche Betrachtung kann allerdings
bestenfalls der Einstimmung und Motivation dienen, denn es kommt ja darauf an, die
benétigten kennzeichnenden Eigenschaften der zentrischen Streckung herauszuarbeiten.
Mathematisch wiirde es zwar geniigen, die zentrische Streckung als Abbildung zu erkla-
ren, bei der jede Gerade eine zu ihr parallele Gerade als Bild hat. Die konstruktive
Erklirung der zentrischen Streckung, wie sie vom Lehrplan ausdriicklich gefordert wird,
ist aber fiir die Schiiler wesentlich leichter zu erfassen.

Fiir die erste Stunde der Unterrichtseinheit, die der Realisierung des ersten Schwer-
punktes dient, also eine Einfiihrungsstunde, wird der folgende Vorschlag gemacht.

Thema: Einfithrung der zentrischen Streckung

Gliederung:

1) Tagllche Ubung: Aufgaben zum Streckenverhaltms

() H benkontrolle mit hli der Ubung
3) Emrbcnung der Definition

(4) Festigung

) H fgabenstellung und Z fassung

Methodische Hinweise:
Zu (1): Diese tagliche Ubung soll vor allem auf die Definition der zentrischen Streckung,
in die ja der Begriff des Streckenverhiltnisses eingeht, vorbereiten. ZweckmaBigerweise
geht man von einem an die Tafel gezeichneten Strahl aus, auf dem neben dem Anfangs-
punkt Z eine Anzahl von weiteren Punkten im gleichen Abstand abgetragen sind
(Bild 2.11.).

Bild 2.11.
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Dazu werden drei Aufgabentypen gestellt:
(a) Der Lehrer nennt Verhaltnisse von Strecken, z. B. ZC: ZB. Ein Schiilcr uenut die

vollstindige Verhaltnisgleichung (Z ZC: ZB = 3:2),ein anderer formt um (Z C=— [ B)

(b) Eine Zahl wird als Verhiltnis vorgegeben, die Schiiler nennen zwei Strchen (vor
allem von Z aus) mit diesem Verhiiltnis.

(c) Losen von Gleichungen wie ZC = x - ZD in Stillarbeit, wobei nach dem Nennen
oder Anschreiben der Gleichung durch den Lehrer die Schiiler nur das Ergebnis auf-
schreiben.

Zu (2): Zur Vorbereitung auf das Stundenthema ist die Bearbeitung des Auftrags
B 21a) zu empfehlen. Die Kontrolle dieser Aufgabe geschieht durch Beschreiben des
Ergebnisses durch die Schiiler, worauf ein entsprechendes vorbereitetes Tafelbild (bzw.
Folie fiir Schreibprojektor) sichtbar gemacht wird. Daran sollte sich das Losen des
Teils b) der Ubung anschlieBen; als Arbeitsform ist gruppenweise Stillarbeit der
Schiiler (je eine Gruppe fiir u, v, w) giinstig. Auch der Aufgabenteil c) solite von jedem
Schiiler im Heft gelést werden, wihrend ein Schiiler die Konstruktion an der Tafel
durchfiihrt. In einer anschlieBenden Zusammenfassung wird im Unterrichtsgespriich
geklirt, daB auf diese Weise jedem Punkt der Ebene genau ein anderer mit doppeltem
Abstand von Z zugeordnet wird; es handelt sich offenbar um eine Abbildung, dic eine
magstibliche VergroBerung (MaBstab 2 : 1) erzeugt. Daraus ergibt sich die Zielstellung
fiir die Stunde (und die nachsten), derartige Abbildungen niher zu untersuchen.

Zu (3): Zunichst sind im Unterrichtsgesprich die Punkte 1. bis 4. der Definition B 7
zu erarbeiten, wobei selbstverstindlich eine Erlduterung am Tafelbild erfolgen muf.
AnschlieBend wird die Definition formuliert. Der Zwischentext im Lehrbuch bis zum
Satz B 8 und dieser Satz selbst sollten von den Schiilern selbstindig durchgearbeitet
werden, ebenso der anschlieBende Text bis zum Beispiel B 8. Der Erfolg dieser Arbeit
muf} dann kontrolliert werden, was am zweckmaBigsten unter Benutzung des bei (2)
in den Heften bzw. an der Tafel entstand Bildes anhand von Fragen folgender Art
geschieht :

Um welche zentrische Streckung handelt es sich ?

Gib das Bild von 4, B, Q, Z an!

Nenne das Original von F, R, Z, E!

Wo etwa miiflte das Bild von D, F, Q liegen ? (entsprechend fiir Originale)
Was geschieht bei bk <1, k> 1, k=17

Zu (4): Zur Festigung des Begriffs der zentrischen Streckung empfiehlt es sich, zuniichst
das Beispiel B 8 anhand des Lehrbuches im Unterrichtsgesprich durchzuarbeiten.
Dabei sollte der Teil, der im Bild B 34c dargestellt wird, mit dem ersten Teil des
Strahlensatzes begriindet werden, und es sollte herausgestellt werden, da8 diescs Vor-
gehen bei jedem k miglich ist.
Anschlieflend sollten alle Schiiler selbstindig Bildpunkte zu vorgegebenen Punkten bei
einer vorgegebenen zentrischen Streckung konstruieren. Benutzt man fiir diese Still-
arbeit die Aufgabe b 50, so wird man am besten die Punkte einheitlich vorgeben, etwa
mittels der Angaben 4 = (4), B = (8), C = (5), Q = (1) fiir die Lochschablone.
Zu (5): Als Hausaufgaben eignen sich die Aufgaben b 50 [mit 4 = (9), B = (12),
=(5), Q =(8)] und b 52 [4 = (9), B = (14), C = (15), R = (12)]. AuBerdem wird
man von den Schiilern verlangen, da sie sich die Definition B 7 zur nichsten Stunde
s0 einprigen, daB sie sie inhaltlich wiedergeben kénnen.
Bei der abschlieBenden Zusammenfassung sollten die Schiiler erliutern, wodurch eine
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zentrische Streckung festgelegt ist, wic man den Bildpunkt zu einem vorgegebenen
Originalpunkt findet und umgekehrt.

Im allgemeinen wird eine Unterrichtsstunde nicht ausreichen, um den zentralen Begriff
der zentrischen Streckung einzufiihren und hinreichend zu festigen, so daBl man danach
zu den Eigenschaften der zentrischen Streckung iibergehen kann. Aus diesem Grunde
wird es erforderlich sein, sich auch in einem Teil einer weiteren Unterrichtsstunde noch
mit der Lerneinheit B 13 zu befassen. So blieb ja zum Beispiel bei der Besprechung von
Beispiel B 8 zunichst offen, wic A4’ gewonnen wurde, ob durch Messen und Errechnen
der Liinge von DA’, ob durch zweimaliges Streckenhalbieren oder durch Vervielfachen

5

der Strecke DA mltz- nach dem bekannten Verfahren. Jetzt sollte an einem Beispicl

[Aufgabe b 51 oder Aufgabe b 53 a) und e)] dieses Verfahren von Lerneinheit B 3
demonstriert und dabei herausgestellt werden, daB sich auf diese Weise mit Zirkel und
Lineal bei jedem (rationalen) Streckungsfaktor entsprechende Punkte konstruieren
lassen. Doch wird man auch hier die Schiiler dazu anhalten (Erziehung zum zweck-
miBigen Arbeiten), auf diese Weise nur ein Punktepaar zu konstruieren, die anderen
dann durch Parallclverschicbung wie im Beispicl B 8 zu finden. Anhand von Aufgabe
b 54 sollen die Schiiler erkennen, da8 eine zentrische Streckung auch durch drei vor-
gegebene Punkte festgelegt werden kann; freilich miissen diese Punkte auf ciner Gera-
den liegen und als Streckzentrum, Original und Bild benannt sein.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.2.2.: Eigenschaften der zentrischen Streckung
(Lerneinheiten B 14 und 15)

GewiB haben bereits bei der Behandlung des ersten Schwerpunktes, insbesondere bei
den Aufgaben, die Schiiler davon gesprochen, daB die Strecke A'B’ das Bild der Strecke
AB ist oder das Dreieck ABC das Original zum Dreieck 4'B’C’. Das liegt um so niher
deshalb, weil sie entsprechende Sitze von den Bewegungen her gewshnt sind, und dort
wiederum waren diese Sitze so einlcuchtend und allzu selbstverstindlich, weil Ver-
hiel Drehungen und S lungen iiber das reale Bewegen realer Objckte
gewonnen wurden In diescr Hinsicht ist die Situation bei Emfuhrung der zentrischen
Streckung véllig anders: Hier wird kein reales Objekt iiber verschied Zwiscl
hinweg gestreckt (gedehnt) — freilich eine methodische, keine mathematische Anders-
artigkeit. Daran muf} aber der Lehrer vorlaufig die Fragwiirdigkeit einer Aussage wie

Bild 2.12.
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A'B ist das Bild von AB herausarbeiten — auch dann, wenn er die riumliche Projektion
zur Motivation benutzt hat. Anschaulich kann das unterstiitzt werden durch das Dehnen
einer Gummihaut, wobei eine gezeichnete Strecke deformiert wird. Auch das Bild B 32
1iBt sich dazu nutzen, wo der Vergleich der verschiedenen Fille zeigt, daB entsprechende
Winkel keineswegs gleich groB sind.

Eine ahnliche Funktion hat Aufgabe b 55: Ein Begriff wird um so mehr zum festen
Besitz des Schiilers, je besser er ihn in Unterbegriffe aufzufichern, in Oberbegriffe
einzuordnen und mit Nebenbegriffen zu vergleichen vermag. Ganz genauso wird fiir den
Schiiler eine Frage, deren Antwort scheinbar selbstverstindlich ist, erst dann zum Pro-
blem, wenn er bei gleichen Fragen und gleichwertigen Sachverhalten zu anderen Ant-
worten kommt. Deshalb sollte man solchen Betrachtungen wie in Aufgabe b 55 unbe-
dingt besondere Aufmerksamkeit schenken. Auch die folgende, der zentrischen Strek-
kung ebenfalls nahestehende Abbildung bietet sich hier an (Bild 2.12.):

Gegeben ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M. Jeder Punkt im Innern des Kreises und
auf dem Kreis wird sich selbst zugeordnet. Jeder Punkt P auferhalb des Kreises erhdlt
seinen Bildpunkt P' folgendermafen: Es wird der Strahl MP gezogen. S sei sein
Schnittpunkt auf dem Kreis. P’ liegt dann auf M P derart, da8 SP” = k- SP (in der
Figur k = 2,5) gilt.

Die Behandlung solcher Aufgaben bzw. Abbildungen mufl nicht am Anfang stehen,
sie hat auch am SchluB noch ihren Wert. Zu den vbengenannten Absichten einer sol-
chen Erérterung kommt dann noch die ,,Horizont-Erweiterung®, der ,,Blick iiber den
Zaun“, wobei die Geradenstreckung (Aufgabe b 55) in Klasse 9 bei der Streckung nuud
Stauchung von Parabeln, allgemein bei Verinderung der MaBeinteilung auf nur einer
der beiden Achsen, wieder aufgegriffen werden kann. (Dabei ist jedoch zu beachten:
Obwoh! die Geradenstreckungen keine Ahnlichkeitsabbildungen sind, 148t sich aber
spezicll fiir Parabeln, die Original und Bild bei einer Geradenstreckung sind, auch stets
cine Ahnlichkeitsabbildung angeben.))

Mit welcher Ausfiihrlichkeit der Lehrer hier auch vorgehen mag, er mufl die Frage
,»Was heiBt eigentlich, daB 4B’ Bild von AB ist ?* aufwerfen und etwa folgende Ant-
wort mit den Schiilern erarbeiten: Jeder Punkt von 4B hat sein Bild auf A'B". Jeder
Punkt von A'B’ hat sein Original auf AB. Man kann diese Uberlegungen dadurch
unterstiitzen, da8 man die Schiiler durch Konstruktion — also gewissermafBen experi-
mentell — iiberpriifen 1iBt, ob cin belicbiger Punkt auf AB (4'B’) sein Bild (Original)
auf A'B" (4B) hat. Der Lehrer muB dabei auch entscheiden, ob er die Frage beriihrt,
daBl zwei unterschiedlich lange Strecken ,,gleich viel“ Punkte haben, wobei ,,gleich
viel“ im Sinne der Gleichmiachtigkeit beider Punktmengen zu verstehen ist.

Von den Beweisen fiir die zunichst her llenden sechs Eigenschaften der zentri-
schen Streckung enthilt das Lehrbuch nur einen beispielhaft, und zwar in Kleindruck,
weil die Behandlung dieser Beweise vom Lehrplan nicht gefordert wird. Allerdings muf3
jeder Schiiler wissen, daf alle Eigenschaften bewiesen werden miissen und nicht etwa
der Anschauung entnommen werden diirfen und daB diese Beweise mit Hilfe des Strah-
lensatzes bzw. seiner Umkehrungen erfolgen kénnen.

Die Gliederung fiir den im Lehrbuch dargestellten Beweis der Eigenschaft (1) ist durch
die oben genannten Betrachtungen bereits vorgegeben. Dabei ist der Ubergang von den

1) Vgl. Stmon, H.: Gibt s ine ,,Normalparabel**? Mathematik in der Schule, Jahrgang 1 (1963), Heft 4, Seite 313,
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Strecken zu den Geraden damit zu motivieren, daf sich die Losung der Fragestellung
fiir die Strecken aus der fiir die Geraden ergibt, wenn man noch zusitazlich iiberlegt,
daB die ,,Zwischenbeziehung mit abgebildet* wird, d. h., daB im Falle ,,C zwischen 4
und B* fiir die Bilder gilt ,,C’ zwischen 4’ und B'*.

Es sei hier auch noch ein etwas anderer Gedankengang als bei dem im Lehrbuch dar-
gestellten Beweis angegeben, damit der Lehrer gegebenenfalls den ihm nach der Klassen-
situation giinstiger erscheinenden Weg auswihlen kann:

Voraussetzung:

Es seien g irgend eine Gerade, 4 &= Z ein Punkt auf ihr, 4’ dessen Bild und g’ die
Parallele zu g durch 4'. Aulerdem seien B und B’ zwei einander entsprechende Punkte.
Behauptung:

1. Liegt B auf g, so liegt B’ auf g'.

2. Liegt B’ auf g/, so liegt B auf g.

Beweis zu 1.:

Nach Voraussetzung liegen 4" und B’ auf denselben von Z ausgehenden Strahlen wie
A bzw. B, und es gilt: ZA' =k-ZA; ZB = k- ZB.
Fiir B &+ Z“t% =k = —Z% , also AB || A'B’ nach Satz B 4 (Umkehrung zum ersten

Teil des Strahlensatzes). Fiir B = Z ist auch B' = Z und daher ebenfalls 4B || A’B’
Aus der Tatsache, daB B auf g liegt, folgt also, da B’ auf g’ liegt.

Der Beweis fiir 2. erfolgt entsprechend, gewissermaBen durch Vertauschen der gestri-
chenen mit den ungestrichenen Bezeichnungen. Man beachte, daB8 diese Formulierang
des Beweises erfordert, dal man jede Gerade als parallel zu sich selbst ansicht. Das ist
aber auch iblich, damit die Parallelitit als Aquivalenzrelation erscheint. (Ihre Aqui-
valenzklassen sind dann die Klassen einander parallcler Geraden oder ,,Richtungen®.)
Tut man das nicht, so mul man auch die Eigenschaft (1) mit dem Zusatz verstehen
»oder fallen zusammen (im Fall der Geraden durch Z)*.
Das Lehrbuch enthilt auBerdem noch in Lerneinheit B 15 den Beweis fiir die Eigen-
schaft (7), der sich auf die vorher genannten Eigenschaften stiitzt. Deshalb ist der Be-
weis auch leichter iiberschaubar, obwohl er linger ist als der fiir die Eigenschaft (1).
Der Beweisweg sollte von den Schiilern skizziert werden kénnen, zumal es hier auch um
dic Realisierung einer Lehrplanforderung insofern geht, als es sich im Grunde um den
vorweggenommenen Beweis fiir den spiteren Satz B 11 handelt. Wer diese Uberlegun-
gen hicr wegldBt, muB sie spiiter in Lerneinheit B 20 nachholen. Die Schiiler miissen
allerdings merken, daB hier allgemeine Uberlegungen an einem speziellen Beispiel
durchgefiihrt werden. Zur Veranschauhchunﬂ kann auch das Flachmodell Zentrische
Streckung fiir den Polylux eingesetzt werden.
Im Lehrbuch ist nicht jede der acht Eigenschaften als eigener Satz hervorgehoben, um
die Schiiler nicht durch eine Iiille von zu lernenden Sitzen zu ,,erschlagen*; entspre-
2end sollte im Unterricht verfahren werden. Der Eigenschaft (8) kommt im Zusam-
menhang mit Aufgabe b 58 (Lb 112) insofern eine besondere Bedeutung zu, als es
hier um die Streckung cincs Kreises bzw. einer beliebigen krummlinig begrenzten Figur
geht. An ihnen soll der Schiiler wicder dic Allgemeinheit der Definition der zentrischen
Streckung erkennen und nicht bei Vielecken oder gar bei Dreiecken stehenbleiben.
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Die spitere Allgemeinheit der Ahnlichkeitsdefinition ist hiermit im Zusammenhang
zu sehen.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.2.2.: Zusammensetzen zweier zentrischer
Streckungen (Lerneinheiten B 16 und 17)

Das Verkniipfen (Hintereinanderausfiihren) von Abbildungen fithrt bekanntlich auf
die Frage, ob diese Abbildungen beziiglich der betreffenden Verkniipfung eine Gruppe
bilden, ob die Verkniipfung kommutativ ist usw. Der Gruppenbegriff wird gegenwirtig
in unscrer Schule nicht behandelt. Die Fragen algebraischer Strukturen stehen aber im
Hintergrund, und beim Zusammensetzen zentnscher Streckuugen miteinander (und
spiter mit Bewegungen) sind u. a. folgende Eigenschaften solch

von Interesse:

5

Zwei zentrische Streckungen (Z,; k,) und (Zy; k,) lassen sich stets zu genau einer
Streckung (Z; k, + k,) zusammensetzen.

Zu jeder zentrischen Streckung (Z; k,) gibt es die zentrische Streckung (Zo, s > die die
erste aufhebt.
Fiihrt man zwei zentrische Streckungen (mit nicht notwendig gleichen Streck: en)

hintereinander aus, so ist das Ergebnis im allgemeinen nicht unabhingig von der
Reihenfolge.

Im Lehrbuch wird nur die erste der drei hier genannten Eigenschaften ausdriicklich
hervorgchoben, und man wird auch nur eine Unterrichtsstunde auf diese Fragen ver-
wenden.

Das Uben im konstruktiven Zusammensetzen zentrischer Streckungen kostet verhilt-
nismiBig viel Zeit. Dennoch sollte das Aufwerfen und begriindete Beantworten der
Frage nach der Existenz einer zentrischen Streckung als Ergebnis der Hintereinander-
ausfithrung zweier zentrischer Streckungen nicht in den Hintergrund treten. Denn man
muf} beachten, daB eine Zusammensetzung auch moglich wire, wenn ihr Ergebnis nicht
wieder eine zentrische Streckung wire. Die Gefahr, den Schwerpunkt einseitig auf das
Konstruieren und damit auf das Finden von Z; und k, bzw. des Bildes bei der Strek-
kung (Z,; k;) zu legen, liegt deshalb besonders nahe, weil den Schiilern dieses konstruk-
tive Zusammensetzen und Suchen nach einem Z; erfahrungsgemifl Freude macht; in
ihm liegt eine gewisse Spannung.

Dieses unterschiedliche Setzen der Schwerpunkte kommt in der Regel durch unter-
schiedliche Ziel- und Problemformulierungen zum Ausdruck. So sollte man z. B. nach
Erérterung der Gegebenheiten des Bildes B 39 nicht fragen: ,,Bei welcher Streckung ist
P Bild von P?“, sondern vielmehr zunichst: ,,Gibt es eine ... ?* Diese Frage ist
zwar ctwas unproblematisch, wenn frither Aufgabe b 54 behandelt worden ist, sie legt
aber die Richtung des Denkens fiir den Fall unterschiedlicher Zentren fest. Diesen Fall
sollte man dann nicht am Bild B 40 des Buches besprechen, weil hier schon der ab-
geschlossene Losungsweg vorliegt. Vielmehr wird man hier die folgenden Schritte
gehen:

a) Zcichnet mit Hilfe der Lochschablone die vier Punkte Z, = (15); Z, = (21);
A = (16); B = (19)!

b) Ermittelt das Bild A’B’ von AB bei der Streckung (Z,; 3)!

¢) Ermittelt das Bild 4"B” von A'B’ bei der Streckung (Z,; 2)!
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d) Gibt es eine Streckung, bei der 4"B” Bild von AB ist?

e) Beantwortung etwa in der Art, wie es im Lehrbuch zu Bild B 40 geschicht, nachdem
die Schiiler 4 mit 4" und B mit B" verbunden und diese beiden Geraden zum
Schnitt gebracht haben.

Es sei hier angefiigt, daB dieser Beweis eigentlich unvollstindig ist, weil er nur die zwei
Punkte 4 und B betrachtet, tatsichlich aber fiir alle Punkte der Ebene gefiihrt werden
miifite. Doch ist das relativ leicht : Wihlt man einen beliebigen Punkt C (nicht auf 4B)
und konstruiert C", so gilt genauso wie fiir 4 und B AC|| 4"C" und A"C" = k, - k,AC.
Es muB nun nur noch gezeigt werden, da auch CC” durch Z, geht, das ja nunmehr be-
reits festliegt. Das aber folgt sofort aus der Umkehrung zum dritten Teil des Strahlen-
satzes. Nicht wegen der Schwierigkeit, sondern aus Zeitgriinden wird man das im
Unterricht allerdings hichstens andeuten kinnen.

DaB Z; auf der Geraden Z, Z, liegen muB}, kann man mitteilen und das Durcharbeiten
der Begriindung den leistungsstarken Schiilern empfehlen. Alle Schiiler sollten jedoch
die Genauigkeit ihrer Konstruktion daran messen.

Insb dere bei den Zusam aber auch bei den vorangegangenen Kon-
struktionen wird vielen Schiilern die Ubersicht erleichtert, wenn (an der Tafel und im
Heft) farbig gearbeitet wird. So kann man z. B. verabreden, Originale stets rot, Bilder
stets griin zu zeichnen. DaB dann bei den Zusammensetzungen z. B. A'B’ zweifarbig
gezeichnet wird, ist kein Mangel, unterstreicht vielmehr die Stellung dieser Strecke als
»Durchgangsstadium‘* beim Zusammensetzen. Je nach Klassensituation wird man ab-
schlieBend den Bezug zum Zusammensetzen der bisher bekannten Bewegungen her-
stellen.

Zusammenfassung:

1) Folgende Zeitaufteilung wird empfohlen:

Erster Schwerpunkt — etwas mehr als eine Unterrichtsstunde

Zweiter Schwerpunkt — knapp zwei Unterrichtsstunden’

Dritter Schwerpunkt — eine Unterrichtsstunde

Nach dieser Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein:

Die Schiiler kennen den Begriff zentrische Streckung. Sie konnen ihn durch eine Kon-
struktionsvorschrift wiedergeben. Sie wissen, daB einc zentrische Streckung eine
umkehrbar eindeutige Abbildung der Ebene auf sich ist und durch die Angabe eines
Punktes und einer positiven Zahl eindeutig bestimmt ist. Sie kénnen bei vorgegebe-
ner Streckung sowohl Bild- als auch Originalpunkte bestimmen.

Die Schiiler haben eingesehen, daB die Frage nach den Bildern von Punktmengen
(Geraden, Strecken usw.) sinnvoll und die Antwort nicht selbstverstindlich ist. Sie
kennen entsprechende Eigenschaften der zentrischen Streckung und wissen, daB der
Bewcis dieser Eigenschaften unter Benutzung des Strahlensatzes und seiner Um-
kehrungen méglich ist. Insb dere wissen sie iiber das Bild von Vielecken bei
zentnschen Streckungcn Bescheid und kénnen die entsprechenden Aussagen be-
griinden.

Die Schiiler kénnen beschreiben, was Zusammensetzen zweier zentrischer Streckungen
bedeutet. Sie wissen: Mit einer Ausnahme (k, - k, = 1) ergibt die Zusammensetzung
zweier zentrischer Streckungen wieder eine zentrische Streckung. Sie konnen bei
Vorgabe von (Z,; k;) und (Z,; k,) den Faktor k, der Zusammensetzung bestimmen
und die Lage von deren Zentrum Z; beschreiben. Die Schiiler haben sich in ihren
Beweis- und Konstruktionsfihigkeiten (Genauigkeit) vervollkommnet. Dabei haben

2

R4
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sie (erneut) das Zuriickfithren des Neuen auf das Bekannte und damit den Zusam-
menhang im System mathematischer Definitionen und Sitze erlebt.

2.2.3. Leistungskontrolle mit Auswertung
(2 Stunden)

Die Behandlung der Stoffeinheiten 2.1. und 2.2. sollte mit einer einstiindigen Klassen-

arbeit abgeschlossen werden, fiir die Aufgaben folgender Art geeignet sind:

1. S sei Scheitelpunkt eines Strahlenbiischels, 4 hege auf dem Strahl SB und C auf
dem Strahl SD. AuBerdem sei AC || BD. Fertige cine Skizze an und fiille folgende
Tabelle aus!

S4 SB |4B |SC SD CD |4C |BD
a) | 40mm | 60 mm 50 mm 30 mm
Gruppe A
b) [23em|69cm 19cm | 5,7cm
a) 20 mm 7S mm | 25 mm | 30 mm
Gruppe B
b) 8,3 cm | 16,6 cm 1,6cm | 3,2cem

2. Bild 2.13.: Bei der zentrischen Streckung (Z; 3) ist F das Bild von 4, E das Bild von
B, D das Bild von C. Fiille die Liicken aus! (Beachte: 4B heiBlt Gerade AB, AB
heiBt Strecke AB.)

o Bild 2.13.

Gruppe A Gruppe B

a) EF ist Bild von ... a) ZD ist Bild von

b) BCist ... von ... b) ABist .. ..

¢) AFist ... von ... ¢) BEist . on ..

d) ZA=k-ZF; k= ... d) FE: AB_k k—....

¢) AB und FE sind ... e) < ABCund < FED sind ...
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3.

Bild 2.14.:

0) Konstruiere das Bild P’ von P bei der Streckung (Z; 1,5)!
b) Konstruiere das Original Q von P bei der Streckung (Z; 2)!
¢) Konstruiere das Bild Z’ von Z bei der Streckung (P; 2)!

P
x P
z %
x
Z
. X
Bild 2.14. Gruppe A Gruppe 8
Bild 2.15.: Um die Hohe einer Fahnenstange FG zu ermitteln, werden zwei Stibe

AB und CD bekannter Linge so aufgestellt, daB man iiber sie die Spitze G der
Fahnenstange anpeilen kann. B, D und G liegen also auf ein und derselben Geraden.
Dann bestimmt man die Entfernung der Stibe voneinander und vom FuBpunkt F
der Fahnenstange. Gemessen wurden:

Gruppe A: AB =1,4m; CD = 2,1 m; A—£= 1,5m; (E: 12,0 m

Gruppe B: 4B =1,1m; CD =2,0m; AC=1,8m; CF = 12,6 m

G

Bild 2.15. Bild 2.16.

5. Bild 2.16.: Im Trapez ABCD sind die Seiten 4D und BC nicht parallel (also Schen-

kel des Trapezes). M, und M, sind die Mittelpunkte der Grundseiten AB und CD.
Beweise: Die Geraden 4D, M, M, und BC schneiden einander in einem Punkt.

Lisungen und Vorschlag einer Punktbewertung (Gruppe A4)
Aufgabe 1. (7 Punkte)

a) Ermitteln von 4B, SD, CD, BD je 1 Punkt
b) Ermitteln von 4B 1 Punkt
Feststellen, daB8 SC, SD, CD nicht eindeutig angebbar sind 2 Punkte

Aufgabe 2. (5 Punkte)
a) bis e) je 1 Punkt

Aufgabe 3. (3 Punkte)

a)

bis ¢) je 1 Punkt
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Hier ist vorher zu entscheiden (und die Klasse entsprechend zu instruieren), ob die
Punkte mit Zirkel und Lineal konstruiert oder mit Hilfe der cm-Einteilung des Lineals
nur abgetragen werden sollen.

Aufgabe 4. (7 Punkte)
a) Ansetzen der Proportion fiir i = FG — AB nach dem zweiten Teil

des Strahlensatzes 3 Punkte
b) Ermitteln von b’ = 6,3 m 2 Punkte
¢) Ermitteln vonh =h' + AB=17,Tm 1 Punkt
d) Antwortsatz 1 Punkt

Der Punkt fiir den Antwortsatz wird bei fehlerhafter Berechnung nur erteilt, wenn das
zahlenmiBige Ergebnis im Rahmen des Moglichen liegt.

Aufgabe 5. (4 Punkte)

a) Der Schiiler hat verstanden, daB die Umkehrung des dritten Teils
des Strahlensatzes zur Anwendung kommen mu3 2 Punkte
(unteilbar)
b) Richtige Formulierung des Beweises, z. B.:
Nach dem Text gile: DM, : M,C =1:1
AM,: M}B =1:1

Damit sind die Voraussetzungen zur Umkehrung des dritten Teils

des Strahlensatzes erfiillt. Also muB gelten: Die Geraden 4D, M, M,

und BC schneiden einander in genau einem Punkt. 2 Punkte
(Auf das Herausstellen von Voraussctzung und Behauptung kann verzichtet werden.)

Bemerkungen zu den Aufgaben

Die Formulierung der Aufgaben macht deutlich, daB es zweckmaBig ist, den Schiilern
dic Aufgaben auf Arbeitsblittern oder sonst in ciner Form zu geben, die unproduktive
Schreibzeiten so kurz wie méglich hilt (besonders bei Aufgabe 2.). Ist das nicht még-
lich, so muB Aufgabe 3. mittels Lochschablone gestellt werden, etwa durch P = (12),
Z = (7) fiir Gruppe A und P = (14), Z = (15) fiir Gruppe B.

Es sei auch deutlich betont, daB es sich hier lediglich um Vorschlage handelt, die — auch
durch die angegebene Punktbewertung — die Art der zu stellenden Anforderungen deut-
lich machen sollen. Den groBten Schwierigkeitsgrad haben die Aufgaben 4. und vor
allem 5., doch sollten weder Anwendungs- noch Beweisaufgabe in einer gréBleren Lei-
stungskontrolle fehlen. Sollte der Lehrer jedoch meinen, daB in seiner Klasse die
Schwierigkeiten hierbei zu groB sind, so muf er alles in die Wege leiten, was zur Besse-
rung dieser Situation beitriigt. Es ist sogar anzustreben, in der Figur zu Aufgabe 4. die
gestrichelte Hilfslinie wegzulassen. Wer dariiber hinaus bei dicser Aufgabe die beque-
men Zahlenverhiltnisse vermeiden und die Schiiler damit auch zur Arbeit mit dem
Stab veranlassen will, der braucht nur geringfiigige Anderungen an den Zahlen vorzu-
nehmen. Eine Genauigkeit auf drei giiltige Ziffern diirfte dabei allerdings den prakti-
schen Méglichkeiten nicht in jedem Fall entsprechen.
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2.3, Ahnliche Figuren (15 Stunden)

Bevor man sich in dieser Stoffeinheit der Untersuchung #hnlicher Fxguren, insbeson-
dere Dreiecken, sowie den konstruktiven und praktischen Anwendungen der Ahnlichkeit
zuwendet, sollten zunachst die Ahnlichkeitsabbildungen erklart und auf dieser Grund-
lage dann, gemiB den Prinzipien des abbild ischen Aufbaus, die Ahnlichkeit
von Punktmengen definiert werden. Dieser Teil der Stoffeinheit (Unterrichtseinheit
2.3.1.) hiitte an sich von der Systematik her — zumindest zum gréBten Teil — auch zur
Stoffeinheit 2.2. gerechnet werden konnen, die dann die Uberschrift Ahnlichkeitsab-
bildungen tragen konnte. DaBl im Lehrplan einer anderen Einteilung der Vorzug ge-
geben worden ist, ist fiir den Gesamtaufbau und den Inhalt ohne Belang.

2.3.1. Ahnlichkeitsabbild und Ahnlichkei
(3 Stunden; Lerneinheiten B 17 bis 19)

Diese Unterrichtscinheit nimmt durch die beiden genannten Begriffe eine Schliissel-
stellung fiir das Verstéindnis des abbildungsgeometrischen Aufbaus des gesamten Stoff-
gebiets cin. Um das auch den Schiilern bewuBtzumachen, empfiehlt sich eine Erinne-
rung an den in der Unterrichtseinheit 2.2.1. wiederholten Aufbau der Kongruenzlehre
und eine Gegeniiberstellung loger Begriffe. Das kann anhand eines vorbereiteten
Tafelbildes (Bild 2.17.) erfolgen, wodurch gleichzeitig Gliederung und Gang des weiteren
Unterrichts angedeutet werden und die Frage aufgeworfen wird: Relchen die zentri-
schen Streckungen bereits aus zur Deﬁnmon der Ahnlichkeit von Figuren? Im Tafel-
bild collte das Wort ,,Bewegungen‘ farbig hervorgehoben werden, um es von den
anderen, nicht gleichrangigen Begriffen dieses Feldes abzuheben.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.1.: Definition der Ahnlichkeitsabbildungen
(Lerneinheit B 17)

Bei der Erarbeitung der Definition der Ahnlichkeitsabbildungen und, darauf aufbauend,
der Ahnlichkeit von Figuren kommt es darauf an, die zu Beginn des gesamten Stoff-

Lehre von der

Kongruenz Ahnlichkeit

Verschiebungen

|

1

] Zentrische Streckungen
Drehungen |

|

|

Spiegelungen,
Bewegungen

Kongruenz von Funktmengen Ahnlishkeit von Punktmengen
(Figuren) i (Figuren)

Kongruenzsdtze fiir Dreiecke I

Bild 2.17,
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gebiets und vor allem auch in Unterrichtseinheit 2.2.1. (" Uh 84) erfolgten motivieren-
den Betrachtungen sinnvoll auszunutzen. Es wire bedenklich, wollte man die Defini-
tionen B 9 und B 10 ohne Begriindung geben, statt sie etwa folgendermaBen zu erarbei-
ten: Die Eigenschaften der zentrischen Streckung legen uns nahe, zwei Punktmengen
als einander ahnlich zu bezeichnen, wenn die eine das Bild der anderen bei einer zentri-
schen Streckung ist. Dabei sollen bloBe Lageverinderungen nichts an dem Sachverhalt
indern, daB eine Figur dhnlich bzw. nicht shnlich zu einer anderen ist. Deshalb werden
noch zusitalich Bewegungen zugelassen und Ahnlichkeitsabbildungen als Zusammen-
setzungen einer zentrischen Streckung mit einer Bewegung erklirt.

Dabei “muB den Schillern bewuBt werden, daBl nach dieser Definition jede zentrische
Streckung allein auch eine Ahnhchkeltsabblldung ist, weil die identische Abblldung
eine spezielle Bewegung ist. Ganz entsprechend ist jede Bewegung allein ebenfalls eine
Ahnlichkeitsabbildung, denn man kann sie sich ja zusammengesetzt denken mit einer
Streckung mit dem Streckungsfaktor k = 1. Damit ergibt sich dann sofort, da8 die
Kongruenz von Figuren ein Sonderfall der noch zu definierenden Ahnlichkeit von Figu-
ren ist. Die Erkenntnis, da8 sowohl die Bewegungen als auch die zentrischen Streckun-
gen echte Teilmengen der Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen sind (unterstiitzt durch
ein entsprechendes Venn-Diagramm), fiihrt zu den Uberlegungen, welche der Eigen-
schaften der Spezialfille allen Ahnlichkeitsabbildungen zukommen (Auftrag B 25).
Dieses Herausarbeiten des Zusammenhanges von Spezxellem und Allgemeinem ist be-
sonders wichtig, weil andernfalls die Gefahr besteht, dal einige Schiiler auf Grund der
Definition B 9 nur die ,,echten Zusammensetzungen als Ahnllchkeltsabhlldun"cn an-
sehen. Was den Unterschied zwischen wirklich verschiedenen A.hnhchkeltsabblldunﬂen
und verschiedenartigen Beschreibungsmoglichkeiten ein und derselben A_hnlichkeits-
abbildung betrifft, gilt hier dasselbe wie bei den Bewegungen (/" Uh 94).

Zuweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.1.: Definition der Ahnlichkeit von Punkt-
mengen (Lerneinheit B 18)

Bekanntlich neigen die Schiiler immer wieder dazu, B gsbegriffe als Eigenschaften
einzelner Objekte aufzufassen, in unserem Falle also z. B. von ,einem ihnlichen Drei-
eck* zu sprechen. Um dem vorzubeugen, solite man das in der Definition B 10 be-
nutzte Wort einander auch bei allen weiteren entsprechenden Sachverhalten verwenden
und die vereinfachte Sprechweise, z. B. ,,Die Dreiecke 4BC und DEF sind dhnlich*,
méglichst vermeiden. Wichtig und dem gleichen Ziele dienend ist ferner, den Schiilern
die Ahnlichkeit als Aquivalenzrelation bewuBStzumachen: Ohne die entsprechenden
Fachausdriicke reflexiv, symmetrisch und transitiv zu benutzen, sollte mit kurzer Be-
griindung erarbeitet werden, dal

ok

Jede Figur sich selbst dhnlich ist,
aus F\ ~ F, folgt F; ~F,,
aus Fy ~F, und F, ~ F; folgt F, ~ F,.

In welchem MaBe z. B. die Eigenschaft der Symmetrie fiir selbstverstindlich gehalten
wird, ersieht man auch daraus, daB i.a. sofort definiert wird (auch in Definition B10),
wann zwei Figuren einander dhnlich heiBen, und nicht etwa erst, wann eine Figur (F))
dhnlich zu einer zweiten (F,) heiit, woraus dann erst zu folgern ist, daB auch F), dhnlich
zu F| ist. Die Symmetrie der Ahnlichkeitsrelation hat auch zur Folge, dal man eigent-
lich von Ahnlichkeitsfaktor (bzw. Ahnlichkeitsverhiltnis) nur dann sprechen kann,
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wenn von den beiden Punktmengen F, und F, feststeht, welche Original und welche
Bild ist. Wenn man sich auch iiblicherweise nicht streng an diese Einschrinkung hilt, so
sollte man doch auf alle Fille vermeiden, dann den bestimmten Artikel zu verwenden,
also z. B. von dem Ahnlichkeitsfaktor zu sprechen, wenn nicht bestimmt ist, welche
Figur das Original sein soll. Auch den Schiilern muf} das klar sein, und man sollte ihnen
auch in Erinnerung bringen, daB bei der Proportionalitit zweier Folgen und dem Pro-
portionalitiitsfaktor der gleiche Sachverhalt vorliegt.

Beim Begriff des Ahnlichkeitspunktes sollten die Schiiler an einem geeigneten Beispiel
darauf hingewiesen werden, daB zwei Figuren sehr wohl zwei Ahnlichkeitspurkte haben
konnen (Bild 2.18).

A A

Bild 2.18.

Der miindlichen Ubung im inhaltlich und sprachlich richtigen Verwenden der ein-
gefithrten Begriffe und Fachausdriicke (und dem zielgerichteten Betrachten von Figuren
und Begriinden von Aussagen) dient Aufgabe b 63 (Lb 112). Eine Schiilerantwort zum
Bild b1 kénnte etwa lauten: ,,\ SAD und A SCF sind einander #hnlich, weil A SCF
das Bild von A SAD bei einer zentrischen Streckung ist. Zentrum dieser Streckung ist

S; Streckfaktor und gleichzeitig Ahnlichkeitsfaktorist %.“ Bei den Aufgaben b 64 und

b 65, die ebenfalls der Festigung beider zentraler Begriffe dienen, ist zu beachten, da
das Zeichnen der Ausgangsdreiecke nebensichlich ist; sauberes, einigermaBen maB-
stabgerechtes Skizzieren wiirde geniigen; besser wire allerdings ein Arbeitsblatt, wie
es Bild 2.19. fiir Aufgabe b 64 zeigt.

Ferner kommt es auch bei den Abbildungen selbst nicht auf den Erwerb von Konstruk-
tionsfertigkeiten an, sondern auf das Erkennen der Zusammenhinge. So sollen die
Schiiler z. B. den EinfluB der Reihenfolge in der Zusammensetzung von zentrischer
Streckung und Bewegung auf die entstehende Ahnlichkeitsabbildung erkennen. Auch
auf das Einzceichnen der Zwischenlagen kann verzichtet werden. Statt des ausfiihrlichen
Bildes [Bild 2.20. fiir Aufgabe b 64 a)] geniigt auch eine Darstellung, wie sie — ebenfalls
fiir Aufgabe b 64 a) — Bild 2.21. zeigt.

Eine Begriindung ist in beiden Fillen erforderlich. Ubrigens ist bei diesen Aufgaben
gegen die Benutzung des Zeichendreiecks fiir die rechten Winkel genau so wenig einzu-
wenden wie gegen das rechnerische Vervielfachen der Streckenlingen. SchlieSlich sei
noch auf die Einfithrung des Zeichens ,,~* fiir,,ahnlich* hingewiesen: Hier ist zunichst
zu bedenken, daBl die Schiiler dieses Zeichen bereits in anderer Bedeutung aus der Be-
handlung der Proportionalitiit kennen. Einerseits muf8 man sich dagegen abgrenzen,
indem man auf die unterschiedlichen Objekte hinweist, die in der jeweiligen Beziechung
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Arbeitshlatt

(1) Streckung (A;2), .
dann Verschiebung AC

(2) Verschiebung AT,
dann Streckung (A;2)

(3) Verschiebung m
dann Streckung (C;2)

(4) Streckung (A;2),
dann Verschiebung 2AC

Bild 2.19.
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8 B

B B
g c A g ¢ A
4 A"
Bild 2.20 Bild 2.21.

(»proportional* bzw. ,,ahnlich*) stehen konnen. Andererseits sollte man hervorheben,
daB die Ubereinstimmung der beiden Zeichen nicht zufillig ist, der Zusammenhang
aber erst bei der Besprechung der Ahnlichkeit von Vielecken deutlich werden wird.
Beim Erkennen der Kongruenz als Sonderfall der Ahnlichkeit sollte dann ausdriicklich
— auch im Interesse eines besseren Einprigens — auf die Verwandtschaft der Zeichen
5~ und ,,~2* hingewiesen werden.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.1.: Untersuchung vorgegebener Figuren
auf Ahnlichkeit iiber Ahnlichkeitsabbildungen (Lerneinheit B 18)

Im Beispiel B 11 des Lehrbuches wird an zwei Dreiecken das Vorgehen bei der Unter-
suchung auf Ahnlichkeit demonstriert und damit gleichzeitig — den Schiilern zunichst
noch unbewuBt — der Hauptahnlichkeitssatz fiir Dreiecke gewonnen. Dabei ist folgendes
zu beachten: Strenggenommen liBt sich von gezeichneten Figuren durch Messen eben-
sowenig Ahnlichkeit nachweisen wic etwa die Eigenschaft, ein Quadrat zu sein o. &.;
vielmehr sind hier eigentlich immer zusatzliche Angaben nétig. Im Beispicl B 11 wurde
absichtlich darauf verzichtet; denn bei einer vorgegebenen GroBlenangabe der Winkel
wire nicht deutlich genug zum Ausdruck gekommen, wie man iiberlegt, um Ahnlichkeit
festzustellen. Allerdings kann man auch etwa verlangen, die Dreiecke 4BS und CDS
auf Ahnlichkeit zu untersuchen, wobei AC und BD zwei Sehnen eines Kreises sind, die
einander in S schneiden (Bild 2.22.).

Bild 2.22.




Bei einer solchen Problemstellung ist aber zu bedenken, daB8 durch das Heranziehen
weiterer Sitze (Peripheriewinkelsatz, Scheitelwinkelsatz) zusitzliche Schwierigkeiten
entstehen und das eigentliche Anliegen verdeckt werden kann. Wichtig ist jedenfalls,
daB die Schiiler das Prinzip der bei Untersuchung auf Ahnlichkeit anzustellenden
Uberlegungen voll erfassen. Dabei sollte ihnen auch deren relative Umstindlichkeit
bewuBt werden, und der Lehrer sollte schon hier darauf hinweisen, daB (fiir gewisse
Figuren) spiter Vereinfachungen angestrebt und erreicht werden. An Aufgabe b 66
(Lb 113) sollten in gleicher Art wie bei Aufgabe b 63 die Gedanken aus dem Beispiel
B 11 in groben Ziigen wiederholt werden. Eine miindliche Antwort fiir a) kénnte zum
Inhalt haben:
. = MI
Verschiebung EI, hliefend zentrische Streckung (I m)

Fiir e) konnte sie etwa lauten:

Eine derartige Abbildung gibt es nicht, da die Hohen der Trapeze offensichilich ein ande-
res Verhilinis haben als die Grundseiten.

Vierter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.1.: Gleichsinnige und ungleichsinnige
Ahnlichkeit (Lerneinheit B 19)

GemaB dem Lehrplan ist auf eine ausdriickliche Definition der gleichsinnigen bzw. un-
gleichsinnigen Ahnlichkeit zu verzichten, diese Begriffe sind nur ,,einzufiihren. Ins-
gesamt sollte man den hiermit zusammenhingenden Erorterungen nicht iiber Gebiihr
Gewicht verleihen. Den Schiilern muf aber deutlich werden, daB es bei diesen Begriffen
nicht etwa auf die Benennung der Punkte, z. B. der Eckpunkte von Vielecken, ankommt.
Deshalb sollte der Lehrer in diesem Zusammenhang ausdriicklich auf das Bild B 29 in
Lerneinheit B 11 hinweisen, in dem beide Fiinfecke im mathematisch positiven Um-
laufssinn durchlaufen werden, wenn man der Reihenfolge des Alphabets bei den Be-
zelchnungen der Eckpunkte folgt, und wo trotzdem ungleichsinnige Kongruenz (und
damit ein Sonderfall der unglcxchsmmgen Ahnlichkeit) vorliegt.

Fiinfter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.1.: Negative Zahlen als Streckfaktoren
(Lerneinheit B 19)

Eigentlich geht es hier um eine Erweiterung des Begriffs zentrische Streckung, indem
nun auch negative und damit alle (dem Schiiler bekannten) Zahlen ungleich 0 als
Streckfaktoren zugelassen werden. Auf eine neue Definition ist jedoch verzichtet wor-
den, um dieses Problem nicht iibermaBig in den Vordergrund zu stellen. Deutlich her-
vorzuheben ist jedoch, daB ein negativer Streckfaktor nicht etwa zu ungleichsinniger
Ahnlichkeit fiihrt, daB diese vielmehr allein dadurch erzeugt werden kann, daB die
betreffende Ahnlichkeitsabbildung eine Bewegung enthilt, die zu ungleichsinniger
Kongruenz fiihrt (Zusammensetzung aus einer ungeraden Anzahl von Geradenspiege-
lungen und — beliebig vielen — Drehungen und Verschiebungen. Daf} Verschiebungen
und Drehungen ihrerseits durch eine gerade Anzahl von Geradenspiegelungen ersetzt
werden konnen, sie also hier gar nicht erwihnt zu werden brauchten, ist den Schiilern
ja nicht bekannt).
Nun gibt es ja prinzipiell zwei Moglichkeiten, durch die Art der Behandlung einer nahe-
liegenden Verwechslung zweier Sachverhalte (I) und (II) vorzubeugen: Entweder man
14Bt zwischen der Behandlung von (I) und (II) eine lingere Zeit verstreichen [was aber
" nicht etwa der Notwendigkeit einer klaren inhaltlichen Abgrenzung von (I) und (II)
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gegencmander vollstindig enthebt], oder man behandelt (I) und (II) in unmittelbarem
hang, stellt einander gegeniiber und grenzt deutlich ab. Beziiglich gleich-
sinniger und ungluchsmmger Ahnlichkeit cinerseits und positiver und negativer
Streckfaktoren andererseits sei hier die zweite Moglichkeit empfohlen. Das Lehrbuch
behandelt deshalb auch beide Fragen in einer einzigen Lerneinheit. Die Bilder B 43
und B 44 bieten iibrigens noch einmal Gelegenheit, darauf hinzuweisen, dafl auch
krummlinig begrenzte Figuren durch die Ahnlichkeitsdefinition erfaBt werden.

Zusammenfassung:

1) Die aufgefiihrten fiinf Schwerpunkte sollten etwa folgendermaBlen auf die vorge-
sehenen drei Stunden verteilt werden:
Erster und zweiter Schwerpunkt — eine Stunde
Dritter Schwerpunkt — eine Stunde
Vierter und fiinfter Schwerpunkt — eine Stunde

2) Nach dieser Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein: Die Schiiler kennen die
Definition der Ahnlichkeitsabbildung und der Ahnlichkeit von Figuren (Punktmen-
gen) und konnen sie inhaltlich und sprachlich einwandfrei wiedergeben. Sie kennen
wichtige Eigenschaften der Ahnllchkextsabbﬂdungcn und konnen angeben, in wel-
chen dieser Eigenschaften die Ahnlichkeitsabbildungen den Bewegungen oder den
zentrischen Streckungen gleichen bzw. sich von ihnen unterscheiden. Die Schiiler
kennen die Begriffe dhnlichkeitsfaktor und Ahnlichkeitspunkt und wissen, da8 es nur
bei spezicller Lage ihnlicher Figuren (mind ) einen Ahnlichkeitspunkt gibt. Sie
haben erkannt, daf die Kongruenz ein Sonderfall der Ahnlichkeit (mit dem Ahn-
lichkeitsfaktor 1) ist.

Die Schiiler wissen, daB die Frage nach der Ahnlichkeit zweier Figuren positiv durch
die Angabe einer entsprechenden Ahnlichkeitsabbildung beantwortet wird und wie
man im Prinzip hierbei vorgeht. Dabei haben sie erfahren, da der Nachweis einer
solchen Abbildung oft recht miihsam ist.

Die Schiiler konnen gleichsinnige Ahnlichkeit von ungleichsinniger unterscheiden.
Sie wissen, daf3 nunmehr auch negative Zahlen als Streckfaktoren auftreten kénnen
und welche Bedeutung diese haben.

2.3.2. Ahnlichkeit von Vielecken
(4 Stunden; Lerneinheiten B 2¢ bis 22)

Hauptanliegen der vorigen Unterrichtseinheit war die allgemeine Ahnlichkeitsdefinition
mittels Ahnlichkeitsabbildungen. In dieser Unterrichtscinheit geht es um diejenigen
Figuren, die im Vordergrund kiinftiger Betrachtungen stehen, also um Vielecke und
speziell um Dreiecke. Dabei konnten die Hauptgedanken etwa folgendermafen moti-
viert werden: Will man iiber die Ahnlichkeit zweier vorgelevter Figuren dadurch etwas
aussagen, daB man Existenz (oder Nicht-Existenz) einer geeigneten Ahnlichkeitsabbil--
dung nachweist, so kann das recht miihevoll sein. Daher ist es lohnend, sich wenigstens
fiir Vielecke, insbesondere fiir die hiufig auftretenden Dreiccke, nach einfacheren Mog-
lichkeiten umzusehen. Einc solche Moglichkeit ergibe sich, wenn aus gewissen anderen
Bezichungen der Vielecke — im Beispiel B 11 war es die Gleichheit einiger Winkel —
stets auf die Existenz einer Ahnlichkeitsabbildung hl werden kénnte. Mit
anderen Worten heifit das: Gewlsso\Elgenschaften der Ahnlichkeitsabbildungen (be-
ziiglich der abgebildeten Punktmengen) miiiten nur diesen Abbildungen zukommen.
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Oder noch anders ausgedriickt: Der Satz B 11 miite umkehrbar sein. Da dicse Mog-
lichkeit besteht, aber in der allgemeinen Form von Satz B 12 immer noch schwer hand-

habBbar ist, wird nach weiteren Vereinfachungen fiir Dreiecke gesucht. Hier kann wieder
die Analogie zur Kongruenzlehre genutzt werden, doch ist das insofern etwas schwieri-
ger, als dort (in Klasse 6) von der Kongr definition fiir beliebige Figuren sofort zum

Dreieck iibergegangen wird, das Vieleck dort also iibersprungen wird (, Uh 95).
Insgesamt werden in diesen vier Stundcn sieben Sitze behandelt. Sollen die Schiiler
diese sieben Sitze inhaltlich erfassen und — gegebenenfalls mit eigenen Worten — wie-
dergeben konnen, so ist das nur méglich, wenn sie die skizzierten Grundgedanken
durchschauen und das Zueinander der einzelnen Sitze (Satz und Umkehrung; Spezial-
fall; Ahnlichkeitssitze — Kongruenzsitze) erfaBt haben. Ein isoliertes Behandeln und
wiortliches Einprigen der Sitze ist deshalb verfehlt.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.2.: Ahnlichkeitssatz fiir Vielecke

Hier geht es um die Sitze B 11 und B 12, deren Behandlung mit Beweis der Lehrplan
fordert. Der Satz B 11 besagt eigentlich nichts Neues. Er spricht nur die Eigenschaft
(7) der zentrischen Streckung (Lerneinheit B 15) fiir alle Ahnlichkeitsabbildungen aus,
freilich gleich unter Benutzung des Begnﬂ's Ahnlichkeit. Seine Formulierung ist aber
schon deshalb nétig, damit man zu seiner Umkehrung, dem Satz B 12, gelangt. Diese
Umkehrung ist allerdings nicht ganz einfach zu bilden, denn es muB ja zuniichst die
Existenz einer umkehrbar eindeutigen Abbildung der Eckpunkte beider Vielecke auf-
einander gefordert werden, bevor von einander entsprechenden Winkeln und Seiten die
Rede sein kann. Wegen dieser Schwierigkeiten versuche man nicht mit Gewalt, die
Schiiler sofort zu einer selbstindigen Formulierung des in Satz B 12 ausgesprochenen
Sachverhalts zu bringen. Hier geniigt es, wenn die Schiiler zunichst inhaltlich das
‘Wesentliche erfaBt haben und wenn sie nach der ausfiihrlichen Erérterung der Formu-
lierung im Lehrbuch (oder einer entsprechenden des Lehrers) in der Lage sind, den
Sachverhalt einwandfrei wieder ben. Unbedingt sollte aber zur Sprachc kommen,
daB es nicht ausreicht, lediglich d:e Lberemstlmmunv in ,,entsprechemlen“ Winkeln
und den Verhiltnissen ,,entsprechender* Seiten zu fordern, und daB eine solche Formu-
lierung auch als vereinbarte Kurzsprechweise bedenklich ist, weil sie den wahren Sach-
verhalt verschleiert. Mit voller Absicht ist in der Voraussetzung von Satz B 12 die Zu-
ordnung zunichst fiir die Eckpunkte hergestellt worden. Einerscits entspricht das dem
punktweisen Abbilden der Ebene auf sich, andererseits wird dadurch gleichzeitig eine
Zuordnung zwischen den Seiten sowie zwischen den Innenwinkeln hergestellt; die Auf-
nahme des Umlaufssinnes (gleich oder entgegengesetzt) soll auf das Problem aufmerk-
sam hen, daf zu L hbarten Eckpunkten als Originalen benachbarte Eckpunkte
als Bilder gehéren miissen. Um dicsen Satz zu vereinfachen, kénnte man auf den Ein-
fall kommen, etwa folgendermaBen zu formulieren:

Wenn zwei Vielecke in den Seitenverhdltnissen und in den Winkeln iibereinstimmen, so
sind die Vielecke dhnlich.

Ein solcher Satz wiire der (richtigen) Aussage fiir Dreiecke

Wenn zwei Dreiecke in den Seiten und in den Winkeln iibereinstimmen, danp sind die
Dreiecke kongruent.?)

1) Im Lebrbuch Klasse 6 auf Seite 115 als Umkehrung zu Satz D 21 formuliert,
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Bild 2.23.

villig analog, aber fiir Vielecke falsch. Auch Schiiler, die im Vereinfachen zu weit
gehen, kénnen durch das folgende Gegenbeispiel leicht iiberzeugt werden: Die Innen-
winkel und Seiten der beiden Sechsecke ABCDEF und GHIKLM, die aus zwei Qua-
draten entstanden sind (Bild 2.23.), konnen cinander so zugeordnet werden, daB ent-
sprechende Winkel gleich groB und entsprechende Seiten gleich lang sind. Dennoch
sind die beiden Sechsecke nicht dhnlich (bzw. kongruent).
Der Bewels fiir Satz B 12 w1rd nicht allgemein, sondern nur an einem ,,leicht verall-
ung .ahlgen“ Beispiel gefithrt; der Schiiler soll also wissen, daB Satz B 12
zwar nur fiir zwei beliebige Fiinfecke bewiesen wird, daB aber bei anderer Eckenzahl im
Prinzip genauso geschlossen werden kann. (Ohne daB im Unterricht darauf eingegangen
werden soll, sei hier jedoch bemerkt : Die Beschriinkung auf Fiinfecke gestattet es, beim
Beweis mit Satz B 6 [Umkehrung zum zweiten Teil des Strahlensatzes] ohne Schwierig-
keiten auszukommen und auf die Benutzung der Umkehrung zum dritten Teil des
Strahl zes zu verzichten.) Die Wahl zweier nicht-konvexer Fiinfecke sollte un-
notigen Einschrinkungen entgegenwirken. Hat man Voraussetzung und Behauptung
deutlich herausgestelit und Beispiel B 11 griindlich behandelt, so ist der Beweisgedanke
nicht schwer zu finden. Soll der Beweis nicht anhand des Buches gefiihrt werden, so
kann die benutzte Bewegung durch eine Pappschablone veranschaulicht werden.
Beim Bearbeiten des Auftrages B 28 (Lb 41) ist die Gedankenfithrung der im Beispiel
B 11 weitgehend analog; nur geschieht der Nachweis der Ahnlichkeit jetzt nicht durch
eine Abbildung, sondern mit Hilfe von Satz B 121). (Satz B 11, auf den im Text der
Ubung auch hingewiesen wird, wiirde man bei Nicht-Ahnlickkeit brauchen; vgl. dritter
Schwerpunkt.) Bezeichnung, Lage und auch der unterschiedliche’ Umlaufssinn der
Figuren im Bild B 47 wurden mit voller Absicht in dieser Weise gewihlt, um die Ge-
dankenfiihrung in voller Allgemeinheit hervortreten zu lassen. Sie miiite vom Schiiler.
etwa in folgender Weise durchlaufen werden:

(1) Beide Vierecke haben dem Augenschein nach genau einen rechten Winkel. Wenn
also iiberhaupt eine gecignete Zuordnung der Eckpunkte méglich ist, dann miissen
dabei 4 und H einander zugcordnet sein.

1) Tm Lehrbuch ,,Matbematik, Klasse 8" (Bestell-Nr. 00 0806-1, . h. 1. Auflage) ist auf Seite 41 im Auftrag 28irrtaumlich der
Satz B 13 anstelle von Satz B 11 angegeben worden.
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Ferner sieht man, daB AD und HE dic jeweils lingeren Schenkel der beiden rechten
‘Winkel sind. Daher kann die Zuordnung der Eckpunkte nur lauten:

A—H;D—E;C—F;B—G

(2a) Wir iiberpriifen, ob die dadurch einander zugeordneten Innenwinkel gleich grof3
sind, ob also gilt < BAD = < GHE; <t ADC = <. HEF; <. DCB = < EFG;
X CBA =  FGH.

(2b) Wir iiberpriifen, ob die dadurch cinander zugeordneten Seiten gleiche Verhalt-
nisse bilden, ob also gilt

A

ib_DC CB Bd

1L EF FGC GH

P

Dieses Uberpriifen durch Messen kann dann arbeitsteilig erfolgen.

Bei der Behandlung von Beispiel B 12 sollte unbedingt auf die den Schiilern bekannten
Papierformate der A-Reihe eingegangen werden. Selbstverstiandlich ist es dem Lehrer
auch freigestellt, dieses Problem ginzlich auf die Rechtecke zu beschrinken, die Ver-
allgemeinerung auf Parallelogramme dann etwa fiir die Forderung der leistungsstirkeren
Schiiler einzusetzen. Dabei kénnte darauf hingewiesen werden, daB die am Ende des
Beispicls angestelite Uberlegung mit @ = b 12 wegen des Quadrierens eigentlich nur
eine notwendige Bedingung fiira: b ==5: 39 liefert. Da @ und b positiv sind, ist sie aber
in diesem Falle auch hinreichend.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.2.: Erkenntnisgewinnung durch Verall-
gemeinerung

Das Verallgemeinern von Aussagen ist einc der wichtigsten Methoden auf dem Wege zu
neuen mathematischen Erkenntnissen. Es ist immer dann anwendbar, wenn in einem
Satz etwas iiber einen Begriff ausgesagt wird, zu dem man einen Oberbegriff kennt und
fiir diesen eine entsprechende Aussage sinnvoll ist. Wenn man z. B. weiB, daB im Qua-
drat die Diagonalen gleich lang sind, und wenn man auBerdem Rechteck, Parallelo-
gramm und Trapez als Oberbegriffe zum Quadrat kennt, die ja ebenfalls Diagonalen
Dbesitzen, so licgt die Frage nahe, ob sich auch fiir diese Vierecke die Eigenschaft gleich
langer Diagonalen nachweisen liBt. Hingegen ist die Frage fiir eine Punktmenge
schlechthin, die ja auch Oberbegriff zu Quadrat ist, nicht mehr sinnvoll.

Der Lehrplan mifit dem Verallgemeinern groBe Bedeutung zu:

Durch die weitere Schulung des Abstraktionsvermagens, durch die Befihigung zum Ver-
allgemeinern, zur Begriffsbildung, zum Erkennen von Zusammenhingen und zum
Systematisieren . . . trigt der Math tkunterricht gleichzeitig zur all; inen geistigen
Entwicklung der Schiiler bei.

Der im Lehrbuch cingeschlagene Weg zum Finden der Ahnlichkeitssitze kommt dieser
Lehrplanforderung nach, und zwar fiir die Schiiler erstmals in dieser expliziten Form.
Damit wird versucht, die Schiiler an das bewuBte Verstchen und Anwenden eines iiber
die Mathematik hinaus bedeutsamen Verfahrens der Erkenntnisgewinnung heranzu-
fiihren.
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Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.2.: Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Hat man als Hausaufgabe zur ersten Stunde, die diesem Schwerpunkt gewidmet ist, die
Aufgabe b 72 gestellt, so kann an ihre Besprechung sofort die Motivation der folgenden
Betrachtungen angesch]ussen werden. Dabei sollte auch kurz erértert werden, warum
man sich — genau wie bei der Kongruenz — zweckmiBigerweise auf Dreiecke be-
schrinkt,
Fiir den Gewinn der Ahnlichkeitssitze durch Verallgemeinerung der Kongruenzsitze ist
der entscheidende Schritt die Umformulierung von a’ = a zu a’: @ = 1. Statt dessen
konnte man auch @’ =1 - a als Ausgangspunkt wihlen, doch scheint die Einfithrung
eines zusatzlichen Faktors 1 weniger nahelicgend und etwas gekiinstelt. Man sollte
aber gerade an dieser Stelle bei den Schiilern nnl)edingt den Eindruck vermeiden, als
werde luer (meder) mit einem ,,Trick* gearbeitet, der einem fiir die Mathematik nicht
hen eben nicht einfallen konne. Entsteht dieser Eindruck, der
leider auch bei Beweisfiihrungen viel zu oft hervorgerufen wird, so ist damit der ge-
samte Wert der zu den Ahnlichkeitssitzen hinfiihrenden Uberlegungen in Frage ge-
stellt,
Da die Ahnlichkeitssitze lediglich als Implikationen formuliert sind, bei denen die
Konklusionen die Ahnlichkeit der Dreiecke aussprechen, bieten sie keine Moglichkeit,
von zwei Dreiecken festzustellen, ob sie nicht einander shnlich sind. Wenn also z. B.
bei Aufgabe b 74 c) auf Seite Lb 114 festgestellt wird, da8 die kiirzeren Schenkel dcs
jeweils gleichen Winkels das Verhiltnis 42 : 60 = 7 : 10 haben, die beiden lingeren sich
aber wie 45: 70 = 9: 14 verhalten und diese beiden Verhaltnisse verschieden sind, so
kann die verneinende Antwort nicht mit dem Ahnlichkeitssatz B 14 begmndet werden.
Vielmehr muB hier die Spezialisierung von Satz B 11 auf Dreiecke, genauer seine Kontra-
position, benutzt werden. Diesen Sachverhalt sollte auch der Schiiler erkennen.
Im Zusammenhang mit der Formulierung der Ahnlichkeitssitze als Implikationen ist
auch die Bezeichnungsweise zu sehen. Im Lehrbuch wird zwar absichtlich immer von
Kongruenzsitzen und Ahnlichkeitssitzen gesprochen, doch ist damit dem Lehrer
natiirlich nicht die Verwendung des Wortes Kriterium untersagt. Allerdings erfordert
die Benutzung dieses Terminus eine Erliuterung, d. h., den Schiilern sollte (anhand
von Beispielen) deutlich g ht werden, welcher Art die Sitze sind, die man vorzugs-
weise als Kriterien bezeichnet, und daB es hier vor allem auf dic Verwendung dieser
Sitze ankommt. In der Regel sprechen sie eine hinreichende Bedingung fiir eine auf
andere Weise definierte Eigenschaft von Objekten aus und dienen dem bequemen
Nachweis dieser Eigenschaft.
Bei der Formulierung der Ahnlichkeitssitze ist auch zu beachten, daB die auftretenden
Seitenverhiltnisse simtlich aus je einer Seite der beiden zu betrachtenden Dreiecke ge-
bildet werden, daB also zur Bildung der Verhiltnisse stets vom cinen Dreieck ins an-
dere gegangen wird. Die Umformung der entsprechenden Proportionen dahingehend,
daf die Verhaltnisse aus Seiten ein und desselben Dreiecks gebildet werden, wird erst in
der Unterrichtseinheit 2.3.5. (Lerneinheit B 25) vollzogen. Auch im Unterricht sollte
man diese beiden so verwandten Sachverhalte zeitlich trennen, weil die Gefahr der Ver-
wechslung und des Durcheinanderwerfens groB ist. Im iibrigen entspricht diese Reihen-
folge auch dem abbildungsgeometrischen Aufbau und der Verallgemeinerung aus den
Kongruenzsitzen; sie bringt allerdings einige Formulierungsschwierigkeiten mit sich.
Der Zusammenhang zwischen den Kongruenz- und den Ahnlichkeitssitzen wird noch
auf eine dritte Art hergestellt, nimlich bei den Beweisen. Auch wenn im Lehrbuch nur
ein Beweis ausgefiihrt worden ist, so sollte man daran doch das Grundprinzip auch fiir
dic anderen deutlich machen: Es wird eine zentrische Streckung angewandt, bei der
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das Bild des einen Dreiecks kongruent zum anderen ist und diese Kongruenz mit dem
entsprechenden Kongruenzsatz nachgewiesen werden kann.

Vierter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.2.: Entwicklung der Fihigkeit, Beweise zu
verstehen und selbstindig zu fiilren

Diesem Schwerpunkt dienen nicht nur die bei der Erarbeitung neuer Satze zu fiihren-
den, im Lehrbuch abgedruckten Beweise, sondern mindestens in gleichem MaBe die
Ubungen und Aufgaben; denn in all diesen Fallen geht es um das Begriinden der Wahr-
heit bzw. Falschheit gewisser, z. T. vorgeg gen. Dabei ist kei gs daran
gedacht, all diese Begriindungen schriftlich formu.lleren zu lassen. So konnte bei Aufgabe
b 72 eine miindliche Begriindung fiir den Fall der Rhomben folgendermaBen lauten:

3

Der Satz ,,Zwei Rhomben sind stets einander dhnlich* ist falsch, wie man an einem
Gegenbeispiel sieht. (Schiiler skizziert an Tafel oder im Heft, Bild 2.24.) Bei jeder Zu-
ordnung der Eckpunkie ergibt sich zwar immer das Seitenverhilinis 2 : 1, doch niemals
Winkelgleichheit, denn im Rhombus (Quadrat) ABCD sind simtliche vier Winkel
rechte, der Rhombus EFGH hat aber keinen rechten Winkel.

L : Bild 2.24.

Wahr ist aber der Satz ,,Wenn zwei Rhomben in einem Winkel iibereinstimmen, so sind
sie einander dhnlich. Wenn man die Scheitelpunkte der beiden gleich grofen Winkel
einander zuordnet und die anderen Eckpunkte nacheinander im gleichen Umlaufssinn,
so sind alle zugeordneten Winkel gleich grof, weil im Rhombus Nachbarwinkel sich zu
180° ergiinzen und gegeniiberliegende Winkel gleich grof sind. Da in jedem Rhombus die
vier Seiten gleich lang sind, sind auch die Verhiltnisse entsprechender Seiten gleich.

4 4

In dieser Weise lassen sich alle Teile von Aufgabe b 72 (Lb 114), die Aufgaben b 73,
b 74 und der Auftrag B 30 erledigen. Doch ist eine schriftliche Bearbeitung ciniger
weniger Falle besonders dann zu empfehlen, wenn derartige Aufgaben als Hausaufgaben
gestellt werden und die Klasse an das miindliche Bearbeiten solcher Aufgaben nicht ge-
wohnt ist. Als Beispiel sei hier eine schriftliche Bearbeitung fiir dic Aufgabe b 74 f) an-
gegeben (Bild 2.25.).

Bild 2.25.
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Voraussetzung:

AB =10 cm; EF = 70 cm
BC = 60 cm; DE = 60 cm

AC = 50 em
< CAB = 57,1°
<X ABC = 44.4° <X DEF = #4,4°
< BC4 =18,5°
Behauptung:

A ABC ~ A DEF

Beweis:
< ABC = < DEF (nach Voraussetzung)
AB und E_(j
DE und EF
Esgilt: :45 =1; BC
EF DE
Damit sind dic Dreiecke einander dhnlich nach Satz B 14.

} sind die diese Winkel einschlieBenden Seiten.

=1 (nach Voraussetzung)

Bei den sechs Teilaufgaben zu Aufgabe b 74 fillt es den Schiilern mitunter schwer, die
geeigneten Zuordnungen herzustellen, Verhiltnisse und Proportionen aufzustellen und
Beweismittel auszuwihlen. Als Beispiel sei an Aufgabe b 74 d) die Gedankenfolge skiz-
ziert.

(1) Wir betrachten die bekannten Stiicke von A DEF und stellen fest: Es sind ein
Winkel, eine anliegende und die gegeniiberli de Seite bekannt, und zwar ist
diese die lingere von beiden. Diese Feststellung kann durch eine Skizze erleichtert
werden, sie kann aber auch durch einfaches Analysieren der Bezeichnungen erfol-
gen: Fist Scheitelpunkt des Winkels; in DE tritt F nicht auf, also muB diese Seite
dem Winkel gegeniiberliegen.

Damit kommt zum Nachweis der Ahnlichkeit nur der Ahnlichkeitssatz in Frage, der
dem Kongruenzsatz ssw (SsW) entspricht, also Satz B 16.

(2) Gibt es im Dreieck ABC einen Winkel, der ebenso groB ist wie <t EFD? Ja,
<X BCA.

(3) Welches Verhiltnis bildet seine gegeniiberliegende Seite B (sie ist aus der Bezeich-
nung < BCA durch Weglassen des Scheitelpunktes wieder sofort abzulesen) mit
DE?170:81 =5:6.

(4) Gibt es unter den beiden anderen Sciten (AC oder BC) eine, die mit FD das gleiche
Verhiltnis bildet ? AC: FD = 50:60 = 5: 6.

Diese Uberlegungen kann ein Schiiler auch dann anstellen, wenn er den Satz B 16 nicht
im Wortlaut wiedergeben kann. Es liegt auf der Hand, daB derartige Uberlegungen
gegeniiber dem wortlichen Formulieren oder gar Auswendiglernen der Sitze den Vor-
rang haben, ja daB sie sogar das Einpriigen der entsprechenden Satzinhalte erleich-
tern.

Mit den angefiihrten vier Schritten sollte keineswegs ein mit den Schiilern einzuiibendes
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und abfragbares Losungsschema gegeben werden; es sollte sich vielmehr im Proze8 der
Arbeit als ein niitzliches Hilfsmittel erweisen.

Eine gewisse Sonderstellung nimmt wegen seiner Vorleistungen fiir die Satzgruppe des
Pythagoras der Auftrag B 29 (Lb 41) ein; er sollte daher auf alle Fille schriftlich be-
arbeitet und das Ergebnis — mit einem Hinweis auf spéter — hervorgehoben werden.
Ein Herausziehen der beiden Teildreiecke und ihr Uberfiihren in Ahnlichkeitslage zum
Dreieck A BC ist nur zu empfehlen, falls einige Verhiltnisgleichungen aufgestellt werden
sollen. Denn die Ubereinstimmung in dem jeweils zweiten Winkel laBt sich beim Inein-
anderliegen leichter feststellen,

Allerdings ist das Aufstellen einiger Verhiltnisgleichungen nicht nur vorteilhaft, weil
man diese spiter doch benétigt, sondern vor allem aus einem anderen Grunde: Aus
Ubungsgriinden geht es in allen Aufgaben und Ubungen dieser Unterrichtseinheit fast
ausschlieBlich darum, von vorgelegten Figuren festzustellen, ob bzw. unter welchen
Bedingungen sie dhnlich sind. Doch sollte auch der Schiiler schon hier erkennen, da3
diese Feststellung der Ahnlichkeit — wie die der Kongruenz in der Kongruenzlehre! —
meist nicht Selbstzweck, sondern nur Mittel zum Zweck ist. Aus der Kenntnis einiger
Eigenschaften vorgelegter Figuren soll iiber die Ahnlichkeit auf andere Eigenschaften
dicser Figuren geschlossen werden. Im speziellen Fall: Auf Grund der Kenntnis einiger
Seiten- und WinkelgroBen zweier Dreiecke soll durch die Ahnlichkeit iiber die GroBe
der anderen Sciten und Winkel etwas ausgesagt werden konnen. Um diesen Sinn —
auch das oben zum Wort Kriterium Gesagte ist in diesem Zusammenhang zu schen —
schon hier bei den Schiilern anzudeuten, sollte z. B. bei Aufgabe b 74 in gecigneten
Fillen zusitzlich nach der GroBe einiger anderer Stiicke gefragt werden.

Zusammenfassung:

1) Fiir die vier Unterrichtsstunden wird folgende Verteilung vorgeschlagen:
1. Stunde: Schwerpunkt 1 (Lerneinheit B 20)
2. Stunde: Schwerpunkte 1 und 4 (Lerneinheit B 20)
3. Stunde: Schwerpunkte 2 und 3 (Lerneinheit B 21)
4. Stunde: Schwerpunkte 3 und 4 (Lerneinheit B 22)
Hier sollte in einer systematisierenden Zusammenfassung die Tabelle aus Unterrichts-
einheit 2.3.1. (Bild 2.17. auf Seite Uh 107) so erginzt werden, wie es Bild 2.26. zeigt.

Lehre von der
Kongruenz ! Ahnlichkeit
I
Verschiebungen ] Zentrische Streckungen
Drehungen ]
Spiegelungen ! )
Bewegungen > Ahnlishkeitsabbild
_____________ .?____._”_________
Kongruenz von Punktmengen — [k[=1 Ahnlishkeit von Punktmengen
(Figuren) <‘.‘=1!_== Figuren, 4
Kongruenzsitze fir Ikl=1  Abnlichkeitssitze fir
Dreiecke Dreiecke
]

Bild 2.26.
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2) Nach dieser Unterrichtseinheit solite folgendes erreicht scin: |
Die Schiiler haben die Stellung der Sitze B 11 und B 12 zucinander und zur Ahnlich-
keitsdefinition erfaBt. Sie konnen die Siitze inhaltlich wiedergeben und bei einfachen
Vielecken anwenden. Sie haben den Beweis zu Satz B 12 verstanden und kénnen
seinc Hauptgedanken darlegen.

Die Schiiler kennen die Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke und vermogen deren Inhalt
mit eigenen Worten Wwiederzugeben. Sie haben erkannt, da die Bedeutung dieser
Sitze vor allem darin besteht, aus relativ wenig Angaben die Ahnlichkeit von Drei-
ecken zu folgern und daraus Schliisse auf weitere Eigenschaften zu ziehen.

Die Schiiler haben den engen Zusammenhang zwischen Kongruenz- und Ahnlich-
keitssidtzen auch noch in anderer Hinsicht erfahren, indem die Ahnlichkeitssitze als
Verallgemeinerungen aus den Kongruenzsitzen gewonnen wurden. Dabei ist ihnen
deutlich geworden, daB Verallgemeincruugen zum Auffinden neuer Erkenntnisse ver-
helfen kénnen, daB diese aber zuniichst nur Vermutungen sind und einer deduktiven
Sicherung bediirfen. Ferner haben die Schiiler erkannt, daB fiir eben diese Beweis-
fithrung wieder die Kongruenzsitze genutzt werden knnen.

Die Schiiler konnen von vorgelegten Dreiecken auf Grund der Ahnlichkeitssitze bzw.
des Satzes B 11 entscheiden, ob Ahnlichkeit vorliegt oder nicht, und sie sind in der
Lage, die Ahnlichkeitssitze bei cinfachen Beweisfiihrungen anzuwenden. Die Schiiler
haben ihre Fihigkeit, selbstindig Beweise zu fithren, vervollkommnet.

3) AbschlieBend seien noch einige Aufgaben angefiihrt, die sich fiir Kurzkontrollen in
dieser Unterrichtscinheit eignen, wobei auch hier wieder gilt, da durch geeignete
MaBnahmen (Arbeitsblitter, vorbereitetes Tafelbild oder Folie und Lochschablone)
zu gewihrleisten ist, daB die Arbeitszeit voll genutzt wird.

1. Von den beiden Dreiecken 4 BC und DEF ist bekannt:
AB =12 cm; AC =9 cm; < CAB = 65°
DE =12 cm; EF = 16 cm; < DEF = 65°
Gib an, ob beide Dreiecke édhnlich sind oder nicht (mit Begriindung!).
2. A ABC ist ein gleichschenkliges Dreieck (AC = BC), das nicht gleichseitig ist,
mit den Hohen CD und AE (Bild 2.27).
Untersuche auf Ahnlichkeit (Begriindung!):
A ADCund A\ ABE; A\ ADC und A BCD; A\ BCD und A AEC!

Bild 2.27.



3. Konstruiere ein Rechteck, das zu ABCD ihnlich ist und die Strecke EF als
Scite hat (Bild 2.28.)!

F F
D 4
Bild 2.28.
A 8
2.3.3. Ahnlichkeit von kr linig b Figuren und Kérpern

(1 Stunde; Lerneinheit B 23)

Es wurde bereits betont, da ein Vorteil des abbildungsgeometrischen Zugangs zur
Ahnlichkeit in der Mbglichkeit besteht, auch krummlinig begrenzte Figuren und — bei
einer naheliegenden Ausdehnung des Begriffs der Ahnlichkeitsabbildung auf den Raum
— Korper einbeziehen zu konnen. Erst dadurch ist man berechtigt, z. B. von dhnlichen
Kreisen oder Parabeln zu sprechen oder die Frage zu stellen, ob der Fernsehturm in
Berlin und sein als Souvenir angebotenes Modell einander hnlich sind. Dabei darf man
freilich nicht verkennen, daB die exakte Entscheidung, ob zwei krummlinig begrenzte
Figuren einander dhnlich sind oder nicht, ohne Schwierigkeiten nur maéglich ist,wenn
mit Koordinaten gearbeitet werden kann; nur verhiltnismiBig einfache Figuren, bei
denen z. B. die krummlinigen Teile lediglich Kreisbégen sind, machen da eine Aus-
nahme, und fiir krummflichig begrenzte Korper gilt Entsprechendes. Deshalb und auch
aus Zeitgriinden kénnen die Erérterungen in dieser Unterrichtseinheit nur vorwiegend
beschreibender und ergi der Art sein. Dy h kommt ihnen, besonders hinsichtlich
der raumlichen Gebilde, crhebliche Bedeutung zu: Die Schiiler erkennen, da8 sich der
mathematische Begriff der Ahnlichkeit auch an Gegenstinden ihrer tiglichen Umwelt,
an Werkzeugen usw. wicderfindet. Sie werden auch veranlaBt, dariiber nachzudenken,
warum in manchen Fillen Ahnlichkeit angestrebt wird, in anderen bei gewissen Eigen-
schaften davon abgewichen wird. Diese Betrachtungen sind auch im Zusammenhang
mit der Motivierung des gesamten Stoffgebietes, besonders mit dem Inhalt der Lern-
einheit B 12 (Unterrichtseinheit 2.2.1.), zu sehen.

Von den krummlinig begrenzten ebenen Figuren kommt im Lehrbuch nur der Kreis
zur Sprache, und auch das geschieht ohne Beweis fiir die Tatsache, daBl alle Kreise
einander dhnlich sind, weil der Lehrplan eine solche Beweisfithrung nicht fordert. Die
notwendigen Uberlegungen fiir eine solche Beweisfiihrung seien jedoch hicr fiir den
Lehrer mitgeteilt.

Zu zeigen ist, dafl zwei Kreise mit den Radien r, und r, stets einander dhnlich sind.
Fiir r; =r, sind die Kreise kongruent, also ahnlich. Fiir r, == r, schneiden sich die
beiden duflercn Tangenten der beiden Kreise in einem Punkt Z, durch den auch die
Gerade MM, geht (Bild 2.29.). Da die Beriihrungsradien fiir die gleiche Tangente
zueinander parallel sind, gilt M, Z: M,Z =r :r,.
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Bild 2.29.

Der Kreis mit dem Radius r, ist also das Bild des anderen bei der zentrischen Streckung

(Z, :—1) [nach Eigenschaft (8) der zentrischen Streckung], und Z ist Ahnlichkeitspunkt
2

fiir beide Kreise.

AnschlieBend an diese Beweisfithrung wire dann noch zu erértern, warum ,,ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit® ang werden kann, da8 der kleinere Kreis
nicht giinzlich im Inneren des anderen liegt, so da also gemeinsame uficre Tangenten
existieren. Auflerdem ist die Frage nach einem zweiten Ahnlichkeitspunkt interessant,
den cs nur im Fall konzentrischer Kreise nicht gibt. Hier sollte man sich zuerst mit dem
Fall beschiftigen, in dem die beiden Kreise keinen inneren Punkt gemeinsam haben,
so daf es also auch gemeinsame innere Tangenten gibt. Fiir begabte und interessierte
Schiiler sind aber der oben angefiihrte Beweis und dic Diskussion der méglichen Fille
z. B. in Arbeitsgemeinschaften oder im Rahmen individueller Férderungen lohnend.
Im AnschluB an Aufgabe b 78 (Lb 114) kann das gleiche Problem fiir einc beliebig
krummlinig begrenzte Figur gestellt werden. Auch wenn es sich bei der punktweisen
Konstruktion nur um cine Niherung handeln kann, weil ja die cinzelnen Punkte nach
Augenmafl miteinander verbunden werden mii so ist ein solches Vorgchen zum
Erfassen des Wesentlichen niitzlich; gegebenenfalls geniigt cin Hinweis auf die bereits
frither geléste Aufgabe b 58. AuBerdem wird das Verstindnis des Pantographen vor-
bereitet, gegen dessen- Behandlung bereits an dieser Stelle selbstverstindlich nichts
einzuwenden ist.

Bei den Erérterungen zueinander dhnlicher Kérper versiume man nicht, neben der
Erwithnung der in friiheren Stunden betrachteten Modelle u. dgl. auch reale Objekte
durch Messungen auf Ahnlichkeit untersuchen zu lassen. Der Lehrer sollte hierfiir einige
dhnliche (oder ,.fast ahnliche“) Gegenstinde mitbringen lassen. Auch Gerite und
Behilter aus dem Chemicraum bieten sich hicr ebenso an wie die bekannten Schachtel-
puppen (,,Matrjoschkas*). Die Zuordnung der einzclnen Stiicke zweier auf Ahnlichkeit
zu untersuchender Gegenstinde wird in der Regel durch ihren Zweck und Gebrauch
bestimmt. Obwohl den Schiilern das (arbeitsteilige) Messen und Verarbeiten der Mef-
ergebnisse Freude macht und auch der Festigung des Begriffs der Ahnlichkeit rium-
licher Gebilde dient, sollte das nicht der ausschlieBliche Weg sein, wenn Nicht-Ahnlich-
keit festzustellen ist. Oftmals reichen auch einfache Uberlegungen oder Betrachtungen
aus. So werden die meisten Schiiler, wenn ihnen zwei der iiblichen Milchflaschen unter-
schiedlichen Fassungsvermégens vorgelegt werden (Auftrag B 31, Lb 43), diese als
ihnlich bezeichnen und das durch Messen belegen wollen. Dabei geniigt zur Wider-
legung dieser Mcinung dic cinfache Feststellung, daB die Offnungen gleich, die Hohen
jedoch unterschiedlich sind. Auch bei derartigen Gelegenheiten sollte eine Gegeniiber-
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stellung des mathematischen Begriffs Ahnlichkeit mit der maiven ,,Gleichartigkeit im
Aussehen* erfolgen.

Zusammenfassung:

Am Ende dieser Unterrichtseinheit (Stunde) sollte folgendes erreicht sein:

Die Schiiler haben den Begriff dhnlichkeit von Figuren auch fiir krummlinig begrenzte
ebene Figuren gefestigt. Sie wissen, daB alle Kreise einander dhnlich sind.

Die Schiiler kénnen beschreiben, was man unter dhnlichen Korpern versteht. Sie wissen,
daB die Ahnlichkeit raumlicher Gebilde fiir die Praxis von groBer Bedeutung ist.

2.3.4. Umfang und Inhalt éhnlicher Figuren
(1 Stunde; Lerneinheit B 24)

Die Betrachtung dhnlicher Becherglaser bildet eine gute Méglichkeit, das Problem von
Umfang und Inhalt dhnlicher Figuren bzw. Oberfliche und Volumen #hnlicher Korper
zu motivieren. Denn schlieBlich ist fiir die Produktion derartiger Gliser das erforderliche
Volumen ausschlaggebend; der Materialverbrauch jedoch ist in erster Linie von der
Oberfliiche abhingig. Hat man fiir zwei derartige Gliser den Ahnlichkeitsfaktor k = 2
festgestellt, so kann die Frage nach dem Verhiltnis ihrer Rauminhalte (etwa 125 cm?®
und 1000 cm?, den Schiilern jedoch noch nicht bekannt) zunichst durch Schitzen, dann
durch Umschiitten naherungsweise beantwortet werden und dadurch zu der mathe-
matischen Behandlung des gesamten Problems hinfiihren. Dabei muf jedoch wiederum
auf eine exakte, allgemeine Beweisfithrung verzichtet werden. Dieser Verzicht mu8 auch
den Schiilern deutlich zum BewuBtsein kommen, doch sollen sie gleichzeitig erkennen,
daB mit der Beweisfiihrung fiir den Kreis und fiir Dreiecke, die sich ja sofort auf be-
liebige Vielecke wegen deren Zerlegbarkeit in Dreiecke ausdchnen 148t, all das erfaBt
worden ist, was fiir sie iiberhaupt einer Berechnung zuginglich ist.

Wesentlich erheblicher sind dagegen die Einschrinkungen bei Oberflicheninhalt und
Volumen dhnlicher Kérper, und hier werden wir uns damit begniigen miissen, den Satz
an Wiirfeln verschiedener Kantenlingen zu erliutern (Auftrag B 33 a).

Der AbschluB des Becherglasproblems durch einen allgemeinen Nachweis fiir die
Zylinderformeln (Volumen und Oberflicheninhalt) zu erbringen, wird gewiB einigen
Schiilern Ansporn sein. Bei der im Verhiltnis 2: 1 vergroBerten Streichholzschachtel
(Auftrag B 33 b) ist die Frage nach der Abnutzung der Reibflichen im Verhiltnis zu
normalen Streichholzschachteln gewil nicht unwichtig, und iiberhaupt sollte sich der
Lebrer in dieser Stunde die Gelegenheit nicht entgchen lassen, iiber die unmittelbaren
Erérterungen zu Volumen und Oberfliche hinaus den Schiilern einen Einblick in gewisse
interessante Tatsachen zu geben. Hier bietet sich eine gute Méglichkeit zur Verbindung
mit anderen Unterrichtsfichern und zur Vertiefung der Allgemeinbildung in weitestem
Sinne, indem die Schiiler zum Nachdenken iiber sie stindig umgebende Erscheinungen
angeregt werden. Der Zusammenhang von Groe und Sprungkraft (Elefant und Floh),
GroBe und Tragkraft (Steg und Briicke) und damit Bedeutung sowie Grenzen von
Ahnlichkeitsbetrachtungen!) kénnen hier ebenso zur Sprache kommen wie das wichtige
Prinzip der OberflichenvergroBerung (Pulverisieren von Chemikalien, Mahlen von
Kaffee, Kohlen- und Mehlstaubexyplosionen, Kraftstoffvergaser, aber auch Lungen-
blischen und rote Blutkérperchen). Auch die Fragwiirdigkeit von Schaubildern, in

1) Anregungen bietet z. B. das Kapitel ,,Wespen — groB wie Lerchen ?" des Buches Rund um die Mathematik, Der Kinderbuch-
verlag, Berlin 1969.
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denen aus Griinden der abwechslungsreichen graphischen Gestaltung an Stelle von
Rechtecken oder Strecken Darstellungen von Kérpern zur Veranschaulichung dienen,
kann hier erértert werden.

Zusammenfassung:

Am Ende dieser Unterrichtseinheit (Stunde) sollte folgendes erreicht sein:

Die Schiiler kénnen den Zusammenhang zwischen den Umfingen und Flicheninhalten
ahnlicher Figuren bzw. den Oberflicheninhalten und Volumina hnlicher Korper mit
eigenen Worten oder so wie in den Sitzen B 17 und B 18 wiedergeben.

Sie wissen, daB ein allgemeiner Beweis fiir beliebige Figuren und Kérper nicht durch-
gefithrt wurde, haben aber den Beweis fiir Kreise und Dreiecke verstanden bzw. selb-
stindig gefithrt und konnen auch den Sachverhalt fiir Kérper an einem Beispicl
(Wiirfel) erlautern. Sie sind in der Lage, Aufgaben wie b 82 selbstindig zu lésen.

Die Schiiler haben eine Vorstellung von der Bedeutung des Problems fiir die Praxis und
konnen den Sachverhalt an sclbstgewihlten praktischen Beispielen beschreiben.

2.3.5. Konstruktionen mit Hilfe der Ahnlichkeit
(3 Stunden; Lerneinheiten B 25 und 26)

In den Konstruktionsaufgaben der vorangegangenen Unterrichtseinheiten (z. B. Auf-
gaben b 67, b 69, b 78) ging es vor allem darum, zu vorgegeb Figuren ahnliche zu
konstruicren. Sie dienten vorwiegend der Festigung solcher Begriffe wie Ahnlichkeit,
Ahnlichkeitsverhdltnis usw., sollten aber auch die nun folgenden Konstruktionen vor-
bereiten. Denn all diesen Aufgaben ist gemeinsam, daB zunichst eine der verlangten
Figur dhnliche konstruiert wird, dic es dann maBstablich zu verindern gilt. Dabei geht
es vor allem um zwei Typen von Aufgaben, deren Losung in einfachen Fillen schlieBlich
von den Schiilern beherrscht werden soll: einmal sind vorgegebenen Figuren andere
einzubeschreiben, zum zweiten sind Figuren zu konstruieren, fiir deren Stiicke gewisse
MaBangaben vorgegeben sind.

Abgesehen von den in der Stoffeinheit 2.4. folgenden ,,Verwandlungsaufgaben® (und
der Kérperdarstellung in Klasse 10) ist hier die letzte Gelegenheit in der zehnklassigen
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule, bei der Behandlung eines Stoffgebiets
das exakte Konstruieren im Zusammenhang mit den vorher notwendigen, zur Lésung
hinfithrenden Uberlegungen und einer einwandfreien sprachlichen Darstellung dieser
Uberlegungen zu iiben. Aus diesem Grunde und wegen des erfahrungsgemiB erheblichen
Zeitbedarfs der Schiiler fiir jede Art von Konstruktionen diirften hier drei Unterrichts-
stunden unbedingt notwendig sein, obwohl keine prinzipiellen Verstindnisschwierig-
keiten zu befiirchten sind.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.5.: Entwicklung der Fihigkeit im Kon-

struieren

Eine praktische Motivierung der Einbeschreibungsaufgaben kann durch einen Sach-
verhalt erfolgen, wie cr in Aufgabe b 87 beschrieben ist. Soll sich daraus gleich die erste
Aufgabe entwickeln, so sollte der Abstand von 1 m zuniichst auBer acht gelassen und
das Rechteck zu einem Quadrat spezialisiert werden. Gerade bei den Einbeschreibungs-
aufgaben ist die Gefahr groB, daB8 dic Schiiler den Konstruktionsgang, insbesondere
seincn Anfang, als ,,Zauberei® empfinden. Abgesehen von den schidlichen erzieheri-
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schen Auswirkungen werden diese Schiiler bestenfalls zum beschreibenden und kon-
struierenden Nachvollziehen der Losung befihigt, niemals aber zum selbstindigen
Lasen derartiger Aufgaben.

Daher muBl man gerade bei der jeweils ersten Aufgabe langsam vorangehen und jeden
Schritt motivieren und begriinden. Es soll versucht werden, das an Aufgabe b 85 (eincm
Halbkreis ist ein Quadrat einzubeschreiben) zu d rieren*

(1) Jeder Schiiler zeichnet nach Durcharbeiten des Aufgabentextes — gegebencnfalls

erginzt durch eine Tafelskizze des Lehrers — einen Halbkreis (r = 3 cm) in scin

Heft (noch besser wiire die Vorgabe auf einem Arbeitsblatt). Mit Hilfe eines Zeichen-

dreiecks (fiir gerade Linien und rechte Winkel) soll sodann nach AugenmaB ein

Quadrat gezeichnet werden, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Ergebnis: Die Schiiler erkennen, daB es auf Anhieb kaum gelingt, alle geforderten

Eigenschaften zu vereinen. In der Mehrzahl entsteht ein nicht quadratisches Recht-

eck, dessen Eckpunkte ,,richtig liegen, oder der Schiiler erhalt ein Quadrat, bei

dem nicht alle Eckpunkte die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. In der Regel wird
intuitiv die Seite 4B auf den Durchmesser gelegt, und zwar symmetrisch zum

Kreismittelpunkt.

Es wird der Grundgedanke entwickelt: Wenn uns das Vereinen aller Bedingungen

nicht gleich gelingt, so suchen wir vorerst nach einer leichten Konstruktion einer

Hilfsfigur, die moglichst viele dieser Bedingungen erfiillt. Dazu stellen wir uns

diese Bedingungen noch einmal zusammen. (Das kann zcitsparend unter Zuhilfe-

nahme eines vorbereiteten Tafelbildes, das jetzt sichtbar gemacht wird, oder mit

Hilfe einer Folie fiir den Schreibprojektor geschehen.)

a) ABCD soll ein Quadrat sein.

b) AB soll auf einem Durchmesser liegen.

¢) C und D sollen auf einem Kreis licgen.

Daraus ergibt sich (Begriindung mit Symmetrieeigenschait von Halbkreis und

Quadrat):

d) A4 und B sollen von M gleich weit entfernt sein.

Die Diskussion muB nun ergeben, dafl man der gesuchten Figur wahrscheinlich naher

ist, wenn man zunichst die Bedingung c) aufler acht liBt, weil man dann ein

Quadrat erhilt, also eine zu der gesuchten dhnliche Figur.

(3) Das Finden des nichsten und wichtigsten Schrittes wird erleichtert, wenn man sich

die Schar aller derartigen Quadrate (unter denen sich dann auch das gesuchte
befindet) vor Augen stellt. Diese Vorstellung sollte bei den Schiilern unterstiitzt
werden durch eine Zeichnung (Bild 2.30.; vorbereitetes Tafelbild oder Folic); sic
kann motiviert werden, indem der Lehrer einige der Schiilerzeichnungen ,,zuspm-
mentrigt”. Am wirksamsten, aber auch am zcitaufwendigsten ist ¢s, wenn jeder
Schiiler selbst zwei oder drei derartige Quadrate zeichnet.
Aus einer derartigen Zeichnung wird deutlich: Alle diese Quadrate befinden sich in
Ahnlichkeitslage mit dem Halbkreismittelpunkt M als Ahnlichkeitspunkt. Oder
anders ausgedriickt: Das gesuchte Quadrat ist Bild des Hilfsquadrates bei ciner
zentrischen Streckung von M aus. Seine Eckpunkte auf dem Halbkreis liegen also
auf den beiden Strahlen von M durch €’ und D'. (Will man vermeiden, daf3 hier 4’
als Original, 4 als Bild und entsprechend auch bei den anderen Eckpunkten er-
scheint, so muB man das Hilfsquadrat anders bezeichnen. Jedoch diirfte diese
Bezeichnungsfrage keine Schwierigkeiten bereiten, wenn vorher bei der Frage der
eineindeutigen Abbildung der Ebene auf sich wirkliches Verstindnis erzielt wor-
den ist.)

@2

-
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Bild 2.30. Bild 2.31.

(4) Die Konstruktion wird nun am zweckmiBigsten folgendermaBen verlaufen (Bild
2.31): C und D entstehen als Schnittpunkte von MC’ und MD' mit dem Halbkreis
und werden verbunden; A und B entstehen als Schnittpunkte der Parallelen zu
A'D'" und B'C’ durch D und C mit dem Durchmesser.

(5) Nach diesem Konstruktionsgang bleibt freilich noch zu zeigen, dal das so ent-
standene Viereck ABCD ein Quadrat ist. Da bei einer zentrischen Streckung das
Bild eines Quadrates ein Quadrat ist, bedeutet das: Es ist nachzuweisen, daB 4,-B

und D Bilder von 4’, B’ und D’ bei der zentrischen Streckung (M; %) sind.
Das ist aber leicht einzusehen:

a) Aus Symmetriegriinden ist MD' = MC' und damit ST = % , also ist D"

MD
MDD

Bild von D bei der genannten Streckung.

b) Nach dem ersten Teil des Strahlensatzes gilt 2 =£ und E = M—T

MB MC M4 Mp’
also sind auch 4 und B Bilder von 4’ und B’ bei der genannten Streckung.

Wird diese (oder eine dhnliche) Aufgabe in solcher Weise behandelt, so miissen dafiir
mindestens 25 Minuten eingeplant werden. Dennoch kann man dadurch auf dem Wege
zu den Lehrplanzielen einen gréBeren Schritt tun, als wiirde man in der gleichen Zeit
zwei Aufgaben oberflichlich und ohne aktive Mitarbeit der Schiiler behandeln. Die
Verwendung eines Arbeitsblattes, das in diesem Falle zwei Halbkreise [vgl. (1) und (4)
der obigen Schrittfolge] tragen miiGte, ist bei derartigen Aufgaben nicht nur aus
Griinden der Zeitersparnis zu empfehlen. Vielmehr ist zu beachten, daB jede Handlung,
durch die erst eine fiir die eigentliche Konstruktion notwendige Ausgangssituation
geschaffen werden soll, die Aufgabe und ihre Losung nicht nur duBerlich verlingert,
sondern auch vom Kern der Sache ablenkt, das Erkennen und Verarbeiten der Lésungs-
schritte erschwert und zudem noch die Aufgabenstellung selbst unmotiviert erscheinen
liBt. Das Bild 2.32. zeigt ein solches Arbeitsblatt fiir andere Konstruktionsaufgaben des
gleichen Typs. Bei dem anderen Typ von Konstruktionsaufgaben (etwa Beispiel B 14)
entfallen diese Gesichtspunkte fiir ein Arbeitsblatt, doch gilt das oben fiir die einzelnen
Lésungsschritte Gesagte ganz entsprechend.

Bei den Beispielen im Lehrbuch ist bewuBt auf die gesonderte Formulierung einer
Analysis und einer Konstruktionsbeschreibung nach einem gewissen Schema verzichtet
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Arbeitsblatt

1. a) Beiden Halbkreisen ist je
ein Rechteck einzubeschrei-
ben, dessen Seiten das Ver-
héltnis 4:3 haben.

Beide Rechtecke sollen unfer-
schiedlich grof sein.

b) Stelle Differenz und Verhdlt-
nis der beiden Flacheninhalfe
fest, indem Du in beiden Fallen
Jeeine Lange mift!

A-Ag -
Ay: Ay =

2. a) b)

a) Dem Rhombus ist ein Quadrat einzubeschreiben

b) Ucm ﬁhambus ist ein Rechteck einzubeschreiben. Es soll ahnlich sein zu
hriebenen Rechteck, dessen Symmetrieachsen mit denen
des Rhombus zusammenfallon.

Bild 2.32.
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worden. Ein solches Schema ist zwar fiir die iiblichen Dreicckskonstruktionen in
Klasse 6 und auch fiir die Konstruktionen in der Kreislehre (Klasse 7) ein recht brauch-
bares Gedankengeriist. In Klasse 8 bei der Ahnlichkeit sollte es aber einer etwas freieren
Gestaltung weichen, damit die hier zu bewiltigenden Aufgaben nicht gewaltsam in ein
Schema gepreBt werden, das ihnen nicht angemessen ist. Das bedeutet natiirlich in
keiner Weise einen Verzicht auf systematische Uberlegungen zum Finden (oder auch
Begriinden) der Konstruktion; chensowenig wird damit ausgeschlossen, da8 der Lehrer
auch hin und wieder zum Zwecke der Wiederholung und vor allem zur Schulung des
sprachlichen Ausdrucks die Konstruktionen in der iiblichen Weise beschreiben 148t.
SchlieBlich seien auch noch als Anregung fiir eine Kurzkontrolle in dieser Unterrichts-
einheit drei Aufgaben angegeben, die in unmittelbarem Z h 1
stehen und sich aus der ersten, einer Konstruktionsaufgabe, entwickeln. Am zweck-
miBigsten ist auch hier wieder ein Arbeitsblatt, doch geniigt es auch, den Schiilern
das in der ersten Aufgabe genannte Dreieck mittels der Lochschablone, z. B. durch
(14), (15) und (17) als Eckpunkte, vorzugeben.

ng mitei
8

1. Dem vorgegebenen Dreieck ist ein Rechteck mit dem Seitenverhiltnis 1: 2 derart
einzubeschreiben, daB eine der lingeren Rechtecksseiten auf der lingsten Dreiecks-
seite liegt.

2. Zu dem in Aufgabe 1. konstruierten Rechteck ist ein &hnliches mit dreifachem

Umfang zu konstruieren.
. In welchem Verhiltnis stehen die Flicheninhalte der beiden Rechtecke ?

w

Zuweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.5.: Umformulierung der Ahnlichkeitssiitze
fiir Dreiecke

Da man beispielsweise fir die Dreieckskonstruktionen bei den Uberlegungen immer
innerhalb eines Dreiecks verweilt, ist es zweckmiBig, die in den Satzen B 11 und B 12
bzw. in den Ahnlichkeitssitzen auftretenden Verhiltnisgleichungen etwas umzustellen.
An Stelle von

(") adia=b:b=c:c(=k)
schreibt man dann
(**) a':b =a:b;d':c’=a:c; b:c' =b:ec,

wobei sich jeweils eine Proportion auch aus den beiden anderen folgern liBt. Damit im
Zusammenhang ergibt sich auch ein anderer Wortlaut fiir die Ahnlichkeitssitze. Um
den Unterschied der beiden Formulierungen durch eine Gegeniiberstellung deutlich
herauszuheben, empfiehlt sich eine anschauliche Darstellung an der Tafel (Bild 2.33.);
auch die Verwendung einer entsprechenden Schautafel ist moglich. Die Darstellung
gewinnt durch sinnvollen Einsatz verschied Farben erheblich an Instruktivitit:
Die drei Seiten der Dreiecke sind unterschicdlich gefirbt, entsprechende Seiten in allea
vier Dreiecken tragen die gleiche Farbe, die auch bei den betreflenden GréBen in den
Proportionen wieder auftritt.

Die bequeme Schreibweise als fortlaufende Proportion in der Form a’: b': ¢’ —a: b:c
wird im Lehrbuch absichtlich vermieden, weil es sich hier nicht um eine Gleichung im
iiblichen Sinne handelt, sondern um eine ausdriicklich vereinbarte Kurzschreibweise fiir
die Proportionen (**) baw. fiir (*). Das hat aber seine Tiicken: Zum Beispiel ist gemiB
den allgemeinen Vereinbarungen iiber die Reihenfolge der Rechenoperationen”
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{an der Tafel: o, a" blau (an der Tafel: Farbgebung wie links)
5, b' n Dt ah - a’: b,] (Auch in den Gleichungen
c, ¢ grin aze =a':¢" g q’ blau; bb' rot

ara’=h:b'=c:c’ bic =b":¢") und ¢ ¢’ grin)

( blaw  rof  griin)

Bild 2.33.

60:10:3=6:3=2und24:3:4 = 8:4 = 2!), auch wenn im Schulbuchwerk und im
Unterricht der Deutlichkeit halber Klammern gesetzt wurden, also z. B. (60:10):3
geschrieben wird, wo an sich 60:10: 3 geniigen wiirde. Damit ist aber die Gleichung
60:10:3 =24:3:4 eine wahre Gleichheitsaussage, doch handelt es sich nicht um
eine wahre fortlaufende Proportion, denn es gilt ja weder 60:10 = 24:3 noch10: 3
= 3:4 oder 60:3 = 24: 4. Umgekehrt ist die wahre fortlaufende Proportion 8:4:2
= 4:2:1 keine wahre Gleichung, denn die linke Seite ergibt 1, die rechte aber 2.

Zusammenfassung:

1) Fiir die vorgesehenen drei Unterrichtsstunden wird folgende Verteilung vorge-
schlagen:

1. Stunde — Schwerpunkt 1 (Lerneinheit B 25)
2. Stunde — Schwerpunkte 1 und 2 (Lerneinheit B 26)
3. Stunde — Schwerpunkt 1 (Lerneinheit B 26)

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler haben ihr Wissen iiber die Ahnlichkeit von Figuren gefestigt. Sie kénnen
dieses Wissen beim Losen von Konstruktionsaufgaben, wie sie die Beispicle B 13 und
B 14 zum Inhalt haben, selbstindig anwenden.
Die Fibigkeit der Schiiler, die fiir das Konstruieren von Figuren mit vorgegebenen
Eigenschaften notwendigen Schritte selbstindig zu gehen, ist weiterentwickelt
worden.
Die Schiiler kennen die Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke in beiden Formulierungen
und durchschauen Unterschied und Zusammenhang.

1) Vgl. Swsow, m.: Die Klammern in i driicken. In ,,Mathematik in der Schule* 1 (1963), Heft 2, Scite 137,
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2.3.6. A dungen der Ahnlichkei
(3 Stunden; Lerneinheit B 27)

In dieser Unterrichtseinheit kann auBer dem Stoff der Lerncinheit B 27 und den dazu-
gehorigen Aufgaben je nach Bedarf die eine oder andere Aufgabe zur Lerneinheit B 9
nachgeholt werden, die in der Unterrichtseinheit 2.1.4. bei den Anwendungen des
Strahlensatzes aus Zeitgriinden nicht beriicksichtigt werden konnte.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.6.: Lisen von Anwendungsaufgaben zur
Ahnlichkeit

Selbstverstandlich ist auch bei den Anwendungen zur Ahnlichkeit all dem Aufmerk-
samkeit zu schenken, was iiberhaupt bei der Behandlung von Anwendungsaufgaben zu
beachten ist. So sollte es sich z. B. um echte, der Praxis entsprechende Aufgaben-
stellungen handeln, und der Sachverhalt darf nicht derart kompliziert sein, daB der
Umfang sachlicher Erliduterungen gegeniiber dem mathematischen Wert der Aufgabe
zu grof} wird. Dieser Sachverhalt muf von allen Schiilern verstanden worden sein, bevor
an die eigentliche Losung gegangen wird, und vor Beginn der rechnerischen Bearbeitung
ist der Losungsweg deutlich herauszuarbeiten. Am Ende muB ein klarer Riickbezug auf
die praktische Situation erfolgen, der mnicht nur in der Uberlegung, ob das erhaltenc
Ergebnis praktisch sinnvoll ist, und der Formulierung des Antwortsatzes bestehen
sollte. Vielmehr sind hier auch Genauigkeitsbetrachtungen und weiterfiihrende Uber-
legungen am Platz.

Es empfiehlt sich, die Behandlung der Anwendungen mit einer ganz einfachen Aufgabe
wie etwa b 96 zu beginnen. Im Anschlu8 an dic Lésung dieser Aufgabe sollte man
darauf hinweisen, da8 bereits der griechische Mathematiker THALES von Milet, der um
600 v. u. Z. — also vor EUKLID — lebte, auf diese Weise die Hohe agyptischer Pyra-
miden ermittelt haben soll. Dann kénnen sich Erérterungen dariiber anschlieBen, da
eine solche Hohenermittlung mittels des Schattens nur méglich ist, weil die Sonnen-
strahlen parallel einfallen, und daf bei nicht parallelen Lichtstrahlen — etwa von einer
Lampe aus — keine ahnlichen Dreiecke entstehen. Ferner ist die Frage interessant, wie
derartige Hohenermittlungen méglich sind, wenn keine Sonne scheint. Eine Lgsung
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Spiegelebene ——
Bild 2.35.

zeigt das Bild 2.34.1), eine andere Maglichkeit mit Benutzung zweier Vergleichsstabe ist
bereits im Vorschlag fiir cine Klassenarbeit in Unterrichtseinheit 2.2.3. (/* Uh 105)
angegeben worden und ist besonders vorteilhaft, wenn man den FuBpunkt des Objektes,
dessen Hohe zu ermitteln ist, nicht erreichen kann. Der Verzicht auf MeBstibe fithrt
zur Erorterung der ,,Spiegelmethode* (Bild 2.35.), deren Anwendung nur voraussetzt,
daB man die eigene Augenhdhe kennt. Hier ist mit den Schiilern herauszuarbeiten, dafl
zur Erzeugung dhnlicher Dreiecke — entsprechend dem parallelen Verlauf der Licht-
strahlen bei der Ausgangsaufgabe — der Spiegel vollkommen horizontal liegen muB.
Bei den Aufgaben b 97 und b 98 beachte man, daB es bei ersterer um das Verhiltnis
von Hypotenuse und Gegenkathete des Anstiegswinkels im Steigungsdreieck (also um
den Sinus bzw. seinen Kehrwert) geht, beim Stralengefalle hingegen um das Verhiltnis
der beiden Katheten (also den Tangens des Anstiegswinkels). Hier sollte darauf hin-
gewiesen werden, da3 auch bei Bahnstrecken die Steigungsangaben in dieser Weise
erfolgen und daB insbesondere die — bei StraBen und Bahnstrecken freilich nicht anzu-
treffende — Angabe 1009, nicht etwa bedeuten wiirde, daB es sich um cine senkrecht
ansteigende oder abfallende Wand handelt, daB vielmchr ein Winkel von 45° vorliegt,
bei einer senkrecht ansteigenden Wand iiberhaupt keine Prozentangabe mehr moglich
ist und bei einer Anniiherung an einen Steigungswinkel von 90° der Prozentsatz unbe-
grenzt wichst. Aufgaben dieser Art sind zur Schulung des funktionalen Denkens aus-
gezeichnet geeignet und konnen direkt als gezielte Vorbereitung der trigonometrischen
Funktionen angesehen werden, insbh dere wenn man ihre Besprechung etwa dahin-
gehend erweitert, da zu verschiedenen Steigungswinkeln (etwa 5°, 10°, 15°, 20°) auf
zeichnerischem Wege die zugehirigen Prozentangaben zu ermitteln sind. Es sei noch
darauf hingewiesen, daB bei der Aufgabe b 97 dic Hohe des Fichtclberges dic Rolle einer
fiir die Lésung der Aufgabe nicht bendtigten Zahlenangabe spielt — etwas, was leider
bei Textaufgaben viel zu selten anzutreffen ist. Der manchmal fiir das Losen von An-
wendungsaufgaben gegebene Hinweis, man mége am Ende des Losungsweges iiber-
priifen, ob alle Daten der Aufgabe benutzt worden sind, ist ja duBerst fragwiirdig und
nicht zur Vorbereitung aui das spitere Bewiltigen praktischer Problemstellungen
geeignet, wenn man bei Verncinung vor allem zu Zwcifeln an der Richtigkeit des
Lésungsweges gelangen soll.

Der Lehrplan weist ausdriicklich auf dic Erdumfangsbestimmung durch ErATOSTHENES
(Aufgabe b 100) und auf die geneigte Ebene (Aufgabe b 101) hin. Bei der Behandlung
der Erdumfangsbestimmung sollte man dafiir Sorge tragen, daB die Schiiler nicht nur

1) Dic Bilder 2.34 und 2.35 a und b wurden nach Anregungen in PereLsian: Unterhaltsame Goometris gestaltet.

132



Hochachtung vor der groBen geistigen Leistung, sondern auch vor der in Anbetracht
der unvollkommenen Hilfsmittel verbliiffenden Genauigkeit empfinden. Deshalb ist
unbedingt dem absoluten Fehler der Messung der relative gegeniiberzustellen, und es ist
dabei iiberhaupt noch einmal wiederholend auf die Bedeutung allein des relativen
Fehlers fiir die Beurteilung der Genauigkeit einer Angabe einzugehen. Ferner sollte man
dalauf cingehen, daB eine solche Erdumfangsbcsnmmung mittels des Vergleichs der

hoh hied Orten zum glemhen Zcitpunkt immer méglich ist,

an zwei ver
sofern die beiden Orte auf dem gleichen Meridian und — im Interesse der Genauigkeit —
nicht zu dicht beieinander liegen. Es ist also nicht erforderlich, daB die Sonne in einem
dieser Orte senkrecht steht, sondern vereinfacht nur etwas, und eine solche Bestimmung
kann beispielsweise auch von zwei Orten der DDR aus durchgefiihrt werden. Bei Auf-
gabe b 101 (Lb 117) verschweige man den Schiilern nicht, daB an sich fiir das recht-
winklige Dreieck, das beim Schnitt der geneigten Ebene entsteht, die Angabe zweier
Seiten ausreicht, weil sich die dritte — nach dem Kongruenzsatz sws oder ssw — daraus
ergibt. Die Schiiler sollen wissen, daB die Angabe aller drei Seiten hier nur erfolgt ist,
weil ihnen die Moglichkeit zur rechnerischen Ermittlung der dritten Seite noch fehlt.
Diese Erorterungen kénnen als Vorbereitung auf die Behandlung des Satzes von PyTHA-
GORAS angesehen werden, und sic konnen erginzt werden durch die Aufforderung,
durch eine maBstibliche Zeichnung die Richtigkeit der Angaben in der Aufgabe zu
iiberpriifen. Selbstverstindlich besteht auch die Méglichkeit, die Aufgabe zu modifi-
zieren, indem man wirklich nur zwei Seitenlingen (mit anderen als den in der Aufgabe
genannten MaBzahlen) vorgibt und die Berechnung der Hangabtriebs- und der Normal-
kraft nach der zeichnerischen Ermittlung der dritten Seite fordert.

Zuweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.3.6.: Verstindnis der Wirkungsweise
technischer Geriite und Vermessungsiibungen

Nachdem bereits bei den Anwendungen des Strahl zes (Unterrichtscinheit 2.1.4.)
Gerite wie MeBkeil, TransversalmaBstab und Proportionalzirkel besprochen worden
sind, ist hier vor allem der Pantograph zu behandeln (Beispiel B 15). Dabei empfiehlt
sich die Verwendung eines Modells, das man sich in einfachster Form aus den Teilen
eines Metallbaukastens bzw. des Geometricbaukastens herstellen kann, auch wenn es
verhaltnismiBig klein ist und ein eigentliches Arbeiten mit ihm kaum méglich ist.
Selbstverstdndlich kann auch ein Storchschnabelmodell Verwendung finden, dessen
Wirkungsweise aus Bild 2.36. zu ersehen ist.

Bei der Erdrterung des Pantographen (Storchschnabels) sollten die Schiiler auch erken-
nen, daB eine zentrische Streckung vom Pol P aus erfolgt.

Der Lehrplan fordert anch ausdriicklich die Durchfiihrung von Vermessungsiibungen
im Freien. Nun muBl man sich freilich dariiber klar sein, daB dic letzten Vermessungs-
iibungen der Schiiler etwa drei Jahre zuri‘xckliegen (Einfluchten, Abstecken und Aus-
messen von Strecken in Klasse 5) und daB hier in Klasse 8, abgesehen von diesen
elementaren Ubungen, die cinzige lehrplanmiBig verankerte Gelegenheit fiir derartige
Ubungen in der gesamten Oberschulzeit ist. Das bedeutet einmal, daB gewisse grund-
sitzliche Erorterungen iiber das Vorgehen bei solchen Ubungen hier crfolgen miissen,
und zum anderen, daB man keine zu hohen Anforderungen stellen darf, zumal die Zeit,
die fiir derartige Ubungen angesetzt werden kann, kaum mehr als eine Unterrichts-
stunde umfassen wird.

Bei der Erwiihnung von Daumensprung und Daumenbreite in der Unterrichtseinheit
2.14. (/ Uh 90) wurde allerdings schon einmal darauf hingewiesen, da man auch
Wanderungen nutzen sollte, um — freilich in etwas aufgelockerter Form — einfache
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Mabstab 2:1 e Mabstab 7:4

Bild 2.36.

P a5y
e A!q vt i, ﬂﬁbﬁn

0 43 £08 /07 /06 /05 /04 A)ff /02 01 Bild 2.37.

Vermessungsiibungen anzustellen. Dabei kann es sich um Ubungen handeln, wie sie
oben im Zusammenhang mit Aufgabe b 96 theoretisch besprochen wurden. Besonders
zu empfehlen ist auch die Verwendung einfacher, von den Schiilern selbst angefertigter
Geriite bei dieser Gelegenheit. Aufler dem Modell eines Jakobsstabes kommen dafiir
beispielsweise ein MeBquadrat (Bild 2.37.) oder cin Entfernungsmesser (Bild 2.38.)
in Frage.!) Bei der Verwendung des Jakobsstabes ist iibrigens zu beachten, da8 hier im
allgemeinén das Lésen von Gleichungen mit zwei Variablen erforderlich ist, das man
nur in einfachen Fillen (scheinbar) umgehen kann.

Fiir die cine den praktischen Vermessungsiibungen gewidmete Unterrichtsstunde
kommt vor allem das Meftischverfahren in Betracht, das man mit einfachsten Mitteln

1) Die Bilder 2.37. und 2.38. sind dem Buch Unterhaltsame Geometrie von J. I. PERELMAN (Volk und Wissen, Berlin 1963) ent-
nommen, auf das hier noch einmal ausdriicklich aufmerksam gemacht werdea soll.
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Bild 2.38. a)

Bild 2.38. b) Bild 2.39.

auf dem Schulhof und bei schlechter Witterung oder anderen hinderlichen Umstinden
sogar in cinem groBeren Raum der Schule (Turnhalle) modellmiBig nachvollziehen kann.
Als Meftische eignen sich einfache Schultische, die mit Zeichenkarton iiberspannt sind
und mittels einer Wasserwaage genau waagerecht und fest aufgestellt werden. Um den
Punkt der Tischplatte, von dem aus man die Geldndepunkte anpeilt, genau nach dem
Endpunkt der Standlinie loten zu kénnen, empfichlt sich die Benutzung ciner Lotgabel
(Bild 2.39.),die sich aus cinem Tafeldrcieck herstellen 148t. Das Anpeilen selbst geschieht
iiber ein Diopterlineal oder im einfachsten Fall iiber Stecknadeln, wobei dann freilich
die Tischplatte durch eine Zwischenlage aus starker Pappe zu schiitzen ist. Als Organi-
sationsform eignet sich die Gruppenarbeit, und fiir jede Gruppe ist eine Standlinie fest
zu vermessen, so da man insgesamt mit drei bis vier Standlinien fiir die ganze Klasse
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auskommt. Dabei versteht es sich wohl von selbst, daB die Gruppen sorgfiltig zusam-
menzustellen sind und daB die besonderen erzieherischen Méglichkeiten, die gerade die
Gruppenarbeit bietet (Erzichung zur kollektiven Arbeit, Hilfsbercitschaft, Verant-
wortungsbewuBtsein), zu nutzen sind.

Eine praktische Vermessungsarbeit kann natiirlich nur erfolgreich sein, wenn die
Schiiler in der Stunde vorher entsprechend sorgfiiltig theoretisch vorbereitet worden
sind und das Prinzip des Verfahrens verstanden haben. M. EBNER!) empfiehlt sogar
Voriibungen im Klassenzimmer. Bei der Auswertung der Ubungen, die wiederum im
Klassenraum erfolgen, sollte der Lehrer den Schiilern zumindest in einer Abbildung
einen MeBtisch mit Kippregel zeigen, wie er bei topographischen Gelindeaufnahmen
verwandt wird. Bei dieser Gelegenheit sind auch historische Bemerkungen iiber die
topographische Landesaufnahme am Platz, und die Schiiler sollten nicht nur erfahren,
daf} der MeBtisch bereits im Jahre 1590 durch Johann Pritorius aus Niirnberg erfunden
wurde, sondern auch, daB heutzutage topographische Karten fast nur noch nach Luft-
aufnahmen entstehen.

Zusammenfassung:

1) Jedem der beiden Schwerpunkte ist etwa die Hilfte der insgesamt zur Verfiigung
stehenden Zeit von drei Unterrichtsstunden zu widmen. Dabei sollten die praktischen
Vermessungsiibungen in der zweiten Stunde erfolgen, nachdem sie am Ende der
ersten Stunde theoretisch vorbereitet worden sind.

Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein:

Die Schiiler sind in der Lage, einfache Anwendungsaufgaben zur Ahnlichkeit, wie
sie das Lehrbuch enthilt, selbstindig zu lssen. Sie haben erkannt, da8 die Ahnlich-
keit — ebenso wie andere Gebiete der Mathematik — fiir die Losung praktischer
Probleme von Bedeutung ist.

Die Schiiler wissen, daB der Pantograph ein Gerit zur genauen maBstiblichen Ver-
groBerung oder Verkleinerung von Zeichnungen ist. Sie haben seine Wirkungsweise
verstanden und kénnen anhand einer vorgegebenen zeichnerischen Darstellung
diese erldutern.

Die Schiiler kénnen das Prinzip des MeBtischverfahrens erkliren. Sie haben dieses
Verfahren in vereinfachter Form nachvollzogen und wissen, dafl es bei derartigen
Aufgaben in besonderem MaBle auf genaues und verantwortungsbewuBtes Arbeiten
jedes einzelnen ankommt. Es ist ihnen deutlich geworden, daB auch in der Ahnlich-
keit die Weiterentwicklung von Geriiten und Verfahren in titiger Auseinander-
setzung des Menschen mit praktischen Erfordernissen erfolgte.

2

-~

2.4. Die Satzgruppe des Pythagoras (15 Stunden)

In fritheren Lehrplinen war diese Stoffeinheit, deren Gegenstand das rechtwinklige
Dreieck ist, als eigencs Stoffgebiet ausgewiesen. Ihr Einbezichen in das Stoffgebiet
Ahnlichkeit ist vor allem dem Umstand zuzuschreiben, daB sich die drei Sitze (Hohen-
satz, Kathetensatz und Satz des PYTHAGORAS) mit Hilfe des Hauptihnlichkeitssatzes

1) M. EBNER: Geometrische Schiilerarbeiten im Gelande, Teil 2, Seite 30. Volk und Wissen, Berlin 1960, Dem Teil 1 dieses Werkes
ist auch Bild 2.39 entnommen (Abb. 5 auf S. 14).
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fiir Dreiecke sehr schnell und leicht und auf véllig gleichartigen Wegen beweisen lassen.
Damit entfallen allerdings — jedenfalls in Lehrplan und Lehrbuch — einige historisch
interessante Beweise.

Das Zusammenfassen der beiden ecinzigen planimetrischen Stoffgebiete von Klasse 8
wurde dadurch erleichtert, daB das Einfithren der Begriffe Quadratwurzel und Irrational-
zahl und des Radizierens mit Hilfe von Stab und Tafel nach dem jetzt giiltigen Lehrplan
bercits in Klasse 7 erfolgt. Dadurch kann in Klasse 8 von vornhercin auf die genannten
Begriffe und Verfahren zuriickgegriffen werden. Ein Nebeneffekt dieser Eingliederung
ist darin zu sehen, daB dem Satz des PYTHAGORAS — zumindest duBerlich — seine
dominierende Sonderstellung als ,,wichtigster Satz der Schulgcometrie® genommen
worden ist, eine Sonderstellung, die allenfalls historisch, aber keinesfalls sachlich zu
rechtfertigen war.

Dem Prinzip der logischen Durchdricgung des Mathematikunterrichts folgend legt der
Lehrplan auch in dieser Stoffeinheit groBen Wert auf die Umkehrung von Sitzen und
fordert fiir alle drei Umkehrungen den Beweis. DaB im Lehrbuch zunichst die drei
Sitze und erst danach ihre Umkehrungen im Zusammenh behandelt werden, hat
vor allem zwei Grunde Fiir die Sitze einerseits, fiir die Umkeh:ungen andererseits sind
die jeweiligen Be danken fast gleich. Daher bietet eine solche Gruppierung eher
die Moglichkeit zum sel.bstﬂndxgen Fiihren einzelner Beweise durch die Schiiler. Zum

anderen erméglicht sie besser, solchen Lehrplanforderungen wie Emjuhren der Sprech-
weise ,,dann und nur dann, wenn bznehungsweue »,genau dann, wenn* und Einfiihren
in die indirekte Beweismeth h Man sollte deshalb der Reihenfolge des

Lehrbuchs auch im Unterricht solcher Klassen folgen, deren Schiiler die Frage nach der
Giiltigkeit der Umkehrungen bei jedem Satz, den sie kennenlernen, schon aus einer
guten Gewohnheit stellen.

2.4.1. Die Satzgruppe des Pythagoras
(7 Stunden; Lerneinheiten B 28 bis 31)

Fiir diese Unterrichtseinheit sind als Schwerpunkte anzusehen:

Begriffe und Bezeichnuhgen am rechtwinkligen Dreieck
Verhaltnisgleichungen am rechtwinkligen Dreieck

Hohensatz, Kathetensatz und Satz des PYTHAGORAS
Konstruktion

Rechnerisches Ermitteln von Stiicken des rechtwinkligen Dreiecks

G W=

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.4.1.: Begriffe und Bezeichnungen am recht-
winkligen Dreieck

Mit diesem Schwerpunkt wird die gesamte Stoffcinheit eingeleitet. Daher ist den
Schiilern zunichst einmal die g derte Beschiftigung mit dem rechtwinkligen Dreieck
zu motivicren. Das kann auf folvende Weise geschehen:

a) An geeigneten realen Objekten aus der Umwelt der Schiiler oder an Abbildungen
(am besten einer Reihe von Diapositiven) von Bauwerken oder technischen Kon-
struktionen wird auf das hiufige Auftreten von rechtwinkligen Dreiecken aufmerk-
sam gemacht.

b) Die Schiiler kennen hereits das Dreieck als ,,Elementarbaustein* der Vielecke;
dabei kann insbesondere an die Flichenberechnung von Vielecken (Klasse 6)
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erinnert werden. Sie werden jetzt darauf aufmerksam gemacht, daB jedes Dreieck
durch (zumindest) eine Hohe in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt werden kann.
Erkenntnisse iiber das rechtwinklige Dreieck diirften demzufolge auch fiir die anderen
Dreiecke von Belang sein — eine Vermutung, die sich freilich voll erst bei der
Trigonometrie bestatigt.

Eine solche Motivierung rechtfertigt dann auch, daB den drei Seiten des rechtwinkligen
Dreiecks besondere Namen gegeben werden, deren Benutzung an entsprechenden
Abbild auch solchen von realen Gegenstinden, geiibt werden sollte. Dabei ist
auch auf Vlclseltlgkelt in den Lagen der Dreiecke Wert zu legen, und so ergeben sich

hnete Voriibungen fiir die spiteren Anwendungen (Unterrichtseinheit 2.4.3.).
Sowohl bei den Namen Kathete und Hypotenuse als auch bei der Zugehorigkeit von
Kathete und Hypotenusenabschnitt ist in erster Linie auf die Fihigkeit der Schiiler
hinzuarbeiten, aus vorgegebenen Figuren die richtigen Bezcichnungen und Zusammen-
hinge ablesen zu kénnen. Auf wortliche Erklirungen fiir diese Begriffe kommt es erst
in zweiter Linie an, doch sollten sich die Schiiler bei dieser Gelegenheit auch in der
selbstindigen Formulierung einfacher Definitionen iiben. Aus diesem Grunde ist im
Lehrbuch auf die Angabe der Definitionen im Wortlaut verzichtet worden; sie werden
vielmehr von den Schiilern im Auftrag B 38 b) auf der Grundlage des Bildes B 55 ver-
langt. Auf die Verwendung des Wortes Projektion zur Erklirung von zugehoriger
Hypotenusenabschnits verzichte der Lehrer im Unterricht ebenso wie es das Lehrbuch
tut. Um aber die Schiiler mit dem rechtwinkligen Dreieck vertraut zu machen, sollten
folgende Probleme als Wiederholung zur Sprache kommen:

Die beiden Katheten sind zusammen linger als die Hypotenuse.

Es gibt rechtwinklige Dreiecke mit gleich langen Katheten.

Die Winkel an der Hypotenuse betragen zusammen 90°.

Dem groBeren spitzen Winkel liegt die gréflere Kathete gegeniiber.

Die Katheten sind gleichzeitig Hohen.

Die dritte Hohe liegt stets im Innern des Dreiecks; mar kann sie deshalb als die Hohe
des Dreiecks bezeichnen.

Besondere Aufmerksamkeit verdient noch die Verabredung ciner normierten Bezeich-
nungsweise, die erst nach den angefiihrten Erérterungen und Ubungen erfolgen sollte.
Den Schiilern muB deutlich werden, daB es sich einerseits dabei um eine Verabredung
handelt, die sinnvoll ist, weil sie es beispielsweise erspart, bei der Erwihnung des recht-
winkligen Dreiecks 4 BC immer besonders hinzuzufiigen, wo der rechte Winkel liegt.
DaB es andererseits aber geniigend Gelegenheiten gibt, wo diese Bezeichnungsweise
nicht sinnvoll oder sogar nicht mdglich ist, zeigen den Schiilern schon die anschlieBen-
den Betrachtungen der rechtwinkligen Teildreiecke.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichiseinheit 2.4.1.: Verhilinisgleichungen am rechtwink-
ligen Dreieck

Bevor die Verhiltnisgleichungen aufgestellt werden, sollte als Ziel fiir die kommenden
Stunden die Suche nach Zusammenhingen zwischen den zuvor betrachteten sechs
Strecken eines rechtwinkligen Dreiecks erarbeitet werden. Dies kann geschehen, indem
im Zusammenhang mit den obeng ten Wicderhol blemen folgende Be-
trachtung angestellt wird: An einer Manipermtafel befindet sxch ein Halbkreis mit dem
Durchmesser 4B. Durch drei Magnete und eine Gummischnur wird ein rechtwinkliges
Dreieck mit der Hypotenuse 4B markiert. Wandert der Scheitel des rechten Winkels
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auf dem Halbkreis, so wird deutlich: Je kiirzer die eine, desto linger die andere Kathete.
Die Vermutung, daB vielleicht die Summe beider konstant, vielleicht das Doppelte der
Hypotenuse ist, bietet sich an. Markiert man durch einen vierten Magneten und eine
zweite Gummischnur auch dic Hohe, so kann weiterhin beobachtet werden: Je linger
die Kathete, desto liinger der zugehorige Hypot bschnitt. Gleiche Katheten
haben gleiche Abschnitte; in diesem Fall ist die Hohe am lingsten.

Auf diese Weise sind zwar nur schr grobe Vermutungen gewonnen worden, doch ist die
Richtung des weiteren Arbeitens angedeutet und das Bediirfnis nach Prizisierung ge-
weckt worden.

Die Schiiler erinncrn sich recht leicht daran, daB sie die Ahnlichkeit der drei Dreiecke
ABC, ADC und DBC bereits nachgewiesen haben. Wenn bei diesem Nachweis (in der
Unterrichtseinheit 2.3.2.) schon darauf hingewicsen wurde, daB daraus Folgerungen
fiir die Seitenverhaltnisse gezogen werden konnen, bedarf das Erinnern bei vielen nicht
einmal eines Anstofes. Jedoch macht es den Schiilern oft Schwierigkeiten, Paare jeweils
entsprechender Seitcn zusammenzustellen. Eine recht weitgehende Hilfe gibt manihnen,
wenn die beiden Teildreiecke, etwa mit Hilfe von Applikationen, zum Dreieck 4BC in
Ahnlichkeitslage gebracht werden (Bild 2.40.). Aus einem solchen Tafelbild heraus

c
/)
2 | 3 p
g & :
A o ] B B
A b 3 A 2 8 4 a B
Bild -2.40.

kénnen dann die Angaben leicht zu einer Tabelle (* Lb 47) zusammengefaBt werden.
Anspruchsvoller und bei geeigneter Klassensituation (aber nur dann!) zu bevorzugen
ist das Aufstellen der Tabelle ohne Herauslosen der Teildreiecke. Einander entspre-
chende Seiten sind dabei solche, die jeweils gleichen Winkeln gegeniiberliegen.

Beim Aufstellen der Verhaltnisgleichungen wird man zunichst eine gréBere Anzahl
nennen und an der Tafel niederschreiben lassen. Dabei sollte das Aufstellen aus der
Tabelle begleitet werden vom Zeigen in der Abbildung. Die weitere Beschiftigung mit
nur drei dieser Verhaltnisgleichungen kann damit begriindet werden, daB in ihnen je-
weils eins der Stiicke zweimal auftritt, sie also eine Beziehung zwischen nur drei Strek-
ken herstellen.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.4.1.: Héhensatz, Kathetensatz und Satz des
Pythagoras

Hat man erst cinmal die drei Verhaltnisgleichungen, so konnten die drei Sitze daraus
in 10 Minuten gewonnen werden. Doch wiirde das bei den Schiilern zweifellos zu Ver-
wechslungen zwischen den diskuticrten vier Quadraten und drei Rechtecken fiihren.
Daher geht auch das Lehrbuch in jedem der drei Fille folgenden Weg:

a) Gewinnen des Satzes als Gleichung (aus Proportioncn oder anderen Gleichungen);

b) Formulieren des Satzes mit Hilfe arithmetischer Begriffe;

c) Formulieren des Satzes mit Hilfe gcometrischer Begriffe;

d) Festigen des Satzes durch formale Ubungen, Flichenverwandlungen und andere
Konstruktionen sowie durch funktionale Betrachtungen.
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Der Lehrplan verlangt die Formulierung der Sitze in zweifacher Weise. Dabei ergibt
sich dic arithmetische Formulierung aus dem Wege der Herleitung, ist jedoch etwas
umstindlicher und von den Schiilern schwerer wiederzugeben. Die g rische For-
mulierung schlieBt sich dann der Veranschaulichung des Sachverhalts mit Hilfe ein-
priigsamer, farbig gestalteter Tafelbilder an. Sie ist kiirzer, macht den Schiilern weniger
Miihe, und man wird daher in der Regel mit ikr weiterarbeiten. Doch ist in jedem Falle
auf eine prizise Verwendung der jeweiligen Begriffe zu achten — aus diesem Grunde
verlangt ja der Lehrplan zweierlei Formulicrungen; wenn es die Klassensituation er-
laubt, sollte auch eine Analyse der wesentlichen Unterschicde erfolgen. Man muB8 sich
allerdings dariiber im klaren sein, daB ein véllig konsequentes Vorgehen bei den Be-
zeichnungen nur méglich ist, wenn zusitzliche Symbole, wie z. B. {h} fiir die MaBzahl
der Hohenlidnge h, verwandt werden. Eine gewisse Erschwerung bringt dabei die dop-
pelte Bedeutung des Wortes Quadrat mit sich, namlich als geometrische Figur und als
zweite Potenz einer Zahl. Diese Doppeldeutigkeit wird im Lehrbuch, z. B. beim Héohen-
satz durch die Formulierungen ,,... Quadrat der HohenmafBzahl ... und ,,... Qua-
drat iiber der Héhe ..., hervorgehoben, und der Auftrag B 40 a) macht ausdriicklich
auf den Unterschied aufmerksam. Sieht man ,,Quadrat* auch in den Zusammensetzun-
gen ,,Kathetenquadrat® und ,,Hypotenusenquadrat® in seiner geometrischen Bedeu-
tung (und das ist allgemein iiblich), so ist die kurze und cinprigéame Formulierung
,,Die Summe der Kathetenquadrate ist gleich dem Hypotenusenquadrat* fiir den Satz
des PYTHAGORAS unzuldssig. Denn fiir Figuren ist eben keine Addition bzw. Summe er-
klirt worden. Und wiirde man das durch irgendeine Art des Aneinanderlegens tun, so
wiirde sich dabei in keinem Fall das Hypotennscnquadrat (oder ein dazu kongruentes)
ergeben. Derartige Uberlegungen, Vergleiche und Gegeniiberstellungen sind fiir das
Verstindnis der betreffenden Sitze und fiir die Fihigkeit der Schiiler, sie anzuwenden,
kaum von Bedeutung. Sie sind aber von groBer Wichtigkeit fiir die allgemeinmathe-
matische Bildung der Schiiler, und sie entsprechen der Lehrplanleitlinie ,,Fachtermino-
logie und Symbolik*. (Auf der gleichen Ebene liegt etwa die Unterscheidung von Ober-
fliche und Oberflicheninhalt bei geometrischen Kérpern.) Hat man allerdings die Pro-
blematik durchschaut, so ist auch hier — wie an vielen anderen Stellen — nichts gegen
eine vereinfachende und abkiirzende Sprechweise im obigen Sinne einzuwenden. Etwas
anders ist es mit der bekannten Schiilerantwort ,,a% 4 b2 = ¢2* auf die Aufforderung,
den Satz des PYTHAGORAS zu nennen. Sic sollte selbst dann nicht akzeptiert werden,
wenn sich der betreffende Schiiler der Unvollstindigkeit bewuBt ist, d. h., wenn er die
Stufen ,,Fiir die Katheten @ und b und die Hypotenuse ¢ cines jeden rechtwinkligen
Dreiecks gilt a? + b2 = ¢** und ,,In jedem rechtwinkligen Dreieck gilt a% + b2 = ¢**
durchlaufen hat. Mit voller Absicht sind deshalb in den Lehrbuchformulicrungen alle
Bezeichnungen vermieden worden, um eine Bindung der Schiiler an spezielle Symbole
(a, b, c bzw. A, B, C) zu verhindern. Man beachte, daB das kein Widerspruch zu der vor-
her erfolgten Verabredung iiber die Bezeichnungen bei rechtwinkligen Dreiecken 4BC
ist.

Vierter Schwerpunht der Unterrichtseinheit 2.4.1.: Konstruktionen

Den hier vor allem zu behandelnden Verwandlungsaufgaben sollte kein allzu grofes
Gewicht beigemessen werden; sie sind in erster Linie cin historisches Relikt aus der
griechischen Mathematik und dienen ausschlieflich der Festigung der betreffenden
Sitze. Deshalb sind sie auch nicht im Zusammenhang nach der Behandluag aller drei
Sitze. zu besprechen. Derartige Aufgaben sind fiir die Schiiler unmotiviert, wenn sie mit
zahlenmiBigen Angaben der Seiten gestelit werden; denn in solchen Fillen liegt cin
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rechnerisches Losen sehr viel niher. Daher ist auch durch Beispiel B 17 und B 18 sowie
die Aufgaben b 107 auf das Vorgeben von Figuren orientiert worden. Freilich wiire
nach einem Ausmessen auch hier ein rechnerisches Losen méglich, doch liegt es etwas
ferner und erméglicht keine theoretisch genaue Konstruktion. Wenn nach den Konstruk-
tionen Messungen und Berechnungen erfolgen (bei den Aufgaben b 111 und b 112 wer-
den sie gefordert), so sollte den Schiilern bewuBt sein, daB damit nicht etwa Hohensatz
oder Kathetensatz ,,an der Praxis* auf ihre Giiltigkeit iiberpriift werden sollen, sondern
daB es sich hier um eine Uberpriifung der Konstruk ionsgenauigkeit handelt. Die ent-
gegengesetzte Auffassung wiirde zu ganz irrigen Vorstellungen iiber das Verhiltnis all-
gemeiner, deduktiv erschlossener mathematischer Aussagen und empirischer, in der
Genauigkeit prinzipiell beschrinkter Verfahren fiihren.

Bei der konstruktiven Ermittlung von Quadratwurzeln (Ubung B 41, Aufgabe b 118)
sollte man unbedingt auch auf das Vervielfachen von Strecken Bezug nehmen (Unter-
richtseinheit 2.1.1., Lemem.helt B 3); bei dessen Behandlung darauf hingewiesen wurde,
daB man fiir irrationales & das k-fache einer Strecke im al inen nur niherung
konstruieren kann. Durch entsprechende Mitteilung ist Jetzt allerdings auch der Auf-
fassung vorzubeugen, daB es mdglicherweise fiir alle Irrationalzahlen Konstruktions-
méglichkeiten mit Zirkel und Lineal gibt.

Fiinfter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.4.1.: Rechnerisches Ermitteln von Stiick
des rechtwinkligen Dreicchs

Auch formale Berechnungen eines der sechs in der Satzgruppe des PYTHAGORAS auf-
tretenden Stiicke auf Grund von zwei anderen sind in erster Linie unter dem Gesichts-
punkt der Festigung der betreffenden Sitze zu sehen. Dafiir ist zunichst das Auflosen
der entsprechenden Gleichung nach der zu ermittelnden GroBe erforderlich, im einfach-

2
sten Falle etwa der Ubergang von h2 =p-qzup = ll— Hier geniigt eine kurze Er-

innerung an dic den Schiilern bereits aus Klasse 6 und 7 bekannten GesetzmaBigkeiten,
die beim Arbeiten mit Gleichungen zu beachten sind, und cin Hinweis auf die Bedin-
gung q == 0, die hier automatisch crfiillt ist. Etwas komplizierter ist die Sachlage bei-
spielsweise beim Ermitteln der Héhenldnge. Hier muB sich der Lehrer dariiber klar sein,

daB die beiden Gleichungen h* = p-q und h = }p - ¢ fiir feste, positive p, q zwar
dquivalent beziiglich des Bereichs der nicht negativen reellen Zahlen, aber beispiels-
weise nicht dquivalent beziiglich aller recllen Zahlen als Grundbereich fiir h sind. Des-
halb muf auch unbedingt die Formulierung vermieden werden, man habe jetzt ,,auf
beiden Seiten die Quadratwurzel gezogen®, denn VA? ist eben |h], und das ist nur fir
nicht negative Zahlen gleich k. Wenn cs die Klassensituation gestattet, so sollte der
Lehrer die Schiiler anhand eines Beispiels wie 62 = 4 + 9 = (— 6)2 darauf aufmerksam
machen, daB h = }'p - ¢ aus h? = p - ¢ nur folgt, weil auch fiir k nur positive Zahlen in
Betracht kommen. Im Lehrteil des Lehrbuchs findet sich erst beim Satz des PYTHAGORAS:
cine formale Berechnung (Beispiel B 19), und die erwahnte Problematik wird hier durch
die Formulierung Die einsige positive Zahl ¢ mit ¢? = 25 ist 5 = y25 erledigt. Bei der
unterrichtlichen Behandlung sollte sich eben daran die Bemerkung anschlieBen, dafl
auch fiir ¢ = — 5 (= — }25) gelten wiirde ¢? = 25. So kann hier — den Schiilern un-
bewuBt — bereits eine gewisse Vorbereitung auf die Behandlung der quadratischen Glei-
chungen in Klasse 9 erfolgen; zumindest wird dem Entstehen falscher Vorstellungen,
die sich dort spiter als hinderlich erweisen, vorgebeugt. Freilich wird man im Unter-

141



richt mit derartigen Aufgaben nicht bis zum Satz des PYTHAGORAS warten, sondern muf3
bereits beim Hohensatz mit ihnen beginnen (Aufgabe b 104).

Bei allen derartigen Aufgaben sollte das vollstindige Auflésen nach der gesuchten
GroBe immer vor dem Einsetzen der Werte erfolgen, nachdem man vielleicht bei der
ersten Aufgabe dieser Art anders verfahren ist (wie dies auch im Buch bei Beispiel B 19
geschicht). Bei Aufgaben des gleichen Typs wie etwa den Aufgaben b 104 a) bis g)
(Lb 117) kann man sich dann auch mit einer einmaligen allgemcinen Betrachtung be-
gniigen. Freilich sind deshalb bei derartigen Aufgaben die Anforderungen nicht allzu
groB, und es ist eine entsprechende Steigerung im Schwierigkeitsgrad anzustreben. So
sollte der Schiiler dann auch erkennen (vgl. die Steigerung z. B. von Aufgabe b 108 zu
b 110), daB zwei der Strecken a, b, ¢, p, ¢, h das rechtwinklige Dreieck festlegen, daB sie
also nicht nur der Berechnung eines weiteren Stiickes, sondern aller vier fehlenden ge-
statten. Gerade Aufgaben wie b 110 sind dabei wertvoll, weil sie ein stindiges Neu-
durchdenken der Situation erfordern und das Aufstellen cines Losungsplanes nahelegen.
Bei den Aufgaben zum Satz des PYTHAGORAS selbst findet sich immer wicder der Feh-
ler, daB Schiiler zum Beispiel a + b fiir a2 4 b2 erhalten. Der Lehrer sollte diesen
Fehler nicht nur durch geeignete Zahlenbeispiele (aus Pythagoreischen Zahlentripeln)
deutlich machen, sondern auch auf den geomctrischen Sachverhalt Bezug nehmen:
Dann miiBten ja die beiden Katheten zusammen chenso lang sein wie die Hypotenuse.
Im iibrigen ist auch hier wieder zu beachten und den Schiilern deutlich zu machen, daB8
zum Beispiel h, p und q in der Gleichung h® = p - q Variable fiir GréBen sind, man sich
aber bei der numerischen Losung trotzdem im allgemeinen auf das Arbeiten mit MaB-
zahlen beschrinkt, nachdem man sich vergewissert hat, daBl die beiden gegebenen
GréBen in der gleichen Einheit vorliegen und damit auch die Einheit der gesuchten
GroBe bestimmt ist.

Bei allen Aufgaben ist das Berechnen von Quadraten und Quadratwurzeln mit Hilfe
von Quadrattafel und Rechenstab besonders wichtig. Der Lehrer sollte die erste Auf-
gabe dieser Art [b 104 a)] zum AnlaB nchmen, entsprechende Wiederholungen zu be-
ginnen, und er tut gut daran, derartige Ermittlungen in den folgenden Stunden jewcils
in den taglichen Ubungen vorneh zu lassen. Die Stellenzahl des Ergebnisses sollte
stets durch einen Uberschlag ermittelt werden, und das formale Anwenden von Regeln
iiber das Anhiingen von Nullen bzw. das Verschieben des Kommas dient allenfalls einer
weiteren Vergewisserung.

Im Interesse des Uberschlags sollte auch das Wiederholen der schon in Klasse 7 ein-
geprigten Quadratzahlen bis 252 ein Gegenstand der tiglichen Ubungen sein. Dabei
sollte der Lehrer gleich zu Beginn des Arbeitens mit Tafel und Stab noch einmal darauf
eingehen, daB es sich bei den meisten der Tafel zu entnehmenden und den auf dem
Stab abzulesenden Zahlen um Niherungswerte handelt und daf bei den meisten Wur-
zeln generell nur mit Naherungswerten gearbeitet werden kann, weil es sich bei ihnen
um Irrationalzahlen handelt.

Auch die Frage der Genauigkeit gilt es hier zu beachten:

Die formalen Aufgaben des Lehrbuches (z. B. die Tabellen b 104, b 108 bis b 114
sowie b 116) enthalten die Ausgangswerte meist zweistellig, zumal beispielsweise

eine Lingenangabe aufﬁ mm in dicsem Zusammenhang nicht recht sinnvoll erscheint.

Deshalb diirfen auch die zu ermittelnden Werte an sich nur mit zwei giiltigen Ziffern
angegeben werden, und dieser Umstand mu8 auch den Schiilern vollkommen klar sein.
Dennoch sollte man bewuBlt vor der Angabe des sinnvoll gerundeten Wertes zunichst
immer den von der Tafel bzw. vom Stab gelieferten dreistelligen Wert verlangen und
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auf dessen Richtigkeit Wert legen. Diese Forderung solite den Schiilern gegeniiber da-
mit begriindet werden, da es hier auch wesentlich um das Vervollkommnen der Fertig-
keiten im Arbeiten mit Tafel und Stab geht.

Zusammenfassung:
1) Fiir die Unterrichtseinheit wird folgende zeitliche Gliederung empfohlen:

Stunde — Erster und zweiter Schwerpunkt (Lerneinheit B 28)
Stunde — Dritter und fiinfier Schwerpunkt (Lerneinheit B 29)
Stunde — Vierter und fiinfter Schwerpunkt (Lerneinheit B 29)
Stunde — Dritter und fiinfter Schwerpunkt (Lerneinheit B 30)
Stunde — Vierter und fiinfter Schwerpunkt (Lerneinheit B 30),
Stunde — Dritter und fiinfter Schwerpunkt (Lernginheit B 31)
Stunde — Vierter und fiinfter Schwerpunkt (Lerneinheit B 31)

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes errcicht sein: Die Schiiler sind

sicher in der Verwendung der fiir das rechtwinklige Dreieck eingefiihrten Begriffe.
Die Schiiler kénnen die drei Sitzo der Satzgruppe des PYTHAGORAS in mathematisch
und sprachlich einwandfreier Form wiedergeben. Sie sind in der Lage, fiir alle drei
Sitze die Boweise zu fithren. Die Schiiler haben Fertigkeiten in der Umformung von
Gleichungen nach der Hohe, den Katheten und der Hypotenuse und in der formalen
Berechnung dieser Stiicke, auch unter Zuhilfenahme von Quadrattafel und Rechen-
stab, entwickelt.
Die Schiiler kénnen Hohen- und Kathetensatz zur Verwandlung von Rechtecken in
Quadrate und umgekehrt anwenden. Sie konnen gewisse Strecken (z. B. der Linge
}/5) koustruieren, und sie sind in der Lage, all diese Konstruktionsverfahren zu be-
griinden.

AR

2.4.2. Umkehrungen zur Satzgruppe des Pythagoras
(2 Stunden; Lerneinheiten B 32 und 33)

Fiir diese Unterrichtseinheit sind als Schwerpunkte anzuschen:

1. Das Umkehren der drei Satze
2. Die Sprechweisen dann und nur dann, wenn bzw. genau dann, wenn
3. Das Verfahren des indirekten Beweises

Erster Schwerpunkt der Unterrichtscinheit 2.4.2.: Das Umkehren der drei Sitze

Im Lehrbuch werden die Umkehrungen vom Satz des PyTHAGORAS, vom Hohensatz
und vom Kathetensatz im Zusammenhang behandelt, und zwar beginnend mit der
Umkehrung des Satzes von PyTHAGORAS. Damit wird nicht nur der am leichtesten zu
formuli de und zu beweisende Umkehrsatz an den Anfang gestellt; dieses Verfahren
hat auch den Vorteil einer besseren Motivation, ausgehend von dem vermutlichen Vor-
gehen der dgyptischen Seilspanner (Auftrag B 45; Lb 52). Um sich hier nicht die Pointe
zu verderben, sollte man nicht etwa vorher — z. B. in Form einer allgemeinen Ziel-
angabe — von Umkehrungen sprechen, und auch das Aufschlagen der Biicher, Lesen
und anschlieBendes Erortern des Auftrags B 45 wiren fehl am Platze, weil mit der
Uberschrift der Lerneinheit das Wesentliche vorweggenommen wiirde. Bei diesem vom
Lehrbuch nahegelegten Weg konnen auch geschichtliche Betrachtungen organisch in

143



den Unterricht einbezogen werden, wiihrend sie sonst allzu leicht in die Rolle mehr oder
iger tiberfliissiger Anha gsel gedringt werden. Im Interesse der weltanschaulichen
Bildung muf3 dabei unbedingt der enge Zusammcnhang von praktischen Bediirfnissen,
zum Beispiel des Bauens und Landvermessens, mit mathematischen Uberlegungen und
Beweisen herausgestellt werden. Insgesamt sind die Vorziige einer zusammenhingenden
Behandlung der Umkehrungen und eines Beginns mit historischen Betrachtungen so
groB, dal dieser Weg auch dann beschritten werden sollte, wenn die Schiiler durch
langjiihrige Vorbereitung daran gewshnt worden sind, bei fast jedem neu erarbeiteten
Satz sofort nach seiner Umkehrung und deren Giiltigkeit zu fragen.
Wenn man bedenkt, daB die Schiiler seit dem 6. Schuljahr systematiseh an das Um-
kehren von Sitzen herangefiihrt worden sind und daB dieses Problem erst jiingst bei
den Strahlensiitzen zum ausdriicklichen Unterrichtsgegenstand gemacht worden ist,
so miiBte es den Schiilern jetzt eigentlich maglich sein, die Umkehrung zum Satz des
PyTHAGORAS selbstindig und unmittelbar aus dessen Formulierung im Lehrbuch zu
gewinnen. Wer das seiner Klasse nicht zumuten will, der muB 2rst Satz B 22 umformu-
lieren lassen, etwa zu

Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, so haben die Kathet quadrate den gleich
Flichenirhalt wie das Hypotenusenquadrat.

oder (kiirzer und iibersichtlicher)

Wenn im Dreieck ABC gilt < ACB = %07,
so gilt auch a® + b% = c%

Eine Erleichterung ist das auf jeden Fall, auch im Hinblick auf den zweiten Schwer-
punkt.

Bei der Umkehrung des Hohensatzes ist als zusiitzliche Voraussetzung zu beachten,
daB die Hohe innerhalb des Dreiecks liegt. Nun kann man natiirlich fragen, ob der so
durch eine zusitzliche Voraussetzung belastete Satz mit Recht noch als Umkehrung
des Hohensatzes bezeichnet werden darf. Allerdings sollte man hier wohl nicht iiber-
miBig kleinlich sein: denn nichts spricht dagegen, den Héhensatz in folgender Form
auszusprechen:

Wenn ein Dreteck rechtwinklig ist, so teilt seine Hihe dic gegeniiberliegende Sette (innen)
derart in zwei Abschnitte, daf3 .. .,

und dann kann man direkt Primisse und Konklusion vertauschen und so zu einer
wahren Umkehrung gelangen. Die wortliche Formulicrung der Umkchrung des Kathe-
tensatzes bereitet zusitzliche Schwierigkeiten dadurch, daB der Begriff der Projektion
ciner Seite auf eine andere nicht zur Verfiigung steht. Aus diesem Grunde ist im Lehr-
buch auch in der Formulierung des Satzes B 26 der sonst vermiedene Hinweis auf eine
Abbildung enthalten.

Hohensatz und Kathetensatz haben eigentlich — zhnlich wie die Teile des Strahlen-
satzes — zwei Umkehrungsmioglichkeiten. Das wird deutlich, wenn man in den Voraus-
setzungen der Sitze klar trennt zwischen der Rechtwinkligkeit des Dreiecks 4BC
(< BCA = 90°) und der Tatsache, das CD Héhe in diesem Dreicck ist. Auf diese Weise
gelangt man beispielsweisc beim Héhensatz zu der zweiten — falschen — Umkehrung

Wenn in einem Dreieck_éBC m_tl % BCA = 90° ein Punkt D die Seite AB derart
(innen) teilt, daf AD - DB = CD? gilt, so steht CD senkrecht auf AB.
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Beim Kathetensatz hingegen ist auch die zweite Umkehrung wahr. Im Lehrbuch ist
entsprechend dem Lehrplan auf eine Erdrterung dieses Sachverhalts verzichtet worden,
zumal diese Umkehrungen in der Folge nie benétigt werden. Der Lehrer kénnte jedoch,
falls die Klassensituation nicht dagegen spricht, auf das Bestehen einer zweiten Um-
kehrungsmaoglichkeit aufmerksam machen und eine genauere Untersuchung den lei-
stungsstarken Schiilern in Arbeitsgemeinschaften iibertragen.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.4.2.: Sprechweisen fiir die genlogisch
Aquivalenz

Das Einfithren der beiden hier zu behandelnden Sprechweisen sollte keineswegs formal
geschehen. Es sollte vielmehr der SchluBpunkt sein unter einige (allgemeine und spe-
zielle) Betrachtungen zu dem Sachverhalt, dal man eine Implikation mit ihrer (wahren)
Umkehrung zu einem einzigen Satz zusammenfalt. Das kann an den zuvor behandelten
Sitzen recht gut, etwa in folgender Gedankenkette, geschehen:

a) Sowohl beim Satz des PYTHAGORAS als auch bei seiner Umkehrung geht es um zwei
Dreieckseigenschaften, in abkiirzender Formulierung: Es geht um Rechtwinkligkeit
und Quadratgleichheit. Der erste Satz sagt:

Aus der Rechtwinkligkeit folgt die Quadratgleichheit.
Seine Umkehrung sagt:
Aus der Quadratgleichheit folgt die Rechtwinkligkeit.

b) Offenbar kénnen die beiden Eigenschaften nicht unabhingig voneinander auftreten.
Keine kann ohne die andere vorhanden sein, beide sind stets vereint:
Quadratgleichheit immer dann, wenn Rechtwinkligkeit, aber auch:
Quadratgleichheit nur dann, wenn Rechtwinkligkeit.

c) Diese beiden Erkenntnisse kann man in einem Satz aussprechen:
Quadratgleichheit immer dann, aber auch nur dann, wenn Rechtwinkligkeit.

Als kiirzere Formulierung ergibt sich
Quadratgleichheit dann und nur dann, wenn Rechtwinkligkeit.

d) Von den Schiilern sollte diese letzte Kurzfassung nun als mathematischer Satz aus-
gesprochen werden (/ Satz B 24; Lb 52). Erst danach sollten die allgemeinen Uber-
legungen, wie sie das Buch in gebotener Kiirze darstellt, ausgesprochen werden. Der
Ubergang zu genau dann, wenn bietet dann im AnschluB an die einleitenden Uber-
legungen von b) keine Schwicrigkeiten mehr.

Es empfiehlt sich, in gleicher Weise einen Sachverhalt zu durchdenken, bei dem eine
falsche Umkehrung vorliegt. Um nicht unnétig viel neue Begriffe ins Spiel zu bringen,
konnen dafiir die Dreieckseigenschaften Gleichseitigkeit und Spitzwinkligkeit gewihlt
werden. Bekanntlich kann Gleichseitigkeit nicht ohne Spitzwinkligkeit, wohl aber
Spitzwinkligkeit ohne Gleichseitigkeit auftreten. Daher gilt in Analogie zu den obigen
Aussagen:

Spitzwinkligkeit immer dann, wenn Gleichseitigkeit.
Es gilt aber nicht:

Spitzwinkligkeit nur dann, wenn Gleichseitigkeit,
und daher gilt auch nicht:

Spitzwinkligkeit dann und nur dann, wenn Gleichseitigkeit bzw. Spitzwinkligkeit
genau dann, wenn Gleichseitigkeit.
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Eine weitere Moglichkeit zur Klirung dieses Sachverhalts, die sich besonders gut in die
Leitlinie ,,mengentheoretische Durchdringung® einfiigt, besteht im Heranziehen von
Mengendiagrammen, die den Schiilern zumindest von den Zahlbereichserweiterungen
her bekannt sind:

Es seien M, die Menge der rechtwinkligen Dreiecke,
M, die Menge der Dreiecke mit ,,Quadratgleichheit,
M, die Menge der spitzwinkligen Dreiecke,
M, die Menge der gleichseitigen Dreiecke.

U]
leer 2 M
a) b

Bild 2.41.

Der Satz des PYTHAGORAS besagt dann M, = M, und das 1Bt sich wie im Bild 2.41.a
veranschaulichen. Die Frage nach der Giiltigkeit der Umkehrung dieses Satzes ist
gleichbedeutend mit der Frage, ob der ,,Kreisring® leer ist, ob es also keine Dreiecke
mit Quadratgleichheit gibt, die nicht rechtwinklig sind. Wiirde man die als wahr er-
wiesene Umkehrung fiir sich, unabhingig vom Satz des PYTHAGORAS, betrachten, so
ergibe sich Mq < M, mit einer Veranschaulichung wie im Bild 2.40.b. In unserem
Unterrichtsgang wird man diese Veranschaulichung jedoch nicht wihlen, sondern die
oben gestellte Frage bejahen, also feststellen, daB jedes Dreieck mit Quadratgleichheit
auch rechtwinklig ist, M, = M, schreiben und zur Veranschaulichung das urspriing-
liche Bild verandern (Bild 2.40.c). In Analogie dazu ergibt sich bei der Frage der Spitz-
winkligkeit und Gleichseitigkeit von Dreiecken M, = M,, aber M, ¢ M, und damit
M, = M, also M, © M, mit einer Veranschaulichung wie im Bild 2.42.

Bild 2.42.

Es versteht sich, daB in den hier vorgesehenen zwei Stunden nicht all diese Betrachtun-
gen durchgefiihrt werden konnen. Doch sollen ja derartige all, i th ischen
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Betrachtungen nicht an einen bestimmten Stoffkomplex gebunden bleiben, sondern
zumindest von ihrer expliziten Behandlung ab den weiteren Unterricht durchdringen.
Die Aufgaben b 119 und b 120 sind — sofern sie nicht als Hausaufgaben gestellt werden
— vor allem zur miindlichen Bearbeitung gedacht. Dadurch bieten sie, im Verein mit der
Entwicklung der Beweisfihigkeit, eine ausgezeichnete Maglichkeit der Sprachschulung.
Zur Erleichterung und Rationalisierung sollte an die Manipermtafel ein (ungefihr
gleichseitiges) Dreieck ABC (bzw. PQR) gezeichnet werden. Fiir die in den einzelnen
Aufgaben gegebenen Strecken sollten farbige Stibchen (z. B. Trinkrohrchen mit Biiro-
klammern), die auf Magneten befestigt sind, zur Verfiigung stehen. So erkennt der
Schiiler sofort, welcher Umkehrsatz zur Anwendung kommen muB und iiber welchen
Winkel eine Aussage zu treffen ist. Dann konnte zum Beispiel bei Aufgabe b 119 a)
folgende Schiilerantwort verlangt werden:

Es sind Mage fiir die drei Seiten gegeben. Wir iiberpriifen, ob 4,32 + 52 =72 ist.
Dann miifite 4,32 + 25 = 49, also 4,32 = 24 sein. Das ist aber nicht der Fall, da 4,3%
keine natiirliche Zahl ist. Das Dreieck ist also nicht rechtwinklig, denn es gilt ja: Recht-
winkligheit genau dann, wenn Quadratgleichheit.

Bei der Begriindung der SchluBaussage, also der Feststellung, ob Rechtwinkligkeit vor-
liegt oder nicht, ist in all den Fillen die Umkehrung eines der drei Sitze heranzuziehen,
in denen diese Frage bejaht werden kann. Das ist zum Beispiel bei Aufgabe b 119 d)
der Fall. Wegen AC? = AB? + BC? hat das Dreieck bei B einen rechten Winkel.
MuB diese Frage jedoch verneint werden [wie oben bei Aufgabe b 119 a)], so kann dazu
der Umkehrsatz nicht herangezogen werden, da seine Voraussetzungen ja nicht erfiillt
sind. Auch der Satz selbst ist aus demselben Grunde ungeeignet, man benétigt vielmehr
eine ihm logisch dquivalente Aussage, seine Kontraposition. So wire bei Aufgabe b 119 a)
die Kontraposition zum Satz des PYTHAGORAS zu verwenden: ,,Wenn nicht Quadrat-
gleichheit, so nicht Rechtwinkligkeit.* Da die Kontrapositionen nicht eigens formuliert
wurden, ist es wohl ratsam, statt dessen die im Satz B 24 ausgesprochene Aquivalenz
zu benutzen. In gleicher Weise wire zum Beispiel bei Aufgabe b 119 f) vorzugehen;
allerdings kann hier aus 3+ 5 4 42 zunichst nur gefolgert werden, daB bei C kein rechter
Winkel liegt, bei 4 oder B konnte jedoch einer liegen. DaB auch das nicht der Fall sein
kann, ergibt erst eine zusitzliche Uberlegung: Lige bei 4 (oder B) ein rechter Winkel,
so wire 4B Kathete, die angegebene Hohe also die andere Kathete; dann miiSiten aber
A (bzw. B) und D zusammenfallen, was den Angaben der Aufgabe widerspricht.

A A

Bild 2.43.

Fiir die vollstandige Beantwortung der einzelnen Teile von Aufgabe b 120 ist eigentlich
noch eine Zusatzbetrachtung, etwa folgender Art, nétig (Bild 2.43.): Eine Veranderung
des Dreiecks A BC zum Dreieck A’ BC oder AB'C (4’ und B’ liegen auf 4 B) durch Ver-
groBerung (Verkleinerung) eines Hypotenusenabschnitts und der Hypotenuse fiihrt zu
folgender Erkenntnis:
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Wenn A ABC bei C einen Wenn A ABC bei C einen
stumpfen Winkel hat, spitzen Winkel hat,
so gilt: so gilt:
h*<p-q h*>p-q
a?<c'p a?>c'p
b2 <c-q b2>c-q
a? 4 b2 < c? a? 4+ b2 > ¢?

Wer auf diese oder dhnliche zusitzliche Betrachtungen verzichten will, der kann selbst-
verstindlich auch Aufgabe b 120 dahingehend etwas abindern, daB nur eine Entschei-
dung iiber Rechtwinkligkeit oder nicht gefallt werden soll; die zusétzliche Betrachtung
sollte dann leistungsstirkeren Schiilern aufgetragen werden, die ihre Ergebnisse vor
der ganzen Klasse erlidutern konnen.

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daB8 man bei einer spateren Wiederholung
zur Satzgruppe des PYTHAGORAS gut daran tut, sowohl die Sitze als auch die Umkeh-
rungen in moglichst abwechslungsreicher Folge zu beriicksichtigen. Nachstehende
Aufgabe (Losungen in Kursivdruck, zur Genauigkeit , Uh 142, unten) bietet daza
besonders gute Méglichkeiten:

Im Dreieck 4BC sci D zwischen 4 und B FuBpunkt der Hohe auf 4B. Ergiinze die
folgende Tabelle, soweit dies durch Anwenden der Sitze iiber das rechtwinklige Dreieck
moglich ist!

a) b) ) d) €) f) 8)
AB 73 cm 32 ecm 86 em 10,6 em 109cm 7,8 cm 455cm
AC 48 cm 24 cm 52 cm 10,2 em  T4cem 433cm 2,9 cm
BC 55 ¢cm  2,12cm  4,09cm 29lecm 91cm 6,49cm 3,3 cm
AD 3,16cm 18 cm 49 cm 98 cm ? 24 em 2,0 ¢cm
DB 4]4em 14 em 37 ecm 08 cm ? 54 cm 2,55cm
CD 362cem 159cem 174cm 28 cm ? 36 cm 21 cm
X ACB | 90° 90° >90°  90° <90°  90° > 90°

Diese Aufgabe gibt auch Gelegenheit, unter verschiedenen Losungsvarianten zu wihlen
und die Méglichkeit zusitzlicher Kontrollen zu nutzen. So ist es z. B. beim Aufgaben-
teil b) méglich, nachdem man mit Hilfe der Umkehrung des Kathetensatzes die Recht-
winkligkeit erkannt hat, die Kathete BC sowohl nach dem Satz des PYTHAGORAS als
auch nach dem Kathetensatz zu ermitteln, und auch fiir die Berechnung der Hohe
steht sowohl der Héhensatz als auch der Satz des PYTHAGORAS zur Verfiigung. Gerade
bei dieser Aufgabe wird der enge Zusammenhang zwischen den drei Sitzen und die
Rolle der Umkehrungen so recht deutlich.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 2.4.2.: Indirekte Beweise

Laut Lehrplan ist im Zusammenhang mit der Behandlung der Umkehrungen auch auf
den indirekten Beweis einzugehen. Es sei hier nochmals betont, daBl deshalb nicht etwa
das Fiihren indirekter Beweise bei allen fritheren Gelegenheiten vermieden werden muf3
— im Gegenteil (* Uh 84). Auch die Umkehrung des Hohensatzes wird im Lehrbuch

148



noch vor den theoretischen Erérterungen zum indirekten Beweis indirekt bewiesen,
allerdings ohne die Annahme der Negation des zu beweisenden Sachverhalts in aller
Deutlichkeit herauszuheben.

Gerade beim indirekten Beweis besteht die Gefahr, daB den Schiilern das Verstindnis
durch iibertrieben komplizierte, exakt sein wollende Formulierungen erschwert wird.
Dabei wird indirektes Beweisen im téglichen Leben und auch in der Justiz iiberaus
hiufig praktiziert, und gewil haben auch schon alle Schiiler so argumentiert, ohne da
ihnen das bewuBt geworden ist. Will man an diese Erfahrungen ankniipfen, sie den
Schiilern bewuBtmachen und ihnen damit das Wesentliche eines indirekten Beweises
deutlich machen, so kénnte das — nach Méglichkeit mit konkretem AnlaB — an der Be-
sprechung eines Sachverhalts wie des folgenden geschehen:

Nach einer groBen Pause kommt der Lehrer mit seiner Klasse in den leeren Klassenraum
und findet die Tafel voller Zeichnungen, die gewi8 nicht zum vorangegangenen Unter-
richt gehoren. Er beschuldigt Peter, der Tafeldienst hat, die Tafel nicht gewischt zu
haben. Peter widerspricht jedoch, und so stehen sich zwei Aussagen gegeniiber:

Peter hat die Tafel gewischt. Peter hat die Tafel nicht gewischt.

An diesem Beispiel ist den Schiilern leicht verstiindlich zu machen:
a) Jede der beiden Aussagen ist entweder wahr oder falsch.
b) Die Wahrheit der einen bedingt die Falschheit der anderen und umgekehrt.

Peter hat deshalb fiir den Beweis seiner Aussage zwei Moglichkeiten:

1) Er beweist die Wahrheit seiner Behauptung direkt, indem er fiir sein Tafelwischen
einen glaubhaften Zeugen angibt.

2) Er beweist die Wahrheit seiner Aussage indirekt, indem er die Falschheit der Lehrer-
aussage nachweist.

Da Peter keinen Zeugen hat, wiihlt er den zweiten Weg und sagt: ,,Wenn ich die Tafe]
nicht gewischt hitte, miiten ja noch die Vokabeln aus der vorangeg R 1
stunde dranstchen. Da das nicht der Fall ist, habe ich gewischt.* Peter macht also einen
Widerspruch offenkundig zwischen dem tatsichlichen Sachverhalt (Tafel ohne Voka-
beln) und einer notwendigen Folgerung aus der Lehrerbehauptung. Diese mufB also
falsch sein.

Dieser Gedankengang kann nun in vélliger Analogie aus dem bereits gefithrten Beweis
von Satz B 25 herausgelesen und bewuBt fiir die Beweisfithrung von Satz B 26 (Um-
kehrung des Kathetensatzes) benutzt werden. Es wire iibrigens auch méglich, den
Beweis fiir die Umkehrung des Satzes von PYTHAGORAS als indirekten Beweis zu formu-
lieren, doch wiirde das nur eine iiberfliissige Erschwerung zur Folge haben und keinen
Vorteil bringen. Bei allen drei Umkehrungen sollte aber den Schiilern deutlich zum
BewuBtsein kommen, daB8 man fiir den Beweis der Umkehrung eines Satzes haufig den
Satz selbst als Beweismittel auszunutzen sucht — etwas, was auch schon bei den Um-
kehrungen zum Strahlensatz festgestellt werden konnte.

Zusammenfassung:

1) Fiir die Unterrichtseinheit wird folgende zeitliche Gliederung vorgeschlagen:
1. Stunde — Erster und zweiter Schwerpunkt (Lerneinheit B 32)
2. Stunde — Erster und dritter Schwerpunkt (Lerneinheit B 33)

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein: Die Schiiler wissen,
daB alle drei Sitze wahre Umkehrungen haben und kénnen diese mathematisch und
sprachlich einwandfrei formulieren.
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Die Schiiler verstehen den Sinn der Sprechweisen . .. dann und nur dann, wenn ...
und ... genau dann, wenn ... und kénnen sie richtig verwenden.

Die Schiiler haben die wesentlichen Schritte eines indirekten Beweises verstanden,
konnen einen der indirekten Beweise aus Lerneinheit B 33 wiedergeben und wissen,
daB man indirekte Beweise oftmals bei Umkehrungen zu fithren versucht.

2.4.3. Anwendungen
(4 Stunden; Lerneinheit B 34)

Bei Textaufgaben zur Satzgruppe des PYTHAGORAS ist zu unterscheiden zwischen for-
malen, gewissermaBen ,,innermathematischen Anwendungen, wie sie der Aufgabenteil
des Lehrbuchs unter den Nummern b 121 bis b 124 (Lb 119/120) enthilt, und prakti-
schen Anwendungen, zu denen die Beispiele B 20, B 21 und die Aufgaben ab b 128
(Lb 120) zu rechnen sind; die Aufgabe b 125 kann als Ubergang zwischen beiden Typen
angesehen werden.

Es liegt zwar nahe, die Unterrichtseinheit 2.4.3. mit dem ersten Typ zu beginnen, doch
braucht man das nicht unbedingt zu tun und kann auch im weiteren Verlauf zwischen
beiden Typen abwechseln. Freilich wird man beim Beginn mit dem zweiten Typ nicht
eine verhiltnismiBig komplizierte Aufgabe wie die im Beispiel B 20 dargebotene an
den Anfang stellen, sondern etwa eine der Aufgaben b 128 bis b 131. Dabei beachte
man, daB die jeweils iiber die unmittelbare Anwendung der drei Sitze hinausgehenden
Anforderungen zwar meist recht geringfiigig, aber verschicdener Art sind, so etwa die
Prozentangaben bei den Aufgaben b 127 und b 128 oder bei Aufgabe b 130 die Tatsache,
daB das rechtwinklige Dreieck noch nicht vorhanden ist. DemgemiB konnen diese Auf-
gaben je nach der Klassensituation einen unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad besitzen,
der bei der Auswahl zu beriicksichtigen ist. Noch leichter wird natiirlich den Schiilern
der Anfang gemacht, wenn keinerlei zusitzliche Anforderung gestellt wird wie etwa bei
folgender Aufgabe:

Eine 8,5 m lange Leiter wird so an eine Hauswand gestellt, daf} ihr Fuf3 3,20 m absteht.
Wie hoch reicht die Leiter an der Wand hinauf ?*)

Hailt es der Lehrer fiir notwendig, eine solche Aufgabe an den Anfang zu stellen, so muf3
aus erzieherischen Griinden auch den Schiilern deutlich gemacht werden, daB es sich
hier nicht um eine ,,echte* Anwendung handelt, dal vielmehr das Lésen dieser Aufgabe
nur als Vorbereitung dient (obwohl auch dieser Effekt recht gering zu veranschlagen
ist). Sinnvoller wiren derartige ,,Leiteraufgaben* allenfalls, wenn man etwa fragen
wiirde, welche Linge eine Leiter zum Erreichen einer bestimmten Hohe haben konne,
wenn aus Griinden der Sicherheit gewisse minimale und maximale Steigungen beachtet
werden miissen.

DaB im Lehrteil des Buches zwei verhiltnismaBig komplizierte Sachverhalte behandelt
werden, hat vor allem den Grund, daB daran alle einzelnen Schritte des Losungsvor-
ganges besonders deutlich gemacht werden kénnen. Aufmerksamkeit verdient hier vor
allem die Lisungsiiberlegung, mit der dem immer wieder anzutreffenden Ubelstand ent-
gegengewirkt werden soll, daBl einfach darauflos gerechnet wird, ohne dal vorher der
Sachverhalt und der einzuschlagende (giinstigste) Losungsweg genau durchdacht wer-
den. Wenn man auch bei der schriftlichen Formulierung nicht immer eine solche

1) Rechnen, Messen, Konstruieren, 8. Schuljabr, Ausgabe 1959, Seite 154. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin.
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Lasungsiiberlegung fordern kann, so ist sie doch beim miindlichen Arbeiten nie zu ver-
gessen.

Ob eine Skizze auch in derartig einfachen Fillen, wo nur das rechtwinklige Dreieck mit
den Bezeichnungen zu zeichnen wiire (h, e, @ im Beispiel B 20), verlangt werden soll,
muB der Lehrer entscheiden. Ubrigens sind die Bezeichnungen selbst immer in Anleh-
nung an den jeweiligen Sachverhalt zu wihlen; hier beschranke man sich keinesfalls auf
a, b, c. Wie schon bei den formalen Berechnungen zur Satzgruppe des PYTHAGORAS
(Unterrichtseinheit 2.4.1., fiinfter Schwerpunkt) beachte man auch hier die Trennung
von allgemeiner und numerischer Lisung. Dabei ist von Fall zu Fall zu entscheiden, ob
die allgemeine Losung mit einer einzigen Gleichung abschlieBen soll, bei der die gesuchte
GroBe ,,berechnungsreif* in Abhingigkeit von den gegebenen erscheint, oder ob meh-
rere Gleichungen zweckmiBiger sind. Im Beispiel B 20 ist der erste Weg gewihlt und

dadurch erleichtert worden, daB die einfache Berechnung h = i 103,5m ~ 77,6 m
und die Angabe s = 4a bereits in die Aufzdhlung der b und hten GroBen

aufgenommen wurden. Andernfalls wire die Endformel der aﬂgem;nen Lésung mit

s=4 V(i— H ) -+ e2, wobei H die Gesamthohe des Mastes bedeutet, wohl etwas zu

uniibersichtlich geworden. Bei Beispiel B 21 sind es hingegen die drei Gleick

e=Y}ct—d%,c= i ,d= i , die die gesuchte GroBe e auf Grund der gegebenen (a,

b, n und A4) zu er:mtteln gestatten Bei der numerischen Lésung sind iibrigens in “den
Beispielen des Lehrbuches die Ei immer hlnzugefugt worden; es ist also stets
mit GroBen gearbeitet worden, allerdings nicht in der Form, daB die Einheiten bei-
spielsweise unter den Wurzelzcichen auftreten. An dieser Stelle sei darauf aufmerksam
gemacht, daB es unzulissig ist, in einer Aufgabe sowohl eine GréBe als auch deren MaB-
zahl durch die gleiche Variable auszudriicken.

Aber auch wenn konsequent mit GréBen gearbeitet wird, sollte man bereits bei der An-
gabe der gegebenen und gesuchten Grofcn etwa notwendige Umrechnungen in andere
Einheiten vornehmen und hinzufiigen, in welcher Einheit dann die gesuchte GriSe
erscheint. Da am Ende der numerischen Losung und fiir den Antwortsatz dann even-
tuell eine weitere Umrechnung der gesuchten Grofle zweckmaBig sein kann, besonders
auf Grund von Genauigkeitsbetrachtungen (etwa 3,6 km statt der irrefilhrenden Angabe
3600 m fiir 3,6 - 103 m), ist dafiir bedeutungslos.

Vor der Formulierung des Antwortsatzes vergesse der Lehrer keinesfalls, den errechneten
Wert mit dem Ergebnis des vor der numerischen Losung durchgefithrten Uberschlags zu
vergleichen. Um die Anfertigung des Uberschlages und das Arbeiten mit Quadrattafel
und Rechenstab zu erleichtern, empfichlt es sich hier ebenso wie in der Unterrichtsein-
heit 2.4.1., Quadratzahlen bis 252 einschlieBlich des iiberschlagsmaBi Besti
von Wurzeln sowie Tafel- und Stabarbeit zum G and tagli her Ub
machen.

Besondere Aufmerksamkeit verdient ferner noch die Frage der sinnvollen Genauigkeit
auf Grund der Genauigkeit der gegebenen GréBSen. Dieses Problem darf nicht etwa
,,automatisch* durch die mittels der Tafel oder mit dem Rechenstab erreichbare Ge-
nauigkeit als erledigt betrachtct werden. Bei Beispiel B 20 weise man darauf hin, daB
die Rundungsregeln ein Abrunden von 372,4 auf 372 verlangen, obwohl ein Aufrunden
vom Sachverhalt her zweckmiBiger erscheint — dhnlich wie man bei einem formal er-
rechneten Fliesenbedarf von 372,4 Fliesen fiir eine Wand nicht etwa auf 372 Fliesen
abrunden darf. Dieser Tatsache wird aber im Teil a) des Auftrags B 49 (Lb 54) Rech-

g 2 zu
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nung getragen, auf den man deshalb keinesfalls verzichten sollte. Bei Beispiel B 21
(Lb 55) mache man darauf aufmerksam, daB es sich bei n = 8 im Gegensatz zu den
anderen Angaben nicht etwa um einen Niherungswert handelt, der dann nur eine
Genauigkeit von einer giiltigen (Grund-) Ziffer im Endergebnis zulassen wiirde.
AbschlieBend sei noch erwihnt, daB die Behandlung der Anwendungsaufgaben nicht
iiber Gebiihr ausgedehnt werden sollte, indem man sich etwa bemiiht, alle Aufgaben
des Lehrbuchs und eventuel noch weitere an dieser Stelle l6sen zu lassen, und vielleicht
sogar einige der ,,Verfiigungsstunden® dafiir nutzt. Man bedenke, da8 es im Interesse
der Erzielung eines wirklich anwendungsbereiten Wissens und Kénnens viel wertvoller
ist, wenn die Schiiler derartige Aufgaben auch sicher zu lésen verstehen, falls sie ihnen
zu einem Zeitpunkt gestellt werden, zu dem sie nicht von vornherein wissen, daBl Sitze
der Satzgruppe des PYTHAGORAS zu verwenden sind. Deshalb streue man dann lieber
solche Aufgaben an geeigneten Stellen in die Behandlung anderer Stoffgebiete ein.

Zusammenfessung:

1) In den vier Stunden dieser Unterrichtseinheit werden vor allem Anwendungsauf-
gaben, daneben aber auch formale Textaufgaben behandelt.

2) Am Ende der Unterrichtseinheit sollte folgendes erreicht sein: Die Schiiler haben
erfahren, daB die Sitze der Satzgruppe des PYTHAGORAS groe Bedeutung fiir man-
nigfache Anwendungen innermathematischer Art und fiir die Bewiltigung prakti-
scher Probl llungen haben. Sie ki Textaufgaben von dem Schwierigkeits-
grad der Lehrbuchaufgaben sicher lésen. Sie gehen dabei nach einem klaren Losungs-
plan zu Werke, und ihre Losungen entsprechen den Forderungen beziiglich Tren-
nung von allgemeiner und numerischer Losung, Uberschlag und Vergleich, klarer
Formulierung des Antwortsatzes und Beachtung der sinnvollen Genauigkeit.

2.4.4. Leistungskontrolle und Auswertung
(3 Stunden)

Die Behandlung des gesamten Stoffgebiets wird mit einer zweistiindigen Leistungskon-
trolle abgeschlossen, zu der eine Stunde fiir die Auswertung zu veranschlagen ist. Ge-
eignet sind etwa folgende Aufgaben:

1. (Bild 2.44. zu Gruppe A)
Gruppe A: In dem abgebildeten Kreis sind AB und CD zwei Durchmesser, die auf-
einander senkrecht stehen. Untersuche A 4EB und A MFB auf Ahnlichkeit (Be-
griindung)!
Gruppe B entsprechend mit P, Q, R, S, T und U an Stelle von 4, B, C, D, E, F.

2. (mit entsprechender Skizze, fiir Gruppe A Bild 2.45.)
Die Fiinfecke ABCDE und A'B'C'D'E’ sind einander ahnlich. (Die Skizze ist nicht
mafstabsgetreu.)
Vom Fiinfeck ABCDE sind bekannt:

Gruppe A: Gruppe B:

AB =4,5¢m; BC=1,8cm ﬁ=3,5cm;C—D=l,3cm
< ABC = 90° < BCD = 90°
Flicheninhalt 4p = 21 cm? Flacheninhalt 4z = 15 cm?
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g Bild 2.44.
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Vom Fiinfeck 4'B'C'D’E’ sind bekannt:

Gruppe A: Gruppe B:

AB"=13,5cm; DE' =108 cm B'C"=105cm; E'4"=8,Tcm
X C'D'E' = 82° X D'E'A" =179° *
Umfang u’ = 57,6 cm Umfang v’ = 41,4 cm

Gib alle MaBe an, die du auf Grund dieser Kenntnisse von den beiden Fiinfecken

ermitteln kannst!

3. Gruppe A:
Konstruiere ein Dreieck ABC, indem a:¢=5:7, 8 = 42°, h, = 4 cm (Hohe be-
ziiglich b) gilt!
Gruppe B:
Konstruiere ein Dreieck 4BC, in dem b:¢ = 6:8, x = 54°, h, = 5 cm (Hohe be-
ziiglich ¢) gilt!
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4. Von einem Flugzeug wird aus der Hohe h mit einer Luftbildkamera der Brennweite f
eine Senkrechtaufnahme gemacht. Dabei erscheint eine Entfernung in der Linge b.
Wie lang ist diese Strecke auf einer Karte mit dem MaBstab M darzustellen ?
Gruppe A: h = 1400 m; f = 210 mm; b = 8,4 cm; M = 1: 40000
Gruppe B: b = 1500 m; f = 250 mm; b = 7,5 cm; M = 1: 25000

Bild 2.46.

5. (Bild 2.46.)
Gruppe A: In dem rechtwinkligen Dreieck 4BC betragen b =5 cm, ¢ = 13 cm.
Ermittle die Lingen von a, g, h und den Flicheninhalt 4 des Dreiecks 4ABC!
Gruppe B: Entsprechend mit @ = 8 cm; ¢ = 17 cm.

6. Gruppe A: Fir A DEF gilt DE =18,0 cm; EF = 14,0 cm; FD = 11,0 cm;
Gruppe B entsprechend mit 26,0 cm; 18,0 cm; 21,0 cm.
a) Untersuche, ob A DEF rechtwinklig ist (Begriindung)!
b,) Wenn du bei a) Rechtwinkligkeit festgestellt hast, dann #dndere eine Seite so ab,
daB kein rechtwinkliges Dreieck entsteht!
b,) Wenn du unter a) festgestellt hast, daB das Dreieck nicht rechtwinklig ist, dann
dndere eine Seite so ab, daB ein rechtwinkliges Dreieck entsteht!

7. Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks soll 12 cm (bei Gruppe B 18 cm) lang sein.
a) Gib an, ob dadurch die Linge der Hypotenusenabschnitte festgelegt ist (Begriin-
dung)!
b,) Bei bejahender Antwort zu a) berechne die beiden Hypotenusenabschnitte!
b,) Bei verneinender Antwort zu a) gib drei Moglichkeiten fiir die Langen der beiden
Hypotenusenabschnitte an!

Bild 2.47.

8. (Bild 2.47.)
Neun Réhren, die simtlich den #uBeren Durchmesser D und die Wandstirke w
haben, sind in der Art gestapelt, wie es die Figur im Querschnitt zeigt.
a) Wie hoch ist der Stapel ?
b) Wieviel solcher Rohren kann man in dieser Weise stapeln, wenn man in der
Breite auf B, in der Hohe auf H beschrinkt ist ?
Gruppe A: D =60 cm; w =15mm; B=50m; H=28m
Gruppe B: D =70 cm; w =20 mm; B = 6,0 m; H =3,3m

154



Lésungen und Vorschlag einer Punktbewertung (Gruppe A):
Aufgabe 1. (4 Punkte)

a) Erkennen, da8 < FBM = X EBA gilt 1 Punkt
b) X AEB = 90°, Begriindung mit THALESsatz 1 Punkt
¢) <X AEB = < BMF =90° 1 Punkt

d) Feststellen der Ahnlichkeit und Begriinden mit Hauptahnlichkeitssatz 1 Punkt
Voraussetzung fiir die Erteilung der vollen Punktzahl ist eine klare Formulicrung bei
allen Teilschritten.

Aufgabe 2. (6 Punkte)

a) << A'B'C' =90°, X CDE = 82° 1 Punkt
(Dieser Punkt kann nur vergeben werden, wenn beide Angaben vorhanden sind, sonst
0 Punkte.)

b) k=3 1 Punkt
¢) BC =54cm 1 Punkt
d) DE = 3,6 cm 1 Punkt
e) Ap = 189 cm? 1 Punkt
f) u=192cm 1 Punkt

Der Punkt fiir b) wird auch vergeben, wenn die darauffolgenden Angaben erkennen
lassen, daB k bestimmt worden ist oder wenn diese Angaben durch das Lésen von
Verhiltnisgleichungen (etwa 4,5: 13,5 = 1,8: x) gefunden worden sind. Sollte jedoch
ein falsches & ermittelt, mit diesem Wert aber richtig weitergerechnet worden sein, so
wird nur der Punkt fiir b) abgezogen.

Aufgabe 3. (5 Punkte 4 2 Zusatzpunkte)

Hier ist nur eine saubere und das Vorgehen klar widerspiegelnde Konstruktion ver-
langt. Fiir eine einwandfreie Konstruktionsbeschreibung kénnen 2 Zusatzpunkte ver-
geben werden.

a) Richtige Konstruktion des Hilfsdreiecks 3 Punkte
b) Richtige Konstruktion des gesuchten Dreiecks ABC von diesem
Hilfsdreieck aus 2 Punkte

Bei nur teilweise richtiger Losung erfolgen entsprechende Abziige. Ein Punkt sollte
auch abgezogen werden, wenn das Hilfsdreieck die Bezeichnung 4BC trigt, das ver-
langte Dreieck jedoch 4'B'C’ (oder etwa ebenfalls 4BC)!

Aufgabe 4. (6 Punkte)

a) Skizze und Ansetzen der Proportion

x:b = h:f (oder einer gleichwertigen) 3 Punkte
b) Errechnen der wahren Entfernung x 2 Punkte
¢) Errechnen der Streckenlinge x' = 1,4 cm auf der Karte 1 Punkt

Die drei Punkte fiir b) und ¢) werden auch dann vergeben, wenn der Schiiler auf die
Errechnung von x verzichtet hat.

Aufgabe 5. (5 Punkte)

a=12cm 1 Punkt
25
= ﬁcm 1 Punkt
h = % cm 2 Punkte
A =30cm? 1 Punkt
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Aufgabe 6. (4 Punkte)
a) Begriindung der Nichtrechtwinkligkeit durch 142 4 112 - 182 2 Punkte
b) Eine der drei Angaben

DE = Y317 cm = 17,8 cm
EF =1203cm = 14,2 cm
FD=7128cm = 11,3 cm 2 Punkte

Die Entscheidung unter a) kann durch Ausrechnen oder — einfacher! — auch durch
Betrachten der letzten Ziffern getroffen worden sein, Die Punkte fiir b) kénnen nur
vergeben werden, wenn in a) die richtige Entscheidung getroffen wurde.

Aufgabe 7. (3 Punkte)
a) Begriindung der Mehrdeutigkeit durch Feststellung, daB die Gleichung

122 = p - ¢ nicht nur eine Losung hat, z. B. 144 =1-144 = 2 - 72 oder

durch zwei gezeichnete Dreiecke mit A = 12 cm 2 Punkte
b) Angabe dreier Losungen, z. B.

pr=1lem, g =144 cm
pr=2cm,q,= T72cm

ps=3cm, gy 48 cm 1 Punkt

Aufgabe 8. (10 Punkte)

a) Erkennen des rechtwinkligen bzw. gleichseitigen Dreiecks 2 Punkte
Ermitteln von k' = 104 cm (Rechenstab!) 2 Punkte
Ermitteln von b = 164 cm 1 Punkt

b) 8 Rohren nebeneinander 1 Punkt
5 Schichten iibereinander mit Begriindung,

z. B. durch 1432 + 6 < 28 < }611 + 6 2 Punkte

Antwortsitze fiir a) und b) 1 Punkt

Bei Teil b) kann man fiir die Anzahl der Schichten auch weniger ausfiihrliche Begriin-
dungen als ausreichend ansehen. Es muB aber ersichtlich sein, daB der Sachverhalt klar
erkannt und das Ergebnis nicht nur durch Raten ermittelt worden ist.

Bemerkungen zu den Aufgaben

Auch hier gilt wieder, daBl die Aufgab m llung vor allem Umfang und Tiefe
der Anforderungen deutlich machen soll, die zu stellen sind, und die Aufteilung in zwei
Gruppen soll zeigen, auf welche Weise man eine solche Aufteilung vornehmen und dabei
GleichmaBigkeit der Anforderungen erreichen kann. Ein einfaches Ubernehmen der
hier angegebenen Aufgaben verbietet sich fiir den Lehrer schon deshalb, weil solche
immer fiir Leistungskontrollen bevorzugten Aufgaben bald bekannt wiirden, und bei
mehreren Parallelklassen ist ein solches Vorgehen von vornherein kaum moglich.

Da die Aufgaben relativ viel Text und auch Figuren enthalten, empfiehlt es sich, sie
den Schiilern schriftlich vorzulegen. Die Reihenfolge in der obigen Zusammenstellung
entspricht sachlichen Gesichtspunkten, ist also nicht unter Beriicksichtigung einer
Steigerung des Schwierigkeitsgrades gewihlt worden. Im konkreten Fall muB8 das
selbstverstindlich bedacht werden. Dabei wird es sich meist empfehlen, eine der Auf-
gaben 5. bis 7. an die erste Stelle zu setzen und mit der Aufgabe 2. zu enden. Freilich
ist dann die Gefahr groB, daB einige Schiiler die letzte Aufgabe lediglich aus Zeitgriinden
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nicht bearbeiten (zumindest kann man das nicht ausschheﬁen), so daB der durch die
Leistungskontrolle gewonnene Uberblick beziiglich der in dieser Aufgabe gestellten
Anforderungen (Beweisfihigkeit) gewisse Liicken aufweist. Im iibrigen sind auch durch
kleine Verinderungen an den genannten Aufgaben leicht Umfang und Schwierigkeits-
grad der jeweiligen Kl ituation anzup So kann z. B. an die Stelle des Fiinf-
ecks in Aufgabe 1. ein Viereck oder gar ein Dreieck treten, die Aufgabenteile 6. b) und
8. b) kénnen entfallen, und in Aufgabe 8. kann man die nicht benstigte Wandstirke
von vornherein nicht mit angeben. Man beachte auch, daf bei den beiden Anwendungs-
aufgaben bestimmte Symbole wie h, D usw. hier nur angegeben wurden, um die Auf-
gaben der beiden Gruppen A und B leichter einander gegeniiberstellen zu kénnen. Vor
der Klasse sollte man zumindest bei einer der beiden Aufgaben nicht so verfahren, um
die Schiiler auch zur (méglichst geschickten) Wahl von Bezeich zu veranl

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB bei Aufgabe 3. fiir Cruppe B absichtlich
das Verhiltnis 6 : 8 und nicht 3 : 4 angegeben wurde, um zu verhindern, da8 die Schiiler
mit den naheliegenden Werten 3 cm und 4 cm arbeiten, wodurch das Hilfsdreieck zu
klein und die Genauigkeit leiden wiirde. Wer seine Schiiler geniigend daran gewdhnt
hat, auch Fragen der Konstruktionsgenauigkeit zu beachten, beispielsweise die Hilfs-
dreiecke immer so grof zu konstruieren, wie es der verfiigbare Platz gestattet, kann
natiirlich auch das gekiirzte Verhiltnis angeben und eventuell diese Frage in die
Bewertung mit einbeziehen. Wer bei Aufgabe 4. ,,bequeme* Zahlenverhiltnisse und
damit Kiirzungsmoglichkeiten vermeiden, dafiir die Schiiler zum Arbeiten mit dem
Rechenstab (Proportionaleinstellung!) veranlassen will, der braucht nur die MaB-
angaben entsprechend abzuidndern. )




3. Lineare Funktionen

3.0. Vorbemerkungen

3.0.1. Stellung, Bedeutung, Ziele

Bei der Behandlung des Stoffgebietes sind drei Hauptaufgaben zu lésen:
— Die Schiiler werden mit der Definition des Funktionsbegriffes auf mengentheoreti-
scher Grundlage vertraut gemacht (3.1.).
— Die Schiiler lernen die linearen Funktionen kennen und werden befihigt, solche
Funktionen zu untersuchen (3.2. und 3.3.).
— Die Schiiler entwickeln Fertigkeiten im Losen lincarer Gleichungen, in denen Klam-
mern, Briiche und mehrere Variablen auftreten (3.4.).
Beim Heranfiihren der Schiiler an den Funktionsbegriff werden Beispiele fiir Abbildun-
gen sowohl aus dem bekannten Stoff des Mathematikunterrichts als auch aus anderen
Bereichen verwendet. Als besonders wichtig werden eindeutige Abbildungen erkannt
und als Funktionen definiert.
Danach beginnt die systematische Behandlung von Funktionen, die auf dem Bereich
der rationalen Zahlen definiert sind und bei denen die zugrunde liegenden Abbildungs-
vorschriften durch Gleichungen ausgedriickt werden koénnen. In Klasse 8 werden die
linearen Funktionen behandelt, in Klasse 9 und 10 folgen weitere wichtige Klassen von
Funktionen (Potenzfunktionen, quadratische Funktionen, Exponential- und Logarith-
musfunktionen, Winkelfunktionen).
Die Untersuchung von Funktionen ist eng mit dem Lisen von Gleichungen verbunden.
Die Schiiler wenden ihr Wissen und Konnen, das sie bei der Behandlung der Gleichungs-
lehre erworben haben, an. Sie lernen weitere Formen linearer Gleichungen kennen. Im
Losen linearer Gleichungen, in denen auch kompliziertere Terme auftreten als in den
bisher behandelten Gleichungen, entwickeln die Schiiler Fertigkeiten.
Im Mittelpunkt aller Betrachtungen zu diesem Stoffgebiet steht der in der Mathematik
duBerst bedeutsame Begriff ,,Funktion*. Er spielt im Schulstoff eine besondere Rolle
(Leitlinie des Lehrplans) und bildet ab Klasse 8 einen unmittelbaren Unterrichtsgegen-
stand.
Im Verlaufe der historischen Entwicklung der Mathematik war der Funktionsbegriff
‘Wandlungen unterworfen. Die Mathematik zu Beginn der Neuzeit ging mehr und mehr
dazu iiber, anstelle der starren Betrachtung und Beschreibung der Eigenschaften mathe-
matischer Objekte wie von Zahlen und geometrischen Figuren das Moment der Veridnde-
rung und der Bewegung zu erfassen. Beziehungen zwischen mathematischen Objekten
traten in den Vordergrund. Wesentliche Impulse gingen von der Entwicklung der
Mechanik aus. Das fithrte zur Herausbildung des fiir die heutige Mathematik auler-
ordentlich bedeutsamen Begriffs der Funktion, fir den u. a. LEoNEARD EULER
(1703—1783) eine fiir lange Zeit giiltige Erklirung gab. Wihrend bei ihm noch der ana-
lytlsche Ausdruck im Mittelpunkt stand wird heute der Funktlonsbegrlﬁ in wesentlich
v inerter Form auf ischer und abbild k Grundl
definiert, Funktionen, deren Ahblldungavorschnft in Form einer Gleichung gegeben
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werden kann, sind nur Spezialfille, wenn auch sehr wichtige. Dieser Grundgedaken
liegt dem Lehrplan zugrunde ( Lp 5-10, S. 72), wenn es heiBit: ,,Bei der Einfithrung
des Funktionshegriffes ist von solchen Beispielen fiir eindeutige und nicht eindeutige
Abbildungen auszugehen, die sich nur durch eine Wortvorschrift oder eine Wertetabelle
kennzeichnen lassen. Erst anschlieBend sind dann auch Gleichungen als Abbild
vorschriften zu verwenden.

War schon der klassische Begriff der Funktion geeignet, mannigfaltige GesetzmiBig-
keiten, insbesondere in der Physik, mathematisch zu erfassen, so spiegelt der moderne
Funktionsbegriff noch weit mehr reale Beziehungen in Natur, Technik, Okonomie usw.
wider. Diese vielfiltige Anwendbarkeit des Funktionsbegriffes ist Ursache fiir die groSe
Rolle, die ihm in der Mathematik und folglich auch im Mathematikunterricht zukommt.
Die Bedeutung des Funktionsbegriffes sollte den Schiilern durch Auswahl geeigneter
Beispiele bewuftgemacht werden.

Im Bestreben, bei allen Schiilern die Uberzeugung vom objektiven Charakter der Ent-
wicklung in Natur und Gesellschaft und von der Fihigkeit der Menschen, diese Gesetz-
miBigkeiten zu erkennen und in bewuBter, verindernder Titigkeit anzuwenden, sy-
stematisch herauszubilden, kann der Mathematikunterricht einen wertvollen Beitrag
leisten. In diesem Zusammenhang sei erwihnt, daB den Schiilern im Mathematikun-
terricht die Rolle der Mathematik fiir die Entwicklung der sozialistischen Gesellschaft
in Wissenschaft, Technik und Okonomie, dargestellt an Beispielen fiir die Anwendung
mathematischer Begriffe und Verfahren, erliutert werden sollte. Eine Méglichkeit da-
zu besteht bei der Behandlung des Funktionsbegriffs, mit dem viele Gesetzmaﬁlgkelten
aus den genannten Bereichen quantltatlv beschrieben werden kénnen.

Der Abbildungsbegriff, auf dem wir den Funktionsbegriff aufbauen, wird in der Fach-
literatur nicht durchweg einheitlich verwendet. Mitunter werden Abbildungen als ein-
deutige Zuordnungen aufgefafit. In der Schule gehen wir von einem allgemeinen Ab-
bildungsbegriff aus.

Dem Schulstoff zugrunde liegende Begriffsbildung:

Mengen — Abbildungen (Mengen geordneter Paare)
}
Funktionen als eindeutige Abbildungen

Die Entwicklung des Funktionsbegriffes bei den Schiilern beginnt in Klasse 1. Sie setzt
im Grunde genommen schon im Vorschulalter ein, wenn das Kind eindeutige Zuord-
nungen verschiedener Art kennenlernt und so bestimmte Seiten der ,,Struktur in der
Familie sowie der Umwelt begreift. Jedes Kind hat seinen Namen und seine Mutter.
Den Gegenstianden werden Bezeichnungen zugeordnet, den Familien Wohnungen, den
Héusern Hausnummern, den Wohnungen Klingeln usw.

Im Mathematikunterricht der Unterstufe lernen die Schiiler u.a., daB jede natiirliche
Zahl genau einen Nachfolger besitzt, sie schreiben die Multiplikationsfolgen nieder und
fiillen Tabellen z.B. der folgenden Art aus:

a |la+3

Von Klasse 4 ab lernen die Schiiler mehrere geometrische Abbildungen kennen. Sie
ordnen den Zahlen (verschied Zahlbereiche) Punkte auf dem Zahlenstrahl bzw. der
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Zahlengeraden zu, desgleichen geordneten Zahlenpaaren Punkte einer Ebene, die
durch ein Koordinatensystem orientiert ist. Jede rationale Zahl hat genau cine ihr
entgegengesetzte Zahl, genau einen Betrag und mit Ausnahme der Zahl 0 genau ein
Reziprokes. Durch die Rechenoperationen werden Zahlenpaaren eindeutig Zahlen zuge-
ordnet. Bestimmten Mafzahlen von Bestimmungsstiicken geometrischer Figuren werden
vermittels der Inhaltsformeln eindeutig MaBzahlen fiir Inhalte zugeordnet. Dic Behand-
lung der Proportionalitit stellt eine unmittelbare Vorleistung fiir die Behandlung der
linearen Funktionen dar.

Somit liegt eine Fiille von Beispielen allein aus dem Mathematikunterricht vor, denen
sich viele aus der Physik und aus anderen Gebieten hinzufiigen lassen. Auf dieser Grund-
lage, die den Schiilern bewuBtzumachen ist, wird in Klasse 8 der Funktionsbegriff
definiert. Die Funktion wird als Menge geordneter Paare erklirt, die cine eindeutige
Abbildung ist. Der Begriff ,,Kreuzmenge* wird nicht verwendet, lediglich der Begriff
»geordnetes Paar®, der bereits in Klasse 6 eingefiihrt wurde (LP 6, Stoffeinheit 3.2.).
Durch den Lehrplan wird gefordert, da mit einer minimalen Anzahl von Begriffen
operiert wird. Der Schwerpunkt des Unterrichts muB auf der inhaltlichen Arbeit liegen,
nicht auf der Vermittlung einer Vielzahl von Begriffen. Wir weisen auf diese wesentliche
Verinderung gegeniiber friiheren Lehrplinen und Lehrbiichern hin. So werden z.B. die
Begriffe ,,unabhingige Variable* und ,,abhingige Variable nicht benutzt. Diese
Begriffsbildungen entsprechen der klassischen Auffassung des Funktionsbegriffs. Auch
der Begriff ,,Richtungsfaktor wird nicht eingefilhrt. Wir verwenden den Begriff
»Anstieg. Ein besonderes ,,Anstiegsdreieck* muf nicht ausgezeichnet werden. Wichti-
ger ist, daf die Schiiler beim graphischen Darstellen linearer Funktionen ihre Kennt-
nisse und Fihigkeiten aus der Ahnlichkeitslehre (Klasse 8) und der Stoffeinheit ,,3.2.
Proportionalitit und Verhiltnisgleichungen® (Klasse 7) anwenden. Auch auf die
Begriffe ,,explizite Form* und ,,implizite Form* einer Funktionsgleichung wird in
Klasse 8 verzichtet. Die Abbildungsvorschriften fiir lineare Funktionen kénnen durch
lineare Gleichungen mit zwei Variablen ausgedriickt werden. Die Schiiler lernen das
Berechnen von Zahlenpaaren, die solche Gleichungen erfiillen. Dabei stellen sie die
Gleichungen nach der einen oder der anderen Variablen um, je nachdem, wie es das
Untersuchungsziel erfordert.

In diesem Stoffgcbiet treten solche mathematischen Grundbegriffe in den Vordergrund,
die den gesamten Inhalt des Mathematiklehrgangs der Schule durchziehen. Das betrifft
vor allem die Begriffe ,,Menge* und ,,Abbildung‘ und den Funktions- und Gleichungs-
begriff selbst. Die Behandlung konzentriert sich auflineare Funktionen. Als Definitions-
und Wertebereiche treten Zahlenbereiche oder Teilbereiche davon auf. Der im Lehrplan
geforderte ,,Hinweis auf dic Lickenhaftigkeit der Geraden, sofern sic die graphische
Darstellung einer Funktion ist, deren Definitionshereich nur rationale Zahlen angehéren*
(LP 5-10, S. 74), soll den Schiilern erneut bewufitmachen, daBl eine weitere Zahlen-
bereichserweiterung notwendig sein wird. Es wurde bereits beim Einfiihren der irratio-
nalen Zahlen im Zusammenhang mit der Bchandlung der Quadratwurzeln auf die
Existenz cines solchen Bereichs hingewiesen. Der Lehrer wird der Strukturierung des
Lehrplanstoffes anhand bestimmter Leitlinien am ehesten gerecht, wenn er auf diese
Weise immer wieder langfristige Zielorientierungen fiir die Schiiler in den Unterricht
aufnimmt, ihnen die inneren Zusammenhinge des Stoffes vor Augen fiihrt und so die
BewuBtheit des Lernens fordert.

Im letzten Abschnitt des Stoffgebietes werden Fertigkeiten im Lésen von linearen
Gleichungen entwickelt. Dabei stehen solche Formen im Vordergrund, die hiufig bei
Anwendungsaufgaben, besonders in der Physik und Technik, vorkommen. Das sichere
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Umformen von Gleichungen, in denen Klammern, Briiche und mehrere Variablen
auftreten, ist auch eine unmittelbare Voraussetzung fiir die Erhohung der Effektivitat
des Physikunterrichts. Eine Koordinierung der Arbeit der Fachlehrer ‘an der Schule
muB sichern, daB jedes Fach wohl abgewogen fiir das andere Vorleistungen bzw. An-
wendungen liefert. Auf diese Weise wird der Gesamtkonzeption des Lehrplanwerkes
entsprochen. In bestimmtem MaBe trifft das auch auf die Abstimmungen it anderen
Fichern zu, in denen Berechnungen durchgefithrt werden (Chemie, Unterrichtstag in
der Produktion, Fach ,,Einfithrung in die sozialistische Produktion®).

3.0.2. Literaturhinweise

(1) GORKE, L.: Mengen — Relationen — Funktionen. Volk und Wissen Volkseigener
Verlag, Berlin 1973 (002509).

2) AUTORENKOLLEKTIV Methodik Mathematikunterricht. Volk und Wissen Volks-
eigener Verlag, Berlin 1975, S. 376 bis 390.

(3) GELFAND/GLAGOLEWA/ScHNoOL: Funktionen und ihre graphische Darstellung. BSB
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig.

Artikel in der Fachzeitschrift ,,Mathematik in-der Schule*:

(4) DiETZ, A.: Gleichungen und Ungleichungen. Jahrgang 1 (1963), Heft 2.

(5) ILsg, D., und W.Tierz: Zur Behandlung der linearen Funktionen in Klasse 8
Ja.hrgang 9 (1971), Heft 1.

(6) Ream, M.: Bemerkungen zur graphischen Darstellung linearer Funktionen. Jahr-
gang 3 (1965), Heft 11.

(7) SCHAUER, R.: Welche Vorstellungen verbinden unsere Schiiler mit dem Begriff
,»Funktion? Jahrgang 2 (1964), Heft 3.

(8) LoreNz, G., und G. Pierzscu: Zur Einfiihrung des Funktionsbegriffs, Klasse 8.
Jahrgang 17 (1979), Heft 1, S. 29.

Die Veroffentlichungen (1), (2) und (4) bis (6) enthalten grundlegende Hinweise fiir eine

moderne mengentheoretische Fassung und Behandlung des Funktions- und Gleichungs-

begriffes in der Schule.

(7) enthalt wichtige Hinweise fiir das Vermeiden von Fehlern bei der Entwicklung des

Funktionsbegriffes.

In (6) werden Beweise erortert, mit denen gezeigt wird, daB die graphische Darstellung

von Funktionen mit den Gleichungen y = mx und y = mx + n auf Geraden fiihrt.

Fiir die auBlerunterrichtliche Arbeit und fiir die Auswahl von Zusatzaufgaben fiir die

differenzierte Arbeit mit den Schiilern sind wertvolle und interessante Beispiele und

Anregungen in den folgenden Versffentlichungen enthalten:

(9) GORKE, ILGNER, LorENZ, PiETZSCH und REEM: Rund um die Mathematik. Kinder-

buchverlag, Berlin 1968.

(10) Streifziige durch die Mathematik, Band 2. Urania-Verlag, Lelpzlg/Jena/Ber]m 1966.

(11) Ostrowskr und KoRpEMsKI: Zeichnen hilft Rech VEB Fachbuchverlag,
Leipzig 1963.
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Die Stoffverteilung entspricht dem Lehrplan und sollte zur Grundlage der komplexen
Planung benutzt werden, in der zusitzlich Bedingungen zu beriicksichtigen sind, die
sich aus der konkreten Situation an der Schule und in der Klasse ergeben. Dazu gehort
z.B. die Erginzung des Wiederholungsplanes auch durch solche Stoffe, die in der
jeweiligen Klasse dringend einer Wiederholung bediirfen und nicht unmittelbar mit dem
zu behandelnden Stoff im Z hang stehen.

Fiir den Abschnitt 3.4. besteht die Mogllchkelt die vorgesehene Unteruchtsemhelt3 4.3.
aufzulésen und ihren Inhalt den Unterrichtseinheiten 3.4.1. und 3.4.2. unmittelbar
zuzuordnen, also bei der Behandlung von Gleichungen mit Klammern und Briichen
stets auch solche zu lésen, in denen mehrere Variablen auftreten. Es ist auch denkbar,
einen Teil dieser Unterrichtseinheit bereits im Abschnitt 3.3. zu behandeln, da dort
ohnehin schon Gleichungen mit zwei Variablen gelést werden, um die Beziehungen
zwischen linearer Funktion und linearer Gleichung sichtbar zu machen. Auf alle Fille
muB aber dann dafiir gesorgt werden, da Umformungen mathematischer und physi-
kalischer Formeln noch im Abschnitt 3.4. geiibt werden.

Im Interesse der Forderung des bewuflten Lernens empfehlen wir, den Schiilern Teile
des Stoffverteilungsplanes hekanntzugeben Das kann beispielsweise durch Aushang an
der Wandzeitung der Klasse geschehen. Dazu eignen sich die Thematik und die Angaben
iiber den zu behandelnden und den zu wiederholenden Stoff. Anstelle der Aufteilung
nach Unterrichtseinheiten konnte die detaillierte konkrete Zeitplanung treten. Die
Schiiler kénnen auf dieser Grundlage mit dem Lehrer gemeinsam die Erfiillung des
Planes kontrollieren. B

3.1. Der Funktionsbegriff (3 Stunden)

Das Hauptaiel dieser Stoffeinheit besteht darin, daB die Schiiler den Funktionsbegriff
kennenlernen und die Funktionen als spezielle Abbildungen begreifen. Dazu ist eine
Wiederholung und Vertiefung der Grundbegriffe der Mengenlehre notwendig, die in den
vorangegangenen Klassenstufen behandelt wurden. Es werden Mengen gebildet und
aufeinander abgebildet. Die Abbildungen werden durch Mengen geordneter Paare und
auf andere Weise dargestellt, ihre Eigenschaften untersucht und eindeutige von nicht
eindeutigen Abbildungen unterschieden. Die eindeutigen Abbildungen werden als
Funktionen definiert. Zu beachten ist dabei der Lehrplanhinweis, auf den bereits in den
Vorbemerkungen verwiesen wurde (/ Uh 159). Definitions- und Wertebereich miissen
nicht Zahlenbereiche (oder Teilbereiche davon), die Abbildungsvorschrift nicht un-
bedingt durch eine Gleichung gegeben sein.

Die Behandlung der Funktionen ist ausfiihrlich zu motivieren. Dazu sind Gedanken
iiber die Bedeutung des Funktionsbegriffes her ichen, wie sie bereits in den Vor-
bemerkungen angedeutet wurden (, Uh 159). Mit dem Funktionsbegriff konnen wir
bestimmte Beziehungen zwischen realen oder gedanklichen Objekten mathematisch
erfassen. Die Begriffshildung vollzieht sich im Unterricht auf der Grundlage vielfiltiger
Beispiele. Eine einseitige, durch Wahl ungiinstiger Beispiele geforderte Einengung darf
nicht zugelassen werden. Zusammenhinge zwischen den Elementen von Mengen, die
durch den Funktionsbegriff erfat werden, sind nicht notwendig kausaler Natur. Schon
anhand des Motivbildes im Lehrbuch (Thermograph) kann darauf hingewiesen werden.
Nicht die Tageszeit direkt und allein ist die Ursache fiir die Temperaturanderung. Die

167



kausalen Zusammenhinge sind so kompliziert, daBl es nicht méglich ist, fiir einen
beliebigen Tag und eine beliebige Zeit die Temperatur exakt vorauszubestimmen. Man
kann nur Naherungsangaben machen. Diese beruhen letzten Endes auf der stindigen
Kontrolle des Zusammenhangs zwischen Zeit und Temperatur, wie sie etwa Meflreihen
oder Thermographen liefern. In mathematischen Betrachtungen wird von solchen
inhaltlichen (physikalischen) Fragen véllig abstrahiert. Mathematisch liegt eine ein-
deutige Abbildung einer Menge auf eine andere vor.

Bedeutsam fiir die weltanschauliche Bildung und Erziehung und die damit in Ver-
bindung stehende Einschitzung der Rolle der Mathematik ist der Umstand, da8 mathe-
matische Begriffe, trotz der ihnen im allgemeinen eigenen hohen Abstraktionsstufe, sich
nicht etwa von der Realitiit entfernen, sondern umfassender bestimmte Seiten realer
Beziehungen widerspiegeln.!) Man kann die Schiiler zu solchen Einsichten fithren, wenn
man sie selbst Beispicle fiir Bezichungen zusammenstellen 148t, die durch den Funk-
tionsbegriff erfafSt werden. Damit entwickeln sie zugleich Fahigkeiten im Abstrahieren
und Konkretisieren. Derartige Ubungen sind von erheblichem erzieherischem Wert und
sollten nicht als iiberfliissig betrachtet oder aus Zeitmangel unterlassen werden. Sie sind
fiir die geistige Entwicklung der Schiiler von groBerer Bedeutung als die Kenntnis vieler
Einzelfakten. Im Lehrplan heiBt es dazu: ,,Durch die weitere Schulung des Abstrak-
tionsvermégens, durch die Befihigung zum Verallgemeinern, zur Begriffshildung, zum
Erkennen von Zusammenhingen und zum Systematisieren sowie durch das Heraus-
bilden erster Fihigkeiten im Definieren und Beweisen trigt der Mathematikunterricht
gleichzeitig zur allgemeinen geistigen Entwicklung der Schiiler bei. (Vgl. Lehrplan fiir
die 5. bis 10. Klasse, Seite 23.)

Die ausfiihrlichen Hinweise zu dieser Stoffeinheit sind auch in den folgenden Stoff-
einheiten zu beriicksichtigen. Das betrifft vor allem die Bemerkungen zum Funktions-
begriff im dritten Schwerpunkt (7 Uh 174).

Erster Schwerpunkt der Stoffeinheit 3.1.: Wiederholung von Grundbegriffen der Mengen-
lehre (Lerneinheit C 1)

Dic Wiederholung sollte durch vielfiltige Ubungen effektiv gestaltet werden. Beson-
derer Wert ist auf die Weiterentwicklung der Fihigkeiten im Umgang mit den Grund-
begriffen der Mengenlehre und mit den entsprechenden Symbolen zu legen. Fiir das
Bilden von Mengen steht cine Fiille von Material zur Verfiigung, aus dem der Lehrer
solche Beispiele auswiihlen sollte, die zugleich entsprechend den Erfordernissen in seiner
Klasse wichtige Wiederholungsmoglichkeiten und erzieherische Akzente aufweisen.

Zusitzlich zu den Beispielen C 1 (Lb 58) und den Aufgaben ¢ 1 bis 3 (Lb 123) nennen
wir zur Auswahl weitere Beispicle, mit deren Hllfc verschiedene Begriffe bewuft-
gemacht werden konnen. Weiter unten werden Ubungsaufgaben hierzu empfohlcn

A, - Die Menge aller ungeraden Zahlen zwischen 2 und 9.

A, — Die Menge allcr Primzahlen zwischen 2 und 9.

A, — Die Menge aller rationalen Zahlen a, die die Gleichung 2(a + 3) = 6 + 2a er-
fiillen.
(Die Losungsmenge ist gleich dem Grundbereich der Variablen.)

A, - Die Menge aller rationalen Zahlen z, die die Gleichung z + 1 = z + 2 erfiillen.
(Die Gleichung ist nicht losbar; Wiederholung des Begriffs ,,leere Menge*.)

A, - Die Menge aller entgegengesetzten Zahlen der rationalen Zahlen von 10 bis 20.

1) Vgl. LENiN: Werke, Bd. 38, Dietz Verlag, Berlin 1964, Seite 160.
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Die folgenden Mengen beziehen sich stets auf eine bestimmte Ebene:

Ag — Die Menge aller Punkte,
die von einem gegebenen Punkt (von zwei, von drei gegebenen Punkten) bzw.
von einer (von zwei) gegebenen Geraden den gleichen Abstand haben.
(Wiederholung von ,Kreis*, ,,Symmetrieachse®, ,Parallele und ,,Winkel-
halbierende‘* als Punktmengen.)

A, — Die Menge aller Dreiecke, deren Innenwinkel kongruent sind (gleichseitige Drei-
ecke).

Ay — Die Menge aller Dreiecke, die zwei spitze Innenwinkel besitzen. (Wiederholung
der Dreiecksarten und der Eigenschaft aller Dreiecke, mindestens zwei spitze
Innenwinkel zu besitzen; Satz iiber die Innenwinkelsumme.)

Die folgenden Mengen realer Objekte beziehen sich stets auf eine bestimmte Klasse:

Ay — Die Menge aller Schiiler, die sich in der letzten Klassenarbeit gegeniiber der
vorangehenden (gegeniiber der Vorjahresendnote) um mindestens einen Grad
verbessert haben.

A,,— Die Menge aller Schiiler, die Mitglied der JP (FDJ) sind.

A,,— Die Menge aller Schiiler, die sich am letzten Arbeitseinsatz (an der letzten Soli-
darititsaktion) beteiligten.

Beispiele aus anderen Fichern:

A,,— Die Menge aller chemischen Elemente.
A3~ Die Menge aller Mitgliedsstaaten des Warschauer Vertrages.

In erster Linie sollten die Schiiler selbst Beispiele fiir Mengen und Mengenbildungs-
vorschriften finden.

Die Mengen werden, soweit sie endlich sind, vollstindig in Mengenschreibweise unter
Verwendung geschweifter Klammern el tweise angegeben. Dic El te sind unter
Umstinden mit sinnvollen Kurzzeichen zu bezeich (Anfangsbuchstaben des
Namens). Punktmengen konnen zum Teil durch Skizzen veranschaulicht werden.

In den Ubungen ist zu sichern, dafl durch die ausgewihlten Aufgaben alle im Lehrplan,
Stoffabschnitt 3.1. (,” Lehrplan fiir die 5. bis 10. Klasse, Seite 73), genannten Grund--
begriffe der Mengenlehre wiederholt werden.

Beispiel fiir eine Aufgabenfolge, die sich auf oben genannte Mengen bezieht:

— Bilde die Mengen A, bis A; und 4, bis 4,,! Gib sie elementweise an oder beschreibe
sie!

— Welche dieser Mengen sind endlich?

— Setze von den Zeichen ,,¢“, ,,c*, ,,=* jeweils dasjenige in die leere Stelle, so daB eine
wahre Aussage entsteht!
Ay oo Ay 18-  Ays Ay - Agy Ay -+ 0.

— Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Ag < Ag; Ajg= Ay, (exzieherisch auswerten!); 7 € 4,; Schiiler S¢ 4. (Fiir S ist der
Name eines geeigneten Schiilers der Klasse zu setzen, fiir den das zugleich ein Lob
darstellt.)

In dhnlicher Weise kann mit einer geringeren Anzahl von Aufgaben eine Kurzkontrolle
gestaltet werden.
Im Lehrplan wird die Abgrenzung des mathematischen Mengenbegriffes von seiner
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umgangssprachlichen Verwendung gefordert. Das erfolgt im Unterricht durch geeignete
Gegeniiberstellungen.
Gebrauch des Begriffes erfolgt im mathematischen Sinne:

(1) Wir haben bis morgen in Mathematik eine Menge Aufgaben zu lésen.
(2) Bei der Altstoffsammlung wurden eine Menge Flaschen gesammelt.
(3) Am Schwimmwettkampf nahm eine Menge von Schiilern teil.

Gebrauch des Begriffes erfolgt nicht im mathematischen Sinne:

(1)’ Wir haben bis morgen eine Menge zu lernen.

(2)’ Bei der Altstoffsammlung wurde eine Menge Papier gesammelt.
(3)’ Wir verdiinnen die Salzlosung mit einer Menge Wasser.

Zuweiter Schwerpunkt der Stoffeinheit 3.1.: Abbildung von Mengen (Lerneinheit C 2)

Bei der Behandlung von Abbildungen sollten ebenfalls vielfiltige Ubungen durch-
gefiihrt und mit Wiederholungen verbunden werden. Abbildungen kennen die Schiiler
vor allem aus dem Geometrieunterricht. Daran ist anzukniipfen (Ahnlichkeitsabbil-
dungen, Stoffgebiet 2.). Auch aus dem arithmetischen Bereich kennen sie Zuordnungen
schon von Klasse 1 an (,/ Vorbemerkungen 3.0.1., Uh 159). An Beispielen machen wir den
Schiilern verstindlich, daB Abbildungen nichts Bildhaftes im umgangssprachlichen
Sinn darstellen. Zu ciner Abbildung gehéren Originale, Bilder und die Abbildungs-
vorschrift. Dieser Inhalt des Begriffes wird durch Mengen geordneter Paare beschrieben.
Wenn wir Abbildungen im Unterricht behandeln, lassen wir nach Méglichkeit stets die
entsprechenden Paarmengen bilden und aufschreiben. In diesem Zusammenhang erfolgt
die Wiederholung des Begriffes ,.geordnetes Paar, wie er in Klasse 6 eingefiihrt wurde.
(Vgl. Lehrplan fiir die 5. bis 10. Klasse, Seite 48).

Fiir dic Wiederholung und Uburg enthilt das Lehrbuch Beispiele und Aufgaben (Lb 59
und Lb 123). Vor allem aber sollten die Schiiler selbst Beispiele fiir Abbildungen finden.
Um die Vielfalt der Méoglichkeiten anzudeuten, auch die der Verbindung zu anderen
Fichern, fithren wir noch Beispiele (B.1 bis B 6) an, dic als Anregungen gedacht sind.
Der Lehrer kann einige fiir den Unterricht auswihlen oder hnliche bilden lassen.
Zugleich werden verschicdene Darstellungsformen fiir Abbildungen gezeigt. Zur ratio-
nellen Gestaltung des Unterrichts konnen solche Aufgaben z.T. auf Arbeitsblittern
vorgegeben werden.

B 1 - Den Schiilern der Klasse werden die von ihnen in der letzten Kontrollarbeit im
Fach Mathematik erreichten Noten zugeordnet.

B 2 - Ordne den Dreiecken die richtigen Flicheninhalte zu! Schitze! Berechne!
Damit das Zuordnen nicht durch das Ausfiihren von Hilfstitigkeiten iiberdeckt wird,
konnen in den Dreiecken bereits Hohen eingezeichnet werden. Die MaBe fiir die Grund-
seiten und die zugehorigen Hohen sollten so gewihlt werden, daB die Flacheninhalte
durch Kopfrechnen bestimmt werden kénnen (Bild 3.1.).

B 3 — Ordne den chemischen Verbindungen die richtigen Summenformeln zu!

Aluminiumoxid Ca(OH),
Kalziumhydroxid H,S0,
Schwefelsdure Al,O,
Natriumkarbonat Na,CO,
Kohlendioxid Co,

Die Schiiler tragen die richtigen Zuordnungen wie in B 2 in eine Tabelle ein.
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Arbeitsblatf

o

~

A = 6en?
Az = 55cm?
Az = 42cm®
Ay = Tem?

Dreieck

Fldcheninhalt

Bild 3.1.
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B4 - In welchem Jahr wurden bedeutende Fiihrer der Arbeiterbewegung geboren?
Gib die richtige Zuordnung durch Pfeile an!

KARL LIEBENECHT 1818
W. I. LENIN 1820
KARL MARx 1870
Ernst THALMANN 1871
Rosa LUXEMBURG 1886
‘WALTER ULBRICHT 1893

FriepricE ENGELS!

Bild 3.2.

B 5 — Durch welche Stidte flieen die Fliisse?

Gib die richtige Zuordnung durch Pfeile an! Nenne geordnete Paare! (Bild 3.2.)
Fliisse: Elbe (E), Oder (0), Saale (S) R
Stidte : Halle (H), Magdeburg (M), Frankfurt (F), Jena (J), Dresden (D), Riesa (R)

Auch die Kennzeichnung durch ein Kreuz in einer Tabelle ist moglich. Besonders bei

nicht eindeutigen Abbildungen erhoht sich dadurch die Ubersichtlichkeit (Bild 3.3.).

HIM | FD R |J

E X X | X
0 X
S X X

Bild 3.3

B 6 — Die Waffengattungen der NVA sind durch Farben an den Schulterstiicken und
Spiegeln der Uniformen erkennbar. Ordne den Waffengattungen die richtigen Farben
zu! Die folgende Ubersicht zeigt die richtigen Zuordnungen:

Mot.-Schiitzen . . . . . . . . weill
Artillerie . . . . . . . . .. rot

Panzer . . . . . ... ... rosa
Nachrichtentruppen . . . . . gelb
‘Pioniere . . . . . . ... .- schwarz
Grenztruppen . . . . . . . . hellgriin
Luftstreitkrafte . . . . . . hellblau
Luftverteidigung . . . . . . grau
Luftlandetruppen . . . . . . orange
Volksmarine . . . . . ... dunkelblau

Riickwirtige Dienste . . . . . dunkelgriin
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Bei Hinzunahme weiterer Gattungen wie Aufklirungstruppen (weiB), Funkortungs-
truppen (gelb), chemische, technische und KFZ-Dienste (schwarz) gelangt man zu
micht eineindeutigen Zuordnungen.

" Im Unterricht konzentrieren wir uns auf Abbildungen von einer Menge M auf eine
Menge N. Andere Abbildungen (von — in, aus — auf, aus — in) sind nicht Unterrichts-
gegenstand. Abbildungen einer Menge auf sich selbst kennen die Schiiler in Form von
Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen (als umkehrbar eindeutige Abbildungen der
Punktmenge einer Ebene auf sich selbst).

Die im Unterricht zusammengestellten Beispiele fiir Abbildungen werden auf ihre
Eigenschaften hin untersucht. Mit der Beantwortung der Frage ,,Ist jedem Element der
ersten Menge genau ein Element der zweiten zugeordnet?*“ werden eindeutige Abbil-
dungen von nicht eindeutigen unterschieden.

Die Eineindeutigkeit kann wiederholend erwihnt werden, steht aber nicht im Mittel-
punkt der Betrachtungen. Wir belasten die Schiiler nicht mit anderen Begriffenund
Bezeichnungen wie ,,links-“, ,rechts-*, ,,vor-“ oder ,,nach-eindeutig®. Sie sind nicht
Lehrgegenstand in der zehnklassigen polytechnischen Oberschule.

Dritter Schwerpunkt der Stoffeinheit 3.1.: Definition des Funktionsbegriffs (Lerneinheit
C3)

Auf der Grundlage einer intensiven Wiederholung und Festigung der Grundbegriffe
der Mengenlehre und der Abbildungen schlagen wir fiir die Erarbeitung der Definition
des Funktionsbegriffs folgenden Stundenverlauf vor:

Gliederung:

(1) Wiederholen der Begriffe ,,eindeutige Abbildung* und ,,nicht eindeutige Abbildung*
anhand von Beispielen

(2) Erarbeitung der Definition des Funktionsbegriffs und Einfiihrung der mit ihm im Zu-
sammenhang stehenden Begriffe ,,Definitionsbereich®, ,,Wertebereich* und ,,Funk-
tionswert*

(3) Darstellen von Funktionen in verschiedenen Formen

Methodische Hinweise:

Zu (1): Fiir diese Stunde sollten die Schiiler eine vorbereitende Hausaufgabe erhalten,
in der sie sich mit eindeutigen und nicht eindeutigen Abbildungen beschaftigen.
Empfehlung: Aufgaben ¢ 5 b, ¢ (Lb 123), Angabe von Teilmengen.

Beispiele B 4 und B 5 (Uh 172) aus den Darlegungen zum zweiten Schwerpunkt.

Zu Beginn der Stunde losen die Schiiler die folgenden Aufgaben selbstindig in ihren
Heften. Der Lehrer nutzt die Zeit fiir Hausaufgabenkontrollen.

o Bildet
— die Menge M, der 15 kleinsten natiirlichen Zahlen, die gréfer als 0 sind,
— die Menge M, der 6 kleinsten natiirlichen Zahlen, die groBer als 0 sind,
- die Menge Mj der Primzahlen von M,,
- die Menge M, der natiirlichen Zahlen von M,, die keine Primzahlen und gréBer
als 1 sind,
— die Menge M der 4 kleinsten Primzahlen!
o Welche Teilmengenbeziehungen bestehen zwischen M,, M,, M,, M, und M,?
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o Bildet M, auf M, ab, indem den natiirlichen Zahlen der Gro8e nach die Primzahlen
zugeordnet werden!
o Bildet M, auf M; ab, indem jeder natiirlichen Zahl ihre Teiler zugeordnet werden!

Die Abbildungen werden von den Schiilern als Paarmengen angegeben. An der Tafe]
erfolgt eine Darstellung durch Pfeildiagramme (Bild 3.4.).

Die Schiiler ermitteln, ob die Abbildungen eindeutig oder nicht eindeutig sind. Ergiin-
zend wird festgestellt, welche Eigenschaften die Abbildungen besitzen, die in der Haus-
aufgabe zu bilden waren.

Abbildung von Mengen

My={1,2.3,4 5.6} M,-{4,6,6,3,10,72,1,15}
My={2,3,5,7,11,13} Ms={2.3,57}

4
]—2 6 2
2—3 . 8 . p
3 5 De Abbildung 9 . o Die Abbildung
4 7 ist ) ist nicht
5 i eindeutig. ) 5 eindeutig
f—13 1%

% 7

Bild 3.4.

Zu (2): Die eindeutige Abbildung M, — M; wird nun besonders betrachtet. Der Lehrer
erliutert, daB eindeutige Zuordnungen eine besondere Rolle spielen, und begriindet das,
indem er z.B. auf die erforderliche Eindeutigkeit der Rechenoperationen, der Bestim-
mung von GréBen aus Formeln (Inha]tsberechnuug, physlkallsche und technische
Berechnungen) usw. hinweist. Die Schiiler versuchen selber, Beispiele fiir eindeutige
Abbildungen zu nennen. Der Lehrer erklirt, dafl solche wesentlichen und vielfach
auftretenden Beziehungen AnlaB zur Bildung eines neuen Begriffs geben. Danach wird
die Definition des Funktionsbegriffs genannt. Die Schiiler lesen sie im Lehrbuch (Lb 61)
und prigen sie sich ein. Sie kann zugleich an die Tafel geschrieben werden. Im Zusam-
menhang damit werden die Begriffe ,,Definitionsbereich* und ,,Wertebereich** und der
Begriff ,,Funktionswert* fiir die Elemente des Wertebereichs eingefiihrt.

Da sich der Funktionsbegriff historisch entwickelt und verindert hat und auch in der
noch heute zuginglichen ilteren Fachliteratur durchaus nicht einheitlich formuliert
wird, ist es notwendig, von vornherein die moderne, im Lehrplan geforderte Definition
richtig zu interpretieren. Es diirfen auch keinerlei einseitige Auslegungen zugelassen
werden. Andere gleichwertige Definitionen fiir den Funktionsbegriff konnen formuliert
werden, wie z.B. in (1) (,# Uh 161), S.90: ,,Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung
einer Menge A auf eine Menge B.* Auf Formulierungen der Definition des Funktions-
begriffs in solchen Biichern, die den Schiilern zugénglich sind [z.B. ,,Kleine Enzyklopi-

.
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die Mathematik‘?)], sollte erst spiter eingegangen werden, wenn der Begriff bei alien
Schiilern bereits eine relative Stabilitit besitzt.

Aus der Definition geht hervor, daBl zur Angabe einer bestimmten Funktion stets der
Definitionsbereich, der Wertebereich und die Abbildungsvorschrift gehéren. Kann die
Abbildungsvorschrift durch eine Gleichung angegeben werden, so geniigt die Angabe
des Definitionsbereiches. Der Wertebereich 1dBt sich daraus bestimmen.

Bei der Einfiithrung des Funktionsbegriffes gehen wir jedoch nicht von solchen Bei-
spielen aus, fiir die eine Abbildungsvorschrift in Form einer Gleichung angegeben
werden kann (vgl. Lehrplan fiir die 5. bis 10. Klasse, Seite 72). Die Beispiele fiir diesen
Stundenentwurf wurden entsprechend ausgewiihlt. Die symbolische Darstellung einer
Funktionsgleichung mit y = f(x) tritt erst ab Klasse 9 auf. Zwischen Funktion und
Funktionsgleichung muf} streng unterschieden werden, wenngleich wir in héheren
Klassenstufen die Ausdrucksweise ,,die Funktion y = f(x)* zulassen.

Die folgenden Hinweise gehen iiber das hinaus, was wir den Schiilern in der ersten
Stunde zum Funktionsbegriff nahebringen konnen. Auf die Mehrzahl der genannten
Gesichtspunkte sollte der Lehrer in den folgenden Stoffabschnitten und in den hgheren
Klassenstufen immer wieder eingehen, um auf diese Weise stindig an der Festigung des
Funktionsbegriffes zu arbeiten.

Wir miissen den Schiilern erliutern, daBl es widersinnig wire und keineswegs einer
dialektischen Auffassung entspriche, wenn wir annehmen wiirden, der Funktions-
begriff habe sich durch Jahrhunderte entwickelt und verindert, und diese Entwicklung
sei gerade heute abgeschlossen. Vielmehr gilt es, zu zeigen, daBl die Mathematik kein
starres System ist,sondern ein flexibles Instrument, mit dem wir immer besser bestimmte
Beziechungen der Umwelt erfassen konnen, indem wir das Begriffs- und Aussagen-
gefiilge zweckmaBig verindern und ausbauen. Die gewihlte Fassung des Funktions-
begriffes ist nach unseren Kenntnissen die gegenwirtig zweckmiBigste.

Zu (3): Im letzten Abschnitt der Stunde wird eine Funktion in verschiedenen Formen
dargestellt.

Aus den Beispielen, die méglichst von den Schiilern gegeben werden, wihlen wir ein
geeignetes aus, das etwa dem hier verwendeten entspricht (endlich, leicht iiberschau-
bar, mit einer Gleichung als Abbildungsvorschrift). An der Tafel werden gebrauch-
liche Darstellungsformen nebeneinandergestellt. Wir kniipfen an die Kenntnisse der
Schiiler iiber die Darstellung von Abbildungen an. Sicher werden nicht alle Formen in
dieser Stunde behandelt werden konnen. Die Schiiler sollten jedoch im Verlaufe der
Behandlung des Stoffgebietes 3. verschiedene Moglichkeiten kennenlernen.

Beispiel :

Die Menge 4 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} wird eindeutig auf die Menge B = {0, 3, 6, 9, 12, 15}
abgebildet, indem jedem Element von A das Dreifache zugeordnet wird. :

Menge geordneter Paare:
F = {[0; 0], [1; 3], [2; 6], [3; 9], [4; 12], [5; 15[}

1) Klsine Ensyklopadie Mathematik. VEB Bibliographisches Institut, Leipzig 1965.
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Wertetafel:
xed | 0 | 1 [ 2 ]3| 4]5
[ 1

yeB | 0| 3] 6] 9 |12]15

Die obere Zeile enthiilt El te des Definitionsbereichs, die untere Funktionswerte.
Die Wertetafel kann mit einer den Schiilern bereits bekannten Tafel (Quadratzahltafel)
verglichen werden. Die Schiiler sollen erkennen, daB solche Tafeln nichts anderes sind
als Darstellungen von Funktionen (endlicher Teilmengen von Funktionen).

Funktionsgleichung:
y=3-x (xe4d)

Weitere Darstellungsformen:

0—0

— —
2—6
— A
4 > 12
5—15 i 8
A
Bild 3.5.
8
A 03|69 12|%
0| X
7 X L
J
2 X
ol o o
3 X
2r o
4 X ok o
d X Bild 3.6. 6r °
¢ 7 2 3 & 5 @ e
e e e e o e | L L S o
6o 3 & & wu W 01 2 3 4 5 @ x

Bild 3.7. Bild 3.8.

Solche Skalen wie im Bild 3.7. finden sich z. B. an Thermometern, die zugleich die
Celsius- und Reaumurskale tragen. Auch die Skalen des Rechenstabes gehoren hierher.
Fiir jede Darstellungsform wird erortert, in welcher Weise sich die Eindeutigkeit der
Abbildung zeigt. Dazu sind Vergleiche mit einer nicht eindeutigen Abbildung ange-
bracht (das rechtsstehende Beispiel in Bild 3.4. oder das Beispiel in Bild 3.2. bzw.
3.3.).
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Fiir die Hausaufgabe sind u. a. auch solche Beispiele vorzusehen, die zu unendlichen
Paarmengen fiihren (Aufgabe ¢ 5 a, Lb 123). An einem solchen Beispiel erliutern wir,
daB nur Teilmengen dargestellt werden kénnen und allein die Funktionsgleichung die
gesamte Menge reprisentiert. Hier finden wir ein Motiv, weshalb wir uns in den folgen-
den Stunden besonders mit solchen Funktionen befassen werden, fiir die eine Funk-
tionsgleichung existiert.

Zusammenfassung: .

1) Fiir die Einfiihrung des Funktionsbegriffes liegen aus dem vorangegangenen Mathe-
matikunterricht so viele Beispiele vor, daB er auf der Grundlage der Wiederholung
der Grundbegriffe der Mengenlehre unter aktiver Mitarbeit der Schiiler erarbeitet
werden kann. Das selbstindige Bilden von Mengen und Abbildungen und die ver-
schiedenen Darstellungen fiir Abbildungen stehen in dem gesamten Stoffabschnitt
im Vordergrund.

2) Den Schiilern ist die auBerordentliche Bedeutung des Funktionsbegriffes in der
Mathematik und fir die quantitative Erfassung bestimmter realer Bezichungen
anhand von Beispielen verstindlich zu machen. Dazu wird jedoch nur ein erster
Schritt getan werden kénnen. Der weitere Ausbau der Erkenntnis der praktischen
und theoretischen Bedeutung dieses Begriffs erfolgt bei der Behandlung der folgen-
den Stoffabschnitte und in den héheren Klassenstufen.

3) Wir empfehlen, die Schwerpunkte in der angegebenen Reihenfolge :zu behandeln
und fiir jeden eine Stunde zu verwenden. Wenn die Grundbegriffe der Mengenlehre
in der zu unterrichtenden Klasse sicher beherrscht werden, kann die Wiederholung
verkiirzt und sofort in der ersten Stunde mit der Behandlung von Abbildung
verkniipft werden. Fiir die Behandlung des Funktionsbegriffs stehen dann 2 Stunden
bereit. Der Lehrer sollte nicht versiumen, in die Stoffeinheit die Wiederholung ver-
schiedener Stoffe aus der Mathematik einzubeziehen und Verbindungen zu anderen
Fichern herzustellen (,# Uh 168 bis 172). Die Auswahl trifit der Lehrer entsprechend
den Erfordernissen in seiner Klasse.

3.2, Lineare Funktionen (9 Stunden)

Das Hauptziel dieser Stoffeinheit besteht in der Einfihrung in die systematische
Behandlung von Funktionen, deren Abbildungsvorschriften durch Gleichungen gegeben
werden kénnen. Wir beginnen mit den verhiltnisméBig leicht iiberschaubaren linearen
Funktionen. Zunichst wird an die Kenntnisse iiber die direkte Proportionalitit
angekniipft und das Ristzeug zum graphischen Darstellen der Funktionen durch
Erweiterung des Koordinatensystems geschaffen. Danach werden schrittweise Funk-
tionen mit Gleichungen der Form y = mx und y = mx -+ n betrachtet, wobei wir den
Bereich der rationalen Zahlen als Definitionsbereich wihlen. Die Erorterung der Eigen-
schaften wird in starkem MaBe an den graphischen Darstellungen orientiert. In der
Zusammenfassung und Systematisierung erfolgt auch ein Vergleich mit anderen
Funktionen (z. B. y = |x| u. a.).
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3.2.1. Das rechtwinklige Koordinatensystem
(2 Stunden; Lerneinheiten C 4 und 5)

Die Schiiler lernen das Koordinatensystem als ein Hilfsmittel fiir das graphische Dar-
stellen von Funktionen kennen.

Diagramme sind ihnen bereits bekannt. Wir greifen vor allem auf die direkte Pro-
portionalitiit und ihre graphische Darstellung zuriick, die in Klasse 6 behandelt wurden.
Die Erweiterung des Koordinatensystems auf vier Quadranten kann durch ein prakti-
sches Beispiel motiviert werden. Im Mathematikunterricht der Klasse 7 haben die
Schiiler den Ubergang vom Zahlenstrahl zur Zahlengeraden kennengelernt, der bei der
Erweiterung des Bereichs der gebrochenen Zahlen zu dem der rationalen Zahlen vor-
genommen wurde. Daran sollte angekniipft werden.

Die Schiiler sollen lernen, Zahlenpaare (x;; ¥;), %; und y, aus R, auf Punkte eines Keor-
dinatensystems abzubilden und zu bestimmten vorgegebenen Punkten eines Kocrii-
natensystems Zahlenpaare anzugeben. Zur Rationalisierung und Intensivierung der
Ubungen werden Blitter mit vorbereiteten Koordinatensystemen, Arbeitsblatter tnd
Hafttafeln empfohlen. Im Verlaufe des Unterrichts, vor allem auch der folgenden Urzer-
richtseinheiten, sollen die Schiiler zu der Einsicht gefithrt werden, daB das rechtwirk-
lige Koordinatensystem cin Mittel darstellt, mit dessen Hilfe die Eigenschaften <&
Funktionen anhand der graphischen Darstellungen besonders gut erkannt wercem
konnen. Im Koordinatensystem erscheinen Funktionen (meist) als Kurven. dersa
Gestalt wichtige Aussagen iiber die Eigenschaften liefert. Die graphische Darstellurg
von Funktionen wird in der Mathematik als heuristisches Mittel zum Erkennen wese=t-
licher Eigenschaften benutzt und findet vor allem in der Praxis in vielfaltiger Wezze
Verwendung. Andere Darstellungsformen fiir Funktionen, wie sie im letzten Schw-r-
punkt der vorangehenden Unterrichtseinheit genannt wurden (Uh 176), bieten rwa=
fiir bestimmte Zwecke Vorteile, lassen aber im allgemeincn die mathematisch becewz-
samen Eigenschaften nicht so klar hervortreten wie die graphische Darstellucs is
einem Koordinatensystem.

Bei der graphischen Darstellung von Funktionen in einer durch ein Koordiratez-
system orienticrten Zeichenebene erfolgt eine eindeutige Abbildung der Elemente der
Funktion, der geordneten Paare, in die Punktmenge der Zeichenebene.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.1. : Zueinander direkt proportionale Zahlem-
folgen (Lerneinheit C4)

Wir geben zwei Zahlenfolgen vor, etwa die im Lehrbuch angegebenen (Lb 62). und
lassen die Schiiler untersuchen, ob sie zueinander direkt proportional sind.

Die Schiiler bestimmen den einheitlichen Faktor ¢ und formulieren die Beziehung aks
Gleichung y = ¢ - x.

Sie stellen die Proportionalitit in einer Wertetabelle und graphisch im rechtwinkligen
Koordinatensystem dar. Dabei erfolgt die Wiederholung der Begriffe am Kocrdinaten-
system unter Verwendung des Bildes 3.9.

Den Lehrer weisen wir auf die Darlegungen iiber die Einfithrung direkt proportionaler
Zahlenfolgen in der Unterrichtshilfe fiir die Klasse 6 hin.1)

Fir die Ubung im Unterricht und fiir Hausaufgaben empfehlen wir Aufgaben ams
Nr. ¢ 6, Lb 123.

1) Unterrichtshilfen Mathematik 6. Klasse, Seiten 166—172. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1975.
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Bild 3.9. Koordinatensystem

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.1.: Das rechtwinklige Koordinatensystem
(Lerneinheit C5)

Als Motiv fiir die Erweiterung des Koordinatensystems kénnen wir z. B. die Temperatur-
messung an cinem Wintertag wihlen. Wir konnen auch sofort von einem mathemati-
schen Beispiel ausgehen (Aufgabe 5a, Lb 123).

Mit der Erweitcrung der Koordinatenachsen zu Geraden wird die Zcichenebene in
4 Felder eingeteilt, fiir die wir die Bezeichnung ,,Quadranten* einfithren ( /Lb 63, Bild
C9). Zuvor miissen aber die Begriffe ,,Koordinaten®, ,,Abszisse* ,,Ordinate®, ,,Ab-
szissenachse'* und ,,Ordinatenachse* wiederholt werden. Dann konnten einige Verein-
barungen besprochen werden: Angabe der Einhciten auf den beiden Achsen; Anbringen
der Bezeichnungen unterhalb der Abszissenachse und links von der Ordinatenachse,
wodurch der praktisch am hiufigsten verwendete 1. Quadrant von Bezeichnungen
freigehalten wird. Davon geht man nur dann ab, wenn es fiir die Darstellung zweck-
miBiger ist.

Das Hauptgewicht liegt auf Ubungen im Abbilden geordneter Zahlenpaare auf Punkte
im Koordinatensystem und im Angeben von Zahlenpaaren zu vorgegebenen Punkten.
Arbeitsblitter sind fiir eine intensive und rationelle Gestaltung der Ubung besonders
bei der zweiten Aufgabenstellung sehr zu empfehlen (Aufgaben 16 und 18, Lb 125).
Der Lehrer sollte entweder cine Hafttafel benutzen, auf die ein Koordinatensystem
gezeichnet ist (evtl. Leisten oder diinne Streifen als Achsen), oder eine Schiefertuchtafel
mit Koordinatensystem. Auch ein Koordinatensystem auf einer Folie fiir den Tages-
lichtschreibprojektor ,,Polylux, kann gute Dienste leisten. An der Hafttafel werden
Punkte durch Magnethaftstcine dargestellt, deren eine Seite man hell gefirbt hat. Die
Schiiler sollten in Vorbereitung auf diese Ubung auf Kistchenpapier (evtl. Millimeter-
papier) Koordinatensysteme zeichnen.

Fiir Ubungen und Hausaufgaben stehen die Aufgaben ¢ 7 bis 18 (Lb 123 bis 125) zur
Verfiigung, die unter anderem auch eine Wiederholung der Spiegelung einschliefen
konnen (Aufgaben ¢ 12 bis 15).

Zusammenfassung:

Die Unterrichtseinheit ist durch Einsatz geeigneter Arbeitsmittel fiir den Lehrer und
fiir die Schiiler rationell und intensiv zu gestalten. Wir empfehlen, fiir den ersten
Schwerpunkt etwa eine halbe Unterrichtsstunde zu verwenden und in dieser Stunde
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auch die Erweiterung des Koordinatensystems auf vier Quadranten durch Erweitern
der Koordi hsen zu Zahlengeraden vorzunehmen.

Die zweite Stunde sollte vollstindig vielfaltigen Ubungen in der Verwendung des Koordi-
natensystems zur Abbildung von Zahlenpaaren und zur Angabe von Zahlenpaaren zu
bestimmten vorgegebenen Punkten dienen. In die Ubuugen sind auch graphlsche Dar-
stellungen von Zahlenpaaren proportionaler Zahlenfol beziehen. In Verbi

mit dem Hinweis auf Punkte des Koordmatensystems, fiir die kein Paar rationaler
Zahlen angegeben werden kann, sind die Kenntnisse der Schiiler iiber irrationale Zahlen
(aus Klasse 7) zu wiederholen.

3.2.2. Funktionen mit einer Gleichung der Form y = mx

(3 Stunden; Lerneinheiten C 6 bis 8) .
Nach der Definition des Funktionsbegriffs lernen die Schiiler von dieser Unterrichts-
einheit ab systematisch spezielle, in ihrer Struktur einfache Funktionen kennen. Als
Glieder der geordneten Paare treten zunichst nur rationale Zahlen auf (in Anwendungen
auch GroBen). Die Abbildungsvorschriften sind durch Gleichungen gegeben.
Es ist wichtig, daB gelegentlich immer wieder Beispiele fiir andere Funktionen ein-
geflochten werden, damit keine Einengung des Begriffes entsteht, vielmehr die Schiiler
die linearen Funktionen als spezielle Funktionen begreifen. Sie miissen erkennen:

— Nicht jede Funktion ist eine Abbildung von Zahlenmengen;
— Nicht jede Funktion ist durch eine Gleichung darstellbar.

Ankniipfend an die Kenntnisse der Schiiler iiber die direkte Proportionalitit werden
lineare Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx behandelt.

Wir gehen von mehreren konkreten Beispielen fiir Abbildungsvorschriften aus und
gelangen zur allgemeinen Form y = mx. Die Bedeutung des Faktors m fiir die Lage der
graphischen Darstellung der Funktion im Koordinatensystem verwenden wir als Syste-
matisierungsgesichtspunkt.

Die Ziele der Unterrichtseinheit bestehen darin, daBl die Schiiler diese Funktion genau
kennenlernen und erkennen, daB vielfiltige Beziehungen durch Funktionen mit Glei-
chungen der Form y=mx erfaBt werden konnen. Sie sind in der Lage, Zahlenpaare
zu berechnen, die einer Funktlonsglelchu% y = mx geniigen, entsprechende Werte-
tafeln aufzustellen und die Funktionen graphlsch darzustellen. Sie wissen, dafB8 alle
Punkte der graphlschen Darstellung auf ein und derselben Geraden liegen. Dazu wird
der Beweis mit Hilfsmitteln aus der Ahnlichkeitslehre gefiihrt. Sie machen sich dieses
Wissen zunutze, indem sie zwei geeignete Punkte fiir die Darstellung auswiihlen, wobei
sie auch den Anstieg m verwenden.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.2.: Funkti mit einer Gleichung der
Form y = mx (m == 0, m € R) (Lerneinheit C 6)

Wir gehen von mehreren Beispielen fiir direkt proportionale Zahlenfolgen und GréBen
aus. Sie werden der Mathematik, der Physik und anderen Gebieten entnommen. In
jedem Fall wird die entsprechende Funktionsgleichung gebildet. Beispiele enthilt das
Lehrbuch (Lb 64 und Aufgaben c 6 a bis f, Lb 123)

Die Schiiler sellten auch selbst entsprechende Bezieh hen. Dem Tafelwerk
kénnen mathematische und physikalische Formeln entnommen werden.

Die Erarbeitung der Gleichung y = mx, die die Schiiler in der Gestalt y = ¢ - x bereits
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aus Klasse 6 kennen, wird erneut als Verallgemeinerungsproze3 gestaltet, in dem von
mehreren konkreten Fillen abstrahiert wird.

Im Bild 3.10., das als Tafelbild entwickelt werden kann, sind mehrere Beispiele zu-
sammengestellt, die dem Lehrbuch und dem Tafelwerk?!) entnommen sind.

Beispiele fiir Funktionen aus Mathematik und Physik (Proportionalititen)
ls=90-¢ 6. s =v-t allgemeine Form:
1

2.y =005-x 7.F2=?-F1 O=m-0O

4.e =a- fz_ 9.p =h'Z T

5.u= Ed d 10.P =F- v m Proportionalititsfaktor
Bild 3.10.

.

1. Beispiel C 15 (Lb 64) 6. Weg bei gleichférmig geradliniger Bgwegung
2. Aufgabe c 6a (Lb 123) 7. Kraft an der losen Rolle
3. Aufgabe ¢ 1d (Lb 130) 8. Grundgesetz der Dynamik
4. Quadratdiagonale 9. Schweredruck in Flissigkeiten -
5. Kreisumfang 10. Leistung

Zu beachten ist, daB in den Beispielen gleiche Symbole in verschiedener Bedeutung
auftreten. Die Schiiler kénnen daraus ersehen, daB zum richtigen Gebrauch der Tafel
Kenntnisse iiber die Bedeutung der Symbole gehiren. In den meisten Fillen kann diese
Bedeutung jedoch ebenfalls dem Tafelwerk entnommen werden.
Auf der rechten Seite der Gleichungen 6, 8, 9 und 10 ist jeweils eine Gxd8e als konstant
anzusehen, etwa die Geschwindigkeit v, die Masse m oder die Wichte y. Der Lehrer
unterstiitzt den VerallgemeinerungsprozeB bei den Schiilern, indem er zunichst die
konstanten Faktoren unterstreichen liGt.
Die Schiiler formulieren die Abhingigkeiten oder Zuordnungen mit eigenen Worten:
,,Der zuriickgelegte Weg ist gig von der abgelaufe Zeir.*
,.Jeder Seitenlinge eines Quadrates entspricht ein bestimmter Umfang® usw.

By s

Sodann sind die Formulierungen zu prizisieren:
.»Die Mapzahl des zuriickgelegten Weges ist das 90fache der Maf3zahl der abgelaufenen
Zeit.
,»Der Weg ist pmpartionul zur Zeit. Die Geschwindigkeit (90 km in der Stunde) ist der
Proparuonalimtsfakwr
»Der Umfang eines Quadrates ist gleich dem Vierfachen der Seitenlinge. Der Umfang
zst proportional zur Seitenlinge. usw.

Es sollte darauf geachtet werden, dal die Schiiler die Definitionsbereiche und Werte-
bereiche und einzelne Elemente daraus richtig beschreiben bzw. nennen kénnen. Der
Gebrauch des mathematischen Begriffes ,,Menge* ist deutlich vom umgangssprach-

1) Tabellen und Formeln, Mathematik - Physik - Chemie. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1973
(Titel-Nr. 00 07 13).
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lichen Gebrauch abzuheben. In Aufgabe c 6 a (Lb 123) wird z. B. nicht ,.eine Menge
Britchen® auf ,.eine Menge Geld* abgebildet! Der Definitionsbereich b ht hier aus
Mengen von Brétchen, der Wertebereich aus Geldbetrigen. Jedes Element des Defini-
tionshereichs ist eine Menge, der Definitionsbereich also eine Menge von Mengen. Jeder
Menge von Brétchen (z. B. der Menge von 4 Brétchen) wird genau ein Geldbetrag
(0,20 M), ihr Preis, zugeordnet.

In allen Gleichungen treten drei GréBen bzw. Zahlen auf. Sie sind wohl zu unterscheiden.
Um die Elemente des Definitions- bzw. Wertebereichs, die durch die Variablen bezeich-
net werden, deutlich hervorzuheben, zeichnen wir fiir die zu gewinnende allgemeine
Form auf der linken Seite zunichst ein leeres Kistchen, in gleicher Weise fiir die Varia-
ble auf der rechten Seite einen leeren Kreis. Fiir den konstanten Faktor wihlen wir die
Variable m. SchlieBlich setzen wir in die Leerstellen die iiblichen Bezeichnungen y und x
ein.

Fiir einzelne Beispiele berechnen die Schiiler geordnete Zahlenpaare, die die Funktions-
gleichung erfiillen. Dazu verwenden sie die Proportionaleinstellung auf dem Rechen-
stab.

Fiir Ubungen und Hausaufgaben werden die Aufgaben ¢ 19 und 20 (Lb 125) empfohlen,
deren Losungen als Grundlage fiir die sich anschlieBende Behandlung der graphischen
Darstellung der Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx verwendet werden
konnen.

7

Zweiter Schwerpunkt der Unterri
y = mx (m == 0) (Lerneinheit 7)

1. Unter Verwendung von Wertetafeln stellen die Schiiler Funktionen mit Gleichungen
der Form y = mx im Koordinatensystem graphisch dar. Dazu sollten vorbereitende
Hausaufgaben erteilt werden (siehe oben!).

2. Aus einigen Darstellungen (auch Bild C 11, Lb 65) entsteht die Vermutung, daB alle
Punkte der graphischen Darstellung einer solchen Funktion auf jeweils ein und der-
selben Geraden liegen. Die Schiiler kennen das bereits von der graphischen Dar-
stellung der direkten Proportionalitit in Klasse 6. Dort war das ihnen lediglich mit-
geteilt worden. Jetzt ist es notwendig, das Bediirfnis zu wecken, diese Behauptung
wie jede andere in der Mathematik zu beweisen. Die Schiiler werden auch in Klasse 8
leicht geneigt sein, diesen Umstand als selbstverstindlich hinzunehmen. (,,Das sieht
man doch!*) Wir sollten das Beweisbediirfnis nicht immer nur dadurch zu wecken
suchen, da wir die Behauptung anzweifeln. Vielmehr sollten wir die richtige Ver-
mutung bestitigen und die Schiiler auffordern, stichhaltige Begriindungen dafiir an-
zugeben. Das Bemiihen darum fiihrt dann zwangslaufig zum Beweis.

3. Als wesentliche Voraussetzungen fiir das Verstehen des Beweises miissen die Schiiler
erstens wissen, da die Koordinaten von Punkten, die der graphischen Darstellung
der Funktion y = mx angehéren, die Gleichung erfiillen. Sie miissen zweitens die
Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke anwendungsbereit beherrschen.

4. Zunichst wird die logische Struktur der Behauptung aufgehellt. Die Schiiler formu-
lieren den Satz C 2 (Lb 65) in die ,,wenn — so**-Form um:

‘Wenn ein Punkt zur graphischen Darstellung der Funktion y = mx (m == 0) gehért,
80 liegt er mit allen anderen zugehérigen Punkten auf ein und derselben durch den
Ursprung verlaufenden Geraden.

Ein Punkt der Darstellung ist gewifl der Koordinatenursprung, weil seine Koordina-
ten die Gleichung erfiillen. Wihlen wir zwei beliebige weitere Punkte der Darstellung,
s0 miissen sie auf ein und derselben Geraden durch den Ursprung liegen.

inheit 3.2.2.: Graphische Darstellung der Funktionen
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5. Die Beweisidee kann verhiltnismiBig leicht gefunden werden, wenn wir zu zwei

(beliebigen) Punkten die Ordinaten und Abszi einzeich Die entstehend
Dreiecke konnen herausgezeichnet werden (Bild C 12, Lb 65). Die Schiiler vermuten
die Ahnlichkeit der beiden Dreiecke und weisen sie mit Hilfe eines Ahnlichkeitssatzes
(Lb 42, Satz B 14) nach.
Der Beweisgang ist ausfiihrlich im Lehrbuch dargestellt. Er wird zunichst nur fiir
eine bestimmte Funktion, y = 2x, gefithrt. Dann wird darauf hingewiesen, daB3 der
Beweis in gleicher Form fiir jedes andere m ablauft. Der Fall m = 0 wird ausge-
schlossen.

6. Es bleibt noch die Frage offen, ob jeder Punkt der Geraden, auf der zwei beliebige
Punkte der graphischen Darstellung der Funktion y = mx liegen, selbst zur graphi-
schen Darstellung gehort, seine Koordinaten also die Gleichung y = mx erfiillen.
Das wiire die Umkehrung des Satzes. Wir teilen den Schiilern mit, da3 der Beweis
nur in einem umfassenderen Zahlenbereich gefithrt werden kann, auf dessen Exi-
stenz bereits in Klasse 7 bei der Behandlung von Quadratwurzeln und der Einfith-
rung des Begriffes ,,irrationale Zahl“ verwiesen wurde, der aber erst in Klasse 9 auf-
gebaut wird. Solange nur der Bereich R der rationalen Zahlen als Definitions- und
Wertebereich zur Verfiigung stcht, bleiben auf der Geraden noch Liicken bestehen,
also Punkte, dic nicht zur graphischen Darstellung der Funktion gehéren. Ein sol-
cher Punkt P ist z.B. konstruierbar, wenn wir vom Ursprung auf dem Bild der
Funktion y = x eine Einheit abtragen. Dessen Koordinaten haben beide die Linge

%~ 1/5, sind also nicht rational (Bild 3.11.).

N
X
]
\\\
Y, N (37227
P
Lo
Bild 3.11. 1 I
9 Wz 1 X

Aus diesen Griinden kénnen wir noch nicht formulieren:
Die graphische Darstellung einer Funktion y = mx ist eine Gerade.
Wir kénnen nur sagen:

Alle Punkte der graphischen Darstellung einer Funktion y = mx liegen auf einer
(gemeinsamen) Geraden durch den Ursprung.

Da die Liicken auf der Geraden, wenngleich ihre Anzahl unbegrenzt ist, nicht sicht-
bar sind, sprechen wir dennoch haufig einfach von ,,der Geraden*. Hier wird erneut
deutlich, welche Grenzen der Veranschaulichung abstrakter mathematischer Be-
zichungen gesetzt sind. Im Interesse der mathematischen Bildung der Schiiler sollte
der Lehrer unbedingt darauf hinweisen. Leistungsstarke Schiiler kénnen in diesem
Zusammenhang Zusatzaufgaben erhalten.
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Als Folgerung fiir das Konstruieren der graphischen Darstellung der Funktion mit der
Gleichung ¥ = mx ergibt sich aus dem Beweis, daB lediglich zwei Punkte angegeben
werden miissen, die durch eine Gerade mitei der zu verbinden sind. Alle Punkte
der graphischen Darstellung liegen auf dieser Geraden. Ein Punkt der graphischen Dar-
stellung von y = mx ist der Koordinatenursprung.

Wir benétigen also noch einen zweiten, der nicht zu nahe beim ersten liegen sollte. Einen
dritten Punkt lassen wir stets zur Kontrolle einzeichnen.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.2.: Der Anstieg m (Lerneinheit C 8)

Nachdem erarbeitet und bewiesen wurde, daB alle Punkte der graphischen Darstellung
einer Funktion mit einer Gleichung der Form y = mx (m == 0) auf einer Geraden liegen,
die durch den Koordinatenursprung verlauft, ist noch die Neigung der Geraden gegen-
iiber den Koordinatenachsen zu erértern. Wir empfehlen, in drei Schritten vorzu-
gehen.

1. Wir lassen die Schiiler mehrere Funktionen in ein und dasselbe Koordinatensystem
zeichnen und nach einem Kriterium fiir die Neigung gegeniiber der Abszi h
suchen (/ Bild C 14, Lb 67). Sie sollen finden, daB die Neigung von m abhingt. Fiir
diesen Koeffizienten fithren wir die Bezeichnung ,,Anstieg* ein.

2. Untersuchungen iiber die Bedeutung des Anstiegs m fiir das Steigen oder Fallen der
Geraden und fiir die symmetrische Lage zweier Geraden beziiglich der Abszissen- und
der Ordinatenachse schlieBen sich an. (Aufgabe ¢ 25, Lb 125, sowie die Bxlder C15
und C 16, Lb 67)

3. Die Betrachtungen sollten in einer Systematisierung der Lagebezichungen der Ge-

raden zur Abszissenachse in Abhingigkeit von m mit dem Ziel miinden, diese Kennt-
nisse iiber m fiir das graphische Darstellen nutzbar zu machen.
Zur Gegeniiberstellung betrachten wir noch die Funktion mit der Gleichung y = |x|,
die Betragsfunktion, und stellen sie graphisch dar (Bild C 17 und Aufgabe c 26,
Lb 125). Die Schiiler konnen selbstindig den Wertebereich bestimmen (Bereich der
nichtnegativen rationalen Zahlen).

Wir stellen im folgenden einige Moglichkeiten dar, den Zusammenhang zwischen dem
Anstieg m und der Lage der Geraden sichtbar zu machen. Fiir den Unterricht kann der
Lehrer davon die eine oder andere auswiihlen.

© Durch den Punkt P’ (1;0) wird eine Parallele zur Ordinatenachse gezeichnet (Bild
3.12.). Sie schneidet die graphische Darstellung der Funktion in einem Punkt P (1; m).
Die Ordinate dieses Punktes konnen die Schiiler berechnen, indem sie fiir x in die Glei~
chung y = m -+ x die Zahl 1 einsetzen. Wir beschrinken uns auf rationale m. Neben
P,(0; 0) ist damit ein zweiter Punkt P(1; m) gewonnen, durch den die Lage der Gera-
den festgelegt ist.
o P hegt aber im allgemeinen sehr nahe bei P, so daB die Darstellung ungenau wird.
So wie das Paar (15 m) erfiillt auch jedes Paar (k; km) mit k € R die Gleichung y = mx.
In der graphischen Darstellung entspricht das der Ahnlichkeit der Dreiecke P,P’P.
P,P/P,, P,P,P,, P PP, usw. (Bild 3.13.). Als zweiten Punkt fiir die graplusche
Datstellu.ng kiinnen wir also einen Punkt P, (k; km) verwenden.
o Fiir die Systematisierung eignen sich die Bilder 3.14. oder 3.15. Die Felder der einzel-
nen Bereiche sollten farbig voneinander abgehoben (Bild 3.14.) oder die Geraden selbst
farbig eingezeichnet werden (Bild 3.15.). Die Bilder der Funktioneny = xundy = — x
als Winkelhalbierende des I./IIL. bzw. IL./IV. Quadranten werden hervorgehoben. Der
Fall m = 0 wird einbezogen. Die Schiiler sollen erk da8 die Ordi hse und
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P(1;m) y
U 2
m
2
P'(1.0) x
0, 7 X
Bild 3.12.
l I m>7 ////
= / 0<m<1
() \ X
BALATAN
N
I
m<- 7' m==1
lllllh IINNN .
Bild 3.14. Bild 3.15.

Parallelen zu ihr, z.B. die durch (1; 0), keine graphischen Darstellungen von Funktio-
nen sind, wenn der Definitionsbereich (wie iiblich) auf der Abszissenachse abgebildet ist.
Der Verlauf der Geraden wird jeweils wachsenden x-Werten entsprechend beschrieben:
»die Gerade steigt vom Il zum I. Quadranten®, ,,die Gerade fillt vom II. zum IV,
Quadranten*. Die Bilder sind schrittweise zu entwickeln. Bild 3.15. kann als Zusam-
menfassung der Bilder C 14 im Lehrbuch gegeben werden.

Vgl auch die Abblldungen in ,,Mathematik in Ubersichten*, Volk und Wissen Volks-
eigener Verlag, Berlin 1973, S. 63.

Unterrichtsmittel fiir eine rationelle und intensive Gestaltung der Ubungen und der
Systematisierung:

Fiir den Lehrer :

Hafttafeln bzw. Haftschiefertafeln mit Koordinatensystemen, auf denen Geraden
durch diinne Leisten oder Streifen markiert werden. Durch Drehung der Geraden
(Leisten) um den Ursprung zeigen wir die verschiedenen Lagen. Auch der Einsatz eines
Schreibprojektors sei hier empfohlen.



Fiir die Schiiler:

Vorbereitete Koordinatensysteme auf Millimeterpapier, evtl. in Klarsichtfolientaschen
eingelegt, auf die sie diinne Stabe als Geraden legen. Fiir eine rasche Riickkopplung
eignen sich besonders sc Koordinat heiben (Bild 3.16.). Auf eine runde
feste Pappscheibe ist ein auf Millimeterpapier gezeichnetes Koordi ystem auf-
geklebt. Im Ursprung sind auf der Riickseite mit einem Splint einige Gummischlaufen
befestigt, die iiber die Scheibe gezogen werden konnen. Die Schiiler kénnen damit
Geraden andeuten und die Scheiben zur Kontrolle durch den Lehrer hochhalten. Der
Lehrer kann sich rasch davon iiberzeugen, wie viele Schiiler dic Aufgabe richtig gelost
haben. Das Arbeitsmittel konnen sich die Schiiler leicht selbst herstellen.

g— Gummischlingen
y ._>\ 1, /ﬂg
[ /
A\
71T
[
x|
\!
Splint
derseif Rickseite
Vorderseite Koordnatenscheibe
Bild 3.16.

Ubungen, in denen Funktionsgleichungen aus vorgegebenen graphischen Darstellungen
niherungsweise zu bestimmen sind, kénnen durch den Einsatz eines Arbeitsblattes
rationell gestaltet werden.

Zusammenfassung:

1. Die Schiiler lernen Funktionen mit Cleichungen der Form y = mx kennen. Viel-
faltige Belsplele sollen den Schiilern zeigen, daﬂ mit der allgemeinen Funktion
y = mx eine groBe Anzahl verschied B aus unterschiedlichen Be-
reichen erfaBt werden. Sie verstehen den Vcrallgemememnwsprozell der von den

inzelbeispielen zu der Gleichung y = mux fiihrt.

. Eine besondere Rolle in den Untersuchungen(splelt die graphische Darstellung, weil
aus ihr leicht wesentliche Eigenschaften der Funktion abgelesen werden kénnen. Es
wird bewiesen, daB alle Punkte der graphischen Darstellung einer Funktion mit
einer Gleichung der Form y = mx auf einer Geraden liegen, die durch den Koordina-
tenursprung verlduft.

. Die Schiiler lernen den EinfluB des Anstiegs m auf die Lage der graphischen Dar-
stellung der Funktion im Koordinatensystem kennen. In einer Systematisierung
werden die Verlaufsmoglichkeit iibergestellt. Vergleichsweise wird die Funk-
tion mit der Glelchung y = x| betrachtet. Der Anstleg m wird zur raschen Fest-

»
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legung von Punkten der graphischen Darstellung genutzt. Ratlonelle Ubungen im
graphischen Darstellen durch Ver er Arb ittel schlieBen die
Unterrichtseinheit ab.

B

Fiir die Behandlung der drei Schwerpunkte sollte jeweils eine Stunde verwendet wer-
den.

3.2.3. Funktionen mit einer Gleichung der Formy = mx + n
(4 Stunden; Lerneinheiten C 9 und 10)

Das Hauptziel der Unterrichtseinheit bestcht fiir die Schiiler im Kennenlernen der
linearen Funktionen. Die systematische Untersuchung wird fortgesetzt, indem wir von
den bekannten Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx ausgehen und in den
Gleichungen einen konstanten Summanden hinzufiigen, also einen Summanden, in dem
die Variable x nicht enthalten ist.

Die Motivierung kann auch durch geeignete praktische Beispiele erfolgen.

Die Gleichungen werden in dieser Unterrichtscinheit i. allg. in der Form y = mx - n ge-
geben. Die Begriffe ,,explizite* und ,,implizite Form werden nicht verwendet. Glei-
chungen der Gestalt ax + by 4 ¢ = 0 treten verstirkt im Stoffabschuitt 3.4. im Zu-
sammenhang mit der Behandlung von Gleichungen mit mehreren Variablen auf.

Die Schiiler berechnen geordnete Zahlenpaare die die Funktionsgleichung y = mx +n
erfiillen. Der Einflul von n auf dic Lage der graphischen Darstellung im Koordinaten-
system wird untersucht und fiir die Bestimmung des Bildes genutzt. Die Schiiler iiben
das graphische Darstellen von lincaren Funktionen und das niherungsweise Bestimmen
der Funktionsgleichung aus vorgegebenen graphischen Darstellungen.

Nach der Untersuchung mehrerer Funktionen der Form y = mx + n (m == 0) erfolgt
eine Systematisierung, bei der auch spezielle Fille erfaBt und Funktionen, die nicht die
Form y = mx + n haben, (y = |x| + n), zum Vergleich herangezogen werden.

Die Unterrichtseinheit wird mit einer Zusammenfassung des Stoffes der Abschnitte 3.1.
und 3.2. abgeschlossen.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.3.: Punktionen mit Gleichungen der Form
y=mx+n (m=0;m,n € R) (Lerneinheit C9)

. In Analogie zur Einfiihrung von Funktionen mit einer Gleicbung der Form y = mx
(m == 0), Unterrichtseinheit 3.2.2., 1. Schwerpunkt, gehen wir von Beispielen aus, die
zu der allgemeinen Form y = mx + n fiihren.

1. Der Lehrer gibt z. B. den folgenden Sachverhalt vor (transportable Tafel):

Die Elektroenergiemenge von 1 kWh kostet fiir den Verbraucher 0,08 M. Zusitzlich
wird eine Grundgebiihr von 2,50 M erhoben.

2. Die Schiiler sollen selbstindig die Beziehung in Form einer Gleichung niederschrei-
ben. Als Impuls kann der Lehrer den Hinweis geben, ichst die Grundgebiihi
auBler acht zu lassen und sie spéter als Summand hinzuzufiigen. So gewinnen die
Schiiler die Gleichung y = 0,08x + 2,50.

3. Aus ihren physikalischen Kenntnissen und aus dem Tafclwerk suchen sie weitere
Bei die auf Gleichungen dieser Gestalt fiihren. Aus dem Lehrbuch kénnen
Aufgabe 5f, Lb 123, und die Gleichungen aus den Aufgaben c 27 und 28, Lb 126,
verwendet werden. Wir erhalten z. B. folgende Zusammenstellung:
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y = 0,08x + 2,50 (Beispiel v. oben)
y=2%x-3 (Aufgabe 5f, Lb 123)
v =;“ +a-t (gleichmaBig beschleunigte Bewegung mit An-
fangsgeschwindigkeit)
L=kh+l «a A8 (Léngenausdehnung eines Stabes bei Erwirmung)
4. Die Schiiler unterstreichen die konstanten Koeffizienten, die bei der Variablen auf

der rechten Seite der Gleichungen stehen, und die konstanten Summanden mit ver-
schiedenen Farben und verallgemeinern zu

5. Wir lassen die Schiiler zu einem einfachen Beispiel die Wertetafel berechnen. Wir

1
empfehlen dazu, zunichst eine Tafel fir y =57 aufzustellen und danach fiir

y= %x + 3. Die Tabelle lassen wir in der folgenden Form anlegen:

-21-1 0 1 2 3

cx+3

rof = | N | B

Sie bildet die Grundlage fiir die Untersuchung der graphischen Darstellung solcher
Funktionen.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.3.: Graphische Darstellung von Funkti,
mit Gleichungen der Form y = mx + n (Lerneinheiten C 9 und 10)

Das graphische Darstellen und die Untersuchung der Bilder der linearen Funktionen
umfassen den gréBten Zeitraum der Unterrichtseinheit. Wir empfehlen, in folgenden
Schritten vorzugehen:

1. Zu dem Beispiel, das wir am Ende des 1. Schwerpunktes vorgeschlagen haben, ferti-
gen die Schiiler die graphische Darstellung an. Die Differenz 3, die zwischen den ent-
sprechenden Funktionswerten von y = %x und y = %x + 3 besteht, wird im Bild
als Verschiebung erkennbar. Wir markieren die Verschiebung durch Pfeile ( /Bild
C 18, Lb 69). Die Richtung der Geraden bleibt konstant (m verindert sich nicht), die
Verschiebung ist von n abhingig. Wir miissen darauf achten, da8 die Schiiler die
Verschiebung nicht mit dem Abstand der beiden Geraden verwechseln. Wir lassen
daher formulieren: Der Summand n in y = mx + n gibt an, um welchen Betrag und
in welcher Richtung die Gerade mit der Gleichung y = mx lings der Ordinatenachse
verschoben ist. Das Verschieben wird anschaulich z. B. an einer Hafttafel ausgefiihrt.

2. Wir zeigen, daf} alle Punkte der graphischen Darstellung einer Funktion mit einer
Gleichung der Gestalt y = mx + n (m, n € R, m 4 0) auf einer Geraden liegen. Mit
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unserem Vorgehen in 1. haben wir den Grundgedanken bereits erfaBt. Fiir die
Liickenhaftigkeit der Geraden gilt das gleiche, was bereits im 2. Schwerpunkt der
Unterrichtseinheit 3.2.2. (/Uh 183, Punkt 6) zum Ausdruck gebracht wurde.

. Wir suchen nun nach geeigneten Verfahren zur Gewinnung der Koordinaten zweier
Punkte, die es erméglichen, solche Funktionen rasch und sicher graphisch darzu-
stellen. Wir sollten den Schiilern erkliren, daB prinzipiell bei allen Funktionen, auch
bei komplizierten, die in den folgenden Klassenstufen behandelt werden, stets die
Berechnung von Wertetabellen fiir eine Mindestanzahl von Punkten zum Ziel fiihrt.
Diesen Weg miissen die Schiiler sicher beherrschen. Im Lehrplan wird ausdriicklich
das Berechnen von geordneten Zahlenpaaren, die einer solchen Funktionsgleichung
geniigen, verlangt. Ein weiteres Ziel besteht aber darin, méglichst rasch die Koordi-
naten zweier geeigneter Punkte zu ermitteln und dabei spezielle Eigenschaften von
Funktionen mit Gleichungen der Form y = mx + n, vor allem die Bedeutung der
Zahlen m und n, fiir die Darstellung zu nutzen.

Die im 1. Schritt gewonnenen Erkenntnisse werden dafiir verwendet.

— Mit Hilfe des Anstiegs m kénnen wir die Funktion y = mx darstellen ( /3. Schwer-
punkt der Unterrichtseinheit 3.2.2.).

- Der Summand n gibt die Verschiebung der Geraden in Richtung der y-Achse an,
liefert uns also den Schnittpunkt P, (0; n) der Geraden mit der Ordinatenachse.

Durch eine Zeichnung (Bild 3.17.) hen wir den Z hang verstindlich.
v V=mx+n .
&(0:n)
/”J
n -
-
Bild 3.17. o
-0 1 X

Daraus lesen die Schiiler folgende Wege ab:

— Wir zeichnen das Bild der Funktion y — mx und dazu eine Parallele durch
P, (0;n).

— Wir zeichnen durch P, (0; n) eine Parallele zur Abszissenachse, betrachten P, als
Ursprung eines verschob Koordinatensystems und zeichnen das Bild von
y = mx ein.

- Wir zeichneu eine Gerade durch P, (0; n) und P (1; m + n).

. Nun folgen Ubungen
- im graphischen Darstellen von Funktionen mit Gleichungen der Form

y=mx+n(mneR, m+0).

Aufgaben der Art von c 27 bis 30 und ¢ 35 (Lb 126) fiihren zugleich zu einer Ver-
tiefung der Kenntnisse iiber den EinfluB der Zahlen m und n.

Anhand von Aufgabe ¢ 27 kann das Kriterium fiir die Parallelitat der graphischen
Darstellung zweier Funktionen y = mx + n durch die Schiiler erarbeitet werden.
Als Unterrichtsmittel werden Hafttafeln und Koordinatenscheiben verwendet;
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— im naherungsweisen Bestimmen der Gleichungen von Funktionen aus den graphi-
schen Darstellungen: Aufgabe ¢ 36 (Lb 126) oder ein entsprechend gestaltetes
Arbeitsblatt und Aufgaben c 31 bis 34 sowie ¢ 37.

Das Vorgehen ist im Lehrbuch im Beispiel C 21 (Lb 70) dargestellt. Die Schiiler
konnen aber m auch direkt aus der graphischen Darstellung ablesen, indem sie
eine Parallele zur Ordinatenachse im Punkt P (1; 0) einzeichnen (Bild 3.17.).

5. Die Kenntnisse iiber die Funktionen mit einer Gleichung der Form y = mx + n
werden systematisiert. Auch die Fille n = 0 und m = 0 werden einbezogen. Wir
unterscheiden verschiedene Fille und geben die graphische Darstellung der ent-
sprechenden Funkti har an (Bild 3.18.). Eine Veranderung von m erscheint
als Drehung um P (0; n), genaugenommen erfolgt eine Streckung der Ordinaten

Die graphischen Darstellungen der Funktionen
y=mx+n (m,n eR)

m_fest m variabel
n_variabel n_fest

oK

'/0|7\ X

W

WAL
A\

(y=n) (y=mx)

y Y
7T \
!
ol 1 X X

Bild 3.18.
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Der Verinderung von n entspricht eine Verschiebung in Richtung der Ordinaten-

achse um n.

Bei einer Drehung der Geraden um 90° gegeniiber der x-Achse erhalten wir Geraden,

die nicht mehr als graphische Darstellungen von Funktionen aufgefaBt werden

konnen, wenn auf der x-Achse der Definitionsbereich abgebildet ist.

Die Intensitit der Systematisierung wichst, wenn wir die Darstellungen veridnder-

lich gestalten. Die Hafttafel kann dafiir gute Dienste leisten. Mit Hilte eines Tages-

lichtschreibprojektors kénnen aus drei Folien (Bilder 3.19. bis 3.21.) alle Fille von
" Bild 3.18. durch Uberdecken dargestellt und zudem noch in der Bewegung (Ver-

schiebung, Drehung) gezeigt werden.

FEEN

Bild 3.19. Bild 3.20. Bild 3.21. Bild 3.22.

&

Die Bilder werden mit Tusche auf Klarsichtfolie gezeichnet und zum Zwecke der
guten Handhabung in feste Klarsichtfolientaschen eingelegt.

6, Nach der Systematisierung sollen die Schiiler erneut zur Vertiefung ihres Wissens

und Kb das Untersuchen und Darstellen von Funktionen mit Gleichungen der
Form y = mx + n iiben: Aufgaben 38 bis 42 (Lb 127).
Auch Anwendungen aus der Physik, wie sie im 1. Schwerpunkt genannt wurden,
sollten in die Ubungen einbezogen werden. Auf Funktionstafeln und Netztafeln an
Maschinen und in Tabellenbiichern, auf graphische Fahrpline u.a. kann hingewiesen
werden. Beispiele findet der Lehrer auch in den im Literaturverzeichnis angefiihrten
Biichern (3), (8), (9) und (10). ( /Uh 161).

7. AbschlieBend betrachten wir noch Funktionen mit Gleichungen der Form
y= |x] + n (Bild C 22, Lb 70, und Aufgabe ¢ 43, Lb 127).

Mit einem Folienblatt (Bild 3.22.) kénnen wir den Schiilern durch Uberdecken von
Bild 3.19. die graphische Darstellung vor Augen fithren. Gemeinsames und Unter-
schiedliches der Funkti haren

y=mx+n(m=lundm=—-1)undy=|z|+n
werden hervorgehoben.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.2.3.: Lineare Funktionen und lineare Glei-
chungen (Lerneinheit C 10)

Am Ende der Stoffeinheit 3.2. fithren wir fiir Funktionen mit Gleichungen der Form
y = mx + n die Bezeichnung , lineare Funktion* ein. Gleichungen der Art, wie wir sie
fiir die Abbildungsvorschriften von linearen Funktionen verwenden, heiflen ,lineare
Gleichungen‘. Da die Einfiihrung des Begriffes ,,lineare Gleichung* im Zusammenhang
mit der Behandlung linearer Funktionen erfolgt, miissen wir die Schiiler darauf hin-
weisen, daB lineare Gleichungen nicht notwendig zwei Variablen enthalten. Vielmehr
muB als Kennzeichen hervorgehoben werden, daB in linearen Gleichungen z.B. keine
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der zu betrachtenden Variablen in Potenzen mit dem Exponenten n (n == 1) oder unter
Wurzelzeichen auftreten. Wir stellen entsprechende Beispiele gegeniiber:

Lineare Gleichungen Nichtlineare Gleichungen
y=mx+n A = a?

3x+4=0 y=Vx

u=mn-d 22+ y2=4

Die Gleichung x = a2 + 3 ist fiir x linear, fiir a oder fiir x und a jedoch nicht.

Der Begriff ,,lineare Gleichungen* wird im folgenden Stoffabschnitt vertieft. Abschlie-
Bend weisen wir auf die praktische Bedeutung linearer Funktionen und linearer Glei-
chungen hin. Sie sind mathematisch verhiltnismiBig leicht zu handhaben. Daher wird
in der Praxis oft versucht, reale Beziehungen und Probleme durch lineare Modelle dar-
zustellen. Bekannt ist die Linearoptimierung, ein in Technik und Okonomie in breitem
MaBe verwendetes Verfahren.

Zusammenfassung:

1. In der Unterrichtseinheit 3.2.3. lernen die Schiiler die linearen Funktionen mit Glei-
chungen der Form y = mx + n kennen. Die in der vorangehenden Unterrichtsein-
heit behandelten Funktionen y = mx erscheinen als Spezialfille wieder. Im Mittel-
punkt steht die sy tische Behandlung der Eigenschaften dieser Funktionen. Sie
werden vorwiegend anhand der graphischen Darstellungen der Funktionen er-
arbeitet.

2. Die Schiiler sind am Ende der Stoffeinheit 3.2. in der Lage, Zahlenpaare zu berech-
nen, die die Funktionsgleichungen erfiillen, die Funktionen graphisch darzustellen
und aus der graphischen Darstellung niherungsweise die Gleichung einer Funktion
aufzustellen. Dabei wird der Einflu8 der beiden Zahlen m und n in der Gleichung
y = mx + n auf die Lage der graphischen Darstellung im Koordinatensystem nutz-
bar gemacht.

3. Die bei der Behandlung der Stoffeinheit von den Schiilern erworbenen Kenntnisse
werden zusammengefaBt und systematisiert. Auf die praktische Bedeutung linearer
Funktionen und Gleichungen wird anhand von Beispielen hingewiesen.

Vorschlag fiir die Zeiteinteilung: ’

1. Schwerpunkt: eine halbe Stunde,

2. Schwerpunkt: drei Stunden,

3. Schwerpunkt : eine halbe Stunde.

3.3.  Nullstellen linearer Funktionen; lineare Gleichungen (4 Stunden)

Fiir diese Unterrichtseinheit ergeben sich die folgenden wichtigen Ziele:

Um das mathematische Ristzeug fiir die Untersuchung der Beziehungen zwischen
linearen Funktionen und Gleichungen zur Verfiigung zu haben, werden die den Schiilern
bereits bekannten Begriffe aus der Gleichungslehre wiederholt. °

Der Zusammenhang zwischen linearen Funktionen und Gleichungen beschrinkt sich

nicht auf die Nullstellenbestimmung. Zunichst wird daher noch einmal allgemein her-
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ausgearbeitet, daB es Funktionen gibt, deren Abbildungsvorschrift als Gleichung ge-
geben werden kann. So kiénnen z. B. lineare Funktionen durch lineare Gleichungen mit
zwei Variablen beschrieben werden. Wir kniipfen damit an die vorangehenden Unter-
richtseinheiten an. Die Schiiler sollen erkennen, daB die Losung: ge einer solch
Gleichung genau die Funktion ist, die Menge geordneter Paare. '

Aus der Menge geordneter Paare greifen wir, soweit vorhanden, dlejemgen heraus,
deren zweites Glied die Zahl 0 ist. Das erste Glied eines solchen Paares bezeich wir
als Nullstelle der Funktion. Nullstellen kénnen aus den Funktionsgleichungen berech-
net werden.

Wir gehen zur Deutung der Nullstelle in der graphischen Darstellung der Funktion
iiber und erkennen sie als Abszisse des Schnittpunktes der graphischen Darstellung der
Funktion mit der Abszissenachse.

Ubungen im rechnerischen und niherungsweisen graphischen Bestimmen von Null-
stellen linearer Funktionen schlieBen sich an. Dabei werden auch Funktionen gegen-
iibergestellt, die keine oder mehrere Nullstellen besitzen.

Am Ende der Unterrichtseinheit fassen wir den Stoff der Abschnitte 3.1. bis 3.3. zu-
sammen.

Aus dem skizzierten Weg ergeben sich drei Schwerpunkte:

Erster Schwerpunkt der Stoffeinheit 3.3.: Der Zusammenhang zwischen linearen Funktio-
nen und linearen Gleichungen (Lerneinheit C 11)

Stundenvorschlag fiir die Behandlung des ersten Schwerpunktes:

Gliederung:

(1) Wiederholung von Begriffen aus der Gleichungslehre

(2) Erarbeitung des Zusammenhangs zwischen linearen Funktionen und linearen Glei-
chungen

(3) Ubung im Berechnen von Zahl aus Funkti leich

Methodische Hinweise:

Zu (1): In der Wiederholung arbeiten die Schiiler weitgehend selbstindig. Wir empfeh-
Ien, den Schiilern die folgenden Aufgaben zur Lésung vorzulegen:

1. Welche der folgenden Ausdriicke sind Gleichungen ?

a) 54x=7 d) 1:8=0,125
b)a-b=c e) 3-18 =56
c) 15—4 <11 f)y=2x—1

2. a) Welche Zahlen aus R erfiillen die Gleichung |x + 7| = 14?
b) Nenne eine Lisung!
¢) Nenne die Lisungsmenge!
3. Lése die Gleichungen
a) 4x + 17 =27; xeN
b) x + y = 100; xeR,yeR

Die Wiederholung kann als Kurzkontrolle gestaltet werden. In der Besprechung der
Lésungen dieser Aufgaben kann der Lehrer alle zu wiederholenden Begriffe aus der
Gleichungslehre kliren und festigen.
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Zu (2): Der Lehrer stellt die Frage, welche der Beispiele

— lineare Gleichungen darstellen,

— als Gleichungen linearer Funktionen aufgefaB8t werden konnen.

Es wird geklart:

— Von linearen Gleichungen spricht man nur, wenn Variablen auftreten und die zu
betrachtenden nicht in Potenzen, Wurzeln usw. vorkommen. Thre Anzahl spielt dabei
keine Rolle. Die Wiederholung des Begriffs erfolgt gemiB der am Ende der vorangehen-
den Unterrichtseinheit durchgefiihrten Einfiihrung. Er erfihrt nun eine Vertiefung.

— Nicht jede lineare Gleichung ist als Gleichung einer linearen Funktion aufzufassen.

Die Erkenntnisse werden zusammengefafit:

— Es gibt Funktionen, deren Abbildungsvorschrift in Form einer Gleichung angegeben
werden kann, z. B. die linearen Funktionen. Es gibt aber auch Funktionen, fiir die
das nicht moglich ist.

— Es gibt Gleichungen, die als Abbildungsvorschrift fiir Funktionen aufgefalt werden
konnen, z. B. lineare Gleichungen mit zwei Variablen. Es gibt aber auch Gleichungen,
die nicht als Abbildungsvorschrift fiir Funktionen aufgefaBt werden konnen.

Dazu werden jeweils Beispiele angegeben.

Die Schiiler bestimmen nun die Lésungsmenge der Gleichungy =2x —1,x € R,y € R
(Aufgabe 1f), von der erkannt wurde, daB sie als Abbildungsvorschrift fiir eine be-
stimmte lineare Funktion angesehen werden kann. Die Schiiler stellen fest, daB sie nur
eine Teilmenge der Losung ge angeben konnen. Als Erkenntnis wird schlieBSlich
hervorgchoben, daB die Losung ge der Gleichung y = 2x — 1 genau die Menge der
geordneten Zahlenpaare ist, die wir als Funktion bezeichnen. Darin besteht der wesent-
liche Zusammenhang zwischen Funktion und Gleichung. Thn machen wir uns stindig

bei der Berechnung von geordneten Zahlenpaaren als El der Funktionen zu-
nutze.

Zu (3): In der Ubung kénnen wir vom Lehrbuchbeispiel C 22 (Lb 72) ausgehen:
y=2x—4.

— Zunichst werden die Schiiler aufgefordert, das Beispiel durchzulesen und fiir das
Zahlenpaar c) [2; 0] nachzuweisen, daB es ein Element der Funktion ist.

~ Danach geben wir weitere geordnete Zahl vor, die in gleicher Weise zu priifen
sind.

~ Fiir Zahlenpaare [a; y] wird aus der Funktionsgleichung die Zahl y, der Funktions-
wert, bestimmt. Die Schiiler arbeiten zur Anleitung zuvor selbstindig Beispiel C 23
durch (Lb 72). Sie erkennen, da3 die Vorgabe eines Elements a des Definitionsberei-
ches und die Berechnung des Funktionswertes aus der Funktionsgleichung durch Ein-
setzen von a der Weg ist, den wir beim Aufstellen von Wertetafeln von Funktionen
stets beschreiten. Die Berechnung von Funktionswerten, in der die Schiiler Fertig-
keiten entwickeln sollen, fiihrt auf das Losen von Gleichungen mit einer Variablen,
wobei die Gleichung im allgemeinen bereits nach dieser Variablen (y) umgeformt ist
und nur noch ein Rechenausdruck zu bestimmen ist.

1
Beispiele: [— 15 ], [— 3; ], [5 ;y].
« In gleicher Weise berechnen die Schiiler fiir Zahlenpaare {x; b] Werte des Defini-
tionsbereiches. Diese Ubung dient der Vorbereitung der rechnerischen Bestimmung

von Nullstellen.
Beispiele: [x; — 2], [x; 2], [x; — 4,5].
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Im Falle linearer Funktionen wird es auch bei dieser Aufgabenstellung stets genau
eine Losung geben, was an der Eineindeutigkeit der Funktionen mit Gleichungen
y =mx +n (m == 0) liegt. Der Lehrer kann darauf hinweisen, daB z. B. cine Funk-
tion mit der Gleichung y = |x| 4+ 2 fiir das Paar [x; 7] auf die Lésungsmenge
L = {+ 5; — 5} fiihrt.

Fiir weitere Ubungen und H fgaben steht Aufgabe c 44, Lb 127, zur Verfiigung.

Zweiter Schwerpunkt der Stoffeinheit 3.3.: Nullstellen linearer Funktionen (Lerneinheit
c12)

Fiir die Behandlung dieses Schwerpunktes unterbreiten wir folgenden Vorschlag fiir die
Gestaltung einer Unterrichtsstunde:

Gliederung:

(1) Erarbeitung des Begriffes ,,Nullstelle einer Funktion*

(2) Ubungen im Berechnen von Nullstellen linearer Funktionen

(3) Erarbeitung der Bedeutung der Nullstellen in der graphischen Darstellung

(4) Ubungen im rechnerischen und ndherungsweisen graphischen Bestimmen von Null-
stellen

Methedische Hinweise: )

Zu (1): — In selbstandiger Arbeit stellen die Schiiler eine Wertetafel fiir die Funktion
mit der Gleichung y = 0,5x — 2 auf. Fiir x geben wir vor: x € G, —3 <x < 7. Aus
der Tabelle lassen wir diejenigen Zahlenpaare nennen, in denen ein Glied 0 ist: [0; — 2],
4;0].

[— V’]ir betrachten das erste Paar und erkennen, dal das zweite Glied des Paares mit
dem Summanden n iibereinstimmt. Dieses Paar [0; n] haben wir bereits bisher benutzt,
um rasch einen Punkt fiir die graphische Darstellung zu gewinnen.

— Wir betrachten das zweite Paar und erkennen, daB hierbei ¢cin Element des Defini-
tionsbereichs, die Zahl 4, auf das Element 0 des Wertebereichs abgebildet wird. Der
Lehrer erlautert den Schiilern, daB solche Elemente, die auf die Zahl 0 abgebildet wer-
den, bei der Untersuchung von Funktionen von Bedeutung sind und gegeniiber anderen
Elementen ausgezeichnet werden. Auf der Grundlage dieser Betrachtungen wird die
Definition fiir den Begriff ,,Nullstelle einer Funktion* gegeben.

In diesem ersten Stundenabschnitt entsteht ein Teil des Tafelbildes (Bild 3.23.).

Zu (2): Im Lehrbuch werden fiir drei Funktionen die Nullstellen genannt (Beispiel
C 24, Lb 72). Die Schiiler werden aufgefordert, einen Weg zur Berechnung der Null-
stellen anzugeben. Impuls: Als Funktionswert y muB die Zahl 0 auftreten. Die Schiiler
sollen erkennen, daB wir Aufgaben der Art zu 18sen haben, wie sie in der vorangegange-
nen Stunde geiibt wurden: Gegeben ist eine Funktionsgleichung y = mx + n (m % 0)
und ein Zahlenpaar [x; b]. In unserem Fill ist b = 0. Wir haben also die Gleichung
mx -+ n = 0 zu losen. Auf diese Weise berechnen die Schiiler die Nullstellen.

Zu (3): Die Ausgangsfunktion y = 0,5x — 2 stellen die Schiiler graphisch dar. Dabei
interessiert besonders die Abbildung des Zahlenpaares [4; 0] im Koordinatensystem.
Die Schiiler d die Nullstelle in der graphischen Darstellung. Mit der farbigen
Markierung der Nullstelle in der graphischen Darstellung wird das Tafelbild abgeschlos-
sen (Bild 3.23.). Zur Vertiefung werden die Paare [0; — 2] und [4; 0] in ihrer Bedeu-
tung fir die graphische Darstellung gegeniibergestellt. Der Begriff ,,Nullstelle* ist

13* 195



Die Nullstelle einer Funktion

y=05x-2
g L

Definition: Ein Element aus dem Defi- 0 1 B (4:0) X
nitionsbereich einer Funktion, das auf . 0l
das Element 0 des Wertebereiches ab=
gebildet wird, heiBt Nullstele dieser
Funktion.
Das Element 4 ist die Nullstelle Der Nullstelle der Funktion enfspricht
der Funktion y=05x-2 in der graphischen Darstellung die
. Abszisse des Schnittpunktes mit dep

Berechnurg: 0= 05x -2 Abszissenachse

2=05% =

4=x

Bild 3.23.
iiber der prachlichen Bedeutung des Wortes ,,Stelle“ abzugrenzen. So

ist die Nullstelle in der graplnschen Darstellung nicht mit dem Schnittpunkt gleich-
zusetzen, sondern eben nur mit dessen Abszisse.

Zu (4): Dic Ubung dient der Vertiefung und Festigung des Begriffes ,,Nullstelle einer
Funktion‘. Wir lassen die Nullstellen der Funktionen mit den Gleichungen y = x — 3;
y = |x| + 25 y = |x| —2 und y = x2 — 4 rechnerisch aus den Gleichungen und z. B.
fiir die erste und dritte Funktion niherungsweise aus den graphischen Darstell
bestimmen.

=)

Folgende Erkenntnisse werden dabei gewonnen:

— Nicht fiir jede Funktion existiert eine Nullstelle (y = |x| + 2). Das ist nur dann der
Fall, wenn das Element 0 im Wertebereich auftntt y=x—3)

— Es gibt Funktionen mit mehreren Nullstellen (y = x2 — 4, y= |x| —2).

— Lineare Funktionen (y = mx + n; m == 0) besitzen genau eine Nullstelle.

Eine andere Ubungsmoglichkeit ergibt sich, wenn wir den Schiilern graphische Dar-

stellungen (Bild 3.24.) vorgeben und folgende Fragen beantworten lassen:

— Welche Bilder kénnen als graphische Darstellungen von Funktionen aufgefaBt wer-
den, wenn die Elemente des Definitionsbereichs auf der x-Achse abgebildet sind ?

~ Wieviel Nullstellen haben die entsprechenden Funktionen ?

Daraus gewinnen wir als Erkenntnis:

~ In der graphischen Darstellung einer Funktion gibt es hichstens einen Schnittpunkt
mit der Ordinatenachse. Die Begriindung folgt unmittelbar aus der Definition der
Funktion als eindeutige Abbildung der Elemente x auf die Elemente y.

~ In der graphischen Darstellung einer Funktion kann es mehr als einen Schnittpunkt
mit der Abszissenachse geben. Die Anzahl der Schnittpunkte entspricht der Anzahl
der Nullstellen der Funktion.
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Arbeitsblatt

Bild 3.24.
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Dritter Schwerpunkt der Stoffeinheit 3.3.: Z; 1fe g zu den Stoffeinheiten 3.1."bis
3.3.

Fiir eine abschlieBende Wiederholung und Zusammenfassung des Stoffes empfehlen
wir die Entwicklung der Ubersicht auf Seite Uh 199. Sie kamn im Unternchtsgesprach
erarbeitet werden und erscheint als Tafelbild und in den Schiilerheften. Man kann sie
auch in Teilen auf einem Arbeitsblatt vorgeben und erginzen lassen. In der hier an-
gegebenen Ubersicht sollten dabei die halbfett gedruckten Worte oder Symbole als Leer-
stellen erscheinen. Man kann den Schiilern gestatten, ihre Aufzelchnungen in den Heften
zu verwenden. Zur Vorbereitung auf die Zusammenf: hnen die Schiiler (vor-
bereitende Hausaufgabe) die Bilder der folgenden beiden Gmppeu von Funktionen in
je ein Koordinatensystem (Bilder 3.25. und 3.26.), durch die alle typischen Verlaufe

2

X J & s pe t/]

b / [6)]

7} /11 (5) A

0 1Y X 7 7 . X
12)

(10) @)

Bild 3.25. Bild 3.26.

und Bezichungen erfaBt sind. Zur Unterstiitzung wird in der Ubersicht an der betreffen-
den Stelle auf die Aufgabennummer verwiesen. Die Schiiler betrachten nochmals die
konkreten Beispiele und notieren das Ergebnis allgemein in der Ubersicht.

1. Koordinatensystem 2. Koordinatensystem

@y © = gxts

@y=grts Gy==,

@y= % x+4 (l(gg {’:a]alele zur y-Achse durch P (1;0)

1
G y=—75z+4

Wir kénnen den Schiilern diese Aufgaben auch als Hilfen geben, und sie stellen wih-
rend der Entwicklung der Ubersicht jeweils die graphischen Darstellungen mit der
Koordinatenscheibe her und verallgemeinern.

Gute Dienste kann auch die Systematisierung leisten, die am Ende der Unterrichtsein-
heit 3.2.3. erarbeitet wurde (* Uh 190f). Der Einfachheit halber wir die graphi-
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sche Darstellung der linearen Funktion,, Gerade*, obwohl die Gerade nur der Triger
aller Punkte der graphischen Darstellung ist (,* Unterrichtseinheit 3.2.2., 2. Schwere
punkt, Uh 183, Punkt 6).

Die lineare Funktiony =mx - n, xeD, ye W

Gleichung, Symbol, Begriff Graphische Darstellung

a) y =mx (1) Gerade durch P, (0; 0) und P, (1; m)
b)y=mx+n (6) Gerade durch P, (05 n) und P, (13 m + n)
c) x Element des Definitionshereichs
d) y El t des Wertebereichs (Funktionswert)
e)ym Anstieg
f) n Ordinate des Schnittpunktes mit der y-Achse
8) (x:y) Punkt auf der Geraden
b) (x;0) Schnittpunkt mit der x-Achse
i) (05y) Schnittpunkt mit der y-Achse
k) Nullstelle Abszisse des Schnittpunktes mit der x-Achse -
Dy=x (7) Winkelhalbierende des I. u. IIL. Quadranten
m)y=—x (8) Winkelhalbierende des IL u. IV, Quadranten
n) y=mx,m<0 (2) Gerade vom II. zum IV. Quadranten
0) ¥y = mx und (1) Symmetrisch zur x-Achse und -
y=—mx (2) zur y-Achse liegende Geraden
pP) y = mx 4+ nund (4) Symmetrisch zur y-Achse liegende
y=—mx+n (5) Geraden
q) y =m;x + nund (4) Geraden durch denselben Punkt der y-Achse
y=myx +n )
r) y = mx + n, und (3) Parallele Geraden
y=mx +ny 4)
8)y=n (9) Parallele zur x-Achse (Senkrechte zur y-Achse)
t)x=a (10) Parallele zur y-Achse (Senkrechte zur x-Achse);
kein Funktionshild!
Zusammenfassung:

1) Die Schiiler sollen erkennen, daBl der wesentliche Zusammenhang zwischen Funktio-
nen und Gleichungen darin bestcht, daB fiir solche Funktionen, deren Abbildungs-
vorschrift durch eine Gleichung beschrieben werden kann, die Lésungsmenge der
Gleichung genau die Menge der geordneten Paare, die Funktion ist. Die Betrachtun-
gen werden fiir lineare Funktionen durchgefiihrt.

Die Schiiler iiben sich im Berechnen von Wertepaaren [x; y], [x; a], [b; y] aus vor-
soh

b Funkti

geg g g

2) Die Schiiler lernen die Nullstelle als spezielles Element des Definitionsbereichs ken-
nen und in der graphischen Darstellung deuten. In der Ubung werden Nullstellen
linearer Funktionen rechnerisch und nitherungsweise graphisch bestimmt. Auf
Funktionen mit keiner oder mit mehreren Nullstellen wird hingewiesen.

3) Die abschlieBende Wiederholung zu den Stoffabschnitten 3.1. bis 3.3. stellt zugleich
eine Zusammenfassung und Systematisierung dar.

Die Behandlung der drei Schwerpunkte solite jeweils in einer Unterrichtsstunde
erfolgen.
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3.4. Losenli Gleichungen (10 Stunden)

1. In dieser Stoffeinheit sollen die Schiiler in Fortfilhrung der Behandlung der Glei-
chungslehre in Klasse 7 einige weitere Formen linearer Gleichungen kennenlernen.

. Sie sollen Fertigkeiten im Umformen der in den Gleichungen auftretenden Terme
und damit im Losen der Gleichungen erwerben. Ubungen nehmen deshalb in diesem
Stoffabschnitt einen breiten Raum ein.

Insbesondere sollen die Schiiler in der Lage sein, Umformungen von Formeln aus der
Mathematik und Physik zu vollziehen und die Gleichungen nach verschied darin
auftretenden Variablen aufzulésen.

3. Das Wissen und Kénnen wenden die Schiiler beim Lésen von Sachaufgaben an, die

auf Gleichungen fiihren. Sie erkennen dabei die vielfiltigen Anwendungsmoglich-
keiten fiir Gleichungen.

n

3.4.1. Lineare Gleichungen mit KI.
(3 Stunden; Lerneinheit C 13)

Die systematische Fortsetzung der Behandlung der Gleichungslehre wird eingeleitet
durch eine Wiederholung des Begriffes ,.einander dquivalente Gleichungen* und der
Umformungsregeln, die in Klasse 7 vermittelt wurden.

Die Schiiler lernen dann lineare Gleichungen kennen, in denen die Variable innerhalb
von Klammerausdriicken auftritt. Darunter befinden sich auch nichtlineare Gleichun-
gen, die auf lineare fithren.

Umformungen, die nicht zu dquivalenten Gleichungen fiihren, werden den dquivalenten
Umformungen gegeniibergestellt und von da erneut die Notwendigkeit der Proben
begriindet.

Beim Lésen von Gleichungen, in denen Klammerausdriicke auftreten, wenden die
Schiiler u. a. das im Stoffgebiet ,,1. Arbeiten mit Variablen* erworbene Wissen und
Kénnen an.

In den Ubungen treten auch einfache Text- und Sachaufgaben auf, deren Losung auf
Gleichungen mit Klammerausdriicken fiihrt

Erster Schwerpunkt der Unterrichiseinheit 3.4.1.: Wiederholung des Begriffs ,.einander
dquivalente Gleichungen* und der Umformungsregeln fiir lineare Gleichungen

Dic Schiiler lésen eine lineare Gleichung mit einer Variablen im Bereich der rationalen
Zahlen (aus Aufgabe ¢ 48, Lb 127), erliutern an dem Beispiel die Umformungen, begriin-
den sie mit den Umformungsregeln und erkliren, weshalb sie aus der letzten Zeile
(Gleichung) der Umformungskette schlieBen konnen, daB die gefundenc Zahl diec Losung
der Gleichung ist. Dabei wird vom Begriff ,,einander dquivalente Gleichungen* Ge-
brauch gemacht.

Zusammenfassend kénnen die Umformungsregeln noch einmal vollstindig genannt
werden.

Anhand der Aufgabe, den Durchmesser eines Kreises zu berechnen, der eincn Umfang
von 6 m hat, kann wiederholt werden, da die Umformungsregeln auch dann gelten,
wenn in den Gleichungen irrationale Zahlen vorkommen. Ein Beweis wird nicht gefiihrt.
Auf die Beweisnotwendigkeit wird jedoch hingewiesen.
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Zweiter Schwerpunkt der Unterrichiseinheit 3.4.1.: Lineare Gleichungen mit Kl n

Zur Einfithrung in die Arbeit am neuen Stoff sollte das Umformen von Termen mit
Klammern (vor allem das Auflésen von Klammern) geiibt werden (Aufgabenteil zu
Kapitel A des Lehrbuchs). Dann werden schrittweise solche Beispiele gelost und erortert,
wie sie im Lehrbuch enthalten sind (Beispiele C 27 bis 31 Lb 73 f.). Die Probe wird in
jedem Falle (als Rechenkontrolle) ausgefiihrt. Sie wird zum notwendigen Bestandteil
der Losung, wenn wir Umformungen vornehmen, die nicht zu dquivalenten Gleichungen
fiihren (Beispiele C 29, 30, 31).

Fiir Ubungen stehen die Aufgaben ¢ 49 bis 52 (Lb 128) zur Verfiigung. Die folgenden
Gleichungen sind interessant wegen der dabei auftretenden Losungsmengen. Sie konnen
auch als Zusatzaufgaben verwendet werden:

1) Cx+5)(x+4)=(x+8(x+4);x€eR
Dividiert man durch (x + 4) und vernachlissigt die Bedingung x == — 4, so geht
eine Losung verloren. Die Gleichung kann in Klasse 8 nur inhaltlich gelést werden.
@ 3x+2)=5x+1)—@2x—1);xeR
L=R

®)3(x+2) =5(x+2—2@x—1); xcR
L=0

Beispiele fehlerhafter Umfor gen von Gleichungen enthalt das Buch ,,Wo steckt
der Fehler  von W. LiETzMANN, Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1963.

Dritter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.4.1.: Textaufgaben und mathematisch oder
sachbezogen eingekleidete Aufgaben

Das Lisen von Textaufgaben und eingekleideten Aufgaben stellt an die Schiiler prinzi-
piell andere Anforderungen als das Losen textfreier formaler Aufgaben. Der Umstand,
daB wir Aufgaben auswihlen, die auf Gleichungen mit Klammerausdriicken fiihren,
die die Schiiler lésen lernten, ist nur die eine und weniger schwierige Seite. Die andere
ist die Entwicklung von Fihigkeiten im Umsetzen von in Texten gegebenen Bezichun-
gen in die mathematische Symbolsprache, im Abstrahieren von konkreten Sachbeziigen.
An der Entwicklung dieser geistigen Fihigkeit bei den Schiilern mufl im gesamten
Mathematikunterricht gearbeitet werden. Mit den Ubungen in dieser Unterrichtseinheit
leisten wir dazu einen Beitrag.
Die Aufgaben ¢ 69 bis 76, Lb 129, fithren auf Gleichungen mit Klammern. Es sind
verhiltnismiBig einfache Textaufgaben mit mathematischem Bezug. Sie eignen sich gut,
um die Schiiler wicder an das Losen von Sachaufgaben heranzufiihren. Wir empfehlen
dem Lehrer, die entsprechenden Hinweise in der Unterrichtshilfe Mathematik Klasse 7,
S. 115 ff., zu beachten.
Wertvoll sind auch Aufgabenstellungen wie in ¢ 75 (Lb 129). Wenn die Schiiler vor-
gegebene Gleichungen selbst in Sitze kleiden, in denen mathematische Beziehungen oder
Sachbeziige zum Ausdruck gebracht werden, wird ihnen die Bedeutung mathematischer
Begriffe und Verfahren klar. Sie erleben, wie mit Hilfe einer einzigen Gleichung viel-
filtige Beziehungen erfat werden konnen.
Fiir das Losen von Textaufgaben und Sachaufgaben geben wir den Schiilern Schritte
vor, die im allgemeinen zu durchlaufen sind. Abweichungen untergeordneter Art kénnen
sich in speziellen Fillen ergeben.
(1) Lics die vorgelegte Aufgabe genau durch!

Durchdenke jedes Wort! Lasse nichts aus!
(2) Analysiere das Problem!
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® Wenn maglich, fertige eine Skuze oder eine Uberlegungsfigur an! Lege fiir
hte und gegebene Groficn B hnungen fest (Variablen)!

© Achte darauf daB dic Einbeiten aufeinander abgestimmt sind!

® Wende mathematische (odcr phySIkahsche) GesetzmaBlgkelten an, die zwischen

den geg und den g en Groflen b

o Formuliere cine Gleichheit! Stelle die Glelchung auf, die den Zusammenhang

zwischen den gegebenen und den gesuchten Groflen widerspiegelt!

Beachte eventuell notwendige Einschrinkungen des Grundbereichs, die sich aus
dem Sachverhalt ergeben!

(3) Lose die Clelch\mg' (Suche die Erfiillungsmenge unter den speziellen Bedingungen!)
Fertige einen Uberschlag bei der numerischen Losung an!

(4) Formuliere das Ergebnis!
Uberpriife die Richtigkeit der Losung durch die Probe am Text der Aufgabe!

(5) Gib Antwort auf die Frage der Aufgabe!

Von Ansatzpunkten ausgehend, die im Sachverhalt selbst liegen, bis hin zur dsthetischen
Erziehung bei der sauberen und iibersichtlichen Anlage des Losungsweges konnen wir
bei der Behandlung von eingekleideten Aufgaben in mannigfaltiger Weise erzieherisch
auf die Schiiler Einflu nehmen.

Am Beispiel der Aufgabe ¢ 76 (Lb 129) geben wir in ausfiihrlicher Form einige Hinweise
fiir das Losen von eingekleideten Aufgaben.

Die Schiiler lesen die Aufgabe griindlich, unter Umstinden bei komplizierten Texten
mehrere Male. Die vorliegende Aufgabe enthilt keine unwesentlichen Angaben. Wir
machen die Schiiler darauf aufmerksam, da8 in dicsem Falle die GroBen allein nicht
herausgehoben werden kénnen, da sie alle in Bezichung zu anderen GroSen stehen.
Es wiirde wenig helfen, wenn die Schiiler die drei Gréfen 2 cm, 4 cm und 72 cm? ohne
Zusammenhang notieren wiirden.

Das Lesen des Textes wird zugleich mit einer Analyse verbunden. Das Herausschreiben
gegebener und gesuchter Groen oder Zahlen erfolgt im Zusammenhang mit dem
Anfertigen einer Skizze und dem Festlegen und Bezeichnen der gesuchten GréBen oder
Zahlen mit Variablen. Dazu miissen die Schiiler den Text Schritt fiir Schritt in eine
Skizze umsetzen.

In der Aufgabe ist die Rede

— von einem Rechteck,

— von der Vergroferung der Seiten dieses Rechtecks um gleich lange Strecken,
— von dem damit verbundenen Anwachsen des Flicheninhalts.

Gesucht sind die Seiten des vergréBerten Rechtecks.

Es wiire denkbar, sofort die gesuchten Seiten mit Variablen zu bezeichnen. Wir miiSten
dann ,,riickwirts* bis zum Ausgangsrechteck vordringen. Man kann das vergleichsweise
den Schiilern vorfiithren, um ihnen verstindlich zu machen, daB es besser ist, die Skizze
schrittweise entsprechend den Angaben im Text aufzubauen und dabei jede auftretende
unbekannte Gréfe zunichst mit einer Variablen zu bezeichnen. Die Anzahl der Varia-
blen wird so gering wie moglich gehalten, indem man im Text enthaltene Bezichungen
ausnutzt. Am Ende der ersten, in der Skizze oder Tabelle festgehaltenen Uberlegungen,
sollte iiberpriift werden, welche der GréBen am zweckmiBigsten mit einer Variablen zu
bezeichnen und damit zu berechnen ist. Bis zum Aufstellen einer Gleichung sind die
folgenden Schritte zu gehen:

— Unserer Aufgabe entsprechend wird zuerst ein Rechteck gezeichnet, dessen eine
Seite 2 cm linger ist als die andere. Die Skizze muf nicht maBgerecht sein, jedoch
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qualitativ richtig angelegt werden (also hier z. B. kein Spezialfall eines Rechtecks in
Form eines Quadrates). Die kleinere Seite wird mit x, die andere mit x |- 2 bezeichnet.
Damit legen wir bereits fest, da wir mit Zahlenwerten arbeiten wollen (/ Gesamt-
losumg).

— Die Seiten des Rechtecks werden um jeweils 4 cm verlidngert. Wir erhalten das ver-
grofBerte Rechteck. Die angesetzten Strecken bezeichnen wir mit 4. Als MaBzahlen der
Seiten des vergroBerten Rechtecks tragen wir (x 4 4) und (x + 2 4 4), also (x + 6),in
die Skizze ein.

— Das Anwachsen des Flicheninhalts wird durch Schraffur markiert, die MaBzahl in die
entsprechende Fliche geschrieben. Nun muB der entscheidende Schritt zu einem Ansatz
folgen. Der Lehrer unterstiitzt die Gedanken der Schiiler, wenn er folgende Fragen auf-
wirft oder entsprechende Impulse gibt:

o Nennt Beziehungen zwischen den Seiten eines Rechtecks!
(Sie ergeben summiert den Umfang. Der ist aber nicht bekannt.)
® Gibt es Bezichungen zwischen den Seiten des urspriinglichen und des vergrsBerten
Rechtecks ?
(Ja, nur kennen wir von keiner Seite die Linge genau, nur immer in bezug auf die
kleine Seite des Ausgangsrechtecks.)
@ Gibt es Bezichungen zwischen den Seiten und dem Flicheninhalt eines Rechtecks ?
(Ja, wir kennen die Formel 4 = a - b. Man kénnte den Flicheninhalt des kleinen
Rechtecks mit 4,, des vergroBerten mit A, bezeichnen. Dann lassen sich die Glei-
chungen 4, = x - (x + 2) und 4, = (x 4 4) (x + 6) formulieren. Die Flicheninhalte-
sind aber beide nicht bekannt.)
® Gibt es Bezichungen zwischen den Flicheninhalten 4, und 4,?
(Ja: 4, 4 72 = A,. Das ist eine Gleichung mit zwei Variablen. Dafiir gibt es unbe-
grenzt viele Lésungen.)
® Fiir 4, und 4, haben wir Beziehungen gefunden, die beide nur noch die Variable x
enthalten!
Dieser Impuls muB iiber dic vorangehende Gleichung zum Ansatz fiihren:

A, + 72 =4,
x (x4+2)+72=(x+4)(x+6).
Zusammen mit der Berechnung ergibt sich fiir die Aufgabe der folgende Losungsweg
(als Tafelbild méglich):

/' Lb 129, Aufgabe ¢ 76

Analyse: Festlegen der gesuchten Grifen:
fe+6) kleine Seite des Ausgangsrechtecks: x cm
lx:2) % Seiten des vergroBerten Rechtecks:
(x* +4)em
(x + 6) em
] 4
Sy
-
x
e 72 /
Bild 3.27,
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Ansatz:

A =a-b

A, =x-(x+2)
4= (x+4) (546
A, +172=4,

a(x +2) +72 = (x + 4) (x + 6)

Losung:
a2+ 2x + 72 = 22 4 4x } 6x + 24
2x - 72 = 10x 4 24
2x—10x = 24— 72
+ 8x = 448

x=06

Probe:

LS.: 6(6+2)+72=120
r.S.: (6 4- 4) (6 4 6) = 120
Ver gleich: 120 =120

Gesuchte Rechteckseiten:
x+4=10

x4+

Uberpriifung am Sachverhalt:
A= 6- 8= 48

48 + 72 =120
Ay =10-12 =120

Antwortsatz:

Die Seiten des vergroBerten Rechtecks betragen 10 cm und 12 cm.

Zusammenfassung:

1) Voraussetzung fiir die systematische Fortfilhrung der Behandlung der Gleichungs-
lehre ist die Aktivierung des entsprechenden Wissens und Kénnens aus Klasse 7.
Da die Schiiler in allen Stoffgebieten immer wieder mit Gleichungen gearbeitet haben,

h d hend.

s in den vor

Stoffabschnitten im Zusammenhang mit der Be-

handlung linearer Funktionen, konzentrieren wir die Wiederholung auf die Um-
formungsregeln und die Aquivalenz von Gleichungen.

2) Die Schiiler erwerben Fertigkeiten im Lésen von linearen Gleichungen mit Klam-
mern und solchen nichtlinearen, die auf lineare Gleichungen fiihren. Auf Beispiele
nichtiquivalenter Umformungen wird hingewiesen.

3) Die Schiiler entwickeln Fihigkeiten im Losen von einfachen mathematisch und sach-
bezogen eingekleideten Aufgaben, die auf lineare Gleichungen mit Klammern

fiihren.
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Vorschlag fiir die Zeiteinteilung:

1. Schwerpunkt: %Stunde,

1
2. Schwerpunkt: 1 5 Stunden,
3. Schwerpunkt: 1 Stunde.

3.4.2. Lineare Gleichungen mit Briichen
(3 Stunden; Lerneinheit C 15)

In Gestalt von Verhaltnisgleichungen haben die Schiiler in Klasse 6 einfache Gleichungen
mit Briichen kennengelernt. Dabei trat die Variable sowohl im Zihler als auch im
Nenner auf. In dieser Unterrichtseinheit lernen sie kompliziertere Formen von Glei-
chungen mit Briichen kennen und lésen. Besonderer Wert ist bei den Gleichungen, in
denen die Variable in Nennern von Briichen erscheint, auf die Festlegung des Grund-
bereichs zu legen.

Im Vordergrund des Unterrichts steht die Entwicklung von Fertigkeiten im Lésen von
Gleichungen mit Briichen. Zugleich wird das Rechnen mit gebrock Zahlen wieder-
holt und gefestigt.

Anhand von Sachaufgaben aus verschied Bereicl insb dere aus Physik,
Chemie und ihrcn Anwendungen in der Technik, wird die Fihigkeit der Schiiler weiter-
entwickelt, reale Beziechungen zu analysieren, mit mathematischen Mitteln zu beschrei-
ben und Berechnungen auszufiihren. Dabei soll sich weiterhin die Einsicht der Schiiler
in die Bedeutung mathematischer Begriffe und Verfahren fiir praktische Aufgaben
vertiefen.

Erster Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.4.2.: Lineare Gleichungen mit Briichen
(Lerneinheit C 15)

Fiir die Behandlung von linearen Gleichungen mit Briichen schlagen wir folgende
Schritte der systematischen Steigerung des Schwierigkeitsgrades vor:

1. Wiederholen des Rechnens mit Briichen im Bereich der rationalen Zahlen. Alle
Grundrechenoperationen und das Kiirzen und Erweitern von Briichen werden in die
Ubungen einbezogen.

Schwerpunkt: Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche; Bestimmen des
Hauptnenners. Aufgaben konnen den Lehrbiichern der Klassen 6 und 7 entnommen
werden.

2. Losen von Verhiltnisgleichungen, wie sic aus Klasse 6 und 7 bckannt sind. Auf-
gaben ¢ 47 und ¢ 56 bis 58 (Lb 127 f.). Bei einigen dieser Aufgaben muf bereits cine
Einschrinkung des Grundbereichs vorgenommen werden.

3. Losen komplizierterer linearer Gleichungen mit Briichen, in denen die Variable noch
nicht im Nenner auftritt. Der Grundbereich braucht nicht eingeschrinkt zu werden.
Wir verwenden als Grundbereich im allgemeinen R. Aufgabe ¢ 59 (Lb 128). Das
Beispiel C 32 (Lb 75) sollte erst am Ende dieser Aufgabengruppe besprochen werden,
weil die Gleichung bereits recht kompliziert ist.

4. Lésen von linearen Gleichungen mit Briichen, bei denen die Variable im Nenner
erscheint und daher eine Einschrinkung des Grundbereichs gegeniiber R vorgenom-
men werden muB. Er ist jeweils vollstindig anzugeben. Aufgaben c 60 bis 62 (Lb 128)
und Beispiele C 33 und 34 (Lb 75).
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Die Schwierigkeit fiir die Schiiler beim Losen dieser Gleichungen besteht im allgemei-
nen im Auffinden des Hauptnenners. Die Hauptnennerbestimmung iiber die Prim-
faktorenzerlegung und die Ermittlung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen, wie es die
Schiiler in Klasse 6 erlernten, ist nicht mehr direkt anwendbar, wenn Variablen in den
Einzelnennern auftreten. Wir erkliren: Eine Variable ist nicht wie eine natiirliche Zahl,
die nicht sclbst Primzahl ist, in Primfaktoren zerlegbar. Das trifft auch fiir mehr-
gliedrige Ausdriicke mit Variablen zu, die sich nicht (durch Ausklammern) in Faktoren
zerlegen lassen. Als Hauptnenner bestimmen wir ein gemeinsames Viclfaches der
Einzelnenner. In der Mehrzahl der Fille wird das gemeinsame Vielfache bei den
einfachen Gleichungen, die in Klasse 8 zu behandeln sind, das Produkt der Einzel-
nenner sein. Wir konnen es nicht als ,kleinstes* gemeinsames Vielfaches bezeichnen,
da dieser Begriff nur im Bereich der natiirlichen Zahlen erklirt ist. Die Variablen in
den Gleichungen, die in Klasse 8 behandelt werden, stehen jedoch fiir rationale Zahlen.
Wir miissen dafiir sorgen, daf alle Schiiler dic Prinzipien fiir das Lésen solcher Glei-
chungen beherrschen und sichere Fertigkeiten erwerben. Der Lehrer soll nicht méglichst
komplizierte Gleichungen von nur wenigen leistungsstarken Schiilern lésen lassen,
sondern alle Schiiler zum festgelegten Lehrplanziel fiihren. Leistungsstarken Schiilern
sollten schwierigere Gleichungen als Zusatzaufgaben gestellt werden. Aber auch bei
diesen Schiilern miissen zunichst Sicherheiten in den Grundaufgaben nachgewiesen
sein.
Die Schritte:
1. Ermitteln des Hauptnenners,
2. Multiplizieren beider Seiten der Gleichung (nach den Umformungsregeln) und damit
jedes Gliedes eventuell auftretender algebraischer Summen mit dem Hauptnenner,
3. Kiirzen der Briiche

sind prinzipiell beim Lésen von Gleichungen mit Briichen zu durchlaufen. Besondere
Regeln fiir einfache Verhiltnisgleichungen (,,iiber Kreuz multiplizieren‘’) werden nicht
formuliert. Wir verweisen dazu auf die Ausfiihrungen in der Unterrichtshilfe Mathe-
matik 6. Klasse, S. 140/141, in denen Grundgedanken der Lehrplankonzeption in bezug
auf diese Problematik zum Ausdruck gebracht werden.

Die oben genannten drei Schritte konnen nur dann wie folgt reduziert werden, wenn die
Schiiler inhaltlich den Vorgang vollstindig verstanden haben:

1. Ermitteln des Hauptnenners,
2. Die Zihler der Glieder der Gleichung werden mit den Erweiterungsfaktoren mul-
tipliziert, die Nenner weggelassen.

Zweiter Schwerpunkt der Unterrichtseinheit 3.4.2.: Textaufgaben und eingekleidete Auf-
gaben, die auf Gleichungen fiihren, in denen Briiche aufireten

Prinzipiell gelten die gleichen Hinweise, die im 3. Schwerpunkt der vorangehenden
Unterrichtseinheit gegeben worden sind (,* Uh 201f). Ubungsmaterial: Aufgaben c 80
bis 82, ¢ 84, ¢ 88 und 89 (Lb 129 f.). In der Mehrzahl fiihren die Aufgaben zu einfachen
Verhiltnisgleichungen. Wir wollen wiederum fiir ein Beispiel ausfiihrlich die Gewinnung
des Ansatzes erértern und wihlen dazu die Aufgabe ¢ 84 (Lb 130).

Zum Sachverhalt muB so viel gesagt werden, da die Aufgabe vollstindig verstanden
wird. Solche Bemerkungen sind im Mathematikunterricht auf das Notwendigste zu
beschrinken, denn sie sind nicht Unterrichtsgegenstand. In groBerem Umfang sind sie
nur dann vertretbar, wenn damit wesentliche Ziele in der Bildung und Erziehung
verfolgt werden.
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Bei der Analyse des Textes stellen wir erneut fest, daB es schwierig ist, die gegebenen
und gesuchten GroBen unmittelbar aus dem Text herauszulésen. Im Grunde soll ein
ProzeB erfaBt werden. Wir gelangen wieder (wie bei Aufgabe ¢ 76, die in der voran-
gehenden Unterrichtseinheit ausfiihrlich erdrtert wurde) am besten zum Ziel, wenn wir
die Ausgangs- und Endsituation zunichst getrennt erfassen und dann zueinander in
Beziehung setzen.

Dem Text entnehmen wir drei wesentliche Angaben:

— Uber das Gradierwerk lauft eine Tprozentige Sole.
Wir betrachten 100 kg davon.

— Ein Teil des Wassers verdunstet.

— Ubrig bleibt eine 25prozentige Sole.

Gesucht ist die Masse des verdunsteten Wassers.
Wir gelangen zum Ziel, wenn wir die gesuchte GroBe (bzw. deren MaBzahl) mit einer
Variablen bezeichnen. Die schrittweise Umsetzung des Textes in eine Skizze oder

Tabelle fithrt uns zwangsliufig dahin:

— Wir veranschaulichen 100 kg Sole durch ein Rechteck. Aus dem Chemieunterricht
wissen die Schiiler, daB aus einer Salzlssung nur das Wasser verdunstet, das Salz jedoch
zuriickbleibt. Das ist natiirlich eine Idealisierung des Vorganges. Einerseits liuft die
Sole in der Tat iiber das Gradierwerk, damit sie konzentriert wird, andererseits werden
an Gradierwerken Promenaden fiir Kranke angelegt, weil die Luft salzhaltig ist und
heilend wirkt. Ein Teil des Salzes geht also auch verloren. Der Anteil ist aber so gering,
daf} wir ihn in unserer Berechnung vernachlissigen kénnen. Wir sollten die Schiiler an
solche Fragen heranfiihren, weil damit an einfachen Beispielen erklirt werden kann, da
mathematische Berechnungen oft nur Anniiherungen an die Wirklichkeit liefern, aber
nicht beliebige, sondern sachlich vertretbare.

In dem Rechteck, das 100 kg Sole darstellt, deuten wir durch einen Trennungsstrich
die Anteile an Salz und Wasser an. In Wirklichkeit sind die Anteile nicht sichtbar.
Die Angabe ,,7prozentige* Sole muB in Angaben fiir die Massen der Bestandteile Salz
und Wasser umgesetzt werden (Bild 3.28.).

X kg
Wasser
verdunsten
93kg
Wasser
(93-x) kg
%% Wasser

Bild 3.28. 35%{ kg Sulz
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— Der Teil des Wassers, der verdunstet, wird schraffiert hervorgehoben und mit x kg
bezeichnet.
— Der iibrigbleibende Teil des Wassers wird mit (93 — x) kg bezeichnet. Die ver-
bliebenen 7 kg Salz bilden 25 %, der Sole, das Wasser also 75 %,. Diese Angaben werden
ebenfalls in die Skizze eingetragen.
Daraus kann eine Verhaltnisgleichung abgelesen werden:

75:25 = (93 —x): 7.
Selbstverstindlich konnen die Schiiler auch anders oder schneller zum Ziel g
Wenn z. B. geklirt ist, daB die Salzmenge von 7 kg iibrigbleibt und 25% d"r Sole
betragen soll, so muB 75 9, Wasser, also 3- 7 kg = 21 kg Wasser enthalten sein. Folglich
miissen 93 kg — 21 kg = 72 kg verdunsten. Die Schiiler sollten vorwiegend selbstindig
die Ansitze finden. Die verschiedenen Wege konnen gegeniibergestellt und von den
Schiilern der rationellste ausgewhlt werden.
Unsere Hinweise sollten in erster Linie dazu dienen, an einem Beispiel die schrittweise
Analyse eines Textes zu erldutern.

Zusammenfassung:

1) Die Schiiler lernen lineare Gleichungen mit Briichen kennen und erwerben Fertig-
keiten im Lésen von Gleichungen dieser Art. Fiir die Gleichungen ist der Grund-
bereich stets exakt anzugeben.

2) Das Lisen von eingekleideten Aufgaben wird fortgesetzt. Dazu wihlen wir aus
verschiedenen Bereichen Aufgaben, die auf Gleichungen mit Briichen fithren.

3) Vorschlag fiir die Zeiteinteilung:

1. Schwerpunkt: 2 Stunden,
2. Schwerpunkt: 2 Stunden.

3.4.3. Lineare Gleick mit mehreren Variabl
(4 Stunden; Lerneinheit C 16)

In dieser Unterrichtseinheit lernen die Schiiler prinzipiell keine neuen Formen von
Gleichungen kennen. Gleichungen mit mehreren Variablen sind ihnen im Mathematik-
unterricht, vor allem auch im Physikunterricht, vielfach begegnet. In den Stoffeinheiten
3.2. und 3.3. wurde mit Gleichungen mit zwei Variablen (als Abbildungsvorschriften
linearer Funktionen) gearbeitet.
Das Neue besteht darin, daB fiir diese Gleichungen mit mehreren Variablen nicht
Losungen angegeben werden, die die Gleichung zu wahren Aussagen machen, sondern
nur Umformungen nach einer bestimmten Variablen vollzogen werden. Als Losungen
erhalten wir nicht bestimmte Elemente, sondern Terme, in denen noch Variable auf-
treten Es wird also jeweils eine Variable gegeniiber den anderen auftretenden aus-
ichnet. Die betreffende Variable ist nicht an ihrer Bezeichnung zu erkennen, sondern
muB festgelegt werden. Sofern es sich um Anwendungen handelt, ergibt sich diese Fest-
legung aus der Aufgabenstellung. Im Umformen von Gleichungen mit mehreren Varia-
blen nach einer bestimmten sollen die Schiiler Fertigkeiten erreichen. Der Stoff dieser
Unterrichtseinheit erlaubt, den Gleichungsbegriff zu vertiefen und der Einseitigkeit in
der Wahl der Symbole zu begegnen.
Die Schiiler sollen anhand geeigneter Aufgaben, insb dere geeigneter Gleichungen aus
Mathematik, Physik und Technik, begreifen, da} die Umformungen fiir die Praxis von
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auflerordentlicher Bedeutung sind. Wir gehen von mechreren Beispielen aus und
erldutern, dal in den Beziehungen, die durch Gleichungen beschricben werden, nicht
immer nur nach ein und derselben GroBe gefragt wird. Deshalb ist es notwendig, daf
man imstande ist, die Gleichungen nach der jeweils gesuchten GroBe umzustellen.
SchlieBlich sollen die Schiiler begreifen, daB das Losen in allgemeiner Form eine Ratio-
nalisicrung der geistigen Tatigkeit darstellt.

Mit dieser Unterrichtseinheit wird cin wesentlicher Beitrag zur Entwicklung von
Fertigkeiten im Umgang mit mathematischen Formeln geleistet. Das kann in der zur
Verfiigung stchenden Zeit nicht in vollem Umfang geschehen. Durch eine gute Abstim-
mung, besonders mit dem Physiklehrer, mufl der Mathematiklehrer sichern, daf8 stindig
an dieser Fertigkeitsentwicklung weitergearheitet wird.

Erster Sclacerpunkt der Unterrichiseinheit 3.4.3.: Lineare Gleichungen mit mehreren

Variablen (Lerneinheit C16)

1. Als Ausgangspunkt fiir die Behandlung von Gleichungen mit mehreren Variablen
withlen wir eine Funktionsgleichung, z.B. 5x + 2v == 4 (Moglichkeit der Wieder-
holung und Festigung des Stofles der Abschnitte 3.2. und 3.3.), eine mathematische

Berechnungsformel, 2.B. 4 = “ ) “on (Mbglichkeit der Wiederholung zuri

liegenden Stoffes) oder cine physikalische Formel, z.B. F| -

der Verbindung zu anderen Fichern).

Wir stellen als Aufgabe:

— Lose die Gleichung nach der Variablen ¥ auf, damit du Funktionswerte berechnen
kannst!

— Ermittle aus der Formel die Hshe k des Trapezes!

~ Bestimme die Kraft I, wenn Gleichgewicht herrscht!

Wir erkliren den Schiilern, dafl nach Festlegung der Variablen, nach der die Glei-

chung aufzulésen ist, bei den Umformungen die anderen Variablen wie bestimmte

Zahlen behandelt werden. Der Grundbereich ist vor dem Losen festzulegen.

. Wir verstirken bei den Schiilern die Einsicht in die Notwendigkeit und Bedeutung
dieser Unaformungen, wenn sie einc Aufgabe mit bestimmten Zahlen zunichst in
allgemeiner Form lésen. Wir empfehlen dazu die Aufgabe ¢ 78 (Lb 129). Aus dem
Buch ., Tabellen und Formeln* entnchmen die Schiiler auf Seite 67 die Formel fiir die
Bahngeschwindigkeit bei einer gleichférmigen Kreisbewegung v == 2z - r - n. In der
Praxis, der die Aufgabe angepaBt ist, gibt man im allgemeinen wegen der besseren
MeBbarkeit den Durchmesser anstelle des Radius an. Die Schiiler schreiben die
Formel unter Verwendung des Durchmessers d nieder: v = = - d - n. In Aufgabe ¢ 78
wird nach der Drechzahl n gefragt.

Es bestehen zwei Moglichkeiten:

~ Wir setzen fiir alle bekannten Grofien die Werte cin und Iosen die Gleichungen
nach n auf.

— Wir losen dic Gleichung nach n auf und berechnen den entstehenden Ausdruck,
indem wir die bekannten Gréflen einsetzen. .

In beiden Fiillen ist zwar der Rechenaufwand gleich. Beim zweiten Weg erhalten

wir jedoch einen Ausdruck von allgemeinerer Bedeutung. Er gibt ein fiir allemal die

Grofle n in Abhiingigkeit vou v und d an und kann fiir jede gleichgeartete Aufgabe

wieder verwendet werden. In Tabellenbiichern der Praxis findet man die Bezichung

zwischen Schnittgeschwindigkeit v, Drehzahl n und Durchmesser d nach jeder der

drei GroBen aufgelost. Dazusind miecist noch Wertetafeln angegeben. Auch an Maschi-

= F, -1, (Maglichkeit

[
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nen sind hiufig solche Tafcln angebracht. Wir machen den Schiilern erncut bewuSt,
daB oft der Rechenaufwand verringert wird, wenn zunichst dic Umformung mit
Variablen vorgenommen wird. Man erhilt einen geschlossenen, cinmal am Ende der
Umformung zu berechnenden Ausdruck. Dieser Vortcil wird allerdings nur bei
komplizierten Aufgaben deutlich. Vorliufig miissen Fertigkeiten im Umformen
einfacher lincarer Gleichungen mit mehreren Variablcn erzielt werden.

3. Am Beispiel C 35 (Lb 76) wird das Ausfiihren der Probe erliutert.
Wir setzen wie bisher die gefundene ,,Lésung* in die Ausgangsgleichung cin, wie das
im Lehrbuch vorgefiihrt wird, und erhalten im erwiihnten Beispiel die Gleichung
2h — 3a = 2b — 3a. Zur Klirung des Charakters dicser Probe fithren wir mit den
Schiilern etwa das folgende Gespriich:
..Ist der Ausdruck 2b — 3a = 2b — 3a einc Aussage 2
Auf die Antwort ,,nein®, wozu wir cine Begriindung geben lassen, fragen wir weiter:
.,Gilt die Gleichung dann als Bestitigung der Richtigkeit der Losung 7+
Auf die Antwort ,.ja* fragen wir, wic das begriindet werden kann.

Erkenntnisse:

— Da die Losung der Gleichung selbst Variablen enthilt, erhalten wir beim Einsetzen
in die Ausgangsgleichung keine Aussage wie bisher, kinnen also eigentlich nichts
iiber Wahrheit oder Falschheit aussagen.

— Die Probe besteht darin, daB wir eine Gleichung erhalten, von der wir leicht fest-
stellen konnen, daB sie fiir alle Variableninterpretationen wahre Aussagen liefert,
weil die Terme auf beiden Seiten gleich sind.

Die Umformungen in den Proben werden mitunter kompliziert. In diesem Falle

kann noch ein anderer Weg beschritten werden. Wir greifen dazu den Hinweis auf,

den wir den Schiilern fiir das Umformen von Gleichungen mit mehreren Variablen
gegeben haben: Sie sollen beim Auflésen nach einer dieser Variablen die anderen wie
bestimmte Zahlen behandeln. Wir lassen also fiir die Variablen leicht iiberschaubare

Zahlen einsetzen. Haben wir die Gleichung

5x +a=2b—3a
nach x gelést mit

2b—4a
X =——"

2

s0 setzen wiretwaa =1, b =2,
Die Ausgangsgleichung erhilt dann dic Gestalt
5:x-4+1=2-2—-3-1.

2.2-4-1

Fiir x erhalten wir =0.

5
Also ergibt sich

5:0-1=4—3,
1.

Damit ist diec Lésung fiir @ =1 und b = 2 bestitigt. Allgemeingiiltig ist dieser
Nachweis nicht. Er liefert nur eine gewisse Bestitigung fiir die Richtigkeit der
Rechnung. Falsche Losungen kénnen auf diese Weise leicht erkannt werden.

Ubungsmaterial: Aufgaben c 63 bis 67 (Lb 128).
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Zweiter Schwerpunkt der Unterrichiseinheit 3.4.3.: A 1
Wir verfolgen drei Ziele:

— Auflésen mathematischer und physikalischer Formeln nach darin enthaltenen Varia-
blen.

Dic Schiiler entnehmen ihnen bekannte mathematische Formeln aus dem Tafelwerk.
Der Lehrer lenkt die Ubung so, daB gleichzeitig solcher Stoff wiederholt wird, der in der
betreffenden Klasse einer Festigung bedarf. Als Variablen, nach denen die Formeln
umzustellen sind, werden nur solche gewihlt, die lincar auftreten. In einfachen Fillen
kann davon abgewichen werden, wenn die Schiiler iiber das mathematische Riistzeug
zum Lésen der Gleichung verfiigen, z. B.: Bestimme a (r; d) aus der Quadratfliichen-

formel 4 = a? (Kreisﬂiicheufurmcl A ==zr’bzw. 4 = :—'tlz) !

Die Auswahl von physikalischen Formeln sollte in Abstimmung mit dem Physik-
lehrer erfolgen, damit die Ubungen maximal fiir die Unterstiitzung dieses Faches
genutzt werden konnen (Aufgabe ¢ 21, Lb 132).

— Losen von eingekleideten Aufgaben, die auf Gleichungen mit mehreren Variablen
fithren. Hierfiir gelten die Hinwcise zu den beiden vorangehenden Unterrichtseinheiten.
Unter den Aufgaben sollten sich auch solche befinden, bei denen Umstellungen von
Gleichungen mit mehreren Variablen nach einer dieser Variablen zu vollziehen sind
(Aufgaben ¢ 78 und 79, Lb 129).

— Mit dieser Unterrichtseinheit wird die Behandlung des Stoffgebietes 3. abgeschlossen.
In die Vorbereitung auf eine schriftliche Leistungskontrolle sind auch Ubungen zu
den Stoffeinheiten 3.1. und 3.2. cinzubeziehen. Insk dere sind Gleichungen fiir
lineare Funktionen in der Form ax + by 4 ¢ = 0 nach der Variablen y aufzulésen,
Wertetafcln aufzustellen und die Funktionen graphisch darzustellen. Formeln aus
Physik, Technik usw. werden als Funktionen aufgefaBt, u. U. dazu graphische Dar-
stellungen angefertigt.

Zusammenfassung:

1) Die Schiiler erwerben Fertigkeiten im Umstellen von linearen Gleichungen mit
mehreren Variablen nach einer dieser Variablen. Sie verstehen, in welcher Weise der
Charakter der Probe dabei verindert wird, kénnen Proben ausfiihren und begriinden.

2) Im Mittelpunkt der Anwendungen stehen Umformungen von mathematischen und
physikalischen Formeln und das Losen von eingekleideten Aufgaben. Die Ubungen
werden zugleich fiir erforderliche Wicderholungen genutzt.

3) Vorschlag fiir die Zeiteinteilung:

1. Schwerpunkt: 1 Stunde,
2. Schwerpunkt: 2 Stunden,
Vorbercitung auf eine Leistungskontrolle: 1 Stunde.

Aufgabenvorschlige fiir eine schriftliche Leistungskontrolle (2 Stunden)

1. Ordne den Zahlen — 3; — 25 — 15 0; 15 2; 3 jeweils ihren Betrag zu! Besitat die
Abbildung die Eigenschaften einer Funktion ? Begriinde deine Antwort!

2. Bestimme die Nullstelle der Funktion mit der Gleichung 2y = 4x — 7 rechnerisch!
Stelle dic Funktion graphisch dar!

3. Gib zwei Gleichungen von Funktionen an, deren graphische Darstellungen parallel
verlaufen!
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. Beschreibe den Verlauf des Bildes der Funktion y = mx mit m <= 0 im Koordinaten-

system!

Eyin PKW ,,Trabant* verbraucht im Durchschnitt auf 100 Fahrtkilometern 6,51
Benzin. Driicke die Beziehung durch cine Gleichung aus und stelle sie in cinem
Koordinatensystem graphisch dar!

Ermittle die Gleichung der linearen Funktion, deren graphische Darstellung darch
dic Punkte P, (0;6) und P, (3;7) verliuft!

2—=3_2%2) Gib cinen moglichen Grundbereich an!
TTica—3’ ib einen moglichen Grundbereich an!
Stelle die Formel fiir die Langenausdehnung von festen Stoffen bei Tempcratur-
verianderung I, = Iy (1 + «A9#) nach dem Ausdehnungskoeffizienten & um!

Bei einem StraBenrennen, das mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 45 km
in der Stunde gefahren wird, verliert ein Fahrer durch Reifenschaden 4 Minuten.
Wie lange muB er mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 50 km in der Stunde
fahren, um seine Gruppe wieder einzuholen ?

Lése die Gleichung



4.  Flichen- und Rauminhaltsherechnung

4.0. Vorbemerkungen

4.0.1. Stellung, Bedeutung, Ziele

Mit diesem Stoffgebiet findet der Lehrgang der Flichen- und Rauminhaltsherechnungen,
der in Klasse 5 begonnen wurde, einen vorldufigen AbschluB.

Von Anfang an bildete dieser Lehrgang ein wichtiges Bindeglied zwischen den arith-
metischen Stoffgebicten einerseits und den geometrischen andererseits. Dieser Umstand
bestimmte weitgehend die fachliche und methodische Gestaltung des Unterrichts in
diesem Lehrgang.

Die Probleme der Flichen- und Rauminhaltsberechnungen und damit im Zusammen-
hang das Kennenlernen einer Reihe wichtiger geometrischer Gebilde des zwei- und
dreidimensionalen Raumes sind fiir die allgemein-geistige Entwicklung der Schiiler von
Bedcutung. Das gleiche gilt fiir eine Reihe von Arbeitsmethoden, die in dicsem Stofi-
gebiet vor allem im Zusammenhang mit der Gewinnung neuer Erkenntnisse (z. B.
empirische Methoden, Analogiebetrachtungen, Verallgemeinerungen) und deren
Sicherung (Beweisen mit den Mitteln der mathematischen Deduktion) Anwendung
finden sollten. Die Hinweise zur Gestaltung der Unterrichts wollen auch dazu Anre-
gungen vermitteln.

Die Schiiler erfahren, daB viele Erkenntnisse, die sic in diesem Stoffgebict gewinnen,
schon zum iltesten Kultur- und Bildungsgut der Menschheit gehéren. Dennoch muf3
auch der Mensch unserer Tage iiber ein griindliches und umf; des Wissen auf diesem
Gebiet verfiigen. Dicse Uberzeugung muB der Lehrer beim Schiiler wecken, indem er
ihm den Blick fiir gewisse geometrische Gebilde in mehr oder weniger konkreten
Erscheinungsformen in seiner Umwelt 6ffnet, indem er ihn in die Lage versetat, sein
Wissen und Kénnen auch in anderen Unterrichtsfichern, in der Praxis oder in den ver-
schicdenen Formen auBerunterrichtlicher Titigkeit anznwendcn.

An dem mathematisch so bedeutsamen Inhaltsbegriff, einem Hauptgegenstand des
Stoffgebictes, wird scit Klasse 5 gearbeitet. In Analogie zu Lingenmessungen als Ver-
gleich mit einer geeignet festgelegten Liangeneinheit lernen die Schiiler das Messen der
Flicheninhalte von Rechtecken bzw. der Rauminhalte von Quadern ebenfalls als Ver-
gleichen mit geeigneten Flicheneinheiten (Einhcitsquadrate) bzw. Raumeinheiten
(Einheitswiirfel) kennen. Das Ergebnis eines bedeutsamen Abstraktionsprozesses ist die
Erkenntnis, daB sich Flichen- und Rauminhalt von Rechtecken bzw. Quadern auch
durch Formeln berechnen lassen.

In Klasse 6 wird herausgearbeitet, daB sich mit diesen Formeln auch die Flicheninhalte
beliebiger geradlinig begrenzter ebener Figuren berechnen lassen. Dabei werden diese
geometrischen Figuren durch Flichenverwandlungen auf Rechtecke zuriickgefiihrt und
dabei spezielle Formeln fiir den Flicheninhalt einzelner Figurenklassen erarbeitet.
inzipiell dasselbe vollzieht sich in Klasse 7 fiir den dreidimensionalen Raum. Auf
diese Weise wird eine geeignete Formel zur Berechnung des Rauminhalts von Prismen
gewonnen,

P,
Pr
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Wihrend die Auslegemethode in Klasse 5 natiirliche Zahlen als MaBzahlen der Linge
voraussetzte, sind die Formeln 4 =a-b bzw. ¥V = a - b ¢ auch fiir rationale MaB-
zahlen der GroBen a, b und c erklirt.

Die Berechnung des Flicheninhalts eines Rechtecks, dessen Linge und Breite inkom-
mensurable Strecken sind, setzt jedoch die definitorische Erweiterung der Giiltigkeit
der genannten Formeln fiir reclle MaBzahlen voraus. Vor prinzipiell dem gleichen Pro-
blem stehen die Schiiler, wenn sie den Flacheninhalt eines Kreises bzw. den Rauminhalt
einer Kugel berechnen sollen. In den Klassen 7 und 8 kann diese Problematik aus ver-
stindlichen Griinden dem Schiiler nur angedeutet werden. Zwar muf3 manches offen-
bleiben, ehe es zu einem spiteren Zeitpunkt zur Zufriedenheit gelést werden kann,
jedoch K i an dic Wi haftlichkeit diirfen nicht gemacht werden. Den
Schiilern ist diese Liicke in der Darstellung durchaus bewuBtzumachen (/* Uh 7/210).
Fiir Schiiler, die den Unterricht bis zur Klasse 12 besuchen, setzt sich diese Linien-
fithrung insofern fort, als der Lehrplan fiir Klasse 12 fordert:

»Ausgehend von der Problematik der Flichenberechnung unter Anwendung der
Integralrechnung, wird die Volumenberechnung mittels Integralrechnung eingefiihrt. . .
Bei der Berechnung der Volumina von elementaren geometrischen Kérpern, ins-
besondere von Rotationskérpern, sind die den Schiilern aus dem Unterricht in niedrigen
Klassenstufen bekannten Formeln zu beweisen.*

Aus den dargestellten Zusammenhingen heraus ist es auch verstindlich, daB das Stoff-
gebiet zunachst mit einer Wiederholung von Prismen und Zylindern begonnen wird.
Diese Begriffe sowie das Berechnen ihres Oberflichen- und Rauminhaltes sind wichtige
Grundlagen fiir das Verstehen des neuen Stoffes in Klasse 8. Dabei wird jedoch nicht
ausschlieSlich wiederholt, sondern es wird zugleich der Satz von CAVALIERI eingefiihrt
und bei Volumenvergleichen angewendet, wobei die Schiiler lernen, auch schicfe Pris-
men und Zylinder zu berechnen. Auf dieser gesicherten und zugleich erweiterten Grund-
lage vollzieht sich nun die Behandlung des neuen Stoffes (Pyramide, Kreiskegel, Kugel).
Diese wird aber nur dann eflfektiv sein kénnen, wenn die Schiiler eine Reihe von wichti-
gen, in friiheren Schuljahren und Stoffgebieten erworbenen Kenntnissen und Erkennt-
nissen, Fahigkeiten und Fertigkeiten sicher beherrschen. Vor allem handelt es sich um
folgende:

Flich und Rauminhaltsberect gen von Vielecken, Prismen, Kreiszylindern
(Klassen 5 bis 7);

Ahnlichkeitslehre (Strahlensatz, Flicheninhalte dhnlicher Figuren, Satz des PyTHaA-
GORAS);

Anwcenden von Rechenstab und Tafelwerk; .

Lésen von Gleichungen, Arbeiten mit Verhiltnisgleichungen und mit Variablen;
Quadratzahlen, Quadratwurzeln;

Korperdarstellung in senkrechter Zweitafelprojektion und in schriger Parallel-
projektion.

Speziell diese Sachverhalte sollten also in téglichen Ubungen und bei der immanenten
Wiederholung beriicksichtigt werden.

An dieser Stelle kann festgestellt werden, daB das Stoffgebict innerhalb der vom Lehr-
plan vorgezeichneten Linienfiihrung beachtliche Beitrige zur Realisierung der fach-
eigenen und fachubergredenden Lenthmen, wie sie der Lehrplan ausweist, leistet. Das
Letrifft insb dere die fq
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Gleichungen:

Im Vordergrund steht das Umformen von Gleichungen beim Herleiten oder Beweisen
von Formeln sowie das Lisen von Gleichungen bei den verschiedenen Aufgabenarten.

Abbildungen:

Der Lehrplan weist darauf hin, da einseitiges Rechnen in diesem Stoffgebiet zu ver-
meiden ist. Die Fertigkeiten im Zeichnen und Konstruieren sind weiterzuentwickeln und
die in Klasse 7 vermittelten Kenntnisse in der Darstellenden Geometrie zu vertiefen.
Dabei ist das Raumvorstellungsvermégen der Schiiler systematisch weiterzuentwickeln,
und es ist zu sichern, daB die Schiiler tiefer in den geometrischen Abbildungsbegriff
eindringen.

Funktionen:

GemiB Lehrplan sind alle Formeln dieses Stoffgebietes als Gleichungen mit mehreren
Variablen zu interpretieren. Sie sind damit auch als Funktionen zu betrachten, ins-
besondere dann, wenn iiberlegt wird, wie das Variieren gewisser GroBen in ciner Formel
sich auf die iibrigen in der Formel enthaltenen GroBen auswirkt.

Beweisen:

Der Beitrag des Stoffgebietes zu dieser Leitlinie ergibt sich schon aus der Anzahl der
Formeln, dic herzuleiten oder zu beweisen sind. Kann vorher eine Vermiutung erarbeitet
werden, so wirkt sich das giinstig auf die Einsicht in die Beweisnotwendigkeit und auf
die Entwicklung eines Beweisbediirfnisses aus. In zunehmendem MaBe sollten die
Schiiler auch an selbstandiges Beweisen herangefiihrt werden.

Mittel zur Rationalisierung der geistigen Arbeit:

Diese Leitlinie des Lehrplanes ist besonders dadurch zu realisieren, daB die Fertigkeiten
im Umgang mit Rechenstab, Formelsammlung und Tabellen weiterentwickelt werden
und daB beim Lésen der zahlreichen Aufgaben iibersichtlich und sauber gearbeitet
wird.

Diese Hinweise zur Realisierung der Leitlinien des Lehrplans sind keineswegs voll-
stindig, sie sollen lediglich auf besondere Schwerpunkte orientieren.

Als wichtigste Kenntnisse und Erkenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten, dic in
diesem Stoffgebiet zu vermitteln sind, weist der Lehrplan aus:

,»Die Schiiler haben sich die Begriffc ,,Pyramide®, ,,Kreiskegel*“ und ,,Kugel* ange-
eignet. Sie kennen den Satz von CAVALIERI und verstehen die mit dessen Hilfe vorge-
nommenen Herleitungen von Volumenformeln.

Die Schiiler besitzen sichere Fertigkeiten im Berechnen von Prismen, Pyramiden,
Kreiszylindern, Kreiskegeln und Kugeln und vermégen entsprechende Sach- und
Anwendungsaufgaben unter umfassender Verwendung von Zahlentafel, Formel-
sammlung und Rechenstab zu Iésen.*)

‘Wenn der Lehrplan fordert, dafl die Schiiler sich nur die wichtigsten Grundformeln fest
im Gedichtnis einzuprigen haben, so betrifft das etwa die Formeln fiir die Volumen

1) Vgl Lehrplan Mathematik, Klassen 5 bis 10. Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin 1975 (00 30 18), Seite 27.
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von Pyramide, Kreiskegel und Kugel sowie die Formel fiir den Oberflicheninhalt der
Kugel. Alle anderen Formeln miissen die Schiiler schnell und sicher in der Zahlentafel
finden oder auch selbst herleiten knnen.

Wichtige Uberzeugungen und Einsichten, die der Lehrer bei den Schiilern wihrend der
Arbeit im Stoffgebiet schaffen sollte, sind etwa:

Die Notwendigkeit und der Wert eines sicheren Fakten- und Formelwissens;
die Notwendigkeit einer sauberen und ibersichtlichen Darstellung von Lésungswegen
zur Vermeidung von Fehlern.

Dariiber hinaus bieten die vielseitigen Aufgaben, die hiufig auch der Umwelt der Schiiler
entnommen werden sollten, zahlreiche Moglichkeiten fiir die politisch-ideologische und
weltanschauliche Erziehung, besonders dann, wenn Diskussionen und Lésungswege,
Lssungen von Aufgaben u. 4. vom Schiiler Meinungsbildungen, Darlegungen von Stand-
punkten fordern.

4.0.2 Literaturhinweise

(1) AuTorENKOLLEKTIV: Kleine Enzyklopidie Mathematik. Seiten 225 bis 228 und
232 bis 235. VEB Bibliographisches Institut, Leipzig 1965.
(2) PierzscH, G.: Zum Grenzwertproblem. Volk und Wissen Volkseigener Verlag,
Berlin 1567 (Bestell-Nr. 00 21 12).
Artikel in der Fachzeitschrift ,,Mathematik in der Schule*:
(3) RirTER, K.: Die Lochschablone — ein neues Arbeitsgerit zur Rationalisierung des
Mathematikunterrichts. Jahrgang 2 (1964), Heft 9, Seite 700.
4) BOHNE, py und W.MAHLERT: Einige Bemerkungen zur Behandlung des Stoff-
Korper und Méglichkeit zur Verwendung eines Klassen-
satzes ,,Stereometrie“. Jahrgang 3 (1965), Heft 10, Seite 765.
(5) OrTo, M.: Die Kugel als regulires Polyeder. Jahrgang 5 (1967), Heft 6, Seite 470.
(6) LurBER, W.: Zur Einfiithrung der Volumenformel der Kugel. Jahrgang 5 (1967),
Heft 12, Seite 910.
(7) Junck, W.: Zur Herleitung von Volumenformeln im Stereometrieunterricht. Jahr-
gang 6 (1967), Heit 3, Seite 192.
(8) Zur Behandlung des Flicheninhalts krummer Otberflichen. Jahrgang 8 (1970), Heft 2,

Seite 88.

(9) Zur Geschichte der Flichen- und Volumenmessung. Jahrgang 8 (1970), Heft 4,
Seite 251.

(10) Zur Darlegung der Flichen- und Vol g in sowjetischen Schulbiichern.
Jahrgang 8 (1970), Heft 6, Seite 451.

(11) Grass, W.: Beschreibung und Hinweise zum Unterrichtsmittel ,,Fad delle.

Jahrgang 8 (1970), Heft 2, Seite 107.

(12) ErBRECHT, G., und D. GEUPEL: Richtige Schwerpunktsetzung im Stoffgebiet ;4. Fld-
chen- und Rauminhaltsberechnung® der Klasse 8. Jahrgang 12 (1974), Heft 5/6,
Seite 290,
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4.1. Volumenvergleiche
(3 Stunden; Lerneinheiten D 1 bis 3)

Hauptaufgabe dieser Stoffeinheit ist eine Wiederholung und Vertiefung wichtiger
Begriffe und Erkenntnisse, die im bisherigen Lehrgang Stereometrie vermittelt worden
sind. Zunichst stehen dabei die Begriffe ,,Prisma* und ,,Kreiszylinder* sowie die
Volumenberechnung gerader Prismen und gerader Kreiszylinder im Mittelpunkt.

Die Erliuterung des Satzes von CAVALIERI (ohne Beweis) schafft die Moglichkeit,
durch Volumenvergleiche auch das Volumen schiefer Prismen und schiefer Kreis-
zylinder zu bercchnen. Die Notwendigkeit, gerade und schiefe Prismen (Kreiszylinder)
zu unterscheiden, muB8 den Schiilern hier besonders deutlich werden. Dabei sollte
zugleich wiederholt werden, da8 die Prismen nach der Anzahl der Seitenflichen ein-
geteilt werden, daB es regelmiflige und unregelmiBige Prismen gibt und daB es nicht
nur Kreiszylinder, sondern z. B. auch Zylinder mit elliptischer Grundfliche gibt.

Die hauptsichlichen Anwendungen des Satzes von CAVALIERI erfolgen in den nichsten
Stoffeinheiten. Seine Einfithrung in dieser Stoffeinheit erweist sich aber deshalb als
besonders giinstig, weil sich bei den Volumenvergleichen von geraden und schiefen
Prismen (Kreiszylinder), einer wenigstens teilweise bekannten Problematik, eine
besonders cinfache Anwendung des Satzes ergibt. Auf diese Weise kénnen Schwierig-
keiten fiir das Verstindnis dieses Satzes und seiner Anwendung bei Volumenvergleichen
weitgehend vermieden werden.

Das Bestreben, auch das Volumen schiefer Prismen und Kreiszylinder zu berethnen,
liefert zugleich cine geeignete Motivation fiir die Einfiihrung des Satzes von CAVALIERI.
In dieser Stoffeinheit ist das Berechnen von Oberflicheninhalten und Volumen mit dem
Skizzieren und Konstruieren der Korper auf vielseitige Weise zu verbinden. Die Kennt-
nisse aus der Darstellenden Geometrie, der Gleichungslehre, der Kreisberechnung und
die Fertigkeiten im Umgang mit Tafelwerk und Rechenstab sind dabei zu festigen.

Erster Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.1.: Wiederholung der Begriffe ,,Prisma®, ,,Kreis-
zylinder*; Volumenberechnung gerader Prismen und gerader Kreiszylinder (Lerneinheit D ])

h d hols F)

en Wieder

Es empfiehlt sich, diese Thematik in einer zu Beginn
der Stoffeinheit zu behandeln. Diese Stunde wird ihrer besonderen Rolle wegen hier
ausfiibrlich dargestellt.

Thema: Prismen und Kreiszylinder (Wiederholung)

Gliederung:

(1) Zielorientierung: Wiederholung von Prisma und Kreiszylinder

(2) Wicderholung: Begriffe ,,Prisma*, ,,Kreiszylinder*; Volumenberechnung gerader
Prismen (Kreiszylinder)

(3) Ubungen: Prisma
Korperdarsteﬂung (senkrechte Zweitafelprojektion, schriage Parallelprojektion); Vo-

g (Arbeitsblatt)
(4) Wiederholung: Emtcllung der Prismen (gerade/schi f; n-seitig; regelmaBig/unregel-
miBi
(5) Ubungen: Kreiszylinder
Korperdarstellung (senkrechte Zweitafelprojektion); Vol berechnung
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Methodische Hinweise:

Zu (1): Die Zielorientierung sollte sich nicht nur auf diese Stunden beziehen. Zu Beginn
der crsten Stunde des neuen Stoffgebietes sollte der Schiiler einen kurzen Uberblick
iiber Anliegen und Aufbau des Stoffgebietes erhalten. Die Zielorientierung erfolgt
maglichst nicht nur durch Worte, sondern wird durch die Anschauung unterstiitzt.
Dazu zeigt der Lehrer jeweils cin D rati dell folgender Korper: Prisma,
Kreiszylinder, Pyramide, Kegel Kugel. Die Schiiler nennen die Namen der gezeigten
Korper und stellen fest, daB sie das Volumen des Prismas und des Kreiszylinders bereits
berechnen konnen, das der iibrigen Kérper jedoch noch nicht. Der Lehrer macht jetzt
die Schiiler mit dem Anliegen der Stunde und dem Aufbau des Stoffgebictes bekannt.
Zu (2): Zuniichst werden die Begriffe ,,Prisma‘* und ,,Kreiszylinder* wiederholt, ebenso
die Formeln fiir die Volumenberechnung fiir gerade Prismen (Kreiszylinder). Die
Schiiler erhalten die Aufgabe, selbstindig die Zusammenfassungen iiber Prisma bzw.
Kreiszylinder im Lehrbuch (Lb 78) durchzuarbeiten. Die iibersichtliche Darstellung im
Lehrbuch erméglicht auch eine Arbeit in zwei Gruppen. Inzwischen schreibt der Lehrer
einige Begriffe an die Tafel, etwa die folgenden:

Prisma Kreiszylinder

(Grund- und Deckflichen, Seiten- (Grund- und Deckflichen, Mantel)
flichen)

Hihe Hohe

gerades Prisma gerader Kreiszylinder
Volumenberechnung Volumenberechnung

Anhand des Tafelbildes und cines D trati dells gibt jeweils ein Schiiler cine

Zusammenfassung durch einen Schiilervortrag.

Bei der Erklirung der Begriffe ,,gerades Prisma* und ,.gerader Kreiszylinder* sollte
das Modell eines schiefen Prismas bzw. eines schiefen Kreiszylinders zur Veranschau-
lichung benutzt werden.

Zu (3): Im weiteren Verlauf der Stunde stehen vielseitige Ubungen im Vordergrund,
wobei es stets um die Weiterentwicklung rechnerischer und konstruktiver Fertigkeiten
geht. In der ersten Ub\mg wird das Pusma behandelt. Dazu kénnte ein Arbeitsblatt
verwendet werden, wie es Bild 4.1. zeigt. Die Schiiler lésen selbstindig die Aufgaben 1
(Erginzung des Aufrisses zu einem rcgelmﬁﬁigen dreiseitigen Prisma) und 3 (Volumen-
berechnung).

Die Aufgabe 2 kann als Hausaufgabe erteilt werden (zunichst Begriff ,,Kavalier-
perspektive* kurz wiederholen). Eine geeignete Zusatzaufgabe konnte sein, cinc andere
mogliche Ergénzung des Aufrisses zu finden (andersfarbig einzeichnen). Steht das
Arbeitsblatt nicht zur Verfiigung, so eignet sich auch der Auftrag D 1 a, b (Lb 78) fiir
diese Ubung.

Zu (4): Im Unterrichtsgesprich werden die ver
Prismen wiederholt (gerade/schief; n- scltlg, regelmiBig/unregelmiBig). Eine kurze
Anwendung dieser Kenntnisse auf einige Modelle oder Abbildungen von Prismen
(Tafelbild oder Polylux-Lichtschreiber; Bild 4.2.) schlieBt diesen Stundenteil ab.

Zu (5): Inhalt der letzten Ubung ist der Kreiszylinder.

Die Schiiler lésen zundchst den rechnerischen Teil von Aufgabe d 5 a (b, ¢) (Lb 133)
selbstiindig. Der Lehrer weist auf die Benutzung des Tafelwerkes hin.

Die entsprechende Darstellung in Zweitafclprojektion ist der zweite Teil der Hausauf-
gabe.

hied

Einteilungsprinzipien fiir
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Bild 4.1.
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Sehrdghild :

\..._—.... ——

Grundfliches ]

Bild 4.2.

In einer kurzen Zusammenfassung verweist der Lehrer auf den Zusammenhang zwi-
schen Prisma und Zylinder, der in der einheitlichen Volumenformel ¥V = 4; -k zum
Ausdruck kommt.

Es wird darauf hingewiesen, daB Ubungen, wie sie fiir die erste Stunde empfohlen
wurden, auch in den beiden anderen Stunden der Stoffcinheit durchgefithrt werden
sollten (Aufgaben d 1 bis 10, Lb 133 f.).

Zweiter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.1.: Einfiihrung des Satzes von CAVALIERI (ohne
Beweis) und seine A dung bei Vol gleichen (Lerneinheit D 2)

Vor der Einfithrung des Satzes ist den Schiilern bewultzumachen, daB sie bisher nur
das Volumen gerader Prismen berechnen kénnen. Es wird die Uberlegung angekiindigt,
ob und unter welchen Bedingungen ein Vergleich des Volumens schiefer Prismen mit
dem Volumen entsprechender gerader Prismen moglich ist.

Obwohl ein Beweis des Satzes von CAVALIERI in Klasse 8 nicht mdglich ist, sollte der
Satz dem Schiiler nicht vorgegeben werden. Der Satz wird zunichst auf empirischem
Wege in Form einer Vermutung gewonnen. Bei der Formulierung des Satzes ist auf die
Notwendigkeit eines Beweises aufmerksam zu machen. Das Kernstiick eincs solchen
Beweises, der Ubergang zu beliebig fein werdenden Schichten parallel zur Grundflichen-
ebene des Korpers, sollte auch im Zuge der induktiven Erkenntnisgewinnung anklingen.
In enger Anlehnung an das Lehrbuch, dessen Abbildungen benutzt werden soliten,
werden fiir die Erarbeitung des Satzes von CAvALIERI die nachstehenden methodi-
schen Schritte angegeben:
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1) Vergleich zweier verschiedener gerader Prismen mit gleich grofien Schnittflichen in
gleichen Hohen iiber der Grundflichencbene sowie mit gleich groBen Grundflichen
und gleich langen Kérperhshen (Bild D 1, Lb 79).
Wegen V), = Ag, *hyund V, = Ag, + hy
und wegen Ag = 4¢3 hy =hy
gilt offenbar: V, = V,.
Vergleich eines schiefen Prismas mit einem entsprechenden geraden Prisma (Bild
D 2, Lb 79).
Ein aus stirkeren Schichten (Holzplatten) aufgebautes Prisma wird, wie im Lehr-
buch dargestellt, in eine neue Lage gebracht (treppenférmiger Korper).
Wichtiger Denkschritt: Durch Zerlegung des Prismas in beliebig fein werdende
Schichten (Stapel von Postkarten) entspricht die ncue Lage einem schiefen Prisma.
Fiir gerades wie fiir schicfes Prisma gelten die unter 1) formulierten Voraussetzun-
gen.
Vermutung: Offenbar gilt deshalb auch: ¥, = V,.
Diese Vermutung 1Bt sich auerdem durch einen Fiillversuch (Sand, Wasser) er-
hiirten, wenn geeignete Fiillkorper zur Verfiigung stehen.
3) Ubertragung der Vermutung auf beliebige ebenflichig begrenzte Korper am Beispiel
zweier Pyramiden, fiir die wiederum die unter 1) formulierten Voraussetzungen
clten sollen (Bild D 3, Lb 79).
%ie Uberlegungen werden nur theoretisch durchgefiihrt, da sie prinzipicll mit denen
unter 2) iibereinstimmen.
Erkenntnis: Die unter 2) formulierte Vermutung fiir Prismen kann offenbar auf
beliebige ebenflichig begrenzte Korper iibertragen werden.
4) Zusammenfassung
Bei allen unter 1) bis 3) durchgefiihrten Korpervergleichen gelten offenbar folgende
Eigenschaften:

2

-

c) Gleiche Schnittflichen in gleichen Hohen parallel zur Grundflichenebene

d V,=V,

Verallgemeinerung zum Satz von CAVALIERI

Aus der Giiltigkeit der Eigenschaften a), b), c) folgt stets die Eigenschaft d) (Formu-
lierung des Satzes ,/* Lb 80, Satz D 1).

6) Giltigkeit des Satzes auch fiir nicht ebenflichig begrenzte Kérper (Bild D 4, Lb 80).
7) Anwendung (Auftrag D 4, Lb 80).

5

Dritter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.1.: Volumenberechnung schiefer Prismen und
schiefer Kreiszylinder (Lerneinheit D 3)

Die Volumenvergleiche mit Hilfe des Satzes von CAvALIERI finden sogleich eine wich-
tige Anwendung bei der Volumenberechnung schiefer Prismen und schiefer Kreiszylin-
der. Indem der Lehrer auf dieses Ziel orientiert, 148t er den Unterschied zwischen ge-.
raden und schiefen Prismen (Kreiszylinder) wiederholen. Die Beweise der entsprechen-
den Sitze (Sitze D 2 und D 3, Lb 80 f.) sind im Lehrbuch ausfiihrlich dargestellt. In
jedem Falle wird zu einem schiefen Korper die Existenz eines geraden Korpers mit
gleicher Grundfliche und Hohe angenommen und auf diesen Sachverhalt der Satz von
CAVALIERI angewendet.

Methodisch sollte so verfahren werden, daB der Lehrer den Beweis des Satzes D 2 aus-
fiihrlich und fiir alle Schiiler verstiandlich erliutert, daB hingegen der Beweis des Satzes
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D 3 von den Schiilern selbstiindig erarbeitet und anschlieBend durch einen Schiilervor-
trag dargelegt wird. Die Aufgaben d 11 bis d 15 (Lb 134) ermoglichen dic Anwendung
der erworbenen Kenntnisse im Unterricht und in Hausaufgaben.

Zusammenfassung:

1) Da fiir die Stoffeinheit drei Stunden zur Verliigung stehen, kann jeder der drei
Schwerpunkte in einer Stunde behandelt werden.
Die Uhungen zum ersten Schwerpunkt sollten, sowcit dic Zeit dazu ausreicht, in der
2. Stunde fortgesetzt werden.

2) Am Ende der Stoffeinheit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler kennen den Unterschied zwischen geraden und schiefen Prismen bzw.
Kreiszylindern und sind in der Lage, Volumenberechnungen fiir diese Kérper durch-
zufithren. Sie kennen den Satz von CAVALIERI und verstehen, wie er bei Volumen-
vergleichen angewendet wird.

4.2. Pyramiden
(7 Stunden; Lerneinheiten D 4 bis 7)

Nachdem in der Stoffeinheit 4.1. die erforderlichen Grundlagen bereitgestellt worden
sind, kann nun die Behandlung der ersten Art der in dieser Klassenstufe neu einzu-
fiihrenden Kérper, der Pyramiden, erfolgen.

Es handelt sich bei den Pyramiden im Gegensatz zu den dann folgenden Kérperarten
(Kreiskegel, Kugel) um ebenflichig begrenzte Korper, doch bereitet die Herleitung der
Formel fiir das Volumen der Pyramiden einige Schwierigkeiten. Sie bestehen vor allem
darin, daB die Herleitung aus einer groBeren Anzahl von Einzelschritten besteht, daf3
groBere Anforderungen an das Raumvorstellungsvermigen gestelit werden und daB in
die Herleitung eine Reihe friiher erworbener Kenntnisse einflieBen, die zweckmaiBiger-
weise vorher bereitgestellt werden sollten.

Die Herleitung der Volumenformel fiir Pyramiden basiert vor allem auf der in Klasse 7
erarbeiteten Volumenformel fiir Prismen und setzt dic Kenntnis des Strahlcnsatzes
voraus. Die Behandlung der Pyramiden schafft zugleich wichtige Voraussetzungen fiir
die sich anschlieBende Behandlung der Kreiskegel.

Im Interesse der Festigung und stindigen Anwendungshereitschaft der zum Berechnen
von Pyramiden erforderlichen Kenntnisse solite der Ubung in diesem Stoffabschnitt
breiter Raum gegeben werden. Dabei sind auch das Zeichnen und Konstruieren zu be-
riicksichtigen sowic die bekannten Rechenhilfsmittel zu verwenden.

Erster Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.2.: Definieren des Begriffes ,, Pyramide (Lernein-
heiten D 4 und 5)

Den Schiilern ist bewuBtzumachen, da8 die Form der Pyramide in der Natur (Kristalle),
Axrchitektur (historische Bauwerke in Agypten und Mittelamerika; Turmhauben) und
Technik (Werkstiicke, Maschinenclemente) eine bedeutende Rolle spielt. Das Anliegen
des Lehrers kann durch geeignete Abbildungen (Projektion durch Diaskop oder Epi-
skop) unterstiitzt werden. Es sei auch an das Motivbild (,,Agyptische Pyramiden®) im
Lehrbuch (Lb 77) erinnert, das als Ausgangspunkt fiir ein Gesprach gewihlt werden
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kann. Dabei kann auf die Unmenschlichkeit der Sklavenhalter hingewiesen und auf die
gowaltige Leistung der unterdriickten Sklaven, deren Arbeitsergebnisse die Jahrtau-
sende iiberdauert haben, eingegangen werden.

,.Die GroBe Pyramide hat eine Grundkante von 227 m Linge (urspriinglich 233 m) und eine
Héhe von 137 m, 10 m niedriger als zur Zeit der Fertigstellung.

Zum Transport des verwendeten Baumaterials wiren 20000 Giiterziige mit je 30 Waggons erfor-
derlich; aneinandergekoppelt hitten sie eine Linge, die z. B. der doppelten Entfernung Paris—
Wolgograd (Luftlinic) cntspriche ... (Aus ,.Kleine Enzyklopidie —Mathematik*. VEB Biblio-
grafisches Institut, Leipzig 1965, Seite 226.)

Es ist nun an der Zeit, den Schiilern begreiflich zu machen, daB der mathematische
Pyramidenbegriff das Ergebnis eines langen Abstraktionsprozesses darstellt. Die Schii-
ler erkennen das bereits, wenn sic die abgebildeten dgyptischen Pyramiden mit einem
Anschauungsmodell einer Pyramide vergleichen, wobei auch das letztere noch eine Ver-
gogenstandlichung des abstrakten mathematischen Begriffs darstellt. Aus diesen Uber-
legungen wird die Notwendigkeit einer exakten Definition des mathematischen Pyra-
midenbegriffs ersichtlich.

Obwohl nicht vorgesehen ist, den Schiilern eine genetische Definition des Begriffs ,,Py-
ramide* zu geben, sollte doch zunichst das Entstchen einer Pyramide im Raum ledig-
lich unter Verwendung der Begriffe Punkt, Gerade, Ebene beschrieben werden. Dazu
regt Beispiel D 5 (Lb 81) im Zusammenhang mit Bild D 7 (Lb 81) an. Neben dem ge-
nannten Bild sind Fadcnmodelle mit Gummifiden oder Stativmaterialien aus- der
Physiksammlung geeignete Mittel zur Veranschaulichung. Auch Auftrag D 7 (Lb 82)
enthilt wichtige Voriiberlegungen zum Verstindnis der Definition. Dieser Auftrag
sollte deshalb von den Schillern méglichst selbstindig mit Hilfe von Tabellen bearbeitet
werden.

Nun kann Definition D 4 (Lb 82) zur Kenntnis genommen und von den Schiilern wieder-
gegeben werden. Sie sollte sofort auf einige geeignete Modelle gerader Pyramiden an-
gewendet werden. Statt dessen kann der Lebrer auch verschiedene Grundflichen ge-
rader Pyramiden anzeichnen (Quadrat, Rechteck, Dreieck, Sechseck). Die Schiiler
haben dann dic entsprechende Pyramide mit Worten zu beschreiben.

Bevor weitere Begriffe eingefiihrt werden, sollten die Schiiler sclbstindig Auftrag D 8
(Lb 82) bearbeiten (Darstellung als gerade Pyramide). Danach werden gemeinsam alle
Eckpunkte bezeichnet, und es werden nun die iibrigen Begriffe eingefithrt.

Grundfliche: ABCD
Scitenflichen: ABS, ...
Spitze: S

Grundkanten: 4B, ...
Seitenkanten: A4S, .
Hohe der Pyramide: AS

Weitere Symbole fiir die Lingen der Kanten und Hohen sind Bild D 8 (Lb 82) zu ent-
nehmen. Dabei ist unbedingt auf die verschiedenen Hohen (h, h,) einzugehen, zumal
diese bei den folgenden Berechnungen eine wichtige Rolle spielen.

Um den Unterschied zwischen geraden und schiefen Pyramiden herauszuarbeiten, kann
Auftrag D 8 (Lb 82) noch einmal fiir eine andere Lage der Spitze (z. B. senkrecht tiber
A) gelést werden.

Durch Gegeniibersteliung cines regelmifligen und eines unregelmiBigen Sechsecks als
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Grundflichen von Pyramiden wird schlieBlich der Begriff der regelmiBigen (unregel-
miBigen) Pyramide eingefiihrt.

Den Schiilern ist fassend bewull hen, iiber welche verschiedenen Mog-
lichkeiten der Klassifizierung der Pyramiden sie verfiigen:

+
n-seitige Pyramiden: entsprechend der Anzahl der Eckpunkte der Grundfliche, der
Grundkanten bzw. der Seitenflichen;
regelmiBige Pyramiden: Grundfliche ein regelmiBiges Vieleck und Spitze senkrecht
iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche;
gerade Pyramiden: Grundfliche hat einen Mittelpunkt und Spitze liegt senkrecht
iiber dem Mittelpunkt.

Diese Erkenntnisse sollten durch geeignete Ubungen im Klassifizieren von Pyramiden
gefestigt werden. Dabei kénnen die zu klassifizierenden Objekte als Modelle (Stereo-
metriebaukasten) oder durch Beschreiben ihrer Eigenschaften vorgegeben werden
(/' Dritter Schwerpunkt).
SchlieBlich ergibt sich das Problem, die Lingen der Kanten oder der Hohe ciner Pyra-
mide zu berechnen, eine wichtige Vorstufe fiir das Berechnen des Volumens und des
berflacheninhalts von Pyramiden. Darum sollten diese Ubungen schon vorher vor-
geschen werden. Die Herausarbeitung des Losungsweges einer solchen Aufgabe 148t sich
fangs dadurch erleichtern, daB der Lehrer Schnittflichen, die bei der Berechnung
eine Rolle spielen, in ein entsprechendes Fad dell einsetzt. Das iibersichtliche Dar-
stellen des Losungsweges einschlieBlich einer Skizze (farbiges Herausheben der ge-
gebenen und gesuchten Stiicke sowie der Schnittdreiecke) in Tafelbild und Schiiler-
heften sind wichtige Voraussetzungen fiir richtiges Losen. Den Schiilern ist bewuBtzu-
machen, daB hier wieder eines der vielen Anwendungsgebiete des in der ,,Ahnlichkeits-
lehre* erarbeiteten Satzes des Pythagoras vorliegt. Dem Beispiel D 6 (Lb 82 f.) ist
zu entnehmen, daB zunichst mit Variablengleichungen gearbeitet wird. Erst nach allen

notwendigen Umformungen werden die gegeb GroBen eingesetzt, und es wird
die numerische Losung ermittelt. Dabei wizrd k q mit GroBengleichung
gearbeitet.

Auftrag D9 (Lb 83) ist zu entnel daB es kei gs immer auf vollstindiges

Lésen einer Aufgabe ankommt. Schr wertvoll ist schon das Beschreiben des gesamten
Losungsweges einer solchen Aufgabe. DaB die numerische Lésung unter Zuhilfenahme
von Rechenstab und Tafelwerk ermittelt wird, sei nur am Rande erwihnt. (Weitere
Hinweise zu Ubungen /' Dritter Schwerpunkt.)

Zweiter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.2.: Herleiten der Formeln fiir Volumen, Mantel-
und Oberfliicheninhalt gerader Pyramiden (Lerneinheiten D 6 und 7)

Die Herleitung der Formel fiir das Volumen gerader Pyramiden ist mit cinigen Schwie-
rigkeiten verbunden und bedarf deshalb ciner besonders sorgfiltigen methodischen
Aufbereitung.

Das beginnt bereits mit der Bercitstellung der erforderlichen Kenntnisse und Erkennt-
nisse, Fihigkeiten und Fertigkciten aus zuriickliegenden Stoffgebi Daher ist un-
bedingt eine Wiederholungs- und Ubungsphase voranzustellen. Gegenstand dieser
‘Wiederholung sind vor allem:

Vielecke (Flich legung heninhaltsbercchnung); Stoff der Klasse 6;
Prisma (Volumenberechnung); Stoff der Klasse 7;
Strahlensatz; Satz von CavaLIERI; Stoff der Klasse 8.
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Tm Zuge dieser Wiederholung sollten die Schiiler Aufgaben der folgenden Art Isen.

1. Gegeben sei die Grundfliche ABCD eines geraden Prismas [Lochschablone: A (14),
B (10), C (2), D (4)], die Lange der Hohe des Prismas betrage 7,5 cm.
Berechne das Volumen (in ¢cm3)!

2. Erginze die folgenden Verhaltnisgleichungen entsprechend Bild d 4.3.!
a) SA:SD = A4B: ...
b) SB:BE=...:
¢) BC:...=...
d) ...:.. =S4:

S

Bild 4.3.

3. Zeichne zwei einander schneidende Geraden, die von einem Paar paralleler Geraden
geschnitten werden! Bezeichne alle Schnittpunkte, so daB folgende Verhiltnisglei-
chungen gelten!

ZV:ZY = VW: XY
ZW: X = VW: XY

ZW:ZX =2V:ZY

Bevor die Formel fiir das Volumen der Pyramide hergeleitet wird, empfiehlt es sich,
ecine Phase der empirischen Erkenntnisgewinnung einzuschalten. Dadurch gewinnen
die Schiiler eine gewisse Vorstellung von dem bei der Herleitung zu erwartenden Ergeb-
nis. Auch trigt ein solches Vorgehen zur Anerziehung eines Beweisbediirfnisses seitens
der Schiler, einer wichtigen Forderung des Lehrplanes im Rahmen der Leitlinie ,,Be-
weisen*, bei. Dabei muB der Lehrer stets betonen, daB das Ergebnis eines solchen Vor-
gehens nur den Charakter einer Vermutung besitat. Ein Beweis muf sich deshalb an-
schlieBen (oder es ist zumindest auf die Notwendigkeit eines solchen zu verweisen).

Im vorliegenden Falle konnte die induktive Phase wie folgt verlaufen:

1) Anhand gecigneter Modelle wird zunichst vermutet, da das Volumen einer Pyra-
mide offenbar Kleiner ist als das eines entsprechenden Prismas mit gleich groBer
Grundfliche und Hohe.

2) Durch ein Fiillexperiment werden Pyramiden und Prisma (mit den schon unter 1)
genannten Bedingungen) miteinander verglichen. Entsprechende Fiillkorper lassen
sich — wenn nicht vorhanden — aus festem Karton leicht selbst herstellen. Als Fiill-
gut eignet sich feiner Sand.
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Mit guter Niiherung 148t sich dabei die Vermutung aussprechen: Das Volumen der
Pyramide betrigt offenbar ein Drittel des Volumens des entsprechenden Prismas.
Die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit dieser Aussage fithrt nun zur Herleitung der
Volumenformel. Diese Herleitung ist im Lehrbuch so ausfiihrlich dargestellt, daB es
hier geniigt, die methodischen Schritte deutlich zu machen, nach denen das Lehr-
buch vorgeht und denen auch der Lehrer im Unterricht folgen sollte. Die Ausfiihr-
lichkeit und Klarheit der Lehrbuchdarstellung erméglicht auBlerdem die aktive Mit-

arbeit der Schiiler bei der Herleitung der Formel.
Nachstehend wird ein Uberblick iiber den Weg des Lehrbuches gegeben.

1) Ubungen zur dreiseitigen Pyramide
a) Konstruieren: Darstellen im Schriigbild sowie Grund- und Aufri
b) Begriinden:  Jede Pyramide liBt sich in dreiseitize Pyramiden zerlegen.
Bei dreiseitigen Pyramiden kann jede Begrenzungsfliche als
Grundfliche gewihlt werden.

B,

kung: Es empfiehlt sich die Verwendung eines Kl zes von Pyramiden (Stereome-
triebaukasten oder vorb de H: fgabe: Modelliere aus Zeichenkarton eine dreiseitige
Pyramide aus vier gleichseitigen Dreiecken — Tetraeder!).

2) Teilzielorientierung
Um das Volumen einer dreiseitigen Pyramide, z. B. der unter 1 a) dargestellten,
berechnen zu kénnen, bendtigt man eine geeignete Formel. Sie soll nun hergeleitet
werden.

3) Satz D 5 (Lb 84) mit Beweis
Dreiseitige Pyramiden mit gleich langen Hohen und inhaltsgleichen Grundflichen
haben gleiches Volumen.

Bemerkung: Der Beweis ist im Lehrbuch ausfiihrlich dargestellt, dazu Bild D 10 (Lb 84). Es
kann daher auf eine umfangreiche Tafelbilddarstellung verzichtet werden. Einzelne Herlei-
tungsschritte sollten von den Schiilern durchgearbeitet und selbstindig dargestellt werden.
Einige Erkenntnisse aus der Ahnlichkeitslehre sind bewuBt anzuwenden und dabei zu wieder-
holen.

H

A

~T

A

Bild 4.4.
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4) Satz D 6 (Lb 85) mit Beweis
1
Fiir dreiseitige Pyramiden gilt: ¥V = 5 Ag-h.

Bemerkung: Prinzipiell gilt das schon unter 3) Gesagte. Die ausfiihrliche Lehrbuchdarstellung
ist gut gegliedert und wird durch die Bilder D 11 bis D 13 (Lb 85) veranschaulicht.

Bei dieser etwas umfangreichen Herleitung empfiehlt sich die Verwendung des Polylux-
Schreibprojektors. Entsprechend den Lehrbuchbildern D 11 und D 12 werden drei verschie-
dene Schablonen vorbereitet (Tusche, auch farbig, auf durchsichtiger Folie). Die Schabl
werden nach und nach aufeinandergelegt und ergeben schlieBlich die in Bild D 12 des Lehr-
buches dargestellte Figur.

Das Bild 4.4. zeigt den Inhalt der drei Schablonen.

Dadurch wird folgendes erreicht:

1) Der Aufbau der Gesamtdarstellung erfolgt schrittweise vor den Augen der Schiiler in ein
und derselben Figur und kann jederzeit rekonstruiert werden.

2) Das gut ausgeleuchtete Wandbild eignet sich gut zur D ration vor der g
Klasse.

5) Teilzielorientierung; Erarbeitung
Berechnung des Volumens n-seitiger Pyramiden.
Durch Zerlegung des Volumens in k dreiseitige Pyramiden von gleicher Hohe und
den Grundflicheninhalten 4,, ..., 4 erfolgt eine Riickfithrung auf dreiseitige
Pyramiden.,

Bemerkung: Zu dieser Erkenntnis sollten die Schiiler anhand von Bild D 14 selbstiindig ge-
langen. Der Weg der Riickfiihrung eines neuen Froblems auf ein bereits gelostes ist den Schii-
lern besonders bewutzumachen.

6)

=

Herleitung von Satz D 7 (Lb 87)

Die unter 4) gewonnene Formel fiir das Volumen dreiseitiger Pyramiden wird als
allgemeingiiltig fiir beliebige gerade Pyramiden erkannt.

Bemerkung: Die Herleitung von Satz D 7 bereitet keine besonderen Schwierigkeiten, wenn
vorher Schritt 5) gegangen worden ist.

7) Beispiel
Eine erste Anwendung der erarbeiteten Formel erfolgt an einem einfachen und
iibersichtlichen Beispiel (formale Aufgabe wie Beispiel D 7, Lb 87).

Bemerkung: Die Schiiler sind b ders darauf aufmerksam zu hen, daB

1) der Losungsweg zwei Teilschritte enthalt (Berechnung von A¢ und von ¥),

2) soweit wie moglich alle Ter f mit Variablen erfolgen. Erst danach werden die
gegebenen Gréfen eing Der Rect fwand wird dadurch auf ein Mindestmal re-
duziert und dann noch groBtenteils mit Rechenhilfsmitteln bewaltigt.

Die Gewinnung der Formeln fiir Mantel- und Oberflicheninhalt bereitet kaum Schwie-

rigkeiten. Die Begriffe ,Mantel“, ,,Oberfliche” (und auch der Netzbegriff) sind den

Schiilern schon aus fritheren Schuljahren (KI. 5: Quader; K1. 7: Kreiszylinder) bekannt.

Sie werden jetzt auf die Pyramide angewendet. Dabei sollten die Schiiler weitgehend

selbstindig titig sein:

1) Durcharbeiten des entsprechenden Abschnitts im Lehrbuch (Lb 88),

2) (Vorbereiteter) Schuletkurzvortrag hand eines Pyramid zes (Wenn nicht
vorhanden, dann im Selbstbau herstellen — Abwicklung der Oberfliche in eine
Ebene moglichst vor den Augen der Schiiler).
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Der Lehrer sollte selbst entscheiden, ob es erforderlich ist, dazu ein besonderes Tafelbild

zu entwickeln. Dabei kénnten fiir die einzelnen Netzteile Applikationen benutzt wer-

den.

Bel der Formel fur den Mantelflicheninhalt sollten die Schiiler noch einmal auf den
hen der Bezeich g ,,n-seitige Pyramide* und der Anzahl n

1hrer Seltenﬂachen, die den Mantel bilden, hingewiesen werden.

SchlieBlich ist auf saubere sprachhche Formulierung und eindeutigen Gebrauch der

Symbollk zu achten. Begnﬂ'e wie Oberfliche und Oberflicheninhalt (4o) sind klar von-

zu unter

Uber die Darstellung des Losungsweges entsprechender Aufgaben gibt Beispiel D 8
(Lb 88) Auskunft.
4 £,

Diesem Beispiel sind insb ¢ folgende Hinweise zu entnehmen:

1) Die erforderlichen Umformungen werden zunichst soweit wie moglich nur mit
Variablen durchgefiihrt.

2) Die benutzten Gleichungen sind GréBengleichungen, d. h. also, es sind die entspre-
chenden Einheiten mitzufiihren.

3) Erforderliche Nebenrechnungen sind als reine Zahlenrechnungen auszufiihren und
getrennt vom Hauptgang der Rechnung vorzunehmen.

Dritter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.2.: Durchfiikrung vielseitiger Ubungen

Das Losen von Aufgaben erstreckt sich iiber die gesamte Stoffeinheit. Wihrend es in

den ersten Stunden (/ Erster und Zweiter Schwerpunkt) darum geht, an einfachen

Beispielen das Anwenden der erarbeiteten Formeln zu demonstrieren, wird das Losen

von Aufgaben Unterrichtsgegenstand in den letzten Stunden der Stoffeinheit. In aus-

gesprochenen Ubungsstunden, in denen die Schiiler Fertigkeiten beim Berechnen und

Zeichnen von Pyramiden erwerben sollen, stehen Aufgaben der folgenden Arten im

Vordergrund :

1) Berechnen von Stiicken an Pyramiden
Solche Stiicke sind z. B. Pyramidenhohe, Hohe einer Seitenfliche bzgl. eincr Grund-
kante, Grund- und Seitenkanten. Dabei kommt es auf klares Durchdenken des
Losungsweges anhand von Planfiguren (Kennzeichnen von Schnittflichen) und
richtiges Anwenden des Satzes von Pythagoras an.

2) Berechnen des Volumens, des Mantel- und Oberflicheninhalts gerader Pyramiden
Hierbei handelt es sich um eine Weiterentwicklung der unter 1) genannten Aufgaben,
es gilt deshalb das dort schon Gesagte.

3) Zeicheniibungen
Sie dienen der Auflockerung der Recheniibungen, vor allem aber der Weiterent-
wicklung der Zeichen- und Konstruktionsfertigkeiten, des Raumvorstellungsver-
mégens und der Wiederholung der Kenntnisse aus der Darstellenden Geometrie.
Nicht zuletzt sollen die Schiiler immer wieder den engen Zusammenhang zwischen
B gen und Zeichnungen crkennen. Neben dem Zeichnen von Planfiguren
zur Veranschaulichung riumlicher Zusammenhinge stehen Darstellungen von
Pyramiden in Schrigrissen und in senkrechter Zweitafelprojektion im Vordergrund.
Dabei sollten auch die Kenntnisse iiber das Darstellen von Strecken und Flichen in
wahrer GroBe zur Anwendung kommen (evtl. als Bestitigung der durch Rechnung
ermittelten GroBen).

4) Kombinierte Ubungen
Besonders wertvoll sind komplexe Aufgabenstellungen, die das Anwenden viel-
seitiger Kenntnisse und Fertigkeiten verlangen,

230



Dabei sollten dic Aufgaben nicht immer nur in Form eines Textes, sondern auch ein-
mal als zu bearbeitender Sachverhalt vorgegeben werden. Dazu eignen sich Arbeits-
blitter, Lochschablone, Kl dtze aus dem Stereometriebaukasten u.i. Zu
empfehlen sind auch manuelle Ubungen (Bauen von P)ramlden aus Zeichenkarton
oder aus Stabchen mit Kugeln aus Knetmasse), wenn sie sinnvoll mit Ubungen im
Rechnen und Zeichnen verbunden sind.

Fiir die Ubungen dieser Stoffeinheit wie auch des gesamten Stoffgebietes gelten fol-
gende Fordcrungen:

Vielseitigkeit in der Aufgabenstellung;

Einbeziehen von formalen und cingekleideten Aufgaben sowie von Anwendungsauf-
aben;

Etandiger Uberblick des Lehrers iiber den Stand der Fertigkeitsentwicklung bei den

Schiilern durch geeignete Riickkopplungs- und KontrollmaBnahmen (Durchfiihrung

einer Kurzarbeit usw.);

systematisches Steigern des Schwierigkeitsgrades der Aufgaben und der Forderungen

an die Selbstindigkeit der Schiiler;

Uberschlagen von Teil- und Endergebnisstn;

stindiges Verwenden von Rechenhilfsmitteln (Rechenstab, Tafelwerk);

Beachten von berechtigter und unberechtigter Genauigkeit;

sauberes und ibersichtliches Darstellen der Losungswege (vorher durchdenken) mit

klarer Trennung und Bezeichnung der Losungsschritte;

stindiges Wiederholen des benotlgtcn Faktenwissens aus fritheren Stoffgebieten;

Pflege des notwendigen Formel ze

Ein Vorschlag fiir die letzte Stunde der Stoffeinheit als Ubungsstunde wird im folgenden
ausfiihrlich dargestellt.

Thema: Ubungen im Berechnen und Darstellen von Pyramiden

Gliederung:

(1) Ubung: Darstellen von Prisma und Pyramide mit gleichem Volumen in Grund- und

3
Beschreiben der Korper; Berechnen von Volumen und Oberflicheninhalt (Arbeits-

blatt)
(2) Ubung: Anferngen von Tetraeder und Oktaeder als Kantenmodelle in Gruppenarbeit
(3) Leistungsk (K it): Prisma, Kreiszylinder, Pyramide
Methodische Hinweise:

Zu (1): Gegenstand der ersten Ubungsphase kann das Arbeitsblatt in Bild 4.5. sein. Die
Schiiler beginnen sofort mit der selbstindigen Losung der Aufgaben 1 und 2. Bei Auf-
gabe 1 geht es nicht schlechthin um eine zeichnerische Darstellung, sondern zugleich
um eine interessante Anwendung der Volumenformeln von Prisma und Pyramide. Bei
Aufgabe 2 sollen die Schiiler erkennen, daB beide Korper scchsseitig und regelmaBig
sind. Nach einer kurzen Auswertung der Aufgaben 1 und 2 (Erlduterungen durch
Schiiler) wird die Aufgabe 3 ebenfalls selbstindig gelost. Fiir das Prisma ist der Ober-
flicheninhalt, fiir die Pyramide das Volumen (fiir beide Kérper gleich) zu berechnen.

Zu (2): Eine weitere Ubung ist mit manueller Tatigkeit verbunden. In Gruppenarbeit
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Arbeitsblatt

(1) Erginze die Darstellungen in Grund- und Aufrif unter der Bedingung,
daf Prisma und Pyramide gleiches Volumen haben!

-

(2) Beschreibe die Korper !

(3) Berechne!

Aa V=

Bild 4.5.
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(2 Gruppen) werden die Aufgaben d 26 bzw. d 27 (Lb 135) geldst. Dazu erhalten die
Schiiler Plasttrinkrohrchen und etwas Knetmasse. Die Rohrchen sind entweder schon
in den benstigten Langen zugeschnitten, oder die Schiiler benstigen noch eine Schere.

Aufgabenstellung:
Gruppe 1 Gruppe 2
Aufgabe (Lb 135) Aufgabe d 26 Aufgabe d 27
Materialien 3 Trinkrohrchen 4 Trinkrohrchen
Knetmasse Knetmasse
Kantenlinge a=8cm a=06cm
Hausaufgabe (Lb 135) Aufgabe d 28 Aufgabe d 29

Die Abmessungen entsprechen also bereits den Hausaufgaben. Die Begriffe ,,Tetra-
eder (Vierflichner) und ,,Oktaeder* (Achtflichner) sind den Schiilern zu erkliren.
Anhand der fertiggestellten Modelle erkennen die Schiiler, daB bei diesen Kérpern alle
Begrenzungsflichen einander kongruent und auBlerdem regelmiBig sind. Das alles
sind Eigenschaften der sogenannten Platonischen (regelmiBigen) Kérper, von denen
fiinf verschiedene existieren. Neben Tetraeder und Oktaeder kennen die Schiiler das
. Hexaeder (Wiirfel), die iibrigen beiden heiBen Dodekaeder und Ikosaeder (7 ,,Kleiné
Enzyklopadie — Mathematik“. VEB Bibliographisches Institut Leipzig, Seite 230 und
Tafel 61). Es wird jedoch darauf hingewiesen, da dic Behandlung der Platonischen
Kérper vom Lehrplan nicht gefordert wird.
Zu (3): Den AbschluB der Stunde bildet eine Leistungskontrolle in Form einer Kurz-
arbeit. Nachstehend einige Aufgabenvorschlige:

1. Aus einem Metallwiirfel soll die groBtmogliche quadratische Pyramide heraus-
geschliffen werden. Wieviel Prozent betrigt der Materialverlust ?

2. Welcher der beiden Korper von gleicher Hohe hat das grofiere Volumen ? (Begriin-
dung!)
a) l%egelméiﬁiges sechsseitiges Prisma mit der Grundkante a = 2,5 cm
b) Gerader Kreiszylinder mit r = 2,5 cm

3. a) Erginze die in der Tabelle fehlenden Angaben fiir drei gerade vierseitige Pyra-

miden mit rechteckiger Grundfliche (Grundkanten a, b)!

I I III
Grundkante a 2cm 30 mm
Grundkante b 4 cm 1,5 cm 25 mm
Hohe h 6 cm 15 cm
Volumen V 45 cm?® 2 500 mm?

b) Stelle die Pyramide I in Grund- und Aufrif§ dar!

Zusammenfassung:
1) Fiir die Aufteilung der vom Lehrplan fiir die Stoffeinheit vorgesehenen acht Stunden
wird folgender Vorschlag gemacht:
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Fiir die Behandlung des ersten und des zweiten Schwerpunktes werden je zwei
Stunden verwendet.
Der dritte Schwerpunkt wird in drei weiteren Stunden realisiert, wobei einzelne
Ubungselemente selbstverstindlich auch schon in die ersten Stunden der Stoffeinheit
einflieBen.
Die 8. Stunde der Stoffeinheit wird am Ende der Behandlung des Stoffgebi mit
fiir die Klassenarbeit verwendet.

2) Am Ende der Stoffeinheit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler kennen die Definition des Begriffes ,,Pyramide®. Sie sind in der Lage,
Pyramiden nach ihrer Form klar zu unterscheiden und zu klassifizieren.
Die Schiiler beherrschen die Formel fiir das Volumen gerader Pyramiden und be-
sitzen Fertigkeiten bei ihrer Anwendung. Die Schiiler sind in der Lage, einen Lo-
sungsweg fiir die Berechnung einzelner Stiicke sowie des Mantel- und Oberflichen-
inhaltes von Pyramiden anzugeben und diesen iibersichtlich darzustellen.
Sie konnen die Berech an Pyramiden auch mit zeichnerischen Darstell

verbinden (senkrechte Zw;ita.felpmjektion, schrige Parallelprojektion).

4.3. Kreiskegel
(5 Stunden; Lerneinheiten D 8 und 9)

Nach der ausfiihrlichen Behandlung der Pyramide werden die Flichen- und Raumin-
haltsberechnungen mit der Behandlung des Kreiskegels fortgesetat.

Zwischen Pyramide und Kegel sowie bei ihrer Behandlung in der Schule gibt es einige
Analogien, die fiir die Rationalisierung des Unterrichts und des Erkenntnisprozesses
genutzt werden konnen und die sich zweifellos giinstig auf die allgemein-geistige Ent-
wicklung der Schiiler auswirken.

Beim Beweis der Volumenformel des Kreiskegels wird ein Volumenvergleich mit einer
geeigneten Pyramide unter Zuhilfenahme des Satzes von CAvALIERI durchgefiihrt.

Aus den angefithrten Griinden wird sich bei der Behandlung des Kreiskegels vieles
dhnlich vollzichen wie vorher bei der Pyramide. Mancher dort gegebene Hinweis mu8
deshalb hier nicht wiederholt werden. Auch in den Schwerpunkten stimmen beide Stoff-
einheiten weitgehend iiberein.

Erster Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.3.: Der Begriff des geraden Kreiskegels (Lern-
einheit D 8)

Es ist eine ausdriickliche Forderung des Lehrplans, den geraden Kreiskegel als Rotations-
korper zu erklaren. Dafiir gibt es verschiedene Griinde, z. B.:
Drehungen haben im G rieunterricht schon wiederholt eine Rolle gespielt und
sind daher dem Schiiler geliufig.
Die Schiiler haben in Klasse 7 den geraden Kreiszylinder ebenfalls als Rotations-
korper kennengelernt.
Der Begriff des Rotationskorpers spielt auch nach der Behandlung des Kreiskegels
noch eine besondere Rolle: Kugel als Rotationskérper; Stoff der Klasse 8. Volumen-
berechnung von Rotationskérpern mit Hilfe der Integralrechnung; Stoff der Klasse 12.
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Im Bestreben, an Bekanntes anzukniipfen, sollte zundchst der Begriff des geraden
Kreiszylinders als Rotationskérper wiederholt werden (Wiederholung der Ver
lichung). Danach sollte man die Schiiler vor das Problem stellen, aus einer Gruppe ver-
schiedener Kérpermodelle solche auszuwihlen, die ebenfalls als Rotationskorper er-
klirt werden konnen (Kegel, Kugel). Der Lehrer greift zunichst den Kegel heraus und
fordert die Schiiler auf, diesen Korper als Rotationskdrper zu erkliren (Drehung eines
rechtwinkligen Dreiecks um eine seiner Katheten oder Drehung eines gleichschenkligen
Dreiecks um die zur Basis gehérende Hohe). Die Aussagen der Schiiler werden nach
Maglichkeit anschlieBend durch ein kleines Experiment iiberpriift. Im einfachsten Falle
1aBt sich eine Stricknadel mit einer entsprechenden Kartonfahne in der Hand drehen.
Wirkungsvoller, aber auch aufwendiger, ist ein solches Experiment mit der Schwung-
maschine aus dem Physikkabinett.
Nachdem eine geeignete Erklarung fiir den geraden Kreiskegel gefunden wurde, werden *
seine Begrenzungsflichen untersucht.
Die Schiiler sollten selbst feststellen, daB der Kegel im Gegensatz zur Pyramide nur
zwei Begrenzungsflichen besitat:
Grundfliche (Kreisflache);
Mantel (regelmiBig gekriimmte Fliche).
Schon hier sollte der Lehrer auf die Analogie Prisma—Zylinder einerseits und Pyramide—
Kegel andererseits hinweisen.
SchlieBlich werden die Begriffe ,,Mantellinie* (Wie viele sind méglich ? — Vergleiche sie
untereinander!) und ,,Hohe* eingefiihrt, und es werden, wie schon bei anderen Korpern,
gerade und schiefe Kreiskegel unterschieden. Rotationskérper sind nur die geraden
Kreiskegel. Sie besitzen deshalb auch eine Achse, die mit der Hohe zusammenfillt.
Fiir eine Zusammenfassung des bisher behandelten Stoffes eignet sich Bild D 16 (Lb 89)
des Lehrbuches.
Die Schiiler sollten nun erfahren, daB es auch andere Méglichkeiten gibt, den Begriff
»»Kreiskegel zu erkliren. Um die Schiiler selbst eine solche Moglichkeit finden zu
lassen, 1iBt der Lehrer eine entsprechende Erklirung fiir den Begriff ,,Pyramide*
durcharhmten (Be1sp1el 5, Lb 81) und fordert dann die Schiller auf, den Begriff des
kegels in einer solchen Weise zu erkliren. Zur Bestitigung nehmen die Schiiler
Belhplel D 9 (Lb 89) zur Kenntnis.
Eine Betrachtung iiber Kegel in der Umwelt (Architektur; Werkstiicke; Maschinen-
elemente; technische Bauteile; Absperrkegel als Verkehrsleiteinrichtung; Schiittkegel
von Massengut usw.) schlieBt diesen Teil der Stoffeinheit ab. Die Schiiler schreiben
Beispicle fiir Kegel in ihrer Umwelt auf und stellen einen Kegel in Grund- und Aufri3
und als SchrigriB (Ellipse als Freihandzeichnung) dar.

Zweiter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.3.: Volumen, Mantel- und Oberflicheninhalt gerader
Kreiskegel (Lerneinheit D 9)

Auch bei der Gewinnung der Formel fiir das Volumen des Kreiskegels und deren Beweis
wird wieder wie bei der Pyramide vorgegangen. Daher bietet sich die Moglichkeit an,
die Schiiler aktiv und weitgehend selbstindig besonders an der Beweisfiihrung zu Satz
D 8 (Lb 89) arbeiten zu lassen. Trotz der Analogie zur Pyramide wird eine solche
Arbeitsweise manchen Schiilern Schwierigkei bereiten. Folgende methodische
Schritte werden empfohlen:

1) Empirische Gewinnung einer Vermutung
Vergleich des Kegels mit einem Kreiszylinder gleichen Grundflicheninhaltes und
gleicher Hohenlinge
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2)

3)

4)

a) Vermutung anhand ven Modellen: Das Volumen des Kegels ist kleiner als das
des ent Zyli s

b) Wie bei der Pyramide werden durch ein Fiillexperiment Kegel- und Zylinder-
volumen miteinander verglichen. Es wird vermutet, daB das Kegelvolumen den
dritten Teil des entspr den Zylindervol ht und daB daher gilt:

1
Viegel = -?7'51'2 ‘h.
Zur gleichen Vermutung gelangt man auch durch eine rein theoretische Uber-
legung.
Es wird eine regelmiBige n-seitige Pyramide betrachtet. Durch Erhohung der An-
zahl n der Seitenflichen nihert sich die Pyramide immer mehr einem Kreiskegel an.
Es ist daher zu vermuten, daB fiir das Volumen beider Kérper gilt:

1

V=—4c h.
3 4
Zielorientierung
Die au.fgestellten Vermutungen bediirfen in jedem Falle des Beweises, auch wenn sie
noch so iiber d erschei Ein solcher Beweis soll nun gefiihrt werden.

Auf Grund der Vermutu.ng wird Satz D 8 (Lb 89) formuliért und anschlieBend be-
wiesen. Dabei sollen die Schiiler weitgehend selbstindig titig werden. Um das zu
erreichen, sind zunichst das Problem klar herauszuarbeiten und der Weg zur Er-
reichung des Zieles abzustecken. Dazu werden die Bilder D 10 und D 17 (Lb 84 und
90) verglichen und noch einmal die Beweisschritte von Satz D 5 (Lb 84) analysiert.
Der Lehrer entscheidet, ob die Schiiler jetzt schon in der Lage sind, den Beweis selb-
stindig zu fithren oder ob schrittweise mit Vorbesprechen des jeweils nichsten Be-
weisschrittes vorgegangen wird. In jedem Falle sollte jetzt ein Tafelbild entstehen,
das die folgende Beweisdarstellung enthilt.

Voraussetzungen:

Gegeben sind ein gerader Kreiskegel und eine gerade dreiseitige Pyramide entspre-
chend Bild D 17 des Lehrbuches mit den Eig haften:

art = A apcs
F\S, = F,S, = h;
FyS, = FyS, =k,

Behauptung: Vieg = %mz “h

Beweis:

1) Nach Bild D 17 des Lehrbuches gilt:
Alle Kreise sind einander dhnlich. Nach dem Strahlensatz gilt:

r:r' =h:h'.
2) Nach dem Satz iiber den Flicheninhalt dhnlicher Figuren gilt:

wr2iqr'2 = h2:h'2,
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3) Wie bereits im Beweis von Satz D 5, Punkt b (Lb 84), gezeigt, gilt:
Apapc: Apapc =h*: R,

4) Aus 2) und 3) folgt:
nr2inr'? = Apapct Ap apce

5) Wegen nr? = A, 4pc gilt daher:
7't = Apapc.

6) Nach dem Satz von CAVALIERI gilt daher:

Vkeget = Vpyremide bzw.

Vieget = %mz “h |, w.z.b.w.

5) AnschlieBend bearbeiten die Schiiler Auftrag D 13 (Lb 90) selbstandig (Aufstellen
einer Formel fiir den Durchmesser).
Die Gewinnung der Formeln fiir Mantel und Oberflicheninhalt ist zwar etwas aufwen-
diger als bei der Pyramide, aber im Lehrbuch ausfiihrlich dargestellt. Die hier vorhan-
denen Méglichkeiten fiir die immanente Wiederholung sollten ausgiebig geniitzt werden
(Kreisberect g, speziell Krei hnitt; Satz des PYTBAGORAS ; Verhaltnisgleichun-
gen). Es fiehlt sich eine entsprechende Gestaltung der einfithrenden tiglichen-
Ubung.
Das Problem der Abwicklung des Kegelmantels in eine Ebene sollte nicht nur theore-
tisch dargelegt werden. Die Schiiler kennen das Vorgehen schon von der Aufstellung
der Formel fiir den Zylindermantel. Es muB aber bemerkt werden, da8 nicht jede ge-
kriimmte Fliche in eine Ebene abwickelbar ist. Schon in der nichsten Unterrichtsein-
heit werden die Schiiler das am Beispiel der Kugel erleben. Es ist also giinstig, die Ab-
wicklung des Kegelmantels in eine Ebene vor den Augen der Schiiler vorzunehmen. Am
einfachsten umgibt man dazu ein Kegelmodell mit einem aus Zeichenkarton vorge-
fertigten Mantel, der mit einem Klebestreifen zusammengchalten wird. Der abgewik-
kelte Mantel kann dann mit zwei Haftmagneten an einer Hafttafel befestigt werden.
Daneben erfolgt dann die im Lehrbuch dargestellte Herleitung der Formel fiir den
Mantelinhalt. Die Formel fiir den Oberflicheninhalt sollte von den Schiilern selbstandig
aufgestellt und begriindet werden.

Dritter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.3.: Vielseitige Ubungen und Anwendungen

Hierfiir gilt grundsitzlich dasselbe, was bereits zu den Ubungen und Anwendungen in

der Stoffeinheit 4.2. ausgefiihrt wurde. Eine nochmalige Darlegung eriibrigt sich also.

Erinnert sei besonders an den Lehrplanhinweis iiber die Bevorzugung der Formeln fiir

den Durchmesser (/ Uh 7, Seite 206). Eine besondere Bedeutung bei den Ubungen

haben in dieser Stoffeinheit die bekannten Rechenhilfsmittel (vorzugsweise der Rechen- -
stab).

SchlieBlich sei vermerkt, daBl diese Stoffeinheit besonders giinstig fiir die Realisierung

der folgenden Lehrplanforderung ist:

»Alle Formeln sind als Gleichungen mit mehreren Variablen aufzufassen und ent-
sprechend umzuformen.*

Dieser Hinweis sollte bei Aufgabenstellungen beriicksichtigt werden.

237



Prisma Kreiszylindor

V/}’F.TVPI' | 1 Vee™ 7 2t l

Pyranide Kreiskegel

Bild 4.6.

Beispiel:
Ein kegelférmiger Trichter fiir Schiittgut in einer Be- und Entladungsanlage soll 2,5 m? Schiittgut
fassen und eine Hohe von 1,5 m haben. Wie groB muB8 sein Grundkreisdurchmesser sein ?

Am Ende der Stoffeinheit sollten einige interessante Zusammenhinge, die die Schiiler
bei der Volumenberechnung von Prisma, Zylinder, Pyramide und Kegel kennengelernt
haben, mit Hilfe eines Tafelbildes zusammengefa3t werden (Bild 4.6.). Es versteht sich,

daB dieses Tafelbild einer ausreichenden Erklirung bedarf, um richtig verstanden zu
werden.

Zusammenfassung:

1) Fiir die Aufteilung der fiinf Stunden der Stoffeinheit wird folgender Vorschlag ge-
macht:

In der 1. Stunde erfolgt die Behandlung des ersten Schwerpunktes. Fiir den zweiten
Schwerpunkt werden zwei Stunden verwendet, davon eine Stunde zur Erarbeitung
und Beweisfiihrung der Volumenformel, die zweite Stunde zur Herleitung der For-
meln fiir Mantel- und Oberflicheninhalt. Die Realisierung des dritten Schwerpunk-
tes beginnt in der 2. Stunde der Stoffeinheit, sie konzentriert sich aber auf die 4. und
5. Stunde, in denen Ubungen und Anwendungen Hauptanliegen sind. Die laut Lehr-
plan vorgesehene 6. Stunde wird als zweite Stunde mit fu.r die Klassenarbeit am
Ende des Stoffgebietes verwendct
2) Am Ende der Stoffeinheit sollte f des erreicht sein:

Die Schiiler kénnen eincn geraden Kreiskegel als Rotationskérper beschreiben und
beherrschen die Begriffe ,,Mantel*, ,,Mantellinie‘, ,,Hohe* und ,,Achse eines geraden
Kreiskegels. Sie konnen gerade und schiefe Kreiskegel voneinander unterscheiden.
Die Schiiler beherrschen die Formel fiir das Volumen eines Kreiskegels und kénnen
sie sicher anwenden. )

Sie sind in der Lage, die Formeln fiir Mantel- und Oberflicheninhalt eines Kreis-
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kegels dem Tafelwerk rasch zu entnehmen, gegebenenfalls auch selbst herzuleiten.
Sie konnen diese Formeln sicher anwenden.

Dic Schiiler begreifen, daB8 auf experimentellem oder dhnlichem (induktivem) Wege
gefundene Formeln und Sitze stets eines Beweises bediirfen.

4.4. Kugel
(5 Stunden; Lerneinheiten D 10 bis 13)

Die Bechandlung der Kugel bildet den AbschluB des Stercometrie-Lehrganges in
Klasse 8.

Wie schon der gerade Kreiszylinder und der gerade Kreiskegel wird auch die Kugel als
Rotationskérper eingefiihrt. Sie nimmt aber unter den bisher behandelten Kérpern in-
sofern cine Sonderstellung ein, als sich ihre Oberfliche nicht mehr in die Ebene abwik-
keln 1iBt. Das kann zwar dem Schiiler noch nicht mathematisch nachgewiesen werden,
aber es leuchtet doch von der Anschauung her unmittelbar ein. Bei Bastelarbeiten wird
er gelegentlich schon solche Erfahrungen gemacht haben (evtl. bei der Herstellung der
Turmkugel am Modell des Berliner Fernsehturms). Das Auftreten der dritten Potenz
des Kugelradius in der Formel fiir das Kugelvolumen ist AnlaB zur expliziten Behand-
lung von dritten Potenzen und vor allem zur Einfiihrung der Kubikwurzeln. Nach
kurzer Erklirung der Begriffe wird sehr schnell zur Berechnung von dritten Potenzen
und Kubikwurzeln mit Hilfe des Rechenstabes und der Zahlentafel iibergegangen.
Um die Uhungen zur Kugel nicht zu kurz kommen zu lassen, sollte das Berechnen von
dritten Potenzen und Kubikwurzeln hiufig am Beispiel von Kugeln durchgefiihrt wer-
den.

Erster Schwerpunl‘l der Stoffeinheit 4.4.: Berechnung des Volumens und des Oberfliichen-
inhaltes von Kugeln (Lerneinheiten D 10 und 11)

Im ersten Teil der Stoffeinheit geht es um die Erkliirun;' des Begriffes ,,Kugel* und um
die Gewinnung einer Formel fiir das Berechnen des Kugelvolumens. Es ist zu empfeh-
len, diese Thematik in einer Stunde zu behandeln. Im folgenden wird ein moglicher Auf-
bau dicser Stunde in groBen Ziigen dargestellt.

1) Erklirung des Begriffes ,,Kugel®
a) Die Kugel als Rotationskérper: Empfehlenswert ist wegen der groBen Anschau-
lichkeit eine experimentelle Einfiithrung dhnlich der beim Kreiskegel.
b) Kugeloberfliche als Menge aller Punkte des Raumes mit gemeinsamer Eigen-
schaft (gleicher Abstand vom Kugelmittelpunkt M) — analog zur Einfiihrung des
Kreises in Klasse 7 (Erklirung von ,,Radius* und .,Durchmesser* einer Kugel).

2) Ziclorientierung
Die groBe Bedeutung der Kugel in der Mathematik, in anderen Wissenschaften und
in der Praxis verlangt Kenntnisse der Moglichkeit, das Volumen und den Ober-
flicheninhalt von Kugeln zu berechnen.

3) Experimentelle Ermittlung einer Formel fiir das Kugelvolumen
a) Durchfiihrung eines Fiillversuches unter Verwendung von Halbkugel und Kreis-
kegel (gleicher Radius, gleiche Hohe, h = 7).
Ergebnis: Das Volumen der Halbkugel ist doppelt so groB wie das des Kegels.
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Oder:

b) Durchfithrung eines Fiillversuches unter Verwendung von Halbkugel, Kreis-
zylinder und Kreiskegel (Bedingungen wie unter a)). Dieses Experiment ist zwar
etwas aufwendiger, bercitet aber am besten den Beweis der Volumenformel vor.
Ergebnis: Das Volumen der Halbkugel ist gleich der Differenz zwischen Zylinder-
und Kegelvolumen. (Hier wird also schon auf den Restkérper orientiert.)

c) Ein Weg, der auf Fiillexperimente ganz verzichtet, wird im Lehrbuch vorge-
schlagen (Lb 93 und Bild D 22). Das leicht zu ermittelnde Volumen des Restkérpers

betriigt %Tﬂ'a, und es wird nun behauptet, daB eine entsprechende Halbkugel das-
selbe Volumen besitzt.

Aus a), b) und c) folgt sofort die Notwendigkeit eincs Beweises fiir die vermutete oder
behauptete Formel.

4) Beweis zu Satz D 9 (Lb 93)
Der Beweis ist im Lehrbuch ausfiihrlich und iibersichtlich dargestellt, er kann des-
halb gemeinsam durchgearbeitet werden. Dabei sollte der Lehrer Bild D 22 des
Lehrbuches schrittweise an der Tafel entstchen lassen.
Die unter 3) gewonnecne Formel ist damit bestiitigt. Eine Zusammenfassung wird
durch geeignete Schiiler gegeben.

5) Erarbeitung einer Volumenformel mit dem Durchmesser (selbstindige Schiiler-
titigkeit) ' -

6) Ubung
Lésung einer einfachen Aufgabe. Vorschlag Lb 138, Aufgabe d 53 (Hinweis auf

Ballonaufstiege mit Radiosonden beim metcorologischen Dienst).

In der 2. Stunde der Stoffcinheit wird eine Formel fiir den Oberflicheninhalt einer
Kugel hergeleitet. Ein Vorschlag fiir die Gestaltung dieser Stunde wird im folgenden
ausfiihrlich dargestellt:

Thema: Herleitung einer Formel fiir den Oberflicheninhalt einer Kugel

Gliederung:

(1) Ubung: Berechnung von Volumen- und Oberflicheninhalt eines Werkstiickes (Zylinder
mit aufgesetzter Halbkugel)

(2) Zielorientierung: Herleitung einer Formel fiir den Oberflicheninhalt einer Kugel

(3) Erarbeitung: Herleitung einer Formel fir den Oberflicheninhalt einer Kugel

(4) Ubung: Berechnung von Volumen und Oberflicheninhalt von Werkstiicken — Fort-
setzung der Ubung (1)

Methodische Hinweise:

Zu (1): Die Stunde beginnt mit einer frontalen Ubung.

Fiir das Werkstiick in Bild d 12 a (Lb 140) sind Volumen und Oberflicheninhalt zu
berechnen. Der Lehrer sollte darauf hinweisen, dal derartige Aufgaben in der Produk-
tionspraxis hiufig vorkommen. Um fiir gréBere Stiickzahlen den Materialverbrauch im
voraus zu ermitteln, benotigt man das Volumen. Ist eine Galvanisierung vorgesehen,
dann ist auch die Kenntnis des Oberflicheninhaltes erforderlich.
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In selbstindiger Tatigkeit 1sen die Schiiler zuniichst die erste Teilaufgabe : Berechnung
des Volumens. Die erzielten Ergebnisse werden verglichen und Fehler korrigiert.

Nun wird dic zweite Teilaufgabe vorbesprochen: Berechnung des Oberflicheninhaltes.
Die Schiiler stellen selber fest, daB sich die Oberfliche aus einer Kreisfliche, einem Zy-
lindermantel und der Oberfliche einer Halbkugel zusammensetzt. Der Oberflichen-
inhalt der Halbkugel kann noch nicht ermittelt werden.

Zu (2): Der Lehrer orientiert auf das von allen erkannte Ziel: Herleitung einer Formel
zur Berechnung des Oberflicheninhaltes einer Kugel.

Danach kann die in (1) begonnene Aufgabe gelost werden.

Zu (3): Die Schiiler werden aufgefordert, sich daran zu erinnern, wie die Formeln fiir
den Oberflicheninhalt bei Kreiszylindern und Kreiskegeln gewonnen worden waren:
Abwicklung der gekriimmten Fliche in eine Ebene. Die Schiiler werden selbst erkennen,
daB dies bei der Kugel nicht méglich ist (Impulse: Bastelarbeiten im Zusammenhang
mit Kugeln; Darstellung der Erdoberfliche auf einer Weltkarte).

Es muB daher ein anderer Weg zur Losung des Problems gefunden werden. Dieser Weg
wird vom Lehrer in den im Lehrbuch aufgefiihrten Erkenntnisschritten dargelegt. Da-
bei entsteht ein Tafelbild (Bild 4.7.).

Oberflicheninhalt der Kugel

1] Einsetzen von n Pyramiden in die Kugel
Héten: by, ..,bn; Grundfldchen: Ay, ..., Ay

2) Volumen aller Pyramiden:
V= ‘-17- Aphyto+ %An'hn (1 {M’yr< M(u)

3) n_beliebig grofi: (a) hy=...=hy=r; () Ayt Ay=4y
Damit geht (1) dber in: V=-4A, (2)

Y gart=-Fh

Bild 4.7,

Zu (4): Dic im Stundenteil (1) begonnene Ubung kann jetat fortgesetzt und abgeschlos-
sen werden. Sollte noch Zeit zur Verfiigung stehen, so empfiehlt sich eine Darste].lung
des Werkstiickes in Grund- und AufriB. Empfehlung fiir die Ha fgab

Fiir das in Bild d 12b (Lb 140) dargestellte Werkstiick sind zu ermltteln Volumen,
Oberflicheninhalt, Darstellung in senkrechter Zweitafelprojektion.

Fiir weitere Ubungen in dieser Stoffeinheit gelten die schon in den vorangegangenen
Stoffeinheiten gegebenen Hinweise.

Zweiter Schwerpunkt der Stoffeinheit 4.4.: Berechnen von dritten Potenzen und Kubik-
wurzeln (Lerneinheiten D 12 und 13)

Zuniichst sollte eine kurze Ubung im Berechnen von Quadratzahlen und Quadrat-
wurzeln mit Hilfe von Rechenstab und Tafelwerk durchgefiihrt werden. Das kann in
miindlicher Form geschehen, wobei ohne weiteres Fertigkeiten bei den Schiilern vor-
ausgesetzt werden sollten.

241



Aus einem einfachen Beispiel des Berech des Vol einer Kugel erwachst die
Frage, ob sich auch das Berechnen dritter Potenzen und Wurzeln durch Rechenhilfs-
mittel vereinfachen laft. Der Nutzen wire noch beachtlicher als bei Quadratzahlen und
Quadratwurzeln. Damit werden die Schiiler auf die Zielstellung fiir die letzten beiden
Stunden der Stoffeinheit orientiert.

Da die Schiiler bereits Fertigkeiten im Umgang mit Rechenstab und Zahlentafel be-
sitzen, sind weitschweifige Erklarungen nicht am Platze. Es ist zweckmiBig, wenn sich
der Lehrer im Vorgehen eng an den Aufbau des Lehrbuches anlehnt. Es wird also mit
dem Berechnen der dritten Potenzen mit Hilfe des Rechenstabes und dann der Zahlen-
tafel begonnen. Die knappe, iibersichtliche Darstellung des Lehrbuches bietet die
Mbglichkeit, das Notige durch kurze Schiilervortrige von geeigncten Schiilern nach
entsprechendem Selbststudium darlegen zu lassen.

Dem Lehrer obliegt es dann vor allem, den Aufbau der K-Skale des Rechenstabes mit
den Schiilern zu besprechen. Beim Berechnen von Kubikwurzeln bereitet das richtige
Einstellen des Laufers in der K-Skale zunichst vielleicht einige Schwierigkeiten. Hier
helfen einige Einstell- und Ableseiibungen in der Art, wie sie in Klasse 7 bei der Ein-
fiihrung des Rechenstabes durchgefiihrt werden. Es bieten sich vor allem folgende Még-
lichkeiten an:

1) Ub am D rati henstab

2) Ubungen am Schillerrechenstab
An den Skalen A, B, C, D werden Einstellungen des Laufers vorgenommen und die
entsprechende Ziffernfolge in der K-Skale abgelesen und umgekehrt.

3) Ubungen mit Schablonen (K-Skale, Lauferstrich) am Polylux-Lichtschreibgerit
(Vorziige: Im gesamten Klassenraum gut erkennbar; keine Parallaxe.)

-

Die erforderlichen Arbeitsschritte fiir alle Aufgabenstellungen sind im Lehrbuch an
Zahlenbeispielen ausfiihrlich dargestellt. Beim Arbeiten mit der Zahlentafel wird auf
ein Interpolieren verzichtet.

Die Berechnungen an Kugeln sind in diesem Zusammenhang fortzusetzen. Immerhin
waren ja die ersten Berechnungen an Kugeln der AnlaB, dritte Potenzen und Kubik-
wurzeln mit dem Rechenstab und der Zahlentafel zu ermitteln.

Zusammenfassung:
1) Die fiinf Stunden der Stoffcinheit sollten wie folgt gegliedert werden:

1. Stunde: Kugel als Rotationskérper;
Erarbeiten und Beweisen der Formel fiir das Kugelvolumen

2. Stunde: Herleiten der Formel fiir den Oberflicheninhalt der Kugel

3. Stunde: Ubungen im Berechnen von Volumen und Oberﬂachenmhalt von
Kugeln

4. und 5. Stunde: Einfithren von ,,Kubikwurzel*;
Berechnen von dritten Potenzen und Kubikwurzeln mit Hilfe des
Rechenstabes und der Zahlentafel
2) Am Ende der Stoffeinhcit sollte folgendes erreicht sein:
Die Schiiler erkennen die Kugel als Rotationskérper. Die Schiiler kennen je eine
Formel fiir Volumen und Oberflicheninhalt der Kugel und kénnen dies¢ Formeln in
unterschiedlichen Aufgabenstellungen anwenden.

Die Schiiler beherrschen die Begriffe ,,dritte Potenz* und ,,Kubikwurzel* einer
Zahl.
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Sie sind in der Lage, dritte Potenzen und Kubikwurzeln mit Hilfe des Rechenstabes
und der Zahlentafel (ohne Interpolieren) zu berechnen.

4.5. Leistungskontrolle und Auswertung (2 Stunden)

Das Stoffgebiet 4. ,,Flichen- und Rauminhaltsberechnung® kann mit einer einstiindigen
beit ab hl werden.

F ir eine solche Arbeit werden im folgenden einige Aufgabenvorschlige unterbreitet.

Aufgabe 1: Kann aus einem Baumstamm mit dem kleinsten Durchmesser d = 27 cm
ein Balken geschnitten werden, dessen Querschnitt ein Quadrat mit der Seitenlinge
18 cm ist ? (Begriindung!)

Aufgabe 2: Erginze die folgende Tabelle!

x V= i
a) 5
b) 51
) 28,3

Aufgabe 3: Stelle die gerade, quadratische Pyramide mit der Héhe k = 6 cm und dem
Volumen V = 32 cm? in Grund- und Aufri dar (eine Grundkante parallel zur RiB-
achse)!

Aufgabe 4: An Stelle eines zylindrischen Tanks (Lange 360 cm; Durchmesser 200 cm)

stellt man ein kugelférmiges GefiB mit gleichem Volumen her.

a) Welchen Durchmesser hat der Kugelbehilter ?

b) Vergleiche den Materialverbrauch fiir beide Behilter! Welche SchluBfolgerung ziehst
du?
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