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Vorwort

Die Unterrichtshilfen fiir den Mathematikunterricht in Klasse 10 nach dem Lehr-

plan, der am 1. September 1971 in Kraft trat, bilden mit den Unterrichtshilfen fiir

die Klassen 4 bis 8 und insbesondere mit den zu Beginn des Schuljahres 1970/71

erschienenen Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 eine Einheit. Die Unterrichtshilfen fiir

die Klassen 9 und 10 haben prinzipiell die gleiche Funktion und sind auch in gleicher

Weise aufgebaut.

Da in den Unterrichtshilfen fiir den Mathematikunterricht in Klasse 9 auf Grund-

satzfragen des Mathematikunterrichts und auf Besonderheiten des Unterrichts in

den AbschluBklassen der Oberschule ausfiihrlicher eingegangen wird, beschrinken

sich die Unterrichtshilfen fiir Klasse 10 in dieser Hinsicht auf das Notwendigste. Um

die Hinweise und Bemerkungen in diesen Unterrichtshilfen richtig verstehen und in

groflere Zusammenhinge richtig einordnen zu kénnen, erscheint es zweckmiiBig,

die Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 zur Ergéinzung heranzuziehen.

Wie in den Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 sind in der vorliegenden Schrift Bemer-

kungen und Hinweise zu den Aufgaben des Unterrichts und zu den Zielen der Bil-

dung und Erziehung auf dreifache Weise gegeben:

—in allgemeiner Formulierung in den ,Allgemeinen Bemerkungen zum Mathe-
matikunterricht in Klasse 10“ (Teil 0.);

— auf das Stoffgebiet bezogen in den ,,Vorbemerkungen zum jeweiligen Stoffge-
biet (1. und 2.);

— auf die Unterrichtseinheit bezogen in den Ausfiihrungen zu den jeweiligen Unter-
richtseinheiten.

Allgemeine Aussagen, die in den ,Allgemeinen Bemerkungen . . .“ oder in den

»Vorbemerkungen“ zu den Stoffgebieten enthalten sind, werden in den Ausfiih-

rungen zu den Unterrichtseinheiten nicht mehr wiederholt; vgl. ,,Unterrichtshilfen

Mathematik, 9. Klasse®, Seite 6.

Methodische Hinweise werden gleichfalls an drei Stellen gegeben:

—im Teil , Allgemeine Bemerkungen zum Mathematikunterricht in Klasse 10*
(Teil 0., besonders Teil 0.2.);

— in den ,,Vorbemerkungen“ zu den Stoffgebieten;

— in den Ausfithrungen zu den Unterrichtseinheiten.

Um Uberschneidungen und Wiederholungen zu vermeiden, sind in den Teil »Allge-

meine Bemerkungen zum Mathematikunterricht in Klasse 10“ vor allem solche Hin-

weiseaufgenommen worden, diefiiralle Stoffgebiete desMathematikunterrichtsdieser

Klassenstufe gelten (z. B. fiir das Losen von mathematischen Aufgaben, besonders

von Sachaufgaben). In den Vorbemerkungen zu den einzelnen Stoffgebieten sind

Hinweise zu finden, die fiir das jeweilige Stoffgebiet spezifisch sind, aber fiir mehrere

Stoff- oder Unterrichtseinheiten gelten (z. B. in den Vorbemerkungen zum Stoffge-

biet 2. die Hinweise zur Behandlung der darstellenden Geometrie). Einzelhinweise

zu den Unterrichtseinheiten haben ihren Platz in den Ausfiihrungen zu diesen. Be-

stimmte allgemeinere methodische Hinweise wiederholen sich somit in den Ausfiih-

rungen zu den Unterrichtseinheiten nicht mehr (notwendige Verweise sind genannt).
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Ubersichten, die in den Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 enthalten sind, werden in der
vorliegenden Schrift nicht wiederholt. So wurde z. B. auf eine Ubersicht tiber den
Unterrichtsstoff des Gesamtlehrgangs der Mathematik an der Oberschule verzich-
tet; vgl. ,,Unterrichtshilfen Mathematik, 9. Klasse“, Seite 33f. Dagegen wurden ein
Uberblick zur zeitlichen Einordnung der zu behandelnden Stoffgebiete aus den Teil-
lehrgéingen in den Gesamtlehrgang des Mathematikunterrichts der Klassen 1 bis 10,
eine Ubersicht iiber die verbindlichen und empfohlenen Unterrichtsmittel fiir die
Klassen 9 und 10 und eine Tabelle der zeitlichen Koordinierung des Stoffes des
Mathematikunterrichts mit dem Stoff der naturwissenschaftlichen und polytech-
nischen Unterrichtsficher bzw. Lehrginge aufgenommen, die auch die Klasse 9
umfaBt.

Der Aufbau des Teiles 3., der sich auf das Stoffgebiet 3. ,,Festigung und Systemati-
sierung ; Priifungsvorbereitung* (vgl. Lehrplan Mathematik fiir Klasse 10, Seite 20)
bezieht, weicht vom Aufbau der Teile 1. und 2. wesentlich ab. Der Lehrplan schreibt
fiir das Stoffgebiet 3. , Festigung und Systematisierung; Priifungsvorbereitung*
keine allgemeinverbindliche Thematik vor; der Teil 3. der vorliegenden Schrift
wurde deshalb nach inhaltlichen Komplexen geordnet, deren Auswahl als Empfeh-
lung zu werten ist und deren Reihenfolge, die sich an die Reihenfolge bei der Angabe
wesentlicher Leitlinien des Mathematikunterrichts im Lehrplan auf den Seiten 7f
anlehnt, nicht als Vorschlag fiir die zeitliche Abfolge bei der Wiederholung und
Priifungsvorbereitung angesehen werden darf. Es ist notwendig, da der Lehrer auf
Grund eines Vergleiches zwischen den im Lehrplan formulierten Zielen und Auf-
gaben des Mathematikunterrichts und den tatséichlich erreichten Unterrichts-
ergebnissen die Auswahl, die Reihenfolge und das Gewicht der Wiederholungs-
themen festlegt; vgl. Seite 160. Naheres zum Charakter der Ausfiihrungen im Teil 3.
ist im Teil 3.0. ,Vorbemerkungen® enthalten; vgl. Seite 160ff.

Die Seitenverweise zu den Lehrplinen Mathematik beziehen sich auf die im
Literaturverzeichnis unter [G 2] und [G 3] vermerkten Ausgaben. Fiir die Leser, die
die Ausgabe ,,Lehrplan Mathematik, Klassen 5 bis 10, Volk und Wissen Volkseige-
ner Verlag Berlin 1973 benutzen, seien die folgenden Entsprechungen angegeben.
[G 2], S. 5 bis 58 — Ausgabe 1973, S. 23 bis 76

[G 3], S. 5 bis 45 — Ausgabe 1973, 8. 79 bis 119

Wie die anderen Unterrichtshilfen kann auch dieses Buch keine vollstindige Uber-
sicht iiber die verfiigbare Literatur zu den erérterten didaktischen und methodi-
schen Fragen des Unterrichts und seiner Gliederungsabschnitte geben. Einiges — zu
allgemeinen und speziellen Fragen — ist im Literaturverzeichnis am SchluB des
Buches vermerkt; im Text sind verschiedentlich Beziige zu vorhandener Literatur,
vor allem zu Literatur neueren Datums, angegeben. Besonders beriicksichtigt ist
dabei die Methodik Mathematikunterricht, herausgegeben im Jahre 1975 von der
Akademie der Padagogischen Wissenschaften der DDR (Literaturverzeichnis [59]).



0. Allgemeine Bemerkungen zum Mathematikunterricht
in Klasse 10

0.1.  Zur Ziel- und Aufgabenstellung

Der VII. Pidagogische KongreB der Deutschen Demokratischen Republik und der
VIII. Parteitag der Sozialistischen Einheitspartei Deutschlands stellten die inhalt-
liche Ausgestaltung der zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen Ober-
schule als Schule, die den Erfordernissen und Bedingungen der entwickelten sozia-
listischen Gesellschaft entspricht, als grundlegende Bildungs- und Erziehungsstitte
fiir alle Kinder als wichtigsten Auftrag aller Pidagogen dar. Der IX. Parteitag der
Sozialistischen Einheitspartei Deutschlands und der VIII. Pidagogische KongreB
der DDR haben diese schulpolitische Orientierung bekriftigt und die qualitative
Verbesserung der Bildungs- und Erziehungsarbeit, die Sicherung bestmdoglicher Be-
dingungen fiir die allseitige Entwicklung aller Schiiler zu sozialistischen Persén-
lichkeiten und ihre kommunistische Erziehung besonders hervorgehoben (siehe
[G 4] und [G 5]).

In der sozialistischen Schule gilt fiir alle Unterrichtsficher der Grundsatz eines
wissenschaftlichen, parteilichen und lebensverbundenen Unterrichts, der alle
Seiten der Personlichkeit anspricht, der zur Aneignung dauerhafter solider Kennt-
nisse, sozialistischer Grundiiberzeugungen, zur Herausbildung von Fihigkeiten und
Fertigkeiten, Gewohnheiten und Charaktereigenschaften, Interessen und Gefiihlen
entscheidend beitragt. Dieser Aufgabe, die die Einheit von wissenschaftlicher Bil-
dung und ideologischer Erziehung widerspiegelt und den Unterricht als das Haupt-
feld der Bildung und Erziehung der Kinder und Jugendlichen kennzeichnet, ordnet
sich auch die Zielstellung des Mathematikunterrichts der Klasse 10, der ‘AbschluB-
klasse der zehnklassigen Oberschule, unter.

Im folgenden werden, ergéinzend zu den Erérterungen in den Unterrichtshilfen fiir
Klasse 9, jene Ziele und Aufgaben hervorgehoben, die fiir den Mathematikunter-
richt in Klasse 10 spezifisch sind oder in dieser Klasse besondere Aspekte oder
Akzente erkennen lassen. Wie in den Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 werden auch
in der vorliegenden Schrift die Ziele und Aufgaben des Unterrichts — iibereinstim-
mend mit der Darstellung im Lehrplan — in der Reihenfolge

— mathematische Grundlagenbildung
— allgemeine geistige Bildung

— ideologische Bildung und Erziehung
— polytechnische Bildung

dargelegt. Dabei ist zu beachten, daB die Zielsetzungen stets in ihrem Zusammen-
hang gesehen werden miissen, in ihrem Bezug zur allseitigen Entwicklung sozia-
listischer Personlichkeiten. Das Prinzip der Einheit von Bildung und Erziehung
durchdringt jeden der genannten Zielbereiche, es bedeutet nicht eine einfache
Addition der ideologischen Bildung und Erziehung zu den anderen Bildungsbe-
reichen. Es sei darauf verwiesen, daB die hier gewihlte Unterteilung in vier Grup-
pen nicht einem einheitlichen Gliederungsaspekt, sondern verschiedenen Aspek-
ten entspricht; vgl. ,,Unterrichtshilfen Mathematik, 9. Klasse“, S. 25, und [57].
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Die s tische Gr a7, g bild g

In Klasse 10 liegt das Hauptgewicht der mathematischen Grundlagenbildung der
Schiiler, die die wesentlichste enger facheigene Aufgabe des Mathematikunterrichts
darstellt (vgl. Uh 9/10), auf einer Erweiterung und Abrundung des Wissens iiber
Funktionen sowie auf einer Festigung und Erginzung des Wissens und Konnens in der
Korperdarstellung und Korperberechnunyg. Entsprechend den speziellen Aufgaben des
Unterrichts in Klasse 10 haben bei der Behandlung aller Stoffgebiete Wiederholung,
Systematisierung und Anwendung des Stoffes — verbunden mit zusammenfassenden
achwissenschaftlichen und weltanschaulichen Betrachtungen — besondere Bedeu-
tung.

Eine genaue Angabe der Ziele und Aufgaben des Unterrichts im Bereich der mathe-
matischen Grundlagenbildung enthilt der Lehrplan [G 3] im Vorwort, Teil
»Ziele und Aufgaben*; vgl. Lp 10f. Weiter konkretisiert und auf die Stoffgebiete,
-einheiten und Themen des Unterrichts bezogen werden diese Angaben im Lehrplan-
teil ,Inhalt des Unterrichts“, und zwar in den Vorbemerkungen zu den einzelnen
Stoffgebieten (1. und 2.) sowie in den Angaben zu den Stoffeinheiten (1.1. bis 2.2.),
in die die Stoffgebiete untergliedert sind; vgl. Uh 9/11 (dort wird auch der Zusam-
menhang zwischen den Zielangaben fiir das Wissen und Kénnen und den Stoff-
angaben im Lehrplan erldutert).

Wie in den Klassen 6 bis 9 (vgl. [G 2], Seite 9f, und [G 3], Seite 7f) kommen auch
in Klasse 10 wesentliche wissenschaftliche Aspekte in den inhaltlichen Leitlinien des
Mathematikuntertichts zum Ausdruck. Es sind dies vor allem

— Anwenden der Erkenntnisse der Mengentheorie (,Mengen*)

— Arbeiten mit Variablen (,,Variable)

— Aufbau und Erweiterung der Zahlenbereiche (»Zahlenbereichserweiterungen*)

— Arbeiten mit Gleichungen und Ungleichungen (,,Gleichungen und Ungleichun-
gen")

— Anwenden des Prinzips der Abbildung (,,Abbildungen*).

Die Funktion dieser Leitlinien — als Mittel der Lehrplanentwicklung, der Lehrplan-
interpretation und der Lehrplanverwirklichung — wird in der Methodik Mathema-
tikunterricht [59], S. 47f., und in Arbeiten von WEBER [88] [89] ndher gekennzeich-
net; vgl. auch Uh 7/6f.

Welchen Bezug diese Leitlinien zu den Zielen und zum Stoff des Unterrichts in
Klasse 10 haben, geht aus dem Lehrplan niher hervor, und zwar vor allem aus dem
Teil ,Ziele und Aufgaben“ (Lp 7f) und aus den Stoffangaben im Teil , Inhalt des
Unterrichts“. Eine allgemeine Ubersicht gibt die Tabelle auf Uh 10 bis 13.

o

1) Verweise auf Seiten oder Abbi dieses Buches bzw. auf andere Unterrichtsmaterialien (Lehrplan,
Lehrbuch usw.) sind durch Abkiirzungen vermerkt, deren Bedeutung durch die folgenden Beispiele erliutert sei, -
Th 115 — (Diese) Unterrichtshilfen, Seite 115
Bild 85/2 — (Diese) Unterrichtshilfen, Seite 85, Bild 2
Uh 9/10 — Unterrichtshilfen fiir Klasse 9, Seite 10
Lp 39 — Lehrplan fir die Klassen 9 und 10, Seite 39
Lb 50 — Lehrbuch fiir Klasse 10, Seite 50
Lb 30/Satz A9  — Lehrbuch fiir Klasse 10, Seite 30, Satz A 9
Lb 100/30, 31 — Lehrbuch fiir Klasse 10, Seite 100, Aufgaben 30 und 31.

Mi Ub 19 — Mathematik in Ubersichten, Seite 19

Alle diese Beispiele beziehen sich auf i fiir das Fach
Beispiele fiir Hi anf i anderer U sind:
Lb Ph 717 — Lehrbuch ,,Physik“ Klasse 7, Seite 17;

Lp Ph 9/25 — Lehrplan ,Physik“ Klasse 9, Seite 25.



Ubersicht iiber die inhaltlichen Leitlinien des Mathematikunterrichts in Klasse 10

(Wdhg.)

Sinusfunktion als Menge
geordneter Paare reeller
Zahlen

Definitions- und
Wertebereich der
Sinusfunktion

Stoffeinheit Mengen Variable
1.1. Die Funktion Mengentheoretische Variablengrund-
y=sinz Grundlagen der Lehre bereiche bei
von den Funktionen f(x) =sin z

Variable als Koeffizienten
bei
f(x) =a sin bz

1.2. Die Funktionen Kosinus-, Tangens- und Variablengrund-
Yy =cos 2, Kotangensfunktion als bereiche bei
y=tanax, Mengen geordneter Paare | f(z)=cos z,
y=cotx reeller Zahlen f(x) =tan x und
Definitions- und Werte- f(z) =cot =
bereiche dieser Funktionen
1.3. Beziehungen zwischen Definitionsbereiche
Winkelfunktionswerten der Funktionen

und Grundbereiche
von Variablen

1.4. Anwendung
der Winkelfunktionen
bei Dreiecks-
berechnungen

Anwenden mengen-
for Cremdi

Variablengrundbereiche
bei Dreiecksberect

bei der Klassifikation
von Dreiecken

Umformen von Termen
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Zahlenbereichs-
erweiterungen

Gleichungen und
Ungleichungen

Abbildungen

Reelle Zahlen als Argu-
mente und Funktionswerte
der Sinusfunktion

Ermitteln von Werten
der Sinusfunktion als
Lésen von Gleichungen

Grundbegriffe der Lehre
von den Funktionen
(Wdhg.) Funktion

f(x) =sin z

Periode (einer Funktion)
Streckung und Stauchung
des Graphen einer
Funktion

(Wdhg.)

Funktionen

f(x) =a sin z,

f(x) =sin bz und

f(x) =a sin bz

Skizzen der Graphen
dieser Funktionen

Reelle Zahlen als Argu-
mente und Funktionswerte
der Kosinus-, Tangens- und
Kotangensfunktion

Ermitteln von Werten der
Kosinus-, Tangens- und
Kotangensfunktion als
Losen von Gleichungen

Funktionen

f(x) =cos z,

f(x) =tan  und

f(x) =cot z

Skizzen der Graphen
dieser Funktionen

Rationale Naherungswerte
irrationaler Funktionswerte

Lésen einfacher gonio-
metrischer Gleichungen
durch inhaltliche
Uberlegungen
Gleichungen fir den
Zusammenhang der
‘Winkelfunktionswerte
Ermitteln von Winkel-
funktionswerten
Anwenden der Umfor-
mungsregeln fiir Glei-
chungen

Anwenden der Winkel-
funktionen bei gonio-
metrischen Berechnungen

Rationale Naherungswerte
fiir irrationale Argument-
und Funktionswerte

Gleichungen zum Ermit-
teln gesuchter GroBen
Umformen von Glei-
chungen

Ungleichungen zum
Abschiétzen von Losungen

Funktionale Zusammen-
hiinge zwischen den
Stitcken der Dreiecke

11



Stotfeinheit

Mengen

Variable

2.1. Wiederholung und
Ergénzung (der
Koérperdarstellung und
Korperberechnung)

Anwenden mengen-
theoretischer Grundlagen
beim Klassifizieren
geometrischer Korper
Fliichen und geometrische
Korper als Punktmengen

Variablengrundbereiche
bei Fldchen- und Raum-
inhaltsberechnungen

Umformen von Termen

2.2. Pyramiden- und Kreis-

kegelstumpfe

Flichen und geometrische
Korper als Punktmengen

Variablengrundbereiche
bei Flidchen- und Raum-

inhaltsberechnungen
Umformen von Termen

Die Orientierung auf eine sichere, anwendbare und erweiterungsfihige mathemati-
sche Grundlagenbildung ist ein Ausdruck der allgemeinbildenden Funktion des
Mathematikunterrichts der Oberschule. Sie bedingt Auswahl, Auffassung und Be-
handlungsweise des Stoffes. Wie fiir Klasse 9 sieht der Lehrplan fiir Klasse 10
gegeniiber den bisherigen Lehrpldnen eine Konzentration des Stoffes auf das
Mathematisch-Grundlegende — bei Verzicht auf periphere Einzelheiten — vor, z. B.
bei der Verbindung von Gebieten der Stereometrie und der darstellenden Geome-
trie zu einem geschlossenen Komplex (Stoffgebiet ,, Korperdarstellung und Kérper-
berechnung®, Lp 43f). Damit ist — gegeniiber dem friiher giiltigen Lehrplan — eine
Erhohung des fachlichen Niveaus verbunden, die sich besonders in Tiefe, Exakt-
heit und Griindlichkeit der Behandlung sowie in der Verflechtung mit anderen
Stoffen und in der Betonung wesentlicher ,tragender Ideen“ der Mathematik
widerspiegelt; vgl. Uh 9/17.

Der Beitrag zur allgemeinen geistigen Bildung

Auch fiir den Mathematikunterricht der Klasse 10 gilt, daBl ein wesentliches Mittel
zur allgemeinen geistigen Bildung der Schiiler, zur Entwicklung ihres logischen
Denkens, ihrer schopferischen Fahigkeiten und ihrer geistigen Disponibilitdt die
Ausbildung spezieller, unmittelbar fachbezogener — d.h. ,mathematischer* —
Fahigkeiten ist.
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Zahlenbereichserweiterungen

Gleichungen und
Ungleichungen

Abbildungen

Rationale Néherungswerte
fir irrationale Zahlen

Gleichungen zum Ermit-
teln gesuchter GroBen
Gleichungen zum Dar-
stellen einer Funktion
Umformen von Glei-
chungen (Auflésen von
Formeln nach der ge-
suchten Grofe)
Ungleichungen zum
Abschétzen

Funktionale Zusammen-
héinge zwischen GroBen
bei der Flichen- und
Rauminhaltsberechnung
Anwenden der Winkel-
funktionen bei trigono-
metrischen Berechnungen

Darstellend-geometrische
Abbildung;

senkrechte Projektion,
schriige Parallelprojektion
(Konstruktionen, Skizzen)
Verschiebung

Rationale Néherungswerte
fir irrationale Zahlen

Gleichungen zum Ermit-
teln gesuchter GréBen
Gleichungen mit einer
unabhiéngigen Variablen
zum Darstellen einer
Funktion

Umformen von Gleichungen|
(Auflésen von Formeln
nach der gesuchten Grofe)
Ungleichungen zum
Abschétzen von
Néherungslésungen

bzw. zum EinschlieBen
der Losung in Schranken

Funktionale Zusammen-
héinge zwischen GroBen
bei der Flachen- und
Rauminhaltsberechnung
Anwenden der Winkel-
funktionen bei trigono-
metrischen Berechnungen
Darstellend-geometrische
Abbildung:

senkrechte Projektion,
schrige Parallelprojektion
(Konstruktionen, Skizzen)
Zentrische Streckung

Nicht nur unter dem enger facheigenen, sondern auch unter dem iibergreifenden
Aspekt besteht eine bedeutsame Aufgabe des Unterrichts in Klasse 10 darin, die
geistigen Operationen — wie Vergleichen, Ordnen, Qliedern, Klassifizieren, Abstra-
hieren, Konkretisieren, Analysieren, Synthetisieren — bei den Schiilern zu einer
solchen Qualitit zu entwickeln, dall diese Operationen in allen Lebensbereichen,
besondersaber bei der weiteren Bildung und Selbstbildung nutzbringend angewendet
werden kénnen.

Die spezie llen Ziele der geistigen Bildung werden im Lehrplan im Vorwort, Teil
»Ziele und Aufgaben und im Teil ,, Inhalt des Unterrichts (hier in den Vorbemer-
kungen zu den Stoffgebieten) im einzelnen angegeben. Da es bei der Entwicklung
geistiger Fahigkeiten nicht nur auf den Inhalt, sondern wesentlich auch auf die
Methode ankommt (vgl. Uh 9/19), lassen sich aus den methodischen Hinweisen des
Lehrplans (im Vorwort, Teil ,,Hinweise zur methodischen und organisatorischen
Gestaltung des Unterrichts” und in den Bemerkungen zu den einzelnen Stoffein-
heiten und Themen im Teil ,Inhalt des Unterrichts“) Riickschliisse auf Ziele und
Aufgaben des Unterrichts bei der geistigen Bildung der Schiiler ziehen. Es erscheint
deshalb notwendig, beim diesbeziiglichen Studium des Lehrplans auch die viel-
filtigen methodischen Bemerkungen zu beriicksichtigen.
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‘Ubersicht iiber die Leitlinien der mathematischen Methode im Mathematikunterricht

in Klasse 10

Stotfeinheit

Definieren

Beweisen

1.1. Die Funktion
y=sina

Definition ,,Sinus eines
‘Winkels*

Definition der Funktion
f(x) =sinz

1.2. Die Funktionen
y=cosz,
y=tanz,
y=cotx

Definition ,, Kosinus eines
Winkels", ,,Tangens eines
Winkels", ,,Kotangens
eines Winkels“

Definition der Funktionen
f(x) =cos 2, f(z) =tan z,
f(x) =cot &

Herleiten von
sin?z +cos2z=1und
tanx -cotx=1

( kn % G)
z*T. €

1.3. Beziehungen zwischen
‘Winkelfunktionswerten

Ubungen im Beweisen
einiger Quadranten-
beziehungen

1.4. Anwendung der Win-
kelfunktionen bei
Dreiecksberechnungen

Definition ,kongruent*
(Wdhg.)

Klassifikation der Drei-
ecke (Wdhg.)

Seitenrelation und Seiten-
‘Winkel-Relation fiir das
Dreieck (Wdhg.)
Herleiten des Sinussatzes
und des Kosinussatzes der
ebenen Trigonometrie
Herleiten der Flidchen-
inhaltsformel fiir das
Dreieck

Kongruenzsitze fiirr das
Dreieck (Wdhg.)
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Verfahren zur Probl

1osung

Graphisches Arbeiten

Anwenden der K Néherung

iber den Streckungsfaktor | ausgewdhlter Werte der
a bei Potenzfunktionen Sinusfunktion

f(z)=a - g(z) auf die Arbeiten mit dem Tafel-
Sinusfunktion werk (Sinusfunktion)

Berechnen| Graphische Darstellung

von f(z) =sin &

Streckung, Stauchung des
Graphen (Wdhg.)
Skizzieren von f(z) =asin z,
f(x) =sin ba und

f(x) =a sin bz

Anwenden der Beziehungen
zwischen Funktion und
Kofunktion bei Winkel-

Berechnen ausgewiihlter
Werte der Kosinus-, der
Tangens- und der

Skizzieren der Graphen
der Kosinus-, der Tangens-
und der Kotangens-

funktionen Kotangensfunktion funktion

Arbeiten mit dem Tafel-

werk (Winkelfunktionen)
Fallunterscheidungen Arbeiten mit dem Tafel-
bei den Beweisen zu werk (Winkelfunktionen
Quadrantenbeziehungen und Formeln)

Arbeiten mit dem Rechen-

stab, einschlieBlich der

goniometrischen Skalen
Riickfithren der Aufgaben Arbeiten mit dem Tafel- Dreieckskonstruktionen
zum Berechnen gleich- werk nach den Kongruenzsétzen
schenkliger und schief- Arbeiten mit dem (Wdhg.)
winkliger Dreiecke auf Rechenstab Skizzen zu formalen Auf-
Aufgaben iiber rechtwink- Schiitzen und Uber- gaben und zu Anwen-
lige Dreiecke schlagen, dungsaufgaben aus der
Fallunterscheidungen Genauigkeitsbetrachtungen| Praxis

beim Beweisen (Herleiten)
des Sinus- und des Kosinus-
satzes sowie bei trigono-
metrischen Aufgaben
Aufstellen von Lésungs-
plédnen und Arbeiten nach
diesen Plédnen

Anwenden von Kontroll-
verfahren beim Rechnen
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Stotfeinheit

Definieren

Beweisen

2.1. Wiederholung und
Ergénzung (der Korper-

berechnung)

darstellung und Kérper-

Definition ,,Prisma“ und
»Pyramide* (Wdhg.)
Anwenden bekannter *
Definitionen bei Aufgaben
zum Berechnén und Dar-
stellen geometrischer
Korper

Anwenden bekannter
Sétze iiber geometrische -
Korper beim Beweisen
oder Herleiten von

Sétzen iiber Sonderfille

2.2. Pyramiden- und
Kreiskegelstiimpfe

Anwenden bekannter
Definitionen bei Aufgaben
zum Berechnen und Dar-
stellen geometrischer
Korper

Anwenden bekannter
Sétze iiber geometrische
Korper beim Beweisen
oder Herleiten von Sétzen
tiber Sonderfille
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Verfahren zur Problem-
16sung

Rechentechnik

Graphisches Arbeiten

Aufstellen von Losungs-
plénen, Arbeiten nach
Losungsschemata
Anwenden der Trigono-
metrie bei der Koérper-
berechnung

Anwenden darstellend-

Arbeiten mit dem Tafel-
werk

Arbeiten mit dem
Rechenstab

Schétzen und Uber-
schlagen, Genauigkeits-
betrack

geometrischer Methoden
zum Ermitteln geome-
trischer GréBen
Anwenden von Kontroll-
verfahren beim Rechnen
und Zeichnen

Darstellend-geometrische
Grundkonstruktionen in
Zweitafelprojektion
(Wdhg.)

Anwenden darstellend-
geometrischer Konstruk-
tionen in senkrechter
Projektion

Einfache ZeichAungen
und Skizzen in schriger
Parallelprojektion
Arbeiten mit gebriuch-
lichen Zeichenhilfsmitteln,
einschlieBlich Schablonen
Lesen darstellend-
geometrischer Zeichnungen|
Zeichenkontrollen bei
darstellend-geometrischen
Arbeiten

Aufstellen von Losungs-
plénen, Arbeiten nach
Losungsschemata
Anwenden der Trigono-
metrie bei der Korper-
berechnung

Anwenden darstellend-
geometrischer Methoden
zum Ermitteln geome-
trischer GroBen
Anwenden von Kontroll-
verfahren beim Rechnen
und Zeichnen

Exakte Losungen und
Niherungslésungen unter
Riickfiihren auf geloste
Probleme der Korper-
berechnung

Arbeiten mit dem Tafel-
werk

Arbeiten mit dem
Rechenstab

Schitzen und Uber-
schlagen, Genauigkeits-
betrachtungen
Niherungslésungen
Arbeiten mit Néherungs-
formeln

Anwenden darstellend-
geometrischer Konstruk-
tionen in senkrechter
Projektion

Einfache Zeichnungen
und Skizzen in schriger
Parallelprojektion
Arbeiten mit gebrduch-
lichen Zeichenhilfsmitteln,
einschlielich Schablonen
Lesen darstellend-geo-
metrischer Zeichnungen
Zeichenkontrollen bei
darstellend-geometrischen
Arbeiten

2 [002166]
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Fiir den Bereich der geistigen Bildung der Schiiler gelten Leitlinien, die — in Uber-

einstimmung mit den Ausfiihrungen in den Unterrichtshilfen fiir das Fach Mathe-

matik, Klasse 9 — als Leitlinien der mathematischen Methode bezeichnet werden

sollen. Es sind dies besonders

— Definieren mathematischer Begriffe (,,Definieren)

— Beweisen oder Herleiten math tischer Satze (,,B

— Anwenden spezieller Verfahren zur Losung mathematischer: Probl (,Ver-
fahren zur Problemlésung*)

— Verwenden von Hilfsmitteln mathematischen Arbeitens (,,Rechentechnik®,
»graphisches Arbeiten®). .

‘WEBER, der in den bereits genannten Arbeiten ([88][89]) auch diese Leitlinien naher
erlédutert, bezeichnet sie als Leitlinien der Fahigkeitsentwicklung und z#hlt zu die-
sen noch eine Leitlinie des Gebrauchs der mathematischen Fachsprache, Termino-
logie und Symbolik hinzu. Die hier genannten Leitlinien werden gleichfa,lls im
Lehrplan im einzelnen dargelegt, vor allem im Vorwort (Lp 9f) und in den Vor-
bemerkungen zu den Stoffgebleten (1. und 2.) im Teil ,,Inhalt des Unterrichts“. Die
Tabelle auf Uh 14ff skizziert — im Uberblick — die Beziehungen zwischen den
Stoffeinheiten des Unterrichts der Klasse 10 und diesen Leitlinien.

Wie bei allen iibergreifenden Aufgaben der Bildung und Erziehung (vgl. Uh 9/10)
ist bei der Entwicklung allgemeiner geistiger Fahigkeiten der Schiiler eine gute
Koordinierung des Mathematikunterrichts mit anderen Unterrichtsfichern erforder-
lich, besonders mit den Fichern Physik, Chemie, dem polytechnischen Unterricht
und — soweit esim besonderen Fragen der Logik und der sprachlichen Darstellung
eines Sachverhalts betrifft — mit dem Fach Deutsche Sprache und Literatur.
Die Tabelle auf Uh 371f, aus der der zeitliche Gleichlauf der Stoffgebiete des Mathe-
matikunterrichts mit den Stoffgebieten naturwissenschaftlicher Unterrichtsfacher
und des polytechnischen Unterrichts hervorgeht, gibt auch Anhaltspunkte fiir die
Koordinierung der Aufgaben der allgemeinen geistigen Bildung.

e

Der Beitrag zur ideologischen Bildung und Erziehung

Die hohe Bedeutung, die der ideologischen Bildung und Erziehung in jedem Unter-
richtsfach und auf jeder Klassenstufe beigemessen wird, ist in der objektiven Gesetz-
méBigkeit begriindet, daB die Grundprozesse der weiteren gesellschaftlichen Ent-
wicklung im Sozialismus ein sténdiges Wachsen des BewuBtseins und des Schopfe-
rischen in der Tatigkeit des Menschen auf allen Gebieten seines Lebens bedingen.
Besonderes Augenmerk mufl — vor allem in den AbschluBklassen — einer umfassen-
den ideologischen Vorbereitung der Schiiler auf alle jene Tatigkeiten und Lebens-
bereiche zugewandt werden, vor die sie sich nach dem Verlassen der Oberschule
gestellt sehen. Dabei darf natiirlich nicht auler Betracht bleiben, daB die Schiiler
bereits im Leben stehen und auch den Anforderungen in der Schule und neben dem
Schulbesuch ideologisch gewachsen sein miissen.

Zu diesen Lebensbereichen gehort das politische Leben in seinen Versc]nedenartlgen
Formen ebenso wie die produktive Arbeit, das weitere Lernen und — bei den Jun-
gen — der Ehrendienst in den bewaffneten Kraften der DDR.

Wie in Klasse 9 kommt es in Klasse 10 bei der ideologischen Bildung und Erziehung
im Mathematikunterricht besonders darauf an, die Schiiler zu der Einsicht zu
fithren, daB eine hohe mathematische Bildung fiir die Erfiillung der Anforderungen
in der entwickelten sozialistischen Gesellschaft unerldilich ist, und die Schiiler mit
Optimismus, Lernwillen und Schaffenskraft zu erfiillen.

Auch die Mittel, mit denen die Ziele der ideologischen Bildung und Erziehung in
Klasse 10 erreicht werden konnen, entsprechen den Mitteln, die in Klasse 9 anzu-

18



wenden sind ; der Lehrplan weist auf Text- und Anwendungsaufgaben aus der Volks-
wirtschaft, der Technik und anderen Lebensbereichen der sozialistischen Gesell-
schaft sowie auf historische und aktualisierende Betrachtungen zu den Beziehungen
zwischen Mathematik und Gesellschaft hin; vgl. Lp 12f.

Als methodische Ansatzpunkte der ideslogischen Bildung und Erziehung kommen
besonders in Betracht

— Fragen der mathematischen Wissenschaft und ihrer ,inneren* Entwicklung,

— Fragen der Anwendung der Mathematik, einschlieBlich der mathematischen
Durchdringung Skonomischer und politischer Zusammenhiinge und

— die ideologische Bedeutsamkeit des Sachinhalts der Anwendungsaufgaben zu den
verschiedenen Stoffgebieten der Mathematik.

Spezielle inhaltliche Akzente der ideologischen Bildung und Erziehung sind in
Klasse 10 durch die Forderung des Lehrplans gesetzt, in allen Stoffeinheiten viel-
faltige Anwendungsaufgaben aus den verschiedenen Bereichen des gesellschaft-
lichen Lebens, besonders aus Produktion, Technik, Naturwissenschaft und Militér-
wesen, zur Anwendung und Festigung des Stoffes zu behandeln. Fragen des Wesens
der Mathematik, ihres Abstraktionscharakters und ihrer Methoden sind vor allem
im Stoffgebiet 2., Kérperdarstellung und Kérperberechnung* Gegenstand weltan-
schaulicher Erérterungen.

Aufler den obengenannten Ausfithrungen im Teil ,Ziele und Aufgaben“ werden
im Lehrplan Hinweise zur ideologischen Bildung und Erziehung in den Vorbemer-
kungen zu den Stoffgebieten (im Teil ,,Inhalt des Unterrichts*) gegeben.
Inhaltliche und methodische Empfehlungen zur ideologischen Bildung und Erzie-
hung im Mathematikunterricht sind auBer in den Arbeiten von FANGHANEL [14],
Rossa[70], STRECH [79] und WEBER [89] vor allem in der Methodik Mathematik-
unterricht [59], 8. 26{., und in dem von LEY und WessEL herausgegebenen Buch zur
weltanschaulich-philosophischen Bildung [53] enthalten.

In-den Darstellungen werden Leitlinien der ideologischen Bildung und Erziehung
formuliert; diese Leitlinien sind in ihrer Auswahl eng den Zielstellungen angelehnt,
die auch auf dem VII. Pidagogischen Kongre$ dargelegt wurden [61]. Sie betreffen

— die Uberzeugung vom objektiven Charakter der Entwicklung in Natur und Ge-
sellschaft und von der Fahigkeit des Menschen, diese GesetzmaBigkeiten zu er-
kennen und in bewuBter, verandernder Tatigkeit anzuwenden,

— die Uberzeugung von der historischen Aufgabe der DDR und der Verantwortung
der Jugend bei der weiteren Gestaltung der entwickelten sozialistischen Gesell-
schaft, bei der Meisterung des wissenschaftlich-technischen Fortschritts, sowie
bei der Stiarkung und Verteidigung der Deutschen Demokratischen Republik und
der sozialistischen Staatengemeinschaft.

Im Zusammenhang mit der ideologischen Bildung und Erziehung nennt der Lehr-
plan weitere Aufgaben des Mathematikunterrichts bei der allseitigen Entwicklung
und Formung sozialistischer Personlichkeiten (Lp 14). Sie betreffen vor allem die
Erziehung zu

— Genauigkeit, Sorgfalt, Selbstindigkeit und VerantwortungsbewuBtsein,
— Zielstrebigkeit, Beharrlichkeit, Willensstérke,

— Sauberkeit und Ordnung (Ubersichtlichkeit) beim Arbeiten,

— kritischem und selbstkritischem Denken.

Fir die Erfiillung dieser Aufgaben sind die Organisationsformen, Methoden und
Mittel des Unterrichts von besonderer, z. T. entscheidender Bedeutung; vgl. die
Teile 0.2. sowie 1. und 2. dieser Schrift.
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Bei der Koordinierung des Mathematikunterrichts mit anderen Unterrichisfichern
hinsichtlich der ideologischen Bildung und Erziehung ist zu beachten, daB der Unter-
richt im Fach Staatsbiirgerkunde in Klasse 10 — dhnlich wie in Klasse 9 — zwar
keine systematisch-philosophischen oder politisch-6konomischen Themen vorsieht,
aber Gegenstidnde zum Inhalt hat, die mit den weltanschaulich- und politisch-erzie-
herischen Aufgaben des Mathematikunterrichts in enger Verbindung stehen. Vor
allem besteht ein Zusammenhang zwischen den Uberlegungen zur Funktion der
Wissenschaft als Produktivkraft und zur Bedeutung der Mathematik fiir die mate-
rielle Produktion (im Mathematikunterricht) und der Behandlung des Themas
»Sozialistische Intensivierung — Hauptweg der Entwicklung der sozialistischen
Volkswirtschaft (im Fach Staatsbiirgerkunde, im Rahmen des Stoffgebiets
»2. Grundfragen der 6konomischen Entwicklung in der Deutschen Demokratischen
Republik“). Der Unterricht im abschlieBenden und zusammenfassenden Stoff-
gebiet des Faches Staatsbiirgerkunde (,,4. Grundziige der sozialistischen Welt-
anschauung und Moral“) muB sich besonders auf die im Mathematikunterricht -
gewonnenen Einsichten stiitzen kénnen.

Der Beitrag zur polytechnischen Bildung

Die polytechnische Bildung der Schiiler in allen Fachern und Klassen muf8 grund-
sitzlich mit der Arbeitserziehung verbunden und darauf gerichtet sein, bestméogliche
Bedingungen fiir eine berufliche Qualifizierung auf hohem Niveau und eine stéindig
steigende Effektivitat der Arbeit zu schaffen. Dabei sollte beriicksichtigt werden,
daBl der Werktatige in der materiellen Produktion zunehmend kompliziertere tech-
nische Einrichtungen bedienen muB, vielfach zum Beherrscher ganzer Maschinen-
systeme wird und von seiner Arbeit und seinem Schépfertum die weitere Entwick-
lung der Arbeitsproduktivitit — und damit des Reichtums der sozialistischen Gesell-
schaft — entscheidend abhingt.

Fiir die polytechnische Bildung der Schiiler im Mathematikunterricht der Klasse 10
gelten im Prinzip die gleichen allgemeinen Ziele und Aufgaben wie fiir Klasse 9.
Im Vordergrund steht die Entwicklung der Fahigkeit der Schiiler, reale Sachver-
halte aus Produktion und Technik zu analysieren, das mathematische Problem
herauszufinden, zu formulieren und zu l6sen sowie die mathematische Losung auf
den realen Sachverhalt wieder zu iibertragen; vgl. Methodik Mathematikunterricht
[59], S. 15, und WEBER[90]. Damit verbunden ist die Erziehung der Schiiler zu
einer positiven, sozialistischen Einstellung zur Arbeit und zum weiteren Bildungs-
erwerb (zum ,lebenslangen Lernen®). Auch Fragen der Berufsorientierung der
Schiiler hiingen eng mit der polytechnischen Bildung zusammen; vgl. Uh 9/26f.
Inhaltliche Konzentrationspunkte der polytechnischen Bildung in Klasse 10 sind

— Anwendung der Winkelfunktionen auf Probleme aus Technik und Natur-
wissenschaften,

— darstellend-geometrische Abbildungen und Konstruktionen sowie

— Korperberechnung (mit Hilfe von Formelsammlungen, Tabellen und Rechenstab)

Die darstellend-geometrischen Abbildungen und Konstruktionen kniipfen nicht nur
an den Mathematikunterricht in Klasse 7 (Grundziige der darstellenden Geometrie),
sondern auch an das technische Zeichnen im polytechnischen Unterricht an (Lehr-
gang und Anwendung bei der produktiven Arbeit; vgl. Lp 44).

Im Mathematikunterricht der Klasse 10 muf die Raumvorstellungs- und Raum-
darstellungsfahigkeit der Schiiler ein Niveau erreichen, das giinstige Vorausset-
zungen fiir das Fachzeichnen bzw. Konstruieren und fiir das Losen anderer Auf-
gaben, die sich auf Fihigkeiten dieser Art griinden, im Rahmen der beruflichen
Ausbildung schafft; vgl. ILaNER [30].
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Einzelheiten zur Ziel- und Aufgabenstellung im Bereich der polytechnischen Bil:
dung der Schiiler sind im Vorwort des Lehrplans — hier sowohl im Teil ,,Ziele und
Aufgaben als auch im Teil ,Hinweise zur methodischen und organisatorischen
Gestaltung des Unterrichts — und, in konkreter Form, in den Vorbemerkungen
zu den Stoffgebieten (im Teil ,,Inhalt des Unterrichts“) enthalten.

Die Koordinierung des Mathemalikunterrichts mit anderen Unterrichtsfichern im
Hinblick auf die polytechnische Bildung, vor allem mit den naturwissenschaftlichen
Fachern und dem polytechnischen Unterricht, geht vqn dem Grundsatz aus, Pro-
bleme aus Produktion und Technik fiir die Einfiihrung in einen den Schiilern bisher
unbekannten mathematischen Sachverhalt zu nutzen und, umgekehrt, Erkennt-
nisse der Mathematik bei der Losung technischer Probleme durch die Schiiler anzu-
wenden (vgl. Uh 9/28). Nihere Ansatzpunkte fiir ein richtiges Ineinandergreifen
der Aufgaben der einzelnen Unterrichtsficher kénnen der Zeittabelle auf Uh 38 ff
entnommen werden.

0.2.  Allgemeine didaktische und methodische Probleme

Die Gestaltung des Unterrichts in jedem Fach und in jeder Klasse muBl von dem
Grundsatz bestimmt sein, das Lernen der Schiiler als bewuBte, aktive und rationel-
le Aneignung des Bildungsinhalts und der Schulung der Krifte zu organisieren und
die Einheit von wissenschaftlicher Bildung und kommunistischer Erziehung in
jeder Phase des Unterrichts zu sichern. Diese Forderung entspricht den hohen
Zielen der Bildung und Erziehung, die der Schule gestellt sind, und steht in Ein-
klang mit der objektiven Tendenz, daB bei der weiteren Gestaltung der entwickel-
ten sozialistischen Gesellschaft und beim Ubergang zum Kommunismus Arbeit und
Lernen immer mehr verschmelzen, daf jede Arbeit Bildungs- und Erziehungs-
voraussetzungen fordert und ihrerseits zur Bildung und Erziehung allseitig ent-
wickelter sozialistischer Personlichkeiten beitragt. In diesem ProzeB werden Schule
und Unterricht immer mehr mit den anderen Bereichen des Lebens verbunden und
zu einem notwendigen Teil der gesamten Gesellschaft.

Wie bereits in Zusammenhang mit den hauptsichlichen Zielen der Bildung und Er-
ziehung im Mathematikunterricht der Klasse 10 (Uh 8und Uh 9/9f) bemerkt wurde,
hat der Unterricht in dieser Klasse die wesentliche Aufgabe, das Wissen und
Konnen der Schiiler aus dem Gesamtbereich der in der Oberschule behandelten
Gebiete der Mathematik zu festigen, zu systematisieren und zu erweitern. Dement-
sprechend sollen im Unterricht Methoden und Mittel vorherrschen, bei denen
Wiederholung, Systematisierung, Kontrolle und Ubung sowie die Verkniipfung des
neuen Stoffes mit friiher erworbenem Wissen und Konnen der Schiiler besonders
ausgeprégt sind, und deren Anwendung Selbstindigkeit und Aktivitit beim Lernen
bewirkt und auf den kiinftigen weiteren Bildungserwerb vorbereitet ; vgl. Uh 9/30.
Die didaktischen und methodischen Formen der Wiederholung, Systematisierung
und Verarbeitung frither erworbenen Wissens der Schiiler sowie der Kontrolle sind
vielgestaltig. Im allgemeinen werden diese didaktischen Funktionen innerhalb des
Lehrgangs zur Einfiithrung neuen Stoffes von einzelnen Teilen einer Unterrichts-
stunde erfiillt. Der Lehrplan fordert jedoch auch spezielle Unterrichtseinheiten und
Unterrichtsstunden zu Wiederholung, Systematisierung und Ubung; vgl. Lp 16.
Unterrichtsstunden mit Wiederholungs-, Systematisierungs- und Ubungsfunktion
werden zweckméBigerweise entweder der Einfithrung neuen Stoffes vorausgeschickt
oder als AbschluB der Einfiihrung neuen Stoffes vorgesehen; im letztgenannten
Falle konnen sie auch der Verkniipfung des Neueingefiihrten mit dem Bekannten
und der Betrachtung des Ganzen unter iibergreifenden, ordnenden Aspekten
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dienen (Lp 20; vgl. Uh 160). In diesem Zusammenhang sei auf die diesbeziiglichen
Ausfithrungen in der Methodik Mathematikunterricht [59], S. 200ff., und auf die
Arbeit von LEGEL iiber die abschlieBende Wiederholung in Klasse 10 [50] aufmerk-
sam gemacht.

Inhaltlich werden Wiederholung, Systematisierung und Verarbeitung friiher erwor-
benen Wissens durch die im Lehrplan getroffene Auswahl und vorgeschriebene
Behandlungsweise des Stoffes bestimmt, es dominiert in Klasse 10 eine verbindende,
z. T. unmittelbar fusionistische Behandlung. Besonders bei der Trigonometrie (Stoff
einheit 1.4.) sowie bei der Korperdarstellung und Kérperberechnung (Stoffgebiet 2.)
werden frither erworbene Kenntnisse der Schiiler aus verschiedenen Bereichen der
Mathematik bei der Gewinnung neuer Kenntnisse, vor allem aber bei der Losung
komplexer mathematischer Aufgaben angewendet und dadurch miteinander in
Beziehung gesetzt. Hierbei kommt es speziell darauf an, die tragenden Begriffe,
Denkweisen und Methoden der Mathematik herauszuarbeiten; vgl. WEBER [89].
Fiir die Kontrolle gelten in Klasse 10 die gleichen Grundsitze wie in den voran-
gegangenen Klassenstufen ; Einzelheiten nennt der Lehrplan (Lp 17). Die Kontrollen
sollten sich — ohne Riicksicht auf ihre besondere Form — vor allem auf die Kenntnis
groBerer Zusammenhinge, auf die Beherrschung komplexer Arbeitsverfahren und
auf das Vermégen, ein mathematisches Problem zu 1sen —nicht auf Einzelwissen —
konzentrieren (vgl. Uh 9/31f). Notwendig erscheint weiterhin, die Schiiler durch ent-
sprechende Formen der Kontrolle auf die Situation bei der schriftlichen und der
miindlichen AbschluBpriifung vorzubereiten, auch durch Simulation einer solchen
Situation. Bei der Zensierung sollte beachtet werden, daB eine Zensur sowohl Aus-
druck eines objektiv erreichten Standes als auch Antrieb fiir das weitere Lernen sein
muB. Probleme der Kontrolle des Gelernten im Mathematikunterricht haben in der
fachmethodischen Literatur seit jeher ihren festen Platz; in jiingerer Zeit ist eine be-
merkenswerte Arbeit zu diesem Thema von HoPFE [27] erschienen; vgl. auch die
Methodik Mathematikunterricht [59], S.232ff., und die Literaturangaben auf
Uh 9/32.

Wodurch sich Kurzkontrollen von Klassenarbeiten inhaltlich unterscheiden sollten,
geht aus Lp 17 hervor. Fiir schriftliche Kurzkontrollen kénnten etwa 10 bis 20 Mi-
nuten angesetzt werden. In den Teilen 1.und 2. dieser Unterrichtshilfen werden
dort, wo solche Kurzkontrollen besonders empfehlenswert sind, entsprechende Vor-
schliige unterbreitet.

Fiir die Vorbereitung der Schiiler auf den weiteren Bildungserwerb sowie auf die
Tatigkeit in den verschiedenen Lebensbereichen der sozialistischen Gesellschaft ist
die Aneignung von Denk- und Handlungsalgorithmen von groBem Wert. Neben dem
kausalen Aspekt des Denkens sollte dem finalen Aspekt besondere Beachtung ge-
schenkt werden. Ebenso kommt es darauf an, daB die Schiiler das fiir das Losen
einer Aufgabe giinstigste Verfahren auszuwihlen, die zweckmaBigste Darstellungs-
form zu finden und bestimmte Denkweisen mehr und mehr bewuBt anzuwenden
lernen; vgl. Lp 12. Als Beispiele nennt der Lehrplan:

— Umformen von-Termen,

— Lésen von Gleichungssystemen,

— Verwenden des Rechenstabes,

— Arbeiten mit dem Tafelwerk,

— Losen von Textaufgaben,

— Anwenden des Prinzips des Riickfiihrens eines unbekannten Problems auf bereits
geldste Probleme.

Hinzu kommen noch
— Planen und Ausfiihren geometrischer Konstruktionen.
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Es ist von der Sache her versténdlich, daf ein enger Zusammenhang zwischen diesen
Gegenstinden und den — in Zusammenhang mit den Zielen der allgemeinen geisti-
gen Bildung genannten — Leitlinien der mathematischen Methode besteht; vgl. Uh
14 bis 17.

Ob solche Algorithmen (oder anders geartete Vorschriften) von den Schiilern in
einer besonderen Form notiert werden sollen und in welcher Form dies geschehen
soll, bleibt dem Lehrer iiberlassen; der Lehrplan erhebt hierzu keine spezielle For-
derung; vgl. auch BucHE [12]. Bewahrt haben sich die Block- und FlieBbilddarstel-
lungen, wie sie von LaNDA [47] und Bock [7] angegeben werden ; vgl. Bild 24/1. Auch
konnen beim Notieren von Algorithmen Symbole verwendet werden, wie sie bei der
Aufstellung von Programmablaufplinen in der Datenverarbeitung iiblich sind (,,Pro-
grammkistchen-“ und ,, Programmlinienmethode® nach TGL 22451, vgl. EICHLER
[13]). Das Bild 24/2 zeigt den im Bild 24/1 dargestellten Algorithmus in einem Kast-
chendiagramm, das Bild 24/3 den gleichen Algorithmus in einem Liniendiagramm,
und zwar unter Verwendung einer in der Datenverarbeitung iiblichen Symbolik. Im
allgemeinen sollte man im Unterricht eine Form, die sich sowohl verbaler Elemente
als auch der den Schiilern geldufigen mathematischen Symbolik bedient, einer spe-
ziellen ,algorithmischen” Symbolik (oder: Sprache) vorziehen. Man sollte stets
daran denken, daB die Notation von Algorithmen im Unterricht der allgemeinbilden-
den Schule nicht Selbstzweck, sondern Mittel zum Zweck, zum Verstindnis mathe-
matischer Denk- und Arbeitsverfahren, ist. Die Beispiele fiir algorithmische Vor-
schriften, die in diesen Unterrichtshilfen im Rahmen der Hinweise zu den einzelnen
Unterrichtseinheiten gegeben werden (Uh 100f und 145), haben eine solche ,.ge-
mischte” Form. Von noch weitergehenden Abstraktionen beim Notieren, z. B. von
Graphen (vgl. LaANDA [47]) oder in einer Symbol- oder Programmsprache, etwa
nach LyapuNow, sollte jedoch abgesehen werden. Zu beachten ist aber auch, dafl
gewisse algorithmische Vorschriften den Schiilern nicht nur aus dem vorangegan-
genen Mathematikunterricht, sondern auch aus anderen Unterrichtsfichern bekannt
sind. Zum Beispiel sind botanische zoologische Bestimmungsbiicher (wie die Exkur-
sionsflora von RoTHMALER und die Exkursionsfauna von STRESEMANN) nach dem
Prinzip des algorithmischen Vorgehens aufgebaut. )

Beim Umformen von Termen soll in Klasse 10 durch Ubungen im Erkennen der
Struktur eines Terms und durch Analyse der Schrittfolge beim Umformen der Ter-
me erreicht werden, dafl die Schiiler den rationellsten Weg anffinden und beschrei-
ten sowie Sicherheit und Schnelligkeit beim Arbeiten zeigen. Das Umformen von
Termen spielt in allen in Klasse 10 zu behandelnden Stoffgebieten eine Rolle, vor
allem bei der Dreiecksberechnung sowie bei der Flacheninhalts- und Rauminhalts-
berechnung geometrischer Korper. Da Terme und ihre Umformungen spezieller
Gegenstand des Unterrichts in Klasse 9 (Stoffeinheit 1.3. ,,Arbeiten mit Variablen®,
vgl. Uh 9/58f) sind, kann sich der Unterricht in Klasse 10 im allgemeinen auf eine
sichere Kenntnis der Umformungsbedingungen und -regeln sowie auf einen hohen
Grad an Fertigkeiten im Arbeiten mit Termen bei den Schiilern stiitzen. .

Der Niveauerhohung, die in Klasse 10 gegeniiber Klasse 9 beim Losen von Gleichun-
gen und Gleichungssystemen erreicht werden soll und die in erster Linie die Sicherheit
im Erkennen und Ausfithren der erforderlichen Operationen betrifft, dienen haupt-
siichlich Ubungen mit einfachen goniometrischen Gleichungen und mit Gleichungen,
die sich beim Anwenden der Formeln der Flicheninhalts- und Rauminhaltsberech-
nung bei geometrischen Korpern ergeben (lineare, quadratische und kubische
Gleichungen sowie Gleichungen mit Quadratwurzeln). Von diesen Gleichungen
wird nur ein Teil mit Hilfe von Algorithmen geldst, der andere Teil, zu dem z. B.
die goniometrischen Gleichungen gehéren, durch inhaltliche Uberlegungen (analog
dem Lésen von Exponentialgleichungen im Unterricht der Klasse 9, vgl. Uh 9/155f).
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Algorithmus zum Ermitteln des gré8ten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen
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Bei der Flichen- und Rauminhaltsberechnung muB oftmals eine gegebene Gleichung
nacheinander nach verschiedenen Variablen aufgelést, d. h. so in dquivalente Glei-
chungen umgeformt werden, daB jeweils die Variable fiir die gesuchte GroBe isoliert
auf einer Seite der Gleichung steht. Auch beim Lésen von Gleichungen sollte den
Schiilern zur Gewohnheit werden, zu den Rechnungen und Aufgabenlésungen die
Probe, gegebenenfalls durch Bezug auf den Aufgabentext, zu machen (iiber Proben
bei Gleichungen, Gleichungssystemen und Ungleichungen vgl. Uh 9/80f). Ubungen,
bei denen es auf die Wahl des rationellsten Losungsweges ankommt, und das Kom-
mentieren des Losungsweges bei schwierigeren und komplizierteren Gleichungen und
Gleichungssystemen kénnen den Schiilern helfen, den Zugang zur Losung auch bei
weniger ,iibersichtlichen Gleichungen, Gleichungssystemen und Ungleichungen zu
finden. Ebenso kénnen sie das Verstéindnis der Schiiler fiir die mathematischen
Sachverhalte, die den Aufgaben zugrunde liegen, férdern.

Fiir das Arbeiten mit dem logarithmischen Rechenstab wurden den Schiilern im Unter-
richt der Klasse 9 die erfordeilichen mathematischen Grundlagen vermittelt; durch
das praktische Arbeiten von Klasse 7 an wurde bereits ein hoher Grad der Fertig-
keiten im Gebrauch des Stabes erzielt. Neu in Klasse 10 ist das Verwenden der gonio-
metrischen (trigonometrischen) Skalen des Stabes. Durch Ubungen sollten in
Klasse 10 alle Schiiler lernen, bei angemessen raschem Rechnen mit dem Stab dessen
Genauigkeit voll zu nutzen, d. h., beim Einstellen und Ablesen innerhalb der technisch
bedingten Fehlergrenze zu bleiben. Um falsche Einstellungen und Ablesungen am
Rechenstab zu unterdriicken, empfiehlt sich auch in Klasse 10 gelegentlich ein Ein-
stell- und Ablesetraining, z. B.im Rahmen tiglicher Ubungen zu Beginn einer
Unterrichtsstunde.

In diesem Zusammenhang erscheint eine Bemerkung zur Angabe von Gréfen bei
Anwendungsaufgaben erforderlich. In der Technik, allgemein auch in anderen Be-
reichen bei MeBwerten und wenn eine besondere Toleranzangabe fehlt, bedeuten die
angegebenen Stellen auch die genauen Stellen; in diesem Sinne ist ,,2,0 cm* von
2,00 em* oder ,,2 em* zu unterscheiden. In der Geometrie hat — traditionell — eine
MaBangabe die Bedeutung einer Angabe ohne Toleranzen, d. h., ,,2 em* steht fiir
»genau 2 em*. Mit Riicksicht auf die praktischen Anwendungen gibt das Lehrbuch
GroBen in der Regel auf die in der Technik iibliche Weise an; der Unterricht sollte
dem folgen, den Schiilern aber auch die andere Moglichkeit erkliren. Ebenso sei
hier aaf die Verwendung des Gleichheitszeichens bei numerischen Rechnungen hin-
gewiesen. Es hat sich beim Rechnen mit Hilfe des logarithmischen Rechenstabes
und unter Verwendung von Zahlentafeln in der technischen Praxis und im Unter-
richt eingebiirgert, das Annéherungszeichen nur dann zu verwenden, wenn die (még-
liche) Differenz der zu vergleichenden Werte iiber der beim Rechnen technisch
bedingten oder angestrebten Fehlergrenze liegt, also z. B. beim Schitzen und bei
Uberschlagsrechnungen. In anderen Fillen, auch beim Rechnen mit gerundeten
Werten, wird dagegen das Gleichheitszeichen gesetzt, z. B.:

4,53 - 7,17=31,5 (Berechnung mit Hilfe des Rechenstabes);

sin 23°=0,3907 (Zahlentafel);

tan a=0,874, o =41,2° (Rechenstab, goniometrische Skale oder Zahlentafel).

Der gleiche Grundsatz gilt auch fiir das Rechnen mit MeBwerten.

Der Gebrauch des Tafelwerkes ist vor allem fiir das Lésen von Aufgaben aus der
ebenen Trigonometrie (Stoffeinheit 1.4.) und aus der Korperberechnung (Stoffgebiet
2.) bedeutsam. Die Schiiler haben mit dem Tafelwerk ,,Tabellen und Formeln — Ma-
thematik, Physik, Chemie* [80] und mit dem Wissensspeicher ,,Mathematik in Uber-
sichten® [5] bereits gearbeitet. In Klasse 10 muf nun ein hoher Grad an Sicherheit
und Gewandtheit in der Anwendung dieser Hilfsmittel erreicht werden. Da aber
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ebenfalls zu fordern ist, daB sich die Schiiler auch bei anders angelegten oder in der
duBeren Form abweichenden Tafelwerken und Formelsammlungen zurechtfinden,
erscheint es zweckméBig, nicht allein das Arbeiten mit dem gebrauchlichen Tafel-
werk zu iiben, sondern auch den Schiilern allgemeine Regeln fiir den Umgang mit
Wissensspeichern dieser Art zu vermitteln (eventuell kann ihnen bei bestimmten An-
lidssen, z. B. im Rahmen einer Ubung, auch einmal ein anderes, in der Praxis oder
an weiterfilhrenden Schulen gebriuchliches Tafel- und Formelwerk in die Hand
gegeben werden).

Die Befahigung der Schiiler, Sach- und A d: fgaben rationell losen und ent-
sprechende Regeln oder Algorithmen anwenden zu konnen, gehért zu den Schliissel-
problemen der Methodik des Mathematikunterrichts. Entsprechend dem Lehrplan
muf die Niveausteigerung beim Losen von eingekleideten Aufgaben und Anwen-
dungsaufgaben b ders darin bestehen, das fiir die Losung einer Aufgabe giinstig-
ste Verfahren auszuwihlen, die zweckmaBigste Darstellungsform zu finden und be-
stimmte Denkweisen mehr und mehr bewuBt anzuwenden; vgl. Lp 12. Deshalb er-
scheint es notwendig, besondere Aufmerksamkeit den Methoden des Aufgabenldsens
zuzuwenden und diese Methoden zum Gegenstand spezieller Erérterungen, auch in
besonderen Unterrichtsstunden, zu machen. Méglichkeiten sind z. B. auf Uh 9/86,
144 kenntlich gemacht.
Das Lehrbuch gibt im Kapitel A (LE A 27, Lb 57) kurzgefalite Hinweise speziell
zum Losen trigonometrischer Aufgaben ; einer ausfiihrlichen Darlegung des Losungs-
weges bei komplexen Aufgaben aus der Stereometrie ist im Kapitel B eine beson-
dere Lerneinheit gewidmet (LE B 5, Lb 77f). Bei Aufgaben, bei denen zwar das zu
16sende Problem unmittelbar ersichtlich ist, aber der Lésungsweg erst ermittelt wer-
den muB, sind im Lehrbuch Hinweise zur Losungsmethode meist in Vorbemerkun-
gen (unter der Uberschrift ,Voriiberlegung®, , Ausfiihrung®, oder ,Losung“) ge-
geben.
Es empfiehlt sich, im Unterricht den Schulern ein ,,Geriist* zum Lésen von mathe-
matischen Anwendungsaufgaben zu vermitteln, das sowohl direkt durch ihre Daten
gegebene als auch durch einen Text formulierte Aufgaben zu lésen gestattet.
Bei den kommentierenden Beispielen im Lehrbuch, Kapitel B (LE B 5, Lb 77f) wird
der Losungsweg in analytische und in synthetische Losungsschritte untergliedert.)
Die fachmethodische Literatur (in Mathematik und in den naturwissenschaftlichen
Fichern) ist reich an Ausfithrungen iiber das Losen mathematischer Aufgaben und
seine Methoden; vgl. BoLtsanskiy [10], FANGHANEL [15]. KossE [43] nennt fiir
Rechenaufgaben sieben Schritte:
. Kldrung des Problems der Aufgabe
. Entwicklung des Losungsweges
. Durchfiihrung eines Uberschlages
. Ausfiihrung der numerischen Operationen
. Vergleich des Ergebnisses mit dem Uberschlag — Kontrollen
. Riickblick auf die ZweckmaiBigkeit des Losungsweges
7. Antwortsatz
REDECKER, der um Einheitlichkeit bei der Losung von Aufgaben im mathemati-
schen und im naturwissenschaftlichen Unterricht bemiiht ist, unterscheidet [64]:
1. Problemanalyse

1.1. Voriiberlegung

1.2. Angeben der gegebenen Grofien

1.3. Angeben der gesuchten Grofe(n)

S OB W N =

1) Nach dem gleichen Schema wird z. B. im Lehrbuch der Physik fiir die Erweiterte Oberschule, Klasse 12, im Ab-
schnitt ,Losung von Aufgaben aus der
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. Losungsmethode

. Allgemeine Losung

. Wahl der Einheiten

. Uberschlagsrechnung
. Numerische Losung
. Uberpriifung

. Ergebnissatz

00 =T O W o

ScHLOSSER [73] weist auf den Zusammenhang zwischen der Art und Weise der
Aufgabenstellung und der Entwicklung der Fahigkeiten und Fertigkeiten der Schii-
ler hin, er gibt als hauptsichliche Schritte an:

1. Analyse
2. Zuordnung der Gesetze und Definitionen (Bedingungen)
3. Anwendung dieser Gesetze

Bei der Auswabl der giinstigsten Variante fiir ein Lésungsschema «— es kann u. U.
bis zur Form einer algorithmischen Vorschrift ausgestaltet sein — muB vom Stand
der Kenntnisse und Fertigkeiten der Schiiler im Losen mathematischer Probleme
und Aufgaben ausgegangen werden. Im Hinblick auf die Anlage und duBere Form
eines solchen Schemas wire zu bedenken, daf die Ausfiihrungen zur Lésung von
Aufgaben im Lehrbuch (besonders Lerneinheit B 5, Lb 77f) nur als eine Art Skelett,
nicht aber als fertige Vorschrift zu werten sind.

Das Prinzip, ein ungelostes mathemalisches Problem auf bereits geloste Probleme
zuriickzufiihren, wird im Mathematikunterricht an vielen Stellen und in vielfaltiger
Weise angewendet. In Klasse 10 ist das im Stoffgebiet 1., vor allem beim Zeichnen
der Graphen fiir die Funktionen f(z)=a sin «, f(z)=sin bx, f(z)=a sin bx, bei
der Berechnung von Werten anderer Winkelfunktionen mit Hilfe von Werten der
Sinusfunktion, bei derBerechnung des gleichschenkligen Dreiecks, des regelméBigen
Vielecks und des schiefwinkligen Dreiecks, der Fall. Im Stoffgebiet 2. betrifft es die
Korperberechnung, z. B. die Oberflichen- und Rauminhaltsberechnung der Stumpf-
korper, und die Kérperdarstellung, z. B. die Ermittlung der wahren GroBe und
Gestalt der Figuren, die beim Schnitt ebenflichig begrenzter Kérper und Kreis-
zylinder durch Ebenen entstehen.

Die methodischen Formen und Verfahren, mit denen die Schiiler in das bewuBte
Anwenden dieses Prinzips und damit in ein wesentliches Element der wissenschaft-
lichen Heuristik eingefiihrt werden kéonnen, sind sehr vielgestaltig; bewahrt haben
sich vor allem ,,gezielte“ Frage - und Aufgabenstellungen, die den Schiilern in gewis-
ser Weise eine Briicke bauen. Dabei werden den Schiilern zuniichst genauere Infor-
mationen zur Sache vermittelt, spater wird nur das Informationsfeld angegeben
oder angedeutet. Grundsitzlich sollte es den Schiilern der Klasse 10 zur Gewohnheit
geworden sein, bei jeder Aufgabe eingehend, nicht etwa nur oberflichlich, zu priifen,
ob Losungsprinzipien fiir andere, bereits geloste Probleme auf den zu untersuchen- -
den Sachverhalt iibertragen werden kénnen.

Das Planen und Ausfihren geometrischer Konstruktionen bezieht sich im Mathema-
tikunterricht der Klasse 10 vor allem auf die darstellend-geometrischen Grundkon-
struktionenim Rahmen des Stoffgebiets ,,Korperdarstellung und Kérperberechnung
und — in geringerem Umfang — auf planimetrische Konstruktionen, die zur Kon-
trolle bei trigonometrischen Berechnungen (in der Stoffeinheit ,,Anwendung der
Winkelfunktionen bei Dreiecksberechnungen®) dienen. Zu den letztgenannten er-
scheinen keine besonderen Hinweise erforderlich, auf die darstellend-geometrischen
Konstruktionen wird im Abschnitt 2.0. dieser Schrift und in den Bemerkungen zu
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den betreffenden Unterrichtseinheiten (insbesondere 2.1.4.) néiher eingegangen (vél.
Uh 117f und 141ff).

Im AnschluB an diese Bemerkungen zu den Denk- und Arbeitsweisen der Mathe-
matik sei auf ein Problem aufmerksam gemacht, das den Gebrauch mathematischer
Fachausdriicke betrifft. Im Unterricht sind die Schiiler dazu zu erziehen, die mathe-
matischen Fachausdriicke und Wendungen richtig zu gebrauchen, die Gedanken
folgerichtig zu ordnen und sie in einem sachgerechten, aber auch ésthetisch anspre-
chenden Stil darzulegen; vgl. Trerz [84]. Formulierungsiibungen bei Definitionen,
Sitzen, Losungsvorschriften, Konstruktionsbeschreibungen u. é. sollten in den Un-
terricht einbezogen werden, selbstverstindlich ohne Uberspitzungen, die man etwa
in ,mathematischen Klassenaufsitzen* sehen konnte. Besonderes Augenmerk erfor-
dern Ausdriicke und Wendungen, die in der Fachsprache der Mathematik (bzw. der
Logik) von der Umgangssprache abweichen. So kann ,Kreis“ umgangssprachlich
sowohl als , Kreislinie“ als auch als , Kreisfliche® verstanden werden, je nach dem
Kontext; in der Mathematik — und die Lehrbiicher richten sich nach den wissen-
schaftlichen Gepflogenheiten — bedeutet , Kreis“ eindeutig , Kreislinie“. Allerdings
sollte man im Unterricht Wendungen wie , Flicheninhalt eines Kreises“ nicht ver-
werfen, besser ist es aber, vom ,Inhalt der Kreisfliche* zu sprechen (,,Flichenin-
halt der Kreisfliche® wire ein unschéner Pleonasmus).

Etwas komplizierter ist der Sachverhalt bei ,,Zylinder®, ,, Kegel“ und , Kugel*“. Die
Beschreibungen — auf Definitionen wird gemif dem Lehrplan verzichtet — im Lehr-
buch weisen Zylinder, Kegel und Kugel als geometrische Korper, d. h., als allseitig
von Flichen begrenzte geometrische Objekte (Punktmengen) aus; in der Mathema-
tik bedeuten Zylinder, Kegel und Kugel Flichen (fiir Zylinder und Kegel sogar un-
eingegrenzte Flachen). Im Unterricht muB selbstverstindlich von der Beschreibung
(oder, bei Prismen und Pyramiden, der Definition) des geometrischen Objekts als
Korper ausgegangen werden; die Schiiler sollten jedoch iiber die andere Bedeutung,
speziell bei Zylinder und Kegel, informiert werden, damit spater kein ,,Umlernen*
notig wird.

Besonderes Augenmerk, nicht zuletzt im Hinblick auf die schriftliche Abschluf-
priifung, erfordern auch Anlage und dupere Form schriftlicher Arbeiten. Bei solchen
Arbeiten sollte vor allem auf folgendes geachtet werden.

— Richtiger Gebrauch mathematischer Fachausdriicke und Symbole

— Richtige Wahl und Zuordnung von Variablen (z. B. Verwendung verschiedener
Variablen fiir Zahlen und fiir Gréfen) “

— Angemessene Genauigkeit beim Rechnen mit Néherungswerten und beim Ge-
brauch technischer Rechenhilfsmittel

— Groftmogliche Genauigkeit bei geometrischen Konstruktionen

— Ubersichtliche Gliederung der Niederschrift des Losungsganges, Unterscheidung
von Hauptsichlichem und Nebensichlichem (auch: Abtrennung von Nebenrech-
nungen), Hervorhebung der Ergebnisse

— Sauberkeit und Ubersichtlichkeit des Schrifthildes und der Zeichnungen bzw.
Skizzen

Zur Arbeit mit den Unterrichtsmitteln sei zunéchst gesagt, daB auf die Verwendung
von gegenstindlichen Modellen in den Ausfithrungen zu den Stoffgebieten und Unter-
richtseinheiten eingegangen wird, da diese Mittel im wesentlichen stoffspezifisch
sind ; vgl. Methodik Mathematikunterricht [59], S. 285 ff., und auch Uh 33 ff.

Die Arbeit mit dem Lehrbuch richtet sich in Klasse 10 im allgemeinen nach den glei-
chen Grundsitzen wie in Klasse 9 (vgl. Uh 9/31), zumal das Lehrbugh fiir Klasse 10
den gleichen Aufbau wie das Buch fiir Klasse 9 hat. Die selbsténdige Arbeit mit dem
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Buch — auch mit dem Lehrtext — gewinnt in Klasse 10 noch mehr an Bedeutung als
auf den vorangegangenen Klassenstufen. Auch zur Arbeit mit dem Lehrbuch sind in
den Ausfiihrungen zu den Stoffgebieten und Unterrichtseinheiten spezielle Hinweise
enthalten. Eine allgemeine Bemerkung sei jedoch hier vorausgeschickt, da sie sich
auf die allgemeine Anlage des Buches, auf seine Systematik bezieht.

Das Lehrbuch enthilt historische Riickblicke auf die Entwicklung der im Unter-
richt zu behandelnden mathematischen Disziplinen in einem besonderen Abschnitt.
Das sollte jedoch nicht dazu AnlaB geben, unter allen Umsténden besondere Unter-
richtsstunden zur Geschichte der Mathematik zu planen ; allerdingsist diese Moglich-
keit auch nicht auszuschlieBen. Eine zusammenfassende Darlegung des historischen
Weges der Erkenntnis — und der Anwendung des Erkannten in der gesellschaft-
lichen Praxis — empfielt sich vor allem bei der Behandlung der ebenen Trigonometrie;
vgl. Unterrichtseinheit 1.4.5., Uh 104ff. Historische Exkurse bieten gute Moglich-
keiten fiir die selbsténdige Arbeit der Schiiler, zumal in Klasse 10 die Kenntnis der
allgemeingeschichtlichen Zusammenhiinge vorausgesetzt werden kann (jedoch liegt
die unterrichtliche Behandlung der historischen Epochen, in die die wissenschafts-
geschichtlichen Ereignisse fallen, vielfach lingere Zeit zuriick).

Im Hinblick auf die Programmierung des Unterrichts, fiir die in Klasse 10 ebenfalls
im Prinzip das gleiche wie in Klasse 9 gilt, sei auf eine spezielle Untersuchung auf-
merksam gemacht. BAUER [3] hat am Beispiel trigonometrischer Sitze iiber das
schiefwinklige Dreieck und verschiedenartiger Anwendungsaufgaben nachgewiesen,
daB mit Hilfe programmierter Materialien (Buchprogramme) nicht nur sichere
Kenntnisse und Fertigkeiten erreicht werden konnen, sondern daf auch die Fahig-
keit, mathematische Probleme zu l6sen, wesentlich und auf rationelle Weise ent-
wickelt werden kann; vgl. Methodik Mathematikunterricht [59], S. 278ff.
Arbeitsblitter, vor allem Blitter mit deren Hilfe kleinere und kleinste Teilstrecken
im Unterricht programmiert werden kénnen, haben auch in Klasse 10 wiein Klasse 9
ihren Wert; sie ermoglichen beispielsweise, ohne groBen Zeitaufwand Aufgaben zu
stellen, den Losungsweg bei Aufgaben zu standardisieren und Ergebnisse zu iiber-
priifen, und kénnen vor allem die hiusliche Arbeit der Schiiler rationell gestalten
helfen. Sie diirfen allerdings nicht — etwa durch ihre Anlage — den Schiilern das
Denken abnehmen oder die Schiiler einseitig auf das Arbeiten nach Methoden
orientieren, die in den weiterfiihrenden Bildungseinrichtungen und in der Berufs-
praxis nicht iiblich sind. Thr Wert ist dann besonders gro8, wenn sie auf die Anwen-
dung praktisch iiblicher Methoden des Bildungserwerbs, des ,,Studierens* im weite-
sten Sinne, vorbereiten. In den Ausfithrungen zu den Stoffeinheiten in dieser Schrift
wird gelegentlich auf die Moglichkeit und ZweckmaiBigkeit, Arbeitsblitter zu ver-
wenden, noch niiher eingegangen.
Wie fiir Klasse 9 gibt auch fiir Klasse 10 der Lehrplan Stoffe an, die ,zur Informa-
tion* fiir die Schiiler bestimmt sind und nicht Gegenstand von Leistungskontrollen
sein diirfen; vgl. Lp 18. :
Weiterhin ist zu beachten, daB der Lehrer — im Rahmen der verbindlichen Ziel-
stellung und des als verbindlich genannten Inhalts des Unterrichts — gewisse stoff-
liche Details auswiahlen mufB oder kann, die vor allem
— als Tllustration fiir Begriffe, Gesetze und andere Zusammenhinge
— als Hilfsmittel fiir das Definieren, Beweisen oder Herleiten (z. B. Hilfsséitze)
oder
— als Ubungsfeld fiir die Anwendung mathematischer Erkenntnisse, Methoden und
Arbeitsverfahren
dienen. Sie konnen im Lehrplan nicht bis in die Einzelheiten genannt werden, auch
das Lehrbuch kann hierzu nur eine Auswahl bieten. Auch diese Details illustrativen
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Charakters sind nicht Inhalt der mathematischen Grundlagenbildung und sollten
deshalb auch nicht in die Leistungskontrollen einbezogen werden.

Bei der didaktischen und methodischen Gestaltung des Unterrichts ist grundsitz-
lich zu beachten, daB der Lehrplan sozusagen ein allgemeingiiltiges Modell der Per-
sonlichkeitsentwicklung und Personlichkeitsformung verkorpert und der Lehrer im
Rahmen dieses Modells seine padagogischen MaBnahmen jeweils nach dem erreich-
ten Stand der Personlichkeitsentwicklung der Schiiler treffen muB (vgl. MoDER [58]).
Die Unterrichtshilfen konnen dieses allgemeingiiltige Modell interpretieren, nicht
aber den konkreten Stand der Personlichkeitsentwicklung der Schiiler antizipieren.
Inwieweit den Empfehlungen in den Unterrichtshilfen im einzelnen gefolgt werden
kann, hingt somit jeweils von der Einschiatzung (Diagnose) des real erreichten
Standes der Personlichkeitsentwicklung der Schiiler ab.

SchlieBlich sei noch bemerkt, dafl im- Unterschied zum Lehrplan fiir Klasse 9 der
Lehrplan fiir Klasse 10 im Rahmen der als Berechnungsgrundlage fiir die Planung
gewiéhlten 28 Unterrichtswochen eine bestimmte Zeit — 20 Stunden, d. h.5 Wochen —
fiir Festigung, Systematisierung und Priifungsvorbereitung vorsieht (Stoffgebiet 3.).
Die stoffliche Thematik wird fiir diesen Abschnitt nicht vom Lehrplan vorgeschrie-
ben; sie richtet sich wesentlich auch nach den lokalen Bedingungen in Schule und
Klasse. Die Unterrichtshilfen geben fiir seine Gestaltung in Teil 3. Empfehlungen.
Fiir die restliche Unterrichtszeit, die dem Lehrer zur Verfiigung steht und die in
Klasse 10 wegen der Termine der AbschluBpriifungen kiirzer als in den vorherge-
henden Klassen bemessen ist, gelten die in den Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 gege-
benen Hinweise sinngemif; vgl. Uh 9/32.

0.3.  Ubersicht iiber Teillehrgéinge des Mathematikunterrichts der
Oberschule,
iiber verbindliche und empfohlene Unterrichtsmittel und iiber
die Koordinierung des Mathematikunterrichts mit anderen
Unterrichtsfichern

In der Ubersicht iiber Teillehrgiinge des Mathematikunterrichts der Oberschule wird
gezeigt, welche Stoffe und Stoffkomplexe aus den Gebieten, die im Mathematikun-
terricht der Klasse 10 weitergefithrt und zu einem (relativen) Abschlul gebracht
werden, in den vorhergehenden Klassen Gegenstand der Behandlung sind. Das be-
trifft die

— Lehre von den Funktionen

— Planimetrie

— Stereometrie (Kennzeichnung und Berechnung geometrischer Kérper)

— darstellende Geometrie.

Eine Gesamtiibersicht iiber den Mathematiklehrgang der Oberschule ist in den
Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 enthalten; vgl. Uh 9/34 ff.

Lehre von den Funktionen

Klasse 6
Einfiihrung in die Gleichungslehre, Proportionalitit ' 80 Stunden
— Proporti litét und Verhiltnisgleick (23)
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Klasse 7

Rechenstab, Anwendung von Verhiiltnisgleichungen
— Prozentrechnung

Klasse 8

Lineare Funktionen

— Der Funktionsbegriff

— Lineare Funktionen

— Nullstellen linearer Funktionen, lineare Gleichungen

Klasse 9

Potenzen und Potenzfunktionen

— Potenzfunktionen

Quadratische Funkti: und quadratische Gleichungen

-— Quadratische Funktionen

Exponential- und Logarithmusfunktionen; Rechenhilfsmittel
— Exponential- und Logarithmusfunktionen

Planimetrie

Klasse 2

Geometrie

— Lagebeziehungen zwischen Punkten und Geraden; Dreieck
und Viereck

— Strahl, Winkel, Kreis

— Lagebeziechungen zwischen Geraden; Streifen

— Parallelogramm, Rechteck und Quadrat

Klasse 8

Geometrie

— Wiederholung der Lagebeziechungen von Geraden;
Zeichnen mit Lineal und Zeichendreieck

— Zeichnen von Vierecken; Trapez und Trapezfliche

— Kreis

Klasse 4

Geometrische Grundbegriffe
— Punkte und Geraden
— Verschiebung

Klasse 5

Messen und Einheiten
— Liingenmessung, LingenmafBe

— Flicheninhaltsbestimmung, Flich Be, Berech an

Rechtecken
— Winkel und Winkelmessung

Geometrische Grundbégrﬂ.te und Konstruktionen
— Drehung
— Spiegelung

Klasse 6

Planimetrie
— Wiederholung und syst i g
— Bewegung und Kongruenz

38 Stunden
(23)

28 Stunden
(3)

(10)
(4)

32 Stunden

(14)

30 Stunden

(10)

20 Stunden
(8)

20 Stunden

(5)
(3)
(5)
(5)

20 Stunden

(5)
(6)
(3)

30 Stunden
(18)
(12)

66 Stunden
(9) .
(15)

(10)

30 Stunden
(15)

(13)

70 Stunden
(6)
(7)
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— Beziehungen zwischen Winkeln

— Dreiecke

— Kongruenz von Dreiecken

— Vierecke und Vielecke

— Flicheninhalt und Umfang von Vielecken

Klasse 7
Der Kreis

— Definition des Kreises, Sitze iiber den Kreis
— Kreisberechnung

Klasse 8

Ahnlichkeit

— Der Strahlensatz

— Zentrische Streckung

— Ahnliche Figuren

— Die Satzgruppe des PYTHAGORAS

Stereometrie (Kennzeichnung und Berechnung geometrischer Korper)

Klasse 2

Geometrie
— Wiirfel und Quader (nur Beschreibung)

Klasse 8
Geometrie

— Quader und Wiirfel, Zylinder, Pyramiden und Kegel (nur
Beschreibung)

Klasse 5

Messen und Einheiten
— Rauminhaltsbestimmung, Raummafe, Berechnungen an Quadern

Klasse 7

Stereometrie

— Prismen

— Kreiszylinder

— Ubungen und Anwendung

Klasse 8

Flichen- und Rauminhaltsherechnung
— Volumenvergleiche

— Pyramiden

— Kreiskegel

— Kugel

Darstellende Geometrie

Klasse 7

Darstellende Geometrie
— Projektionsbegriff, Projekti ten, Kavalierp ktive
— Senkrechte Eintafelprojektion

Py
tion

(7)
(8)
(18)
(13)
(11)

29 Stunden
(20)
(9)

52 Stunden
(10)
(7)
(17)
(18)

20 Stunden
(2)

20 Stunden

(6)

60 Stunden
(18)

12 Stunden
(4)
(4)
(4)

22 Stunden

80 Stunden
(6)

(10)

(14)

(Eine detaillierte Aufstellung, die auch den Beitrag erfa8t, den der Unterricht im Fach

wTlechnisches Zeichnen* leistet, wird im Teil 2. auf Uh 122ff gegeben.)
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Aus der folgenden Tabelle ist die zeitliche Einordnung der zu behandelnden Stoff-
gebiete aus den Teillehrgingen in den Gesamtlehrgang des Mathematikunterrichts
der Klassen 1 bis 10 im Uberblick ersichtlich.

Klasse | Arithmetik [ Funktionen | Planimetrie Stereometrie | Darstellende
1 und (Beschreibung | Geometrie
Gleichungen und Berech-
nung)
X
X1 X!
X
2 X
X1
X
3 X
Xl
4 X
X
X
5 X X
X
X
X
6 X
X
X
X
7 X
X
X
X
X
8 X
X X
X
9 X
X
10 X
X X

%) Vorwiegend propddeutische Behandlung

Die Ubersicht iiber die in den Klassen 9 und 10 verbindlichen und empfohlenen
mathematischen Unterrichtsmittel stellt einen Auszug aus dem ,,Gesamtbedarfsplan
fiir Unterrichtsmittel* [18] dar; vgl. Uh 34{f. Die in den Spalten ,,Verwendbarkeit*
stehenden Ziffern haben folgende Bedeutung:

1 — Das Unterrichtsmittel ist obligatorisch.

2 — Das Unterrichtsmittel wird empfohlen.

3 — Das Unterrichtsmittel ist noch bzw. bereits verwendbar (obligatorisch oder

empfohlen in vorangegangenen bzw. folgenden Klassenstufen).
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Ubersieht iiber verbindliche und empfohlene U nterrichtsmittel in den Klassen 9 und 10

a

Unterrick

Ver

g in den Klassen

Nr. der
Sorti

9

10

Ver-
wend-
barkeit

Stoffgebiet
bzw.
Stoffeinheit

Ver-
wend-
barkeit

Stotfgebiet
bzw.
Stoffeinheit

liste des
SKUS

1. Filme

K-F

Grundlagen der EDV]
Kas.I (3,56 min)

F 831/832

Die Exponential-
funktion

y=p* (16 min)

F 653

Die Potenzfunktion
y=ax? (10 min)

F 807

Entstehung der
Sinuskurve (12 min)

2. Lichtbildreihen
R 606

Lineare Funktionen
(col.; 15 B.)

R 289

Die Funktion

y =ax?

(S/W; 10 B.)

R 607

Die Funktion
y=p°

(S/W; 13 B.)

R 571

Die Sinuskurve
(S/W; 17 B.)

R 347

Die Funktion
y=ax’

(S/W; col.; 13 B.)

6. Folien
MaBstab
Logarithmische
Skalen
Darstellende
Geometrie I
Darstellende
Geometrie IT
Lineare Funktion
Quadratische
Funktion T
(y==?)

5.2.

5.1

3.2.; 4.1,

2.2.; 3.2

3.2.; 4.1,

5.1.

3.2

5.2.

2.2.; 3.2.
3.2.; 4.1,

ww

1.1,

1.1.

.

Z 2 ZZ

06 7501 56
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Unterr Verwend in den Klassen
10
Nr. der
Ver- Stoffgebiet Ver- Stoffgebiet | Sortiments-
wend- bzw. wend- | bzw. liste des
barkeit| Stoffeinheit| barkeit| Stoffeinheit| SKUS
Quadratische 1 4.1.
Funktion II _
(y =ax?+bx +c)
Potenzfunktionen I 1 3.2. 06 7505 56
(ganzzahlige posi-
tive Exponenten)
Potenzfunktionen IT | 1 3.2
(ganzzahlige nega-
tive Exponenten)
Sinusfunktion 1 1.1, 06 7504 56
7. Anschauungstafeln/|
Anschauungsbilder
Dekadische 3 5.2. 06 9101 56
Logarithmen
10. Geriite/Modelle :
Lochschablone 1 14.;2 06 3065 89
(Tafelgerit)
Lochschablone 1 14.;2 06 3067 89
(Schiilergeriit) Klassensatz
15 Stek.
Stereometriemodelle 1 2. 06 6002 89
(Fadenmodelle)
Maniperm- 1 2. 06 3060 54
Klapptafel
Demonstrations- 1 5.2. 3 1.3. 06 3002 54
rechenstab
»Mono-Rietz*
Rechenstab 1 1 06 3014 38
»Mono Rietz* Mit Selbst-
kauf durch
Schiiler
Schiilerarbeitsmittel 1 2. N
far Darstellende
Geometrie
Kurvenschablonen 1 1 06 3073 45
Klassensatz]
20 Steck.
Normalparabel 1 3.2.; 4. 3 3. 06 3071 45
(Tafelgerit) !
Sinusschablone 1 1. 06 3072 45
(Tafelgerét)
Projektionsmodell 1 1.1.;1.2. N
zur Veranschau- Lost
lichung der Winkel- 06 6150 89
funktionen ab

3*
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Unterrick Ver d in den Klassen Nr. der
9 10 liste des
Ver- | Stoftgebiet | Ver- | Stoftgehict | iU
wend- | bzw. wend- | bzw.
barkeit| Stoffeinheit| barkeit| Stoffeinheit
Stereometriebau- 2 2.
kasten
Teil I 06 6401 54
Teil T 06 6402 54
Teil IIT 06 6403 54
Gerét zur 2 1.4 06 3050 89
Planimetrie
Schiefertuchtafel 2 2 01 1018 89
mit Koordinaten-
system
Schiefertuchtafel 2 2 011118 89
mit Koordinaten-
system (haftbar)
Geometriebaukasten 3 06 6100 89
Kegelschnitt- 2 2 06 3074 45
schablone
Gerader Kreis- 2 2.1. 06 6305 89
zylinder mit
elliptischem Schnitt
Tangens- und 2 1.2, 06 3068 89
Kotangensschablone
(Tafelgerit)
Arbeitssatz Bleche 3 3. 06 3031 89
Klassensatz|
20 Stek.
Arbeitssatz 3 2.2.; 3. 06 3030 89
Profilstéhle Klassensatz
20 Stek.
Modell zur Ver- 3 1.1.;1.2. 06 6150 89
anschaulichung Gilt bis zur
trigonometrischer Ablésung
Funktionen durch Pro-
jektions-
modell

Die Angaben in den Spalten ,,Stoffgebiet bzw. Stoffeinheit* wurden von den Auto-
ren dieser Schrift eingefiigt.

Es sei darauf hingewiesen, daB einige der angefiihrten Unterrichtsmittel Neuentwick-
lungen sind (in der Ubersicht mit N bezeichnet) und zu unterschiedlichen Zeitpunkten
zur Verfiigung stehen werden. Diese Zeitpunkte sind zweckmaéBigerweise den Ankiin-
digungsmaterialien des SKUS (Staatliches Kontor fiir Unterrichtsmittel und Schul-
mobel Leipzig) zu entnehmen. Das trifft auch fiir einige der Lehrmittel zu, die in der
hier vorgelegten Ubersicht bereits mit einer Nummer der Sortimentsliste des SKUS
versehen sind.

Die Ubersicht auf Uh 37 bis 40 demonstriert den zeitlichen Gleichlauf der Stoff-
gebiete des Mathematikunterrichts mit den Stoffgebieten der Fécher Physik, Che-
mie und Astronomie sowie mit den theoretischen Lehrgingen des polytechnischen
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Klasse 9

Mathematik Physik
Zeit
Woche
1 H 1.1. Wiederholung und 1.1. Grundlagen
2 :;' Systematisierung der Kinematik
v 2
3 . E 1.2. Reelle Zahlen
! z3z 1.2. Grundl
2. n
5 e 1.3. Arbeiten mit Qe Dynemi
6 oS Variablen
7 =93
8 gz 1.3. Energi
% ~ ; .3. Energie
- =
El
10 2 2.1. Lineare S 1.4. Kreishewegung
11 g Ungleichungen E
= = 1.5. Gravitation
EER
12 2z 8 2.2. Systeme aus zwei Festigen . . .
13 -] E linearen Gleichungen
14 == 2.1. Elektrisches Feld
i
15 -1 & 3.1. Potenzen
16 = ] 2.2. Magnetisches Feld
17 =
£8
18 $£s 3.2. Potenzfunktionen 3
19 S | 2.3. Elektromagnetische
20 e 5 Induktion
=
21 2 £ g 4.1. Quadratische = 2.4. Elektrische
22 E ) Funktionen .E Leitungsvorgéinge
23 -1 e = 3
SE E% , g
24 £ EE 2 | 4.2 Quadratische of
25 SR =T Gleichungen
26 [
= ] 5.1. Exponential- und Festigen . . .
27 = = Logarithmusfunktionen
28 | 28..8
20 | £5EF
30 852 5.2. Rechenhilfsmittel
HEEs S
2ex= 8. Praktikum
Wo 83
RS
v

Unterrichts. Da eine solche Ubersicht in die Unterrichtshilfen fiir Klasse 9 nicht auf-
genommen wurde, bezieht sich die Darstellung auf den Unterricht der Klassen 9

und 10.
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Chemie

Polytechnischer Unterricht (ESP)

Mech

Technolosi:
T

ol a1

und Maschinenkunde!

Gr der Produktion
her Betriebe?

1. Chemische
Reaktionen

11. Achsen und Lager
als Bauteile
zum Abstiitzen

1. Produktionsaufgaben
des Betriebes

2. Einige organische
Verbindungen mit einer
funktionellen Gruppe
im Molekiil

12. Wellen und Kupp-
lungen als Bauteile
zum Fortleiten
mechanischer Energie

2. Material- und
Energiewirtschaft

13. Getriebe als Bauteile
zum Umformen von
Bewegungen

3. Hauptstufen des
Produktionsprozesses

14. Systematische
Zusammenfassung
der Bauteile

3. Einige organische
Verbindungen mit
mehreren funktionellen
Gruppen im Molekiil

4. Plaste, Elaste und
Chemiefaserstoffe

5. Systematisierung

15. Einfithrung in die
Steuerung und
Regelung von
Maschinen und
Anlagen

4. Rationalisierung des
Fertigungsprozesses

5. Aufgaben der Werk-
tétigen im Betrieb bei
der Verwirklichung
des Neuen Okonomi-
schen Systems der Pla-
nung und Leitung

! Die Landwirtschaftsvariante sieht an Stelle der Themen 11. bis 14. Traktorentechnik vor.

ie und die El

3 Dieser Plangilt fir die

und die Landwirtschaft sind prinzipiell gleich — mit geringen U
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Klasse 10

Zeit | Mathematik Physik
Woch
1 1.1. Die Funktion y =sin 2 1. Kernphysik
2
3
4 - 1.2. Die Funktionen
5 < y=cosx,y=tan 2.1. Mechanische
S und y =cot = Schwingungen
6 E 1.3. Beziehungen zwischen 8
7 '.g ‘Winkelfunktionswerten ‘g" 2.2. Elektromagnetische
8 = . g Schwingungen
= &8 (Wechselstrom ;
9 = 1.4. Anwendung der Winkel- | E Schwingkreis)
10 - funktionen bei Dreiecks- | 2
11 berechnungen o
12
13
14 Festigen . . .
15
3.1. Mechanische Wellen
16 E" 2.1. Wiederholung
17 = und Ergénzung H N
18 R0 = 3.2. Elektromagnetische
19 £2 L E Wellen
20 ESE o
21 %: § 2.2. Pyramiden- und
gg g g2 Kreiskegelstiimpfe Festigen . . .
o
4. Gesamtwiederholung und
24 8. Festigung und Systematisierung; Systematisierung (einschlieSlich
25 Priifungsvorbereitung Praktikum)
26
27
28
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der VI. Hauptgruppe

4. Systematisierung
und Praktikum zur
chemischen Reaktion

3.2. Elektrowéirme
und elektr.
Beleuchtung

3.3. Drehstrom und
Drehstrom-

Chemie Polytechn. Unterrich Astr i
(ESP) Elektrotechnik
1. Redoxreaktion — 1. Volkswirtsch, Bedeutung] 1.1. Einfithrung in das
Oxydationszahl der Elektrotechnik Fach Astronomie
: 2, Einfiihrung in die
Priif- und MeBtechnik 1.2. Die Erde als
Himmelskorper
2. Stickstoff als Ele- g
ment der V. Haupt- s
gruppe S
g
S
g 1.3. Der Erdmond
3.1. Erzeugung und E
Verteilung von @
Elektroenergie 2
3. Schwefel als Element, - 1.4. Das Planeten-

system

1.5. Systematisierung...

Asynchron-
motor

2. Linf. in die Starkstromtechnik

5. Wissenschaft, Chemie
als Produktivkraft

4. Einfiithrung in die
Schwachstromtechnik

2. Astrophysik und Stellar-
astronomie

2.1. Die Sonne

2.2. Die Sterne

2.3. Das MilchstraBen-
system und extra-
galaktische Systeme

2.4. Systematisierung...
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1. ‘Winkelfunktionen

1.0.  Vorbemerkungen

Mit dem Stoffgebiet 1. ,Winkelfunktionen* wird die Behandlung ausgewihlter
Funktionen im Mathematikunterricht der Oberschule fortgesetzt und abgeschlos-
sen. Analog zum Stoffgebiet 5. ,Exponential- und Logarithmusfunktionen;
Rechenhilfsmittel“ im Unterricht der Klasse 9 (Lp 9/36; vgl. Uh 9/151) handelt
es sich hier um Funktionen, die nicht auf einfache (additive oder multiplikative)
Verbindung spezieller, den Schiilern bekannter Funktionen zuriickzufiihren
sind, sondern auf andere Weise definiert werden miissen.

Die mathematische Grundlagenbildung der Schiiler wird bei der Behandlung des
Stoffgebiets ,,Winkelfunktionen* systematisiert, vertieft und erweitert. Das betrifft
vor allem den Funktionsbegriff, mengentheoretische Zusammenhinge, den Begriff
der reellen Zahl sowie das Operieren mit rationalen Zahlen (einschlieBlich der
Anwendung praktisch gebriuchlicher Rechenhilfsmittel, besonders des logarith-
mischen Rechenstabes). Bei der Anwendung der Winkelfunktionen zur Dreiecks-
berechnung (Stoffeinheit 1.4.) tritt noch eine Festigung der elementaren Satze aus
der Planimetrie hinzu. Als ein sehr bedeutsamer Beitrag zur mathematischen Grund-
lagenbildung ist anzusehen, dafl die Schiiler in den Satzen und Arbeitsweisen der
ebenen Trigonometrie ein Mittel kennen und (im Rahmen der stofflichen Begren-
zungen) beherrschen lernen, das ihnen wesentliche Anwendungsgebiete innerhalb
der Mathematik und auBerhalb der Mathematik, vor allem in der Physik und der
Technik, erschlieBt.

Das Herleiten oder Beweisen der Sitze fiir das rechtwinklige und das allgemeine
Dreieck sowie das Anwenden dieser Séatze auf Sonderfille (z. B. auf das regelméBige
Vieleck oder ein spezielles Viereck) dienen dem tieferen Eindringen der Schiiler in
die Methoden der Mathematik.

Elemente der mathematischen Grundlagenbildung, die den Schiilern im Rahmen
des Stoffgebietes ,, Winkelfunktionen* vermittelt wird, stellen Voraussetzungen fiir
die Behandlung von Stoff nicht nur des weiteren Mathematikunterrichts (z. B.
Kérperberechnung), sondern auch des Physikunterrichts (Schwingungen, Wellen)
und des polytechnischen Unterrichts (Elektrotechnik) dar.

Zur allgemeinen geistigen Bildung der Schiiler trigt besonders die Anwendung
geistiger Operationen bei, die dem wissenschaftlichen Arbeiten in der Mathematik
und auf vielen anderen Gebieten eigen sind. Das bezieht sich z. B. auf Abstraktion
und Verallgemeinerung bei der Definition der Winkelfunktionen und bei deren
Anwendung auf Sachverhalte aus anderen Bereichen der Mathematik, der Physik
und der Technik.

Bei der Anwendung der Winkelfunktionen zur Dreiecksberechnung wird vor allem
die Fahigkeit der Schiiler weiterentwickelt, Probleme zu analysieren und auf
bereits geldste Probleme zuriickzufiihren (z. B. die Berechnung des allgemeinen
Dreiecks auf die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks), ebenso die Fahigkeit,
beim Losen von Problemen die Losungsbedingungen zu untersuchen und die Me-

41



thode der Fallunterscheidung anzuwenden (z. B. beim Herleiten oder Beweisen der
Sitze fiir das allgemeine Dreieck und bei der Berechnung des allgemeinen Dreiecks).
Selbstversténdlich tragt der Unterricht auch zur Schulung des logischen Denkens
und zur Erhéhung der Verlaufsqualititen der geistigen Operationen bei; er fordert
auch die Vorstellungsfiahigkeit der Schiiler fiir geometrische Zusammenhénge in der
Ebene.

Ein wesentlicher Beitrag zur ideologischen Bildung und Erziehung der Schiiler ergibt
sich aus der philosophischen Durchdringung der zu behandelnden und anzuwenden-
den mathematischen Inhalte und Methoden, z.B.des Entwicklungsprozesses
mathematischer Begriffe sowie ihrer Definitionen (und Definitionsmethoden). Auch
soll die Einsicht der Schiiler vertieft werden, daB das quantitative Erfassen eines
Sachverhalts nicht nur eine genauere Widerspiegelung der objektiven Realitiit er-
moglicht als das Anwenden nichtquantitativer Verfahren, sondern auch einen
wesentlichen Ansatzpunkt fiir die praktische Anwendung, fiir die Bewiltigung von
Problemen aus der gesellschaftlichen Praxis, vermittelt. Solche und &#hnliche Uber-
legungen beriihren den Sinn und Zweck wissenschaftlichen Forschens und Ent-
wickelns in der sozialistischen Gesellschaft; sie lassen deutlich werden, dafl Wissen-
schaft nicht praxisferner Selbstzweck, sondern eine bedeutsame gesellschaftliche
Produktivkraft ist. Weiterhin tragen zur ideologischen Bildung und Erziehung
historische Riickblicke auf die Entwicklung der Trigonometrie — einschlieflich des
Vermessungswesens — bei (vgl. z. B. HERRMANN [24]).

Weitere Beitriage zur ideologischen Bildung und Erziehung erwachsen aus dem
sachlichen Inhalt von Aufgaben zur Anwendung der Winkelfunktionen, einschlief-
lich der Aufgaben zur Dreiecksberechnung; es handelt sich dabei vorwiegend um
Aufgaben aus der sozialistischen Volkswirtschaft, aus der Technik in anderen Be-
reichen und aus dem Militarwesen.

Der Anteil an der polytechnischen Bildung der Schiiler konzentriert sich im Rah-
men des Stoffgebietes ,Winkelfunktionen* hauptsichlich auf die Weiterentwick-
lung und Vervollkommnung der Fahigkeit, die erworbenen mathematischen Kennt-
nisse und Fertigkeiten beim Losen praktisch-technischer Probleme anzuwenden,
und auf die Weiterentwicklung der Fertigkeiten im Gebrauch der Rechenhilfsmittel
(Rechenstab, Tafelwerk) und — mit einer gewissen Einschrinkung — der Zeichen-
gerite. Mit der polytechnischen Bildung ist auch die (bereits oben genannte) Ent-
wicklung der Vorstellungsfahigkeit fiir geometrische Zusammenhinge in der Ebene
verbunden. ’

Bei der methodischen Gestaltung des Unterrichts miissen die Ziele, die allgemein fiir
den Mathematikunterricht gelten oder fiir das Stoffgebiet spezifisch sind, aber auch
die fachwissenschaftlichen Gegebenheiten beachtet werden.

Bei der Definition der Winkelfunkiionen sind deshalb einige Besonderheiten zu be-
riicksichtigen, die auf der Definition dieser Funktionen mit Hilfe des Winkelbe-
griffs beruhen. Der Lehrplan sieht vor, dal sowohl Sinus- als auch Kosinusfunk-
tionen an einem Kreis mit beliebigem Radius definiert werden. Das erfordert die
Verwendung des Winkelbegriffs. Da als Definitionsbereich jedoch die Menge aller
reellen Zahlen festgelegt ist, muB erstens der Winkelbegriff auf Winkel mit einem
GradmaBa > 360° und « <0° erweitert und zweitens das Bogenma8 des Winkels ver-
wendet werden. Es ist notwendig, daBl der Lehrer bei der Einfiihrung der Sinus- und
Kosinusfunktion an dieser Stelle exakt formuliert und von den Schiilern formulieren
1éBt, daB die Variable « bei sin 2 und bei cos x das Bogenmaf eines Winkels be-
zeichnet. ;

Es empfiehlt sich, den Schiilern bewuBt zu machen, daB sie bei der Definition des
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Sinus eines Winkels und der Sinusfunktion ein fiir die Wissenschaft charakteri-
stisches Vorgehen kennenlernen. In einem konkreten Bereich wird ein Begriff
entwickelt, hier der Begriff ,,Sinus eines Winkels“ im Bereich der Geometrie. Um
diesen Begriff auch fiir andere Bereiche nutzbar zu machen, wird er auf eine héhere
Abstraktionsebene gehoben; der Definitionsbereich der Sinusfunktion ist die
Menge aller reeller Zahlen. Die Schiiler werden darauf hingewiesen, daB sie an-
schlieBend im Physikunterricht derartige Anwendungsbereiche kennenlernen
werden, namlich die mechanischen Schwingungen und den Wechselstrom.

In diesem Zusammenhang sollte auch auf eine Eigenart des Vorgehens bei der Be-
zeichnung von Begiiffen eingegangen werden. Man iibernimmt héufig fiir den allge-
meinen Begriff die Bezeichnung aus dem Bereich, in dem er urspriinglich entstanden
ist. Hierauf ist zuriickzufiihren, dal man die Elemente des Definitionsbereiches der
Winkelfunktionen oft als Winkel bezeichnet, obwohl es reelle Zahlen und keine
Winkel im geometrischen Sinne sind.

Im Zusammenhang mit der Definition der Tangens- und Kotangensfunktion sollte
hierauf noch einmal hingewiesen werden. Nach Lp 41 werden diese Funktionen mit
Hilfe der Gleichungen

tan z=282 (% (2k+1) T mit k@)

cos z
cosz

cot x = —
sinz

(z==kx mit k€G)

definiert. Da sin  und cos z fiir reelle Zahlen @ definiert sind, wird auch tan
sofort fiir reelle Zahlen z definiert. Dennoch bezeichnet man auch tan x als ,, Tan-
gens eines Winkels“ bzw. cot x als ,Kotangens eines Winkels*.

Von den vier Winkelfunktionen wird die Sinusfunktion wesentlich ausfiihrlicher
behandelt als die anderen.
Das kommt in folgender Weise zum Ausdruck.

— Die Sinusfunktion wird gesondert eingefiihrt, nicht (wie z. B. nach dem Lehrplan
von 1959) im Komplex mit den drei anderen Winkelfunktionen am Kreis oder
gemeinsam mit der Kosinusfunktion.

— Die Behandlung der Sinusfunktion wird bis zu Funktionen mit Gleichungen der
Form y=a sin bz gefiihrt, wihrend die anderen drei Winkelfunktionen nur in
der Form y=cos z, y=tan x, y =cot x behandelt werden.

Lp 41 verlangt das Skizzieren der Graphen ausgewihlter Beispiele der Funktionen
y=asinz, y=sin br und y=a sin bz unter Verwendung der graphischen Dar-
stellung der Funktion y =sin .

Als ein Kriterium fiir die Auswahl der Beispiele wurde bei der Erarbeitung des
Lehrbuches die Anforderung des nachfolgenden Physikunterrichts genommen.
Da man es bei den Anwendungen im Physikunterricht mit positiven GroBen a und
b zu tun hat, kann man sich auch im Mathematikunterricht auf >0 und 5>0
beschrénken. Es ist jedoch notwendig, dafl der Lehrer auf diese Beschrénkung aus-
driicklich verweist und zumindest an einem Beispiel der Funktion y=a sin & den
EinfluB eines negativen Faktors auf die graphische Darstellung zeigt.

Bei der Wahl des Schwerpunktes fiir die Berechnung von Funktionswerten der Win-
kelfunktionen wurde bei der Erarbeitung des Lehrbuches von der Notwendigkeit
ausgegangen, festes Wissen und Konnen fiir die Anwendung der Winkelfunktionen
bei der Dreiecksberechnung beim Schiiler zu erreichen. Deshalb bildet das Intervall
—’2—‘§x§n den Schwerpunkt der iiber das Intervall Oéxég hinausgehenden

Ubungen.
Die Berechnung von Funktionswerten negativer Zahlen und von Funktionswerten
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fiir >n dient dem tieferen Eindringen in die Eigenschaften der Winkelfunktionen.
Funktionswerte negativer Zahlen werden nur insoweit behandelt, als damit den
Schiilern bewuBt wird, daB der Definitionsbereich der Funktionen die Menge aller
reeller Zahlen ist (mit Ausnahme der Zahlen z, fiir die tan  bzw. cot & nicht defi-
niert ist) und die Graphen auch fiir negative Argumente gezeichnet werden konnen.
Durch das Berechnen von Funktionswerten fiir 2> werden ferner solche Eigen-
schaften wie Periodizitdit und Quadrantenbeziehungen tiefer erfaBt. AuBerdem
wird die Tatsache bewuBt, daB es zu einem gegebenen Funktionswert beliebig viele
Elemente des Definitionsbereiches gibt, die auf diese Zahl abgebildet werden.

Konsequent wird die in Klasse 9 angewandte Methode fortgesetzt, auf die Graphen
der Funktionen immer wieder zuriickzugreifen und gewisse Eigenschaften der Funk-
tionen aus den Graphen ,herauszulesen”, z. B. beim Ermitteln des Vorzeichens in den
vier Quadranten (Quadrantenbeziehungen). Es empfiehlt sich nicht, parallel dazu
noch Betrachtungen am Kreis durchzufiihren, da dies Verwirrung stiften koénnte.
Damit die Graphen in diesem Sinne wirkungsvoll genutzt werden kénnen, miissen
die Schiiler in der Lage sein, schnell solche Graphen zu skizzieren. Diesem Zwecke
kénnen Ubungen im Skizzieren aus dem Gedéchtnis (unter Zuhilfenahme markan-
ter Punkte) dienen. Zum Beispiel 148t sich die Sinusfunktion auf Grund der Kennt-
nis der Nullstellen, des Wertebereiches, der Symmetrieeigenschaften und der Peri-
odizitéit schnell graphisch darstellen, u. U. mit Hilfe der Kurvenschablone. Essollte
jedoch nicht ausschlieBlich mit Schablonen gearbeitet werden; auch Freihandskizzen
sind erlaubt, wenn sie das Wesentliche zum Ausdruck bringen.

In vielfiltiger Weise wenden die Schiiler ihre Fihigkeiten im Lésen von Gleichungen
an. So wird das Ermitteln von Winkelfunktionswerten als Losen von Gleichungen
aufgefa BBt (Lp 39), und die Zugehorigkeit gegebener geordneter Paare reeller Zahlen
zu einer Funktion wird mit Hilfe der Gleichung der entsprechenden Funktion iiber-
priift, d. h., es wird untersucht, ob ein gegebenes geordnetes Paar [zy; y,] eine Lo-
sung der Gleichung y ={(x) ist.

Der Lehrplan verlangt ferner das Losen einfacher goniometrischer Gleichungen
wie 2 sin =1 oder cos?z= % durch inhaltliche Uberlegungen (Lp 40), ohne syste-
matische oder algorithmische Behandlung. Im Lehrbuch ist fiir diese goniometri-
schen Gleichungen (der Begriff ,,goniometrische Gleichung* ist laut Lehrplan nicht
einzufiihren) kein gesonderter Abschnitt vorgesehen, sondern sie werden bei ver-
schiedenen Gelegenheiten eingestreut, z. B.:

— Es wird nach der Losbarkeit gewisser Gleichungen wie 3 sin =4 gefragt, um
die Erkenntnis zu festigen, dal der Wertebereich der Sinusfunktion aus dem
Intervall —1=y=1 (y€P) besteht.

— Das Ermitteln aller Elemente des Definitionsbereiches, denen der gleiche Funk-
tionswert zugeordnet ist, wird als Losen von Gleichungen autgefaft (Lp 39f).

— Das Ermitteln der Nullstellen der Funktion y =a sin bz erfolgt durch das Losen
der Gleichung 0=a sin ba.

Die Fahigkeiten der Schiiler im selbstindigen Fiihren von Beweisen kénnen bei der
Behandlung dieses Stoffgebietes in folgender Weise weiterentwickelt werden: Auf
Grund der Gleichungen sin2z+cos2z=1 und tan z - cot x=1 und mit Hilfe der
Definitionen fiir den Tangens und Kotangens eines Winkels sind weitere Beziehun-
gen zwischen Funktionswerten verschiedener Winkelfunktionen zum gleichen
Winkel herzuleiten bzw.zu beweisen; vgl. Lp 39. Beziehungen zwischen den
Winkelfunktionswerten an 'der Stelle z und an den Stellen n—2;, n+z, 27 —2
(Quadrantenbeziehungen) sind im Tafelwerk aufzusuchen und zu beweisen;
vgl. Lp 42.
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Im Interesse einer rationellen Unterrichtsgestaltung und der Weiterentwicklung der
Fihigkeit in der Handhabung des Rechenstabes wird dieser héufig eingesetzt; vgl.
Lp 40. Das Umrechnen von GradmaS in Bogenmaf und umgekehrt erfolgt mit Hilfe
der Proportionaleinstellung des Rechenstabes, die den Schiilern vom Lésen von
Verhiltnisgleichungen her bekannt ist. Zum Umrechnen von Grad- in BogenmaB

wird die Formel *7= =7 («: GradmaB des Winkels) verwendet.
Der Anwendungsbereich des Rechenstabes wird fiir die Schiiler erweitert, indem die
Skalen der Winkelfunktionswerte eingefiihrt und bei den Dreiecksberechnungen
angewandt und das Rechnen mit diesen Skalen bis zur Fertigkeit entwickelt
wird ; vgl. Lp 40.

Die Tafeln der Winkelfunktionswerte werden meist dann benutzt, wenn die erforder-
liche Genauigkeit bei Anwendung des Rechenstabes nicht gegeben ist. In diesen
Fillen erfolgt ein kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen. Das Interpolieren entfallt so-
wohl beim ,,Hineingehen“ in die Tafel als auch beim , Herausgehen* aus der Tafel,
weil mit dem Rechenstab ohnehin nur Werte mit drei geltenden Stellen verarbeitet
werden kénnen. Die Tafeln der Logarithmen der Winkelfunktionen werden beim
Rechnen nicht herangezogen.

Die methodische Gestaltung des Unterrichts im Rahmen der Stoffeinheit 1.4. ,,An-
wendung der Winkelfunktionen bei Dreiecksberechnungen (1.4.) folgt, den Zielen
der Bildung und Erziehung sowie der Logik des Stoffes entsprechend, einer klaren
Linie vom Einfachen zum Komplizierten. Jeweils wird beim Losen der neuen Pro-
bleme auf bereits geloste Probleme zuriickgegriffen, es werden frither erworbene
Kenntnisse und Fertigkeiten aufgegriffen, genutzt und weiterentwickelt; vgl.
Uh 14f. Diese methodische Linie fiihrt, auf die geometrischen Objekte bezogen, vom
rechtwinkligen Dreieck zum allgemeinen Dreieck. Formale, eingekleidete Aufgaben
und Anwendungsaufgaben (Sachaufgaben) werden in Zusammenhang mit den
trigonometrischen Definitionen, Sétzen und Methoden behandelt, das gilt auch fiir
die Anwendungsaufgaben in der Planimetrie (z. B. Aufgaben iiber das Rechteck in
Zusammenhang mit dem rechtwinkligen Dreieck, Aufgaben iiber den Rhombus
und das regelmiBige Vieleck sowie den Kreis in Zusammenhang mit dem gleich-
schenkligen Dreieck).

Wesentliches Element der methodischen Gestaltung des Unterrichts sind ¢rigono-
metrische Aufgaben, die vom Lehrer in der Regel frontal der Klasse gestellt werden
(Aufgaben zur Férderung spezieller Interessen und Talente sowie Aufgaben zur
Verhinderung des Zuriickbleibens einzelner Schiiler werden natiirlich individuell
formuliert). Beim Losen dieser Aufgaben werden aus den gegebenen Grofien (bei
formalen Dreiecksaufgaben: den Bestimmungsstiicken) die gesuchten GréBen (bei
formalen Dreiecksaufgaben: die fehlenden Stiicke) durch Rechnung ermittelt.
Eventuelle iiber- oder unterbestimmte Aufgabenstellungen zwingen zu einer ein-
gehenden Analyse der gegebenen Bedingungen. ’
Beim Losen der trigonometrischen Aufgaben hat sich bewéhrt, die Schiiler zu ver-
anlassen, im Zusammenhang mit den Berechnungen eine Skizze anzufertigen und
gegebenenfalls, z. B. bei der Berechnung der Dreiecke entsprechend den Kongru-
enzsitzen, auch eine exakte Konstruktion auszufiihren; vgl. Lp 40. Solche Skizzen
und Zeichnungen unterstiitzen nicht nur das Erfassen des mathematischen Sach-
verhalts der Aufgabe, sondern fordern auch die Zeichenfertigkeiten und die Vor-
stellungsféhigkeit der Schiiler ; damit dienen sie der Festigung und Vertiefung frither
erworbenen Wissens und Kénnens.

Bei den Aufgaben zur Dreiecksberechnung kommt es nicht nur darauf an, daB die
Schiiler éinen allgemeinen Lésungsweg kennen und nach diesem — oder nach spe-

45



ziellen, auch algorithmischen Losungsvorschriften und -plinen — arbeiten lernen,
sondern da$ die Schiiler auch befahigt werden, den rationellsten Weg zur Lésung
selbst zu finden oder zumindest unter mehreren angebotenen Wegen den jeweils
rationellsten selbst zu suchen. Das setzt voraus, daB sich die Schiiler der notwen-
digen Schritte bewuBt sind, die zur Losung fithren. Zwar haben die Schiiler bei den
Dreiecksberechnungen keine sehr groe Auswahl an Lésungsmitteln, d. h. vor allem
an Sitzen, in denen sich die Beziehungen zwischen den Stiicken eines Dreiecks aus-
driicken, aber dennoch bieten viele Aufgaben die Moglichkeit fiir Diskussionen des
Losungsweges, z. B.; ob die Anwendung der Sitze fiir das allgemeine Dreieck
zweckmaéBiger als die unmittelbare Riickfiihrung auf die Berechnung rechtwinkliger
Dreiecke ist, oder ob unter den Moglichkeiten, eine geometrische Figur in Dreiecke
zu zerlegen, sich eine als besonders giinstig erweist, oder ob einer bestimmten Rei-
henfolge der Losungsschritte gegeniiber einer anderen der Vorzug zu geben ist.

Als Kriterien fiir die Rationalitit und Giite einer Losung bei Dreiecksberechnungen
mit Hilfe der Trizonometrie kénnen gelten:

— Einfachheit und Kiirze des Losungsweges;
— Genauigkeit des Ergebnisses (entsprechend der Aufgabenstellung);
— Moglichst geringer rechnerischer Aufwand.

Nach Moglichkeit soll bei den trigonometrischen Berechnungen von den gegebenen
GroBen oder von Zwischenergebnissen, deren moglicher Fehler gering ist, ausge-
gangen werden; allerdings ist die bisweilen von Methodikern erhobene Forderung,
stets nur von den gegebenen GréfBen und — beim Weiterrechnen — niemals von
Teilresultaten auszugehen, iiberspitzt; sie wéire auch nicht immer erfiillbar.

Bei den sprachlichen Darlegungen der Schiiler, z. B. bei Konstruktionsbeschreibun-
gen oder Lésungskommentaren, sollte immer auf logische Vollsténdigkeit geachtet
werden. Das schlieBt z. B. ein, daB die Bezeichnungen der Ecken, Seiten und Win-
kel der Figuren erklart werden. Ebenso ist auf eine exakte, den Regeln der Logik
entsprechende Ausdrucksweise Wert zu legen (das betrifft auch den Gebrauch des
bestimmten und des unbestimmten Artikels, z. B. bei einem rechtwinkligen Drei-
eck:...die Hypotenuse. . ., ... eine Kathete . . ., die Gegenkathete des Winkels
Cea W),

Allgemein sollen sprachliche — miindliche wie schriftliche — Darstellungen kurz und
frei von Weitschweifigkeiten sein. In die schriftliche Notation kénnen Symbole ein-
bezogen werden, die Objekte kennzeichnen, nicht aber Symbole fiir Relationen (und
Beziehungen) wie das Gleichheitszeichen oder die Zeichen fiir ,,ist kongruent* und
»ist dhnlich“. Eine Notierung ausschlieBlich mit Hilfe von Symbolen verbietet sich,
da im Unterricht der Oberschule dem Lehrplan entsprechend von einer speziellen,
vollstiindigen Symbolik zur Kennzeichnung geometrischer Lage- und Inzidenzbe-
ziehungen sowie zur Beschreibung von Konstruktionsschritten abgesehen wird.
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1.1.  Die Funktion y=sin z
(LE 1 bis 5; 10 Std.)

1.1.1.  Wiederholung des Funktionsbegriffes (LE 1; 1 Std.)

In dieser Unterrichtsstunde geht es darum, einige Begriffe zu wiederholen und die
Motivierung fiir das gesamte Stoffgebiet , Winkelfunktionen* sowie fiir die ersten

drei Stunden (Funktionsbegriff, Winkel) zu geben.

Ohne Einzelheiten wird den Schiilern mitgeteilt, daB sie ihre mathematische Grund-
lagenbildung in der Oberschule mit dem Kennenlernen einer wichtigen Klasse
nichtrationaler Funktionen, der Winkelfunktionen, vervollstindigen werden. Es
wird der Weg mitgeteilt, der gegangen wird: Die Funktionen werden zunichst
erarbeitet und dann im Physikunterricht zum mathematischen Erfassen mechani-
scher und elektromagnetischer Schwingungen und im Mathematikunterricht zum

Berechnen von Winkeln, Seiten und Flichen bei Dreiecken angewandt.

Es empfiehlt sich, die Schiiler mit der Planung fiir den Mathematikunterricht in
diesem Schuljahr bekannt zu machen und die Einhaltung des Planes gemeinsam
mit den Schiilern zu kontrollieren. Die Schiiler iibertragen folgendes Tafelbild in

ihr Heft.
1. Winkelfunktionen
September 1.1. Funktionen y =sin 2
(3 Wochen) y=a-sin bz

dungen im Physikun
September/ 1.2. Funktionen y =cos 2

(8 Wochen) Klassenarbeit (3 Std.)

2. Korperdar und Korperber

Januar/

Miéirz/April

(8 Wochen)

Miirz Klassenarbeit (2 Std.)

8. Festi und Syst; ung; Priifungsvorbereitung
April/Mai

(5 Wochen)

April Klassenarbeit (5 Std.)

Datum Schriftliche AbschluBprifung

Oktober y=tanz

(2 Wochen) y=cotx

Oktober/ 1.3. Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
November

(4 Wochen) Klassenarbeit (2 Std.)

Dezember/ 1.4. Anwendung der Winkelfunkti bei Dreiecksb
Januar

Hat man die technischen Voraussetzungen, so ist es zweckmaBig, den Schiilern diese

Ubersicht auf vorbereiteten Zetteln in die Hand zu geben.
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Aus dieser Planung ergibt sich, daB zunichst eine Bereitstellung des Funktionsbe-
griffes und eine Wiederholung und Erweiterung des Winkelbegriffes notwendig sind.

Nach einer kurzen Wiederholung der Definition des Begriffes ,,Funktion* werden
damit zusammenhingende Begriffe und Tatsachen gefestigt.

Eindeutigkeit: Lb 4, Auftrag A 1, verlangt von den Schiilern, aus einer Menge
untereinander verschiedener geordneter Zahlenpaare zu ersehen, ob Eindeutigkeit
der Abbildung vorliegt. Dazu miissen die Schiiler untersuchen, ob etwa an erster
Stelle der geordneten Paare eine Zahl @ mehrfach auftritt. In diesem Fall wiirde @
auf mehr als einen Wert abgebildet. Es wiirde sich also nicht um eine eindeutige
. Abbildung und somit nicht um eine Funktion handeln.

An diesem Ubungsmaterial konnen auch die Begriffe ,,Definitionsbereich®, ,Werte-
bereich und *, Funktionswert wiederholt werden. Lb 4, Auftrag A 2, soll dazu
dienen, die Méglichkeiten der Darstellung der Abbildungsvorschrift zu wiederholen
(nur kurz nennen) und die Gleichung mit zwei Variablen als esne Art herauszustellen.
Da im Falle der Darstellbarkeit der Abbildungsvorschrift in Form einer Gleichung
die geordneten Paare durch die Gleichung eindeutig festgelegt sind, kann man diese
zur Bezeichnung der Funktion verwenden; vgl. Lb 4.

Sehr wichtig ist es, den Schiilern bewuBt zu machen, daf stillschweigend voraus-
gesetzt wird, daf y die Funktionswerte und x die Elemente des Definitionsbereiches
bezeichnen. Um zu zeigen, daB eine solche Vereinbarung notwendig ist, kann man
zur Erlduterung selbst ein Beispiel vorfiihren, etwa aus der Gleichung 3a+6b=12
(@, b€ P) zwei Funktionen entwickeln.

1. Fall: a sei Funktionswert, dann heiflen die Paare [b; a].
3a+6b=12
a=—2b+4
fi={..[0;4],[1;2],[2;0],...}
2. Fall: b sei Funktionswert, dann heiflen die Paare [a; b).
3a+6b=12
b=—%ta+2

o=t 10521, [15 2], 125 13, )

Eine Gleichung mit zwei Variablen kann also oftmals eine Darstellung fiir zwei
Funktionen sein, in unserem Beispiel eine lineare Gleichung fiir zwei lineare Funk-
tionen.

AnschlieBend wird kurz die Ubersicht auf Lb 5 betrachtei. Diese Ubersicht ent-
hilt Klassen von Funktionen, die sich durch eine Gleichung darstellen lassen und
den Schiilern bereits bekannt sind.

Die Wiederholung kinnte folgendermaBen fortgesetzt werden. Die Schiiler werden
aufgefordert, die in Lb 4, Auftrag A 3, angegebenen Funktionen graphisch dar-
zustellen, wobei nur Skizzen aus freier Hand anzufertigen sind, aus denen das
Wesentliche der Funktionen zu erkennen ist. Eine derartige Ubung gibt dem Lehrer
die Moglichkeit, die Kenntnisse und Fahigkeiten der Schiiler im Skizzieren der
Graphen der elementaren Funktionen zu erkennen, und fiihrt den Schiilern zum
BewuBtsein, wo bei ihnen Liicken vorhanden sind.
Es 148t sich natiirlich auch mit Lb 4, Auftrag A 3, fortfahren, der das Uberpriifen
der Zugehdérigkeit von geordneten Paaren zu einer gegebenen Funktion fordert.
Beispiel: [0;1]  y=—-2z+1

1=2-0+1

1=1
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Schluffolgerung: 1=1ist eine wahre Aussage, also gehort das geordnete Paar [0; 1]
zur Funktion y= —2z+1.

Diese SchluBfolgerung mufl unbedingt immer von den Schiilern verlangt werden.
Die schriftliche Formulierung der SchluBfolgerung konnte wie folgt abgekiirzt sein.

Beispiel: [1; —1] y=al-1
—1=12—-1
—1=0 f. A, also [1; —1]¢f

Die graphische Darstellung kénnte dann als Hausaufgabe gestellt werden.

Nach beiden Varianten muf} noch folgendes wiederholt werden: "
Schreibweise f(z) fir den Funktionswert, Nullstelle einer Funktion. Dazu dienen
der Text auf Lb 5 und Lb 5, Auftrag A 5, sowie Lb 98/2.

Je nach dem geplanten Stundenverlauf kann das in der Stunde behandelt oder als
Hausaufgabe gestellt werden.

Zur Vorbereitung auf die Einfihrung des Bogenmafles empfiehlt sich als Hausauf-
gabe das Berechnen der Linge eines Kreishogens bei gegebener Linge des Radius
und gegebenem MaB} des Zentriwinkels; vgl. Lb 100/24, 25.

Auf Grund der Kenntnis der Klassensituation ist zu entscheiden, ob eine weitere
Stunde fiir die Wiederholung des Funktionsbegriffes erforderlich ist. Es muf} be-
riicksichtigt werden, dal die Aufgabe dieser Wiederholung nur in einem Auffrischen
der wichtigsten Kenntnisse besteht, um bei der Behandlung der Sinusfunktion an
diese ankniipfen zu konnen. Es ist ohnehin notwendig, an den entsprechenden Stel-
len des Unterrichts von den bis dahin behandelten Funktionen auszugehen und
Wiederholungen einzustreuen. Dazu ist das Ubungsmaterial (Lb 98/1 bis Lb 99/11)
bereitgestellt, das auch fiir die AbschluBwiederholung genutzt werden kann.

Als Literatur fiir das tiefere Eindringen in den Abbildungs- und Funktionsbegriff
stehen einige sehr instruktive Artikel der Fachzeitschrift zur Verfiigung; vgl. [29],
[45], [72], [82], [83].

1.1.2. Winkel und Winkelmessung (LE 2; 2 Std.)

Ziel der beiden Unterrichtsstunden ist es, den Winkelbegriff zu erweitern und den
Begriff ,,Bogenmaf eines Winkels* einzufithren. Dadurch werden Grundlagen ge-
schaffen, die es gestatten, die Sinusfunktion als Menge geordneter Paare reeller
Zahlen mit einem Definitionsbereich zu gewinnen, der aus der Menge aller reellen
Zahlen besteht.

Die im Lehrbuch vorgenommene Darstellung des Begriffes ,,Winkel“ geht von fol-
gender Uberlegung aus. Mit dem Winkelbegriff will man zwei Aspekte erfassen,
einen statischen und einen dynamischen. Definiert man den Winkel als Menge {h; k}
aus zwei Strahlen # und & mit gemeinsamem Anfangspunkt, so sind wichtige An-
wendungsbereiche nicht erfaBt. Beispielsweise ist noch nicht eindeutig festgelegt,
welcher Bereich der Ebene als Menge der inneren Punkte des Winkels anzusehen ist
(statische Betrachtungsweise). Fiir die Anwendung ist es aber oftmals auch wichtig
zu wissen, welcher Strahl sich bis in die gegebene Lage gedreht hat und in welcher
Richtung er sich gedreht hat (dynamische Betrachtungsweise). Diese Fragen wer-
den eindeutig geklért, wenn man den Begriff der Abbildung als Menge geordneter
Paare anwendet und eine Orientierung der Ebene einfiihrt. Fassen wir das geordnete
Paar [k; k] als Element einer Abbildung der Menge aller Strahlen mit § als Anfangs-
punkt auf, dann ist k¥ das Bild von % und % das Urbild von k. Nehmen wir weiter an,
daB diese Abbildung eine Drehung der Ebene im mathematisch positiven Drehsinn
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um § ist, dann ist & das Bild von & bei einer Drehung der Ebene im mathematisch
positiven Drehsinn.

Durch ein einziges geordnetes Paar [; k] ist diese Drehung bereits festgelegt. Des-
halb ist es sinnvoll, das geordnete Paar [k; k] als Winkel [%; k] zu bezeichnen.
Diese Betrachtungen brauchen jedoch nicht in allen Einzelheiten mit den Schiilern
durchgefiihrt zu werden.

In der 1. Stunde sollte nach einer kurzen Begriindung fiir die Beschaftigung mit dem
Winkelbegriff (diese Begriindung ist fiir die Einfithrung der Winkelfunktionen not-
wendig) zusammengetragen werden, in welchen praktischen Sachverhalten Winkel
eine Rolle spielen; vgl. Lb 6. Dann kann vom Lehrer der Winkelbegriff entspre-
chend Lb 6 erlautert werden. Dieser Stundenteil wird im Sinne einer Wiederholung
gestaltet, und es wird keine Definition des Winkels formuliert.

Dann werden die Einheiten des Gradmafes 1° (ein Grad), 1’ (eine Minute), 1" (eine
Sekunde) wiederholt und beim Bearbeiten von Lb 6, Auftrag A 6, und einer
Aufgabe aus Lb 99/12 bis Lb 100/19 angewandt.

Die Erweiterung des Winkelbegriffes kann mit Hilfe von Lb 7 in selbstédndiger
Schiilerarbeit gewonnen werden. Anschliefend werden Lb 7, Auftrag A 7, bear-
beitet und die Verallgemeinerung aus Lb 8, Auftrag A 8, gewonnen. Das kann in
selbstandiger Schiilerarbeit oder in gemeinsamer Arbeit unter Leitung des Lehrers
an der Tafel erfolgen.

Im letzten Teil der Stunde wird der Begriff ,Bogenmaf eines Winkels* eingefiihrt

arc « £

und die Umrechnungsformel — = {50 erarbeitet.

Den Schwerpunkt der 2. Stunde bilden Ubungen im Umrechnen von GradmaB in
Bogenma B und umgekehrt mit Hilfe des Rechenstabes. Die genannte Umrechnungs-
formel kann als Verhaltnisgleichung aufgefaBt, entsprechende Aufgaben konnen mit
Hilfe der- Proportionaleinstellung des Rechenstabes gelést werden. Die Schiiler
werden hiermit bereits in der 7. Klasse vertraut gemacht.

Der Einheitskreis wird an dieser Stelle eingefiihrt, um den Schiilern eine Moglichkeit
in die Hand zu geben, das Umwandeln gebriuchlicher WinkelmaBe wie 30°, 60°,
45°, 90° usw. im Kopf auszufiihren. Diese gedéchtnismaBig eingeprigten Zuord-
nungen kénnen auch fiir Uberschlagsrechnungen genutzt werden. Durch das Um-
rechnen einiger WinkelmaBe o >360° und einiger negativer WinkelmaBe soll den
Schiilern bewuBt werden, da8 mit Hilfe dieser Umrechnungsformeln jeder reellen
Zahl eineindeutig ein Winkel zugeordnet werden kann. Zum Beispiel entspricht der
Zahl — 5 ein Winkel, der entsteht, wenn man einen Strahl in mathematisch negati-
vem Drehsinn um seinen Anfangspunkt um 900° dreht.

Auch in dieser Unterrichtseinheit mufl der Lehrer entsprechend der Kla it
tion entscheiden, ob eine zusitzliche Stunde fiir Ubungen mit dem Rechenstab
genutzt werden muf.

Zwar wird der Rechenstab auch spiter und in tiglichen Ubungen stindig ange-
wandt, dennoch ist ein gewisser Grad der Beherrschung erforderlich, um dem Schii-
ler das Gefiihl zu geben, daB er das Verfahren beherrscht.

Da der Lehrplan fiir Klasse 10 lediglich das Einfithren der Begriffe ,einander dqui-
valente Winkel“, , Hauptwert einer Klasse einander dquivalenter Winkel, , Ein-
heitskreis, ,,Bogenmaf eines Winkels“ verlangt, sind keine Definitionen vom Schii-
ler zu verlangen. Diese Begriffe sind in ihrer Anwendung zu festigen.

Hinsichtlich der Bezeichnung von Winkeln sind die Schiiler darauf hinzuweisen, daf3
oft in ein und demselben Zusammenhang die gleichen Variablen, z. B. a, 8, y. zur
Bezeichnung des geometrischen Objektes ,,Winkel“ und zur Bezeichnung des MaBes
dieses Winkels verwandt werden. Dabei kann dieses MaB als Gradmal oder'als
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BogenmaB aufgefalt werden. Beispielsweise sagt man . ist Zentriwinkel, und Bist
Peripheriewinkel iiber demselben Bogen, also gilt: o =28“. Im ersten Teil dieser
Aussage sind unter « und £ die Winkel als geometrische Objekte zu verstehen, in
der nachfolgenden Gleichung als ihre MaBe.

Man geht sogar so weit, das WinkelmaB selbst als Winkel zu bezeichnen, wie folgen-
des Beispiel verdeutlichen soll: ,Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks betragt
180°“. Eigentlich sind hier die MaBe der Innenwinkel gemeint.

Eine derartige Vereinfachung der Sprechweise ist méglich, setzt aber begriffliche
Klarheit voraus. Fiir den Lernenden kann eine zu friihzeitige Abkiirzung der sprach-
lichen Ausdrucksmittel leicht das volle inhaltliche Verstindnis erschweren oder gar
verhindern. Im Lehrbuch werden deshalb héufig die Formulierungen ,MafB eines
Winkels* und ,,Winkel“ (als geometrisches Objekt) streng unterschieden.

Analog ist die Situation bei der Bezeichnung von Strecken. Auch diesbeziiglich
wird im Lehrbuch, wenn es als notwendig angesehen wird, zwischen Strecke und
Liange einer Strecke unterschieden.

1.1.3. Die Sinusfunktion (LE 3; 2 Std.)

Die beiden Stunden dienen der Einfihrung der Sinusfunktion und dem ersten Ver-
trautmachen der Schiiler mit einigen Eigenschaften (Wertebereich, Nullstellen,
Periodizitéit), ohne diese bereits systematisch zusammenzustellen.

In der 1. Stunde wird, ausgehend von einem Problem der Physik, der Darstellung
der Hangabtriebskraft eines gegebenen Kérpers in Abhéngigkeit vom Neigungs-
winkel der geneigten Ebene, die Sinusfunktion eingefiihrt. Dazu werden zunichst
der Begriff ,,Sinus eines Winkels* und danach die Sinusfunktion definiert. Diese
Reihenfolge wird spéter bei den anderen drei Winkelfunktionen beibehalten.

Zu Beginn der Stunde sollte eine kurze Wiederholung des Strahlensatzes erfolgen,
wobei auf den 2. Teil besonderes Schwergewicht gelegt wird ; vgl. Lb 8/22f.

Das Ausgangsproblem fiir die Einfiilhrung der Sinusfunktion kénnen die Schiiler
unter Fithrung des Lehrers (ohne Buch, an der Tafel) erarbeiten.

Die Schiiler benutzen hierfiir folgende Voraussetzungen aus dem Physikunterricht
in Klasse 7. Dort wurde deduktiv aus dem Satz von der Erhaltung der mechani-
schen Arbeit der Satz hergeleitet: ,Die zum Verschieben eines Kérpers auf einer
geneigten Ebene notwendige Kraft verhalt sich zum Gewicht des Korpers wie die
Hohe der geneigten Ebene zu deren Liinge:

£ =2« vgl. Physik Lp 7/15 und Lb 7/33.

Dieser Satz wird mit Hilfe eines Schiilerexperiments bestitigt; vgl. Physik Lb 7/
125. Der Physiklehrplan verlangt die Bezeichnung ,,Hangabtriebskraft 7.

Der Physiklehrplan fiir Klasse 9 verlangt auf Seite 15 das graphische Darstellen der
Zerlegung einer Kraft in zwei Komponenten beliebig vorgegebener Richtungen;
vgl. Physik Lb 9/291.

Der Mathematiklehrer muf sich beim Physiklehrer informieren, in welchem Um-
fang und in welcher Weise diese Probleme wiederholt werden. In enger Zusammen-
arbeit mit dem Physiklehrer sollte die beste Méglichkeit fiir diese Einfiihrung ge-
funden werden. Es sollte auch erwogen werden, ob der Physiklehrer im Rahmen
seiner Wiederholung auf dieses Problem eingehen kann oder ob es einen Schiiler
gibt, der mit Unterstiitzung des Physiklehrers darauf vorbereitet werden kann, das
Ausgangsproblem darzulegen. :

Die Einfithrung der Sinusfunktion sollte in jedem Fall durch den Lehrer mit Hilfe
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eines Tafelbildes vorgenommen werden; vgl. Lb 10, Bild A 6. Anschliefend lesen
sich die Schiiler die Ausfithrungen im Buch durch, und ein geeigneter Schiiler er-
kléirt noch einmal die Definition an der Tafel.

Die Schiiler eignen sich nun die Definition an, indem sie einige geordnete Paare auf
der Grundlage der Definition berechnen. Dazu konnen die Schiiler selbstindig
Lb 11, Beispiel A 4, durcharbeiten. An der Tafel trigt ein Schiiler danach die

Berechnung von sin 5 vor, und es folgen weitere Ubungen im Heft.

Als Hausaufgabe kénnten Lb 101/39a, b und 40a, b (gemeinsamer Kreis) dienen,
als freiwillige Hausaufgabe Lb 101/39¢. (Hierzu kann der Hinweis gegeben werden,
daB 0,3 in einen Bruch mit dem Nenner 5 umzuwandeln ist).

In der 2. Stunde werden weitere geordnete Paare der Sinusfunktion ermittelt.

Ankniipfend an Lb 101/39¢, deren Lésungsschritte man vortragen 18t bzw. selbst
vortrigt, wird herausgearbeitet, daf es zu einem vorgegebenen Funktionswert be-
liebig viele Elemente des Definitionsbereiches gibt, die auf diesen Wert abgebildet
werden. In unserem Fall sind das

z=17° +k-360° (¢=0,296+F% - 27 mit k€@);

z=163°+k-360° (v=2,84 +k-27mitkcq).
Dadurch wird das Verstédndnis fiir die Eigenschaft der Periodizitdt vorbereitet.
Es schlieBt sich die Berechnung der Funktionswerte fiir 2=k - ; (k€@) an, indem
zunichst im Sinne einer Wiederholung durch Schiiler an der Tafel die Definition
von ,,Sinus eines Winkels“ auf « =% w, =7, £= —% angewandt wird; vgl. Lb 11,
Beispiel A 5.
Die Schiiler bearbeiten selbstindig Lb 11, Auftrag A 12.
Gemeinsam wird die Verallgemeinerung in Form einer Tabelle an der Tafel erar-
beitet; vgl. Lb 11. AnschlieBend suchen die Schiiler diese Tabelle im Buch auf, es
wird die Menge der Nullstellen angegeben und iiberpriift, ob gewisse geordnete
Paare reeller Zahlen zur Sinusfunktion gehéren oder nicht; vgl. Lb 11, Auftrag A 13.
Den AbschluB der Stunde bildet folgende Betrachtung.
Die Sinusfunktion ist eine Funktion, deren Definitionsbereich aus reellen Zahlen
besteht. Indem wir eine reelle Zahl als BogenmaB eines Winkels auffassen, konnen
wir mit Hilfe der Umrechnungsformel auch Gradma_Be als Elemente des Definitions-

bereiches verwenden. Danach gilt z. B.: sin 30°=sin % oder sin (—90°) =sin ( —%) s

1.1.4. Eigenschaften der Sinusfunktion (LE 4; 2 Std.)

Fiir die beiden Stunden wird folgendes Ziel gestellt.

— Systematisches Erarbeiten der Eigenschaften der Sinusfunktion (Wertebereich,
Vorzeichen der Funktionswerte, Nullstellen, Monotonieverhalten, Periodizitét)
auf der Grundlage der Definition der Sinusfunktion

— Graphisches Darstellen der Sinusfunktion

— Erkennen der Eigenschaften der Sinusfunktion aus dem Graph der Sinusfunktion

In der 1. Stunde wird die Sinusfunktion mit Hilfe des Einheitskreises graphisch dar-

gestellt, und es werden die in der Tabelle auf Lb 12 genannten Eigenschaften aus

der graphischen Darstellung abgelesen.

Nach kurzer Wiederholung der Definition des Sinus eines Winkels am Kreis mit

beliebigem Radius wird an der Tafel zusammengetragen, was bereits zur Sinus-

funktion behandelt ist. Dazu wird ein Tafelbild angefertigt ( — 4% =2z =4mn).
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1. Die Punkte P(k %,y) mit y=0 fiir k=2n
y=1fir k=4n+1 neG
y=—1firk=4n+3 l

gehéren zum Graph der Sinusfunktion. Die im gegebenen Intervall liegenden
Punkte werden eingezeichnet.
2. Wertebereich —1=y=1 ’
Da der Radius konstant ist und die Ordinaten der Punkte des Kreises nicht
groBer als » und nicht kleiner als —r werden, ist der Quotient —:— nicht grofer als
1 und nicht kleiner als —1. Es werden Parallelen zur Abszissenachse durch
P(0; 1) und P(0; —1) gezeichnet.
3. Periodizitit
Da fiir einander dquivalente Winkel die gleiche Ordinate des Punktes P(u; v)
auftritt, also auch fiir die BogenmaBe einander dquivalenter Winkel der Quo-
tient % konstant ist, hat der Graph der Sinusfunktion in den Intervallen
0 =2=2x;
2n=x=4n;
—2n=2=0;
—4dn=x=-2n

ein und dieselbe Gestalt, die Kurvenstiicke sind einander kongruent. Es geniigt
also, die Gestalt des Graphen im Intervall 0 =xz=2x (Grundintervall) genauer
zu untersuchen.

Hierfiir wird eine Spezialisierung des Kreises auf den Einheitskreis vorgenommen,

weil man in diesem Fall den Sinus eines Winkels direkt als Ordinate des Punktes

P(u; v) erhilt. Das Dividieren durch die MaBzahl des Radius entfillt, weil sie gleich

1 ist.

An der Tafel wird demonstriert, wie man auf geometrischem Wege die Kurven-

punkte ermitteln kann; vgl. Lb 13, Bild A 10. Die Schiiler fiihren in ihren Heften

die Zeichnung exakt nach den Angaben des Lehrers aus (Koordinateneinheit auf

beiden Achsen 1 LE22 cm).

Zunichst werden auf der Abszissenachse die Vielfachen von %> 3,5 eingetragen.

Zum Ermitteln der Kurvenpunkte sollte mit den Schiilern eine Handlungsvor-

schrift erarbeitet werden, die in Stichworten an die Tafel geschrieben wird.

1. Parallele p, zur Ordinatenachse durch den gegebenen Punkt auf der Abszissen-
achse (z. B. durch P(% ; 0))

- Zeichnen eines Winkels, der der Abszisse entspricht (hier ein Winkel von 30°)

- Markieren des Schnittpunktes des freien Schenkels mit der Kreislinie (etwa
durch einen kleinen Kreis mit Ziffer)

. Zeichnen einer Parallelen p, zur Abszissenachse durch diesen Punkt s

- Der Schnittpunkst der beiden Parallelen p; und p, ist der gesuchte Punkt des
Graphen (durch die gleiche Ziffer markieren, die der Punkt des Kreises erhielt)

Hausaufgabe: Skizzieren des Graphen der Sinusfunktion im Intervall —2z=x=2x
mit Hilfe der Kurvenschablone und aus freier Hand

Gt W

In der 2. Stunde werden die Eigenschaften der Sinusfunktion im einzelnen begriin-
det und durch Ubungen gefestigt.

Zu Beginn skizzieren alle Schiiler die Sinuskurve aus freier Hand und mit Hilfe der
Kurvenschablone im Intervall —2z=2z=2x aus dem Gedéachtnis.
Es wird durch den Lehrer eine Skizze aus freier Hand und eine mit Hilfe der Scha-
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blone an die Tafel gezeichnet, um dadurch noch einmal die Anforderungen an eine

Skizze der Sinuskurve darzustellen (Eintragen der Vielfachen von % aufder Abszis-

senachse, Andeuten von Parallelen durch ¥ =1 und y = —1, Markieren der hochsten
und tiefsten Punkte, mindestens je eine Periode im negativen und positiven
Bereich).

Es folgen Betrachtungen iiber die Periodizitét der Sinusfunktion. Den gleichen
Funktionswert, den die Sinusfunktion fiir « hat, besitzt sie auch fiir jeden Wert
x+k - 2m, also gilt sin x =sin (z+k * 2x).

Es folgt die Einfithrung der Begriffe ,,Periode und , kleinste Periode; vgl. Lb 13.
Anschliefend wird hinsichtlich des Wertebereiches darauf hingewiesen, daBl es
streng genommen nicht korrekt war, bei der graphischen Darstellung mit Hilfe des
Einheitskreises die gewonnenen Kurvenpunkte zu verbinden. Um das tun zu kén-
nen, miifite man sich davon iiberzeugen, daf es keine Liicken gibt, daB also zu jeder
Zahl yo mit —1=y,=1 auch Elemente des Definitionsbereiches existieren, die diese
Zahl y, als Funktionswert besitzen. Der Nachweis, daBl diese Voraussetzung hier
erfiillt ist, wird durch den Lehrer entsprechend Lb 12 gefiihrt.

Lb 13, Auftrag A 15, dient der Festigung dieser Kenntnis iiber den Wertebereich.
Nach einer Wiederholung des Begriffs der Monotonie von Funktionen werden die
Monotonieintervalle ermittelt; vgl. Lb 13, Auftrag A 14. Es folgen Ubungen zum
Ermitteln des Vorzeichens an Hand der graphischen Darstellung.

1.1.5. Die Funktion y=a *sin bx (a, b € P; a, b >0) (LE 5; 3 Std.)

In den drei Stunden ist durch die Behandlung der Funktion y=a - sin bz unter
anderem auch die Voraussetzung dafiir zu schaffen, daf im Physikunterricht Schwin-
gungsvorginge mathematisch erfaft werden konnen. Die Schiiler sollen befahigt wer-
den, die Graphen von Funktionen der Form y=a - sin bz (a, b>0) zu skizzéeren, in-
dem sie von der Sinuskurve ausgehen und ihre Kenntnisse iiber die Auswirkungen
von a auf den Wertebereich und von b auf die kleinste Periode anwenden.

Die Aufteilung des Stoffes auf die drei Stunden konnte in folgender Weise geschehen.

1. Stunde: y=a - sin
2. Stunde: y=a - sin ba
" 3. Stunde: y =sin bx

Nachdem in der 1. Stunde mit dem Hinweis auf die im Physikunterricht erfolgende
Anwendung der Funktion y=a - sin bz die Behandlung dieser Funktion motiviert
und das Vorgehen in den nichsten drei Stunden erldutert wurde, werden die
Kenntnisse wiederholt, die zur Behandlung von y =a - sin & benétigt werden.

An Hand eines Beispiels, etwa y =22, y=2 - a2, y=% cx?, y=—-2-2% y= —% -2
wird an der Tafel die geometrische Bedeutung des Faktors « in einer Funktion
y=a - f(x) wiederholt; vgl. Lb 9/95 bis 98.

Mit dem Hinweis darauf, daB bei negativem Faktor a lediglich eine Spiegelung an
der Abszissenachse erfolgt, begriindet der Lehrer die Moglichkeit, dle weiteren Be-
trachtungen auf positive Faktoren a zu beschrinken.

Er weist ferner darauf hin, daB bei den Anwendungen im Physikunterricht nur posi-
tive Zahlen fiir @ und b auftreten werden und auch deshalb im folgenden eine Be-
schrankung auf a, b>0 erfolgt.

Nach dieser Wiederholung lesen die Schiiler die Zusammenfassung im Lb 14 durch,
beschaftigen sich mit Lb 14, Auftrag A 17, um hlieBend in gemei Arbeit
an Hand von Bild A 11 die Kenntnis zu gewinnen, daB sich der Wertebereich
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verandert, und zwar in das Intervall —a =y =a iibergeht, die Nullstellen aber mit
denen von y =sin # iibereinstimmen.

Durch Lb 14, Auftrag A 18, wird diese Erkenntnis gefestigt. Lb 14, Auftrag A 19,
fithrt auBerdem zu der Erkenntnis, daB die kleinste Periode von y=a - sin & er-
halten bleibt und fiir >0 die Funktionswerte in gleichen Intervallen dieselben
Vorzeichen haben wie die Funktionswerte von y =sin . )

Hausaufgaben: Lb 102/48, 49

Zu Beginn der 2. Stunde sollten die Graphen einiger Funktionen der Formy =a-sinz
skizziert werden, indem die Begrenzung des Wertebereiches durch Parallelen zur
Abszissenachse angedeutet wird, anschlieBend die Schnittpunkte mit der Abszissen-
achse und zum SchluB die héchsten und tiefsten Punkte eingezeichnet werden.

Zur Vorbereitung auf das Erkennen der Auswirkung des Faktors b(b=0) in y =sin bz
sind Ubungen zweckmiBig, an denen deutlich wird, wie sich die GroBe eines Quo-
tienten verandert, wenn der Zahler konstant bleibt, aber der Nenner sich vergroBert
oder verkleinert.

Beispiel:
b | |2 3 |4
s E = Wennb>1,so%<5.
5 |3 26 | 1,7 | 1,2

blj//%%
flomgo/

Die Erkenntnis wird in Worten formuliert: Der Quotient £ (a, 6=0) ist grofer
als der Zihler a, wenn der Nenner b kleiner ist als 1. Der Quotient ist kleiner als der
Ziihler, wenn der Nenner groBer als 1 ist.

Mit Hilfe der Kenntnis iiber das Umformen von Ungleichungen kann diese Erkennt-
nis auch allgemein hergeleitet werden.

b<1 Multiplikation mit a >0 b=1

Wenn 0 <b<1, so %>5.

Sl

a+b<a Division durch b=0 a-b=a
= a=2
IZ<T 3

Der weitere Stundenverlauf kann entsprechend Lb 15 erfolgen.

Im Ergebnis muB folgende Erkenntnis gewonnen werden. Der Faktor b hat keinen
EinfluB auf den Wertebereich, aber auf die kleinste Periode, die sich von 2x auf 3;—'
verindert. Das zieht auch Auswirkungen auf die Nullstellen und die Vorzeichen.
der Funktionswerte nach sich; vgl. Ubersicht auf Lb 18.

Hausaufgaben: Lb 102/50, 51

Am Beginn der 3. Stunde steht das Skizzieren der Graphen der Funktion y =sinz
und je einer Funktion der Formen y=a - sin z und y =sin bz. Die Schiiler erléutern
an Hand dieser Skizze die geometrische Bedeutung der Faktoren a und b.

An Hand von Lb 16, Beispiel A 7, und Lb 17, Beispiel A 8, wird in abwechselnd
selbstéindiger oder gemeinsamer Arbeit folgende Erkenntnis gewonnen. Den Graph
der Funktion y=a - sin bz kann man sich aus dem Graph der Funktion y=sinz
entstanden denken durch die Hintereinanderausfiihrung zweier Abbildungen der

5 [002166] : 65



Ebene auf sich, einer Streckung bzw. Stauchung in Richtung der Ordinatenachse,
die dem Faktor a entspricht, und einer VergréBerung bzw. Verringerung der Ab-
sténde zwischen den benachbarten Schnittpunkten des Graphen mit der Abszissen-
achse, die dem Faktor b entspricht. In der Ubersicht auf Lb 18 sind diese Ver-
énderungen besonders hervorgehoben.

In dieser Stunde kann schlieflich das rechnerische Ermitteln der Nullstellen der
Funktion y=a - sin bz behandelt werden. Damit wird auch der Forderung des
Lehrplans nach inhaltlichem Losen einfacher goniometrischer Gleichungen ent-
sprochen.

Der Aufgabenteil bietet Material dafiir, in vielfdltiger Weise zur Festigung der ge-
wonnenen Erkenntnisse beizutragen. Der Lehrer sollte aus diesem Aufgabenma-
terial auswihlen und die restlichen Aufgaben fiir eine Wiederholung vorsehen. Auf
jeden Fall sollte aber Lb 103/56 behandelt werden, weil in praktischen Anwendun-
gen aus den Bereichen der Naturwissenschaften und der Technik haufig die graphi-
sche Darstellung eines Prozesses vorgegeben ist (etwa als Aufzeichnung einer
Schwingung) und die mathematische Form einer Aussage dariiber gefunden werden
soll.

Zur Vorbereitung auf die Einfiihrung der Kosinusfunktion sollten die Schiiler zu
Hause die Gedankengénge zur Einfithrung der Sinusfunktion wiederholen.

1.2.  Die Funktionen y=cos z, y=tan z und y=cot =
(LE 6 bis 11: 8 Std.)

1.2.1. Die Kosinusfunktion (LE 6; 1 Std.)

Analog zum Vorgehen bei der Einfiihrung der Sinusfunktion, nur in konzeritrierterer
Form, werden in dieser und in der folgenden Stunde die Definition der Kosinus-
funktion und die Eigenschaften dieser Funktion erarbeitet.

Zu Beginn dieser Stunde wird das Problem aufgegriffen, das am Beginn der Ein-
fiithrung der Sinusfunktion stand, némlich die mathematische Erfassung der Ab-
héingigkeit der Hangabtriebskraft bei einer geneigten Ebene. In gemeinsamer Arbeit
wird die Losung des Problems in der Form Fg=@ -sinz (2 MaB des Nelgungs—
winkels) gewonnen.

Das gleiche Problem wird, in Abénderung auf die Normalkraft, zur Motivierung
der Einfiihrung der Kosinusfunktion verwandt. Die Schiiler werden ausdriicklich
auf die Analogie zur Einfiihrung der Sinusfunktion hingewiesen. Durch ein der-
artiges Vorgehen festigen die Schiiler ihre Kenntnisse iiber die Definition der Sinus-
funktion und erleichtern sich das Erarbeiten der Definition der Kosinusfunktion.
Der Stundenverlauf kann entsprechend dem Lehrbuch gestaltet werden.

Als Hausaufgabe wird eine Wiederholung der graphischen Darstellung der Kosmus-
funktion mit Hilfe des Einheitskreises gestellt.

1.2.2.  Eigenschaften der Kosinusfunktion (LE 7; 1 Std.)

Indem an Hand von Lb 20, Bild A 16, auf den engen Zusammenhang von Sinus-
und Kosinusfunktion hingewiesen und herausgearbeitet wurde, daf der Graph der

Kosinusfunktion durch Verschiebung des Graphen der Sinusfunktion um % Léan-
geneinheiten in negativer Richtung der Abszissenachse erhalten werden kann, ist
das sofortige Skizzieren des Graphen der Kosinusfunktion méglich.
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Analog zur Ubersicht im Lb 12 werden Eigenschaften der Kosinusfnktion zu-
sammengestellt. Es wird herausgearbeitet, daB die Kosinusfunktion periodisch ist
und die kleinste Periode 2z besitzt, d. h. cos (¢ +k + 27) = cos z(k€G).

Das Bearbeiten von Lb 20, Auftrige A 27 und A 28, festigt die Kenntnis der Schii-
ler iiber den Wertebereich bzw. die Nullstellen und die Periodizitat der Kosinus-
funktion. Durch Lb 20, Auftrag A 29, wird auch hinsichtlich der Kosinusfunktion
»der Kreis geschlossen®, indem das Ausgangsproblem gelost wird. Zur Vorbereitung
auf die Einfiihrung der Tangensfunktion und der Kotangensfunktion kénnen Lb 21,
Auf(ti'rag A 31, und Lb 104/61 a) bis d) und 62 a) bis d) als Hausaufgabe gestellt
werden.

1.2.3. Tangensfunktion und Kotangensfunktion (LE 8; 1 Std.)

Ziel dieser Stunde ist das Erarbeiten der Definitionen von ,,Tangens eines Winkels*,
,Kotangens eines Winkels“ sowie der Tangensfunktion und der Kotangensfunk-
tion.

Da beim Definieren der Tangens- und Kotangensfunktion Quotienten benutzt
werden, ist es angebracht, zur Vorbereitung solche Eigenschaften von Quotienten
zu wiederholen, die beim Erarbeiten der Eigenschaften der Tangensfunktion und
der Kotangensfunktion eine Rolle spielen. Da vor allem auf die Einschrinkungen
eingegangen werden muB, die sich fiir den Definitionsbereich der Tangensfunktion
und der Kotangensfunktion an den Stellen ergeben, an denen der Nenner gleich Null
ist (das sind die Nullstellen der Sinusfunktion bzw. der Kosinusfunktion), ist eine
Ubung wie Lb 21, Auftrag A 30, zweckméBig.

Lb 21, Auftrag A 31, dient der Vorbereitung auf Lb 21, Auftrag A 32. Ist sieals
Hausaufgabe gestellt worden, kénnen nach Vergleichen der berechneten Werte die
Aussagen von Lb 21, Auftrag A 32, mit Hilfe dieser Tabelle und weiterer allgemeiner
Erérterungen begriindet werden.

Die Aussagen 1. und 2. lassen sich aus der Tabelle im Bild 68/1 ablesen. Hier soll
eine Betrachtung dargestellt werden, die gegebenenfalls durchgefiihrt werden
konnte.

Ist ein Quotient, z. B. ? , zu berechnen, so kann man die Aufgabe 6—;’:z auf die
gleichwertige Aufgabe zuriickfiihren: Es ist eine Losung der Gleichung 63=7 -«
zu ermitteln.

Ist allgemein ein Quotient & gegeben, so kann §=wx auf a=b - & zuriickgefiihrt
werden.

Es wird nun folgende vollstindige Fallunterscheidung vorgenommen.

1. Fall: a%0; b+0 Esist a : b=0.
2. Fall: a=0;b=+0 Esist 2=9=0.
3. Fall: a%0;b=0 a=b-a.
a=0 - z ist zu l6sen.
Es gibt aber keine Zahl z, fiir die 0 + # ungleich Null wire.
Also hat die Gleichung keine Losung. Damit kein Wider-
spruch dazu auftritt, ist % fiir diesen Fall nicht definiert.
4. Fall:a=0;b=0 a=b-z
0=0 - z ist zu lésen.
Jede Zahl z ist Losung dieser Gleichung. Das widerspricht
aber dem Wesen einer Rechenoperation, fiir die stets Ein-
deutigkeit gefordert wird. Daher ist auch % nicht definiert.
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68/1
Die Aussagen 3., 4. und 5. werden mit Hilfe der Tabelle begriindet.

Es folgen die Definitionen der Begriffe , Tangens eines Winkels“ und ,,Kotangens
eines Winkels“ und die Einfithrung von ,Tangensfunktion* und , Kotangensfunk-
tion* entsprechend dem Lehrbuch.

Nach dieser Vorbereitung miifite jeder Schiiler die Notwendigkeit der Einschrin-
kung des Definitionsbereiches, die auch durch Lb 22, Auftrag A 34, gefordert wird,
begriinden koénnen.

Zur Festigung der Definitionen kénnen Lb 104/61 e) bis h) und 62 e) bis h) als
Hausaufgaben gestellt werden.

1.2.4. Eigenschaften der Tangensfunktion und der Kotangensfunktion (LE9; 2 Std.v)

In diesen beiden Stunden geht es darum, Eigenschaften der Tangensfunktion und der
Kotangensfunktion durch Zuriickfiihren auf Eigenschaften der Sinusfunktion und
der Kosinusfunktion herzuleiten. Dabei werden in starkem MaBe die Graphen der
Sinusfunktion und der Kosinusfunktion herangezogen.

Folgende Aufteilung des Stoffes auf die beiden Stunden ist maglich.
1. Stunde: Nullstellen,

Vorzeichen der Funktionswerte,
Periodizitat
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2. Stunde: Verhalten bei Anndherung an die Stellen z=% - i,_:— (k€@),
Wertebereich

Das graphische Darstellen der beiden Funktionen wird laut Lehrplan erst nach dem
Ermitteln der Funktionswerte spezieller Winkel gefordert. In der 2. Stunde werden
sich jedoch bereits grobe Skizzen ergeben.

Zu Beginn der 1. Stunde sollte nach Anleitung durch den Lehrer ein Néherungswert,
etwa tan % oder cot %, unter Zuhilfenahme eines Kreises mit einem Radius von 5 cm
Linge ermittelt werden. Zunichst werden fiir sin % und cos % Niherungswerte
ermittelt (Zeichnen des Kreises, erforderlich ist nur der 1. Quadrant) und eines
Winkels von 60°; Ermitteln der Ordinate bzw. der Abszisse des Punktes (P(u;v)
durch Messen der Abstinde des Punktes von den Koordinatenachsen; Bilden des
Quotienten ¢ =sin ¥ und g=cos

Die Division dieser Werte fithrt zu Naherungswerten fiir tan % und cot —'31 Durch
diese Ubung festigen die Schiiler einerseits ihre Kenntnisse iiber die Definitionen
von sin 2 und cos z, andererseits eignen sie sich die Definitionen von tan « und cot
in geistig-praktischer Tatigkeit an. Das Ermitteln der Nullstellen wird entspre-
chend Lb 22, Auftrag A 35, als Lésen von Gleichungen aufgefafit und mit Hilfe
von Lb 21, Auftrag A 32, Aussage 1, auf das Ermitteln der Nullstellen von y =sin
und y=cosz zuriickgefiihrt.

Beispiel:

Die Lisungsmenge von tan =0 ist zu ermitteln.

sin z
:;ianx;x_O genau dann, wenn o —=0.

sz =0 genau dann, wenn sin =0 und cos x=0.
Das ist fiir x=k - # (k€Q) der Fall.
Das Ermitteln der Vorzeichen der Funktionswerte wird auf das Feststellen der Vor-
zeichen von y=sin 2 und y=cos z mit Hilfe der Graphen dieser Funktionen zu-
riickgefiihrt; vgl. Lb 22, Auftrag A 36.
Hinsichtlich der Periodizitét konnten die Schiiler annehmen, daB auch fiir y =tan z
und y=cot z die kleinste Periode 2z ist. Dall 2z tatsichlich Periode ist, folgt
unmittelbar aus den Definitionen und der Periodizité® von y=sin z und y=cos z.
tan (x+Fk - 2n)=;:—:$£%:%:=tan x
tan (z+k + 27) =tan @ mit 2% (2k+1) - 3 (k€G)
DaB nicht 2z, sondern z die kleinste Periode ist, wird in gemeinsamer Arbeit an
der Tafel bewiesen; vgl. Lb 23.
Als Hausaufgaben konnen Lb 104£/63, 64 verwendet werden.
In der 2. Stunde wird mit Hilfe der Graphen der Sinusfunktion und der Kosinus-
funktion und von Lb 21, Auftrag A 32, Aussagen 3.bis 5., das Verhalten der
Tangensfunktion und der Kotangensfunktion bei Annéherung an die Stellenz =k - é'

am Beispiel der Tangensfunktion fiir k=1 ( =%) untersucht. AnschlieBend wird
Lb 24, Bild A 19, betrachtet.

Hinsichtlich des Wertebereiches ist den Schiilern zu sagen, da ein Beweis der Aus-
sage, der Wertebereich der Tangensfunktion und der Kotangensfunktion sei die
Menge aller reellen Zahlen, erforderlich ist, dieser Beweis aber an dieser Stelle noch
nicht gefiihrt werden kann.

Hausaufgaben: Auswahl aus Lb 25, Auftridge A 38 bis A 41. Das dient der Bereit-
stellung von Kenntnissen fiir das Berechnen spezieller Funktionswerte.
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1.2.5.  Spezielle Funktionswerte der Winkelfunktionen (LE 10; 2 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit kann man einige Kenntnisse der Schiiler iiber das Rech-
nen mit Quadratwurzeln und iiber Beziehungen an Dreiecken wiederholen und festigen
und damit zugleich kontinuierlich die AbschluBpriifung vorbereiten helfen.

Die Bereitstellung entsprechender Kenntnisse ist erforderlich, um das Berechnen
der speziellen Funktionswerte erfolgreich durchfiihren zu kénnen. Der Aspekt der
Wiederholung und Festigung erstreckt sich auch auf die Definition von sin T,
cos «, tan  und cot x sowie auf das Monotonieverhalten der Funktionen. Die Be-
handlung der Komplementwinkelbeziehungen wird inhaltlich vorbereitet.

Ein weiteres wichtiges Teilziel ist, die Fahighkeiten und Fert, igkeiten der Schiiler im
Beweisen und Herleiten mathematischer Aussagen weiter zu entwickeln.

SchlieBlich wird im Ergebnis dieser Unterrichtseinheit in Form spezieller Funktions-
werte Fakt terial fiir Ubungen und A dungen bereitgestellt, z. B. fiir die
graphischen Darstellungen der Tangens- und Kotangensfunktion, die nicht wie bei
den beiden vorangegangenen Winkelfunktionen mit Hilfe des Einheitskreises er-
arbeitet werden. Die Schiiler sollen sich die speziellen Funktionswerte im Laufe der
néichsten Stunden einpriigen, aber auch in der Lage sein, sie im Tafelwerk aufzu-
suchen.

—

. Die Schiiler miissen wissen:

Sow_ohl bei y =sin « als auch bei y =cos x treten die Funktionswerte 0; %; %}5
% }/3 ; 1 auf bzw. sowohl bei y =tan « als auch bei y =cot  treten die Funktions-
werte 0; % V3 ;1; ¥3; — auf. Man sollfe den Strich an letzter Stelle als merktech-
nisches Element mit aufnehmen.

. Sie merken sich diese dem Intervall Oéxég zugeordneten Funktionswerte als
monoton steigende Zahlenfolgen 0, %, % ]/ E, % V3_, 1 bzw. 0, % V?T, 1, V!Y, -

. Sie ordnen die Folge der Elemente des Definitionsbereiches 0, % . ; N ; s %die Folge
der speziellen Funktionswerte einer gegebenen Winkelfunktion zu, indem sie das
Monotonieverhalten dieser Funktion im Intervall 0=a= % beriicksichtigen.
Voraussetzung ist hierbej, da8 die Schiiler auch die speziellen Elemente des
Definitionsbereiches als monoton steigende Zahlenfolge 0, % . % 2 ; 5 ; gedéchtnis-
mifig beherrschen und sich die Graphen schnell vorstellen kénnen.

[

o«

Beispiel: cos g ist zu ermitteln.

— Die zur Sinus- bzw. Kosinusfunktion gehérende Folge der Funktionswerte ist
03 LYE L L.

— Die Kosinusfunktion ist monoton fallend. (Die Schiiler stellen sich in Gedanken
den Graph der Kosinusfunktion vor.) .

— Die Zuordnung ist also in umgekehrter Reihenfolge vorzunehmen.

= . = -

@ o % T B z
1= 1 1

e ) 213 2 V2 z 0

_1
e

Derartige Zuordnungsiibungen in Form von Tabellen sollten zu Anfang schriftlich,
spiter in Gedanken durchgefithrt werden. Beim gediichtnismiBigen Einprigen

~Ergebnis: cos 3
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sollten die Funktionswerte fiir % besonders beachtet werden, gewissermafen als
,,Stiitzpunkte® in der ,Mitte“ der Folgen der Funktionswerte. Bemerkenswert an
diesen Funktionswerten ist, daB fiir sie sin J=cosJbzw.tan J=cot{ gilt.
Geometrisch kommt das darin zum Ausdruck, daB die Graphen der Sinus- und
Kosinusfunktion im Punkt P(%;% VZ_,) die der Tangens- und Kotangensfunktion
im Punkt P(%; 1) einander schueiden.

Es sei abschlieBend betont, daB das Einprigen kein Selbstzweck ist, sondern zum
tieferen Eindringen in die Eigenschaften der Winkelfunktionen beitragen muB,
anderenfalls kénnte man es beim Aufsuchen der Winkelfunktionswerte im Tafel-
werk bewenden lassen.

Die beiden Unterrichtsstunden konnten wie folgt verlaufen.

In der 1. Stunde werden einige Kenntnisse wiederholt, die bei der Berechnung der
speziellen Funktionswerte eine Rolle spielen. Je nach der Auswahl aus Lb 25,
Auftriige A 38 bis A 41, wird der Stundenverlauf modifiziert; vgl. Hausaufgaben
auf Uh 69.

Zunichst wird an Hand von Lb 25, Auftrige A 38, A 39, das Rechnen mit Quadrat-
wurzeln geiibt. Es kommt hierbei vor allem auf die Anwendung von

y§=%; Ya-6=Ya - Vb (a, 5>0)
und die Behandlung solcher Spezialfille wie

S O Va=a; L=I"

Vb__y,,—' V;.la' @ Ya ¢

an.

Bei den Berechnungen der speziellen Funktionswerte werden folgende Beziehungen
an Dreiecken benétigt.

Gleichseitiges Dreieck; vgl. Bild 72/1

1. Alle drei Winkel haben da MaB 60°.

2. Fiir die Hohe h gilt &= }/3 - a. Die Hohe halbiert die Basis.

3.In den durch die Hohe gebildeten rechtwinkligen Teildreiecken betrigt je ein
Winkel 60°, der andere jeweils 30° (der dritte ist jeweils ein rechter Winkel).
Eine Kathete ist jeweils 4, die andere hat jeweils die Lange %

Rechiwinklig-gleichschenkliges Dreieck; vgl. Bild 72/2

1. Die Basiswinkel haben das Ma@ 45°. _

2. Die beiden Katheten sind gleich lang und es gilt b =% 12 -a.

Die Schiiler sollen diese Formeln

1. als haufig zu benutzende mathematische Fakten zusammenstellen ;
2. in ihre Hefte iibertragen;

3. im Tafelwerk aufsuchen konnen;

4. jederzeit herleiten konnen.

Den dritten Schwerpunkt der Wiederholung bilden Beziehungen zwischen den Ko-
ordinaten eines Punktes und seinen Absténden von den beiden Koordinatenachsen;
vgl. Bild 72/3.
Ist die Koordinateneinheit auf beiden Achsen gleich 1 LE, der FuBpunkt des Lotes
von P(z; ) auf die Abszissenachse X und der des Lotes auf die Ordinatenachse Y,
so gilt ;

PX =|y[LE; PY =|2/LE.
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v Plxy)

72/2 72/3

Diese Erkenntnis kann mit Hilfe von Lb 25, Auftriage A 40, A 41, erarbeitet
werden. Hierdurch wird auch die Herleitung der Gleichung sin2z+cos?z=1
vorbereitet, deren Behandlung imr der Unterrichtseinheit 1.3.1. vorgesehen ist; vgl.
UH 74ff.

Die Berechnung der speziellen Funktionswerte erfolgt nach diesen Vorbereitungen
konsequent auf der Grundlage der Definitionen von sin z bzw. cos # am Kreis.
Der Einfachheit halber wird der Einheitskreis gewiihlt.

Es empfiehlt sich, mit dem Berechnen von sin % und cos %zu beginnen, weil in die-
sen Fillen die notwendigen Erginzungen zu jeweils einem gleichseitigen Dreieck, die
bei den beiden anderen Winkeln erforderlich sind, entfallen. Man kann entweder
mit Hilfe des Satzes des PyTHAGORAS ausfiihrlich wie im Lb 26, Beispiel A 11,
vorgehen oder aber auf die in der Wiederholung zusammengetragenen Erkennt-
nisse zuriickgreifen. Wihlt man den letztgenannten Weg, wiirde die Berechnung
folgendermafien vorgenommen werden.

PD und OD sind Katheten im gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck 4 ODP.
Fiir sie gilt

FB:%ViOP;

0D-1 2 OP.
Mit OP=1 LE erhilt man

PD=1}2 LE;

0D=1y7 LE.
Fiir die Koordinaten des Punktes P(u; v) = P(cos 45°; sin 45°) gilt folglich
n_ 145, .
cos 45°= cos =1 12;
o . 1 Y
sin 45°=sin § = V2.

Hieraus gewinnt man sofort

" 1
- ST F 2 .
tan £= n=1y—=1’
cs T o 2
00!1 lﬁ
cot Z=—4_2 _4
¢ w2 lyz
4 2
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In der 2. Stunde werden die speziellen Funktionswerte sin% , oS —:— sowie sin% und
cos ;— berechnet. Das erfolgt in gemeinsamer Arbeit entweder ausfiihrlich wie im
Lb 26, Beispiel A 12, bzw.im Lb 27, Beispiel A 13, oder durch Anwendung der

n x <
5 ot 5 sowie

Beziehungen am gleichseitigen Dreieck. Die -Berechnung von tan -

tan %, cot % konnen die Schiiler selbsténdig durchfiihren.

Zum Abschluff wird den Schiilern im Sinne der Ausfithrungen zu Beginn der Dar-
legungen zu dieser Unterrichtseinheit erléutert, wie man sich diese Funktionswerte
gedéchtnisméBig einprégen kann.

Als Hausaufgaben kénnen Lb 105/65, 66 dienen.

1.2.6. Die Graphen der Funktionen y= tan @ und y = cot @ (LE 11; 1 Std.)

Den Schiilern sind die Graphen der Tangens- und der Kotangensfunktion ,im
Groben® bereits aus den Betrachtungen zu den Eigenschaften dieser Funktionen
bekannt; vgl. Unterrichtseinheit 1.2.4.

Das Ziel dieser Stunde ist die genauere graphische Darstellung der Tangensfunktion
und der Kotangensfunktion im Grundintervall 0<z <z sowie das Skizzieren der
entsprechenden Graphen in einem gréferen Intervall mit Hilfe der Kurvenschablone
fiir die Tangensfunktion.

Zu Beginn der Stunde werden die Schiiler aufgefordert, selber zu iiberpriifen, in
welchem Mafe sie sich die speziellen Funktionswerte gedichtnismifig eingeprigt
haben. Dabei wird vor allem mit reellen Zahlen als Elemente des Definitionsbe-
reiches gearbeitet, also mit % , 7 usw., weniger mit den WinkelmaBen 30°, 45°, usw.
AnschlieBend wird den Schiilern der Gebrauch der Kurvenschablone fiir y =tan 2
erléutert, und es werden Skizzen im Intervall —2zx=x=2n angefertigt. Dazu
werden zunichst die Nullstellen fiir y=tan 2 (Nullstellen von y=sin ) markiert,
und es werden Parallelen zur Ordinatenachse an den Stellen angedeutet, an denen
y=tan 2 nicht definiert ist (Nullstellen von y=cosz). Hierfiir verwendet man
zweckmiBigerweise die Sinuskurve der Schablone, um die Stellen % - -;— auf der
Abszissenachse und die Einheiten auf Abszissen- und Ordinatenachse zu markieren.
Nachdem die Tangensfunktion dargestellt ist, wird nachtréiglich noch angedeutet,
daB tan T=1und tan( —%) = —1ist.

Selbstéindig skizzieren die Schiiler den Graph der Kotangensfunktion in ein ge-
sondertes Koordinatensystem.

Dann wird unter Auleitung durch den Lehrer die Tangensfunktion auf Millimeter-
papier im Intervall 0=xz=x graphisch dargestellt. Hierzu wird die Wertetabelle
mit Naherungswerten auf Lb 27 verwendet. .

x 0 %::0,5 %mO,S %’zl,o —‘;—;::1,6

tan z 0 | +V3~06 d V3 ~1,7 =

z 4+ an2l 3 an24 2 an2,6 a~3,1
tan @ V3~ 1,7 -1 -1¥8=-06 |0
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Als Koordinateneinheit auf beiden Achsen wird 1 LE22 cm gewahlt. Die Schiiler
verbinden die Punkte aus freier Hand. Thnen wird mitgeteilt, daB der Graph der
Tangensfunktion die Abszissenachse unter einem Winkel von 45° schneidet.

Als Hausaufgabe stellen die Schiiler die Kotangensfunktion im Intervall 0=2=a
mit Hilfe einer Wertetabelle, die analog zur Wertetabelle fiir y =tan = aufgestellt
wird, graphisch dar. Den Graph zeichnen sie in dasselbe Koordinatensystem (even-
tuell andersfarbig) ein, in das sie bereits den Graph der Tangensfunktion aufge-
nommen haben.

1.3.  Beziehungen zwischen Winkelfunktionswerten

1.3.1.  Beziehungen zwischen Funktionswerten bei gleichem Winkel
(LE 12; 2 Std.)

Den Schiilern wurde durch den bisherigen Unterrichtsverlauf bereits bewuBt, da
die vier Winkelfunktionen untereinander in einem engen Zusammenhang stehen. In
diesen beiden Stunden werden weitere Zusammenhdnge zwischen den Winkelfunktionen
in Form von Gleichungen erarbeitet. Bis auf Ausnahmen sind es fiir den Bereich der
reellen Zahlen allgemeingiiltige Gleichungen, durch die diese Zusammenhénge zum
Ausdruck gebracht werden. Das trifft iibrigens auch auf die in den Unterrichts-
einheiten 1.3.2. und 1.3.3. zu behandelnden Komplementwinkelbeziehungen und
Quadrantenbeziehungen zu.

Lp 39 und Lp 42 verlangen das Herleiten und feste Einprigen der Gleichungen
sin? ¢ +cos? =1 und tan z - cot x=1.

Der Charakter der Allgemeingiiltigkeit wird durch die Formulierung in Form einer
Allaussage zum Ausdruck gebracht: ,Fiir alle 2(x¢ P) gilt: . . .“. Mit diesen fach-
spezifischen Redeweisen wurden die Schiiler bereits in Klasse8 vertraut gemacht;
vgl. Lp 8/50. Sie lernten hier auch, wie wichtige GesetzmaBigkeiten (Kommutativi-
tét und Assoziativitdt der Addition und Multiplikation sowie die Distributivitét)
durch Angabe des jeweiligen Grundbereiches der Variablen sowie durch Verwendung
von Quantifikatoren als wahre Aussagen formuliert werden.

Im Zusammenhang mit der Behandlung der Potenzgesetze in Klasse 9 wurde die
Variablenbindung mit Hilfe von ,fiir alle” und ,.es gibt* wiederholt; vgl. Lp 9/29.
Man sollte den Schiilern diesen Sachverhalt auch dadurch stirker bewuBt machen,
indem etwa folgende anderslautende Formulierungen verwendet werden.

»Welche reelle Zahl z ich auch wihle, stets ist die Summe der Quadrate des Sinus
dieser Zahl und des Kosinus dieser Zahl konstant, und zwar gleich 1.“

»Bs 1Bt sich keine reelle Zahl & angeben, fiir die sin? z+cos2 =1 nicht gelten
wiirde.”

»Die Gleichung sin2x+coszz=—§- hat keine Loésung. Das gleiche trifft fiir alle
Gleichungen sin? 2 +cos? 2= a(a€ P; a=*1) zu.“

Schlieft man die Zahlen & % (k€@) aus, weil fiir diese Zahlen tan z - cot © ohnehin
nicht definiert ist, so ist auch tan a - cot x=1 fiir die Menge der um diese Zahlen
verminderte Menge der reellen Zahlen allgemeingiiltig.

Man kann analog zur Behandlung der Gleichung sin2x+cos%x=1 auch hier
etwa folgende anderslautende Formulierungen fiir die Aussage ,,Fiir alle Zahlen
x(xEI.’; z+k %; ICEG) gilt tan z - cot x =1 geben, um das Versténdnis der Schiiler
fiir den Inhalt dieser Beziehungen zu erhohen.
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,»Welche reelle Zahl aufler £ - -;5 (k€@) ich auch wihle, das Produkt aus dem Tangens
und dem Kotangens dieser Zahl ist immer konstant, und zwar gleich 1.“

»Mit Ausnahme der Zahlen % - % (k€@), fiir die entweder tanz oder cotz nicht
definiert ist, 148t sich keine reelle Zahl angeben, fiir die das Produkt aus tan & und
cot x nicht gleich 1 wire.”

»Die Gleichung tanz-cotz=4 und alle anderen Gleichungen tanz - cotz=a
(aEP; a*l; w*k- %) haben keine Lésung.” ,Tangens und Kotangens einer gege-
benen Zahl sind zueinander reziprok. Ist beispielsweise tan m=% , dann ist
cot x=2, denn 2 - %:1.“

Lp 42 verlangt ferner das Darstellen von cos «, tan , cot « allein durch sin 2 und
das Darstellen von sin z, tan z, cot «, allein durch cos z unter Verwendung der Um-
formungsregel fiir Gleichungen und der Wurzelgesetze, wobei jeweils der zulassige
Grundbereich der Variablen anzugeben ist. Lp 39 verlangt, das Tafelwerk zu be-
nutzen.

Im Tafelwerk auf Seite 41 (die Tabelle Lb 29 ist danach angelegt) sind die Be-
ziehungen zwischen den Winkelfunktionen als Beziehungen zwischen ihren Qua-
dranten formuliert. .

Nehmen wir als Beispiel die Darstellung von tan 2 allein durch sin z.

Die Tabelle wire, bezogen auf dieses Beispiel, in folgender Weise zu verwenden.

,Fiir alle Zahlen x(xE P; a+(2k+1) 3; keG) gilt

s
ton 4= 2 w

Die Zahlen (2k+1) % miissen ausgeschlossen werden, weil fiir sie tan « nicht defi-
niert, ferner sin =1 und folglich 1 —sin2 2 =0 ist.

Lp 39 verlangt jedoch die Darstellung von tan z als Funktion von sin z. Zur Ver-
deutlichung dieser Forderung fiihrt der Lehrplan das Beispiel
tanx:%(0§x<—;ﬁ) ()
an.

Zur Information fiir den Lehrer soll kurz auf Probleme eingegangen werden, die beim
Ubergang von Gleichung (1) zu Gleichung (1°) auftreten.

Die Gleichung (1’) ist firr x € P; 2 +(2k +1) % ; k €G auf Grund der Definition der Wurzel als
nichtnegative Zahl nur fiir diejenigen reellen Zahlen z erfiillt, die fiir y =tan x und y =sin =
gleiches Vorzeichen haben oder eine Nullstelle besitzen. Aus einer Zeichnung der Graphen
von ¥ =sin 2 und y =tan z in einem gemei Koordin ystem erk mansofort,
daB diese Voraussetzungen z. B. in den Intervallen — % <z=< % 5 % n<x< % 7, allgemein in
den Intervallen (4% —1) % <z <(4k +1) % (k €@) erfiillt sind.

Analoge Betrachtungen muf8 man anstellen, wenn man von der allgemeingiiltigen Glei- .
chung

sin?z +cos?x =1 (1)
zu sin2x =1 —cos?x (2)
sinz=V1—cos?a (3)

iibergeht. Die Gleichungen (1) und (2) sind einander #dquivalent, d. h., beide Gleichungen
besitzen ein und dieselbe Lésungsmenge, nimlich P. Beim Ubergang von Gleichung (2)
zu Gleichung (3) veréindert sich die Losungsmenge. Da die Wurzel eine nichtnegative
Zahl ist,kommen nur solche Zahlen als Lésung in Frage, fiir die auch sin 2 nichtnegativ
ist, d. h.,die Lo der Gleichung (3) besteht beispielsweise aus den Intervallen
—2n=a= —n;0=zr=nx; 2n=2 =37, allgemein 2kn=z=(2k +1) n(k€q).

75



Durch die Gleichung

sinz=—V1—cos?z (3)
werden die dazwischen liegenden I.ntarval]e, z.B. —a=2=0; a=2=2n, allgemein
(2k+1) z=2=(2k +2) z (k €G), erfaBt, in denen die Funktionswerte von y =sin z negative

Vorzeichen haben oder gleich Null sind.
Eine zur Gleichung (2) équivalente Gleichung ist

|sin | =V1 —cos?z (€ P).
Die Anwendung der Definition des absoluten Betrages

sin z fiir sin z =0

]smzl—‘ sin & fiir sin 2 <0

fithrt auf die Gleichungen (3) bzw. (3').
Mit dieser Problematik kann man sich ausfithrlich mit Hilfe des Beitrages von Bock [6]
vertraut machen.

Die Aufteilung des Stoffes auf die beiden Stunden dieser Unterrichtseinheit kénnte
folgendermafen vorgenommen werden.

1. Stunde sin2 x+cos? x=1, tan x - cot x=1

2. Stunde Herleiten weiterer Beziehungen, Betrachtungen iiber Lésungsmengen

Zu Beginn der 1. Stunde sollten einige Ubungen durchgefiihrt werden, durch die
dasinhaltliche Verstandnis der Problematik erleichtert und das ziigige Fortschreiten
bei der Herleitung der Gleichungen gewihrleistet wird.

Ubungen: (V3 i T V_)‘; 02; (tan ?)2; (cos ?)2
V2P (G V2)%s (=) (ein 22 (sin P
Vertrautmachen der Schiiler mit der Schreibweise, z. B.
sin? & =, (sin z)?2
Die Vereinbarung iiber die Schreibweise und die Sprechweise (Sinus Quadrat %)

wird mitgeteilt und damit begriindet, daB hiufig Quadrate der Winkelfunktionen
auftreten und durch diese Vereinbarung eine Vereinfachung der Schreibweise ein-
tritt (die Klammern entfallen).

Ubungen: tan? % = (tan 5 ) =12=1;

cos? i: (cos —) ( ﬁ) :4

217 2.3, 2.5
sin’ ; tan 35 COS 3

Auf den Unterschied zwischen sin? # und sin 2 kann an Hand von Lb 28, Bel-
spiel A 15, eingegangen werden.
Unter Verwendung der berechneten Quadrate werden Summen gebildet.
i 3 1 W

sin? = 3 Heos? g=2+2=1

sin? —-+cos'—’ 3= %+%=1
Es wird die Vermutung ausgesprochen, daf der Satz ,Die Summe der Quadrate
des Sinus und des Kosinus einer reellen Zahl ist gleich 1 nicht nur in diesen speziel-
len Fillen, sondern allgemein gilt. Es wird der zu beweisende Satz formuliert:
Fiir alle Zahlen x(z¢ P) gilt: sin? o +cos? x=1.
Der Beweis wird in gemeinsamer Arbeit an der Tafel gefiihrt; vgl. Lb 28.
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AnschlieSend erarbeiten die Schiiler den Beweis fiir die Gleichung tan « - cot =1
selbstandig mit Hilfe von Lb 29. Ein Schiiler trigt ihn an der Tafel vor.

Hausaufgaben: Aufgaben zur Untersuchung des Nenners, z. B. Lb 105/67, 68.

Zu Beginn der 2. Stunde werden die Erkenntnisse der 1. Stunde kurz wiederholt,
wobei besonders das inhaltliche Verstandnis fiir die Allgemeingiiltigkeit der Glei-
chungen sin? z + cos? =1 und tan z - cot =1 vertieft wird. Dazu kann der Lehrer
die oben angefiihrten anderslautenden Formulierungen fiir den inhaltlich gleichen
Sachverhalt verwenden.
Im weiteren Verlauf der Stunde miissen die Fertigkeiten im Umformen von Glei-
chungen weiterentwickelt werden. Dabei ist zu vermeiden, daB die Schiiler lediglich
formal eine Gleichung nach der anderen umformen. Vielmehr sollen auch diese
Tétigkeiten dazu beitragen, die Erkenntnisse der Schiiler iiber Zusammenhénge zwi-
schen bestimmten mathematischen Begriffen zu vertiefen.
Beim Umformen von Gleichungen muB stets sorgfaltig untersucht werden,ob eine
Verénderung der Lésungsmenge eintritt.
Es wird gemeinsam die Aussage im Lb 29 durchgelesen, da# man mit Hilfe der
beiden Gleichungen sin? z+cos? 2=1 und tan z - cot =1 und der Definitions-
gleichungen tan x=::'T: und cot z=::+: weitere Beziehungen herleiten kann.
Es wird herausgearbeitet, daB diese Beziehungen so beschaffen sind, daB man jede
Winkelfunktion einzeln durch die Sinusfunktion oder die Kosinusfunktion aus-
driicken kann.
An der Tafel werden die Umformungen von

sin2z +cos?z=1
in sin?z =1—cos2 2

cos?z=1—sin2z
vorgenommen.
Nun sind die zu Beginn der Ausfiihrungen zu dieser Unterrichtseinheit dargestellten
Betrachtungen anzustellen.
Die Gleichung sin? z=1—cos? z soll so umgeformt werden, daB links nicht sin? z,
sondern sin z selbst steht.
Im folgenden wird eine Variante fiir das weitere Vorgehen dargestellt, bei der Ge-
dankengiinge aufgegriffen werden, die bei der Erarbeitung der Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen angewandt werden; vgl. Lb 9/122.
Der Lehrer erinnert an die Erarbeitung der Losungsformel fiir die quadratische
Gleichung und fiihrt folgende Umformungen durch.
sin2 x=1—cos? 2 (1)
\ (sin z)2= (Y1 —cos?x)?
(sin )2 —( Vl —cos?z)? =0

(sin 2+ J1—cos? z)  (sinw— Vl —cos?z) =0
Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist.

sin &+ }1—cos?z =0 ’

sin 2 — 1 —cos?z=0

Hieraus erhélt man die folgenden zur Gleichung (1) dquivalenten Gleichungen

sin z= —}/1 —cos?x
sin x= yl—coszz,
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durch die wieder die Menge aller reellen Zahlen als Losungsmenge erfaBt ist. Betrach-
tungen dariiber, welche Intervalle Losungsmenge zu welcher der beiden Gleichungen
sind, miissen sich anschliefen; vgl. die Ausfithrungen zu Beginn dieser Unterrichts-
einheit.

An diesem Beispiel wird den Schiilern bewuBt, daB eine Verdnderung der Losungs-
menge eintritt, wenn man von einer Gleichung, in der die Quadrate der Winkelfunk-
tionen auftreten, durch Radizieren auf beiden Seiten zu einer Gleichung iiber-
geht, in der auf einer Seite der Funktionswert selbst (hier sin ) und auf der anderen
Seite eine Wurzel ohne negatives Vorzeichen (hier }/1—cos? z) steht.

Legt man keinen Wert auf Vollstdndigkeit und beschrinkt sich, wie es im Beispiel
auf Lp 39 geschieht, auf das Intervall 0<x< % , dann vereinfacht sich die Um-
formung wesentlich. In diesem Falle sind die Zahlen sin @, cos x, tan 2, cot x fiir
alle z mit 0<a < % positiv. Auf Grund der Monotonie der Funktion y=22 fiir
>0 (d. h.: Fiir a=0 gilt a<b genau dann, wenn a2<b?) kann man auf beiden
Seiten der Gleichung radizieren, ohne daB sich die Lésungsmenge éndert.

Beispiel:
9 . 8iD?Z =T
tan? =1 o [Oézég)
sin?z
Jtan? @ =Vi—gurz
Vtanzz = o
Vi—sin?z
tan o= —nZ O=z<2
Vi—sin?z ( 2)

1.3.2. Komplementwinkelbeziehungen zwischen einer Winkelfunktion und ihrer
Kofunktion (LE 13; 1 Std.)

Die Kompl twinkelbezieh fiir die Funktionen y=sinz und y=cosx
einerseits sowie fiir die Funktionen y=tan z und y=cot x andererseits sind,

bezogen auf die Definitionsbereiche dieser Funktionen, allgemeingiiltige Gleichun.
gen. Wenn sie auch spiter beim Ermitteln von Winkelfunktionen mit Hilfe von
Tafel oder Rechenstab nur auf Zahlen im Intervall Oéa:ég angewandt werden,
sollte den Schiilern dennoch in dieser Unterrichtseinheit die Allgemeingiiltigkeit
bewulBt gemacht werden. IThnen muB auch mitgeteilt werden, daB ein Beweis fiir den
allgemeinen Fall eigentlich erforderlich ist.

Die Komplementwinkelbeziehungen sowie spéter die Quadrantenbeziehungen sollten
in enger Verbindung mit den Symmetrieeigenschaften der Graphen der Winkel-
funktionen behandelt werden.

Zunichst werden die Komplementwinkelbeziehungen hergeleitet. Ausgangspunkt
kann das Erarbeiten der Vermutung sein, daB der Graph der Kosinusfunktion im
Intervall 0=z=7 symmetrisch zum Graph der Sinusfunktion beziiglich der
Parallelen zur Ordma.benachse durch den Punkt P( ) ist. Diese Vermutung kann
gemeinsam an der Tafel erarbeitet werden, oder die Schiiler kénnen den Auftrag
erhalten, die Graphen von y=sin # und y =cos z sowie die Graphen von y =tan x
und y=cot z jeweils im Intervall 0§z§§ in ein und dasselbe Koordinaten-
system zu zeichen. Eine solche Zeichung kann auch in den Hausaufgaben vor-
bereitet werden.

AnschlieBend wird das Ziel gestellt, die Symmetrieeigenschaft arithmetisch zu fas-
sen, um einen Beweis fiihren zu konnen.
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Aus der Zeichnung (Bild 79/1) gewinnt man die Beziehungen

sin & =cos 2,; (1)

Tyt ay=7 . 2)

Hieraus erhdlt man durch Umformen y )
von Gleichung (2) und Einsetzen in y=sinx
Gleichung (1) folgende Aussagen. ] !
1. Fall: &y=3 —a, |

Fir alle @ mit 0=x,=7 gilt Yo = A ————-

sin (7 '-.'Ug) = oS Zo. 1

X X
2. Fall: 2y=2 —, ]

X2 X,
Fiir alle z; mit 0=2y=7 gilt y=cosx

sin z;=cos (3 —x,) ‘ 79/1

Das sind die Komplementwinkelbeziehungen fiir y=sin'z und y=cos z, die bei
Einfithrung der Variablen x an Stelle von 2, bzw. %, die Formen annehmen, die
im Lb 30, Satz A 10, angefiihrt sind.

Diese Gleichungen sind die arithmetische Fassung der Symmetriesigenschaften, die
als bestéitigt angesehen werden konnen, wenn die Komplementwinkelbeziehungen
bewiesen sind.

Dieser Beweis muB durch Zuriickfiihren auf die Definitionen und einige behandelte
Sitze erbracht werden; vgl. Lb 30f.

Der Beweis fiir y=tan z und y=cot z kann entsprechend Lb 31 als Hausaufgabe
gestellt werden. Eine solche Hausaufgabe ist dann unbedingt im folgenden Unter- -
richt zum Bestandteil von Leistungskontrollen zu machen.

Nunmehr wird der Begriff ,, Kofunktion“ eingefiihrt. Die Kenntnisse iiber Komple-
mentwinkelbeziehungen werden gefestigt.

Zum Begriff ,, Komplementwinkel“: =

In rechtwinkligen Dreiecken erfiillen die der Hypotenuse anliegenden Winkelound g
die Gleichung « + #=90°. Solche Winkel nennt man allgemein Komplementwinkel.
Da man die Elemente des Definitionsbereiches bei Winkelfunktionen selbst oft auch
Winkel nennt, wird die Bezeichnung ,, Komplementwinkel von Winkeln im recht-
winkligen Dreieck auf reelle Zahlen z;, z, iibertragen, deren Summe gleich%ist.
Hierauf beruhen auch die Bezeichnungen ,Komplementwinkelbeziehungen® und
»Kofunktion®.

Lb 107/79 bis 87 bietet vielfiltiges Ubungsmaterial zur Festigung des Begriffes
»Komplementwinkel und der Komplementwinkelbeziehungen.

In Lb 107/79, 80 wird durch Bilden der Summe die geforderte Entscheidung ge-
troffen.

Beispiele:

79. a) {14°; 76°}
14°4-76°=90°, also sind 14° und 76° die MaBe von Komplementwinkeln.

79. o) {3; 3 a)

% +% n=m, also sind % und % « keine Komplementwinkel.
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In Lb 107/83 bis 86 werden die Komplementwinkelbeziehungen angewendet.
Beispiele:
83. sin 5 =cos ¢, demnesgilt g +5=3. -

85. a) sin T=cos &
E n 3

ESgT e

2
85.c) tan g =cot

=il Sacd

YTe2 83T e
85.e)sin(—% =cosx

o 7
g=g=| 5)=%"

In Lb 107/87 wird das Problem der arithmetischen Erfassung von Symmetrie-
eigenschaften behandelt. Diese Aufgabe kann auch zur Vorbereitung auf das Be-
handeln der Komplementwinkelbeziehungen verwendet werden.

1.3.3. Quadrantenbeziehungen (LE 14; 2 Std.)

Das Ziel der Behandlung der Quadrantenbeziehungen besteht darin, Voraussetzun-
gen zum Ermitteln von Funktionswerten fir Zahlen mit%é =2 zu schaffen und
weitere Symmetrieeigenschaften der Graphen der Winkelfunktionen arithmetisch
zu erfassen. Dabei ist klar, daf in diesen zwei Stunden keine Fertigkeiten im An-
wenden der Quadrantenbeziehungen entwickelt werden kénnen. Diese Fertigkeiten
werden erst in den folgenden Stunden im Zusammenhang mit dem Ermitteln von
Winkelfunktionswerten mit Hilfe von Rechenstab und Tafel erreicht.

Das Schwergewicht der 1. Stunde liegt auf dem Erarbeiten der Problemstellung und
dem Beweis einiger Quadrantenbeziehungen. In der 2. Stunde erfolgen mit Hilfe
eines Handlungsschemas Ubungen im Ermitteln von Winkelfunktionswerten.

Zu Beginn der 1. Stunde werden die Definitionen von sin # und cos « am Kreis mit
beliebigem Radius und die Spezialisierung auf den Einheitskreis wiederholt. Dann
zeichnen die Schiiler den Graph der Sinusfunktion im Intervall 0 =z =2z mit der
Koordinateneinheit 1 LE£2 cm auf der Ordinatenachse und # LE 26 cm auf der
Abszissenachse in ihre Hefte, ein Schiiler arbeitet an der Tafel. An Hand dieser
Skizze werden die einleitenden Betrachtungen zu Lerneinheit A 14 im Lb 31 durch-
gefiihrt.
Das weitere Vorgehen erfolgt analog zum Erarbeiten der Komplementwinkel-
beziehungen. Die aus der Zeichnung herausgelesenen, zuniichst nur als Vermutung
anzusehenden Symmetrieeigenschaften bediirfen eines Beweises. Zu diesem Zweck
werden diese geometrischen Eigenschaften in Form von Gleichungen erfaft, die
dann bewiesen werden.
Mit Hilfe von Lb 32, Bild A 28, werden einige solche Symmetrieeigenschaften in
Form von Gleichungen dargestellt, z. B.

sin (n—z)= sina;

cos (% —x) = —cos 2.

Entsprechend Lb 32 wird hierfiir in gemeinsamer Arbeit an der Tafel der Beweis
erbracht. Die Schiiler beweisen selbstindig weitere Quadrantenbeziehungen und
tragen die Beweise vor.
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AbschlieBend wird noch einmal darauf hingewiesen, dall nach dem Beweisen der
Quadrantenbeziehungen die Symmetrieeigenschaften der Graphen der Winkel-
funktionen bestétigt sind. Damit werden also bestimmte Eigenschaften der Funk-
tionen auf geometrische Weise zum Ausdruck gebracht.
Als Hausaufgabe kann der Beweis der Quadrantenbeziehungen fiir die Tangens-
funktion und die Kotangensfunktion verlangt werden. Im folgenden Unterricht
haben die Schiiler den Nachweis zu fiihren, daB sie diese Aufgabe bewiltigt haben.
In der 2. Stunde wird die Anwendung der Quadrantenbeziehungen beim Berechnen
von Funktionswerten behandelt. Es wird die Frage aufgeworfen, fiir welche Inter-
valle eine detaillierte Tabelle der Winkelfunktionswerte aufgestellt werden miiBte,
mit deren Hilfe man alle anderen Funktionswerte, d. h. fiir alle Elemente des
Definitionsbereiches, ermitteln kann.
Es wird herausgearbeitet, daB man das Ermitteln der Winkelfunktionswerte auf
Grund der Periodizitét der vier Winkelfunktionen erstens auf das Grundintervall
0=2=2x und unter Anwendung der Quadrantenbeziehungen zweitens auf das
Intervall 0 =« =7 zuriickfiihren kann.
Fiir das Berechnen von Funktionswerten mit Hilfe der Quadrantenbeziehungen
empfiehlt sich ein schrittweises Vorgehen in einer bestimmten Reihenfolge. Im
Lb 33 ist hierzu ein Vorschlag dargestellt. Dieses Handlungsschema kann durch
die Schiiler selbstindig durchgearbeitet und anschlieBend durch Schiiler an der
Tafel fiir weitere Beispiele vorgetragen werden. '
Bevor weitere Funktionswerte ermittelt werden, ist das Uben einzelner Schritte des
Handlungsschemas angebracht. Dazu kénnen Aufgaben des Aufgabenteiles heran-
gezogen werden.
Beim Losen von Lb 107/88 bis Lb 108/91 entscheiden die Schiiler, ob
1.sich der gréBere Winkel durch den kleineren Winkel z in einer der Formen
2x —x, n—=a, n+x darstellen 1aBt,
2. das Vorzeichen dem Quadranten entspricht, in dem der groBere Winkel liegt.

Beispiele:
88. a) sin 43°; sin 317°

1. 317°=360°—43°

2. 317° liegt im 4. Quadranten, also ist sin 317°<0.

Die zweite Bedingung ist nicht erfiillt.

Ergebnis: sin 43°=+sin 317°
88. b) cos 191°; —cos 11°

1.191°=180°+11°

2. 191°liegt im 3. Quadranten, also ist cos 191°<0.

Ergebnis: cos 191°= —cos 11°
Beim Losen von Lb 108/92, 93 dargestellt als Aufgaben zum Lésen von Gleichun-
gen, fiihren die Schiiler Zerlegungsiibungen durch.
Beispiel:
92. a) 180°=143°+x

180°=143°+37°

z=37°

Beim Losen von Lb 108/94, 95 fiihren die Schiiler ebenfalls Zerlegungsiibungen
durch.
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Beispiel:

94.a) 125°=180°—55° "

Beim Losen von Lb 108/98 bis 101, dargestellt als Aufgaben zum Loésen von
Gleichungen, fiihren die Schiiler Ubungen durch

— zum Zerlegen des gegebenen Winkels;
— zum Ermitteln des Vorzeichens der Funktionswerte.

Beispiele:
98. a) sin 136°=a - sin x
1. 136° liegt im 2. Quadranten, also ist
sin 136°=0.
a=+1
2.136°=180°—44°
x=44°
Ergebnis: Losung der Gleichung ¢ =1; x=44°
sin 136° =sin 44°
98. b) sin 227°=a - sin »
1. 227° liegt im 3. Quadranten, also ist
sin 227°<0
a=—1
2. 227°=180°+47°
z= 47°
Ergebnis: Losung der Gleichung a= —1; 2=47°
sin 227°= —sin 47°
Selbstverstiandlich ist nicht daran gedacht, daB sémtliche Aufgaben in diesen Stun-
den oder als Hausaufgaben zur nichsten Stunde gestellt werden sollen. In den fol-
genden Stunden, in denen Winkelfunktionswerte mit Hilfe von Rechenstab und
Tafel ermittelt werden, sollten Aufgaben dieser Art immer wieder eingestreut

werden.
Lb 108/96, 97 bringen Anwendungen der Quadrantenbezichungen unter Verwen-

dung der speziellen Funktionswerte fiir ., 5, 7 -

1.3.4. Tafeln der Winkelfunktionswerte (LE 15 und 16; 3 Std.)

In den acht Stunden der Unterrichtseinheiten 1.3.4. bis 1.3.6. wird an neuem Stoff
im wesentlichen das Handhaben von Tafel und Rechenstab beim Arbeiten mit
Winkelfunktionen behandelt.

Die mathematischen Voraussetzungen zum Ermitteln von Funktionswerten be-
liebiger Winkel wurden in den vorangegangenen Unterrichtsstunden geschaffen.
Es kommt nun darauf an, die Ubungen zum Ermitteln von Funktionswerten zur
umfassenden Wiederholung wichtiger Kenntnisse iiber Eigenschaften der Winkel-
funktionen zu nutzen und die Fahigkeiten der Schiiler zum Anwenden dieser Eigen-
schaften zu érhéhen. In diesem Zusammenhang werden die Schiiler systematisch
auf die Erfiillung der Lehrplananforderungen vorbereitet, die sich in der Kontroll-
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arbeit widerspiegeln sollten. Deshalb ist es zweckmaBig, die Kontrollarbeit bereits
zu Beginn dieser acht Stunden ausgearbeitet vorliegen zu haben.

Auf der Grundlage des Einblicks in die konkrete Klassensituation sollte fiir diese
drei Unterrichtseinheiten festgelegt werden, was bis zur Kontrollarbeit wiederholt
werden muB. Das sollte jedoch stets mit-dem Blick auf die Lehrplanziele erfolgen.
Der Charakter der Wiederhoring kommt in den Unterrichtseinheiten 1.3.4. und
1.3.6. stirker zum Ausdruck als in der Unterrichtseinheit 1.3.5. Letztere umfaft
zwei Stunden, die vollstindig zum Erarbeiten der Skalen des Rechenstabes bend-
tigt werden. Unterrichtseinheit 1.3.6. hat den Charakter einer Gesamtwiederholung
ohne Einfiihrung neuen Stoffes.

Die Aufteilung des Stoffes auf die drei Stunden der Unterrichtseinheit 1.3.4. kénnte

folgendermafen erfolgen.

1. Stunde: Anwenden der Tafeln der Winkelfunktionswerte zum Ermitteln von
Funktionswerten zu gegebenen Winkeln

2. Stunde: Anwenden der Tafeln der Winkelfunktionswerte zum Ermitteln von
Winkeln bei gegebenem Funktionswert

3. Stunde: Anwenden der Tafeln der Winkelfunktionswerte unter besonderer Be-
riicksichtigung von reellen Zahlen als Elemente des Definitionsbereiches

In der 1. Stunde werden die Schiiler an die beim Erarbeiten der Quadranten-

beziehungen gewonnene Erkenntnis erinnert, daf es fiir das Berechnen beliebiger

Funktionswerte geniigt, detaillierte Tafeln der Funktionswerte fiir das Intervall

Oéxég aufzustellen. Zur Verdeutlichung dieses Gedankens sollte der Lehrer an

der Tafel demonstrieren, wie diese Tabellen aufgebaut sein miifiten.

In den folgenden Beispielen werden die Elemente @ des Definitionsbereiches mit

einer Genauigkeit von zwei Stellen hinter dem Komma angenommen.

z 0 ‘1 0,01 0,02 o nin %zl,fﬂ
sin z
@ 0 0,01 0,02 gz1,57
cos &
z 0 0,01 0,02 % 59 % ~1,567
tan @
3 0 0,01 0,02 el s é‘ ~1,57
cot &

Den Schiilern wird nun die Aufgabe gestellt, zu iiberlegen, ob man durch das Aus-
nutzen weiterer gesetzméaBiger Zusammenhange zwischen den Winkelfunktionen
die Anzahl der Tabellen noch mehr verringern kann.

Es wird herausgearbeitet, daB man auf Grund der Komplementwinkelbeziehungen
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fiir Sinus- und Kosinusfunktion bzw. fir Tangens- und Kotangensfunktion
jeweils nur eine Tabelle benotigt. Es folgt das Erlautern der Tafel der Funktion
y=sin 2.

1.
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Die Elemente des Definitionsbereiches sind hier Winkel im Gradmaf; also ist fiir
die Anwendung auf reelle Zahlen die Umwandlung der gegebenen reellen Zahl in
GradmaB erforderlich.

. Die Funktionswerte der Tafel sind in der Mehrzahl Niherungswerte. Ausnahmen

sind sin 0°=0; sin 30°=0,5; sin 90°=1.

Dieser Sachverhalt wird am Beispiel sin 60° niher erliutert. Der exakte Funk-
tionswert ist é 3, in der Tafel findet man 0,8660. DaB 0,866 nicht gleich % ’V&Tist,
schliefien die Schiiler daraus, dafl V3_als irrationale Zahl durch einen nichtperio-
dischen unendlichen Dezimalbruch dargestellt wird, und folglich auch % V3

durch einen unendlichen nichtperiodischen Dezimalbruch dargestellt wird.
Durch das Bearbeiten von Lb 34, Auftrag A 49, werden die Schiiler veranla(3t,
sich mit der Tatsache, daB die Tafelwerte Néherungswerte sind, noch eingehen-
der vertraut zu machen. Der in diesem Auftrag geforderte Vergleich kann durch
Quadrieren unter Beriicksichtigung der Monotonie der Funktion y=220=x),
d. h., %, <z, genau dann, wenn 2;2<,?, vorgenommen werden.

0,8662=0,749956
(3 15)=4=075
0,749956<0,75
Also  0,8662<(%13)?
also 0,866<3 I3,
folglich 0,866 <sin 60°.

Der Tafelwert ist folglich kleiner als der genaue Funktionswert sin 60°.

Im Interesse einer Vereinfachung der Schreibweise wird vereinbart, bei Verwen-
dung von Funktionswerten der Tafel (oder auch spéiter des Rechenstabes) das
Gleichheitszeichen zu setzen, obwohl z. B. sin 35°~0,5736 zu schreiben wiire.

. Ermitteln einiger Funktionswerte fiir y =sin

a) fiir Winkel mit ganzzahliger MaBzahl

b) fiir MaBzahlen mit einer Stelle hinter dem Komma

Den Schiilern kann mitgeteilt werden, daB man mit Hilfe eines Verfahrens, ge-
nannt , Interpolation”, Naherungswerte der Funktionswerte fiir Winkel, deren
MaBzahlen zwei Stellen hinter dem Komma besitzen, ermitteln kann. Liegen
Winkel vor, deren MaBzahlen mehr als zwei Stellen hinter dem Komma haben,
muf ein umfangreicheres Tafelwerk herangezogen werden.

Im folgenden Unterricht werden die Tafeln ohne Interpolation verwendet, also
fiir Winkel mit MaBzahlen bis zu einer Stelle hinter dem Komma; vgl. Lp 42.
Der Lehrer weist nochmals auf die Irrationalitit der Funktionswerte hin und
damit auf die Notwendigkeit des Rundens beim Arbeiten mit solchen Zahlen.
Die Schiiler sollen erkennen, da$ letztlich die praktischen Bediirfnisse bestim-
men, ab welcher Stelle zu runden ist. .
Der Verzicht auf das Interpolieren wird ihnen aus solchen Uberlegungen heraus
begreiflich erscheinen.

. Ermitteln einiger Funktionswerte fiir y=cos x

a) fiir Winkel mit ganzzahliger MaBzahl
b) fiic MaBzahlen mit einer Stelle hinter dem Komma



Nach Behandlung dieser vier Problemkreise kann man folgendermaBen fortfahren.
Die gleichen Betrachtungen wie unter den soeben erliuterten Punkten 1. bis 4.
werden sofort an der Tafel fiir y =tan « (y =cot z) durchgefiihrt.

Die bei y=sinz (y=cosz) gewonnenen Erkenntnisse werden in einem neuen
Zusammenhang angewandt und gefestigt. Dabei mufl auf die Besonderheiten der
Tafel fiir y = tan x gegeniiber der Tafel fiir y =sin 2 eingegangen werden.

Da der Wertebereich von y=tan z im Intervall 0°=2<90° aus der Menge aller
nichtnegativen reellen Zahlen x besteht, sind in der Tafel die Ubergénge zu beach-
ten, z. B. von 4,959 zu 5,005 (Bedeutung des Zeichens * bei ¥005). Das trifft aller-
dings nur fiir die rechte Tafel zu, also fiir Winkel, die gréBer als 45° sind.

An einigen Beispielen wird anschlieBend der Gedanke wieder aufgegriffen, das Er-
mitteln der Funktionswerte zu beliebigen Winkeln auf die Winkel im 1. Quadranten
zuriickzufiihren.

Entsprechend der bereits bekannten Handlungsvorschrift werden einige Berech-
nungen durchgefiihrt (die Schiiler skizzieren aus dem Gedéchtnis die Graphen der
Sinus- und der Kosinusfunktion).

Beispiele:

1. sin 147°=sin (180°—33°)
=sin 33°
=0,56446

2. tan 158°=tan (180°—22°)
= —tan 22°
= —0,4040

Bereits bei diesem Beispiel sind die Schiiler nachdriicklich darauf hinzuweisen,
daB sie sich vor dem Aufsuchen der Funktionswerte immer iiberzeugen miissen,
ob sie die richtige Tafel aufgeschlagen haben.
3. cos 215°=cos (180°+35°)
= —cos 35°
=—0,8192
4. sin 425° =sin (360°+65°)
=sin 65°
=0,9063
5. tan 587°=tan (360°+227°)
=tan 227°
=tan (180°+47°)
=tan47° -
=1,072

In der 2. Stunde wird beim Anwenden der Tafeln der Winkelfunktionswerte zum
Ermitteln von Winkeln bei gegebenen Funktionswerten in zwei Schritten vor-
gegangen.

1. Die Elemente & des Definitionsbereiches gehéren dem Intervall 0°=2=90° an.
2. Die Elemente « des Definitionsbereiches sind beliebige GradmaSe.

Zu 1.:

Es wird die Aufgabe gestellt, die Gleichung sin 2=0,5150 (0°=2=90°) zu l6sen,
d. h. fiir # einen Naherungswert zu finden, fiir den sin «=0,5150 ist.

Ergebnis: x=31°; sin 31°=0,5150

Liegt der gegebene Funktionswert zwischen zwei Werten der Tafel, wird derjenige
zum Ermitteln des Winkels herangezogen, der dem gegebenen am nichsten liegt.
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Beispiel: sin 2 =0,5160
Aus der Tafel entnimmt man folgende Angaben

x 31,0° zy 31,1°
sin z 0,5150 0,5160 . 0,5165

0,5160 liegt niiher an 0,5165, also 2 niher an 31,1°.
Ergebnis: x=31,1°

Bei der Anwendung des Verfahrens auf die Kofunktionen von y =sin x bzw. y = tan x
ist zu beriicksichtigen, dafl diese monoton fallend sind.

Beispiel: cos =0,9030
Aus der Tafel entnimmt man folgende Angaben.

z 25,4° q 25,5°
cos z 0,9033 0,9030 0,9026

Ergebnis: ay=25,4°

Zu 2.:

An Hand von Lb 35ff, Beispiele A 22, A 23, A 24, kann erarbeitet werden, wie man
vorgehen muB. Es bietet sich an, die Schiiler eines dieser Beispiele selbsténdig
durcharbeiten und anschlieBend an der Tafel ein analoges Beispiel vortragen
zu lassen.

Die 3. Stunde dient dem Festigen der Kenntnisse und Fihigkeiten, die die Schiiler
in der 1.und 2. Stunde erworben haben. Auflerdem wird wieder ins BewuBtsein
gerufen, daB die Winkelfunktionen die Menge der reellen Zahlen als Definitions-
bereich besitzen. Die in der 1. und 2. Stunde dieser Unterrichtseinheit erarbeiteten
Féhigkeiten erscheinen also jetzt als Vorbereitung auf die eigentlichen Ubungen im
Ermitteln der Funktionswerte der Winkelfunktionen. Dieser Gedanke kann mit
Hilfe von Lb 34, Beispiel A 20, erliutert werden.

1.3.5. Die Skalen der Winkelfunktionen auf dem Rechenstab (LE 17; 2 Std.)

In vielen Fillen bietet die Verwendung der Skalen der Winkelfunktionen auf dem
Rechenstab Vorteile gegeniiber der Benutzung der Tafeln. Das gilt vor allen Dingen
fiir die Anwendung der Winkelfunkti auf Dreiecksberechnungen. Deshalb miissen
die Schiiler sichere Fertigkeiten in der Handhabung sowohl der Tafeln als auch des’
Rechenstabes besitzen. Es ist deshalb zweckmiBig, bereits vor weiteren Ubungen in
der Handhabung der Tafeln der Winkelfunktionen die Skalen der Winkelfunktionen
auf dem Rechenstab einzufiihren und anschlieBend in der Unterrichtseinheit 1.3.6.
abwechselnd bzw. wahlweise die Tafel oder den Rechenstab zu benutzen.

Die Darstellungen im Lehrbuch beziehen sich auf den Rechenstab ,,Mono-Rietz*,
der zum verbindlichen Unterrichtsmittel erklirt wurde; vgl. Lb 37, Bild A 32.
Einige Schiiler sind moglicherweise auch noch mit anderen Rechenstiben ausge-
riistet. Dieser Umstand besitzt fiir die bisher behandelten Unterrichtseinheiten bis
einschlieBlich 1.3.4. keine Bedeutung. Nunmehr aber sind besondere methodische
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Uberlegungen notwendig, um beim Arbeiten mit unterschiedlichen Rechenstédben
die Ziele des Lehrplanes zu erfiillen.

Schwierig ist es vor allem fiir die Schiiler, deren Rechenstiibe die Skalen der Winkel-
funktionen auf der Riickseite der Zunge und iiberdies keine Einteilung in Zehntel-
grade, sondern in Grad und Minuten haben.

Der Lehrer sollte sich deshalb rechtzeitig einen Uberblick iiber die Ausstattung der
Schiiler verschaffen, um seinen Unterricht entsprechend planen zu koénnen. Eine
Moglichkeit zur Umgehung der Schwierigkeiten ist die Anschaffung einer gewissen
Anzahl von Rechenstiben ,,Mono-Rietz* durch die Schule, die wenigstens fiir die
Zeit der Einfithrung an die Schiiler ausgeliechen werden kénnen. Aber auch dann
sollte man den Schiilern, die andere Rechenstibe besitzen, erliutern, wie sie diese
benutzen kénnen. Auf die Skale ST sollte bei der Einfilhrung nur hingewiesen
werden.

Die Aufteilung des Stoffes auf die beiden Stunden konnte folgendermaBen erfolgen.

1. Stunde: Skale S (sin 2; cos ) im Intervall
5,73°=2=90° bzw. 0° =2 =84,27°

2. Stunde: Skale T (tan a; cot «) im Intervall
5,73°=2=45° baw. 45° =2 =84,27°
und in Verbindung mit CI im Intervall
45°=2=84,27° bzw. 5,73°=2=45°

Zu Beginn der 1. Stunde werden wiederholend einige Umrechnungen von Gradmaf
in Bogenmaf mit Hilfe der Proportionaleinstellung des Rechenstabes durchgefiihrt
An der Tafel sind die nachstehenden Tabellen vorbereitet (die halbfett gedruckten
Ziffern fehlen vorerst).

ay @ 100° 142° 170° 180° 320° 573°
arc o 1,75 2,48 2,97 3,14 5,58 10
by « 10° 16° 18° 35° 57,3°
arc o 0,175 0,28 0,314 0,612 1
a, @ 57,3° 82° 93° 100°
arc « 1 1,43 1,62 1,75
by @ 5,73° 6,4° 8,70 10°
arc o 0,1 0,112 0,152 0,175

Gemeinsam wird wiederholt, wie vorzugehen ist, und es werden die , Eckzahlen*
der Tabellen a, und b, bestimmt. Es wird herausgearbeitet, da$l man mit einer ein-
zigen Einstellung eine ganze Klasse von Aufgaben lésen kann.

Nachdem die Schiiler die Tabellen a4, und b, in ihre Hefte iibertragen und ausge-
fiillt haben, die Ergebuisse an der Tafel zum Vergleich angeschrieben sind, wird mit
Hilfe der Tabellen a, und b, der Riickschlag wiederholt.

Nach der Darlegung des Ziels fiir die nichsten beiden Unterrichtsstunden folgt die
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Behandlung von Lb 37, Beispiele A 25, A 26. Anschliefend wird untersucht, ‘fiir
welche Winkel die Skale S verwendet werden kann. Die Ergebnisse der Uberlegun-
gen werden in Form von Tabellen folgender Art festgehalten.

Skale S mit D

@ 5,73° v 90° z 84,27° | ... 0°

sin 2 0,1 i cos & 0,1 1

Daun bearbeiten die Schiiler Lb 38, Auftrag A 51, dessen Teilaufgaben so ausge-
wihlt sind, daB die Schiiler mit den unterschiedlichen Teilungen der Skalen in ver-
schiedenen Intervallen vertraut werden.

In Analogie zur Arbeit mit der Tafel (,,Herausgehen aus der Tafel) werden nun
Winkel zu vorgegebenen Funktionswerten ermittelt.

Hierzu kann Lb 38, Beispiel A 27, selbstindig von den Schiilern durchgearbeitet
und anschliefend vorgetragen werden. AnschlieBend bearbeiten die Schiiler Lb 38,
Auftrag A 52.

Zu Beginn der 2. Stunde wird die Gleichung tan z - cot x=1 wiederholt und in
der Form ,,Tangens und Kotangens des gleichen Winkels sind zueinander reziprok*
formuliert. Es werden entsprechende Berechnungen durchgefiihrt.

Beispiel:
a) tan z=2; es ist cot & zu ermitteln.
el o
VT =mmz=%

b) tan =0,43; es ist cot & zu ermitteln.

110 ’
cotz=m=m=2,32

Weitere Ubungen werden in Form folgender Tabelle (vorerst ohne die halbfett ge-
druckten Ergebnisse) an die Tafel geschrieben.

ten @ 7,32 0,29 0,294 6,24 1,27 14,3
cotz | 0,187 3,45 3,41 0,156 0,79 0,07

Die reziproken Zahlen werden zunichst alle mit der gewohnlichen Divisionsein-

stellung des Rechenstabes berechnet. Der Lehrplan sieht bis zu diesem Zeitpunkt

nicht die Einfithrung der reziproken Skale vor. An dieser Stelle bietet ihre Anwen-

dung jedoch groBie Vorteile. Ihre Einfiihrung ist (bei Verzicht auf die theoretische

Erklidrung) ohne Schwierigkeiten moglich. Mit Hilfe der reziproken Skale CI werden

die Werte der Tabelle durch die Schiiler noch einmal iiberpriift.

Den Schiilern wird nun gesagt, daB man auf Grund dieser Beziehungen zwischen -
tan 2 und cot z und unter Anwendung der Komplementwinkelbeziehung dasjenige

Intervall, fiir das eine detaillierte Tabelle der Funktionswerte aufgestellt werden

muf, noch mehr einschranken kann. Es geniigt eine Tabelle fiir y =tan z (O =z 5%) v
Beispiel:

tan 58° ist zu berechnen.

tan 58°=cot 32°= ﬁ

Dieser Umstand wird bei der Konstruktion einer Skale des Rechenstabes fiir die
Tangensfunktion genutzt.
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Skale T mit D Skale T mit C1

‘z 573° | ... 45° z 45° 84,27°
tan 0,1 1 tan 1 10
x 45° e 84,27° x 5,73° S 45°
cot @ 1 0,1 cot x 10 1

Nachdem die Schiiler auf diese Weise einen Einblick in die Anlage der Tangensskale
auf dem Rechenstab gewonnen haben, eignen sie sich schrittweise entsprechend
Lb 39, Beispiele A 30 bis A 32 und Auftrige A 53, A 54, die Fihigkeit zum Um-
gehen mit dieser Skale an. Auf die Skale ST sollte an dieser Stelle unter Verwen-
dung von Lb 39, Beispiele A 30, A 31 kurz hingewiesen werden.

1.3.6. Ubungen im Gebrauch von Tafeln und Rechenstah (LE 15 bis 17; 2 Std.)

Es wurde bereits in Uh 82f. darauf hingewiesen, daB fiir die zwei Stunden dieser
Unterrichtseinheit eine umjfassende Wiederholung vorgesehen ist. Die Ubungen
sollten vor allem unter dem Gesichtspunkt ausgewahlt werden, welche durch den
Lehrplan geforderten grundlegenden Kenntnisse und Fertigkeiten gefestigt werden
miissen und in der Kontrollarbeit iiberpriift werden sollen. Vielfiltiges Material fiir
Ubungen steht im Lb 1081f/102 bis 128, zur Verfiigung. Es ist zu diesem Zeitpunkt
auch méglich, physikalische Anwendungsaufgaben zum Thema ,Schwingungen”
zu l6sen.

In dieser Unterrichtseinheit werden sowohl die Skalen der Winkelfunktionen auf
dem Rechenstab als auch die Tafeln der Winkelfunktionswerte benutzt. Es ist er-
forderlich, mit den Schiilern einige Betrachtungen dariiber anzustellen, unter wel-
chen Bedingungen welches Rechenhilfsmittel angewandt werden kann.

Der Rechenstab bietet den Vorteil, daB man mit den Werten der Winkelfunktionen
sofort Berechnungen ausfiihren kann. Dieser Vorteil wird aber erst bei Dreiecks-
berechnungen sichtbar, etwa bei Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck oder bei
der Anwendung der Proportionaleinstellung des Rechenstabes beim Losen solcher
Aufgaben, die mit Hilfe des Sinussatzes gelost werden. Vorerst kann das dem Schii-
ler nur mitgeteilt werden.

Man kann diesen Sachverhalt aber auch an dieser Stelle am Beispiel von Lb 112/154
verdeutlichen.

154. Suchen Sie im Tafelwerk die Formeln fiir den schrigen Wurf auf!
a) Berechnen Sie die Steigzeit, die Steighthe und die Wurfweile fir eine An-
fangsgeschwindigkeit

vo=100 m - s ~1 fiir die Abwurfwinkel o =0°, 10°, 20°, . . ., 90°!
Als Beispiel betrachten wir die Wurfweite s fiir einen Abwurfwinkel o =10°.

&= vé - gin 2a

(100 m - 8~*)? - gin 2«
9,81 ms~?

10000 m%-2 - sin 2z \
9,81 ms=2

10000 - sin 2a
9,81

s(e) =

s(@)=

s(x) =
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'8(10°) = ‘—00009:;11“ ' Uberschlag: 220325~ 1000 - 0,5 .
=500
$(10°) =349 m

Einstellung: (a) Lauferstrich iiber S 20
(b) C 981 unter Léuferstrich (Zunge verschieben)
(c) Lauferstrich iiber C 20
(d) Ablesen D 349

Natiirlich kann sin 20° auch der Tafel entnommen und die Rechnung anschlieBend
mit Hilfe des Rechenstabes zu Ende gefiihrt werden (gemischtes Tafel-Stab-
Rechnen).

8(100) =1000l')g'-851ln 20°, m (1)
10000 - 0,3420

TP @

=349m )

Man erkennt, daB beim durchgingigen Benutzen des Rechenstabes das Aufsuchen
aus der Tafel und das Aufschreiben der Zeile (2) entfallen.

Es sei hier kurz erlidutert, in welcher Weise im Zusammenhang mit dieser Aufgabe
die Kenntnisse der Schiiler aus dem Physikunterricht iiber GesetzméBigkeiten beim
schrigen Wurf vertieft werden kénnen. Im Physikunterricht der Klasse 9 (vgl.
Lp Ph 9/14) wurden auf experimentellem Wege folgende GesetzmiBigkeiten er-
arbeitet; vgl. Lb Ph 9/25.

YA sinm
1000
& ¥ =1000 sin2x
7
0 L o«
/! g}[ d x
/ /
/
/
/
| Sy 7
-7000r— N —_—
90/1

1. Die Wurfweite hingt vom Abwurfwinkel ab. Die groBte Wurfweite wird bei
o =45° erreicht.

2. Bei Abwurfwinkeln, die sich zu 90° erginzen, erhélt man gleiche Wurfweiten.
Fiir die Wurfweite ergibt sich im Falle vy=100 ms ~1 die Funktion

s =(——m°':‘-‘)2 - sin 20..
Wird fiir die Fallbeschleunigung g der Naherungswert g~ 10 ms ~2 gewdhlt, erhilt
man

8(x) = (1000 - sin 2o) m. .
Aus einer Skizze des Graphen dieser Funktion kénnen die genannten GesetzmaBig-
keiten herausgelesen werden; vgl. Bild 90/1.
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Entsprechend den Bedingungen der gegebenen praktischen Problemstellung wird
die GesetzmaBigkeit der Abhingigkeit der Wurfweite vom Abwurfwinkel durch die

Funktion y=1000 sin 22 im Definitionsbereich 0 §x§§ erfal3t.

In den vorangegangenen Unterrichtseinheiten wurde bereits auf Grenzen fiir die
Anwendung des Rechenstabes hingewiesen.

Verzichtet man beispielsweise auf die Skale ST, muf man Funktionswerte der
Sinus- und Tangensfunktion fiir Winkel « <5,73° der Tafel entnehmen.

Dariiber hinaus ist die Skale der Sinusfunktion im Bereich der Winkel von 70° bis
90° sehr grob geteilt, so daBl bei entsprechenden Forderungen an die Genauigkeit
auch die Tafel verwendet werden muf.

In den beiden letztgenannten Féllen wird man also das gemischte Tafel-Stab-
Rechnen anwenden miissen.

Kontrollarheit (2 Std.)

Lp 17 enthélt Hinweise, in welcher Weise Kontrollarbeiten zu gestalten sind. Diese
Hinweise liegen den folgenden Vorschligen zugrunde. Ein Artikel von Horrr [27]
beschiftigt sich tiefer mit dem Problem der Kontrolle im Mathematikunterricht.
Bei der Auswahl der Aufgaben orientieren wir uns an der Spalte , Festigung* des
Stoffaufteilungsvorschlages in Uh 471f.

Einige Vorschlige fiir Kurzkontrollen seien dem Vorschlag fiir die Klassenarbeit
vorangestellt.

1. Als Abschlufl der Unterrichtseinheit 1.2.2. , Eigenschaften der Kosinusfunktion*
ist eine Kurzkontrolle moglich, durch die folgendes iiberpriift werden kénnte.

a) Fihigkeit zum Umrechnen von Gradmaf in BogenmaB und umgekehrt
Beispiel:
Rechnen Sie mit Hilfe des Rechenstabes von Gradmaf in Bog B um oder wumgekehrt!
a) a=35° arca=...
b) arc e =1,4; a=...

b) Skizzieren der Graphen der Sinus- oder Kosinusfunktion
Beispiel:
Skizzieren Sie den Graph der Sinusfunktion im Intervall —2n =z =2r mit Hilfe der
Schablone so, daf die folgenden Eigenschaften zum Ausdruck kommen: Periodizitit,
Wertebereich, Nullstellen der Funktion sowie hichste und tiefste Punkte des Graphen!

¢) Ermitteln des Vorzeichens der Funktionswerte mit Hilfe der Graphen

Beispiel:

Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Funktionswerte positiv, negativ oder gleich
Null sind!

a) sin%n b)cos 3

¢) sin 37 d) cos%n

d) F llen der Zugehoérigkeit von geordneten Paaren zur Funktion
Beispiel: s
Entscheiden Sie jeweils, ob das geordnete Paar zur danebenstehenden Funktion gehért
oder nicht! Begriinden Sie Ihre Entscheidungen!

a) [g, 0]; y=sinz
b) [—=; 1]; y=cosz
e) [%n; —l]; y=sinz
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2. Eine zweite Kurzkontrolle ist nach Behandlung der Unterrichtseinheit 1.2.6.
»Graphen der Funktionen y=tana und y=cot z* mdoglich. Dabei kénnte
folgendes iiberpriift werden.

a) Skizzieren der Graphen der Tangensfunktion oder der Kotangensfunktion

Beispiel:
Skizzieren Sie den Graph der T funktion und andersfarbig den Graph der Ko-
tangensfunktion im Intervall 0=x=n in ein und dasselbe Koordi: ! Mar-

kieren Sie die Schnittpunkte der Graphen! Geben Sie deren Koordinaten an!
b) GedéichtnismiBiges Beh L

der speziellen Funktionswerte

Beispiel:

Entscheiden Sie, ob folgende geordneten Paare reeller Zahlen Elemente der jeweiligen
Funktion sind oder nicht! Begriimden Sie Thre Entscheidungen!

W[5t yesne
b) l":;%}'fl; y=cot &
c) [%;%VE]; y=tan x
d) [0; 0]; y=cos x
¢) Ermitteln der Lésungsmengen von Gleichungen
Beispiel:
Ermitteln Sie die Li der Gleich

sin x=% V3 (-2r=x=2n)!
Orientieren Sie sich am Graph der Sinusfunktion!

Der zweistiindigen Kontrollarbeit wird der Stoff seit Beginn des Schuljahres zu-
grunde gelegt. Die Kontrollarbeit sollte, wie bereits erlautert, auch Aufgabentypen
enthalten, die bereits Gegenstand von Kurzkontrollen waren. Eine quantitative
Auswertung, etwa die Anzahl richtiger Losungen in Prozent oder die Anzahl der
erreichten Punkte in Prozent und die Gegeniiberstellung der Ergebnisse bei den
einzelnen Schiilern, gibt Aufschluf iiber die Entwicklung der entsprechenden
Kenntnisse und Féahigkeiten.

Folgende Stoffe konnten Gegenstand der Uberpriifung sein.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daf es sich nicht um einen Vorschlag fiir
eine Konirollarbeit, sondern nur um Vorschlige fiir Auswahl und Gestaltung der
Thematik hdandelt. Diese Kontrollarbeit mufl vom Lehrer selber auf der Grundlage
der Lehrplanziele verantwortungsbewuBt zusammengestellt werden. Die folgenden
Darlegungen sollen ihm dabei Hilfe und Anregung sein.

a) Graphisches Darstellen von ¥ =a - sin bz

Beispiel:

Ermitteln Ste die Nullstellen der Funktion y =1,5 - sin 2/ Skizzieren Sie den Graph dieser

Funktion tm Intervall — 27 =x =2n!

Wiihlen Stie die Koordinateneinheiten auf den Achsen miglichst zweckmdpig!
b) Beweisen von Beziehungen zwischen Winkelfunktionswerten

Beispiel:

Beweisen Sie folgenden Satz: Fir alle Zahlen x (z €P; %+ (2k+1) ~;"; ke G) gilt

8in? z

tan? o =gz !
¢) Erkennen der Beziehungen zwischen Winkelfunktionswerten als Gleichungen

Beispiel:

Ermitteln Sie die Lo der Gleich

sin #=V1—cos?x im Intervall —2n =z =2x!
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d) Losen von Gleichungen ; vgl. Kurzkontrolle 2. ¢) auf Uh 92

Beispiel:
Ermitteln Sie die L.

cosz=»;- V2 (—2z=2=2a)!
Orientieren Sie sich am Graph der Kosinusfunktion!

o) Feststellen der Zug\ehﬁrigkeit von geordneten Paaren zur Funktion (Kenntnisse iiber
spezielle Funktionswerte, Quadrantenbeziehungen)
Beispiel:
Entscheiden Sie, ob folgende geordneten Paarereeller Zahlen zur danebenstehenden Funktion
gehoren oder nicht! Begrimden Sie Ihre Entscheidungen !

der Gleich

g g g

a) [0; 1]; y=cosz b) [%;VE]; y=tanx c) -;5; —1]; y=sinz
Q) [f75 —1]; y=cosz o) [-3:0]s y=sinz H[iz3];  y=cotw
f) Ermitteln von Funktionswerten mit Hilfe von Tafel oder Rechenstab
Beispiel 1:
Lésen Sie folgende Gleichungen mit Hilfe des Rechenstabes oder im Kopf (x € P)!
a) sin 48° =2 b) tan 23°=x c¢)cos 127° =z d) tan 73° =z
e)sin 2,1 =x f) sing =2 g)cotX z=z h)sin 156° =z
Beispiel 2:
Ermitteln Sie mit Hilfe der Tafel folgende Funktionswerte, b falls durch vorheriges
Umrechnen von Bogenmaf in Gradma3 mit Hilfe des Rechenstabes!
a) sin 172° b) cos 154° c) tan 34,7°
d) cot 79,6° e)sin 1,5 f) cos 2,4
g) Ermitteln von Winkeln zu gegebenen Funktionswerten mit Hilfe von Tafel oder Rechen-
stab (Aufgaben zum Lésen von Gleichungen)
Beispiel:
Ermitteln Sie wahlweise mit Hilfe von Tafel oder Rechenstab alle Winkel im Intervall

0° =a=180°, die folgende Qleichungen erfillen! Notieren Sie jeweils, welches Rechenhilfs-
mittel Sie benutzt haben (T': Tafel, St: Rechenstab)! .

a) sin «=0,32 b) cos & = —0,45
c) tana= —0,43 d)cot «—0,51

14.  Anwendung der Winkelfunktionen bei Dreiecksberechnungen

1.4.1. Trigonometrische Beziehungen am rechtwinkligen Dreieék; Berechnungen
(LE 18 bis 20; 5 Std.)

Die erste Unterrichtseinheit der Stoffeinheit 1.4. ,,Anwendung der Winkelfunktio-
nen bei Dreiecksberechnungen hat die Aufgabe, die Schiiler mit grundlegenden.
Denk- und Arbeitsweisen der ebenen Trigonometrie bekannt zu machen und den
Schiilern mit den Formeln fiir die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks und mit
den Regeln fiir das Lisen trigonometrischer Aufgaben ein Mittel in die Hand zu geben,
verschiedenartige Aufgaben aus der Mathematik und ihren Anwendungsbereichen
zu 16sen. Von der Gestaltung dieser Unterrichtseinheit héngt es in hohem MaBe ab,
welchen Zugang die Schiiler zu den Problemen der Trigonometrie und ihrer An-
wendung in der Praxis finden.

Das wesentliche Ziel dieser Unterrichtseinheit, soweit es die mathematische Grund-
lagenbildung der Schiiler betrifft, ist eine sichere Kenntnis der trigonometrischen
Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck, verbunden mit der Fertigkeit, diese Be-
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ziehungen anzuwenden, und mit der Fihigkeit, bei Aufgaben iiber rechtwinklige
Dreiecke die Losungsschritte — entsprechend den verschiedenen Fillen auf Grund
der gegebenen Stiicke der Dreiecke — festzulegen und auszufiihren.

Diese Zielsetzung bedingt, daB im Unterricht neben der Vermittlung der mathe-
matischen Zusammenhinge gleichberechtigt die Ubung und die Befidhigung der
Schiiler im Erkennen des Losungsweges und im Ausfiihren der Lisung bei den ver-
schiedenen Aufgaben stehen.

Nach dem Losen formaler und einfacher eingekleideter Aufgaben sollte Anwen-
dungsaufgaben, bei denen das mathematische Problem aus dem Sachverhalt
abstrahiert werden mufB, besonderes Augenmerk gewidmet werden. Bei diesen
Anwendungsaufgaben handelt es sich vor allem um einfache Fille von Messungen
und Vermessungen sowie um Aufgaben aus Physik, Technik und Militirwesen, die
auf Zusammensetzung oder Zerlegung von Kriften, Wegen, Geschwindigkeiten
oder Beschleunigungen fiihren.

Fiir die ideologische Bildung und Erziehung der Schiiler ist bedeutsam, daB die
Einsicht in den Wert mathematischer Methoden und Verfahren fiir die Praxis
vertieft wird; die Schiiler miissen ihre Erkenntnis festigen, daBl die quantitative
Erfassung eines Sachverhalts den Ausgangspunkt fiir eine rationelle Loésung
technischer Probleme bietet. Dies kann sowohl durch Hinweise auf die Bedeutung
der Trigonometrie fiir die Praxis als auch durch entsprechende Aufgaben aus Volks-
wirtschaft und Technik (vgl. z. B. Lb 113/152, 153; Lb 114f/170 bis 183) erfolgen.
Auch aus dem sachlichen Inhalt vieler Anwendungsaufgaben ergeben sich Ansitze
fiir die ideologische Bildung und Erziehung, z. B. fiir die Erziehung zum &kono-
mischen Denken und Handeln, fiir die sozialistische Wehrerziehung, fiir die Erzie-
hung zum Stolz auf die Errungenschaften des sozialistischen Aufbaus.

Bei der methodischen Gestaltung dieser Unterrichtseinheit muB beachtet werden, daf3
von der Sicherheit der Kenntnisse, die die Schiiler bei der Einfithrung in die Trigono-
metrie des rechtwinkligen Dreiecks erwerben, in hohem Ma@e der Unterrichtserfolg
in den anderen Unterrichtseinheiten der Stoffeinheit 1.4. ,,Anwendung der Winkel-
funktionen bei Dreiecksberechnungen* abhéngt.

Diese Sicherheit ist aber nicht durch mechanisches Einprigen und Uben allein zu
erreichen; vielmehr kommt es auf das richtige logische Erfassen des Inhalts der
trigonometrischen Beziehungen beim rechtwinkligen Dreieck an, auf das richtige
,»Sehen* des Problems. Hierfiir ist ein besonders anschauliches Arbeiten im Unter-
richt, auch ein Arbeiten mit gewissen stereotypen Figuren, unerldBlich.

Ebenso ist fiir das Erreichen sicherer — und auch dauerhafter und anwendbarer —
Kenntnisse die Akfivitdt der Schiiler beim Aneignen des Stoffes entscheidend.
Moglichkeiten dafiir bieten sich bereits beim Erarbeiten der trigonometrischen
Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck; z. B. konnen auf Grund der den Schijlern
bekannten Definitionen der Winkelfunktionen diese Beziehungen von den Schiilern
selber entwickelt (hergeleitet) werden, etwa im Rahmen eines heuristischen Unter-
richtsgesprichs. Die Ubungen im Lisen formaler, eingekleideter Aufgaben und von
Anwendungsaufgaben verlangen von der Sache her ohnehin Aktivitit und Selb-
standigkeit beim Arbeiten der Schiiler.

Vor der Behandlung der trigonometrischen Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck
empfiehlt sich eine kurzgefapte Wiederholung der Klassifizierung der Dreiecke und
der wichtigsten Begriffe der Dreieckslehre (vgl. Lb 40, Auftrag A 55). Die allgemeinen
Sitze iiber das Dreieck — z. B. iiber die Summe der Innenwinkel oder die Sétze iiber
die Beziehungen zwischen den Seiten und zwischen Seiten und Winkeln — werden
zweckmé Bigerweise erst in Zusammenhang mit der Berechnung beliebiger Dreiecke
im Rahmen der Unterrichtseinheit 1.4.3. (Uh 98) wiederholt.
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Zur Herleitung der trig trischen Beziehungen am 1 inkligen Dreieck muB,
entsprechend der im Unterricht vermittelten Definition der Winkelfunktionen
(Lp 39), von Beziehungen zwischen Koordinaten, d. h. (reellen) Zahlen, ausgegan-
gen werden; da es in der Trigonometrie jedoch iiblich ist, mit GréBen, d. h. mit
Produkten aus (reellen) Zahlen und Einheiten, zu operieren, ist ein sinnvoller Uber-
gang von Zahlen zu GréBen bei der Gewinnung der Sitze iiber die trigonometrischen
Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck, die Grundlage und Ausgaugspunkt fiir
die Herleitung oder den Beweis der anderen, in den folgenden Unterrichtseinheiten
zu behandelnden Sitze der ebenen Trigonometrie bilden, zu wihlen. Einen még-
lichen Weg gibt Lb 40, Lerneinheit A 18, an.

Zur Arbeit mit formalen und eingekleideten Aufgaben bedarf es kaum einer besonde-
ren methodischen Erlduterung; wichtig erscheint jedoch der Hinweis, daB die
Schiiler durch Ubung befihigt werden miissen, auf Grund der Daten rasch und
sicher den Lésungsansatz zu finden. Ob beim Ansatz stets von der Definition der
Winkelfunktion (oder exakt: von der dieser Definition entsprechenden Beziehung
zwischen Grofen) ausgegangen werden soll, ist keine wesentliche Frage. Sind z. B.
von einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse ¢ und der Winkel « gegeben und
die beiden Katheten a und b gesucht, so spricht vieles dafiir, sofort
a=c-sine und b=c-cosa

ansetzen und nicht erst diese Ansiitze aus

s b
sine=% und cosa=7

entwickeln zu lassen.

Bereits beim Losen von Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck sollten den Schii-
lern Hinweise, ggf. auch Regeln vermittelt werden, die allgemein fiir die Trigono-
metrie gelten. Manche dieser Hinweise und Regeln werden die Schiiler schon friiher
kennengelernt haben, da sich ihr Geltungsbereich auch iiber andere Gebiete des
mathematischen Arbeitens erstreckt (in diesem Falle geniigt natiirlich eine Wieder-
holung).

Hierzu gehort z. B. der Hinweis, daB beim Losen einer Aufgabe, nachdem der
Losungsansatz mit Hilfe geeigneter Variablen aufgestellt wurde, das Ergebnis
zunéchst durch diese Variablen ausgedriickt und auf die einfachste, fiir die nume-
rische Berechnung rationellste Form gebracht wird. Ebenso ist hier die Regel zu
nennen, das Endergebnis auf moglichst kurzem Wege zu erreichen und Riickgriffe
auf Zwischenresultate, die durch Runden gewonnen wurden oder aus anderen
Griinden als relativ ungenau angesehen werden miissen, moglichst zu vermeiden.
Bei der Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks, des gleichschenkligen Dreiecks
und des regelméBigen Vielecks — allgemein stets dann, wenn es ohne Komplika-
tionen ausfiihrbar ist — sollten zur Berechnung eines gesuchten Stiicks unmittelbar
die gegebenen Stiicke herangezogen werden.

Bei den rechentechnischen Schritten der Losung, die zu Beginn mit Hilfe der Tafel
der (,natiirlichen*) Werte der Winkelfunktionen und spéter meist mit Hilfe des
logarithmischen Rechenstabes (Winkelfunktionsskalen; vgl. Hinweise zu Stoff-
einheit 1.3.5., Uh 861f) ausgefiihrt werden, muB der Genauigkeitsgrad der Werte
besonders beachtet werden. Die Grenze der Genauigkeit kann entweder durch die
Genauigkeit der gegebenen GroBen oder durch die Genauigkeit der Tafel bzw. der
Rechenstabskalen bestimmt sein. Wohl am héufigsten werden — in Ubereinstim-
mung mit der technisch bedingten Genauigkeit des Rechenstabes — drei giiltige
Dezimalstellen gegeben oder gefordert (auch die Anwendung der vierstelligen
Tafel der Winkelfunktionswerte im Tafelwerk [80] fiihrt ohne Interpolation im
allgemeinen nur zu dreistellig genauen Resultaten).
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Unter den Anwendungsaufgaben mit geometrischem Inhalt sollten auch Aufgaben
gestellt werden, die schon zur Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks iiberleiten,
sie aber nicht vorwegnehmen. Zu solchen Aufgaben gehort z. B. die Berechnung
der Diagonalen eines Rhombus oder eines Rechtecks.

Bei den Sachaufgaben mit physikalischem Inhalt diirfte es notwendig sein, die
physikalischen Kenntnisse der Schiiler aus den betreffenden Bereichen zu reakti-
vieren (und vielleicht auch zu erginzen). Im Physikunterricht wurde bei der Zu-
sammensetzung von Kriften, Wegen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen das
Parallelogramm als geometrische Figur herangezogen; Figuren wie das Krifte-
dreieck (bei zwei Komponenten) oder, allgemein, das Kriftepolygon oder der
Kriiftezug (bei zwei und mehr Komponenten) sind den ;Schiilern noch nicht
bekannt. Da das Lehrbuch schon beim ersten ausgefiihrten Beispiel fiir eine physi-
kalisch-technische Anwendungsaufgabe zur Berechnung des rechtwinkligen Drei-
ecks (Lb 44, Beispiel A 37) ein Kriftedreieck enthélt, muB den Schiilern eine dies-
beziigliche Erlduterung gegeben werden (Lb 44, Bild A 36, macht dabei das — in
diesem Falle rechtwinklige — Parallelogramm der Krifte deutlich).

Als Beispiel fiir eine physikalisch-technische Anwendungsaufgabe bringt das Lehr-
buch, wie bereits angedeutet, eine Aufgabe iiber die Zusammensetzung (bzw. Zer-
legung) von Kriften. Wird fiir die Einfilhrung im Unterricht jedoch ein Beispiel
als giinstiger erachtet, das die Zusammensetzung von Wegen zum Inhalt hat, so
kann hierfiir folgende Aufgabe dienen (nach LANGER und TRAGER [48]).

Ein Flugzeug fliege in der Hohe h=1000 m mit einer Geschwindigkeit v=800 kmh ~y

ein Ziel an.

a) In welchem Abstand x muf eine Bombe, die nach dem Gesetz des freien Falls fdllt,
ausgeklinkt werden, damit sie im Ziel auftrifft; vgl. Bild 96/1?

b) Ermitteln Sie durch Bereckhnung den Vorhaltewinkel !

Eine maBstibliche Zeichnung kann der Ergebniskontrolle dienen.

Seitenwind
13
S &=
S £
S ¥
8 3
8 5
X ) Kurs, E ‘g’ Kurs
> S5
g =
=
2
< S
26/1 Ziel s Seitenwindes 96/2

Selbstverstindlich sollte eine solche Aufgabe im Unterricht nicht als kommentar-
loses Beispiel dargeboten, sondern zur staatsbiirgerlichen Erziehung der Schiiler
genutzt werden. Besonders kommt es dabei darauf an, den wehrpolitischen Aspekt
durch entsprechende Erlduterungen herauszuarbeiten; vgl. hierzu [48], a.a. O.,
Seite 425.

Als ein — in seinem Aufbau noch einfacheres — Beispiel fiir die Zusammensetzung
von Geschwindigkeiten kann die Kursbestimmung eines Bootes bei seitlicher
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Strémung oder die Kursbestimmung bei der Landung eines Flugzeugs unter Ein-
fluB von Seitenwind gewahlt werden; vgl. Bild 96/2.

Bei den Berechnungen mit Hilfe des logarithmischen Rechenstabes ist zu beachten,
daB die Schiiler zwar die Winkelfunktionsskalen des Stabes kennengelernt und
auch beim Aufsuchen von Werten der Winkelfunktionen sowie bei einfachen
Rechnungen angewendet haben, aber noch keine geniigend entwickelten und ge-
sicherten Fertigkeiten im Gebrauch dieser Skalen besitzen. Deshalb werden, zu-
mindest in den Unterrichtsstunden dieser Unterrichtseinheit, Kontrollen und indi-
viduelle Hilfen beim Rechnen ebenso notwendig sein wie eine wiederholende
Zusammenfassung der Regeln fiir den Gebrauch der Skalen. Was fiir den Rechen-
stab gilt, trifft ahnlich auch fiir dasTafelwerk, speziell fiir die Tafeln der Werte der
Winkelfunktionen zu. Der Anlage der Wertetafel im Tafelwerk [80] wegen ist
besonders auf das richtige Aufsuchen der Werte der Kofunktionen und das Auf-
suchen der Winkelwerte, wenn Werte ihrer Kofunktionen gegeben sind, zu achten.

Die Aufteilung des Unterrichtsstoffes fiir die Unterrichtseinheit auf die vorgesehenen
fiinf Untercichtsstunden érscheint nicht problematisch. Notwendig ist, dafl ge-
niigend Zeit fiir Ubungen im Berechnen rechtwinkliger Dreiecke — mit Hilfe der
Tafel der Winkelfunktionen und des logarithmischen Rechenstabes — vorgesehen
wird und von dieser Zeit mindestens eine Stunde (oder die Zeit einer Unterrichts-
stunde, verteilt auf mehrere Stunden) fiir die Arbeit an auch vom Sachinhalt her
erzieherisch wertvollen Anwendungsaufgaben vorgesehen wird. Der logische und
methodische Ablauf des Unterrichts kann im iibrigen dem Weg folgen, den das
Lehrbuch vorzeichnet.

1.4.2. Das gleichschenklige Dreieck und das regelmiBige Vieleck
(LE 21 und 22; 5 Std.)

Dieser Unterrichtseinheit kommt vor allem die Aufgabe zu, die in der vorange-
gangenen Unterrichtseinheit erworbenen mathematischen Kenntnisse der Schiiler
bei der Losung spezieller Aufgaben aus der Planimetrie anzuwenden und dadurch
zu festigen. Dient die Unterrichtseinheit 1.4.1. vorzugsweise der Grundlegung der
Trigonometrie, so hat die Unterrichtseinheit 1.4.2. hauptsichlich die Funktion der
Erweiterung und Sicherung des Gelernten. Das trifft nicht nur fiir die Methoden der
Berechnung rechtwinkliger Dreiecke zu, sondern auch fiir Stoff, der den Schiilern
im Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen vermittelt wurde, z. B. fiir die
Achsensymmetrie und ihre wesentlichen Eigenschaften.

Die mathematische Grundlagenbildung der Schiiler bezieht sich in dieser Unter-
richtseinheit besonders auf die Anwendung der Methoden, die der Berechnung
rechtwinkliger Dreiecke dienen, bei der Berechnung gleichschenkliger Dreiecke,
also auf das Zuriickfilhren eines neuen Problems auf bereits geldste Probleme.
Diesem wesentlichen Element der wissenschaftlichen Heuristik wird auch in den
weiteren Unterrichtseinheiten besonderes Augenmerk zuzuwenden sein.

Die idedlogische Bildung und Erziehung wird in dieser Unterrichtseinheit vor allem
mit Hilfe des sachlichen Inhalts der Anwendungsaufgaben verwirklicht; z. B.
Lb 116£/196 bis 204; Lb 118/211 bis 214; vgl. Bemerkungen zur Unterrichts-
einheit 1.4.1., Uh 93f. Hinzu kommt, daB trigonometrische Untersuchungen am
regelméBigen Vieleck und am Kreis gute Méglichkeiten fiir erziehungswirksame
historische Riickblicke bieten.
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Die methodische Gestaltung dieser Unterrichtseinheit diirfte kaum Schwierigkeiten
bereiten; im Mittelpunkt sollten formale Aufgaben und Anwendungsaufgaben
stehen, die von den Schiilern weitgehend selbsténdig gelést werden kénnen. Um
die Schiiler zu veranlassen, den Weg der Losung zu iiberdenken, konnen Kommen-
tare zur Aufgabenldsung (in der Regel miindlich, in einigen Fillen aber auch in
knapper schriftlicher Form) gefordert werden. Unterbleibt dies, so besteht dic
Gefahr, daB§ die Schiiler die Losungsschritte rein mechanisch ausfithren und an
mathematisch komplizierteren Aufgaben, z. B. bei Aufgaben iiber In- und Umkreise
bei Vielecken, dann scheitern.
Die Aufgaben zur Berechnung gleichschenkliger Dreiecke sollten auch Aufgaben
iiber den Kreis umfassen, vgl. Lb 116/196 bis 199, 202, 203. Das bietet Gelegenheit
zur Wiederholung von Stoff, den sich die Schiiler in Klasse 7 angeeignet haben.
In die Aufgaben iiber den Kreis sollten auch Aufgaben zur Annaherung der Linge
des Umfangs und des Flicheninhalts eines Kreises durch die entsprechenden
GréBen regelméBiger (dem Kreis ein- oder umbeschriebener) Vielecke einbezogen
werden. Solche Aufgaben hoheren Schwierigkeitsgrades enthalten z. B. Lb 1171/205
bis 208 und Lb 118/16, 17, 18. Das Arbeiten an diesen Aufgaben bereitet das
Versténdnis der Schiiler fiir den Grenzwertbegriff vor, auch bietet es Gelegenheit
zu historischen Betrachtungen (,Rektifikation“ und ,,Quadratur* von Linien bzw.
Flichen). Weiterhin kéonnen die Schiiler an diesem Gegenstand ihre Einsicht festi-
gen, daB dieZahl  einereelle Zahl ist, die weder rational ist noch sich als (irrationale)
' Wurzel einer algebraischen Gleichung ergibt (nihere Erlduterungen zur Transzen-
denz der Zahl @ verbieten sich jedoch). Ebenso kann auf historische Néherungs-
konstruktionen, z. B. fiir die Seite eines regelméfBigen Vielecks, dessen Seiten nicht
mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind (z. B. das 7-Eck), hingewiesen werden.

Bei der Aufteilung des Stoffes auf die verfiigbare Unterrichtszeit muB beachtet
werden, daB das Hauptgewicht auf den Anwendungsaufgaben aus der Geometrie
(Planimetrie und Stereometrie) liegen sollte; eine besondere Unterrichtsstunde zur
Losung von Anwendungsaufgaben aus Naturwissenschaften und Technik erscheint
in diesem Stoffgebiet nicht notwendig, solche Aufgaben (hier bieten sich besonders
Aufgaben aus dem Bauwesen, z. B. Dachkonstruktionen, an) sollten in die allge-
meinen Ubungen zur Berechnung gleichschenkliger Dreiecke einbezogen werden.

1.4.3. Sitze iiber das allgemeine Dreieck; Berechnungen (LE 23 bis 26; 8 Std.)

Diese Unterrichtseinheit nimmt bei der Behandlung der ebenen Trigonometrie
eine zentrale Stellung ein; sie griindet sich auf die Erkenntnisse, die in den vorange-
gangenen Unterrichtseinheiten im Rahmen der Stoffeinheit 1.4. gewonnen wurden,
und vermittelt Erkenntnisse, die fiir das Erfassen des Stoffes in den nachfolgenden
Unterrichtseinheiteun erforderlich sind. Thre hauptsichliche Aufgabe besteht sowohl
im Anwenden friiher erworbenen Wissens als auch im Schaffen von Grundlagen fiir den
weiterfithrenden Unterricht.

Gleichfalls werden in dieser Unterrichtseinheit Kenntnisse aus der Planimetrie und
der Trig t tematisiert; die Kongruenzsitze fiir das ebene Dreieck und die
Dreleckskonstruktlonen werden wiederholt, den Konstruktionen werden die Be-
rechnungen gegeniibergestellt, die verbindenden und iibergreifenden Begriffe,
Satze, Methoden und Verfahren werden dabei herausgearbeitet.

Dle thematische Grundlagenbildung der Schiiler erfahrt in dieser Unterrichtsein-
heit eine wesentliche Erwexterung Es werden die grundlegenden Sétze der ebenen
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Trigonometrie (Sinussatz, Kosinussatz, Satz iiber den Fliacheninhalt) erarbeitet
und gefestigt. Das Arbeiten an den Beweisen oder an den Herleitungen der Sitze
dient der Vertiefung der Einsicht in die Struktur mathematischer Beweise (einge-
schlossen sind Beweise, bei denen Fallunterscheidungen notwendig sind).

Diese Unterrichtseinheit ist aber nicht nur fiir die mathematische Grundlagen-
bildung, sondern auch fiir die ideologische Bildung und Erziehung sehr bedeutsam,
werden doch — sowohl beim Beweis der Sétze als auch bei ihrer Anwendung — Er-
kenntnisse iiber das Wesen der Mathematik und ihrer Methode vermittelt; beson-
ders klar treten der Charakter der mathematischen Begriffe und Sitze sowie Folge-
richtigkeit des mathematischen Arbeitens hervor. Im Anschluf an die Behandlung
der verschiedenen Fille der Dreiecksberechnung entsprechend den Kongruenz-
siitzen sind historische Riickblicke auf die Geschichte der Dreiecksherechnung ange-
bracht (vgl. HERMANN [24]), ebenso Ausblicke auf die moderne rechentechnische
Bearbeitung von Dreiecksaufgaben (in Ankniipfung an den Unterricht in Klasse 9,
Stoffeinheit 5.2. ,,Rechenhilfsmittel).

Bei der mathematischen Gestaltung dieser Unterrichtseinheit sollte beachtet werden,
daB die notwendige Ubung im Berechnen von Dreiecken nur auf eine klare Einsicht
in die mathematischen Zusammenhénge aufgebaut werden kann; anderenfalls
besteht die Gefahr, daB das Rechnen in mechanische Tétigkeit ausartet. Haufige
Fehler, die durch mangelnde Einsicht in die mathematischen Zusammenhinge
entstehen, sind falsche Losungsansétze und falsche Interpretationen der Losung,
z. B. bei Aufgaben, die keine Losung oder die mehrere Losungen haben.

Das Herleiten der Sétze fiir das allgemeine Dreieck (Sinussatz, Kosinussatz, Satz
iiber den Flacheninhalt) bietet keine besonderen Schwierigkeiten. Motiviert wird
die Herleitung am besten durch ein Beispiel, in dem gezeigt wird, daB die Berech-
nung eines schiefwinkligen Dreiecks durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke
einen verhéltnismaBig groBen Aufwand, eine verhiltnismiBig groBe Anzahl von
Rechenschritten erfordert; vgl. z. B. Lb 48, Auftrag A 63.

Da bei der Herleitung (oder beim Beweis) der genannten Sitze jeweils drei Fille
(spitzer Winkel — rechter Winkel — stumpfer Winkel) unterschieden werden miissen,
ist es moglich, daB beim Sinussatz und beim Kosinussatz nach einem vom Lehrer
oder von einem beauftragten Schiiler demonstrierten ,Beispielfall“ die weiteren
Fille von den Schiilern individuell und selbsténdig erarbeitet werden konnen ; beim
Satz iiber den Flacheninhalt kann auf die Demonstration eines Beispiels iiberhaupt
verzichtet werden.

Fiir dieHerleitung des Kosi wird von hen Methodikern folgender vom Lehr-
buch abweichende Weg fiir giinstiger gehalten (| igt am Fall eines spitzwinkligen Drei-
ecks; a<90°).

Gegeben seien b, ¢, a; gesucht sei a; vgl. Bild 100/1.
(1) he=bsin &

u=bcosa
2) v=Cc—u

v=c—bcosa
(3) a2=h%+1?

=b2sin? o+ (c — b cos a)?
=b2sin? & +c¢2—2bc cos & +b2 cos? &
=b2 (sin? & +cos? &) +¢2 — 2bc cos a
a2 =b2+c2—2bc cos o
o =BT Boomaw
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1hall:a <9° 2.Fall:o=90° 3. Fall:a>90°
4 [4 A

100/1

Es empfiehlt sich nicht, unmittelbar nach der Einfithrung des Sinus- und des Ko-
sinussatzes von den Schiilern schon ,vollstindige“ Dreiecksberechnungen, d. h.
die Berechnung aller fehlenden Stiicke mit Hilfe mehrerer Teilrechnungen zu for-
dern. Damit wiirde man zu weit vorausgreifen und unter Umsténden die Schiiler
zu einer uniiberlegten, mathematisch ungeniigend begriindeten Verwendung der
Formeln verleiten. Deshalb nennt das Lehrbuch in Zusammenhang mit der Ein-
fiithrung des Sinus- und des Kosinussatzes auch nur Aufgaben, bei denen jenes Stiick
des durch die Daten festgelegten Dreiecks gesucht ist, das unmittelbar mit Hilfe
des betreffenden Satzes gewonnen werden kann; vgl. Lb 118/215 bis 220 und
Lb 119/225 bis 234.

Der Anwendung der trigonometrischen Sitze fiir das allgemeine Dreieck sollte
vielmehr noch eine Wiederholung der planimetrischen Satze, die die Schiiler im
Mathematikunterricht der Klasse 6 erlernt haben, vorausgehen. Von diesen Sitzen
sind nach dem Lehrplan fiir Klasse 6 — die Kongruenzsitze seien hier zunichst
ausgenommen — nur der Satz iiber die Summe der Innenwinkel und der AuBen-
winkelsatz bewiesen worden. Lb 51f gibt auch zu den in Klasse 6 noch nicht be-
wiesenen Sétzen mogliche Beweismittel an; die Beweise selbst kénnen — auf der
Grundlage des Lehrbuchtextes — den Schiilern zur Ubung im Beweisen aufgetragen
werden. Bei diesen Ubungen erscheint es giinstig, von den Schiilern neben der
wortlichen Wiedergabe des Beweisganges auch Notierungen mit Hilfe der in der
Planimetrie iiblichen Symbole zu-fordern; vgl. jedoch Bemerkungen auf Uh 45f.
Auch von den Kongruenzsitzen fiir das Dreieck sind in Klasse 6 nur die Sétze sws,
wsw und sss bewiesen worden; diese Beweise sollten im Unterricht der Klasse 10
wiederholt werden, wenn mdéglich in selbstandiger Arbeit von den Schiilern unter
Anleitung durch den Lehrer. Ein Beweis fiir den Kongruenzsatz ssw wird vom
Lehrplan weder fiir Klasse 6 noch fiir Klasse 10 gefordert.

Es empfiehlt sich, den Schiilern das Verfahren bei der Lésung trigonomeétrischer
Aufgaben durch schematische Darstellungen von Lsungsvorschriften zu verdeut-
lichen; vgl. Uh 24. Sind die Schiiler im Arbeiten mit algorithmischen Vorschriften
und ihrer anschaulichen Darstellung vertraut, so konnen entsprechende Schemata
oder Diagramme von den Schiilern in selbsténdiger Arbeit entwickelt werden.
Anderenfalls bietet sich nun im Unterricht die Méglichkeit, die Schiiler in das
Aufstellen und Abarbeiten von Algorithmen — an Hand anschaulicher Darstel-
lungen — griindlicher einzufiihren. Zum Beispiel kann fiir die einzelnen Fille der
Dreiecksberechnung, die den Kongruenzsitzen entsprechen, ein Schema — in der
in Bild 101/1 gezeigten Form — entworfen werden. Wesentlich ist dabei, nicht nur
die reinen Rechenoperationen algorithmisch festzulegen, sondern auch Sonderfille,
die auf einen einfacheren Rechenweg fiihren (z. B. Gleichschenkligkeit oder Recht-
winkligkeit des Dreiecks), zu beriicksichtigen. Auch kénnen Rechenkontrollen und
Kontrollrechnungen in die Ldosungsvorschrift einbezogen werden (in Bild 104/1
sind solche Schritte jedoch der Ubersichtlichkeit halber weggelassen worden).

Das Lehrbuch gibt Beispiele zu den vier den Kongruenzsitzen entsprechenden
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Fillen der Berechnung beliebiger Dreiecke. Die in den Beispielen angegebenen

Losungen sind selbstverstindlich als mégliche Wege aufzufassen, es empfiehlt sich,

in die Diskussion um Lésungswege und Losungen auch andere Wege einzubeziehen

und deren Vorteile und Nachteile zu erértern; dabei achte man besonders auf die

Entscheidung iiber die GréBe eines mit Hilfe des Sinussatzes bestimmten Winkels.

Ein zweiter Lésungsweg eignet sich vielfach zur Kontrolle des Ergebnisses, manch-
mal sind sogar Losungsgang und Kontrollgang vertauschbar.

Im Lehrbuch sind auch zwei Fille dargestellt,

bei denen zwei Dreiecksseiten und der der

\ kleineren Seite gegeniiberliegende Winkel ge-

geben sind und somit gepriift werden muB,

ob die Aufgabe Losungen hat. Das Beispiel

fiir eine Aufgabe, diekeine Lisung hat (Lb 56,

Beispiel A 47), wird durch Lb 56, Auftrag

A 73, erganzt, der die Bestatigung der Un-

. losbarkeit durch einen Konstruktionsver-

i such fordert. Erfolgt dieser Konstruktions-

76cm versuch, wie es die Regel sein diirfte, in der

102/1 in Bild 102/1 angegebenen Form, so bietet

sich Gelegenheit zu priifen, unter welchen

Bedingungen — bei Veriandern eines der gegebenen Stiicke und Konstanthalten der

zwei anderen — die Aufgabe l6sbar ist. Der im Lehrbuch dargestellte rechnerische

Losungsversuch dieser Aufgabe entspricht dem Vorgehen bei der Berechnung eines

Dreiecks, bei dem der gegebene Winkel der groBeren der gegebenen Seiten gegen-

iiberliegt. Da dieser Losungsversuch sehr schnell zu einem Widerspruch (zwischen

dem errechneten Wert fiir den Sinus eines Winkels und dem Wertebereich der

Sinusfunktion) fihrt, konnte es geschehen, dal Schiiler nach einer anderen Lo-

sungsmoéglichkeit suchen, etwa mit Hilfe des Kosinussatzes

woeh

(im Beispiel: Berechnung der Seite b aus a2=>52+¢2 —2bc cos a).

Man sollte einen solchen Versuch, der selbstverstindlich auch einen Widerspruch
ergibt (im Beispiel eine quadrati Gleichung ohne — reelle — Lisungen), nicht
unterbinden, sondern erzieherisch nutzen. Die Diskussion von Aufgaben, die wie
das genannte Beispiel nicht auf einen Kongruenzsatz zuriickzufithren sind (vgl.
Lb 120/238b, 239b) bietet Gelegenheit, den Schiilern den Unterschied zwischen

...es gibt eine Losung . . . (im Sinne: mindestens eine)

und
.. . es gibt genau eine Losung . . . (im Sinne: eine und nur eine)

ins Gedéchtnis zuriickzurufen. Den Schiilern ist dieser Unterschied bereits aus dem
Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen bekannt. -
Bei den rechentechnischen Losungsschritten miissen die Genauigkeitsforderungen
streng beachtet werden, vgl. Uh 95. Da die gesuchten Stiicke nicht immer — oder
zumindest nicht immer auf rationellem Wege — direkt aus den gegebenen Stiicken,
ohne Riickgriff auf Zwischenergebnisse errechnet werden kénnen, haben Fehler-
betrachtungen an Zwischen- und Teilresultaten ebenso wie Rechenkontrollen be-
sondere Bedeutung.

Die Berechnungen auf Grund des Sinussatzes machen es oftmals notwendig, den
gleichen Quotienten zweier Zahlen mit verschiedenen Faktoren zu multiplizieren.
Wird dabei der Rechenstab benutzt, sollte auch die entsprechende Einstellung
mittels des Liufers vorgenommen werden (das Lehrbuch macht das nicht deutlich,
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die in den Beispielen gewihlte Folge der Rechenschritte richtet sich bewuBt nicht
nach rechentechnischen Einzelheiten, sondern zeigt nur die Schrittfolge im groBen).
Fiir den Aufbau dieser Unterrichtseinheit gibt es vor allem zwei mogliche Wege.

1. Die Behandlung des Sinussatzes, des Satzes iiber den Flicheninhalt und des
Kosinussatzes liegt vor der Wiederholung der Kongruenzsitze fiic das Dreieck
| und der Untersuchung der Lésungsmdglichkeiteu in den verschiedenen Fallen.
2. Die Wiederholung der Kongruenzsitze liegt vor der Behandlung der trigono-
metrischen Sitze, wobei sich aus der Analyse der verschiedenen Fille eine Moti-
vation fiir das Aufsuchen allgemein fiir Dreiecke giiltiger Beziehungen ergibt.

Bei beiden Wegen geht die Wiederholung der planimetrischen Sitze iiber das
Dreieck der Wiederholung der Kongruenzsitze voraus.

Der erste Weg bringt mit sich, daB die trigonometrischen Satze fiir das allgemeine
Dreieck ohne besondere Motivation entwickelt (hergeleitet oder bewiesen) und
wauf Vorrat® fiir die spater folgenden Dreiecksberechnungen nach den Kongruenz-
siitzen gelernt werden miissen; er ist jedoch logisch einfach und iiberschaubar. Das
Lehrbuch beschreitet diesen Weg.

Der zweite Weg ist in der Motivation zwingender; denn aus dem Problem, eine
planimetrische Konstruktion sozusagen auf trigonometrischem Wege nachzuvoll-
ziehen, erwichst die Notwendigkeit, nach allgemeingiiltigen Beziehungen zwischen
den Stiicken eines Dreiecks zu suchen. Nach dem Kongruenzsatz, mit dem die
Untersuchung begonnen wird, richtet sich die Reihenfolge der trigonometrischen
Sétze (wird z. B. mit dem Kongruenzsatz sss oder sws begonnen, so steht der Ko-
sinussatz an erster Stelle). Dieser Weg stellt etwas hohere Anforderungen als der
andere an die geistigen Fahigkeiten der Schiiler und auch an das methodische
Geschick des Lehrers.

Die Aufleilung des Stoffes auf die verfiighbare Unterrichtszeit konnte nach dem ersten
Weg sc erfolgen, daB fiir die Behandlung der vom Lehrplan geforderten trigono-
metrischen Sitze iiber das allgemeine Dreieck (im Lehrbuch Lerneinheiten A 23 bis
A 25) drei Stunden, fiir die Wiederholung der planimetrischen Sitze eine Stunde
und fiir die Dreiecksberechnungen nach den Kongruenzsitzen (im Lehrbuch
Lerneinheit A 26) vier Stunden zur Verfiigung stehen. Beim zweiten Weg wiirde es
sich empfehlen, fiir die Wiederholung der planimetrischen Sétze insgesamt min-
destens drei Stunden vorzusehen (je nach Umfang der notwendigen Wiederholun-
gen planimetrischen Stoffes); die restliche Zeit kann der Anwendung der Satze bei
Dreiecksberechnungen und weiteren planimetrischen Aufgaben dienen. In beiden
Fillen ist es moglich, im Rahmen einer Unterrichtsstunde zur Dreiecksberechnung
eine kurze Koutrollarbeit schreiben zu lassen.

1.4.4. Sachaufgaben I (LE 27; 5 Std.)

Fiir die Arbeit an Sachaufgaben (Anwendungsaufgaben) zur ebenen Trigonometrie
sind zwei Unterrichtseinheiten vorgesehen. In der ersten Unterrichtseinheit (1.4.4.)
werden vorwiegend Aufgaben aus der Geometrie, der Physik und der Technik be-
handelt, die, mathematisch betrachtet, einfach lésbar sind und bei denen die Ab-
straktion des mathematisch Wesentlichen den Schwerpunkt bildet. Die zweite
Unterrichtseinheit (1.4.5.) hat Vermessungsaufgaben zum Inhalt; bei diesen ist
der mathematische Sachverhalt unmittelbar ersichtlich, aber die Losung des
mathematischen Problems ist meist anspruchsvoller und komplizierter. AuBerdem
werden spiiter, im Rahmen des Stoffgebiets 2. , Korperdarstellung und Kérper-
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berechnung® weitere trigonometrische Aufgaben aus der Planimetrie und der
Stereometrie in den Unterricht einbezogen; vgl. Lp 44 und Uh 153.

Die wichtigste allgemeine Aufgabe der zwei Unterrichtseinheiten, die im Rahmen
der Behandlung der Trigonometrie Sachaufgaben zum Inhalt haben, besteht in der
Befihigung der Schiiler, aus dem realen Sachverhalt der Aufgabe das mathematische
Problem herauszufinden, es trigonometrisch zu lsen und auf Grund der mathema-
tischen Losung die Sachlésung der Aufgaben zu gewinnen.

Ein wesentliches Ziel der mathematischen Grundl bildung der Schiiler in der
Unterrichtseinheit 1.4.4. ist die Entwicklung der Fihigkeit der Schiiler, aus plani-
metrischen, stereometrischen, physikalischen und technischen Sachverhalten die
trigonometrische Problemstellung herauszuarbeiten. Damit verbunden ist auch die
Entwicklung der Fihigkeit, die richtigen Losungsschritte und den rationellsten
Losungsweg einer trigonometrischen Aufgabe zu wihlen, einen Lésungsplan oder
eine Losungsvorschrift aufzustellen und nach einer solchen Vorschrift zu arbeiten,
ebenso die Vervollkommnung der Fertigkeit, die Losungsschritte rechnerisch, mit
Hilfe der Zahlentafel oder des logarithmischen Rechenstabes, in angemessener Zeit;
sicher auszufiihren und die Rechenergebnisse — soweit méglich — durch Konstruk-
tion zu iiberpriifen.

Fiir dieideologische BildungundErziehungder Schiiler ist in dieser Unterrichtseinheit
in erster Linie der sachliche Inhalt der Anwendungsaufgaben aus den verschiedenen
Bereichen des sozialistischen Lebens, vor allem aus der Volkswirtschaft, der Technik
und dem Militérwesen, bedeutsam. An diesen Aufgaben werden weitere Einsichten
in die Bedeutung der Mathematik fiir die Gesellschaft und in das Wesen mathemati-
schen Arbeitens gewonnen; vgl. z. B. Lb 123/272 bis 275.

Die methodische Gestaltung dieser Unterrichtseinheit richtet sich nach den allgemei-
nen Grundsitzen fiir das Arbeiten an Anwendungsaufgaben; vgl. Uh 26f. Im Unter-
richt ist zu einem Teil, bei einigen Aufgaben, auch eine Arbeitsteilung zwischen
Schiilergruppen moglich. Eine Gruppe stellt den Losungsplan (das Losungsschema)
fiir eine Aufgabe auf, die andere arbeit korrekt nach diesem Schema, anschliefend
werden Richtigkeit und ZweckmiBigkeit des Planes (Schemas) und seiner Durch-
fithrung diskutiert. Bei der nichsten Aufgabe vertauschen die Gruppen die Rollen.
Bei allen Arbeiten der Schiiler sollten die Ausfiihrungen der Lésungsskizzen bzw.
der Kontrollkonstruktionen beachtet werden; man darf nicht zulassen, daB unvoll-
sténdige und in ihrer Form unklare oder nachlissig® entworfene Skizzen oder
Konstruktionen angefertigt werden.

Besondere Hinweise zur Aufteilung des Unterrichtsstoffes auf die verfiighare Unter-
richtszeit eriibrigen sich; die einzelnen Unterrichtsstunden werden vorwiegend als
Ubungsstunden anzulegen sein. Es sollte darauf geachtet weren, dafl die vom Lehr-
plan genannten Sachgebiete fiir die Aufgaben etwa in gleicher Weise beriicksichtigt
werden; vgl. Lp 13, 43. Die Aufgaben sollten auch so gewahlt werden, daf Sach-
erliuterungen auf ein Mindestmaf beschrinkt bleiben kénnen; Schwerpunkt der
Diskussion um den Sachtext sind Fragen der richtigen Abstraktion des mathemati-
schen Inhalts und erzieherische Fragen.

1.4.5.  Sachaufgaben II (Vermessungsaufgaben) (LE 28; 4 Std.)

Entsprechend der allgemeinen Aufgabe der zwei Unterrichtseinheiten, die Sach-
aufgaben zur Trigonometrie als Inhalt haben, bezieht sich in der Unterrichtseinheit
1.4.5. die mathematische Grundlagenbildung der Schiiler vor allem auf das Kennen-
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lernen und Anwenden von Methoden, mathematisch komplizierte Probleme trigo-
nometrisch zu 16sen ; das erfordert ein hoheres Niveau der Analyse des (mathemati-
schen) Sachverhalts und stellt hohere Anspriiche an die Kombinationsfihigkeit und
das schopferische Denken als das Losen einfacher Dreiecksaufgaben. Ebenso wird
durch die Auswahl des Losungsweges (bzw. die Entscheidung zwischen mehreren
moglichen Losungswegen) die Fihigkeit der Schiiler, Losungsméglichkeiten kritisch
einzuschitzen und unter ihnen zweckentsprechend zu wihlen, weiterentwickelt.

Fiir die deologische Bildung und Erzichung der Schiiler in dieser Unterrichtseinheit
giltim allgemeinen das gleiche wie fiir die vorangegangene Unterrichtseinheit 1.4.4,
Als besonderer Akzent kommt hinzu, da viele der Aufgaben unmittelbar Bezug zu
militdrischen Fragen und somit auch zur Arbeit in der Gesellschaft fiir Sport und
Technik (Orientierung im Gelinde, Standortbestimmung, Artillerievermessung)
haben und den Zugang zu weiteren politisch-moralischen und technischen Fragen
der Landesverteidigung vermitteln; vgl. LANGER und TRAGER [48]. Auch historisch
Riickblicke auf die Entwicklung des Vermessungswesens konnen die Schiiler zu welt-
anschaulich bedeutungsvollen Erkenntnissen iiber die Geschichte der Mathematik,
die gesellschaftliche Bedeutung dieser Wissenschaft und iiber das Werk groBer
Mathematiker (z. B. Gavuss) fiihren.

Fiir die methodische Gestaltung dieser Unterrichtseinheit gelten die allgemeinen
Grundsitze fiir das Losen von Sachaufgaben; vgl. Uh 26f.

Bei den Aufgaben, die unmittelbare Beziehungen zur Landesvermessung und zur
Artillerievermessung haben, ist zu beachten, daB in der Praxis, vor allem in der
Praxis des Militarwesens, einfache Aufgaben der Orientierung im Gelinde und des
Feststellens von Entfernungen in der Mehrzahl ohne die Mittel der Trigonometrie
gelost werden ; andererseits aber werden Aufgaben, deren Losung genauere Messun-
gen und die Anwendung trigonometrischer Verfahren erfordert, auf ein Koordina-
tensystem bezogen. Das bei topographischen Arbeiten gebrauchliche und auf topo-
graphischen Karten (z. B. den MeBtischblittern 1 : 25000) verzeichnete rechtwink-
lige Koordinatensystem (Gauss — KRUGER) ist nicht Gegenstand des Unterrichts in
der allgemeinbildenden Schule. Deshalb sind die meisten Aufgaben, die das Lehr-
buch zu dieser Unterrichtseinheit nennt, fiir den Unterricht adaptiert und, soweit es
die Winkelangaben betrifft, auf die im Tafelwerk gewihlte Unterteilung in Altgrad
und dessen Dezimalen bezogen. Spezielle Aufgaben aus dem Militédrwesen gibv die
bereits genannte Arbeit von LANGER und TRAGER [46] an; in dieser Arbeit wird auch
vom rechtwinkligen Koordinatensystem der Landesvermessung ausgegangen.
Nihere Einzelheiten iiber die in der Vermessungspraxis iiblichen K oordinatensyste-
me und Berechnungsverfahren entnehme der Leser der einschligigen Fachliteratur;
eine instruktive knappe und iibersichtliche Darstellung findet sich in der Kleinen
Enzyklopadie Mathematik [39], S. 310f. ?

Der Lehrplan fordert nicht, daff die Schiiler praktische Vermessungsiibungen im
Gelédnde ausfiihren und Fertigkeiten im Umgang mit den Vermessungsgeriiten er--
werben; denn es hat sich erwiesen, dal solche Vermessungsiibungen recht zeitauf-
wendig sind und ihr Bildungs- und Erziehungseffekt in Klasse 10 diesen Aufwand
nicht rechtfertigt; vgl. [85]. Das schlieBt nicht aus, daB bei giinstigen Bedingungen
z. B. das Vorwirtseinschneiden zu einem ,,unzuginglichen* Punkt auf dem Schulhof
oder einem Sportplatz mit Hilfe einiger Schiiler der ganzen Klasse demonstriert
wird ; die MeBdaten konnen dann gemeinsam von allen Schiilern — etwa als Hausauf-
gabe — ausgewertet werden. Das gleiche gilt fiir eine Hohenmessung, unter Um-
stinden mit Hilfe einer Karte, wenn etwa die relative Hohe eines Berges oder die
Hohe eines Baumes bestimmt werden sollen.

Der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben ist durch die Beispiele im Lehrbuch (Lb 58)
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charakterisiert; Aufgaben héheren Schwierigkeitsgrades, zu denen auch die im
Aufgabenteil des Lehrbuches besonders gekennzeichneten Aufgaben (Lb 124f) ge-
héren, eignen sich vor allem fiir Arbeitsgemeinschaften oder die individuelle Tétig-
keit besonders interessierter Schiiler. Zu diesen Aufgaben seien im folgenden einige
Hinweise gegeben.

Da Sy goni ischer Gleick vom Typ
) fy =a ) p+y=c
nicht G d des Us ichts in Klasse 10 sind, miissen manche Aufgaben, z. B. Auf-

gaben iiber das Riickwdrtseinschneiden, auf andere Weise gelost werden.

Bei der HanseNschen Aufgabezum Ermitteln der Entfernung zwischen zwei Punkten, von
denen aus jeweils der andere Punkt und zwei feste Punkte in der Umgebung anvisiert
werden kénnen (vgl. Bild 106/1 und Lb 124/27), kann man davon ausgehen, da8 durch die
vier meBbaren Winkel (im Bild «, §, ¢, 6) eine Schar éhnlicher Vierecke und damit auch das
Verhiiltnis der bekannten Entfernung zwischen den Festpunkten in der Umgebung (im
Bild CD zur unbekannten Entfernung zwischen den Ausgangspunkten (im Bild 4 B) fest-
gelegt sind. Es kann also zunéichst an Stelle der gesuchten Entfernung (im Bild 4 B) eine
beliebige Strecke (im Bild 4 B;) angenommen und die Aufgabe wie eine Aufgabe iiber das
Vorwirtseinschneiden zu zwei Punkten in Angriff genommen werden; vgl. Lb 124/26. ¢
Durch Division der Lénge der Strecke zwischen den Festpunkten der Umgebung (im
Bild CD)und der Lénge der durch Vorwirtseinschneiden errechneten Strecke (im Bild ¢, D)
ergibt sich der Faktor, mit dem die Lénge der angenommenen ,,falschen* Basis multipli-
ziert werden muf, um die Losung der Aufgabe; die gesuchte Entfernung zwischen den
Ausgangspunkten, zu erhalten. Weitere Einzelheiten iiber dieses auch in Vermessungs-
praxis iibliche Verfahren vermittelt ein Aufsatz von BIENERT [4]. Es ist ein instruktives
Beispiel, wie ein Problem auf ein bereits gelostes zuriickgefiihrt werden kann.

Die Lésung der PorEENOTschen Aufgabe, durch Anvisieren dreier fester Punkte der Um-
gebung von einem Punkt aus dessen Entfernung von jenen drei Punkten zu bestimmen,
kann sich auf den planimetrischen Satz {iber den Zusammenhang von Peripherie- und
Zentriwinkel, die der gleichen Sehne eines Kreises zugehéren, stiitzen; die Radien der
Kreise, die den Ausgangspunkt mit je zwei der drei festen Punkte verbinden, lassen sich
mit Hilfe des Sinussatzes berechnen. Das Bild 106/2 weist auf planimetrische Zusammen-
hénge hin, auf die sich die trigonometrische Losung stiitzen kann.

A & 8 10611

Bei der Behandlung von Aufgaben aus der Landesvermessung sollten Hinweise auf
die Geschichte des Vermessungswesens und die Leistungen von C. F. Gavuss nicht
fehlen; in diesem Zusammenhang sei auch an Aufgaben mit ,historischen“ Daten
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KleinMatz . 4N 107/2
Torgelow
Gotzer Berg
Rauen
s Polygon Berlin
ﬂwwl op Zoom el MaBstab 7:2000000
Das erste Dreiecksnetz < Ldnge der Seite Berlin-Torgelow
des Snallius botm-berg woszim
07/1 (1615 vollendet)
‘Winkeltabelle des ,,Polygons Berlin*
Standort Ziel Winkel
Torgelow 0
= gy
Berlin (Rathaus) Golm-Berg 74° 977
Gotzer Berg 89° ;3,
Klein Mutz -
Rauen 61° 37
Torgelow Berlin (Rath.) 59° 417
Klein Mutz
Golm-Berg o ¢
Rauen Berlin (Rath.) gga gg,
Torgelow
Gotzer Berg 46° 18’
Golm-Berg Berlin (Rath.) 49° 28
Rauen -
Klein Mutz o ngs
Gotzer Berg Berlin (Rath.) o
Golm-Berg
Torgelow 53° 29
Klein Mutz Berlin (Rath.) 439 407
Gotzer Berg

gedacht, z. B. an das SNELLTUSsche Netz (Bild 107/1) oder an das ,,Polygon Berlin“
(Bild 107/2), das der ersten Landesvermessung auf diesem Territorium zugrunde-

gelegt wurde.
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Wie fiir die vorangegangene Unterrichtseinheit 1.4.4. eriibrigen sich fiir diese Unter-
richtseinheit besondere Hinweise zur Aufteilung des Stoffes auf die einzelnen Unter-
richtsstunden. Auch in dieser Unterrichtseinheit werden die einzelnen Stunden in
der Hauptsache als Ubungsstunden anzulegen sein.

1.4.6.  Kontrollarbeit (3 Std.)

Fiir eine zweistiindige Kontrollarbeit (die 3. Unterrichtsstunde dient der Auswertung
dieser Arbeit) erscheinen Aufgaben folgenden Typs geeignet.

1. Planimetrische Aufgabe zur Anwend der Berechnung des gleichschenkligen Drei-
ecks, z. B.: ‘
Einem Kreis (r=3,5 cm) werde ein regelmafiges Zehneck einbeschrieben. Welche Linge

hat die Seite des Zehnecks? Um wieviel Prozem weicht
a) die Linge des Umjfangs,
b) der Flicheninhalt
des Zehmecks von den entsprechenden Grofen des Kreises ab?
. Physikalisch-technische Aufgaben zur Anwendung der Berechnung des rechtwinkligen
Dreiecks, z. B.:
Auf einer gleichmdfig ansteigenden Strafe, fir die in der Karte ]e 10 m Hohendifferenz
eine horzzo’ntale Entfernung 'uon 106 m verzezchnet 8t, fahrt ein Lastkraftwagen von

X

4,20 Mp G icht mit gleichbleibend: hwindigkeit bergan. Welche Zugkraft
des Motors ist hierzu ndétig, wenn die als konstant angenommene Reibungskraft 110 kg
betragt?

w

. Vermessungsaufgabe zur Anwendung der Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks
mit maBstéblicher Konstruktion zur Kontrolle, z. B.:
Von zwei Punkten A und B, deren Entfernung auf der Karte mit 432 m angegeben ist,
werde ein dritter, unzugdnglicher Punkt C anvisiert. Es werden die Winkel BAC =27,8°
und CBA =114,3° gemessen. Wie grop ist die hori: le Entfernung zwischen den. Punk-
ten A und C sowie B und C? Uberpriifen Sie das errechnete Ergebnis durch eine maf-
stibliche Konstruktion!




2. Korperdarstellung und Korperberechnung

2.0.  Vorbemerkungen

Das Stoffgebiet 2. ,Korperdarstellung und Kérperberechnung* vereinigt Themen
aus zwei Teilgebieten der Mathematik: aus der darstellenden Geometrie und der
rechnerischen Stereometrie. Dementsprechend sind fiir den Unterricht zwei Ziel-
richtungen bestimmend : evstens die Festigung und Erginzung des Wissens und Kon-
.nens der Schiiler in der Darstellung geometrischer Objekte in senkrechter Projektion
und in schriger Parallelprojektion, zweitens die Systematisierung und Erweiterung
des Wissens und Kénnens der Schiiler in der Oberflithen- und Rauminhaltsberech-
nung bei ausgewihlten ebenflichig und krummflichig begrenzten geometcischen
Kérpern (Prisma, Pyramide, Kreiszylinder, Kreiskegel, Kugel sowie Stumpfkorper
und zusammengesetzte Korper). Diese inhaltlich verschiedenen Zielrichtungen
werden durch die Anwendung allgemeiner, ibergreifender Denk- und Arbeitsweisen
der Mathematik, wie des Definierens, des Beweisens, des Arbeitens nach Formeln und
Vorschriften (Algorithmen), zu einer Einheit zusammengefat. Somit hat der Unter-
richt eine zweifache Aufgabe: die Vervollkommnung spezieller Kenntnisse und deren
Einordnung in allgemeinere Z hiinge (Lip 43). Die Stellung des Stoffgebiets
»Korperdarstellung und Kérperberechnung“ am Ende des Lehrgangs, unmittelbar
vor der Festigung, Systematisierung und Priifungsvorbereitung am SchluB des
Schuljahres in Klasse 10, weist auf die integrative Funktion dieses Stoffgebietes hin.

Das Stoffgebiet ,Korperdarstellung und Kérperberechnung® ist im Lehrplan von
1971 an die Stelle der Stoffgebiete ,,Darstellende Geometrie* (Klasse 9) und ,,Stereo-
metrie” (Klasse 10) des friiher giiltigen prizisierten Lehrplanes getreten (auch im
frither giiltigen Lehrplan der Vorbereitungsklassen zum Besuch der Erweiterven Ober-
schule waren die Stoffgebiete, die die darstellende Geometrie und die rechnerische
Stereometrie zum Inhalt hatten, getrennt). Es hat gegeniiber diesen Stoffgebieten
einen stark veranderten Inhalt. Diese Verinderung ist durch eine stéirkere Betonung
der mathematischen Grundlagenbildung gekennzeichnet, sie wird durch die giinsti-
gen Voraussetzungen im Wissen und Kénnen der Schiiler, die nach den Lehrplinen
fiir die Klassen 6 bis 8 zu erwarten sind, praktisch erméglicht. Dazu sei vor allem
genannt (vgl. WEBER [88] [89]):

— Nach den neuen Lehrplinen werden die Grundlagen der darstellenden Geometrie
schon in Klasse 7 systematisch behandelt, so daB in Klasse 10 im wesentlichen
nur eine Wiederholung notwendig erscheint. Im Oberschulunterricht der dar-
stellenden Geometrie wird auf die Behandlung der Affinitéit und der Axonometrie
verzichtet.

— Die rechnerische Stereometrie ist — mit Ausnahme der Kérperstiimpfe — nunmehr
Gegenstand des Unterrichts in den Klassen 7 und 8. Auch bei der Kérperberech-
nung in Klasse 10 handelt es sich somit in groBem Umfang um Wiederholungen;
nachdemneuen Lehrplan kommt es bei der Kérperberechnung in Klasse 10 beson-
dersdaraufan, bestimmte elementare Techniken der geistigen Arbeitanzuwenden so-
wie gebrduchliche Hilfsmittel (Rechenstab, Tafelwerk, Kompendium) zu benutzen.

— Berechnung und Darstellung von Kugelteilen gehoren nicht mehr zum Stoff.
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Mit dem Hinweis auf die integrative Funktion, die der Unterricht im Rahmen dieses
Stoffgebiets zu erfiillen hat, ist auch im wesentlichen gekennzeichnet, welche Be-
deutung diesem Stoffgebiet bei der mathematischen Grundl bildung der Schiiler
zukommt.

Der Beitrag zur allgemeinen geistigen Bildung der Schiiler, der — wie im Teil 0. in
Uh 12ff angedeutet wurde — vor allem durch das Erlernen und Gebrauchen fach-
spezifischer Denk- und Arbeitsmethoden verwirklicht wird, besteht bei diesem Stoff-
gehiet in der Hauptsache in der Erweiterung und Vervollkommnung der Fahigkeiten
der Schiiler, eine Aufgabe zu analysieren, den rationellsten Weg zu ihrer Lésung zu
suchen und die Mittel, die der Losung dienen, richtig einzusetzen. Damit, ist, von
der Sache her, eine Erh6hung wesentlicher Verlaufsqualitéten geistiger Operationen
(Analysieren, Synthetisieren, Abstrahieren, Konkretisieren, Verallgemeinern, Ver-
gleichen, Klassifizieren, Gliedern u. a.) unmittelbar verbunden. Das Losen mathe-
matischer Aufgaben (rein mathematischer Aufgaben oder von Aufgaben aus den
Anwendungsbereichen der Mathematik in der Produktion oder in anderen Wissen-
schaften) schlieBt das Arbeiten nach Vorschriften und das Aufstellen von Plinen
ein.

In den Bereich der allgemeinen gistigen Bildung gehért auch die Entwicklung der
R tellungs- und der R darstellungsfahigkeit. Diese Fihigkeiten haben im
Leben eine weit iiber den Bereich von Produktion und Technik hinausgehende Be-
deutung. Im Mathematikunterricht der Klasse 10 muB auf diesem Gebiet ein Niveau
angestrebt werden, das giinstige Voraussetzungen fiir das technische Zeichnen und
das Lesen technischer Zeichnungen bietet; vgl. Uh 21. Es ist in diesem Zusammen-
hang zu beachten, daB in den Einrichtungen, die zur Hochschulreife fiihren, keine
weitere umfassende und systematische Behandlung der darstellenden Geometrie
oder einer anderen Disziplin, die der Entwicklung der Raumvorstellungs- und der
Raumdarstellungsfahigkeit dient, vorgesehen ist (Methoden der darstellenden Geo-
metrie werden jedoch z. B. in der Erweiterten Oberschule bei der Behandlung der
Kegelschnitte angewendet).

Auch im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziehung der Schiiler hat der
Unterricht im Stoffgebiet ,, Korperdarstellung und Korperberechnung* eine gewisse
integrative Funktion. Weltanschauliche Verallgemeinerungen, vor allem die Einsicht
in das Wesen der Mathematik, ihres Gegenstandes und ihrer Methoden, ergeben sich
bei der Wiederholung der Definition (bzw. Erklirung) geometrischer Kérper und
bei der darstellend-geometrischen Abbildung geometrischer Objekte. So ist die Ein-
sicht, daB geometrische Kérper Idealisierungen darstellen, die sich auf Abstraktion
bestimmter Eigenschaften materieller Objekte griinden, weltanschaulich sehr be-
deutsam; vgl. Lp 44. Damit hiingt auch die Erkenntnis zusammen, daBl es moglich
ist, die geometrischen Korper verschiedener Gré8e und Gestalt auf Grund bestimm-
ter Merkmale zu Klassen zusammenzufassen. ’

Fiir die weltanschauliche und die politisch-moralische Erziehung der Schiiler sind
weiterhin Anwendungsaufgaben aus Produktion und Technik, besonders Aufgaben
zur Koérperberechnung mit Bezug zu 6konomischen Fragen des sozialistischen Auf-
baus (z: B. Materialskonomie) bedeutsam.

Wie bei allen anderen Stoffgebieten, so kénnen auch beim Stoffgebiet ,Kérper-
darstellung und Kérperberechnung* historische Riickblicke auf die Entwicklung der
wissenschaftlichen Disziplin und auf das Leben und Wirken bedeutender Wissen-
schaftler die ideologische Bildung und Erziehung der Schiiler wirkungsvoll unter-
stiitzen; vgl. WussiNGg und ArNoLD [96].
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Wie bereits in Uh 20f angedeutet wurde, hat das Stoffgebiet ,,Kérperdarstellung
und Korperberechnung* spezielle Bedeutung fiir die polytechnische Bildung der
Schiiler. Das bezieht sich besonders auf die Entwicklung der R llungs- und
der R darstellungsfihighkeit der Schiiler, verbunden mit einer weiteren Entwick-
lung ihrer Fertigkeiten im g trischen Zeich und Konstruieren, im Gebrauch der
allgemein iiblichen Zeichenhilfsmittel. Ebenso betrifft dies die Erweiterung des
Wissens und Kénnens im Arbeiten mit Formeln, im numerischen Rechnen (einschlieB-
lich des Uberschlags- und Naherungsrechnens sowie des Rechnens mit abgetrennten
Potenzen der Zahl 10), besonders in der Handhabung des logarithmischen Rechen-
stabes.

Ubersichtlichkeit und Genauigkeit im geometrischen Zeichnen und Konstruieren
sollten einen Grad erreichen, der durch

— sachlich richtige und é#sthetisch ansprechende Aufteilung der Zeichenfliche,

— klares Hervorheben des Wesentlichen gegeniiber dem Nebensichlichen, auch durch
richtige Wahl der Linienart (dabei mindestens zwei deutlich unterscheidbare
Linienstérken in der Zeichnung),

— hohe Zeichengenauigkeit

gekennzeichnet ist.

Beim Rechnen sollte unbedingt Sicherheit im Ermitteln der GroBenordnung des
Ergebnisses, Gewandtheit und Schnelligkeit bei Schitzungen und Uberschlags-
rechnungen sowie ein rasches und genaues Einstellen und Ablesen beim Arbeiten
mit dem Rechenstab erreicht werden. Ebenfalls sollte Sicherheit beim Umgang mit
GroBen und im Umrechnen von Werten in andere Einheiten (im Rahmen des de-
kadischen Systems und des Kanons der Gesetzlichen Einheiten) das Ziel des Unter-
richts in Klasse 10 sein.

Zeitnormative fiir die Durchfiihrung von schriftlichen Rechnungen und Rechnungen
mit dem Stab zu nennen, ist kaum méglich, zumal die diesbeziiglichen Forschungen
noch nicht abgeschlossen sind. Noch schwieriger erscheint die Festlegung von Ge-
nauigkeits- und Zeitnormen fiir geometrische Konstruktionen und Zeichnungen.
Einen gewissen Anhalt kénnen die Beispiele fiir Kontrollaufgaben im Rahmen
einzelner Unterrichtseinheiten — 2.1.6. und 2.2.4. — geben.

Hinsichtlich der methodischen Gestaltung des Unterrichts im Stoffgebiet ,, Korper-
darstellung und Kérperberechnung* fordert der Lehrplan eine rationelle Behandlung
beider inhaltlicher Teilbereiche, die deren Eigengesetzlichkeit achtet (Lp 44).
Fiir den Aufbau des Lehrgangs unter diesem Aspekt bieten sich, wie am Schluf
dieser einleitenden Bemerkungen zum Stoffgebiet noch niaher ausgefiihrt wird, meh-
rere Varianten mit verschiedenem inhaltlichen und didaktischen Akzent an; vgl.
Uh 124ff).
Allgemein betrachtet ist das Stoffgebiet ,,Korperdarstellung und Korperberechnung*
ein Gebiet, dessen Behandlung wegen der Eigenart der zu erérternden geometrischen
Objekte und Zusammenhéange die Anwendung verschiedenartiger Unterrichtsmittel,
besonders die 4 dung von Modelleng trischer Korper, erfordert oder zumin-
dest nahelegt.
Zur Veranschaulichung der Form und Gestalt von geometrischen Korpern, der
Lagebeziehungen seiner Elemente (Ecken, Kanten, Flichen) sowie von Schnitt- bzw.
Durchdringungsfiguren gibt es verschiedene, didaktisch anndhernd gleichwertige
Modellarten. Zu nennen sind neben massiven Modellen; die auch zerlegbar sein kén-
nen, starre Kantenmodelle (z. B. aus Behelfsmaterial; vgl. LuTHER [56]), bewegliche
¢ delle, Fad delle (auch geeignet zur Daistellung von Mantellinien bei

17, 7

Zylindern und Kegeln; vgl. Grass [21]), starre Flich delle sowie klappbare
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Netz- und Abwicklungsmodelle. Einen grofieren — aber im Unterricht der Oberschule
kaum immer gerechtfertigten — technischen Aufwand erfordert die Anwendung des
Lichtebenenverfahrens bei transparenten Modellen oder Rotationsmodellen; vgl.
BouNE [9], HoFMANN [27] und ScHRODER [74]. Von hoherem Wert als die Arbeit
mit fertigen Modellen ist im allgemeinen der Selbstbau von Modellen durch die
Schiiler; er erfordert aber, selbst wenn er sich in Grenzen hilt, verhéltnisméfBig
viel Zeit. Weniger aufwendig sind einfache Behelfsmodelle sowie Netz- und Ab-
wicklungsmodelle aus Zeichenkarton.

Als spezielles Unterrichtsmittel zur Veranschaulichung des Abbildungsverfahrens
und der Grundkonstruktionen der darstellenden Geometrie, besonders der Zwei-
tafelprojektion, hat sich die Maniperm-Klapptafel gut bewihrt (sie hat die Knetmas-
setafeln, in die Stibchen eingesteckt wurden, abgeldst). Zum Gebrauch der Mani-
perm-Klapptafel sind mehrere Verdffentlichungen erschienen, z. B. die Arbeiten
von GIMPEL [19] und HaANKEL [23]. Andere Autoren empfehlen auch Kantemodellen
fiir die Veranschaulichung der Grundaufgaben der darstellenden Geometrie (vgl.
Wity und ScEWABE [94]). Als Unterrichtsmittel, das besonders der Erarbeitung
und Festigung der darstellend geometrischen Konstruktionsverfahren dienen kann,
seien entsprechende Folien zum Schreibprojektor genannt. ApELT [1] hat ihren Wert
fiir den Planimetrieunterricht in den Klassen 6 bis 8 nachgewiesen; die Ergebnisse
dieser Untersuchung lassen sich auch in anderen Bereichen des geometrisch-kon-
struktiven Arbeitens nutzen.

DaB die gebrauchlichen Rechenhilfsmiitel (Tafelwerk [80], logarithmischer Rechen-
stab) und Zeichengerdte (Lineal, zwei Zeichendreiecke, Zirkel) zu den notwendigen
Unterrichtsmitteln gehoren, sei der Vollstindigkeit halber erwéhnt. ZweckmaBig
sind auch Schablonen fiir das Skizzieren von Ellipsen (mehrere GréBen mit einem
Achsenverhéltnis @ : b=2: 1, eutsprechend der vom Lehrplan geforderten schrigen
Parallelprojektion mit einem Verzerrungswinkel von 90° und einem Verkiirzungs-
verhiltnis von —;—; vgl. Lp 45) oder ein geeignetes Kurvenlineal (der iibliche BUR-
MEISTER-Satz ist nicht erforderlich).

Zur Verwendung des Lehrbuches, das auch bei der Behandlung von Kérperdarstellung
und Koérperberechnung eines der entscheidenden Unterrichtsmittel ist, sei folgendes
bemerkt: Der Lehrtext des Lehrbuches ist, um verschiedene methodische Wege zu
ermoglichen, in jenen Abschnitten, die den Stoffeinheiten 2.1.und 2.2. des Lehrplans
entsprechen, nach sachlogischem Aspekt in verhéltnisméBig kleine Teile (Lernein-
heiten) aufgegliedert ; innerhalb der Lerneinheiten ist der Text logisch-systematisch
aufgebaut. Die Lerneinheiten zu den einzelnen Arten (Klassen) der zu wiederholen-
den bzw. neu zu behandelnden geometrischen Korper beginnen in der Regel mit der
Definition oder der Erklirung (deren Wortlaut mit den Definitionen oder Erkli-
rungen, die in den Lehrbiichern fiir die Klassen 7 und 8 gegeben werden, im wesent-
lichen iibereinstimmt). Es folgen Erlduterungen wichtiger Begriffe und informative
oder illustrative verallgemeinernde Ausblicke; im Anschluff daran werden die For-
meln fiir die Berechnung des Oberflicheninhalts und des Rauminhalts — ohne Be-
weis oder Herleitung; vgl. Lp 44 — aufgefiihrt. Auf die darstellend-geometrische
Abbildung der betreffenden Kdérper (d. h. von Vertretern der zu behandelnden
Arten bzw. Klassen) wird dann in besonderen Lerneinheiten eingegangen, und zwar
im allgemeinen in der Reihenfolge: Darstellung in Zweitafelprojektion — Darstellung
in schriger Parallelprojektion. Die Ausfiithrungen zur Korperberechnung und zur
Kérperdarstellung werden durch Beispiele belegt.

Weiterhin sind im Lehrbuch besondere Lerneinheiten enthalten, deren Aufgabe es
ist, den Schiilern spezielle mathematische Methoden und Verfahren bewuftzuma-

112



chen und die Anwendung dieser Methoden und Verfahren an praktischen Beispielen
zu zeigen. Das betrifft z. B. das Losen von Aufgaben aus der Stereometrie, die Dar-
stellung in schriger Parallelprojektion und die konstruktive Ermittlung der wahren
Linge einer Strecke sowie der wahren GréBe und Gestalt einer ebenen Figur.

Der Aufgabenteil des Lehrbuches entspricht in Aufbau und Reihenfolge der Gliede-
rung des Lehrtextes in Lerneinheiten; im iibrigen ist der Lehrteil des Lehrbuches so
gestaltet, daB in den Text Beispiele, Fragen und Aufgaben einbezogen sind, die be-
sonders der Aktivierung und der Selbstkontrolle der Schiiler dienen. Damit wird
eine bewihrte Gestaltungsform von Mathematikbiichern fiir die Mittel- und die
Oberstufe auch beim Lehrbuch fiir Klasse 10 verwirklicht.

Fiir die methodische Gestaltung des Unterrichts in der Stereometrie (Eigenschaften
geometrischer Kérper sowie Flichen- und Rauminhaltsberechnung) sind, entspre-
chend der Zielstellung des Lehrplans, vor allem die Aspekte der Festigung, Syste-
matisierung und Erweiterung des Gelernten bestimmend ; vgl. Lp 16, 43; Uh 21f.
Nach den giiltigen Lehrplinen haben die Schiiler vor dem Eintritt in Klasse 10,
insbesondere in den Klassen 7 und 8, folgende geometrischen Korper kennengelernt
und Oberflichen- und Rauminhaltsberechnungen bei diesen Kérpern ausgefiihrt :

— Prisma

— Kreiszylinder
— Pyramide

— Kreiskegel

— Kugel.

Prisma und Pyramide wurden definiert, Kreiszylinder (gerader), Kreiskegel (gera-
der) und Kugel als Rotationskorper erklirt. Die Zusammenhéinge zwischen Prisma
und Zylinder sowie zwischen Pyramide und Kegel wurden insbesondere bei der Her-
leitung der Formeln zur Berechnung des Volumens dieser Korper herausgearbeitet.
Der Satz von CavarLier: wurde den Schiilern vermittelt, er diente der Begriindung
der Formeln zur Berechnung des Volumens schiefer Prismen und Pyramiden. Auf
Kugelteile wurde nicht eingegangen.

Es muB beachtet werden, daB nicht die systematische, sondern die rechnerische
Stereometrie Gegenstand des Mathematikunterrichts der Oberschule ist. Weil aber
zum Verstindnis gewisser Eigenschaften der zu behandelnden geometrischen Kérper
— ebenso wie gewisser Verfahren der darstellend-geometrischen Abbildung — auch
die Kenntnis einiger Elemente der systematischen Stereometrie notwendig er-
scheint, miissen diese Elemente in Zusammenhang mit Problemen der Behandlung
von Korpern, also an Ort und Stelle bei der Losung bestimmter darstellend-geome-
trischer oder auch rechnerisch-stereometrischer Aufgaben, in der Regel auf anschau-
licher Grundlage, den Schiilern verstindlich gemacht werden. Es handelt sich vor
allem um

— Bestimmung einer Ebene (durch drei Punkte, durch einen Punkt und eine nicht
diesen Punkt enthaltende Gerade, durch zwei einander schneidende Geraden,
durch zwei parallele, aber nicht zusammenfallende Geraden),

— Orthogonalitit von einer Geraden und einer Ebene (hinreichende Bedingung fiir
die Orthogonalitét),

— Orthogonalitdt zweier Ebenen,

— Parallelitat von einer Geraden und einer Ebene,

— Parallelitidt zweier Ebenen,
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— Winkel zwischen einer Geraden und einer Ebene (Zuriickfiihrung auf den Winkel
zwischen zwei Geraden),

— Winkel zwischen zwei Ebenen (Zuriickfiihrung auf den Winkel zwischen zwei
Geraden). ¢

Stoff dieser Art tritt aber nicht als Inhalt des (iiberpriifbaren) Wissens in Erschei-

nung, vgl. Uh 29.

Im Unterricht der Stereometrie treten spezielle didaktisch-methodische Probleme in
Erscheinung. Eines dieser Probleme betrifft das richtige Verhdlinis zwischen dem
Beweisen (oder Herleiten) und dem Anwenden von Siitzen und Formeln. Der Lehrplan
formuliert eindeutig, daB es nicht Aufgabe des Unterrichts sein kann, alle benotig-
ten Sitze und Formeln herzuleiten oder zu beweisen, und spricht das Primat dem
Aufsuchen der Formeln im Tafelwerk und dem Anwenden der Sitze und Formeln
bei praktischen Rechnungen zu; vgl. Lp 44. Dieser Hinweis darf jedoch nicht in
dem Sinne miBiverstanden werden, als ob auf das Beweisen und Herleiten mathe-
matischer Sitze und Formeln iiberhaupt kein Wert zu legen sei; denn an anderer
Stelle wird im Lehrplan auf die Notwendigkeit hingewiesen, auch im Mathematik-
unterricht der Klassen 9 und 10 die Fihigkeit der Schiiler, Beweise zu fiihren,
planméfig weiterzuentwickeln; vgl. Lp 10. Als wichtiges Mittel hierfiir neunt der
Lehrplan Aufgaben, die der Anwendung der bekannten Sitze und Formeln auf
Spezialfille dienen; vgl. Lp 44. Als eine solche Aufgabe kann den Schiilern z. B. die
Herleitung (oder die Bestétigung) der Formeln fiir den Oberflichen- und Raumin-
halt eines Kegelstumpfes aufgetragen werden (diese Aufgabe férdert z. B. auch die
Sicherheit im Arbeiten mit Variablen und im Rechnen mit Proportionen und Poten-
zen). Ebenso ist es moglich, von den Schiilern iiberpriifen zu lassen, da8 die — aus
einer Formelsammlung entnommene oder vom Lehrer gegebene — SIMPSONSCHE
Formel die Formeln fiir Prismen (Zylinder), Pyramlden (Kegel) und die Kugel als
Spezialfille erfaBt. Selbstverstidndlich gehren der im ersten Beispiel genannte Her-
leitungsgang und die StMpsoNscHE Formel nicht zum Ubungsstoff oder zum abfrag-
baren Wissen; vgl. Uh 29.

Ein weiteres Problem betrifft den Inhalt und den Umfang des Arbeitens nach algo-
rithmischen Vorschriften im Vergleich mit der Anwendung anderer Regeln. Grund-
sitzlich ist die Anwendung von Algorithmen sowohl bei der Berechnung als auch
bei der Darstellung geometrischer Korper in vielfaltiger Weise und in grofem Um-
fang moglich. BewuBt herausgearbeitet werden sollten algorithmische Vorschriften
jedoch vorzugsweise dann, wenn es sich in erster Linie um lineare Abldufe einfacher
Operationen handelt, sondern wenn der Gang der Losung wesentlich von Entschei-
dungen (die sich z. B.aus notwendigen Falluntersuchungen ergeben kénnen)abhéngt.
Beim Rechnen nach Formeln trifft dies im allgemeinen seltener zu als beim dar-
stellend-geometrischen Konstruieren; deshalb bietet der Unterricht in darstellender
Geometrie auch giinstige Gelgenheiten fiir das Arbeiten mit algorithmischen Vor-
schriften (Aufstellen und Abarbeiten von Algorithmen; vgl. Uh 145). .

SchlieBlich gehért zu den genannten Problemen das richtige Arbeiten mit Qrofen
und ihren Binheilen bei der Flichen- und R X hnung. Erfahrungsgema
ist — auch in den Klassen der Oberstufe — ein GroBtell der Fehler bei Flichen- und
Rauminhaltsberechnungen auf ein falsches Umwandeln von MaBangaben in eine
andere Einheit sowie auf weitere Mingel, die sich in der GroBenordnung des Resul-
tats auswirken, zuriickzufithren (dazu gehoren z. B. Fehler beim Abtrennen der
Potenzen der Zahl 10 sowohl beim schriftlichen Rechnen als auch beim Gebrauch
des logarithmischen Rechenstabes). Demgegeniiber sind Fehler, die die Ziffernfolge
des Ergebnisses veridndern, verhiltnismaBig selten (wenn man von groben Ungenau-
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igkeiten beim Einstellen und Ablesen am Rechenstab absieht). Auch ein nur for-
males Arbeiten mit dem Rechenstab 148t die Gefahr entstehen, daB Fehler in der
GroBenordnung des Ergebnisses auftreten. Aus diesem Grunde sollte bei allen Fli-
chen- und Rauminhaltsberechnungen konsequent darauf geachtet werden, dafl die
Schiiler durch Schitzen und Uberschlagen entweder das gesuchte Resultat vorher
néherungsweise ermitteln oder das Resultat nachher auf diese Weise iiberpriifen.
Auch der richtigen Schreibweise sollte beim Rechnen mit Gr6Ben besonderes Augen-
merk geschenkt werden, denn auch hierbei schleichen sich durch Nachlassigkeit
leicht Fehler ein. Werden die Variablen in den Formeln bzw. Gleichungen der
Flichen- und Rauminahltsberechnung als Zeichen fiir GroBen aufgefait, so emp-
fiehlt es sich, bei den Berechnungen auch mit Gré8en — Produkten aus Mafzahl und
Einheit — zu operieren. Das entspricht den Gepflogenheiten der Praxis, und beim
Notieren sollte man die in der Praxis allgemein iibliche — und im Lehrbuch in Lern-
einheit B 1 erklirte — Kurzform der Niederschrift wihlen. Nebenrechnungen werden
dabei nur mit den MaBzahlen ausgefiihrt, beim Stabrechnen muf ohnehin von den
Einheiten abstrahiert werden. Wichtig ist, daB die Schiiler klar zwischen GréBen
und Zahlen, zwischen Grofen- und MaBzahlengleichungen (Zahlenwertgleichungen)
unterscheiden konnen.

Die technische Ausfiihrung der Korperberechnungen zeigt gegeniiber anderen Berech-
nungen keine Besonderheiten. Da Rechenhilfsmittel Gegenstand des Unterrichts in
Klasse 9 sind und auch bei der Behandlung trigonometrischer Aufgaben (im Rah-
men der Stoffeinheit 1.4. ,Anwendung der Winkelfunktionen bei Dreiecksberech-
nungen“) das Rechnen mit Hilfe des Rechenstabes und der Zahlentafeln vielfach
Anwendung fand, sollten gute Voraussetzungen bei den Schiilern erwartet werden.

Die methodische Gestaltung des Unterrichts in der darstellenden Geometrie wird in
der Hauptsache von den Aspekten der Festigung und Erginzung des Gelernten sowie
von der im Lehrplan angegebenen Zielsetzung bestimmt, da$ ,,der Schwerpunkt auf
der Entwicklung des Abstraktionsvermogens der Schiiler, nicht aber auf dem Her-
ausbilden von Zeichenfertigkeiten* liegt; vgl. Lp 44. Daraus erkldren sich Auswahl
und Aufbau des Stoffes und die Verteilung der Unterrichtszeit (darunter z. B. auch
die Festlegung, daB krummflichig begrenzte geometrische Korper nur skizziert,
nicht aber bis in die Einzelheiten konstruktiv-genau gezeichnet werden, und die
verhiiltnismaBig geringe Stundenzahl fiir Ubungen, die auf die Vervollkommnung
der Zeichentechnik gerichtet sind). Von dieser Zielsetzung und diesen Aspekten wird
auch die Wahl der Methoden und Mittel des Unterrichts im einzelnen determiniert,
Nach dem giiltigen Lehrplan haben die Schiiler im Unterricht der Klasse 7, Stoff-
gebiet , Darstellende Geometrie“, folgendes kennengelernt.

— Projektionsbegriff, Projektionsarten, Kavalierperspektive
(Projektion als eindeutige Abbildung der Punkte des Raumes auf eine Ebene;
Zentralprojektion, Parallelprojektion —senkrechte Projektion und schrige Paral-
lelprojektion, Kavalierperspektive als Sonderfall der schrigen Parallelprojektion,
Verkiirzungsverhiltnis, Verzerrungswinkel, Darstellung einfacher ebenflichig
begrenzter Korper)

— Senkrechte Eintafelprojektion
(Darstellung von Punkten, Strecken, Geraden, geradlinig begrenzten ebenen
Figuren und Ebenen; Darstellung von ebenflachig begrenzten Korpern; Grund-
aufgaben und Grundkonstruktionen: wahre Lange einer Strecke, Neigungswinkel
einer Geraden gegen die Bildebene, Neigungswinkel einer Ebene gegen die Bild-
ebene, wahre GroSe und Gestalt einer geradlinig begrenzten ebenen Figur)

— Senkrechte Zweitafelprojektion
(Darstellung von Punkten, Strecken, Geradén, geradlinig begrenzten ebenen
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Figuren und von Ebenen, die senkrecht auf der AufriBebene stehen; Darstellung
paralleler, einander schneidender und windschiefer Geraden; Darstellung eben-
fléchig begrenzter Korper; Schnitte eines geraden Prismas durch eine Ebene senk-
recht zur AufriBebene; Grundaufgaben und Grundkonstruktionen: wahre Linge
einer Strecke, wahre GréBe und Gestalt der Schnittfigur bei einem ebenen Schnitt
eines geraden Prismas)

Die Darstellung von Kérpern wurde auch im Lehrgang ,, Technisches Zeichnen® im Rah-
men des polytechnischen Unterrichts behandelt; der Lehrplan fiir diesen Lehrgang sicht
in den Klassen 7 und 8 vor: .

— Einfiihrung in das technische Zeichnen

— Lesen von Zeict Skizzieren bzw. Zeich in verschied Darstell arten
des technischen Zeichnens (flache und pri ische Werkstiicke bzw. technische Geg
stiinde nach TGL 9727 sowie in Kavalierperspektive; nur informatorisch: ISO-A-Ver-
fahren) .

— Lesen von Zeichnungen, Skizzieren bzw. Zeich von pri tisel ‘Werkstiick
und G anden (G énde mit Einschnitten, Bohrungen, Nuten u. é. — einschlie-
lich der BemaBung; Oberflédchenzeichen)

— Lesen von Zeichnungen, Skizzieren bzw. Zeichnen von zylindrischen und prismatischen
‘Werkstiick hnisct inden (einfache und zusammengesetzte Gegen-

Wer und t g
stinde mit fluchtender Symmetrieachse, BemaBung der Quadrat- und Kreisform,
BemaBung fiir Fasen, Winkel und Rundungen, Darstellung eines Bruches)

— Zeichnen von technischen Gegenstéinden in vergréBerter oder verkleinerter Dar-
stellung (standardisierte MaBstéibe)

— Lesen und Skizzieren bzw. Zeich von Schnittdarstellungen (Voll- und Halbschnitt-
darstellungen, aufgebrochene Darstellungen — einschlieBlich MaBeintragung)

— Lesen und Skizzieren bzw. Zeichnen sinnbildlicher Darstellungen von Gewinden und
Schraubverbindungen

— Lesen einfacher G ichnungen (einschlieBlich Werkstoffkennzeichnung durch
Schraffur)

Es ist zu beachten, daB nach der Stoffabfolge in den Lehrplinen das Zeichnen und Skiz-

zieren einfacher Korper im Leh »Technisches Zeichnen* (in 3 bzw. 6 Ansichten nach

TGL 9727 und in Kavalierperspektive) dem Unterricht in darstellender Geometrie im
Fach Mathematik zeitlich vorausgehen kann.

Zum AbschluB der Riickschau auf den in den vorangehenden Klassén behandelten
Stoff sei noch bemerkt, dal der Lehrplan fiir Klasse 10 im Hinblick auf die Dar-
stellung in senkrechter Projektion nur eine Festigung und Erginzung der Kennt-
nisse und Fertigkeiten der Schiiler in der Anwendung der Zweitafelprojektion
fordert, obgleich in Klasse 7 mit der Einfiihrung der Schiiler in die Eintafelpro-
jektion begonnen wurde und dieses Verfahren auch den Schwerpunkt im Unter-
richt der darstellenden Geometrie in dieser Klasse gebildet hatte (die darstellend-
geometrischen Grundkonstruktionen wurden z. B. in diesem Verfahren begriindet).
Das ist zweifellos durch die umfassendere praktische Bedeutung des Zweitafelver-
fahrens gerechtfertigt ; Grundlage des Fachzeichnens der meisten Berufe ist das Zwei-
tafelverfahren, erginzt durch weitere Aufrisse (von der Bedeutung des Eintafelver-
fahrens fiir topographische Darstellungen und Bereiche des Verkehrs- und Tiefbaus
sei hier abgesehen).

Bei der Entwicklung der Raumvorstellungsfihigkeit und dem Erarbeiten der grund-
legenden Verfahren der darstellenden Geometrie wird im Unterricht in der Regel
von einem gegenstindlichen Objekt oder Modell ausgegangen und der Weg zur Rip-
darstellung iiber eine hauliche Zeichnung oder Skizze (z. B. in schriger Parallel-
projektion) beschritten. Da vorausgesetzt werden kann, daB die Schiiler in Klasse 10
schon iiber einige Fahigkeiten der Raumvorstellung und der Abstraktion von der
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dritten Dimension.verfiigen, sollte die Arbeit am gegenstindlichen Objekt oder
Modell nicht iiber das unbedingt Notwendige hinaus ausgedehnt werden; auch fiir
die darstellende Geometrie — und gerade fiir diese Disziplin! — gilt das gefliigelte
Wort, daB (gegensténdliche) Modelle dazu da seien, sich selbst iiberfliissigzumachen.
Nicht alle Zusammenhénge und Konstruktionen der darstellenden Geometrie
brauchen an gegensténdlichen Modellen veranschaulicht zu werden, auch ist nicht
immer eine anschauliche Zeichnung oder Skizze vonnéten. In Klasse 10 ist das
Arbeiten mit anschaulichen Skizzen, die von den Schiilern selbst entworfen oder
ergénzt werden miissen, dem Arbeiten mit gegenstandlichen Modellen vorzuziehen.

Im Unterricht der darstellenden Geometrie, vor allem bei der Behandlung der
darstellend-geometrischen Grundzusammenhinge und Grundkonstruktionen, hat
sich die Methode bewihrt, der Abbildung bzw. der Konstruktion in senkrechter
Projektion (Eintafel- oder Zweitafelprojektion) das entsprechende gegensténdliche
Modell oder die anschauliche Zeichnung gegeniiberzustellen. Am Modell — oder an
der anschaulichen Zeichnung — werden die geometrischen Zusammenhénge be-
griindet und, beim Bearbeiten einer Konstruktionsaufgabe, die einzelnen Schritte
ermittelt; umgekehrt wird der auf dem Zeichenblatt ausgefiihrte Konstruktions-
schritt am Modell oder an der anschaulichen Zeichnung ,im Raum* interpretiert.
Das Lehrbuch ist fiir ein solches Vorgehen eingerichtet; im Lehrteil steht — bei den
Beispielen fiir einige kompliziertere Konstruktionen — die anschauliche Darstellung
neben der Konstruktion in Zweitafelprojektion, z. B. im Lb 89.

Das hauptsichliche methodische Verfahren des Unterrichts in darstellender Geo-
metrie ist das Arbeiten an darstellend-geometrischen Aufgaben, die vom Lehrer den
Schiilern — entweder frontal der ganzen Klasse oder bestimmten Schiilergruppen
oder Einzelschiilern — gestellt und von den Schiilern in der Regel in individueller,
vom Lehrer mehr oder weniger intensiv angeleitete selbstéindiger Arbeit (seltener in
Gruppenarbeit) gelost werden. Der Ziel- und Aufgabenstellung des Unterrichts in
Klasse 10 entsprechend sind folgende Aufgabentypen besonders bedeutsam.

— Aufgaben zur Darstellung geometrischer Objekte nach Angaben iiber Art, Ge-
stalt und GroBe des Objekts;

— Aufgaben zur Darstellung geometrischer Objekte nach gegensténdlichen Mo-
dellen;

— Aufgaben zum Lesen darstellend-geometrischer Zeichnungen ;

— Aufgaben zum Ubertragen einer darstellend-geometrischen Zeichnung in ein
anderes Darstellungsverfahren;

— Aufgaben zur Ausfithrung darstellend-geometrischer Konstruktionen in einem
festgelegten Darstellungsverfahren (Konstruktionsaufgaben im engeren Sinne);

— Aufgaben zur Losung eines Problems mit Hilfe der Raumvorstellung

Komplexe Aufg&ben konnen Teilaufgaben verschiedener Typen miteinander
vereinigen.

Die Aufgaben zur Darstellung geometrischer Objekte nach Angaben iiber Art, Gesta

und Grofe des Objektes beziehen sich im Unterricht der Klasse 10 in erster Linie
auf die Darstellung einfacher Kérper in einer Zeichnung oder Skizze (insbesondere
Prismen, Pyramiden, gerade Kreiszylinder, gerade Kreiskegel, Stumpfkorper, ein-
fach zusammengesetzte Korper). Diese Aufgaben sind in Zusammenhang mit der
Definition und Klassifizierung geometrischer Kérper zu sehen; denn die Aufgaben-
stellung zwingt vielfach die Schiiler unmittelbar, sich der wesentlichen Merkmale
der darzustellenden Objekte zu besinnen und auf Grund dieser Merkmale den
Konstruktionsgang und eventuelle Zeichenkontrollen festzulegen. Es ist selbst-
verstiandlich, daB fiir Aufgaben dieser Art nur solche Korper gewahlt werden kon-
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nen, von denen die Merkmale, die fiir das Zeich als w werden
miissen, den Schiilern bekannt sind.

Bei der Aufgabenstellung ist zu beriicksichtigen, daf die Schiiler zwar mit kartesi-
schen Koordinaten in der Ebene vertraut sind, aber raumliche kartesische Koordi-
naten nicht kennen; auch in Klasse 10 ist das rdumliche kartesische Koordinaten-
system nicht Unterrichtsgegenstand. Eine Angabe markanter Punkte, z. B. der
Ecken eines ebenflichig begrenzten Korpers, durch Koordinaten ist also nicht
moglich. Einheitlichkeit in den Daten kann man z. B. mit Hilfe von Arbeitsblittern,
Lochschablonen oder durch genaue Beschreibung sowie durch Angabe der Ab-
messungen und der Lage des Korpers erreichen.

ch ar
3

Auch die Aufgaben zur Darstellung geometrischer Objekte nach gegenstindlichen
Modellen betreffen hauptsichlich einfache geometrische Kérper, allerdings ist bei den
ebenflichig begrenzten Korpern eine Beschrinkung auf die nach dem Lehrplan zu
definierenden Kérper nicht notwendig; vgl. Uh 29f. Wichtig ist nur, daB an den
Modellen die wesentlichen Eigenschaften (z. B. Symmetrie, Parallelitit oder Ortho-
gonalitdt von ebenen Flichen oder geraden Linien) sowie eventuelle Achsen, von
denen aus die darstellend-geometrische Abbildung ,aufgebaut“ werden kann, er-
kennbar sind und die fiir die Konstruktion notwendigen Strecken gemessen werden
kénnen. Einige Methodiker empfehlen auch das Darstellen einfacher Drahtmodelle,
die in verschiedene Lagen gebracht werden kénnen; vgl. Bild 118/1, nach WELSER
und WEISENBERGER.

L 5/.T
@0

Zur Darstellung geometrischer Qbjekte nach gegenstindlichen Modellen kénnen
schlieBlich auch Aufgaben gezihlt werden, bei denen. ein Kérpernetz gegeben ist
und der Korper entweder in senkrechter Projektion oder in schriger Parallelprojek-
tion abgebildet werden soll. Solche Aufgaben sind sehr instruktiv, allerdings sollte
man den Schiilern bei den ersten Beispielen dieser Art noch die Méglichkeit geben,
als Hilfe die Netze zum Kérper zu formen, und nicht sofort den groBen Schritt vom
Netz zur darstellend-geometrischen Abbildung verlangen.

5 118/1 Drahtmodelle

Ebenso wie bei den Aufgaben zur Darstellung geometrischer Objekte nach Daten
ist bei den Aufgaben zur Darstellung geometrischer Objekte nach Modellen zu
fordern, daB nicht nur die Zeichenfliche richtig ausgenutzt, sondern auch das
Objekt mdoglichst iibersichtlich dargestellt wird; vgl. Lp. 12. Die Schiiler miissen —
falls nicht durch die Aufgabenstellung Festlegungen getroffen sind — die Anordnung
des Korpers gegeniiber der Bildebene und gegebenenfalls auch das darstellend-geo-
metrische Abbildungsverfahren selbstindig wihlen. z. B. zwischen schriger Paral-
lelprojektion mit einem Verzerrungswinkel von 45° oder 90°. Man darf zwar nicht
erwarten, daB die Schiiler ohne Anleitung, auf Anhieb die richtige Lage des Objekts
oder dierichtige Darstellungsform finden, aber man kann die Schiiler soweit fithren,
daBsieam Ende des Oberschulbesuchs nach kurzer Uberlegung, eventuell unterstiitzt
durch Skizzen, in der Lage sind, eine den Anforderungen entsprechende Anord-
nung und. Darstellungsweise zu finden und die Zeichnung danach zu gestalten.

Die Aufgaben zum Lesen darstellend-g trischer Zeichnungen nehmen im Unter-
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richt der Klasse 10 einen verhaltnisméBig breiten Raum unter den Mitteln zur Ent-
wicklung der Raumvorstellungsfihigkeit der Schiiler ein. Sie betreffen vor allem
das Lesen von Darstellungen in Zweitafelprojektion.

Das Lesen kann entweder dem Identifizieren und Beschreiben der dargestellten Ob-
jekte (,,qualitatives Lesen*) oder der MaBentnahme (,,quantitatives Lesen‘) dienen;
die MaBentnahme ist z. B. fiir das Entwerfen von Modellen, Korpernetzen oder
Zeichnungen in einer anderen Darstellungsart von Bedeutung. Bei anschaulichen
Darstellungen, z. B. in schriger Parallelprojektion, ist es zur eindeutigen Kenn-
zeichnung der MaBverhéltnisse erforderlich, bei der vorgelegten Zeichnung das
Darstellungsverfahren und seine wesentlichen Daten — z. B. Verzerrungswinkel
und Verkiirzungsverhiltnis — zu nennen; das li8t sich entweder durch eine Zahlen-
angabe in iiblicher Weise oder durch die Abbildung eines rechtwinkligen Einheits-
dreibeins (im Bild 119/1 in schriager Parallelprojektion a) a =45°; q:%b)a:go";

£

qzi) tun. Als Ubungsbeispiele fiir das Lesen darstellend-geometrischer Zeich-

nungen eignen sich auch Abbildungen, bei denen mehrere Deutungen moglich sind
(vgl. Bild 119/2), oder Darstellungen von Kérpern in besonderer Lage, die auf den
ersten Blick andere Formen vortiéuschen. Zu diesen gehéren z. B. die Zwei- oder
Dreitafeldarstellung eines regelméfigen Tetraeders, das so auf einer Kante steht,
daB die Risse Quadrate mit einer Diagonale sind, oder eines Rhombendodekaeders,
dessen Achsen jeweils auf den RiBtafeln senk-

recht stehen. Einige weitere, nicht im.Lehr- 119/1
buch enthaltene Beispiele zeigt Bild 119/3, . .

sie stellen hohere Anforderungen an die
Raumvorstellungsfiahigkeit, zumal auch
krummflichige Korperbegrenzungen auf-
treten.

Zu den Aufgaben zum Lesen darstellend-

geometrischer Zeichnungen lassen sich auch a b
Aufgaben zahlen, bei denen das Modellieren

eines Objekts nach einer darstellend-geome-

trischen Zeichnung gefordert wird. Bei solchen Aufgaben kommen zu den Elemen-
ten des Lesens noch konstruktive Elemente hinzu, die Anspriiche an die Raumdar-
stellungsfahigkeit stellen und somit auch zur Entwicklung dieser Fahigkeit bei-
tragen. Anstatt der Anfertigung gegensténdlicher Modelle kénnte z. B. auch die
Konstruktion eines Netzes (bei geometrischen Korpern) gefordert werden. Eine
einfache Modellierungsaufgabe ist auch das Biegen eines Drahtmodells nach ge-
gebenen Rissen, die ,,Umkehraufgabe“ zur Rifdarstellung eines Drahtmodells; vgl.
Bild 118/1. Der Lehrplan fiir Klasse 10 fordert jedoch solche Aufgaben nicht.

»Mehrdeutige* Darstellungen

119/3
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7.

Die Aufgaben zur Ubertragung einer darstellend-g ischen Zeichnung in ein
anderes Darstellungsverfahren sind komplexer Natur, sie vereinigen in sich die
Elemente des Lesens einer Zeichnung mit Elementen der Darstellung geometrischer
Objekte. Sie umfassen in der Hauptsache Fille, bei denen ein Kérper in Zweitafel-
projektion dargestellt ist und eine Zeichnung in schriger Parallelprojektion ge-
fordert wird und umgekehrt. Da die Eintafelprojektion nicht Wiederholungsgegen-
stand im Unterricht der Klasse 10 ist, sollte von Ubertragungen aus der Zweitafel-
projektion in die Eintafelprojektion abgesehen werden und Ubungen, bei denen aus
der Eintafeldarstellung die Zweitafeldarstellung zu entwickeln ist, sollten zwar
nicht génzlich vermieden, aber auf ein geringes MaB beschrinkt werden. Diese
Ubertragung hat eine gewisse praktische Bedeutung, sie kann auch mit einer an-
schlieBenden Konstruktionsaufgabe in Zweitafelprojektion, z. B. mit der Kon-
struktion der wahren GroBe und Gestalt eines Kérperschnittes, kombiniert werden.
Die Aufgaben zur Ausfiikrung darstellend-geometrischer Konstruktionen — die bei
einem systematischen und relativ vollsténdigen Lehrgang der darstellenden Geo-
metrie, der auch in hohem Mafle zur Entwicklung von Zeichenfertigkeiten bei-
tragen soll, in der Regel den Hauptteil aller Aufgaben bilden — beschrinken sich
nach dem Lehrplan fiir Klasse 10 im wesentlichen auf die darstellend-geometri-
schen Grundaufgaben in Zweitafelprojektion (Lp 45)

— Kopstruieren der wahren Linge einer Strecke (aus gegebenem Grund- und Auf-
1iB durch Umklappung): ?

— ebene Schnitte senkrecht zur Aufriitafel durch gerade Prismen;

— Konstruieren der wahren Grofe und Gestalt dieser Schnittfiguren (durch Um-
klappen);

— ebene Schnitte senkrecht zur Aufriftafel durch gerade Kreiszylinder (Skizzieren
der Schnittfiguren).

Weitere Konstruktionen, z. B. Korperdurchdringungen, sind nicht vorgesehen;
auf Konstruktionen der genannten Art in Eintafelprojektion wird ebenso wie
auf Konstruktionen in schriiger Parallelprojektion verzichtet. In Ubereinstimmung
mit dem Lehrplan und aufbauend auf den Vorkenntnissen, die die Schiiler aus dem
Unterricht in Klasse 7 mitbringen, werden im Unterricht der Klasse 10 die Beispiele
fiir die darstellend-geometrischen Konstruktionen so ausgewihlt, daB die Bezugs-
ebene fiir die Konstruktionen die GrundriBebene (oder eine Parallelebene zu dieser,
d. h. eine Hohenebene) ist; darin spiegelt sich in gewisser Weise das Vorgehen in
Klasse 7 wider, bei dem zunichst die GrundriBprojektion mit den entsprechenden
Konstruktionen behandelt und die Grundrif-AufriB-Projektion aus jener abge-
leitet wird (Ersetzen des HohenmaBstabes durch eine zweite Abbildung in senk-
rechter Projektion, den Aufri8). Eine véllige praktische ,,Gleichstellung® der mathe-
matisch gleichwertigen Risse bei der Zweitafelprojektion wird weder in Klasse 7
noch in Klasse 10 angestrebt; vgl. z. B. die Beschriankung der Schnittebenen beim
Schnitt prismatischer und zylindrischer Korper auf Schnittebenen, die zur Aufrif3-
tafel senkrecht stehen (vgl. Lp 45).

Bei den Aufgaben zur Losung eines Problems mit Hilfe der Raumvorstellung sollen die
Schiiler raumliche Zusammenhiinge aus der Kenntnis stereometrischer Beziehungen
ohne Anwendung von Modellen oder Konstruktionen ergriinden; solche Aufgaben
sind besonders wirksam, wenn sie ein Uberraschungsmoment enthalten, wie etwa
ein (vermeintliches) Paradoxon in der Aufgabenstellung oder eine verbliiffend ein-
fache Losung. Als Beispiel sei genannt (nach GraF):

wIst es moglich, durch einen Wiirfel einen zweiten, kongruenten Wiirfel so hindurchzu-
schieben, dap. der Zu hang der restlichen Teile des ersten Wiirfels voll erhalten
bleibt?; vgl. Bild 121/1.
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Zu den Aufgaben, die sich im Unter-
richt der Klasse 10 zur Losung mit
Hilfe der Raumvorstellung eignen, ge-
horen auch Aufgaben iiber Anzahl und
Zusammenhang von Ecken, Kanten und
Fliachen geometrischer Korper, da der
Evurgrsche Polyedersatz nicht Gegen-
stand des Mathematikunterrichts der
Oberschule ist. Auch Aufgaben iiber
verschiedene Netzvarianten bei eben-
fléchig begrenzten Korpern sind hier zu
nennen, ebenso Aufgaben iiber die gegen-
seitige Lage geometrischer Grundge-
bilde, z. B.:

»Wie wiele Ebenen' werden wvon sechs
Punkten, von denen nicht mehr als drei
in der gleichen Ebene liegen, bestimmt 2*
»Welche Fille der gegenseitigen Lage von
drei Ebenen sind moglich ?*

Im allgemeinen sollen Aufgaben dieser
Art auch ohne Zuhilfenahme von Zeich-
nungen gelost werden; im Anfang und
bei komplizierten oder ,kniffligen* Auf-
gaben sollte man jedoch das Anfertigen
einer Skizze (oder sogar eines Behelfs-
modells, eines ,,Freihandmodells“) durch
die Schiiler nicht verbieten. Die ge-
nannte Aufgabe iiber das Durchstofen
eines Wiirfels wiirde eine genaue Skizze
sogar fordern; vgl. Bild 121/1.
Wirksam fiir Bildung und Erziehung ist
eine Aufgabe erst dann, wenn sie voll-
standig — im Sinne der Aufgabenstel-
lung — geldst ist; zur vollstandigen Lo-
sung gehort, daf nicht nur die notwendi-
gen Operationen ausgefithrt worden
sind, sondern dal} auch eine der Auf-
gabenstellung in Form und Diktion
entsprechende Losungsmitteilung, bei
Aufgabenstellungen in Frageform ein
Antwortsatz beigegeben ist. Damit ist
natiirlich nicht gesagt, daf z. B. bei jeder
Konstruktion von den Schiilern eine aus-
fiithrliche ~ Konstruktionsbeschreibung
abzuverlangen ist. Hier sei ein Beispiel
fiir eine Losungsniederschrift bei einer
Aufgabe gegeben, in der die Identifizie-
rung eines Korpers (qualitatives Lesen)
gefordert wird ; vgl. Bild 121/2.

wDie gegebene Abbildung in Grund- und
Aufrip stellt einen Quader mit verschie-
den langen Kanten dar, bei dem auf einer
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der zwei groften Seitenflichen eine gerade Pyramide aufgesetzt ist; die Hohe der
Pyramide ist ungefihr gleich der kirzesten Kante des Quaders.“

Beim Stellen von Aufgaben konnen Dias, Folien zum Lichtschreibgerdt oder Arbeits-
blitter niitzlich sein. Sie sollten vor allem dann Verwendung finden, wenn die Vor-
gaben zeitraubende Zeichentitigkeit erfordern oder im Interesse einer raschen Kon-
trolle der Ergebnisse einheitlich fiir die ganze Klasse oder eine Schiilergruppe sein
sollen. Ebenso konnen Arbeitsblitter begonnene Konstruktionen enthalten, die von
den Schiilern zu Ende gefiihrt werden sollen. Auch fiir das Arbeiten nach algorith-
mischen Vorschriften kénnen Arbeitsblitter zweckmaBig sein (vgl. BRucHEOLD [11]
und WAHRENHOLZ [86]), notwendig sind sie bei einfacheren Aufgaben dieser Art aber
nicht. Prinzip fiir den Gebrauch von Dias, Folien und Arbeitsblittern sei, sie nur
dann zu verwenden, wenn ihr Einsatz eine spiirbare Rationalisierung der Tétigkeit
der Schiiler und des Lehrers verspricht; vgl. HErRzog [26].

A

Die darstellend-g trischen Zi und Skizzen werden grundsitzlich mit
Bleistift ausgefiihrt; auf Ubersichtlichkeit und Sauberkeit ist dabei besonders zu
achten; vgl. Uh 20. Als Zeichengrund eignet sich am besten glatter, diinner Zeichen-
karton oder glattes, festeres Zeichenpapier ohne Lineatur oder Raster. Als Format
reicht fiir die meisten Darstellungen geometrischer Kérper eine Seite A 5 (Hoch-
oder Querformat, je nach Aufgabe) aus; fiir kompliziertere und umfangreichere
Konstruktionen (z. B. fiir das Ermitteln der wahren Gréfie und Gestalt der Schuitt-
figur bei einem ebenen Schnitt eines Korpers) ist das Format A 4 zu empfehlen.
Es kénnen fiir die darstellend-geometrischen Zeichnungen auch entsprechende Vor-
drucke fiir das technische Zeichnen (mit Rand und Schriftfeld nach Standard) ver-
wendet werden; zu fordern ist dies aber nicht.

In Klasse 10 sollten die Schiiler daran gewshnt werden, Strecken mit Hilfe eines
Stechzirkels an- und abzutragen und die Einstichstelle bei markanten Punkten
durch einen freihéndig gezeichneten kleinen Kreis (Nullenkreis) zu kennzeichnen.
Auch bei anderen Punkten, die nicht besonders gekennzeichnet werden, ist die
Einstichstelle mafBgebend. Die Bezeichnung von Punkten durch ein Kreuzchen,
wie es z. B. im Planimetrieunterricht manchmal iiblich ist, sollte im Unterricht der
darstellenden Geometrie wegen ihrer geringen Genauigkeit vermieden werden.
Laufen mehrere Linien-in einem Punkt zusammen und besteht die Gefahr der
Ungenauigkeit und Uniibersichtlichkeit, so sollte die Umgebung des Punktes aus-
gespart werden; vgl. Bild 122/1. Da erfahrungsgemifl viele Ungenauigkeiten beim

\ -
i/ch.rte//e

Zeichnen auf ein falsches Anlegen des Zeichendreiecks oder des Lineals zuriickzu-
fiihren sind, ist es ratsam, diesbeziigliche Kontrollen bei den Schiilern — zu Beginn
des Unterrichts in darstellender Geometrie und spéter nochmals — durchzufiihren.
Ein Transversalmafstab fiir die Langenmessung ist nicht notwendig, es geniigt ein
Lineal mit Millimeterteilung. Bruchteile eines Millimeters werden dabei geschatzt.

Bei der Zweitafelprojektion werden einander zugeordnete Risse markanter oder fiir
die Konstruktion wesentlicher Punkte in der allgemein in der darstellenden Geo-

122/1
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metrie iiblichen Weise bezeichnet (z. B. A’, A4”, bei weiteren Aufrissen A, AI7).
Bei Korperdarstellungen diirfen die Bezeichnungen entfallen, wenn MiBverstind-
nisse ausgeschlossen erscheinen und die Ubersichtlichkeit gewahrt bleibt. Ubungen
im Bezeichnen von Rissen, wenn der in Zweitafelprojektion abgebildete Korper
durch ein Modell, eine anschauliche Darstellung oder eine Beschreibung charak-
terisiert wird, konnen fiir die Entwicklung der Raumvorstellungsfahigkeit der
Schiiler giinstig sein.

Fiir die Bezeichnung von Umklappungen (Umlegungen) hat sich die Klammer ein-
gebiirgert (vor allem: runde Klammer bei Hilfsfiguren in projizierenden Ebenen,
z. B. bei Stiitzdreiecken und -trapezen, anderenfalls eckige Klammer).
Ordnungslinien werden im allgemeinen als diinne Vollinien gezeichnet; sind sie fiir
die Konstruktion nicht wesentlich oder kann durch eine Vielzahl von Linien
Uniibersichtlichkeit entstehen, geniigt es, die Ordnungslinien ,anzureiBen®; vgl.
Lb 133, Bilder b 20, b 21 und Uh 121, Bild 121/2. Der Schnitt mit der RiBlachse
dient ggf. der Kontrolle oder der Konstruktion eines zweiten Aufrisses.

Bei der Beschriftung der darstellend-geometrischen Zeichnung sind richtige Zu-
ordnung, Lesharkeit und Ubersichtlichkeit erstes Gebot. Gleichartige Objekte
werden mit Symbolen gleicher Schriftart und gleicher Schriftgrofie bezeichnet
(nach den in der Geometrie allgemein iiblichen Regeln). Normschrift ist zwar nicht
ausdriicklich gefordert, aber da sie den Schiilern vom technischen Zeichnen her
bekannt ist, sollte ihr gegeniiber anderen Schriftarten, z. B. der Blockschrift, der
Vorzug gegeben werden.

Ob fiir das darstellend-geometrische Zeichnen ein Reifbrett benutzt werden soll
oder nicht, ist umstritten; einen ausdriicklichen Hinweis zur Benutzung dieses
Hilfsmittels enthélt der Lehrplan nicht. Wenn die Schiiler aus dem polytechnischen
Unterricht (Lehrgang ,Technisches Zeichnen*) iiber ein kleineres ReiBbrett
(Format A 3, mit Reilschiene) verfiigen, dann ist seine Verwendung im Mathe-
matikunterricht der Klasse 10 zu empfehlen. Die Arbeit auf dem ReiBbrett kann
Genauigkeit und Schnelligkeit im Zeichnen wesentlich steigern helfen.

AbschlieBend — im Rahmen der Hinweise zum Unterricht in darstellender Geome-
trie — sei auf ein spezielles Problem, das den Aufbau des Lehrgangs der Kérper-
darstellung betrifft, hingewiesen: Fiir die Darstellung krummftlichig begrenzter
geometrischer Korper — sie reduziert sich im wesentlichen auf die Darstellung
gerader Kreiszylinder und gerader Kreiskegel — wird vom Lehrplan auBer der
Zweitafelprojektion die schrige Parallelprojektion mit einem Verzerrungswinkel
von 90° und dem Verkiirzungsverhdilinis —;— vorgeschrieben. Diese Darstellungsart,
die nur beim Skizzieren angewendet wird, liefert im Vergleich mit der Kavalier-
perspektive weniger verzerrt erscheinende Bilder, vor allem gibt es keine ,,schiefen*
Basisellipsen bei Abbildungen aufrechtstehender Kreiszylinder und Kreiskegel,
auBlerdem ist der zeichentechnische Aufwand geringer.

Obgleich die Darstellung in schriger Parallelprojektion mit einem Verzerrungswin-
kel von 90° vom Lehrplan erst bei der Darstellung krummflichig begrenzter geome-
trischer Kérper gefordert wird, erscheint es giinstig, auf diese Darstellungsart schon
frither hinzuweisen. Dadurch kann vermieden werden, daB sich bei der (skizzenma-
Bigen) Abbildung eines in der Grundebene liegenden Kreises in schriger Parallel-
projektion Schwierigkeiten hdufen ; anderenfalls miiBte namlich nicht nur das neue
Darstellungsverfahren, sondern auch die Abbildung gekriimmter Linien im Rahmen
derselben Unterrichtseinheit erliutert werden. Die fiir das Skizzieren wesentlichen
Eigenschaften der Ellipse sind den Schiilern nur zu einem Teil bekannt, und zwar
vor allem aus dem Astronomieunterricht (Bahnen von Himmelskorpern, KEPLER-
sche Gesetze).
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Ein frithzeitiger Hinweis auf das Darstellungsverfahren mit einem Verzerrungswinke
von 90° konm,e ermoghchen, am Beispiel der Darstellung ebenfléchig begrenzter Kérper
funktionale B tellen, wenn etwa bei der wiederholenden und systemati-
sierenden Behandlung der Darstellungsarten in schriger Parallelprojektion die Parameter —
der Verzerrungswinkel und das Verkiirzungsverhaltnis — variiert und die Ergebnisse,
die verschiedenen Bilder des gleichen Kérpers, miteinander verglichen werden. Allerdings
ist dabei zu beachten, daB der Lehrplan keine besondere Erérterung der schriigen Parallel-
projektion vorsieht und die Darstellung in schriger Parallelprojektion im wesentlichen
als Mittel, anschauliche Bilder geometrischer Korper zu entwerfen, wertet. Das Lehrbuch
zeigt einen moglichen Weg fiir die Behandlung der zwei genannten Darstellungsarten
in schriger Parallelprojektion; vgl. Lb 76.

Fiir den sachlich-logischen Aufbau des Unterrichts, fiir die zeitliche Aufeinander-
folge der Stoff- und Unterrichtseinheiten, bestehen mehrere Moglichkeiten. Der
Lehrplan gliedert das Stoffgebiet in zwei Stoffeinheiten, und zwar unter dem
Gesichtspunkt zu behandelnder Objekte, d. h. geometrischer Korper.

Diese Gliederung bringt mit sich, daBl in der ersten Stoffeinheit (2.1.) das Haupt-
gewicht auf Wiederholung und Systematisierung frither behandelten Stoffes, in der
zweiten Stoffeinheit (2.2.) jedoch der Akzent auf Einfiihrung und Anwendung neuen
Stoffes liegt. Sie legt auch — in beiden Stoffeinheiten — eine enge Verzahnung von
Korperdarstellung und Korperberechnung etwa im Sinne einer weitgehend fusio-
nistischen Behandlung nahe; dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, daf die Eigen-
gesetzlichkeit der beiden inhaltlich verschiedenen Stoffkomponenten gewahrt blei-
ben muf und die Fragen der rechnerischen Stereometrie ebenso wie die Fragen der
darstellenden Geometrie griindlich und in ihrer eigenen Systematik behandelt wer-
den miissen; vgl. Lp 44. Moglichkeiten einer Synthese der Komponenten bietet die
Arbeit mit komplexen stereometrischen Aufgaben, in die auch Stoff aus anderen
Teilgebieten der Mathematik, z. B. der ebenen Trigonometrie, einbezogen wird.
Innerhalb der Stoffeinheiten lassen sich die einzelnen Themen in verschiedener
Reihenfolge behandeln; Prinzip sollte ein Fortschreiten vom Einfachen zum Kom-
plizierten sein, bei dem jede Haufung von Schwierigkeiten vermieden wird.

Fiir die Stoffeinheit 2.1., die der Wiederholung und Systematisierung dient, bietet
sich folgende Ordnung der Stoffe aus den beiden Hauptkomponenten des Stoff-
gebiets an.

1) Getrennte Behandlung der Stoffe aus der rechnerischen Stereometrie und der
darstellenden Geometrie, im Anschluf daran Zusammenfiithrung der Elemente
durch das Losen komplexer Aufgaben (Varianten 1a und 1b)

2) Behandlung nach der Systematik der geometrischen Korper, bei jeder Klasse
geometrischer Korper sowohl Fragen der rechnerischen Stereometrie als auch
Fragen der darstellenden Geometrie (Varianten 2a und 2b)

3) ,Gemischte* Behandlung unter vorwiegend systematisierénden und integrativen
Aspekten (Variante 3)

Bei den Varianten 1a und 2a wird jeweils von den Fragen der darstellenden Geo-

metrie ausgegangen, und auch im weiteren Unterricht bildet diese Stoffkomponente

den Schwerpunkt. Diese Varianten empfehlen sich also, falls die Schiiler Liicken
oder Schwichen in der Vorbildung auf diesem Gebiet erkennen lassen. Bei den

Varianten 1b und 2b hingegen bildet die Korperberechnung den Schwerpunkt.

Die Variante 3 beriicksichtigt beide Stoffkomponenten in gleichem MaBe; sie bietet,

didaktisch betrachtet, giinstige Voraussetzungen fiir die Entwicklung des logischen

Denkens und anderer geistiger Fihigkeiten der Schiiler sowie fiir die Anwendung

frither erworbenen Wissens und Konnens. Das Lehrbuch — wnd die Unterrichts-

hilfen — fiihren diese Variante 3 naher aus. Da das Lehrbuch fiir diese Stoffeinheit
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eine verhaltnismaBig groBe Zahl kleinerer, in sich (relativ) abgeschlossener Lern-
einheiten vorsieht, 14Bt: es sich auch ohne besondere Schwierigkeiten beim Unter-
richt nach den anderen Varianten verwenden. Die folgenden Ubersichten iiber die
Varianten geben auch Hinweise zur Nutzung des Lehrbuches.

Fiir die Stoffeinheit 2.2., deren sachlichen Inhalt Stumpfkérper und zusammen-
gesetzte Korper bilden, ist die Anzahl der empfehlenswerten Méglichkeiten des
Aufbaus naturgemiB geringer. Es erscheinen giinstig

1) Getrennte Behandlung von Kérperdarstellung und Kérperberechnung (Varian-
ten 1a und 1b)

2) Behandlung nach der Systematik der Korper, dabei jeweils sowohl Fragen der
Oberflichen- und Rauminhaltsberechnung als auch Fragen der Kérperdar-
stellung (Variante 2)

Die Varianten 1a und 1b sind ebenso unterschieden wie die a- und die b-Varianten
zur Behandlung der Stoffeinheit 2.1. Lehrbuch und Unterrichtshilfen folgen der
Variante 2, aber auch fiir diese Stoffeinheit gilt, daff beim Unterricht nach einer
der Varianten 1 das Lehrbuch ohne Schwierigkeiten verwendet werden kann; vgl.
Ubersicht. :

Es ist nicht notwendig, den Unterricht in der Stoffeinheit 2.2. nach dem gleichen
logischen Schema wie in Stoffeinheit 2.1. aufzubauen, d. h. z. B., sich nach Wahl
der Variante 1a fiir die Stoffeinheit 2.1. auch fiir die Variante 1a fiir die Stoffein-
heit 2.2. zu entscheiden. Ein Wechsel des Vorgehens bedeutet auch einen Wechsel
des Betrachtungsaspektes. Wird z. B. in Stoffeinheit 2.1. der Akzent auf die Koér-
perdarstellung gelegt, so kann es niitzlich sein, in Stoffeinheit 2.2. die Kérper-
berechnung besonders zu betonen. Auch das Lehrbuch und die vorliegende Schrift
gehen, logisch betrachtet, bei den Stoffeinheiten verschiedene Wege.

Ubersicht iiber die Varianten fiir den Autbau der Stoffeinheit 2.1.

Variante 1a
Lfd. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.1.1. Darstellend-geometrische Grundkonstruktionen | 3 Bé6
B7
2.1.2. Darstellung ebenflichig begrenzter Korper 3 B4
(einschlieBlich Schnittfiguren) B8
2.1.3. Darstellung krummfléchig begrenzter Kérper 2 B9
(einschlieBlich Schnittfiguren) B 10
2.1.4. Oberflichen- und Rauminhaltsberechnung 3 B1
bei geometrischen Kérpern B2
B3
2.1.5. Komplexe Aufgaben 2 B5
2.1.6. Kontrollarbeit 3 -
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Variante 1b

Lid. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.1.1. Berechnung einfacher geometrischer Kérper 4 B1
(Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel, Kugel) B2
B3
2.1.2. Darstellung ebenflidchig begrenzter Kérper, 5 B4
darstellend-geometrische Grundkonstruktionen B6
(einschlieSlich Kérperschnitte) B7
B8
2.1.3. Darstellung krummflédchig begrenzter Korper | 2 B9
(einschlieBlich Korperschnitte) B 10
2.1.4. Komplexe Aufgaben 2 B5
2.1.5. Kontrollarbeit 3 -
Variante 2a
Lfd. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.1.1. D llung und Berech ebenfléichig 3 B4
begrenzter geometrischer Korper B1
B2
(Teil: Prisma)
B3
(Teil: Pyramide)
2.1.2. D 11 und Berechnung krummflédchig 3 B9
begrenzter geometrischer Korper B2
(Teil: Zylinder)
B 3 (Teil:
Kegel, Kugel)
2.1.3. Darstellend-geometrische Grundkonstruktionen,| 4 Bé6
Korperschnitte ‘BT
B8
B 10
2.1.4. Komplexe Aufgaben 3 B5
2.1.5. Kontrollarbeit 3 -
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Variante 2b

Lid. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.1.1. Berechnung und Darstellung (in schriger 4 B1,B2
Parallelprojektion) von Prisma und Zylinder B 4 (Teil:
schriige Parallel-
projektion)
B 9 (Teil:
schriige Parallel-
projektion)
2.1.2. Berechnung von Pyramide, Kegel und Kugel; | 4 B3
Darstellung (in schriiger Parallelprojektion) B 4 (Teil:
von Pyramide und Kegel schriage Parallel-
projektion)
B 9 (Teil:
schrige Parallel-
projektion)
2.1.3. Korperdarstellung und Konstruktionen 4 B 4 (Teil: Zwei-
in Zweitafelprojektion tafelprojektion)
B6,B17,B8
B 9 (Teil: Zwei-
tafelprojektion)
B 10
2.1.4. Komplexe Aufgaben 1 Bs
2.1.5. Kontrollarbeit 3 -
Variante 8
Lid. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
244, Berechnung einfacher geometrischer Kérper 3 B1i1
B2
B3
2.1.2. Darstellung ebenflichig begrenzter 2 B4
geometrischer Korper
2.1.3. Aufgaben zur Berechnung und Darstellung 2 Bs5
geometrischer Korper ’
2.1.4. Darstellend-geometrische Grundkonstruktionen| 4 Bé6
(einschlieBlich Korperschnitte) B7
B8
2.1.5. Darstellung krummfléchig begrenzter 2 B9
geometrischer Kérper (einschlieBlich Kérper- B 10
schnitte)
2.1.6. Kontrollarbeit 3 -
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Ubersicht iiber die Varianten fiir den Aufbau der Stoffeinheit 2.2.

Variante 1a

Lid. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.2.1. Einfithrung und Darstellung des Pyramiden- 4 B 11 (Erklidrung:
und des Kegelstumpfes Pyramiden-
stumpf)
B 12
B 13 (Erkldrung:
Kreiskegel-
stumpf)
B 14
2.2.2. Berechnung des Pyramiden- und des Kegel- 3 B 11
stumpfes (auBer Definition)
B13
(auBer Erkli-
rung)
2.2.3. Darstell und Berechnung zusammen- 4 B15
gesetzter Korper :
2.2.4. Zusammenfassung, Kontrollarbeit 3 =
Variante 1b
Lfd. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.2.1. Einfithrung und Berechnung der Stumpfkorper | & B11
- B13
2.2.2. Darstellung der Stumpfkérper 3 B 12
B 14
2.2.3. Berechnung zusammengesetzter Korper B15
2.24. Zusammenfassung, Kontrollarbeit 3 -
Bemerkung: Die Unterrichtseinheiten 2.2.2. und 2.2.3. kénnen auch in ihrer
Reihenfolge vertauscht werden.
Variante 2
Lid. Nr. Thema der Unterrichtseinheit Std. | Lerneinheiten
des Lehrbuches
2.2.1. Der Pyramidenstumpf (Einfithrung 3 B11
und Darstellung) B12
2.2.2. Der Kreiskegelstumpf (Einfiihrung 3 B13
und Darstellung) B14
2.2.3. Zusammengesetzte Korper 5 B15
2.2.4. Zusammenfassung, Kontrollarbeit 3 -
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2.1.  Wiederholung und Ergénzung

2.1.1.  Berechnung einfacher g trischer Korper (LE 1 bis 3; 3 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit besteht die hauptsichliche allgemeine Aufgabe darin,
Wissen und Kionnen der Schiiler, das besonders in den Klassen 7 und 8 gewonnen
wurde, wiederzubeleben, unter zusammenfassenden Aspekten zu systematisieren
und zu erginzen. Das betrifft im besonderen

— die Begriffe: Prisma, Pyramide, Kreiszylinder, Kreiskegel, Kugel (Erkldrungen
bzw. Definitionen; wesentliche Merkmale des Begriffsinhalts, Begriffsumfang);

— die Formeln zur Berechnung des Oberflichen- und des Rauminhalts von Prisma
(einschlieBlich Quader und Wiirfel als Sonderfille), Pyramide, Kreiszylinder,
Kreiskegel und Kugel;

— die Klassifikation geometrischer Korper (einschlieflich der Einordnung von
Sonderfillen).

Der Beitrag, der in dieser Unterrichtseinheit zur mathematischen Grundlagenbildung
der Schiiler geleistet wird, besteht hauptsiichlich in der Wiederholung und Festi-
gung grundlegenden Wissens aus der Stereometrie sowie in der Vervollkommnung
der Fahigkeit, mit Formeln zu operieren und sich beim praktischen Rechnen der
‘gebrauchlichen Hilfsmittel wie des Tafelwerkes und des logarithmischen Rechen-
stabes zu bedienen. Wesentliche neue Denk- und Arbeitsweisen werden den Schii-
lern in dieser Unterrichtseinheit nicht vermittelt.

Die ideologische Bildung und Erziehung betrifft in dieser Unterrichtseinheit vor
allem die Klirung weltanschaulicher Fragen, die mit dem Wesen der Mathematik
und ihrer Methoden, mit den Beziehungen zwischen Mathematik und objektiver
Realitdt zusammenhéngen. In erster Linie miissen die Schiiler erkennen, daB die
mathematischen Kérper Idealisierungen sind, die sich auf die Abstraktion bestimm-
ter Eigenschaften der realen Objekte griinden (vgl. Lp 44), und daB die mathe-
matische Untersuchung dieser Idealisierungen zu Erkenntnissen fiihrt, die in der
Praxis nutzbringend anwendbar sind. Weitere damit verbundene weltanschauliche
Einsichten ergeben sich aus der philosophischen Betrachtung von Definitionen
und Beweisen sowie anderer Elemente der mathematischen Methode.

Bei der methodischen Gestaltung dieser Unterrichtseinheit sollte vor allem beachtet
werden, daB die Wiederholung des Stoffes aus dem Unterricht vorangegangener
Klassenstufen kein zweites Durchlaufen jener Wege bedeuten kann, die bei der
Einfiihrung des Stoffes beschritten wurden, ebensowenig aber auch ein Darbieten
einer nur knappen Zusammenfassung des Wesentlichen, etwa in Form des Vortra-
gens eines Kompendiumstextes. Vielmehr muB — im Interesse des hoheren Niveaus,
das die Schiiler in Klasse 10 erreichen sollen, und der Erkenntnis der ,,groBen Linie“—
sowohl an der Definition (bzw. Beschreibung) und Klassifizierung der geometrischen
Korper, als auch an den Methoden und Verfahren der Kirperberechnung sorgfiltig
unterrichtsmethodisch gearbeitet werden. Bei der methodischen Planung und Ge-
staltung dieser Wiederholung ist zu beriicksichtigen, da der Lehrbuchtext in den
betreffenden Lerneinheiten (Lerneinheiten B 2 bis B 4) nach der Sachlogik des
Stoffes aufgebaut ist; lediglich Zwischenfragen und Aufgaben deuten darauf hin,
daB der Unterricht vorwiegend der Wiederholung und Systematisierung frither
behandelten Stoffes dient. Anlage und Aufbau des Lehrbuches gehen von der
Uberlegung aus, daB Art und Umfang der notwendigen Wiederholungen im Unter-
richt vom konkreten Stand der Vorbildung der Schiiler in der Klasse abhingig sind
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und das Lehrbuch auch Schiilern, die im Selbststudium Stoff nachholen miissen,
einen fachsystematisch orientierten ,,Einstieg" in den Sachverhalt, frei von speziel-
len methodischen Besonderheiten, ermoglichen soll.

An den Anfang des Unterrichts im Rahmen des Stoffgebietes , Korperdarstellung
und Kérperberechnung* sollten weltanschaulich bedeutsame Uberlegungen iiber
das Wesen geometrischer Korper (als idealisierte Widerspiegelungen realer Objekte)
und iiber die Méglichkeit, reale Kérper durch einfache oder zusammengesetzte geo-
metrische Korper — je nach den sachbedingten Erfordernissen grober oder genauer —
anzunahern, gestellt werden; vgl. Lb 66f, Lerneinheit B 1. Solche Gedanken werden
im Unterricht spéiter wieder aufgegriffen, vor allem in der abschlieBenden Unter-
richtseinheit des Stoffgebietes; vgl. Uh 155 ff.

Im Hinblick auf die Wiederholung und Systematisierung der stereometrischen
Eigenschaften der behandelten geometrischen Korper muBl beachtet werden, da
den Schiilern aus dem Unterricht in den Klassen 7 und 8 nur die Definitionen des
Prismas und der Pyramide bekannt sind; vgl. [G 2]. Zylinder (gerader Kreiszylin-
der), Kegel (gerader Kreiskegel) und Kugel sind als Rotationskérper eingefithrt und
nur beschrieben worden.

Im Unterricht der Klasse 10 kénnen die Definitionen des Prismas und der Pyramide
von den Schiilern in selbstandiger Arbeit wiederholt und erléutert werden; nicht zu
empfehlen ist — an dieser Stelle — eine zusammenfassende Darlegung der Defini-
tionsformulierungen in einem Lehrer- oder Schiilervortrag, da diese Methode die
Aktivitit der Schiiler voraussichtlich zu wenig anregen wiirde.

Im Lb 67, Definition B 1, und im Lb 70, Definition B 2, sind die — den Schiilern
bereits in diesem Wortlaut bekannten — Definitionen der genannten geometrischen
Korper hervorgehoben. .
Bei der Formulierung der Definition des Prismas durch die Schiiler (vgl. Lb 67)
achte man darauf, daBl die Ubereinstimmung zwischen der Seitenzahl der Vielecke,

M NP o

et

MA'

g Rhombendodekaeder

a) in Zweitafelprojektion

b) in Kavalierperspektive
133/1
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die in parallelen Ebenen liegen (d. h. der Grund- und der Deckfliche) und der
Anzahl der Parallelogramme (d. h. der Seitenflichen) zum Ausdruck kommt. Wird
dies weggelassen, so gibt es auch noch andere geometrische Korper, die der (dann
unterbestimmten) Definition geniigen, z. B. das Rhombendodekaeder, ein soge-
nannter halbregelmaBiger Kérper, der in der Natur als Kristallform vertreten ist;
vgl. Bild 133/1. Bei der Definition der Pyramide (und spiter auch bei der Beschrei-
bung des Pyramidenstumpfes) wire gleichfalls auf Vollstindigkeit der Aussage
zu achten. :

Definitionen geometrischer Kérper bieten Gelegenheit, mit den Schiilern nicht nur
Fragen der Klassifizierung geometrischer Kérper zu erdrtern, sondern auch auf die
wesentlichen Anforderungen an die Formulierung einer Definition einzugehen. So
kénnen die Schiiler eine vorgegebene Definitionsformulierung dahingehend priifen,
ob sie unterbestimmt, richtig bestimmt oder iiberbestimmt ist. Dabei sind Ver-
gleiche mit analogen Definitionsformulierungen aus der Planimetrie (z. B. Recht-
eck—Quader) méglich, man kann sogar von den einfacheren und den Schiilern meist
geldufigeren Definitionen ebener geometrischer Figuren ausgehen.
Bildungswirksam ist — wie bereits an der unterbestimmten Definitionsformulierung
fiir das Prisma gezeigt wurde — das Aufsuchen von ,Gegenbeispielen® bei unzu-
langlichen Definitionen (nicht immer werden die Schiiler aber solche Gegenbeispiele
selbst finden kénnen).

Bei der Wiederholung der Klassifizierung geometrischer Korper erweisen sich auch
Ubungen im Definieren des gleichen Objekts als Art verschiedener Gattungen, d. h.
im Bestimmen der spezifischen Merkmale des Objekts, als zweckméiBig .

Beispiel:

Welche spezifischen Merkmale kennzeichnen den Wiirfel

a) als Sonderfall des Quaders;

b) als Sonderfall des Prismas?

oder in anderer Formulierung: ,, Definieren Sie den Wiirfel als Sonderfall . . .I*

Fir Kreiszylinder, Kreiskegel und Kugel werden vom Lehrplan auch in Klasse 10
keine Definitionen gefordert. Die Beschreibungen, die im Lehrbuch von diesen Kér-
pern gegeben werden, sind selbst dann, wenn sie den formalen Anforderungen an
eine Definition geniigen oder zur Grundlage einer Definition gemacht werden kon-
nen, im Unterricht nicht als Definitionen aufzufassen.

Wenn bei Zylinder und Kegel auf die Mantelfléichen eingegangen wird, kénnen die Schiiler,
falls es die Unterrichtssituation erméglicht, dariiber informiert werden, daB die Bezeich-
nungen ,,Zylinder* und ,,Kegel* in der Mathematik nicht nur fir — allseitig von Flichen
begrenzte — geometrische Korper, ,,sondern auch fir die unbegrenzt gedachten Mantel-
fliichen (,,Zylinderfldche®, ,Kegelfliche“) verwendet werden. Auf die Unterscheidung
zwischen Kugelfliche und Kugelkérper —ebenso wie zwischen Kreislinie und Kreisfliche —
miissen die Schiiler gleichfalls aufmerksam gemacht werden; vgl. Lb 66, Lerneinheit B 1.

Bei der Berechnung der geometrischen Korper (Inhalt einzelner Flichen, der ge-
samten Oberfliche, Rauminhalt) liegt das Hauptgewicht auf

— dem Anwenden von Formeln (unter Zuhilfenahme des Tafelwerkes);

— dem Aufstellen von Losungsplinen ;

—dem Anwenden von Rechenhilfsmitteln (einschlieBlich der Tafeln der Winkel-
funktionswerte und der Winkelfunktionsskalen des Rechenstabes).

Zu Beginn der Wiederholung der Kérperberechnung sollte — unter Umsténden in
einem besonderen Teil einer Unterrichtsstunde — den Schiilern bewuft gemacht
werden, daf die Formeln fiir die Oberflichen- und Rauminhaltsberechnung als
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Gleichungen von Funktionen aufzufassen sind, bei denen jeweils eine Variable als
unabhingig betrachtet wird; vgl. Lp 43. Das Lehrbuch enthilt dafiir ein geeignetes
Beispiel; vgl. Lb 66, Beispiel B 1. Zur Reaktivierung der fiir die Korperberechnung
notwendigen Kenntnisse und Fertigkeiten sind besondere Ubungen im Auflésen von
Gleichungen nach einer vorgegebenen Variablen (,,Umstellen von Formeln®) von
grofem Nutzen.

Uber die methodischen Grundsitze, die beim Losen von Aufgaben und beim
Berechnen der Korper zu beachten sind; vgl. Uh 25f und Uh 114f.

Wird diese Unterrichtseinheit inhaltlich nach der Systematik der geometrischen
Korper gegliedert, so ergibt sich als mégliche Aufeinanderfolge

entweder (A) — Prisma oder (B) — Prisma
— Zylinder — Pyramide
— Pyramide — Zylinder
— Kegel — Kegel
— Kugel — Kugel

Im allgemeinen diirfte sich die auch im Lehrbuch getroffene Anordnung (B) als
giinstiger erweisen (die andere Anordnung — (A) —lag dem Unterricht in den Klassen
7 und 8 zugrunde). Bei der Behandlung der einzelnen geometrischen Kérper ist
dann der Weg: Definition (bzw. Beschreibung) — Berechnung des Rauminhaltes —
Berechnung des Oberflicheninhaltes empfehlenswert. Es bedarf aber kaum eines
besonderen Hinweises, daB nicht alle Unterrichtsstunden uniform aufgebaut und
methodisch gestaltet sein sollen; da-die im vorangegangenen Unterricht gewonne-
nen Erkenntnisse genutzt und Verbindungen zwischen Neuem und Bekanntem
hergestellt werden, empfehlen sich Verschiebungen in den Akzenten und in der
Wertigkeit der einzelnen Stundenelemente.

Es erschiene naheliegend, in der ersten Stunde dieser Unterrichtseinheit durch eine
Kontrollarbeit die Vorkenntnisse der Schiiler mit einem Schlage zu iiberpriifen.
Erfahrungsgemif gibe aber eine solche Kontrolle kein exaktes Bild iiber die tat-
séchlichen, z. T. schlummernden und auf diese Weise nicht reaktivierten Kennt-
nisse und geistigen Potenzen der Schiiler, ganz abgesehen von der erzieherisch
nachteiligen Schockwirkung, die eine solche Kontrolle — und ihr wahrscheinlich
nicht allzu gutes Ergebnis — bei den Schiilern ausldsen konnte. Besser ist es, die
Ausgangsbedingungen fiir den Unterricht ,immanent“, im Prozell einer syste-
matischen, alle wesentlichen Inhalte erfassenden Wiederholung zu iiberpriifen und
das erforderliche Niveau zu sichern — selbst wenn dies etwas mehr Zeit benétigen
kann als ein anderes Verfahren.

2.1.2.  Darstellung ebenflichiger begrenzter geometrischer Korper (LE 4; 2 Std.)

Die allgemeine Aufgabe dieser Unterrichtseinheit besteht vor allem darin, am Bei-
spiel der Darstellung einfacher ebenflichig begrenzter Kérper das Wissen der
Schiiler iber das Grundlegende der darstellend-geometrischen Abbildung in der
Zweitafelprojektion und in schriger Parallelprojektion wiederzubeleben, zu erweitern
und zu festigen. Spezielle darstellend-geometrische Konstruktionen wie das Ermit-
teln der wahren Linge einer Strecke und der wahren GréBe und Gestalt einer ebe-
nen Figur sind Gegenstand des Unterrichts in einer weiteren Unterrichtseinheit
(2.1.4.).

Die Festigung des Wissens iiber die grundlegenden Begriffe, Methoden, Regeln und
Techniken der darstellend-geometrischen Abbildung in senkrechter Projektion und
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schriger Parallelprojektion, die das Spezifische der mathematischen Grundl
bildung in dieser Unterrichtseinheit ausmacht, steht dabei in engstem Zusammen-
hang mit der Entwicklung der Raumvorstellungsfahigkeit.

Fiir die ideologische Bildung und Erziehung bietet diese Unterrichtseinheit — wie
auch die anderen Unterrichtseinheiten, die speziell Kérperdarstellungen zum Inhalt
haben — nur begrenzte Méglichkeiten. Diese liegen vor allem in der philosophischen
Betrachtung der mathematischen Methode, hier der Methode der darstellenden
Geometrie, und des Nutzens dieser mathematischen Disziplin fiir die Praxis. Wird
das Problem der Widerspiegelung der objektiven Realitit mit mathematischen
Mitteln erortert, so sollte nicht der Hinweis fehlen, daB Anschaulichkeit kein
Kriterium fiir die Richtigkeit einer Widerspiegelung ist und manche ,hochab-
strakten®, nicht durch anschauliche Hilfen zu stiitzenden Darstellungen das We-
sentliche eines realen Sachverhalts besser wiederzugeben vermégen als eine an-
schauliche (oder auf den ersten Blick anschaulich erscheinende) Darstellung.

Den Bildungs- und Erziehungszielen dieser Unterrichtseinheit wird eine methodi-
sche Gestaltung des Unterrichts am besten gerecht, die sich in hohem MaBe der Auf-
gaben

— zur Darstellung geometrischer Objekte nach Daten;

— zum Lesen darstellend-geometrischer Zeichnungen und

— zum Ubertragen einer darstellend-geometrischen Zeichnung in ein anderes Dar-
stellungsverfahren

bedient ; vgl. Uh 117f.

Es ist anzustreben, daf die Schiiler beim Lésen solcher Aufgaben weitgehend selb- |
standig arbeiten; allerdings ist dabei zu beachten, daB zuniichst — ebenso wie das
Wissen aus der Stereometrie — auch die Kenntnisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten
der Schiiler auf dem Gebiet der darstellenden Geometrie reaktiviert werden miissen,
zumal im Mathematikunterricht der Klasse 9 kein Stoffgebiet behandelt wurde,
das Korperdarstellungen oder andere Anwendungen der darstellenden Geometrie
fordert.

Es empfiehlt sich deshalb auch, an den Beginn dieser Unterrichtseinheit, welche
die wiederholende, systematisierende und erganzende Behandlung der darstellen-
den Geometrie in Klasse 10 einleitet, den Schiilern die wichtigsten Konstruktions-
und Zeichenregeln der darstellenden Geometrie ins Gedachtnis zuriickzurufen. Das
ist z. B. mit Hilfe einer Ubersicht, wie sie im folgenden angegeben ist, méglich.
Diese Ubersicht kann spiter, bei der Behandlung der Darstellung krummflichig
begrenzter Kérper bzw. krummlinig begrenzter Figuren, um die Regeln fiir das
Zeichnen gekriimmter Linien erweitert werden; vgl. Uh 149.

Allgemeine Zeichenregeln

Eine da.rstellend-geomegrische Zeichnung wird auf glattem weiBem Papier oder
diinnem Zeichenkarton mit hartem Bleistift in diinnen Linien ausgefiihrt.

Punkte werden durch Einstechen mit der Zirkelspitze markiert.

Strecken werden nach Méglichkeit mit dem Stechzirkel in die Zeichnung iibertragen
und aus der Zeichnung abgegriffen.

Punkite, die in der Zeichnung hervortreten sollen, werden durch einen kleinen Kreis um
die Einstichstelle (Nullenkreis) kenntlich gemacht. Die Linien, die durch einen so ge-
! ichneten Punkt werden, sind an der Peripherie des Nullenkreises zu
unterbrechen.
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Beim Zeichnen sind Schniite von Linien unter klei Winkel — so te schlei-
fende Schnitte — méglichst zu vermeiden, da sie kein tigend Ermittel
des Schnittpunktes gestatten. Ebenso konnen Verbindungslinien zweier Punkte zu
Ungenauigkeiten fithren, wenn sie weit iiber die gegebenen Punkte hinaus verléngert
werden.

Ist die Zeichnung entworfen, so werden die Linien, die in der Losung hervortreten
sollen, mit weicherem Bleistift nachgezogen.
Dabei ist die ,,Sichtbarkeit* der d ellend
zu beachten.

énde nach folgenden Regeln

— Bei kreuzenden Linien (z. B. bei windschiefen Geraden) wird die verdeckt erschei-
nende Linie an der Kreuzungsstelle unterbrochen.

— Linien, die von einer als undurchsichtig bzw. nur durchschei 1 anzuneh den
Fliche verdeckt sind, werden als Strichlinien gezeichnet. Schneiden verdeckte
Linien einander, so sind an der Stelle des Schnittes Striche —nicht Zwischenrédume —
Zu setzen.

— Bei der Zweitafelprojektion entspricht die Sichtbarkeit des Grundrisses der An-
sicht von oben, die Sichtbarkeit des Aufrisses der Ansicht von vorn.

Die Darstellung von Prismen in schriger Parallelprojektion (Kavalierperspektive)
bietet Gelegenheit, den Begriff der Kongruenz, die Eigenschaften kongruenter
ebener Figuren und die Eigenschaften der Verschiebung (Stoff der Klasse 6) zu
wiederholen; die Abbildung durch Verschiebung dient beim Zeichnen der Korper
entweder als Grundlage oder zur Kontrolle der Konstruktion : Die Bilder der Grund-
und der Deckfliche eines Prismas sind kongruente Figuren, die durch Verschiebung
auseinander hervorgehen.

Von der schrigen Parallelprojektion werden im Unterricht der Klasse 10 nur zwei
Sonderfille — die Kavalierperspektive (a =45° g= %) und — besonders bei der
Darstellung von Kreiszylinder und Kreiskegel — die Projektion mit den Parametern
a=90°; q=% behandelt; vgl. Bild 137/1.

Wiirfel in schrager
Parallelprojektion
(verschiedene
Darstellungsarten)
/
— 7 o /
137/1 9 b 0 P

Zur Information des Lesers sei gesagt, daB es prinzipiell méglich ist, die Verzerrungs-
winkel und die Verkirzungsverhéltnisse — mit gewissen Einschrénkungen — beliebig zu
wihlen; denn es gilt der Satz von POHLKE:
Drei beliebig lange und unter beliebigen Winkeln von einem Punkt ausgehende Strecken
konnen, sofern sie nicht alle ein und derselben Geraden angehéren, stets als Parallel-
projektion eines rechtwinkligen Dreibeins (d. h. eines Achsenkreuzes mit drei gleich
langen Achsen) aufgefat werden.
Auf den — nicht einfachen — Beweis des Satzes sei hier verzichtet; vgl. z. B. KOMMERELL
41].
Eillozlrdings ergeben nicht alle méglichen Kombinationen von Verzerrungswinkeln und
Verkii verhéltnissen einj, 1aBen anschauliche Bilder. Neben den im Unterricht
behandelten Darstell ten der schré Parallelprojektion, bei denen zur AufriBebene

&

parallele Figuren kongruent abgebildet werden, ist in der Praxis noch die Vogel- oder
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Militdrperspektive tiblich. Bei dieser Darstellungsart werden Figuren, die
parallel zur GrundriBebene sind, kongruent abgebildet; vgl. Bild 138/1.
Sie eignet sich deshalb vorwiegend fiir Darstellungen, bei denen der
GrundriB hervortreten soll, z. B. bei Bauskizzen.

Die Aufteilung des Stoffes dieser Unterrichtseinheit ist nach dem

Darstellungsverfahren méglich.

1. Stunde: Zweitafelprojektion (nach einer wiederholenden Ein-
fithrung in das darstellend-geometrische Zeichnen)

2. Stunde: Schriage Parallelprojektion (Kavalierperspektive)
138/1

2.1.3.  Aufgaben zur Berechnung und Darstellung geometrischer Korper
(LE 5; 2 Std.)

Diese Unterrichtseinheit hat die allgemeine Aufgabe, den Schiilern die Methoden
und Techniken des Lisens einfacher und komplizierterer Berechnungs- und Dar-
stellungsaufgaben iiber geometrische Kérper nahezubringen.

Der Hauptakzent der. mathematischen Grundlagenbildung der Schiiler in dieser
Unterrichtseinheit liegt somit darin, die Kenntnisse der Schiiler in den Methoden,
den Regeln und Verfahren des Aufgabenldsens, einschlieBlich des Lésens von Sach-
und Anwendungsaufgaben zu systematisieren und ihnen ein einfaches, praktikables
Losungsschema zu vermitteln; vgl. Uh 26.

Der Beitrag, den diese Unterrichtseinheit zur ideologischen Bildung und Erziehung
der Schiiler leistet, griindet sich vor allem auf die Erkenntnis des Wesens der mathe-
matischen Methode und der Bedeutung der Mathematik fiir die Lésung praktischer
Probleme des gesellschaftlichen Lebens. Hinzu kommt der sachliche Inhalt der An-
wendungsaufgaben; allerdings tritt die Nutzung der erzieherischen Potenzen der
Sachaufgaben in dieser Unterrichtseinheit etwas zuriick, da nur wenige Aufgaben —
als Beispiele — behandelt werden kénnen.

Die methodische Gestaltung dieser Unterrichtseinheit wird von der Notwendigkeit
bestimmt, eine Aufgabe (oder zwei Aufgaben verschiedener Art) vom Aufgabentext
bis zur Lésung in allen Einzelheiten — sozusagen allseitig — zu analysieren. Unter-
richtsgespriach und kommentierte selbstindige Arbeit der Schiiler bilden deshalb
die Hauptformen der Unterrichtsarbeit. Lb 77f, Beispiel B 3, bezieht sich, wenn
von der Abbildung eines Achsenschnitts eines Rotationskérpers abgesehen wird —
nur auf die Kérperberechnung. Dieses Beispiel kann, zumal seine Erérterung kaum
eine Unterrichtsstunde ausfiillen diirfte, durch eine einfache Darstellungsaufgabe,
bei der mehrere Losungsschritte unterschieden werden miissen, ergénzt werden
(z. B.: Darstellung in Zweitafelprojektion, geometrische Konstruktion der Léinge
einer unbekannten, fiir die darstellend-geometrische Abbildung aber notwendigen
Strecke, Darstellung in schriger Parallelprojektion).

Ein hoheres Anspruchsniveau bei einer komplexen Aufgabe wird durch das folgende,
in Einzelheiten ausgefiihrte Beispiel gekennzeichnet. Es hat gegeniiber manchen
anderen Aufgaben den Vorteil, daB der rechnerische Teil besonders zwei Losungs-
moglichkeiten bietet, die im Aufwand — und in der ,mathematischen Eleganz“ —
der Losung verschieden sind und deren Diskussion zur Befahigung der Schiiler
beitragen kann, das fiir die Losung einer mathematischen Aufgabe zweckméBigste
Verfahren selbst zu wihlen; vgl. Lp 12. Allerdings empfiehlt sich die Arbeit an
einem solchen Beispiel nur dann, wenn das hohere Anspruchsniveau bei allen
Schiilern vorausgesetzt werden kann. ’
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Werden von einem Eckpunkt eines Wiirfels aus auf den angrenzenden Seitenflichen
die Diagonalen gezogen und die Endpunkte dieser Diagonal iteinander verbund

s0 bilden diese Strecken die Kanten eines ebenflichig begrenzten Korpers.

Stellen Sie diesen Korper in Kavalierperspektive dar!

Berechnen Sie, in welchem Verhdltnis das Volumen dieses Kérpers zum Volumen des
Wiirfels steht!

1. Analytischer Losungsschritt der ersten Teilaufgabe, der Darstellung eines Korpers
Mit Hilfe einer anschaulichen Skizze, gegebenenfalls auch mittels eines Wiirfel-
modells, wird festgestellt, daB die Verbindungsstrecken der Endpunkte von den in
der Aufgabenstellung genannten Diagonalen ebenfalls Flichendiagonalen des
Wiirfels sind und da8 es fiir einen Wiirfel genau zwei kongruente Korper der ge-
suchten Art gibt. Der Kérper wird von vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken
begrenzt, er ist somit eine regelmiBige dreiseitige Pyramide, bei der die Seiten-
flichen zur Grundfliche kongruent sind (der Begriff , Tetraeder* ist den Schiilern
nicht bekannt).

2. Synthetischer Losungsschritt der ersten Teilaufgabe

Bevor die Konstruktion in Kavalierperspektive ausgefiihrt wird, ist iiber die Dar-
stellungsweise des Kérpers zu entscheiden. Als gut anschaulich und das Wesentliche
betonend erweist sich die Darstellung des Wiirfels als Kantenmodell und der ein-
beschriebenen dreiseitigen Pyramide als Flichenmodell; vgl. Bild 139/1. Die
Zeichnung wird den allgemeinen Regeln gemiB entworfen; vgl. Uh 136f.

3. Analytischer Losungsschritt der zweiten Teilaufgabe, der Berechnung des Volumens
des Korpers

Das Volumen des Korpers kann unmittelbar nach der Formel fiir das Volumen einer
Pyramide berechnet werden. Ist die Linge der Grundkante s der Pyramide be-
kannt, so ergibt sich der Inhalt ihrer Grundfliche nach der Formel fiir den Flichen-
inhalt eines gleichseitigen Dreiecks (diese Formel wird entweder dem Tafelwerk
entnommen oder als Sonderfall der Flicheninhaltsformel fiir das Dreieck, z. B. der
Formel zur Berechnung des Flicheninhaltes aus zwei Seiten und dem eingeschlos-
senen Winkel, hergeleitet), es ist

4e=1V3.

139/1
Die Léinge der Hohe der Pyramide 1Bt sich an Hand einer Hilfsfigur (Schnitt der
Pyramide mit einer ihrer Symmetrieebenen) ermitteln; vgl. Bild 140/1. Es ergibt

sich .
=3/6.
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4. Synthetischer Lisungsschritt der iten Teilaufgabe

Wird fiir die Léinge s der Pyramidenkante die Lange der Fliachendiagonale des
Wiirfels —sie betrigt a |2, wenn a die Kantenlénge des Wiirfels ist — eingesetzt, so
folgt fiir das Volumen der Pyramide

)2 - =
V=—;—~Ag~h=%-—("4£' V3 -";IE}/G;
v=2.

3

Bei der Losung der zweiten Teilaufgabe ist auch ein anderer Weg als Variante
moglich.

140/1

3a) Analytischer Léosungsschrilt der zweiten Teilaufgabe

Die Berechnung des Volumens der Pyramide ist auch mittelbar auf Grund der Uber-
legung méglich, daB die Pyramide durch vier Restkorper zum Wiirfel ergénzt wird.
Diese vier Restkorper sind kongruent, es sind dreiseitige (schiefe) Pyramiden, deren
Grundfliche gleich der halben Seitenfliiche des Wiirfels und deren Hohe gleich der
Kante des Wiirfels ist; vgl. Bild 140/2.

4a) Synthetischer Losungsschritt der iten Teilaufgabe

Nach den Formeln zur Berechnung eines Wiirfels und einer Pyramide ergibt sich
fiir das Volumen V des gesuchten Korpers

V = Vwaster—4 * VRestiorper
1 2
=4 (55 )
a®
V=35.
Fiir die Aufteilung des Stoffes auf die zwei vorgesehenen Unterrichtsstunden bieten
sich zwei Varianten an.
(A) 1. Stunde: BewuBtmachen der Losungsschritte beim Erarbeiten von Aufgaben-
lésungen durch die Schiiler (,induktives Vorgehen*)
2. Stunde: Anwenden der erarbeiteten Prinzipien und Regeln
(B) 1. Stunde: Darlegung der wichtigsten Schritte, Prinzipien und Regeln fiir das
Aufgabenlésen (Systematisierung frither behandelten Stoffes durch
den Lehrer), erste Anwendung an einem Beispiel (,,deduktives Vor-
gehen®)
2. Stunde: Weitere Anwendungen

140



Nach der Variante (A) sollte vor allem dann vorgegangen werden, wenn damit
gerechnet werden kann, daB die Schiiler Regeln und Verfahren der Aufgaben-
l6sung schon verhaltnisméBig gut kennen und sie auch wiedergeben konnen.
Unter diesen Umsténden ist es die bildungswirksamere Variante. Sind jedoch die
genannten Voraussetzungen vermutlich nicht vorhanden, empfiehlt sich die
Variante (B).

Die Aufgaben, diein der zweiten Stunde bearbeitet werden, sollten sowohl nach dem
Losungsverfahren als auch nach der fachlichen Thematik die Aufgaben der ersten
Stunde ergénzen; auf ein Beispiel fiir die Kérperdarstellung sollte dabei nicht ver-
zichtet werden.

2.1.4.  Darstellend-geometrische Grundkonstruktionen (LE 6 bis 8; 4 Std.)

Die allgemeine Aufgabe dieser Unterrichtseinheit besteht hauptsichlich in der
Ubung grundlegender Konstrukti und damit in der Vervollkommnung geistiger
Féhigkeiten und geistig-praktischer Fertigkeiten; Elemente der fachlichen Systema-
tisierung oder der Betrachtung eines Sachverhalts unter neuen Aspekten treten
demgegeniiber zuriick.

Als spezielle Aufgaben dieser Unterrichtseinheit bei der mathematischen Grundlagen-
bildung der Schiiler sind vor allem die Festigung und Sicherung der Kenntnisse
der Schiiler in den darstellend-geometrischen Grundkonstruktionen der Zweitafel-
projektion, die weitere Entwicklung der Raumvorstellungs- und Raumdarstellungs-
fihigkeit sowie die Férderung zeichnerisch-konstruktiver Fertigkeiten zu nennen.
Damit verbunden ist die tiefere Einsicht in die Methoden der Anwendung der
Grundkonstruktionen auf geometrische Korper; ebenflichig begrenzte Korper
bilden das Hauptanwendungsfeld fiir das Ermitteln der wahren Linge von Strecken
und der wahren GréBe und Gestalt ebener Figuren.

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziechung der Schiiler gilt fiir diese
Unterrichtseinheit grundsétzlich das Gleiche wie fiir die Unterrichtseinheit 2.1.2.
Weitere Beitrige zu dieser iibergreifenden Bildungs- und Erziehungsaufgabe folgen
aus historischen Betrachtungen zur Entwicklung der darstellenden Geometrie und
iiber ihre Bedeutung in der Praxis der Gegenwart, vor allem im Bauwesen; solche
Betrachtungen kénnen z. B.an die wiederholende Behandlung der darstellend-
geometrischen Grundkonstruktionen zwanglos angeschlossen werden; vgl. STam-
FORT [78].

Bei der methodischen Gestaltung dieser Unterrichtseinheit muB davon ausgegangen
werden, daB nicht nur Fahigkeiten und Fertigkeiten im Ausfiihren darstellend-geo-
metrischer Konstruktionen entwickelt werden miissen, sondern auch die Raumuvor-
stellungsfihigkeit und das Abstraktionsvermogen zu fordern sind. Der Lehrplan
kennzeichnet die Entwicklung der Abstraktionsfahigkeit sogar als vordringliche
Aufgabe; vgl. Lp 44. Im Interesse dessen sollte somit im Unterricht das Prinzip
verwirklicht werden, jede darstellend-geometrische Konstruktion durch anschau-
liche Skizzen zu erldutern; vgl. Uh 117. Das Arbeiten mit festen Modellen ist wahr-
scheinlich nicht erforderlich, dagegen kann die Maniperm-Klapptafel niitzlich sein.

Da Lb 79, Bilder B 20, B 21, und Lb 81, Bilder B 22, B 23, nur die Konstruktionen
der wahren Linge einer Strecke sowie der wahren GroBe und Gestalt einer ebenen
Figur in Zweitafelprojektion enthalten, seien in den Bildern 142/1 bis 143/2 die
zugehdorigen anschaulichen Darstellungen in Kavalierperspektive beigegeben. Ent-
sprechendes gilt fiir den ebenen Schnitt eines geraden Prismas mit der Konstruk-
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142/1

.4}

142/2

sl

tion der wahren ‘GréBe und Gestalt der Schnittfigur; die Konstruktion im Lb 82,
Bild B 24, wird durch die anschauliche Darstellung im Bild 144/1 ergénzt.

Das selbsténdige Arbeiten der Schiiler an darstellend-geometrischen Konstruktions-
aufgaben, das die Hauptform des Unterrichts in dieser Unterrichtseinheit bildet,
bedarf einer griindlichen Anleitung und einer Kontrolle durch den Lehrer, die sich
von der geometrischen Richtigkeit der Konstruktion bis zur Zeichentechnik und
zur Sauberkeit der technischen Ausfiihrung erstreckt. ’
Bei der Wiederholung der darstellend-geometrischen Grundkonstruktionen ist zu
beachten, daB diese Konstruktionen in Klasse 7 zunichst fiir die Eintafelprojektion
eingefiihrt, erklért und geiibt wurden; die daran anschlieBende Behandlung fiir die
Zweitafelprojektion stiitzte sich darauf, trat aber — auch in der Bemessung der Zeit
fiir Ubungen — etwas zuriick. Auch blieb sie auf Konstruktionen in der GrundriB-
ebene, im Prinzip also auf die Konstruktionen, die in Eintafelprojektion ausgefiihrt
wurden, beschréankt (den Schiilern wurde auch nicht besonders bewuBt gemacht,
daB die — mathematisch gleichartigen — Risse auch gleichermaBen Grundlage fiir
Konstruktionen sein kénnen und daf Umklappungen nicht nur in die Grundri8-
ebene, sondern auch in die Aufrifebene méglich sind).
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Als wesentliche Aspekte der Behandlung der darstellend-geometrischen Grund-
konstruktionen, die ihrem mathematischen Gehalt nach den Schiilern bereits
bekannt sind, miissen in Klasse 10 das BewuBtmachen der einzelnen Schritte, die
zur Losung der gestellten Aufgabe fithren, und das Suchen nach einem rationellen
(sicheren, genauen) Losungsweg betrachtet werden.

Diese Aspekte des Unterrichts kénnen wirkungsvoll durch das Aufstellen und Disku-
tieren algorithmischer (oder diesen angenaherter) Vorschriften fiir das Lisen der
verschiedenen Konstruktionsaufgaben betont werden. Es empfiehlt sich, hierbei
graphische Darstellungen zu benutzen. Wihlt man eine Form, die den Schiilern
schon vertraut ist, kann man sich auf den Inhalt konzentrieren und einer moglichen
Haufung von Schwierigkeiten begegnen; vgl. Uh 23 und 100. Das Schema in
Bild 146/1 zeigt eine Moglichkeit am Beispiel fiir das konstruktive Ermitteln der
wahren Linge einer Strecke. Der dargestellte Losungsalgorithmus kann selbst-
verstindlich noch ergidnzt und erweitert werden, etwa durch Zeichenkontrollen
oder durch Ubergang zu einem anderen Konstruktionsverfahren, falls das ur-
spriinglich vorgesehene auf der verfiigharen Zeichenfliche nicht anwendbar ist.

Aus dem Schema in Bild 146/1 ist ersichtlich, daB schon verhiltnisméBig einfache
Konstruktionen in der darstellenden Geometrie umfangreiche Vorschriften erfor-
dern, wenn sie bis in die Einzelheiten aufgegliedert werden. Deshalb ist es bei
komplizierteren Konstruktionen zweckmaBig, mehrere Teilschritte zu einem
»Block" zusammenzufassen, ein Beispiel dafiir gibt das Schema in Bild 147/1.
Ebenso muf beriicksichtigt werden, daB im Unterricht der Klasse 7 zwar die
Darstellung von Geraden und Ebenen (nicht nur von Strecken und ebenen Figuren)
Gegenstand war, aber auf die Einfilhrung von ,,Spurpunkt“ (einer Geraden) und
»Spur® (einer Ebene) verzichtet wurde. Es kann daher, da auch in Klasse 10 die
Einfiihrung von ,,Spurpunkt* und ,,Spur nicht vorgesehen ist, nur vom Schnitt-
punkt einer Geraden und von der Schnittgeraden einer Ebene mit der GrundriB-
ebene (bzw. der Aufrifiebene, aber diese Fille haben aus den genannten Griinden
nur geringe Bedeutung) gesprochen werden. An Stelle von ,GrundriBspur” ist
auch ,Héhenlinie (mit) der Hohe 0* moglich; denn der Begriff der Hohenlinie ist
den Schiilern bekannt (der Begriff der Frontlinie, d. h. der Parallelen zur Aufrifi-
spur, jedoch nicht).

Zur darstellend-geometrischen Konstruktion der wakren Linge einer Strecke sowie
der wahren Grifie und Gestalt einer ebene Figur enthilt das Lehrbuch nur verhiltnis-
méfig wenige Aufgaben. Das Finden weiterer Aufgaben bereitet keine Schwierig-
keiten; es ist ohne weiteres moglich, daB die Schiiler die geometrischen Kérper, an
denen solche Konstruktionen ausgefiihrt werden sollen, selbst wihlen und auch da-
zu selbst die MaBe festlegen. Sollen fiir alle Schiiler oder fiir eine gréBere Schiiler-
gruppe einheitliche Aufgaben gestellt werden, so empfiehlt sich das Anfertigen
entsprechender Arbeitsblitter oder das Arbeiten mit Lochschablone. Werden die
Aufgaben durch Beschreibung und Nennung der Daten (hinreichend fiir die ein-
deutige Kennzeichnung des Sachyerhalts) gestellt, so kann das von den Schiilern
ermittelte Ergebnis durch eine auf Transparentpapier vorgezeichnete Ldsungs-
konstruktion leicht kontrolliert werden. Im iibrigen sollten die Schiiler daran ge-
wohnt werden, selbsténdig Zeichenkontrollen auszufiihren und eine darstellend-
geometrische Konstruktionszeichnung erst aus der Hand zu geben, nachdem Rich-
tigkeit und Genauigkeit ausreichend iiberpriift sind (analog der Probe bei Rechen-
aufgaben).

Folgende Aufteilung des Stoffes auf die verfiighare Unterrichtszeit wird vorge-
schlagen.
1. Stunde: Konstruktion der wahren Lénge einer Strecke (Beispiel und Ubungen)
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‘Wabhre Liinge einer Strecke
START

Begeben:
AVA%; BB

oder fallen A' und B’ zusammen 2 J

nein 7

A"Bist dig wahre _

Jst A"B" parallel zur Rifachse Ja Linge der Strecke AB.
oder fallen A" und B" zusammen 2

7

C Jst A'B’ parallel zur Rifachse ’\ ja
2
3

nein
, 8
Errichten Sie in A'die AB st diz wahre __
Senkrechte auf A'B'! Ldnge der Strecke AB.
4
Ermitteln Sie die Differenz der
Hihen der Punkte Aund B!
Bezeichnen Sie diese Strecke mit d!
5

Tragen Sie d auf der Senkrech-
ten in A' (sighe 3.) auf'!
Bezeichnen Sie den erhaltenen
Punkt mit (A)!

Verbinden Ste (A) mit B'!
(A)B' ist die gesuchte wahre
Ldnge der Strecke AB.

Lasung:
AB

.

STOPP
146/1
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I . Wahre GréBe und Gestalt einer ebenen Figur

Gegeben:
7 Grund- und Aufrif einer Pyramide
| Bezeichnen Sie die Pyramidenspitze mit S!

2 l
Weihlen Sie eine Seitenfldche aus, deren
wahre GroBe und Gestalt noch nicht ermit -
telt ist! Bezeichnen Sie die Ebens, der
diese Fldche angehort, mit & !

3

Ermitteln Sie die Schnittgerade von s und !
Bezeichnen Sie diese Gerade mit 6!

4

((Steht e senkrecht auf der Risachse 2 )’"”"—I
i 9 Jst die Unklappung von € in aty it \J%
Hilfe des Stiitzdreigcks von S ginstig 2

9 | nein

Nehmen Sie eine neue Aufriffebene so
an, daf3 die (neue) Rifachse senkrecht
auf e steht!

0 1

Konstrureren Sie den (neuen) AufriB
von € und von §!
]

5 1
Konstruieren Sie die Umklappung Konstruieren Sie die Umklappung
von & um 6 in Xy im Aufrif} (nach von & ume in%; mit Hilfe des Stifz-
Sehema....)! dreiecks von § (mach Schema...)!

6 | I

Konstruigren Sie inder Umkiappung
von € die wahre Graiie und Gestalt der
betreffenden Seitenfidche (nachSchema)!)

7 |
Jst die wahre Grifie und Gestalf nein
aller Seitenfldchen ermittelt 2
s Ldsung:
Wahre Grafe und Gestalt der
@ Seitenfldchen der Pyramide
147/1
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2. und

3. Stunde: Konstruktion der wahren GréBe und Gestalt einer ebenen Figur (Bei-
spiel und Ubungen), ebener Schnitt (senkrecht zur Aufrifiebene) durch
einen ebenflichig begrenzten Korper (mit Ermitteln der wahren GréBe
und Gestalt der Schnittfigur, als weitere Ubung im Ermitteln der wahren
GréBe und Gestalt einer ebenen Figur)

4. Stunde: Komplexe Aufgaben, die verschiedenartige Konstruktionen fordern

Die Konstruktion der wahren GréBe und Gestalt einer ebenen Figur wird in einer
weiteren Unterrichtseinheit beim Ermitteln der Figuren, die sich beim ebenen
Schnitt gerader Kreiszylinder ergeben, wieder angewendet.

Die Berechnung des Flicheninhalts von Schuittfiguren, die vom Lehrplan als Stoff
zur Information gefordert wird (vgl. Lp 45), kann in der 4. Stunde dieser Unter-
richtseinheit erfolgen. Es ist aber auch méglich, sie in die Unterrichtseinheit 2.2.3.
(vgl. Uh 1591f) einzubeziehen. Die im zugehérigen Beispiel des Lehrbuches (Lb
81 ff, Beispiel B 8) entwickelte Formel sollte nicht nur zur Berechnung von Schnitt-
flichen formal angewendet, sondern auch im Hinblick auf ihren Giiltigkeitsbereich
diskutiert werden.

2.1.5. Darstellung krummflichig begrenzter geometrischer Korper (LE 9 und 10;
2 Std.)

Diese Unterrichtseinheit hat die allgemeine Aufgabe, friiher erworbenes Wissen in
den Methoden der darstellend-geometrischen Abbildung in Zweitafelprojektion
und in schriger Parallelprojektion auf einen neuen, den Schiilern bisher nicht
bekannten Sachverhalt anzuwenden; neue Probleme werden dabei auf bereits geloste
Probleme zuriickgefiihrt.

Das spezielle Ziel des Unterrichts bei der mathematischen Grundlagenbildung der
Schiiler ist vor allem in der weiteren Festigung der Kenntnisse in den Prinzipien der
Darstellung in schriger Parallelprojektion und in der weiteren Entwicklung der
Raumvorstellungsfihigkeit zu sehen. Aufbauend auf die Darstellung geradlinig be-
grenzter Figuren und ebenflichig begrenzter Kérper lernen die Schiiler bei der Ab-
bildung von Kreisen Prinzipien kennen, die allgemein bei der Abbildung krumm-
linig begrenzter Figuren und krummfléichig begrenzter Korper Anwendung finden
konnen.

Die Ausfithrungen iiber die ideologische Bildung und Erziehung der Schiiler, die zur
Unterrichtseinheit iiber die Darstellung ebenflichig begrenzter Koérper gemacht
wurden (Unterrichtseinheit 2.1.2.), gelten auch fiir die Unterrichtseinheit 2.1.5.

Die methodische Gestaltung dieser Unterrichtseinheit kann im Prinzip der Gestaltung
der Unterrichtseinheit 2.1.2. &hneln. Eine Besonderheit ist lediglich die Darstellung
des Kreises. N

Bei der Darstellung von Kreiszylindern und Kreiskegeln in schriiger Parallelprojek-
tion ergeben sich als Bilder der kreisférmigen Flichen im allgemeinen Ellipsen. Wenn
auch der Lehrplan ausdriicklich nur das Skizzieren und nicht eine genauere, z. B.

punktweise Konstruktion dieser Figuren fordert (vgl. Lp 45), so erscheint es doch
unumginglich, die Schiiler im Interesse eines geometrisch richtigen, méglichst ein-
fachen und ésthetisch ansprechenden Skizzierens mit einigen wesentlichen Eigen-
schaften der Ellipse bekannt zu machen. Zu diesen Eigenschaften gehért vor allem
die Symmetrie, ebenso der Kurvenverlauf an den Scheiteln.
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Die Ellipse ist nach den neuen Lehrplénen nicht Gegenstand von Erdrterungen im Mathe-
matikunterricht. Im Astronomieunterricht, Klasse 10, wird — in Zusammenhang mit den
KepLERschen Gesetzen — auf die Ellipse und ihre Brennpunktseigenschaft hingewiesen ;
diese Eigenschaft ist jedoch fiir das Skizzieren der Kurven in der darstellenden Geometrie
praktisch ohne Bedeutung.

Im Unterricht der darstellenden Geometrie hat sich bewahrt, die Abbildung, zu-
mindest die skizzenmaBige Abbildung krummlinig begrenzter Figuren aus der Ab-
bildung ein- oder umbeschriebener geradlinig begrenzter Figuren zu entwickeln. Die
darstellend-geometrische Abbildung geht hier im grundsétzlichen den gleichen Weg
wie die Umfangs- und Flicheninhaltsberechnung. Es ist ohne weiteres méglich, das
Bild eines Kreises aus dem Bild des ihm umbeschriebenen Quadrats zu gewinnen;
vgl. Bild 149/1. Wird gréBere Genauigkeit gewiinscht, so kann die in Bild 149/2
gezeigte Figur herangezogen werden. Umbeschriebene Figuren sind fiir das Zeichnen
zweckmiBiger als einbeschriebene ; denn mit Hilfe von Punkten und den zugehérigen
Tangenten 148t sich im allgemeinen eine Kurve besser annahern als mit Hilfe von
Punkten allein, auch wenn deren Anzahl gréBer ist. Selbst beim Skizzieren der
Bilder krummlinig begrenzter Figuren ist es angebracht, die Bilder der geradlinig
begrenzten Hilfsfiguren exakt zu konstruieren.

149/1 wor N/

Ebenso wie bei der Darstellung von Prismen werden bei der Darstellung von Kreis-
zylindern die Prinzipien der Abbildung durch Verschiebung genutzt, vor allem beim
Zeichnen der Achsen der Ellipsen oder der Hilfsfiguren fiir das Skizzieren.

Im iibrigen sollte man sich beim Skizzieren nicht nur auf das Zeichnen aus freier
Hand beschrinken, sondern auch Schablonen oder ein Kurvenlineal benutzen. Das
Arbeiten mit diesen Hilfsmitteln ist den Schiilern nicht fremd; die Schiiler haben
bereits bei der Behandlung der Potenzfunktionen sowie der Exponential-, der Lo-
garithmus- und der Winkelfunktionen vor allem mit Schablonen gearbeitet.
Besonders achte man darauf, daB8 die Schiiler keine ,,Spitzenellipsen* entwerfen
(Bild 149/3) und beim Skizzieren von Kreiskegeln in schriiger Parallelprojektion die
begrenzenden Mantellinien richtig zeichnen (Bild 149/4).

richtig &) falsch o
149/4
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Die wichtigsten Regeln fiir das Zeich (Skizzieren) gekriimmter Linien sollten sich
die Schiiler besonders notieren; es kann nunmehr die bereits frither in der Unter-
richtseinheit 2.1.2. angelegte Ubersicht iiber die Zeichenregeln der darstellenden Geo-
metrie (vgl. Uh 136f) etwa so ergénzt werden, wie es die folgende Zusammenstel-
lung zeigt.

Gekritmmte Linien werden, soweit es nicht Kreisbégen sind, entweder freihéndig oder
mit Hilfe eines Kurvenlineals oder einer Schablone gezeichnet. Die Kurve wird
entweder i

a) durch Konstruktion einzelner Kurvenpunkte oder

b) durch Konstruktion einzelner Kurvenpunkte mit den zugehérigen Tangenten

s0 genau festgelegt, daB ihr Verlauf eindeutig erkennbar ist. Im allgemeinen muf} an
Stellen stirkerer Kriimmung der Abstand der Punkte geringer sein als an Stellen
schwiicherer Kriimmung.

Beim Zeichnen wird das Kurvenlineal so angelegt, daB es nach Moglichkeit vier
benachbart gezeichnete Punkte verbindet ; nachgezogen wird die Kurve nur zwischen
dem zweiten und dem dritten Punkt. Dann wird das Kurvenlineal weitergeriickt;
falls die neue Lage nicht mehr dem Kurvenverlauf entspricht, muB eine andere Stelle
des Lineals gesucht werden.

Es ist darauf zu achten, daB die Kurve beim Zeichnen oder Skizzieren keine ihrem
Verlauf widersprechenden Knickstellen erhélt. Sind Tangenten an die Kurve be-
kannt, dann muB beim Zeichnen das Kurvenlineal diese Tangenten auch beriihren.

Obgleich die Darstellung der Kugel und ihrer Teile nicht zum Stoff gehért, den der
Lehrplan fiir den Unterricht fordert, und aus diesem Grunde auch keine diesbeziig-
lichen Aufgaben den Schiilern zu stellen sind, kommen die Schiiler doch mit Dar-
stellungen der Kugel in Beriihrung; in vielen Lehrbiichern gibt es solche Bilder. Bei
solchen Darstellungen ist der Umrifl meist ein Kreis.

Zur Information des Lesers sei hier gesagt, daB eine

Darstellung einer Kugel, bei der die UmriBlinie als Kreis

erscheint und der horizontale GroBkreis (der ,,Aquator®) 150/1
als Ellipse dargestellt ist (vgl. Bild 150/1), nicht nur als

senkrechte Projektion einer Kugel gedeutet werden kann,

sondern auch als schrége Parallelprojektion zweier Kreise -

in aufeinander senkrecht stehenden Ebenen (dem,,Aqua-
tor* und einem ,Meridian“); der (elliptische) Kugelum-
riB fehlt bei dieser Darstellung. Den Schiilern sollte man
informativ mitteilen, daB die Abbildung einer Kugel in
senkrechter Projektion ein Kreis mit dem Kugelradius
als Radius ist, die Abbildung einer Kugel in schriger
Parallelprojektion jedoch eine Ellipse mit dem Kugel-
radius als kleiner Halbachse. Plausibel gemacht werden
kann das durch Schattenwurf bei Sonnenlicht oder durch
Darstellungen wie im Bild 151/1 (a) Kreuzri3 b) a =45°;

q=%c) lz=90°;q=%).

Da das praktische, konstruktiv-zeichnerische Arbeiten bei der Darstellung krumm-
flichig begrenzter Korper auf ein relativ geringes Ma8 beschrinkt ist, lassen sich die
Darstellung in Zweitafelprojektion und die Darstellung in schriger Parallelprojek-
tion zusammen in einer Unterrichtsstunde behandeln.
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151/1

Folgende Aufteilung des Stoffes dieser Unterrichtseinheit auf die verfiighare Unter-
richtszeit kann somit empfohlen werden.
1. Stunde: Darstellung von Kreiszylindern und Kreiskegeln (in Zweitafelprojektion
und in schriger Parallelprojektion)
2. Stunde: Ebene Schnitte eines Kreiszylinders, wahre Grofie und Gestalt der
. Schnittfigur

2.1.6. Kontrollarheit (3 Std.)

Fiir eine zweistiindige Kontrollarbeit (die 3. Unterrichtsstunde dient der Auswertung
dieser Arbeit) erscheinen Aufgaben folgenden Typs geeignet.

1. Darstellend-geometrische Aufgabe iiber den Schnitt eines Prismas, zusitzlich eventuell

die Berechnung der Schnittfliche,

Beispiel: i I

Ein aerades vierseitiges Prisma mit der Grundfliche ABCD (AB =3,8 cm; BC =4,8 cm,
Cu=4a,5cm; { CBA =175 { DCB=37°) werden von einer Ebene geschnitten, die
gegen die Grundfliche 52,5° geneigt ist und zur Kante BC parallel liegt.

Stellen Sie den Korper in Zweitafelprojektion dar!

Konstruieren Ste die wahre Gréfe und Gestalt der Schnittfigur (Kérperhihe beliebig, jedoch
so grof, daf3 die Deckfliche nicht von der Schnittebene getroffen wird)!

Zusatzaufgabe: Berechnen Sie den Inhalt der Grundfliche und den Inhalt der Schnittfigur!

. Anwendungsaufgabe zur Berechnung krummflachig begrenzter Korper, zusdtzlich
eventuell die skizzenméBige Darstellung des Korpers in schréger Parallelprojektion.
Beispiel:

Aus einem kreisformigen Stiick Blech von 650 mm Radius werde ein Stiick unter dem
Zentriwinkel von 120° ausgeschnitten und zu einer kegelférmigen Haube geformt.

Wie grof sind Durchmesser, Hohe und Volumen dieser Haube, wenn die Enden ohne
Uberlappung verschweift werden?

Zusatzaufgabe: Stellen Sie die Haube in Zweitafelprojektion dar! Fertigen Sie eine an-
schauliche Skizze in schriger Parallelprojektion an! .

N

Wird auf die Zusatzaufgaben verzichtet, sollte noch eine weitere Aufgabe vorgesehen
werden, z. B. eine Aufgabe zur Berechnung des Oberflécheninhalts eines ebenfléchig
begrenzten Kérpers. In manchen Klassen kann es sich sogar empfehlen, diese Auf-
gabe an die Spitzezustellen, um den Schiilern den Zugang zu den Problemen zu er-
leichtern.

151



2.2.  Pyramiden- und Kreiskegelstiimpfe

2.2.1.  Der Pyramidenstumpf (LE 11 und 12; 3 Std.)

Als allgemeine Aufgabe dieser Unterrichtseinheit ist vor allem das Vertrautmachen
der Schiiler mit der Beschreibung, der Berechnung und der Darstellung eines g tri-
schen Kirpers zu bezeichnen, der den Schiilern zwar bisher nicht bekannt war, sich
jedoch auf bereits friiher behandelte Kirper zuriickfihren lipt. Die Unterrichtsein-
heit baut auf die Definition, die Berechnung und die Darstellung der Pyramide auf,
bereits frither (in der Unterrichtseinheit 2.1.1.) wurde gezeigt, dal Schnitte einer
Pyramide parallel zur Grundfliche Figuren ergeben, die der Grundfigur #hnlich sind.

Die mathematische Grundlagenbildung der Schiiler in der Unterrichtseinheit 2.2.1.
bezieht sich nicht nur auf das Kennenlernen, Berechnen und Darstellen eines spe-
ziellen geometrischen Korpers, sondern auch auf die Vertiefung und Festigung von
Satzen aus der Ahnlichkeitslehre, auf die Weiterentwicklung der Fihigkeit, mathe-
matische Sitze zu beweisen und auf die Vervollkommnung der Fertigkeiten im Ge-
brauch der Rechenhilfsmittel (Formelsammlung, Tafelwerk, Rechenstab) und der
iiblichen Zeichengerite.

Die ideologische Bildung und Erziehung der Schiiler in dieser Unterrichtseinheit stiitzt
sich sowohl auf weltanschauliche Fragen, die das Wesen der Mathematik und die
Beziehungen dieser Wissenschaft zur objektiven Realitét betreffen, alsauch — wenn-
gleich in geringem Mafie — auf den sachlichen Inhalt von Anwendungsaufgaben.
Im Prinzip gelten auch fiir diese Unterrichtseinheit die Ausfiihrungen zur ideologi-
schen Bildung und Erziehung in der Unterrichtseinheit 2.1.1.

Die methodische Gestaltung der Unterrichtseinheit 2.2.1. mufl davon ausgehen, dafl
zum Gegenstand des Unterrichts sowohl die Untersuchung der stereometrischen
Eigenschaften eines geometrischen Korpers als auch Berechnung und Darstellung
dieses Korpers gehoren. Die einzelnen Unterrichtsschritte miissen logisch aufein-
anderfolgen, sie miissen der Aktivitdt der Schiiler Raum geben und die Schiiler auch
zu selbsténdiger Arbeit anregen. Da der Unterrichtsgegenstand nicht fordert, stoff-
liche Elemente einzufiihren, die einer ausfiihrlichen Erléuterung durch den Lehrer
bediirfen, ist es moglich und geraten, auf umfangreiche Lehrervortrige und Demon-
strationen zu verzichten und dasheuristische Unterrichtsgespriich (bei der Erérterung
der stereometrischen Eigenschaften des Pyramidenstumpfes) sowie die angeleitete
und kontrollierte selbstiandige Arbeit der Schiiler (besonders beim Lésen von Be-
rechnungs- und Darstellungsaufgaben) zu bevorzugen.

Im Unterricht wird der Pyramidenstumpf nicht durch Definition eingefiihrt. Obgleich
das Prisma und die Pyramide im Unterricht definiert wurden (Klasse 7 bzw. Klasse 8,
die Definitionen sind auch im Lehrbuch fiir Klasse 10 wiedergegeben; vgl. Lb 67,
70), fordert der Lehrplan keine Definition des Pyramidenstumpfes. Die Beschrei-
bung dieses Korpers im Lb 87 ist im iibrigen als Definition nicht geeignet, sie ist un-
terbestimmt. Es gibt namlich Korper mit dhnlichen, in parallelen Ebenen liegenden
Figuren (als Grund- und als Deckfliche) und mit Trapezen (als Seitenflichen), die
keine Pyramidenstiimpfe sind, als Beispiel diene Bild 153/1. Es ist moglich, die
Schiiler solche Gegenbeispiele selbst finden zu lassen (vgl. Uh 134), ebenso wie die
fiir Pyramidenstiimpfe notwendige Bedingung, dafl die in parallelen Ebenen liegen-
den éhnlichen Figuren sich in Ahnlichkeitslage befinden miissen (der Begriff der zen-
trischen Streckung, durch den die Ahnlichkeitslage definiert wird, ist den Schiilern
aus dem Unterricht der Klasse 8 bekannt). Bei der Darstellung von Pyramiden-
stiimpfen wird auf diese Eigenschaft zuriickgegriffen.
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153/1  Bei der Berechnung des Inhalts einzelner Flichen so-
wie des Gesamtoberflichen- und des Rauminhaltes von
Pyramidenstiimpfen steht das Arbeiten mit dem Ta-
felwerk im Vordergrund ; die Berechnungen werden in
der Hauptsache mit Hilfe deslogarithmischen Rechen-
stabes und unter Verwendung der Zahlentafeln des
Tafelwerkes ausgefiihrt.

Bei Spezialfillen sollten die allgemeinen Formeln so
umgeformt werden,daf diegegebenen Werte unmittel-
bar eingesetzt und die Nebenrechnungen vermieden
werden konnen (vgl. Uh 22f); z. B. sollte bei der Be-
rechnung des Volumens eines quadratischen Pyra-
midenstumpfes (Grundflichenkante a, Deckflichen-
kante b, Hohe %) die Gleichung

V=14 (Ag+Ap+)4edp)
zunéchst umgewandelt werden in

V=% (a2+b2+ab).
Unter den Berechnungsaufgaben diirfen auch Aufgaben, die die Anwendung der

Winkelfunktionen erfordern, nicht fehlen; z. B. Lb 137/115 bis 120.

Wenn auch der Lehrplan nicht fordert, daB die Schiiler die Formeln fiir die Berechnung
des Oberflidcheninhalts und des Rauminhaltes der Stumpfkorper herleiten oder beweisen
sollen, so kénnen doch, wenn es die Kl i i mit den Schiilern Uber-
legungen angestellt werden, wie diese Formeln gewonnen werden. Diese Uberlegungen
fordern eine Riickfithrung eines ungelésten Problems auf bereits geloste Probleme, z. B.
bei der Rauminhaltsberechnung die Riickfithrung auf die Rauminhaltsformel des Voll-
korpers. Die fiir die Berechnung des Vollkérpers und des Ergéinzungskérpers notwendigen
GréBen lassen sich, soweit sie nicht unmittelbar gegeben sind, mit Hilfe der Sitze der
Ahnlichkeitslehre aus den gegel GrofBen ermitteln. Bei solchen Uberlegungen sollte
man sich im allgemeinen aber mit einem Loésungsansatz (oder mit der Beschreibung des
Beweisganges) begniigen.

Bei der Darstellung von Pyramidenstiimpfen in schriger Parallelprojektion (Kava-
lierperspektive) bieten sich giinstige Gelegenheiten, den Begriff der Ahnlichkeit, die
Eigenschaften ahnlicher ebener Figuren und die Eigenschaften der zentrischen
Streckung (Stoff der Klasse 8) zu wiederholen ; die Abbildung durch zentrische Strek-
kung dient beim Zeichnen der Korper entweder als Grundlage oder zur Kontrolle
der Konstruktion. Die Bilder der Grund- und der Deckfliche eines Pyramiden-
stumpfes sind dhnliche Figuren, die durch zentrische Streckung auseinander hervor-
gehen.

Folgende Aufteilung des Sloffes auf die Stunden dieser Unterrichtseinheit kann
empfohlen werden. \

1. Stunde: Erklirung des Pyramidenstumpfes, Kennenlernen und erstes Anwenden
der Formeln zur Berechnung des Pyramidenstumpfes (formale Aufgaben)
Ubungen im Definieren und Beweisen (von Sonderfillen)

2. Stunde: Darstellung des Pyramidenstumpfes in Zweitafelprojektion und in schri-
ger Parallelprojektion (Kavalierperspektive)

3. Stunde: Ubungen in der Oberflichen- und Rauminhaltsberechnung (besonders
Anwendungsaufgaben); Losung komplexer Aufgaben, die sowohl Be-
rechnung als auch Darstellung des Kérpers verlangen
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2.2.2.  Der Kreiskegelstumpf (LE 13 und 14; 3 Std.)

Diese Unterrichtseinheit hat eine &hnliche Funktion wie die unmittelbar vorange-
gangene Unterrichtseinheit 2.2.1. Dementsprechend sind auch die hauptsachlichen
Ziele der mathematischen Grundl bildung sowie der ideologischen Bildung und Er-
ziehung der Schiiler den Zielen j ]ener Unterrichtseinheit analog.

Auch die methodische Gestaltuny der Unterrichtseinheit 2.2.2. kann der Gestaltung
der Unterrichtseinheit 2.2.1. entsprechen. Denn auch durch die methodische Anlage
sollte die Analogie der beiden Unterrichiseinheiten, die die Stumpfkiorper zum Gegen-
stand haben, deutlich werden. Bei der Behandlung des Kegelstumpfes werden dann
zwanglos Riickgriffe auf Methoden und Resultate, die bei der Erarbeitung des
Pyramidenstumpfes gewonnen wurden, méglich (und sie werden den Schiilern auch
unmittelbar bewuft); vieles kann von den Schiilern in selbsténdiger Arbeit auf
Grund der Analogien erschlossen werden.

Solche Beziige zum Pyramidenstumpf empfehlen sich vor allem bei der Berechnung
des Kegelstumpfes (bei der Rauminhaltsberechnung kann den Schiilern — selbstver-
stindlich mit der notwendigen Erlduterung — bewuBt gemacht werden, dafl die An-
wendung der Formel fiir den Pyramidenstumpf zum gleichen Ergebnis fiihrt wie die
Subtraktion des Rauminhalts des Ergénzungskegels vom Rauminhalt des Vollke-
gels). Die Berechnung des Kreiskegelstumpfes bietet die Moglichkeit, das Losen qua-
dratischer Gleichungen zu wiederholen, z. B. wenn das Volumen, die Héhe und
der Grundkreisradius gegeben sind. Beziige zum Pyramidenstumpf bieten sich auch bei
der Darstellung gerader Kreiskegelstiimpfe in schrager Parallelprojektion an. Hierbei
sollten z. B. — ebenso wie bei der Darstellung des Kreiszylinders — zum Skizzieren von
Grund- und Deckfliiche geradlinig begrenzte Hilfsfiguren herangezogen werden; vgl.
TUh 149. Wie bei der Darstellung des Pyramidenstumpfes werden auch bei der Dar-
stellung des Kegelstumpfes die Erkenntnisse iiber die Abbildung durch zentrische
Streckung genutzt, und zwar beim Ermitteln der Achsen der zu skizzierenden
Ellipsen oder beim Zeichnen von Hilfsfiguren fiir den Kurvenverlauf.

Zu beachten ist, daB beim Skizzieren von Kegelstiimpfen wie beim Skizzieren von
Kegelnin schriger Parallelprojektion die UmriBlinien des Korpers, die Tangenten
an die Bildellipsen sind, richtig gezeichnet werden; Bild 154/1; vgl. Bild 149/4.

154/1

An dieser Stelle sei auf einen Druckfehler (Auslassung einer Zeile) im Lehrplan, S. 45,
aufmerksam gemacht. Von Zeile 29 an muB es heien

dabei Darstellen von geraden Pyramidenstimpfen in Kavalxerperspektwe und Zwei-
tafelprojektion und von geraden Krelskegelstumpfen in ZwelbafelprOJektlon sowie
Skizzieren von K: iimpfen in schréiger Parallelprojektion (« =90°;¢=1); . ..
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Die Aufteilung des Stoffes auf die verfiigbare Unterrichtszeit ist in der Unterrichts-
einheit 2.2.2. in dahnlicher Weise wie in der Unterrichtseinheit 2.2.1. maoglich.

1. Stunde: Erklirung des Kegelstumpfes, Ubungen im Beweisen (von Sonderfillen),
Kennenlernen und Anwenden der Formeln zur Berechnung des Kegel-
stumpfes (formale Aufgaben)

2. Stunde: Darstellung des Kegelstumpfes in Zweitafelprojektion, Skizzieren in
schriger Parallelprojektion («=90°; g= %)

3. Stunde: Ubungen im Berechnen von Kegelstiimpfen (Aufgaben, die dem Vergleich
zwischen Pyramidenstumpfund Kegelstumpf dienen, sowie Anwendungs-
aufgaben), Lésung komplexer Aufgaben, die sowohl Berechnung als auch
Darstellung der Kérper verlangen

'2.2.3.  Zusammengesetzte Korper (LE 15; 5 Std.)

Diese Unterrichtseinheit hat in erster Linie die Aufgabe, die Kenntnisse, Fihigkei-
ten und Fertigkeiten der Schiiler auf dem Gebiet der Korperberechnung und — in
etwas eingeschrinktem MaBe — der Korperdarstellung zu systematisieren, zu festi-
gen und anzuwenden. Es kommt in dieser Unterrichtseinheit, die unmittelbar der
Gesamtwiederholung zum Abschluff des Mathematikunterrichts in der Oberschule
vorausgeht, besonders darauf an, daB die Schiiler die Methoden, Verfahren und Re-
geln fiir das Losen gewisser mathemalischer Aufgaben rasch und sicher anzuwenden ler-
nen. Deshalb wird in dieser Unterrichtseinheit unmittelbar an die Erkenntnisse an-
gekniipft, die die Schiiler bei der Errterung von Losungsmethoden und -verfahren
frither (vor allem im Rahmen der Unterrichtseinheit 2.1.3.; vgl. Uh 138ff) erworben
haben.

Bei den Aufgaben zur Berechnung (und Darstellung) zusammengesetzter Kérper
werden nunmehr

— das Aufstellen von Losungspléinen;
— das Arbeiten mit einem Losungsplan bzw. nach einer Vorschrift;
— das Anwenden der gebrauchlichen Rechen- und Zeichenhilfsmittel

entsprechend der Forderung von Lp 12 geiibt.

Der Beitrag, den diese Unterrichtseinheit zur mathematischen Grundlagenbildung der
Schiiler leistet, besteht speziell in der Sicherung des Wissens auf dem Gebiet der
Korperberechnung und in der Entwicklung der Fihigkeit, das Gelernte bei der
Lésung komplizierterer Aufgaben anzuwenden ; hinzu kommt die Vervollkommnung
der Fertigkeit, sich der gebrauchlichen Hilfsmittel mathematischen Arbeitens ratio-
nell zu bedienen.

Wie bei der mathematischen Grundlagenbildung, so hat auch bei der ideologischen
Bildung und Erziehung der Schiiler diese Unterrichtseinheit eine zusammenfassende
und vertiefende Funktion. Gegenstand der weltanschaulichen Betrachtungen sind
sowohl Fragen des Wesens der Mathematik und ihrer Beziehungen zur objektiven
Realitat als auch der sachliche Inhalt der Anwendungsaufgaben. In dieser Unter-
richtseinheit muB'den Schiilern vor Augen gefiihrt werden, welche Bedeutung die
Mathematik fiir die sozialistische Gesellschaft hat und welche Verantwortung der auf
mathematischem Gebiet Tétige gegeniiber der Gesellschaft trigt; die Schiiler miis-
sen —am Beispiel der Stereometrie — zu der Erkenntnis gelangen, da8 siein der Schule
zwar nur einen geringen Teil der Mathematik kennengelernt, aber dabei den Schliis-
sel fiir ein weiteres Eindringen in diese Wissenschaft und ihre Anwendungsgebiete
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erhalten haben. Auch eingestreute historische Bemerkungen zur Kérperberechnung,
auch zur angeniherten Berechnung, konnen die ideologische Bildung und Erziehung
wirkungsvoll ergénzen und unterstiitzen, geben sie doch einen Einblick in den — oft
schwierigen, verworren erscheinenden und von Hindernissen erfiillten — Weg der
menschlichen Erkenntnis; zur Geschichte der Flichen- und Kérperberechnung vgl.
z. B. JunGk [35].

Im Hinblick auf die methodische Gestaltung dieser Unterrichtseinheit sei auf die Hin-
weise aufmerksam gemacht, die zur Unterrichtseinheit 2.1.3. (Uh 142ff) gegeben
werden; denn auch dort steht das Lisen komplexer Aufgaben zur Berechnung und
Darstellung geometrischer Korper im Mittelpunkt. Beim Losen der Aufgaben domi-
niert die selbstindige Arbeit der Schiiler.

Bei der Berechnung des Oberflichen- und Rauminhaltes zusammengesetzter Korper
muB gleichfalls der Grundsatz beachtet werden, daB das Hauptgewicht im Aufsuchen
und Anwenden der Formeln beim praktischen Rechnen, nicht aber auf der Her-
leitung dieser Formeln liegt; vgl. Lp 44. Im allgemeinen beschrinke man sich auf
jene Formeln, die das Tafelwerk [80] oder der Wissensspeicher [5] enthélt. Das Lehr-
buch nennt auch — zur Illustration und als Beispiel fiir Anwendungsiibungen — die
Stmesonsche Formel (ebenso eignet sich die KepLERsche FafBformel).

Wichtig, auch fiir die weltanschauliche Bildung und Erziehung der Schiiler, ist die
Einsicht, da — zum Zwecke der Berechnung — beliebig geformte Korper mit beliebi-
ger Genauigkeit durch geometrische Kérper (bzw. durch Kombinationen geometri-
scher Korper) angenshert werden kénnen; hier wird an die Uberlegungen ange-
kniipft, die in der einfiihrenden Unterrichtseinheit 2.1.1. des Stoffgebietes ,, Korper-
darstellung und Kérperberechnung* zum Wesen eines geometrischen Kérpers (ideali-
sierte Widerspiegelung realer Korper) angestellt wurden. Auch sollte den Schiilern
nicht verborgen bleiben, da es zur Berechnung von Koérpern, die bestimmten
Klassen bzw. Teilmengen geometrischer Korper angehéren, aufler den erlernten
Formeln noch weitere ,exakte” Formeln gibt.

Aufgaben, die auf eine Anniiherung eines Kérpers durch einfache geometrische Kérper
fithren, werden vom Lehrplan nicht ausdriicklich gefordert. Das Lehrbuch geht auf die
Moglichkeit, Korper durch einfacher berechenbare anzunéhern oder zur Berechnung
Niiherungsformeln anzuwenden, nur kurz ein (Lb 95). Das Arbeiten an Aufgaben aus
diesem Bereich, die in Stoff und Niveau den allgemeinen Forderungen des Lehrplans
entsprechen, kann jedoch fiir die mathematische Bildung und fiir die Erziehung zu ratio-
nellem Arbeiten, Genauigkeit und Gewissenhaftigkeit sehr dienlich sein.
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Im folgenden wird eme solcha Aufgabe anspruchsvolleren S rades
ihre Anwend als B 1 im U icht ist aber nur dann sinnvoll, wenn vorausgesetzt
werden kann, daB sie von n allen Schiilern verstanden wird (vgl. Uh 138£f).

Es ist das Volumen (Einheit: 1 1) eines Fasses zu ermitteln, dessen Lingsschnitt im Bild 156/1
dargestellt ist. Die Hohe des Korpers betrage 42,0 cm, die Lingen der Radien seien

r4=13,5 cm; r,=16,0 cm; 73 =17,5 cm; r,=18,0 cm.

Zu.!' 'Bevechnung wird der Korper in Schichten zerlegt, jeder Schicht wird ein Zylinder

und umbeschrieben; vgl. Bild 156/1, links. Auf diese Weise entstehen ein
Innen- und ein AuBenkérper, die jeweils aus sechs Zylindern zusammengesetzt sind.
Das Volumen V des Fasses liegt zwischen dem Volumen ¥y des Innenkérpers und dem
Volumen ¥, des AuBenkérpers. Es ist

Vi<V<Vy.

Vi=2n-bor2pon-borpion bor2=T (242 4rg)
=2420em (13 52 16,02+17,5%) cm? =7 - 14,0 - T44,5 cm3

Vi 232800 cm3=32,8 l

Va=2a-borion-borpaon  bord= (r2ir2ir?)
=% - (16,024+17,52+ 18,02) em?=x - 14,0 - 886,5 cm?

V4=~39000cm3=391

Als Abschétzung ergibt sich somit
32,81<V<39,01

Eine Annéherung, bei der allerdings nicht unmittelbar ersichtlich ist, ob sie gré8er oder
kleiner als das wirkliche Volumen ist, erhélt man durch Mitteln von V1 und V4. Das
arithmetische Mittel ergibt

V3591

Eine andere Méglichkeit bestej:t darin, jede Schicht durch einen eingeschriebenen Kegel-
stumpf a.nzuna.ham Da.s Volumen V des Fasses ist dann groBer als das Volumen Vg des

aus Kegel \s Innenkérpers.
Vr=< 'V
VE=2"57% A2y ) +2 - (r22+r2r3 +r39) +2- 55 (raz-i-rm +742)

=£;— « (1424292 4 2rg2 472+ ryrg + o1y H7grg)
_ 7+ 14,0 cm - 2440 cm?
= 5

Vg =35800 cm3=35,81
Eine weitere Moglichkeit, die jedoch iiber den Stoff der Oberschule hinausgeht und nur
zur Information fiir den Lehrer gedacht ist, besteht in der Anwendung der GuLDINschen
Formeln; dabei kann angenommen werden, da die Meridiankurve des Rotationskérpers
eine Parabel ist.

Die Aufteilung des Stoffes in dieser Unterrichtseinheit, die in besonderem MaBe der

Anwendung und Festigung des Gelernten dient, ist auf folgende Weise maoglich.

1. Stunde: Losen von Aufgaben iiber geometrische Korper, die aus einfachen Kor-
pern zusammengesetzt sind (formale Aufgaben und Anwendungsaufga-
ben)

2. Stunde: Annaherung eines Korpers, fiir den die Schiiler keine Berechnungsformel
kennen, durch einfache Kérper (Volumenberechnung)

3. Stunde: Ubungen im Anwenden vorgegebener und aus dem Tafelwerk entnom-
mener Formeln fiir die Kérperberechnung, historische Riickblicke
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4. und Losen komplexer Aufgaben iiber zusammengesetzte Korper, auch Auf-
4. Stunde: gaben, in denen einfache Kérperdarstellungen gefordert werden

Fiir die 1. bis 3. Stunde sei noch eine Variante genannt.
1. und Berechnung eines geometrischen Korpers, fiir den die Schiiler die Be-
2. Stunde: rechnungsformeln nicht kennen, und zwar
a) durch Annéherung durch einfache Kérper,
b) durch Anwendung von Niherungsformeln; hlstoxlsche Riickblicke
3. Stunde: Berechnung zusammengesetzter Kérper mit Hilfe des Tafelwerkes

Beide Varianten erscheinen im wesentlichen didaktisch gleichwertig; die zweite
Variante stellt allerdings etwas hohere Anspriiche an das allgemein-geistige und das
mathematische Niveau der Schiiler.

2.24. Zusammenfassung; Kontrollarbeit (3 Std.)
Fiir eine zweistiindige Kontrollarbeit (die 3. Unterrichtsstunde dient der Auswertung

dieser Arbeit und der Zusammenfassung) erscheinen Aufgaben folgenden Typs ge-
eignet.

300
>
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48 158/1

1. Berechnung und Daxrstellung eines aus ebenflichig begrenzten Kérpern zusammén-
gesetzten Korpers, Anwendungsaufgabe
Beispiel:
Stellen Sie das im Bild 158/1 in Zweitafelprojek ichmete Dach in Kavalierperspek-
twe dar! Berechnen Sie den Inhalt der Duchﬂache und den Inhalt des Dachraumes!

. Berechnung und Darstellung eines geraden Pyramidenstumpfes
Beispiel:
Beietnem regelmd hsseitigen Pyramid f sei die Linge einer Grundkante
3,0 cm, seine the ae1 3,0 cm, der Winkel, den die Seuenkanten mat der Grundfliche
einschliefen, betrage 60°.
Stellen Sie den Korper in Zweitafelprojektion so dar, daB aus dem Aufrif der Neigungs-
winkel der Seitenflichen gegen die Grundfliche unmittelbar abgelesen werden kann!

[X)
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Berechnen Sie Oberflichen- und Raummhalt des Korpers! ;

Uberpriifen Sie den aus der Darstell Wert des Neigungswinkels der Seiten-

flachen durch Rechnung!

Berechnung und Skizze eines Kreiskegelstumpfes

Beispiel:

Hin gerader Kreiskegel (r=3,0 cm; h=6,6 cm) werde durch einen Schnitt parallel zu

seiner Grundfliche so geteilt, dap sich der Rauminhalt der Spitze zum Raummhau des

Stumpfes wie 1 : T verhalten.

Welchen R inhalt hat der K

In welchem Verhiltnis atehen der Inhalt der Mantelfliche der Spitze zum Inhalt der
he des Si

Skuzzeren Sie den Smm_'p/ in schrager Parallelprojektion (Mafstab 1 : 1)!

7, 7

11 [wo2166] 159



3. Festigung und Systematisierung; Priifungsvorbereitung

3.0.  Vorbemerkungen

Der Lehrplan sieht fiir das Stoffgebiet 3. ,,Festigung und Systematisierung; Prii-
fungsvorbereitung“ 20 Unterrichtsstunden vor; vgl. Lp 20. Da der Lehrplan keine
Festlegungen dariiber trifft, in welcher Weise diese 20 Stunden zu gestalten sind,
gilt fiir die Nutzung der in diesem Teil der Unterrichtshilfen enthaltenen Dar-
legungen in noch stérkerem MaBe, was grundsatzlich bei der Verwendung der
Unterrichtshilfen beachtet werden muB: Es sind Empfehlungen des Autors, die jeder
Lehrer entsprechend der Zielstellung bei der Gestaltung des Unterrichts in seiner Klasse
kritisch anwenden sollte.

Obgleich der Lehrplan fiir Festigung, Systematisierung und Priifungsvorberei-
tung einen besonderen Unterrichtsabschnitt am Ende des Schuljahres vorsieht, muf
die Festigung und Systematisierung des Wissens und Konnens der Schiiler und die
Vorbereztung au/ die Abschluﬂprufung Bestandteil des Unterrichts im gesamten Schul-
jakr sein. Auf der Grundlage eines Wiederholungsplanes muf in Verbindung mit
dem jeweiligen neuen Stoff oder auch in besonderen Unterrichtsstunden das grund-
legende mathematische Wissen und Kénnen der Schiiler gefestigt werden. Hierzu
sind Hinweise in den Teilen 0., 1. und 2. dieser Unterrichtshilfen zu finden.

Im Teil 3. der Unterrichtshilfen geht es um Anregungen fiir die abschliefende Wie-
derholung und Systematisierung der in zehnjahriger Schulzeit erworbenen mathe-
matischen Bildung. Dabei ist die Vorbereitung auf die AbschluBpriifung nicht als
Selbstzweck und nicht isoliert von dem Bildungs- und Erziehungsziel der Ober-
schule zu sehen. In erster Linie ist anzustreben, das AbschluBniveau der Allgemein-
bildung im Bereich der mathematischen Bildung zu erreichen. In der Priifung ist
von den Schiilern dann zu beweisen, daB dieses Ziel erreicht wurde.

Es ist von groBer Bedeutung fiir die weitere Entwicklung der Schiiler, ihnen am
Ende der zehnjiahrigen Schulzeit bewuft zu machen, welches Niveau ihre mathe-
matische Bildung erreicht hat. Dabei sollten die Schiiler erkennen, da8 ihre Kennt-
nisse, Erkenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten ein System von Wissen und
Konnen darstellen, daB sie sich einen bestimmten Bereich der Wissenschaft an-
geeignet haben, der fiir sie eine wichtige Voraussetzung fiir ihre weitere Entwick-
lung ist.

Neben dieser Aufgabe ist es erforderlich, die Schiiler auf solche Anforderungen vor-
zubereiten, wie sie z. B. durch die AbschluBpriifung gestellt werden, insbesondere
auf das Schreiben einer mehrstindigen Prifungsarbeit und auf das Ablegen einer
miindlichen Priifung. Hierbei geht es im wesentlichen darum, den Schiilern die
Bedeutung der Priifung als einer Rechenschaftslegung vor der Gesellschaft bewuBt
zu machen und sie auf diese spezifische Form einer Rechenschaftslegung ein-
zustellen.

In den Teilen 3.1. bis 3.4. werden einige Vorschlige fiir die Systematisierung und
Wiederholung unterbreitet, und es wird an ausgewshlten Beispielen erlautert, wie
die Systematisierung erfolgen kann. Bei der Auswahl wurden die im Lehrplan
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formulierten Ziele, Aufgaben und Leitlinien des Mathematikunterrichts zugrunde
gelegt.
Folgende Komplexe wurden ausgewéhlt.

1. Zahlenbereichserweiterungen

2. Abbildungen

3. Mathematische Aussagen und Beweise

4. Abstraktion und Fachsprache in der Mathematik (Vorschlag fiir eine Stunde zum
AbschluB des Mathematikunterrichts)

Es sei darauf hingewiesen, daB in der Auswahl weder eine Rangreihe noch ein Vor-
schlag fiir die Reihenfolge der Behandlung zu sehen ist. Der Lehrer muB auf der
Grundlage der Gesamtzielstellung des Lehrplans, seines bisherigen Unterrichts,
seines Einblicks in den Entwicklungsstand des Wissens und Konnens seiner Schiiler
und der jéhrlich erscheinenden Hinweise des Ministeriums fiir Volksbildung zur
Vorbereitung auf die Priifung auswéhlen bzw. erginzen.

Hinsichtlich der didaktischen Gestaltung der Systematisierungsstunden kommt es
darauf an, den Schiilern Bekannles und Gewohntes unter neuem Aspekt bewuBt zu
machen und damit im Zusammenhang grundlegendes Wissen und Kénnen zu festi-

* gen. Die Schiiler miissen aktiv in die Gestaltung der Wiederholung einbezogen
werden. Hierfiir hat sich bewahrt,

— einzelne Schiiler vor der Klasse Vortrige balten zu lassen,
den Schiilern Auftrige zum Studieren von Ubersichten und Zusammenfassungen
zu erteilen, die dem Tafelwerk [80], den Lehrbiichern oder dem Wissensspeicher
[5]! entnommen werden,

— alle Schiiler mit dem Durcharbeiten von Aufzeichnungen unter bestimmten Ge-
sichtspunkten zu beauftragen,

— den Schiilern konkrete Aufgaben beim Verfolgen eines Lehrervortrages zu er-
teilen.

In den Bemerkungen zur methodischen Gestaltung wird bei den einzelnen Komple-
xen auf solche Moglichkeiten an konkreten Beispielen hingewiesen.

Bei der Vorbereitung auf die Abschlufprifung sollte weiterhin folgendes beachtet
werden.

Die schriftliche Priifung unterscheidet sich von Klassenarbeiten durch den gréBeren
Zeitumfang und den umfangreicheren Themenkreis. Es empfiehlt sich, eine Ubungs-
arbeit unter Priifungsbedingungen schreiben zu lassen, damit sich die Schiiler eine
Vorstellung von der zur Verfiigung stehenden Zeit und den Anforderungen ver-
schaffen, die in dieser Zeitspanne zu erfiillen sind. Dabei sollten auch die Anforde-
rungen an die Form gebiihrend beachtet werden; vgl. Uh 28.

In der miindlichen Priifung sollen die Schiiler Einzelleistungen unter besonderen
Bedingungen vollbringen, die sich von den Bedingungen einer schriftlichen Arbeit
unterscheiden. Sie sollen iiber ein vorgegebenes Thema, vor einem bestimmten Per-
sonenkreis, in einer begrenzten Zeit und im Zusammenhang sprechen.

Obwohl der gesamte Unterricht zu einer solchen Leistung befahigen soll, ist es
zweckméBig, in den Wochen unmittelbar vor der miindlichen Priifung hierzu be-
sondere Ubungen durchzufiihren.

1) Es ist zu beachten, da8 das ,K der [42] keine i im Sinne eines Lehrbuches
fiir die Schiler ist. Ab 1976 steht der W inl [5] jeder Schule als Klassensatz
zur Verfdgung.
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Im Rahmen von Wiederholungen und Systematisierungen kénnen Schiiler zu be-
stimmten Fragen sprechen, auf die sie sich langfristig vorbereiten. Wenn feststeht,
in welchen Féchern der einzelne Schiiler miindlich gepriift wird, sollte er direlkt vor
Priifungsbedingungen gestellt werden: Begrenzte Vorbereitungszeit, begrenzte
Hilfsmittel, bestimmte Redezeit, Thema in der Art der Priifungsfragen und die
anderen Schiiler als kritische Zuhorer.

Ein Unterschied zwischen schriftlicher und miindlicher Priifung sollte auch in der
unterschiedlichen Art der Aufgabenstellung bestehen. Wihrend in der schriftlichen
Priifung verlangt wird, daB der Schiiler in schriftlicher Form vorgegebene mathe-
matische Probleme 16st, sollte der Darstellung mathematischer Zusammenhinge
und von Beziehungen zwischen der Mathematik und anderen Wissenschaften und
der Praxis in der miindlichen Priifung ein groBerer Platz eingerdumt werden.

Die Ausarbeitung der Priifungsfragen muB sehr verantwortungsbewul8t durch jeden
einzelnen Lehrer entsprechend den staatlichen Anweisungen und der Lage an der
Schule und in der betreffenden Klasse nach Beratung mit anderen Fachlehrern im
Fachzirkel erfolgen. Als Anregung kénnen einzelne Kontrollfragen dienen, die im
Teil 3. dieser Schrift den Wiederholungskomplexen zugeordnet wurden, wobei aber
unbedingt beachtet werden muB, daB diese Kontrollfragen nicht mit den zu erar-
beitenden Priifungsfragen identisch sind. Es ist in jedem Fall erforderlich, die
jdhrlich herausgegebenen Hinweise des Ministeriums fiir Volksbildung zur Durch-
filhrung der miindlichen Priifung zugrunde zu legen.

Die Teile 3.1. bis 3.4. sind in sich nach Schwerpunkten untergliedert, die durch dreistellige
Ziffern gekennzeichnet wurden. Die Abschnitte enthalten Auftrige fiir die Schiiler, die
durch den Lehrer in unterschiedlicher Weise eingesetzt werden konnen. Die Numerierung
dieser Auftriige erfolgt durchlaufend.]

3.1.  Zahlenbereichserweiterungen

3.1.1.

Nach der schriftlichen Priifung empfiehlt sich ein Riickblick auf die im Verlaufe der
Schulzeit schrittweise vorgenommene Erweiterung der Zahlenbereiche bis zZum
Bereich der reellen Zahlen, mit dem die Schiiler seit Beginn des Unterrichts in
Klasse 9 arbeiten.

Folgende Frage konnte als Ausgangspunkt dienen:

»Welche Griinde fiihren in der Mathematik dazu, den jeweiligen Zahlenbereich zu
erweitern

— vom Bereich der natirlichen Zahlen (N) zum Bereich der gebrochenen Zahlen (R*);
Stoff der Klassen 5 und 6;

— vom Bereich R* zum Bereich der rationalen Zahlen (R); Stoff der Klasse 7;

— vom Bereich R zum Bereich der reellen Zahlen ( P); Stoff der Klasse 92°.

Es wird an Beispielen die Erkenvtnis vertieft, daf gewisse Probleme mit den Zahlen
des jeweiligen Bereiches nicht mathematisch erfaBt und geldst werden kénnen, da
in dem betreffenden Bereich bestimmte Rechenoperationen nicht uneingeschrankt
ausfiihrbar sind ; Lp 6 bis 8/10.
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Literatur: Lb 7/31 firr die Einfithrung des Bereiches R; Lb 9/12 fiirr die Einfithrung des
Bereiches P

Es wird die Erkenntnis vertieft, daB die Zahlenbereichserweiterungen keinesfalls
mathematischen ,Selbstzweck® darstellen, sondern erforderlich sind, um das
mathematische ,Handwerkszeug® zu vervollstindigen, um Hilfsmittel fiir das
Losen ganz bestimmter Aufgaben, die die Praxis stellt, zu schaffen; Lp 6 bis 8/10.

Beim Arbeiten mit Gleichungen der Form a2+a=0 (a>0) wird den Schiilern noch
einmal bewuft, daB auch im Bereich P nicht alle Aufgaben lésbar sind.

(O  Begriinden Sie, warum die Gleichung z2+2=0 im Bereich der reellen Zahlen
keine Losung hat!
Veranschaulichen Sie diese Tatsache graphisch!

3.1.2.

Nach den einfiihrenden Betrachtungen unter 3.1.1., die der Lehrer mit einem Hin-
weis darauf abschlieBen kann, daf die Mathematik durch die Anforderungen der
Praxis Impulse fiir ihre Entwicklung erhalt, kann wiederholend auf Zusammen-
hiinge der Zahlenbereiche untereinander eingegangen werden.

Dazu muB allerdings zunéchst der Bereich der ganzen Zahlen eingeordnet werden;
Lp 7/52. Auch die Ubersicht im Wissensspeicher [5], Seite 19, kann genutzt werden.

Literatur: Lb 6/29 fiir gebrochene Zahlen ; Lb 7/34 fiir rationale Zahlen ; Lb 7/52 fiir ganze
Zahlen; Lb 9/21 fiir reelle Zahlen

3.1.3.

Zur Festigung der Kenntnisse iiber die Zugehbrigkeit vorgegehener Zahlen zu ent-
sprechenden Zahlenbereichen kénnen folgende Auftrige bearbeitet werden.

®  a) Zu welchen Zahlenbereichen gehiren die aufgefiihrten Zahlen?
Kreuzen Sie die entsprechenden Felder an!

N Re R G P
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b) Geben Sie fir jede in der Tabelle enthaltene Zahl zwei Gleichungen an,
die diese Zahl als Losung besitzen!

® In welchen Zahlenbereichen sind die in der folgenden Tabelle gegeb
Gleichungen losbar und in welchen nicht?
a und b seien vorgegebene Zahlen aus dem jeweiligen Zahlenbereich, der
Grundbereich der Variablen x sei ebenfalls der jeweilige Zahlenbereich.

z+a=b z-a=b x2=a (a=0) 22=a (a<0)

@  Stellen Sie Beziehungen zwischen den Mengen N, R*, R, @, P durch Mengen-
diagramme dar!

Auftrag 4 eignet sich als vorbereiteter kurzer Schiilervortrag.
Literatur: Lb 9/4; Lb 7/53; Lb 9/25; MiUb 19

3.1.4.

Ein weiterer Aspekt in der Wiederholung kénnte die Ordnungsrelation in den ver-
schiedenen Zahlenbereichen sein.

In welchem Zahlenbereich liegen die Zahlen beziiglich der Ordnungsrel
dicht und in welchem wicht?

Lateratur: Lb 7/47; Lb 9/11

®  Erldutern Sie die Abbildungen der natiirlichen Zahlen, der gebrochehen Zahlen,
der ganzen Zahlen und der rationalen Zahlen auf Punkte des Zahlenstrahles
bzw. der Zahlengeraden!

3.2.  Abbildungen

3.2.1.

Am Beispiel der Abbildungen kann den Schiilern bewuBt gemacht werden, wie
durch die zweckmiBige Wahl einiger grundlegender Begriffe (hier: ,Menge*®,
»geordnetes Paar“) verschiedene Bereiche der Mathematik (hier: Ahnlichkeits-
abbildungen, Funktionen, senkrechte Eintafelprojektion) auf gemeinsame Grund-
lagen gestellt werden konnen (Integrationstendenz in der Wissenschaft).

Der Lehrer muB darauf hinweisen, daB dieses Vorgehen méglich ist, weil objektiv
gesetzméaBige Zusammenhiinge bestehen. Er kann ferner darauf hinweisen, daB der
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Begriff der mathematischen Abbildung so allgemein ist, da8 er auch auf Bereiche
anBerhalb der Mathematik angewandt werden kann, aber mit dem im Alltag ver-
wendeten Abbildungsbegriff nicht verwechselt werden darf.

@  Erliutern Sie den Begriff der Abbildung an Beispielen aus verschiedenen Be-
reichen innerhalb und aupPerhalb der Mathematik!
Gehen Sie dabei auf Eindeutigkeit, Mehrdeutigheit und Eineindeutigkeit von
n tischen Abbildungen ein!
Beziehen Sie in Ihre Beispiele Funkti Ahnlichkeitsabbild: und senk-
rechte Eintafelprojektion ein!

Die Bearbeitung des Auftrages 7 sollte in gemeinsamer Arbeit unter Fiihrung des
Lehrers erfolgen. Es kommt hierbei nicht auf Vollstindigkeit an, sondern darauf,
ausreichend Beispielmaterial wiederholend zusammenzustellen, um die genannte
Erkenntnis zu gewinnen. Es ist also jeweils festzustellen, woraus die Mengen be-
stehen, aus denen die Komponenten der geordneten Paare genommen werden, und
es ist zu untersuchen ob Eindeutigkeit, Eineindeutigkeit oder Mehrdeutigkeit
vorliegt. Im Falle der senkrechten Eintafelprojektion 148t sich mit Hilfe der Frage
nach der Herstellung der Eineindeutigkeit auf HohenmaBstab und Zweitafelpro-
jektion iiberleiten.

Literatur: Lb 6/94 Geometrische Abbildungen ;
Lb 7/90 Senkrechte Eintafelprojektion ;
Lb 8/36 Ahnlichkeitsabbildungen ;
Lb 8/61 Abbild und Funkti i

Lb 9/84 bis 86 Abbildungen und Funkti

3.2.2.

Ein weiterer Wiederholungskomplex kann sich auf Ahnlichkeitsabbildungen be-
ziehen.

Um die verschiedenen Klassen von Ahnlichkeitsabbildungen zu wiederholen und
um bewuBt zu machen, daB die Abbildungsvorschrift im Falle der Ahnlichkeits-
abbildungen durch eine Konstruktionsvorschrift gegeben sein kann, sollte folgender
Auftrag bearbeitet werden. "

® Beschreiben Sie an Hand einer Zeichnung, wie man zu einem Punkt P den

Bildpunkt P’ konstruktiv ermitteln kann, wenn folgende eineindeutige Ab-

bildungen der Ebene auf sich gegeben sind!

a) Drehung der Ebene um einen Punkt S(S=+ P) wm einen Winkel von 30° in
positivem Drehsinn .

b) Verschicbung der Ebene in einer bestimmten Richtung mit einem bestimml:
Richtungssinn mit def Verschiebungsweite 3,0 cm

¢) Spiegelung der Ebene an einer Geraden, die nicht durch P geht

d) Zentrische Streckung' der Ebeme mit dem Streckungszentrum Z(Z = P)
und dem Streckungsfaktor k=2

Literatur: Lb 6/95 bis 101 Bewegungen;

Lb 8/29 bis 36 Zentrische Streckungen;

Lb 8/36 Ahnlichkeitsabbildungen ;

MiUb 154 bis 158 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal;
MiUb 150 Eigenschaften von Bewegungen
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Durch Zuriickfiihren auf die Definitionen sollten mit Hilfe eines Mengendiagramms
die Beziehungen zwischen den Klassen von Abbildungen veranschaulicht werden;
vgl. Bild 166/1. Dieses Mengendiagramm kann in folgender Weise gelesen werden.
»Die Menge der Ahnh'ch.keitsabbildungeu My besteht aus der Menge der zentri-
schen Streckungen My, der Menge der Bewegungen Mp und aus Abbildungen,
die man erhélt, wenn man endlich viele
Bewegungen und zentrische Streckungen Mi
nacheinander ausfiihrt*; vgl. Lb 8/36f.
»Die Mengen My und Mg haben als
Durchschnitt nur die identische Abbil-
dung, d. h., die Diagramme von Mz und
Mp haben nur einen einzigen Punkt ge-
meinsam. Aus dem Mengendiagramm er-
kennt man anschaulich, daf Bewegungen
und zentrische Streckungen Sonderfille
der Ahnlichkeitsabbildungen sind, aber
die Menge der Ahnlichkeitsabbildungen L
nicht erschépfen. 166/1

Eine weitere systematisierende Wiederholung konnte von der Frage nach den In-
varianten bei den Abbildungen ausgehen; vgl. Lp 6 bis 8/10.

Fiir die Beantwortung dieser Frage sind die Beziehungen der Menge der Bewe-
gungen Mpund der Menge der Ahnlichkeitsabbildungen M bedeutsam: My < Mj.
Invarianten von My sind auch Invarianten von Mg, aber nicht umgekehrt, denn
die Streckenlinge ist eine Invariante der Bewegungen, aber nicht der Ahnlichkeits-
abbildungen.

Folgende Ubersicht 148t sich gemeinsam anfertigen.

Invarianten von Ahnlichkeitsabbildungen Invarianten von Bewegungen

Das Bild einer Geraden ist eine Gerade. —|-

Bildwinkel und Originalwinkel
sind kongruent. —|=
XA4’'B'C’=<ABC

Fir beliebige Strecken ist das Ver-
héltnis der Liingen von Bild- und k
Originalstrecke stets gleich. e

%:k (k: Ahnlichkeitsfaktor)

I
-

v
Bild- und Originalstrecken sind kongru-
ent.
A’'B'=AB

An dieser Stelle kann der Zusammenhang von Kongruenz und Ahnlichkeit wieder-
holt werden.

Die Definitionen fiir Ahnlichkeit und Kongruenz sollten so formuliert werden, da$
bereits aus den Formulierungen ersichtlich ist, daB einander kongruente Figuren
auch einander &hnlich sind.

Es empfiehlt sich eine Gegeniiberstellung von Kongruenz- und Ahnlichkeitskriterien
an der Tafel.
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Literatur: Lb 8/30, 36 Kongruenz und Ahnlichkeit;

MiUb 169ff.  Kongruenzsitze fiir Dreiecke;
MiUb 222f. Ahnlichkeitssitze fir Dreiecke
a) Formulicren Sie den Kongr tz, der folgendem Ahnlichkeitssatz ent-
spricht!
wZwei Dreiecke sind einander dhnlich, wenn sie in einem kael uberem-
stimmen und wenn die Verhiltnisse einander entsprech lieg

Seiten gleich sind.

b) Formulieren Sie den Ahnlichkeitssat
spricht!
wZwei Dreiecke sind einander kongruent, wenn sie in zwei Seiten und dem
Gegenwinkel der groferen dieser beiden Seiten dibereinstimmen*.

der folgendem Kongr iz ent-

Eme weitere Moglichkeit der Systematisierung konnte von der Frage nach den
I ten bei Abbild: der Ebene auf sich ausgehen (ohne den Schiilern das
Wort ,,Fixelement“ zu nennen).

Folgende Ubersicht kénnte an der Tafel entstehen.

Art der Abbildung

Bel der Abbildung wird

de Punk auf
slch abgebildet.

Bei der Abbildung geht
folgende P

punktweise in sich iiber.

Verschiebung

Alle Geraden, die parallel
zur Verschiebungsrichtung
verlaufen

kein Punkt

Drehung

Drehpunkt

Drehpunkt

Alle Kreise, die zum Dreh-
punkt konzentrisch sind

Spiegelung Spiegel de Spiegel d
(an einer Geraden) Alle Geraden, die senkrecht
zur Spiegelungsgeraden
verlaufen

Alle Geraden, die durch
das Streckungszentrum
verlaufen

Zentrische Streckung Streckungszentrum

An dieser Stelle kann eine Beziehung zur graphischen Darstellung von Funktionen
hergestellt werden, indem die Graphen der Funktionen y=f(z) und y=a - f(z)
gegeniibergestellt werden und die Frage beantwortet wird, bei welchen Abbildungen
der Ebene auf sich der Graph von y=f(x) in den Graph von y=a - f(z) iibergeht,
aber die (metrische) Einteilung der Koordinatenachsen erhalten bleibt.

Die Analogie zur zentrischen Streckung ist offensichtlich. An die Stelle des Strek-
kungszentrums tritt die Abszissenachse.

Literatur: Lb 9/95 bis 98; Lb 10/14
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3.2.3.

Ein weiterer Schwerpunkt der erderholung konnte die Anwendung der Kongruenz-
und Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke sein.

Mit Hilfe des Auftrages 10 konnten die Fertigkeiten im Konstruieren von Dreiecken
und die Diskussion der Losungsmdglichkeiten wiederholt werden.
Dabei sind jeweils folgende Fille zu unterscheiden.

1. Es gibt ein Dreieck.
1.1. Es gibt genau ein Dreieck.
1.2. Es gibt mehr als ein Dreieck.
2. Es gibt kein Dreieck.

@  Es seien die folgenden Stiicke von Dreiecken ABC gegeben. Dabei seien a, b, ¢
die den Punkten A, B, C gegeniiberliegenden Seiten und «, f, y die den Seiten
a, b, ¢ gegeniiberliegenden Winkel.
Entscheiden Sie jeweils, ob es ein Dreieck dieser Art gibt oder nicht!
Untersuchen Sie fiir die Fille, in denen das Dreieck mcht emdeuhg bestimmé
1st, welche Beziehungen zwischen den moglichen Drei !
Fiihren Sie, falls méglich, die Konstrukti aus!

a) a=3 cm b) b=5cm c) a=2cm d) «a=17°
c=5cm a=45° b=Tcm B=25°
p=30° a=6 cm c=3cm

e) c=3cm f) a=34° g) «=30° h) y=30°
o=24° p="T5° . a=2cm c=3cm
#=35° y=89° c=4cm b=5cm

Da ein Ziel der Bearbeitung dieses Auftrages darin bestehen soll, die Kongruenz-
und Ahnlichkeitskriterien anzuwenden, muB groBer Wert auf die Begriindungen
gelegt werden.

Im folgenden werden als Arbeitserleichterung fiir den Lehrer die Losungen skizziert.

Losungen des Auftrages 10

a) Es existiert genau eine Losung ; denn nach einem Kongruenzsatz fiir Dreiecke sind alle
Dreiecke, die in zwei Seiten und dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel iiber-
einstimmen, kongruent, m. a. W., die Aufgabe ist bis auf Kongruenz eindeutig 16sbar.

b) Es existiert genau eine Losung (Winkel a liegt der groBeren der beiden gegebenen Seiten
gegeniiber).

c¢) Es existiert keine Losung (die notwendige Bedingung a +c¢ >b ist im vorliegenden Fall
nicht erfullt).

d) Es gibt mehr als eine Losung. Auf Grund des Hauptihnlichkeit sind Dreieck
die in zwei Winkeln iibereinstimmen, einander dhnlich.

e) Es existiert genau eine Losung (Kongruenzsatz wsw.).

f) Es existiert keine Losung (die notwendige Bedingung « +f +y = 180° ist in diesem Fall
nicht erfiillt).

g) Es existiert genau eine Losung.

Begriindung : Mit Hilfe des Kongruenzkriteriums ssw (eines hinreichenden Kriteriums)
ist die Entscheidung nicht zu treffen, da der Winkel der kleineren der gegebenen Seiten
gegeniiberliegt. In diesem Fall fithrt folgende Uberlegung zum Ziel. Angenommen,
es gibe ein Dreieck, dann lieBe sich y mit Hilfe des Sinussatzes berechnen.
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siny =% +sina
siny =522 . sin 30°
. 41
siny=3-5
siny=1 (0°=p=180°)

Diese Gleichung hat im zuldssigen Grundbereich der Variablen genau eine Losung:
»=90°. Wenn es also ein Dreieck giibe, dann muB fiir dieses Dreieck gelten: y =90°.
Solch ein Dreieck 148t sich eindeutig konstruieren ; denn es ergibt sich f =60° und nach
dem Kongruenzsatz wsw (y; a; f) gibt es bis auf Kongruenz genau ein derartiges
Dreieck.

h) Es existieren genau zwe: Losungen.
Begriindung: Mit Hilfe von Kongr kriterien ist die Entscheidung nicht zu treffen.
Analog der SchluBweise bei Aufgabe g) gelangt man zu der Gleichung

sin f =3 mit 0°=f =180°,

die im zuléissigen Grundbereich der Variablen genau zwei Losungen besitzt: f; und f,.
Zu jedem Winkel #; und f, gibt es genau ein Dreieck.

Zur Vorbereitung auf die schriftliche Priifung sind einfache Beweise mit Hilfe der
Ahnlichkeitssiitze angebracht.

In Vorbereitung auf die miindliche Priifung sollte auch wiederholt werden, wie die
Sitze der Satzgruppe des PyTHAGORAs mit Hilfe der Ahnlichkeitssitze bewiesen
werden kénnen.

@  Beweisen Sie den folgenden Satz mit Hilfe der Ahnlichkeitssdtze!
wIn einem rechtwinkligen Dreieck gilt fiir die Hohe b (Lot vom Scheitel des
rechten Winkels auf die Hypotenuse) und die Hypotenusenabschnitte p und q:
=p-q."

3.2.4.

Dieser Wiederholungsschwerpunkt und die beiden nichsten beziehen sich vor allem
auf die den Schiilern bekannten elementaren Funktionen, bei denen Definitions-
bereich urid Wertebereich aus reellen Zahlen bestehen.

Eine Moglichkeit der Systematisierung besteht darin, die verschiedenen Formen der
Abbildungsvorschrift dieser elementaren Funktionen zu untersuchen, um hieraus
SchliBfolgerungen auf die Anwendungsbereiche zu ziehen. Dabei kann auch auf
Anwendungen in auBlermathematischen Bereichen Bezug genommen werden.

Zur Arbeitserleichterung fiir den Lehrer seien einige der den Schiilern bekannten
Formen von Abbildungsvorschriften hier kurz zusammengestellt.

a) Die Abbildungsvorschrift ist in Form einer Gleichung y=f(x) gegeben. (Zu
beachten ist hierbei, daB stillschweigend vorausgesetzt wird, daB y den Funk-
tionswert und 2 das Element des Definitionsbereiches bezeichnet).

Bei theoretischen Uberlegungen leichter zu handhaben als eine Wortvorschrift.

(Hierin driickt sich der Vorteil der mathematischen Symbolik aus.)

(Grenzen: Wenn in konkreten Fillen Funktionswerte benétigt werden, miissen diese

erst berechnet werden.)
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Anwendung: — Zur Bezeichnung der Funktion;
— zu theoretischen Uberlegungen;
— zur Berechnung von Funktionswerten

b) Die Abbildungsvorschrift ist in Form einer Wertetabelle gegeben.

In konkreten Fallen kénnen Funktionswerte schnell angegeben, z. B. den Tafeln
des Tafelwerkes entnommen oder von den Skalen des Rechenstabes abgelesen
werden. (Grenzen: Eigenschaften der Funktion lassen sich aus einer Tabelle schwer
erkennen. Man hat nur eine begrenzte Anzahl geordneter Paare der Funktion. Das
bedeutet, daBl man in konkreten Fillen an die gegebene Auswahl der Elemente des
Definitionsbereiches gebunden ist (Genauigkeitsfragen).)

Anwendung: — Tafelwerk: Schnelles Entnehmen hiufig benétigter Funktionswerte

(2. B. ist auch ad, T d? tabuliert; vgl. [80], Seiten 8 bis 11)

— Im Zusammenhang mit den Skalen des Rechenstabes: Ausfithren
von Operationen mit den Funktionswerten, ohne diese aufsuchen
zu miissen (z. B. Skalen der Winkelfunktionen)

— Wertetafel zur Anfertigung einer graphischen Darstellung von
Funktionen

c¢) Die Abbildungsvorschrift ist in Form einer graphischen Darstellung gegeben.
Die geordneten Paare sind graphisch veranschaulicht.
Das ermoglicht (wenn man die Fahigkeit beherrscht, graphische Darstellungen
lesen zu konnen) das Erkennen wesentlicher Eigenschaften der Funktionen; vgl.
Teil 3.2.5. Naherungsweises Ermitteln von Funktionswerten bei gegebenem Element
des Definitionsbereiches und von Elementen des Definitionsbereiches bei gegebe-
nem Funktionswert mit Hilfe des Graphen ist schnell méoglich.
(Grenzen: Genamgkelt der Werte ist durch den MaBstab und die Zeichengenauig-
keit begrenzt.
Man kann die elementaren Funktionen nicht in ihrem gréftméglichen Definitions-
bereich erfassen, sondern nur teilweise. Durch Verdnderung des MaBstabes kann
man diesen Teil lediglich vergroBern.)
Anwendung: — Zur Veranschaulichung von Eigenschaften der gegebenen Funktio-
nen
— Als heuristisches Mittel, um auf weitere Eigenschaften der Funktio-
nen aufmerksam zu werden; vgl. Komplementwinkelbeziehungen
Lb 30f, Quadrantenbeziehungen Lb 31ff
— Zur naherungsweisen graphischen Ermittlung von Funktions-
werten bzw. von Elementen des Definitionsbereiches bei gegebenem
Funktionswert
— Gewinnung von Hinweisen auf die Gleichung einer Funktion, von
der nur eine begrenzte Anzahl geordneter Paare ermittelt wurde
(z. B. Darstellung einer physikalischen GesetzmifBigkeit in Form
einer Gleichung; vgl. Uh 174)
d) Die Abbildungsvorschrift ist in Form einer Wortvorschrift gegeben.
Man kann genau beschreiben, wie die geordneten Paare beschaffen sind, auch in
Fillen, in denen keine Gleichung angegeben werden kann.
(Grenzen: Die Handhabung ist umsténdlich.)
Anwendung: Zur Definition von Funktionen (z. B. Sinusfunktion, Kosinusfunk-
tion)

Es sei darauf hingewiesen, daf} den Schiilern auBer den unter a) bis d) aufgefithrten
Formen von Abbildungsvorschriften noch einige weitere bekannt sind, z. B. die
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Angabe von Mengen geordneter Paare in der Mengenschreibweise mit Hilfe von
geschweiften und eckigen Klammern ({[a; b], [¢; d], . . .}) oder die Darstellung mit
Hilfe von Mengendiagrammen in Verbindung mit Zuordnungspfeilen; vgl. Lb 8/59f.

@  Erldutern Sie an Hand selbstgewdihlter Beispiele die Anwendung von Tabellen
und Qleichungen als Abbildungsvorschriften fiir Funkti !
Literatur: Lb 10/5 Zusammenstellung von Funktionen;

Lb 10/10 Sinusfunktion; Lb 10/18 Kosinusfunktion;
Lb 10/21 T und Kot funktion

3.2.5.

Einen gesonderten Schwerpunkt der Wiederholung sollte die graphische Darstellung
von Funktionen bilden.

Hierbei kommt es zunéchst darauf an zu wiederholen, daB bei der graphischen Dar-
stellung einer Funktion in einem kartesischen Koordinatensystem eine eineindeuti
Zuordnung von geordneten Paaren [x; y] der Funktion und Punkten P(z; y) der
Ebene vorgenommen wird. Der Graph der Funktion besteht aus der Menge aller
Punkte P(z; y), die den geordneten Paaren [2; y] der Funktion entsprechen.

Zur Wiederholung der Begriffe und Sprechweisen konnte folgende Ubersicht dienen,
von der jeweils nur eine Spalte ausgefiillt an der Tafel erscheint.

Gegeniiberstellung der Begriffe und Sprechweisen

Funktion Graph der Funktion
Menge geordneter Paare [z; y] Menge der Punkte (z; y)
Funktionswert y Ordinate y des Punktes P(z; y)
Element 2 des Definitionshereiches Abszisse = des Punktes P(z; y)
Geordnetes Paar [z; 0] Schnittpunkt P(zy; 0) des Graphen
mit der Abszissenachse
Nullstelle z, der Funktion Abszisse z, des Schnittpunktes von Graph
und Abszissenachse
Geordnetes Paar [0; y,] Schnittpunkt P(0; yo) des Graphen
mit der Ordinatenachse

In diesem Zusammenhang kann den Schiilern bewuBt gemacht werden, wie durch
exakte und zweckméBige Bezeichnungs- und Sprechweisen der Zusammenhang
zwischen mathematischen Begriffen zum Ausdruck gebracht wird, aber auch ge-
sichert ist, daf} die Unterschiede nicht verdeckt werden.

Ein weiterer Aspekt dieses Wiederholungsschwerpunktes kénnte durch folgenden
Auftrag eingeleitet werden.

@  Skizzieren Sie die Graphen von y=sin z und y=-cos z im Intervall 0=2=2x
jeweils in anderer Farbe in ein und dasselbe Koordinatensystem !
Skizzieren Sie anschliefend den Graph von y=tan x im Intervall 0 =z=2x!
Orientieren Sie sich dabei an der zuerst angefertigten Zeichnung der Graphen
von y=sin & und y=cos z!
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Lesen Sie aus dieser Zeichnung Eigenschaften der Tangem/unklwn ab: Defi-
nitionsbereich, Werlebereich, Nullstell M halten, Periodizitit,
Vorzeichen der Funkti te!
Es geht bei diesem Aspekt der Wiederholung um die Nulzung der graphischen Dar-
stellung fiir das Erkennen charakteristischer Eigenschaften von Funktionen.
Von diesem Gedanken ausgehend, liBt sich die Wiederholung auf verschiedene
Stoffe ausdehnen, z. B. auf:
— Graphisches Lésen qua.dmtischer Gleichungen
— Herausarbeiten gemeinsamer Eigenschaften von Klassen von Funktionen
- Lineare Funktionen y =ma +n; vgl. Lb 8/68ff
- Quadratische Funktionen y=ax2+bz+c; vgl. Lb 9/111ff
- Potenzfunktionen
y=a" (n€@; n=2); vgl. Lb 9/87 bis 90
y=a" (n€@;n=1); vgl. Lb 9/90 bis 92
y=an (n=.:;; 2, q€G; p*q; q>0) vgl. Lb 9/92f
- Sinusfunktionen y=a - sin bz (@, b>0; a, b€ P); vgl. Lb 10/14ff
— GroBte bzw. kleinste Funktionswerte
Im Zusammenhang mit Betrachtungen zum Monotonieverhalten von Funktionen
konnte der Lehrer andeuten, in welcher Weise mit Hilfe der Mathematik Opti-
mierungsprobleme gelost werden kénnen.

Beispiel:
Bei welchem Winkel ist die Fliche eines Dreiecks ABC am groften:

A=%-a-b-sina (0°=x=180°; a, b konstant)?

Literatur: Lb 9/115 Steighohe beim senkrechten Wurf nach oben;
TUh 174 GroBte Wurfweite beim schrigen Wurf

Ein weiterer Problemkreis der Wiederholung kénnte durch folgende Frage auf-
geworfen werden:

»Wie kénnen wir vorgehen, um die Graphen der uns bekannten elementaren Funk-
tionen schnell zu skizzieren?*

Bei Kenntnis der charakteristischen Gestalt der Graphen geniigt es, bestimmte
,markante Punkte“ zu ermitteln. Das kénnen sein:

— Schnittpunkte mit der Abszissenachse
(Das fiihrt auf das Losen der Gleichung 0 = f(z))
— Hochste und tiefste Punkte
— Zusitzliche Punkte P4(0; £(0)) und Py(1; f(1)), fiir die Abszissen 2=0 und z=1,
fiir die die Berechnung der zugehdorigen Ordinaten f(0) und f(1) relativ einfach ist
— Zusitzliche Punkte fiir Abszissen, fiir die sich die Ordinaten leicht ermitteln
lassen, z. B.:
A 1 3
y=x2; z=4; VZ:Z; y=x3; x=8;}/§=2;
y=logsz; x=a;logza=1; y=ka—1; z=k;k-%=
Zur Arbeitserleichterung fiir den Lehrer sei eine Zusammenstellung von markanten
Punkten fiir einige wichtige den Schiilern bekannte Funktionen gegeben.
a) Lineare Funktionen y=mx+n (x, m, n€P)
Da der Graph eine Gerade ist, geniigen zwei Punkte P4(0; #) und Py(1; m +n),
um die Gerade mit Hilfe eines Lineals zu zeichnen.

172



b) Quadratische Funktionen y=a2+px+q (x, p, g€ P)

Da der Graph eine Normalparabelist, geniigt der Scheitelpunkt S ( - %; q-— (%) 2),
um den Graph mit Hilfe der Schablone der Normalparabel zu zeichnen.
Zusatzliche Punkte: Schnittpunkt mit Ordinatenachse P(0;q);

falls die Funktion Nullstellen besitzt,

Schnittpunkte mit Abszissenachse Py(z;; 0) und Pa(z;0)

c) Potenzfunktionen y=2" (n€N;z€P)

e

)

Auf Grund der Symmetrieeigenschaften (n gerade: Achsensymmetrie; % unge-
rade: Punktsymmetrie) geniigen die Punkte Py(0;0), Py(1; 1), Py(—1; (—1)").
Um den Kurvenverlauf in der Umgebung des Koordinatenursprungs noch etwas
genauer zu erfassen, eignet sich der zusitzliche Punkt P, (%, =)").

2
y=k-z-1 (2, keP;x+0;k=>0)

Der Graph besteht aus zwei Teilen. Zum Ermitteln der Lage des Teils im
1. Quadranten geniigen die Punkte P;(1; k) und Py(k; 1). Auf Grund der Punkt-
symmetrie lassen sich fiir die Skizzierung des Kurventeils im 3. Quadranten die
Punkte P,(—1; —k) und Py’(—k; —1) verwenden.

y=z7‘ (x€P; 2=0) : _1/=azc_31 (x€P;2=0)
Py(0; 0), Py(1;1), P3(4;2) Py(0;0), Py(1; 1), Py(8; 2)
d) Exponentialfunktionen y=a* (a,z€P;a=0)

y=a* Py(0;1) Py(t;a) Py(-1;3) | Puziay
y=2° Py(0; 1) Py(1;2) Py(-1, 5) Py(2; 4)

y =102 Py(0;1) Py(1; 10) Py(-1; %))

Logarithmusfunktionen y=log, x (@, x€P;a,z>0;a%+1)

y=logg = Py(1;0) Py(a; 1) Py (% _1) P(a?; 2)
y=logy z Py(1; 0) Py(2; 1) Py (%; _1) P(4;2)

y=logyz|  Py(1;0) Py(10; 1) Py (ks -1)

f) Sinusfunktionen y=a - sin bz (a, b P;a, b=0)

Den Schiilern ist bekannt, da$ man sich den Graph von y=a - sin bz aus dem
Graph von y=sin & durch geometrische Abbildungen der Ebene auf sich ent-
standen denken kann. Da die Symmetrieeigenschaften hierbei erhalten bleiben,
geniigt es zu wissen, an welchen Stellen die Schnittpunkte des Graphen mit den
Abszissenachsen liegen. Das fithrt auf die Ermittlung der Nullstellen, d. h. auf
das Losen der Gleichung 0=a - sin ba.

@  Skizzieren Sie den Graph der Funktion y=22+3z+ mit Hilfe der Kurven-

schablone fiir die Normalparabel in einem geeigneten Definitionsbereich!
Verwenden Sie geeignete Formeln des Tafelwerkes!
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Skizzieren Sie den Graph der Funktion y=2xz2—2 im Inlervall —2=z=2
mit Hilfe der Schablone fiir die Normalparabel!
Lesen Sie aus der Zeichnung Wertebereich, Nullstellen und Monotonieverhalten
der Funktion ab!

3.2.6.

Es sei ein weiterer Gesichtspunkt fiir die Wiederholung vorgeschlagen, der sich auf
die Anwendung der elementaren Funktionen auf auSermathematische Bereiche be-
zieht.

Auftrag 16 kénnte in die Problematik einfithren.

@®  Geben Sie mindestens zwei Gesetzmdpighkeiten aus auPermathematischen Be-
reichen an, die durch folgende Funktionen dargestellt werden kinnen!

y=mz; y=ax?; y=;; y=a - sin bz
Zur Bearbeitung dieses Auftrages konnen die Schiiler das Tafelwerk benutzen.
Literatur: Lip 9/34; Lb 9/99 bis 101

Fiir y =a - sin bz seien hier einige Beispiel tellt
a) Zeitliche Anderung der M werte von St u und Stromstérke ¢ bei einem
Wechselstrom

% =Umax * 8in 0t (0 =27f; f: Frequenz des Wechselstromes)
4 =fax * 8in Wt
Literatur: Lp Ph 10/48; Tafelwerk, Seite 76
b) Zeitliche Anderung der Elongation bei einer mechanischen Schwingung
Y =Ymax*Sinwt (y: El tion des schwingenden Korpers;

@ =2%: Kreisfrequenz;
T': Schwingungsdauer)
Literatur: Lp Ph 10/46 ; Tafelwerk, Seite 74

¢) Hangabtriebskraft, die auf einen Kérper auf geneigter Ebene wirkt
Fg=@Q-sina (G: Gewicht des Korpers;
«: Neigungswinkel)
Literatur: Lb 10/10; Tafelwerk, Seite 69

d) Wurfweit.e beim schriagen Wurf
8="".gin 2a (oe: Abwurfwinkel ;
vp: Anfangsgeschwindigkeit ;
g: Fallbeschleunigung)
Literatur: Uh 64ff; Tafelwerk, Seite 68

Um besser zu erkennen, worin das Gemeinsame der durch Gleichungen derselben
Struktur zu beschreibenden Zusa.mmenhauge liegt, empfiehlt sich folgendes.

Es wird die Frage gestellt:

,,Wie éindert sich der Funktionswert y, wenn das Element 2 des Definitionsbereiches
mit k (k€ P; k>0) vervielfacht wird?“
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An Beispielen soll hier dargestellt werden, in welcher Weise diese Frage beantwortet
werden kann.
a) Lineare Funktionen y =mz (v, m € P; m >0)
[2; y] = [kz; ky]
Bei Vervielfachung des Elementes z mit & vervielfacht sich auch der Funktionswert
mit k; y ~ (y ist proportional zu z)
Beispiel: Ud) =z - d
Wird der Durchmesser eines Kreises verdoppelt, so verdoppelt sich auch der Umfang des
Kreises. Bei Halbierung des Durchmessers halbiert sich auch der Umfang, usw.
b) Quadratische Funktionen y =a - 22 (a, € P; a >0)
[; y] ~[ke; k2]

Bei Vervielfachung des Elementes 2 mit % vervielfacht sich der Funktionswert mit
k2; y ~a2 (y ist proportional zu z2).

Beispiel:s(t) =5 12

Nach einer doppelt so groBen Fallzeit ist die durchfallene Strecke viermal so groB.

Nach diesen einleitenden Ubungen, die dem Schiiler deutlich werden lassen, worum
es gehen soll, kénnen die folgenden Auftriige bearbeitet werden.

@)  Gegeben seien zwei Kugeln, von denen die eine einen doppelt so groPen Radius
hat wie die andere.
a) Vergleichen Sie die Oberflicheninhalte und die Volumen beider Kugeln!
b) Verallgemeinern Sie Ihre Aussage fiir den Fall, daf} der Radius der einen
Kugel k-mal so grop ist wie der Radius der anderen Kugel!
c) Wahlen Sie einen speziellen Wert k mit 0<k<1 und vergleichen Sie_die
Oberflicheninhalte und die Vol beider Kugeln!

Fiir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum gilt:

300000 km s=1=A4-f (A: Wellenlinge; f: Frequenz)

Es seien elektromagnetische Wellen der Frequenzen f; und f, gegeben, fir die

f1=3f, gelten moge.

a) Welche Aussage kann man fir die zugehirigen Wellenlingen Ay und Ay
treffen?

b) Wie laft sich die Gesetzmdpighkeit der Ausbreitung mit der Redeweise ,,pro-
portional“ formulieren?

Fiir die Schwingungsdauer T eines Fadenpendels gilt:
(l)_F ]/l (I: Lange des Fadens; g: Fallbeschleunigung); vgl. LpPh 10/46f

a) Vergl Teich Sie die Schwi d bei zwei Pendeln mit den Faden-
llmgen 1,=10 cm und 12—20 em!/
b) In welcher Weise dndert sich die Schwi d eines Fadenpendels,

wenn die Fadenlinge mit k(k€ P; k=>0) vermelfwcht wird?

Zum AbschluB konnte den Schiilern noch einmal bewuBt gemacht werden, in
welcher Weise die mathematischen Kenntnisse angewandt werden, wenn beispiels-
weise eine physikalische GesetzmiBigkeit in Form einer Gleichung dargestellt
werden soll. Hierzu kénnte die Bearbeitung des Auftrages 20 dienen (eventuell als
Schiilervortrag).

@ Um den gesetzmipigen Z hang zwischen Spannung U und Strom-
stirke I bes einem elektrischen Leiter zu ermitteln, wurde ein Experiment durch-
gefiihrt und dabei folgende Mepreihe aufgenommen.
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UinV 0 2 4 6
Iin mA 0 240 490 710

a) Stellen Sie die geordneten Paare [U; I] als Punkte P(U; I) in einem Ko-
ordinatensystem graphisch dar!
Einheit auf der Abszissenachse: 1 cm 21V
Einheit auf der Ordinatenachse: 1 mm £10 mA

b) Ermitteln Sie die Gleichung einer Funktion, von der zu vermuten ist, da sie
den physikalischen Sachverhalt angendiihert erfaft!
Verwenden Sie dazu die Variablen U und I!

c) Erliutern Sie an Hand dieses Beispiels das Grundsitzliche des Vorgehens
bei der mathematischen Beschreibung physikalischer Geselzmdfighkeiten!

Die Beantwortung der Frage c) dieses Auftrages kénnte etwa in folgender Weise
durch Schiiler erfolgen.

Eine Aufgabe der Forschung besteht darin, GesetzméBigkeiten aufzudecken. Um
diese GesetzmaBigkeiten auf Probleme der Praxis anwenden zu konnen (z. B. um
Vorausberechnungen fiir die Konstruktion von Anlagen anstellen zu kénnen), muf
man die GesetzméBigkeiten in mathematischer Form haben, z. B.in Form einer
Gleichung.

Folgende Schritte konnen beim Bearbeiten des Auftrages 20 unterschieden werden.

1. Schritt: Es wird festgestellt, welche GroBen in einem gesetzméBigen Zusammen-
hang stehen (hier: angelegte Spannung und Stromstirke).

2. Schritt: Die beiden GréSen werden gemessen (hierzu sind Einheiten und Zahlen
erforderlich).

3. Schritt: Eine MeBreihe wird aufgenommen (das ist eine Menge von geordneten
Paaren von GroBen, fiir die die Eindeutigkeitsforderung erfiillt ist, also
eine Funktion).

4. Schritt: Die geordneten Paare werden graphisch dargestellt.

5. Schritt: Es wird der Graph einer bekannten Funktion gezeichnet, von der an-
genommen wird, daB sie den physikalischen Sachverhalt angendhert
erfaBit. Dazu wird eine Kurve gezeichnet, in deren Néhe die gezeichneten
Punkte liegen (hier: eine Gerade, die Graph einer Funktion mit der
Gleichung y=ma bzw. I=m - U ist). Mit Hilfe einiger der Zeichnung
entnommener Werte werden die Konstanten bestimmt (hier:

o 1: 240 mA —120 mA)
Ergebnis: I = (120 —) : U

Durch den Lehrer kénnte zum Abschluf dieser Betrachtungen folgender Gedanke
kurz dargestellt werden.

Voraussetzung fiir die Anwendung dieser Vorschrift zur mathematischen Beschrei-
bung von GesetzmaBigkeiten sind das Vorhandensein eines , Vorrates* an Funktio-
nen, deren Abbildungsvorschriften durch Gleichungen gegeben sind, und die
Kenntnis der Graphen dieser Funktionen.

Hieraus wird deutlich, dal es zu den Aufgaben der math tischen Wi haft
gehort, solche mathematischen Hilfsmittel bereitzustellen, mit deren Hilfe man
Probleme der Praxis erfassen kann.




3.3.  Mathematische Aussagen und Beweise

3.3. 1.

Als Vorbereitung auf die Wiederholung der beim Beweisen mathematischer Sitze
anzuwendenden Grundséitze und Methoden ist die wiederholende Betrachtung der
Struktur mathematischer Sitze zweckmaBig.

Wenn auch die sprachliche Formulierung der mathematischen Sa.tze eine grofie
Vielfalt aufweist, so lassen sie sich doch auf einige Typen von Aussagen zuriick-
fiihren, die einander in ihrer Struktur gleichen. Durch bestimmte normierte Rede-
weisen wird diese einheitliche Struktur zum Ausdruck gebracht; vgl. Lp 6 bis 8/11f;
Lp 9 bis 10/11.

@) Geben Sie Beispiele fir folgende Arten mathematischer A !
a) ,Bs gibt . . ., so daf gilt . .."“; vgl. Lp 6 bis 8/50
b) ,,Fiir alle . . . gilt . . .“; vgl. Lp 6 bis 8/50

c) ,Wenn... dann...“
d) ,,. .. genau dann, wenn . . .“; vgl. Lp 6 bis 8/54
@  Veranschaulichen Sie folgende mathematische Aussdgen mit Hilfe von Mengen-
diagrammen!
a) Wenn eine natirliche Zahl durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2
teilbar.

b) Jede Bewegung ist auch eine Ahnlichkeitsabbildung.
Literatur: Uh 166

Im Zusammenhang mit der Wiederholung der Struktur mathematischer Aussagen
1aBt sich auch das Problem der Umkehrung von Sétzen wiederholen.

Hierbei sollte der Lehrer vor allem an die Erkenntnis der Schiiler ankniipfen, die
sie sich im Unterricht der Klasse 6 (vgl. Lb 6/106) erarbeitet haben: ,Die Um-
kehrung eines Satzes ist nicht immer auch ein Satz. Deshalb muB stets iiberpriift
werden, ob die Umkehrung eines Satzes gilt.“

@  Untersuchen Sie, ob die Umbkehrung des folgenden Satzes ebenfalls wahr ist!
» Wenn eine natiirliche Zahl durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 3 teilbar*!

@  Formulieren Sie den Satz des PY THAGORAS wund seine Umkehrung!
Vereinigen Sie beide Aussagen in einem Satz unter Anwendung der normierten

Redeweise . . . genaw dann, wenn . . .“!
Literatur: Lp 6/32f; Lb 6/106f Umkehrung der Sétze iiber Winkel an geschmttenen
Parallelen

Lp 7/46f; Lb 7/114f  Umkehrung des Satzes des Thales
Lp 8/51f; Lb 8/25f Umkehrung der Strahlensiitze
Lp 8/52f; Lb 8/51ff  Umkehrung der Sétze der Satzgruppe des PYTHAGORAS

Ein weiterer Aspekt, unter dem die Struktur von mathematischen Satzen betrach-
tet werden kann, besteht in folgendem.

Um einen Satz beweisen zu kénnen, muB man sich iiber seine Struktur im klaren
sein. Das wird besonders deutlich am Beweis des Satzes C 2 auf Lb 8/65f: ,,Alle
Punkte der graphischen Darstellung der Funktion y=2x liegen auf ein und der-
selben Geraden, die durch den Anfangspunkt O des Koordinatensystems ver-
léuft.«
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3.3.2.

Der zweite Schwerpunkt der Wiederholung kann sich auf einige Beweishilfsmittel
und auf einige Arten von Beweisen beziehen, deren Beherrschung durch die Schiiler
an Hand von Beispielen gefestigt wird.

a) Zum Zuriickfihren eines Problems auf ein bereits gelostes Problem

Es sollte die Erkenntnis gefestigt werden, daB man beim Beweisen einer Aussage
deren Wahrheit durch logisches SchlieBen aus der Wahrheit bereits' bewiesener
Aussagen und unter Einbeziehung von Definitionen herleitet. Es sollte den Schiilern
auch bewuBt werden, daB es sich hierbei um ein allgemeines Prinzip geistigen
Arbeitens handelt.
Beispiele:
— Zuriickfithren des Satzes iiber die Winkelsumme im Viereck auf den Satz iiber
die Summe der Innenwinkel im Dreieck
Literatur: Lp 6/34; Lb 6/129
— Zuriickfiihren des Satzes iiber die Winkelsumme im Dreieck auf den Satz iiber
Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
Literatur: Lp 6/33; Lb 6/109f
— Zuriickfithren der Formel fiir den Flicheninhalt von Parallelogramm, Dreieck
und Trapez auf die Formel fiir den Flicheninhalt des Rechtecks
Literatur: Lp 6/34; Lb 6/139ff
— Zuriickfiihren des Losens von Systemen aus zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen auf das Losen von linearen Gleichungen mit einer Variablen
Literatur: Lp 9/27; Lb 9/63 ff
— Zuriickfiihren des Lésens quadratischer Gleichungen auf das Lésen linearer
Gleichungen durch Zerlegen in Linearfaktoren
Literatur: Lp 9/33; 35, 36; Lb 9/122f
— Zuriickfiihren des Sinus- und des Kosinussatzes sowie der Flacheninhaltsformel
A =% ab sin y auf Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck
Literatur: Lp 10/43; Lb 10/47ff

@  Lisen Sie folgendes Gleichungssystem:

Erliutern Sie dabei das Prinzip des Zuriickfihrens von Problemen auf bereits
geloste Probleme!

3z +4y=10
2x—-3y= 1

b) Zum Durchfithren vollstindiger Fallunterscheid

Die Schiiler haben an verschiedenen Stellen Fallunterscheidungen angewandt
Hier soll die Erkenntnis gefestigt werden, daB man wahre Aussagen iiber alle Ob-
jekte einer gegebenen Menge M auch beweisen kann, indem man den Beweis fiir
alle Teilmengen von M fiihrt, deren Vereinigungsmenge die Menge M ist.
Beispiele:
— Zentriwinkel-Peripheriewinkel-Satz

Literatur: Lp 7/46f; Lb 7/120f

9
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— Potenzgesetz a™ - " =a™+* fiir alle natiirlichen Zahlen m und n

Literatur: Lb 9/73
— Sinussatz und Kosinussatz
Literatur: Lb 10/47ff

@  Erldutern Sie am Beispiel des Beweises der folgenden Aussage das Prinzip des
Zuriickfiihrens auf andere Aussagen und das Verfahren der vollstindigen

Fallunterscheidung!

»Fir alle Dreiecke gilt: Das Verhdlinis der Lingen zweier beliebiger Seiten
ist gleich dem Verhiiltnis der Sinus der den betreffenden Seiten gegeniiberliegenden

Winkel.*

@)  Beweisen Sie durch Fallunterscheidung den Satz:
HFiir alle reellen Zahlen z gilt: x2=0"!

¢) Zum Fiihren indirekter Beweise

Da dieses Problem den Schiilern erfahrungsgemi8 groBe Schwierigkeiten bereitet,
soll hier eine Variante der Darstellung des Beweisverfahrens gebracht werden. Bei
dieser werden die allgemeinen Aussagen und deren Erléuterungen am Beispiel

nebeneinandergestellt.

Darstellung des Allgemeinen

Beispiel

Um eine Aussage 4, als wahr nach-
zuweisen, kann man folgendermaBen
vorgehen.

Es ist zu beweisen:
A, : Es gibt keine rationale Zahl, fiir die
z2=2 gilt.

1. Man nimmt an, da das Gegenteil
der Aussage 4, wahr sei.

1. Annahme: Es gibt eine rationale Zahl «,
fir die 22=2 gilt.

IS

. Man leitet unter Einbeziehung dieses
als wahr angenommenen Gegenteils
von A, eine weitere Aussage A, her.

Diese Aussage 4, ist das Gegenteil
einer bekannten wahren Aussage.

2. Herleitung einer Aussage A4;:
‘Wenn es eine rationale Zahl z gibt,
dann kann sie in der Form

%(p, q€G; g =+0) dargestellt werden,

und es gilt: (%)2=2; pr=2q2.
Beim Zerlegen von p? und 2¢2 in Prim-
faktoren wiirde sich als Aussage 4,
ergeben. Es gibt eine Zahl, die zwei
verschiedene Primfaktorenzerlegungen
besitzt; vgl. Lb 9/13, Zeilen 4 bis 12.
Die Aussage 4, ist das Gegenteil des
bekannten Satzes:
Alle natiirlichen Zahlen haben genau
eine Primfaktorenzerlegung.

o

Auf Grund der Tatsache, daB nicht
gleichzeitig eine Aussage und ihr Ge-
genteil wahr sein kénnen (das wire
ein logischer Widerspruch), mu8
gefolgert werden, daB die unter 1.

o

Es kann nicht gleichzeitig gelten:
Es gibt eine Zahl, die mehr als eine
Primfaktorenzerlegung hat.

Es gibt keine Zahl, die mehr als eine
Primfaktorenzerlegung hat.

genannte Annahme nicht giiltig Also kann die Annahme
sein kann. »Es gibt eine rationale Zahl z, fiir die
z2=2 gilt*
nicht wahr sein.
4. Also ist 4 wahr. 4. Also gilt:

Es gibt keine rationale Zahl z, fiir die
x2=2 gilt.
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@  Brliutern Sie am Beweis der folgenden Aussage den Begriff des indirekten
Beweises!
» B8 gibt keine rationale Zahl z, fir die 10°=3 gilt*“!

d) Zum Beweisen durch Angeben eines Gegenbeispiels

Oft wendet der Lehrer den Beweis durch Angabe eines Gegenbeispieles an, am den
Schiilern deutlich zu machen, daB beispielsweise die Umformung eines Termes nicht
allgemeingiiltig ist.

Hiufig vergessen die Schiiler z. B. bei der binomischen Formel die Angabe des
doppelten Produktes und schreiben: (a+b)2=a?+b2 (a, b¢ P). Diese Gleichung
hat zwar Losungen, gilt aber nicht fiir alle reellen Zahlen.

Der Lehrer beweist dann den Schiilern:

Es gilt nicht fiir alle Zahlen a, b(a, b€ P):

(a+b)2=a2+b2.

Er formt den Satz in eine dquivalente wahre Aussage um, indem er folgert:
Wenn nicht fiir alle a, b gilt: (@ +b)2=a2+b2,

dann muB gelten:
Es gibt ein Zahlenpaar, fiir das gilt: (a +b)2+=a2+b2.

Und umgekehrt kann man sagen: Wenn es ein Zahlenpaar gibt, fiir das (@ +5)2
+a2+b2 gilt, kann nicht fiir alle Zahlenpaare (a +b)2=a2+b?2 gelten.
Indem solch ein Zahlenpaar angegeben wird, ist der Beweis erbracht, dafl

(a+b)2=a2+b2
nicht allgemeingiiltig ist.

Im Zusammenhang mit diesem Beispiel wird die Erkenntnis gefestigt, daB fiir den
Beweis einer Aussage der Form ,,Fiir alle . . . der Nachweis der Giiltigkeit dieser
Aussage an Hand von (auch noch so zahlreichen) Einzelfillen nicht ausreicht, aber
fiir die Widerlegung der Giiltigkeit einer Aussage ,,Fiir alle . .. die Angabe eines
sogenannten ,,Gegenbeispiels” geniigt.

@) Weisen Sie durch ein Gegembeispiel nach, daff folgende Aussage wicht wahr
ist!
»Die Summe x2+2+ 11 ist fiir jede natiirliche Zahl x eine Primzahl®.

Literatur: Lp 6/21; Lb 6/10

3.4.  Abstraktion und Fachsprache in der Mathematik

(Vorschlag fiir eine Unterrichtsstunde)

In einer Unterrichtsstunde nach der schriftlichen Priifung kénnten den Schiilern
noch einmal im Sinne einer Zusammenfassung ihrer bisherigen Erkenntnisse einige
spezifische Probl der Mathematik bewufit g ht werden.

Bei dem hier vorgelegten Stundenentwurf wird jeweils auf Material verwiesen, das
im AnschluB an die methodischen Hinweise zusammengestellt ist.

Als Hausaufgabe kann zur Vorbereitung auf diese Stunde die Aufgabe des jungen
LeNIN gestellt werden; vgl. Uh 182, Auftrag 30.

Ferner kann man den Strahlensatz, die Ahnlichkeitsabbildungen und die Definition
des Begriffes Funktion wiederholen lassen.
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Es ist zweckm&ﬂlg, das auf Uh 181 vorgeschlagene Material 1. ,,Einige Merkmale
der Mathematik® fiir jeden Schiiler vorzubereiten. Der Lehrer entscheidet ent-
sprechend seiner Konzeption fiir den Ablauf der Stunde iiber den Zeitpunkt des
Einsatzes dieses Blattes wihrend der Stunde.

Die Stunde kénnte folgendermaBen ablaufen.

Die Lésung der Aufgabe des jungen LENIN wird durch Schiiler vorgetragen. Wenn
noch nicht bei der Erteilung der Aufgabe durch den Lehrer etwas mehr hierzu ge-
sagt wurde, kann das jetzt nachgetragen werden. Man kann aber auch einem Schii-
ler rechtzeitig den Auftrag iibergeben, an dieser Stelle einen Kurzvortrag zu halten.
Folgende Erkenntnis wird herausgearbeitet.

Mit Hilfe der mathematischen Zeichensprache kann man Zusammenhénge iibersicht-
lich darstellen. Sie hilft beim Auffinden und Beweisen gesetzméBiger Zusammen-
hénge. Es wird besonders herausgestellt, da man mit Hilfe von Variablen Wesent-
liches herausheben (herausstellen, erfassen) kann.

Es schlieBt sich eine kurze Darlegung des Lehrers zur Entwicklung der Fachsprache
an; vgl. Uh 182, Material 3. Die Darlegungen zum System der Zeichen in der
Mathematik sollen an dieser Stelle sehr kurz gehalten werden.

Es folgen die Betrachtungen zum Abstraktionsprozefl. Hierzu kann Uh 183f,
Material 4., in folgender Weise genutzt werden.

Hat man die technischen Voraussetzungen, 18t sich ein Arbeitsblatt herstellen, in
dem nur die 1. Spalte ausgefiillt ist. Aber auch an der Tafel kann man so vorgehen
und sollte es auch im Falle des Einsatzes eines Arbeitsblattes parallel dazu tun.
Gemeinsam werden die Spalten 2 und 3 ausgefiillt. In folgender Weise kann an das
im ersten Teil der Stunde Behandelte angekniipft werden: ,,Wir haben gelernt : Die
Fachsprache der Mathematik entwickelt sich zusammen mit der Mathematik, d. h.
auch mit ihren Begriffen. Mit Hilfe von Variablen kann man Wesentliches heraus-
heben. Wir wollen genauer untersuchen, wie das Abstrahieren vor sich geht.*

Als Hausaufgabe kann gestellt werden, das LENIN-Zitat im Lb 9/1 zu durchdenken.
»Dadurch, daB das Denken vom Konkreten zum Abstrakten aufsteigt, entfernt es
gich . . . nicht von der Wahrheit, sondern es kommt ihr niher. Die Abstraktion der
Materie, des Naturgesetzes, die Abstraktion des Wertes usw., mit einem Wort alle
wissenschaftlichen . . . Abstraktionen spiegeln die Natur tiefer, getreuer, vollstindi-
ger wider.“

LexNiN: Aus dem philosophischen NachlaB

Materialzusammenstellung

1. Einige Merkmale der Mathematik

1. Zur Bedeutung der Mathematik

Die Mathematik mit ihren Begriffen, ihren Methoden und ihrer Fachsprache ist ein
Instrument

— zum Erkennen der GesetzmaBigkeiten in vielen Bereichen ;
— zum Lésen von Aufgaben, die der Wissenschaft und der Technik durch die
Gesellschaft gestellt werden.
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2. Zur Fachsprache der Mathematik

— Das Abstrahieren wird durch Worte und Zeichen (die Sprache) unterstiitzt.

— Die Fachsprache der Mathematik enthilt ein umfangreiches System von Zeichen.
Diese mathematische Symbolsprache ist durch die Mathematiker im Laufe der
Jahrhunderte sehr weit entwickelt worden, und sie wird stéindig weiterentwickelt.

— Mit Hilfe der mathematischen Zeichensprache kann man Zusammenhinge in
iibersichtlicher und knapper Form darstellen, und sie hilft beim Auffinden und
Beweisen gesetzmiBiger Zusammenhiénge.

2. Eine Aufgabe des jungen LENIN

In der Familie ULsaNow war die Mathematik sehr beliebt. LENINs Mutter und
Vater waren Lehrer und unterrichteten auch Mathematik. LENINs élterer Bruder
Alexander und seine Schwester Anna trieben leidenschaftlich gerne Mathematik.
Damals war der Mathematikunterricht an den Schulen noch zu wenig entwickelt,
und der Vater forderte seine Kinder durch auBerschulische Beschéftigung mit Mathe-
matik. LENIN hatte im AbschluBzeugnis in Mathematik ein ,,Sehr gut*. LENIN liebte
es, seinen Schulkameraden etwas ausgefallene Aufgaben zu stellen. Er erfand sie
selbst oder suchte sie aus Biichern seines Vaters zusammen. LENIN leitete auch einen
Mathematikzirkel und half damit seinen Klassenkameraden, die Aufgaben der
Reifepriifung erfolgreich zu l6sen.

LENINs Vetter WERETENNIKOW berichtet in seinen Erinnerungen an die gemeinsam
mit LENIN verbrachte Jugendzeit :

»Wolodja wies . . . darauf hin, wie man das Quadrieren einer auf 5 endenden Zahl
vereinfachen kann. Er gab zwei Beispiele, iiberlieR es aber mir selbst, diese Regel
abzuleiten und allgemein zu beweisen.

652=6-17-100+25; 1052=10 - 11 - 100 +25“

@  a) Berechnen Sie nach diesem Verfahren 352, 752, 852 im Kopf!
b) Formulieren Sie diese Gesetzmipigkeit mit Hilfe von Variablen!
¢) Beweisen Sie diese Gesetzmdpigkeit!
Lésung des Auftrages 30
a) 352=3-4-100+25=1225; 752=7-8-100+25=>5625;
852=8-9-100+25="7225
b) (@-10+5)2=a(@+1)- 100+25 (acN)
¢) 100a2?+100a +25 =100a2 + 100a + 25
Die letzte Gleichung wird fiir jede natiirliche Zahl a zu einer wahren Aussage, also ist die
A leict allgemeingiiltig.

3. Zur Entwicklung der mathematischen Symbolik

Die eigentliche Entwicklung der algebraischen Symbolik setzte in Eu.ropa im’
15. Jahrhundert ein, als mit dem Ubergang von der Warenwirtschaft zur Geldwirt-
schaft auch wesentlich mehr Rechenaufgaben gelost werden muBten.

Beispiele:

Um 1480 +, —

1524 Y Apam RrEs
1557 =

1691 Variable ViETA

Um 1600 ¥V, a% ad DESCARTES
1631 <, >
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Die Entwicklung der Wirtschaft und des Handels erforderte eine standige Weiter-
entwicklung der Mathematik und damit der Instrumente der Mathematik — ihrer
Symbolik (m. a. W. ihrer Fachsprache und als deren Teil des Zeichensystems). Das
gilt genau so heute und in Zukunft.

Hieran erkennt man auch, wie schnell die Entwicklung der Wissenschaft vor sich
geht. Was vor etwa 400 Jahren neuester Stand der Wissenschaft war, lernen heute
bei uns in der DDR die Kinder in der 1. Klasse (+, —, =, <, >, Variable).

Die Schiiler der polytechnischen Oberschule lernen bis zur 10. Klasse Begriffe ken-
nen, die in der heutigen Mathematik groBe Bedeutung haben, z. B. den Funktions-
begriff, den Abbildungsbegriff, den Mengenbegriff. Natiirlich lernen sie damit nur
einen ganz kleinen Teil des heutigen Wissens kennen. Hieran wird die allgemeine
EntwicklungsgesetzmifBigkeit deutlich : Jede Generation eignet sich das Wissen der
vorangegangenen Generation an und baut darauf auf.

4. Zum Abstraktionsproze8
Vorschlag fiir ein Tafelbild oder Arbeitsblatt

Abstrahieren —

Sachverhalte, Objekte Den Sachvrhalten oder Begriff
Objekten g« meinsam
3:56=5-3 a-b=b-a Kommutativitit
% S (R % (a,beP) der Multiplika-
CE—F.l{_ tion reeller
(=9)rib=B (~3) Zahlen
54 _34; a_c Verhiltnis-
5B, 3B L gleichung
z—; =:—; (vy, v, Geschwindigkeit ;
8y, 8, zuriickgelegte
Wegstrecken)
% =T (4> pg Driicke;
D T, T'; absolute Temperaturen)
Spiegelungen Winkelkongruenz Ahnlichkeits-
Drehungen LA'B'C' = LABC abbildung
Verschiebungen Streckenverhiltnisse
Zentrische Streckungen sind konstant
i _Tw
@ D
8 =v-t (s~it) Direkte Proportiona- Lineare Funk-
(s: Weg; t: Zeit) litdt tion
I =}’T.U(1~U) y=m-z (y~zx)
(I: Stromstiirke;
U': Spannung)
my=Fk -+ my (my~my)
(my, my: An einer chemi-
schen Reaktion beteiligte
Massen)
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« Relative Luftfeuchtigkeit im Verlaufe

eines Tages
Koérperlinge in Abhéngigkeit vom
Lebensalter

+ Benzinverbrauch eines Kraftwagens
+ Fahrplan einer Eisenbahnstrecke
+ Jeder natiirlichen Zahl auBer Null

und 1 wird ihr gré8ter Primfaktor
zugeordnet.

+ Jeder natiirlichen Zahl wird auf

Grund der Gleichung y =3z eine
andere natiirliche Zahl zugeordnet.

Existenz einer Menge 4
und einer Menge B
Jedes Element von 4
wird auf genau ein
Element von B abge-
bildet

Funktion
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