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GELEITWORT

Wenn sich Wissenschaft und Technik planméBig und schnell weiterentwickeln sollen,
so ist es unumginglich, daB alle Bereiche der Volkswirtschaft in immer stédrkerem
MaBe mathematisch durchdrungen werden. Um dieses Ziel zu erreichen, wurde am
1. 9. 1963 an den Ingenieur- und Fachschulen der Deutschen Demokratischen Repu-
blikeinneuer Lehrplan fiir das Unterrichtsfach Mathematik eingefiihrt, in dem wesent-
lich mebr als vorher Wert gelegt wurde auf eine gediegene Grundlagenausbildung, die
das Erfassen komplizierterer mathematischer Zusammenhinge wesentlich erleichtert
und damit die Voraussetzung fiir die erfolgreiche Losung der in der Praxis auf-
tretenden mathematischen Probleme schafft.
Die bisherigen Lehrbiicher der Mathematik fiir Ingenieur- und Fachschulen erfiillen
nicht mehr die Anforderungen, die der neue Lehrplan an Lehrer und Studierende
stellt. Aus diesem Grunde wurde auf Veranlassung des Staatssekretariats fir das
Hoch- und Fachschulwesen in Zusammenarbeit mit der Zentralen Fachkomission fiir
Mathematik ein Autorenkollektiv beauftragt, in méglichst kurzer Zeit ein neues, zwei-
bindiges Unterrichtswerk der Mathematik zu erarbeiten, das spéiter durch einen
weiteren Band ergéinzt werden wird, der ausgewihlte Kapitel der Mathematik ent-
halten wird, die fiir den Ingenieur und Okonomen in der neuen Entwicklung unent-
behrlich sind.
Der nunmehr vorliegende erste Band enthélt die Teilgebiete Mengen, Zahlenbereiche
und Rechenoperationen; Gleichungen; Trigonometrie; Analytische Geometrie der
Ebene und Vektorrechnung. Das Erscheinen dieses Bandes soll der Anla8 sein, den
Autoren fiir die aufopferungsvolle Arbeit zu danken, die sie mit der Zusammenstellung
des Manuskriptes iibernommen hatten.
An die Benutzer dieses Buches sei die Bitte gerichtet, uns ihre Erfahrangen, Kritiken
und Verbesserungsvorschlige mitzuteilen, dic sie bei der Arbeit mit dem Buch ge-
sammelt haben. Denn nur durch den gegenseitigen Erfahrungsaustausch zwischen
Autoren und Leserschaft kann der Inhalt des Buches laufend verbessert werden.
Wir sind iiberzeugt davon, daB3 dieses Buch sowohl den Lehrern als auch den Studie-
renden des Direkt- und des Fernstudiums eine wertvolle Hilfe sein wird, und daB es die
mathematischen Kenntnisse vermittelt, die durch die sich stindig weiterentwickelnde
Technik von den Absolventen unserer Ingenieur- und Fachschulen gefordert werden
miissen,

Zentrale Fachkommission fiir Mathematik



1.1,
1.2,
1.3.
1.4.

1.5.

2.2
2.3.

24.

INHALTSVERZEICHNIS

Einfohrung « 5 5 ¢ ¢ 5 & ¢ ¢ ¢ & @ ¢ &% @ % %% § R 15
MENGEN, ZAHLENBEREICHE UND RECHENOPERATIONEN

'Mengen ................................ 17
Der Mengenbegriff « & « o « 2 0 o 5 & & & o 5 B i w uwow oo v oms siop 1 ALAY
Aufgaben 1und 2. . . . . . Yo w v ow ¥ % §% W % BB E s @ e 18
Relationen zwischen Mengen . . . . . . . . . . . . . PR E e e s 18
Avifgaben 3lund @, . « . ©ow @ ow @ m Bk e e e e e i g e e e 20
Operationenmit Mengen . s « & s & & & % & & & & % & & & ' W bw @ W w e . 21
Aufgaben5bis18 . . . . . . . v il 0 s e S ENEEEERTE. 23
ADbIldungen . & o : s somomim @ momomm o e (B e (90 8 S o o S s 24
Aufgaben19und 20 . . . . v ¢« s . 4 ¢ v o s .. R0 R W Y T W T 26
Eigenschaften von Mengen . . . . . . . . . e EE R EsEEEE s 20
Aufgaben 21 bis24 . . . . . . .. 5§03 18 @ b b e e e e 27
Der Bereich der natiirlichen Zahlen . . . . . 8 AME A B DRTe w 128
Entstehung der natiirlichen Zahlen . . . . . . . . .. W w0 w o @ 28
Aufgaben25und 26 . . . . . . . . .. ... RN LG RESEEE 29
Rechenoperationen im Bereich der natiirlichen Zahlen . . . . . . . . . . . . 29
Aufgaben 27 bis34 . . . . . B TR - e g T ) T O W I 34
Ziffernsysteme . . . . . . S B Y E A AT IR EEF AR D v E® g 34
Aufgaben 35 bis 40" 5 s & 4 & 4 & d @ ow wed w4 2105 52 6 1 8 140 9 e 36
Vollstiindige Induktion & « s s « & « w & 5 @ & % % & ® © & ®® & & % 36
Aufgaben 41 bisd4 . o & v & 5 & % ¥ 8§ @ ¥ ¥ @ w ¥ ow A EEETE T B
Der binomische Lehrsatz . . . . . . .. . .. PR ERREREEEE R ee 99
Einfiihrung der EuLERschen Symbole . . . . . & (& <) il e i e o 39
Aufgaben 45bis55 . . . . . . . . ... .. on i 1 10 o T o T ) e 0 S 42
Eigenschaften der EuLERschen Symbole . . . ./. . . . « ¢ v v v o o . . . 43
Aufgaben56bis59 . ... . . . . . . ... &5 B R T e e e e (G4
Beweis und Anwendung des binomischen Lehrsatzes mit den EuLERschen Sym-

boleni = 35 358 5 »m @A ¢ A PEEEEEE LR B EED &SP % e 45
Aufgaben60bis62 . . . . . .. LA B EEAEEGEE AR EE & 4]
Der Bereich-der'ganzen Zahlen : 3 5 5 3 2 5@ @& s @ # & # % € % 48 & o s 47
. Wesen und arithmetische Struktur. . . . . . . . . R, T i |
Aufgaberm63-bisi67 5 & w3 o % & w0 @ Eow W E R R E B8 WS8R R " 49
Ordnung und Michtigkeit . . . . . + + v ¢ 4 & o & o & HiE e e 6 e 50
Aufgaben 68 und 69, . . « 4» w5 2 0w 0w w we e e W W w w e O
Absolute Betrige und Abschitzungen . . . . . . . . . 8w owom mim w o ow Ol
Absolute/Betrdge 5 5 5,4 & o wwam wd v o wwW & » g8 wE L e ww s Ol

Aufgaben 70bis 78 2 5 & s & 5 4 s & & &8 & & & 6 HeRE BRSPS RdE 52



8 Inhaltsverzeichnis

5.2. Abschtzungen « & 3 5 & % & & & & & # ¥ & & & & & & @ @ e s ow e ow e w03
Aufgaben79bis 87 . . . . . .. .. .. G e e e e e e e e e 56

6. Der Korper der rationalen Zahlen . . . . . . . . ... . ... SR 56
6.1. Wesen der rationalen Zahlen . . . . . . . . T L
Aufgaben 88bis90 . . . . . . . .. L L L o h e e e e e e W o 09

6.2. Die Menge der rationalen Zahlen als Zahlenkérper . . . . . . . « « « . . . 59
Aufgaben91und 92 . . . . . . . .. ... .. o 8w e o e o ow o e (OL

6.3. Ordnung und Méchtigkeit . . . . . . . . .. v v v v v v v v v v o .. 61
Aufgaben 93 bis98 . . . . . . . 4 0 4 4t e e e e e e e i E . 62

v Gleichungen und Ungleichungen . . . . . « « v v v o v o o o & T R -
7.1. Konstante und Variable, Terme . . . . . . ¢ v v 4 4 o ¢ o v v v a0 a0 s 63
Aufgaben99und 100 . . . . . . . . ... . L 25 T L LT Y 65

7.2. Gleichungsbegriff . . . . . . . . .. .. .. .. % e s ow e o o s o e OO
Aufgaben 101 bis103 . . . . . . . . s 3% KR EEE R &6 mmmn 67

7.3. Gleichwertigkeit von Gleichungen . . . . . . . . .« . . ¢ v o 0 o 0. 67
Aufgaben 104 und 105 . . . . . . 4 4 ¢ 4 v 4 4w e e w s e e e e e e e s 69

74. Der Begriff einer Ungleichung . . . . . . . . . ... ... TR 70
Aufgaben 106 bis109 . . .. . . . . . . ... .. i T s g e deam T2

7.5. Gleichwertigkeit von Unglelchungen ................... . 72
Aufgaben 110 und 111. . . . . e e L R R L Y 74

8. Der Korper der reellen Zablen /. . . . . . . . . . ... ... VR e 74
8.1. Unvollkommenheit des Bereichs der rationalen Zahlen. . . . . . . . . . .. T4
Aufgaben 112und 113 . & & & & % % % & % 5 5 s 8§ 8 e s 8 w8 & w4 s e 76

8.2. Der Bereich der reellen Zahlen . . . . . . i a5 EF S I RREE R ARG 76
Aufgaben 114 bis 116 . & & & & + = % « 5 o« s % . = = o8 ow v ow v o5 ow 77

8.3. Grenzwertbegriff . . . . . @ OGYE W A B § 3 % § 8 8 8 8 E § §o€ €@ & e 78
Aufgaben 117 und 118 ¢ 5 8 %5 %385 &GS iy S ¥ P F EREWW 79

8.4. Intervalle . . . .. v 4 v 4 4 .4 . e e e e e e e e e e e e ... 79
Aufgaben 119bis 126 . . . . . . . . . . . . . EEEEEEREEEE TR

9. Potenzen, Logarithmen . . . . . . . . . . . . . .. BEREREYLEL !
9.1, Potenzen mit rationalen Exponenten. . . . . o « ¢ ¢ o v 0 0 0 e 00 oe 81
Aufgaben 127 bis 133 . . . . . . . 4 o4 v e e e e e s v v ow w e e an w180

9.2. Potenzen mit beliebigen rcellen Exponenten . . . . . . . . . « .« o . . 84
Aufgaben 134 und 135 . . . . . . . . . e b e e e e e e e e e 85

9.3. Grundbegriffe der Logarithmenrechnung . . . . . . . v owow ow wow e w180
Aufgaben 136 bis 141 . . . . .+ .+ v 4 4 4 e e v a e s 2 % & % 8w 88

9.4. System der natiirlichen Logarithmen . . . . . . . « « ¢« ¢« ¢ v v v o o o s 89
Aufgaben 142 bis 144 . . . . . . T T IR E R T Y 93

10. Niherungen & 5 - a'w o % w0 w0 % TE I IR R R R E R R R R Y 93
Aufgaben 145bis 155 . & « « o + 4 4 s s s s w s e e e s e a0 .. 96

11. Der Korper der komplexen Zahlen .+ + + « v v ¢ & v ¢« 4« . . e o e 96
11.1. Imagindre Einheit. . . . . . . ¢ v o o v v v v 0 0 000 e i iz eam 96
Aufgaben 156 bis 158 . . . . . 4 4 4 4 4 v s 4w e e 4w e e e e 99

11.2, Die Menge der komplexen Zahlen . . . . . w3 ww e ow e ow v o o ageehe e 100
) Aufgaben 159 bis 164 . . . . . . . . . . ETEEERER i @ % 5w w103



Inhaltsverzeichnis 9

11.3. Potenzen komplexer Zahlen. . . . . . . . . R R a e B 108
Aufgaben 165 bis 1T . e s cor o o ms w wmt o o cm s o ow om0 Twe e w om0 . . 105
114. Gavusssche Zahlenebene . . . . . . . . . L L0000 s e e e . . . 105
Avfgaben 172bis 179 . . . . . . . . . A L R 107
11.5. Goniometrische Form komplexer Zahlen . . . . . . . . . . .. A T (1)
Aufgaben180bis183 . . . . . .. . . . 0. 00w . 0w @ A B @ 109
11.6. Multiplikation, Division und Potennercn in der Gaussschen Zahlenebene . . . 110
Aufgaben 184 bis189 . . . . . . . . . 4 4 0. . w e w118
11.7. Komplexe n-te Wurzeln einer Zahl o TS Te W W W 0 W A R W B 113
Aufgaben 190 bis 193 . . . . . . . . AR SRR S R W 116
11.8. Algebraische Gleichungen im Komplexen . . « « + + « o o o v o o o o o 116
Aufgaben 194 und 195 . . . . . . . .. 0.0 L. TI I LY 118
11.9. Logarithmen und Exponentialform komplexer Zahlen . . . . . . . s ow 118
Aufgaben 196 bis203 . . . . . . T T R g R T 121
Uberblick iiber die Zahlenbereiche .« . + + « v v ¢ v« o v o v v o . . e 122
" GLEICHUNGEN
12. Allgemeines iiber Gleichungen . . . .« « ¢ & v 4 ¢ 4 4 s 0 s e e e e 123
121, Aufbau von Gleichungen . . . . . . . . werki 8 S e N N Wk @ w123
12.2. Einteilung der Gleichungen. . . . . ¢ « « ¢ ¢« ¢ v o 4 ¢ o o 4 4 e e . . 125
13. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen . . . . . . . . .+ . . . . . 125
13.1. Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen . . . . . . . . . .. . . . .. . 125
13.2. Zwei lineare Gleichungen mit zwei Variablen . . . . . . . . . .. ... . . 128
13.2.1. Losungsmenge . . . . . ¢ 4 4 e e e e v e e e e e e e e e e e e e e 128
13.2.2. Losungsverfahren . : o . = ¢ o v o o o o 5w e e o e e e e e T e e . 129
13.2.3.  L#sungmit Hilfe von Determmanten Einfiihrung der zweireihigen Determinante . 133
13.24.  Gesetze fir 7we1re1h1ge Determinanten . . . . . . . . . . . .. .. . 135
13.2.5.  Wiskussion eines Systems von zweilinearen Gleichungen mit zwei Varlablen o e 137
13.3. Gleichungen, die sich auf lineare Gleichungen zuriickfiihren lassen . . . . . . . 141
Aufgaben204 bis265 . . . . . . . . ... ... % 5 I o o 05 dn i 05 5 in mildd
14. Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen. . . . . . . . . . .. .. .. 146
14.1. Zwei linearc Gleichungen mit drei Variablen . . . . . . . . . . o 0. .. 146
1411, HomogenesSystem . . . : + + s« s o o s s s & & & 6w o o s o & ¥ 5 & & = 146
14.1.2. Inhomogenes System . . . . . . . . . . e woe b ae ke e a e e e e w e 149
Aufgaben266bis 272 . . . . . . .. ... ... . bR SR G T e D 151
14.2. Drei lineare Gleichungen mit drei Variablen . . . . . . . . . .. .. . .. 151
14.2.1. Einfihrung der dreireihigen Determinante . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
14.2.2.  Gesetze fiir dreireihige Determinanten . . . . . W oW o mE W e o T e R e W 154
14.2.3. Losung und Diskussion eines Systems von drei linearen Glelchungen mit drei
Variablen. . . . . . PSR P R B PR (N RPN o I - - 163
15. Lineare Gleichungssysteme mit » Variablen, n-reihige Determinanten . . . . . 168
16. Gaussscher Algorithmus . . . . . . . . . PR s R e EWEEs BeyERe 181
16.1. Linear unabhangige Gleichungssysteme. . . . . . . . . . . . .« v o . .. 171
16.2. Linear abhingige Gleichungssysteme . , . . P s g ow B R R T o 178
16.3. Zusammenfassende Betrachtungen des GAUSSSChen Algorlthmus & e o s e 181

Aufgaben 273 bis 313 . . . . . . 0 0 L L e e e e e e e e e e e e 182



10 Inhaltsverzeichnis
17. Quadratische Gleichungen . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 185
17.1. Reinquadratische Gleichung . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 185
17.2. Gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied . . . . . . . . . . . .. 187
17.3. Gemischtquadratische Gleichung . . . . . . . . . . ... ... ... .. 187
17.4. Geornetrische Bedeutung der Diskriminante. Diskussion der quadratischen Glei-
chufigf 5 9 JaJ g m PR EFHA I AMSEE SEL*F o B %035 53 191
17.5. Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen zuriickfiithren lassen . . . . 192
Aufgaben 314 bis459 . . . . . . . .. e R EE Y 194
18. Algebraische Gleichungen n-ten Grades . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
18.1. Das Schema von HORNER . . . . . . . R 198
Aufgaben 460 bis491 . . . . . . . . . L .. L. e e e e e e e 206
18.2. Fundamentalsatz der Algebra . , . . . . . . . . ... ... - U
18.3. Eigenschaften der Wurzeln einer algebralschen Gleichung . . . . . . . . .. 208
18.4. Algebraische Gleichungen dritten Grades . . . . . . . . . . . . . .. . .. 210
18.4.1. Wurzelsdtze des VIETA . . . . . . . . . . i i i h e e e e e e 210
18.4.2.  Sonderfille der kubischen Gleichung . . . . . . . . . . T ) (|
18.4.3. AllgemeinerFall . . . . . . . . . .. T I EE R EEEE R 213
Aufgaben492bis 529 . . . . . . L L L L L L i e e e e e e e e e e e . 218
19. Niherungsverfahren zur Loésung numerischer Gleichungen . . . . . . . . . . 218
19.1. draphische Ermittlung erster Naherungswerte . . . . . . . . . . . . . .. 219
19.2. Lineares Eingabeln (regula falsi). . . . . . . . . . . .. ... ... .. 220
19.3. Newronsches Niherungsverfahren. . . . . . . . . . . TRGEERERLY 221
19.4. Ttemation . . . . . . . o o BB BB G E % E 3% 4 E 225
20. Transzendente Gleichungen . . . . . .« . ¢ ¢ v v h i hd e e e . 227
20.1. Losung unter Verwendung von Niaherungsverfahren . . . . . . . . . . . . . 227
Aufgaben 8530 bis 852 . . . . . . L L 0 b 0 e e e e e e e e e e e e e e 230
20.2. Sonderfille transzendenter Gleichungen . . . . . . . . . .. .00 L. L 230
20.2.1.  Exponentialgleichungen . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 230
Aufgaben 553 bis 592 . . . o . cmimim e o ow omow e m e w % ow e w e e 234
20.2.2.  Logarithmische Gleichungen . . . . . . . . . . . o v v o0 0w 235
Aufgaben 593 bis 608 . . . . . . .. TR EEE R E R T .
TRIGONOMETRIE DER EBENE
21. Winkelmessung — Winkeleinheiten . . . . « ¢« . v v o 4 ¢« v 0 0 s o 0. . 238
Aufgaben 609 bis 615 . . . . . . . L 0 0 e e e e e e e e e e e e 242
22, Trigonometrische Funktionen . . . . . . . . . . .. 'EEFEEERLEE. 243
22.1. Allgemeine Definition der trigonometrischen Funktionen . . . . . . . . . . . 243
22.2. Graphische Darstellung der trigonometrischen Funktionswerte. Bestimmung der
Funktionswerte besonderer Winkel . . . . . . . . . . ... ... ... 245
22.3. Trigonometrische Funktionen — Kurven und Periodizitat . . . . . . . . . . 247
AufgabeB16 « . o . ¢ v hb e e b e e e e s e e be & m mem B w e 252
22.4. Zusammenhang zwischen den trlgonometrlschen Funktnonen ¥ 3 8 B ¥ §gva 252
Aufgaben 617 bis 622 . . . . . . . . L. 000000 e e e i 80 254
22.5. Trigonometrische Funktionen im rechtwinkligen Dreieck . . . . . . . . . . . 254
Aufgaben 623 bis 626 . . . . . . .. ... 0000, & o g e v 200
22.6. Einrichtung und Benutzung der trigonometrischen Funktlonstafeln ...... 256
22.7. Rechnen mit kleinen Winkeln . . . . . . . . . . . ... 0000 257



Inhaltsverzeichnis 11
22.8. Trigonometrische Funktionen auf dem Rechenstab . . . . . . . .. - . . . 258
Aufgaben 627 bis 648 . . . . . . .. L. L. L0 L s e e e 260
22.9. Quadrantenrelationen . . . . . . . . BEEEEEEEE R R EEE Y 262
Aufgaben 649 bis 655 . . . . . . e e e e e e £ % owow owom e ow a . 265
22.10. Allgemeine Sinusfunktion. . . . . . . . . oL L0000 L e e e e .. . 266
Aufgabe 656 . . . . 0 . % G H B B B B 5 P % ow s kR F Fw s v s 5 2 211
23. Additionstheoreme und andere goniometrische Formeln . . . . . = . 271
23.1. Funktionen von Winkelsummen und -differenzen . . . . . . . 271
23.2. Funktionen des doppelten Winkels . . . . . . . . . . . . ... .. ... 273
23.3. Verwandlung von Produkten in Summen von Funktionen und umgekehrt . . . 274
23.4. Rechnen mit kleinen Winkeln . . . . . . . . . . o 0 v 0 0 b e 004 276
Aufgaben 657 bis 672 . . . . . . . . .0 L0 ERE R RN o 8o o ox 218
24. Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks . . . . . . « . v « o & s s & & + . 280
24.1, Losung der Grundaufgaben mit Sinus- und Cosinussatz . . . . . . . . . . . 280
24.2. Betrachtungen {iber bequeme und genaue Rechnung . . . . . . . . . . .. 284
24.3. Gleichungen von MoLLWEIBE und der Tangenssatz . . . . . . . . . . .. . 285
24.4. Halbwinkelsatz . ~ . ¢ « ¢ « 5 v 8 5 5 o 58 & « « % % & « & % % . . 286
24.5. Umkreisradius, Inkreisradius und Fliche des Dreiecks . . . . . . . . . . . . 287
24.6. ZweckmiBigste Losungsverfahren der Grundaufgaben . . . . . . . ... . . 288
Aufgaben 673 bis 698 . . . . . ‘. s £ w o xos owowmow oa ow s ow w291
25. Goniometrische Cleichungen ....... v BErEEEREEREEREE . 294
25.1. Goniometrische Gleichungen mit einer Variablen . . . . . . . . . . . . .. 294
25.1.1.  Goniometrische Gleichungen vom linearen Typ . . . . . . .« « o+ . . . . 295
25.1.2.  Goniometrische Glelchungen vom quadratischen Typ. . . . . . . . . . . . 301
25.1.3.  Gleichungen, die sich in goniometrische Gleichungen vom hnearen und quadra-
tischenTypzerlegenlassen . . . . . . . . . . . 0 v 0000 e e e 303
25.2. Goniometrische Gleichungen mit zwei Variablen . . . ., , . . . . . 304
Aufgaben 699 bis706 . . . . . . . . . .. R e e o dt e e e s s 306
ANALYTISCHE GEOMETRIE
26. Arbeitsweise der analytischen Geometrie . . . . . . . . .. . . ... ... 308
26.1. EiIEItINE L ¢ 4 € 5 B % 2 s sugie o0 ¢ 2 £l 2o 9 s EErLE B 308
26.2. Rechtwinklige Koordmaten und Polarkoordinaten in der Ebene ........ 308
26.3. Kurvengleichungen . . . . . . . . . . . . ottt et ¢ v o4+ 310
26.3.1.  Kurvengleichungen der Form F(z; y) =0 bzw. y=f(z) . . . . . . . . . . 310
26.3.2.  Parameterdarstellung einer Kurve . . . . . . . . . . R SRR R 313
26.3.3.  Kurvengleichungen in Polarkoordinaten . . . . . . . . .. ... TEREEL ]
Aufgaben 707 bis715 . . . . .. ... L 0L ... #ls W% Al . 317
27. Punkte, Strecken und Flichen im rechtwinkligen Koordinatensystem . . , . . 318
27.1. Linge und‘Anstiegswinkcl einer Strecke o P 318
Aufgaben 716 bis 721 . . . . . .. .. ... L L. W W W G a s 319
27.2. Teilung einer Strecke . . . . . . . .. ... ... i e e 320
Aufgaben 722 bis 728 i@ s : L 323
273. Berechnung der Fliche des ebenen Vxelecks b o e A T T S w v w324
Aufgaben 729 bis 734 . . . . . . . . . T Y % I I g . 327



12 Inhaltsverzeichnis
28. Gerade . . . . . .. P E Pl BB e dmmEEEESEE R s 5 027
28.1. Gleichung der Geraden. . . . . . . . . . . . ... ... o s e e e e e & 327
Aufgaben 735 bis 754 . . . . . . . . ... L0 .. TI i I 331
28.2. Hgessesche Normalform der Geradengleichung . . . . . . . . . .. .. .. 333
Aufgaben 755 bis 771 . . . . . . YR S e e e e o o e a OO
28.3. ZweiGeraden . . . . . .. ... ... . 8 v N e W e e e wow e v s 340
28.3.1.  Bestimmung des Schniftpunktes zweier Geraden. , . . . . . . . . .. . . . 340
28.3.2. Bestimmung des Winkels, den zwei Geraden miteinander bilden . . . . . ST 7§ |
" Aufgaben 772°bis U89 . . . . o ¢ 0 e 0 0 e 0 e e g e e o e w8 B 343
28.3.3.  Gleichungen'der Winkelhalbierenden zweier Geraden. . . . . . . . . . v . . 345
Aufgaben790und 791 . . . . . . . . . . .t e e e e e e e e e 347
29, Parallelverschiebung und Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems , . 347
29.1. Parallelverschiebung des Systems . . . . . . . . . . . .0 .00 w0 347
29.2. Drehung des Systems um den Winkelgp . . . . . . o G e W AT AE G G e T 349
Aufgaben 792 biB 798 & & = & & v ¢ & & s §.6 ¥ o & &% W e e e . .. 351
30. Kreis . . . . .0 &a v g WH Wom Wm R m ok s W e G e e ey 351
30.1. Gleichung des Kreises . . . . . EEEEREREE B 'w s v G s o e wy e 351
Aufgaben 799 bis 810 . . . . . . . . .. §F EE e .+ . . 358
30.2. Kreisund Gerade . . . . . . . . Eow W W ® e R o e W AR e e e G S T 358
Aufgaben 811 bis 828 . . . . . . . . . § OB 8 W g R v e e e e s @ s S0
30.3. Gleichung der Kreistangente . . . . . . . . . . . . v v v v v v v 0. 362
30.3.1.  Gleichung der Tangente in einem Punkt des Kreises . . . . . . . . . « .. . 362
30.3.2.  Gleichungen der Tangenten von einem Punkt anden Kreis. . . . . . . . . . 365
Aufgaben 829 bis 840 . . . . . . . . .. .. ... @ e W s 96T
30.3.3.  Schnittpunkt und Schnittwinkel zweier Kreise . . . . . . . . . . . . . .. 368
Aufgaben 841 bis 848 . . . . . . . . .. .. e E L 372
31. Definitionen der Kegelschnitte, Bezeichnungen . . . . . . . . . . . . . .. 373
31.1. Erklirung des Begriffes ,,Kegelschnitt* . . . . . . W o ks e e e e 373
31.2. Ellipse. . . . . .. ... ... TEEEERE R EEEE L L Y . 3714
31.3. Parabel . . . . o ¢ v v s & o » T R R R Y 377
31.4. Hyperbel. . . . . . . . . . T R e L
Aufgabe849 . . . . . . . .. T EEEEEE R R R R T Y 381
32. Parabel . . . . . . ... ...  owow mos B om s oM B & & o o e e s 382
32.1. Definition und Konstruktion . . . . . . . R . T L L 382.
32.2. Scheitelgleichungen . . . . . . . . . .. P EEEF EEE R A « .. .38
Aufgaben 850 bis 860 . . . . . . T L TR O |- i
32.3. Allgemeine Parabelgleichungen . . . . . . . . .. T 1-
Aufgaben 861 bis870 . . . . . . . ... 04 .. § 5 & ¥ &% s W e e 390
324. Parameterdarstellung . . . . . . . I g - " |
Aufgaben 871 bis 873 . . . . . . TEREEE R E R YT
32.5. Darstellung in Polarkoordinaten . . ... « . « « ¢« v v 4 v o o o 0 v .. . 393
Aufgaben 874 bis 877 . . . . . . ... 0.0 0. o miw o e S 394
32.6. Parabel und eine Gerade . . . . . . . . . E oW W W W w W w w0 e v+ . 395
Aufgaben 878 bis 885 . . . . 4 4 4 b 4 4 4 e e e e e e e e e e e e . . 398
32.7. Tangente und Normale . . . . . . . . .. ... I T ]
Aufgaben 886 bis906 . . . . . . . . .. SN E N R W W ® R W B ke o e 404
32.8. Weitere Eigenschaften der Parabel . . . . . . + . . o v o . .. T, .. . 405
Aufgaben 907 bis 912 . . . . . . 4 . e e 0w e e e e e e e e e os .. 407



Inhaltsverzeichnis

13

33.

33.1.
33.2.

33.3.
33.4.
33.5.
33.5.1.

33.5.2.
33.5.3.

34.

34.1.
34.2.

34.3.

34.4.

35.

36.

36.1.
36.2.
36.3.

37.

37.1.
37.2.

37.3.
37.3.1.

37.3.2.
37.3.3.

37.4.
37.5.

37.6.
37.6.1.
37.6.2.

Ellipse. co . o o ¢ v s 4 s s o ¢ s @i w o oo ssnesssaas o 408
Definition und Konstruktionen . . . . . . . . . .+ 4 o v o o v . 0. . . 408
Ellipsengleichungen . . . . . . . . T T 10
Aufgaben@13'bis 935 © & 1 i 5 3 8 ¥ § 8w EEEEE S S SR 415
Ellipse und eine Gerade . . . . . . . . . .. T 417
Aufgaben 936 bis 938 . . . . . . .. . .. e o e e e e e e w419
Tangente der BIlipse : ¢ ¢ = 2 & ¢ # ¢ 8 & % @ & & % % & 08 8 08 58 08 % 419
Aufgaben 939 bis 950 . . . . . .. . ... ... R RS SREE ST 422
Weitere Eigenschaften der Ellipse . . . . . . . P e R 423
Konjugierte Durchmesser . . . . . . . . . . .. T EY L .. 423
Konstruktion und Brennpunkteigenschaft . . . . . . P e e e 425
Fllipse als senkrechte Parallelprojektion des Kreises . . . . . " .. 427
Aufgaben 951 bis 959 . . . . . . . . . B R N g e & e w428
Hyperbele . ¢ . ¢ ¢ 3 355 3 ¢ 2 s s PR RN UBAEEEERRRREE 428
Definition und Konstruktion . . . . . . . . . . . 0 0000 0w 0 .. . 428
Hyperbelgleichungen . . . . . . . ... .. v e e e e e e e .. 429
Aufgaben'960bis 973 . . . i s ¢ ¢ ¢ F H W ER A HEHE WS & @ S . 433
Tangenten und Durchmesser der Hyperbel . . . . . . . . . . . . . .. .. 434
Aufgaben 974 Bis'984 . . . v v v e e o e e g e e 5w o e 436
Eigenschaften der Hyperbel . . . . . . . . . VR R R w437
Aufgaben 985 bis 988 . . . L L L L . L e e e e e e e e e e e e e e 440
Verwandtschaft der Kegelschnitte . . . . . . . . . . T rE rE T 440
Aufgabe 989 & 1 4 5 o u o o0 o 5w e e e R —— T . 443
Kegelschnitte in allgemeiner Lage . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 443
Allgemeine Kegelschnittgleichung . . . . . . . . . . . .. .. .... © . 443
Aufzaber990 . . . oo oo s s g ke ke o e e e o e e o e T < ... 445
Transformation der allgemeinen Kegelschnittgleichung auf die reduzierte Form ., 445
Diskussion der allgemeinen Gleichung 2. Grades . . . . . . . .. . . .. . 448
Aufgaben 991 bis 994 . . . . . . . . . .. wi s doms i v e R e e e 451
Technisch wichtige Kurven - . . . . , . o1 R T e e 4 e e o w402
Allgemeine Bemerkungen . . . . . . . .. R P R TR 452
Kubische und semikubische Parabel . . . . . . . . . .. SRR EES 452
Aufgaben 995 bis 997 . . . . . . . . ... R Y s
Rollkurven . . . . . . . .. ... o W W W e e e o Y 1,7 1
Zykloiden . . . . . .. § W e e e e e e EE R E S G W e w 454
Aufgaben 998 . . . . .. . ... a ... i e e e e . . 456
Epizykloiden . . . . . .. ... ... e e Y e e s s o+ « 456
Aufgaben 999 bis 1001 . . . , & ¢ v v v v e v o6 oo s e v e w womow s s o« 458
Hypozykloiden . . . . & & s s % 5% % & 5 o e L 131!
Aufgaben 1002 bis 1003 . . . . . . . . . v A e e e e g oo e w460
KreiséioIvente! v m . a » a . s pnm@e g% .6 6w ¢ @S s 6 G k@ L) s 461
Uberlagerung von Sinusschwingungen bei verschiedenen Schwingungsrichtungen 461
Aufgabe1004 . . . . . . L L L L L L0 L. oo e e e e e ow w0 462
Spivalen . . o 5 eowew o @ e e e e W ) N A NGB B ¥ W W E e W w 463
Archimedische Spirale . . . . . . G %S . T T « . . 463
Hyperbolische Spirale . ., . . . . . . . ... .. ..... P 13



14 Inhaltsverzeichnis
37.6.3.  Logarithmische Spirale. . . . . . . . . & v v v v v v v b e e e e 464
37.7. Lemniskate. . . . . . . . .. w m e e e e R e A Te e W e W 4 W % e 465
VEKTORALGEBRA
38. Grundbegriffe der Vektorrechnung . . . .+« v v o v 0 v v 0w . . 467
38.1. Vektor, Skalar . . . . . . . . . . e T T O N VR A - L 7 |
38.2. Addition und Subtraktion von Vektoren . . . . . . . . . ... ... ... 469
38.3. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar . . . . . . . . . .. coe. . 472
38.4. Grund- und Einsvektoren . . . . . . . ..., .. e N 475
38.5. Zerlegung von Vektoren in Komponenten . . . . . . . . ... ... ... 76
Aufgaben 1005bis 1010 . . . . . . . . . . . . . R R R T 478
39. Vektoren in cinem rechtwinkligen Koordinatensystem . . . . . . . . . . . . 479
39.1. Grundvektoren eines rechtwinkligen Koordinatensystems . . . . . . . . . . 479
39.2. Rechengesetze fiir Vektoren in Koordinatendarstellung . . . . . . . . . . . 482
39.3. Betrag und Richtungscosinus eines Vektors . . . . . . . . . . . . .. .. 483
Aufgaben LOI1 BISAOLT . . . . . L ;. . L cwwE SR WE B 8 5 6 486
39.4. Lineare Abhingigkeit und lineare Unabhingigkeit . . . . . . . . . . . . . 486
Aufgaben 1018 bis 1021 . . . . . . . . . . . . G g s e T o v R B & w 489
39.5. Vektorgleichung einer Geraden im Raum . . . . . . . . . . . ... ... 489
Aufgaben, 10227BI8. 10261 o o & a & vm im e n s as wm b o o sl S s W e L 8 492
40. Skalares Produkt . . . . . . . S OE W B W W W R TE G e eoee .. 492
40.1. Definition des skalaren Produktes . . . . . . . . . . . . .. ... 402
Aufgaben 1027 bis 1031 . . . . . . . . G G e e G GRS WP G0 G G B B R W s . 494
40.2. ‘Rechengesetze fir skalare Produkte . . . . . . . . . . ... .. .. ... 494
Aufgaben 1032 bis 1037 . . . . . . . . . s e e e b e e se e e e 498
40.3. Anwendungen des Skalarproduktes . . . . . . . . . 0000000 498
Aufgaben 1038 bis 1043 . . . . . . . 0 b v v e e e e e e e e .o o.ow 807
41. Vektorielles Produkt . . . . . . . . . .. 000w e voe ... 807
41.1. Definition des vektoriellen Produktes . . . . . . . . . . . . .00 507
Aufgaben 1044 bis 1046 . . . . . . . . . w0 e e w e e e e e e e 509
41.2. Rechengesetze fiir vektorielle Produkte. . . . . . . . . . . . . . . . . .. 509
Aufgaben 1047 bis 1050 . . . . . . . . . @ v e g e S Y Y W W W A % 6 8 W 513
41.3. Anwendungen des Vektorproduktes . . . . . . . . . . . .. Giwwia »o§ 3913
: Aufgaben 1051 bis 1055 . . . . . u s owew e m e e o e e e e e 516
42, Mehrfache Produkte von Vektoren. . . . « « « + ¢ v & o v v v v v v v o 517
42.1. Méoglichkeiten der Produktbildung . . . . . . . . « v« 4 o 0 0 0 w0 . . 517
42.2, Gemischtes Produkt . . . . . . . W e el ey W T fen b a0 D 0 MK B W W @ 518
Aufgaben 1056 bis 1059 . . . . . . . . . . . A EEME Y e E § s 520
42.3. Vektorielles Produkt dreier Vektoren . . . . . . . . . o e e e e s 521
Aufgaben 1060 und 1061 . . s s e e e e % s a0 e 0 0 e W el a0 e e e 522
424, Produkte von vier Vektoren . . . . . . . . . . . .. v w wa e s s s D22
Aufgaben 1062 und 1063 . . . . . . . . . . e e v e e e e e e e s 524
43. Vektorielle Darstellung von Kurven und Flichen im Raum . . . . . . . . . 525
Aufgaben 1064 und 1065 . . . . . . . . . . L4 b4 e e e e e e e . 527
Losungen zu den Aufgaben 1 bis 1065 . . . . . . L T T 528



Einfithrung

Das neue Lehrwerk der Mathematik ist in der Auswah!l und Glicderung des Stoffes
auf den Lehrplan abgestimmt, der 1963 an den Ingenieurschulen der Deut-
schen Demokratischen Republik eingefiihrt wurde. Auf Grund der héheren mathe-
matischen Kenntnisse, dic von den Bewerbern an Ingenieurschulen gefordert wer-
den, wurde zunédchst cinc ncuc Stoffabgrenzung nach unten notwendig. Inhaltlich
schlieft das Buch an den ,,Lehrgang der Elementarmathematik* (VEB Fachbuch-
verlag Leipzig) an. Dieser cnthélt die Stoffgebiete der Mathematik, deren Behandlung
zur Vorbereitung auf den Fachschulbesuch notwendig ist. Hinweise auf das Buch
werden im folgenden kurz mit ,,Vgl. El. math.* und durch Angabe der betreffenden
Abschnittsnummer gegeben.

Der vorlicgendc erste Band ,,Algebra und Geometrie fiir Ingenieurschulen enthglt
dic Abschnitte Zahlenberciche und Rechenoperationen, Gleichungen, Trigonometrie
der Ebene, Analytische Geometric der Ebene und Vektorrechnung, wihrend der zweite
Band das Gebiet der Analysis umfaBt. Der inhaltlichc Aufbau beider Binde crlaubt cs,
daB sie dem Lehrplan entsprechend im Unterricht parallel verwendet werden konnen.
In dem unter dem Titel ,,Ausgewidhlte Kapitel der Mathematik‘‘ erscheinenden Band
sind die fiir den Ingenicur wichtigen Gebicte der Matrizenrechnung, linearen Opti-
mierung, mathematischen Statistik, maschinellen Rechentechnik und der Nomo-
graphie zusammengefallt.

Dic Darstcllung des Stoffes wurde so gewéhlt, dall das Lehrbuch sowohl zum Gebrauch
neben dem Unterricht als auch zum Sclbststudium geeignet ist. Daher wurde ver-
sucht, Anschaulichkeit mit mathematischer Strenge zu verbinden. Jeder Abschnitt
cnthilt durchgerechnete Beispiele sowie eine groBere Zahl von Ubungsaufgaben, deren
Losungen am Ende dcs Bandcs angegeben sind.

Trotz der ausfithrlichen Darstellung stellt das Buch Anforderungen an das selbsténdige
und kritische Denken des Lesers. Wic jedes Mathematikbuch kann auch das vorlic-
gendc nur mit Papicr und Bleistift in der Hand durchgearbeitct werden. Man begniigo
sich nicht mit fertigen Formeln und Rezepten, sondern verfolge genau dic Herlei-
tungen und Beweisc. Jeder cinmal vollig verstandene Beweis fordert die Fahigkeit
zum mathematischen Denken, selbst wenn man ihn bald wieder vergessen hat. Die
durchgerechneten Beispiele diirfen trotz des Kleindruckes nicht iibcrgangen werden,
da sic nicht nur den vorher gebotenen Stoff erliutern und einiiben, sondern auch
neuc Erkenntnisse vermittcln sollen. Ebenso wichtig ist es, dafl der Lernende selb-
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sténdig eine moglichst groBe Anzahl der Ubungsaufgaben durchrechnet. Es stellt eine
gute Ubung dar, wenn der Leser von Zeit zu Zeit den Inhalt mehrerer durchgearbei-
teter Abschnitte in einer knappen Zusammenfassung angibt. Er wird dadurch ge-
zwungen, das Wesentliche vom Unwesentlichen zu trennen, Verbindungen zwischen
den Teilgebieten herzustellen, und erkennt, ob er den Stoff wirklich verstanden hat.

Bei Zahlenrechnungen zwinge man sich zu groBter Sorgfalt. Es werden zunédchst alle
fur die Losung der Aufgabe erforderlichen Formeln niedergeschrieben, wobei stets
Rechenproben zu beachten sind. Dann wird ein Rechenschema aufgestellt, das
den zu verwendenden Hilfsmitteln wie Rechenstab, Logarithmentafel und Rechen.
maschine entspricht und in das alle bei der Rechnung auftretenden Zahlen einzu-
tragen sind. Schmierzettel gibt es nicht! Jede Rechnung muB so sauber angefertigt
sein, daB sie ohne Schwierigkeit von einer zweiten Person iiberpriift werden kann.



Mengen, Zahlenbereiche und Rechenoperationen

1. Mengen

1.1 Der Mengenbegrift

Im tiglichen Leben wird ein naiver Mengenbegriff hiufig gebraucht. Man spricht von
der Menge der Héauser einer Stadt, von der Menge aller Biicher einer Bibliothek, von
der Menge aller Schiiler einer Lehranstalt, von der Menge aller Planeten des Sonnen-
systems und so fort. Der Mengenbegriff wird verwendet, wenn Objekte einer bestimm-
ten Art. Objekte mit bestimmten Eigenschaften zu einer Gesamtheit zusammengefa3t
werden sollen. Dies ist auch im Bereich der Mathematik oft notwendig oder vorteil-
haft. Man faBt die Zahlen 0, 2, —2, 4, —4, ... zur Menge aller geraden Zahlen zu-
sammen, spricht von der Menge aller Primzahlen, von der Menge aller Losungen der
Gleichung sinz = '/, oder von der Mengeallerauf einer Kurve liegenden Punkte.
Fir den Mengenbegriff als einen Grundbegriff kann hier keine explizite Definition
(das ist eine Erklirung, die den Begriff auf friiher erklirte Begriffe zuriickfithrt!)
gegeben werden. Dies ist nur mit Hilfe noch grundlegenderer Teilgebiete der Mathe-
matik als der Mengenlehre moglich?). Daher wird lediglich erklirt, unter welchen
Bedingungen und in welcher Weise der zu definierende Begriff verwendet werden soll.
Diese Erklirung nennt man einc implizite Definition.

Definition

Ist eine solche Eigenschaft gegeben, daB ein jedes Objekt diese Eigenschaft ent-
weder besitzt oder aber nicht besitzt, so sagt man, alle Dinge, dic dicse Eigenschaft
besitzen, bilden eine Menge. Sie werden Elemente dieser Menge genannt.

BEISPIELE

1. Alle Miinzen in einer Miinzensammlung bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschait
heiBt: Miinze der Sammlung sein.

2. Alle Bewohner eines Hauses bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft heiBt:
Bewohner des Hauses sein.

3. Alle durch 5 teilbaren ganzen Zahlen bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft
heiBt: einc durch 5 teilbare ganze Zahl sein.

4. Die drei Buchstaben a, b, ¢ bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft heilt: ent-
weder der Buchstabe @, der Buchstabe b oder der Buchstabe ¢ sein.

Das letzte Beispiel lehrt, daBB es mitunter moglich ist, eine Menge durch Aufzihlen
ihrer Elemente zu bestimmen. Soli eine Menge aus den (endlich oder unendlich vielen)

1) Beispiel {fiir eine explizite Definition: ,,Unter einem Parallelogramm versteht man ein Viereck,
dessen Seiten paarweise parallel sind.*
%) zum Beispiel mit Hilfe der mathematischen Logik

2 Algebra und Geometrie
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Elementen a, b, c, ... gebildet werden, so bezeichnet man sie mit
{a,b,c,...}.

Die mengenbildende Eigenschaft besteht in diesem Fall einfach darin, mit einem der
aufgefihrten Elemente identisch zu sein.

Mengen werden gewohnlich mit groBen lateinischen Buchstaben 4, B, C, ..., ihre
Elemente mit kleinen lateinischen Buchstaben a, b, c, ... bezeichnet.

Ist @ Element der Menge A4, so wird das durch

a€ A

symbolisiert.
Ist zum Beispiel U = {1, 3, 5,7, ...} die Menge aller ungeraden positiven Zahlen, so

gilt:
1013 ¢ U.

Die Definition schlieBt nicht aus, daB eine Menge nur aus einem Element besteht. So
ist A = {a} die Menge, die allein aus dem Element @ gebildet wird. Ja, eine Menge
darf sogar leer sein. Zum Beispiel definiert die Eigenschaft, eine Maschine zu sein, die
ohne Verbrauch irgendwelcher Energie immerfort Arbeit verrichtet, eine Menge ; denn
von jedem Objekt kann entschieden werden, ob es diese Eigenschaft besitzt oder
nicht. Weil aber kein Objekt — wie aus der Physik bekannt — diese Eigenschaft
besitzt, hat die Menge kein einziges Element, sie ist leer.

AUFGABEN

1. In welchen der folgenden Beispiele wird der Mengenbegriff im mathematischen Sinn gebraucht:

a) die Menge der Freitage im laufenden Jahr,

b) die Menge der Primzahlen,

c) die Menge Wasser in einem Litergefi (3,

d) die Menge der Punkte auf der Peripherie eines Kreises,
e) die Menge der Monatsnamen, die mit K beginnen.

2. Welchen der genannten Mengen gehért ein Rechteck mit dem Seitenverhéltnis 1:2 an:

a) Menge V der Vielecke,

b) Menge 7' der Trapeze,

c) Menge S der Rhomben,

d) Menge R der Rechtecke,

e) Menge P der Parallelogramme,
f) Menge B der Drachenvierecke,
g) Menge @ der Quadrate?

1.2, Relationen zwischen Mengen

Die wichtigsten Relationen (Beziehungen), in denen Mengen zueinander stehen
konnen, sind das Enthaltensein und die Gleichheit.
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Definition

Eine Menge A ist in ciner Menge B enthalten, in Zeichen
A - B,

wenn jedes Element der Menge A auch Element der Menge B ist. A heilt dann
Untermenge oder Teilmenge von B.

BEISPIELE
1. Bild 1 zcigt zwei ebene Punktmengen 4 und B, von denen 4 in B ent-
halten ist.
2. Die Menge aller Siugetiere ist enthalten in der Menge aller Wirbeltiere.
3. Die Menge aller geraden Zahlen ist Teilmenge der Menge aller ganzen
Zahlen: Bild 1
{0,2,—2,4,—4,...} = {0,1, —1,2, —2, ...},

4. Die Menge aller Quadrate ist enthalten in der Menge aller Vierecke, diese wieder in der Menge
aller Vielecke.

Beim Enthaltensein zweier Mengen, 4 — B, sind zwei Sonderfille méglich:

Erstens kann die Teilmenge A eine leere Menge sein. Eine leere Menge ist in jeder
beliebigen anderen Menge B enthalten; denn von jedem ihrer Elemente (sie hat ja
keine) kann gesagt werden, es sei Element von B.

Zweitens kann die Teilmenge A die Menge B vollstindig ausmachen, so daf} es kein
Element von B gibt, das nicht zu 4 gehort. In diesem Fall sagt man, 4 sei eine un-
echte Tetlmenge von B, oder spricht von der Gleichheit der Mengen 4 und B. Von diesem
Sonderfall unterscheidet man das echte Enthaltensein, wo 4 die Menge B nicht voll-
standig erfiillt.

Definition
Eine Menge A ist gleich einer Menge B, in Zeichen
4 =B,
wenn jedes Element von 4 auch Element von B und umgekehrt jedes Element von
B auch Element von 4 ist.

Nach dieser Definition sind zwei Mengen 4 und B genau dann gleich, wenn 4 in B
und Bin 4 enthalten ist:

A=BeAcB und Be-4g.1)
BEISPIELE

5. Die Menge aller Quadrate ist gleich der Menge aller Rhomben, die einen rechten Winkel be-
sitzen.

6. Die Menge aller durch drei teilbaren ganzen Zahlen ist gleich der Menge aller ganzen Zahlen
mit durch drei teilbarer Quersumme.

7. Die Menge A aller arabischen Ziffern ist gleich der Menge {0, 1, 2, ..., 9}:

A4=10,1,2 ...,9.
') Bedeutung des Zcichens © vgl. S. 573

2*
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Da alle leeren Mengen aus denselben Elementen (némlich aus gar keinen) gebildet
werden, sind sie untereinander gleich. Aus diesem Grund wird von der leeren Menge
gesprochen. Sie wird mit dem Symbol & bezeichnet:

g=1{}

Von der leeren Menge ist die Menge {0} zu unterscheiden, die als Element die Zahl
Null enthilt.
Dle belden Relationen Enthaltensein und Gleichheit besitzen folgende Elgenscha[ten

| Fur eine beheblge Menge A gilt stets sowohl' 4 — 4 alsauch 4 = 4.

Beziehungen, die stets dann wahre Aussagen ergeben, wenn sie zwischen einem Ob.-
jekt und sich selbst aufgestellt werden, heiflen reflexiv. Enthaltensein und Gleichheit
sind demnach reflexive Beziehungen.

--Ist eine Menge A4 in einer Menge B enthalten und die Menge B Teilmenge einer
Menge C, so ist auch 4 Teilmenge von C:

"Ac B und BCC’=>.ACC . (I)

Beweis: Ist a ein bbheblges Element von A, so gehort es wegen 4 < B auch der
Menge Ban: a € B. Wegen B — C folgt aber daraus a € C. Somit sind alle Ele-
mente von 4 auch Elemente von C, das heiit 4 < C.

Dieselbe Eigenschaft kommt auch der Gleichheit zu:

Ist die Menge A gleich der Menge B und die Menge B gleich der Menge C, so ist auch
A gleich C:

A=Bund B=C=A4=0C. (IT)

Beziehungen, die wie das Enthaltensein in (I} oder die-Gleichheit in (II) iibertragbar
sind, werden transitiv genannt,
In einer Hinsicht aber unterscheiden sich die beiden Relationen:

] Aus 4 = B folgt stets B = A.

Dagegen kann aus A — B keineswegs B — A geschlossen werden. Diirfen bei einer
Relation, wie bei der Gleichheit, die Bezugsobjekte ausgetauscht werden, so heifit diese

Relation symmetrisch. )

Die Gleichheit ist eine symmetrische, reflexive und transitive Relation. Das Ent-
" haltensein ist nur reflexiv und transitiv.

AUFGABEN

3. Es sind alle Teilmengen der Menge {1, !, 4, ¢} zu bestimmen.
4. Welche Eigenschaften haben die folgenden Relationen:
a) die in der Menge aller ebenen Figuren erklirte Kongruenz F, = F,,
b) die in derselben Menge erklirte Ahnlichkeit 7, ~ Fg,
c) die in der Menge aller Geraden einer Ebene erklirte Orthogonalitit (Senkrechtsein) gy 1 g,
d) die in derselben Menge erklarte Parallelitit g, || gq?
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1.3. Operationen mit Mengen

Es ist auf verschiedene Weisen moglich, aus zwei Mengen eine dritte Menge zu bilden.
Dies dhnelt den Rechenoperationen mit Zahlen, die auch zwei gegebenen Zahlen eine
dritte zuordnen. Deshalb spricht man von ,,Operationen mit Mengen‘‘. Bie wichtig-
sten sind die Vereinigung und die Bildung des Durchschnitts, der Differenz und des
Produktes.

Definition

Unter der Vereinigungsmenge A v B der beiden Mengen 4 und B versteht man
die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B gehoren (vielleicht auch zu beiden).

Es gilt daher:
AcAuB und Bc AuB,

BEISPIELE

1. Sind A und B die in den Bildern 2a und 2b
dargestellten ebenen Punktmengen,so ist Au B8
jeweils die durch Schraffur gekennzeichnete
Punktmenge.

2. Ist A die Menge aller lehrreichen Biicher in~ a) b)
einem Biicherschrank, B die Menge aller Bii- = Biid 2 :
cher mit grincm Einband in diescm Schrank,
dann ist A u B die Menge aller Biicher dieses Schrankes, dic lehrreich sind oder einen griinen
Einband besitzen (vielleicht auch beides).

3. Ist A die Menge aller im Wasser lebenden Tierc, B die Menge aller auf dem Lande lebenden
Tiere, se stellt A u B die Menge aller im Wasser oder auf dem Lande lebenden Tiere dar.

4. {a, m,s, e, uis, b, @7} ={a,m s, el tr}.

Es konnen auch mehr als zwei Mengen vereinigt werden. Zum Beispiel 1aBt sich die
Vereinigungsmenge der drei Mengen A4, B und C in der Weise bilden, dafi man erst 4
und B vereinigt zu A u B und dann diese Menge mit C zu (4 v B) u C. Es ergibt
sich die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B oder zu C gehiren. Dasselbe ist der
Fall, wenn erst B mit C vereinigt wird zu B uy C, und dann 4 nmit B v C vereinigt
wird zu 4 u (B v C). Da es mithin gleichgultig ist, in welcher Reihenfolge die Opera-
tionen ausgefuhrt werden, ist es gestattet, die Klammern ganz wegzulassen:

(AuvB)uC=AuvBul)=AuvBuC.

\Y
Den durch diese Formelzeile dargestellten Sachverhalt nennt man das Assoziations-
gesetz der Vereinigung. Es gilt auch fir die Vereinigung beliebig vieler Mengen,
Die Vereinigung einer Menge A mit einer Teilmenge B liefert stets wieder 4 und um-
gekehrt:

BcA & AuvB=A.

Eine ebenso einfache Operation wie die Vereinigung zweier Mengen ist das Bilden
ihres Durchschnitts.
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Definition

Unter dem Durchsehnitt A4 n B der beiden Mengen A und B versteht man die
Menge aller Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.

Es gilt daher:
AnBcA und 4 nBcB.

BEISPIELE

5. Bild 3 stellt schraffiert den Durchschnitt zweier ebener Punktmengen
A und B dar.

6. Sei wieder 4 die Menge aller lehrreichen und B die Menge aller grin
eingebundenen Biicher in einem Biicherschrank, dann ist 4 n B die
Menge aller Biicher in diesem Schrank, die sowohl lehrreich sind, als
auch einen grianen Einband haben.

7. Ist A die Menge aller im Wasser lebenden Tiere, B die Menge aller auf  gjig 3
dem Lande lebenden Tiere, so ist 4 n B die Menge aller Amphibien.

8. {a, m, s, ¢, I} n{s, ¢, a, 7} = {a, s}.

o

Enthalten ‘4 und B keine gemeinsamen Elemente — man sagt dann, die beiden
Mengen seien elementfremd oder disjunkt —, so istihr Durchschnitt leer: A n B = 7.
Dies gilt auch umgekehrt: Ist der Durchschnitt zweier Mengen die leere Menge, so
haben sie keine gemeinsamen Elemente.

Auch der Durchschnitt kann von mehr als zwei Mengen gebildet werden. Dabei ergibt
sich dhnlich wie bei der Vereinigung:

(AnB)nC=An(BnC)=AnBnC,

Fiir die Durchschnittsbildung gilt also ebenfalls ein Assoziationsgesetz.

Eine dritte Art, Elemente zweier Mengen 4 und B zu einer neuen Menge zusammen-
zufassen, ist die Bildung der Differenz.

Definition

Unter der Differenz A\ B der beiden Mengen A und B versteht man die Menge
aller Elemente von A4, die nicht zu B gehoren.

BEISPIELE

9. Bild ¢ zeigt schraffiert die Differenzmenge der Mengen 4 und B.
10. Sei A4 die Menge aller Fiinfecke, B die Menge aller regelméigen
Vielecke, so ist 4 \ B die Mengealler nichtregelmaBigen Fiinfecke.
11. Sei A die Menge aller Lehrlinge eines Betriebes, B die Menge aller
an einem bestimmten Tag abwesenden Angehéorigen des Betrie-
bes, so erscheint zu einer betrieblichen Lehrveranstaltung an
diesem Tag im allgemeinen die Menge 4 \ B aller Lehrlinge, die

an dem Tag nicht abwesend sind.

12. {r, e, ¢, S} \ {5, ¢, u, r, m} = {e, ¢}.

Sind die Mengen A und B elementfremd, so stimmt die Differenz 4 \ B mit A iiber-
ein und umgekehrt. Auf jeden Fall aber gilt:

ANB=A\(4nB),
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weil bei der Differenzbildung von A nur Elemente weggelassen werden, die sowohl zu
4 als auch zu B gehdren.

Eine ganz andere Art der Verkniipfung zweier Mengen als Vereinigung, Bildung des
Durchschnitts oder der Differenz stellt die Bildung des Produktes zweier Mengen A
und B dar. Das Mengenprodukt kommt zustande, indem man aus den Elementen von
A und den Elementen von B sémtliche Paare bildet. Ist zum Beispiel 4 = {@, b} und
B = {«, p, ¥}, so besteht das Mengenprodukt dieser beiden Mengen aus den Paaren
(@; &), (@; B), (@; ), (b5 «), (b; B), (b; ¥). Dabei ist die Reihenfolge wesentlich: Bei
jedem Paar steht an erster Stelle ein Element von 4, an zweiter Stelle ein Element
von B. Man spricht deshalb von geordneten Paaren.

Definition

Unter dem Mengenprodukt 4 X B der beiden Mengen A und B versteht man die
Menge aller geordneten Elementpaare (a; b) mit a € A und b € B.

BEISPIELE

13. Ist R die Menge aller Zahlen der Zahlengeraden, so konnen WY
die Elemente von R X R als Koordinatenpaare von Punkten
in der Ebene eines cartesischen Koordinatensystems gedeutet ¥ Rlxip
werden. Bild 5 zeigt die Darstellung des Zahlenpaares (x,; ;)
als Punkt P, der Koordinatenebene.

14. Bildet man das Produkt aus den Mengen aller Punktkoordina-
ten (z;y) in einer Ebene und der Menge aller Hohen 2 iiber —_
dieser Ebene, so ergeben sich Zahlentripel (x; y; z), die die 0 4
Raumkoordinaten der Punkte des dreidimensionalen Raumes  &ild 5
bilden.

15. Ist T die Menge aller Zeitpunkte, so liefert das Mengenprodukt von 7' mit der Punktmenge des
vorigen Beispiels Quadrupel (z; y; 2; t), die als Ort-Zeit-Punkte des vierdimensionalen Rau.
mes der Relativitidtstheorie gedeutet werden kénnen.

AUFGABEN

5. Es ist der Durchschnitt von je zwei der in Aufgabe 2b) bis f) genannten Mengen zu bilden.

6. Es sind Vereinigung, Durchschnitt und Differenz aus folgenden Mengenpaaren zu bilden:
a) {a, %, t, 0} und {m, a, u, 8},

b){0, 2,4, 6, ...} und {0, 5, 10, 15, ...},
c) der Menge aller russisch sprechenden Menschen und der Menge aller englisch sprechenden
Menschen.

7. K sei die Menge aller Schiiler einer Klasse, E die Menge der an einem bestimmten Tag ent-
schuldigt, U die Menge der an diesem Tag unentschuldigt Fehlenden. Durch K, E und U ist
die Menge aller an diesem Tag anwesenden Schiiler der Klasse darzustellen.

8. Wie heif3t die kleinste Menge, die die Mengen 4, B und C enthalt?

9. Wie heiflt die groBite Menge, die in den Mengen 4, B und C enthalten ist?

10. Was ergibt

a)An o, b)4 \ &, c) @ \ A?
11. Esist
a) du(4nB), b)An(AuB)

zu bestimmen (Skizze fiisr Punktmengen!).
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12. Die nachstehenden Folgerungen sind zu begriinden oder zu widerlegen:
a)a€ed, AcB und BcC = acC, b)aeA und Bc A4 = a€c A\B,

c)aed und Bc 4 = acAnB, d AuB=B = Bc A,

e)ANB=g = A =B, fAnB=AuB = 4—=B.
13. Was folgt

a)aus a€ AuB und a¢ 4, b)aus adAnB und acd

hinsichtlich der Beziehung von a zu B?

14. Bs ist der Durchschnitt der Mengen A\ B und B\ A zu bilden.

15. Was kann aus AN\ B = B\ A4 geschlossen werden?

16. Was liBt sich iiber die Mengen A und B aussagen, wenn
a)AuBc AnB, b)ANBc An B?

17. Am Beispiel ebener Punktmengen sind folgende Beziehungen zu bestitigen:
a) Au(BnC)=(AuB)n(4du0),
byArn(BuC)=(AnB)yu(4dn0),
c) (ANB)NC = AN(Bu ().

18. Die in Aufgabe 17. genannten Beziehungen sind fiir die Mengen 4 = {g, ¢, 1, s, t},
B=1{in,8,el} und C={,a,c,h e n} zu bestitigen.

1.4. Abbildungen
Es kommt hdufig vor, dafl die Elemente zweier Mengen einander zugeordnet sind.

BEISPIEL

1. 1st 4 == {a, b, c} die Menge aller Schalter in einem Raum und B = {v, w, z, ¥, 2} die Menge aller
Lampen dieses Raumes, so sind jedem Schalter diejenigen Lampen zugeordnet, die durch ihn
eingeschaltet werden. Die Zuordnung kann in Form einer Tabelle oder eines Schemas dar-
gestellt werden:

A B v
0 w
a v, 2,2 b X
. vy ¢ y
[ x z

Pefinition
Werden durch eine bestimmte Vorschrift den Elementen einer Menge A die Ele-
mente einer Menge B zugeordnet, wobei jedem Element von A ein oder mehrere
Elemente von B entsprechen, so spricht man von einer Abbildung der Menge A
auf die Menge B.

Abbildungen werden mit kleinen griechischen Buchstaben, g, 7, ..., bezeichnet.
Entspricht dem Element %E A Dbei der Abbildung — vielleicht unter weiteren
Elementen — das Element ‘b € B, so heilt b Bild des Elementes @ und a Urbild des
Elementes . In diesem Sinne wird B Bildmenge und A Urbildmenge genannt.

BEISPIEL

2. 4 sei die Menge aller Lehrkriifte, B die Menge aller Klassen einer Schule. Ordnet man jeder
Lchrkraft diejenigen Klassen zu, die sie unterrichtet, so entsteht eine Abbildung der Menge 4
auf die Menge B. E
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Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Abbildungen, bei denen jedes Urbild genau
ein Bild besitzt. Sie heiBen eindeutige Abbildungen oder, soweit die beiden Mengen
mathematische Objekte cnthalten, Funktionen.

BEISPIELE

3. Falls jede Lehrkraft genau eine Klasse unterrichtet, stellt das Beispiel 2. eine eindeutige Ab-
bildung der Menge der Lehrkrifte auf die Menge der Klassen der Schule dar. Dabei kénnen
mehrere Lehrkrifte in der gleichen Klasse Unterricht erteilen. Bezeichnen etwa die Buch-
staben a, b, ¢, d die Lehrkréifte und z, ¥, z die Klassen, so kénnte das Schema der eindeutigen
Abbildung folgendermafien aussehen:

( s X
=

¢ 7 z

d

4. Es sei 4 die Menge aller Schiiler einer Schule, B die Menge aller Klassen dieser Schule. Ordnet
man jedem Schiiler die Klasse zu, der er angehért, so erhélt man eine eindeutige Abbildung

der Menge 4 auf die Menge B.
5. Die Tabelle

4 B
1 2
2 4
3 5
4 4
5 2

stellt eine Funktion dar.

Am einfachsten sind jedoch diejenigen Abbildungen zu tberblicken, bei denen nicht
nur jedem Urbild genau ein Bild, sondern auch jedem Bild genau ein Urbild ent-
spricht. Solche Abbildungen heiBen eineindeutig. weil sie sowohl in der Richtung von
A nach B als auch umgekehrt eindeutig sind.

BEISPIEL

6. Ist A die Menge aller Sitzplitze in einem Theater und B die Menge aller Eintrittskarten fiir
eine bestimmte Vorstellung, so liefert die Zuordnung jeder Karte zu dem auf ihr bezeichneten
Platz eine eineindeutige Abbildung der Menge 4 auf die Menge B. Wenn die Sitzplitze mit
a;, Gg, dg, ...und die zugehérigen Karten mit &y, b, b3... bezeichnet werden, lautet das
Abbildungsschema:

oG —b
g, ——————b,
a; g bj

. .

Gelegentlich — vor allem bei Funktionen — ist es nétig, bei einer Abbildung die
Rollen von Urbildmenge und Bildmenge zu vertauschen.

BEISPIEL

7. Im Beispiel 1. wurde die Menge A der Schalter in einem Raum auf die Menge B der Lampen
dieses Raumes abgebildet. Die Abbildung beantwortete die Frage: Welche Lampen brennen
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beim Betiitigen eines bestimmten Schalters? Es kann aber auch die umgekehrte ¥rage ge-
stellt werden. Welche Schalter bringen eine bestimmte Lampe zum Leuchten? In diesem
Fall interessiert man sich fiir die umgekehrte Zuordnung, die Zuordnung der Schalter zu den
Lampen. Sie wird — dieselbe Installation des Raumes wie oben vorausgesetzt — auf folgende
Weisen dargestellt:

n A

v
v a w a
w b X b
z a, c y ¢
y b z
z a

Definition

Die aus einer gegebenen Abbildung ¢ durch Vertauschen von Urbildmenge und
Bildmenge entstehende Abbildung heilit Umkehrabbildung zu o.

In diesem Sinne spricht man auch von Umkehrfunktionen.

AUFGABEN

19. A sei die Menge aller in einem bestimmten Internat wohnenden Studierenden, B die Menge der
von ihnen bewohnten Rdume dieses Hauses. Es werden jedem Studenten diejenigen Raume
zugeordnet, die er bewohnt. Unter welchen Bedingungen ist diese Abbildung

a) eindeutig,
b) eineindeutig?

20. Wie muB eine eindeutige Abbildung beschaffen sein, damit ihre Umkehrabbildung wiederum
eindeutig ist?

1.5. Eigenschaften von Mengen

Zum Vergleich zweier Mengen in bezug auf jhren Reichtum an Elementen dient der
Begriff der Michtigkeit.
Definition
Ist es moglich, die Menge A eineindeutig auf die Menge B abzubilden, so heifien
die beiden Mengen gleichmachtig.
BEISPIELE

1. Die Menge 4 der Sitzplitze und die Menge B der Eintrittskarten in einem Theater sind gleich-
michtig (vgl. 1.4. Beispiel 6.).
2. Die beiden Mengen {a, b, ¢, d} und {I, V, 1V, X) sind gleichmichtig; denn die Zuordnung

a I
b r
¢ g
a X

liefert eine eineindeutige Abbildung.
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3. Ein Massenpunkt bewege sich gleichférmig auf einer Geraden. M sei die Menge aller Punkte
diescr Geraden und 7' die Menge aller Zeiten. Ordnet man jeder Zeit ¢ ¢ 7 den Punkt P ¢ M
der Geraden zu, an dem sich der Massenpunkt zur
Zeit t befindet, so bekommt man eine eineindeutige
Abbildung der Menge 7' auf die Menge M. Die Menge
aller Zeiten ist also gleichmichtig der Menge aller
Punkte auf einer Geraden.

4. Es sei 4 die Menge aller Geraden durch einen Punkt /f
und B die Menge aller Punkte auf einer nicht durch #/
gehenden Geraden 4. Diese Mengen sind gleichmichtig.
Wird nidmlich wie in Bild 6 jeder Geraden aus 4 der
Punkt aus B zugeordnet, in dem sie die Gerade #  Biid 6
schneidet, so entsteht eine eineindeutige Abbildung
von A auf B. (Der Parallelen zu k entspricht der ,,unendlich ferne* Punkt der Geraden k.)

Ist es nicht moglich, die Menge A eineindeutig auf die Menge B abzubilden, wohl aber,
die Menge A auf eine echte Teilmenge von B eineindeutig abzubilden, so sagt man, die
Menge B sei mdchtiger oder von grofierer Mdchtigkeit als die Menge 4. In diesem Sinn
ist zum Beispiel die Menge {a, b, ¢} maéchtiger als die Menge {«, §}.

Beziiglich der inneren Struktur einer Menge ist die Ordnung die wichtigste Eigen-
schaft. Eine Menge heillt geordnet, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente durch
eine Ordnungsrelation eine Reihenfolge festgelegt ist.

BEISPIELE

5. Von zwei verschiedenen Punkten eines Strahles kann stets gesagt werden, welcher in der
Richtung des Strahles geschen vor dem anderen kommt. Das Zuvorkommen stellt eine Ord-
nungsrelation in der Menge der Punkte des Strahles dar und prigt ihr eine Ordnung auf.

6. Von zwei verschiedenen positiven ganzen Zahlen kann stets gesagt werden, welche kleiner als
die andere ist. Das Kleinersein stellt eine Ordnungsrelation in der Menge der positiven ganzen
Zahlen dar und prégt ihr eine Ordnung auf.

7. Von zwei Schiilern einer Klasse kann stets gesagt werden, welcher dem anderen nach der im
Klassenbuch vorhandenen Schiilerliste vorangeht. Das Vorangehen laut Klassenbuch stellt
cine Ordnungsrelation in der Menge der Schiiler der Klasse dar und priigt ihr eine Ordnung auf.

Eine Ordnungsrelation wird im allgemeinen durch das Zeichen < ausgedriickt. Sic
mul} drei Bedingungen erfiillen:

1. Aus a < b und b < c¢ folgt stets a < ¢ {Transitivitit).
2. Fiir zwei verschiedene Elemente @ und b gilt entweder a < b oder b < a.
3. Es gilt niemals a < a (Irreflexivitit).

Es ist leicht, zu bestéitigen, daB die in den Beispiélcn 5, 6 und 7 beschriebenen Rela-
tionen diese Bedingungen erfiillen.

AUFGABEN

21. Es ist zu beweisen, daB die Menge der Punkte eines Halbkreises, die beiden Begrenzungs-
punkte ausgenommen, der Menge der im Endlichen liegenden Punkte auf einer Geraden
gleichmichtig ist.

22. Kann eine Menge einer ihrer echten Teilmengen gleichmaichtig sein?

23. Angenommen, es ist moglich, die Menge 4 eineindeutig auf die echte Teilmenge B’ der Menge B
abzubilden. Folgt daraus, daB B michtiger als 4 ist?

24. Tst durch die lexikographische Anordnung der Worte im Duden in der Menge aller deutschen
Worte im Sinne der Mengenlehre cino Ordnungsrelation gegeben?
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2. Der Bereich der natiirlichen Zahlen
2.1. Entstehung der natiirlichen Zahlen

Eine der ersten mathematischen Aufgaben, vor die der Mensch sich im-Laufe seiner
Entwicklung gestellt sah, war der Vergleich einfacher Mengen beziiglich ihrer Mach-
tigkeit. Beim Tauschhandel wurde etwa eine Menge Friichte fiir eine gleichméchtige
Menge Muscheln gegeben. Um den persénlichen Besitz zu vergleichen, mulite fest-
gestellt werden, wessen Viehherde von groGerer Machtlgkelt war. Beim Kampf kam
es unter anderem auf die Méchtigkeit der Menge der eigenen Krieger im Vergleich zur
Michtigkeit der Menge der gegnerischen Krieger an.

Im einfachsten Fall konnte dieser Vergleich durch eine eineindeutige Zuordnung der
Elemente beider Mengen geschehen. Im Handel stellte man etwa jeder Frucht eine
Muschel entgegen und erhielt dadurch, ohne zu zdhlen, zwei gleichméchtige Mengen.
Schwieriger wurde es, wenn die rdumliche Entfernung der beiden Mengen oder andere
Unstéinde die unmittelbare Zuordnung der Elemente nicht gestattete. In diesem
Falle benutzte man zunichst selbstgefertigte Vergleichsmengen. Sollte etwa die Méch-
tigkeit zweier weit voneinander entfernten Herden verglichen werden, so bediente
man sich eines gekerbten Stabes, auf dem jede Kerbe einem Tier der einen. Herde
entsprach. Man trug den Stab zur anderen Herde und verglich die Méchtigkeit der
Kerbenmenge mit deren Méchtigkeit.

Besonders die Finger der Hinde wurden gern zur Bildung von Vergleichsmengen
gebraucht. Indem man sie mehrfach benutzte, reichten sie auch zur Beschreibung
reichhaltigerer Mengen aus. Symbolisch kénnen die durch Finger gcblldctcn Mengen
durch die folgenden Strichmengen dargestellt werden:

LTI A A

In dieser Folge entsteht jedesmal durch Hinzufiigen eines Striches eine Menge grofle-
. rer Machtigkeit!). Als Namen fiir die Machtigkeit der durch dic aufgefiihrten Strich-
mengen vertretenen Mengen bildeten sich die ,natiirlichen“?) Zahlen Eins, Zwei.
Drei, ... heraus. Spiter kam als Namen fiir die Méchtigkeit der leeren Menge die Null
hinzu.

Definition

Die naturhchen Zahlen sind Namen fir dic durch Strichmengen vertretencn
Maichtigkeiten :

Null, Eins, Zwei, Drei, Vier, Finf, ...

T

1) Diese Tatsache bediirfte eines Beweises, der aber hier nicht gegeben werden kann

2) Der Ausdruck ,,natiirliche Zahlen bedeutet nicht. daf3 andere Zahlen — etwa die gebroche-
nen — weniger mit der Natur verbunden wiren als diesc. Er stammt aus einer Zeit, als in der
Mathematik idealistische Vorstellungen den Zahlenbegriff beherrschten
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Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit NV bezeichnet. Hat die Méachtigkeit einer
Menge 4 den Namen =n € N, so wird auch kurz gesagt: A besitze n Elemente, oder
die Elementezahl von A sei n.

Nach den durch sie benannten Michtigkeiten kénnen die natiirlichen Zahlen ge-
ordnet werden. Die natiirliche Zahl m heif3t kleiner als die natiirliche Zahl n, in
Zeichen

m<n,

wenn die n darstellende Strichmenge von groBerer Méchtigkeit ist als die m dar-
stellende Strichmenge. Die damit erklirte Relation < erfiillt die drei in 1.5. genannten
Forderungen!). Mit ihr bilden die natiirlichen Zahlen eine geordnete Menge.
Das Gleichheitszeichen steht zunichst nur zwischen einer natiirlichen Zahl und sich
selbst: n = % Mochte man ausdricken, dal3 m nicht kleiner als n ist, so kann das in
der Form m = n geschehen. m =< n bedeutet: m ist nicht groBer als n. Um die
Gleichheit auszuschlieBen, verwendet man das Zeichen ==. Statt #» > 0 sagt man
auch, » sei positiv.

Zur graphischen Darstellung der natiirlichen Zahlen benutzt man eine Gerade (Zahlen-
gerade). Auf ihr werden — bei einem beliebigen Punkt, dem Nullpunkt beginnend —
den natiirlichen Zahlen der Reihe nach

in gleichen Abstinden aufeinander fol- o
gende Punkte zugeordnet (Bild 7). Die
Beziehung m < n zwischen den natiir-
lichen Zahlen m und n kommt dann da-
durch zum Ausdruck, daf3 der m darstellende Punkt, von dem » darstellenden Punkt
aus gesehen, auf der Seite des Nullpunktes liegt.

Obwohl es unter den natiirlichen Zahlen keine grofite gibt, konnen trotzdem Mengen
vorkommen, die von hoherer Machtigkeitsind, als eine natiirliche Zahl zu beschreiben
vermag, das heifit von hoherer Michtigkeit als jede der oben aufgefiihrten Strich-
mengen. Ein Beispiel dafiir ist die Menge der natiirlichen Zahlen selbst. Um solche
Mengen von den Mengen geringerer Machtigkeit zu unterscheiden, dient der Begriff der
Endlichkeit. Eine Menge heiflt endlich, wenn ihre Machtigkeit durch eine natiirtiche
Zahl benannt wird. Im anderen Fall heil3t sie unendlich. Die Menge der natiirlichen
Zahlen ist also eine unendliche Menge.

i 5 &

S
~q
~

£l

Bild 7

AUFGABEN

25. Wie kann die Menge der positiven patiiriichen Zahlen unter Benutzung von Mengenopera-
tionen durch N dargestellt werden?
26. Welche Eigenschaften besitzt die Relation <?

2.2 R:echcnopcrationen im Bercich der natiirlichen Zahlen

Den Operationen mit endlichen Mengen entsprechen Rechenoperationen mit natiir-
lichen Zahlen.

1) Der Beweis dafiir kann hier nicht gefiihrt werden
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Definition
Die Elementezahl s der Vereinigungsmenge 8 der beiden elementfremden end-

lichen Mengen A und B mit den Elementezahlen a und b heit Summe der beiden
Zahlen a und b und wird durch a + b bezeichnet:

S=A4uB, AnB=g,
s=a+b.

a und b heilen Summanden, die Rechnung heifit Addition.

Die Addition erfullt folgende Grundgesetzel):
1. Die Addition ist unbeschrinkt ausfihrbar:
Zu zwei Zahlen a und b gibt es stets eine Summe a + b.
2. Die Summe ist eindeutig bestimmt:
Aus a =a’ und b =10’ folgt stets a + b =a" + b'".
3. Assoziationsgesetz:
Es ist stets a + (b + ¢) = (a + b) + c.
In Summen aus mehr als zwei Gliedern kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ausfiihrung der Additionen an.

4. Kommutationsgesetz:
Es ist stets a + b = b + a.
In einer Summe sind die Glieder vertauschbar.

Im Zusammenhang mit der Anordnung gilt ferner noch das Monotoniegesetz:
Aus a < b folgt stets a - ¢ < b + c.
Eine Ungleichung bleibt bestehen, wenn auf beiden Seitendie gleiche Zahladdiert wird,

Wird eine endliche Menge 4 mit der Elementezahl @ mit der leeren Menge (Elemente-
zahl Null) vereinigt, so erhilt sie dadurch nicht mehr Elemente. Daher ist die Summo
gleich dem ersten Summanden, wenn der zweite Null ist:

Auv @3 =4
at+0=a.

Die Addition kann — allerdings im Bereich der natiirlichen Zahlen nur bedingt —
umgekehrt werden: Ist @ = b, dann gibt es eine Zahl d, so dal b 4+ d = a ist. Da fir
jede Zahl d’ > d nach dem Monotoniegesetz b + d’ > b 4~ d = a, fiir jede klei-
nere Zahl d”" aber b 4+ d"' < b + d = a ist, gibt es auller d keine weitere Zahl, die
die Bedingung & + d = a erfiillt. Die Zahl d ist durch sie eindeutig bestimmt.

Definition

Ist fir die beiden Zahlen @ und b die Bedingung & + d = a erfiillbar, so heif3t die
durch sie eindeutig bestimmte Zahl d Differenz von a und b und wird mit a — b
bezeichnet. In ihr wird @ Minuend und b Subtrahend genannt. Die Rechnung heilt
Subtraktion.

1) Die Beweise dieser Grundgesetze sind leicht zu erbringen, wiirden jedoch hier zu weit fiihren
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Die Differenz d = a — b ist also die Zahl, die, zu b addiert, a ergibt.
Wenn die endliche Menge B mit der Elementezahl b in der endlichen Menge 4 mit
der Elementezahl a enthalten ist, so hat die Differenzmenge D die Elementezahl
d=a —b:

D =A\D,

d=a —b, LcA.
Die Gesetze der Subtraktion ergeben sich aus der Definition dieser Operation und den
Grundgesetzen der Addition. Ein Beispiel mag dies belegen.

BEISPIEL

1. Zu beweisen ist: a + (b —c) = (a -+ b) —¢.
Beweis: Die in der Gleichung rechts stehende Zahl ist nach der Erklirung der Subtraktlon
dadurch eindeutig bestimmt, zu ¢ addiert a + b zu ergeben.
Kommt diese Eigenschaft auch der linken Seite zu? Zur linken Seite wird ¢ addiert:

(@4 —c)+c.
Nach dem Assoziationsgesetz darf die iiuBere Klammer umgesetzt werden:
(@+ (b—c)+c=a+ ({b—c)+ c).

Nun ist aber nach der Definition der Subtraktion b — ¢ die Zahl, die zu ¢ addiert & ergibt.
Also liefert (b — c) -+ cden Wert b. Der ganze Ausdruck ist folglich gleich a 4 &. Daher stimmt
die linke Seite der Gleichung mit der rechten uberein.

Zur Definition des Produktes zweier natirlicher Zahlen dient die Elementezahl
des Mengenprodukts:

Definition
Die Elementezahl p des Mengenprodukts P der beiden endlichen Mengen 4 und B

mit den Elementezahlen a und & heiBt Produkt der Zahlen @ und & und wird durch
a-b oder kurz ab bezeichncet:

Pe=A XD,
p=a -0b.

a und b heillen Faktoren, dic Rechnung heifit Multiplikation.

Die Multiplikation befolgt dhnliche Grundgesetze wie die Addition:
1. Die Multiplikation ist unbeschrinkt ausfihrbar:
Zu zwei Zahlen a und b gibt es stets ein Produkt a - b.
2. Das Produkt ist eindeutig bestimmt :
Aus a =a und b =10b" folgt stets a-b =a'-b".
3. Assoziationsgeselz:
Esist stets a-(b-¢) = (a-b)-c.
In Produkten aus mehr als zwei Gliedern kommt c¢s nicht auf die Reihenfolge der
Ausfihrung der Multiplikationen an.
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4. Kommutationsgesetz:
Es ist stets a-b =5 -a.
In einem Produkt sind die Glieder vertauschbar.

5. Distributionsgesetz:
Esiststets a-(b+c)=a-b+a-c.
Dieses Gesetz kann in zwei Richtungen gelesen werden:
von links nach rechts: Man multipliziert eine'Zahl mit einer Summe, indem man sie
mit jedem Summanden einzeln multipliziert und die Produkte addiert;
vown rechts nach links: Aus einer Summe von Produkten diirfen gemeinsame Fak-
toren ausgeklammert werden.
Auch fiir die Multiplikation gilt im Zusammenhang mit der Anordnung ein Mowno-
toniegesetz :
Aus a <b und ¢ > 0 folgt stets a.-c <b-c.
Bei der Bildung des Mengenprodukts 4 x B konnen alle @ Elemente der Menge A
mit einem Element der Menge B gepaart werden und liefern dabei a Elemente des
Mengenprodukts. B hat b Elemente, also ergibt sich fiir die Elementezahl a . b des
Mengenprodukts die Darstellung

a-b=a+a+...+a.
—_———

b Summanden

Dies ist der bekannte Zusammenhang zwischen Multiplikation und Addition: Das
Produkt a - b ist gleich der Summe aus b Summanden a.

Ubertrigt man den Gedanken der mehrfachen Verkniipfung einer Zahl mit sich
selbst von der Addition auf die Multiplikation, so kommt man zum Begriff der
Petenz: o (n € N\ {0}) ist Abkiirzung fiir ein Produkt aus » Faktoren a: -

a*=a-a-...- Q.
—
n Faktoren

a heifit dabei Basis, n Exponent und a™ Polenzwert.
a® definiert man sinnvollerweise als Eins:

a® = 1x

Ist eine der beiden Mengen 4 und B die leere Menge, so enthilt das Mengenprodukt
A X B kein einziges Elementepaar und ist ebenfalls leer. Daher hat das Produkt den
Wert Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Enthélt aber jede der beiden Mengen A
und B wenigstens ein Element, so besitzt das Mengenprodukt 4 X B wenigstens das
Paar dieser beiden Elemente und ist nicht leer. Demnach ist ein Produkt nur daun
gleich Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Satz

Ein Produkt hat dann und nur dann den Wert Null, wenn einer der Faktoren
Null ist.
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Besteht einc der beiden Mengen 4 und B nur aus einem Element, so lassen sich genau
so viele Paare bilden, wie die andere Menge Eleraente zéhlt. Das heiBt: Multipliziert
man eine Zahl mit eins, so bleibt ihr Wert erhalten.
Ein Beispiel mag zcigen, wie aus den Grundgesetzen der Addition und der Multi-
plikation weitere Gesetze abgeleitet werden konnen:
BEISPIEL
2. Zu beweisen ist:

(@ -+ b2 = a2 + 2ab + b2

(binomische Formel).

Beweis: Nach der Definition der Potenz ist
(@+b2=(a+b)-(a+b).

Hierauf wird das Distributionsgesetz angewlendet:
@+b)-(@a+b)=(@+b)-a+(a-b)-b

Nun gebraucht man das Kommutationsgesetz und darauf abermals das Distributionsgesetz:
a-(a+b+b-(at+b)=(@-afabd+@B-a+b-b).

Das Assoziationsgesetz der Addition gestattet das Weglassen der Klammern, b - @ wird kom.
mutiert, und fiir die Verkniipfungen einer Zahl mit sich selbst werden die Abkiirzungen
benutzt:

a-ata-b+a-b+b.b=a2+ 2ab+ b3.

Die Multiplikation ist ebenso wie die Addition — aber im Bereich der natiirlichen
Zahlen auch nur bedingt — umkehrbar. Wenn die natiirliche Zahl & ,,Teiler** der
natiirlichen Zahl a ist, gibt ¢s cine natiirliche Zahl ¢, sodaB b.c = a ist. Bei b0
ist ¢ durch dicse Bedingung eindeutig bestimmt. Denn aus ¢’ > ¢ folgt nach dem
Monotoniegesetz der Multiplikation b:-¢" > b-¢c =a, aus ¢’ < c aber ergibe sich
b-c'<b-c=a.

Definition

Ist fiir die beiden Zahlen @ und b die Bedingung b .c = a erfillbar und b ver-
schieden von Null, so heifit die durch sie eindeutig bestimmte Zahl c Quotient aus
a und b und wird mit a:b bezeichnet. In ihm wird a Dividend, b Divisor genannt.
Die Rechnung hei3t Division.

Der Quotient ¢ = a:b ist also die Zahl, die mit b multipliziert o crgibt.

Statt a:b darf auch a/b geschrieben werden. In der letzteren Form nennt man den
Quotienten einen Bruch. a heiBt dabei Zdhler und b Nenner.
Von groBter Bedeutung fiir praktische Rechnungen ist:

] Die Division durch Null ist ausgeschlossen.

3 Algebra und Geometrie
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AUFGABEN

27. In welcher Weise lifit sich das Quadrat einer natiirlichen Zahl durch das Mengenprodukt
definieren? ' '

28. Es ist die Rechenregel a - (b — ¢) = a . b — a - ¢ ‘mit Hilfe der Definitionen und Grundgesetze
der Addition, Subtraktion und Multiplikation zu beweisen. /

29. Mit Hilfe der in Aufgabe 28 bewiesenen Regel und der Grundgesetze ist die binomische Formel
(2 + b) (a — b) = a% — b zu bestatigen.

30. Welche der Mengenoperationen Vereinigung, Durchschnitt und Differenz sind
a) assoziativ, b) kommutativ?

31. Welche Eigenschaften hat die im Bereich der natiirlichen Zahlen erklirte Relation alb (a ist
Teiler von b)?

32. Es ist zu beweisen, da8 die Menge der natiirlichen Zahlen der Menge der durch zwei teil-
baren natiirlichen Zahlen gleichmichtig ist.

33. Es ist eine Wertetabelle der Funktion aufzustellen, die jeder positiven natiirlichen Zahl die
Anzahl der in ihr enthaltenen Teiler zuordnet (bis 20).

34. Worin besteht der Fehler in folgendem ,,Beweis*, daB 1 die groBte natiirliche Zahl ist?
Die grofite natiirliche Zahl kann nur eine sein, deren Quadrat (das ja wieder eine natiirliche
Zahl ist) nicht groBer als sie ist. Danach kommen nur 0 und 1 in Frage, unter denen 1 die groite
ist.

2.3. ©  Ziflernsysteme

Zur Darstellung der Zahlen bedient man sich Ziffern, die nach bestimmten Verab-
redungen zusammengesetzt werden. Die Zusammenstellung von Verabredungen, die
man- trifft, um eine beliebige Zahl durch gegebene Ziffern darzustellen, wird Ziffern-
system genannt.

Heute werden vor allem. drei Ziffernsysteme verwendet: das rémische Ziffernsystem,
das Dezimalsystem und das Dualsystem.

Die romischen Ziffern verraten durch ihre Form zum Teil noch deutlich die Herkunft
der natiirlichen Zahlen durch Abstraktion konkreter Vergleichsmengen:

I Eins . ‘ (Finger),
. ¥ Fiinf (Hand),
X Zehn (zwei Hinde).
Ziffern fir groBlere Zahlen sind

L Fanfzig,
C Hundert,
D - Fuanfhundert,
M Tausend.

Das rémische Ziffernsystem besteht in folgenden Verabredungen: Alle Zahlen werden
als moglichst kurze Summen der durch die Ziffern dargestellten Zahlen ohne Additions-
zeichen geschrieben. Dabei wird viermaliges Wiederholen ein und derselben Ziffer da-
durch ersétzt, dal diese Ziffer einmal vor die ndchsthéhere Ziffer geschrieben wird,
was Subtraktion bedeuten soll (IV statt IIII, IX statt VIIII):

MDCCCLXXXVIII = 1888,
MCMLXIV — 1964,
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Bei der Darstellung groBler Zahlen und beim Rechnen bietet das rémische Ziffern-
system betrachtliche Schwierigkeiten.

Das Dezimalsystem benutzt die arabischen Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Um die
natiirlichen Zahlen durch diese Ziffern auszudriicken, werden diese bekanntlich als
Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen dargestellt, wobei die Zehnerpotenzen
selbst und die Additionszeichen fortgelassen werden: ’

3.10% + 7.10% 4 0-10' + 6 - 10° = 3706.

Der Wert, den eine Ziffer innerhalb einer Zahl vertritt, hangt also von ihrer Stellung
innerhalb der Ziffernfolge ab.

Stellt man eine Zahl nicht als Summe vielfacher Zehnerpotenzen, sondern als Summe
von Zweierpotenzen dar und verfahrt ansonsten wie im Dezimalsystem, so erhdlt man
das firr die moderne Rechentechnik unersetzliche Dualsystem. Seine Bedeutung er-
gibt sich daraus, daB die Zellen der modernen Rechenmaschinen, Réhren oder Transi-
storen, zweier Zustande fiahig sind, die die Ziffern des Dualsystems vertreten. Da die
Zah] Zwei selbst schon Zweierpotenz ist, kommt das Dualsystem mit zwei Ziffern, eine
fir Null und eine fiir Eins, allein aus. Um Dualzahlen von Dezimalzahlen zu unter-
scheiden, wird die Eins hier durch L bezeichnet.

9= 1.2840-2240-2141.2°= L OOL,
30=1-244+1.2841.2%24+1.2!  0-29=LLLLO.
Im Dualsystem werden schon kleine Zahlen recht vielziffrig. Fiir Rechenautomaten
ist dies aber kein Nachteil.
Eine Zahl aus dem Dualsystem ins Dezimalsystem zu ibertragen, kann unter Um-

stdnden eine haufig zu losende Aufgabe sein. Es ist daher zweckmaBig, dabei maog-
lichst rationell vorzugehen. Zur Ubertragung der Zahl

LOLLLOL=1-26+0-26+41.294+1.2%4+1.2240-214+1.20
empfiehlt es sich, soweit wie moglich auszuklammern:

(1.254+0.204+1-22 +1.224+1.24+0)-24+1=
= {(1-2940-2824+1-2241.24+1)-240)-2+1=

=((((((1+0)-2+0)-2+1)-2+1).2+1).2+0)-2+1.

Die Anzahl der auszufithrenden Operationen wird dadurch verringert. In dem er-
haltenen Ausdruck wechseln Additionen zu den Ziffern der gegebenen Zahl mit
Multiplikationen mit 2 ab. Am vorteilhaftesten ordnet man die Rechnung in einem
Schema an:

In eine erste Zeile schreibt man die Ziffern der Zahl, addiert senkrecht und schreitet
beim Multiplizieren schrag nach rechts oben vor:

10 1 1 1 0 1
0 1.2-2 2.2—4 5.2.-10 11-2=22 23.2-—46 46-2—92
14+0—1 0+2—=2 14+4—061+10=11 1+22—-23 0+46—46 1+92— 93

3#
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oder kurz:
1 0 1 1 1 0 1
0 2 4 10 22 46 92
1 2 5 11 23 46 93

Dieses Rechenschema hat in der praktischen Mathematik groBe Bedeutung. Es
heiBt HorNERsches Scheme!) und wird sich spater noch haufig als niitzlich erweisen.
Da das Dualsystem wie das Dezimalsystem ein Stellenwertsystem ist, lassen sich die
iiblichen Verfahren des schriftlichen Rechnens auch im Umgang mit Dualzahlen
anwenden. Beim Addieren ist zu beachten: L -4 L = L0, LL + L = L00, LLL +
L = L000 usw. Das Einmaleins besteht im Dualsystem nur aus 0-0 =0,0-L =0
und L - L = L.

BEISPIEL
a) LOLL b) L0 L0O ¢) LOLL:LOL
LoOLL — LOLL LOLL
LL LLO L ooL LOLL
LLOLLL
AUFGABEN
35. F.olgende Zahlen sind ins Dualsystem zu tibertragen:
a).35, b) 126, c) 80, d) 1024.
36. Folgende Zahlen sind mit Hilfe des HORNER-Schemas ins Dezimalsystem zu iibertragen:
a) LOOOL, b) L 0LO LOL, ¢) LLLL LLL, d) LOL LOL LOL.

37. Wie kénnte das Horner-Schema umgekehrt werden, um eine im Dezimalsystem gegebene
Zahl ins Dualsystem zu tbertragen?

38. Woran erkennt man im Dualsystem gerade und ungerade Zahlen?

39. Wie kann eine Dualzahl durch Zwei, Vier, Acht usw. geteilt werden?

40. Im Dualsystem ist auszurechnen: 100 - LLO

a) L OLO -+ LLO, b)L0LOL —LLL, ¢)LOLO.LLO, d)L OLOLL, e) o

2.4. Vollstiindige Induktion

Induktion und Deduktion sind zwei wichtige Wege der Wissenschaft zur Erkenntnis.
Deduktion nennt man den Schlul vom Allgemeinen auf das Besondere. Er ist logisch
vollig exakt und spielt in der Mathematik die vorherrschende Rolle. Unter Induk-
tion versteht man — grob gesagt — den SchluBl vom Besonderen auf das Allgemeine.
Etwa stellt man fest: Ein Schwan ist weil3, ein zweiter auch, ein dritter wiederum und
so fort, auch der hundertste — und schlieBt daraus: Alle Schwine sind wei. Induk-
tion mub stets angewendet werden, wenn aus Naturbeobachtungen oder Experi-
menten Erkenntnisse gewonnen werden sollen. Sie ist aber logisch nicht einwandfrei,
wie gerade das Beispiel' der Schwine lehrt. Es gibt nimlich auch schwarze.

1) Vgl. 18.1.
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Die vollstandige Induktion ist ein mathematisches Beweisverfahren, welches zwar
einem InduktionsschluB dhnelt, aber ima Grunde genommen eine deduktive SchluB-
weise verkorpert. Mit ihm werden Sidtze und Formeln bewiesen, in denen eine natiir-
liche Zahl vorkommt, die in gewissem AusmaB frei gewdhlt werden darf.

BEISPIEL

1. Es ist die Formel zu beweisen

m+1)-n
) RE PR QIR [ RN WP T 5 neENN(0} (1)

Beweis: Fiir kleine Werte von » 1a8t sich die Behauptung ohne Umstinde priifen:

n=1: l=2—-‘—l,
2
32
=2Z 1 2=—’
n + 3
n = 3: 1+2+3=%§.

Um die Aussage fiir beliebige Werte von » zu sichern, geniigt es nun, zu beweisen, da8 es keine
letzte natirliche Zahl gibt, fiir die die Formel gerade noch gilt und fiir die folgende nicht
mehr.

Angenommen, & wire diese letzte Zahl, so stimmte demnach

_ (k1) k

n=rk: 14244k 5 M
Dagegen wire
k+2)-(k
n==k+1: 1+2+--~+(k+1)=w an

2 "
falsch. Aus (I) folgt indessen durch Addition von % + 1 auf beiden Seiten

(1+---+k)+(k+1)=("—+¥—"+k+1=<k+1)-(§+1)=

=w+1yk;2=w+ﬂ”k+”.

2

Demnach kann (II) nicht falsch sein, wenn (I) gilt, und es gibt keine letzte natiirliche Zahl, fiir
die die Behauptung gerade noch richtig wire. Diese ist damit fiir alle Werte von » bewiesen.

Das benutzte Beweisverfahren enthilt zwei wesentliche Teile: den Beweis der Be-
hauptung fir die kleinste Wahl von n und den SchluB von » =& auf » =k 4 1.
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Satz der volistindigen Induktion

Um eine Aussage zu beweisen, die ‘eine von einer gewissen GroBe an frei wihlbare
" natiirliche Zahl n enthélt, geniigt es, zu zeigen:
a) Die Aussage gilt fiir die klcinste Wahl von n. (Induktionsanfang)
b) Wenn sie fiir n = k gilt, ist sie auch fiir n» = k£ + 1 richtig. (Schlufl von'k auf
k+1)

BEISPIEL

2. Zu beweisen ist der Satz:
n unterschiedliche Objekte in eine Reihenfolge zu bringen, gibt es =n(n —1)-....2-1
" (Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis ) Méglichkeiten.
Beweis: Der Beweis wird durch vollsténdige Induktion gefiihrt:
a) Induktionsanfang: Ein Objekt in eine Reihenfolge zu bringen, gibt es eine Méglichkeit.
Das Produkt n - (2 — 1}....- 2.1 beginnt in diesem Fall schon mit der letzten Zahl (die
Faktoren # — 1, ..., 2, 1 gelten dann als nicht geschrieben) und hat demnach den Wert 1.

b) SchiuB von k auf ¥ 4+ 1: Angenommen, es sei schon bewiesen, daB sich k unterschiedliche
Objekte auf £-(k —1)....-2.1 Weisen in eine Reihenfolge bringen lassen.

Von k + 1 unterschiedlichen Dingen kann jedes als erstes benutzt werden. Die iibrigen &
folgen zu lassen, gibt es nach Voraussetzung jeweils k-(k — 1)....-2.1 Moglichkeiten.

Dabher sind fiir die £ + 1 unterschiedlichen Objekte (k 4~ 1) - k- {k — 1)-...- 2.1 Anord--
nungen moglich. Das entspricht der Aussage des Satzes fir n =k + 1.
Damit ist der Satz bewiesen.

~* Zur Illustration dieses Beispiels seien dlle'3 - 2 . 1 = 6 Moglichkeiten genannt, die 3 Elemente
a, b, ¢ in eine Reihenfolge zu bringen:

a, b, c b a,c e a, b

a ¢, b b c, a ¢ b, a.

Eine Anordnung von » unterschiedlichen Objekten in einer Reihe nennt/ man Permu- -
tation der » Objekte.

Fiir das Produkt aus den ersten n natiirlichen Zahlen gebraucht man dle Abkiirzung
n! (gelesen: n Fakultit):

nl=n-m—1)-(n —2)-....3.2-1.
Damit kann der im Beispiel 2 bewiesene Satz folgendermaBen gefaBt werden:
Satz
J Mit » unterschiedlichen Objekten lassen sich »! Permutationen bilden.

AUFGABEN

41. Durch vollstindige Induktion ist die Formel zu beweisen:

(?"JFI)J:'A("'“L Vo henvio. ’

124 2 4 ..o fn2=

42. Zu beweisen ist: m unterschiedliche Objekte lassen sich unter Beriicksichtigung der Reihen-
folge auf
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a) m(m — 1) Weisen zu Paaren,

b) m(m — 1) (m — 2) Weisen zu Tripeln,

c) m(m — 1) (m — 2) (m — 3) Weisen zu Quadrupeln
zusammenfassen.

43. Durch vollstindige Induktion nach = ist zu beweisen: m unterschiedliche Objekte 1assen sich
unter Beriicksichtigung der Reihenfolge auf m(m —1)(m —2)...(m —n +.1) Weisen zu
Gruppen aus n Objekten zusammenfassen.

44. Es ist zu begriinden, warum fiir jede natiirliche Zah! »

n(n 4 1) )@ +2)
a) ) €N, b) 2.3 enN,
¢) n(n + 1) (n+2)(n+3)€N

213} 4

Welche Verallgemeinerung ist zu vermuten?

3. Der binomi’sche Lehrsatz

3.1. Eintiihrung der Eulerschen Symbole

Wer binomische Lehrsatz gibt an, wie Potenzen von zweigliedrigen Summen (Binomen)
mit natiirlichen Zahlen als Exponenten in Summen entwickelt werden koénnen.
Beim Exponenten 2 ergibt sich die bekannte binomische Formel

(@ + b)2 = a®* 4+ 2ab -+ b2.

Hoéhere Potenzen formt man durch Ausmultiplizieren nach dem Distributions-
gesetz um, zum Bexsplel
(a+b)3=(a+b)2(a+b) = (a® + 2ab +b?) (@ + b) =
= a® 4+ 2a%b + ab® +
+ a?b + 2ab® + b® =
=a® + 3a2bh + 3ab? + b3.

Unter Hinzunahme der ersten und der nullten Potenz erhilt man:

(a + b)° = ’ 1

(@ + b) = a—+b

(@ + b)? = a®+ 2ab + b2

(@ + b = ad® + 3a%b + 3ab® 4 b3

(@ 4 b)) = at -+ 4a3b 4 6a2b® + 4ab® 4 B4

(@ + b)® = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a2b3® + S5abt + ¢

(@ + b)® = a® + 6aSh + 15a*d? + 20a%6% | 15a%b* + 6abs + b8

..............................................................
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Diese Summenentwicklungen besitzen folgende Gesetzmdafigkeiten: Die Anzahl der
Summanden ist um 1 gréBer als der Exponent des Binoms. Die Summanden sind aus
a und b gebildete, mit Koeffizienten versehene Potenzprodukte. Die Summe der
Exponenten in jedem Potenzprodukt ist gleich dem Exponentcn des Binoms. Dabei
werden alle Moglichkeiten, mit natiirlichen Zahlen diese Summe zu bilden, crschépft.
Sind die Potenzprodukte wie oben nach fallenden Potenzen von a oder b geordnet,
so konnen die Koeffizienten folgendem Schema, dem Pascarschent) Zahlendreieck,
entnommen werden:

In ihm ist jede Zahl Summe der beiden dariiberstehenden.

Potenzen einer Differenz a — b konnen genauso behandelt werden. Als einziger
Unterschied ergeben sich hier beim Ausmultiplizieren wechselnde Vorzeichen, die bei
der Anordnung der Glieder nach fallenden Potenzen von a mit plus beginnen.

BEISPILL
1. (2a — 3)° ist nach dem binomischen Lehrsatz zu entwickeln.
Loésung:
(2a — 3)° =
= 1(2a)® — 5(2a)*-3 + 10(2a)*- 32 — 10(2a)2- B + 5.22-34 — 1.3 =
= 32a% — 240a* + 720a% — 1080a? + 810a — 243.

Die Ermittlung der Binomialkoeffizienten durch das Pascarsehe Zahlendreieck ist
recht unbequem, wenn es um héhere Potenzen geht. Denn dazu muS eine Vielzahl
nicht unmittelbar benétigter Koeffizienten gebildet werden, die die Zeilen bis zur
gesuchten Stelle fiillen. ¥iir gewisse Probleme ist es auch gar nicht nétig, alle Bino-
mialkoeffizicnten einer Zeile zu kennen; es geniigen unter Umstédnden schon cinige
am Anfang der Zeile.

Deswegen ist eine Formel sehr niitzlich, die gestattct, ohne Berechnung weciterer
Koeffizienten unmittelbar einen an bestimmter Stelle des Zahlendreiecks stehenden
Binomialkocffizienten zu errechnen. Zu einer solchen Formel gelangte LEONHARD
EvuLERr?) durch kombinatorische?) Uberlegungen, die hier nicht dargelegt werden
koénnen.

1) Bratse PascaL (1623 bis 1662), franzosischer Mathematiker

2) LEoxuarp EULER, genialer Schweizer Mathematiker, Physiker und Astronom, geboren 1707
in Basel, gestorben 1783 in Petersburg

3) Die Kombinatorik fragt nach der Anzahl der Moglichkeiten, gewisse Elemente unter gewissen
Bedingungen zu Gruppen zusammenzustellen. Die Ermittlung der Anzahl der Permutationen
von n unterschiedlichen Elementen (vgl. 2.4.) war ein kombinatorisches Problem
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Fiir die Anwendung der EuLErschen Formel werden dic Zeilen des Pascarschen
Zahlendreiecks nach den Exponenten der zugehdrigen Potenzen von a + b gezihlt.
Die ganz oben stehende Zeile, nur die Eins enthaltend, ist demnach die nullte Zeile.
Ebenso ziahlt man die Koeffizienten in einer Zeile. Man sagt, die Eins ganz links stehe
in jeder Zeile an nullter Stelle und benennt die Stellen von da aus weiter.
Im Sinne dieser Vereinbarung gab EuLER fiir den Binomialkoeffizienten

in der 4. Zeile an 2. Stelle dic Darstellung ?—2 =6,

.

in der 6. Zeile an 3. Stelle die Darstellung ? 1 5

3
4.3.2.1
3

| W

in der 5. Zeile an 5. Stelle die Darstellung

O] "‘|°‘
()

in der 2. Zeile an 1. Stelle die Darstellung

;=2

und allgemein fiir den Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile (n > @) an k-ter
Stelle (£ > 0) die Darstellung

nn —1)(n —2)...(n —k+1)
T ;

()

Der Bau dieser Briiche ist durch folgende GesetzmaBigkeiten gekennzeichnet:

In Zahler und Nenner cines Bruches stehen Produkte mit gleich viel Faktoren. Diese
bilden im Zahler eine fallende, im Nenner cine steigende Folge natiirlicher Zahlen.
Die Nummer der Zeile gibt an, mit welcher Zahi der Ziahler beginnt. Die Nummer der
Stelle nennt dic Anzahl der Faktoren in Zahler und Nenner und gibt an, womit der
Nenner endet.

Fiir den in der n-ten Zeile an k-ter Stelle stehenden Binomialkoeffizienten hat EULER
die Abkiirzung Z' (gelesen:n iiber &) eingefithrt, die nach ihm ,,Eulersches Symbol**

genannt wird. Erweitert man den Bruch (I) mit dem Produkt (n — k) (» — k& — 1) ...
2.1 =(n —k)!, so ergibt sich im Zahler die liickenlose Folge der von » bis 1 ab-
steigenden natiirlichen Zahlen. Der Wert des Zahlers ist also dann »!. Daher gilt:

(n)zn(n—1)(n—2)...(n'—k+1)_ - ”

k k! T k! (n—k)!

Spezialfalle bilden die Binomialkoeffizienten, die an nullter Stelle in einer Zeile

stehen: (8
also keine Faktoren stehen.

Sinnvollerweise sctzt man

. Nach den oben genannten Regeln miil3ten hier in Zahler und Nenner 0,

(g) =1 fiir beliebiges n.
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3. Der binomische Lehrsatz

Mit den EvLErschen Symbolen geschrieben, nimmt das PascaLsche Zahlendreieck
folgende Form an:

(5

Nach den Eurerschen Symbolen geordnet, werden die Binomialkoeffizienten in
jeder ausfithrlicheren mathematischen Tabellensammlung angegeben?!).

AUFGABEN

45.

46.

47.

48,
49.

50.

Mit Hilfe des Pascarschen Zahlendreiecks ist zu bilden:

a) (z — 1%, b) (% % g) ¢) (2a — 3b)s,

Folgende Summen sind in Potenzen umzuwandeln:

a) 2% 4+ 3% + 322 4 1, b) a* + 8a® + 244 + 32a + 16,
c) ud — 6uv + 12uv® — 8v8, d) b° + 988 + 2783 - 27,

6) 36a2b 4 27b% + 8ad + 54ab®.

Unter Benutzung des binomischen Lehrsatzes ist zu berechnen:

a) 1033, b) 9983, c) 99, d) 1015,

Zu berechnen ist: (a + 1)¢ + (@ — 1)%.

Die Potenz {(a + b + ¢)® istals [a + (b + ¢)]* durch mehrmalige Anwendung des bino-
mischen Lehrsatzes zu berechnen.

Zu errechnen ist

ofs) )} oy oG} afa)

. Welche Binomialkoeffizienten haben den Wert 6?

n

. Was ist iiber = und % vorauszusetzen, damit ( Ic) im Pascarschen Zahlendreieck vorkommt?

'

. Durch die Zuordnung (=, k) - (:) kann eine Teilmenge des Mengenprodukts ¥ < N auf die

Menge N der natiirlichen Zahlen abgebildet werden. Welche Eigenschaften besitzt dicse
Abbildung?

. Die ersten fiinf Zeilen des PascaLschen Zahlendreiecks sind im Dualsystem zu schreiben.
5. Zu beweisen ist: Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge lassen sich m unterschiedliche Objekte

auf (1:) Weisen zu Gruppen aus » Objekten zusammenfassen.

1) Vgl. FuBinote S. 92
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3.2. Eigenschaften der Eulerschen Symbole

Das Pascarsche Zahlendreieck ist symmetrisch zu seiner vertikalen Mittelachse
gebaut. Diese Symmetriec mull auch den EuLErschen Symbolen innewohnen. Sie

fordert die Gleichheit von .
n n n n
(1) und (n - 1), (2) und (n _ 2),

" )
(6) wma (2)
allgemein von

(;:) und (n @ /;)'

Die letzte Gleichheit 1Bt sich leicht mit Hilfe der Formel (2) bestétigen :
Danachist

= =
)

Fur (n Z lc) ist darin k durch » — % zu ersetzen:

n n! . n!
(n —-k)= n—E) (n—(n — k) . (n— k)KL

Damit ist die Symmetrie der EuLERschen Symbole bewiesen:

()= 2o

Auch die Surnmencigenschaften der Zahlen im Pascanschen Zahlendreieck, daBl ndmlich
jede die Summe der beiden dariiberstehenden ist, kann fir die EvLERschen Symbole
nachgewiesen werden. Dazu mull man von einem beliebigen Binomialkoeffizienten

3)

? ausgehen. Links neben ihm, also auch in der n-ten Zeile, aber an (& — 1)-ter
Stelle, steht (k :"_ 1). Unter beiden, in der (» 4 1)-ten Zeile an k-ter Stelle, steht
(n —]t l). Es wird daher behauptet:

. ny [n+41
(620 +(e)=("%"):
Zum Beweis werden die Koeffizienten ( k ﬁ 1) und (n _Z 1) gebildet. ( k f 1) unter-

scheidet sich von (;:) ‘(vgl. (2)), indem nur k — 1 Faktoren, also ein Faktor weniger,



44 3. Der binomische Lehrsatz

in Zihler und -Nenner stghen. Der Zihler beginnt mit =, endet demnach mit
n — k + 2; im Nenner fehlt der Fakter k:

( n )_n(n—l)-...-(n—k—§—2)
k—1) (k—1)! ’

) entsteht aus (Z), indem der letzte Faktor des Zihlers durch den vorangesetz-

n +'1
k
ten Faktor (» + 1) ersetzt wird:

w1\ (mt+1)-n-(n—1)-...-(a —k+2)
( k )_ k! '

Nun ist
n )+ n\ nm—1)-...-a—k+2) nm—1)...-(n —k+2)(n—k+1)
(Ic—l (k)— 1.2 k—8)k—1) 1-2-...-k—2)—Dk -

_knn—1)-...-(n—k+2)+ n(n—l)-...-(7z—k+2)(')z-—k—+jﬁ-_)
- 12 (k—=2)(k—1)-k '

Im Zihler lassen sich die Fakteren n,n — 1,...,n — k + 2 ausklammern:

n n _(Ic-%—(n-~k+1))-1z(n-1)-...—(n—lc+_2)
(k—l) (lc)“ kU

k+ (n — k- 1) aberist gleich #» + 1, und so ergibt sich der Ausdruck fiir (n .lfcr 1) :
()5 ]
AUFGABEN

56. Zu berechnen ist:
o(5) Wi aGi) e

57. Welcher Binomialkoeffizient steht

a) rechts neben (Z), b) links iiber (Z’), 0) rechta unter (;:)'
und wie wird er nach EvLER berechnet?
58. Zu berechnen ist (k _t 1) — (:)

59. Durch vollstindige Induktion nach n ist zu beweisen:

o (o) + )+ )+ -+ ()= ("5 )

W)+ 3+ 07+ (-G L)
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3.3. Beweis und Anwendung des binomischen Lehrsatzes mit den Eulerschen
Symbolen

Mit den EvLERschen Symbolen ist es moglich, fiir den binomischen Lehrsatz eine all-
gemeingultige Formel aufzustellen. Der Beweis dieser Formel beinhaltet den Beweis
der Rlchtlgkelt der Evi.ERrschen Koeffizientenberechnung, die durch die Uberlegungen
im vorigen Abschnitt zwar glaubhaft gemacht, aber nicht eigentlich bestatigt wurde.

Wenn der Exponent 7 eine beliebige natiirliche Zahl ist, enthidlt die Summenent-
wicklung von (a + b)" alle Potenzprodukte aus @ und b mit der Exponentensumme 7:

a', arlh, a 202, ..., ab"l, bn,

Die zugehorigen Koeffizienten heilen:

G) (i) () (24 ()

Binomischer Lehrsatz

Ist n eine beliebige natiirliche Zahl, so gilt fiir die Potenz (¢ + b)* des Binomsa + b
die Summenentwicklung

P Y e S P |

(8)

Beweis durch vollstandige Induktion:

a) Induktionsanfang:

Fiir die kleinste natiirliche Zahl, den Exponenten Null, steht rechts nur ein Glied:
(2) a®b®. Wegen der Definitionen (3) = 1 fiir jedes n und a® = 1 fiir jedes a hat es
den Wert 1. (@ + b)° ist aber nach Definition ebenfalls gleich 1. Also ist der Induk-
tionsanfang gesichert.

b) SchluB von k auf % + 1:
Angenommen, die Formel wire bereits far » = 4 nachgewiesen, so gilt:

(@ + b = (g) ak + (’1“) ak-1p |- (’ch)ak—ﬂb2 dven (k ﬁ l)ab"-1 -+ (é) b,
Durch Multiplikation mit @ + & folgt daraus:

@+ byt =(a+bf(@+d) =

B e A

+ (S) atb + (1) at-1b? 4 .. 4 (k ¥ 2) a2t - (k L 1)“”“*‘ (f) pho,
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Dabei. entsteht das Glied k i 9 a?b*-1 aus dem oben unter anderen durch drei
Punkte ersetzten k f_ 2) a?bkF-? durch Multiplikation mit b. Beim Zusammenfassen

gleicher Potenzprodukte benutzt man die Summeneigenschaft der EuLERschen

Symbole:
0677 G 0-(s)-
e e =) @G )-(F)
Fur (g) kann auch (k (-')- 1), fur (2) auch (2 i :) geschrieben werden, da alle

diese Ausdriicke gleich 1 sind. Auf diese Weise ergibt sich:

(@ + b+t = (k;')‘ ’) ak+l (k 1' 1) akb -+ (k '2" 1) e

e o

Damit folgte aus der angenommenen Giiltigkeit der Behauptung fir » =k die
Richtigkeit fiir n = k& 4 1, und der Schlufl von k auf k£ + 1 ist erbracht.

Nach dem Satz iiber die vollstindige Induktion ist hiermit der binomische Lehrsatz
mit den EuLERschen Symbolen bewiesen.

Das folgende Beispiel zeigt, bei welcher Art Aufgaben die bewiesene Formel vor allem
zur Anwendung gelangt.

BEISPIEL

Es sind die ersten fiinf Glieder der Summenentwicklung von (1 + a)? zu berechnen.

Losung:
1 Clieds (200)-120 - 1,
2. Glied: (210)'1194 = 2TO.a - 205,
3. Glied: (20) . 118.02 = 2019 0n = 190a?,
2 1.2
4. Glied: 20 1170 a3 = POrsLoe 18 -ad = 114043,
3 12.
(20 20-19.13-17
5. Glied: c18.ge = T 7 7 70 g4 — 4845a?.
ie (4) a T2 3.4 a 4561_

Damit ergibt sieh:

(1 +a)®*® =1+ 20a 4 190a% + 11400 + 484544 + ..
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AUFGABEN

60. Zu berechnen sind:
a) die ersten drei Glieder von (1 + a)%,
b) die ersten sechs Glieder von (@ — 1)1°,

61. In den Summenentwicklungen folgender Ausdriicke sind die Absolutglieder und die Koeffi-
zienten von z, 22 und z° zu bestimmen:

a) (1 + 2z)¢ 4 (z — 1)13, b) (1 + z)'2 - (2 + z)7,
¢) (x — 1)15- (x + 1)17, d) 2z — 3)8 . (z + 1),

62. In den Formeln fir (@ 4 b)" ist « = b = 1 zu setzen. Welche Beznehungen ergeben sich dar-
aus fiir die Binomialkoeffizienten einer Zeile? .

4. Der Bereich der ganzen Zahlen

4.1, Wesen und arithmetische Struktur

Um einen Zahlenbereich zu gewinnen, in dem aufler der Addition und der Multi-
plikation auch die Subtraktion unbeschrinkt ausfiihrbar ist, miissen zu den natiir-
lichen Zahlen weitere Zahlen hinzugenommen werden. Die Existenz der geforderten
Zahlen in einem erweiterten Zahlenbereich kann streng bewiesen werden, wird aber
hier vorausgesetzt.

Mindestens sind alle Zahlen der Form 0 — = notig, die sich als Differenzen aus Null
und einer positiven natiirlichen Zahl n bilden lassen. Zu ihrer Darstellung benutzt man
die Abkiirzung

0—a= —a.

Die Zahl — a ist also nach der Definition der Subtraktion (vgl. 2.2.) die Zahl. die zu @
addiert O ergibt.

Demnach werden die neuen Zahlen aus den positiven natiirlichen Zahlen durch Vor-
setzen des Minuszeichens gebildet: —1, —2, —3, —4, .... Sie werden negative
ganze Zahlen genannt. Aus den natiirlichen Zahlen und ihnen besteht der Bereich der
ganzen Zahlen.

Definition
Der Bereich @ der ganzen Zahlen wird von den Zahlen
w—3 —2,—-1,0,1,2,3,...
gebildet.

Im neuen Zahlenbereich treten vorzeichenbehaftete Zahlen auf, iiber die zunéchst
einiges Grundsétzliche bewiesen werden soll.
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Vorzeichenregeln:
1. Es ist stets

a+ (—a)=0.

Denn 0 — a = —a ist nach Definition der Subtraktion (vgl.2.2.) die Zahl, die zu
a addiert O ergibt.

2. Es ist stets
—(—a)=a.

Denn nach der ersten Regel ist a die Zahl, die zu — a addiert Null liefert. Sie hat
demnach Recht auf die Bezeichnung 0 — (—a), die mit — (—a) abgekiirzt wird.

3. Es ist stets
a4 (—b)=a —b.

Denn a — b ist die Zahl, die zu b addiert a ergibt. Dieselbe Eigenschaft besitzt
aber auch die Zahl a + (—b):

a4+ (—b)+b=a (vgl. Regel 1.).
4. Es ist stets
a —(—b)=a+b.

Ei‘setzt man n?a'/m]ich in der Regel 3. die Zahl b durch die Zahl —b, so erhdlt man
zunichst ’

a+ (—(=b) =a—(-b).
Daraus folgt nach Regel 2.
a+b=a— (-0b).
5. Es ist stets
—(a +b) = —a + (—b) (oder nach Regel 3. —a —b).

Denn — (@ + b) ist die Abkiirzung fir die Zahl, die zu a + b addiert 0 ergibt. Diese
Eigenschaft kommt nach Regel 1. auch der Summe —a + (—b) zu:

—a+(=b)+a+b=—a+a+ (—b)+b=0.
6. Es ist stets
—(@ —b)= —a+b.

Dies ergibt sich aus RRegel 5. durch Ersetzen von b durch — b unter Beachtung der
Regeln 2. und 3..
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7. Es ist stets
a-(—b) = —ab.
Derzn b—)ab ist die Zahl, die zu ab addiert 0 ergibt. Das gleiche leistet aber auch
a-(—b):
a-b+a-(—b)=a-(b+ (—b) (Distributionsgesetz)
=g (Regel 1)
=0.
8. Es ist stets
(—a)-(—b)=a-b.
Dies erhalt man, wenn man in Regel 7 fiir @ die Zahl —a einsetzt:

(—a)- (—b) = —(—a)-b

= —b-(—a) (Kommutationsgesetz)
= —(—b-a) (Regel 7)
=b-a (Regel 2)
=a-b (Kommutationsgesetz).

Mit diesen Vorzeichenregeln ist es leicht, zu zeigen, da das Ergebnis der Addition,
Subtraktion oder Multiplikation zweier ganzer Zahlen entweder eine natiirliche Zahl
oder eine negative ganze Zahl ist.

Satz

Der Bereich & der ganzen Zahlen ist der kleinste, den Bereich N der natiirlichen
Zahlen enthaltende Zahlenbereich, in dem Addition, Subtraktion und Multiplika-
tion unbeschrinkt ausfiithrbar sind.

AUFGABEN

63. Wie kann

a) die Menge G der ganzen Zahlen durch die Menge N der natiirlichen Zahlen und die Menge N
der negativen ganzen Zahlen, _
b) die Menge N durch die Mengen @ und N dargestellt werden?

64. Es ist durch Fallunterscheidung zu beweisen. daf die Subtraktion zweier ganzer Zahlen stets
wieder eine ganze Zahl ergibt.

65. Mit Hilfe des HorxERschen Schemas ist eine Wertetabelle fir die Funktion aufzustellen, die
jeder ganzen Zahl z den Wert

at — 32 Lt — 2241

zuordnet (Ausschnitt: —4, ..., +4).
66. Nach den Regeln fiir die EvLERschen Symbole ist formal zu berechnen:

o3 (X)) oF) e (3F)
67. Zu beweisen ist: (g’) = (_ﬂ2+ 1). |

4 Algebra und Geemetrie
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4.2. Ordnung nnd Michtigkeit

Auf einer Geraden, auf der wie in 2.1. beschrieben, die Menge der natiirlichen Zahlen
dargestellt wurde, kann auch noch die Menge der negativen ganzen Zahlen aufge-
tragen werden. Man weist den Zahlen —1, —2, —3, ... der Reihe nach diejenigen

Punkte zu, die ausgehend vom Null-
— ~-—> punkt die Teilung in dem noch unbe-
EEEEEA A setzten Teil der Geraden fortsetzen
Bild 8 - (Bild 8).

Auf der so erginzten Zahlengeraden

nennt man die Richtung vom Nullpunkt nach den positiven ganzen Zahlen hin posi-
tiv, die umgekehrte Richtung negativ. Auf Grund dieser Vereinbarung kann fiir die
ganzen Zahlen eine Ordnungsrelation (vgl. 1.5.) erklirt werden, die die Ordnung der
natiirlichen Zahlen erweitert.
Zwischen zwei voneinander verschiedenen ganzen Zahlen g und % gilt die Relation
g < k, wenn die Richtung von g nach & die positive Richtung der Zahlengeraden ist.
Da die Bildpunkte der Zahlen —1, —2, —3,... auf der Zahlengeraden in um-
gekehrter Richtung aufeinanderfolgen wie die der Zahlen 1, 2, 3, ..., ergibt sich
folgende Bemerkung: .

[a¥Te

I Aus n <m folgt stets —n > —m.

Fiir die Ordnung der ganzen Zahlen gilt das Monotoniegesetz der Addition (vgl. 2.2.).
Das Monotoniegesetz der Multiplikation besteht aber nur dann, wenn mit einer posi-
tiven ganzen Zahl multipliziert wird:

| Aus a <b und ¢ <0 folgt stets a-c > b-c.

Beweis: Ist ¢ = —n (n € N\ {0}), so folgt aus @ < b zunichst nach dem fiir positive
Faktoren giiltigen Monotoniegesetz na < nb. Daraus ergibt sich nach der obigen
Bemerkung —n-a > —n-b, oder der Vorzeichenregel 7. des vorigen Abschnittes
zufolge (—n)-a > (—n) b.

Analog folgt aus @ > b und ¢ <0 stets a-c<b-c.

Bringt man die ganzen Zahlen in die Reihenfolge 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3. ..., so
konnen sie eine nach der anderen den natiirlichen Zahlen zugeordnet werden :

0 0
7 7
2 -1
J 2
4 2

...............

Dadurch entsteht eine eineindeutige Abbildung der Menge der natiirlichen Zahlen
auf die Menge der ganzen Zahlen. Uber deren Michtigkeit kann daher gesagt werden:

Die Menge G der ganzen Zahlen ist der Menge N der natiirlichen Zahlen gleich-
michtig.



5.1. Absolute Betrige 51

ATUFGABLEN

68. Es sei 4 die Menge der tausend ganzen Zahlen von — 499 bis 500. Ist die Differenzmenge G \ 4
noch gleichmachtig zu G?

69. Kann durch die Reihenfolge 0, 1, —1, 2. —2, 3, —3, ... eine Ordnung der Menge @ der ganzen
Zahlen festgelegt werden? Wenn ja, gilt fiir diese Ordnung

a) das Monotoniegesetz der Addition,
b) das Monotoniegesetz der Multiplikation?

3. Absolute Betriige und Abschatzungen

5.1. Absolute Betrige

Um auf der Zahlengeraden den Abstand der Zahl g+ 0 vom Nullpunkt auszudriicken,
braucht man die positive der beiden Zahlen g und —g: Liegt g rechts vom Null-
punkt (g > 0), so ist g gleich der MaBzahl des Abstandes, liegt g indessen links vom
Nullpunkt (g < 0), so ist die MaBzahl des Abstandes gleich —g (zum Beispiel fiir
g = —4 ergibt sich der Wert —g = —(—4) =4). Um in dhnlichen Fillen all-
gemeingiiltige Aussagen machen zu konnen, wird der Begriff des Betrages eingefiihrt.
Definition

Unter dem absoluten Betrag einer Zahl a. in Zeichen |a|, versteht man die nicht-

negative der beiden Zahlen @ und —a.

Es ist demnach

. a bei a 20,
lal =1_g bei a < 0.

Aus der Definition ergeben sich dic Folgerungen:

1. |a| ist niemals negativ:
lal =2 0.

Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn ¢ = 0 ist.
2. Fir iede Wahl des Vorzeichens ist

+a <lal.

Denn |a| ist gleich der nicht negativen und damit gleich der groBeren der beiden
Zahlen ¢ und —a.

3. Es ist stets
| —a| =lal.

Denn auf beiden Seiten handelt es sich um die nicht negative der beiden Zahlen a
und —a. '

4*
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Satz

I Der Betrag eines Produktes ist gleich dem Produkt aus den Betrigen der Faktoren:
la-b| =lal-|b].

Denn |a| - |b| liefert den nicht negativen der beiden Werte @ - b und —a - b,

Analog gilt:

Der Betrageines Quotienten ist gleich dem Quotienten aus den Betrigen von Divi-
dend und Divisor:

la:b| = la|:|b}.

BEISPIELE
1. Zu berechnen ist der Wert der Summe
|2—al —[b+ 1] + |a +b]
a)fira=3,b =25,
b) fiire =2, b = —4.

Lésung:
8)|2=3|—[5+1+|3+5|=|—-1|—|6]+8/=1—-6+8=3
b)|2—2|— =4+ 1 +[2—4]=10]—[=3|+|-2=0-3+2=_1
2. Zu berechnen ist der Ausdruck o
|la(a — b)?|.
Losung:

la(a — b)?| = |a| - [{a — b)?|.

Das zweite Betragszeichen kann weggelassen werden, weil das Quadrat (a — b)? nicht negativ
gein kann:

la(a — b)| = |a| (a — b)? = |a| (a® — 2ab + b?).
AUFGABEN
70. Welchen Wert erhilt die Summe [2a — 3b| + 5
a) fir a =17, b= 10,
b)fir a=0, b = —3?
71. Welchen Wert erhilt die Summe |a? — b2 + Sab| + |b—a| — 1
a) fir a =2, b= —1,
b) tir a =0, b =4,
c) fir a=5b=1?
72. Welcher Werte ist die Summe 2a + b unter der Bedingung fihig, dafl J¢| =1und |b| =5
ist?
73. Was kann fiir
ja8 — 18] 4 (a + 2)*

geschrieben werden, wenn a zwischen —4 und + 4 liegt?
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74. Weas kann fiir
|3¢a —3b— 1] +2a+ 1
geschrieben werden, wenn
a)a>b, bja < b ist?
75. Unter welchen Bedingungen ist
la — 3" =(a — 3)*?

76. Welches ist die groBite aus den ganzen Zahlen a, b, ¢ mit Hilfe von Addition und Subtraktion I
bildbare Zahl?

77. Was ergibt:
a) i, b)a+|a|’ c)a+b+|a~b|, d)a-l-b»-!a——bl?
ja] 2 2 2

78. Welche Eigenscha.ften besitzt die Abbildung a — ja| (e € @G)?

5.2. Abschiitzungen

Oftmals ist es fiir den Ingenieur nicht wichtig, den genauen Wert einer technischen
GroBe zu kennen, sondern es geniigt ihm zu wissen, daBl diese nicht groBer oder nicht
kleiner als ein gegebener Wert ist. In diesem Fall ist es fiir ihn sehr vorteilhaft, statt
mit exakten Werten komplizierte Rechnungen mit groBer Genauigkeit durchzufiihren,
die fragliche GroBe nur iiberschlagsméBig ,,abzuschéitzen. Fiir diesen Zweck ist die
Kenntnis einiger wichtiger Abschitzungsformeln erforderlich, die im folgenden
genannt werden.

Fiir nicht negative Zahlen a und b und jede beliebige natiirliche Zahl n 40 gilt:
a* + b < (a + b).

Dies folgt unmittetbar daraus, daB links nur die beiden Randglieder der Summenent-
wicklung von (e + b)* nach dem binomischen Lehrsatz stehen und keiner der vor-
kommenden Summanden negativ ist.
Bernoullische Ungleichung

Fiir jedes nicht negative a und jede natiirliche Zahl » gilt:

(l—_{—a)"_Z_l-i—n-a (6)

Hier sind rechts nur die ersten beiden der nach dem binomischen Lehrsatz zu errech-
nenden Glieder aufgeschrieben, wihrend die ibrigen nicht negativ sind.

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
I Fiir beliebige vier Zahlen a,, as, by, b, gilt die Ungleichung

(810) + a3by)? < (af + al) (B} + B). 4y
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Um diese Ungleichung zu bestatigen, werden beide Seiten ausgerechnet:
a3t} + 2a,b,a,0, + afbi < ajb} + aib} + afb} + ajbl.
Diese Ungleichung ist dann richtig, wenn
0 g a?b} — 2a,b,a:b, + azb}

gilt; denn durch Addition von a2b} + 2a,b,a,b, + a2b? ergibt sich die dariiber-
stehende Ungleichung. Die letzte Ungleichung aber ist stets richtig, weil die rechte
Seite das Quadrat (a,b, — a,b,)? darstellt, welches — was sich auch immer fiir die
Klammer (a,b, — a,b,) ergeben mag — niemals negativ sein kann.

Die Formel (I) kann fiir je » Zahlen a,, a,, ...,a, und by, b,,..., b, verallgemeinert
werden: '

@by + - +anba)? < (@ + - +af) (B + -0 +8).
Auf den Beweis wird hier verzichtet.

Dreiecksungleichung!)

Der Betrag einer Summe ist niemals gréBer als die Summe der Betrige der Sum-
manden:

la+b| < la| + b} Q)

Dennesist 4a < la|, +b < |b}, also auch
+(@a+0b) < a| + 5]

|a + b| aber ist die groBere der beiden Zahlen a + b und —(a 4 b).
Wird in (7) fur b der Wert —b gesetzt, so folgt wegen | —b| = |b|:

la —b| = lal + 5] (7a)

Die Dreiecksgleichung 148t sich auch fiir mehr als zwei Summanden aussprechen:

Fiir eine beliebige Anzahl » von Summanden a,, a,, ..., a, gilt:

A

lay +as + ... +anl S lay] + [@s] + ... + |a4] (7b)

Der Beweis kann durch vollstindige Induktion gefiihrt werden:

a) Fir n = 2 ist (7b) in der Form (7) bewiesen.
b) SchluB von & auf & + 1:

!} Diese Bezeichnung rithrt daher, daf in der Geometrie ein analoger Satz gilt: Im Dreieck ist
eine Seite stets kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten. Mit Hilfe von Vektoren (vgl.
Abschnitt 38.2.) kann der direkte Zusammenhang zwischen diesem Satz und der Dreiecks-
ungleichung hergestellt werden
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Gilt (7b) fir n = k:

Clay A+ ag A e 0l S lag| + lag| + oee A+ arl, (IT)
so folgt nach (7)

i@y + @z + =+ + @) + @k | < lag + az + o+ + ai] + |apnl
und wegen (II)

lay + @z + oo + ap + apiy | S @] + lag] + o0 + lax] + |ain ]

Nach dem Satz iiber die vollstindige Induktion (vgl. 2. 4.) ist hiermit die Formel (7b)
bewiesen.

BEISPIELE
1. Es ist das Produkt

(3 —a) (b + ac)
nach oben abzuschitzen.
Losung:

3 —a)(+ac) = 3b—ab + 3ac —a?c < |36 —ab + 3ac — ac|.
Nach der Dreiecksungleichung ist dieser Betrag

< [3b] + labl + (3ac| + |ac| = 31b| + |al |b] + 3lal [c] + |al?|c|.

Bei |a|® kann das Betragszeichen weggelassen werden, da a® fiir keine ganze Zahl a negativ
ist. Daher ergibt sich

(3—a)(b+ac) <3(bl + lal|bl + 3lal [c| 4 a*|c|.

\

Die Wirksamkeit der gewonnenen Abschétzung sei an folgenden Zahlen erliutert: a = —2,
b =10, ¢ =1. Es ergibt sich:
(3— (—2) (10 4 (—2)- 1) S 3{10] + | —2[[10] + 3] —2| [1] + (=2F|1],
also
5.8 <30+ 20+ 6 + 4.
2. Das Quadrat (2a - 3b)? ist nach oben abzuschitzen, wenn a und b die Katheten eines recht-
winkligen Dreiecks mit der Hypotenuse ¢ = 5 cm sind.
Losung:
Nach der Cavcny-Scuwarzschen Ungleichung ergibt sich:
(2a + 3b)® < (22 4 3?) (@® + b%) = 13¢® = 13- 25 cm?,
also
(2a + 3b)% < 325 cm?.
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AUFGABEN
79. Es sind folgende Ausdriicke nach oben abzuschitzen:
a) a(3a — 5b), b) (@ + b) (@ — 2b), ¢) 3+ a—2b(2a —b).

80. Nach oben ist {a + b|® abzuschitzen.

.81. Es ist (1 4 m)” nach unten abzuschiitzen, wenn m und » zwei natiirliche Zahlen sind, deren
Produkt 12 ist.

82. Wann gilt in
a)a™ + b" =< (a + b)» b)(1+a)*=>1+4 na
das Gleichheitszeichen (a, b = 0, n > 0)?
83. Es ist die Ungleichung
(A+a)l+b=1+a+bd

unter der Voraussetzung zu beweisen, da8 a und b gleiche Vorzeichen besitzen.
84. Es ist die Ungleichung '

a? 4 b = 2(a| |B|
zu beweisen.
85. Fiir beliebige Werte von a und b ist die Ungleichung
(@ + b)* = 2(a® + &%)
zu beweisen.

86. Durch vollstiéindige Induktion ist zu beweisen:
Fiir jede natiirliche Zahl = gilt die Abschitzung

2" > n.
87. Man beweise die CaucEy-ScAWaRzsche Ungleichung fiir je drei Summanden:

(a1by + agb, + a3by)* = (af + a + ai) (B + b3 + b3).

6. Der Korper der rationalen Zahlen
6.1.- Wesen der rationalen Zahlen

Um auch die Division méglichst unbeschrinkt ausfiihren zu kénnen, miissen zur
Menge der ganzen Zahlen abermals neue Zahlen hinzugenommen werden. Der er-
weiterte Zahlenbereich miite mindestens alle Briiche g/k, die sich aus ganzen Zahlen
g und kb bilden lassen, enthalten. Der Bereich der ganzen Zahlen besitzt nur einen
kleinen Teil dieser Briiche, etwa 4/2, —7/1, 0/5, aber zum Beispiel nicht 7/3, 1/—2,
3/0.

Die Existenz einiger dieser Briiche in einem die natiirlichen Zahlen enthaltenden
Zahlenbereich ist aber mit den Regeln der Arithmietik unvertréglich. Es sind dies
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alle diejenigen Briiche, deren Nenner Null ist. Schon im Bereich der natiirlichen Zahlen
muBte beim Nachweis der Eindeutigkeit der Division der Divisor Null ausgeschlossen
werden (vgl. 2.2.). Damals wurde a/b als die Zahl erkldrt, die mit & multipliziert a

ergibt:
a
(3) b =a.

Also miiite man unter a/0 eine Zahl verstehen, die mit 0 multipliziert e liefert:

(%)-0=a.

Wenn a ebenfalls Null ist, so lost jede Zahl die gestellte Aufgabe: 1.0 =0,
(—2).0 = 0. Die Division von Null durch Null muB also nicht deswegen ausge-
schlossen werden, weil es keine Zahl gibe, die mit Null multipliziert Null ergibt,
sondern weil es zu viele Zahlen gibt, die das Geforderte leisten.

Ganz anders liegen die Dinge, wenn a verschieden von 0 ist. Stellvertretend fiir jeg-
lichen solchen Wert von @ soll @ = 1 betrachtet werden. Es ist leicht einzusehen, daB
es keinen Zahlenbereich geben kann, der den Bereich der natiirlichen Zahlen enthélt
und in dem eine Zahl existiert, die mit O multipliziert 1 liefert. Gibe es ndmlich eine
solche Zahl, etwa «, so wiirde

O-u=1 @

gelten. Aus dieser Beziehung und der Gleichheit 2 = 2 folgt nach dem Eindeutigkeits-
gesetz der Multiplikation (vgl. 2.2.)

2.0 -u)=2-1.
Nach dem Assoziationsgesetz ist die linke Seite gleich (2-0) -« =0 - u:

0-u=2. (II).
Aus (I) und (II) folgte aber wegen der Transitivitit der Gleichheit

1=2.

In einem Zahlenbereich, in dem es eine Zahl gibt, die mit 0 multipliziert 1 ergibt, ver-
schwindet demnach der Unterschied zwischen 1 und 2, und der Bereich der natiir-
lichen Zahlen stiirzt in sich zusammen.

Satz
| Die Division durch Null ist in keinem Zahlenbereich mdglich.
DaB dagegen alle anderen der geforderten Briiche g/k, also alle mit % < 0, in um-

fassenderen Zahlenbereichen existieren, kann hier nicht gezeigt werden. Es mul} im
folgenden jedoch als Voraussetzung dxenen
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Alle Briiche g/k, die sich aus ganzen Zahlen g und 2 mit % =+ 0 bilden lassen, werden
als rationale Zahlen oder gebrochene Zahlen bezeichnet. Die Menge K der rationalen
Zahlen enthdlt die Menge @ der ganzen Zahlen:

Gc K..

Die ganze Zahl g wird in der Menge K durch den Bruch g/1 vertreten.
In der Menge der gebrochenen Zahlen kann ein und dieselbe Zahl mit verschiedenen
Zihlern und Nennern geschrieben werden. Aus der Gleich heit

L
R

zweier Briiche folgt durch Multiplikation mit A’
gh' =g'h;

denn auf Grund der Definition der Quotienten (vgl. 2.2.) ist

Sh=g wd L.w=g.

h
Ist umgekehrt fiir die Zahleng, A, g, k' € @, h %= 0, A’ 3= 0 die Gleichung gk’ = g'k
erfiillt, so stimmen die Briiche g/k und g'/&’ auf Grund der Eindeutigkeit der Divi-
sion iiberein. Denn g/k ist die Zahl, die mit kA" multipliziert gk’ ergibt, und g'/%’ ist
die Zahl, die mit AA" multipliziert g'h = gk’ ergibt.

Satz
Zwei Briiche gjh und g'jk' sind genau dann gleich, wenn gh' = g'h ist:

’

g — i g o

=y e gh' =g'h.
Aus diesem Kriterium ergibt sich, dall man in einem Bruch Zahler und Nenner mit
derselben Zahl % <=0 multiplizieren oder durch dieselbe Zahl % 4=0 dividieren
darf, ohne seinen Wert zu verindern. Es ist

LA .

h h-k
weil g-h-k=g-k-h ist. So begriindet sich das bekannte Frwestern und Kiirzen
von Briichen.

Die Null wird in der Menge der rationalen Zahlen durch jeden Bruch 0/t (h € G'\{0})
dargestellt, weil A -0 = 0 ist. Hat umgekehrt ein Bruch den Wert Null:

0
=+ (kcaN{o),

==
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so ergibt sich nach dem Gleichheitskriterium gk = 0-% = 0. Wegen k=0 folgt
hieraus g =0 (vgl. 2.2.).

Satz
§ Ein Bruch hat dann und nur dann den Wert Null, wenn sein Zihler gleich Null ist.

AUFGABEN
88. Worin besteht der Fehler in folgendem ,,Schlu8*, daB jede Zahl z ihrem Doppelten, 2z,
gleicht:
2% — a* = 2® — 22,
z(xz —2) = (r + 2) (z — 2),
r=2x. .

89. Welche Eigenschaften besitzt die Abbildung, die jedem Element (g, %) € G x (G'\ {0}) den
Bruch g/k zuordnet?

90. Zu beweisen ist: Aus

u u’

X . (v-v' +0)

’

v v
folgt

gu -+ kv gu’ + ko

ku +lv= kw 4+ v’

wobei g, &, k. ! beliebige Zahlen sind, fiir die ku + lv 4= 0 ist. Dieses Verfahren, aus einer
Bruchgleichung (Proportion) eine neue abzuleiten, heiBt korrespondierende Addition.

6.2. Die Menge der rationalen Zahlen als Zahlenkérper

In der Menge K der rationalen Zahlen sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division mit der einzigen Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfithrbar.

Beweis:
Am einfachsten liBt sich die Multiplikation zweier rationaler Zahlen g/k und k/fl
(9. h, k, 1€ G, h <= 0, l &= 0) ausfiuhren. Nach der Definition der Division sind die bei-
den Briiche durch folgende Bedingungen eindeutig beschrieben :

g k

heg=g, L7 =k

g k k k

Deshalb kann os gemiB der Definition des Quotienten mit g k/kl bezeichnet werden :

k k
£.1=7 M

h I h-
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Wegen gk€ G, hlc G\ {0} gehort das Produkt wieder der Menge K der rationalen
Zahlen an.

Die Formel (I) lehrt:

Bei der Multiplikation zweier Briiche wird Zahler mit Zahler und Nenner mit Nen-
ner multipliziert?).

Um nachzuweisen, daB in der Menge K der rationalen Zahlen die Division bis auf die
Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfiihrbar ist, hat man zu zeigen:
Sind g/h und k[l (g, k € G, h, I € G\ {0}) zwei beliebige rationale Za.hlen, deren zweite
von Null verschieden ist (das heilt % <= 0), so gibt es eine rationale Zahl, die mit
k[l multipliziert g/h ergibt. Diese gebrochene Zahl kann aber ohne weiteres benannt
werden: glfhk. Indem A <40 und k<0 vorausgesetzt wurde, ist auch Ak <=0,
und gl/hk gehort zu K. Die Probe lautet:

k g1 _g-¥V-k_ g
I h-k }Y-h-¥ B

Das Ergebnis der Division kann auf folgende Form gebracht werden:

RT -k &

Bei der Division von Briichen wird der Dividend mit dem Kehrwert des Divisors
multipliziert.

Zur Addition oder Subtraktion werden zwei rationale Zahlen zunéchst so erweitert,
daB sie einen gleichen Nenner, einen Hauptnenner, erhalten. Man macht sie gleich-
namig. Als Hauptnenner dient bekanntlich das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der beiden Nenner. Sind g/k und k/k (g, h, k< G, h == 0) zwei derart vorbereitcte Briiche,
so gilt:

k g:l:lc
_:t h H

denn (g 4+ k)/h ist die Zahl, die, mit A multipliziert, g 4 % ergibt, und dadurch ist
sie eindeutig definiert. Diese Eigenschaft trifft nach dem Distributionsgesetz auch
fir g/h + k/h zu:

AL R S LN

(h + h) h = 7 h + % h=g+tk.

Bei der Addition (Subtraktion) gleichnamiger Briiche werden deren Zéhler addiert -
(subtrahiert) und der Nenner beibehalten.

!) Dieser Satz beschrinkt sich kiirzehalber auf das Wichtigste an der Formel (I). Er ist ihr nicht
gleichwertig
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Indem also im Bereich der rationalen Zahlen die vier Grundrechnungsarten bis auf die
unvermeidliche Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfiihrbar sind,
ist ein in dieser Hinsicht vollendeter Zahlenbereich erreicht. Fiir Zahlenbereiche
solcher Art hat die Algebra den Namen Zahlenkérper. Der Korperbegriff wird aber
nicht allein auf Zahlenbereiche angewendet, sondern auch auf Mengen, die nicht nur
aus Zahlen bestehen. Er wird folgendermaflen erklart:

Definition
Eine Menge M , unter deren Elementen eine Addition, eine Subtraktion, eine Multi-
plikation und eine Division mit den in 2.2. genannten Grundgesetzen erklart und

bis auf die Division durch Null (=a — a fiir ein beliebiges @ € M) unbeschrankt
ausfithrbar sind, heiflt Korper.

Nach dem Vorangegangenen bildet die Menge der rationalen Zahlen einen Zahlen-
korper. Von ihm kann gesagt werden:

Satz

Der Korper K der rationalen Zahlen ist der kleinste Zahlenkorper, der den Bereich
der natiirlichen Zahlen enthalt.

AUFGABEN
91. Was ergibt:
a)a + 0, b)a — 0, c)0 —a, d)0-a, e) 0:a (a = 0)?

92. Gibt es einen Zahlenkorper, der eine echte Teilmenge des Kérpers der rationalen Zahlen dar-
stellt?

6.3. Ordnung und Michtigkeit

Auf der mit den Bildern der ganzen Zahlen versehenen Zahlengeraden lassen sich
auch den rationalen Zahlen Bildpunkte zuordnen. Um der Zahl g/k (g, % € @, k 4 0)
einen Punkt anzuweisen, sorgt man durch eventuelles Erweitern mit — 1 zunéchst
dafiir, daB der Nenner positiv ist. Dann teilt man alle Strecken zwischen ]e zwei
ganzen Zahlen in k gleiche Abschnitte

und trigt vom Nullpunkt aus |g| €

solcher Abschnitte in positiver oder W#W*m
negativer Richtung ab, je nachdem '

g positiv oder negativ ist. Dersoer-  Bild 9

reichte Punkt wird der rationalen

Zahl g/k zugeordnet (Bild 9). Auf diese Weise lassen sich alle rationalen Zahlen auf
der Geraden unterbringen, verschiedene Zahlen erhalten verschiedene Orte, gleiche
Zahlen — gekiirzt oder erweitert dargestellt — erhalten denselben Ort.

Auf Grund der Anordnung der Bildpunkte auf der Zahlengeraden wird fiir die ratio-
nalen Zahlen die Ordnungsrelation ,kleiner als‘’ definiert: Die rationale Zahl a heifit
kleiner als die rationale Zahl b, wenn der b zugeordnete Punkt der Zahlengeraden in
positiver Richtung auf den a zugeordneten Punkt folgt. Zwei verschiedene rationale
Zahlen a und b geniigen somit genau einer der Beziehungen a < b oder b < a. Die
rationalen Zahlen bilden auf diese Weise einen geordneten Zahlenkorper.
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Es ist interessant, dal3 die Menge der rationalen Zahlen immer noch der Menge der
natiirlichen Zahlen gleichméchtig ist. Man kann ndmlich die nicht negativen ratio-
nalen Zahlen g/h (g, h € N, h == 0) nach der Summe s aus Zéhler und Nenner ordnen:

s=g+h ¢ k glh
1 0 1 0/t =0
2 0 2 0/2=0
1 1 1f1=1
3 0 3 0/3 =
1 2 1/2
2 1

In dieser Aufstellung werden Wiederholungen fortgelassen:

0,1, 1/2, 2, ..., und nach jeder Zahl wird die entsprechende negative eingefiigt:
0,1, —1, 1/2, —1/2, 2, —2,.... So erhélt man eine Aufzdhlung der rationalen
Zahlen, in der jede genau an einer Stelle vorkommt. Man kann sie der Reihe nach
eincindeutig den natiirlichen Zahlen zuordnen:

0, t, —1, 12, —1/2, 2 —2,...
0, 1, 2, 3, 4, 5, B, 5

AUFGABEN

93. Wieviel rationale Zahlen liegen zwischen Eins und Zwei?

94. Eins ist die kleinste positive ganze Zahl. Welches ist die kleinste positive rationale Zahl?

95. Es sind die ersten 20 Glieder der in 6.3. beschriebenen Aufzihlung der rationalen Zahlen zu
bestimmen.

96. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes ist

a) 1,17, b) 0,98%
auf vier Stellen nach dem Komma zu bestimmen.

Hinweis: Von 1,17 = (1 4 0,1)7 miissen nicht alle Glieder berechnet, werden. Zur Vermei-
dung von Rundungsfehlern rechnet man mit 5 Stellen (eine ,,Schutzstelie*).
97. Nach den Regeln fiir EvLERsche Symbole ist formal zu berechnen:

1/2 1/2 1/3 —3/2
o) () o e[
98. Unter der Voraussetzung @ < b sind die Abschitzungen
a)a<j<b b)a < .2i.+ib<b
5
_e)a<ma—+nb<b (m, n€ N, m-n=0)
m+n

zu beweisen.
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7. Gleichungen und Ungleichungen

7.1. Konstante und Variable, Terme

Mochte man mathematische Aufgaben allgemein 1osen, oder mathematische Uber-
legungen unabhingig von konkreten Zahlen durchfiihren, so benutzt man in der
Rechnung Buchstaben als Zeichen, die die Zahlen vertreten. Je nach deren Sinn unter-
scheidet man zwei Arten:

Definition

Ein Buchstabe, der in einer mathematischen Uberlegung lediglich ein Zeichen fiir
einen festzuhaltenden Zahlenwert ist, heiBt eine Konstante.

Stellt ein Buchstabc dagegen eine wihrend der Untersuchung in gewissem Ausmaf
frei wihlbare Zahl dar, so nennt man ihn eine Variable (Verinderliche).

Die Menge der Zahlenwerte, die fiir eine Variable eingesetzt werden diirfen, heiit
Variablenbereich dieser Verdnderlichen. Wird fiir eine Variable ein bestimmter Wert
des Variablenbereiches gesetzt, so spricht man von einer Belegurng der Variablen.
Als Konstante werden oft auch gegebene Zahlen selbst bezeichnet.

Ebenso werden Buchstaben, die fur physikalische GroBen stehen, sinngemdB als
Konstante und Variable angesprochen.

Je nach der durchzufiihrenden Uberlegung kann ein und derselbe Buchstabe eine
Konstante oder eine Variable darstellen.

BEISPIELE

t. Untersucht man die Veriinderung des Potenzwertes x” (n ¢ N) bei der Verinderung der Basis,
so gilt x als Variable mit K als Variablenbereich, » als Konstante.
Untersucht man dagegen die Verinderung des Potenzwertes 2" bei der Verinderung des Expo-
nenten, so gilt n als Variable mit N als Variablenbereich und z als Konstante.
2. Bestimmt man die Gewichte von Stahizylindern mit verschiedenen Abmessungen, so gelten
in der Formel

6 = ; god2h

g, 0 (und =/4) als Konstante, d und % als Variable mit der Menge aller Langen als Variablen-
bereich.

Untersucht man dagegen das Gewicht eines Stahlzylinders an verschiedenen Stellen der Erde,
so sind g, d, & (und x/4¢) Konstante und die Erdbeschleunigung g ist variabel mit der Menge
aller Beschleunigungswerte zwischen 9,78 m/s? und 9,83 m/s? als Variablenbereich.

Oft — wie gerade in den genannten Beispielen — ist es niitzlich, sich die Belegung einer
Variablen durch stetig wachsende oder stetig fallende Zahlenwerte ihres Variabien-
bereiches vorzustellen. Das ist besonders fiir die Naturwissenschaft von gréfiter
Bedeutung. Variable kénnen der mathematischen Widerspiegelung von Bewegungen
und Verdnderungen in der Natur dienen.

Zahlen, Konstanten und Variablen kénnen auf verschiedene Weise verkniipft wer-
den.
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Definition

folge, die nach Ersetzen der Buchstaben durch in gewissem AusmaB frei wahl-

Eine aus Zahlen, Buchstaben und Rechenzeichen gebi]dete mathematische Zeichen-
bare Zahlen einen Zahlenwert annimmt, hei3t Term.

Terme werden gewshnlich mit groBen lateinischen Buchstaben bezeichnet: 7', S, .. ..

Nimmt ein Term bei einer bestimmten Belegung der in ihm vorkommenden Variablen
einen Zahlenwert an, so sagt man, der Term sei fiir diese Belegung definiert. Die Menge
aller Belegungen, fiir die ein Term definiert ist, hei3t Definitionsbereich des Termes.

BEISPIELE

3. a +4- b 4 c, definiert fiir alle Zahlentrlpel (a, b, ¢}, liefert zum Belsplel fira=1,b=2,¢c¢=0
den Wert 1 +2 + 0= 3.

4. 52t + 3z — 1, definiert fiir alle Zahlen z, liefert zum Beispiel fir z = 3 den Wert
5.3 -3-3—1=053.
z4+ Y+ 2
a4yt 28
Null ist.

, definiert fiir alle:Zahlentripel (z, y, 2), fir die 2% 4 3? 4 22 verschieden von

6. % nr?® (Kugelvolumen), definiert fiir alle Léangen r.

7. —205 {An einem Term missen nicht unbedingt Buchstaben beteiligt sein.)

Setzt man in cinen, nur eine Variable z enthaltenden Term 7 fiir die Veréanderliche
nacheinander verschiedene Belegungen aus dem Variablenbereich X ein, so erhilt
man im allgemeinen eine Reihe verschiedener Werte. Zum Beispiel nimmt der Term
T = x% — 1 fiir die

Belegungen -2, —1, 0, 1, 2, 3

die Werte 3, 0, —1, 0, 3, 8

an. Die Tatsache, da3 der Wert des Termes 7' auf diese Weise von der Belegung der
Variablen z abhangt, driickt man auch aus, indem man sagt, der Term 7' hange von
der Variablen z ab, und schreibt 7'(z). Analog ist die Schreibweise 7'(z, ..., z,) zu
verstehen: Der Term 7' enthéalt die » Variablen z, ..., z,; sein Wert hangt von den

Belegungen dieser Verinderlichen ab. Je nach der Verkniipfung der beteiligten
Variablen werden verschiedene Arten von Termen unterschieden:

a) Terme, in denen die Variablen nur mit Konstanten (Zahlen eingeschlosscn)
multipliziert und solche Produkte zu Konstanten addiert werden, heien lineare
Terme.

3x — 1 ist ein linearer Term in einer Variablen z.
‘@ 4 b -+ ¢ ist ein linearer Term in den Variablen a, b und e.

b) Terme, in denen auf die Variablen nur Addition, Subtraktion und Multlphkatlon
angewendet werden, heiBlen ganze rationale Terme oder Polynome.

(x+1)(x —2) = 2® —x —2 ist ein Polynom in einer Variablen z.
z? + 2y* — 3 ist ein Polynom in den Variablen z und .
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c) Terme, in denen auf die Variablen nur die vier Grundrechnungsarten angewendet
werden, heiBen ratienale Terme.

2

i + ic‘_—l = 3——_}—_“} ist ein rationaler Term in .

x  ax+1 a4z
Werden zwei Terme addiert, so erhéilt man wieder einen Term. Dasselbe trifft fiir
die Subtraktion, Multiplikation und Division zu, wenn der Divisor nicht die Zahl 0
ist, beziehungsweise nicht nur diesen Wert annehmen kann. Die Menge der Terme
bildet also einen Korper.
Eine besonders wichtige Operation mit Termen ist die Linearkombination. Zwei oder
mehr Terme linear kombinieren, heillt jeden mit einer Konstanten multiplizieren und
die Produkte addieren. Bei zwei Termen 7T, und T, entsteht dabei der Ausdruck

my Ty + myTy.

Zum Beispiel kann aus den Termen 7T, = 3x — 5y und T, = 2z + y die Linear-
kombination (—2)T, + 3T, = (—2) 3z — 5y) + 3(2x + y) = 13y  hergestellt
werden.

AUFGABEN

99. Mit Hilfe des HORNER-Schemas sind Wertetafeln fiir

a) das Polynom o5 4 24 4 23 + a? + 1

zum Variablenbereich {—3, —2, — 1,0, 1, 2, 3},
b) das Polynom a* — 32° + 222 — 2 - 1

zum Variablenbereich {—2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}
herzustellen.

100. Aus den Termen 7', = 2z + 5y und 7T, = 32 — y ist eine Linearkombination zu bilden,
die
a) die Variable z nicht enthailt,
b) die Variable ¥ nicht enthalt.

7.2. Gleichungshegrifft
Definition
Unter einer Gleichung versteht man einen Ausdruck der Form
T,=T,,
in dem zwei Terme T, und T', durch das Gleichheitszeichen verbunden sind.

Der Begrift ,,Gleichung** ist vom Begriff ,,Gleichheit‘* zu unterscheiden: Jede Gleich-
heit kann durch eine Gleichung ausgedriickt werden, aber nicht jede Gleichung stellt
eine Gleichheit dar. ‘
Enthalten die beiden Terme einer Gleichung keine Variablen, so stellt sie eine wahre
oder eine falsche Gleichheitsaussage dar. Zum Beispiel ist die Gleichung 2 = 1 -{- 3/5
eine falsche Gleichheitsaussage.

5 Algebra und Geometrie
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Kommen in der Gleichung dagegen Variable vor, etwa « + 1 =y, so kann iiber
Wahrheit oder Falschheit erst dann entschieden werden, wenn die Verdnderlichen
mit Werten aus den entsprechenden Variablenbereichen belegt werden.

Hier sollen zunédchst nur Qleichungen mit einer Variablen behandelt werden, das heiflt
solche, in denen die Terme T, und 7, hochstens von ein und derselben Verinder-
lichen abhéngen:

Ty(x) = Ty(x).

Ist fiir z ein Variablenbereich X gegeben, fiir dessen Zahlen sowohl T, () als auch 7', ()
definiert ist, so stellt die Gleichung bei jeder Belegung der Verinderlichen entweder
eine wahre oder eine falsche Aussage dar.

BEISPIEL
1. 224+ 7=T7Tx—3, X={1,2,...,6}.

Man erhilt beim Einsetzen von

124+ 7=17.1—3 einefalsche,

2 224+7=17.-2—3 eine wahre,

3 32 4+7=17-3—3 eine falsche,

4 424+ 7=7-4-3 eine falsche,

5 ®4+7=7-5—3 eine wahre und

6 624+ 7=17.6—3 eine falsche Aussage.

Diejenigen Zahlen des Variablenbereiches X, fiir die 7', (x) = T, (z) in einewahre Aus-
sage iibergeht, heiflen Erfiillungen oder Losungen dieser Gleichung im Bereich X.
Die Menge aller Erfilllungen einer Gleichung im Bereich X wird Erfiillungsmenge,
Losungsmenge oder auch Giiltigkeitsbereich der Gleichung beziiglich des Variablen-
bereiches X genannt und mit £ bezeichnet.

Im Beispiel 1. kann dann folgendermaBen formuliert werden:

Die Erfiillungsmenge der Gleichung 22 + 7 = 7z — 3 beztiglich des Variablenbereiches
X =1{1,2,..,6}ist E = {2, 5.

Die Erfiillungsmenge einer Gleichung zu bestimmen, ist eine sehr hiufig auftretende
Aufgabe.

BEISPIEL

2. Vermehrt man eine einstellige natiirliche Zahl um 5, so erhélt man 1 mehr, als wenn man sie
verdreifacht. Wie heiBBt die Zahl?

Ansatz: Solange man die Zahl nicht kennt, betrachtet man eine Variable, die aller in der Auf-
gabe zugelassener Werte fihig ist. z sei also eine Verdnderliche mit dem in der Aufgabe genann-
ten Variablenbereich X = {0, 1,...,9}. Die um 5 vermehrte Zahl wird durch den Term
T,(x) =z + 5 dargestellt. Die verdreifachte und um 1 vermehrte Zahl driickt der Term
Ty(z) = 3z -+ 1 aus. Demnach wird in der Aufgabe nach allen Zahlendes Bereiches X gefragt,
fiir die '

r+5=3x}+1

eine wahre ‘Aussage liefert, das heiBt, nach der Erfiillungsmenge dieser Gleichung beziiglich
des Variablenbereiches X.
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Losung: Setzt man in der Gleichung der Reihe nach samtliche zehn Werte des Variablen-
bereiches ein, so stellt man ohne weiteres fest, daB nur fiir die Belegung der Variablen durch
die Zahl 2 eine wahre Aussage entsteht. Also ist

£ = {2}.
Ergebnis: Die gesuchte Zahl heifit 2.
Beziiglich der Erfiilllungsmenge einer Gleichung kénnen zwei Sonderfdlle auftreten:

a) Die Erfiillungsmenge kann den ganzen Variablenbereich ausmachen: £ = X.
Dann nennt man die Gleichung 7;(x) = Ty(x) eine Identitiit beziiglich des Varia-
blenbereiches X oder sagt auch: Die Terme 7, (x) und 74 (x) sind gleich beziiglich
des Variablenbereiches X. Dadurch wird die Gleichheit von Termen definiert.

b) Die Erfiillungsmenge kann die leere Menge sein: £ = @ . Dann sagt man, die Glei-
chung sei beziiglich des Variablenbereiches X unerfillbar.

BEISPIELE

B(x—12=22—22+1, X =K.
Hier ist £ = K = X. Die Gleichung stellt eine Identitéit beziiglich des Korpers K dar.
4.2 —~ 622+ 112 —6=0, X =1{1,2,3).
Auch hier ist £ = X. Die Gleichung stellt eine Identitat beziiglich des Bereiches {1, 2, 3} dar.
5224+1=0, X=K.
Welche rationale Zahl man auch fiir z einsetzen mag, stets ist 22 = 0 und damit 22 - 1 > 0.
Daher ist £ = 2. Die Gleichung ist beziiglich des Korpers K unerfiillbar.
6.x+2=5 X=10,1,2}.
Hier ist ebenfalls E = & . Die Gleichung ist beziiglich des Variablenbereiches {0, 1, 2} uner-
fiillbar.

AUFGABEN
101. Welche Bedeutung haben folgende Ausdriicke:

a)2z —3=05 fir = =8,

b)(2z —5) (42 +5) — 5z = 822 — 25 — 162, X = K?
102. Kann eine unerfiillbare Gleichung zugleich eine Identitidt sein?
103. Vermindert man eine zweistellige Zahl mit der Quersumme 9 um 3 und verdreifacht diese -

Differenz, so erhdlt man eine zweistellige Zahl mit den urspriinglichen Ziffern in umge-
kehrter Reihenfolge. Wie heilit die Zahl?

Hinweis : Eine Zahl aus den Ziffern ¢ und b besitzt den Wert 10a + b.

7.3. Gleichwertigkeit von Gleichungen

Die Erfiillungsmenge einer Gleichung 148t sich in den seltensten Fillen durch Ein-
setzen (oder ,,Probieren‘‘) aller Zahlen des Variablenbereiches feststellen. In der Regel
ist der Variablenbereich eine unendliche Menge und vereitelt damit von vornherein
dieses Verfahren. Man kann aber auch zur Erfiillungsmenge gelangen, indem man
die Gleichung in andere, gleichwertige Gleichungen umformt mit dem Ziel, letztlich zu
einer so einfachen Gleichung zu kommen, daBl man ihr die Erfillungsmenge sofort
ansehen kann. .

5%
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Dabei heiBen zwei Gleichungen beziiglich des gegebenen Variablenbereiches gleich-
wertig oder dquivalent, wenn sie die gleiche Erfiilllungsmenge beziiglich des Variablen-
bereiches besitzen. '

Die wichtigsten Operationen, um eine Gleichung in eine gleichwertige iiberzufiihren,
werden durch folgende zwei Regeln beschrieben :

1. Addiert man auf beiden Seiten einer Gleichung
T,=T,

denselben, fiir alle in der Gleichung zugelassenen Variablenwerte definierten
Term T, so ist die neue Gleichung

T+ T=T,+T
der urspriinglichen gleichwertig.
2. Multipliziert man beide Seiten einer Gleichung

=T,

mit dem gleichen Term 7', der bei allen in der Gleichung zugelassenen Variablen-
belegungen von Null verschiedene Werte besitzt, so ist die neue Gleichung

T B0
der urspriinglichen gleichwertig.

Indem der Term 7T sowohl Minuszeichen als auch Bruchstriche enthalten darf,
schlieBt die erste Regel die Subtraktion eines Terms von beiden Seiten einer Gleichung
und die zweite die Division der beiden Seiten einer Gleichung durch denselben Term
ein.

Die beiden Regeln gelten fiir Gleichungen mit beliebig vielen Verénderlichen und sind
deshalb allgemein formuliert worden. Die Beweise sind leicht zu erbringen. Hier mag
der Beweis der Regel 2 fiir Gleichungen mit einer Variablen geniigen.

Es ist zu zeigen, daB die Erfiillungsmengen der beiden Gleichungen

Ti(x) = Ty(x) und Ty(2)-T(x) = Ty(x) - T(x)

iibereinstimmen. Dazu wird zunéchst bewiesen, dalB jede Erfiillung der urspriing-
lichen Gleichung auch Erfiillung der neuen ist: Erfiillt die Zahl z € X die urspriing-
liche Gleichung, ist also 7' (x) = T',(z) eine wahre Gleichheitsaussage, dann ist auch
Ty(x)-T(x) =Ty(x)- T(x) nach dem Eindeutigkeitsgesetz der Multiplikation
(vgl. 2.2.) eine wahre Aussage. Denn aus 7(z) = T,(x) und 7T(z) = T'(z) folgt
T,() - T(x) = Ty(x) - T(z). Das heiBt aber: z erfiillt die neue Gleichung.

Nun ergibt sich aber die urspriingliche Gleichung aus der neuen durch Multiplikation
mit dem Term 1/7'(z), der wiederum, weil 7'(z) fiir alle zugelassenen Variablenwerte
verschieden von 0 ausfillt, fiir alle zugelassenen Belegungen definiert ist. Also kann
durch denselben SchluB begriindet werden: Jede Erfiillung der neuen Gleichung ist
ebenfalls eine Erfiillung der urspriinglichen. Damit stimmen die Erfilllungsmengen
der beiden Gleichungen iiberein.

Die Anwendung der beiden Regeln zeigt das folgende Beispiel.
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BEISPIEL
Es ist die Erfiillungsmenge der Gleichung

1 i 2
x—4+x—5’x-6

beziiglich des Korpers A der rationalen Zahlen zu bestimmen.

Losung: Da die Division durch O ausgeschlossen ist, darf als Variablenbereich
X = K\ {4, 5, 6} angenommen werden. Um die Nenner zu beseitigen, multipliziert man die
beiden Seiten der Gleichung mit dem Term (x — 4) (x — 5) (x — 6), der fiir alle Belegungen
von z durch Werte aus X verschieden von Null ist, und erhalt:

(x — 5)(x — 6) + (x — 4) (x — 6) = 2(z — 4) (x — 5),
22 — 11z + 30 + 22 — 102 + 24 = 222 — 18z + 40,
222 — 21z + 54 = 22° — 18x + 40.

Durch Subtraktion des Termes 222 — 18z -+ 54 auf beiden Seiten der Gleichung ergibt sich:
—3z = —14.

Daraus folgt durch Division durch den Term —3:

| R

Die Gleichung & = 14/3 wird nur dann eine wahre Aussage, wenn 2 durch 14/3 belegt wird.
14/3 gehort zum Variablenbereich. Demnach besteht die Erfillungsmenge der Gleichung allein
aus der Zahl 14/3.

Kontrolle: Um die Rechnung auf ihre Richtigkeit zu priifen, wird die Variable in der Ausgangs-
gleichung durch den Losungswert belegt, wobei eine wahre Aussage entstehen mu8. Es ergibt

sich:
1 0
VT R VY. S S VY g
3 3
! — £+ (—3 = ——,
also 2= :

Ergebnis: E = {14/3}.

AUFGABEN

104. Fiir Gleichungen mit einer Variablen ist die erste Regel iiber die Gleichwertigkeit zu beweisen.

105. Im Korper der rationalen Zahlen sind die Erfiillungsmengen folgender Gleichungen zu

bestimmen:
5 5 i1 247 z4+9 4(z+8
B =, b) ’ ok P2
2—6 xz—5 -7 z+1 «£4+2 2243
6 9 4 1 19 — 52 20 — 14z
) ——— 4.2 1 g . -
rxr—3 z—2 z—1 z—4 4 — 2z 6 — 3z
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74. Der Begriff einer Ungleichung

Fiir Ungleichungen gelten dhnliche Festlegungen, wie sie fiir Gleichungen getroffen
wurden.

Definition _
Unter einer Ungleichung versteht man einen Ausdruck der Form
T1 < Tz, Tl é Tz, Tl > Tz Odel‘ T]_ g Tz,

in dem zwei Terme T, und T, durch eines der Zeichen <, <, > oder = verbun-
den sind. - '

Der Begriff ,,Ungleichung‘ ist ebenso von dem Begriff ,,Ungleichheit* zu unterschei-
den, wie der Begriff ,,Gleichung* vom Begriff ,,Gleichheit*.

Enthalten die beiden Terme 7', und 7', keine Variablen, so ist die Ungleichung bereits
eine wahre oder eine falsche Aussage. Kommt in beiden Termen nur ein und dieselbe
Veranderliche x vor, wie etwa bei

Ti(x) < Ty(x),

so spricht man von einer Ungleichung mit einer Verdnderlichen. Zunichst soll nur von
diesen Ungleichungen die Rede sein. Der Variablenbereich X darf nur Zahlen ent-
halten, fiir die sowohl 7'y () als auch T',(x) definiert ist. Jede Belegung der Variablen
in der Ungleichung ergibt dann entweder eine wahre oder eine falsche Aussage.
Diejenigen Zahlen des Variablenbereiches X, fiir die die Ungleichung eine wahre Aus-
sage liefert, heien Erfillungen oder Liosungen der Ungleichung im Bereich X. Thre
Gesamtheit stellt die Erfillungsmenge, die Losungsmenge oder den Giiltigheitsbereich B
der Ungleichung beziiglich des Variablenbereiches X dar.

BEISPIEL

1. 2-3>4, X —1{6,7,8,9).

Losung: Bei der Belegung der Variablen 2 mit den Werten 6, 7, 8, 9 ergeben sich folgende
Aussagen:

6 3>4, falsch,
7 4 >4, falsch,
8 5> 4, wahr,
9 6> 4, wahr.
Folglich ist E = {8, 9}.

Auch bei Ungleichungen konnen béziiglich der Erfiilllungsmenge die bei Gleichungen
erwihnten Sonderfille auftreten :

a) Die Erfiillungsmenge kann mit dem Variablenbereich iibereinstimmen: E = X.
Dann stellt die Ungleichung eine Abschétzung im Variablenbereich X dar.

b) Die Erfiillungsmenge kann die leere Menge sein: £ = . Dann sagt man, die
Ungleichung sei im Variablenbereich X unerfillbar.
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BEISPIELE

2.2 |z|], X=K.

Hierist ¥ = K = X. Die Ungleichung ist eine Abschitzung im Kérper der rationalen Zah-
len.

3.3z2+5< —1, X={-5 —4, —3}.

Auch diese Ungleichung stellt eine Abschétzung im Bereich X dar.

4.:5<0, X=XK.

Da es keine rationale Zahl gibt, von der eine sechste Potenz einen negativen Wert besitzt, ist
B = @. Die Ungleichung ist im Korper der rationalen Zahlen unerfiillbar.

Besonders hiufig sind in der Mathematik einige einfache Ungleichungen, die, weil
man ihnen ihre Giiltigkeitsbereiche sofort ansieht, auch oft zur Beschreibung dieser
Zahlenmengen dienen. Als Variablenbereich gilt dabe1 die Menge K, spater auch jeder
umfassendere Zahlenbereich :

1.2 > a (x = a): Menge aller Zahlen, die groBer (nicht kleiner) als die Zahl @ sind.

2.z < a (x < a): Menge aller Zahlen, die kleiner (nicht grofler) als die Zahl a sind.

3. |z} <a (|z| < a): Menge aller Zahlen, deren Betrag kleiner (nicht groBer) als die

Zahl a ist, das ist die Menge aller Zahlen, die zwischen —a und + a liegen (ein-
schlieBlich der Zahlen —a und 4 a). Dabei ist a positiv vorauszusetzen. Diec Un-
gleichung ist gleichwertig mit —a <a < 4+a (—a =z = +a).

JJr =8| <a (z—s]| < a): Menge aller' Zahlen, die von der Zahl s weniger {nicht

mehr) als @ abweichen, das ist die Menge

aller Zahlen, diezwischens —aund s +a ; N S

liegen (einschlieBlich der Zahlen s —a 0 s-a s s+0

und s + a). s ist der Gultigkeitsmittel- wuq 10

punkt, a der Giltigkeitsradius der Un-

gleichung (Bild 10). Dabei ist a positiv vorauszusetzen. Die Ungleichung ist gleich--
wertigmit s —a<ar<s+a (s—as=z=s+a)

Zum Beispiel beschreibt |z — 3| < 0,1 die Menge aller Zahlen, die nicht mehr als ein Zehntel
von dem Wert 3 abweichen, das ist die Menge aller Zahlen, die zwischen 2,9 und 3,1 liegen
einschlieflich dieser beiden Zahlen. Die Ungleichung ist gleichwertig mit 2,9 = 2 < 3,1.

Die genannten Unglelchungen werden oft als Voraussetzungen fiir Abschidtzungen
gegeben:

BEISPIEL

5.

Die Summe
B—a)b+¢
ist unter der Bedingung nach oben abzuschétzen, daBl |¢] < 1, 18| < 0,5 und |¢| < 2 ist,

Losung: Nach den in Abschnitt 5.2. dargelegten Regeln kann die Summe wie folgt abgc-
schitzt werden:

B—a)yp+c=3b—ab+c=13b—abtc¢| =

= 1360 + [ab| + le] = 3|b] + la] [b] + {e].
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Benutzt man nun die iiber @, b und ¢ gemachten Voraussetzungen, so ergibt sich:
3161 + la| [b] + |c] <3:0,5 +1:0,5 + 2 = 4.

Die gesuchte Abschitzung lautet also:
(3 —a)b+c< 4.

AUFGABEN
106. Welche einstelligen Primzahlen unterscheiden sich von ihren Quadraten um mebr als 6?

107. Essei 4 die Menge aller ganzen Zahlen 2, die der Ungleichung |z| < 5 geniigen, B die Menge
aller ganzen Zahlen u, die der Ungleichung |z — 3| = 4 geniigen. Zu bestimmen sind folgen-
de Zahlenmengen :

a)AduB, b) 4 n B, c) A\B, d) B\ 4.
108. Es ist nach oben abzuschitzen:
a) n(l — p) fir |=| =3, |p| < 0,05.
b) (3a — 10) (2b — 5) fir |a| <3, |b| < 4.
109. Der Bruch
1+4+a
1-—-a

ist unter der Bedingung nach oben abzuschitzen, daf} ja| < 0,5 ist.

Hinweis: Der Nenner ist beim Abschitzen zu verkleinern!

7.5. Gleichwertigkeit von Ungleichungen

Auch-Erfillungsmengen von Ungleichungen miissen oft bestimmt werden. Dabei ist
man in der Regel nicht in der Lage, alle Werte des Variablenbereiches ,,durchzupro-
bieren*‘. Es besteht aber wiederum die Méglichkeit, die Ungleichung zielstrebig in
einfachere Ungleichungen mit demselben Giiltigkeitsbereich umzuformen, um
schliefilich bei einer die Erfilllungsmenge ablesen zu konnen. Ungleichungen heillen
beziiglich des gegebenen Variablenbereiches gleichwertig oder dguivalent, wenn sie die
gleiche Erfiilllungsmenge beziiglich des Variablenbereiches besitzen. fiir die Gleich-
wertigkeit von Ungleichungen gelten dhnliche Regeln wie fiir die von Gleichungen.
Der Kiirze halber wird dabei stellvertretend fiir die vier moglichen Formen einer
Ungleichung, fir die gleichlautende Aussagen gelten, immer nur die Grundform
T, < T, geschrieben:

1. Addiert man auf beiden Seiten einer Ungleichung
T, <, '

denselben, fiir alle in der Ungleichung zugelassenen Variablenwerte definierten
Term 7', so ist die neue Ungleichung

T+ T<Ty+ T

der urspriinglichen gleichwertig.
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2. Multipliziert man beide Seiten einer Ungleichung
T,<T,

mit demselben Term T, der bei allen in der Ungleichung zugelassenen Vari-
ablenbelegungen positive Werte besitzt, so ist die neue Ungleichung

T.T<T,-T
der urspriinglichen gleichwertig.
Wie bei Gleichungen schlieBen auch diese beiden Regeln sinngema8 die Subtraktion
und Division ein. Die in der zweiten Regel genannte Bedingung, daB3 der Faktor T'
fiir alle Variablenbelegungen groBer als Null sein muBl, ist deswegen erforderlich,
weil das Monotoniegesetz der Multiplikation (vgl. 2.2.) nur bei positiven Faktoren
gilt. Wird mit einem Term multipliziert, der fir alle Variablenbelegungen negative
Werte besitzt, so ist die Umkehrung der Ordnungsbeziehung (vgl. 4.2.) zu beachten.

Mit Hilfe der Monotoniegesetze der Addition und der Multiplikation sind auch die
Beweise der beiden Regeln zu erbringen.

BEISPIEL
Es ist der Giiltigkeitsbereich der Ungleichung
e
2241 “z45
beziiglich der Menge aller positiven rationalen Zahlen zu bestimmen,

Losung : Da innerhalb des gegebenen Variablenbereiches beide Nenner nur positive Werte
annehmen, darf die Ungleichung mit dem Term (2z + 1) (z + 5) multipliziert werden:

z+5<4x 4+ 2.

Subtrahiert man nun auf beiden Seiten der Ungleichung den Term z + 2, so erhilt man
3 < 3.

SchlieBlich liefert die Division durch den (fiir alle Variablenbelegungen positiven) Term 3
x> 1.

Demnach gehoren alle rationalen Zahlen, die gréBer als 1 sind, zum Giiltigkeitsbereich der
Ungleichung.

Kontrolle: Um die Richtigkeit der Rechnung zu priifen, wird die Variable in der gegebenen
Ungleichung durch einige Werte belegt. Dabei miissen sich fiir gréBere Werte als 1 wahre, da-
gegen fiir alle anderen Werte falsche Aussagen ergeben.

T = —: < . also —1— < —‘%—: falsch;
2 11
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1 2 1 1

=1: < lso — < —: falsch;
T S 151 l+5' &803<3 alsc
x—-:i- ——1 < 2 also L<—4— wahr
T2 2 4 1 ’

3 3
g ) 2 45
2+l 2+

Ergebnis: Der Giiltigkeitsbereich £ der Ungleichung ist die Menge aller rationalen Zahlen, die
groBer als 1 sind.
AUFGABEN

110. Fiir Ungleichungen mit einer Variablen ist die zweite Regel iiber die Gleichwertigkeit zu
beweisen.

111. Es sind die Giiltigkeitsbereiche folgender Ungleichungen innerhalb des Bereiches der posi-
tiven rationalen Zahlen zu bestimmen:

2 3 2 3 1 1

R v R R Pt <eriio V2 = o
8. Der Korper der reellen Zahlen
8.1. Unvollkommenheit des Bereiches der rationalen Zahlen

Der Korper der rationalen Zahlen geniigt bereits vielen Anforderungen der Praxis.
Man kann in ihm alle vier Grundrechnungsarten mit der einzigen, aber unvermeid-
lichen Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfithren. Dabei wird die
Zahlengerade durch die Bilder der rationalen Zahlen iiberall dicht besetzt. Das
heiBt: Sind g/k und /I (g, k € G, k,l1€ G\ {0}) zwei verschiedene, noch so dicht neben-
einanderliegende rationale Zahlen, so gibt es doch eine dritte zwischen ihnen, etwa
das arithmetische Mittel

g k
BT gl kn
5 = 2l

(vgl. Aufgabe 98). Zwischen dem Mittel und g/k liegt abermals als Mittel eine vierte
rationale Zahl und so weiter. Daher gibt es zwischen den Zahlen g/k und &/l nicht nur
eine, sondern unendlich viele rationale Zahlen. Diesen Sachverhalt driickt man mit
den Worten aus:

| Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden in sick dicht.
Trotzdem gibt es auf der Zahlengeraden Punkte, die nicht Bilder rationaler Zahlen

sind ; und die Menge dieser ,,Liicken‘ ist von héherer Michtigkeit als die Menge der zu
rationalen Zahlen gehorigen Punkte.
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Eine solche Liicke 148t sich auffinden, indem man iiber der Einheitsstrecke der Zah-
lengeraden ein Quadrat kenstruiert und dessen vom Nullpunkt ausgehende Diagonale
mit dem Zirkel auf die Zahlengerade tibertragt (Bild 11).
Der so gefundene Punkt der Zahlengeraden heile P. Nach
dem Lehrsatz des Pythagoras miilte P eine Zahl zuge-
ordnet sein, deren Quadrat 2 ist. Aber es gibt keine solche
rationale Zahl.

Dies 1iBt sich indirekt beweisen. (Beim indirekten Beweis 0 7 P >
nimmt man das Gegenteil der Behauptung als wahr an
und leitet daraus eine sicher falsche Aussage ab. Da die
Mathematik frei von Widerspriichen?) ist, gilt damit die
Behauptung als bewiesen:) Es sei also "g/h (g, h € @, h 5= 0) eine rationale Zahl,
deren Quadrat 2 ist. Man darf voraussetzen, dal der Bruch nicht weiter kiirzbar ist.
Di¢ Annahme bedeutet:

Bild 11

Durch Multiplikation mit A2 ergibt sich:
g% = 2h%.

Demnach muB g2 eine gerade Zahl sein. Das ist aber nur méglich, wenn g gerade ist.
Wenn aber g den Faktor 2 enthalt, muBl g2 den Faktor 4 enthalten. Zwangslaufig ist |
dann die rechte Seite ebenfalls durch 4 teilbar. Ein Faktor 2 steht vor k2, der andere
muB in 4% enthalten sein: 12 mufB gerade sein. Das ist aber wiederum nur dann méglich,
wenn k schon gerade ist.

Also miissen g und & beide gerade sein. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Vor-
aussetzung, g/h sei nicht weiter kiirzbar. Damit folgte aus der Annahme, das Quadrat
einer rationalen Zahl sei 2, ein Widerspruch, und der indirekte Beweis, daBl es keine
solche rationale Zahl gibt, ist gefiihrt.

Somit ist es mit rationalen Zahlen nicht einmal mdglich, die Quadratdiagonale des
Einheitsquadrates exakt auszumessen.

Nun ist aber nicht nur dem Punkt P keine rationale Zahl zugeordnet, sondern auch
jedem anderen Punkt, den man er- ‘
reicht, wenn man von dieser Liicke 1 y |
aus in positiver Richtung eine ratio- = PR """'3!“'""'"""‘"—’
nale Zahl 7 abtragt (Bild 12). Gelangte h

man dabei an den Bildpunkt einer Bild 12

rationalen Zahl +', so wire P Bild der

Zah) r' —r, die als Differenz zweier rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl ware.
Da fir  jede beliebige rationale Zahl benutzt werden darf, ist die Menge der Liicken
von nicht geringerer Machtigkeit als die Menge der zu den rationalen Zahlen ge-

1) Gemeint sind hier kontradiktorische Widerspriiche. Ein kontradiktorischer Widerspruch be-
steht darin, daB eine Aussage zugleich wahr und falsch sei. Kontradiktorische Widerspriiche
sind von dialektischen Widerspriichen zu unterscheiden. Dialektische Widerspriiche finden
sich iiberall
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hérigen Punkte. DaB'sie tatsichlich von héherer Machtigkeit ist, soll hier nicht be-
wiesen werden. Es sei nur an Zahlen wie = erinnert, die ebenfalls nicht rational sind,
und deren Bildpunkte auf der Zahlengeraden nicht einmal mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden konnen.

AUFGABEN

112. Liegt die Menge K \G auf der Zahlengeraden in sich dicht?
113. Es ist zu beweisen, dal es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat 13 ist.

8.2. Der Bereich der réellen Zahlen

Es erhebt sich nun die Frage, ob und — wenn ja — welche Zahlen den Liicken auf
der Zahlengeraden zugeordnet werden konnen.

Bei der Losung dieses Problems macht man sich zunutze, daB die rationalen Zahlen
auf der Zahlengeraden in sich dicht liegen. Gibt es keine rationale Zahl, die dem Punkt
P (siehe oben) zugeordnet ist, so konnen doch rationale Zahlen benannt werden, deren
Bilder P mit jeder gewiinschten Genauigkeit ersetzen. Am bequemsten sind fiir diesen
Zweck Dezimalbriiche, das heiBt Briiche ganzer Zahlen, deren Nenner Zehnerpotenzen
sind und die in Dezimalschreibweise dargestellt werden kénnen:

Néaherung maximale Abweichung
1 14 == 14/10 0,1
2. 1,41 =141/100 0,01
35 1,414 = 1414/1000 0,001
4. 1,4142 = 1414210000 0,0001
5 1,41421 = 141421/100000 0,00001

.................................................

Jede Naherung hat eine Dezimalstelle mehr als die vorangegangene und erreicht damit
ungefahr zehnfache Genauigkeit.

Die Naherungen werden auf folgende Weise bestimmt: Man unterteilt die Zahlen-
gerade in Zehntel und liest die letzte Teilstelle vor P auf der Seite des Nullpunktes ab.
Die gefundene rationale Zahl stellt P bis auf Zehntel dar. Dann unterteilt man die
Zahlengerade in Hundertstel und liest die letzte Teilstelle vor P auf der Seite des
Nullpunktes ab. Die gefundene Dezimalzahl stellt P bis auf Hundertstel dar. So
kann beliebig weit fortgefahren werden.

Denkt man sich das Verfahren jedoch ohne Ende fortgesetzt, so gelangt man zu
einem unendlichen Dezimalbruch: 1,4142136 ... Der Naherungsfehler ist dabei auf Nul!
zusammengeschrumpft.

Da das Verfahren auf jede Stelle der Zahlengeraden anwendbar ist, konnen allen
ihren Punkten — auch den durch rationale Zahlen belegten — solche unendlichen
Dezimalbriiche zugeordnet werden.

In der Menge der unendlichen Dezimalbriiche ist fiir diejenigen, die keine rationalen
Zahlen darstellen, charakteristisch, daf3 sie nicht periodisch sind.

Denn jeder periodische unendliche Dezimalbruch stellt eine rationale Zahl dar. Als
Beispiel sei der Dezimalbruch

x = 1,357507 ...
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angefiihrt. Multiplikation mit 1000 liefert:
1000z = 1357,507507 ...

Durch Subtraktion der oberen Gleichung von der unteren ergibt sich

135615
999x — 1356,15 = 100"
also
135615 e 3 .
=——~-— F i L.
T = 000500 olglich ist x eine rationale Zah

Umgekehrt ist bekannt, da8 jede rationale Zahl einen periodischen unendlichen
Dezimalbruch liefert. Denn bei der Division durch eine ganze Zahl kann nur eine
endliche Anzahl von Resten vorkommen. Falls der Rest 0 nicht auftritt und dann 0

die Periode bildet (1/5 = 0,200 ...), miissen sich bei der Division ohne Ende die
Reste in einer bestimmten Reihenfolge wiederholen.

In der Menge R der unendlichen Dezimalbriiche sind die vier Grundrechnungsarten
mit der einzigen Ausnahme der Division durch Null in bekannter Weise unbe-
schrankt ausfiihrbar und geniigen den in 2.2. genannten Grundgesetzen. Daher ist es
sinnvoll, unendliche Dezimalbriiche als Zahlen aufzufassen. Man nennt sie reelle
Zahlen. Nach dem Vorangegangenen kann dann gesagt werden:

Satz

Die Menge R der reellen Zahlen bildet einen Zahlenkérper. Dieser enthilt den
Korper der rationalen Zahlen. Seine Elemente entsprechen eineindeutig den Punk-
ten der Zahlengeraden.

Die nicht rationalen reellen Zahlen werden als irrationale Zahlen bezeichnet. Als
Folgerung des Satzes ergibt sich: Die Menge R der reellen Zahlen ist der Menge der
Punkte auf einer Geraden gleichmdchtig.

Auch im Bereich der rellen Zahlen wird durch die Zahlengerade die Ordnung gegeben:
Wie bisher gilt a < b, wenn der zur Zahl a gehérige Punkt der Zahlengeraden von
dem zu b gehorigen aus gesehen in negativer Richtung liegt.

Man kénnte meinen, der Begriff der reellen Zahl sei recht unbefriedigend, weil sich
von nichtperiodischen unendlichen Dezimalbriichen stets nur wenige Dezimalen
angeben lassen und die meisten — das sind die unendlich vielen weiteren — unbe-
kannt bleiben. Aber dieser Umstand wirkt sieh kaum nachteilig aus. Bei jeder prak-
tischen Rechnung wird das Ergebnis nur mit einer bestimmten Genauigkeit ge-
braucht. Um diese zu erzielen, geniigt immer eine angemessene Anzahl von Stellen
der in der Rechnung beteiligten irrationalen Zahlen. Mit irrationalen Zahlen wird
also in der Praxis nur ndherungsweise gerechnet.

AUFGABEN
114. Folgende periodische Dezimalbriiche sind als Briiche ganzer Zahlen darzustellen:
a) 0,044 ...., b) 5,713 ...., c) 2,314572 .... .

115. Wieviel gréfer ist der unendliche Dezimalbruch 1,000 .... als 0,999 ....?
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116. Nach HeroN kann man eine Zahl, deren Quadrat die positive Zahl b ist, finden, indem man
nacheinander folgende Werte bildet: einen Schitzwert ay; a, = b/ay; a, = (g, + a,)/2;
ay = blag; ay = (az + a3)/2; a5 = blay; ....

Dieses Verfahren ist fiir folgende Werte von b bis zur Sicherheit der 87itten Stelle nach dem
Komma durchzufiithren:

a) 2, b)3, c) 17, d) 1,372.

8.3. Grenzwertbegrift

Bei der schrittweisen Annédherung einer irrationalen Zahl durch rationale Zahlen,
etwa durch Dezimalbriiche, bildet man nach einer bestimmten Vorschrift nachein-
ander Zahlen. Eine so gewonnene Zahlenmenge heit eine Zahlenfolge.

Definition
Ist eine eindeutige Vorschrift gegeben, nach der man eine erste Zahl a,, eine zweite

Zahl a, und nach jeder gewonnenen eine folgende bilden kann, so nennt man
die Menge dieser Zahlen

al’ az, aa, aa, “ee

in dieser Anordnung eine Zahlenfolge. Die Zahlen werden Glieder der Folge ge-
nannt.

BEISPIELE

1. 1;1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; .
Vorschrift: Anndherung der zum Punkt P (siehe oben) gehérigen irrationalen Zahl d durch
endliche Dezimalbriiche. Bei jeder folgenden Zahl wird eine Stelle des unendlichen Dezimalbru-
ches hinzugenommen.

2. 1,23,4,....
Vorschrift: Aufzihlen der natiirlichen Zahlen ohne die Null.

3. 84,2,1,1/2,1/4,.
Vorschrift: Die erate Zahl heifit 8. Jede wexhere entsteht aus der vorangegangenen durch Di-
vision durch 2.

4. 1,—-1,1, —1,1,....
Vorschrift: Abwechselndes Aneinanderreihen von 1 und — 1.

Die Glieder einer Folge miissen nicht einem bestimmten Wert immer néher kommen.
Im Beispiel 1 kommen die Glieder der Folge dem Wert d, dessen Quadrat 2 ist (siehe
oben), beliebig nahe; in Beispiel 3 streben die Glieder der Folge dem Wert O zu. Aber
in den Beispielen 2 und 4 ist keine solche Annéherung der Glieder an einen bestimmten
Wert festzustellen. Dieses Hinstreben nach einem bestimmten Wert ist demnach eine
hervorhebenswerte Eigenschaft einer Zahlenfolge. Sie wird durch den Begriff der
Konvergenz ausgedriickt. Die Zahl, nach der die Glieder hipstreben, wird Limes,
zu deutsch Grenzwert, genannt.

Bei der scharfen Fassung dieser Begriffe wird der Ausdruck fast alle verwendet.
»Fast alle’, bezogen auf die Elemente einer unendlichen Menge, soll bedeuten:
alle bis auf endlich viele. Zum Beispiel sind in diesem Sinne fast alle natiirlichen
Zahlen groBer als eine Million.
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Von der Zahlenfolge des Beispiels 1 kann man sagen: Fast alle Glieder unterscheiden
sich von dem Wert d betragsmaBig um weniger als 10-3, stellen also d mit einer Ge-
nauigkeit von mindestens 10-% dar. Nur die ersten 5 Glieder sind auszunehmen.
Offenbar 1iBt sich dieser Sachverhalt fiir jede beliebige Genauigkeit feststellen:
Fast alle Glieder der Zahlenfolge 1 nidhern den Wert d mit der Genauigkeit 10"
(» € N)an.

Fiir die Folge 3 treffen ganz analoge Aussagen zu. Wird irgendeine Genauigkeit ge-
fordert, so nahern doch fast alle Glieder der Folge 3 den Wert Null mit dieser Genanig-
keit an. Dieses Verhalten wird zur Definition des Konvergenzbegriffes benutzt :

Definition

den Grenzwert «), wenn nach Wahl einer beliebigen Genauigkeit fast alle Glieder

Man sagt, die Zahlenfolge a,, a,, ag, ... konvergiert gegen den Limes a (strebt gegen
die Zahl a mit dieser Genauigkeit darstellen.

Die Folge 1; 1,4; 1,41; 1,414; ... konvergiert demnach gegen den Limes d. Ebenso
strebt die Folge 8, 4, 2, 1, 1/2, ... gegen den Grenzwert 0. Die Folgen der Beispiele 2
und 4 dagegen konvergieren nicht. Man sagt dafiir: sie divergieren. Divergenz ist
das Gegenteil von Konvergenz.,

Betrachtet man die Grenzwertbildung als neue Rechenoperation, so kann man be-
weisen — der Beweis wird hier nicht gefithrt —, daB der Korper der reellen Zahlen
in folgendem Sinn gegeniiber dieser Rechenoperation abgeschlossen ist (das heiBt
keiner Erweiterung mehr bedarf):

Konvergiert eine Folge reeller Zahlen gegen eine Zahl a, so ist auch a eine reelle
Zahl.

Von praktischem Wert ist die Folgerung:

Hat man im Bereich der reellen Zahlen ein Ndherungsverfahren, von dem man weiB,
die Ndaherungswerte streben einem Grenzwert zu; so,ist dieser Grenzwert bereits im
Bereich der reellen Zahlen zu finden.

AUFGABEN
117. Was kann iiber die Folge @, — a, a; — a, a; — a, ... ausgesagt werden, wenn die Folge
ay, Gy, ag, .... gegen a konvergiert?

118. Welche der nachstehenden Folgen konvergieren und welche Grenzwerte haben diese:
1 1 1 1
1;0; — =305 —50; ——; 0; 5 05...
#) 2° 73 %% 2
b) 1,00; 0,99; 1,00; 0,99; 1,00; 0,99; ...,

1 2 1 3 4 5 2 7
o) = i |l=s) o g 5y ?
4 5 2 6/ 7 8 3 10
8.4. Intervalle

Als Grund fiir die Abgeschlossenheit des Bereiches der reellen Zahlen gegeniiber der
Grenzwertbildung kann die kontinuierliche Belegung der Zahlengeraden mit Zahlen
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betrachtet werden. Aus dem gleichen Grund ist der Bereich der reellen Zahlen auch
beziiglich der Ordnung abgeschlossen. Es kénnen nimlich keine neuen Zahlen hin-
zukommen, die zusammen mit den reellen Zahlen der alten Ordnungsrelation ,,kleiner
als* geniigen. Daher ist es sinnvoll, fiir die nicht weiter zu vervollstindigende Menge
aller Zahlen auf einem Abschnitt der Zahlengeraden Bezeichnungen einzufiihren.

Fiir die Menge aller reellen Zahlen, die einem bestimmten Abschnitt der Zahlengeraden
entspricht, gebraucht man den Namen Intervall und bezeichnet sie gewdhnlich mit J.
Handelt es sich um einen endlichen Abschnitt, so kann er durch die Angabe der beiden
Randpunkte beschrieben werden. Je nachdem, ob diese zum Intervall gerechnet wer-
den sollen oder nicht, spricht man von abgeschlossenen oder offenen Intervallen. Bei
der Darstellung dieser Zahlenmengen durch Zeichen wird die Eigenschaft ,,offen‘
durch eine runde, die Eigenschaft ,,abgeschlossen‘‘ durch eine eckige Klammer wie-
dergegeben. Von den Zahlen a und b (¢ < b) konnen dann folgende Intervalle ein-
geschlossen werden :

a) J, = (a; b), Giiltigkeitsbereich der Ungleichung a < x < b, beiderseits offenes
Intervall vona bisd, ad J,, b4 J,.

b) J; = [a; b], Giiltigkeitsbereich der Ungleichung a = x < b, beiderseits abge-
schlossenes Intervall von a bis b, a € Jg, b€ J.

¢} J5 = (a; b], Giiltigkeitsbereich der Ungleichung a < z < b, unten offenes, oben
abgeschlossenes Intervall von a bis b, ad J,;, b€ J,.

d) J, = [a;b), Giiltigkeitsbereich der Ungleichung @ < x < b, unten abgeschlossenes,
oben offenes Intervall von a bisb, a€ J,, b4 J, (Bild 13).

a;—o--—-_-—o—-

a 4 b

CIH

T
di
a I g

a 4% b
Bild 13
——
a s
Jy
Bild 14

Entspricht das Intervall dagegen
einem unendlichen Abschnitt der
Zahlengeraden, so tritt das Zeichen
oo an die Stelle der nicht mehr vor-
handenen oberen, das Zeichen — oo
an die Stelle der nicht mehr vorhan-
denen unteren Begrenzung. In die-
sen Richtungen ist das Intervall stets
offen: denn co und — oo sind keine
Zahlen. Zum Beispiel ist das Inter-
vall

J, = (a; o) der Giiltigkeitsbereich
der Ungleichung a < =,

Jg = (— o0; b] der Giiltigkeitsbereich der Ungleichung = = b,
J, = (—o00; o0) = R die Menge aller reellen Zahlen (Bild 14).

AUFGABEN

119. Mit den Intervallen 4 = (—1; 1) und B = {0; 2] ist zu bilden:

a) AuB;

b) A n B,

c) A\NB.

120. Mit den Intervallen 4 = (—1; 1), B = (0; 2) und C = (—2; 0) ist zu bilden

"a) (ANC)\B,

b) AN(BuC),

¢)(AdnC)uB,

d) (BN4)nC.
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121. Wie Dezimalbriiche, zum Beispiel
1,327 =1-10°4+3 . 10" 4+ 2.10-2 4+ 7. 103,

koénnen auch Dualbriiche gebildet werden:

L,LLOL — 1-2°+1-2-1+1-2-“+0‘2-a+1.2—4(=%§)_

Welche Werte haben folgende Dualbriiche:

a) L,LOL, b) 0,0LL, c¢) LL,00L, d) L,000L?
122. Folgende Briiche sind durch Dualbriiche darzustellen:
a) Y145 b) 34, c) ®/fs, d) 1/g,.

123. Mit Hilfe des iiblichen Divisionsverfahrens sind die unendlichen Dualbriiche zu folgenden
Zahlen zu bestimmen:

a) Yy, b) 4fs, c) 1/, d) 1/,.

124. Welche Werte besitzen folgende unendlichen periodischen Dualbriiche:
a) 0,L00 ..., b) 0,L000 ..., ¢) LO,.LLLO ..., d)0,LL...2

125. Welches sind die ersten vier Ziffern des unendlichen Dualbruches, dessen Quadrat LO{= 2)
ist?

126. Nach den Regeln iiber EvLeRsche Symbole ist

1,41421 ...
3

auf Rechenstabgenauigkeit zu bestimmen.

9. Potenzen, Logarithmen

9.1. Potenzen mit rationalen Exponenten

Die einfachsten Potenzen sind solche mit natiirlichen Zahlen als Exponenten. Sie
sind als Abkiirzungen fiir Produkte aus gleichen Faktoren bereits in Abschnitt 2.2.
definiert worden. Die erste Erweiterung dieses Potenzbegriffes besteht in der Defini-
tion von Potenzen mit negativen ganzen Exponenten, bei denen wegen der Ausfithrbar-
keit der Division die Basis verschieden von Null vorausgesetzt werden muB.

Definition

Ist a verschieden von Null und — = eine negative ganze Zahl, so versteht man unter
der Potenz a—* den Wert 1/a*;

er =1 (@40,ne N0},

an

Bei Potenzen mit gebrochenen Exponenten mufl im Interesse der Ausfithrbarkeit die
Basis sogar positiv vorausgesetzt werden:

6 Algebra und Geometrie
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Definition

Ist a eine positive reelle Zahl und g/n (9 € @, n € N\{0}) eine beliebige rationale
Zahl, so versteht man unter a?* die positive Zahl, deren n-te Potenz a¥ ist.

Statt al/» darf auch ’l‘/i; geschrieben werden. Dieser Ausdruck wird n-te Wurzel aus a

genannt. Dabei heiBlen: n — Wurzelexponent, @ — Radikand und i/_ — Wurzelwert.
Fiir die Multiplikation, die Division und das Potenzieren der Potenzen gelten die
folgenden

Potenzgesetze

1. Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man ihre ¥xponenten
addiert und die Basis beibehdlt:

at - at = a,”‘.

2. Potenzen mit glcicher Basis werden dividiert, indem man ihre Exponenten sub-
trahiert und die Basis beibehalt:

at:at = a*.

3. Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziert, indem man ihre Basen
multipliziert und das Produkt mit dem gleichen Exponenten potenziert. Oder:
Ein Produkt wird potenzicrt, indem man jeden Faktor einzeln potenziert:

a® b= (a-b).

4. Potenzen mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem man ihre Basen
dividiert und den Quotienten mit dem gleichen Exponenten potenziert. Oder:
Ein Bruch wird potenziert, indem man Zahler und Nenner einzeln potenziert:

a&‘ a 3
5. Eine Potenz wird potenziert, indem man die Exponenten multipliziert und die
Basis der Potenz beibehdlt:

(as)l = ql-s5.

Dicse Gesetze konnen der Reihe nach fiir die verschiedenen Exponentenbereiche be-
wiesen werden. Als Beispiel sei nur der Beweis des dritten Gesetzes erbracht:

at - b* = (a-b)y.

a) Ist s = n eine natiirliche Zahl, so behauptet das Gesetz auf Grund der Potenz-
definition (vgl. 2.2.)

(a-a-...-a)-(b-b-...-b)=(a-b)(a-b)-...-(a-b).

n Faktoren n Faktoren n Faktoren
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Wegen des Kommutations- und des Assoziationsgesetzes konnen aber die Faktoren
links zu den Paaren rechts umgeordnet und zusammengefat werden.

b) Ist s = —n eine negative ganze Zahl, so besagt die zu beweisende Formel

1 1 1

@ bt (abp”

Zum Beweis werden auf der linken Seite die beiden Briiche nach der Multiplika-
tionsregel (vgl. 8.2.) vereint, und fiir a” - 4" wird nach a) — der Exponent ist hier
eine natiirliche Zahl — (a - b)* geschrieben.

c)Ist s=g/n (9€ G, n€ NN\{0}) cinerationale Zahl, so heiit die Behauptung
aifr . pilr = (@ - b)a/u.

(@ - b)" ist nach Definition die positive Zahl, deren n-te Potenz (a - b)? ist, und
durch diese Eigenschaft eindeutig definiert. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber auch
das Produkt auf der linken Seite der Gleichung: Beide Faktoren sind auf Grund
der Definition positiv, und wegen des in a) und b) Bewiesenen gilt:

(aBin . bIfm) == (gonyn . (boinyr = 9 . b0 = (a - b)Y,

Also stimmen in der Behaupﬂung beide Seiten iiberein.
Die Potenzgesetze 3, 4 und 5 werden auch als Wurzelgesetze formuliert :

3a. Ve b = jas.

4a. 'i/c_z g "]/E = i/ﬁ.

Sa. V"V‘_‘ =*Ya-

AUFGABEN

127. Wodurch kommt ein negativer Potenzwert zustande?

128. Fiir den Variablenbereich X = {—3/,; —1; —1/,; 0; }/»; 15 3/;5 2} sind Wertetabellen fol-
gender Terme a.ufzustellc_m (Genauigkeit bis zur zweiten Stelle hinter dem Komma):
a) 2¢, b) 3+, c) 4%,

129. Es ist das vierte Potenzgesetz fiir rationale Exponenten zu beweisen.
130. Esist das finfte Potenzgesetz fiir Potenzen mit rationalen Exponenten zu beweisen.
131. Zu beweisen ist: Das arithmetische Mittel zweier positiver reeller Zahlen ist nie kleiner als
das geometrische:
b =
3 = Va0 (@>0,b>0).

132. Durch vollstindige Induktion ist zu beweisen: Fiir einen bestimmten von Null verschiedenen
natiirlichen Exponenten » und nicht negative Basen ¢ und b ist der Potenzwert um so groger,
je groBer die Basis ist, und umgekehrt:

e<b & ot <"

6*
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133. Aus dem in Aufgabe 132 bewiesenen Satz ist mit Hilfe der Ber~vouLLischen Ungleichung
zu folgern:

9.2.

j/1+z<1+% (zc R, 2>0, neN X0 1}).

Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten

Was unter eincr Potenz mit irrationalen Exponenten zu verstehen ist, soll zunichst

am Beispiel der Potenz 3" erlautert werden.

Der Wert /2 kann durch die Dezimalbruchfolge

1;1,4;1,41; 1,414;1,4142; ...

beliebig angendhert werden. Die den Gliedern dieser Folge entsprechenden Potenzen
von 3 lassen sich als Potenzen mit rationalen Exponenten bilden:

3! =3
314 = 31410
3141 = 3141/100
31.414 p— 31414[1000
31.4142 — 314142/10000
‘31
B e /
4 37."! 31,#1
1 3
-
0 05 1 15 x
Bild 156

Der Anfang dieser Folge ist in Bild 15
dargestelit, das die zu rationalen Expo-
nenten z gehorigen Potenzwerte 3% im
Diagramm zeigt. Nach diesem Bild be-
steht Grund zu der Annahme, daB die
Potenzwertfolge einem bestimmten
Grenzwert zustrebt. In der Tat 1aBt sich
die Konvergenz mit Mitteln, die hier
nicht zur Verfiigung stehen, beweisen.

Sinnvollerweise wird 3'* als dieser
Grenzwert definiert.

Da jede irrationale Zahl als unendlicher
Dezimalbruch durch eine zu ihr gehérige
Folge von endlichen Dezimalbriichen
angenahert werden kann und die Kon-
vergenz der entstehenden Folge von
Potenzwerten beweisbar ist, kann das

firr 3'% beschriebene Verfahren allge-

mein angewendet werden. Daher wird fiir Potenzen mit irrationalen Exponenten

gemeinhin die folgende Definition gegeben.
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Definition
Ist s eine beliebige reelle Zahl, ry, 7, 73, ... eine konvergente Folge rationaler Zah-

len mit dem Grenzwert s und a eine beliebige positive reelle Zahl, so versteht man
unter a® den Grenzwert der Folge

an, an, an,....

Auf diese Weise sind nunmehr zu allen reellen Exponenten einer positiven Basis
Potenzwerte erklart. Man kann somit die in Bild 15 dargestellte Kurve zum Dia-
gramm aller zu reellen Exponenten z gehérigen Potenzwerte 3¢ erweitern. Das Auge
nimmt bei dieser Erweiterung freilich nichts wahr, weil die zu rationalen Exponenten
gehorigen Punkte der Kurve bereits in sich dicht lagen.})

Es 148t sich zeigen, daB auch die Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten allen
Potenzgesetzen gehorchen. Die Beweise dafiir wiirden allerdings den Rahmen weit
ibersteigen.

AUFGABEN

134. Welchen Wert besitzt i‘ﬁ ?
135. Zu vereinfachen ist:

15 A s S 1 8 T R

S
9.3. Grundbegriffe der Logarithmenrechnung

Aus derin Bild 15 dargestellten Kurve ist ersichtlich, daB es genau einen Exponenten
z gibt, der an die Basis 3 geschrieben einen geforderten Potenzwert liefert. Dies gilt
auch fir alle anderen positiven Basen, die von 1 verschieden sind. Daraus ergibt sich '
die Definition des Logarithmenbegriffes:

Definition

Sind @ 41 und u beliebige positive reelle Zahlen, so versteht man unter dem
Logarithmus von % zur Basis a, in Zeichen log, u, die Zahl s, die als Exponent an
die Basis a gesetzt den Potenzwert u ergibt:

s=logu ©® a*=u (g, u€R;a,u>0;a=1).
Der Wert a heit dabei Logarithmenbasis und u Numerus oder Logarithmand.
Aus der Definition folgen unmittelbar die Beziehungen

al%¥ =y und log,a® =s.

1) Die zeichnerische Wiedergabe eines Punktes nimmt in jedem Fall eine bestimmte Fliche ein.
Die Wiedergabeallerzurationalen Zahlen gehérigen Punkte iiberdeckt daher bereits die ganze |
Zahlengerade. Werden dfe zu irrationalen Zahlen gehérigen Punkte hinzugenommen, so ist
dies fiir das Auge unbemerkbar. Genauso verhalt es sich mit den Punkten auf der Kurve
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Fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten folgende Gesetze, die sich aus den Potenz-
gesetzen 1, 2 und 5 herleiten:

Logarithmengesetze

1. Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Logarithmen der
Faktoren:

logg (v + v) = log, v +'log, v.

2. Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz aus dem Logarith-
mus des Dividenden und dem Logarithmus des Divisors:

log, (u:v) = log, u — log, v.

3. Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt aus dem Exponenten und
dem Logarithmus der Basis:

log, u* = s - log, u.
Folgerung fir s =1/n (€ N \ {0}):

Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Quotienten aus dem Logarithmus des
Radikanden und dem Wurzelexponenten:

log, u
~

log, ’1;, u =
Wie diese Gesetze zu beweisen sind, wird am Beispiel des ersten gezeigt:
log, (u - v) = log, u + loggv (a,u,v€ R; a,u,v>0; a +1)
Beweis: Es sei
loggw =r und log,v =¢.
Das bedeutet :
@ =u und @' =0v.
Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen erhilt man
ar-at=u-v
und nach dem ersten Potenzgesetz
artt = u . v,
Diese Gleichung aber lautet in Logarithmenschreibweise :
r -+t = log, (u - o).

Besinnt man sich auf die Bedeutung von » und ¢, so ist der Beweis vollendet.
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Die Verabredung, alle positiven reellen Zahlen durch ihre Logarithmen zu einer
bestimmten, festgehaltenen Basis darzustellen, nennt man ein Logarithmensystem.
Demnach gibt es so viele Logarithmensysteme, wie Logarithmenbasen moglich sind.
In der Praxis aber spielen vor allem zwei eine Rolle.

a) DasSystem der dekadischen (oder auch BrRigasschen)) Logarithmen mit der Basis10.
Dieses Logarithmensystem entspricht am besten den Bediirfnissen des praktischen
Rechnens, da es dem Dezimalsystem angepaBt ist. Der Kiirze wegen wird fir log,o »
einfach Ig u geschrieben. Der Zerlegung jeder positiven recllen Zahl in ein Produkt aus
einer Zehnerpotenz und einer Zahl zwischen 1 und 10 entspricht die Zerlegung ihres
dekadischen Logarithmus in eine Summe aus einer ganzen Zahl, der Kennziffer, und
einem positiven echten Dezimalbruch, der Mantisse:

Jg 3060 = Ig (10° - 3,060) = 3 + 0,4857 ... = 3,4857 ...

Da die Kennziffern als Exponenten der Stellenwerte der ersten geltenden Ziffern
mit Leichtigkeit zu bestimmen sind, brauchen nur die Mantissen tabelliert zu werden.
Die Tafeln der dekadischen Logarithmen sind daher stets Mantissentafeln.

b) Das System der natiirlichen (oder auch NariErschen?)) Logarithmen mit der im
folgenden zu erkldrenden Basis e = 2,71828 ...

Diese Logarithmen erweisen sich in der hoheren Mathematik als sehr vorteilhaft. Mit
ihnen gestalten sich viele Formeln einfacher als mit allen anderen Logarithmen-
systemen.

Fir natiirliche Logarithmen wird statt log,  die Abkiirzung In  verwendet.

Beim Wechsel der Logarithmenbasis konnen die Logarithmen tiberraschend einfach
umgerechnet werden.

Um eine Beziehung zwischen den Logarithmen des gleichen Numerus zu zwei ver-
schiedenen Basen @ und b abzuleiten, logarithmiert man die Definitionsgleichung

u=a% (g y€ R;a,u>0;ad1)
zur Basis b (bER; 6> 0,b &+ 1):
log, u = log,, (ale&s¥),

Nach dem Gesetz iiber den Logarithmus einer Potenz kann die rechte Seite umge-
formt werden:

log, » = log, u - logy a.

Diese Formel gestattet, den Logarithmus von « zur Basis @ in den Logarithmus von »
zur Basis b umzurechnen. Der Logarithmus log, @ hingt nur von beiden gegebenen
Logarithmenbasen @ und b ab und spielt bei der Umrechnung des Logarithmus zur
Basis @ in den zur Basis b die Rolle eines Proportionalitatsfaktors.

1) Die zuerst von dem Englinder Briaas (1556 bis 1630) berechneten Logarithmen zur Basis 10
erschienen 1617

2) Die erste Logarithmentafel dieser Art wurde von dem englischen Mathematiker Joun NEPER
(oder N4PIER) (1550 bis 1617) 1614 in Edinburg herausgegeben
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Satz

Die Logarithmen zweier verschiedener Logarithmensysteme sind einander pro-
portional :

[quh u = log, a - log, (8)

log, a wird Umrechnungsmodul der beiden Systeme genannt.

Zwischen den natiirlichen und den dekadischen Logarithmen heilt die Umrechnungs-
formel

log,y u = logy e - loge ,
oder kurz
Igu =Ige-lnu.

Der Umrechnungsmodul 1g e hat fiinfstellig gerundet den Wert 0,43429 und wird
mit M bezeichnet:

Igu =M:.lnu, M ~0.43429
Fiir die Umrechnung

Inu = %-lgu

sei noch

angegeben.

Die Umrechnungsformel gibt die Méglichkeit, aus den tabellierten dekadischen Log-
arithmen auf einfache Weise Logarithmen zu jeder anderen Basis zu berechnen. Sie
wird dabei in der Gestalt

log,y, . = logg a - log, u
verwendet und nach log, u aufgeldst:

logsu =lgu:lga.
BEISPIEL

Zu berechnen sei log, 273,5.
Losung:Mit ¢ = 2 und » = 273,5 folgt aus der obigen Formel

1g 2735 243696
g2~ 0,30103

log, 273,5 = = 8,056.

AUFGABEN

136. Warum muB 1 als Logarithmenbasis ausgeschlossen werden?
137, Wasist a) log, 1/8, b) log, 4, ¢) logy; “a» d) logy, 1/27
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138. Es ist das dritte Logarithmengesetz zu beweisen.
139. Nach den Logarithmengesetzen ist umzuformen:

ua‘}/u-#v a’ — at 64ul’;1
a) log, —— % b) log, . c) log, "

140. Folgende Potenzen sind logarithmisch zu berechnen:
3 £
a) 177°, b)ygv , ¢) 0,371565877,

141, Es sind folgende Logarithmen zu berechnen:
a) log, 74, b) log, 65, c) log, 5 13,72.

9.4. System der natiirlichen Logarithmen

Wahrend mathematisch gesehen die Basis der dekadischen Logarithmen ihre Ent-
stehung einer Zufalligkeit verdankt — hatte der Mensch nicht ,,zufdllig*‘ zehn Finger

an beiden Héanden, so spielte diese Zahl kaum eine so bedeutende Rolle —, ist das
System der natiirlichen Logarithmen auf tiefere mathematische Uberlegungen ge-
griindet.

Ist a eine beliebige Logarithmenbasis, so gilt
log; 1 = 0;

denn 0 ist der Exponent, den man an die Basis @ setzen muf3, um 1 zu erhalten.
Triagt manfiir den Numerus wachsende Werte, etwa 1 + & (> 0) ein, so nimmt, wenn
a groBerals 1 ist, auch der Logarithmus zu. Bei dekadischen Logarithmen sieht das so
aus:

Ig 1,0000 — 0,0000000,
Ig (1,0000 + 0,0001) = 0,0000434, 0
1g (1,0000 -+ 0,0002) = 0,0000869,

1g (1,0000 + 0,0005) = 0,0002171.

Der Zuwachs des Logarithmus ist dem des Numerus also ungefahr proportional. Nach
dem Dreisatz ist aus den ersten beiden Zeilen auszurechnen, dafl dem Zuwachs & des
Numerus der Zuwachs

0,0000434

~oooni— b = 04344

des Logarithmus entspricht, was an den folgenden Zeilen von (I) iiberpriift werden
kann.!) In Verallgemeinerung der Zeilen (I} ergibt sich daher die Naherungsformel
1g(1 4+ k) ~ 0,434 h. |
Sie gilt auch fiir dem Betrag nach kleine negative Werte von %, zum Beispiel
Ig (1,0000 — 0,0001) =~ 0,434 - (—0,0001) = 0,9999566 — 1.

1) Die Abweichungen der letzten Dezimale riihren einerseits von der Rundung der Zahlen auf
7 Stellen her; andererseits kommt in ihnen die Verschlechterung der Propertionalitét mit zu-
nehmender Entfernung des Numerus von 1 zum Auasdruck
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Fur groBere Werte von % verschlechtert sich diese Naherung.
Bei h =1 liefert sie etwa

lg(1 + 1)~ 0,434 .1 = 0,434

statt 0,301.

Fiir andere Logarithmenbasen a > 1 sind analoge Naherungsformeln anzunehmen,
bei denen lediglich die Konstante 0,434 durch andere Zahlen zu ersetzen ist. Allgemein
wird gelten:

log, (1 + k)~ k- k.

Dabei ist der Betrag von & klein gegen 1 vorauszusetzen, was in Zeichen durch || <1
ausgedriickt wird.

Besonders einfach wird die Formel bei einem Logarithmensystem, fiir das & = 1 ist.
Wie groB muB die Basis dieses Logarithmensystems sein?

Die gewiinschte Naherungsformel
log, (1 + k)~ bk fir |k <L 1
lautet in Potenzschreibweise

a'~ 14 h,

Daraus folgt, wenn beide Seiten in die 2 -te Potenz erhoben werden:

h
an~ (1 + k)R,

Da die Naherungsformel um so besser gilt, je kleiner |%| ist, wird man a dadurch
berechnen, daB man fiir # moglichst kleine Werte einsetzt. Man bildet ,,den Grenz-
wert von (1 + &)V, wenn & hinschwindet‘‘. Diese Vorschrift wird durch das Symbol
im (gelesen: limes % gegen 0) ausgedriickt:

h—0

a = lim (1 + h)VA,
h0

Die durch diesen Grenzwert gegebene, vor den tibrigen Basen durch die Einfachheit
der Naherungsformel ausgezeichnete Basis wird mit e bezeichnet. Das zugehérige
Logarithmensystem ist das System der natiirlichen Logarithmen.

Definition

Die Basis der natiirlichen Logarithmen ist die Zahl

- g

Der Grenzwert kann auf folgende Weisen naherungsweise berechnet werden :
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a) Fir h werden der Reihe nach die Glieder einer schwindenden Zahlenfolge eingesetzt,
etwa 1, 1/10, 1100, 1/1000, .... Durch Benutzung der dekadischen Logarithmen
erhéalt man: .

h I 1,000 | 0,100 I 0,010 | 0,001 |
(1 + ke | 2,000 | 2594 | 2705 | 2,717 |

b) Der Grenzwert wird umgeformt. Fiir & wird der Wert 1/n eingetragen. Der Vor-
schrift & — 0 entspricht dabei die Anweisung # —> oo:

7 -~ 00

e _11m (1 + k)¥?» = lim (1 + —I-)n
n

Fir natiirliche Zahlen n kann der Ausdruck (1 4+ 1/2)" nach dem binomischen Lehr-
satz entwickelt werden:

2T = ) @) () e B es

n)y 1
ks (n)' o

Durch Einsetzen der Binomialkoeffizienten erhalt man:

1\» nn—1) 1 nn—1)n—2) 1
(1+-) —t4n 4202 . -715-+
—)m—2)(n—3) 1
i )("4,—”" )——+ +—,, L1+ 5T+
W —3n2+2n nt — 6034 1102 —6n 1
T3 P Ttk

Zerlegt man jeden Bruch in eine Summe von Briichen mit dem gleichen Nenner
und kiirzt, so ergibt sich:

n 1 1 1 3 2 1 6
(‘+ ) =ittt s temta T aat

Wenn man nun fiir # wachsende Werte einsetzt, schwinden alle Glieder mit » im
Nenner hin, wahrend die Summe immer mehr Summanden erhalt. So entsteht als
,,Grenzwert*

1 1

1
1+1+ﬁ+ﬁ+ﬁ+””
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Fir die ersten Glieder dieser ,,unendlichen Reihe‘* kann man noch der Einheitlich-
keit halber 1/0! und 1/1! schreiben.

Satz

Die Basis e der natiirlichen Logarithmen wird durch die unendliche Reihe

e=01.+1r+_2_!+—2+ﬁ+.... (10)

dargestellt.

Die ,,Teilsummen* dieser Reihe sind leicht zu berechnen und konvergieren auller-
ordentlich rasch:

1

0. oT 1,00000

. L1 2,00000

ot :
1 1 1

. oodheg 2,50000
1 1 1 1

S wtwmtatar S
1 1 1 i 1

totmtatata g
1 11 1 11 1 11 _

S gtmtotatotatetaiter 27858

Mit dem Wert 2,71 828 wurde 5-stellige Genauigkeit erreicht.

Beim Benutzen der natiirlichen Logarithmen, die ebenfalls in Tabellenbiichern ent-
halten sind, ist zu beachten, daB nicht wie bei dekadischen Logarithmen mit Kenn-
ziffern und Mantissen gearbeitet- werden kann. In einer Tabelle der natiirlichen Log-
arithmen miiBten daher auch zu allen positiven reellen Zahlen, von 0 bis unendlich,
die natiirlichen Logarithmen angegeben werden. Das geht natiirlich nicht. Wie man
sich ohne die Umrechnungsformel aus 9.3. hilft, falls man natiirliche Logarithmen
nicht tabellierter Zahlen benétigt, zeigt das folgende Beispiel:

BEISPIEL
Gegeben seien die natiirlichen Logarithmen der Zahlen 10; 11;...; 1009!); zu bestimmen:
a) In 3752, b) In 0,02524 .

Lésung: a)1n3752 = In (10 - 375,2) = In 10 + In 375,2 = 2,30259 + 5,92746 = 8,23005.
b) In 0,02524 = In (252,4:10%) = In 52,4 — 4 - In 10 = 5,53101 — 4 - 2,30259 = — 3.67935.

1) Vergleiche z. B. MULLER, ,,Fiinfstellige Logarithmen und andere mathematische Tafeln**
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AUFGABEN
142. Mit Hilfe der Reihe

1 1 1
1+14+ =4+ =4+ — 4 ...
) +2!+3!+41+

ist die Zahl e auf 7 Dezimalen nach dem Komma zu berechnen.

143. 1n 23,1407 und In 0,127 34 sind

a) nach der Tafel der natiirlichen Logarithmen,
b) mit Hilfe dekadischer Logarithmen und der Umrechnungsformel

zu bestimmen.
144. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes ist
a) 1,03¢,
b) 0,988
auf 5 Stellen nach dem Komma zu berechnen. Das Resultat ist mit dem logarithmisch
bestimmten Wert zu vergleichen.

10. Niiherungen

Bei Niaherungsrechnungen spielen die Begriffe ,.klein gegen* und ,,vernachlissigen*
eine wichtige Rolle. Ihren Gebrauch erlautert das folgende Beispiel:

BEISPIEL
1. Bei der Berechnung der Potenz 1,0122 liefert der binomische Lehrsatz:

(1,000 + 0,012)? = 1,000% + 2 - 1,000 - 0,012 + 0,0123.

0,0122 == 0,000144 ist , klein gegen‘‘ die iibrigen Glieder der Summe und kann daher bei
groberer Rechnung ,,vernachlissigt'* werden. Das Ergebnis ist dann 1,000 + 0,024 = 1,024.

Auch 0,024 ist schon klein gegen 1,000. Dieses Glied vernachlissigen wiirde aber be-
deuten, statt 1,012 nur den Wert 1,000 quadrieren. Man sagt, 0,024 und 0,000144 seien klein
von verschiedener Ordnung, und zwar 0,024 klein von erster und 0,000 144 klein von zweiter
Ordnung. In der obigen Rechnung wurde also nur mit Gliedern, die von erster Ordnung klein
sind, gerechnet. Das dabei gewonnene Ergebnis wird 2ls eine erste Naherung bezeichnet.

Der Begriff der Ordnung der Kleinheit hat folgenden Sinn:
Ist der Betrag einer Zahl ¢ klein gegen!) 1, in Zeichen: || <€ 1, so heiBen in der Folge

2 23 It
8 B B wnny B i

das erste Glied klein von erster Ordnung, das zweite klein von zweiter Ordnung und so
fort, ¢" heiBt klein von n.ter Ovdnung.

Indem man in einer Rechnung nur die Glieder beriicksichtigt, die von erster Ordnung
klein sind, und die von héherer Ordnung kleinen vernachlassigt, erhélt man eine
erste Naherung fiir das Ergebnis. Beriicksichtigt man auch noch die Glieder, die von

1) Der Begriff ,,klein gegen" ist in der Mathematik nicht vollstindig streng gefaBt. Von Mal zu
Mal ist die Zuldssigkeit der mit seiner Anwendung verbundenen Vernachlidssigungen zu priifen
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zweiter Ordnung klein sind, und vernachlassigt die von héherer Ordnung kleinen, so
erhilt man eine zweite Naherung fiir das Ergebnis und so weiter. Beriicksichtigt man
alle Glieder, die bis zur n-ten Ordnung klein sind, und vernachléssigt die von hoherer
Ordnung kleinen, so erhdlt man eine n-te Naherung fiir das Ergebnis.

Haufig tritt in Anwendungen die durch folgenden Satz beschriebene Naherung auf:

Satz

Ist € eine reelle Zahl, deren Betrag von erster Ordnung klein ist (j¢| <€ 1) und s
ein beliebiger reeller Exponent, so gilt im Sinne einer ersten Naherung

(14+ef~14se (11)

Der Beweis wird schrittweise fiir die verschiedenen Exponentenbereiche gefiihrt:

a) Fir einen natiirlichen Exponenten s = n folgt die Formel unmittelbar aus der
Aussage des binomischen Lehrsatzes:

=) (e e s (e

indem die von hoherer Ordnung kleinen Glieder (;’) e, ..., (:’1’) e* vernachlassigt
und fiir (g) und (Y’) die Werte 1 und n eingetragen werden.
b) Fiir einen negativen ganzen Exponcnten s = —n (n € N) gilt zundchst nach a)
(14 ey - -

AF+er S 1+ne
Daraus folgt durch Erweitern mit 1 — ne und Vernachldssigen von n?e®:

1 —ne - 1 —ne-
(t +ne)(l —ne) 1 —n2e

~ 1 —ne.

c) Fiir einen gebrochenen Exponenten gfn€ K (g€ G, »n € N\ {0}) behauptet dic
Formel (11):

Qe+ T .,
n

(1 + &)?» ist nach Definition (vgl. 9.1.) die dadurch eindeutig bestimmte positive
Zahl, daB ihre n-te Potenz (1 + €)f &~ 1 + ge (vgl. b) ist. Die rechte Secite der

Behauptung besitzt aberdie gleichen Eigenschaften: Wegen || <€ 1ist 1 + 9 e 0,
und nach a) gilt: %
n
(l—{-ge)wl—kn-gs:l—i-ge.
n n

Der Beweis fir irrationale Exponenten kann hier nicht gefithrt werden.
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Zwei Sonderfille der Formel (11) sind:

1 _

g —L: |- w1Fe (11a)

s=1m: |J1+e wli% (11b)
BEISPIELE
2. 1,013 = (1,00 + 0,01)®* ~ 1,00 + 3. 0,01 = 1,03.

0,009
3. 5V0,991 ~ 1,000 — 5 = 0,998.
4 1 099
" 108 T 2

5. 1,012 ~ 1,000 + % . 0,012 = 1,009.

Wie die in der Formel (11) vorkommende Summe 1 - g unter Umstinden auch erst
geschaffen werden kann, lehren die folgenden

BEISPIELE
—_ [ 82240\
2 p = el =
6. V6372¢ + 82240 Veavzz (1 + 63722)
] f 82240 82240
= 6372 1+ 6372¢ ~ 6372 . (l + m) ~
41120

Mit dem Rechenstab allein wire diese Aufgabe ohne Anwendung der Naherungsformel nicht
mit solcher Genauigkeit 15sbar.

7. Fallzeit eines Kél'pers fier die ersten 20 m (freier Fall):

e 25 ¢/2.20m / 40
- 9 9.81mjst | 10,00—0,19 ° ™

Vm s~ V4(1,000 + 0,019) s ~
~ 2(13000 + 0,010) s = 2,019 s.

Es sei noch erwihnt, daB die fiir natiirliche Logarithmen giiltige Néherungsformel

In(1+eé) ~e | (vgl94) (12)

ebenfalls eine erste Naherung darstsllt (ohne Beweis).
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ACUFGABEN
145. Welche Eigenschaften haben die Relationen
a) niherungsweise gleich (=),
b) klein gegen (<K)? _
146. Warum stellt die Relation ,,klein gegen* keine Ordnungsrelation (vgl. 1.5.) dar?
147. Fiir folgende Werte ist eine erste Naherung zu bilden:

a) 0,99°, b) ?1,030, c) 0,9% s d) bﬁ’ e) 1In 0,987.
148. Erste Niherungen sind fiir folgende Ausdriicke zu berechnen:
0,98 1 0,97 . 1,02
a) rozi b) 1,027- 0,99, «¢) 0,987 - 1,013 ° d) 1’03——.

149. Nach dem Vorbild von Beispiel 6. dieses Abschnitts sind fiir folgende Ausdriicke erste Néhe-
rungen zu entwickeln:

a) 12,3 — 237,3, b) &.
2 + V1,06
150. Es ist eine Naherungsformel fiir
1
In T
aufzustellen.

1561, Fir das Polynom P(x) = z* + 323 — 52® 4+ 1 ist ein Naherungsterm (erste Niherung)
fir x =1 4 ¢ (] €1) zuentwickeln. Mit ihm ist eine Wertetabelle zum Variablenbereich
X =1{0,95; 0,96; ...; 1,05} aufzustellen. Alle Werte sind mit Hilfe des HornERschen
Schemas auf ihre Genauigkeit zu priifen.
152. Bei den folgenden Termen sind erste Naherungen fiir x =1 4 ¢ (j¢| < 1) anzugeben:
L e 2 —1 1 2 3 2
a)Vx“+2Z+5, b)m, C)g-l-“z_z-l-;‘-—l, d)1+z.

153. Fiir den Wert, auf den ein Guthaben von 500 Mark bei 3%iger jihrlicher Verzinsung mit
Zins und Zinseszins anwichst, ist

a) eine erste Niherung,
b) eine zweite Néherung
zu bestimmen.

154. Es ist eine Formel aufzustellen, nach der die indizierte Leistung P; von Getrieben, deren
Wirkungsgrad # nahe bei 1 liegt, angenidhert aus der effektiven Leistung P, berechnet wer-
den kann (P; = Pefn).

155. Wie lautet die in der vorigen Aufgabe aufgestellte Formel fiir folgende Werte von 7: 90%,
92%, 94%, 96% und 98%?

11. Der Korper der komplexen Zahlen
11.1, Imaginire Einheit” .

Trotz der Leistungsfdhigkeit des Korpers der reellen Zahlen, in dem nicht nur die vier
Grundrechnungsarten so weit wie méglich ausfithrbar sind, sondern auch Grenziiber-
ginge unbeschrinkt vollzogen werden konnen, gibt es doch Situationen, in denen
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eine Erweiterung des Bereiches der reellen Zahlen wiinschenswert erscheint. Eine
solche Situation kann bereits bei der Losung einer quadratischen Gleichung,
das hei3t einer Gleichung der Form

A2+ Bx+C=0 (A, B,CER,A50)
auftreten.
Nachdem man sie durch Division durch 4 auf die ,,Normalform*
B C
2 = — el = ==

gebracht hat, wird die ,,quadratische Erganzung‘‘ gebildet:

vy X o FY &
(:c—}—22:r:—}—4 4:—{—q 0.

Daraus folgt :

.(z+%)2=%—q. (0

Ist p?4 —q=0, sostellt = + p/2 eine Zahl dar, deren Quadrat p2%/4 — g ist.

Nach Definition (vgl. 9.1.) hat }Jp?/4 — ¢ die gewiinschte Eigenschaft. Aber auch

— Yp%4 — g leistet das Geforderte. Alle anderen reellen Zahlen sind jedoch dem
Betrag nach kleiner oder groer und ihre Quadrate daher kleiner oder groBer als
p?/4 —q (Monotoniegesetz der Multiplikation, vgl. 2.2.). Also gibt es zwei Moglich-
keiten:

p _q/P" _ p__ /P
x+—2—— 4 g oder x—{—?_— 1(4 q-

Daher besteht die Losungsmenge aus den beiden (bei p%/4 — ¢ = 0 allerdings glei.
chen) Zahlen

P r:f _A_]/_Pi_
_?+V4 q}"‘d 2 g 7

Ist dagegen p%/4 — ¢ < 0, so kann die Gleichung (I) im Korper der reellen Zahlen
nicht erfillt werden. Welche reelle Zahl man auch fiir x einsetzt: als Quadrat einer
reellen Zahl ist die linke Seite niemals negativ.

Der Term p?/4 — g, von dem die Erfiillbarkeit der quadratischen Gleichung abhéngt,
heiBt Diskriminante dieser Gleichung.

Bei der Losung von quadratischen Gleichungen macht sich also der Mangel des Berei.-
ches der reellen Zahlen bemerkbar, keine Elemente zu besitzen, deren Quadrate
negativ sind.

Wiren in einem den Korper der reellen Zahlen enthaltenden Zahlenkorper auch alle
negativen reellen Zahlen Quadrate anderer Zahlen, so besédBen in ihm alle quadrati-
schen Gleichungen (mit reellen Koeffizienten) zwei (unter Umstianden gleiche) Lo-
sungen.

7 Algebra und Geometrie
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Schreibt man die im Bereich der reellen Zahlen unerfiillbaren Gleichungen
a) 1= —4, b) 22 = — —Z oder allgemein c)r?=—a (@€ R,a>0)
in der Form
5
a)x?=(—1)- 4, b)xzs(—I)-Z, c) 22=(—1) a,

so erkennt man, daB eine einzige Zahl, deren Quadrat —1 wire, geniigte, um fiir
jede der Gleichungen zwei Losungen bilden zu konnen. Ware ndmlich j eine solche
Zahl (j2 = —1), so hieen die Losungen

a)2j und — 2j, b) %]/5 und — ]71/5, ¢) jYeaund —jYe,
wie durch Quadrieren bestitigt werden kann.

Die Existenz einer solchen Zahl j in einem den Korper der reellen Zahlen enthaltenden Zahlen-
korper war in der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik lange Zeit umstritten. Schon im
16. Jahrhundert machte G, Carpano!) den Versuch, mit Zahlen, deren Quadrate negativ sind,
zu rechnen. Obwohl man derartige Zahlen lange fiir sinnlos hielt, stellte sich doch heraus, daB ihre
Benutzung richtige und wertvolle Ergebnisse brachte. Aber erst Ende des 18. Jahrhunderts er-
schienen Arbeiten, die die Existenz des diese Zahlen enthaltenden Zahlenkérpers nachwiesen.
Volle Anerkennung fand der neue Zahlenbereich durch das Wirken von C. F. GAvUss2).

Hier wird die Existenz eines Zahlenkorpers, der den Korper der reellen Zahlen und
die Zahl j enthilt, vorausgesetzt.
Die Zahl j wird imagindre Einheit®) genannt.

Definition
Unter der imagindren Einheit j versteht man eine Zahl, deren Quadrat —1 ist:
= -1

In der Definition steht vor dem Wort ,,Zahl“ der unbestimmte Artikel. Denn es gibt
nicht nur eine Zahl, deren Quadrat — 1 ist, sondern zwei: Auch —j hat nach den im
Korper geltenden Rechenregeln das Quadrat —1:

(=P =—-1)-P=(—1-PF=1-(—1)=—1.

1) Geroxino Carpano (1501 bis 1576), italienischer Mathematiker, Arzt und Philosoph

%) CarL FrIEDRICH Gavss (1777 bis 1855), genialer deutscher Mathematiker, Physiker, Astronom
und Geodit

3) Die imaginire Einheit wird nach EUVLER hiufig auch mit i bezeichnet, vor allem in der rein
mathematischen Literatur. In der Ingenienrmathematik setzt sich aber im Hinblick auf die
Verwendung des Buchstaben i als Symbol fiir Stromstérken die Bezeichnung j mehr und mehr
durchk
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Die Zahl —j ist von +j verschieden; aus j = —j folgte ndmlich 2j = 0 und damit
ji=0.

Andererseits gibt es keine weiteren Zahlen, deren Quadrat — 1 ist. Auf den Beweis soll
hier verzichtet werden. ’

Mit Hilfe der Zahl j lassen sich nun auch Erfiillungen fiir quadratische Gleichungen
angeben, die in Kérper derreellen Zahlen unerfiillbar sind, fiir die also p%/4 — g < 0 ist
(vgl. oben). Die Gleichunag (I) wird zu diesem Zweck in der Form

8- on(e=1)

geschrieben. Wegen ¢ — p%4 > 0 ist }q — p?/4erklirt. Fir =z + p/2 als eine
Zahl, deren Quadrat (—1) (g — p%/4) ist, kommen die Zahlen j }/q — p%4 und
—1] ]/q — p?4 in Frage:

2 _:q/,_7 P 7?
x+2_]l,q % oder x+-§ﬁ ]]/q—4.

Daber hesteht die Loésungsmenge aus den beiden Zahlen
P i) -E _E 1 -E
5 +1 l/q g und 5 —1 V i

Es ist die Erfillungsmenge folgender Gleichung zu bestimmen:

BEISPTEL

¢ — 2z + 10 =10,
Loésung : Hier ist

2
%—q=1*10:f9<0.

Die Losungsmenge bestcht demnach aus dem Zahlenpaar

I 2 % -2 e
_Tji]l/Q"(Tz’) =——2*':l:]lf10—12=1-1:3.|-

Alsoist £ = {1 + 3}:1 — 3}}.

AUFGABEN

156. Wie unterscheidet sich die Zahl j hinsichtlich der Definition von einer Quadratwurzel, etwa
y2°

157. Stellt der Buchstabe j als imaginare Einheit eine Konstante oder eine Variable dar?

158. Wie heiflen die Losungen folgender quadratischer Gleichungen:

a) 2 — 6z + 25 = 0, b)2t — 2z - 83 =0,
c) 2 — 2ax + (a® + ) = 07

*
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11.2. Dic Menge der komplexen Zahlen

Welche Zahlen mul} ein Zahlenkérper, der den Korper R der reellen Zahlen und die
Zahl j, also R u {j} enthilt, mindestens besitzen?

Weil die Multiplikation unbeschrinkt ausfiihrbar sein muB, sind alle Produkte
b - j, gebildet aus einer reellen Zahl  und der imagindren Einheit j, crforderlich, zum
Beispiel 5j, —2j, %/,j, =j. Diese Produkte werden imaginiire Zahlen genannt.

Auch die Addition muBl unbeschrankt ausfiihrbar sein. Daher muB8 der neue Zahlen-
korper mindestens alle Summen aus einer reellen Zahl und einer imaginiren Zahl
enthalten: 3 4+ 5j, —7 + 3/,], allgemein a + bj (a, b € R).

Definition
Die Summen
a+bj (a,b€éR)

aus je einer reellen Zahl @ und einer imaginaren Zahl b j heiBen komplexe Zahlen.
In ihnen bezeichnet man a als Realteil und b als Imagindrte:l.

Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet. Sie enthilt die Menge der
reellen Zahlen:

RcC.

Denn jede reelle Zahl a 1aBt sich als komplexe Zahl in der Form a + 0j schreiben.
Ebenso sind alle imaginéren Zahlen und insbesondere die imaginédre Einheit j unter
den komplexen Zahlen zu finden. Denn jede imagindre Zahl bj 1aBt sich in der Gestalt
0 + bj als komplexe Zahl darstellen. Insbesondere ist j = 0 + 1j.

Die Gleichwertigkeit von j und —j als Erfiilllungen der definierenden Gleichung
22 = —1 kommt bei komplexen Zahlen dadurch zum Ausdruck, daB8 die Zahlen
z=a-+bj und Z=a —bj zueinander in einer besonderen Beziehung stehen.
Man nennt zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des Imaginar-
teiles unterscheiden, zueinander konjungiert. 3 4 2j ist zum Beispiel konjugiert
zu 3 —2j, —5j ist konjugiert zu 5j. Jede reelle Zahl ist zu sich selbst konjugiert.
Ein Paar konjugiert komplexer Zahlen bildet auch die Erfiillungsmenge einer quadra-
tischen Gleichung, die keine reellen Losungen besitzt.

Um priifen zu kénnen, ob die Menge C bereits einen Korper bildet oder ob noch
weitere Zahlen hinzugenommen werden miissen, sind zunéchst einige Erfahrungen
im Umgang mit komplexen Zahlen natig.

Gleichheit
Satz

Zwei komplexe Zahlen @ + bj und a’ + b'j (a, b, a’, b’ € R) sind genau dann
gleich, wenn sie in Real- und Imaginirteil iibereinstimmen :

a+bdbj=a +¥bj © a=a und b="0",

Beweis: Aus a4+ bj=a’ +b'j
folgt a—a = —0b)j.
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Wiére b 4= b’, so konnte man durch & — b dividieren und erhielte fiir j die Dar-
stellung (¢ — a’): (b’ — b), einen Quotient zweier reeller Zahlen. Dann wire aber j
selbst reell. Dies ist unmaoglich.

Also mufl 6 = b’ sein. Dann aber verschwindet in der obigen Gleichheit die rechte
Seite und die linke muB} ebenfalls 0 sein: a = a’.

Addition und Subtraktion. Die Summe, beziehungsweise die Differenz
@+ bj) + (@ + b))

der beiden komplexen Zahlen @ 4 bj und @’ -+ b’j ist nach dem Assoziations-
und dem Kommutationsgesetz gleich

a+ta +bj+bj.
Nach dem Distributionsgesetz kann j ausgeklammert werden:
(@ata)+(b+b)j

a +a' und b 4 b’ sind reelle Zahlen, und daher ist das Ergebnis wieder eine kom-
plexe Zahl.

Satz

Man addiert (beziehungsweise subtrahiert) zwei komplexe Zahlen. indem man ihre
Real- und ihre Imaginarteile addiert (beziehungsweise subtrahiert).

BEISPIEL
L (t+2)+@—56j)=(+3)+(2—95)j=4¢-3j.
Multiplikation. Das Produkt
@+ bj) - (@’ + ¥'))
zweier komplexer Zahlen kann nach dem Distributionsgesetz ausgereehnet werden:
aa’ + ab’j + a’bj + bb'jt.
Das ergibt unter Beriicksichtigung von j?= —1:
aa’+ ab’'j +a'bj — bb'.
Durch Zusammenfassen gleichartiger Glieder erhilt man:
(aa’ — bb') 4+ (ab’ + a’'b)j.

Das Ergebnis ist eine komplexe Zahl mit dem Realteil aa’ — bb’ und dem Imaginir-
teil ab’ 4 a’b.

BEISPIEL
2 (2+4)-(6—3j)=2-5—2-3j +65j— 3j2=10—8j +6j + 3 =13 —j.
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Division. Bei der Division zweier komplexer Zahlen, zum Beispiel

3 —4j
1+ 2j

bedient man sich des Verfahrens, mit dem bei Briichen wie etwa

3 —4)2
14 2y2
die Irrationalitiat des Nenners beseitigt wird. Dies geschieht durch Erweitern, im an-

gefiihrten Beispiel mit 1 — 2 Vé Dieses Verfahren liefert bei dem zu berechnenden
Quotienten

3—4j (3—4j)(1 —2j) 348> —4j — 6]

1+2) (@+2)a—2) 1-—45°

Durch Benutzung vop j2 = —1 ergibt sich daraus:
3—8—4j—06j _ —ale] — 12
1 + 4 o ——

Die allgemeine Rechnung lautet:
a+bj (a+bdj)(a —b)) aa’ —bb'j? | a'bj —abj
AT @A @ b aT = b -
_ad’ +bb (@b —ab)j ad +bO  ab—al,
- a'? + b2 T &l + b’3 a? + b2 -

aa’ + bb’ als auch a'b—ab
PO LRy £
wiederum eine komplexe Zahl dar.
Fiir die Ausfithrbarkeit der Division muB vorausgesetzt werden, daB der Nenner nicht
0 ist. Dies bedeutet hier: a’ und 4’ sind nicht beide 0.’

Wie somit festgestellt wurde, fithren weder Addition, Subtraktion, Multiplikation
noch Division aus der Menge der komplexen Zahlen heraus. Diese stellt daher einen
Zahlenkorper dar. Nach den Uberlegungen, die zum Begriff der komplexen Zahl
fiihrten, ist dieser Korper der kleinste Zahlenkorper, der den Korper der reellen Zahlen
und die Zahl j, deren Quadrat —1 ist, enthalt.

Sowohl ist eine reelle Zabl. Das Ergebnis stellt also

Satz
Die Menge C aller Zahlen
a+bj (a,beR;j2=—1)

bildet einen Zahlenkorper, den Kérper der komplexen Zahlen.
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Nach Konstruktion haben im Kérper der komplexen Zahlen alle quadratischen
Gleichungen mit reellen Koeffizienten Losungen.

AUFGABEN
159. Zu berechnen ist:
a) 3 — 2j) + (5 + 17]). b) 2 + 5j) — (3 + 5)), c) (3 + 7j) — 10j.
160. Es sind folgende Produkte zu berechnen:
a) B +4j)A—j), b) (3 — 2j) (5 + 17j),
c) (4 —~ 6j) (6 + 9j), d) (3 + 7)) 2],
o) (34 2j 12) (3 — 2j 12), £ (3+72).
161. Es sind folgende Quotienten zu berechnen :
3 —2j 17 — 6] 1+ 3j 5
a‘)54-2]]" b)3—4,']’ °)1+Tjj’ Dy 55
RO JBive o,
3+ 12§’ V3 —ive 3

162. Wann stimmt eine komplexe Zahl mit ihrer konjugicrten iiberein?
163. Gegeben sind die konjugiert komplexen Zahlen
%2=2+3j und 2, =2-—3j,
z,=4 —2j und z; =4+ 2j.
Zu berechnen ist:
a) z,-2, und %, -2, b) z:2, und z:7p.
Was fiillt an den Ergebnissen auf?
164. Unter Benutzung der imaginaren Einheit 148t sich nun auch die Summe zweier Quadrate
nach der Formet n? — b2 = (e + b) (@ — b) in ein Produkt zerlegen:
a? + b2 = a? — (jbR = {a + bj) (@ — b))-
Auf diese Weise ist in ein Produkt zu verwandeln:
a) 422 + 92, b)a+b (a.b>0), c) 17 (= 16 + 1).

11.3. Potenzen komplexer Zahlen

Wie schon das Beispiel der imagindren Einheit lehrt, kénnen Wurzeln im Kérper der
komplexen Zahlen nicht eindeutig erklirt werden. Daher sollen in diesem Lehrbuch
nur Potenzen komplexer Zahlen mit ganzen Exponenten in Betracht kommen. Diese
sind genau wie die von reellen Basen im Sinne von 2.2. und 9.1. definiert.

Fiir ihre Berechnung werden die hoheren Potenzen j3, j4, ... der imaginidren Einheit j
gebraucht. Man erhilt sie eine nach der anderen, indem man jeweils die vorangegan-
gene mit j multipliziert:

it= i
= —
P=-lj= ]
]4:_j.]=+1
Pe= Tuj= J
= jej= —1
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In der Folge der Potenzen von j weehseln sich also die Zahlen j, —1, —j, 1 in dieser
Reihenfolge periodisch ab. Ist der Exponent durch 4 teilbar, so hat die Potenz den
Wert 1. LiBt er dagegen bei der Division durch 4 den Rest 1, 2 oder 3, so hat die
Potenz den Wert j, beziehungsweise —1 oder —j.

Diese Regel gilt auch fiir negative ganzzahlige Exponenten und den Exponenten 0.
Das kann von j! =j ausgehend durch Multiplikation mit j-! = 1/j = j/j? = —]
bestétigt werden:

= ]
= j- == 1
J = el = —j
o= —J(—])=—1
2=l =
= Jel=ii= 1

......................

Jede durch 4 teilbare ganze Zahl kann in der Form 4g (g € G) dargestellt werden. Eine
ganze Zahl, die bei der Division durch 4 den Rest 1, 2 oder 3 ergibt, wird dann durch
49 4 1, beziehungsweise 4g + 2 oder 4g + 3 wiedergegeben. Auf diese Weise
1aBt sich die gewonnene Regel durch folgende Formeln ausdriicken:

=1, j0n =, jt= 1, 8= —j (g€ G)
Zum Beispiel ist: j1000 — 1 = {92 — je10+2 — 1 901 — jremes — .
Unter Benutzung der Regel iiber die Potenzen von j lassen sich die Potenzen kom-
plexer Zahlen mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes (vgl. Abschnitt 3.) berechnen.

BEISPIELE

1. 2+3jp=
=254 5.20.(3j) 4+ 10-23-(3j)? + 10- 22 (3j)® + 5-2- (3j)* + (3} =
= 32 1+ 240j -+ 720j° + 1080j° - 810t - 243j5 = '
— 32 -+ 240j — 720 — 1080j 1 810 4- 243j = 122 — 597j.

2. (34 2j)° = (3—+1W

Es gibt zwei Moglichkeiten: Entweder wird (3 + 2j) erst potenziert und dann der Kehr-
wert gebildet, oder man berechnet erst 1/(3 + 2j) und potenziert dann. Hier wird der erste
Weg beschritten; der zweite sei als Ubung empfohlen.

(342§ =3 +3-32-2j+3.3.(2j)> + (2j)® = 27 + 54j — 36 — 8j = — 9 + 46 .
Der Kehrwert davon ist:

S T —9 —46j B
B+2j°  —94+46)] (—9+46j)(—9 —46j)

—9 _46j 9 16

=81 1 2116~ T 2197 _ 2197 !°
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AUFGABEN
165. Was ist: a)ji*, b) j13, c) j~,

p 1 1
166. Wasergibt: a) (—j)", b) —j8, o) (—i)y®, d) 3y =1

167. Es sind folgende Potenzen zu berechnen:
a) (1 + )¢, b) (2 — i), (o @ +2y,
168. Desgleichen:
- 1
B 4ir bE—ir, o+, 9 (—2-

169. Folgende Ausdriicke sind zu berechnen:

i\2 o
2) (m’) . b)(1—3j)5+ (1 +3j), g

5—1] 4+
3+ @+ 243) 2 8j
d) gLay L e i ey o

170. Gegeben sind die konjuglert komplexen Zahlen z=2 + 3j u
ist 2% und z°. Was fallt an den Ergebnissen avf?

171. Welche der folgenden Zahlen erfiillen die Gleichung
2 — 228 — 22 — 38x + 130 = 07
a) —2 + 3j, b)1 — 2j,

11.4. Gaubsche Zahlenehene

Jede komplexe Zahl a + bj (a,b€ R) I
entspricht einem geordneten Zahlen-
paar (a; b) aus reellen Zahlen. Diese
Beziehung der Menge der komplexen
Zahlen zum Mengenprodukt R X R
legt den Gedanken nahe, den kom-
plexen Zahlen wie den Elementen

&
Q

o e |

d) jiep
]'l
d) (3 — 8j)".

2+ 5 121) -

- 2j,
i |

nd z = 2 — 3j. Zu berechnen

¢) 3 +].

. ij
zp=-1-2f

z zy°-2+¢)
g z,= 32

1

[ XY AR ——.—

von R X R mit Hilfe eines cartesi- =7 7
schen Koordinatensystems!) die :
Punkte einer Ebene zuzuordnen.

| ;
Der komplexen Zahl a + bj ent- L]
|

spricht dabei der Punkt mit der Ab-
szisse a und der Ordinate b. Beispiele | ——
zeigt Bild 16. Die Bildebene wird -y

Gaulsche Zahlenebene genannt.
Bei dieser Abbildung werden die
reellen Zahlen (b = 0) auf diejenigen

Bid 16

Punkte der Ebene abgebildet, deren Ordinate O ist. Das sind die Punkte der Ab-
szissenachse. Diese wird daher auch reelle Ackse der Gaussschen Zahlenebene genannt.

1) Vgl 26.2.
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Die imaginiren Zahlen (¢ = 0) dagegen werden auf die Punkte der Ebene abgebildet,
deren Abszisse 0 ist. Das sind die Punkte der Ordinatenachse. Deswegen nennt man
diese auch imagindre Achse der Gaussschen Zahlenebene.
Bei der Abbildung der komplexen Zahlen auf die Punkte der Zahlenebene entspricht
jeder Zahl genau ein Punkt, und umgekehrt ist jeder Punkt genau einer Zahl zuge-
ordnet. Es handelt sich also um eine eineindeutige Abbildung der Menge der komplexen
Zahlen auf die Menge der Punkte der GAussschen Zahlenebene.
attj Damit ist die Menge der komplexen Zahlen der Menge der Punkte

] e i in einer Ebene gleichméachtig.

R ~ : Avuf Grund der Lage der komplexen Zahlen in der Ebene ist es
= ] nicht moglich, eine Ordnungsrelation wie das Kleinersein im
| 1 & Bereich der reellen Zahlen zu erkliren. Fiir beliebige komplexe
Bild 17 Zahlen haben die Zeichen < und > keinen Sinn. Man kann auch

nicht von positiven oder negativen komplexen Zahlen sprechen.
Trotzdem ist es moglich, den Begriff ,,absoluter Betrag* fiir komplexe Zahlen zu ver-
allgemeinern. Man definiert ihn entsprechend seiner Bedeutung fiir reelle Zahlen als
den Abstand des Bildpunktes einer komplexen Zahl vom Nullpunkt der Zahlenebene
(vgl. Bild 17).

Definition
Unter dem Betrag |z| der komplexen Zahl z = a + bj (a, b€ R) versteht man den
Wert Ya? + b2:
|z = V&% + 2.

Nach der Erklirung der Wurzel ist der Betrag einer komplexen Zahl ebenso wie der
einer reellen Zahl eine nicht negative reelle Zahl:

|z] 2 0.

Auch jetzt gilt das Gleichheitszeichen nur fir z = 0, wie aus a? + 4% = 0 sofort
folgt.

BEISPIELE

Lit+jl=VrEre =2,

214 — 3j| = VEF (=3) = 125 = 5.
312 = VP42 = 2. -

Fiir die geometrische Ausfiilhrung der Rechenoperationen in der Gaussschen Zahlen.

ebene erweist es sich als zweckmiBig, die komplexen Zahlen nicht durch Punkte,
sondern durch Pfeile darzustellen. Man ordnet der Zahl
z =a -+ bj denjenigen Pfeil zu, der vom Nullpunkt zum
Punkt mit den Koordinaten a; b geht (Bild 18). Die kom-
plexen Zahlen erhalten dadurch einen neuen Aspekt, den

—  Aspekt gerichteter GroBen in einer Ebene (zweidimensionale
Vektoren).
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Realteil und Imaginirteil von z entsprechen den Komponenten des z darstellenden
Pfeiles in Richtung der reellen und in Richtung der imaginidren Achse. Da diese Kom-
ponenten nach 11.2. bei der Addition fiir sich addiert werden, kann die Summe zweier
komplexer Zahlen geometrisch durch eine Parallelverschiebung des einen Pfeiles
gewonnen werden (Bild 19):

|
" 4,31', JJ _______ 2+ 3_]
1=(34j)4(1+2j)
I ~2+= 2 i be2f
| “(e+3jfh+2] .
1 |
|
: I } ]
! : ' |
I! > } + + ! ; }
4 T2 -1 0 1 2 3 4
Bild 19 Bild 20

Um die Summe zweier komplexer Zahlen geometrisch zu bilden, wird der den einen
Summanden darstellende Pfeil so parallel verschoben, daB sein Anfang auf der
Spitze des den anderen Summanden darstellenden Pfeiles liegt. Der vom Null-
punkt zur Spitze des verschobenen Pfeiles reichende Pfeil stellt die Summe dar.

Auf analogem Wege kann auch die Subtraktion ausgefiihrt werden (Bild 20):

Um die Differenz zweier komplexer Zahlen geometrisch zu bilden, wird der den
Subtrahenden darstellende Pfeil so parallel verschoben, daB seine Spitze auf der
Spitze des den Minuenden darstellenden Pfeiles liegt. Der vom Nullpunktzum An-
fang des verschobenen Pfeiles reichende Pfeil stellt die Differenz dar.

AUFGABEN
172. Von folgenden komplexen Zahlen sind die Betrige zu bestimmen:

a)3+2, b3-2i, oV7+1V2i, da+ei, es5j, f)—1-j.
173! Wo liegen die Zahlen z in der Gaussschen Zahlencbene, fiir die gilt

a) |z} =1, b)|z] < 1, c) |z| >1, d)jz]=7r (r>0)?
174. Wie kann |z; — 2,| fiir zwei komplexe Zahlen z; und z, in der GAussschen Zahlenebene ge-
deutet werden?

175. Wo liegen die Zahlen z in der Gaussschen Zahlenebene, fir die gilt
|z —2]=1t, b)|z 4+ 3] =2, iz—( 4 >12
176. Welcher Bedingung geniigen die Zahlen z, die in der Gavssschen Zahlenebene

a) auf einem Kreis um die Zahl —2 - j mit dem Radius 4,
b) innerhalb eines Kreises um die Zahl j mit dem Radius 1.
c) auf einem Kreis um die Zahl z; mit dem Radius r liegen?
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177. Gegeben sind die Ungleichung )z — 1| < 1 mit der Erfiillungsmenge E, und die Unglei-
chung |z — 2j| £2 mit der Erfillimgsmenge E;. Es sind in der GaUssschen Zahlenebene
die Punktmengen
a) E, u E,, b) Ey n E,, c) B, \ E,
darzustellen.
178. Fiir zwei beliebige komplexe Zahlen z, — @, + b;j und 2z, = ay + b,j ist zu beweisen:
a) die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung
lo1 + 2| < Mzl + 2,
b) die Giiltigkeit der Gleichung 12, - z,| = |2,{ - |2,]-
179. Welche Eigenschaften besitzen die auf folgende Weisen erklirten Abbildungen, und wie

wirken sie sich in der Gaussschen Zahlenebene aus:
a)z=a+bj>2z=a—bj,
b)z=a+bj>—2=—a—bj.

11.5. Goniometrische Form komplexer Zahlen

Es lohnt sich, der Darstellung komplexer Zahlen durch Pfeile auch rechnerisch nach-
zugehen. Ein Pfeil, oder — wie der Fachausdruck dafir lautet — ein Vektor, wird

gewohnlich durch zwei Angaben bestimmt : seine

!y-“_ ___________ — Lange und seine Richtung. Die Linge r stimmt
It 19" mit dem bereits erklirten Betrag der komplexen
I‘ Zahl iiberein. Die Richtung wird am besten durch
T ! den mit der reellen Achse eingeschlossenen Win-
} kel ¢ bestimmt (Bild 21). Er wird von der Achse
¥ . | _ aus im mathematisch positiven Drehsinn!) ge-
0 1 g  messen und kann im Bereich von 0° bis 360° an-
gegeben werden.
Bild 21 Es ist leicht, zu gegebenem Realteil ¢ und Ima-
ginirteil b einer komplexen Zahl die GréBen r
und ¢ zu errechnen. Fir v wurde bereits in 11.4. die Formel aufgestellt:
r=|a+bj|=]/a2—|—52.
Der Winkel @ ergibt sich aus der Beziehung

b
tanzp'=-;.

Weil dabei zu einem Wert b/a zwei Winkel gehoren, die sich um 180° unterscheiden,
muB die Vorzeichenkombination von @ und & zu Hilfe genommen werden, um ¢ ein-
deutig festzulegen.

BEISPIEL

- a

=—-2, b=2:

r=V(—2F+20=18=2VY2, tang=

1) das ist entgegen dem Uhrzeigersinn
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Fiir ¢ kommen demnach die Werte 135° und 315° in Betracht. Wegen des negativen Realteils
und des positiven Imaginirteils liegt der die Zahl darstellende Pfeil im zweiten Quadranten.
Damit ist ¢ = 135°.

Umgekehrt kann eine komplexe Zah! durch die Werte r und ¢ gegeben werden. Nach
Bild 21 folgen daraus fir @ und b die Darstellungen

a=rcosg und b= rsing.
Fiir die komplexe Zahl z = a + bj ergibt sich somit die Form
z=rcosep + jraing = r(cos ¢ - j sin ¢).

Satz
Jede komplexe Zahl z 1aB8t sich in der Gestalt

z=r(cosp + jsing)| (re R, r=0, 0°=< ¢ < 360° (13)

darstellen. r heiflt Modul und ¢ Argument von z.
r{cos ¢ + jsin @) wird goniometrische Form der komplexen Zahl z genannt.

Im Gegensatz dazu heiit a + bj arithmetische Form einer komplexen Zahl.
BEISPIELE
2. Wie hei3t die goniometrische Form der komplexen Zahl
2= ~24+273j?
Losung: Esist a = —2, b=2 V?: Daraus ergibt sich r = Va2 + b% = V4 + 12 =4;

2V3 =
tantp=_—2=—-v3. ‘2'73} |

Die Zahl z liegt im zweiten Quadranten (vgl. Bild 22): ¢ = 120°:
—2 4 2V3 j = 4(cos 120° + j sin 120°).

3. Wie heiBt die arithmetische Form der komplexen Zahl -TA
2= 7 (cos 60°+ j sin 60°)? o7
7 _ ;
Losung: @ = 7 cos 60°=Ea b=785n60°=%v3. iR

7 7 e
z———2— -}-EVS].

AUFGABEN
180. Folgende komplexe Zahlen sind in die goniometrische Form zu bringen:

a)1—V¥3j, b)—1—7j, c)8+ 16§, d)—j, e)2.
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181, Folgende Zahlen sind in die arithmetische Form zu iibertragen:
a) 3 (cos 30° + j8in 30°), b)4 (cos 135° + j 8in 135°), c¢) 9 (cos 330° + j sin 330°),
d) V2 (cos 456° + jsin 45°), e) 5 (cos 180° -+ j sin 180°).
182. Wie heiBt die goniometrische Form der Zahlen
a)z =r(cosp — jsing),
b)z = —r(cosp + jsing) (r=20)?

183. Wie konnen konjugiert komplexe Zahlen hinsichtlich Betrag und Argument gekennzeichnet
werden?

11.6. Multiplikation, Division und Potenzieren in der GauBischen Zahlenebene
Multipliziert man zwei komplexe Zahlen z und 2’ in ihrer goniometrischen Form
z=r(cosp + jsing), 2' =r'(cosg’ + jsing’),
so ergibt sich:
2:2 = 1r.7(cos ¢ cos ¢’ + j cos g sin ¢’ 4 ] sin ¢ cos ¢’ + j2sin @ sin ')
=r .7 [cos g cos ¢’ — sin g sin ¢’ + j(sinp cos ¢’ + cos p sin ¢’)].
Auf diesen Ausdruck konnen die Additionstheoreme (vgl. (57) und (58))
cos(x + f) = cos x cos § — sin « sin §,
sin (x + B) = sin x cos § + cos « sin g
der Goniometrie angewendet werden. Man erhalt dadurch
2.2 =r.7r[cos(p + @) + isin(p + ¢')].

Dies ist die goniometrische Form der komplexen Zahl mit dem Betrag 7 - 7" und dem
Argument ¢ -+ ¢'.

Satz

Der Betrag eines Produktes komplexer Zahlen ist gleich dem Produkt ihrer
Betrage, das Argument des Produktes ist gleich der Summe der Argumente der
Faktoren:

z.2' =r.r[cos(p+ @) + jsin(g + ¢')] (14)

Dieser Sachverhalt laf3t sich geometrisch leicht deuten: Bei der Multiplikation mit 2’
wird der z darstellende Pfeil um den Winkel ¢’ gedreht und im Verhéltnis »':1 ge-
streckt. Man spricht daher von einer Drehstreckung.

Bild 23 stellt das Produkt z - 2’ nach diesen Angaben dar. Die beiden eingezeichneten
Dreiecke sind dhnlich, denn sie stimmen im Winkel bei O iiberein, wiahrend das Ver-
haltnis der anliegenden Seiten in beiden gleich ist (77" :7 = #':1). Deshalb sind in ihnen
auch die iibrigen' Winkel, jeder dem entsprechenden des anderen Dreiecks, gleich.
Auf Grund dieser Erkenntnis kann zz' auf folgende Weise konstruiert werden:
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Geometrische Konstruktion des Produktes z - 2’

An den z darstellenden Pfeil trigt man in O das Argument von 2z’ im mathematisch
positiven Sinn an und findet damit die Richtung des zz' darstellenden Pfeiles. Dann
bestimmt man den Winkel, derim
Punkt 1 zwischen der Richtung
zum Ursprung und zur Zahl 2’
liegt, und trégt ihn in z an den
Pfeil an. Der Schnittpunkt der
beiden konstruierten Winkel-
schenkel stellt das Produkt 22’
dar.

Weil die Division die genaue
Umkehrung der Multiplikation
ist, konnen die entsprechenden
Satze fur sie ohne zusdtzliche
Uberlegungen formuliert werden :

Bild 23 Bild 24

Satz

Der Betrag eines Quottenten komplexer Zahlen ist gleich dem von ihren Betrigen
gebildeten Quotienten. Das Argument des Quotienten ist gleich der Differenz der
Argumente von Dividend und Divisor:

2= leoslp —¢) +isin — @) | - (15)

Geometrische Konstruktion des Quotienten z:z' (Bild 24)

An den die Zahl z darstellenden Pfeil trigt man in O das Argument von z’ im mathe-
matisch negativen Sinn an und findet damit die Richtung des z:z’ darstellenden
Pfeiles. Dann bestimmt man den Winkel, der im Punkt 2’ zwischen den Richtungen
zum Ursprung und zur Zahl1 liegt, und tragt ihn in zan den Pfeil an. Der Schnittpunkt
der beiden konstruierten Winkelschenkel stellt den Quotienten z:2z’ dar.

BEISPIEL

1. Aus folgenden Zahlen z, 2’, 2" ist der Wert 22'/z"” zu bilden:
2z = 6 (cos 15° -+ j sin 15°),
2’ = 10 (cos 45° 4 j sin 45°),

Z’ = 15 (cos 75° - j sin 75°).
- z-2 6-10 o o &) R o o o
Losung: e [cos (15° 4 45° — 75°) + j sin (15° + 45° — 75°)] =

= 4[cos (—15°) -+ j sin (— 15)°] =
= 4 (cos 345° + j sin 345°).




112 11. Der Korper der komplexen Zahlen

Bei der Berechnung von Potenzen erweist sioh die goniometrische Form komplexer
Zahlen der arithmetischen iiberlegen.
Das Quadrat der Zahl 2z =7 (cos @ + j sin ) ist nach der Formel fiir Produkte
z-z=r-r[cos (p+ @) + jsin(p + ¢)] =
= r2. (cos 2¢ 4 j sin 2¢).

Man vermutet daraufhin fiir 2* (n € N, n = 2) die Formel
2" =1 (cosnp + jsinng). (I)

Sie kann durch vollstindige Induktion bewiesen werden:

a) Induktionsanfang: Fir n = 1 wnd » = 2 gilt die Formel.

b) SchluB von k auf %+ 1: Angenommen, fiir die natiirliche Zahl k sei bereits be-
wiesen

2k = r¥ (cog ke -+ ] sin k).
Dann ergibt sich nach der Produktformel:

A1 =zt .2 — vt .7 [cos (kg + @) + j sin (kg 4+ @)1,
also

2+1 = r¥+1 [cos (k + 1)@ + jsin (k + 1)g].
Die Behauptung gilt somit auch fir & 4 t.

Durch die Teile a) und b) ist der Induktionsbeweis geliefert. Die Potenzformel ist
ebenfalls richtig, wenn man fir » die Zahl 0 eintragt:

2% = 7% (cos Op + j 8in Op) = 1(cos 0 + j sin 0) = 1.

Ist der Exponent eine negative ganze Zahl, etwa —n (» € N), und die Basis ver-
schieden von 0, so laBt sich der Potenzwert als Quotient errechnen:

_ 1t . 1(cos0+jsin0) _ S B
= S oo np sy = " [008 (—g) + sin (—ng)]

Das 'Ergebnis beweist, daB die Formel (I) selbst fiir negativ ganze Exponenten
giiltig ist. )

Satz

Der Betrag der g-ten Potenz (g € @) einer komplexen Zahl ist gleich der g-ten Potenz
ihres Betrages. Das Argument der g-ten Potenz ist gleich dem g-fachen ihres Argu-
mentes:

o = r9(cosgy + jsingey) |, g€ G. (16)
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BEISPIEL
2. Zu berechnenist (1 4- j)?.

Loésung:1 - j hat den Betrag r = Y1+ 1 = V2 und das Argument 45°, wie Bild 25 lehrt.
Damitist

14§ = V2 (cos45° + j sin 45°)

R T+f
und J @ Lf
(1 + 3)® = Y2 (cos 20 - 45° + j sin 20 - 45°) = a
= 2'9(cos 900° 4 j sin 900°) = 0 7
= 1024 (cos 180° + j sin 180°) = — 1024. Bild 25
AUFGABEN

184. Mit den Zahlen
z = 12(cos 300° 4 j sin 300°),
Z = 8(cos 135° + j sin 135°),
2" = 30(cos 180° -+ j sin 180°)
sind folgende Werte zu bilden:

z 27 2

b) c)

s
zz” 22’

a)

1’
zz

185. Das Produkt (1,37 + 2,14j) - (0,97 — 1,73]) ist
a) in der arithmetischen Form,
b) in der goniometrischen Form,
c) geometrisch

zu bestimmen. Die Ergebnisse sind zu vergleichen.

186. Mit Hilfe der goniometrischen Form ist zu berechnen:

. . 3 = 4 1w f 7=\
S —in i 0B lEVEe o (-5
187. Wie ist aus den goniometrischen Formen der Faktoren ersichtlich, ob ein Produkt eine
reelle Zahl ergibt?
188. Zu beweisen ist: Wird mit z allgemein die konjugiert komplexe Zahl zu z verstanden, so
gilt stets:

M=%, neN.
189. Welche Eigenschaften besitzt die Abbildung z —» 1f2, und welche Wirkung hat sie in der
Gavussschen Zahlenebene.
11.7. Komplexe n-te Wurzeln einer Zahl

Wahrend es im Kaorper der reellen Zahlen beispielsweise aur zwei Zahlen gibt, deren
vierte Potenz 1 ist, enthélt der Kérper der komplexen Zahlen deren vier. Denn es ist

14:1) j4:11 (_1)4:1: (—j)4=1'
Die Gleichung 2* =1 hat also im Korper der komplexen Zahlen vier Losungen.

8 Algebra und Geometrie
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Definition
Die Losungen der Gleichung
# =z, 2€C (nEN {0}, 2€0)

heilen komplexe n-te Wurzeln von z.

Die Zahl 1 besitzt also die komplexen vierten Wurzeln 1, j, —1 und —j.
Fur nicht negative reelle Werte von z ist unter den komplexen n-ten Wurzeln von 2z

auch die Zahl "}/i als die n-te Wurzel von z schlechthin vertreten.
Die Losungen der Gleichung 2" = 1 werden komplexe n-te Einheitswurzeln genannt.

BEISPIEL
1. Essind alle komplexen vierten Wurzeln von z = —8 + 8 V§ j zu bestimmen.

Loésung: Nach der Definition sind die komplexen vierten Wurzeln von — 8 + 8 V3 j die
Losungen der Gleichung

?=—-8+8V3j, z¢C.

Benutzt man die goniometrischen Darstellungen
‘ z =g (cosy + jsiny),

—8+ 8¥3 j =16 (cos 120° + j sin 120°),
so lautet die Forderung

24 = p*(cos 4y + jsin4y) = 16(cos 120° + j sin 120°).
Nun stimmen zwei von Null verschiedene komplexe Zahlen nur dann iiberein, wenn sie den-
selben Betrag besitzen und ihre Argumente hochstens um ein ganzzahliges Vielfaches des Voll-
winkels voneinander abweichen. Also folgt:

o' =16 und wegen g € B, ¢ = O ergibtsich p =2; -

4y = 120° 4+ k- 360°(k € G) und damit y = 30° + k- 90°.
Wiir k lohnen sich nur die Werte 0, 1, 2 und 3, da ab k =4 mit 4-90° = 360° nur bereits
berechnete Werte wiederholt werden, was auch fiir ¥ = —1, —2, ... zutrifft. Daher gibt
es genau vier verschiedene komplexe vierte Wurzeln von —8 +- 8 V§ j:

2, = 2(cos 30° + j sin 30°) =13 +i,

%, = 2[cos (30° + 80°) + j sin (30° + 90°)] =—1+13j,
Zy = 2[cos (30° + 2-90°) + jsin (30° +2.90°] = — V3 —j,
2, =2[c08 (30° + 8-00°) + jsin (30° +3-909] =1 —V3j.

Zur allgemeinen Berechnung der komplexen #-ten Wurzeln der Zahl z wird die Glei-
chung

ar=z, z€C
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mit Hilfe der goniometrischen Darstellungen

z = p(cos p + jsin y),

2z = r(cos ¢ 4 ] sin @)
untersucht. Die Forderung erhalt die Form

" = g"(cos ny + j sin ny) = r(cos ¢ + j sin ¢).
Daraus folgt:

o" =7 und wegen o< B, ¢ 20: o=Vr;

ny =g+ k-360°(k€ ¢) und damit y = %’ + k-

360°
n

Hier geniigt es, fir £ die Werte 0, 1, 2, ..., — 1 einzusetzen. Bei & = —1, —2, ...
oder k= mn,n + 1,... entstehen dann nur Wiederholungen.

Satz
Jede von Null verschiedene komplexe Zahl

z = r(cos ¢ + j sin )

besitzt genau n verschiedene komplexe n-te Wurzeln (n€ N \ {0}). Der Befrag einer
komplexen n-ten Wurzel von z ist gleich der n-ten Wurzel aus dem Betrag von z.
Die Argumente der komplexen n-ten Wurzeln erhélt man, indem man zum Argument
von z das k-fache (k€ {0, 1, ..., n — 1}) des Vollwinkels addiert und die Summen
durch = teilt:

(17)

- . ° . ©;
= ]/r(cosqij_knﬂ +jsinw), ke{0,1,...,n — 1}

BEISPIEL
2. Essind alle komplexen sechsten Einheitswurzeln zu bestimmen.

Lésung: 1 besitzt die goniometrische Darstellung
1=1(cos0° 4+ jsin0°) (r=1, ¢ =0°).

Daraus ergibt sich nach dem Satz jede der komplexen sechsten Wurzeln zu

6 . o i o
Ty = ]/1 (cos K 260 + j sin £ ;60), ke{0,1,2,..., 5}

Es ist somit

8.
zomlfl (cos 0° 4 j sin 0°) =1,

6 360° .. 2
:c,:}/l (ccwsq(:.i + j sin 3660) =

1 ) U

8‘
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.8, 20° * =
xz=1/1(cos760 +jsin7260) =w%+—;—]/3j,
e _ o o
Zg = V1 (cos 1020 + j sin 220—) = — 1y

6= o o
m:Vl (OOS 14;0 + } sin 14:0) = —

6 — o ] _
2 = V1 (cos 1820 + j sin 18(;0) =—1w_-;—]/3j.

Bild 26 stellt die Ergebnisse grafisch dar.

AUFGABEN \

190. Zu bestimmen sind: i 2 o
a) die komplexen dritten Wurzeln von 4 4
1 .= .
- 12u-i,
b) die komplexen Quadratwurzeln von
—1+13j, X3 Xo
¢) die komplexen dritten Wurzeln von —1, =1 0 1
d) die komplexen Quadratwurzeln von j,
e) diekomplexen achten Einheitswurzeln,
f) die komplexen sechsten Wurzeln von
b 8js Xy Xs
g) die komplexen dritten Wurzeln von 5—]. -
191. Welche Darstellung ergibt sich aus der
Formel (17) fiir die komplexen n-ten Ein-  Bild 26
heitswurzeln?
192. Wo liegen die komplexen n-ten Einheitswurzeln in der Gaussschen Zahlenebene?

193. Fiir welche Rechenoperationen verwendet man a) die arithmetische, b) die goniometrische
Form komplexer Zahlen?

11.8. Algebraische Gleichungen im Komplexen
Definition
Eine algebraische Gleichung mit einer Variablen x ist eine Gleichung der Form

apa" + apga™t + ...+ g+ a, =0,

"wobei ag, ay, ..., @, gegebene Zahlen sind. Ist a, =+ 0, sosagt man, die Gleichung
sei von n-tem Grad. Die Losungen werden auch als Wurzeln der algebraischen
Gleichung bezeichnet.

Quadratische Gleichungen sind algebraische Gleichungen zweiten Grades.

Beispiele fiir algebraische Gleichungen:
23 — 22 + 1f,2 =0, dritten Grades;
327 —z+1=0, siebenten Grades;
110%™ + 32° — 22 = 0, zehnten Grades.
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Nur in seltenen Fillen ist es moglich, die Losungen einer algebraischen Gleichung durch
eine Formel darzustellen. Die algebraischen Gleichungen bis einschlieSlich vierten
Grades gehoren zu diesen Ausnahmen. Im allgemeinen gestaltet sich die Losung ziem-
lich schwierig.
BEISPIEL

Es ist die Erfilillungsmenge der Gleichung

2 —422+4+8=0, z¢C
zu bestimmen.

Lo6sung: Es handelt sich um eine algebraische Gleichung sechsten Grades, die aber nur die
Potenzen 23 und 28 = (2%)2 der Variablen z enthdlt. Deshalb berechnet man zunidchst z®
und ersetzt es dazu durch die neue Variable z. Es ergibt sich die quadratische Gleichung .

22—4248=0, z2¢C.
Inihrist p*4 —q = 4 — 8 < 0, also ergibt sich (vgl. 11.1.)

P 2r. .
= — = ——ji=24%2j.
21 ) b Vg g +2j
Nun wurde z = 2% gesetzt, demnach ist z aus den Gleichungen
©=24+2f und 2¥=2—2j

zu bestimmen. Aus der ersten ergibt sich

a® = 2 |2 (cos 45° + j sin 46°),

7, = V2 (cos 15° + j sin 15°) ~ 1,37 + 0,37j,
Z, = V2 [cos (15° 4 120°) + j sin (15° 4 120°)] = —1+4ij,
zy = V2 [cos (15° 4 240°) + j sin (15° 4 240°)] ~ —0,37 — 1,37j.

Aus der zweiten erhiilt man

2 = 2 2 (cos 315° + j sin 315°),

z, = V2 (cos 105° 4- j sin 105°) & —0,37 + 1,37],
z, = V2 [cos (105° + 120°) + j sin (105° 4 120°)] =—1—j,
7 = 2 [cos (105° + 240°) + j sin (105° + 240°)] ~ 1,37 — 0,37j.

Das Beispiel zeigt, daB die algebraische Gleichung sechsten Grades x® — 4% 4- 8 = 0,
die im Korper der reellen Zahlen keine Losung besitzt (die reellen Losungen miilten
némlich unter den komplexen vorkommen), im Korper der komplexen Zahlen sechs
Losungen hat. Dies kennzeichnet eindrucksvoll die Uberlegenheit des Korpers der
komplexen Zahlen gegeniiber dem Korper der reellen Zahlen.
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Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (vgl. 18.2.) ist die Losungsmenge einer alge-
braischen Gleichung mit ‘dem Kérper der komplexen Zahlen als Variablenbereich
niemals leer. Im Korper der komplexen Zahlen hat also nicht nur, wie am Anfang be-
absichtigt, jede quadratische Gleichung, sondern dariiber hinaus jede algebraische
Gleichung mindestens eine Losung.

AUFGABEN

194. Welche Rechenoperationen diirfen in einer algebraischen Gleichung auf die Variable ange-
wendet sein?
195. Es sind die Erfiillungsmengen folgender algebraischer Gleichungen zu bestimmen:

a)xt — 322 —4 =0, b)xt — 4% 4 16 =0, c) 28 4+ 424 + 16 = 0.

11.9. Logarithmen und Exponentialform komplexer Zahlen

Bei der Definition des Begriﬁ'és »natirlicher Logarithmus einer komplexen Zahl‘‘!)
ist folgendes zu beriicksichtigen :

1. Soll der natiirliche Logarithmus der komplexen Zahl z wieder die Zahl sein, die an
die Basis e gesetzt-den Potenzwert z ergibt, so darf er keine reelle Zahl sein. Denn
alle Potenzen von e mit reellen Exponenten sind positive reelle Zahlen. Der natiir-
liche Logarithmus einer komplexen Zahl mul also als komplexe Zahl definiert wer-
den.

2. Sollen fiir die natiirlichen Logarithmen komplexer Zahlen die Logarithmengesetze
Giiltigkeit besitzen, so ergibt sich aus der goniometrischen Darstellung

% = r(cos @ + ) sin @)
des Logarithmanden fir 7 4=0 die Formel
Inz=1Inr + In(cos ¢ + j sin ¢).

Darin ist In 7 bereits als reelle Zahl definiert.

3. Bei der Multiplikation, der Division oder beim Potenzieren komplexer Zahlen wer-
den die Argumente addiert, beziehungsweise subtrahiert oder vervielfacht. Die
Argumente tragen demnach logarithmischen Charakter.

Die einfachste Definition, die dieser Sachlage gerecht wird, ist folgende:
Definition
Unter dem natiirlichen Logarithmus der von 0 verschiedenen?) komplexen Zahl
2 = r(cos ¢ + j 8in ¢)
;ersteht, man die komplexe Zahl

Inz=Inr+4 jg.

1) Andere als natiirliche Logarithmen komplexer Zahlen werden kanm benétigt
%) Der Logarithmus von 0 kann auch im Komplexen nicht erklirt werden
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Der Realteil des Logarithmus In z ist der natiirliche Logarithmus des Betrages von z,
der Imagindrteil ist das Argument von z. Da das Argument einer komplexen Zahl 2z
nur bis auf ganzzahlige Viclfache von 2 n bestimmt ist, gibt es unendlich viele Werte
In z, die sich um ganzzahlige Viclfache von 2 j unterschciden.

Die friiher fiir positive reelle Numeri gegebene Definition ist in der neuen enthalten:
Ist z eine positive reelle Zahl, so lautet die goniometrische Darstellung

z = r(cos 0 4+ j sin 0), und nach der neuen Dcfinition ist Inz =1ln» 4 j-0=1Inr.
Im Logarithmus wird das Argument des Logarithmanden in der Regel durch die
MafBzahl des in der Einheit Radiant gemessenen Winkels (Bogenmal}, vgl. Abschnitt
21.) angegeben.

BEISPIELL
1. z=1+4j= J2 (cos45° -+ j sin 4ii°).

h)z:ln}/§+g.j:}2-h12+£jmo,347+0,785j.

2. z=— % - ; V3 j = 1(cos 240° + j sin 240°).

lnz=1n1+—:-7tj=0+-§-7rj=%nj~4,189j.

3. z=3j = 3(cos 90° + jsin 90°).
Inz=1n3+ ’2‘- j~v 1099 + 1,571j.

4. z= —2 = 2(cos 180° 4 j sin 180°).
Inz=1In 2 + 7 j ~ 0.693 + 3.142j.

Fiir die natiirlichen Logarithmen komplexer Zahlen gelten alle in 9.3. aufgefiihrten
Logarithmengesetze. Hier sei nur das erste bewiesen:

In{z-2')=Inz 4 Inz2".

Beweis: Es sei z = r(cos ¢ - jsin @), 2’ = r'(cos ¢’ + jsinp’). Dann ist
z.2 =rr'[cos (p + @) + ]sin (p + ¢')]. Die behauptete l'ormel sagt demnach:

In(rr') + (¢ + 90§ = (In7 + @) + (In+" + ¢').

Fiir die positiven reellen Zahlen r und ' wurde aber die Umformung In (»»') = In r 4

-+ In»' bereits bewiesen.
In Cbereinstimmung mit der Erklirung der natjirlichen Logarithmen komplexer
Zahlen werden Potenzen zur Basis e mit komplexen Exponenten definiert:

Definition
I Unter der Potenz e2+?i versteht man den Wert

e'(cos b -+ jsin bd).
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Die Erklirung der Potenzen mit beliebigen komplexen Exponenten beschrinkt sich
allein auf die Basis e.

BEISPIELE

2 . -
5. eltE™ = ot (cos%n-}—jsin%n):e (—% + %]/3 j)m — 1,359 + 2,354j.

6. e2-3i = e2(cos(— 3) + j sin(—3)) ~ e*[cos (— 171°53") + j sin (—171°53")] ~
~ 7,389(— 0,990 — 0,131j) ~ —17,315 — 0,970j.
7. el =¢€%(cos 1 + jsin 1) = 1(cos 57° 17" 4 j sin 57° 17") ~ 0,542 - 0,841j.
Die neu erklirten Potenzen und Logarithmen stehen in dem gewohnten Zusammen-

hang:

Der natiirliche Logarithmus In z der komplexen Zahl z ist der Exponent, der an
die Basis e gesetzt den Potenzwert z ergibt.

Beweis: Sei z = r(cos ¢ + jsin ¢). Dann ist nach Definition der Logarithmen
Inz =1Inr 4+ jp, nach Definition der Potenzen aber
en7+3ip= lor (cos @ -+ j sin @) = r(cos p + ] sin ¢) = 2.

Da zu jeder komplexen Zahl, die Null ausgenommen, ein natiirlicher Logarithmus
erklirt ist, konnen alle komplexen Zahlen mit Ausnahme der Null als e-Potenzen
geschrieben werden :

z = r(cos @ - j sin @) = elnr+ie (18)

elnr+i¢ heift Exponentialform der komplexen Zahl 2.
Um die Exponentialform einer komplexen Zahl zu gewinnen, muB ibr natiirlicher
Logarithmus gebildet werden.

BEISPIEL
8. T ist die Exponentialiorm der komplexen Zahl 2 4 2j herzustellen.
Losung: z2=2+42j= V8 (cos 45° -+ j sin 45°).
hz=w%ms+~}j~LMO+OJ%L

7 Ay el 0404+0,785§

Fiir die Potenzen der Zahl e mit komplexen Exponenten gelten alle in 9.1. genannten
Potenzgesetze. Als Beispiel sei nur das Gesetz iiber das Potenzieren von Potenzen be-
wiesen. Es besagt hier lediglich

@)y =e? (:€C, g€0),

weil von der komplexen Zahl e* nur Potenzen mit ganzzahligen Exponenten gebildet
werden diirfen.
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Beweis: Mit z = a + bj gilt:
(e2)? = (ea*bi)? = (e®(cos b -+ j sin b))?
= ef%(cos gb + j sin gb).
Dieser Ausdruck ergibt sich aber auch fiir ez — ese+ob1,

Ihrer Kiirze und bequemen Handhabung wegen wird die Exponentialform komplexer
Zahlen bei multiplikativen Rechnungen gern angewendet.

BEISPIEL
o T T e\FA m\-4
9. (u'+0"e3 12") = (c5+i7.5’)
.
= 9_20_ 51 .

Die Exponentialform komplexer Zahlen erlaubt einige wichtige Folgerungen.
Auf Grund der Definition der e-Potenzen ist

c0+i® — ¢%(cos ¢ + } sin @),
das heiBt

el =cosg + )sing (19)

Diesc Bezichung hat den Namen Eulersche Formel.
Wird in ihr ¢ durch — ¢ ersctzt, so ergibt sich

e1¥ = cos (—¢) + | sin (—¢),

¢~i¢* —cosg¢ —jsing|. (19a)

Durch Addition der Formeln (19) und (19a) folgt
ei? 4 e"i? = 2cos ¢,

durch Subtraktion
cl¥ —c 39 = 2jsing.

Aus diesen beiden Zeilen lassen sich folgende interessante Bezichungen ableiten:

. ci? — e-i®
s @ = iy
2]
cie |- e—ie® (20)
cosp = 4—'2—

Sie stellen die Verbindung zwischen den Exponentialfunktionen und den trigono-
metrischen Funktionen her.

AUFGABEN
19G. Von folgenden Zahlen sind die natiirlichen Logarithmen zu bestimmen:

1= b 1 1. 1 | B . .
§¥3+i, b-_+—i c>~é-—-21/31, d)3 —4i, e 2+3j, f —j.
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197.

198.
199,

200.

201.

202.

203.

Fiir Logarithmen komplexer Zahlen 2z und 2’ sind folgende Logarithmengesetze zu beweisen:

a)ln £ =lnz—Inz, b)lnzm=mn.Inz (neN).
2

Wo liegen alle komplexen Zahlen, deren Logarithmen rein imaginir sind?
Fiir komplexe Exponenten z und 2’ ist das Potenzgesetz
e2 . e’ = e2t%’
zu beweisen.
Es ist die Exponentialform folgender komplexer Zahlen zu bilden:

- 1 .
8) 3(cos 15° + j sin 15°), b) —2, c) —? +j.
Wie lautet die arithmetische Form folgender komplexer Zahlen:
8, 1 .
=1+ g7 S5t i
a)e 2 . b) 2 4 : o) e—0,732 +0.123]'
Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen:
A |
2-j 5-2i 1 1.9)\6
e2+31\a %, smd _ (u(1+1> r ———j)
a)(eﬁ—i')' b —my— Ve, 9le e (&-3 .

Mit der Formeln (20) sind folgende Beziehungen zu beweisen:
a) das Additionstheorem

sin (p + y) = sin g cosy + cos g siny,
b) die Doppelwinkelformel

cos 2¢ =1 — 2sin%gp.

Uberblick iiber die Zahlenbereiche

Bereich Abkiir- Zahl Unbéschriinkt ausfithrbare
SR zung e Rechenoperationen

Bereich der natiir- N 0 15213, e Addition, Multiplikation

lichen Zahlen

Bereich der g;.nzen G ww—1,0,1,... Addition, Multiplikation,

Zahlen Subtraktion

Kérper der ratio- K 9 Addition, Multiplikation,

nalen Zahlen n §eSaEd~PY Subtrakt., Division

Korper der reellen E * unendliche Addition, Multiplikation, Sub-

Zahlen Dezimalbriiche traktion, Division, Limesbildung

Korper der kom- c¢ a+0bj (a,be R, j*>=—1) | Addition, Multiplikation, Sub-

plexen Zahlen traktion, Division, Limesbildung,

. Erfiillen algebraischer
Gleichungen




Gleichungen

13. Allgemeines iiber Gleichungen
12.1. Aufbau von Gleichungen

Die grundlegenden Begriffe Term, Definitionsbereich des Terms, Gleichung und
Lésungsmenge wurden bereits im Abschnitt 7. eingefiihrt. Danach wird eine Gleichung
durch Gleichsetzen zweier Terme, von denen mindestens einer mindestens eine Vari-
able enthalten muB, gebildet:

T,(2,9,...) = Ty(2, ¢, ...).

Unter dem Definitionsbereich der Gleichung ist die Durchschnittsmenge der durch die
Definitionsbereiche der einzelnen Terme gegebenen Mengen zu verstehen.

BEISPIEL
1. Esist der im Korper der reellen Zahlen gelegene Definitionsbereich von

1

=V2z—1
22 —3 vz

zu bestimmen.

Lésung : Definitionsbereich X; des Terms

2z — 3:
Die Variable z darf nur mit den Zahlen belegt werden, fiir die der Nenner des Terms von Null
verschieden ist: , '

X, = R\ (3/2}.

Definitionsbereich X, des Terms Y2z — 1 :

Da Wurzeln nur_fi‘xr nichtnegative Radikanden definiert sind, ergibt sich:
X, =[1/2; + o).

Deﬁni;;ionshereich der Gleichung:
X =X,nX,=[1/2; + o0) \ {3/2}).

Werden die Variablen einer Gleichung mit irgendwelchen Elementen des Definitions-
bereiches belegt, so ergibt sich eine wahro oder falsche Aussage, je nachdem ob die auf
beiden Seiten der Gleichung stehenden Terme gleiche oder ungleiche Werte annehmen.
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Allgemein wird ein Ausdruck, der bei einer Belegung der in ihm enthaltenen Variablen
in eine Aussage iibergeht, Aussageform genannt. Eine Gleichung ist in diesem Sinne
eine Aussageform.

Alle Elemente des Definitionsbereichs, mit denen die Gleichung erfiillt wird, d. h. fir
die aus der Gleichung eine wahre Aussage entsteht, bilden die Losungs- oder Erfiil-
lungsmenge der Gleichung. Weist die Gleichung eine, zwei oder allgemein » Variable
auf, so sind die Elemente der Losungmenge Einzelelemente, Wertepaare oder all-
gemein n-Tupel. Bei Nichterfillbarkeit der Gleichung ist ihre Losungsmenge leer.
In der Schreibweise der Mengenlehre wird die die Gleichung 7T, = T, erfiillende
Losungsmenge symbolisch in der Form

L={x;y;..)|Tyz, y,...) = Tylz, 9, ...)}
dargestellt.

BEISPIEL
2. Die Losungsmenge der Gleichung 2z == 3 wird durch
L ={z|2z =3} = {3/2}
wiedergegeben.

Bei verschiedenen Aufgaben ist nur die Teilmenge der Losungsmenge von Interesse,
die einem gegebenen Variablenbereick angehort. Insbesondere bedingen Textaufgaben
einen fiir sie sinnvollen Variablenbereich.

BEISPIEL :
3. Das Finffache einer einstelligen Zahl ist um 5 gréBer als ihr Vierfaches. Wie heiBt diese Zahl?

Loésung : Wird die gesuchte Zahl mit z bezeichnet, so lautet die zu 16sende Gleichung
5r = 4x + 5.

Wihrend der Definitionsbereich der formalen Gleichung den Kérper der reellen Zahlen um-
faBt, verlangt die Aufgabenstellung eine Beschrinkung auf den Variablenbereich

{t; 2;...; 9.
Nur so ist die Gleichung zur gestellten Aufgabe dquivalent.
Losungsmenge der Gleichung: {5}.
Die gesuchte Zahl ist 5.

Ist der Durchschnitt von Variablenbereich und Losungsmenge leer, so ist entweder
die zur Losung der Aufgabe angesetzte Gleichung ungeeignet, oder die Aufgabe ist

iiberhaupt unlésbar.
Eine durch die Aufgabe bedingte Einschrankung auf einen Variablenbereich M, der
Teilmenge des Definitionsbereichs ist, wird zusitzlich angegeben:

L={x;y;..) (@ y:..) e M ATy(x:y;...) = Tylx; y;...)}

Das die Konjunktion (Vereinigung, Verbindung) ,,und* kennzeichnende Symbol A
verbindet die einzelnen Eigenschaften, die von der Losungsmenge erfilllt werden
miissen.
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BEISPIEL
4. Esist {z|z¢ N A~ 22 =3} zu bestimmen.

Losung : OhneEinschriankung auf den Bereich der natiirlichen Zahlen wiirde dor Wert 3/2 dio
Gloichung erfiillon. So abor ist die Losungsmenge leer.

Losungsmenge: g_
Dieses letzte Beispiel zeigt, wie die Losungsmenge nicht nur durch die Gleichung allein,
sondern auch durch den festgelegten Variablenbereich bedingt wird. Es konnen in
einem Variablenbereich erfiillbare Gleichungen in anderen Bereichen nicht erfiillbar
sein.

12.2. Einteilung der Gleichungen

Fiir Gleichungen ergeben sich verschiedene Einteilungsmaglichkeiten, je nachdem
welche Unterscheidungsmerkmale herangezogen werden.

Eine erste Unterteilung kann nach der Anzahl der auftretenden Variablen erfolgen.
Es werden Gleichungen mit einer, zwei und allgemein » Variablen unterschieden.
Eine weitere Unterteilung wird nach der Art, wie die Gleichung aus den Variablen und
Konstanten aufgebaut ist, vorgenommen. Treten dabei die rationalen Rechenopera-
tionen und das Radizieren endlich oft auf, ohne daB jedoch die Variable als Exponent
erscheint, so liegt eine algebraische Gleichung vor (vgl. 11.8.). Algebraische Gleichun-
gen mit einer Variablen lassen sich stets in der Form

a; € R
neEN

darstellen. Eine Unterteilung dieser Gleichungsart laB3t sich nach dem Wert des groB-
ten auftretenden Exponenten, dem Grad der Gleichung, vornehmen.

Alle anderen Gleichungen heillen transzendent. Als Beispiele derartiger Gleichungen
seien angegeben:

a2 +ap 4 g a, =0

sinxz + cosz =1 (goniometrische Gleichung),
PRTH4 = & (Exponen‘tialgleichung),
3lg(x+3) —2lgxz==x+ 1 (logarithmische Gleichung).

In den folgenden Abschnitten sollen nun die Losungsverfahren fiir die verschiedenen
Gleichungsarten behandelt werden.

13. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

13.1. Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen
Als lineare Gleichung mit zwei Variablen wird jede Aussageform
ayx -+ ay=15b (a1, as, b, x, y € R)

bezeichnet, in der a,, @, und b reelle Konstanten, x und y reelle Variablen darstellen.
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Alle Wertepaare (z; ) € R X R, fiir die diese Aussageform in eine wahre Aussage iiber-
geht, bilden die Lésungsmenge L der Gleichung:

L={=y|= ye€RXEazx+ay=0>b}

oder kiirzer, wenn grundsitzlich keine Zweifel beziiglich des Variablenbereiches még-
lich sind:

L = {(x;¥y) | ;= + a,y = b}.

Sind a; und a; von Null verschieden (a, - ag &= 0), so 1aBt sich die Lésungsmenge auf-
stellen, indem die eine Variable als freie Variable aufgefafit und mit beliebigen Werten
belegt wird und dann die jeweils entsprechenden Werte der zweiten, gebundenen
Variablen ermittelt werden. Dazu ist es zweckmaBig, die Gleichung zunachst nach
der einen der beiden Variablen aufzulosen. Die einzelnen Elemente (z; y) der unend-
lichen Lésungsmenge lassen sich dann aus dem beliebig wiahlbaren

Z€R bzw. y€R
und
y = oy bzw. = b —ay
@y oy
bilden.
Die Losungsmenge
L={(x;y) zERAY= b_"#} bzw.
2

| i
L={(x;y)ly€R/\x=%l}

xeR} b, L={(Iﬂy;y”y63} @

a4

oder kiirzer

229

kann so als Abbildung

=y bzw. z<y

angesehen werden. Ihre graphische Darstelluhg als Punktmenge in einem cartesi-
schen Koordinatensystem ergibt eine Gerade.
BEISPIEL
In Bild 27 ist die Losungsmenge der Gleichung 2z — 5y = 1, also
(z;9) 122 — 5y =1}

als Punktmenge wiedergegeben. Auszugsweise liBt sich die Losungsmenge in Form einer
Wertetabelle darstellen:

z |—2l—1‘0|0,5|1[2|3|4,2

221
[

1 1,48

—1/5 3/5

y

o | ‘ —3/5

0 ‘1/5
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Gleiche Losungsmengen weisen
a4 ay=>b und k-ayx+k-agy=%k-b ke R\{0}

auf. Wie in 7.3. bereits festgestellt wurde, stellt die Multiplikation einer Gleichung mit
einem von Null verschiedenen Faktor eine identische Umformung dar. Die dadurch
neu entstehende Gleichung ist zur Ausgangs- y '
gleichung dquivalent. Die beiden Gleichungen
sind voneinander linear abhingiy. ﬂ A
Wihrend im vorhergehenden sowohl a, als

auch a, von Null verschieden waren, soll jetzt
einer der beiden Koeffizienten verschwinden. — Loy
Somit tritt in der Gleichung eine der beiden /
Variablen nicht mehr auf. Trotzdem soll sie

weiterhin als Gleichung mit zwei Variablen
angesehen werden. Man denke sich die Glei- gia 27
chung in der Form

O-z4a,y=>0 bhzw. ax+0.-y=>
mit
a, =0 bzw. a; 50

geschrieben. Im ersten Fall erfiillt jedes aus einem beliebigen z € R und dem konstan.
ten y = ai bestehende Wertepaar, also die aus der Menge der reellen Zahlen und der

2

einelementigen Menge {b/a,} gebildete Produktmenge R x {b/a,), die Gleichung. Im
zweiten Fall erfillen alle aus dem gleichbleibenden z = b/a, und dem beliebig wahl-
baren y € R gebildeten Wertepaare, also die Elemente der Produktmenge {b/a,} x R.
Es ist demnach ’

(@:9) | ayy = b) = {(x .3)

2

x € R} bzw.

{(z;9) a1z =b) = {(ai: y) ‘ yE€ R}.

1

Der Vergleich mit dem vorhergehenden zeigt, daB dieser Sonderfall mit a, =0
bzw. a; = 0 in (I) enthalten ist. Wahrend jedoch im Fall a, . a, =0 wahlweise eine
der beiden Darstellungsmoglichkeiten herangezogen werden konnte, existiert im
Sonderfall jeweils nur eine der beiden Moglichkeiten.

Dieser Sonderfall einer linearen Gleichung mit zwei Variablen ist klar von einer Glei-
chung mit einer Variablen zu unterscheiden, deren Losungsmenge aus einem Einzel-
element besteht, wahrend hier die Losungsmenge (unbegrenzt viele) Wertepaare um-
fafit.

Die den Losungsmengen entsprechenden Geraden liegen im Fall a; = 0 parallel
zur z-Achse und im Fall a; = 0 parallel zur y-Achse, falls b 4= 0 ist, wahrend sie bei
b =0 mit den Achsen zusammenfallen.
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Ist a, = a, = 0, die Gleichung also véllig entartet zu
0-z2+4+0-y=0,

80 ist sie im Fall b 4= 0 von keinem Wertepaar zu erfiillen, ihre Losungsmenge also
leer. Verschwindet dagegen b ebenfalls, so fiihrt jede beliebige Belegung der Variablen
z und y zu einer wahren Aussage. Die Losungsmenge ist dann mit der gesamten Pro-
duktmenge R X R identisch.

13.2. Zwei lineare Gleichungen mit zwei Variablen

13.2.1. Ldsungsmenge

Unter der Losungsmenge eines Gleichungssystems?)
an + ay = by ‘
AT + gy = by

ist die Menge aller Wertepaare (z; ) € R X R zu verstehen, die beide Gleichungen in
eine wahre Aussage iiberfithren. Sind

Ly = {(x; y) | ax + a3y = by} und L, = {(x; y) | ag® + agy = by}

die Losungsmengen der beiden Teilgleichungen, so mufl demnach die Lésungsmenge L
des Gleichungssystems mit der Durchschnittsmenge L, n L, identisch sein:

LinLy=L ={=:y)] anx + a;py = by ~ ap & + any = by}.

BEISPIELE
1. Die beiden Gleichungen des Systems
2z — by =1
3x —2y=1
haben, einzeln betrachtet, die auszugsweise in Form einer Wertetabelle wiedergegebenen
Lésungsmengen:
x -1 0 1 2 3 4 |
gl 3/5 1 3 I s
y=22 —3 —1/5 1/5 3/5 f
@ v —1 0 1 2 3 4 ‘
y:3x2—7 5 { —72 | —2 | —12]| 1 5/2

1} Die Koeffizienten sind durch Doppelindizes gekennzeichnet. Der erste Index benennt die zu-
gehorige Gleichungsnummer (desgl. der Index des absoluten Gliedes} und damit die Zeile,
wahrend der zweite Index die Zugehorigkeit des Koeffizienten zur ersten Variablen  bzw. zur
zweiten Variablen y und damit die Spalte angibt
Lies a,, als ,,a-zwei-eins*
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Lbsl;ngsmenge des Systems ist demnach
L={{z;y) |22 —5y =1~ 32 — 2y =7} = {(3; 1)}
Die beiden zuzuordnenden Geraden schneiden
sich im Punkt (3; 1) (Bild 28).
2. Lautet die zweite Gleichung
4z — 10y = 2,

8o ist deren Losungsmenge mit der der ersten
Gleichung identisch. Die beiden Gleichungen
sind voneinender linear abhingig. Das Lo-
sungssystem weist eine unbeschrinkte Lisungs-
menge auf. Die den beiden Gleichungen zuzu-
ordnenden Geraden fallen zusammen.

3. Wird als zweite Gleichung Bid 28
2z — 5y =3
gewihlt, so zeigt die Wertetabelle
|-t © |t ||
g | = | =t f =85 | =5 | 95 {.38 |

daB alle y-Werte jeweils um — 2/, kleiner sind als die der ersten Gleichung. Es kann also kein
gemeinsames Wertepaar existieren. Die Losungsmenge ist leer:

L={z;9) |22 —-5y=1"22—-5y=3}=

Die Gleichungen stehen zueinander in Widerspruch, denn bei gleichen linken Seiten sind die
rechten Seiten voneinander verschieden. Die entsprechenden Geraden verlaufen parallel.

An Hand dieser Beispiele lassen sich fiir die Losungsmengen derartiger Gleichungs-
systeme drei grundsatzliche Moglichkeiten erkennen:
a) Die Losungsmenge besteht aus einem Wertepaar (z; ).

b) Die Losungsmenge ist identisch mit den untereinander gleichen Losungsmengen
der beiden Gleichungen. Das Gleichungssystem weist eine unendliche Losungs-
mengeauf.

c) Die Losungsmenge ist leer. Das Gleichungssystem 1aBt sich nicht erfiillen; beide
Gleichungen stehen zueinander in Widerspruch. ;

Die Allgemeingiiltigkeit dieser Feststellungen, die hier lediglich aus der Betrachtung
eines Beispieles gewonnen wurden, wird in 13.2.5. nachgewiesen.

13.2.2, Lisungsverfahren

Grundgedanke des Losens mit Hilfe des Einsetz-, des Gleichsetz- und des Additions-
verfahrens ist die Aufstellung einer neuen Glelchung, die nur noch eine Variable ent-
halt. Mit dem daraus bestimmbaren Wert der einen Variablen kann dann aus einer
der beiden Ausgangsgleichungen der Wert der anderen Variablen errechnet werden.

@ Algebra und Geometrie
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Die grundsidtzliche Moglichkeit zur Aufstellung einer derartigen Gleichung ergibt
sich aus der Behauptung:
Ist das Wertepaar (z,; %,) Element der Losungsmenge eines Gleichungssystems:

(o3 Yo) € {(x; ¥) | Ty(, y) = by A Tyl, y) = by},

so ist es auch in der Losungsmenge jeder durch Linearkombination beider Gleichungen
gebildeten Gleichung enthalten:

(05 Yo) € (@ y) | by - Ty(2, y) + ko« To(w, y) = kyby + koby}.

Beweis: Nach Voraussetzung nimmt T; (x, y) fiir x = 2, und y = y, den Wert b; an:
Ti(zg yo) = b 1€ {1;2}.

Dann aber ist auch

ky+ Ty (2o, Yo) + Ko - Ta(Xo, Yo) = kyby + Kaby
erfiillt.
BEISPIEL
1. Fir das schon behandelte Gleichungssystem

2z — 5y =1
3z—2y=7|

mit der Losungsmenge {(3; 1)} sei beispielsweise eine neue Gleichung durch Linearkombination
mit k; = 2 und ky = —1 aufgestellt:

z— 8y = —5.
Einige Elemente der Losungsmenge dieser Gleichung sind durch die Wertetabelle

x'...|—1|0|1|2|3|

y | oo | w2 | oas | ose | s | 1|

wiedergegeben. Diese Losungsmenge stimmt im Wertepaar (3; 1) mit denen der beiden Aus-
gangsgleiehungen iiberein.

Das Additionsverfahren

Durch geeignete Linearkombination der beiden Ausgangsgleichungen wird eine nur

noch eine Variable enthaltende Gleichung aufgesteilt.

BEISPIELE

Auf die folgenden Gleichungssysteme soll das Additionsverfahren angewendet werden,

2. 2z —b6y=1]| —3
3z —2y=1 . 2
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Lésung: Die Erweiterungsfaktoren sind hinter jeder Gleichung angcgeben. Als neue Glei-
chung ergibt sich

1i1ly=11 bzw. y=1.
Loésungsmenge dieser Gleichung ist demnach
{{z; 1) | z € R}.
Fir y = 1 erfordern zu ihrer Erfiillung sowohl die erste als auch die zweite Gleichung = = 3.

Dabei wird eine der beiden Gleichungen zur Berechnung von z, die andere zur Probe fiir dic
gefundene losungsmenge verwendet.

Losungsmenge des Systems: {(3; 1)}.

Eine andere Moglichkeit zur -Berechnung des z besteht in einer nochmaligen Linearkombina-
tion, bei der eine von y freie Gleichung aufzustellen ist.

9x+4y=22‘ 3

11z +6y =28 | —2

Losung: Es wird zweckmiBigerweise die Elimination vorgenommen, bei der der Rechen-
aufwand moglichst klein ist. Im vorliegenden Beispiel ist y zu eliminieren, da das kleinste ge-
meinschaftliche Vielfache der beidenKoeffizienten von y durch méglichst kleine Erweiterungs-
faktoren erreicht werden kann.

Losungsmenge: {{2; 1)}.
2z — 5y=1| -2
4z — 10y =2 1

Losung : Bei der formalen Anwendung des Additionsverfahrens auf dieses schon untersuchte
Gleichungssystem, bei dem die beiden Gleichungen voneinander linear abhingig sind, ergibt
sich die identische Gleichung 0 = 0. Das Additionsverfahren fiihrt also hier nicht weiter zum
Ziel. v

<t

2z - 5y=1| —1
2z — 5y =3 1

Lésung: In diesem widersprechenden System fiihrt das Additionsverfahren auf die falsche
Aussage 0 = 2, die auf dic Nichtexistenz einer Losung des Gleichungssystems hinweist.

Nur wenn ein widerspruchsfreies, linear unabhingiges Gleichungssystem vorliegt,
kann die in diesem Fall aus einem Element bestehende Losungsmenge mit Hilfe
des Additionsverfahrens ermittelt werden. In den beiden anderen Fillen ergibt sich
lediglich ein entsprechender Hinweis.

Bas Einsctzverfahren (Substitutionsverfahren)

Beim Einsetzverfahren wird nur auf formal andere Art die neue, nur noch eine
Variable enthaltende Gleichung aufgestellt. Fiir lineare Gleichungssysteme hat es,
wic auch das noch folgende Gleichsetzverfahren, geringere Bedeutung als das Addi-
tionsverfahren.

9‘
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BEISPIEL
6. Zur Losung des Gleichungssystems
2z—-6y=1
3z —2y=1

ist das Einsetzverfahren zu verwenden.

Lésung:
1. Auflésen der ersten Gleichung nach z:
5y+ 1
5
2. Einsetzen in die zweite Gleichung und Auflésung:
11 Y = 11
Y= 1.

(Substitutionsgleichung) =z =

3. Ermittlung des zugehérigen x aus der Substitutionsgleichung:
r =3.

Losungsmenge: {(3; l)i :

Die Probe ist an beiden Gleichungen vorzunehmen. Es ist grundsttzlich gloichgiiltig, welche
Variable eliminiert wird. Man wird auf moglichst kleinen Rechenaufwand achten.
Der Leser erprobe das Verfahren an den beiden Sonderfillen!

'Das Gleichsetzverfahren

Auch hjer wird eine neue Gleichung aufgestellt, die nur noch eine Variable enthalt.

BEISPIEL
7. Das Gleichungssystem
2z —b6y=1
3z -2y =1
ist mit Hilfe des Gleichsetzverfahrens zu l6sen.
Losung ;
1. Auflosung beider Gleichungen nach einer der beiden Variablen (nach x):
g 2L EL z= 2T
2 3

2. Gleichsetzen beider rechten Seiten und Auflésung:
11y =11 bzw. y=1.

3. Ermittlung des zugehérigen Wertes der anderen Variablen aus einer der beiden nach z auf-
gelosten Gleichungen:

z=3.

Losungsmenge: {(3; 1)}.
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13.2.3. Lisung mit Hilfe von Determinanten., Einfiihrung der zweireihigen
Determinante

Aus dem Additionsverfahren heraus soll ein weiteres Verfahren en wickelt werden,
das eine groBere Schematisierung der erforderlichen Rechenvorginge beim Lasen
von linearen Gleichungssystemen ermdglicht. In gréBerer Ubersichtlichkeit gestattet
dieses Verfahren weiterhin den Ubergang auf Gleichungssysteme mit mehr &ls zwei
Variablen und die allgemeine Beurteilung derartiger Systeme beziiglich ihrer Los-
barkeit.

Es sei der Losungsgang fiir das Gleichungssystem

anz + apy =b,
anZ + agy = by

mit Hilfe des Additionsverfahrens eingeleitet:

a) Zur Berechnung von x:

an? + a3y = b; | - as
a3 T + any = by | - (—ay,)
Q1,807 + G300) =  Qggby l
— 1905 T — G12820Y = —ay3b,
(@103 — @13a51)% = @by — ayaby. (D
b) Zur Berechnung von y:
au + apy = b, | - (—ay)
anZ + apy =by | - ay

(@109 — A1a05)Y = a3 by — agb,. (486)

Sowohl in (I) als auch in (II) erscheint jeweils auf der linken Seite als Faktor der
Variablen z bzw. y der Term a,,a,, — @,3a,,. Der Anordnung der vier Koeffizien-
tén im Gleichungssystem entsprechend, soll diese Differenz zweier Produk e durch das
quadratische Schema

Biss | @ e
= Qq1 093 — Q309 =

Qg Qgg

wiedergegeben werden. Ein derartiges Schema wird allgemein Determinante genannt.
Im vorliegenden Fall stellt es die zweireihige Koeffizientendeterminante des Glei-
chungssystems dar. Die vier Elemente einer zweireihigen Determinan e sind in zwei
Zeiden bzw. zwei Spalten angeordnet. Die im .quadratischen Schema von links oben
nach rechts unten verlaufende Diagonale wird Hauptdiagonale, die andere dazegen
Nebendiagonale genannt.
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Definition

Zur Berechnung des Wertes einer zweireihigen Determinante ist das Produkt der
Elemente der Hauptdiagonalen um das Produkt der Elemente der Nebendiagona-
len zu vermindern:

LT }

| gy Ty |

= G109 — g0y (21)

g

Nach dieser Definition lassen sich die auf den rechten Seiten von (I) und (II) stehenden
Terme D, = agb, — a,b, und D, = a;,b, — ayb; auch in der Determinanten-
symbolik w1edergeben Der Verglelch mit der Koeffizientendeterminante D laBt
erkennen, daB in D, die Elemente a,, und a,, gegen b, bzw. b, ausgetauscht sind.
Es sind also die in der ersten Spalte von D stehenden Koeffizienten der Variablen x
durch die absoluten Glieder zu ersetzen:

by ap

b = agb; — a53b,.
s Og

Entsprechend sind zur Bildung von D, die Elemente der zweiten Spalte von D, also
die Koeffizienten der Variablen ¥, gegen die absoluten Glieder auszutauschen:

ay b — b
= Gy;0p — Ay 0.

Mit diesen Bezeichnungen lassen sich (I) und ¢II) als Cramersche Regel in der Form

(22)

wiedergeben.
Ist die Koeffizientendeterminante D von Null verschieden, so ergibt sich

B D
D ¥=D7"

r =

BEISPIEL
Das Gleichungssystem

227~5y:1
3z —2y =17

ist mit Hilfe von Determinanten zu losen.
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Losung: Esist

D=

2 —5
\ =2:(—2)—(=6)3=—¢+15=11

3 -2

1 —5|
D, = p 2l:1.(-2)_(_5)-7=—2+35=33

D, - 2 1‘=2.7__1.3:14_3=11
3 7

und damit m=§§= 3; y_—_£=1‘
11 1

Losungsmenge: {(3; 1)}.

Bevor eine weitere Diskussion der CramERrschen Regel, insbesondere fiir den Fall
D = 0, vorgenommen wird, sollen im folgenden Abschnitt zunichst einige Gesetz-
méBigkeiten fiir zweireihige Determinanten aufgestellt werden.

13.2.4. Gesetze fiir zweireihige Determinanten

Die Determinantengesetze werden fiir die weiteren grundsitzlichen Darlegungen
iiber lineare Gleichungssysteme von Bedeutung sein und werden zu Erleichterungen
bei der Berechnung von Determinanten beitragen.

Die zunéchst fiir zweireihige Determinanten zu beweisenden Eigenschaften haben,
wie spiter nachgewiesen wird, auch fiir drei- und mehrreihige Determinanten Giiltig-
keit.

Satz 1

Werden in einer Determinante die Spalten mit den gleichstelligen Zeilen ver-
tauscht, so bleibt ihr Wert unverédndert.

Auf Grund der Definition der zweireihigen Determinante sind

a1 @ye | Ay1 g1

= O Agp— Uq20g
Qg @os |

= @y @9y — @13y und
(1 Cag

Die Gleichheit der rechten Seiten bestédtigt die aufgestellte Behauptung.

Aus dieser Eigenschaft kann eine wichtige SchluBfolgerung gezogen werden.

Jede fiir die Zeilen (Spalten) nachgewiesene GesetzmaBigkeit gilt gleichzeitig fiir die
Spalten (Zeilen).

Spalte und Zeile sind gleichberechtigt. Fiir sie wird deshalb die gemeinsame Bezeich-
nung Rethe eingéfiihrt.

Satz 2

Enthalten alle Elemente einer Reihe einen gemeinsamen Faktor, so kann dieser
Faktor vor die Determinante gesetzt werden.
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Weisen z. B. die Elemente der ersten Zeile den gemeinsamen Faktor &k ¢ R auf, so ist

ka,, ka
11 12
= Ry Qg — k0yp0q = k(@) 0y — y50y) =
Qg Qg
‘ a4 a
11 %12
=k
Qa1 Qgg

Satz 3

Werden in einer Determinante zwei parallele Reihen miteinander vertauscht,
so dndert der Wert der Determinante das Vorzeichen.

Entsteht D’ beispielsweise aus D durch Vertauschen der ersten und zweiten Zeile, so
bestétigt der Vergleich von

Q11 @,
D = el 1)@y — @13@y und
21 Qgg
Qg Qg
’
D= P = Q309 — Q189
1n %n

die Richtigkeit der Behauptung D = —D’.

Satz 4
J Weist eine Determinante zwei gleiche parallele Reihen auf, so hat sie den Wert Null.

Werden in dieser Determinante diese beiden Reihen miteinander vertauscht, so tritt
infolge der Gleichheit keine Anderung ein. Nach Satz 3 dndert aber dabei die Deter-
minante das Vorzeichen. Es mufl demnach D = — D sein, was aber nur mit D =0
erfiillbar ist.

Satz 4 und Satz 2 lassen sich verkniipfen.

Satz 6
Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die Elemente einer Reihe zu denen
einer parallelen Reihe proportional sind.

Mj.t' a,l = kan t‘lnd azg = kali ist

G113 @y 311 Gy

| kayy kay,

=0.

Q11 G313

Fiir die Beurteilung eines Gleichungssystems ist die Frage nach der Umkehrbarkeit
dieses Satzes von Interesse:

Wie miissen die Elemente einer zweireihigen Determinante beschaffen sein, damit sie
den Wert Null hat?

Aus der Definition der Determinante folgt offensichtlich:
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1. Besteht mindestens eine Reihe nur aus Nullelementen, so verschwindet die
Beterminante.

2. Weist die eine der beiden Diagonalen mindestens ein Nullelement auf, die andere
aber nicht, so hat die Determinante einen von Null verschiedenen Wert.

3. Sind nun alle Elemente der Determinante von Null verschieden, so folgt

| @ @y

= A8y — A1y = 0
l A3 Qg

QyyQgp = Q1909

an Ay

A1 Aoz
und daraus mit dem Proportionalitatsfaktor &€ R\ {0}
ay = kay, gy = katy,.
Zusammengefalit ergibt sich als Umkehrung:

Satz 6

Eine zweireihige Determinante kann nur dann den Wert Null haben, wenn die
Elemente einer Reihe alle Null oder zu denen einer Parallelreihe proportional sind.

BEISPIELE

Unter Verwendung der Determinantengesetze sind die Werte folgender Determinanten zu be-
rechnen:

1.2 6 1t 2
=2.3 =2-3.(—1)= —86.
49 2 3| =
2. 14—5 2 -5
1 =2.3| =2.3.11 = 66,
6 9 |1 i =
3. 5 ,5 5
s P 0,5-0,4 =0,
1,2 2,0 3 5 } =
13.2.5. Diskussion eines Systems von zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen

Im Abschnitt 13.2.3. wurde festgestellt, daBl die Aufldsung des Gleichungssystems

ay® + ayy =b,

Ay % + Agel = by |

auf die CrRaAMERsche Regel (22)

D.x= D, D-y=0D,
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mit
a1 Qg by ay ay b
D = 5 ‘D:c — 5 y =

Ay Qgp by ag @y by

fithrt. Fir die weitere Behandlung sind die beiden Hauptfille D=0 und D =0
zu unterscheiden.

Hauptfall I: D0
Wie schon erwéhnt, gilt im Fall D <= 0:

Ist die Koeffizientendeterminante D von Null verschieden, so hat das Gleichungs.
system die eindeutige Losung

D, D,
t=p v=Tp-

Hauptifall II: D =0
Nach den Untersuchungen im vorhergehenden Abschnitt mull zwischen den linken

Seiten der Gleichungen des Systems lineare Abhéngigkeit bestehen, esmuBl a,, = ka,,
und @y, = ka,, sein.

Unterfall 1:

Ist nun auch by = kb;, so sind beide Gleichungen insgesamt voneinander linear ab-
hingig. Die unendlichen Loésungsmengen der beiden Gleichungen sind identisch.
In diesem Fall ist dann auch

D, — by ap . | b, ap _ le by ayp -0
by ay i kb, kagp, | by gl
und
D, = ‘ay by | - a1y by _ ic‘ ay by | -
ay by kay kb, |y by

Die CramEeRsche Regel nimmt mit D = D, = D, = 0 die Form
0.2=0 0-y=0

an und kann nicht zur Bestimmung der Losungsmenge verwendet werden, da sie
durch jedes willkiirlich gewihlte Wertepaar (x; ) erfullbar ist.

Die Losungsmenge ist wie im Abschnitt 13.1. zu bestimmen.

Unterfall 2 :

Ist hingegen b; =& kb,, so stehen beide Gleichungen im Widerspruch. In diesem Fall
ist mindestens eine der Determinanten D, und D, von Null verschieden.

Die Widerspriichlichkeit 148t sich an der Unerfiillbarkeit der CRaMERschen Regel
erkennen, Ist zum Beispiel D, + 0, so existiert kein , das 0-2 = D, == 0 erfiillt.
Die linke Seite hat fiir jedes x den Wert Null, wihrend die rechte Seite von Null
verschieden ist.
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In der nachfolgenden Tabelle sind die Ergebnisse der Diskussion zusammengefaft:

D D, D, | Losbarkeit des Systems
0 beliebig eindeutig lésbar
0 beide 0 Gleichungen voneinander linear abhiingig,

unendliche Lésungsmenge

0 nicht beide 0 Widerspruch zwischen den Gleichungen,
Losungsmenge leer

Allein der Wert der Koeffizientendeterminante D gibt ein Kriterium dafiir, ob ein
vorliegendes Gleichungssystem eindeutig losbar ist (Normalfall} oder nicht. Oft hingt
allein schon von der Eindeutigkeit die Losbarkeit ¢ines Problems ab, so daf} cin
Verschwinden von D die Unlésbarkeit des Problems bedeutet.

BEISPIEL

1. Das Gleichungssystem
1,3z + 2,4y = —3.72
0,8z + 1,8y = —3

ist unter Verwendung von Determinanten zu lésen.

Loésung:
- ’ 1,3 24 , =06| 1,3 4 — 06.0.7.

08 18] 0,8

Das Gleichungssystem muf} eindeutig losbar sein (Hauptfall I).

—3,72 2.4 ‘

124 4
[ . =308 ‘=3~O,6-0,28
-3 18] 1 !
13 =372 L3 124 |
= == — —3.0,308
08 —3 | 08 1 |
. p_D:_3-08.028 g e OB, g0
D~ 06-07 D 0,6-0,7

Losungsmenge: {(1,2; — 2,2)}.

Ein Gleichungssystem, dessen absolute Glieder den Wert Null haben, wird homogenes
Gleichungssystem genannt. Andernfalls spricht man von einem inkomogenen Gleichungs-
system.
BEISPIELE

Die folgenden Gleichungssysteme sind mit Hiffe von Determinanten zu lésen:
3z -2y=0

9
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Losung:

3 —2
=94 10 = 19. —

>~
5

Hauptfall I: Ohne weitere Rechnung la8t sich
z=y=0
angeben. Mit b, = b, =0 ist D, =D, =0.

Lésun-gsmenge: {(0; 0)}.

3. 84z — 3,6y = 4,8
14,72z — 6,3y = 8,4
Losung:
4 —3,6 28 4 7
D=‘ | o a0 = —03.09.4.7]|" =9
14,7 —6,3 49 17
Es liegt Hauptfall IT und mit
48 —3.6 4 4
Dx= =-12-09 =0
84 —6,3 71
84 4.8 4 4
v = = 2,1 . 1,2 ==
14,7 84 7

Unterfall 1 vor. Beide Gleichungen sind linear abhingig.

71:_4) TeE R}.

Losungsmenge: { (z;

4. 122 — 18y =0
10z — 15y =0

Losung:

12 18
110 15

Es muB Hauptfall II, Unterfall 1 vorliegen, denn bei einem homogenen System ist stets
D,=D,=0. "

Losungsmenge: {(x, % x) ze€ R} s

5. 3,9z + 5,7y = —3,1
6,6z + 9,5y = 4,3
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Leésung:
39 57 1,3 19
=35 =0 Hauptfall II
8,5 9,5 1,3 1,9
, = il =-31.95—43.57:0.
43 95

Da schon D, 4 0, ist die Zugeharigkeit zum Unterfall 2 bereits geklart. Beide Gleichungen
stehen in Widerspruch zueinander.

Losungsmenge: o.

Erfolgt die Berechnung der Determinanten mit dem Rechenstab, so ist zur einwand-
freien Unterscheidung der Hauptfalle I und II' bei absolut sehr kleiner oder ver-
schwindender Koeffizientendeterminante (|D| <€ 1 bzw. D = Q) noch eine exakte
Berechnung vorzunehmen (Rechenstabungenamgkelt 1.

13.3. Gleichungen, die sich auf lineare Gleichungen zuriickfiihren lassen

Zum Teil treten innerhalb von Systemen nichtlineare Gleichungen auf, die sich aber
in lineare Gleichungen umwandeln lassen. Entweder 1aBt sich das durch geeignete
Umformungen erreichen, oder dadurch, da8 neue Variable eingefithrt werden. Dabei
ist zu uberpriifen, ob die so entstehenden linearen Gleichungen zu den gegebenen
Gleichungen équivalent sind. ZweckméfBigerweise wird dazu der Definitionsbereich
der umzuformenden Gleichung untersucht. Ist er nur ein Teilbereich des fiir die line-
aren Gleichungen grundsitzlich méglichen Bereichs der reellen Zahlen, so ist der
Variablenbereich der linearen Gleichung entsprechend festzulegen, um das Auftreten
unzulédssiger Elemente in der Losungsmenge der Ausgangsgleichung zu vermeiden.
Wird die Kontrolle der Variablenbereiche nicht vorgenommen, so muBl unbedingt
am SchluB der Rechnung die Einsetzprobe durchgefiihrt werden, damit dann nach.
traglich unzuléssige Elemente entfernt werden kénnen.

BEISPIEL
{(z 9 z+?+zirz g iz ~riges _5}»
Loésung:
Definitionsbereich der ersten Gleichung: z e R\ {1}

y € R\ {2}.
TUmformung der ersten Gleichung:

(+3)(y -+ +3(z—1)=2z~—1)(y —2)

52 + 4y = 13.
Das neue Gleichungssystem
5z + 4y = 13 z e R\ {1}
3:c—4yz—5\ ye R\ {2}

wiirde ohne einschrinkenden Variablenbereich die Lbsungsmenge {(1;2)} besitzen, so aber ist
sieleer. \

Loésungsmenge: a.
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Ein reziprokes Gleichungssystem

a b
— + — =
T
LA
I ot i?/_ =9
kann mittels der Substitution 1/ = u, 1/y = v in das lineare Gleichungssystem
au + bv =c¢ Variablenbereich :
eu + fv =g u, v € B\ {0}

iberfithrt werden.
Entsprechend kann das nichtlineare System

La)z 4 by =c¢
efz+/1y=1g
mit % = ]/;, v = ]/37 auf das lineare System
au + bv=c¢ Variablenbereich :
eu +fo =g u, V€ [0; + o)
zuriickgefiihrt werden.

Die beiden zuletzt angefiihrten nichtlinearen Systeme fiithren auf das formal gleiche,
aber im Variablenbereich unterschiedliche lineare Gleichungssystem.

AUFGABEN

Die Losungsmengen folgender Gleichungssysteme sind zu bestimmen:

204. | 3z + 2y— 8 205.x=3y—l9l

6z — 3y =30 y =3z —23
206. | 3z =4y — 15 207. ‘ 182z = 10y — 20
5y = 11 — 4z 24z = 15y — 30

208. | 2,4z — 1,7y = 1,52 |, 209. | 4.9y + 3.2z = 1,23
3.2z + 2,3y = 5,68 ‘ ‘ 3,5y — 2,4z = 6,97
210. | 3,5z + 4,7 = 3,8y 211. | 4,5z + 1,6y =3
5,7y — 3,9 = 6,3z ‘ 3,6z + 1,2y = 2,4 ’
212, | 18 2 —25 y =312 213. | 4,2z — 0,03y = 3,489
23,4z — 32,5y = 23,4 ‘ ‘ 12 2407 y = 6,59 ’
214. | 7,212 — 4,13y = 8,44 215. | 1,42z — 1,16y = 4,1
4,83z + 5,72y = 12,02 ‘ 8,52z — 6,96y = 24,6
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216.

218.

220.

221.

222.

223.

224.

- 225.

227.

229.

230.

7(x+2)—6(y+3)=41’ 217.‘ 78(r —1) - 4,9(y +2) = —1 \
4(x +2) + 9y +3) =11 17z —1)—~35@y+2) = 935

3(x—2)+4(2y+ -:—) = 0

)

2(7x +3y) —4( 52 +2y — 1)=z— 13
53 —2y) +3(1tx—3y—20)=90—y

219. | 2@z + 5y) — 42z — 3y) = 20
36z —2y)+ 6(x+y) =21

16

Q| =

5(x+>3)—3( y— -

4x(15y — 11) + 12y(3 — 52) = 6(11y + 12) l
3x(4y — 10) + 42z —3y) =3y(dx+1)— 12

r—2 y+2 x—2y

3 2 5
x—y+3y+2_x—2(y—1)
6 4 3
3r —4y 65— 3z 4y—1_23+6x
2 37 4 12
22—y 2y — 52 3 z
3 + 6 aal
2x—3y+1  5z+ 4@y +3)
+-- =3
5 7
3251 ortg)(dz— 1) = (4 —2) Bz + 4y — 9) — 18
{
3z + 5y = 36a — 7b| 226.|5x+2y = 29a
2r -3y = 5a— 11b 4 58
2 — Yy = —
’ z + g =0
ar +by=a 228.'ax+by = 2a
x — y=0 azx—b2y=a2+b2
a2+b22 az*bzz
— "\ oy — b2
( 2a )x ( 2a )y
a* + b a? — b2 "_
2a i é—y—a
¢ Ly 231 | = y
S - Lig=gmet
d Y = B Y, 55 13
Tras=? aih @ F
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232. z y 233. z y |
. =1 =1
a—b+a+b . a+b+a—b l
z Y z Yy a® 4 b2 T
—_—— =1 ey s e
a+b+a-—b a—-b+a+ a® — b?
234. | 2a(z + y) +4ala+b) =2(x+y) + 4a*(a + d) l
| @t+y+20)(@—y—20)=@+y—2a)(z—y+2b)
235. | 1 1 1 236. | 4 6 . 237. | 7 |
el e —+—=3 — +4y= 8|
z o Y 2 x > Y z s | [
L 1 7 71 | ’
1_a_1 A L1
z Y 6 x y x
238. | 5y + 8z = 3zy 239. | 4y — %92 = —2y
2z — y=20 6y 4+ 3z =4zy
240. | 22 43y _ 17 241. 5z+3y—|—3_3
3z —y 9 2z +y+1
3z+g/_2 4z —2y—3 _
6z — 1 3z +4y+41
242. | 22— 3y 4 243. 1 g
2z -6 3 S lz+y+1  4x—3y+1
3z —2y 1 1 _ 2
Tty 3z+y+2 4+3+2y
244. (x4 2):(y + 3):@Ry — 6x) = 1:3:5
245. (z + 1):(y + 2):(x + y + 1) = 3:4:6
246. Zwei Bautrupps 4 und B sollten eine Anlage zusammen in 30 Tagen montieren. Da aber
Trupp 4 bereits nach 12 Tagen abgezogen wird, benétigt B noch 27 Tage zur Fertigstellung
der Arbeit. In welcher Zeit hitte jeder Trupp allein die Montage durchfiihren koénnen?
247. Ein Benzinkessel kann durch zwei Zuleitungen gefiillt werden. Ist die erste 6 min und die
zweite 3 min gedffnet, so werden 5/, des Behilters gefiillt. Ist die erste 3 min und die zweite
6 min geofInet, so bleibt 1/, des Behilters leer. Wie lange muB jede Zuleitung gesffnet sein,
damit sie einzeln den Behalter fiillt, und wie lange miissen sie zusammen in Betrieb genommen
werden, um den Kessel zu fiillen?
248. Die Produktionsauflage eines Maschinenbaubetriebes lag im 1. Quartal des neuen Jahres um
40 Maschinen héher als die Produktion im letzten Quartal des Vorjabres. Sie wurde um
1/, iibererfiillt. Die so erreichte Produktion lag um 609, iiber der im letzten Quartal des Vor-
jahres. Wie grof8 waren die Vorjahresproduktion und die Produktionsauflage des neuen
Jahres?
249. Zwei LKW eines stadtischen Kraftverkehrsbetriebes sollten die Steine zur Ausbesserung

einer StraBe in 12 Tagen gemeinsam anfahren. Nach 8 Tagen wurde der eine Wagen ander-
weitig eingesetzt, und der andere Wagen fuhr noch 7 Tage allein. In wieviel Tagen hitte jeder
LKW die Steine allein angefahren?
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250.

251.

256.

257.

258.

259.
260.

261.

262.

263.

264.

265.

Eine Legierung mit der Dichte p ist aus zwei Legierungsbestandteilen B, und B, mit den
Dichten g, und g, zusammengesetzt (9, < ¢ < gg). Es sind die prozentuale Massenzusam-
mensetzung und das Mischungsverhiltnis zu bestimmen.

Eine Fliissigkeit mit der Dichte g ist durch Mischen zweier Fliissigkeiten ', und F, mit den
Dichten g, und g, entstanden. Wie groB sind die prozentuale Volumenzusammensetzung
und das Mischungsverhiltnis?

. Eir Quadratmeter eines 5,5 mm dicken Messingbleches hat die Masse 47,025 kg. Wieviel

Cu(p = 8,9 kg/dm?) und wieviel Zn(g = 7,14 kg/dm?®) sind darin enthalten?

. Wieviel Schwefelsidure mit der Dichte p = 1,15 kg/dm?® und p = 1,20 kg/dm? ergeben beim

Mischen 60 dm?® Siure mit der Dichte g = 1,17 kg/dm3?

. Welche Lénge haben die Durchmesser zweier Kreise, wenn die Summe der Umfinge

109,96 cm betrigt und die Durchmesser sich um & cm unterscheiden?

. Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks betrédgt 84 cm. Die Projektionen dieser Seiten auf die

dritte sind 40 cm und 16 cm lang. Wie groB sind die Dreiecksseiten?

Wird die lange Seite eines Rechtecks um 4 cm verkiirzt und die kurze Seite um 6 cm ver-
langert, so entsteht ein Quadrat mit gleichlanger Diagonale. Wie groB sind die Seiten des
Rechtecks?

Wird die lange Seite eines Rechtecks um 2 cm verkiirzt und die kurze Seite um 8 cm ver-
lingert, so entsteht ein Quadrat mit einem um 50 cm? groBeren Flicheninhalt. Es sind
die Seitenlingen des Rechtecks zu bestimmen.

Verkiirzt man die lange Seite eines Rechtecks um @ und verlidngert die kurze Seite um b, so
entsteht ein Quadrat, dessen Flicheninhalt um 4.4 groBer ist als der des Rechtecks. Wie
lang sind die Seiten des Rechtecks? Welchen Bedingungen miissen @, b und 44 geniigen,
damit ein derartiges Rechteck existieren kann? (a 3 b)

Desgl. fir ¢ = b

Auf einer kreisrunden Bahn von 440 cm Linge treffen sich zwei Korper bei gleich gerich-
teter Bewegung alle 20 min, bei entgegengesetzter Bewegung alle 5 min. Wie groB8 sind die
Geschwindigkeiten beider Korper?

Zwei Jugendwandergruppen wandern aus 30 km Entfernung einander entgegen. Bricht
die erste 2h friiher auf als die zweite, so treffen sie sich 21/;h nach dem Aufbruch der zweiten
Gruppe. Bricht die zweite Gruppe 2h frither auf als die erste, so treffen sie sich 3h nach
dem Aufbruch der ersten Gruppe. Wieviel km in der Stunde legt jede Gruppe zuriick?

Das Drehmoment einer Kraft bleibt unverdndert, wenn man die Kraft um 24 kp vergroBert
und den Hebelarm um 10 cm verkiirzt oder wenn man die Kraft um 24 kp verringert und
den Hebelarm um 20 cm verlidngert. Wie groB sind die Kraft und ihr Hebelarm?

Zwei Krifte F, und F, wirken in der gleichen Geraden und haben bei gleichem Richtungs-
sinn die Resultierende Fg; = 31 kp und bei entgegengesetztem Richtungssinn die Resul-
tierende Fpo = 5kp. Wie groB ist jede Kraft?

Das Ubersetzungsverhiltnis zweier Zahnrider eines Getriebes ist 7:11. Hitte jedes Rad 4
Zihne mehr, so wiirde das Verhiltnis 2:3 sein. Wieviel Zahne hat, jedes Rad?

Vermehrt man in einer Leitung bei unverinderter Spannung den Widerstand um 2 €, so ver-
ringertsich die Stromstirke um 1 A. Verringert man den Widerstand um 4 ©, so steigert sich
die Stromstirke um 3 A. Wie groB sind Widerstand und Stromstirke der Leitung?

10 Algebra und Geometrie
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14. Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen

14.1. Zwei lineare Gleichungen mit drei Variablen
Ein derartiges Gleichungssystem sei in der Normalform
au® 4 Gy + G132z = by
Ay + AypY + ag2 = by

gegeben. Ist mindestens eines der beiden absoluten Glieder b; von. Null verschieden,
8o liegt ein snkomogenes System vor, wabrend ein homogenes System b, = by =0 er-
fordert.

14.1.1. - Homogenes System
Das homogene System h
anZ + a1y + a2 =0
A + Gy + A3z =0
hat offensichtlich stets’die (trivialé)‘ Losung
z2=y=2=0

und ist somit grundsatzlich widerspruchsfrei.

. Es sind nun Untersuchungen anzustellen, ob noch weitere Losungen mbglich sind.
Das Problem la8t sich auf die Auflosung von zwei Gleichungen mit zwei Variablen
zuriickfiibren, Dazu ist eine der drei Variablen als freie Variable anzusehen und auf
die rechte Seite zu bringen. Dabei ergeben sich, je nachdem ob z, y oder 2 als freie
Variable angenommen werden, drei Moglichkeiten :

1. QY + A3z = —aux 2. a3 4+ a3z = —ayy
A3y + Gz = —ay2 A% + Ggg2 = —agY
3. a1 + @Y = —0y32
AT + QggY = —agy2

Jedes der drei Gleichungssysteme kann nach einem der in 13 2. behandelten Ver-
fahren gelost werden. Hier sollen der Ubersichtlichkeit wegen Determinanten zur
Auflésung herangezogen werden.

Die Koeffizientendeterminanten der drei Glelchungssysteme sind:

Gn Oy

1 Q3 a;; Gy

'Dl =

’_Dﬂ='— 3 Da=

Qza Qg Qg3 Qg Qg1 Qg

Aus spéter ersichtlichen Griinden wurde die Determinante .Dy zusdtzlich mit einem
Minuszeichen versehen,
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Fall 1. Mindestens eine der drei Determinanten hat einen von Null verschiedenen
Wert.

Ohne Einschrinkurig'der Allgemeingiiltigkeit kann angenommen werden, da8 System
3 eine nicht verschwindende Koeffizientendeterminante aufweist (D5 <= 0).

Andernfalls kann entsprechend eines der beiden anderen Systeme herangezogen werden.

'

Fiir das Gleichungssystem 3 ist dann

| =8z ay | Gy Gy |
B ‘ =, | s -
0332 Qg Aoz Qg
und nach Vertauschen der beiden Spalten
| @12 a3
Dz =2 = Dlz
Qgg  Qgg |
und entsprechend
@11 0132 Lay agg
‘Dll‘ == = =2 ' = .Dz -2
Qg1 — Qg2 Qg1 Qg |

Die Wertetripel der unendlichen Losungsmenge lassen sich unter Zuhilfenahme der
Cramerschen Regel bestimmen:

Fir jedes beliebig gewéhlte z € R ist

D, .z _Dy-2
Dg, y'— Da’

T =

Wird ein Parameter ¢ in der Form ¢ = Di eingefiihrt, so ergibt sich fir beliebig
wihlbares t € R: 3

z=D,-t, y=Dp-t, z=Dy-t.

| Losungsmenge eines linearen, homogenen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen
und drei Variablen = ‘ )
A%+ Ay + a3z =0 ‘

A& + Gy -+ aggz = 0
ist

L(#) = {(Dyt; Dqt; Dyt) | t€ R}

Die zugehorigen zweireihigen Determinanten

Qg Qg3

D1=

Qga Qg3

10*
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ergeben sich aus dem rechteckigen Koeffizientenschema (Matrix)
("zu %2 axa)
(g1 @gp Qgg

durch jeweiliges Streichen der ersten, zweiten bzw. dritten Spalte. Das zusatz-
liche Minuszeichen bei D, ist zu beachten. Das einem bestimmten ¢ =1¢{, ent-
sprechende Losungstripel L(t,) € L(t) wird partikulires Lisungstripel genannt.

Fir ¢t = 0 ergibt sich das schon erkannte partikuldre Ldsungstripel
L(0) = {(0; 0; 0)}.
BEISPIELE

Fiir die folgenden Gleichungssysteme sind die Ldsungsmengen zu ermitteln :

1. 3z +2y—4z2=0

2z +3y—52=0

Loésung : Es sind

2 —4 3 4| 3 2
D = =2 Dy=— =17, Dy= =5,
3 —5 2 —5 2 3
Alle drei Determinanten sind von Null verschieden.
Losungsmenge: {(2¢; 7¢; 6¢t) |t € R}.
2, 4z + 6y —32=0
6z + 9y —62=0
Lésung: Es sind
6 —3 4 -3 '4 6
D, = =-3, D,=— =2, D’:i ’=0.
9 —5| . -5 16 9 |

D, = 0 besagt, daB zwischen den z- und y-Gliedern beider Gleichungen eine lineare Abhingig.
keit besteht.

Losungsmenge: {(—3¢; 2t;0) |t € R}.
In diesem Beispiel hat z fiir jedes ¢ den Wert Null.
Fall 2. Alle drei Determinanten verschwinden: D, = D, = D3 = 0.

Es gentuigt schon festzustellen, dal zwei Determinanten verschwinden, denn dann
muf zwangsweise auch die dritte Determinante den Wert Null aufweisen. Es folgt
namlich aus

D, =0: ayp=ka,, und ay = ka,y

Dy =0: ayn = kay,; (und ay = kay).
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Damit ist aber auch

B3 @
kay, ka,,

2 O3

D, = = 0.

Q31 Qg

Beide Gleichungen sind voneinander linear abhingig und werden durch die gleichen
Losungstripel erfiillt. Zur Ermittlung der Menge aller Losungstripel kann iiber zwei
der Variablen frei verfiigt werden, die zugehorigen Werte der dritten Variablen sind
dann mit Hilfe einer der beiden Gleichungen zu bestimmen.

BEISPIEL
3. Esist die Losungsmenge des Gleichungssystems
4z4+6y—3z =0
6z + 9y — 4,52=0

zu bestimmen.

Losung: Da
4 -3
6 —45

D, = =0 D= —

’

6 —3
9 —45

sind, liegt lineare Abhéngigkeit vor. Die Menge der Losungstripel wird durch
{(z;y; 41:6y)l-‘=€3, ye R}

wiedergegeben. Die Variablen z und y sind darin frei wihlbar. Fiir einige Werte sei diese Lo-
sungsmenge in Form einer Wertetabelle dargestellt:

x 1 )} 3

y 0 1 2

z g .4_ _1_0 8
3 3

14.1.2, Inhomogenes System

Wie bei dem entsprechenden homogenen System kann zunichst eine der drei Varia-
blen als freie Variable angesehen und mit beliebigen Werten belegt werden. Ist D; == 0,

so kann man
@y + apy = b, — a2
8% + Aggy = by — ays2

als Gleichungssystem mit zwei Variablen 16sen und wird fiir jeden fest angenommenen
Wert z eine eindeutige Losungsmenge erhalten. Da z mit beliebigen Werten belegt
.werden‘kann, weist das Gleichungssystem eine unendliche Losungsmenge auf. Sind

(®:; ¥; 2) und (2; ¥5; %)
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zwei Elemente dieser Losungsmenge, so stellen
Qi + QeYi + sz T by

und - ke{l;2)
ani + Uadi + Quszi = by

wahre Aussagen dar. Die jeweils fiir gleiches k zu bildenden Differenzen dieser Aus.
sagen ) '

an (%5 — %) + @i (i — %) + aua el —2) =0
besagen, daf3

(2 — 25 98 —yis 2l — %)
das homogene System

AT+ oY + Az =0 ke{l;2}
erfiillt. Ist

Ln(t) = {(Dy1#; Dyt; Dyt) | t € B}

Losungsmenge des homogenen Systems so muB demnach

Ly(t) = {(Dyt + @; Dyt + y,-; Dat_.+z.-) | t€ R} (24)

Losungsmenge des inhomogenen Systems sein.
Der Beweis dafir, daB durch die so gebildete Losungsmenge auch alle Losungstripel
erfaBt werden, soll hier nicht gefiihrt werden. :

Haben nicht alle zweireihigen Determinanten des rechteckigen Koeffizienten-

schemas
(an P “13) .
gy Ggg Qg

den Wert Null, so setzt sich die Losungsmenge des inhomogenen Systems

an + @3y -+ a3z = b,

A5 & + Aggy + Agez = by

aus der Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems und einem beliebig
gebildeten Losungstripel des inhomogenen Systems zusammen.

BEISPIEL i
{(z:9;2) |8z + 2y — 2 =3 A 2z — 4y + 22 = -2}
'Lbsung: .
a) homogenes System: 3z+2y—~ 2=0

2z —4y +2z=0
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D, =

=0, Dy= —

2 -1
—4 2

Ly(¢) = {(0; —8t; —16¢t) |t € R}

oder, wenn — 8¢ durch einen neuen Parameter ¢ ersetzt wird:
Losungsmenge des homogenen Systéms:

Ly(t) = {(0; ¢; 2¢) | t € R).

b) inhomogenes System :

Ein Losungstripel des inhomogenen Systems soll mit z; = 0 gebildet werden.
Da auch D, 4= 0 ist, hiitte auch y; = 0 gewihlt werden kdnnen,

3z+2y=_3 '
. 1 3
i = E’ y{g‘z; 2, =10,

Lédsungsmenge des inhomogenen Systems:
1 3

Lit) =3 t+ —; 2¢

i )’ {(2 + )

Der Leser untersuche, welche Aussagen im Fall D, = D; = D; = 0 beziiglich der
Laésbarkeit des inhomogenen Gleichungssystems getroffen werden kénnen.

te R}. Probet

AUFGABEN

266. | 3z +5y+2z =0 4 267. | 2,6z — 1.4y +3,12=0
2xr+4y —32=0 2,82 + 0,9y + 1,82 =0

268. | 22 +3y —4z2=0 269. | 1,30z — 1,25y + 2,402 =0
3x + 5y —6z=10 o B s \0,782: — 0,75y +.1,442 = 0

270. | 2z — 5y +4z2=9 271. | 7,2z + 9,6y + 4,8z2=24

z— y— z=3 1,1z + 14,8y + 7,4z = 3,7
272, | 11,42 — 7,6y + 19,0z = 15,2

8,7x — 5,8y + 14,56z = 10,4

14.2. Drei lineare Gleichungen mit drei Variablen

14.2.1. Einfiibrung der dreireihigen Determinante

+ Im Vordergrunddieser Darlegung soll das Lésen mit Hilfe von Determinanten stehen.
Es sei lediglich darauf hingewiesen, daB die in 13.2.2. angefiihrten Losungsverfahren
sinngemiB verwendet werden konnen. Durch Anwendung des Additions-, Einsetz-
oder Gleichsetzverfahrens werden aus den drei Gleichungen mit drei Variablen heraus
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zwei Gleichungen mit nur zwei Variablen aufgestellt die dann geldst werden. Mit dem
gefundenen Losungspaar kann dann aus einer der drei Ausgangsgleichungen der zuge-
horige Wert der dritten Variablen errechnet werden.

An einem Beispiel sei hier lediglich das am héaufigsten verwendete Additionsverfahren

demonstriert.
BEISPIEL
22 —3y+ =z=17
4z + 2y + 32=8
z+5y+22=0

Losung : Es werden zweckmiBlig zwei von z freie Gleichungen aufgestellt. Dazu wird ein-
mal die erste Gleichung mit —2 multipliziert und zur zweiten Gleichung addiert und zum
anderen die dritte Gleichung mit — 2 multipliziert und zur ersten addiert.

2z —3y+ 2=T7)-(—2) |  (+1)

4z +2y+32=8 | - (+1)

x+5y+2z':0ﬁ  (—2)
8y+ z=—6 i (+3)
| —18y—3:= 7]-(+1)
1y = —11
y = —1,

Aus der ersten Gleichung des Systems mit zwei Variablen folgt dafir
8(—1)+2z=—6
z2=2
und aus der dritten Gleithung des gegebenen Systems
z2+5-(—1)+2-2=0
x=1.
Lésungsmenge: {(1; —1; 2)}.

| rem———————
Die Probe ist an der ersten und zweiten Gleichung durchzufiihren.

Lésung mit Determinanten
Pas gegebene Gleichungssystem sei
ap + @y + a2z = b, |

AT + Al + g3z = by
@31 % + Azl + Qg3% = by
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Es soll jetzt eine Linearkombination aller drei Gleichungen so vorgenommen werden,
daB in ihr nur noch eine der drei Variablen auftritt. Dazu werden die drei Gleichungen
mit den noch niher zu bestimmenden Faktoren 4,,, 4,, und 4; multipliziert und
dann addiert. Die entstehende Kombinationsgleichung soll nur noch die Variable z
enthalten.

anz + apy +apz=2>5 | -4,
Ay % + QY + Qpz =10y | - Ay
@y % + AgY -+ @z = by | - Ay

In der so entstehenden Beziehung

(ay Ay + agdy + a3 Ay + (@134y + age Ay + azada)y -+
+ (@134yy + @Ay + a3 Ag)z = Ay by + Ay by + Ay by

miissen dann auf Grund der angegebenen Forderung die Koeffizienten von % und 2
verschwinden:

@14y + Ay + azAdy =0
@34,y + @y sy + Ay = 0.

(I

Diese beiden Gleichungen stellen ein homogenes lineares System von zwei Gleichungen
mit den drei zu bestimmenden 4; dar. Dieses Gleichungssystem hat eine unendliche
Losungsmenge. Es ergeben sich also unbegrenzt viele Moglichkeiten, das gestellte
Problem, eine nur z enthaltende Gleichung herzustellen, zu l6sen. Hier interessiert
aber nur eine Moglichkeit, die als partikulire Losung mit ¢ = 1 gewonnen werden
soll:

Unter Beachtung des vorliegenden Koeffizientenschemas

(ﬂlz Qoo %2)
Qi3 Qg3 Q33

@z G3g

ist somit
Q12 Qg }

; @13 Qg |

Q13 Ay
Au: ’ A21=_ s A31= .

Qgg Qa3 Q13 gy

In den zweireihigen Determinanten sollen noch die Zeilen mit den Spalten vertauscht
werden, damit die Elemente mit gleichem ersten Index (Zeilenindex) jeweils in gleicher
Zeile stehen :

A1 O3 )

gy Ogy |

LT IUT
’ Aa1 =

] A21=_

e | Gyy @
Ay = }
Q33 Qa3

Qgp Qg3
Werden die Koeffizienten des urspriinglich gegebenen Gleichungssystems in Form
einer dreireihigen Determinante angeordnet
0 %z Gis
D = Uoy Qg9 Qg3 |,

Q31 Q32 Qg3
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so ist sofort zu erkennen:

A,, entsteht durch Streichung der 1. Zeile und der 1. Spalte,

A21 ” 2 H) ] 2. L] 13 3 33
A:!l i 2 2] 25 _3- 2 2] 1 IR |
wobei A,,.noch zusitzlich mit einem ’thuszemhen zu versehen ist.
Man nennt die 4;, die zur ersten Spalte gehorigen zweireihigen Untel‘detel‘mmanten

der dreireihigen Determinante D.
Mit den so gewéhlten 4;, nimmt (I) die Form

(@A + agn Ay + ag Ag)e = Ayby + Ay by + Ay bs

an. Wie zuvor bei zwei Glei"chungen mit zwei Variablen wird der auf der linken Seite
stehende Klammerausdruck mit der Koeffizientendeterminante D identifiziert:

Ay Ayg @
11 @12 B3 .
_ g Aoy @12 A3 LS ERGT I
gy Qoo Qo3 | = Oy " TR + ag 2 [ (II)
32 Q33 32 Tag a2 @ag
| @31 A3z A33

Damit wird der Determinante D ein Wert zugeordnet, der u. a. auf die rechts beschrie-
bene Art berechnet werden kann. Man sagt: Die Determinante ist nach den Elementen
der ersten Spalte entwickelt.

Die rechte Seite von (I) kann auf Grund der vorstehenden Festlegung ebenfalls in
Determinantenform geschrieben werden. Es sind dazu lediglich die Elemente a;, durch
die b;(z € {1, 2, 3}) zu ersetzen:

bya,,a
1013 O13
D b b Ia'az Qg3 B Ay Gq3 % @3 B3
= 2a22a23=llaa —ﬂaa ‘f'aaa-
a2 a3 32 Q33 22 Qg
by s, ag,

Damit nimmt (I) die Form
D.x=D,

an. Ist D == 0, so kann daraus z mit

X i= ==

D
berechnet werden. Bevor jedoch die Losung des Gleichungssystems weiter verfolgt
wird, sollen die GesetzméaBigkeiten dreireihiger Determinanten untersucht werden.
14.2.2. Gesetze fiir dreireihige Determinanten (Regel von Sarrus)

Um zunéchst einmal feststellen zu kénnen, wie sich der Wert von D aus den Elementen
" a,, direkt zusammensetzt, sollen die auf der rechten Seite von (II) befindlichen zwei-
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reihigen Determinanten ausgewertet werdon.

Q1 Gy Oys
D = |a, ay 8y | = ;34053033 — Q53035) — Q31 (213083 — 13a35) +
31 Q32 P33 + 3 (213053 — 213%22)

(I11)

Q1) Bpplgy — Byy Ap3zp — Qyglls Agg +

+ 013055053 + Q1205303 — G1305505; -

Es ist bemerkenswert, daf in jedem Summanden jede Spalte hzw. jede Zeile nur

cinmal vertreten ist. Jedes

der neun Glieder kommt insgesamt zweimal vor. Auf diese

entwickelte Form einer dreireihigen Determinante kommt man auch durch die fol-

gende Regel von SARRUS:

Man fiige der Determinante die beiden ersten Spalten zusétzlich an

Oy 0, Oy

X

0 Ua

Q5 Ay

| ‘731

/
4

29

Oy Qg

/

Tn 02

\

Gy Oz .

\+ _/

und bilde die Produkte der Elemente, die jeweils auf einer der eingezeichneten
Diagonalen liegen. Dabei sind die Produkte mit dem fiir die Diagonalenrichtung
vorgeschriebenen Vorzeichen (von links oben nach rechts unten: plus, von rechts
oben nach links unten: minus) zu verselien.

Diese Regel gilt nur fiir dreireihige Determinanten!

BEISPIEL
1. Die Determinante

2 -1 3
D=3 2 -2
4 3 1

ist a) durch Entwicklung nach den Elementen der ersten Spalte und b) mit Hilfe der Regel
von SABRUS zu berechnen.

Lésung:
a) 2 -1 3 .
2 -2 —1 3 -1 3
D= |3 2 -2 (=2 -3 + 4 =
1 3 1 2 -2
4 3 1

=2.8-3.(—10)+4-(—4) = 30.
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b) 2 —1 3|12 —~1
D=|3 2 —2{3 2=2.2.14(-1)-(—2)-4+43-3-3-3.2.4—
4 3 1f4 3 —2.(—2)-3—(—1):3-1=30.

Entwicklung nach den Elementen einer Reihe

In (II) liegt eine dreireihige Determinante in der nach den Elementen der ersten
Spalte entwickelten Form vor. Fiir die Elemente einer anderen Spalte oder Zeile
lassen sich entsprechende Entwicklungen bilden. Werden dazu in (I1I) beispielsweise
die Elemente der zweiten Zeile ausgeklammert, so ergibt sich

211 @12 9
D=|a, ap ay|=
Q3 @32 Qg
= — @y (15833 — B13@35) + Qg5 (g By — B1305;) — Bp9(y; Q32 — C120y) =

@ @

1]

@y O3
@3 Q33

Gyp Gy
= —ay + g = Qgg

Qgp U3 3 gy

Bei der zuletzt angegebenen Darstellung wurde darauf ge-
A A As achtet, daB} jede zweireihige Unterdeterminante die Form er-
hilt, die sich durch Streichen der Zeile und Spalte von D er-
A | A | A, gibt, in der sich das zugehdrige Element a,; befindet. Dazu ist

= + = es erforderlich, die Unterdeterminanten mit dem aus (— 1)+

A A A zu ermittelnden Vorzeichen zu versehen. Dieses Vorzeichen

ol el liBt sich auch leicht aus Bild 29 bestimmen (Schachbrett-
regel).

Bild 29 Die den Elementen der zweiten Zeile a,,, a,3 und a,, »ugeord-

neten Unterdeterminanten sind demnach

T a1s| @y Qg3 1 Uy
1 i

gy U3 |

A21=—‘ A23= . llnd Aﬂa-':_

a3 Qg3 | . | G31 Q3 |

Damit lautet die Entwicklung von D nach den Elementen der zweiten Zeile:
D = ay Ay + ayp gy + agdy.

Allgemein ergibt sich als Entwicklung von D nach den Elementen der i-ten Zcile:
3
D =anAy+ apdin+andp =3 audu 1€{1;2;3}
k<1
und nach den Elementen der k-ten Spalte:

3
D = @y, Ayy + g Agx + Qi Aae ="21 @i Ak kef1;2;3).
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BEISPIEL

2. Die Determinante D aus Beispiel 1 ist mit Hiife der Entwicklung nach den Elementen a) der
dritten Zeile und b) der zweiten Spalte zu berechnen.

Losung:
a) 2 —1 3
\—l 3 2 3! 2 —1
p 2 —2 3 — ’ 3 2 |
4 3 1
= 4(—4) — 3(—13) + 7 = 30.
b) 2 -1 3
3 =2 2 3 2 3
D=|3 2 -2 =_(—1)[ +2 — -
4 1 1 3 -2
4 3 1

I

= — (=111 + 2(—10) — 3(—13) = 30.

Determinantengesetze

Wie schon bei der Untersuchung zweireihiger Determinanten erwéhnt, gelten die
dort aufgestellten Determinantengesetze entsprechend auch fiir dreireihige Deter-
minanten. Im folgenden soll der Nachweis ihrer Giiltigkeit gefiihrt werden. Die ent-
scheidende Bedeutung dieser Regeln liegt in den sich daraus ergebenden Vereinfa-
chungen bei der Berechnung von Determinanten.

Satz 1

Werden in einer Determinante die Spalten mit den gleichstelligen Zeilen ver-
tauscht, so bleibt ihr Wert unveréndert.

Werden beispielsweise

|
Qyy Qg2 Cy3 gy Qg A3y
Qgy Agp Qa3 und Q)3 Agg A3g
Q31 Q3g A33 Q)3 Qg3 A33

nach den Elementen der ersten Zeile bzw. nach denen der ersten Spalte entwickelt,
und wird dabei das entsprechende Gesetz fiir zweireihige Determinanten beriicksich-
tigt, so bestitigt sich die Richtigkeit dieses Satzes.

Wie schon bei den zweircihigen Determinanten gilt also jede GesetzméiBigkeit beziig-
lich der Spalten ebenso fiir die Zeilen und umgekehrt. Aus diesem Grunde soll im
weiteren Verlauf fiir Spalten und Zeilen der Sammelbegriff Reihen verwendet werden.

Satz 2

Enthalten alle Elemente einer Reihe einen gemeinsamen Faktor, so kann dieser
Faktor vor die Determinante gesetzt werden.

Enthalten z. B. die Elemente der zweiten Spalte einen derartigen Faktor £, so sei die
Determinante nach diesen Elementen entwickelt. Der Faktor £ liB8t sich ausklammern,
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also vor das Summenzeichen setzen. Wird nun die Summe wieder als Determinante
dargestellt, so ist die Richtigkeit der im Satz aufgesteliten Behauptung zu erkennen.

a1y kay @45 3 3 @11 Q12 g3
o
Qgy kAgy Qp3 | = 21 kap Ay =k .\_,1 @pAp =k | ay Gy ay |.
i= i=
a3 kg, agg Q31 A3p Q33

Entsprechend kann mit allen Reihen verfahren werden.

Satz 3

Werden in einer Determinante zwei parallele Reihen mitcinander vertauscht, so
andert der Wert der Determinante das Vorzeichen.

Zum Nachweis sollen die beiden Determinanten

Q31 @12 13 gz Gop Aoz

’
D = | ay @y, agg und D’ = | ay @50,
Q3; Q33 Q33 Q3 A3p Q33

in denen die erste und zweite Zeile miteinander vertauscht sind, nach der ersten bzw,
zweiten Zeile entwickelt werden. Es ist

Qgg Qg gy Qo3 gy Qg
D =ay — Gy a3
Q32 Q33 (g Qg Qg Ag9
und
Qgg Qg Qg Qg Ay Aoy
D' = —ay + @53 =
Q33 Q33 Q3 Qg3 Qg Qgg
und damit
D= —-D".

Bemerkung: Die zu vertauschenden Reihen miissen dabei nicht aufeinanderfolgend
sein.

Satz 4
| Weist eine Determinante zwei gleiche parallele Reihen auf, so hat sie den Wert Null.

Der Beweis erfolgt unter Zuhilfenahme von Satz 2. Werden in dieser Determinante
die beiden iibereinstimmenden Zeilen miteinander vertauscht, so muB einerseits nach
Satz 2 die Determinante das Vorzeichen wechseln, andererseits aber dndert sie sich
infolge der Ubereinstimmung der beiden Reihen nicht. Demnach mu D = —D
oder 2D = 0, also D = 0 sein.

Als Folgerung aus Satz 4 ergibt sich

Satz 4a

Die Produktsumme aus den zu einer Reihe gehérenden Unterdeterminanten und
den Elementen einer Parallelreihe hat den Wert Null.
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Es ist beispielsweise

043 Gsn | ay, @
andgn + apdgy + @134y = —ay, i 12 l o ] =4
Qgp gy | @31 Qg3 |
gy Gy @y 813 Byg |
— Gy i = | a1 81305 | = 0 (zwei gleiche Zeilen).
il Ag; Agg Ags
Fiir die Zeilen gilt allgemein mit ¢ € {1, 2, 3} und j € {1, 2, 3}
2 0 fir i43j
| A 9l = X ai Ay =
%adn +dndn ¥ ouls kgxa'k = {D fiir ¢ =4
und entsprechend fiir die Spalten
3 0 firi==j
a4y + gy + agidyy = ¥ i Ay = { ot (D
k=1 D fir 1 =

Die Verkniipfung der Sétze 2 und 4 fiihrt zum

Satz 5

Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die Elemente einer Reihe zu denen
einer parallelen Reihe proportional sind.

Mit ag, = kayy, a5y = ka;g und ag; = kayy ist

@33 @y Qg 31 Qg g
D= Qg1 Qg Qg | =k |Gy Ggay | =0 (k€ R)
kay, kay, kayg a1 @12 Q13

Dieser Satz 1aBt sich noch erweitern:

Satz 6a
Sind die Elemente einer Reihe Linearkombinationen der Elemente der heiden
parallelen Reihen, so hat die Determinante den Wert Null.

Sind ag = kyay; + kyagy, agp = ki1ays + kyag und agy = ka3 + k@, mit k€ R
und kg€ R, so ist

a5 ST Qg
ag QAss Qgs o
kyay; + kgay  k1Gyp + kaagy k1043 + kpagg
= (kyay, + kyag) Ay + (k1ayy + Kgag) Agg + (k1035 + kp@gg) Agy =
= kl!allAax + @345, + amAas) + kzﬁam Ay + ageAgg + agydgs) =
0 0

=0.
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Daraus 1aBt sich mit k, = k, = 0 folgern: Weist eine Determinante in einer Reihe
nur Nullelemente auf, so hat sie den Wert Null.

Insbesondere zur Beurteilung der Losbarkeit eines Gleichungssystems ist wiederum die
Umkehrung dieser beiden Sitze 5 und 5a von Bedeutung. Es soll daher jetzt unter-
sucht werden, was aus dem Verschwinden einer Determinante tber ihre Beschaffen-
heit geschlossen werden kann.

1. D = 0, aber nicht alle A, = 0.
Dazu sei angenommen, daB mindestens 4330 ist.

Sollte das nicht der Fall sein, 8o 148t es sich aber durch Vertauschen von Reihen und entsprechende
Umnumerierung der Elemente erreichen.

Unter Verwendung von (I) gilt:

Ay A+ Ay Ags + g Ay =0
@1p 413 + Qg Ay + A3 A3y = 0
@13A13 + Qg Apy + Az Ay = D = 0.
" Damit steht fest, daB zwischen den Elementen eine lineare Abhingigkeit besteht. Um
den Sachverhalt noch weiter zu verdeutlichen, sollen diese drei Beziehungen nach

den Elementen der dritten Zeile aufgelost werden. Die Moglichkeit dazu ergibt sich
aus dem Nichtverschwinden von Ag,. Es ist

A Agy 7 o1
as:‘%“];aui—fasﬂzi 1€ {1;2; 3}
\
' A A
und mit %k, == 13 und k, = —_——
' Ags > A

asi = kyay; + ksaz 1€ {15253}

Sind A,; und 43, und damit sowohl &, als auch k, von Null verschieden, so stellen die
aj; Linearkombinationen der a,; und ay; dar. Verschwindet eine der beiden Unter-
determinanten, so sind die ag; den Elementen einer Zeile proportional. Nehmen bride
Unterdeterminanten den Wert Null an, so besteht die dritte Zeile nur aus Null-
elementen.

2. D =0, alle Ay, =0, aber nicht alle a;; = 0.

Auf Grund der Untersuchungen im Abschnitt 13.2.4. folgt aus Ay = A4, = A33 =0
das Bestehen einer linearen Abhangigkeit zwischen den Elementen der ersten und
zweiten Zeile. Aus Ay = A,, = A,y = 0 laBt sich entsprechend auf die Existenz einer
linearen Abhéngigkeit zwischen den Elementen der ersten und dritten Zeile schlieBen.
Ay, = Ay, = 4,3 =0 bestatigt dann noch die schon aus dem Vorhergehenden folgende
_ lineare Abhéangigkeit zwischen den Elementen der zweiten und dritten Zeile. Es ist

@y = kyay; und  ag; = kaay

mit k,, k,€ R und i€ {1;2; 3}.
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Die fiir die Zeilen angestellten Untersuchungen gelten entsprechend fiir die Spalten.
Zusammengefalit ergibt sich als Umkehrung

Satz 5b

Hat eine dreireihige Determinante den Wert Null und verschwinden dabei nicht
alle zweireihigen Unterdeterminanten, so besteht' eine lineare Abhingigkeit
zwischen mindestens zwei Reihen. Verschwinden auch alle zweireihigen Unter-
determinanten, ohne daB jedoch alle Elemente den Wert Null haben, so sind die
Elemente zweier Reihen zu den Elementen der dritten Reihe proportional.

Die Anzahl der linear unabhingigen Reihen einer Determinante wird als Rang r
bezeichnet. Ist eine dreireihige Determinante D von Null verschieden, so weist sie
den Rang 7 = 3 auf. Im Fall D =0 hat D den Rang r = 2, wenn nicht alle 4;,
verschwinden, und den Rang r =1, wenn alle A4, = 0, aber nicht alle a;;, =0
sind.

Satz 6

Werden in einer Determinante zu den Elementen einer Reihe die mit einem Faktor
multiplizierten Elemente einer parallelen Reihe addiert, so éndert die Determi-
nante ihren Wert nicht.

Zu den Elementen der dritten Spalte der Determinante
a1 Q2 Qg3
D= |ay axn asx
@3 Qg9 (g3
sollen die mit einem Faktor k¥ multiplizierten Elemente der ersten Spalte addiert
werden: 3
@ @y a3+ kay
D= |ay ay apy+kay | =
@3 3 Qg3+ kag
= (@13 + kay) Ayz + (@25 + kagy) A + (255 + kag,) Ay =

=L‘113‘413 + gy Ay + gy Agy + k(ay Ayz + as Ao + a5 Ass).
D 0

Damit ist D’ = D,
Rir die anderen Reihen kann der Nachweis entsprechend gefiihrt werden.

Ebenso wird die Determinante ihren Wert nicht déndern, wenn zu den Elementen
einer Reihe die jeweils mit beliebigen Faktoren multiplizierton Elemente mehrerer
Reiben addiert werden, kommt dies doch einer mehrfachen Anwendung des Satzes 6
gleich. ' '

Insbesondere Satz 6 gestattet es, den Rechenaufwand bei der Berechnung von Deter-
minanten erheblich einzuschrinken. Der Grundgedanke besteht darin, durch An.

11 Algebra und Geometrie
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wendung dieses Satzes moglichst viele Elemente einer Reihe verschwinden zu lassen.
Bei dreireihigen Determinanten wird man versuchen, moglichst zwei Nullelemente
innerhalb einer Reihe zu erzeugen. Die anschlieBende Entwicklung der Determinante
nach den Elementen dieser Reihe fiihrt dann die dreireihige Determinante auf eine
einzige zweireihige zuriick.

BEISPIELE

3.

D=

Die mit (—2) m

2 -3 1
4 2 3
1 5 2

ultiplizierten Elemente der ersten Zeile sollen zu den Elementen der zweiten

Zeile addiert werden, damit das neue Element a,;, den Wert Null annimmt:

D=

Damit auch a,,

addiert:

D=

2 —3 1|

0 8 1

1 5 2
verschwindet,

wird die mit (~ 2) multiplizierte dritte Zeile zur ersten Zeile

Die Entwicklung nach den Elementen der ersten Spalte ergibt:

D=1

0—13-3
0 8 1
1 5 2
—13 -3

1

= 11.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, dic Elemente a;, und a;, verschwinden zu lassen. Dazu
ist die mit (—2) bzw. (+ 3) multiplizierte dritte Spalte zur ersten bzw. zweiten Spaltc zu

addieren:
0 0 1
D=|_2 11 3 =1'_2 11|=—11|2 l’=11.
& e -3 11 I3 1] ==
Es lassen sich noch weitere Moglichkeiten auffinden.
4 —05 3 | 2 —05 3
4 —02|=2|3 4 02| =
08 2 5 | 04 2 5
0 =D3" & o s
=2[19 4 238 | =—2(—05) T | =
84 2 17 B

—2(~—0,5) (323 — 199,92) = 123,08.
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5. 5 P =7
7 —5 3
3 =7 5

Um ein Einselement zu erzeugen, wird das 2fache der Elemente der zweiten Spalte zu den
Elementen der dritten Spalte addiert:

|5 3 —1 0 0 —1
-9 — 926
7 -5 —T|=|—-28 -2 —7|=—1 ;2 2] =
3 -7 -9 —42 34 —9 e
o 2 13
1 5 | = —1d4.2 =
14.2.3. Losung und Diskussion eines Systems von drei linearen Gleichungen

mit drei Variablen

Zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit drei Variablen

anx + apy + a2 =by | Ay | A | - Ay,
A + Qg + gz = by | - Agy | - Apa | - Agg
an® + @zl + A3z = by | - Ay | - Az | - Ass

wurden, wie in der ersten Spalte rechts neben dem Gleichungssystem angegeben, die
mit Ayy, Ay und 4,, multiplizierten Gleichungen addiert. Es entstand die nur noch
die Variable z enthaltende Gleichung D - x = D,. Die nur noch y enthaltende Glei-
chung ergibt sich entsprechend durch Addition der mit den Unterdeterminanten der
zweiten Spalte 4,,, 4,4, und A4,, multiplizierten Gleichungen:

3 3 3 3
Y andip+ Y Xapdip+ 23 a3d,,=3bA;.
= R ] =

S
i=1 1=1

1 A —— — — — e’

0 D 0 D,
Dabei verschwinden gemafl Satz 4a die als Koeffizienten von x bzw. z auftretenden
Summen, wihrend die bei ¥ mit der Koeffizientendeterminante D identisch ist. Auf
der rechten Seite ist die Determinante D, entstanden, die aus D durch Ersetzen der

«; durch die b; hervorgeht:

byAe + byAge + b3 Az = —b, “n %a +b2‘a“ %13 —b, Un P
3 Qg a3 Qgg Agy Agg
ay by ay
= | ay by ay
ay by ag

Somit ergibt sich
D.y=D,.

11*
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Beziiglich der dritten Variablen z ist entsprechend zu verfahren. Die drei Gleichungen
sind dazu mit den in der dritten Spalte angegebenen Faktoren, den zweireihigen Unter-
determinanten A4.; der Koeffizientendeterminante D, einzeln zu multiplizieren und
dann zu addieren. Wird die auf der rechten Seite entstehende Determinante, in der
gegeniiber D die a,3 durch die b; ersetzt sind, entsprechend mit D, bezeichnet:

ay a;y by
D,=|ay ay b,|;

as ag; by
so ergibt sich fiir die dritte Variable
D.z= Dz .

Zusammengefal3t hat die Cramersche Regel fiir drei lineare Gleichungen mit drei
Variablen die Form:

D.2=D,, D-y=D,, D.z=D, (25)

Wie bei zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen sind wiederum, je nachdem
die Koeffizientendeterminante D von Null verschieden ist oder gleich Null ist, zwei
Hauptfalle zu unterscheiden.

Hauptfall 1: D <40

In diesem Fall lassen die in Formel (25) gegebenen Ausdriicke die Division durch D
zu. Das Gleichungssystem hat die eindeutige Losung:

D, 5 8 LoD
£PT S

—i 2y =

Hauptfall I1: D =

Je nach dem Verhalten der Zahlerdeterminanten D,, D, und D, sind zwei Unterfalle
zu unterscheiden.

Unterfall 1: D, = Dy =D, =0

a) Verschwinden nicht alle zweireihigen Unterdeterminanten A4 der Koeffizienten-
determinante D, so ist gemaB Satz 5b in 14.2.2. eine der Gleichungen von einer
oder von den beiden anderen Gleichungen linear abhéingig. Das Gleichungssystem
besteht also in Wirklichkeit nur aus zwei Gleichungen und kann nach 14.1. be-
handelt werden.

Die Feststellung des Verschwindens der Zihlerdeterminanten D, D, und D, verla.ngt die
Berechnung von drei dreireihigen Determinanten. Die Uberlegungen zu Satz 5b in 14.2.2.
fihren kiirzer zum Ziel, die Widerspruchsfreiheit des Gleichungssystems zu ermitteln. Die fiir
die Koeffizientendeterminante, also fiir die linken Seiten des Gleichungssystems, festgestellte
Abbiéngigkeit muf} in diesem Fall auch fiir die rechten Seiten bestehen. Die die Koeffizienten
der linken Seiten verbindenden Proportionalitatsfaktoren &, und k, miissen also genauso die b,
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b

~

verbinden. Diese Faktoren kénnen in der Art berechnet werden, wie das in den schon erwiahnten
Untersuchungen erfolgte. Dem entspricht auch folgende Uberlegung: Ist z. B. Ay eine der
nicht verschwindenden Unterdeterminanten, so muf3 das Gleichungssystem

ayky 4 ag ky = ag)

ayk, + agk, = ag,

eindeutig nach den k; auflosbar sein, da die mit A, identische Koeffizientendeterminante von
Null verschieden ist. Auf der linken Seite dieses Gleichung:systems treten als Koeffizienten
die Elemente einer der nicht verschwindenden A;; auf, wihrend als absolutes Glied das je-
weils noch fehlende dritte Element der entsprechenden Spalte erscheint.

Haben alle zweircihigen Unterdeterminanten 4,; den Wert Null, ohne da8 je-
doch alle a;; verschwinden, so sind zunichst die linken Seiten zwcier Gleichungen
zur linken Seite der dritten Gleichung proportional. Weisen die rechten Seiten die-
selbe Abhangigkeit auf, folgt also aus

Ay = kyay;, und  ay = kyay,
auch
ba = klbl und bs = ksbl’

so wird der Zusammenhang zwischen den drei Variablen schon allein durch eine
Gleichung ausgedriickt. Die unendliche Menge der Losungstripel ergibt sich
durch beliebige Belegung zweier Variablen der Gleichung und Berechnung des
zugehorigen Wertes der dritten Variablen.

Besteht jedoch dic angegebene Proportionalitat zwischen den absoluten Gliedern
nicht, so stchen dic Gleichungen zueinander in Widerspruch.

Unterfall 2:

Haben nicht alle Zahlerdeterminanten D;, D, und D, den Wert Null, so stehen die
Gleichungen zueinander in Widerspruch. Die zugehérige Losungsmenge ist leer.
In der nachfolgenden Ubersicht sind die Ergebnisse der Diskussion noch einmal zu-

sammengefalt:
Ziihlerdet. Unterdet, | . _ N
D Do Dy, D, Ay Losbarkeit, Anzahl d. Lésungen
+0 beliebig beliebig eindeutig 16sbar
0 Smtl. 0 nicht nur zwei unabh. Gleichungen:
SRINE- samtl. 0 Lésungsmenge unendlich
wenn widerspruchsfrei, nur eine aussagende
0 simtl. 0 simtl. 0 Gleichung: unendl. J.6sungsmenge; wenn
widersprechend: Losungsmenge leer
o S Gleichungen einander widersprechend:
0 | nichtsimt!. © beliebig Lbsungamenge leec
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BEISPIELE

Es sind die Losungsmengen folgender Gleichungssysteme zu bestimmen:

=0

1. 2243y —2z2=17
—3r— y+32=0
52+2y— z=1
Losung: Es sind
2 3 —2 0 3 -2
D=|—-3 —1 3|=|0 —1 3 =4’
5 2 —1 4 2 —1
] 3 —2 7 @7
‘Dy= |0 1 3| =0 -1 0| =—1 1
Dy = - - - 15
1 2 —1 1 25
27 —2 07 —2 17 —2
D,=|—-30 3|=|00 3|=4 o
51 —1 41 —1
2 3 17 —7 3 7
D,=|-3 —1 0| = 0 —1 0 =—1’
5 21 —1 21
und damit
7-4 4.21
=— -— =1, = - =3, z2=0.
T T i =33
Losungsmenge: {(—1; 3; 0)}.
2. 4z + 6y — 5z = —17 |
6x+ 9y —3z= 3
—2z —3y+T7z= 17
Loésung: Da die Koeffizientendeterminante
4 6 —5 2 2 -5
D= 6 9 —3(=2.3.3 1 1 -1
-2 -3 7 —1 —1 7

verschwindet, liegt Hauptfall II vor. Bei der Feststellung, ob eine von Null verschiedene
Unterdeterminante existiert, ist systematisch vorzugehen. Esist 4,3, =0, 4, =0, 4,3=0,

dann aber

4

—5
-3

= —18.
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Zur Untersuchung der Widerspruchsfreiheit werden auf Grund des Nichtverschwindens von
4,, die Elemente der ersten und dritten Spalte herangezogen. Fiir die zu ermittelnden Fak-
toren ky und kg gilt

4k, 4 6k = —2
— 5k, — 3k, = 7
Mit den daraus zu ermittelnden Faktoren
ky=—2 und k,=1

stellt
— Tk 4 3k, = 17

eine wahre Aussage dar. Das Gleichungssystem ist widerspruchsfrei.
Da A,, == 0, weist das gegebene System mindestens das voneinander unabhéngige System

4x + 6y — Hz= —17
6x+9y —3z= 3
auf. Nach 14.1. ergibt sich mit

Dy = 4y = T =27, -D2='-A32=-"4 = = —18,
9 -3 j6 —3

D, = A —|4 i =0

s=dn= 1. o 7

als Lisungsmenge des zugehorigen homogenen Systems:
Ly (t) = {(27¢; —18t; 0) |t € R}
oder einfacher mit neuem Parameter ¢
Ly (t) = {(3t; —2¢;0) |t € R).
Da D, = A4, # 0 ist, kann ein Losungstripel des inhomogenen Systems mit z; = 0 aus
6y — Hz = —7
9y —3z= 3

bestimmt werden: z; = 0, y; = 4/, z; = 3.

Losungsmenge: {(3f; —2¢ 4 */3; 3} | t € R}.

2.50z + 4,50y — 3.20z = 140
3.00x 4+ 540y — 3.84z = 1,68
— 5,50z — 9,90y 4 7,04z = —3.08
Lésung: Die Koeffizientendeterminante
2,50 450 —3,20 5 --320 |
D = 3.00 540 —-384 | =0,5-0,9 6 6 —384 | =0
—5,50 —9,90 7,04 —11° —11 7,04

[>]
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verschwindet, so dafl Hauptfall II vorliegt. Infolge der Proportionalitit der ersten beiden
Spalten von D verschwinden die nur Elemente aus diesen beiden Spalten enthaltenden zwei-
reihigen Unterdeterminanten 4,5 (3 € {1; 2; 3}). Wenn also von Null verschiedene Unter-
determinanten existieren, dann miissen sie unter den A4;; und 4, zu finden sein. Es sind aber

auch
3,00 — 3,84 6 —~4,8
Ay = — =—-05:0,8 =
—5,50 7,04 —11 8,8
6 —6
= —0,5'0,82 =O’
—11 11
2,50 — 3,20 5—5
Ay = = 0,5 0,82 ‘ =
—-5,50 17,04 —11 11|

Mit 4, = 4,; = 0 muB auch A, = 0 sein. Die 4, haben infolge der Proportionalitit der
ersten und zweiten Spalte von D ebenfalls den Wert Null. La8t sich nun noch nachweisen,
daB zwischen den absoluten Gliedern des Gleichungssystems dieselbe Abhingigkeit besteht
wie zwischen den Koeffizienten, so steht fest, dafl das vorliegende Gleichungssystem dem
Hauptfall IT, Unterfall 1b angehért. Mit den Proportionalititsfaktoren

kl_m(_fl_ngl_ea)=?ﬁ9ﬂ,2

ay, e Oy 2,60
und
_ Oy [ Az G\ 5,50 .
by = = = 2] = — == 22
ay; ayy g 2,50

sind b, = kb, also 1,68 =1,2.1,40
und by =£k,b, also —3,08= —22-1,40

erfiillt. Esliegt demnach nur eine Gleichung mit drei Variablen vor.

Losungsmenge: {(z, Y Ge02 :’ggy ~ 1’40) ’ z, Y€ R} .

16. Lineare Gleichungssysteme mit » Variablen, n-reihige Determinante

In véllig analoger Weise wie beim. Ubergang von zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen auf lineare Systeme mit drei Gleichungen und drei Variablen, lieBe sich
nun fiir Systeme mit vier und allgemein n Gleichungen die vier bzw. n-reihige Deter-
minante einfithren. Fiir diese n-reihigen Determinanten gelten die fiir dreireihige
Determinanten aufgestellten Gesetze unverindert (auBer der Regel von SARRUS, die
nur fiir dreireihige Determinanten Giiltigkeit besitzt). Eine n-reihige Determinante
kann nach den Elementen einer Reihe entwickelt werden und ist so, falls nicht cinige
Elemente dieser Reihe den Wert Null aufweisen, auf # (n — 1)-reihige Determinanten
zuriickzufithren. Werden zuvor durch entsprechende Linearkombinationen der Reihen
n — 1 Elemente einer Reihe zum Verschwinden gebracht, so 1dBt sich die n-reihige
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Determinante auf eine einzige (n — 1)-reihige reduzieren. Beispielsweise wird eine
fiinfreihige zunéchst in eine vierreihige und diese wiederum in eine dreireihige Deter-
minante tiberfiihrt.

Die einem Element a,, zugeordnete Unterdeterminante A4, ergibt sich wiederum
durch Streichen der i-ten Zeile und %-ten Spalte der zu

entwickelnden Determinante. Das Vorzeichen von 4;; A A A -
kann mit Hilfe der Schachbrettregel (Bild 30) oder A;” gl Wil (e
durch (—1)** ermittelt werden. W
Die Entwicklung der vierreihigen Determinante Ao | Au | As | Ay
= + - +
11 Gy (3 Oy A, Ay Ay A,
D — | %2 %22 %2802 * - # =
Q31 Age B33 A3y A Aey Ay Ag
T ~ 1 % b o g
() Agp By Qyy . . L d
Bild 39
nach den Elementen der ersten Zeile lautet
4
D = ¥ andu,
) k=1
wobei
Qoo Az Qo4 Qpy Qo3 Qgy
Ay = | G5y 033 Q3 |, A= — | Gy Qg3 Qg |,
. (g2 Qg3 Qgq Gy1 Qg3 Qyq
184,
BEISPIEL

Zur Zuriickilihrung der vierreihigen Determinante
1 2 -3 4
3 0 1 5
2 -1 3 1
5 3 1 -2

auf eine dreireihige Determinante wird die mit 2 bzw. 3 multiplizierte dritte Zeile zur ersten
bzw. vierten Zeile addiert und anschlieBend nach den Elementen der zweiten Spaite ent-
wickelt,

5 0 3 6 o
p=| ¥ O VS _ i nls 15
2 —1 31
1 0 10 1 ol
Weiterhin ist dann
—d 8 =09 i 5
Cae AN =]19 49’*-_—5
~19 10 —49
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Ein System von » linearen Gleichungen mit » Variablen
% + A% + o0+ Gy =0,
ATy -+ Ay + v A BpTy = by

............................

Ay Ty + Qg2 Tp + R A&y = bn

hat bei von Null verschiedener Koeffizientendeterminante

all allz - aln
gy Qgg ... Qag

die eindeutige Losung (CramERsche Regel):

== Dzl _ sz =y L D:rn
7 o= Ty = e Ty = =
mit
by, ... a1, ay by .iag,
by Qg ... A3q D Qg1 by ... gy
D-l'l — ’ o ] ]
bytng . .05y g1 bq Qpn

D:m =

Im Falle D = 0 liegt zunéchst eine lineare Abhangigkeit der linken Seiten des
Gleichungssystems vor. Besteht dieselbe Abhingigkeit zwischen den absoluten Glie-
dern (D, = D,y = ... = D, = 0), ist also das Gleichungssystem widerspruchsfrei,
so reduziert sich das Gleichungssystem auf hochstens » — 1 Gleichungen und weist
eine unendliche Losungsmenge auf. Andernfalls ist die Losungsmenge leer.

Der Rechenaufwand bei der Auflésung von derartigen Gleichungssystemen mit Hilfe
von Determinanten steigt mit der Anzahl der Gleichungen und Variablen sehr stark
an. Der Einsatz von Rechenmaschinen ist zudem in dieser Form nicht moglich. Aus
diesen Grinden sollen weitergehende Betrachtungen tber diesen grundsétzlich
moglichen Losungsweg fiir lineare Gleichungssysteme nicht angestellt werden. Ob-
wohl das im néichsten Abschnitt zu entwickelnde Losungsverfahren ohne Deter-
minanten auskommt, findet die nun abgeschlossene Behandlung von Determinanten
ihre Rechtfertigung in dem auf anderen Gebieten der Mathematik und Technik er-
folgenden Einsatz von Determinanten (z. B. Vektorrechnung, Matrizenrechnung,
Analytische Geometrie usw.).



16.1. Lincar unabhingige Gleichungssysteme 171

16. GauBscher Algerithmus

Ein anderes Verfahren, von Gauss crstmalig in dieser Form angegeben und deshalb
Gavssscher Algorithmus genannt, ermdglicht ein rationelleres Losen linearer Glei-
chungssysteme. Dieses Eliminationsverfahren hat in abgewandelter Form, dem mecha-
nisierten oder verketteten Gaussschen Algorithmus, zudem noch den wesentlichen
Vorteil, daB fiir die anfallenden Rechnungen gut Rechenmaschinen eingesetzt werden
konnen.

Der Grundgedanke des Verfahrens besteht darin, ein System mit » linear unabhéngi-
gen Gleichungen und » Variablen, das in der rechteckigen Form

any + % + o0 + 3,2y + -0 + G2, =a,
ATy + Qop®p + o + g, %y + oo+ + aAy,2, =a,

......................

Am g + Apa®p + =+ + Q@ + 20 + QT = Gy

gegeben ist, durch geeignete Linearkombinationen in ein gestaffeltes Gleichungs-
system von dreieckiger Form

by + bipxy + e + by 4 oo+ bz, = by
ooy + oot + byr®y + ot + byata = b,

---------------

zu iiberfithren. Die z; konnen nun schrittweise, beginnend mit z,,, aus den Gleichungen
berechnet werden, in denen sie als jeweils erste Variable auftreten.

16.1, Linear unabhiingige Gleichungssysteme

Am allgemcinen Fall eines Gleichungssystems mit drei linearen Gleichungen und drei
Variablen sowie an einem entsprechenden speziellen Beispiel soll dieses Verfahren
demonstriert werden. Dabei sei im allgemeinen Fall angenommen, dall alle drei
Gleichungen voneinander linear unabhingig sind (D = 0).

A% + A%y + G130 = @, | 2¢ -3y +4z=19
A5 %y + gy + G903 = @y 4xr — 4y + 3z = 22
Ugy ¥y + ooy + Ugay = ag —6r— y4+5z2= 7

Die erste Gleichung des Systems bleibe ungedndert, nicht verschwindendes a,, vor-
ausgesetzt, was gegebenenfalls durch Vertauschen von Zeilen oder Spalten und ent-
sprechende Umnumerierung zu erreichen ist. Mit dieser Gleichung soll aus den beiden
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anderen Gleichungen die erste Variable eliminiert werden. Sie ist dazu jeweils mit
dem Faktor

Qo

Ga) =5 === Cr = —2
Q41
A3y

Cy = — — = 3
a1

zu multiplizieren und zur zweiten bzw. dritten Gleichung zu addieren. Als neue
zweite und dritte Gleichung ergeben sich

2y — 5z2= —-16
—10y + 172 = 64|

’ ’ i =
A%y + Ag3T3 = Q2

’ e
a3 %y + G333 = ag

Mit diesen beiden Gleichungen wird analog verfahren, es wird z, bzw. y aus derdrit-
ten Gleichung eliminiert. Dazu ist im Fall @, &= 0 die mit

’
Qg

, C3p =D
Qg

by =—
multiplizierte zweite Gleichung zur dritten zu addieren, so daB sie die Form
Ay Ts = ag —82= —16

annimmt. ZusammengefaBt ergibt sich als gestaffeltes System

buzl + blaxz '+‘ blaxs = bl 21‘ — 3y + 42 = 19
basy + bygxs = by 2y —5z=—16 |,
by = by — 8z = —16

wobei by, = ay;, by, = aj, und by = a4} gesetzt worden ist. Aus der dritten Glei-
chung kann nun z; berechnet werden und damit aus der zweiten Gleichung z, usw.
Fiir das angegebene Beispiel ergeben sich nacheinander

z2=2, y=—3 und z =1,
sodaB
{(1; —3;2)

die Losungsmenge darstellt. Zur Probe miissen alle drei Ausgangsgleichungen heran-
gezogen werden.

Eine vereinfachte Probe ergibt sich aus folgender, aligemein angestellter Uberlegung:
Werden alle Gleichungen einzeln durch die Lésungsmenge erfiillt, stellen sie also bei
dieser Belegung wahre Aussagen dar, so muB8 dabei auch die Gleichung zur wahren
Aussage werden, die sich durch Addition aller Gleichungen ergibt. Wird mit o, die
Summe der zur Variablen z, gehérenden, also in der k-ten Spalte auftretenden Xoef-
fizienten bezeichnet (Spaltensumme) und mit ¢ die Summe der absoluten Glieder

n n
ag-:_zlau, of=_21a¢ ke{l;2;...;n},
=

fe=
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so mub}
01%; + Oaty 4 o0 f OQ%p =0

mit der gefundenen Ldsungsmenge eine wahre Aussage darstellen.

Die Erfiillung dieser Gleichung durch die ermittelte Losungsmenge ist allerdings nur
eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung.

Im angegebenen Beispiel ist

0-1—8-(—3)+12-2 =48,

Es ist sehr vorteilhaft, eine laufende Kontrolle der einzelnen Eliminationsschritte
vorzunehmen. Dazu sind die Summen s; der Koeffizienten jeder Gleichung (einschl.
Absolutglied) zu bilden (Zeilensummne):

8 = @y + Qg+ o0+ Wi + @ v€ {15 255 »)=

Da die Koeffizienten aj; der bei der ersten Elimination entstehenden neuen i-ten
Gleichung durch die Linearkombination

Q= Qi -+ CnQypy, B == Q; + Ci1@

gebildet werden, muf} auch die entsprechende Zeilensumme s mit s; und s, durch die
gleiche Linearkombination verbunden sein:

= afy + afy+ - + iy + 0y =
= (@i + caan) + (@i + Caiz) + -+ + (@ia “i/‘ Ci1@15) + (@ + Cuay) =
= (@n + @2 + - + 0 + @) + calan + @z + -+ an +a) =
85 + Ci* 51

Entsprechendes gilt fiir die folgenden Eliminationsstufen. Diese Méoglichkeit, die
&}, &)’ usw. auf zwei verschiedenen Wegen zu berechnen, wird zur Kontrolle ver-
wendet, indem das durch Linearkombination berechnete jeweilige 6;, 8;* usw. mit der
durch Addition der Koeffizienten und des Absolutgliedes der entsprechenden Glei-
chung gebildeten Zeilensumme verglichen wird. Beide Werte miissen, von Ablese-
ungenauigkeiten bei Verwendung des Rechenstabes abgesehen, iibereinstimmen.

Zur Vermeidung unnétiger Schreibarbeit wird ein zweckméBiges Rechenschema ver-
wendet, in das zundchst lediglich die Koeffizienten und die absoluten Glieder des
Gleichungssystems eingetragen werden. Auller nach der Eliminationszeile (£) ist
nach jeder Zeile Platz fir die zu addierenden c;; a,, freizulassen. Links neben den
einzelnen Zeilen werden die zugehdrigen Erweiterungsfaktoren c¢;; der Eliminations-
zeile angefithrt. In einer weiteren Spalte sind rechts neben den einzelnen Zeilen die
Zeilensummen s; und die daraus durch Linearkombination entstehenden s;, s/’ usw.
anzugeben. Daneben kénnen noch, insbesondere bei Verwendung des Rechenstabes,
die Abweichungen der durch Addition der Zeilenelemente gewonnenen Zeilensummen
vermerkt werden. Oberhalb des Schemas ist Platz fiir die Spaltensummen o, o und die
Kopfzeile zu lassen. Zusitzlich kann noch zur Kontrolle in der oberen rechten Ecke
.die Zeilensumme der o-Werte angegeben werden, die der Spaltensumme der s; gleich
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sein muf}. Fir das schon behandelte Beispiel nimmt das Rechenschema folgende Form
an:

3y Gy ;3 a;
0 —8 12 48 52
2 -3 4 19 22
-2 4 —4 22 25
—4 6 -8 —38 — 44
3 —6 —1 5 7 5
6 -—9 12 a7 66
E 0 2 —5 — 16 —19
] 0 —10 17 64 71
10 —25 — &80 —95
0 —8 — 16 —24

Die Elemente der mit E bezeichneten Zeilen sowie die der letzten Zeile stellen die
Koeffizienten b;; bzw. Absolutglieder b; des gestaffelten Systems dar.
Verallgemeinert ergibt sich das Rechenschema

in %y Gz +er Ay a;

g, 0, O ... 0Oy c o+ Zap = 2%
E Qyy Gz @y een Ogy ay $1
Ca1 @yy  @pp oz «vv dop @y 83
Ca1 Q3 Q3p  Qgz -.- Qgy @y 8y
Cq1 A Ggp Qg .- Gy @y 8y
Cny Apy Quz Qg .-+ App an Sn
E 0. @l Oy e ldl; a; 8}
’ ’
C32 0 afy @3y e gy ey 8y
7 ’ 7 Yy ’
Ca2 0 aj,  ag, ag, ay A
4 ’ ’ ’ ’
cn! 0 Qpo Ayg o arm a'n sn
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(Fortsetzung)

l (@) (ai2) (aiz) ... (ain) | (a;)

E 0 0 @i «w= all aj! 8y’
Ci3 0 0 af v all ay’ 8}’
Cia 0 0 AR all si!
BEISPIEL
1. Die Losungsmenge des Gleichungssystems
T+ y+ 24+ u= 7
x+2y+3z2— u= 6
22 — 3y — 2z +4u= 7
3z — y+ z+22=10
ist zu bestimmen,
Lésung:
a; Qg Qi3 Qi a;
7 —1 3 6 30 45
E 1 1 1 1 7 11
—1 1 2 3 —1 6 11
-1 -1 -1 —1 -7 —11
—2 2 -3 =2 4 7 8 ;
-2 -2 =2 -2 —14 —22
=3 3 1 2 10 15
—13 -3 =3 -3 —21 —33
E 0 1 2 —2 —1 0
5 0 -5 —4 2 -7 —14
5 10 —10 —§ 0
4 0 —4 -2 —1 —11 — 18
4 S -8 —4 0
E 6 —8 —12 —14
—1 0 6 —9 —15 —18
—6 8 12 14
v ~1 -3 —4
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Das gestaffelte System

z+y+ 24+ u= 7
y+22—2u=~—1
6z — 8u = —12

- u=—-3

ergibt nacheinander
w=3; 2=25 y=il; zi= 1.
Die Summenprobe
7-1—1-14+3-2+4+6:3=230
zeigt keinen Widerspruch.

Losungsmenge: {(1; 1; 2; 3)}-

Insbesondere bei nicht ganzzahligen Koeffizienten fihrt dicses Losungsverfahren
anter Verwendung des Rechenstabes verhaltnisméfBig schnell zum Zijel. Die Multi-
plikationen der Elemente der Eliminationszeile mit den Faktoren c;;, kénnen mit fest
eingestelltem Rechenstab durchgefithrt werden. Um zu erreichen, dal die [¢. | < 1
und so die Abrundungsfehler méglichst klein werden, ist jeweils die Zeile mit groStem
Anfangselement als Eliminationszeile anzusetzen.

BEISPIEL

2. Das Gleichungssystem
3,25 — 0,93y + 2,41z — 1,40u = 4,13
2,91z + 1,98y — 0,43z + 1,0lu = 3,08
1,38z + 3,41y + 1,06z + 7,00u = 7,48
—3,122 — 2,54y + 1,072 — 2,14u = — 5,17

ist mit Hilfe des Rechenstabes zu losen.

Losung:
L @i g iy a;
4,42 1,92 4,11 4,47 9,562 24,44 Abw.
E 3,25 —0,93 2,41 — 1,40 4,13 7,46
_ 2,91 2,91 1,98 —0,43 1,01 3,08 8,55
3,25 —2,91 0,83 —2,16 1,25 —3,70 —6,68 —0,01
. l,_’%s 1,38 3,41 1,06 7,00 7,48 20,33
3,25 — 1,38 039 —1,02 0,59 —-1,75 - 3,17
§_1m2 —3,12 —2,54 1,07 —2,14 — 5,17 — 11,90
3,25 3,12 —0,89 2,31 —1,34 3,96 7,16
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(Fortsetzung)
(ai1) (@) (a3) (a;q) I () |
.2-.?1!_ 0 281 —2,59 2,26 — 0,62 1,87 — 0,01
3,80 —-281 —0.03 --5.61 —4,23 —12.69 +0,01
3.80 0,04 7,59 5,73 17,16
3.43 0 - 3,43 3,38 —3,48 —1,21 —4,74 )
3.80 3,43 0,04 6,85 5,16 15,49 — 0,01
2.62 0 —262 —335 —485 | —1082
3.42 2,62 2,58 3,03 8,24 —0.01
F 0 3.42 3.37 3.95 10,75 -~ 0,01
0 —0.77 —1,82 2,68 + 0.01

Die avs den a-Werten gebildete Kontrollgleichung und das gestaffelte System sind demnach

WK:4422 4 1,92y + 4,112z + 447Tu = 9,62
3,25z — 093y + 2,41z — 1,40u = 4,13
3,80y - 0,04z + 7,69u = 5,73
3,42z +337u = 3,95

—0,77Tu = —1,82 |.

Die letzte Gleichung des gestaffelten Systems ergibt

1.82
U =
0,77

= 2.36.

ZweckmiBig wird jetzt moglichst die Rechenstabeinstellung festgehalten, damit zuniichst dio
in die einzelnen Gleichungen (einschl. Kontrollgleichung) einzusetzenden Werte 3,37x,
7,59u, — 1,40u und 4,474 abgelesen werden konnen. Diese Werte sind an den entsprechenden
Stellen des Systems einzusetzen:

K: —— 4 === == 4 1057=952
325z s s o= I =435
3,80y —— 41794 =573

3,42z + 7,97 = 3,95.
Nach Berechnung des z werden wieder maglichst mit feststehendem Rechenstab die fiir die
anderen Gleichungen benétigten Vielfachen von z abgelesen und’ eingesetzt. So ergeben sich

nacheinander

2= —1,17; y = —3,20; =224,

12 Algebra und Geometrie
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wihrend die Kontrollgleichung zur identischen Gleichung

9,92 — 6,14 — 4,83 - 10,57 = 9,52
wird.

Losungsmenge: {(2.24; —3,20; —1,17; 2,36)}.

Aus dem Gaussschen Algorithmus ergibt sich eine Moglichkeit zur Berechnung n-reihi.
ger Determinanten. Die Koeffizientendeterminante des gegebenen und des gestaffel-
ten Gleichungssystems stimmen wertméfig iberein, wurden doch die Umwandlungen
mit Hilfe von Linearkombinationen der Zeilen vorgenommen. Dabei aber éndert sich
auf Grund der Determinantengesetze der Wert nicht. Es ist also

@11 Ty -+« Qi byy byg ... br

Qg Qgg .+ .. Aoy 0 byy... bgy
D =

Qpy g + - - Apy 00 ban

Aus der rechts stehenden Determinante ergibt sich der Wert

D = by by ... bun

als Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen, wie leicht einzusehen ist, wenn sie
nach der ersten Spalte, die dabei entstehende (n — 1).reihige Unterdeterminante
wiederum nach der ersten Spalte usw. entwickelt wird.

Da bei einem linear unabhéngigen Gleichungssystem stets D == 0 ist, miissen alle
by =0 sein. Daraus kann gefolgert werden, daB grundsitzlich jedes derartige
Gleichungssystem auf die gestaffelte Form gebracht werden kann. Eventuell macht
sich dabei eine Umnumerierung der Gleichungen bzw. Variablen erforderlich. Iden-
tisch mit der Umnumerierung der Gleichungen ist die Wahl einer anderen als der
jeweils ersten Gleichung als Eliminationsgleichung,

16.2. Linear abhiingige Gleichungssysteme

Wurden bisher Systeme mit voneinander linear unabhéngigen Gleichungen, also mit
eindeutiger Losung, behandelt, so soll jetzt untersucht werden, wie sich der Gauss-
sche Algorithmus bei linear abhéngigen Gleichungssystemen gestaltet. Da in diesem
Fall D = O ist, werden nicht alle b;; 4 0 sein.

Zunéchst sollen entsprechende Beispiele behandelt werden.

BEISPIEL
1. z4+ 2y—2+ 3u= 6
29424 2u= 2
2z + 10y + z + 12% = 18
x4+ 6y+z4+ Tu=10
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Losung:

Gy Qi Qs ®iq a;
4 20 2 24 36 86
1 —1 11
0 0 2 1 1
0 0 0 0 0 0
-2 2 10 1 12 18 43
-2 —4 2 —06 -2 —22
—1 1 6 1 7 10 25
—1 -2 1 -3 -6 —1u
E 0 2 1 2 2 7f
-3 0 6 3 6 6 21
—6 -3 —6 —6 —21
—2 0 4 2 4 4 14
—4 -2 —4 —4 —14
0 0 0
0 0 0 0

Das zugehorige gestaffelte System umfaBt nur die beiden Gleichungen

z+2y—2+3u=86
2y+z+2u=2

Das gegebene Gleichungssystem hat den Rang r = 2. Die Koeffizienten und Absolutglieder
der beiden anderen Gleichungen verschwinden infolge ihrer linearen Abhingigkeit von den
beiden ersten Gleichungen. Werden beispielsweise z und % als freie Variable betrachtet und

auf die rechten Seiten gebracht

z+2y=64+2z—3u

2y=2—2z—2u

’
80 ist

2

z=4+4 2z — u; y=1—-"—"—u.

2

ZweckmiBigerweise konnen noch zwei Parameter in der Form

z
ty,=— und {, =u
1 2 2

eingefiihrt werden,

Losungsmenge: {(4 +2z—u; 11— T u;

={(4+4t —t5; 1=t — 1y

5 )

245 &) | 4, ty € R,

z,u€R}=
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Auch bei einem Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Variablen muB, allein
schon durch die geringere Anzahl der Gleichungen bedingt, die Umwandlung in die
Dreiecksform eher abbrechen. Lineare Abhingigkeiten zwischen den Gleichungen
vermindern zusitzlich die Anzahl der Eliminationsstufen.

BEISPIEL
2 220 —4y+3z— u= 2
x—2y—2z2+3u= 15
3z — 6y + 8z —5u=—11
Loésung:
aj Qi3 s Qiq a;
6 — 12 9 -3 6 6
—2 2 —14 3 —1 2 2
-2 4 4 —6 —30 — 30
E -2 - 3 15 15
-3 3 —6 8 —5 —11 —11
-3 6 6 -9 —45 —45
__1__ 0 0 7 -7 —28 —28
2 -7 7 28 28
L 0 0 14 —14 — 56 — 56
0 0 0 0

Somit liegt das gestaffelte System

z—2y— 224 3u= 15
14z — 14u = —56 | :14

mit dem Rang ¢ = 2 vor. Als freie Variable miissen 2 oder y und z oder u« verwendet wer-
den. Aus

z—2z2= 15+ 2y — 3u

z2=— 4 + u
folgt dann

r="T-+ 2y — u; z2=—4+4u
Losungsmenge: {(7 + 2¢, —t,; t;; —4 4 ty; t,) |1, t, ¢ R},

Weiterhin sei an einem Beispiel demonstricert, wic der Gavsssche Algorithmus au
ein lineares System mit einander widersprechenden Gleichungen reagiert.
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BEISPIEL
3. 22 — 3y + 42 =19
4 — 4y + 32=22
6x — Ty +72=10
Losung:
551 iz i3 L
12 —14 - 14 51 63
E 2 -3 4 19 22
-2 4 —4 3 22 25
—4 6 -8 —38 — 44
-3 6 -7 7 10 16
—6 9 —12 — 47 —66
E 0 2 -5 —16 —19
—1 0 2 -5 —47 —50
-2 5 16 19
0 0 =31 —31

Die aus der letzten Zeile entstehende Gleichung
0.2=—-31
ist fiir keinen Wert z erfullbar. Das Gleichungssystem ist widersprechend, die Losungsmenge
leer.
16.3. Zusammenfassende Betrachiung des GauBschen Algorithmus

Allgemein 146t sich das zu eincm linearen Gleichungssystem it # Gleichungen und n
Tariablen gehorige Koeffizientenschema

Gy G -or Oy ... Gy Oy
gy Qgp Aoy Qgn Qg
ar] (lfz arf af’l. al‘
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durch entsprechende Eliminationen in die gestaffelte Form

by bis .. by ... by by
b22 .. bzr RIS bz'. b2

brr .. bm b
0 0 b
0 b,

iiberfithren. Der Rang r kennzeichnet die Anzahl der voneinander linear unabhingigen
Gleichungen, kann also nicht groBer als die kleinere der beiden Zahlen m und % sein
[r < min(m, n)].

Fall 1: Haben nicht alle &; € {#,41; -.. ; b,} den Wert Null, so ist das Gleichungs.
system nicht erfiillbar, die Losungsmenge leer.

Fall 2: Ist b,y = ..- = b, = 0, so ist das Gleichungssystem grundsétzlich losbar.

Unterfall 1: Fir r < min(m, ) und ia Fall m < » auch fiir r = m ergibt sich ein
aus r linearen Gleichungen bestehendes System mit » Variablen, in dem » — r freie
Variable (Parameter) auftreten. Die diese Variablen enthaltenden Glieder werden
auf die rechten Seiten gebracht, wobei zu beachten ist, daB alle die z; als freie Variable
angesetzt werden miissen, die nicht in der Hauptdiagonalen auftreten, deren b;; also
den Wert Null hat. Das so erhaltene gestaffelte Gleichungssystem

b11%y + braZy + o0 + b1y = by — by pu1Zre — o0 — b1p %y
bos®y + ++ A bor Ty = by — by p1Triy — o+ — bony
bz, = b, — br.r+1xr+1 — oo = b,

kann nun nach ..., x, gelost werden. Infolge des Auftretens freier Variabler um-
faBt die Losungsmenge unbegrenzt viele Elemente.

Unterfall 2: Bei r = n =< m liegt ein eindeutig l6sbares Gleichungssystem
b1y + biey + oo+ + bra%n = by
boa®p 4 ¢+ + bopxy, = bz

buaZa = by
vor.
AUFGABEN
Die Losungsmengen der nachfolgenden Gleichungssysteme sind zu bestimmen:
273 | &4y =28 274 | yt2 =g TB. § ottt d
r+2=30 z4+x=1"b zt+tz=a++c

y+z=32 aty=c y+z=b+ec
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276.

278.

280.

282.

284.

286.

288.

290.

292,

294.

296.

x+y—2z2=17
z—~y+2z=13
—z+y+z= 17

4+ y+ z= 9|
x4+ 2y +4z=15
-+ 3y +-9z2=23
S5r— y+3z=a
3x+5y— z=15b
—x+4+3y+5z=c
0,2x + 0,3y + 0,4z =29 |
0,3z + 0,4y + 0,5z = 38
04z + 0,5y + 0,7z = 51
x4+ 2y—07z=21
32+ 02y — z-—24
09z + Ty — 2z2=27

3xr—4y+ z=0
—3x+ 6y —2z2=0
6r —2y — 2=0
6x +5y —32=0
22 +3y— z=0
—4rx— y-+42z2=0

11,3z + 8,9y + 5,4z = 80,13
84z — 28y + 10,3z = 3,36
55z 4+ 9,7y — 8,4z = 91,89

2,82 + 34y + 1,2z = 14

50z — 22y 332= 17,6

6,52 — 0,5y + 3,92 = 24,2

4,13z 4 3,72y + 5,83z = — 0,10
3,26 — 4,11y + 6,29z = — 17,73
1,14z 4 2,18y — 4,15z = 19,91
9z 4+ 3y — 2z + 6u= 63

3r — 2y + 4z — 2u = —12

| 6 +2z24+ u= 19

r+2y—224+3u= 23

277.

279.

281.

283.

285.

287,

289,

291.

293.

295.

297.

2¢ —3y+ z= 12
—x+ 5y —2z=—11
3r— 8y +565z2= 39
z+ y+ z= 3

2x + 4y + 8z2=13

3x+ 9y +272=34 |
—4x+3y—2z2= 8
52+ 4y — 6z = —8
—3r 42y +-4z= 19
3z + 2y + 3z =110
S5r+ y—~4z= 0
2¢ -3y + z= 0
3z + 5y —22=0
Tr—4y+32=0
—22x4+3y— z=0

6r— 4y+ 8z2=0
—9%9zx + 6y —12z2=0
15r — 10y + 202 =0

zT—y=

3.2z — 4,1y + 5,3z = 4,90
5,1z + 3,2y — 2,9z = 11,07
2,1z + 1,5y + 3,1z = 11,83 |
50— 3y — 3z24+13=0
3z — 5y + 1lz+4 11 =0

x— y+ z4 3=0
5,36z — 0,93y + 4,72z = 14,68
4,72z + 1,13y — 0,84z = 14,20
1,17z + 2,14y - 1,11z = 23,91
3x — by 4+ 4z — 3u=—2,5

2z —3z4+ 2u = —1,7
3z 4+ 2y + 4u = 14,8
52 —2y+ 3z — 3u = 4
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298. | 14,3z + 5,9y + 2,72 — 3.1u = 39,09 299. | 42, + 2z, + 22 — 22, — 14 =0
12,1z — 8,3y — 9,72 + 6,6u = 16,28 5+ 2+ 473 —47, —10=0
8,3z + 5,2y + 3,92 — 10,2u = 12,19 5 — 2,43z, — z,— T=0
2,4z + 4,4y + 6,52 + 3,3u = 26,19 2z, — 2z, + 42, + 82, — 25 =0
300. x1+12+13—:t‘—15= 6 |
Lt Ttz —ntr,= 4
o — Tttt 2,= 8
Ty — T, — 23+ 2+ 2= 2
—T + % — %tz — 7 =10
301, | —2M, —2M,+ M,+3M,+ M,=3
M, —2M, —2M,+ M,+3M;,=4
3M,+ M, —2M,—2M,+ M;=2
M, +-3M,+ M, —-2M, -23 =1
—2M, + M,+3M,) M,—2M,=5
302. 28,3 ~ 19,2y 4 34,2z — 11,3u = 7,30
— 194z + 15,1y — 22,12 + 29,6u = 47,24
14,6 4+ 11,3y + 9,62 + 10,4u = 78,06
1522 — 21,4y + 14,3z 4+ 15,2u = 18,01
303. | 6 4 5 304. | 4 3 305. ! Ty
—+—+—=4 S=a—i— =_ —-alem— = 20
& Y z x y y — 3z
3 8 5 2 3 zz
—_—t—+—=4 —4--=4 e e = 13
@ y z Z 2z — 3z |
9 12 10 3
kR e ) £ L _g o
x y z y 2 | 4y — 52
5 7 |
306. i+i_3—0 307 »1__i7_1‘:ﬁ3l 3()3._;'_{_1,_:1
x Yy z x Y = I 24y B
5 2 1 2
LN g B e B L 3| ‘fuz_i
z Y. 2z x Yy z xt2 6
5
i"}_i#g:o L_'_L_i: 1 _yi_=i
z y z 5 y z y+&
309. Drei Zahnrider eines Getriebes haben zusammen 80 Zahne. Bei 10 Umdrehungen des ersten

310.

Rades drehen sich das zweite 18- und das dritte 45mal. Wieviel Zahne hat jedes Rad?

Ein Schnellzug benétigt auf einer bestimmten Strecke 2!/, Stunden weniger Fahrzcit als ein
Personenzug, da er stiindlich 25 km mehr als dieser zuriicklegt. Ein Giiterzug, dessen
Geschwindigkeit um 15 km/h geringer ist als die des Personenzuges, benstigt fiir die Strecke
3!/, Stunden melir als der Personenzug. Wie lang ist die Strecke, und mit welchen Geschwin-
digkeiten fahren die drei Ziige?
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311. Von drei Pumpen hebt die zweite 3 m® Wasser mehr, aber 4 m weniger hoch als die erste.
Die dritte Pumpe hebt in der gleichen Zeit 2 m® Wasser weniger, aber 6 m hoher als die erste.
Welche Wasscrmengen bis zu welcher Héhe hebt jede Pumpe, wenn sie alle gleiche Leistun-
gen haben?

312. Drei Behdlter enthalten zusammen 270 hl Fliissigkeit. Fiillt man den Inhalt des ersten
Behilters in den zweiten um, so bleiben im ersten 3/, zuriick. Fiillt man den Inhalt der zwei
letzten Behilter in den ersten um, so fehlen noch 10 hi, um den ersten vollstindig zu fiillen.
Wieviel Hektoliter faf3t jeder Behilter?

313. Stellt man in einer dreistelligen Zahl mit der Quersumme 9 die dritte Ziffer an den Anfang. so
nimmt die Zahl um 135 zu. Addiert man dagegen zur dritten Ziffer 3. so erhdlt man den
funften Teil der aus den crsten beiden Ziffern bestehenden Zahl. Wie heit die Zahl?

17. Quadratische Gleichungen

Nachdem in 11. der Kérper der komplexen Zahlen eingefiihrt wurde, kann die bereits
im ,,Lehrgang der Elementarmathematik‘ begonnene Behandlung der quadratischen
Gleichungen weitergefiihrt werden. Konnten dort nur die Gleichungen gelost werden,
deren Losungsmengen sich als Untermengen des Korpers der reellen Zahlen erwiesen,
so soll jetzt die gesamte Menge der komplexen Zahlen zur Verfiigung stehen.

17.1. Reinquadratische Gleichung
Wurde im o. a. Lehrbuch zur Lésbarkeit von
Ax2 - C =0 (4 &=0)

im Bereich der reellen Zahlen C als nicht positiv vorausgesetzt, so soll diese Bedingung
jetzt aufgehoben sein. C sei also irgendeine beliebige reelle Zahl. Wird die Gleichung
durch 4 dividiert, so nimmt sic dic Form

22 +q=0

an, worin CfA = g wiederum eine beliebige reelle Zahl darstellt. Je nach der Be-
schaffenheit des absoluten Gliedes g bestehen folgende Moglichkeiten :

a)g=0

Essci g = —a (@ = 0) gesetzt. Nach dem dritten binomischen Gesetz kann in diesem
Fall die linke Seite von

22 —~a=0
als Produkt zweier Linearfaktoren dargestellt werden:
(z — ya) (z + ya) = 0.

Da ein Produkt nur Null sein kann, wenn mindestens ciner der beiden Faktoren den
Wert Null annimmt, und da beide Faktoren die Variable enthalten, kann die Glei-
chung in die beiden linearen Gleichungen

a:—]‘E:O und x—}-]/;:O
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mit den Losungsmengen

{elz—ya =0} ={}a} wnd {e]z+ya=0}={—7a}

zerlegt werden. Ihre Vereinigungsmenge stellt die Losungsmenge der quadratischen
Gleichung dar:

x|la22—a=0Aa=0}= {x1'= ]/C;.;xzz _VE}'

Die Gleichung hat, wie bereits bekannt, zwei sich nur im Vorzeichen unterscheidende
Waurzeln. Ist @ = 0, so wird 2, = z, == 0 als reelle Doppelwurzel bezeichnet.

b)g>0
Essei g =a (a > 0) gesetzt. Auf
2?24+a=0
kann nun zunéchst nicht, wie zuvor, das dritte binomische Gesetz angewendet wer-
den. Wird die Gleichung unter Verwendung der Definition j2 = —1 der imaginiren

Einheit in der Form
B —a =0 (*=—1)
dargestellt, so a8t sich die linke Seite in ein Produkt zerlegen:
(z—jye)(z+ij}a) =0,
wobei infolge a > 0 die Wurzel sinnvoll ist. Die Vereinigung der Losungsmengen
{z|z—jya =0} wnd {x|z+j)a =0}
={iya} ={-ia}

der beiden linearen Gleichungen ergibt dann wieder die Losungsmenge der quadra-
tischen Gleichung

|22 +a=0Aa>0={z=jYe;2,= —j}ya}

Die Gleichung hat zwei imaginire Wurzeln xz, und z,, die sich nur im Vorzeichen
unterscheiden.
Die Probe, das Belegen der Varigblen mit den ermittelten Werten

i +a=0 Z+a=0
(jl/t;)“ra:o (—jya)+a=0

i-at+a=0
0=0

verwandelt die Au’ssa,geform in eine wahre Aussage und bestitigt die Richtigkeit
der gefundenen Loésungsmenge.



17.3. Gemischtquadratische Gleichung 187

Satz

Eine reinquadratische Gleichung 2? + ¢ = 0 besitzt die beiden sich nur im Vor-
zeichen unterscheidenden Wurzeln

+ V—‘I» wenn ¢ < 0
Lo = 26
=8 {:{:j Vq , wenn ¢ >0 (20}

BEISPIEL
1. {z]2? 4+ 16 = 0}
Lésung: Zur praktischen Losung wird daa absolute Glied auf die rechte Seite gebracht
2= —186
Ty;e= £ V16 = +4j.
Losungsmenge: {4j; —4j}.

Treten als Koeffizienten allgemeine Zahlensymbole auf, so machen sich, je nach den
zwischen ihnen mdoglichen Relationen, Fallunterscheidungen notwendig.

BEISPIEL
2. {x|ax® —b=ca®+d A a,b,¢c,d > 0}
Lésung: (@ —¢)a®2 — (b +d) =10

Fall a > ¢:
b4-d
Ty = iVa_-‘-:

Losungsmenge: {a—_l:—z Vo + d)(@a~c); _a—ic Vb +d)(a — c)}.

Fall a < ec:
q/b+d
3x;a=i]l/"—

c—a

Losungsmenge: {— -j— Y& + d) (c — a); —~—--i— V(b + d) (c — a)¢.
—a c—a

c

17.2. . Gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied

Diese Gleichung konnte bereits im Korper der reellen Zahlen in jedem Fall gelost
werden, so daf sich hier keine Erweiterungen ergeben.

17.3. Gemischtquadratische Gleichung

Die bei der Losung der reinquadratischen Gleichung gewonnenen Ergebnisse lassen
sich auf die gemischtquadratische Gleichung

2+ pr+qg=0
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iibertragen, wenn sic mit Hilfe der quadratischen Ergdnzung zunichst auf die Form

r\? p\*| _
(e sf o= (8)] =0
gebracht wird. Einander entsprechende Terme sind dann

reinquadr. Gl gemischtquadr. GL

' 2,
x x+2

: (2
SO

Formel (26) nimmt damit die Gestalt

)lLS

[ 5

Ty + % =

an. Wird noch der Term p/2 auf die rechte Seitc gebracht, so miiiten demnach
To\s 2
—%iV(g-) —¢, Wwenn (%) —q=0,

.. :1/a—(2) P\ _
.fi.]Vq (2w),wenn (2) g<o0,
die Wurzeln der gemischtquadratischen Gleichung sein. Bei der Belegung der Varia-
blen mit diesen Werten miilite also 2?2 4 pz + ¢ = 0 oder dic dazu identische

2 2

Gleichung (x + 22)) +q— (%) = 0 in eine wahre Aussage iibergehen. Nachweis
2

fiir (g) —g¢<0: :

2
2 2
j”la~(§]+q—(-§) =0 G*= -1
0
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Satz

Die gemischtquadratische Gleichung
22 +pa+g=0

besitzt stets die zwei Wurzeln

(27)

Ty9 = T
—-%ij‘/g——(%),wenn (

die im Fall

2

a) (‘—I;) — g > 0 voneinander verschieden und reell
p\?

b) (E) — g = 0 einander gleich (reell)

2 e
c) (g) — g < 0 konjugiert komplex
sind.

Der Term (p/2)2 — q heiflt Diskriminante der Gleichung.

Die bereits im ,,Lehrgang der Elementarmathematik‘ fiir reelle Wurzeln aufoestellten
Wurzelsidtze von VieTa

Xy Xy = —P

Ty~ =4(
\

gelten in gleicher Form auch fiir komplexe Wurzeln. Es ist

b
RIS

j) -
= (5ol (5 -1} (-z-)”)=
(-3 I - - (-

Somit besteht auch fiir komplexe Wurzeln 2, und z, der Gleichung #® + px 4 ¢ =0
die Identitét

ro|=3

‘und

l\.gﬁ

2+ pr+ g = (@ — ) @ — ).
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BEISPIEL
1. {z|2* — 4z + 13 =0}

®
Losung: Untersuchung der Diskriminante: (;) —g=4¢—13=-9<0

Anwendung der entsprechenden Lésungsformel:

2= —24j10=—213j.
Lésungsmenge: {—2 + 3j; —2 — 3j}.

Sollte die Uberpriifung der Diskriminante unterblicben und eventuell die nur fiir reelle Wur-
zeln geltende Losungsformel verwendet sein, so ist spitestens an der Stelle im Losungsgang
die Korrektur vorzunehmen, bei der ein nicht zuldssiger negativer Radikand auftritt. Im
angefiihrten Beispiel miBte dann

Te=—24% V-9.
durch
Typ=—24] )

ersetzt werden, was aber nicht etwa heif3t, daB aus einer negativen Zahl eine Wurzel gezogen
wurde.

Bei Anwendungsaufgaben weist meist das Auftreten komplexer Wurzeln, oft auch
das negativer Wurzeln, auf die Nichtlosbarkeit des Problems hin. Insbesondere in der
hoheren Mathematik aber kommt den komplexen Wurzeln auch bei den Anwendungen
aulBerordentliche Bedeutung zu.

BEISPIEL

2. EinRechteck mit den Seitenlingen @ = 4 cm
und b = 5 cm ist in eininhaltsgleiches Recht-
eck mit dem Umfang U = 16 cm zu ver- 4
wandeln.

Losung: Die eine Seite des gesuchten Recht-
ecks sei x cm, die andere dann entsprechend 5 j 8-x
(8 = x) cm la.ng (Bild 31). Bild 31

Aus der geforderten Inhaltsgleichheit folgt
z(8 — z) = 20.

Die gestellte Aufgabe liit den Variablenbereich (0; L 8) zu. Die Diskriminante der
quadratischen Gleichung 2

'

2 —8x420=0

ist negativ. Die Wurzeln der Gleichung sind komplex. Fiir den zulissigen Variablenbereich
ist die Losungsmenge leer, das gestellte Problem ist nicht losbar.
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17.4. Geometrische Bedeutung der Diskriminante.
Diskussion der quadratischen Gleichung

Wie bereits im ,,Lehrgang der Elementarmathematik festgestelit wurde, ergibt
sich nach der Umwandlung der Funktionsgleichung

y=2+pz+¢
mittels quadratischer Ergénzung in
Yy=I(r — 2+ Us

die Moglichkeit, die Koordinaten z, und y; des Scheitelpunktes S der zugehorigen
Normalparabel abzulesen (Bilgl 32). Aus

r~(e+3)-[)-

folgt demnach

Bild 32 : i Bid 33

Der Scheitelpunkt liegt

L

a) unterhalb

—
~——
©
|
_
vV
(]

b) auf der z-Achse, wenn

¢) oberhalb

— .
[STLSI CIE Sl SIS
——
»
!
_
Il
o

e ——
T
[
I
LY
N
[ J

ist (Bild 33).
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Somit bestimmt also das Vorzeichen des Terms (p{2)? — ¢, der als Diskriminante der
quadratischen Gleichung 2% + px 4+ ¢ = 0 eingefiithrt wurde, auf welcher Seite der
a-Achse der Scheitel der Parabel zu finden ist.

Im Fall a) schneiden sich Kurve und z-Achse in den zwei Punkten, deren Abszissen
a; und x, mit den Wurzeln der quadratischen Gleichung identisch sind. Die quadra-
tische Gleichung hat zwei reelle Wurzeln.

Wird durch Vergréflern des g die Kurve in Richtung der positiven y-Achse verscho-
ben, so werden sich die beiden Schnittpunkte einander nahern, um im Fall b) als
Beriithrungspunkt zusammenzufallen. Die quadratische Gleichung weist dann die
Doppelwurzel z, = z, = — p/2 auf.

Nach einer weiteren VergroBerung des ¢ werden sich im Fall ¢) Kurve und z-Achse nicht
mehr schneiden. Die Losungsmenge der quadratischen Gleichung besteht aus zwei
komplexen Zahlen.

17.5. Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren lassen

Verschiedene Gleichungen lassen sich durch Umformen bzw. Einfithren einer neuen
Variablen auf quadratische Gleichungen zuriickfithren. Wie schon bei den linearen
Gleichungen ist die Aquivalenz der neu entstehenden Gleichung zu iiberpriifen. Ent-
weder wird diese Untersuchung beim Umwandeln der Gleichung durchgefiihrt:
Feststellung des Definitionsbereichs, oder am SchluB des Losungsvorganges: Ein-
setzprobe.

BEISPIELE

1. {2z + 2Vz —15 =0}
J.osung:
Definitionsbereich: [0; -+ oco),

neue Variable: % =}z,

quadratische Gleichung: %* +2u — 15 =0  u € [0; -}- c0)
U,,=—1+4 u, =3, (u, = —05 entfillt).
Losungsmenge: {9}.

Werden zundchst %, = 3 und », = — 5. also 2; = 9 und z, = 25 in die Losungsmenge auf-
genommen, so fithrt z, bei der Probe auf die falsche Aussage

25 4+ 2Y25 — 15 = 0.
so daB x, keine Wurzel der Ausgangsgleichung darstellt.
2. {z|2'+ 522 — 36 =0}
Losung:
Definitionsbereich : c,
neue Variable: u = 22,
quadratische Gleichung: 4?4+ 5u —36 =0 wc K

Upp = — 3y 4 1, u =4, U, = —9.
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Wird x wieder eingefiihrt, so ergeben sich die beiden reinquadratischen Gleichungen
=4 2= —9
By =2, L =r—2, 23 = 3], xg= —3j.

Losungsmenge: {2; —2; 3j; — 3j}.

Die bereits schon einmal im ,,Lehrgang der Elementarmathematik’ behandelten
Wurzelgleichungen kénnen eventuell auchrauf quadratische Gleichungen fithren.
BEISPIELE

3. |32z —8—4Vaz+1=0}

Losung: Der Definitionsbereich 148t sich als Durchschnittsmenge der Losungsmengen der
beiden Ungleichungen

3z — 8 =20 (weil Wurzelterm nicht negativ sein kann)
- 4z 4+ 1 =0 (weil Radikand nicht negativ sein darf)

bestimmen :
x € [8/3; 4 co).
Wourzel isolieren: 3z —8 =4V4x+ 1,
beiderseits quadrieren: 9% — 48x - 64 = 16(4x - 1)
112 48
T =
z 5 x4+ 5 Q
‘56 52
Ly = r} == 9

z, =12, (x, = 4/9 entfillt).
Die bei Wurzelgleichungen unbedingt erforderliche Probe fiihrt fiir 2, = 12 auf eine wahre
Aussage.

Losungsmenge: {12}.

4 &lV2<z+Vz—3=1)
Lésung: Die beiden Wurzelterme sohriinken im einzelnen die Variable z auf die Bereiche
(—o0; 2] bzw. [3; +00)

ein. Die Durchschnittsmenge dieser beiden Bereiche, der Definitionsbereich der Gleichung ist
leer. Somit muB auch die Losungsmenge leer. sein.

Losungsmenge: &.

Der Leser untersuche selbst, wé]che Losungsmenge in diesem Fall die durch Quadrieren ent-
stehende quadratische Gleichung aufweist und begriinde, weshalb sie nicht Losungsmenge der
Woaurzelgleichung sein kann.

Bei komplizierteren Wurzelgleichungen 148t sich der Definitionsbereich der Glei-
chung nur sehr miihselig feststellen. Man wird dann darauf verzichten, muB aber
alle gefundenen Wurzeln der quadratischen Gleichung der Probe an der Ausgangs-
gleichung unterziehen. g *

13 Algebra und Geometrie
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AUFGABEN
Es sind die Losungsmengen der folgenden Gleichungen zu bestimmen.

Reinquadratische Gleichungen:

314. 22 — 144 =0 315. 2 — 256 =0
316. 22+ 9 =0 317. 322 — 27 =0
318. 222 —40 =0 319. 22 — 24 = —6
320. 52% + 10 = 34 321. 2224+ 25 =0
322. a22 +b=0 (a-b>0) 323.az2+b=0 (a-b<O0)
324 21 000 g2 ge 5. £ 4 %
a—b r+a x—a
AT L .3 327. 722 = a%b + 2a%b + ab
z a ab* z b
Gemischtquadratische Gleichungen:
328. 2 +xz—12=0 329. 22 —Tx+10=0
330. 224+ 2 — 90 =0 331. 22 — 6z + 13 =0
332. 22— 22+ 2=10 333. 2 — 0,3z 4 0,02 = 0
334. 22 + 3,6z 4 7,66 =0 335. 2% 4 4,72 + 11,2825 =0
1336, 422 — 42 —3=0 337. 822 — 624+ 1=0
338. 222+ 42+ 5=0 339. 322 — 222+ 35=0
340. 222 — 34,60x - 129,40 = 0 341. 102* — 18,2z + 16,202 = 0
342. 322 — 8,4x 4+ 5,88 =10 343. z? + 6,51 = 5,22
344. 22 — (a — b)z = 2b(a + b) 345. 42 — dax = b® — a?

346. 22 — (3a — b)x + 2a% — 5ab — 1262 =0 3417. a(a — b)a? 4 b2x =a(a 4 b)
348. 22 — 2ax 4 a* =a — b (Fallunterscheidung @ > b und a < b)

349. m(m + n) = n{2m — nx)x 350. (@ — )% -+ (z — b)? = a2 + b2
gap, Sl 22l BEDH i
x4+ 3 z+5 10z—-3 6241
S520—1 3z—1 2 . S5z —1 14
353, —— =4 zr=-1 54, EF__ E o, TF  es e
s tTs Lt ¥ e !
355, 0 2 gop o —* e,
22—3 " z—1 11 —22  3z—1
i 2 22— 2x—1 22— 102241
. ; - o ol L o Y
a z—2_+x—3 22— 5x+46 x2— 62+ 9 ’
. — 2 — b)2 2] 2
359, 21 _ 10 _ 4 360, @~ 2P+ (@b a4
x z—2 2—3 (@ —z)2— (x—b)2 a®2— b
Die folgenden Terme sind als Produkte von Linearfaktoren darzustellen:
361. 22 + 22 — 15 362. 22 — 4x
363. z2 — 6z 4 25 364. 422 4- 8x — 5
365. 222 — 122 + 18 366. 422 — 4x + 10
367. 22 — ax — bx + ab 368. 22 — 2ax 4 a2 4 b2

'369. azx? 4+ bx 4+ adx 4+ bd
Welchequadratischen Gleichungen (Normalform) weisen die angegebenen Losungsmengen auf?
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370.
" 373!

376.
378.

380.
382.
384.
387.
389.
391.
393.
395.
397.
399.
401.
403.
405.
407.
408.
409.
410.
412.

414.

416.

417,

418.

419.

420.

13*

{3; — 2} 371. {0; 5} 372. {—4; — 4
fa; —a) 374. {e); —aj}) 375. {0; 0)

{3 +2j;3—2j) 377. fa(l + j); a(l — ))}

{a + 2b; 2a + b} 379. {2a + 3bj; 2a — 3bj}

Die Losungsmengen der folgenden Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen zu-
riickfiihren lassen, sind zu bestimmet.

at - 13224736 =0 381, 2t — 522 +-4=0

2 — 822 =0 383. 2 + 322 —4=0

(@ — 10) (22 — 3) = 78 385. 24 + 522 = 0 386. 2% — 9 =0
r—2Yz—3=0 388. x —8Vx+15=0

24+ 5Vz+6=0 300z — Y-z +2=0

x—6Vz+9=0 392. z—5Vz=0

z—alz=ab+b (qb>0) 304, 1222 4z —6—2— 3 =10
z+1—Y22+ 05z + 1,56 =0 396. z+2— V222 — 2z + 12=0

V2e F 15—Vz +4=2 38. Ve +5— 2z + 3= —1
Vze£5—V2z+3=1 400. V22—t — Vo -4 =2
V3=—z+yVz—4¢=3 402. Yz +8 —Vr + 3 —Yz =0
Ve+8-+iz+3—Vr=0 404. Y3z + 1+ 2V1z —10 =TV -1
Vor—1—18 —2x=Jo—1 406. Vo —z+Vz—b=Va—b 0 <b <a)
V2z—1+Vz+8—V2z+2—Vx+3=0

V22 —1—Vz+8+12z+2—FYe+3=0

Vz+1+V3z —5—VYr—2—V3z=0

Vet2+y2z—da—4 a1 Ve +1+V3z+4=3
Vz+t—13z+4=3 413. Yz +2—J2z—6=2

a4 =D 415, P71+ Te—1p = —2

Yz + 3 Y2z —1
Nach einer Preissenkung im Einzelhandel zahlte man fiir 60 kg einer Ware 6 Mark mehr als
vorher fiir 45 kg. Wieviel kostete 1 kg vor und nach der Preissenkung, wenn man nach der
Senkung fiir 6 Mark 1 kg mehr erhilt als vorher?

Ein Schlosser kauft fiir 3 Mark Schrauben. 8 Wochen zuvor waren sie je Stiick einen Pfennig
teurer, so daf8 es fiir 3 Mark 10 Stiick weniger gab. Wie gro8 sind die Anzahl der Schrauben
und der Stiickpreis?

Die Erzeugung von Briketts im Jahr 1950 iibertraf die Erzeugung von 1947 um 219%,. Diese
Steigerung soll durch 2 Kreisflichen graphisch dargestellt werden. Um wieviel Prozent
mull der Radius des die hohere Leistung anzeigenden Kreises groler genommen werden als
der Radius des Kreises fiir die friihere Erzeugung?

Zwei Elektriker stellen zusammen eine Anlage in 62/; Tagen fertig. Wie lange mii3te jeder
allein an ihr arbeiten, wenn der zweite 3 Tage mehr als der erste benétigt? -

Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten sich wie 3:4. Wie groB sind sie, wenn
die Hypotenuse 50 cm lang ist?
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421.
422.

423.
424,

425.
426.
427.

428.

429,
430.

431.

432.

433.
434.

435.

436.

437.

Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist 0,63 m lang. Wie groB sind die Katheten,
wenn ihre Gesamtlinge 0,686 m betrigt?

Der Inhalt eines Dreiecks, das einen rechten Winkel enthilt, betrigt 24 cm?. Die beiden
Katheten unterscheiden sich um 2 cin. Wie lang sind sie?

Verlingert man die Seite eines Quadrates um 3 cm und verkiirzt die benachbarte Seite um
ebensoviel, so hat das aus den verinderten Seiten gebildete Rechteck eine Fliche von 66 cm?.
Wie lang ist die Seite des Quadrates?

In ein Rechteck mit den Seiten 49 cm und 30 cm ist ein zweites Rechteck gezeichnet, dcssen
Seiten von denen des ersten Rechtecks gleich weit entfernt sind und dessen Flache-4/,mal
so groB ist wie die des ersten Rechtecks. Wie lang sind die Seiten des zweiten Rechtecks?

Wird der Durchmesser eines Kreises um 3 cm vergréBert, so verdoppelt sich demit der Fli-
cheninhalt. Wie groB war der Durchmesser?

Wie groB ist die Spannweite eines kreisformigen Briickenbogens mit dem Radius 26 m und
der Pfeilhshe 1,6 m?

Wie groB sind die Seiten einer rechteckigen Obstanlage einer landwirtschaftlichen Genossen-
schaft, die einen Umfang von 430 m und eine Flidche von 1 ha 8 & 81 m? hat?

Von den drei an einer Ecke zussmmenstoBenden Kanten eines Quaders, dessen Gesamtober-
fliche 568 cm? betrigt, ist die erste um 4 cm linger als die zweite und um 4 cm kiirzer als die,
dritte. Wie lang sind die Kanten?

Die Oberflichen zweier Kugeln betragen zusammen 15400 cm?®. Die Radien unterscheiden
sich um 7 cm. Wie groB sind sie? (Man rechne mit = ~~ 22/7.)

Ein Maurer hitte an einer Mauer 9 Tage linger allein gearbeitet als ein anderer. Beide zu-
sammen haben die Mauer in 20 Tagen aufgefiihrt. Wie lange hiitte jeder allein gearbeitet?
Unm einen Behilter zu fiillen, braucht die eine von zwei Pumpen 24 min mebr als die zweite.
Beide gleichzeitig pumpen den Behilter in 35 min voll. In welcher Zeit fiillt die erste Pumpe
den Behilter allein?

Ein Kessel wird durch 2 Pumpen gefiillt. Arbeiten beide Pumpen zugleich, so dauert die
Fiillung 6 h. Setzt man die Pumpen nacheinander in Betrieb, so daB der Kessel durch jede
Pumpe allein gefiillt wird, so wird er in 25 h zweimal voll. In wieviel Stunden wird er durch
jede Pumpe allein gefiillt?

Durch Verbesserung im Betrieb kann ein Eisenbahnzug jetzt eine um 9 km/h hshere Durch-
schnittsgeschwindigkeit erreichen und erzielt dadurch auf einer Strecke von 180 km Linge
eine Zeiteinsparung von 60 min. Wieviel Stunden benbtigt er filr die Strecke?

Zum Durchfahren einer 225 km langen Strecke bendétigt ein Eilzug 3!/, h weniger als ein
Personenzug. Der Eilzug legt dabei 26,25 km in der Stunde mehr zuriick als der Personenzug.
Wie groB sind Geschwindigkeit und Fahrtdauer beider Ziige?

Ein FuBginger geht mit einer Geschwindigkeit von 5 km/h von 4 nach B. Er wird 1!/;h
nach seinem Aufbruch von einem Radfahrer iiberholt, der 30 min nach dieser Begegnung in
B ankommt, dort sofort wendet und in A zu derselben Zeit ankommt, in welcher der FuB-
ginger B erreicht. Wie weit sind die Orte 4 und B voneinander entfernt?

Auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels befindet sich im Abstande 11 cm vom Schei-
tel ein Punkt P, auf dem anderen Schenke! ein Punkt P, im Scheitelabstand 3 cm. Beide
Punkte bewegen sich mit gleicher Geschwindigkeit vom Scheitel fort. P, beginnt 6 s spiiter als
P, sich in Bewegung zu setzen und hat nach 3 s einen Abstand von 130 cm von P, erreicht.
Wie groB ist die Geschwindigkeit beider Punkte?

Auf dem Umfang eines Kreises von 420 m Linge bewegen sich zwei Korper 4 und B. B
legt in der Minute 25 m mehr zuriick als 4 und braucht daher, um den ganzen Kreis zu.um-
laufen, 5 min weniger als 4. Welche Geschwindigkeiten haben A und B?
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- 438.

439.

440.

441.

442,

443.

445.

446.

447,

449,

451.

452,

Auf den Schenkeln eines Winkels von 60° bewegen sich zwei Punkte 4 und B vom Scheitel
fort. Urspriinglich sind 4 und B 2 m bzw. 10 m vom Scheitel entfernt. Wann werden die
beiden Punkte 30 m voneinander entfernt sein, wenn sie 7 m bzw. 5 m in der Sekunde zu-
riicklegen? (Man wende den Cosinussatz an)

Auf einem 225 m langen Wege bewegen sich 2 Korper, gleichzeitig beginnend,einander ent-
gegen. Der erste Korper fiihrt eine gleichférmige Bewegung mit einer Geschwindigkeit von
20 m/s aus, der zweite eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung mit der Besclileunigung
10 m/s?. Wann werden sich beide Punkte treffen, und welchen Weg hat dann jeder zuriick-
gelegt?

Ein Elbdampfer, der von Dresden um 9.30 Uhr mit einer Geschwindigkeit von 13,2 km/h
abfahrt, begegnet um 11.18 Uhr einem Dampfer, der Riesa um 8.00 Uhr verlassen hat. Der
stromab fahrende Dampfer kommt 30 min frither in Riesa an als der stromauf fahrende
Dampfer in Dresden. Wie lang ist die Fahrtstrecke?

Zwei Radfahrer treffen einander nach 42 Sekunden, wenn sie in einer kreisférmigen Bahn
von derselben Stelle aus in entgegengesetzter Richtung abfahren. Wieviel Sekunden benétigt
der erste Radfahrer fiir eine Runde, wenn er 13 s mehr braucht als der zweite?

Um die Tiefe eines Brunnens zu bestimmen, la3t man einen Stein frei hineinfallen und hért
ihn nach 6 s im Wasser aufschlagen. Wie tief ist der Brunnen? (Schallgeschwindigkeit 333 m/s
Erdbeschleunigung 9,81 m/s?. Der Luftwiderstand wird vernachlissigt.)

Der Achsenschnitt eines Zylinders ist ein Rechteck von 26 cm Umfang. Die Oberfliche des
Zylinders betréigt 138,23 cm3. Wie gro8 ist das Volumen?

. Das Abstecken einer kreisformigen Bordsteinkante einer StadtstraBe soll von der Sehne aus

erfolgen, die einen Mittelpunktabstand von 39 m hat und 71 m lénger ist als der Radius.
Wie lang ist die Sehne?

Einer Kugel von 25 cm Radius soll ein Zylinder einbeschrieben werden, dessen Achsen-
schnitt einen Umfang von 140 cm hat. Wie gro8 sind die Hohe und der Grundkreisdurch-
messer des Zylinders?

Die Hohe eines Kegels betrigt 12 cm, der Mantel 424,12 cm?®. Wie groB sind Oberfliche und
Rauminhalt?

Die Oberfliche eines Kegelstumpfes von 8 cm Mantellinie betrigt 1298 cm?, der Mantel
528 cm?. Wie groB sind die Halbmesser?

. Eine Hohlkugel aus Stahl (¢ = 7,85 kg/dm®) von 3 cm Wanddicke hat eine Masse von

39,360 kg. Wie groB sind die Durchmesser?

Die Resultierende zweier rechtwinklig aufeinander wirkender Krifte ist 17 kp. VergrofSert
man die eine Kraft um 1 kp und die andere um 4 kp, so wichst die Resultierende um 3 kp.
Wie gro8 sind die Kréfte?

. Wird in einem Stromkreis mit 120 V Spannung der Widerstand um 10 vergréBert, so

sinkt die Stromstérke um 1 A. Wie gro8 sind Stromstédrke und Widerstand?

Zwei Widerstinde, die sich um 1 Q unterscheiden, geben bei Parallelschaltung einen Gesamt-
widerstand von 0,375 Q. Wie gro8 sind die Einzelwiderstinde?

Die Resultierende zweier rechtwinklig aufeinander wirkender Krifte, die sich um 6 kp nnter-
scheiden, hat die GroBe 30 kp. Wie gro8 sind die Krifte?

. Zu einem Draht werden zwei weitere Drihte parallel geschaltet, deren Widerstdnde um 4

groBer bzw. 5,6 Q kleiner sind als der Widerstand des ersten Drahtes. Dadurch sinkt der
Gesamtwiderstand auf den fiinften Teil des ersten Drahtes. Welchen Widerstand haben die
einzelnen Drahte?

. Zwei Widerstinde, die sich um 200 Q unterscheiden, haben in Parallelschaltung einen

Gesamtwiderstand von 24 Q. Wie gro8 sind die Widerstéinde?
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455. Der Gesamtwiderstand einer Reihenschaltung von zwei Widerstinden betrigt 50 Q, eine
Parallelschaltung derselben zwei Widerstinde 8 Q. Wie grof3 sind die Kinzelwiderstinde?

456. In einem Stromkreis, an dem eine Spannung von 220 V angelegt ist, flieBt bei Parallel-
schaltung zweier Widerstinde ein Strom von 4 A und bei Reihenschaltung derselben Wider-
stinde ein Strom von 1 A. Wie groB sind die Widerstidnde?

457. In einem rechteckigen Hof mit der Breite 48 m und der Liénge 54 m soll ein gleichméaBig
breiter Streifen mit quadratischen Fliesen von einer Kantenlinge 30 cm gepflastert werden.
Die freie Flache innen von einer GroBe von 567 m? soll mit Rasen angesit werden. Wieviel
Fliesen werden benétigt, und wie breit ist der Streifen?

458. Die Sehne eines Kreiges hat den Mittelpunktabstand 8 em und ist 39 ¢m Linger als der Halb-
messer. Wie groB ist die Sehne?

459. Bei einer Brinellhartepriifung eines Stahls verwendet man eine Stahlkugel von 10 mm Durch-
messer und erhélt nach der Priifung, bei der die Stahlkugel auf die Oberfliche des zu prii-
fenden Werkstiickes gedriickt wird, einen Kugeleindruck, dessen Durchmesser (auf der
ebenen Oberfliche des Werkstiickes gemessen) 5 mm ist. Wie tief ist die Kugel in das Werk-
stiick eingedrungen?

18. Algebraische Gleichungen n-ten Grades

Die bisher behandelten linearen und quadratischen Gleichungen mit einer Variablen
sind Sonderfalle der allgemeinen Gleichung n-ten Grades (vgl. 11.8.)

2" + ag @' 4 oo + a2’ +ax +ag=0 a,+0,

in der die a; beliebige reelle Koeffizienten darstellen und # ¢ N ist. Der groBte auf-
tretende Exponent n bestimmt den Grad der Gleichung.
Wie im Abschnitt 1.3.3. des Bandes,,Analysis“ dargelegt, stellt dic Funktionsgteichung

Y = A" - Ay 2"+ er b @2 a2z + a,

die analytische Form der ganzen rationalen Funktion »-ten Grades dar.
An dem in beiden Fallen auftretenden Term

G () = @p2" + @y 2" + oo G- @g2® - a2 - ay,

allgemein Polynom n-ten Grades genannt, sollen im folgenden einige Untersuchungen
vorgenommen werden, die als Ergebnis praktische Verfahren zur Berechnung der-
artiger Polynome zeitigen werden.

18.1. Das Schema von Horner

Zunichst soll ein derartiges Polynom in eine Summe zerlegt werden, deren einer
Summand ein Produkt mit dem Linearfaktor (# — 2;) und deren anderer eine Kon-
stante ist. Diese Aufgabe 1i3t sich mit Hilfe der im ,,Lehrgang der Elementarmathe.
matik‘‘ behandelten Partialdivision lésen.
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BEISPIEL

1. Das Polynom 42* — 1523 4 142" — 172 + 9 ist als Produktsumme mit dem Linearfaktor
(z — 3) darzustellen,

Losung:
(42 — 1523 + 142® — 172 + 9):(z — 3) = 423 — 32? + 5z — 2
— |4t — 1223
— 33+ 142
— | — 3234+ Qg2
Sx* — 17x
— | 82® — 152
— 2249
—| — 2246
3

Die Division fiihrt auf ein Polynom dritten Grades und, da sie nicht aufgeht. auf einen kon-
stanten Rest. Fiir das angegebene Polynom gilt somit

4t — 1623 4 142° — 172+ 9 = (x — 3) (42° — 3a® 4 Sx — 2) + 3.

Allgemein wird sich ein Polynom #n-ten Grades in der Form

Apa! + @y g2+ @+ ag = (& — ) g2+ - + bz +

+ bo) + 74
oder kurz '
gn(®) = (@ — @) - Gaa (%) + 79

darstellen lassen. Zur Bestimmung der Koeffizienten b; und des Restes 7, soll nun ein
rationelleres Verfahren als die Partialdivision entwickelt werden. Dazu ist die rechte
Seite auszumultiplizieren und nach fallenden Potenzen von x zu ordnen:
a2 + a2 o a2+ ay = bp_yam + (byy — 2 bp )"t
+ (bag — 2 by g) a2 + <o + (by — a1 0))a + (ry — 230y).

Werden nun die Koeffizienten jeweils gleicher Potenzen von x miteinander verglichen,
so ergibt sich

a, = by, zw. by = ay
An-y = ba-2 — 104y bp-2 = ny + ¥y bpy
Uyg = bpg — %160 bag = any + 210py
ay = by — by by = a, + 2,0,
a, = Tq — 210, 7o = g + 2, bg.

Pas rechtsstehende System kann zur schrittweisen Berechnung der b; verwendet
werden. Mit dem Koeffizienten des gegebenen Polynoms ist b,., bekannt. Durch
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Addition des zu bildenden Produkts z,b,, mit dem gegebenen a,_, 146t sich nun
ba-3 bestimmen usw. Es lassen sich also die b; und 7, durch Multiplikationen mit dem
gleichbleibenden Faktor z, (feste Einstellull'lg des Rechenstabes!) und Additionen
berechnen. Von Hor~NER wurde 1819 ein nach ihm benanntes Schema zur iibersicht-
lichen Ausfithrung dieser Rechnungen angegeben. Darin werden zunichst die ge-
gebenen Koeffizienten a;, mit @, beginnend, in einer Zeile niedergeschrieben (fiir
fehlende Potenzen von z ist der Koeffizient 0 einzusetzen). Dann sind in der durch die
eingezeichneten Pfeile gekennzeichneten Reihenfolge nacheinander by, z,0,_;, by_y
usw. anzugeben bzw. zu berechnen und einzutragen:

An  Apy An-z Lt @ aq
l % On=qi ¥y0psg x,b, 2,b,
— e ——— A —
o1 basy by2 bag ... by by 7

BEISPIEL

1. (Fortsetzung): Fiir das angegebene Polynom entwickelt sich das Hor~NERsehe Schema schritt-
weise folgendermalen:

1. Angabe der Koeffizienten und Vorbereitung des Schemas:
4 —15 14 —~17 9

3
2. Der Koeffizient a, = 4 ist mit b, identisch und wird direkt in der dritten Zeile eingetragen:
| 4 —15 14 —17 9

3| 4
3. Das Produkt z,b, = 3 -4 = 12 wird unter dem Koeffizienten a4 in der zweiten Zeile einge-
tragen: y
4 —15 14 17 9
12
3| 4
4. Die Summe der in der zweiten Spalte iibereinanderstehenden Werte — 15 + 12 = —3 st

in der dritten Zeile derselben Spalte anzugeben:
4 —15 14 —17 9
12
3| 4 -3
Im gleichen Sinne ist weiter zu verfahren:
4 —15 14 —17 9
12 —9 15 —6
3] 4 -3 5 -2 3
bg by by by 1.
Damit sind die (zusitzlich unter den errechneten Werten vermerkten) Koeffizienten des ent-

sprechenden Polynoms dritten Grades und der Rest 7, gefunden, wie ein Vergleich mit dem
Ergebnis der weiter vorn ausgefiihrten Partialdivision bestitigt.
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Zweckmilig wird noch eine Kontrollrechnung eingeschaltet. Dazu werden die Koef-
fizientensummen

@y + Qug 1 2o+ + @) + Gy = 8y
und
bn—l + bu—z R eeEeRElS bl + bo = 8a1

der beiden Polynome eingefithrt. Da die identische Gleichung
ayx” + @p 2+ s agx + @y = (x — 2y) byt + oo + b+
+ bo) + 79
fiir x =1 die Form
Gy + apy + o0 Fay + ag = (1 —2) (bny + -+ + b3+ bo) + 1o
annimmt, mul}

Sp=(1 —x,) 84y + 74

bzw.
Spt+ (X — 1)8pq =1y
sein.
BEISPIEL
1. (Fortsetzung): Fiir obiges Polynom ist
8= —5, g3=14
und damit

54 (3—1).-4=3.
Wird in
gn(@) = (& — 2,) * g1 () + 7o

fir = der Wert z, eingesetzt:

In(z)) = (21 — 21) - G (@) + 79,
so folgt
In (1) = 7.
Satz
I Der Rest r, ist gleich dem Wert des Polynoms an der Stelle z,.
Es kann also das HorNERsche Schema sehr zweckmaBig zur Aufstellung einer Werte-
tabelle der Funktionsgleichung y = g,(x) herangezogen werden.
BEISPIEL
1. (Fortsetzung):
Bsist g4(3) = 3.
Besonders bewahrt sich das HorNERsche Schema, wenn die Koeffizienten und der
Wert x, nicht ganzzahlig sind.
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BEISPIEL
2. Esist
ga(%) = 1,252 — 2,712% + 1,412 + 3,21
fiir x = 0.91 zu berechnen.
Losung:
1,25 =271 0 1,41 3,21 8, = 3,16
1,14 —143 -—1,30 0,10
001 | 1,26 —1,57 —143 0,1 331 8= 164
Kontrolle: 3,16 + (0,91 — 1) - (—1,64) = 3,31.
Demnach ist

ga(2) = (x — 0.91) (1,252% — 1.572% — 1.432 -+ 0,11) - 3,31,
7:(0,91) = 3,31.

Ergibt sich g,(x;) = 0, ist also 7y = 0, so heilt dieser Wert x, Nullstelle des Poly-
noms und stellt eine Wurzel der Gleichung g,(z) = 0 bzw. eine Nullstelle der durch
¥ = gu(x) gegebenen Funktion dar.

Satz

Hat ein Polynom n-ten Grades die Nulistelle x;, so 1d8t es sich als Produkt aus
dem Linearfaktor (x — ;) und dem entsprechenden Polynom (n — 1)-ten Grades
darstellen.
Aus gu(x,) =0 folgt g,(x) = (*x — 27) * Iy (¥).
BEISPIEL
3. Esist
gd(x) = o — 823 — 1222 -+ 522 3 48
als Produkt mit dem Linearfaktor (z'— 2) darzustellen.

Losung:
1 -3 —12 52 —48 s,=—10
2 -2 —28 48 7 Kontrolle:
2|1 -1 —14 24 0 s,=10 104 (2 —1)-10 =0,
Daraus folgt -

g,(z) = (x — 2) (x® — 2% — 142 +- 24)

und
g4(2) =0, also z =2 Nullstelle.

Entwicklung eines Polynoms an der Stelle z = x,
Die einmalige Anwendung des HorNERschen Schemas fiihrte auf
ga (@) = (x — 27) * Guy () 4 7.
Nun soll das Polynom g, (¥) in gleicher Weisc behandelt werden, so dal} sich dafiir

In1 (%) = (& — @) * Ppa(2) + 74
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ergibt. Damit ist dann
Ia() = (x —21) [(x — 21) - Gz (2) + 7] + 75 =
= (v — 21)? - P2 () + 71 (2 — 21) + 7.
Wird das Polynom g,_,(z) genauso behandelt, so folgt
9a(2) = (¥ — 2)° - Gz (@) + 72(x — 21)* + 1y (@ — 7)) + 7.

Ein Ende wird diese fortschreitende Entwicklung finden, wenn schlie8lich ein Poly-
nom g, (x) nullten Grades, also eine Konstante, iibrigbleibt. Das gegebene Polynom
gn(z) ist dann an der Stelle @ = x; entwickelt:

ga(@) =1 — @) + 1pa (@ — )"t F eee £ 1y (2 —2y) + 7.

Die praktische Durchfiithrung der Rechnung erfolgt durch Fortsetzung des HORNER-
schen Schemas, wobei das sich jeweils als letzter Wert ergebende r; vom nachsten
Zyklus auszuschlieen ist. .

BEISPIEL
4. Fsist gy(x) = 32t + 202° 4 4622 + 402 +- 3
an der Stelle * = — 2 zu entwickeln.
Losung: :
3 2 46 40 3 8, = 112
—6 —28 —36 —8 Kontrolle:
—2| 3 14 18 4| —5=r, &=39 1124+ (—2—1).39=—5
—6 — 16 —4
—2| 3 8 2 0=r 8,=13 39 +(—2—1)-13=0
—6 —4
=23 2 —2=in 8 =05 13+(—2—1).5=-2
_Gl
—2 | % |»4=_r, g =13 5+(—2—1).3=—4
—2 3=r,
Somit ist

go(z) = 3(z + 2)* — 4(x + 2)* — 2(x + 2)2 — 5.

Wird eine derartige Entwicklung an der Funktionsgleichung y = g, (z) vorgenommen
und anschliefend fiir den Term (z — 2,;) eine neuo
Variable z eingefiihrt: y \y Bild 34

=2 — 2,

o
so entspricht der Ubergang von y =g, () auf y = g, (2) \M

einer Parallelverschiebung der y-Achse um z;, wenn
dabei die z-Achse so auf die z-Achse gelegt wird, da8 0 3 — ¥
entsprechende Werte zusammenfallen (Bild 34). | 0 —»Z
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Umgekehrt 148t sich genauso jedes nach (x — z;) entwickelte Polynom
9u(@ — @) = ulz — 2,)* + Guy (& — 2" + - a2 —2y) + ay

nach Potenzen von z selbst, also an der Stelle # =0 entwickeln. Dazu ist eine Hilfs-
variable z in der Form ;

x —x =2 bzw. z=2z+ 24
einzufiihren, und dann
gn (@) = @g2" + @py2*1 + oo 40,2 4 q

an der Stelle z = —=z; zu entwickeln, also mit Potenzen von z 4 z, = = darzu-
stellen.

BEISPIEL
5. Bsist (x + 1)3 — 3(z + 1)2 + 5(x + 1) + 2 nach Poteunzen von z zu entwickeln.
Losung: Mit z =2 4+ 1 jst 28 — 322 + 5z + 2 an der Stelle z =1 zu entwickeln:

i -3 5 2 8, =15
1 —2 B 5+(1—~1).2=5
11 —2 3 |5 8 =2
O | 24+ (1—1).0=0
1|t —1 [z 8 =0
1 0+ (1—1).0=0
11 ] G =0
1] T

Somit ist
(z + 17 —3(z + 1) + 5(z + 1) + 2 = o + 2z + 5.

Im letzten Beispiel folgte aus dem Polynom g;(z) das von «? freie Polynom g; (). Bei
der Auflosung von Gleichungen hoheren Grades wird hdufig von einer derartigen
Transformation, bei der die zweithochste Potenz der neu eingefithrten Variablen
verschwindet, Gebrauch gemacht. Es ist zu untersuchen, wie in z = — z, das =,
gewahlt werden mul3, damit in g,(z) die Potenz 2% nicht mehr auftritt, ihr Koef-
fizient also den Wert Null hat (reduziertes Polynom). Aus

In (@) = 0z @® + ap 2™ + oo 4012 +
wird mit z =2 —zy, also v =2 + 2,
gn(®) = ag(z +2)" + auq(z + )1+ o0 F 0, + ) + gy =
=au*+ n-a,x,2"t + ...
_I__ a,,_lz”"l -+ ...
+ .=

= @p2" + (N - A%y + Bpy)Z 7+ oee.
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Der Koeffizient von z%-! verschwindet fir
_ % 9
B - (28)

BEISPIEL

6. Indas Polynom 1,2023 — 4,5023 + 7,192 — 1,20 ist eine neue Variable 2 so einzufithren, daB
93(2) kein Glied mit 22 enthilt.

Lésung:
4,5 5
h F 1 (28) ist =——=—=1,25.
Nach Formel] (28) ist =z, 312 4
1,20 —4,50 7,19 —1,20 83 = 2,69
1,50 —3,75 4,30 2,69 -+ 0,25 - 1,64 = 3,10
1,25 [ 1,20 —3,00 3,44 3,10 8; = 1,64
1,50 —1,875 1,64 — 0,25 - 0.30 = 1,565
1,25 [ 1,20 —1,50 1,565 8 = —0,30
1,50
1,25 | 1,20 | 0
1,25 | 1,20

Esist g;(2) = 1,202° + 1,565z - 3,10.

Ergibt die Entwicklung eines Polynoms an einer Stelle 2,

Yo =1 = =1y =0,

so laBt sich g,(z) in der Produktform

galz) = (& — 21)" - gni ()

r,~=i=0

(i =n),

darstellen. Ein derartiges =, wird i-facke Nullstelle genannt. Die Koeffizienten von
gn-i(z) konnen der Zeile des HorNERschen Schemas entnommen werden, deren
letztes Glied 7;_, ist.

BEISPIEL

7. Ks ist das Polynom

05 (z) = 25 — 152% + 102% + 60z — 72

auf die Vielfachheit der Nullstelle ; = 2 hin zu untersuchen und als Produkt mit der ent.
sprechenden Potenz von (z — 2) darzustellen,
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Losung:
1 0 —15 10 60 —72
2 4 —22 —24 72 —16+1.16=0
2( 1 2 —11 —12 36 0
2 8 —6 —36 16+1-(—16)=0
2 1 4 -3 —18 0
2 12 18 —164+1-16=0
2 (1 6 9 0
2 16 16 4-1-9=25
2| 1 8 |2

z, = 2 ist dreifache Nullstelle.
Produktdarstellung: ¢;(x) = (x — 2)% (2* 4 62 + 9)
Js(x) = (& — 2)* (x + 3)°.

Aus der Produktdarstellung folgt z, = —3 als zweifache Nulistelle.

AUFGABEN
Es sind dic Werte des Polynoms g, (x) an den Stellen z;, und x, zu berechnen:

460. g3(x) = 28 — 32>+ 6x — 2; =z, =2; z,= —3

461. g3(x) = 22® — 32 —1; 2, = —1; =z, =3

462. gy(x) =2t — 222+ x4+ 2; = —2; z,= —3

463. gp(x) = 3,722 — 4,56z + 7,92; z, =2.8; z,= —4.2

464. g,(z) = 0,3822 — 0,564z + 0,692; =z, — 1,8; z,= —4.7

465. g3(x) = 4,923 — 3,872® + 5,694z — 2,687; =z, = 1,3; =z,= —2,7

466. g,(x) = 0,82% + 1,354z — 2,394; =z, =1,7; x,= —1,9
467. gy(x) = 1,224 — 2,742% + 3,982° — 4,561 — 4,5618; =z, = 2,7; =z, = —4,3
468. g,(z) = 3,62¢ — 2,5642% — 2,19736; =z, =1,1; =z, = —1,5
Fiir die angegebenen Funktionen ist cine Wertetabelle aufzustellen:
469. {(z;y) |y = a® — 322 — 242 + 1} ze{—3; —3;...;4; 0}
470. {(z; y) |y = 2 — 92 + 24z — 1} z€{—1;0;1;...;6;7)
471, {(z;y) |y = o* — 322 4 3z 4 2} ze{—3; —2;...;2; 3}

Es sind die folgenden Polynome g,(z) als Produkte mit dem Linearfaktor % — x;, darzu-
stellen:

472. g3{x) = 23 — 522+ 8z — 4; =z, =2
473. g4(z) = 2* — 22 — 1322 + 92 + 93 =z, = —3
474. gs(x) =28 — 322+ 3x + 2; z, = —2

Die folgenden Polynome sind an der Stelle z, zu entwickeln:

475. g3(x) = 32® — 132® + 14z + 1; z, =2

476. gy(x) = 425 — 4122 | 140z — 159; z, =3

477. gy(x) = 22" + 1623 + 4522 + 522 4- 25; =z, = —2
478. gy(x) = a4 — 423 4622 —4x + 5; z, =1
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Es sind nach Potenzen von z zu entwickeln:
479. go(x) = 3(x + 2)° — 5(x + 2)2 + 2(x + 2) + 4
480. g4(x) = 2(x — 3 + 3(x — 3)2 + 4
481. gy(x) = 2(x + 1,1 + 2,6(z + 1,1)% + 3.46(x + 1,1) + 5,322
482. g,(x) = (z + 3)*
Wie lauten die reduzicrten Polynome fiir:
483, gy(2) =23 — 32t +x + 4
434, g,(x) = 228 + 122% + 192 + 6
485. gy(x) = 23 — 92° + 27z — 22
486. g4(x) = 2® — 1,522 + 2,12 + 1.4
487. y3(x) = 23 — 3,622 + 5,2z — 1,3?
Welche Vielfachheit hat dic Nullstelle z, des Polynoms g, (x)? Wie lautet die entsprechende
Produktdarstellung?
488. 2, = 2; g3(x) =a® 4+ 22 — 102+ 8
489. 2, = —1; gy(x) =a® — 22 — 52 — 3
490. z; = 2; g,(x) = x* — 423 — 522 + 362 — 36
41z, =1 und =z =2; g5(x) = a® — Tt 4 192° — 2642 + 16z — 4

18.2, Fundamentalsatz der Algebra

Im folgenden soll untersucht werden, wieviel Wurzeln eine algebraische Gleichung
n-ten Grades : '

age* + a2+ . +ax+a;=0 (a,40; a;€.R; né€N)

im Bereich der komplexen Zahlen aufweist. Die Losungsmenge einer in dieser Form
gegebenen linearen Gleichung besteht grundsétzlich aus einem Element, wahrend die
einer quadratischen Gleichung im Bereich der komplexen Zahlen aus zwei (eventuell
gleichen) Elementen besteht. Vermutlich wird nun allgemein eine Gleichung n-ten
Grades » Wurzeln aufweisen. Ehe ein derartiger Satz formuliert wird, sei zunéchst der
von C. F. Gauss 1799 in seiner Dissertation erstmalig bewiesene Fundamentalsatz
der Algebra angefiihrt: '

Jede algebraische Gleichung »-ten Grades mit einer Variahlen
A, + agy 2" A oo +ayx +ag =0

hat im Bereich der komplexen Zahlen mindestens eine Wurzel.

Der vollstindige Beweis kann hier nicht aufgestellt werden. Fiir Gleichungen, deren
Grad n ungerade ist, ergibt sich ein einfacher Nachweis fiir die Richtigkeit dieses
Satzes bei der Untersuchung des Verhaltens der durch die Funktionsgleichung

Y =y + ap 2"+ - + a3 + aqg

gegebenen Funktion fiir grole Absolutwerte von x. Dazu sei die Funktionsgleichung
auf die Form

y = a,,n:"(l 0 L
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gebracht, Wenn |z| immer groflere Werte annimmt, so werden die Betrége von

@y a . ; '
an ; STy a_:,'7' klein gegeniiber Eins, sie streben gegen Null. Fiir groBle |z | ist also
n n

Y a,x"

und damit wird, ungerades n vorausgesetzt, y entgegengesetzte Vorzeichen annehmen,
je nachdem z mit absolut groBen negativen oder positiven Werten belegt wird. In.
folge der Stetigkeit muB dann aber mindestens ein reelles x existieren, fiir das y ver-.
schwindet, an dessen Stelle also die der Funktion entsprechende Kurve die z-Achse
schneidet. Bei ungeradzahligem #» mul} also die Gleichung mindestens eine reelle
Wurze! aufweisen. Fiir geradzahliges » kann eine entsprechende Folgerung nicht
gezogen werden, da y fiir absolut groe x < 0 stets Werte gleichen Vorzeichens an-
nimmt, und deshalb nicht mit Sicherheit auf die Existenz von Schnittpunkten der
Kurve mit der z-Achse geschlossen werden kann.

Wenn also jede Gleichung n-ten Grades mindestens eine Wurzel z, aufweist, dann mul}
sich das auf der linken Seite der Gleichung stehende Polynom n-ten Grades als
Produkt aus dem Linearfaktor (z — z;) und dem entsprechenden Polynom (n — 1)-
ten Grades darstellen lassen:

(@ — 21) (ba12" " -+ bppa™? 4 o0 + b2+ bg) =0 (bpy = ay).

Die Belegung der linken Seite mit = z, ergibt die auf Grund der angenommenen Be-
deutung des z; zu erwartende wahre Aussage. Das Verschwinden der linken Seite kann
nun aber auch Folge des Nullwerdens des zweiten Faktors sein. So liegt mit

bu—lxﬂ_l + bu—zxﬂ_z + e blx = b0 =0

jetzt eine Gleichung (» — 1)-ten Grades vor, auf die wiederum der Fundamentalsatz
zutrifft, fiir die also mindestens eine Wurzel z, existiert, die nicht unbedingt von z,
verschieden ist. Es muB sich demnach ein Faktor (2 — z,) abspalten lassen. Wird diese
Uberlegung fortgesetzt, so kann schlieBlich die in der allgemeinen Form gegebene
Gleichung n-ten Grades in die Produktform

aa(x —2y) (z —2p) oo (& — 2,) =0
iiberfiithrt werden. Daraus folgt unmittelbar der Satz:
Satz

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer Variablen hat im Bereich der
komplexen Zahlen stets n Wurzeln.

Uber die Art der Wurzeln sagt die Produktform nichts aus. Sie konnen teilweise reell
oder komplex, voneinander verschieden oder gleich sein. Tritt ein Wert z, mit der
Vielfachheit 2 als Wurzel auf, so wird er als 2-fache Wurzel bezeichnet.

18.3. Eigenschaften der Wurzeln einer algebraischen Gleichung

In diesem Abschnitt sollen noch einige Eigenschaften der Wurzeln algebraischer
Gleichungen n-ten Grades herausgestellt werden, die fiir das praktische Losen der-
artiger Gleichungen von Bedeutung sein konnen.
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ZweckmaBigerweise werden zunéchst die zu losenden Gleichungen durch Division
mit a, in ihre Normalform iiberfiihrt, bei der also der Koeffizient der héchsten Potenz
von z die Eins ist. Im weiteren Verlauf sei daher stets das Polynom in der Form

In(z) = 2" + ag 2" + oo + a7 + a,

angenommen.
Ohne Beweis sei hier der Satz angefiihrt:

Satz

Ist eine komplexe Zahl a 4 bj Wurzel einer algebraischen Gleichung mit reellen
Koeffizienten, so ist es auch die dazu konjugiert komplexe Zahl a — bj.

Komplexe Zahlen treten also grundsitzlich nur paarweise auf. Aus diesem Satz folgt
unmittelbar, dal algebraische Gleichungen mit ungeradzahligem Grad stets eine
ungerade Anzahl reeller Wurzeln aufweisen miissen. So kénnen beispielsweise bei
einer Gleichung dritten Grades zwei Moglichkeiten beziiglich der Beschaffenheit ihrer
Wurzeln eintreten :

a) drei reelle Wurzeln (eventuell vollstiindig oder teilweise gleich),
b) eine reelle Wurzel und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln.

Bei Gleichungen geraden Grades hingegen treten reelle Wurzeln, falls sie iiberhaupt
existieren, stets in gerader Anzahl auf.

Satz

Nimmt fiir zwei verschiedene x-Wertc g, (x) Werte mit ungleichen Vorzeichen an,
so muf} zwischen diesen beiden x eine reelle Nullstelle liegen,

Von dieser Tatsache wurde schon beim Existenznachweis einer reellen Wurzel bei
algebraischen Gleichungen mit ungeradzahligem Grad Gebrauch gemacht.

Je nach Art des Vorzeichens des absoluten Gliedes a, lassen sich die folgenden Fall-
unterscheidungen anstellen.

a, <0

Grad ungeradzahlig : Mindestens eine reelle Wurzel muBl im Bereich z > 0 liegen;
Grad geradzahlig: Es existieren mindestens je eine reelle Wurzel im Bereich x < 0
und z > 0;

a, >0

Grad ungeradzahlig: Mindestens eine reelle Wurzel muf3 im Bereich & << 0 liegen;
Grad geradzahlig: In diesem FallliBt sich keine Aussage iiber die Existenz reelley
Whurzeln machen;

a,=20
Aus der in diesem Tall moglichen Produktdarstellung
(@l 4 a2 24 ...t ax 4+ a1) =0

14 Algebra und Geometrie
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ergibt sich grundsitzlich #, = 0 als Wurzel. Sind dariiber hinaus auch @, = a, =
=...=apr;=0,a,3+0 (k< n), 1iBt sich also 2* ausklammern, so ist =, =0
eine k-fache Nullstelle.

Eine Begriindung fiir diese Aussagen laft sich aus der Stetigkeit der durch die Funk-
tionsgleichung ¥ = g,(x) gegebenen Funktion, ihrem Verhalten fir gegen + oo bzw.
— oo strebendes x sowie aus @, = g,(0) leicht finden.

Der graphischen Barstellung der Funktion lassen sich zumindest angenihert die
reellen Nullstellen entnehmen. Schnittpunkten der Kurve mit der x-Achse entspre-
chen dabei einfache Wurzeln der Gleichung, wihrend Beriihrungspunkte auf mehr-

fache Wurzeln hinweisen.

18.4. Algebraische Gleichungen dritten Grades
Im Sonderfall n = 3 liegt mit
28 4+ a2? + a,;x +a, =0

eine algebraische Gleichung dritten Grades, auch kubische Gleichung genannt, vor.
Fir diese Gleichung wurden von Carpano!) Losungsformeln angegeben, die aber
fir den praktischen Gebrauch zu aufwendig sind, so dal} sie im Rahmen dieses Lehr-
buches nicht behandelt werden sollen. Hier soll auf Verfahren eingegangen werden, die
den Erfordernissen der praktischen Ingenieurtitigkeit Gentige tun.

18.4.1. Wurzelsédtze des Vieta

Sind x;, z, und x; Wurzeln der gegebenen kubischen Gleichung, so gilt nach den vor.
angestellten allgemeinen Betrachtungen

2® + a2’ ‘*f“lm‘*‘ ay = (x — z) (& — x5) (& — z3)-

Wird die rechte Seite dieser Identitdt ausmultipliziert und nach fallenden Potenzen
von z geordnet

23+ a2 + a @y = 23 — (21 + 3 + X3) 2% + (2% + 273 +
+ Tadg}x — Ty Xy,

so ergibt der Vergleich der Koeffizienten entsprechender Potenzen von z die

Wiurzelsitze des Vieta fiir kubische Gieichungen

Ty + Xy + X3 = —ay
BTy + 21T + Ty = @y (29)
Ty Boy= —

") vgl. S. 98
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18.4.2. Sonderfille der kubischen Gleichung

An den Anfang der Ausfiihrungen zur praktischen Loésung kubischer Gleichungen
sollen einige Sonderfille gestellt werden. Im Fall a, = a, = 0, g0 nimmt die
Gleichung die einfache Form

24 a, =0

an. Bereits in 11.7. wurde ein moglicher Lésungsweg angegeben, auf den hier nicht
noch einmal eingegangen werden soll. Grundsitzlich 148t sich jede Gleichung dieser
Art auf die Grundform

22 —1=0
zurickfithren. Dazu wird die gegebene Gleichung durch (—a,) dividiert
8
£ 1

und eine neue Variable z eingefiihrt :

2= wenn a, < 0.

——, wenn ay > 0; 2= 1
— ¥ V—au

Fiir die so entstehende Gleichung
22 —1=0

la8t sich sofort 2, = 1 als Wurzel angeben. Aus der unter Zuhilfenahme des HORNER-
schen Schemas

1 0 0 =1
1 1 1
1] 1 1 1 0

zu bildenden quadratischen Gleichung
2+2+1=0

ergeben sich die beiden restlichen Wurzeln
i - § g 1]
223_“2“+§V3 und Zaz“"'?—?ﬁ.
Waurzeln der Ausgangsgleichung z® + a, = 0 sind danach

3
— Vao-2, wenn a;>0
X =

i i€{1;2;3)
]/—a0 -2, wenn ay < 0.

14*
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Weist die kubische Gleichung kein Absolutglied auf (ay = 0)
2 + apa® + ayx =0,

so kann, wie schon bei der allgemeinen Behandlung erwidhnt, sofort eine Faktoren-
zerlegung vorgenommen werden :

x(2? + ayx + a,) = 0.

Eine Wurzel lautet in diesem Fall immer #;, = 0, wihrend dic beiden anderen Wurzeln
aus der quadratischen Gleichung

22+ ax+a, =0
ermittelt werden konnen. Ist zusitzlich noch ¢, = 0, so kann aus
22 (x +a,) =0

sofort
{0;0; —ay}

als Losungsmenge abgelesen werden, wobei durchaus auch noch a, =0 sein kann.
Die letzte der drei Formeln der Vieraschen Wurzelsitze (29) kann zum Auffinden
der Wurzeln einer kubischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten herangezogen
werden. Es gilt:

Satz
Hat eine kubische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten
23+ ax? + ayx + =0
eine ganzzahlige Wurzel x,, dann muB sie ein Teiler des absoluten Gliedes a, sein,

so daBB der Quotient a,fx; wiederum ganzzahlig ist.

Der Beweis dieses Satzes soll indirekt gefiilhrt werden. Angenommen. der ganzzahlige
Wert 2y 3= 0 ist kein Teiler von a,, also «ay/r; keine ganze Zahl. Dann ist die aus

3 . Ly
] + agat 4 ayay + ag =0
gewonnene Aussage

a
2} + agmy +ay = — J,:

falsch, ist doch auf Grund der vorausgesctzten Ganzzahligkeit von a,, @; und x; die

linke Seite ganzzahlig.

Die in dem angefithrten Satz vorausgesctzte Existenz einer ganzzahligen Wurzel ist

keinesfalls grundsitzlich fiir jede kubische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten

gesichert. Sie mufl durch Probieren nachgepriift werden.
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BEISPIEL
Es ist die Losungsmenge der Gleichung
2 — 422 3z 4+ 18 =0
zu bestimmen.
Losung : Als ganzzahlige Wurzeln kommen nur die Teiler des absoluten Gliedes, also 4- 1;
+2; +3; +6; -9 und + 18in Frage. Die Werte + 1 scheiden aus, da bei der Belegung der

Variablen mit diesen Werten offensichtlich falsche Aussagen entstehen. Fir die anderen
Teiler soll das Hor~rrsche Schema herangezogen werden:

1 —4 -3 18
2 —4 —14
- 12 4 1.(—8) =4
211 -2 -7 .4
= z, = 2 ist keine Wurzel
—2 12 —18
12 +(—3)-4=0
—-2]|1 —6 9 0.
Damit ist z;, = —2 Wurzel der Gleichung.
Aus dem fiir z = -2 aufgestellten Horx£Rschen Schema ergibt sich als quadratische Glei-

chung fir «, und z;:
2 —6zxz+4+9=0

mit x, = z3 = 3.
Losungsmenge: {—2; 3; 3}.

18.4.3. Allgemeiner Fall

Liegt keiner der erwihnten Sonderfdlle vor und ist a; 40, wird zundchst zweck-
mibig, wie in 18.1. iiber das HorNERsche Schera beschrieben, eine neue Variable z
so eingefiihrt, daf die neue Gleichung kein quadratisches Glied aufweist (reduzierte
Gleichung). Nach (28) ist dazu das Polynom an der Stelle (—a4/3) zu entwickeln und

X + a,f3 = z zu setzen. ;
Fir die so entstchende Gleichung

BArnztrg=20
konnen die Sonderfille

a)r,=0; ry=£0,

b) 7y = 0; r, beliebig

eintreten. Die Gleichung kann dann nach den weiter vorn angegebenen Gesichts-
punkten gelost werden. Im Fall b) ist x; = —ay/3 Wurzel der Ausgangsgleichung.
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BEISPIEL
1. Fsist {x|2% + 4,562 + 8,28z -} 5,56 = 0} zu bestimmen.
Loésung:

1. Ubergang zur reduzierten Gleichung:

4,5
z=x+T6=x+1,52

1 4,56 8,28 5,56
—-1,52 —4,62 —5,56 19,40 — 2,52 -7,70 =0
—-1,52 |1 3,04 3,66 0
—-1,52 —-231 7,70 — 2,52 - 2,52 = 1,35
—152 |1 1,52 ] 1,35
—1,52
—1,52 |1 0 ‘
1 reduz. Gleichung: 22 + 1,352 = 0.

2. Losung der reduzierten Gleichung:
28 4 1,35z =0 (kein absolutes Glied!)
2(z% 4+ 1,35) =0
2 =03 25,5 = +)V1,35.
Losungsmenge der Ausgangsgleichung:

{—1,52; —1,52 + j V1,35; —1.52 — j V1,35}.

Bevor nun im Fall 7, -7, <= 0 ein graphisches Losungsvertahren zu Hilfe genommen
wird, soll eine noch einfach durchzufiihrende Untersuchung beziiglich einer eventuell
existierenden Doppelwurzel vorangestellt werden. Aus der ersten und zweiten Formel
des Vikraschen Wurzelsatzes (29) folgt unter der Voraussetzung z, = 2z, und unter
Beriicksichtigung, daB fiir die vorliegende Gleichung a; = 0 und a; = r, sind,

22, + 23 =0 und 2} + 22,2; =r,.
Wird daraus 2, eliminiert, so entsteht mit
3241, =0

eine reinquadratische Gleichung, die von der eventuell vorhandenen Doppelwurzel
erfilllt werden muB. Da diese Gleichung nur im Fall 7, <0 die reellen Wurzeln

=5 _1/=n
l/3 und V3
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aufweist, kann eine Doppelwurzel der kubischen Gleichung nur bei ncgativera
Absolutglied auftreten. Durch Probe ist zu bestimmen, ob iiberhaupt einer der beiden
Werte die kubische Gleichung erfiillt und so als Doppelwurzel anzusehen ist. Dritte
Wurzel ist dann z3 = —2z,.
BEISPIEL
2. {z | x® — 1,800z2 — 1,350z 4 2,700 = 0}

Losung:

1. Ubergang zur reduzierten Gleichung:

1 —-18 ~—135 2,7

0,6 ~0,72 —1.242 0,55 - 0,4 - 2,27 = 1,458
0.6 |1 —1,2 —207 | 1,458 '
06 —0,36 | - —227 —0,4-0,4 = —2,43

061 —06 —243

0,6
e

1 reduz. Gleichung: 23 — 2,43z 4 1,458 = 0.

2. Losung der reduzierten Gleichung:
2% — 2,43z + 1,458 = 0.

Untersuchung auf Doppelwurzel:

1 0 —243 1,458

09 081 —1458 0,028 — 0,1 -0,28 = 0
091 09—162] o0
' 0.9 1.62 0,28 —0,1-2,8 =10

091 1,8 o.
Damit ist 2, =2, = 0,9 und z; = —1,8.

Losungsmenge der Ausgangsgleichung: {1,5; 1.5; —1,2}.

Weist die kubische Gleichung keine Doppelwurzel auf, so ist sie, nagchdem das lineare
und absolute Glied auf die rechte Seite gebracht worden sind

2= —rz—ry,
in die beiden Gleichungen

y=2 und y= —rz —1y
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aufzuspalten. Ihre jeweiligen Losungsmengen sollen nun als Punktmengen in cinem
cartesischen Koordinatensystem wiedergegeben werden. Die so immer wieder auf-
tretende kubische Parabel (y = 2*) wird dauerhaft eingezcichnet, wahrend die der
zweiten Gleichung cntsprechende, von Fall zu Fall jeweils andcre Gerade, nur diinn
mit Bleistift einzutragen ist. Die z-Werte der aus beiden Losungsmengen gebildeten
Durchschnittsmenge, also die z2-Werte der Schnittpunkte beider Kurven, sind mit
den reellen Wurzeln der reduzierten Gleichung identisch und kénnen zumindest
naherungsweise abgelesen werden. Eventuell vorhandene komplexe Wurzeln lassen
sicb auf diese Art nicht ermitteln. Da sich aber Gerade und kubische Parabel min.
destens in einem IPunkt schneiden miissen, kann stets wenigstens cine reelle Wurzel
abgelesen werden. Damit kann dann aber die quadratische Gleichung gebildet werden,
der die beiden fehlenden Wurzeln geniigen miissen.

Ihrer jeweiligen Lage entsprechend, wird
I %4 die Gerade die kubische Parabel in einem
Punkt (eine reelle Wurzel) oder in drei
Punkten (drei reelle Wurzeln) schneiden.
Wurde die Voruntersuchung beziiglich des
Vorhandenseins einer Doppelwurzel nicht
angestellt, so besteht noch die Moglich-
keit, daB sich beide Kurven in einem Punkt
berithren und in einem wciteren Punkt
o b4 schneiden (Bild 35).

y-e‘r

A
N E)
10

ct
7
c :] Zi

T

1l 3
Bild 35 Bild 36

Mit Hilfe des Rechenstabes kann nun leicht eine Verbesserung der Niherungswerte
vorgenommen werden, die dazu nur grob einer einfachcn Skizze zu entnehmen sind.
Nach Umformung der Gleichung in

To
24+ == —r
+ = 1

wird die 1 (bzw. 10) der C-Teilung des Rechenstabes der Marke |7,| der D-Teilung
gegeniibergestellt. Zicht man anschliciend den Lauferstrich ither die Marke |z;| der
D-Teilung, wobef |z;| den absoluten Betrag ciner der recllen Wurzeln der Gleichung
angibt, so konnen auf der A- und CI-Teilung die Werte 2% bzw. |7y/z;| abgelesen wer-
den (Bild 36). Im Fall r,-z; > 0 (ry- 2; < 0) muB dic Summe (Differenz) dieser
Werte mit —r; itbereinstimmen. Fiir die festgestellten Naherungswerte wird dicse
Ubereinstimmung noch nicht bestehen, i3t sich aber durch probeweises Versehichen
des Lauferstriches erreichen. Der so verbesserte Naherungswert kann dann unter dem
Lauferstrich auf der D-Teilung abgelesen werden.
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BEISPIEL
3.{xjad + 152° + 64z + 78 = 0}
Losung:

1. Ubergang zur reduzierten Gleichung:
2=x+5

-5 =50 -7
—5|1 10 14 8
—5 —25

2. Losung der reduzierten Gleichung
B8 —11z2+ 8=0. Bild 37
Zerlegungin: y =28 und y =11z — 8,

Aus Bild 37 werden als grobe Naherungswerte entnommen:
7N —3,5; 7~ 08; 23~ 2,8,

Umstellung der Gleichung auf
2 4 g =11

und entsprechende Einstellung des Rechenstabes. Es ergeben sich

2 N 2
2 13,21 0,591 8.21
8/z; —2,20 10.401 2,79
5 11,01 10.992 1100
z — 3,635 0,769 2,865

Mit x =2z — 5 folgt daraus als Losungsmenge der Ausgangsgleichung:

{—8,635; —4,231; —2.135}.

Sollte die mit dem Rechenstab erzielte Genauigkeit noch nicht ausreichen, so muf}
anschlieBend eine weitere Verbesserung mit einem der in Abschnitt 19. dargestellten
Niherungsverfahren vorgenommen werden. '
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AUFGABEN

Es sind die im Bereich der komplexen Zahlen gelegenen Wurzeln der folgenden kubischen
Gleichungen’zu ermitteln :

492. 2 — 8 =0 493. 2 +8=0
494. 28 —5=0 495. 28 — 322 + 2z =0
496. 22 — 622 + 132 =0 497, 28 + 522 =0
498. 28 — 4z =0" 499. 2° — 22 — 412+ 105 =0
500. 'x® 4 22 — 6z — 56 =0 501. 28 — 222 — 23z + 150 = 0
502, 28 — 422 + 252z — 100=10 503. 28 — 722 4 92 — 63 = 0
504. 23 — 1122 + 552z — 125 =0 505. 28 — 322+ 32z+7=0
506. x® + 622 + 10,79z + 5,58 = 0 507. 2® + 3,322 + 5,88z + 3,806 = 0
508. 2% — 7,522 + 182 — 13,5 = 0 509. 28 — 4,322 + 14,64z — 23,2 =0
/
Die reellen Wurzeln der folgenden Gleichungen sind zu ermitteln:
510. 28 +Tx —9 =10 511. 28 — 32z — 16 =0
512, 28 — 332z + 17 =0 513. 223 — 52— 1 =0
514. 23 — 422 { 242 — 100 =0 515. 28 — 722 + 92 — 61 =0
516. 23 + 22 — 62 — 55 =0 517. 2 — 0,522 — 0,52 — 1,6 =0
518. = + 1,822 — 0,8z + 5,6 =0 519. 22% — 1,2822 + 0,096z — 3,456 = 0
520, 2% — 2022 + 96z — 40 =0 521. 2* — 122% + 362 — 24 =0
522. 8 — 5,34822% 4 9,294z — 5,283 = 0 \

523. 1,52% — 12,31322 + 20,855z — 29,439 = 0

524. In einem Quader ist die erste Kante um 2 cm linger als die zweite und um 4 cm kiirzer als die
dritte. Er hat ein Volumen von 576 cm3. Wie gro8 sind die Kantenldngen?

525. Von den Radien dreier Kugeln ist der zweite 2 cm und der dritte 4 cm gréfier als der erste.

' Wie gro8 sind die Radien, wenn das Volumen der dritten Kugel den dreifachen Inhalt der
beiden anderen zusammen aufweist?

526. Einer Kugel mit dem Radius 6 cm ist ein Zy]mder mit dem Volumen 162« cm? einbeschrie.
ben. Welche Hohe hat dieser Zylinder? '

527. Einer Kugel mit dem Radius 6 cm ist ein Zylinder einbeschrieben, dessen Inhalt sich wie 5:9
zu dem der Kugel verhilt. Welche Hohe hat der Zylinder?

528. Eine quadratische Sdule mit dem Inhalt 960 cm? ist einer Kugel mit dem Radius 7 cm ein-
beschrieben. Wie hoch ist die Séule? ‘

529. Wie tief sinkt eine Kugel mit dem Radius 20 cm aus Tannenholz (¢ = 0,56 kg/dm?) in Was-
ser von 4 °C ein?

19. Niherungsverfahren zur Lisung numerischer Gleichungen

Die Losungsmengen linearer und quadratischer Gleichungen konnten stets durch
Anwendung bestimmter Verfahren bzw. Losungsformeln in geschlossener Form er-
mittelt werden. Bereits bei den kubischen Gleichungen wurde ein Néherungsverfahren
herangezogen, weil die Handhabung der auch fiir diese Gleichungen bestehenden
Losungsformeln zu umstédndlich ist. Gleiches gilt fiir Gleichungen vierten Grades.
Wahrend in diesen beiden Fallen die Naherungsverfahren lediglich zur Erleichterung
des Losungsganges herangezogen werden, so stellen sie fiir algebraische Gleichungen
fiinften und hoheren Grades im allgemeinen die einzige Losungsmaoglichkeit tiberhaupt
dar. Auch zur Losung transzendenter Gleichungen miissen groBtenteils Néherungs.
verfahren aufgeboten werden. Es wire jedoch ein Irrtum, wollte man die Néherungs-
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verfahren als zweitrangig ansehen. Wenn mit ihnen die Elemente der Losungsmengen
mit jeder gewiinschten Genauigkeit ermittelt werden konnen, stellen sie ebenfalls
exakte, vollig gleichberechtigte Losungsverfahren dar. In den folgenden Abschnitten
sollen drei numerische Verfahren dargestellt werden, mit deren Hilfe diereellen Wurzeln
gegebener Gleichungen ermittelt werden konnen.

19.1. Graphische Ermittlung erster Niherungswerte

Grundsitzlich setzt die Anwendung eines numerischen Naherungsverfahrens die

Kenntnis eines mehr oder weniger groben Naherungswertes voraus. Derartige erste

Néaherungen werden meist, sollten sie nicht schon anderweitig bekannt sein (Ab-

schitzungen, Probieren usw.), graphisch ermittelt.

Hierzu konnen zwei Wege eingeschlagen werden :

1. Die in der Form f(z) = 0 gegebene Gleichung wird zur Kurvengleichung y =f{ ()
umgewandelt, und die Abbildung

} = {(=; f@) | z€ D},

wobei D & R den im Koérper der reellen Zahlen gelegenen Definitionsbereich von f
darstellt, als Punktmenge in ein cartesisches Koordinatensystem eingezeichnet. An
den Schnitt- und den Berihrungspunkten der entsprechenden Kurve mit der
z-Achse konnen dann die Naherungswerte abgelesen werden (Bild 38).

AY
¥

k”(r)

PEA X .3

Bild 38 . Bild 39

X

2. Nach der Aufspaltung der linken Seite in zwei Terme wird die gegebene Gleichung
inder Form f, (z) = f,(x) dargestellt. Ausder graphischen Darstellung der beiden
Abbildungen

fr = {(=; fl(z)) l2€ DynD,} und f; = {(z; f3(2)) | x € Dy n Dy},

wobei D, und D, die Definitionsbereiche von f, bzw. f, kennzeichnen, lassen sich
die Néherungswerte als Abszissen der Schnitt- und der Berithrungspunkte beider
Kurven ablesen (Bild 39). Bei der allgemeinen Losung der kubischeri Gleichung
wurde bereits in dieser Weise vorgegangen.

Der zuerst angegebene Weg kann als Sonderfall des zweiten Weges angesehen
werden. Es ist dort

fie)=f(z) und f,(x)=0.
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19.2, Lineares Eingabeln (regula falsi)

Dieses Verfahren war schon im Altertum den arabischen Mathematikern unter dem
Namen ,,Regel der zwei Waagschalen* bekannt und wird jetzt haufig als ,,regula
falsi* (Regel des doppelten falschen Ansatzes) bezeichnet. Durch den Namen ,,line-
ares Eingabeln‘* wird die eigentliche Wirkungsweise des Verfahrens besser gekenn-
zeichnet.

Zunichst gilt es, zwei Niherungswerte z, und x, festzulegen, von denen die Wurzel z,
der Gleichung f(r) = 0 eingegabelt wird:

y < &y < @,

Die y = f(x) entsprechende Kurve soll nun im Intervall [z;; x,] durch eine Sckante
ersetzt werden, die innerhalb dieses Intervalls die z-Achse schneidet (Bild 40).
Dazu ist vorauszusetzen, daB f(z,) und f(x,) unterschiedliche Vorzeichen aufweisen.
Andernfalls ist das Verfahren nicht anwendbar. Ohne Einschrankung der Allgemein-
giiltigkeit kann angenommen werden, daB f{r;) negativ und f(x,) positiv ist. Wird
zwischen den Punkten (x;; f(x;)) und {x;; f(¥,)) linear interpoliert:

x x '
y =ty + KO ),
Xz =5
so ergibt sich ein verbessertes Niherungswert w; durch Schnitt der entsprechenden
Sekante mit der z-Achse:

0= feey + (AT

T 1

i ”“tLEL— )
iy =y T — T (30)

Bild 40 Bild 41

Je nach Kriimmungsrichtung der Kurve wird dieser Wert z; zwischen x, und =,
oder z, und z, liegen (Bild 40 und 41). Im ersten Fall stimmt das Vorzeichen von
f (zg) mit dem von f(x;) und im zweiten Fall mit dem von f(z,) iiberein. Soll nun das
Verfahren zu einer erneuten Verbesserung verwendet werden, so ist ein weiterer
2-Wert heranzuzichen, der in Verbindung mit x; wiederum x, eingabelt usw.
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Bei jedem Schritt wird zweckmafligerweise meist eine Verbesserung des Néherungs-
wertes um eine Dezimalstelle vorgenommen. Fiir die iibersichtliche Durchfithrung
der Rechnungen wird ein Schema etwa in der Form

! x,) - =
a | | ama |t | e | e —ne | EeE
verwendet.
BEISPIEL

Die zwischen 0,7 und 0,8 gelegene Wurzel der Gleichung 2* — 112z + 8 = 0 ist durch lineares
Eingabeln auf drei Dezimalen anzunihern,

Lésung:
fz) (2 —2) |
%, ‘ 2 23— {(z1) ‘ fza) ‘ f(z) — f (=) ‘ mﬂ_ ‘ #3
0.7 0,8 0,1 0,64 —0,29 —0,93 —0,07 0,77
0,76 0,77 0,01 0,079 —0,013 —0,092 — 0,009 0,769

Lésungsmenge: {0,769}.

Die Werte f(z;) werden dazu mit Hilfe des HornERschen Schemas berechnet (die Proben fithre
der Leser selbst durch):

1 0 —11 8

0.7 0,49 —7,36

0,7 1 0,7 ~—10,51 0,64 = /(0,7)
0.8 0,64 —8,29

0,8 | 0,8 —10.36  —0,29 = f(0,8)
0,76 0,578 —17,921

0,76 1 076 —~ 10,422 0,079 = £(0,7G)
0.77 0.593 —8,013

0,77 1 0,77 —10,407 —0,013 = /(0,77).

19.3. Newtonsches Nidherungsverfahren

Wibrend bei dem im vorhergehenden Abschnitt behandelten Néherungsverfahren
lediglich Elemente der Elementarmathematik Verwendung fanden, stiitzt sich das
zuerstvon NEwToN) angegebene Verfahren auf die Elemente der Differentialrechnung,
setzt also deren Kenntnis voraus.

Wie beim Verfahren des linearen Emgabelns w1rd auch hier die Kurve in der Umge-
bung der einfachen Nullstelle x, durch eine Gerade, also die zu losende Gleichung

1) Isaao NEwTOX, engl. Naturwissenschaftler, 1643 bis 1727
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f(z) = 0 durch eine lineare Gleichung ersetzt. War es beim linearen Eingabeln eine
Sekante, so findet hier die im Punkt P(2,; f(,)) berihrende Tangente Verwendung
(Bild 42). Der Tangentenanstieg laBt sich mit
WY Hilfe der Differentialrechnung als Wert der
Ableitung an der Stelle z, angeben: f' ().

Die der Tangente entsprechende Funktions-
— e Lk 55 x  gleichung ist somit
y=f@) + @) (@ — ).
Durch Schnitt mit der x-Achse folgt daraus als
verbesserter Naherungswert
0 = fxy) + ['(%)) - (¥ — 21)
} (1)
=1z, — :
P @)
Der so erhaltene Wert kann wiederum als Ausgangswert einer erneuten Verbesserung

verwendet werden usw.
Allgemein kann man so aus einem Naherungswert ; mit

Bild 42

)
1 ()

Tiygp = Xy —

i€ {1;2;...;m} (31)

ein verbessertes ;4 bilden, bis mit dem n-ten Schritt die gewiinschte Genauigkeit
erreicht ist. ;

Wie die Bilder 42 und 43 zeigen, kann die Annéherung entweder von einer Seite oder
von beiden Seiten her erfolgen.

Formel (31) setzt voraus, daB die Funktion {(x; y) | y = f(«)} differenzierbar ist und,

LY

Biud 43 Bild 44

da nicht durch Null dividiert werden darf, ihre Ableitung fiir alle Naherungswerte x;
und somit fiir alle # einer Umgebung der Stelle x, von Null verschieden ist. Wie
Bild 44 zeigt, ist diese Bedingung aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz der
Naherungswerte x;, z, ..., 5. In diesem Fall wurde x, nicht ,,nahe genug‘ gewihlt.
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Im nichsten Abschnitt ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des

NEewToNschen Verfahrens:

fl) -7 ()

T | <!

(32)

Formel (32) setzt die Existenz der zweiten Ableitung voraus.

An Hand eines Beispiels soll gezeigt werden, wie speziell bei algebraischen Gleichungen
das NEwToNsche Verfahren in Verbindung mit dem HorNERschen Schema angewen-

det werden kann.

BEISPIEL
@lz+ Ve — Tz — 11 =0}

Lésung: Wird eine neue Variable

1
z=uat

eingefiihrt, so entsteht eine algebraische
Gleichung vierten Grades

fi) =28+ 22 —T7z2—11=0,

diebei Beschrankung ihres Variablenbereichs
aufreelle z = 0 zur anfangs gegebenen Glei-
chung dquivalent ist.

25

Y

Biid

45

Aus Bild 45 kann als erster Niherungswert z, = 2 abgelesen werden. Das Polynom /,(z) ist
nun an der Stelle z, = 2 zu entwickeln. Wie in Band ,,Analysis, 1.3.9., gezeigt wird, stehen
die benstigten Werte /'(2) und /“(2) im angegebenen Zusammenhang mit r, und r,.

1

¢

1-—7 -1
4 10 6

8 26

12

(]
-
R Do | NN NN O

iE
I

13 20=r,=/;)

By = 1 (2)

5 3| —5=ry=712)

1@)-1"(2) —5.50 1
hi o | L] = — 1.
Konvergenzuntersuchung o 29 = <
Naherungsverbesserung: z; =2 — — =2+402

29

(von -~ wurde nur die erste Dezimalstelle verwendet

6
29

).
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Mit v =2z — 2. hat dann «* - 8u® | 25%% 4 294 — 5 = 0 als Niherung %, = 0,2.

1 8 25 29 -5
0,2 1,64 5,328 6,8656
02 (1 8,2 26,64 34,328 | 1,8656
0.2 1,68 5,664
02 (1 8,4 28,32 39,992
0,2 1,72
02[1 86| 3004
0,2
0211 8,8
o _1J Niherungsverbesserung: %y = 0,2 — L9850 0,2 —0,05.
39,992

Wird die nidchste Transformation v = u — 0,2 durchgefiihrt, sohat v* 4 8,843 -+ 30,0442 &

+ 39,992v + 1,8656 = 0 als Niherung », = — 0,05.

1 8,8 30.04 39,992 1,865i%
—0,06 —0,4375 —1,4801 —1,9256
—0,05 |1 8,75 29,6025 38,5119 | —0,0600
—0,05 —0,4350 —1,4584
—0,05 | 1 8,70 29,1675 | 37,0535
—0,06 —0,4325
—005[1 865 | 28,7350
—0,05
—0,05 |t 8,60
SE— — 0,06
1 Naherungsverbesserung: v, = —0,05 — ,,_—'_, = — 0,05+ 0,001 62,
i 37,0535
Transformation: w = v + 0,03.
Naherungswert: w; = 0,002.
1 8.60 28,7350 37,0535 —0,0600
0,002 0,0172 0,0575 0,0742
0,002 [1 8602 287522 371110 |, 0,014z
0,002 0,0172 0.0575
0,002 | 1 8,604 28,7694 37,1685
Aus
w, = 0,002 —M = 0,002 — 0,00038 = 0,00162
37,1685

resultiert keine Verinderung der mitgefiihrten vierten Dezimalstelle mehr.

+ Mit

z2=u+2 und ¥ =94 0,2
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ist
2=2+4+02+v
und
23 = 2 + 0,2 — 0,05 | 0,0016 = 2,1516.

Fiir die gegebene Gleichung folgt aus & = 2* als Losungsmenge: {21.431}.

19.4. Iteration

Eine weitere Moglichkeit zur Verbesserung eines bekannten Naherungswertes z, einer
Wurzel z, der Gleichung f(z) = 0 ist mit dem Verfahren der Iteration gegeben. Wie
schon beim NEwTtoNschen Verfahren, das in diesem Sinne auch eine Iteration dar-
stellt, soll dabei eine schrittweise Verbesserung der Naherungswerte durch wieder-
holte Anwendung derselben Rechenvorschrift erreicht werden.

Zur Aufstellung dieser Iterationsvorschrift ist die gegebene Gleichung so in eine Form

z = p(a)

zu iberfithren, daB beim Einsetzen des Nadherungswertes z, in die rechte Seite mit
z, = p(x,;) und dann mit z,; = @(z,) usw., allgemein mit

T = @ () £€{1;2;...;n} (33)

eindeutig immer bessere Naherungswerte entstehen.

Y i S
) =Yix! > ~\"+
) D
(5 SO = = ‘ |
|1 o<rist {
L |
L 1] | i
y2 % % x % %k % -
Bild 46 Bild 47

In Bild 46 ist die Wirkungsweise des Verfahrens zu erkennen. Ausgehend von z, stellt
der Iterationsvorschrift zufolge die Ordinate des Punktes P, (z;; ¢(z;)) den nédchsten
Naherungswert z, dar. Die durch diesen Punkt laufende Parallele zur 2-Achse schnei-
det die Gerade y = z in dem Punkt, dessen Abszisse dieser neue Naherungswert z,
ist. Mit diesem Wert wird der Vorgang wiederholt und zg gefunden usw. Es entsteht
so die durch die Pfeile angedeutete Annaherung an den Schnittpunkt. Die z; konver-
gieren von einer Seite her gegen x,. Bild 47 und 48 lassen erkennen, dal sich z,, z,, ...
immer mehr von z, entfernen, wihrend in Bild 49 sich die Pfeile wieder, jetzt aber

15 Algebra und Geometrie
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spiralformig, dem Schnittpunkt nédhern. Die x; konvergieren von beiden Seiten her
gegen x,.

Die mit Hilfe der Iterationsvorschrift ermittelten z; konvergieren offensichtlich nur
dann gegen z,, wenn fiir alle x einer Umgebung X, der Stelle xy, dem Naherungsinter-

y y
a
‘& —
I\ | Pin<-1 (i
I b
i Lo
| Ly
|1 \y=rix! o
i . 1
H 1 1 X | -y
PN % A A PR 9 A
Bild 48 Bild 49

vall, die der Kurvengleichung ¥ = ¢(x) entsprechende Kurve entweder nur Tan-
gentenwinkel zwischen 0° und 45° oder zwischen 135° und 180° aufweist, wenn also
¢ (x) der Bedingung

l¢’(x)| <1 (xe X (34)

geniigt. Diese der geometrischen Anschauung entnommene Bedingung 1dBt sich auch
analytisch bestitigen. Es sei m der grofite Wert, den |¢’(z)| im Ndherungsintervall
annehmen kann:

m=max ¢ (¥)]| <1 (T€ X,).

Fiir zwei aufeinanderfolgende Néherungswerte a:(,. % € X,, die der Tterationsvor-
schrift (33) geniigen, stellt, wenn noch x, = @ (x,) gesetzt wird,

Yo — Tivy ?7_(3"0) — ¢ (x;)

o — X xy—ay
den Differenzenquotienten der Funktion ¢ an der Stelle z; dar. Da aber der absolute
Betrag des Differenzenquotienten (Tangens des Sekantenwinkels) nicht groBer als der
im gleichen Intervall groBtmogliche absolute Betrag der Ableitung (Tangens der
Tangentenwinkel) sein kann, ist

Ty — X
0. S 2o 1

Ty —
und somit
|Tg — i1 | < |2g — 2.

Wie gefordert, liegt also der Naherungswert z;4; niher an a, als z;, und zwar um so
naher, je kleiner |¢'(x)| ist.
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Am Anfang dieses Abschnittes wurde bereits erwdhnt, daB das NEwToNsche Nihe-
rungsverfahren ebenfalls eine Iteration darstellt. Zur Bildung der Iterationsvor-
schrift ist dort f(x) = 0 auf die Form

fley
m:x——f_'_(ﬁ = @ (x)

gebracht worden. Als Konvergenzbedingung folgt aus Formel (34)

s =@ @ || e E)
gl = = 7 7 @)

wie bereits angegeben wurde. Da hierbei |¢’ (z)| mit | f(z)| bei jedem Iterationsschritt
kleiner wird, verbessert sich die Konvergenz der mit Hilfe des NEwToNschen Ver-
fahrens berechneten Ndherungswerte zusehends. Darin ist die Ursache zu sehen, da3
im allgemeinen das NEwToNsche Verfahren schon nach verhdltnismaBig wenigen
Schritten zu ausreichend genauen Naherungswerten fithrt.

<1,

20. Transzendente Gleichungen

20.1. Lésung unter Verwendung von Niherungsverfahren

MuBteschon teilweise bei algebraischen Gleichungen zur Ermittlung der Lésungsmenge
ein Naherungsverfahren herangezogen werden, so besteht darin, von einigen Aus-
nahmen abgesehen, bei transzendenten Gleichungen die einzige Losungsmoglichkeit.
An einigen Beispielen sollen diese Verfahren, insbesondere die Iteration, demonstriert
werden.

BEISPIELL 1})’
1.-lxlh1x—-1—=(l]. )
\ z ) ; wt
Losung: Aus Bild 50, in dem y = Inz und 7 3y
y =1/, in einem einfach logarithmisch geteilten )
Koordinatensystem dargestellt sind, ist als erste 1
Niherung «, = 1,7 zu entnehmen. Die Verbes- E
serung dieses Nialherungswertes soll durch Itera- 4 Vel
tion erfolgen. 04 N i
Aufstellung einer Tterationsgleichung: i ' ‘7,5 iR ‘j T X
i 1 Bila 50

ST= 2= (x) = —

In (@) z(Inz)?
z ; 1 s .
Konvergenzuntersuchung: [¢"(1,7) | &~ Tom > 1 entfallt.
2. Inz= i

x
- 1
! e’
xr = es () = —
¢’ () e

15%
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0.8 1,8

K te h : 1@/ (1,7 - A~ - <1.
onvergenzuntersuchung: |¢’(1,7) | &~ 28 28
Iterationsvorschrift: z;,, = el/#.
Die abgewandelte Iterationsvorschrift
g2y = = lge= —t
Efin = o BT o303z,
gestattet eine einfache Auswertung mit dem B 1
Rechenstab, wenn auf ihm die in Bild 51 wieder- 043 ?jg_ﬂ’

gegebene Einstellung méglich ist. Ausgehend vom cl
Naherungswert x; = 1,7 wird der Lauferstrich 2303
80 lange verschoben, bis die auf der C'I- und lg- ¢ o

Teilung abzulesenden Zahlen iibereinstimmen. iy ,7 X
Esergibt sichals neuer Naherungswert z, = 1,76. 0 lgx
Zur weiteren Verbesserung mit der Logarithmen- Bild 51

tafel wird die Iterationsvorschrift in
lglg x4, = lglge — gz

umgeformt und ein iibersichtliches Rechenschema verwendet:

T3 Zy
Iglge| + 0,63778—1 0,63778—1
Ig z; - 0,24551 0,24676
Ig 1g 24y 0,39227—-1 0,39102—-1
g %4y 0,24676 0,24605.

Da infolge ¢’(z) < 0 die Néherungswerte von beiden Seiten her konvergieren, soll mit dem
arithmetischen Mittelwert 0,24640 von lg z; und lg x, weitergerechnet werden.

s Zg z, Zy
Ig lge | + ] 0,63778—1 0,63778—1 0,63778—1 0,63778—1
lga; | — | 0,24640 0,24625 0,24630 0,24631
Ig lg =y, 0,39138—1 0,39153 -1 0,39148—1 0,39147—1
Ig zi4 0,24625 0,24634 0,24631 0,24631.
0,24630

In Spalte z, wurde wiederum der Mittelwert der beiden vorangehenden Naherungswerte ein-
gesetzt. Fiir lgz, = 0,24631 ergibt sich bei Verwendung fiinfstelliger Tafeln keine weitere
Verbesserung. :
Losungsmenge: {1,7632}.

2.{x |22 + sinz — 2 = 0} soll

a) durch Iteration
b) mit Hilfe des NEwToxnsehen Niaherungsverfahrens

bestimmt werden. Die Gleichung ist als Zahlenwertgleichung gegeben, in der x die MaBzahl
eines in Radiant gemessenen Winkels g darstellt.
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Losung : Aus der graphischen Darstellung der Funktionsgleichungen'

y=—22 +2 und y=sinzx
folgt als erster Naherungswert x, = 0,7 (Bild 52). VY

a) Die zur Iterationsgleichung z = 1 — % sinz 4]

gehorige Iterationsbedingung y.stml‘
1

|’ (z)} = s cosx | <1
wird von jeder reellen Zahl z erfiillt.
Itcrationsvorschrift: z;,, =1 — %sin X5
Die Auswertung soll mit dem Rechenstab vor- 0 = 1\ .
genommen werden. In der letzten Zeile des
Rechenschemas ist die GroBe des entsprechen- Biig 54
den Winkels ; = z; rad im GradmaB ange-
geben, um den jeweiligen Sinuswert auf dem Rechenstab bilden zu kénnen.

o1 Ty T3 Ty s

sin z; 0,644 0,626 0,634 0,632

1 + 1 1 1 1

-21- sinz; | — 0,322 0,313 0,317 0,316

il 0.7 0,678 0,687 0,683 0,684

Bise 40,1° | 38,8° | 39,3° 39,2° 39,2°,
Losungsmenge: {0,684}.
b) Esist

f(x) =2 —1)+sinz,

f(x) =2+ cos x,

f'(x) = —sin%.

: 0,7)-47(0,7) | _ 00¢-064
Konv bed g U = <1
nvergenzbedingung ' 7Oy 5767
) , =)
z B; i) /(=) 7z Tin
0,7 40,1° 0,044 2,765 —0,0159 0,6841
0,6841 39,195° 0
39°11°42”

Lisungsmenge: {0,6841}.

Bei der Bercchnung von z, wurde der Rechenstab, bei z; die Tafel der natiirlichen Werte der

Winkelfunktionen verwendet.

Beim Losungsweg b) ist dic bereits bei der Behandlung der Itcration erwihnte fortlaufende
Konvergenzverbesserung deutlich erkennbar. Mit wesentlich weniger, wenn auch bezuglich
des Rechenaufwandes umfangreicheren Schritten als bei a) kann der gleiche bzw. bessere

Genauigkeitsgrad erreicht werden.
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AUFGABEN
Fiir die folgenden Gleichungen sind die reellen \Yurzeln zu bestimmen:

530. 2% — 5,12% + 5,922 — 9,32 4+ 27 =0

531, 24 + 3283+ 222 +2—1 =0

532. 2% — 923 4 24,2522 — 25,52+ 9 =0

533. 2% — 1123 + 44,7522 — 79,75z | 52,5 = 0

534. 2% — 122°% 4 4522 — 54z + 18 =0

535. z¢ + 322 — 22— 12 =0

536. z¢ — 2022 + 272+ 15=0

537. ¢ — 623 — 1122 —~ T2+ 2=0 '

3 1 3
538, z¢ + 528 — 9 =0 539. 24 — 22 -7 =0
540. 42 4 328 — 1222 — 23 =0

Es sind die Losungsmengen der folgenden Gleichungen zu bestimmen:

541, 107 4 2z — 3,429 = 0 542. ¢* — 5% + 1,633 = 0

543. x — lgx — 7,489 =0 544, x + lga? — 22,7429 =0

545. 2z — 6sinz -+ 0,1575 =0 546. 3z — cos z — 5,2357 =0

547. z +lgz =5 548. 2% — 107:2 = 0

549. cosx——}x:O 550. tanx - sinx — 2x = 0 z € {0;27)

3
551. Yz — 4,5 + Yz + 2,35 — 3,9292 = 0
3
552. V2 — 1,1 — Yz + 0,75 + = — 5,4701 =0

20.2. Sonderfille transzendenter Gleichungen

In einigen besonderen Fillen konnen transzendente Gleichungen ohne die Verwen-
dung von Néherungsverfahren geschlossen gelost werden. Im Rahmen des Lehrbuches
ist keine umfassende Behandlung dieses umfangreichen Gebietes moglich. An Hand von
Beispielen, die groBtenteils praktischen Anwendungen entnommen sind, soll ein
Einblick gewihrt werden. Grundsitzlich sei fiir alle Betrachtungen der Korper der
reellen Zahlen als Variablenbereich zugrunde gelegt.

20.2.1. Exponentialgleichungen

Eine Gleichung heiBt Exponentialgleichung, wenn die Variable mindestens in einkm
Exponenten auftritt.

Im Rahmen dieses Abschnittes sollen einige Exponentialgleichungen behandelt
werden, die sich auf den Grundtyp

a* =

worin @ und b positive reelle Zahlen darstellen, zuriickfithren lassen. Unter anderem
ist das grundséitzlich nicht moglich, wenn die Variable nicht nur in den Exponenten
erscheint. Wird eine Gleichung a* = b logarithmiert, wobei zweckmaBigerweise den
dekadischen Logarithmen der Vorzug zu geben ist, so 1a8t sie sich auf die einfache
Gleichung

zuriickfuhren,
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In ihr stellen lg & und lg e Zdhler und Nenner des auf der rechten Seite stehenden
Bruches dar, und nicht etwa ihre Logarithmen. Sie miissen also dividiert (und nicht
subtrahiert) werden, was gegebenenfalls logarithmisch geschehen kann. Der Quotient
stellt bereits den gesuchten Wert z dar. Es ist also nicht zusédtzlich der Numerus auf-
zusuchen.

LBt sich die rechte Seite der Gleichung als Potenz mit der auf der linken Seite auf-
tretenden Basis darstellen:

so eriibrigt sich das Logarithmieren, denn infolge der Monotonie der Exponential-
funktion mufl dann

x=c

sein (Exponentenvergleich bei gleicher Basis). Grundsitzlich ist demnach
{@lo® =a%} = {c}.

BEISPIELE

1. {xkaém—:’ = azx‘3}

Losung: Durch Exponentenvergleich folgt als dquivalente Gleichung

4
— 3=2z—3.
5x+ z

Losungsmenge: {_5_}

2. {z | 429-5 = 64}
Lésung: Nachdem die rechte Seite als Potenz mit der Basis 4 dargestellt worden ist,
422-5 = 49,
kann durch Exponentenvergleich die dquivalente Gleichung
2z —5=3
aufgestellt werden.

Losungsmenge: {4}.

3. {= | (a32-5)"7% . (@B 3) ! = (6252 (atz=7)**"3)
Losung : Nach Anwendung der entsprechenden Potenzgesetze folgt
a34rt—452+7 — 3472 —43z+11

und daraus durch Exponentenvergleich
34x? — 452 + 7T = 3423 — 43z + 11,

Losungsmenge: {—2}.
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4. {z [ 1,322 = 5,413}
Loésung : Die Gleichung muB beiderseitig logarithmiert werden:
z-1g1,32 =1g 5,413
_ lg 5,413 _ 0,73344
121,32 0,12057
Losungsmenge: {6,083}. .
o
14,25 39,41

L6sung : Nach Einfiibrung der Hilfsvariablen

= 6,083.

_z—1

u= (w==1)

x

wird die Gleichung beiderseitig logarithmiert und aufgelost.
_ 1g23,16 — 1g 39,41 Ig
T Ig 27,13 — 1g 14,25

023,16 | 2,36474—1
39,41 [ 1,59561

Z = 0,76913—1

Ig

27,13 1,43345
14,25 1,15381

_ 0,76913—1
© 027964 N = 0,27964
Die im Zahler auftretende Differenz muB zur weiteren Berechnung des Bruches aufgeldst
werden:
__ 0,23087
© 027964
Der absolute Betrag des Bruches kann mit einer logarithmischen Hilfsrechnung ermittelt
werden:
Ig
0,23087 | 1,36337—2
0,27964 | 0,44660—1
u = — 0,82560. 0,82560 | 0,91677—1
Daraus ist  zu berechnen:
xle =182l560 ' )
EE 1 1,00000—1
1,8256 | 0,26140.
z = 0,54778. 0,54778 | 0,73860—1

Losungsmenge: {0,54778}.
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In den folgenden Beispielen treten Terme der Form a7 als Summarden innerhalb
der Gleichung auf.

BEISPIELE
6. (x| 43043 — 37 = Q8043 | 3743}
Losung: 43743 __ Q4743 — 3243 . 3z

24x+6 . 43 — 3748 L 37
20743(29 — 1) = 37(3° + 1)
28243 — 4. 3%

(42 +3)-lg2=1g4 +2-1g3
z-lgl6 —2.1g3 =21g2—31g2
N . S

lg16 —1g3
= —0,41407.

Losungsmenge: {— 0,41407}).

7. {x)|e¥ 4 e = 2}

Losung: Mit u = e und Einschriankung dieser neuen Variablen auf den Bereich u ¢ (0; + o0)
entsteht die dquivalente Gleichung

wWuw—2=0.
Thre Losungsmenge besteht nur aus dem Element 2, =1 (ug = —2 entfallt).
Somit ist die gegebene Gleichung auf

et=1
zuriickgefithrt.

Losungsmenge: {0).

8. {z|e*l —et7=2}
Losung: Nach dem Zerlegen der Potenzen
ef.ol —eiegt =2
und Einfithrung einer neuen Variablen u = e entsteht
el.y—e2.-ul1=2 u € (0; -+ ©0)
ut—2eu —e* =0
u=e2 Ve +e.
(Das Minuszeichen vor der Wurzel entfillt, da Ve? + €@ > e).

Somit ist

ee=e(l +Vi+e)
z=1+In(1 + V1 +e).
Losungsmenge: {1 + In{i + }1 + e)}.
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AUFGABEN

Die nachfolgenden Exponentialgleichungen sind zu losen:

5563.
556.
567.

559.

561.

564.

566.
569.
572.
576.
578.

580.

582.

584.

586.
588.

590.

591.

s = q12

1 - 3@=2) — p . 2ATH) |, gA(z—2)

(rz4)1-4 = (rx—'e’)r—’l

VPTQTE = p(z+3)
(a)=(2)

3 2

4 \3r-3 5 \3z+5
()= (3)

@ — 2bt
5% = 100

3,4127 = 2432
Y5738 = 2500

18-% . 24367 — 457+

(o)

Eilgana = 3;/3:‘1:%

/

29
7

41

AR

2t — Jrtl — 2x+2 __ Jr+3

7er-1 _

33-2 — 7241 Jsx2

554.

558.

560.

(=16

. athMT =¢

581.

583.

585.

587.
589.

Bei einer gedampften Schwingung mit Luftreibung bilden die Amplituden eine fallende geo-
metrische Folge. Betriigt die Amplitudenabnahme von Periode zu Periode 0,5%, so ist der
Quotient der geometrischen Folge ¢ = 0,995 und die Amplitude der xn-ten Schwingung
A4, = A,g™?, wobei 4, die Anfangsamplitude kennzeichnet. Bei welcher Periode unterschrei-

b3 — pe

555.

a,(a;r—z)x-l-t = qgdr+8 (aﬂ»l)r—s

e = Ly

. @he=p = prr-n
. 0,025 = 1000
. 4.83217 = 8,2137
. Y4360, = 0,0011
. 4,27827-3 — 3. {,54237+5

-

Jertl _ 5r-1 — 32043 _ Fr4l

1 1
1007 = 36,6325

2

3 \sr-2
25.{— =37-(--
(&)=

204,2\7-1 (24 40\*
315,3) 19,27

2(*) _ 3(2%)

tet die Amplitude 1%, des Anfangswertes?

Fir den Riementrieb (Bild 53) gilt auf Grund des
EvLerschen Gesetzes fiir die Seilreibung, wenn
das Rutschen des Riemens verhindert werden soll,

die Forderung

-3

e

Hierbet bedeuten 8, die Seilkraft in dem ziehenden

Riementeil, S, die Seilkraft im gezogenen Riemen- Bl 53
teil, up = 0,25 die Haftreibzahl von Leder auf

GrauguB und « den in Radiant gemessenen Umschlingungswinkel. Wie groB mul « im

GradmaB sein, wenn sich S, zu S, wie 5:2 verhilt?

=]

568.
571.
574.
5717,

63.

ports — P2
xr

l/a =mn

3t =10

10r = 1,25%0

V6452 = 3,7824
D e 3
¥1,3311 = y7
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592. Fiir einen Potenzflaschenzug gilt

-y F2

T oon. n a

Wieviel Rollen werden ben#tigt, um die Last F, = 4080 kp mit der Kraft F, < 60kp
bei einem Wirkungsgrad 7 = 0,64 heben zu kénnen?

1

20.2.2, Logarithmische Gleichungen

In einer logarithmischen Gleichung tritt die Variable im Argument logarithmischer
Terme auf. An Hand von Beispielen soll gezeigt werden, wie sich einige logarith-
mische Gleichungen auf eine Grundgleichung vom Typ

log,x = b
zuriickfiihren lassen, die nach dem Potenzieren mit der Basis a > 0 die Gestalt

a:=a,b

annimmt. Kann man die rechtc Scite der Grundgleichung als Logarithmus mit der
Basis a darstellen,

log,z = log,ec,
so lif}t sich infolge der Monotonie der Logarithmusfunktion setzen
2= T,

Bei allen logarithmischen Gleichungen ist zu beachten, daBl nur Logarithmen von
positiven reellen Zahlen definiert sind. Da beim Lésen derartiger Gleichungen hiufig
nichtédequivalente Umformungen vorgenommen werden, empfiehlt es sich, zu Beginn
des Lésungsvorganges den der Gleichung zukommenden Definitionsbereich festzu-
stellen. Dadurch wird von vornherein vermieden, dal} unzulissige Elemente in der
Lésungsmenge erscheinen ; zum Beispiel stellt der Ubergang von 2% - log = auf log 22"
im Fall » € @ keine dquivalente Umformung dar, da beide Terme verschiedene
Definitionsbereiche aufweisen. Andererseits diirfen bei den erforderlichen Umfor-
mungen keine Elemente verlorengehen. So mufl '

log 2% = 2n log |2} ne Q@

gesetzt werden, weil log 2% fiir 2 € (—oo; + oo)\ {0} definiert ist. Lediglich wenn z
von vornherein auf den Bercich (0; + oo) eingeschrinkt ist, darf auf die Absolut-
striche verzichtet, also das dritte Logarithmengesetz formal angewendet werden.

BEISPIEL

1. {z|2Inz = In 16}
Losung : Definitionsbereich: (0; 4+ oo).
a)lnxz—; In16 = In4

x = 4,
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Die Losungsmenge der logarithmischen Gleichung stimmt mit der der dquivalenten linearen
Gleichung iiberein:

Losungsmenge: {4}.
b) Wird die nichtdquivalente Umformung
Inz? =1n16

vorgenommen, 8o darf nur die in dem anfangs angegebenen Definitionsbereich liegende, also
die positive, Wurzel der Gleichung

= 16,
in die Losungsmenge aufgenommen werden.

Léosungsmenge: {4}. /

der héheren Mathematik treten logarithmische Gleichungen haufig in der Form
In(az 4 b) =¢
auf. Wird mit der Basis e der natiirlichen Logarithmen potenziert,
azx + b =c¢,

8o laBt sich die Gleichung nach z auftosen
1
= _ (et — b).
z=— (e —b)

Sind a, b und ¢ mit Zahlen belegt, so wird nach einem etwas abgewandelten Verfahren
vorgegangen.

BEISPIEL

2. {z|ln (3% —2) = 0,5}

Losung: Definitionsbereich: (3/y; + 00).

Da meist keine ausreichenden Tabellen fiir natiirliche Logarithmen zur Verfiigung stehen,
wird zuniachst mit Hilfe des entsprechenden Moduls (vgl. 9.3.) der natiirliche Logarithmus in
den dekadischen Logarithmus umgewandelt

lg 3z —2) =0,6M,, = 0,21714 (M,, = 0,43429)
und aus der Logarithmentafel der zugehorige Numerus abgelesen

3z — 2 = 1,6487
z = 1,2162.

Losungsmenge: {1,2162}.

Andere Aufgaben lassen sich nach Anwendung der Logarithmengesetzé auf die Grund-
gleichung zuriickfiihren.
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BEISPIEL
{z|lg 1622 — lg 822 = 21g4x? — Ig2? — 1g 8}

3.

Losung: z € (—oo; +00)\ {0}

lg 1622 — 1g 82® — Ig 162 + lg2? + 1g8 =0

glﬁzz-x3~8 =
8x2- 1624
lg1/z? =0
—2lg|z|=0

Lésungsmenge: {—1; 1}.

Die im folgenden Beispiel gegebene Gleichung kann als Exponentialgleichung und
logarithmische Gleichung angesehen werden.

BEISPIEL

4.

o] 982 = 2)

Losung: z € (0; +o0).

Um den die Variable z enthaltenden Term aus den Exponenten zu entfernen, wird die Glei-

chung logarithmiert .
dlgz-lga=1g2
Ig 2
]. = ———
Er =314
z = 1,4678.

Losungsmenge: {1,4678}.

AUFGABEN

593.
595.
597.

599.
601.
603.
605.

607.
608.

Es sind die Losungsmengen folgender Iogari.thmiacher Gleichungen zu bestimmen:
594.

596.

44+ 3lgz =252
lga® 4 21g 22 = 20,4
L
3
lgas=1ga%+ 6
plgz = 2. 38>
2lgz =3lg4

g2 + % 1g 2* = 0,0234

2lg4z —21gx —21g8 =0

Inzx—Ilna=2%

598.

600.
602.
604.

606.

5—21g3x =124
f) M—
1g Y2z = 0,876
lg(2z+ 3) =1g{z —1) +1

lgsz=1g 2% + 2
3lgz=21g8

%lnx"=%ln8;

Die Gleichung A4 - BC'BD+E = F ist nach 4, B, C, D und E umzustellen.



Trigonometrie der Ebene

Die in der Elementargeometrie auftretenden Gleichungen sind algebraisch?). Stellen
sie Beziehungen zwischen Stiicken des ebenen Dreiecks dar, so enthilt eine Gleichung
entweder nur Winkel, wie z. B. der Satz von der Winkelsumme im Dreieck, oder nur
Seiten, wie z. B. der Satz des Pythagoras. Im zweiten Falle konnen aufler den Seiten
auch noch andere Strecken und der Flicheninhalt des Dreiecks auftreten.

Der Zusammenhang zwischen den Seiten und Winkeln des ebenen Dreiecks ist nicht
durch algebraische Gleichungen darstellbar. Hierfiir bedarf es daher eines besonderen
Abschnitts der Geometrie:

Die Trigonometrie?) der Ebene hat die Aufgabe, die Beziehungen =wischen den
Strecken und Winkeln im ebenen Dreieck und in anderen ebenen, geradlinig be-
grenzten Figuren herzustellen. Sie benutzt hierzu die trigonometriscken Funktionen,

Die Lehre von den Eigenschaften und den.gegenseitigen Beziehungen der trigono-
metrischen Funktionen heifit Goniometric3) und ist ein Teil der Trigonometrie. Die
Trizonometrie im engeren Sinne behandelt die eigentliche Dreiecksberechnung.

21. Winkelmessung., Winkeleinheiten

Wie bereits bekannt, schlieBen zwei von einem gemeinsamen Punkt O ausgehende
Strahlen einen ebenen Winkel ¢ ein. Der Winkel ist also der Teil der Ebene, der von
; einem Strahl iberstrichen wird,
wenn sich dieser um seinen An-
fangspunkt O von der Ausgangs-
lage s, bis zu einer bestimmten
? Endlage s, dreht (Bild 54). Der
L Winkel heiBBt positiv oder negativ,
je nachdem er durch Drehung
eines Strahls gegen oder mit dem
Uhrzeigersinn entsteht.
Dreht sich der Strahl einmal vollstindig um scinen
Anfangspunkt O, so wird der Vollwinkel ¢, beschrieben
(Bild 55).

]
Bild 54

1) Vgl. Abschnitt 18.
2) (griech.) Dreiecksmessung
3) (griech.) Winkelmessung
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In der Tafel der gesetzlichen Einheiten vom 14, 8. 1958 wurden fiir den ebenen Winkel
die Einheiten

Radiant Kurzzeichen: rad
rechter Winkel, Rechter L
Grad ©
Neugrad, Gon &

festgelegt, und zwar gilt folgende

Definition der Winkeleinheiten

lgy = 2w rad = 4- = 360° == 4008 (35)

" Als weitere, abgeleitete Winkeleinheiten sind die

Minute Kurzzeichen: '
Sekunde =
Neuminute @
Neusekunde e

zugelassen, fir die

Yo . - - p 5
1/ = l 17 = __1_ e 1 1cc 1

60 60 ~ 100 ~ 100

gilt.
Der Radiant wurde aus folgendem Grund als Winkeleinheit gewdhlt. Der Umfang des
Kreises ist

U=2nr,

d. h. das 2r=-fache des Radius. Entsprechend wurde der Vollwinkel, der dem Kreis-
umfang entspricht, als 2r-faches des Radianten definiert, also

@o = 2rrad.
Aus dem Bild 55 kann die Proportion
0:27r = @i, -

abgelesen werden. Sie fiihrt zu folgender allgemeingiiltiger GroBengleichung?) fiir
den Kreisbogen b:

247
b= —or.
To v

1) UroBengleichungen sind Gleichungen, die unabhingig von der Wahl der Einheiten gelten
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Hieraus ergeben sich z. B. die fiir die Winkeleinheiten Radiant und Grad zugeschnit-
tenen GroBengleichungen!) des Kreisbogens, wenn nach (35) fiir den Vollwinkel
po = 2= rad und @, = 360° eingesetzt werden:

S - T P
b=t =130 Grad ™"
Somit giIt:

b 9o = @

= K 6
r . rad 180 Grad (36)

Wird in (36) ¢ = 1 rad gesetzt, so folgt %

=1 bzw. b = r. Das ergibt folgenden

Satz '

Der Radiant ist der ebene Winkel, fiir den das Verhéiltnis der Liangen des zugeho-
rigen Kreisbogens zu seinem Halbmesser gleich 1 ist (Bild 55).

Bevor durch die Tafel der gesetzlichen Einheiten der Radiant als Winkeleinheit eingefiihrt wurde,
war es iiblich, mit dem sog. Bogenmag des Winkels zu rechnen. Das Bogenmaf ist die MafBzahl des
in der Einheit Radiant gemessenen Winkels und wird durch das Verhéltnis b/, also durch (36) be-
stimmt.

Der Radiant ist unter den Winkeleinheiten die einzige kohiirente Einheit?), er ist
daher zu bevorzugen.

Beim praktischen Messen®) von Winkeln werden jedoch iiberwiegend die anderen
Winkeleinheiten benutzt. Es ist daher giinstig, fiir die Umrechnung solcher Winkel,
die in den nichtkohérenten Winkeleinheiten Grad, Neugrad usw. angegeben sind, in
die Winkeleinheit rad und umgekehrt eine Formel herzuleiten. Zu diesem Zweck wird
der

Umrechnungsfaktor 9 |0 =— | (37a)

eingefiihrt, fir den sich aus (35) und (35a) wegen = = 3,14159265 ... im einzelnen
ergibt:

¢ = 1rad = 0,6366198¢ = 57,29578° = 63,661988 =
= 3437,747" = 206264,8"' = (37b)
= 6366,198¢ = 636619,8cc

1) Zugeschnittene GroBengleichungen sind GroBengleichungen, in denen jede GroBe durch eine
zugehorige Einheit dividiert erscheint

%) cohaerere (lat.) zusammenhingen. Die Grundeinheiten und die aus thnen unmittelbar abge-
leiteten Einheiten eines MaBsystems, in denen nur der Zahlenfaktor 1 auftritt, bilden ein sog.
kohirentes Einheitensystem )

3) Das ‘Bau- und Vermessungswesen z. B. benutzt fiir das Messen von Horizontal- und Vertikal-
winkeln im Gelinde den Theodolit. Seine Teilkreise sind in Grad, Minuten und Sekunden oder
in Neugrad, Neuminuten und Neusekunden geteilt
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Die meisten Rechenstdbe enthalten die Marken fiir o/', o/, o/°¢.
Aus (36) folgt z. B. die Gleichung

p 18 9
Grad = = rad’

die bei Beriicksichtigung von (37) in

N .
Grad = Grad rad

iibergeht. Verallgemeinert man die letzte Gleichung, indem man ,.Grad *“ durch
,,nichtkohdrente Winkeleinheit‘‘, abgekiirzt WE, ersetzt, so ergibt sich die

P 2 P (38)

Umrechnungsformel WE = WE md

BEISPIELE
1. Gegeben: @ = 0,14524 rad
Gesucht: g@in L, °, ce,
Lésung: Aus (38) erhilt man mit der Rechenmaschine:

% = 0,63662-0,14524 @ — 0,092463L
P —57.20578.0,14524 ¢ — 8,32164°
Z

636619,8 - 0,14524 @ = 92462,7cc,

I
o

2. Gegeben: ¢ = 26°17"
Gesucht: ¢ in rad

Lésung:
Aus (38) folgt mit dern Rechenstab:

£ _r. 0 U ouspad.
rad | A 3438 p ==

Die Umrechnungen nach (38) lassen sich auch in einfacher Weise mit der sog. Bogen-
tafell) ausfiihren, dic in den Logarithmentafeln enthalten ist.

Fiir einige ausgezeichnete Winkel werden die Beziehungen zwischen den verschie-
denen Einheiten besonders oft gebraucht. Daher sei die folgende Tabelle angegeben;

1) Vgl. Literaturhinweis S. 580

16 Algebra und Geometrie
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@[rad L3 £ 1 & £ T i | T 2r
6 4 3 2 5
1 1 2
i o, =, 0,636.... = 1 2 3 4
vl 3 2 3 .
ol 30 45 57,295 ... 60 90 | 180 270 | 360
/8 33,3 50 63,661 ... 66,6 | 100 200 300 400

Die Teilung des Vollwinkels in 360° mit der Unterteilung in Minuten und Sekunden
heillt sexagesimale Teilung!) oder ,alte Teilung* des Winkels. Sie wird hauptsach-
lich in der Astronomie und Geographie benutzt, weil dort der Winkel mit der eben-
falls sexagesimal getellten Zeit zusammenhangt. Auch in der Mathematik wurde bis-
her die ,,alte Teilung'* bevorzugt, jedoch nur aus Griinden der Uberlieferung.

Die Addition mehrerer Winkel, insbesondere bei Benutzung einer Rechenmaschine,
ist in der sexagesimalen Teilung unbequem, da die Sekunden, Minuten und Grade
getrennt addiert werden miissen. Die Division zweier Winkel in sexagesimaler Tei-
lung verlangt die vorherige Verwandlung der Minuten und Sekunden in Dezimalen des
Grads. Physik und Technik benutzen daher die Altgradteilung mit dezimalgeteiltem
Grad.

Die gleichen Vorziige wie die zuletzt genannte Teilung hat die zur Zeit der franzo-
sischen Revolution eingefiihrte zentesimale Tcilung?2) oder ,,neue Teilung« des Win-
kels, die den Vollwinkel in 4002 und den Neugrad in Neuminuten und Neusekunden
teilt {vgl. (35)]. Sie wird in Deutschland nur vom Vermessungswesen benutzt.

Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Gradteilungen des Winkels ergeben
sich aus (35) und (35a):

1°=11¢ 18 = 54’ = 0,9° 0,1°=6"=0,1¢
1’ = 0,016° = 0,0185¢ | 1¢= 324" =0,009° | 0,01° = 36" =0,01¢ | (39)
1" = 0,00027° = 0,0003098| 1¢c = 0,324’ = 0,00009°/0,001° = 3,6"" = 0,0018

Die Umrechnung von einer Gradteilung in die andere wird am schnellsten mit Tabel-
len?) ausgefiihrt.

AUFGABEN
609. Folgende Winkel sind umzurechnen:
a) 43°12°14", b) 28,7349° in Neugrad,
o) 21,4419¢, d) 38,1962° in sexagesimale Teilung,
e) 36e45c20¢cc, {) 81°22'35” in dezimalgeteilten Altgrad.

1) Stammt von den Babyloniern und heit so, weil die Zahl 60 Grundzahl ist; sexagesimus (lat.)
der sechzigste

2) 100 ist Grundzahl; centesimus (lat.) der hundertste

3) siehe die Tafeln 1t. Literaturhinweis S. 580
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610.

611.

612.

613.

614,

615.

22

Folgende Winkel sind in die Winkeleinheit rad umzurechnen:

bl
8) 5, B)30L17'207, ) 138,1028°, ) 5esgeRsee,

Wie gro8 sind die Winkel
a) '0,3 rad, b)1rad, c) ll2 rad in sexagesimaler Teilung?

Welche Linge hat der Bogen des Erdﬁmfa"ngs, det zu einem Mittelpunktswinkel von

a) 1°, b) 157, c)1’, d) 1” gehort? (R = 6371,11 km)

Wie lauten bei gegebenem Halbmesser » und gegebeném Mittelpunktswinkel ¢ die fiir die
Winkeleinheiten rad, °, L zugeschnittenen GréBengleichungen der Kreissektorfliche 4?7

Man berechne die Fliche 4 des Kreissektors fiir

a)r = 12 cm, @ = 96°15"25"; b) r=55¢cm, b= 7cm.

Der Horizontalkreis eines Theodolits soll in Intervalle zu 20 Neuminuten eingeteilt werden.

Wie groB ist der Abstand zwischen zwei benachbarten Teilstrichen, wenn der Kreisdurch-
messer 94 mm betrigt?

Trigonometrische Funktionen

22.1." - Allgemeine Definition der trigonometrischen Funktionen

Im folgenden wird fiir die trigonometrischen Funktionen eine Definition gewiihlt,
die cine Verallgemeinerung der dem Leser bekannten Definitionen im rechtwinkligen
Dreieck und am Einheitskreis darstellt. Bekanntlich!) werden jedem Punkt P der
Ebene durch die Einfiithrung eines cartesischen oder eines Polarkoordinatensystems je
zwei Koordinaten zugeordnet, nimlich entweder '

1. die rechtwinkligen Koordinaten, die Abszisse v und die Ordinate v (Bild 66), oder
2. die Polarkoordinaten, der Abstand ) r und der Richtungswinkel®) ¢ (Bild 67).

v
Py
Pirspl
v
r
u
0 Polar-
0 achse
Bild 56 Bild 57 Bild 58

Hierbei sind #, v und r die Mafizahlen der in den Bildern 66, 67 usf. gezeichneten
Strecken.

1) Vgl. 26.2. bzw. El. math. 12.2.
%) Wird auch Radiusvektor, Leitstrahl oder Modul genannt
3) HeiBt auch Phase, Amplitude oder Argument

16*



244 22. Trigonometrische Funktionen

Im Fall 2. dient ein beliebiger Strahl als Polarachse (Nullrichtung), sein Anfangs-
punkt O heiBt Pol.

Fallen Ursprung und Pol sowie u-Achse und Polarachse zusammen, so ergibt sich
"Bild 58. Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten beider Systeme wird durch
die Einfithrung der trigonometrischen Funktionen (auch goniometrische oder
Winkelfunktionen genannt) Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens beschrieben:

. v %
Definition der sing = —  cosp=—
trigonometrischen (40)
Funktionen?) tang = 2 cotp = =
u v

Ersetzt man fiir die folgenden Uberlegungen den Abstand r durch Ju? + +2 (Bild 58), so er-
gibt sich:

’ v %
sing = ——— cosp = -

Yur + 2 Yu2 + o*

tangv=Ji ’ cotqz=~1i.
u v

Da ein Bruch mit dem Nenner Null genauso wenig einen Zahlenwert hat wie ein Bruch, dessen
Zihler und Nenner verschwinden, 148t sich hieraus folgendes ablesen:

Durch (40) werden jedem geordneten Paar (u; v) € K (also jedem Punkt der Koordinatenebene
mit Ausnahmen) vier trigonometrische Funktionswerte

singe[—1; +1], cosgpe[—1; +1]
tan @ € (—o0; +o0), cot @ € (—00; + co)

zugeordnet. Der Bereich K ist fiir die vier trigonometrischen Funktionen verschieden und
148t sich mit dem Korper R der reellen Zahlen ausdriicken:

King.cone = (R x R)\\{(0;0)} (Koordinatenebene auBer Ursprung O)
Kiong = (R\{0}) X R (Koordinatenebene auBer der v-Achse)
K cotg = R X (R\ {0}) (Koordinatenebene auBer der z-Achse)

!) Wie noch in Band ,,Analysis*, 11.1.1., gezeigt wird, laBt sich jede trigonometrische Funktion
in eine Potenzreihe entwickeln. So ergibt sich z. B. fiir die Sinusfunktion

sing = _zs & -
=2 ;-%—ET cee e

Beim Rechnen mit diesen Reihen ist zu beachten, daB fiir x beispielsweise nicht der Winkel 10°,
sondern der Zahlenwert 17—; eingesetzt werden muf}; das ist aber die MaBzahl des in der Winkel-
einheit ,,rad“ gemessenen Winkels, also das BogenmaB (vgl.21.). Somit gilt: Das Argument der
trigonometrischen Funktionen ist nicht der Winkel ¢, sondern rg-d . Der Einfachheit halber

schreiben wir jedoch fiir das Argument meistens den Winkel ¢ selbst. Hier erkennt man einen
groBen Nachteil der durch die Tafel der gesetzlichen Einheiten eingefiihrten Winkeleinheit
»rad® im Vergleich zum friiher iiblichen BogenmaB.
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Wie aus obigem bereits hervorgeht, wird » > 0 vereinbart, also r = 4 l’uz + v*, daher gilt

r € (0; - 00).,

Die Menge ¢ der Elemente % ist wie die Menge K von der Art der trigonometrischen
Funktion abhiingig: s

‘psinw,cosw = (—o00; + o)

Brang = (—o0; +oo)\{(2k +n.Z

ke G’}‘)
Deoty = {—o00; -Foo) \{kr | k€ G}.

Die trigonometrischen Funktionswerte sind als Streckenverhiltnisse dimensionslos,

also reine Zahlen.
Durch das Achsenkreuz werden Vollwinkel und Ebene in vier Teile, die sog. Quadran-
ten?) zerlegt. Letztere heilen 1., IL., II1., IV, Quadrant (Bild 58).

229, Graphische Darstellung der trigonometrischen Funktionswerte.
Bestimmung der Funktionswerte besonderer Winkel

Wird von O aus ein boliebiger Strahl g gezogen, so haben alle auf g liegenden Punkte
P, A, B, ..., P, P, ... denselben Richtungswinkel ¢. Aus Bild 59 148t sich bei An-
wendung der Strahlensitze wegen (40) folgendes ablesen:

IO

Wihrend P,, P,, ... beliebig auf g liegen, sind P, A, B so gewdhlt,dall » = 1,u4 = 1,
vg =1 gilt. P ist also der Schnittpunkt des Strahls y mit dem Einheitskreis?),

1) G ist die Menge der ganzen Zahlen, vgl. Abschnitt 4.
?) quattuor (lat.) vier; Quadrant heit Viertelkreis
3) Kreis vom Radius r =1
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A’ 4 und B’ B sind Abschnitte der Vertikaltangente in 4’ und Horizontaltangente in
B’ an den Einheitskreis (Bilder 59 und 60). Somit er-
gibt sich aus (I):
"sincp =, Co8 p = u,
tan ¢ = vy, cot ¢ = ug. : (11)

14 Bild 60

Die Werte der trigonometrischen Funktionen kdnnen

~daher als MaBzahlen von Strecken am Einheitskreis
unmittelbar abgelesen werden (Bild 60), so dal sich
aus (II) ergibt:

Satz

- Stnus bzw. Cosinus eines Winkels i sind gleich der Ordinate bzw. Abszisse des zu
@ gehorigen verinderlichen Punktes auf dem Einheitskreis.
Tangens bzw. Cotangens eines Winkels ¢ sind gleich den Maflzahlen derjenigen
Abschnitte der Vertikal- bzw. Horizontaltangente an den Einheitskreis, die vom
Berithrungspunkt bis zum Schmttpunkt mit dem durch ¢ festgelegten Leitstrahl
gemessen werden, :

Beim Drehen des Radius OP aus der Ausgangslage 0OA’ im positiven Sinn bis zu ihr
zuriick kann an der Anderung der Strecken PQ, 0Q, A'A, B’ B der Verlauf der trigono-
metrischen Funktionen in den vier Quadranten verfolgt werden (Bilder 60 bis 63).

B cot @ B

SsssasessasD

Bild 61 Bild 62 Bild 63

Da hierbei der Tangens auf der Tangente in A’ und der Cotangens auf der Tangente in B’ ab-
gelesen werden, muf} man fiir Winkel im II., III., IV. Quadranten den Strahl OP riickwirts ver-
langern.
Mit den bekannten Vorzeichen der rechtwinkligen Koordinaten in den vier Quadran-
ten ergeben sich aus (40) in Verbindung mit den Bildern 60 bis 63 folgende Regeln:

Quadrant
Funktion vong| I II | III | IV
Vorzeichen der |- -
trigonometrischen kil 4 + ] ¥ =1 = ”
Funktionen cos @ + —= — +
tang + i 1 —
cot @ + — + -
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Aus den den trigonometrischen Funktionswerten entsprechenden Strecken am Ein-
heitskreis findet man unmittelbar die Funktionswerte fiir die Winkel 0°, 90°, 180°,
270°, 360°. Bei Anwendung der Definition (40) auf solche Punkte 2’ im I. Quadranten,
fir die der Winkel ¢ = 30°, 45°, 60° ist, ergeben smh die restlichen?) der in der fol-
genden Tafel zusammengefalBten Werte:

Trigonometrische Funktionswerte fiir besondere Winkel

Winkel @ )
\ 0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°
Funktion

- 1 =l I wic

sin 0 —V¥Y2 | — 1 0 —1 0

in o > | 3V2|5V3

1~ 1 = 1 |
cos g 1 v |siz] = 0 |-1] o0 1 | (42)
& 2 v 2 4 2
tan ¢ 0 . —;}—ﬁ i . V3 |+oo%)| O +oo| O
cot @ +oo| V3 1 %—V'E«i 0 |[+oo| 0 |£
22.3. Trigonometrische Funktionen — Kurven und Periodizitiit

Ausgehend von der urspriinglichen Definition der trigonometrischen Funktionen in
22.1. werden jetzt die iiblichen Bezeichnungen und Begriffe aus der Funktionenlehre
(vgl. Band ,,Analysis®, Abschnitt 1.) benutzt. Danach ist jede der vier trigonometri-
schen Funktionen

y=sinz, y=cosz, y=tanz, y=cotx (40a)

eine Menge von geordneten Paaren (z; y). Denn jedem Element z € X ist genau ein
Element y€ Y zugeordnet. Die Menge X wird Definitionsbereich und die Menge ¥

Wertebereich der jeweiligen Funktion genannt. Hierbei sind z mit —E(T und X mit
® aus 22.1. identisch. Man erhilt wie dort: ra

Menge i . .
2 Definitionshereich X Wertebereich ¥
Funktion

sin z (—o0; +00) =R [—1;4+1]
cosz | (—oo; +o0) =R —G+1 (43)
tanz (~ oo +oo)\{(zk +1. 2 kec} (—00; +00) =
cotz (—o0; 4 20) \{kr | ke G} (—o0; +00) =R
1) Vgl. El. math. 26.3. 3) Das Symbol + oo bedeutet, daB an dieser Stelle gar kein Funk.

tionswert existiert; vgl. auch Unstetigkeitsstellen, Band ,,Analysis*, 2. 4.
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Die im Definitionsbereich von tan & und cotx ausgenommenen Winkel heifien
Unstetigheitsstellen der beiden Funktionen.

Y
. +1
P Z N - -
£ . .yjsfrr.x ) )
CF S A S
-9
Bild 64
i
N % Pl N Ny
(XN, I/ R /. o
4K I T G
AV RV L
=1
Bild 65
J .
\
wf | l I
,3..
y=tanx
2} _ _
- X>ﬂ / 4 i } : X
o T 0 4 T F i an
[T
-2..
Bild 66 ' =43 ’ 1‘ i
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| i | l
f\‘l ;3.
‘ y=cotx
P\ I .
A AN AN A
/22NN . .
| 7 0 I T T 2 71
Vi AN \
| Ik | |

Bild 67

Eine anschauliche Vorstellung von den trigonometrischen Funktionen geben ihre
Kurven (Bilder 64 bis 67).

Man beachte, dafl wegen Fulinote 1) auf Seite 244 als Argument der trigonometrischen Funktionen

2h=2 Ld aufgetragen werden muB, damit der Mafstab auf beiden Achsen gleich wird und da-
ra

durch unverzerrte Bilder entstehen.

Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen P v

)
Betrachtet man einen beliebigen festen Punkt P; der Ebene, so y
ist seine Lage durch die zugehérigen rechtwinkligen Koordina- v N ,+360°
ten u,; v, oder durch die Polarkoordinaten 7,; ¢, eindeutig be- i 7
stimmt. Man erkennt, daf auch die Polarkoordinaten 7;; ¢; + 0 u
+ k- 360° (k € @) auf denselben Punkt P, fiihren (Bild 68). \[/

Hieraus folgt, dal} sich die Werte der vier trigonometrischen  guq 68

Funktionen mindestens alle 360° wiederholen.

Im einzelnen ergibt sich: Wird der Radiusvektor OP von 0° aus im positiven und im
negativen Sinn unbegrenzt gedreht, so wiederholen sich die Sinus- und Cosinus-
werte alle 360° und die Tangens- und Cotangenswerte alle 180°. Aus dieser unbegrenz-
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ten Drehung des Radius in beiden Richtungen (Bilder 60 bis 63) ergibt sich eine un-
begrenzte Fortsetzung der Kurven nach links und rechts (Bilder 64 bis 67).

Satz

Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funktionen. Die Sinus. und die
Cosinusfunktion haben die Periode 360°, bei der Tangens- und der Cotangens-
funktion betrigt die Periode 180°.

Dieser Satz ist gleichwertig mit folgenden Gleichungen :

sin (¢ + k- 360°) = sin ¢
cos (@ + k- 360°) = cos ¢
tan(p 4 k- 180°) = tan ¢
cot (p + k- 180°) = cot ¢

Periodizitiit der
trigonometrischen
Funktionen

(44)

mit k€ @

Mit (44) lassen sich trigonometrische Funktionswerte beliebiger Winkel auf Funk-
tionswerte von Winkeln zwischen 0° und 360° zuriickfithren.

BEISPIELE
1. sin 620° = sin (620° — 360°) = 8in 260°

2. cos (—630°) = cos(—630° + 2 - 360°) = cos 90°

3. tan 865° = tan(865° — 4 -180°) = tan 145°

4. cot 390° = cot (390° — 2 - 180°) == cot 30°

5. cos(—lgnmd) = cos (— %nrad+3~2nrad) =‘cos—;—7rmd

&

tan—lé-:rrad=t<an ljnrad*3-nrad — tan = rad
4 4 4

Anmerkung: Die allgemeine Definition (40) der trigonometrischen Funktionen wurde
so gewahlt, daB sie fiir beliebig groBe Winkel ¢ giiltig ist. Dies ist fiir die Anwendung
der trigonometrischen Funktionen bei Aufgaben aus Physik und Technik notwendig.

BEISPIEL

7. Eine an einem Faden aufgehéngte kleine Kugel P bewege sich mit konstanter Geschwindig-
keit » auf einem Kreis vom Halbmesser a (Bild 69,a). Die Projektion dieser Kreisbewegung auf
eine senkrecht zur Kreisebene stehende Wand ergibt ein Hin- und Hergehen des punktfér-
migen Kugelschattens P’ auf einer Strecke der Linge 2a (Bild 69, b). Man sagt, die Projektion
P’ der kreisenden Kuge! fiilhre eine harmaonische Schwingung aus. Braucht die Kugel fiir
einen Umlauf des Kreises die Zeit 7', so ist T' auch die Zeitdauer einer Schwingung, d. h.
eines Hin- und Hergangs von P’. 7’ wird als Periode oder Schwingungsdauer bezeichnet. Da in
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YA
15 3 95.3 2 15
Km‘ﬁﬂ{, T z s 7
5 \ / a R 13 +71 13 17
7'\ Eh € B
X
‘ d 22__glez H T i 27 i 37
. i X L % A\ rwt
g y=asinwt
;a L T 7 ] 13
RVl ¢
g o= -
K] L] e 3
R/ b ¢
Bild 69

der Zeit T' der Vollwinkel ¢, durchlaufen wird, lautet die allgemeine GroBengleichung fir die

"Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz)

P

a2

w = ’

@

und die auf die Winkeleinheit ,,Radiant* sowie die Zeiteinheit ,,Sekunde‘‘ zugeschnittene

GroBengleichung fir w heilt

® _27:
L

(Ia)

Die allgemeine GroBengleichung fiir die Bahn. oder Tangentialgeschwindigkeit v wird, da in

der Zeit 7' der Umfang des Kreises vom Radius @ durchlaufen wird:

v="—=—

T

(In

Hieraus folgt die auf die Lingeneinheit ,,Meter‘ und die Zeiteinheit ,,Sekunde‘‘ zugeschnittene

GroBengleichung:
v / m = 2_1!11/_1]].
=, T/s
Dies ergibt mit (Ia)
v / m=w / rad - a/m
8 5
oder die bgzﬁglich Linge und Zeit allgemeine GroBengleichung

o
rad

(ILa)

(IITa)

(ITIb)

Mit (35) erhdlt man hieraus die nun auch beziiglich des Winkels allgemeine GroBengleichung

2x
= —wa.
Po
Fiir den in der Zeit t durchlaufenen Winkel ¢ gilt die Proportion
gip=¢t:T,
so daB mit (I) folgt:
@ = wt.

(111)

(Iv)
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Wegen z = 2 wird hicraus:
rad

w
% =] =it 1Va
rad by
Fiir den jeweiligen Abstand y des schwingenden Punktes P’ von der Mittellage, Ausschlag oder
Elongation genannt, wird wegen (48) aus Bild 69, a entnommen:

y=asinxz oder yzasin—ci)—t. \%)
ra

Wird der Kreis mehr als einmal durchlaufen, so wird z > 2, d.h., dic Definition der Sinus-
funktion wird fiir beliebig groBe Winkel gebraucht. Um den zeitlichen Ablauf der Schwingungen
zu veranschaulichen, trigt man die zu x gehorige Elongation y in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem auf (Bild 69, c).
Zum besseren Verstindnis, insbesondere fiir die GroBengleichungen, sei das folgende Zahlen-
beispiel angegeben. Fiir 7' = 0,5 sund ¢ = 0,2 m z. B. ergibt sich aus (Ia) und (II):
w = 12,57 rad/s, v = 2,51 m/s. Dies liefert beispiclsweise fir ¢ = 7'/6 wegen (1V), (IVa) und
(V) bei Beachtung von (37b), (38) und (42):

¢ = 1,05rad =60°, =100, y=0,17m.

AUFGABE

616. Man zeichne einen Viertelkreis vom Radius 10 cm und crmittle graphisch die Werte der
Sinus- und der Cosinusfunktion und, soweit méglich, auch der Tangens- und der Cotangens-
funktion fiir die Winkel 10°, 20°, 30°, ..., 80°.

22.4. Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen

Im folgenden werden Gleichungen hergeleitet, die die Grundlage dafiir bieten, um
jede trigonometrische Funktion durch cine der drei anderen auszudriicken.
Aus (40) und Bild 68 ergibt sich:

: o 5 2 ou? 2 {
sin®g -f- cos qo--ﬁ+;2-_~r-2- =1.

Diese Gleichung fithrt den Namen

Trigonometrische Form g e -
des Lehrsatzes von Pythagoras By - Gogi =1 (“9)
Ferner gilt:
o 1 1
n _———— =
¥ % cotg
v
1
tang = — = (46)
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AuBerdem findet man:
sinp v u

== == t
cosp T g
sin @
t. = 47
an g = _— » (47)
Hieraus wegen (46):
cotg = M (48)
sin @

Die Formeln sind fir belichige Winkel ¢ giiltig, abgesehen von den Ausnahmen, die
aus (43) hervorgehen.

BEISPIEL
Gegeben: cot @; gesueht: cos ¢.
Losung: Aus (45) und (48) folgt zuniichst:
cotp = m = .ﬂ__ _
8In® Y1 — cos?¢p

Quadricrt:
cot? p= ..._E?..siL .
1 — cos?gp
Hieraus durch Umstellen:

cot? @ = cos? ¢ (1 - cot® ).
Also: cot @

cosp = .
Y1+ cot? g

Anmerkung: Uber das Vorzeichen des gesuchten Funktionswertes entscheidet der Quadrant
des Winkels @ nach (41). Entsprechendes gilt fir die folgende Tabelle.

Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen

Gegeben
sin cos @ tan ¢ cot ¢
Gesucht
. : A tan @ 1
sin @ sin @ V1 — costg

Vi_—i— tan? @ V1 + cot? @

1 cot @

cos @ V1 —sintg cos ¢ (49)
V1 + tan?g | V1 + cot?g
i M — Cosls
tan @ sl £ = tan @ —l— ¢
Y1 — sin? @ cos @ cot @
=t - i
it Vl sin® ¢ cos tp_m_ 1 By

sin @ V1 = cost g tan @
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Die in der Tabelle zusammengefal3ten Beziehungen zwischen den vier trigonometri-
schen Funktionen ergeben sich auch unmittelbar aus Bild 70, in dem die aus dem
pythagoreischen Lehrsatz folgenden Ausdriicke
enthalten sind.

AUFGABEN

617. Wie lauten die Giiltigkeitsbereiche fiir die Glei-
chungen (45) bis (48)?

618. Die in der Tabelle (49) angegebenen Beziehungen
sind nachzupriifen.

619. Die Werte der drei anderen Funktionen sind fiir

a)ginq;=1; b) cos ¢ = 0,6;

25

12

c) tan p = —

) =3

zu bestimmen. Dabei sei ¢ ¢ (0°; 90°). Bild 70
620. Man berechne die anderen Funktionswerte fur

. 4Ym 1—¢
a)singp = H b) cosp = —=.
A e AT

m bzw. g seien vorgegebene Konstanten.
621. Die Gleichungen

a) 1 4 tan?¢p =

; b)1 t2p =

cos? @ r b IRl sin’g
sind zu beweisen.

622. Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen:

a)m' b) o8 c) cos J1 + tan2g.

’ ’
tan @ cos @

22.5. Trigonometrische Funktionen im rechtwinkligen Dreieck

c Aus (40) folgen bei Beschrinkung auf ¢ € (0°; 90°), » € (0;
~+00), v € (0; +'o0) und bei gewohnten Bezeichnungen, wie

. & 'gie in Bild 71 eingetragen sind, fir die trigonometrischen
x Funktionen die bekannten Beziehungen in Form von Seiten-
A c £ verhiltnissen am rechtwinkligen Dreieck.
Bild 7t
, Gegenkathete @
sinew = ——=——— ~ —
Erkli 3 Hypotenuse ¢
? - .er Ankathete b
trigonometrischen oS = ——u——— —
2 5 Hypotenuse ¢ -
Funktionen im (50)
=l Gegenkathete a
rechtwinkligen tang = —=—— " — -
< Ankathete b
Dreieck
o Ankathete b
cobe = Gegenkathete &
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Aus Bild 71 folgt mit (50): sin § = % = cos o usw. Wegen 8 = 90° — « ergeben sich

daher Beziehungen fiir die Funktionen eines Winkels und seines Komplementwinkels.

gin (90° — &) = cos &
cos (90° — x) = sin «
tan (90° — &) = cot &
cot (90° — &) = tan

Komplementheziehungen ) (51)

Diese Beziehungen veranlassen dazu, die Cosinus- bzw. Cotangensfunktion Cofunktion
der Sinus- bzw. Tangensfunktion zu nennen und umgekehrt.

Herkunft und Bedeutung des Wortes Sinus sind umstritten. Im Einheitskreis ist die MaBzahl der
halben Sehne gleich dem Sinus des zugehdérigen halben Zentriwinkels. Daher hingt die Entste-
hung der Bezeichnung sinus vermutlich mit den Sehnentafeln des ProLEMAUS2) zusammen, die
vonden Indern verbessert wurden. Das indische Wort ardhajy4 fiir Sehne iibersetzten die Araber
mit dschiba. Da in der arabischen Schrift die Vokale nicht mitgeschrieben wurden, verwechselte
man das Wort wahrscheinlich mit dschaib, die Ausbuchtung, was dann im Lateinischen durch
sinus wiedergegeben wurde. Andere Quellen fithren das Wort Ausbuchtung auf die Form der Sinus-
kurve zuriick.

Die Funktionsbezeichnung tangens hat sich daraus ergeben, daf der Tangens als Tangente (lat.
tangere, beriihren) am Einheitskreis erscheint (Bild 60).

Der Cosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus des Komplementwinkels [vgl. (51)], lat. sinus
complementi, daher abgekiirzt und zusammengezogen zu cosinus. Entsprechendes gilt fiir co-

tangens, )

Die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks ist deﬁl Leser von seiner fritheren Aus-
bildung?) bekannt und wird daher in diesem Lehrbuch nicht ausfiihrlich besprochen.

AUFGABEN

623. Ein regelmiiges Sechseck mit der Seite @ = 5 cm ist gegen die Horizontalebene um den
Winkel & = 30° geneigt. Wie gro8 ist der Flacheninhalt 4’ der Projektion?

624. Durch eine Grundkante eines gegebenen Wiirfels mit der Kantenlinge & = 12,5 cm ist
eine unter « = 30° geneigte Ebene gelegt. Wie gro sind die Rauminhalte der beiden

Teile, in die der Wiirfel durch die Ebene zerfillt?
625. 0,8 m iiber der Mitte eines runden Tisches von 1,20 m Durchmesser ist /$\
eine Lampe mit der Lichtstirke I = 200 cd angebracht. Wie grof ist 7l
die Beleuchtungsstirke £ am Rande des Tisches? (Bild 72). Man be- r
achte, daB sich E aus der Formel £ = ia sin @ (in Ix) ergibt, wobei o
%
die Entfernung der Lichtquelle von der beleuchteten Fliche in Metern LAWY Ly
35

und ¢ der Winkel zwischen Lichtstrahlrichtung und beleuchteter Fliche
ist. Bud 72

1) Dieser Name wurde gewihlt, weilz.B. cos « gleich dem Sinus des Komplementwinkels von « ist
. 2) CLaUDIUS PTOLEMAUS (etwa 90 bis 160), griech. Mathematiker und Astronom
%) Vgl. z. B. EL. math. Abschnitt 26.
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626. Ein Seil liuft iiber eine kleine Rolle. Es iriigt an dem einen Ende
die Last @ = 200 kp und wird am anderen Ende mit der Kraft
F = 200 kp unter einem Winkel 30° gegen die Horizontale ge-
halten. Welclie Zugkraft F, muf} die Pendelstange, an der die
Rolle befestigt ist, aufnehmen, und unter welchem Winkel « gegen
die Horizontale stellt sie sich ein? (Bild 73).

Bia 73 @]

22.6. Einrichtung und Benutzung der trigonometrischen Funktionstafeln

Die Berechnung der Funktionswerte fiir beliebige Winkel ist wesentlich schwieriger
als fiir die speziellen Winkel 0°, 30°, 45°, ... [vgl. (42)]. Daher wurden Tafelwerke ge-
schaffen, aus denen die Funktionswerte ohne Schwierigkeiten entnommen werden
konnen. Zweierlei Tafeln sind grundsétzlich zu unterscheiden, die Tafeln der trigo-
nometrischen Funktionswerte, auch Tafeln der natiirlichen Werte der trigono-
metrischen Funktionen genannt, und die Tafeln der Logarithmen der trigonometri-
schen Funktionswerte. Beide sind stets in den gebréuchlichen Logarithmentafeln ent-
halten?).

Die Tafeln enthalten die Funktionswerte oder ihre Logarithmen fiir die Winkel 0°
bis 90°, wobei der Tafelumfang durch Beriicksichtigung der Komplementbeziehungen
(51) auf die Hailfte reduziert ist. Die Funktionswerte von Winkeln iiber 90° miissen
auf Funktionswerte von spitzen Winkeln zuriickgefithrt werden, was der Leser in
22.9. kennenlernt.

Soll der Logarithmus eines Funktionswertes fiir einen Winkel aufgesucht werden. der
nicht in vollen Minuten bzw. nicht in vollen Hundertstelgrad gegeben ist, wie z. B.
lg cos 32°12’15" oder Ig sin 17,4533°, so hat man wie in der gewohnlichen Logarith-
mentafel zu interpolieren. Hierbei ist zu beachten, daB3 Cosinus und Cotangens im
I. Quadranten fallende Funktionen sind, d. h., daB ihre Funktionswerte mit wachsen-
dem Winkel abnehmen (vgl. Bilder 65 und 67). Bei ihnen mu3 also der Interpolations-
betrag stets subtrahiert werden, falls mit fortschreitendem Winkel interpoliert wird.
Entsprechendes gilt auch fir die Tafeln der natiirlichen Werte. Auf die Besprechung
von Beispielen fiir die Interpolation wird verzichtet, da der Leser diese Aufgaben in
seiner Grundausbildung?) ausfiihrlich geiibt hat.

Die natiirlichen und die logarithmischen Werte der Winkelfunktionen sind im all-
gemeinen irrationale Zahlen, d. h., sie werden durch unendliche, nichtperiodische
Dezimalbriiche dargestellt. Wir miissen uns jedoch bei der Angabe ihres Wertes auf
eine endliche Anzahl von Dezimalen beschrinken und unterscheiden daher 4stellige,
5stellige, Ostellige, 7stellige usw. Tafeln der trigonometrischen Funktionen. Je hoher
die Genauigkeitsanspriiche an die Rechnung sind, desto genauer brauchen wir die
Funktionswerte, d. h., mit desto mehr Dezimalen miissen sie verwendet werden. Fir
Berechnungen im Unterricht reichen 4- oder 5stellige Tafeln aus, desgleichen fiir viele
Rechnungen der Praxis.

Hinweise zum Rechenschema
Bei der Losung einer Aufgabe werden zuerst die fiir die Rechnung notwendigen For-
meln zusammengestellt. Dann erfolgt die Zahlenrechnung. Im folgenden wird fiir

1) Vgl. die Tafeln It. Literaturhinweis S. 580
2) Vgl. El. math., 7.2.2.
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logarithmische Berechnungen ein Schema benutzt. In diesem werden die Operations-
zeichen weggelassen, da die jeweilige Rechenoperation fiir die Logarithmen aus den
neben dem Rechenschema stehenden Formeln abgelesen werden kann.

BEISPIEL

Von einem rechtwinkligen Dreieck seien die Hypotenuse ¢ = 31,294 m
und der Winkel « = 48,204° gegeben (Bild 74).

Gesucht sind 8, a, b. Bild 74
Lésung:
B=90°—« N g N
@ = csin o a | 1,36792
b=ccosax _ sinx 9,87246—10
f = 41,796° ¢ 1,49546
@ = 23,331 m cos o 9,82379—10
= 20,857 m b 1,31925
22.7. Rechnen mit kleinen Winkeln
Aus Bild 75 liestman fiir Winkel 2 rad = & € (0°; 90°) .
[~
rsine <rx <rtanz ‘E
ab. Diese Beziehung geht fiir kleine Winkel z bei = T
Division durch r iiber in: Bitd 76

Fir kleine Winkel o == xrad gilt:

sinz ~ x~ tanx (52)

Aus der Funktionstafel entnimmt man folgende Werte:

o [ sin z tan z

1° 0,0175 - 0,0175 0,0175
2° 0,0349 0,0349 0,0349
3° 0,0523 0,0524 0,0524
4° 0,0698 0,0698 0,0699
&° 0,0872 0,0873 0,0875
6° 0,1045 10,1047 90,1061

17 Algebra und Geometrie
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Hieraus ist zu erkennen, in welchem Bereich die Néherungsformel (52) giiltig ist.
Dieser Anwendungsbereich 1i8t sich genauer wie folgt angeben (ohne Beweis):

3- 5,7°
- . i 2,6°
5. ( Stellige Rechoung:  [«| < 120
g 0,6°

BEISPIEL

Tiir die Schwingungsdauer 7' einer harmonischen Schwingung gilt:

T=2nr ﬂ
7

Hierbei bedeutet m die schwingende Masse, ¥ den Ausschlag aus der Ruhe-
lage, F dieriicktreibende Kraft. Die Schwingungsdauer des mathematischen
Pendels ist fiir kleine Ausschlagswinkel « << 5° zu berechnen.

Lésung: Der jeweilige Ausschlag ist der zum Winkel x gehorige Bogen
y = l«, fir die riicktreibende Kraft ergibt sich F = G'sin &« = mg sin «
(Bild 76). Wird fiir kleine Ausschlige nach (52) sin x &~ « gesetzt, so
findet man aus obiger Formel:

T=2n“/-‘—
_r 9

22.8. Trigonometrische Funktionen auf dem Rechenstab

Fiir Rechnungen mit geringerer Genauigkeit oder fiir Uberschlagsrechnungen kénnen mit Vorteil
statt der trigonometrischen Funktionstafel die trigonometrischen Teilungen des Rechenstabs be-
nutzt werden.

Auf den gebrauchlichen Rechenstaben sind im allgemeinen drei trigonometrische Teilungen ange-
bracht:

1. die Sinusteilung, mit sin oder S bezeichnet,
2. die Tangensteilung, mit tan oder T' bezeichnet,
3. die Sinus-Tangens-Teilung, mit sin/tan oder S/T" oder arc bezeichnet.

Diese Teilungen enthalten die Winkel in sexagesimal- oder dezimalgeteiltem Altgrad und arbeiten
jeweils mit einer der vier Skalen A, B, C, D zusammen, auf denen die Funktionswerte abzulesen
sind.

Die trigonometrischen Teilungen umfassen im allgemeinen folgende Bereiche fiir die Winkel und
Funktionswerte:

sin-Teilung: 5°447...90°  mit den Sinuswerten 0,1 ... 1
tan-Teilung: 5°43’...45°  mit den Tangenswerten 0,1 ... 1
sin/tan-Teilung: 34’...5°44" mit den Sinus- bzw. Tangenswerten 0,01 ... 0,1

Wegen (52) lassen sich mit der sin/tan-Teilung die Sinus- und die Tangenswerte im Bereich
[34’; 5°44’] niherungsweise gemeinsam einstellen. Aus demselben Grund werden die Sinus- und
die Tangenswerte fiir Winkel im Bereich [0°; 34"] ohne die trigonomctrischen Teilungen geniihert
aus (38) unter Benutzung der Marken ¢ bestimmt.



22.8. Trigonometrische Funktionen auf dem Rechenstab 259

Am hiaufigsten sind zwei Typen des Rechenstabs vertreten:

1. System ,,Rietz*

Die drei trigonometrischen Teilungen befinden sich auf der Riickseite der Zunge. Die Zunge wird
so verschoben, dall der zum Winkel o gehorige Teilstrich mit der festen Marke koinzidiert, die
auf der Riickseite des Stabes (hdufig an einem U-férmigen Ausschnitt) angebracht ist. Der Funk-
tionswert wird auf der Vorderseite des Rechenstabes gegeniiber der 1 bzw. 10 der D-Skale auf der
C-Skale abgelesen. Man beachte, daB 0, ... bzw. 0,0 ... der Ziffernfolge vorzusetzen ist. Bei dlteren
Typen dieses Systems und bei einigen Taschenrechenstaben fehlt die sin/tan-Teilung. Dafiir ent-
hilt die Sinusteilung die Winkel « ¢ [34’; 90°]. Die zugehérigen Sinuswerte (und die geniherten
Tangenswerte fiir o« € {34"; 5°43’]) umfassen den Bereich [0,01; 1] und werden daher gegeniiber
der 1 bzw. 100 der A-Skale auf der B-Skale abgelesen.

2. System ,,Darmstadt**

Die drei trigonometrischen Teilungen befinden sich auf der Riickseite des Stabkérpers. Der riick-
seitige Lauferstrich wird auf den Winkel « der trigonometrischen Teilung eingestellt, auf der
Vorderseite liest man an der Laufermarke auf der D-Skale den Funktionswert ab. Bei anderen
Rechenstabfabrikaten dieses Systems sind nur die ersten beiden trigonometrischen Teilungen
auf der unteren Seite des Stabkérpers angebracht. Die Funktionswerte fiir o ¢ [34"; 5°43’] werden
daher wie diejenigen im Bereich [0°; 34’} ndherungsweise nach (52) und (38) bestimmt.

Die Cosinuswerte fiir « € [0°; 90°] und die Cotangenswerte fiir « € [45°; 90°] ergeben sich aus
sin @ bzw. tan « durch Anwendung der Komplementbeziehungen (51). Fiir die Bestimmung der
Werte tan « im Intervall [45°; 90°) und cot « im Intervall (0°; 45°] benutzt man die Formel (46).
Soll beispielsweise tan 75° ermittelt werden, so hat man wegen

e
cot 75°  tan 15°
auf der Tangensteilung 15° einzustellen und den Kehrwert von tan 15° auf der Reziprokskale CI

des Rechenstabs abzulesen. Hierbei ist zu beachten, daB das Ergebnis fiir « € [45°; 84°17']
im Intervall [1; 10] liegt. Entsprechend ergibt sich z. B.
1

cot 20° = —— s
tan 20°

tan 75° =

Wegen der Vielfalt der Rechenstabfabrikate wird dem Leser empfohlen, stets zu iiberpriifen, wie
am jeweils benutzten Rechenstab einzustellen und abzulesen ist. Hierfiir eignen sich am besten die
bekannten Funktionswerte

sin30°=0,5 und tan30° = é ¥ 3 ~ 0,577.

BEISPIEL

Die im Beobachtungsort B gemessene Zenitdistanz z muf} bei nahe
gelegenen Gestirnen G vor dem Einsetzen in die Rechnung um die
sog. Parallaxe p verbessert werden, weil in den astronomischen
Berechnungen die im Erdmittelpunkt 1 erscheinende Zenit-
distanz z, =z — p gebraucht wird (Bild 77). Fiir die Sonne mit
der Entfernung e = 149,6 - 10°km von der Erde ist p bei den
Zenitdistanzen z = 30°, 40°%, ..., 90° mit dem Rechenstab zu
berechnen (R = 6370 km).

Losung: In den rechtwinkligen Dreiecken #FM und BF M gilt:
FM FM

ginp = —  sinz=—.
\ € R Bud 77
A}

17*
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F M eliminiert:

smp = o smzl).
e

Da R im Vergleich zu ¢ klein ist, wird p sehr klein. Mit (52) findet man bei Beachtung von (38):

p/’'= o/ % sin z.

Mit dem Rechenstab ergeben sich wegen ¢ = 206265" folgende Werte:

z | 30° | 40° l 50° ‘ 60° | 70° | 80° I 90°
p | 44 | 517 | 677 | 167 | 83" | 87 | 88"
AUFGABEN ‘
627. Ein rechtwinkliges Dreieck A BC ist zu berechnen aus (Rechenstab):
a) a = 33 cm; b = 56 cm. Gesucht: «, §, ¢, 4, k,
b) a = 24 cm; ¢ = 74 cm. Gesucht: «, 8, 8, A, k,
¢) a = 40 cm; o = 43°36". Gesucht: 8, 6, c, 4
d) b = 60 cm; o = 39°48’. Gesucht: g, ¢, a, 4
e) ¢ = 50 cm; B = 53°08". Gesucht: «, a, b, A

628.

629.

630.

631.

632.

633.

634.

Ein gleichschenkliges Dreieck A BC (Bild 78) ist logarithmisch zu berech-
nen aus:

a)a = 41,33 m; » = 30,3° Gesucht: «, ¢, &, A
b) ¢ = 18,12 m; o = 45.3°. Gesucht: y, a, k,, A
c) ¢ = 28,04 m; y = 50,8°. Gesucht: x, @, kg, A
d) a = 61 cm; hy = 11 cm. Gesucht: «, y, ¢, A
e) k.= 35 cm; A = 420 cm2. Gesucht: ¢, a, «, y

Bild 78

Von einem gleichschenkligen Dreieck seien die Basis ¢ = 28,00 cm und

der Schenkel @ = 42,30 cm gegeben. Der Inkreisradius 71 und der Umkreisradius » sind

zu berechnen.

Um wieviel linger ist der Bogen b als die Sehne s, wenn der Kreisradius r = 80 m betragt

und der zu b und s gehorige Zentriwinkel o = 22,33° ist?

In einem Kreis vom Halbmesser » = 50 cm seien auf verschiedenen Seiten des Mittelpunkts

zwei parallele Sehnen gezogen, von denen die eine @ — 14 cm und die andere b = 30 cm

Abstand vom Kreismittelpunkt hat. Man berechne Inhalt und Umfang der von beiden Sehnen

und dem Kreis eingeschlossenen Flache.

Ein gerades regelmafiges dreiseitiges Prisma mit den Grundkanten a = 4 cm und der Héhe

k = 12 cm sei gegeben. Durch eine Grundkante wird eine Ebene gelegt, die gegen die Grund-

fliche unter dem Winkel o = 50,75° geneigt ist. Welches Volumen hat die abgeschnittene

Pyramide?

Eine gerade regelmiBige dreiseitige Pyramide habe die Grundkante a = 5 cm und die Héhe
= 8 cm. Man berechne den Winkel « zwischen Grund- und Seitenkante, den Neigungs-

winkel § einer Seitenkante gegen die Grundfliche, den Neigungswinkel y einer Seitenfliche

gegen die Grundfliche sowie den Keilwinkel § zwischen zwei Seitenflichen.

Ein zylindrischer Dampfkessel hat den Durchmesser d = 1,00 m und die Liinge ! = 6,00 m

und ist bis zu einer Hohe k = %d mit Wasser gefiillt. Wie grof} ist die vom Wasser be-

netzte Fliche A des Dampfkessels?

1) Folgt auch unmittelbar aus dem Sinussatz
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635.

636.

637.

638.

639.

640,

641.

642,

1) LE Langeneinheit

Wie groB sind der Mantel M und das Volumen V eines geraden Kreiskegels mit dem Offnungs-
winkel 2y = 31°36’40”, dem eine Kugel vom Radius 7 = 27,7 cm einbeschrieben ist?

Zwei im Raum liegende Geraden ¢, und g, schlieBen den Winkel & = 55° miteinander ein
und spannen eine Ebene auf, die gegen die Projektionsebene um den Winkel ¢ = 68° ge-
neigt ist und die die Projektionsebene in der Geraden g, schneidet. Wie groB ist der Winkel &’
zwischen g, und der Projektion ¢, von g,?

a) Man sagt, eine Gerade (Strafle, Boschung u.-éi.) habe eine Nei-
gung 1:7n oder eine Neigung von p %, wenn sie auf n horizontale
LE) um 1 LE bzw. auf 100 horizontale LE um p LE steigt.

Bezeichnet man den Neigungswinkel mit «, so gilt (Bild 79)
7\ A i3

1 P
ta = —_——= nlE
B =T = 100 2 -

=

Bild 79

100LE.

Man stelle eine Tabelle fir dén Neigungswinkel & in dezimal-
geteiltem Altgrad bei einer Neigung von p = 5, 10, 20, 40, 60,
80, 1009, auf.

b) Eine Stralle habe eine Neigung von 89%,. Wie gro8 ist ihr Neigungswinkel &, und welchen
Hohenunterschied 2 muB3 ein Fahrzeug bei 75 m (schrager) Fahrbahn tiberwinden?

Fin Eisenbahndamm ist aufzuschiitten. Die Kronenbreite soll 10 m und der Béschungs-
winkel 30° betragen. Da die Dammrich-
tung parallel zu den Hohenlinien des
Geldandes verlauft, hat die Dammsohle
eine Querneigung von 15%,. Die Damm-
héhe A, soll 1,6 m betragen (Bild 89).
Man berechne

a) die Dammbhohe A,

b) die Lange der Béschungsfallinien 4 D
und BC,

c) die Breite A B der Dammsohle,

d) die Fliche A BC'D des Dammquerschnitts.

Bild 81 zeigt ein Walmdach in kotierter Projektion. Wie
grof sind die Dachfiiche 4 und die Neigungswinkel oy
und a,?

Welche Fliche A hat die Stirnseite eines exzentrischen
Tonnengewélbes mit der Lichtweite s = 7,20 m, der lich-
ten Bogenhéhe p = 1,80 m, der Scheiteldicke 4 = 1,30 m
und der Dicke am Widerlager ¢ = 2,10 m, wenn die Fuge
am Widerlager nach dem Kreismittelpunkt der inneren Wol-
bung gerichtet ist (Bild 82)?

Von der Plattform eines » = 28,50 m hohen Aussichtsturmes
miBt man mit dem Theodolit die Zenitdistanzen nach der
Spitze und dem Ful} eines Schornsteins zu o = 85°30” und
B = 91°22’. Aus dem MeBtischblatt entnimmt man die
Horizontalentfernung des Schornsteins zu e = 530 m. Wie R | B,
groB} ist der Hohenunterschied 4% des Gelindes beider Bau- N >
werke, und welche Hohe x hat der Schornstein? N ﬁ 7
An einer Hauswand, die in west-ostlicher Richtung steht,
ist eine Sonnenuhr angebracht. Steht die Sonne im Stiden,

0m r

15%

<& B
F N

LA,

’

Bild 80

184 m

S M5m
8| /fBom

(6.0

Bild 81

Bild 82
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so wirft der an der Hauswand befestigte ! = 0,50 m lange Stab einen lotrechten Schatten,
der mit dem Stab einen Winkel ¢ = 20° einschlieft. Scheint die Sonne aus Siidosten
(B = 45°), so betragt die Schattenlinge s = 0,40 m. Wie hoch steht
dann die Sonne?

643. Man entwickle fir den im Bild 83 dargestellten Querschnitt eines
Zementrohres eine Flachenformel.

644, Die Hohe uber Grund wurde bei den ehemaligen Zeppelinluftschiffen
mit Hilfe des Echolotes bestimmt. Durch eine Schallquelle am. Heck
des Schiffes wurden Schallwellen ausgesandt, die von einem am Bug
in 190 m Entfernung angebrachten Gerit aufgenommen wurden.
Unter welchem Winkel (gegen die Senkrechte gemessen) treffen die
Schallstrahlen auf die Erde auf, und wie hoch fliegt das Schiff, wenn
die Fluggeschwindigkeit 125 km/h, die Schallgeschwindigkeit 333 m/s  Liid s3
und die Zeit von Aussendung bis Empfang der Schallwellen 6s betragen?

645. Eine vorgegebene Kraft F ist in zwei Komponenten F, und F, derart zu zcrlegen, daB die
Komponenten senkrecht aufeinanderstehen und F, mit F den Winkel a cinschlieBt:

a) F = 44 kp, o« = 30° b) F = 512kp, o = 42.5°% c) F = 141,4kp, o« =45°.

646. Eine vorgegebene Kraft F ist in zwei gleich groBe Komponenten F, und F, zu zerlegen, die
miteinander den Winkel einschl_ieBen:

a) F =471 kp, o = 48°; b) F' = 240 kp., « = 72,5°

647. Ein Sparren schlieft mit der Horizontalebene einen Winkel
o = 36,25° ein und erzeugt in seiner Richtung cinc Krait
F = 1000 kp. Man berechne Horizontalschub Fp und Vertikal-
druckkraft F'y in der Mauer am Angriffspunkt des Sparrens (Bild 84).

648. Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel « = 21,5° gleitct
eine Last F'y, = 223,2 kp. Wie grof} sind der Hangabtrieb Fy;. die
die Reibung erzeugende Normalkraft F' und die Reibung Fg (Rei-
bungskoeffizient fiir Gleitreibung x = 0,3)?

Bild 84

22.9. Quadrantenrelationen

Zwischen den Werten der trigonometrischen Funktionen von Winkeln im II. bis
IV. Quadranten und den Funktionswerten im 1. Quadranten bestehen Beziehungen,
die Quadrantenrelationen genannt werden.

Wie aus den Bildern 64 bis 67 zu ersehen ist, treten die Funktionswerte des I. Quadran-
ten abgesehen vom Vorzeichen auch in den anderen drei Quadranten jeweils genau
fir einen Winkel auf. Die Funktionstafeln lassen sich daher und wegen (44) fir be-
liebige Winkel benutzen, obwohl sie die trigonometrischen Funktionswerte nur fur
spitze Winkel enthalten.

BEISPIEL

1. Wie lauten die Quadrantenrelationen fiir den Winkel
180° — @? '
Losung: Aus der Kongruenz der Dreiecke OQP und
O@Q P, in Bild 85 folgt v =v und », = —u. Dahcr
erhilt man mit (40), 22.1.:

kS v
sin (180° — ¢) = 7‘= S =sing
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COS(lBOc*qJ):?%‘:—-;—u:—%:—cosq)
v. v v

tan(lSO"—g;):;f:—_—u: — - —tang
u — %

cot(180°—zp)=;f=—vu= — = —cotg

Auf der gleichen Grundlage ergeben sich fir alle Quadranten und Bezugswerte
(90° oder 270° bzw. 180° oder 360°) folgende Beziehungen:

Quadrantenrelationen

m 90° + @ 180° + @ | 270°+ ¢ | 360°+ ¢
sina -+ cos @ i sing — cos @ + sing
cos x F sin @ — €OS @ + sing + cos @ 53)
tan « T cot e + tan ¢ T cot e + tan @
cot a F tang + cot g I tang + cot g

Beim obigen Beispiel war ¢ als spitzer Wirtkel angenommen worden. Trotzdem gilt
(53) fur beliebige Winkel g. Auf den Beweis wird verzichtet.

Samtliche Quadrantenrelationen der Tabelle (53) lassen sich in einem Satz zusammen-
fassen:

Satz
Fir beliebige Winkel ¢ gilt:
|F (180° & ¢)| = |F (360° £ )| = |F (¢)|
|F (90° £ ¢)f = |F (270° & ¢)| = (co F (¢)]

Das Vorzeichen des Funktionswertes ist durch den Quadranten bestimmt, in dem

der Winkel « = .- 4 ¢ liegt. In allgemeinen Rechnungen wird der Winkel ¢ als
positiver spitzer Winkel angenommen.

Aus den Quadrantenrelationen (53) fiir den Winkel 360° — @ und der Periodizitit (44)
der Funktionen erhdlt man auch die allgemeingiiltigen Beziehungen zwischen den
Funktionswerten fiir Argumente von gleicher GroBe, aber verschiedenem Yorzeichen:

Beziehungen zwischen positiven und negativen Winkeln

sin (—@) = — sin ¢
cos (— @) = + cos @ (64)
tan (— @) = — tang | '

cot (—g) = — cot ¢
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BEISPIELE

10.

11.

Folgende Funktionswerte sind zu bestimmen, indem sie auf Funktionswerte positiver spitzer
Winkel zuriickgefiihrt werden.

. 8in 230°56” = sin (180° 4 50°50") = —sin 50°50" = — 0,77531

Man kann auch iiber 270° rechnen:
sin 230°50” = sin (270° — 39°10’) = — cos 39°10" = — 0,77531

Die erste Rechnung ist einfacher, da die Zerlegung einer Zahl in eine Summe bequemer ist
als in eine Differenz. Es empfiehlt sich daher, jedesmal das unterhalb des vorgegebenen Winkels
liegende ganzzahlige Vielfache von 90° zu suchen und hierauf die Umrechnung zu beziehen.

. cos (— 640,20°) = cos 640,20° = cos (360° + 280,20°) = cos 280,20° =

= cos (270° + 10,20°) = sin 10,20° = 0,17708

. tan (— 332°50") = — tan 332°50" = cot 62°50" = 0,51320

cot (— 102,75°) = cot 102,75° = tan 12,75° = 0,22628

Die Logarithmen der folgenden Funktionswerte sind zu bestimmen.

. cos 217°50’

Da die Cosinusfunktion im III. Quadranten negativ ist, gibt es im Bereich der reellen Zahlen
den verlangten Logarithmus nicht. Deshalb schlagt man vom absoluten Betrag des Funktions-
wertes den Logarithmus auf und vermerkt hinter diesem den Buchstaben n, der zum Aus-
druck bringen soll, daB der zum Logarithmus gehéorige Numerus negativ ist. Entsprechend
verfahrt man in dhnlichen Fillen. Also:

N lg|N|
cos 217°50° = — cos 37°50° 9,89752 — 10 (n)
. tan 244°40° — tan 64°40' 0,32476
. in (— 158,134°) = — cos 68,134° 9,57105—10 (n)
cot 700,568° = — tan 70,568° 0,45249 (n)

Fiir welche @ € {0°; 360°) in dezimalgeteiltem Altgrad werden folgende Gleichungen er-
fiillt?

cos g = —~0,9494 Manerhilt: ¢, = 161,7°; ¢, = 198,3°.
¢, und @; folgen aus cos (180° 4 ¢) = — cos ¢.
tang = — 1,171 Dies ergibt: ¢, = 130,5°; ¢, — 310,5°.

¢, und @, folgen aus tan (180° — @) = tan (360° — @) = — tan ¢.

Auf diese Art Aufgaben, in denen fiir einen gegebenen Funktionswert die zugehorigen Winkel
zu bestimmen sind, wird in Abschnitt 25. ndher eingegangen.

Fine Anwendung fir die Quadrantenrelationen bietet die Umformung von recht-
winkligen Koordinaten tn Polarkoordinaten und wmgekehrt [aus (40) und Bild 58 in
22.1.]:
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Umformung von rechtwinkligen Koordinaten in Polarkoordinaten
und umgekehrt

r= Ju? + o | tan g = % . (55a)

u=rcosp |v=rsing (55b)

Zur eindeutigen Bestimmung des Richtungswinkels ¢ € [0°; 360°) aus (55a) ist zu
beachten, dal sin ¢ und v sowie cos ¢ und % wegen (40) im Vorzeichen iiberein-
stimmen. Daher ergibt sich der Quadrant von ¢ aus (41) in 22.2.

BEISPIELE
12. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes P, der Ebene seien zu %, = — 342,18,
v; = 105,27 gegeben. Wie groB sind die Polarkoordinaten r; ¢, von P,?
Losung:
N lg|N| v
u} = 117087 v 2,02231 P I
vt = 11082 u 2,53425 (n) " n R
= 128169 tan @, 9,48806—10 (n) U 0 =i
r, = 358,01 @, = 162,899° Sy o

Wegen u, < 0,9, >0 liegt ¢, im II. Quadranten.(Bild 86).
13. Aus den Polarkoordinaten r, = 217,03, @, = 301,542° eines Ebenenpunktes P, sind die
rechtwinkligen Koordinaten u,; v, zu berechnen.

Lésung:
N lg|N]
» y
up = 113,53 Uy 2,05512 1
CO8 @, 9,71860 — 10
.................. oy
v I\ Uz
7y 2,33652 : "
...................... A &
) '8
sin @, 9,93057 — 10 (n)
v, = — 184,97 v, 2,26709 (n) Bild 87
Da ¢, im IV. Quadranten liegt, werden u, > 0 und 2z, < 0 (Bild 87).
AUFGABEN

649. Die im Text nicht hergeleiteten Quadrantenrelationen der Tabelle (53) sind zu beweisen.
650. Folgende Funktionswerte sind in der Tafel aufzuschlagen:

a) cos (— 258°10°), b) sin 317°15’, ¢) cot 210°307,

d) tan 195°40’, e) sin (— 284,25°), f) cos 368,75°,

g) tan (—835,50°), ) h) cot 457,40°.
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651. Die Logarithmen folgender Funktionswerte sind zu bestimmen:
a) sin 150°07/ 12", b) cot 251°26737", ¢) cos 234,5679°,
d) tan 188,2386°.

652. Man ermittle die im Intervall [0°; 360°) liegenden Lijsungen folgender Gleichungen in sexage-
simalgeteiltem Altgrad:

a) sin ¢ = 0,33216 b) cot p = —1,17223

053. Welche Winkel ¢ € [0°; 360°) in dezimalgeteiltem Altgrad befriedigen folgende Gleichungen:
a) 1g cos ¢ = 9,72315 — 10 : b) Ig tan @ = 0,29531 (n)

654. Folgende Funktionen sind zu vereinfachen:
a) y = cos (z + =), b) y = —tan (v — ),

' 5
Ve = o — 22,
) ¥ = cos (2 T x)

; & o
sin z 2?1

d)yz-c—mafg—:_a:3_’ mit x:#:(%—k)n und x4 krn fir keG.

655. Ein Punkt P der Ebene ist durch seine rechtwinkligen Koordinaten %; » bzw. Polarkoordi-
naten 7; @ gegeben:
a) u = 32,12, v = 125,75; b) u = 154,48, v = — 233,66
c) r = 157,52, @ = 225,5°; d)r = 68,24, @ = 131°13"12"”.
Gesucht sind jeweils die anderen Koordinaten.

22.10. Allgemeine Sinustunktion

Bereits in 22.3., Beispiel 7, wurde gezeigt, dal} die Sinusfunktion wegen ihrer Periodi-
zitdt fiir die Beschreibung periodischer Vorginge, insbesondere harmonischer Schwin-
gungen, benutzt werden kann. Die dort gefundenen Erkenntnisse werden hier ver-
allgemeinert.

Da die in diesem Abschnitt auftretenden Tunktionen bei ihrer Anwendung in der Praxis im all-
gemeinen Funktionen der Zeit sind, wird im folgenden fir die unabhiingige Variable ¢ geschrieben.

In 22.3. wurde festgestelit, daB die Sinusfunktion
y =sint t

eine periodische Funktion mit dem Definitionsbereich 7 = R ist, deren Werte y
den Bereich y =[—1; 4+ 1] durchlaufen und deren Periode p =2z betragt
(Bild 88).

Die Funktion (I) fithrt durch Multiplikation der Sinusfunktion mit einer beliebigen
Konstanten @ bzw. durch Multiplikation von ¢ mit einem beliebigen Faktor o bzw.
durch Addition eines beliebigen Summanden @ zur Variablen ¢ der Reihe nach auf die
Funktionen

Yy = esint (IT)
y = sin wi (T1I)
y =sin (f + ¢) vy
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In den Bildern 88, 89, 90 sind fiir diese Funktionen Beispiele gezeichnet. Sie lassen die
geometrische Bedeutung der drei Konstanten a, w, @ erkennnen.

¥
= p=z” e
> 3 - -
e R
/ . ’
. L / \

Ye=Zsint

y=sint

"\ yp=-3sint
Bild 88
ly
p=3r
=] P=Py=2r |
(I} | y=sin wt o ; y
L S =, - e LoD Ysin
L™ % \\ / 3 7 \, e LN s
7 \ S \ 7 N v X
Py EAY / R g n ysint) o
<o Ly \\_,\'<./I ; i S —~ F%-sinft
Bild 9 ;
B=dr 4
h=3 :
ok T () |y = sinit+q)
-\1\ | =t e - y=sint
\ll ™~ [ ~ o o o
N LA _ yrsin(t-3) |
s 7 PR 0 N . R
p % e ) /\{ Jo=sinft-Zhast
“ Sade T e ~? Npsinftd)
7 ; -
Bild 90



268 22. Trigonometrische Funktionen

Aus der Zusammenfassung von (II), (III) und (IV) ergibt sich die

allgemeine Sinusfunktion

oder harmonische Funktion y = asin (0t + @) ‘ (56)

. 5 1
In Bild 91 ist fiir (56) das Beispiel y = i sin (% t+ g—) aufgetragen.

v

p=3r 13

f

3 7 3 0 ' 7 T F %

4 -§sin(§t+§)
Y=asinlwt+qp)

-3
Bild 91

Wie aus den Bildern 88 bis 91 ersichtlich ist, bewirken in (56)

1. der Faktor a eine Vergriferung oder Verkleinerung der Ordinaten von (I) auf das
fa|-fache, je nachdem |a| > 1 oder |a| < 1, und eine Spiegelung an der {-Achse,
falls a < 0, ’

2. der Faktor w eine gleichmiBige Stauchung oder Dehnung der Kurve von (I) in
Richtung der ¢-Achse auf das 1/}w|-fache, je nachdem |w| > 1 oder | w| < 1, und
eine Spiegelung an der ¢-Achse, falls w < 0, sowie‘die Periode p = 21t/|w|,

3. der Summand ¢ eine Verschiecbung der Sinuskurve (I) in Richtung der ¢-Achse um
@/w nach rechts oder links, je nachdem % < 0 oder % > 0. Man beachte, daBl
die Verschiebung nicht ¢, sondern gfw lautet, weil wegen der Zusammenfassung
von (III) und (IV) die Beziehung sin (wt 4 @) = sin w (t + %) gilt.

Oft trigt man auf der Abszissenachse nicht die Werte ¢, sondern wt ab. Hierbei wird
der Zusammenhang zwischen den in (56) auftretenden Konstanten und ihrer geo-
metrischen Bedeutung insofern einfacher, da8 dann die Periode stets p = 2 betragt,
die Verschiebung ¢ lautet und die Stauchung oder Dehnung entfillt (Bild 92).
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Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die in (56) auftretenden Gré8en als dimen-
sionslos aufgefaBt. Dies trifft auch auf die im Argument der Sinusfunktion stehenden
GroBen zu (vgl. FuBnote 1, Seite 244).

L3 p=2r

y=asinlwt+)

o _5;:

2 y-§sinf§t+)

Bild 92

Wird die harmonische Funktion auf physikalische Vorginge angewendet, dann haben
die GroBen folgende Bedeutung:

Y Elongation [y] =m
¢ f Zeit [t] =s
|a| Amplitude [a] =m
® Kreisfrequenz (0 > 0) [w] = %d
wl+¢ Phasenwinkel [wt + ¢] =rad
@ Nullphasenwinkel (o] = rad

Da das Argument der trigonometrischen Funktionen die MaBzahl des in der Einheit
rad gemessenen Winkels darstellt, lautet (56) exakt:

) @
Yy = asmn (@t'i'm) (563:)
Somit ist die Periode der harmonischen Funktion

(o B
b= wfrad’
8
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falls auf der Abszissenachse die Zeit ¢ abgetragen wird. Die Periode p ist mit der
Schwingungsdauer (Periodendauer) 7' identisch [vgl. (Ia), Seite 251].

Es ergibt sich die Folgerung:

Trigt man auf der Abzissenachse

p/rad
w(rad
b) die MaBzahl wé/rad des in der Einheit rad gemessenen Winkels w¢ ab, so sind die

a) die Zeit ¢ ab, so sind die Periode » = 7' und die Verschiebung = -g

Periode » = 2x und dic Verschicbung %ad.

BEISPIEL

Ein mathematisches Pendel der Linge ! = 3,15 m werde in Schwingungen
versetzt. Nach einem Ausschlag von «, = 2° beginne die Messung der Zeit ¢,
der Maximalausschlag betrage azmax = 4° (Bild 93). Wie lautet die harmonische
Funktion, die die Schwingungen des Pendels beschreibt?

Lésung : Fur die Amplitude ergibt sich nach der Kreisbogenformel:

__ ®max

rad %

Bild 93

Die Schwingungsdauer folgt aus 22.7., Beispiel S. 258:

T =2rn l/l
9

Die Kreisfrequenz wird (vgl. S. 251):

27 rad g
Q=S = VT rad.

Bezeichnet y, die Elongation zur Zeit ¢ = 0s, so findet man p:@ = x3:omay 0oder

KXo

Yo = 1%k

&max

Hieraus wird wegen ¢ = 0s mit (56a):

@ %o

sin t-- = .
rad cmax

Werden die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt, so ergibt sich:

= £ 0,22 m; T = 6,28 .5:15711;752 = 3,56
= frgo lom =022m; e 9.81m 0%
1rad rad @ 1
= =178 N = —.
@ 0,567 s 5 SN rad 2

Da die Zeitmessung im 1. Viertel der 1. Schwingung beginnt, gilt ;;’;d € (O; ;—) Somit folgt:

T
=30° = — rad.
& 6
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Mit den gefundenen Werten erhilt man aus (56a) folgende harmonische Funktion:

¢ b
= 2m - si , 16 — + L
y = 0,22 sin (1 7 3 + 6)

Den Ablauf der Pendelschwingungen veranschaulicht die Kurve in Bild 94.

Yim
T/s =356 )
y=022msin(176%+3)
o
7
0 i
010
-020
Bild 94

AUFGABE

656. Die Periode, die Verschiebung, der Funktionswert y, fiir ¢ = 0 und eventuelle Spiegelungen
an der Abszissenachse sind fiir folgende Funktionen anzugeben, wenn auf der Abszissen-
achse entweder die Werte ¢ oder wt abgetragen werden:

: ¢ b . 2n
= 0,3 si === ——— 2¢ =),
8)y 0?sm(2 2) b) y 3s1n( + 3)
c) ¥ = 2sin t+ ), d) —__I.Asin _i+l
y="2ain ¢+ 5); y=-gin(-3+5)
23. Additionstheoreme und andere goniometrische Formeln

In diesem Abschnitt werden einige goniometrische Formeln hergeleitet, deren Grund-
lage die sog. Additionstheoreme bilden. Trotz der angegebenen Beispiele erkennt der
Leser zunichst nicht ihre groBe Bedeutung. Sie finden spiter haufig Anwendung, so
daB es vorteilhaft ist, sich die wichtigsten Formeln einzupragen.

23.1. Funktionen von Winkelsurnmen und -differenzen

Um den Scheitel O eines Winkels « + § < 90° sei ein Kreis vom Radius r geschlagen,
der die Schenkel des Winkels in 4 und B schneidet (Bild 95). Wer gemeinsame Schen-

kel der Teilwinkel heiBe OC. Von B seien Lote auf OC bis D und auf O4 bis E gefillt,
desgleichen von D auf BE bis F und auf 04 bis G. In der entstandenen Flgur ist dann
OB — r, BD = rsin 8, 0D = r cos B. Ferner heiBen OG = u, EG = FD = v, DG = =,
BF = y.
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Im A OEB gilt:
U —v

x4y

sin (x + ) = = (I) cos (&« + B) =- (11)
Im A OGD:
: x %
B o = e (ITI) cos«x = Y (Iv)
Im A DBF:
S T B el
cos & = oy (V) sina = =y (VI)
(III) und (V) in (I) eingesetzt :

8in (« + f) = sin x cos f + cos « sin B | (57) Bid 95

Aus (II) folgt mit (IV) und (VI):

cos (x + B) = cos a cos f§ — sin « sin f (58)

EslaBt sich zeigen, daB die Formeln (57) und (58) und damit die aus ihnen noch herzu-
leitenden Gleichungen fiir beliebige Winkel gelten. Auf den Beweis wird verzichtet.

Wird in (57) und (58) der Winkel 8 durch (— ) ersetzt und (54) in 22.9. beachtet, so
ergibt sich:

sin(x — f) = sin x cos f§ — cos « sin 8 (59)

cos(x — f§) = cos x cos B + sin « sin f (60)

Aus (57) und (58) folgt durch Division und Kiirzen des entstehenden Bruches mit
cos & cos f3:

__ tana + tan B
n e A = G tan —
Entsprechend findet man:
__cotaxcotf —1
woble+ B = S F + ot )
__ tana —tanf
bain e ==5) = 1 + tan x tan § (63)
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cot wcot § 4+ 1
Die 8 Formeln (57) bis (64) heiBen Additionstheoreme.
BEISPIEL
tan 15° ist ohne Benutzung der trigonometrischen Funktionstafel zu bestimmen.
Lésung: Wegen (63) und (42) ergibt sich:
: 5 ] o i
. 1—5)3
£ - o 3 3— 173
tan 15° = tan (45° — 30°) = ltﬂ_t ‘::n 452::200 — - = ]V/:-}: o
145 ]/3'
(513 (s 15) o015 +3
= — = = o 5
(55 73) (5= }3) - 2 — 3 ~ 0,26795.

23.9, Funktionen des doppelten Winkels
Wird B = « in (57) und (58) gesetzt, so ergibt sich:

sin 26 = 2sinaxcos | (65) cos 2x = cos?x — sin® x (66a)
Aus (66a) erhalt man bei Beachtung von (45):

cos 2 = 2 cos?ax — 1| (66D) cos2a =1 —2sin?a (66¢)
Fir 8 =« gehen (61) und (62) iiber in

2 tan « - _ cot?x — 1 '
tan2a = ltm (6(] cot 2l¢x == m (68)

Diese 6 Formeln lassen sich auch in anderer Form schreiben, wenn « durch «/2 er-
setzt wird:

. . o
sin & = 2 sin 5 cos 5 (69) cos &« — cos? g— — sin? g (70a)
o ®

2 tan 3 cosax =2cos®— — 1 (70b)
2
tan ¢ = - . (71)
1 — tan® F) cosax =1 — 2 sin? g (70¢)
s & _ 4
cot ) B ‘
cot o = — % (72)
2 cot 3

13 Algebra nnd Geometrie
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BEISPIEL

Gegeben sei ein Winkel « = 30°. Von einem Punkt P, des einen Schenkels in der Entfernung
b = 7,0 cm vom Scheitel wirddas Lot P, P, auf denanderen Schenkelgefiilit, von P, wird wieder
das Lot P, Py auf den ersten Schenkel gefillt und so unbe-
grenzt fort. Gesucht ist die Lange ¢ des gesamten Strecken-
zuges. (Bild 96).

Losung:
a, = bsinx, a,=a,cosx,
3 = A, CO800, ...

Die Strecken bilden eine konvergente unendliche ‘geome- R R A g
trische Folge!) mit dem Anfangsglied @ = b sin « und dem  Bid 96

Quotienten ¢ = cos x. Die Summe der Reihe wird bei Be-

achtung von (69) und (70¢):

- 1 x
b-2sin -— cos —

b si
=B _ B - N N Py
1—g¢g 1 —cosax L, %
2 sin® —
2
23.3. Verwandlung von Produkten in Summen von Funktionen und umgeckehrt

Aus (57) bis (60) findet man durch Addition bzw. Subtraktion folgende Formeln:

sin « sin f = ; [cos (x — B) — cos (x + B)] (73)
sin &« cos f = —;- [sin (x — B) + sin (x + B)] (74)
cosacosff = % fcos (o« — B) -+ cos (x + B)] (75)
cos & sin f = ; [sin (« + ) — sin (x — B)] I

Wird voribergehend « 4 8 = ¢, &« — f = y gesetzt, so folgt

P+ ¥ I uek 4
2 o

Hiermit ergibt sich der Reihe nach aus (74), (I), (75), (73), wenn wieder « und g ge-
schrieben wird :

1) Vgl. Band ,,Analysis* 2.1.
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sin « + sin § = 2sin%£
sina—-sinﬁr- 2005“;'3
cosx + cosf = 2cosa;_ﬂ
cosoc-—cos/.?:—2sin5?9

Aus (61) folgt durch entsprechendes Aufldsen und Umformen der Gleichung:

tan « "+ tan § = cos (x + f)

sin (a%—é)'(‘

__sin (v + B) cos & cos B — sin a sin §

T cos(x+ B

Hieraus mit (58):

Analog erge

BEISPIELE -

sin (x + f)

tan & |- tan § = R

ben sich drei weitere Forimneln:

tan « _tanﬁ=.sill.(_a.—_ﬁ)
cos x cos 8
cot & |, cot B = w
sin g sin &
sin (f — &)
cot « — cot f = SN )

1. Ein Ballon B schwebt {ber einem See, in dem sein
Spiegelbild B’ gesehen wird. Wie grof} ist seine Hohe
iiber dem See, wenn er von einem Standpunkt A mit der
Hohe h = 28,3 m iiber dem See unter dem Hohen-

winkel & = 55,45° und sein Spiegelbild unter dem

Tiefenwinkel § = 58,23° zu sehen ist?

Loésung:

18+

Aus Bild 97 liest man ab:
z+ h

tan € = x;h, tan &

cos ol (76)

sm“;f (77)

cos = ; A (78)

smﬁgf (79)
sin « sin f\
" cosa cosB)

cos x cos i ’

(80)

(81)

(82)

(83)

Bild 97
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Hieraus folgt durch Elimination der unbekannten Entfernung ¥ und Anwendung der Formeln
(80) und (81) bei Benutzung des Rechenstabs:

0l

x=ktan6+tans _hsin(6+¢) 283m.0917

= = =534 m.
tand — tane  sin (3 — ) 0,0486 ey
2. Per Ausdruck z = Mﬂ ist zu vereinfachen.
sin & + sin 8
2cos“2igcos“;ﬁ a+ﬂ
Lésung: Aus(76) und (78) folgt: = = = cot 5 -
2 sin atp cos a:-—ﬂ —_—
2 2
23.4. Rechnen mit kleinen Winkeln

Fir kleine Winkel kann der Cosinus annéhernd gleich 1 gesetzt werden (vgl. 22.3,,
Bild 65). Dies 1Bt sich in (57) und (59) anwenden. In (61) und (63) kann fiir kleine
Winkel «'und f das Produkt tan « tan g als ,kleine Groe 2. Ordnung** (vgl. Ab-
schnitt 10.) vernachlissigt werden. Daher giit fiir kleine Winkel x und §:

sin (« 4 f) ~ sin « 4 sin g (84)
tan (x + B) ~ tan« + tan (85)

Folgender Anwendungsbereich 148t sich berechnen:

zu (84)
Oberes Unteres
Vorzeichen Vorzeichen
1 1
B Y o o 5a Za S5x
3- 8.4° 4,5° | 1,8° 10,0° , 2:4°
4. | stellige 3,9° 2,1° 0,8° 4.5° 1.0°
5.( Rechnung:  * < 1,8° | 1,0° 0,4° 2,1° 0.4°
6- 0,8° 0,4° 0,2° 1,0° 0,2°
' zu (85)
Oberes Unteres
Vorzeichen Vorzeichen
1 1
= 5 S n
B e &« ‘ &« el 5a
3- 6,7° 3.6° 1559 8.0° 1.9°
4- | stellige 3,1° 1,7° Q.7 3172 0.8°
5[ Rechnung: % < 1.4° 0,8° 0,3° 1.7° 0.4°
6- 0,7° 0,4° 0,1° 0,8° 0,2°
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Ist in den Formeln (84) und (85) 8 = «, so folgt im Falle des Pluszeichens und bei
entsprechender Verallgemeinerung fiir kleine Winkel «:

sin nx & n sin « (86)
tan na &~ n tan « (87)
Anwendungsbereich :
2u (86) zu (87)
4 2 4 2

3 134° | 1140 | 20° | 106 | 900 | 17
1. | stellige 61° | 53 | 10° | 49 | 420 | o
5. Rechnung: ™ <1| 28 | 24° | o4° | 23 | 20° | o4

i 13 | 11e | o2 | 1,00 | o9 | o2

6

Die hier hergeleiteten Néherungsformeln und andere gehéren zum unentbehrlichen Riistzeug des
Ingenieurs und des Physikers. Denn selten kommt es bei Berechnungen in der Praxis auf hichste
Genauigkeit an. Vielmehr ist es bei manchen Problemen von grofler Bedeutung, moglichst
schnell eine Lisung zu finden, und dabei leisten Niherungsformeln unschitzbare Dienste.

BEISPIEL

Bei der Projektierung einer StraBe ergibt sich die Aufgabe,
zwei Geraden mit verschiedenem Anstieg durch einen
Kreisbogenabzurunden. Die Neigungenbetragen p , =5,4% '
und pg= 1,4%, der Ausrundungshalbmesser soll zu
R =2000m gewihlt werden. Fiir die Absteckung des
Profils werden die Tangentenstrecken ¢t = A4S = BS ge-
braucht. Bild 98 zeigt einen Vertikalschnitt durch das
elande.

Losung: Aus Bild 98 wird abgelesen:

Pa

tan B = A

tan & = 100°

Bild 98

Wegen der Kleinheit von « und g ergibt sich nach (85):

tany = tan (x — f) ~ tan x — tan f§ = &IEOPB.

Aus Bild 98 folgt ferner bei Beachtung von (87):

t = Rtan ’; ~ ftany.

Somit:

¢ R(f’—-?)
N 900 AT T

Werden die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt, so findet man:

t~ 40m.
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AUFGABEN

657.

658.
659.

660.

661.

662.

663.

664.

665.

Folgende Formeln sind zu beweisen:
8) 8in 3a = 3 8in x — 4 8in® &

3tan & — tan®

c) tan 3o =
1 —3tan’a
o 1 o—
in—=—VY2—2

e)sm2 2}/ co8 &

o 1 —cosax 1 — cosax
g) tan — = = -

2 1 4+ cosax 8in &«

i) cosa + sin & = Vé sin (45° + «)

b) cos 3 & = 4 cos®*x — 3 cos &

cot?ax — 3 cot x

dcot3o =
) Ut dcot?2ax — 1

f) cos%:%v2+2cosa

h)cot%:Vl +cosa=‘l + cos

1-— coswx 8in &

j) co8 & — sin & = Y2 cos (45° + «)

k) cot « + tan &« = 1) cotx — tan « = 2 cot 2

sm 2
py Lt S A @) SRt e —
1 — tanx cot x — 1
Essind a)cos4x, b)cos5a in cos x auszudriicken.

Ohne Verwendung der trigonometrischen Tafeln sind die vier Funktionswerte fiir folgende
Winkel zu ermitteln:

a) 75° b) 22°30"

Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen:
a) cos (60° + &) + 8in (30° 4 «)

6) cos (& + 45°) 4 cos (o« — 45°)

e) sin (45° 4+ &) — cos (45° + )

sin (45° + «) + cos (45° + «)

c) 18° d) 54°
b) sin (x + 60°) + sin (&« — 60°)
d) tg\'n o tan f + (tan &« + tan B) cot (x + f)
sin (60° 4+ &) — cos (30° + )
sin (60° + ) + cos (30° + «)
8in 2x cos &
(1 4 cos 2a) (1 + cos )

Die Formel sin & + gin (« + 120°) + sin (& + 240°) = 0  tritt in der Wechselstromtech-
nik auf. Man fiihre den Beweis.

1 —cos?2ax

g)———" h)

2sma

Folgende Ausdriicke sind in Produkte zu verwandeln:

sin & 4 cos &«
BIR x — COB &

sin o + 8in B
a) P

sin « — 8in 8
e)sinx + 8in B+ siny mit" « + f + y = 180°
Zu berechnen sind

a) die Pfeilhéhe p eines Kreisabschnitts aus dem Radius r und dem Mittelpunktswinkel «,
b) die Flidche A4 eines gleichschenkligen Dreiecks aus dem Schenkel @ und dem Basiswinkel «,
c} die Flache A eines einem Kreis vom Radius r einbeschriebenen regelmaBigen n-Ecks.

¢) sin®x — 8in? B d) cos? « — cos? B

Wie groB ist die Fliche 4 eines Kreissegments, wenn der Kreisradius r = 15,58 m und der
Mittelpunktswinkel & = 62,167° betragen?

Die Mantellinien eines geraden Kreiskegels schlieBen mit der Grundfiiche einen Winkel
o = 53,833° ein und haben die Linge s = 48 cm. Wie groB sind Mantel & und Volumen ¥
des Kegels?
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666.

667.

668.

669.

hy

Wie groB ist der vom 40. und 50. Breitenkreis begrenzte Teil M der Erdoberfliche
(R = 6371,11 km), und welche Linge r, und r, haben die zu beiden Breitenkreisen gehérigen
Radien?

Die Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ebene gegen die Projektionsebene
um den Winkel ¢ geneigt sei, liege in der Projektionsebene. Die Projektion p’ des rechten
Winkels p = 90° -ist aus den gegebenen Katheten a, b und dem Neigungswinkel ¢ zu
berechnen. Das Ergebnis der Aufgabe 636 kann benutzt werden.

Vor dem Bau eines Tunnels sollen seine E

Linge z = B’C” und seine Neigung v be-
stimmt werden. Zu diesem Zweck steckt
man beiderseits des Berges zwei horizon-
tale Standlinien 4 B = 262,7). m und C D =
= 380,50 m ab, die mit der Bergspitze E
sowie dem Tunneleingang B’ und dem Tun-
nelausgang C’ in einer Vertikalebene liegen.
Ferner mit man die horizontalen Strecken
BB’ = 144,20 m und CC’ = 79,33 m sowie  Bild 99

in 4, B, C, D die Héhenwinkel « = 28°58’,

f = 40°30", y = 58°50", ¢ = 32°20’ (Bild 99).

Die Héhe ky eines Turmes ist zu bestimmen. In einer die Turmspitze 7 enthaltenden Ver-
tikalebene werden zwei Punkte 4 und B festgelegt. Durch Messung werden die Hohenwinkel
o = 11°54'40", f = 15°37'20”, die Instrumentenhéhen ¢, = 1,412 m, iz = 1,385 m und
die Horizontalentfernung e = 57,89 m bestimmt. Durch Nivellement findet man %, =
= 377,974 m und kyz = 376,050 m iiber NN. (Bild 100).

f
|
|
|
|
|

Bild 100 Bild 101

670.

671.

672.

Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel & = 30° auf eine planparallele Glasplatte
(Dicke der Platte d = 1 cm, relativer Brechungsindex »n = 1,5) und erfihrt beim Austritt
eine Parallelverschiebung » (Bild 101). Fiir » ist eine allgemeine Formel mit «, d, 7 zu ent-
wickeln, aus der die Verschiebung im Falle des Zahlenbeispiels zu bestimmen ist.

Fiir 8in (x + A«) mit. 4« =~ 0 ist eine Naherungsformel herzuleiten. Aus dieser ist der
Fehler des Sinuswertes zu bestimmen, wenn statt des Winkels « der fehlerhafte Winkel
o + Ao eingesetzt wird.

Im Falle kleiner Zentriwinkel « ist eine Nitherungsformel fiir die Pfeilhohe p zu entwickeln,
die die Sehne s und den Radius r des Kreisbogens enthiilt.
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24. ‘Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

Aus der Planimetrie ist bekannt, daf} ein schiefwinkliges Dreieck durch dre¢ vonein-
cinander unabhéngige Stiicke bestimmt ist. Bei gegebenen Seiten und Winkeln sind
fiinf Grundaufgaben zu unterscheiden:
1. Gegeben 1 Seite, 2 Winkel

a) eine Seite und die beiden anliegenden Winkel (WSW)

b) eine Seite, ein anliegender und der gegeniberliegende Winkel (SWW)
. Gegeben 2 Seiten, 1 Winkel

a) zwei Seiten und der der einen Seite gegeniiberliegende Winkel (SSW)

o

b) zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel (SWS)
3. Gegeben 3 Seiten (SSS)
Die Grundaufgaben sind unter folgenden Bedingungen losbar:
la) und b): Die Summe der beiden gegebenen Winkel muf} kleiner als 180° secin.
2a) und b): Der gegebene Winkel muf} kleiner als 180° sein.
3: Die Summe zweier Seiten muf} jeweils grofler als die dritte Seite sein.
Die im Fall 2a) angegebene Bedingung ist notwendig?), alle anderen Bedingungen sind
notwendig und hinreichend?).
Die Losungen aller Grundaufgaben sind, abgesehen vom Fall 2a) (SSW), stets ein-
deutig.

24.1. Lisung der Grundaufgahen mit Sinus- und Cosinussatz
Zur Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks (Bild 102) werden C
bekanntlich3) d
Sinussatz b a
@:b:c = sin a:sin fisin y (88) A A
A ¢ 8
Cosinussatz Bild, 102

a® = 0% + ¢c® — 2bc cos & .
b% =% 4+ a® — 2ca cos f (89)

¢t =a?+ b —2abeosy

1) Eine netwendige Bedingung bedeutet: Die Aufgabe ist nur dann lésbar, wenn die Bedingung
erfiillt ist. Ist die Bedingung erfiillt, so braucht aber die Aufgabe nicht losbar zu scin

2} Eine hinreichende Bedingung bedecutet: Ist die Bedingung erfiillt, dann lifit sich die Aufgabe
losen. Die Aufgabe kann aber auch lésbar sein, wenn die Bedingung nicht erfiillt ist

3) Vgl. z. B. El. math. 26.2.
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Winkelsumme des Dreiecks

%+ B+ y = 180° (90)

gebraucht. Im folgenden ist zur Wicederholung fiir jede Grundaufgabe cin Beispiel
angegeben.

BEISPIELE
1. Gegeben: a = 25°; B = 31°; ¢ =482m (WSW)

Gesucht: 9, a, b (Rechenstab!)

Losung:

v = 180° — (x - B) v = 124°

a:iémx a =246m
sin y
esin f3

b=—+- b=30,0m
smn ? e ———

2. Gegeben: ~ = 14,3°; » = 143,2°; ¢ = 39,1 m (SWW)
Gesucht: 3, a, b (Rechenstab!)

Losung:
f=180° — (x + 9) B=22,5°
a=c.sm« - — o

sin i et

csin f .
b =——= h=251m

sin

3. Gegeben: a =195 m; b =279m; o« =368 (SSW)
Gesucht: f, v, ¢ (Rechenstab!)
Losung:
bsin x . N
sin f,, = ;a— B, (spitz) B, = 180° — B, (stumpf)
@ siny,
Ve ™= 180° — (x4 ﬁ;,g) Cip = — ./l'.-
sin x

1. Dreieck: fi, = 59.3°; 3, = 83,9% ¢ =323m
2. Dreeck: f))2 = l20__’]°; yy = 22’50; - 12,5 =

Bemerkungen zur Grundaufgabe SSW (doppeldeutiger Fall)

AufBler den Formeln (88) bis (90) ist fur dic Dreiecksberechnung folgender allgemeiner
Satz grundlegend :
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Satz

In einem beliebigen Dreieck gilt fiir zwei Seiten @, b und die gegeniiberliegenden
Winkel «, 8 stets:

Aus a b folgt « S f und umgekehrt.

Sind nun, wie im vorliegenden Beispiel, die Seiten a, b mit ¢ < & und der Winkel
a < 90° gegeben, so muBl wegen des oben zitierten Satzes auch & < f sein. Diese
Bedingung erfiillt im Fall « > bsinx sowohl der spitze Winkel £, als auch der
stumpfe Winkel g, = 180° — f; (vgl. Bild 103). '

Es ergeben sich daher 2 Losungen fiir # und somit auch 2 Lésungen fir das ganze
Dreieck. Deshalb wird der Fall SSW auch doppeldeutiger Fall genannt.

In der Praxis sind nur solche Beispiele wichtig, bei denen die Lésung auf Grund eines
bekannten Kongruenzsatzes eindeutig ist.

Satz

Dio Losung der Grundaufgabe SSW ist eindeutig, wenn der der groBeren Seite
gegeniiberliegende Winkel gegeben ist.

Die systematische Falluntersuchung fiir die
Grundaufgabe SSW wird geometrisch folgender-
maflen ausgefiihrt: Zwei Bestimmungsstiicke

des Dreiecks 4BC, namlich 4 = AC und «,
seien fest vorgegeben; das dritte Bestimmungs-
stick @ werde verianderlich angenommen. Die
Konstruktion ergibt den dritten Eckpunkt B als
Schnittpunkt des freien Schenkels des Winkels «
und des Kreisbogens um €' mit dem verander-
lichen Radius e (Bild 103). Das fiihrt zu folgen-

der Determination : - Bild 103
Fall Art der Lésung

1 a>b ~ % 90° | 8 < 90° eindeutig

11 a=1"b a>bsiba =« eindeutig; gleichschenk-
liges Dreieck

1I1/1 ' | <90° | BZ90° zwei Losungen

11172 a<b a = bsinx g =90° eindeutig; recht-
winkliges Dreieck

13 a < bsinx - keine Lasung

In den Fallen II bis I11/3 gibt es fiir « >'00° stets keine Lésung.
)
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BEISPIELE
4. Gegeben: ¢ = 14,31 m, b = 26,02m, y = 82,110° (SWY)
Gesucht : ¢, «,

Lésung:
¢ = Ja® + b* — 2abcosy N g N
i = 280Y 2 0,30103
R e a 1,15564
. b 1,41531
gap — dony cosy | 913758 — 10
c
a,2 — 204,78 P 2,00956
B2 = 677,04 sin y 9,99587 — 10
a® + b — 881,82 ¢ 1,44594
L= 1025 . L 8,54993 — 10
¢ = 779,59 c
c= 27,921 m & 27,92 m i 9,70557 — 10
x = 30,508° a 1,155 64
T e e o | || oreemegice w s
i Lt 8,54993 — 10
’ c
y = 82,110° el vt Tl T
b 1,41531
= 179,998°
a+B+y (Probe) sin B 9,96524 — 10

Anmerkung: Ist der gegebene Winkel spitz, so hat man, um die Doppeldeutigkeit des aus
der Sinusfunktion bestimmten Winkels zu umgehen, bei der Berechnung des zweiten und dritten
Winkels stets zuerst den Gegenwinkel der kleineren der beiden gegebenen Seiten mit dem Sinudsatz
zu bestimmen. Die Entscheidung tiber die Gré8e des dritten Winkels ergibt sich aus der Winkel-
summe im Dreieck. :

5. Gegeben: ¢ = 10,03 m, b = 119,25m, ¢ = 120,22 m (SSS)
Gesucht: o, B, ¥

Lésung:
2 4 p2— b
cosy = ii;;.f. N lg |N| _
b 2q 1,30233
' e b 2,076 46
sing = ——+
¢ 2ab 3,378 79
_ a? | b2 — c? 2,11959 (n)
inf = b siny
= cos y 8,740 80 — 10 (n)
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a® = 1006 N 1g [N
b? = 14220,5 sin y 9,99934 — 10
a® + bt = 14321,1 c 2,07997
¢ = 14452,8 sin y 7,91937 — 10
@+ 8 — = —131,7 c
y = 93,1561° sin & 8,92067 — 10
S a 1,001 30
o= 4,7786° REPE——
e e e e sin G
7,91937 — 10
B = 82,07°1) e
& + B + y = 180,0047° (Probe) b 2,07646
sin B 9,99583 — 10

"Anmerkung: Da sich ein Winkel aus der Cosinusfunktion in den ersten beiden Quadranten
cindeutig ergibt, wird zur Umgehung der Doppeldeutigkeit des aus der Sinusfunktion bestimm-
ten Winkels stets zuerst der der grifiten Seite gegeniiberliegende Winkel mit dem Costnussalz
bestimmt. Dic beiden anderen Winkel sind in jedem Fall spitz.

24.2, Betrachtungen iiher hequeme und genaue Rechnung

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, daB die Grundaufgaben WSW, SWW,
SSW mit dem Sinussatz, die Grundaufgaben SWS, SSS mit dem Cosinussatz und dem
Sinussatz zu lésen sind, d.h., Sinus- und Cosinus-
satz reichen aus, um ein schiefwinkliges Dreieck zu
berechnen. Jedoch zeigen die letzten beiden Bei-
spiele, daf} der Cosinussatz fiir die logarithmische
Rechnung unbequem ist, denn man mufl entweder
eine Quadrattafel verwenden oder die logarithmische
Rechnung unterbrechen. Diesen Nachteil haben

=fonx
. Iy

Lsinx Formeln nicht, die aus Produkten und Quotienten
* ) bestehen. :
/ 5":;;””?:;9 ’:’::"‘9’5 Ferner ergibt sich ein in der Nihe von 90° bzw. 0°
)

liegender Winkel aus der Sinusfunktion bzw. Cosi-
nusfunktion ungenau. Denn an diesen Stellen én-

,nkebe;:;,’n;?:q P dfzrt sic_h der jeweilige Funkt-ionsweljt bei verhilt-

i) T =X nismifBig grofien Anderungen des Winkels nuz ge-
+ 7 ring (Bild 104). Im Gegensatz hierzu ist die Winkel-

Bild 104 bestimmung aus der Tangens- und der Cotangens-

funktion an allen Stellen geniigend genau (Bild 104).

Dieser Sachverhalt ergibt sich auch aus der Grofe der Tafeldifferenzen an den be-
treffenden Stellen. Fiir Winkel in der Nihe von 80° findet man bei der Sinusfunktion
sehr kleine und bei der Tangensfunktion wesentlich groBere Tafeldifferenzen.

1) Die Tauscndstel- und Zehntausendstelgrad des Winkels B sind vollkommen unsicher; denn
hiitte sich lgsin 8 z. B. um cine Einheit der 5. Stelle grofier ergeben, so wire das Resultat
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Beispielsweise habe sich fiir die Bestimmung von « aus dem Sinussatz ergeben:

Ig sin &« = 9,99943 — 10. Der Tafel entnimmt man o« = 87,06° oder o = 87,07°,

d. h., die Tausendstelgrad sind vollkommen unsicher! Dagegen liefert -die Tangens-

funktion den Winkel mit geniigender Scharfe. Zum Beispiel folgt aus
Jgtan « = 1,28978 der Winkel « = 87,0627°.

Soll umgekehrt fiir einen gegebenen Winkel der Funktionswert ermittelt werden, so

sind Sinus und Cosinus giinstiger als Tangens und Cotangens; denn z. B. eine kleine

Anderung eines in der Nihe von 90° liegenden Winkels ruft fast keine Anderung des

Sinus, jedoch eine groBe Anderung des Tangens hervor (Bild 104).

Diese Erkenntnisse fithren zu folgenden Forderungen:

Die Formeln sollen méglichst

1. Produkte oder Quotienten darstellen,

2. die Tangens- oder die Cotangensfunktion der gesuchten Winkel und die Sinus-

oder die Cosinusfunktion der gegebenen Winkel enthalten.

24.3. Gleichungen von Mollweide!) und der Tangenssatz
Aus zwei Gleichungen des Sinussatzes (88), beispielsweise
bsinae =asinf und csina = asiny,
ergibt sich durch Addition bzw. Subtraktion:
(b 4+ c¢)sinx = a (sin f + sin ), (b — ¢)sin & = a (sin B — sin p).

Nach Umformung der rechten Seiten mit (76) bzw. (77), 23.3., und der linken Seiten

mit (69), 23.2., findet man, wenn cos % = sin f+ ” und sin & = cos p + 2 {vgl. (51)
und (90)] beachtet wird : 2 2 . 2
. _ g —vy N B—vy
(b-%—c)sm3 a cos e (b —c)cos —2 a%lllj--

Aus beiden Formeln folgen durch zyklische Vertauschung?) jeweils zwei weitere, so
daB sich insgesamt 6 Gleichungen ergeben:

Mollwcidesche Gleichungen

(b~1-c)sin—; —acosﬁ—;Z (b—c)cos%—asmﬂ%
(¢ + a)sin g _bcosy;a (c-a)cos§=bsin?;—g (91)
(e + b)sin ; = ¢ cos —2_—6 (@ — b) cos %—csm —”A—J?

B = 82,08° gewesen (vgl. 24.2.). Daraus erklirt sich auch die verhéltnisméflig grofle Differenz
der Winkelsumme gegen 180°

1) KARL MOLLWEIDE, Mathematiker und Astronom. 1774 bis 1825

2) kyklos (griech.) Kreis; die Vertauschung samtlicher Stiicke einer Dreiecksformel mit ihren
entsprechenden linken (oder rechten) Nachbarn am Breieck filhrt wieder auf eine giiltige
Dreiecksformel, da entsprechende Stiicke untereinander gleichberechtigt sind
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—

Bei Division von jeweils zwei nebeneinander stehenden Gleichungen (91) und Um-
formung unter Beachtung von (51) und (90) folgen die Neperschen!) Gleichungen
oder der

Tangenssatz?)
x+ B B 1p Yo
e tan D) B tan ) P tan—2 ;
a—b x—f|b—c B—y|c—a y —« 92)
tan —5 tan - 2 tan =
24 4. Halbwinkelsatz

Aus der ersten Gleichung des Cosinussatzes (89) ergibt sich mit (70c¢) und (70Db),
23.2., sowie den binomischen Formeln:

a? = (b —c)® + 4bc sin? %, a? = (b 4+ c)2 — 4bc cos‘-‘%.

Durch Umstellen und Bericksichtigen der 3. binomischen Formel findet man:

=@+b—c)@a—b+0c) M

4bc sin?

4 bc cos?

=@+b+c)(—a+bd+ec). Im

)R R

Wird der halbe Dreiecksumfang mit s bezeichnet, so folgt:

a+b4c=2s (93)

Hieraus erhilt man:

—a+b4+c=2(—a)
a—b+4+c =2(—-0) (94)
a+b—c =2(-—c).

Bei Division von (1) und (II) und Beachtung von (93) und (94) ergibt sich einschlieB-.
lich der aus der zyklischen Vertauschung folgenden Gleichungen:

1) JoBN NEPER, vgl. Fuinote 2 S. 87
2) Der Tangenssatz ergibt sich auch unmittelbar aus jeweils einer Gleichung des Sinussatzes durch
korrespondierende Addition und Subtraktion
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Halbwinkelsatz
tan -g = (f—_;-(—j)—ﬁsT_)—;—-) (95)
24.5. Umkreisradius, Inkreisradius und Fliache des Dreiecks

Aus der Planimetrie ist bekannt, dafl der Mittelpunktswinkel dop-
pelt so groB3 wie der Umfangswinkel iiber gleichem Bogen ist. Da-
her folgt aus Bild 105 bei Beachtung der zyklischen Vertauschung:

UmkKreisradius

s B b ¢
" 2sina 2sinf  2siny

(96)

Zerlegt man das N\ ABC in die Teildreiecke .4 BO, BCO
und CAO (Bild 106), so findet man fiir die Flache 4
des Dreiecks

_ar  bry er a+b+c
A=gtgtyg=n—g

oder wegen (93):

Bild 106

Flicheninhait des Dreiecks A=rs

Aus Bild 106 ergeben sich die drei Gleichungen ‘
-84 +8p=¢ 8 +sc=0b sgt+sc=a

Somit:

284 = —a+b4c¢ 28 =a —b+c¢ 2s8c=a-t+b—c
Hieraus wegen (94):

84=8—a sg=8—0> Sg=8—¢C |,

Aus Bild 106 liest man ferner ab, wenn (I) beriicksichtigt wird :

& 7
tan .- = —— | tan
2 s—a|

B _ 1 _
2 s—b tan-2~—8___c

(I

(98)
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Durch Gleichsetzen liefern (95) und (98):

Inkreisradins

Yy = V(s . a) (s — b) (3 e c) (99)

8

sowie (97) und (99):

Heronische Formel?!) des Dreiecksinhalts

A=1Vs(s —a) (s =b)(s —c) (100)

Fir die Hohe auf der Seite ¢ ergibt sich im beliebigen Dreieck &, — b sin . Hier-
aus folgt beim Einsetzen in die Dreiecksflichenformel 4 = ck./2 und bei Beachtung
der zyklischen Vertauschung: '

Fliicheninhalt des Dreiecks

be . ca . ab
Azfsmoc_?smﬁ_?smy (101)
24.6. ZweckmiBigste Lisungsverfahren der Grundaufgaben

Wihrend die Grundaufgaben WSW, SWW und SSW mit dem Sinussatz gelost wer-
den, wie in 24.1. bereits angegeben, vermeidet man in den Fillen SWS und SSS den
Cosinussatz und benutzt statt dessen fiir SWS die MoLLwEIDEschen Gleichungen (91)
und den Tangenssatz (92) und fiir SSS den Halbwinkelsatz (95). Fiir die Losung der
Grundaufgabe SSS ergibt sich eine giinstige Anordnung der Rechnung, wenn die

Bestimmung der halben Winkel %, —g-, % nicht direkt aus (95), sondérn mit dem
Inkreisradius »; als Zwischengrofle aus (99) und (98) erfolgt. Die Beispiele 4 und 5

aus 24.1. werden im folgenden mit diesen Sdtzen nochmals durchgerechnet,

BEISPIELE
1. Gegeben: a = 14,31 m, b = 26,02m, y = 82,110° (SWS)
Gesucht: «, 8, ¢, 4
Lésung: Wegen a < b wird » < . Daher sind die in (91) und (92) auftretenden Differenzen
a —b und « — B negativ. Um das Rechnen mit negativen Groflen zu vermeiden, werden die

Gleichungen mit — 1. multipliziert.
Aus (90):

B

+

% —100P — e
= 90 g

o

1) HERON VON ALEXANDRIA, griech. Mathematiker, um 100 v. u. Z.
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In (92, I) eingesetzt:

(b — a) cos %
tan f ; Feee .
(b -+ @) sin %
Aus (91, IITu.IV):
(b -+ a) sin g- (b — a) cos %
s . ¢=-— -~ (Probe).
cos '6;.3 sin e
2 2
(101): 4= ‘;—b sin y
N Ig N
y = 82,110° b— & 1,068 56
a = 1431 cos ’2' 9,87742 — 10
b= 26,02 '

— Ol b+a 1,605 63
b—e= 11,71 sin —721 9,81742 — 10
bta= 4033

(b — a) cos A 0,945 98
_72_’_ — 41.055° ' 2
. ginlP=e 9,500 04 — 10
B jzﬁg v ey | [PEPR P E——
cos 2% 9,977 12 — 10
B—n »
_ °
5 = 18437 (b + a) sin % 1,423 05
= 30,508° =
o tan ﬁ—2—‘3‘ 9,522 93 — 10
8 = 67.382°
D= UldBsl ¢ 1,445 93 (4)
& -+ B + 9 = 180,000° (Probe) a 1,155 64
b 1,114 28
C = 27,92 m 2
5SSy sin y 9,99587 — 10
. 2
A4 = 18441 m 4 2,265 79

B+ «
2

* nicht iiber-

Anmerkungen : Durch die Winkelsummenprobe wird lediglich die Bildung von g und

Bt B—a B—
2

3 gesichert, wihrend

prift ist! Die Seite ¢ kann auch mit dem Sinussatz berechnet werden.

sowie die Berechnung von « und f§ aus und

19 Algedbra und Geometrie
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2. Gegeben: @ = 10,03 m, b = 119,25 m, ¢ = 120,22 m (SSS)
Gesucht: «, 8, 9, 4, r1

Loésung:
93): @ +b +¢c=2s (99):ry = (s—a)(aa—b)(a—c)
a« 7 B 7, Y 4
: t —_—= L — = | =TS — 7): = .
(98) an2 - ta,n2 s tan2 =ar> 97): A=rs
Rechenproben: (8 —a) 4- (8 —b) + (8 —¢) = &
8 tan it:a,n ﬁt&nl =1
2 2 2
« B ¥
= — — =90°
2ttty
a = 10,03 ; N g N
§ = 11950 s—a 2,050 64
¢ = 120,22 : 8—b 0,740 36
— s—c 0,656 10
8 = 124,75 (8—a)(s—b)(s—c¢c) 3,456 10
—11—4; : 8 2,096 04
8 —a =114, —
8—b= 15,50 r {-- 1,36006
i3 7 0,68003
8—c= 4,
- -
Probe: 8 = 124,75 tan 9 BP20839— 19
. B
* tan — 9,939 67 — 10
o = 23800 an o
P
tan -~ 0,023 93
g — 41,0331° "y
8 - 2,096 04
% = 46,5780° Probe: r; 0,680 03 .
Probe: 90,0003° - 277607
o = 4,7784°
e
B = 82,0662

y = 93,1560°

Probe: 180,0006°
A = 597,13 m®
7= 4719m

Anmerkung: Die Winkelsummenprobe sichert die Ergebnisse durchgreifend. Die Winkel-
summe ist daher ein MaB fir die Genauigkeit der Rechnung.
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24.6. ZweckmiBigste Losungsverfahren der Grundaufgaben

Die letzten beiden Beispiele zeigen im Vergleich zu Beispiel 4 und 5, 24.1., die Uberlegenheit der
hier angewendeten Rechenverfahren beziiglich der bequemen logarithmischen Rechnung und der
Genauigkeit. Insbesondere hat sich der Winkel 8 im letzten Beispiel wesentlich genauer ergeben
als im Beispiel 5, 24.1.

AUFGABEN

673. Sinus- und Cosinussatz sind zu beweisen.

674. Der Tangenssatz ist aus dem Sinussatz durch korrespondierende Additidn und Subtraktion
herzuleiten.

675. Wie lautet der Beweis fiir die Formeln des Dreiecksinhalts
a) 4—BLE oy o SOnbaing
4r 2sin (B + )

676. Der Umkreisradius 7 ist in den drei Seiten a, b, ¢ des Dreiecks auszudriicken.
677. Ein Dreieck ist logarithmisch zu berechnen aus:

= a) b=191,02m; &= 33,550°%; y = 11,500°, Gesucht: f, a, ¢, r
b) a = 33,12 m; B = 120,283°; y = 4,683°. Gesucht: «, b, c, 4, k,
¢) ¢ =68,10m; o = 55,684°; v = 18,317°. Gesucht: 8, a, b, r;
d) a = 103,14 m; o = 70,379°; f = 30,334°. Gesucht: p, b, ¢, 4
e) b= 112,77 m; c = 44,33 m; B = 130,167°. Gesucht: y, «, a, 8,1)
f) @ = 83,12 m; ¢ = 83,12 m; x = 76,417° Gesucht: p, B, b, r1, wa?)
g) a=341,79m; b= 435,57 m; o = 48,728° Gesucht: 8, y, ¢
h) ¢ = 120,58 m; b = 59,13 m; B = 110,333° Gesucht: «, y, ¢
—21i) b =48,1Tm; ¢ = 21,25 m; y = 30,533° Gesucht: 8, &, a
j) @ = 37,60 m; b = 100,08 m; y = 58,205° Gesuchte ¢, «, B, 4, h,
k) a = 135,22 m; ¢= 75,25 m; B = 41,008° Gesucht: b, x, ¥, r
1) 6 =120,18 m; ¢ = 8.04d m; o = 20,339° Gesucht: a, , , 71, W
m) a = 205,37 m; b = 252,76 m; ¢ = 189,68 m. Gesucht: &, f, ¥, 4, 71
n) a = 68,98 m; b = 91,81 m; ¢ = 124,85 m. Gesucht: o, 8, p, 7, 8,
0) a = 43,55 m; b = 56,13 m; ¢ = 20,00 m. Gesucht: «, f, », 4

678. Die restlichenSeiten und Winkel eines Dreiccks sind mit dem Rechenstab zu berechnen aus:
a) @ + b = 52 cm; y = 60°; A = 160 3 cm? (a > b)
b) b = 52,3 m; h, = 28,6 m; B = 95,2°
c) pi = 18,1 m;3) P = 22,3 m; « = 46,2°
d) we = 30,0 m; « = 40,3°; B = 15,5°
e) hy = 40,2 m; wp = 58,8 m; a = 52,4°
f) wy, = 120,2 m; a = 93,2%; B = 21,5°
g) e+ b=2>533m; = 24,2 m; o — f = 23,3°
h) k; + hy = 153,41 m; « = 42,9°; B = 39,7°
i) a:b = 8:5; A = 1220 m?; y = 51,2°
679. In einem Parallelogramm mit den Seiten @, b und den Diagonalen e, f gilt:
e + f2 = 2(a® + b7).
Man beweise die Formel.
680. Schneiden die Diagonalen e und f eines beliebigen Vierecks einander unter dem Winkel &, so

ef

gilt fiir den Vierecksflicheninhalt die Formel 4 = 2 sin €. Der Beweis ist zu fiibren,

1) 8, ist die Seitenhalbierende von a
%) w, ist die Winkelhalbierende von «
3) Unter p) versteht man die Projektion der Seite b auf die Seite ¢

19*%
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24. Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

681.

682.

683.

684.

685.

686.

687.

688.

689.

690.

Drei Kreise mit den Radien 7, = 8 cm, 7, = 6 cm, r; = 5 cm beriihren sich gegenseitig von
auBen. Unter welchen Winkeln schoeiden sich je zwei Verbindungsgeraden zweier Mittel-
punkte und welchen Inhalt hat die zwischen den Kreisen liegende dreieckahnliche Ylache?
Die Grundfliache eines geraden Prismas mit der Hohe 2 > 56 cm ist ein Dreieck A’ B’C’ mit
den Seiten ¢’ = 33 cm, 8" = 21 cm, ¢’ = 45 cm. Eine durch ¢’ = C gehende Ebene schnei-
det die den Punkt A’ enthaltende Seitenkante des Prismas in A4 und die dritte Seitenkante
in B. Diese Schnittpunkte haben die Héhen %, = 28 cm und kg = 56 cm iiber der Grund-
fliche. Man berechne Seiten, Winkel und Flache des entstandenen Schnittdreiecks 4 BC.
Ein gerades dreiscitiges Prisma habe das Volumen V = 400 cm® Zwei Winkel der Grund-
fliche betragen « = 42,533° und g = 71,333°. Das Volumen des umbeschriebenen Zylin-
ders ist zu berechnen.
Die Hohe ky einer Turmspitze 7' soll bestimmt werden. Zu diesem Zweck wird im Vorgelande
des Turmes eine Standlinie 4 B abgesteckt, deren horizontale Lange A’'B’ = e = 108,12 m
gemessen wird und deren Endpunkte A4 und B durch Nivellement héhenmaBig zu
hy = 168,778 m und kz = 170,959 m iiber NN bestimmt werden. In 4 bzw. B werden mit
dem Theodolit die Horizontalwinkel « = < T'A'B’ = 41°12'20” bzw. 8= < A'B'T' =
= 68°04'00” zwischen der Standlinie und der Richtung zum Turm, die Hohenwinkel
= 5°2930” bzw. & = 6°02°40° nach T und die Instrumenthéhen i, = 1,423 m bzw.
tg = 1,478 m gemessen.
Um die Héhe & der Figur auf dem Dresdner Rathausturm zu bestimmen, wird im Vorgeldnde
eine Standlinie 4 B mit der schriagen Linge ¢ = 100,27 m und der Neigung 0,2%, (fillt von
B nach 4; B liegt niher am Turm) so abgesteckt, daB sie mit der Turmachse in einer Verti-
kalebene liegt. In 4 werden die Hohenwinkel ag = 32°22" und ap = 31°31’ nach dem
Kopf und dem FuB der Figur und in B der Héhenwinkel fg = 43°03° nach deren Ful
gemessen. Die Hohe 4 ist zu ermitteln, nachdem die Neigung der Standlinie in den Winkel 4
umgerechnet worden ist.
Die Hohe A = AB eines Turmes ist zu bestimmen. In den Punkten C, D, E einer horizon-
talen Standlinie wurden die Hohenwinkel ¢ = 31°15’, § = 32°20’, ¢ = 31°45’ nach der
Turmspitze gemessen, die Teilstrecken der Standlinie ergaben sich zu CD = a = 41,22 m
und DE = b = 63,15 m. Wie hoch liegt die Turmspitze iiber dem Niveau der Standlinie?
Die gebrochene Grenzlinie ABC zwischen zwei Gundsticken G,
und @, soll von C aus durch die neue Grenze C'D so begradigt
werden, daB die Flicheninhalte der Grundstiicke erhalten blei-
ben. Fiir die Absteckung des Grenzpunktes D ist die Strecke
z=AD aus den gemessenen Stiicken a = 201,10 m, ¢ =
246,20 m, y = 43°17’,8 = 76°23’ zu berechnen (Bild 107).
Zwecks Standortbestimmung werden von einem in der Nahe der
Kiiste fahrenden Schiff ein Schornstein 7' in Richtung N 33,20° O
und ein Leuchtturm L in Richtung N 48,42° W gepeilt. Aus der
Karte werden die Strecke LT = 18,3 km und ihre Richtung
(LT) = N 82,28°0 entnommen. Wie weit ist das Schiff vom
Leuchtturm L entfernt, und welchen Kurs muB das Schiff
fahren, um den Leuchtturm im Abstand von 6,5 Seemeilen
(1 sm = 1,852 km) zu passieren?
Ein Schiff fahrt mit dem Kurs S 32,82° O und peilt einen Leuchtturm in Richtung S63,47°0.
Nachdem es 1 h 15 min mit einer Geschwindigkeit von 8 sm/h weitergefahren ist, peilt es den
Leuchtturm in N 72,63°0. Wie weit ist es jetzt vom Leuchtturm entfernt?
Ein Flugzeug ist um 100 20®in in 4 mit dem Kurs N 42,50°0 gestartet, um einen 680 km ent-
fernt liegenden Ort C um 11h50min zy erreichen. In einem Ort B, der 400 km siidlich von C
liegt, startet um 10h35Win53s ein zweites Flugzeug, um das erste auf seinem Fluge von 4
pach € zu treffen und mit ihm weiterzufliegen. Welchen Kurs muB das zweite Flugzeug flie-

Bild 107
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691.

692.

693.

694.

695.

696.

697.

gen, wenn es eine Fluggeschwindigkeit von 450 km/h hat? Wann treffen sich die Flugzeuge,

und welche Entfernung hat der Treffpunkt 7" von C?

Ein meteorologischer Beobachtungsballon hat sich losgerissen und wird .vom Wind in Rich-

tung S 22,50° ® mit der Geschwindigkeit »; = 30 km/h abgetrieben. Um 13b 50min wird er

in 4 gesichtet. 100 km &stlich von A startet in B um 150 ein Hubschrauber mit der Eigen-

geschwindigkeit ©, = 150 km/h, um den Ballon zu bergen. Welchen Kurs muB} das Flug-

zeug einschlagen, wo und wann erreicht es den Ballon? Die Einwirkung des Windes auf das

¥lugzeug ist durch Berechnung mit dem Geschwindigkeitsparallelogramm zu beriicksichti-
en.

%)rei Krifte F, = 50kp, F, = 70kp, F; = 80 kp greifen in einem Punkt an und halten

sich das Gleichgewicht. Welche Winkel schlieBen ihre Wirkungslinien miteinander ein?

An einem Punkt greifen die drei Kriifte F), = 250 N, F;, = 400 N und F; = 500 N an. Ihre

Wirkungslinien bilden die Winkel (F; F,) = 61° und (F, F3) = 53°. Die Resultierende F'g ist

zu berechnen.

Eine Kraft ¥ = 330N ist in zwei Komponenten F, und F, so zu zerlegen, daB diese mit F

die Winkel (F;F) = 32,3° und (FF,) = 47,6° bilden.

Ein Scherenkran ist mit Fq = 2800 kp belastet. Die Streben s, und s, greifen unter den

Winkeln « = 36° und # = 55° an. Essind die Stabkriifte Fg, und F§g, sowie die am Spann-

schloB § auftretende Zugkraft Fz und Normalkraft Fy zu bestimmen (Bild 108).

Bild 110 Bild 111

Am GewindeschneidmeiBel treten der Zahnwinke] g, der Freiwinkel x und der Spanwinkel ¢
auf. Der GewindeschneidmeiBel (Bild 110) entsteht aus dem Rohstiick (Bild 109) durch An-
schleifen eines Flankenwinkels § und des Spanwinkels y. Wie groB mu8 fir « = 15° und
y = 30° der Zahnwinkel ¢ gewiihlt werden, damit der von den oberen Kanten des Schneid-
meiBels eingeschlossene Winkel & = 60° wird? Welche GroBe mufBl der Flankenwinkel £
erhalten?
Der Normalschnitt eines dreiseitigen Glasprismas mit dem relativen Brechungsindex
n = 1,5 sei ein gleichseitiges Dreieck. Der Gang eines parallel zu einer Begrenzungsfliche
einfallenden Lichtstrahls ist zu untersuchen (Bild 111). '
a) Man zeige, daB ein im unteren Teile einfallender Strahl das Prisma parallel verschoben
verldBt, und stelle die Verschiebung d als Funktion der Einfallshohe e und der Seiten-
linge @ dar.
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b) Ein im oberen Teil einfallender Lichtstrahl wird um einen Winkel & abgelenkt, dieser ist
zu berechnon.

c) Es gibt einen Grenzfall eg der Einfallshche, bei dem sich das Verhalten des Lichtstrahls
von der Eigenschaft @) zur Eigenschaft b) sprunghaft éndort. eg ist als Funktion der
Seitenlinge @ bzw. Hohe A auszudriicken.

tion_

Elon

%

: A
Bild 112 \_HL

698. Die Addition zweier Sinusschwingungen 4 = L
= asin (wt + @;) und B = bsin (wf + @)
mit dem Phasenunterschied ¢ = @, — @, ecr-
gibt wieder eine Sinusschwingung € =
= c8in (w¢ + ) mit dem Nullphasenwinkel y
(Bild 112). w und ¢ sind in a, b und ¢;, p, bzw.

Elongation
Ao

@ auszudriicken. 3

Anleitung : Die Losung ist auf zwei Wegen by
moglich: 3
a) Koeffizientenvergleich in der Gleichung S5 &
S8 8
C=4+B, ) RS
b) Auflosung des Dreiecks OP, P,, dessen Sei- K
oy <

ten die als Vektoren dargestellten Sinus-

schwingungen sind. Hierbei ist O_I’;,= la| = g Ausgangsiage
—a,0Py=|b|=b, 0P, |c|= c (Bild 113). Bild 118
26. Goniometrische Gleichungen

Goniometrische Gleichungen sind Gleichungen, bei denen die Variablen u. a. im Argu-
ment trigonometrischer Funktionen auftreten, z. B. tan 22 — z cos z/2 = 3.

In diesem Abschnitt werden nur solche goniometrische Gleichungen behandelt, die
sich auf algebraische Gleichungen zuriickfiihren lassen. Das sind goniometrische
Gleichungen, in denen die Variablen nur im Argument trigonometrischer Funktionen
vorkommen, z. B. tan 22 — cos /2 = 3 (vgl. auch Abschnitt 20.: Transzendente

Gleichungen).

25.1. Goniometrische Gleichungen mit einer Variablen

Da alle vier Winkelfunktionen mit verschiedenen Argumenten und in verschiedenen
Potenzen vorkommen konnen, sind die Formen goniometrischer Gleichungen sehr
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zahlreich. Es gibt keine allgemeine Methode fiir ihre Auflosung. Ziel der &quivalenten
Umformungen der Gleichung .ist.stets, da3 in der Gleichung nur noch eine der vier
trigonometrischen Funktionen mit ein und demselben Argument, allgemein F (nz + «),
auftritt. Durch die Substitution « = F(nz + «) wird die umgeformte goniometrische
Gleichung, in eine algebraische Gleichung mit der Variablen u iibergefiihrt.

Der zuldssige Variablenbereich fir x sei im allgemeinen die Menge X = (— oo;
+ o0) = R?). Die Menge der Losungen z; beziiglich X heifie E.

Die Lisungen Z; im Variablenbereich X = [0; 27) = 4 bzw. X = [0°; 360°) = 4
sind Elemente einer Teilmenge £ — E und sollen Hauptwerte der Lisungsmenge E
genannt werden. E ergibt sich als Durchschnitt der Mengen E und X: E =E n X,

25.1.1. Goniometrische Gleichimgen vom linearen Typ
Die einfachsten goniometrischen Gleichungen sind Gleichungen der Form
F(z) =c bzw. F(nz+4 &)=c.

Hierbei stellen ¢, #» und « Konstanten dar. F ist eine der vier trigonometrischen Funk-
tionen und z der gesuchte Winkel. Da alle goniometrischen Gleichungen bei ihrer
Losung auf diesen Typ fiihren, ist er besonders wichtig.

BEISPIELE

1. Welche Winkel z erfiillen die Gleichung sin z = — 0,4586¢

Loésung: Zunichst werden die Hauptwerte bestimmt. Aus dem negativen Vorzeichen desge-
gebenen Sinuswertes folgt, daB je eine Losung im III. und IV. Quadranten liegen muB. In der
Funktionstafel wird der Wert 0,4586 aufgesucht. Man liest fiir ihn in der

Sinus-Spalte den Winkel y = 27,3° und in der
Cosinus-Spalte den Winkel 2z = 62,7° ab,
Aus dem Satz in 22.9., S. 263, folgt:
Z, = 180° 4+ y = 207,3°
Zg = 270° 4 2 = 332,7°
%, und z; sind die Hauptwerte, also
E = {207,3°; 332,7%}.
Mit der Periode 360° der Sinusfunktion ergibt sich folgende Losungsmenge, wobei G die
Menge der ganzen Zahlen darstellt:
E = {207,3° + k- 360°; 332,7° + k - 360° | k ¢ G}.

2. Fiir folgende Gleichungen sind die Hauptwerte der Losungen zu bestimmen:

a) cos z = 0,13341; b) tan z = — 0,26795; ¢) cot z = —1,87530
d)sinz =1; e) cos x = 0,96440; f) tanz = 1,15037
1 1 =
inz=4—; h =-—— )2
gleinz = 4 2 ) ) cos x 2 ¥

1) R ist der Kérper der reellen Zahlen
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Lo6sung:

‘a) E = {82°207; 277°40') b) E = {165°; 345°)
¢) E = {149°10'; 329°10°} d) E = {90°)

e) E = {15°20’; 344°40°} f) E = [49°; 229°)
g) E = {30°; 150°; 210°; 330°} h) £ = {135°; 225°)

Man beachte, daB der Variablenbereich fir b) und f) X = 4\{90°;270°} und fiir
¢) X = A\ {0°; 180°} lautet. '

Fiir eine Gleichung der Form F(rnz + «) =c¢ mit n > 0 gilt:

Satz

Die Losungsmenge & der Hauptwerte Z; der Gleichung F(nx + &) = ¢ mitn > 0
ergibt sich, wenn fiir die Gleichung F(y) =c alle Losungen ¥;€ B=
= [a; % - 360° + «) bestimmt werden.

Beweis: Ausder Ungleichung 0° < z; < 360° folgt durch Multiplikation mit = > 0
und durch Addition von «:

x =0z +a<n-360°4 «.

BEISPIEL

3. Wie lauten die Hauptwerte der Losungsmenge folgender Gleichungen:
a) sin (2z + 10°) = i— Vs b) tan(% - 1oo°) =i
Losung:

a) Die Losungsmenge der Gleichung heiBt fiir die Variable y = 2z +- 10°:
E, = {60° + k- 360°; 120° 4 k-360° |k € G}.

\Vegeﬂ des obigen Satzes muB »; Element der Menge B = [10°; 730°] sein. Somit kommen nur
k=0 und k =1 in Frage, und es wird:

Ey= E,nB={60°+ &-360°; 120° 4 k- 360° | k = 0; k = 1}
gy — 10°. :

- L2 )

E, = {25° 55°; 205°; 235°)

Daher folgt aus z; =

b) Fiir die Menge B gilt B = [—100°; 20°), die allgemeine Losung lautet E, = {45° +
+ k-180° | ke G). Wegen E,=FE,aB=g wird E,.= z, d. h, es gibt iiberhaupt
keinen Hauptwert.

Zuriickfihren auf goniometrische Gleichungen vom linearen Typ mit einer frigonome-
trischen Funktion

Durch Anwendung goniometrischer Formeln und gegebenenfalls der korrespon-
dierenden Addition und Subtraktion lassen sich kompliziertere Gleichungen in die
cinfachste Form des lincaren Typs iiberfiithren.
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BEISPIELE
4 cosx + cos(z + 60°) — _g =0

Losung : Mit (78) umgeformt: cos (z 4 30°) = _;,V;f

z + 30° = 4-30° + k- 360°
E = {k - 360°; 300° + k - 360° | k € G} E = {0°; 300°)

Zur Sicherung gegen Rechenfehler wird moglichst bei jeder Aufgabe iberpriift, ob bei Bele-
gung der Variablen z mit den gefundenen Losungen z; die gegebene Gleichung in eine wahre
Aussage tibergeht. Im Beispiel ergibt sich :

1 3

=k - 360°: 14 -—=—--=0
. T =
. . 1 3

x = 300° - k- 360°: ?4—1—-?20

Da beide Aussagen wahr sind, ist die gefundene Losungsmenge richtig.
6. 2sin (x + 170°) 4 4sin (z + 50°) =0
Losung : Durch Umstellen und Anwenden der korrespondierenden Addition und Subtraktion
findet man :
sin (x + 170°) 4 sin (x 4+ 50°) 1

sin (z + 170°) — sin (x + 50°) 3

Mit (76) und (77) folgt hieraus:
tan (x + 110°) = % 123 x + 110° = 30° + & - 180°
E={100°+ k- 180° | k € G} E = {100°; 280°}

6. sin (e —80°)cosx = %

Losung: Mit (74) wird :
% [sin (— 30°) + sin (22 — 30°)] = %_

Durch Umstellen :

sin (2z — 30°) =1 2_x — 30° = 90° + k- 360°
E = {60° + k- 180°| k € G} E = {60°; 240°}

7. In einem Dreieck mit der Seite A B = ¢ = 140,2 m sei durch den
Eckpunkt C eine Gerade g derart gezogen, daB die Seite ¢ im
Punkt D im Verhéltnisd:e = 3:2 geteilt wird und die den Strecken
d und e gegeniiberliegenden Teilwinkel von y die GroBe & = 37°

und ¢ = 28° erhalten (Bild 114). Wie groB sind @, b, «, §, ¥?
Lésung: Aus den gegebenen Stiicken folgt unmittelbar:

d=—i -140,2 m = 84,12 m

Bild 114

[

e — - 140,2 m = 56,08 m

-

y=0+e=65°
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Bei Einfithrung der HilfsgroBe f findet man durch Anwendung des Sinussatzes:

__dsina _ esinf

"~ sind ging
Diese Gleichung enthilt die beiden Variablen « und B. 8 1aBt sich bei Beachtung der Winkel-
summe im Dreieck durch Einsetzen der Gleichung

f=180° —y — & = 115° — &

eliminieren:
8in (115° — o) dsine
8in esind
Mit dem Rechenstab ergibt sich
‘:%i’:g = 1,17 =m.

Der unbekarinte Winkel « 148t sich aus der goniometrischen Gleichung
sin (1?5 — o) e
sin «

berechnen. Die Anwendung der korrespondierenden Addition und Subtraktion fiihrt bei
Beachtung von (76) und (77) auf

B i cot 57,5°.

cot (57,5° — &) =

m —
Wegen m = 1,17 findet lﬁs;ni
cot (57,5° — «) = 8,13.
Hieraus: 57,5° — &« = 7,0° + &k - 180°
o = 50,5° — k- 180°,
Wegen « € X = (0°; 180°) ist nur k = 0 méglich. Das ergibt:
& = 50,5° B =64,5°.

Der Sinussatz liefert nun auch die Seiten @ und b:

a=2003 _ ivemm by BBE 1908 m
sin sin y
Hiltswinkelmethode
Gegeben sei eine Gleichung der Form
acosz -+ bsinx = c. I

Die Losung der Gleichung wire auf folgendem Wege moglich : Eine der beiden trigo-
nometrischen Funktionen wird durch Anwendung von (45) in der anderen ausge-
_ driickt. Es entsteht eine Wurzelgleichung, die durch Quadrieren in eine quadratische
Gleichung tibergefiihrt wird. Dieser Losungsweg ist umsténdlich, zumal die Ergebnisse
einer Wurzelgleichung auf ihre Brauchbarkeit als Losung der Ausgangsgleichung
untersucht werden miissen.
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Der Ubergang zur Wurzel- bzw. quadratischen Gleichung liBt sich folgendermaBen
vermeiden : Die Konstanten a, b werden als rechtwinklige Koordinaten eines Ebenen-
punktes aufgefaBBt und in Polarkoordinaten r, p umgeformt. Mit (55) ergibt sich dann:

a=rcosep (II), b=rsing (III), tan ¢ = 7’:- (IV).

Zur eindeutigen Bestimmung des Hilfswinkels ¢ aus (IV) vgl. 22.9.
(IT) und (III) in (I) eingesetzt:

7 COSZ coS @ -+ rsinx sin ¢ = ¢.
Hieraus mit (60) und (1I):
cos (x — @) = % cos @. V)

Mit dem Hilfswinkel aus (IV) gi;bt (V) die Losung von (I).
BEISPIELE
8 3coszx — dainz =2
Lésung:
Aus (IV):
tang = —_3—4 (IV. Quadrant)

Hieraus wegen (49):

CcOo8 ¢ = —1- — i,
V1 +tantg O

Mit dem Rechenstab folgt:
¢ = 306,9°.

(V) ergibt:
cos (z — 306,9°) = 0,4.

Hieraus:
z — 306,9° = 4 66,4° + k - 360°,

Somit: :
E = {13,3° + k. 360°; 240,5° + k . 360° | k € G}
E = {13,3°; 240,5°).

9. cosz —sinz = —1 ,/“

Losung:
tanp = _Tl; ¢é315°; cos @ = %V2—
cos (x — 315°) = _%, V2 .

E = {90° + k- 360°; 180° + k. 360° | k € G} E = {90°; 180°}
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Graphische Losung

Am vorangehenden Beispiel soll das graphische Verfahren fiir die Losung gonio-
metrischer Gleichungen erldutert werden. Wie bei algebraischen Gleichungen mit einer
Variablen werden alle Glieder auf die eine Seite der Gleichung gebracht, so daB auf der
anderen Seite Null steht. Die Null wird durch y ersetzt, so daB die Gleichung in eine
Funktionsgleichung, hier im Beispiel

y =sinx —cosx — 1,

iibergeht. Da die Nullstellen dieser Funktion die gesuchten Losungen der gonio-
metrischen Gleichung

O=sinz —cosx — 1

sind, braucht man nur das Bild der Funktion zu zeichnen und an den Schnittpunkten
der Kurve mit der z-Achse die Losungen abzulesen.

Zum Zwecke der bequemen Zeichnung der Kurve wird die Funktion in drei Teil-
funktionen

Yy, =sinz, y,= —cosz, y;= —1

zerlegt, deren Addition

Y=14 + Y2+ ¥s

graphisch durchgefiihrt wird, indem man die Summenkurve durch Uberlagerung
(Superposition) der Teilkurven zeichnet (Bild 115). Dabei werden die Ordinaten y
punktweise durch algebraische Addition der Ordinaten y,, ¥, ¥; mit dem Stechzirkel
ermittelt.

Aus Bild 115 liest man die Hauptwerte z, = 90°, xy; = 180° ab, wie es auch die
Rechnung ergeben hat.

ey

YRR

Bild 115
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Da das graphische Verfahren die Losungen der Gleichung ungenau liefert, wird es nur
in den Fallen angewandt, wo die rechnerischen Methoden versagen, z. B. bei nicht
auf algebraische Gleichungen zuriickfiihrbaren goniometrischen Gleichungen. Ge-
gebenenfalls konnen die Losungen mit Naherungsverfahren (vgl. Abschnitt 19.) ver-
bessert werden.

25.1.2. - Goniometrische Gleichungen vom quadratischen Typ

Eine goniometrische Gleichung quadratischen Typs
Fa) + pF(x)+9=0

fithrt durch die Substitution u = F(z) auf die quadratische algebraische Gleichung
u? 4+ pu+9=0,

deren Losungsformel bekanntlich

b /(Y.
wa= =5+ /(5] -«
BEISPIEL

1. tan’z 4+ 2tanz—1=0

lautet.

Losung: Mit » — tan z wird
u?+ 2u—1=0.
Somit:

Uy = (taD 2) e = —1 + V2

u, = (tanz); = V2—— 1
u, = (tanzx)y = — (V2 +1)
E = 1{22,5° + k. 90° | k € G} E = {22,5°; 112,5°%; 202,5°; 292,5°}

Treten in der gegebenen Gleichung verschiedene Funktionen auf, so ist sie in eine
Gleichung mit nur einer Funktion umzuformen.

BEISPIEL
2, 3sinz =2cos*x
Losung: Mit (45) folgt:
3sinz — 2(1 —sin?z) =0 oder sin?z 4 : sinz —1=0.

Hieraus:

«w

. 5
(8in2z)y;9 = —— 2

'S

(sin ), = -é— Z, =30°, &, =150°

(sin z)y, = —2.
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Da sinz ¢ [—1; 1] gilt, ist der Wert sinz = —2 goniometrisch nicht méglich und muB da-
her ausgeschlossen werden.

E = {30° + k- 360°; 150° + k- 360° | ke G} B = {30°; 150°)

Auch bei der Auflésung goniometrischer Gleichungen von linearem Typ mit ver-
schiedenen Argumenten oder verschiedenen Funktionen kénnen quadratische Glei-
chungen entstehen, wie die folgenden Beispiele zeigen.

BEISPIEL

3. 3cosx —4siny =2

Losung: Dieses Beispiel ist identisch mit dem 8. Beispiel des Abschnitts 25.1.1. Jetzt soll die
Gleichung nach dem dort beschriebenen, aber nicht ausgefiihrten Verfahren gelost werden.
Aus der Gleichung folgt wegen (45):

3cosz — 4]/1 — cos?zx = 2.

Durch Umstellen, Quadrieren und Zusammenfassen ergibt sich eine Gleichung vom quadra-
tischen Typ:

cosz — 2cos:z:—— i =0
25 25
Man erhélt bei Benutzung des Rechenstabs:
(cos z); = 0,973 (cos z);, = — 0,493.

Hieraus:
T, = 133° I, = 119,5°; T, — 240,5°; T, — 346,7°.

Beim Vergleich mit dem friitheren Ergebnis muBl festgestellt werden, daB sich jetzt zwei
Hauptwerte mehr ergeben haben. Zur Klarung dieses Widerspruchs wird tberpriift, ob bei

Belegung der Variablen mit den Z; (s =1, ..., 4) die gegebene Gleichung in eine wahre Aus-
sage iibergeht. Man erhilt: ‘

z;: 3.0,9793 — 4.0,230 =2 oder 1,999 = 2,

Ty 3.(—0,493) —4.0,870 =2 oder —4,959 =2,

Ty 3.(—0,493) — 4-(—0,870) = 2 oder 2,001 =2,

Tyl 3.0,973 — 4 - (—0,230) =2 oder 3,839 = 2. .

Abgesehen von Rechenungenauigkeiten werden nur die 1. und 3. Aussage wahr. Die Ursache
hiervon ist, daBB das Quadrieren einer Gleichung keine dquivalente Umformung darstellt,
so daB die gegebene Gleichung und die durch Quadrieren entstehende Gleichung verschiedene
Lasungsmengen haben koénnen. Wie in 25.1.1. lautet die Losungsmenge:

E = {133° + k - 360°; 240,5° + k - 360° | k € G}

Als Folge aus der im Beispiel gewonnenen Erkenntnis ergibt sich:

Regel

Wenn bei der Umformung einer Gleichung das Quadrieren angewendet worden ist,
miissen die erhaltenen Ergebnisse daraufhin iiberpriift werden, ob sie die urspriing-
lich gegebene Gleichung erfiillen.

Wegen dieser Regel und zur Auffindung von Rechenfehlern ist eine Probe am Schlu8
der Rechnung stets angebracht.
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BEISPIELE

4.

cos 2z + cosx =0
Losung: Mit (66b) folgt:

1 1
cos? z 4+ — 2 Of
08* T 2cosz 3

Die Auflosung dieser Gleichung ergibt:

E = {60° + k- 120° | k € G} E = {60°; 180°; 300°}
5. 3tanz = 5 cot x
Losung : Die Anwendung von (47) und (48) fithrt auf:
3sin?x = 5 cos? z.
Hieraus:
tanZ x = % oder tanz= 41,29.
Die Divisien durch cos? z ist erlaubt, da cos?z 5= 0. Denn ware cos?z — 0, so miiite wegen
3 sin’z = 5 cos? z auch sin?z = 0 sein, was wegen sin?z - cos?xz = 1 nicht maoglich ist!
E — {45225 4+ k. 180° | ke &}
E= {62,25°; 127,75°; 232,25°; 307,75°}
25.1.3. Gleichungen, die sieh in goniometrische Gleichungen vom linearen

und quadratischen Typ zerlegen lassen

Oft ist es zweckmaBig, durch Anwendung geeigneter goniometrischer Formeln sowie
durch Ausklammern die Gleichung so umzuformen, daB auf der einen Seite der
Gleichung ein Produkt und auf der anderen Seite Null steht.

BEISPIELE

1.

sin2x = tan z
Losung : (65) und (47) ergeben:

2sinz cos? z — sinz = 0.
Durch Ausklammern von sin x folgt:

sin z(2 cos®zx — 1) = 0.
Man beachte, daB die Division durch sin x nicht erlaubt ist, da sin + = 0 werden kann. Wird
trotzdem durch sin x geteilt, so gehen die aus sin z = 0 folgenden Losungen verloren!
Aus der letzten Gleichung ergeben sich zwei Gleichungen, denn ein Produkt wird Null, wenn
mindestens ein Faktor Null ist:

sinz =0

2co8lz—1=0 cosx=i%]/2_
Dies ergibt: .

E = 1{k-180°:45° +k-90° | k € G}

E = {0°; 45°; 135°; 180°; 225°; 315°%)
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2 cosx—cot%+1=0

L 6sung: Durch Umstellen und Beachten von (70b) und (48) findet man:

2 cos® = sin 2 — cos = = 0.
x 2 2 2
Hieraus:
X .
cos — (sinz — 1) =0
2
cos % =0 sinz =1
E — {90° 4 k- 360°; (80° - k-360° | ke G} F — {90°; 180°)
25.2. Goniometrische Gleichungen mit zwei Variahlen

Dieser Abschnitt beschrankt sich auf solche Gleichungssysteme, bei denen in einer
Gleichung trigonometrische Funktionen der Variablen auftreten, wéhrend in der
zweiten Gleichung die Variablen nicht mit trigonometrischen Funktionen verkniipft
sind. Den einfachsten Ldsungsweg zeigt das nachstehende Beispiel.

BEISPIEL
1. sinz 4 sin ¥y = 0,9 (T)
z +y = 62,3° (11)

Lésung: Durch Einsetzen von (IT) in (I) erhilt man eine goniometrische Gleichung mit
ciner Variablen:

sin z -} sin (62,3° — z) = 0,9.
(76) angewendet :

2 sin 31,15° cos(z — 31,15°) = 0,9.
Hieraus folgt mit dem Rechenstab:

cos(z — 31,15°) = 0,871, « — 31,2° = -1-29,5° 4 k - 360°,
Dies gibt wegen y = 62,3° — z:

E, = {1,7° + k, - 360°; 60.7° + k,-360° | k,.. € G},

E, = {60,6° — &, - 360°; 1,6° — k; - 360° | Ky, € G).

Das Mengenprodukt £ = E, X E, vbn E, und E, ergibt die Menge aller Losungspaare (x; ):
E = {(1,7° 4 k, - 360°; 60,6° — k, - 360°); (60,7° + k, - 360°; 1,6° — k- 360°) | &y , € G}

Die Menge der Hauptwerte lautet:
E ={(1,7°:60,6°); (60,7° 1.6°)).
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In der Vermessungstechnik z. B. treten solche Gleichungssysteme bei einigen wich-
tigen Aufgaben auf. Dabei wird im Interesse einer iibersichtlichen, bequemen und
genauen Rechnung ein etwas umstandlicher Weg eingeschlagen, wie das nachfolgende
Beispiel zeigt.

BEISPIEL

2. Um die Entfernung e zweier unzuginglicher Punkte P, und P, zu
bestimmen, werden in den Endpunkten 4 und B einer Standlinie A N
der Lange a = 311,16 m die Horizontalwinkel &, = 58°24’34", \
ag = 18°59°07”, B, = 78°58'42", B, = 28°17/32” gemessen -
(Bild 116).

Lésung: Werden die Hilfswinkel & AP, P, =¢@und < P,P, 4 = A% 4 P\
=y eingefiithrt, so ergibt sich aus Bild 116 nach dem Sinussatz: A Y5
: a sin f; I o= a sin f, () A a
sin (& + B1) sin (o + B) Bid 116
¢, 8in(oy — &) €y Bin(x; — &)
sin @ B siny
(I) und (II) in (1IT) eingesetzt:
- _asin B, sin(x; — &,) _ asin B, sin{x; — «,) (Iv)
sin (o, + B,) sin @ sin(ag + fg) siny
- Hieraus durch Umstellen:

C =

e = (I11)

sBin@  sinf, sin(as + fo)

siny  sin By sin(ax; + fy) '
Aus Bild 116 entnimmt man ferner:

@+ = 180° — (o, — &) (VI)
Das goniometrische Gleichungssystem (V) und (VI) wird folgendermaBen gelést. Fiir den in (V)
rechts stehenden Bruch, dessen Wert m sich aus den gemessenen Winkeln berechnen 148t,
wird tan u gesetzt. Diese Verwendung eines Hilfswinkels u mit g ¢ (—90°; + 90°) ist wegen
tan g € (—oo; + oo) immer moglich. Es ergibt sich:
an ﬁl s.ln(ai + 52) (VII), Bffl 4
sin B, sin(x, + f,) siny
Aus (VIII) folgt mit der korrespondierenden Addition und Subtraktion:

sing —siny  tanyu —1

sin @ + siny tanpu 4+ 1°

V)

tan pu = = tan . (VIII)

Bei Beachtung von (76), (77) und der Formel in Aufgabe 657, m) sowie durch Vereinfachen folgt :

tan L;_Z = tan(u — 43°) tan ?y (IX)
Aus (VI) erhilt man:
L;;‘K=90°_“1-a2' (X)

,

Die Zahlenrechnung liefert mit (VII), (X), (IX) und (IV) folgendes Ergebnis:
e ==322,32 m.

20 Algebra und Geometrie
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AUFGABEN

699. Wie lautet die Losungsmenge folgender Gleichungen?
a) cos (2x + 20°) = 0,5 b) cot x = — 0,2679
¢) sin z = — 0,4067 dytanz = — (}2 — 1)
e) sin 2 = i V‘3‘ f) cot z = 0,5317

2 2

g) ta.n(-— % 45 wo) = 0,5543 h) cos z = — 0,9907
1) 8in z = -+ 0,1736 j) cos x = 40,8290
k) tanz = 44,331 1) cot z = 40,4224

700. Folgende goniometrische Gleichungen mit einer Variablen sind zu lésen:

a) l@sinx:cosx b) )/Q_cosx+sinx—1=0
c)sinz - cosz =1 d)8sinz — 10cosz = 5
e) 2cos2x =3 — 4sinzx f) cos?x — 4sinz + 5sin2z = 0
g)cosx=%ta’nz h)3cos2z —20sinz =9
— )

i)M=1+tanz j)3sin2x = —2cos 3z

sin z 8in 45
k) 3 cos?z = sin? 2z 1) 20082% =1+ cotz

m) cos?x + % 8in x cos = + % sin?z = 1

n) cos(z + 38°) + cos(x + 15°) = 0,5
o) cos(z + 22,6°) = (V2 — 1) cos (z — 22,5°)
P) 2 cos(z + 60°) + sin(z — 90°) = 0

701. Wie lautet die Losungsmenge der folgenden goniometrischen Gleichungen mit zwei Varia-

blen?
a)cosz +siny = —1 b)siuz-siny=%
z + y = 450° x4y =10°
) 2% — Y31 d)=F =225
cos ¥y sin ¥
z —y=90° z +y = 88,2°
o) BE._ ag
tan y
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702.

703.

704.

705.

706.

20%

Ein schiefwinkliges Dreieck sei durch a = 82,14 m, k; = 33,62 m, « = 42,28° gegeben.
Gesucht sind b, ¢, 8, y.

Die Lage dreier Punkte A, B, C zueinander sei durch die Strecken AC = & = 625,30 m,
BC = b = 418,40 m und den Winkel <¢ A BC =y = 152°37"23"” bekannt. Durch die Mes-
sungder Winkel L CPA = & = 47°26'04"" und < BPC =
= B = 38°53’37" soll die Lage des Punktes P in bezug
auf A, B und C bestimmt werden, d. h., es sind die
Strecken PA =z, PB=y, PC ==z zu ermitteln
(Riickwirtseinschneiden). Zur Losung sind die Hilfs-
winkel ¢ PAC = ¢ und < CBP =y (Bild 117) ein-
zufithren. Die Rechnung soll analog zu Beispiel 2.,
S. 305, erfolgen.

Bei der Bestimmung der Lénge einer Strecke A B konnen
wegen eines Hindernisses zwischen C und C’ nur die Teil-
strecken AC =a =99,83m und C'B =b = 73,68 m
direkt gemessen werden. Fiir die Berechnung der Teil-  Bild 117

strecke CC’ = x werden in einem passend gewihlten

Punkt P die Horizontalwinkel &« = 23°24'20”, 8 = 24°1830”, y = 36°54’40"" gemessen
(Bild 118). Folgende Hilfsvariablen sind einzufiihren: ¢ = ¢ BAP, y = <X PBA,

¢, = PC,c; = PC’'. Zu beachten ist, daB das Dreieck 4 B P nur spitze Winkel enthilt.

A g
\¥7, { E v
Ay
N\

—{_ i
I
I
G g

g

Bild 118 Bild 119

Innerhalb eines gegebenen Dreiecks DEF mit den Seiten d = 240,68 m, ¢ = 238,36 m,
J = 236,04 m liege ein weiteres Dreieck 4 BC' mit den Seiten @ = 37,30 m, b = 35,00 m,
¢ = 28,50 m derart, da die Punkte A4, B, D; B, C, E; A, C, F jeweils eine Gerade bilden
(Bild 119). Man berechne die Winkel «, 8, ¥, 4, &, ¢ beider Dreiecke und alle Stiicke d, &y, &, £4»
Pd; Pes X, Y, 2, die zur Festlegung der gegenseitigen Lage beider Dreiecke notwendig sind.

Die Differenz zweier Krifte F; und Fy, deren Wirkungslinien den Winkel « = 121,6° ein-
schlieBen, betrage AF = F, — F,=232,5kp, ihro Resultierende habe die GroBe
Fr = 71,6 kp. Man berechne die Winkel, die die Richtungen beider Krifte mit der Rich-
tung der Resultierenden einschlieBen, sowie die Krifte F, und F,.



Analytische Geometrie

26. Arbeitsweise der analytischen Geometrie

26.1. Einleitung

Die Geometrie la8t sich im erweiterten Sinn in die Synthetische Geometrie und in die
Analytische Geometrie einteilen. Zur synthetischen Gedmetrie gehéren u. a. die
Gebiete der Planimetrie und der Stereometrie. Ausgehend von der Anschauung
werden hier die Beziehungen zwischen den Elementen iiberwiegend mit Hilfe geome-
trischer Konstruktionen bewiesen. Algebraische Rechgungen werden nur in geringem
Umfang fiir die Entwicklung oder Umstellung von Formeln verwandt. In der analy-
tischen Geometrie 16st man dagegen die geometrischen Probleme auf rechnerischem
Wege, wig es aus der Trigonometrie bekannt ist. Im folgenden soll jedoch unter der
analytischen Geometrie im engeren Sinn nur die von DEscaRTES !) entwickelte Koordi-
natengeometrie verstanden werden. Durch die Verwendung von Koordinaten werden
den Punkten der Ebene bzw. des Raumes Zahlenpaare bzw. Zahlentripel zugeordnet
und damit Moglichkeiten geschaffen, die Eigenschaften der geometrischen Gebilde
und ihre gegenseitigen Beziehungen mit den Hilfsmitteln der Algebra zu untersuchen.
Gegeniiber der synthetischen Geometrie hat die analytische Geometrie zunéchst den
Vorteil, einen groeren Anwendungsbereich zu besitzen (jede konstruktiv l16sbare Auf-
gabe laft sich auch rechnerisch l6sen ; die Umkehrung gilt dagegen nicht). AuBerdem
fiihrt die analytische Geometrie meistens auf kiirzerem Weg zum Ziel und liefert die zu
bestimmenden Gréen wie Strecken oder Flichen mit beliebig hoher Genauigkeit.

Der vorliegende Abschnitt erstreckt sich nur auf die analytische Geometrie der Ebene.
Im Abschnitt ,,Vektorrechnung‘ werden dann mit weiterrcichenden Hilfsmitteln
auch rdumliche Probleme untersucht.

26.2. Rechtwinklige Koordinaten und Polarkoordinaten in der Ebene

Unter den zahlreichen mdglichen Koordinatensystemen in der Ebene haben das
System der rechtwinkligen Koordinaten und das System der Polarkoordinaten die
grote Bedeutung.

Zunichst sei das System der rechtwinkligen Koordinaten, auch cartesisches Koordi-
natensystem genannt, noch einmal zusammenfassend erldutert.

Inder Ebene sind zwei senkrecht aufeinander stehende Geraden ausgewihlt, die sich
im Punkt O, dem Ursprung, schneiden (Bild 120). Die horizontale Gerade heiB3t
z-Achse oder Abszissenachse, die vertikale Gerade y-Achse oder Ordinatenachse. Von
O aus wird eine beliebig gewéhlte Strecke auf den Achsen nach rechts und nach oben
abgetragen. Den dadurch bestimmten Punkten £, und £, ordnet man jeweils die Zahl
1 zu. Die Richtung von O nach E, bzw. E, wird als positive Richtung der betreffen-

1) RExt DEsCARTES (latinisiert Cartesius) franz. Philosoph, Mathematiker u. Physiker 1596 bis 1650
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Bild 120 Bild 121

den Achse definiert und durch Pfeile angegeben. Damit sind auf den Achsen Ein-
heitslinge und Orientierung festgelegt. P, ist ein beliebiger Punkt der a-Achse.
Sein Abstand OP, vom Ursprung laBt sich mit der Einheitsstrecke OF, messen
und die MaBzahl # dem Punkt P, zuordnen. Bei einer Messung entgegengesetzt zur
positiven Richtung erhélt die MaBzahl das negative Vorzeichen. Damit liegt eine ein-
eindeutige Abbildung der Punkte der z-Achse auf den Korper R der reellen Zahlen
vor. Entsprechend 148t sich jedem Punkt der y-Achse eineindeutig eine reelle Zahl y
zuordnen.

P ist ein beliebiger Punkt der Ebene. Die Lote von P auf die Koordinatenachsen be-
sitzen die FuBpunkte P, und P, mit den zugeordneten Zahlen  und y. Jeder Punkt P
wird also eindeutig auf ein geordnetes Paar reeller Zahlen abgebildet. Umgekehrt
1a8t sich zu jedem geordneten Wertepaar (z; y) eindeutig ein Punkt der Ebene kon-
struieren. In den zu z und y gehérenden Punkten P, und P, werden die Senkrechten
zu den Achsen errichtet, die sich in P schneiden. Daraus folgt:

Unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems lassen sich die
Punkte der Ebene eineindeutig auf die Produktmenge R X R abbilden.

x und y sind die rechtwinkligen Koordinaten von P, x heiit Abszisse und y Ordinate.
Fiir den Punkt P mit den Koordinaten « und y schreibt man P(z; y).

Die Koordinatenachsen zerlegen die Ebene in vier Quadranten (Bild 121).
Als Grundlage des Polarkoordinatensystems werden ein Punkt

O als Pol, ein von O ausgehender Strahl als Polarachse und Slrg)
auf dieser eine Einheitsstrecke OF gewahlt (Bild 122). Jedem p

Punkt P der Ebene, den Pol ausgenommen, werden eindeutig

die Strecke OP mit der MaBzahl » > 0 und ein Winkel ¢ £
zugeordnet. @ ist der in O mathematisch positiv gemessene Poloraches

Winkel von der Polarachse bis zur Strecke OP. r und ¢ hei-
Ben die Polarkoordinaten von P, r heiBt Abstand oder Radius-
vekfor und @ Richtungswinkel oder Argument. Da zu jedem » > 0 und ¢ € [0°, 360°)
eindeutig ein Punkt P konstruiert werden kann, liegt eine eineindeutige Abbildung
der Punkte der Ebene mit Ausnahme des Poles auf die Menge der geordneten Paare
{r; @), genauer auf die Menge

{tr;@) [r >0, 9 €[0° 360°)} vor.

Bild 122



310 26. Arbeitsweise der analytischen Geometrie

26.3. Kurvengleichungen

26.3.1. Kurvengleichungen der Form F(x;y) = 0 hzw. y = f(®).

Aus der Punktmenge der Ebene soll eine Teilmenge ausgewihlt werden, die cine
Kurve darstellt. Hierzu ist eine Vorschrift notwendig, die fiir jeden Punkt der Ebene
eindeutig festlegt, ob er zur Kurve gehért oder nicht. Die Kurve als Teilmenge wird
im folgenden durch kleine lateinische Buchstaben ¢, g, k, ... bezeichnet.

Die Vorschrift kann in Worten gegeben sein, wie es von der Planimetrie her bekannt
ist. Dort war auch fur die Teilmenge der Name geomefrischer Ort gebrauchlich.

BEISPIELE

1. Die Menge der Punkte einer Ebene, deren Abstéinde von zwei festen Punkten 4 und B der
Ebene jeweils gleich sind, ist die Mittelsenkrechte .
der Strecke A4 B. 0 ’/ Q g

2. Die Menge der Punkte einer Ebene, die von einem -
Punkt M der Ebene den gleichen Abstand r besitzen, ’
ist der Kreis um M mit dem Radius 7.

3. An einem Kreis mit dem Durchmesser 4 B ist in B
die Tangente ¢ angelegt (Bild 123). Eine Gerade g
durch 4 schneidet den Kreis in R und die Tangente
in Q. Die Parallele zu ¢ durch R und die Senkrechte
zu ¢ durch @ schneiden sich in P. Die Gerade g drehe
sich um 4. Die Menge aller Punkte P, die zu den
verschiedenen Lagen von g gehoren, bestimmt eine
Kurve mit dem Namen Versiera der Agnesi.

t

Bild 123

Bei Verwendung eines Koordinatensystems kann die Vorschrift auch in analytischer
Form durch eine Gleichung in den Variablen z und y, den Koordinaten der Kurven-
punkte, gegeben sein. Fiir rechtwinklige Koordinaten lautet diese Gleichung

F(x;y) =0. % (D

Alle Paare (z; y) von reellen Zahlen, die Gleichung (I) erfiillen, bilden eine Teilmenge
von R X R. Dieser Teilmenge ist nach 26.2. eineindeutig eine Punktmenge in der
Ebene zugeordnet, die eine Kurve % bildet.
Die Gleichung (I) heiBt eine zu & gehérende Kurvengleichung. Mit der Symbolik der
Mengenlehre 148t sich fiir £ schreiben:

k= {Px;y)| F(z;y) = 0}. (II)

Oft wird vereinfacht, aber nicht mehr exakt, von der Kurve F(z;y) = 0 gesprochen unddarunter
der durch (IT) gegebene Zusammenhang verstanden.

Statt der impliziten!) Form (I) der Kurvengleichung verwendet man auch explizit
y=f(x), (I11)

die u.a. fiir die Aufstellung einer Wertetabelle geeignet ist. In (III) erhélt « den Charak-
ter einer unabhéngigen Variablen, y den einer abhingigen. Die Abbildung x — f(x)

1) Vgl. Band ,,Analysis*, 1.3.
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ist i. allg. nicht eindeutig. Bei eindeutiger Abbildung stellt die Kurvengleichung
(IIT) bzw. (I) eine Funktionsgleichung dar.

X ist die Menge der Zahlen z, fiir die (I) bzw. (II) definiert ist, ¥ die Menge der 2u-
geordneten Zahlen y. Im Fall einer Funktion ist X der Definitionsbereich und ¥
der Wertevorrat. Der Punkt P (x; y) in (II) ist ein beliebiger Vertreter der Punkte von
k. Da seine Koordinaten Variable sind, heit P variabler Punkt. Wird angenommen,
daB sich x € X stetig dndert, so folgt daraus i. allg. auch eine stetige Anderung von
y€ Y und der zugehérige Punkt P (x; y) bewegt sich auf der Kurve. Fiir die Dar-
stellung eines festen Kurvenpunktes werden Indizes verwendet, z. B. Py(zy; ¥,),
P, (2; 3) usw.

Fiir die Anwendung ergibt sich aus Gleichung (II) die wichtige Folgerung:

Erfallt ein Wertcpaar (z,; y,) die Kurvengleichung F(x; y) = 0, dann liegt der
Punkt Pgy(xy; yo) auf der Kurve. Umgekehrt erfiillen die Koordinaten jedes Kur-
venpunktes Pg(x,; y,) die Kurvengleichung. ‘

BEISPIELE
4. Von der Schule her ist bekannt, daB zu einer Geraden g eine lineare Gleichung gehort, z. B. ist

der Gleichung 3z — 8y 4 15 = 0 die Gerade !
9= {P(x;y) |3z — 8y + 15 = 0}
zugeordnet. »
Die Kurve

k= {P(x;y) | 2+ 2y® — 29" = 0}

heiBt Zissoide. Man schreibe die Kurvengleichung in expliziter Form,
zeichne die Kurve mit Hilfe einer Wertetabelle und stelle fest, ob die
Punkte P,(1; —1}, P,(1,5; 0,5), P4;(0,4; —0,201) auf der Kurve
liegen.

<

Lésung: Die explizite Form der Kurvengleichung lautet
23
Y=+ V2 . (IV)
—z

Der Radikand muB positiv sein, so daB = auf das Intervall X = [0; 2)
beschrankt wird. Daraus folgt Y = (—oo; o). Nach der Werte-
tabelle

x | 0 l 0,3 | 0,6 | 0,9 | 1.2 ] 1,5

y | o | £013 | £033 | +081 | £1.47 | +260

sind dic Kurvenpunkte in Bild 124 konstruiert. Die Kurve ist wegen
der zwei Vorzeichen in (IV) symmetrisch zur z-Achse. Die Koordina- 514 104
ten von P,, P,, P; werden in (IV) eingesetzt und ergeben fiir
P:—1 = 1, d.h, Pyek
P,: 05 <= 260, d h, Pygk
Py: — 0,201 4= — 0,20, d.h, P;¢k.
Tir P, kénnte graphisch festgestellt werden, daB der Punkt nicht auf & liegt. Fiir P, ist we-

gen der begrenzten Zeichengenauigkeit und des in Bild 124 verwendeten MaBstabes nur noch
die rechnerische Uberpriifung moglich.
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Jeder Kurve der Ebene ist im allgemeinen bei festgelegtem Koordinatensystem eine
Gleichung F(x; y) = 0 zugeordnet und umgekehrt gehort zu jeder derartigen Glei-
chung eine Kurve. Weil die Kurvengleichung abhédngig von der Lage des Koordinaten-
systems ist, kann durch geschickte Wahl desselben, etwa unter Ausnutzung vorhande-
ner Symmetrie der Kurve, ein relativ einfacher Term fiir die Gleichung erhalten wer-
den. Das wird in den folgenden Abschnitten weitgehend angewandt. Im allgemeinen
besteht die erste Aufgabe in der analytischen Geometrie darin, aus der in Worten
gegebenen Definition einer Kurve nach Wahl eines Koordinatensystems die Kurven-
gleichung herzuleiten. Durch diese Gleichung wird die Kurve vollstindig beschrieben,
so daB sich als weitere Aufgaben ergeben, durch Rechnungen und anschlieBende geo-
metrische Interpretation die Eigenschaften der Kurve zu ermitteln, d. h. die Kurven-
gleichung zu ,,entschliisseln‘.

Haufig sind die Schnittpunkte zweier Kurven

ky={P(;y)| Filx; y) = 0}, ky = {P(x;y) | Fy(z; y) = O}

zu berechnen. Fir einen Schnittpunkt P, gilt P, € k, und P,€ k,, also auch
P, € ky n k. Schneiden sich die Kurven in # Punkten P; (i =1, 2, ..., %), dann ist

kynky={Py, P, ..., Pa}.
Die Koordinaten jedes Schnittpunktes P; miissen beide Kurvengleichungen erfiillen:
Fy(z; 9:) = 0, Fy(xi; y:i) = 0. V)

(V) ist daher ein Gleichungssystem mit 2 Variablen. Seine Losungsmenge besteht aus
den Koordinatenpaaren (z;; ¥,) der Schnittpunkte P;.
Satz

Unm die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kurven zu bereéhnen, faBt man die
zugehorigen Kurvengleichungen zu einem Gleichungssystem zusammen und
bestimmt dessen Losungsmenge.

Da alle Koordinaten reelle Zahlenpaare sind, bedeutet das Auftreten von komplexen
Zahlen in einem Zahlenpaar der Losungsmenge, da diesem Paar kein Schnittpunkt
zuzuordnen ist.
BEISPIEL
6. Die Schnittpunkte der Kurven sind zu berechnen:

ky = {P(z;y) | 22 — 10z — 2y + 30 = 0}

ky=(Plz;y) |z — y— 1= 0}

Lésung : Fir einen Schnittpunkt P, gilt
77 — 10z, —2y; +30 =0
z— ‘yp— 1=0.

Der Wert von y; aus der 2. Gleichung in die 1. Gleichung eingesetztergibt 23 — 122; + 32 =0.
Die quadratische Gleichung hat die Lésungen z, = 8, x, =4.
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Aus der 2. Gleichung folgt
n="17 y;=3.

Die Kurven schneiden sich in den Punkten
P,(8;7), P,(4;3).

Zur Probe setzt man die Schnittpunktkoordinaten in beide Kurvengleichungen ein. AuBer-
dem kann graphisch eine Kontrolle erfolgen.

26.3.2. Parameterdarstellung einer Kurve

In manchen Fillen ist es notwendig oder zumindest einfacher, statt einer Gleichung
F(z; y) = 0 zwei Gleichungen anzugeben, in denen z und y getrennt voneinander in
Abhingigkeit von einer Hilfsvariablen ¢, dem Parameter, dargestellt werden:

x = xz(t).
y=y().

Jedem Wert ¢€ T wird nach (I) ein Zahlenpaar (x; y) und diesem bei gewihltem
Koordinatensystem ein Punkt P(z; y) zugeordnet. Durch das Gleichungssystem (I)
ist eine Parameterdarstellung der Kurve gegeben.

¢))

BEISPIELE

1. Eine Kurve besitzt die Parameterdarstellung
z =12
y=2t+1.

Es ist eine Wertetabelle aufzustellen und die t=2
Kurve zu zeichnen.

(I 1

Lo6sung: Die Gleichungen (II) sind fir $at
te T = (— o0; 00) definiert. ¢ ist unabhiingige

Variable,  und y sind abhingige Variable.

Bild 125 zeigt die nach der Wertetabelle kon-

struierten Kurvenpunkte. Die Parameter- t=0
werte kann man an die Kurvenpunkte an-
achreiben. 0| 1

: x ¥ t=-1

-3 7 -5
-2 2 -3
—1 —1 —1.

0 -2
1 —1
2 2
3 7

t=-2

t=-3
Bild 126

3 Ot QO =

2. Fir die in Beispiel 3. aus 26.3.1. definierte Kurve ist eine Parameterdarstellung anzugeben.

Léosung: Der Punkt 4 (vgl. Bild 123) wird als Ursprung eines rechtwink]igen Koordinaten-
systems und A B als y-Achse gewiihlt. Da sich die Gerade g um 4 drehen soll, kann der Winket
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zwischen g und der z-Achse als Parameter ¢ verwendet werden (Bild 126). Mit AB=a folgt
fiir einen Kurvenpunkt P(x; y):

_— b4
x=AV =QV -cott=acott A P ¢
y— PV —RU— ARsint g

S t
und mit 4R = a sint folgt

y = asin?t, a P
Die Parameterdarstellung der Kurve lautet lR y
t U v
x = acotl , A % 4
teT = (0°; 180°). X ?
y = asin®f .
Bild 126

Das Intervall fiir ¢ liest man aus dem Bild ab.

Der Parameter ¢t des Beispiels 1 hat keine selbsténdige geometrische Bedeutung,
wahrend in Beispiel 2 der Parameter ein Winkel ist. Bei vielen physikalischen oder
technischen Aufgaben stellt ¢ die Zeit bzw. ihre MaBzahl dar.

Zu behandeln ist noch der Ubergang von der Darstellung F(z;y) = 0 zur Parameter-
darstellungund umgekehrt. Auseiner Kurvengleichung F'(z; y) = 0 lassen sichi. allg.
unbegrenzt viele Parameterdarstellungen ableiten. Dje Kurvengleichung wird nach y
aufgelost, = z(¢) beliebig gewidhlt und in y = f(z) eingesetzt. y = f[z(t)] = y(¢)
ist dann die zweite Parametergleichung. Die Freiheit bei der Wahl von z = x(¢t) wird
beniitzt, moglichst einfache Parametergleichungen zu erhalten.

Soll aus einer gegebenen Parameterdarstellung z = z(t), y = y(t) die Kurvenglei-
chung y = f(x) aufgestellt werden, dann ist { zu eliminieren. Im allgemeinen Fall
wird z = xz(¢) nach ¢ aufgelost und die erhaltene Gleichung ¢ = ¢(x) in y = y(t)
eingesetzt. Dann folgt y = y[p(z)] = f ().

BEISPIELE
3. Aus der Kurvengleichung y = i/:; ist eine Parameterdarstellung der Kurve abzuleiten.
Losung: Wegen des Wurzelexponenten wird am besten
x=1t3=2z(l)

gesetzt. Dann folgt
Ly —
y=Jer=0=y0.

= 3,—
Aus x = ]/t ergibt sich mit y = ]/t eine weitere, aber fiir praktische Rechnung nicht mehr so
einfache Parameterdarstellung.

4. AusderParameterdarstellung z = @ cot¢, ¥y = a sin?¢ des Beispiels 2. soll die parameterfreie
Kurvengleichung y = f(x) bestimmt werden.

Losung : Aus der ersten Gleichung folgt

cott=i
a
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und aus der zweiten

y=a,5in2t=a—~u——1 :a__-l
1 cot2t 14 i
s
>
ad
o= a? 4 a2’
26.3.3. Kurvengleichungen in Polarkoordinaten

Bei zugrunde gelegtem Polarkoordinatensystem wihlt eine Gleichung der Form
F(r;p) =0 oder r=j(p) (I

aus der Punktmenge der Ebene eine Teilmenge aus. Diese enthilt alle Punkte, deren
Polarkoordinaten r und ¢ Gleichung (I) erfiillen und ergibt i. allg. eine Kurve k:

k=1{P(r;p)| F(r; ) = 0}.

Die Betrachtungen aus 26.3.1. lassen sich sinngemiB auf den vorliegenden Fall iiber-
tragen.

Wichtig ist der Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten und
umgekehrt.

Von einer Kurve ist die Gleichung F(z; y) = O gegeben, und es wird die Gleichung
F(r; ¢) =0 gesucht. Vorausgesetzt wird, daB der Ursprung des rechtwinkligen
Koordinatensystems mit dem Pol und die z-Achse mit der
Polarachse zusammenfallen. Dann wird

r=rcosp; y=rsing (Bild 127)

in ¥(x; y) = 0 eingesetzt und ergibt die Kurvengleichung
in Polarkoordinaten, die gegebenenfalls nach r aufgelost wird.

Ist von der Gleichung F(r; ) = 0 zu rechtwinkligen Ko-
ordinaten iiberzugehen, dann ersetzt man » und ¢ durch

Bild 127

r= a4 32, @ = arctan %
Vorteilhaft sind manchmal auch die Formeln

sin g = Y cos @ = i

YR+ g Vo + o
BEISPIELE
1. Aus der Gleichung der Zissoide (Beispiel 5. aus 26.3.1.)
13
= 1T
y iV2_x (Im)

ist die Kurvengleichung in Polarkoordinaten abzuleiten.
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Losung: Gleichung (II) wird quadriert

ol
2—z

Y=

und z =rcosp, y =rsing eingesetzt:

3
rzsinaq,:;%&_
— rCcos @

Die Kurvengleichung wird nach r aufgeldst.
27r38in2¢p — r3sin2pcosp — 3 coslp =0
2sin2p — r(1 — cos? ) cosp — rcosp =0

2s8infp —rcosp =0

e 2sin? ¢
cos ¢
r = 2s8in p tan ¢ = (). (1)

Aus der Festsetzung » > 0 fo]g\: @ € (—90°; 80°).

Die Kurvengleichung (III) zeigt den Weg zu einer einfachen
Kurvenkonstruktion, die aus (I1I) nicht abzulesen ist. Auf H

z-Achse wird der Punkt A(2; 0) gewihlt, der Kreis mit 04
als Durchmesser gezeichnet und in 4 die Tangente ¢ gezogen
(Bild 128). Eine beliebige Gerade durch O schneidet den Kreis
in R und die Tangente in Q. ¢ ist der Winkel zwischen g und
der z-Achse. Nach Bild 128 folgt

AR = 2sing
RQ = Htantp:i%sinzptantp.

Wird also R_Q als Radiusvektor r auf g von O bis P abge-
tragen, dann ist P ein Punkt der Zissoide.

2. Eine Kurve besitzt in Polarkoordinaten die Gleichung Bild 125

r=2cosp = f(p). (Iv)
Wie heillt ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten?

Losung: Es wird r = Va® 4 g2 cos g = s [l (IV) ein-
gesetzt: V=2 + o*

FFE—2 "

Voo + y*

Umgeformt ergibt
F(z; y) =22+ y2— 22 =0, V)

Gleichung (IV) zeigt in Verbindung mit Bild 129 und dem Satz
des THALES, dal die Kurve ein Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt M (1; 0) ist.

Bild 129
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AUFGABEN

707.

708.

709.

710.

711.

712,

713.

Die Kurven

ky = {P(z;9) |y = 22 — 4}
k, = {P(z; y) | 2?4+ 6y — 9 = 0}

_J{P(x;y) [2*y — 6 =0} fir X = (0, co)
U {P@iy) |#*y + 6 =0} fiir X = (—o00,0)

ky = {P(z; vly= ig— Vm}
sind unter Verwendung einer Wertetabelle zu zeichnen,
Welche von den Punkten

P,(0; 5), P,(4;3), Ps(0; —2), P, (3; %)
liegen auf den Kurven

b= {P(x;y>|y=%}

k, = {P(z;y) | 522 — 16y — 32 = 0}
ks = (P(z; y) | 22 + y* — 25 = 0}

kg ={P(z;y) | 52 — 6y — 12 = 02

Gegeben sind zwei Kurvengleichungen. In welchen Punkten schneiden sich die zugehérigen
Kurven?

a) z—y+ 7=0 b)22 — 9z —y 4+ 18=0
3z+y+13=0 xr +y—6=0
c) 224 y2—- 4=0
3z +2y—12=0
Wo schneiden die Kurven mit den Gleichungen
a)y =2z —6 b) 922 4+ 25y2 — 900 =0 c)y=x2—5z+}4
d)z? — 4z — 4y +28=0
die z-Achse?
Wo schneiden die Kurven mit den Gleichungen
a)dz+y—3=0 b) 2522 + 16y2 — 400 = 0 c)ay +y—1=0
d) 422 — 92 — 36 =10
die y-Achse?

Eine Kurve ist durch eine Parameterdarstellung gegeben. Man stelle eine Wertetabelle auf,
zeichne die Kurve und bestimme ihre parameterfreie Gleichung F(z; y) = 0.
[
a)ky: z=¢t—1 b)lcz::tc=1 y o) kg: z =2cost+ 3
1 1 +¢

y=-2—t2.—3 y=_1-—i_t y = 2sint

d) kg2 z =3 cott
-

v= sin ¢

Fir die Kurvengleichung » = —3-— ist eine Wertetabelle fir ¢ e[—30°; 210°]
1+ sing

und die Differenz 4¢ = 10° aufzustellen (Rechenstab) und die Kurve zu zeichnen.
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714. Aus der gegebenen Kﬁrvengleichung F(z; y) = 0 ist die Gleichung in Polarkoordinaten
r = f(p) abzuleiten.

ea.)y=2a.t‘z bjy=2x — 1 xt—yt—1=0

715. Aus der gegebenen Kurvengleichung r = f(p) ist die Gleichung in rechtwinkligen Koordi-
naten F(x; y) = 0 abzuleiten.

2 4 ;
&)7’— 1-;"cosq; b)r—m c)r—4smtp+cos¢=0.
27. Punkte, Strecken und Flichen im rechtwinkligen Koordi-
natensystem
aels Linge und Anstiegswinkel einer Strecke

Die Lage eines Punktes im cartesischen Koordinatensystem ist durch seine Koordi-
naten eindeutig festgelegt. Damit ist es auch moglich, die Entfernung zweier Punkte,
also die Lange einer Strecke, durch die Koordinaten ihrer Endpunkte auszudriicken.
Es seien die beiden Punkte P;(z,; y,) und P,(z,; y,) gegeben (Bild 130). Zieht man
durch P, eine Parallele zur z-Achse und durch P, eine Parallele zur y-Achse, so ent-
steht ein rechtwinkliges Dreieck P;CP, mit den Katheten P,C = 2z, — x; und
CP, = y, — y,. Daraus ergibt sich sofort als

Linge der Strecke P, P,

d= V(xz — )+ (Y — Y1)t (102)

Es bedeutet keine Einschrankung, daB die beiden Punkte P, und P, im Bild 130 im

Rliip)

a L
Bild 130 Bild 131

ersten Quadranten gewahlt wurden. Die Entfernungsformel (102) gilt stets, in wel-
chem Quadranten die Endpunkte der Strecke auch liegen mogen. Insbesondere ergibt
sich als

Abstand eines Punktes P (x,; y,) vom Koordinatenursprung (Bild 131)

d=7V2 + 4} (103)
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Unter dem Anstiegs- oder Neigungswinkel « einer Strecke P, P, versteht man den-
jenigen Winkel « € [0°; 180°), den diese Strecke mit der positiven Richtung der
a-Achse bildet. Der Tangens des Anstiegswinkels wird als Anstieg m oder auch als
Richtungsfaktor der Strecke bezeichnct.

3
4 Byl
3.
z.
¥ Bixiy)
- A

o 79 2 3 4 5

Bild 132 Bild 133

Aus Bild 132 folgt fir den
Austieg der Strecke P, P,
m = tana = 22 _ 41 (104)
Ty — &

BEISPIEL )
Gegeben seien die Punkte P,(5; 1) und P,(2; 4). Wie gro8 ist die Entfernung P, P, und
welchen Anstiegswinkel besitzt diese Strecke?

Losung: Hier ist (Bild! 33)

d=Va,— )+ (1 —p)? =
=VE 5P+ @4 —1p=
= V3 3= V18 =32

Da der Funktionswert von tan & negativ ist, liegt & im 2. Quadranten. Es ist

a = 135°.

AUFGABEN
716. Es sind die Langen der Verbindungsstrecken folgender Punktpaare und der Anstiegswinkel
dieser Strecke zu ermitteln:

a) Py(3; 5) und P,(7;8) b) Py(3; —5) und Py(—2;7)
¢) Py(8; 15) und P,(—1;0) d) P,(—3; —2) und  P,(5; 13)
e) Pi(—22;3) und P,(5,8; —4) f) P,(—1,9; —2,5) und P,(—4,3;2,6)

717. Wie lauten die Koordinaten des Punktes Py (%,; y,), der von den Punkten A(8;2), B(—7; 5)
und C(4; 8) gleiche Entfernung hat?

718. Wo liegt ein Punkt Py(%y; y,} auf der y-Achse, der von A (3; 8) und B(7; 7) gleiche Ent-
fernung hat? .
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719. Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks und wie groB sind seine Innenwinkel, wenn die
Eckpunkte folgende Koordinaten haben:

a) A(—0;0) b) P1(2; 1) c) D(5; 0)
B(8; 3) P,(—5;3) E(—2,5;1)
C(5; 11) Py(1; —4) F(—z; = %)?

720. Wie lang sind die Diagonalen des Vierecks mitden Eckpunkten A4(—3; —1), B(0; —5),
C(2;0) und D(—1t;3)?

721. Ein regelmiBiges Sechseck hat seinen Mittelpunkt im Ursprung, und zwei Gegenecken liegen
auf der z-Achse. Welche Koordinaten haben simtliche Eckpunkte? (Anfertigung einer Skizze
auf Millimetérpapier!) Die Seitenlinge des Sechsecks sei a.

27.2. Teilung einer Strecke

P, und P, seien zwei beliebige, aber feste Punkte einer Geraden g, wéihrend ein weite-
rer Punkt 7 eine beliebige Stellung auf der Geraden einnehmen darf. Durch die Lage
der beiden Punkte P; und P, ist auf g ein bestimmter Richtungssinn festgelegt, und
zwar soll diejenige Richtung, in der sich ein Punkt auf g fortbewegen miifite, um von
P, nach P, zu gelangen, als positive Richtung bezeichnet werden, wihrend alle
Strecken, die in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen werden, negativ gerich-
tet heiBen sollen.

So ist beispielsweise in Bild 134 die positive Richtung der Geraden g durch die Streckenangabe
P, P, von links nach rechts festgelegt. Demzufolge sind auch die Strecken P, 7 und 7 P, positiv.
Dagegen sind die Strecken P,P;, TP, und P,T negativ zu nehmen, da z. B. die Bewegungs-
richtung von P, nach P, derjenigen von P, nach P, entgegengesetzt ist.

innere Teilun
-0 ——r O mner
; 7% d g
— GuBere Teill
;1 3 e 9 duBere Teilung
- .
duBere Teilun
A 2 ¥ <

Bild 134

Nach diesen Vorbereitungen kommt man zu folgender Definition:

Sind P,, P, und T drei Punkte einer Geraden g, von denen P, und P, fest sind,
wihrend T eine beliebige Lage auf g einnehmen darf, dann wird das Verhéltnis

P,T:TP, das durch T bewirkte Teilungsverhiltnis i der Strecke P, P, genanat:

P,T:TP, =1 (105)

Das Teilungsverhdltnis 4 einer Strecke P, P, ist demnach eine dimensionslose Zahl.
Es ist positiv, wenn der Teilungspunkt 7' im Innern der Strecke P, P, liegt, denn in
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diesem Fall werden die beiden Teilstrecken P, T und T P, in der gleichen Richtung
durchlaufen. Man spricht hier von einer tnneren Teilung der Strecke P, P,.

Ist speziell T der Mittelpunkt der Strecke P, P,, so wird wegen P,T = T P, das
zugehorige Teilungsverhdltnis 4 = 1.

Von einer guferen Teilung der Strecke P, P, spricht man, wenn der Teilungspunkt T
aullerhalb der Strecke P, P, auf g liegt. In diesem Falle wird A negativ, da die beiden
Teilstrecken P, T und T P, in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden.

iA<1 7 T 7 1A=>1
? }f e
~1<A<Q ! p=x<1 : 7<,\<»ec£ ~m<)<-1
: i !
*0 a1 Atoo

Bild 135

Bild 135 zeigt, welche Werte das Teilungsverhaltnis A der Strecke P, P,annimmt, wenn
der Teilungspunkt 7' in den verschiedenen Abschnitten der Geraden g liegt.

Es sollen nun die Koordinaten z und yp des Teilungspunktes 7' ermittelt werden,
der eine gegebene Strecke P, P, in einem vorgeschriebenen Teilungsverhiltnis 2
teilt.

Wenn T die Strecke P, P, im Verhiltnis 4 teilen soll

P.T:-TP, =4,

so miissen nach dem ersten Strahlensatz auch die Projektionen der beiden Teil-
strecken auf die z-Achse im gleichen Verhéltnis zueinanderstehen (Bild 136):

PT":T'P, = 1. Y
Mit P{T' = xp — 2, und T" P} = z, — 2 folgt
daraus Rigiy?
(xp — xy): (2, —2p) = 4, T,
woraus sich durch Auflésen nach z die Abszisse
des Teilungspunktes zu Rix;
b z, + Az,
R TR
Pl‘gil)t. p 7 . 5
Entsprechend erhalt man fiir die Ordinate T x " ,
. £ -
Y =
T 1+2 Bid 136

Sind P, (xy; y,) und P,(z,; y,) die Endpunkte einer Strecke, die durch einen
Teilungspunkt 7' im Verhaltnis 4 geteilt werden soll, so.lauten die Koordinaten
Zy und Yy dieses Teilungspunktes

x=x1+:‘xg _?/1‘*‘}'3/2

e = il ET Lloe)

21 Algebra und Geometrie
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Mit A =1 erhilt man hieraus als Sonderfall die

Koordinaten des Mittelimnktes einer Strecke

% + -
xM=_12 2 yM=y12y2 (107)

i/

LEISPIELE
1. Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunktes M einer Strecke P;P,, deren Endpunkte
Py(—3; +5) und P,(+7; —5) sind? .
Loésung: .
&tz (—3)+ (+7)
Zy =
2 2
rt+ys_ (+5)+(=5)
W= 2 =

Der Mittelpunkt der Strecke ist demnach der Punkt M (2;0). Dies ist durch Zeichnung auf
Millimeterpapier nachzuweisen.

Wie heilen die Koordinaten der Punkte, die die Strecke P, P, innen und auBen im Verhiltnis
1:2 teilen (harmonische Punkte)?!), wenn P, (0,5; 1) und Pg(5; 4) ist?

Lésung: Fir den inneren Teilungspunkt 7'; ist A; = 2/,, wihrend fiir T, den duBeren Tel-
lungspunkt, A, = —1/, sein muB. Nach (106) erglbt sich damit

1 1
PRl S S
1= T . oy = i

1+ 1— 3

1 1

14+ -4 TRy )
n="—"7 Ya i '

1+E I—E

Der innere Teilungspunkt ist demnach 7'y (2;2), der &uBere T's (—4;2). Man priife dies zeich-
nerisch nach.

Wo liegt der Schwerpunkt 8 (xz,; ,) eines homogenen Dreiecks mit den Eckpunkten P, (x;;y,),
Py(x2;9;) und Py(xg;%,)?

Losung: Beachtet man, daB die Seitenhalbierenden eines Dreiecks einander im Schwerpunkt
schneiden und daB jede dieser drei Seitenhalbierenden durch den Schwerpunkt im Verhiltnis

1) Wird eine Strecke P, P, innen und auBlen durch 7'; und 7', im gleichen Verhiltnis geteilt, so

nennt man die vier Punkte ,,harmonische Punkte* und spricht auch von einer ,,harmonischen
Teilung**
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2:1 geteilt wird, so kann man 8 als inneren Teilungspunkt von z. B. Py D, auffassen und nach
(106) schreiben (Bild 137)

4
z3 + 2z
S
_ Y%t 2
=T }
Dabei sind z,, und y,, die Koordinaten '
des Mittelpunktes D, der Strecke P; Py
o at®
m— R
yo = 2158
m 92 * P
0 X

Setzt man diese beiden Werte in die Aus-
driicke fiir 2, und y, ein, 8o erhilt man als Bild 187
Koordinaten des Schwerpunktes eines

Dreiecks:
z + 2+ 2 N1 +Y: 4+ Ys
e e

AUFGABEN
722. Es ist der Mittelpunkt der Strecke P, P, zu bestimmen, wenn

a) Py(—2;1) und Py(1;2) b) P;(%/5; 3) und P(3/y;—3)

c) P;(—2;1) und P,(4;—2) d) P,(—1,6;—0,8) und Pi(2,3; 4,1)

gegeben sind.

723.Gegeben sei die Strecke P, Py mit P;(—1; 1) und Py(3; —1/,). Die Strecke ist innen und

724.

aullen im Verhiltnis m:n = 1:3 zu teilen. Welches sind die Koordinaten der Teilungs-
punkte?
(Zeichnerische Probe!)

Im Dreieck 4 BC ist die Seite A B im Verhiltnis m:n = 5:2 geteilt. Es soll der Teilungspunkt
T; mit der Gegenecke verbunden werden. Wo liegt der Punkt T/, der die Verbindungsstrecke
im Verhiltnis p:q = 1:2 teilt? (Nach der analytischen Berechnung ist eine Zeichnung auf
Millimeterpapier anzufertigen und die Richtigkeit des Ergebnisses nachzupriifen!) Eckpunkte:
A(—4;1), B(3; —6) und C(4; —1).

725. Es sind die Schwerpunkte der folgenden Dreiecke zu bestimmen.

a) P,(0;0) b) A(4; 7) ¢) D(—8; —6)
P,(4;0) B(—3;2) E(—1;2)
P;(6;8) C(5; —3) F(5; —1)

726. Von einem Dreieck kennt man die Koordinaten zweier Eckpunkte P,(2,5; —0,6) und

P,(—1;4,5) sowie die des Schwerpunktes §(—0,5; 1). Wie lauten die Koordinaten des
3. Eckpunktes und welche Linge haben die Seiten des Dreiecks?
(Zeichnerische Probe!)

721. Die Strecke P, P, soll iiber P, hinaus verdoppelt werden. Es sind die Koordinaten des so

gefundenen Punktes Pg(zg; ¥;) zu bestimmen.

21*
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728. Von einem Parallelogramm kennt man 3 Punkte:
A(—3;1), B(2;-2), C(5;1).
Welche Koordinaten hat der 4. Punkt D?
Anleitung: Man bestimme zunichst den Halbierungspunkt einer Diagonalen und benutze

dann das Ergebnis von Aufgabe 727.
27.3. Berechnung der Flidche des ebenen Vielecks

Die Grundlage fiir die Herleitung der Formel fiir den Flicheninhalt eines beliebigen
Dreiecks bilden zwei Sdtze der Planimetrie:

b
f ' a) A, = 99
Bltip) 2
b) ATrzlpez =Mm- h = g:’t_ch,
Bk g

wobei m =

die Mittelparallele des

Trapezes ist.

Fallt man in Bild 138 von den 3 Punkten
o £ P 5 % Py, P,und P, die Lote auf die Abszissen.
.achse, 1Bt sich der gesuchte Flicheninhalt
des Dreiecks P, P, P, durch die folgenden
Trapezinhalte ausdriicken :

Ay A A}n

Bild 138

A, = Trapez P, P{P}P, + Trapez P;P;P; P, — Trapez P, P{P;P,

Bezeichnet man zur Abkiirzung die Flicheninhalte der 3 Trapeze mit Ay, Ay und 4y,
soist also: A, = A1 + Ay — Aqg, wobei

% 9
AI=‘LI;2*_‘*‘Q'(-'C:;—$1)
Yz
Ay = 2 2 e, (x2 — z3)
9 2
Ay = :/1;_/g Ty — 2y)-

Somit ergibt sich:

1
A= 2 (11 +¥s) (x5 — 1) + (¥3 + ¥2) (X — 25) —
— (1 + y2) (X2 — 2,)].

Nach erfolgter Multiplikation und Zusammenfassung erhdlt man:

1
Ay = 9" [(y105 — Ys1) + (Y372 — Ya3) + (Yot — Y12)].
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Ein einfacher Ausdruck entsteht, wenn man die Abszissenwerte ausklammert. Dann
ist bei gegebenen Eckpunktskoordinaten der

Fliicheninhalt eines Dreiecks?!)

i
Ay = 5 - [Ty — ya) + %23 — 41) + By — )] (108)

oder in Determinantenform

1z ¥,

1 |2y —2y Yo — 1, !
Ap= |1 % ¥ b xz_xl .1/2__;/” (109)
1 2y s 3 1 Yas — Y,

Durch Entwicklung dieser Determinanten 1Bt sich leicht nachweisen, da8 die For-
meln (108) und (109) ibereinstimmen.

Der Flacheninhalt kann positiv oder negativ sein. Das ist davon abhéngig, wie man
das Dreieck P, P, P; umlduft. Der Flacheninhalt fallt positiv aus bei einer Umfahrung
der Fliche im mathematisch positiven Sinn, d. h., wenn dabei die Fliche zur Linken
liegt. Beim Umfahren des Dreiecks im mathematisch negativen Sinn wird der Wert
negativ.

1. Folgerung: Liegt einer der Eckpunkte des Dreiecks 24
(z. B. P;) im Koordinatenanfangspunkt O, vereinfacht
sich (108) folgendermaBen (Bild 139):

1
Ay = 3 (%2Y3 — Z39) v
14305 )y=0) -

2. Folgerung: Liegen 3 Punkte auf einer Geraden, so ist
der Inhalt des von diesen Punkten gebildeten Dreiecks
gleich Null. Bei Uberpriifung der Lage von 3 Punk-

ten kann demnach Gleichung (108) verwendet wer- )Y
den. A, mufl gleich Null sein, wenn die 3 Punkte
auf einer Geraden liegen,

Mit Hilfe der Gleichung (108) 1t sich eine einfache
Beziehung fiir den Fliacheninhalt von Vielecken auf-
stellen. Der Fliacheninhalt eines Vierecks kann zum
Beispiel ermittelt werden, indem es durch eine Dia-
gonale in zwei Teildreiecke zerlegt wird (Bild 140). 7 X
Esist:

Bild 139

Avicreek = 41+ 4, = Bild 140
1
=3 [Z1(¥2 — Y3) + Ze(ys — y1) + Za(yy — )] +

1
< 2 [%1(Ys — Ya) + T3(ys — W) + 2y (Y1 — Ya)l-

1) Dic Reihenfolge der Indizes findet man durch ,,zyklische Vertauschung'
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Dabei ist auf die Reihenfolge der Indizes zu achten. Jedes Teildreieck muB im mathe.
matisch positiven Sinn umfahren werden.
Durch Ausmultiplizieren der Klammerausdriicke und Zusammenfassung wird:

1
Aviereck = 9 [21(¥2 — Ya) + Z2(ys — ¥1) + 23y — ¥2) + 24 (41 — ¥3)]

In Summenschreibweise wird:

1 4
Aviereck = 5 k21 Zp(Yrrr — Yi-1) -

Hierbei ist zu beachten, daB y; = y, und y; = y, ist.
Obige Summenformel kann man auf das n-Eck erweitern.

Fldcheninhalt eines n-Ecks

1
Appox = 0 kgi Zie( Y1 — Ye-1) (110)

In diesem Fall ist yy =y, und y,,; = ¥, zu setzen.

Von Vorteil ist bei der Berechnung des Flicheninhaltes von Vielecken ein Rechen-
schema, dessen Aufbau fiir den Fall eines Vierecks mit den Eckpunkten P,(—3; 2),
P,(—2; —4), P3(5; 2) und P, (2; 3) erlautert sein soll.

BEISPIEL
Die Lage der Eckpunkte P, Py, Pg, P, ist bekannt. Wie groB ist der Flicheninhalt dieses
Vierecks?

L#ésung: Zunichst wird das Viereck skizziert und dabei festgestellt, ob die Fliche positiv
orientiert ist. Dann laBt sich der Flacheninhalt mit Hilfe folgenden Schemas sehr rasch er-

mitteln.
k Ty Yge Yrrr — Yr1 Z (Y1 — Yr-1)
0 2 3
1 -3 2 -7 21
2 -2 — 4 0 0
3 5. 2 7 33
4 2 3 0o | v
5 —3 2
4
7 7 L (Y1~ Yoa) = 56
k=1
&6
| A= = 28

Der Flicheninhalt des Vierecks ist 4 = 28 FE.
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Damit sich die Rechnung iibersichtlicher gestaltet, trigt man in dass Schema zusitzlich die
Werte fiir k=0 und k=5 ein. Die Werte fiir ¥ = 0 miissen mit den Koordinaten dea
letzten Eckpunktes und die Werte fisr ¥ = 5 mit den Koordinaten des ersten Eckpunktes
iibereinstimmen. 4

Die einzelnen Zahlen der Spalte yiy; — y;—; findet man dadurch, daB jeweils vom y-Wert der
nachfolgenden Zeile der y-Wert aus der vorangegangenen Zeile subtrahiert wird. Dabei faBt
man die positiven Werte in einer Spalte fiir sich und die negativen Werte in einer zweiten
Spalte zusammen. Die Summe simtlicher Differenzen gy — ¥p—; mub gleich Null sein.

AUFGABEN
729. Es sind die Flidcheninhalte folgender Dreiecke zu berechnen:
a) A(0; 0) b) 4(—2;11) c)A(—4; —3) d)A@3;1)
B(5;0) B(10;6) B(2;1) B(—4; —9)
C(8; —11) C(—6; —8) C(—1;—1) C(9; —3)

730. Mit Hilfe des Rechenstabes soll der Flicheninhalt eines Dreiecks mit den Ecken 4 (—2,5; 0,7),
B(—0,3; —1,8), €(3,5; —1,3) bestimmt werden.

731. Welchen Flicheninhalt hat das Viereck mit den Endpunkten:
4(0;0), B@3;0), C(4;2), D(1;2)?
732. Wie gro8 ist der Flicheninhalt eines Fiinfecks mit den Ecken:
Py(—5;—2), Py(—1;4), Py(4;5), Py(5;—2), Ps(1;—6)?
733. Es soll der Flicheninhalt des Sechsecks mit den Eckpunkten:
A(—6;3), B(—4;~-3), C(1;—6), D@4;-—2), E(5;3), F(2;5)
ermittelt werden.

734. Analytisch soll iiberpriift werden, ob folgende 3 Punkte auf einer Geraden liegen:

a) Pi(—2;1) b) Py(—2; —3) c) Py(5; —1) d) P, (— 1,2; —0,2)
Py(—1; —2) Py(—13; 0) Py(2;3) Py(—0,4;0,6)
P;5(2;1) Py(L;3) Py(—1,75;8) Py(1,8; 2,9)

28. Gerade
28.1. Gleichung der Geraden

Aligemeine Form der Geradengleichung

Az +By+C=0 (111)

Diese Gleichung gilt fiir den Variablenbereich z € (— 00, 4+ 00) und ¥ € (— 00, + ©0).
In expliziter Form geschrieben lautet sie:-

A4 c
Yy=——a — —.

B B



328 28. Gerade

Werden ——% = m und —% = b gesetzt, ergibt sich

cartesische Form oder Normalform der Geradengleichung

y=mzx+b (t11a)

fir x€ (—o00, +00) und y€ (—o0, + 00).

Der Faktor m heiBt Richtungsfaktor oder Anstieg der Geraden g. Man versteht darun-
ter den Tangens des Winkels «, den die Gerade mit der positiven Richtung der z-Achse
bildet.

Es ist also m = tan «.
Die GroBe b gibt den Abschnitt an, den die Gerade auf der y-Achse abschneidet.

Aus Gleichung (111a) ergeben sich folgende Sonderfille:

Ist =0, dann lautet die Gleichung: y = mx
(Gleichung einer Geraden durch den Ursprung),

m =20, dann ist y==
(Gleichung einer zur z-Achse parallelen Geraden),
m=>b=0, dann ist y=20
(Gleichung der z-Achse). Alle Punkte der z-Achse haben die Ordinate y <= 0.
Entsprechend haben alle Punkte der y-Achse die Abszisse = = 0.
(z = 0 ist die Gleichung der y-Achse).

m=1, dann ist y=3xs-+b
(Gleichung einer Geraden, die mit der positiven z-Achse den Winkel 45°
bildet),

m= —1, dann ist y=—z+b
(Gleichung einer Geraden, die mit der positiven z-Achse den Winkel 135°
bildet),

m=+1, b=0, dannist y= +=z
(Gleichung der Geraden durch den Ursprung mit dem Anstiegswinkel 45°
bzw. 135°).

Liegt eine Geradengleichung in der Form (111a) vor, laBt
sich die Gerade auf zweierlei Weise zeichnen.
Man zieht durch Q(0; &) eine Parallele zur z-Achse

(Bild 141). Ist m cine rationale Zahl (m = 3), trigt

man ihren Nenner g auf der Parallelen ab und errichtet im
Endpunkt L das Lot. Auf diesem tragt man den Zahler
p ab und verbindet den Endpunkt R mit . Durch Ver- 0 i
langerung dieser Strecke iiber beide Endpunkte hinaus
erhdlt man die gesuchte Gerade.

Bild 141

Fiir negatives m ist entweder der Zahler oder der Nenner negativ abzutragen. Ist m eine ganze
Zahl, so denkt man sich diese als Bruch mit dem Nenner ¢ = 1.
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Da eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt ist, 1Bt sich

auch dadurch graphisch darstellen, da3 zwei maoglichst weit voneinander entfernte
z-Werte gewihlt und die zugehorigen Ordinaten bestimmt werden. Die beiden so
erhaltenen Punkte werden miteinander verbunden. Dabei ist es empfehlenswert, als
den einen dieser Punkte den Schnittpunkt dieser Geraden mit der y-Achse zu wéhlen;
denn er kann sofort aus der Geradengleichung abgelesen werden.

BEISPIELE

1.

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P,(3;2) verliuft und die
z-Achse unter dem Winkel o« = 120° schneidet.

Losung: Die gesuchte Geradengleichung hat die Form

y=mz+b.
Da der Schnittwinkel &« = 120° betragen soll, ist
m = tan 120° = — 3.

Wenn die Gerade durch den Punkt P,(3; 2) gehen soll, miissen die Koordinaten dieses
Punktes die Geradengleichung y = mz + b erfiillen, d. h., es muB}

2=—m-3+0b
sein. Da m = — ]/Z?, folgt
b=243V3 = 7,196 ~ 7,2.
Demnach lautet die Gleichung der Geraden
y= —]/3_ x4 7,2
oder y = — 1,7z + 7,2.

Die letzte Gleichung stellt eine angeniherte Form der gesuchten Geradengleichung dar. Diese
Annidherung geniigt im allgemeinen bei praktischen Fillen.

5 3
Eine Gerade schneidet die y-Achse in Q(O; ~2)—) und hat den Anstieg m = ~g" Wie lautet
die Gleichung dieser Geraden, und wo schneidet sie die z-Achse? s

Losung: Die gesuchte Gleichung der Geraden hat die Form
=mz + b.
Da der gegebene Punkt @ auf der y-Achse liegt, ist der Ordinatenabschnitt b bekannt. Ebenso
ist der Anstieg m gegeben. Die Geradengleichung kann also sofort hingeschrieben werden.
Sie lautet:
3 5

===
oder y=— 0,6+ 2,5.
Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der z-Achse hat die Ordinate y = 0.
Folglich: 0 = —0,6z + 2,5.

1
Die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit der z-Achse hat den Wert z = 43 =~ 4,2.
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3. Essoll eine allgemeine Gleichung dafiir anfgestellt werden, daB von einer Geraden der Anstieg.
m und ein Punkt P, (z;; y,) gegeben sind. Welche Gestalt nimmt die Geradengleichung dann
an? :

Lo6sung: Die gesuchte Gleichung wird die Form
y=mzx+b @

haben. Da diese Gerade durch P;(z;;y;} hindurchgehen soll, liegt umgekehrt P; auf ihr,
d. h., die Koordinaten von P, miissen die Geradengleichung erfiillen.

Esist: y,=mz, +b (In.
Subtrahiert man (II) von (I), entsteht die gesuchte Gleichung: '

Punktrichtungsgleichung der Geraden

g zl)—|. (111b)

4. Welche Gestalt nimmt die Geradengleichung an, wenn von der Geraden zwei Punkte P,(z;;y;)
und Pg(z;; y;) gegeben sind?

Losung: Die gesuchte Verbindungsgerade zweier Punkte wird die Form
y=mz+b

haben. Da beide Punkte P, und P, auf der Geraden liegen, miissen die Koordinaten beider
Punkte die Geradengleichung befriedigen.

Es muB sein: Yyp=mz, + b
Yo =mz, + b.

Aus beiden Gleichungen lagsen sich jetzt die beiden Unbekannten 7 und b berechnen.
Es wird:

h—t
Tm — g ‘
und
Y1 — Yz
= _—— e T R .
b=u zl_xl‘l

Damit sind die GroBen m und b der gesuchten Gleichung
y=mz+b

ermittelt.

Zweipunktegleichung der Geraden

?/‘_y1=y1_y2
T —z T —

(1110)

Sie braucht man z. B. beim Aufstellen der Gleichungen von Seiten und Diagonalen eines Viel-
ecks.

Kennt man insbegondere von einer Geraden deren Schnittpunkte mit den beiden Koordinaten-
achsen, 8o ergibt sich eine weitere, hdufig giinstig zu verwendende Form der Geradengleichung.
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Eine Gerade schneidet die z-Achse im Punkte P,(a;0) und die y-Achse im Punkte P4(0; b)
(Bild 142). Dann lautet ihre Gleichung nach (111c¢)

y—0 b-0
z—a 0—a’

woraus nach Beséitigulfg des Nenners und Umordnung folgt
bz 4+ ay = ab.

Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung noch durch ab,

80 erhélt man die 7] s
Abschnittsgleichung der Geraden Bild 142
T Yy
r + = 1 _ (111d)
AUFGABEN
735. Von einer Geraden g sind ihre Abschnitte @ und b auf den Koordinatenachsen bekannt. Wel-

736.

731.

738.

739.
740,

1.

- 142,

743.

cher Zusammenhang besteht zwischen den Koeffizienten 4, B und C und diesen Achsenab-
schnitten?

Es soll die Gleichung 3z — 4y — 12 = 0 auf die durch die Achsenabschnitte dargestellte
Geradengleichung transformiert werden.

Man zeichne mittels Wertetabelle fiir einige Punkte folgende dureh ihre Gleichungen gege-
benen Geraden:

a)3y =5z — 2 b)y=—-;—x+3

c)2y+42z24+3=0 d) 202 —y +80=0

Es sind die Gleichungen der Geraden aufzustellen, die durch die Punkte:

a) (4;0) b) (0;3) °) (3; 5) d)(—2;-3)

e) (2,5; —1,5) f) /2312 g (—3/ss —a) h) (—3/4;3)

-gehen und den Anstiegswinkel &« = 45° bzw. & = 135° bzw. & = 30° bzw. & = 60° haben.

|
Wie lautet die Gleichung der Geraden, die die z-Achse unter einem Winkel « = 56°20’
schneidet und auBlerdem durch den Punkt P,;(3; —4) verlauft? (Rechenstab!)

Es soll die Gleichung der Geraden aufgestellt werden, die durch den Punkt P, (4; 5) geht und
den Anstiegswinkel & = 146°10" hat. (Rechenstab!)

Folgende Geraden sind ohne Anwendung einer Tabelle zu zeichnen:
3
a)y=z?:+1 b)y=2z+4 0,56 e) 4y = 5z
1
dy=—z+2 - e)y=——3—z—1,5 f)y+3z=0.

Wie lautet die Normalform der Geraden, die auf der y-Achse den Abschnitt b = 3 aufweist
und mit der positiven Richtung der z-Achse den Winkel &« = 60° bildet?

Welches ist die Gleichung der Geraden, die auf der y-Achse den Abschnitt & = —4 aufweist
undmit der positiven Richtung derz-Achse den Winkel « = 101°20° bildet? (Rechenstab!)
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744,

745.

746.

747.

748.

749.

750.

751.

752.

753.

Wie lauten die Gleichungen der Geraden, die durch folgende Punkte hindurchgehen:
a) Py(1;1) und P,(4;3) b) P,(0; 0) und Pj(a; 0)
c) Py(2;3) und Pp(—2; —3) d) P,(2; —3) und P,(2;3)
e) P1(1;4) und Py(—3; —4) ) P1(0;°/) und Py(2;%))?
Wie groB ist’ der Abschnitt auf der Ordinatenachse der durch die Punkte P,(°/,; 1) und
P,(3; 4) gehenden Geraden?
Es sollen die Gleichungen der Seiten und der Seitenhalbierenden des Dreiecks mit den Eck-
punkten:
a) A(—1; —1), B(1;1), €(=3;2) b A(=1;-1), B(—3;5, C(7;11
aufgestellt werden.
Ein Viereck habe die Eckpunkte:
P1(3;4), Py(75 —1), Py(—6;—5), P,(—16;11).
Wie lauten die Gleichungen der Vierecksseiten und die der beiden Diagonalen?
Es sind die Geraden mit folgenden Achsenabschnitten zu zeichnen und die Geradengleichun-
gen aufzustellen:
a)a=25, b=2 b)a= -3, b=4
c)a=—1, b=—-2 ' d)a=2, b= —3.
Wie lauten die Abschnittsgleichungen der Geraden, die die Ordinatenachse in 2,5 bzw. — 3,5
und die Abszissenachse in — 4 bzw. 3 schneiden?

Wie lautet die allgemeine Form folgender Geradengleichungen:
z 3
a.)y=§—-3 b)y=—zx+5
.Y _ % = 29
c)3+2f1 d)g_x—f-l’

Es liege die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form vor. Wie lautet die Abschnitts-
gleichung dieser Geraden? _

a)3z+2y— 6=0 b)4r —3y—12=0

e)dzx—5y+15=0 d z+4+4y+ 4=0.

Wie lautet die Normalform folgender durch ihre allgemeine Form gegebener Geraden?

Wie grof3 ist der Anstiegswinkel dieser Geraden und welchen Abschnitt bilden sie auf der
Ordinatenachse?

a)z—y+3=0 b)z+_y+3=0
c)z—yy¥3 —2¥3 =0 d)zV3 —y+3=0
e)d4z —3y —18=0 f) x4+ 2y +3=0.

Zeichnen Sie diese Geraden in ein Koordinatensystem ein!

Damit ein Punkt P;(x,; %;) ein Element der Punktmenge (der Ebene) ist, die eine Gerade
bildet, miissen die Koordinaten die Gleichung der Punktmenge erfiillen. Gegeben sei die
Gerade mit der Gleichung

3y —4z—1=0.
Es soll untersucht werden, ob folgende Punkte Elemente der Punktmenge sind, die die Gerade
darstellt.

a) P,(2;3) b) P,(0; —1)

c) Py(5;7) d) P,(7; —9).
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754. Welche Ordinate muBl der Punkt P; mit z, = 2 haben, damit er auf der Geraden

z—y+1=0
liegt?

28.2. Hessesche Normalform der Gcradengleichung '

AuBler den behandelten Geradengleichungen gibt es noch eine weitere, die man vor-
teilhaft verwendet, wenn es sich um die Berechnung des Abstandes eines Punktes von
einer Geraden handelt. Diese Geradengleichung bezeichnet man als die HrssEscke
Normalform der Geraden?).

Zu diesem Zweck sei eine beliebige Gerade g vorgegeben, dic auf den Koordinaten-
achsen die Abschnitte @ und & abschneidet. Das Lot vom Ursprung auf die Gerade
habe die Lange p, und es wird p > 0 festgelegt. Es gilt also im folgenden stets
p > 0. Ist ¢ der Winkel des Lotes mit der positiven Richtung der z-Achse, so ersieht
man aus Bild 143, daB3:

y

P »
08 @ w8 = sing’ e
wenn @ == k- 90° ist. ¢

a =

Durch Einsetzen dieser Werte in die
Achsenabschnittsgleichung der Geraden

z ¥y
ats =1

erhdlt man: 0 a SN &

z Yy 1 Bild 143

P P
cos @ sin @

Bei Beseitigung der Doppelbriiche und Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor p
ergibt sich die

Hessesehe Normalform der Geradengleicliung

z-cosp+y-sing —p=0 . (112)

(Welche Lage wird die Gerade haben, wenn ¢ = 0° oder @ = 90° ist?)

-Anwendung: Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Geraden.

Die Hessesche Normalform gestattet, den Abstand d eines Punktes P, (z,; ¥,) von
einer Geraden g zu bestimmen.

1) Die Hessesche Normalform der Geraden hat nichts zu tun mit der gewohnlichen Normalform
(cartesische Normalform) der Geraden
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Eine Geradengleichung 1iBt sich immer in der HEssEsehen Normalform aufstellen, nur
nicht, wenn die Gerade durch den Anfangspunkt hindurchgeht. In diesem Falle ist
der Winkel ¢ nicht eindeutig bestimmt. Hat die gegebene Gerade den Abstand p vom
Ursprung O, so Jautet ihre Gleichung:

z-cosg -+ y-sinp —p =0.

Die Gleichung der Parallelen zu dieser Geraden, und zwar derjenigen Parallelen, die
durch den gegebenen Punkt P, verlduft, lautet dann:

z-cosp +y-sing —p, =0,

wobei p, der Abstand dieser Parallelen vom Ursprung O ist. Bedenkt man weiter. dafl
der Punkt P, (z,; y,) auf der genannten Parallelen liegt, so miissen dessen Koordina-
ten die Gleichung der Parallelen erfiillen. Es muB} also sein:

z,-cos @+ ¥, -sing —p, =0,

Damit ist aber der Abstand der Parallelen durch den Punkt P; vom Ursprung O
berechnet. Aus Bild 144 ergibt sich fiir d:

d=p, —p.

Setzt man noch den Wert von p; ein, wird der

Abstand eines Punktes P, (z,; ,) von einer Geraden

d=12x-cosp+ Yy,  -sinp —p (113)

Es sind 3 Fille zu unterscheiden:

1. Liegen der gegebene Punkt P; und der Ursprung O auf verschiedenen Seiten der
Geradeng, so ist der gesuchte Abstand d des Punktes P, vonder Geraden g (Bild 144)

d=p, —p=2z,c08¢+ y,sing —p >0.

~
M
~_/d
Rixiyl i
\\
73 L 4
\\ :g\

Bild 144 Bild 145

2. Liegen P, und O auf der gleichen Seite der Geraden g, so ist nach Bild 145
d=p—p = —(p—p)-
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Setzt man das ein, so wird:

d= —(z,cosp + y,sinp — p) <O,

3. Liegt P, auf der Geraden selbst, so ist:

P =Dy

d.h., d=p1—p1=0.

Man erhilt diesen Abstand, indem man die Koordinaten des Pumktes P; in die HEssE-
sche Normalform der Geraden einsetzt. Ist der Wert von & positiv, so liegen der Punkt
und der Ursprung auf verschiedenen Seiten der Geraden. Fir negatives d liegen der
gegebene Punkt und der Ursprung auf derselben Seite der Geraden.

BEISPIEL

1.

Wie groB ist der Abstand des Punktes P;(3;4) vonder Geraden z cos 45° + y sin 45° — 1 = 0?
Auf welcher Seite der Geraden liegt dieser Punkt?

Losung: In diesem Fall liegt die Gerade bereits in der Hesseschen Normalform vor. Man
braucht also nur die Koordinaten von P, in die Gleichung einzusetzen, um den gesuchten
Abstand d zu erhalten. ‘

Also:
3.c0o845° +4-8in45° —1 =4

1 1,
3-3]& +4-?1/2 —1=d
d ~ 3,95.

Da sich fir d ein positiver Wert ergibt, liegt der Punkt P auf der dem Ursprung abgekehrten
Seite.

In den meisten Fillen ist jedoch die Gerade nicht in der Hesseschen Normalform
gegeben. Man muB dann die Rechnung damit beginnen, daB man die Gleichung der
Geraden in die HEssEsche Normalform iiberfiihrt.

Transformation der allgemeinen Geradengleichung auf die Hessesche Normalform

Um dje allgemeine Gleichung (111)

Ax+By+C=0

in die Form (112)

zcosp - ysing —p =20

iberzufithren, muB man die Konstanten cos ¢, sin ¢ und p durch die Konstanten
A, B und C von (111) ausdricken.

Sollen die Gleichungen (111) und (112) die gleiche Gerade darstellen, so miissen die
aus beiden Gleichungen sich ergebenden Achsenabschnitte einander gleich sein.
Aus (111) folgt die Abschnittsgleichung

LN S

=G ¢ =0 =
A B
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und
a=—TC, b=%, wobei 4 40, B<4=0und C % 0.
Bild 143 zeigt, daB: e = —2—, b= -2,
cos @ sin ¢
Mithin muB sein:
p _—C _r _=C
cosp A el sing B
oder
cosp = “g und singp = —Cﬂ)

Beriicksichtigt man weiter, da3

sin? g + cos? p = 1,

wird
Azp?  Bp?
cv tor =1
oder
pZ
Sl By =1,
B c
+ VZE _T_ R

Von den beiden Vorzeichen der Quadratwurzel ist dasjenige zu nehmen, durch das der
Wert des Bruches positiv wird, da (vgl. S. 333) p > 0 sein soll.

Ferner wird

COS(P--——-"'—-{1 »
F VAZ_{_BZ
sin p = ,E._
T VA2+ B2

Damit sind aber die Konstanten der Gleichung (112) vollkommen ausgedriickt durch
die Konstanten der Gleichung (111). Setzt man die gefundenen Werte von cos ¢,
sin ¢ und p in die Gleichung (112) ein, folgt
Az By C .
TV LB FyL B FA 1B
Das negative Vorzeichen von p in Gleichung (112) ist hierbei in den Nenner genom-
men und dadurch das 4 in dem oben errechneten Ausdruck von p in F verwandelt
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worden. Von den beiden Vorzeichen ist das zu wihlen, durch welches der Bruch

_VAEIB; negativ wird, denn nur dann besteht Ubereinstimmung mit (111):
Fya*+ '
zcos@ + ysing —~p =0, wobet p>0.

Demnach a8t sich jede Geradengleichung von der Form Az -4 By 4 € =0 um-
wandeln in die

Hessesche Normalform der Geradengleichung

ki L O (114)
q: VAﬁ + B2 S
BEISPIELE
2. Die Gleichung
4x + 3y =48

soll auf die HEssEsche Normalform transformiert werden.
Losung: Aus der allgemeinen Form der Geradengleichu\ng
4z 3y —48=0

folgt:
A=4, B=3, C= —48.

Damit das absolute Glied negativ wird, muB fiir die Quadratwurzel in diesem Fall das positive
Vorzeichen genommen werden. Nach Formel (114) ergibt sich die Hessesche Normalform

4r - 3y — 48
x4 3y —o

+ V16 +9
4 38
FEtEY -5 =

5

48
2 c08 36,9° + y 8in 36,9° — — = 0.

3. Wie lautet die HessEsche Normalform der Gleichung
_8_ .1,
V=113

Losung: Die Geradengleichung liegt hier in der cartesischen Form vor. Um sie auf die HESSE-
sche Normalform zu transformieren, muf die Gleichung erst auf die allgemeine Form gebracht
werden. - ’

8x — 15y + 85 = 0.
Daraus folgt :
A=8 B=—15 C = | 85.

Da € positiv, muB die Wurzel der HessEschen Normalform das negative Vorzeichen erhalten.

22 Algebra und Geometrie
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Die Hessesche Normalform ist dann:

8x—15y+85_0

— V64 + 225
oder
15 85
—ﬁx’]' wY 17 = 0.
Hier ist:

cos ¢ = ~0,47059
sin ¢ = +0,88235.
Der Winkel ¢ liegt. demnach im 2. Quadranten.
Die trigonometrische Form der HessEschen Normalforni hat dann die Gestalt:

Z . cos 118°4” + y . sin 118°4" — 5 = 0.

Nunmehr kann Formel (113) fiir die Berechnung des Abstandes d eines Punktes
P (xy; yy) von einer Geraden fur den Fall umgeformt werden, dafl die Gerade durch
ihre allgemeine Gleichung gegeben ist. So wie aus Gleichung (112) die Gleichung (113)
gewonnen wurde, erhilt man aus Gleichung (114):

Abstand eines Punktes P, von einer Geraden

a

_Ax1+Byl+C
Fy4E+ B

(n:u

'tﬁ#<0),
Ty T B

(115)

wenn die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form Ax 4+ By 4+ C =0

vorliegt.

Fur die Lage von P, zu der Geraden und zum Ursprung gelten wieder die Kriterien

von S. 334/335.

AUFGABEXN

755. Wie lautet die HeEssEsche Normalform folgender Geraden:
a)3zx —4y+7=0

b) 152 + 8y — 34 =0

c) x4+ y=28 d z— y=2)"2m‘.'
756. Man berechne den Abstand des Punktes P(—1; — 1) von der Geradcn
z+y=1.

Welche Lage hat der Punkt P beziiglich der Geraden und dem Ursprung?

757. Man bercchne ebenso den Abstand des Punktes P(—2; 3) von der Geraden

z oy
te=!

Auf welcher Seite der Geraden liegt der Punkt?
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758.

759.

760.

762.

763.

T64.

767.

768.

2+

Wie groB ist der Abstand folgender paralleler Geraden:

a)g;: Tx+24y+10=0 b)g;: 42 +3y— 6=0
gs: Tz 424y —35=0 g2 4z 43y —16=0

g 3r—4y— 5=0 d)g;: 12z —5y4+36=0
ga: 3z —4y+20=0 ge: 122 — 5y + 718 =0?

Man zeichne simtliche Parallelenpaare auf Millimeterpapier und priife die berechneten
Abstande nach.

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P{—3; 5) geht und vom Ur-
sprung den Abstand d = 3 besitzt?

Wie lautct die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P,(8; 5) 'geht und von dem
Punkt P,{3;7) den Abstand d = 5 hat?

. Die Gerade 2z — 5y — 10 = 0 soll in Polarkoordinaten mit dem Ursprung als Pol aus-

gedriickt werden.

Man stelle die Gerade ¥y = —z + 2 in Polarkoordinaten dar.
Die Gerade Z + g =1 ist in Polarkoordinaten darzustellen.
Bie Gleichung einer Geraden in Polarkoordinaten ist
) 5
r(smq) + 3 cos <p) —5=0.

Dureh welche Gleichung wird diese Gerade in rechtwinkligen Koordinaten ausgedriickt?

. Die Parameterdarstellung einer Geraden g ist

z=a(l+1?)
y =at.

Wie lautet die Gleichung der Geraden in rechtwinkligen Koordinaten?

. Line Gerade ist darstellbar durch die Parameterdarstellung
a—1
X = m,
t
Al wr

a) Wie lautet die Geradengleichung in rechtwinkligen Koordinaten?
b) Welche Abschnitte hat diese Gerade auf den Koordinatenachsen?
c) Wie groB ist der Anstiegswinkel o?

d) Welchen Abstand besitzt diese Gerade vom Ursprung?

Man beweise, daB die Parameterdarstellung
z = vos?t,
y = cos 2t

eine gerade linie crgibt.

Welches ist die Menge aller Punkte der Ebene, die von den Punkten Pl(—ffl-; —5)
und P,(3¥3; —1) gleichen Abstand haben?
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769. Es soll die Menge der Mittelpunkte aller Rechtecke ermittelt werden, die in ein Dreieck so
einbeschrieben sind, daB eine Rechteckseite in eine Dreieckssite fillt.

Anleitung: Man wihle die Dreieckseite A B, die mit der Grundlinie des Rechtecks zusam-
menfillt, als z-Achse und die Héhe C H als y-Achse.

770. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten @ = 4 und b = 3 gleite mit den Endpunkten
der Hypotenuse auf den Koordinatenachsen. Zu bestimmen ist die Menge aller Punkte der
Ebene, die der Eckpunkt C beschreibt.

771. Uber einer festen Strecke als Hypotenuse ist ein rechtwinkliges Dreieck gezeichnet. Auf der
Verlingerung einer Kathete ist ein Punkt P(z; y) so gewdhlt, daB das Rechteck aus
dieser Kathete und der Summe aus der Kathete und ihrer Verlingerung konstant ist. Man
ermittle die Menge aller Punkte der Ebene, die diese Bedingung erfiillen.

28.3. Zwei Geraden

28.3.1. Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden

Werden zwei Geraden g, und g, miteinander zum Schnitt gebracht, so bedeutet das
mengentheoretisch, da man den Durchschnitt g, n g, der Punktmengen g, undg,
untersucht. Nach Anschauung schneiden sich zwei Geraden in einem Punkt, d. h.,
nge = {P;(?1; y,)}. Fiir diesen Schnittpunkt gilt P; € g; und P, € g;, also auch
1 € g1 n go. Die Koordinaten des Schnittpunktes P; miissen beide Kurvengleichungen
erfiillen.
91: | A% + ByYi + C; =0
92: | 4oz + Byy: + C; =0

Dieses Gleichungssystem mit 2 Variablen kann als Losungsmenge nur ein Koordi-
natenpaar (;; ¥;) enthalten. Im Falle der Bestimmung des Schnittpunktes zweier
Geraden ist also 7 = 1.

Fiir die Koordinaten des Schnittpunktes ergibt sich:

o ' B,C, — B,C, . A,C, — AIO?
1= 4,B,— 4,8, 7T 4,B,—4,B,
oder in Determinantenform
S
C, B,
¢, B 4
& 2 72 F St )
. 4, B,
4, B, 1.
4, ¢,
4, Cy
Y=— . : =
* 4, B, 0 gy TS
4y B, |
BEISPIEL -
In welchem Punkte schneiden einander die
beiden Geraden 5
3z+5y—13=0 }

und ¢z —y—2=0? Bild 148
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Losung: Aus dem Gleichungssystem
g1 353:‘ + 5y; = 13
93 | 47— yi= 2
folgt:
=1 und y, =2 (Bild 146).

28.3.2. Bestimmung des Winkels, den zwei Geraden miteinander bilden

Zwei einander schneidende Geraden bilden einen Winkel miteinander. Dieser Winkel
entsteht dadurch, da man die Gerade g, im positiven Sinne (Gegenzeigersinn) dreht,
bis sie in die Lage der anderen Geraden g, kommt

(Bild 147). %4
Sind g; und g, durch ihre Gleichungen in der carte-
sischen Normalform gegeben: 5

9i: Yy=mz + &
92t Y = myx + by,

wobei: )
m; = tan &, P >
m, = tan &y, % . \; >
so ist, da @ = «, — «; (nach AuBlenwinkelsatz), Bild 147
tan xy, — tan «
tan ¢ = tan(x, — o) = 2 .
L (g —aa) 1 4 tan x, tan «,
= : . My — My
Winkel zwischen zwei Geraden tangp = ——— (116)
1+ mymy

Formel (116) liefert stets den Winkel, der tberstrichen wird, wenn man die zu m,

gehorige Gerade um den gemeinsamen Schnittpunkt S im mathematisch positiven

Sinn so weit dreht, bis sie mit der anderen Geraden zusammenfillt. Die beiden

Geraden g; und g, konnen nun zwei ausgezeichnete Lagen zueinander haben.

1. Die Geraden liegen parallel. Dann ist ¢ = 0° und tan ¢ = 0. In Gleichung (116)
muB} der Zihler Null werden.

Bedingung fiir die Parallelitiit My = My (116a)

Satz

I Zwei Geraden verlaufen zueinander parallel, wenn ihre Richtungsfaktoren gleich
sind.

Die Gleichungen zweier paralleler Geraden in Normalform unterscheiden sich also nur durch
ihre Absolutglieder.
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2. Die Geraden stehen senkrecht aufeinander. Dann ist ¢ = 90° und tan ¢ = o0

Mithin muBl in Gleichung (116) der Nenner Null werden.
14my -my=0

oder es ist die

Bedingung des Senkrechtstehens my = ——

Satz

(1161)

Zwei Geraden stehen aufeinander senkrecht, wenn der Richtungsfaktor der einen
gleich ist dem negativ reziproken Wert des Richtungsfaktors der anderen Geraden.

Bei einer Schnittwinkelbestimmung empfiehlt sich stets die Untersuchung, ob die
beiden Geraden parallel verlaufen oder aufeinander senkrecht stehen. Erst, wenn man

erkannt hat, daB dies nicht der Fall ist, benutzt man Gleichung (116).

BEISPIELE

1. Unter welchem Winkel ¢ schneiden sich die Geraden mit den Gleichungen
g Txr—4y— 8=0
g:: Sz +4y—16=07?

Losung: Beide Gleichungen schreibt man zunéchst explizit nach y.

7
gy Yy=—z—2

4
5
go: Y= — 3 z+ 4
Die Richtungsfaktoren sind:
7 5
my = — d = —_——,
3 T ad y.
Nach (116) ist:
a .1
— 4 4
tan @ = My — T _ s
1+ mym, 1— 7 5
4 4

48
tang = O — 2,52632
MP= T ”

@ — 68°24'

2. Unter welchem Winkel ¢ schneiden einander die Geraden mit den Gleichungen
g1: z—5y—10=10
gs: S22+ y— 7T=07%
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Losung: Die explizite Form beider Geradengleichungen lautet:
z
N Y= o 2
gt y=—5z2+4+17.
Hier sind die Richtungsfaktoren m; und m, zueinander negativ reziprok. Die beiden Geraden
stehen also senkrecht aufeinander.

AUFGABEN

772. Man bestimmme analytisch die Koordinaten der Schnittpunkte folgender Geradenpaave und
iiberzeuge sich durch Zeichnung von der Richtigkeit der Rechnung:

a)2z+3y=1 b)3x -4y +12=0
Jz— y=56 Jz+2y+ 3=0
z _y
c r—y=4 d)y — == —1=0
) y )8 9
3 =8 =12 :’1_1=0
z+y 2+3
2r — by +20=0 g2 Las
€) 2z — 5y + )10+ .
Jz-+2y+11=0 2z —y = -3

713. Wie lauten die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks, dessen Seiten durch folgende
Gleichungen gegeben sind?
a) z—06y— 3=0 b) 2+T7y+4+11=0 ¢) z+ y—2=0

Jz+5y— 9=0 z—3y=1 z—3y=4
42— y-+11=0 3z + y=1 3z -5y+7=0
774. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind:
0 22—3y—10=0 93 2z ~6y+ 9=0
gy: x4+ 2y+ 2=0 gs: Sx+ 4y —25=0

Wie lauten die Koordinaten der Eckpunkte und die des Schnittpunktes dec Diagonalen?

775. Welche Gerade geht durch den Schnittpunkt der Geraden:
a)2xz—5y—11=0 und 424+ 3y —-17=0
b) 2+ y— 1=0 und z— y+ 1=0
und auBerdem noch durch den Punkt P(3; — 35)?

77G. Ein Dreieck hat die Eckpunkte 4(—3; —1), 8(3;0) und C(—2; 3).

Wie lauten die Gleichungen der Seitenhalbierenden?

777. Wie groB ist der Schnittwinkel der Diagonalen eines Vierecks mit den Eckpunkten
A(—2,7;0), B(—1,2; —4),((6,3; —28) und D(3; 3,5)? (Zeichnen Sie das Viereck mit den
Diagonalen und messen Sie den Schnittwinkel der Diagonalen nach.)

778. Es sollen die Winkel berechnet werden, die die Geraden
ayr —2y4+-2=0 und 2x4+y—6=0

z Y x
b+ =1 und 3——%=1
c)bx+25y =5 und y+24x—6=0
d)3z+5y—1=0 und 11z —2y=—3
miteinander bilden.
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779.

781.

782.

783.

784.

785.

786.

787.

788.

789.

Welche Winkel bilden die Seiten des Dreiecks miteinander, das durch Schnitt der 3 Gera-
den mit den Gleichungen

3z + 4y =11, Tz ~ 24y = 33 und 122 — 5y = —25
entsteht?

2
. Wie heiBt die Gleichung des vom Punkt P(—3; 4) auf die Gerade y = 37 + 5 gefillten

Lotea?

Im Punkt P(xz = 2) der Geraden mit der Gleichung 2z — 3y + 5 = 0 ist die Senkrechte
zu errichten. Wie heiBt thre Gleichung?

Durch den Punkt P(2; 3) ist zu der Geraden

+¥L=1

a)y =, b)y = —3z, c)y =3z} 4, d) 2

|8

die Parallele gezogen. Wie lautet ihre Gleichung?

Durch den Punkt P(5; —2) soll eine Gerade gezogen werden, die die Gerade 3x = 2y — 1
unter einem Winkel von 45° schneidet. Wie lautet die Gleichung dieser Geraden?

Wie groB sind die Winkel des Dreiecks, dessen Eckpunkte die Koordinaten haben:
A(—5; —17), B(6: —5) und C(2;3)?

Wie groB sind die Winkel in dem Viereck, dessen Eckpunkte die Koordinaten haben:
P,(6;2), Py(8;7), P3(0;9) und Py(+1; —1)?

Welchen Winkel bilden die Vierecksdiagonalen miteinander?

Ohne Anwendung der HEsseschen Normalform ist det Abstand des Ursprungs von den

Geraden mit den Gleichungen:

4 z Yy
a)y 7:w:-%- b)2 .

c)%—}—‘%:l d)y=mzx+b

zu ermitteln.

Wie lauten die Gleichungen der Hohen in dem Dreieck, dessen Seiten die Gleichungen
2z +y =6, 52 —2y+3=0, z+5y+6=0

haben, und wie kann nachgewiesen werden, daB die 3 Hohen' einander in einem Punkte
schneiden?

Die Ecken eines Dreiecks haben die Koordinaten

A(2;3), B(4; —5) und C(—3; —6).
Bestimme die Gleichungen der Mittellote auf den Seiten dieses Dreiecks und die Koordina-
ten des Schnittpunktes der Mittellote.
Von einem Dreieck kennt man die Eckpunkte P,(—~5; —1), Py(3; —2) und Py(—3; 8).
Ermittle:

a) die Langen der 3 Seiten des Dreiecks (Benutzung des Rechenstabes)
b) die Gleichungen der 3 Seiten

c) die Gleichungen der 3 Seitenhalbierenden

d) die Lingen der Seitenhalbierenden (mit Rechenstab)

e) die Langen der Dreieckshohen (mittels HEssEscher Normalform)
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f) die Gleichungen der Hohen

g) die Innenwinkel des Dreiecks

h)} die Gleichungen der Mittellote (oder Mittelsenkrechten)

i) den Mittelpunkt und den Radius des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises

k) die Koordinaten des Schwerpunktes S des Dreiecks

1) den Flicheninhalt des Dreiecks. i

Anleitung: Man zeichne das Dreieck zunichst in Millimeterpapier ein und bezeichne dieein-

zelnen Strecken mit den entsprechenden Buchstaben, z. B. P, P, = ¢, PyP; = a, P, Py = b!

28.3.3.

Zwei einander schneidende Geraden besitzen zwei Winkelhalbierende. Diese stehen
aufeinander senkrecht.

Die Gleichungen fiir die beiden Winkelhalbierenden w, und w, lassen sich aufstellen,
wenn man von der allgemeinen Definition der Winkelhalbierenden ausgeht.

Gleichungen der Winkelhalbierenden zweier Geraden

Definition

Die Halbierende eines Winkels ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von den
Schenkeln des Winkels gleichen Abstand haben.

'Es gilt also, eine Gleichung aufzustellen, die far ¥ W,
jeden Punkt P (z; y) der Halbierenden identisch !
erfilllt wird. Dabei ist die jeweilige Lage von
P(z; y) zu den Schenkeln und zum Ursprung zu
beachten. (Siehe die Kriterien von 28.2.)

Die beiden einander schneidenden Geraden sollen
durch die allgemeine Form

942+ By +C, =0
9:: A% + By + C, =0

gegeben sein.

Weiter soll vorausgesetzt sein, daB die Gerade g,
den groBeren Anstiegswinkel besitzt, d.h. 0

g > &j.

Ferner sei P(x; y) der variable Punkt von w,
bzw. w, (Bild 148).

Die Herleitungen der Gleichungen lauten dann

fﬁr wl: fur Wy

Lt. Definition ist |dy| = |d,|

Fir g, liegt P auf derselben Seite wie
der Ursprung. Nach 28.2., Fall 2 ist also
d, < 0.

Fir g, liegt P auf der anderen Seite wie
der Ursprung. Es ist (28.2., Fall 1)

dy > 0.

Lt. Definition ist |d,| = [d,|
Fir g, und g, liegt in diesem Falle P auf
derselben Seite wie der Ursprung. Nach
28.2., Fall 2 ist somit d; < 0 und auch
d, <0. :
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Folglich gilt fiir w, : Folglich gilt fir w,:

—d, =d, . d, =d,
oder oder

d, +dy,=0. dy —dy=0.

d, und d, kénnen mittels Formel (115) bestimmt werden.
Es gilt demnach:

P 4,z + Byy + C, _Azx+Bzy+02=0

1

F y4: + B} F y4i+ B
w_Alcz:-i-Bly-l-C’l A,x—f—B,y-i—C'z_O
. By + 6y By + Cs _
F Y4 + B F y4: + B?

Da alle Glieder der linken Seiten dieser beiden Gleichungen im Nenner das aus der
HessEsechen Normalform herriihrende doppelte Vorzeichen besitzen und die rechten
Seiten jeweils Null sind, braucht hier die Vorzeichenfestlegung nach (115) nicht zu
erfolgen. -

Gleichungen der Winkelhalbierenden zweier Geraden

4,z + B,y + C, A2x+BZy+()2=O

as T ot B V4 + B

(117)

Folgen g,, w1, g, und w, im positiven Drehsinn aufeinander, gilt in Formel (117) das
Vorzeichen + fiir w;, das Vorzeichen — fir w,.

Bei der Aufstellung der Gleichungen der Winkelhalbierenden eines Vielecks gelangt
man am schnellsten zu der richtigen Gleichung, wenn man sich zu Beginn der Rech-
nung eine Analysisfigur entwirft.

BEISPIEL

1. Wie lauten die Gleichungen der Winkelhalbierenden w, und w, firr die Geraden:

g z— 2y— 1=0
gyt 19z -+ 20y — 76 = 07

Losung: Nach (117) ist:
z—2y—1 + 199:+20y—76=
V5 Y761
Vom Rechenstab liest man ab:
Y761 = 27,6 und V5 = 2,24.
Somit ergibt sich:
wy: 27,6(z — 2y — 1) + 2,24(192 + 20y — 76) = 0.

Die Gleichung lautet demnach in der Normalform:

0.

Wy ;23

wy;: ¥y = 6,75z — 19,0.

wy: 27,6z — 55,2y — 27,6 — 42,56 — 44,8y 4 170,24 = 0
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oder in der Normalform geschrieben:
we: y= —0,15z + 1,43.

(Als Probe seien die Geraden und die Winkelhalbierenden auf Millimeterpapier gezeichnet.)
AUFGABEN

790. Wie lauten die Gleichungen der Winkelhalbierenden folgender einander schneidender Gera-
den:

a)g;: 9 —- 12y —7=0 b)g,: Tx4+y—-32=0

O2: 3z +4y +5=0 9s:. z4+y— 2=0
)g: 3y— z+2=90 d)g;: 22 — Ty +14=0
gor Yy—32x+4+2=0 Go: 26 +T7y=07?

Zeichnen Sie nach der analytischen Berechnung die beiden (reraden und ihre Winkeclhal-
bierenden? .
=
791. Ein Dreieck habe die Eckpunkte 4(—1; 0,5), B (3—; - L) und C(0; 3,5). Es sind zu
bestimmen: 4 4
a) die Gleichungen der Seiten dieses Dreiecks
b) die Gleichungen der 3 Winkelhalbierenden
c) der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
d) der Radius des dem Dreieck cinbeschriebenen Kreises.

Dic Ergebnisse sind durch Zeichnung nachzuprifen.

29: Parallelverschiebung und Brehung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems

Die Gleichung einer Kurve ist nicht nur von ihrer Form, sondern auch von der Lage
abhingig, die die Kurve beziiglich des zugrunde gelegten Koordinatensystems be-
sitzt. Bei bestimmten speziellen Lagen gestaltet sich die Kurvengleichungeinfacherals
bei anderen Lagen. Man geht deshalb bei der analytischen Untersuchung von Kurven
héufig von einem bereits gegebenen Koordinatensystem zu einem anderen, giinstiger
gelegenen System iiber. Den Ubergang von einem System zu einem anderen bezeichnet
man als Koordinatentransformation. Dieser Ubergang ist stets in zwei Schritten
moglich. Das gegebene System 1df3t sich durch eine Parallelverschiebung und durch
eine Drehung um seinen Ursprung in jede beliebige andere Lage beziiglich der Kurve
iiberfiihren.

29.1. Parallelverschiebung des Systems

Nach Bild 149 sind ein x; y-System mit dem Ursprung O und ein &;7-System mit dem
Ursprung O’ gegeben. Die entsprechenden Achsen beider Systeme sind zueinander
parallel, und O’ besitze im z; y-System die Koordinaten e und b. Das z; y-System lat
sich also durch eine Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse um die Strecke e
und durch eine Parallelverschiebung in Richtung der y-Achsc um die Strecke b in das
¢;-System iberfiihren. Es sollen z und y als alte, &£ und 5 als neue Koordinaten be-



348 29. Parallelverschiebung und Drehung eines rechtwinkligen Koordinatensystems

zeichnet werden. Den Zusammenhang zwischen beiden Koordinatensystemen, d. h.
die Transformationsgleichungen der Parallelverschiebung, liest man aus Bild 149 ab:

n
= —a Yy |
. (a18) | b
n=y—b q
Nach (118) lassen sich fiir einen gegebenen Punkt aus
den alten Koordinaten die ncuen Koordinaten be- 0oy
rechnen. Soll aber die Gleichung F(z;y) = 0 einer £ s
Kurve im neuen System dargestellt werden, dann ist 0 e
(118) nach den alten Koordinaten aufzulésen b
a oy
rx=£&+ a ]
i (119) Ok x
y=n+b Bild 149

und diese Werte sind in die gegebene Kurvengleichung einzusetzen. Mit F (¢ + a;
n 4+ b) = 0 ergibt sich die Kurvengleichung in den neuen Koordinaten,

BEISPIELE

1. Wie lauten die Koordinaten der folgenden Punkte im &;7-System O’ (3; 2), die i

haben.
L6sung: Mittels Formel (118) ist:

urspriing-
3
lichen System O(0; 0) die Werte P,(6; 3), Py(1;4), P5(2;1), Py(—1;3), P !f— —)

3 1
4’ 2

f=z—~a=2—3 alt neu
=y—b=y—2,
s P, (0:3) PL@; 1)
Man zeichne beide Koordinatensy- P, (1;4) P;(—2;2)
steme und itberzeuge sich von der Py (2;1) Pi(—1; —1)
Lage dieser 5 Punkte. P, (—1;3) P (—4;1)
3 1 15 3
P (——;— P l——; — =
’ ( 4 2) ’ ( 4 2)

2. Esist die Gleichung der Geraden
y=—3z+5

"aufzustellen, wenn die Gerade auf ein parallel zum alt'en System gelegenes neues System (&;7)
mit dem Ursprung O’(—2; 3) bezogen ist.

Lésung: Mittels Formel (119) wird
zr=(+a=§6—2
y=n+b=n-+3.
Durch Einsetzen dieser beiden Transformationsgleichungen in die gegebene Geradengleichung
erhilt man: :
n+3=-3¢—-2)+56
n+3=-3+11
und schlieBlich

5= —3§+8.

I
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29.2. Drehung des Systems um den Winkel ¢

Die beiden Koordinatensysteme sollen einen
gemeinsamen Ursprung, aber keine paralle-
len Achsen haben. @ sei der Winkel, um
den das x;y-System im positiven Sinn ge-
dreht werden muB3, um mit dem &;7-System
zusammenzufallen. In Bild 150 sind die Ko-
ordinaten eines Punktes in beiden Systemen

eingezeichnet und das Lot von 4 auf PQ bis
B gefillt., Es ist Winkel APQ = ¢. Nach
Bild 150 folgt

+—0Q—0F — QR — 0 — B4
y—PQ—PB+Bg—FPE + AR

und man erhalt fir die

Transformatiensgleichungen der Drehung

x=£&cosp —gsing
y = &sing + 7 cos g

_}0%

Bild 150

(120)

Anmerkung: In dieser Gleichung stehen rechts die neuen, links die alten Koordinaten. Ent-
sprechend (119) kann man (120) verwenden, um eine Kurvengleichung F(z; y) = 0 auf die
Form G(£;1) =0 zu bringen. Fir die Berechnung der Koordinaten ;7 einzelner Punkte
aus deren Koordinaten z;y ist (120) nach & und # aufzulésen:

E==xcosp — ysing
7= —xsing — ycosg.

Einfacher ist es aber, entsprechend (120} zu schreiben

§=xco§qz’ — ysing¢’
n=zsing’ 4+ ycosg’,

wobei ¢’ jetzt der positiv gemessene Drehwinkel von der &-Achse zur 2-Achse ist (formal durch
einen Pfeil angegeben). Unter Beachtung dieser Wahl des Drehwinkels kann man also unab-
hingig von der Bezeichnung der Achsen stets die Gleichungen (120) verwenden.

Die Formeln (120) gelten auch fiir den Fall, daB ¢ ein negativer oder stumpfer Winkel

ist oder daB P in einem anderen Quadranten liegt.

BEISPIELE
1. Es liege vor die Gleichung einer Geraden in der Normalform
V3, 413
=——"2x4 —.
=3 "t

Zu ermitteln ist die Gleichung derselben Geraden, bezogen auf ein Koordinatensystem, das
durch Drehung um (— 30°) aus dem urspriinglichen z; y-System entsteht.
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Losung: Nach (120) ist:
x = & cos (— 30°) — 7 sin (— 30°) = & cos 30° + 7 sin 30°
y = & sin (—30°) 4+ ncos (—30°%) = — & sin 30° + 7 cos 30°

oder y
8 1 1y :
z=§-+ 0= V8 +1) 7
1 —
= —= (£ —7V3).
|/ 2 (5 7”/ \
Diese Transformationen sind in die gegebene Geraden-
gleichung einzusetzen. b= § 5
1 V3 3 1, - 2
—és+:;n=—ig'?sh-— o
S . g P=-30° x
_¥3 1 4P
BT e
Dic Glieder mit & lassen sich streichen. Dann bleibt: ¥
ohe 4V3 43 Bild 161
" 3
d. h.,
n=2.

Im neuen &;7-System verlduft die Gerade parallel zur &-Achse im Abstand 2 (Bild 151).

2. Die Gerade y = 3z + 5 soll auf ein um 45° gedrehtes Koordinatensystem mit dem Mittcl-
punkt O'(—3; 2) bezogen werden. Wie lautet die Gleichung der Geraden beziiglich des

neuen §’;#’'-Systems? A7 ¥
Losung: Da der Mittelpunkt des gedrehten Systems B
nicht mit dem Ursprung des alten x;y-Systems zusam-
menfillt, sind in diesem Falle zwei Transformationen,
namlich eine Parallelverschiebung und eine Drehung des _, ‘
Koordinatensystems, erforderlich. / ‘
Fir die Parallelverschiebung ist nach Formel (119):
z=(+e=¢—3 % b5
y=n+b=uy+2. @ g
Fiir die Drehung gilt nach Formel (120):
E=Ecosp —n'sing &
n=2§&sing+ n cosg. (II) 4 V !
Da die Drehung um den Punkt O’ des parallel verscho- g \

benen Systems mit den Achsen £ und % stattfindet, muf}

hier auf der linken Seite statt x und y & und 5 gesetzt  Bitd 152
werden.

Setzt man die Werte fiir £ und 7 von (II) noch in (I) ein, so erhilt man die Transformations-
gleichungen fiir die gegebene Gerade.

y2

z=—3+ 2 —n)

V—2— ’ ’
o ¥ o )

(110
y=-+ 2
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(IIT) wird nunmehr in die Geradengleichung

y=3.2+5

eingesetzt. Nach Zusammenfassung lautet die gesuchte Gleichung

’ 1 »r 3 ¢
n z;g ﬁ?ﬁ.

Man priife die Lage dieser Geraden in den einzelnen Koordinatensystemen anhand Bild 152
nach.

AUFGABEN

792.

793.

794

795.

796.

797.

798.

Man bestimme die Koordinaten im £;%-System mit dem Ursprung 0’, der im urspriinglichen
System die Koordinaten z = —4, y = 3 hat, fiir die Punkte

Pi(—4;2); Py(5;3); P5(0; 6); Py(25—5); Py(—1;7).
Welche Koordinaten haben die Punkte Py(3; 1); Py(—1; 2); Py(—4; 1) des Systems
0(0; 0) in einem neuen, parallel verschobenen System O'(—2; 3)?
Man bestimme die Gleichung der Geraden y = 2z + 2, wenn sie auf ein parallel zum alten
System gelegenes System &;# mit dem Ursprung O’(—3; 2) bezogen werden soll.
Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks sind 4(3; 4); B(5;4) und C(4; 6). Wie
miissen die Koordinaten fiir diese Punkte lauten fiir ein neues &;7-System, dessen Ursprung
die Mitte von 4 B bei Parallelitat der entsprechenden Achsen ist. Man ermittle ferner die
Gleichungen der Dreieckseiten im alten und neuen System.

Welche Koordinaten haben die Eckpunkte eines Dreiecks mit den Ecken A4(—8; 3);
B(2;4); C(—3; —4) ineinem neuen, zum alten parallelen System, wenn der Schwerpunkt
S(xs; y5) des Dreiecks Ursprung des neuen Systems ist?

Wie dndert sich die Gleichung y = _}/?3 2 -+ 2 bei Drehung des Koordinatensystems um
60°?
Wie lautet die Gleichung der Geraden y = % -+ 1 ineinem Koordinatensystem, das um den

3 "
Winkel ¢ = 42° gedreht ist und den Ursprung O’ (1; —?) hat? (Bestimmung der
Funktionswerte mittels Rechenstab!)

30. Kreis
30.1. Gleichung des Kreises
Definition

Der Kreis ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem Punkt, den diese
Menge nicht enthélt, gleichen Abstand haben.

Um die Gleichung eines Kreises vom Radius r analytisch darzustellen, mufl man eine
Bedingung suchen, der die variablen Koordinaten x und y eines Punktes der Menge
geniigen. Denkt man sich den Mittelpunkt 3 des Kreises mit dem Radius » im Ur-
sprung, und wéhlt man auf der Peripherie einen beliebigen Punkt P (x; y), so gilt
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nach Bild 153 fiir diesen variablen Punkt die Beziehung:
2% 4yt =12

(nach dem pythagoreischen Lehrsatz).

Mittelpunktsgleichung des Kreises | 22 + y2 = »2 (121)

Die Gleichung (121) gilt fiir alle Lagen von P, auch dann, wenn z oder y oder beide
Koordinaten negative Werte annehmen.

%4
‘ Pix;y)
fo,._,-y,,} e

[ 0
Plx;y! XX / y

Y o
M " /

" ; A .

kj 0 § = N X

Bild 153 Bild 164

Schreibt man (121) explizit, so erhélt man die Kurvengleichung fiir den Kreis in
expliziter Form, also:

y=+ |P — 2 (121a)

Hieraus ist ersichtlich:
Fiir x <r existieren zwei reelle y-Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unter-
scheiden. Die Kurve verlduft symmetrisch zur z-Achse.

Fir x >r nimmt y imagindre Werte an. Derartige Kurvenpunkte existieren
nicht in unserem reellen Koordinatensystem.

Fiir 2 = 4 r ergibt sich die Ordinate y = 0. Die Kurve schneidet an diesen beiden
Stellen die Abszissenachse.

Fir = 0 erhdlt man die Ordinatenwerte ¥,., = 4 r. Diese Punkte sind die
Schnittpunkte mit der Ordinatenachse.

Die Menge aller Punkte der Ebene, die innerhalb des Kreises liegen, ist gegeben durch
2?4 y? < .
Fiir alle Punkte auBerhalb des Kreises ist 2 4 y% > 2. Ist der Kreismittelpunkt

nicht im Koordinatenanfangspunkt gelegen, sondern hat er die Koordinaten zm; ym
(Bild 154), so erhélt man eine neue Gleichung.
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Allgemeine Gleichung des Kreises | (¢ — am)? + (¥ — ym)? = 2 | (122)

Bie Gleichung (122) stellt einen Kreis in allgemeiner Lage dar. (122) entsteht dabei
durch Koordinatentransformation aus (121).

Gleichung (121) ist also ein Spezialfall von Gleichung (122). Licgt M in einem der
iibrigen Quadranten, so haben xm und ym die entsprechenden Vorzeichen.

So heifit z. B. die Gleichung des Kreises mit dem Radius r = 4, dessen Mittel-
punkt die Koordinaten #m = —2 und ym = 3 hat:

(¢ + 2> + (y — 3)> = 16.

Liegt M auf der x-Achse, so ist ym = 0; die Kreisgleichung lautet dann:
(v — am)? + y* = 2.

Liegt M auf der y-Achse, so ist am = 0; die Kreisgleichung lautet dann:
2?2 + (y — ym)? = »2%.

Liegt M auf der z-Achse und geht der Kreis durch den Ursprung, so lautet die Kreis-
gleichung:

@+ +y2=r2

x4 2ar + 22 4 y2 =13
oder

2%+ y? 4 22r = 0. (T)

Die Gleichung (I} heiBt Scheitelgleichung des Kreises fiir die Berithrung mit der
y-Achse.
BDie Scheitelgleichung fiir die Beriihrung mit der x-Achse lautet entsprechend:

a? + gyt 4 2ry = 0. (IT)

Das doppelte Vorzeichen des linken Gliedes deutet an, dafl die Beriithrung der
Koordinatenachsen sowohl von links als auch von rechts bzw. von unten als auch von
oben erfolgen kann.

Beim Quadrieren der Gleichung (122) ergibt sich:

2% — 2umr + 23, + 12 — 2ymy + Yi, = 72,

Daraus erkennt man:

Satz

Ein Kreis wird dargestellt durch cine Gleichung zweiten Grades, die kein Glied mit |
zy enthilt und bei 22 und y? denselben Faktor hat.

Da eine Gleichung durch Multiplikation mit einem Faktor giiltig bleibt, konnen wir
die allgemeine Kreisgleichung in der Form schreiben:

A2 Ayt + Ba+ Cy+ D=0 (128}

23 Algebra und Geometrie
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wobei 4 3= 0 ist. Der Fall 4 = O ist ausgeschlossen, da die Gleichung dann nicht vom
2. Grade ist und keinen Kreis mehr darstellt.

Ist in Gleichung (123) B = 0 oder C = 0, so hat der Kreis seinen Mittelpunkt auf
der Ordinaten- oder Abszissenachse [siebe (I) baw. (II)]. Ist B = C = 0, liegt M im
Ursprung. Ist B = C = 0 und gleichzeitig D = 0, dannergibtsich y = + ]/——:z:’. Das
ist aber keine reelle Kurve wegen y = + jz. Ist schlieBlich nur D = 0, verlduft der
Kreis durch den Ursprung.

Fur eine gegebene Gleichung (123) soll jetzt die zugehérige Kurve untersucht werden.
Dividiert man die Gleichung (123) durch 4, lautet sie:

B c D
x2+y+zx+zy—|—ﬁ-=0. (I11)

a f, % und % als Quotienten ebenfalls Konstanten sind, 1a4Bt sich die Gleichungin
der vereinfachten Form angeben:

D

224y 4+ mx+ny+ k=0. (Iv)

Durch quadratische Ergéinzung der z- und y-Glieder geht die Gleichung (IV) aber in:

m2 n  m? 4 n?
2 i 2 LR L L S
z+mx+4+y +ny+4 1 k
oder
m\? n\?* m?+4 n® — 4k
=4 el e B T, \%
(w+2)+(y+2) T V)
Das ist die Gleichung eines Kreises in allgemeiner Lage, sofern m? + n2 > 4k ist.
Sein Mittelpunkt ist M ( — %; — g) und sein Radius 7 == % }/ﬁz + n2 — 4k,

Die Diskriminante m? - n® — 4k ist also ausschlaggebend, ob die Gleichung (V) einen
Kreis mit reellem oder imaginérem Radius wiedergibt.

(V) 1aBt die Umkehrung des Satzes iber die Darstellung eines Kreises zu, so daB aus-
gesagt werden kann:

Liegt eine Gleichung vom 2. Grade in z und y vor, in der die Koeffizienten der qua-
dratischen Glieder einander gleich sind und das Glied mit zy fehlt, so stellt diese
Gleichung einen Kreis dar und kann auf die Form (122) gebracht werden, so-
fern m? 4 n% > 4k ist.

BEISPIELE

1. Die Gleichung eines Kreises lautet:

22+ y* + 4z + 6y — 12 = 0.

Es sind der Mittelpunkt # und der Radius 7 dieses Kreises zu ermitteln.
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Losung: Die gegebene Gleichung wird mittels quadratischer Erginzung auf die Form (122)
gebracht.

(@ +4z+4)+ @ +6y+9) —12=4+9=13
oder

(x +2)2 + (y + 3)* = 25.
Hieraus ergibt sich: » =5 und M(—2; —3). Der Mittelpunkt dieses Kreises liegt also im
3. Quadranten.

2. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch den Punkt P; (— ¥2; 0) geht und die bei-
den Geraden

gi: t—y+2=0
und

gy 1T —Ty —26=0
bertihrt?

Losung : Dieses Beispiel zeigt einen Fall, der eine griind-
liche Voriiberlegung erfordert. Ratsam ist es stets, in sol-
chen Fillen mit einer Analysisfigur sich den Aufgabentext
optisch klarzulegen. Dabei wird die Figur fiir einen ganz
allgemeinen Fall angelegt.

Analysisfigur: Aus Bild 155 ist ersichtlich, daB:

1. M (zm; ym) auf der Winkelhalbierenden 1w, des Schnitt-
winkels von g, und g, und daB P, innerhalb dieses Schnitt-
winkels liegen.

2. Die Lote von M auf g, und g, haben die gleiche Lénge.
(Die Winkelhalbierende enthilt ja die Menge aller Punkte
der Ebene, die alle der Bedingung unterworfen sind, daB
sie von den Schenkeln des Winkels stets beide den gleichen
Abstand haben.)

3. Der Kreis, der in allgemeiner Lage angenommen wird, geht durch P,; also ist P, als Peri-
pheriepunkt ein Element der den Kreis darstellenden Punktmenge der Ebene.

Das sind 3 Bedingungen, die analytisch formuliert werden miissen.

Die Gleichung der Winkelhalbierenden ist nach (117)
z—y+3 172 -7y —26

Bild 155

: = = 0
e V2 13. 12
und somit
3
w: Y= 3 %.

Die Linge des Lotes von M auf g, ist:
Ir] = f"ﬁ___?nf 52
¥2

Wenn P,(z,;¥;) auf dem gesuchten Kreis liegt, so miissen die Koordinaten von P, die Kreis-
gleichung befriedigen.

Es muB gelten:

(@ = Zm)* + (41 — yw)® = 2.

23*
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Auf die vorgeschriebenen GrofBen bezogen, ergeben sich also die 3 Bedingungsgleichungen:

Ym = — v
(xm — Ym + 2)F = 22 (V1)
(= V2 —2m)* 4 (0 — ym)2 = 2. © (VI

Aus diesem Gleichungssystem mit 3 Unbekannten lassen sich zm, ¥m und7 bestimmen.
Durch Ausquadrieren bzw. Umstellen der Glieder erhélt man;:

3 .

Ym = 3 ¥m (IX)

o+ ¥5+ 4%m — 4Ym — 2%mYm + 4 = 21° (X)
2+ y: + 2 V2 2y 12 =42 (XI)

Multipliziert man (XI) mit dem Faktor 2 und subtrahiert man (XI) von (X), so ergibt sich:

—a2 — 3% + dam (1 — V2) — 4ym — 22m¥m = 0.

Diese Gleichung (— 1) multipliziert und fir ym = % ¥m  gesetzt, liefert die quadratische
Gleichung:

2523 + 8am (1 —2V2) =0
oder Tm (25zm + 8 - 3,828) = 0.

Daraus ergibt sich:

Zypy =0 und gy, =0
2= —1,925 ~ —1,2
Yme = — 1,838 ~ — 1,8,

Die quadratische Gleichung besagt, dafl es zwei Wurzeln gibt, daB also zwei Kreise existieren
miissen, die die gestellte Forderung erfiillen.
Die gesuchten Radien ergeben sich durch Einsetzen der Mittelpunktskoordinaten in (VIL).

|7y] = O;Q_—'t-g =72~ 141
V2
e T ] TR
e

Die beiden Kreise &, und &, haben somit die Gleichungen:

k2 + ¥ =2 und ky:(x + 1.2)2 + (v + 1.8)2 = 3.39.
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Analytische Probe: Werden die beiden Geraden mit den Kreisen zum Schnitt gebracht, so
ergeben sich fiir die Abszissen der Schnittpunkte Doppelwurzeln, Das bedeutet aber, dafl die
Geraden die Kreise berithren.

A17 T, b6 AN pf 1B
Ty (—1; 1); Tl(l—g,im), TE( > 2), T=(+2, 2).

Kounstrultive Losung dieser Aufgabe

Neben dem rein analytischen Weg kann man die Mittelpunkte und die Radien der beiden Kreise
ky und %, auch geometrisch ermitteln mit Hilfe des Sekanten-Tangentensatzes (vgl. EL
math. 23.3.).

Der Tangentenabschnitt ist die mittlere Proportionale zwischen der ganzen Sekante und ihrem
inBeren Abschnitt.

Bei der Konstruktion der Kreise zeichnet man zunichst die Winkelhalbierende w; (Bild 156).

' s

G2

Bild 156
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Weiter féllt man von P, auf w; das Lot und verlingert es bis zum Schnittpunkt S, mit g,. Auf
dieser Verlingerung wird der Spiegelpunkt P] angegeben. Der Schnittpunkt des in P{ auf
}_5‘1_P-f errichteten Lotes mit dem TuaLeskreis zu P,S, sei C. Dann stellt CS, die mittlere
Proportionale zu P, S, und P{S, dar. Der Kreis mit C'S, um 8, schneidet die Gerade g, in
den gesuchten Tangentialpunkten T und T Auf gleiche Art lassen sich die Beriihrungs-
punkte T’y und T, der Geraden g, mit den Kreisen &, und k, konstruicren. Die Mittelpunkte M,
und M, sind schlieBlich Schnittpunkte der auf g, und g, in den Tangentialpunkten errichteten
Lote mit der Winkelhalbierenden w,.

(Man zeichne die beiden Geraden und P, ¢inmal selbst in Millimeterpapier ein und fiihre die
Konstruktion sauber durch!)

AUFGABEX
799. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der den Radius » = 6 und den Mittelpunkt M (—3;4)

hat?

800. Wie gro8 sind Mittelpunkt und Radius des Kreises

801.

802.

803.

804.

805.

806.

807.

808.

809.

810.

24 (y — 52 =3
Es sind Radius und Mittelpunkt folgender Kreise zu bestimmen:
a) 2>+ y2—8zxz—10y+32=0
b) 222 + 2% + 24z — 10y = 0
o) 22+ y2— 8z =9
d) 22+ 24 10y =0
e) z2+ y* + 142 — 10y + 48=0
f) 922 + 99> — 9z — 6y — 53 = 0.

Es soll die Gleichung des Kreises aufgestellt werden, der den Mittelpunkt B3 (15; 8) besitzt
und durch den Ursprung verliuft.

Wie lautet die Gleichung des Kreises, der den Mittelpunkt 3{(—8; 6) hat und durch den
Punkt P(—5;2) geht?

Man ermittle die Gleichung des Kreises, auf dem der Punkt P (— 2; 4) liegt und der diey-Achse
im Punkte 7'(0; 8) beriihrt.

Ein Kreis soll beide Koordinatenachsen beriihren und aulerdem durch den Punkt £(1; 2)
verlaufen. Wie lautet die Gleichung dieses Kreises?

Ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Geraden y = 3z — 19 liegt, soll durch die Puunkte
P,(11; 2) und P,(7; — 2) hindurchgehen. Wo liegt der Kreismittelpunkt und welches ist der
Radius dieses Kreises?

Wie lautet die Gleichung des Kreisos, der durch die Punkte P,(25; 10), P,(—10; 15) und
P4(29; 2) hindurchgeht?

Die Peripheriepunkte eines Kreises seien A4 (17;12), B(—7; —6) und C(14; —9). Man
bestimme die Koordinaten des Kreismittelpunktes sowie den Radius.

Ein Kreis beriihrt die y-Achse und die Gerade y = =& z + 11 und geht durch den
Punkt P(10; 1). Wie lautet die Kreisgleichung? ¢

Es soll die Gleichung des Kreises aufgestellt werden, der die z-Achse in 7' (3; 0) beriihrt und
auf der y-Achso die Sehne 8 = 2 Lingeneinheiten abschneidet.
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30.2. Kreis und Gerade

Bei Betrachtung des Kreises k£ und einer Geraden g zeigt sich, dafl beide 3 verschiedene

Lagen zueinander haben kénnen.

a) Die Gerade schneidet den Kreis, ist also eine Sekante und hat mit ihm 2 Punkte
gemeinsam: k ng = {P,; P,}.

b) Die Gerade beriihrt den Kreis, ist also Tangente und hat mit ihm einen Punkt ge-
meinsam: k n g = {P,}.

c) Die Gerade schneidet oder beriihrt den Kreis iiberhaupt nicht und hat 1nf01gedessen
mit ihm keinen Punkt gemeinsam: kng = @ .

Zur Untersuchung dieser 3 Moglichkeiten sei die Gerade mit dem Kreis zum Schnitt
gebracht. Sind Schnittpunkte vorhanden, miissen ihre Koordinaten sowohl die Glei-

chung der Geraden als auch die des Kreises erfiillen. Beide Glelchungen konnen also als
ein Gleichungssystem hingeschrieben werden.

i +yi=r (M
Y =mz; + b :=1,2..) 489

Der Kreis ist dabei in Mittelpunktslage angenommen. Durch Einsetzen von (IT) in (1)
exgibt sich:

xi + (mz; + b)2 =12
oder

x? + m2axl + 2mbzx, 4 2 — 12 =0

mb bz —7?

x‘+1+m2 '+1+m’—

Da eine quadratische Gleichung zwei Wurzeln hat, ergeben sich allgemein zwei Werte
z, und z, bzw. y; und y,.

Esist -
_ —mb + Jr2(1 + m?) — b? b4 m Jr2(1 4 m?) — b?
1= 1 + m? s $h= 1 4+ m2 ’
foe ‘"mb—]/rz(l-l_-m’)—bé y b—m]/rz(l +m2)—b

1 + m? i 14 m?
Den Radikanden 72(1 4 m2) — b2 bezeichnet man als Diskriminante 4.
A=r( +m?)—b

Rir die Beschaffenheit dieser 2 Losungspaare ist der Ausdruck unter der Wurzel aus-
schlaggebend. Es kann sein:

420

a) Ist A >0, so erhdlt man zwei reelle, voneinander verschiedene Losungen. Die
Gerade schneidet den Kreis (Fall der Sekante).
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b) Ist A = 0, so sind dic Werte von 2; und z, bzw. y, und ¥, reell und einander gleich.
Die Schnittpunkte fallen zusammen, d. h., die Gerade berihrt den Kreis im Punkt
P, = P, = P, (Fall der Tangentc). Dic Koordinaten des Berithrungspunktes sind
dann:

_—mb q b
x°¥71+m2 un yo_l‘—_-}— n?‘

Den Anstieg m der Tangente im Kurvenpunkt P, erhilt man durch Division der
beiden Ausdriicke:

m=— 28
Yo
c¢) Ist 4 < 0, sosind die Werte von x; und z, bzw. y, und y, komplex. Es existiert also
kein reeller Schnittpunkt. Die Gerade liegt vollig aullerhalb des Kreiscs.
Geometrische Betrachtung:

Da m = tan &, wobei « der Winkel ist, den

y
die Gerade y = mx +- b mit der positiven j
x-Achsc bildet, so folgt: L“
72(1 4 m?) = 1%(1 4 tan® ) =
- 22 Az
= cos?u’ 4 b
: A
Mithin kénnen die 3 Bedingungen folgen- A A
dermafen geschrieben werden: / 0 >X
r? 4
—6220
2 FC
cos? i 7
r >4
oder cos & | < |b] Bild 157
oder 72 {bcosal.

Fillt man vom Ursprung das Lot OA4 = d auf die Gerade g (Bild 157), ist
d =|bcos«].
Mithin lautet die Bedingung dafiir, dafl dic Gerade den Kreis entweder in zwei Punk-

ten schneidet oder in einem Punkte beriihrt oder keinen Punkt mit dem Kreis gemein-
sam hat: '

>
rzd.

Dieses Ergebnis ist aus der Flementargcometric bekannt.
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AUFGABEN

811.
812.

813.

817.

818.

819.

820.

821.

822.

823.

824.

In welchen Punkten schneidet die Gerade = — y = 4 den Kreis 22 4 »* = 250?

Man berechne die Schnittpunkte der Geraden 2z 4+ 3y — 21 =0 mit dem Kreis
22+ 9yt 4+ 22 + 2y — 50 = 0.

In welchen Punkten schneidet der Kreis
4y +22r - 18y +57=0

die Koordinatenachsen.

. Welche Lage hat die Gerade 4z 4- 3y = 25 zu dem Kreis z* + »? = 25?
. Welche Lage hat die Gerade 9x — 4y - 36 = 0 zu dem Kreis 2% + y* = 9?
. Ein Kreis mit der Gleichung 4z® + 4%* + 122 = 19,36 wird von der Geraden

55z — 9y + 19,8 = 0 geschnitten. Man bestimme mit Hilfe des Rechenstabes auf eine
Dezimale die Koordinaten der beiden Schnittpunkte.

Ein Kreis mit dem Radius 7 = 5 beriihrt dic Gerade 3x + 4y —9 = 0 im Punkt Po(—1;
3). Welche Koordinaten hat der Mittelpunkt des Kreises? (Wicviel Lésungen mu es fiir M
geben?)

Ein Kreis in Mittelpunktslage beriihrt dic Gerade y = 1,33z + 4,16 in einem Punkte
Py (zy; yo). Wie groB sind der Radius r des Kreises und die Koordinaten des Beriihrungs-
punktes Py? (Benutzung des Rechenstabes!)

Die Gerade y = — % z + 7 wird von einem Kreis mit dem Mittelpunkt 3 (—1,5; 0,75)

beriihrt. Zu bestimmen sind die Koordinaten des Tangentialpunktes und der Radius des
Kreises.

\Vie lautet die Gleichung des Kreises, der dic beiden Geraden gy:y — 1 = 0 und g,: 135z —
— 84y 4 84 = 0 beriihrt und dessen Mittelpunkt auf der Geraden g;: x — y + 3 = 0 licgt?

Es sollen die Mittelpunkte und die Radien der beiden Kreise bestimmt werden, die die Ge-
rade g: 4z + 3y — 3 = 0 beriihren und gleichzeitig durch die Punkte P, {— 2,99; — 0.95)
und P,(—1,05; 1) verlaufen.

a) Analytische Berechnung der Koordinaten der Mittelpunkte (Benutzung des Rechen-
stabes. Angabe auf cine Dezimale).

b) Konstruktive Ermittlung der Mittelpunkte (siehe hierzu Beispiel 2, S. 357.

In einem Kreis vom Radius r bewegt sich eine Schne von konstanter Lange I. Es soll die
Menge aller Punkte der Ebene bestimmt werden, die dicse Sehne im Verhiltnis m:n teilen.
Wic lautet die Gleichung dieser Punktmenge fiir den Fall, daB die Punkte gerade Mittel-
punkte der Sehne sind?

Welche Punktmenge der Ebene hat die Eigenschaft, daB der Quotient aus den Abstinden
eines jeden Punktes dieser Menge von den Endpunkten einer festen Strecke 4B = 6 cm
stets denselben Wert aufweist, also konstant ist?

Gegeben sind eine Gerade g und cin fester Punkt P auBerhalb der Geraden im Abstand a.
Von P aus scien nach der Geraden Strahlen gezogen. Zu ermitteln ist dic Punktmenge der
Ebene, deren Punkte alle die Bedingung erfiillen, daB sie auf den Strahlen liegen und ihre
Entfernung von P umgekehrt proportional dem Radiusvektor nach der Geraden g ist.
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825. Eine Kreissekante dreht sich um einen auBerhalb des Kreises gegebenen Punkt P. Es soll
die Menge der Mittelpunkte der auf den Sekanten von dem Kreis abgeschnittenen Sehnen
bestimmt werden.

826. Gegeben ist ein Kreis vom Radius » = 4 cm und auf seiner Periplerie ein variabler Punkt

P sowie ein fester Punkt A. Zu bestimmen ist die Menge der FuBpunkte des von 4 auf MP
jeweils gefillten Lotes.

827. In einem Dreieck mit der festen Seite BC = a ist die Summe der Quadrate der beiden
anderen Seiten gleich s?. Wie lautet die Gleichung der Punktmenge fiir den sich bewegenden
dritten Eckpunkt A4? (B sei Koordinatenanfangspunkt).

828. Zu welcher Punktmenge der Ebene gehtren alle Punkte, fiir die die Quadrate ihrer Entfer-
nungen von den 3 Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a eine konstante
Summe &% haben?

30.3. Gleichung der Kreistangente

30.3.1. Gleichung der Tangente in einem Punkt des Kreises

Die Gleichung der Tangente in einem Punkt P, (%,; ,) des Kreises 18t sich auf ver-
schiedene Weise herleiten.
1. Losungsweg: (Analytische Herleitung der Tangentengleichung)

Eine Gerade hat mit einem Kreis nur einen Punkt gemeinsam, wenn die Diskrimi-
nante 4 = 0 ist. Dieser Punkt ist dann der Beriihrungspunkt der Geraden mit dem
Kreis. Seine Koordinaten lauten (vgl. 30.2):

—mb b

Xy = m und Yo = m’ (I)

Durch Kombination der beiden Gleichungen 148t sich m durch die Koordinaten x, und
Y, ausdriicken ; namlich:

— (1 4+ m?) _

2
n Yo(l + m?)

und somit

=20, (IT)

Damit kennt man den Anstieg der Geraden, die Tangente an den Kreis im Punkt
Py(2o; ¥,) ist. Mithin laBt sich die Tangentengleichung mittels der Punktrichtungs-
gleichung aufstellen.

Isist

y—?/u=m= %o

T — % Yo
Durch Umformung erhilt man:

2 3
Yo — Yg = — %, + X
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oder

TTo + YYo = 28 + ¥5-
Da P, auf dem Kreis liegt, miissen seine Koordinaten die Kreisgleichung erfiillen.
Es muB also sein:

x4y =12

Demnach lautet die zum Kreispunkt Py(z,; 7o) bei Lage des Mittelpunktes M/ im Ur-
sprung gehorige i

Gleichung der Kreistangonte

22q + YYo= 1° (124)

2. Losungsweg : Sind m, der Anstieg des Berithrungsradius und m, derjenige der Tan-
gente, so muB, da der Kreisradius senkrecht auf der Tangente steht,

1 y
my = — ;1.—
r
sein. ¢
Wegen m, = tan ¢ ist also: Blaipl
my, = — 1 4
*T T tang’ %
: o o % e
Aus Bild (168) ist ersichtlich, daB \
Yo
tanp = 2%,
an @ z,
Mithinist
2o Bild 158
my = ———.
Yo

Das ergab sich auch rein analytisch aus der Diskriminantendiskussion fiir den Fall
4=0.

Setzt man den Berithrungspunkt Py{(z,; y,) als bekannt voraus, so laBt sich wieder
(wie bei Weg 1) mittels der Punktrichtungsgleichung die Tangentengleichung aufstellen.

Die Gieichung der Kreistangente kann auch mit Hilfe der Differentialrechnung aufgestellt
werden. Dieser 3. Weg wird im Teil Differentialrechnung (vgl. Band ,,Analysis**, Abschnitt 4.)
aufgezeigt.

Liegt ein Kreis in allgemeiner Lage (x — )% + (¥ — ¥m)? = 73 vor, so findet man die
Gleichung der Kreistangente dadurch, daB man durch den Mittelpunkt 3 ein neues
&,m-Koordinatensystem legt, dessen Achsen zu denen des alten Systems parallel ver-
laufen. Dann lautet die Gleichung des Kreises in dem neuen System:

£+ 9t =12
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Sind £, und %, die Koordinaten des gegebenen Beriihrungspunktes der Tangente in
bezug auf das &,7-System, so lautet die
Tangentengleichung im neuen System: A )

§6o + nm =12

By
Aus Bild (159) sieht man, daB L

n'
: > ¥
¢=2x —2xm und {,=2;, —¥m, / \
=y —Ym und 7, =y, — Y. Y /
Werden diese Werte fir & und #» bzw. &,
und %, in die Tangentengleichung cinge-

setzt, so erhidlt man, bezogen auf das alte o= i i
x;y-System : - 5

Bild 159

Gleichung der Kreistangente bei allzemeiner Lage des Kreises

(x — Zm) (Y9 — Zm) + (¥ — ¥n) (Yo — Ym) = 12 (125)

BEISPIEL

An den Kreis z? + y* — 6z — 2y + 6 = 0 werden in den Punkten P, und P, mit der Ab-
szisse z,.; = + 2 die Tangenten gezogen.

Wie lauten die Gleichungen dieser Tangenten?

Loésung: Da die Kreisgleichung in allgemeiner Form vorliegt, wirdsie zunichst auf dic Form
(122) transformiert.

(x2—6x+9)+(y—2y+1)+6=0+9+1

(x—32 +(y—1)2=4.

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dal der Radius des Kreises » = 2 ist und der Mittelpunkt
M die Koordinaten xm = 3, ym = 1 besitzt. .
Da von den Beriihrungspunkten P, und P, nur die Abszisse angegeben ist, mufi die Ordinate
erst berechnet werden. Dies geschieht, indem man den Abszissenwert z,,, =2 in die ge-
gebene Kreisgleichung einsetzt. Dadurch erhédlt man eine quadratische Gleichung fiir y, die die
beiden Ordinaten y, und y, liefert. Fiir x = 2 ergibt sich:

4+ —12—-2y+6=0

Yo=1% ‘/3_

Unter Anwendung von Formel (125) ist dann:

-3 —-3+@-n1+V3—-1)=4

V3 1+ V3
y= -z} —
3 Vg
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Das ist die Gleichung der Tangente in P,(2;1 -+ V3).

Ferner erhiilt man:
@—32=3+u—n(t~¥3 —1)=4

1B 1=

y= = i =
3 V3

Das ist die Gleichung der Tangente in P2(2; 1-— VE)

30.3.2. @leichungen der Tangenten von einemn Punkt an den Kreis

Da man von einem Punkt P, (x4 7o) an den Kreis 22 4 y2 = 2 zwei Tangenten legen
kann, ist es zunichst erforderlich, dafl man die unbekannten Beriihrungspunkte
P, (xy; y,) und Py(2,; y,) ermittelt (Bild 160).

Die beiden Tangentengleichungen in P; und. P, werden . Y
lauten: s
: 2 W
Xy Yy =T
2y -+ yys = 12, (M Rl
o X

Da der Punkt P, auf beiden Tangenten liegt, miissen seine
Koordinaten die Gleichungen erfiillen.
Es muf} demnach gelten:

X2y + Yol = 1° (II) /

Xoy + Yoy = 12. Bild 100

Eine Gleichung von der Gestalt @y 4 ¥,y = 72 wird befriedigt durch die Koordinaten
von P; und P,, was aus den Gleichungen (II) hervorgeht. Da durch zwei Punkte eine
— und nur eine — Gerade gelegt werden kann, muB3 die Gleichung xz4 4+ yy, = r2 die
Gleichung der durch P; und P, gelegten Geraden sein. Man bezeichnet die zu dieser
Gleichung gehorende Gerade als die Bertihrungssehne oder Polare zum Punkt P,. Sie
ist die Sekante des Kreises, die die beiden Beriihrungspunkte P; und P, miteinander
verbindet.

Zu jedem Punkt P, auBerhalb eines Kreises 22 - 2 =12 gehort eine Gerade
2%y + Yo = 1%, die Polare des Poles P, mit der Berithrungssehne P, P,.

Liegt Py auf dem Kreis selbst, so ist

Ty + YYp = 17

zugleich Tangente und Polare.

Liegt Pginnerhalb des Kreises, so 12t sich mit Hilfe der HEssEsehen Normalform (114)
feststellen, daf} die Polare auflerhalb des Kreises liegt. Befindet sich ndmlich P, inner-
halb des Kreises, so lautet die Gleichung der Polare in der HEssEsehen Normalform:

2y + Yyo —1* _

T ; 0
Vs -+ %
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oder

XYY 0

Yo+ YR+

Dabei bedeutet
2
V=i + 4
den Abstand der Geraden vom Ursprung, der hier zugleich Kreismittelpunkt ist
Danun Py(x,; ¥,) innerhalb des Kreises liegt, so ist

Yoo+ s <,
also
72
= 8
Vai + g
In Worten heit das aber, die Gerade liegt auflerhalb des Kreises.

BEISPIEL
Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, die man von dem Punkt Py(6;7) aus an den

Kreis 2% 4 y? = 4 legen kann?
Losung: Zuerst wird die Gleichung der Beriihrungssehne aufgestellt.

TT -+ Yy — 1P =0

6x+Ty—4=0
Die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kreis sind die Beriihrungpunkte der von P, an den

(I11)

Kreis gelegten Tangenten und werden wie folgt berechnet:
Iv)

B tyr=4

4Ty .

6

In (III) eingesetzt:
(4 — Ty)? + 36y% = 144
85y% + 56y — 128 =0

2 . —y——=90
V=% 8
284 784 + 10880 _ 28 4 V11064
Y159 35 =
28 + 108
Yi;2 = —_——
85
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also:
16

’ Yo'= — %

Y= 17

| oo

Durch Einsetzen erhilt man die Abszissen:
6 30

= —— und = =4
o 5 " omTtg

Somit haben die Beriihrungspunkte die Koordinaten:

p(_8.8 p.(30. _16
N5 5) YTt

Setzt man schlieBlich diese Koordinatenwerte in die Kreistangentengleichungen
xx, + yy, =4 und zzs + yy, =4
ein, so lauten die Gleichungen der beiden gesuchten Tangenten:
ty: —6r+ 8y—20=0
3z — 4y +10=0

£y 30x — 16y— 68 =0
1562z — 8y —34=0..

Will man sich von der Richtigkeit der Gleichungen iiberzeugen, so braucht man die beiden

Tangenten nur zum Schnitt zu bringen. Die Koordinaten des Schnittpunktes miissen wieder
die des Punktes P, sein.

AUFGABEN

829

830.

831.

. Wie tauten die Gleichungen der Tangenten in den Kreispunkten
a) Po(5; 0), b) P1(35 4)

an den Kreis z? + y2 = 25?

Wie lauten die Gleichungen der Tangenten in den Punkten

a) P,(5;12), b) P,(12; —5) des Kreises z® + y? = 169?
c) Wo schneiden einander die beiden Tangenten?

d) Welchen Winkel bilden sie miteinander?

An den Kreis 22 + y? + 4x + 10y — 140 = 0 werden in den Punkten mit der Abszisse
xz, = — 7 die Tangenten gezogen.

a) Wie lauten die beiden Tangentengleichungen?

b) Welchen Winkel schlieBen sie ein?

832. Es sollen die Gleichungen der beiden Tangenten an den Kreis aufgestellt werden:

833.

a) (x — 5)2 + (y + 8% = 113 im Punkte P,(13; y, < 0)
b)(zx —7)2+ (y — 2)? = 58 im Punkte P,(z, > 0; —5)

Wie lauten die Gleichungen der beiden Tangenten an den Kreis 2 4+ y® = 6,25, die parallel
zu der Geraden 4x — 3y + 6 = 0 verlaufen?

834. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an den Kreis z3 + y* + 4x — 8y — 80 = 0, die

auf der Geraden 4x — 3y = 0 senkrecht stehen?



368 30. Kreis

835. Ein Kreis habe die Gleichung x* 4 y* = 100.

836.

Man bestimme die Gleichungen der Tangenten, die sich von dem Punkt Py(—14;2) an
diesen Kreis legen lassen.

Vom Punkt P,(—4;2) werden an den Kreis
522 + Hy* — 20x — 60y + 136 = O
die Tangenten gelegt. Wie lauten ihre Gleichungen?

22 16

837. Vom Punkte P, (—é ; -3—) sollen an den Kreis

2?2+ yt—8x—-4y=0
die Tangenten gelegt werden. Wie lauten ihre Gleichungen?

Anleitung: Ist ein Kreis in verschobener Lage gegeben, so muf er mittels Parallelver-
schiebung auf ein Koordinatensystem bezogen werden. das den Ursprung in seinem Mittel-
punkt hat. Die Gleichung im &; #-System lautet dann:

S+ ngt=r
und damit die Gleichung der Beriihrungssehne
&y + nmyy =12,
Dabei setzt man: E =2 —~zm und & =1z)~ Tm
N=y—Yn und 9N = Yo~ Ym
und erhalt als Gleichung der Beriihrungssehne im z,y-System:

(@ — Zm) (o — Zm) + (¥ — Ym) (Yo — ym) = 7.

838. Man ermittle die Gleichungen der Tangenten. die vom Punkt P, (0; —% an den Kreis mit

dem Mittelpunkt M(—3;0) und dem Radius r = 2 gelegt werden kénnen. (Man benutze
hierbei den Rechenstab und gebe die auftretenden Faktoren auf eine Dezimale genau an.)
Zu berechnen ist der Winkel, den die beiden Tangenten miteinander bilden.

839. Zu welcher Punktmenge der Ebene gehéren alle Punkte, fiir die der Tangentenabschnitt PT

der von ihnen an den Kreis 22 4 y2 = r? gelegten Tangente die mittlere Proportionale zu
ihrer Ordinate und dem Radius des Kreises ist?

840. Ein um den Ursprung mit Radins » beschriebenener Kreis schneidet dic y- Achse in B. Aufder

30.

in B an den Kreis gelegtenTangentenbewegt sich der Punkt P. Von ihm sei an den Kreis die
zweite Tangente gelegt, die ihn in Q beriihrt. Es soll die Menge aller Héhenschnittpunkte #
der Dreiecke BPQ ermittelt werden.

3.3. Schnittpunkte und Schnittwinkel zweier Kreise

Fur die Lage 2weier Kreise zueinander ergeben sich wie bei der Lage von Kreis und
Gerade 3 Hauptfille.

a)

Dic beiden Kreise &, und %, schneiden einander und haben somit zwei Punkte gemein-
sam:

kynky = {Py; Py},
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b) Die beiden Kreise beriihren einander und haben somit einen Punkt gemeinsam:
kyn ky = {Py}.

¢) Die beiden Kreise schneiden einander nicht und beriihren einander auch nicht, ha-
ben somit keine Punkte gemeinsam.

kynk,= .

Die Bestimmung der evtl. vorhandenen Schnittpunkte beider Kreise sei an folgendem
Beispiel erlautert.

BEISPEEL
1. Zu ermitteln sind die Schnittpunkte der beiden Kréise:

e

b (et g)+w—r=F M
2 2 95

ey (x-{-%)—{-(y—{;) =% (I

Lésung: Es liegen zwei Kreise in allgemeiner Lage vor. Durch Ausquadrieren der Klammern
sind beide Gleichungen zunichst auf die allgemeine Form zuriickzufiihren.

224+ 4+32—2y—17=0 (II1)
byt pr—y—12=0 (IV)
Subtrahiert man diese Gleichungen voneinander, dann fallen die quadratischen Glieder weg,
und es entsteht die Gleichung:
22z —y=25
oder y=2z—5. (%]
Biese lineare Gleichung stellt eine gerade Linie dar, die als Potenzlinie) bezeichnet wird. Durch
Kembination der Cleichungen (III/V) oder (IV/V) ergeben sich die Koordinaten der frag-
lichen Schnittpunkte.
24 x—5)2+3z~—222—~5)—17=0
Gz — 2{ax +18=0
21 18
Xt — x4 — =0,
5 ? 5
Hieraus ergibt aich:

II=3; Xy = 1,2

und Yy, = 1; Y, = —2.6.

Beide Koordinatenpaare miissen die Gleichungen (I} und (II) befriedigen.

1) Die Potenzlinie steht stets senkrecht auf der Zentralen, d. h. auf der Verbindungsstrecke der
beiden Kreismittelpunkte. Sie geht durch die beiden Kreisschnittpunktc, falls solche existie-
ren

24 Algebra und Geometrie
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Die Beriihrung 2weier Kreise

Ergibt sich nur ein Wert fiir z und y, so fallen die beiden Schnittpunkte zusammen, d. h.
die Kreise berithren einander. Diese Beriihrung kann von innen oder von aulen statt-
finden. Im Falle der inneren Beriihrung ist der Abstand der beiden Mittelpunkte M,
und M, gleich der Differenz, bei 4uerer Beriihrung gleich der Summe der beiden Radien.
Beriihren zwei Kreise

(* — Zm1)? + (Y — Yym1)2 =
und
(® — Zme)* + (?l‘ - ym'.’)z =1
einander, o ergeben sich die Bedingungsgleichungen fiir die Art der Beriithrung aus
der Abstandsformel fiir zwei Punkte:
(Tm1 — Tme2)? —l—‘(yml — Yme)? = (r, - )2 fiir innere Beriihrung

(m1 — Tm3)? + (Y1 — Yma)? = (r; + 72)% fiir dubere Beriihrung.

BEISPIEL
2. Es soll lediglich festgestellt werden, ob die beiden Kreise
ky: 2*+y*—8xz 4+ 4y+11=0
ky: 224 42 — 22+ 12y —27 =0
einander berithren. Zufolge der vorangegangenen allgemeinen Betrachtung kann man die
mégliche Beriihrung auch ohne Bestimmung der gemeinsamen Punkte erkennen.

L$sung: Durch quadratische Erginzung der z- und y-Glieder ergibt sich:

by (@ — 4P+ (y+22= 9
ky: (@— 17 4 (y + 6)? = 64.

Demnach ist:

Zmi=4; Ymt=—2; 1, =3
Zm2 =1; Ymz= —6; 1, =28

Nun bildet man:

(zm1 — Zm1)® + (Ym1 — ym2)® = (11 £ 75)?
(4 — 1P+ (—2+6)2 =25 = (r; — ral°.

Es liegt also eine Beriihrung beider Kreise von innen vor.

Unter dem Schnittwinkel zweier Kreise k, und k, versteht man den Winkel, den die
beiden Tangenten in den Schnittpunkten miteinander bilden.

Da die Sehne zwischen den beiden Schnittpunkten P, und P, senkrecht auf M P,
steht, wobei P; der Schnittpunkt der Tangenten von k, (oder k,) ist, so sind die
Schnittwinkel bei P, und P, gleich groB.

Soll der Schnittwinkel der Geraden g mit einem Kreise k¥ bestimmt werden, so bringt
man die Gerade zundchst mit dem Kreis zum Schnitt und stellt die Tangentengleichung
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fur den Schnittpunkt P (oder P,) auf. Dann bestimmt man den Winkel, den die Tan-
gente mit der Geraden ¢ bildet, nach Formel (116):
= my — mg_
tan @ = T — S

Dabet bedeuten:

my Richtungsfaktor der Tangente,
m, Richtungsfaktor der Geraden,

¢ den Winkel, um den die Gerade g im positiven Sinn gedreht werden
muB, um mit der Tangente ¢ zur Deckung gebracht zu werden.

BEISPIEL
3. Unter welchem Winkel schneiden die beiden Kreise einander:
ky: 22+ y*—222+4y+25=0
by 2 + 342 —25=0 1
L3sung: Durch Subtraktion beider Kreisgleichungen ergibt sich:

—22x 4+ 4y +50=10
oder:

=2 x2_ .1 (Gleichung der Potenzlinie).

Quadriert man diese Gleichung und setzt man

(11z — 252
2 — e
3’ 4

in die Gleichung von k, ein, erhiilt man pach Zusammenfassung der Glieder:

12522 — 5502 4 525 = 0
oder

22 21
22— ="zx+4+—-=0.
5 +5

Hieraus ergeben sich die Abszissen der beiden Schnittpunkte
P; und P,: =3 und z,=14.

Die zugehérigen Ordinatenwerte erhilt man durch Einsetzen von z, und z, in die Gleichung
von k, (oder auch k,):

yy=4¢ und y,= —4,8.

Nunmehr geniigt es, in einem der beiden Schnittpunkte die Gleichungen der Kreistangenten
aufzustellen.
Die Schnittpunkte sind: P,(3;4) und P,(1;4; —4,8).
Die Gleichungen der beiden Tangenten in P, lauten dann:
t,: 42 — 3y =0 (Tangente an Kreis £,)

t;: 3z 4+ 4y — 25 = 0 (Tangente an den Kreis £g)

24*
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Die Richtungsfaktoren sind:

4 3
my=— und Mmy= ——,
1 3 2 4
In diesem Fall ist:
1
Wy v —=—=hk
Wyo

Die beiden Tangenten stehen also aufeinander senkrecht. Beide Kreise schneiden einander
unter dem Winkel von 90°.
(Die Formel fiir tan ¢ ist hier gar nicht erforderlich.)

ATUFGABEN

841

842.

843.

844.

845.

846.

847.

848.

. Welche Lage haben die Kreise k, und %, gegeneinander, wenn
a)k;: 224 y2— 4dx+ 8y— 5=0,
ky: 22+ y2 — 142 — 16y 4 97 = 0;
b)ky: 224 y2+10x — 14y — 47 =0,
ko: 224 y?— 6x +'16y 437 =0;
c)ky: x24y24+ 6x+ 4y —36 =0,
ky: 224 y%— 8z 4 10y + 5=0;
dyky: 22492+ 1624 14y 477 =0,
kp: 22+ 92+ 10x + 22y + 145 = 0.
Unter welchem Winkel schneidet die Gerade
y==x- 1/3 — 10
den Kreis 22 + y*> = 100 ?
Wie groB ist der Schnittwinkel der Kreise
By: 422+ 4y 202 — 75 =0
ky: 4x® 4 4y* —36x — 24y +81 =0 ?
Die Mittelpunkte zweier Kreise mit den Radien », = 6,5cm und r, = 4,3 cm haben einen
Abstand von 9,5 cm. Unter welchem Winkel schneiden die Kreise einander?
Es sollen der Mittelpunkt und der Radius eines Kreises angegeben werden, der durch die
Schnittpunkte der beiden Kreise
k: {(x+ 452+ (y— 1,52 =13
ky: 22+ 92+ 32— 3y +05=0
und durch den Punkt P (5,5; 4,5) geht.
(Rechenstabbenutzung)
Wie lang ist die Sehne eines Kreises in Mittelpunktslage mit dem Durchmesser & = 5,6, die
durch Schnitt der Geraden mit der Gleichung 3x — 5y + 10,5 = 0 gebildet wird?

Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunktes eines Kreises mit dem Radius r = 2, der die
beiden Kreise mit den Gleichungen

22+ y* 422 —6y+3,75=0
und 2?2+ y? —1lzx + 17,29 =0 berithrt?
Wo liegt der Mittelpunkt eines Kreises, der einen zweiten Kreis in den Punkten P, (—2; —3)
und Pg(1;0) schneidet und auf der Geraden mit der Gleichung 9z — 14y — 63 = 0 lie-

gen soll?
(Rechenstabbenutzung)
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31. Definitionen der Kegelschnitte, Bezeichnungen

31.1. Erklirung des Begriffes ,,Kegelschnitt«

Nach der Geraden und dem Kreis werden drei Kurven untersucht, die fiir Naturwissen-
schaft und Technik von besonderer Bedeutung sind. Es handelt sich um die Ellipse, die
Parabel und die Hyperbel. Diese drei Kurven werden auch als
Kegelschnitte bezeichnet. Sie entstehen, wenn ein Doppel-
kegel von verschieden geneigten Ebenen geschnitten wird.
Der Doppelkegel selbst sei folgendermaflen entstanden: In
einer Ebene /7 liege ein Kreis £ und senkrecht zu /7 iiber der
Kreismitte M ein Punkt S. Die Menge aller Geraden durch S
und durch die Punkte von % bilden einen Doppelkegel, der
nach oben und unten unbegrenzt ist (Bild 161).

Die Geraden heillen Mantellinien des Kegels und schlieflen
mit /7 einen Winkel 8 ein. x sei der Neigungswinkel der Schnitt-
ebene /' (Espilon) gegen JI. Die Art der Schnittkurve ist von
der Relation zwischen « und 8 abhingig. Die Schnittkurve
heif3t fir

a < ff Ellipse  (Bild 162), Bild 161
o = f Parabel (Bild 163),
o > p Hyperbel (Bild 164).

Diese drei Gruppen enthalten einige Sonderfille. Fir « = 0 < 8 folgt der Kreis als
Sonderfall der Ellipsc. GGeht cie Schnittcbene £ durch S, dann entartet die Schnittkurve

Bild 162 Bild 163 Bild 164

fiir « < B zueinem Punkt, fir « = B zueiner Geraden (Beriihrungsmantellinie zwischen
Kegel und E) und fir « > 8 zu zwet sich schneidenden Geraden.

Ausden Erklirungen als ebene Schnitte eines Kegels folgen Eigenschaften fiir Ellipse,
Parabel und Hyperbel als Punktmengen der Ebene, die in den folgenden Abschnitten
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abgeleitet werden. In der analytischen Geometrie der Ebene werden diese Eigenschaften
als Definitionen herausgestellt. Sie gestatten es, nach Einfiihrung eines Koordinaten.
systems die Kurvengleichungen aufzustellen und ermdéglichen damit die analytische
Untersuchung der Kegelschnitte.

31.2. Ellipse

Wie Bild 162 zeigt, entsteht eine Ellipse, wenn « < 8 ist. Es lassen sich dann dem
Kegel zwei Kugeln einbeschreiben, die die Schnittebene £in je einem Punkt F; bzw. Fy

S

Bild 1685
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und den Kegel in je einem Kreis k, bzw. &, beriihren (Bild 165). Man bezeichnet sie als
Dandelinsche Kugeln.!)

Eine beliebige Mantellinie des Kegels schneide k&, in U, %, in V und die Ellipse & in
einem Punkt P. Dreht sich die Mantellinie um S, dann lduft P auf der Ellipse % ent-

lang. PU und IHT_; sind Tangenten von P an die oberc Kugel und entsprechend PV und

PF, Tangenten von P an die untere Kugel. Da Tangenten von einem Punkt an eine
Kugel gleich lang sind, folgt:

PU = PF, 19)
und o
PV = PF,. (IT)

Die Ebenen der Kreise , und £, sind parallel. Daher gilt fiir jede Mantellinie
UV = PU + PV = konstant
oder mit (I) und (IT):

PF, 4 PF, = konstant (126)

Die Bedingung (126) stellt eine Eigenschaft der Ellipse dar, die hier als Definition ver-
wendet wird. :

Definition

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Surnme ihrer Abstinde
von zwei festen Punkten konstant ist.

Die beiden festen Punkte F, und F, heiBen Brennpunkte der Ellipse. Wahrend die
Erklirung der Ellipse als ebener Schnitt eines Kreiskegels ein rdéumliches Problem ist,
beschrinkt sich diese Definition auf Betrachtungen in der Ebene E.

Aus Bild 165 14Bt sich noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Ellipse herleiten.
Durch %, wird eine Ebene I'?) gelegt, die die Schnittebene E in der Geraden [ schneidet.
I heiBt Leitlinie der Ellipse. Von dem beliebigen Ellipsenpunkt P wird das Lot auf I" bis
W und das Lot auf ! bis L gefillt. Das rechtwinklige Dreieck P W L enthélt bei L den
Winkel «, das rechtwinklige Dreieck P W U bei U den Winkel f.

Nungilt: PW = PL-sin«,
PW = PU -sinf = PF,-sinf wegen (I).
Durch Gleichsetzen erhdlt man
PF,-sinf = PL.sina oder
Fly  snz (I11)

1) Nach dem belgischen Mathematiker DaNDELIN, 1794 bis 1847
g) I" kann auch durch k, gelegt werden
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Dieses Verhaltnis ist unabhéngig von der speziellen Lage von P und wird nur durch
den gewéhlten Kegel und die Neigung der Schnittebene E bestimmt. Es ist eine charak-
teristische GroBe fiir die Form der Ellipse und wird mit ¢ bezeichnet:

sin o
== 1
4 sin § (122)
Wegen & < B ist die Konstante ¢ stets kleiner als eins und aus (1II) folgt
f—f—} =81 (128)
PL

Die in (128) ausgedriickte Eigenschaft lautet als

Satz

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die das Verhaltnis ihrer Ab.
stinde von einem festen Punkt und einer festen Geraden konstant, und zwar kleiner
als eins ist.

Fiir die in (127) definierte GroBe ¢ gibt es noch eine andere geometrische Deutung.
RS

Bild 166 stellt einen Schnitt durch den in
Bild 165 gezeigten Kegel sowie die Ebene £
und die Kugeln dar, und zwar liegen in
dieser Schnittebene die Kegelachse und die
Punkte F, und F,. Bild 167 zeigt die Ellipse
in der Ebene E. Allgemein setzt man

FiF, = 2¢ (IV)

Blld 166 Bild 167
und fiir die Konstante in (126)

PF,+ PF,=2. V)
Dann gilt auch

UV =U,V, =2a.
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Fallt nun der Ellipsenpunkt P mit A, bzw. A, zusammen, dann ergibt sich nach (V)
A Fy + A\ Fy = 2q,

A F, + A Fy, = 24
und addiert
(4, F, + F\4,) + (A, F, + F,A,) = 4a

oder
A A, + 4,4, = 4a,
A4, = 2a. (V1)
Nun ist
A1F1 == A1U1’

A Fy= A, V= 4 Vi,
und man erhilt

A A, = UV, — U4, — AV, = 2a — A, F, — 4, F, = 2e.
Auf das Dreieck 4, A3 A, wird der Sinussatz angewandt und ergibt

Sintx Al Aé 2e

e
sinf - 4,4, 2a a

und mit (127) folgt

3

e
g = —

(129)

Die Definition und die Eigenschaften der Ellipse sowie der Konstanten s werden bei
der analytischen Behandlung der Ellipse angewendet

31.3. Parabel

Wegen « = f§ ist die Schnittebene E parallelzu einer Mantellinie des Kegels (Bild 168).
Hier kann nur eine Kugel dem Kegel einbeschrieben werden, die E in einem Punkt,
dem Brennpunkt F', und den Kegel in einem Kreis k, beriihrt. Eine Mantellinie s durch
die Kegelspitze S schneidet &, in U und die Schnittebene E in einem Punkt P der
Schnittkurve %, d. h. in einem Parabelpunkt. Dreht sich die Mantellinie um S, dann
lduft P auf der Parabel entlang. Wenn sich dabei die Mantellinie immer mehr einer zu
E parallelen Lage néhert, entfernt sich P immer weiter von F'. Die Parabel ist,also keine
im Endlichen geschlossene Kurve.

PF und PU sind Tangenten von P an die Kugel, und es gilt:
PF =PU. (M

k, bestimmt eine Ebene I", die E in der Geraden [, der Leitlinie der Parabel, schneidet.
Das Lot von P auf " ergibt W und,das Lot von P auf { den Punkt L. Die Dreiecke



378 31. Definition der Kegelschnitte, Bezeichnungen

PUW und PWL sind wegen « = 8 kongruent, also ist auch
FU=FL
~und mit (I):

PF = PL (180)

Diese Beziehung wird hier als Parabeldefinition verwendet.
Defini t(i on

Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstdnde von einer festen
Geraden und einem festen Punkt gleich sind.

S

Bild 168

Bezeichnet man das Verhiltnis der Abstinde wieder mit ¢, dann erhilt man analog
zur Formel (128) der Ellipse -

=e=1 (131)
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31.4. Hypcrbel

Fiir « > f erhdlt man eine in Bild 169 angegebene Lage der Schnittebene E. Wie bei
der Ellipse lassen sich 2 Kugeln in den Kegel legen, die £ in den Brennpunkten F; und
F,und den Kegel in den Kreisen %, und &, beriihren. Eine Mantellinie 8 durch S ergibt
die Schnittpunkte U und V mit &k, bzaw. &k, und den Hyperbelpunkt P als Schnitt.
punkt mit E. Bei einer vollstindigen Drehung der Mantellinie um S beschreibt P

Blld 169
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zwei getrennte Aste. Dabei nimmt die Mantellinie zweimal eine zu E parallele Lage
ein, fir die es im Endlichen keinen Kurvenpunkt gibt. Beim Durchgang durch eine
dieser Lagen wechselt P von einem Ast zum anderen tber. Der Leser verfolge setbst den
Weg von P bei einer Drehung der Mantellinie.
Fir die Tangenten von P an die Kugeln gilt

PU = PF,

PV =PF,,
und da die Kreise k, und k, parallel sind, also

UV =PV — PU = konstant

ist, erhalt man

PF, — PF, = konstant (132)

Definition
Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte der Ebene, fur die die Differenz ihrer
Abstinde von zwei festen Punkten konstant ist.

Eine Ebene I" durch k, schneide E in 1). Das Lot von P auf I" ergebe W, und das Lot
von W auf 1 ergebe L. Dann folgt

PL-sin «
PU -sinp = PF, -sinf

|
3 3

oder L L
PL.sinx = PF,-sinf

PF, sina

PL sinf
Dieses konstante Verhéiltnis wird wieder gleich ¢ gesetzt und ist wegen « > 8 grofler
als eins:

_Fl =51 (133)
PL

Wie bei der Ellipse gibt man der Konstanten in (132) den Wert 2a und setzt aulerdem
~ F,F, = 2¢ (Bild 170). Dann lassen sich wieder die Beziehungen

A4, =2a (1)
und

(D)

e
“Ta
nachweisen,

1) I’ kann auch durch %, gelegt werden
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Durch Zusammenfassung der Gleichungen (128), (131) und (133) ergibt sich der

Satz

Ein Kegelschnitt ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Absténde von einer
festen Geraden (Leitlinie) und einem festen Punkt (Brennpunkt) ein konstantes
Verhiltnis besitzen. Der Kegelschnitt ist fiir

¢ < 1 eine Ellipse,
& = 1 eine Parabel,
& > 1 eine Hyperbel.

Die Kegelschnitte sind also durch den Ab-
stand zwischen Leitlinie und Brennpunkt
und durch die GrdBe ¢ eindeutig bestimmt.
Legt man den Abstand zwischen Leitlinie
und Brennpunkt fest,dann kann man enoch
beliebig wihlen. Den unendlich vielen Wer-
ten von ¢ entspricht eine Schar von unend-
lich vielen Ellipsen und eine Schar von
unendlich vielen Hyperbeln, aber nur eine

Bild 170 Bild 171

Parabel. Diese trennt beide Kurvenscharen. Bild 171 zeigt derartige Kegelschnitte mit
gemeinsamer Leitlinie und einem gemeinsamen Brennpunkt.

Umgekehrt kann ein bestimmter Wert fiir ¢ festgehalten und der Abstand zwischen
Brennpunkt und Leitlinie variiert werden. Ist z. B. ¢ < 1, dann erhalt man eine Schar
von Ellipsen, von denensich nachweisen 146t, daf3 sie einander &hnlich sind. Das gleiche
gilt fiir eine Schar von Hyperbeln mit dem gemeinsamen Wert ¢ > 1. Fiir die Parabel
darf nur ¢ = 1 sein. Hier kann gezeigt werden, daB alle Parabeln einander dhnlich sind.
Sie lassen sich also durch VergroBern oder Verkleinern (etwa mit einem fotografischen
VergroBerungsgerit) zur Deckung bringen.

AUFGABE

849. Man beweise die Beziehungen (I) und (II) aus 31.4. (Hierzu zeichne man fir « > § einen
Vertikalschnitt durch den Kegel analog zu Bild 166.)
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32. Parabel

32.1. Definition und Konstruktion

In 31.3. wurde aus der Erklarung der Parabel als Kegelschnitt die folgende Definition
abgeleitet :

Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstidnde von einer festen
Geraden und von einem festen Punkt gleich sind.

Die feste Gerade wird Leitlinie (Direktrix), der feste Punkt Brennpunkt (Fokus) ge-
jqannt. Eine Parabel ist durch den Abstand des Brennpunktes F' von der Leitlinie
eindeutig bestimmt. Dieser Abstand wird als Halbparameter!) p bezeichnet (Bild 172).
Das Lot PL von einem beliebigen Parabelpunkt P auf die Leitlinie heit Leitstrahi,
die Strecke P F' Brennstrahl dieses Punktes. Der Menge der Parabelpunkte kann die

Gleichung PL=PF zugeordnet werden.

Aus der Definition folgt unmittelbar eine Konstruktion
fiir die Parabel:

Zu einem vorgegebenen Halbparameter p werden zu-
néchst ! und # und anschlieBend eine Schar von Paral-
lelen zu ¢ gezeichnet (Bild 173). Wahlt man nun eine der
Parallelen aus, nimmt ihren Abstand d von der Leit-

1 !

Bila 172 Bid 178

linie in den Zirkel und schldgt mit d um F einen Kreisbogen, dann schneidet-dieser

die Parallele in zwei Parabelpunkten, falls d > % ist. Fir d = % fiihrt die Kon-

struktion nur zu einem Beriihrungspunkt. Istd < %, so gibt es keine Parabelpunkte.

Der Beriihrungspunkt, der also den Abstand p zwischen Brennpunkt und Leitlinie

halbiert, wird Scheitelpunkt 8, die Strecke SF — % = f Brennweite der Parabel ge-

1) Der hier verwendete Bogriff , Parameter* ist von dem Begriff ,,Parameter = HilfsVariable®
aus 26.3.2. zu unterscheiden
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nannt (Bild 174). Der Scheitelpunkt liegt von allen Parabel-
punkten der Leitlinie am nédchsten. Die durch den Scheitelpunkt
parallel zur Leitlinie gezogene Gerade beriihrt daher die Parabel
und heifit Scheiteltangente. Die Parabel ist in S am stirksten
gekrimmt?). Wie die Konstruktion veranschaulicht, liegt die
Parabel symmetrisch zu der Geraden S F, die deshalb als Para-
belachse bezeichnet wird.

Leitlinie

VR Scheiteltangente

€~ Parabelachse

32.2. Scheitelgleichungen P

Die Gleichung fiir die Parabel soll zunédchst unter Verwendung
cartesischer Koordinaten aufgestellt werden. Eine einfache Kur-
vengleichung ergibt sich durch geschickt gewdahlte Lage des
Koordinatensystems. Der Koordinatenursprung liege im Scheitelpunkt, die z-Achse
falle mit der Parabelachse zusammen (Bild 175). Damit wird die Symmetrie der
Parabel ausgeniitzt. Die y- Achse ist Scheiteltangente. Ist P (x; y) ein variabler Punkt
der Parabel, dann gilt fir Brenn- und Leitstrahl:

Bild 174

- s
T-"f—a:—kg

2° Y
Aus der Definitionsgleichung PF = PL folgt

]/ p\? . P - x-
(x—i)‘}‘?lz—w"t‘i | .

3 2
ﬂ—m+%+w=ﬂ+m+%-

1
]
&
Ny
r\‘"h
>

Scheitelgleichung der Parabel

y=2pz (134)

Bild 176

Durch die Kurvengleichung (134) sind auch die verschiedenen geometrischen Eigen-
schaften der Parabel erfafit, und es ist die Aufgabe der folgenden Abschnitte, einige
" dieser Eigenschaften auf analytischem Weg mit Hilfe der Kurvengleichung zu erhalten.
Grundlegendes iiber die Gestalt der Parabel, das man teilweise auch schon aus der
angefithrten Konstruktion erkennt, liefert die

Diskussion der Scheitelgleichung

Die Scheitelgleichung enthélt als einzige Konstante den Halbparameter p. Dieser
bestimmt allein die Parabel.

1) Kriimmung (vgl. Band ,,Analysis‘‘, Abschnitt 13.)
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Der Halbparameter sei stets positiv. Aus y? = 0 folgt alsox = 0, d. h., die Punkte der
zu (134) gehorenden Parabel liegen nur im I. und IV. Quadranten.
Aus (134) folgt

y =+ 2pa. ()

Zu jedem Wert = > 0 gilt es zwei y-Werte, die sich nur um das Vorzeichen unter-
scheiden. Das driickt die bereits bei der Konstruktion erkannte Symmetrie der Para-
bel beziiglich der z-Achse als Parabelachse aus.

Betrachtet man einen Parabelpunkt P(z;y), y > 0 im I. Quadranten und la8t x un-
begrenzt grofer werden, dann wird auch y unbegrenzt groBer, d. h., fir z — oo folgt
y — oco. Schwierigkeiten konnen sich aus dem Bild der Kurve ergeben. Wegen des
immer geringer werdenden Zuwachses der Ordinaten kénnte man annehmen, daB sich
die Parabel einer Parallelen zur z-Achse néhert. Das ist aber nicht der Fall. Wihlt
man einen beliebig groBen Wert fiir y, dann gibt es hierzu nach (134) stets einen Wert
z = y®:2p,sodaB P(x;y) ein Parabelpunkt ist. Das heiBt aber, jede Parallele zur
z-Achse, moge sie auch beliebig weit von ibhr entfernt sein, wird von der Parabel ge-
schnitten.

Fir z = % wird ¥y = 4 p. Nennt man das Stiick einer die Parabel schneidenden
Geraden, das zwischen den Schnittpunkten liegt, in Analogie zum Kreise eine Sehne,
dann folgt:

Die Parabelsehne, die im Brennpunkt auf der z-Achse senkrecht steht, ist gleich
dem Parameter 2 p.
Mit Hilfe der fiinf Punkte P;(0:0), Py, (%, 4 p) y Py.s(2p; + 2p) liBt sich die Para-

bel schnell und anndhernd genau skizzieren (Bild 176). Es soll untersucht werden,
welche Parabel die Gleichung

Y= — 2px (135)

besitzt. Wegen %2 = 0 muB auch die rechte Seite der Gleichung s
stets positiv sein. Aus der Voraussetzung p > 0 folgt daher x < 0.
Zur Gleichung (135) gehort also eine in Bild 177 gezeigte nach
links gedffnete Parabel. Vertauschung der Koordinaten z und yin
(134) und (135) fihrt zu den Gleichungen :

Bild 176

x? = 2py (136)

a® + —2py [ (137)

und
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Jeweils zugehorige nach oben bzw. nach unten gedffnete Parabeln zeigen die Bilder
178 und 179.
Die Gleichungen (136) und (137) haben zusammengefaf3t die Form

y=az® mt a= !
2p°
Entsprechend kann man (134) und (133) in der Form
r=cy* mit c¢c= A
= cy =+53
schreiben.
Ly y
0 "
. X
e
»
)
=
Bitd 177 Bild 178 Bild 179
BEISPIEL

1. Ein an zwei Punkten 4, B befestigtes und frei durchhingendes Seil hat.niéherungsweise die
Form einer nach oben gedffneten quadratischen Parabel. C sei der tiefste Punkt des Seiles,
{ die Spannweite und k die Pfeilhohe (Bild 180). Wie heilit die Scheitelgleichung der Parabel?
Losung: .
Wihlt man O = C und legt die z-Achse parallel zu 4 B, dann heiBt die Gleichung allgemein

2 = 2py.
Die Koordinaten z, = — —;—, Ys = h des Punktes 4 miissen die Parabelgleichung erfiillen.
Das ergibt
-l—z—= 2phk bzw. 2p = s
4 4h
und als Scheitelgleichung folgt:
= fhy bzw. y= 41:1 ks e

AUFGABEN

850. Es sind Parabeln mit den Halbparametern p = 0,5 cm, 1 cm, 3 cm und 5 cm zu konstru-
ieren.

851. Man zeichne mit Hilfe von Wertetabellen die folgenden, durch ihre Scheitelgleichungen ge-
gebenen Parabeln:

a) y? = i;)-x b) y? = 4x c) y¥? = —3x
dyy =2 e) T = —5y

25 Algebra und Geometrie
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852.

853.

854.

855.

856.

857.

858.

859.

860.

Es ist graphisch und rechnerisch festzustellen, welche von den Punkten P, (4; 4), P;(1; —2),

P4(9; 6), P4(~12~; - %) P, (e . -29—5) P (% 2%) auf den folgenden Parabeln liegens

27
kl: y2=41‘: kz: x2:§y, ka:zz=__;_y‘

Welche Koordinaten haben die Brennpunkte der folgenden Parabeln:
a)y? = 10z b) 2® = — 16y c)y*+0,8z=0
d)y = 0,522 e)4y* +20z=0 f)iy—%x"=0?

a) Eine Parabel geht durch den Punkt P,(9; 6), ihr Scheitelpunkt liegt in O und ibre Achse
fallt mit der x-Achse zusammen. Wie heifit die Scheitelgleichung?

Desg]elchen b) Pl(— % %) c) P,(2,75; —1,42)

a) Eine Parabel geht durch den Punkt P, ( —1 ;71« , ihr Scheitelpunkt liegt in O und ihre

A chse fillt mit der y-Achse zusammen. Wie hei3t die Scheitelgleichung?
Desgleichen b) P,(1,20; —0,24) c) P,(3,34; 7,25)

Eine Parabel geht durch den Punkt P ( —z— %) , ihr Scheitelpunkt liegt in O und ihre

Achse fiillt mit einer Koordinatenachse zusammen. Wie heift dic Scheitelgleichung?
Welchen Abstand ¢ hat der Brennpunkt der Parabel
= 0,1252% von dem Kreis z? + y? — 10z 4- 20y - 116 = 0?

Um ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite @ ist eine Parabel zu legen, deren Scheitelpunkt
in einer Ecke des Dreieckes liegt. Wie gro8 ist der Halbparameter p?

In ein gegebenes Trapez (Bild 181) ist eine Parabel zu legen, C
die durch die Punkte C und D geht und deren Scheitelpunkt S
auf AB liegt. Man berechne AS. D, 6

Man beweise die folgende Konstruktion: 9. /

Von einer Parabel sind der Scheitelpunkt 8, die Parabelachse 4 42 8
und ein Parabelpunkt P; gegeben. Man zeichne eine beliebige pjg 181

Parallele g zur Parabelachse. Die Parallele g schneidet SP, in R.

Die Senkrechte zu g durch R schneidet die Parallele zu g durch P, in ). Dann ist der
Schnittpunkt P, zwischen S @ und g ein weiterer Parabelpunkt.

32.3. Aligemeine Parabelgleichungen

Die Lage der Parabel gegeniiber dem Koordinatensystem wird jetzt verallgemeinert.
Die Parabelachse soll noch parallel zu einer Koordinatenachse liegen, aber der Schei-
telpunkt S muB nicht mehr mit dem Ursprung zusammenfallen. Er kann beliebige
Koordinaten x, und ¥, besitzen. '

Man legt dann, wie es in Bild 182 fiir die nach rechts geéffnete Parabel angegeben ist,
durch § ein neues Koordinatensystem mit den Achsen z’ und y’ parallel zur x- bzw.
y-Achse.
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In diesem hat die Parabel die Gleichung:

y'?*=2px. (I
Durch die Gleichungen

=2 — 2z,

y=Y—1
ist der Ubergang zum z,-System gegeben, und man erhalt

(W —¥:)* =2p(x — x,) (138)

Analog ergeben sich fiir die nach links; oben oder unten gedffneten Parabeln mit all-
gemeiner Lage des Scheitelpunktes die Gleichungen

(yFmF=~2Mx—%) (139)
(x —2.)* = 2p(y — ¥,) (140)
(x — 2,) = —2p(y — ¥,) (141)

Aus den Gleichungen (138) bzw. (139) erh4lt man durch Ausmultiplizieren der Klam-
mern und Auflésen nach z [das obere Vorzeichen folgt aus (138), das untere aus (139)]:

Ys + 2pa, Ys 1
g B PRl S
2p p:’/ Yy

xr = 2}7
oder mit allgemeinen Koeffizienten

z=ay+ a1y + ay® (142)

Aus (140) bzw. (141) folgt entsprechend

¥ =by +byx + byt (143)

Aus den letzten beiden Formeln ergibt sich die Parabel als Bild der ganzen rationalen
Funktion 2. Grades. Jede der Gleichungen enthilt drei Konstanten. Eine Parabel,
deren Achse parallel zu einer Koordinatenachse ist, wird daher durch die Angabe von

drei Punkten eindeutig bestimmt.
Noch allgemeinere Parabelgleichungen folgen aus (142) und (143) durch Multiplika-
tion mit einem beliebigen Faktor in der Form

Ay + Bz +Cy+ D=0 (IT)
Ax? + Bx + Cy + D = 0. - ' (111)

25.
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In (142) und (II) liegt die Parabelachse parallel zur z-Achse, in (143) und (III) paral-
lel zur y-Achse. In jeder Gleichung kommt nur eine Verinderliche in der zweiten

Potenz vor.

BEISPIELE

1.

2.

Eine Parabel geht durch die drei Punkte Pl(O —2), Py(3;1/;), Py(—12; —2) und hat
eine zur y-Achse parallele Achse. Man bestimme die Koordinaten des Scheltelpunkbea und
des Brennpunktes.

Losung: Wegen der vorgeschriebenen Lage der Parabelachse verwendet man die Gleichung
(143) ;
y = by + byx + bya?
Die Koordinaten von jedem der drei Punkte miissen die Gleichung erfiillen:
—2=1b,
1
§=b.,+3bl+9b2
—2 = by — 12b; + 144b,.
Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die Konstanten b, b,, b, berechuen:

2 1
bo=—2, b=, b=

Die Gleichung der Parabel lautet

p—— ___2
Y 2+ x+18x

Zur Ermittlung der Scheitelpunktkoordinaten und des Parameters ist die Gleichung auf eine
der Formen (140) bzw. (141) zu bringen. Nach der Multiplikation mit 18 und dem Ordnen folgt:

2? + 122 — 18y + 36.

Durch Addition von 36 auf beiden Seiten der Gleichung wird die linke Seite zum Binom er-
giénzt:

22+ 122 4 36 = 18y + 72

(z + 6) = 18(y + 4).

Der Scheitelpunkt ist 8(—6; —4), der Halbparameter p = 9. Die Parabel ist nach oben
geoffnet. Damit ergibt sich fiir den Brennpunkt F(—6;1/,).

Ein parabolischer Briickenbogen hat.die Spann-
weite ! = 32 m und die Pfeilhohe A = 6 m. In
Abstinden von je 4 m sind Vertikalstibe ange-
bracht. Man berechne deren Léangen.

Losung: Die z-Achse wird durch die Auflage-
punkte A und B gelegt, die y-Achse durch den
Scheitelpunkt § (Bild 183). Die Parabel ist nach  Bild 188
unten gedffnet und hat die Gleichung

at = —2p(y — 6).
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Da A(—16;0) auf der Parabel liegt, gilt

256 = 12p oder 2p = %
Die Parabelgleichung lautet /
x’=—I2T8(y—6) bzw. y=o~13%:vz.
. oy 21
Firz, = —12 und z3 = 12 erhilt man y, =y, = T
. . = 9
Firz,= — 8 und z; = 8 erhilt man y, = y; = g8
A . 45
Firzy=— 4 und z4= 4 erhilt man y, =y, = 5"

Die Liangen der Vertikalstibe betragen
hy — hg = 2,625 m, hy = hy = 4,500 m, hy = h, = 5,625 m.

!
3. Man bestimme die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die ihre Entfernung von einer festen
Geraden g gleich dem Tangentenabschnitt an einen festen Kreis £ ist.

Losung: Wie bei allen derartigen Aufgaben ist
auch hier die Wahl eines geeigneten Koordina-
tensystemes von Bedeutung. Je giinstiger es
gewihlt wird — es sei dabei nur an die Beriick-
sichtigung vorhandener Symmetrieeigenschaf-
ten erinnert —, um so einfacher wird sich die
Gleichung fiir die gesuchte Punktmenge ergeben.
Im vorliegenden Fall kann man die z-Achse mit
der Geraden g zusammenfallen lassen und die
y-Achse durch den Kreismittelpunkt M legen
(Bild 184). g
Der Abstand des Punktes M von g sei a. P sei
ein beliebiger Punkt der Punktmenge, PR das Bild 184

Lot von P auf g und F@ die Tangente von P
an den Kreis k. Die Aufgabenstellung verlangt

PE=PQ. (IV)

Nun ist PR = y und PQ ergibt sich durch zweimalige Anwendung des pythagoreischen
Satzes:

PQ=VYa—ypP+a* -1,
Damit folgt ans (IV) nach Quadrieren

Yr=(—yP+at—r
oder

2 —
x’«‘=2a(y—a '2).

2a
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Die gesuchte Punktmenge ist eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt

a — r?\
S (0 2 3 ) und dem Halbparameter p = a.
' :

Der Leser wihle sich a und r beliebig, konstruiere die zugehorige Parabel und priife die Be-
dingung fiir die Punktmenge an einigen Parabelpunkten nach.

AUFGABEN

861. Man ermittle die Glcichung einer Parabel aus
a) 8§(—2; —5), p = 4, Parabel nach rechts geoftnet,
b) §(3;0), =05, , unten ,, ,
9S(=1:10, p=o, . ., lnks
d)S(6; —6), »p=1, - ,» Oben

862. Von den folgenden Parabeln sind die Koordinaten.des Scheitelpunktes und des Brenn-

punktes zu bestimmen.

a)2y? — 242z — 12y — 6=0
b)52% + 40z + 25y + 230 =0
c) >+ 4zxz+ 20y +100=0
d)3a2— 21z — 3y+ 36=0

863. Fiir die Parabel y = by, + b,z + b,2? sind die Scheitelpunktkoordinaten zu bestimmen.
864. Eine Parabel ist durch drei Punkte und ihre Achsenrichtung bestimmt. Gesucht werden die

Scheitel- und die Brennpunktkoordinaten. .
a) P,(10; 15), P,(1; —3), P;(—5/4;6), Parabelachse parallel zur z-Achse.

b) Py(1;2/,), P3(2;/5), Ps(®/s;%/,), Parabelachse parallel zur y-Achse.
c) P;(—215; 0,60), Py(—2,60; 1,20), P3(—3,35; 1,80), Parabelachse parallel zur z-Achse.

865. Welche Gleichung besitzt die durch y® = 2px gegebene Parabel in einem neuen Koordi-

natensystem mit den Achsen z’ und y’, das aus dem z; y-System durch Parallelverschiebung
hervorgeht und dessen Ursprung

a) im Brennpunkt,

b) im Schnittpunkt @ von Leitlinie und Parabclachse liegt?

866. Der parabolische Triger einer Briicke mit auf-

867.

868.

gehingter Fahrbahn CD hat die Spannweite I

und die zugehorige Pfeilhohe % + a (Bild 185).

a) Fiir das Verhiltnis (A 4+ a):! = 1:6 ist die
Gleichung der Parabel im angegebenen
System aufzustellen.

b) Essei in a) speziell @ = k. Wie groB ist die
Linge CD der Fakrbahn?

¢) Firl = 36m,~ =6m, ¢ = 3m berechne
man die Linge der Fahrbahn C D sowie die
Lingen der Vertikalstiibe, die 5 m bzw. 10 m von der Briickenmitte entfernt angebracht
sind.

Gesucht wird die Menge der Mittelpunkte aller Kreise, die einen Halbkreis mit dem Radius »
und den zugehorigen Kreisdurchmesser beriihren.

Bild 185

Man bestimme die Menge der Mittelpunkte aller Kreise, die die Gerade y = -+3 und den
Kreis 22 + y2 — 122 — 14y + 81 = 0 aulen beriihren.
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869. Man bestimme die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer Entfernungen
von einer festen Geraden g und einem festen Punkt A konstant gleich ¢ ist.

870. Durch den variablen Punkt Q(yg = 0) des Kreises 2? - y* = 36 wird eine Parallele zur z-

Achse gezogen, die die y-Achse in R trifft, RQ iiber Q um die Strecke RQ verlingert ergibt
7. A ist der Schnittpunkt zwischen dem Kreis und der z-Achse mit positiver Abszisse. Auf

welcher Kurve bewegt sich der Schuittpunkt P von 0Q und AT

32.4. Parameterdarstellung

Fir die Parabel, die durch die Gleichung y? = 2pz gegeben ist, soll eine Parameter-
darstellung
xz = z(t)

y=y(
gefunden werden. Wird die erste Gleichung 2 = x(t) beliebig gewihlt, etwa
=1,
und dieser Wert fiir z in die Scheitelgleichung eingesetzt, dann folgt
y: = 2pt
und somit die Parameterdarstellung
x =1 y = + Y2pt. 49
Um eine Wurzel zu vermeiden, kann auch
=12
und }2p = ¢ gesetzt werden. Die Parameterdarstellung lautet dann
x—=108 y= +ct. (IT)
BEISPIELE’
1. Aus der Parameterdarstellung einer Parabel
z=4 14 2¢ y=3 1@ (1n

ist die parameterfreie Gleichung abzuleiten.

Losung: Um ¢ zu climinieren, kann dessen Wert aus der crsten Gleichung mit

_xz—4¢
=t

-

[

berechnet und in die zweite Gleichung eingesetzt werden:

(x — 4)2
=3 3
1 Gl m
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Die Umformung zu
(x— 42 =4(y —3)

zeigt, daB (III) eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt S (4; 3) und dem Halb-
parameter p = 2 darstellt.

2. Ein Korper wird mit der Geschwindigkeit » unter einem Winkel « gegen die Horizontalebene
abgeworfen. Der Abwurfort liegt in dieser Horizontalebene.

a) Fir die Bahnkurve des Schwerpunktes sollen eine Parameterdarstellung sowie eine para-
meterfreie Gleichung angegeben werden.

b) Die erreichte Wurfhéhe & und die Wurfweite w sind zu bestimmen.

c¢) Fir welchén Winkel « ergibt sich eine maximale Wurfweite? (Der Luftwiderstand soli un-
beriicksichtigt bleiben.)

Losung:

a) Entsprechend Bild 186 wird ein Xoordinaten-
system gewdhlt, dessen Ursprung in dem Ab-
wurfort liegt. Ohnte den Einflu der Schwer-
kraft wiirde sich der Korper auf der Geraden
y = mx bewegen, wobei m = tan« ist. Nach
der Zeit ¢t wiirde er die Strecke 0Q = vt zu- *
riickgelegt haben und sich im Punkte @ befin-
den. Durch die Einwirkung der Schwerkraft
fallt er aber gleichzeitig um die Strecke
QP = gf2 t3. Also ist P der Punkt der ge-
suchten Bahnkurve, in dem sich der Schwer-  Bild 186
punkt des Korpers nach der Zeit ¢ befindet.

Aus dem Bild ist eine Parameterdarstellung der Bahnkurve mit der Zeit ¢ als Parameter
abzulesen : !

x =vtcosax = z(t) y =vtsinx »%22=y(t). (Ivy

Nach Eliminierung des Parameters erhidlt man die parameterfreie Gleichung:

g
=zt — =123,
y=ztana o V)
Da nur die Variable z den Exponenten 2 besitzt, ist die Bahnkurve eine Parabel. Sie lilit
sich auf die Form (141) bringen:

(:c - v__z sin gfﬁ)z_ _ 292 cosx ( B v? gin? oz)
2g9 g 29 )’
b) Die Wurfhohe ist
2 8inZx
i
Ys 2g
und die Wurfweite ist wegen der Symmetrie der Parabel beziiglich ihrer Achse
w=2:€,=v2m;?5. (VI)

Die Wurfweite w ergibt sich auch aus (V) als eine Losung der Gleichung y = 0.

c) w erreicht nach (V1) ihren maximalen Wert, wenn sin 2« am groBten, d. h. gleich Eins ist.
Das tritt fiir 2a'= 90° und damit fiir &« = 45° ein.
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AUFGABEN
871. Aus der gegebenen Parameterdarstellung einer Parabel ist deren parameterfreie Gleichung
herzuleiten.
a)z =14t b)xztz_%
2 5
= 4 — 2 =l s
y y=g ¥ty
c)x=% d)z — 42 + 12¢ + 20
N
y=— =845 y=2t—10

e) x = ay 1+ a,t
= by + byt + byef
872. Die Aufgabe a) des Beispiels 2 ist fiir « = 0 (waagerechter Wurf) unter Verwendung des in

Bild 186 angegebenen Koordinatensystems zu lésen. (Der Abwurfort liegt iiber der Hori-
zontalebene).

873. Durch einen Punkt 4 (0; a) der y-Achse wird eine beliebige Gerade g gelegt, die die z-Achse
in @ schneidet, und es wird der Punkt P der Geraden betrachtet, dessen Ordinate gleich zQ
ist. Fiir die von P durchlaufene Kurve ist eine Parameterdarstellung mit g = ¢ als Para-

meter sowie eine parameterfreie Gleichung anzugeben.
Man konstruiere fiir einen gewahlten Wert a die Kurve.

32.5. Darstellung in Polarkoordinaten

Die Parabelgleichung soll unter Verwendung von Polar- I p
koordinaten 7 und ¢ aufgestellt werden. Die Wahl des
Systems ist zwar beliebig, jedoch 146t sich eine besonders

einfache Kurvengleichung entwickeln, wenn der Pol mit )
dem Brennpunkt und die Polarachse mit der Parabelachse
zusammenfallen. Zunachst wird, wie in Bild 187 ange- -—
geben, durch F ein rechtwinkliges Koordinatensystem 0
gelegt, in dem die Parabel die Gleichung '
¥ =2p (x + %) M
hat. Mit Hilfe der Formeln s
Z=rcosg
y=rsing

folgt aus (I) die Kurvengleichung in Polarkoordinaten :

r?sin?p = Qp(r cos@ + %)
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Um die quadratische Gleichung nach » aufzulosen, ist die Umstellung auf die Normal-

form

_ypee, g
sin? ¢ sin?g

72

erforderlich. Unter Beachtung der Beziehung sin® ¢ + cos?¢p =1 wird

P9 = KM
g sinfgp

Da der Radiusvektor » immer positiv sein soll und p cos ¢ < p ist, darf nur das obere
Vorzeichen verwendet werden:

y_Peosgtp pleospt+1)  p( + cosg)

sin?g 1 —cos?p (1 4 cosg) (1 — cosg)’
Polargleichung P
SO 144
der Parabel i e cos g Q)

Fir ¢ dirfen alle Werte aus dem Intervall 0° < ¢ < 360° eingesetzt werden. Fiic
= 0° wird der Nenner Null. Strebt ¢ gegen Null, dann wird der Radiusvektor un-

begrenzt groBer, d. h. aus ¢ —> 0° folgt r — oco.

Fir ¢ = 90° und ¢ = 270° erhélt man r = p und fir p = 180° den Wert » = %

Der Leser iiberpriiffe, daBl auch in (144) die Symmetrie der Parabel wegen
cos ¢ = cos (—¢@) zum Ausdruck kommt.

BEISPIEL

Ein Komet bewegt sich auf einer Bahn, die in der Nihe der Sonne mit guter Annsiherung eine
Parabel ist. Im Brennpunkt der Parabel steht die Sonne. Im Perihel,d. i. der Punkt grofiter Son-
nenniihe, betrug der Abstand zwischen Sonne und Komet 88 - 10° km. Am 21.2. 1896 hatte die
wahre Anomalie, d. h. der Winkel Komet — Sonne — Perihel, den Wert » = 54°48'. Wie
groB war zu diesem Zeitpunkt die Entfernung des-Kometen von der Sonne?

Lgsung: Der Perihel liegt im Scheitelpunkt der Parabel. Zwischen » und dem Polarwinkel ¢
besteht die Beziehung

¢ =180° — v
und aus (144) folgt
P oyt B e B

1 cos(180° — 2) “ 1+ cosv”
Fir v = 54°48 ergibt sich die gesuchte Entfernung mit
r = 111,4 - 108 km.

AUFGABEN

874. Unter Verwendung der Parabeldefinition ist die Gleichung (144) abzuleiten.

875. Man berechne nach (144) fir » = 2 und ¢ = 30°, 40°, ..., 320°, 330° die Werte fiir r und
zeichne die Parabel punktweise mit Hilfe der Polarkoordinaten.
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876. Es ist die Polargleichung der Parabel 2? = 2py fiir den Fall aufzustellen, daB der Pol im
Scheitelpunkt liegt und die Polarachse mit der y-Achse zusammenfallt.

877. Man gehe in den folgenden Kurvengleichungen zu rechtwinkligen Koordinaten uber:

wﬁmz\zp b) r —rsing +4 =0
cos®g
32.6. Parabel und eine Gorade

Die Lagebeziehungen zwischen einer Parabel und einer Geraden sollen allgemein
untersucht werden. Aus den erhaltenen Ergebnissen lassen sich dann Tangenten-
gleichungen sowie geometrische Eigenschaften der Parabel herleiten.

Die Parabel ¢, hat die Gleichung y? = 2px, wihrend die Gerade g durch y = mx 4 b
gegeben ist. Die Parabel soll mit der Geraden zum Schnitt gebracht, d. h. der Durch-
schnitt ¢, ng der Punktmengen ¢, und g untersucht werden. Die Bedingung fuir die
Punkte P; € ¢, n g ergibt sich durch Einsetzen von y aus der Geradengleichung in die
Parabelgleichung :

(mz; + b)? = 2px;.

Daraus folgt die quadratische Gleichung

P b?
~&i+ 5 =0 (m == 0)
mit den Lésungen

_ —mb+p4 Yp(p—2mb)

m2

(I)

Z1;2
Aus der Geradengleichung ergeben sich die zugehorigen Ordinaten der Schnittpunkte

_ptVplp—2mb) (1

152 m

Diskussion:

Die Anzahl der Schnittpunkte ist vom Radikand abhéngig, und zwar, da p > 0 ist,
nur von p — 2mb. Diese Diskriminante enthélt die 3 Gr68en p, m und b, welche die
Parabel und die Gerade festlegen.

1. Zuniichst gelte: 0 < |m| < co.

Dann ergeben sich je nach der Gré8e der Diskriminanten 3 Fille:

a)p —2mb > 0: cpng = {Py; Py},
denn (I) und (IT) liefern je 2 reelle Werte. Die Gerade schneidet also
die Parabel in zwei Punkten P; und P,. -

b)p —2mb =0: ¢, ng = {Py}.
(I) und (IT) ergeben durch den Wegfall des Wurzelausdrucks nur
je einen Wert. Die Gerade hat daher mit der Parabel nur einen



396 32. Parabel

Punkt gemeinsam. Sie ist Tangente an die Parabel und der Beriih-
rungspunkt P, hat die Koordinaten

—mb—+b
my= T2 (D) Yo =

(IV).

3|

c)p —2mb<0:¢yng=0.
Aus (I) und (II) erhélt man fir x und y komplexe Zahlen. Da alle
vorliegenden Untersuchungen auf reelle Koordinaten beschrinkt
sind, schneidet die Gerade die Parabel nicht.

Das Ergebnis der bisherigen Diskussion 1aBt sich planimetrisch deuten. Man erhilt
fiir die 3 Fille a) bis ¢) zusammengefalt:

< zwei gemeinsame Punkte (Schnittpunkte)
mb == einen gemeinsamen Punkt (Beriihrungspunkt)
> keine gemeinsamen Punkte.

Bild 188

Dieses Ergebnis 1a8t sich geometrisch deuten. Bild 188 zeigt, daB eine beliebige
Gerade g die y-Achse im Punkt 4 schneidet. Die Senkrechte zu g durch den Punkt 4
schneidet die z-Achse im Punkt B. Es ist 04 —= {b| und OB = {b - tan «| = |bm)|.
Liegt also der Punkt B links vom Brennpunkt, dann existieren 2 Schnittpunkte,
liegt er rechts von F, gibt es keinen gemeinsamen Punkt. Fir B = F ist die Gerade
eine Tangente.

Satz

Die auf einer Parabeltangente im Schnittpunkt mit der Scheiteltangente errichtete
Senkrechte geht durch den Brennpunkt.

Die Umkehrung dieses Satzes liefert eine Hiillkonstruktion der Parabel:
Scheiteltangente und Brennpunkt einer Parabel seien gegeben. Legt man durch F
beliebige Geraden und errichtet zu ihnen in den jeweiligen Schnittpunkten mit der
Scheiteltangente Senkrechte, dann hiillen diese als Tangenten die Parabel ein
(Bild 189).
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2. Essei m = 0.
Die Gleichungen (1) und (II) sind nicht anwendbar. Die Gerade ist parallel zur z-Achse
und hat die Gleichung y = c¢. Durch Einsetzen in die Parabelgleichung erhélt man
¢ = 2px, oder

&2
=35

Es existiert nur ein Schnittpunkt.

Ty h=c.

3. Die Gerade sei parallel zur y-Achse.
Auch hier versagen die Gleichungen (I) und (II), da m keinen endlichen Wert hat.
Die Geradengleichung lautet = = ¢. Dann folgt aus der Parabelgleichung y? = 2pc
oder L :

yl;ﬂ I :k: V2.PC, xl;l =C.

Es ergeben sich zwei Schnittpunkte, die symmetrisch zur z-Achse liegen.

N,

RBild 189 Bild 190

Schneidet nach Fall 1. a) die Gerade die Parabel in den Punkten P, und P,, dann ist
P, P, eine Sehne der Parabel, und der Sehnenmittelpunkt M hat die Koordinaten
2 +
Mit Formel (1I) erhidlt man fiir die Ordinate
Yo = 2. W)

Wird zu einer Parabel eine Schar von parallelen Geraden gegeben (Bild 190), dann
haben diese einen gemeinsamen Richtungsfaktor m, und folglich haben wegen (V)
alle Sehnenmittelpunkte die gleiche Ordinate Ym.
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Satz
Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf einer Parallelen zur x-Achse mit der
Gleichung y = - (V)

m’ .
Die Parallele heiBt Durchmesser der Parabel. Jeder Schar paralleler Sehnen ist ein
Durchmesser zugeordnet oder konjugiert. Fir m — oo folgt ¥m — 0. Ist also die Sehnen-

schar senkrecht zur Parabelachse, dann fallt der konjugierte Durchmesser mit der
Parabelachse zusammen,

AUFGABEN

878. Welche Lagebeziehungen bestehen zwischen der Parabel y? = 7z und den Geraden
a)y =3z —8 b)3z —4y+16=0 c)y=——z~x—-;—
dx—4y+5=0 e)xz+4+5=0?

879. Man berechne die Schnittpunkte zwischen der Parabel y* = 1,62 und den Geradcn
n) 2% — 9y + 16 = 0 b)y=%x+2,4 o) y = 4z + 10,0
d)y = 0,4z e)z—2=0 ly+12=0

880. Gegeben sind je eine Parabel und eine Gerade. Gesucht wird die Gleichung des zugeordneten
Durchmessers.
a)y*=18z, 6x—2y+10=0 b) y* = 3,6z, y=—%-:c+12 :

881. Fiir die Parabel 2 = 2py und die Gerade y = mz 4 b ist die Gleichung des zugeordneten
Durchmessers anzugeben.

882. Eine Parabel und einer ihrer Durchmesser sind bekannt. Man bestimme die Gleichung der
Sehnenschar, die von dem Durchmesser halbiert wird?

1

, 9
a)y* =84z, y=4¢ blyt= o w=—mg

883. Gegeben sind eine Parabel durch y? = 12z und ein Punkt M (5; — 3). Welche Parabelsehne
wird durch M halbiert?

884. Gegeben sind eine Parabel durch 2 = 15z, ein Durchmesser durch y = 2,5 und ein Punkt
A (65 1). Welche durch A gehende Parabelsehne wird vom Durchmesser halbiert?

885. Durch den Scheitelpunkt O der Parabel 32 = 2pz wird eine beliebige Sehne O P gezogen. Der
konjugierte Durchmesser schneidet die Leitlinie in L. Man bestimme die Menge aller Fuf-

punkte der von L auf OP gefillten Lote.

32.7. Tangente und Normale

Gegeben sind eine Parabel durch y? = 2pz und ein Parabelpunkt P, (x,; y,). Es
soll die Gleichung der Parabeltangente durch P, aufgestellt werden.
Nach der Punktrichtungsgleichung erhélt man fiir die Tangente ¢:

Y—Y%

x_gﬂ:m. (1)
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Der Richtungsfaktor m ergibt sich aus der fiir den Tangentenberithrungspunkt P,
giiltigen Formel (VI) aus 32.6. mit

D .
m= =, 11
Yo ()
Damit folgt
Y—%_P
T—% Yo
oder
YYo — Yo = PT — P%y. (I11)
Fir den Parabelpunkt P, gilt
Y = 2px,. (Iv)

Die Addition von (III) und (IV) fiihrt schlieBlich zur Gleichung der Parabeltangente
im Parabelpunkt P, (z,; y,)

= p(x + %) (145)

Anmerkung: Mit der Differentialrechnung erhdlt man aus der Funktion y = V2pz = f(z),

die den im 1. Quadranten liegenden Parabelteil darstellt, die Ableitung 3" = o — B &
2px y
Fiir P, folgt in Ubereinstimmung mit (IT) /' (x;) = -~ = m als Richtungsfaktor der Parabel-

tangente in P,. Y

Als Normale der Parabel im Punkt P wird die durch P gehende Senkrechte zur Tan-
gente bezeichnet. Die Normale » besitzt die Gleichung

\Y

y——— ?/0 —] =3 _yg 3 (V)
x—x, P
Die Tangente und die Normale werden mit

derz-Achse geschnitten. 7' und N seien die
Schnittpunkte (Bild 191). Thre Abszissen

Q
ergeben sich aus (145) bzw. (V), wenn dort
y = 0 gesetzt wird: : 1
‘ T o\ F
—Y% Yo
0= px i SR L L
p(u—]—’co) Ty — 2, D \

= —wxy (VI) 2y =2+ p (VII) Bid1el

S

Die Projektion TR des Tangentenabschnittes TP, auf die z-Achse, d. h. auf die
Parabelachse, wird Subtangente genannt, die entsprechende Projektion RN des
Normalenabschnittes Py N heillt Subnormale. Nach Formel (VI) wird TR = 2x, und
nach (VII) ergibt sich RN = p. Fiir die Parabel y? = 2pz folgt also der
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Satz

Die Subtangente ist gleich der doppelten Abszisse des Beriihrungspunktes. Die
Subnormale ist konstant gleich p.

Zur Kontrolle erhélt man nach dem Satz von EukLip aus dem rechtwinkligen Drei.
eck P,TN

P,R* = TR-RN oder y: = 2px,,

also wieder Gleichung (IV).
Fiir den Schnittpunkt @ zwischen der Tangente und der y-Achse ergibt sich aus (145)

mlt xQ=0
_P% _ DY _ Yo

Y= Tw2p T 2

Satz

Die Ordinate des Schnittpunktes zwischen Tangente und y-Achse ist halb so grof3
wie die Ordinate des Beriihrungspunktes.

Die obigen Sitze ermoglichen die Konstruktion einer Parabeltangente, wenn die
Parabelachse, der Scheitelpunkt und ein Beriihrungspunkt P, gegeben sind.

Bild 192 zeigt die Parabel y* = 2px und den Punkt
P, auBerbalb der Parabel. Von P, sind an die Parabel r)’
die Tangenten anzulegen. Der Anschauung ent-

nimmt may, daf zwei Tangenten, ¢, und ¢,, die Auf-
gabe 16sen. Ihre noch- unbekannten Beriihrungs-
punkte seien P; und P2 Dann gelten nach (145) die

Gleichungen: %
h: Yy =pE + ) _—

o

ta: yys = P&+ 2,) N
Der Schnittpunkt P, liegt auf beiden Tangenten: >
Yoy = P (%o + 1) (VII)
YoYz = P (%o + %) - (1x)
Es soll die geometrische Bedeutung der Gleichung  Bild 192
YYo = p(x + o) (X)

fiir den auerhalb der Parabel liegenden Punkt P, untersucht werden. Zunéachst stelit
(X) als lineare Gleichung eine Gerade dar. Wegen Gleichung (VIII) liegt Punkt P,
und wegen Gleichung (IX) auch Punkt P, auf dieser Geraden. Also ist (X) die Glei-
chung der durch beide Beruhrungspunkte gehenden Parabelsehne. Sie heilt Beriih-
rungssehne.
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Die Tangentengleichung (145) und die Gleichung der Beriihrungssehne stimmen in der
Form iiberein. Die verschiedene inhaltliche Bedeutung ergibt sich daraus, daB fiir die
Tangente P, auf der Parabel, fiir die Beriihrungssehne P, auBlerhalb der Parabel liegt.
Mit Hilfe der Berithrungssehne ist die‘obige Aufgabe nun leicht zu lgsen.

BEISI'IEL

1. Vom Punkt Py{—4/;; 1) sind an die Parabel y> = 6z die Tangenten zu legen. Wie heilen

ihre Gloichungen?

Lisung: Bie Gleichung der Berithrungssehne ist nach (X):

Dann werden die Schnittpunkte von Parabel und Beriihrungssehne ermittelt:

(3:1:" o 4)2 = ﬁx,-

2
Xy —

x =

w|oo il
©

2
12=T
3

y‘::4 y2=—2

Die Koordinaten der Schnittpunkte P, und P, getzt man in (145) ein und erhélt die gesuchten

Tangentengleichungen:
8 2
by: 4y =3 (x + - tat —2y=3 2+ —
10 4y (1'4' 3) 2 Y (-"‘* + 3)
3 3
y=7x+2 y_—-2—z—1

Zur Kontrolle kann man beide Tangenten zum Schnitt bringen und muf wieder den Punkt

P, erhalten.

Lost man die Gleichung der Berithrungssehne nach y
auf, dann folgt

g ey g 229, (XI)
Yo Yo
Der Richtungsfaktor ist m = % Daher lautet die
Yo
Gleichung des zugeordneten Durchmessers
N (R
¥="m » Yo-
Yo

P, liegt also auf dem Durchmesser, der seiner Beriih-
rungssehne zugeordnet ist (Bild 193).

206 Algebra und @cometrie

Bild 193

%7

L0,
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Fir den Schnittpunkt P, von dem Durchmesser und der Parabel ergeben sich die
Koordinaten

Die Gleichung der Tangente in P, an die Parabel lautet dann
p Yo
= x4 =.
Yo 2

Ein Vergleich mit (XI) zeigt, daB die Tangente den gleichen Richtungsfaktor wie die
Beriihrungssehne hat.

Die Tangente im Schnittpunkt eines Durchmessers mit der Parabel ist der zuge-
ordneten Sehnenschar parallel.

Dieses Ergebnis kann man sich auch leicht veranschau- y
lichen. Néahert sich in Bild 194 der Punkt P, auf einem
Durchmesser unbegrenzt der Parabel, dann bewegt sich
die Beriihrungssehne parallel zu sich in entgegengesetz-
ter Richtung. Im Grenzfall liegt P auf der Parabel und
die Sehne geht in die Tangente uber Das macht auch -y
die Ubereinstimmung zwischen der Tangentengleichung
und der Gleichung der Beriihrungssehne plausibel. Ab-
schlieBend wird der Fall betrachtet, daBB die Parabel
eine allgemeinere Lage im Koordinatensystem hat,
dafisiez. B. durch (138) gegeben ist. Indem «’; y'-System
(Bild 182) hat die Parabeltangente dann die Gleichung

-]

Bild 194

Y9 =prE + %),
und mit ¢’ = x — x,, ¥’ = y — y, erhilt man die Gleichung einer Parabeltangente
in P, im x; y-System:

(y — ¥ (Yo — Yo) = P2 + 79 — 22,). (XTI)
BEISPIELE

2. Welcher Punkt P, der Parabel y? = 122 besitzt von der Geraden y =1— 2 -8 den kleinsten
Abstand und wie groB ist dieser?

Lésung: Man legt parallel zur Geraden g eine Parabeltangente,

deren Beriithrungspunkt Py von g den geforderten minimalen Abstand
besitzt (Bild 195). Die Tangentengleichung lautet: g
6 6x \
& YYo= 6(x + x) bzw. y= —z 4+ —L, £
Yo Yo _;_
Die Richtungsfaktoren von ¢t und g miissen wegen der Parallelitdt 0
beider Geraden iibereinstimmen:
$_3
Y 4 Bild 195
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Daraus folgt y, = 8 und mit diesem Wert aus der Parabelgleichung‘ Ty = 13—6 Der gesuchte
d s

minimale Abstand des Punktes P, von g ergibt sich mit Hilfe der HEssEschen Normalform vong:

379 —4y,+32 16

d= .
-5 5

Wie grof} ist der Halbparameter der Parabel x? = 2py, die die Gerade y = il x— 2 als
Tangente hat? 4 2

Lésung: Die Parabel ist nach oben gedffnet. An die Stelle der Tangentengleichung (145)
tritt jetzt die Gleichung:

2% = p(Y + Ya)
und nach y aufgelést:

%o
Yy=—x— Y-
p
Durch Vergleich mit der gegebenen Geraden folgt :
B8 T
b Yo 7"
Fiir P, gilt
3 = 2pYe-
Aus diesen 3 Gleichungen laBt sich p berechnen:
p = 16.

. Unter welchem Winﬁel schneiden einander die Parabel 22 — 16y =0 und der Kreis
22 4 y? — 225 = 07

Losung: Unter dem Schnittwinkel zweier Kurven versteht man den Winkel, der von den

Tangenten, die im Schnittpunkt beider Kurven an diese angelegt sind, gebildet wird. Man er-

hélt fir die Schnittpunkte zwischen Kreis und Parabel
P (12; 9), P,(—12;9).

Wegen der Symmetrie beider Kurven zur y-Achse kann man
sich auf P, beschrinken. Die Tangentengleichungen lauten g
(Bild 196):

tg: 122+ 9y = 225 oder = — ;—x + 25

tp: 122 =8(y+9)  oder y=%x—9.

Fiir den Schnittwinkel erhélt man Bild 196
3 4
2 t3 17 sonr
tana1= T = -6—, o6y = 109°26
— e e
2 3

bzw. &, = T0°34".

26*
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AUFGABEN

886.

887.

888.

889.

890.

891.

892,

893.

Man bestimme die Gleichung der Tangente an eine bekannte Parabel in einem gegebenen
Parabelpunkt P,

a) y2 =32z, Py(8;y > 0)
32

b)z?=—-—1y, P,(3.2;...

)z 153/ o )

) (y — 3)2 = —20(z + 1), Py(...; 5)
d) 522 — 40z — 12y — 40 =0, Py(2;...)
3 9 33 g
= — — 2 — — Po(...; 4

QY= — gt ” + 10 o )
Wie hei3t die Gleichung der Normalen der Parabel

y2 — 10z — 4y + 14 =0 im Punkt Py(3,5;y < 0)?
Gegeben sind die Parabel 22 = — 18y und die Gerade y = — % z — 4. In den Schnitt-
punkten P; und P, von Parabel und Gerade sind die Tangenten an die Parabel anzulegen.
Man berechne
a) den Schnittpunkt P, der Parabeltangenten,
b) den Tangentenschnittwinkel,
c) die Fliche des Dreiecks P P, P,

Durch den Brennpunkt einer Parabel wird eine Gerade gelegt und durch deren Schnitt-
punkte mit der Parabel werden die Tangenten gezogen. Es ist analytisch zu beweisen,
daB die Tangenten senkrecht aufeinanderstehen. .

An eine gegebene Parabel ist eine Tangente mit bekannter Richtung zu legen Man bestimme
den Beriibrungspunkt und die Tangentengleichung.

a) x%2 = 9y, Steigung der Tangente: %;
b) y* = 4z, die Tangente steht senkrecht auf der Geraden y = —3xz - 5;
¢) y? = 4z, die Tangente bildet mit der Geraden y = 2x — 3 einen Winkel von 45°;

d)y? — 9z + 6y + 81 = 0, die Tangente ist senkrecht zur Geraden 4z — 3y — 25 = 0:
e) (y— 82 = —g; z, die Tangente ist parallel zur Geraden 5z — 4y = 0.
Eine nach oben geiffnete Parabel enthilt die drei Punkte

5 1
(o) o o)

a) Welche Parabeltangente und welche Parabelnormale gehen durch den Punkt P, ( fI; : )
der Parabel?

b) In welchem Punkt P, beriibrt die Tangente mit der Steigung — _';, die Parabel?

™

Eine an die Parabel y? = 24z gelegte Tangente schneidet auf der y-Achse die Strecke 4 ab.
Wie lautet die Tangentengleichung und wo liegt der Beriihrungspunkt?

a) Wie gro8 ist der Halbparameter der Parabel 32> = 2pz, diedie Gerade y = 0,26x + 1,20
als Tangente besitzt?

b) Desgleichen fiur y2 = 2pz und y = —3x -+ 8.
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894. Fiir welchen Parabelpunkt ist die Subtangente genauso lang wie die Subnormale?

895. Fiir welchen Parabelpunkt ist die Normale genauso lang wie der Parameter 2 p?

896. Zu einem Parabelpunkt mit der Abszisse z, = g gehort die Subnormale von der Linge 10.

5
Welchen Winkel bildet die Tangente dieses Punktes mit der x-Achse?

897. Wie groB ist die Fliche eines gleichseitigen Dreiecks, dessen 3 Seiten auf Tangenten der
Parabel »* = Gz liegen?

898. \Welche Tangente an die Parabel y? = 122 hat vom Brennpunkt den Abstand d = 5?

899. In einecm Punkt P, der Parabel y* = 2pz ist die Tangente angelegt. Sie schneidet die
y-Achse in R. Man bestimme die Menge der Umkreismittelpunkte der Dreiecke O P, R.

900. Die Normale in einem Parabelpunkt P, der Parabel y* = 2px schneidet die z-Achse im
Punkt Q. Auf der Senkrechten zur z-Achse in Q wird Py,Q von Q aus bis R abgetragen. Auf
welcher Kurve bewegt sich R, wenn P, die Parabel durchliuft?

=

901. Wie heiBen die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten an die Parabel y* = L 2z und den
Kreis 22 + y2 = 100. 2
Welches sind die Beriihrungspunkte?

902. An eine gegebene Parabel sind von einem gegebenen Punkt P, die Tangenten zu legen.
\Yic hciBen ihre Gleichungen?

5
a)y? =10z, P, (—5; ?)
b) 2? = 24y, Po(3; —3)
c) ¥* = — 13z, Py(10; 2)
d)2? — 8z + 8y + 64 = 0, P,(0; 0)

903. Eine Parabel ist durch die Leitlinie und den Brennpunkt F gegeben. Von einem Punkt P,

sind an die Parabel die Tangenten zu legen. Man beweise die folgende Konstruktion:
Um P, ist ein Kreis mit Py F als Radius zu zeichnen. Der Kreis schneidet die Leitlinie in den
Punkten R und Q. Die Mittelsenkrechten von RF und QF sind die gesuchten Tangenten.
Die Tangentenberiihrungspunkte ergeben sich als Schnittpunkte zwischen den Tangenten
und den in R und Q errichteten Senkrechten zur Leitlinie.

904. Zwei ‘Tangenten und die zugehorige Berithrungssehne einer Parabel bilden ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenlinge s — 12. Wie groQ ist der Halbparameter der Parabel?

905. Die Parabel y? = 24z ist mit der Geraden y = 32 — G zum Schnitt zu bringen, und in den
Schnittpunkten P, und P, sind an die Parabel die Tangenten zu legen. Man zeige, dal der
zur Sehne konjugierte Durchmesser durch den Tangentenschnittpunkt P, geht. Im Schnitt-
punkt P; von Durchmesser und Parabel ist eine Tangente anzulegen und zu zeigen, dall der
Durchmesser den Abschnitt dieser Tangente zwischen den beiden anderen Tangentcn
halbiert.

906. Unter welchen Winkeln schneiden sich die folgenden Kurven:
a)y'-"=—2~z, 2?4+ y? =25
b) y* = 12z, x"'-.—-‘;?y
c)a?—4y =20, ¥+ 82 —10y—7=0

32.8. Weitere Eigenschaften der Parabel

Zunichst soll eine Brennpunkteigenschaft der Parahel auf planimetrischem Weg ab-
geleitet werden. In Bild 197 sind zu einem Parabelpunkt Py der Brennstrahl Py F und

der Leitstrahl Py L eingetragen. Nach der Parabeldefinition ist Pﬁ = PO_L und damit
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das Dreieck.PoLF gleichschenklig. Die Scheiteltangente schneidet F L in Q. Nach dem
Strahlensatz ist FQ = QL, also QP, die Hohe im Dreieck P,LF, die sowohl den

Winkel F P L halbiert als auch senkrecht auf

F L steht. Wegen <t FQ P, = 1- mull dann
- aber nach dem Satz auf Seite 396 Q P, eine
Parabeltangente sein.

Satz

Die Para,beltangenté halbiert den Winkel
zwischen Brennstrahl und ILeitstrahl. Die

2

7

> s

Normale halbiert den zugehdrigen Neben-
winkel.

Den zweiten Teil des Satzes beweist man
durch einfache planimetrische Uberlegung.

Rotiert eine Parabel um ihre Achse, dann ent-
steht ein Rotationsparaboloid. Ein Parabol-
spiegel ist ein Stiick des Paraboloids, seine
Innenflache tragt einen Spiegelbelag. Parallel

Bild 197

zur Achse einfallende Lichtstrahlen werden nach dem obigen Satz wegen des Re-
flexionsgesetzes so zuriickgeworfen, daB sie durch F' gehen. Hieraus erklirt sich auch

fir F der Name ,,Brennpunkt‘.

Legt man von einem Punkt P, die Tangenten an die Parabel und projiziert die Tan-

gentenabschnitte Py P, und PP, auf eine Parallele zur Scheiteltangente, dann sind
nach dem Strahlensatz unter Verwendung der Ergebnisse der vorigen Abschnitte die

Projektionen gleich (Bild 198):

Py P = PP, = ¢. .
d
Eine beliebige dritte Tangente schneidet die c R arees e ees
beiden anderen Tangenten in R und @, und ™ G:D ....
es gilt entsprechend : o &
0 dyiE
R'Pli= R'P::=@ L
Q P; = Q’ Pé = é€. e
Wegen 2c¢ = 2d 4 2¢ folgt auBerdem e
c=d+e.
Damit erhalt man Bild 198
PR_ d _d PR _c—e_d
RP, c—d e’ P, ¢ e’
P,E _ PyQ

=
o
D
o9

(I
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Werden also von einem Punkt an eine Parabel die Tangenten gelegt und mit einer
beliebigen dritten Tangernte zum Schnitt gebracht, dann verhalten sich die Abschnitte
auf der ersten Tangente umgekehrt proportional wie die entsprechenden Abschnitte
auf der zweiten.

Diese Eigenschaft kann fir eine Hillkonstruktion ausgeniitzt werden, wenn von der
Parabel zwei Tangenten mit den Beriihrungspunkten P, und P, gegeben sind. Man
teilt P, P,und P, P, in eine gleiche Anzah! von Teilen und verbindet entsprechende
Punkte, wie es in Bild 199 angegeben ist. Wihlt man die Teile geniigend klein, dann
braucht die Parabel kaum noch mit einem Kurvenlineal nachgezogen zu werden.

P P

Bild 199 Bild 200

In (I) kann speziell P, R == RP,, also auch P,Q = QP, sein.

Werden also die Mittelpunkte zweier Tangentenabschnitte verbunden, dann entsteht
wieder eine Parsbeltangente, deren Beriihrungspunkt auf der Mitte dieses Tangenten-
abschnittes liegt. Durch Fortsetzung des Verfahrens ergeben sich weitere Tangenten
und Parabelpunkte (Bild 200).

AUFGABEN

907. Man beweise den Satz aus 32.8. auf analytischem Wege.

908. Der parabolische Hohlspiegel eines Scheinwerfers hat einen Durchmesser d = 26,4 om und
eine Tiefe k = 12,0 cm. In welcher Entfernung vom Scheitelpunkt ist eine als punktférmig
anzunehmende Lichtquelle zu befestigen, damit die Lichtstrahlen parallel zur Spiegelachse
reflektiert werden?

909. Zwei Parabeltangenten mit den Beriihrungspunkten P; und P, und den Abschnitten
P(,_P1 = 7 em, P(,—P,. = 13 cm schneiden sich in P, unter dem Winkel & = 50°.

a) Man bestimme die Parabel mit Hilfe der Hiillkonstruktion entsprechend Bild 199 unter
Verwendung von mindestens 10 Tangenten.
b) Weitere Parabeltangenten und Parabelpunkte sind entsprechend Bild 200 zu konstruieren.

910. Die folgende Konstruktion ist zu beweisen: Von P, sind an eine Parabel bis P1 bzw. P, die
Tangenten gelegt. Zieht man durch einen beliebigen Punkt 7' der Sehne P, P, eine Parallele
zu P(,P,, die P,,P1 in R schneidet, und eine Parallele zu P,,Pl, die PaPa in Q schneidet, dann
ist E() eine Parabeltangente.
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911. Durch den Scheitelpunkt der Parabel 4* = 2pz ist ein Geradenbischel gelegt. Man bestimme
die Menge aller Punkte der Ebene, welche die von den Geraden ausgeschnittenen Parabel-
sehnen im Verhiltnis #,:7, teilen.

912. Die Parabel y = -lz% wird von der Geraden y = — —é— z + 10 geschnitten. Welchen Winkel

schlieBen die zu den Schnittpunkten P, und P, fiihrenden Brennstrahlen miteinander ein?
Wie groB ist die Flache des Dreiecks P, P, F'?

33. Ellipse

33.1. Definition und Konstruktionen

In 31.2. wurde fiir die Ellipse neben der Erkliarung als Kegelschnitt die folgende Def-
nition angegeben:

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer Abstinde
von zwei festen Punkten konstant ist.

Die festen Punkte F; und F, werden Brennpunkte der Ellipse genannt. AuBerdem
wird fiir die konstante Abstandssumme

PF, + PF,=2a () 3

und fiir den Abstand der Brennpunkte

F,F,=2¢ (I1)

gesetzt (Bild 201). e heiB3t lineare Exzentrizitiit der El-
lipse. Durch die GroBen e und a ist die Ellipse eindeutig,
bestimmt, und zwar muB e < a sein. Das Verhiltnis

Bild" 201

&= % < 1 heiBt numerische Exzentrizitit. PF, und PF, nennt man die Brenn-

strahlen von P. Aus der obigen Definition folgen unmittelbar zwei Ellipsenkonstruk-
tionen. Die GroBen 2a und 2e seien gegeben.
i

1. Punktweise Konstruktion

Auf der gegebenen Strecke C D = 2a wahlt man R beliebig und schligt mit Ck =r,
um F; und mit DR = r, um F, Kreisbogen, die sich in zwei Ellipsenpunkten P, und
P, schneiden. Durch Vertauschen von r, und r, ergeben sieh zwei weitere Punkte P,
und P,. Man beachte bei der Wahl von R, daBl r; = a —e bzw. 7, = a — e sein mufl.
Die Konstruktion beweist die Existenz von zwei Symmetricachsen der Ellipse
(Bild 202). Ihr Schnittpunkt heiBt Mittelpunkt M der Ellipse. Die durch die Brenn-
punkte gehende Symmetrieachse heiBt Hauptachse der Ellipse, die dazu senkrechtc
Symmetrieachse heiBt Nebenachse.
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2. Fadenkonstruktion (Gartrerkonstruktion)

Um zwei ReiBzwecken im Abstand 2e wird ein Faden gelegt, der zu einer Schlinge
verknipft ist und den Umfang 2a + 2¢ besitzt (Bild 203). Mit einem in die Schlinge
gesteckten Bleistift wird der Faden gespannt und die Kurve umfahren.

L R Za

C— 10

L L N ——
Bild 202 Bild 203
33.2. Ellipsengleichungen

Um zunichst die Kurvengleichung der Ellipse in rechtwinkligen Koordinaten aufzu-
stellen, wird unter Ausnutzung der Symmetrie ein geeignetes Koordinatensystem ge-
wihlt. Der Ursprung liegt im Ellipsenmittelpunkt, die Koordinatenachsen fallen mit
den Symmetrieachsen zusammen (Bild 204). Die Brennpunkte erhalten die Koordi-
naten F(—e;0), Fy(e; 0). Fiir einen variablen Ellipsenpunkt P(r;y) gilt nach der
Definitionsgleichung:

7y + 7y = 2a  oder

Ve + 2)* + y2 + V(e — 2)2 + y* = 2a.

Umgestellt und quadriert ergibt

e? |- 2ex+ a2+ y? =4a%? —4a X

X V(e — &) - Y2 - et —2ex + 2% 4 y?

Bild 204
und vereinfacht folgt
ex —at= —aYie— 07+ 4
Hier wird nochmals quadriert und zusammengefaBt:
(a% — €?)a? + a’y? = a?(a® — €?). (N

Zur Abkiirzung setzt man

a? — e = D? (146)
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wobei b spiter auch geometrisch erklirt wird. Aus (I) folgt
b22? 4 a?y? = a?b?, (1K)
und Division durch a?b? ergibt die

Mittelpunktsgleichung der Ellipse

T
=+ =1 (147)

Diskussion der Mittelpunktsgleichung

Die Ellipse ist abhidngig von den GréBen a und b oder allgemeiner wegen (146) von
zwei der drei GroBen d, b und e. Die Mittelpunktsgleichung (147) ist rein quadratisch
in z und y, was wieder die Symmetrie der
Ellipse beziiglich der z-Achse und der y-
Achse bestatigt.

Setzt man in (147) y =0, dann wird
z = +a. Die Ellipse schneidet die z-Achse
in zwei Punkten 4,(—a; 0) und 4,(a; 0)..
Wird in (147) # = 0, dann ist y = + b,
d. h., die Ellipse schneidet die y-Achse
in den Punkten B,(0;b) und B,(0; —b)
(Bild 205). In der Differentialrechnung wird
gezeigt, daB die Ellipse in den Punkten A,
und 4, am stiarksten und in den Punkten
B; und B, am schwachsten gekriimmt ist.1)
Man nennt daher A; und A, die Haupt-
scheitelpunkte, B; und B, die Nebenscheitelpunkte. Die Strecken A, 4, — 2a und
B, B, = 2b bezeichnet man auch als groBe bzw. kleine Achse der Ellipse und a als
groBe Halbachse, b als kleine Halbachse. Die in den Scheitelpunkten an die Ellipse
gelegten Tangenten heillen Scheiteltangenten.

Aus (147) erhalt man durch Auflésen nach y

Bild 205

y=+ g Vaz 2 (147a)

Fiir jeden Wert €[ —a;a] ist die Wurzel reell. Es lassen sich fiir diese z-Werte, bis auf
x = + a, zwei y-W erte berechnen, die sich nur um das Vorzeichen unterscheiden (Sym-
metrie zur z-Achse). Wandert x von —a iiber 0 bis -} @, dann dndert y seine Werte von
0 bis 4 b und wieder bis 0. Fiir die Ordinaten gilt deshalb y ¢ [—b; b]. Fiir |z] > a
ist die Wurzel imaginir, also gibt es in Ubereinstimmung mit der Anschauung keine
Ellipsenpunkte mehr. Die Ellipse liegt véllig in dem von den Scheiteltangenten gebil-
deten Rechteck. Die Gleichung (146) wird nun auch unmittelbar aus Bild 205 ab-

1) Vgl. Band ,,Analysis“, Abschnitt 4
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gelesen. Fiir den Ellipsenpunkt B, gilt z. B. die Gleichung F, B, + F,B, = 2a und

wegen der Symmetrie wird Fy, B, = a. Ausdem Dreieck B, F,0 folgt nachdem pytha-
goreischen Satz die Gleichung (146).

S 2
Fir x = te folgt y = 4 % Ya: —ef =4 Z—. Wie bei der Parabel heit die durch
den Brennpunkt senkrecht zur z-Achse gelegte Sehne Parameter und wird mit 2 p

252
bezeichnet. Es ist 2p = = ~und man findet fiir den Halbparameter:
= . (1II)

Ist speziell @ = b, dann folgt aus (147) durch Multiplikation mit a2 die Kreisgleichung
22 + y® = a®. Der Kreis ergibt sich als Sonderfall der Ellipse, beide Brennpunkte
fallen wegen ¢ = 0 im Kreismittelpunkt zusammen.

Die Gleichung (147a) fiihrt zu einer oft verwendeten Ellipsenkonstruktion :

Gegeben sind die Halbachsen a und b der Ellipse. Man schligt um den Ellipsen-
mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius a, den Hauptscheitelkreis, und einen Kreis
mit dem Radius b, den Nebenscheitelkreis. Ein beliebiger Strahl durch O schneidet
den Hauptscheitelkreis in R und den Nebenscheitelkreis in @ (Bild 206). Die Parallele
zur Hauptachse durch @ schneidet die Parallele zur Nebenachse durch R in dem Ellip-
senpunkt P.

Beweis: Nach Bild 206 ist
0S=2 PS=y
und .
RS = Ya® — 22.
Aus der Proportion :{
75 _
RS a
folgt
PS = ¥ 2
PS=y= - 8t —a
d. i. Gleichung (1474a). Bild 206

AuBerdem wird aus Bild 206 noch eine
wichtige Parameterdarstellung der Ellipse abgelesen. Mit < ROS = ¢ gilt

x = a cost
t € [0; 360°). (148)

y=bsint

Der Winkel ¢ heilt exzentrische Anomalie. Dividiert man die erste Parametergleichung
durch a, die zweite durch b, quadriert und addiert die so erhaltenen Glosichungen,
dann folgt wieder die Mittelpunktsgleichung (147).
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BEISPIEL

1. Die Endpunkte R und @ einer Strecke konstanter Lénge gleiten auf zwei zueinander senk.
rechten Geraden. Welche Kurve durchlauft ein Punkt P der Strecke, dessen Entfernung von
R gleich m und von @ gleich » ist?

Losung: Die zueinander senkrechten Geraden werden als Koordinatenachsen gewihlt, und es
wird < OQP =t gesctzt. Aus Bild 207 licst man sofort die Gleichungen

X = mcost

y =mnsint

ab. Nach Gleichung (148) beschreibt also P einen Ellipsenbogen. Fir m > n gilt m =a,
n =2b, fir m <» wird n = a, m = b. Im zweiten Fall fillt die Hauptachse der Ellipse mit
der y-Achse zusammen.

Auf dieser Eigenschaft beruht erstens die Papierstreifenkonstruktion der Ellipse — die Strecke
RQ wird durch einen Papierstreifen realisiert, auf dem P markiert ist — und zweitens die Wir-
kungsweise des Ellipsenzirkels.

\\ o

o 0 Xm X

0
Bild 207 Bild 208

SchlieBlich werden noch die Kurvengleichungen fiir allgemeinere Lagen der Ellipse
angegeben. Der Ellipsenmittelpunkt M habe die Koordinaten z,, .. die Hauptachse
sei parallel zur x-Achse (Bild 208). Die Gleichung der Ellipse lautet (vgl. 32.3.)

— am)? — Ym)?
(x a:r ) +(y bz‘y) -1 (149)

Ist die Hauptachee parallel zur y-Achse, d. h. die Ellipse gegeniiber den bisherigen
Lagen um 90° gedreht, dann sind in den Gleichungen (147) bis (149) die Koordinaten
z und y zu vertauschen.
Die letzte Gleichung ergibt nach Multiplikation mit dem Hauptnenner, Auflésen der
Klammern, Ordnen und nach entsprechender Bezeichnung der Koeffizienten von z
und y

Az® + By* + Cz + Dy + E = 0. (1V)
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Dabeiist A=f=B und 4 -B >0, d. h., 4 und B haben gleiches Vorzeichen. .fede
Gleichung von der Form (IV), deren Koeffizienten A und B beide Bedingungen er-
fiillen, bestimmt eine Ellipse.
BEISPIEL
2. Die Kurve mit der Gleichung
4x% + 2592 — 322+ 50y — 11 =0
ist zu untersuchen.

Lésung: Die Gleichung hat die Form (IV). Es ist A =4, B= 25. Wegen A =% B und
AB =4.25 > 0 stellt die Gleichung eine Ellipse dar. Man bringt die Gleichung auf die Form
von Gleichung (149), um die Koordinaten des Mittelpunktes und die Halbachsen ablesen zu
koénnen.

Man erhilt zunichst
4 (22 — 8z) + 25(y2 + 2y) = 11.
Dann werden die Klammerausdriicke zu Binomen ergiinzt:
4(x2 — 8z + 16) -+ 25(y% + 2y + 1) = 100.
Division durch 100 ergibt

@ =42 v
25 4

Fiir den Ellipsenmittelpunkt wird 3/(4; — 1) und fiir die Halbachsen @ = 5,5 = 2 abge-
lesen.

3. Auf der Ellipse b?2? 4 a’y? = a2b? werden zwei beliebige, symmetrisch zur z-Achse gelegene
Punkte P, und P, gewiihlt (Bild 209). Durch P, wird eine Parallele g, zur z-Achse und durch
P, und 4, eine Gerade g, gelegt. Man bestimme analytisch die Gleichung der vom Schnitt-
punkt P beider Geraden durchlaufenen Kurve.

J

L A p :.72

g1

]

<
o

Y

*

Bild 209

Losung: Die Gleichungen der Geraden lauten:

Nt Y=

Y+%h_ =¥

gat .
zZ—z; I —a
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Daraus ergibt sich fiir den Schnittpunkt P(z; y):
z=2a — 2 4%)
Y =- (V1)

Fiir den variablen Ellipsenpunkt P, gilt

2, und y, werden nach (V) bzw. (VI) ersetzt und ergeben

(x—2ap 4
R

Die gesuchte Kurve ist eine Ellipse, die der urspriinglichen kongruent ist und den Mittel-
punkt M (2a; 0) besitzt.

4. Es ist die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten aufzustellen, wenn der Brennpunkt F;
als Pol und die Richtung von F; nach F, als Polarachse gewahlt werden.

L6sung: Man wihlt nach Bild 210 ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung
in F, und erhalt fiir die Ellipse die Gleichung

(x—e? , y2
N.;..ﬁ_l.

a?

Dann geht man mittels der Gleichungen 2z =1 cos,
y = 7sin @ zu Polarkoordinaten iiber:

— o2 in @)2
(r cos @ €) 1 (7 sin @) =
a? b2 Bild 210

Nach 7 aufgeldst, ergibt unter Verwendung von a2 — 2 = b2;

2 4
29 eb? cos @ . b PN
a? — ¢* cos® a® — €2 cos? g
—_— eb? cos @ e2b? cos? @ bt
T a®—e? costo (a® — e? cos® @) ' a® — ecostop

Wegen » > 0 wurde vor der Wurzel nur das Pluszeichen verwandt. Weitere Vereinfachung er-
gibt

r_eb’ cosg + ab? b2 (@ + e cos @) . b2
T a2 —etcos?g (¢ + ecosg) (@ —ecosp) a—ecosy

cos ¢

oo (s
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st & —p und £ = s dgrate
a a
Polargleichung . P
der Ellipse S et (150)
Speziell wird fiir
2 3 _ o2
p= 0% r= B L =Y " —ate

1

g= 90 r=p
2 2 _ g2

p=180° r = 2 o - C=a—c.

1+ a-te a-+e

Der Leser berechne sich mit ¢ =6 cm, b = 4 em fiar ¢ = 0°, 15°, 30°, 45°, ..., 345° die zuge-

horigen Radien mit dem Rechenstab und trage die entsprechenden Ellipsenpunkte P(r; @)

auf.
AUFGABEN
913. Man bestimme die Mittelpunktsgleichung der Ellipse aus
a)a=11; e=8 b)a = 8; e=%ﬁ c)a=18; p=3
d)b=24; £=086 e)e=12; £= 0,75 fle=3V2; p=3
914. Man bestimme die Halbachsen, die Brennpunkte, s und p der Ellipsen:
2 P 22 y?
—— =1 b =1 2722 4+ 43y% — 1161 =0
“ 100 * 36 441 " 84l ek

915.
916.

917.

918.

919.

920.

921.

Man berechne aus je zwei der Gro8en a, b, ¢, & p die fehlenden.

Von einer Ellipse in Mittelpunktslage sind die groBe Halbachse a =5 sowie ein Punkt

P(4; —1,8) gegeben. Wie heiBt ihre Gleichung?

Die Ellipse d%x® + a?y® = a?b? hat die numerische Exzentrizitit ¢ = 4/5 und geht durch

den Punkt P,(12;27/6). Wie groB sind ihre Halbachsen?

a) Von der Ellipse 422 4 a%y® = a?b? sind die Punkte P,(8;3,6), Py(8; 4,8) gegeben. Wie
groB sind ihre Halbachsen?

b) Desgl. fir P, (10; 5), P, (6; 13).

Von der Ellipse 5222 + a?y? = a?b? sind die Punkte P;(—3,6; 4) und P,(4,8; — 3) gege-

ben. Man bestimme die numerische Exzentrizitit € und die Linge der Brennstrahlen von P,

und P,.

In die Ellipse 4222 4 a?y? = a2b? ist ein Quadrat einzuzeichnen, dessen Eckpunkte auf der

Ellipseliegen und dessen Seiten parallel zu den Ellipsenachsen sind. Wie gro8 ist seine Fliche?

3 .
In die Ellipse x_a + l =1 ist ein Rechteck einzuzeichnen, dessen Ecken auf der Ellipse

liegen, wa.hrend seine Sexten parallel zu den Achsen sind und sich wie 5:3 verhalten. Wie
. groB ist die Rechtecksflache?
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922. Fiir die Lange der Brennstrahlen eines Ellipsenpunktes P(z, y) gelten die Formeln:
r =a-+ ez, fy =@ — ET.
Man entwickle die Formeln.

923. Gesucht wird die Gleichung einer Parabel. die die Ellipse k. -+ v =1 im Nebenscheitel
B, beriihrt und durch die Brennpunkte geht. 169 ~ 144

924. Man bestimme a) konstruktiv, b) durch Rechnung die Ellipsenpunkte, deren beide Brenn-
strahlen aufeinander senkrecht stehen. Wann ist die Aufgabe nur losbar?

925. In welchen Punkten schneiden sich die Ellipsen

42% + 16y = 64 und 2° + 64y® = 64?

926. Man berechne die numerische Exzentrizitdt der elliptischen Erdbahn, wenn sich die Ent-
fernungen der Erde von der im Brennpunkt stehenden Sonne in Sonnennéhe (Perihel) und
in Sonnenferne (Aphel) naherungsweise wie 29:30 verhalten.

927. Von dem Planeten Merkur ist die numerische Exzentrizitit ¢ = 0,2056 der Bahn sowie die
Periheldistanz d, = 46 Mill. km gegeben. Man berechne die Apheldistanz d,.

928. Es ist zu zeigen, daB die in Beispiel 1 angegebene Bewegung auch die Ellipse liefert, wenn P
auBerhalb der Strecke RQ auf deren Verlangerung liegt. Wie gro-sind @ und b, wenn wieder
ﬁ:m,ﬁf’:n und m > n ist?

929. Gesucht werden der Mittelpunkt, die Halbachsen und die Brennpunkte fiir jede der folgenden
Ellipsen:

a) 222 + 5y2 + 242 — 20y — 8 =0
b) 322 + 4y% — 24z = 0
c) 422 + y2 + 40z + 20y + 100 = 0
d) 2%+ 16y2 — 96y =0

930. Eine Ellipse, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen sind, beriihrt die z-Achse in
P,(24; 0) und schneidet die y-Achse in P,(0; — 8), P,{(; — 18).

Wie heiBt die Ellipsengleichung?

931. Ein Kreis um O mit dem Radius r schneidet die z-Achse in den Punkten 4 und B, in denen
die Tangenten ¢, bzw. g gezogen sind. Eine beliebige, in @ beriihrende Kreistangente schneidet
¢, in T und ¢, in R. Welche Kurve durchlduft bei variablem @ der Schnittpunkt der Geraden
AR und BT?

932. Zwei Staibe OR =m und RP = n sind in R durch ein Gelenk miteinander verbunden.
OR dreht sich um O linksliufig mit der Winkelgeschwindigkeit e gegen die Ebene, wihrend
sich RP um R mit der Winkelgeschwindigkeit 2 w» gegen OR rechtsliufig dreht. Welche
Bahn beschreibt Punkt P?

933. Gesucht wird die parameterfreie Gleichung der Kurve

P L
=% Y YTixe

934. Man stelle die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten auf, wenn der Mittelpunkt als Pol
und die Hauptachse als Polarachse gewdhlt wird.

935. Wie groB ist die Entfernung Dresdens (¢ = 51°02’) vom Erdmittelpunkt, wenn die Erde als

Rotationsellipsoid betrachtet wird, mit dem Aquatordurchmesser 12756 km und dem Pol-
durchmesser 12714 km?
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33.3. Ellipse und eine Gerade

Entsprechend dem Vorgehen bei der Parabel werden eine beliebige Ellipse mit der
Gleichung b%22 + a?y? = a?b? und eine beliebige Gerade mit der Gleichung
y = mz -+ n betrachtet, und es wird der Durchschnitt der Punktmengen ¢, (Ellipse)
und g (Gerade) untersucht. Die Koordinaten der Punkte P;€ cong miissen die
Bedingungsglcichungen beider Kurven erfiillen. Setzt man den Wert von y aus der
Geradengleichung in die Ellipsengleichung ein, dann ergibt sich die quadratische
Gleichung

acmn a2(b? — n?)

G2 4 B T @m0 @
mit de.r Losungen

—amn + ab Vm

R Em? E b2 L] (II)
und aus der Geradengleichung folgt
b*n 4 abm YaPm? + b® — n2
Y= == p f """"" (I1I)

Diskussion

1. Essei 0 {m]| < oo.
Nach dem Wert der Diskriminante D = a?m? + b2 — n?, in der alle GroBen ent-
halten sind, die die Ellipse und die Gerade festlegen, werden drei Fille unter-
schicden:

a) a?m? + b2 — n? > 0: ¢, n g = {Py; P,}, die Gerade senneidet die Ellipse in
zwei Punkten P, und P,.

b) a?m? + b2 — n?2 = 0: ¢, n g = {P,}, die Gerade ist Tangente an die Ellipse. Fur
den Beriithrungspunkt folgen aus (II) und (III) die Koordinaten

—a’mn —a?m
T LT (Iv)
b2n b2
Vo= Tt ¥ 5 m e

c)a?m? + b2 —n2 < 0: ¢ong = @&, die Gerade schneidet die Ellipse nicht.

2. Ist die Gerade parallel zur y-Achse, dann hat sie die Gleichung = = ¢, und in Ver-
bindung mit der Ellipsengleichung ergeben sich fiir die Schnittpunkte die

Koordinaten x,, = ¢, y,, = + -2- Ja* — ¢%. Fir a > ¢ folgen zwei Schnitt-
punkte, fir @ = ¢ folgt ein Schnittpunkt und fiir @ < ¢ keiner.

Mit der Tangentenbedingung D = a?m? + b% — n? = 0 laBt sich der folgende Satz
beweisen :

27 Algebra und Geometrie
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Satz

Der Fullpunkt des Lotes, das von einem Brennpunkt auf eine Ellipéentangente
gefillt ist, liegt auf dem Hauptscheitelkreis.

Beweis: Man wiihlt neben der Ellipse zunachst eine beliebige Gerade g:y = mz 4+ n,
fallt von F, das Lot ! auf g und berechnet den LotfuBpunkt @ (Bild 211). Die Gleichung
des Lotes ergibt sich nach der Punktrichtungsgleichung mit

i5 I — e

Q ist der Schnittpunkt von g und I:

—e —mn n — me
1 + m?

Tg = ’ Yo =

Bild 212
Fir die Strecke 0@ folgt:

O_Q= V;‘Q-'-—ya= V(—e —mn)’-}-(n —mC)2

(1 + m?)?
und nach Vereinfachen unter Verwendung von e? = a? — b2%:
— a® — b2 4 n?
og= ]/ BET L

Ist aber g eine Tangente, dann fithrt D = O zu der Beziehung n? = a?m? + b2, die
in (VI) eingesetzt wird:

s a® _ b2 - a?mt + bt
00 = l/a + afm® + =

?

l+m*_

d. h., @ liegt auf dem Hauptscheitelkreis.

Aus obigem Satz folgt eine einfache Hiillkonstruktion der Ellipse: Man legt durch F,
(oder F;) beliebige Geraden und errichtet zu ihnen in den Schnittpunkten mit dem
Hauptscheitelkreis Senkrechten. Diese sind Tangenten der Ellipse (Bild 212).
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AUFGABEN
936. Man bestimme die Schnittpunkte von der Ellipse und der Geraden:
2y 1 22 g2
— 4 =1 = — — 3 b) —+°-=1; == 9
Tt Y 2 * 7T ERET ="t
a2 .yt V6 5 2 .
— ~—=l' == = 2 d-f *:1; =2
Tareg=% =gt Y367 16 i

937. Wie lang ist die Sehne, dic durch die Ellipse 10022 + 62532 = 62500 aus der Geraden
y=— f x + 354 herausgeschnitten wird?
5

938. Durch den Brennpunkt F; und den Nebenscheitcl B, der Ellipse b22% + a?y® = a?b® ist

eine Gerade gelegt. Wie lang ist die zugehorige Ellipsensehne und welchen Abstand hat der
Brennpunkt F, von der Geraden?

33.4. Tangente der Ellipse
Dic Ellipscntangente soll in P, beriihren. Als Gerade durch P, hat sie die Gleichung
Y — Yo =m(x — ). I

Die Tangenteneigenschaft wird durch geeignete Wahl von m erfiillt. Division der
Gleichung (V) durch Gleichung (IV) in 33.3. ergibt

Yo _ b2 ] . bz,
Z = — 52;1 bzw. m = — ‘az‘z"l—‘o- (II)

Damit folgt aus (I)

oder umgeformt

b2z, 4 atyy, = b2af + aly}
2
+ ¥ (I11)

2
€T | Y _ 5

Dic rechte Seite von (III) ist aber Eins, da die Koordinaten von P, die Ellipsenglei-
chung crfiillen miissen.

Gleichung der Ellipsentangente im Ellipsenpunkt P,

2z, | Yy '
| Yy (151)

27+
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Liegt P, nicht wie in Bild 213 auf der Ellipse, sondern auBerhalb (Bild 214), dann
stelit (151) die Gleichung der Berihrungssehne s dar. Der Beweis wird dhnlich wie bei
der Parabel gefiihrt.

Anmerkung: Mit Hilfe der Differentialrechnung folgt fiir den Richtungsfaktor einer Ellipsen-
tangente

Y o 2 2
m=y’= (% Id'a,z—zz) =M= _.__Ex—: _..é__x.

R B 2
2a Ya? —a? a? (i Va’r»zﬂ) @y
4 :
und speziell fiir P, wieder die Gleichung (II).

Fo

Bild 213 Bild 214
BEISPIELE

']
1. Welche Tangenten der Ellipse l—iz - gﬁ— =1 bilden mit der 2-Achse Winkel von 45°?

Losung: Aufgaben, bei denen die Tangentenneigungen vorgegeben sind, lassen sich auf zwei
Wegen lésen. Im ersten Fall geht man von der Gleichung y = mz +- n der Tangente aus, in
der 7n = 1 bekannt ist, und berechnet sich aus der Tangentenbedingung a’m? + % — n? =0
die GroBe n:

n =+ Va?m? + b% = 4 V144 | 36 — + V180 = + 65.

Man erhilt zwei Tangenten als Losungen:

4 y=z-+6)5 tg:y=z—6]/5.
Der zweite Weg wird zweckmiBig beschritten, wenn auch der Beriihrungspunkt gesucht wird.
Die Tangentengleichung (151) wird nach y aufgelést:

b? b?
) By i 20

Yy =—— T —

a?y, Yo 4y, Yo

und der Richtungefaktor gleich Eina gesetzt:

— B
4y,
Da P, auf der Ellipse liegt, gilt auerdem

B %,

1447 36
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Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Koordinaten der zwei moglichen Beriibrungs-
punkte

Py (—%_;% V55 {j-vs); P} (3; 5 — = va)

Nach (161) folgen dann die Tangentengleichungen.

2. Esist zu beweisen: Das Produkt der Abstdnde der Brennpunkte von einer Ellipsentangente
ist konstant gleich b2.

Losung: Die HessEsche Normalform der Tangentengleichung (151) lautet

b2 xyx + a’yoy — a?b® 0

Fiir die Abstinde d, bzw. d, der Brennpunkte F,(—e;0), Fa(e; 0) folgt (Bild 215)

_ —bixe — a?b? _ bixge — a?b?
YR+ e t ezt aty
und fiir das Produkt

d

blafe? — atbt

dy-dyg = — >
17 beag + atyl

Mit den Formeln a?y = a?b® — b*x§ und €* = a® — b vereinfacht sich der Ausdruck zu

dy-d, = B3,

Bild 215 Bild 216

Eine Tangentenkonstrukiion

An eine Ellipse ist im Punkt P, die Tangente anzulegen. Man zeichnet den Haupt-

scheitelkreis und verlangert die zu P, gehorende Ordinate bis P; (Bild 218). Die Kreis-

tangente £, in P, schneidet die Verlangerung der Hauptachse in 7'. T Py = {, ist dann
. die gesuchte Ellipsentangente.
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Beweis: Die Tangentengleichungen lauten wegen x, = z,:

T
te: a—a*o‘*’yg!?:l, i xxo + Yy = a.

Um beide Tangenten mit der z-Achse zu schneiden, setzt man in den obigen Glei-
chungen y = 0 und erhalt beidemal den gleichen Wert
a?
p = —.
o
AUFGABEN
939. Wie heiBt die Gleichung der Tangente an eine gegebene Ellipse in einem gegebenen Punkt:

aZ ¥y AGWE%>ﬁ

60 45
= z 8
b)2'5"+y7=1; Po(x0>0; ?/o=—g)?

940. a) Wie heiBt die Gleichung der Tangente an die Ellipse

— )2 —y)2
(= :tm) s (y o?/m) =1 By
a® b*
b) desgl. fir M(4; —1), a =5, b=4, Po(7;4>0).
341. Welche Gleichung besitzt die Normale der Ellipse
4522 + 60y? = 2700 durch P,(2V3; y, < 0)?
942. An die Ellipse 922 + 100> — 900 = 0 ist im Punkt Py(6;y, > 0) die Tangente anzu-
legen. Welchen Abstand hat der linke Hauptscheitelpunkt von der Tangente?

943. Der Scheitel einer nach rechts gesffneten Parabel, deren Achse mit der z-Achse zusammen-
fallt und die den Halbparameter p = 9/25 hat, liegt im linken Hauptscheitel der Ellipse
92? + 25y = 225. Wie lauten die Gleichungen der in den Schnittpunkten beider Kurven an
die Ellipse gelegten Tangenten?

944. Man bestimme die Fliche des Parallelogrammes, das die vier Tangenten der Ellipse
5222 + a?y? = a?b? in den Endpunkten der Parameter 2 miteinander bilden.

’ 14

Te1

422 4 9y = 36 sind die Tangenten gezogen. Welchen Winkel bilden sie miteinander?

946. Unter welchen Winkeln schneiden einander die Kurven
2 2 2
Ry SR S

a? b a® bt

b) 1622 + 11242 = 256 und 2% =9y

2 :
945. In den Schnittpunkten zwischen der Geraden y = z — 3 und der Ellipse

und

22 9 2 ye
S 1 nd EEal Tt —

9 40 + 15 w 20 & 45

d) 1622 + 25y? = 400 und der Kreis durch die Endpunkte der Ellipscnparameter?

. 947. Welche Tangenten der Ellipse 1322 +- 52y* = 676 sind a) parallcl, b)senkrecht zu der
Geraden y = — % z + 10?
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Y48, Man lege um die Ellipse 2522 + 100y = 2500 ein Tangentenrechteck, dessen eine Seite
in Py(8; y, < 0) beriihrt. Wie heiBen die Gleichungen seiner Seiten?
2
949. a) Man bestimme die Tangenten von Py(5; 6) an die Ellipse 220—5 + % =1.

(x — 2) y—3)2
2,5
950. Die Ellipse b2z? -+ a?y? = a2b? beriihrt die Gerade z -+ 3y — 18 = 0 in P,(3;5). Wie
gref} sind die Halbachsen?

2
b) Wesgl. fiir -+ (

1, Po(—2;4).

33.5. Weitere Eigenschaften der Ellipse

33.5.1. Konjugicrte Durchmesser

Einc Gerade y = m,z + » schneide dic Ellipse b%2? - a?y? = a2b? in den Punkten
P, und P,. Py, sei der Mittelpunkt der Sehne P, P, (Bild 217). Die Koordinaten von Pn
crgeben sich aus

r +xp _ Nt

2 Ym )

Tm =

Fiir die Koordinaten der Schnittpunkte P, und

P, werden die Werte aus den Formeln (IT) und 2 %
(IIT) aus 33.3. eingesetzt: 7
a*myn
In=-—— I
e atmi + b2 D e
b2n
R S— 1T
Ym atmi + b2 e
(IT) durch (I) dividiert ergibt
Ym _ _B? . IIT
e oder ¥Ym = atm; Tm. (111)

Man betrachtet nun eine Schar paralleler Sehnen, die folglich einen gemeinsamen
Richtungsfaktor m, besitzen. In (III) ist daher auBer @ und b auch m, konstant. Die
Mittelpunktskoordinaten jeder Sehne der Parallelenschar erfillen dieselbe Gleichung
(III), d. h., die Sehnenmittelpunkte Pn liegen auf der Geraden d, :

2 )
y = — EEE X.

Die Gerade geht durch den Ellipsenmittelpunkt und heiit deshalb Durchmesser der
Ellipse.
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Satz

Die Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser der
Ellipse.

Der Durchmesser heilt der Sehnenschar, die er halbiert, zugeordnet oder konjugiert.
Zu einem gewihlten Richtungsfaktor m, der Sehnenschar gehort der Richtungs-
2

faktor m, = - des zugeordneten Durchmessers.

atm,
Wird parallel zu dem Durchmesser d, eine zweite Schar paralleler Sehnen mit dem
Richtungsfaktor m, gelegt, dann ist ihnen nach (IV) ein Durchmesser d, mit der

Gleichung b2 b2
=——r=— ————2=m7

2 2
m, 2 b
@l — =2

zugeordnet. d, ist also parallel zur ersten Sehnenschar (Bild 218).

Definition
Zwei Durchmesser der Ellipse heiBen einander zugeordnet oder konjugiert, wenn
jeder die dem anderen Durchmesser parallelen Sehnen halbiert.

Ihre Richtungsfaktoren m; und m, erfiillen die Bedingung

b2
My My = — — (152)

a?

Ahnlich wie bei der Parabel 1iBt sich beweisen, daB die Tangenten in den Schnitt-
punkten eines Durchmessers mit der Ellipse parallel zu dem konjugierten Durch-
messer sind. Die einzigen senkrecht aufeinanderstehenden konjugierten Durch-
messer sind die Haupt- und die Nebenachse der Ellipse. Der Durchmesser wurde als
Gerade definiert. Je nach dem Problem versteht man darunter auch die Strecke, die
die Ellipse von der Geraden ausschneidet.

BEISPIEL

Es ist zu beweisen: Sind d, = 2¢, und d, = 2b, zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse
b2z? + aty® = a?b?, die den Winkel § miteinander cinschlieBen, dann gilt

8) ai + b} = a? + B? \%) b) a,-b,-sinf=a-b. (4%))]

Bild 218 Bild 219
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Losung:

a)Sind y =m2 und y=m,x dic Gleichungen beider Durchmesser, dann gilt
m, = —b?/a®m,. Fir die Koordinaten der Punkte 4 und B (Bild 219) erhilt man nach
(II) und (III) aus 33.3. wegen 7 = 0:

ab ab —a?m,
L e
Ya?mii + b — Va2mi + b Va?mi + b
abm, abmy b2

Ya = ¥ UYp = = .
- Yarm? + b2 = = Vaimg + b2 Va*mi 4 B2

Fiir die Halbmesser folgt:

a?b? (1 4 mj
d=x5+y= a?m? } b3 ) (VII)
4 12 b4
T ORI R . Yo VIIL
1= %+ ¥ ami f B (VIII)
3 g 004 atPmi tatmi 4+ B0 (@B (etm by
n - a*m} + b® a*mi + b e S
b) Man berechnet zunéchst
b2
tan § = My —my ——;;—m, I
SRR T4 mymy - be ST @ =t m,
1— m,
a?m,

und erhilt damit nach Vereinfachung:

tan2f (a®m? + b2)?
1+ tantg  (a*mi +b%) (1 +mi)’

sin?f = (IX)

SchlieBlich folgt mit (VII), (VIII) und (IX) sofort durch Kiirzen
al - b} - 5in® B = a3b® oder a,b,8inf = ab.

Die linke Seite der Gleichung (VI) ist die Fliche des Parallelogramms OACB, die also kon-
stant ist. Folglich ist auch die Fliche des Parallelogrammes CDEF, das von den Tangenten
in den Schnittpunkten zwischen Durchmesser und Ellipse gebildet wird, konstant gleich
4ab, d.h. gleich dem aus den Scheiteltangenten gebildeten Rechteck.

33.6.2, Konstruktion und Brennpunkteigenschatt

Zur Bestimmung eines Ellipsenpunktes P, und der zugehdrigen Tangente ¢ gilt die
folgende Konstruktion:

Man schlagt um einen Brennpunkt, etwa F,, einen Kreis mit dem Radius 2a und
verbindet einen beliebigen Punkt R dieses Kreises mit F, und Fy. Die Mittelsenkrechte
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von F,R ist eine Ellipsentangente und schneidet # R in dem Ellipsenpunkt P,
(Bild 220). -
Der Beweis soll planimetrisch gefiihrt werden. Nach der Konstruktion ist A F,RP,
gleichschenklig, also

7’—073 = Py F,. (D
Weiterhin gilt

Fi\R=TF,P,+ P,R = 2a
und mit (I):
F\Py 4+ PyF, = 2a,

d. h., P, erfiillt die Definition fiir einen Ellipsen-
punkt. Nun verbindet man einen von P verschie-
denen Punkt @ auf der Mittelsenkrechten ¢ mit F,,
F, und R. Im Dreieck F, RQ gilt dann:

Bild 220
FiQ + QR > FiR = 2a

und wegen t
QR=F,Q

folgt
F,Q + F,Q > 2a.

© ist also kein Ellipsenpunkt. Da somit P, der ein-
zige Punkt von ¢ ist, der auf der Ellipse liegt, mul}
t eine Ellipsentangente sein. Bildi221

Aus Bild 220 liest man auflerdem ab: ¢ halbiert als

Hohe im gleichschenkligen Dreieck P, F, R den Winkel F,P,R und folglich die Nor-
male durch P, den Winkel F, P F, (Bild 221).

Satz

Die Normale in einem beliebigen Ellipsenpunkt P, halbiert den Winkel ¢ zwischen
den zugehorigen Brennstrahlen, die Tangente durch Py den Nebenwinkel 4.

Nach diesem Satz lassen sich die Normale und die Tangente in einem gegebenen
Ellipsenpunkt konstruieren, wenn die Brennpunkte bekannt sind.

Anmerkung: An einer Mauer mit elliptischem Grundri werden nach dem obigen Satz alle von
einem Brennpunkt ausgehenden Schallwellen so reflektiert, daB sie sich im anderen Brennpunkt
vereinigen (Fliistergaleric). Da sie alle den gleichen Weg 2a durchlaufen, treten keine Interferenz-
erscheinungen auf. Das gleiche gilt fiir die von einem Brennpunkt eines elliptischen Spiegels aus-
gehenden Lichtstrahlen. Hieraus erkliren sich auch die Bezeichnungen Brennpunkt und Brenn-
strahl.
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33.6.3. Ellipse als senkrechte Parallelprojektion des Kreises

Abschliefend wird noch eine Ellipsendefinition besprochen, die einige der angegebe-
nen Ellipseneigenschaften anschaulich erklart. Die Ebene eines Kreises k ist gegen eine
waagerechte Ebene I" unter dem Winkel &« geneigt. Durch Projektionsstrahlen, die
senkrecht zu I” sind, wird der Kreis auf I" projiziert und ergibt dann eine Ellipse &’.
(Bild 222).

r

Bild 222

Beweis: Der waagerechte Kreisdurchmesser 2a projiziert sich in wahrer Lange. Der
dazu senkrechte Kreisdurchmesser wird in der Projektion am stiarksten verktrzt und
hat dort die Linge 25 = 2a cos «.
Hieraus folgt
b

cos & = —.
a
Nun wird in die Kreisebene ein Koordinatensystem gelegt, dessen z-Achse im hori-
zontalen Durchmesser liegt. Die Projektion dieses Systemsist das z';y’-System. Fiir
einen Kreispunkt P und seine Projektion P’ gilt

' =z, (I) Yy =ycosa =y- %. (II)
Die Koordinaten von P erfiillen die Kreisgleichung:

k: x4+ y? = a2.
Mittels (I) und (II) kann man zur Gleichung der Kurve %' itbergehen:

a? 2 y?
g 2 _— a2
z+b2y_a, a2+b2-_1.
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k' ist also eine Ellipse. Wie (II) zeigt, wird jede Kreisordinate im gleichen Verhaltnis
verkiirzt, wihrend die Abszissen gleich bleiben. Das ist aber der in Bild 206 darge-
stellte Sachverhalt. Man braucht nur Kreis und Ellipse von Bild 222 so in eine Ebene
zu bringen, daB die z- und 2'-Achse zusammenfallen, Wegen dieser Beziehung wird
die Ellipse auch das affine Bild des Kreises genannt.

Von zwei beliebigen, aufeinander senkrecht stehenden Kreisdurchmessern halbiert
bekanntlich jeder die zu dem anderen Durchmesser parallelen Sehnen. Die gleiche
Eigenschaft findet man bei den konjugierten Durchmessern der Ellipse wieder. Da
bei der Parallelprojektion die Parallelitit von Strecken sowie ihre Teilverhaltnisse
(hier speziell fiir 4 = 4 1) erhalten bleiben, bilden sich also zueinander senkrechte
Kreisdurchmesser auf konjugierte Durchmesser der Ellipse ab.

Nur die auf der z- bzw. y-Achse liegenden Kreisdurchmesser haben auch zueinander
rechtwinklige Projektionen, und zwar die Ellipsenachsen.

Weiterhin ist die in Bild 216 angegebene Tangentenkonstruktion mit Bild 222 an-
schaulich zu erklaren.

AUFGABEN
. 5 3 ) y
951. Gegeben sind die Ellipse Z—g + g—é— =1 und der Durchmesser d: y = — T Man be-

stimme den konjugierten Durchmesser d, und die Gleichungen der Tangenten in den Schnitt-
punkten der Durchmesser mit der Ellipse.

952. Man beweise, daB die Tangente im Schnittpunkt zwischen Durchmesser und Ellipse parallel
zu der zugeordneten Sehnenachar ist.

953. Man beweise, daBl ein Punkt P, auBerhalb der Ellipse auf dem Durchmesser liegt, der seiner
Berithrungssehne zugeordnet ist. 2 P

954. Der Punkt P,(4;2) liegt innerhalb der Ellipse — -+ = = 1. Welche Sehne wird von
P, halbiert? 60 © 24

955. Welcher Durchmesser der Ellipse 8,4z® -+ 1232 = 100,8 halbiert die Sehney = — 2z + 1?

3 2
956. Die Gleichung eines Durchmessers der Ellipse %6_ + iié =1ist y= % z. Welchen Win-

kel bildet sein konjugierter Durchmesser mit ihm?
957. Welche konjugierten Durchmesser der Ellipse sind gleich lang und wie groB ist ihre Linge?
958. Von einer Ellipse sind zwei konjugierte Halbmesser @, = 2,4, b, = 6,4 und der einge-
schlossene Winkel § = 150° gegeben. Wie groB sind die Halbachsen a und 4?
959. Der ebene Schnitt durch die Achse eines elliptischen Hohlspiegels ist durch die Gleichung

2 3
%{5 + 12{79 =1, z >0 gegeben. Ein Lichtstrahl mit der Gleichung 2z — 3y — 16 = 0
wird am Spiegel reflektiert. In welchem Punkt R trifft der reflektierte Strahl wieder die
Achse?

34. Hyperbel

34.1. Definition und Konstruktion

Definition

Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Differenz ihrer
Abstdnde von zwei festen Punkten konstant ist. (Vgl. 31.4.)
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In die Definition der Ellipse tritt bei der Hyperbel nur an die Stelle der konstanten
Abstandssumme die konstante Differenz. Zwischen den Sitzen bzw. Gleichungen und
Formeln fiir beide Kurven gibt es daher auch nur geringe Unterschiede; meist tritt
nur eine Anderung in den Vorzeichen ein. Es kann deshalb in den folgenden Abschnit-
ten auf verschiedene Ableitungen verzichtet werden. Ausfiihrlicher wird auf einige
Eigenschaften eingegangen, die fiir die Hyperbel typisch sind.

Fiir die konstante Differenz wird

P
PF, - FF; = 24 o

und fiir den Abstand der Rrennpunkte F; und Fy o = f2
F.F, =2e¢

gesetzt (Bild 223). e ist die lineare Exzentrizitit der Hyperbel, Bug 228

und zwar muB ¢ > a sein. £ = 2, > 1 ist die numerische
Exzentrizitit der Hyperbel. e

Punktweise Konstruktion
aund eseien gegeben. Die Konstruktion entspricht derin 33.1. angegebenenersten Ellip-

senkonstruktion. Nur ist jetzt R auf der Verlingerung von C'D beliebig zu withlen, aber
so, daB rg (bzw. ;) > e — @ wind (Bild 224). Die Konstruktion beweist die Existenz
von zwei Symmetrieachsen, die sich im Mittelpunkt M der Hyperbel schneiden. Die
Symmetrieachse durch ¥; und F, heilt
Hauptachse, die dazu senkrechte Sym-
metrieachse heilt Nebenaclise.

F
A
e
' 20 _ea
c 5_‘ D ry i :R
Bild 224 Bild 225
34.2, Hyperbelgleichungen

Man laBt die Koordinatenachsen wieder mit den Symmetrieachsen zusammenfallen
(Bild 225). Aus der Bedingung

iry — 73] = 2a
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folgt

[V + &) + 4% — Viw — o) + 92| = 2a.
Durch dhnliche Umformung wie bei der Ellipse erhilt man die G]eiéhung
(€2 — a?)a® — a?y? = a?(e® — a?). (I)

Sie stimmt mit der Ellipseng]cichung (I) aus 33.2. formal tiberein. Weil aber fiir die
Hyperbel e > a ist, setzt man jetzt abkiirzend

et —g? — b? (153)

Aus (I) folgt dann

b2a? — a2y? = adb?
oder die

Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

- 2
- -yb? =1 (154)

Diskussion der Mittelpunktsgleichung

Die Hyperbel ist durch zwei der drei Gro-
Bena, b und e bestimmt. Die Mittelpunkts-
gleichung ist rein quadratisch in z und y,
wodurch die Symmetrie der Kurve bezig-
lich der z- und der y-Achse ausgedriickt
wird. Fiir y = 0 folgt aus (154) r = 4-a.
Die Hyperbel schneidet die xz-Achse in
den Hauptscheitelpunkten 4, (—a; 0) und
A;(e; 0). Mit x = 0 erhilt man aus (154)
y = + bj. Esexistieren also keine Schnitt-
punkte mit der y-Achse, d.h., die Hy-
perbel besteht aus zwei getrennten Asten
(Bild 226). Bild 226

a heiBt die reelle Halbachse, b die imaginiire

Halbachse. Diesc Bezeichnungen werden auch beibehalten, wenn die Brennpunkte
auf der y-Achse liegen. In (154) sind dann z und y zu vertauschen. Im Gegensatz
zur Ellipse kann jetzt auch a > b sein. Explizit in y lautet (154)

- % =& (154a)

Fiir jeden Wert |z| = a ist die Wurzel reell. Zu diesen z-Werten kann man, bis auf
x = +a, je zwei y-Werte berechnen, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden
(Symmetrie zur x-Achse).
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Aus |z| > oo folgt auch |y|-> co. Fiir z € (—a, a) wird die Wurzel imagindr, also
existieren fiir dieses Intervall keine Hyperbelpunkte. Die beiden Aste der Hyperbel
erstrecken sich von A4, bzw. 4, nach beiden Seiten bis in das Unendliche. Bei |z| — co
zeigt die Hyperbel ein fiir sie typisches, von der Parabel abweichendes Verhalten,
das untersucht werden soll. Wegen der Symmetrie der Hyperbel beziiglich beider
Koordinatenachsen kann die Untersuchung auf den im ersten Quadranten liegenden
Kurventeil beschrankt bleiben. Die Gleichung (154a) wird in der Form

i ‘
y=£:vl/1—gg (x = 0) (In
2
geschrieben. Fir z -» oo folgt %2 -»> 0 oder |.f 1— % -»> 1 und damit fiir (IT)
b B b :
y=—= 1—%—>y=-&—x (x =0) (I1T)

Die rechte Kurvengleichung in (III) stellt den im 1. Quadranten liegenden Teil einer
Geraden durch den Ursprung dar. Weil der Wurzelausdruck fiir jedes z kleiner als 1
wird, ist die Ordinate y eines Hyperbelpunktes stets kleiner als die zur gleichen Ab-
szisse gehorende Ordinate y des entsprechenden Geradenpunktes. Durch VergroBern
von z laBt sich diese Ordinatendifferenz beliebig verkleinern. Entsprechendes gilt fir
die anderen Quadranten. Die Hyperbel ndhert sich also von der z-Achse her immer
mehr zwei durch den Ursprung gehenden Geraden, ohne sie aber je zu berithren oder
zu schneiden.

Die Geraden

heiflen Asymptoten?) der Hyperbel.
Mit den Richtungsfaktoren + »% der Asymptoten und der Beziehung (153) ergibt

sich das in Bild 226 dargestellte rechtwinklige Dreieck O A,B. Es zeigt, wie aus den
gegebenen GroBen a und b die Asymptoten und die Brennpunkte konstruiert werden
konnen. Sind Scheitelpunkte und Asymptoten bekannt, dann laBt sich die Hyperbel
leicht angenéhert zeichnen.

Fir v = 4e folgt aus (154)
e — b2
= o  — 2= o
y—k = JF — =t —

1) griechisch: asymptotos, nicht zusammenfallend
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Die Hyperbelsehne 2p durch F; bzw. Fy senkrecht zur Hauptachse heifit Parameter

2
und p = % Halbparameter der Hyperbel. Der gleiche Ausdruck ergab sich fiir den

Halbparameter der Ellipse.

Wihrend der Sonderfall @ = b bei der Ellipse den Kreis
lieferte, ergibt sich hier fir @ = b die gleichseitige Hy-
perbel mit der Gleichung

2 — y® = a?. v

Thre Asymptoten y == 4-x schneiden die Koordinaten-
achsen unter 45° und einander unter 90° (Bild 227).

BEISPIELE

1. Eine Ellipse hat die Gleichung 19x% + 6432 = 76. Welche
Hyperbel hat mit der Ellipse die Brennpunkte gemeinsam und
geht durch den Punkt P, (%/,; 2)?

Bild 227

Losung: Die linearen Exzentrizititen von Ellipse und Hyperbel miissen gleich sein:

ég = €y
: 19 45
Nach (1486) gilt el =a _-b2_4__.__
(148) g B ® TRT
45
und nach (153) &= = ad + b%
oder b = 2 a?.
16
P, liegt auf der Hyperbel:
% 4
16a% b3
Ersetzt man b4 nach (V) und formt um, dann folgt
134 1125
4 __ """ ,2 — =
TR BT
oder af = 67,408
16
Da ay < ey sein muB, gilt nur das Minuszeichen
3
2 = — =l i:=
= AT

und nach (V) ist bg = 3/2.
Die Hyperbelgleichung lautet:

2
2 ¥ _

9 9

16 4

)



34.2. Hyperbelgleichungen 433

2. Die folgende Hyperbelkonstruktion ist zu beweisen: Um O werden zwei Kreise mit den Radien
a bzw. b gezogen, Eine beliebige Gerade durch O schneidet die Kreise in @ und R. Die Kreis-
tangenten in Q und R treffen die z-Achse in 8 bzw. 7. Wird Q8§ in 7 senkrecht zur z-Achseab-
getragen, dann ergeben sich die Hyperbelpunkte

P und P’ (Bild 228). jry
Losung: Der beliebig gewidhlte Radiusvektor O R
bilde mit der xz-Achse den Winkel ¢t. Aus Bild 228 P 2
wird fir die Koordinaten von P abgelesen: [)s
r= 0T = 2,
cos ¢ t 3_-..‘(

_— 0 AN S T
y=PT =Q8 = b tant.
Dividiert man die erste Gleichung durch a, die

zweite durch b, quadriert beide Gleichungen und

subtrahiert sie voneinander, dann folgt £
T 1
—— = —— —tan?t =1, ]
a? 2 cos?® ¢ Bitd 228

da 1” =1 4 tan?¢ ist. Die Gleichungen

cos®
TMER. . 5 y =btan!
cos ¢

ergeben also eine Parameterdarstellung der Hyperbel mit ¢ als Parameter (Hiufiger wird die
Parameterdarstellung x = e cosh ¢, y = b sinh¢ angewendet. Vgl. Band ,,Analysis“).

Ist allgemein M (zm; ¥m) der Hyperbelmittelpunkt und ist die Hauptachse parallel
zur 2-Achse, dann lautet die Hyperbelgleichung

o 2 2, o 2
E_,afr“_) . ‘ﬁ“bf_m) = il (156)

oder umgeformt mit entsprechender Bezcichnung der Koeffizienten
Az  + By +Cx+ By + £ =0, (VI

wobeli A - B < 0 sein muf3.

AUFGABEN
960. Man bestimme die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel aus
17 13 13 5
a) b=2, e=— b =, £ = — = =1,6
: s V=% =1 2 & =g A=

2 2
961. Eine Hyperbel hat ihre Scheitelpunkte in den Brennpunkten der Ellipse ?—2 + ?;—6 =1
5

und die gleiche Nebenachse wie die Ellipse. Wo schneiden sich beide Kurven?

962. Eine Hyperbel geht durch die Punkte P,(15;°%/,), P,(13; —5/,), ihre Hauptachse fillt
mit der z-Achse zusammen. Wie heiBt die Hyperbelgleichung?

28 Algebra und Geometrie
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963. Man bestimme die Halbachsen, die Brennpunkte und die Asymptotengleichungen der fol-

genden Hyperbeln:
23 ¥ _

a) == — =—=1 b) 22522 — 64y? + 14400 =0
c)z? —y2—196 =0

964. Welchen Winkel schlieBen die Asymptoten der Hyperbel 1622 — 36y? = 576 miteinander
ein?

965. Eine Hyperbel besitzt die Asymptoten y = - %%/,02 und den Brennpunkt F,(-—-33/;0).
Wie groB sind die Halbachsen? '

966. Eine Hyperbel b%x2 — a?y? = a2b?> geht durch den Punkt P(2;3), ibre Asymptoten
schlieBen den Winkel 2o = 120° ein. Man berechne die Halbachsen.

967. Gesucht wird der Abstand des Punktes P,(6; —4) von den Asymptoten der Hyperbel
22 o
144”25 y

968. Man bestimme die Mittelpunkte, die Halbachsen und die Brennpunkte der folgenden Hy-
perbeln:
a) 922 — 16y% — 362 — 128y — 364 =0
b) 14422 — 25y — 288z — 150y + 144 =0
c) 422 — 4y2 + 32z + 20y — 25 =0

969. P ist ein variabler Punkt der Hyperbel 2 _9 = 1. Welche Bahn durchldauft der
Schwerpunkt § des Dreiecks 4, 4,P? 81 36

970. Welches ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Entfernung vondem Mittelpunkt 3¢
der Strecke AB = 2a die mittlere Proportionale zwischen ihren Entfernungen von 4 und
B ist?

971. Die Seite BC = a eines Dreiecks liegt fest, wahrend die Spitze 4 sich so bewegt, daB
y = 28 ist. Auf welcher Bahnkurve bewegt sich der Punkt A des Dreiecks?

972. Von einem variablen Punkt R der gleichseitigen Hyperbel 22 — y2 = 4 wird das Lot auf die
y-Achse bis @ gefillt und zugleich iiber R hinaus um sich selbst verlingert bis 7'. Auf welcher
Kurve liegt der Schnittpunkt P von 4,Q und m ?

973. Es ist die Gleichung der Hyperbel 522 — a?y? = a2b? in Polarkoordinaten aufzustellen.

34.3. Tangenten und Durchmesser der Hyperbel

Die Mittelpunktsgleichung (147) der Ellipse geht in die Mittelpunktsgleichung (154)
der Hyperbel iiber, wenn b2 durch — b2 ersetzt wird. Auf dem gleichen Weg kann man
aus den anderen Formeln der Ellipse, die nur &% enthalten, sofort entsprechende
Formeln fiir die Hyperbel bekommen. Es wird deshalb allgemein auf die Untersuchung
der Lagebeziehungen zwischen Hyperbel und Gerade verzichtet. Sie verlduft wie bei
der Ellipse und wird dem Leser zur Ubung empfohlen. Speziell sollen aber die Geraden
durch den Hyperbelmittelpunkt betrachtet werden. Sie heiBen Durchmesser der Hyper-
bel. Wéhrend alle Durchmesser der Ellipse diese schneiden, gilt das nicht mehr fiir die
Hyperbel. Sie liegt véllig in denjenigen von den Asymptoten gebildeten Quadranten,
die die Brennpunkte enthalten. Daher schneiden nur solche Durchmesser y = mx

b
die Hyperbel, fir die |m| < s ist. Sie heiBen Hauptdurchmesser (Bild 229). Durch.
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messer mit |{m| > L heiBen Nebendurchmesser und schneiden die Hyperbel nicht.
a

Die Asymptoten trennen beide Durchmesserscharen.
Der Leser veranschauliche sich, daB3 die Parallele zu einem Hauptdurchmesser die
Hyperbel stets in zwei Punkten schneidet, die Parallele zu einem Nebendurchmesser
die Hyperbel schneiden, beriihren und mei-
den kann, wihrend die Parallele zu einer
Asymptote die Hyperbel nur in einem
{endlichen) Punkt schneidet.

Die Tangentenbedingung fiir die Hyperbel
lautet (vgl. 33.3. Diskussion, 1.b)

atm? — b —n?=0. (I)

-,

Fir die Asymptoten ist # = 0 und |m| =
i Mit diesen GroBen ist Gleichung (I)

erfullt Da die Asymptote aber mit der

Hyperbel im Endlichen keinen Punkt ge-  Bua 220

meinsam hat, sagt man: die Asymptote

beriihrt die Hyperbel im Unendlichen. Fiir den Richtungsfaktor einer Tangente folgt

aus (I): ‘
VBT

m|=1+——

b
1 >
a a

Die Tangenten konnen also nur parallel zu Nebendurchmessern sein.
Entsprechend (151) erhilt man die

Gleichung der Hyperbeltangente im Hyperbelpunkt P

TZ _ Y% _ 4 (157)

Fir einen Punkt P,, der zwischen den beiden Hyperbeléisten liegt, bedeutet (157)
die Gleichung der Beriihrungssehne. Wie bei der Elllpse beweist man auch fir die
Hyperbel die folgenden

Sitze

Die Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser der
Hyperbel. Zwei Durchmesser der Hyperbel heilen einander zugeordnet oder. kon-
jugtert, wenn jeder die dem anderen Durchmesser parallelen Sehnen halbiert.
Ihre Richtungsfaktoren m, und m, erfillen die Bedingung

b2 |
my - My = — (158)

a?

28*
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m,; und m, haben gleiche Vorzeichen, d. h.,
zwei konjugierte Durchmesser bilden im Ge- ¥
gensatz zur Ellipse mit der z-Achse entweder
zwei spitze oder zwei stumpfe Winkel. Zu
einem Hauptdurchmesser d, ist stets ein
Nebendurchmesser d, konjugiert und um-
gekehrt (Bild 230).

N

=X
BEISPIEL

1. Es ist zu beweisen, daf sich Ellipse und Hy-
perbel mit gemeinsamen Brennpunkten stets
rechtwinklig schneiden. (Derartige Kegelschnitte
heiBen korjokal.) Bild 230

Ldsung: Esseien a, b bzw. a’, b’ die Halbachsen
der Ellipse bzw. der Hyperbel. Dann gilt

e? = a2 — b2 = a2 + b2, (IT)
Die Kurvengleichungen lauten
b2a? -+ a?y? = a?b? b'2a? — a2y = a?b"2. (III) u. (IV)
Aus beiden Gleichungen folgt fir die Abszissen der Schnittpunkte
e a?a’? (b + b%)
a?b? + a?b?
und unter Verwendung von (II):

P a?a’?(a® — a'?) a?a’?(a? — a?)  a*a’®
a’2(a? — e?) - a%(e?2 —a’?)  e*(a? — a’?) T et

aa’
= 4 -—.
e

Entsprechend ergcben sich die Ordinaten der Schnittpunkte:
Y= f===
e

-l bbl
Fiir die Richtungsfaktoren der Ellipsen- bzw. Hyperbeltangente z. B. in P, (g.;a_; . ) folgt

o 2o b? a'b ' = 2,2 ab’
you?  ab’’ yoa'?  a’b’

Wegen m" = — L schneiden sich beide Kurven rechtwinklig.
i

AUFGABEN

974. Man berechne die Schnittpunkte zwischen der Hyperbel 4> — 9y2 = 36 und den folgen-
den Geraden und veranschauliche sich die Ergebnisse an einer Skizze.
a)y =2z — 8 b))z —2y —1=0 c)y=2x+3
d)sz+6y+9=20 e)22z 4+ 3y+15=0
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975. a) Wie heillen die Gleichungen der Tangente und der Normalen durch den Punkt Py (*°/y;
y > 0) der Hyperbel
=2 _ ¥ _ 17
L -
81 9
b) Desgleichen fir z* — 4y? — 12z — 16y — 16 = 0, P,(16;y > 0)
976. Wo und unter welchen Winkeln schneiden einander die Kurven
a) 64z — 3y* =16 und 1622 + 3y* = 64
2
b= — L =1 d 22 — 24 28=0
)% 7 16 e 5 ot ‘
2 2
c) .% — yT =1 und der Kreis durch F; mit dem Mittelpunkt im Scheitel 4,
5
d)z?+»*=9 und 3622 — 5y% = 180?

977. Welche Tangenten der Hyperbel 922 — 4y2 =36 sind zur Geraden 15z + 8y = 16
parallel?

3

978. Gesucht werden die Gleichungen der von P,4(5; 6) an die Hyperbel — gelegten
Tangenten. ib

979. Eine Hyperbel b%2x? — a2y? — a?b? besitzt die lineare Exzentrizitat e = -15—2 3 und wird
von der Geraden 68x — 16y — 25 — 0 beriihrt. Wie gro8 sind ihre Achsen? (Map ver-
wende die Tangentenbedingung!)

980. Welche gleichseitige Hyperbel z? — 32 = a? wird durch den Kreis z% 4 (y + 10)2 = 100
von auflen beriihrt? (Man bringe beide Kurven zum Schnitt und setze die Diskriminante der
quadratischen Gleichung gleich Null.)

981. Welche Parabel 22 = 2py beriihrt die Hyperbel z? — »? = 36?7 Wie gro8 ist das von den
gemeinsamen Tangenten und der Beriithrungssehne gebildete Dreieck?

982. Die Parabel y? = 2pz hat mit der Hyperbel b2z% — a?y? = a?b? einen Brennpunkt ge-
meinsam. Wie heifien die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten beider Kurvenund wo
liegen die Berithrungspunkte? (Skizze)

983. Eine Hyperbel hat mit der Ellipse 2% + 4y® = 100 die Hauptscheitelpunkte gemeinsam.
Die Asymptoten sind die Diagonalen in dem Rechteck, das vonden Scheiteltangenten der
Ellipse gebildet wird. Man bestimme die Berihrungssehne der Hyperbel, die zum Ellipsen-
punkt P;(z = 6) gehort. Welche Lage hat die Sehne zur Ellipse? b

984. Welcher Durchmesser der Hyperbel b%xz% — a?y? = a?b® ist zur Asymptote y = — x
konjugiert? e

34.4. - Eigenschaften der Hyperbel

Fir die Hyperbel gilt der folgende

Satz

Die Fliche des Dreiecks, das von den Asymptoten und einer Hyperbeltangente
gebildet wird, ist konstant und zwar gleich a - b (Bild 231).

RBeweis: Dicin Py beriihrende Hyperbeltangente

i, Yo _ (1)
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wird mit den Asymptoten Y
b )

Y=+ (11)
zum Schnitt gebracht. Gleichung (II) in (I) eingesetzt
und nach z aufgeldst ergibt A

a*b ¥
By = I1I 9
12 bmo q: ay, ( )
Die Ordinaten der Schnittpunkte folgen aus (II): fe
ab?
2=t . Iv
Yie = b2y T ay, (IV)
Bila 231
Fiir die Flidche des Dreiecks O P,P,; erhilt man:
0 0 1
1 , 1
4= 9| T Y2 1 |Jie= 9 (%291 — ¥o24) =
z, Y 1
1 ( a?b ab? —ab? a?b ) .
T2 \bxgtay, bxy —ay, bro+ay, bz — ay,
a’h® asbh?

TR ey e

Weiterhin gilt der

Satz

Das zwischen den Asymptoten gelegene Stiick einer Hyperbeltangente wird von
dem Beriihrungspunkt P, halbiert.

Zum Beweis bildet man mit (I1I):
x1+x2_1( a?b a*b )__

2 2 \bzy —ay, +bx0+ayo
1 a?b%x, + a®by, + a®bz, —alby, 1 2a%b%x, _
=3 e — “ 3 %

P, ist also der Mittelpunkt der Strecke P, P,, was zu zeigen war. Die durch P, gelegten
Parallelen zu den Asymptoten schneiden die letzteren in den Punkten @ und R
(Bild 232). Nach dem Strahlensatz ist 0Q = (ﬁ; und OR = RP,.

Daraus folgt eine einfache Tangentenkonstruktion, wenn die Asymptoten und der
Beriihrungspunkt P, gegeben sind. Man zieht durch P, zu einer Asymptote, z. B. zu
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y= gx, eine Parallele bis R und tragt OR von R aus bis P, ab. Dann ist P, P, die

Tangente in P,. Ebenso kann man natiirlichr die Punkte @ und P, verwenden.
Nach entsprechen&en Satzen der Planimetrie sind die vier Dreiecke O RQ, R P,Q,
RP,Py,und QPyP, kongruent. Daher ist die Flache des Parallelogramms O R P,Q

gleich der halben Fliache des Dreiecks O P, P,, also %b und damit ebenfal]s'konst&nt.

Diese Eigenschaft fiihrt bei der gleichscitigen Hyperbel zu einer einfachen Kurven-

X
J" 7
£
X X
9 P
/]
¢
Bild 282 . Bild 233

gleichung. Da die Asymptoten senkrecht aufeinander stehen, geht das Parallelogramm
: Sz
in ein Rechteck iiber, dessen konstante Flache wegen @ = b den Wert %hat. Werden

die Asymptoten als Achsen eines Koordinatensystems gewéhlt und hat ein beliebiger
Hyperbelpunkt in diesem System die Koordinaten & und % (Bild 233), dann ist

a?
& n= —2"a (V)
2
oder wenn die Koordinaten wieder mit z, y bezeichnet werden und %— = ¢ setzt wird:
c
y=- (159)

(159) ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf ihre Asymptoten als
Koordinatenachsen.
BEISPIEL '

Die Gleichung (V) der gleichseitigen Hyperbel soll durch Koordinatentransformation aus der
Mittelpunktsgleichung z? — y* = a® hergeleitet werden.
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Losung: Der Winkel ¢ in den Transformationsgleichungen [vgl. (120), S. 349] ist der positiv
gemessene Winkel von der z- zur &-Achse, d. h. ¢ = 315°. Die Gleichungen lauten

x = & cos 315° — 7 sin 315°

y = & sin 315° -+ 7 cos 315°,

1 1 va_ 1y
x=5_2.ﬁ+r)?}/2=?vz (€ + ) vh

I ) )
y=—£t5 V2 +17?}/2 - V2 (n — &). (VII)

Die Gleichungen (VI) und (VII), in die Mittelpunktsgleichung a? — y* — «* eingesetzt, er-
geben:

T @20+~ @ =2t

aﬂ
f’l—'—2‘-

AbschlieBend wird noch ein Satz angegeben, der analog zur Ellipse bewiesen wird:

Satz

Die Tangente in einem beliebigen Hyperbelpunkt P, halbiert den Winkel zwischen
den zugehérigen Brennstrahlen, die Normale durch Py den Nebenwinkel.

AUFGABEN

985. Diein 33.5.2. angegebene Ellipsenkonstruktion gilt analog auch fiir die Hyperbel. Man kon.
struiere danach fiir @ = 2,5 cm, b = 3 cm Hyperbelpunkte mit den zugehérigen Tangeuten.

986. Es ist zu beweisen, daB das Produkt der Absténde eines Hyper-
belpunktes von den Asymptoten konstant ist. ¥

987. Man beweise den Satz: Der FuBpunkt des Lotes, das von einem ]
Brennpunkt auf eine Hyperbeltangente gefilit ist, liegt auf dem
Hauptscheitelkreis. Danach ist eine Hiillkonstruktion der Hy-
perbel durchzufiihren. (Man beachte 33.3.)

988. Es ist zu beweisen: Wenn eine Gerade die Hyperbel in den
Punkten P,, P, und die Asymptoten in den Punkten P,, P,
scheidet, dann sind die Strecken P,P; und P,P, gleich lang
(Bild 234).

Man konstruiere nach diesem Satz aus den Asymptoten und
einem Hyperbelpunkt P; weitere Hyperbelpunkte. Bild 234

35. Verwandtschaft der Kegelschnitte

Die drei Kurven Ellipse, Parabel und Hyperbel wurden in Abschnitt 31. als ebene
Schnitte eines geraden Kreiskegels definiert. Diese Gemeinsamkeit in der Definition
kam auch bei der analytischen Behandlung der Kurven zum Ausdruck. Bei Ver-
wendung rechtwinkliger Koordinaten wird jeder Kegelschnitt, dessen Achsen parallel
zu den Koordinatenachsen sind, durch eine Gleichung 2. Grades der Form

Aa*+ By + Cae+ Dy + F =0 (m
beschrieben.
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Es wurde gezeigt, daB( I) fiir

AB > 0 eine Ellipse (4 = B: Kreis)

AB = 0 eine Parabel (4 = 0: Achse parallel zur z-Achse,
B = 0: Achse parallel zur y-Achse)

AB < 0 eine Hyperbel (4 = —B: gleichseitige Hyperbel)

darstellt. (Von weiteren Sonderfillen wurde bisher abgesehen.) Eine Verallgemeine-
rung von (I) ergibt sich daraus, dafl die Kegelschnittachsen nicht mehr parallel zu
den Koordinatenachsen liegen, und wird in Abschnitt 36. behandelt.

Die Verwandtschaft zwischen den drei Kurven kommt auch besonders in ihren
Scheitelgleichungen zum Ausdruck. Fir die Parabel ist die Scheitelgleichung bereits
mit (134) gegeben. Fiir die Ellipse folgt sie, wenn der Koordinatenursprung in den lin-
ken Scheitelpunkt A4, entsprechend Bild 235 gelegt wird. Die Gleichung lautet:

(x —a)® o
7=l
252 b2
i = e

Y= 2px — L g2,
a Bild 235

Beider Hyperbel soll der rechte Scheitel 44 in den Ursprung gelegt werden (Bild 236):
(@+a)? y

P I
y:=2px + D e,
a
Zusammengefaf3t lauten die

Scheitelglcichungen der Kegclschnitte:

Bild 236

Ellipse: 32 = 2pz — P e
a
Parabel: 3% = 2pzx ‘ (160)

Hyperbel: y?2 = 2px + %xz

Fir die Ellipse ist das Quadrat aus der Ordinate kleiner als das Rechteck aus dem
Parameter 2p und der Abszisse z.

¥ir die Parabel tritt Gleichheit ein, wahrend fiir die Hyperbel das Quadrat groBer als
das Rechteck ist. Danach wurden von den Griechen die Namen fiir die Kegelschnitte
eingefiihrt, denn Ellipse bedeutet Mangel!), Parabel Gleichheit?), und Hyperbel
UberschuB33).

1) (griech.) fAAsepes 2) (griech.) rxpxfeli 3) (griech.) dwenfloda]
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Fiir die Ellipse wird

P —b2—a2_e2

und fiir die Hyperbel
2 2 _ g2
I e = g (LLI)

Fir die Parabel ist ¢ =1, also ¢ —1 == 0. Die drei Scheitelgleichungen (160)
konnen deshalb zu der gemeinsamen Scheitelgleichung

Y2 =2px + (e — 1) 2? (161)

zusammen.gefaﬂt werden.
In (161) soll p konstant, ¢ variabel angenommen werden. Gleichung (161) bestimmt
dann eine Schar von Kegelschnitten mit gemeinsamem Scheitelpunkt (Bild 237). Zu je-

!

Bilda 237

dem Wert 0 < ¢ < 1 gehort eine Ellipse. Fiir ¢ — 1’ folgt 1 — &2 — 0 und nach (II)
a — oo. Die Ellipsen werden also immer langgestreckter, es treten quantitative Ver-
anderungen auf. Erreicht ¢ den Wert 1 oder wird ¢ > 1, dann erfolgt sprunghaft eine
qualitative Veranderung. Aus der geschlossenen wird eine offene Kurve. Die Ellipse
geht in eine. Parabel oder in eine Hyperbel iiber. Fiir ¢ = 0 wird aus der Ellipse
¢in Kreis. Gleichung (161) hat sogar noch einen Sinn, wenn &2 < 0 ist, obgleich dazu

2 _ p2
kein reeller Wert ¢ existiert. Wegen &2 = ¢ pr

<0 ist a <b, d.h., die groBe
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Halbachse der Ellipse ist parallel zur y-Achse und wind hier ausnahmsweise mit b
bezeichnet. Bild 238 zeigt die zu verschiedenen Werten von &2 gehorigen Kurven.

L

4 1
i

A &
Eltipsen r Ellipsen Hyperbeln
(Hauptochse parallel |(Hauptachsesx-Achse)

2ur y-Achse)

Kreis Parabel
Bild 238

Auch bei Verwendung von Polarkoordinaten kann allen Kegelschnitten eine in der
Form iibereinstimmende Kurvengleichung zugeordnet werden [vgl. (144), (150) und
Aufgabe 973):

r=-—=>=r (1v)
1 —¢ccosg

Man erhalt wieder fiir ¢ = 0 einen Kreis (Radius p),

0 < ¢ < 1 eine Ellipse,
& = 1 eine Parabel,

& > 1 eine Hyperbel.

Fiir konstantes p und variables ¢ stellt (IV) eine Schar von Kegelschnitten mit einem
gemeinsamen Brennpunkt dar (Bild 171).

AUFGABE

989. In 31.4. wurden alle drei Kegelschnitte mit Hilfe einer Leitlinie und eines Brennpunktes de-
finiert. Man berechne fiir die Ellipse bzw. Hyperbel den Abstand « der Leitlinie vom Mittel-
punkt M des Kegelschnittes. ’

36. Kegelschnitte in allgemeiner Lage

36.1. Aligemeine Kegelschnittgleichung

Bisher wurden nur Kegelschnitte betrachtet, deren Achsen parallel zu den Koordi-
natenachsen sind. Die zugehorigen Kurvengleichungen in rechtwinkligen Koordi-
naten sind durch (I) aus Abschnitt 35. gegeben. Jetzt werden allgemeine Lagen der
Kegelschnitte angenommen, d. h., ihre Achsen konnen beliebige Winkel mit den
Koordinatenachsen bilden. Die entsprechenden Kurvengleichungen sollen unter-
sucht werden.

BEISPIEL
1. Wie heiit die Gleichung der in Bild 239 gezeigten Ellipse im x; -System?

Loésung: Zur gesuchten Gleichung gelangt man in zwei Schritten. Man geht von dem z’/; y”'-
System, dessen Achsen mit den Ellipsenachsen zusammenfallen, durch Parallelverschiebung
zum x’; y’-System und anschiiefend durch Drehung zum x; y-System Gber.
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Im z”;y”-System lautet die Ellipsengleichung
2’2 ynz
- aYd_ =1
16 4 @
und im z’; ¥ -System nach Gleichung (149)

(= —8)% (¥ —4)
16 + 4

1. (I

Tir den Ubergang zum z;y-System geiten die
Transformationsformeln (vgl. 29.2.):

X
' = & cos 330° — y sin 330° = -330F \
1 .= 1 Bild 239
= B =
3 V3x + 2 Y
y’ = xsin 330° + ¥ cos 330° = ——;— z - 7; 3y,

und es folgt aus (II):
_ 2 _ 2
(11/3m+iy—s <l Lyay—s
2 2 + 2 2

16 4

Die weitere Vereinfachung ergibt schlieBlich
7% — 6 V3zy + 132 + 32(2 — V3) = — 32(1 + 2 V3) y + 448 — 0.

Der Vergleich dieses Ergebnisses mit Gleichung (I) aus Abschnitt 35. zeigt, daB noch
ein Glied mit xy, das gemischiquadratische Glied, hinzugekommen ist. Das gilt auch
in allen anderen Fillen, bei denen die Achsen eines Kegelschnittes mit den Koordi-
natenachsen einen beliebigen von Null verschiedenen Winkel bilden (vgl. 34.4.).
Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes in rechtwinkligen Koordinaten lautet
also

Aa? ++ Bay + Cy*+ Dax 4 Ey + F = (162)

Jeder Kegelschnitt mit beliebiger Lage im Koordinatensystem wird durch einc Glei-
chung der Form (162) dargestellt. Der Beweis wird wie im obigen Beispiel, aber all-
gemein gefiithrt. Man schreibt die Kegelschnittglei-
chung (I) aus Abschnitt 35. in der Form

A'w?4 By*+Cw+ Dy + E' =0 (III)

und geht mit Hilfe der Transformationsformeln

' =xcosp —ysing

. (1V)
Yy = xsing -+ ycosgp

zu einem z;y-System Gber, in dem der Kegelschnitt
dann die allgemeinste Lage hat. Einsetzen von (IV)
in (I1T), ausmultiplizieren und zusammenfassen ergibt
Gleichung (162). Rild 240
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AUFGABE _
990. Welche Gleichung besitzt die in Bild 240 dargestellte Parabel (p = 3) im z;y-System?

36.2. Transformation der aligemeinen Kegelschnittgleichung auf die
reduzicrte Form

Es soll nun das umgekehrte Problem behandelt werden. Gegeben ist die allgemeine
Gleichung 2. Grades in z und y .

Aa®+ Bzy+ Cy>+ Dx+ By + F =0,

und es ist fiir bestimmte Koeffizienten 4, B, ... zu untersuchen, welcher Kegelschnitt
durch diese Gleichung beschrieben wird, wie gro} seine Achsen sind bzw. welchen
Parameter er besitzt und welche Lage er im Koordinatensystem einnimmt.

BEISPIEL

1. Man untersuche den Kegelschnitt, der durch die Gleichung
322 — 102y -+ 352 - 28 V22 — 412y — 32 — 0 I

gegeben ist.

Lésung: Das Glied — 102y gibt an, da8 die Achsen des Kegelschnittes mit den Koordinaten-
achsen von Null verschiedene Winkel bilden. Durch Drehung um einen vorldaufig noch unbe-
kannten Winkel ¢ geht man zu einem z’; y’-System iiber, dessen Achsen parallel zu den Ko-
ordinatenachsen sind. so daf} also kein gemischtquadratisches Glied mehr in der Gleichung ent-
halten ist. Die Transformationsformeln, in denen z jetzt auf der linken Seite stehen muB,
lauten:

z=2 cosp —y sing Y =z’ sing + y’ cos .

Sie werden in (I) eingesetzt:
3(2' cos ¢ — ' sin @) — 10(z’ cos p — ¥’ sin @) (z" sin@ -+ ¥’ cos @) +

+ 3(z' sin ¢ + ¥’ cos ¢)? -} 28 V2(z’ cos @ —y sing) —
— 4 12(2’ sing + ' cosp) — 32 = 0.

Ausmultipliziert und zusammengefafit ergibt [man beachte (65) und (66a)]:
(3 — 5sin 2¢) 22 — 10 cos 22’y + (3 + 5sin2¢) y2 +
+4V2(Tcosg —sing) 2’ — 4 V2(7 sin g + cosp) ¥’ — 32 = 0. (11)
Damit das gemischtquadratische Glied verschwindet, wird
10 cos 2 =0
gesctzt, und man crhilt fiir den Drehwinkel im I. Quadranten
290 =90°, ¢ = 45°.
Damit folgt aus (II):
2?2 —4y'? — 122" + 16y" + 16 = 0. (TIT)
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Die Koeffizienten der quadratischen Glieder sind ungleich Null und haben verschiedene Vor-

zeichen. (III) ist also die Gleichung einer Hyperbel. Mit Hilfe der quadratischen Erginzung
kann leicht die Form

@ =8P (-2 _ d
4

hergestellt werden, und aus dieser lassen sich die

Achsen ¢ =2 b =1 sowie die Mittelpunl{tskoordi- y'\
naten z;, = 6, y/;, = 2 ablesen. Mit diesen Werten N g
und dem Drehwinkel kann die Hyperbel in das \\ M/
%;y-System eingezeichnet werden (Bild 241). /‘.\/ o

Die Rechnungen des Beispiels 1 werden allgemein N AP-4 p
fiir die Gleichung S0 ﬁ\

s \
Ax® + Bxy + Cy® 4 Dz -} a
+By+F—0 Bild 241

durchgefiihrt. Mit den Transformationsgleichungen
=2 cosp —y'sing
y=2a'sing + y' cosgp

geht man zum z';y’-System iiber, das gegen das urspriingliche um den Winkel ¢
gedreht ist. Dann folgt

A(x' cosp — y' sin p)2 + B(z' cos ¢ — y' sin ¢) (' sin ¢ + ' cos @) +
+ C(z' sin g + y' cos p)? + D(a’ cos ¢ — ¥’ sin @) +
+ E(x'sing + y'cosg) + F =0,

ZusammengefaBt ergibt sich

(A cos? ¢ + B sin ¢ cos ¢ + Csin® ¢)x'? + [B(cos? ¢ — sin? ¢) —
—2(A —C) sin g cos p]z'y’ + (A sin® ¢ — B sin ¢ cos ¢ + C cos? p)y'2 4
+ (Dcosp + Esin p)z’ + (Ecosp — Dsing)y’ + F =0. (IV)

Der Winkel ¢, iiber den noch frei verfiigt werden kann, wird so gewihlt, daBl das
gemischtquadratische Glied verschwindet, d. h. der Koeffizient von z'y’ Null wird:

B(cos?p —sin?g) —2(4 — C)sinpcosp =0
(A —C)sin2¢p = Bcos2¢

B

tan 2¢ = Yy (163)
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Bei der Lésung kann 2¢ auf die ersten beiden Quadranten, ¢ also auf den ersten Qua-
dranten beschrinkt werden, denn durch Drehung des x;y-Systems um einen Winkel
o € [0°, 90°) 148t sich stets eine zu den Kegelschnittachsen parallele Lage erreichen.
Im z'; y'-System besitzt der Kegelschnitt die reduzierte Gleichung

A2+ By*+C2 + Dy +E =0, V)
deren Koeffizienten mit dem nach (163) bestimmten Winkel ¢ aus

A" = A cos’¢p + Bsingcos ¢ + Csin? g

B = Asin?¢p — Bsingcosp + C cos? ¢

C" =Dcosp + Esing

D' =FEcosp —Dsing

E =F

berechnet werden. Auch ohne Verwendung von ¢ konnen diese neuen Koeffizienten
unmittelbar durch die urspriinglichen ausgedriickt werden. Mit (163) ergibt sich
zunichst

B = tan2¢ B
V1 +tan®2¢p J(4 —C)® + BY
cos 2¢ = - i s,

Vit tant2p (A —C) 4 B
Wird zur Abkiirzung

V4 —Cr+B2=4 (V1)
gesetzt, so folgt
A-C

sin 2¢ =£ cos 2¢ = yi

A ’

Wegen 2¢€[0°, 18_0°) giltsin 2¢ = —? > 0, d. h., 4 muf stets das Vorzeichen von
B erhalten. Man bildet nun
A’ + B' = A(cos? p + sin? ) + C(sin® ¢ + cos?p) =4 + C
A" — B’ = A(cos? ¢ — sin? p) + 2B sin ¢ cos p -} C(sin® ¢ — cos? @) =
= Acos2¢ + Bsin2¢p — Ccos2¢ =
B A-COr4+B 4

A-C
—'(A—C)--—A—--{-BZ—_——A =Z=A'
Durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen und Division durch 2 folgt

_4+C+4
A

(VIT) B = ‘?Lg',:_‘l_ (VIIT)

AI
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Berechnet man unter Verwendur-lg von (163) die Werte fir sin ¢ und cos ¢ und setzt

sie in die Formeln fiir C" und D’ ein, so ergibt sich

e DVJ tA4-0 EV{J:_KT_C_)

24 24
v _ w1/4+ (4 —0) 4—(4—-0)
2 _EV 24 1 N

BEISPIEL
2. Man untersuche den durch die Gleichung
162% + 24xy + 9y* — 180z — 260y + 1300 =0
gegebenen Kegelschnitt.
Lésung: Der Drehwinkel wird nach (163) berechnet:

tan 2¢ = . 2 3,4286,
16 —9 7

29 = 73°44', ¢ = 36°52.

Mit den Formeln (VI) bis (X) ergeben sich die Koeffizienten der reduzierten Gleichung:

4 =V12+ 242 =25

4o AS YT EE oo (pn MEcED EE
2 2
' 25 1 7 2% — 7 4
¢ = —180 — 260 ~ —180. =
l/ 50 V 50 5
D= —260-% +180. 2 — 100
5 5
E' = 1300.

Die reduzierte Gleichung lautet

2’ — 122 — 4y +52=0

(IX)

(X)

und stellt nach 32.3., Gleichung (IT1) oder Abschnitt 35. wegen A’B’ = 0 eine Parabel dar.

Aus der durch Umformung erhaltenen Gleichung

(' — 6 =4(y — 4)

liest man die Koordinaten z; = 6, ¥s =4 des Scheitelpunktes und den Halbparameter

p = 2 ab. Der Leser fertige sich eine Zeichnung an.

36.3. Diskussion der allgemeinen Gleichung 2. Grades

Wéhrend in 36.1. festgestelit wurde, daB jeder Kegelschnitt durch eine Gleichung der
Form (162) beschrieben wird, soll jetzt umgekehrt untersucht werden, welche Kurven
bei beliebigen Koeffizienten A bis ¥ durch eine allgemeine Gleichung 2. Grades dar-

gestellt werden.
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Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes kann von der gegebenen Gleichung
Aa?* 4+ Bxy + Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (I)
stets zur reduzierten Gleichung |
A'x? 4 By +Co2 +Dy +E =0 (IT)

iibergegangen werden. Um noch die linearen Glieder méglichst zu beseitigen, wird eine
Parallelverschiebung des Koordinatensystems durchgefithrt. In den zugehérigen
Gleichungen

¥=x"4+m y=9"+n (I11)
seien m und » vorldufig noch nicht festgelegt. (III) in (IT) eingesetzt ergibt:
A@ +mpP+ By +n2+C@" +m)+ Dy +n)+E =0
A2+ By?+ (24'm + C)x”" + 2B'n+ D)y’ + A'm* +
+Ban+Cm+Dn+E =0, (IV)
Nun lassen sich die folgenden Fille unterscheiden :
1. 4A'B"40 (d. h. A’ 4 0 und B’ = 0)

Man wihlt m und % so, dal in (IV) die linearen Glieder verschwinden:

2A’m+0’:0 bzw_ m = _E%
D’

1 ’_—— b . = —_——,
2B'n 4+ D 0 ZW. n o

Mit diesem Wert fiir m und = folgt aus (IV)

0;2 D12
’ Ilz ’ Ilz i e
A'x'"? + B’y + iB

T ~E=@. (V)

11. 6=0

1.1.1. A’'B’ > 0 (A4’ und B’ haben gleiches Vorzeichen).

Gleichung (V) ist nur durch &’ =0, ¥’ = 0 erfiillt, stellt also einen Punkt
(0") dar.

1.1.2. A’'B’ < 0 (4’ und B’ haben verschiedene Vorzeichen).
Aus (V) folgt

(V) stellt zwei einrander schneidende Geraden dar, deren Schnittpunkt der
Ursprung O’ ist.

29 Algebra und Geometrie



450

36. Kegelschnitte in allgemeiner Lage

1.2.
1.2.1.

1.2.2.

1.2.3.

2.1.
2.1.1.

2.1.2.

G+0

A'B">0,A'"G > 0 (A" und B’ haben das gleiche Vorzeichen wie ). (V) stellt
eine Ellipse bzw. fiir 4’ = B’ einen Kreis dar.

A'B’> 0, A'G < 0 (A’ und B’ haben gleiches Vorzeichen, das dem von G ent-
gegengesetzt ist. (V) ist fiir kein reelles Wertepaar (2''; y'') erfillt, stellt also
keine reelle Kurve dar.

A'B’ <0 (A" und B’ haben entgegengesetzte Vorzeichen)
(V) stellt eine Hyperbel dar.

A'B'=0(d.h. 4"=0 oder B'=0)
A'=0,B"%0

C’' = 0 Gleichung (IV) lautet

By + 2Bn+ D)y +Bn*+Dn+E =0

und nach '’ aufgelost

"

_ —2B'n —D' +)2B®*2 L D? —2B'F
- 2R

oder kurz: y" =k, und y" =k,.

Fiir reelle £, und £, sind das die Gleichungen von zwei zur z'’-Achse parallelen
Geraden, fir %, = k, erhilt man zwei zusammenfallende Geraden und fiir
komplexe k, und k, keine reelle Kurven.

C’ £ 0 (IV) lautet
By +Cz"+2Bn+ D)y +Bn+Cm+ Dn+ E =0. V
Man kann m und n stets so wahlen, daf Y
2B'n+ D' =0
Bnt4+Cm+Dn+ E =0
wird. Dann ist
D’ Bntt+Dn+ E' D?—4E'B
“ep T % =T 1EC

n =

(VI) geht iiber in
Blynz + C'.’E” _— 0 Oder yllz _— e xll

Das ist die Gleichung einer Parahel
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22, A'«40,B' =0
Man zeigt analog zum Fall 2.1., daB Gleichung (IV) fiir

2.2.1. D' = 0 zwei zur y’'-Achse parallele Gerade, zwei zusammenfallende Gerade
oder keine reelle Kurve darstellt und fiir

2.2.2. D' 4= 0 eine Parabel beschreibt.

Anmerkung: Bei der Untersuchung einer gegebenen Gleichung 2. Grades ist im allgemeinen der
Ubergang vom z', y’-System zum z”*, y”’-System nicht notwendig (vgl. Beispiel 2. aus 362.)

Auch aus den Koeffizienten 4, B, C der urspriinglichen Gleichung (I) kann schon
etwas liber die dargestellte Kurve ausgesagt werden. Man bildet

_A+C+-A44+C -4 (A+CP -4 44C — B

He 2 2 4 4

Den drei Fillen A’'B’ % 0 entspricht 44C — B? % 0 und unter Verwendung der
obigen Diskussion ergibt sich die Einteilung

4A4AC — B?* > 0: Ellipse, Kreis, Punkt oder keine reelle Kurve

4A4AC — B? = 0: Parabel, 2 parallele, zusammenfallende oder kom-
plexe Geraden

44C — B* < 0: Hyperbel oder zwei sich schneidende Geraden.

AUFGABEN

991. Man untersuche die Kurven, die durch folgende Gleichungen 2. Grades gegeben sind:

a)3z® + 22y + 3y + 22— 2y =0

b)z2?+zy+y2=17

c)x* —2zy+y* —4x — 4y +4=0.

d) 31322 + 120zy + 1944° + 234z + 1196y + 1859 = 0
e) 42 — 24xy 4 11y® -+ 144z — 92y — 140 =0

f) 522 + 42y + 2y* — 182 — 12y + 30 =0

g) 32+ 12xy + 3%° + 6x 4+ 18y +2 =10

h) 92 + 24xy + 16y®> — 240z + 180y =0

ya* +4zxy+9y>*—8=0

k)42 +4zy+ 9* +42+2y+1=0

)2 +zy+ 9=
m) 162° 4 24xy + 9y*> — 402 — 30y — 75 =0

n) 4,452% — 240zy + y* — 5,54z + 3,46y — 2,20 = 0

0) 2,002° + 3,202y + 1,282 + 6,10z — 4,60y + 10,00 = 0

992. Welche Kurve wird durch die Linsenformel L + — = ; - bei variablen g und & dar-

1
gestellt? g b

29%
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993. Ein Zweistabgetriebe O R P mit dem Drehpunkt O und dem Gelenk R besitzt die in Bild 242
gezeigte Ausgangsstellung. Welche Bahn beschreibt P, wenn sich O& = 2 mit der Winkel-

geschwindigkeit w linksliufig, RP =4 mit der Winkelgeschwindigkeit — w, also rechts-
laufig dreht?

994. a) Die Parametergleichungen einer Kurve lauten
x =12 4 2¢; y=1—2¢t—1.

Man stelle die Kurvengleichung in cartesischen Koordinaten
auf und untersuche die Kurve.

b) Desgleichen fiir z = 7‘7; Y= i
1—¢ ¢ Bild 242
37. Technisch wichtige Kurven
37.1. Allgemeine Bemerkungen

Unter ,,Analytischer Geometrie‘* versteht man vielfach nur die analytische Geometrie der Kegel-
schnitte (Gerade, Kreis, Ellipse und Hyperbel). Dies ist jedoch eine sehr einseitige Auffassung,
da in diesem Teilgebiet der Mathematik die Eigenschaften simtlicher Kurven, sowohl der Ebene
als auch des Raumes, behandelt werden kénnen.

In diesem Abschnitt soll nun noch eine Auswahl von Kurven besprochen werden, die insbesondere
den Techniker interessieren. Die Auswahl kann sich naturgemiB nur auf eine geringe Anzahl von
Kurven beschrinken, da bei der Konstruktion von Maschinenteilen, Getrieben usw. derartig viele
Kurven verschiedenster Art auftreten, so daB eine ausfiihrliche Behandlung aller méglichen Kur-
venformen weit iiber den Rahmen dieses Buches hinausgehen wiirde.

Bei den Kurvengleichungen wird keine bestimmte Darstellungsart bevorzugt. Es wird in jedem
Falle diejenige Darstellungsmoglichlkeit gewihlt, die die geometrischen Eigenschaften der je-
weiligen Kurve am deutlichsten hervortreten lifit.

37.2. Kubische und semikubische Parahbel

Die Gleichung der kubischen Parabel lautet

y¥=az|, (a+0). (164)

Aus ihr folgt
y =jaz.

Daraus erkennt man, da8 es im Falle @ > 0 Parabelpunkte nur fiir z € [0; oo) gibt,
und daB8 die zugehérigen y-Werte positiv sind. Die Kurve verlduft demnach voll-
stindig im ersten Quadranten (Bild 243).

Aus z — oo folgt ¥ — 0o, d.h.,daB jede Parallele zur z-Achse y = ¢ mit ¢ > 0 von
der kubischen Parabel y® = ax geschnitten wird, auch wenn sie noch so weit von der
z-Achsc entfernt liegt.
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Aus der Gleichung der semikubischen Parabel

y3 =ax®| (a > 0) . (165)

geht hervor, daB die semikubische Parabel fiir alle z € (—oo; 4+ co) Kurvenpunkte
hat und daB auct bei ihr aus a —> -4 co y — co folgt (Bild 244). Da die Variable z
nur quadratisch auftritt, verlduft die semikubische Parabel symmetrisch zur y-Achse.
Dic Parabel y® = a2? wird auch NErLsche Parabel genannt.

y
sugy (2200 y -0

i) X ol X
Blld 243 Bild 244

Line Anwendung findet die kubische Parabel beim Gleis- bzw. Autobahnbau. Dort 143t man eine
Kurve nicht unmittelbar aus der Kreisbahn in die Gerade iibergehen, sondern man schaltet als
Ubergangsbogen einen geeigneten Teil einer kubischen Parabel zwischen Kreis und Gerade.

Fiir die kubische und die semikubische Parabel gibt es eine sehr einfache Konstruk-
tionsvorschrift fir den Fall, daB der Scheitel S, die Parabelachse und ein Punkt
Py(xy; yo) der Parabel gegeben sind. Diese "

Konstruktionsvorschrift soll fiir die kubi- 1 12 :

gche Parabel y3 = ax (@ > 0) erlautert {z i 7 Jrﬁ‘w
werden (Bild 245).

Durch den gegebenen Punkt P, der Parabel o7
zeichnet man eine Parallele zur Parabelachse,
die die y-Achse in A schneidet, sowie die Ver-
bindungslinie SP,. Auf S_Po greift man einen
beliebigen. Punkt ¢) heraus und zeichnet durch
ihn die Parallelen zu den beiden Achsen. Die
Parallele zur z-Achse schneide die y-Achse 3#
in B, die Gerade 4 Py wird von der Parallelen  Bild 245

zur y-Achse in C geschnitten. C verbindet

man durch eine Gerade mit S und erhilt als Schnittpunkt mit der Geraden BQ den Punkt R.
Durch R zeichnet man erneut eine Parallele zur y-Achse, die 4 Py in D schneidet.

Behauptung: Der Schnittpunkt P, (z,;y,)} der Verbindungsgeraden 8§D mit der Geraden B ist
ein neuer Parabelpunkt.

Beweis: Nach dem Strahlensatz gelten die Verhiltnisse

——

Y1:%Ty = Yoi %R Y1:%p = Yo:%q Y1:%Q = Yoi %,
woraus
P : 3
ylzy'o—'xl - 3/1='io'zﬂ que,/_*l.zq
TR zQ Ty

folgt.
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Multipliziert man die letzten drei Gleichungen miteinander, so ergibt sich
Rg=% .. (1)

Da nun Py(zy; yo) ein Punkt der kubischen Parabel 3* = ax sein soll, muB 33 = az, gelten,
womit (I) iibergeht in

. —
Y =ax.

Die Koordinaten des Punktes P, erfiillen demnach ebenfalls die Kurvengleichung. Daraus folgt,
daB auch P, ein Punkt der kubischen Parabel sein muB, w. z. b. w.

Durch die geeignete Wahl mehrerer Punkte Q,, @,, @s. . . . auf der Geraden S P, erhilt man einige
Parabelpunkte, durch die man die Kurve dann gut zeichnen kann.

Es sei vermerkt, da der im Bild 245 eingezeichnete Punkt Z ein Punkt der semikubischen Parabel
¥® = a2? ist, falls Py(z,; ¥,) ebenfalls dieser semikubischen Parabel angehort.

AUFGABEN

995. Man untersuche die Lage der Parabel y® = ax im Koordinatensystem fiir den Fall, daB
a <0 ist.

996. Wie ist die Lage der NErLschen Parabel 2 = a2® im Koordinatensystem im Falle
a)a>0 und b)a <0?

997. In welchen Punkten schneiden einander die kubische Parabel 3* = az und die semiku-
bische Parabel 3 = bx? (e > 0,5 > 0)?

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB die Kurven " = ax zwar Parabeln n-ter
Ordnung genannt werden, daB diese Kurven aber im Falle 2 %= 2 die im Abschnitt 32.
behandelten Parabeleigenschaften (Brennpunkts-, Leitlinieneigenschaften usw.) nicht
mehr haben.

37.3. Rollkurven

Eine Rollkurve wird von einem mit einer in sich geschlossenen beweglichen Kurve
fest verbundenen Punkt P beschrieben, wenn diese bewegliche Kurve entlang einer
festen Linie abrollt, ‘ohne dabei zu gleiten.

37.3.1. Zykloiden

Rollt ein Kreis in der Ebene ohne zu gleiten auf einer Geraden entlang, so beschreibt
ein fest mit diesem Kreis verbundener Punkt P eine Zykloide (Radlinie). (Beispiel:
Zahnrad auf Zahnstange.) )

Der Radius des abrollenden Kreises sei r, die Entfernung des die Zykloide erzeugenden
Punktes P vom Kreismittelpunkt sei ¢ (Bild 246). Der Kreis moge auf der z-Achse
entlangrollen, wobei der Beginn der Bewegung so erfolgen soll, daB sowohl der Kreis-
mittelpunkt M als auch der Punkt P ihre Ausgangsstellung auf der y-Achse haben.
Der Punkt B, in dem der Kreis im jeweiligen Augenblick die x-Achse berihrt, heiBt
Momentanpol, wahrend der Winkel P M B, dessen MaBzahl ¢ sei, W&lzwinkel genannt
wird.

Als Kurvengleichung eignet sich besonders die Parameterdarstellung mit dem Wailz-
winkel ¢ als Parameter.
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Da der Kreis ohne zu gleiten auf der z-Achse abrollen soll, muf}
OB = z@ =rt

sein. Aus Bild 246 folgt dann fir die Koordinaten des Punktes P(z; y)
x=5—Q—=5—l—3—Q_B=(_)7?—P_C_':rt—c-sint

und . . .
y=QP=BC=BM — CM =r —c-cost.
Bild 246
Yy AY
cer i c=r
LD
5 M
2nr .
Bild 247

Die Parameterdarstellung der Zykloide lautet demnach

r=1rt—c-sint
(166)

y=r —c¢-cost

Je nachdem, ob der die Zykloide erzeugende Punkt P inncrhalb, auf oder auBlerhaltb
des abrollenden Kreises liegt, unterscheidet man (Bild 247)

die gestreckte Zykloide (c<r)

die gewohnliche Zykloide (¢ =7) und

die verschlungene Zykloide (c > r).
Aus der Parameterdarstellung (166) und der Erzcugungsweise der Zykloide geht her-
vor, dal} es Zykloidenpunkte fiic alle ’arameterwerte (€ (—oo; - co) gibt. Wih-

rend dabei z beliebig aus x € (—oo; + o0) gewihlt werden kann, liegen die zuge-
horigen y-Werte nur im Intervall [r — ¢; r + c].
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Es sei vermerkt, daB es nicht moglich ist, die Parameterdarstellung (166) in eine
Kurvengleichung der Form y = f(x) aufzuldsen, daB aber dagegen die Auflésung in
der Form x = g(y) durchgefiihrt werden kann (vgl. Aufgabe 998!).

SchlieBlich sei noch ohne Beweis angefiihrt, daB jede Normale einer Zykloide durch
den zugehorigen Momentanpol hindurchgeht.

Eine Konstruktionsbeschreibung fir die Zykloide und fiir die weiteren Kurven soll hier nicht ge-
geben werden. Es wird hierzu auf die einschlégige Literatur (z. B.: ,,Das Grundwissen des Inge-
nieurs*‘, VEB Fachbuchverlag Leipzig) verwiesen.

AUFGABE

998. Wie lautet die Zykloidengleichung (166), wenn sie in der Form « = g(y) angegeben werden
soll?

37.3.2. Epizykloiden

Rollt ein Kreis in der Ebene ohne zu gleiten auflen auf einem festen Kreis ab, so
beschreibt ein fest mit dem abrollenden Kreis verbundener Punkt P eine Epizykloide.
(Beispiel: zwei aufeinander abrollende Zahnrider.)

Der Radius des festen Kreises sei R, der des abrollenden Kreises . Der Abstand des
die Epizykloide erzeugenden Punktes P vom Mittelpunkt des abrollenden Kreises sei c.
Das Abrollen soll so erfolgen, daBl der Mittelpunkt M des abrollenden Kreises sowie
der Punkt P zu Beginn der Bewegung auf der z-Achse liegen (Bild 248). Der Winkel
BMP =t wird auch hier Walzwinkel genannt und unter dem Momentanpol ver-
steht man den Berithrungspunkt B der beiden Kreise. Der Winkel BOC = ¢ heilit
Drehwinkel.

Bezeichnet man den Winkel N M P mit &, so erhalt man fiir die Koordinaten des
Punktes P(x; y)

x=0Q=0D+DQ=0D+NP=(R+r)cosgp+c-sine ()
und

Yy=QP=ND=DM —NM = (R+7)-sinp —c-coss. (II)

@ und ¢ lassen sich noch durch den Wilz- J
winkel ¢ ausdriicken, denn da die beiden Kreise
ohne zu gleiten aufeinander abrollen, muB}

BA,= BA,
d.h., Rp =rt

sein. Hieraus folgt

0\_

= —{
@ R

und wegen

t € =
2 ¢ Bild 248
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4567

gilt
N T 7 © R+r
S-S Sl & LS ) S
Damit erhilt man schlieBlich aus (I) und (II):

Parameterdarstellung der Epizykloide

R
x=(R+T)'COS%l—c-cos._;_.rt

R
y=(R+r)’sin}%l—c-sin —;'z_—rt

.9

— 5

(167)

Ist das Verhiltnis -}% — m der beiden Kreis-

I

radien eine rationale Zahl, so ergibt sich eine

Kurve, die sich nach einer gewissen Anzahl

von Umdrehungen des beweglichen Kreises

in sich schlieft. Ist m dagegen eine irrationale

Zah!, so kommt der Punkt P. auch bei noch

_»y 5o viel Umdrehungen des beweglichen Kreises
\‘\0‘) nie an seinen Ausgangspunkt zuriick. In

diesem Falle ergibt sich ein Kurvenzug, der
nicht in sich geschlossen ist.

Auch bei den Epizykloiden unterschei-

gestreckte

det man J gewdhnliche % Epizykloiden,

cxih verschlungene

r:R=13 <
Bild 2498 jenachdemob ¢ < = ist (Bild 249).
g
f%: @ “”
&
0 . "
¢
cor c-r
r:R=13 r:k=1:3

Bild 249b BlIld 2400
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Ist insbesondere R = r = ¢, so ergibt sich als Sonderfall einer Epizykloide die
Kardioide (Herzkurve). Ihre Gleichung lautet

x = R(2cost — cos 2¢)
y = R(2sin ¢t — sin 2¢)

LY

1.

(168)

=7

N

Bild 250

Aus dieser Gleichung 148t sich der Parameter ¢ eliminieren, so daB man die Gleichung
der Kardioide auch in der Form

(22 -+ 42 — R2)® = 4 R%[(x — R)® + *] (169)

schreiben kann. — Bild 250 zeigt eine Kardioide.

AUFGABEN

999. Durch Elimination von ¢ ist nachzuweisen, daf die Gleichung (169) der Kardioide aus ihrer

1000.

1001.

Parameterdarstellung (168) hervorgeht.

Gegeben gind ein fester Kreis K, und ein beweglicher Kreis K, in der durch Bild 251 daz-

gestellten Lage. K, soll im mathematisch posi-
tiven Sinne ohne zu gleiten auf K, abrollen.
Dabei beschreibt der auf der Peripherie von K,
liegende Punkt P eine Kardioide. Wie lautet die
Gleichung dieser Kardioide a) in Parameterdar-
stellung, b) in cartesischen Koordinaten und c) in
Polarkoordinaten?

Aus der Gleichung der Kardioide in Polarkoordi-
naten r = 2R . (1 + cos¢) ist eine Konstruk-
tionsvorschrift fiir diese Kurve zu entwickeln.

Bild 251
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37.3.3. Hypozykloiden

Rollt ein Kreis in der Ebene ohne zu gleiten ¢nnen auf einem festen Kreis ab, so
beschreibt ein fest mit dem abrollenden Kreis verbundener Punkt P eine Hypo-

zykloide (Bild 252).
Verwendet man die gleichen Bezeichnun-
gen wie bei der Eplzyklmde, so folgt ausder

Bedingung, daf A B=AB sein mu8,

wieder
#
P = ‘R 4
AuBerdem liest man aus Bild 252 ab, daB

¢=a+%+s‘v

ist, woraus

folgt.
Mit diesen Werten erhilt man:

Bild 252

Parameterdarstellung der Hypozykloide

R

R —
x=(R—r)-cos%t+c-cos~—R-rt

e 3
y=(R —r)-sin— ¢t —c-smn

¢
R

(170)

Auch hier ergibt sich eine in sich geschlossene Kurve, wenn das Verhéltnis der beiden

-
Radien — = m eine rationale Zahl ist. Ist m dagegen irrational, so schlieBt sich

Hypozykloide (Bild 253).

R
die Kurve nie. gestreckte
Ist ¢ % r, so ergibt sich eine gewohnhche
verschlungene

I

1

c<r

c=>r

Bild 253 r:R=1:3 r:R=1:3 r:R=1:3

e g
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‘ R
TFur r = g erhdlt man als Sonderfall einer Hypozykloide die Ellipse = (§ + c) X

4 R o 0 . R R
X cos X y = 5 Ac).smg mit den Halbachsen a = —2-+c und 6 = —2-—c

[vgl. Formel (148)]. Ist schlicBlich auller » = % auch ¢ =r = l-;, so geht die Pa.

\

rameterdarstellung (170) der Hypozykloide iiber in = = R - cos —;, y = 0; das be-

deutet, daB der Punkt P sich periodisch auf der z-Achse hin- und herbewegt. Der Dia-
metralpunkt 4 zu P auf dem abrollenden Kreis vollfithrt dabei eine entsprechende
Hin- und Herbewegung auf der y-Achse (Bild 254).

Y Y

Bild 254 l Bild 255
Man benutzt diese spezielle Eigenschaft der Hypozykloide beim Planetengetriebe, um Dreh-
bewegungen in eine elliptische bzw. geradlinige Bewegung iiberzufiihren.
Als weitercr Sonderfall einer Hypozykloide crgibt sich fiir » = ¢ = T die Astroide

(Sternkurve) (Bild 255). Ihre Parameterdarstellung ergibt sich aus (170) nach einigen
Umformungen zu

¢ t
x = R.cos® — = R .sin® —
& = R .cos 7 U sin® 2 (171)

woraus sich durch Elimination von ¢ die Gleichung

2 4+ yt = R} (172)

hersteilen 1at.
Zykloiden spiclen in der Verzahnungstheorie bei Zahnridern eine groe Rolle.
AUFGABEN

1002. An Hand von Bild 252 ist die Gleichung der Hypozykloide in Parameterdarstellung her-
zuleiten.
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1003. Aus der Gleichung (170) ist fir r =c¢ = % die Gleichung der Astroide in Parameter-

darstellung sowie in cartesischen Koordinaten zu entwickeln.

Hinweis: Es sind die Formeln cos3x = 4 cos®x — 3cosx und sin3x = 3 sinax —
— 4 sin3x zu verwenden.

37.4. Kreisevolvente

Wird ein um einen festen Kreis herumgelegter Faden straff abgewickelt, so beschreibt
der Endpunkt dieses Fadens eine Kreis-
evolvente (Bild 258). .
Aus Bild 258 folgt
T

e=—= —1.

=3
Da der Faden straff abgewickelt wer-
den soll, muB, falls die Abwicklung in
A(t = 0) beginnt,

BP=BA =Rt
sein.
Damit ergibt sich fir die Koordinaten
des Punktes P die Darstellung

x
=R -cost+ Rt-cose \

und Bild 256

y=Q_I_’=C_S=C_B—S—E=R-sint-—Rt-sine,

k("

woraus wegen &= —t folgt:

Parameterdarstellung =R - (cost 4 ¢-sint)

der Kreisevolvente y=R.(sint —t-cost) (173)
37.5. Uberlagerung von harmonischen Schwingungen bei verschiedenen

Schwingungsrichtungen

CUberlagern einander zwei harmonische Schwingungen, deren Schwingungsrichtungen
senkrecht aufeinanderstehen, so 1aBt sich der Verlauf der Uberlagerungskurve beider
Schwingungen durch die Parameterdarstellung

x = A, sin{w,f —
1L .ﬂ( 1 ?1) (174)
Y = A, sin(wyt — @)
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erfassen) (Uberlagerungsschwingungen beim Oszillographen). Es entstehen dabei
Schwingungsfiguren, deren Aussehen sehr wesentlich vom Frequenzverhiltnis
wy:w, der beiden Schwingungen und von deren Phasenlage abhangt.

f\/”/ ”

x=a-sint x=0-sint xeg-sint

y=a-sin(t-} y=a-sinft-J) . y=a-sin(2t-f)
U1:Uz=7:1 07:02‘1:1 w,:w3=1i2'
Bild 257 Bild 258 Bild 250

yi Y
! : z X % % % x
x=a-sint x =a sin 2t
. _x i Wyias=8:9
_ysa-sm(ﬂ ) y=a-sin3t e
wyw,=1:3 wy:wp=2:3
Bild 260 Bild 261 Bild 262

Die Bilder 257 bis 262 zeigen cinige derartige Uberlagerungsschwingungen fiir gleiche
Amplituden, aber verschiedene ¥requenzverhiltnisse und Phasenlagen.

Derartige Uberlagerungskurven zweier harmonischer Schwingungen werden auch
Lissasous-Figuren genannt.

AUFGABE

1004. Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, wenn als Uberlagerungsfiguren a) Kreise, b) El-
lipsen entstehen sollen?

1) vgl. 22.10.
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37.6. Spiralen

37.6.1. Archimedische Spirale

Bei einer Archimedischen Spirale dndert sich die Linge des Leitstrahles OP pro-
portional zu dem von einem festen Anfangsstrahl OX aus gemessenen Drehwinkel ¢
(Bild 263).

Thre Gleichung lautet demnach in Polarkoordinaten

r=a-¢ (175)

Man kann sich eine Archimedische Spirale auch dadurch entstanden denken, da8 sich ein Punkt P
mit konstanter Geschwindigkeit auf dem Strahl O P von O fortbewegt, wiahrend der Strahl sich
gleichférmig um O dreht (Bewegung der Laufkatze eines Drehkranes).

Bei einer vollen Umdrehung des Leitstrahles (p = 2x) hat der bewegliche Punkt P

eine Entfernung 7, = 27a vom Nullpunkt erreicht. Fir % Umdrehung ist auf Grund

2 "
der Kurvengleichung die Linge deszugehorigen Leitstrahles r = a - 77: = % Hieraus

ergibt sich eine einfache Konstruktionsméglichkeit der Archimedischen Spirale.

2an

Bild 263 Bild 264

Aus der Proportionalitit zwischen der Lange des Leitstrahles und dem Drehwinkel ¢
folgt auch, daB der ,,Gangunterschied* zweier aufeinanderfolgender Spiralbégen den
konstanten Wert 2ra besitzt, denn es gilt fiir die Entfernung zweier Spiralenpunkte
P, und P,,;, deren Drehwinkel sich um 2n voneinander unterscheiden (Bild 264).

PuPp=r4yy —rp=a-[x +2n(n+1)] —a-[x + 2xn]
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37.6.2. Hyperholische Spirale

Bei einer hyperbolischen Spirale ist die Lange des Leitstrahles O P umgekehrt pro-
portional zum Drehwinkel ¢ (Bild 265).

Ihre Gleichung lautet demnach D ——
P
2
- % (176) . K

Mit wachsendem Winkel ¢ wird die Lange
des zugehorigen Leitstrahles immer klei-  Bild 205
ner:
limr = 0.
P 3
Damit ist der Nullpunkt ein asymptotischer Punkt der hyperbolischen Spirale, dem
sich die Kurve mit wachsendem ¢ immer mehr nahert.
Dagegen nihert sich die Spirale mit @ — 0 immer mehr der Geraden y = a, denn .
aus
y=r-sing

a
folgt mit r = —
£ 1

y— sing 4
1 2
und hieraus
; . sin . sin
]\Imyzhma.fj =a,.]1m_l ¥ =a
0 90 4 0 7P

37.6.3. Logarithmische Spirale
Die Gleichung der logarithmischen Spirale lautet

r = e, (177)
wobei a > 0.

Auch hier ist der Nullpunkt ein asymptotischer Punkt der
Spirale, dem sich die Kurve immer mehr ndhert, wenn
der Winkel @ — — oo strebt.

Allerdings unterscheidet sich die logarithmische Spirale
in ihrem weiteren Kurvenverlauf sehr wesentlich von der
hyperbolischen Spirale. Wéihrend sich die hyperbolische
Spirale fir @ -0 der Geraden y = a nihert, ist die
Lange des zu ¢ = 0 gehorenden Leitstrahles der logarithmischen Spirale » = 1- und
fiir p —>o00 geht auch » — oco (Bild 266).

Bild 266
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37.7. Lemniskate

Eine Lemniskate wird von der Menge aller derjenigen Punkte der Ebene gebildet,
fir die das Produkt der Absténde r, und r, von zwei festen Punkten F; und F, den

konstanten Wert e? besitzt, wenn F, F, = 2e ist.

Verwendet man zur Herleitung der Kurvengleichung Polarkoordinaten und legt dabei
den Pol des Polarkoordinatensystems in den Mittelpunkt O der Strecke F, F, und die
Polarachse durch den Punkt F;, so folgt aus dem Cosinussatz (Bild 267)

r%:rz-]-ez—QTc-COS(P (I)
und

72 =12 4 €2 — 2re - cos (180° — ¢),
woraus wegen cos (180° — ¢) = —cos ¢

1.; = y2 + e2 27re - cOS @ (II) Bild 267
folgt.

Multipliziert man die beiden Gleichungen miteinander, so erhalt man
113 = (12 4 €2)2 — 4r2e2 cos? .

Da nach der Definition der Lemniskate r, - r, — €2 sein soll, ergibt sich hieraus
€t =14 - 2r22 + ¢! _ 4r2e2cos2¢,.

woraus schlieBlich fir r 40
r2 = 2e2. (2 cos2 @ — 1)

folgt. Mit Hilfe der Formel cos2 ¢ = 2 cos2 ¢ — 1 ergibt sich

Gleichung der Lemniskate
in Polarkoordinaten

r? = 2% . cos 2¢ (178)

Last man diese Kurvengleichung nach » auf:
r=c. 2 - yoos 39,

so erkennt man, da@l die Lemnijskate Kurvenpunkte nur fir solche Winkel ¢ besitzt,
fur die @€ [— ;: s + ;] bzw. @€ [:}41_-, ?] gilt. Als maximalen Wertfiir rerhdltman
bei ¢ =0 bzw. ¢ = = 7yax =¢- yZ_ Die Lemniskate mufl demzufolge vollstindig
innerhalb des in Bild 268 schraffiert gezeichneten Flichenstiickes verlaufen.
Konstruiert man die Lemniskate punktweise an Hand der Funktionsgleichung (178),
so ergibt sich die in Bild 269 dargestellte Kurve.

Durch Ubergang zu cartesischen Koordinaten erhilt man die Gleichung der Lemniskate
in der Form ;

2? + y? = 2e? (- i‘i = _yz_
2t +y* a4yt

30 Algebra und Geometrie



466 37. Technisch wichtige Kurven

oder als Gleichung der Lemniskate in cartesischen Koordinaten

(22 + 2 —a*@@* —y) =0 ‘ (179)

mit
at = 2¢8,

aus der die Symmetrie der Kurve zur 2- und y-Achse noch einmal deutlich ersichtlich
wird.

Bild 268 Bild 269

In der MeBtechnik werden Lemniskatenlenker verwendet, durch die eine Geradfithrung des
Schreibstiftes bei MeBgeriten erreicht wird.

Wird wie bisher #,#, — 2e, jedoch allgemeiner als oben r,r, = k? gefordert, so erhiilt man als
Verallgemeinerungen der Lemniskate die sogenannten Cassinischen Kurven. Sie bestehen, wenn
€2 > k® ist, aus zwei voneinander getrennten, eiférmigen Kurventeilen, die jeweils einen der
beiden Punkte F; bzw. F, umschlieBen. Im Falle ¢ < k% erhilt man einen in sich geschlossenen
Kurvenzug (Bilder 270 und 271).

LY

N N A

€

elek?

Bild 270 Bild 271

Die Gleichung der CassiNischen Kurven lautet

(2% + y2)2 — 2€2(2® —y?) + ! — k* = 0.



Vektoralgebra

38. Grundbegrifte der Vektorrechnung

38.1. Vektor, Skalar

Bei Betrachtung der in den Naturwissenschaften und in der Technik auftretenden
GroBen erkennt man:

Ein Teil dieser GroBen ist bei festgelegter MaBeinheit durch die Angabe einer
(reellen) MaBzahl vollstindig bestimmt. Zu diesen GroBen gehoren: Léange, Zeit,
Masse, Arbeit, Energie, Temperatur, Potential. Diese GroBen koénnen auf einer
Zahlenleiter, einer Skale!), dargestellt werden. Sie heiBen deshalb skalare Grofen
oder Skalare.

GroBen, wie z. B. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, elektrische und magne-
tische Feldstirke benotigen zu ihrer eindeutigen Bestimmung neben der Angabe einer
MaBzahl noch die einer Richtung. Diese GroBen heiBen vektorielle Gréfen oder Vek-
toren?) und werden durch gerichtete Strecken im Raum (Pfeile) dargestellt.

Aber auch rein geometrische Sachverhalte, wie z. B. eine Translation (Verschiebung
eines Korpers im Raum, bei der alle Punkte des Korpers um die gleiche Lange in der
gleichen Richtung verschoben werden) lassen sich durch einen Vektor darstellen
(Bild 272). Die Verschiebung aller Punkte kann ndmlich durch ein und dieselbe
GroBe, einen Pfeil mit bestimmter Linge und Rich-
tung, gekennzecichnet werden. Die die Translation
beschreibende GroBe ist demnach ein Vektor.
Bekanntlich kann bei Verwendung eines rédum-
lichen cartesischen Koordinatensystems eine ein-
eindeutige Zuordnung der Punkte des Raumes zur
Menge aller Zahlentripel (x;y;2) erfolgen. Jeder
Punkt P(x;y; 2) des Raumes wird aber auch ein-
deutig durch eine vom Ursprung des Koordinaten-
systems zum Punkt P hinfiilhrende gerichtete
Strecke — also wiederum durch einen Vektor —
festgelegt und umgekehrt (Bild 273). Folglich be-
steht auch (bei Vorgabe eines Koordinatensystems) eine ememdeutlge Zuordnung
eines Vektors zu einem Zahlentripel.

Bild 272

1) scalae (lat.) die Leiter

?) Eigentlich miiite zwischen den rein algebraischen GréBen Skalar und Vektor einerseits und der
physikalischen GroSe, d. h. der skalaren oder vektoriellen GroBe, sowie ihrer geometrischen
Veranschaulichung durch einen Pfeil andererseits unterschieden werden. Da aber im folgenden
die Gesetze fiir das Rechnen mit Vektoren am geometrischen Bild hergeleitet werden, soll —
wie allgemein iblich — die gerichtete Strecke selbst als Vektor bezeichnet werden

30*
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Zusammengefalt: Ein Vektor kann zur Darstellung \z
a) einer vektoriellen Gr6Be (aus Naturwissenschaft ~~
oder Technik), o=
b) einer Translation,
c) eines Zahlentripels

e >

verwendet werden. b Tv~__

Bei der Beschreibung einer Translation durch einen
Vektor ist dieser an keinen bestimmten Ort gebun-
den, er kann beliebig parallel verschoben werden.
Ein solcher Vektor heiBt ein freier Vektor. (Unter
Vektor schlechthin soll im folgenden stets ein freier Vektor verstanden werden.)
Eine andere Art von Vektoren stellt man z. B. bei der Betrachtung von Kraften an
einem starren Korper fest. Hier darf man eine angreifende Kraft zwar langs ihrer
Wirkungslinie, keinesfalls aber parallel verschieben, ohne daB3 ihre Wirkung sich én-
dert. Die Kraft wird deshalb durch einen liniengebundenen Vektor dargestellt.
Greift eine Kraft an einem nichtstarren Kérper an, so ist die Wirkung im allgemeinen
abhéngig vom Angriffspunkt der Kraft. Auch andere physikalische Gré8en, wie z. B.
die elektrische und die magnetische Feldstarke sind zwar durch Betrag und Richtung
gekennzeichnet (also VektorgroBen), aber jeweils an einen bestimmten Ort gebunden.
Das gleiche gilt fiir die Darstellung eines Zahlentripels durch einen Vektor. In allen
genannten Fillen handelt es sich um ortsgebundene Vektoren. Speziell nennt man die
an den Ursprung eines Koordinatensystems gebundenen Vektoren Ortsvektoren.

&
Bild 273

Vektoren bezeichnet man

durch (kleine oder groBe) Frakturbuchstaben,z.B. a,b,t, 0, A, B,  usw.,
oder Wurch Anfangs- und Endpunkt und einen dariibergesetzten Pfeil, z. B. 4 B,

oder (insbesondere bei Verwendung griechischer Buchstaben) durch einen iiberge-
setzten, Pfeil, z. B. ©.

Die MaBzahl der Linge des Pfeiles, der die VektorgroBe B D
darstellt, heit der Betrag des Vektors. Er wird durch

Setzen des Vektorsymboles in Betragsstriche oder durch

den entsprechenden lateinischen Buchstaben gekenn- a/ Ay /3
zeichnet.

Fiir den Betrag des Vektors 4 B = a (Bild 274) schreibt

man z. B. |AJ_§| = |a| = a. Die Lage des Pfeiles im Raum 4 ()

und der Durchlaufungssinn (durch Pfeilspitze gegeben) pild 274

bestimmen die Richtung des Vektors.

Es ist zweckmaBig zu definieren:

Zwei Vektoren heiBen genau dann gleich, wenn sie in Betrag und Richtung iber-
einstimmen.

So ist z. B. in Bild 274 a = b.

Will man Vcktoren zum Rechnen geometrischer, physikalischer oder technischer
Aufgaben verwenden, so mull vorher untersucht werden, welche Rechenoperationen
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sinnvoll auf Vektoren angewendet werden kénnen und welche Gesetze hierbei gelten.
Wie noch gezeigt wird, lassen sich fiir das Rechnen mit Vektoren einfache Rechen-
gesetze aufstellen, die in Analogie zu denen fiir reelle Zahlen stehen. Hierin ist ein
Vorteil bei der Benutzung von Vektoren zu sehen. Ein weiterer Vorzug ist die kurze,
iibersichtliche Darstellungsweise von Vorgingen und Zusammenhéngen in Natur-
wissenschaft und Technik mittels Vektoren. Auch geometrische Gobilde, wie Punkte,
‘Linien und Fldchen im Raum, lassen sich gut durch Vektoren beschreiben. In allen
genannten Fillen ist zur numerischen Auswertung die Einfiihrung eines Koordina-
tensystems erfordcrlich. Die folgenden Abschnitte werden deshalb neben technischen
Anwendungen der Vektorrechnung eine Analytische Geometrie des Raumes zum
Inhalt haben. Von den Rechenoperationen sollen nur die elementaren behandelt wer-
den, d. h. eine Vektoralgebra. Die Differentiation und Integration von Vektoren
erfolgt im Rahmen der Differential- und Integralrechnung.l)

38.2. Addition und Subtraktion von Vektoren

Da 2wei nacheinander ausgefiihrte Translationen a und b einer resultierenden Trans-
lation 8 entsprechen (Bild 275), definiert man die Addition zweier Vektoren wie folgt:

Um zwei Vektoren a und b zu addieren, verschiebt man den Vektor b parallel zu
sich, so daB sein Anfangspunkt auf den Endpunkt des Vektors a fillt. Der vom
Anfangspunkt von a zum Endpunkt von b filhrende Vektor 3 heiit der Summen-
vektor oder die Summe der Vcktoren a und b:

g=a- 0.

Dieser Definition geniigen auch — wie leicht nachzupriifen ist — VektorgroBen wie Kraft, Ge-
schwindigkeit, Beschleunigung usw.

M

{——— —————
/

Bild 275 Bild 276

Fiir dic Addition von Vektoren gelten — genauso wie beim Rechnen mit reellen Zah-
len — das Kommutations- und das Assoziationsgesetz. _

Tragt man namlich (Bild 276) vom gleichen Anfangspunkt aus zunédchst den Vektor b
ab und dann in dessen Endpunkt den Vektor a an, d. h., wird die Vektorsumme mit
umgekehrter Reihenfolge der Summanden gebildet, so erhdlt man wiederum den
Summenvektor 8. Da also sowohl a + b =8 als auch b+ a = § ist, gilt fiir die
Addition von Vektoren das

Kommutationsgesetz a+b=06+a (180)

1) Vgl. Band ,,Analysis‘¢, 16.2.
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Addiert man drei Vektoren a, b und ¢, so werden diese im allgemeinen Falle nicht in
ciner Ebene liegen; denn jeder der drei Vektoren ist eine gerichtete Strecke im
Raum.

Es sei (Bild 277)

a+b=3.
Dann ist
(a+b)+c=38 +c=3.

Addiert man zum Vektor a den Summenvektor 3; der Vektoren b und ¢, so kommt
man zum gleichen Ergebnis:

a+{b+c)=a+ 3 =3.

Also gilt fiir die Addition von Vektoren auch das

Assoziationsgesetz (@a+b)+c=a+(6+c) (181)

Da es gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die Additionen ausgefiihrt werden, sind
die Klammern entbehrlich, und man schreibt

8=a+Db+4c.

Bilg 277 Bild 278

Wie aus Bild 277 weiterhin zu ersehen ist, bilden die Vektoren a, b und ¢ die Kanten
eines Parallelflichners, auch Spat?) genannt, dessen Raumdiagonale der Summenvek-
tors 3 ist.

Die Summe beliebig vieler Vektoren erhalt man, indem man die zu addierenden
Vektoren zu einem Vektoreck zusammensetzt, wobei der Anfangspunkt eines Vek-
tors immer der Endpunkt des vorhergehenden ist. Der Summenvektor ist dann der
vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des letzten Vektors gezogene Vektor.
In Bild 278 ist

d=a+b4+c+o+e.

(Zur besseren Veranschaulichung wurde der Anfangspunkt O des Vektors a in eine
Ebene E gelegt.)

1) Von den Kristallformen des Flul. und Feldspats herrithrend
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Von besonderem Interesse ist in den technischen Anwendungen der Fall, daB die
Addition der Vektoren ein geschlossenes (rdumliches) Vektoreck ergibt. Dann muf}
der Endpunkt des letzten Vektors mit dem Anfangspunkt des ersten Vektors zu-
sammenfallen und der Summenvektor somit den Betrag Null besitzen, Ein solcher
Vektor heiBt Nullvektor und wird mit o bezeichnet?).

In Bild 279 z. B. ist der Summenvektor ein Nullvektor:

a+b4+c+b+e=op.

Man ordnet dem Nl;llvektor keine bestimmte Richtung zu.
Die Subtraktion zweier Vektoren wird — wie beim Rechnen mit reellen Zahlen —
als Umkehrung der Addition erklart, d. h., aus

b+c=a
soll folgen
¢c=a—>b.

Der Differenzvektor ¢ muB3 demnach der Vektor sein, der zum Vektor b addiert den
Vektor a ergibt. Er geht (Bild 280) vom Endpunkt von b zum Endpunkt von a (also
vom Endpunkt des zu subtrahierenden Vektors aus!).

Hid 279 Bild 280 Bild 281 Bfid 282

Ist in der Ijiﬂ'erenz a — b der Vektor a ein Nullvektor, so erhédlt man
o — b= —b (Bild 281).

Der Vektor —b fithrt vom Endpunkt des Vektors b zu seinem. Anfangspunkt zu-
ruck, 1st also ein gleich langer, entgegengesetztgerichteter Vektor. Man nennt ihn
auch den zu b entgegengesetzten Vektor.

Mit dieser Feststellung kann die Subtraktion eines. Vektors durch die Addition des
entgegengesetzten Vektors ersetzt werden. Es ist (Bild 282)

a—b=a+(=b) | (182)

!) Die manchmal in der Literatur verwendete Kennzeichnung des Nullvektors durch die ara-
bische Ziffer (0) ist abzulehnen. Da die Summe mehrerer Vektoren wieder ein Vektor ist, muf}
auch im Fall der Summe Null ein Vektorzeichen (o) gesetzt werden
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In Bild 276 war der Summenvektor a + b die eine Diagonale des von den Vektoren a
und b aufgespannten Parallelogramms. Wie Bild 283 zeigt, ist der Differenzvektor
die andere Diagonale. Fiir die Betragsabschitzung gilt!)

&
la 40} < la} + 1b] (183a)
und
la — b =1a| — {b] (183b)
&
Weiterhin ist aus Bild 283 zu erkennen, dall der Betrag
der Summe zweier Vektoren kleiner sein kann als der Be-
trag ihrer Differenz, nimlich dann, wenn der von den Vek-
toren eingeschlossene Winkel grofer als 90° ist.
£
an+b
¥
o,
s P
Bild 283 Bild 284

BEISPIEL

An einem Verteilermast greifen in einem Punké vier Krafte §,, §2, &3 und &, an, die in einer
Ebene liegen sollen.

F, = 1§,| = 380kp; F, = |&;| = 400kp; F; = |§F;| = 300kp; F, = || = 440kp;
L (S, Ta) = 80%5 < (o, Ta) = 120°; < (Fy, &) = 70°.

Es sind zeichnerisch Betrag und Richtung der Resultierenden Fr = &, 4 &, + &z - T
zu ermitteln!

Loésung: Die Resultierende ergibt sich als Summenvcktor im Vektorvieleck. Zur Dar-
stellung der einzelnen Krafte als Vektoren muB ein MaBstab festgelegt werden. In Bild 284
_ 1cm Zcichengroe
d hlt = -~ [MaBstab= —+ —2>—— .
FEERMC B 100 kp = Physikalische Gri)Be)
Man liest ab: Fx = |Fr| ~ 220kp; < (Fy, Fr) = —40°

Eine rechnerische Nachpriifung mit Hilfc trigonometrischer Funktionen ergibt Fy; = 224 kp;
< (&1, Fr) = — 41,6°
38.3. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Gemal der Erklarung fiir die Addition von Vektoren in 38.2. mul} ein Vektor

b=a+a+t+a+...+a

& Bunmmanden

1) Vgl. Anfg. 1010, S. 478
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dem Vektor a gleichgerichtet sein (geschrieben: b 14 a) und den k-fachen Betrag des
Vektors a besitzen:

bfta; [b]l=k|al.
Man schreibt hierfiir
b = ka.
Fiir eine Summe von k gleichen Vektoren (— a) gilt dann

(—a)+ (—=a)+ (—a)+ ... + (—a) = k(—a),

& Summandcen

wobei k(—a) und ka entgegengesetztgerichtet sind (geschrieben: &k(—a)?t| ka)
und die gleichen Betrage besitzen, d. h., |k(—a)| = |ka|. Alsoist k(—a) derzuka
entgegengesetzte Vektor:

k(—a) = —ka.

Es ist sinnvoll, in Verallgemeinerung des eben dargelegten fiir die Multiplikation
eines Skalars n (einer reellen Zahl ») mit einem Vektor a zu definieren :

Definition

Ein Vektor b =mna ist ein Vektor, der parallel zu a verlauft und dessen Betrag
das |n|-fache des Betrages von a ist:

[n-al =|n|-lal.
Dabei ist :
b=naftafirn >0,

b=natf}afirn <0,
b =na = o firn = 0.

Vektoren, zwischen denen eine Bezichung von der Form b = na besteht, heien
auch kollineare Vektoren, weil sie durch Pfeile veranschaulicht werden kénnen, die
in ein und derselben Geraden liegen.

Viele Gesetze der Physik sind Beispiele fiir die Multiplikation eines Skalars mit einem
Vcktor, z. B.

das Grundgesetz der Dynamik § =m-.a,

das Grundgesetz fiir die Drehbewegung MM =06 -z,

der Impulssatz F =% t=m-v,
der Drehimpulssatz D=Mt=0.w

(mit & Kraft, m Masse, I Drehmoment, @ Massentragheitsmoment, ¢ Zeit,
v Geschwindigkeit, @ Winkelgeschwindigkeit, a Beschleunigung, £ Winkelbeschleuni-
gung, 3 Impuls, ® Drehimpuls).
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Ein Produkt eines Vektors a und eines Skalars n in der Form an ist zunéchst nicht

erklart. Vereinbart man, dafl an und na gleichwertige Schreibweisen sein sollen, so giit
dadurch das

Kommutationsgesetz na =an (184)

Ferner gilt das

Assoziationsgesetz -;r-z(n a) =n(ma) =mna - (185)

wobei allerdings nur einer der Faktoren ein Vektor sein darf, da die Multiplikation
von Vektoren noch nicht erklart wurde.
Wie die Bilder 285 und 286 zeigen, existieren und gelten zwei Distributionsgesetze!):

1. Distributionsgesetz m(a + b} = ma + mb (186a)

2. Distributionsgesetz (m + n)a = ma + na (186D)

g noe
ma, b
) max
V &
T mitx+4) (m+n)
Bild 285 Bild 286 Bild 287
BEISPIELE

1. Gesucht ist die Entfernung des Halbierungspunktes P, der Strecke Py P, vom Punkte O, wenn
P, der Endpunkt des Vekvors ¥, und P, der Endpunkt des Vektors P, ist und die Vektoren
#; und P, vom Punkte O ausgehen (Bild 287).
Loésung: Der von P, nach P, fiilhrende Vektor wird dargestellt durch den Differenzvektor
P, P, = B, — PB,. Die Hilfte des Differenzvektors zum Vektor B, addiert, ergibt den
Vektor O Pg:
EP:-,: B, + %z;‘%x - 581';“33

= 1
0P8=—‘,_|‘B1+ Bal.

Da aber OP, = B, + P ist, muB Py auch der Halbierungspunkt von 6‘}74 sein. Damit ist
bewiesen, daf3 im Parallelogramm die Diagonalen durch ihren Schnittpunkt halbiert werden.

2. Es soll bewiesen werden: In einem beliebigen (nicht notwendigerweise ebenen) Viereck bilden
die Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier benachbarter Seiten ein Parallelogramm.

1) Distribution (lat.), Verteilung
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L&sung: Stellen a, b, ¢ und b mit der in Bild 288 angegebenen Orientierung die Seiten des
Vierecks dar, so kénnen zwei Verbindungen der Seitenmitten durch

1 1 1
= — —b=—= b
v, 2a+2 2(a+)
und
. - 1 i 1
Bp=—gc—gd=g (=0

beschrieben werden.

Da a+b+e+b=o,
also a+b=—c—0>,

ergibt sich auch

bg=_;'(a+b)'

Aus v, = v, folgt aber, daB b, und b, den gleichen Betrag und die gleiche Richtungbesitzen. Da
der eben fir zwei Verbindungslinien gefilhrte Beweis gefiihrt wurde, ohne daB an die Seiten
besondere Bedingungen gestellt wurden, muB auch fiir die anderen zwei Verbindungslinien der
Seitenmitten (dargestellt durch vy und v,) die Gleichheit nachgewiesen werden kénnen, Das
durch die Verbindungslinien der Mittelpunkte je zwejer Seiten gebildete Viereck ist demnach
ein Parallelogramm.

Bild 288 Bild 289 Bild 290

38.4. Grund- und Einsvektoren

Aus der Erklarung des Produktes na (vgl. 38.3.) folgt, daB alle zueinander parallelen
Vektoren a (Bild 289) durch einen von ihnen, den Grundvektor e, und einen Skalar n
(positiven oder negativen Zahlfaktor) ausgedriickt werden konnen:

a=ne.

Liegt der Sonderfall vor, daB dieser Grundvektor zu a gleichgerichtet und sein Betrag
eins ist (Bild 290), so nennt man ihn den zu a gehérenden Einsvektor (Einheitsvektor)
a (gelesen ,,a hoch Null”“). Ein Vektor ist durch die Angabe seiner Lénge (seines
Betrages) und des Einsvektors eindeutig bestimmt:

a=|ala’=a-q’,
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Hieraus folgt

a

a® = - 187
la] (187)

BEISPIEL

Gesucht ist ein Vektor in Richtung der Winkelhalbierenden des von den Vektoren a und b ge-
bildeten Winkels.

Lésung: Die zu a und b gehérenden Einsvektoren a® = 2 und 80 = . bestimmen
. a

einen Rhombus, dessen Diagonalvektor a® + §® den von a und b gebildeten Winkel halbiert

(Bild 291).

Jeder Vektor

o = m(a® + %),

der durch Multiplikation des Diagonalvektors mit einem Skalar gebildet wird, liegt in Richtung
der Winkelhalbierenden. Die Winkelhalbierende des Nebenwinkels wird beschrieben durch

10" = n{a® — b9).

é
T
(4
r 7
_—
”n
Bild 291 Bild 202

38.5. Zerlegung von Vektoren in Komponenten

In der Mechanik ist oft die Aufgabe zu losen, die lings zweier vorgegebener Richtun-
gen wirkenden Komponenten einer Kraft zu bestimmen (z. B. bei der Ermittlung
der Léings- und Querkrifte eines belasteten Trigers).

Die Zerlegung eines Vektors in zwei Summanden mit vorgegebenen Richtungen stellt
die Umkehrung der in Bild 276 gelosten Aufgabe dar, zwei Vektoren zu addieren.
Ist z. B. (Bild 292) ¢ der zu zerlegende Vektor und geben die Vektoren a und b die
Zerlegungsrichtungen an, so zieht man durch Anfangs- und Endpunkt von ¢ Par-
allelen zu den gegebenen Richtungen. Die Seiten des entstehenden Parallelogramms
bestimmen Linge (Betrag) und Richtung der gesuchten Summanden ¢; und c,, der
Durchlaufungssinn folgt aus der Bedingung ¢ = ¢, + c,.

¢, und c, heiBen die Komponenten des Vektors ¢ langs a und 0. {(Wie Bild 292 zeigt,
brauchen die gegebenen Vektoren und die Komponenten nicht gleichgerichtet zu sein.)
Mittels der in die Richtung von a und b fallenden Grundvektoren e, und es laBt sich
die Zerlegung in der Form

€ == C1€a + C2€p

schreiben mit ¢, = ¢,¢; und ¢, = c,ee.
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Die Zerlegung des Vektors ¢ in Komponenten lings a und b ist nur dann eindeutig
mdglich, wenn ¢ in der durch a und b festgelegten Ebene liegt und a und b nicht ein-
ander parallel sind. Vektoren, die in einer Ebene liegen, nennt man komplanar?).
Da sowohl ¢, und a als auch ¢, und b kollinear sind, kann man fiir sie auch die folgen-
den Beziehungen ansetzen :

¢, =ma; cy=nb.
Wegen ¢ = ¢, + ¢, folgt daraus:

Sind drei komplanare Vektoren a, b und ¢ nicht simtlich kollinear, dann lassen
sich stets zwei Skalare m und » bestimmen, so daB gilt

¢ =ma <+ nb.

Wird insbesondere ein Vektor ¢ in zwei senkrecht zueinander stehende Komponenten
zerlegt, von denen eine parallel zu einem vorgegebenen Vektor a verlauft, so bezeichnet
man die Parallelkomponente mit ¢, und die (senkrecht zu a stehende) Normalkompo-
nente3) mit cq (Bild 293).

a

—_—
2

Bild 203 Bild 294

Sind drei Vektoren a, b und ¢ nicht komplanar, dann ist
db=a+b+c

die Diagonale des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelflichners (vgl. 38.2. und
Bild 277). Umgekehrt kann ein Vektor b immer durch drei nicht komplanare Vek-
toren dargestellt werden. Sind z. B. die Richtungen der drei gesuchten Komponenten
a, b und ¢ durch drei Grundvektoren e,, e; und e, gegeben (Bild 294) und ist a = aea,
b = bep sowic ¢ = ce, so lautet die Komponentendarstellung des Vektors

D=a-+ b+ c=ae, + bey + ce..
BEISPIEL

Eine Straenleuchte von 2 kp Gewicht ist iiber der StraBenmitte an zwei Drahten aufgehingt.
Diese sind in gleicher Hohe beiderseits an Hausern verankert, die einen Abstand von 18 m
voneinander haben. Welche Spannkrifte treten in den Drihten auf, wenn der Draht mit der
Lampe 1,5 m durchhiangt?

1y planus, (lat.) eben

2) Die Schreibweise c; darf nicht verwechselt werden mit der eines Vektors als Zeilenmatrix,
z.B. ¢’ = (¢ ¢y ¢;). Die Tatsache, daB es sich hier um eine Komponente — und zwar die Normal-
komponeute — eines Vektorshandelt, geht ausdem alsIndex geschriebenen Bezugsvektor hervor
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Lésung: Das Gewicht & der Lampe muB in zwei Komponenten §gy und Jss, die 2wei Spann-
krifte, zerlegt werden, deren Richtungen durch die der Spanndrahte bestimmt sind. Es ist
Fe1 + Faa= ®. Zeichnerisch konnen die Betrige der Spannkrifte nach Bild 295 ermittelt

werden (mp = ﬂn)

Rechnerisch ergibt sich

1 kp/)’

Fyy = Fpy » 6,1 kp.

Fm% = V83.25m:1,6 m

Fy = Fyy = 6,08kp ~ 6,1 kp.

a1
9
Is2 'l
Bild 285 Bild 206
AUFGABEN
1005. Wie groB sind die in den Stében 8, und &, (SchlieSe und Strebe) eines Drehkrans (Bild 296)

1006.

1007.

1008.

1009.

1010.

auftretenden Krifte, wenn der Kran eine Last von 1800 kp tragt?

Welchen Winkel miissen zwei am gleichen Punkt angreifende Krifte von gleicher Groe
miteinander bilden, damit ihre Resultierende wiederum die gleiche Grofie besitzt?

Fur drei Vektoren a, b und ¢ gilt a 4+ b + ¢ = 0. Zu bestimmen ist der Vektor 3, der in
dem von g, b und ¢ gebildeten Vektoreck Seitenhalbierende der Seite b ist.

Zu bestimmen sei der Vektor r von einem gegebenen Punkt O nach dem Schwerpunkt §
eines Dreiecks, wenn dessen Eckpunkte P;, P, und P, durch die Vektoren ;, B, und B,. die
von O ausgehen, gegeben sind.

In einem von drei Vektoren a, b und ¢ gebildeten Dreieck gilt
a+b+c=o,

und
B2+ |c|? = |al.

Zu bestimmen ist der vom Eckpunkt 4 des Vektorecks aus zur gegeniiberliegenden Seite a
gerichtete Hohenvektor.

Wann gelten in (183) die Gleichheitszeichen? Welche Lehrsitze der Planimetrie werden
durch die Ungleichungen (183) ausgedriickt (vgl. Bild 283)?
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39. Vektoren in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

39.1. Grundvektoren eines rechtwinkligen Koordinatensystems

Fir das praktische Rechnen mit Vektoren ist es oft niitzlich, die Vektoren auf
einen bestimmten Punkt zu beziehen und durch Parallelverschiebung im Raum ihre
Anfangspunkte in diesen Punkt zu verlegen. Man nennt diese Vektoren mit fest-
gelegtem, gemeinsamem Anfangspunkt Ortsvektoren. Im besonderen Fall, wenn der
gemeinsame Anfangspunkt der Koordinatenanfangspunkt ist, bezeichnet man die
Ortsvektoren auch als Radiusvektoren. Den folgenden Betrachtungen soll ein rdum-
liches cartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt werden. Dieses entsteht aus
dem ebenen cartesischen Koordinatensystem durch Hinzunehmen einer dritten
Achse, der z-Achse, die senkrecht auf der z;y-Ebene steht und nach oben weist
(Bild 297). Man nennt ein solches System auch ein Rechtssystem, weil z-, - und z-Achse
wie gespreizter Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand zueinander liegen.
Bei diesem System stellt eine Drehung der z-Achse auf kiirzestem Wege in Richtung
der y-Achse und eine gleichzeitige Bewegung in Richtung der z-Achse die Bewegung
einer rechtsgingigen Schraube dar.

Einen Ortsvektor (Radiusvektor) a = OP stellt man mit Hilfe der drei Grund-
vektoren i, Iund t dar, die die positive Richtung derz-, bzw. Y- bzw. 2-Achseund jeder
die Lange eins besitzen, also Einsvektoren sind. Das von i, { und t gebildete ,,Drel-
bein“ wird Basis genannt. Der Vektor a besitzt in

Richtung der Koordinatenachsen die Komponenten . J}Z
az, a, und a,, so daB gilt:

a=a;+ay+ a, (188a) & |
) (4
Da die Grundvektoren i, { und ¥ Einsvektoren sind und Py L E— -y
damit zugleich die Einheiten auf dendrei Koordinaten- A |
achsen bestimmen, gilt sowohl 1
a; = a,i, ay = asi: a: = a,t, x
als auch Bild 207
a, = xi, ay = yi, a, = 2%,
wenn z, yund 2 die Koordinaten des Punktes Psind.
Aiso kann der Vektor a = OP auch dargestellt werden durch
a=ai+ ayj + a,t (188b)

oder

| a=zi+ yi+ 2t . (188c)




480 39. Vektoren in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

az, ay und a, heilen die Komponenten des Vektors a in bezug auf die drei Grund-
vektoren i, j und f, @, = «, @, = y und a, = 2 die Koordinaten des Vektors a in bezug
auf diese Grundvektoren?).

Durch eine der drei Gleichungen (188), d. h. durch Angabe der Komponenten oder der
Koordinaten, ist ein Ortsvektor eindeutig bestimmt. Da aber die Koordinaten eines
Ortsvektors a = zi + yj + 2t mit denen seines Endpunktes P(z; y; z) iiberein-
stimmen, gilt der

Satz

Bei vorgegebener Basis kann jedem Punkt des Raumes ein Ortsvektor und um-
gekehrt jedem Ortsvektor ein Punkt zugeordnet werden.

Bild 298 zeigt die Bestimmung des zum Punkt P gehérenden Ortsvektors: Man legt
durch P parallele Ebenen zu den drei Koordinatenebenen, deren Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen die Koordinaten des Punktes P darstcllen und damit den

Z

X
Bild 208 Bild 2989

Vektor a bestimmen (a = 2i + 5j + 3f). Umgekehrt bestimmt man den End-
punkt eines Ortsvektors, indem man nacheinander jeweils soviel Einheiten in den
Richtungen der drei Grundvektoren voranschreitct, wie deren Koordinaten angeben.
Ist die Koordinate negativ, so hat man die zum Grundvektor entgegengesetzte Rich-
tung zu wihlen. Im Bild 299 ist der zum Ortsvektor a = —3i + 4] + 2f gehorende
Punkt P bestimmt worden.

Ahnlich wie man bei einer komplexen Zahl (d. i. ein Zahlenpaar) definiert, daB
a + b) = 0 identisch ist mit @ =0 und b = 0, soll fiir einen Vektor (d. i. ein Zah-
lentripel) die Aussage a = a,i + a,j + a,f = 0 identisch sein mit a; =0, a, =0
und a, = 0, d. h., es gilt die '

Definition

Ein Ortsvektor ist genau dann ein Nullvektor, wenn seine drei Koordinaten gleich
Null sind.

—_— g
1) Ein Vektor kann auch als Spaltenmatrix a = (a”)oder Zeilenmatrix a = (a,, @y, a;) geschrie-
a.
ben werden. Diese Schreibweise ist erweiterungsfahig auf n-dimensionale Vektoren, die sich
zwar einer anschaulichen geometrischen Darstellung entziehen, nichtsdestoweniger aber eine
grofle Bedeutung fiir praktische Anwendungen besitzen
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Nach Definition (vgl. 38.1.) sind zwei Vektoren genau dann gleich, wenn sie in Betrag
und Richtung iibereinstimmen. Sind @ = a,i + a,i + a.t und b = b,i + b,j + bt
zwei Ortsvektoren, so folgt aus a = b, dafl a, = b;,a, = b,unda, = b, sein miissen,
d. h., es gilt der

Satz

Zwei Ortsvektoren sind (bei gleicher Basis) gleich, wenn ihre Koordinaten paar-
weise gleich sind.

Die Gleichung a = b ist eine einfache Vektorgleichung. Allgemein versteht man unter
einer Vektorgleichung die Gleichheit zweier Terme ¥, und ¥;, die vektorielle Ausdriicke
darstellen: ¢, = T,.
Die Vektorgleichung

a=">b+ Ac,
in der a, b und ¢ Ortsvektoren and 4 ein Skalar sein sollen, kann man auch in der Form

azi + ayj + a,¥ = bgi+ byj + bt + Aczi + ¢f + ¢.1) =
= (be + A¢;)i + (by + Acv)i + (b, + Ac)t \
schreiben.
Die linke und die rechte Seite dieser Gleichung stellen (fiir jeden Wert von 1) je einen
Vektor dar. Da aber zwei Vektoren genau dann gleich sind, wenn ihre Koordinaten
paarweise gleich sind, folgen aus der Vektorgleichung durch Koeffizientenvergleick
die drei skalaren Gleichungen

«, = b, + Ac,
a, = b, + A¢,
a,=2b, -+ 4c,.

Satz
J Eine Vektorgleichung enthiilt drei skalare Gleichungen.

Von der SchluSweise des Koeffizientenvergleichs, die es erméglicht, eine Vektor-
gleichung durch die drei in ihr zusammengefafiten skalaren Gieichungen zu ersetzen,
wird in der Vektorrechnung sehr oft Gebrauch gemacht.

Fir Vektorgleichungen gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir gewohnliehe Glei-
chungen (soweit die jeweiligen Rechenoperationen fiir Vektoren erklirt sind). So
darf man z. B. zwei Vektorgleichungen addieren, subtrahieren usw.

Besondere Bedeutung besitzt auch die Vektorgleichung als Bestimmungsgleichung
fiir einen unbekannten Vektor oder Skalar.

BEISPIEL

Von einem Parallelogramm seien die Diagonalen durch zwei Vektoren e und § gegeben. Wie
lieifien die das Parallelogramm aufspannenden Vektoren?

31 Algebra und Geometric
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Lésung: Seien g und y) die Vektoren der Parallelogrammseiten, o gilt nach Bild 283

ltt+u=¢e|
t—yp=f
Hieraus folgt
p= (e +h
9= 5 (.
39.2. Rechengesetze fiir Vektoren in Kodrdinatendarste]lung

Die Schreibweise von Vektoren durch verschiedene Vektorsymbole gestattet, Ab-
leitungen und GesetzméBigkeiten (Formeln) kurz und iibersichtlich darzustellen. Fiir
das praktische Rechnen wird man jedoch meist die Darstellung eines Vektors durch
seine Koordinaten verwenden. In 38.2. konnten die Addition und die Subtraktion
von Vektoren nur graphisch durchgefithrt werden. (Nur im Sonderfalle komplanarer
Vektoren war eine rechnerische Nachpriifung moglich.) Durch das' Einfiihren einer
Basis ist jetzt die Voraussetzung fiir die rechnerische Behandlung der Vektoraddition
und -subtraktion geschaffen.
Sind

n=2zi+ pi+ 2zt
und

ty = &t + Yo + 22

zwei Ortsvektoren?), so folgt aus
Ty Ty = (%1 + i + %) £ (@i + yai + 2,8)

durch Anwenden des Kommutations- und des 2. Distributionsgesetzes

it 1t = (2 = )i+ (¥y + ¥2)i + (2 £ 22T (189)

Die Koordinaten der Summe (Differenz) zweier Vektoren sind gleich den Summen
(Differenzen) der entsprechenden Koordinaten der beiden Vektoren.

Durch Anwenden des 1. Distributionsgesetzes folgt

nt =n(zi + ¥j + 2t) = nzi 4+ nyj - n2t (190)

naten- die Produkte der entsprechenden Koordinaten des urspriinglichen Vektors

Das Produkt eines Vektors mit cinem Skalar ergibt einen Vektor, dessen Koordi-
mit dem Skalar sind.

1) Im folgenden sollen durch den Buchstaben v Orts. bzw. Radiusvektoren gekennzeichnet werden
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BEISPIELE
1. Fiir zwei Vektoren t; =21 — 2{ —f und 1, =1 + 4] + 21 wird (Bild 300)

L-TL=02-Di+(-2—-4)]+ (-1t —-2)f=1—6]f— 3¢
und

2t + 8, =4+ 3)i+ (—4+12)j+ (—2+8)F=Ti+ 8] + 4f.

2. Sind fiir a =2i— j+ 3f, b =3i+ 27 — 2f und ¢ = —4i — 2] + f drei andere Vektoren
u, v und v bestimmt durch u =a+b+¢, p=a—56+ 2¢c und w=2a — 36+ ¢, so
ergibt sich nach Formel (189) und (190)

U =Q+3 -4+ (-14+2-2)j+B—-2+Dt=1i—j+ 2L
b =—9i— 7]+ 7%
w= —9i—10j + 13F.

Bild 300

39.3. Betrag und Richtungscosinus eines Vektors

Nach Bild 298 bilden ein vom Koordinatenursprung ausgehender Vektor a und
seine Komponenten a,, a, und a, die Hauptdiagonale und die Kanten eines Quaders,

Die Liange der Hauptdiagonale ist | a| = @, die Kantenlingen sind |az| = |a.| = |2},
layl . Iayl = Fyh lazl = ]azl = [zl

Nach dem pythagoreischen Lehrsatz erhilt man somit fiir die Ldnge oder den
Betrag 5 5 )

eines Ortsvektors « = |a| = Ja}+ a} +af = Y22 + y* + 22 (191)

Soll der Abstand zweier Punkte P, und P, im Raum berechnet werden, die durch
ihre Koordinaten (z,; ¥;; 2,) und (%5; ¥s; 25) gegeben sind, so kann zunichst jedem
der beiden Punkte ein Ortsvektor zugeordnet werden:

—

61-51 :t]_ :xli "" ?j;i+21f, 0P2:r2=$2i+yzi+z2f.

Esist dann P P, = t; — t; = (2, — 2y)i + (Y3 — 1)} + (22— 2;)f und damit der

Abstand zweier Punkte p
P, und P, im Raum: PPy = Y@y — @) + (¥ — %) + (22 — 2,)? (192)

AuBer dem Betrag (der Linge) eines Ortsvektors gehort zu seiner eindeutigen Bestim-
mung noch die Richtung. Diese kann durch die Winkel angegeben werden, die der

31*



484 38. Vektoren in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

Vektor mit den Grundvektoren i, j und t der Basis bildet. Werden diese Winkel mit

&, B und y bezeichnet, so gilt (Bild 301)

| a a
a

cos(a, f)=cosy=ﬁ__'_i_
a

(193)

cos «, cos f und cos y heillen die Richtungscosinus von a. Die Winkel « = <X (a, i),
B = < (a,1) und y = <X (a, t) sind spitz oder stumpf, je nachdem a, a, und a, positiv

oder negativ sind, d. h., je nachdem die Komponen-
ten a,, a, und a, den Grundvektoren i, j und t gleich
oder entgegengesetzt gerichtet sind.

Wegen a3 + a; + a? = a?
gitt cos? x + cos? B + costy =

‘2 2 2 2
WLt o [N T
a? a®

cos?«x + cos? f + cos?y =1

‘Z
o
P
f: 2
!
e
)07
X
Bild 301
(194)

] Die Quadratsumme der Richtungscosinus ist immer 1.

Daraus folgt:

a) Die drei Richtungscosinus sind voneinander abhdngig.

Bei vorgegebenen « und g ist z. B.

cosy = % }/\]m-'-‘::os.2 & — cos? B,

b) Von den drei Winkeln hann immer nur einer kleiner als 45° sein.

Wairen namlich zwei Winkel kleiner als 45°, z. B. & und g, so wire cos?x > —; -und

1 ;
cos® g > 2 und somit

cosy = + ;/I“:E:&sz « —cos? f  imagindr,

a

Aus Cos & = , cos f§ = ial

Uy
fal

Gy

und cosy = —

Ja
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folgt fur die Koordinaten des Vektors a
a, = lalcosx, ay = lajcosfB, a,=|alcosy.

Damit ist es nunmehr moglich, einen Vektor a mit Hilfe seiner BestimmungsgréBen
Betrag und Richtung (die letztere dargestellt durch die Richtungscosinus) zu schrei-
ben:

a=a;i+ aj+a,t=|alicos«+ [a]jcosB + |a|fcosy;

a = {aj(icos & + jcos B + f cos ) (195)
Im besonderen Falle eines Einsvektors gilt wegen ja°| = 1
a®=1icosa + jcosfB + tcosy (195a)

J Die Koordinaten eines Einsvektors sind seine Richtungscosinus.

BEISPIELE
1. Gesucht sind Linge, Einsvektor und die mit den Grundvektoren gebildeten Winkel des Vek-
tors t = 2i — i — 2f.
Losung: Linge (Betrag): [t| = V4 + 1 4 4 =3;
=
ts 1.

Einsvektor:l:"=m=%i— 3—1_ gf;

Winkel: Die Richtungscosinus sind gleich den Koordinaten des Einsvektors, also sind

cosoc—3 cos f = — L cosy = — £
. 3 ’ . 3 ] 7 = 3 ’
o = 48°11", g = 109°28’, y = 130°49’.

2. Gesucht sei der ®rtsvektor von der Linge 2 V'.‘_l: der mit der z-Achse einen Winkel von 60°,
mit der y-Achse einen Winkel von 135° und mit der z-Achse einen spitzen Winkel einschlieft.

Losung: Mit &« =60° und f=135° wird cosy = 4- Vl s Aol s + 1—, und,
da y spitz sein soll, y = 60°. 4.2 2

Der Einsvektor ist

2. 1

LR N
g it

T

und der Vektor selbst
(1. Y2, 1

= 00— 2 e — £,

t=|t| ¢ V2(21 21+2 )

t=V2i—2i+Vat.
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AUFGABEN

1011. Wie heiBt der zu a = 1—;i - % i+ 1—25 t gehérige Emsvektor?

1012. Vom Vektor t = — 3i - 8j + 5t sollen Lange, Einsvektor und die Winkel, die er mit den
Grundvektoren bildet, bestimmt werden.

1013. Wie heiBt ein Ortsvektor und in welcher Entfernung vom Nullpunkt liegt sein Endpunkt,
wenn er mit der z-Achse einen Winkel von 135°, mit der y-Achse eincn Winkel von 60°

und mit der z-Achse einen stumpfen Winkel! bildet, und wenn @, = —2 sein soll?
1014. Welche Winkel bildet der Vektor t=a + 0+ ¢ fir a=1+ 2 }/21 —3L0 =i+ 2¢
und ¢ = —2i — j + 5¢ mit den Koordinatenachsen?

1015. Ein Oktaeder (regelmiBiger Korper, begrenzt von acht kongruenten gleichseitigen Drei-
ecken) habe die Kantenlinge 2, alle seine Eckpunkte liegen auf den Koordinatenachsen.
Die Kanten sollen als Vektoren betrachtet werden, wobei die in der z;y-Ebene liegenden
Kanten eine Orientierung im positiven Umlaufsinn erhalten sollen, wihrend die an-
deren Kanten in Richtung nach den auf der z-Achee liegenden Eckpunkten orientiert
werden sollen. Wie heien die Vektoren?

1016. Wie heiBen die Vektoren, wenn das Oktaeder der Aufg. 10£5. 8o um die 2-Achse gedreht
wird, daB die in der z; y-Ebene liegenden Kanten parallel zur z- und y-Achse verlaufen?

1017. Ein Tetraeder (regelmaBiger Korper, begrenzt von vier kongruenten gleichseitigen Drei-
ecken) von der Kantenlinge 2 liegt mit einer Scitenfliche in der z; y-Ebene derart, daB ein
Eckpunkt im Ursprung und eine Kante auf der positiv gerichteten z-Achse liegt. Wie hei-
Ben die Vektoren fiir die Kanten? (Orientéerung wie in Aufgabe 1015.)

39.4. Lineare Abhiingigkeit und lineare Unakhiingigkeit

Wie in 38.4. dargelegt wurde, verlduft eine Vektor b = Aa parallel zum Vektor a.
Die Gleichung b = Za stellt eine lineare Beziehung awischen den Vektoren a und b
dar.
Satz

Zwei Vektoren a und 9, fir die
b=42a
gilt, heiBen linear abhiingig. Zwei linear abhingige Vektoren sind kollinear.

Im Falle der Kollinearitit (linearen Abhingigkeit) zweier Vektoren a8t sich aus einer
der drei skalaren Gleichungen, die die Vektorgleichung b = Aa enthilt, ein Wert 4
errechnen, der alle drei Gleichungen erfiillt.

Fiir drei komplanare Vektoren a, b und ¢ gilt (vgl. 38.5.) eine lineare Beziehung

¢=Aa + pub.

Sind a, b, und ¢ drei Ortsvektoren, so folgen aus der Vektorgleichung die drei skalaren
Gleichungen

6z = Aag -+ pb,
¢y = Aay + pb,
¢, = da, + pb,.
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Dieses Gleichungssystem enthélt drei Gleichungen fir nur zwei Variable 2 und x. Es
ist nur dann lésbar, wenn — wie im vorliegenden Falle — eine Gleichung von den
anderen beiden linear abhéngig ist. In diesem Falle muB die aus den Koordinaten der
drei Vektoren gebildete Determinante gleich Null sein. Daraus folgt:

Satz
Drei Vektoren a, 0 und ¢, fiir die
¢=14a -+ ub
a, b, c;
bzw. D=la, b, ¢, =0
«, b, c, \

gilt, heiBen linear abhéngig. Drei linear abhidngige Vektoren sind komplanar.

Der Vektor ¢ kann dann durch die Vektoren a und b (sofern diese nicht kollinear sind)
dargestellt werden, d. h., er kann eindeutig in Richtung dieser beiden Vektoren zer-
legt werden.

Das Wertepaar 4, u 148t sich aus zweien der drei skalaren Gleichungen, die der Vektor-
gleichung ¢ = 2a + #b entsprechen, berechnen. Da [t = 0 sein soll, erfiillt dieses
Wertepaar auch die dritte Gleichung.

Sind drei Vektoren a, b und ¢ nicht komplanar, so 18t sich keine lineare Beziehung fiir
sie herstellen, sie sind linear unabhingig. Verschiebt man ihre Anfangspunkte in
cinen Punkt, so ergeben sie ein rdumliches Dreibein, eine Basis. Jeder weitere Vektor d
des Raumes kann nun nach diesen drei Basisvektoren zerlegt werden, d. h., es mul eine
lineare Beziehung von der Form

D =172a -+ pb+vc
bestehen.
Handelt es sich insbesondere um drei Ortsvektoren, so kann die Bedingung fiir lineare
Unabhingigkeit wie folgt angegeben werden :

Satz
Drei Vektoren a, b und ¢, fiir die
o b len
D=|a, by ¢,|+0
a, b, c,

gilt, heiBen linear unabhingig. Die Vektoren liegen nicht in einer Ebene (sind nicht
komplanar).

Soll ein Vektor b in Richtung dreier nicht komplanarer Vektoren a, b und ¢ zerlegt
werden, so konnen aus dem der Vektorgleichung d = 4a + ub + vc¢ entsprechenden
System von drei skalaren Gleichungen die Werte von 4, ¢ und » bestimmt werden.
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Zusammenfassend kann also festgestellt werden:

In der Ebene gibt es nur zwei linear unabhiéingige Vektoren, im Raum gibt es nur
drei linear unabhiingige Vektoren.

BEISPIELE
1. Der Vektor t =1+ % i — 1 soll in Richtung der Vektoren a =i+ 2§ — 3f und b —
= 21— j + t zerlegt werden. '

Lésung: Die aus den Koordinaten von a, b und t gebildete Determinante errechnet sich zu

1 2 1
D=| 2 -1 B -
7
-3 i -1
Die drei Vektoren sind komplanar, und es kann angesetzt werden
t=23a+ ub

i+ :-i—t=2(i+21—3!)+#(2i—i+t)=
=@+20)i+@2A—p)i+ (=344 pl.
Der Koeffizientenvergleich liefert die skalaren Gleichungen

4
—1 = — 3i4-pm.

Aus zwei Gleichungen lassen gich
3 2

3, = — d = —

7 md p=<

errechnen, die auch die dritte Gleichung erfilllen.
Die Zerlegung lautet somit

3 2
=S ol i,
’ 7n+7

Die Richtigkeit des Ergebnisses iiberpriife man durch Einsetzen von a und b.

2. Der Vektor t =2t — 3] - 9% sei in Richtung der drei Vektoren a =2i —ji+§f b=1+
+2j~— 2t und ¢ =i+ j+ 2t zu zerlegen.

Loésung: Da

2—1 1
D=|1 2—-2|(=1540,
¢ g 2

sind die Vektoren a, b und ¢ linear unabhéngig und die Zerlegung von t nach diesen Vektoren
ist moglich.
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Aus t == da + pub + ve folgt das Gleichungssystein

24+ u+ v= 2
—A+2u4 v= -3
A—2u4+2y= 9

mit A=1, u=—2, v=2.
Alsoist * =a — 2b 4 2c.

Auch bei diesem Beispiel moge der Leser die Probe selbst durchfiihren.

AUFGABEN
1018. Sind die Vektoren
a) 1, = —3i+ 2t bju=1—-2j+1
,=i+5]4¢ p=2i+2j—1t
13 =2i + 3j — 2% w=—i+4j— 2§

linear abhingig oder unabhéngig?
1019. Der Vektor t = 3i — 2,7 soll in Richtung der beiden Vektoren t = —2i 4 3f und
8 = 3] 5t zerlegt werden. '
1020. Der Vektor 3= i+ 4j — 2¥ soll
a) in Richtung der Vektoren a = —3i 4+ j — 21,
b=2i+3j—tc=1i—2j— 3%
b) in Richtung der Vektoren a = —3i + i + 2%,
b=—-21+3j—Lc=1i+2]— 3¢
zerlegt werden.

1021. Der Vektor t — 5i + | - 1— t soll mittels dér Grundvektoren a =1+ j, b=1Ff, ¢ =

=14t einer neuen Basis dargestellt werden. Wie groB3 sind die Betrige der neuen Kom-
ponenten? /

39.5. Vektorgleichung einer Geraden im Raum
Punktrichtungsgleichung der Geraden P

Eine Gerade soll durch einen Punkt P, gehen und in
Richtung eines Vektors a verlaufen.

Der Punkt P, kann durch einen Ortsvektor t=rt,
{Bild 302) festgelegt werden. Eine Gerade, die die gleiche
Richtung wie ahat, wird durch Aa mit A als Parameter 4
(—oo < 4 < + o0) beschrieben. Legt man den zu A =0
gehorenden Punkt der Geraden in P, so erhdlt man als

o\,
Ly

B

Punktrichtungsgleichung S —® < 4% 198y 0 7,
=14 A

der Geraden Biid 302
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Die Vektorgleichung (196) lautet in Koordinatendarstellung geschrieben:
t=uzai+yi+ 2t =250 + yi + 2zt + A(asi + a4j + a,f) =
= (T + 2ag)i + (%o + Aa))] + (20 + Aa,)t.
Ihr entsprechen drei skalare Gleichungen
x =2+ Aa,, bzw. = —x,=la,;
Y=Y+ Aay, bzw. y —yo=2Aay;
z2=12y+ Aa,, bzw. 2z — z;= Aq,.

Aus diesen ergeben sich nach Eliminieren von A die drei Gleichungen:

Y—Y_ % Z2—% _ @ 2—2% a

s === 5
T—%y G T—Ty QG Y—yY, a,

Sie stellen die Punktrichtungsgleichungen der Projektionen der Geraden in die x;y-

A a
Ebene, z;z-Ebene und ¥;z.-Ebene mit den Richtungsfaktoren ., = g"f, Mgy = a—z
T z
und m,, = ?* dar.
ay
Zweipunktegleichung der Geraden
Eine Gerade soll durch zwei gegebene Punkte P, und P, gehen. \‘
Der von P, nach P, fiihrende Vektor P, P, =, — 1, legt, \p
wenn OP, =t; und OP, = r, ist (Bild 303), die Richtung E
der Geraden fest und entspricht somit dem in Formel (196)
mit a bezeichneten Vektor. Damit heiBt die %1
Zweipunktegleichung - - %
der Geraden r=n+il,—r) (22 ; 8
' 7
Diese Gleichung ist gleichwertig den drei skalaren Gleichungen \\
(] \
z =z + Az, — 1), baw. 2 — 2, = A(x, — 1,); 0 ‘\

Y=y, + Ay — Y1), baw. y — ¥y, = 2(y, — ¥);  Bid 303
z2 =12+ Az, —2), baw. 2 — 2z, = A(2z, — %).

Die Elimination von 4 liefert die Gleichungen

Y—h _Yo—W. 2% _2—% Z27%H %R %y

b » S »
T — T To—xy T—I Xp—T1 Y—Y Y2—U

Die erste gibt den Sachverhalt bei Beschrankung auf die x;y-Ebene an, nimlich die
Zweipunktegleichung der Geraden.
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BEISPIELE

1.

Eine Gerade geht durch P;(—1;8;6) und P,(11; —1; —9). Es sol! untersucht werden, ob
die Punkte P;(3;5;1) und P,(—5;11;8) auf der Geraden liegen.

Lé6sung: Die Gleichung der Geraden lautet gema8 (197)
= —i+8j+6F+ A(121 — 9j — 15¥).
Liegt P, auf der Geraden, so muf3 der Vektor
1,=3i4+ 5]+ ¢

die Gleichung der Geraden fiir einen bestimmten Wert von 2 erfiillen. Aus 31+ 5j + F =
= —1+ 8j+ 6f4 A(13i — 9j — 15F) folgt 4t — 3j — 5% = A(12i — 9] — 15f),
Die Gleichung wird durch

1
i=3

erfiillt. Der Punkt P, liegt somit auf der Geraden durch P; und P,.
Fir P, erhilt man analog r, = —5i + 11j 4 8¥.
Die Gleichung
—5i+ 11j4- 8t = —i+ 8j - 6 + A(12i — 9] — 151),
wird aber fiir keinen Wert von 4 erfiillt. P, liegt also nicht auf der Geraden durch P; und P,.
In welchem Punkt durchstoBt die Gerade t = 31 — 4 + ¥ + A(i + 2j — 31)
a) die z;y-Ebene .
b) die zut x;2-Ebene im Abstand y = 2 parallele Ebene?
Loésung: Der DurchstoBpunkt muB einerscits die Geradengleichung erfiillen, anderseits

muB er im Fall a) die Koordinate z = 0 besitzen, im Fall b) die Koordinate y = 2.
Die Vektorgleichung der Geraden liefert die drei skalaren Gleichungen

z2=3+4; = —4424; z2=1—34.
a) Fur z =0 wird A=L und damit x = 1—9, y=— 1(—)
3 3 3
b) Fir y =2 wird 2 =3 und damit * =6, z = —8.
Bie DurchstoBpunkte sind (13(—); —l:;—); 0) und (6G; 2; —8).

Es soll untersucht werden, ob die beiden Geraden einander schneiden, die durch die Punkte-
paare P;;(3; —2;8), P;y(1;7; —1) und Py, (3;3;1), Pyp(—2;0,5; 13,5) bestimmt sind.

Losung: Die Gerade P, P;; hat die Gleichung
;=3 — 2] +8+2A(—2i+9j—9,
die Gerade Py Py,
= 8i+3i+t+n ('_5i—%i+ 223z)
Fiir den Schnittpunkt muB gelten r; = ¢, bzw. ¥, — t, = 0¢

-51+7t+1(—2i+9i—9n—,‘(_5i-,§.i+?2§:)=o.
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Die Vektorgleichung liefert die 3 skalaren Gleichungen
— 21+ 5u =0

—5+9/1+%;4:0

25
¥l o i
2 I

Das Gleichungssystem wird erfiillt durch 4 = %, H= d

L Die Geraden schneiden einander.
Den Schoittpunkt erhdlt man durch Einsetzen von A und u in einer der Geraden-

gleichungen: 2i - % i+ :2{ . Seine Koordinaten sind (2; 2,5; 3.5).

Hinweis: Da die Geraden als Schuittpunkt einen Punkt des Raumes gemeinsam haben
sollen, miissen die aus zwei Gleichungen errechenbaren Werte von A und u alle drei Gleichun-
gen erfiillen; denn nur dann erfiillen sie die Vektorgleichung. Geniigen ihre Werte z. B. nur
den ersten beiden Gleichungen, so besagt das nur, daB sich die Projekiionen der Geraden auf
die z;y-Ebene in einem Punkt dieser Ebene schneiden.

AUFGABEN

1022. Gesucht ist die Gleichung der Winkelhalbierenden der beiden Ortsvektoren

=41 — 47— 2f und r,= —2i+4 6j— 3.

1023. Es ist die Vektorgleichung der -Geraden durch den Punkt (—2; 3;5) in Richtung des
Vektors t; = 31— j + 2f aufzustellen. Welche Punkte ergeben sich fiir 4 = 0, 41, j:v3?‘
1024. Eine Gerade soll durch den Punkt (1; —3; 2) parallel zu einem Vektor verlaufen, der

durch cosox = cos f = % V3, cosy > 0 bestimmt sei. In welchen Punkten durchst68t die

Gerade die Koordinatenebenen?

1025. Wie lauten die Gleichungen der Seitcn P, P,, P, P; und PP, des Dreiecks mit den Eck-
punkten P (—1;3;7), P3(—5:4;3) und Py(6; —5; —4)?

1026. Welche geometrischen Gebilde beschreiben die Vektorgleichungen

a)t =1, + na, b) t = mr, + a, c) x = my; + na,

worin t; einen Ortsvektor, a einen freien Vektor und m und = skalare Parameter
(—oo<m< + 00; —00 < n< -+ oo) darstellen sollen?

40. Skalares Produkt

40.1. Definition des skalaren Produktes

Wie aus der Physik bekannt sein wird, ist beim Verschieben cines Korpers lings eines
geradlinigen Weges 8 durch eine dem Weg gleich gerichtete Kraft { eine Arbeit

W=F-s=I3l3|

aufzuwenden. Die Kraft § und der Weg 3 sind hierbei vektorielle GroBen, die Arbeit
W ist eine skalare GroBe. :
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Die Beziehung W = || - |8| ist aber nur ein spezieller Fall des allgemeineren Falles.
daB § und 8 nicht gleichgerichtet sind, sondern einen Winkel ¢ = < (§, 3) mitein-
ander bilden (Bild 304).

Dannist W =F,.8=|%:|-|8]. 5

Fir den Betrag der Komponente von $ in Richtung von 3,

der Projektion von & auf die Richtung 3, gilt aber

Damit erhilt man fiir die Arbeit der Kraft § lings des We-

|
[
[
F,=F.cosp=1F:cos(§,8)=|F|-cos(d, 3). j
|
|
ges 3 ein Produkt von der Form 14 :

W =3I 18] cos(, 3). Bild 304
Fiir dieses Produkt schreibt man kurz nur { -3, und man

nennt '
F-8=I|FI" 18] cos(F, 3)

das skalare Produkt der beiden Vektoren § und 8 (weil das Ergebnis ein Skalar ist)
oder auch das tnnere Produkt der beiden Vektoren.

Definition

TUnter dem skalaren Produkt zweier Vektoren versteht man das Produkt aus ihren
Betrigen und dem Cosinus des von den beiden Vektoren eingeschlossenen Winkels:

a-b=al-|b|-cos(a, b) (198)

Der Punkt zwischen a und b kann auch weggelassen werden. Es ist daher ab = a-b; gele-
sen: ,,ab* oder auch ,,a Punkt b*. Eine veraltete, nicht mehr standardgerechte Schreibweise fir
das Skalarprodukt ist (ab).

Es ist also z. B. die Arbeit das skalare Produkt der Vektoren Kraft und Weg:
W==3-3=|F| (8] cos(F,8s). Wenn F 14 3, ist cos(F, 3) = 1, und es liegt der
eingangs betrachtete Spezialfall vor: W = |§|-|8| = F 5.

Bei allen Produktbildungen von Vektoren darf nicht iibersehen werden, daB es sich
nicht um Produkte im Sinne des Zahlenrechnens handelt, sondern da8 Produkte von
Vektoren aus Griinden der ZweckmaéBigkeit eingefiihrt und definiert werden. Daf
Produkte von Vektoren andere Eigenschaften aufweisen als Produkte von Skalaren,
erkennt man z. B. beim Untersuchen der Frage, wann a-b gleich Null sein kann.
Zwar gilt auch hier, wie bei jedem Produkt von Zahlen, a - b = 0, wenn a = o oder
b=o0 oder a=D0=o0. Weiterhin folgt aber aus der Definitionsgleichung, da8
a-b =0, wenn cos(a, b) =0, d. h. J(a, b) = 90° oder <X (a, b) = 270°.

beiden Vektoren der Nullvektor ist oder wenn die beiden Vektoren senkrecht auf-

Ein skalares Produkt zweier Vektoren wird gleich Null, wenn wenigstens einer der
einander stehen.
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Fiir die skalare Multiplikation zweier gleicher Vektoren folgt
a-a=|a|-|la|l-cos0°=a-a-1=a?

Damit kann mit Hilfe des skalaren Produktes der

Betrag eines Vektors | a — |a| = Ja-a = }Ja? ‘ (199)

dargestellt werden, wenn man die (sinnvolle) Vereinbarung a-a = a? verwendet.
Es soll nun noch die Frage der Umkehrbarkeit der ska-
laren Multiplikation, d. h. die Moglichkeit der Division
eines Skalars durch einen Vektor untersucht werden.
Alle Vektoren b,, die die gleiche Komponente by lings
eines Vektors a besitzen (Bild 305), haben wegen

|ba| = |by] - cOs @y = |be| - coB@y = ...
das gleiche Skalarprodukt 5
a-bg=|a|-|bsf-cos0° =|a|-]|b,}cosp, =
= |a| - |bgl - cos g, = ... 6
Also kann aus einem vorgegebenen Skalarprodukt a-b  gj4 305
und einem vorgegebenen Vektor a der Vektor b nicht ein-
deutig bestimmt werden: _
Die skalare Multiplikation 148t sich nicht eindeutig umkehren.
Weiterhin folgt aus den vorstehenden Betrachtungen:
a-b=a.b; =ap-b. (200)

Der Wert des skalaren Produktes zweier Vektoren éandert sich nicht, wenn man
einen der Vektoren durch seine Komponente lings des anderen ersetzt.
AUFGABEN

1027. Wann ergibt das Skalarprodukt einen negativen Wert?

1028. Welchen Wert besitzt das Skalarprodukt zweier Vektoren, deren Botrige 3 und 4 sind und
die einen Winkel von a) 30°, b) 60°, ¢) 90°, d) 130° miteinander bilden?

1029. Wie kann der Winkel ¢ = < (a, b) berechnet werden, wenn a und b bekannt sind?

1030. Was folgt aus ab = ac fiir die Vektoren b und ¢?

1031. Es soll bewiesen werden, da8 |ap] = BbE und |be| = ﬂ ist.
a

40.2. Rechengesetze fiir skalare Produkte

Vertauscht man in einem skalaren Produkt ab die Reihenfolge der Faktoren, so er-
hélt man zunéchst

ba = bacos (b, a).
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Setzt man wiederum < (a, b) = ¢, so ist <X (b, a) = —¢; denn der Drehsinn von
X (b, a) ist demdes Winkels (a, b) entgegengesetzt gerichtet. Da aber cos(—g¢) = cos ¢
ist und damit cos(b, a) = cos(a, b), bekommt man, wenn man noch die Reihenfolge
der Skalare 6 und @ vertag,scht,

ba = ab cos(a, b).

Es gilt demnach das

Kommutationsgesetz ab=ba (201)

Wie aus dem bisherigen leicht zu folgern ist, gilt fiir die Multiplikation von zwei
Vektoren und einem Skalar das

Assoziationsgesetz (na)b = a(nb) = n(ab) (202)

Hingegen gibt es kein Assoziationsgesetz fiir die skalare Multiplikation mehrerer
Vektoren, da im allgemeinen Falle

a(bc) ¥+ (ab)c ist;

denn b ¢ und ab sind Skalare, so daB a(bc) ein zu a paralleler, (ab)c ein zu ¢ paralleler
Vektor ist. Es gibt also keine skalare Multiplikation von mehr als zwei Vektoren.
Auch ist eine Schreibweise a - b - ¢ ohne Zusammenfassen von zwei Vektoren in einer
Klammer (als Zeichen fiir die Produktbildung) sinnlos.

Bild 308

Es soll nun noch gezeigt werden, daf bei der skalaren Multiplikation auch das Distri-
butionsgesetz Giiltigkeit besitzt, d. h., daB

a(® + ¢) = ab + ac ist.

Zwei der drei Vektoren a, b und ¢ bestimmen eine Ebene, wihrend der dritte Vektor
im allgemeinen Fall nicht in dieser Ebene liegen wird. In Bild 306 liegen a und b in
der Ebene, ¢ auBlerhalb. Wie aus Bild 306 zu erkennen ist, ist die Komponente von
b 4 ¢ in der Richtung a gleich der Summe der Komponenten von b in der Richtung a
und von ¢ in der Richtung a:

(b + ¢)a = bo + ta-
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Multipliziert man diese Gleichung skalar mit a, so erhilt man
a-(b-+clha=a:bg+ a-cq.

Wegen der Beziehung (200) ist aber
a-(6+cha=a(d+c), a-ba=a-b,a-c. =a-c.

Diese Beziehungen in die zuletzt erhaltene Form eingesetzt, ergibt das

Distributionsgesetz a(b -F¢) =ab + ac (203)

BEISPIELE
1. Zu berechnen seien
a) (a + b)%;
b) (a + b + ¢)2.
Losung:
a) Unter Verwendung des Distributionsgesetzes und der Beziehung a - a = a® = @2 erhélt man
(a4 Db)(a+b) =a2+ ab+ ab + b2 = a? 4 2ab | 02 = a? + 2ab cos (a, b) + b°.
by(a+b-+c¢c)la+b+c¢)=a%+ab+ ac+ ab 4 b2+ bc + ac + bc + 2 =
= a2 + b% + ¢2 4+ 2ab + 2ac + 2bc =
= a? + b% + ¢? + 2{ab cos (a, b) + ac cos (a, ¢) + bc cos (b, c)].

2. Es soll der Cosinussatz der ebenen Trigonometrie hergeleitet wer-

den. G

Losung: Nach Bild 307 ist ¢c=a—b>b.

Werden beide Seiten der Gleichung skalar mit sich selbst multi-

pliziert, so ergibt sich P 4

2= (a —b)2=a2—2ab+b%2=a%—2abcos(a,b)+b.

Setzt man noch <t (a, b) =y, so erhilt man, da ¢ = ¢?, den
Cosinussatz

¢? = a?+ b2 — 2abcos y.

3. Gegeben seien zwei Vektoren a und b. Gesucht ist b,.

A t 8
Bild 307

Losung: Esist
ba = |bal - a®.

In Aufgabe 1031 wurde gezeigt, daB
o] = e
a
Weiterhin gilt

a
a=—,
a

g0 daB

a-b
ba=2—2—a
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wird,oder wegen
a? = a2,
a-b
a

o

b =

Da die Summe von Parallelkomponente by und Normalkomponente b3 den Vektor b ergeben
muB, [#Bt sich nun auch die Normalkomponente errechnen: bg = b — bq.

Fiir das praktische Rechnen mit Vektoren verwendet man die Koordinatendarstel-
lung. Die skalare Multiplikation zweier Vektoren

n=xi+3nit+zt
Ty = X1 + Yo + 22t

liefert zunichst durch Anwenden des Distributionsgesetzes:

T, = 2 20% -+ Y2l t + @i + 2y901] + ¥1920% +-
+ 21%:28 + 12208 + yy20it + 22,02,

Nach dem Kommutationsgesetz gilt aber
jil=#j; Fi=o f}=nL,

und, da die jeweils ein Produkt bildenden Einsvektoren aufeinander senkrecht stehen:

jj=ji=it=ti=it=tj=0 (204)

Da i, {2 und 12 jeweils das Quadrat des Betrages liefern und der Betrag eines Eins-
vektors gleich eins ist, gilt weiterhin:

=i2=i2=f2=1 : (205)

Damit fallen in dem obenstehenden Ausdruck fiir t, t, alle Produkte zweier verschiede-
ner Grundvektoren weg, die Produkte zweier gleicher Grundvektoren ergeben je-
weils 1. Man erhilt also

Lt = % + %1Ys + %2 (206)

DasSkalarprodukt zweier Vektoren in Koordinatendarstellung ist gleich der Summe
der Produkte der gleichartigen Koordinaten der beiden Vektoren.

BEISPIELE

4. Es soll der Winkel zwischen den Vektoren r, = —6i 4 Si und 1, =31 — 4j 4 12% be-
rechnet werden,

32 Algebra und Geometrio
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folgt

Loésung: Aus
Tt = |1 [ty cos (13, T2)
[¢013) (tl, tS) = Ty I3 - : x{zg + y]_y.z + 22y .
A R e =R R R
— 50 5
= ——=—_-=—03846
€08 (13, Ty) .15 %

& (ry, tg) = 112°37".

5. Eine Kraft vom Betrag F = 6 kp, dieeinen Korper von P;(2 m; —2 m; 1 m) nach P,(3 m;
4 m; 5 m) bewegt, besitzt die Richtung des Vektors t = — 1 4 3] + 2f. Welche Arbeit wird
yon der Kraft verrichtet?

Losung: Die Kraft ist

.
=F.0=F —.
§=F 0=F-

Der Weg 5 = PPy ist 5=1,— 1.
Damit erhilt man als Arbeit der Kraft § lings des Weges 3

W:g-s:%mz»n),

=8 (~1+18+8) kpm = 40,2 kpm.
V14 ————1
AUFGABEN
1032. Es ist zu zeigen, daB die dritte binomische Formel auch fir die skalre Multiplikation von
Summe und Ditlerenz zweier Vektoren gilt, indem man (a + b) (a — b) berechnet.
1033. jr| = V2% + 9% + 22 soll mittels Formel (199) bewiesen werden, desgleichen P,P, —=
=1t — ol =Vl — 2P + (¥ — v + (22 — 2}
1034. Der Vektor t; = 2i — 3] + f soll skalar mit 2
a) T, = —1i+ 2]+ 4¢, b) t,= —2i — 4] — 8}, c) tg= —4i-+ 6] — 2t

1035.
1036.

1037.

" 40.3.

multipliziert werden. Welche Lage zueinander haben die beiden Vektoren im ¥all b) und
im Fall ¢)? :

Gesucht ist die Komponente des Vektors a = 2i — 3j — f in der Richtung des Vektors
b= —3i+5f— 2t

Welchen Winkel schlieBen die beiden Vektoren r, = 4i — 3j 4 10t und r, = —3i+
+ 63 + 5t ein?

Fiir drei komplanare Vektoren a, bund ¢ gilt ¢ = Aa + ub. Aund usind ausa, b und ¢ zu
berechnen.

Anleitung: Man stelle zunéchst durch skalares Multiplizieren der Vektorgleichung mit a
und b zwei skalare Gleichungen her.

Anwendungen des Skalarproduktes

Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Gerade sei durch ihren Richtungsvektor a und einen Punkt P, auf ihr gegeben.
Gesucht ist der Abstand eines vorgegebenen Punktes P, von der Geraden.
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—

Ist P der FuBpunkt des von P, auf die Gerade gefallten Lotes, und ist P, P = g
(Bild 308), so ist |z | die Losung der Aufgabe.

Es gilt sowohl

r=1n+1
als auch
t =1+ 4,4,

worin 4y der dem FuBpunkt P entspre-
chende Wert des Parameters 4 der Ge-
radengleichung ist. Durch Gleichsctzen 1,
folgt

3

yHr=to+ia. ()

Dieser Vektorgleichung entsprechen x

drei skalare Gleichungen. Aus diesen  Bila 308

allein konnen aber die vier in der Vek- )
torgleichung enthaltenen Unbekannten (die drei Koordinaten von g und der Para-
meterwert 4¢) nicht bestimmt werden, man benétigt noch eine Gleichung. Diese kann
auf Grund der Bedingung des Senkrechtstehens von ¢ auf der Geraden aufgestellt
werden:

a-¢=0. (IL)

Multipliziert man Gleichung (I) skalar mit a und setzt darin Gleichung (II) ein, so
erhilt man eine Gleichung, dic nur noch 4, enthalt:
at, + ar = ary + 4,02
at, + 0 = ary + 4ya2
a(r, ¢
;'0 — lag 0) i

Das Einsetzen dieses Wertes in (I) ergibt

g=t0—tl+gl—%°)a-a (207)

Der gesuchte Abstand errechnet sich dann als | |.

BFISPIEL

1. Eine Gerade verlaufe durch den Punkt Py(—1; —1; —1) in Richtung des Vektors a =i+
-+ 2] — 2. Welchen Abstand besitzt der Punkt P;(—2; 3;4) von der Geraden?

Lésung: Der zum FuBpunkt P; des Lotes von P, ausgehende Vektor ist
=1 -1 + Aa

_u—t) _ (i+2i—2D(—i+4i+5h)  —14+8—-10_
a2 1+4+4 a 9 o

. i
mit s
e 3

32+
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Damit wird
1 . 2. 14. 13
=i A — B (b AR D e — B e
r=1—4j— 5t 5 0 -5Bi— =7

t
3173

und 1z7] = V41 ~ 6,40.

Schnittwinkel zweier Geraden

Die beiden Geraden seien in der Parameterdarstellung gegeben. Gesucht ist der
Schnittwinkel der beiden Geraden.

Unter dem Schnittwinkel zweier einander nicht schneidender Geraden versteht man
den Schnittwinkel der Parallelen zu den beiden Geraden durch einen beliebigen Punkt
des Raumes. Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man fiir diesen belie-
bigen Punkt den Nullpunkt wahlt.

Sind v =1 + 4,0, und t =ty + 4,0, die beiden Geraden, so bestimmt man nur
den Winkel zwischen den Richtungsvektoren a, und a, der beiden Geraden.

Es ist dann

a; - Qg
cos(Q,, Q) = —
( 1 2) lalf'iag‘l,
a;-a
< (ay, ag) = arc cos ———— (208)
[a;|-|ag]

BEISPIEL

2. Der Schnittwinkel zwischen der Geraden g, durch die Punkte P, (—3; —1;1) und P,,(4;
3;2) und der Geraden g, durch die Punkte P,;(2;1; —2) und P,,(5; —1;1) ist zu be-
stimmen.

L 6sung: Die Richtungsvektoren der beiden Geraden kénnen ermittelt werden:
0 =T, -ty =Ti+4j+1
0 = Ty — Ty = 31 — 2§ 4 31,
Nach Formel (208) wird
e i e WO = 8 V3 = 0,4199;
V49 + 16 +1- V9 + 4+ 9 33
<X (a,, ap) = 65°10".

cos (a;. az) =

Gleichung der Ebene dureh einen Punkt senkrecht zu einem Vektor

Gegeben seien ein Vektor n und ein Punkt P,. Gesucht ist die Gleichung der Ebene, die
senkrecht auf n steht und in der P, liegt.

n nennt man den Normalenvektor der Ebene. Ein Normalenvektor braucht weder anf
der Ebene zu beginnen oder zu enden noch vom Ursprung auszugehen. Es gibt also
unendlich viele Normalenvektoren einer Ebene. Im Bild 309 wurde der Normalen-
vektor u nach P, verschoben und der Ortsvektor t eines beliebigen Ebenenpunktes
gezeichnet.
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Alle Vektoren t — ¢, liegen in der gesuchten Ebene und stehen damit auf n senkrecht.
Also ist das Skalarprodukt von n und r — t, gleich Null:

n-(t —rg) =0, oder m-r=n-1,.

Die Gleichung der Ebene durch P, senkrecht zun hei3t
somit

nt = nt, (209)

Setzt man 1 = At 4+ Bj + C¥, so wird mit r = x1 + 0

+ yi + 2t die linke Seite von (209) zu o

nt=Ax + By -} Cz.
Da nr, eine Konstante ist, kann man sie ersetzen durch
ng, = — D.

Damit crhilt man die Gleichung der Ebene in cartesischen Koordinaten

Ar+By+C2:4+D=0 (209a)

Als Schnittgerade diescr Ebene mit der z; y-Ebenc erhilt man mit = == 0 die bekannte
allgemeine Gleichung einer Geraden.
BEISPIEL

3. Ein Punkt P,(2; —3; —1) liegt in einer Ebene, die senkrecht zum Vektor n = i — 2j + 4t
steht. Gesucht ist die Gleichung der Ebene.

Losung: Es wird
nt =z — 2y -+ 4z
und n=2+6—-4=4.
Die Gleichung der Ebene heifit
r— 2y + 4z =4.

Parameterdarstellung ciner Ebene

a) Eine Ebene soll durch einen Punkt P, gehen und parallel zu zwei nicht kollinearen
Vektoren a und b liegen.

Fir jeden weiteren Punkt P, der in der Ebene liegt, mufl gelten, daBl der Vektor
T’;Ii =1 —r; und die Vektoren a und b komplanar sind, d. h., es muf3

r — 1ty = Aa + b sein,

Somit lautet dic Parameterdarstellung einer Ebene im Raum

t=1 +Aia+ ub (210}
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Wegen der zweidimensionalen Ausdehnung missen in der Gleichung einer Ebene
zwei Parameter auftreten. Bei der Gleichung einer Geraden hingegen geniigte einer.

b) Die Ebene soll durch drei Punkte P,, P, und P, gehen.
‘Die Vektoren a und b der Gleichung (210) konnen auchdurch a =P, P, =1, — 1,

und b = Pl-l_’; ‘= 1y — 1, bestimmt werden. Dann erhilt die Gleichung der Ebene
wegen (210) die Form

=1 + Aty —1y) + p(ty — 1) (210a)

BEISPIEL
4. Gesucht ist die Gleichung der Ebene durch P,(—1;4;1), P3(3; —2;2) und P4(2;7; —3).
Losung: Mit v, — v, =4i— 6]+t und v, —r;, =314 3]+ 4! heiit die Gleichung
der Ebene !
t=—i+4j+t+24i—6j+1) 4 4 @i+ 3j— 4,
t=(—1+4A43u)i+ @4 —61430)j+ (1 +21—4pt.

Parameterfreie Darstellung der Ebene

a) Die Ebene soll durch drei Punkte P;, P, und P, gehen.
Stellt man Gleichung (210a) um und schreibt

t— 1t =Alrg — 1) + plts — 1),

so erkennt man die in 39.4. in der Form ¢ = Aa + ub geschriebene lineare Bezie-
hung zwischen drei Vektoren wieder. Die drei Vektoren r — r,, ¥, —; und ty — 1,
liegen in der darzustellenden Ebene. Dann muf die aus den Koordinaten der drei
Vektoren gebildete Determinante gleich Null sein:

T —X) g — -’173*"’51

D=|y—y Y- Ys—y|=0.

2—2 2y —2 23—2

Der Wert der Determinante éndert sich durch sogenanntes Rindern nicht:

1 0 0 0

b= Xy & — T Ty — T T3 — Ty B
Y —NYz2—Y% Y5 — Y

202 —2 2y —2) 23 —2

(Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile, so erhilt
man wieder die ungerinderte Determinante.)

Wie man erkennt, haben die in die erste Spalte gesetzten Elemente z,, y, und z,
keinen EinfluB auf den Wert der Determinante. Sie ermdglichen allerdings eine
Vereinfachung. Addiert man die Elemente der 1. Spalte zu den entsprechenden
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der 2., 3. und 4. Spalte und vertauscht noch Zeilen und Spalten miteinander, so
bekommt man die Gleichung einer Ebene durch drei Punkte in Determinanten-
schreibweise

1 =z y =z
1 2,y %

= 0. 211
1 2, yp 2 (211)
1L =z y; 2

b) Abschnittsform der Gleichung einer Ebene:
Sind die Abschnitte, die die Ebene auf z-, ¥- und z-Achse abschneidet, durch a, &
und ¢ gegeben, so nimmt Gleichung (211) die einfache Form

S O |8 8
S o w
a © o n

1
1
1
1

an. Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile, so er-
hilt man

abc —bcx —acy —abz=10
oder

bex + acy + abz = abe.

Sind @, b und ¢ verschieden von Null, so ergibt sich hieraus nach Division durch abe¢
die Abschnittsform der Gleichung einer Ebene

z Yy z
Auch Gleichung (209a) liefert die Abschnittsform, wenn man dort durch D
T D D D
dividiert und > o, 7= b und o= ¢ setzt.

Abstand eines Punktes von einer Ebene

~a) Eine Ebene sei gegeben durch
nr=nt,.

Zu bestimmen ist der Abstand d eines Punktes P, von dieser Ebene.

Der Vektor des von P, auf die Ebene gefillten Lotes sei P, P = . b ist die

Pa.rallelkomponefnte des Vektors P,? P:J =1, — 1, lings des Normalenvektors n
(Bild 310). :
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Nach Formel (200) gilt deshalb
n(x, —r;) =nbd,

und, dan || d,
n(y, — 1) =+ |nf-|dl.

Hieraus bestimmt sich der Abstand d
des Punktes P, von ciner Ebene

n(ty, —1y)
(]

d= (212)

b) Die Ebene sei gegeben durch die Glei-
chung

Bild 310

Ax + By + Cz+ D =0.

Esist (vgl.S.501) n = Ai -+ Bj + Ct mit |n| = J42 + B>+ C°, nr, = ~ D,
nt, = Ax, + By, + Cz,. Damit ist der Abstand eines Punktes P; von der
Ebene Az + By +Cz+ D =0

_ | A1+ By, + Cz + D

]/A2+Bz+02

d

(212a)

BEISPIEL 7
5. Welchen Abstand hat der Punkt (2; —1; —4) von der Ebene 22 — 2y — z — 1 = 0?
Loésung: Nach Formel (212a) ist
_4+2+4-1
V4 +4+1

d =13

DurchstoB8punkt einer Geraden durch eine Ebene
a) Gerade und Ebene seien in Parameterdarstellung gegeben:
to =1 + A0, Ig=1ts+ A0, + ub.

Der DurchstoBpunkt ist der Geraden und der Ebene gemcinsam, d. h., esm3 ig
n= T sein. .
Die durch das Gleichsetzen erhaltene Gleichung

4+ 400 =t + A0, + 40

liefert drei skalare Gleichungen. Aus diesem Gleichungssystem kénnen die drei
Yarameter 4;, 43 und g bestimmt werden. Es geniigt bereits, 4, zu berechnen und
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in die Geradengleichung einzusetzen, um den Ortsvektor des DurchstoBpunktes zu
erhalten. Durch das Bestimmen von 2, und x# und Einsetzen dieser Werte in die
Gleichung der Ebene kann die Probe gemacht werden.

b) Die Gerade sei in der Form tg = r; + Za, die Ebene in der Form ntg = nx, oder
Az 4+ By 4+ Cz + D = 0 gegeben.
Aus der Bedingung fiir den DurchstoBpunkt tg = rx folgt die Gleichung

n(ry + Aa) =nr,.

Tieraus kann A berechnet werden. Das Einsetzen des Wertes von 4 in die Ge-
radengleichung liefert den Ortsvektor des DurchstoBpunktes.

BEISPIEL
6. Die Gleichung der Geraden sei t=1+4 3] — 2t + 2(21 4+ 2] — f); die Ebene sei bestimmt
durch den Punkt P4(1; —3; 1) in ihr und einen Normalenvektor n = 21 — j — 4%, bzw. ge-
geben durch ikre Gleichung 2z —y — 4z — 1= 0.
Losung: Die skalare Schreibweise der Geradengleichung
z=1+4+22, y=3+24, z2=-2—24
in die Gleichung der Ebene eingesetzt, liefert

=_1

und damit den Durchsto8punkt P(—1;1; —1).

Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene

Es soll der Winke! ¢ berechnet werden, den eine Gerade t = r; -+ 4a mit einer Ebene
nr =nr, bildet.

Der im DurchstoBpunkt der Geraden durch die Ebene errichtete Normalenvektor n
(Bild 311) bildet mit dem Richtungsvektor ader Geraden einen Winkel p» = 90° 4 ¢,
je nachdem, auf welcher Seite der Ebene n angetragen wird.

Dann gilt zundchst

|ecos p| = |sin g].
Es ist aber
na =|n||al-cosyp
tund damit
Bild 811
lsing| = ecosp| = | |.
in|-|al

Daaber 0° < ¢ < 90°, kénnen auf der linken Gleichungsseite die Betragsstriche weg-
fallen und man erhélt als Neigungswinkel

n-a !

¢ arcsin —-—’
Int-lal

(213)
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In Koordinatendarstellung lautet das Ergebnis

\ Aa, + Bay, + Ca,
|/A2+Bz+6‘2- }/a:—*—a:-i-az

@ = arcsin (213a)

BEISPIEL

7. Die Gleichung der Ebene séi 2z —y—42—1=0, die Gleichung der Geraden sei
t=1+3]—2t+ A(2i + 2j — f).

Loésung: Dann ist
4—244
Y21 -V

@ = 25°52'.

8in ¢ =

‘ o /21 = 0,4364
21

Winkel zwischen zwei Ebenen
Es soll der Winkel zwischen den beiden Ebenen

‘El: Alx + Bly + Clz + ‘Dl =0
und
E,: Ayz+ B,y + Coz+ Dy =0

bestrmmt werden.

Der Winkel zwischen den Ebenen ist gleich dem
Winkel zwischen zwei Normalenvektoren dieser
beiden Ebenen (Bild 312).

n, = A;i + Bjj + C;f und
nz - Agi + Bgi + Caf

sind die beiden Normalenvektoren., i
Der Winkel ergibt sich aus

My Mg
Cosp =co8(Ny, Ny) = ———
( 1 'Z) lﬂll'lllzl'

My - Ng
[y ]« [ng]

(214)

@ = arccos

oder in Koordinatendarstellung

@ = arccos dedit Byl 00y (214a)
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AUFGABEN

1038. Welche Winkel besitzt das Dreieck der Aufgabe 1025?

1033. Welchen Abstand hat der Punkt P,(2;1; —3) von der Geraden durch Pg(—3;3;5)
und Py(1; —4; —2)7

1040. Welchen Abstand hat der Punkt P,(2; —3; —1) von einer Ebene, deren Schnittgerade
mit der z;y-Ebene 22 + 3y = 6 und mit der z;z-Ebene z 4+ 2z = 3 ist?

1041, Unter welchem Winkel schneidet die Gerade = 2i —3f 4 A(—2i+5i—+ 1) die
Ebene der Aufgabe 1040? Wie heiien die Koordinaten des DurchstoBpunktes?

1042. Unter welchem Winkel schneidet die Ebene der Aufgabe 1040 eine zweite Ebene Ej,:
3z — 2y —2+4=0?

1043. Wie heifit die Gleichung der Geraden, die senkrecht auf der Ebene E, der Aufgabe 1042
steht und durch den Punkt (2; 1; — 2) geht?

41. Vektorielles Produkt

" 41.1. Definition des vektoriellen Produkts

Neben dem skalaren Produkt tritt in der Physik und in der Technik noch eine andere
Kombination zweier Vektoren auf, die man ebenfalls als Produkt bezeichnet und fir
die man ein eigenes Symbol eingefithrt hat.

Als Beispiel soll das Drehmoment eines um einen Punkt O [

frei drehbaren Korpers betrachtet werden (Bild 313). Auf :

den Korper wirke im Punkt P eine Kraft §. Der Punkt P |

ist in bezug auf den Drehpunkt O durch einen Vektor

t=0P festgelegt. Wie aus der Physik bekannt ist, be-
wirkt die Kraft § ein Drehmoment, dessen Betrag gleich
dem Produkt aus Abstand der Wirkungslinie der Kraft
vom Drehpunkt und Betrag der Kraft ist:

M=o -F=a-|Fl,
oder, wegen a = |t|sin ¢ = |t|sin (x, )
M = [l |F]sin (r, F).

Damit ist aber noch nichts iiben die Lage der Drehachse
und die Drehrichtung gesagt, die doch bei vorgegebenem
rund § festliegt. Um diese noch mit zu erfassen, stellt
man das Drehmoment als Vektor IR dar, der in Richtung der Drehachse liegt und so
orientiert ist, daB3, von seiner Spitze aus betrachtet, die Drehung im mathematisch
positiven Drehsinn erfolgt. Die Drehachse selbst steht, wie aus den physikalischen
Zusammenhangen folgt, senkrecht zu der Ebene, in der t und  liegen. Diesen durch t
und § bestimmten Vektor schreibt man

M=cxXF

Bild 313
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und nennt ihn das vcktorielle Produkt oder Vektorprodukt (weil das Ergebnis ein Vektor
ist) oder auch das dufere Produkt der beiden Vektoren.

Diese Erkenntnisse konnen verallgemeinert und auf zwei beliebige Vektoren a und b
angewendet werden.

Definition:

Unter dem vektoriellen Produkt zweier Vektoren a und b versteht man einen
Vektor a X b, der charakterisiert ist durch die Bedingungen

1. a X b steht senkrecht auf a und b,
2.a,b, a X b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem,
3.laxb|=1al-|b|-sin(a, b), wobei 0 < < (a, b) < =.

axXb wird gelesen: , Vektorprodukt ab‘ oder auch ,,a Kreuz b*. Einec veraltete
Schreibweise ist [ab].

Aus der 3. Bedingung der Definition folgt, dafl das Vektorprodukt Null wird, wenn
entweder a = 0 oder 06 = 0 oder sin (a, b) = 0. Der letztgenannte Fall liegt vor,
wenn < (a,b) = 0° oder <r(a,b) = 180°, d.h., wenn a || b.

Das vektorielle Produkt zweier Vektoren hat den Wert Null, wenn wenigstens
einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist oder wenn'die beiden Vektoren
parallel sind :

axXxb =0, wenn al]]b.
Wichtig fir die Anwendungen ist auch die Umkehrung:

Ist das Vektorprodukt zweier Vektoren, von denen keiner der Nullvektor ist,
gleich Null, so sind sie parallel.

Zum Beispiel liefert eine Kraft %, die in Richtung von t wirkt, kein Drehmoment
(M = 0); denn die Wirkungslinie der Kraft geht durch den Drehpunkt.

Weiterhin ergibt sich aus der 3. Bedingung der Definition, dall das Vektorprodukt
seinen grofften Wert, niimlich |a|- {0, annimmt, wenn sin (a, b) = 1, also wenn

< (a, b) = 90°:
faXxb|=ab, wenna | b.

ab ist der Flicheninhalt e¢ines Rechtecks mit den Seiten @ und b. ub sin g ist der
Fliacheninhalt eines Parallelogramms mit den Seiten ¢ und b und einem von diesen
eingeschlossenen Winkel ¢ (Bild 314). Demnach kann man das Vektorprodukt auch
wie folgt deuten:

ein Rechtssystem bilden. Sein Betrag ist gleich dem Flacheninhalt des von a und b

a X b ist ein Vektor, der auf a und b senkrecht steht, derart, da3 a, b und a x b
aufgespannten Parallelogramms.
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Zur Untersuchung der Umkehrbarkeit der vektoriellen Multiplikation betrachte
man Bild 315. Alle Vektoren b,, die in der gleichen Ebene wie a liegen und deren End-
punkte sich auf einer Parallelen zu a befinden, besitzen die gleiche Normalkompo-
nente D;. Sie alle spannen deshalb Parallelogramme vom gleichen Flicheninhalt auf.
Es ist also

axb,=axb,=...=axbs.

Bild 314 Bild 315

Da alle Vektoren b,, die die gleiche Normalkomponente b besitzen, mit a das gleiche
Vektorprodukt ergeben, kann aus a X b und dem Vektor a der Vektor b nicht ein-
deutig bestimmt werden.

Die vektorielle Multiplikation 1aBt sich nicht eindeutig umkehren.

Da die gleichen Betrachtungen auch fiir ap und b gelten, folgt

axbh=axbi=apxDb (215)

Der Wert des vektoriellen Produktes zweier Vektoren dndert sich nicht, wenn man
einen der Vektoren durch seine Normalkomponente lings des anderen ersetzt.

AUFGABEN

1044. Man berechne a X a.

1045. Wie groB ist der Flacheninhalt eines Dreiecks, das durch zwei Vektoren a und b, die die
Schenkel eines Winkels y bilden, festgelegt ist?

1046. Man berechne (a x B)2 -}- (a - D)2. xb

412, Rechengesetze fiir vektoriclle Produkte

Beim Skalarprodukt galt, wie bei einem Produkt recller
Zahlen, das Kommutationsgesetz. Das ist durchaus nicht
selbstverstindlich und muf3 beim vektoriellen Produkt
erneut iiberpriift werden. Bildet man gemil3 der Defini-
tion auf Seite 508 das Produkt b X a. so findet man, daB
b x a wegen der 1. und 2. Bedingung dem Vektor a X b
entgegengerichtet ist (Bild 316). Da sich nach der 3. Be-
dingung der gleiche Betrag ergibt, ist

Lvg

axb= —(bxa) @216y Y
Bild 318
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Die vorstehende Beziehung nennt man Alternativgesetz. Damit ist zugleich fest.
gestellt:

Fiir die vektorielle Multiplikation gilt das Kommutationsgesetz nicht.

Hingegen gilt fiir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar das

Assoziationsgesetz

n{a X b) = (na) X b = a X (nb) 217)

Die Richtigkeit von Formel (217) erkennt man, wenn man das Vektorprodukt als
Parallelogrammfliche deutet. Formel (217) besagt dann: Der Flicheninhalt eines
Parallelogramms wichst auf das n-fache, wenn eine Seite den n-fachen Betrag an-
nimmt. Fir die vektorielle Multiplikation von mehr als zwei Vektoren gilt das
Assoziationsgesetz nicht, denn es ist im allgemeinen

ax(bxc)=*(axb)xc.

Zur Erkliarung diene Bild 317, in dern der Einfachheit halber drei komplanare Vek-
toren a, b und ¢ gewihlt wurden (denn die Allgemeingiiltigkeit eines Satzes ist ja
binfillig, wenn der Satz in einem Spezialfall versagt).

bxr

uxb

it brr
Bild 817 Bild 318

Sowohl b X ¢ als auch a x b stehen dann auf dieser Ebene senkrecht. aund b x ¢
liegen aber in einer anderen Ebene als a X b und ¢, also miissen auch jhre Vektor.
produkte voneinander verschieden sein. Als letztes bleibt noch das Distributionsgesetz

aX(b+c)=axb+axc

auf seine Giiltigkeit zu untersuchen.

Nimmt man zunichst a, b und ¢ als komplanar an (Bild 318), so gilt in der Ebene der
drei Vektoren: Das Parallelogramm mit den Seiten a und b 4 ¢ ist inhaltsgleich der
Summe der beiden Parallelogramme mit den Seiten a und b und den Seiten a und ¢,
Linke und rechte Seite der Gleichung stimmen also in den Betrdgen iiberein. Da
b + ¢ in derselben Ebene liegt wie b und ¢, haben die links und rechts stehenden
Vektoren auch die gleiche Richtung.

Es gilt also das

Distributionsgesetz

ax(+c)=axb+axc| (218)
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Allgemein wird die Giiltigkeit des Distributionsgesetzes mittels der Koordinaten-
darstellung am Ende dieses Abschnittes bewiesen. Beim Anwenden des Distributions-
gesetzes ist die Reihenfolge der Faktoren innerhalb der Teilprodukte streng zu
beachten, denn es ist

ax(b+¢)=axb+axc,
aber -
b+e)xa=bXxa+e¢xXxa= —(axb) —(axc).
BLEISPIEL
1. Zu berechnen sind
a)(a +b) x (a4 b);
b) (a + b) X (@ — b).
Losung:
a)la+b) X(a+b)=axa+bXxa+axb+bxb=0o—(ax b)+axb+o=£.
Das Ergebnis folgt auch direkt aus dem Resultat von Aufgabe 1044, wonach das Kreuzprodukt
eines Vektors mit sich selbst Null ergibt.

b)la+B8) X(a—b)=axa+bxa-—(axb)—(bxXb)=
=0+bXa+bxa—v=2(0 Xa).

Bildet man von zwei Ortsvektoren
G =21+ i+ 75t

und T, = 50 + Y3 + 2.t

das Vektorprodukt, so erhilt man durch Anwenden des Distributionsgesetzes
Ty X Ty = 2y % (1 X 1) + 9125 (j X i)+ 212,(E X 1) 4 711Y(i X §) +

+ Y201 X1) + 219 (t X ) + 21290 X 8) + y12,( X 1) +
+ 2,2, (E X £).

Von den hierbei auftretenden Vektorprodukten sind die mit gleichen Einsvektoren
gleich dem Nullvektor:

iXi=iXij=ixt=0»0 (219)

Die Produkte zweier verschiedener Einsvektoren ergeben einen Vektor, der wieder-
um den Betrag esns besitzt und in Richtung des dritten Einsvektors fallt, wenn
die Vektoren in der Reihenfolge i,, £, i ... in dem Vektorprodukt auftreten. Sie sind
dem dritten Einsvektor entgegengerichtet, wenn die Reihenfolge vertauscht ist.

Man erhalt

ixj=t j[xt=1 txi=j
- T R - (220)
jXi=—-LtxX]j=—1, ixl= —j
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Damit wird '
1 Xty = T (—F) + 221 + 2,9t + o2, (—1) + @122(—1) + H12,1,

1 Xt = (#1122 — ¥a21)i + (2227 — 2125)] + (1Y, — 2L

Die rechte Seite 1aBt sich ibersichtlicher als dreireihige Determinante darstellen.
Man erhilt

iqt
UXL=|5Y%% (221)

Lo Y2 22

Bei der Handhabung dieser Formel empfiehlt es sich nicht, die Determinante nach
der Regel von SARRUS auszurechnen, sondern durch Entwickeln nach den Elementen
der ersten Zeile.

In dieser Determinantenschreibweise kann auch die Allgemeingiiltigkeit des Distri-
butionsgesetzes gezeigt werden. Nach den Rechenregeln fiir Determinanten ist

x, Z, 23 Xy Ty X3 Xy Tp T3 |
Y1 Yo Y3 =YY |+ | Y1 Y293 |
2, Uy 2o+ uy 234 Ug 2, 25 25 Uy g Uy |
Damit wird
i i t ijt i ]t
a ' ap as =|a;a,a3 |+ | @,a2 a3
by +c¢ byt byt cy by by bs € C2 C3

oder nach (221)
ax(+c)=axb+axc.

BEISPIELE
2. Zu berechnen sei r, X t, fir t; =31 —2j -+ 4f, 1, = —1+ 3] — 3t.

Losung:

it
GEXn=| 3-2 4|=i(6—12)—j(—9+4)+19—2),
—1 $—32

nXt=—6i4+5i+ 7¢.

3. Es soll der Wert der Tangensfunktion des von zwei Vektoren a und b gebildeten Winkels an-
gegeben werden.

Lésung: Aus sin (a, b) = %I— und cos (a, b) = :—%
folgt tan (g, b) = 18X 0L

a-b
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AUFGABEN
1047. Zu berechnen sei t; X tz, wWenn
. 1, : .
a)tx=2l+‘2_l—r!. b)r,=31+21—é!,
=L i—2i4l L= —8i—2i4+ L1 st
g = 2 I i 0 = )] P b

1048. Fiir die Vektoren der Aufgabe 1034 sind die Vektorprodukte 1; X 1, zu berechnen.

1049. Es ist ein Nomnnalenvektor der Ebene zu berechnen, in der cine Gerade t =1 — 2j+
+ A(—2i— { + 31 ) und ein Punkt Py(—1;3;2) liegen.

1050. Fiir das Ergebnis des Beispiels 3 ist die Koordinatendarstellung anzugeben und daraus die
Schnittwinkelformel zweier Geraden in der Ebene herzuleiten, indem man a, = b, =0
setzt.

41.3. Anwendungen des Vektorproduktes

Tangentialgeschwindigkeit

Es soll die Tangentialgeschwindigkeit eines Korpers bestimmt werden, der sich um
die Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit w dreht und von einem beliebigen Punkt
der Drehachse die Entfernung 7 besitzt.

Man kann die Winkelgeschwindigkeit als Vektor ¢ darstellen, dessen Betrag gleich
dem Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist, der in Richtung der Drehachse liegt und
8o orientiert ist, daB von seiner Spitze aus betrachtet die Drehung im mathematisch
positiven Drehsinn erfolgt (Bild 319). Die Lage des Koérpers beziiglich eines beliebigen
Punktes der Drehachse kann durch den Ortsvektor v angegeben werden.

Dann ist der Betrag der Tangentialgeschwindigkeit

v = wrsin(w, 1) @
und die Tangentialgeschwindigkeit als Vektorgrow. wird
V=0 Xr.

Die Summe zweier Winkel- oder Tangentialgeschwindig-
keiten kann durch Addition der sie darstellenden Vek-
toren ermittelt werden.

Abstand zweier windschiefer Geraden

Zwei Geraden seien gegeben durch r =1t; + 4,4, und Buds1e

f = ty + 2,0,. Gesucht ist der Abstand d. '

Die zwei Richtungsvektoren a; und a, bestimmen eine Schar paralleler Ebenen, von
denen zwei je eine der beiden Geraden ganz enthalten (Bild 320). Der Abstand dieser
beiden Ebenen ist zugleich der Abstand der beiden Geraden, da die beiden Ebenen
parallel zueinander liegen.

Die Richtung des Lotvektors ist bestimmt durch den Vektor

n= a]_ Xug.

33 Algebra und Geomstrie
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Nun besitzen alle Vektoren, die zwei Punkte — z. B. P, und P, — der beiden Ebenen
miteinander verbinden, die gleiche Komponente b mit [b| = d in der Richtung des
Vektorsn:

(rz—tl)nzb. g ko) ”
Nach Formel (200) ist n-"¥
n(g ~Hh=n(t —1,)=n-d ,,1 2

und da ni|d Vs 2{
:' o
n(t, —r)) = £ Inj- b}|. %

Hieraus ergibt sich der Abstand zweier windschiefer g 320
Geraden zu

ar= EL“L_&)
B in|

und mit ﬁ=a1><£lg

(a3 X @) (tg —1y)
la; X ap|

d =

(222)

BEISPIEL
1. Der Abstand zweier durch ihre Parameterdarstellung gegebenen Geraden
1=56i+2{—F+7(31—4j+12Y), T=14+]i—-3t+402i—-2]—1
ist zu bestimmen.
Losung: Man wendet Gleichung (222) an und erhilt
a X 8 =281+27{+2f; 1r,—1,=—4t—i—2t la X a3|~ 3893
—112 — 27 — ¢

d= —ee
38,95

~ 3,67.

Gleichung der Schnittgeraden zweier Ebenen

Es soll die Gleichung der Schnittgeraden zweier Ebenen E, und E, ermittelt werden,
die entweder in Parameterdarstellung durch t = v, ++ 4,0, + g6, und t =1, +
4 4,0, 4 #,b, oder in Koordinatendarstellung durch A,z + B,y + C,z + D, =0
und A,z + B,y + Cpz -+ D, = 0 gegeben sind.

Die Gleichung der Schnittgeraden kann aufgestellt werden, wenn

a) ein Punkt der Geraden und der Richtungsvektor,

b) zwei Punkte der Geraden

bekannt sind.

a) Der Richtungsvektor a steht auf den Normalenvektoren beider Ebenen senkrecht,
also mul} gelten

a=n1Xﬂ2,
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wobei
n1=a1Xb1 und n3=agxba
ist.
Ein Punkt P, der Schnittgeradeén erfiillt, da er in beiden Ebenen liegt, die Bedingungen

t=1
T, — 4 = 4,03 + by — 220, — pobs. I

Diese Vektorgleichung enthilt drei skalare Gleichungen mit vier Parametern, d. h.,
eine Variable mehr als Gleichungen zu ihrer Bestimmung vorhanden sind. In Glei-
chung (I) steht links ein Differenzvektor, rechts stehen vier Vektoren. Da es aber nur
drei linear unabhéingige Vektoren im Raum gibt, muBl jeder dieser vier von den
anderen drei linear abhingig sein. Man kommt am einfachsten zum Ziel, wenn man
fiir einen der vier Parameter (von denen jeder den Wertebereich — oo ... + oo durch-
laufen kann) den Wert Null ansetzt und die zugehérigen Werte der anderen Para-
meter errechnet. Durch Einsetzen der Parameterwerte in eine der Ebenengleichungen
erhilt man die Koordinaten eines Punktes der Schnittgeraden. (Man braucht also
eigentlich nur noch fiir eine Ebenengleichung den anderen, nicht gleich Null gesetzten’
Parameter aus dem Gleichungssystem auszurechnen.)

Wird die Koordinatendarstellung der Ebenen verwendet, so erhilt man aus dem
Gleichungssystem der beiden Ebenengleichungen den DurchstoBpunkt der Schnitt-
geraden durch die z;y-Ebene, indem man 2z = 0 setzt und den z- und y-Wert aus

A2+ Biy+ D, =0

Az + Byy+ D, =0
errechnet. .
Man kann natiirlich auch im System der beiden Ebenengleichungen y oder « gleich
Null setzen und dann aus dem Gleichungssystem mit zwei Unbekannten die Koordi-
naten des DurchstoBpunktes der Geraden durch die z;z- oder y;z-Ebene ausrechnen.
Mittels eines auf diesem Wege ermittelten Punktes P, und des Richtungsvektors a
kann die Gleichung der Schnittgeraden in der Form tr = tr, + 2a aufgestellt werden.

b) Bestimmt man auf dem zuletzt angegebenen Weg zwei Punkte P, und P, der
Schnittgeraden, so kann deren Gleichung in der Form t =t; 4+ 2(r; —1;) ange-
setzt werden.

Ein weiterer méglicher Weg, die Gleichung der Schnittgeraden aufzustellen, ist folgen-
der:

Man benutzt die drei der Vektorgleichung (1) entsprechenden skalaren Gleichungen, um
drei der vier Parameter 2,, u,, 4, und g, durch ein und denselben vierten darzustellen,
und setzt die erhaltenen Ausdriicke in die Parametergleichungen der Ebenen ein.
Dadurch erhilt man jeweils eine Gleichung mit nur noch einem Parameter, also eine
Geradengleichung. Diese ist die Gleichung der Schnittgeraden. (Auch hier geniigt es
natiirlich, wenn man eine der beiden Ebenengleichungen verwendet.)

BEISPIELE
2. Wie heifit die Gleichung der Schnittgeraden der Ebenen
E,: 32— 2y+2—56=0; Ey;: 2z —y +42+2=07

33*
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Lo6sung: Man ermittelt mittels der beiden Normalenvektoren den auf diesen senkrecht
stehenden Richtungsvektor der Schnittgeraden sowie einen Punkt der Schnittgeraden.

n=31—2{+ % n, = 2i — i + 4f;
a=n, X, =—71— 10] + §; Py(—9; —16;0).
Damit erhilt man als Gleichung der Schnittgeraden
= —0i—16]+ A(—7i — 10{+ ¥).

3. Die Schnittgerade der Ebenen B: t =31+ 2] —t 4+ 4 (i — 2]+ 2¥) + 4,31 — 4§+
+4%) und Ey: T=2i+j— 6t + A(—i— 3]+ ) + us(—i— 2j + 2¥) ist zu bestim-
men. i
Loésung:

1. Weg: Die Normalvektoren der beiden Ebenen sind
M= (i — 2§ + 20) X (31 — 4j + 41 = 2§ + 2t
Mg = (—i—=3j+t x(—i—2i+20)= —4di+{-L
Daraus ergibt sich der Richtungsvektor der Schnittgeraden
a=mu X ;= —4i— 8] + 8t
oder vereinfacht-
o' =i+ 2;—2%L
t = T liefert die Vektorgleichung
—t—j—5t=240—2]+ 2% + 4, (31 — 4] - 4§
—dy(—i— 3]+t —pa(—1— 2]+ 2.

Aus den zugehorigen drei skalaren Gleichungen erhilt man mit u, = 0 gesetzt: 4, = —1,
A= —3, p=3.

Durch Einsetzen von 4, und g, in die Gleichung fiir B, (oder von 4, und 4, in die Gleichung fiir
E,) bekommt man als Punkt der Schnittgeraden P,(2;4; —3).

Somit lautet die Gleichung der Schnittgeraden

s = 20 + 4§ — 31 + Ali + 2§ — 20).

2. Weg: Die Gleichung der Schnittgeraden erhilt man direkt (nur der Richtungsvektor kann
sich um einen Zahlenfaktor unterscheiden), wenn man aus den drei skalaren Gleichungen bei-
spielsweise 4, und u, eliminiert und die entstehende Gleichung

211 —|—\5/£1 = .-2

verwendet, um 4, durch 4, (oder umgekehrt) in der Gleichung fiir E, zu ersetzen. Die nur noch
einen Parameter enthaltende Gleichung ist die obenstehende Gleichung der Schnittgeraden.
Dieser Weg ist mit geringerem Rechenaufwand verbunden.

AUFGABEN

‘1051, Aus Formel (222) soll die Bedingung fiir den Schnitt zweier Geraden im Raum hergeleitet
werden.

1052. Warum versagt Formel (222), wenn die beiden Geraden einander pazallel sind?
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1053. Es sollon der Schnittwinkel und die Gleichung der Schnittgeraden der durch die Punkte
Py(1;2;3), P,(2;3;1), Py(—3;0;2) und @,(3;2;1), @Qo(—1; —2; —3), Q5(0;1;2)
bestimmten Ebenen ermittelt werden.

1054. Es soll der Abstand der durch die Punkte P, und P, der Aufgabe 1053 gehenden Geraden
von der Geraden durch @, und @, bestimmt werden.

1055. Eine Ebene schneidet die Koordinatenachsen in =2, y =3, z = — 1. Eine zweite
Ebene schneidet die z-Achse in z = — 1, die y-Achse in ¥ = 1 und steht auf der ersten
Ebeno senkrecht. Der Schnittpunkt der zweiten Ebene mit der 2-Achse und die Gleichung
der Schnittgeraden der beiden Ebonen sind zu ermitteln.

42, Mechrfache Produkte von Vektoren

42.1. Moglichkeiten der Produktbildung

Die multiplikative Verkniipfung zweier Vektoren a und b kann als

Skalarprodukt a-b
oderals

Vektorprodukt axb
erfolgen.
Da das Ergebnis einer skalaren Multiplikation ein Skalar ist, erfordern Produkt-
bildungen mehrerer Vektoren, sofern sie auf neue Formen fiihren sollen, als ersten
Schritt eine vektorielle Multiplikation.
Demnach interessieren bei drei Faktoren nur

das gemischte Produkt

(auch Spatprodukt genannt) (6xb)-c (1)

und das vektorielle Produkt dreier Vektoren (@xb)xe (11)
(auch vektorielles Tripelprodukt genannt) )
Bei vier Faktoren konnen folgende Verkniipfungen auftreten, die keine skalaren
Zwischenprodukte nach dem ersten Schritt liefern:

(@xb)-(cxb) ' (L1I)
(axb) X (cxD) (Iv)
[(axb)xec]-d V)
[(axb)xeIxd (VI)

Im folgenden wird gezeigt werden, da8 die Produkte (III) ... (VI) und auch Produkte
von mehr als vier Faktoren sich auf Produkte der Form (I) und (II) sowie einfache
Skalar~und Vektorprodukte zuriickfithren lassen.
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42.2, Gemischtes Produkt

Das gemischte Produkt (a X 9) - ¢ besitzt eine anschauliche geometrische Deutung.
a X b ist ein Vektor, der auf a und b senkrecht steht und dessen Betrag den Flichen-
inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms angibt(Bild 321).
Setzt man
axb=9%,
so wird
(axb)-c=UA-c.

Im Skalarprodukt % . ¢ kann aber ¢ durch seine Komponente cq ersetzt werden, ohne
daB sich der Wert des Skalarproduktes d@ndert. Da U || cq, ist

A cqg =L |UA| - |eaf.

[cot] stellt in dem von a, b und ¢ aufgespannten Spat die
Hohe dar. Das gemischte Produkt gibt demnach das
Volumen V des Spates an. Es hei3t deshalb auch Spat-
produkt. Es ist also

(axb)-c=V (223)

V ist je nach der Orientierung der drei Vektoren posi-
tiv oder negativ. Bilden a, b und ¢ ein Rechtssystem,
so ergibt sich ein positiver Wert des Spatproduktes,
bei einem Linkssystem erhdlt man einen negativen
Wert fir V.

Da sich das gleiche Volumen ergibt, wenn man das durch b und ¢ oder das dureh ¢ und
a aufgespannte Parallelogramm als Grundfliche nimmt, mul} gelten

Bild 321

(axb)c=(bXxc)a=(cXxa)b (224a)

Andert man die Reihenfolge so, daB ein Linkssystem entsteht, so mul3 auch das Vor-
zeichen wechseln:

(axb)e= —(bxa)e= —(cXb)la= —(axc)b (224b)

Da fiir das skalare Produkt das Kommutationsgesetz gilt, kann man fiir die erste
Gleichung in Formel (224 a) auch

(axb)c=a(bxc) (225)

schreiben. Wie man erkennt, ist es im Spatprodukt erlaubt, Punkt und Kreuz mit-
einander zu vertauschen. Man hat deshalb fiir das Spatprodukt in TGL 0—1303 das
Symbol [ab¢] zugelassen.
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Fiir das Spatprodukt dreier Ortsvektoren t;, t; und rs erhilt man zunichst

i jf i i
|ylzl Tz |, , |T1th
UXt= |29 2 =|yz|1— s 1+ . t
2 % 2 23 2 Y2
Ta Y2 29
und daraus
Y12 1 %1 | @y 9y
('f1><'52)'ra=l a"“ ya"i'F 3.
Ty 2 Ta Yo |

| Y2 %2

Dieses ist aber eine nach den Elementen x5, y; und 2; entwickelte dreireihige Deter-
minante, so daf} folgt

1Y12y
(ty X ta)ta = | ZoYq2, (226)

X3 Y323

Neben der Volumenberechnung eines Spates besitzt das Spatprodukt weitere An-
wendungsmoglichkeiten in der analytischen Geometrie des Raumes.

Bekanntlich ist das Volumen eines Tetraeders ein Drittel von dem eines Prismas
und dessen Volumen wiederum die Hilfte vom Volumen eines Spates. Fiir ein Tetra-
eder mit den Eckpunkten O, P,, P, und P, gilt deshalb

1

VT=—6'-

(ty X tp)t3.

Ein Spatprodukt kann den Wert Null annehmen, wenn entweder einer der Vck-
toren Nullvektor ist, oder wenn die drei Vektoren a, b und ¢ komplanar sind; denn
dann steht a X b auf ¢ senkrecht, und die Projektion von ¢ auf a X b, also die Héhe des
Spates, ist Null.

(axb)e=20 ‘ (227)

ist demnach die Bedingung dafiir, daB dre: Vektorern komplanar sind.

Ist z. B. P ein beliebiger Punkt der durch P;, P; und P4 bestimmten Ebene, so miissen
t —1t;,t, —t; und tg —t, Vektoren in dieser Ebene sein. Auf sie kann die Formel
(227) angewendet werden.

Es gilt dann [(x — ;) X (ta — 1)) - (3 — ) =0,

T —% Y —%h 2 —2z
bzw. e — Xy Yy — Y, 29 —2,| =0,

T3 — %y Y — Y 23— %
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Durch Réandern (vgl. 40.3.) kann man hieraus die vierreihige Determinante

1z y 2

1z, y 2
12,95 2 |
lxsyszsl

) (228)

gewinnen. Durch Entwickeln dieser Determinante nach den Elementen der ersten
Zeile erhilt man die Gleichung der Ebene durch drei Punkte P,, P, und Pg (die nicht
in einer Geraden liegen).
Auch der Schnittpunkt dreier Ebenen 13t sich mittels Spatprodukte ermitteln.
Sind drei Ebenen

E;: Ajx+ Byy+ C,z+ D, = 0,

E,: A,z + B,y + Cyz+ D, =0,

E;: Agx 4+ Bgy + Cgz + Dy =0

gegeben, so kann man diese drei skalaren Gleichungen zu einer Vektorgleichung
Ar+ By +Cz2+ D=0 ()

mit A= A,;i+ A,] + Ast, B = Byi + Byj + Bst, € = C;i + Cof + Cst und
D = D,i + D,j + Dyt zusammenfassen.

Da drei Ebenen im allgemeinen Fall nur einen Punkt, namlich ihren Schnittpunkt,
gemeinsam haben, gilt Gleichung (I) fur diesen. Multipliziert man Gleichung (I)
skalar mit B x €, so erhilt man

(BXE)A-2+ (BXEC)B-y + (BXEC)E-2+ (BXE)D =0. (IT)

(BXE)B und (B XEC)E sind Spatprodukte komplanarer Vektoren und demnach
gleich Null. '
Gleichung (II) nach x aufgelost ergibt

__(BXx6)D _  D(BxE) _ _[DBE]
T (B x6O)A T T A(BxE)  [ABE)

In gleicher Weise bekommt man nach skalarer Multiplikation von Gleichung (I) mit
€ X A bzw. A X B die Koordinate y bzw. z des Schnittpunktes. Die Koordinaten des
Schnittpunktes dreier Ebenen sind

_[@86] __[ADE], ___[ABD]
T TEme’ YT TEmer (T T se)

(229)

AUFGABEN

1056. Die Gleichungen der Ebenen der Aufgabe 1053 sind mittels Formel (228) zu bestimmen.
1057. Das Volumen des Tetraeders der Aufgabe 1017 ist zu berechnen.
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1658. In welchem Punkt durchstéft die z-Achse die durch die Punkte P,(2; 1; —2), Py(—3;
2; —1) und Py(—~1; —2;3) bestimmte Ebene?
1059. Wann versagt Formel (229)? Welche Schlu3folgerungen kénnen dann gezogen werden?

42.3. Vektorielles Produkt dreier Vektoren

Im Gegensatz zu den bisher behandelten Produkten von Vektoren besitzt das vek-
torielle Produkt dreier Vektoren keine anschauliche geometrische oder physikalische
Deutung.

(axb) >g< ¢ liefert einen Vektor, der mit y bezeichnet werden soll. Es sei (a X b) = {.
Der Vektor | steht senkrecht auf der Ebene von a und b, £ = (a Xb) X ¢ = fXc¢
senkrecht auf der Ebene von {und ¢. Damit liegt ¢z wieder in der Ebene von a und b
(Bild 322).

Da der Vektor g in der gleichen Ebene wie a und b liegt, mu8 er in Richtung der Vek-
toren a und b zerlegt werden konnen, oder anders ausgedriickt, zwischen a, b und ¢
mu$ eine lineare Beziehung von der Form

r=4ia+ub (1))
bestehen.
Die Bestimmung der skalaren Faktoren A und x in GI. (I) ist sehr kompliziert. Sie soll
deshalb hier unter Zugrundelegen eines Koordinatensystems durchgefiihrt werden.
Legt man die z-Achse in Richtung des Vektors a und die y-Achse in die Ebene der
Vektoren a und b, so lautet die Koordinatendarstellung

.

a = a,i
0 =bgi + byj
¢ =cei+ ¢f+c,t.
Dann wird
ijt
f=axb=|a; 00| =a.bt
bz b, 0 Bild 822
und ijt
t=(aXb)Xc=fxec=|0 0 a;b, | = —agbycyi + abyc.i. (II)

Cp Cy Cy

(Man erkennt, dafl der Vei;tor t wieder in der z; -Ebene liegt, also mit a und b kompla-
nar ist.) B

Durch Koeffizientenvergleich der Gleichungen (I) und (II) kénnen nun 2 und u be-
stimmt werden

Aa; + pb, = —agbye,
[lb, = a,b,,_ci
Man erhilt A= —(byes + bycy)

M= QpCy.
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Dafiir kann man die Skalarprodukte der Vektoren b und ¢, bzw. a und ¢ schreiben:
' i= —bc = ac.
Nach Einsetzen in Gleichung (I) bekommt man eine wichtige Beziehung:

Entwicklungssatz

T = (axb)xc=(ac)b — (bc)a (230)

Der Entwicklungssatz besitzt deshalb besonders grofle Bedcutung, weil er es er-
moglicht, mehrfache Produkte Schritt fiir Schritt auf einfachere Produkte zuriick-
zufiihren.

Fiir den nach (230) errechneten Vektor ¢ kann die Probe durchgefiihrt werden: wegen
rl c mull r.-c=0 gelten.

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes kann die Zerlegung eines Vektors b in Parallel- und
Normallzomponente beziiglich eines Vektors a erfolgen. Fiir das Produkt (a X b) xa.
ergibt sich nach (230)

(axb)Xa=(a-a)b —(b.a)a.

Die Aufldsung dieser Gleichung nach b liefert die Zerlegung des Vektors b in Parallel-
und, Normalkomponente zu a

b 1
b="2a+—(@xbxa (231)

%2 a hat die Richtung von q, le (a X b) X a steht senkrecht auf a, denn a ist ein Fak-
tor des Vektorproduktes. Die beiden Summanden stellen also b, und by dar.

Die Nachpriifung einer rechnerisch durchgefiihrten Zerlegung kann durch Bilden des
Skalarproduktes von Parallel- und Normalkomponenten erfolgen. Wegen b, | by
muB by - bs = 0 sein.

AUFGADEN

1060. Das vcktorielle Produkt der Vektoren a =2t —j, b =2]--3f und ¢ =3t — 1 soll
berechnet werden.

1061. Parallel- und Normalkomponente des Vektors b = 3i — 2j + I beziiglich a) a = 2i --
— 171+t b) a=j+ 2% sind zu bestimmen.

42.4. Produkte von vier Vektoren

Wie in 42.1. dargelegt wurde, sind mehrfache Produkte von Vektoren nur dann sinn-
voll, wenn als erster Schritt jeweils eine vektorielle Multiplikation durchzufiihren ist.
Als mogliche Produkte von vier Vektoren wurden dort aufgefiihrt

(axb)-(cxd) (TI11) (aXb)X(cxDd) (IV)
[(axb)xe]-b (V) [(axb)xc]XDb. (V1)
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Das Produkt (V) kann auf das Spatprodukt (f x c)-b zuriickgefilhrt werden, wenn
als erster Schritt §{ = a X b berechnet wird. Auf die drei anderen Produkte kann der
Entwicklungssatz (230) angewendet werden.

Das skalare Produkt zweier Vektorprodukte

Setzt man in (a X b) - (¢ X D) zunéchst ¢ X b = @, so kannin (a Xb) - g gemi8 (225)
vektorielle und skalare Multiplikation miteinander vertauscht werden:

(axb)-g=a(bxg)=a[bx(cxDb)].
Auf
DX (eXDd)= —(cxXd)XD

den Entwicklungssatz (230) angewendet, ergibt
DX (cxd)=(bd)c — (bec)b.

Multipliziert man noch skalar mit a, so erhélt man
(axb)-(cxbd)=a[bx(cxDb)] = (ac) (bd) — (ad) (bc).

Den rechts stehenden Term kann man als zweireihige Determinante schreiben. Damit
wird

(@ x8)-(exs)= [°° 2 (232
|6 bbd )
Das vektoriclle Produkt zweier Vektorprodukte
Setzt man in (a X b) X (¢ X b)
axb=f bzw. ¢xbdb=g,
so ergibt sich nach (230)
fx(exbd)=(fb)c —(je)d bzw. (axb)xg=(ag)b — (bg)a =
= [(axb)d]c — [(a xb)c]ld =a(cxb)]b —[b(c XDd)]a=
= [abd}c — [abc)d = [acd)b — [bcd]a
Also ist
Xb) X (ecXDd) = [acd]b —[bedla=
(axb) X ( ) = [acb]b — [bceb] (233)
= [abbd]c — [abc]d

Aus der Gleichung (233) folgt

a[bed} — b[acd] + c[abd) — d[abc] =0 (2334a)
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oder in Determinantenschreibweise

o« & a
b b, b, b,
(I

|b d, d, d,

=0 (233Db)

Die Ubereinstimmung von (233a) und (233b) kann durch Entwickeln der vierreihigen
Determinante nach den Elementen der ersten Spalte und Verwendung der Formel
(226) nachgeprift werden. Gleichung (233) stellt, da alle Spatprodukte Skalare er-
geben, eine lineare Beziehung zwischen den vier Vektoren a, b, ¢ und d dar. Wendet
man auf die Spatprodukte noch die Beziehung (224a) und (224b) an und l6st (233a)
nach d auf, so erhdlt man die Zerlegung des Vektors b nach den Vektoren a, b und c:

- a[dbc] + blabc] + clabbd]

R [abec]

(234)

Dieser: Ausdruck ist insofern recht ibersichtlich, als im Zihler der zu zerlegende
Vektor b der Reihe nach a, b und ¢ aus dem Spatprodukt [abc] verdrangt hat.

Das vektorielle Produkt von vier Vektoren
Im Vektorprodukt [(a X b) X c¢] X b kann zunichst nach (230)

(axb)xc=(ac)b — (bc)a

errechnet werden. Wegen des Distributionsgesetzes (218) wird dann
[(a X D) x’c] X b = (ac) (b xb) — (bc) (a X D).

Setzt man erst a X b = {, so folgt nach (230)

[laxb)xc]xd=[fxc]xd=(jd)c — (cb)f = [abb]e — (¢d) (a X D).
Es ist also

[(axb) xXc}xb = (ac) (b xd) —(bc) (axDb)

(235)
= [abdjc — (cd) (a X b)

AUFGABEN
1062. Der Vektor ¢ = 0,51 — j — t soll mittels Formel (234) in Komponenten langs der Vektoren
a=1+2j—f, b=2i—j— 3! und ¢=3i— 3] — 3 zerlegt werden.
1063. Welche der folgenden Produkte sind sinnvoll und kénnen demnach gebildet werden und
welche nicht? Man versuche, die sinnvollen Produktbildungen anschaulich zu deuten.
ala-b bya-b claXb d)axDb
e)a Xb f)a-(b X ¢) gla-(bxc) h)a X (b x ¢)
iJax (¢ kYa x (b X ¢) Ya-(b-¢) m)a - (b-c)
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43, Vektorielle Darstellung von Kurven und Flichen im Raum

Wie in 26.3.2. gezeigt wurde, kann bei der analytischen Darstellung einer Funktion
oder in der Gleichung einer Kurve die Zuordnung iiber eine Hilfsvariable ¢, den
Parameter, erfolgen.

Jedem Parameterwert ¢ € 7' wird durch

z=2x(t) (€ X) (I
und
y=yl) (yeY) Im)

ein Wertepaar (z; y) und damit ein Punkt der z; y-Ebene zugeordnet. Der Parameter ¢
kann z. B. ein Winkel oder auch eine Zeit sein, er muf3 aber nicht eine eigene Bedeu-
tung besitzen.

Ordnet man noch eine dritte Variable z durch

z=2z() (z€ 2) (I1I)

dem jeweiligen Parameterwert zu, so ist durch die Gleichungen (I) ... (III) eine Teil-
menge der Punkte des Raumes bestimmt. Zu einem Wertetripel

Xy = (tg); Yo = Y(ly): 29 = 2(ty)

gibt es einen Punkt P, des Raumes, der bei Zugrundelegen eines Koordinatensystems
auch durch einen Ortsvektor r, bestimmt ist:

to = Zoi + Yol + 2t = x ()i + y(fo)i + 2 (t)E.

Dieser Ortsvektor ist dem Parameterwert ¢, zugeordnet.

Sind z, ¥ und z ein und demselben Parameter ¢ zugeordnet, so durchliuft bei Anderung
es Parameterwertes ¢ die Spitze eines ihm zugeordneten Vektors t eine Raumkurve,
t = r(t) ist eine Vektorfunktion des Parameters ¢:

r=r() =z@)i+ y@Oi+ @01

Auch der Vektorgleichung (236) entsprechen wieder drei skalare Gleichungen, die
die Koordinatendarstellung der Raumkurve heien:

z=x(t)
r=rt() > 1y=y()
z = z(t).

Durch Eliminieren des Parameters aus der Koordinatendarstellung kann man gege-
benenfalls die Gleichung der Raumkurve in cartesischen Koordinaten erhalten.

Zur Veranschaulichung des Dargelegten denke man sich einen Beobachter (im Punkt O
eines Koordinatensystems), der das Training eines Flugzeuges mit den Augen verfolgt.
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Zu verschicdenen Zeiten £, ¢, £, ... erblickt er das Flugzeug in den Punkten Py, P,,
P,, ... (Bild 323).

Eine einfache Raumkurve, die Gerade, wurde bereits in 39.5. behandelt. Ersetzt man
in Gleichung (196) 4 durch ¢, so erhélt man

1) =1t + ta = (x5 + tar)i + (Yo + tay)j + (30 + ta )t
bzw. in Koordinatendarstellung

B(l) = + taz; Ylt) =yo + tay; 2() =2 + ta,.

Bild 323 Bild 324

BEISP[EI.;E
1. Wolche Raumkurve beschreibt
t(f) = (@cost) i+ (asint)j + ctt?
Losung: Die Koordinatenstellung lautet.
2(t) = acost; y(t) =asint; 2z2(t) = ct.

z(t) =acost und y(¢) = asint ist die Parameterdarstellung eines Kreises in der z;y-
Ebene. z(t) = ct besagt, daB sich die z-Koordinate proportional dem Parameter ¢ dndert.
Waichst ¢ von 0...2x, so durchliuft die Projektion der Raumkurve in die 2;y-Ebene einen
Kreis, gleichzeitig hebt sich die Kurve von der 2;y-Ebene ab und erreicht fiir ¢ = 2:c eineHohe
von 2rc (Bild 324). Die Raumkurve ist eine Schraubenlinie mit der Ganghéhe 2:z¢, die sich
auf dem Mantel eines Zylinders mit dem Radius a befindet.

2. Welche Raumkurve beschreibt
t(t) = (@ cost)i-+ (bsine)j+ (Ja2 — b2sint)t mit ¢ >0>0, 0<t<2r,
2() =0

L osung: Die Projektion in dic z;y-Ebene ist cino Ellipse mit den Halbachsen a und b, denn
x=acost, y =bsint ist nach (148) eine Parameterdarstellung der Ellipse.

2 8
In der y;z-Ebene ergibt sich ein Geradenpaar z = EV&—J- #. Die Projektion auf die
z;z-Ebene ist (wegen z = 0) eine Halbellipse x) + — £ B = Ll
a? a* — U*
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Berechnet man {¢(f)| = Viz(t) P + [y())* + (2(t)]? = @, so erkennt man, daf die Raum-
kurve auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius a liegen muB. Es ist die Schnittkurve
eines elliptischen Zylinders!) mit einer Halbkugel (Bild 325).

Ist der Ortsvektor r zwei skalaren, voneinander unabhingigen Parametern s und ¢
zugeordnet, so beschreibt seine Spitze eine Fliche im Raum: t = 1 (s, ¢). Die Ebene
als einfachste Raumflache ist in vektorieller Darstellung bereits bekannt: t(¢) = ro +
-+sa + ¢tb. Die Koordinatendarstellung der Ebene lautet:

x(t) = xy + saz + thy, y(t) = yo + say + tby, z(t) = 2y + sa, + tb,.

Bild 325
BEISPIEL

3. Welche Fliche im Raum steillt ¢(t) = (scost)i + (ssiné)i 4+ ctf mit 0<s<a,
0<t<2x dar?

Losung: Setztman s = const. = k, sobekommtman mit v(t) = (k cost)i - (ksint)j+ ctt
die Gleichung einer Schraubenlinie (vgl. Beispiel 1).

Fir ¢t = const. = k& erhiilt man die Raumkurve (s) = (cos k) si + (sin k) 8 { 4 ck¥, deren
Projektionen in die

7, y-Ebene Geraden durch den Ursprung,
z, z-Ebene Geraden parallel zur z-Achse,
¥, z-Ebene Geraden parallel zur y-Achse

ergeben. Die Raumfliche ist eine Wendelfliche.

AUFGABEN

1064. Welche Raumkurve wird durch x(t) = (@t cost)i -+ (a¢sint)j + ctt dargestellt?
1065. Was fir eine Fliche im Raum beschreibt

a) t(s,t) = (e scost)i 4 (e ssint)j + csk;
b) t(s,t) = (8tcost) i+ (s¢sint)j+ cti?

) Ein Zylinder, dessen Grundfliche eine Ellipscnfliche ist



LOSUNGEN
zu den Aufgaben 1 bis 1065

1. In allen mit Ausnahme von c).

2. Allen mit Ausnahme von c), f) und g).
3- {7‘: l: 8, e}: {7‘: l,@}, {i!l’ G}, {i,"s,e}: ”, 8’8}9 {7” l}’ {"’1 8}: h’f e}’ {l9 '9}1 {l’ 8}, {s’e}! {i}: {l}v {8”

{e}, .

. a), b) und d) sind symmetrisch, reflexiv und transitiv. c) ist symmetrisch, aber nicht reflexiv

und nicht transitiv.

B
AnB
T 8 R P D
T T
S S 8
A R R Q R
P R & R R
D|S S @ 8 D
-ﬂ) 1a,u,t,0,ma8}, {a,u], {t:.}‘

b) {0, 2, 4, 5,6, 8,10,...}, {0,10,20,...}), {2,4,6,8,12,...}.
c¢) Menge aller russisch oder englisch sprechenden Menschen,
Menge aller russisch und englisch sprechenden Menschen,
Menge aller russisch sprechenden Menschen, die nicht englisch sprechen,

. KN(EuU)=(KENE)\U 8 AuBuC 9. A4nBnC
10.
12.

a) g b) 4 c) @ 11, a) 4 b) A4

a) Richtig. Transitivitdt des Enthaltenseins.

b) Falsch, wenn a € B.

c¢) Falsch, wenn a ¢ B.

d) Falsch, wenn B echte Teilmenge von 4 ist.

e) Falsch. Es folgt nur 4 = B.

f) Richtig. Aus AnB=AuB folgt A=AnB und darans A — B. Analog ergibt
sich B— 4. Alsoist A = B.

.a)a¢ B b)a ¢ B 14. @
. Zwei elementfremde Mengen (vgl. Aufgabe 14) kénnen nur gleich sein, wenn beide leer sind.

AN\B=g = AcB, B\A=¢g = BcAd, = A=B.

. a) A = B [vgl. Aufgabe 12.f)] b) =>ANB=g => AcB

. Vgl. Bild 326.

. Auf beiden Seiten ergibt sich: bei a) {g, ¢, ¢, 8, £ n, !}, bei b){e, %, s} und beic) {g,t}.

. a) wenn jeder Studierende genau ein Zimmer bewohnt. (Dabei kénnen mehrere Studenten in

demselben Zimmer wohnen.)
b) wenn jeder Studierende genau ein Zimmer bewohnt und nicht mehrere Studenten das
gleiche Zimmer bewohnen.
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20.
21.

22.

24,
26.
217.

28.

29.

3¢

An(BuCI=lAnBlulAnC)

8 | A
c |
{ANBINC=A\(B.C) Bild 326

Die Abbildung muB eineindeutig sein.

Die eineindeutige Zuordnung der Punkte
kann etwa wie in Bild 327 geschehen.

Ja: Indem man zum Beispiel jeder Zahl der
Menge {0,1.2,...} die umeins groBere zu-
ordnet, erhilt man eine eineindeutige Ab-
bildung dieser Menge auf ihre echte Teil-
menge (1,2,3,...}.

. Nein. Vgl. Aufgabe 22, Biid 827
Ja 25. N\ {0}
Sie ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

Das Quadrat g der natiirlichen Zahl a ist die Elementezahl des aus der endlichen Menge 4 mit
der Elemcntezahl a gebildeten Mengenprodukts A4 X A:

Q=A% A,

q = a2,
Rechts steht die Zahl, die zu ac addiert ab ergibt. Es ist zu priifen, ob die linke Seite eben-
falls diese Bedingung erfillt:

alb —¢) 4+ ac =a[(b — c) + ¢ (Distributionsgesetz)

= ab;
denn b — ¢ ist die Zahl, die zu ¢ addiert b ergibt.
(@+b){a—0b)=(@a—>b(+0b) (Kommutationsgesetz)
=(@—bla+ (a—0b)b (Distributionsgesetz)
=a(@a—>b) + b(u —b) (Kommutationsgesetz)
=a? — ab 4 ba — b (Regel aus Aufgabe 28)
=a? — b? (Kommutationsgesetz).

Algebra und Geometrie
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30.

31.
32.
33.

34.

35.
36.
37.

38.
39.
40.

41.

42,

43.

a) Vereinigung und Durchschnitt,
b) Vereinigung und Durchschnitt.

Reflexiv, transitiv, aber nicht symmetrisch.
Die eineindeutige Abbildung wird durch die Zuordnung n — 27 (n ¢ N) bewirkt.

1 2 3 45 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 2 23 2 42 434262 44528626

Der Fehler liegt in der stillschweigenden Voraussetzung, daB es eine groBte natiirliche Zahl
gabe.

a) L00 OLL b) L LLL LLO ¢) L 0LO 000 d) L0 000 000 000
a) 17 b) 85 c) 127 d) 365
Die zu iibertragende Dezimalzahl wird rechts in dieunterste Zeile geschrieben. Ist die Zahl un.

gerade (gerade), so wird 1 (0) subtrahiert, der Subtrahend in die oberste, die Differenz in die
mittlere Zeile geschrieben. Die Differenz wird durch 2 dividiert und in die unterste Zeile links
neben die gegebene Zahl geschrieben. Dieser Vorgang wiederholt sich, bis das Verfahren ab-
bricht. In der ersten Zeile steht dann die Zahl in dualer Schreibweise.

Gerade Zahlen haben die Endziffer 0, ungerade die Endziffer L.

Indem man eine, zwei, drei, . . . Nullen am Ende abstreicht.
a) LO000 b) LLLO ¢)LLL L00 d)L LLL LOL 000 e) L L00.
Induktionsanfang: » = 1: 12 :% =1,

SchluB von k auf k& + 1:

Wt BB

( (2!.~+1)k

(24224 .. .+ R+ (k412 =

~(k+1) +k+1)=

b 1 (2k+ l)lb+ U(k—f 1) _
2R 7k 4-6) (k4 1)

6

Dies erhdlt man aber auch, wenn man in die Formel
2z + )nln+ 1)
6

fiir n den Wert k + 1 eintragt.
a) Die erste Stelle des Paares kann mit m Objekten, dle zweite mit jedem der verbleibenden
m — 1 Objekte besetzt werden: m(m — 1) Moglichkeiten.
b) Die ersten beiden Stellen kénnen nach a) auf m(m — 1) Weisen besetzt werden. Fiir die
dritte ‘Stelle verbleiben m — 2 Elemente: m (m — 1) (m — 2) Moglichkeiten.
¢) Die ersten drei Stellen kénnen nach b) auf m (m — 1) (m — 2) Weisen besetzt werden. Fiir
die vierte Stelle verbleiben m — 3 Objekte: m(m — 1) (m — 2) (m — 3) Moglichkeiten.
Der Induktionsanfang ist in Aufgabe 42 geliefert.
SchluB von k auf k + 1: Die ersten k Stellen lassen sich nach Induktionsvoraussetzung auf
m(m —1) ... (m —k 4 1) Weisen besetzen. Fir die (k 4 1)-te Stelle verbleiben m — k
Objekte. Also ergeben sich m(m — 1)...(m — & + 1) (m — k) Moglichkeiten, Gruppen aus
k + 1 Elementen zu bilden.
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45.

46.

47.

48.
49.
50.

51.

52,
53.

55.

56.

57. a

34*

. a) Von zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets eine gerade. b) Von drei auf-

cinanderfelgenden natiirlichen Zahlen ist mindestens eine gerade und stets eine durch 3 teil-
bar. ¢) Von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets eine durch 4 teilbar, eine
weitere durch 2 und mindestens eine durch 3. Verallgemeincrung:
(i 1)... k—1
n(n + 1) k'(n+ ) e .

a) x® — 827 + 282% — 56z + 702* — 5623 4 2822 — 8x + 1

b) — 8 —_— 3 2,2 St 3 a4
)l u+ wv + uv +27u11 +817J

¢) 32a5 — 240a%b + 720a%b? — 1080a25® + 810abt — 2435°

8) (2 + 19 b) (@ + 2)* o (u—20P

d) (6° + 3)° e) (2a + 3b)°

a) 1092 727 b) 994 011992 als (1000 — 2)®

c¢) 96 059 601 d) 10 510 100 501

2a® 4+ 30a* 4 30a? + 2

a® + b + ¢3 + 3a% + 3ac + 3b% + 3b% 4~ 3c2a + 3¢ + Gabe
a) 455 b) 252 c) 330 d) 2002 ) 171

6 6 4
G () = ()
n und & miissen natirliche Zahlen sein, die der Bedingung n = & geniigen.

Eindeutig, aber nicht eineindeutig.

L
L L
L Lo L
L LL LL L
L Loo LLO Lo0 L
L LOL LOLO LOLO LOL L

Mit Beriicksichtigung der Reihenfolge wiren es nach Aufgabe 43 m(m — 1)...(m — n + 1)
Moglichkeiten. Dabei werden aber immer »! Moglichkeiten aus den gleichen Elementen,
nur verschieden angeordnet, gebildet. Also gibt es ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge

m(m—l)...(m—n+1)__(m)

n! n

Maoglichkeiten. )
(ﬂ-+2)(n+_l) b)(n+k)(n+k—l)-.-(n+1)
2 k!

n+k(n+k—1)...(n+1)n
(k+ 1)!

)( n ) an—1)...(n—k) b) n—1\ (—-—1N®r—-2)...(n—k+1)

k41 (k+ 1) (k—l)_ (k — 1)!

c)(n+l)_(n-|—l)n.(n—l)...(n—lc—l—1)

a)

c) d) 1

fl

k+1 (k+ 1)1
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58.

59.

60.

61.

62.

63.
64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

nr—1)...(n —k+1)(n—2k—1) (n\n—2k—1
(k + 1)! "(k) k41
Induktionsanfang: n = p: (Z) = (; i i) (= 1)-
Schluf von k auf & + 1:
P k k+l)_(k+l (k+1)_(k+2)_ (k+1)+1)
[(P)+"'+(p)]+( p ]+ 1)t U J7+1)=0 2+t )

Fiir a) ist p = 2 zu setzen.

a) (1 + a)®® = 1 4 50a + 122502 + - - .
b) (@ — 1)1 = @2 — 10a® + 45a® — 12007 + 210a® — 25205 4 — - - -

a) 47x 4 36522 + 49352% + - - -

b) 128 - 1984z + 1449622 + 6635223 + - - -
¢) —1 —22 1422 43023 4 - . .

d) 729 + 116642 + 8505022 + 36990023 - - - -

ap)+(3)++(0) =2

(5)- ) (B (5)# = onfy) <o
a)G=NuN b)N=G\N

Beziiglich g und & sind 6 Falle denkbar, die im Folgenden mit Hilfe zweier natiirlicher Zahlen
m und % dargestellt werden:

1.g=m, =n, m2n: g—h=m—neN,-
2. g=m, h=mn, m<n: g—h=—(n—m)ekN,
3. g=m, h= —n, : g—h=m+4+neN,
4. 9g=—m, h=mn, : g—h=—(m+n)€ﬁ,
5,9g=—my h=—n, n=2m: g—h=n—meN,
6.g=—m, h=—n, n<m: g—h:—(m—n)elv.

xl-—-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y|473 148 3 8 1 —2 —7 4 713

a) —4 b)210 ¢) —1 d) — 126
~n+1\ (=n+1)(=n) (=1)P@r—1)n _(m
2 ) 2 B 2 2
Ja. Dies ist aus folgender Zuordnung zu erkennen:
1 - 501 0 > —500
2 — 502 —1-> —501
3 > 503 =2 —502

Die Reihenfolge gibt eine Ordnung. a) Das Monotoniegesetz der Addition gilt nicht: Tm Sinne
dieser Ordnung ist 2 < —4, aber die durch Addition von 2 auf beiden Seiten erhaltcne Un-
gleichung 4 < —2 ist falsch, weil 4 nach —2 kommt. b) Das Monotoniegesetz der Multi-
plikation gilt.

a) 21 b) 14 71. a) 9 b)19  c)4
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72.
75.
76.
i

84.
85.

86.

87.

88.
89.
90.

91.
92.
93.
94.

95.
96.
97.
98.

-7, -3,3, 17 73. 4a + 20 74. a) 5a — 3b b) —a +3b+2
Fiir gerade n; oder fiir ungerade n, wenn a = 3 ist. ’

la| + 1b] + ¢}

a) +1fiira >0, —1 fire < 0. Fiira = 0 ist a/|a| nicht definiert,

b) a fire > 0, 0fir ¢ <0,

c) die groBte der beiden Zahlen a und b. 1st namlich @ = b, so folgt ja — b| = a — b, ist
aber b die groBte, sogilt |a —bj=~(a@a—~b)=b —a,

d) die kleinste der beiden Zahlen @ und b.

. Eindeutig, aber nicht eineindeutig.

. 8) 3a2 + 5 |al || b)a + |allb| + b ¢) 3+ lal + 4|al |b| +2b?
. lal® +3a®|b| + 3 laj b + [b

. BervooLLl: (1 +m)* =1 4+ m-n =13

.a)Bei a-b=0 oder n =1 b) bei a =0 oder n =1

.(14+a)(1+b =1+4+a+ b+ ab. Wenn a und b gleiches Vorzcichen haben, ist a -b = 0,

also der bereclmete Ausdruck nicht kleiner als 1 4+ a + b.
{al* + 16I* — 2 aj|b] = (la} — |b])*= 0
Man setzt in der CAvORY-ScEWARzschen Ungleichung
(a1by + agby)? < (a3 + a3) (B3 + &3)
a=a, a,=b, by =by=1.
Induktionsanfang: » =0: 2°>0.
SchluB von k auf k + 1: Wegen 2% > 1 folgt aus 28 >k
okl = 2.9k — 9% 1 2k > k4 1.
2a,bya,b, + 2a,b,a3b; 4 2ayb,a3b; < aibi + aibi + a3bt + alb% + alb} 4 albl,
0 = (216, — a,01) + (a1b3 — a3b1)? + (a2b; — ayb0)?.
Es wird durch z — = = 0 dividiert.
Eindeutig, aber nicht eineindeutig: (2; 1) und @; 2) werden demselben Bruch zugeordnet.
Das Gleichheitskriterium fordert:
ghuu’ + glur’ + hkeu' + hlvv’ = ghuw’ + glu'v + hkuv' + hlve'.
Wegen ufv = u'fv” ist aber uv” = u'v.
a)a  bla ) —a d)o e) 0
Ja, die Menge {0} bildet den cinzigen solchen Zahlenkérper.

Unendlich viele, zum Beispiel alle Zahlen 2/,, 9/,, %/, ... .

ks gibt keine kleinste positive rationale Zahl. Die Hilfte einer jeden positiven rationalen
Zahl st wieder eine positive rationale Zahl. Sie ist aber noch kleiner.

0, 1: -1, l/zr - ‘/2! 2# -2, l/31 "'l/:lv 3: "“3: '/47 '—‘1/4’ 2/3’ _2/:’ 3/27 _3/‘27 4, _4” 1/5'
&) 1.9487 b} 0,9039
a) s b) i c) — 13 d) —%/4

Wegen a<b hat man ma + na <ma -+ nb <mb+ nb. Burch Division durch
m + n == 0 erhilt man die Behauptung.
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99. a) 2z =3 -2 -1 0 1 2 3
y —179 —19 1 1 5 6t 361
b) = —2 —1 0 1 2 3 4 5
Y 51 8 1 0 —1 16 93 296
100. a) zum Beispiel 37", — 2T, b) zum Beispiel 7', + 57T,
101. a) die falsche Avssage 13 = 5 b) eine Identitdt beziiglich K
102. Ja: jede unerfiillbare Gleichung ist zugleich Identitit beziiglich der leeren Menge.
103. Die Zahl heiBt 27.
104. Ist z eine Erfiillung der Gleichung T, (z) = T(z), so folgt nach dem Eindeutigkeitsgesetz
der Addition (vgl. 2.2.) aus
TI(E) = Te(z) (I)
und _ _
T(z) = T(z) (11)
Ty(z) + T(@) = Ty (=) + T (). (111)
Umgekehrt ergibt sich wegen der Eindeutigkeit der Subtraktion aus (IIT) und (11) die Wahr-
heit von (I).
105. ) ¥y, b)5 c) 5 d)t
106. 5und 7
107. a){-—4, —3,...,7} b) {—1,0,..., 4}
c) {—4, —3, —2} d) {5, 6, 7}
108. a) 3,15 b) 247
109. 3,0
110. Aus T,(z) < T,(z) folgt nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation (vgl. 2.2.)
Ty(z) T (z) < Ty(z) T (x). Ebenso folgt aus der zweiten Ungleichung durch Multiplikation
mit 1/T'(z), was wegen T'(z) > 0 wieder eine positive endliche Zahl ist, die Wahrheit der
ersten.
11. a)z <1 b) = < 1/, ) @
112.  Ja. Zwischen je zwei Zahlen der Menge liegt stets noch eine dritte.
113. TDer Beweis entspricht dem in 8. 1. gefiihrten, daB es keine rationale Zahl mit dem Quadrat 2
gibt. Statt ,,gerade heiBt es jedesmal ,,durch 13 teilbar.
114. a) ¥y b) 5708 /ge c) 2319570/ 400000
115. Die Differenz betrigt 0,000 ... = 0. Die beiden unendlichen Dezimalbriiche sind gleich.
116. a) 1,414 b) 1,732 c) 4,123 d) 1,171
117. Die Folge konvergiert gegen Null.
118. a) Konvergiert gegen 0,
b) divergiert,
¢} konvergiert gegen 1.
119. a)(—1;2] b) [0; 1) ) (—152)\ {0} d) o
120. a) {0} b) {0} c)(—1;2)
121. a) ¥y b) g c) /s d) Vg
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122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.

a) 0,000L b) 0,LL ¢) LO,LLL d) 0,LO0CL

a) 0,0LOL ... b) 0,LL00 ... ¢) LOLL.. d) L,00LLIO...
a) i/, b) ¥f15 ©) /35 d)t

L,0LL ...

—0,0572 .

Genau dann, wenn die Bagis negativ und der Exponent eine ungerade Zahl ist.

£ | =3, -1 =, 0 s 1 e 2

129.

130.

131.

132.

133.

134.
135.
136.

2| 035 050 071 1,00 1,41 200 2,83 4,00
3| 019 033 058 100 173 300 519 9,00
47| 012 025 050 1,00 200 4,00 800 16,00

Der Beweis entspricht genau dem in 9.1 erbrachten Beweis, daB das dritte Potenzgesetz
fiir rationale Exponenten gilt. Es sind lediglich die Multiplikationszeichen durch Divisions-
zeichen zu ersetzen.

a) Fir natiirliche Exponenten:

(ar)m =(a.--.a) (@: - a) o (@ v eee o a)b = qhm,
" n n

m
b) Fiir ganze Exponenten mit verschiedenen Vorzeichen:
(an)—m = 1 = L = g™ (a—”)m = L . = . = q—hm
(an)m anm a® (all)m

c¢) Fiir zwei negative ganze Exponenten:

= ghm,

fa == (1/ar)™
d) Fiir zwei gebrochene Exponenten:
Behnuptung; (aﬂf}l)h/m — aoh/nm
Die rechte Seite ist die nicht negative Zahl, deren nm-te Potenz ad” ist. Diese Eigenschaft
kann von der linken Seite leicht durch Ausrechnen bestitigt werden.

Da beide Seiten der behaupteten Ungleichung nicht negativ sind, ist diese gleichwertig
mit
(@ + b)* = 4ab.
Daraus crgibt sich durch Umformen die dquivalente Ungleichung
(e—0bp 20,
die sicher richtig ist, weil Quadrate reeller Zahlen nicht negativ sein konnen.

Induktionsanfang: a <b (n=1).
SchluB von k auf k + 1: Aus ak < bk folgt akb < bkb, aus a < b folgt a.at < ba*.
Beides zusammen ergibt a¥+1 < pk+1 )

Die zu beweisende Abschédtzung ist nach Aufgabe 132 gleichwertig mit 1 + z < (1 4 2z/n)n.
Diese Ungleichung aber gilt auf Grund der BernouLLischen Ungleichung.

1

a) 2 b) 1 c) 3Y3+12 d)7

Weil allle Potenzen von 1 wieder 1 sind und deshalb s — 1% keino eineindeutige Abbildung
darstellt.
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137. a) —3 b)?/; c) —2 d) —3/,

138. Essei r = log,u, also u = a7. Darausfolgt: u* = (ar)?, dasheilt u¢ = a8, In Logarith-
menschreibweise heifit dies s = log, us. Durch Einsetzen von r = log, 4 wird der Bewens
vollendet.

139. a)3loggu + -%- logg (u +2) — 1 b)log,(a® — 1) — loggd + 4
c) log, u + % logs v — log, w + 6

140. a) 1354 b) 2,5894 c¢) 0,003639

141. a) 6,2094 b) 6,0224 c) —3,7783

142. 2,7182818

143. a) 3,14159 und —2,06091 b)3,1416 und —2,0609

144. a)1,19405, logarithmisch 1,1941
b) 0,85076, logarithmisch 0,85082

145. a)reflexiv, transitiv und symmetrisch
b) transitiv, nicht reflexiv, nicht symmetrisch

146. Zwischen zwei verschiedenen Zablen a und b gilt nicht stets entweder 2 < b oder b <L a.

147. a) 0,95 b) 1,004 c) 1,007 d) 1,04 e) —0,013

148. a) 0,96 b) 1,13 c) 1,00 d) 0,96

149. a) 11.7 b) 0,32

150. In(( 4 e)* ~ —ne

161, (1 4+ e +3(1 +e) =51 +¢e)?+ 1~ 3¢
z | 095 096 097 0,98 0,99 1,00 1,01 1,02 1.03 1,04 1.05

P (z) gendhert -0,15 —0,12 —-0,09 —0,06 —0,03 0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0.15
exakt | —0,12 —0,10 —0,08 —0,06 —0.03 0,00 0,03 0,06 0,10 0,13 0,17
b S — T
152. a)2 V1L + 5¢/8 ~ 2 4 5¢/12 b) 2¢/(6 - 5¢) ~s /3
)5 — 10 Ht  tte 4 L&
i 2 1+e2 272
153. Guthaben nach n Juhren:
a) 500 (1 + 0,03 n) Mark; b) 500 (1 + 0,02955 » + 0,000 45 n?) Mark

154. Pi = Pefn = Peof(1 — €) & Pe(1 4- ¢)

155. 1,10P,, 1,08F, 1,06P,, 1,04P., 1,02P,.

156. Y2 ist die nicht negative Erfillung der Gleichung 22 — 2 und dadurch eindeutig dcfi-
niert. j ist als eine Erfiillung der Gleichung 22 = — 1 schlechthin definiert.

157. Als eine Zahl, deren Quadrat ebenfalls --1 ist, hiatte —j das gleichc Recht wie j auf die
Bezeichnung Y=1. Das Symbol Y =1 wiire also nicht eindeutig.

158. )3 + 4j, 3 — 4j M14§Ve 1 —jye ¢)a+bj, a—bj

159. a)8 + 15j b) —1 ¢) 3 — 3j
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160.

161.

162.
163.

164.
165.
166.
167.

168.

169.

17e.
171.
172.
173.

174.
175.

176.

177.
178.

a) 7 +j b) 49 4 41j c) 78 _
d) — 14 + 6j e) 17 f)746jY2

116 . . ]

Ly - ] b)3 + 2 S POAL) d 2
a)29 29} )3+ 2j c) + 2j )14 2j

3 ¥z . 1 — P)

=, e £) — (1 + 2§ "
o — i )5(+Jl’6J g 5 — 1
Genau dann, wenn sie reell ist.
a) {4 +8j und 14 — 8j b)i—{—i' und -

1 7 ig T 519 0 35

Die Ergebnisse sind wiederum konjugiert. _ B
a) 2z + 3y)) 2z —3yj) b (Va4 jVb)(Va—iyb) o) (4+ )4 —1)
a) —1 b)jl c) —j d)1
a) —j b) 1 o) 1 dye -
a) —4 b) —38 — 41j
¢) 29 + 278j d) = 3%(1 — 2j)* = —567 + 1944]

i i 24 1 1y 1. =

L B o —— d)--¥2 — = jy2
» g )62 Tezs! 973 1y V2 —g il
a)— 20, 3 byex R

1369 2738 17 177

25 5 5 3 .
d) == =i e —t

'3 713! R TARTE

122—597j und 122 + 597j. Die Ergebnisse sind wieder konjugiert.

—2+4-3j und 3 + ] erfiillen die Gleichung.

a) Y13 b) V13 )3 dya V2 e) 5 f) V2

a) Auf einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius 1,

b) im Innern dieses Kreises,

c¢) auBerhalb dieses Kreises,

d) auf einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius r.

Als Abstand der Zahlen z, und z,.

a) Auf einem Kreis um die Zahl 2 mit
dem Radius 1,

b) im Innern und auf dem Rand eines
Kreises um die Zahl —3 mit dem
Radius 2,

¢) auBlerhalb eines Kreiges um die Zahl
1 + j mit dem Radius 1.

a)lz 42— jl=4

b)|z —jl<1

)z — 2| =7

Vgl. Bild 328.

a) Y(a, + a,)® + (by +_b2)2 =
< Vai +6% + Vad + b} <=

(@ya; + b ba)® < (af + b7) (a] + B3).
Diese Ungleichung ist auf Grund der Bua 328
Cavucity - Scawarzschen Ungleichung
stets richtig(vgl. 5.2.).

Bk
[ £ ¢,
=== P AT A
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179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.
186.

187.
188.
189.

190.

191.

192.
193.

b) V(@2a, — b15,)° + (a,b, + a;by)* = Vai + b} Va} + B3
Dies wird durch Quadrieren und Vergleichen leicht bestétigt.

a) Eineindeutig. Spiegelung an der reellen Achse.
b) Eineindeutig. Drehung um den Ursprung, 180°.

a) 2(cos 300° + j sin 300°) b) V2 (cos 225° + j sin 225°)
¢) 17 (cos 61°56” + j sin 61°567) d) cos 270° + j sin 270°
e) 2(cos 0° 4- j sin 0°)
3 = . — . " ;
&5 (13 +) M2IT(—1+D) 95 (B =) di+i o5

a) rfcos(—@) + j sin (—¢)]

b) r[cos (p + 180°) + j sin(p + 180°)]

Zwei komplexe Zahlen sind konjugiert, wenn sie den gleichen Betrag haben, wihrend ihre
Argumente entgegengesetzt gleich sind.

a) 2—10 (cos 345° + j sin 345°)
b) 415 (cos 15° - j sin 15°)
c) % (cos 105° + j sin 105°)

5,03 — 0,29 = 1 1 =
a) —64 + 64j b) 16 c) —512j d) —512 — 512§ 3 e) 5 2l gj V3
Die Summe der Argumente der Faktoren muf8 ein ganzzahliges Vielfaches von 180° sein,
z = r(cos @ - j sin @), 2 =r [cos(—g) + jsin(—g)],

2R = rn(cos n@ + j sin ng), 2 = r"[cos(—mp)_-*-_ jsin(—n@)] =

zn = rt(cos np — jsinng), = r”(cos np — j sin ng).

Eineindeutig. Das Innere des Kreises um den Ursprung mit dem Radius 1 wird auf das
AuBere abgebildet und umgekehrt (Spiegelung am Einhcitskreis).

a) 7, &~ 0,707 + 0,707j, 2 ~ —0,966 + 0,259j, x; ~ 0,259 — 0,966

o= 2 VE(+i18), m=—7 12 (1+]V3)

1 1. = 1 1,
c)xo=2+?J}/-:3, x1=—‘1’ xa—_z"_glﬁ
1 = . _ 1 .
o= 5 V2 (+i) m=—5 V2 0+
1 E 1 .l/‘)_‘ N . 1 ‘/(_’-+L' 2
e)x°=l, z1=—2—v +?] &y T =1, x,-———z— & 2] >
1 = 1, o . . R
7, = —1, x5=—?l/2 —'AE]VZ, z, = —1i, x,:;}/?.—-é-;n.
fzg= 1,000 + 1,000j, 2z, N(—0,259 + 0,966j, z ~ —0.966 + 0,259, .
zg = —1,000 —1,000j, ‘z, ~ 0,259 —0,966j,. 25~ 0,966 — 0,259j.
g) % ~ —0,957 — 1,430j, 2, =~ — 0,760 + 1,544j, 2, ~ 1,712 — 0,113]
k- 360° . k-360

o
z; = cos —+jsln—n—,ke{0,1,...,n—l§
i n
Auf dem Einheitskreis, den sie von der Zahl 1 aus in n gleiche Abschnitte teilen.

a) Bei der Ausfithrung der vier Grundrechnungsarten,
b) bei der Multiplikation, der Division, beim Potenzieren und beim Radizieren.
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194,
195.

196.

197.

198.
199,

200.
201.

202.
203.

Addition, Subtraktion, Multiplikation (Division nur dux;ch Konstanten).

A =2, 13=j, Tg=—2, z,=—])
bty =V3+4j» Za=—V3+4j, 2s=—V3—j, 2, =13~
c)z;=%Vﬁ_+—;-j}/§, xa=;—2+—;—j}/8_, x3=——;—ﬁ+%'}/§’
x¢=*’:‘1,'vg+-é—jﬁ, :cs_—_—%}’é_.%jy'g', %=_%]/2—_'%.VE,
w=t@-Liw, 2 Lw-Llim

2)In2 + % j =5 0,603 + 0,524j b) —%mz 4 % Tjss —1,040 + 2,356j

c) % 7ja 5236]  d) 1,609+ 5358]  e) 1,282 + 0,983j  {) % 7~ 4,712j
a) Seiz =r(cosp + jsing), 2z’ = ¢'(cos g’ + jsing).

= % = < [o0s(p — @) + j sin(p — ¢']
r
=>h :_' =In 5 +(p—9)j= {Definition der Logarithmen)

ke g
=(nr+¢j)— (0 +¢j)=Inz—Inz (ln?-=lnr—1 r’)

b) Sei z = r(cos @ + j sin ¢).

= 2zh = ri(cos ny + j sin ng)

S Inzt=Inm + nepj = (De€nition der Logarithmen)

=nlnr 4 nepj=n(hr + @j) =nlnz.

Auf einem Kreis um den Nullpunkt der Gaussschen Zahlenebene mit dem Radius 1.
Sei z=a+bj, 2 =a + ¥b'j.
ez.e2 = ed(cos b | j sin b) - €' (cos b’ - jsin b’) =
e3+a"[cos (b + b') + j sin(b 4 b')] = ela+a)+(6+b) = e2+7',

w
ind+ 1—21

a) e ~y el1,090+0,262] b) eln2+ni oy ¢0.693+3,142) ¢) e0.112+2,017]
a) — % a — 0,368] b) Yo cos 45° + j Yo sin 45° s 1,167 - 1,167] c) 0,476 + 0,589
15_ .20 .
a)e—6+8) b) 1 ) o% B
a) Auf Grund der Formeln (20) ist:
ele+d)i — e—(@+W)}

sin(p + ) = _'2j—s

€9l —c—9i edj 4 e—bi o9} + o=l g¥i — o—¥)
2j 2 2 2j
Durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ldBt sich der zweite Ausdruck in den er-
sten umformen.
b) Nach (20) gilt:
e2w] + e—ﬂwj

cos 2¢ = -2—,

1— 2sin?p = 1—2(

sin @ cos g - cos @siny =

ev) — e-~a=:l)2 _ 2+ e2¢) — 200) e—9) 4- e—29]
2j 2 '
Der letzte Ausdruck stimmt mit dem fiir cos 2¢ iiberein, indem e®ie—®i =1 ist.
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204. {(4; —2)} 205. {(11; 10)} 206. {(—1;3))
207.  {(0; 2)} 208. {(1,2; 0.8)} 209. {(—1,3; 1,1)}
210. {(3;4)} 211. {{x;2 —3x) |z e R} 212. @
1,422 — 4.1
213. {(0,8; —4.3)} 214. {(1,60; 0,75)} 216. |t ===g ) |ze R}
216. {(3; —4) 217. {(1.5; —3)} 218. {(0; 0)}
219. {(1; 1} 220. {(3; —2)} 221. o
222, {(14;2)} 293. {(x; 0) |z € B} 224. {(1; 1)}
225. {(7a — 4b;3a -}- b)" 226. {{3a — 4b; Ta 4 10b)}
oz, B @ ggs, Jatb =t
a+ba+b a b
0229, {(1; 1)} 230. {(bla + b);a(db — a)}}
231 (2a(a+b)'2b (@ — b))} 939 a® — b a® — b
- J ' 2¢ * 2a
233. {(“ *2 A ;b)} 234, {((a4 bY;a2 —83)}  235. {(3;6)
236. {(3;3); 237. ¢ 238. {(3;6)} 239, {(2;3)}
240. {(Ys5 Yfa)} 241, {(0; 1)} 242. o
243. {(xi_ x) 2 € BNE —%; —%1o) 244, {(—1;0)) 245. {(5;6))
246. A: 90 Tage 247. 12 min
B: 45 Tage 9 min
36 .
? min
248. Vorjahrsproduktion: 800 Maschinen, Produktionsauflage des neuen Jahres 960 Maschinen.
249. 28 Tage, 21 Tage 250. B,: 272 1090
9(‘?’2 — 01
B,: 2 2 — o) 100 ©
T ol —a)
Misch, -Verh.: &1 (2 — @
@0 — @)
251, F;: 22 1009 252. 39,216 kg Cu
€2 — 01
F,: 2 1009 7,809 kg Zn
ez — 01
Misch.-Verh.: £2—2
e— 0
253. 36 dm? (¢ = 1,15 kg/dm?) 254. 20cm 255. 34 cm
24 dmm® (o = 1,20 kg/dm?) 15 cm 50 cm
256. 17 cm 257. Ein derartiges Rechteck existiert nicht.
7cm
258. AAf(—LE; 44— Ist b > a, so muB 4 4 > b? sein,
b—a b—a
ist b <a, somuB 44 < b2 sein.
259. Es existieren unbegrenzt viele Rechtecke it den Seiten z > 24 und y =z — 2a, wenn

A4 = a® ist.
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260.

264.

267.
269.

271.

274.
276.
279.
281.
284.
286.

287.

289.
291.
293.
295.
297.
299.
301,
303.
306.
309.
310.

313.
317.

320.

323.

326.
329.

55 cm/min 261. 5km/h 262. 72 kp 263. 18 kp
33 cm/min 3 km/h 40 cm 13 kp

28 Ziihne 265. 16 Q 266. {(—19¢;11¢;2¢)|teR)
44 Ziahne "9A

{(—5.31 ¢;4,18¢; 6,17¢) | ¢ € R) 268. {(2¢;0;¢) |te R)
{(z;y;@fs”—”’)u,yelz} 270. {(3t + 2;2t — 1;¢)|te R)

{(x; v 1—_—3-’“;—_31) |z, y¢€ R} 272. 273. {(13;15; 17)}
{[Y2(b + ¢ = a); Yp(a + ¢ — b); Yala + b — )]} 275. {(a; b; o))

{(15; 12; 10)} 277. {(5;2;8)} 278. {(5; 3; 1)}

(/a3 3z 2/} 280 {(Yu (22 + b —c); Ya(2b + ¢ ~ a); Yu(2c + a — b))}
{(—1;3; 2,5)) 282. {(20; 30; 40)) ' 283. {(11;13;17)}
{(30; 20; 70)} 285. {(0; 0; 0))

{(26; 3¢5 6¢) | te Ry — {(%;%;z):zeﬁ’

{(23’”4’;3,; z) |y,zeR} 288. ((t;0;2t)]t£R}={(%;O;z)_lzeR}

3
{(¢;¢; —t) |te R}y = {(—=2; —252)|ze R} 290. {(5,2; 4,1; —2,8)}
{(1.7;5 2,2; 1,6)} 292. @

{8t —2;4t+ 1;¢) | te R) 294, {(2.78; 1,76; — 3.11)}

{(1,48; 8,73; 3,15)) 206. {(4;5; —3; 1))

{(1,2; 2,2; 2,5; 1,7)} 208. {(2,3; 1,5; 1,2; 1.9))

{(1,5; 2,5; 3,25; 1,75)} 300. {(4;7;3;9; —1)}

{(4; —4;13; —6; 8)} 302. {(1,25; 2,34; 1,19; 2,11)}

{(3; 4; 5)} 304. {(2;3; 1)) 305. {(5; 4; 3)}

{(1/t5 12¢5 1/8) | ¢t € B\ {O}) 307. o 308. {(Ys3 a3 el
45 Zihne, 25 Zahne, 10 Zihne

315 km 311. 6m? 12m 312. 140 hl

vg = 70 km/h 9m3 8m 100 hl

vp = 45 km/h 4md 18 m 30 hl

vg = 30kmfh

405 314, {12; —12) 315. {16; — 16} 316. (3j; —3j}

{3; —3) 318. {2V5; —2YV5) 319. {3V2; —3Y2}

{2 ¥30; —% V:Ei} 321, {%] Ve — %j Vz} 322. {f: yab; — 7’1 }"a_l;}
{—; V=abs — ; V__ab} 324, (a—b;b—a} 325 f{uf; —aj}

{ab; —ab) 327, {b(a + 1); —b(a + 1)) 328. {3; —4)

{55 2) 330. {9; —10} 331, {3+ 2j; 3 — 2j)
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332, {1 +4j;1—3j) 333. {0,1;0,2) 334, {—1.8 + 2,1j; —1.8 — 2.1}
335. {—2,35 + 2,4j; —2,35 — 2,4j) 336, {¥y: — Yy} 337. (Y4 Yl
338. {—1+1,iV8;—1—1,jV6)} 339. {5;7/s) 340. (11,83; 5.47)
341. {0,91 + 0,89j; 0,91 — 0,89j} 342, {1,4; 1,4} 343. (3.1;2.1}
344. {a+ b; —2b} 345. {1f,(a + b); s(a — b))
346. (2a + 3b;a — 4b) 347. {"’*b; =2 }
a a—b
348. a>b:{a+Va—b; a—Va—0b} a<b: fa+jlb—a;a—jVb—al
349 {ﬂ+j‘/ﬂ;ﬂ_j‘/ﬂ} 350. {0;a + b}
n n n n
351. {13; —4} 352. {1,75; 1) 353. {2; —%/s} 354. {5; —3}
355. {2;29/5) 356. {4; — 10} 357. @ 358. {1; —28}
359. {7;19/,) 360. {o; fibb} 361. (z—3)(z+5 362 z(z—4)
363. (z — 3 + 4) (x — 3 — 4j) 364. (2z—1) @z +5) 365 2(x—3?
366. (2z — 1 + 3j) (2z — 1 — 3j) 367. (z —a)lz—b)
368. (x — a + bj) (z — a — bj) 369. (az + b) (z + d)
370. 2 —z—6=0 371, 22 —6x=0 372. 2°+8z+ 16=0
373. 2* —a?2=0 374. 224 a*=0 375, 22=0 ~
376. 22 — 6z +-13=0 377. 2 — 2az +2a2=0
378. 22 — 3(a + b) z + 2a% + 5ab + 262 =0
379. 22 —daz + 4at+ 962 =0 380. (3; —3;2; —2}
381 {1; —1;2; —2} 382. (0;0;2V2; —2V2)
383. {1; —1;2j; —2i} 384, {4; —4;jV3; —jy3)
385. {0;0;j15; —jV5) 386. {V3;—V3;iV3;—iy3}
387. {9} 388. {9; 25) 380. @ 390. {—1} 391. {9}
392, {0; 25) 393. {(@ + b)% 394. (5; —3)  395. {1; 0,5} 396. {2; 4)
397. (5; —3) 398. {11} 399, {—1) 400. {5; 13} 401. @
402. (1) 403. o 404. {5)
405. {2} 406. {a; b} 407. {1} 408. {01/} 409. {3)
410. {10} 411. {4) 412. {15} 413. o 414. (6}
415. {2,5)
416. Vor der Preissenkung 1,20 Mark baw. 0,67 Mark,
nach der Preissenkung 1,00 Mark bzw. 0,60 Mark
417. 60 Stiick; 0,05 Mark 418. 109, groBer 419. 12 Tg; 15Tg
420. 30 cm; 40 cm 421, 0,494 m; 0,192 m 422, 8cm; 6 cm
423. 8cm 424, 40 cm; 21 cm 426. 7,24 cm
426. 17,960 m 427. 135,5m; 81,5 m 428. 10 cm; 6 em; 14 cm
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429. 28 cm; 21 cm 430. 36 Tg; 45 Tg 431. 84 min
432. 15h;10h 433. 4 h 434. Eilzug: 56,25 km/h; 4h
435. 15km Personenzug: 30 km/h; 7,5 h
436. 13 cm/s 437. 35 m/min; 60 m/min  438. 48
439. 55; 100 m; 125 m 440. 52,8 km 441. 918
442, 151 m 443. 113,098 cm? 444. 160 m
445. d, =40cm; h; = 30cm 446. 678,6 cm?

dy =30cm; ky = 40 cm 1018 cm?
447. R=14cm; r="Tcm 448. D = 26 cm; d = 20 cm 449. 15kp; 8kp
450. 4A; 30Q 451. 0,5Q; 1,5Q 452. 18 kp; 24 kp
453. 8Q; 12Q; 24Q 454. 26,8 Q; 226,8 Q 455. 40Q; 10Q
456. R, — R, = 110Q 457. ~ 22500 Fl. 458. 80 cm
459. 0.67 mm 460. 4; —171 461. 0; 44
462. 8; 62 463. 24,16; 92,34 464. 0,908; 11,737
465. 8.9402; —142,7198 466. 3,838; —10,4538
467. 21,9792; 716,7460 468. 0; 10,31264
469. x| —3 -2 —1 0 1 2 3 4 5

y| 19 29 21 1 —25 —51 —71 —19 —69
470, = I — 1 o 1 2 3 4 5 6 7

y| -3 —1 15 19 17 15 19 35 69
471. -3 -2 -1 0 1 2 3

y | 47 0 —3 2 3 12 65
472. (2 — 3z + 2) (x — 2) 473. (28 — 522 4 2z + 3) (z + 3)
474, (0 — 22 + x4+ 1) (z+ 2) 475. 3(x — 2P + 5(z — 2P — 2(x — 2) + 1
476. 4(x — 3 —5(x — 3)2 + 2(x — 3) 477. 2(x + 2)* = 3(x + 22+ 5
478, (x —1)* + 4 479. 323 4 1322 + 182 + 12
480. 22% — 1522 4 36z — 23 481. 223 + 9,222 + 16,44z + 14,936
482. 2 + 1228 - 5422 + 108z - 81 483. 28 — 2z +3 mit z=x — 1
484. 228 — 5z mit z =z + 2 485. 28 + 5 mit z=2z — 3
486. 22 + 1,352+ 2,2 mit z =z — 0,5 487. 28 4- 0,882 + 1,484 mit z =z — 1,2
488. Einfache Nullstelle, (z — 2) (2 4- 32z — 4)
489. Zweifache Nullstelle, (x + 1)®(x — 3)
490. Zweifache Nullstelle, (x — 2)* (22 — 9)
491. =z, dreifache Nullstelle, x, zweifache Nullstelle, (z — 1)3 (z — 2)2
492. {2; —14+j¥3; —1—jV3} 493. {—2;1 —§V3;14+jV3}
494, (V55 V3 (= 1o+ o V3D V3 (=tfy — i V3 495. (0 1521
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{05 3 + 2§53 — 2]}
{3;5; — T}
{—6;4+3j;4— 3ij}
{5; 3 + 4i;3 — 4j)
{—2; —0,9; —3,1}
{1,5; 3; 3}

{5,467; 0,5195; — 5,987}

{4,098} 515. {6,958}
{1,44} 520. {0,456;
{1,56; 1,5; 2,345}

2cm; 4cm; 6cm

21,604 cm

{1,5; 1,5; 5,23606; 0,76393}

{4,73205; 1.26795; 5.44948; 0,55051}

497. {0; 0; —5} 498. {0; 2; —2}
500. {4 ——+ 1’_ —-————V3l}
502. {4; 5i; —5]} 503. {7: 3j; —3j}
505. {—1;24+jV3;2—jV3}

507. {—1,1; — 1,1 —1,5§; —1,1 + 1,5j}
509. {2,32;1 + 3j; 1 — 3j}  510. {1,097} 511. {2,915}
513, {1,672; —1,469; —0,2033}

516. {3,979} 517. {1,5} 518. {—2,8}
6,866; 12,679} 521. {0,936; 3,305; 7,75}
523. {6,542} 524. 8cm; 6cm; 12em
526. 6 cm 527. 8 cm 528. 10 cm
530. {2.5; 3,6} 531. {0,4142; —2,4142}

533. {2;2,5; 3; 3,5}

535.

{1,639; —1.667}

{3,149; 2,279; —0,418; — 4,997} 537. {2; 3,48}
{3,137}  539. {66,701} 540. {1,831; — 2,406}
{0,471y  542. {0,75} 543. {3,244 . 10-%; 8.414} 544. {20,135} 545. {0,0525; 2.0908}
{1,7017}  547. {4,3605}  548. {7,9816} 549. {0,8639} 550. {0; 4,615)
{7,65) 552. 15,25} 553. {7} 554. {—5}  555. {—4}
{2} 557. {1} 558. {4} 559, {0} 560. {—17; 1}
(=5} 562. {—7/4} 563. {ﬁ%ﬁ} 564. {— 0,4}
{L—} 566. {"I st 2} 567 {l’ﬁa;ﬂgé
lga+ mlgh lga 4-1gd mlga — nlgb
{2,0959) 569. {2,8613} 570. {— 1,8726} 71. {0,9691}
16,3524} 573. {1,3368} 574. 16,5937} 575. {0.2233}
{—1.2301} 577. {0,44094} 578. {3.4571} 579. {4.7424}
{— 1.4823} 581. {31,974} 582. {1,3194} 583. {2.1401}
{—0,16774} 585. {0,22813} 586. {— 5,1286) 587. {—2,7352}
{0,43544} 589. {1,1358} 590. Bei der 919. Periodc
210° 592. 7 Rollen 593, {2,5119} 594. {6,651 - 10-9)
{820,9} 596. {212,31} 597. {1,0252} 598. {1%/s}
{100} 600. {5,026} 601. {22,746} 602. {4}
{8 604. {—8; 8} 605. & 606. {—3;3}  607. {ae"}

1
D=10'“_“Lg;fg—;ﬂf p_leF—lga—ClgBigD

Ig B
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609.

610.
611.
612.

613.

614.
617.

619.

620.

621.

622.

624.
626.
627.

628.

629.

a) 48,00438 - b) 31,92778 c) 19°17' 52" d) 38°11’46"
e) 32,8068° f) 81,3764°

a) 2,61799 rad b) 5,25848 rad c) 2,41191 rad d) 0,09240 rad
a) 17°11°19” b) 57°17°45” c) 15°

a) 111.20 km b) 27,800 km c) 1853,3 m (= 1 Seemeile)

d) 30,89 m

1 1 1
Afm? = = (rfm)? - pfrad = - (rfm) - g5+ 9l = 5 (JmP*- 5 -/l

a) 120,96 cm? b) 19,25 cm? 615, 0,1477 mm
45): @frad € (—o0; + oo)
ke AG}

(46): @frad € (—oo; +oo)\{k- ;i

-
(47): ¢frad € (—oo; + oo)\{(2lc + 1) ) ke G}
(48): gfrad € (—oo; 4+ oo)\{kr |k € G}
24 . _ 7. P 24
a)coswzésg a,nqa—-2;, co ¢_TI-
b) sing = 0,8; tan g = 1,3; cot ¢ = 0,75
_ 13 woso = b o
c)singp = 13 1 13 COVPI='10
) 1—4m . 4Vm o L 4m
acc)sw—l—+4m, an)_l__4m, cotp = 4Vﬁ
. 29 2q 1—-¢
b) sin ¢ = I‘“{“ q—g, tanp = 1——92, cotp = 2g
cos? @ + sin*g@ 1 sin? @ + cos® g 1
2 g 4 b) o= =
costy cos® g sin? g sin? g
1
a) cos @ b) — c)1 623. A’ = A cos a = 56,25 cm?
sin @
Ve = 563,81 cm®;  V, = 1389,33 cm? 625. £ = 160 Ix

Fy—346,4kp; & = 60°

a) a = 30°31’; B =59°29'; ¢ =65cm; A4 = 924 cm?; k, = 28,4 cm
b) & = 18°55’; B = 71°05"; b = 70cm; A = 840 cm?; k, = 22,7 cm
c) f =46°24’; b=42cm; ¢=58cm; A = 840 cm?

d) § =50°12’; ¢ = 78,1 cm; @ = 50 cm; 4 = 1500 cm?

e) o = 36°52"; a =30cm; &b =40cm; 4 = 600 cm?

a) o« = 74,85° ¢ =21,63m; k, = 39,89 m; 4 = 431,3 m?
b) y = 89,40°; @ = 12,88 m; k. = 9,15m; 4 = 82,9m?
¢) & = 64,60°; @ = 32,69 m; k, = 29,53 m; 4 = 414,0 m?
d) &« = 10,39%; y = 159,22°; ¢ = 120cm; A = 660 cm?
e) c=2cm; e =37cm; «="71,076°; y = 37,848°

ry =9,93 cm; r = 22,41 cm 630. b — 8 = 0,196 m

35 Algebra und Geometrie
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631. 4 = 4190 cm?; U = 268,7 cm 632. V = 9,79 cm?®
633. = 170,16°; y = 79,77°; a = 72,91°; § = 63,08° L
634. A = 14,633 m? 635. M = 154,8 dm?; V = 181,8 dm?®
636. tana’ = tanxcos@; « = 28,15°
637. a) pin9% | 5 | 10 ' 20 | 40 | 60 | 80 | 100
a | 286° | 571° | 11,31° | 21,80° | 30,96° | 38,66° | 45°
b)x = 4,57°; k = 5,98 m
638. a) 15% = 8,53° b, — 3,1 m b) 4D = 8,38 m; BC = 2,54 m
¢) AB=19,6Tm . d) ABCD = 36,50 m?
639. A = 202,7 m?; &, = 50,19°; a, = 60,10°
640. 4 = 15,4 m? 641. 4h = 15,86 m; x = 54,36 m
642, o = 24,11° 643. 4 = 1,60897‘2 644. o = 11,5°; A =979 m
645. a) F, = 38,1 kp; F, = 22,0 kp b) ¥, = 377,5 kp; F, = 345,9 kp
c) F, = F, = 100,0 kp
646. a) F, = F, = 257,8 kp b) F, = F, = 148.8 kp
647. Fy — 806,4 kp; Fv = 591,3 kp
648. Fy = 81,8kp; Fx =207,7kp; Fg =62,3kp
650. a) —0,20507 b) —0,67880 c¢) 1,69766 d) 0,28046
¢) 0,96923 f)  0,98836 g) 2,09654 h) —0,12987
651. a)9,69739 — 10 b) 9,52594 — 10 c) 9,76323 — 10 (n) d) 9,16074 — 10
652. a)@p, = 19°24'; @, = 160°36 b) ¢ = 139°32'; @, = 319°32
653. a)g@, = 58,0875°; @, = 301,9125°; b) ¢, = 116,8679°; @, = 296,8679°
654. a)y = —cosx b)y =tanx ¢) ¥ = sin 2x d)y = —sinz
Durch Grenzwertuntersuchung ergibt sich bei d), daf dic vereinfachte Funktion sogar fiir
die in der Aufgabenstellung ausgenommenen Winkel z gilt.
655. a)r =129,79; ¢ = 75,6713° b) r = 280,11; ¢ = 303.4700°
c)u= —110,41; »=—112,35 dyu = —44,97; v = 5133
656. ¢ wt
Aufgabe Yo — ®sing | Spiegelung
Periode | Versch. | Periode | Versch.
a) 4w —% 2% — : —-0.3 nein
T 21 R
b) I3 3 21 3 — 2,598 ja
c) ' 23 Ut 2n -} 1,414 nein
4 4

d) 61 —-

2n —e- —0,125 nein

o] A
[=2]
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. . —_— 1 f F ]
Die Funktion d) a8t sich in y = 7 &in («3- - E) umformen.
658. a) 8cos*x — 8 cos?x + 1 b) 16 cos®x — 20 cos®x + 5 cos x
i T T t - [ e o= 1, ——=
059. w) o (6 +¥2) = 5V2 03 (6 —12) = EVz —¥3;
24 V¥3; 2 — V3
1 ~ 1 L pm———
bogVe—12; V202 B -1 1 +1
1, ,— Y p—— 1 = =
o (5 —1); —4-]/10+2V5; 3}’25—101/5; V5 +2V5
1 5= 1 — 1 — —
a, (B+1;  Vo—215  ZVest+10¥55  Vs5—3215
660. a)cosx b) sin & ¢) V2 cosx d)1 e) tan &
f) = tan x g) cosx 8in 2 h) tan %
662. a) cot (x — 45°) b) tan = ;' B oot® - B
c) sin (& -+ ) sin (x — B) d)sin {8 + «) sin (B — &)
S
e) 4 cos 5 cos 5 cos 3
2 360°
663. a)p-—-2rsin21 b)4 = —a—sin2ot c)4d = ﬁrzsin
4 - 2 2
664. 24,36 m? 665. M = 42,7 dm?; V = 32,6 dm?
666. M = 31437 - 10% km?; r, = 4880,6 km; r, = 4095,4 km
a® + b%) cot
667. tany’ = —EM 668. z = 496,92 m; » = 2°39'23"
absm g
669. Ay — 435,09 m 670. v = dsina [1 — ——co) = 0,194 cm
]/n2 — sm?« -
671. sin(x + da)~ sinx + Axcosx; 8in(x + da) —sinax s~ dx cosa
F abc
672. p~ - 676. y = —— S
8r 4Vs(8 —a)(s — b) (s —¢)
677. a)f = 128,950°; @ =135,75m; c¢= 73,86 m; r = 12281 m

35*

b) x = 55,034°; b =3490m; c=3,30m; A;=2,85m; A =47,19m?
c) f =105999°; @ =178,98m; b ='208,30m; ri= 25,73 m
d)y = 79,287°; b =5530m; c= 107,59 m; A = 2802,1 m3
e)y = 17482°; « =32,351°; a = 78,97 m; g; = 76,04 m
f) y = 76,417°; B =27,166°; b =39,04m; ri=1537m; w, = 41,75 m
g) B = 73:297°; = 57,975°; ¢, = 385,56 m;
B2 = 106,703%; y, = 24,569°; ¢, = 189,08 m
h) nicht lésbar i) nicht losbar
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j) & = 21,709°; B = 100,086°; ¢ — 86,40 m; k.= 85,06 m; A = 1599,1 m?
k) y = 32,192°; & = 106,800°; b = 92,68 m; ¢ = 70,62 m
1) 8 = 158,240°; » = 1,421°; a= 112,68 m; 7 = 1,39 m; w, = 14,84 m
m) & = 53,012°; B = 79,448°; y =47,5640°; 71 =59,12m; 4 = 19148 m?
n) « = 32,854°; B = 46,222°; y = 100,924°; » = 63,58 m; &, = 104,01 m
0) & = 42,552°; B = 119,356°; y = 18,092°; A = 379,58 m?
678. a)a = 32cm b= 20cm; ¢ =28cm; « = 81,8°%; B = 38,2°
b)a =28,7m; « = 33,1° y = 51,7°; c=412m
c)a=236m; b=261m; c=322m; B = 53,1°; y = 80,7°
d)y = 64,2°; a=222m; b=332m; ¢ =30,9m
e) nicht losbar
f)y=15693°% a=219m; b=101m; c=188m
g)y=>527; =153 B=0520° a=294m; b=239m
hyy =974° a=1797Tm; b="74,7m; ¢c=116m )
1) « =90,1°; =387 a=1708m; b=442m; c=1552m
681. o = 47,908°; S = 61,281°; y = 70,812°; A4 = 6,07 cm?
682. a=65cm; b=35cm; c¢=53cm; A= 926,3cm?
o = 92,951°; B = 32,531°; y = 54,518°
683. V,=1072,8 cm?® 684. hy = 180,422 m
685. 8=06'53"; h=6,00m 686. h = 120,68 m
687. z = 147,14 m
688. LS = 14,0km ~ 7,58m; Kurs = S73,12° W
689. 17,352 sm 690. N 38,211°W; 11h12min24s; 250,7 km

691. S58,14° W (wahrer Kurs); S 69,53° W (Eigenkurs); 53,5 km von 4 bzw. 93,6 km von B
entfernt; (5h 37min

692. 141,79°; 120,00°; 98,21° 693. 841,7N 694. F,= 2475N; F,=179,1N
695. Fg, —4933kp; Fgo = 6958 kp; Fy = 3991 kp; Fy = 2900 kp

696. &= 76,523°; B — 9,421°

697. eq = 0,16785a = 0,19381k; d = 2¢ — eq; &= 47,095°

a sing, + b sinﬁgb_ .

698. t = = Ya® ¥ b2
an y & L. oty ¢ ]/u + 4% 4 2abcos ¢
699. a) {20° + k- 180°; 140° + k - 180°) b) {105° + k - 180°)
c) {204° + k. 360°; 336° + k - 360°} d) {—22,5° + k- 180°)
e) {120° + k - 720°; 240° + k - 720°) f) {62° + k - 180°)
g) {—36° + k- 540°) h) {172,2° + k- 360°; 187,8° + k - 360°)
i) {4 10° + k - 180°) ) 1434° + k- 180°)
k) {+77° + k - 180°) ) {+67,1° + k- 180°)
Es gilt stets k¢ G.
700. a) {30° + k- 180°) b) {4 60° + (12k + 1) - 30°)
¢) {k - 360°; 90° + k . 360°) d) {74,322° -+ & - 360°; 208,358° + k - 360°)

e) {17,031° + k- 360°; 162,969° + k - 360°)
f) {30° + k - 360°; 150° + & - 360°) 8) {561,33° 4 k- 360°; 128,67° + k - 360°)
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701.

702.

703.

704.
705.

706.
707.

h) {199,471° + k - 360°; 340,529° + & - 360°)
i) (4£45° + k. 180°)
j) 190° + & - 180°; 194,478° + & - 360°; 345,522° + k - 360°)

k) {90° + k- 180°; 4-60° + k- 180°) . 1){90° 4 k - 180°)
m) {k -180°; 45° + & - 180°) n) {48,719 + k - 360°; 258,281° + & - 360°)
o) {45° + k- 180°) p) {k - 180°%) :

Es gilt stets k€ G.

a) ((240° + &, - 360°; 210° — &, - 360°); (120° + &, - 360°; 330° — k, - 360°)}

b) {(51,324° + k, - 180°; 18,676° — k, - 180°); (198,676° + k,- 180°; — 128,676°— k, - 180°)}
©) {(67,6° + k - 180°; — 22,5° + k - 180°)} :

d) {(64,541° + k - 180°; 23,659° — k - 180°)}

e) {(44.498° + k, - 180°; 14,498° + k, - 180°); (75,502° - kg + 180°; 45,502° +- k, - 180°)}
Es gilt stets &, &y, &, € G. ’

b, = 106,46 m; ¢, = 38,56m; B, = 119,311° », = 18,409°

b, = 38,56 m; c, =106,46m; f,= 18,409°; y, = 119,311°

u= 38°07'42"; @ = 48°29"18"; y = 72°33'38"”

r = 844,48 m; y = 620,21 m; = 635,76 m

@ =40°04°15”; 1y = 55°18°15”; z = 98,78 m

o = T71°06"26"; & = 60°58'16"; o, =37°31°26"; &y = 23°26'50”

f = 62°3547"; & = 59°59'23"; g = 39°08°57; ¢4 = 20°50°26”

y = 46°17°43"; @ = 50°02°16”; @g— 26°27°17"; @, — 33°34'59"

z = 139,35 m; ¥ = 105,79 m; z=118,45m

o, = 84,143%; &, = 37,457°; F, = 83,62 kp; F, = 51,12kp

Bild 329

R S

Bila 329



550

Lésungen

708.

709.

710.

711.

712.

713.

714.

715.

716.

Pocky, Pyeks Pyeky Pyclhy Pychy Pychy Pyelky, Pyclk,

a) Py(—5;2) b) P1(6; 0), P3(2;4) ¢) kein Schrittpunkt
a)x, =3 b) 2., = £10 e)xy =1, 3, =4
d) kein Schnittpunkt

)y =3 b).%;2=:§:55 y=1

d) kein Schnittpunkt

a)%x2+x—y—%=0 b) 22 —y+1=0

d)da? — 92 + 36 =0

c):z;2+y2—6x+5=0

(Bild 330)

4
: J
ke
ky K
/ \
o 1 -5
ky
Bild 330
s. Kurve £, in Bild 329
2
a)e = 20 br=—o L o |
sin @ 2cosp —sing cos 2¢
a)yt—4x—~4=0 bz4+y—4-=0
c)a 4yt —4y Ltx=0
a) P,P; = 5; o = 36°50" by PP, = 135 o = 112°35
¢) PP, =17,5; o« =59° d) P, P, =17; o = 61°55’

e) PP, = 10,63; o — 138°49’

f) PP, = 5,64; o= 115°12’
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717.
719.

720.

721.

722,

723.

725.

726.
727.
729.
730.
732.
734.

735.

736.

737.

Po(0:1)  (Bild 331) 718. P(0; —12.5)
a) AB =13,34; AC =14,87; BC = 8,54
o = 34°45'; B ==82°25"; 5 = 62°50’
b) P, P, = 7.28; P,P, =9,22; P P, =519
oy~ 95°; @, & 33°; @y~ 52°

¢)EF =3,54; FD=143; DE =157
L EFD~ 78°; <X FDE=27°
< DEF=~175°

AC = 5,1 und BD = 8,06 ~ 8,1

a o

2 2

-6 6
Bild 331

Pu=as0) Pr(=gi—513); P (gi—518)s Putesox

G 2 v3'\, e, ey
PS(E; Evg)v Po( 9} 2}/3)
a) M (—%%) b) M(2; 0)

d) 2(0,35; 1,65)

T (0; ;) und T, (v-3:~i)

10 8
“)S(T{' 3) b) 8(2; 2)

724. T;(1; —4) und Ti(2; —3)
c)S(—-:;-:

Py(—3; —1); PPy~ 6,1; PPy 59; PPy~ 55

5
3

d) A, =44

Pylag = 22y — 23 Y5 = 29 = ¥y) 728. D(0; 4)
a) Ay = 21,5 b) A, = 124 ¢) Ay =0
A, =53

AFiinteck = A1 + Ay + A3 = 13 + 35 + 20 — 68

731 A\'iereck =4, 4 4, =, 3+3=¢6
733. AScchseck =18

a)Ap =6 Die 3 Punkte liegen nicht auf einer Geraden.
b)Ap =0 Die 3 Punkte liegen auf einer Geraden. »
c)Ap =0 Die 3 Punkte liegen auf einer Geraden. e .
d) Ap = 0,04 Die 3 Punkte liegen nicht auf einer Geraden. \

c cC —>X
a= ——; — et

d

2. Y .
4 3

(Bild 332)

Bild 352
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738. o = 456° o = 135° a = 30° x = 60°
. 3 ayi _ _
a)y=z—4 y==—z+4 y=VT —# y=V3 -2 —4V3
a 3 _ >
b)y=2-3 = -2 —3 y=%x—132 2 y=V3.2—3
_ V3 .
oly==z+2 y=—z+8 y=?x+(5—}’3)
d)y=z—1 y=-—-.’c—5 y=L3-x+2v3—9
3 3
e)y=z—4 =—z+1 y=v—3:z:—5}/3+9
3 (]
3 6
.3 7 V3, 5V3 —6
S)y—z+4 3/——'33—4 y—TI'*' 12
29 19 V3 5V3 +12
h = i = — — = S
)y=z+ 3 |Y z+ v | 7% z+ 21
739. y=15z2—38,6 740. y = —0,67x + 7,68
741. Bild 333
742. y=V3z+3 743. y = — 4,99z — 4
4. myy=22F1  hy_o <>)y'=%,c
dz=2 o)y =2z+42 f)y=3:-{2_—3
746. b= —2 Bild 333
=%2 1 -— 5
746. AB: y=12z; BC: y=— — =7 ¢ = B
a) y==z Yy 4:c+4 Yy S
2 z 5
8¢t y=—?z; 8p: y=-6—+E, ‘80 z=—1
e = 3 34 — 3 1
b)AB: y= -3z —-—4; BC: ly—gx+g, CA: y 2x+~2
St Yy=x+4; 8 y=2>5; 8: y=3z+2
— 5 31 = 4 41
o PPy y=—— —; P,P,: =—z——
747 Py 4x+4 2 Pg: y 132: 3
73 7 97
PyPy: y=——z — —; PPy = = —
3lar Y z 5 [T T 193‘+19
— =5 12 61
PPy: y=z4+1; PP, = — - =
1Pg: y=2+1 sl Y 231:-]-23
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748. a)y=—£:¢+2 b)y=ix+4
5 3
3
c)y=—2z—2 d)y=—2—x—3.
z y z Y
9. —+ LT =1; —+—2—=
--4+2,5 3 ¥ —3,5 1
750. a)z—2y—6=0 b)3xz +4y —20=0
c)2z+3y—6=20 d)j4x —5y+ 14 =0
z Yy z y
751, a) =+ L =1 b)y=—+-Z-=1
) 2 Ls 3 )3 3 —4
z Yy z y
R FTs b 4
752. a)y=2x+3; = 45°% b=3 byy=—2~3; «=135°b=-3
c)y='/_:x_.2;a=30°; b= —2 Ay=V32+3; «=60 b=3
4 010"
e)y=§z—6; x = 53°10"; = —6
=8 L3 o 18395 b= —15
/ y - 2 2 ’ = s - t)
753. a) P, liegt auf der Geraden. b) P, liegt nicht auf der Geraden.
c) Py liegt auf der Geraden. d) P, liegt nicht auf der Geraden.
754. y, =3
-3 4 7 15 8
755. - = —y——= b) — —y—2=0
Bt tsYTs STARETE
2, V2 5 2. W2 :
) ety — 4 V= =
756. |d] =2,121; d<0 Der Punkt P liegt auf derselben Seite der Geraden wie der
Ursprung.
757. |d| = 9,4; d<0 Der Punkt P liegt auf derselben Seite der Geraden wie der Ur-
sprung.
758. a)|d| =18 b) |dj =2 c)ld|=5 d)ld[=3I3:§;§, 3,23
759. g:2+3=0; gy: 8z+ 15y —51 =0
760. g,: x —8=0; g;: 1,060 —y —-34=0
61, 7= S = 2
cosp — 2,5-sing cos@ (1 — 2,5 tan @)
762. r=— : = — :
sinp + cosp  sing(l 4 cotg)
763. r= L = .

cos@p + 08 -sing cos (1 + 0,8 - tan tp)-
764. S5z +4+3y—15=0 765. 2 —y —a=0
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766. a)x + 2y —1 =0 oder y = —~‘;—+—-21—
Gerade, deren Anstiegswinkel & stumpf ist. -
&/ 1; a=1; b=05
) -+ 05
c) m = tan o = ——;—; o = 153°26" d) » =~ 0,45 Abstand der Geraden vom Ursprung
767. Mit Milfe der Winkelrelation cos 2t = 1 — 2 sin?t kann der Parametert eliminiert werden.
x = cos®t x = cos%¢
y =1 — 28in%t oder -1—-_2—1 = sin%¢
Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich:
22 —y—1=0 oder y = 2x — 1 Gerade mit spitzem Ansticgswinkel
768. V3 -z -+ y =0 oder y — — V3 -z Gerade durch den Ursprung mit Anstiegs-
winkel « = 120°
769. Man wihlt ein beliebiges Dreieck und legt AB = ¢ auf die z-Achse. Die Hohe h; legt man
in die y-Achse (Bild 334).
2he —2(c—2V0F —B)y+h(c—2V2 —4%) =0
g Grundlinie des einbeschriebenen Rechtecks
b= AC (Bild 334)
770, 4 = if; g (Bild 335)
AY
y e Plrial
3 u
Cinyl 2
: b <
5 h A » /
i, =
k ‘\C /
i > = -
At 57 0 ¥ A ¢ &
2
Bild 334 Bild 335 Bild 336
. z=2, wobei die Mypotenuse AB=c¢ in der x-Achse liegt und 4 mit dem Ursprung -
¢
zusammenfillt. Es soll sein: AC - = const = p2. Setzt man AP —r und bedenkt
P2 2 2
man, daf} AC=c-cosx und AP — “—, also:r =—— . so wird: r-cosazl
¢ - cos & e
’ 2
und bei Ubergang zu rechtwinkligen Koordinaten: z = Z. Die gesuchte Punktmenge
c
stellt eine zur Hypotenuse senkrechte Gerade dar (Bild 336).
3
772. 8) 8(2; 1) b)S(—2;—2—) c) 8(3; —1)
d)S(—4; —3) ) S(—5:2) f) S(1,49; 5,97)
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773.

774,

775.
776.
777.
778.
@a9.

782.

783.
784.
765.
786.
787.

788.

789.

a) P1(3; 0) Pz(—2; 3) P:;(—3; —1)
b) P (—2,6; —1.2) Pg(3; —2) P3(2,2;0.4)
1 19

c) P,(2,5; —0,5) P, (—iz; —1—4) P,(8,5; —6,5)

Py(2; —2) P,,(—s; %) Py(3; 2.5) Ps(5;0)

; 9:: I 1(233 : 22 :- g Diagonalschnittpunkt: 2 (2 3—2, 1236)

a)y =3z — 14 byy=—22-+1

8: 52— Ty+8=0 8: 22+ 11y —6=0 s.,:7x+4y+\=0

@ =102°5

a) ¢ = 90° b) ¢ = 95° c)p=0° d) ¢ = 69°20/

¢ = 53°10°; @, = 51°10"; ¢z = 75°40’

3x+2y4+1=0 781. 3z + 2y —12=0

My=z+1  by=-32+9 oy=32-3 dy=-——z+0
= —5z -+ 23 und y=—;~x—3

o = 44°40° B = 13°40’ y = 61°40"

o = 82°20° B =1T0°200 = 3= 04°40’ & = 142°40 ¢ = 81°48’

a)d = 2,06 byd = 1,78 c)d=1,66 d)d = ——;b_ =

3 ]/l + m?
r~2y—1=0; 2x4+5y4+2=0; S5xz—y—1=0
S(Yfp: —9/4) Schaittpunkt der Hohen.

Je zwei Hohen miissen sich in ein und demselben Punkte 8 schneiden.

mg: T+ y+2 =0
my: 5z + 9y + 16 =0 Schnittpunkt der Mittellote: 3 (— 1fpe5 — 51/,,)
me: r—4y— T7=0 g

a)a=11,7; b=92; c¢=8,1
b)a: 524+3y—9=0; b:92—-2y+43=0
c:x+8y+13=0
c) Mittelpunkte der Seiten: ,4(0; 3); BMy(—4;3,5); M (—1; —1.5)
Sp: 4x — 5y + 16 =0: 5 1124 14y —~5=0
8: 192 +4y +25=10 d)s; =64; 8,=289; s,=297
e) hy,=063; hy=8.0; h,=92
f) hg: 32 — 5y +10=0; hy: 22 +9y +12=0; h,: 8z —y 4 32=0
g) « = 84°36’; B = 51°55"; y = 43°29’
h)mg: 3z — 5y + 156 =0; m,: 4z + 18y — 47 =0; m,: 16z — 2y + 13 =10
i) M(—0.5:27); r=25,8
k) S(—1,7; 1.7) (gerundeter Wert!)
1) 4 =37(FE) (gerundeter Wert!)
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790: a)w,: 12y + 11 = 0 (Parallele zur z-Achse)
wg: 92 4+ 4 =0 (Parallele zur y-Achse)
b)w,: 2z2+y—T7=0
wy: z—2y —11=0
c)w;: z+y =0 (Gerade durch O unter & = 135°)
wy: —y—1=0 Zuw, senkrechte Gerasie
d)w,: 2z + 7 = 0 (Parallele zur y-Achse)
wy: Yy — 1 =0 (Parallele zur z-Achse)
791. a) AB=c¢: 2x4+6y—1=0
BC=a: 62+2y—7=0
AC = b: 6z —2y+7=0
bwe:z—2y+2=0
wg:x4+y—1=0
w,:122 =0, d.h. 2 =0 (Ordinatenachse)
c¢) Mittelpunkt : M (0; 1)
d) lef =0,79, d. h. o=~ 0,8

792. 0’(—4;3) P, (—4;2) Pi(0; —1)
E=z4+4 Py(5; 3) P;(9; 0)
n=y—3 Py(0; 6) | im alten System Py4;3) | im neuen System
P, (2; —5) P (6; —8)
_ Py(—157) Py(3:4) |
798. 0'(—2; 3) Pi(3; 1) P(5; —2)
E=2x2+4+2 P,(—1;2) | im alten System  P;(1; —1) im neuen System
n=y—3 Py(—4; 1) Py(—2; —2)

M4, n=2£—6
795. 0'(4;4) A(—1;0) B(1;0) C(0;2)

AB: y=4; n=0
AC: y=2z—2; n=2&+42
.BC: Y= —2z + 14; = —284+2

796. {Schwerpunkt S(—3;1)

A(—5;2) B(5;3) C(0; —5)
797. £ =V3x 1,7

798. y = % +1 (gegebene Geradengleichung im z,y-System)
n= % + 2,7 (Gleichung im Parallelsystem &, %)

7’ = —0,59¢ + 3,1 (Gleichung im gedrehten System mit gerundeten Werten)
tana = % =0,2; tana’ = —0,59 (gerundeter Wert)!
o 11°20°; o ~ 149° .

9. (z -+ 3)2 + (y — 4)* = 36 800. M(0;8) r=1V3=1732
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801.

802.
804.

805.
806.
808.

809.

810.
811.
812.
813.
814.}
815.
816.
817.

818.

819.

a) M(4; 5) re=3 b) M(ue; :;’) r =85
c) M(4;0) r=>5 d) M (0; —35) r=25
1 1

e) M(—17;5) r = 5,1 f)M(E;E) r =2,5
(x — 15)2 + (y — 8)2 = 289 803. (x +8)2+ (y —6)2 =25
(x+5PF+(y—8?2=25
{(x — 52+ (y— 52 =25

@— 12+ @—12=1
(@ — 72+ (y — 22 = 16 807. (x — 5)2 + (y + 5)2 = 626
{(1‘ — 524+ (y—3)2=225

M(5;3) r=15 i
Es ergeben sich zwei Kreise:

(x — 10)2 + (y + 9)2 = 100
{(x —5)2 4 (y—12=25

(@ — 32+ (y + ¥10)*= 10

P(13;9); Pa(—9; —13)

P(3;5) Die Gerade ist Tangente an den Kreis.

Py(—3;0); Py(—19;0); P3(0; 13,9); Py(0; 4:1)

Die Gerade beriihrt den Kreis in P (4; 3).

%, = imaginir. Die Gerade liegt auerhalb des Kreises.

Py(—4,1; —03); P,(0;2,2)

Es gibt fiir M zwei Losungen.

Da MP,=r auf der Tangente senkrecht steht, hat r den Anstieg m, = — 4 = %

. . 4 13 "y
Gleichung des Lotes zu der Tangente in P,: y = — x4+ 3

Der Kreis um Py mit r = 5 schncidet das Lot in 3
M (2;7) und My(—4; —1)

Da der Kreis in Mittelpunktslage vorliegt, so ist seine Gleichung
x4 y2 =2, '

Wenn der Kreis die gegebene Gerade beriihrt, so wird nur ein gemeinsamer Punkt vor-
handen sein, d. h., die Diskriminante A der Schnittpunktskoordinaten mu8 verschwinden.

214 m) - =A4=0
r=25; Py(—2;1,5).

M hat den Abstand |d| = r von der gegebenen Geraden. Mittels der HessEschen Normal-
form der Geraden ergibt sich:

_ 16z, + 12yn—84 —2449—84
V256 + 144 20
|[d] = r = 4,95; (x + 1,5)2 + (y — 0,75)2 = 4,952; Py(2,46; 3,72).

d = —4,95
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820. ki: (z + 4,5)° - (y + 1,5)2 = 6,25; ky: (x + 0,715)% + (y — 2.285)2 = 1,65
821. Ml(—l- —1); My(—3,5; 1.5); 1, =2; r,=205
n-m Loom AR =
822. z— — =0 bei: — =1 2 2= r? — =
R +(+m>2 " © T (A + 2
Sonderfall: Liegt P(x;y) auf der Sehnenmittc, so ist 4 =1, und obige Gleichung
lautet:
ze_l_yz.,,,e_ﬁ_;z
"
Der Sehnenpunkt P(x; y) bewegt sich in jedem Falle auf einem Kreis in konzentrischer
Lage.
823. Man lege AB in die Abszissenachse und den Ursprung des Koordinatensystems in die Mitte
von 4 B Ist P(x; y) ein Punkt der gesuchten Menge, so ist:
AP =Yz + 37+ (y — O
BP =Yz — 3% + (y — O
AP : BP = const = 4
Die Punktmenge stellt einen Kreis dar mit der Bedingungsgleichung:
3+, 3642
z R —— L P D ———
[ t—m J PV = T
Fir A = % lautet die Kreisgleichung:
(x — 7,82 + y* = 1—2%, also: M(7,8;0) und r = ?E =172
25 5
824. Wiihle P als Pol eines Polarkoordinatensystems und zeichne senkrecht zur Polarachse im
Abstand a die Gerade g. Ist » der Radiusvektor nach einem Punkt der Geraden und ¢’ der
Radiusvektor nach einem Punkt der gesuchten Menge, so gilt:
rip=p:7r,
wobei p Proportionalitatsfaktor
2 2
r= b und r = —a'—, also: — Preose
r cos@ a
oder in rechtwinkligen Koordinaten:
o .
(I 24 } YT e
2
Die Punktmenge stellt einen Kreis dar mit dem Radius ¢ = % und dem Mittelpunkt
2 &
M (L 3 0) .
2a
825. x% + y2 — ax — by = 0 Kreis durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises

xz + ya = 72
Gegebener Punkt: P(a; b).
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833.

834,

835.
836.
837.
838.

839.

840.
841.

Rascher gelangt man zum Ziel, wenn der feste Punkt P auf die x-Achse gelegt wird, also
P(a; 0). Den Kreis wahlt man in Mittelpunktslage. Dann lautet die Gleichung der gesuchten
Punktmenge

_eV, a2
e

Es ist ein Kreis in Scheitellage mit dem Mittelpunkt Af” (%; O) und dem Radius p = g_ Y
224yt —4x=0; M'(2;0); o=2cm

2 262 __ 2
(-0 a{) -

)
a\2 a y-\2 $2—at a a & —a*
— N — V3 = M(—;—V3); r=
2T -3 =252 w2 =S

=

-

a) x==§ b)3x + 4y —25=0
a) Sz 4 12y — 169 =0 b) 126 — 5y + 169 =0
¢) Po(17;7) d) g = 90°

a)be — 12y + 119 =0; Sz + 12y + 239 =0

b)g = 134,7° = 134%°42'; y, =17; y,= —17
a)8x+T7y—97=0; 8x—Ty—209=0; y,=—1; y,= —15
b)3x —Ty—66=0; 3c+T7y+28=0; z,=10; =z,=4

4 3 3
Mg == M = Mty =3 Pl(2; = .’) und Pz(vQ; -2-)
t: 8x — 06y —250=0; t,: 8x — 6y +25=0

e v_l_: _i: —%; P,{4;12) und P,(—8; —4)

t: 3z 44y —60=0; ¢,: 3x+4y +40=0
3r— 4y +50=0; 4x+3y+50=0

22— 29y +66=0; 2z —y -+ 10=0

26 +y—20=0; z+2y—18=0
1,924 0,7y + 1,7 =0; 03z +2y +5=0; ¢ =61°10

x”+(y—7;')2=%r—2; 3!’(0;%): e=él/3
2 (y—rP=r M0;7); e=r
a) My(2; —4) M,(7;8) =5 rn=4

Die Kreise meiden einander.

3 46

b) M, (—5;7) My3; -8 P P
) M(—5;T) My(3; —8) B(” "
Die Kreise beriihren einander von auBen.

c) Mi(—3; —2) M,(4;—5) =17 r,=6

10
P, (’-j,‘; ..96) Py(—0,77; —8,63)

) fp=11 r,=6

Die Kreise schneiden einander.
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842.
843.

845.

846.
847.

848,

851,
852.

853.

854.
855.
856.
857.

860.

d) M,(—8; —7) M,(—5; —11) Pg(—4.4; —11,8)

Die Kreise beriihren einander von innen.
@ = 60°
14z + 6y — 39 = 0 (Potenzlinie)

141 24 /3
Pil—; =); P,(—:;3); = 36°52’
‘(58 29) ’(2 ) %

@ =589
Schuittpunkte von & und k,: P, (—0,9;1,2);

Gleichung der Potenzlinie: 2x —y 43 =0
Gleichung des Kreises durch P,, P, und P;:

Py (—

rl=6 r'=1

2,1; —1,2)

(x — 5,7)* + (y + 3,6): = 66,6 (bei Rechenstabbenutzung)

1~ 36; =132 1,3; r = 8,156 =~ 8,2
T~ 5,75 Ypu=~—3,6
P, (—2,77; 0,44) P,(0,91; 2,65)
M(3;5) und M’(0,1; —1,4)

81

i W e = ~5a™ =352 T~ 355

23

Linge der Sehne: s = 4,29

Parabcl nach a), b) rechts, c) links, d) oben, e) unten gesffnet.

Piek,, Pyek, Pycky, Pyck, Pyecks,
a) F(g—; o) b) F(0; —4)

d) ¥ (0; 0,125) e)F(—-%; )
a)y? =4z b)y2 = —10x
a)at =4y b) 22 = — 6y

2 Lésungen: y’=—§gx; x’:—g-y
=10 858.p=1£2y'§

Pye k.

c) F(—0,2;0)
f) F{0; 1)

c) y2 = 0,734z
c) 22 = 1,54y

859. A4S = 18

Fiir das in Bild 337 eingezeichnete Koordinatensystem gilt die Parabelgleichung y* = 2pz.

P, ist ein Parabelpunkt:

%

1

Yy} =2px;, oder 2p =

Fiir die Parabelgleichung gilt daher

M
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Aus dhnlichen Dreiecken folgen die Proportionen: Y a 2
B_%h % _Y :
% oy . ®y ° P
g s _— Y R Y
Die Gleichungen miteinander multipliziert und umge-
formt ergeben: Je
B —-X
Ya= % Ty, 0=
z u
d. h., die Koordinaten von Pj erfiillen die Gleichung (I). Bila 337 Xf
861. a)(y + 5)2 =8(x + 2) b)(z — 3= —y
) (y— 10 = =3+ 1) d) (z — 6)* = 14(y + 6)
862. a)S8(—1;3); F(2;3) b) 8(—4; —6); F(—4; 2
: 7 1 7
8(0; —10); F(—1; —10 d) S{—; ——|; —;
0) 8(0; —10); F( ) s(zi-5) #(59)
B3
BB g, midi=h
20, 4b,
864. a)8(—2;3), F(1;3) b) S(%—;&i), F(—:,%)
c) S(—2;0), F(—2,6;0)
865. a)y?=2pa’ + p? b) y? = 2pz’ — p?
, 12 S .
866. a)x2= —~9a+ A (y—h) bzw. a2= — —h b)CD=—_-_Y2
) @+ k) (y — b eyl et ) 51

¢)CD=294m; h =h,=2322m; hy=hy=531m
867. Parabel mit p = r, zum Durchmesser hin gesffnet.
868. Parabel: (zx — 6)2 = 12(y — 4)

869. Wihlt man die Gerade ¢ als z-Achse, die Senkrechte dazu durch 4 als y-Achse, dann er-
geben sich die Kurvengleichungen

I i >0
V2 (y —yaP £ y=c fiir {z<0

c
bzw. 2 = F2(cTF y,) - (y T %‘)
Das obere Vorzeichen ergibt einen nach unten geﬁﬁ'neten, das untere Vorzeichen einen

nach oben geoffneten Parabelbogen.

870. Parabel: y%2 = 12(z + 3) Wegen der Voraussetzung Y #+ 0 gehért §(—3;0) nicht zur
Kurve. Jedoch gilt fir y9—~0 P —8

871. a)(z— 1)2 = —16(y + 4) b) (y __:.)’:%(z.,._g_)
o)z’=ﬂ%(y—5) d) (y +-13)2 =2 — 11
2y Tb —20hy\* af b
sippnpe -t g)

36 Algebra und Geometrle
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872. xz =t .
d = — (L),
y=—Lag Y (w)x
2
873. y=t -
i :)} ma (y = 2)'= —afs—2)
g =" 2 n
a
874. Nach Bild 175 gilt: PL =p + PF cos@ (p ist der positive Winkel von der positiven
Richtung der z-Achse bis zur Geraden F P), woraus mit PL = PF = r und Auflosen nach
r die Gleichung (144)felgt.
876. r =229
sing
878. a) Schneiden b) meiden ¢) beriihren d) schneiden e) meiden.
879. a) P,(10;4), P,(6.4;3,2) b) Py(14,4; 4,8), g ist Tangente
c) g schneidet die Parabel nicht. d) P,(0; 0), DP;(10; 4)
e) P1(251,79), P3(2; —1,79) f) P1(0,9; —1,2)
880. a)y =3 b)y = —4,2 881. x = pm
882. a)y = 1,05z +¢ b)y=—§z+c
- 8
883. y=-—2z+4+1 884, y = 3z — 17
2 2
885. Kreis: [z — 2 - N
( 4) +¥=1s
886. a)y==x+8 b)y=—3xz+ 48 c)y=—56x—1
d)y=——:—x—5 e) y = — 1,656z - 3,35
y = 1,55z 4 12,64
13
887. =2— —
4 2
888. a) Py(3;4) b)86°4% c) A =81
1
890. a) Py(12; 16), y=%x—16 b) Po(9;6), y =7z +3
c) 1. Losung: P, A 2 2) e 3:::—l
- PR Sl g ) 3
1
2. Losung: Py(9;6), y= ?x +3
3 5 i1
1 —9), y=—— Py(—2;3), =— —
d) Po(12; —9), ¥ i e) Po( ) °t3
5 125 4 2717 15
91. t:y=— = Yy =—— i b) P | —2; —
Wy Q= 55T % )“( 4)
892.
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893. a)p = 0,624 b) nicht l6sbare Aufgabe
3 o
894. Pl(%;p), Pz(%;—p) 895. Pn( p,pl/?») P2(2P —pl’3)
896. «; = 51°20" bzw. «, = 128°40/
897. A_-——]/3 898. y=—z + 4
3
=——z—4
) i
s __ D p ?
899. yi=-= [z — = 900. y2 =2 —=
B == —5)
901. Aus den Tangentcnbedingungen fiir Kreis und Parabel:
r2(1 + m?) — b2 = 0; % — 2mb = 0 ergeben sich m und b.
3 25 3 25
rY=— — lpry=——x——
bpy=Fr+t 50 &Y 3y
50
Beriihrungspunkte auf ¢;: P, (—5, 25), P,(—6;8)
50
Beriihrungspunkte auf ¢,: Py (?, =- 25) » Py(—6; —8)
902. a)y=—;fx+5, y=——x—% b)y=z —6, y=—-;—:c—-%
c)y =0,678x — 4,78, y = —0,479z + 6,80 dy=—=z, y=3=z
903. Man beachte den Satz auf Seite 396
904 p=2Y3 905. Py(—2; 4), Ps(‘z—; 4)
906. a)x; =, = 106°19" b)x; = 90°, &, = 34°42" c¢) a; =0, o, = 6°08, &z = 52°51"
907. Brennstrahl: y = % . p.YoF Leitstrabl: y = ¥,
. 2z —p
)
2
Tangente: y = e, = L
Yo Yo
tan (< FPyQ) = tan(X QP,L) = yﬂ 908. 3,63 cm
. (]
910. Aus der Abnlichkeit der Dreiecke P, £7' und T'Q P, folgt die Proportion (I) aus 32.8.
911, y?=2- —--n‘-—px 912. 6 = 135°40', 4 = 2l
n, + n, 4
o 2y
913. — by e — ¢ — 4 ==1
) o1 + ) oa 36 V391 54
£ y2 22 g2
d)— + === — f) =4+==1
)9 +5,76 )256+112 )36+

36*
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Losungen

914.

915.

916.

918.

919.

920.

921.
922.

923.

a)a = 10; b = 6; F,(—8;0); Fy(8;0); e=08; p=236
bla=29; b=21; Fy(0;2); Fy(0;—2); £=069 p=152
c)a=V43; b=3V3; Fi(—4;0); F,(4;0) e=081; p=4,12

e RE=_hs
Gegeben a,b: e = Ja? — b2, e=Va b, p:«l?:
a a
e q? — e?

» e b=TVat—e2, &= ==

w @& b=call—¢&, e=aes, p=all —e)

— -
w ap: b=1TVap, e=Va® —ap, e=_Va_a_a_g

I b2

boe: a=— Vbt + e, &= L_, = ——

7 yb* + e Vot + et
b eb

p=0bVt —¢&

» bye: a=

eli=
fi—e Vi—e

2 b,p: a= ’ e=£VbS_le €=—;;'}/b’TP2
p

» e E: a=

o s AT T | ) s
£ e p: a—~’2+V(2) +e, b V s

, b= YT—a p=2(1-&
€ €

2
e
& = -
2 2 2
2+ /() +
gl b ? _ e
» P AET T YT s T
2
LW sl 917. ¢ =15, b—19
25" 9
a)a=10, b=6 b)a=10;,E, b=5Y10
¢ = %z 0,553, Pyiry—401, r, =799,
Py:ry = 8,66, r,=334
_ da?p
a®+ b?

1. Losung: 4 =~ 93,66; 2. Ldsung: 4 =~ 71,85

Fs ist 747, =2a
und i —ri= [+ (e+ 2)*] — [ + (e — 2)*] = dex
2ex

also ry—t, = - = 2¢x

25
p— % 12
z 12 (y )



Lésungen

665

924.

925,

927.
929,

930.

93t¢.

932.

933.
935.
936.

937.

939.

940.

941.

943.

a) Der TiuLEs-Kreis um O mit r = e schneidet die Ellipse in den gesuchten Punkten.

T — 2
b)x=;};%]/c’-b2, y=;[;b:, nur losbar fiir e = b

- 2 =)
x=i%V5, y=:i:'5-V5

dy = 70 Mill. km

926. ¢ = 1 = 0,017
59

928. a=m, b=n

a) M(—6;2), a=5V2, b=2V5, F,(—11,48;2), F,(—0,52;2)
b)M(4;0), a=4, b=23, Fy(2;0), Fy(6;0)
c) M(~-5; —10), a=10, b=5, Fy(—5; —1,34), F,(—5; —18,66)

d)M(©0;3), a=12, b=3, F,(—11,62;3), Fy(11,62;3)
(x — 24)? a (y + 13)2 -1
262 132

Aus den Gleichungen der Geraden AR und BT und der Bedingung z3 + y§ = #* sind

Zq, Yq 2u eliminieren. Man erhilt

JCh
2

z = (m + n) cos wt

y=(m—n)sinwt Ellipsemit a=m-}n, b=m—n

b22? 4 a?y? = a?b?
6365 km
a) Pi(4; 1), Pa(2;2)
c) P, (4 V3_, 2 ﬁ), g ist Tangente

B2

934, 12 = —————
1 —&%cos?¢p

b) kein Schnittpunkt

d)Pl(—Z'—lfl_O;%}’F)), P,(-%VIB; —%m)

938. s =

2a3 d 2be
2a% — ¥’ a

b2

8 ~ 33,39
y=—1 4 by=22-2

) (x—z,,.)agrn —%m) Y= Ym) o —Ym) _ 4
b)y=—%x+%2

y=—Vi§z+2

9 15
ety 2B o B
y=FprLtyr ©

o = 31°26’

042. |d) =220 585
41
3
oue, 4 = 2%
e



566 Losungen
4 pe
46. = - T~
94 a) o = arctan 2t b) &« = 56°53
) & = 45° d) o = 12°11”
3,13 4 949
947. a)y = —— == ik i
)y N b)y 3xd:l/9
2 25 3 =
RIS, g o = = T
y=3z+73, ¥ oo +5Y
949. a)y=-;~x+g, r=25
1 13 3
b = o == 1
Jy=ge+3 ¥ gt +
950. a =54, b=}30
90 90 6 — 2 2 =
51 dy: y=--z, y= -+ V274, y= —~-z+ - Y274
951 dy: y= oz, y= otV y =z doxl
952. Durchmesser: y = m;z
Schnittpunkt: =z, = —_—,a_?;—_:, Yo = __a_bL
Yatm? + b Yatm? + b2
. b2z, b2
Anstieg der Tangente: my, = —— = — ——
ay, atm,
2
953. Anstieg der Beriihrungssehne: m, = — bzx"
a%Yo
b Yo
Zugeordneter Durchmesser: y = ———az ="z
atm, %5
Die Koordinaten von Py(x; y,) erfiillen diese Gleichung.
4 26 T
54. = —— = 955. y = — 956. f = T1°3¢4
954. y 5 x4+ g y 20:: B
b
957. y=+ -z, 2a,=2b = V2(a? + 9)
958. Man verwendet (V) und (VI) aus 33.5.1. 959. R(17,7; 0)
a=~674, b=~1,14
1622 32 x2 36y° x2 y?
! —it s B Y e ), S A
90. 2995 " a 4 " 25 0081 144
26 1
061, v = +41/20— 1495 v= + 18 436
17 V17
3 2
962. = — Y =
144 36
963. a)a=6, b—12, F,(—6V5:0), F,(65:0), y= 42z
15
b)a=l5, b=8’ Fl (0;17): FZ(O; _17)’ !I=:t§x

c)a=b= 14, P, (—14¥250), F,(14¥250), y=+=



964.

966.

968.

969.

971.

972.
973.

974.

975.

976.

977,

979.

981.
982.

Lésungen 567

r 14 5
2o = 67°23 965.a=§, b=§
a=1, b=1Y3 967. d, — 6; d,:—:—g
a) M(2; —4), a=4, b=3, Fi(=3;—4), Fy(7;—4)

5 1 25
b 1; —3), =3, b=—, F(1;—], F,l1; —=
i, o endo (i) o
c)M(—4; g),a=b=4, Fy(—9.66:25), Fy(1,66; 2,5)
@ ¥ . at
—— =1 970. FEssei O = M: 22 — y? = —
9 4 2
(= 5)
T — - 3
. . : ¥ _
Man wihle B als Ursprung: —— g =1
) £}
Parabel: y2 = — 4(x + 1)
P
1 —¢ecoseg

a) P;(3.44; —1,12),
¢) kein Schnittpunkt
e) P(—4,35; —2,1)

we g B 20
L Y= 8 5° ™ Yy
b) t: y=ia:——8, n: y=—
8
a)z = 4+1; y =14,
16
b)z = +10; y=§,
c) T o 2,l9; Y = :]:0,98,
15 12
Dz =4+ —; Yy=+—,
1231 V4
15 9
y=—g*+F%
5 5
a=—-’ = —
12 6
=12y, A4="72Y2

Aus p=2¢,p—2mn=0,
b2 = e2 — a? die Werte m und n.

lig: Y= texta
Hyperbel: Py.,(—e; +p),

P,(5,56; 3,12),

b) P1(3,56; 1,27), Py(—6,13; —3,67)
d) Tangente: P, (_5; g)

8

5
0 = 4729,

J = 0° (Berithrung)
§ = T74,2°,
d = 45°

13 5

980. % — y2 = 50

a?m? — b2 — n? = 0 berechnet man unter Beachtung von

a2
Parabel: Py, (—; j:2a)
e



568

Losungen

983.

984,

986.

988.

989.

990.

991.

Die zu P, (6;4) gehorende Berithrungssehne y = -:;- z— ?f beriihrt die Ellipsein Py (6; —4).

2
m; = i, my = 2 2 . D. h. die Asymptoten sind zu sich selbst konjugiert.
a adm; a :
252
dy-dy = a*
e!

Beweis: Man berechnet die Mittelpunkte Py, der Strecken P, P, und P, P, und erhilt in
beiden Fillen:
atmn b2n
R ey T L v o
Konstruktion: Man legt beliebige Geraden durch P; und trigt die jeweiligen Strecken P, Py
von P, bis P; ab. Die Gerade kann auch beide Hyperbeldste schneiden.

0,1172% 4 0,643zy + 0,883%2 - 9,742z + 9,224y + 30 =0

’ 1 V_ 2
. x'? !y T2 2)
a) Elhpse:T + =1

1 B

@ = 45°
4 2
In '}
b) Elipse: == + ¥ —1; ¢ —45°
) Ellipse 14+14 ?

3
o) Parabel: y'2 = 2Y2 (x B ";‘Vf); @ = 45°
L
d) Punkt: P(z' = rallg y’ = __3); ¢ = 22°37/
y —47 _

(¢ —6)2 ( = 0 ot
Hyperbel: — 1; = 36°52
o) Hypes % T 1 v
4 —\2 3 ,—\2
(-se]p-3m)
f) Imaginire Ellipse: 3 + 9 =—1; ¢=26"3¢
[3
g) zwei einander schneidende Geraden
¥ =1V32"; 9=45° m= _%ﬁ; n=V2
h) Parabel: 22 = 12y’; ¢ = 53°08"
: z? oy
i) Hyperbel: — —Z_=1; ¢ =45°
8 8
3
k) Zweizusammenfallende Geraden: z’ = -—% Y5; ¢ = 26°34

1) Imaginires Geradenpaar: ' = £jV3 2'; ¢ = 45°

m) Zwei parallele Geraden: z' =3; 2z’ = —1



Losungen

69

(" 4 1,32)2
2,942 1,052
o) Parabel: (2’ 4+ 0,36)2 = 2,26 (y’ — 1,29);

992. Gleichseitige Hyperbel: (¢ — f¥2 ) — b2 = 2/2;

’ 2
n) Ellipse: (¥ + 066>

993. Ellipse: 2o + Y- = 1; ¢ — 15°
Rl - T
994. a) 2> + y* — 22y — 102 — 6y — 7 —0
1 ,-\2 _ =
Parabel: (y‘ +? V2 ) =4Y2 (x' +% V2 );
byzy —2—1=0
15 =i\ ,
Gleichscitige Hyperbel: (x’ —% y2 ) — (y -
995. Vgl Bild 338. Hier muB z ¢ (—oo; 0] sein.

996. a) Vgl. Bild 339. Hier muB z € [0; 4 c0) sein,
b) vgl. Bild 340. Hier muB z ¢ (— oo; 0] sein.

3 7%
") a
997. P;(0; 0), P’(b ; Vb)
r—y z z
998. r — r-a.rccos——-c—- — Vet —(r—y)

999. Vgl. Formel (169)!

1000. a) x = R- (1 + 2 cos ¢ + cos 2¢)
b) (2? + y* — 2R2)* — 4R*(2* + y*) = 0

1001. In denKreis 2? + y? = R®* wirdein beliebiger Radiusvektor eingezeichnet, der den Kreis in
B schneiden moge. Der FuBpunkt des Lotes von B auf die z-Achse sei C. Die Strecke 4C
(vgl. Bild 341) hat die Linge AC = R - (1 + cos ¢).
Diese Strecke zweimal vom Nullpunkt aus auf dem
Radiusvektor abgetragen ergibt einen Kardioiden-
punkt P.
Wy Y
y=+Vax?
(y=+Vax3
? = ‘i - X
A a0 7 0 A
~ S/
030 .\\ _}'"W ,’I
N\ /.y:-VaxJ
A} ’
Bild 339 Bild 340 Bild 341

37 Algeura und Geometrie

+ = 1; q) = 72035/
@ = 38°40’

@ = 45°

@ = 4b°

J’"-aq-

0<0
Bild 338

y = R.(2sint + sin 2¢)
c)r=2R: (1 4 cos¢)
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1002. Vgl. Formel (170)
1003. Vgl. Fot_'meln (171) und (172)

n
1004. a) A, = Ay, @, =@y und @ — @y = >

b) Wy = W,.
1005. Kraft in S;: Fig; = 2540 kp; Kraft in Sg: Fg3 = 3480 kp
1006. <X (F1; Fe) = 120° 1007. 8 =a + —;—b = —(c + % h)

1008 ¥ = (By + Bo + Ba)

1009. (Bild 342) |g| = % (Kathetensatz);
a

[e?
=q|-q® = |q] % =1
g=Ilql 1q TRATY
_ o 1o
h=c+gq c+la|2a

1010. Die Gleichheitszeichen gelten, wenn a 115, wobei in (183) sein muB: |a] > |b]. In jedem
Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets groBer, die Differenz zweier Seiten stets kleiner als
die dritte Seite.

1011. |a| = 1; a selbst ist bereits Einsvektor.

1012. 1t] =9,90; *> = —0,303i 4 0,808i + 0,505¥%;

x = 107°38'; B =36°05"; y = 59°40'.

csm— 143
q

Bild 842 i Bild 3438

1013. v = —2)2 i + 2§ — 2%; |t =4

1014, &= 101°32’; B = 55°33’; y — 36°52

1015. Bild 343 '
PPy=—V2i+V2i; PP=—V2i—121i PoPi= V2i—V2i;
PPi= V2i+V2is PP=—12i+V2Y PPi=-V2ji+12Y
PoPs= V2i+V2Y PPi= V2i+V28 P P=-12i—)24
PP=—12i—V2t P,Pi= V2i—1V2Y PPo= V2i—V2¢
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1016.

1017.

1018.

1019.

1020

1021,

1022.

1023.

1024.

1025.

1026.

1027.
1028.

1029.

1030.

37*

P,P,= —2i; P,P,= —2j; P,P,=2i; P,P,=2i;
PP=—i—i+ V2 PPi= i—i+124 PPi=i+i+128
PPi=—i+i+V2l PPo=—i—i—V2t PP=i—j—121

PoPo= i+i—V2t PPi=—i+i—12t

(Bild 344) OP, = 2i; PPo=—i+131;

sy, 1 :
0=-i—13j; 0P3=1+—3—V§1+—§~}’5!;

v

- — ¥ - 2 —
PP =—i+5Bi+5 108
== D = B o
PzPa=—§P3I+'§V‘”

a) D = 25. Die Vektoren sind linear unabhidngig.
b) D = 0. Die Vektoren sind linear abhingig.

Bild 344

t=—15tr—0,98

1
.a)8= 53 (23a + 61b — ¢) b) Die Zerlegung ist nicht moglich, da a, b

und ¢ linear abhingig sind.

7 7 >
t=a—?b+4c; lta] = V25 |te] = % ircl=4V2'
\

58 foteg w)zmﬁ+i—ﬂ)Mty=%l

TRETRAE TR
t=—2i+ 3]+ 5+ A38i — i+ 20

A=0: (—2;3;5); A=1: (1;2;7); A= —1: (—5;4;3);
A=3: (7;0; 11); A= —3: (—11;6; —1)

m=l(

cow:%yg; r=i—3j+2t+A(i+i+
DurchstoBpunkte: (— 1; —5; 0); (4; 0; 5); (0; —4; 1)
PiPy=—i+43j+ 7+ A(—4i+i~—4b

PPy = —5i +4j+ 34 pu(11i — 9j — 7¥)

P,P, — 6i — 5] — 4T+ »(—Ti + 8j + 11¥)

a) Gerade durch P, parallel zum Vektor a
b) Parallele zum Vektor t,
c¢) Ebene durch den Ursprung und P, zu der der Vektor a parallel verléuft

Wenn der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel ein stumpfer ist.

a)6y2 b) 6 )0 . d)—6V2
ab_ab _ o p
Auscoa(a,b)ﬁa—;—ab a-b

b und ¢ haben die gleiche Komponente lings a: ba = Ca-



572 Lésungen

1031. ab = apb = |ap| - | b} - cos 0° = Jap| - b; |ab|=9£?.
- ab
ab = aba = |a| - [ba| - Cos @ = qa : |bgl; tbu1=7

1032. (a + b) (a — b) = a2 + ba — ab — b2 = a2 + ba - cos(b; a) — ab - cos(a; b) — b2 =
= a? + ab - cos(a; b) — ab - cos(a; b) — b2 = a2 — b2

1033. |t} = Viwi + yi + 28) (zi + yj + 2z0) = Va2 + 9% + 2*
Ito — 0y = Vi(ze — 2)i + (Y2 — ¥ i + (22 — 2)EP =
=V@ =2+ (Yo — NP+ (@ — )

1034. a) 11, = — 4 b)rr,=0 1 11, ¢) 1Ty = —28
ullen (= —2n)
1035. ap = “I;:’ b = 1,51 — 2,5] +¢ 1036. < (1, 1) = 77°39’
2 —) —
1087, 4 — b2(ca) — (ab) (¢b) , . az(cb) — (ab) (ca)
a2h? — (ab)? @b — (ab)?

1038. & (P,0y, PoPs) = 14°3s < (PoPyy PuPy) = 21°10°; & (Poly, Pr1%,) = 84°47

1039, |1| = L Y71305 ~ 4,7
57

1040. E: 22+ 3y + 42— 6 =0 d— 10 <28
V29

2 14 31
1041. @ =30°34" P (-—; —; — = 1042, @ = 101°27"
041. ¢ — 30°3 (153 15) @
1043. t =2i+ j — 2+ A(Bi — 27— ) 1044. aXa =0
1045. A:%Iai-]bbsiny 1046. a?b®

3. 5. 41
1047. a) ty X ¢, = —El-«'?i—z‘f by, X,=o0
1048. a) 1, X 1 = — 141 — 9j + ¢ b) L, Kt =28i +14] — 14 ) Xr=0
1049. n = —17i — 2§ — 12

|azby — bgayl |mp — mgq | . Gy b‘y_
3 , b) = = mit = mq und -¥ = my

1050, 4%t B) agb, + a,b, 1+ mgmp ' (7 * o,

1051. (01 X ag) (tg — tlj =9, mMit q, X a + 0, d. h, (a; X az) 1 (ta — 11)
1052. Fiir a;)[ 0z wird a; X a, = 0 und es entsteht ein Ausdruck von der Form %
1053. E;: 52 — 9y — 22+ 19 =0; FKy,:z—2y+:=0;

t=—381—19] + A(18i + 7i + 1); ¢ = 35°10

1054. ¢t =1+ 2]+ 38+ 4G+ 1 — 2¢8); T=31 42+t pni+it+1;
d=12 =~ 1,4
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1055.

1056.

1058.

1059.

1060.

1061.

1062.

1063.
1064.
1065,

E: 3z+2y—6z2—6=0; E,: 6z —6y-+2+6=0;
Schnittpunkt: z = —6; t=0,8i+ 1,8] + A(341 + 39j + 30¢)
s. Lisung zu Aufg. 1053 1057. Vp = % V2 =094

E:4z + 11y + 92— 1 =0; Po(O;O;%)

Wenn [ABVE] = 0, dann sind die Normalenvektoren der drei Ebenen komplanar, d. h., alle
drci Ebenen sind einander parallel, oder zwei Ebenen sind einander parallel, -oder zwei
Ebenen schneiden einander in einer Geraden, die parallel zur dritten Ebene verlduft, oder
alle drei Ebenen schneiden einander in ein und derselben Geraden.

6i + 9j + 18t
7. 49, 7 , 20, 13, 11
&)ba—gl—igl'i"l—gf, ba_9l+18]+18£
b)by = 0; bg = b (b steht senkrecht auf a)
1 1

DU SPUITN. 3 ..
e L L
Alle Produktbildungen auBer c), e) und k) sind sinnvoll
Konische Schraubenlinie
a) Doppelkegel b) Konische Wendelflache

Verwendete Symbole

Symbol Beispicel Erkldarung

Symbole der Logik

= 8= 8, Aus der Aussage S, folgt die Aussage S,
=3 §;8, Die Aussagen S, und 8, sind gleichwertig
A und
Symbole der Mengenlehre
€ | aecAd a ist Element der Menge 4
€ a¢Ad a ist nicht Element der Menge 4
{axnrrr) {ay, as, ag, ...} Menge der Elemente a;, a,, as, ...
= AcB Menge 4 ist in Menge B enthalten
1] leere Menge
u AuvB Vereinigung der Mengen 4 und B
n AnB Durchschnitt der Mengen A und B
\ ANB Differenz der Mengen A und B
X AXB Produkt der Mengen 4 und B

Symbole fiir Zahlenbereiche

Bereich der natiirlichen Zahlen
Bereich der ganzen Zahlen
Korper der rationalen Zahlen
Korper der reellen Zahlen
Korper der komplexen Zahlen

AQxxQZ




Sachwortverzeichnis

Abbildung 24

—, eindeutige 25

—, eineindeutige 25

Abhéngigkeit, lineare 127, 129, 138, 486

Abschétzung 53, 70

Abschnittsgleichung der Geraden 331

Abstand eines Punktes von einer Ebene 503,
504

————— Geraden 334, 498

— zweier Punkte 318, 483

— — windschiefer Geraden 513

Abszisse 243, 309

Abszissenachse 308

Addition von komplexen Zahlen 101, 107

— — natiirlichen Zahlen 30

— — rationalen Zahlen 60

Additions-theoreme 271ff.

— -verfahren 123

Alternativgesetz 510

Altgradeinteilung mit dezimalgeteiltem Grad
242

Amplitude 243 269,

Ankathete 254

Anomalie, exzentrische 411

Anstieg 319

— der Geraden 328

Anstiegswinkel 319

Aquivalenz 68

Argument 243, 263, 294 ff.

— einer komplexen Zahl 109

Assoziationsgesetz 470, 474, 495, 510

— der Addition 30

— — Multiplikation 31

— — Vereinigung 21

— des Durchschnitts 22

Astroide 460

Aussage 123

— -form 124

Bahngeschwindigkeit 251
Basis der natiirlichen Logarithmen 90
— einer Potenz 32

Bedingung, hinreichende 280
—, notwendige 280

Belegung einer Variablen 63

Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks

260, 278
— — rechtwinkligen Dreiecks 254 ff.
— — schiefwinkligen Dreiecks 280ff.
Ber~ouLLische Ungleichung 53

Betrag, absoluter, einer komplexen Zahl 106

— — — reellen Zahl 51
- eines Vektors 468, 483, 494
Bild 24

— -menge 24

binomische Formeln 286
Binomialkoeffizienten 40
Bogen-héhe 261

— -maB 240, 244

— -tafel 241
Boschungswinkel 261
Brechungsindex 279, 293
Breitenkreis 279 . |
Brennpunkt 382
Brennpunktsordinate 382

CarTESUS (DESCARTES) 308, 310
cartesisches Koordinatensystem 243
Cassinische Kurven 466
Caucry-Scewarzsche Ungleichung 53
Cofunktion 255

Cosinus 244, 246, 255, 284 ff.

- -satz 280

Cotangens 244, 246, 255, 284 ff.
CramERsche Regel 134, 164, 170

DanpeLinsche Kugeln 375
Deduktion 36
Definitionsbhereich 64, 123, 247
Determinante, dreireihige 133
—, Entwicklung 153, 169

—, n-reihige 168, 178

—, Rang 161

—, Reihe 135, 157

—, zweireihige 133
Determination 282
Dezimalbruch, nichtperiodischer 256
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Dezimalbruch, unendlicher 76

Dezimalsystem 35

dicht in sich 74

Differenz von Mengen 22

— — Zahlen 36

Direktrix 382

disjunkt 22

Diskriminante 97, 189, 359

Distributionsgesctz 32, 474, 496, 510

Divergenz von Folgen 79

Dividend 33

Division von komplexen Zahlen 102, 111

— — rationalen Zahlen 60

Divisor 33

Drehstreckung 110

Drehung des Koordinatensystems 349

Drehwinkel 456

Dreiecks-berechnung 238, 254 ff., 260 ff., 280 ff.

— -fliche 287fF., 325

— -umfang 286

— -ungleichung 54

Dualsystem 35

Durchschnitt von Mengen 22

Durchsto8punkt einer Geraden durch eine
Ebene504

e(Basis der natiirlichen Logarithmen) 30

Echolot 262

Ebene, Gleichung 501 £,

—, Parameterdarstellung 501

Eingabeln, lineares 220

Einheit, imagindre 98

—, kohirente 240

Einheits-lange 308

— -kreis 245fF.

— -wurzeln, komplexe 114

Einsetzverfahren 131

Einsvektoren 475, 479

Element einer Menge 17

elementfremd 22

Elimination des Paramcters 314

Ellipse 373, 375, 408, 441, 451

—, Halbparameter 411

—, Konstruktion 408, 409, 411, 412, 418, 421,
425

—, Mittelpunktsgleichung 410

—, Parameterdarstellung 411

—, Scheiteltangenten 410

Ellipsengleichung 410, 411, 412, 415, 441

Elongation 252, 269, 270

Enthaltensein 17

Entwicklung eincs Polynoms 203

Entwicklungssatz 522

Epizykloide 457

Erfiillungsmenge einer Gleichung 66
— — einer Ungleichung 70
Erginzung, quadratische 188
Evurersche Formel 121

— Symbole 41

Evolvente 461

Exponent 32

Exponential-form einer komplexen Zahl 120
— -gleichung 125, 230

Faktor 31

fast alle 78

Flacheninhalt eines Dreiecks 325

— — n-Ecks 326

— — Vierecks 325

Folge, geometrische 274

Fokus 382

Form, arithmetische, einer komplexen Zahl
109

—, goniometrische, einer komplexen Zahl 109

Formeln, goniometrische 271 ff.

Fundamentalsatz der Algebra 207

Funktion 25

—, harmonische 298 ff., 294

—, quadratische 191

Funktionen 238, 243 ff.

—, trigonometrische oder goniometrische 238,
243 fF.

Funktionsgleichung 310

Funktionstafeln 256 ff,

—, trigonometrische 256 fF.

Gangunterschied 463

Gauss, Carl Friedrich 98

Gausssche Zahlenebene 105
Gavssscher Algorithmus 174
Gegenkatheto 254

Geometrie, analytische 307

—, synthetische 307

Gerade 3271

—, Abschnittsgleichung 331

—, Punktrichtungsgleichung 330

—, Zweipunktegleichung 330
Geradengleichung, allgemeine Form 327
—, cartesische Normalform 328

—, Hesszsehe Normalform 333
Geschwindigkeitsparallelogramm 293
Gleichheit von komplexen Zahled 100
— — Mengen 19

— — rationalen Zahlen 58
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Gleichheit von Termen 67

gleichmichtig 26 )

Gleichsetzverfahren 132

Gleichung, algebraische 65, 116, 125, 198, 238

—, —, Grad 198

—, —, n-ten Grades 207

—, -, Produktform 208

—, allgemeine, 2. Grades 448

—, Begriff 123

—, Definitionsbereich 123

—, goniometrische 125, 294f., 304 ff.

—, kubische 210

—, lineare 125

—, logarithmische 125, 235

Gleichung, quadratische 97, 185, 298, 301, 302

—, reduzierte 213

—, transzendente 125, 198, 227

—, Variablenbereich 124, 141

Gleichungssystem, homogenes 139, 146

—, inhomogenes 139, 146, 149

Gleichwertigkeit von Gleichungen 68

— — Ungleichungen 72

Gon 239

Goniometrie 238

Grad 239

— einer algebraischen Gleichung 116

graphische Darstellung der trigonometrischen
Funktionswerte 245ff., 252

graphisches Verfahren 3001f.

Grenzwert 78

GroBengleichung 239, 251

—, zugeschnittene 240, 251

Grundaufgaben am Dreieck 2801F., 288 f.

—, zweckmiBigste Losungsverfahren 288ff.

Grundvektoren 475, 479

Giiltigieits-bereich einer Gleichung 66

— — — Ungleichung 70

— -mittelpunkt 71

— -radius 71

Halbparameter 382
Halbwinkelsatz 286 ff.
Hangabtrieb 262

Herox 288

HEerorische Formel 288
Hilfs-veranderliche 313

— -winkelmethode 298 ff.
HornERsches Schema 36, 198
Héhenwinkel 275, 279, 292
Hiillkonstruktion der Ellipse 418
Hyperbel 373, 380, 4281., 441, 451
—, Asymptoten 431

-Hyperbel, gleichseitige 432, 439

— -gleichungen 430, 433, 441
—, Konstruktion 429, 433, 440
—, Symmetrieachsen 429

—, Tangente 435

Hypotenuse 254
Hypozykloide 459

Identitiit 67

Imaginirteil einer komplexen Zahl 100
Induktion 36

— vollstiindige 38

Inkreisradius des Dreiecks 260, 287 ff.
Interpolation 256

Intervall, abgeschlossenes 80

—, offenes 80 .

Iteration 225

j (imaginire Einheit) 98

Kardioide 458

Kegelschnitt 373, 381

Kegelschnitte, konfokale 436

Kegelschnittgleichung, allgemeine 444

—, reduzierte 447

—, Scheitelgleichungen 441

Kennziffer 87

klein gegen 93

— von n-ter Ordnung 93

kleine GroBe 2. Ordnung 276

Kommutationsgesetz 469, 474, 495

— der Addition 30

— — Multiplikation 32

Komplement-beziehungen 255, 256

—-winkel 255

Komponente 262, 293

Komponenten eines Vektors 476, 480

Kongruenz 262

— -satz 282

Konjunktion 124

Konstante 63

Konvergenz einer Folge 78

Koordinaten eines Vektor 480

—, rechtwinklige 243, 264 ff., 308, 309

—-ebene 244

— -svsteme 308, 309

— -transformation 347

Koérper 61

— der reellen Zahlen 244, 293

korrespondierende Addition und Subtraktion
286, 291, 29611., 305

Kraft 256, 258, 262, 293, 307
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Kraft, riicktreibende 258

Kreis 351 ff.

—, affines Bild 428

— in verschobener Lage 353

—, Mittelpunktsgleichung 352

—, Scheitelgleichung 353

— -bogen 239, 279

— -frequenz 251, 269 ff.

— -kegel 278

— -tangente 362 ff.

— -segment 278

Kronenbreite 261

Kurs 292

Kurven, Schnittpunkte 312

— der trigonometrischen Funktionen 247 ff.
Kurvengleichungen 309 {f.

— in rechtwinkligen Koordinaten 310
— — Polarkoordinaten 315

Lehrsatz, binomischer 39, 45

Leitlinie der Ellipse 375

— — Parabel 377, 382

Leitstrahl 243, 282

Lemniskate 465

Lichtweite 261

Limes einer Folge 78

Linear-faktor 198, 202

— -kombination 65, 130

Lissasous-Figuren 462

Logarithmand 85

Logarithmen-gesetze 86

— -system 87

— —, dekadisches 87

— —, natiirliches 87, 89

~— -tafeln 241, 256

logarithmische Werte der trigonometrischen
Funktionen 256 ff.

Logarithmus 85

— einer komplexen Zahl 118

Losung, partikulire 148

Losungsmenge, allgem. Begriff 124

— einer algebraischen Gleichung 207

— — Ungleichung 70

— eines linearen Gleichungssystems mit 2
Variablen 124, 126, 128

————— 3 Variablen 147, 150, 164

————— » Variablen 170, 182

Michtigkeit von Mengen 26
Mantisse 87
Massc 258

Masse, schwingende 258

Menge 17

-, endliche 29

—, geordnete 27

—, leere 18, 20

Mengenprodukt 23

Minuend 30

Minute 239

Mittelpunkt einer Strecke 322
Mittelpunktswinkel 278

Modul 243 :

— einer komplexen Zahl 109

— zur Logarithmenumrechnung 88
MoirLwWEIDE, Gleichungen von 285, 288
Momentanpol 454, 456
Monotoniegesetz der Addition 30

— — Multiplikation 32

Multiplikation von komplexen Zahlen 100, 111
— — natiirlichen Zahlen 31

— — rationalen Zahlen 60

natiirliche Werte der trigonometrischen Funk-
tionen 256

Naherung 93

Naherungs-formeln 257 ft., 276 ff., 279

— —, trigonometrische 257ff., 276 ff, 279

— -verfahren 218

— —, NEwroNsches 221

Neigung 261, 277, 292

Neigungswinkel 261, 277, 292

— einer Geraden gegen eine Ebene 505

NEePER, Gleichungen von 286

neue Teilung des Winkels 242

Neu-grad 239

— -minute 239

—-sekunde 239

Nivellement 279, 292

Normalenvektor 500

Normal-komponente 477, 522

— -schnitt 293

Null-phasenwinkel 269

— -punkt (Ursprung) 308

— -vektor 471

Numerus 85

Ordinate 243, 309
Ordinatenachse 308
Ordnung 27

'Orduungsrelation 27

Orientierung 309
Ort, geometrischer 309
Ortsvektor 468, 479
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Parabel 373, 377, 378, 382, 406, 441, 451
~- -gleichung, allgemein 386
— -gleichungen 383, 384, 386, 391, 394
—, kubische 452
—, Normale 399
—, Scheitelgleichung 383, 384, 441
—, semikubische 453
—, Subtangente 399
—, Tangente 396, 399, 402
Parallel-komponente 477, 522
— -projektion, senkrechte 427
— -verschiebung des Koordinatensystems 347
Parallelogramm 291 ;
Parameter 313, 382
— -darstellung einer Kurve 313
— — der Parabel 391
— — — Ellipse 411
— — — Hyperbel 433
.Partialdivision 198
Pascarsches Zahlendreieck 40
Pendel 258, 270
—, mathematisches 258, 270
Periode 250, 266, 2681t.
Periodizitit der trigonometrischen Funktionen
2471f., 263, 266
Permutation 38
Pfeilhohe 278, 279
Phase 243
Phasenwinkel 269
Pol 244, 309, 265
Polar-achse 244, 309
— -gleichung der Ellipse 415, 443
— — — Hyperbel 434, 443
— — — Parabel 294, 443
— -koordinaten 243, 264 ff., 309
— — -gystem 309
Polare 365
Polynom 64, 198
—, Entwicklung 203
—, Nullstelle 202
—, reduziertes 204
Potenz einer komplexen Zahl 103
— — reellen Zahl mit irrationalem Exponenten
85 e
————— natiirlichem Exponenten 32
————— negativem ganzen Exponenten

————— rationalem Exponenten 82
— -gesetze 82

— -linie 369

— -reihe 244

— -wert 32

Prisma 260, 292, 293

Produkt, gemischtes 518

—, skalares 492

—-menge 309

— von Mengen 23

— — Zahlen 31

Projektion 250, 255, 261, 279, 291

—, kotierte 261

PTOLEMAUS 255

Punkt, asymptotischer 464

—, variabler 310

— -richtungsgleichung der Geraden 330, 489

Pyramide 260

Py1HAGORAS, trigonometrische Form des Lelir-
satzes von 252

Quadrant 245, 265, 309
Quadrantenrelationen 262ff,

Radiant 239, 240

Radikand 82

Radiusvektor 243, 479

Rang 161, 179, 182"

Realteil einer komplexen Zahl 100
Rechen-genauigkeit 284 ff.

— -schema 256 ff.

—-stab 241, 258ff.

Rechnen mit kleinen Winkeln 257 ff., 276 ff.
rechter Winkel 239

Reflexivitit 20

regula falsi 220

Resultierende 293, 307
Richtungs-cosinus eines Vektors 484
— -faktor der Geraden 328

— -winkel 243, 265

Rollkurve 454

Rotationsparaboloid 406
Riickwirtseinschneiden 307

Sarrussche Regel 155
Schallgeschwindigkeit 262
Scheitel-gleichung des Kreises 353
— -punkt 382

— -tangente 383

Schnitt-gerade zweier Ebenen 514
— -punkt dreier Ebenen 520

— — zweier Geraden 340

— -winkel zweier Geraden 341, 500
Schwerpunkt eines Dreiecks 322
Schwingungsdauer 250, 258, 270
Sekunde 239

sexagesimale Teilung 242
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Sinus 244, 246, 255, 284 ff. trigonometrische Funktionen am Einheitskreis

— -funktion, allgemeine 266 ff.
— -satz 280

— -teilung 258 1.

— -Tangens-Teilung 258 ff.
Skalar 467

skalares Produkt 492

— — zweier Vektorprodukte 523
Sonnenuhr 261

Spanwinkel 293

Spat 470, 518

— -produkt 518

Spiegelung 268, 271

Spirale, Archimedische 463
—, hyperbolische 464

~—, logarithmische 464
Standlinie 292
Substitutionsverfahren 131
Subtrahend 30

Subtraktion von komplexen Zahlen 100, 107
— — natiirlichen Zahlen 30
— — rationalen Zahlen 60
Summand 30

Superposition 300

Symmetrie 20

Tafel der gesetzlichen Einheiten 239, 244
— -differenzen 284ff. -

Tangens 244, 246, 255, 284 ff.

—-satz 285ff. 3

—-teilung 258ff.

Tangentengleichung der Ellipse 419
— — Hyperbel 435

— des Kreises 363

— der Parabel 399
Tantentialgeschwindigkeit 251, 513
Teilmenge, echte 19

—, unechte 19

Teilung einer Strecke 320 ff.

—, harmonische 322

—, zentesimale 242

Term 123

—, ganzer rationaler 64

—, linearer 64

—, rationaler 65

Theodolit 240, 243, 261

Tiefenwinkel 275
Transformationsgleichungen 335, 349
Transitivitat 20

Translation 467

Trigonometrie der Ebene 238
trigonometrische Funktionen 238, 243 ff.

243, 246
— — auf dem Rechenstab 258 ff.
— —, Definition der 243 ff., 252
— — des doppelten Winkels 273 .
— — im rechtwinkligen Dreieck 243, 254 ff.
— —, Summe von 274 ff.
— — von negativen Winkeln 263
— —, Vorzeichen der 246
— — von Winkelsummen 271ff.
— —, Zusammenhang zwischen den 252 ff.
— Funktionstafeln 256
— Funktionswerte fiir besondere Winkel 247
Tupel 124

Uberlagerung 300

Unabhingigkeit, lineare 487
Umformung 295

—, dquivalente 295

— von Koordinaten 264 ff.
Umkehr-abbildung 26

— -funktion 26

Umkreisradius des Dreiecks 260, 287
Umlaufsinn 325

Umrechnungsfaktor g 240

— -modul fiir Logarithmen 88
Ungleichung 53, 78

—, BeERNOULLIsche 53

-, CavcHY-ScHwaRrzsche Dreiecks- 53
Unstetigkeitsstellen 244
Unterdeterminante 154
Untermenge, echte'19

~—, unechte 19

Urbildmenge 24

Ursprung 244, 308

Variable 63, 266, 294

—, freie 126

—, gebundene 126

Variablenbereich 63, 124, 141, 295, 296
—, zuldssiger 295

Vektor 106, 467

Vektoren, entgegengesetzt gerichtete 473
—, freie 468 '

—, gleichgerichtete 473

—, kollineare 473, 486

—, liniengebundene 468

—, mehrfache Produkte 517

—, ortsgebundene 468

Vektorgleichung 481

— einer Geraden 489

vektorielle Darstellung von Flachen 527
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vektorielle Darstellung von Kurven 527

vektorielles Produkt 507

— — dreier Vektoren 521

— — von vier Vektoren 524

— — zweier Vektorprodukte 523

Vereinigung von Mengen 21

Versiera der AGNEsI 310

Vertauschung, zyklische 285ff., 326

Verwandlung von Produkten in Summen von
Funktionen und umgekehrt 274 {f.

Viereck 291

VIETA, Satz von 189, 210

Vollwinkel 238

Wilzwinkel 454, 456
Werte-bereich 247

— -vorrat 310

Winkel 238, 239, 241, 242, 257, 263, 276f1.
—, ausgezeichnete 241, 242
—, kleine 257, 2761f.

—, negative 238, 263

—, positive 238, 263

—, rechter 239

— zweier Geraden 341

— — Kreise 370

— zwischen zwei Ebenen 506
— -einheiten 238ff.

— —, Definition der 239

— -funktionen 244

— -geschwindigkeit 251

— -halbierende 291, 345

— -messung 238ff.

— —, praktische 240
—-summe des Dreiecks 281
— -teilung, alte 242

Literaturhinweis

Wirkungslinie 293, 307

Wurfparabel 392

Wurzel-exponent 82

— -gesetze 83

— -gleichung 193, 298, 302

—, kubische 210

—, quadratische 186, 189

— -gétze des VIETA 189, 210

Wurzeln 82

— eineralgebraischenCleichung 116, 186, 189,
205, 208

—, komplexe 114

Zahlen, ganze 47

—, imaginére 100

—, irrationale 77, 256

—, komplexe 100

—, —, Argument 109

—, —, arithmetische Form 109
—, naturliche 28

—, rationale 58

—, reelle 77

— -folge 78

— -tripel 467

Zahnwinkel 293

Zeit 266, 269 .

Zenitdistanz 259, 261
Zentriwinkel 255

Zerlegung eines Vektors 487, 524
Ziffern, arabische 35

—, romische 34

— -gystem 34

Zissoide 311, 315
Zweipunktegleichung der Geraden 330, 490
Zykloide 455
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