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GELEITWORT

‘Wenn sich Wissenschaft und Technik planméBig und schnell weiterentwickeln sollen,
so ist es unumginglich, daf alle Bereiche der Volkswirtschaft in immer stirkerem
MaBe ‘mathematisch durchdrungen werden. Um dieses Ziel zu erreichen, wurde am
1. 9. 1963 an den Ingenieur- und Fachschulen der Deutschen Demokratischen Repu-
blik ein neuer Lehrplan fiir das Unterrichtsfach Mathematik eingefiihrt, in dem wesent-
lich mehr als vorher Wert gelegt wurde auf eine gediegene Grundlagenausbildung, die
das Erfassen komplizierterer mathematischer Zusammenhinge wesentlich erleichtert
und damit die Voraussetzung fiir die erfolgreiche Losung der in der Praxis auf-
tretenden mathematischen Probleme schafft.
Die bisherigen Lehrbiicher der Mathematik fiir Ingenieur- und Fachschulen erfiillen
nicht mehr die Anforderungen, die der neue Lehrplan ari Lehrer und Studierende
stellt. Aus diesem Grunde wurde auf Veranlassung des Staatssekretariats fiir das
Hoch- und Fachschulwesen in Zusammenarbeit mit der Zentralen Fachkomission fir
Mathematik ein Autorenkollektiv beauftragt, in moglichst kurzer Zeit ein neues, zwei-
béindiges Unterrichtswerk der Mathematik zu erarbeiten, das spiter durch einen
weiteren Band ergénzt werden wird, der ausgewihlte Kapitel der Mathematik ent-
halten wird, die fir den Ingenieur und Okonomen in der neuen Entwicklung unent-
behrlich sind.
Der nunmehr vorliegende erste Band enthélt die Teilgebiete Mengen, Zahlenbereiche
und Rechenoperationen; Gleichungen; Trigonometrie; Analytische Geometrie der
Ebene und Vektorrechnung. Das Erscheinen dieses Bandes soll der AnlaB sein, den
Autoren fiir die aufopferungsvolle Arbeit zu danken, die sie mit der Zusammenstellung
des Manuskriptes iibernommen hatten.
An die Benutzer dieses Buches sei die Bitte gerichtet, uns ihre Erfahrungen, Kritiken
und Verbesserungsvorschlige mitzuteilen, die sie bei der Arbeit mit dem Buch ge-
sammelt haben. Denn nur durch den gegenseitigen Erfahrungsaustausch zwischen
Autoren und Leserschaft kann der Inhalt des Buches laufend verbessert werden.
Wir sind iiberzeugt davon, daB dieses Buch sowohl den Lehrern als auch den Studie-
renden des Direkt- und des Fernstudiums eine wertvolle Hilfe sein wird, und daB es die
mathematischen Kenntnisse vermittelt, die durch die sich stéindig weiterentwickelnde
Technik von den Absolventen unserer Ingenieur- und Fachschulen gefordert werden
miissen.

Zentrale Fachkommission fiir Mathematik
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Einfiihrung

Das neue Lehrwerk der Mathematik ist in der Auswahl und Gliederung des Stoffes
auf den Lehrplan abgestimmt, der 1963 an den Ingenieurschulen der Deut-
schen Demokratischen Republik eingefithrt wurde. Auf Grund der hoheren mathe-
matischen Kenntnisse, die von den Bewerbern an Ingenieurschulen gefordert wer-
den, wurde zuniichst eine neue Stoffabgrenzung nach unten notwendig. Inhaltlich
schlieBt das Buch an den ,Lehrgang der Elementarmathematik (VEB Fachbuch-
verlag Leipzig) an. Dieser enthilt die Stoffgebiete der Mathematik, deren Behandlung
zur Vorbereitung auf den Fachschulbesuch notwendig ist. Hinweise auf das Buch
werden im folgenden kurz mit ,,Vgl. El. math. und durch Angabe der betreffenden
Abschnittsnummer gegeben.

Der vorliegende erste Band ,,Algebra und Geometrie fiir Ingenieurschulen® enthalt
die Abschnitte Zahlenbereiche und Rechenoperationen, Gleichungen, Trigonometrie
der Ebene, Analytische Geometrie der Ebene und Vektorrechnung, wilhrend der zweite
Band das Gebiet der Analysis umfaBt. Der inhaltliche Aufbau beider Bénde erlaubt es,
daB sie dem Lehrplan entsprechend im Unterricht parallel verwendet werden konnen.
In dem unter dem Titel ,, Ausgewihlte Kapitel der Mathematik* erscheinenden Band
sind die fiir den Ingenieur wichtigen Gebiete der Matrizenrechnung, linearen Opti-
mierung, mathematischen Statistik, maschinellen Rechentechnik und der Nomo-
graphie zusammengefaB3t.

Die Darstellung des Stoffes wurde so gewihlt, dafl das Lehrbuch sowohl zum Gebrauch
neben dem Unterricht als auch zum Selbststudium geeignet ist. Daher wurde ver-
sucht, Anschaulichkeit mit mathematischer Strenge zu verbinden. Jeder Abschnitt
enthilt durchgerechnete Beispiele sowie eine groBere Zahl von Ubungsaufgaben, deren
Losungen am Ende des Bandes angegeben sind.

Trotz der ausfiihrlichen Darstellung stellt das Buch Anforderungen an das selbstindige
und kritische Denken des Lesers. Wie jedes Mathematikbuch kann auch das vorlie-
gende nur mit Papier und Bleistift in der Hand durchgearbeitet werden. Man begniige
sich nicht mit fertigen Formeln und Rezepten, sondern verfolge genau die Herlei-
tungen und Beweise. Jeder einmal véllig verstandene Beweis fordert die Fahigkeit
zum mathematischen Denken, selbst wenn man ihn bald wieder vergessen hat. Die
durchgerechneten Beispiele diirfen trotz des Kleindruckes nicht iibergangen werden,
da sie nicht nur den vorher gebotenen Stoff erldutern und einiiben, sondern auch
neue Erkenntnisse vermitteln sollen. Ebenso wichtig ist es, daB8 der Lernende selb-
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stindig eine moglichst groBe Anzahl der Ubungsaufgaben durchrechnet. Es stellt eine
gute Ubung dar, wenn der Leser von Zeit zu Zeit den Inhalt mehrerer durchgearbei-
teter Abschnitte in einer knappen Zusammenfassung angibt. Er wird dadurch ge-
zwungen, das Wesentliche vom Unwesentlichen zu trennen, Verbindungen zwischen
den Teilgebieten herzustellen, und erkennt, ob er den Stoff wirklich verstanden hat.

Bei Zahlenrechnungen zwinge man sich zu groBter Sorgfalt. Es werden zunichst alle
fiir die Losung der Aufgabe erforderlichen Formeln niedergeschrieben, wobei stets
Rechenproben zu beachten sind. Dann wird ein Rechenschema aufgestellt, das
den zu verwendenden Hilfsmitteln wie Rechenstab, Logarithmentafel und Rechen-
maschine entspricht und in das alle bei der Rechnung auftretenden Zahlen einzu-
tragen sind. Schmierzettel gibt es nicht! Jede Rechnung muB so sauber angefertigt
sein, daf sie ohne Schwierigkeit von einer zweiten Person iiberpriift werden kann.-



Mengen, Zahlenbereiche und Rechenoperationen

1. Mengen

1.1. Der Mengenbegrift

Im tiglichen Leben wird ein naiver Mengenbegriff hiufig gebraucht. Man spricht von
der Menge der Hauser einer Stadt, von der Menge aller Biicher einer Bibliothek, von
der Menge aller Schiiler einer Lehranstalt, von der Menge aller Planeten des Sonnen-
systems und so fort. Der Mengenbegriff wird verwendet, wenn Objekte einer bestimm-
ten Art, Objekte mit bestimmten Eigenschaften zu einer Gesamtheit zusammengefaB3t
werden sollen. Dies ist auch im Bereich der Mathematik oft notwendig oder vorteil-
haft. Man faBt die Zahlen 0, 2, —2, 4, —4, ... zur Menge aller geraden Zahlen zu-
sammen, spricht von der Menge aller Primzahlen, von der Menge aller Losungen der
Gleichung sin 2 =1/, oder von der Menge aller auf einer Kurve liegenden Punkte.
Fiir den Mengenbegriff als einen Grundbegriff kann hier keine explizite Definition
(das ist eine Erklarung, die den Begriff auf frither erklirte Begriffe zuriickfiihrt!)
gegeben werden. Dies ist nur mit Hilfe noch grundlegenderer Teilgebiete der Mathe-
matik als der Mengenlehre moglich?). Daher wird lediglich erklirt, unter welchen
Bedingungen und in welcher Weise der zu definierende Begriff verwendet werden soll.
Diese Erklirung nennt man eine implizite Definition.

Definition

Ist eine solche Eigenschaft gegeben, daB ein jedes Objekt diese Eigenschaft ent-
weder besitzt oder aber nicht besitzt, so sagt man, alle Dinge, die diese Eigenschaft
besitzen, bilden eine Menge. Sie werden Elemente dieser Menge genannt.

BEISPIELE

1. Alle Miinzen in einer Miinzensammlung bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft
heifit: Miinze der Sammlung sein.

2. Alle Bewohner eines Hauses bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft heifit:
Bewohner des Hauses sein.

3. Alle durch 5 teilbaren ganzen Zahlen bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft
heiBt: eine durch 5 teilbare ganze Zahl sein.
4. Die drei Buchstaben a, b, ¢ bilden eine Menge. Die mengenbildende Eigenschaft heiBt: ent-

weder der Buchstabe a, der Buchstabe b oder der Buchstabe ¢ sein.

Das letzte Beispiel lehrt, dafl es mitunter moglich ist, eine Menge durch Aufzéihlen
ihrer Elemente zu bestimmen. Soll eine Menge aus den (endlich oder unendlich vielen)

1) Beispiel fiir eine explizite Definition: ,,Unter einem Parallelogramm versteht man ein Viereck,
dessen Seiten paarweise parallel sind.*
2) zum Beispiel mit Hilfe der mathematischen Logik
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Elementen a, b, c, ... gebildet werden, so bezeichnet man sie mit
{a,b,¢c,...}.

Die mengenbildende Eigenschaft besteht in diesem Fall einfach darin, mit einem der
aufgefithrten Elemente identisch zu sein.

Mengen werden gewéhnlich mit groBen lateinischen Buchstaben 4, B, C,..., ihre
Elemente mit kleinen lateinischen Buchstaben a,b,c,... bezeichn/et.

Ist a Element der Menge 4, so wird das durch

a€d

symbolisiert.
Ist zum Beispiel U = {1,3,5,7, ...} die Menge aller ungeraden positiven Zahlen, so
gilt:

1013¢ U.

Die Definition schlieBt nicht aus, daB eine Menge nur aus einem Element besteht. So
ist 4 = {a} die Menge, die allein aus dem Element a gebildet wird. Ja, eine Menge
darf sogar leer sein. Zum Beispiel definiert die Eigenschaft, eine Maschine zu sein, die
ohne Verbrauch irgendwelcher Energie immerfort Arbeit verrichtet, eine Menge ; denn
von jedem Objekt kann entschieden werden, ob es diese Eigenschaft besitzt oder
nicht. Weil aber kein Objekt — wie aus der Physik bekannt — diese Eigenschaft
besitzt, hat die Menge kein einziges Element, sie ist leer.

AUFGABEN
1. In welchen der folgenden Beispiele wird der M begriff im math ischen Sinn gebraucht:
a) die Menge der Freitage im laufenden Jahr,
b) die Menge der Primzahlen,
¢) die Menge Wasser in einem Litergefi8,
d) die Menge der Punkte auf der Peripherie eines Kreises,
e) die Menge der Mc die mit K begi

»

Welchen der genannten Mengen gehort ein Rechteck mit dem Seitenverhiiltnis 1:2 an:

a) Menge V der Vielecke,

b) Menge 7' der Trapeze,

¢) Menge S der Rhomben,

d) Menge R der Rechtecke,

e) Menge P der Parallelogramme,
f) Menge D der Drachenvierecke,
g) Menge @ der Quadrate?

12, Relationen zwischen Mengen

Die wichtigsten Relationen (Beziehungen), in denen Mengen zueinander stehen
konnen, sind das Enthalt; in und die Gleichheit
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Definition
Eine Menge A ist in einer Menge B enthalten, in Zeichen

AcB,

wenn jedes Element der Menge A auch Element der Menge B ist. 4 heiflt dann
Untermenge oder Teilmenge von B.

BEISPIELE
1. Bild 1 zeigt zwei ebene Punktmengen 4 und B, von denen 4 in B ent-
halten ist.
2. Die Menge aller Siugetiere ist enthalten in der Menge aller Wirbeltiere.
3. Die Menge aller geraden Zahlen ist Teilmenge der Menge aller ganzen
Zahlen: Bild 1
0,2, —2,4, —4,..} = (0,1, —1,2, —2,...}.

4, Die Menge aller Quadrate ist enthalten in der Menge aller Vierecke, diese wieder in der Menge
aller Vielecke.

Beim Enthaltensein zweier Mengen, A — B, sind zwei Sonderfille moglich:

Erstens kann die Teilmenge A eine leere Menge sein. Eine leere Menge ist in jeder
beliebigen anderen Menge B enthalten; denn von jedem ihrer Elemente (sie hat ja
keine) kann gesagt werden, es sei Element von B.

Zweitens kann die Teilmenge A die Menge B vollstindig ausmachen, so daf es kein
Element von B gibt, das nicht zu 4 gehért. In diesem Fall sagt man, A sei eine un-
echte Teilmenge von B, oder spricht von der Gleichheit der Mengen A und B. Von diesem
Sonderfall unterscheidet man das echte Enthaltensein, wo 4 die Menge B nicht voll-
standig erfiillt.

Definition
Eine Menge 4 ist gleich einer Menge B, in Zeichen
A=B8,
wenn jedes Element von 4 auch Element von B und umgekehrt jedes Element von
B auch Element von 4 ist.

Nach dieser Definition sind zwei Mengen 4 und B genau dann gleich, wenn 4 in B
und B in 4 enthalten ist:

A=BsAcB und B« A4}
BEISPIELE

5. Die Menge aller Quadrate ist gleich der Menge aller Rhomben, die einen rechten Winkel be-
sitzen.

6. Die Menge aller durch drei teilbaren ganzen Zahlen ist gleich der Menge aller ganzen Zahlen
mit durch drei teilbarer Quersumme.

7. Die Menge A aller arabischen Ziffern ist gleich der Menge {0, 1, 2, ..., 9}:

4=1{0,1,2,..,9}.

1) Bedeutung des Zeichens < vgl. S. 573
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Da alle leeren Mengen aus denselben Elementen (ndmlich aus gar keinen) gebildet
werden, sind sie untereinander gleich. Aus diesem Grund wird von der leeren Menge
gesprochen. Sie wird mit dem Symbol @ bezeichnet:

2 ={)
Von der leeren Menge ist die Menge {0} zu unterscheiden, die als Element die Zahl

Null enthalt.
Die beiden Relationen Enthaltensein und Gleichheit besitzen folgende Eigenschaften :

I Fiir eine beliebige Menge A gilt stets sowohl 4 — A alsauch 4 = 4.

Beziehungen, die stets dann wahre Aussagen ergeben, wenn sie zwischen einem Ob-
jekt und sich selbst aufgestellt werden, heiBen reflexiv. Enthaltensein und Gleichheit
sind demnach reflexive Beziehungen.

Ist eine Menge 4 in einer Menge B enthalten und die Menge B Teilmenge einer
Menge O, so ist auch 4 Teilmenge von C':

AcB und BcC = AcC. (I)

Beweis: Ist a ein beliebiges Element von 4, so gehért es wegen A — B auch der
Menge B an: a€ B. Wegen B = C folgt aber daraus a € . Somit sind alle Ele-
mente von 4 auch Elemente von C, das heift 4 — C.

Dieselbe Eigenschaft kommt auch der Gleichheit zu:

Ist die Menge A4 gleich der Menge B und die Menge B gleich der Menge C, so ist auch
A gleich C:

A=Bund B=C=4=0C. (IT)

Beziehungen, die wie das Enthaltensein in (I) oder die Gleichheit in (IT) iibertragbar
sind, werden fransitiv genannt.
In einer Hinsicht aber unterscheiden sich die beiden Relationen :

I Aus 4 = B folgt stets B = A.

Dagegen kann aus 4 = B keineswegs B = A geschlossen werden. Diirfen bei einer
Relation, wie bei der Gleichheit, die Bezugsobjekte ausgetauscht werden, so heift diese
Relation symmetrisch.

Die Gleichheit ist eine symmetrische, reflexive und transitive Relation. Das Ent-
haltensein ist nur reflexiv und transitiv.

AUFGABEN Lae e ve g
3. Es sind alle Teilmengen der Menge {3, [, s, ¢} zu bestimmen, yose s e e e 7
4. Welche Eigenschaften haben die folgenden Relationen: s

a) die in der Menge aller ebenen Figuren erkliirte Kongruenz F, =~ F,,

b) die in derselben Menge erklirte Ahnlichkeit F,~F,

¢) die in der Menge aller Geraden einer Ebene erkliirte Orthogonalitiit (Senkrechtsein) g, | [

d) die in derselben Menge erklirte Parallelitit a1l 922

>
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1.3. Operationen mit Mengen

Es ist auf verschiedene Weisen méglich, aus zwei Mengen eine dritte Menge zu bilden.
Dies dhnelt den Rechenoperationen mit Zahlen, die auch zwei gegebenen Zahlen eine
dritte zuordnen. Deshalb spricht man von ,,Operationen mit Mengen*‘. Die wichtig-
sten sind die Vereinigung und die Bildung des Durchschnitts, der Differenz und des
Produktes.

Definition

Unter der Vereinigungsmenge A4 u B der beiden Mengen 4 und B versteht man.
die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B gehoren (vielleicht auch zu beiden).
einem Biicherschrank, B die Menge aller Bii-  Bild 2

Es gilt daher:
ol
Y,

dann ist 4 u B die Menge aller Biicher dieses Schrankes, die lehrreich sind oder einen griinen
Einband besitzen (vielleicht auch beides).

. Ist A die Menge aller im Wasser lebenden Tiere, B die Menge aller auf dem Lande lebenden
Tiere, so stellt 4 u B die Menge aller im Wasser oder auf dem Lande lebenden Tiere dar.

4. {a, m, s, e, lju{s, t,a, r)={a,ms, el tr}

AcAuB und Bc AuB.

BEISPIELE
1. Sind 4 und B die in den Bildern 2a und 2b
dargestellten ebenen Punkt soist AuB

jeweils die durch Schraffur gekennzeichnete
Punktmenge.
Ist A die Menge aller lehrreichen Biicher in

L

w

Es konnen auch mehr als zwei Mengen vereinigt werden. Zum Beispiel 148t sich die
Vereinigungsmenge der drei Mengen 4, B und C in der Weise bilden, daBl man erst A
und B vereinigt zu A u B und dann diese Menge mit C zu (4 u B) u C. Es ergibt
sich die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B oder zu C gehéren. Dasselbe ist der
Fall, wenn erst B mit C vereinigt wird zu B u €, und dann 4 mit B u C vereinigt
wird zu 4 u (B u (). Da es mithin gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die Opera-
tionen ausgefiihrt werden, ist es gestattet, die Klammern ganz wegzulassen:

(AuB)uC=A4Au(BuC)=AuBuC.

Den durch diese Formelzeile dargestellten Sachverhalt nennt man das Assoziations-
gesetz der Vereinigung. Es gilt auch fiir die Vereinigung beliebig vieler Mengen.
Die Vereinigung einer Menge 4 mit einer Teilmenge B liefert stets wieder 4 und um-
gekehrt:

BcA & AuB=A.

Eine ebenso einfache Operation wie die Vereinigung zweier Mengen ist das Bilden
ihres Durchschnitts.
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Definition
Unter dem Durchschnitt 4 n B der beiden Mengen A und B versteht man die
Menge aller Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehéren.

Es gilt daher:
AnBcA und AnBcB.

BEISPIELE

5. Bild 3 stellt schraffiert den Durchschnitt zweier ebener Punktmengen
A und B dar.

6. Sei wieder 4 die Menge aller lehrreichen und B die Menge aller griin
eingebundenen Biicher in einem Biicherschrank, dann ist 4 n B die
Menge aller Biicher in diesem Schrank, die sowokl lehrreich sind, als
auch einen griinen Einband haben.

7. Ist A die Menge aller im Wasser lebenden Tiere, B die Menge aller auf  gijg 3
dem Lande lebenden Tiere, so ist 4 n B die Menge aller Amphibien.

8. {a, m, s, e, I} n {8, t, a, r} = {a, s}.

QW

Enthalten 4 und B keine gemeinsamen Elemente — man sagt dann, die beiden
Mengen seien elementfremd oder disjunkt —, so ist ihr Durchschnitt leer: 4 n B = &.
‘Dies gilt auch umgekehrt: Ist der Durchschnitt zweier Mengen die leere Menge, so
haben sie keine gemeinsamen Elemente.

Auch der Durchschnitt kann von mehr als zwei Mengen gebildet werden. Dabei ergibt
sich dhnlich wie bei der Vereinigung:

(AnB)nC=A4n(BnC)=A4n0BnC.

Fiit die Durchschnittsbildung gilt also ebenfalls ein Assoziationsgesetz.

Eine dritte Art, Elemente zweier Mengen 4 und B zu einer neuen Menge zusammen-
zufassen, ist die Bildung der Differenz.

Definition

Unter der Differenz A\ B der beiden Mengen 4 und B versteht man die Menge
aller Elemente von 4, die nicht zu B gehoren.

BEISPIELE

9. Bild 4 zeigt schraffiert die Differenzmenge der Mengen 4 und B.
10. Sei A die Menge aller Fiinfecke, B die Menge aller regelmiiigen
Vielecke, so ist 4 \ B die Menge aller nichtregelmiBigen Fiinfecke.
11. Sei 4 die Menge aller Lehrhnge eines Betrlebes, B die Menge aller
an einem besti Tag ab len A i des Betrie-
bes, so erscheint zu einer betrieblichen Lehrveranstaltung an
diesem Tag im allgemeinen die Menge 4 \ B aller Lehrlinge, die

an dem Tag nicht abwesend sind.

12. {r, e, 7, 8} \{s, ¢, u, r, m} = {e, i}.

Sind die Mengen A und B elementfremd, so stimmt die Differenz A \ B mit 4 iiber-
ein und umgekehrt. Auf jeden Fall aber gilt:

ANB = AN (A nB),
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weil bei der Differenzbildung von A nur Elemente weggelassen werden, die sowohl zu
A als auch zu B gehoren.

Eine ganz andere Art der Verkniipfung zweier Mengen als Vereinigung, Bildung des
Durchschnitts oder der Differenz stellt die Bildung des Produktes zweier Mengen A
und B dar. Das Mengenprodukt kommt zustande, indem man aus den Elementen von
A und den Elementen von B simtliche Paare bildet. Ist zum Beispiel 4 = {a, b} und
B = {«, B, v}, so besteht das Mengenprodukt dieser beiden Mengen aus den Paaren
(a; x), (a; B), (a; p), (b; «), (b; B), (b; p). Dabei ist die Reihenfolge wesentlich: Bei
jedem Paar steht an erster Stelle ein Element von 4, an zweiter Stelle ein Element
von B. Man spricht deshalb von geordneten Paaren.

Definition

Unter dem Mengenprodukt 4 x B der beiden Mengen A und B versteht man die
Menge aller geordneten Elementpaare (a; b) mit a € A und b€ B.

BEISPIELE

13. Ist R die Menge aller Zahlen der Zahlengeraden, so konnen y
die Elemente von R X R als Koordmatenpan,re von Punkten
in der Ebene eines cartesischen Koordi ¥ Rixip!
werden. Bild 5 zeigt die Darstellung des Zahlenpamres (235 91)
als Punkt P; der Koordinatenebene.

14. Bildet man das Produkt aus den Mengen aller Punktkoordina-
ten (z;y) in einer Ebene und der Menge aller Hohen z iiber %
dieser Ebene, so ergeben sich Zahlentripel (z; y; z), die die 0 ' i
Raumkoordinaten der Punkte des dreidimensionalen Raumes  Bild 5
bilden.

15. Ist 7' die Menge aller Zeitpunkte, so liefert das Mengenprodukt von 7' mit der Punktmenge des
vorigen Beispiels Quadrupel (z; y; z; t), die als Ort-Zeit-Punkte des vierdimensionalen Rau-
mes der Relativitatstheorie gedeutet werden konnen.

AUFGABEN

5. Es ist der Durchschnitt von je zwei der in Aufgabe 2b) bis f) genannten Mengen zu bilden.
6. Es sind Vereinigung, Durchschnitt und Differenz aus folgenden Mengenpaaren zu bilden:
a) {a, u, t, o} und (m, a, u, s},
b){0,2, 4, 6,...) und {0, 5, 10, 15, ...},
c) der Menge a,ller russisch sprechenden Menschen und der Menge aller englisch sprechenden
Menschen.
. K sei die Menge aller Schiiler einer Klasse, # die Menge der an einem bestimmten Tag ent-
schuldigt, U die Menge der an diesem Tag unentschuldigt Fehlenden. Durch K, £ und U ist
die Menge aller an diesem Tag anwesenden Schiiler der Klasse darzustellen.
Wie heif3t die kleinste Menge, die die Mengen 4, B und C enthilt?
Wie heiBt die groBte Menge, die in den Mengen 4, B und C enthalten ist?
10. Was ergibt

a

© »

a)Ang, b4\ g, c) @ \ A?
11. Esist
a)Au(4nB), b)An(AuB)

zu bestimmen (Skizze fiir Punktmengen!).
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12. Die nachstehenden Folgerungen sind zu begriinden oder zu widerlegen:
a)ac4d, AcB und BcC = acC, b)ac4d und Bc4 = aec A\B,

c)aed und BcA4d = acdnB, d)AuB=B = Bc A,

e)ANB=¢g = A=B, f)AnB=AuB = A=B.
13. Was folgt

a)aus a€ AuB und a¢d, b)aus a¢ AnB und acAd

hinsichtlich der Beziehung von a zu B?
14. Es ist der Durchschnitt der Mengen AN\B und B\ A4 zu bilden.
15. Was kann aus 4\ B = B\ 4 geschlossen werden?
16. Was 1Bt sich iiber die Mengen 4 und B aussagen, wenn
a) AuB— AnB, b)ANBc A n B?
17. Am Beispiel ebener Punkt sind folgende Beziel zu b

a)Au(BnC)=(AuB)n(4du0),
b)An(BuC)=(4dnB)u(4dnC),
¢) (ANB)NC = AN(Bu 0).
18. Die in Aufgabe 17. genannten Beziehungen sind fiir die Mengen 4 = {g, ¢, i, s, t},
B={i,n,8¢l} und C=1{,a,cbh,e n} zu bestitigen.

1.4. Abbildungen
Es kommt hiufig vor, dal die Elemente zweier Mengen einander zugeordnet sind.

BEISPIEL
1. Ist A = {a, b, c} dieMenge aller Schalter in einem Raum und B = {», w, z, y, z} die Menge aller
Lampen dieses Raumes, so sind jedem Schalter diejenigen Lampen zugeordnet, die durch ihn
eingeschaltet werden. Die Zuordnung kann in Form einer Tabelle oder eines Schemas dar-
gestellt werden:

4 | B v

a w
a v,,2 b X
b w,y ¢ y
c z 7z

Definition
Werden durch eine bestimmte Vorschrift den Elementen einer Menge A die Ele-
mente einer Menge B zugeordnet, wobei jedem Element von A ein oder mehrere

Elemente von B entsprechen, so spricht man von einer Abbildung der Menge A
auf die Menge B.

Abbildungen werden mit kleinen griechischen Buchstaben, o, 7, ..., bezeichnet.
Entspricht dem Element a ¢ A bei der Abbildung — vielleicht unter weiteren
Elementen — das Element b € B, so heiBt b Bild des Elementes a und a Urbild des
Elementes b. In diesem Sinne wird B Bildmenge und A Urbildmenge genannt.

BEISPIEL
2. A sei die Menge aller Lehrkriifte, B die Menge aller Klassen einer Schule. Ordnet man jeder
Lehrkraft diejenigen Klassen zu, die sie so ht eine Abbildung der Menge A

auf die Menge B.
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Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Abbildungen, bei denen jedes Urbild genau
ein Bild besitzt. Sie heiBen eindeutige Abbildungen oder, soweit die beiden Mengen
mathematische Objekte enthalten, Funktionen.

BEISPIELE

3. Falls jede Lehrkraft genau eine Klasse unterrichtet, stellt das Beispiel 2. eine eindeutige Ab-
bildung der Menge der Lehrkrafte auf die Menge der Klassen der Schule dar. Dabei kénnen
mehrere Lehrkrifte in der gleichen Klasse Unterricht erteilen. Bezeichnen etwa die Buch-
staben g, b, ¢, d die Lehrkrifte und 2, y, 2 die Klassen, so kénnte das Schema der eindeutigen

Abbild gendermafen hen:

X
Y
z

Qowa

—

4. Es sei 4 die Menge aller Schiiler einer Schule, B die Menge aller Klassen dieser Schule. Ordnet
man jedem Schiiler die Klasse zu, der er angehort, so erhilt man eine eindeutige Abbildung
der Menge 4 auf die Menge B.

5. Die Tabelle

A B

U W RO =
[N

stellt eine Funktion dar.

Am einfachsten sind jedoch diejenigen Abbildungen zu iiberblicken, bei denen nicht
nur jedem Urbild genau ein Bild, sondern auch jedem Bild genau ein Urbild ent-
spricht. Solche Abbildungen heifien eineindeutig, weil sie sowohl in der Richtung von
A nach B als auch umgekehrt eindeutig sind.

BEISPIEL
6. Ist A die Menge aller Sitzplitze in einem Theater und B die Menge aller Eintrittskarten fiir
eine bestimmte Vorstellung, so liefert die Zuordnung jeder Karte zu dem auf ihr bezeichneten
Platz eine eineindeutige Abbildung der Menge A auf die Menge B. Wenn die Sitzplitze mit
@y, @y, @y, ... und die zugehorigen Karten mit by, by, by ... bezeichnet werden, lautet das
Abbildungsschema:
o ———b;
o——b;
by

Gelegentlich — vor allem bei Funktionen — ist es notig, bei einer Abbildung die
Rollen von Urbildmenge und Bildmenge zu vertauschen.

BEISPIEL

7. Tm Beispiel 1. wurde die Menge A der Schalter in einem Raum auf die Menge B der Lampen
dieses R bgebildet. Die Abbildung b tete die Frage: Welche Lampen brennen
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beim Betiitigen eines bestimmten Schalters? Es kann aber auch die umgekehrte Frage ge-
stellt werden. Welche Schalter bringen eine bestimmte Lampe zum Leuchten? In diesem
Fall interessiert man sich fiir die umgekehrte Zuordnung, die Zuordnung der Schalter zu den
Lampen. Sie wird — dieselbe Installation des Ra wie oben vor — auf folgende
Weisen dargestellt:

B A

v
v a w a
w b X b
z a,c y 4
¥ b z
t3 a

Definition

Die aus einer gegebenen Abbildung o durch Vertauschen von Urbildmenge und
Bildmenge entstehende Abbildung heiBt Umbkehrabbildung zu o.

In diesem Sinne spricht man auch von Umkehrfunktionen.

AUFGABEN

19. 4 sei die Menge aller in einem bestimmten Internat wohnenden Studierenden, B die Menge der
von ihnen bewohnten Riume dieses Hauses. Es werden jedem Studenten diejenigen Riume
zugeordnet, die er'bewohnt. Unter welchen Bedi ist diese Abbildung
a) eindeutig,
b) eineindeutig?

20. Wie muB eine eind ige Abbildung beschaffen sein, damit ihre Umkehrabbildung wiederum
eindeutig ist?

1.5. Eigenschaften von Mengen

Zum Vergleich zweier Mengen in bezug auf ihren Reichtum an Elementen dient der
Begriff der Michtigkeit.
Definition
Ist es moglich, die Menge A eineindeutig auf die Menge B abzubilden, so heiBien
die beiden Mengen gleichmiichtig.
BEISPIELE

1. Die Menge A der Sitzplitze und die Menge B der Eintrittskarten in einem Theater sind gleich-
michtig (vgl. 1.4. Beispiel 6.).
2. Die beiden Mengen {a, b, ¢, d} und {, V, IV, X} sind gleichmiichtig; denn die Zuordnung

a I
b r
c g
d X

liefert eine eineindeutige Abbildung.
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3. Ein Massenpunkt bewege sich gleichférmig auf einer Geraden. M sei die Menge aller Punkte
dieser Geraden und 7T die Menge aller Zeiten. Ordnet man jeder Zeit ¢ € 7' den Punkt Pe M
der Geraden zu, an dem sich der Massenpunkt zur
Zeit ¢ befindet, so bekommt man eine eineindeutige
Abbildung der Menge T' auf die Menge M. Die Menge
aller Zeiten ist also gleichmichtig der Menge aller
Punkte auf einer Geraden.

. Es sei 4 die Menge aller Geraden durch einen Punkt H
und B die Menge aller Punkte auf einer nicht durch H
gehenden Geraden k. Diese Mengen sind gleichmiichtig.
Wird nimlich wie in Bild 6 jeder Geraden aus 4 der
Punkt aus B zugeordnet, in dem sie die Gerade A  Bild 6

hneidet, so ht eine eineindeutige Abbildung
von A auf B. (Der Parallelen zu % entspricht der ,,unendlich ferne* Punkt der Geraden h.)

Ist es nicht moglich, die Menge A eineindeutig auf die Menge B abzubilden, wohl aber,
die Menge A auf eine echte Teilmenge von B eineindeutig abzubilden, so sagt man, die

Menge B sei mdchtiger oder von groferer Miichtigkeit als die Menge A. In diesem Sinn

ist zum Beispiel die Menge {a, b, ¢} machtiger als die Menge {«, f}.

Beziiglich der inneren Struktur einer Menge ist die Ordnung die wichtigste Eigen-

schaft. Eine Menge heiit geordnet, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente durch

eine Ordnungsrelation eine Reihenfolge festgelegt ist.

'S

BEISPIELE

5. Von zwei verschiedenen Punkten eines Strahles kann stets gesagt werden, welcher in der
Richtung des Strahles gesehen vor dem anderen kommt. Das Zuvorkommen stellt eine Ord-
nungsrelation in der Menge der Punkte des Strahles dar und priigt ihr eine Ordnung auf.

6. Von zwei verschiedenen positiven ganzen Zahlen kann stets gesagt werden, welche kleiner als
die andere ist. Das Kleinersein stellt eine Ordnungsrelation in der Menge der positiven ganzen
Zahlen dar und prigt ihr eine Ordnung auf.

7. Von zwei Schiilern einer Klasse kann stets gesagt werden, welcher dem anderen nach der im
Klassenbuch vorhandenen Schiilerliste v geht. Das Vor hen laut Kl buch stellt
eine Ordnungsrelation in der Menge der Schiiler der Klasse dar und priigt ihr eine Ordnung auf.

Eine Ordnungsrelation wird im allgemeinen durch das Zeichen < ausgedriickt. Sie
muB drei Bedingungen erfiillen:

1. Aus @ < b und b < ¢ folgt stets @ < ¢ (Transitivitit).

2. Fiir zwei verschiedene Elemente ¢ und b gilt entweder a < b oder b < a.

3. Es gilt niemals a < a (Irreflexivitit).

Es ist leicht, zu bestitigen, daB die in den Beispielen 5, 6 und 7 beschriebenen Rela-
tionen diese Bedingungen erfiillen.

AUFGABEN

21. Es ist zu beweisen, daB die Menge der Punkte eines Halbkreises, die beiden Begrenzungs-
punkte ausgenommen, der Menge der im Endlichen liegenden Punkte auf einer Geraden
gleichmiichtig ist.

22, Kann eine Menge einer ihrer echten Teilmengen gleichmiichtig sein?

23. Angenommen, es ist moglich, die Menge A eineindeutig auf die echte Teilmenge B’ der Menge B
abzubilden. Folgt daraus, daB B michtiger als 4 ist?

924. Tst durch die lexikographische Anordnung der Worte im Duden in der Menge aller deutschen
Worte im Sinne der M Jehre eine Ord elation gegeben?
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2. Der Bereich der natiirlichen Zahlen
2.1. Entstehung der natiirlichen Zahlen

Eine der ersten mathematischen Aufgaben, vor die der Mensch sich im Laufe seiner
Entwicklung gestellt sah, war der Vergleich einfacher Mengen beziiglich ihrer Mach-
tigkeit. Beim Tauschhandel wurde etwa eine Menge Friichte fiir eine gleichmichtige
Menge Muscheln gegeben. Um den persénlichen Besitz zu vergleichen, muflte fost-
gestellt werden, wessen Viehherde von gréBerer Michtigkeit war. Beim Kampf kam
es unter anderem auf die Michtigkeit der Menge der eigenen Krieger im Vergleich zur
Michtigkeit der Menge der gegnerischen Krieger an.

Im einfachsten Fall konnte dieser Vergleich durch eine eineindeutige Zuordnung der
Elemente beider Mengen geschehen. Im Handel stellte man etwa jeder Frucht eine
Muschel entgegen und erhielt dadurch, ohne zu zihlen, zwei gleichmichtige Mengen.
Schwieriger wurde es, wenn die raumliche Entfernung der beiden Mengen oder andere
Umstiinde die unmittelbare Zuordnung der Elemente nicht gestattete. In diesem
Falle benutzte man zunichst selt fertigte Vergleich 1gen. Sollte etwa die Méch-
tigkeit zweier weit voneinander entfernten Herden verglichen werden, so bediente
man sich eines gekerbten Stabes, auf dem jede Kerbe einem Tier der einen Herde
entsprach. Man trug den Stab zur anderen Herde und verglich die Michtigkeit der
Kerbenmenge mit deren Méchtigkeit.

Besonders die Finger der Hande wurden gern zur Bildung von Vergleichsmengen
gebraucht. Indem man sie mehrfach benutzte, reichten sie auch zur Beschreibung
reichhaltigerer Mengen aus. Symbolisch kénnen die durch Finger gebildeten Mengen
durch die folgenden Strichmengen dargestellt werden :

LTI ARE . S A 1

In dieser Folge entsteht jedesmal durch Hinzutiigen eines Striches eine Menge groBe-
rer Machtigkeit?). Als Namen fiir die Machtigkeit der durch die aufgefiihrten Strich-
mengen vertretenen Mengen bildeten sich die ,,natiirlichen‘ 2) Zahlen Eins, Zwei,
Drei, ... heraus. Spiter kam als Namen fiir die Méchtigkeit der leeren Menge die Null
hinzu.

Definition
Die natiirlichen Zahlen sind Namen fiir die durch Strichmengen vertretenen
Michtigkeiten :
Null, Eins, Zwei, Drei, Vier, Fiinf,...

S PR PO | e 8

!) Diese Tatsache bediirfte eines Beweises, der aber hier nicht gegeben werden kann

%) Der Ausdruck ,,natiirliche Zahlen** bedeutet nicht, daB andere Zahlen — etwa die gebroche-
nen — weniger mit der Natur verbunden wiren als diese. Er stammt aus einer Zeit, als in der
Math ik idealistische Vi 11 den Zahlenbegriff beherrschten
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Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit N bezeichnet. Hat die Machtigkeit einer
Menge 4 den Namen 7 € N, so wird auch kurz gesagt: 4 besitze n Elemente, oder
die Elementezahl von A sei n.

Nach den durch sie benannten Michtigkeiten kénnen die natiirlichen Zahlen ge-
ordnet werden. Die natiirliche Zahl m heiBt kleiner als die natiirliche Zahl n, in
Zeichen

m<mn,

wenn die 7 darstellende Strichmenge von groBerer Michtigkeit ist als die-m dar-
stellende Strichmenge. Die damit erklirte Relation < erfiillt die drei in 1.5. genannten
Forderungen?). Mit ihr bilden die natiirlichen Zahlen eine geordnete Menge.
Das Gleichheitszeichen steht zunachst nur zwischen einer natiirlichen Zahl und sich
selbst: n = n. Mochte man ausdriicken, daB m nicht kleiner als n ist, so kann das in
der Form m =n geschehen. m < n bedeutet: m ist nicht groBer als n. Um die
Gleichheit auszuschlieBen, verwendet man das Zeichen ==, Statt n > 0 sagt man
auch, n sei positiv.

Zur graphischen Darstellung der natiirlichen Zahlen benutzt man eine Gerade (Zahlen-
gerade). Auf ihr werden — bei einem beliebigen Punkt, dem Nullpunkt beginnend —
den natiirlichen Zahlen der Reihe nach
in gleichen Abstdnden aufeinander fol-
gende Punkte zugeordnet (Bild 7). Die
Beziehung m < n zwischen den natiir-
lichen Zahlen m und » kommt dann da-
durch zum Ausdruck, daB der m darstellende Punkt, von dem » darstellenden Punkt
aus gesehen, auf der Seite des Nullpunktes liegt.

Obwohl es unter den natiirlichen Zahlen keine groBte gibt, kénnen trotzdem Mengen
vorkommen, die von héherer Méchtigkeit sind, als eine natiirliche Zahl zu beschreiben
vermag, das heillt von hoherer Michtigkeit als jede der oben aufgefiihrten Strich-
mengen. Ein Beispiel dafiir ist die Menge der natiirlichen Zahlen selbst. Um solche
Mengen von den Mengen geringerer Michtigkeit zu unterscheiden, dient der Begriff der
Endlichkeit. Eine Menge heiBt endlich, wenn ihre Michtigkeit durch eine natiirliche
Zahl benannt wird. Im anderen Fall heiflt sie unendlich. Die Menge der natiirlichen
Zahlen ist also eine unendliche Menge.

o 1 2 3 4 5 6
Bild 7

AUFGABEN

25. Wie kann die Menge der positiven natiirlichen Zahlen unter Benutzung von Mengenopera-
tionen durch N dargestellt werden?
26. Welche Eigenschaften besitzt die Relation <?

2.2. Rechenoperationen im Bereich der natiirlichen Zahlen

Den Operationen mit endlichen Mengen entsprechen Rechenoperationen mit natiir-
lichen Zahlen.

1) Der Beweis dafiir kann hier nicht gefithrt werden



30 2. Der Bereich der natiirlichen Zahlen

Definition
Die Elementezahl s der Vereinigungsmenge S der beiden elementfremden end-
lichen Mengen A und B mit den Elementezahlen @ und b hei3t Summe der beiden
Zahlen @ und b und wird durch @ + b bezeichnet:

S=A4uB, AnB=g,
s=a-+b.

a und b heilen Summanden, die Rechnung heiBt Addition.

Die Addition erfiillt folgende Grundgeseizet):
1. Die Addition ist unbeschrinkt ausfihrbar:
Zu zwei Zahlen a und b gibt es stets eine Summe a -+ b.
2. Die Summe ist eindeutig bestimmt:
Aus @ =a’ und b =0b" folgt stets a—|—b—a + b'.
3. Assoziationsgesetz:
Es ist stets a + (b +¢) = (@ + b) + c.
In Summen aus mehr als zwei Gliedern kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ausfithrung der Additionen an.
4. Kommutationsgeselz:
Es ist stets @ + b =050 + a.
In einer Summe sind die Glieder vertauschbar.

Im Zusammenhang mit der Anordnung gilt ferner noch das Monotoniegesetz:
Aus a < b folgt stets @ +¢ < b + c.
Eine Ungleichung bleibt bestehen, wenn auf beiden Seiten die gleiche Zahl addiert wird.

Wird eine endliche Menge A mit der Elementezahl @ mit der leeren Menge (Elemente-
zahl Null) vereinigt, so erhiilt sie dadurch nicht mehr Elemente. Daher ist die Summe
gleich dem ersten Summanden, wenn der zweite Null ist:

Auvg=A4

a+0=a.
Die Addition kann — allerdings im Bereich der natiirlichen Zahlen nur bedingt —
umgekehrt werden: Ist @ = b, dann gibt es eine Zahl d, so daBl b + d = a ist. Da fiir
jede Zahl d’ > d nach dem Monotoniegesetz b 4 d' > b + d = a, fiir jede klei-

nere Zahl d" aber b + d"' < b + d = a ist, gibt es auller d keine weitere Zahl, die
die Bedingung b + d = a erfiillt. Die Zahl d ist durch sie eindeutig bestimmt.

Definition
Ist fiir die beiden Zahlen a und b die Bedingung b + d = a erfiillbar, so heit die
durch sie eindeutig bestimmte Zahl d Differenz von @ und b und wird mit a — b
bezeichnet. In ihr wird @ Minuend und b Subtrahend genannt. Die Rechnung heiBt
Subtraktion.

1) Die Beweise dieser Grundgesetze sind leicht zu erbringen, wiirden jedoch hier zu weit fithren
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Die Differenz d = a — b ist also die Zahl, die, zu b addiert, a ergibt.
Wenn die endliche Menge B mit der Elementezahl b in der endlichen Menge 4 mit
der Elementezahl a enthalten ist, so hat die Differenzmenge D die Elementezahl
=a—b:

D=A\B,

d=a—b, Bc A.
Die Gesetze der Subtraktion ergeben sich aus der Definition dieser Operation und den
Grundgesetzen der Addition. Ein Beispiel mag dies belegen.

BEISPIEL
1. Zu beweisen ist: a + (b —¢) = (@ + b) —c.

Beweis: Die in der Gleichung rechts stehende Zahl ist nach der Erklirung der Subtraktion

dadurch eindeutig bestimmt, zu ¢ addiert a 4 b zu ergeben.

Kommt diese Eigenschaft auch der linken Seite zu? Zur linken Seite wird ¢ addiert:
(@+0®—0c)+e.

Nach dem Assoziationsgesetz darf die iuflere Klammer umgesetzt werden:
(@+@®—0c)+c=a+(b—c)+c).

Nun ist aber nach der Definition der Subtraktion b — ¢ die Zahl, die zu ¢ addiert b ergibt.
Also liefert (6 — ¢) + ¢ den Wert b. Der ganze Ausdruck ist folglich gleich @ + . Daher stimmt
die linke Seite der Gleichung mit der rechten iiberein.

Zur Definition des Produktes zweier natiirlicher Zahlen dient die Elementezahl
des Mengenprodukts:

Definition

Die Elementezahl p des Mengenprodukts P der beiden endlichen Mengen A und B
mit den Elementezahlen @ und b heillt Produkt der Zahlen a und b und wird durch
a-b oder kurz ab bezeichnet:

P=AXB,
p=a - b.
a und b heiBen Faktoren, die Rechnung heiflt Multiplikation.

Die Multiplikation befolgt dhnliche Grundgeseize wie die Addition:
1. Die Multiplikation ist unbeschrinkt ausfihrbar:
Zu zwei Zahlen a und b gibt es stets ein Produkt a - b.
2. Das Produkt ist eindeutig bestimmt:
Aus a=a’ und b =10 folgtstets a-b=a'-b".
3. Assoziationsgesetz:
Esist stets a-(b-c) = (a-b)-c.
In Produkten aus mehr als zwei Gliedern kommt es nicht auf die Reihenfolge der
Ausfiihrung der Multiplikationen an.
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4. Kommutationsgesetz:
Es ist stets a-b=1"5-a.
In einem Produkt sind die Glieder vertauschbar.

5. Distributionsgesetz:
Esist stets a-(b+¢)=a-b+a-c.
Dieses Gesetz kann in zwei Richtungen gelesen werden:
von links nach rechts: Man multipliziert eine Zahl mit einer Summe, indem man sie
mit jedem Summanden einzeln multipliziert und die Produkte addiert;
von rechts nach links: Aus einer Summe von Produkten diirfen gemeinsame Fak-
toren ausgeklammert werden.
Auch fiir die Multiplikation gilt im Zusammenhang mit der Anordnung ein Mono-
toniegesetz:
Aus @ <b und ¢ >0 folgt stets a-c <b-c.
Bei der Bildung des Mengenprodukts 4 x B konnen alle @ Elemente der Menge 4
mit einem Element der Menge B gepaart werden und liefern dabei @ Elemente des
Mengenprodukts. B hat b Elemente, also ergibt sich fiir die Elementezahl a -b des
Mengenprodukts die Darstellung

a-b=a+a+...+a.
——— ey

b Summanden

Dies ist der bekannte Zusammenhang zwischen Multiplikation und Addition: Das
Produkt a-b ist gleich der Summe aus b Summanden a.

Ubertriagt man den Gedanken der mehrfachen Verkniipfung einer Zahl mit sich
selbst von der Addition auf die Multiplikation, so kommt man zum Begriff der
Potenz: a"(n € N\ {0}) ist Abkiirzung fiir ein Produkt aus n Faktoren a:

at=a-a-... a.
—_—
n Faktoren

a heiBt dabei Basis, n Exp t und a* Pot t.

a® definiert man sinnvollerweise als Eins:
a®=1.

Ist eine der beiden Mengen A4 und B die leere Menge, so enthélt das Mengenprodukt
A X B kein einziges Elementepaar und ist ebenfalls leer. Daher hat das Produkt den
Wert Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Enthiilt aber jede der beiden Mengen A
und B wenigstens ein Element, so besitzt das Mengenprodukt 4 X B wenigstens das
Paar dieser beiden Elemente und ist nicht leer. Demnach ist ein Produkt nur dann
gleich Null, wenn einer der Faktoren Null ist.

Satz

Ein Produkt hat dann und nur dann den Wert Null, wenn einer der Faktoren
Null ist.
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Besteht eine der beiden Mengen A und B nur aus einem Element, so lassen sich genau
so viele Paare bilden, wie die andere Menge Elemente zihlt. Das heift: Multipliziert
man eine Zahl mit eins, so bleibt ihr Wert erhalten.

Ein Beispiel mag zeigen, wie aus den Grundgesetzen der Addition und der Multi-
plikation weitere Gesetze abgeleitet werden I

BEISPIEL
2. Zu beweisen ist:
(@ + b)® = a® + 2ab + b2
(binomische Formel).
Beweis: Nach der Definition der Potenz ist
@+b2=(a+b)-(a+b).
Hierauf wird das Distributionsgesetz angewendet:
@+b-@+b)=(+b-a+(@+b-b.

Nun geb ht man das K i tz und darauf abermals das Distributionsgesetz:

a-(a+b+b-(at+b)=(@-a+ta-b)+(b-a+b-b).

Das Assoziationsgesetz der Addition g das Wegl der K1 b - a wird kom-
mutiert, und fiir die Verkniipfungen einer Zahl mit sich selbst werden die Abkiirzungen
benutzt:

a-at+a-b+a-b+b-b=a®+ 2ab+ b2.

Die Multiplikation ist ebenso wie die Addition — aber im Bereich der natiirlichen
Zahlen auch nur bedingt — umkehrbar. Wenn die natiirliche Zahl b ,, Teiler* der
natiirlichen Zahl a ist, gibt es eine natiirliche Zahl ¢, so daB b -¢ = a ist. Bei <=0
ist ¢ durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. Denn aus ¢’ > ¢ folgt nach dem
Monotoniegesetz der Multiplikation b-¢' > b-.c=a, aus ¢’ < c aber ergibe sich
b’ <b-c=a.

Definition

Ist fiir die beiden Zahlen @ und b die Bedmgung b.c=a erfillbar und b ver-
schieden von Null, so heiBt die durch sie eindeutig bestimmte Zahl ¢ Quotient aus
a und b und wird mit a:b bezeichnet. In ihm wird a Dividend, b Divisor genannt.
Die Rechnung heif3t Division.

Der Quotient ¢ = a:b ist also die Zahl, die mit b multipliziert a ergibt.

Statt @:b darf auch a/b geschrieben werden. In der letzteren Form nennt man den
Quotienten einen Bruch. a heift dabei Zihler und b Nenner.
Von groBter Bedeutung fiir praktische Rechnungen ist:

| Die Division durch Null ist ausgeschlossen.
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AUFGABEN

27.In welcher Weise 1aBt sich das Quadrat einer natiirlichen Zahl durch das Mengenprodukt
definieren?

28. Es ist die Rechenregel a - (b — ¢) = a - b — a - ¢ mit Hilfe der Definiti und Grundg
der Addition, Subtraktion und Multiplikation zu beweisen.

29. Mit Hilfe der in Aufgabe 28 bewiesenen Regel und der Grund ist die bi ische Formel
(@ + b) (@ — b) = a* — b* zu bestitigen.

30. Welche der M perationen Vereini; Durchschnitt und Differenz sind
a) assoziativ, b) kommutativ?

31. Welche Eigenschaften hat die im Bereich der natiirlichen Zahlen erklirte Relation afb (a ist
Teiler von b)?

32. Es ist zu beweisen, daB die Menge der natiirlichen Zahlen der Menge der durch zwei teil-
baren natiirlichen Zahlen gleichmichtig ist.

33. Es ist eine Wertetabelle der Funktion aufzustellen, die jeder positiven natiirlichen Zahl die
Anzahl der in ihr enthaltenen Teiler zuordnet (bis 20).

34. Worin besteht der Fehler in folgendem ,,Beweis*, daB 1 die groBte natiirliche Zahl ist?
Die groBte natiirliche Zahl kann nur eine sein, deren Quadrat (das ja wieder eine natiirliche
Zahl ist) nicht groBer als sie ist. Danach kommen nur 0 und 1 in Frage, unter denen 1 die grofite
ist.

2.3. Ziffernsysteme

Zur Darstellung der Zahlen bedient man sich Ziffern, die nach bestimmten Verab-
redungen zusammengesetzt werden. Die Zusammenstellung von Verabredungen, die
man trifft, um eine beliebige Zahl durch gegebene Ziffern darzustellen, wird Ziffern-
system genannt.

Heute werden vor allem drei Ziffernsysteme verwendet: das romische Ziffernsystem,
das Dezimalsystem und das Dualsystem.

Die romischen Ziffern verraten durch ihre Form zum Teil noch deutlich die Herkunft
der natiirlichen Zahlen durch Abstraktion konkreter Vergleichsmengen :

I Eins (Finger),

\% Finf (Hand),

X Zehn (zwei Hinde).
Ziffern fiir groBere Zahlen sind

L Fiinfzig,

c - Hundert,

D Fiinfhundert,

M Tausend.

Das romische Ziffernsystem besteht in folgenden Verabredungen: Alle Zahlen werden
als moglichst kurze Summen der durch die Ziffern dargestellten Zahlen ohne Additions-
zeichen geschrieben. Dabei wird viermaliges Wiederholen ein und derselben Ziffer da-
durch ersetzt, daB diese Ziffer einmal vor die nichsthohere Ziffer geschrieben wird,
was Subtraktion bedeuten soll (IV statt IIII, IX statt VIIII):

MDCCCLXXXVIII = 1888,
MCMLXIV = 1964.
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Bei der Darstellung groBer Zahlen und beim Rechnen bietet das romische Ziffern-
system betriichtliche Schwierigkeiten.

Das Dezimalsystem benutzt die arabischen Ziffern: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Um die
natiirlichen Zahlen durch diese Ziffern auszudriicken, werden diese bekanntlich als
Summen von Vielfachen von Zehnerpotenzen dargestellt, wobei die Zehnerpotenzen
selbst und die Additionszeichen fortgel werden :

3.103+ 7-10% + 0- 10! 4 6 - 10° = 3706.

Der Wert, den eine Ziffer innerhalb einer Zahl vertritt, hiingt also von ihrer Stellung
innerhalb der Ziffernfolge ab.

Stellt man eine Zahl nicht als Summe vielfacher Zehnerpotenzen, sondern als Summe
von Zweierpotenzen dar und verfihrt ansonsten wie im Dezimalsystem, so erhélt man
das fiir die moderne Rechentechnik unersetzliche Dualsystem. Seine Bedeutung er-
gibt sich daraus, daB die Zellen der modernen Rechenmaschinen, Rohren oder Transi-
storen, zweier Zustéinde fihig sind, die die Ziffern des Dualsystems vertreten. Da die
Zahl Zwei selbst schon Zweierpotenz ist, kommt das Dualsystem mit zwei Ziffern, eine
fiir Null und eine fiir Eins, allein aus. Um Dualzahlen von Dezxmalzahlen zu unter-
scheiden, wird die Eins hier durch L bezeichnet.

9= 1.2240-2240-214+1-2°= LOOL,
30=1.2¢41.284+1.2241-2140.2°=LLLILO.
Im Dualsystem werden schon kleine Zahlen recht vielziffrig. Fiir Rechenautomaten
ist dies aber kein Nachteil.
Eine Zahl aus dem Dualsystem ins Dezimalsystem zu iibertragen, kann unter Um-
stinden eine haufig zu losende Aufgabe sein. Es ist daher zweckmaBig, dabei mog-
lichst rationell vorzugehen. Zur Ubertragung der Zahl
LOLLLOL=1-264+0-2541-2¢41.2%241.2240.2141.20
empfiehlt es sich, soweit wie moglich auszuklammern:
(1-2540-2¢41-2241-224+1.240)-2+4+1=
(1-2¢40-2241.2241.241)-240)-2+1=

((((((1+0)-2+0)-2+1)-2+1).2+1)-2+0)-2+1.

Die Anzahl der auszufiihrenden Operationen wird dadurch verringert. In dem er-
haltenen Ausdruck wechseln Additionen zu den Ziffern der gegebenen Zahl mit
Multiplikationen mit 2 ab. Am vorteilhaftesten ordnet man die Rechnung in einem
Schema an:

In eine erste Zeile schreibt man die Ziffern der Zahl, addiert senkrecht und schreitet
beim Multiplizieren schrig nach rechts oben vor:

1 0 1 1 1 0 i
0 1.2=2 2.2=4 5-2=10 11.2=22 23.2=46 46.2=92
14+0=1 04+2=21+4+4=51+4+10=11 1+422=23 0+4+46=46 1492=93

I

Il
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oder kurz:
1 0 1 1 1 0 1
0 2 4 10 22 46 92
1 2 5 11 23 46 93

Dieses Rechenschema hat in der praktischen Mathematik groBe Bedeutung. Es
heiBt HorNERsches Schema) und wird sich spéter noch héufig als niitzlich erweisen.
Da das Dualsystem wie das Dezimalsystem ein Stellenwertsystem ist, lassen sich die
tiblichen Verfahren des schriftlichen Rechnens auch im Umgang mit Dualzahlen
anwenden. Beim Addieren ist zu beachten: L + L = L0, LL + L = L00, LLL +
L = L000 usw. Das Einmaleins besteht im Dualsystem nur aus 0-0 =0, 0. L = 0
und L. L =L.

BEISPIEL
a) LOLL b) L0 L00 ¢) LOLL.LOL
L0 OLL —LOLL LoLL
LL LLO L 0oL LOLL
LLOLLL
AUFGABEN
35. Folgende Zahlen sind ins Dualsystem zu iibertragen:
a) 35, b) 126, c) 80, d) 1024.
36. Folgende Zahlen sind mit Hilfe des HORNER-Sch ins Dezimalsystem zu iibertragen:
a) L0 00L, b) L OLO LOL, ¢) L LLL LLL, d) LOL LOL LOL.

37. Wie kénnte das HORNER-Schema umgekehrt werden, um eine im Dezimalsystem gegebene
Zahl ins Dualsystem zu iibertragen?
38. Woran erkennt man im Dualsystem gerade und ungerade Zahlen?
39. Wie kann eine Dualzahl durch Zwei, Vier, Acht usw. geteilt werden?
40. Im Dualsystem ist auszurechnen: 100 - LLO
a) LOLO 4+ LLO, b)L0 LOL — LLL, ¢) L 0LO - LLO, d) L OLOLL, e) 1o

2.4. Vollstindige Induktion

Induktion und Deduktion sind zwei wichtige Wege der Wissenschaft zur Erkenntnis.
Deduktion nennt man den Schlul vom Allgemeinen auf das Besondere. Er ist logisch
vollig exakt und spielt in der Mathematik die vorherrschende Rolle. Unter Induk-
tion versteht man — grob gesagt — den Schlul vom Besonderen auf das Allgemeine.
Etwa stellt man fest: Ein Schwan ist weil}, ein zweiter auch, ein dritter wiederum und
so fort, auch der hundertste — und schlieBt daraus: Alle Schwine sind wei. Induk-
tion muB stets angewendet werden, wenn aus Naturbeobachtungen oder Experi-
menten Erkenntnisse gewonnen werden sollen. Sie ist aber logisch nicht einwandfrei,
wie gerade das Beispiel der Schwine lehrt. Es gibt ndmlich auch schwarze.

1) Vgl. 18.1.
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Die wollstindige Induktion ist ein mathematisches Beweisverfahren, welches zwar
einem InduktionsschluB dhnelt, aber im Grunde genommen eine deduktive Schluf3-
weise verkorpert. Mit ihm werden Sitze und Formeln bewiesen, in denen eine natiir-
liche Zahl vorkommt, die in gewissem AusmaB frei gewéhlt werden darf.

BEISPIEL

1. Es ist die Formel zu beweisen

1+2+3+---+n=L+2”'", ne NN\{0} | @

Beweis: Fiir kleine Werte von 7 1i8t sich die Behauptung ohne Umsténde priifen:

n=1: l=2;1,
2
3.2

n=2: 1+2= 7

n=3: 1+2+3=‘—ié—3.

Um die Aussage fiir beliebige Werte von » zu sichern, geniigt es nun, zu beweisen, daf es keine
letzte natiirliche Zahl gibt, fiir die die Formel gerade noch gilt und fiir die folgende nicht
mehr.

Angenommen, k wiire diese letzte Zahl, so stimmte demnach

n=k: 1+2+---+k=<kL;)'—k~ @

Dagegen wiire

(+2) -+ 1)

n=k+1: 1424 ...+ (k+1)= =

(Im)

falsch. Aus (I) folgt indessen durch Addition von % + 1 auf beiden Seiten

Wt B+ et = EEDE

+k+1=(k+1)~(;+1)=

_ B2 _ DG+
Sl S

Demnach kann (IT) nicht falsch sein, wenn (I) gilt, und es gibt keine letzte natiirliche Zahl, fiir
die die Behauptung gerade noch richtig wiire. Diese ist damit fiir alle Werte von n bewiesen.

Das benutzte Beweisverfahren enthilt zwei wesentliche Teile: den Beweis der Be-
hauptung fiir die kleinste Wahl von 7 und den SchluB von n =k auf n =k + 1.
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Satz der vollstindigen Induktion

Um eine Aussage zu beweisen, die eine von einer gewissen GroBe an frei wihlbare
natiirliche Zahl » enthiilt, geniigt es, zu zeigen:
a) Die Aussage gilt fiir die kleinste Wahl von n. (Induktionsanfang)
b) Wenn sie fiir » = £ gilt, ist sie auch fir n = & + 1 richtig. (SchluB von k auf
k+1)
BEISPIEL
2. Zu beweisen ist der Satz:
n_unterschiedliche Objekte in eine Reihenfolge zu bringen, gibt es n(n —1)-...-2-1
(Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis n) Moglichkeiten.
Beweis: Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiihrt:
a) Induktionsanfang: Ein Objekt in eine Reihenfolge zu bringen, gibt es eine Moglichkeit.
Das Produkt #-(n —1)-...-2-1 beginnt in diesem Fall schon mit der letzten Zahl (die
Faktoren » — 1, ..., 2, 1 gelten dann als nicht geschrieben) und hat demnach den Wert 1.
b) SchluB von % auf k& + 1: Angenommen, es sei schon bewiesen, daB sich % unterschiedliche
Objekte auf k- (k —1)-...-2.1 Weisen in eine Reihenfolge bringen lassen.
Von k + 1 unterschiedlichen Dingen kann jedes als erstes benutzt werden. Die iibrigen k&
folgen zu lassen, gibt es nach Voraussetzung jeweils %-(k —1)-...-2.1 Moglichkeiten.
Daher sind fiir die ¥ + 1 unterschiedlichen Objekte (¥ + 1) %-(k —1)-...-2-.1 Anord-
nungen moglich. Das entspricht der Aussage des Satzes fir n = k + 1.
Damit ist der Satz bewiesen. .
Zur Tllustration dieses Beispiels seien alle 3 - 2 - 1 = 6 Moglichkeiten genannt, die 3 Elemente
a, b, ¢ in eine Reihenfolge zu bringen:
a, b, c b, a, ¢ ¢, a b
a, ¢ b b¢c a ¢, b a.

Eine Anordnung von 7 unterschiedlichen Objekten in einer Reihe nennt man Permu-
tation der n Objekte.

Fiir das Produkt aus den ersten  natiirlichen Zahlen gebraucht man die Abkiirzung
n! (gelesen: n Fakultit):

wl=n-n—1)-n —2)-....3.2-1.
Damit kann der im Beispiel 2 bewiesene Satz folgendermafBen gefaBt werden:
Satz
I Mit » unterschiedlichen Objekten lassen sich »! Permutationen bilden.

AUFGABEN
41. Durch vollsténdige Induktion ist die Formel zu beweisen:

=(2n+1)-n<(n+l)

12422 4 ... 02 3 n € N\{0}.
42. Zu beweisen ist: m unterschiedliche Objekte lassen sich unter Beriicksichtigung der Reihen-

folge auf
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a) m(m — 1) Weisen zu Paaren,

b) m(m — 1) (m — 2) Weisen zu Tripeln,

c) m(m — 1) (m — 2) (m — 3) Weisen zu Quadrupeln
zusammenfassen.

43. Durch vollstindige Induktion nach » ist zu beweisen: m unterschiedliche Objekte lassen sich
unter Beriicksichti der Reihenfolge auf m(m — 1) (m — 2)... (m —n + 1) Weisen zu
Gruppen aus n Objekten zusammenfassen.

44. Es ist zu begriinden, warum fiir jede natiirliche Zahl n

“)WEN’ ant 1) nskd) o

b
) 2.3

o) an+ ) n+2) (0 +3) o

2.3-4
Welche Verall, i g ist zu v ?
3. Der binomische Lehrsatz
3.1. Einfiihrung der Eulerschen Symbole

Der binomische Lehrsatz gibt an, wie Potenzen von zweigliedrigen Summen (Binomen)
mit natiirlichen Zahlen als Exponenten in Summen entwickelt werden konnen.
Beim Exponenten 2 ergibt sich die bekannte binomische Formel
(a + b)2 = a® + 2ab + b2.
Hohere Potenzen formt man durch Ausmultiplizieren nach dem Distributions-
gesetz um, zum Beispiel
@+ b0 =(a+b)(a+b) = (a® +2ab +?) (@+b) =
a® 4 2a?b 4 ab? +
+ a?b + 2ab? 4 b3 =
= a® -+ 3a2b + 3ab? 4 b3,

Unter Hinzunahme der ersten und der nullten Potenz erhalt man:

(@ + b = 1

(@ + bt = a+b

(a + b)2 = a? 4 2ab + b

(@ +bp = a® + 3a%h + 3ab® 4+ b3

(@ + byt = o+ 4a3b + 6a2b® -+ 4ab® + b

(@ +b)p = a’ + 5a%b + 10a%b? + 10a2b® + 5ab* + b8

(@ + b)® = a® + 6a’b + 15a'b® + 20a%b® + 15a2b* + 6ab’ + b8
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Diese Summenentwicklungen besitzen folgende Gesetzmiifigkeiten: Die Anzahl der
Summanden ist um 1 gréBer als der Exponent des Binoms. Die Summanden sind aus
a und b gebildete, mit Koeffizienten versehene Potenzprodukte. Die Summe der
Exponenten in jedem Potenzprodukt ist gleich dem Exponenten des Binoms. Dabei
werden alle Moglichkeiten, mit natiirlichen Zahlen diese Summe zu bilden, erschopft.
Sind die Potenzprodukte wie oben nach fallenden Potenzen von a oder b geordnet,
s0 kénnen die Koeffizienten folgendem Schema, dem Pascavnschenl) Zahlendreieck,
entnommen werden:

In ihm ist jede Zahl Summe der beiden dariiberstehenden.

Potenzen einer Differenz ¢ —b konnen genauso behandelt werden. Als einziger
Unterschied ergeben sich hier beim Ausmultiplizieren wechselnde Vorzeichen, die bei
der Anordnung der Glieder nach fallenden Potenzen von a mit plus beginnen.

BEISPIEL
1. (2a — 3)° ist nach dem bi ischen Lehrsatz zu ickeln.

Losung:
(2a — 35 =
=1(2a)* — 5(2a)* - 3 4 10(2¢)®- 32 — 10(2a)2-3® + 5.2a -3¢ —1.35 =
= 32a® — 240a* + 720a® — 1080a® + 810a — 243.

Die Ermittlung der Binomialkoeffizienten durch das Pascarsche Zahlendreieck ist
recht unbequem, wenn es um héhere Potenzen geht. Denn dazu muB eine Vielzahl
nicht unmittelbar benotigter Koeffizienten gebildet werden, die die Zeilen bis zur
gesuchten Stelle fiillen. Fir gewisse Probleme ist es auch gar nicht nétig, alle Bino-
mialkoeffizienten einer Zeile zu kennen; es geniigen unter Umsténden schon einige
am Anfang der Zeile.

Deswegen ist eine Formel sehr niitzlich, die gestattet, ohne Berechnung weiterer
Koeffizienten unmittelbar einen an bestimmter Stelle des Zahlendreiecks stehenden
Binomialkoeffizienten zu errechnen. Zu einer solchen Formel gelangte LEONHARD
EuvLER?) durch kombinatorische®) Uberlegungen, die hier nicht dargelegt werden
konnen.

1) BLAISE PascaL (1623 bis 1662), franzésischer Mathematiker

2) LeoNHARD EULER, genialer Schweizer Mathematiker, Physiker und Astronom, geboren 1707
in Basel, gestorben 1783 in Petersburg

?) Die Kombinatorik fragt nach der Anzahl der Méglichkeiten, gewisse Elemente unter gewissen
Bedingungen zu Gruppen llen. Die Ermittlung der Anzahl der Permutationen
van 7 unterschiedlichen Elementen (vgl. 2.4.) war ein kombinatorisches Problem
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Fir die Anwendung der EvrERrschen Formel werden die Zeilen des Pascarschen
Zahlendreiecks nach den Exponenten der zugehorigen Potenzen von a -4 b gezihlt.
Die ganz oben stehende Zeile, nur die Eins enthaltend, ist demnach die nullte Zeile.
Ebenso zihlt man die Koeffizienten in einer Zeile. Man sagt, die Eins ganz links stehe
in jeder Zeile an nullter Stelle und benennt die Stellen von da aus weiter.
Im Sinne dieser Vereinbarung gab EULER fiir den Binomialkoeffizienten

in der 4. Zeile an 2. Stelle die Darstellung 43 =6,

1.2
3 g . 6-5-4
in der 6. Zeile an 3. Stelle die Darstellung I 3.3— 20,
s . 2 5-4.3-2-1
in der 5. Zeile an 5. Stelle die Darstellung 1.2.345° 1,
in der 2. Zeile an 1. Stelle die Darstellung 4 =2

1

und allgemein fiir den Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile (n > 0) an k-ter
Stelle (& > 0) die Darstellung

nn—1)(n—2)...(n —k+1)
%l

. @

Der Bau dieser Briiche ist durch folgende GesetzmiBigkeiten gekennzeichnet:

In Zihler und Nenner eines Bruches stehen Produkte mit gleich viel Faktoren. Diese
bilden im Zihler eine fallende, im Nenner eine steigende Folge natiirlicher Zahlen.
Die Nummer der Zeile gibt an, mit welcher Zahl der Ziihler beginnt. Die Nummer der
Stelle nennt die Anzahl der Faktoren in Zihler und Nenner und gibt an, womit der
Nenner endet.

Fiir den in der n-ten Zeile an k-ter Stelle stehenden Binomialkoeffizienten hat EvLER

die Abkiirzung (') (gelesen: = iiber k) ein, efiihrt, die nach ihm ,,Eulersches Symbol*
4y 2 Y

genannt wird. Erweitert man den Bruch (I) mit dem Produkt (n — k) (n — &k — 1) ...
2.1 = (n —k)!, so ergibt sich im Zéhler die liickenlose Folge der von n bis 1 ab-
steigenden natiirlichen Zahlen. Der Wert des Zihlers ist also dann n!. Daher gilt:

(n)_n(n—1)(n—2)...(n—k+1) n!

k 7l == @)

Spezialfille bilden die Binomialkoeffizienten, die an nullter Stelle in einer Zeile
stehen: (:)L) . Nach den oben genannten Regeln miiBiten hier in Zahler und Nenner 0,
also keine Faktoren stehen.

Sinnvollerweise setzt man

(3) =1 fiir beliebiges n.
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3. Der binomische Lehrsatz

Mit den EvLerschen Symbolen geschrieben, nimmt das PascarLsche Zahlendreieck
folgende Form an:

()

Nach den Eurerschen Symbolen geordnet, werden die Binomialkoeffizienten in
jeder ausfiihrlicheren mathematischen Tabellensammlung angegeben?).

AUFGABEN
45. Mit Hilfe des Pascarschen Zahlendreiecks ist zu bilden:
a) (z — 1)8, b) (% + %)‘ ¢) (2a — 3b)F.
46. Folgende S sind in P umzuwandeln:
a) 2% + 324 4 322 4 1, b) a* + 8a® 4 24a? 4 32a 4 16,
c) ud — 6uv + 12uv® — 893, d) b°® + 968 + 270° 4 27,
e) 36a%b + 27b° + 8a® + 54ab?.
47. Unter B des bi ischen Lel ist zu b h
a) 1033, b) 9983, o) 994, d) 1015,
48. Zu berechnen ist: (@ + 1)¢ + (@ — 1)8.

49.

50.

51.
52.

53.

54.
55.

Die Potenz (a + b +¢)® istals [a+ (b+ ¢)]* durch mehrmalige Anwendung des bino-
ischen Leh W

zu ber

Zu errechnen ist

15 10' 11 14 19
o5 w() o) o) (@)
‘Welche Binomialkoeffizienten haben den Wert 6?

Was ist iiber » und k vorauszusetzen, damit (Z) im Pascarschen Zahlendreieck vorkommt?

Durch die Zuordnung (n, k) - (:) kann eine Teil des M produkts N X N auf die
Menge N der iirlichen Zahlen abgebild;
Abbildung?

Die ersten fiinf Zeilen des PascaLschen Zahlendreiecks sind im Dualsystem zu schreiben.
Zu beweisen ist: Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge lassen sich 7 unterschiedliche Objekte

werden. Welche Eigenschaften besitzt diese

auf (:) Weisen zu Gruppen aus n Objekten zusammenfassen.

1) Vgl. FuBnote S. 92
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3.2, Eigenschaften der Eulerschen Symbole

Das PascarLsche Zahlendreieck ist symmetrisch zu seiner vertikalen Mittelachse
gebaut. Diese Symmetrie muB auch den EvLErschen Symbolen innewohnen. Sie *
fordert die Gleichheit von

| (6) wa (2) (D) e (24) (3) e (0 20)
(Z) und (nfk).

Die letzte Gleichheit 18t sich leicht mit Hilfe der Formel (2) bestatigen :

Danach ist
(n) _ n!
k) "kl — k)

Fir (n i k) ist darin k& durch n — k zu ersetzen:

n! n!

n — p—
n—k _(n—k)!(n—(n~k))!—(n—k)!k!'

Damit ist die Symmetrie der EVLERschen Symbole bewiesen:

(B)=(a24) | ®)

Auch die Summeneigenschaften der Zahlen im Pascarschen Zahlendreieck, daB namlich
jede die Summe der beiden dariiberstehenden ist, kann fiir die EuLERschen Symbole
nachgewiesen werden. Dazu muB man von einem beliebigen Binomialkoeffizienten

( :) ausgehen. Links neben ihm, also auch in der n-ten Zeile, aber an (k — 1)-ter
Stelle, steht k ﬁ 1) Unter beiden, in der (n + 1)-ten Zeile an k-ter Stelle, steht
(n _]L— 1). Es wird daher behauptet:

(2 = (2)= (37

Zum Beweis werden die Koeffizienten % f l) und (n -‘I; 1) gebildet. ( k z 1) unter-

scheidet sich von (Z) (vgl. (2)), indem nur k¥ — 1 Faktoren, also ein Faktor weniger,
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in Zdhler und Nenner stehen. Der Zahler beginnt mit n, endet demnach mit
n — k -+ 2; im Nenner fehlt der Faktor &:

n\ _mn—1)-..i(n—Fk+2)
(k—l)_ & —1)! x

» _Il; 1) entsteht aus Z , indem der letzte Faktor des Zahlers durch den vorangesetz-
ten Faktor (n + 1) ersetzt wird:
(n+1)_(n+l)-n-(n—I)-...-(n—k+2)
k) k! :

Nun ist

( n ) (n)_n(n—l)-...-(n—k+2)+n(n~—1)~...-(n—k+2)(n—k+1)_

k—1 k) 1.2 (k—2)(k—1) 1-2-..(k—2)(k—1)k -
_kntn—1)-... (e—k+2)+ n(n—1)-...-(n—k+2) (n — k1)
- 1.2 k—2)(k—1)-k oul

Im Zshler lassen sich die Faktoren n,n —1,...,n — k + 2 ausklammern:

(kn )+(”):("‘F("—k-f—l))-n(n—l).,”.(n¥k+2).

—1 k k!
k+ (n —k+ 1) aberist gleich » + 1, und so ergibt sich der Ausdruck fiir (n _]‘; 1) :
1
(:20+(E)-(%) | ®
AUFGABEN
56. Zu berechnen ist: N

n+ 2 n+ k n+ k m + 7
o3 wE) o) e(1)
57. Welcher Binomialkoeffizient steht
a) rechts neben.(Z), b) links iiber (Z), c) rechts unter (Z),
und wie wird er nach EULER berechnet?
58. Zu berechnen ist ( k JL_ 1) - (Z)

59. Durch vollstindige Induktion nach 7 ist zu beweisen:

9 )+ )+ () + -+ 5) - (1)

w30 (-G}
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3.3. Beweis und Anwendung des binomischen Lehrsatzes mit den Eulerschen
Symbolen

Mit den EvLERschen Symbolen ist es moglich, fiir den binomischen Lehrsatz eine all-
gemeingiiltige Formel aufzustellen. Der Beweis dieser Formel beinhaltet den Beweis
der Richtigkeit der EvLERschen Koeffizientenberechnung, die durch die Uberlegungen
im vorigen Abschnitt zwar glaubhaft gemacht, aber nicht eigentlich bestétigt wurde.

Wenn der Exponent n eine beliebige natiirliche Zahl ist, enthilt die Summenent-
wicklung von (a + b)" alle Potenzprodukte aus ¢-und b mit der Exponentensumme 7 :

a', a'b, a2, ..., abrl, be.

Die zugehorigen Koeffizienten heifien:

G (G () - G2 ()

Binomischer Lehrsatz

Ist n eine beliebige natiirliche Zahl, so gilt fiir die Potenz (@ + b)* des Binomsa +b
die Summenentwicklung

(@ + by = ( )a" 5 (’I‘) a-1b + (’2’“) a2b? 4 ...+ (n " 1) abr-1 + (Z) b

(5)
Beweis durch vollstéindige Induktion :

a) Induktionsanfang:
Fiir die kleinste natiirliche Zahl, den Exponenten Null, steht rechts nur ein Ghed

(0) a®b°. Wegen der Definitionen (0) = 1 fiir jedes #» und @® = 1 fiir jedes a hat es

den Wert 1. (a + b)° ist aber nach Definition ebenfalls gleich 1. Also ist der Induk-
tionsanfang gesichert.

b) SchluB von k auf % 4 1:
Angenommen, die Formel wire bereits fiir » = k& nachgewiesen, so gilt:

@+ 0 = (f) @+ (§) b+ (B arer 4+ (6 o) ar+ (i) -
Durch Multiplikation mit @ + b folgt daraus:

@+ = (a + bt (a + ) =

N P P Y L Py P

L N P R
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Dabei entsteht das Glied % E P a?b¥-1 aus dem oben unter anderen durch drei
Punkte ersetzten & f 2) a?b-? durch Multiplikation mit b. Beim Zusammenfassen
gleicher Potenzprodukte benutzt man die Sur igenschaft der EuL h

T -t @01
R et )

Fir ((];) kann auch (k g 1), fiir (I,:) auch (Z i i) geschrieben werden, da alle
diese Ausdriicke gleich 1 sind. Auf diese Weise ergibt sich:

(@ + byi+t = (kg_ 1) a4 (k T 1) atb + (k ; 1) s o PR
f (k -l: 1) abt + (Z i i) B,

Damit folgte aus der angenommenen Giiltigkeit der Behauptung fir » =% die
Richtigkeit fiir n = & + 1, und der SchluBl von k auf % + 1 ist erbracht.

Nach dem Satz iiber die vollstandige Induktion ist hiermit der binomische Lehrsatz
mit den EvLERschen Symbolen bewiesen.

Das folgende Beispiel zeigt, bei welcher Art Aufgaben die bewiesene Formel vor allem
zur Anwendung gelangt.

BEISPIEL

Es sind die ersten fiinf Glieder der Summenentwicklung von (1 + @) zu berechnen.

Losung: .

1. Glied: (20) = 1,
)

2. Glied: (210)~1“~a = ?-a - 20a,

3. Glied: (220) 1. — 2‘;';94' = 19042,

4. Glied: (230) g w @ = 11404,

5. Glied: (T) 19 gt — % .ot = 484501,

Damit ergibt sich:

(1 +a)*® =14 20a + 190a? + 114043 + 4845at - ...
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AUFGABEN
60. Zu berechnen sind:

a) die ersten drei Glieder von (1 + @)%,
b) die ersten sechs Glieder von (@ — 1),

61.In den S icklungen folgender Ausdriicke sind die Absolutglieder und die Koeffi-
zienten von z, 2% und 23 zu bestimmen:
a) (1 + 22 + (z — 1), b) (1 + 2)- (2 + 27,
c) (@ —1)®- (z + 1)7, d) (2@ — 3)° - (x + 1)*.

62. In den Formeln fiir (¢ 4 b)? ist @ = b = 1 zu setzen. Welche Beziehungen ergeben sich dar-
aus fiir die Binomialkoeffizienten einer Zeile?

4. Der Bereich der ganzen Zahlen

4.1. ‘Wesen und arithmetische Struktur

Um einen Zahlenbereich zu gewinnen, in dem aufler der Addition und der Multi-
plikation auch die Subtraktion unbeschrinkt ausfilhrbar ist, missen zu den natiir-
lichen Zahlen weitere Zahlen hinzugenommen werden. Die Existenz der geforderten
Zahlen in einem erweiterten Zahlenbereich kann streng bewiesen werden, wird aber
hier vorausgesetzt.

Mindestens sind alle Zahlen der Form 0 — n nétig, die sich als Differenzen aus Null
und einer positiven natiirlichen Zahl » bilden lassen. Zu ihrer Darstellung benutzt man
die Abkiirzung

0—a= —a.

Die Zahl —a ist also nach der Definition der Subtraktion (vgl. 2.2.) die Zahl, die zu a
addiert O ergibt.

Demnach werden die neuen Zahlen aus den positiven natiirlichen Zahlen durch Vor-
setzen des Minuszeichens gebildet: —1, —2, —3, —4, .... Sie werden negative
ganze Zahlen genannt. Aus den natiirlichen Zahlen und ihnen besteht der Bereich der
ganzen Zahlen.

Definition
Der Bereich @ der ganzen Zahlen wird von den Zahlen
ey —3,—2,-1,0,1,2,3,...
gebildet.

Im neuen Zahlenbereich treten vorzeichenbehaftete Zahlen auf, iiber die zunichst
einiges Grundsitzliche bewiesen werden soll.
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Vorzeichenregeln:
1. Es ist stets

a+(—a)=0

Denn 0 —a = —a ist nach Definition der Subtraktion (vgl. 2.2.) die Zahl, die zu
a addiert 0 ergibt.

2. Es ist stets
—(—a)=a.

Denn nach der ersten Regel ist @ die Zahl, die zu —a addiert Null liefert. Sie hat
demnach Recht auf die Bezeichnung 0 — (—a), die mit — (—a) abgekiirzt wird.

3. Es ist stets
a+ (—b)y=a—b.

Denn a — b ist die Zahl, die zu b addiert a ergibt. Dieselbe Eigenschaft besitzt
aber auch die Zahl a + (—b):

a—+ (—b) +b=a (vgl Regel 1.).
4. Es ist stets
a —(—b)=a-+b.

Ersetzt man namlich in der Regel 3. die Zahl b durch die Zahl —b, so erhalt man
zunichst .

a4+ (—(=b)=a—(=D).
Daraus folgt nach Regel 2.
a+b=a— (—b)
5. Es ist stets
—(a + b) = —a + (—0b) (oder nach Regel 3. —a —b).

Denn —(a + b) ist die Abkiirzung fiir die Zahl, diezu a + b addiert 0 ergibt. Diese
Eigenschaft kommt nach Regel 1. auch der Summe —a -+ (—b) zu:

—a+(=b+at+b=—a+t+at (-b+b=0.
6. Es ist stets
—(@—0b)=—a-+b.

Dies ergibt sich aus Regel 5. durch Ersetzen von b durch —b unter Beachtung der
Regeln 2. und 3..
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7. Es ist stets
a-(—b) = —ab.
Denn ;ub ist die Zahl, die zu ab addiert 0 ergibt. Das gleiche leistet aber auch
a-(—b):
a-b+a-(—b)=a-(b+ (—b) (Distributionsgesetz)
=a-0 (Regel 1)
=0.
8. Es ist stets
(—a)-(—=b)=a-b.
Dies erhélt man, wenn man in Regel 7 fiir a die Zahl —a einsetzt:

(=a)+ (=b) = —(—a)-b

= —b.(—a) (Kommutationsgesetz)
= —(—b-a) (Regel 7)
=b-a (Regel 2)
=a-b (Kommutationsgesetz).

Mit diesen Vorzeichenregeln ist es leicht, zu zeigen, daBl das Ergebnis der Addition,
Subtraktion oder Multiplikation zweier ganzer Zahlen entweder eine natiirliche Zahl
oder eine negative ganze Zahl ist.

Satz
Der Bereich @ der ganzen Zahlen ist der kleinste, den Bereich N der natiirlichen
Zahlen enthaltende Zahlenbereich, in dem Addition, Subtraktion und Multiplika-
tion unbeschrinkt ausfithrbar sind.

AUFGABEN

63. Wie kann
a) die Menge @ der ganzen Zahlen durch die Menge N der natiirlichen Zahlen und die Menge N
der negativen ganzen Zahlen, .
b) die Menge N durch die Mengen @ und N dargestellt werden?

64. Es ist durch Fall heidung zu b isen, daB die Subtraktion zweier ganzer Zahlen stets
wieder eine ganze Zahl érgibt.

65. Mit Hilfe des HorNERschen Schemas ist eine Wertetabelle fiir die Funktion aufzustellen, die
jeder ganzen Zahl x den Wert

ot — 32 a2 — 22+ 1

zuordnet (Ausschnitt: —4, ..., 4+4).
66. Nach den Regeln fiir die EvLERschen Symbole ist formal zu berechnen:

2 (5) w(@) o) o (F)

& it (P _ [—n+1
67. Zu beweisen ist: (2)_( 2 )
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4.2, Ordnung und Michtigkeit

Auf einer Geraden, auf der wie in 2.1. beschrieben, die Menge der natiirlichen Zahlen
dargestellt wurde, kann auch noch die Menge der negativen ganzen Zahlen aufge-
tragen werden. Man weist den Zahlen —1, —2, —3, ... der Reihe nach diejenigen

Punkte zu, die ausgehend vom Null-

punkt die Teilung in dem noch unbe-

s o2 0 ! : 3 setzten Teil der Geraden fortsetzen
Bl& S (Bild 8).

Auf der so erginzten Zahlengeraden

nennt man die Richtung vom Nullpunkt nach den positiven ganzen Zahlen hin posi-
tiv, die umgekehrte Richtung negativ. Auf Grund dieser Vereinbarung kann fiir die
ganzen Zahlen eine Ordnungsrelation (vgl. 1.5.) erklirt werden, die die Ordnung der
natiirlichen Zahlen erweitert.
Zwischen zwei voneinander verschiedenen ganzen Zahlen g und h gilt die Relation
¢ < h, wenn die Richtung von ¢ nach & die positive Richtung der Zahlengeraden ist.
Da die Bildpunkte der Zahlen —1, —2, —3,... auf der Zahlengeraden in um-
gekehrter Richtung aufeinanderfolgen wie die der Zahlen 1, 2, 3, ..., ergibt sich
folgende Bemerkung:

I Aus n <m folgt stets —n > —m.

Fiir die Ordnung der ganzen Zahlen gilt das Monotoniegesetz der Addition (vgl. 2.2.).
Das Monotoniegesetz der Multiplikation besteht aber nur dann, wenn mit einer posi-
tiven ganzen Zahl multipliziert wird:

| Aus @ <b und ¢ <0 folgt stets a-c>b-c.

Beweis: Ist ¢ = —n (n € N\ {0}), so folgt aus @ < b zunichst nach dem fiir positive
Faktoren giiltigen Monotoniegesetz na < nb. Daraus ergibt sich nach der obigen
Bemerkung —n-a > —n-b, oder der Vorzeichenregel 7. des vorigen Abschnittes
zufolge (—n)-a > (—n)-b.

Analog folgt aus @ > b und ¢ < 0 stets a-c <b-c.

Bringt man die ganzen Zahlen in die Reihenfolge 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3, ..., so
konnen sie eine nach der anderen den natiirlichen Zahlen zugeordnet werden:

0 0
1 1
2 <
g 2
4 2

Dadurch entsteht eine eineindeutige Abbildung der Menge der natiirlichen Zahlen
auf die Menge der ganzen Zahlen. Uber deren Michtigkeit kann daher gesagt werden:

Die Menge G der ganzen Zahlen ist der Menge N der natiirlichen Zahlen gleich-
michtig. ’
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AUFGABEN
68. Es sei 4 die Menge der tausend ganzen Zahlen von — 499 bis 500. Ist die Differenzmenge G\ 4
noch gleichmichtig zu G? ’ i
69. Kann durch die Reihenfolge 0, 1, —1, 2, —2, 3, —3, ... eine Ordnung der Menge G der ganzen
Zahlen festgelegt werden? Wenn ja, gilt fiir diese Ordnung
a) das Monotoni z der Additi
b) das Monotoniegesetz der Multiplikation?

5. Absolute Betriige und Abschiitzungen

5.1. Absolute Betriige

Um auf der Zahlengeraden den Abstand der Zahl g <= 0 vom Nullpunkt auszudriicken,
braucht man die positive der beiden Zahlen g und —g: Liegt g rechts vom Null-
punkt (g > 0), so ist g gleich der Mafizahl des Abstandes, liegt g indessen links vom
Nullpunkt (g9 < 0), so ist die MaBzahl des Abstandes gleich —g (zum Beispiel fiir
g = —4 ergibt sich der Wert —g = —(—4) =4). Um in dhnlichen Fillen all-
gemeingiiltige Aussagen machen zu konnen, wird der Begriff des Betrages eingefiihrt.
Definition
Unter dem absoluten Betrag einer Zahl a, in Zeichen |a|, versteht man die nicht-
negative der beiden Zahlen @ und —a.
Es ist demnach

la| = a bei a =0,
4 =1—a bei a <0.

Aus der Definition ergeben sich die Folgerungen:
1. |a| ist niemals negativ:
la] = 0.
Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn a = 0 ist.
2. Fiir jede Wahl des Vorzeichens ist
+a < |al.

Denn |a| ist gleich der nicht negativen und damit gleich der gréBeren der beiden
Zahlen @ und —a.
3. Es ist stets
|—a| =lal.

Denn auf beiden Seiten handelt es sich um die nicht negative der beiden Zahlen a
und —a. : i . .
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Satz
| Der Betrag eines Produktes ist gleich dem Produkt aus den Betrigen der Faktoren:

la-b] =|a|-[b].
Denn |a| - |b| liefert den nicht negativen der beiden Werte a - b und —a - b.
Analog gilt:
Der Betrag eines Quotienten ist gleich dem Quotienten aus den Betragen von Divi-
dend und Divisor:
la:b| = |al:|b].
BEISPIELE
1. Zu berechnen ist der Wert der Summe
12—a|—|b+1|+|a+Db
a) fira =3,b=25,

b)fira=2,b= —4.
Loésung:
8)[2 =8| — |54 1] +[345]=|—1]— 6]+ 8| =1—6-+8=3
B)[2— 2| — |4+ 1]+ (2 —4]=0] = |—3| +|—2|=0—3+2=—1
2. Zu berechnen ist der Ausdruck

la(a — b
Losung:

la(a — b)*| = |a] - |(@ — b)*|.
Das zweite Betragszeichen kann weggelassen werden, weil das Quadrat (@ — b)? nicht negativ
sein kann:
|a(a —b)*| = |a| (@ — b)® = |a]| (a* — 2ab + b?).
AUFGABEN
70. Welchen Wert erhiilt die Summe |2a — 3b| + 5
a) fir a =17, b =10,
b)fir a =0, b= —3?
. Welchen Wert erhilt die Summe |a? — b2 + 5ab| 4 |b —a| — 1
a) fir a =2, b=—1,
b)fir a =0, b=4,
¢) fiir @ =b=1?
72. Welcher Werte ist die Summe 2a + b unter der Bedingung fihig, dal |¢| =1und |6| =5
ist?
73. Was kann fiir
la? — 16] + (@ + 2)*
geschrieben werden, wenn @ zwischen —4 und + 4 liegt?

7

-
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74. Was kann fiir
|3¢ —3b—1|+2a+1

geschrieben werden, wenn
a)a>b, b)a < b ist?
75. Unter welchen Bedingungen ist

la—3n=(a—3)n?
7

S

. Welches ist die groBte aus den ganzen Zahlen a, b, ¢ mit Hilfe von Addition und Subtraktion
bildbare Zahl?

77. Was ergibt:

a b) a4 |a| -

a+b+ |a—b|
lef’ 2 ’

a) 3

d

b — |a—b|
3y @+ — le—bl
c) ) 3 ?

78. Welche Eigenschaften besitzt die Abbildung @ — |a| (@ € @)?

5.2, Abschiitzungen

Oftmals ist es fiir den Ingenieur nicht wichtig, den genauen Wert einer technischen
GroBe zu kennen, sondern es geniigt ihm zu wissen, daf diese nicht groBer oder nicht
kleiner als ein gegebener Wert ist. In diesem Fall ist es fiir ihn sehr vorteilhaft, statt
mit exakten Werten komplizierte Rechnungen mit groler Genauigkeit durchzufiihren,
die fragliche Grofle nur iiberschlagsméaBig ,,abzuschédtzen. Fiir diesen Zweck ist die
Kenntnis einiger wichtiger Abschéitzungsformeln erforderlich, die im folgenden
genannt werden.

Fiir nicht negative Zahlen @ und b und jede beliebige natiirliche Zahl n =0 gilt:
@'+ b" < (a + by,

Dies folgt unmittelbar daraus, daB links nur die beiden Randglieder der Summenent-
wicklung von (a + )" nach dem binomischen Lehrsatz stehen und keiner der vor-
kommenden Summanden negativ ist.

Bernoullische Ungleichung
Fiir jedes nicht negative @ und jede natiirliche Zahl n gilt:

Hier sind rechts nur die ersten beiden der nach dem binomischen Lehrsatz zu errech-
nenden Glieder aufgeschrieben, wihrend die tibrigen nicht negativ sind.

Cauchy-sﬁhwarzsche Ungleichung
I Fiir beliebige vier Zahlen a,, a,, b,, b, gilt die Ungleichung

(a1d; + a8,)* < (af + @) (B + b3). )
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Um diese Ungleichung zu bestitigen, werden beide Seiten ausgerechnet:
aib; + 2a,b,a,D, + a3b} < ajb? + a}bE + a3b? 4 adbl.
Diese Ungleichung ist dann richtig, wenn
0 < a3b — 2a,bya,b, + a3b?

gilt; denn durch Addition von a}b? + 2a,b,a,b, 4 a2b? ergibt sich die dariiber-
stehende Ungleichung. Die letzte Ungleichung aber ist stets richtig, weil die rechte
Seite das Quadrat (a,b, — a,b,)? darstellt, welches — was sich auch immer fiir die
Klammer (a,b, — a,b,) ergeben mag — nicmals negativ sein kann.

Die Formel (I) kann fiir je n Zahlen a,, ay, ..., @, und by, b,,..., b, verallgemeinert
werden :

(aby + -+ + apbp)? < (af + -+ +a}) (0 + -+ +B2).
Auf den Beweis wird hier verzichtet.

Dreiecksungleichung?)

Der Betrag einer Summe ist niemals gréBer als die Summe der Betrige der Sum-

manden :
la+b| < |a| + [b] (7)

Dennesist 4+a < |a], +£b < |b], also auch
+l@+0b) < |a| + [b].
|a@ 4 b| aber ist die groBere der beiden Zahlen @ + b und —(a + b).

Wird in (7) fiir b der Wert —b gesetzt, so folgt wegen | —b| = |b|:
la —b] < |a] + |b] (7a)
Die Dreiecksgleichung 1Bt sich auch fiir mehr als zwei Summanden aussprechen:

Fiir eine beliebige Anzahl » von Summanden ay, ay, ..., a, gilt:

[0+t +aul S lanl + lagl . + ] (Th)

Der Beweis kann durch vollsténdige Induktion gefiihrt werden:
a) Fir » = 2 ist (7b) in der Form (7) bewiesen.
b) SchluB von k auf & -+ 1:

%) Diese Bezeichnung riihrt daher, daB in der Geometrie ein analoger Satz gilt: Im Dreieck ist
eine Seite stets kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten. Mit Hilfe von Vektoren (vgl.
Abschnitt 38.2.) kann der direkte Zusammenhang zwischen diesem Satz und der Dreiecks-
ungleichung hergestellt werden
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Gilt (7b) fiir 7 = k:

lay + ag + - + axl < |ay| + |ag| + o+ A |, (L)
so folgt nach (7)

(@ 4 ag + o+ + @) + Qe | < lay + ag + oo + @] + Q4|
und wegen (L)

lay + ag + oo + ar + apa| < o] + |ag] + - + |ai] + |3l

Nach dem Satz iiber die vollstandige Induktion (vgl. 2. 4.) ist hiermit die Formel (7b)
bewiesen.

BEISPIELE
1. Es ist das Produkt
(3 —a) (6 +ac)
nach oben abzuschétzen.
Losung:
(3 —a)(b+ac) = 3b —ab + 3ac —a*c < |3b — ab + 3ac — aPc|.
Nach der Dreiecksungleichung ist dieser Betrag
< |3b| + |ab| + |3ac| + |aPc| = 3|b| + |a| [b] + 3 |a| [c] + [a[*|c].

Bei |a|? kann das Betragszeichen weggelassen werden, da o fiir keine ganze Zahl a negativ
ist. Daher ergibt sich

(3 —a) (b +ac) <3(b| + |a| |b] + 3la| |¢| + a®[e].

Die Wirksamkeit der g Abschit sei an folgenden Zahlen erliutert: a = —2,
b =10, c = 1. Esergibt sich:

(83— (—2) (10 + (—2)- 1) S 3[10] + [—2| [10] + 3| =2 [1] + (22| 1],
also
5-8=<30+20+6+4.

IS

. Das Quadrat (2a + 3b)2 ist nach oben abzuschiitzen, wenn @ und b die Katheten eines recht-
winkligen Dreiecks mit der Hypotenuse ¢ = 5 cm sind.

Losung:
Nach der Cavcry-ScEwarzschen Ungleichung ergibt sich:

(2a + 3b)2 < (22 + 3?) (a2 + b%) = 13¢® = 13- 25 cm?,
also

(2a + 3b)? < 325 cm?.
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AUFGABEN
79. Es sind folgende Ausdriicke nach oben abzuschiitzen:
a) a(3a — 5b), b) (a + b) (a — 2b), c)3+a—2b(2a —b).

80. Nach oben ist |a + |® abzuschitzen.

81. Es ist (1 4 m)" nach unten abzuschiitzen, wenn m und » zwei natiirliche Zahlen sind, deren
Produkt 12 ist.

82, Wann gilt in
a)a" +b" < (a + b)» b +ar=14na
das Gleichheitszeichen (a, b = 0, n > 0)?
83. Es ist die Ungleichung
AI+ad+b)=1+a+b
unter der Voraussetzung zu beweisen, daB @ und b gleiche Vorzeichen besitzen.
84. Es ist die Ungleichung
@+ b2 > 2|a| |b]
zu beweisen.
85. Fiir beliebige Werte von @ und b ist die Ungleichung
(@ + b = 2(a® + %)
zu beweisen.

86. Durch vollstindige Induktion ist zu beweisen:
Fiir jede natiirliche Zahl n gilt die Abschiitzung

2% >n.
87. Man beweise die CaucHY-ScEWAaRzsche Ungleichung fiir je drei Summanden:

(ayby + ayby + agby)® < (af + af + a3) (b + b3 + b3).

6. Der Korper der rationalen Zahlen
6.1. Wesen der rationalen Zahlen

Um auch die Division moglichst unbeschrankt ausfiihren zu kénnen, miissen zur
Menge der ganzen Zahlen abermals neue Zahlen hinzugenommen werden. Der er-
weiterte Zahlenbereich miiBte mindestens alle Briiche g/h, die sich aus ganzen Zahlen
g und h bilden lassen, enthalten. Der Bereich der ganzen Zahlen besitzt nur einen
kleinen Teil dieser Briiche, etwa 4/2, —7/1, 0/5, aber zum Beispiel nicht 7/3,1/—2,
3/0.

Die Existenz einiger dieser Briiche in einem die natiirlichen Zahlen enthaltenden
Zahlenbereich ist aber mit den Regeln der Arithmetik unvertriglich. Es sind dies
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alle diejenigen Briiche, deren Nenner Null ist. Schon im Bereich der natiirlichen Zahlen
muBte beim Nachweis der Eindeutigkeit der Division der Divisor Null ausgeschlossen
werden (vgl. 2.2.). Damals wurde a/b als die Zahl erklirt, die mit b multipliziert a

ergibt:
a
(?) st

Also miiBte man unter a/0 eine Zahl verstehen, die mit 0 multipliziert a liefert:

Bo-s

Wenn a ebenfalls Null ist, so lost jede Zahl die gestellte Aufgabe: 1-0 =0,
(—2)-0 = 0. Die Division von Null durch Null muf§ also nicht deswegen ausge-
schlossen werden, weil es keine Zahl gibe, die mit Null multipliziert Null ergibt,
sondern weil es zu viele Zahlen gibt, die das Geforderte leisten.

Ganz anders liegen die Dinge, wenn a verschieden von 0 ist. Stellvertretend fiir jeg-
lichen solchen Wert von a soll @ = 1 betrachtet werden. Es ist leicht einzusehen, daB3
es keinen Zahlenbereich geben kann, der den Bereich der natiirlichen Zahlen enthiilt
und in dem eine Zahl existiert, die mit 0 multipliziert 1 liefert. Gabe es namlich eine
solche Zahl, etwa u, so wiirde

0.u=1 @

gelten. Aus dieser Beziehung und der Gleichheit 2 = 2 folgt nach dem Eindeutigkeits-
gesetz der Multiplikation (vgl. 2.2.)

2.(0-u)=2-1.
Nach dem Assoziationsgesetz ist die linke Seite gleich (2-0)-u = 0 - u:

0.-u=2, (1)
Aus (I) und (IT) folgte aber wegen der Transitivitit der Gleichheit

1=2.
In einem Zahlenbereich, in dem es eine Zahl gibt, die mit 0 multipliziert 1 ergibt, ver-
schwindet demnach der Unterschied zwischen 1 und 2, und der Bereich der natiir-
lichen Zahlen stiirzt in sich zusammen.
Satz
| Die Division durch Null ist in keinem Zahlenbereich moglich.
Dafi dagegen alle anderen der geforderten Briiche g/k, also alle mit k== 0, in um-

fassenderen Zahlenbereichen existieren, kann hier nicht gezeigt werden. Es muf im
folgenden jedoch als Voraussetzung dienen.
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Alle Briiche g/k, die sich aus ganzen Zahlen g und A mit » <= 0 bilden lassen, werden
als rationale Zahlen oder gebrochene Zahlen bezeichnet. Die Menge K der rationalen
Zahlen enthilt die Menge G der ganzen Zahlen:

Gc K.

Die ganze Zahl g wird in der Menge K durch den Bruch g/1 vertreten.
In der Menge der gebrochenen Zahlen kann ein und dieselbe Zahl mit verschiedenen
Zshlern und Nennern geschrieben werden. Aus der Gleichheit

’

g g

Rk
zweier Briiche folgt durch Multiplikation mit Ak
gh' =g'h;
denn auf Grund der Definition der Quotienten (vgl. 2.2.) ist

9. 5_ 9 oy
= h=g und W K =g.
Ist umgekehrt fiir die Zahlen g, b, g', b’ € G, h 4= 0, k' 5= 0 die Gleichung gk’ = ¢'h
erfiillt, so stimmen die Briiche g/k und g'/h’ auf Grund der Eindeutigkeit der Divi-
sion iiberein. Denn g/h ist die Zahl, die mit Ak’ multipliziert gh’ ergibt, und g'/R’ ist
die Zahl, die mit ~h' multipliziert g'h = gh’ ergibt.

Satz
Zwei Briiche g/hund g’'/h’ sind genau dann gleick, wenn gh' = g'h ist:

=9 o gW=gh.

Aus diesem Kriterium ergibt sich, daB man in einem Bruch Zahler und Nenner mit
derselben Zahl k<=0 multiplizieren oder durch dieselbe Zahl k=40 dividieren
darf, ohne seinen Wert zu veridndern. Es ist

k

9_9-%
h kK
weil g-h-k=g-k-h ist. So begriindet sich das bekannte Erweitern und Kirzen
von Briichen.

Die Null wird in der Menge der rationalen Zahlen durch jeden Bruch 0/k (h € G'\ {0})
dargestellt, weil k-0 = 0 ist. Hat umgekehrt ein Bruch den Wert Null:

0
7= kEENO),
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so ergibt sich nach dem Gleichheitskriterium gk = 0.4 = 0. Wegen k=0 folgt
hieraus g =0 (vgl. 2.2.):

Satz

I Ein Bruch hat dann und nur dann den Wert Null, wenn sein Zihler gleich Null ist.

AUFGABEN
88. Worin besteht der Fehler in folgendem ,,SchluB*, daB jede Zahl z ihrem Doppelten, 2z,

gleicht:

22 — 2 =a? — o2,
z(x —2) = (x + 2) (z — 2),
z =22

89. Welche Eigenschaften besitzt die Abbildung, die jedem Element (g, k) € @ x (G\ {0}) den

Bruch g/k zuordnet?

90. Zu beweisen ist: Aus
& 1, (v-v" £0)
. v v

folgt,
gu + hv - gu’ + k'
ku + v kv + 0

wobei g, k, k, | beliebige Zahlen sind, fiir die ku + lv == 0 ist. Dieses Verfahren, aus einer

Bruchgleichung (Proportion) eine neue abzulei heillt korrespondierende Additi

6.2, Die Menge der rationalen Zahlen als Zahlenkorper

In der Menge K der rationalen Zahlen sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division mit der einzigen Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfithrbar.

Beweis:

Am einfachsten 1aBt sich die Multiplikation zweier rationaler Zahlen g/h und &/l
(9, h, k, 1€ G, h 4= 0,15 0) ausfithren. Nach der Definition der Division sind die bei-
den Briiche durch folgende Bedingungen eindeutig beschrieben:

g— " —_ =
h-r_g, l 1 k.

Daher ergibt das Produkt (g/k) - (k/l) mit h - I multipliziert gk:

z.h.l.ﬁzl.g.]ﬁ=g.l.§

El i ==

Deshalb kann es gemiB der Definition des Quotienten mit gk/k! bezeichnet werden:

g k_g-k
TR 2



60 6. Der Korper der rationalen Zahlen

Wegen gk € G, hl€ G\ {0} gehort das Produkt wieder der Menge K der rationalen
Zahlen an.
Die Formel (I) lehrt:

Bei der Multiplikation zweier Briiche wird Zahler mit Zahler und Nenner mit Nen-
ner multipliziert?).

Um nachzuweisen, daB in der Menge K der rationalen Zahlen die Division bis auf die
Ausnahme der Division durch Null unbeschréinkt ausfiihrbar ist, hat man zu zeigen:
Sind g/k und &/l (g, k € G, h, 1 € G\ {0}) zwei beliebige rationale Zahlen, deren zweite
von Null verschieden ist (das heiBt % == 0), so gibt es eine rationale Zahl, die mit
k/l multipliziert g/h ergibt. Diese gebrochene Zahl kann aber ohne weiteres benannt
werden: gl/kk. Indem h =0 und k==0 vorausgesetzt wurde, ist auch &k =0,
und gi/hk gehort zu K. Die Probe lautet:

Bei der Division von Briichen wird der Dividend mit dem Kehrwert des Divisors
multipliziert.

Zur Addition oder Subtraktion werden zwei rationale Zahlen zunichst so erweitert,
daB sie einen gleichen Nenner, einen Hauptnenner, erhalten. Man macht sie gleich-
namig. Als Hauptnenner dient bekanntlich das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der beiden Nenner. Sind g/k und k/k (g, b, k¢ G, h == 0) zwei derart vorbereitete Briiche,
so gilt:

g k_ gtk
rERT R
denn (g 4 k)/h ist die Zahl, die, mit » multipliziert, g + & ergibt, und dadurch ist
sie eindeutig definiert. Diese Eigenschaft trifft nach dem Distributionsgesetz auch
fir g/k + kfh zu:

AT T g

(iii7> h=S bt h=gLk

Bei der Addition (Subtraktion) gleichnamiger Briiche werden deren Zihler addiert
(subtrahiert) und der Nenner beibehalten.

*) Dieser Satz beschriinkt sich kiirzehalber auf das Wichtigste an der Formel (I). Er jst ihr nicht
gleichwertig
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Indem also im Bereich der rationalen Zahlen die vier Grundrechnungsarten bis auf die
unvermeidliche Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfithrbar sind,
ist ein in dieser Hinsicht vollendeter Zahlenbereich erreicht. Fiir Zahlenbereiche
solcher Art hat die Algebra den Namen Zahlenkérper. Der Korperbegriff wird aber
nicht allein auf Zahlenbereiche angewendet, sondern auch auf Mengen, die nicht nur
aus Zahlen bestehen. Er wird folgendermaBen erklért:

Definition
Eine Menge M, unter deren Elementen eine Addition, eine Subtraktion, eine Multi-
plikation und eine Division mit den in 2.2. genannten Grundgesetzen erklirt und
bis auf die Division durch Null (=a — a fiir ein beliebiges @ € M) unbeschrinkt
ausfithrbar sind, hei3t Korper.

Nach dem Vorangegangenen bildet die Menge der rationalen Zahlen einen Zahlen-
korper. Von ihm kann gesagt werden:

Satz

Der Korper K der rationalen Zahlen ist der kleinste Zahlenkorper, der den Bereich
der natiirlichen Zahlen enthilt.

AUFGABEN
91. Was ergibt:
a)a + 0, b)a — 0, c)0—a, d)0-a, e) 0:a (a==0)?
92. Gibt es einen Zahlenkorper, der eine echte Teilmenge des Korpers der rationalen Zahlen dar-
stellt?

6.3. Ordnung und Michtigkeit

Auf der mit den Bildern der ganzen Zahlen versehenen Zahlengeraden lassen sich
auch den rationalen Zahlen Bildpunkte zuordnen. Um der Zahl g/k (g, h € G, b < 0)
einen Punkt anzuweisen, sorgt man durch eventuelles Erweitern mit — 1 zunichst
dafiir, dal der Nenner positiv ist. Dann teilt man alle Strecken zwischen je zwei
ganzen Zahlen in h gleiche Abschnitte

und trigt vom Nullpunkt aus |g| , % N 3§
solcher Abschnitte in positiver oder 3 V) 1 3
negativer Richtung ab, je nachdem h=6

g positiv oder negativ ist. Der so er-  Bild 9

reichte Punkt wird der rationalen

Zahl g/h zugeordnet (Bild 9). Auf diese Weise lassen sich alle rationalen Zahlen auf
der Geraden unterbringen, verschiedene Zahlen erhalten verschiedene Orte, gleiche
Zahlen — gekiirzt oder erweitert dargestellt — erhalten denselben Ort.

Auf Grund der Anordnung der Bildpunkte auf der Zahlengeraden wird fiir die ratio-
nalen Zahlen die Ordnungsrelation ,kleiner als‘‘ definiert: Die rationale Zahl a heiBt
kleiner als die rationale Zahl b, wenn der b zugeordnete Punkt der Zahlengeraden in
positiver Richtung auf den a zugeordneten Punkt folgt. Zwei verschiedene rationale
Zahlen a und b geniigen somit genau einer der Beziehungen a < b oder b < a. Die
rationalen Zahlen bilden auf diese Weise einen geordneten Zahlenkorper.
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Es ist interessant, daBl die Menge der rationalen Zahlen immer noch der Menge der
natiirlichen Zahlen gleichmachtig ist. Man kann némlich die nicht negativen ratio-
nalen Zahlen g/h (g, h € N, h == 0) nach der Summe s aus Zihler und Nenner ordnen :

s=g+h

>
)
=

=

1
2
3

N=O=ROoOO |
[ SEVURES SHE

=

=

In dieser Aufstellung werden Wiederholungen fortgelassen :

0,1, 1/2, 2,..., und nach jeder Zahl wird die entsprechende negative eingefiigt:
0,1, —1, 1/2, —1/2, 2, —2,.... So erhilt man eine Aufzihlung der rationalen
Zahlen, in der jede genau an einer Stelle vorkommt. Man kann sie der Reihe nach
eineindeutig den natiirlichen Zahlen zuordnen:

o, 1, —1, 1/2, —1/2, 2, —2,..
0, 1, 2, 3 4, 5 6,....
AUFGABEN

93. Wieviel rationale Zahlen liegen zwischen Eins und Zwei?
94. Eins ist die kleinste positive ganze Zahl. Welches ist die kleinste positive rationale Zahl?
95. Es sind die ersten 20 Glieder der in 6.3. beschriebenen Aufzihlung der rationalen Zahlen zu

bestimmen.
96. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes ist
a) 1,17, b) 0,98%

auf vier Stellen nach dem Komma zu bestimmen.
Hinweis: Von 1,17 = (1 + 0,1)7 miissen nicht alle Glieder berechnet werden. Zur Vermei-
dung von Rundungsfehlern rechnet man mit 5 Stellen (eine ,,Schutzstelle*).

97. Nach den Regeln fiir EvLERsche Symbole ist formal zu berechnen :

1/2 1/2 1/3 —3/2
(7)) - w(P) o ('f) o (737).
98. Unter der Voraussetzung @ < b sind die Abschiitzungen b
a)a<a+b<b, b)a<w<b,
2 5
c)a<M<b (m,neN, m-n==0)

m+n

zu beweisen.
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7. Gleichungen und Ungleichungen

7.1. Konstante und Variable, Terme

Mochte man mathematische Aufgaben allgemein losen, oder mathematische Uber-
legungen unabhingig von konkreten Zahlen durchfiihren, so benutzt man in der
Rechnung Buchstaben als Zeichen, die die Zahlen vertreten. Je nach deren Sinn unter-
scheidet man zwei Arten:

Definition
Ein Buchstabe, der in einer mathematischen Uberlegung lediglich ein Zeichen fiir
einen festzuhaltenden Zahlenwert ist, heit eine Konstante.

Stellt ein Buchstabe dagegen eine wihrend der Untersuchung in gewissem Ausmaf
frei wihlbare Zahl dar, so nennt man ihn eine Variahle (Verinderliche).

Die Menge der Zahlenwerte, die fiir eine Variable eingesctzt werden diirfen, heifit
Variablenbereich dieser Verinderlichen. Wird fiir eine Variablo cin bestimmter Wert
des Variablenbereiches gesetzt, so spricht man von ciner Belegung der Variablen.
Als Konstante werden oft auch gegebene Zahlen selbst bezeichnet.

Ebenso werden Buchstaben, die fiir physikalische GroBen stehen, sinngemif8 als
Konstante und Variable angesprochen.

Je nach der durchzufiihrenden Uberlegung kann ein und derselbe Buchstabe eine
Konstante oder eine Variable darstellen.

BEISPIELE

1. Untersucht man die Veriinderung des Potenzwertes 2 (n € N) bei der Verinderung der Basis,
s0 gilt z als Variable mit K als Variablenbereich, n als Konstante.

Untersucht man dagegen die Verinderung des Potenzwertes z" bei der Verinderung des Expo-
nenten, so gilt # als Variable mit N als Variablenbereich und x als Konstante.

Bestimmt man die Gewichte von Stahlzylindern mit verschiedenen Abmessungen, so gelten
in der Formel

o

@ = ; god2h

¢ 0 (und r/4) als Konstante, d und % als Variable mit der Menge aller Liingen als Variablen-
bereich.

Untersucht man dagegen das Gewicht eines Stahlzylinders an verschiedenen Stellen der Erde,
so sind g, d, k (und /4) Konstante und die Erdbeschleunigung g ist variabel mit der Menge
aller Beschleunigungswerte zwischen 9,78 m/s? und 9,83 m/s* als Variablenbereich.

Oft — wie gerade in den genannten Beispielen — ist es niitzlich, sich die Belegung einer
Variablen durch stetig wachsende oder stetig fallende Zahlenwerte ihres Variablen-
bereiches vorzustellen. Das ist besonders fiir die Naturwissenschaft von grofter
Bedeutung. Variable konnen der mat} tischen Widerspiegelung von Bewegungen
und Veranderungen in der Natur dienen.

Zahlen, Konstanten und Variablen konnen auf verschiedene Weise verkniipft wer-
den.
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Definition
I Eine aus Zahlen, Buchstaben und Rechenzeichen gebildete mathematische Zeichen-

folge, die nach Ersetzen der Buchstaben durch in gewissem AusmaB frei wéhl-
bare Zahlen einen Zahlenwert annimmt, heiBt Term.

Terme werden gewdhnlich mit groBen lateinischen Buchstaben bezeichnet: T, S, ...

Nimmt ein Term bei einer bestimmten Belegung der in ihm vorkommenden Variablen
einen Zahlenwert an, so sagt man, der Term sei fiir diese Belegung definiert. Die Menge
aller Belegungen, fiir die ein Term definiert ist, heiBt Definitionsbereich des Termes.

BEISPIELE
3. a+ b + c, definiert fiir alle Zahlentripel (a, b, c), liefert zum Beispiel fiir a = 1,5 = 2,¢ = 0
den Wert 1 + 2 -0 = 3.

4. b52* + 3z — 1, definiert fiir alle Zahlen , liefert zum Beispiel fir = = 3 den Wert,
5-3+4+3-3—1=53.

. Ztyte
2 4 y? | 22
Null ist.

definiert fiir alle Zahlentripel (x, y, 2), fiir die 2* + y? - 2% verschieden von

6. % nr® (Kugelvolumen), definiert fiir alle Lingen r.

7. —205 (An einem Term miissen nicht unbedingt Buchstaben beteiligt sein.)

Setzt man in einen, nur eine Variable 2 enthaltenden Term 7 fiir die Verinderliche
nacheinander verschiedene Belegungen aus dem Variablenbereich X ein, so erhilt
man im allgemeinen eine Reihe verschiedener Werte. Zum Beispiel nimmt der Term
T = 2% — 1 fir die

Belegungen —2, —1, 0, 1, 2 3

die Werte 3, 0o, —1, 0, 3, 8

an. Die Tatsache, daBl der Wert des Termes 7' auf diese Weise von der Belegung der
Variablen « abhiingt, driickt man auch aus, indem man sagt, der Term 7' hiinge von
der Variablen « ab, und schreibt 7'(x). Analog ist die Schreibweise T (2.0 %) Zu
verstehen: Der Term 7' enthilt die n Variablen z,, ..., z,; sein Wert héngt von den
Belegungen dieser Veriinderlichen ab. Je nach der Verkniipfung der beteiligten
Variablen werden verschiedene Arten von Termen unterschieden :

a) Terme, in denen die Variablen nur mit Konstanten (Zahlen eingeschlossen)
multipliziert und solche Produkte zu Konstanten addiert werden, heiBen lineare
Terme.

3z — 1 ist ein linearer Term in einer Variablen x.
@ + b + c ist ein linearer Term in den Variablen @, b und c.

b) Terme, in denen auf die Variablen nur Addition, Subtraktion und Multiplikation
angewendet werden, heilen ganze rationale Terme oder Polynome.

(@ +1) (x —2) = 2% — 2 — 2 ist ein Polynom in einer Variablen .
2% + 2y* — 3 ist ein Polynom in den Variablen x und y.
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¢) Terme, in denen auf die Variablen nur die vier Grundrechnungsarten angewendet
werden, heilen rationale Terme.
2

L + gl = x_+1_ ist ein rationaler Term in .

z xz+1 2242

Werden zwei Terme addiert, so erhilt man wieder einen Term. Dasselbe trifft fiir
die Subtraktion, Multiplikation und Division zu, wenn der Divisor nicht die Zahl 0
ist, beziehungsweise nicht nur diesen Wert annehmen kann. Die Menge der Terme
bildet also einen Kirper.

Eine besonders wichtige Operation mit Termen ist die Linearkombination. Zwei oder
mehr Terme linear kombinieren, heifit jeden mit einer Konstanten multiplizieren und
die Produkte addieren. Bei zwei Termen 7, und 7', entsteht dabei der Ausdruck

my Ty + myT,.

Zum Beispiel kann aus den Termen 7T), = 3z — 5y und 7, = 22 + y die Linear-
kombination (—2)T,; + 37, = (—2) 3z — 5y) + 3(2x + y) = 13y  hergestellt
werden.

AUFGABEN

99. Mit Hilfe des HorRNER-Schemas sind Wertetafeln fiir
a) das Polynom 2% + at + 2® + 2% + 1
zum Variablenbereich {—3, —2, —1,0, 1, 2, 3},
b) das Polynom a* — 3a® + 22° —x + 1
zum Variablenbereich {—2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}
herzustellen.
100. Aus den Termen 7', = 2z + 5y und 7', = 3z — y ist eine Linearkombination zu bilden,
die
a) die Variable z nicht enthélt,
b) die Variable y nicht enthilt.

7.2. Gleichungshegriff
Definition
Unter einer Gleichung versteht man einen Ausdruck der Form
T,=T,,
in dem zwei Terme 7', und 7', durch das Gleichheitszeichen verbunden sind.

Der Begriff ,,Gleichung* ist vom Begriff ,,Gleichheit* zu unterscheiden : Jede Gleich-
heit kann durch eine Gleichung ausgedriickt werden, aber nicht jede Gleichung stellt
eine Gleichheit dar.

Enthalten die beiden Terme einer Gleichung keine Variablen, so stellt sie eine wahre
oder eine falsche Gleichheitsaussage dar. Zum Beispiel ist die Gleichung 2 = 1 + 3/5
eine falsche Gleichheitsaussage.
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Kommen in der Gleichung dagegen Variable vor, etwa 2 4 1 =y, so kann iiber
Wahrheit oder Falschheit erst dann entschieden werden, wenn die Verinderlichen
mit Werten aus den entsprechenden Variablenbereichen belegt werden.

Hier sollen zunichst nur Gleichungen mit einer Variablen behandelt werden, das heiBt
solche, in denen die Terme 7'; und 7', hichstens von ein und derselben Verinder-
lichen abhéingen:

Ty (@) = Ty(a).

Ist fiir  ein Variablenbereich X gegeben, fiir dessen Zahlen sowohl 7', (z) als auch 7'y (x)
definiert ist, so stellt die Gleichung bei jeder Belegung der Verinderlichen entweder
eine wahre oder eine falsche Aussage dar.
BEISPIEL

1. 224+ 7=72—-3, X={1,2,...,6}.

Man erhiilt beim Einsetzen von

1 247=17-1—3 einefalsche,

2 224+ 7=7-2—3 eine wahre,

3 32+ 7=7-3—3 eine falsche,

4 42+ 7=17-4—3 eine falsche,

5 524+ 7=17-5—3 eine wahre und

6 62+ 7=17-6—3 eine falsche Aussage.

Diejenigen Zahlen des Variablenbereiches X, fiir die 7'; (x) = T'y(x) in eine wahre Aus-
sage iibergeht, heiBen Erfiillungen oder Liosungen dieser Gleichung im Bereich X.
Die Menge aller Erfiillungen einer Gleichung im Bereich X wird Erfiillungsmenge,
Lisungsmenge oder auch Giiltigkeitshereich der Gleichung beziiglich des Variablen-
bereiches X genannt und mit E bezeichnet.

Im Beispiel 1. kann dann folgendermaBen formuliert werden:
Die Erfiillungsmenge der Gleichung 22 + 7 = 7a — 3 beziiglich des Variablenbereick
X ={1,2,...,6}ist £={25)

Die Erfiillungsmenge einer Gleichung zu bestimmen, ist eine sehr hiufig auftretende
Aufgabe.

BEISPIEL

2. Vermehrt man eine einstellige natiirliche Zahl um 5, so erhilt man 1 mehr, als wenn man sie
verdreifacht. Wie heifit die Zahl?

Ansatz: Solange man die Zahl nicht kennt, betrachtet man eine Variable, die aller in der Auf-
gabe zugelassener Werte fihig ist. z sei also eine Veriinderliche mit dem in der ijt;a.be genann-
ten Variablenbereich X = {0, 1,...,9}. Die um 5 vermehrte Zahl wird dufch den Term
T,(x) =« + 5 dargestellt. Die verdreifachte und um 1 vermehrte Zahl driickt der Term
Ty(x) = 3z + 1 aus. Demnach wird in der Aufgabe nach allen Zahlen des Bereiches X gefragt,
fiir die

z+5=3xz+1

eine wahre Aussage liefert, das heiBt, nach der Erfiill dieser Gleich beziiglick
des Variablenbereiches X.
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Lésung: Setzt man in der Gleichung der Reihe nach simtliche zehn Werte des Variablen-
bereiches ein, so stellt man ohne weiteres fest, daB nur fiir die Belegung der Variablen durch
die Zahl 2 eine wahre Aussage entsteht. Also ist

E=2. i
Ergebnis: Die gesuchte Zahl heifit 2.
Beziiglich der Erfiillungsmenge einer Gleichung kénnen zwei Sonderfille auftreten :

a) Die Erfiilllungsmenge kann den ganzen Variablenbereich ausmachen: £ = X.
Dann nennt man die Gleichung 7 (x) = T';(x) eine Identitiit beziiglich des Varia-
blenbereiches X oder sagt auch: Die Terme 7', (x) und 7'y (x) sind gleich beziiglich
des Variablenbereiches X. Dadurch wird die Gleichheit von Termen definiert.

b) Die Erfiillungsmenge kann die leere Menge sein: £ = @ . Dann sagt man, die Glei-
chung sei beziiglich des Variablenbereiches X unerfiillbar.

BEISPIELE

3. (x—12=22—2z+1, X =K.
Hier ist £ = K = X. Die Gleichung stellt eine Identitiit beziiglich des Korpers K dar.
4.0% — 622 11z — 6=0, X =1{1,2,3}. ’
Auch hierist E = X. Die Gleichung stellt eine Identitit beziiglich des Bereiches {1, 2, 3} dar.

5.22+1=0, X=K.
Welche rationale Zahl man auch fiir « einsetzen mag, stets ist 22 = 0 und damit 2® 4 1 > 0.
Daher ist E = @. Die Gleichung ist beziiglich des Korpers K unerfiillbar.

6.z4+2=5, X=1{01,2].
Hier ist ebenfalls £ = . Die Gleichung ist beziiglich des Variablenbereiches {0, 1, 2} uner-
fiilibar.
AUFGABEN
101. Welche Bedeutung haben folgende Ausdriicke:
a)2z —3=5 fir =8,
b) (2z — 5) (4x + 5) — 5z = 82% — 25 — 152, X = K?

102. Kann eine unerfiillbare Gleich leich eine Identitit sein?

103. Vermindert man eine ge Zahl mit der Quersumme 9 um 3 und verdreifacht diese
Differenz, so erhiilt man eine zweistellige Zahl mit den urspriinglichen Ziffern in umge-
kehrter Reihenfolge. Wie heillt die Zahl?

Hinweis: Eine Zahl aus den Ziffern @ und b besitzt den Wert 10a -+ b.

7.3. Gleichwertigkeit von Gleichungen

Die Erfiillungsmenge einer Gleichung 1aBt sich in den seltensten Féllen durch Ein-
setzen (oder ,,Probieren‘) aller Zahlen des Variablenbereiches feststellen. In der Regel
ist der Variablenbereich eine unendliche Menge und vereitelt damit von vornherein
dieses ‘Verfahren. Man kann aber auch zur Erfillungsmenge gelangen, indem man
die Gleichung in andere, gleichwertige Gleichungen umformt mit dem Ziel, letztlich zu
einer so einfachen Gleichung zu kommen, dafl man ihr die Erfillungsmenge sofort
ansehen kann.
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Dabei heiBen zwei Gleichungen beziiglich des gegebenen Variablenbereiches gleich-
wertig oder fiquivalent, wenn sie die gleiche Erfiillungsmenge beziiglich des Variablen-
bereiches besitzen.
Die wichtigsten Operationen, um eine Gleichung in eine gleichwertige iiberzufiihren,
werden durch folgende zwei Regeln beschrieben :
1. Addiert man auf beiden Seiten einer Gleichung
Ty=1T, !
denselben, fiir alle in der Gleichung zugelassenen Variablenwerte definierten
Term T, so ist die neue Gleichung
T4+ T=T,4+T
der urspriinglichen gleichwertig.
2. Multipliziert man beide Seiten einer Gleichung
T,=T,
mit dem gleichen Term 7', der bei allen in der Gleichung zugelassenen Variablen-
belegungen von Null verschiedene Werte besitzt, so ist die neue Gleichung

T,.T<=T,-T

der urspriinglichen gleichwertig.

Indem der Term 7' sowohl Minuszeichen als auch Bruchstriche enthalten darf,
schlieBt die erste Regel die Subtraktion eines Terms von beiden Seiten einer Gleichung
und die zweite die Division der beiden Seiten einer Gleichung durch denselben Term
ein.

Die beiden Regeln gelten fiir Gleichungen mit beliebig vielen Verinderlichen und sind
deshalb allgemein formuliert worden. Die Beweise sind leicht zu erbringen. Hier mag
der Beweis der Regel 2 fiir Gleichungen mit einer Variablen geniigen.

Es ist zu zeigen, daB die Erfiillungsmengen der beiden Gleichungen

Ty(x) = Ty(x) und T, (x) T (x) = Ty(x) T (x)

iibereinstimmen. Dazu wird zuniichst bewiesen, daf jede Erfiillung der urspriing-
lichen Gleichung auch Erfiillung der neuen ist: Erfiillt die Zahl ¥ € X die urspriing-
liche Gleichung, ist also 7';(¥) = T, (%) eine wahre Gleichheitsaussage, dann ist auch
T,(x) - T(x) = Ty(x)- T(xr) nach dem Eindeutigkeitsgesetz der Multiplikation
(vgl. 2.2.) eine wahre Aussage. Denn aus 7' (z) = T,(x) und T(z) = T'(x) folgt
T,(x) - T'(x) = Ty(x) - T'(¥). Das heilt aber: ¥ erfiillt die neue Gleichung.

Nun ergibt sich aber die urspriingliche Gleichung aus der neuen durch Multiplikation
mit dem Term 1/7'(x), der wiederum, weil 7'(x) fiir alle zugelassenen Variablenwerte
verschieden von 0 ausfillt, fiir alle zugelassenen Belegungen definiert ist. Also kann
durch denselben SchluB begriindet werden: Jede Erfiillung der neuen Gleichung ist
ebenfalls eine Erfiillung der urspriinglichen. Damit stimmen die Erfiillungsmengen
der beiden Gleichungen iiberein.

Die Anwendung der beiden Regeln zeigt das folgende Beispiel.
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BEISPIEL
Es ist die Erfiillungsmenge der Gleichung

1 12
z—4+z—-5‘z—6

beziiglich des Korpers K der rationalen Zahlen zu b

Losung: Da die Division durch 0 ausgeschlossen ist, darf als Variablenbereich
X = K\ {4, 5, 6} angenommen werden. Um die Nenner zu beseitigen, multipliziert man die
beiden Seiten der Gleichung mit dem Term (z — 4) (x — 5) (« — 6), der fiir alle Belegungen
von  durch Werte aus X verschieden von Null ist, und erhilt:

(@ —5)(x—6) + (x — 4) (z — 6) = 2(z — 4) (z — b),
2% — 11z + 30 + 2 — 102 + 24 = 222 — 18x - 40,
22% — 212 + 54 = 22% — 182 + 40.

Durch Subtraktion des Termes 22® — 18« + 54 auf beiden Seiten der Gleichung ergibt sich:
—3x = —14. ‘

Daraus folgt durch Division durch den Term —3:

Die Gleichung x = 14/3 wird nur dann eine wahre Aussage, wenn x durch 14/3 belegt wird.
14/3 gehort zum Variablenbereich. Demnach besteht die Erfiillungsmenge der Gleichung allein
aus der Zahl 14/3. .

Kontrolle: Um die Rechnung auf ihre Richtigkeit zu priifen, wird die Variable in der Ausgangs-
gleichung durch den Losungswert belegt, wobei eine wahre Aussage entstehen muB. Es ergibt
sich:

1 1 _ 2
W34 4B —5 143-86

I
|
|

3
1 = =
also 2 +(—3)
Ergebnis: E = {14/3).

AUFGABEN

104. Fiir Gleichungen mit einer Variablen ist die erste Regel iiber die Gleichwertigkeit zu beweisen.
105. Im Korper der rationalen Zahlen sind die Erfiillungs gen folgender Gleich zu
bestimmen:
5 6 11 z2+7 z+9 4(x+8)
= b ol BT e e L
a)176+x‘5 z—17" )x+l+z+2 2z+4+3°
6 9 19— 5z 20— 14z
¢) —— — d o =2 ]
)1—3 z—2+ )4—2z 6 — 3z 5
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74. Der Begriff ciner Ungleichung

Fiir Ungleichungen gelten &hnliche Festlegungen, wie sie fiir Gleichungen getroffen
wurden.

Definition
Unter einer Ungleichung versteht man einen Ausdruck der Form

T,<Ty T\<Ty, Ty>T, oder T, =T,,

in dem zwei Terme T'; und 7', durch eines der Zeichen <, <, > oder = verbun-
den sind.

Der Begriff ,,Ungleichung‘ ist ebenso von dem Begriff ,,Ungleichheit* zu unterschei-
den, wie der Begriff ,,Gleichung** vom Begriff ,,Gleichheit*.

Enthalten die beiden Terme 7'; und 7', keine Variablen, so ist die Ungleichung bereits
eine wahre oder eine falsche Aussage. Kommt in beiden Termen nur ein und dieselbe
Veréinderliche = vor, wie etwa bei

Ty (@) < Ty(w),

s0 spricht man von einer Ungleichung mit einer Verdnderlichen. Zunichst soll nur von
diesen Ungleichungen die Rede sein. Der Variablenbereich X darf nur Zahlen ent-
halten, fiir die sowohl 7', (¥) als auch 7, (x) definiert ist. Jede Belegung der Variablen
in der Ungleichung ergibt dann entweder eine wahre oder eine falsche Aussage.
Diejenigen Zahlen des Variablenbereiches X, fiir die die"Ungleichung eine wahre Aus-
sage liefert, heiBlen Erfillungen oder Lésungen der Ungleichung im Bereich X. Thre
Gesamtheit stellt die Erfiillung ge, die Lisung ge oder den Giiltigkeitsbereich E
der Ungleichung beziiglich des Variablenbereiches X dar.

BEISPIEL
1. z—-3>4, X=16,7,8,9}.

Losung: Bei der Belegung der Variablen z mit den Werten 6, 7, 8, 9 ergeben sich folgende
Aussagen:

6 3>4, falsch,
7 4> 4, falsch,
8 5 >4, wahr,
9 6 >4, wahr,
Folglich ist E =18, 9}.

Auch bei Ungleichungen kénnen beziiglich der Erfillungsmenge die bei Gleichungen
erwihnten Sonderfille auftreten:

a) Die Erfiillungsmenge kann mit dem Variablenbereich iibereinstimmen: £ — X.
Dann stellt die Ungleichung eine Abschiitzung im Variablenbereich X dar.

b) Die Erfiillungsmenge kann die leere Menge sein: E = . Dann sagt man, die
Ungleichung sei im Variablenbereich X wunerfiillbar.
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BEISPIELE
2.z25|z|], X=K.
Hier ist £ — K = X. Die Ungleict ist eine Abscha g im Kérper der rationalen Zah-
len.
3.3z+5<—1, X={—5 —4, —3}.
Auch diese Ungleict stellt eine Abschi im Bereich X dar.

4.22<0, X=K.
Da es keine rationale Zahl gibt, von der eine sechste Potenz einen negativen Wert besitzt, ist
E = . Die Ungleichung ist im Kérper der rationalen Zahlen unerfiillbar.

Besonders haufig sind in der Mathematik einige einfache Ungleichungen, die, weil
man ihnen ihre Giiltigkeitsbereiche sofort ansieht, auch oft zur Beschreibung dieser
Zahlenmengen dienen. Als Variablenbereich gilt dabei die Menge K, spiter auch jeder
umfassendere Zahlenbereich :

1.2 > a (x = a): Menge aller Zahlen, die gréfer (nicht kleiner) als die Zahl a sind.
2.2 < a (x < a): Menge aller Zahlen, die kleiner (nicht grofer) als die Zahl a sind.

3. || < a (x| = a): Menge aller Zahlen, deren Betrag kleiner (nicht grofler) als die
Zahl a ist, das ist die Menge aller Zahlen, die zwischen —a und -+ a liegen (ein-
schlieBlich der Zahlen —a und +a). Dabei ist @ positiv vorauszusetzen. Die Un-
gleichung ist gleichwertig mit —a <2 < +a (—a =2 = +a).

4. |x —s| <a (o — s| =< a): Menge aller Zahlen, die von der Zahl s weniger (nicht
mehr) als @ abweichen, dasist die Menge
aller Zahlen, die zwischens —a und s +a ; e 0 B
liegen (einschlieBlich der Zahlen s —a 0 s-a s s

und s + a). s ist der Giiltigkeitsmittel- gya 10

punkt, a der Giltigkeitsradius der Un-

gleichung (Bild 10). Dabei ist a positiv vorauszusetzen. Die Ungleichung ist gleich-
wertigmit s —a<a<s+a (s—a<ax=<s-+a)

Zum Beispiel beschreibt |x — 3| < 0,1 die Menge aller Zahlen, die nicht mehr als ein Zehntel
von dem Wert 3 abweichen, das ist die Menge aller Zahlen, die zwischen 2,9 und 3,1 liegen
einschlieBlich dieser beiden Zahlen. Die Ungleichung ist gleichwertig mit 2,9 < z < 3,1.

Die genannten Ungleichungen werden oft als Voraussetzungen fiir Abschétzungen
gegeben:
BEISPIEL
5. Die Summe
B—a)b+ec
ist unter der Bedingung nach oben abzuschiitzen, daB |a| <1, |b| < 0,5 und |¢c| <2 ist.

Losung: Nach den in Abschnitt 5.2. dargelegten Regeln kann die Summe wie folgt abge-
schiitzt werden:

B—ab+c=8b—ab+c=<|3b—ab+c|=
= |3b]| + |ab| + |¢| = 3|b| + |a| |b] + |c]|.
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&

Benutzt man nun die iiber a, b und ¢ gemachten Voraussetzungen, so ergibt sich:
31b] 4 Ja| b + || <3-0,5+1-05+ 2 = 4.

Die gesuchte Abschiitzung lautet also:
B—a)b+c<4.

AUFGABEN

106. Welche einstelligen Primzahlen unterscheiden sich von ihren Quadraten um mehr als 67

107. Es sei A die Menge aller ganzen Zahlen z, die der Ungleichung |z| < 5 geniigen, B die Menge
Zu besti

aller ganzen Zahlen u, die der Ungleichung |u — 3| < 4 g sind folgen-
de Zahlenmengen:
a)AuB, b)An B, c) ANB, d) BNA4.
108. Es ist nach oben abzuschiitzen:
a) n(l — p) fir |n] <3, |p| < 0,05.

b) (3a — 10) (2b — 5) fiir |a| <3, |b] < 4.
109. Der Bruch
14+a

1—a

ist unter der Bedi nach oben ab hi daB |a| < 0,5 ist.

Hinweis: Der Nenner ist beim Abschiitzen zu verkleinern!

7.5. Gleichwertigkeit von Ungleichungen

Auch Erfiillungsmengen von Ungleichungen miissen oft bestimmt werden. Dabei ist
man in der Regel nicht in der Lage, alle Werte des Variablenbereiches ,,durchzupro-
hieren®. Es besteht aber wiederum die Méglichkeit, die Ungleichung zielstrebig in
einfachere Ungleichungen mit demselben Giiltigkeitsbereich umzuformen, um
schlieBlich bei einer die Erfillungsmenge ablesen zu kénnen. Ungleichungén heiBen
beziiglich des gegebenen Variablenbereiches gleichwertig oder dquivalent, wenn sie die
gleiche Erfiillungsmenge beziiglich des Variablenbereiches besitzen. Fiir die Gleich-
wertigkeit von Ungleichungen gelten dhnliche Regeln wie fiir die von Gleichungen.
Der Kiirze halber wird dabei stellvertretend fiir die vier moglichen Formen einer
Ungleichung, fiir die gleichlautende Aussagen gelten, immer nur die Grundform
T, < T, -geschrieben:

1. Addiert man auf beiden Seiten einer Ungleichung
T, <T,

denselben, fiir alle in der Ungleichung zugelassenen Variablenwerte definierten
Term 7', so ist die neue Ungleichung

APy T

der urspriinglichen gleichwertig.
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2. Multipliziert man beide Seiten einer Ungleichung
TW<T,

mit demselben Term 7', der bei allen in der Ungleichung zugelassenen Vari-
ablenbelegungen positive Werte besitzt, so ist die neue Ungleichung

TyoT < Ty- T
der urspriinglichen gleichwertig.

Wie bei Gleichungen schlieBen auch diese beiden Regeln sinngemif die Subtraktion
und Division ein. Die in der zweiten Regel genannte Bedingung, daBl der Faktor 7'
fiir alle Variablenbelegungen grofler als Null sein muB, ist deswegen erforderlich,
weil das Monotoniegesetz der Multiplikation (vgl. 2.2.) nur bei positiven Faktoren
gilt. Wird mit einem Term multipliziert, der fiir alle Variablenbelegungen negative
Werte besitzt, so ist die Umkehrung der Ordnungsbeziehung (vgl. 4.2.) zu beachten.
Mit Hilfe der Monotoniegesetze der Addition und der Multiplikation sind auch die
Beweise der beiden Regeln zu erbringen.

BEISPIEL

Es ist der Giiltigkeitsbereich der Ungleichung

1 = 2
2z +1 z+5
beziiglich der Menge aller positiven rationalen Zahlen zu bestimmen.

Losung: Da innerhalb des gegeb: Variablenbereiches beide Nenner nur positive Werte
3} darf die Ungleicl mit dem Term (22 + 1) (¢ + 5) multipliziert werden:

x4+ 5 <4x+ 2.

Subtrahiert man nun auf beiden Seiten der Ungleichung den Term 2z + 2, so erhilt man
3 < 3.

SchlieBlich liefert die Division durch den (fiir alle Variablenbelegungen positiven) Term 3
z>1.

Demnach gehéren alle rationalen Zahlen, die groBer als 1 sind, zum Giiltigkeitsbereich der
Ungleichung.

Kontrolle: Um die Richtigkeit der Rechnung zu priifen, wird die Variable in der gegebenen
Ungleichung durch einige Werte belegt. Dabei miissen sich fiir groBere Werte als 1 wahre, da-
gegen fiir alle anderen Werte falsche Aussagen ergeben.

also
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1 2 1t
- o — < L. falsch;
e 2141 “ 145’ Mg Tgie
z=i: 31 <32 ’ alsoz<— wabhr.
2 2341 245

Ergebnis: Der Giiltigkeitsbereich £ der Ungleichung ist die Menge aller rationalen Zahlen, die
grofer als 1 sind. .

AUFGABEN

110. Fiir Ungleichungen mit einer Variablen ist die zweite Regel iiber die Gleichwertigkeit zu
beweisen.

111. Es sind die Giiltigkeitsbereiche folgender Ungleich innerhalb des Bereiches der posi-

8
tiven rationalen Zahlen zu bestimmen:

2 3 2 3 1 1

Y rl “mrl L T A Tk Y T
8. Der Korper der reellen Zahlen
8.1. Unvollkommenheit des Bereiches der rationalen Zahlen

Der Kérper der rationalen Zahlen geniigt bereits vielen Anforderungen der Praxis.
Man kann in ihm alle vier Grundrechnungsarten mit der einzigen, aber unvermeid-
lichen Ausnahme der Division durch Null unbeschrinkt ausfiihren. Dabei wird die
Zahlengerade durch die Bilder der rationalen Zahlen iiberall dicht besetzt. Das
heiBt: Sind g/h und &/l (g, k € G, h, 1€ G\ {0}) zwei verschiedene, noch so dicht neben-
einanderliegende rationale Zahlen, so gibt es doch eine dritte zwischen ihnen, etwa
das arithmetische Mittel

k

g
BT glikh

2 2hl

(vgl. Aufgabe 98). Zwischen dem Mittel und g/h liegt abermals als Mittel eine vierte
rationale Zahl und so weiter. Daher gibt es zwischen den Zahlen g/h und k/I nicht nur
eine, sondern unendlich viele rationale Zahlen. Diesen Sachverhalt driickt man mit
den Worten aus:

I Die rationalen Zahlen liegen auf der Zahlengeraden in sich dicht.
Trotzdem gibt es auf der Zahlengeraden Punkte, die nicht Bilder rationaler Zahlen

sind ; und die Menge dieser ,,Liicken‘ ist von hoherer Michtigkeit als die Menge der zu
rationalen Zahlen gehorigen Punkte.
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Eine solche Liicke liBt sich auffinden, indem man iiber der Einheitsstrecke der Zah-
lengeraden ein Quadrat konstruiert und dessen vom Nullpunkt ausgehende Diagonale
mit dem Zirkel auf die Zahlengerade iibertrigt (Bild 11).
Der so gefundene Punkt der Zahlengeraden heiBe P. Nach
dem Lehrsatz des Pythagoras miiite P eine Zahl zuge-
ordnet sein, deren Quadrat 2 ist. Aber es gibt keine solche
rationale Zahl.

Dies 148t sich indirekt beweisen. (Beim indirekten Beweis P i
nimmt man das Gegenteil der Behauptung als wahr an
und leitet daraus eine sicher falsche Aussage ab. Da die
Mathematik frei von Widerspriichen?) ist, gilt damit die
Behauptung als bewiesen.) Es sei also g/h (g, h € G, h == 0) eine rationale Zahl,
deren Quadrat 2 ist. Man darf voraussetzen, daB der Bruch nicht weiter kiirzbar ist.
Die Annahme bedeutet :

9\*_ 9 _
(Z) = 2, oder 7 =2,

Durch Multiplikation mit A2 ergibt sich:

Bild 11

g% = 2h2.

Demnach muB g eine gerade Zahl sein. Das ist aber nur méglich, wenn g gerade ist.
Wenn aber g den Faktor 2 enthilt, muB g® den Faktor 4 enthalten. Zwangsliufig ist
dann die rechte Seite ebenfalls durch 4 teilbar. Ein Faktor 2 steht vor A2, der andere
muB in 22 enthalten sein: A2 muB gerade sein. Das ist aber wiederum nur dann moglich,
wenn kb schon gerade ist.

Also miissen g und % beide gerade sein. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu der Vor-
aussetzung, g/k sei nicht weiter kiirzbar. Damit folgte aus der Annahme, das Quadrat
einer rationalen Zahl sei 2, ein Widerspruch, und der indirekte Beweis, daB es keine
solche rationale Zahl gibt, ist gefiihrt.

Somit ist es mit rationalen Zahlen nicht einmal moglich, die Quadratdiagonale des
Einheitsquadrates exakt auszumessen. )

Nun ist aber nicht nur dem Punkt P keine rationale Zahl zugeordnet, sondern auch
jedem anderen Punkt, den man er-
reicht, wenn man von dieser Liicke
aus in positiver Richtung eine ratio-
nale Zahl r abtrigt (Bild 12). Gelangte
man dabei an den Bildpunkt einer Bild 12

rationalen Zahl 7', so wire P Bild der

Zahl r" —r, die als Differenz zweier rationaler Zahlen wieder eine rationale Zahl wiire.
Da fiir r jede beliebige rationale Zahl benutzt werden darf, ist die Menge der Liicken
von nicht geringerer Michtigkeit als die Menge der zu den rationalen Zahlen ge-
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1) Gemeint sind hier kontradiktorische Widerspriiche. Ein kontradiktorischer Widerspruch be-
steht darin, daB eine Aussage zugleich wahr und falsch sei. Kontradiktorische Widerspriiche
sind von dialektischen Widerspriichen zu unterscheiden. Dialektische Widerspriiche finden
sich iiberall
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horigen Punkte. DaB sie tatsichlich von hoherer Machtigkeit ist, soll hier nicht be-
wiesen werden. Es sei nur an Zahlen wie w erinnert, die ebenfalls nicht rational sind,
und deren Bildpunkte auf der Zahlengeraden nicht einmal mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden koénnen.

AUFGABEN

112. Liegt die Menge K\ G auf der Zahlengeraden in sich dicht?
113. Es ist zu beweisen, daf es keine rationale Zahl gibt, deren Quadrat 13 ist.

8.2. Der Bereich der reellen Zahlen

Es erhebt sich nun die Frage, ob und — wenn ja — welche Zahlen den Liicken auf
der Zahlengeraden zugeordnet werden konnen.

Bei der Losung dieses Problems macht man sich zunutze, daB die rationalen Zahlen
auf der Zahlengeraden in sich dicht liegen. Gibt es keine rationale Zahl, die dem Punkt
P (siehe oben) zugeordnet ist, so kénnen doch rationale Zahlen benannt werden, deren
Bilder P mit jeder gewiinschten Genauigkeit ersetzen. Am bequemsten sind fiir diesen
Zweck Dezimalbriiche, das heillt Briiche ganzer Zahlen, deren Nenner Zehnerpotenzen
sind und die in Dezimalschreibweise dargestellt werden konnen:

Niherung maximale Abweichung
1 14 = 14/10 0,1
2. 1,41 = 141/100 0,01
3. 1,414 = 1414/1000 0,001
4 1,4142 = 14142/10000 0,0001
5 1,41421 = 141421/100000 0,00001

Jede Néherung hat eine Dezimalstelle mehr als die vorangegangene und erreicht damit
ungefihr zehnfache Genauigkeit.

Die Niherungen werden auf folgende Weise bestimmt: Man unterteilt die Zahlen-
gerade in Zehntel und liest die letzte Teilstelle vor P auf der Seite des Nullpunktes ab.
Die gefundene rationale Zahl stellt P bis auf Zehntel dar. Dann unterteilt man die
Zahlengerade in Hundertstel und liest die letzte Teilstelle vor P auf der Seite des
Nullpunktes ab. Die gefundene Dezimalzahl stellt P bis auf Hundertstel dar. So
kann beliebig weit fortgefahren werden.

Denkt man sich das Verfahren jedoch ohne Ende fortgesetzt, so gelangt man zu
einem unendlichen Dezimalbruch: 1,4142136 ... Der Naherungsfehler ist dabei auf Null
zusammengeschrumpft.

Da das Verfahren auf jede Stelle der Zahlengeraden anwendbar ist, kénnen allen
ihren Punkten — auch den durch rationale Zahlen belegten — solche unendlichen
Dezimalbriiche zugeordnet werden.

In der Menge der unendlichen Dezimalbriiche ist fiir diejenigen, die keine rationalen
Zahlen darstellen, charakteristisch, dal} sie nicht periodisch sind.

Denn jeder periodische unendliche Dezimalbruch stellt eine rationale Zahl dar. Als
Beispiel sei der Dezimalbruch

2 =1,357507 ...
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angefiihrt. Multiplikation mit 1000 liefert:
1000z = 1357,507507 ...

Durch Subtraktion der oberen Gleichung von der unteren ergibt sich

135615
999x = 1356,15 = 00
also
135615 Lo . \
%= 55900 " Folglich ist x eine rationale Zahl.

Umgekehrt ist bekannt, da jede rationale Zahl einen periodischen unendlichen
Dezimalbruch liefert. Denn bei der Division durch eine ganze Zahl kann nur eine
endliche Anzahl von Resten vorkommen. Falls der Rest 0 nicht auftritt und dann 0
die Periode bildet (1/5 = 0,200 ...), miissen sich bei der Division ohne Ende die
Reste in einer bestimmten Reihenfolge wiederholen.

In der Menge R der unendlichen Dezimalbriiche sind die vier Grundrechnungsarten
mit der einzigen Ausnahme der Division durch Null in bekannter Weise unbe-
schrankt ausfithrbar und geniigen den in 2.2. genannten Grundgesetzen. Daher ist es
sinnvoll, unendliche Dezimalbriiche als Zahlen aufzufassen. Man nennt sie reelle
Zahlen. Nach dem Vorangegangenen kann dann gesagt werden:

Satz

Die Menge R der reellen Zahlen bildet einen Zahlenkérper. Dieser enthilt den
Kérper der rationalen Zahlen. Seine Elemente entsprechen eineindeutig den Punk-
ten der Zahlengeraden.

Die nicht rationalen reellen Zahlen werden als irrationale Zahlen bezeichnet. Als
Folgerung des Satzes ergibt sich: Die Menge R der reellen Zahlen ist der Menge der
Punkte auf einer Geraden gleichmdchtig.

Auch im Bereich der rellen Zahlen wird durch die Zahlengerade die Ordnung gegeben :
Wie bisher gilt @ < b, wenn der zur Zahl a gehérige Punkt der Zahlengeraden von
dem zu b gehérigen aus gesehen in negativer Richtung liegt.

Man konnte meinen, der Begriff der reellen Zahl sei recht unbefriedigend, weil sich
von nichtperiodischen unendlichen Dezimalbriichen stets nur wenige Dezimalen
angeben lassen und die meisten — das sind die unendlich vielen weiteren — unbe-
kannt bleiben. Aber dieser Umstand wirkt sich kaum nachteilig aus. Bei jeder prak-
tischen Rechnung wird das Ergebnis nur mit einer bestimmten Genauigkeit ge-
braucht. Um diese zu erzielen, geniigt immer eine angemessene Anzahl von Stellen
der in der Rechnung beteiligten irrationalen Zahlen. Mit irrationalen Zahlen wird
also in der Praxis nur niherungsweise gerechnet.

AUFGABEN
114. Folgende periodische Dezimalbriiche sind als Briiche ganzer Zahlen darzustellen:
a) 0,044 ...., b) 5,713 ..., ) 2,314572 .....

115. Wieviel groBer ist der unendliche Dezimalbruch 1,000 .... als 0,999 ....?
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116. Nach HEroN kann man eine Zahl, deren Quadrat die positive Zahl b ist, finden, indem man
nacheinander folgende Werte bildet: einen Schiitzwert ay; a; = blag; ay = (ay + a,)/2;
ag = bjay; ay = (ay + a5)/2; a5 = blay; ....

Dieses Verfahren ist fiir folgende Werte von b bis zur Sicherheit der dritten Stelle nach dem
Komma durchzufiihren:

a)2, b) 3, c) 17, d) 1,372.

8.3. Grenzwerthegriff

Bei der schrittweisen Anniherung einer irrationalen Zahl durch rationale Zahlen,
etwa durch Dezimalbriiche, bildet man nach einer bestimmten Vorschrift nachein-
ander Zahlen. Eine so gewonnene Zahlenmenge heif3t eine Zahlenfolge.

Definition

Ist eine eindeutige Vorschrift gegeben, nach der man eine erste Zahl a,, eine zweite
Zahl a, und nach jeder gewonnenen eine folgende bilden kann, so nennt man
die Menge dieser Zahlen

@y, @y, g, @y, ...

in dieser Anordnung eine Zahlenfolge. Die Zahlen werden Glieder der Folge ge-
nannt.

BEISPIELE

1. 151,45 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ...,
Vorschrift: Anniherung der zum Punkt P (siehe oben) gehorigen irrationalen Zahl d durch
endliche Dezimalbriiche. Bei jeder folgenden Zahl wird eine Stelle des unendlichen Dezimalbru-
ches hinzugenommen.

2. 1,2,3,4,....
Vorschrift: Aufziihlen der natiirlichen Zahlen ohne die Null.

3. 08,4,2,1,1/2,1/4,....
Vorschrift: Die erste Zahl heiBt 8. Jede weitere ht aus der v g durch Di-
vision durch 2.

4. 1, —1,1, —1,1,....
Vorschrift: Abwechselndes Aneinanderreihen von 1 und — 1.

Die Glieder einer Folge miissen nicht einem bestimmten Wert immer nither kommen.
Im Beispiel 1 kommen die Glieder der Folge dem Wert d, dessen Quadrat 2 ist (siehe
oben), beliebig nahe; in Beispiel 3 streben die Glieder der Folge dem Wert 0 zu. Aber
in den Beispielen 2 und 4 ist keine solche Anniherung der Glieder an einen bestimmten
Wert festzustellen. Dieses Hinstreben nach einem bestimmten Wert ist demnach eine
hervorhebenswerte Eigenschaft einer Zahlenfolge. Sie wird durch den Begriff der
Konvergenz ausgedriickt. Die Zahl, nach der die Glieder hinstreben, wird Limes,
zu deutsch Grenzwert, genannt.

Bei der scharfen Fassung dieser Begriffe wird der Ausdruck fast alle verwendet.
,»Fast alle, bezogen auf die Elemente einer unendlichen Menge, soll bedeuten:
alle bis auf endlich viele. Zum Beispiel sind in diesem Sinne fast alle natiirlichen
Zahlen grofer als eine Million.
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Von der Zahlenfolge des Beispiels 1 kann man sagen: Fast alle Glieder unterscheiden
sich von dem Wert d betragsmifBig um weniger als 10-3, stellen also d mit einer Ge-
nauigkeit von mindestens 10-3 dar. Nur die ersten 5 Glieder sind auszunehmen.
Offenbar 1aBt sich dieser Sachverhalt fiir jede beliebige Genauigkeit feststellen:
Fast alle Glieder der Zahlenfolge 1 nihern den Wert d mit der Genauigkeit 10"
(n € N)an.

Fir die Folge 3 treffen ganz analoge Aussagen zu. Wird irgendeine Genauigkeit ge-
fordert, so nihern doch fast alle Glieder der Folge 3 den Wert Null mit dieser Genauig-
keit an. Dieses Verhalten wird zur Definition des Konvergenzbegriffes benutzt :

Definition

Man sagt, die Zahlenfolge ay, a,, a, ... konvergiert gegen den Limes a (strebt gegen
den Grenzwert @), wenn nach Wahl einer beliebigen Genauigkeit fast alle Glieder
die Zahl @ mit dieser Genauigkeit darstellen.
Die Folge 1; 1,4; 1,41; 1,414; ... konvergiert demnach gegen den Limes d. Ebenso
strebt die Folge 8, 4, 2, 1, 1/2, ... gegen den Grenzwert 0. Die Folgen der Beispiele 2
und 4 dagegen konvergieren nicht. Man sagt dafiir: sie divergieren. Divergenz ist
das Gegenteil von Konvergenz.
Betrachtet man die Grenzwertbildung als neue Rechenoperation, so kann man be-
weisen — der Beweis wird hier nicht gefithrt —, dafl der Kérper der reellen Zahlen
in folgendem Sinn gegeniiber dieser Rechenoperation abgeschlossen ist (das heiBt
keiner Erweiterung mehr bedarf):

I Konvergiert eine Folge reeller Zahlen gegen eine Zahl a, so ist auch a eine reelle
Zahl.

Von praktischem Wert ist die Folgerung:

Hat man im Bereich der reellen Zahlen ein Niherungsverfahren, von dem man weiB,
die Niherungswerte streben einem Grenzwert zu, so ist dieser Grenzwert bereits im
Bereich der reellen Zahlen zu finden.

AUFGABEN
117. Was kann iiber die Folge a, —a, a, — a, a; — a, ... ausgesagt werden, wenn die Folge
@y, @y, @y, ... gegen a konvergiert?

118. Welche der nachstehenden Folgen konvergieren und welche Grenzwerte haben diese:
1 1 1 1
1505 — o 050 05 ——3 0; —3 05
8130 =33 0555 05 =3 05 5 050esy
b) 1,00; 0,99; 1,00; 0,99; 1,00; 0,99; ...,

1 2 1 3 4 5 2 7
e b s (- R T AR |
4 5 2 6 78 310

8.4. Intervalle

Als Grund fir die Abgeschlossenheit des Bereiches der reellen Zahlen gegeniiber der
Grenzwertbildung kann die kontinuierliche Belegung der Zahlengeraden mit Zahlen
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betrachtet werden. Aus dem gleichen Grund ist der Bereich der reellen Zahlen auch
beziiglich der Ordnung abgeschlossen. Es kénnen namlich keine neuen Zahlen hin-
zukommen, die zusammen mit den reellen Zahlen der alten Ordnungsrelation , kleiner
als* gentigen. Daher ist es sinnvoll, fiir die nicht weiter zu vervollstindigende Menge
aller Zahlen auf einem Abschnitt der Zahlengeraden Bezeichnungen einzufiihren.

Fiir die Menge aller reellen Zahlen, die einem bestimmten Abschnitt der Zahlengeraden
entspricht, gebraucht man den Namen Intervall und bezeichnet sie gewohnlich mit /.
Handelt es sich um einen endlichen Abschnitt, so kann er durch die Angabe der beiden
Randpunkte beschrieben werden. Je nachdem, ob diese zum Intervall gerechnet wer-
den sollen oder nicht, spricht man von abgeschl oder off Intervallen. Bei
der Darstellung dieser Zahlenmengen durch Zeichen wird die Eigenschaft ,,offen*
durch eine runde, die Eigenschaft ,,abgeschlossen* durch eine eckige Klammer wie-
dergegeben. Von den Zahlen @ und b (@ < b) kénnen dann folgende Intervalle ein-
geschlossen werden :

a) Jy = (a; b), Giiltigkeitsbereich der Ungleichung a < a < b, beiderseits offenes
Intervall von a bis b, a ¢ Jy, b J;.

b) J, = [a; b], Giiltigkeitsbereich der Ungleichung a < x < b, beiderseits abge-
schlossenes Intervall von a bis b, a € J,, b€ J,.

¢) J3 = (a; b], Giiltigkeitsbereich der Ungleichung @ < & < b, unten offenes, oben
abgeschlossenes Intervall von a bis b, a ¢ J,, b€ J,.

d) J, = [a; D), Giiltigkeitsbereich der Ungleichung @ < z < b, unten abgeschlossenes,
oben offenes Intervall von a bis b, a € Jy, bd J, (Bild 13).

Entspricht das Intervall dagegen

LA I A 2 b —2 % 5 ecinem unendlichen Abschnitt der
Zahlengeraden, so tritt das Zeichen
& oo an die Stelle der nicht mehr vor-
G 7 % b 4 a % b handenen oberen, das Zeichen — oo
Bid 18 an die Stelle der nicht mehr vorhan-
denen unteren Begrenzung. In die-
sen Richtungen ist das Intervall stets
a s %5 b offen; denn oo und — co sind keine
Zahlen. Zum Beispiel ist das Inter-

5 vall
Bild 14 : J5 = (a; o0) der Giiltigkeitsbereich

der Ungleichung a < =,
Jg = (—o0; b] der Giiltigkeitsbereich der Ungleichung = < b,
J; = (—o00; ) = R die Menge aller reellen Zahlen (Bild 14).

AUFGABEN
119. Mit den Intervallen 4 = (—1; 1) und B = [0; 2] ist zu bilden:
a) A uB; b)4 n B, c) ANB.

120. Mit den Intervallen 4 = (—1; 1), B =(0; 2) und C = (—2; 0) ist zu bilden
a) (ANO)\B, b) AN(Bu (), c)(4nC)uB, d)(B\N4)nC.
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121. Wie Dezimalbriiche, zum Beispiel
1,327 =1-10°+43-10"1 4+ 2.10"2 + 7. 1073,

konnen auch Dualbriiche gebildet werden:

LLLOL = 1.20 4 1.2 4 1.2 4 023 4 1.9+ (: 2)
Welche Werte haben folgende Dualbriiche :
a) L,LOL, b) 0,0LL, ¢) LL,00L, : d) L,000L?
122. Folgende Briiche sind durch Dualbriiche darzustellen:
a) se b) %y, ©) /g, d) /g,

123. Mit Hilfe des iiblichen Divisionsverfahrens sind die unendlichen Dualbriiche zu folgenden
Zahlen zu bestimmen:

a)'fs, b) /s, ) s, d) "s.

124. Welche Werte besitzen folgende unendlichen periodischen Dualbriiche:
) 0,L00..., b) 0,L000 ..., ¢) LO,LLIO ..., d)0,LL...?

125. Welches sind die ersten vier Ziffern des unendlichen Dualbruches, dessen Quadrat LO(= 2)
ist?

126. Nach den Regeln iiber EvLERsche Symbole ist

1,41421 ...
3
auf Rech b igkeit zu b
9. Potenzen, Logarithmen
9.1. Potenzen mit rationalen Exponenten

Die einfachsten Potenzen sind solche mit natiirlichen Zahlen als Exponenten. Sie

sind als Abkiirzungen fiir Produkte aus gleichen Faktoren bereits in Abschnitt 2.2.

definiert worden. Die erste Erweiterung dieses Potenzbegriffes besteht in der Defini-
Pot

tion von f mit negativen ganzen Exp ten, bei denen wegen der Ausfiihrbar-
keit der Division die Basis verschieden von Null vorausgesetzt werden mug.

Definition

Ist a verschieden von Null und —n eine negative ganze Zahl, so versteht man unter
der Potenz a~" den Wert 1/a”:

a_n=ai ‘(a +0,n€ N\{0}).

n

Bei Pot mit gebroch Ezxp ten muB im Interesse der Ausfiihrbarkeit die

Basis sogar positiv vorausgesetzt werden :
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Definition
Ist a eine positive reelle Zahl und g/n (g € G, n € N\{0}) eine beliebige rationale
Zahl, so versteht man unter a¢" die positive Zahl, deren n-te Potenz a¢ ist.
Statt al/" darf auch i/; geschrieben werden. Dieser Ausdruck wird n-te Wurzel aus a
genannt. Dabei heiBlen: n — Wurzelexponent, a — Radikand und i/E — Wurzelwert.
Fiir die Multiplikation, die Division und das Potenzieren der Potenzen gelten die
folgenden
Potenzgesetze

1. Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man ihre Exponenten
addiert und die Basis beibehilt:

@ - al = asH,

1]

. Potenzen mit gleicher Basis werden dividiert, indem man ihre Exponenten sub-
trahiert und die Basis beibehalt:

a*:af = at-t.

w

. Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziert, indem man ihre Basen
multipliziert und das Produkt mit dem gleichen Exponenten potenziert. Oder:
Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden Faktor einzeln potenziert:

@ - b = (a-b).

L

Potenzen mit gleichen Exponenten werden dividiert, indem man ihre Basen
dividiert und den Quotienten mit dem gleichen Exponenten potenziert. Oder:
Ein Bruch wird potenziert, indem man Zihler und Nenner einzeln potenziert:

a® a\’

L (3) :
Eine Potenz wird potenziert, indem man die Exponenten multipliziert und die
Basis der Potenz beibehilt :

o

(a®)t = ats.

Diese Gesetze konnen der Reihe nach fiir die verschiedenen Exponentenbereiche be-
wiesen werden. Als Beispiel sei nur der Beweis des dritten Gesetzes erbracht:

at bt = (a-b).

a) Ist s =n eine natiirliche Zahl, so behauptet das Gesetz auf Grund der Potenz-
definition (vgl. 2.2.)

@-a+..-a)-(b-b-...-b)y=(a-b)(@-b)-...-(a-b).

n Faktoren = Faktoren n Faktoren
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‘Wegen des Kommutations- und des Assoziationsgesetzes kénnen aber die Faktoren
links zu den Paaren rechts umgeordnet und zusammengefaBt werden.

b) Ist s = —n eine negative ganze Zahl, so besagt die zu beweisende Formel
11 1 ,
@ o (aby

Zum Beweis werden auf der linken Seite die beiden Briiche nach der Multiplika-
tionsregel (vgl. 6.2.) vereint, und fiir a” - " wird nach a) — der Exponent ist hier
* eine natiirliche Zahl — (a - b)" geschrieben.

e)Ist s=g/n (g€ G, ne N\{0}) eine rationale Zahl, so heiBt die Behauptung
adln . piln = (q . byoin,

(a - b)?" ist nach Definition die positive Zahl, deren n-te Potenz (a - b)? ist, und
durch diese Eigenschaft eindeutig definiert. Dieselbe Eigenschaft besitzt aber auch
das Produkt auf der linken Seite der Gleichung: Beide Faktoren sind auf Grund
der Definition positiv, und wegen des in a) und b) Bewiesenen gilt:

(a¥ln - bolnyt = (@olmyn . (bolnyt = af - b9 = (a - b)9.

Also stimmen in der Behauptung beide Seiten iiberein.
Die Potenzgesetze 3, 4 und 5 werden auch als Wurzelgesetze formuliert :

3a. ja 6 = ya<s.

4a. ]/z;v:}/ Va.b.

i

3]
It

3
2

o

ba. V“ = —Vﬁ .
AUFGABEN
127. Wodurch kommt ein negativer Potenzwert zustande?
128. Fiir den Variablenbereich X = {—3/,; —1; —1/,; 0; ¥/,5 15 3/,; 2} sind Wertetabellen fol-
gender Terme aufzustellen (Genauigkeit bis zur zweiten Stelle hinter dem Komma):
a) 27, b) 37, c) 4%,
129. Es ist das vierte Pote fiir rationale Exy zu b s
130. Es ist das fiinfte Potenzgesetz fiir Potenzen mit rationalen Exponenten zu beweisen.
131. Zu beweisen ist: Das arith ische Mittel zweier positiver reeller Zahlen ist nie kleiner als
das geometrische:
a+b —
; =>Va-b (@>0,b6>0).
132. Durch vollstindige Induktion ist zu beweisen: Fiir einen besti von Null verschied,

natiirlichen Exponenten z und nicht negative Basen @ und b ist der Potenzwert um so grofer,
je groBer die Basis ist, und umgekehrt:

a<b & ar<bn.
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133. Aus dem in Aufgabe 132 bewiesenen Satz ist mit Hilfe der BerNouLLIschen Ungleichung

zu folgern:

"V1+z<l+% (zeR, 2>0, ne N\ {0,1)).

9.2 Pot mit beliebi

reellen Exp t

Was unter einer Potenz mit irrationalen Exponenten zu verstehen ist, soll zunichst

am Beispiel der Potenz 3" erliutert werden.

Der Wert ]/5 kann durch die Dezimalbruchfolge

1;1,4;1,41;1,414; 1,4142; ...

beliebig angenihert werden. Die den Gliedern dieser Folge entsprechenden Potenzen
von 3 lassen sich als Potenzen mit rationalen Exponenten bilden:

3t =3

314 — 34710 5
L4l = 3141/100 y
L4 _ guagje00
3L41z _ 314142/10000

31,61

Bild 15

Der Anfang dieser Folge ist in Bild 15
dargestellt, das die zu rationalen Expo-
nenten & gehorigen Potenzwerte 3¢ im
Diagramm zeigt. Nach diesem Bild be-
steht Grund zu der Annahme, daB die
Potenzwertfolge einem bestimmten
Grenzwert zustrebt. In der Tat 1Bt sich
die Konvergenz mit Mitteln, die hier
nicht zur Verfiigung stehen, beweisen.

Sinnvollerweise wird 3'> als dieser
Grenzwert definiert.

Da jede irrationale Zahl als unendlicher
Dezimalbruch durch eine zu ihr gehorige
Folge von endlichen Dezimalbriichen
angenéihert werden kann und die Kon-
vergenz der entstehenden Folge von
Potenzwerten beweisbar ist, kann das

fir 312 beschriebene Verfahren allge-

mein angewendet werden. Daher wird fiir Potenzen mit irrationalen Exponenten

gemeinhin die folgende Definition gegeben.
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Definition
Ist s eine beliebige reelle Zahl, 7y, 5, 7, ... eine konvergente Folge rationaler Zah-
len mit dem Grenzwert s und a eine beliebige positive reelle Zahl, so versteht man
unter a* den Grenzwert der Folge

an,an,a’,....

Auf diese Weise sind nunmehr zu allen reellen Exponenten einer positiven Basis
Potenzwerte erklirt. Man kann somit die in Bild 15 dargestellte Kurve zum Dia-
gramm aller zu reellen Exponenten a gehérigen Potenzwerte 37 erweitern. Das Auge
nimmt bei dieser Erweiterung freilich nichts wahr, weil die zu rationalen Exponenten
gehorigen Punkte der Kurve bereits in sich dicht lagen.?)

Es 1aBt sich zeigen, daBl auch die Potenzen mit beliebigen reellen Exponenten allen
Potenzgesetzen gehorchen. Die Beweise dafiir wiirden allerdings den Rahmen weit
tlibersteigen.

AUFGABEN
134, Welchen Wert besitzt 117 2
135. Zu vereinfachen ist:

002, wTI g (Y ()
3

9.3. Grundbegriffe der Logarithmenrechnung

Aus der in Bild 15 dargestellten Kurve ist ersichtlich, dafl es genau einen Exponenten
« gibt, der an die Basis 3 geschrieben einen geforderten Potenzwert liefert. Dies gilt
auch fiir alle anderen positiven Basen, die von 1 verschieden sind. Daraus ergibt sich
die Definition des Logarithmenbegriffes :

Definition
Sind @ 41 und u beliebige positive reelle Zahlen, so versteht man unter dem

Logarithmus von » zur Basis a, in Zeichen log, u, die Zahl s, die als Exponent an
die Basis @ gesetzt den Potenzwert u ergibt:

s=log,u © a=u (@, u€R;a,u>0;a1).
Der Wert @ heilt dabei Logarithmenbasis und u Numerus oder Logarithmand.
Aus der Definition folgen unmittelbar die Beziehungen

@ —y und log;a® =s.

!) Die zeichnerische Wiedergabe eines Punktes nimmt in jedem Fall eine bestimmte Fliche ein.
Die Wiedergabe aller zurationalen Zahlen gehérigen Punkte iiberdeckt daher bereits die ganze
Zahlengerade. Werden die zu irrationalen Zahlen gehérigen Punkte hinzugenommen, so ist
dies fiir das Auge unbemerkbar. Genauso verhilt es sich mit den Punkten auf der Kurve
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Fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten folgende Gesetze, die sich aus den Potenz-
gesetzen 1, 2 und 5 herleiten:
Logarithmengesetze

1. Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Logarithmen der
Faktoren:

log, (u - v) = log, u + log, v.

2. Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Differenz aus dem Logarith-
mus des Dividenden und dem Logarithmus des Divisors:

log, (u:v) = log, u — log, v.

3. Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Produkt aus dem Exponenten und
dem Logarithmus der Basis:

log, w* = s - log, u.
Folgerung fir s =1/n (n€ N \ {0}):
Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Quotienten aus dem Logarithmus des

Radikanden und dem Wurzelexponenten :

log, 'i/u = M# .
Wie diese Gesetze zu beweisen sind, wird am Beispiel des ersten gezeigt:
log, (u - v) = logsu 4 logz v (a,u,v € R; a,u,v > 0; a == 1)
Beweis: Es sei .
logguw =7 und log,v =¢.
Das bedeutet:
a=u und o =v.
Durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen erhilt man
a-at=u-v
und nach dem ersten Potenzgesetz
att =y,
Diese Gleichung aber lautet in Logarithmenschreibweise :
7+t =log, (u - v).

Besinnt man sich auf die Bedeutung von r und ¢, so ist der Beweis vollendet.
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Die Verabredung, alle positiven reellen Zahlen durch ihre Logarithmen zu einer
bestimmten, festgehaltenen Basis darzustellen, nennt man ein Logarithmensystem.
Demnach gibt es so viele Logarithmensysteme, wie Logarithmenbasen méglich sind.
In der Praxis aber spielen vor allem zwei eine Rolle.

a) DasSystem der dekadischen (oder auch Bricasschen!)) Logarithmen mit der Basis 10.
Dieses Logarithmensystem entspricht am besten den Bediirfnissen des praktischen
Rechnens, da es dem Dezimalsystem angepaft ist. Der Kiirze wegen wird fiir log,, %
einfach Ig u geschrieben. Der Zerlegung jeder positiven reellen Zahl in ein Produkt aus
einer Zehnerpotenz und einer Zahl zwischen 1 und 10 entspricht die Zerlegung ihres
dekadischen Logarithmus in eine Summe aus einer ganzen Zahl, der Kennziffer, und
einem positiven echten Dezimalbruch, der Mantisse:

1g 3060 = Ig (10° - 3,060) = 3 +- 0,4657 ... = 3,4657 ...

Da die Kennziffern als Exponenten der Stellenwerte der ersten geltenden Ziffern
mit Leichtigkeit zu bestimmen sind, brauchen nur die Mantissen tabelliert zu werden.
Die Tafeln der dekadischen Logarithmen sind daher stets Mantissentafeln.

b) Das System der natiirlichen (oder auch Naprierschen?)) Logarithmen mit der im
folgenden zu erklarenden Basis e = 2,71828 ...

Diese Logarithmen erweisen sich in der hoheren Mathematik als sehr vorteilhaft. Mit
ihnen gestalten sich viele Formeln einfacher als mit allen anderen Logarithmen-
systemen.

Fiir natiirliche Logarithmen wird statt log. « die Abkiirzung In % verwendet.

Beim Wechsel der Logarithmenbasis konnen die Logarithmen iiberraschend einfach
umgerechnet werden.

Um eine Beziehung zwischen den Logarithmen des gleichen Numerus zu zwei ver-
schiedenen Basen @ und b abzuleiten, logarithmiert man die Definitionsgleichung

u = a%% (q,u€ R;a,u>0;a1)
zur Basis b (b€ R; 6> 0,b &=1):
log, u = log,, (alo%t).

Nach dem Gesetz iiber den Logarithmus einer Potenz kann die rechte Seite umge-
formt werden:

logy u = log, u - logy a.

Diese Formel gestattet, den Logarithmus von u zur Basis @ in den Logarithmus von »
zur Basis b umzurechnen. Der Logarithmus log, @ hingt nur von beiden gegebenen
Logarithmenbasen @ und b ab und spielt bei der Umrechnung des Logarithmus zur
Basis a in den zur Basis b die Rolle eines Proportionalitiatsfaktors.

1) Die zuerst von dem Englinder Brices (1556 bis 1630) berechneten Logarithmen zur Basis 10
erschienen 1617

2) Die erste Logarithmentafel dieser Art wurde von dem englischen Mathematiker JorN NEPER
(oder NapIER) (1550 bis 1617) 1614 in Edinburg herausgegeben
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Satz

Die Logarithmen zweier verschiedener Logarithmensysteme sind einander pro-

portional : ;
log, u = logy a - log, u (8)

logy a wird Umrechnungsmodul der beiden Systeme genannt.

Zwischen den natiirlichen und den dekadischen Logarithmen heiBt die Umrechnungs-
formel

logyy u = logyy e - log, u,
oder kurz
Igu =lge-lnu.

Der Umrechnungsmodul g e hat fiinfstellig gerundet den Wert 0,43429 und wird
mit M bezeichnet:

lgu =M-lnu, M=~ 043429.
Fiir die Umrechnung

Inu= % clgu
sei noch
1
e 2,30259
angegeben.

Die Umrechnungsformel gibt die Moglichkeit, aus den tabellierten dekadischen Log-
arithmen auf einfache Weise Logarithmen zu jeder anderen Basis zu berechnen. Sie
wird dabei in der Gestalt

log,g u = log,y a - log, u
verwendet und nach log,  aufgelost:
logsu =lgu:lga.
BEISPIEL
Zu berechnen sei log, 273,5.
Losung: Mit @ = 2 und u = 273,5 folgt aus der obigen Formel

15 273,56 243696
log, 273,5 = 2100 _ S g oz,

AUFGABEN
136. Warum muB 1 als Logarit} basi: hl werden?
137. Wasist a) log, 1/8, b) logy 4, ¢) logys /s, d) logy, 1/27?
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Es ist das dritte Logaritl tz zu b .
Nach den Logarithmengesetzen ist umzuformen:

ud Yu + v a’ — at 64uﬁ
a) log, — ——, b) log, —5—, ©) log, ——.

140. Folgende P sind logarithmisch zu berech

13
13!

»

©

a) 177°, b) ygﬁ, ¢) 0,371565.8727,
141,

=

Es sind folgende Logarithmen zu berechnen:
a) log, 74, b) log, 65, c) log, ; 13,72,

9.4. System der natiirlichen Logarithmen

Wihrend mathematisch gesehen die Basis der dekadischen Logarithmen ihre Ent-
stehung einer Zufilligkeit verdankt — hitte der Mensch nicht ,,zuféllig zehn Finger
an beiden Hénden, so spielte diese Zahl kaum eine so bedeutende Rolle —, ist das
System der natiirlichen Logarithmen auf tiefere mathematische Uberlegungen ge-

griindet.
Ist a eine beliebige Logarithmenbasis, so gilt

log;1 =0;

denn 0 ist der Exponent, den man an die Basis @ setzen muB, um 1 zu erhalten.
Tragt man fir den Numerus wachsende Werte, etwa 1 -+ A (h> 0) ein, so nimmt, wenn
a grofer als 1ist, auch der Logarithmus zu. Bei dekadischen Logarithmen sieht das so
aus:

Ig 1,0000 = 0,0000000,
1g (1,0000 -+ 0,0001) = 0,0000434, ®
1g (1,0000 + 0,0002) = 0,0000869,

Ig (1,0000 + 0,0005) = 0,0002171.

Der Zuwachs des Logarithmus ist dem des Numerus also ungefiihr proportional. Nach
dem Dreisatz ist aus den ersten beiden Zeilen auszurechnen, da8 dem Zuwachs % des
Numerus der Zuwachs

0,0000434
0,0001

des Logarithmus entspricht, was an den folgenden Zeilen von (I) iiberpriift werden
kann.?) In Verallgemeinerung der Zeilen (I) ergibt sich daher die Niherungsformel

lg (1 + k) ~ 0,434 F.
Sie gilt auch fiir dem Betrag nach kleine negative Werte von k, zum Beispiel
Ig (1,0000 — 0,0001) ~ 0,434 - (—0,0001) = 0,9999566 — 1.

~h=0434h

1) Die Abweichungen der letzten Dezimale riihren einerseits von der Rundung der Zahlen auf
7 Stellen her; andererseits kommt in ihnen die Verschlect ung der Proportionalitit mit zu-
nehmender Entfernung des Numerus von 1 zum Ausdruck
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Fiir groBere Werte von % verschlechtert sich diese Niiherung.
Bei h =1 liefert sie etwa

lg (1 + 1) ~ 04341 = 0,434

statt 0,301.

Fiir andere Logarithmenbasen @ > 1 sind analoge Niherungsformeln anzunehmen,
bei denen lediglich die Konstante 0,434 durch andere Zahlen zu ersetzen ist. Allgemein
wird gelten :

logs (1 + k)~ k-h.

Dabei ist der Betrag von & klein gegen 1 vorauszusetzen, was in Zeichen durch || L1
ausgedriickt wird.

Besonders einfach wird die Formel bei einem Logarithmensystem, fiir das & — 1 ist.
Wie groB muB die Basis dieses Logarithmensystems sein?

Die gewiinschte Néiherungsformel

log, (1 + k)~ b fir [h| <1
lautet in Potenzschreibweise

at~1+4h.

1

Daraus folgt, wenn beide Seiten in die 7 -te Potenz erhoben werden:

an (14 hyvh,

Da die Naherungsformel um so besser gilt, je kleiner |A| ist, wird man a dadurch
berechnen, dal man fiir A moglichst kleine Werte einsetzt. Man bildet ,,den Grenz-
wert von (1 + k)Y", wenn h hinschwindet*‘. Diese Vorschrift wird durch das Symbol
lim (gelesen: limes & gegen 0) ausgedriickt:

h—>0

@ =lim (1 + k),
h—0
Die durch diesen Grenzwert gegebene, vor den iibrigen Basen durch die Einfachheit
der Naherungsformel ausgezeichnete Basis wird mit e bezeichnet. Das zugehérige
Logarithmensystem ist das System der natiirlichen Logarithmen.
Definition

Die Basis der natiirlichen Logarithmen ist die Zahl

= lim (1 + h)V* 9)
h—>0

Der Grenzwert kann auf folgende Weisen niherungsweise berechnet werden :
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a) Fir h werden der Reihe nach die Glieder einer schwindenden Zahlenfolge eingesetzt,
etwa 1, 1/10, 1/100, 1/1000, .... Durch Benutzung der dekadischen Logarithmen
erhélt man:

h | 1,000 | 0,100 | 0,010 | o001 | ....
(U hpn| 2000 | 2594 | 2705 | 2,717 |

b) Der Grenzwert wird umgeformt. Fiir b wird der Wert 1/n eingetragen. Der Vor-
schrift & — 0 entspricht dabei die Anweisung n — oo:

o = lim (1 + A)Y" — lim (1 3 i)
h—0 n—r00 n

Fir natiirliche Zahlen n kann der Ausdruck (1 4 1/n)" nach dem binomischen Lehr-
satz entwickelt werden:

(2 = 03+ 6 e

ny 1
+ -

Durch Einsetzen der Binomialkoeffizienten erhélt man:

1\» 1 nn—1) 1 nn—1)(n —2) 1
(1+7) B 31 T

nn—1)(n —2)(n —3) 1 1 nt—n
+—-—+"'+F—1+1—|—W+

n2

4! n4
n® —3n2+2n  n* — 608 + 1102 — 62 1
R T FIpy Tt

Zerlegt man jeden Bruch in eine Summe von Briichen mit dem gleichen Nenner
und kiirzt, so ergibt sich:

1\» 1 1 1 3 2 1 6
(“f;) =ittt s tamta o
11 6 1
TowT et

Wenn man nun fiir » wachsende Werte einsetzt, schwinden alle Glieder mit % im
Nenner hin, wihrend die Summe immer mehr Summanden erhélt. So entsteht als
»,Grenzwert*

1 1

141 L
Flegrtgrd gt
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Fiir die ersten Glieder dieser ,,unendlichen Reihe** kann man noch der Einheitlich-
keit halber 1/0! und 1/1! schreiben.

Satz
Die Basis e der natiirlichen Logarithmen wird durch die unendliche Reihe

|-

1 1
+1!'+a+i+ !+---- (10)

'S

dargestellt.

6

Die ,,Teilsummen

dieser Reihe sind leicht zu berechnen und konvergieren auBer-
ordentlich rasch:

0. % 1,00000
1. %4_% 2,00000
2. %+%+§1!. 2,60000
3 %+%+%+% © 2,66667
4.%+%+2L!+%+1—, 2,70833
8 artart et et ar bt artartar B8

Mit dem Wert 2,71828 wurde 5-stellige Genauigkeit erreicht.

Beim Benutzen der natiirlichen Logarithmen, die ebenfalls in Tabellenbiichern ent-
halten sind, ist zu beachten, daB nicht wie bei dekadischen Logarithmen mit Kenn-
ziffern und Mantissen gearbeitet werden kann. In einer Tabelle der natiirlichen Log-
arithmen miiBten daher auch zu allen positiven reellen Zahlen, von 0 bis unendlich,
die natiirlichen Logarithmen angegeben werden. Das geht natiirlich nicht. Wie man
sich ohne die Umrechnungsformel aus 9.3. hilft, falls man natiirliche Logarithmen
nicht tabellierter Zahlen benotigt, zeigt das folgende Beispiel :

BEISPIEL
Gegeben seien die natiirlichen Logarithmen der Zahlen 10; 11;...; 1009'); zu bestimmen:
a) In 3752, b) In 0,02524.

Lésung: a)In3752 = In (10 - 375,2) = In 10 + In 375,2 = 2,30259 4 5,92746 = 8,23005.
b) In 0,02524 = In (252,4:10%) = In 252,4 — 4 . In 10 — 5,53101 — 4 - 2,30259 — — 3,67935.

1) Vergleiche z. B. MULLER, ,,Fiinfstellige Logarithmen und andere mathematische Tafeln‘
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AUFGABEN
142. Mit Hilfe der Reihe
1 1
31 + T + ..
ist die Zahl e auf 7 Dezimalen nach dem Komma zu berechnen.
143. In 23,1407 und In 0,127 34 sind
a) nach der Tafel der natiirlichen Logarithmen,
b) mit Hilfe dekadischer Logarithmen und der Umrechnungsformel

1
L1 ot

zu bestimmen.
144. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes ist
a) 1,036,
b) 0,98°
auf 5 Stellen nach dem Komma zu berechnen. Das Resultat ist mit dem logarithmisch
besti Wert zu vergleicl

10. Niiherungen
Bei Naherungsrechnungen spielen die Begriffe ,klein gegen* und ,,vernachlassigen‘
eine wichtige Rolle. Thren Gebrauch erliutert das folgende Beispiel:
BEISPIEL
1. Bei der Berechnung der Potenz 1,012? liefert der binomische Lehrsatz:
(1,000 + 0,012)% = 1,000 + 2 - 1,000 - 0,012 + 0,0122,

0,0122 = 0,000144 ist ,,klein gegen‘‘ die iibrigen Glieder der Summe und kann daher bei
groberer Rechnung ,,vernachlissigt* werden. Das Ergebnis ist dann 1,000 + 0,024 = 1,024,

Auch 0,024 ist schon klein gegen 1,000. Dieses Glied vernachlissigen wiirde aber be-
deuten, statt 1,012 nur den Wert 1,000 quadrieren. Man sagt, 0,024 und 0,000 144 seien klein
von verschiedener Ordnung, und zwar 0,024 klein von erster und 0,000144 klein von zweiter
Ordnung. In der obigen Rechnung wurde also nur mit Gliedern, die von erster Ordnung klein
sind, gerechnet. Das dabei gewonnene Ergebnis wird als eine erste Niherung bezeichnet.

Der Begriff der Ordnung der Kleinheit hat folgenden Sinn:
Ist der Betrag einer Zahl ¢ klein gegen) 1, in Zeichen: |¢| < 1, so heiBen in der Folge

g, 6% 68 ..., em ...

das erste Glied klein von erster Ordnung, das zweite klein von zweiter Ordnung und so
fort, &" heiBt klein von n-ter Ordnung.

Indem man in einer Rechnung nur die Glieder beriicksichtigt, die von erster Ordnung
klein sind, und die von hoherer Ordnung kleinen vernachléssigt, erhilt man eine
erste Naherung fiir das Ergebnis. Beriicksichtigt man auch noch die Glieder, die von

|
1) Der Begriff ,,klein gegen* ist in der Math tik nicht vollstindig streng gefaBt. Von Mal zu
Mal ist die Zuléssigkeit der mit seiner Anwendung verbund Vernachlissi zu priifen
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zweiter Ordnung klein sind, und vernachlissigt die von héherer Ordnung kleinen, so
erhélt man eine zweite Ndherung fiir das Ergebnis und so weiter. Beriicksichtigt man
alle Glieder, die bis zur n-ten Ordnung klein sind, und vernachlissigt die von héherer
Ordnung kleinen, so erhélt man eine n-te Ndherung fiir das Ergebnis.

Haiufig tritt in Anwendungen die durch folgenden Satz beschriebene Niherung auf:

Satz

Ist ¢ eine reelle Zahl, deren Betrag von erster Ordnung klein ist (|¢| < 1) und s
ein beliebiger reeller Exponent, so gilt im Sinne einer ersten Naherung

Der Beweis wird schrittweise fiir die verschiedenen Exponentenbereiche gefiihrt:

a) Fiir einen natiirlichen Exponenten s = n folgt die Formel unmittelbar aus der
Aussage des binomischen Lehrsatzes:

= Q) e e+ B

indem die von héherer Ordnung kleinen Glieder (;) &2, veon (z) ¢ vernachlissigt
und fiir (O) und ( ) die Werte 1 und » eingetragen werden.
b) Fiir einen negativen ganzen Exponenten s = —n (n € N) gilt zunichst nach a)

(1 + )7” = 7,14 N — L.‘
T R T R
Daraus folgt durch Erweitern mit 1 — ne und Vernachlissigen von n%e?:

1 —ne _1—mne
(1 + ne) (1 —ne) 1 — n2e?

~ 1 —ne.

c) Fiir einen gebrochenen E\ponenten gln€ K (g€ G, n€ N\{0}) behauptet die
Formel (11):

Ao nt+ L

(1 + )9* ist nach Definition (vgl. 9.1.) die dadurch eindeutig bestimmte positive
Zahl, daB ihre n-te Potenz (1 4 &)? ~ 1 + ge (vgl. b) ist. Die rechte Seite der
Behauptung besitzt aber die gleichen Eigenschaften: Wegen |¢| << 1ist 1 + =e>0,
und nach a) gilt:

n
(1+%e) ml—{—n-gezlﬂ—gs.

n

Der Beweis fiir irrationale Exponenten kann hier nicht gefiihrt werden.
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Zwei Sonderfille der Formel (11) sind:

1

§= —1: s

~1Fe (11a)

s=in: |J1te mli% (11b)

BEISPIELE
2. 1,018 = (1,00 + 0,01)* ~ 1,00 + 3- 0,01 = 1,03.

s 0,009
3. 10,991 ~ 1,000 — == — 0,908.
4 = o
1,01 ~ 9,99.
5. 1,027 & 1,000 + % .0,012 = 1,009.

Wie die in der Formel (11) vorkommende Summe 1 -}- £ unter Umsténden auch erst
geschaffen werden kann, lehren die folgenden

BEISPIELE
6. V63722 + 82240 = |/6372¢ (1 B0
- 163722 + - + o312
— 6312 I/1+ 220 _gara. (14 220
= + o3 © A\ gean) ™
41120

63724+ ——— ~~ 6378.
~OIE+ e ~ BB
Mit dem Rechenstab allein wiire diese Aufgabe ohne Anwendung der Niherungsformel nicht
mit solcher Genauigkeit l5sbar.
7. Fallzeit eines Korpers fiir die ersten 20 m (freier Fall):

. 25 2.20m 40
Vg TV o8tms T | 10,00—0,19 ° =

= I/; s~ VA(1,000 + 0,019) s &

1,000 — 0,019
~ 2(1,000 + 0,010) s = 2,019 5.

Es sei noch erwihnt, daB die fiir natiirliche Logarithmen giiltige Naherungsformel

ebenfalls eine erste Niherung darstellt (ohne Beweis).
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AUFGABEN
145. Welche Eij haften haben die Rel
a) niherungsweise gleich (~),
b) klein gegen (<)?
146. Warum stellt die Relation ,,klein gegen‘‘ keine Ordnungsrelation (vgl. 1.5.) dar?
147. Fiir folgende Werte ist eine erste Niherung zu bilden:

2) 0,995, b)Y1,030, ) 0’9% . d) o,ﬁ’ ¢) In 0,987.
148. Erste Niherungen sind fiir folgende Ausdriicke zu berechnen:
a)09 b)1,027- 0,99, «¢) i , d) RTsA102,
1,02’ " 3 0,087 - 1,013 1,03

149. Nach dem Vorbild von Beispiel 6. dieses Abschnitts sind fiir folgende Ausdriicke erste Nihe-
rungen zu entwickeln:

3 0,94
) V12,3° — 237,3, b) Vi

2+ Y1,06°
150. Es ist eine Niherungsformel fiir
1
TR

aufzustellen.
151. Fiir das Polynom P(z) = a* + 32% — 52% + 1 ist ein Niherungsterm (erste Niherung)

fiir z =1+ & (|| < 1) zu entwickeln. Mit ihm ist eine Wertetabelle zum Variablenbereich

= {0,95; 0,96; ...; 1,05} aufzustellen. Alle Werte sind mit Hilfe des Hor~ERschen

Sch auf jhre G igkeit zu priifen.

152. Bei den folgenden Termen sind erste Nﬁherungen fir z =1 + €(je] < 1) anzugeben:

—— 2% — @
a) V23 + 2z + 5, b)m c)zs+;+ 1 d)m-
153. Fiir den Wert, auf den ein Guthaben von 500 Mark bei 3%iger jihrlicher Verzinsung mit
Zins und Zinseszins anwichst, ist
a) eine erste Niherung,
b) eine zweite Niherung
zu bestimmen.
154. Es ist eine Formel aufzustellen, nach der die indizierte Leistung P; von Getrieben, deren
Wirkungsgrad 7 nahe bei 1 liegt, angenihert aus der effektiven Leistung P, berechnet wer-
den kann (P; = Pe/n).
Wie lautet die in der vorigen Aufgabe aufgestellte Formel fiir folgende Werte von #: 90%,
92%, 94%, 96% und 989%,?

15

=

11. Der Korper der komplexen Zahlen
11.1. Imaginire Einheit

Trotz der Leistungsfihigkeit des Korpers der reellen Zahlen, in dem nicht nur die vier
Grundrechnungsarten so weit wie méglich ausfiihrbar sind, sondern auch Grenziiber-
génge unbeschrankt vollzogen werden kénnen, gibt es doch Situationen, in denen
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eine Erweiterung des Bereiches der reellen Zahlen wiinschenswert erscheint. Eine
solche Situation kann bereits bei der Losung einer quadratischen Qleichung,
das heiBit einer Gleichung der Form

Aa*+Bx+C=0 (4,B,CcR A+0)
auftreten.
Nachdem man sie durch Division durch A auf die ,,Normalform*

a*+pr+q=0 (p =§;q:§)
gebracht hat, wird die ,,quadratische Erginzung** gebildet :

P*
(12+2_7;+ )_i+q_0_
Daraus folgt:
PV _P
(x 2) 4 -

Ist p%4 —g¢ =0, sostellt x4 p/2 eine Zahl dar, deren Quadrat p?/4 —g ist.
Nach Definition (vgl. 9.1.) hat }/p 4 — q die gewiinschte Eigenschaft. Aber auch
— Vp’/-i — ¢ leistet das Geforderte. Alle anderen reellen Zahlen sind jedoch dem
Betrag nach kleiner oder groBer und ihre Quadrate daher kleiner oder gtoBer als

p*4 — g (Monotoniegesetz der Multiplikation, vgl. 2.2.). Also gibt es zwei Moglich-

. keiten:
T b2
x—l—%:l/%—q oder a:+—12)-=71/%7q.

Daher besteht die Losungsmenge aus den beiden (bei p2/4 — ¢ = 0 allerdings glei-
chen) Zahlen

P z el R
—2—-&-‘/1 ¢ und ) 1/4 q.

Ist dagegen p2/4 —q < 0, so kann die Gleichung (I) im Kérper der reellen Zahlen
nicht erfiillt werden. Welche reelle Zahl man auch fiir x einsetzt: als Quadrat einer
reellen Zahl ist die linke Seite niemals negativ.

Der Term p?/4 — g, von dem die Erfiillbarkeit der quadratischen Glelchung abhéngt,
heilt Diskriminante dieser Gleichung.

Bei der Losung von quadratischen Gleichungen macht sich also der Mangel des Berei-
ches der reellen Zahlen bemerkbar, keine Elemente zu besitzen, deren Quadrate
negativ sind.

Wiren in einem den Korper der reellen Zahlen enthaltenden Zahlenkérper auch alle
negativen reellen Zahlen Quadrate anderer Zahlen, so besiflen in ihm alle quadrati-
schen Gleichungen (mit reellen Koeffizienten) zwei (unter Umsténden gleiche) Lo-
sungen.



98 11. Der Korper der komplexen Zahlen

Schreibt man die im Bereich der reellen Zahlen unerfiillbaren Gleichungen

a)a?t = —4¢, b)a?= — —ii oder allgemein c)a*= —a (@€ R, a>0)
in der Form

a)a?=(—1)-4, b)at= (—1).% ¢) 2= (—1)-a,

so erkennt man, daf} eine einzige Zahl, deren Quadrat — 1 wiire, geniigte, um fir
jede der Gleichungen zwei Losungen bilden zu kénnen. Wire niimlich j eine solche
Zahl (j2 = —1), so hieBen die Losungen

= . i = I o
a)2j und — 2j, b) -2—]/5 und —§]/5, ¢) jYaund —jya,
wie durch Quadrieren bestitigt werden kann.

Die Existenz einer solchen Zahl j in einem den Korper der reellen Zahlen enthaltenden Zahlen-
korper war in der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik lange Zeit umstritten. Schon im
16. Jahrhundert machte G. CarpaN0') den Versuch, mit Zahlen, deren Quadrate negativ sind,
zu rechnen. Obwohl man derartige Zahlen lange fiir sinnlos hielt, stellte sich doch heraus, daB ihre
Benutzung richtige und wertvolle Ergebnisse brachte. Aber erst Ende des 18. Jahrhunderts er-
schienen Arbeiten, die die Existenz des diese Zahlen enthaltenden Zahlenkérpers nachwiesen.
Volle Anerkennung fand der neue Zahlenbereich durch das Wirken von C. F. Gavss?).

Hier wird die Existenz eines Zahlenkérpers, der den Korper der reellen Zahlen und
die Zahl j enthilt, vorausgesetzt.
Die Zahl j wird imagindre Einheit®) genannt.

Definition

| Unter der imaginiren Einheit j versteht man eine Zahl, deren Quadrat —1 ist:

In der Definition steht vor dem Wort ,,Zahl* der unbestimmte Artikel. Denn es gibt
nicht nur eine Zahl, deren Quadrat — 1 ist, sondern zwei: Auch —j hat nach den im
Kérper geltenden Rechenregeln das Quadrat —1:

(=3 = ((=1)-§)f =(—1p - =1 - (—1)=—1:

1) GERONIMO CARDANO (1501 bis 1576), italienischer Mathematiker, Arzt und Philosoph

2) CArL FRIEDRICH GAUSS (1777 bis 1855), genialer deutscher Mathematiker, Physiker, Astronom
und Geodit

?) Die imaginiire Einheit wird nach EvLER hiufig auch mit i bezeichnet, vor allem in der rein
mathematischen Literatur. In der Ingenieurmathematik setzt sich aber im Hinblick auf die
Verwendung des Buchstaben i als Symbol fiir Stromstéirken die Bezeichnung j mehr und mehr
durch
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Die Zahl —j ist von + j verschieden; aus j = —]j folgte ndmlich 2j = 0 und damit
j=0.

Andererseits gibt es keine weiteren Zahlen, deren Quadrat — 1 ist. Auf den Beweis sol}
hier verzichtet werden.

Mit Hilfe der Zahl j lassen sich nun auch Erfiilllungen fiir quadratische Gleichungen
angeben, die im Korper der reellen Zahlen unerfiillbar sind, fiir die also p2/4 — ¢ < 0 ist
(vgl. oben). Die Gleichung (I) wird zu diesem Zweck in der Form

3=

geschrieben. Wegen ¢ — p%/4 > 0 ist }g — p?/4erklirt. Fiir 2« + p/2 als eine
Zahl, deren Quadrat (—1) (¢ — p?/4) ist, kommen die Zahlen j ]/q — p?/4 und
—j }/q — p?/4 in Frage:

P _itf_ P P __ . P
x+2_]V 1 oder x+2_ ]Vq i

Daher besteht die Lo 1ge aus den beiden Zahlen

P . »* P _ P
—?4-]14*; und — 5 Jl/q T

Es ist die Erfiillungsmenge folgender Gleichung zu bestimmen:

BEISPIEL
x* — 2z + 10 = 0.
Losung: Hier ist
2
%—q=1—10:~9<0.

Die Lo besteht d h aus dem Zahlenpaar

PR Y 2 . Bp— .
—5111/41—(3)=—Tilvw—ﬂ=1isx.
Alsoist E = {1 +3j; 1 — 3j}.

AUFGABEN

156. Wie unterscheidet sich die Zahl j hinsichtlich der Definition von einer Quadratwurzel, etwa
V22

157. Stellt der Buchstabe j als imaginiire Einheit eine Konsmmte oder eine Variable dar?

158. Wie heiBen die Losungen folgender quadratischer Gl

a)a? — 6z + 25 =0, b)z? —22+3=0,
c) x® — 2azx + (a® + b2) = 0?
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11.2. Die Menge der komplexen Zahlen

Welche Zahlen muf} ein Zahlenkérper, der den Kérper R der reellen Zahlen und die
Zahl j, also R u {j} enthilt, mindestens besitzen?

Weil die Multiplikation unbeschrinkt ausfiihrbar sein muB, sind alle Produkte
b -, gebildet aus einer reellen Zahl b und der imaginiren Einheit j, erforderlich, zum
Beispiel 5j, —2j, 3/,j, . Diese Produkte werden imaginire Zahlen genannt.

Auch die Addition muB unbeschrinkt ausfithrbar sein. Daher muB der neue Zahlen-
korper mindestens alle Summen aus einer reellen Zahl und einer imaginiren Zahl
enthalten: 3 + 5j, —7 + 3/,j, allgemein a + bj (a, b € R).

Definition
Die Summen
a+bj (a,beR)

aus je einer reellen Zahl a und einer imagindren Zahl b heiBen komplexe Zahlen.
In ihnen bezeichnet man a als Realteil und b als Imagindrteil.

Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C' bezeichnet. Sie enthilt die Menge der
reellen Zahlen:

ReE Q.

Denn jede reelle Zahl a léaBt sich als komplexe Zahl in der Form a + 0j schreiben.
Ebenso sind alle imaginiiren Zahlen und insbesondere die imaginire Einheit j unter
den komplexen Zahlen zu finden. Denn jede imaginére Zahl bj 1a8t sich in der Gestalt
0 + bj als komplexe Zahl darstellen. Insbesondere ist j = 0 -+ 1j.

Die Gleichwertigkeit von j und —j als Erfiillungen der definierenden Gleichung
a? = —1 kommt bei komplexen Zahlen dadurch zum Ausdruck, daB die Zahlen
z=a+bj und zZ=a —bj zueinander in einer besonderen Beziehung stehen.
Man nennt zwei komplexe Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen des Imaginir-
teiles unterscheiden, zueinander konjungiert. 3 ++ 2j ist zum Beispiel konjugiert
zu 3 —2j, —5j ist konjugiert zu 5j. Jede reelle Zahl ist zu sich selbst konjugiert.
Ein Paar konjugiert komplexer Zahlen bildet auch die Erfiillungsmenge einer quadra-
tischen Gleichung, die keine reellen Losungen besitzt.

Um priifen zu konnen, ob die Menge C' bereits einen Korper bildet oder ob noch
weitere Zahlen hinzugenommen werden miissen, sind zunéchst einige Erfahrungen
im Umgang mit komplexen Zahlen nétig.

Gleichheit
Satz
Zwei komplexe Zahlen @ + bj und a’ + b'j (a, b, a’, b’ € R) sind genau dann
gleich, wenn sie in Real- und Imaginirteil iibereinstimmen :
a+bj=a +bj © a=a und b=1"0".

Beweis: Aus  a +bj=a' +b'j
folgt a—a =@ —b)j.
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Wire b ==b’, so konnte man durch b — b dividieren und erhielte fiir j die Dar-
stellung (@ — a’):(b" — b), einen Quotient zweier reeller Zahlen. Dann wire aber j
selbst reell. Dies ist unmaoglich.

Also muB8 b = b’ sein. Dann aber verschwindet in der obigen Gleichheit die rechte
Seite und die linke muB ebenfalls 0 sein: a = a'.

Addition und Subtraktion. Die Summe, beziehungsweise die Differenz
(@ +bj) £ (@’ +b'))

der beiden komplexen Zahlen a + bj und ' + b’j ist nach dem Assoziations-
und dem Kommutationsgesetz gleich

a+a +bj+bj.
Nach dem Distributionsgesetz kann j ausgeklammert werden:
(e £ a)+ (b £b)j.
a+a' und b4 b sind reelle Zahlen, und daher ist das Ergebnis wieder eine kom-
plexe Zahl.
Satz
Man addiert (beziehungsweise subtrahiert) zwei komplexe Zahlen, indem man ihre
Real- und ihre Imaginérteile addiert (beziehungsweise subtrahiert).
BEISPIEL
L (1+2)+@—=5)=01+3)+@2—-5j=4—3j.

Multiplikation. Das Produkt
(@ +bj)- @ + b))
zweier komplexer Zahlen kann nach dem Distributionsgesetz ausgerechnet werden:
ad’ 4 ab'j + a'bj + bb'j2.
Das ergibt unter Beriicksichtigung von j2 = —1:
aa’ 4 ab'j + a'bj — bb'.
Durch Zusammenfassen gleichartiger Glieder erhilt man:
(a@’ — bb') + (ab’ 4+ a'b)j.
Das Ergebnis ist eine komplexe Zahl mit dem Realteil aa’ — bb’ und dem Imaginir-
teil ad’ + a'b.
BEISPIEL
2 (2+§)-(5—38)=2-5—2-3]+ 532 =10 — 6+ 5j + 3 =13 —j.
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Division. Bei der Division zweier komplexer Zahlen, zum Beispiel

3 — 4j
1+2j

bedient man sich des Verfahrens, mit dem bei Briichen wie etwa
3—4)2
1+2y2

die Irrationalitéit des Nenners beseitigt wird. Dies geschieht durch Erweitern, im an-
gefithrten Beispiel mit 1 — 2 }/2. Dieses Verfahren liefert bei dem zu berechnenden
Quotienten

3—4j (3—4j)(1 —2j) 348 —4j —6j

1+2)  (1+2)1—2j 1 —4j*

Durch Benutzung von j2 = —1 ergibt sich daraus:
3 —8—4j —86j :45,710]‘:—172}
1+4 5 _

Die allgemeine Rechnung lautet :

a-+bj _ (a+bj)@ —bj) _aad —bbit+a'bj—abj
a V) (@)@ b)) a’ — b2 N
_aad +bb 4 (@b —ab)j ad’4bb  a'b—ab’.

B T T

Sowohl % als auch H ist eine reelle Zahl. Das Ergebnis stellt also
wiederum eine komplexe Zahl dar.

Fiir die Ausfiihrbarkeit der Division muB vorausgesetzt werden, daB der Nenner nicht
0 ist. Dies bedeutet hier: a’ und b’ sind nicht beide 0.

Wie somit festgestellt wurde, fithren weder Addition, Subtraktion, Multiplikation
noch Division aus der Menge der komplexen Zahlen heraus. Diese stellt daher einen
Zahlenkorper dar. Nach den Uberlegungen, die zum Begriff der komplexen Zahl
fithrten, ist dieser Korper der kleinste Zahlenkorper, der den Kérper der reellen Zahlen
und die Zahl j, deren Quadrat —1 ist, enthalt.

Satz
Die Menge C aller Zahlen
a+bdj (a,beR;j2=—1)
bildet einen Zahlenkérper, den Kirper der komplexen Zahlen.
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Nach Konstruktion haben im Koérper der komplexen Zahlen alle quadratischen
Gleichungen mit reellen Koeffizienten Losungen.

AUFGABEN
159. Zu berechnen ist:
a) (3 — 2j) + (5 + 17j). b) (2 + 5j) — (8 + 5j), ¢) 8+ 7j) — 10j.
160. Es sind folgende Produkte zu berechnen:
a) (3+4j) (1 —j), b) (3 — 2j) (5 + 17]j),
c) (4 — 6) (6 + 9j), d) 3 + 7i) - 2j,
e) (32 12) (3 —2j12), f) (3412).
161. Es sind folgende Quotienten zu berechnen:
3 —2j 17 — 6 14 3j 5
a)5+2;, b)374;v °)1+Tj]’ d)i‘Tz’-"
gl - f)V§+iﬁ g T,
34125 V3 —jye’ 3

162. Wann stimmt eine komplexe Zahl mit ihrer konjugierten iiberein?
163. Gegeben sind die konjugiert komplexen Zahlen
z=2-+3j und 7 =2-3j,
2,=4—2j und z, =4+ 2j.
Zu berechnen ist:
a) z-2 und % -7, b)z:z, und Zz:%,.
Was fillt an den Ergebnissen auf?
164. Unter Benutzung der imaginiren Einheit léBt sich nun auch die Summe zweier Quadrate
nach der Formel a® — b2 = (a + b) (@ — b) in ein Produkt zerlegen:
a? + b = a® — (jb)* = (a + bj) (a — bj).
Auf diese Weise ist in ein Produkt zu verwandeln:
a) 4a? + 9y?, bla+bt (a.b>0), c) 17 (=16 + 1).

11.3. Potenzen komplexer Zahlen

Wie schon .as Beispiel der imaginiren Einheit lehrt, konnen Wurzeln im Koérper der
komplexen Zahlen nicht eindeutig erklirt werden. Daher sollen in diesem Lehrbuch
nur Potenzen komplexer Zahlen mit ganzen Exponenten in Betracht kommen. Diese
sind genau wie die von reellen Basen im Sinne von 2.2. und 9.1. definiert.

Fiir ihre Berechnung werden die hoheren Potenzen j?, j%, ... der imaginiren Einheit j
gebraucht. Man erhélt sie eine nach der anderen, indem man jeweils die vorangegan-
gene mit j multipliziert:
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In der Folge der Potenzen von j wechseln sich also die Zahlen j, —1, —j, 1 in dieser
Reihenfolge periodisch ab. Ist der Exponent durch 4 teilbar, so hat die Potenz den
Wert 1. LaBt er dagegen bei der Division durch 4 den Rest 1, 2 oder 3, so hat die
Potenz den Wert j, beziehungsweise —1 oder —j.

Diese Regel gilt auch fiir negative ganzzahlige Exponenten und den Exponenten 0.
Das kann von j! =j ausgehend durch Multiplikation mit j-! = 1j=ijli*t=—j
bestitigt werden:

j
j(=j)= 1
1-(=)) =—j
—j(=)=-1
—1-(=j) = j
i-(=j)= 1

Jede durch 4 teilbare ganze Zahl kann in der Form 4¢ (g € G) dargestellt werden. Eine
ganze Zahl, die bei der Division durch 4 den Rest 1, 2 oder 3 ergibt, wird dann durch
4g + 1, beziehungsweise 4g + 2 oder 4g + 3 wiedergegeben. Auf diese Weise
1aBt sich die gewonnene Regel durch folgende Formeln ausdriicken :

]'40 = 1’ jdvu e j, ]“”*2 = _1’ j4y+a e —j (96 G).
Zum Beispiel ist: j1000 = {, j42 = j#10+2 — ] j-301 — j4-(-76)+3 — _j,

Unter Benutzung der Regel iiber die Potenzen von j lassen sich die Potenzen kom-
plexer Zahlen mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes (vgl. Abschnitt 3.) berechnen.
BEISPIELE
L 2+3j)r=

=2 +5:20-3) +10-2°- (3))* + 1022 3j)P® + 5- 2 3j)* + (3j)F =

= 32 + 240j + 720j2 -+ 1080° -+ 810jt + 2435 =

= 32 + 240j — 720 — 1080j + 810 + 243j — 122 — 597j.

1
2. B42) = ——7-
e

Es gibt zwei Moglichkeiten: Entweder wird (3 + 2j) erst potenziert und dann der Kehr-

wert gebildet, oder man berech erst 1/(3 4 2j) und potenziert dann. Hier wird der erste
Weg beschritten; der zweite sei als Ubung empfohlen.

(B2 =38 +43.-32-2j+ 3.3 (2j)2+ (2j)® = 27 + 54j — 36 — 8] = — 9 -+ 46j.
Der Kehrwert davon ist:

| S —9—46j
B4+2j® —9+46] (—9L-46))(—9—46j)
_ —9—46j 9 46
T 812116 2197 2197 '°
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AUFGABEN

™

e

=

. Was ist: a) j1t, b) ju1s, o) 1, ) j1e0

1
. Wasergibt: a) (—j)?,  b)—j®, o) (—j)®, d)$+L?

i
. Es sind folgende P zu berechnen:
a) (1 +j)t, b) (2 —j), ) (1 + 2j), d) (3 — 6j)*.
. Desgleichen:

1

— 1 1 -
A+, bE—irt, mu+mw,awiﬁ+5m0.

Folgende Ausdriicke sind zu berechnen:
iy b) (1 — 3§)° + (1 + 3j)° 28]
41)5_.,j , ) (1 — 3 + (1 + 3j), e)4+j—1.
d(3+j)(2+2 e24—3]’ 2 —3j
2+ 3j ’ 4—j 1+ 4§

. Gegeben sind die konjugiert komplexen Zahlen z = 2 -+ 3j und zZ = 2 — 3j. Zu berechnen
ist 2% und z%. Was fiillt an den Ergebnissen auf?

. Welche der folgenden Zahlen erfiillen die Gleichung
ot — 223 — 2% — 38x + 130 = 0?
a) —2 + 3§, b) 1 — 2§, )3 +3j.

114. GauBsehe Zahlenebene

Jede komplexe Zahl a +bj (a,be R)
entspricht einem geordneten Zahlen-
paar (a; b) aus reellen Zahlen. Diese
Beziehung der Menge der komplexen
Zahlen zum Mengenprodukt R X R
legt den Gedanken nahe, den kom-
plexen Zahlen wie den Elementen
von R X R mit Hilfe eines cartesi-
schen Koordinatensystems?) die
Punkte einer Ebene zuzuordnen.

Der komplexen Zahl @ + bj ent-
spricht dabei der Punkt mit der Ab-
szisse @ und der Ordinate b. Beispiele
zeigt Bild 16. Die Bildebene wird
GauBsche Zahlenebene genannt.

Bei dieser Abbildung werden die
reellen Zahlen (b = 0) auf diejenigen

&N

z,% 2¢]

z,=-1-2]
2,-2+2]
Z,= 32

Nf-———————0

Punkte der Ebene abgebildet, deren Ordinate 0 ist. Das sind die Punkte der Ab-
szissenachse. Diese wird daher auch reelle Achse der Gaussschen Zahlenebene genannt.

1) Vgl. 26.2.
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Die imaginéren Zahlen (@ = 0) dagegen werden auf die Punkte der Ebene abgebildet,
deren Abszisse 0 ist. Das sind die Punkte der Ordinatenachse. Deswegen nennt man
diese auch imagindre Achse der Gaussschen Zahlenebene.
Bei der Abbildung der komplexen Zahlen auf die Punkte der Zahlenebene entspricht
jeder Zahl genau ein Punkt, und umgekehrt ist jeder Punkt genau einer Zahl zuge-
ordnet. Es handelt sich also um eine eineindeutige Abbildung der Menge der komplexen
Zahlen auf die Menge der Punkte der Gaussschen Zahlenebene.
Damit ist die Menge der komplexen Zahlen der Menge der Punkte
in einer Ebene gleichmichtig.
Auf Grund der Lage der komplexen Zahlen in der Ebene ist es
nicht moglich, eine Ordnungsrelation wie das Kleinersein im
Bereich der reellen Zahlen zu erkliren. Fiir beliebige komplexe
Bild 17 Zahlen haben die Zeichen < und > keinen Sinn. Man kann auch
nicht von positiven oder negativen komplexen Zahlen sprechen.
Trotzdem ist es moglich, den Begriff ,,absoluter Betrag* fiir komplexe Zahlen zu ver-
allgemeinern. Man definiert ihn entsprechend seiner Bedeutung fiir reelle Zahlen als
den Abstand des Bildpunktes einer komplexen Zahl vom Nullpunkt der Zahlenebene
(vgl. Bild 17).

Definition
Unter dem Betrag |z| der komplexen Zahl z = a + bj (a, b€ R) versteht man den
Wert Ja2 + b2 :

|z| = Ya? + b2.

Nach der Erklirung der Wurzel ist der Betrag einer komplexen Zahl ebenso wie der
einer reellen Zahl eine nicht negative reelle Zahl:

|z[ 2 0.

Auch jetzt gilt das Gleichheitszeichen nur fiir z = 0, wie aus «? + b2 = 0 sofort
folgt. :

BEISPIELE
Lit4jl=VE+1E =
2,14 —3j| = V8 = (—3) = 25 =5.

3.02j = Y02 28 = 2.

Fiir die geometrische Ausfiihrung der Rechenoperationen in der Gaussschen Zahlen-
ebene erweist es sich als zweckmiBig, die komplexen Zahlen nicht durch Punkte,
sondern durch Pfeile darzustellen. Man ordnet der Zahl
z=a - bj denjenigen Pfeil zu, der vom Nullpunkt zum
Punkt mit den Koordinaten a; b geht (Bild 18). Die kom-
plexen Zahlen erhalten dadurch einen neuen Aspekt, den
7 Aspekt gerichteter GroBen in einer Ebene (zweidimensionale
Bild 18 Vektoren).
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Realteil und Imaginérteil von z entsprechen den Komponenten des z darstellenden
Pfeiles in Richtung der reellen und in Richtung der imaginiren Achse. Da diese Kom-
ponenten nach 11.2. bei der Addition fiir sich addiert werden, kann die Summe zweier
komplexer Zahlen geometrisch durch eine Parallelverschiebung des einen Pfeiles
gewonnen werden (Bild 19):

4+3j= 20

\=3ej)1(1+2)) ;

| . 2

| AR e S 3

| =(2+3jH4+2]) : |

! |
-1 ) S |

i f J : i

| ! | !

; | | i

4 2 -1 0 7z 3 &

Bild 19 Bild 20

Um die Summe zweier komplexer Zahlen geometrisch zu bilden, wird der den einen
Summanden darstellende Pfeil so parallel verschoben, daB sein Anfang auf der
Spitze des den anderen Summanden darstellenden Pfeiles liegt. Der vom Null-
punkt zur Spitze des verschobenen Pfeiles reichende Pfeil stellt die Summe dar.

Auf analogem Wege kann auch die Subtraktion ausgefiihrt werden (Bild 20):

Um die Differenz zweier komplexer Zahlen geometrisch zu bilden, wird der den
Subtrahenden darstellende Pfeil so parallel verschoben, daB seine Spitze auf der
Spitze des den Minuenden darstellenden Pfeiles liegt. Der vom Nullpunkt zum An-
fang des verschobenen Pfeiles reichende Pfeil stellt die Differenz dar.

AUFGABEN
172. Von folgenden komplexen Zahlen sind die Betriige zu bestimmen :

a) 3 + 2j, b) 3 — 2j, o) VT + V23, d)a + aj, e) 55, f) —1 —j.
173. Wo liegen die Zahlen z in der Gaussschen Zahlenebene, fiir die gilt

a) |z| =1, b) |z] <1, c) |z|>1, d)|z| =7 (r>0)

174. Wie kann |z, — z,| fiir zwei komplexe Zahlen z, und z, in der Gaussschen Zahlenebene ge-
deutet werden?

175. Wo liegen die Zahlen z in der Gaussschen Zahlenebene, fiir die gilt

a)|z—2| =1, b) |z + 3| < 2. e) |z — (1 4+j)|>1?
176. Welcher Bedingung geniigen die Zahlen z, die in der Gaussschen Zahlenebene

a) auf einem Kreis um die Zahl —2 + j mit dem Radius 4,

b) innerhalb eines Kreises um die Zahl j mit dem Radius 1.
c) auf einem Kreis um die Zahl z, mit dem Radius r liegen?
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177. Gegeben sind die Ungleichung |z — 1| =1 mit der Erfiillungsmenge £, und die Unglei-
chung |z — 2j| = 2 mit der Erfilllungsmenge E,. Es sind in der Gauvssschen Zahlenebene
die Punktmengen

a) B, u By, b) By n By, ) E, N\ E,
darzustellen.

178. Fiir zwei beliebige komplexe Zahlen z, = a, + b,j und z, = a, - b,j ist zu beweisen:
a) die Giiltigkeit der Dreieck leich

121+ 2| = |21| + 2],
b) die Giiltigkeit der Gleichung |z, - z,| = |z, -+ |2y|.

179. Welche Ei haften besi die auf folgende Weisen erklirten Abbildungen, und wie
wirken sie sich in der Gauvssschen Zahlenebene aus:
a)z=a+bj>zZ=a—bj,
b)z=a+bj—> —z= —a — bj.

11.5. Goniometrische Form komplexer Zahlen

Es lohnt sich, der Darstellung komplexer Zahlen durch Pfeile auch rechnerisch nach-
zugehen. Ein Pfeil, oder — wie der Fachausdruck dafiir lautet — ein Vektor, wird
gewohnlich durch zwei Angaben bestimmt: seine
Lénge und seine Richtung. Die Linge » stimmt
mit dem bereits erklirten Betrag der komplexen
Zahl iiberein. Die Richtung wird am besten durch
den mit der reellen Achse eingeschlossenen Win-
kel ¢ bestimmt (Bild 21). Er wird von der Achse
aus im mathematisch positiven Drehsinnl) ge-
messen und kann im Bereich von 0° bis 360° an-
gegeben werden.
Bild 21 Es ist leicht, zu gegebenem Realteil @ und Ima-
ginarteil b einer komplexen Zahl die GroBen r
und ¢ zu errechnen. Fiir » wurde bereits in 11.4. die Formel aufgestellt:

r=la+bj| = Jat+ 8.
Der Winkel ¢ ergibt sich aus der Beziehung

atbj

Sl asassamaaN

b
tanzp__—;.

Weil dabei zu einem Wert b/a zwei Winkel gehéren, die sich um 180° unterscheiden,
muB die Vorzeichenkombination von @ und & zu Hilfe genommen werden, um ¢ ein-
deutig festzulegen.

BEISPIEL
1. a=-2, b=2:

!) das ist entgegen dem Uhrzeigersinn
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Fiir g kommen demnach die Werte 135° und 315° in Betracht. Wegen des negativen Realteils
und des positiven Imaginiirteils liegt der die Zahl darstellende Pfeil im zweiten Quadranten.
Damit ist ¢ = 135°.

Umgekehrt kann eine komplexe Zahl durch die Werte » und @ gegeben werden. Nach
Bild 21 folgen daraus fiir @ und b die Darstellungen

a=rcosgp und b= rsing.
Fiir die komplexe Zahl z = a + bj ergibt sich somit die Form
2=rcos @+ jrsing = r(cos ¢ + jsin ¢).

Satz
Jede komplexe Zahl z 1aBt sich in der Gestalt

z=r(cosg +jsing) | (r€R,r=0, 0°<g < 360° (13)

darstellen. » heiBt Modul und ¢ Argument von z.
r(cos ¢ + jsing) wird goniometrische Form der komplexen Zahl z genannt.

Im Gegensatz dazu heiBt a + bj arithmetische Form einer komplexen Zahl.

BEISPIELE
2. Wie heiBt die goniometrische Form der komplexen Zahl
z=—2+42V3j?
Losung: Esist a = —2, b=2 V§ Daraus ergibt sich r = Va2 + % — Vm =4;
2Y3

¥ e
muw:TZ:—V3. _2'},37

Die Zahl z liegt im zweiten Quadranten (vgl. Bild 22): @ =120°:
—2+ 23 j = 4(cos 120° + j sin 120°).

3. Wie heiBt die arithmetische Form der komplexen Zahl Y @

2= 17 (cos 60°+ j sin 60°)? o 17

7 3 7 = Bild 22
L65ung:a=7cos(¥0°=?, =7Sl1160°=E}/3.

T .7

== 4 Ly,

g= o 4o 18]
AUFGABEN

180. Folgende komplexe Zahlen sind in die goniometrische Form zu bringen:

a)1—¥3j, b—1—j, ) 8+15), d)—j, e) 2.
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181. Folgende Zahlen sind in die arithmetische Form zu iibertragen:

a) 3 (cos 30° + jsin 30°), b) 4 (cos 135° + jsin 135°), c) 9 (cos 330° + j sin 330°),

d) V2 (cos 45° + j sin 45°), ) 5 (cos 180° + j sin 180°).

Wie heif3t die goniometrische Form der Zahlen

a) z = r(cos ¢ — jsing),

b)z= —r(cosp + jsing) (r=0)?

183. Wie kénnen konjugiert komplexe Zahlen hinsichtlich Betrag und Argument gekennzeichnet
werden?

18:

1

11.6. Multiplikation, Division und Potenzieren in der GauSschen Zahlenebene
Multipliziert man zwei komplexe Zahlen z und 2z’ in ihrer goniometrischen Form
z=r(cosp + jsing), 2 =1r'(cos¢’ + jsing’),
so ergibt sich:
z-2' =r-1"(cos pcos ¢’ + j cos @ sin ¢’ + jsin ¢ cos ¢’ + j2singsing¢’)
=7 -7'[cos ¢ cos ¢’ — sin g sin ¢’ + j(sin ¢ cos ¢’ 4 cos @ sin ¢')].
Auf diesen Ausdruck konnen die Additionstheoreme (vgl. (57) und (58))
cos(x + ) = cos a cos f — sina sin g,
sin (x + f) = sin & cos f + cos « sin f
der Goniometrie angewendet werden. Man erhélt dadurch
-2 =1 rleos(p + ¢') + jsin (¢ + ).
Dies ist die goniometrische Form der komplexen Zahl mit dem Betrag r -7’ und dem
Argument ¢ + ¢'.
Satz

Der Betrag eines Produktes komplexer Zahlen ist gleich dem Produkt ihrer
Betrige, das Argument des Produktes ist gleich der Summe der Argumente der
Faktoren:

2.2 =71 [cos(p + ¢') + jsin(p + ¢)] (14)

Dieser Sachverhalt 1af3t sich geometrisch leicht deuten: Bei der Multiplikation mit 2"
wird der z darstellende Pfeil um den Winkel ¢’ gedreht und im Verhaltnis »':1 ge-
streckt. Man spricht daher von einer Drehstreckung.
Bild 23 stellt das Produkt z - 2’ nach diesen Angaben dar. Die beiden eingezeichneten
Dreiecke sind dhnlich, denn sie stimmen im Winkel bei O iiberein, wihrend das Ver-
héltnis der anliegenden Seiten in beiden gleich ist (r':7 = »':1). Deshalb sind in ihnen
" auch die iibrigen Winkel, jeder dem entsprechenden des anderen Dreiecks, gleich,
Auf Grund dieser Erkenntnis kann 2z’ auf folgende Weise konstruiert werden:
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Geometrische Konstruktion des Produktes z - 2’

An den z darstellenden Pfeil trigt man in O das Argument von z’ im mathematisch
positiven Sinn an und findet damit die Richtung des 22" darstellenden Pfeiles. Dann
bestimmt man den Winkel, derim
Punkt 1 zwischen der Richtung
zum Ursprung und zur Zahl 2’
liegt, und trigt ihn in z an den
Pfeil an. Der Schnittpunkt der
beiden  konstruierten Winkel-
schenkel stellt das Produkt zz’
dar.

Weil die Division die genaue
Umkehrung der Multiplikation
ist, konnen die entsprechenden
Sitze fiir sie ohne zusitzliche
Uberlegungen formuliert werden :

Bild 23 Bild 24

Satz

Der Betrag eines Quotienten komplexer Zahlen ist gleich dem von ihren Betrigen
gebildeten Quotienten. Das Argument des Quotienten ist gleich der Differenz der
Argumente von Dividend und Divisor:

2= teosty — ) + jsintg — )] | (15)

Geometrische Konstruktion des Quotienien z:z' (Bild 24)

An den die Zahl z darstellenden Pfeil trigt man in O das Argument von 2’ im mathe-
matisch negativen Sinn an und findet damit die Richtung des z:2' darstellenden
Pfeiles. Dann bestimmt man den Winkel, der im Punkt 2’ zwischen den Richtungen
zum Ursprung und zur Zahl 1 liegt, und triigt ihn in z an den Pfeil an. Der Schnittpunkt
der beiden konstruierten Winkelschenkel stellt den Quotienten z:z’ dar.

BEISPIEL
1. Aus folgenden Zahlen z, 2/, 2 ist der Wert z2’fz” zu bilden:
z = 6(cos 15° + j sin 15°),
2" = 10 (cos 45° + ] sin 45°),
2" = 15 (cos 75° + j sin 75°).
" z-z 6-10 ” s " o o &
Losung: 7 =1 [cos (15° 4 45° — 75°) + j sin (15° 4 45° — 75°)] =
5
= 4[cos (—15°) +  sin (— 15)°] =
= 4 (cos 345° + j sin 345°).
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Bei der Berechnung von Potenzen erweist sich die goniometrische Form komplexer
Zahlen der arithmetischen tiberlegen.
Das Quadrat der Zahl z = r (cos ¢ + jsin @) ist nach der Formel fiir Produkte
zez=r-7[cos(p + @)+ jsin(p + ¢)] =
=r%. (cos 2¢ + jsin 2¢).

Man vermutet daraufhin fir 2 (n € N, n = 2) die Formel
2 =1"(cos ng + jsinne). I

Sie kann durch vollstindige Induktion bewiesen werden:

a) Induktionsanfang: Fiir n =1 und n = 2 gilt die Formel.

b) SchluB von k auf % + 1: Angenommen, fiir die natiirliche Zahl & sei bereits be-
wiesen

2 = 1% (cos kg + j sin kg).
Dann ergibt sich nach der Produktformel:

FH =2z =t reos (kg + ¢) + ] sin (kp + )],
also

2k*1 — yk+1[cos (k + 1) + jsin (k + 1)¢].
Die Behauptung gilt somit auch fiir & + 1.

Durch die Teile a) und b) ist der Induktionsbeweis geliefert. Die Potenzformel ist
ebenfalls richtig, wenn man fiir » die Zahl 0 eintrigt:

22 =19 (cos Op + jsin Op) = 1(cos 0 + jsin0) = 1.

Ist der Exponent eine negative ganze Zahl, etwa —n (n € N), und die Basis ver-
schieden von 0, so 1t sich der Potenzwert als Quotient errechnen:
1 1(cos 0 + jsin 0)

=

# = (cosnptjsmng) " [eos (—ng) + j sin (—ng)].

Das Ergebnis bewéist, daB die Formel (I) selbst fiir negativ ganze Exponenten
giiltig ist.
Satz

Der Betrag der g-ten Potenz (g € G) einer komplexen Zahl ist gleich der g-ten Potenz
ihres Betrages. Das Argument der g-ten Potenz ist gleich dem g-fachen ihres Argu-
mentes:

20 = 1rI(cos g + j sin g(p)—l , gEG. (16)
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BEISPIEL
2. Zu berechnen ist (1 + j)%.

Losung: 1 + j hat den Betrag r = Y1 + 1 = V2 und das Argument 45°, wie Bild 25 lehrt.
Damit ist

14§ = V2 (cos 45° + j sin 45°) i 1o
und s 9

(1 +3)* = ¥2%(cos 20 - 45° + j sin 20 - 45°) =
= 219(cos 900° + j sin 900°) = 0
= 1024 (cos 180° +- j sin 180°) — — 1024. Bild 25

AUFGABEN

184. Mit den Zahlen

12(cos 300° + j sin 300°),
2" = 8(cos 135° + j sin 135°),
2" = 30(cos 180° + j sin 180°)
sind folgende Werte zu bilden:

7 ”

8 oy B, o).
zz zz 2z
185. Das Produkt (1,37 + 2,14j) - (0,97 — 1,73j) ist

a) in der arithmetischen Form,

b) in der goniometrischen Form,

¢) geometrisch

zu bestimmen. Die Ergebnisse sind zu vergleichen.

186. Mit Hilfe der goni ischen Form ist zu berech

WD DD 0B A e (-

187

. Wie ist aus den goniometrischen Formen der Faktoren ersichtlich, ob ein Produkt eine
reelle Zahl ergibt?

188. Zu beweisen ist: Wird mit Z allgemein die konjugiert komplexe Zahl zu z verstanden, so

gilt stets:

m=7", nehl.

189. Welche Ei; haften besitzt die Abbild g z—>1/2, und welche Wirkung hat sie in der
Gaussschen Zahlenebene.

11.7. Komplexe n-te Wurzeln einer Zahl

‘Wiihrend es im Korper der reellen Zahlen beispielsweise nur zwei Zahlen gibt, deren
vierte Potenz 1 ist, enthilt der Korper der komplexen Zahlen deren vier. Denn es ist

H=1, j*=1, (=1)=1, (=jt=1.

Die Gleichung 2* =1 hat also im Korper der komplexen Zahlen vier Losungen.



114 11. Der Kérper der komplexen Zahlen

Definition
Die Losungen der Gleichung
"=z, z€C (meN\ {0}, z€0)

heiBen komplexe n-te Wurzeln von 2.

Die Zahl 1 besitzt also die komplexen vierten Wurzeln 1, j, —1 und —j.
Fiir nicht negative reelle Werte von z ist unter den komplexen n-ten Wurzeln von z

auch die Zahl i/é als die n-te Wurzel von z schlechthin vertreten.

Die Losungen der Gleichung 2" = 1 werden komplexe n-te Einkei eln genannt.
BEISPIEL
1. Es sind alle komplexen vierten Wurzeln von z = —8 + 8 }/5 j zu bestimmen.

Losung: Nach der Definition sind die komplexen vierten Wurzeln von — 8 4+ 8 Y3 j die
Losungen der Gleichung

H=—8+8Y3j, xeC.

man die i ischen D: 11

x = p (cosy + jsiny),
—8+ 83 j =16 (cos 120° -+ j sin 120°),
so lautet die Forderung
2t = p'{cos 4y + j sin 4y) = 16(cos 120° 4- j sin 120°).

Nun stimmen zwei von Null verschiedene komplexe Zahlen nur dann iiberein, wenn sie den-
selben Betrag besitzen und ihre Argumente hocl um ein hliges Vielfaches des Voll-
winkels voneinander abweichen. Also folgt:

o' = 16 und wegen p € R, ¢ = 0 ergibtsich g = 2;
4y = 120° + k- 360°(k € G) und damit p = 30° + k- 90°.
Fiir & lohnen sich nur die Werte 0, 1, 2 und 3, da ab k& =4 mit 4.90° = 360° nur bereits
berechnete Werte wiederholt werden, was auch fir k= —1, —2,... zutrifft. Daher gibt,
es genau vier verschiedene komplexe vierte Wurzeln von —8 4 8 V3 j:

2, = 2(cos 30° + j sin 30°) =13 +ij,

2, = 2[cos (30° -+ 90°) -+ j sin (30° -+ 90°)] =—1+1V3j,

3 = 2[cos (30° + 2 - 90°) + j sin (30° -+ 2 - 90°)]

4 = 2[cos (30° + 3 - 80°) + j sin (30° + 3 - 90°)]

Zur allgemeinen Berechnung der komplexen n-ten Wurzeln der Zahl z wird die Glei-
chung
=z, x€C
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mit Hilfe der goniometrischen Darstellungen
= g(cos y + jsin y),
z =r(cos ¢ + jsin ¢)
untersucht. Die Forderung erhélt die Form

" = g@"(cos ny + j sin ny) = r(cos ¢ -+ j sin ¢).

Daraus folgt:
" =1 und wegen o€ R, gg(]:g:i/;;
7 o ; ? 360°
ny = ¢+ k-360°(k€ G) und damit yvz»—n—ﬁ-k‘ .

Hier geniigt es, fiir k die Werte 0,1.2,...,n — 1 einzusetzen. Bei k = —1, —2, ...

oder k=mn,n + 1,... entstehen dann nur Wiederholungen.

Satz
Jede von Null verschiedene komplexe Zahl

2z =r(cos ¢ + j sin ¢)

durch » teilt:

besitzt genau » verschiedene komplexe n-te Wurzeln (€ N \ {0}). Der Betrag einer
komplexen n-ten Wurzel von z ist gleich der n-ten Wurzel aus dem Betrag von z.
Die Argumente der komplexen n-ten Wurzeln erhilt man, indem man zum Argument
von z das k-fache (k€ {0, 1,...,n — 1}) des Vollwinkels addiert und die Summen

(17)

- k- ° s ©
zk=]/r(cosq)+ " 360 +jsin¢+li‘ 360), ke{0,1,..,n—1}

BEISPIEL
2. Essind alle komplexen sechsten Einheitswurzeln zu bestimmen,

Losung: 1 besitzt die goniometrische Darstellung
1=1(cos0° + jsin0°) (r=1, ¢=10°.
Daraus ergibt sich nach dem Satz jede der komplexen sechsten Wurzeln zu

[ . o 3 o
z=V1 (cos "% + jsin ’C%), ke{0,1,2,...,5}.

Es ist somit

—_ =

[

=3

=3

°

@w

g
~—
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6 2 2

s o o
2= Y1 (cos&:o_ + j sin 1020 ) =

1440° "1440° )

= 20° |, . . 720° =
xzzs}/I(cos 60 +]smE) =—L+LV3],

G + j sin i

e

8 + j sin 8

T ( 1800° 1300°)
cos ——

Bild 26 stellt die Ergebnisse grafisch dar.
AUFGABEN

190. Zu bestimmen sind: J

a) die komplexen dritten Wurzeln von
— S Eu—p

b) die komplexen Quadratwurzeln von
—1+V3j, X3 Ko

¢) die komplexen dritten Wurzeln von —1, = 0 7

d) die komplexen Quadratwurzeln von j,

e) die komplexen achten Einheitswurzeln,

f) die komplexen sechsten Wurzeln von
—8j, Xy X5

g) die komplexen dritten Wurzeln von 5—j. -

Welche Darstellung ergibt sich aus der

Formel (17) fiir die komplexen n-ten Ein-  Bild 28

heitswurzeln?

192. Wo liegen die komplexen n-ten Einheitswurzeln in der Gaussschen Zahlenebene?

193. Fiir welche Rechenoperationen verwendet man a) die arit} ische, b) die goni ische

Form komplexer Zahlen?

191.

11.8. Algebraische Gleich im Kompl

P

Definition
Eine algebraische Gleichung mit einer Variablen w ist eine Gleichung der Form
A" + @y 2" 4 a4 a, =0,

wobei ay, a,, ..., a, gegebene Zahlen sind. Ist a, =0, so sagt man, die Gleichung
sei von n-tem Grad. Die Losungen werden auch als Wurzeln der algebraischen
Gleichung bezeichnet.

Quadratische Gleichungen sind algebraische Gleichungen zweiten Grades.

Beispiele fiir algebraische Gleict .
¥ — 222 + Y/, =0, dritten Grades;
32" —2+1=0, siebenten Grades;

107" 4+ 32° — 22 = 0, zehnten Grades.
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Nur in seltenen Fallen ist es moglich, die Losungen einer algebraischen Gleichung durch
eine Formel darzustellen. Die algebraischen Gleichungen bis einschlieBlich vierten
Grades gehoren zu diesen Ausnahmen. Im allgemeinen gestaltet sich die Losung ziem-
lich schwierig.
BEISPIEL

Es ist die Erfiillungsmenge der Gleichung

ab— 423+ 8=0, zeC
zu bestimmen.

Losung: Es handelt sich um eine algebraische Gleich h Grades, die aber nur die
Potenzen z® und 2 = (2)® der Variablen z enthilt. Deshalb berechnet man zunichst 2%
und ersetzt es dazu durch die neue Variable z. Es ergibt sich die quadratische Gleichung

22 —42z+8=0, zeC.
Inihrist p?/4 — ¢ =4 — 8 < 0, also ergibt sich (vgl. 11.1.)

Nun wurde z = z® gesetzt, demnach ist z aus den Gleichungen
©¥=2+2j und 2®=2—2j
zu bestimmen. Aus der ersten ergibt sich

29 = 2 12 (cos 45° + j sin 45°),

2, = V2 (cos 15° + j sin 15°) ~ 1,37 + 0,37§,
x, = V2 [cos (15° + 120°) + j sin (15° + 120°)] = —1+j,
23 = V2 [cos (15° + 240°) + j sin (15° + 240°)] ~ —0,37 — 1,37j.

Aug der zweiten erhilt man
2* = 2 12 (cos 315° + j sin 315°),
2, = ¥2 (cos 105° 4 j sin 105°) ~ —0,37 + 1,37},

25 = V2 [cos (105° 4 120°) + j sin (105° + 120°)]
24 = 2 [cos (105° + 240°) + j sin (105° -+ 240°)] ~ 1,37 — 0,37].

Das Beispiel zeigt, daB die algebraische Gleichung sechsten Grades «® — 4% + 8 = 0,
die im Kérper der reellen Zahlen keine Losung besitzt (die reellen Losungen miifiten
namlich unter den komplexen vorkommen), im Kérper der komplexen Zahlen sechs
Losungen hat. Dies kennzeichnet eindrucksvoll die Uberlegenheit des Korpers der
komplexen Zahlen gegeniiber dem Kérper der reellen Zahlen.
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Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (vgl. 18.2.) ist die Losungsmenge einer alge-
braischen Gleichung mit dem Korper der komplexen Zahlen als Variablenbereich
niemals leer. Im Korper der komplexen Zahlen hat also nicht nur, wie am Anfang be-
absichtigt, jede quadratische Gleichung, sondern dariiber hinaus jede algebraische
Gleichung mindestens eine Losung.

AUFGABEN

194. Welche Rechenoperationen diirfen in einer algebraischen Gleichung auf die Variable ange-
wendet sein?

195. Es sind die Erfiilllungsmengen folgender algebraischer Gleichungen zu bestimmen:

a)at — 322 —4=0, b)at — 422 4+ 16 =0, c) 28 + 4at + 16 = 0.

11.9. Logarithmen und Exponentialform komplexer Zahlen

Bei der Definition des Begriffes ,,natiirlicher Logarithmus einer komplexen Zahl*?)

ist folgendes zu beriicksichtigen :

. Soll der natiirliche Logarithmus der komplexen Zahl z wieder die Zahl sein, die an
die Basis e gesetzt den Potenzwert z ergibt, so darf er keine reelle Zahl sein. Denn
alle Potenzen von e mit reellen Exponenten sind positive reelle Zahlen. Der natiir-
liche Logarithmus einer komplexen Zahl muB also als komplexe Zahl definiert wer-
den.

[

2. Sollen fiir die natiirlichen Logarithmen komplexer Zahlen die Logarithmengesetze
Giiltigkeit besitzen, so ergibt sich aus der goniometrischen Darstellung
z = r(cos ¢ + jsin )
des Logarithmanden fiir » =0 die Formel
Inz =In7 + In(cos ¢ + j sin ¢).

Darin ist In r bereits als reelle Zahl definiert.

Bei der Multiplikation, der Division oder beim Potenzieren komplexer Zahlen wer-
den die Argumente addiert, beziehungsweise subtrahiert oder vervielfacht. Die
Argumente tragen demnach logarithmischen Charakter.

Die einfachste Definition, die dieser Sachlage gerecht wird, ist folgende:

L

Definition
Unter dem natiirlichen Logarithmus der von 0 verschiedenen?) komplexen Zahl
z = r(cos ¢ + j sin ¢)
versteht man die komplexe Zahl

Inz=Inr+jg.

1) Andere als natiirliche Logarithmen komplexer Zahlen werden kaum benétigt
?) Der Logarithmus von 0 kann auch im Komplexen nicht erklirt werden
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Der Realteil des Logarithmus In z ist der natiirliche Logarithmus des Betrages von z,
der Imaginirteil ist das Argument von 2. Da das Argument einer komplexen Zahl z
nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 2= bestimmt ist, gibt es unendlich viele Werte
In 2, die sich um ganzzahlige Vielfache von 2 =] unterscheiden.

Die friiher fir positive reelle Numeri gegebene Definition ist in der neuen enthalten:
Ist z eine positive reelle Zahl, so lautet die goniometrische Darstellung

2z =r(cos 0 + jsin 0), und nach der neuen Definition ist Inz =In»+j-0=Inr.
Im Logarithmus wird das Argument des Logarithmanden in der Regel durch die
MafBzahl des in der Einheit Radiant gemessenen Winkels (BogenmaB, vgl. Abschnitt
21.) angegeben.

BEISPIELE
1. z=1+4j= V2 (cos45° + jsin 45°).

lnz=ln}’§+%j:%ln2+%jm0,347+0,785j.

2. z=—%«%V§j=1(cos24o°+jsin24o°).
Inz:ln1+%nj=0+%ﬁj:§njm4,189j.

3. 2z = 3j = 3(cos 90° + j sin 90°).
Inz=In3+ %jm 1,099 4 1,571,
4, 2= —2 = 2(cos 180° + jsin 180°).

Inz=In2 + nj~ 0,693 + 3,142j.

Fiir die natiirlichen Logarithmen komplexer Zahlen gelten alle in 9.3. aufgefiihrten
Logarithmengesetze. Hier sei nur das erste bewiesen :

In(z-2')=Inz+ Inz2'.

Beweis: Es sei z = r(cos ¢ + jsin @), 2’ = r'(cos ¢’ + jsin ¢'). Dann ist
z-2' =rr'[cos (p + ¢') + jsin (p + ¢')]. Die behauptete Formel sagt demnach:

In(rr') 4+ (¢ + ¢)j = (In7r + @j) + (In7" + ¢j).

Fiir die positiven reellen Zahlen  und 7" wurde aber die Umformung In (') = Inr 4
-+ In»" bereits bewiesen.

In Ubereinstimmung mit der Erklirung der natiirlichen Logarithmen komplexer
Zahlen werden Potenzen zur Basis e mit komplexen Exponenten definiert:
Definition

I Unter der Potenz e?+?i versteht man den Wert

e’(cos b + jsinb).
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Die Erklarung der Potenzen mit beliebigen komplexen Exponenten beschrinkt sich
allein auf die Basis e.

BEISPIELE

2
5 et i et foos 2 gjsin 2 n)me (— L + L V3i) ~ — 1,350 + 2,354}
3 3 2 2 —_—
6. -3 = e?(cos(— 3) + j sin(—3)) ~ e*[cos (—171°53) + j sin (—171°53")] ~
~ 7,389(—0,990 — 0,131j) ~ — 7,315 — 0,970j.

7. el =e%(cos 1 + jsin 1) ~ 1(cos 57° 17 + jsin 57° 17') ~ 0,542 + 0,841j.
Die neu erklarten Potenzen und Logarithmen stehen in dem gewohnten Zusammen-
hang:

7k
Der natiirliche Logarithmus In z der komplexen Zahl z ist der Exponent, der an
die Basis e gesetzt den Potenzwert z ergibt.

Beweis: Sei z=r(cos@ + jsing). Dann ist nach Definition der Logarithmen
Inz =In7 + jg, nach Definition der Potenzen aber
elnr+iv= elnr (cos ¢ + j sin @) = r(cos ¢ + j sin ¢) = 2.

Da zu jeder komplexen Zahl, die Null ausgenommen, ein natiirlicher Logarithmus
erklart ist, konnen alle komplexen Zahlen mit Ausnahme der Null als e-Potenzen
geschrieben werden :

z = r(cos ¢ + j sin ) = elnr+iv (18)

elir+i¢ heiBt Exponentialform der komplexen Zahl 2.

Um die Exponentialform einer komplexen Zahl zu gewinnen, muB ihr natiirlicher
Logarithmus gebildet werden.

BEISPIEL

8. Esist die Exp ialform der 1 3! Zahl 2 4 2j herzustellen.

Losung:z2=2+42j= V8 (cos 45° -+ jsin 45°).
lnz= %1ns+ T j v 1,040 + 0785].
2 A 1,040+0,785 |
Fiir die Potenzen der Zahl e mit komplexen Exponenten gelten alle in 9.1. genannten

Potenzgesetze. Als Beispiel sei nur das Gesetz iiber das Potenzieren von Potenzen be-
wiesen. Es besagt hier lediglich

(P =e9 (z€C, ge @),

weil von der komplexen Zahl e? nur Potenzen mit ganzzahligen Exponenten gebildet
werden diirfen.
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Bewets: Mit z =a + bj gilt:
(€°)7 = (ea7bi)? = (e?(cos b + j sin b))?
= e%(cos gb -+ j sin gb).
Dieser Ausdruck ergibt sich aber auch fiir 0 = es¢+ 4,

IThrer Kiirze und bequemen Handhabung wegen wird die Exponentialform komplexer
Zahlen bei multiplikativen Rechnungen gern angewendet.

BEISPIEL

2. LT L

9. (&az‘(ij-e3 12') (95+12])
=

20-3i

Die Exponentialform komplexer Zahlen erlaubt einige wichtige Folgerungen.
Auf Grund der Definition der e-Potenzen ist

e0+i® — e%(cos ¢ + jsin @),

2

Diese Beziehung hat den Namen Eulersche Formel.
‘Wird in ihr ¢ durch — ¢ ersetzt, so ergibt sich

e1? = cos (—¢) + jsin (—¢),

Durch Addition der Formeln (19) und (19a) folgt
€% 4 e=i% = 2 cos @,
durch Subtraktion

el¥ —e-i% = 2jsin g.

das heilit

Aus diesen beiden Zeilen lassen sich folgende interessante Beziehungen ableiten:

. el? — e-i®
BINg = e

- 2j

el? |- e-19 (20)
woRp=—— —

Sie stellen die Verbindung zwischen den Exponentialfunktionen und den trigono-
metrischen Funktionen her.

AUFGABEN

196. Von folgenden Zahlen sind die natiirlichen Logarithmen zu bestimmen:

5 5 1 1. 1
a)¥3 +i, b—z+,5 o

1. ; . o as .
E—EV:).]A d)3 —4j. e 235, f) —j.
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de I 41 ik

197. Fiir Logarithmen komplexer Zahlen z und 2’ sind folg
a) In f—, =Inz—Inz’, b)lnz"=n-Inz (neN).
2

198. Wo liegen alle komplexen Zahlen, deren Logarithmen rein imaginir sind?
199. Fiir komplexe Exponenten z und 2’ ist das Potenzgesetz
e? . g2 = ezt
zu beweisen.
200. Es ist die Exp ialform folgender 1 1 Zahlen zu bilden:

a) 3(cos 15° + j sin 15°), b) —2, ] —% +i.

201. Wie lautet die arithmetische Form folgender komplexer Zahlen:
3_. Ao T
&)e*1+§’” . b) e@*z’, o) e~ 0732 +0,128]
202. Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen:
1
3 2= 5-—2j 1 1\
e2+37\2 e .e2 (n(l+i) n(;—gi))
a) (GTJ) " b) Tﬂ, c) \e .e ®
203. Mit den Formeln (20) sind folgende Beziel zu bewei

a) das Additionstheorem

sin (p + ) = sinp cosy +- cos psiny,
b) die Doppelwinkelformel

cos 2¢ = 1 — 2 sin’p.

Uberblick iiber die Zahlenbereiche

’ Abkiir- Unbeschrinkt ausfithrbare
Bereioh zung Zeklan Rechenoperationen
Bereich der natiir- N 0,:1,i2; 8. Addition, Multiplikation
lichen Zahlen
Bereich der ganzen (&3 v —1,0,1,... Addition, Multiplikation,
Zahlen Subtraktion
Korper der ratio- K 9 Addition, Multiplikation,
nalen Zahlen n (gt meN s O} Subtrakt., Division
Korper der reellen R unendliche Addition, Multiplikation, Sub-
Zahlen Dezimalbriiche traktion, Division, Limesbildung
Korper der kom- c a+bj (a,beR, j*=—1) | Addition, Multiplikation, Sub-
plexen Zahlen traktion, Division, Limesbildung,

Erfiillen algebraischer

Gleichungen



Gleichungen

12. Allgemeines iiber Gleichungen

12.1. Aufbau von Gleichungen

Die grundlegenden Begriffe Term, Definitionsbereich des Terms, Gleichung und
Loésungsmenge wurden bereits im Abschnitt 7. eingefiihrt. Danach wird eine Gleichung
durch Gleichsetzen zweier Terme, von denen mindestens einer mindestens eine Vari-
able enthalten muB, gebildet:

Ty, y,...) = Ta@, ¥, ...).

Unter dem Definitionsbereich der Gleichung ist die Durchschnittsmenge der durch die
Definitionsbereiche der einzelnen Terme gegebenen Men.gen zu verstehen.

BEISPIEL
1. Esist der im Korper der reellen Zahlen gelegene Definitionsbereich von

1

. S —1
2z —3 1=

zu bestimmen.

1
Losung : Definitionsbereich X, des Terms 3
ar — J

Die Variable z darf nur mit den Zahlen belegt werden, fiir die der Nenner des Terms von Null
verschieden ist:

X, = B\ (3/2}.

Definitionsbereich X, des Terms Y2z —1:
Da Wurzeln nur fiir nichtnegative Radikanden definiert sind, erglbt sich:
= [1/2; + o0).

Definitionsbereich der Gleich

X =X, nX,=[1/2; + 00) \ {3/2}.

Werden die Variablen einer Gleichung mit irgendwelchen Elementen des Definitions-
bereiches belegt, so ergibt sich eine wahre oder falsche Aussage, je nachdem ob die auf
beiden Seiten der Gleichung stehenden Terme gleiche oder ungleiche Werte annehmen.
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Allgemein wird ein Ausdruck, der bei einer Belegung der in ihm enthaltenen Variablen
in eine Aussage iibergeht, Aussageform genannt. Eine Gleichung ist in diesem Sinne
eine Aussageform.

Alle Elemente des Definitionsbereichs, mit denen die Gleichung erfiillt wird, d. h. fir
die aus der Gleichung eine wahre Aussage entsteht, bilden die Losungs- oder Erfiil-
lungsmenge der Gleichung. Weist die Gleichung eine, zwei oder allgemein n Variable
auf, so sind die Elemente der Losungmenge Einzelelemente, Wertepaare oder all-
gemein n-Tupel. Bei Nichterfiillbarkeit der Gleichung ist ihre Lésungsmenge leer.
In der Schreibweise der Mengenlehre wird die die Gleichung 7, = 7T, erfiillende
Lésungsmenge symbolisch in der Form

L={;y;..) | To(x, 9, ...) = To(, 9, ..)}
dargestellt.
BEISPIEL
2. Die Losungsmenge der Gleichung 2z = 3 wird durch
L={z|2xc=3)={32)
wiedergegeben.
Bei verschiedenen Aufgaben ist nur die Teilmenge der Losungsmenge von Interesse,
die einem gegebenen Variablénbereich angehort. Insbesondere bedingen Textaufgaben
einen fiir sie sinnvollen Variablenbereich.
BEISPIEL
3. Das Fiinffache einer einstelligen Zahl ist um 5 groBer als ihr Vierfaches. Wie heiBt diese Zahl?

Losung: Wird die hte Zahl mit x bezeichnet, so lautet die zu lésende Gleichung

S5x =4x + 5.
Wiihrend der Definitionsbereich der formalen Gleichung den Kérper der reellen Zahlen um-
faBt, verlangt die Aufgabenstellung eine Beschriinkung auf den Variablenbereich
{1;2;...; 9},
Nur so ist die Gleichung zur gestellten Aufgabe dquivalent.
Losungsmenge der Gleichung: {5}.
Die gesuchte Zahl ist 5. o

Ist der Durchschnitt von Variablenbereich und Losungsmenge leer, so ist entweder
die zur Losung der Aufgabe angesetzte Gleichung ungeeignet, oder die Aufgabe ist
iiberhaupt unlésbar.

Eine durch die Aufgabe bedingte Einschrinkung auf einen Variablenbereich M, der
Teilmenge des Definitionsbereichs ist, wird zusitzlich angegeben :

L={@y;..)| @y .. ) e MAT(z;y;...) =Ty(z;y;...)}

Das die Konjunktion (Vereinigung, Verbindung) ,,und** kennzeichnende Symbol A
verbindet die einzelnen Eigenschaften, die von der Losungsmenge erfiillt werden
miissen.
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BEISPIEL

4. Esist {x|ze N A 2z =3} zu bestimmen.
Lésung : Ohne Einschrinkung auf den Bereich der natiirlichen Zahlen wiirde der Wert 3/2 die
Gleichung erfiillen. So aber ist die Losungsmenge leer.

Losungsmenge: @ .

Dieses letzte Beispiel zeigt, wie die Losungsmenge nicht nur durch die Gleichung allein,
sondern auch durch den festgelegten Variablenbereich bedingt wird. Es konnen in
einem Variablenbereich erfiillbare Gleichungen in anderen Bereichen nicht erfiillbar
sein,

12.2. Einteilung der Gleichungen
Fiir Gleichungen ergeben sich verschiedene Einteilungsmoglichkeiten, je nachdem
welche Unterscheidungsmerkmale herangezogen werden.
Eine erste Unterteilung kann nach der Anzahl der auftretenden Variablen erfolgen.
Es werden Gleichungen mit einer, zwei und allgemein n Variablen unterschieden.
Eine weitere Unterteilung wird nach der Art, wie die Gleichung aus den Variablen und
Konstanten aufgebaut ist, vorgenommen. Treten dabei die rationalen Rechenopera-
tionen und das Radizieren endlich oft auf, ohne daf jedoch die Variable als Exponent
erscheint, so liegt eine algebraische Gleichung vor (vgl. 11.8.). Algebraische Gleichun-
gen mit einer Variablen lassen sich stets in der Form

a; € R

T + @@+ Ay g = neN

darstellen. Eine Unterteilung dieser Gleichungsart 148t sich nach dem Wert des gré8-
ten auftretenden Exponenten, dem Grad der Gleichung, vornehmen.

Alle anderen Gleichungen heiBen transzendent. Als Beispiele derartiger Gleichungen
seien angegeben :

sinx + cosw = 1 (goniometrische Gleichung),
3erte = 7% (Exponentialgleichung),
3lg(+3) —2Iga =2+ 1 (logarithmische Gleichung).

In den folgenden Abschnitten sollen nun die Lésungsverfahren fiir die verschiedenen
Gleichungsarten behandelt werden.

13. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

13.1. Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen
Als lineare Gleichung mit zwei Variablen wird jede Aussageform
@z +ay=>b (ay, a5, b, @, y € R)

bezeichnet, in der a,, a, und b reelle Konstanten, x und y reelle Variablen darstellen.
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Alle Wertepaare (z;y) € R X R, fiir die diese Aussageform in eine wahre Aussage iiber-
geht, bilden die Losungsmenge L der Gleichung:

L={@ylyecRXRAazr+ay=>~)

oder kiirzer, wenn grundsitzlich keine Zweifel beziiglich des Variablenbereiches mog-
lich sind:

L = {(x;y) | ayx + apy = b}.

Sind @, und a, von Null verschieden (a, - @, ==0), so léBt sich die Lésungsmenge auf-
stellen, indem die eine Variable als freie Variable aufgefaBt und mit beliebigen Werten
belegt wird und dann die jeweils entsprechenden Werte der zweiten, gebundenen
Variablen ermittelt werden. Dazu ist es zweckméBig, die Gleichung zunichst nach
der einen der beiden Variablen aufzulésen. Die einzelnen Elemente (2; y) der unend-
lichen Losungsmenge lassen sich dann aus dem beliebig wihlbaren

z€R bzw. y€ R
und
g L e gD =Y
ag a
bilden.
Die Losungsmenge
L ={(x;y) 2B Ry L OE _aalz} bzw.
2

L:{(z;y)iyERAJ::IL_—aZ—y}

%
oder kiirzer

52

kann so als Abbildung

xeR} bzw. L={(Z7~T%g;y)|y63} (I)
1 |

x>y bzw. z<y
angesehen werden. Ihre graphische Darstellung als Punktmenge in einem cartesi-
schen Koordinatensystem ergibt eine Gerade.
BEISPIEL
In Bild 27 ist die Losungsmenge der Gleichung 2z — 5y = 1, also
{(z;y) | 22 — 5y = 1}

als Punk wiedergegeb A ise 1Bt sich die Losungsmenge in Form einer
Wertetabelle darstellen :
-2 —1 2
x I | | 0 | 0,5 | 1 | 2 I 3 I 4,
y=2=1 1 1| -3 | —15| o 15 | 35 ‘ 1 i 148
5
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Gleiche Losungsmengen weisen
@x+ay=>b und k-ayx+k-agy=5k-b ke R\{0}

auf. Wie in 7.3. bereits festgestellt wurde, stellt die Multiplikation einer Gleichung mit
einem von Null verschiedenen Faktor eine identische Umformung dar. Die dadurch
neu entstehende Gleichung ist zur Ausgangs- y

gleichung dquivalent. Die beiden Gleichungen

sind voneinander linear abhiingig. 1 g
Wihrend im vorhergehenden sowohl a, als %/
auch @, von Null verschieden waren, soll jetzt 0

einer der beiden Kocffizienten verschwinden.
Somit tritt in der Gleichung eine der beiden
Variablen nicht mehr auf. Trotzdem soll sie
weiterhin als Gleichung mit zwei Variablen

angesehen werden. Man denke sich die Glei- Bia 27
chung in der Form

0-x+ay=0>b bzw. a2 +0-y=0>
mit
a; =0 bzw. a; 30

geschrieben. Im ersten Fall erfiillt jedes aus einem beliebigen z ¢ R und dem konstan-
ten y = i bestehende Wertepaar, also die aus der Menge der reellen Zahlen und der
a.

2
einelementigen Menge {b/a,} gebildete Produktmenge R x {b/a,), die Gleichung. Im
zweiten Fall erfiillen alle aus dem gleichbleibenden 2 = bja; und dem beliebig wihl-
baren y € R gebildeten Wertepaare, also die Elemente der Produktmenge {b/a,} x R.
Es ist demnach

(w9) laay =0y = {(s5 ) | = € B} o,
B/ |

(@9) | ey = b) = {({— y) v R}.

Der Vergleich mit dem vorhergehenden zeigt, daB dieser Sonderfall mit @, = 0
bzw. a, = 0 in (I) enthalten ist. Wihrend jedoch im Fall a, - @, &= 0 wahlweise eine
der beiden Darstellungsmoglichkeiten herangezogen werden konnte, existiert im
Sonderfall jeweils nur eine der beiden Méglichkeiten.

Dieser Sonderfall einer linearen Gleichung mit zwei Variablen ist klar von einer Glei-
chung mit einer Variablen zu unterscheiden, deren Lésung; ge aus einem Einzel-
element besteht, wihrend hier die Losungsmenge (unbegrenzt viele) Wertepaare um-
faflt.

Die den Losungsmengen entsprechenden Geraden liegen im Fall a, = 0 parallel
zur 2-Achse und im Fall a, = 0 parallel zur y-Achse, falls b == 0 ist, wihrend sie bei
b =0 mit den Achsen zusammenfallen.
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Ist a; = a, = 0, die Gleichung also véllig entartet zu
0-24+0-y=0b,

so ist sie im Fall b 4= 0 von keinem Wertepaar zu erfiillen, ihre Lésungsmenge also
leer. Verschwindet dagegen b ebenfalls, so fithrt jede beliebige Belegung der Variablen
2 und y zu einer wahren Aussage. Die Losungsmenge ist dann mit der gesamten Pro-
duktmenge R X R identisch.

13.2. Zwei lineare Gleichungen mit zwei Variablen
13.2.1. Losungsmenge
Unter der Lost ge eines Gleichungssystems?)

@ + @y = by
A& + agy = by

ist die Menge aller Wertepaare (z; y) € R X R zu verstehen, die beide Gleichungen in
eine wahre Aussage iiberfiihren. Sind

Ly = {(x; y) | ana + ayy = by} und Ly = {(x; y) | @@ + agy = by}

die Losungsmengen der beiden Teilgleichungen, so muBl demnach die Lésungsmenge L
des Gleichungssystems mit der Durchschnittsmenge L, n L, identisch sein:

LinL, =L ={(#;y) | an® + a2y = by ~ an@ + apy = by}.

BEISPIELE
1. Die beiden Gleichungen des Systems

2z — 5y =1
3z —2y=17
haben, einzeln betrachtet, die auszugsweise in Form einer Wertetabelle wiedergegebenen
Losungsmengen :
z e —1 0 1 2 3 4
y= 2"; L —35 | —15 | 15 | 35 1 15
z oo -1 0 1 2 3 4
= 3"2_7 —5 | —72 | —2 |—12| 1 52
1) Die Koeffizienten sind durch Doppelindi 3 1 Der erste Index benennt die zu-

gehorige Gleichungsnummer (desgl. der Index des absoluten Gliedes) und damit die Zeile,
wihrend der zweite Index die Zugehorigkeit des Koeffizienten zur ersten Variablen z bzw. zur
zweiten Variablen y und damit die Spalte angibt

Lies ay; als ,,a-zwei-eins*
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Lo ge des Sy s ist d h
L={(z:9)|2c—5y =18z —2y =7} ={3; 1)}
Die beiden zuzuordnenden Geraden schneiden
sich im Punkt (3; 1) (Bild 28).
. Lautet die zweite Gleichung

4r — 10y =2,

13

so ist deren Losungsmenge mit der der ersten 0
Gleichung identisch. Die beiden Gleichungen -7
sind vo der linear abhiingig. Das Lé-
sungssystem weist eine unbeschriinkte Losungs-
menge auf. Die den beiden Gleichungen zuzu-
ordnenden Geraden fallen zusammen.

3. Wird als zweite Gleichung Bild 28

22 — 5y =3
gewihlt, so zeigt die Wertetabelle
x , l —1 | 0 l 1 I

[S)

| 3 , s
v | L=t =35 | —us | 15 | 35 |

daB alle y-Werte jeweils um — 2/; kleiner sind als die der ersten Gleichung. Es kann also kein
gemeinsames Wertepaar existieren. Die Losungsmenge ist leer:

L={x;y) |20 —5y=1 A2z —5y=3=g.

Die Gleichungen stehen zueinander in Widerspruch, denn bei gleichen linken Seiten sind die
rechten Seiten voneinander verschieden. Die entsprechenden Geraden verlaufen parallel.

An Hand dieser Beispiele lassen sich fiir die Losungsmengen derartiger Gleichungs-
systeme drei grundsitzliche Méglichkeiten erkennen:

a) Die Losungsmenge besteht aus einem Wertepaar (2; y).
b) Die Losungsmenge ist identisch mit den untereinander gleichen Lésungsmengen

der beiden Gleichungen. Das Gleichungssystem weist eine unendliche Losungs-
menge auf.

c) Die Losungsmenge ist leer. Das Gleichungssystem 1Bt sich nicht erfiillen ; beide
Gleichungen stehen zueinander in Widerspruch.

Die Allgemeingiiltigkeit dieser Feststellungen, die hier lediglich aus der Betrachtung
eines Beispieles gewonnen wurden, wird in 13.2.5. nachgewiesen.

13.2.2. Lisungsverfahren

Grundgedanke des Lésens mit Hilfe des Einsetz-, des Gleichsetz- und des Additions.
verfahrens ist die Aufstellung einer neuen Gleichung, die nur noch eine Variable ent-
hilt. Mit dem daraus bestimmbaren Wert der einen Variablen kann dann aus einer
der beiden Ausgangsgleichungen der Wert der anderen Variablen errechnet werden.



130 13. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen

Die grundsitzliche Méglichkeit zur Aufstellung einer derartigen Gleichung ergibt
sich aus der Behauptung:
Ist das Wertepaar (z4; ¥,) Element der Losungsmenge eines Gleichungssystems:

(203 Yo) € {(x5 ) | Ty (@, y) = by A Ty, y) = by},

so ist es auch in der Losungsmenge jeder durch Linearkombination beider Gleichungen
gebildeten Gleichung enthalten:

(@05 Yo) € (@3 ) | by - Ty (@, y) + kg - Ty, y) = kyby + kyby}.

Beweis: Nach Voraussetzung nimmt T';(x, y) fir « = x, und y =.y, den Wert b, an:
T (v, yo) = bi i€ {1;2}. ’

Dann aber ist auch

ky- Ty (2, Yo) + ko - To(o, Yo) = kyby + kyby
erfiillt.

BEISPIEL .
1. Fiir das schon behandelte Gleichungssystem

22 —5y=1
3x —2y="17
mit der Lo {(3; 1)} sei beispielsweise eine neue Gleichung durch Li kombi
mit k; = 2 und k, = —1 aufgestellt:
r—8y=—5. y
Einige Elemente der L& dieser Gleichung sind durch die Wertetabelle
—1 0
il v ]ajrdsd
R R

wiedergegeben. Diese Losungsmenge stimmt im Wertepaar (3; 1) mit denen der beiden Aus-
gangsgleichungen iiberein. -

Das Additionsverfahren

Durch geeignete Linearkombination der beiden Ausgangsgleichungen wird eine nur

noch eine Variable enthaltende Gleichung aufgestellt.

BEISPIELE

Auf die folgenden Gleichungssysteme soll das Additionsverfahren angewendet werden.

2. 2¢—by=1]| =3
3x—2y=17 ‘ 2
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Loésung: Die Erweiterungsfaktoren sind hinter jeder Gleichung angegeben. Als neue Glei-
chung ergibt sich

11y =11 bzw. y=1.

Lo dieser Gleicl ist d h

((z;1) |z € R).

Fiir y = 1 erfordern zu ihrer Erfiillung sowohl die erste als auch die zweite Gleichung = = 3.
Dabei wird eine der beiden Gleichungen zur Berechnung von z, die andere zur Probe fiir die
gefundene Losungsmenge verwendet.

Losungsmenge des Systems: {(3; 1)}.

Eine andere Moglichkeit zur Berechnung des = besteht in einer nochmaligen Linearkombina-
tion, bei der eine von y freie Gleichung aufzustellen ist.

3. 9z + 4y = 22 3
1zt 6y=28| —2
Losung: Es wird zweckmiBigerweise die Elimination vor, bei der der Rechen-
aufwand moglichst klein ist. Im vorliegenden Beispiel ist y zu eliminieren, da das kleinste ge-
inschaftliche Vielfache der beiden Koeffizi von y durch moglichst kleine Erweiterungs-
faktoren erreicht werden kann.
Losungsmenge: {(2; 1)}.
4. 20 — 5y=1|—2
4r — 10y =2 1
Losung: Bei der formalen Anwendung des Additionsverfahrens auf dieses schon untersuchte
Gleichungssystem, bei dem die beiden Gleichungen voneinander linear abhingig sind, ergibt
sich die identische Gleichung 0 = 0. Das Additionsverfahren fiihrt also hier nicht weiter zum
Ziel.
5.

2z —by=1]| —1
20 —5y=3 1

Loésung: In diesem widersprechenden System fiihrt das Additionsverfahren auf die falsche
Aussage 0 = 2, die auf die Nichtexistenz einer Losung des Gleichungssystems hinweist.

Nur wenn ein vnderspruchsfrems linear unabhanglges Gleichungssystem vorliegt,
kann die in diesem Fall aus einem El t b de Losung; ge mit Hilfe

des Additionsverfahrens ermittelt werden. In den beiden anderen Fillen ergibt sich
lediglich ein entsprechender Hinweis.

Das Einsetzverfahren (Substitutionsverfahren)

Beim Einsetzverfahren wird nur auf formal andere Art die neue, nur noch eine
Variable enthaltende Gleichung aufgestellt. Fiir lineare Gleichungssysteme hat es,
wie auch das noch folgende Gleichsetzverfahren, geringere Bedeutung als das Addi-
tionsverfahren.
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BEISPIEL
6. Zur Losung des Gleichungssystems
2z —5y=1
3z —2y="7

ist das Einsetzverfahren zu verwenden.

Loésung:
1. Auflésen der ersten Gleichung nach z:
(Subtttioagechung) = = VL.
2. Einsetzen in die zweite Gleichung und Auflésung:
11y =11
y=1.

3. Ermittlung des zugehérigen z aus der Substitutionsgleichung :
z=3.

Losungsmenge: {(3; 1)}.

1 1

Die Probe ist an beiden Gleichungen vc Es ist grundsitzlich gleichgiiltig, welche
Variable eliminiert wird. Man wird auf moglichst kleinen Rechenaufwand achten.
Der Leser erprobe das Verfahren an den beiden Sonderfillen!

Das Gleichsetzverfahren

Auch hier wird eine neue Gleichung aufgestellt, die nur noch eine Variable enthilt.

BEISPIEL
7. Das Gleichungssystem
|2z —5y=1
3z—2y="17
ist mit Hilfe des Gleichsetzverfahrens zu losen.
Lésung:
1. Auflésung beider Gleict nach einer der beiden Variablen (nach 2):
LByt e WHT

2 3
2. Gleichsetzen beider rechten Seiten und Auflésung:
1ly=11 bzw. y=1.

3. Ermittl des horigen Wertes der and Variablen aus einer der beiden nach z auf-
gelosten Gleichungen:
z=3.

Léosungsmenge: {(3; 1)}.
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13.2.3. Losung mit Hilfe von Determinanten. Einfiihrung der zweireihigen
Determinante

Aus dem Additionsverfahren heraus soll ein weiteres Verfahren entwickelt werden,
das eine groBere Schematisierung der erforderlichen Rechenvorginge beim Lésen
von linearen Gleichungssystemen erméglicht. In gréBerer Ubersichtlichkeit gestattet
dieses Verfahren weiterhin den Ubergang auf Gleichungssysteme mit mehr als zwei
Variablen und die allgemeine Beurteilung derartiger Systeme beziiglich ihrer Los-
barkeit.

Es sei der Losungsgang fiir das Gleichungssystem

aux + apy =b;
Ay % + Ay = by

mit Hilfe des Additionsverfahrens eingeleitet:

a) Zur Berechnung von z:

A% + @y =Db; | +an
Ay @ + @ypY = by | - (—ay)
Q1 09T + G1plpY = Qb
— Q130 T — A1305pY = — by
(@11 09p — G12891)% = @by — G205 (I)
b) Zur Berechnung von y:
A% + apy = by | - (—ay)
aAn® + py =by | -ay
(312092 — @19091)y = @yyby — apb;. (II)

Sowohl in (I) als auch in (IT) erscheint jeweils auf der linken Seite als Faktor der
Variablen  bzw. y der Term a,,a5, — @y,as. Der Anordnung der vier Koeffizien-
ten im Gleichungssystem entsprechend, soll diese Differenz zweier Produkte durch das
quadratische Schema .

D— _ | % %
= G110y — Q128 =

Ay Ay

wiedergegeben werden. Ein derartiges Schema wird allgemein Determinante genannt.
Im vorliegenden Fall stellt es die zweireihige Koeffizientendeterminante des Glei-
chungssystems dar. Die vier Elemente einer zweireihigen Determinante sind in zwei
Zeilen bzw. zwei Spalten angeordnet. Die im quadratischen Schema von links oben
nach rechts unten verlaufende Diagonale wird Hauptdiagonale, die andere dagegen
Nebendiagonale genannt.
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Definition

Zur Berechnung des Wertes einer zweireihigen Determinante ist das Produkt der
Elemente der Hauptdiagonalen um das Produkt der Elemente der Nebendiagona-
len zu vermindern:

1 Qg
=0y — Xl (21)

Ay gy

Nach dieser Definition lassen sich die auf den rechten Seiten von (I) und (II) stehenden
Terme D, = agb, — ab, und D, = ay;b, — ayb, auch in der Determinanten-
symbolik wiedergeben. Der Vergleich mit der Koeffizientendeterminante D liBt
erkennen, daB in D, die Elemente a;, und a,, gegen b, bzw. b, ausgetauscht sind.
Es sind also die in der ersten Spalte von D stehenden Koeffizienten der Variablen z
durch die absoluten Glieder zu ersetzen:

by ap

D, =

= Qgb; — 15b,.

by ap

Entsprechend sind zur Bildung von D, die Elemente der zweiten Spalte von D, also
die Koeffizienten der Variablen y, gegen die absoluten Glieder auszutauschen:

a, b.
D — | ™

v = = anb, —ayb;.

Ay O

Mit diesen Bezeichnungen lassen sich (I) und (II) als Cramersche Regel in der Form

D.-x=0D,

) 22)

v

wiedergeben.

Ist die Koeffizientendeterminante D von Null verschieden, so ergibt sich

BEISPIEL

Das Gleichungssystem

2z —5y=1
3z —2y=1

ist mit Hilfe von Determinanten zu Iésen.
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Losung: Bsist

2 —5
D= —2.(—2) —(—5)-3=—4+15=11
3_2‘ -2 — (-5
D. 1 =8 1-(—2)—(—=5)-7 24 35=33
= —1.(—2)—(—5)-T=—2+435—
’ 7 —2
2 1
, = —2.7—-1.3=14—-3=11
37
ol i e By e th g,
11 11

Losungsmenge: {(3; 1)}.

Bevor eine weitere Diskussion der CRAMERschen Regel, insﬁesbndere fiir den Fall
D = 0, vorgenommen wird, sollen im folgenden Abschnitt zunéchst einige Gesetz-
miéBigkeiten fiir zweireihige Determinanten aufgestellt werden.

13.2.4. Gesetze fiir zweireihige Determinanten

Die Determinantengesetze werden fiir die weiteren grundsitzlichen Darlegungen
iiber lineare Gleichungssysteme von Bedeutung sein und werden zu Erleichterungen
bei der Berechnung von Determinanten beitragen.

Die zunichst fiir zweireihige Determinanten zu beweisenden Eigenschaften haben,
wie spiiter nachgewiesen wird, auch fiir drei- und mehrreihige Determinanten Giiltig-
keit.

Satz 1

Werden in einer Determinante die Spalten mit den gleichstelligen Zeilen ver-
tauscht, so bleibt ihr Wert unverandert.

Auf Grund der Definition der zweireihigen Determinante sind

Ay @z @y Gy
= @095 — 3305, und = 03— Q130s; -

gy Qgy Qg Gop

Die Gleichheit der rechten Seiten bestitigt die aufgestellte Behauptung.

Aus dieser Eigenschaft kann eine wichtige SchluBfolgerung gezogen werden.

Jede fiir die Zeilen (Spalten) nachgewiesene GesetzmiBigkeit gilt gleichzeitig fiir die
Spalten (Zeilen).

Spalte und Zeile sind gleichberechtigt. Fiir sie wird deshalb die gemeinsame Bezeich-
nung Reihe eingefiihrt.

Satz 2

Enthalten alle Elemente einer Reihe einen gemeinsamen Faktor, so kann dieser
Faktor vor die Determinante gesetzt werden.
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Weisen z. B. die Elemente der ersten Zeile den gemeinsamen Faktor k¢ R auf, so ist

kay, kay, —k ® —k _
= kaynay — kapay = k(a0 — a5ay) =
Ay Gy
a5 G2
=k J

gy Qg
Satz 3 .

Werden in einer Determinante zwei parallele Reihen miteinander vertauscht,
so0 dndert der Wert der Determinante das Vorzeichen.

Entsteht D' beispielsweise aus D durch Vertauschen der ersten und zweiten Zeile, so
bestitigt der Verglelch von

1 Gy
D= e B = g dgp — @158y und
21 Qo
Gg1 Gpy
,
D= . = Gyply; — Ay Qg
| G11 @y

die Richtigkeit der Behauptung D = — D',

Satz 4 B

| Weist eine Determinante zwei gleiche parallele Reihen auf, so hat sie den Wert Null.
Werden in dieser Determinante diese beiden Reihen miteinander vertauscht, so tritt
infolge der Gleichheit keine Anderung ein. Nach Satz 3 dndert aber dabei die Deter-
minante das Vorzeichen. Es mufl demnach D = — D sein, was aber nur mit D = 0
erfiillbar ist.

Satz 4 und Satz 2 lassen sich verkniipfen.

Satz 5

Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die Elemente einer Reihe zu denen
einer parallelen Reihe proportional sind.

Mit @y, = kay; und ay, = kay, ist

an Gy
kay, kayy

ay Qe

=k =0.

Ay Gy

¥ir die Beurteilung eines Gleichungssystems ist die Frage nach der Umkehrbarkeit
dieses Satzes von Interesse:

Wie miissen die Elemente einer zweireihigen Determinante beschaffen sem, damit sie
den Wert Null hat?

Aus der Definition der Determinante folgt offensichtlich:
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. Besteht mindestens eine Reihe nur aus Nullelementen, so verschwindet die
Determinante.

-

2. Weist die eine der beiden Diagonalen mindestens ein Nullel 1t auf, die andere
aber nicht, so hat die Determinante einen von Null verschiedenen Wert.
3. Sind nun alle Elemente der Determinante von Null verschieden, so folgt
| @y @
| =102 = 319090 = 0
Qg1 Ggo |
A1) Qgp = 1289
I _ %
a2 g2
und daraus mit dem Proportionalititsfaktor k€ R\ {0}
ay = kay, a3, = kay,.
ZusammengefaBt ergibt sich als Umkehrung:

Satz 6

Eine zweireihige Determinante kann nur dann den Wert Null haben, wenn die
Elemente einer Reihe alle Null oder zu denen einer Parallelreihe proportional sind.

BEISPIELE
Unter Verwendung der Determi tze sind die Werte folgender Determinanten zu be-
rechnen:
1.2 6
=2.3 =2.3.(—1)=—6
4 9 —
2. J 4 -5
—23 =2-.3-11 = 66.
|6 9 1 =
3|15 25 3 5
=0,5-04 =0.
1,2 2,0 =
13.2.5. Diskussion eines Systems von zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen

Im Abschnitt 13.2.3. wurde festgestellt, daBl die Auflosung des Gleichungssystems
an® +.ay = b
Ay % + apy = b,

auf die CRamMERsche Regel (22)

D-z= D, D.y=D,
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D= A Ay | @ ay b

> v =

Uy Qg by ay ay b,

fiihrt. Fiir die weitere Behandlung sind die beiden Hauptfille D=0 und D =0
zu unterscheiden.

Hauptfall I: D=0
Wie schon erwihnt, gilt im Fall D == 0:

Ist die Koeffizientendeterminante D von Null verschieden, so hat das Gleichungs-
system die eindeutige Losung

Hauptfall II: D =0

Nach den Untersuchungen im vorhergehenden Abschnitt mufl zwischen den linken
Seiten der Gleichungen des Systems lineare Abhéngigkeit bestehen, es mull a,) = ka,,
und @y, = ka,, sein.

Unterfall 1:

Ist nun auch b, = kb,, so sind beide Gleichungen insgesamt voneinander linear ab-
hingig. Die unendlichen Lésungsmengen der beiden Gleichungen sind identisch.
In diesem Fall ist dann auch

D, = by ay _ by ay — by ay, 0
by ag kb, kay, by ap
und
D, = ‘ ay by - Ay by ) k’ ay by : =
| @y by | kay kb, ay by |

Die CramErsche Regel nimmt mit D = D, = D, = 0 die Form
0-2=0 0-y=0

an und kann nicht zur Besﬁimmung der Losungsmenge verwendet werden, da sie
durch jedes willkiirlich gewéihlte Wertepaar (x; y) erfiillbar ist.
Die Losungsmenge ist wie im Abschnitt 13.1. zu bestimmen.

Unterfall 2 :

Ist hingegen b, %= kb, so stehen beide Gleichungen im Widerspruch. In diesem Fall
ist mindestens eine der Determinanten D, und D, von Null verschieden.

Die Widerspriichlichkeit 1aBt sich an der Unerfiillbarkeit der CraMErschen Regel
erkennen. Ist zum Beispiel D, == 0, so existiert kein 2, das 0.2 = D, = 0 erfiillt.
Die linke Seite hat fiir jedes « den Wert Null, wihrend die rechte Seite von Null
verschieden ist.
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In der nachfolgenden Tabelle sind die Ergebnisse der Diskussion zusammengefaBt:

s

D Dy, D, Losbarkeit des Systems
+0 beliebig eindeutig losbar
0 beide 0 Gleicl i ler linear abhiingig,

unendliche Losungsmenge

0 nicht beide 0 Widerspruch zwischen den Gleichungen,
Losungsmenge leer

Allein der Wert der Koeffizientendeterminante D gibt ein Kriterium dafiir, ob ein
vorliegendes Gleichungssystem eindeutig losbar ist (Normalfall) oder nicht. Oft hingt
allein schon von der Eindeutigkeit die Losbarkeit eines Problems ab, so daB ein
Verschwinden von D die Unldsbarkeit des Problems bedeutet.

BEISPIEL

1. Das Gleichungssystem

1.3z 4 24y = —3,72
0,8z + 1,8y = —3

ist unter Verwendung von Determinanten zu losen.

Losung:
1,3 4
08 3

=0,6-0,7.

s

1,3 24
08 18

Das Gleichungssystem muf eindeutig losbar sein (Hauptfall I).

—372 24 124 4|
D, = ——3.06 | =3.06-028
-3 18 1 3|
13 —372 13 124 |
D | =i | = —3.0308
los —3 08 1|
oo De_3:06-028 gDy _ 3038
DT 0607 D 0,6-0,7

Losungsmenge: {(1,2; — 2,2)}.

Ein Gleichungssystem, dessen absolute Glieder den Wert Null haben, wird homogenes
Gleichungssystem genannt. Andernfalls spricht man von einem inkomogenen Gleichungs-
system.
BEISPIELE
Die folgenden Gleichungssysteme sind mit Hilfe von Determinanten zu lésen:
3z —2y=0
52 +3y=0
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Loésung:

3 -2
=9+4+10=19.
5 3
Hauptfall I: Ohne weitere Rechnung li8t sich
z2=y=0
angeben. Mit b, =4, =0 ist D, = D, = 0.

Losungsmenge: {(0; 0)}.

3 8,42 — 3,6y = 4,8
14,72 — 6,3y = 8,4

Losung:

84 —3,6 1

28 4
14,7 —6,3

D— :_0,3-0,9.4-7’7 =o0.
49 |7

=—03.09 .

Es liegt Hauptfall IT und mit

4 4

48 36
= ‘ 77

84 —63
_| s 48
Y147 84

‘=—1,2-0,9t |=o

4
l =21-12

4|
7‘=0

Unterfall 1 vor. Beide Gleichungen sind linear abhingig.

Losungsmenge: {(m, 713_ 4) } ze€ R}.

122 — 18y =0
10z — 15y = 0

Lésung:
12 18

D= =o.
’10 15‘

Es muBl Hauptfall II, Unterfall 1 vorliegen, denn bei einem homogenen System ist stets
D,=D,=0.

ZER}.

Losungsmenge: {(z; 5 z

6,6z + 9,6y = 43

39z + 5,7y = —3,1 {
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Loésung:
39 57 1,3 1,9
= =8 =0 Hauptfall IT
6,5 9,5 1,3 1,9
—3,1 5,7
D, = =—31.95—43.57+0.
43 95

Da schon D, + 0, ist die Zugehorigkeit zum Unterfall 2 bereits geklirt. Beide Gleichungen
stehen in Widerspruch zueinander.

Losungsmenge: o.

Erfolgt die Berechnung der Determinanten mit dem Rechenstab, so ist zur einwand-
freien Unterscheidung der Hauptfille I und IT bei absolut sehr kleiner oder ver-
schwindender Koeffizientendeterminante (|D| <1 bzw. D = 0) noch eine exakte
Berechnung vorzunehmen (Rechenstabungenauigkeit!).

13.3. Gleichungen, die sich auf lineare Gleichungen zuriickfiihren lassen

Zum Teil treten innerhalb von Systemen nichtlineare Gleichungen auf, die sich aber
in lineare Gleichungen umwandeln lassen. Entweder 1aBt sich das durch geeignete
Umformungen erreichen, oder dadurch, daB neue Variable eingefithrt werden. Dabei
ist zu tberpriifen, ob die so entstehenden linearen Gleichungen zu den gegebenen
Gleichungen dquivalent sind. ZweckmaBigerweise wird dazu der Definitionsbereich
der umzuformenden Gleichung untersucht. Ist er nur ein Teilbereich des fiir die line-
aren Gleichungen grundsitzlich moglichen Bereichs der reellen Zahlen, so ist der
Variablenbereich der linearen Gleichung entsprechend festzulegen, um das Auftreten
unzuléssiger Elemente in der Losungsmenge der Ausgangsgleichung zu vermeiden.
Wird die Kontrolle der Variablenbereiche nicht vorgenommen, so muB unbedingt
am SchluB der Rechnung die Einsetzprobe durchgefiihrt werden, damit dann nach-
triaglich unzuldssige Elemente entfernt werden kénnen.

BEISPIEL
gy | EED LI HE o s dym s
z—1 y—2
Lésung:
Definitionsbereich der ersten Gleichung: x e R\({1}

) y € R\{2}.
Umformung der ersten Gleichung:

@+ -2 +@+)E@—1)=2@-1)(F—2)

bz 4 4y =13.
Das neue Gleichungssystem
S5x+4y= 13 ze R\ {1}
3::—4y=—5‘ ye R\ {2}
wiirde ohne einschriinkenden Variablenbereich die L {(1;2)} besi 80 aber ist

sie leer.
Losungsmenge: a.
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Ein reziprokes Gleichungssystem

a b
—_ —=c
z Y
e 1
z Ty

kann mittels der Substitution 1/2 = u, 1/y = v in das lineare Gleichungssystem

au +bv=c Variablenbereich :
eu +fo=g u, v € R\ {0}
iberfithrt werden.

Entsprechend kann das nichtlineare System
afx +bjy=c
efz+ify=y

mit u = ﬁ v = }/;; auf das lineare System

au +bv=c¢c Variablenbereich :
ew +fo =g u, v € [0; + o0)
zuriickgefiihrt werden.

Die beiden zuletzt angefiihrten nichtlinearen Systeme fithren auf das formal gleiche,

aber im Variablenbereich unterschiedliche lineare Gleichungssystem.

AUFGABEN
Die Lé folgender Gleichungssy sind zu b
204, | 3z 4 2y= 8 205, | =3y — 19
62;—3y=30’ y=3z—23‘
206. | 3z = 4y — 15 ’ 207. | 18z = 10y — 20 ’
5y =11 — 4z 24z = 15y — 30
208, . 242 — 1,7y = 1,52 ‘ 200. ’ 49y + 3.2z = 1,23 ‘
3,2z + 2,3y — 5,68 3,5y — 2.4z — 6,97
210. | 3,5z + 4,7 = 3,8y 211, | 4,57 + 1,5y = 3
57y — 3,9 =63z ‘ 3,60+ 1,2y = 2.4 ‘
212. |18 z—25 y=31,2 213. | 4,2z — 0,03y — 3,489
‘ 2342 — 32,5y — 23,4 ‘ ‘ 12 2407 y=650 i
15.

214. | 7,21z — 4,13y = 8,44 2
4,83z + 5,72y = 12,02

1,42z — 1,16y = 4,1
8,52z — 6,96y = 24,6
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216, | T(x + 2) — 6(y -+ 3) = 41 217 | T8(x—1)+49(y+2) = —1
4(x+2)+9(y+3)=11 1,7 —1)— 35y +2) = 935
218. 3(1_2)+4(2y+3)= . 219. | 2(3z + 5y) — 4(2z — 3y) = 20
2 3(5x—2y) + 6z +y) =21
5(2—{-3)—3(3]—%):16
220. | 2(Tz +3y) —4( 5z + 2y — 1) =z —13
|53 —2y) +3(1lx —3y—200=90—y
221. | 4z(15y — 11) + 12y(3 — 52) = 6(11y + 12)
3z(dy —10) + 42z —3y) =3y{dx+ 1) —12
222. |2—2 y+2 x—2
B R
z—y 3y+2_ =z—20y—1)
6 "4 3
223. | 3z — 4y 5—3:0_4y—1_23+61
2 3 4 12
2z —y 2y — 5z _ =z
3 tT e T 7%
224. |22 —3y+1  ba+4(y+3)
= & =3
5 7
w—@::%—y)('lx—l)=(4fz)(8:c+4y~9)—16
225.|3z+5y=36a— 7bl 226. | 5z + 2y = 29a
2z — 3y = ba—11b 4 58
24 = y=2
z+5y 5a
227. | ax +by=a 228. | az + by =2a
z— y=0 a*z — b2y = a? + b
229. | (a* + b*\* a® — b%\?
Lo ) — B2
(5 == ()
a2 + b? a?—b
2a = 2a v=e
230. z Y 231 | = Yy
= =2p - — 4 Y =
a+b+u b~3 Za+a—b @+ 3b
ZLop ¥ < (PR
7 tams Y avs w oot
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232. z Y 233. z Yy
2 =1 =1
a—b+a+b a+b+a—b
2 )2
=LYy z v _aiw
a+b a—>b a—b a+b a>—0b
234, ) 2a(z +y) +4a(@+b) =2(x+y) +4a*(a+b)
(+y+2)(@—y—2b)=@+y—2a)(z—y+2b)
235. | 1 1 1 236. | 4 5 237. | 7
S R —+—=3 — +4y= 8’
z Y 2 z Y z
1 1 1 7 1 1
s e e —— y=-2
= y 6 z oy 2 z ¥ |
238. | 5y + 8z = 3zy 239. | 4y — 92 = —zy |
22— y=0 6y + 3z = 4xy
240. 2:r+3y_17 241, 5z+3y+3*3
3z—y 9 2z +y+ 1
3z+4dy _, 4z—2y—3 _
6x—1 3z 44y +1
242. (22 —3y 4 243. 1 _ 1
2z —6 3 z+y+1 4z —3y+
3z —2y 1 1 s 2
z+y 3z+y+2 4+3(x+2y
244. (x4 2):(y + 3):(2y — 52) = 1:3:5
245. (z +1):(y + 2):(x +y + 1) = 3:4:6
246. Zwei Bautrupps 4 und B sollten eine Anlage zusammen in 30 Tagen montieren. Da aber
Trupp 4 bereits nach 12 Tagen abgezogen wird, benétigt B noch 27 Tage zur Fertigstellung
der Arbeit. In welcher Zeit hitte jeder Trupp allein die Montage durchfiihren kénnen?
247. Ein Benzinkessel kann durch zwei Zuleitungen gefiillt werden. Ist die erste 6 min und die
zweite 3 min gedfinet, so werden 5/ des Behilters gefiillt. Ist die erste 3 min und die zweite
6 min gedffnet, so bleibt 1/, des Behilters leer. Wie lange muB jede Zuleitung geoffnet sein,
damit sie einzeln den Behilter fiillt, und wie lange miissen sie zusammen in Betrieb genommen
werden, um den Kessel zu fiillen?
248. Die Produktionsauflage eines Maschinenbaubetriebes lag im 1. Quartal des neuen Jahres um
40 Maschinen hoher als die Produktion im letzten Quartal des Vorjahres. Sie wurde um
1/5 tibererfiillt. Die so erreichte Produktion lag um 609 iiber der im letzten Quartal des Vor-
jahres. Wie groB waren die Vorjahresproduktion und die Produktionsauflage des neuen
Jahres?
249. Zwei LKW eines stadtischen Kraftverkehrsbetriebes sollten die Steine zur Ausbesserung

einer Strafe in 12 Tagen gemeinsam anfahren. Nach 8 Tagen wurde der eine Wagen ander-
weitig eingesetzt, und der andere Wagen fuhr noch 7 Tage allein. In wieviel Tagen hiitte jeder
LKW die Steine allein angefahren?
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250.

258.

259,
260.

261.

=

262.

263:

264.

865+

Eine Legierung mit der Dichte g ist aus zwei Legierungsbestandteilen B, und B, mit den
Dichten g, und g, zusammengesetzt (9, < ¢ < g,). Es sind die prozentuale Massenzusam-
¢ und das Misch hiiltnis zu besti

- Eine Fliissigkeit mit der Dichte g ist durch Mischen zweier Fliissigkeiten F, und F, mit den

Dichten g, und g, entstanden. Wie grol sind die le Vol
und das Mischungsverhiltnis?

g

. Ein Quadratmeter eines 5,5 mm dicken Messingbleches hat die Masse 47,025 kg. Wieviel

Cu(p = 8,9 kg/dm®) und wieviel Zn(p = 7,14 kg/dm®) sind darin enthalten?

. Wieviel Schwefelsiiure mit der Dichte ¢ = 1,15 kg/dm® und ¢ = 1,20 kg/dm?® ergeben beim

Mischen 60 dm?® Séure mit der Dichte g = 1,17 kg/dm?3?

. Welche Linge haben die Durchmesser zweier Kreise, wenn die Summe der Umfinge

109,96 cm betrigt und die Durchmesser sich um 5 em unterscheiden?

. Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks betriigt 84 cm. Die Projektionen dieser Seiten auf die

dritte sind 40 cm und 16 cm lang. Wie groB sind die Dreiecksseiten?

. Wird die lange Seite eines Rechtecks um 4 em verkiirzt und die kurze Seite um 6 cm ver-

Lingert, so entsteht ein Quadrat mit gleichlanger Diagonale. Wie groB sind die Seiten des
Rechtecks?

. Wird die lange Seite eines Rechtecks um 2 cm verkiirzt und die kurze Seite um 8 cm ver-

lingert, so entsteht ein Quadrat mit einem um 50 cm? groBeren Flicheninhalt. Es sind
die Seitenlingen des Rechtecks zu bestimmen.

Verkiirzt man die lange Seite eines Rechtecks um a und verlingert die kurze Seite um b, so
entsteht ein Quadrat, dessen Flicheninhalt um 44 groBer ist als der des Rechtecks. Wie
lang sind die Seiten des Rechtecks? Welchen Bedingungen miissen a, b und 44 geniigen,
damit ein derartiges Rechteck existieren kann? (¢ =+ b)

Desgl. fir a = b

Auf einer kreisrunden Bahn von 440 cm Linge treffen sich zwei Korper bei gleich gerich-
teter Bewegung alle 20 min, bei entgegengesetzter Bewegung alle 5 min. Wie groB sind die
Geschwindigkeiten beider Korper?

Zwei Jugendwandergruppen wandern aus 30 km Entfernung einander entgegen. Bricht
die erste 2h friiher auf als die zweite, so treffen sie sich 21/,h nach dem Aufbruch der zweiten
Gruppe. Bricht die zweite Gruppe 2h friiher auf als die erste, so treffen sie sich 3h nach
dem Aufbruch der ersten Gruppe. Wieviel km in der Stunde legt jede Gruppe zuriick?

Das Drehmoment einer Kraft bleibt unverindert, wenn man die Kraft um 24 kp vergroBert,
und den Hebelarm um 10 cm verkiirzt oder wenn man die Kraft um 24 kp verringert und
den Hebelarm um 20 cm verlingert. Wie groB sind die Kraft und ihr Hebelarm?

Zwei Krifte F) und F, wirken in der gleichen Geraden und haben bei gleichem Richtungs-
sinn die Resultierende Fp, = 31 kp und bei g Richt inn die Resul-
tierende Fp, = 5 kp. Wie groB ist jede Kraft?

Das Ubersetzungsverhiiltnis zweier Zahnrider eines Getriebes ist 7:11. Hitte jedes Rad 4
Zihne mehr, so wiirde das Verhiiltnis 2:3 sein. Wieviel Zihne hat jedes Rad?

Vermehrt man in einer Leitung bei unverinderter Spannung den Widerstand um 2 Q, so ver-
ringert sich die Stromstiirke um 1 A. Verringert man den Widerstand um 4 Q, so steigert sich
die Stromstiirke um 3 A. Wie groB sind Widerstand und Stromstirke der Leitung?
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14. Lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen

14.1. Zwei lineare Gleichungen mit drei Variablen
Ein derartiges Gleichungssystem sei in der Normalform
ay@ + @y + @z = b,
U@ + QY + gz = by

gegeben. Ist mindestens eines der beiden absoluten Glieder b; von Null verschieden,
80 liegt ein inhomogenes System vor, wihrend ein homogenes System by = by = 0 er-
fordert.

14.1.1. Homogenes System
Das homogene System

ana + @Y + @z =0 |

Uy & + Ayl + Agpz =0 l
hat offensichtlich stets die (triviale) Losung

x=y=2=0

und ist somit grundsitzlich widerspruchsfrei.
Es sind nun Untersuchungen anzustellen, ob noch weitere Losungen moglich sind.
Das Problem 1aBt sich auf die Auflésung von zwei Gleichungen mit zwei Variablen
zuriickfithren. Dazu ist eine der drei Variablen als freie Variable anzusehen und auf

die rechte Seite zu bringen. Dabei ergeben sich, je nachdem ob #, y oder z als freie
Variable angenommen werden, drei Moglichkeiten:

1. Y + Az = —ayx 2. A + 032 = —agY
AgeY + Aggz = — AT Ay T + A2 = —gey
3. A& + Y = —ay32
AT + AgplY = — A2

Jedes der drei Gleichungssysteme kann nach einem der in 13.2. behandelten Ver-
fahren gelost werden. Hier sollen der Ubersichtlichkeit wegen Determinanten zur

Auflésung herangezogen werden.
Die Koeffizientendeterminanten der drei Gleichungssysteme sind:

Az g3 an Qg Q1 Qyp
D, = y Dy=— y Dyg=

Qg Qg3 Ay Qg Ay Qg
Aus spiter ersichtlichen Griinden wurde die Determinante D, zuséitzlich mit einem

Minuszeichen versehen.
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Fall 1. Mindestens eine der drei Determinanten hat einen von Null verschiedenen
Wert.

Ohne Einschrinkung der Allgemeingiiltigkeit kann angenommen werden, daB System
3 eine nicht verschwindende Koeffizientendeterminante aufweist (Dy == 0).
Andernfalls kann entsprechend eines der beiden anderen Systeme herangezogen werden.

Fiir das Gleichungssystem 3 ist dann

_’ L]

= = —2Z

| @32 Ggy

und nach Vertauschen der beiden Spalten

[CERRUT
D, =z =D,z
Agy Qg3 |
und entsprechend
@ —032 ] A Qg
Dy= = —z ! =D, 2.
@y —ay2 | G2 Qg3 |

Die Wertetripel der unendlichen Losungsmenge lassen sich unter Zuhilfenahme der
CramERschen Regel bestimmen :
Fiir jedes beliebig gewdhlte z€ R ist

D,z _ D, -z
x = Da B Y=:- D, s
Wird ein Parameter ¢ in der Form ¢ = % eingefiihrt, so ergibt sich fiir beliebig
wihlbares ¢ € R: 3
x=2D,:t, y=Dy-t, z=Dy-t.

Losungsmenge eines linearen, homogenen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen
und drei Variablen

au® + Ay + aygz = 0 {
An® + agy + apz =0

ist

| 20) = (Dts Duti Dy 1€ B |

Die zugehérigen zweireihigen Determinanten

LT

gz Cog

1 A3
s

» Dz’:—

Dy = 3 Gy ’

gy Qg

D, =

91 Ggy
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ergeben sich aus dem rechteckigen Koeffizientenschema (Matrix)
(an @2 ala)
@1 Qoy Qgg

durch jeweiliges Streichen der ersten, zweiten bzw. dritten Spalte. Das zusitz-
liche Minuszeichen bei D, ist zu beachten. Das einem bestimmten ¢=1¢, ent-
sprechende Losungstripel L(ty) € L(t) wird partikulires Losungstripel genannt.

Fiir ¢ = 0 ergibt sich das schon erkannte partikulire Losungstripel
L(0) = {(0; 0; 0)}.

BEISPIELE
Fiir die folgenden Gleick 'y sind die Lo gen zu ermitteln:
1,

3x+2y —4z2=0
2z + 3y —52=0

Lésung: Es sind

13 —4|

3
=2 Dy=— | =7 D=,

pi=
! ‘ |2 —5

3 —5
Alle drei Determinanten sind von Null verschieden.
Loésungsmenge: {(2¢; 7¢; 5t) |t € R}.

2. 4z + 6y —32=0

6z+9y —52=0
Losung: Es sind
6 —3
Dl - ’ ’

— =8; Dy=—r—
9 —5 . ‘

4 6
1 —2, D= | ‘ =o0.
: 16 9
Dy = 0 besagt, daB zwischen den z- und y-Gliedern beider Gleichungen eine lineare Abhiingig-
keit besteht.
Losungsmenge: {(—3#;2¢;0) |t€ R}.
In diesem Beispiel hat z fiir jedes ¢ den Wert Null.
Fall 2. Alle drei Determinanten verschwinden: D, = D, = D, = 0.

Es geniigt schon festzustellen, daB zwei Determinanten verschwinden, denn dann
muB zwangsweise auch die dritte Determinante den Wert Null aufweisen. Es folgt
namlich aus

D, =0: ag=1kay,, und ay = kay,

Dy =0: ay =ka;; (und ay = kay,).
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Damit ist aber auch

A Gy
kay, kag,

- G S

Dy = =0.

g gy
Beide Gleichungen sind voneinander linear abhingig und werden durch die gleichen
Lésungstripel erfiillt. Zur Ermittlung der Menge aller Losungstripel kann iiber zwei
der Variablen frei verfiigt werden, die zugehérigen Werte der dritten Variablen sind
dann mit Hilfe einer der beiden Gleichungen zu bestimmen.
BEISPIEL
3. Esist die Lo des Gleicl y

4z +6y—3z =0
6z + 9y — 4,52 =0

zu bestimmen.

Losung: Da
4 -3
6 —45

6 —3

=0 Dy = —
9 —45

D,:‘ =0

sind, liegt lineare Abhiingigkeit vor. Die Menge der Losungstripel wird durch
{(z;y;ﬁuj;—ey)\zzli. yeR}

wiedergegehen. Die Variablen x und y sind darin frei wihlbar. Fiir einige Werte sei diese Lo-
sungsmenge in Form einer Wertetabelle dargestellt:

z 1 1 3

y 0 1 2

z i 1_0 8
3 3

14.1.2. Inhomogenes System

Wie bei dem entsprechenden homogenen System kann zunéchst eine der drei Varia-
blen als freie Variable angesehen und mit beliebigen Werten belegt werden. Ist Dy == 0,
so kann man

an® + agpy = by — a3z
Ay @ + Aoy = by — g2

als Gleichungssystem mit zwei Variablen losen und wird fiir jeden fest angenommenen
Wert z eine eindeutige Losungsmenge erhalten. Da 2z mit beliebigen Werten belegt
werden kann, weist das Gleichungssystem eine unendliche Losungsmenge auf. Sind

(%3 965 2:) und  (af; gf; 2f)
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zwei Elemente dieser Losungsmenge, so stellen
W% + WGoyi + sz = b

und ke(1;2}
@i + Apy; + aezi = by

wahre Aussagen dar. Die jeweils fiir gleiches k zu bildenden Differenzen dieser Aus-
sagen

gy (@ — @) + ara(yi — ¥i) + szl —2:) =0
besagen, dafB3
(@ — @ yi —yis 2 — )

das homogene System

W + Gy + 4z =0 kefl;2)
erfiillt. Ist
Ly (t) = {(Dyt; Dyt; Dyt) | £ € R}
Losungsmenge des homogenen Sy , so muBl d h
Ly(t) = ((Dyt + @5 Dyt + yi5 Dyt + 2) | t€ R} . (24)

Losungsmenge des inhomogenen Systems sein.
Der Beweis dafiir, da§ durch die so gebildete Losungsmenge auch alle Losungstripel
erfat werden, soll hier nicht gefiihrt werden.

Haben nicht alle zweireihigen Determinanten des rechteckigen Koeffizienten-
schemas

(”fu et “13)
g1 Qgp Qg
den Wert Null, so setzt sich die Losungsmenge des inhomogenen Systems

3% + @Y + @z = by
anx + any + Ag32 = by

aus der Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems und einem beliebig
gebildeten Losungstripel des inhomogenen Systems zusammen.

BEISPIEL
{@;9;2) |32+ 2y —2=3 N2z — 4y + 22 = =2}
Losung:
a) homogenes System: 3z+2y— 2z=0

22 —4y+22=0
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2 -1 3—1 3 2
D,=! =0, D,=—‘ = —8, Dy= = —16
| —4¢ 2 12 2 2—4
Ly (t) = {(0; —8¢; —16¢) |t € B}
oder, wenn — 8¢ durch einen neuen Parameter ¢ ersetzt wird:
Lo des h Sy
Ly(®) = (03 £; 20) | L € B).
b) inhomogenes System:
Ein Lo ipel des inh Systems soll mit z; = 0 gebildet werden.
Da auch D, =$= 0 ist, hiitte auch y; = 0 gewihlt werden konnen.

3z+2y= 3
20 —dy=—2

1 3
2i=5y yi=?: 2= 0.

Lo des inh Systems:

|
Li(t) = {(%, t+ %; 21) ; te R}. Probe!

Der Leser untersuche, welche Aussagen im Fall D, = D, = Dy = 0 beziiglich der
Lasbarkeit des inhomogenen Gleichungssystems getroffen werden konnen.

AUFGABEN

266. | 3z + b5y +2 = 267. | 2,50 — 1,4y + 3,1z =
2z 4 4y —32=0 2,82z + 0,9y + 1,82 =0

268.

2¢ + 3y —4z2=0 269. | 1,30z — 1,25y + 2,402 =0
3z -+ 5y —62=0 |0,78x—0,75y+l,442=0‘

270.

20— by +4z=9 270 | 7.2z + 9,6y + 48z =24

t— y— z=3 | 11,12 + 14,8y + 742 = 3,7

272, | 11,4z — 7,6y + 19,02 = 15,2
8,7z — 5,8y + 14,52 = 10,4

14.2. Drei lineare Gleichungen mit drei Variablen -
14.2.1. Einfiihrung der dreireihigen Determinante

Im Vordergrund dieser Darlegung soll das Losen mit Hilfe von Determinanten stehen.
Es sei lediglich darauf hingewiesen, daB die in 13.2.2. angefiihrten Losungsverfahren
sinngeméfl verwendet werden kénnen. Durch Anwendung des Additions-, Einsetz-
oder Gleichsetzverfahrens werden aus den drei Gleichungen mit drei Variablen heraus
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zwei Gleichungen mit nur zwei Variablen aufgestellt, die dann gelost werden. Mit dem
gefundenen Lésungspaar kann dann aus einer der drei Ausgangsgleichungen der zuge-
horige Wert der dritten Variablen errechnet werden.

An einem Beispiel sei hier lediglich das am hiufigsten verwendete Additionsverfahren
demonstriert.

BEISPIEL
2z —3y+ z=17
4z +2y+32=38
x4+ 5y +22=0

Losung: Es werden zweckmiBig zwei von z freie Gleichungen aufgestellt. Dazu wird ein-

mal die erste Gleich mit —2 pliziert und zur zweiten Gleichung addiert und zum

anderen die dritte Gleich mit —2 multipliziert und zur ersten addiert.

20 —3y+ 2=7|-(—=2)| - (+1)
4z +2y+32=8 | . (+1)

x4+ 5y +22=0 i (—2)
8y+ z=—6|-(+3)
—13y —32= T |-(+1)
1y =—11
y=—1.

Aus der ersten Gleichung des Systems mit zwei Variablen folgt dafiir
8(—1)4+2=—6

z2=2

und aus der dritten Gleichung des b S
z2+65-(—1)+2.2=0
z=1.
Losungsmenge: ((1; —1; 2)}.

Die Probe ist an der ersten und zweiten Gleichung durchzufiihren.

Lésung mit Determinanten

Das gegebene Gleichungssystem sei
an® + @y + apz = by l
AnT + Ayl + Az = b,
Uy + A5y + agyz = by
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Es soll jetzt eine Linearkombination aller drei Gleichungen so vorgenommen werden,
daB in ihr nur noch eine der drei Variablen auftritt. Dazu werden die drei Gleichungen
mit den noch néher zu bestimmenden Faktoren A,;, 4, und 4, multipliziert und
dann addiert. Die entstehende Kombinationsgleichung soll nur noch die Variable 2
enthalten.

3% + gy + apz = by | - 4y

@ + AgeY + gz = by | - Ay

A5 % + gy + gz = by | - Ay
In der so entstehenden Beziehung

(@0 dn + g Ay + @y Ag)a + (@A + agdy + agdg)y +
+ (@341 + Ay Ay + aggAg)z = Ayby + Agby + Ay by

miissen dann auf Grund der angegebenen Forderung die Koeffizienten von y und z
verschwinden :

@Ay + gy + agdy =0

@ygdyy + gy Ay + aggdy = 0.
Diese beiden Gleichungen stellen ein homogenes lineares System von zwei Gleichungen
mit den drei zu bestimmenden A, dar. Dieses Gleichungssystem hat eine unendliche
Losungsmenge. Es ergeben sich also unbegrenzt viele Moglichkeiten, das gestellte
Problem, eine nur z enthaltende Gleichung herzustellen, zu 1ésen. Hier interessiert
aber nur eine Méglichkeit, die als partikulire Losung mit ¢ = 1 gewonnen werden
soll:
Unter Beachtung des vorliegenden Koeffizientenschemas

(“12 Qo ‘lsa)
3 @Ay Qg

Az A3

@

ist somit

A2 A3 Q2 Ay

Ay =

» Ay =— Ay =

Qg3 Qg3 1 @13 Qg3 g Agg

In den zweireihigen Determinanten sollen noch die Zeilen mit den Spalten vertauscht
werden, damit die Elemente mit gleichem ersten Index (Zeilenindex) jeweils in gleicher
Zeile stehen:

ay @ a, @ | @y, @
22 (o3 12 Qi3 12 (i3
Ay = A5 = 4

B

!v Ay = —

j Qg2 Qg

Qg2 Qgg Qg Qg

Werden die Koeffizienten des urspriinglich gegebenen Gleichungssystems in Form
einer dreireihigen Determinante angeordnet
Gy @y Gy
D=|ay ay ay|,

Qg gy Qg
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so ist sofort zu erkennen:

Ay, entsteht durch Streichung der 1. Zeile und der 1. Spalte,
A4y, » » w2 s

Asl » 2 m » 3. » » PPRT) »

wobei Ay noch zusitzlich mit einem Minuszeichen zu versehen ist.

Man nennt die 4;; die zur ersten Spalte gehorigen zweireihigen Unterdeterminanten
der dreireihigen Determinante D.

Mit den so gewihlten 4;; nimmt (I) die Form '

(a1 4y + ag Ay + ag Agy)x = by + Apb, + Agby

an. Wie zuvor bei zwei Gleichungen mit zwei Variablen wird der auf der linken Seite
stehende Klammerausdruck mit der Koeffizientendeterminante D identifiziert :

g1 Gy Oy
gz Agy A2 A3 Q3 g3 o
Qo) g Qg | = Gy 5 (IT)
Q39 (33 Qgg Qg3 Qgp Qg3
@3y Ugp Ay

Damit wird der Determinante D ein Wert zugeordnet, der u. a. auf die rechts beschrie-
bene Art berechnet werden kann. Man sagt: Die Determinante ist nach den Elementen
der ersten Spalte entwickelt. p

Die rechte Seite von (I) kann auf Grund der vorstehenden Festlegung ebenfalls in
Determinantenform geschrieben werden. Es sind dazu lediglich die Elemente a;; durch
die b; (7 € {1, 2, 3}) zu ersetzen:

byapa
112 Q3
QAgp Aoy A2 Oy 32 O3
D, = | byapay | =b, G —b il + by bt |
‘32 Q33 32 (33 22 Qg
‘ by a5y agy

Damit nimmt (I) die Form
D.2=D,

an. Ist D == 0, so kann daraus z mit

r=7

berechnet werden. Bevor jedoch die Losung des Gleichungssystems weiter verfolgt
wird, sollen die GesetzméBigkeiten dreireihiger Determinanten untersucht werden.
14.2.2. Gesetze fiir dreireihige Determinanten (Regel von Sarrus)

Um zunéichst einmal feststellen zu kénnen, wie sich der Wert von D aus den Elementen
a; direkt zusammensetzt, sollen die auf der rechten Seite von (II) befindlichen zwei-
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reihigen Determinanten ausgewertet werden.

L SRU TR
D =|ay ayay | = (000 — Gxls) — @y (T19055 — A13a5,) +
Qg gp gy + @91 (A12095 — A13009)

(IIT)
= @y Qyly3 — Gy 0lgp — Q1305 053 +
+ @13051035 + B190s305 — G1305205; -
Es ist bemerkenswert, daB in jedem Summanden jede Spalte bzw. jede Zeile nur
einmal vertreten ist. Jedes der neun Glieder kommt insgesamt zweimal vor. Auf diese

entwickelte Form einer dreireihigen Determinante kommt man auch durch die fol-
gende Regel von SARRUS:

Man fiige der Determinante die beiden ersten Spalten zusétzlich an

Oy @y Op [0y Op

\ XX/

0z /ﬂ;‘; /ﬂ;_; O 0z /

// >\/ \ \ /
¥ =

Oy Gz Q3 |Gy T3z

und bilde die Produkte der Elemente, die jeweils auf einer der eingezeichneten
Diagonalen liegen. Dabei sind die Produkte mit dem fir die Diagonalenrichtung
vorgeschriebenen Vorzeichen (von links oben nach rechts unten: plus, von rechts
oben nach links unten: minus) zu versehen.

Diese Regel gilt nur fiir dreireihige Determinanten !

BEISPIEL
1. Die Determinante
2 —1 3
D=|3 2 —2
4 3 1

ist a) durch Entwicklung nach den Elementen der ersten Spalte und b) mit Hilfe der Regel
von SARRUS zu berechnen.

Losung:
a) 2 -1 3
2 -2 | —1 3 |—1 3
D= |3 2 -2 | =2 — + 4 =
3 1 | 3 1 | 2 =2
4 3 1

—2.8—3.(—10) + 4. (—4) = 30.
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b) 2 —1 3|2 —1
D=|3 2 —2|3 2=2.2-1+(—1)-(—2)-4+3-3.3-3.2.4—
4 3 1|4 3 —2.(—2)-3—(—1)-3.1=30.

Entwicklung nach den Elementen einer Reihe

In (II) liegt eine dreireihige Determinante in der nach den Elementen der ersten
Spalte entwickelten Form vor. Fiir die Elemente einer anderen Spalte oder Zeile
lassen sich entsprechende Entwicklungen bilden. Werden dazu in (III) beispielsweise
die Elemente der zweiten Zeile ausgeklammert, so ergibt sich

Ay Qg Gy
D= |ay ay ay|=
g Ggp Ogg

= — gy (@123 — Qy3035) + Qgp (@11 Agy — G13Qg1) — Aoy (A1 Agp — Ay305)) =

Gz g3 | @y ay %1 Oy
= —ay + @y =gy .
gy Qg Ay Qg a3 Qg
Bei der zuletzt angegebenen Darstellung wurde darauf ge-
‘1” ‘i" ’i" achtet, dal} jede zweireihige Unterdeterminante die Form er-

hélt, die sich durch Streichen der Zeile und Spalte von D er-
Ay A Ay gibt, in der sich das zugehorige Element a;; befindet. Dazu ist

= + - es erforderlich, die Unterdeterminanten mit dem aus (— 1)i+¥

2 2 4 zu ermittelnden Vorzeichen zu versehen. Dieses Vorzeichen

o =] 5T 1aBt sich auch leicht aus Bild 29 bestimmen (Schachbrett-
regel).

Bild 20 Die den Elementen der zweiten Zeile ay,, a5, und a,; zugeord-

neten Unterdeterminanten sind demnach

@2 U3 @y 3 ay Oy
Ay =— Ap =

5 und Ay = —
@3y Qgy @3 Qgy gy Qg

Damit lautet die Entwicklung von D nach den Elementen der zweiten Zeile:
D = aydy + ayp Ay + ay Ay,

Allgemein ergibt sich als Entwicklung von D nach den Elementen der i-ten Zeile:
3
D =aydn+ apdi+ asds =k21aik‘4|'k 1€{1;2;3)
und nach den Elementen der k-ten Spalte:

3
D = ay Ayx + pxAsk + g Ay = 21 @i A ke(l;2;8).
&
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BEISPIEL

2. Die Determinante D aus Beispiel 1 ist mit Hilfe der Entwicklung nach den Elementen a) der
dritten Zeile und b) der zweiten Spalte zu berechnen.

Lésung:
a) 2 —1 3
—1 3 2 3! 2 —1
D= |3 2 -2 | =4 — 1 =
2 —2 3 72| 3 2
4 3
=4(—4) — 3(—13) + 7 = 30.
b) 2 —1 3 ) ) .
3 -2 2 3 | 2 3
D=8 8 =8| =—t=1) ‘+2; | 3 =
4 1] 141 3 -2
4 3 1
= —(—1)11 + 2(—10) — 3(—13) = 30.
Determinantengesetze

Wie schon bei der Untersuchung zweireihiger Determinanten erwéhnt, gelten die
dort aufgestellten Determinantengesetze entsprechend auch fir dreireihige Deter-
minanten. Im folgenden soll der Nachweis ihrer Giiltigkeit gefiihrt werden. Die ent-
scheidende Bedeutung dieser Regeln liegt in den sich daraus ergebenden Vereinfa-
chungen bei der Berechnung von Determinanten.

Satz 1

Werden in einer Determinante die Spalten mit den gleichstelligen Zeilen ver-
tauscht, so bleibt ihr Wert unverindert.

Werden beispielsweise

|
Ay Ayp Oy Ay Agy Agy
Qg @gy Aoy und @y Aop A3y
A3y A3y Agg @3 Qg3 g3

nach den Elementen der ersten Zeile bzw. nach denen der ersten Spalte entwickelt,
und wird dabei das entsprechende Gesetz fiir zweireihige Determinanten beriicksich-
tigt, so bestitigt sich die Richtigkeit dieses Satzes.

Wie schon bei den zweireihigen Determinanten gilt also jede GesetzmiBigkeit beziig-
lich der Spalten ebenso fiir die Zeilen und umgekehrt. Aus diesem Grunde soll im
weiteren Verlauf fir Spalten und Zeilen der Sammelbegriff Reihen verwendet werden.

Satz 2

Enthalten alle Elemente einer Reihe einen gemeinsamen Faktor, so kann dieser
Faktor vor die'Determinante gesetzt werden.

Enthalten z. B. die Elemente der zweiten Spalte einen derartigen Faktor %, so sei die
Determinante nach diesen Elementen entwickelt. Der Faktor k148t sich ausklammern,
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also vor das Summenzeichen setzen. Wird nun die Summe wieder als Determinante
dargestellt, so ist die Richtigkeit der im Satz aufgestellten Behauptung zu erkennen.

ay; kay, azy 3 @11 @13 Q3

Ay kg @y | = P kandp =k Z"-zAxa =k | ayayay
i=1

g kagy ag, Q3 A3y Qg3

Entsprechend kann mit allen Reihen verfahren werden.

Satz 3

Werden in einer Determinante zwei parallele Reihen miteinander vertauscht, so
andert der Wert der Determinante das Vorzeichen.

Zum Nachweis sollen die beiden Determinanten

Ay Ayp Uyg gy Agy Ay

— —
D = | ay ayay und  D'= | aya,ay,
gy Agg A3 A3y Agy Agg

in denen die erste und zweite Zeile miteinander vertauscht sind, nach der ersten bzw.
zweiten Zeile entwickelt werden. Es ist

Qg Ao Qg1 Aoy gy Aoz
D=a, ot
Agy (33 Qg1 A3y a3, A3y
und
7 QAgp Agg | @gy gy gy Qgp
D' = —ay
Qg Qg3 Q31 Qg3 Qg A3y
und damit
D= —

Bemerkung: Die zu vertauschenden Reihen miissen dabei nicht aufeinanderfolgend
sein.

Satz 4

| Weist eine Determinante zwei gleiche parallele Reihen auf, so hat sie den Wert Null.
Der Beweis erfolgt unter Zuhilfenahme von Satz 2. Werden in dieser Determinante
die beiden iibereinstimmenden Zeilen miteinander vertauscht, so muB einerseits nach
Satz 2 die Determinante das Vorzeichen wechseln, andererseits aber édndert sie sich
infolge der Ubereinstimmung der beiden Reihen nicht. Demnach muB D = —D

oder 2D = 0, also D = 0 sein.
Als Folgerung aus Satz 4 ergibt sich

Satz 4a

Die Produktsumme aus den zu einer Reihe gehorenden Unterdeterminanten und
den Elementen einer Parallelreihe hat den Wert Null.
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Es ist beispielsweise

a5, @ a
@y Ay + Grpdgy + a3 dyy = —ay e 12 .y
A3 Agy a3, Qg3
gy s Ay @yp Gy
— @45 v = | a3 @jpa;3 | = 0 (zwei gleiche Zeilen).
S @3 Qg3 Qg3
Fiir die Zeilen gilt allgemein mit i € {1, 2, 3} und j € {1, 2, 3}
3 0 fir i=4
andj + apdjp + agdiy = X apdy = . + 7
k=1 D fir i =3
und entsprechend fiir die Spalten
3 0 fir i35
@y, Ayj + agidy; + agidgy = T Ay = L 7 ¢9)
k=1 D fir 1 =73

Die Verkniipfung der Sitze 2 und 4 fiihrt zum

Satz 5

Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die Elemente einer Reihe zu denen
einer parallelen Reihe proportional sind.

Mit ay = kayy, a3 = kay, und agy = kayy ist

. Qyp Qg RUTRUTH
D=| ay ayp ay| =k|ay; ayay| =0 (k€ R)
kay, kay, kayg @1y @12 Gy

Dieser Satz 1Bt sich noch erweitern:

Satz ba
Sind die Elemente einer Reihe Linearkombinationen der Elemente der beiden
parallelen Reihen, so hat die Determinante den Wert Null.
Sind ay; = kyay + ko, @go = ky@yp + kg, und agy = kyay3 + kyag, mit k€ R
und k, € R, so ist
ayn Lot 3
an LY @ag =
kyayy + Koty ky@yp + kaay Ky0yg + Kaaay
= (ky @y + Kog)) Ay + (By@1p + ko) Agp + (Ky1ay5 + ka@ag) Agg =
= ky(an Ay + a13 45y + @13 Asg) + Ky (@01 gy + Ap Ay + g3 dgy) =
0 0

=0.
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Daraus 18t sich mit &, = k, = 0 folgern: Weist eine Determinante in einer Reihe
nur Nullelemente auf, so hat sie den Wert Null.

Insbesondere zur Beurteilung der Losbarkeit eines Gleichungssystems ist wiederum die
Umkehrung dieser beiden Sitze 5 und 5a von Bedeutung. Es soll daher jetzt unter-
sucht werden, was aus dem Verschwinden einer Determinante iiber ihre Beschaffen-
heit geschlossen werden kann.

1. D = 0, aber nicht alle 4;;, = 0.

Dazu sei angenommen, daB mindestens Ag; == 0 ist.

Sollte das nicht der Fall sein, so Bt es sich aber durch Vertauschen von Reihen und entsprechende
Umnumerierung der Elemente erreichen.

Unter Verwendung von (I) gilt:

Ay Ayg + @y Aoy + a5y gy = 0

a3 Ay + Qg Agg + g Ay =0

13 dyg + Qg dgy + agg Ay = D = 0.
Damit steht fest, da zwischen den Elementen eine lineare Abhingigkeit besteht. Um
den Sachverhalt noch weiter zu verdeutlichen, sollen diese drei Beziehungen nach

den Elementen der dritten Zeile aufgelést werden. Die Moglichkeit dazu ergibt sich
aus dem Nichtverschwinden von 4,4 Es ist

_ Ay Az ; 95
aai——A—”au——"A;am i€ {1;2;3}
und mit k, = —%!3— und k, = —%
33 33

agi = kyay; + kyag t€{1;2;8}.

Sind 4,3 und 4,; und damit sowohl k, als auch k, von Null verschieden, so stellen die
a3; Linearkombinationen der ay; und ay; dar. Verschwindet eine der beiden Unter-
determinanten, so sind die ay; den Elementen einer Zeile proportional. Nehmen beide
Unterdeterminanten den Wert Null an, so besteht die dritte Zeile nur aus Null-
elementen.

2. D=0,alle 4;; =0, aber nicht alle a;; = 0.

Auf Grund der Untersuchungen im Abschnitt 13.2.4. folgt aus Ay, = Agy = A3 =0
das Bestehen einer linearen Abhingigkeit zwischen den Elementen der ersten und
zweiten Zeile. Aus A, = Ay, = A,3 = 0 laBt sich entsprechend auf die Existenz einer
linearen Abhingigkeit zwischen den Elementen der ersten und dritten Zeile schlieBen.
Ay = Ay, = A3 =0 bestitigt dann noch die schon aus dem Vorhergehenden folgende
lineare Abhingigkeit zwischen den Elementen der zweiten und dritten Zeile. Es ist

ay = kyay; und  ay = kyay;

mit ky, k€ B und i€ (1;2;3).
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Die fiir die Zeilen angestellten Untersuchungen gelten entsprechend fiir die Spalten.
ZusammengefaBt ergibt sich als Umkehrung

Satz 5b

Hat eine dreireihige Determinante den Wert Null und verschwinden dabei nicht
alle zweireihigen Unterdeterminanten, so besteht eine lineare Abhingigkeit
zwischen mindestens zwei Reihen. Verschwinden auch alle zweireihigen Unter-
determinanten, ohne daB jedoch alle Elemente den Wert Null haben, so sind die
Elemente zweier Reihen zu den Elementen der dritten Reihe proportional.

Die Anzahl der linear unabhéngigen Reihen einer Determinante wird als Rang r
bezeichnet. Ist eine dreireihige Determinante D von Null verschieden, so weist sie
den Rang r =3 auf. Im Fall D =0 hat D den Rang r = 2, wenn nicht alle 4,,
verschwinden, und den Rang r =1, wenn alle 4,, = 0, aber nicht alle ay =0
sind.

Satz 6

Werden in einer Determinante zu den Elementen einer Reihe die mit einem Faktor
multiplizierten Elemente einer parallelen Reihe addiert, so éndert die Determi-
nante ihren Wert nicht.

Zu den Elementen der dritten Spalte der Determinante
@y Az Gy
D= |ay ay ax
31 Qg2 Qgy |

sollen die mit einem Faktor & multiplizierten Elemente der ersten Spalte addiert
werden:

@y @y @y + kay |
D'=|ay ay ay-+kay| =
Ay gy gy + kag
= (a3 + kay) Ayg + (agy + k) Apy + (agg + kag) Agy =

= Q35 dig + gy Agy + agy Agy + k(ay, A1y + 0y Ay + a5, Agy).
D [

Damit ist D’ = D.
Fir die anderen Reihen kann der Nachweis entsprechend gefiihrt werden.

Ebenso wird die Determinante ihren Wert nicht dndern, wenn zu den Elementen
einer Reihe die jeweils mit beliebigen Faktoren multiplizierten Elemente mehrerer
Reihen addiert werden, kommt dies doch einer mehrfachen Anwendung des Satzes 6
gleich.

Inshesondere Satz 6 gestattet es, den Rechenaufwand bei der Berechnung von Deter-
minanten erheblich einzuschrinken. Der Grundgedanke besteht darin, durch An-
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wendung dieses Satzes moglichst viele Elemente einer Reihe verschwinden zu lassen.
Bei dreireihigen Determinanten wird man versuchen, méglichst zwei Nullelemente
innerhalb einer Reihe zu erzeugen. Die anschlieBende Entwicklung der Determinante
nach den Elementen dieser Reihe fiihrt dann die dreireihige Determinante auf eine
einzige zweireihige zuriick.

BEISPIELE
2 -3 1
3. D= |4 2 3
1 5 2

Die mit (— 2) multiplizierten Elemente der ersten Zeile sollen zu den Elementen der zweiten
Zeile addiert werden, damit das neue Element a,, den Wert Null annimmt:

2 -3 1
D= |0 8 1
1 5 2

Damit auch a,, verschwindet, wird die mit (— 2) multiplizierte dritte Zeile zur ersten Zeile
addiert:

0—-13 -3
D=|0 8 1
1 5 2
Die Entwicklung nach den Elementen der ersten Spalte ergibt:
=y | ¥
8 1 —

Eine andere Moglichkeit besteht darin, die Elemente a,, und a,, verschwinden zu lassen. Dazu
ist die mit (—2) bzw. (4 3) multiplizierte dritte Spalte zur ersten bzw. zweiten Spalte zu
addieren:

0 01
-2 1 |21
D=|-2 11 3|=1 =-11 =11
-3 11 (31| =
-3 11 2

Es lassen sich noch weitere Moglichkeiten auffinden.

4 4 —05 3 2 —05 3
6 4 —02|=2(3 4 —o02|=
08 2 5 04 2 5
tg il g4
=hs A 19 238]
—2(19 4 238|=—2(—0p) o |
84 17
84 2 17

= —2(—0,5) (323 — 199,92) = 123,08.
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5. 15 3 —7
(7 -5 3
3 -7 5

Um ein Einselement zu erzeugen, wird das 2fache der Elemente der zweiten Spalte zu den
Elementen der dritten Spalte addiert:

5 3 —1 0 0 —1 . %
7 —5 —7|=|—28 —2 —7|=—1 74: =% -
3 -7 —9 —42 -3¢ -9 —dr =i
tgt 2 13
t: 5 | = —14.2 = 140.
3 17 =
14.2.3. Losung und Diskussion eines Systems von drei linearen Gleichungen

mit drei Variablen

Zur Lésung eines linearen Gleichungssystems mit drei Variablen

an® + @y + @z =by | - An | Ay | Ay

An® + Agy + gz =by | - Ay |+ Apy | - Ay

Uq@ + gy + Aggz = by | - Ay | - Ay | - Agg
wurden, wie in der ersten Spalte rechts neben dem Gleich ystem angegeben, die
mit A, Ay, und Ay multiplizierten Gleichungen addiert. Es entstand die nur noch
die Variable x enthaltende Gleichung D - = D,. Die nur noch y enthaltende Glei-

chung ergibt sich entsprechend durch Addition der mit den Unterdeterminanten der
zweiten Spalte 4,5, A,, und Ay, multiplizierten Gleichungen :

3 3 3 3
1'_21 aindip + ?/Zi apdip + Z_Zla.-aA.-z = Zlb,A.-a-
i= i= i= i=

1] D [ D,

Dabei verschwinden gemiB Satz 4a die als Koeffizienten von 2 bzw. z auftretenden
Summen, wihrend die bei y mit der Koeffizientendeterminante D identisch ist. Auf
der rechten Seite ist die Determinante D, entstanden, die aus D durch Ersetzen der
ay; durch die b; hervorgeht:

gy gy Ay g @y Gy
byAys +byApy + by Ay = —b; + b, —by ==
L Qg Qg3 Ay Aoy
ay by ayg

= |ay by ayl.

ay by ag
Somit ergibt sich

D.y=D,.
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Beziiglich der dritten Variablen z ist entsprechend zu verfahren. Die drei Gleichungen
sind dazu mit den in der dritten Spalte angegebenen Faktoren, den zweireihigen Unter-
determinanten A;; der Koeffizientendeterminante D, einzeln zu multiplizieren und
dann zu addieren. Wird die auf der rechten Seite entstehende Determinante, in der
gegeniiber D die a;; durch die b; ersetzt sind, entsprechend mit D, bezeichnet:
ay ap b
D, =|ay ay b |,

Qg ag by
so ergibt sich fiir die dritte Variable
D.z=D,.

ZusammengefaBt hat die Cramersche Regel fiir drei lineare Gleichungen mit drei
Variablen die Form:

D.-x=D,, D-y=D,, D-z=D, (25)

Wie bei zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen sind wiederum, je nachdem
die Koeffizientendeterminante D von Null verschieden ist oder gleich Null ist, zwei
Hauptfille zu unterscheiden.

Hauptfall I: D <= 0

In diesem Fall lassen die in Formel (25) gegebenen Ausdriicke die Division durch D
zu. Das'Gleichungssystem hat die eindeutige Losung:

Hauptfall I1: D =0

Je nach dem Verhalten der Zihlerdeterminanten D,, D, und D, sind zwei Unterfille
zu unterscheiden.

Unterfall 1: D, = D, = D, =0

a) Verschwindeén nicht alle zweireihigen Unterdeterminanten A, der Koeffizienten-
determinante D, so ist gemiB Satz 5b in 14.2.2. eine der Gleichungen von einer
oder von den beiden anderen Gleichungen linear abhéingig. Das Gleichungssystem
besteht also in Wirklichkeit nur aus zwei Gleichungen und kann nach 14.1. be-
handelt werden.

Die Feststellung des Verschwindens der Ziihlerdeterminanten D,, D, und D, verlangt die
Berechnung von drei dreireihigen Determinanten. Die Uberlegungen zu Satz 5b in 14.2.2.
fiithren kiirzer zum Ziel, die Widerspruchsfreiheit des Gleick Y zu ermitteln. Die fiir
die Koeffizientendeterminante, also fiir die linken Seiten des Gleich Y  fi 11

Abhiingigkeit muB in diesem Fall auch fiir die rechten Seiten bestehen. Die die Koeffizienten
der linken Seiten verbindenden Proportionalitéitsfaktoren k, und k, miissen also genauso die b;
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b)

verbinden. Diese Faktoren kénnen in der Art berechnet werden, wie das in den schon erwihnten
Untersuchungen erfolgte Dem entsprlcht auch folgende Uberlegung: Ist z. B. Ay eine der
nicht verschwind Unterd so muB das Gleichungssystem

Ay ky + agky = ay

@ypky + Agoky = agy

eindeutig nach den k; auflésbar sein, da die mit 4,, identische Koeffizientendeterminante von
Null verschieden ist. Auf der linken Seite dieses Gleichungssystems treten als Koeffizienten
die Elemente einer der nicht verschwindenden A;, auf, wihrend als absolutes Glied das je-
weils noch fehlende dritte Element der entsprechenden Spalte erschei

Haben alle zweireihigen Unterdeterminanten A;; den Wert Null, ohne daB je-
doch alle a;; verschwinden, so sind zunichst die linken Seiten zweier Gleichungen
zur linken Seite der dritten Gleichung proportional. Weisen die rechten Seiten die-
selbe Abhéngigkeit auf, folgt also aus

ay = kyay; und  ag = kyayy
auch
by = kb, und by = kpb,,

8o wird der Zusammenhang zwischen den drei Variablen schon allein durch eine
Gleichung ausgedriickt. Die unendliche Menge der Losungstripel ergibt sich
durch beliebige Belegung zweier Variablen der Gleichung und Berechnung des
zugehorigen Wertes der dritten Variablen.

Besteht jedoch die angegebene Proportionalitit zwischen den absoluten Gliedern
nicht, so stehen die Gleichungen zueinander in Widerspruch.

Unterfall 2:

Haben nicht alle Zihlerdeterminanten D,, D, und D, den Wert Null, so stehen die
Gleichungen zueinander in Widerspruch. Die zugehonae Losungsmenge ist leer.
In der nachfolgenden Ubersicht sind die Ergebnisse der Diskussion noch einmal zu-

sammengefaf3t:
Zihlerdet. Unterdet. . . .
D D, D, D, Ag Losbarkeit, Anzahl d. Losungen
=0 beliebig beliebig eindeutig losbar
smtl 0 nicht nur zwei unabh. Gleichungen:
0 | siimtl simtl. 0 Losungsmenge unendlich
wenn widerspruchsfrei, nur eine aussagende
0 simtl. 0 siimtl. 0 Gleichung: unendl. Iosungsmenge; wenn
widersprechend: Losungsmenge leer
n N A Gleichungen einander widersprechend:
0 nicht simtl. 0 beliebig Lésungsmenge leer
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BEISPIELE
Es sind die L3 folgender Gleich 2u besti
1. 2243y —22=17

—3z— y+32=0
5z+2y— 2=1

Loésung: Es sind

- -2
2 3 2 0 3 3 _9
D=|-3 —1 3|=|0 —1 3 =4 L 3 =4.7,
5 2 —1 4 2 —1
7 3 -2 7 37
D. 0 1 3 0 10 1 LX) L4 7-4
Tl T I T s T T s T
1 2 —1 1 25
27 —2 07 —2
D 30 3 00 s|=4|" 2|4
| A - o 8| T
51 —1 41 —1
2 37 =17 37
-7 1
D,=|-3 -1 0| = 0 —1 0| =-—1 11 =0
5 21 —1 21
und damit
7-4 4.21
x¥~‘r7——1, y—r—fi, z=0.
Léosungsmenge: {(—1; 3; 0)}.
4z + 6y — 5z =—T
6z+9y—32= 3
—2z—3y+T72= 17
Lésung : Da die Koeffizientendeterminante
4 6 —5 2 2 -5
D= 6 9 —3|(=2-3-3 1 1 —1 (=0
-2 -3 7 -1 —1 7

verschwindet, liegt Hauptfall IT vor. Bei der Feststellung, ob eine von Null verschiedene
Unterdeterminante existiert, ist systematisch vorzugehen. Esist Ay; = 0, 453 = 0, 4,3 = 0,

dann aber
4 —5

Agp = —
32 ‘6—3

|=—18.
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Zur Untersuchung der Widerspruchsfreiheit werden auf Grund des Nxchtverschmndens von
Ay, die Elemente der ersten und dritten Spalte h gen. Fiir die zu Inden Fak-
toren &, und k, gilt
4ky + 6ky = —2
—5ky — 38k, = 7

Mit den daraus zu ermittelnden Faktoren
ky=—2 und k=1

stellt
— Tk + 3k, = 17
eine wahre Aussage dar. Das Gleichung ist widerspruchsfrei.
Da Ag, = 0, weist das gegebene System mind das inander unabhiingige System

4z + 6y — 5z2=—1T
6z 49y —3z2= 3
auf. Nach 14.1. ergibt sich mit

6 —5 4 —5
Dy = Ay = —27, Dy = A= — — 1,
i - g _3‘ » a2 ‘6 9
D, A 4 & 0
s=duw=10 o=

als Loésungsmenge des zugehorigen homogenen Systems:
Lu(t) = {(27t; —18¢; 0) |t € R}
oder einfacher mit neuem Parameter ¢
Ln(t) = {(3t; —2t;0) [t R).
Da D, = Ay + 0 ist, kann ein Losungstripel des inhomogenen Systems mit z; = 0 aus
) 6y —H5z=—17
‘ 9y —3z= 3

bestimmt werden: z; = 0, y; =4/, z; = 3.

Losungsmenge: {(3t; —2t + /53 3) |t € R}.

2,502 + 4,50y — 3,20z =  1.40 |
3,00z + 540y — 3,84z = 1,68 |
—5,50z — 9,90y + 7,04z = — 3,08
Lésung: Die Koeffizientendeterminante
2,50 4,50 —3,20 | | s 5 —320 |
D= 3,00 540 —3.84 ] =0,5-09 | 6 6 —3.84
—550 —9,90 7,04 1 } —11 —11 7,04
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verschwindet, so daB Hauptfall IT vorliegt. Infolge der Proportionalitit der ersten beiden
Spalten von D verschwinden die nur Elemente aus diesen beiden Spalten enthaltenden zwei-
reihigen Unterdeterminanten 4;; (¢ € {1; 2; 3}). Wenn also von Null verschiedene Unter-
determinanten existieren, dann miissen sie unter den 4;, und 4;, zu finden sein. Es sind aber
auch

3.00 —3.84 | ) 6—48
Ap=— | =—05-08 -
—550 7.04 | —11 88
6—6 |
=—0.5~0.82/‘ ‘ —o,
‘ STt
IS e N
= | { =05-08 =0.
= —550 7,04 | | —11 11|

Mit 4, = 45, = 0 muB auch Ay, =0 sein. Die 4;, haben infolge der Proportionalitit der
ersten und zweiten Spalte von D ebenfalls den Wert Null. Lift sich nun noch nachweisen,
dafBl zwischen den absoluten Gliedern des Gleick ystems dieselbe Abhingigkeit besteht
wie zwischen den Koeffizienten, so steht fest, daB das vorli de Gleict 'y dem
Hauptfall 1T, Unterfall 1b angehort. Mit den Proportionalititsfaktoren

kl:@(;in:a_zs):i‘f_‘!:],z

37
a, Ay, Qg 2.50
und
i @3 _ Gas) _ Gl
bky= 3= 2= 28] _
an Gy g, s

sind b, = k;b; also 1.68 =1.2-140
und by = kyb, also —3,08= —2.2.140

erfiillt. Es liegt demnach nur eine Gleichung mit drei Variablen vor.

Lé : (x; s 2,50 + 4,50y — 1.40) \ % yie Rl.
3.20 | J
15. Lineare Gleichungssysteme mit n Variablen, n-reihige Determinante

In vollig analoger Weise wie beim Ubergang von zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen auf lineare Systeme mit drei Gleichungen und drei Variablen, lieBe sich
nun fiir Systeme mit vier und allgemein # Gleichungen die vier bzw. n-reihige Deter-
minante einfiihren. Fiir diese n-reihigen Determinanten gelten die fiir dreireihige
Determinanten aufgestellten Gesetze unverandert (auBer der Regel von SARRUS, die
nur fiir dreireihige Determinanten Giiltigkeit besitzt). Eine n-reihige Determinante
kann nach den Elementen einer Reihe entwickelt werden und ist so, falls nicht einige
Elemente dieser Reihe den Wert Null aufweisen, auf n (n — 1)-reihige Determinanten
zuriickzufithren. Werden zuvor durch entsprechende Linearkombinationen der Reihen
n — 1 Elemente einer Reihe zum Verschwinden gebracht, so 1aBt sich die n-reihige
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Determinante auf eine einzige (n — 1)-reihige reduzieren. Beispielsweise wird eine
fiinfreihige zundchst in eine vierreihige und diese wiederum in eine dreireihige Deter-

minante iberfiihrt.

Die einem Element a;; zugeordnete Unterdeterminante A;, ergibt
durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte der zu

entwickelnden Determinante. Das Vorzeichen von 4,
kann mit Hilfe der Schachbrettregel (Bild 30) oder

durch (— 1)+ ermittelt werden.
Die Entwicklung der vierreihigen Determinante
Ay Qg Gz Qg
gy Qg Az Ay
Qg1 Agp A3 Agq
g1 Qqp Qg3 gy

nach den Elementen der ersten Zeile lautet

14
D = ¥ aydu,
k=1

wobei
Qg g Agq
An = | ag ag ay |, A= —
g3 Ayg Qg4
ist.
BEISPIEL
Zur Zuriickfiihrung der vierreihigen Determinante
1 2 -3 4
3 0 1 5
D =

2 —1 3 1
5 3 1 -2

sich wiederum

Ay A Ay Aw
+ - + =)
A | Aw | As | A
- + - +
A | A | A | A
+ - + -
Ay Ae Ae oy A
R
Bild 30
g Uag Aoy

Qg Qg3 Q34 |5

LAY

auf eine dreireihige Determinante wird die mit 2 bzw. 3 multiplizierte dritte Zeile zur ersten
bzw. vierten Zeile addiert und anschlieBend nach den Elementen der zweiten Spalte ent-

wickelt.
5 0 3 6
3 0 15
D= =—(—1)
2 —1 31
11 0 10 1
Weiterhin ist dann
—4 3 -9
D 0 1 0 =
N T 19 49
—19 10 —49

3 6
1 5
10 1

[
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Ein System von » linearen Gleichungen mit » Variablen
ATy + Apa®y + o0+ Qa2 = by
ATy + Age@y + +++ + AgnZy = by
A Ty + ApaTy + +++ + ApaZp = by
hat bei von Null verschiedener Koeffizientendeterminante
11 Qg - .- Q1

gy Agg - -« Qg

D=

Any Apg -« - A

die eindeutige Losung (CRAMERsche Regel):

D, _ Da _ D
h=pr mT e BT P
mit

by yp ...t ayy by ...z,

by @gp ... Aan D Ay by ... gy
D, = s z2 FREEN

byl ... Gy Any by ... Qg

@y By ... by

Ay g ... by
Dy =

Qpy Az .. by

Im Falle D =0 liegt zunichst eine lineare Abhéingigkeit der linken Seiten des
Gleichungssystems vor. Besteht dieselbe Abhéngigkeit zwischen den absoluten Glie-
dern (Dyy = D, = ... = D,y = 0), ist also das Gleichungssystem widerspruchsfrei,
so reduziert sich das Gleichungssystem auf hochstens n — 1 Gleichungen und weist
eine unendliche Losungsmenge auf. Andernfalls ist die Losungsmenge leer.

Der Rechenaufwand bei der Auflésung von derartigen Gleichungssystemen mit Hilfe
von Determinanten steigt mit der Anzahl der Gleichungen und Variablen sehr stark
an. Der Einsatz von Rechenmaschinen ist zudem in dieser Form nicht méglich. Aus
diesen Griinden sollen weitergehende Betrachtungen iiber diesen grundsitzlich
moglichen Losungsweg fiir lineare Gleichungssysteme nicht angestellt werden. Ob-
wohl das im nichsten Abschnitt zu entwickelnde Losungsverfahren ohne Deter-
minanten auskommt, findet die nun abgeschlossene Behandlung von Determinanten
ihre Rechtfertigung in dem auf anderen Gebieten der Mathematik und Technik er-
folgenden Einsatz von Determinanten (z. B. Vektorrechnung, Matrizenrechnung,
Analytische Geometrie usw.).
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16. GauBscher Algorithmus

Ein anderes Verfahren, von GAuUss erstmalig in dieser Form angegeben und deshalb
Gaussscher Algorithmus genannt, erméglicht ein rationelleres Losen linearer Glei-
chungssysteme. Dieses Eliminationsverfahren hat in abgewandelter Form, dem mecha-
nisierten oder verketteten Gaussschen Algorithmus, zudem noch den wesentlichen
Vorteil, daB fiir die anfallenden Rechnungen gut Rechenmaschinen eingesetzt werden
konnen.

Der Grundgedanke des Verfahrens besteht darin, ein System mit » linear unabhéngi-
gen Gleichungen und n Variablen, das in der rechteckigen Form

@y @ + @yaZp + ovr Tt Gl et - Gy =y
ATy + Ay + ++0 A+ Gor @y + +o0 + Gon¥p =@y

A1 ¥y + Cpa@p + +or T+ A @r + 200+ Apnp = Gy

gegeben ist, durch geeignete Linearkombinationen in ein gestaffeltes Gleichungs-
system von dreieckiger Form

by @y + bra®y + oo0 4 byt + o0 + binn = by
Doty + +++ 4 bary + oo+ + baa = by

zu iberfithren. Die 2; kénnen nun schrittweise, beginnend mit z,, aus den Gleichungen
berechnet werden, in denen sie als jeweils erste Variable auftreten.

16.1. Linear unabhiingige Gleichungssysteme

Am allgemeinen Fall eines Gleichungssystems mit drei linearen Gleichungen und drei
Variablen sowie an einem entsprechenden speziellen Beispiel soll dieses Verfahren
demonstriert werden, Dabei sei im allgemeinen Fall angenommen, daB alle drei
Gleichungen voneinander linear unabhangig sind (D == 0).

@y, + Gyaty + Gy =0y | 22 — 3y + 42=19
A Ty + ey + gy = Ay 4r —4y + 32 =22
A3y Ty - Ago¥y + Agzy = A3 —6x — y452= 1T

Die erste Gleichung des Systems bleibe ungedndert, nicht verschwindendes a,, vor-
ausgesetzt, was gegebenenfalls durch Vertauschen von Zeilen oder Spalten und ent-
sprechende Umnumerierung zu erreichen ist. Mit dieser Gleichung soll aus den beiden
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anderen Gleichungen die erste Variable eliminiert werden. Sie ist dazu jeweils mit
dem Faktor

a,
21

Oy === ey = —2
Gy
a3y

gy = — ~— tn= 3
an

zu multiplizieren und zur zweiten bzw. dritten Gleichung zu addieren. Als neue
zweite und dritte Gleichung ergeben sich

2y — 5z= —16

ATy + Qg3 = ay
—10y + 172 = 64 |

, Vo
ATy + Aga¥y = ay

Mit diesen beiden Gleichungen wird analog verfahren, es wird x, bzw. y aus der drit-
ten Gleichung eliminiert. Dazu ist im Fall a}, == 0 die mit
g
B = i B Cgp = &
32 % 32

multiplizierte zweite Gleichung zur dritten zu addieren, so daB sie die Form

alizs = af —8z= —16
annimmt. ZusammengefaBt ergibt sich als gestaffeltes System
by @y + bypxy + bigrg = by 22 —3y +42= 19
bosy + bygrg = by 2y — 5z = —16 |,
bygg = by —8z=—16

wobei by, = ay, by = @y, und bgy = aj; gesetzt worden ist. Aus der dritten Glei-
chung kann nun x, berechnet werden und damit aus der zweiten Gleichung z, usw.
Fiir das angegebene Beispiel ergeben sich nacheinander

z=2, y=—3 und 2=1,
sodaB
{(1; —3:2)}

die Losungsmenge darstellt. Zur Probe miissen alle drei Ausgangsgleichungen heran-
gezogen werden.

Eine vereinfachte Probe ergibt sich aus folgender, allgemein angestellter Uberlegung :
‘Werden alle Gleichungen einzeln durch die Losungsmenge erfiillt, stellen sie also bei
dieser Belegung wahre Aussagen dar, so muB dabei auch die Gleichung zur wahren
Aussage werden, die sich durch Addition aller Gleichungen ergibt. Wird mit g, die
Summe der zur Variablen x; gehérenden, also in der k-ten Spalte auftretenden Koef-
fizienten bezeichnet (Spaltensumme) und mit ¢ die Summe der absoluten Glieder

n n
o= Y ay o= Y a ke{l;2;...;n},
i=1 io1
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so muB
012y + 0323 + +++ + Opln =0
mit der gefundenen Losungsmenge eine wahre Aussage darstellen.

Die Erfiillung dieser Gleichung durch die ermittelte Losungsmenge ist allerdings nur
eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung.
Im angegebenen Beispiel ist

0-1—8-(—3)+12-2 =48.

Es ist sehr vorteilhaft, eine laufende Kontrolle der einzelnen Eliminationsschritte
vorzunehmen. Dazu sind die Summen s; der Koeffizienten jeder Gleichung (einschl.
Absolutglied) zu bilden (Zeilensumme):

8i =@y + g + - + Qin + @ t€{l;2;...;m}.
Da die Koeffizienten aj, der bei der ersten Elimination entstehenden neuen i-ten
Gleichung durch die Linearkombination

anp= Qi + Cayy, @) = a; + Cnay
gebildet werden, muf3 auch die entsprechende Zeilensumme s mit s; und s, durch die
gleiche Linearkombination verbunden sein:

8 = ah + af + - + @}, + ap =

= (@i + cnan) + (@ + cia@z) + o+ (@in + Cir@ra) + (@i + ca@) =

(@i + @ + -+ +ain + @) + calan + @12 + -+ + Q1 + @) =

= 8 + -8

Il

Entsprechendes gilt fiir die folgenden Eliminationsstufen. Diese Moglichkeit, die
%, 87 usw. auf zwei verschiedenen Wegen zu berechnen, wird zur Kontrolle ver-
wendet indem das durch Linearkombination berechnete jeweilige s, s{” usw. mit der
durch Addition der Koeffizienten und des Absolutgliedes der entsprechenden Glei-
chung gebildeten Zeilensumme verglichen wird. Beide Werte miissen, von Ablese-
ungenauigkeiten bei Verwendung des Rechenstabes ab hen, iiberei men

Zur Vermeidung unnétiger Schreibarbeit wird ein zweckmiBlges Rechenschema ver-
wendet, in das zunichst lediglich die Koeffizienten und die absoluten Glieder des
Gleichungssystems eingetragen werden. Aufler nach der Eliminationszeile (E) ist
nach jeder Zeile Platz fiir die zu addierenden c;; a,; freizulassen. Links neben den
einzelnen Zeilen werden die zugehérigen Erweiterungsfaktoren c;; der Eliminations-
zeile angefiihrt. In einer weiteren Spalte sind rechts neben den einzelnen Zeilen die
Zeilensummen s; und die daraus durch Linearkombination entstehenden s;, s} usw.
anzugeben. Daneben kénnen noch, insbesondere bei Verwendung des Rechenstabes,
die Abweichungen der durch Addition der Zeilenelemente gewonnenen Zeilensummen
vermerkt werden. Oberhalb des Schemas ist Platz fiir die Spaltensummen o4, ¢ und die
Kopfzeile zu lassen. Zusitzlich kann noch zur Kontrolle in der oberen rechten Ecke
die Zeilensumme der o-Werte angegeben werden, die der Spaltensumme der s; gleich
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sein muB. Fiir das schon behandelte Beispiel nimmt das Rechenschema folgende Form
an:

@y Qg 3 a;
0o -8 12 48 52
2 -3 4 19 22
—2 4 4 3 22 25
—¢ 6 -8 —38 —44
3 -6 —1 5 1 5
6 —9 12 57 66
0 2 -5 —16 —19
5 0 —10 17 64 7
10 -2 —80 —95
0 —8 —16 —24

Die Elemente der mit £ bezeichneten Zeilen sowie die der letzten Zeile stellen die
Koeffizienten b;; bzw. Absolutglieder b; des gestaffelten Systems dar.
Verallgemeinert ergibt sich das Rechenschema

Ty Qg iy - Gip o

A 0y O3 ... Oy ] o+ Xop = Xs;
B Gy Gy Gy .. gy @ L1
Ca1 Qg Gy Gy ... Upy L 82
Ca1 Ay Qg Qg ... Qg a3 83
Cq G Qg Qg ... gy ay 8
Cn1 Any Gpp  Opg ... Gpp @p S
’ ’ ’ ’ ’
E 0 a3, Qg ... Gy a; 85
/ / ’ 4 /
Csa 0 ag aj ... ag a3 8
’ ’ ’
Caz 0 G4z Oqg -+ Qg ay 8
’ ’ ’ ’ ’
Cng 0 @z Gyg «oe Gy an Sn
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(Fortsetzung)
(@) (@ig) (@ig) .- (@a) | (@)
E 0 0 aff .. ajp ay’ 8y’
Cyy 0 0 alf .. af [ A A
G 0 0 alf.all ay/ 8/
BEISPIEL
1. Die Lo des Gleich ystems
: 2+ y+ 2+ u= 17
z+4+2y+32— u= 6
20 —3y—2z2+4u= 7
3z— y+ 2+ 2u=10
ist zu bestimmen.
Losung:
L5 @iz Qig @iy a;
7 —1 3 6 30 45
E 1 1 1 1 7 11
—1 1 2 3 -1 6 11
—1 -1 -1 -1 -7 —11
—2 2 -3 _2 4 7 8
-2 -2 -2 -2 —14 —22
-3 3 —1 1 2 10 15
—3 —3 -3 —3 —-21 —33
E 0 2 —2 —1 0
5 0 -5 —4 2 —9 —14
3 10 —10 -5 0
4 0 - —2 —1 —11 —18
4 8 -8 —4 0
E 0 6 —8 —12 —14
-1 0 6 -9 —15 —18
—6 8 12 14
0 —1 —3 —4
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Das gestaffelte System

ergibt nacheinander

Die Summenprobe

zeigt keinen Widerspruch.

Losungsmenge: {(1; 1; 2; 3)}.

z2+y+ z+ u= 7
y+2z2—2u=—1
6z —8u=—12
g )

u=3; z2=2; y=1; z=1

7-1—-1-14+3.24+6-3=30

Insbesondere bei nicht ganzzahligen Koeffizienten fithrt dieses Losungsverfahren
unter Verwendung des Rechenstabes verhéltnismaBig schnell zum Ziel. Die Multi-

plikationen der Elemente der Eliminationszeile mit den Faktoren ¢;; kénnen mit fest

eingestelltem Rechenstab durchgefiihrt werden. Um zu erreichen, daBl die |c;| < 1
und so die Abrundungsfehler méglichst klein werden, ist jeweils die Zeile mit groBtem
Anfangselement als Eliminationszeile anzusetzen.

BEISPIEL
2. Das Gleichungssystem

3,252 — 0,93y + 2,412 — 1,40u =
2,91z + 1,98y — 0,43z + 1,01u =
1,382 + 3,41y + 1,06z + 7,00u =
—3,12x — 2,54y + 1,07z — 2,14u = —5,17

ist mit Hilfe des Rechenstabes zu losen.

4,13
3,08
7,48

Losung:
iy @iz Qg @ig %
4,42 1,92 4,11 4,47 9,52 24,44 Abw.
E 3,25 —0,93 241  —140 4,13 7,46
_ 20 2,91 1,98 —0,43 1,01 3,08 8,55
3,25 —291 083 —216 125 —3,70 —6,68 —0,01
_ 1,38 1,38 3,41 1,06 7,00 7,48 20,33
3,25 —1,38 0,39 —102 0,59 —1,75 —3,17
3,12 —3,12 —254 1,07 —2,14 —5,17 —11,90
3,25 3,12 —089 231 —134 3,96 7,16
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(Fortsetzung)
(a3) (@) (ai3) (a3q) (a;) |
_ 281 0 2,81 —2,59 2,26 —0,62 1,87 —0,01
3,80 —281 —0,03 --561 —4,23 —12,69 +0,01
E 0 3,80 0,04 7,59 5,73 17,16
343 0 —3.43 3,38 —348 —1,21 —4,74
3,80 3,43 0,04 6,85 5,16 15,49 —0,01
2,62 0 —2,62 —335 —4,85 —10,82
3,42 2,62 2,58 3,03 8,24 —0,01
0 3,42 3.37 3,95 10,75 —0,01
0 —0,77 —1,82 2,58 -+0,01
Die aus den g-Werten gebildete Kontrollgleichung und das ffelte System sind demnach

K:442x 4 1,92y + 4,11z + 447Tu = 9,52
3,25z — 0,93y + 2,41z — 1,40u 4,13
3,80y + 0,04z + 7,59u = 5,73

3,42z +33Tu= 3,95

—0,77u = —1,82

Die letzte Gleichung des gestaffelten Systems ergibt

_Le

— L8 _ ;3.
“=om

ZweckmiBig wird jetzt moglichst die Rech beinstell

fost:

halten, damit ichst die

in die einzelnen Gleichungen (einschl. Kontrollgleich

d

Werte 3,37u,

7,59u, —1,40u und 4,47« abgelesen werden konnen. Diese Werte sind an den entsprechenden

Stellen des Systems einzusetzen:

K: —— 4+ —— —— 41041 =952
3,252 - —— —331=413
3,80y —— 417,94=5,73

3,42z 4+ 7,97 = 3,95.

b die fiir die

Nach Berechnung des z werden wieder moglichst mit feststehend
d Cleich b

Vielfachen von z ab

und ei

nacheinander

z=—1,17; y = —3,20; x = 2,24,

So ergeben sich
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withrend die Kontrollgleichung zur identischen Gleichung
9,92 — 6,14 — 4,83 + 10,57 = 9,52
wird.

Losungsmenge: {(2.24; —3,20; —1,17; 2,36)}.

Aus dem Gaussschen Algorithmus ergibt sich eine Moglichkeit zur Berechnung n-reihi-
ger Determinanten. Die Koeffizientendeterminante des gegebenen und des gestaffel-
ten Gleichungssystems stimmen wertmaBig iiberein, wurden doch die Umwandlungen
mit Hilfe von Linearkombinationen der Zeilen vorgenommen. Dabei aber andert sich
auf Grund der Determinantengesetze der Wert nicht. Es ist also

[“ualzn-am} | byybig ... byn
D gy gy -.. Qgp | 0 by ... bys
Ay Qng - -« Qun 00 ban

Aus der rechts stehenden Determinante ergibt sich der Wert
D = byybyy ... by

als Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen, wie leicht einzusehen ist, wenn sie
nach der ersten Spalte, die dabei entstehende (n — 1)-reihige Unterdeterminante
wiederum nach der ersten Spalte usw. entwickelt wird.

Da bei einem linear unabhingigen Gleichungssystem stets D == 0 ist, miissen alle
b;i == 0 sein. Daraus kann gefolgert werden, daf} grundsitzlich jedes derartige
Gleichungssystem auf die gestaffelte Form gebracht werden kann. Eventuell macht
sich dabei eine Umnumerierung der Gleichungen bzw. Variablen erforderlich. Iden-
tisch mit der Umnumerierung der Gleichungen ist die Wahl einer anderen als der
jeweils ersten Gleichung als Eliminationsgleichung.

16.2. Linear abhiingige Gleichungssysteme

Wurden bisher Systeme mit voneinander linear unabhingigen Gleichungen, also mit
eindeutiger Losung, behandelt, so soll jetzt untersucht werden, wie sich der Gauss-
sche Algorithmus bei linear abhingigen Gleichungssystemen gestaltet. Da in diesem
Fall D = 0 ist, werden nicht alle b;, == 0 sein.

Zunichst sollen entsprechende Beispiele behandelt werden.

BEISPIEL

L | 24 2y—2+ Bu= 6
2y+z2+ 2u= 2

2z + 10y + z -+ 12u = 18

z+ 6y+z+ Tu=10




16.2. Linear abhiingige Gleich

179

Losung:
Ay g @iy @q e
4 20 2 24 36 86
1 2 —1 3 6 11
0 0 2 1 2 2 7
0 0 0 0 0 0
-2 2 10 1 12 18 43
-2 —4 2 —6 —12 —22
-1 1 6 1 7 10 25
—1 -2 1 —3 —6 —11
0 2 1 2 2 7
-3 0 6 3 6 6 21
—6 -3 —6 —6 —21
—2 0 4 2 4 4 14
—4 —2 —4 —4 —14
0 (1] 0 0 0
0 ) 0 0 0
Das zugehorige gestaffelte System umfaBt nur die beiden Gleichungen
z4+2y—2+3u=6
2y+z2+2u=2|.
Das gegebene Gleichungssystem hat den Rang r = 2. Die Koeffizienten und Ab d

der beiden anderen Gleichungen verschwinden infolge ihrer linearen Abhiingigkeit von den
beiden ersten Gleict Werden beispielsweise z und « als freie Variable betrachtet und

auf die rechten Seiten gebracht
x+2y=6+2—3u
2y=2—2—2u

s
80 ist

z:4+2:—u; y:l—é-u.
ZweckmiBigerweise kénnen noch zwei Parameter in der Form
z
H=— und {L=u
1 2 5 2
eingefiihrt werden.

Lésu.ugsmenge:{(4+2z—u; l—%ﬁu; z; u)Iz,uER}=

=4 +4 —ty; L—t,—ty; 24; 8|t theR).
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Auch bei einem Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Variablen mu8, allein
schon durch die geringere Anzahl der Gleichungen bedingt, die Umwandlung in die
Dreiecksform eher abbrechen. Lineare Abhingigkeiten zwischen den Gleichungen
vermindern zusitzlich die Anzahl der Eliminationsstufen.

BEISPIEL
2. 20 —4y+32— u= 2
z—2y—22+3u= 15
3z —6y+8z—bu=—11
Losung:
@iy g Qi3 Qi L
6 —12 9 -3 6 6
—2 2 —4 3 —q 2 2
-2 4 4 —6 —30 —30
1 -2 -2 3 15 15
—3 3 —6 8 —5 —11 —11
—3 6 6 -9 —45 —45
ol 0 0 7 -7 —28 —28
2 =7 7 28 28-
E 0 0 14 —14 —56 —56
0 0 0 0

Somit liegt das gestaffelte System
z—2y— 2z+4+ 3u= 15
14z — 14u = —56

114

mit dem Rang r = 2 vor. Als freie Variable miissen = oder y und z oder u verwendet wer-
den. Aus

x—22= 1542y — 3u

z=— 4 + =
folgt dann

z="1T+ 2y —u; z=—4+4u
Losungsmenge: {(7 + 28, — by; 43 —4 + by &) | 4y, & € R}

Weiterhin sei an einem Beispiel demonstriert, wie der Gausssche Algorithmus auf
ein lineares System mit einander widersprechenden Gleichungen reagiert.
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BEISPIEL
3. 22 —3y+42=19
4z — 4y 4 32 =22
6z — Ty + 7z =10
Lésung:
@iy Qig Qs @;
12 —14 14 51 63
E 2 -3 4 19 22
-2 4 —4 3 22 25
—4 6 -8 —38 —44
-3 6 -1 7 10 16
—6 9 —12 —a7 —66
E 0 2 -5 —16 —19
=il 0 2 -5 —47 —50
-2 Bl 16 19
0 0 —31 —31

Die aus der letzten Zeile entstehende Gleichung

0.-2=—-31
ist fiir keinen Wert z erfiillbar. Das Gleichungssystem ist widersprechend, die Losungsmenge
leer.
16.3. Zusammenfassende Betrachtung des GauBschen Algorithmus

Allgemein 148t sich das zu einem linearen Gleichungssystem mit m Gleichungen und »

Variablen gehérige Koeffizientenschema

@y Gz e Gy . QG O

Ay Qgp ... Qgr ... Gn Qg
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durch entsprechende Eliminationen in die gestaffelte Form

by bz ..o by .o bin By
bog ... by ... boy by

brr oo b by
0 0 by
0 by

tberfithren. Der Rang r kennzeichnet die Anzahl der voneinander linear unabhingigen
Gleichungen, kann also nicht groBer als die kleinere der beiden Zahlen m und n sein
[r < min(m, n)].

Fall 1: Haben nicht alle b; € {br41;... ; bn} den Wert Null, so ist das Gleichungs-
system nicht erfiillbar, die Losungsmenge leer.

Fall 2: Ist by = -+ = by, = 0, so ist das Gleichungssystem grundsitzlich lésbar.

Unterfall 1: Fir r < min(m,n) und im Fall m < » auch fiir r = m ergibt sich ein
aus r linearen Gleichungen bestehendes System mit » Variablen, in dem n — r freie
Variable (Parameter) auftreten. Die diese Variablen enthaltenden Glieder werden
auf die rechten Seiten gebracht, wobei zu beachten ist, daB alle die x; als freie Variable
angesetzt werden miissen, die nicht in der Hauptdiagonalen auftreten, deren b;; also
den Wert Null hat. Das so erhaltene gestaffelte Gleichungssystem

b1a%y + bia%y + o+ by @ = by — by @ — oo — bipy
boa@y + +++ + bar@r = by — bgri1 sy — oo+ — bag®y
by = by — by 1@ — o+ — byay
kann nun nach z,, ..., z, gelost werden. Infolge des Auftretens freier Variabler um-
faBt die Losungsmenge unbegrenzt viele Elemente.
Unferfall 2: Bei r =n < m liegt ein eindeutig losbares Gleichungssystem

by @y + byay + o+ + biaty = by
byoty + +++ + bop@a = by

Dpny = by
vor.
AUFGABEN
Die Lo der nachfolgenden Gleichungssy sind zu by
218. |z 4+y=28 214. |y+z=a 275. |2 4y=a+b
z+42z=30 z4+az=0b z+z=a+c¢

y+z2=32 z4+y=c y+z=b+c
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276. z24+y—2=117 2717 | 22 —3y+ z= 12
r—y+2=13 —x+ 5y —22=—11
—z+yt+z= 17 3x—8y+5z= 39
218. |24+ y+ 2= 9 29. | 24 y+ z= 3
x4+ 2y +4z=15 2z + 4y + 8z=13
z+3y+92=23 3z 4+ 9y + 272 =34
280. | 52— y+3z=a 281 | —4z+3y—22= 8
3x+b6y— z=0b S5x+ 4y —6z2= —8
—z+3y+5z2=c¢ —3z+2y+4z= 19
282. | 0,22 + 0,3y + 0,4z = 29 | 283. | 3z + 2y + 3z = 110
0,3x+0,4y+0,5z=38‘ bx+ y—4dz= 0
0,4z + 0,5y + 0,7z = 51 20 —3y+ z= 0
284, z+ 2y—07z=21 285. 32 4 5y — 2z =
3+ 02y — 2z=24 T —4y +32=0
{09z + Ty— 2:=27 —2x4+3y— z2=0
286. 3z —4y+ 2z=0 287. 6x — 4y+ 82=0
—3r+6y—2z2=0 —9z + 6y —122=0
6r—2y— 2=0 150 — 10y + 20z =0
288. 6z 4+ 5y —32=0 289. |2 —y=0
22+ 3y-— z=0 x+2=0
—dz— y+22=0 y+2z2=0
290. | 11,32 + 8,9y + 5,4z = 80,13 291, | 322 — 4,1y + 532 = 490
8,4x —- 2,8y + 10,3z = 3,36 5,1x + 3,2y — 2,92 = 11,07
5,52 + 9,7y — 8,4z = 91,89 212 + 1,5y + 3,1z = 11,83
292. | 2,8z + 34y + 1,22 = 14 203. | 52— 3y — 3z+13=0
51 —22y+332= 176 3z —5y+1z+11=0
6,52 — 0,5y + 3,92z = 24,2 r— y+ z+ 3=0
294. | 4,13z + 3,72y + 583z = — 0,10 295. | 5362 — 0,93y + 4,722 = 14,68 |
3,262 — 4,11y + 6,292 = —17,73 4,72z + 1,13y — 0,84z = 14,20
| 1,142 + 2,18y — 4,152 = 19,01 1,172 + 2,14y + 1,112 = 23,91
296). | 9z + 3y — 2z 6u= 63 297. | 3x — 5y + 4z —3u= —25

3z — 2y 442 —2u=—12
6z +2:24+ u= 19
z+2y—224+3u= 23

2z —3z24+2u=—1,7
3z + 2y +4u= 148
bz — 2y + 3z —3u= 4
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298. | 14,3z + 5,9y + 2,72z — 3,1u = 39,09 299. | 4z, + 22, + 223 — 22, — 14 =0
12,1z — 8,3y — 9,72 + 6,6u = 16,28 &y + @+ 4xy — 42, —10=0
8,3z + 5,2y + 3,92 — 10,2u = 12,19 @ — 2, +3x3— x3— T=0
24z + 4,4y + 6,5z + 3,3u = 26,19 2z, — 2w, + 42, + 82, — 25 =0
300. T+ Tyt 2y — 2y — ;= 6
Tt Tt By — = 4
Ty — X+ Xy + 2t 2= 8

T — Ty — 2yt T+ 2= 2
— ) + Ty — 3 + Ty — x5 = 10

301 | —2M;, —2M,+ M,+3M,+ M,—=3

M, M, —2M,+ M,+3M,=4
SM,+ M,—2M,—2M,+ M,=2
M, +3M,+ M,—2M,—2M,=1

—oM,+ M,+3M,+ M,—2M,=5

302. 28,3z — 19,2y + 34,2z — 11,3u = 7,30
—19,4z + 15,1y — 22,1z + 29,6u = 47,24
14,6 + 11,3y + 9,6z + 10,4u = 78,06
15,22 — 21,4y + 14,3z + 15,2u = 18,01

303. | 6 4 5 304. | 4 3 305.
—+—+—=4 ———=1
z y z z y
3 8 5 2 3
St —4 S+t —a
z Y z _ £ z
9 12 10 Jlfb 3 1
=== ———=0
z y z y z
306. | 3 1 5 307. 1 1 1
—t——— =0 | —=——— = —3 :l
z K z x Yy z z - 5
5 2 1 =10 l+l = 1§ 2z 1
}_y z Tz Y z x+z_—6-
1 1 1
4.5 14 LR N v _ 1L
x Yy z z Yy z y+z 7

309. Drei Zahnriider eines Getriebes haben zusammen 80 Zihne. Bei 10 Umdrehungen des ersten
Rades drehen sich das zweite 18- und das dritte 45mal. Wieviel Zéahne hat jedes Rad?

}10. _Ein Schnellzug benétigt auf einer bestimmten Strecke 2!/, Stunden weniger Fahrzeit als ein
Personenzug, da er stiindlich 25 km mehr als dieser zu.ruuklegb Ein Giiterzug, dessen
Geschwindigkeit um 15 km/h geringer ist als die des Per otigt fiir die S

31/, Stunden mehr als der Personenzug. Wie lang ist die Strecke, und mit welchen Geschwin-
digkeiten fahren die drei Ziige?

'
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3t Von drei Pumpen hebt die zweite 3 m® Wasser mehr, aber 4 m weniger hoch als die erste.
Die dritte Pumpe hebt in der gleichen Zeit 2 m® Wasser weniger, aber 6 m héher als die erste.
Welche Wassermengen bis zu welcher Hohe hebt jede Pumpe, wenn sie alle gleiche Leistun-
gen haben?

312. Drei Behilter enthalt, 270 hl Fliissigkeit. Fiillt man den Inhalt des ersten
Behilters in den zweiten um, so bleiben im ersten 2/, zuriick. Fiillt man den Inhalt der zwei
letzten Behilter in den ersten um, so fehlen noch 10 hl, um den ersten vollstindig zu fiillen.
Wieviel Hektoliter faBt jeder Behilter?

313. Stellt man in einer dreistelligen Zahl mit der Quersumme 9 die dritte Ziffer an den Anfang, so
nimmt die Zahl um 135 zu. Addiert man dagegen zur dritten Ziffer 3, so erhilt man den
fiinften Teil der aus den ersten beiden Ziffern bestehenden Zahl. Wie heiBt die Zahl?

17. Quadratische Gleichungen

Nachdem in 11. der Kérper der komplexen Zahlen eingefithrt wurde, kann die bereits
im ,,Lehrgang der Elementarmathematik‘‘ begonnene Behandlung der quadratischen
Gleichungen weitergefiihrt werden. Konnten dort nur die Gleichungen gelést werden,
deren Losungsmengen sich als Untermengen des Kérpers der reellen Zahlen erwiesen,
so soll jetzt die gesamte Menge der komplexen Zahlen zur Verfiigung stehen.

17.1. Reinquadratische Gleichung
Wurde im o. a. Lehrbuch zur Lésbarkeit von
A2 +C=0 (40)

im Bereich der reellen Zahlen C als nicht positiv vorausgesetzt, so soll diese Bedingung
jetzt aufgehoben sein. C' sei also irgendeine beliebige reelle Zahl. Wird die Gleichung
durch A dividiert, so nimmt sie die Form

a?4g=0

an, worin C/4 = g wiederum eine beliebige reelle Zahl darstellt. Je nach der Be-
schaffenheit des absoluten Gliedes ¢ bestehen folgende Moglichkeiten :

a)g=0
Essei ¢ = —a(a = 0) gesetzt. Nach dem dritten binomischen Gesetz kann in diesem
Fall die linke Seite von

2 —a=0
als Produkt zweier Linearfaktoren dargestellt werden:
(& — Ya) (z + Ya) = 0.

Da ein Produkt nur Null sein kann, wenn mindestens einer der beiden Faktoren den
Wert Null annimmt, und da beide Faktoren die Variable enthalten, kann die Glei-
chung in die beiden linearen Gleichungen

x—VE:O und z+}/(;=0
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mit den Losungsmengen

{a|o—Ya =0} ={Ja} uwd {o|ec+ya =0} ={ya)

zerlegt werden. Thre Vereinigur ge stellt die Losung; 1ge der quadratischen
Gleichung dar:

{ziz”—u:()/\ago}:{xlz]/a_;xzz —]/E}.

Die Gleichung hat, wie bereits bekannt, zwei sich nur im Vorzeichen unterscheidende
Wurzeln. Ist @ = 0, so wird z; = 2, = 0 als reelle Doppelwurzel bezeichnet.

b)g>0
Essei ¢ =a (a> 0) gesetzt. Auf

a?+a=0
kann nun zunéchst nicht, wie zuvor, das dritte binomische Gesetz angewendet wer-
den. Wird die Gleichung unter Verwendung der Definition j? = —1 der imaginéren
Einheit in der Form

@ —a-f=0 (*=—1)

dargestellt, so 1Bt sich die linke Seite in ein Produkt zerlegen:

(& —iya) (= +iya) =0,
wobei infolge @ > 0 die Wurzel sinnvoll ist. Die Vereinigung der Losungsmengen
{x|z—jﬁ=0} und {z\x—}-j]/;:O}
={ive} ={-iVa}

der beiden linearen Gleichungen ergibt dann wieder die Losungsmenge der quadra-
tischen Gleichung

@lat+a=0Aa>0={z,=jYa;z=—jYa}.
Die Gleichung hat zwei imaginire Wurzeln @, und =,, die sich nur im Vorzeichen
unterscheiden.
Die Probe, das Belegen der Variablen mit den ermittelten Werten
224+ a=0 2+a=0

(iVe)+a=0 (=iya) +a=0
e
j2ra+a=0
0=0
verwandelt die Aussageform in eine wahre Aussage und bestétigt die Richtigkeit
der gefundenen Lésungsmenge.
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Satz

Eine reinquadratische Gleichung 22 4 ¢ = 0 besitzt die beiden sich nur im Vor-
zeichen unterscheidenden Wurzeln

l;f{ﬂ_q’ ——g s (26)

+jVg, wenn ¢ >0

BEISPIEL
1. {a|a?+ 16 = 0}

Losung: Zur praktischen Losung wird das absolute Glied auf die rechte Seite gebracht

2= —16
@p =+ V16 = L4j.

Losungsmenge: {4j; —4j}.
Treten als Koeffizienten allgemeine Zahlensymbole auf, so machen sich, je nach den
zwischen ihnen méglichen Relationen, Fallunterscheidungen notwendig.
BEISPIEL
2. (x|az* —b=ca*+d Aa,b,c,d>0}

Loésung: (@ —c¢)a® — (b +d) =0

Fall a > c:

b+d
1);2=:|:Va_c
1

’ 1
Losungsmenge: {%c Vo + d) (@ — €); —— Vo +ad)(a — c)ll.

a —c

Fall a <ec:

q/b+d
x“’=i]1/c—a

Losungsmenge: {;a Vo +d)(c — a); —c—_jTl Vb +d) (c — a)}.

c—

17.2. Gemischtquadratische Gleich ohne Absolutglied

4

Diese Gleichung konnte bereits im Korper der reellen Zahlen in jedem Fall gelost
werden, so daB sich hier keine Erweiterungen ergeben.
17.3. Gemischtquadratische Gleichung

Die bei der Losung der reinquadratischen Gleichung gewornenen Ergebnisse lassen
sich auf die gemischtquadratische Gleichung

2+ pr+g=0
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iibertragen, wenn sie mit Hilfe der quadratischen Erginzung zundchst auf die Form

p\? V] _
(e 8) o= (&)] -
gebracht wird. Einander entsprechende Terme sind dann

reinquadr. GI. | gemischtquadr. Gl.

z 1+%
pz
q q—<§)
pz
EO (3) -

Formel (26) nimmt damit die Gestalt
P 2
£ Y(5) -
: p\?
Ni=E
an. Wird noch der Term p/2 auf die rechte Seite gebracht, so miiten demnach

P AN 2\ _
_Eil/(_f) g, wenn (5) =0,

Prp = —

P, . »\? p\?
—Eiqu—(E),wenn (5) —g¢<o,

die Wurzeln der gemischtquadratischen Gleichung sein. Bei der Belegung der Varia-

blen mit diesen Werten miiite also 22+ px + ¢ =0 oder die dazu identische
2 2

Gleichung (z + %) +q— (3) = 0 in eine wahre Aussage iibergehen. Nachweis

2
2
fir (%) —g<0:

T30 + g =

o] o]0 oo
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q

Satz
Die gemischtquadratische Gleichung

2+ pr4qg=0

besitzt stets die zwei Wurzeln

(27)

die im Fall
P 2

a) (?) — ¢ > 0 voneinander verschieden und reell
P 2

b) (E) — ¢ = 0 einander gleich (reell)

2
c) (g) — g < 0 konjugiert komplex

sind.

Der Term (p/2)? — gq heilt Diskriminante der Gleichung.
Die bereits im ,,Lehrgang der Elementarmathematik** fiir reelle Wurzeln aufgestellten
‘Waurzelsitze von Viera

 + 2= —p
Zy Xy =4q

gelten in gleicher Form auch fiir komplexe Wurzeln. Es ist

xl+x2=,%+j]/@7+(_%_j]/q__(§)’)=_p
-2~ -3 e

Somit besteht auch fiir komplexe Wurzeln z; und z, der Gleichung #® + pz + ¢ =0
die Identitat

und

2+ prt+g=(x—z)@—z).
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BEISPIEL
1. {r|2?—4x+ 13 =0}
Lésung: U hung der Diskrimi :(%)z—q=4—13=-9<0
Anwendung der prechenden Lo formel :
Ty =—2+j19=—243j.

Losungsmenge: {—2 + 3j; —2 — 3j}.

Sollte die Uberpriifung der Diskriminante unterblieben und eventuell die nur fiir reelle Wur-
zeln geltende Losungsformel verwendet sein, so ist spiitestens an der Stelle im Losungsgang
die Korrektur vorzunehmen, bei der ein nicht zulissiger negativer Radikand auftritt. Im
angefiihrten Beispiel miiBte dann

Typ=—247-9
durch
T =—2+i19

ersetzt werden, was aber nicht etwa heiBt, daB8 aus einer negativen Zahl eine Wurzel gezogen
wurde,

Bei Anwendungsaufgaben weist meist das Auftreten komplexer Wurzeln, oft auch
das negativer Wurzeln, auf die Nichtlésbarkeit des Problems hin. Insbesondere in der
héheren Mathematik aber kommt den komplexen Wurzeln auch bei den Anwendungen
auBerordentliche Bedeutung zu.

BEISPIEL

2. Ein Rechteck mit den Seitenlingen a = 4 cm
und b = 5cm ist in ein inhaltsgleiches Recht-
eck mit dem Umfang U = 16 cm zu ver- 4
wandeln.

Lésung: Die eine Seite des gesuchten Recht-
ecks sei z cm, die andere dann entsprechend
(8 — ) em lang (Bild 31). Bild 31

|
|
s

Aus der geforderten Inhaltsgleichheit folgt

z(8 — ) = 20.
Die gestellte Aufgabe 1iBt den Variablenbereich (0; E = B) zu. Die Diskriminante der
quadratischen Gleichung 2

2*—8xr+20=0

ist negativ. Die Wurzeln der Gleichung sind komplex. Fiir den zuldssigen Variablenbereich
ist die Lo leer, das lite Problem ist nicht losbar.
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17.4. Geometrische Bedeutung der Diskriminante.
Diskussion der quadratischen Gleichung

Wie bereits im ,,Lehrgang der Elementarmathematik* festgestellt wurde, ergibt
sich nach der Umwandlung der Funktionsgleichung

y=a*+px+q
mittels quadratischer Erginzung in
y=(—x)+y,

die Moglichkeit, die Koordinaten z, und y, des Scheitelpunktes .S der zugehérigen
Normalparabel abzulesen (Bild 32). Aus

5[

folgt demnach

n

Bild 32 Bild 33

Der Scheitelpunkt liegt

a) unterhalb

—
SR
Sl S
~ ~
| |
= _
Il Vv
(=] (=]

b) auf der z-Achse, wenn

¢) oberhalb

—_—

ro|r3
~—
3
|
_
A
S

ist (Bild 33).
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Somit bestimmt also das Vorzeichen des Terms (p/2)? — g, der als Diskriminante der
quadratischen Gleichung 2% + px + ¢ = 0 eingefithrt wurde, auf welcher Seite der
«-Achse der Scheitel der Parabel zu finden ist.

Im Fall a) schneiden sich Kurve und «-Achse in den zwei Punkten, deren Abszissen
2, und x, mit den Wurzeln der quadratischen Gleichung identisch sind. Die quadra-
tische Gleichung hat zwei reelle Wurzeln.

Wird durch VergroBern des ¢ die Kurve in Richtung der positiven y-Achse verscho-
ben, so werden sich die beiden Schnittpunkte einander nihern, um im Fall b) als
Berithrungspunkt zusammenzufallen. Die quadratische Gleichung weist dann die
Doppelwurzel @, = 2, = — p/2 auf.

Nach einer weiteren VergroBerung des g werden sich im Fall ¢) Kurve und «-Achse nicht
mehr schneiden. Die Losungsmenge der quadratischen Gleichung besteht aus zwei
komplexen Zahlen.

17.5. Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren lassen

Verschiedene Gleichungen lassen sich durch Umformen bzw. Einfithren einer neuen
Variablen auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren. Wie schon bei den linearen
Gleichungen ist die Aquivalenz der neu entstehenden Gleichung zu iiberpriifen. Ent-
weder wird diese Untersuchung beim Umwandeln der Gleichung durchgefiihrt:
Feststellung des Definitionsbereichs, oder am SchluB des Losungsvorganges: Ein-
setzprobe.
BEISPIELE
1. (x|l + 2Vz —15 =0}

Losung:

Definitionsbereich: [0; + o0),

neue Variable: z = }/z 5

quadratische Gleichung: %2 4+ 2u —15=0 u € [0; + o0)
U= —1+44 u =3, (4= —>5 entfillt).
Losungsmenge: {9).
Werden zunichst u; = 3 und u, = —5, also , = 9 und z, = 25 in die Losungsmenge auf-
genommen, so fithrt z, bei der Probe auf die falsche Aussage
2542125 — 15 =0,
so daB x, keine Wurzel der Ausgangsgleichung darstellt.
. {x |2t + 522 — 36 = 0}

Loésung:
Definitionsbereich: C,
neue Variable: u = 2?2,
quadratische Gleichung: %2+ 5u — 36 =0 ue K

Ua=—"5 £ uy =4, Uy = —9.

o
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Wird z wieder eingefiihrt, so ergeben sich die beiden reinquad hen Gleichung
2t =4 2t=—9
7 =2, 2,=-2, 23 =3j, x=—3j.

Losungsmenge: {2; —2;

3j}.

Die bereits schon einmal im ,,Lehrgang der Elementarmathematik behandelten

Wourzelgleichungen kénnen eventuell auch auf quadratische Gleichungen fithren.

BEISPIELE
3. {z|3z—8—4Y4z +1=0}

Lésung: Der Definitionsbereich laBt sich als Durchsct

ge der Lo der
beiden Ungleichungen

3z —8=0 (weil Wurzelterm nicht negativ sein kann)

4z + 1= 0 (weil Radikand nicht negativ sein darf)
bestimmen:

2 € [8/3; +00).
‘Whurzel isolieren:

3z —8 =44z +1,

beiderseits quadrieren: 922 — 48z .+ 64 = 16(42 + 1)

el
B,
w9 T
2, =12, (v, = 4/9 entfillt).
Die bei Wurzelgleict bedingt erforderliche Probe fiihrt fiir z, = 12 auf eine wahre

Aussage.

Losungsmenge: {12}.

Zl2=—z+Yz—3=1
Losung: Die beiden Wurzelterme schrinken im einzelnen die Variable x auf die Bereiche
(—o0;2] bzw. [3; +c0)

ein. Die Durchschnittsmenge dieser beiden Bereich
leer. Somit muB auch die Lésungsmenge leer sein.

der Definitionsbereich der Gleich

g ist
Losungsmenge: g .

Der Leser untetsuche selbst welche Losungsmenge in diesem Fall die durch Quadrieren ent-
he Gleich aufweist und begriinde, weshalb sie nicht Losungsmenge der

Wurzelglelchung sein kann.

Bei komplizierteren Wurzelgleichungen 148t sich der Definitionsbereich der Glei-
chung nur sehr miihselig feststellen. Man wird' dann darauf verzichten, muf aber
alle gefundenen Wurzeln der quadratischen Gleichung der Probe an der Ausgangs-

gleichung unterziehen.
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AUFGABEN
Es sind die Lé: der folgenden Gleichungen zu b
Rei dratische Gleichung
314. 22 — 144 =0 315. 2% — 256 =0
316. 224 9=0 317. 322 — 27 =0
318. 222 — 40 =0 319. 22 — 24 = —6
320. 522 + 10 = 34 321. 202+ 25=0
322. ax® +b=0 (a-b>0) 323. ax® +b=0 (a-b<0)
320 2 0o 325 % By
a—b z+a z—a
326.i+i=i+ilf 327. % a2 = a% + 2a2b + ab
3 a ab® & b
Gemischtquadratische Gleich
328. 2242 —12=0 329. 22 —Tx +10=0
330. 2* + & — 90 =0 331. 22 — 62+ 13 =0
332. 22 —22+2=0 333. 2 — 0,3z + 0,02 =
334. 2 4+ 3,6z + 765 =0 335. 2% + 4,7Tx + 11,2825 = 0
336. 42> — 42 —3 =10 337. 82 —6x +1=0
338. 222 + 424+ 5=10 339. 322 — 222+ 35=0
340. 22% — 34,60 + 129,40 = 0 341. 1022 — 18,22 + 16,202 = 0
342. 322 — 84x + 5,88 =0 343. 2% 4 6,51 = 5.2z
344. 2> — (@ — b)x = 2b(a = b) 345. 42 — dax = b2 — a2

346. 2 — (3a — b)x - 2a* — 5ab — 1262 =0 347. a(a — b)a® + b2z = a(a + b)
348. 22 — 2ax 4 a* =a — b (Fallunterscheidung @ > b und a < b)

349. m(m + n) = n(2m — nx)x 350. (@ — x)? + (x — b)2 = a® + b2
2 e =
35l.z+ll=-x+l 352 T 5=5:t 3
z+ 3 x+5 101.—3 6z 41
52—1 3z—1 2 50 —17 14
353, ——— =—42—1 354. —— =21
v T 5 —&l" v taz—3 °
7 5 7T—zx 4z
355. ——— =12 356. S
2z~3+x71 11—2z+3x
357. 1 2 _12—21—1 35&1"’—101--}—1:173
r—2 x— a?—5x+6 2 —6x+ 9
21 10 4 ' (@ — a2+ (x—b)* a4 b?
50, & = ———=0 360, ———— =
a8 x x—2 x—3 (@ —2)*— (x—b)* a*—0b%
Die folgenden Terme sind als Produkte von Linearfaktoren darzustellen:
361. 22 + 22 — 15 362. 2% — 4z
363. 2% — 6z + 25 : 364. 402 + 82— 5
365. 22° — 12x + 18 366. 42 — 4z + 10
367. 2 — az — bz + ab 368. 2® — 2az + a® + b2

369. ax?® + bx + adx + bd
Welche quadratischen Gleichungen (Normalform) weisen die b Lo

auf?
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370.
373.
376.
378.

3

417.

418.

419.

420.

L Vr+ 24120 —d—4 411

Vet 1—V3z14a=3 413,

Ve i3+ 1r 8=t 415
Yz + 3

{3; —2} 371. {0; 5} 372. (—4; —4)

{a; —a} 374. {aj; —aj) 375. {0; 0}

8+ 2§53 — 2} 377 {a(1 + )i a(l — j)}

{a + 2b; 2a + b} 379. {2a + 3bj; 2a — 3bj)

Die Lo der folgenden Gleich die sich auf quadratische Gleichungen zu-
riickfiihren lassen, sind zu bestimmen.

. 2 — 1322 + 36 =0 381 20 — 522+ 4=0
. 2t — 822 =0 383. 2t + 322 —4=0

. (a2 —10) (a2 — 3) = 78 385. 24 + 522 =0 386. 24 — 9 =0
L 2—2Yz—3=0 388. c—8Vx+15=0

Lz +5Ve4+6=0 390. z —J—x +2=0
.z2—6Vz+9=0 392. 2 —5)x=0

.z—~aV;=ab+b” (e, b > 0) 304, )22 +42 —6—2—3—0

x4+ 1— 222+ 052+ 1,5=10 396. x+2— V222 — 2z + 12=0
V2t 6—Yata=2 398. Yz + 56— Y2z + 3= —1
. Yz +5—12 = 400. 12z —1 — Jz —
PBB—z+Vzr—4=3 402. Yz +8— Yz +3—Va=0

. Yz +84+Vz+3—Vz=0 404. Y32+ L+ 2)T2—10="7Yz — 1

. Voz —1— Y8 —2x =}z — 1 406. Ya —z+Vx—b=Ya—b (0<b<a)

Ve —14Vz+8—122+2—Vr+3=0
. V2z —1—Vx+8+12z+2—)x+3=0
L Vzr+1+V3z2—56—Vr—2—¥3z=0

. Nach einer Preissenkung im Einzelhandel zahlte man fiir 60 kg einer Ware 6 Mark mehr als

vorher fiir 45 kg. Wieviel kostete 1 kg vor und nach der Preissenkung, wenn man nach der
Senkung fiir 6 Mark 1 kg mehr erhiilt als vorher ?

Ein Schlosser kauft fiir 3 Mark Schrauben. 8 Wochen zuvor waren sic je Stiick einen Pfennig
teurer, so daf es fiir 3 Mark 10 Stiick weniger gab. Wie groB sind die Anzahl der Schrauben
und der Stiickpreis?

Die Erzeugung von Briketts im Jahr 1950 iibertraf die Erzeugung von 1947 um 219,. Diese
Steigerung soll durch 2 Kreisflichen graphisch dargestellt werden. Um wieviel Prozent
mulB der Radius des die hohere Leistung anzeigenden Kreises groBer genommen werden als
der Radius des Kreises fiir die friihere Erzeugung?

Zwei Elektriker stellen zusammen eine Anlage in 62/, Tagen fertig. Wie lange miiBte jeder
allein an ihr arbeiten, wenn der zweite 3 Tage mehr als der erste benotigt?

Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten sich wie 3:4. Wie groB sind sie, wenn
die Hypotenuse 50 cm lang ist?
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421.

422,

423.

424,

Die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks ist 0,53 m lang. Wie groB sind die Katheten,
wenn ihre Gesamtlinge 0,686 m betrigt?

Der Inhalt eines Dreiecks, das einen rechten Winkel enthilt, betrigt 24 em?. Die beiden
Katheten unterscheiden sich um 2 cin. Wie lang sind sie?

Verlingert man die Seite eines Quadrates um 3 cm und verkiirzt die benachbarte Seite um
ebensoviel, so hat das aus den veriinderten Seiten gebildete Rechteck eine Fliche von 55 cm?.
Wie lang ist die Seite des Quadrates?

In ein Rechteck mit den Seiten 49 cm und 30 cm ist ein zweites Rechteck gezeichnet, dessen
Seiten von denen des ersten Rechtecks gleich weit entfernt sind und dessen Fliche-4/,;mal
so groB ist wie die des ersten Rechtecks. Wie lang sind die Seiten des zweiten Rechtecks?

5425.;\Vird der Durchmesser eines Kreises um 3 em vergroBert, so verdoppelt sich damit der Fli-
—

426.

427,

428.

429.

430.

431.

432.

433.

434.

435.

436.

cheninhalt. Wie groB war der Durchmesser?

Wie groB8 ist die Spannweite eines kreisfsrmigen Briickenbogens mit dem Radius 26 m und
der Pfeilhéhe 1,6 m?

Wie groB sind die Seiten einer rechteckigen Obstanlage einer landwirtschaftlichen G

schaft, die einen Umfang von 430 m und eine Fliche von 1 ha 8 a 81 m? hat?

Von den drei an einer Ecke zusammenstoBenden Kanten eines Quaders, dessen Gesamtober-
fliche 568 cm? betriigt, ist die erste um 4 cm Linger als die zweite und um 4 cm kiirzer als die
dritte. Wie lang sind die Kanten?

Die Oberflichen zweier Kugeln betragen zusammen 15400 cm?. Die Radien unterscheiden
sich um 7 cm. Wie groB sind sie? (Man rechne mit =~ 22/7.)

Ein Maurer hiitte an einer Mauer 9 Tage linger allein gearbeitet als ein anderer. Beide zu-
sammen haben die Mauer in 20 Tagen aufgefiihrt. Wie lange hiitte jeder allein gearbeitet ?
Um einen Behiilter zu fiillen, braucht die eine von zwei Pumpen 24 min mehr als die zweite.
Beide gleichzeitig pumpen den Behiilter in 35 min voll. In welcher Zeit fiillt die erste Pumpe
den Behiilter allcin?

Ein Kessel wird durch 2 Pumpen gefiillt. Arbeiten beide Pumpen zugleich, so dauert die
Fiillung 6 h. Setzt man die Pumpen nacheinander in Betrieb, so daB der Kessel durch jede
Pumpe allein gefiillt wird, so wird er in 25 h zweimal voll. In wieviel Stunden wird er durch
jede Pumpe allein gefiillt?

Durch Verbesserung im Betrieb kann ein Eisenbahnzug jetzt eine um 9 km/h héhere Durch-
schnittsgeschwindigkeit erreichen und erzielt dadurch auf einer Strecke von 180 km Liinge
eine Zeiteinsparung von 60 min. Wieviel Stunden benotigt er fiir die Strecke?

Zum Durchfahren einer 225 km langen Strecke benétigt ein Eilzug 3!/, h weniger als eint
Personenzug. Der Eilzug legt dabei 26,25 km in der Stunde mehr zuriick als der Personenzug.
Wie grof sind Geschwindigkeit und Fahrtdauer beider Ziige?

Ein Fulginger geht mit einer Geschwindigkeit von 5 km/h von 4 nach B. Er wird 1}/, h
nach seinem Aufbruch von einem Radfahrer iiberholt, der 30 min nach dieser Begegnung in
B ankommt, dort sofort wendet und in 4 zu derselben Zeit ankommt, in welcher der Fuf3-
giinger B erreicht. Wie weit sind die Orte 4 und B voneinander entfernt ?

Auf dem einen Schenkel eines rechten Winkels befindet sich im Abstande 11 em vom Schei-
tel ein Punkt P,, auf dem anderen Schenkel ein Punkt P, im Scheitelabstand 3 cm. Beide
Punkte bewegen sich mit gleicher Geschwindigkeit vom Scheitel fort. P, beginnt 6 s spiter als
P, sich in Bewegung zu setzen und hat nach 3 s einen Abstand von 130 cm von P, erreicht.
Wie groB ist die Geschwindigkeit beider Punkte?

437. Auf dem Umfang eines Kreises von 420 m Liinge bewegen sich zwei Korper 4 und B. B

legt in der Minute 25 m mehr zuriick als 4 und braucht daher, um den ganzen Kreis zu um-
laufen, 5 min weniger als 4. Welche Geschwindigkeiten haben 4 und B?
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“#38 Auf den Schenkeln eines Winkels von 60° bewegen sich zwei Punkte 4 und B vom Scheitel

439.

440.

446.
447.
448.

449.
-

454.

fort. Urspriinglich sind 4 und B 2 m bzw. 10 m vom Scheitel entfernt. Wann werden die
beiden Punkte 30 m voneinander entfernt sein, wenn sie 7 m bzw. 5 m in der Sekunde zu-
riicklegen? (Man wende den Cosinussatz an)

Auf einem 225 m langen Wege bewegen sich 2 Korper, gleichzeitig begi d,einander ent-
gegen. Der erste Korper fiihrt eine gleichférmige Bewegung mit einer Geschwindigkeit von
20 m/s aus, der zweite eine gleichmiiBig beschleunigte Bewegung mit der Beschleunigung
10 m/s%. Wann werden sich beide Punkte treffen, und welchen Weg hat dann jeder zuriick-
gelegt?

Ein Elbdampfer, der von Dresden um 9.30 Uhr mit einer Geschwindigkeit von 13,2 km/h
abfihrt, begegnet um 11.18 Uhr einem Dampfer, der Riesa um 8.00 Uhr verlassen hat. Der
stromab fahrende Dampfer kommt 30 min frither in Riesa an als der stromauf fahrende
Dampfer in Dresden. Wie lang ist die Fahrtstrecke?

. Zwei Radfahrer treffen einander nach 42 Sekunden, wenn sie in einer kreisformigen Bahn

von derselben Stelle aus in entgegengesetzter Richtung abfahren. Wieviel Sekunden benotigt
der erste Radfahrer fiir eine Runde, wenn er 13 s mehr braucht als der zweite?

2. Um die Tiefe eines Brunnens zu bestimmen, 1it man einen Stein frei hineinfallen und hort

ihn nach 6 sim Wasser aufschlagen. Wie tief ist der Brunnen? (Schallgeschwindigkeit 333 m/s;
Erdbeschleunigung 9,81 m/s2. Der Luftwid d wird vernachlissi|

gt.)

. Der Achsenschnitt eines Zylinders ist ein Rechteck von 26 cm Umfang. Die Oberfliche des

Zylinders betriigt 138,23 em?. Wie groB ist das Volumen?

. Das Abstecken einer kreisformigen Bordsteinkante einer StadtstraBe soll von der Sehne aus

erfolgen, die einen Mittelpunktabstand von 39 m hat und 71 m linger ist als der Radius.
Wie lang ist die Sehne?

. Einer Kugel von 25 cm Radius soll ein Zylinder einbeschrieben werden, dessen Achsen-

schnitt einen Umfang von 140 cm hat. Wie groB sind die Hohe und der Grundkreisdurch-
messer des Zylinders?

Die Hohe eines Kegels betriigt 12 cm, der Mante] 424,12 cm?. Wie groB sind Oberfliche und
Rauminhalt?

Die Oberfliche eines Kegelstumpfes von 8 cm Mantellinie betrigt 1298 cm?, der Mantel
528 em?. Wie groB sind die Halbmesser?

Eine Hohlkugel aus Stahl (o = 7,85 kg/dm?) von 3 cm Wanddicke hat eine Masse von
39,360 kg. Wie grof3 sind die Durchmesser?

Die Resultierende zweier rechtwinklig aufeinander wirkender Kriifte ist 17 kp. VergroRert
man die'eine Kraft um 1 kp und die andere um 4 kp, so wiichst die Resultierende um 3 kp.
Wie grof3 sind die Kriifte?

- Wird in einem Stromkreis mit 120 V Spannung der Widerstand um 10 Q vergroBert, so

sinkt die Stromstiirke um 1 A. Wie groB sind Stromstiirke und Widerstand?

. Zwei Widerstiinde, die sich um 1 Q unterscheiden, geben bei Parallelschaltung einen Gesamt-

widerstand von 0,375 Q. Wie groB sind die Einzelwiderstinde?

. Die Resultierende zweier rechtwinklig aufeinander wirkender Kriifte, die sich um 6 kp unter-

scheiden, hat die GroBe 30 kp. Wie groB sind die Kriifte?

. Zu einem Draht werden zwei weitere Drihte parallel geschaltet, deren Widerstinde um 4 Q

grofler bzw. 5,6 Q kleiner sind als der Widerstand de¢ ersten Drahtes. Dadurch sinkt der
Gesamtwiderstand auf den fiinften Teil des ersten Drahtes. Welchen Widerstand haben die
einzelnen Driihte?

Zwei Widerstiinde, die sich um 200 Q unterscheiden, haben in Parallelschaltung einen
Gesamtwiderstand von 24 Q. Wie groB sind die Widerstinde?



198 18. Algebraische Gleichungen n-ten Grades

. Der G id d einer Reil halt von zwei Widerstinden betrigt 50 Q, eine
arallelschaltung derselben zwei Widerstiinde 8 Q. Wie groB sind die Einzelwiderstinde?
jSﬁ.)In einem Stromkreis, an dem eine Spannung von 220 V angelegt ist, flieBt bei Parallel-
~=="schaltung zweier Widerstiinde ein Strom-von 4 A und bei Reihenschaltung derselben Wider-
stinde ein Strom von 1 A. Wie gro8 sind die Widerstiinde?

457. In einem rechteckigen Hof mit der Breite 48 m und der Linge 54 m soll ein gleichmafig
breiter Streifen mit quadratischen Fliesen von einer Kantenlinge 30 cm gepflastert werden.
Die freie Fliche innen von einer GroBe von 567 m? soll mit Rasen angesiit werden. Wieviel
Fliesen werden benotigt, und wie breit ist der Streifen?

@ Die Sehne eines Kreises hat den Mittelpunktabstand 9 cm und ist 39 cm linger als der Halb-
messer. Wie grof ist die Sehne?

459. Bei einer Brinellhirtepriifung eines Stahls verwendet man eine Stahlkugel von 10 mm Durch-
messer und erhilt nach der Priifung, bei der die Stahlkugel auf die Oberfliiche des zu prii-
fenden Werkstiickes gedriickt wird, einen Kugeleindruck, dessen Durchmesser (auf der
ebenen Oberfliiche des Werkstiickes gemessen) 5 mm ist. Wie tief ist die Kugel in das Werk-
stiick eingedrungen?

18. Algebraische Gleichungen n-ten Grades

Die bisher behandelten linearen und quadratischen Gleichungen mit einer Variablen
sind Sonderfille der allgemeinen Gleichung n-ten Grades (vgl. 11.8.)

A+ Gy @ ot 032+ @7+ G =0 a0,

in der die a; beliebige reelle Koeffizienten darstellen und » € N ist. Der gréBte aut-
tretende Exponent n bestimmt den Grad der Gleichung.
Wie im Abschnitt 1.3.3. des Bandes ,,Analysis“ dargelegt, stellt die Funktionsgleichung

Y= @y + Uy @1 A e @y + a7 + 4

die analytische Form der ganzen rationalen Funktion n-ten Grades dar.
An dem in beiden Fillen auftretenden Term

gn(@) = ap@" 4 ag @t o+ e+ @p2® + 4,7 + aq,

allgemein Polynom n-ten Grades genannt, sollen im folgenden einige Untersuchungen
vorgenommen werden, die als Ergebnis praktische Verfahren zur Berechnung der-
artiger Polynome zeitigen werden.

18.1. Das Schema von Horner

Zuniichst soll ein derartiges Polynom in eine Summe zerlegt werden, deren einer
Summand ein Produkt mit dem Linearfaktor (x — ) und deren anderer eine Kon-
stante ist. Diese Aufgabe laBt sich mit Hilfe der im ,,Lehrgang der Elementarmathe-
matik‘ behandelten Partialdivision 16sen.
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BEISPIEL

1. Das Polynom 42t — 152% + 142 — 172 + 9 ist als Produktsumme mit dem Linearfaktor
(z — 3) darzustellen.

Losung:

(42t — 152% + 142% — 172 + 9):(z — 3) = 42° — 3% + 52 — 2
— |42t — 1223

— 323 + 1422
—|— 3x3+ 932
5% — 17z
— | 5x® — 152
— 2249
—|— 2246

3

Die Division fithrt auf ein Polynom dritten Grades und, da sie nicht aufgeht. auf einen kon-
stanten Rest. Fiir das angegebene Polynom gilt somit

47t — 152° 4 1422 — 172 + 9 = (x — 3) (42° — 32% + 52 — 2) + 3.

Allgemein wird sich ein Polynom n-ten Grades in der Form

"+ @p @ a2+ ay = (€ — 1) (a2 e o by
+ bo) + 1o
oder kurz
Ia(@) = (2 — @) - goa () + 7
darstellen lassen. Zur Bestimmung der Koeffizienten b; und des Restes 7, soll nun ein
rationelleres Verfahren als die Partialdivision entwickelt werden. Dazu ist die rechte
Seite auszumultiplizieren und nach fallenden Potenzen von  zu ordnen :

Ay 2" + g2 s @y @y = a2 + (bpy — N
+ (bu-g — by )@ 4 ot 4 (by — ayb))a + (rg — a1by).

Werden nun die Koeffizienten jeweils gleicher Potenzen von x miteinander verglichen,
so ergibt sich ’

Ay = by, bzw. by =a,
Ay = by — 210y bn-s = @y + 216y,
Unp = by g — 2165y bug=an, + 2,b,,
@ = by — z,b, ' by = a, 4 ,b,
g =1y — 2,b, 7o = @y + 2, b,.

Das rechtsstehende System kann zur schrittweisen Berechnung der b; verwendet
werden. Mit dem Koeffizienten des gegebenen Polynoms ist b,; bekannt. Durch



200 18. Algebraische Gleichungen -ten Grades

Addition des zu bildenden Produkts z,b,; mit dem gegebenen a,, 1Bt sich nun
b,_, bestimmen usw. Es lassen sich also die b; und 7, durch Multiplikationen mit dem
gleichbleibenden Faktor a; (feste Einstellung des Rechenstabes!) und Additionen
berechnen. Von HorNER wurde 1819 ein nach ihm benanntes Schema zur iibersicht-
lichen Ausfithrung dieser Rechnungen angegeben. Darin werden zunichst die ge-
gebenen Koeffizienten a,, mit a, beginnend, in einer Zeile niedergeschrieben (fiir
fehlende Potenzen von « ist der Koeffizient 0 einzusetzen). Dann sind in der durch die
eingezeichneten Pfeile gekennzeichneten Reihenfolge nacheinander by, @y bpy, bng
usw. anzugeben bzw. zu berechnen und einzutragen:

Ap  Ap-y Qp-g .- L1 g
By bay Bibyg <o b, @b
P p N == —
x; bos bus by by 1o
BEISPIEL
1. (For ): Fiir das angegebene Polynom entwickelt sich das HorNERsche Schema schritt-

weise folgendermaBen:
1. Angabe der Koeffizienten und Vorbereitung des Schemas:
4 —15 14 —17 9

3
2. Der Koeffizient a, = 4 ist mit b identisch und wird direkt in der dritten Zeile eingetragen:
4 —15 14 —17 9

3| 4
3. Das Produkt ,b; = 3 -4 = 12 wird unter dem Koeffizienten a, in der zweiten Zeile einge-
tragen:
4 —15 14 —17 9
12
. 3| 4
4. Die Summe der in der zweiten Spalte iibereinand: henden Werte — 15 + 12 = —3 ist

in der dritten Zeile derselben Spalte anzugeben:
4 —15 14 ~17 9
12
3| ¢4 -3
Im gleichen Sinne ist weiter zu verfahren:
4 —15 14 —17 9
12 —9 15 —6
3|4 -3 5 —2 3
by b, b b 7.
Damit sind die (zusitzlich unter den errechneten Werten vermerkten) Koeffizienten des ent-

sprechenden Polynoms dritten Grades und der Rest r, gefunden, wie ein Vergleich mit dem
Ergebnis der weiter vorn ausgefiihrten Partialdivision bestitigt.
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ZweckmiBig wird noch eine Kontrollrechnung eingeschaltet. Dazu werden die Koef-
fizientensummen

Ay + Apy + 0+ @+ @ =8p
und
by + bpg + oo+ + by + bp = 8py
der beiden Polynome eingefiihrt. Da die identische Gleichung
A" + Ay 2" F e+ @7+ @g = (¥ — @) (bpy @+ e + b2
+bo) + 7o
fir x =1 die Form
Ay + Aoy + o+ ay Fag= (1 —ay) (bpy + - + by + b)) + 1o
annimmt, muf

Sp=(1 —2) 8y + 1o

bzw.
Spt (@ — 1)y =1
sein.
BEISPIEL
1. (Fortsetzung): Fiir obiges Polynom ist
8 =—5, s3=4
und damit

—5+(3—1)-4=3.
Wird in
ga(@) = (& — 1) - gn1 (%) + 7o
fiir @ der Wert z, eingesetzt:
In(®1) = (@1 — 21) * gna (1) + 705
so folgt
In (@) = 7o-
Satz )
| Der Rest 7, ist gleich dem Wert des Polynoms an der Stelle ;.
Es kann also das HorNERsche Schema sehr zweckmiifig zur Aufstellung einer Werte-
tabelle der Funktionsgleichung y = g, (x) herangezogen werden.
BEISPIEL
1. (Fortsetzung):
Esist gy(3) =3.

Besonders bewihrt sich das HorNERsche Schema, wenn die Koeffizienten und der
Wert 2, nicht ganzzahlig sind.
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BEISPIEL
2. Esist
9a(2) = 1,252 — 2.712% + 1,412 + 3,21

fiir 2 = 0,91 zu berechnen.

Loésung:
1,25 —2,71 0 141 3,21 8, = 3,16
1,14 —143 —1,30 0,10
0,91 | 1,25 —1,57 —1,43 0,11 3,31 8 = —1,64
Kontrolle: 3,16 + (0,91 — 1) - (—1,64) = 3,31.
Demnach ist

9a(®) = (z — 0,91) (1,252° — 1,572 — 1,43z - 0,11) + 3,31,
95(0,91) = 3,31.

Ergibt sich g, (x,) = 0, ist also 7o = 0, s0 heillt dieser Wert z; Nullstelle des Poly-
noms und stellt eine Wurzel der Gleichung g, (x) = 0 bzw. eine Nullstelle der durch
Y = gn(x) gegebenen Funktion dar.

Satz

Hat ein Polynom n-ten Grades die Nullstelle ;, so 1aBt es sich als Produkt aus
dem Linearfaktor (z — ;) und dem entsprechenden Polynom (n — 1)-ten Grades
darstellen.

Aus go(2y) =0 folgt gu(2) = (& — ) - gy (2).

BEISPIEL

3. Esist
ga(x) = 2* — 323 — 1222 L 522 — 48
als Produkt mit dem Linearfaktor (z — 2) darzustellen.

Losung:
1 -3 —12 52 —48 5= —10
2 —2 -28 48 Kontrolle:
21—t _—14 2 0 s=10 —104+@2—1)-10=0.
Daraus folgt :
g3(2) = (x — 2) (a® — 2% — 14z + 24)
und

94(2) =0, also 2 =2 Nullstelle.
Entwicklung eines Polynoms an der Stelle x — X,
Die einmalige Anwendung des HorNERschen Schemas fiihrte auf
In (@) = (& — 1) - guey (2) + 1,.
Nun soll das Polynom g, () in gleicher Weise behandelt werden, so daB sich dafiir

In1(2) = (@ — @) - gnp () + 1y
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ergibt. Damit ist dann
In(@) = (@ — o) [(@ — 21) - Gn2 (@) +1y] + 79 =
=@ — 1) gng(2) + m1(x — 21) + 7.
Wird das Polynom g, () genauso behandelt, so folgt
In(@) = (@ — 1) - gng (¥) + 7oz — 21)® + 1y (c— @) + To-

Ein Ende wird diese fortschreitende Entwicklung finden, wenn schlieBlich ein Poly-
nom ¢, (x) nullten Grades, also eine Konstante, iibrigbleibt. Das gegebene Polynom
gn(2) ist dann an der Stelle * = x, entwickelt:

I (@) =10 (@ — 1) + raq (@ — )" A oo £ 1y (@ — 7)) + 1.

Die praktische Durchfithrung der Rechnung erfolgt durch Fortsetzung des HORNER-
schen Schemas, wobei das sich jeweils als letzter Wert ergebende r; vom nachsten
Zyklus auszuschlieBen ist.

BEISPIEL
4. Esist gy(x) = 32* + 202° + 462° 4 40z + 3
an der Stelle x = —2 zu entwickeln.
Losung:
3 20 46 40 3 8 =112
—6 —28 —36 —8 Kontrolle:
-2 3 14 18 4| —5=r, 8 =239 "2+ (—2-1)-39=-5
—6 —16 —4
—2 |3 8 2 0=r =13 39+ (—2-1)-13=0
—6 —4
—2| 3 2[-2=n s =5 134(—2—-1).5=—2
—6
—2| 3 |—-d4=mr =3 54+(—2—1)-3=—14
—2 3=r,.
Somit ist ’

gy(x) =3(x + 2)* — 4(x + 2)® — 2(x + 2)> — 5.

Wird eine derartige Entwicklung an der Funktionsgleichung y = ¢, (x) vorgenommen
und anschliefend fiir den Term (z — ;) eine neue

Variable z eingefiihrt : V] y Bild 34
2= — 2
1 -g'\‘\
so entspricht der Ubergang von y = g, (x) auf y = g, (z) \J‘J_q,\z‘

einer Parallelverschiebung der y-Achse um z,, wenn
dabei die z-Achse so auf die 2-Achse gelegt wird, dafl
entsprechende Werte zusammenfallen (Bild 34).
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Umgekehrt 1aBt sich genauso jedes nach (x — ;) entwickelte Polynom
Inl@ — 1) = an(@ — )" + @y (v — )1 o0 @@ —a;) +ay

nach Potenzen von x selbst, also an der Stelle = 0 entwickeln. Dazu ist eine Hilfs-
variable z in der Form

x—a, =2z bzw. z2=2+4a2a,
einzufiihren, und dann

In(2) = ap2" + @ 21 4 oo + a2 + q,

an der Stelle z = —x; zu entwickeln, also mit Potenzen von z -+ 2; =« darzu-
stellen.
BEISPIEL
5. Esist (x4 1)® — 3(z + 1) + 5(z + 1) + 2 nach P von z zu entwickeln.
Losung: Mit z=a -+ 1 ist 2® — 322 + 5z + 2 an der Stelle z — 1 zu entwickeln:
1 -3 5 2 8y =25
1 -2 3 54(1—1).2=5
11 =2 3 | 8=
1 —t 24+(1—1).0=0
11 1 [z 8=

1

Z 1 0 5 =0
1

1.

Somit ist
@E+1P—8@+ 1)+ 5@+ 1) +2=2a+ 22 +5.

Im letzten Beispiel folgte aus dem Polynom g,(z) das von * freie Polynom g, (). Bei
der Auflosung von Gleichungen” héheren Grades wird héufig von einer derartigen
Transformation, bei der die zweithéchste Potenz der neu eingefiihrten Variablen
verschwindet, Gebrauch gemacht. Es ist zu untersuchen, wie in z — 2 — 2, das a;
gewéhlt werden muB, damit in g, (z) die Potenz 21 nicht mehr auftritt, ihr Koef-
fizient also den Wert Null hat (reduziertes Polynom). Aus
In (@) = ana" + @y 2"t 4 oo + @z + a,
wird mit z =z — ), also @ =z + =,
In(2) = an(2 + &))" + @ny (2 + &))"+ o+ ay(z + 2;) + gy =
= g2+ 0 - G 21 4 .ol
+ @pq 2t A
-
= g2" + (N - ap®; + @py)2L | el
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Der Koeffizient von 271 verschwindet fiir
- _ %
= -t (28)

BEISPIEL

6. Indas Polynom 1,202% — 4,5022 + 7,192 — 1,20 ist eine neue Variable z so einzufiihren, daB

93(2) kein Glied

mit 22 enthilt.

Lésung:
g 4,5 5
F 1 (28) ist =—"—=—=1,25.
Nach Formel (28) ist z, 3.12- 4
1,20 —4,50 7,19 —1,20
1,50 —3,75 4,30
1,25 | 1,20 —3,00 344 | 3,0
1,50 —1,875
1,25 | 1,20 —1,50 | 1,565
1,50
1,25 1,20 0
1,25 1,20

Esist gy(z) = 1,202® + 1,565z + 3,10.

83 = 2,69
2,69 + 0,25 - 1,64 = 3,10
8, = 1,64

1,64 — 0,25 - 0,30 = 1,565
5 = —0,30

Ergibt die Entwicklung eines Polynoms an einer Stelle z,

To =

Fy = o=y =0,

s0 1dBt sich g,(x) in der Produktform

gn(@) = (@ — 2))" - gni (@)

r+0 (i=n),

darstellen. Ein derartiges @, wird i-fache Nullstelle genannt. Die Koeffizienten von
gn-i (@) konnen der Zeile des HorRNERschen Schemas entnommen werden, deren

letztes Glied 7,

BEISPIEL

ist.

‘7. Es ist das Polynom

gs(x) = 2® — 152° 4 102® + 60z — 72

auf die Vielfachheit der Nullstelle z, = 2 hin zu untersuchen und als Produkt mit der ent-
sprechenden Potenz von (z — 2) darzustellen.
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Losung:
1 0 —15 10 60 —72
2 4 —22 —24 72 —16+1-16=0
21 2 —11 —12 36 0 "
2 8 —6 —36 16+ 1.-(—16)=0
21t 4 —3 —18 | o
2 12 18 —16+1-16=0
21t 6 9 [o
2 16 164+1-9=25
2|1 8 |25

2, = 2 ist dreifache Nullstelle.
Produktdarstellung: g;(z) = (x — 2) (2% + 62 + 9)
95 (%) = (@ — 2) (@ + 3)%.
Aus der Produktdarstellung folgt z, = —3 als zweifache Nullstelle.
AUFGABEN

Es sind die Werte des Polynoms g, () an den Stellen z, und , zu berechnen:

460. g3(x) = 2® — 3a% + 5x — 2
461. gy(z) = 22° — 3z — 1;

462. g,(x) = 2t — 222 -

463. g,(x) = 3,722 — 456z + 7.92; =

464. g,(2) = 0,382% — 0.5642 — 0.692; z,

465. gy(v) = 4,925 — 3.8722 + 5.694x — 2,687;

466. gy(z) = 0.82° + 1,354z — 2,394; 2, = 1.7;

467. g,(x) = 1,22 — 2.74a% + 3.982% — 4,561x — 4,5618; 2 =27; z,=—43
468. g,(x) = 3,624 — 2.542° — 2,19736; @, = 1.1; z,— —1.5

Fiir die angegebenen Funktionen jst eine Wertetabelle aufzustellen:

469. {(v;y) |y = 2® — Ba? — 24z + 1} ze{—3; —2;
470. {(x; y) |y = 2® — 922 + 24z — 1} ze{—1;0;1;
471. {(z;y)|y=z‘—.3x2+3x4—2) ze{—3; —2;...;

Es sind die folgenden Polynome g, (2) als Produkte mit dem Linearfaktor z — z, darzu-
stellen:

g3(x) = 2% — 52% + 8z — 4; 2, =2

go(@) =2t — 2% — 1322 + 92 + 9; z, = —3

ga(@) =2t — 322 +3x+2; 2, =—2

472.
473.
474.

Die folgenden Polynome sind an der Stelle z; zu entwickeln:
gs(x) = 32° — 132® + 14z +1; 2, =2

gs(x) = 42° — 41a® 4 140z — 159; 2, = 3

g4(x) = 22% + 1623 + 4522 + 522 + 25; T =—2

Galx) =2t — 428 L 622 — 4z +5; x, =1

475,
476.
471.
478.
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Es sind nach Potenzen von z zu entwickeln:
479. gy(@) = 3(z + 2)° — 5@ + 22 + 2(x + 2) + 4
480. gy(z) = 2(x — 3)° + 3(z — 3)2 + 4
481, ga(2) = 2(z + L,1)P® + 2,6(x + 1,1) + 3.46(x + 1,1) + 5,322
482. g,(z) = (x + 3)*
Wie lauten die reduzierten Polynome fiir:
483. gy(v) = 2® — 322 4z + 4
484. gy(x) = 22% + 1222 + 192 + 6
485. gs(v) = 2® — 92 + 273 — 22
486. gy(z) = 2° — 1,522 + 2,1z + 1,4
487. yy(x) = 2® — 3,622 4 52z — 1,37
Welche Vielfachheit hat die Nullstelle ¢, des Polynoms g, (2)? Wie lautet die entsprechende
Produktdarstellung?
488. z; = 2; gy(x) = 2® + 22 — 102 + 8
489. 2 = —1; gy(z) =28 — 22 — 52— 3
490. 7, = 2; g,(z) = 2* — 42% — 522 + 36z — 36
491 2, =1 und @, =2; gy(x) =25 — Tat + 1925 — 2522 + 16z — 4

18.2. Fundamentalsatz der Algebra

Im folgenden soll untersucht werden, wieviel Wurzeln eine algebraische Gleichung
n-ten Grades

A" + Apq @'+ e f @+ ag =0 (2,40; a; ¢ R; neN)

im Bereich der komplexen Zahlen aufweist. Die Losungsmenge einer in dieser Form
gegebenen linearen Gleichung besteht grundsitzlich aus einem Element, withrend die
einer quadratischen Gleichung im Bereich der komplexen Zahlen aus zwei (eventuell
gleichen) Elementen besteht. Vermutlich wird nun allgemein eine Gleichung n-ten
Grades n Wurzeln aufweisen. Ehe ein derartiger Satz formuliert wird, sei zunéichst der
von C. F. Gauss 1799 in seiner Dissertation erstmalig bewiesene Fundamentalsatz
der Algebra angefiihrt:

Jede algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer Variablen
T+ Ay 2" A e g =0

hat im Bereich der komplexen Zahlen mindestens eine Wurzel.

Der vollstindige Beweis kann hier nicht aufgestellt werden. Firr Gleichungen, deren
Grad » ungerade ist, ergibt sich ein einfacher Nachweis fiir die Richtigkeit dieses
Satzes bei der Untersuchung des Verhaltens der durch die Funktionsgleichung
Y = 2" + @y 2" A e a2 - q
gegebenen Funktion fiir groBe Absolutwerte von 2. Dazu sei die Funktionsgleichung
auf die Form
%

y=a..x"(l+b+---+i+ —)

apx agal ' goat
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gebracht. Wenn |z| immer gréBere Werte annimmt, so werden die Betriige von
ny %

vl klein gegeniiber Eins, sie streben gegen Null. Fiir groBe |« | ist also
ax Ay 2"

Y A apa®

und damit wird, ungerades n vorausgesetzt, y entgegengesetzte Vorzeichen annehmen,
je nachdem « mit absolut groBen negativen oder positiven Werten belegt wird. In-
folge der Stetigkeit muB dann aber mindestens ein reelles x existieren, fiir das y ver-
schwindet, an dessen Stelle also die der Funktion entsprechende Kurve die x-Achse
schneidet. Bei ungeradzahligem n muB also die Gleichung mindestens eine reelle
Wurzel aufweisen. Fiir geradzahliges » kann eine entsprechende Folgerung nicht
gezogen werden, da y fiir absolut grofe x < 0 stets Werte gleichen Vorzeichens an-
nimmt, und deshalb nicht mit Sicherheit auf die Existenz von Schnittpunkten der
Kurve mit der 2-Achse geschlossen werden kann.

Wenn also jede Gleichung n-ten Grades mindestens eine Wurzel z, aufweist, dann muf3
sich das auf der linken Seite der Gleichung stehende Polynom n-ten Grades als
Produkt aus dem Linearfaktor (x — z;) und dem entsprechenden Polynom (n — 1)-
ten Grades darstellen lassen:

(@ — 1) (bpg @+ bppa™® A woe 4 by + b)) = 0 (bn-y = @y).

Die Belegung der linken Seite mit « = , ergibt die auf Grund der angenommenen Be-
deutung des x, zu erwartende wahre Aussage. Das Verschwinden der linken Seite kann
nun aber auch Folge des Nullwerdens des zweiten Faktors sein. So liegt mit

bp g2+ by p @2 4 oo + by + by =0

jetzt eine Gleichung (» — 1)-ten Grades vor, auf die wiederum der Fundamentalsatz
zutrifft, fiir die also mindestens eine Wurzel x, existiert, die nicht unbedingt von a;
verschieden ist. Es muB sich demnach ein Faktor (z — a,) abspalten lassen. Wird diese
Uberlegung fortgesetzt, so kann schlieBlich die in der allgemei Form gegeb
Gleichung n-ten Grades in die Produktform

ap(x —ay) (@ — ) oo (& — ) =0
iiberfithrt werden. Daraus folgt unmittelbar der Satz:
Satz

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades mit einer Variablen hat im Bereich der
komplexen Zahlen stets n Wurzeln.

Uber die Art der Wurzeln sagt die Produktform nichts aus. Sie konnen teilweise reell
oder komplex, voneinander verschieden oder gleich sein. Tritt ein Wert ; mit der
Vielfachheit 4 als Wurzel auf, so wird er als A-fache Wurzel bezeichnet.

18.3. Eigenschaften der Wurzeln einer algebraischen Gleichung

In diesem Abschnitt sollen noch einige Eigenschaften der Wurzeln algebraischer
Gleichungen n-ten Grades herausgestellt werden, die fiir das praktische Losen der-
artiger Gleichungen von Bedeutung sein kénnen.
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ZweckmiBigerweise werden zunichst die zu lésenden Gleichungen durch Division
mit a, in ihre Normalform iiberfiihrt, bei der also der Koeffizient der hochsten Potenz
von « die Eins ist. Im weiteren Verlauf sei daher stets das Polynom in der Form

ga(®) = 2" + @y 2" + o0+ @7 + g

angenommen.
Ohne Beweis sei hier der Satz angefiihrt:

Satz

Ist eine komplexe Zahl a + bj Wurzel einer algebraischen Gleichung mit reellen
Koeffizienten, so ist es auch die dazu konjugiert komplexe Zahl a — bj.

Komplexe Zahlen treten also grundsitzlich nur paarweise auf. Aus diesem Satz folgt
unmittelbar, daB algebraische Gleichungen mit ungeradzahligem Grad stets eine
ungerade Anzahl reeller Wurzeln aufweisen miissen. So konnen beispielsweise bei
einer Gleichung dritten Grades zwei Moglichkeiten beziiglich der Beschaffenheit ihrer
Wurzeln eintreten : .

a) drei reelle Wurzeln (eventuell vollstandig oder teilweise gleich),

b) eine reelle Wurzel und ein Paar konjugiert komplexe Wurzeln.

Bei Gleichungen geraden Grades hingegen treten reelle Wurzeln, falls sie iiberhaupt
existieren, stets in gerader Anzahl auf.

Satz

Nimmt fiir zwei verschiedene a-Werte g, (¥) Werte mit ungleichen Vorzeichen an,
so muB} zwischen diesen beiden 2 eine reelle Nullstelle liegen.

Von dieser Tatsache wurde schon beim Existenznachweis einer reellen Wurzel bei
algebraischen Gleichungen mit ungeradzahligem Grad Gebrauch gemacht.

Je nach Art des Vorzeichens des absoluten Gliedes a, lassen sich die folgenden Fall-
unterscheidungen anstellen.

a, <0

Grad ungeradzahlig : Mindestens eine reelle Wurzel muf} im Bereich 2 > 0 liegen:
Grad geradzahlig: Es existieren mindestens je eine reelle Wurzel im Bereich z < 0
und z > 0;

a, >0

Grad ungeradzahlig : Mindestens eine reelle Wurzel muB im Bereich x < 0 liegen;
Grad geradzahlig: In diesem Fall 1aBt sich keine Aussage iiber die Existenz reeller
Wurzeln machen;

a,=0
Aus der in diesem Fall moglichen Produktdarstellung
z(a™l 4 apga™t 4 . @ +a;) =0
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ergibt sich grundsitzlich z, = 0 als Wurzel. Sind dariiber hinaus auch 4 =0, =
=...=a,=0,¢+0 (k<n), laBt sich alsoa* ausklammern, so ist =0
eine k-fache Nullstelle.
Eine Begriindung fiir diese Aussagen 148t sich aus der Stetigkeit der durch die Funk-
tionsgleichung y = g, (x) gegebenen Funktion, ihrem Verhalten fiir gegen + oo bzw.
—oo strebendes @ sowie aus a, = ¢,(0) leicht finden.
Der graphischen Darstellung der Funktion lassen sich zumindest angenihert die
reellen Nullstellen entnehmen. Schnittpunkten der Kurve mit der a-Achse entspre-
chen dabei einfache Wurzeln der Gleichung, wihrend Beriihrungspunkte auf mehr-
fache Wurzeln hinweisen.

18.4. Algebraische Gleichungen dritten Grades
Im Sonderfall n = 3 liegt mit

%+ a2 + g + ay = 0
eine algebraische Gleichung dritten Grades, auch kubische Gleichung genannt, vor.
Fir diese Gleichung wurden von Carpavnol!) Lésungsformeln angegeben, die aber
fiir den praktischen Gebrauch zu aufwendig sind, so daB sie im Rahmen dieses Lehr-
buches nicht behandelt werden sollen. Hier soll auf Verfahren eingegangen werden, die
den Erfordernissen der praktischen Ingenieurtitigkeit Geniige tun.
18.4.1. ‘Wurzelsitze des Vieta

Sind x;, x, und z; Wurzeln der gegebenen kubischen Gleichung, so gilt nach den vor-
angestellten allgemeinen Betrachtungen

2%+ @2 + 4y + g = (x — 1)) (& — ) (v — ).

Wird die rechte Seite dieser Identitit ausmultipliziert und nach fallenden Potenzen
von x geordnet

2%+ ag2® + @@ 4 ag = 2% — (v + @y + 25)22 + (2,05 + 225 +
+ Xp3) T — 12,75,
so ergibt der Vergleich der Koeffizienten entsprechender Potenzen von x die

‘Waurzelsiitze des Vieta fiir kubische Gleichungen

T+ X+ 2= —a,
1%y + 2103 + Tpry = @, (29)
Ty T3= —a,

1) Vgl. S. 98
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18.4.2, Sonderfille der kubischen Gleichung

An den Anfang der Ausfithrungen zur praktischen Losung kubischer Gleichungen
sollen einige Sonderfille gestellt werden. Im Fall @, =a, = 0, a4 0 nimmt die
Gleichung die einfache Form

234 ay=0

an. Bereits in 11.7. wurde ein moglicher Losungsweg angegeben, auf den hier nicht
noch einmal eingegangen werden soll. Grundsitzlich 1a8t sich jede Gleichung dieser
Art auf die Grundform

a® —1=0

zuriickfiihren. Dazu wird die gegebene Gleichung durch (—a,) dividiert

=i

—a,

und eine neue Variable z eingefiihrt:

&
2= —5—,wenn a,>0; wenn @, < 0.

— Va,

Fiir die so entstehende Gleichung
2—-1=0

1aBt sich sofort z; = 1 als Wurzel angeben. Aus der unter Zuhilfenahme des HORNER-
schen Schemas

1 0 0 =i
1 .
1)1 1 1 0

zu bildenden quadratischen Gleichung
24+24+1=0
ergeben sich die beiden restlichen Wurzeln
! dys 1 _ipg
2y = —§+§V3 und z; = _E‘El/s'
Wourzeln der Ausgangsgleichung 23 + @, = 0 sind danach

3
{— Vag- 2, wenn a,>0
z; =

i 1€{1;2;3)
}/~a,, -z, wenn ay < 0.
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\

Weist die kubische Gleichung kein Absolutglied auf (¢, = 0)
2 4 ay2® 4+ ayx = 0,

so kann, wie schon bei der allgemeinen Behandlung erwihnt, sofort eine Faktoren-
zerlegung vorgenommen werden :

z(@? 4 agx + a;) = 0.
Eine Wurzel lautet in diesem Fall immer 2, = 0, wihrend die beiden anderen Wurzeln
aus der quadratischen Gleichung
22 4 ayx +a; =0
ermittelt werden kénnen. Ist zusitzlich noch a, = 0, so kann aus
22 (x 4 ay) = 0
sofort

{0; 05 —ay}

als Lésungsmenge abgelesen werden, wobei durchaus auch noch a, = 0 sein kann.
Die letzte der drei Formeln der Vieraschen Wurzelsitze (29) kann zum Auffinden
der Wurzeln einer kubischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten herangezogen
werden. Es gilt:

Satz
Hat eine kubische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten
28 4 a2 + ayx + ay = 0
eine ganzzahlige Wurzel 2, dann muB sie ein Teiler des absoluten Gliedes a, sein,

so dal der Quotient ay/x, wiederum ganzzahlig ist.

Der Beweis dieses Satzes soll indirekt gefiihrt werden. Angenommen, der ganzzahlige
Wert 2, + 0 ist kein Teiler von a, also agfx, keine ganze Zahl. Dann ist die aus

2} + ap2} + ay@, +a, =0
gewonnene Aussage

2+ aymy +ay = 2
L3t
falsch, ist doch auf Grund der vorausgesetzten Ganzzahligkeit von a,, a, und z, die
linke Seite ganzzahlig.
Die in dem angefiihrten Satz vorausgesetzte Existenz einer ganzzahligen Wurzel ist
keinesfalls grundsitzlich fiir jede kubische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten
gesichert. Sie muB durch Probieren nachgepriift werden.
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BEISPIEL
Es ist die Losungsmenge der Gleichung
2® —42° — 32+ 18 =0
zu bestimmen.
Lésung: Als hlige Wurzeln k nur die Teiler des absoluten Gliedes, also -+ 1;
+2; 4+3; £6; +9 und 4 18in Frage. Die Werte -+ 1 scheiden aus, da bei der Belegung der

Variablen mit diesen Werten offensichtlich falsche Aussagen entstehen. Fiir die anderen
Teiler soll das HorNERsche Schema herangezogen werden:

1 —4 -3 18
2 —4 —14
12 41.(—8) —4
21 —2 -1 4
= 2, = 2 ist keine Wurzel
-2 12 =1
124 (—3)-4=0
—2]|1 —6 9 0.
Damit ist z; = —2 Wurzel der Gleichung.
Aus dem fiir z = —2 aufgestellten Horx hen Sch ergibt sich als quadratische Glei-

chung fiir 2, und ;:
22— 6z+9=0

mit 2, = x; = 3.
Losungsmenge: {—2; 3; 3}.

18.4.3. Allgemeiner Fall

Liegt keiner der erwihnten Sonderfille vor und ist @, == 0, wird zunichst zweck-
mifig, wie in 18.1. iiber das HorNERsche Schema beschrieben, eine neue Variable z
so eingefiihrt, daBl die neue Gleichung kein quadratisches Glied aufweist (reduzierte
Gleichung). Nach (28) ist dazu das Polynom an der Stelle (—a,/3) zu entwickeln und
2 + @y/3 = z zu setzen.

Fiir die so entstehende Gleichung
Brrzt+r=0
konnen die Sonderfille
a)yr,=0; 7=+0,
b) ry = 0; 7, beliebig

eintreten. Die Gleichung kann dann nach den weiter vorn angegebenen Gesichts-
punkten gelost werden. Im Fall b) ist ; = —a,/3 Wurzel der Ausgangsgleichung.
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BEISPIEL
1. Esist {z|a® + 4,562 + 8,28z + 5,56 = 0} zu bestimmen.
Lésung:
1. Ubergang zur reduzierten Gleick
z:x+% =z + 1,52

1 4,56 8,28 5,56

—1,52 —4,62 —5,56 19,40 — 252-.7,70 = 0
—152 (1 304 366 1 [}
—1,52 —231 7,70 — 2,52 - 2,52 = 1,35
—1,52 |1 1,52 1,35
—1,52
1 reduz. Gleichung: 2% 4 1,352 = 0.

2. Losung der reduzierten Gleichung:
2* + 1,352 =0 (kein absolutes Glied!)
2(z® + 1,35) =0
2, =0; 2z,5=+jV1,35.

Lo der A leich

{—1,52; —1,52 +j V1,35; —1,52 — j V1,35}.

Bevor nun im Fall r, - r, <= 0 ein graphisches Lésungsverfahren zu Hilfe genommen
wird, soll eine noch einfach durchzufithrende Untersuchung beziiglich einer eventuell
existierenden Doppelwurzel vorangestellt werden. Aus der ersten und zweiten Formel
des Vieraschen Wurzelsatzes (29) folgt unter der Voraussetzung 2z, = z, und unter
Beriicksichtigung, daB fiir die vorliegende Gleichung @, = 0 und @, = r, sind,

221 +23=0 und 2+ 2223 =r,.
Wird daraus 23 eliminiert, so entsteht mit
3241 =0

eine reinquadratische Gleichung, die von der eventuell vorhandenen Doppelwurzel
erfiillt werden muB. Da diese Gleichung nur im Fall r, <0 die reellen Wurzeln

R
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aufweist, kann eine Doppelwurzel der kubischen Gleichung nur bei negativem
Absolutglied auftreten. Durch Probe ist zu bestimmen, ob iiberhaupt einer der beiden
Werte die kubische Gleichung erfiillt und so als Doppelwurzel anzusehen ist. Dritte
Waurzel ist dann 23 = —2z,.
BEISPIEL
2. {z | 2® — 1,800 — 1,350z + 2,700 = 0}

Lésung:

1. Ubergang zur reduzierten Gleichung:

1 —18 —135 2,7

0,6 —0,72 —1.242 0,55 + 0,4 - 2,27 = 1,458
061 —12 —207 1,458
0,6 —0,36 —227—-04.04=—243
06 (1 —06] —243
0,6 ‘
061 o
1 reduz. Gleichung: 23 — 2,43z + 1,458 = 0.

2. Losung der reduzierten Gleichung:
2% — 2,43z 4 1,458 = 0.

Untersuchung auf Doppelwurzel:

1 0 —243 1,458

09 0,81 —1,458 0,028 — 0,1.0,28 =0
09 |1 0,9 —1,62 0
09 1,62 0,28 —0,1-28=0

09 |1 1,8 0.

Damit ist z; =2z, = 0,9 und z; = —18.
Lé der A leich : {1,551

—1,2}.

Weist die kubische Gleichung keine Doppelwurzel auf, so ist sie, nachdem das lineare
und absolute Glied auf die rechte Seite gebracht worden sind

B = —rz—r,,
in die beiden Gleichungen

y=2" und y= —rz—r,
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aufzuspalten. Thre jeweiligen Losungsmengen sollen nun als Punktmengen in einem
cartesischen Koordinatensystem wiedergegeben werden. Die so immer wieder auf-
tretende kubische Parabel (y = 2?) wird dauerhaft eingezeichnet, wihrend die der
zweiten Gleichung entsprechende, von Fall zu Fall jeweils andere Gerade, nur diinn
mit Bleistift einzutragen ist. Die z-Werte der aus beiden Losungsmengen gebildeten
Durchschnittsmenge, also die z-Werte der Schnittpunkte beider Kurven, sind mit
den reellen Wurzeln der reduzierten Gleichung identisch und konnen zumindest
niherungsweise abgelesen werden. Eventuell vorhandene komplexe Wurzeln lassen
sich auf diese Art nicht ermitteln. Da sich aber Gerade und kubische Parabel min-
destens in einem Punkt schneiden miissen, kann stets wenigstens eine reelle Wurzel
abgelesen werden. Damit kann dann aber die quadratische Gleichung gebildet werden,
der die beiden fehlenden Wurzeln geniigen miissen.

Ihrer jeweiligen Lage entsprechend, wird
Y. die Gerade die kubische Parabel in einem
Punkt (eine reelle Wurzel) oder in drei
Punkten (drei reelle Wurzeln) schneiden.
Waurde die Voruntersuchung beziiglich des
Vorhandenseins einer Doppelwurzel nicht
angestellt, so besteht noch die Moglich-
keit, daB sich beide Kurven in einem Punkt
berithren und in einem weiteren Punkt

/ z schneiden (Bild 35).
Zr’

Lezs

A
513
o ko

2]

ol 4l

T A
Bild 35 Bild 36

Mit Hilfe des Rechenstabes kann nun leicht eine Verbesserung der Naherungswerte
vorgenommen werden, die dazu nur grob einer einfachen Skizze zu entnehmen sind.
Nach Umformung der Gleichung in

s
24 2 =—r
z

wird die 1 (bzw. 10) der C-Teilung des Rechenstabes der Marke |7y| der D-Teilung
gegeniibergestellt. Zieht man anschlieBend den Lauferstrich iiber die Marke |z;| der
D-Teilung, wobei |z;| den absoluten Betrag einer der reellen Wurzeln der Gleichung
angibt, so konnen auf der A- und CI-Teilung die Werte 22 bzw. |ry/z;| abgelesen wer-
den (Bild 36). Im Fall ry-z;, > 0 (ry-2; < 0) muB die Summe (Differenz) dieser
Werte mit —r; iibereinstimmen. Fiir die festgestellten Néherungswerte wird diese
Ubereinstimmung noch nicht bestehen, 148t sich aber durch probeweises Verschieben
des Lauferstriches erreichen. Der so verbesserte Niherungswert kann dann unter dem
Liauferstrich auf der D-Teilung abgelesen werden.
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BEISPIEL
3. {x | 28 + 152 + 64z + 78 = 0}
Losung:

1. Ubergang zur reduzierten Gleichung:

z=z+5
1 15 64 18
—5 —50 —170
—5|1 10 14| 8
—5 —25
—5]1 5 |—11
-5
—5 1| 0

2. Losung der reduzierten Gleichung
22— 1124+ 8=0.

Zerlegung in: y =2* und y =11z — 8.

Bild 37

Aus Bild 37 werden als grobe Nitherungswerte entnommen:

na~ —35; z,~08; z~ 28,

Umstellung der Gleichung auf

2181
und ent hende Einstell des Rech bes. Es ergeben sich
4 % %
2% 13,21 0,591 8,21
8/z; —2,20 10,401 2,79
b 11,01 10,992 11,00
% —3,635 0,769 2,865
Mit z =2 — 5 folgt daraus als Losung; der A leict

{—8,635; —4231; —2,135}.

Sollte die mit dem Rechenstab erzielte Genauigkeit noch nicht ausreichen, so muf3
anschlieBend eine weitere Verbesserung mit einem der in Abschnitt 19. dargestellten

Naherungsverfahren vorgenommen werden.
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AUFGABEN

Es sind die im Bereich der komplexen Zahlen gelegenen Wurzeln der folgenden kubischen
Gleichungen zu ermitteln:

492, 2* —8=0 493. 2* +8=0

494. 2 —5=0 495. 2® — 32> + 22 =0

496. 2® — 62% 4 132 =0 497, o + 522 =0

498. ® — 4z =0 499. 2® — 2% — 41z + 105 =

500. #® + 22 — 6z — 56 =0 501. #® — 222 — 232 + 150 = 0O

502. a® — 4% + 252 — 100 =0 503. 2 — 722 + 9x — 63 =0

504, 2% — 1122 + 55z — 125 = 505. 2* — 322+ 32+ T7=0

506. 2 + 622 4+ 10,79z + 5,58 = 0 507. 2® 4 3,322 + 5,88z + 3,806 = 0
508. 2° — 7,522 + 18z — 13,5 = 0 509. 2° — 4,322% 4 14,642 — 23,2 = 0

Die reellen Wurzeln der folgenden Gleichungen sind zu ermitteln:

510. 22 + 7z —9 =0 511. 2 — 32— 16 =0

512. 2 — 33z + 17=0 513. 22 — 50 — 1 =0

514. 2® — 4a? + 24z — 100 = 0 515. 23 — T2® 4 92 — 61 =0

516. 2® + 2 — 6z — 55 =0 517. 2 — 0,522 — 0,5z — 1,5 =0

518. 2® + 1,82 — 0,82z + 5,6 =0 519. 223 — 1,282 + 0,096z — 3,456 = 0
520. 2% — 2022 + 96z — 40 =0 521. 2% — 1222 4 362 — 24 =0

522. 2® — 5,3482% 4 9,294z — 5,283 = 0

523. 1,52% — 12,3132% + 20,8552 — 29,439 = 0

524. In einem Quader ist die erste Kante um 2 cm linger als die zweite und um 4 cm kiirzer als die
dritte. Er hat ein Volumen von 576 cm®. Wie groB sind die Kantenlingen?

525. Von den Radien dreier Kugeln ist der zweite 2 cm und der dritte 4 cm groBer als der erste.
Wie groB sind die Radien, wenn das Volumen der dritten Kugel den dreifachen Inhalt der
beiden anderen zusammen aufweist?

526. Einer Kugel mit dem Radius 6 cm ist ein Zylinder mit dem Volumen 162 ¢cm? einbeschrie-
ben. Welche Héhe hat dieser Zylinder?

527. Einer Kugel mit dem Radius 6 cm ist ein Zylinder einbeschrieben, dessen Inhalt sich wie 5:9
zu dem der Kugel verhilt. Welche Hohe hat der Zylinder?

528. Eine quadratische Siule mit dem Inhalt 960 cm? ist einer Kugel mit dem Radius 7 cm ein-
beschrieben. Wie hoch ist die Siule?

529. Wie tief sinkt eine Kugel mit dem Radius 20 cm aus Tannenholz (o = 0,56 kg/dm?) in Was-
ser von 4 °C ein?

19. Niiherungsverfahren zur Lisung numerischer Gleichungen

Die Losungsmengen linearer und quadratischer Gleichungen konnten stets durch
Anwendung bestimmter Verfahren bzw. Lésungsformeln in geschlossener Form er-
mittelt werden. Bereits bei den kubischen Gleichungen wurde ein Néherungsverfahren
herangezogen, weil die Handhabung der auch fiir diese Gleichungen bestehenden
Lésungsformeln zu umsténdlich ist. Gleiches gilt fiir Gleichungen vierten Grades.
Wiahrend in diesen beiden Fillen die Niherungsverfahren lediglich zur Erleichterung
des Lésungsganges herangezogen werden, so stellen sie fiir algebraische Gleichungen
fiinften und hoheren Grades im allgemeinen die einzige Losungsmoglichkeit iiberhaupt
dar. Auch zur Lésung transzendenter Gleichungen miissen groBtenteils Naherungs-
verfahren aufgeboten werden. Es wire jedoch ein Irrtum, wollte man die Naherungs-
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verfahren als zweitrangig ansehen. Wenn mit ihnen die Elemente der Losungsmengen
mit jeder gewiinschten Genauigkeit ermittelt werden konnen, stellen sie ebenfalls
exakte, vollig gleichberechtigte Losungsverfahren dar. In den folgenden Abschnitten
sollen drei numerische Verfahren dargestellt werden, mit deren Hilfe die reellen Wurzeln
gegebener Gleichungen ermittelt werden kénnen.

19.1. Graphische Ermittlung erster Niherungswerte

Grundsitzlich setzt die Anwendung eines numerischen N#herungsverfahrens die

Kenntnis eines mehr oder weniger groben Niherungswertes voraus. Derartige erste

Niiherungen werden meist, sollten sie nicht schon anderweitig bekannt sein (Ab-

schitzungen, Probieren usw.), graphisch ermittelt.

Hierzu konnen zwei Wege eingeschlagen werden :

1. Die in der Form f(x) = 0 gegebene Gleichung wird zur Kurvengleichung y =f(x)
umgewandelt, und die Abbildung

f=A{@:f@)|xec D},

wobei D & R denim Korper der reellen Zahlen gelegenen Deﬁmtlonsberewh von f
darstellt, als Punkt ge in ein cartesisches Koordinatensyst ichnet. An
den Schnitt- und den Beriihrungspunkten der entsprechenden Kurve mit der
z-Achse kénnen dann die Naherungswerte abgelesen werden (Bild 38).

A % &
x
X | £

Bild 38 Bild 39

2. Nach der Aufspaltung der linken Seite in zwei Terme wird die gegebene Gleichung
inder Form f,(¥) = fy(x) dargestellt. Aus der graphischen Darstellung der beiden
Abbildungen

h={@; 1)) |e€ Dyn Dy} und f, = {(x; fo(2)) |2 € Dy n Dy},

wobei D; und D, die Definitionsbereiche von f, bzw. f, kennzeichnen, lassen sich
die Naherungswerte als Abszissen der Schnitt- und der Berithrungspunkte beider
Kurven ablesen (Bild 39). Bei der allgemeinen Losung der kubischen Gleichung
wurde bereits in dieser Weise vorgegangen.

Der zuerst angegebene Weg kann als Sonderfall des zweiten Weges angesehen
werden. Es ist dort

h@)=f@) und fy@)=0.
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19.2. Lineares Eingabeln (regula falsi)

Dieses Verfahren war schon im Altertum den arabischen Mathematikern unter dem
Namen ,,Regel der zwei Waagschalen‘ bekannt und wird jetzt haufig als ,,regula
falsi” (Regel des doppelten falschen Ansatzes) bezeichnet. Durch den Namen ,,line-
ares Eingabeln* wird die eigentliche Wirkungsweise des Verfahrens besser gekenn-
zeichnet.

Zuniichst gilt es, zwei Naherungswerte z; und x, festzulegen, von denen die Wurzel z,
der Gleichung f(x) = 0 eingegabelt wird:

xy <%y < Ty

Die y = f(x) entsprechende Kurve soll nun im Intervall [z, ; 2,] durch eine Sekante
ersetzt werden, die innerhalb dieses Intervalls die x-Achse schneidet (Bild 40).
Dazu ist vorauszusetzen, daB f(x;) und f(x,) unterschiedliche Vorzeichen aufweisen.
Andernfalls ist das Verfahren nicht anwendbar. Ohne Einschriankung der Allgemein-
giiltigkeit kann angenommen werden, daB f(x;) negativ und f(x,) positiv ist. Wird
zwischen den Punkten (w,; f(2,)) und (xy; f(,)) linear interpoliert:

fle) — fla) (
y

y=flm) + 2= v =),
Xy —
so ergibt sich ein verbessertes Naherungswert x; durch Schnitt der entsprechenden

Sekante mit der z-Achse:

0 = f(x) +'”T(%:';(“) (25 — ;)
—y
_ f@) - (2 — )
Sl Ry [y ey ey 0
y
y
% x
Xy &
Bild 40 i Bild 41

Je nach Krimmungsrichtung der Kurve wird dieser Wert ; zwischen z; und z,
oder x, und z, liegen (Bild 40 und 41). Im ersten Fall stimmt das Vorzeichen von
f (%) mit dem von f(z,) und im zweiten Fall mit dem von f(x,) {iberein. Soll nun das
Verfahren zu einer erneuten Verbesserung verwendet werden, so ist ein weiterer
2-Wert heranzuziehen, der in Verbindung mit z; wiederum x, eingabelt usw.
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Bei jedem Schritt wird zweckmaBigerweise meist eine Verbesserung des Naherungs-
wertes um eine Dezimalstelle vorgenommen. Fiir die iibersichtliche Durchfithrung
der Rechnungen wird ein Schema etwa in der Form

a | m |m-n | f@ ’ e |t — e f‘,’i‘z’t,‘f“,;";’ 2
verwendet.
BEISPIEL

Die zwischen 0,7 und 0,8 gelegene Wurzel der Gleichung 2* — 112z 4+ 8 = 0 ist durch lineares
Eingabeln auf drei Dezimalen anzunihern.

Lésung:
) (2 —2)
% n | m—g ‘ (=) ’ f(z2) [ Hz2) — f(z1) 7(;)_;/(1)’ z
0,7 0,8 0,1 0,64 —0,29 —0,93 —0,07 0,77
0,76 0,77 0,01 0,079 —0,013 —0,092 — 0,009 0,769

Losungsmenge: {0,769 }.

Die Werte f(z;) werden dazu mit Hilfe des HorNERschen Schemas berechnet (die Proben fiihre
der Leser selbst durch):

‘ 1 0 — 11 8
0,7 049 —1736
0,7 l 0,7 —10,51 0,64 = £(0.7)
l 0.8 0.64 —8,29
0,8 |1 0,8 —10,36 —029 =/(0.8)
| 0,76 0.578 —17,921
076 | 1 0,76 — 10,422 0,079 = £(0,76)
. 0,77 0,593 —8,013
0,77 ' 1 oM —10,407  —0,013 = £(0,77).
19.3. Newtonsches Niiherungsverfahren

Wahrend bei dem im vorhergehenden Abschnitt behandelten Niherungsverfahren
lediglich Elemente der Elementarmathematik Verwendung fanden, stiitzt sich das
zuerst von NEwTON?) angegebene Verfahren auf die Elemente der Differentialrechnung,
setzt also deren Kenntnis voraus.

Wie beim Verfahren des linearen Eingabelns wird auch hier die Kurve in der Umge-
bung der einfachen Nullstelle z, durch eine Gerade, also die zu lésende Gleichung

1) Isaac NEWTON, engl. Naturwissenschaftler, 1643 bis 1727
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f(x) = 0 durch eine lineare Gleichung ersetzt. War es beim linearen Eingabeln eine
Sekante, so findet hier die im Punkt P (z,; f(2,)) beriihrende Tangente Verwendung
(Bild 42). Der Tangentenanstieg 146t sich mit
y Hilfe der Differentialrechnung als Wert der
Ableitung an der Stelle z, angeben: f’(x;).
Die der Tangente entsprechende Funktions-
x  gleichung ist somit

% y=1@) +f (@) @ — )
Durch Schnitt mit der -Achse folgt daraus als
verbesserter Niherungswert

0= f(x) + f(x) - (X — @)
f(ay)
Xy =Ty — .
2 1 l (.l‘l)
Der so erhaltene Wert kann wiederum als Ausgangswert einer erneuten Verbesserung

verwendet werden usw.
Allgemein kann man so aus einem Naherungswert 2; mit

Bild 42

(i)

AT 1€{1;2;...;n} (31)

Tipg = &

ein verbessertes x;,, bilden, bis mit dem n-ten Schritt die gewiinschte Genauigkeit
erreicht ist.

Wie die Bilder 42 und 43 zeigen, kann die Anniherung entweder von einer Seite oder
von beiden Seiten her erfolgen.

Formel (31) setzt voraus, daB die Funktion {(x; y) | y = f ()} differenzierbar ist und,

y
Y
. ,ﬂV
¥ 7 ‘ W ¥
Bild 43 Bild 44

da nicht durch Null dividiert werden darf, ihre Ableitung fiir alle Naherungswerte x;
und somit fiir alle  einer Umgebung der Stelle 2, von Null verschieden ist. Wie
Bild 44 zeigt, ist diese Bedingung aber nicht hinreichend fiir die Konvergenz der
Niherungswerte 2;, @y, ..., Zy. In diesem Fall wurde 2, nicht ,,nahe genug* gewiihlt.



19.3. NEwToNsches Niherungsverfahren 223

Im néichsten Abschnitt ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des
NEewronschen Verfahrens:

1(z) - 1" ()
[ @ ‘ == (32)

Formel (32) setzt die Existenz der zweiten Ableitung voraus.

An Hand eines Beispiels soll gezeigt werden, wie speziell bei algebraischen Gleichungen
das NEwToNsche Verfahren in Verbindung mit dem HoRrNERschen Schema angewen-
det werden kann.

y

BEISPIEL
- &
fwlz+Vz —TVx — 11 =0}
Losung: Wird eine neue Variable
1

z=at

eingefiihrt, so entsteht eine algebraische
Gleichung vierten Grades

filz) =20 422 — Tz — 11 =0,

die bei Beschrankung ihres Variablenbereichs
aufreelle z > 0 zur anfangs gegebenen Glei- Bild 45

chung dquivalent ist.

Aus Bild 45 kann als erster Naherungswert z, = 2 abgelesen werden. Das Polynom f,(z) ist
nun an der Stelle z) = 2 zu entwickeln. Wie in Band ,, Analysis“, 1.3.9., gezeigt wird, stehen
die bendtigten Werte f'(2) und /”'(2) im angegebenen Zusammenhang mit 7, und 7,.

i | 0 1 -7 -—-11
4 10 6

2 (1 5 3| —5=r=£/(2)
8 26

(5]

(SIS

2 (1 4 13[20=r =/
2 12
2 [1 6] B=n=1if®
21
2
2 |1 8
1 3
12 -17(2) —5-50 1
Konver hung: = =gl
. ] rer 2t | V3 <
Niherungsverbesserung: z, = 2 — A + 0,2

29

(von 2% wurde nur die erste Dezimalstelle verwendet).
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zur Losung

Glei

Mit » =z — 2 hat dann u* + 8u® + 25u* + 29w — 5 = 0 als Naherung u, = 0,2.

1 8 25 20 -5
0,2 1,64 5,328 06,8656
02 (1 8,2 26,64 34,328 |1,8656
0,2 1,68 5,664
02 |1 8,4 28,32 39,992
0,2 1,72 ‘
021 86| 30,04
2
02 |1 8,8
_Tl Niherungsverbesserung: u, = 0,2 — 1,8606 _ 0,2 —
39,992

0,05.

Wird die néichste Transformation » = » — 0,2 durchgefiihrt, so hat »* + 8,8v% + 30,0422 +
+ 39,992v 4 1,8656 = 0 als Naherung v, = —0,05.

i 8,8 30,04 39,992 1,8656
—0,06 —0,4375 —1,4801 —1,9256
—0,05 | 1 8,75 29,6025 38,5119 | —0,0600
—0,06 —0,4350 —1,4584
—0,05 |1 8,70 29,1675 37,0535
—0,06 —0,4325
—0,05 | 1 8,65 28,7350
—0,05
—0,05 | 1 8,60
1 Niherungsverbesserung: v, = —0,05 — =009 _
4 8% = O T 30535
Transformation: w = v + 0,05.
Niherungswert: w; = 0,002.
1 860 28,7350 37,0535 —0,0600
0,002 0,0172 0,0575 0,0742
0,002 | 1 8,602 28,7522 37,1110 0,0142
0,002 0,0172 0,0575
0,002 | 1 8,604 28,7694 37,1685
Aus "
w0, = 0,002 — 22142 _ 4 602 — 0,00038 — 0,00162
37,1685

resultiert keine Verinderung der mitgefiihrten vierten Dezimalstelle mehr.

Mit

z2=u+2 und u=v+ 0,2

— 0,05+ 0,00162.
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ist
2=2402+7v
und
23 =24 0,2 — 0,05 + 0,0016 = 2,1516.

Fiir die gegebene Gleichung folgt aus z = 2* als Losungsmenge: {21,431}.

19.4. Iteration

Eine weitere Moglichkeit zur Verbesserung eines bekannten Naherungswertes , einer
Waurzel z, der Gleichung f(x) = 0 ist mit dem Verfahren der Iteration gegeben. Wie
schon beim NEwToNschen Verfahren, das in diesem Sinne auch eine Iteration dar-
stellt, soll dabei eine schrittweise Verbesserung der Niherungswerte durch wieder-
holte Anwendung derselben Rechenvorschrift erreicht werden.

Zur Aufstellung dieser Iterationsvorschrift ist die gegebene Gleichung so in eine Form

z =)

zu iberfiihren, daB8 beim Einsetzen des Néherungswertes z, in die rechte Seite mit
% = @(2;) und dann mit xz = ¢(x,) usw., allgemein mit

1€{1;2;...;m} (33)

eindeutig immer bessere Niherungswerte entstehen.

y hY
y & &
V-t ¢
7| S
|
) = :| |
1] 0<rin<t {
: 1 N
| | Ui T
1! bl
12} ! L X
A % . % ¥ xR %G
Bild 46 Bild 47

In Bild 46 ist die Wirkungsweise des Verfahrens zu erkennen. Ausgehend von 2, stellt
der Iterationsvorschrift zufolge die Ordinate des Punktes P (z,; ¢(x;)) den nichsten
Néherungswert @, dar. Die durch diesen Punkt laufende Parallele zur 2-Achse schnei-
det die Gerade y =z in dem Punkt, dessen Abszisse dieser neue Néherungswert x,
ist. Mit diesem Wert wird der Vorgang wiederholt und «, gefunden usw. Es entsteht
so die durch die Pfeile angedeutete Annaherung an den Schnittpunkt. Die 2; konver-
gieren von einer Seite her gegen «,. Bild 47 und 48 lassen erkennen, daB sich Bo; Bysiaws
immer mehr von z, entfernen, wihrend in Bild 49 sich die Pfeile wieder, jetzt aber
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spiralférmig, dem Schnittpunkt néhern. Die x; konvergieren von beiden Seiten her
gegen ;.

Die mit Hilfe der Iterationsvorschrift ermittelten @; konvergieren offensichtlich nur
dann gegen z,, wenn fiir alle  einer Umgebung X, der Stelle z;;, dem Néherungsinter-

N

Y y
{ —
~1<¥lx)<0
I\ | Piv<-1 |
! ot
t A
[ 1l
|1 \y=fx | )
1! (i
| X [ X
% Y 7 2 PR
Bild 48 Bild 49

vall, die der Kurvengleichung y = ¢(2) entsprechende Kurve entweder nur Tan-
gentenwinkel zwischen 0° und 45° oder zwischen 135° und 180° aufweist, wenn also
@ (x) der Bedingung

(v € Xo) (34)

geniigt. Diese der geometrischen Anschauung entnommene Bedingung 18t sich auch
analytisch bestitigen. Es sei m der groBte Wert, den |¢’(x)| im Naherungsintervall
annehmen kann:

m =max |¢'(2)| <1 (v€ X).
Fiir zwei aufeinanderfolgende Niherungswerte z;, ®:, € X, die der Iterationsvor-
schrift (33) geniigen, stellt, wenn noch x, = ¢ (x,) gesetzt wird,

Lo — Finy _ @ () — ()

T — X Xy — T

den Differenzenquotienten der Funktion ¢ an der Stelle x; dar. Da aber der absolute
Betrag des Differenzenquotienten (Tangens des Sekantenwinkels) nicht gréBer als der
im gleichen Intervall groBtmogliche absolute Betrag der Ableitung (Tangens der
Tangentenwinkel) sein kann, ist

Ty — Tiyy

=m<1
Ty — X

und somit
|2y — i | < |@g — il

Wie gefordert, liegt also der Naherungswert @;4; néher an x, als #;, und zwar um so
niher, je kleiner | ¢’ (2)| ist.
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Am Anfang dieses Abschnittes wurde bereits erwihnt, daB das NEwronsche Nihe-
rungsverfahren ebenfalls eine Iteration darstellt. Zur Bildung der Iterationsvor-
schrift ist dort f(x) = 0 auf die Form

@
T i

gebracht worden. Als Konvergenzbedingung folgt aus Formel (34)

. @ —f@)- ") | _ | f@)- ")
z)| = = =
il =) 2 o T

wie bereits angegeben wurde. Da hierbei |¢’ (z) | mit |f(2)| bei jedem Iterationsschritt
kleiner wird, verbessert sich die Konvergenz der mit Hilfe des NEwTonschen Ver-
fahrens berechneten Naherungswerte zusehends. Darin ist die Ursache zu sehen, daB
im allgemeinen das NEwroNsche Verfahren schon nach verhiltnismaBig wenigen
Schritten zu ausreichend genauen Niherungswerten fiihrt.

20. Transzendente Gleichungen

20.1. Losung unter Verwendung von Nidherungsverfahren

MuBte schon teilweise bei algebraischen Gleichungen zur Ermittlung der Lésungsmenge
ein Niherungsverfahren herangezogen werden, so besteht darin, von einigen Aus-
nahmen abgesehen, bei transzendenten Gleichungen die einzige Losungsmoglichkeit.
An einigen Beispielen sollen diese Verfahren, insbesondere die Iteration, demonstriert
werden.

BEISPIELE y
1.{1]1nx— L =o}
x

Lésung: Aus Bild 50, in dem y = Inz und ! ¥
y =1/, in einem einfach logarithmisch geteilten
Koordinatensystem dargestellt sind, ist als erste
Niherung 2, = 1,7 zu entnehmen. Die Verbes-
serung dieses Nitherungswertes soll durch Itera- e
tion erfolgen. ’ 0 #
Aufstellung einer Iterationsgleichung: b '1,5 2 _§ % x

1 /(@) 1 Bild 50
= — ) = — ————
Ina ¢ X a(Inz)?

1.z

Konvergenzuntersuchung: |¢’(1,7) | &~ > 1 entfillt.

—d
17-025
2.Inz=L1

x
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0,6 1
Konvergenzuntersuchung: |¢’(1,7) | &~ -;j ~ 2:; <1.
Iterationsvorschrift: z;,, = el/ai.
Die abgewandelte Iterationsvorschrift
Ig 2y = L Ige= )
Efin = B o as

gestattet eine einfache Auswertung mit dem 8 s
Rechenstab, wenn auf ihm die in Bild 51 wieder- " 23?]37
bene Einstellung méglich ist. Ausgehend vom ¢y 234
Niherungswert , = 1,7 wird der Liuferstrich 2303
s0 lange verschoben, bis die auf der CI- und lg- e

Teilung abzul den Zahlen iiberei 3 ]
Esergibt sich als neuer Niherungswert z, — 1,76. 0 lgx
Zur weiteren Verbesserung mit der Logarithmen-  Bila 51

tafel wird die Iterationsvorschrift in

Iglgzy, =lglge — gz

umgeformt und ein iibersichtliches Rechensch verwendet :
%3 4
Iglge| + | 0,63778—1 0,63778—1
lgz, | — 0,24551 0,24676
Ig Ig 2,4 0,39227—1 0,39102—1
Ig %4y 0,24676 0,24605.

Da infolge ¢’(z) < 0 die Niherungswerte von beiden Seiten her konvergieren, soll mit dem
arithmetischen Mittelwert 0,24640 von Ig 2, und Ig z, weitergerechnet werden.

5 g £ g
Iglge | + 0,63778—1 0,63778—1 0,63778 —1 0,63778—1
Igaz; | — 0,24640 0,24625 0,24630 0,24631
Ig lg 74, 0,39138—1 0,39153—1 0,39148—1 0,39147—1
Ig iy, 0,24625 0,24634 0,24631 0,24631.
0,24630

In Spalte z; wurde wiederum der Mittelwert der beiden vorangehenden Néherungswerte ein-
gesetzt. Fiir lg 2, = 0,24631 ergibt sich bei Verwendung fiinfstelliger Tafeln keine weitere
Verbesserung.

Losungsmenge: {1,7632}.

2. {z| 22 + sinaz — 2 = 0} soll

a) durch Iteration
b) mit Hilfe des NewToNschen Niherungsverfahrens

bestimmt werden. Die Gleichung ist als Zahlenwertgleick g gegel in der z die MaBzahl
eines in Radiant gemessenen Winkels § darstellt.
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Lésung: Aus der graphischen D: llung der Funktionsgleichungen

y=—2x +2 und y=sinz
folgt als erster Niherungswert z;, = 0,7 (Bild 52). y

a) Die zur Iterationsgleichung z = 1 — L sinz 4 :‘:
gehérige Iterationsbedingung 2 o 7 nx
¢’ (x)| = —% cosz | <1
wird von jeder reellen Zahl z erfiillt.
Tterationsvorschrift: 2, =1 — %sin z;.
Die Auswertung soll mit dem Rechenstab vor- 0Ol 1\ T ¥
genommen werden. In der letzten Zeile des -
Rechenschemas ist die GréBe des entsprechen- gtos
den Winkels f; = z; rad im GradmaB ange-
geben, um den jeweiligen Sinuswert auf dem Rechenstab bilden zu kénnen.
2 EA 5 [ Z4 x5
sin 2; 0,644 0,626 0,634 0,632
1 + 1 1 1 1
% sinz; | — 0,322 0,313 0,317 0,316
Zisa 0,7 0,678 | 0,687 | 0683 | 0684
Bina 40,1° | 38,8° 39,3° 39,2° 39,2°.
Losungsmenge: {0,684},
b) Esist
f @ =2(—1)+sinz,
f(®) =2+ cosa,
1" (x) = —sinz. X
bedi HO7)-£7(0,7) | _ 0:4-0,64
Konver d 0 < <l1.
e ‘ Fom)e 2,76
, _ t=)
% Bi ) (=) 7 (xa) Tiv1
0,7 40,1° 0,044 2,765 —0,0159 0,6841
0,6841 39,195°
39°11"42"

Losungsmenge: {0,6841}.

Bei der Berechnung von z, wurde der Rechenstab, bei z, die Tafel der natiirlichen Werte der
Winkelfunktionen verwendet.

Beim Lésungsweg b) ist die berelt,s bei der Behandlung der Iteration erwihnte fortlaufende
Konvergenzverbesserung erkennbar. Mit lich weniger, wenn auch beziiglich
des Rech fwandes umf: ick Schri als bei a) kann der gleiche bzw. bessere

Genauigkeitsgrad erreicht werden.
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AUFGABEN
Fiir die folgenden Gleichungen sind die reellen Wurzeln zu bestimmen :

530. 2t — 5,12 + 5,92 — 9,30 + 27 =0

531, 2 + 323 + 222 42— 1=10

532. o' — 92° + 24,252° — 25524+ 9 =0
533. 2 — 1123 + 44,752% — 79,75z + 52,5 = 0
534. ot — 122° + 452° — 54z + 18 =0

535. x* + 32 — 2z — 12 =0

536. zt — 2022 4 272 + 15 =0

537. J:‘—6:c"—!19:~—7::+2_0

3 X

538.:&*-&—51‘—9—0 539. x4 — 222 — 7 =0
540. 42t + 323 — 1222 — 23 =0

Es sind die L¢ der folgenden Gleich zub d
541. 102 4z — 3,429 = 0 542. €% — b5z + 1,633 = 0
543. x — gz — 7,489 = 0 544. x 4 lg 2® — 22,7429 = 0
545, 22 — 5sinz + 0,1575 =0 546. 3z — cos z — 5,2357T = 0
547. z +lgz =5 548. x7 — 1072 =0
549. msz—%z:O 550. tanz + sinx — 22 =0 z € [0;2n)

— | P —
551. V= — 4,56 + V= + 2,35 — 3,9292 = 0
552, Y2 — 11 — Jz + 0,75 + z — 54701 = 0

20.2. Sonderfille tr denter Gleichungen

In einigen besonderen Fillen kénnen transzendente Gleichungen ohne die Verwen-
dung von Néherungsverfahren geschlossen gelost werden. Im Rahmen des Lehrbuches
ist keine umfassende Behandlung dieses umfangreichen Gebietes moglich. An Hand von
Beispiel die groft ils praktischen Anwendungen entnommen sind, soll ein
Einblick gewihrt werden. Grundsitzlich sei fiir alle Betrachtungen der Korper der
reellen Zahlen als Variablenbereich zugrunde gelegt.

20.2.1. Exponentialgleichungen

Eine Gleichung heit Exponentialgleichung, wenn die Variable mindestens in einem
Exponenten auftritt.
Im Rahmen dieses Abschnittes sollen einige Exponentialgleichungen behandelt
werden, die sich auf den Grundtyp

a*=b,
worin @ und b positive reelle Zahlen darstellen, zuriickfiihren lassen. Unter anderem
ist das grundsétzlich nicht moglich, wenn die Variable nicht nur in den Exponenten
erscheint. Wird eine Gleichung a* = b logarithmiert, wobei zweckmaBigerweise den
dekadischen Logarithmen der Vorzug zu geben ist, so a8t sie sich auf die einfache
Gleichung

zuriickfithren.
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In ihr stellen lg b und lg a Zahler und Nenner des auf der rechten Seite stehenden
Bruches dar, und nicht etwa ihre Logarithmen. Sie miissen also dividiert (und nicht
subtrahiert) werden, was gegebenenfalls logarithmisch geschehen kann. Der Quotient
stellt bereits den gesuchten Wert x dar. Es ist also nicht zusétzlich der Numerus auf-
zusuchen.

LéBt sich die rechte Seite der Gleichung als Potenz mit der auf der linken Seite auf-
tretenden Basis darstellen:

a*=a,

so eriibrigt sich das Logarithmieren, denn infolge der Monotonie der Exponential-
funktion muB dann

x=c¢c
sein (Exponentenvergleich bei gleicher Basis). Grundsitzlich ist demnach
{z|a® = a} = {c}.
BEISPIELE
4
L {zlaiz+3 _ a2z~s}
Lésung: Durch Exponentenvergleich folgt als dquivalente Gleichung
4
— 3=2z—3.
5 z+ z
Losungsmenge: {5},
2. (x| 422—5 = 64}
Losung : Nachdem die rechte Seite als Potenz mit der Basis 4 dargestellt worden ist,
422—5 — 43,
kann durch Exponentenvergleich die dquivalente Gleichung
2z —5=3
aufgestellt werden.

Losungsmenge: {4} .

3 {z. (a8e=552. (@548t _ (ate=5)2+2. (ah_,)u-s}

Lésung: Nach A dung der henden P folgt

P

aB42'—452+7 — q34z'—43z+11
und daraus durch Exponentenvergleich

342 — 453 4- T = 34a® — 43z + 11.
Losungsmenge: ﬂ
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4. x| 1,325 = 5,413)

Lésung: Die Gleic

g muB beiderseitig 1 t werden:
z-1g1,32 =1g 5,413
Ig5413  0,73344
== = 6,083,
T g1z o208
Losungsmenge: {6,083}.
27,13\2—1 23,16
5.3z | [ =)7 = =
14,25, 39,41
Losung: Nach Einfiihrung der Hilfsvariablen
u= z—1 (w==1)
wird die Gleichung beiderseitig logarithmiert und aufgelost.

» _ 182316 —Ig30.41
T 1g27,13 — g 14,25

Ig

23,16 | 2,36474—1
39,41 | 1,59561

Z = 0,76913—1
Ig
27,13 | 1,43345

14,25 |  1,15381
_ 0,76913—1
© 027964 N = 0,27964
Die im Zihler auftretende Differenz muBl zur weiteren Berechnung des Bruches aufgelost
werden:
_0,23087
T 027964
Der absolute Betrag des Bruches kann mit einer I 1 hen Hilfsrect g ermittelt
werden:
Ig
0,23087 | 1,36337—2
0,27964 | 0,44660—1
u = —0,82560. 0,82560 | 0,91677—1
Daraus ist & zu berechnen:
"=1lu=1821560 el 3
? 1 1,00000—1
1,8256 | 0,26140
z = 0,54778.

Losungsmenge: {0,54778}.

0,54778 | 0,73860—1
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In den folgenden Beispielen treten Terme der Form a7®) als Summanden innerhalb
der Gleichung auf.

BEISPIELE
6. {x|4%0H — 37 — i3 1 3243}
Losung: 42743 _ Q4r+3 — 348 | 32

24246 _ x40 — 343 | 3
20r43(93 _ 1) = 3%(3° + 1)
2Mr48 — 4. 32

(4z +3)-1g2=1g4 4+ z-1g3
z-1g16 —z-1g3 =21g2 —31g2
N .

lg16 —1g3
= — 0,41407.

Losungsmenge: {— 0,41407}.

z =

7. {z]|e*® 4 &% =2}
Lésung: Mit z = e? und Einschrinkung dieser neuen Variablen auf den Bereich u € (0; + o)
entsteht die dquivalente Gleichung

w4+u—2=0.
Thre Losungsmenge besteht nur aus dem Element %, = 1 (u, = —2 entfillt).
Somit ist die gegebene Gleichung auf
ef=1
zuriickgefiihrt.
Lésungsmenge: {0}.
8. {x]|ev1—et7=2)
Lésung: Nach dem Zerlegen der Potenzen
e?.el —e.g T =
und Einfiihrung einer neuen Variablen % = e? entsteht
el.y —et.yul= %€ (0; +o00)
u?—2eu —e¥=0
u=erl Vet €.
(Das Minuszeichen vor der Wurzel entfillt, éa l/m >e).
Somit ist
e=e(l+V1+e)
z=1+In(l+VT+e).
Losungsmenge: {14+In(1 + Vl_-l—e))
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AUFGABEN
Die nachfolgenden Exp ialgleichungen sind zu lésen:

553, arts — g1z 554. b3 = b 555, pdr+s = pir+l

556. 07 - 13T-2) = p . p2(rH1) . phlr—2)

557, (rr—9)7—4 = (pv-2)2-7 558. a(aT-)T+3 = q3r8(qrHl)s

== @ =2 x41
559. Vpla-z = pla+9) 560. Jurt-l = —Vuz—a
x 5 z 3 7 z
s61. [2)'= (2 562, (2) =1/(L 563. Ya =
3 2 q P
20-8 3745
564. (é) = (E) 565. athmr = ¢
5 4

566, a"—T = 2bT 567. @ni-p = pni-e 568. 37 = 10

569. 5° = 100 570. 0,025 = 1000 571. 107 = 1,251

572. 3,4127 = 2432 573. 4,83217 = 8,2137 574. ?/6452 = 3,7824
T L — L — | -

575. 15,738 = 2500 576. Y4360,2 = 0,0011 577. Y1,3311 = |7

578. 1877 . 24367 = 457+ 579. 4, 278“—s = 3. 1,5428+8

1
o+ 2741 =
580. g = 4 581. 100" = 36,632°
8 5
[ S sr-2 745

582, JoE _ g 583. 25. (%) =g (%)

o
22 15 204,2\ z-1 24,49\7
| === 585. =il

584 5= (315.8) (19,27)

586. 2r — 3T+ — Qr42 _ 343 587. 322+l _ 5r-1 — 3243 _ Krl

588, T2r-1 _ 33r-2 — 72r+1 _ 38x42 589. 2069 — 3"

590. Bei einer geddmpften Schwingung mit Luftreibung bilden die Amplituden eine fallende geo-
metrische Folge. Betrigt die Amplitudenabnahme von Periode zu Periode 0,5%, so ist der
Quotient der geometrischen Folge q = 0995 und dxe Amplitude der n- “ten’ Schwmgung
A, = A,¢", wobei 4, die Anf: hnet. Bei welcher Periode unterschrei-
tet die Amplitude 1%, des Anfangswertes?

591. Fiir den Riementrieb (Bild 53) gilt auf Grund des

EvuLerschen Gesetzes fiir die Seilreibung, wenn
das Rutschen des Riemens verhindert werden soll,
die Forderung

S, _ Mg

Slge rad

8~
Hierbei bedeuten S, die Seilkraft in dem ziehenden
Riementeil, 8, die Seilkraft im gezogenen Riemen-
teil, uy, = 0,25 die Haftreibzahl von Leder auf

U

@G

Bild 53

hli

GrauguB und x den in Radiant
GradmaB sein, wenn sich S, zu 8, wie 5:2 verhalt?

inkel. Wie gro mufs « im
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592. Fiir einen Potenzflaschenzug gilt
_ e
L n. n °

Wieviel Rollen werden benttigt, um die Last F, = 4000 kp mit der Kraft F, < 60 kp
bei einem Wirkungsgrad # = 0,64 heben zu konnen?

20.2.2. Logarithmische Gleichungen

In einer logarithmischen Gleichung tritt die Variable im Argument logarithmischer
Terme auf. An Hand von Beispielen soll gezeigt werden, wie sich einige logarith-
mische Gleichungen auf eine Grundgleichung vom Typ

logsx = b
zuriickfiihren lassen, die nach dem Potenzieren mit der Basis @ > 0 die Gestalt
x =ab
annimmt. Kann man die rechte Seite der Grundgleichung als Logarithmus mit der
Basis a darstellen,
log,x = log,s,
so 1aBt sich infolge der Monotonie der Logarithmusfunktion setzen
z=c.

Bei allen logarithmischen Gleichungen ist zu beachten, -daB nur Logarithmen von
positiven reellen Zahlen definiert sind. Da beim Losen derartiger Gleichungen héufig
nichtéquivalente Umformungen vorgenommen werden, empfiehlt es sich, zu Beginn
des Losungsvorganges den der Gleichung zukommenden Definitionsbereich festzu-
stellen. Dadurch wird von vornherein vermieden, da8 unzulissige Elemente in der
Losungsmenge erscheinen; zum Beispiel stellt der Ubergang von 27 - log  auf log a2
im Fall n € G keine dquivalente Umformung dar, da beide Terme verschiedene
Definitionsbereiche aufweisen. Andererseits diirfen bei den erforderlichen Umfor-
mungen keine Elemente verlorengehen. So muf}

log 22" = 2n log |z | ne@

gesetzt werden, weil 1og 2 fiir x € (—oo; +00)\ {0} definiert ist. Lediglich wenn 2
von vornherein auf den Bereich (0; 4 oco) eingeschrinkt ist, darf auf die Absolut-
striche verzichtet, also das dritte Logarithmengesetz formal angewendet werden.

BEISPIEL

1. {z|2Inz =1n 16}
Lésung : Definitionsbereich: (0; + 00).
a)]nx=—; In16 =In4

z=4.



236 20. Transzendente Gleichungen

Die Lo der 1 ithmischen Gleich stimmt mit der der #quivalenten linearen
Gleichung iiberein:

Losungsmenge: {4}.

b) Wird die nichtiquivalente Umformung
In2?=1In16

vorgenommen, so darf nur die in dem anf: Y. Definitionsbereich li de, also
die positive, Wurzel der Gleichung

z* = 16,
in die Losungsmenge aufgenommen werden.

Losungsmenge: {4}.

In der héheren Mathematik treten logarithmische Gleichungen héaufig in der Form

In(@z +8) =c¢

auf. Wird mit der Basis e der natiirlichen Logarithmen potenziert,

ax +b=ce,

so 1Bt sich die Gleichung nach z auflésen

1
— A
z=_ (¢ —b).
Sind a, b und ¢ mit Zahlen belegt, so wird nach einem etwas abgewandelten Verfahren
vorgegangen.
BEISPIEL
2

{z |In 3z — 2) = 0,5}

Losung: Definitionsbereich: (2/y; + 00).

Da meist keine ausreichenden Tabellen fiir natiirliche Logarithmen zur Verfiigung stehen,
wird zuniichst mit Hilfe des entsprechenden Moduls (vgl. 9.3.) der natiirliche Logarithmus in
den dekadischen Logarithmus umgewandelt

lg (32 — 2) = 0,5M,, = 0,21714 (M, = 0,43429)
und ‘aus der Logarit} fel der hoérige Numerus abgel
3z — 2 = 1,6487
x = 1,2162.

Losungsmenge: {1,2162}.

Andere Aufgaben lassen sich nach Anwendung der Logarithmengesetze auf die Grund-
gleichung zuriickfiihren.
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BEISPIEL
3. {x|lg16a? —Ig8a2 = 2]gda? — Iga® — g8}
Loésung: 2 € (—oo; 4 00)\ {0}
Ig 162 — Ig8a® — Ig 1624 -+ Iga? |+ Ig8 — 0

1622.22.8 —o

822. 1624
lgi/z? =0
—21g|z|=0
|z| =1.

Losungsmenge: {—1; 1}.

Die im folgenden Beispiel gegebene Gleichung kann als Exponentialgleichung und
logarithmische Gleichung angesehen werden.
BEISPIEL
4. {z |47 =2}
Losung: z € (0; + 00).

Um den die Variable z enthaltenden Term aus den Exponenten zu entfernen, wird die Glei-
chung logarithmiert.

3lgz-lg4=1g2

lgo— 22 _ 182 1
BT = 3154 Glg2_ 6
@ = 1,4678.

Losungsmenge: {1,4678}.

AUFGABEN
Es sind die Lo folgender logarithmischer Gleict zub
593. 44+ 31gz =52 594. 5 —21g 3z = 124
595. 1g2® + 21ga® = 20,4 596. 1g 127 = 0,876
597. %lgxz—f— —;—lgr‘ = 10,0234 598. Ig (22 +3) =lg(x —1) + 1
599. 1g 25 =1ga? + 6 600. 1g5% =g 2* + 2
601. 5182 = 2. 3lsz 602. 3lgz =21g8
603. 2lgx =31g4 604. 1g2® =31g4
605. 2]lg4x —21gz —21g8 =10 606.%1nx’=—;*1n81

607. Inz —lna=15%
608. Die Gleichung A - BC-8D+E — F ist nach 4, B, C, D und E umzustellen.



Trigonometrie der Ebene

Die in der Elementargeometrie auftretenden Gleichungen sind algebraisch?), Stellen
sie Beziehungen zwischen Stiicken des ebenen Dreiecks dar, so enthilt eine Gleichung
entweder nur Winkel, wie z. B. der Satz von der Winkelsumme im Dreieck, oder nur
Seiten, wie z. B. der Satz des Pythagoras. Im zweiten Falle kénnen auBer den Seiten
auch noch andere Strecken und der Fliacheninhalt des Dreiecks auftreten.

Der Zusammenhang zwischen den Seiten und Winkeln des ebenen Dreiecks ist nicht
durch algebraische Gleichungen darstellbar. Hierfiir bedarf es daher eines besonderen
Abschnitts der Geometrie :

Die Trigonometrie?) der Ebene hat die Aufgabe, die Beziehungen zwischen den
Strecken und Winkeln im ebenen Dreieck und in anderen ebenen, geradlinig be-
grenzten Figuren herzustellen. Sie benutzt hierzu die trig trischen Funkti

Die Lehre von den Eigenschaften und den gegenseitigen Beziehungen der trigono-
metrischen Funktionen heift Goniometrie3) und ist ein Teil der Trigonometrie. Die
Trigonometrie im engeren Sinne behandelt die eigentliche Dreiecksberechnung.

21. Winkelmessung. Winkeleinheiten

Wie bereits bekannt, schlieBen zwei von einem gemeinsamen Punkt O ausgehende
Strahlen einen ebenen Winkel ¢ ein. Der Winkel ist also der Teil der Ebene, der von
einem Strahl iiberstrichen wird,
wenn sich dieser um seinen An-
fangspunkt O von der Ausgangs-
lage s; bis zu einer bestimmten
Endlage s, dreht (Bild 54). Der
S Winkel heiit positiv oder negativ,
4 je nachdem er durch Drehung
bild 5¢ eines Strahls gegen oder mit dem
Uhrzeigersinn entsteht.
Dreht sich der Strahl einmal vollstindig um seinen
Anfangspunkt O, so wird der Vollwinkel ¢, beschrieben
(Bild 55). Bild 55

1) Vgl. Abschnitt 18.
%) (griech.) Dreiecksmessung
2) (griech.) Winkelmessung
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In der Tafel der gesetzlichen Einheiten vom 14. 8. 1958 wurden fiir den ebenen Winkel
die Emheiten

Radiant Kurzzeichen: rad
rechter Winkel, Rechter L
Grad o
Neugrad, Gon &

festgelegt, und zwar gilt folgende

Definition der Winkeleinheiten

Lx% — 2mrad = 41 — 360° — 4008 35)
Als weitere, abgeleitete Winkeleinheiten sind die

Minute - Kurzzeichen: *

Sekunde "

Neuminute e

Neusekunde L

zugelassen, fiir die

1° g 12 1e
— 1= o= le— __ (35a)

V=5 60 100 100

gilt.
Der Radiant wurde aus folgendem Grund als Winkeleinheit gewihlt. Der Umfang des
Kreises ist '

U =2nr,

d. h. das 2=-fache des Radius. Entsprechend wurde der Vollwinkel, der dem Kreis-
umfang entspricht, als 2n-faches des Radianten definiert, also

@ = 27 rad.
Aus dem Bild 55 kann die Proportion
b:2nr = @i,

abgelesen werden. Sie fithrt zu folgender allgemeingiiltiger GroBengleichung?) fiir
den Kreisbogen b:
2n
b= —or.
Po i

1) GroBengleick sind Gleich die unabhingig von der Wahl der Einheiten gelten




240 21. Winkel Winkeleinhei

Hieraus ergeben sich z. B. die fiir die Winkeleinheiten Radiant und Grad zugeschnit-
tenen GroBengleichungen?!) des Kreisbogens, wenn nach (35) fiir den Vollwinkel
¥ = 27 rad und @, = 360° eingesetzt werden:

=7 =y . O
b= g o= 180 Grad "

Somit gilt:

“rad ~ 180 Grad

b p = @
= (36)

Wird in (36) @ = 1rad gesetzt, so folgt —I: =1 bzw. b = r. Das ergibt folgenden

Satz

Der Radiant ist der ebene Winkel, fiir den das Verhiltnis der Lingen des zugeho-
rigen Kreishogens zu seinem Halbmesser gleich 1 ist (Bild 55).

Bevor durch die Tafel der gesetzlichen Einheiten der Radiant als Winkeleinheit eingefiihrt wurde,

war es iiblich, mit dem sog. BogenmaB des Winkels zu rechnen. Das BogenmaB ist die MaBzahl des

in der Einheit Radiant gemessenen Winkels und wird durch das Verhiltnis b/r, also durch (36) be-

stimmt.

Der Radiant ist unter den Winkeleinheiten die einzige kohirente Einheit?), er ist
daher zu bevorzugen.

Beim praktischen Messen®) von Winkeln werden jedoch iiberwiegend die anderen
Winkeleinheiten benutzt. Es ist daher giinstig, fiir die Umrechnung solcher Winkel,
die in den nichtkohirenten Winkeleinheiten Grad, Neugrad usw. angegeben sind, in
die Winkeleinheit rad und umgekehrt eine Formel herzuleiten. Zu diesem Zweck wird
der

Po

Umrechnungsfaktor o |o = o (37a)
™

eingefiihrt, fiir den sich aus (35) und (35a) wegen = = 3,14159265 ... im einzelnen
ergibt:

o =1rad = 0,6366198! = 57,29578° = 63,661 98¢ =
= 3437,747 = 206264,8" = (37D)
= 6366,198° = 636619,8¢

1 Z hni GrofBengleick sind GroBengleict in denen jede GroBe durch eine
zugehorige Einheit dividiert erscheint

2) cohaerere (lat.) zus&mmenhangen Die Grundeinheiten und die aus ihnen unmittelbar abge-
leiteten Einheiten eines MaBsystems, in denen nur der Zahlenfaktor 1 auftritt, bilden ein sog.
kohiirentes Einheitensystem

3) Das Bau- und Ver z. B. benutzt fiir das Messen von Horizontal- und Vertikal-
winkeln im Gelinde den Theodollt Seine Teilkreise sind in Grad, Minuten und Sekunden oder
in Neugrad, Neuminuten und Neusekunden geteilt
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=

Die meisten Rechenstébe enthalten die Marken fiir o/', /", g/ec.
Aus (36) folgt z. B. die Gleichung

¢ 180 ¢
Grad 7 rad’

die bei Beriicksichtigung von (37) in

? . @
Grad =~ Grad rad

iibergeht. Verallgemeinert man die letzte Gleichung, indem man ,,Grad ‘ durch
,,nichtkohirente Winkeleinheit*‘, abgekiirzt WE, ersetzt, so ergibt sich die

=L, (38)

Umrechnungsformel | _ WE mad

il
E

BEISPIELE
1. Gegeben: @ = 0,14524 rad
Gesucht: gin L, °, cc,
Losung: Aus (38) erhilt man mit der Rechenmaschine:

¥ —0,63662-0,14524 ¢ = 0,002463C
¥ —57,20578.0,14524 g — 8,32164°
= 636619,8.0,14524 g = 92462,7cc.

2. Gegeben: ¢ = 26°17”
Gesucht: @ in rad

Losung:
Aus (38) folgt mit dem Rechenstab:
7 @ 1577

0
—_—e == = 0,459 rad.
rad 17 3438 £ 20mC

Die Umrechnungen nach (38) lassen sich auch in einfacher Weise mit der sog. Bogen-
tafel?) ausfiihren, die in den Logarithmentafeln enthalten ist.

Fiir einige ausgezeichnete Winkel werden die Beziehungen zwischen den verschie-
denen Einheiten besonders oft gebraucht. Daher sei die folgende Tabelle angegeben :

1) Vgl. Literaturhinweis S. 580
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3

rad z Z 1 z Lt = 2

Pl 6 4 3 2 T 2" &
1 1 2

L . 2. 0.636... 2 1 2 3 4
vl 3 2 3

o 30 5 57,205 ... 60 90 | 180 | 270 | 360

o2 333 50 63,601 ... 666 | 100 | 200 | 300 | 400

Die Teilung des Vollwinkels in 360° mit der Unterteilung in Minuten und Sekunden
heiBt sexagesimale Teilung?) oder ,,alte Teilung® des Winkels. Sie wird hauptsich-
lich in der Astronomie und Geographie benutzt, weil dort der Winkel mit der eben-
falls sexagesimal geteilten Zeit zusammenhéngt. Auch in der Mathematik wurde bis-
her die ,,alte Teilung** bevorzugt, jedoch nur aus Griinden der Uberlieferung.

Die Addition mehrerer Winkel, insbesondere bei Benutzung einer Rechenmaschine,
ist in der sexagesimalen Teilung unbequem, da die Sekunden, Minuten und Grade
getrennt addiert werden miissen. Die Division zweier Winkel in sexagesimaler Tei-
lung verlangt die vorherige Verwandlung der Minuten und Sekunden in Dezimalen des
Grads. Physik und Technik benutzen daher die Altgradteilung mit dezimalgeteiltem
Grad.

Die gleichen Vorziige wie die zuletzt genannte Teilung hat die zur Zeit der franzo-
sischen Revolution eingefithrte zentesimale Teilung?) oder ,,neue Teilung* des Win-
kels, die den Vollwinkel in 400% und den Neugrad in Neuminuten und Neusekunden
teilt [vgl. (35)]. Sie wird in Deutschland nur vom Vermessungswesen benutzt.

Die Bezichungen zwischen den verschiedenen Gradteilungen des Winkels ergeben
sich aus (35) und (35a):

1°=11¢8 18 = 54’ = 0,9° 0,1° = 6'= 0,12
17 = 0,016° = 0,0185¢ | 1¢=32,4" = 0,009° | 0,01° = 36" = 0,012 | (39)
1" = 0,00027° = 0,000309¢|1°¢ = 0,324" = 0,00009°(0,001° = 3,6"" = 0,0012

Die Umrechnung von einer Gradteilung in die andere wird am schnellsten mit Tabel-
len?) ausgefiihrt.

AUFGABEN
609. Folgende Winkel sind umzurechnen:
a) 43°12/14”, b) 28,7349° in Neugrad,
c) 21,4419¢, d) 38,1962° in sexagesimale Teilung,
e) 36845¢20¢cc, ) 81°22’35” in dezimalgeteilten Altgrad.

1) Stammt von den Babyloniern und heiBt so, weil die Zahl 60 Grundzahl ist; sexagesimus (lat.)
der sechzigste

2) 100 ist Grundzahl; centesimus (lat.) der hundertste

3) siehe die Tafeln 1t. Literaturhinweis S. 580
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610. Folgende Winkel sind in die Winkeleinheit rad umzurechnen:
L
a) % , b)301°17°20”,  ¢) 138,1923°, d) 5888c25¢c,

611. Wie groB sind die Winkel

a) 0,3rad,  b)1rad, c) 1—") rad in sexagesimaler Teilung?

612." Welche Liinge hat der Bogen des Erdumfangs, der zu einem Mittelpunktswinkel von
a) 1°, b) 157, c) 1/, d) 1” gehoért? (R = 6371,11 km)

613. Wie lauten bei gegel Halt r und gegeh Mittelpunktswinkel ¢ die fiir die
‘Winkeleinheiten rad, °, - hnittenen GroBengleichungen der Kreissektorfliche 47

614. Man berechne die Fliche A des Kreissektors fiir
a)r=12cm, ¢ = 96°15'25"; b)r=55cem, b="7cm.

615. Der Horizontalkreis eines Theodolits soll in Intervalle zu 20 Neuminuten eingeteilt werden.
Wie groB ist der Abstand zwischen zwei benachbarten Teilstrichen, wenn der Kreisdurch-
messer 94 mm betrigt?

22, Trigonometrische Funktionen

22.1. Allgemeine Definition der trigonometrischen Funktionen

Im folgenden wird fiir die trigonometrischen Funktionen eine Definition gewiihlt,
die eine Verallgemeinerung der dem Leser bekannten Definitionen im rechtwinkligen
Dreieck und am Einheitskreis darstellt. Bekanntlich!) werden jedem Punkt P der
Ebene durch die Einfiihrung eines cartesischen oder eines Polarkoordinatensystems je
zwei Koordinaten zugeordnet, nimlich entweder

1. die rechtwinkligen Koordinaten, die Abszisse v und die Ordinate v (Bild 56), oder
2. die Polarkoordinaten, der Abstand?) r und der Richtungswinkel®) ¢ (Bild 57).

P .

Polar,
0  achse

Bild 56 Bild 57 Bild 58

Hierbei sind %, » und r die MaBzahlen der in den Bildern 56, 57 usf. gezeichneten
Strecken.

1) Vgl. 26.2. bzw. EL math, 12.2.
2) Wird auch Radiusvektor, Leitstrahl oder Modul genannt
%) Heilt auch Phase, Amplitude oder Argument
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Im Fall 2. dient ein beliebiger Strahl als Polarachse (Nullrichtung), sein Anfangs-
punkt O heilit Pol.

Fallen Ursprung und Pol sowie u-Achse und Polarachse zusammen, so ergibt sich
Bild 58. Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten beider Systeme wird durch
die Einfihrung der trigonometrischen Funktionen (auch goniometrische oder
Winkelfunktionen genannt) Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens beschrieben :

" v %
Definition der SNg S Geg=
trigonometrischen (40)
Funktionen?) tang = Z cotp = 2z

% v

Ersetzt man fiir die folgenden Uberlegungen den Abstand r durch Ju? + +* (Bild 58), so er-
gibt sich:

sing = Y cos«p—L
ut 4 o2 Vo 4 o2
v %

t: =— tg =—.

B Gtigi=

Da ein Bruch mit dem Nenner Null genauso wenig einen Zahlenwert hat wie ein Bruch, dessen
Zihler und Nenner verschwinden, liBt sich hieraus folgendes ablesen:

Durch (40) werden jedem geordneten Paar (u; v) € K (also jedem Punkt der Koordinatenebene
mit Ausnahmen) vier trigonometrische Funktionswerte

sing e [—1; +1], cospe[—1;+1]
tan @ € (—oo; +o0), cot @ € (—oo; +00)
zugeordnet. Der Bereich K ist fiir die vier tri rischen Funktionen verschieden und

1aBt sich mit dem Kérper R der reellen Zahlen ausdriicken:
King, cosp = (B X R)\{(0;0)} (Koordinatencbene auBer Ursprung 0)
Kyng = (BN {0) x B (Koordinatenebene auBer der v-Achse)
K o1y = B X (BR\ {0}) (Koordinatenebene aufer der u-Achse)

1) Wie noch in Band ,,Analysis®, 11.1.1., gezei®t wird, lif}t sich jede trigonometrische Funktion
in eine Potenzreihe entwickeln. So ergibt sich z. B. fiir die Sinusfunktion

sinx:x—£+£—
3! 5!
Beim Rechnen mit diesen Reihen ist zu beachten, daB fiir x beispielsweise nicht der Winkel 10°,
sondern der Zahlenwert % eingesetzt werden mul}; das ist aber die MaBzahl des in der Winkel-
einheit ,,rad* gemessenen Winkels, also das BogenmaB (vgl. 21.). Somit gilt: Das Argument der
trigonometrischen Funktionen ist nicht der Winkel ¢, sondern ﬁ Der Einfachheit halber

schreiben wir jedoch fiir das Argument meistens den Winkel ¢ selbst. Hier erkennt man einen
groflen Nachteil der durch die Tafel der gesetzlichen Einheiten eingefiihrten Winkeleinheit
srad” im Vergleich zum friiher iiblichen BogenmaB.
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Wie aus obigem bereits hervorgeht, wird 7 > 0 vereinbart, also r = + Yu? + 12, daher gilt
7€ (0; 4 00).

Die Menge @ der Elemente £ il ist wie die Menge K von der Art der trigonometrischen
Funktion abhéngig: L

Psing,cosp = (—00; +00)

Dtang = (— 005 +w)\{(2k +1) % ke G}l)

Deoty = (—o0; +00) \ {kr | ke G).

Die trigonometrischen Funktionswerte sind als Streckenverhéltnisse dimensionslos,
also reine Zahlen.

Durch das Achsenkreuz werden Vollwinkel und Ebene in vier Teile, die sog. Quadran-
ten?) zerlegt. Letztere heiBen I., II., III., IV. Quadrant (Bild 58).

22.2, Graphische Darstellung der tri trischen Funkti te.
Bestimmung der Funktionswerte hesonderer Winkel

Wird von O aus ein beliebiger Strahl g gezogen, so haben alle auf g liegenden Punkte

P, A, B, ..., Py, P, ... denselben Richtungswinkel ¢. Aus Bild 59 148t sich bei An-

wendung der Strahlensitze wegen (40) folgendes ablesen:

B
' u % 2
(]
g
12
/] =1
Y
> 4
Py N A A "
o
=1 A
Ug
Bild 50 I 4 —
. o vy Vg u Uy up
Sy =—=—=—=.,.; CSp=—=—=— =,
" 4 T3 r 74 g @
v Vy vp w Uy Up
tang= — = == = = ...; cotp=—=—"S=——- =
u Uy Up v vy vg

Wihrend Py, P,, ... beliebig auf g hegeﬁ, sind P, A, B so gewiihlt,daB » = 1,u, = 1,
vp=1 gilt. P ist also der Schnittpunkt des Strahls g mit dem Einheitskreis®),

1) @ ist die Menge der ganzen Zahlen, vgl. Abschnitt 4.
2) quattuor (lat.) vier; Quadrant heiBt Viertelkreis
3) Kreis vom Radius r = 1
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A’ A und B’ B sind Abschnitte der Vertikaltangente in 4’ und Horizontaltangente in
B’ an den Einheitskreis (Bilder 59 und 60). Somit er-
gibt sich aus (I):

14 Bild 60

B
sin g = v, cos ¢ = u,
tan ¢ = vy, cot ¢ = ug. (IT)
Die Werte der trigonometrischen Funktionen koénnen
daher als MaBzahlen von Strecken am Einheitskreis
unmittelbar abgelesen werden (Bild 60), so daB3 sich
aus (II) ergibt:

)

Satz
Sinus bzw. Cosinus eines Winkels ¢ sind gleich der Ordinate baw. Abszisse des zu
@ gehorigen veriinderlichen Punktes auf dem Einheitskreis.
Tangens bzw. Cotangens eines Winkels ¢ sind gleich den MafBzahlen derjenigen
Abschnitte der Vertikal- bzw. Horizontaltangente an den Einheitskreis, die vom
Berithrungspunkt bis zum Schnittpunkt mit dem durch ¢ festgelegten Leitstrahl
gemessen werden.

Beim Drehen des Radius OP aus der Ausgangslage OA’ im positiven Sinn bis zu ihr
zuriick kann an der Anderung der Strecken PQ, 0Q, A'A, B'B der Verlauf der trigono-
metrischen Funktionen in den vier Quadranten verfolgt werden (Bilder 60 bis 63).

Bild 61 Bild 62 Bild 63

Da hierbei der Tangens auf der Tangente in 4’ und der Cotangens auf der Tangente in B’ ab-
gelesen werden, muB man fiir Winkel im II., III., IV. Quadranten den Strahl OP riickwiirts ver-
lingern.
Mit den bekannten Vorzeichen der rechtwinkligen Koordinaten in den vier Quadran-
ten ergeben sich aus (40) in Verbindung mit den Bildern 60 bis 63 folgende Regeln:

Quadrant,
Funktion vong| I I o1 | v
Vorzeichen der 2 :
tri trischen Sae + |+ | = = @)
Funktionen cos @ T — — P
tang = - n =
cot @ + —_ 4 .
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Aus den den trigonometrischen Funktionswerten entsprechenden Strecken am Ein-
heitskreis findet man unmittelbar die Funktionswerte fiir die Winkel 0°, 90°, 180°,
270°, 360°. Bei Anwendung der Definition (40) auf solche Punkte P im I. Quadranten,
fir die der Winkel ¢ = 30°, 45°, 60° ist, ergeben sich die restlichen?) der in der fol-
genden Tafel zusammengefaliten Werte :

Trigonometrische Funktionswerte fiir besondere Winkel

Winkel g
0° 30° 45° 60° 90° | 180° | 270° | 360°
Funktion

’ 1 1 1 5
] = | =vV2|=V3]| 1 0o | —t1| o0
s z | 272|327
1|1 1
1| =V3|=yV2| = 0o [—1]| 0 1 [(42)
cos @ 2}/ 2V— 5
tan @ 0 %s 1 VY3 |+oo®)| 0 |+£oo| O

+ oo

el
-
wl
o
H
8
°

cot @ + o0 ﬁ 1

22.3. Trigonometrische Funktionen — Kurven und Periodizitiit

Ausgehend von der urspriinglichen Definition der trigonometrischen Funktionen in
22.1. werden jetzt die iiblichen Bezeichnungen und Begriffe aus der Funktionenlehre
(vgl. Band ,,Analysis“, Abschnitt 1.) benutzt. Danach ist jede der vier trigonometri-
schen Funktionen

y=sinz, y=cosx, y=tanzx, y=cotx (40a)

eine Menge von geordneten Paaren (; y). Denn jedem Element x € X ist genau ein
Element y¢ Y zugeordnet. Die Menge X wird Definitionsbereich und die Menge ¥

Wertebereich der jeweiligen Funktion genannt. Hierbei sind » mit —— d und X mit
@ aus 22.1. identisch. Man erhalt wie dort:

Menge . " :
Definitionsbereich X Wertebereich ¥
Funktion
sin z (—o0; +00) =R [—1341]
cosx (—oo; +00) =R [—1;4-1] (43)
tanz (—oo;«}—eo)\{(Zl;-I—l)-% keG} (— o005 +00) =
cotx (—o00; +00) \ {kr | ke G} (— 005 400) =
1) Vgl. ElL math. 26.3. 2) Das Symbol 4 co bedeutet, daB an dieser Stelle gar kein Funk-

tionswert existiert; vgl. auch Unstetigkeitsstellen, Band ,,Analysis, 2. 4.
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Die im Definitionsbereich von tana und cotx ausgenommenen Winkel heiBen
Unstetigkeitsstellen der beiden Funktionen.

J|
+1
< Al BN e
% y=sinx
KA R e
d e T N
-7
Bild 64
Y
=T ’—‘1
| N TN
\ / ) \y=tasx / N\
/3 0 IN 0 75 H3 N
VAR S 2
=] v
Bild 65
Y
W | |
+3
)"fﬂﬂx
#2
A / / /
SE 4 I A i e
=
NIVAREV /
=2
-3
Bild 66 ' . , ,
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y=cotx

N;H
S
o
=

3 2 i

Bild 67

Eine anschauliche Vorstellung von den trigonometrischen Funktionen geben ihre
Kurven (Bilder 64 bis 67).

Man beachte, dal wegen FuBnote 1) auf Seite 244 als Argument der trigonometrischen Funktionen
z= aL,’d aufgetragen werden muB, damit der MaBstab auf beiden Achsen gleich wird und da-
T

durch unverzerrte Bilder entstehen.

Periodizitit der trigonometrischen Funktionen

Betrachtet man einen beliebigen festen Punkt P, der Ebene, so
ist seine Lage durch die zugehérigen rechtwinkligen Koordina-
ten u,; v; oder durch die Polarkoordinaten r,; ¢; eindeutig be-
stimmt. Man erkennt, daf auch die Polarkoordinaten r; ¢; +
+ k- 360° (k€ G) auf denselben Punkt P, fiihren (Bild 68).
Hieraus folgt, daB sich die Werte der vier trigonometrischen pud es
Funktionen mindestens alle 360° wiederholen.

Im einzelnen ergibt sich: Wird der Radiusvektor OP von 0° aus im positiven und im
negativen Sinn unbegrenzt gedreht, so wiederholen sich die Sinus- und Cosinus-
werte alle 360° und die Tangens- und Cotangenswerte alle 180°. Aus dieser unbegrenz-
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ten Drehung des Radius in beiden Richtungen (Bilder 60 bis 63) ergibt sich eine un-
begrenzte Fortsetzung der Kurven nach links und rechts (Bilder 64 bis 67).

Satz

Die trigonometrischen Funktionen sind periodische Funktionen. Die Sinus- und die
Cosinusfunktion haben die Periode 360°, bei der Tangens- und der Cotangens-
funktion betrigt die Periode 180°.

Dieser Satz ist gleichwertig mit folgenden Gleichungen:

sin (p + k - 360°) = sin ¢
cos (¢ + k- 360°) = cos @
tan(p 4 k- 180°) = tan ¢

(@ + k- 180°) = cot ¢

Periodizitit der
trigonometrischen
Funktionen

(44)

cot

mit k€ @

Mit (44) lassen sich trigonometrische Funktionswerte beliebiger Winkel auf Funk-
tionswerte von Winkeln zwischen 0° und 360° zuriickfiihren.

BEISPIELE

1. sin 620° = sin (620° — 360°) =sin_260°
2. cos (—630°) = cos(—630° -+ 2 - 360°) = cos 90°
3. tan 865° = tan(865° — 4 - 180°) = tan 145°
4. cot 390° = cot (390° — 2-180°) = cot 30°

@

cos (— 13—4vrmd) = cos (— %nr&d+3»2nrad) =cos%nmd

6. tan?nrad: tan (?nr&d —3-1rrad) = t,n,n%md

Anmerkung: Die allgemeine Definition (40) der trigonometrischen Funktionen wurde

so gewihlt, daB sie fiir beliebig groBe Winkel ¢ giiltig ist. Dies ist fir die Anwendung
der trigonometrischen Funktionen bei Aufgaben aus Physik und Technik notwendig.

BEISPIEL

7. Eine an einem Faden aufgehingte kleine Kugel P bewege sich mit konstanter Geschwindig-
keit » auf einem Kreis vom Halbmesser a (Bild 69, a). Die Projektion dieser Kreishewegung auf
eine senkrecht zur Kreisebene stehende Wand ergibt ein Hin- und Hergehen des punktfor-
migen Kugelschattens P auf einer Strecke der Linge 2« (Bild 69,b). Man sagt, die Projektion
P’ der kreisenden Kugel fithre eine harmonische Schwingung aus. Braucht die Kugel fiir
einen Umlauf des Kreises die Zeit 7', so ist 7' auch die Zeitdauer emer Schwmgung, d. h.
eines Hin- und Hergangs von P’. 7' wird als Periode oder Schwingung; Da in
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I

Py.:" 3 e

7, zd

ZF/[ Hs y\s)r
4 N[ Fwt
y=asinwt \[
(7

¥ it 2
. N\

i

-

S8
g
S

X Mol

a) by ¢
Bild 69

der Zeit T der Vollwinkel ¢, durchlaufen wird, lautet die allgemeine GroBengleichung fiir die
Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequenz)

o= 0
und die auf die Winkeleinheit ,,Radiant* sowie die Zeiteinheit ,,Sekunde zugesct
GroBengleichung fiir o heiBt .

2n
@ [l = 5. (Ia)
/ 5Tk

Die allgemeine GroBengleichung fiir die Bahn- oder Tangentialgeschwindigkeit » wird, da in
der Zeit 7' der Umfang des Kreises vom Radius a durchlaufen wird:

= 2ra
g

Hieraus folgt die auf die Lingeneinheit ,,Meter* und die Zeiteinheit ,,Sekunde** zugeschnittene
GroBengleichung:

. (II)

2wa/m
v = . IIa)
T Tk (
Dies ergibt mit (Ia)
v/ﬂ=w/ﬂ1-a/m (I1Ta)

s B

oder die beziiglich Linge und Zeit allgemeine GréBengleichung

B e ow, (IIIb)
rad

Mit (35) erhiilt man hieraus die nun auch beziiglich des Winkels all, ine GroBengleicl

v= an wa. (I11)
Po

Fiir den in der Zeit ¢ durchlaufenen Winkel ¢ gilt die Proportion
pipp=t:T,
so da8 mit (I) folgt:
@ = wt. (Iv)
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[ 2.
Wegen z = —— wird hieraus:
egen od wil

[
L ) Vv

& rad (Ive)

Fiir den jeweiligen Abstand y des schwingenden Punktes P’ von der Mittellage, Ausschlag oder

Elongation genannt, wird wegen (40) aus Bild 69, a entnommen:

. )

y=asinz oder y—asmmdt. (V)
Wird der Kreis mehr als einmal durchlaufen, so wird z > 27, d.h., die Definition der Sinus-
funktion wird fiir beliebig groBe Winkel gek ht. Um den zeitlichen Ablauf der Schwingungen
zu veranschaulichen, trigt man die zu z gehorige Elongation y in einem rechtwinkligen Koordi-
natensystem auf (Bild 69, c).
Zum b Verstindnis, insk dere fiir die GroBengleict sei das folgende Zahlen-
beispiel angegeben. Fiir 7' = 0,5sund @ = 0,2 m z. B. ergibt sich aus (Ia) und (II):
@ = 12,57 rad/s, » = 2,51 m/s. Dies liefert beispielsweise fiir ¢ = 7'/6 wegen (IV), (IVa) und
(V) bei Beachtung von (37b), (38) und (42):

@ =1,05rad = 60°, =105, y=0,1Tm.

AUFGABE

616. Man zeichne einen Viertelkreis vom Radius 10 cm und ermittle graphisch die Werte der
Sinus- und der Cosinusfunktion und, soweit moglich, auch der Tangens- und der Cotangens-
funktion fiir die Winkel 10°, 20°, 30°, ..., 80°.

22.4. Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen

Im folgenden werden Gleichungen hergeleitet, die die Grundlage dafiir bieten, um
jede trigonometrische Funktion durch eine der drei anderen auszudriicken.
Aus (40) und Bild 58 ergibt sich:

2 2 2
f w 7
in2 20 — — —
sin®gp 4 cos?p = + 5= =1.
¢ L2 72 7-2 ,z

Diese Gleichung fithrt den Namen

Trigonometrische Form 5 3
des Lehrsatzes von Pythagoras (45)
Ferner gilt:

1

v
i =—= = —
me = cot @

CRERIEN

tang (46)

=cot<p




22.4. Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen 253

AufBlerdem findet man:

(47)

(48)

Die Formeln sind fiir beliebige Winkel ¢ giiltig, abgesehen von den Ausnahmen, die
aus (43) hervorgehen.
BEISPIEL

Gegeben: cot @; gesucht: cos ¢.

Loésung: Aus (45) und (48) folgt zuniichst:
cosp _ cosg

cotp = — .
sing Y1 —cos’e
Quadriert:
2
cottp = TP
1 — cos®q

Hieraus durch Umstellen:
cot? @ = cos? g (1 + cot? @).

Also: cot @
cosp =—o-—""_—.
V1 + cot® g
Anmerkung: Uber das Vorzeichen des hten Funktionswertes entscheidet der Quad

des Winkels ¢ nach (41). Entsprechendes gilt fiir die folgende Tabelle.

Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen

Gegeben
sin g cos @ tan ¢ cot @
Gesucht
2 % e tan @ 1
sin @ sin @ Y1 — cos? @ T

V1 + tan2 @' Y1 + cot? p

— 1 t
cos @ V1 —sin?g cos @ ___COt® (49)
V1 + tan? ]/l -+ cot?
L2 12
i /1 — cost @
thitp sin (p» V1 — cos? g tanig 1
VT =sin2 g cos ¢ cot @
Y1 — sin? ] cos @ 1
cot @ e e cot ¢

sin ¢ V1 — cos? ten @
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Die in der Tabelle zusammengefaBten Beziehungen zwischen den vier trigonometri-
schen Funktionen ergeben sich auch unmittelbar aus Bild 70, in dem die aus dem
pythagoreischen Lehrsatz folgenden Ausdriicke

enthalten sind. v
AUFGABEN 5 oty /\ 8
617. Wie lauten die Giiltigkeitsbereiche fiir die Glei-
chungen (45) bis (48)?
618. Die in der Tabelle (49) angegebenen Beziehungen {@( 2 _A
sind nachzupriifen. ~ \\_\ W 1
619. Die Werte der drei anderen Funktionen sind fiir J li"i%-
. 7 < M
a)sing = —; b) cos ¢ = 0,6; _EI\L
25 i 0 u
12 Ol <coso=VTemg 0 &
¢) tan g = — 1
5
zu bestimmen. Dabei sei ¢ € (0°;90°). Bild 70
620. Man berechne die anderen Funktionswerte fiir
! ;[
a)si.qu:ﬂ&; b)mslp:——if.
1-+4+4m 1+ ¢
m bzw. g seien vorgegebene Konstanten.
621. Die Gleichungen
o= ;  b)l+cottp=
a) 1+ tan®g e b) 1 + cot® ¢ dntg
sind zu beweisen.
622, Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen:
e, ooty ¢) cos @ V1 + tan®g.
tan ¢ cos @
22.5. Trigonometrische Funktionen im rechtwinkligen Dreieck
4 Aus (40) folgen bei Beschrinkung auf ¢ € (0°; 90°), « € (0;

+00), v € (0; 4 o0) und bei gewohnten Bezeichnungen, wie
sie in Bild 71 eingetragen sind, fiir die trigonometrischen

/&) (A~ Funktionen die bekannten Beziehungen in Form von Seiten-

T £ verhiltnissen am rechtwinkligen Dreieck.

- Gegenkathete

sina =
Erklirung der
trigonometrischen cosa =
Funktionen im
rechtwinkligen tanx =
Dreieck

cot

Hypotenuse
Ankathete
Hypotenuse
Gegenkathete
~ TAnkathete
Ankathete
= Gegenkathete

a
c
b
c
a
"
b
a

(50)
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Aus Bild 71 folgt mit (50): sin f = -2— = cos v usw. Wegen f = 90° — & ergeben sich
daher Beziehungen fiir die Funktionen eines Winkels und seines Komplementwinkels.

sin (90° — &) = cos o
cos (90° — &) = sin o
tan (90° — &) = cot &
cot (90° — &) = tan «

Komplementheziehungen?) (51)

Diese Bezichungen veranlassen dazu, die Cosinus- bzw. Cotangensfunktion Cofunktion
der Sinus- bzw. Tangensfunktion zu nennen und umgekehrt.

Herkunft und Bedeutung des Wortes Sinus sind umstritten. Im Einheitskreis ist die MaBzahl der
halben Sehne gleich dem Sinus des zugehérigen halben Zentriwinkels. Daher hiingt die Entste-
hung der Bezeichnung sinus vermutlich mit den Sehnentafeln des Proremius?) zusammen, die
von den Indern verbessert wurden. Das indische Wort ardhajya fiir Sehne iibersetzten die Araber
mit dschiba. Da in der arabischen Schrift die Vokale nicht mitgeschrieben wurden, verwechselte
man das Wort wahrscheinlich mit dschaib, die Ausbuchtung, was dann im Lateinischen durch
sinus wiedergegeben wurde. Andere Quellen fiihren das Wort Ausbuchtung auf die Form der Sinus-
kurve zuriick.

Die Funktionsbezeichnung tangens hat sich daraus ergeben, daB der Tangens als Tangente (lat.
tangere, beriihren) am Einheitskreis erscheint (Bild 60).

Der Cosinus eines Winkels ist gleich dem Sinus des Komplementwinkels [vgl. (51)], lat. sinns
complementi, daher abgekiirzt und zusammengezogen zu cosinus. Entsprechendes gilt fiir co-
tangens. %

Die Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks ist dem Leser von seiner fritheren Aus-
bildung?) bekannt und wird daher in diesem Lehrbuch nicht ausfiithrlich besprochen.

AUFGABEN
623. Bin regelmiBiges Sechseck mit der Seite @ = 5 em ist gegen die Horizontalebene um den
Winkel o = 30° geneigt. Wie groB ist der Flicheninhalt A’ der Projektion?

624. Durch eine Grundkante eines gegebenen Wiirfels mit der Kantenlinge @ = 12,5cm st
eine unter « = 30° geneigte Ebene gelegt. Wie groB sind die Rauminhalte der beiden
Teile, in die der Wiirfel durch die Ebene zerfillt?

625. 0,8 m iiber der Mitte eines runden Tisches von 1,20 m Durchmesser ist

eine Lampe mit der Lichtstirke I = 200 cd angebracht. Wie groB ist IR

die Beleuchtungsstiirke £ am Rande des Tisches? (Bild 72). Man be- >

achte, daB sich £ aus der Formel E = iz sin @ (in Ix) ergibt, wobei r k)
7 .

die Entfernung der Lichtquelle von der beleuchteten Fliche in Metern

und @ der Winkel zwischen Lichtstrahlrichtung und beleuchteter Fliche 06

ist. Bild 72

%) Dieser Name wurde gewiihlt, weil z. B. cos « gleich dem Sinus des Komplementwinkels von « ist
2) CLavpius ProLEMAUS (etwa 90 bis 160), griech. Mathematiker und Astronom
3) Vgl. z. B. El. math. Abschnitt 26. ¢
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626. Ein Seil liuft iiber eine kleine Rolle. Es trigt an dem einen Ende
die Last @ = 200 kp und wird am anderen Ende mit der Kraft
F =200 kp unter einem Winkel 30° gegen die Horizontale ge-
halten. Welche Zugkraft F, muB die Pendelstange, an der die
Rolle befestigt ist, aufnel und unter welchem Winkel o gegen
die Horizontale stellt sie sich ein? (Bild 73).

22.6. Einrichtung und Benutzung der trigonometrischen Funktionstafeln

Die Berechnung der Funktionswerte fiir beliebige Winkel ist wesentlich schwieriger
als fiir die speziellen Winkel 0°, 30°, 45°, ... [vgl. (42)]. Daher wurden Tafelwerke ge-
schaffen, aus denen die Funktionswerte ohne Schwierigkeiten entnommen werden
kénnen. Zweierlei Tafeln sind grundsitzlich zu unterscheiden, die Tafeln der trigo-
nometrischen Funktionswerte, auch Tafeln der natiirlichen Werte der trigono-
metrischen Funktionen genannt, und die Tafeln der Logarithmen der trigonometri-
schen Funktionswerte. Beide sind stets in den gebrauchlichen Logarithmentafeln ent-
halten?).

Die Tafeln enthalten die Funktionswerte oder ihre Logarithmen fiir die Winkel 0°
bis 90°, wobei der Tafelumfang durch Beriicksichtigung der Komplementbeziehungen
(51) auf die Hélfte reduziert ist. Die Funktionswerte von Winkeln iiber 90° miissen
auf Funktionswerte von spitzen Winkeln zuriickgefiihrt werden, was der Leser in
22.9. kennenlernt.

Soll der Logarithmus eines Funktionswertes fiir einen Winkel aufgesucht werden, der
nicht in vollen Minuten bzw. nicht in vollen Hundertstelgrad gegeben ist, wie z. B.
Ig cos 32°12'15" oder lg sin 17,4533°, so hat man wie in der gewshnlichen Logarith-
mentafel zu interpolieren. Hierbei ist zu beachten, daf} Cosinus und Cotangens im
I. Quadranten fallende Funktionen sind, d. h., daf} ihre Funktionswerte mit wachsen-
dem Winkel abnehmen (vgl. Bilder 65 und 67). Bei ihnen muf also der Interpolations-
betrag stets subtrahiert werden, falls mit fortschreitendem Winkel interpoliert wird.
Entsprechendes gilt auch fiir die Tafeln der natiirlichen Werte. Auf die Besprechung
von Beispielen fiir die Interpolation wird verzichtet, da der Leser diese Aufgaben in
seiner Grundausbildung?) ausfiihrlich geiibt hat.

Die natiirlichen und die logarithmischen Werte der Winkelfunktionen sind im all-
gemeinen irrationale Zahlen, d. h., sie werden durch unendliche, nichtperiodische
Dezimalbriiche dargestellt. Wir miissen uns jedoch bei der Angabe ihres Wertes auf
eine endliche Anzahl von Dezimalen beschriinken und unterscheiden daher 4stellige,
5stellige, 6stellige, 7stellige usw. Tafeln der trigonometrischen Funktionen. Je hoher
die Genauigkeitsanspriiche an die Rechnung sind, desto genauer brauchen wir die
Funktionswerte, d. h., mit desto mehr Dezimalen miissen sie verwendet werden. Fiir
Berechnungen im Unterricht reichen 4- oder 5stellige Tafeln aus, desgleichen fiir viele
Rechnungen der Praxis.

Hinweise zum Rechenschema 6
Bei der Losung einer Aufgabe werden zuerst die fiir die Rechnung notwendigen For-
meln zusammengestellt. Dann erfolgt die Zahlenrechnung. Im folgenden wird fiir

1) Vgl. die Tafeln It. Literaturhinweis S. 580
2) Vgl. EL math., 7.2.2.
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logarithmische Berechnungen ein Schema benutzt. In diesem werden die Operations-
zeichen weggelassen, da die jeweilige Rechenoperation fiir die Logarithmen aus den
neben dem Rechenschema stehenden Formeln abgelesen werden kann.

BEISPIEL

Von einem rechtwinkligen Dreieck seien die Hypotenuse ¢ = 31,294 m
und der Winkel « = 48,204° gegeben (Bild 74).

Gesucht sind 8, a, b.

Lésung:

g —=90° — & N lg ¥

a=csina a 1,36792

b=ccosu sina 9,87246—10

B = 41,796° c 1,495 46

a=23331m cos x 9,82379—10
b 1,31925

22.7. Rechnen mit kleinen Winkeln
Aus Bild 75 liest man fiir Winkel xrad = « € (0°; 90°) -
g
. S5
rsine <rz <rtanaz b
ab. Diese Beziehung geht fiir kleine Winkel x bei = T
Division durch r iiber in: Bild 75
Fir kleine Winkel x = xrad gilt:
sinz ~ x ~ tan (52)

Aus der Funktionstafel entnimmt man folgende Werte:

| sin z | z | tanz
1° 0,0175 0,0175 0,0175
2° 0,0349 0,0349 0,0349
3° 0,0523 0,0524 0,0524
4° 0,0698 0,0698 0,0699
5° 0,0872 0,0873 0,0875

6° 0,1045 0,1047 0,1051
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Hieraus ist zu erkennen, in welchem Bereich die Naherungsformel (52) giiltig ist.
Dieser Anwendungsbereich 1a8t sich genauer wie folgt angeben (ohne Beweis):

3. 5,7°
g: stellige Rechnung: |&| < f,go
6- 0,6°
BEISPIEL
Fiir die Schwi: d T einer h ischen Schwingung gilt:

my
T=2x]/2Y,

Hierbei bedeutet m die schwingende Masse, y den Ausschlag aus der Ruhe-
lage, F' die riicktreibende Kraft. Die Schwil
Pendels ist fiir kleine Ausschlagswinkel « < 5° zu bu’echnen.

Lésung: Der jeweilige Ausschlag ist der zum Winkel a gehorige Bogen
y = la, fiir die riicktreibende Kraft ergibt sich F = G sin & = mg sin &
(Bild 76). Wird fiir kleine Ausschlige nach (52) sin o~ « gesetzt, so
findet man aus obiger Formel:

T=2r iy

e VG
22.8. Trigonometrische Funktionen auf dem Rechenstabh
Fiir Rechnungen mit geringerer Genauigkeit oder fiir Uberschlavsre(.lmungen konnen mit Vorteil
statt der trigonometrischen Funktionstafel die trigc i Teil des Rech bs be-
nutzt werden.
Auf den gebriuchlichen Rechenstiben sind im all, inen drei tri ische Teil ange-
bracht:

1. die Sinusteilung, mit sin oder § bezeichnet,
2. die Tangensteilung, mit tan oder 7' bezeichnet,
3. die Sinus-Tangens-Teilung, mit sin/tan oder S/7 oder arc bezeichnet.

Diese Teilungen enthalten die Winkel in imal- oder dezimal il Altgrad und arbeiten
jeweils mit einer der vier Skalen A, B, C, D zusammen, auf denen die Funktionswerte abzulesen
sind.

Die tri ischen Teil f im all inen folgende Bereiche fiir die Winkel und
Funktionswerte:

sin-Teilung: 5°44’ ... 90° mit den Sinuswerten 0,1 ... 1
tan-Teilung: 5°43’...45°  mit den Tangenswerten 0,1 ... 1
sin/tan-Teilung: ~ 34’...5°44’ mit den Sinus- bzw. Tangenswerten 0,01 ... 0,1

Wegen (52) lassen sich mlt der sm/tun Tellung die Sinus- und die Tangenswerte im Bereich
[34’; 5°44'] niherung; llen. Aus demselben Grund werden die Sinus- und
die Tangenswerte fiir Winkel im Bereich [0°; 34'] ohne die trigonometrischen Teilungen genéhert

aus (38) unter Benutzung der Marken g bestimmt,.
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Am hiufigsten sind zwei Typen des Rechenstabs vertreten:

1. System ,,Rietz“

Die drei tri ischen Tei befinden sich auf der Rii ite der Zunge. Die Zunge wird
so verschoben, daBl der zum \mGel o gehorige Teilstrich mit der festen Marke koinzidiert, die
auf der Riickseite des Stabes (hiiufig an einem U-formigen Ausschnitt) angebracht ist. Der Funk-
tionswert wird auf der Vorderseite des Rechenstabes gegeniiber der 1 bzw. 10 der D-Skale auf der
C-Skale abgelesen. Man beachte, da3 0, ... bzw. 0,0 ... der Ziffernfolge vorzusetzen ist. Bei dlteren
Typen dieses Systems und bei einigen Taschenrechenstiben fehlt die sin/tan-Teilung. Dafiir ent-
hiilt die Sinusteilung die Winkel « € [34’; 90°]. Die zugehorigen Sinuswerte (und die geniherten
Tangenswerte fiir o € [34'; 5°43']) umfassen den Bereich [0,01; 1] und werden daher gegeniiber
der 1 bzw. 100 der A-Skale auf der B-Skale abgelesen.

2. System ,,Darmstadt

Die drei trig ischen Teil befinden sich auf der Riickseite des Stabkérpers. Der riick-
seitige Lauferstrich wird auf den Winkelix der trigonometrischen Teilung eingestellt, auf der
Vorderseite liest man an der Liufermarke auf der D-Skale den Funktionswert ab. Bei anderen
Rechenstabfabrikaten dieses Systems sind nur die ersten beiden trigonometrischen Teilungen
auf der unteren Seite des Stabkérpers angebracht. Die Funkti verte fiir o € [34"; 5°43’] werden
daher wie diejenigen im Bereich [0°; 34'] niherungsweise nach (52) und (38) bestimmt.

Die Cosinuswerte fiir « € [0°; 90°] und die Cotangenswerte fiir x € [45°; 90°] ergeben sich aus
sin « bzw. tan « durch An lung der Kompl beziehungen (51). Fiir die Bestimmung der
Werte tan « im Intervall [45°; 90°) und cot & im Intervall (0°; 45°] benutzt man die Formel (46).
Soll beispielsweise tan 75° ermittelt werden, so hat man wegen

1 1

cot 75°  tan15°

auf der Tangensteilung 15° einzustellen und den Kehrwert von tan 15° auf der Reziprokskale CI
des Rechenstabs abzulesen. Hierbei ist zu beachten, daB das Ergebnis fiir o € [45°; 84°17']
im Intervall [1; 10] liegt. Entsprechend ergibt sich z. B.

tan 75° =

cot 20° = ‘
tan 20°
\’Vegen der Vielfalt der Rechenstabf&bnkate wird dem Leser empfohlen, stets zu iiberpriifen, wie
am jeweils b R ab llen und abzul ist. Hierfiir eignen sich am besten die
bekannten Funktionswerte

§in30°=0,5 und tan30° = % V3~ 0,571.

BEISPIEL 6

Die im Beobachtungsort B gemessene Zenitdistanz z muf bei nahe
gelegenen Gestirnen @ vor dem Einsetzen in die Rechnung um die
sog. Parallaxe p verbessert werden, weil in den astronomischen
Berechnungen die im Erdmittelpunkt M erscheinende Zenit-
distanz z, =z — p gebraucht wird (Bild 77). Fiir die Sonne mit
der Entfernung e = 149,6 - 10 km von der Erde ist p bei den
Zenitdistanzen z = 30°, 40°, ..., 90° mit dem Recl b zu
berechnen (R = 6370 km).
Losung: In den rechtwinkligen Dreiecken GFM und BFM gilt:
. F . FM
sinp=— sinz=—",
e B Bild 77
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F M eliminiert:

. )/ —
sinp = —sinz?).
e

Da R im Vergleich zu e klein ist, wird p sehr klein. Mit (52) findet man bei Beachtung von (38):

p/"'=of"- & sin z.
e

Mit dem Rechenstab ergeben sich wegen ¢ = 206265” folgende Werte:

z | 30° l 40° ] 50° | 60° l 70° | 80° ' 90°
p | 4 [ 577 | 677 | 167 | 83 | 877 | 88"
AUFGABEN
627. Ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC ist zu berechnen aus (Rechenstab):
a)a = 33 cm; b = 56 cm. Gesucht: x, B, ¢, 4, k,
b) e = 24 cm; ¢ = T4 cm. Gesucht: x, 8, b, 4, &,
¢) a = 40 cm; & = 43°36". Gesucht: 8, b, ¢, 4
d) b = 60 cm; o = 39°48’. Gesucht: 8, ¢, a, 4
e) ¢ = 50 cm; f = 53°08". Gesucht: x, a, b, 4

628.

629.

630.

632.

633.

634.

-~

Ein gleichschenkliges Dreieck 4 BC (Bild 78) ist logarithmisch zu berech-
nen aus:

a)a = 41,33 m; y = 30,3° Gesucht: «, ¢, kg, A
b) ¢ = 18,12 m; « = 45,3°, Gesucht: y, a, ky, 4
¢) ¢ =28,04m; ¥ = 50,8°. Gesucht: x, a, k,, 4
d)a = 61 cm; h, = 11 cm. Gesucht: a, p, ¢, 4
©) h,= 35 cm; A = 420 cm?. Gesucht: ¢, a, x, y

Von einem gleichschenkligen Dreieck seien die Basis ¢ = 28,00 em und

der Schenkel @ = 42,30 cm gegeben. Der Inkreisradius r; und der Umkreisradius 7 sind
zu berechnen.

Um wieviel linger ist der Bogen b als die Sehne s, wenn der Kreisradius r = 80 m betrigt
und der zu b und s gehorige Zentriwinkel x = 22,33° ist?

- In einem Kreis vom Halbmesser r = 50 cm seien auf verschiedenen Seiten des Mittelpunkts

zwei parallele Sehnen gezogen, von denen die eine a = 14 cm und die andere b = 30 cm
Abstand vom Kreismittelpunkt hat. Man berechne Inhalt und Umfang der von beiden Sehnen
und dem Kreis eingeschlossenen Fliche.

Ein gerades regelmiBiges dreiseitiges Prisma mit den Grundkanten @ = 4 cm und der Hohe
h = 12 cm sei gegeben. Durch eine Grundkante wird eine Ebene gelegt, die gegen die Grund-
fliiche unter dem Winkel o = 50,75° geneigt ist. Welches Volumen hat die abgeschnittene
Pyramide?

Eine gerade regelmiiBige dreiseitige Pyramide habe die Grundkante @ = 5 cm und die Hohe
h = 8 cm. Man berechne den Winkel « zwischen Grund- und Seitenkante, den Neigungs-
winkel § einer Seitenkante gegen die Grundfliche, den Neigungswinkel y einer Seitenfliche
gegen die Grundfliche sowie den Keilwinkel § zwischen zwei Seitenflichen.

Ein zylindrischer Dampfkessel hat den Durchmesser d = 1,00 m und die Linge I = 6,00 m

und ist bis zu einer Hohe A = %d mit Wasser gefiillt. Wie groB ist die vom Wasser be-
netzte Fliche 4 des Dampfkessels?

1) Folgt auch ittelbar aus dem i
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635. Wie groB sind der Mantel M und das Volumen V eines geraden Kreiskegels mit dem Offnungs-
winkel 2y = 31°36"40”, dem eine Kugel vom Radius r = 27,7 cm einbeschrieben ist?

636. Zwei im Raum liegende Geraden g, und g, schlieBen den Winkel &« = 55° miteinander ein
und spannen eine Ebene auf, die gegen die Projektionsebene um den Winkel ¢ = 68° ge-
neigt ist und die die Projektionsebene in der Geraden g, schneidet. Wie groB ist der Winkel «”
zwischen ¢, und der Projektion g,’ von g,?

637. a) Man sagt, eine Gerade (Strafle, Boschung u. i.) habe eine Nei-
gung 1:7 oder eine Neigung von p 9, wenn sie auf » horizontale
LE!) um 1LE bzw. auf 100 horizontale LE um pLE steigt.
Bezeichnet man den Neigungswinkel mit «, so gilt (Bild 79)

r

1
tanog = — = =—,
n 100

Man stelle eine Tabelle fiir den Neigungswinkel « in dezimal-  Bild 79

geteiltem Altgrad bei einer Neigung von p = 5, 10, 20, 40, 60,

80, 1009, auf.

b) Eine StraBie habe eine Neigung von 89%,. Wie grof8 ist ihr Neigungswinkel &, und welchen
Hohenunterschied & muB ein Fahrzeug bei 75 m (schriiger) Fahrbahn iiberwinden?

638. Ein Eisenbahndamm ist aufzuschii Die Kronenbreite soll 10 m und der Béschungs-
winkel 30° betragen. Da die Dammrich-
tung parallel zu den Hohenlinien des V) 70m ¢
Gelindes verliuft, hat die Dammsohle N 5%
eine Querneigung von 159, Die Damm- <& < 3
hohe %, soll 1,6 m betragen (Bild 80). 3 F
Man berechne A 5 . ﬁ\ 6
a) die Dammbhdhe 4, £ F
b) die Linge der Béschungsfallinien 4 D Bild 80
und BC,
c) die Breite 4 B der Dammsohle,
d) die Fliche A BC'D des Dammquerschnitts. 184m
639. Bild 81 zeigt ein Walmdach in kotierter Projektion. Wie
groB sind die Dachfliche 4 und die Neigungswinkel «; & 15m
und «,? § 16.0m) 160
640. Welche Fliche A4 hat die Stirnseite eines exzentrischen ’
Tonnengewdlbes mit der Lichtweite s = 7,20 m, der lich-
ten Bogenhéhe p = 1,80 m, der Scheiteldicke d = 1,30 m Bid 81
und der Dicke am Widerlager ¢ = 2,10 m, wenn die Fuge
am Widerlager nach dem Kreismittelpunkt der inneren Wél-
bung gerichtet ist (Bild 82)? 51
641. Von der Plattform eines & = 28,50 m hohen Aussichtsturmes !

miBt man mit dem Theodolit die Zenitdistanzen nach der P> e 7
Spitze und dem FuB eines Schornsteins zu « = 85°30" und
B =91°22". Aus dem MeBtischblatt entnimmt man die
Horizontalentfernung des Schornsteins zu ¢ = 530 m. Wie
groB ist der Hohenunterschied 4% des Gelindes beider Bau-
werke, und welche Hohe z hat der Schornstein?

642. An einer Hauswand, die in west-ostlicher Richtung steht,
ist eine Sonnenuhr angebracht. Steht die Sonne im Siiden,

1) LE Lingeneinheit Bild 82



262

22. Trigonometrische Funktionen

643,

64

o

64

&

647.

648.

80 wirft der an der Hauswand befestigte = 0,50 m lange Stab einen lotrechten Schatten,
der mit dem Stab einen Winkel ¢ = 20° einschlieBt. Scheint die Sonne aus Siidosten
(B = 45°), so betriigt die Schattenlinge s = 0,40 m. Wie hoch steht
dann die Sonne?

Man entwickle fiir den im Bild 83 dargestellten Querschnitt eines
7 1

trohres eine Flichenformel

Die Hohe iiber Grund wurde bei den ehemaligen Zeppelinluftschiffen
mit Hilfe des Echolotes bestimmt. Durch eine Schallquelle am Heck

des Schiffes wurden Schallwellen ausgesandt, die von einem am Bug \\\\\‘\'.
in 190 m Entfernung brach Geriit auf; wurden. \\\‘ﬁ\‘\:%‘

Unter welchem Winkel (gegen die Senkrechte gemessen) treffen die
Schallstrahlen auf die Erde auf, und wie hoch fliegt das Schiff, wenn .
die Fluggeschwindigkeit 125 km/h, die Schallgeschwindigkeit 333 m/s  Bild 83
und die Zeit von Aussendung bis Empfang der Schallwellen 6s betragen?

Eine vorgegebene Kraft F ist in zwei Komponenten ¥, und F, derart zu zerlegen, daB die
Komponenten senkrecht aufeinanderstehen und ¥, mit F den Winkel & einschlieBt:

a) F=44kp, a=30° b)F=512kp, « =425 o F=141,4kp, o—45°.
Eine vorgegebene Kraft F ist in zwei gleich groe Komponenten F, und F, zu zerlegen, die
miteinander den Winkel « einschlieBen:

a) F =471 kp, o = 48°; b) F = 240 kp, & = 72,5°

Ein Sparren schlieBt mit der Horizontalebene einen Winkel
« = 36,25° ein und erzeugt in seiner Richtung eine Kraft
F = 1000 kp. Man berechne Horizontalschub Fy und Vertikal-
druckkraft F'y in der Mauer am Angriffspunkt des Sparrens (Bild 84).
Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel o = 21,5° gleitet
eine Last Fy, = 223,2 kp. Wie groB sind der Hangabtrieb Fy, die
die Reibung erzeugende Normalkraft #y und die Reibung F (Rei-
bungskoeffizient fiir Gleitreibung x = 0,3)?

22.9. Quadrantenrelationen

Zwischen den Werten der trigonometrischen Funktionen von Winkeln im II. bis
IV. Quadranten und den Funktionswerten im I. Quadranten bestehen Beziehungen,
die Quadrantenrelationen genannt werden.

Wie aus den Bildern 64 bis 67 zu ersehen ist, treten die Funktionswerte des I. Quadran-
ten abgesehen vom Vorzeichen auch in den anderen drei Quadranten jeweils genau
fiir einen Winkel auf. Die Funktionstafeln lassen sich daher und wegen (44) fiir be-
liebige Winkel benutzen, obwohl sie die trigonometrischen Funktionswerte nur fiir

spitze Winkel enthalten.

BEISPIEL
1. Wie lauten die Quadrantenrelationen fiir den Winkel
180° — 7

Losung: Aus der Kongruenz der Dreiecke OQP und

0@, P, in Bild 85 folgt », =v» und u; = —u. Daher
erhilt man mit (40), 22.1.:

in (180° T

sin ( —@) = , =, —sing

Sl
w1 )

Bild 85
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%

o 1 = —_— =

cos (180° — @) = il o cos @
R S S I

tan (180 @) = = = = tan
o =, = %

cot (180" @) o = " cot @

Auf der gleichen Grundlage ergeben sich fiir alle Quadranten und Bezugswerte
(90° oder 270° bzw. 180° oder 360°) folgende Beziehungen :

Quadrantenrelationen
e % 90°+g | 180°+gp | 270°+¢ | 360°Lg
sina + cos @ Fsing — cos @ + sing
cos x Fsing — cos @ + sing ~+ cos @ ¢3)
tan o F cot @ + tang@ T cot @ + tang
cot o F tang + cot @ T tang =+ cot @

Beim obigen Beispiel war ¢ als spitzer Winkel angenommen worden. Trotzdem gilt
(53) fiir beliebige Winkel ¢. Auf den Beweis wird verzichtet.
Sémtliche Quadrantenrelationen der Tabelle (53) lassen sich in einem Satz zusammen-
fassen:
Satz
Fiir beliebige Winkel ¢ gilt:
|7 (180° + @) = |F (360° & ¢)| = |F ()|
|7 (90° + ¢)| = |F (270° & ¢)| = |co F (p)|
Das Vorzeichen des Funktionswertes ist durch den Quadranten bestimmt, in dem

der Winkel & = - 4+ @ liegt. In allgemeinen Rechnungen wird der Winkel ¢ als
positiver spitzer Winkel angenommen.

Aus den Quadrantenrelationen (53) fiir den Winkel 360° — @ und der Periodizitit (44)
der Funktionen erhilt man auch die allgemeingiiltigen Beziehungen zwischen den
Funktionswerten fiir Argumente von gleicher GroBe, aber verschiedenem Vorzeichen:

Beziehungen zwischen positiven und negativen Winkeln

sin (—g) = — sin ¢
cos (—@) =+ cos ¢ (54)
tan (— @) = — tang

cot (—g) = — cot ¢
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BEISPIELE

)

Lol

oo

B

© ©» =

. sin (— 158,134°) = — cos 68,134°

. cosp = —0,9494  Man erhilt: ¢, = 161,7°

Folgende Funktionswerte sind zu bestimmen, indem sie auf Funktionswerte positiver spitzer
Winkel zuriickgefiihrt werden.

. sin 230°50” = sin (180° + 50°50) = —sin 50°50" = —0,77531

Man kann auch iiber 270° rechnen:
sin 230°50" = sin (270° — 39°10") = — cos 39°10" = — 0,77531

Die erste Rechnung ist einfacher, da die Zerlegung einer Zahl in eine Summe bequemer ist
als in eine Differenz. Es empfiehlt sich daher, jed 1 das unterhalb des vorgegebenen Winkels
liegende ganzzahlige Vielfache von 90° zu suchen und hierauf die Umrechnung zu beziehen.
cos (— 640,20°) = cos 640,20° = cos (360° + 280,20°) = cos 280,20° =

= cos (270° 4 10,20°) = sin 10,20° = 0,17708

tan (—332°50’) = — tan 332°50" = cot 62°50" = 0,51320

cot (—102,75°) = cot 102,75° = tan 12,75° = 0,22628

Die Logarithmen der folgenden Funktionswerte sind zu bestimmen.

cos 217°50"

Da die Cosinusfunktion im III. Quadranten negativ ist, gibt es im Bereich der reellen Zahlen
den verlangten Logarithmus nicht. Deshalb schligt man vom absoluten Betrag des Funktions-
wertes den Logarithmus auf und vermerkt hinter diesem den Buchstaben n, der zum Aus-
druck bringen soll, dal der zum Logarithmus gehorige Numerus negativ ist. Entsprechend
verfihrt man in dhnlichen Fillen. Also:

N Ig | N

cos 217°50" = — cos 87°50" 9.,89752 — 10 (n)
tan 244°40" = tan 64°40"

cot 700,568° = — tan 70,568°

Fiir welche @ € [0°; 360°) in dezimalgeteiltem Altgrad werden folgende Gleichungen er-
fiillt?

@, = 198,3°,

;p, und @, foigen aus cos (180° 4- ¢) = —cos @.

.tang = —1,171  Dies ergibt: ¢, = 130,5°; ¢, = 310,5°.

@; und @, folgen aus tan (180° — ¢) = tan (360° — ¢) = —tan .

Auf diese Art Aufgaben, in denen fiir einen b Funktionswert die horigen Winkel
zu bestimmen sind, wird in Absch 25. nidher ei

Eine Anwendung fir die Quadrantenrelationen bietet die Umformung von recht-
winkligen Koordinaten in Polarkoordinaten und wmgekehrt [aus (40) und Bild 58 in

22.

1]:
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Umformung von rechtwinkligen Koordinaten in Polarkoordinaten
und umgekehrt

r= Yut  o? tanqo:%

= rcosg ’v:rsinqa

Zur eindeutigen Bestimmung des Richtungswinkels ¢ € [0°; 360°) aus (55a) ist zu
beachten, daB sin ¢ und v sowie cos ¢ und u wegen (40) im Vorzeichen iiberein-
stimmen. Daher ergibt sich der Quadrant von ¢ aus (41) in 22.2.

(55a)

(55b)

BEISPIELE
12. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes P, der Ebene seien zu u, = — 342,18,
v; = 105,27 gegeben. Wie groB sind die Polarkoordinaten r,; ¢, von P;?
Lésung:
N lg|¥]|
u} = 117087 v 2,02231
o= 11082 u, 2,53425 (n)
r} = 128169 tan @, 9,48806—10 (n)
7, = 358,01 @1 = 162,899° Bild 86

Wegen %, <0, v, >0 liegt ¢, im II. Quadranten (Bild 86).
13. Aus den Polarkoordinaten r, = 217,03, @, = 301,542° eines Ebenenpunktes P, sind die
rechtwinkligen Koordinaten u,; v, zu berechnen.

Losung:
N Ig|N|
uy = 113,53 Uy 2,05512
cos @, 9,71860 — 10
r 2,33652
8in @, 9.93057 — 10 (n)
vy = — 184,97 v, 2,26709 (n) Bild 87
Da @, im IV. Quadranten liegt, werden u, > 0 und v, < 0 (Bild 87).
AUFGABEN
649. Die im Text nicht hergelei Quad lationen der Tabelle (53) sind zu beweisen.

650. Folgende Funktionswerte sind in der Tafel aufzuschlagen:

a) cos (—258°10’),
d) tan 195°40’,
g) tan (—835,50°),

b) sin 317°15/,
e) sin (— 284,25°),
h) cot 457,40°.

¢) cot 210°30°,
f) cos 368,75°,
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651. Die Logaritk folgender Funkti verte sind zu b s
a) sin 150°07°12", b) cot 251°26"37”, ¢) cos 234,5679°,
d) tan 188,2386°.
652. Man ermittle die im Intervall [0°; 360°) li den Losungen folgender Gleichungen in sexage-
simalgeteiltem Altgrad:
a) sin @ = 0,33216 b) cot p = —1,17223
653. Welche Winkel @ € [0°; 360°) in dezimalgeteiltein Altgrad befriedigen folgende Gleick
a) lg cosp = 9,72315 — 10 b) Ig tan ¢ = 0,29531 (n)
654. Folgende Funktionen sind zu vereinfachen:
a) y = cos (x + ), b)y = —tan (v — 2),

5
¢) y = cos ('2--rr~2z),

3] \
, mit z:t:(g—k)n und 2z kr fir ke@.

dy= cot, (2w — z)

655. Ein Punkt P der Ebene ist durch seine rechtwinkligen Koordinaten u; » bzw. Polarkoordi-
naten 7; @ gegeben:
a)u = 32,12, v = 125,75; b)u = 154,48, » = —233,66;
¢) r = 157,52, ¢ = 225,5°; d)r = 68,24, ¢ = 131°13'12”.
Gesucht sind jeweils die anderen Koordinaten.

22.10. Allgemeine Sinusfunktion

Bereits in 22.3., Beispiel 7, wurde gezeigt, daB die Sinusfunktion wegen ihrer Periodi-
zitit fiir die Beschreibung periodischer Vorgénge, insbesondere harmonischer Schwin-
gungen, benutzt werden kann. Die dort gefundenen Erkenntnisse werden hier ver-
allgemeinert.

Da die in diesem Abschnitt auftretenden Funktionen bei ihrer Anwendung in der Praxis im all-
gemeinen Funktionen der Zeit sind, wird im folgenden fiir die unabhiingige Variable ¢ geschrieben.

In 22.3. wurde festgestellt, daB die Sinusfunktion

y =sint (4]
eine periodische Funktion mit dem Definitionsbereich 7' — R ist, deren Werte
den Bereich y = [—1; +1] durchlaufen und deren Periode P =2z betrigt
(Bild 88).
Die Funktion (I) fithrt durch Multiplikation der Sinusfunktion mit einer beliebigen
Konstanten @ bzw. durch Multiplikation von ¢ mit einem beliebigen Faktor w bzw.

durch Addition eines beliebigen Summanden ¢ zur Variablen ¢ der Reihe nach auf die
Funktionen

y=asint (I1)
y = sin wt (I11)
y =sin (t + ¢) Iv)
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In den Bildern 88, 89, 90 sind fiir diese Funktionen Beispiele gezeichnet. Sie lassen die
geometrische Bedeutung der drei Konstanten a, w, ¢ erkennnen.

p=er ;

./"\'\. / m /."‘-

‘?, t

N\ yp=-3sint
Bild 88
r & 5 .
(M) | y=sinwt T
N e~ | oot
EN NP . AR S| Nymsinat
/ \ N\ \ N Y ¢
7 ELY 7 P\ FAY /f T \ A2 Y= sin-t) \? o
. N - i
o |, \\_/\‘<./' \ > . 2 Ti-singt
Bild 89
y
#=4r -
i g (I0) [y =sin(t+y)
2=
" 3
=~{ P <10 /"\\ -~ y-sint
N / ‘s )
5 aN A . Ye=sin(t-§) y
3 / 0 7] r . i
D, » N b ;\? ) /\{ 2 yp=sinft-past
z ~ ﬁ*T - N S # \ﬁ'SI”ﬂ‘M

Bild 90
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Aus der Zusammenfassung von (II), (III) und (IV) ergibt sich die

allgemeine Sinusfunktion Sy
oder harmonische Funktion y=asinlei+y) (56)

In Bild 91 ist fiir (56) das Beispiel y = % sin (3 t+ %) aufgetragen.

3
Y
p=3r I3
2
44
L1 3
¢
_3217 - - 0 z T x 2r
7 ~Fsin[§t+§)
y=asinlwt+p)
2
-3

Bild 91

Wie aus den Bildern 88 bis 91 ersichtlich ist, bewirken in (56)

1. der Faktor a eine VergroBerung oder Verkleinerung der Ordinaten von (I) auf das
|a|-fache, je nachdem |a| > 1 oder |a| < 1, und eine Spiegelung an der ¢-Achse,
falls « < 0,

2. der Faktor o eine gleichmiBige Stauchung oder Dehnung der Kurve von (I) in
Richtung der ¢-Achse auf das 1/|w|-fache, je nachdem |w| > 1 oder | w| < 1, und
eine Spiegelung an der ¢-Achse, falls © < 0, sowie die Periode p = 27/|w|,

3. der S d g eine Verschiehung der Sinuskurve (I) in Richtung der ¢-Achse um

@/w nach rechts oder links, je nachdem P <0 oder 2 > 0. Man beachte, daB
w w
die Verschiebung nicht ¢, sondern g/w lautet, weil wegen der Zusammenfassung
von (III) und (IV) die Beziehung sin (wt + ¢) = sin o (t g 1) gilt.
w

Oft tragt man auf der Abszissenachse nicht die Werte ¢, sondern w¢ ab. Hierbei wird
der Zusammenhang zwischen den in (56) auftretenden Konstanten und ihrer geo-
metrischen Bedeutung insofern einfacher, da$ dann die Periode stets p — 27 betrigt,
die Verschiebung ¢ lautet und die Stauchung oder Dehnung entfillt (Bild 92).
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Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die in (56) auftretenden GréBen als dimen-
sionslos aufgefaBt. Dies trifft auch auf die im Argument der Sinusfunktion stehenden
GroBen zu (vgl. FuBnote 1, Seite 244).

3 p=2r

y=asinlwt+gp)

wt

= 3

h-ganit-g

Bild 92

Wird die harmonische Funktion auf physikalische Vorgiinge angewendet, dann haben
die GroBen folgende Bedeutung:

Yy Elongation ¥ =m
t Zeit [t] =s
|a| Amplitude [a] =m
@ Kreisfrequenz (w > 0) [w] = Esd
ot + ¢ Phasenwinkel [wt + @] =rad
[ Nullphasenwinkel [o] = rad

Da das Argument der trigonometrischen Funktionen die MaBzahl des in der Einheit
rad gemessenen Winkels darstellt, lautet (56) exakt:

=asn 24+ 2
y——asm(radt-l—md), (66a)

Somit ist die Periode der harmonischen Funktion

/s = 2%
RIS w/rad’
s
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falls auf der Abszissenachse die Zeit ¢ abgetragen wird. Die Periode p ist mit der
Schwingungsdauer (Periodendauer) 7' identisch [vgl. (Ia), Seite 251].

Es ergibt sich die Folgerung:

Triagt man auf der Abzissenachse

a) die Zeit ¢ ab, so sind die Periode p = 7' und die Verschiebung ¢lrad =¥

ofrad o’
b) die MaBzahl wt/rad des in der Einheit rad gemessenen Winkels wt ab, so sind die
Periode p = 27 und die Verschiebung ;: 3

BEISPIEL

Ein mathematisches Pendel der Linge I = 3,15m werde in Schwingungen
versetzt. Nach einem Ausschlag von «, = 2° beginne die Messung der Zeit f,
der Maximalausschlag betrage amax = 4° (Bild 93). Wie lautet die harmonische
Funktion, die die Schwingungen des Pendels beschreibt?

Losung: Fiir die Amplitude ergibt sich nach der Kreisbogenformel:

Smax

rad
Die Schwingungsdauer folgt aus 22.7., Beispiel S. 258:

T=2n l/;

Die Kreisfrequenz wird (vgl. S. 251):

a=

l.

Bild 93

2w rad g
= ——— = |/ rad.
@ T Vlr

Bezeichnet y, die Elongation zur Zeit ¢ = 0's, so findet man y,:a = xo:xmax oder
o
ek
Hieraus wird wegen ¢ = 0s mit (56a):

sin 2 —

rad

max

‘Werden die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt, so ergibt sich:

4° 3,15 m s?
a=——.315m=022m; T:s,zsl/ SO 356

57,3° 9,81 m
1rad rad @ 1
= = 1,76 22¢, el e,
= 0,567 8 s’ S0 rad 2
Da die Zeitmessung im 1. Viertel der 1. Schwingung beginnt, gilt ﬁ € (0 5 %) Somit folgt =

@ =30°= % rad.
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Mit den gefundenen Werten erhiilt man aus (56a) folgende harmonische Funktion:

y=0,22m-sin (1,76 by i),
s 6

Den Ablauf der Pendelschwingung haulicht die Kurve in Bild 94.
Y/m
e Tfs =356 ;
020
y=022m-sin(1764+3) i
/[0
/
0 1 2 3 U
=010
-020
Bild 94
AUFGABE
656. Die Periode, die Verschiebung, der Funktionswert y, fiir £ = 0 und eventuelle Spiegelungen
an der Abszi hse sind fiir folgende Funktionen kb wenn auf der Abszissen-
achse entweder die Werte ¢ oder wt abgetragen werden:
t L 2w
=03sin ([~ — ), = —3sin (2t + ZT);
a)y 0,3sm(2 2), b)y 35111( + 3)
= Ld 1 . t T
c)y—2sm(t+1), d)y_—4s|n( §+?)
23. Additionstheoreme und andere goniometrische Formeln

In diesem Abschnitt werden einige goniometrische Formeln hergeleitet, deren Grund-
lage die sog. Additionstheoreme bilden. Trotz der angegebenen Beispiele erkennt der
Leser zunéchst nicht ihre groBe Bedeutung. Sie finden spiter haufig Anwendung, so
daB es vorteilhaft ist, sich die wichtigsten Formeln einzupréigen.

23.1. Funktionen von Winkelsummen und -differenzen

Um den Scheitel O eines Winkels o + # < 90° sei ein Kreis vom Radius r geschlagen,
der die Schenkel des Winkels in 4 und B schneidet (Bild 95). Der gemeinsame Schen-
kel der Teilwinkel heifie OC. Von B seien Lote auf OC bis D und auf 04 bis F gefallt,
desgleichen von D auf BE bis F und auf 04 bis G. In der entstandenen Figur ist dann
ﬁ:r,ﬁ: 7 sin ﬂ,@:rcosﬂ.FemerheiBenbE: u,ﬁ= FD = v,ﬁ: o
BF =y.
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Im A OEB gilt:
sin (« + f) =
Im A OGD:
z

o u
sin @ = Toosf (III) cos & = ool (Iv)

z+y

Wy —

) cos (a + ) = " (I

Im A DBF:

ra= 3 =
cos & = TEn (V) sina TR (VI)

(III) und (V) in (I) eingesetzt:

sin (« -+ f) = sin & cos B + cos « sin B \ (67) muass

Aus (II) folgt mit (IV) und (VI):

t:os (® + B) = cos &« cos f — sin « sin I (58)

Es 148t sich zeigen, daB die Formeln (57) und (58) und damit die aus ihnen noch herzu-
leitenden Gleichungen fiir beliebige Winkel gelten. Auf den Beweis wird verzichtet.

Wird in (57) und (58) der Winkel 8 durch (— f) ersetzt und (54) in 22.9. beachtet, so
ergibt sich:

| sin(x — f) = sin « cos f — cos a sin | (59)

cos(x — ) = cos & cos f + sin « sin ﬂ—l (60)

Aus (57) und (58) folgt durch Division und Kiirzen des entstehenden Bruches mit
€os & €os fi:

_ tan & + tan B
. tan (e - ) = 1 — tan « tan g ’ L
Entsprechend findet man:
- ot & cot p—1
cot (x + f) = cot f + cot o (62)
_ tana —tanf
i (ar=i) = 1+ tan « tan g (63)
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cot xcot 4+ 1
cob e —8) =55 B — cot o (64)
Die 8 Formeln (57) bis (64) heiBen Additionstheoreme.
BEISPIEL
tan 15° ist ohne Benutzung der trigonometrischen Funktionstafel zu bestimmen.
Loésung: Wegen (63) und (42) ergibt sich:
1
1——8
5 — ° 3—713
tan 16° = tan (45° — 30°) = % AT 3200 = :: i i I
+ tan n 14 o .Va— 3+ }/3
3—Y3)(3—73 9—-6)3+3
=( ) ﬂ= i =2 — 3 ~0,26795.
ErEE-ya~ s-s I-fimoaes
23.2. Funktionen des doppelten Winkels
Wird f = « in (57) und (58) gesetzt, so ergibt sich:
(65) cos 2a = cos?x — sin? | (66a)

Aus (66a) erhilt man bei Beachtung von (45):

Fiir f = & gehen (61) und (62) iiber in

2 tan o cot?x — 1
tan 20 = 1—tnta (67) cot 26 = ol (68)

Diese 6 Formeln lassen sich auch in anderer Form schreiben, wenn « durch /2 er-
setzt wird:

. Lo &
sin & = 2 sin g Cos 5 (69) cos & = cos? % — sin? % (70a)
3 23
2 tan 5 cosox =2 cos*E —1 (70b)
tang = ————~ (71)
1 — tan® 2 cosx=1—2 sinz% (70¢)
cot? % —1
cob o= ——"_— (72)
2 cot —

2
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BEISPIEL

Gegeben sei ein Winkel « = 30°. Von einem Punkt P, des einen Schenkels in der Entfernung
b = 7,0 cm vom Scheitel wird das Lot P, P, auf den anderen Schenkel gefiillt, von P, wird wieder
das Lot P, P, auf den ersten Schenkel gefillt und so unbe-
grenzt fort. Gesucht ist die Linge s des gesamten Strecken-
zuges. (Bild 96).

Loésung:
a, =bsinx, a,=aq,cosa,
g = @, CO8 &, ....

Die Strecken bilden eine konvergente unendliche geome-
trische Folge!) mit dem Anfangsglied @ = b sin « und dem  Bild 06
Quotienten ¢ = cos x. Die Summe der Reihe wird bei Be-

achtung von (69) und (70c):

b.2sin * cos =
2 2

a b sin & «
8= =r———=————— =bcot — = 26,1 cm.
1—¢ 1—cosa - 2
5 2 sin?
2
23.3. Verwandlung von Produkten in Summen von Funktionen und umgekehrt

Aus (57) bis (60) findet man durch Addition bzw. Subtraktion folgende Formeln :

sin & sin § = % [cos (x — B) — cos (x + )] (73)
sin & cos f = _; [sin (& — B) + sin (x + f)] (74)
cos o cos f = % [cos (x — B) + cos (x + B)] (75)
cosmsinﬂ:%[sin (¢ + B) — sin (« — B)] (I)

Wird voriibergehend & + f = ¢, & — f = y gesetzt, so folgt

_9twy —_P=9
a——2 " ,3—*2 s

Hiermit ergibt sich der Reihe nach aus (74), (I), (75), (73), wenn wieder « und # ge-
schrieben wird :

1) Vgl. Band ,,Analysis“ 2.1.
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sin ¢ +sin f = 2sin“+ﬂcos€‘;ﬂ
2 2
sz dn e Gess T By F—b
2 2
coso + cosf = 2005“+ﬂcosa_ﬂ
2 2
cosa—cosﬁ=—2sina—;—ﬂsina;ﬂ

Aus (61) folgt durch entsprechendes Auflésen und Umformen der Gleichung:

_ sin (x + f) _sina sin g\
tana+tanﬁ_—cos(“+ﬂ).(1 Cosa.@)—
_ sin (oc+ﬂ)_ cos & cos f — sin « sin
“cos(x+p) cos « cos f .
Hieraus mit (58):
tan « + tan § = sini(os =)
cos o cos f§

Analog ergeben sich drei weitere Formeln:

sin (x — f)
cos « cos f§
sin (8 + «)
sin f sin &

tan o — tan f =

cot o + cot f =

sin (B — &)

cot o« — cot f = & fEn
.3

BEISPIELE
1. Ein Ballon B schwebt iiber einem See, in dem sein

(76)
)
(18)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

Spiegelbild B” gesehen wird. Wie groB ist seine Hohe 2
iiber dem See, wenn er von einem Standpunkt 4 mit der
Hohe k= 28,3m iiber dem See unter dem Hohen-
winkel & = 55,45° und sein Spiegelbild unter dem
Tiefenwinkel 6 = 58,23° zu sehen ist?

Losung: Aus Bild 97 liest man ab:

tan ¢ = u, tan § = m
¥ y
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Formeln

Hieraus folgt durch Elimination der unbekannten Entfernung y und Anwendung der Formeln

(80) und (81) bei Benutzung des Rechenstabs:

tan d 4 tan ¢ _hsin(d +¢ _283m-0917 _

=h = = =534m,
% tand — tan ¢ 8in (0 — &) 0,0486 #.—]
2. Der Ausdruck x = M ist zu vereinfachen.
sin & + sin §
2 cos GZLS cos2=P .t
Loésung: Aus(76) und (78) folgt: = = = cot B

2 sin

2

23.4. Rechnen mit kleinen Winkeln

a+ﬁmsa—ﬂ

2

Fiir kleine Winkel kann der Cosinus annshernd gleich 1 gesetzt werden (vgl. 22.3.,
Bild 65). Dies 1a8t sich in (57) und (59) anwenden. In (61) und (63) kann fiir kleine
Winkel « und g das Produkt tan « tan g als ,kleine GroBe 2. Ordnung* (vgl. Ab-
schnitt 10.) vernachlissigt werden. Daher gilt fiir kleine Winkel « und f:

sin (x + p) A sin « + sin g (84)
tan (x + ) ~ tan« -+ tan g (85)
Folgender Anwendungsbereich 148t sich berechnen :
zu (84)
Oberes Unteres
Vorzeichen Vorzeichen
B i .3 « 5o %oc 5x
3- 8,4° 4,5° 1,8° 10,0° 2,1°
4- | stellige 3,9° 2,1° 0,8° 4,5° 1,0°
5[ Rechnung: % < 1,8° 1,0° 0,4° 2,1° 0,4°
6- 0,8° 0,4° 0,2° 1,0° 0,2°
zu (85)
Oberes Unteres
Vorzeichen Vorzeichen
B —a 3 5a 1 o 5a
4
3- 6,7° 3,6° 1,5° 8,0° 1,7°
4-| stellige 3,1° 1,7° 0,7° 3,7° 0,8°
5. Rechnung: % < 1,4° 0,8° 0,3° 1,7° 0,4°
6- 0,7° 0.4° 0,1° 0,8° 0,2°
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Ist in den Formeln (84) und (85) # = «, so folgt im Falle des Pluszeichens und bei

entsprechender Verallgemeinerung fiir kleine Winkel «:

sin no &~ nsin & (86)
tan na ~ ntan « (87)
Anwendungsbereich :
zu (86) = zu (87)
" L L, 4 1 L 4
4 2 4 2
3- 13,4° 11,4° 2,1° 10,6° 9,1° 1,7°
4-| stellige 6,1° 5,3° 1,0° 4,9° 4,2° 0,8°
5-[ Rechnung: M <7| 28 | 24° | o4 | 23° | 200 | o4
6- 1,3° 1,1° 0,2° 1,0° 0,9° 0,2°
Die hier hergeleiteten Niherungsformeln und andere gehéren zum tbehrlichen Rii g des

Ingenieurs und des Physikers. Denn selten kommt es bei Berechnungen in der Praxis auf hochste
Genauigkeit an. Vielmehr ist es bei manchen Problemen von groBer Bedeutung, méglichst

schnell eine Losung zu finden, und dabei leisten Niherungsformeln unschiitzbare Dienste.

BEISPIEL

Bei der Projektierung einer StraBe ergibt sich die Aufgabe,
zwei Geraden mit verschiedenem Anstieg durch einen
Kreisbogen abzurunden. Die Neigungen betragen p, = 5,4%,
und pp= 1,49, der Ausrundungshalbmesser soll zu

S_; 8

R = 2000 m gewihlt werden. Fiir die Absteckung des
Profils werden die Tangentenstrecken t = A8 = BS ge-
braucht. Bild 98 zeigt einen Vertikalschnitt durch das
Geldnde.

Losung: Aus Bild 98 wird abgelesen:

Pa Pp
tana= P4 tanp— PB
me= 1000 = 100

Wegen der Kleinheit von x und f ergibt sich nach (85):

P4 — PB
= — tan & — t = .
tan y = tan (x — f) ~ tan & an T
Aus Bild 98 folgt ferner bei Beachtung von (87):
L=Rta,n% m%tany.

Somit:

. R
ta %(?4“?5)'

‘Werden die gegebenen Zahlenwerte eingesetzt, so findet man:

t~40m.

Bild 98
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AUFGABEN
657. Folgende Formeln sind zu beweisen:
a) sin3x = 3sinx — 4sin® b)cos3 & =4 cosdax — 3cosx
— tan® B —
o) a3 = 3tan & — tan® & d) cob 3o = cot?x — 3 cot
1 — 3tan®« 3ootPa — 1
e)sin%:%}/2-—2cosa i)ws%:%w—}-Zcosa
g)tan5= l—cosoc=1—.cosa h)cot-oi= l+coszxil+icosoc
2 1 + cosx sin o 2 1 —cosax sin
i) cos & 4 sin & = V2 sin (45° 4 ) j) cos & — sin o« — V2 cos (45° + o)
k)cotzx+ta.nzx=_i 1) cot & — tan & = 2 cot 2
sin 2«
1+ tan cot x + 1
——— — tan(45° ———— = cot(45° — «x).
m)l—ta,no‘ an (45° + o) n)oota—l cot (45 «)
658. Essind a) cos4x, b)cos5x in cos x auszudriicken.
659. Ohne Verwendung der trigonometrischen Tafeln sind die vier Funktionswerte fiir folgende
Winkel zu ermitteln:
a) 75° b) 22°30° ) 18° d) 54°
660. Folgende Ausdriicke sind zu vereinfachen:
a) cos (60° + «) + sin (30° + &) b) sin (x + 60°) + sin (x — 60°)
¢) cos (x + 45°) + cos (x — 45°) d) tan & tan f + (tan x + tan f) cot (x -+ f)
sin (45° + «) — cos (45° + «) f sin (60° + «) — cos (30° + x)
sin (45° + ) + cos (45° + «) sin (60° + &) + cos (30° + «)
) 1 —cos?2a 1) sin 2« cos x
& 2 sinx (14 cos 2a) (1 + cos &)
661. Die Formel sin & + sin (&« + 120°) + sin (x + 240°) = 0  tritt in der Wechselstromtech-
nik auf. Man fiihre den Beweis.
662. Folgende Ausdriicke sind in Produkte zu verwandeln:
w b) M ¢) sin®x — sin® d) cos? & — cos? 8
sin o — cos & sin x — sin
e)sinx 4 sinf +siny mit o+ f+4 y=180°
663. Zu berechnen sind
a) die Pfeilhohe p eines Kreisabschnitts aus dem Radius » und dem Mittelpunktswinkel x,
b) die Fliche A eines gleichschenkligen Dreiecks aus dem Schenkel @ und dem Basiswinkel «,
c) die Fliche A eines einem Kreis vom Radius 7 einbeschriebenen regelmifigen n-Ecks.
664. Wie grof} ist die Fliche A eines Kreissegments, wenn der Kreisradius 7 = 15,58 m und der
Mittelpunktswinkel & = 62,167° betragen?
665. Die Mantellinien eines geraden Kreiskegels schlieBen mit der Grundfliche einen Winkel

« = 53,833° ein und haben die Linge s = 48 cm. Wie groB sind Mantel M und Volumen V
des Kegels?
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666. Wie groB ist der vom 40. und 50. Breitenkreis begrenzte Teil M der Erdoberfliche
(R = 6371,11 km), und welche Linge r, und r, haben die zu beiden Breitenkreisen gehrigen
Radien?

667. Die Hypotenuse ¢ eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Ebene gegen die Projektionsebene
um den Winkel ¢ geneigt sei, liege in der Projektionsebene. Die Projektion 3’ des rechten
Winkels y = 90° ist aus den gegebenen Katheten @, b und dem Neigungswinkel ¢ zu
berechnen. Das Ergebnis der Aufgabe 636 kann benutzt werden.

668. Vor dem Bau eines Tunnels sollen seine

Liange « = B’C’ und seine Neigung » be-

stimmt werden. Zu diesem Zweck steckt

man beiderseits des Berges zwei horizon-
tale Standlinien 4 B = 262,7). m und CD =

= 380,50 m ab, die mit der Bergspitze B

sowie dem Tunneleingang B’ und dem Tun-

1 C” in einer Vertikalebene liegen.

Ferner mifit man die horizontalen Strecken

BB’ = 14420 m und CC’ = 79,33 m sowie  Bild 99

in 4, B, C, D die Hohenwinkel a = 28°58’,

f = 40°30", y = 58°50", & = 32°20" (Bild 99).

Die Hohe hy eines Turmes ist zu bestimmen. In einer die Turmspitze 7' enthaltenden Ver-

tikalebene werden zwei Punkte 4 und B festgelegt. Durch Messung werden die Hohenwinkel

« = 11°54740”, B = 15°37°20”, die Instrumentenhohen iy = 1,412 m, iz = 1,385 m und

die Horizontalentfernung e = 57,89 m bestimmt. Durch Nivellement findet man £, =

= 377,974 m und hkp = 376,050 m iiber NN. (Bild 100).

66

©

hr

7=

Bild 100 Bild 101

670. Ein Lichtstrahl fillt unter dem Einfallswinkel « = 30° auf eine planparallele Glasplatte
(Dicke der Platte d = 1 cm, relativer Brechungsindex » = 1,5) und erfihrt beim Austritt
eine Parallelverschiebung » (Bild 101). Fiir v ist eine allgemeine Formel mit x, d, » zu ent-
wickeln, aus der die Verschiebung im Falle des Zahlenbeispiels zu bestimmen ist.

Fiir sin (x + Ax) mit Ax ~ 0 ist eine Niherungsformel herzuleiten. Aus dieser ist der
Fehler des Sinuswertes zu bestimmen, wenn statt des Winkels x der fehlerhafte Winkel
« + Ax eingesetzt wird.

Im Falle kleiner Zentriwinkel « ist eine Niitherungsformel fiir die Pfeilhéhe p zu entwickeln,
die die Sehne s und den Radius r des Kreishogens enthiilt.

671.

=

67:

»
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24, Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks

Aus der P]ammetne ist bekannt, daB ein schiefwinkliges Dreieck durch drei vonein-
bhingige Stiicke bestimmt ist. Bei gegebenen Seiten und Winkeln sind
fiinf Grundaufgaben zu unterscheiden :
1. Gegeben 1 Seite, 2 Winkel
a) eine Seite und die beiden anliegenden Winkel (WSW)
b) eine Seite, ein anliegender und der gegeniiberliegende Winkel (SWW)
2. Gegeben 2 Seiten, 1 Winkel
a) zwei Seiten und der der einen Seite gegeniiberliegende Winkel (SSW)
b) zwei Seiten und der von ihnen eingeschlosserie Winkel (SWS)
3. Gegeben 3 Seiten (SSS)
Die Grundaufgaben sind unter folgenden Bedingungen 1ésbar:
1a) und b): Die Summe der beiden gegebenen Winkel muB kleiner als 180° sein.
2a) und b): Der gegebene Winkel muf} kleiner als 180° sein.
3: Die Summe zweier Seiten mul} jeweils groBer als die dritte Seite sein.

Die im Fall 2a) angegebene Bedingung ist notwendig?), alle anderen Bedingungen sind
notwendig und hinreichend?).

Die Losungen aller Grundaufgaben sind, abgesehen vom Fall 2a) (SSW), stets ein-
deutig.

24.1. Losung der Grundaufgaben mit Sinus- und Cosinussatz
Zur Berechnung des schiefwinkligen Dreiecks (Bild 102) werden i
bekanntlich 3) d\
Sinussatz b ‘ @
Lu:b:c:sinzx:sinﬂ:s'my l (88) A ‘ﬂ
3
Cosinussatz Blld 102

a? = b2+ ¢ — 2bc cos &
b =¢® + a?® — 2ca cos f (89)
c® =a® + b* — 2ab cos y

1) Eine dige Bedi: bed : Die Aufgabe ist nur dann lsbar, wenn die Bedingung
erfiillt 1st Ist dle Bedmgung erfiillt, so braucht aber die Aufgabe nicht losbar zu sein
2) Eine hinreich 1g bed : Ist die Bedingung erfiillt, dann 1i8t sich die Aufgabe

lésen. Die Aufgabe kunn aber auch losbar sein, wenn die Bedingung nicht erfiillt ist
3) Vgl. z. B. EL math. 26.2.
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Winkelsumme des Dreiecks

gebraucht. Im folgenden ist zur Wiederholung fiir jede Grundaufgabe ein Beispiel
angegeben.

BEISPIELE
1. Gegeben: & = 25°; f=31°; ¢ =482m (WSW)
Gesucht: y, a, b (Rechenstab!)

Lésung:
7= 180° — (x + )

csin «

a=—
sin y

§— fesns b=300m
sin y ————

<)

. Gegeben: x = 14,3°; y = 143,2°; ¢ = 39,1 m (SWW)
Gesucht: g, a, b (Rechenstab!)

Lésung:

B =180° — (x + ) B=1225°

a=c.smzx a=163m
sin y _

L b=251m
siny —_—

3. Gegeben: a = 19.5m; b=279m; o = 36,8° (SSW)
Gesucht: g, 7, ¢ (Rechenstab!)

Losung:
= bsi ) )
sin fy = sl: = B (spitz) B, = 180° — B; (stumpf)
o @ siny; ,
= 180° — S e il
Y12 (& + Br0) 12 Ao
1. Dreieck: f;, = 59,3%; » = 83,9% 6 =323m
2. Dreieck: £, = 120,7°; e = 22,5°% ¢, =12,5m

Bemerkungen zur Grundaufgabe SSW (doppeldeutiger Fall)

AuBler den Formeln (88) bis (90) ist fiir die Dreiecksberechnung folgender allgemeiner
Satz grundlegend :
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Satz

In einem beliebigen Dreieck gilt fiir zwei Seiten a, b und die gegeniiberliegenden
Winkel «, f§ stets:

Aus a0 folgt « = p und umgekehrt.

Sind nun, wie im vorliegenden Beispiel, die Seiten @, b mit @ < b und der Winkel
a < 90° gegeben, so mull wegen des oben zitierten Satzes auch & < f§ sein. Diese
Bedingung erfiillt im Fall @ > bsin« sowohl der spitze Winkel 8, als auch der
stumpfe Winkel B, = 180° — f, (vgl. Bild 103).

Es ergeben sich daher 2 Losungen fiir # und somit auch 2 Losungen fiir das ganze
Dreieck. Deshalb wird der Fall SSW auch doppeldeutiger Fall genannt.

In der Praxis sind nur solche Beispiele wichtig, bei denen die Losung auf Grund eines
bekannten Kongruenzsatzes eindeutig ist.

Satz

Die Losung der Grundaufgabe SSW ist eindeutig, wenn der der gréBeren Seite
gegeniiberliegende Winkel gegeben ist.

Die systematische Falluntersuchung fir die
Grundaufgabe SSW wird geometrisch folgender-
mafen ausgefiihrt: Zwei Bestimmungsstiicke
des Dreiecks ABC, namlich b = AC und «,
seien fest vorgegeben; das dritte Bestimmungs-
stiick @ werde verdnderlich angenommen. Die
Konstruktion ergibt den dritten Eckpunkt B als
Schnittpunkt des freien Schenkels des Winkels «
und des Kreisbogens um C' mit dem veriinder-
lichen Radius e (Bild 103). Das fiihrt zu folgen-

der Determination: Bild 103
Fall Art der Lésung

IA a>b x % 90° | B < 90° eindeutig

II a=1"b @ > bsinx f=ua eindeutig; gleichschenk-
liges Dreieck

11I/1 a<90° | fZ90° zwei Losungen

III1/2 a<b | a=bsina B=190° eindeutig; recht-
winkliges Dreieck

111/3 a < bsinx - keine Lasung

In den Fillen IT bis I1I/3 gibt es fir & = 90° stets keine Lésung.
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BEISPIELE

4. Gegeben: @ = 14,31 m, b =26,02m, y = 82,110° (SWS)
Gesucht: ¢, «,

Losung:
¢ = Ja? 4 b* — 2ab cos y N gN
. _ asiny 2 0,301 03
TR a 1,155 64
P b 1,41531
sin g = 25 Y cosy 913758 — 10
c
ot = 20478 P 2,009 56
b2 — 677,04 siny 9,99587 — 10
& 1 B = 881,82 ¢ Lad50e
P = 102,23 sin p 8,54093 — 10
¢ = 779,59 c
c= 27,921 m~ 27,92 m sino 9,705 57 — 10
« = 30,508° a 1,155 64
= 854993 — 10
y = 82,110° seessreamEe, | swsessseneETie
b 1,41531
+ v = 179,998° (Probe "

B 119987 robe) sin 8 996524 — 10
Anmerkung: Ist der gegebene Winkel spitz, so hat man, um die Doppeldeutigkeit des aus
der Sinusfunktion bestimmten Winkels zu hen, bei der Berect g des zweiten und dritten
Winkels stets zuerst den Geg inkel der klei der beiden gegeb Seiten mit dem Sinussatz

zu bestimmen. Die Entscheidung iiber die GroBe des dritten Winkels ergibt sich aus der Winkel-
summe im Dreieck.

&

Gegeben: @ = 10,03 m, b =119,25m, ¢ = 120,22 m (SSS)
Gesucht: «, 8,

Losung:
a® b — N Ig|N|
R v T
2a 1,30233
i asiny b 2,076 46
sinx = —=—
e . 2ab 3,37879
) a® + b — ¢ 2,11959 (n)
sin e bsiny
c ! cos y 8,740 80 — 10 (n)
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24.2,

a®* = 100,6

b% = 14220,5
a® + b = 14321,1

c® = 144528
a4+ b —ct= —131,7

= 93,1561°

« = 4,7786°

B = 82,07

« + B+ y = 180,0047° (Probe)

N Ig |N|
sin y 9,99934 — 10
e 2,07997
S“Z 4 7,91937 — 10
sin 8,92067 — 10
a 1,00130
“"T” 7,91937 — 10
b | oomeas
ain 8 9.99583 — 10

Anmerkung: Da sich ein Winkel aus der Cosinusfunktion in den ersten beiden Quadranten

eindeutig ergibt, wird zur U

der Doppeldeutigkeit des aus der Sinusfunktion bestimm-

ten Winkels stets zuerst der der groften Seite gegeniiberliegende Winkel mit dem Cosinussatz
bestimmt. Die beiden anderen Winkel sind in jedem Fall spitz.

Betrachtungen iiber bequeme und genaue Rechnung

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, daB die Grundaufgaben WSW, SWW,
SSW mit dem Sinussatz, die Grundaufgaben SWS, SSS mit dem Cosinussatz und dem

Y
[y=tanx
24
Lo
St
N
3|8
1 =K =5inX
F 7 nderung des Winkels
beim [Tangens
inderung des
/inkels beim Sin
0
] 2
Bild 104

Sinussatz zu lésen sind, d.h., Sinus- und Cosinus-
satz reichen aus, um ein schiefwinkliges Dreieck zu
berechnen. Jedoch zeigen die letzten beiden Bei-
spiele, daB der Cosinussatz fiir die logarithmische
Rechnung unbequem ist, denn man mufB entweder
eine Quadrattafel verwenden oder die logarithmische
Rechnung unterbrechen. Diesen Nachteil haben
Formeln nicht, die aus Produkten und Quotienten
bestehen.

Ferner ergibt sich ein in der Nihe von 90° bzw. 0°
liegender Winkel aus der Sinusfunktion bzw. Cosi-
nusfunktion ungenau. Denn an diesen Stellen in-
dert sich der jeweilige Funktionswert bei verhalt-
nisméBig groBen Anderungen des Winkels nur ge-
ring (Bild 104). Im Gegensatz hierzu ist die Winkel-
bestimmung aus der Tangens- und der Cotangens-
funktion an allen Stellen geniigend genau (Bild 104).

Dieser Sachverhalt ergibt sich auch aus der GroBe der Tafeldifferenzen an den be-
treffenden Stellen. Fiir Winkel in der Nihe von 90° findet man bei der Sinusfunktion
sehr kleine und bei der Tangensfunktion wesentlich gréBere Tafeldifferenzen.

!) Die Tausendstel- und Zehntausendstelgrad des Winkels # sind vollkommen unsicher; denn
hiitte sich lgsinf z. B. um eine Einheit der 5. Stelle groBer ergeben, so wire das Resultat
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Beispielsweise habe sich fiir die Bestimmung von & aus dem Sinussatz ergeben:

lg sin & = 9,99943 — 10. Der Tafel entnimmt man « = 87,06° oder « = 87,07°,

d. h., die Tausendstelgrad sind vollkommen unsicher! Dagegen liefert die Tangens-

funktion den Winkel mit geniigender Schirfe. Zum Beispiel folgt aus

lg tan « = 1,28978 der Winkel « = 87,0627°.

Soll umgekehrt fiir einen gegebenen Winkel der Funktionswert ermittelt werden, so

sind Sinus und Cosinus giinstiger als Tangens und Cotangens; denn z. B. eine kleme

Anderung eines in der Nihe von 90° liegenden Winkels ruft fast keine Anderung des

Sinus, jedoch eine groBe Anderung des Tangens hervor (Bild 104).

Diese Erkenntnisse fithren zu folgenden Forderungen:

Die Formeln sollen moglichst

1. Produkte oder Quotienten darstellen,

2. die Tangens- oder die Cotangensfunktion der gesuchten Winkel und die Sinus-
oder die Cosinusfunktion der gegebenen Winkel enthalten.

24.3. Gleichungen von Mollweide!) und der Tangenssatz
Aus zwei Gleichungen des Sinussatzes (88), beispielsweise
bsinx =asinf und c¢sinax =asiny,
ergibt sich durch Addition bzw. Subtraktion:
(b + ¢)sin x = a (sin f + sin y), (b — ¢) sin « = a (sin f — sin y).
Nach Umformung der rechten Seiten mit (76) bzw. (77), 23. 3 und der linken Seiten

mit (69), 23.2., findet man, wenn cos - = sin ﬁ—+—y und sin & 5 = cos -ty [vgl. (51)
und (90)] heachtet wird : 2
; _ b= B—y
(b+c)sm§_acos 3 , (b c)cosz_asmT.

Aus beiden Formeln folgen durch zyklische Vertauschung?) jeweils zwei weitere, so
daB sich insgesamt 6 Gleichungen ergeben:

Mollweidesche Gleichungen

& B=va & _ . B—y

(b + ¢) sin g —@eos=g (] c)cos2 =Siasin—g—

. B A= E_ gyl — %
(c+a)sm—2——bcos 3 {c a)cos2 = bsin 3 91)

o I «a—B|,  _ 7 — B

(@ + b) sin 5 = ¢ cos 3 (@ — b) cos = ¢ sin —2

B = 82,08° gewesen (vgl. 24.2.). Daraus erklirt sich auch die verhiltnismiBig groBe Differenz
der Winkelsumme gegen 180°

1) KarL MOLLWEIDE, Mat} iker und A 1774 bis 1825

2) kyklos (griech.) Kreis; die Vertauschung simtlicher Stiicke einer Dreiecksformel mit ihren
entsprechenden linken (oder rechten) Nachbarn am Dreieck fiihrt wieder auf eine giiltige
Dreiecksformel, da entsprechende Stiicke untereinander gleichberechtigt sind
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Bei Division von jeweils zwei nebeneinander stehenden Gleichungen (91) und Um-
formung unter Beachtung von (51) und (90) folgen die Neperschen!) Gleichungen
oder der

Tangenssatz2)
«+ B B+ Y+«
G b tan B b+o tan 3 cta tan —
a—b, a—flb—c  F-yle—a-_ _g—a| ®@
tan 5 tan 3 tan 3
24.4. Halbwinkelsatz

Aus der ersten Gleichung des Cosinussatzes (89) ergibt sich mit (70¢) und (70Db),
23.2., sowie den binomischen Formeln:

a®= (b —¢)? + 4bc sin’%, a? = (b + c)? —4bc coszg.

Durch Umstellen und Beriicksichtigen der 3. binomischen Formel findet man:
4be sm2%=(a+b—c)(a—b+c) (I
4bccos’—g—=(a+b+c)(—a+b+c). (1)

Wird der halbe Dreiecksumfang mit s bezeichnet, so folgt:

Hieraus erhilt man:

—a+b+c=2(s—a)
a—b+c =2(s—0) (94)
a+b—c =2(s—c).

Bei Division von (I) und (II) und Beachtung von (93) und (94) ergibt sich einschlie-
lich der aus der zyklischen Vertauschung folgenden Gleichungen:

1) JouN NEPER, vgl. FuBnote 2 S. 87
?) Der Tangenssatz ergibt sich auch unmittelbar aus jeweils einer Gleichung des Sinussatzes durch
korrespondierende Addition und Subtraktion
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Halbwinkelsatz

& /(s —=b)(s — ¢)

I T
B _q/s—c)(s —a)

tan o = e —5 (95)
Y _1/s—a)(s—b)

tan 2 s(s —c)

24.5. Umkreisradius, Inkreisradius und Fliiche des Dreiecks

Aus der Planimetrie ist bekannt, daB der Mittelpunktswinkel dop-
pelt so groB wie der Umfangswinkel iiber gleichem Bogen ist. Da-
her folgt aus Bild 105 bei Beachtung der zyklischen Vertauschung :

Umkreisradius

a b c

r=25ina=2sinﬁ=25iny (96)

Zerlegt man das /\ ABC in die Teildreiecke A BO, BCO
und CA40 (Bild 106), so findet man fiir die Fliche A
des Dreiecks

oder wegen (93):

Bild 106
Flicheninhalt des Dreiecks (o7

Aus Bild 106 ergeben sich die drei Gleichungen

S4t+sg=c S4+sc=5b sptsc=a

Somit: :
2sy=—a+b+e¢ 2sp=a—b+c¢c 2s¢=a-+b—c

Hieraus wegen (94):

S4=8—a sp=8—b S¢e=8—¢ (I)

Aus Bild 106 liest man ferner ab, wenn (I) beriicksichtigt wird :

B T

73
tan £ =
any s—b

&
tan - =

2

(98)

4
tan = =
2 s—c¢
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Durch Gleichsetzen liefern (95) und (98):

Inkreisradius

- V(s —a)(s —b) (s —¢) (99)

8

sowie (97) und (99):

Heronische Formel') des Dreiecksinhalts

IA =Vs(s —a) (s —b)(s — ¢) (100)

Fiir die Hohe auf der Seite ¢ ergibt sich im beliebigen Dreieck h, = b sin «. Hier-
aus folgt beim Einsetzen in die Dreiecksflichenformel A = ch/2 und bei Beachtung
der zyklischen Vertauschung:

Flicheninhalt des Dreiecks

be . ca . ab .
A:?smaf?smﬁ—?smy (101)
24.6. ZweckmiiBigste Losungsverfahren der Grundaufgaben

Wiihrend die Grundaufgaben WSW, SWW und SSW mit dem Sinussatz gelost wer-
den, wie in 24.1. bereits angegeben, vermeidet man in den Fillen SWS und SSS den
Cosinussatz und benutzt statt dessen fiir SWS die MoLLWEIDEschen Gleichungen (91)
und den Tangenssatz (92) und fiir SSS den Halbwinkelsatz (95). Fiir die Lésung der
Grundaufgabe SSS ergibt sich eine giinstige Anordnung der Rechnung, wenn die
%, % A % nicht direkt aus (95), sondern mit dem
Inkreisradius 7; als ZwischengroBe aus (99) und (98) erfolgt. Die Beispiele 4 und 5
aus 24.1. werden im folgenden mit diesen Sitzen nochmals durchgerechnet.

Bestimmung der halben Winkel

BEISPIELE

1. Gegeben: a = 14,31 m, b= 26,02m, y = 82,110° (SWS)
Gesucht: o, 8, ¢, 4
Loésung: Wegen a < b wird « < f. Daher sind die in (91) und (92) auftretenden Differenzen
a —b und & — f negativ. Um das Rechnen mit negativen Groflen zu vermeiden, werden die
Gleict mit — 1 multipliziert.
Aus (90):

bto _gp_ 2,

1) HERON VON ALEXANDRIA, griech. Mathematiker, um 100 v. u. Z,



24.6. ZweckmiBigste Lo verfah der Grundaufgaben 289

In (92, I) eingesetzt:

- 2
(b —a)cos 3

-y
(b-f-a)sm7

Aus (91, III u. IV):

(b+a)si.n% (b—a)cos%
c= c= 7 (Probe).
= = —
cos ﬁT.a 8in 2
ab .
(101): A= g oy
N IgN
y = 82,110° b—a 1,068 56
a= 1431 cos % 9,87742 — 10
b= 26,02
— b+a 1,605 63
b—a= 11,71 sin % 9,81742 — 10
b+a= 40,33
7 (6 — a) cos % 0,945 98
L — 41,085°
2 sinf == 9,500 04 — 10
ﬂ-;— x _ g T | [
9,97712 — 10
B—oa _
o = 18437 1,423 05
= 30,508° =
2= 30508 tan B =% 9,52203 — 10
= 67.382°
£= ouaey ¢ 1,445 93 (4)
&+ B+ y = 180,000° (Probe) a 1,155 64
L 1,114 28
c= 27,92m 2
— siny 9,995 87 — 10
A = 18441 m? 4 2,265 79
Anmerkungen : Durch die Winkel probe wird lediglich die Bildung von %undﬁ;—"‘
sowie die Berechnung von « und § aus ﬂ%" und B ; 2 gesichert, wihrend A ; % nicht iiber-

priift ist! Die Seite ¢ kann auch mit dem Sinussatz berechnet werden.
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2. Gegeben:a = 10,03m, b= 119,25 m, c = 120,22 m (SSS)
Gesucht: o, B, 7, 4, 11

Losung:
©):atbto=2s  @):n=1/%

o ; B i
(s)s):trm?=8_"z tan o = —o 97): A =r;s.
Rechenproben: (s —a) + (s —b) 4+ (s—c¢c) =3
3
stangmn-gmn% =1
« B, ¥
Z2rE L 900
2 tats
a = 10,03 N BN
=925 s—a 2,059 64
¢ = 120,22 s—b 0,740 36
25 — 249,50 8§—¢ 0,656 10
8 = 124,75 (8—a)(s—b) (s —o) 3,456 10
—_— s 2,096 04
s—a =11472
§—b= 550 r? 1,360 06
" 0,680 03
s—c= 4,53
— L =
Probe: & — 12475 t s 8,02030'—19
% = 2,3802° tan -g— 9,939 67 — 10
v
tan —
% — 41,0831° 2 .98
s 2,096 04
% = 46,5780° Probe: 7 0,680 03
Probe: 90,0003° A 211607
= 4,7784°
B = 82,0662°
y = 93,1560°
Probe: 180,0006°

A = 597,13 m*

Anmerkung: Die Winkelsummenprobe sichert die Ergebnisse durchgreifend. Die Winkel-
summe ist daher ein MaB fiir die Genauigkeit der Rechnung.
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Die letzten beiden Beispiele zeigen im Vergleich zu Beispiel 4 und 5, 24.1., die Uberlegenheit der
hier angewendeten Rechenverfahren beziiglich der bequemen logarithmischen Rechnung und der

Genauigkeit. Insbesondere hat sich der Winkel

als im Beispiel 5, 24.1.

AUFGABEN

673. Sinus- und Cosinussatz sind zu beweisen.

674. Der Tangenssatz ist aus dem Sinussatz durch korrespondierende Addition und Subtraktion

herzuleiten.
675.

o

abe @®sin f sin p

A-205 =
6) 4r b

2sin (B + 7)

B im letzten Beispiel wesentlich genauer ergeben

Wie lautet der Beweis fiir die Formeln des Dreiecksinhalts

676. Der Umkreisradius r ist in den drei Seiten a, b, ¢ des Dreiecks auszudriicken.

677. Ein Dreieck ist logarithmisch zu berechnen aus:
a) b=191,02m; = 33,550°;
b) a = 33,12 m; B = 120,283°;

c) ¢ = 68,10 m; o
d) a = 103,14 m; o
e) b=112,77Tm; c
f) @ = 83,12 m; c=
g) a = 341,79 m; b=
h) a =120,58m; b—
i) b =48,17m; gi=
j) @ = 37,60 m; b=
k) a = 135,22 m; c=
1) b= 120,18 m; e=
m) a = 205,37 m; b=
n) a = 68,98 m; b=
0) @ = 43,55 m; b=
678. Die restlichen Seiten und
a) @ 4+ b =52 cm;
b) b =523m;
c) pb = 18,1 m;3)
d) wy = 30,0 m;
e) hy = 40,2 m;
20,2 m;
53,3 m;
h) kg + by = 153,1 m;
i) a:b = 8:5;

o
c

y = 60°
ke = 28,6 m;
;=223 m;
« = 40,3%
wp = 58,8 m;
o = 93,2°%
c=242m;
o = 42,9°;
A = 1220 m?;

v = 17,500°. Gesucht: 8, a, ¢, r
7 = 4,683°. Gesucht: a, b, ¢, 4, kg
= 55,684°; y = 18,317°. Gesucht: 8, a, b, r;
= 70,379°%; f = 30,334°, Gesucht: y, b, ¢, 4
= 44,33 m; B = 130,167°. Gesucht: y, «, a, s,7)
« = 76,417°. Gesucht: yp, B, b, ry, ws2)
o = 48,728°. Gesucht: 8, p, ¢

£ = 110,333°. Gesucht: x, y, ¢

y = 30,533°. Gesucht: f, x, @

v 8,205°. Gesuchte ¢, «, 8, 4, hy
B = 41,008°. Gesucht: b, o, p, r

= 20,339°. Gesucht: a, y, f, 11, wy
= 189,68 m. Gesucht: «, B, y, 4, r;
¢ = 124,85 m. Gesucht: «, §, 7, 7, s,
¢ = 20,00 m. Gesucht: «, f, y, 4
inkel eines Dreiecks sind mit dem Rechenstab zu berechnen aus:

A =160 V3 cm? (@ > b)
£ =952°
6,2°
5,5°

N

=
7S
©

[

7,5°

|
™ o ot

TR ™R ™R

= 39,7°
y =51,2°

679. In'einem Parallelogramm mit den Seiten @, b und den Diagonalen e, f gilt:
& =20+ 8.

Man beweise die Formel.

680. Schneiden die Diagonalen ¢ und f eines beliebigen Vierecks einander unter dem Winkel &, 80

gilt fiir den Vierecksflicheninhalt die Formel 4 = izj sin &. Der Beweis ist zu fithren.

1) s, ist die Seitenhalbierende von a
%) w, ist die Winkelhalbierende von
%) Unter p versteht man die Projektion der Seite b auf die Seite ¢
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681.

682.

683.

684.

685.

686.

687.

688.

689.

690.

Drei Kreise mit den Radien r, = 8 cm, 7, = 6 em, 7, = 5 em beriihren sich gegenseitig von
auBen. Unter welchen Winkeln schneiden sich je zwei Verbindungsgeraden zweier Mittel-
punkte und welchen Inhalt hat die zwischen den Kreisen liegende dreieckihnliche Fliche?
Die Grundfliiche eines geraden Prismas mit der Hohe & > 56 cm ist ein Dreieck 4’B’C’ mit
den Seiten @’ = 33 cm, b’ = 21 cm, ¢’ = 45 ecm. Eine durch ¢’ = C gehende Ebene schnei-
det die den Punkt A’ enthaltende Seitenkante des Prismas in A und die dritte Seitenkante
in B. Diese Schnittpunkte haben die Hohen k4 = 28 cm und kg = 56 cm iiber der Grund-
fliche. Man berechne Seiten, Winkel und Fliche des entstandenen Schnittdreiecks 4 BC.
Ein gerades dreiseitiges Prisma habe das Volumen V = 400 em?®. Zwei Winkel der Grund-
fliche betragen « = 42,533° und f = 71,333°. Das Volumen des umbeschriebenen Zylin-
ders ist zu berechnen.

Die Hohe &y einer Turmspitze 7' soll bestimmt werden. Zu diesem Zweck wird im Vorgelinde
des Turmes eine Standlinie 4 B abgesteckt, deren horizontale Linge 4’B’ = e = 108,12 m
gemessen wird und deren Endpunkte A und B durch Nivellement hohenmiBig zu
hy = 168,778 m und hp = 170,959 m iiber NN bestimmt werden. In 4 bzw. B werden mit
dem Theodolit die Horizontalwinkel x = <t T"A’B’ = 41°12’20” bzw. f = 4 A'B'T' =
= 68°04°00” zwischen der Standlinie und der Richtung zum Turm, die Hohenwinkel
6 = 5°29/30” bzw. ¢ = 6°02'40” nach 7' und die Instrumenthéhen i, = 1,423 m bzw.
ip = 1,478 m gemessen.

Um die Héhe A der Figur auf dem Dresdner Rat} m zu b wird im Vorgelinde
eine Standlinie 4B mit der schriigen Linge @ = 100,27 m und der Neigung 0,29, (fallt von
B nach 4; B liegt niher am Turm) so abgesteckt, dafl sie mit der Turmachse in einer Verti-
kalebene liegt. In 4 werden die Hohenwinkel ag = 32°22" und ay = 31°31" nach dem
Kopf und dem FuB der Figur und in B der Hohenwinkel fy = 43°03' nach deren FuB
gemessen. Die Hohe A ist zu ermitteln, nachdem die Neigung der Standlinie in den Winkel &
umgerechnet worden ist.

Die Hohe h = AB eines Turmes ist zu bestimmen. In den Punkten C, D, E einer horizon-
talen Standlinie wurden die Hohenwinkel y = 31°15’, § = 32°20/, & = 31°45" nach der
Turmspitze gemessen, die Teilstrecken der Standlinie ergaben sich zu CD = a = 41,22 m
und DE = b = 63,15 m. Wie hoch liegt die Turmspitze iiber dem Niveau der Standlinie?
Die gebrochene Grenzlinie ABC' zwischen zwei Gundstiicken Gy
und G, soll von C aus durch die neue Grenze C'D so begradigt
werden, daB die Flicheninhalte der Grundstiicke erhalten blei-
ben. Fiir die Absteckung des Grenzpunktes D ist die Strecke
z=AD aus den gemessenen Stiicken a = 201,10m, ¢ =
246,20 m, y = 43°17’, 8 = 76°23" zu berechnen (Bild 107).
Zwecks Standortbestimmung werden von einem in der Nihe der
Kiiste fahrenden Schiff ein Schornstein 7' in Richtung N 33,20° O
und ein Leuchtturm L in Richtung N 48,42° W gepeilt. Aus der
Karte werden die Strecke L7 = 18,3km und ihre Richtung
(LT) = N82,28°0 entnommen. Wie weit ist das Schiff vom
Leuchtturm L entfernt, und welchen Kurs muf8 das Schiff
fahren, um den Leuchtturm im Abstand von 6,5 Seemeilen
(1 sm = 1,852 km) zu passieren?

Ein Schiff fihrt mit dem Kurs S 32,82° O und peilt einen Leuchtturm in Richtung S 63,47° 0.
Nachdem es 1 h 15 min mit einer Geschwindigkeit von 8 sm/h weitergefahren ist, peilt es den
Leuchtturm in N 72,63°0. Wie weit ist es jetzt vom Leuchtturm entfernt?

Ein Flugzeug ist um 101 20mi0 in 4 mit dem Kurs N 42,50° O gestartet, um einen 600 km ent-
fernt liegenden Ort C' um 11h50min zu erreichen. In einem Ort B, der 400 km siidlich von C
liegt, startet um 10h35Min538 ein zweites Flugzeug, um das erste auf seinem Fluge von 4
nach C zu treffen und mit ihm weiterzufliegen. Welchen Kurs muBl das zweite Flugzeug flie-

Bild 107
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691,

692.

693.

696.

697.

gen, wenn es eine Fluggeschwindigkeit von 450 km/h hat? Wann treffen sich die Flugzeuge,

und welche Entfernung hat der Treffpunkt 7' von C?

Ein meteorol gsballon hat sich losgerissen und wird vom Wind in Rich-

tung S 22,50° O mit der Geschwindigkeit v, = 30 km/h abgetrieben. Um 13" 50min wird er

in A gesichtet. 100 km 6stlich von 4 startet in B um 15" ein Hubschrauber mit der Eigen-

geschwindigkeit v, = 150 km/h, um den Ballon zu bergen. Welchen Kurs muf} das Flug-

zeug einschlagen, wo und wann erreicht es den Ballon? Die Einwirkung des Windes auf das

Flugzeug ist durch Berechnung mit dem Geschwindigkeitsparallel zu beriicksichti-
en.

i!.')rei Krifte F, = 50 kp, F, = 70 kp, F; = 80 kp greifen in einem Punkt an und halten

sich das Gleichgewicht. Welche Winkel schlieBen ihre Wirkungslinien miteinander ein?

An einem Punkt greifen die drei Krifte F, = 250 N, F, = 400 N und F; = 500 N an. Ihre

Wirkungslinien bilden die Winkel (F, F,) = 61° und (F, Fy) = 53°. Die Resultierende F'y ist

zu berechnen.

Eine Kraft F = 330 N ist in zwei Komponenten F, und F, so zu zerlegen, daB diese mit F'

die Winkel (F, F) = 32,3° und (F F,) = 47,6° bilden.

. Ein Scherenkran ist mit Fq = 2800 kp belastet. Die Streben s, und s, greifen unter den

Winkeln x = 36° und # = 55° an. Es sind die Stabkriifte F, und Fg, sowie die am Spann-
schloB S auftretende Zugkraft Fz und Normalkraft Fy zu bestimmen (Bild 108).

Bild 110 Bild 111

Am Gewindeschneidmeifel treten der Zahnwinkel ¢, der Freiwinkel  und der Spanwinkel y
auf. Der GewindeschneidmeiBel (Bild 110) entsteht aus dem Rohstiick (Bild 109) durch An-
schleifen eines Flankenwinkels # und des Spanwinkels y. Wie groB muB fir &« = 15° und
v = 30° der Zahnwinkel ¢ gewiihlt werden, damit der von den oberen Kanten des Schneid-
meiBels eingeschlossene Winkel & = 60° wird? Welche GroBe muB der Flankenwinkel
erhalten?
Der Normalschnitt eines dreiseiti Glaspnsmas mit dem relativen Brechungsindex
n = 1,5 sei ein gleichseitiges Dreieck. Der Gang eines parallel zu einer Begrenzungsfliche
einfallenden Lichtstrahls ist zu untersuchen (Bild 111).
a) Man zeige, daB ein im unteren Teile einfallender Strahl das Prisma parallel verschoben
verlifit, und stelle die Verschiebung d als Funktion der Einfallshhe ¢ und der Seiten-
linge a dar.
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b) Ein im oberen Teil einfallender Lichtstrahl wird um einen Winkel e abgelenkt, dieser ist
zu berechnen.

c) Es gibt einen Grenzfall e der Einfallshohe, bei dem sich das Verhalten des Lichtstrahls
von der Eigenschaft a) zur Eigenschaft b) sprunghaft dndert. eg ist als Funktion der
Seitenlinge a bzw. Hohe & auszudriicken.

ation

p=r

i

ks
Ele

wt

Z l/:?l// 2r

A
Bild 112 ]_‘f_

698. Die Addition zweier Sinusschwingungen 4 =
= asin (wt + ¢;) und B = bsin (0t + @p)
mit dem Phasenunterschied ¢ = @, — @, er-
gibt wieder eine Sinusschwingung C =
= ¢ sin (wt + y) mit dem Nullphasenwinkel yp
(Bild 112). y und ¢ sind in a, b und g, @, bzw.
@ auszudriicken.

~
Anleitung: Die Losung ist auf zwei Wegen £
moglich: N
a) Koeffizientenvergleich in der Gleich S

C=A4+B, &

b) Auflésung des Dreiecks OP, P, dessen Sei-
ten die als Vektoren dargestellten Sinus-

schwingungen sind. Hierbei ist O_P,, =|a|=
. =a,0Py=|b|=b, OP,=|c|=c (Bild113). Bild 113

Ausgangslage

25. Goniometrische Gleichungen

Goniometrische Gleichungen sind Gleichungen, bei denen die Variablen u. a. im Argu-
ment trigonometrischer Funktionen auftreten, z. B. tan 22 — a cos 2/2 = 3a.

In diesem Abschnitt werden nur solche goniometrische Gleichungen behandelt, die
sich auf algebraische Gleichungen zuriickfiihren lassen. Das sind goniometrische
Gleiehungen, in denen die Variablen nur im Argument trigonometrischer Funktionen
vorkommen, z. B. tan 2z — cos #/2 = 3 (vgl. auch Abschnitt 20.: Transzendente
Gleichungen).

25.1. Goniometrische Gleich mit einer Variablen

Da alle vier Winkelfunktionen mit verschiedenen Argumenten und in verschiedenen
Potenzen vorkommen konnen, sind die Formen goniometrischer Gleichungen sehr
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zahlreich. Es gibt keine allgemeine Methode fiir ihre Auflésung. Ziel der dquivalenten
Umformungen der Gleichung ist stets, daB in der Gleichung nur noch eine der vier
trigonometrischen Funktionen mit ein und demselben Argument, allgemein F (nz + «),
auftritt. Durch die Substitution » = F (na + «) wird die umgeformte goniometrische
Gleichung in eine algebraische Gleichung mit der Variablen u iibergefiihrt.

Der zulissige Variablenbereich fiir @ sei im allgemeinen die Menge X = (—oo;
+ 00) = R1). Die Menge der Losungen x; beziiglich X heife E.

Die Losungen ; im Variablenbereich X = [0; 27) = 4 bzw. X = [0°; 360°) = 4
sind Elemente einer Teilmenge £ — E und sollen Hauptwerte der Losungsmenge E
genannt werden. E ergibt sich als Durchschnitt der Mengen £ und X: B = E n X.

25.1.1. Goniometrische Gleichungen vom linearen Typ
Die einfachsten goniometrischen Gleichungen sind Gleichungen der Form
F(x)=c bzw. F(nx+a)=c.

Hierbei stellen ¢, » und x Konstanten dar. F ist eine der vier trigonometrischen Funk-
tionen und z der gesuchte Winkel. Da alle goniometrischen Gleichungen bei ihrer
Losung auf diesen Typ fiihren, ist er besonders wichtig.

BEISPIELE

1. Welche Winkel z erfiillen die Gleichung sin z = —0,4586?

Lésung: Zuniichst werden die Hauptwerte bestimmt. Aus dem negativen Vorzeichen des ge-
gebenen Sinuswertes folgt, daB je eine Lésung im ITT. und IV. Quadranten liegen muB. In der
Funktionstafel wird der Wert 0,4586 aufgesucht. Man liest fiir ihn in der

Sinus-Spalte den Winkel y = 27,3° und in der
Cosinus-Spalte den Winkel z = 62,7° ab.
Aus dem Satz in 22.9., S. 263, folgt:
Z, = 180° + y = 207,3°
%, = 270° 4 z = 332,7°
Z; und Z, sind die Hauptwerte, also
B =(207,3°; 332,7°.
Mit der Periode 360° der- Sinusfunktion ergibt sich folgende L& wobei @ die
Menge der ganzen Zahlen darstellt:
E = {207,3° + k- 360°; 332,7° + k - 360° | k € G}.

2. Fir folgende Gleichungen sind die Hauptwerte der Losungen zu bestimmen:

a) cos x = 0,13341; b) tan = — 0,26795; ¢) cot x = —1,67530
d)sinz = 1; e) cos z = 0,96440; f) tanz = 1,15037
g)sinz=i%; h)cosx=—%}/{

1) R ist der Korper der reellen Zahlen
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Lésung:

a) B = {82°20’;277°40") b) B = {165°; 345°}

E = {49°; 229°)

h) B = {135°; 225°}
Man beachte, da8 der Variablenbereich fir b) und f) X = AN{90°;270°} und fiir
¢) X = AN{0°; 180° lautet.

Fiir eine Gleichung der Form F(nz + a) = ¢ mit » > 0 gilt:

Satz

Die Losungsmenge E der Hauptwerte z; der Gleichung F(nx + &) = ¢ mitn > 0
ergibt sich, wenn fir die Gleichung F(y) =c¢ alle Losungen 7;€ B=
= [x;n - 360° + &) bestimmt werden.

Beweis: Ausder Ungleichung 0° < Z; < 360° folgt durch Multiplikation mit » > 0
und durch Addition von «:

& = 0¥+ o <n-360°+ «.

BEISPIEL

3. Wie lauten die Haup te der Lo foleender Gleicl
a) sin (22 + 10°) = % £3 b) tan(; - 100“) =1
Loésung:

a) Die Losungsmenge der Gleichung heift fiir die Variable y = 2z + 10°:
E, = {60° 4 k - 360°; 120° + k- 360° | k € G}.
Wegen des obigen Satzes muB y; Element der Menge B = [10°; 730°] sein. Somit kommen nur
k=0 und k=1 in Frage, und es wird:
ET,,= EynB = {60°+ k-360°; 120° + k- 360° | k = 0; k = 1}
yi — 10°,
—_ 2 ’
E, = {25° 55° 205°; 235°%)

Daher folgt aus z; =

b) Fiir die Menge B gilt B = [—100°; 20°), die allgemeine Losung lautet E, = {45° +

+ k-180° | ke G). Wegen E,=E,nB=g wird E,= g, d. h, es gibt iiberhaupt
keinen Hauptwert.

Zuriickfiihren auf goniometrische Qleichungen vom linearen Typ mit einer trigonome-
trischen. Funktion ’
Durch Anwendung goniometrischer Formeln und gegebenenfalls der korrespon-

dierenden Addition und Subtraktion lassen sich kompliziertere Gleichungen in die
einfachste Form des linearen Typs iiberfiihren.
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BEISPIELE

4.

o

L

<]

. In einem Dreieck mit der Seite A B = ¢ = 140,2 m sei durch den

cosz+cos(z+60°)——:—=0

Lésung: Mit (78) umgeformt: cos (z + 30°) = %V:?

Z + 30° = 430° + k - 360°
= (k- 360°; 300° + k - 360° | k € G} F = {0°; 300°)

Zur Sicherung gegen Rechenfehler wird moglichst bei jeder Aufgabe uberpruft ob bei Bele-
gung der Variablen z mit den gefund Lo z; die geg Gl in eine wahre
Aussage iibergeht. Im Beispiel ergibt sich:

1 3
= k- 360°: ———=
z=k 1+2 3 0
. 1 3
x = 300° + k - 360°: ?+l—E=0

Da beide Aussagen wahr sind, ist die gefundene Lésungsmenge richtig.

. 2sin (z 4 170°) + 4 sin (z + 50°) = 0

1. a

der korrespondi den Addition und Subtraktion

Loésung: Durch U und A
findet man:
sin (z + 170°) + sin (z + 50°) 1 .
sin (z + 170°) — sin (z + 50°) 3
Mit (76) und (77) folgt hieraus:

tan (z + 110°) = %V:? z 4 110° = 30° + k- 180°
E = {100° + k - 180° | k € G} E = {100°; 280°}

sin (z — 30°) - cosz = L
4

Losung: Mit (74) wird:

1 S .
;[sm(—SO ) + sin (22 — 30°)] = ri
Durch Umstellen:
sin (22 — 30°) =1 2z — 30° = 90° 4 k- 360°
= {60° + k- 180° | k € G} E = {60°; 240°}

Eckpunkt C eine Gerade g derart gezogen, daB die Seite ¢ im
Punkt D im Varha.lmxs d:e = 3:2 geteilt wird und die den Strecken

d und e den Teilwinkel ‘von y die GroBe 6 = 37°
und & = 28° erh&lten (Bild 114). Wie gro8 sind a, b, «, 8, p?
Losung: Aus den b Stiicken folgt ittelk

d= +1402 m = 84,12 m

Bild 114
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Bei Einfithrung der HilfsgroBe f findet man durch Anwendung des Sinussatzes:

/_dsinoc¥esinﬁ

sin ¢ sin g

Diese Gleichung enthilt die beiden Variablen & und 8. f 1iBt sich bei Beachtung der Winkel-
summe im Dreieck durch Einsetzen der Gleichung

f=180°—y —a=115°—«a
eliminieren:

sin (115° — «) _ dsineg

sin & " esind
Mit dem Rechenstab ergibt sich
dB0E T,
esind

Der unbekannte Winkel « 1iBt sich aus der goniometrischen Gleichung

sin (115° — a)
L i
8in

berechnen. Die Anwendung der korrespondierenden Addition und Subtraktion fiihrt bei
Beachtung von (76) und (77) auf

oot (57,5° — o) = "L ot 57,60,

m—1

Wegen m = 1,17 findet man:

cot (57,5° — o) = 8,13.
Hieraus: 57,5° — oo = 7,0° + k - 180°

a = 50,5° — k- 180°.

Wegen « € X = (0°; 180°) ist nur % = 0 moglich. Das ergibt:

o = 50,5° B =64,5°.

Der Sinussatz liefert nun auch die Seiten @ und b:

csin
a=—->

x =1193m b= — =139,6 m
siny siny
Hilfswinkelmethode

Gegeben sei eine Gleichung der Form
acosx + bsinz =c. (I)

Die Lésung der Gleichung wire auf folgendem Wege méglich: Eine der beiden trigo-
nometrischen Funktionen wird durch Anwendung von (45) in der anderen ausge-
driickt. Es entsteht eine Wurzelgleichung, die durch Quadrieren in eine quadratische
Gleichung iibergefiihrt wird. Dieser Losungsweg ist umstandlich, zumal die Ergebnisse
einer Wurzelgleichung auf ihre Brauchbarkeit als Lésung der Ausgangsgleichung
untersucht werden miissen.
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Der Ubergang zur Wurzel- bzw. quadratischen Gleichung 1Bt sich folgendermaBen
vermeiden : Die Konstanten a, b werden als rechtwinklige Koordinaten eines Ebenen-
punktes aufgefaBt und in Polarkoordinaten r, p umgeformt. Mit (55) ergibt sich dann:

a=rcosg (II), b=rsing (III), tan ¢ = % (Iv)

Zur eindeutigen Bestimmung des Hilfswinkels ¢ aus (IV) vgl. 22.9.
(IT) und (III) in (I) eingesetzt:
rcosxcosp + rsinxsing = c.

Hieraus mit (60) und (II):
cos (z — ) = % cos @. V)

Mit dem Hilfswinkel aus (IV) gibt (V) die Losung von (I).
BEISPIELE
8. 3cosx —4sinz =2
Losung:
Aus (IV):
tang = ——3—4 (IV. Quadrans)

Hieraus wegen (49):

TR T
VI+tanly 3
Mit dem Rechenstab folgt:
@ = 306,9°.
(V) ergibt:
cos (x — 306,9°) = 0,4.
Hieraus:
z — 306,9° = +66,4° + k- 360°.
Somit:
E = {13,3° + k- 360°; 240,5° 4 k- 360° | k ¢ G}
E = (13,3°; 240,5°.
9. cosz —sinz = —1
Lésung:

tsnw=%l; @ =315 cosp= %Vf

cos (z — 315°) = —% VZ_.
E = {90° + k - 360°; 180° + k- 360° | k € G} ET=’(90°; 180°}
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Graphische Lisung

Am vorangehenden Beispiel soll das graphische Verfahren fir die Losung gonio-
metrischer Gleichungen erliutert werden. Wie bei algebraischen Gleichungen mit einer
Variablen werden alle Glieder auf die eine Seite der Gleichung gebracht, so daB auf der

anderen Seite Null steht. Die Null wird durch y ersetzt, so daB die Gleichung in eine
Funktionsgleichung, hier im Beispiel

y=sinx —cosa — 1,

iibergeht. Da die Nullstellen dieser Funktion die gesuchten Lésungen der gonio-
metrischen Gleichung

0=sinz —cosx — 1

sind, braucht man nur das Bild der Funktion zu zeichnen und an den Schnittpunkten
der Kurve mit der z-Achse die Losungen abzulesen.
Zum Zwecke der bequemen Zeichnung der Kurve wird die Funktion in drei Teil-
funktionen

Yy =sinz, y,= —cosz, yY;= —1
zerlegt, deren Addition

Y=Y%+Y+ ¥

graphisch durchgefiihrt wird, indem man die Summenkurve durch Uberlagerung
(Superposition) der Teilkurven zeichnet (Bild 115). Dabei werden die Ordinaten Y
punktweise durch algebraische Addition der Ordinaten y;, ¥,, ¥5 mit dem Stechzirkel
ermittelt.

Aus Bild 115 liest man die Hauptwerte z, = 90°, Z, = 180° ab, wie es auch die
Rechnung ergeben hat.

Y
2

1 Ymsing e, JoCOSX

Y=Y

Bild 115
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Da das graphische Verfahren die Losungen der Gleichung ungenau liefert, wird es nur
in den Fillen angewandt, wo die rechnerischen Methoden versagen, z. B. bei nicht
auf algebraische Gleichungen zuriickfiihrbaren goniometrischen Gleichungen. Ge-
gebenenfalls kénnen die Losungen mit Néiherungsverfahren (vgl. Abschnitt 19.) ver-
bessert werden.

25.1.2. Goniometrische Gleich vom quadratischen Typ

Eine goniometrische Gleichung quadratischen Typs
Fie) +pF(z)+9=0

fithrt durch die Substitution » = F (z) auf die quadratische algebraische Gleichung
ut+pu+qg=0,

deren Lo formel bekanntlich

=)

———
Uy 9 = —% == 1/(22)‘) —4q
BEISPIEL

1. tan®’z 4+ 2tanz — 1 =10
Losung: Mit » = tanz wird
uw?+2u—1=0.

lautet.

Somit:
U,y = (tana);, = —1+£12
w = (tanz), =12—1
u, =(tanz),=—(2+1)
E=1{225°+k-90° | ke G} E = {22,5°; 112,5°; 202,5°; 292,5°)

Treten in der gegebenen Gleichung verschiedene Funktionen auf, so ist sie in eine
Gleichung mit nur einer Funktion umzuformen. ’

BEISPIEL
2. 3sinz = 2cos®x
Losung: Mit (45) folgt:
3sinz — 2 (1 —sin?2) =0 oder sinz + %sinx —1=0.
Hieraus:

s 3 5
(8inz)y;, = =y + 7

(sina), =

ro| =

7 =130° 7, =150°

(sin ), = —2.
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Da sin z € [—1; 1] gilt, ist der Wert sin z = —2 goniometrisch nicht méglich und muB da-
her ausgeschlossen werden.

E = {30° 4 k- 360°; 150° + k- 360° | ke G} E = {30°; 150°}

Auch bei der Auflosung goniometrischer Gleichungen von linearem Typ mit ver-
schiedenen Argumenten oder verschiedenen Funktionen kénnen quadratische Glei-
chungen entstehen, wie die folgenden Beispiele zeigen.

BEISPIEL
3. 3cosx —4sinz=2
Losung : Dieses Beispiel ist identisch mit dem 8. Beispiel des Abschnitts 25.1.1. Jetzt soll die
Gleichung nach dem dort beschriebenen, aber nicht ausgefiihrten Verfahren gelost werden.
Aus der Gleichung folgt wegen (45):
3cosa — 41/1 — cos?z = 2.
Durch Umstellen, Quadrieren und Zusammenfassen ergibt sich eine Gleichung vom quadra-
tischen Typ:
cos®x — gcoszA 12 =0k
25 25
Man erhiilt bei Benutzung des Rechenstabs:
(cos z), = 0,973 (cos ), = —0,493.
Hieraus:
7, = 13,3% 7, = 119,5° T, = 240,5°; T, = 346,7°.
Beim Vergleich mit dem friiheren Ergebnis muB festgestellt werden, daf sich jetzt zwei
Hauptwerte mehr ergeben haben. Zur Klirung dieses Widerspruchs wird iiberpriift, ob bei

Belegung der Variablen mit den Z; (i = 1, ..., 4) die gegebene Gleichung in eine wahre Aus-
sage tibergeht. Man erhilt:

Z): 3-0,973 — 4.0,230 =2 oder 1,999 = 2,

Tyt 3.(—0493) —4-0870 =2 oder —4959—2,

Ty 3.(—0493) —4.(—0870) =2 oder 2,001 = 2,

Tyt 30,973 — 4. (—0,230) =2 oder 3,839 = 2.

Abgesehen von Rech igkeiten werden nur die 1. und 3. Aussage wahr. Die Ursache

hiervon ist, daB das Quadrieren einer Gleichung keine dquivalente Umformung darstellt,

so daB die gegebene Gleichung und die durch Quadrieren nde Gleichung v
Lésungsmengen haben kénnen. Wie in 25.1.1. lautet die Losungsmenge:

E = (13,3° + k- 360°; 240,5° + k - 360° | k € G}

Als Folge aus der im Beispiel gewonnenen Erkenntnis ergibt sich :

Regel

Wenn bei der Umformung einer Gleichung das Quadrieren angewendet worden ist,
miissen die erhaltenen Ergebnisse daraufhin iiberpriift werden, ob sie die urspriing-
lich gegebene Gleichung erfiillen.

Wegen dieser Regel und zur Auffindung von Rechenfehlern ist eine Probe am Schluf3
der Rechnung stets angebracht.
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BEISPIELE
4. cos2z 4 cosz =0
Lésung: Mit (66b) folgt:
1 1
cos? x + g 8T =0,
Die Auflosung dieser Gleichung ergibt:
E = {60° + k-120° | ke &) E = {60°; 180°; 300°}

5. 3tanz = 5cotx
Losung: Die Anwendung von (47) und (48) fiihrt auf:

3sin®z = 5 cos® z.
Hieraus:

tan2x = g oder tanz = +1,29.
Die Division durch cos? z ist erlaubt, da cos? z == 0. Denn wiire cos? z = 0, so miifite wegen
3 sin®z = 5 cos® x auch sin®z = O sein, was wegen sin?z + cos?z = 1 nicht moglich ist!

E = {+5225°+ k-180° | ke G}

E = (52,25°; 121,75°; 232,25°%; 307,75°%)

25.1.3. Gleichungen, die sich in goniometrische Gleichungen vom linearen
und quadratischen Typ zerlegen lassen

Oft ist es zweckmaBig, durch Anwendung geeigneter goniometrischer Formeln sowie
durch Ausklammern die Gleichung so umzuformen, daB auf der einen Seite der
Gleichung ein Produkt und auf der anderen Seite Null steht.

BEISPIELE
1. sin2x = tanz
Loésung: (65) und (47) ergeben:
2 sin 2 cos® x — sinz = 0.
Durch Ausklammern von sin z folgt:
sin (2 cos*z — 1) = 0.
Man beachte, daB die Division durch sin 2 nicht erlaubt ist, da sin 2 = 0 werden kann. Wird
trotzdem durch sin z geteilt, so gehen die aus sin x = 0 folgenden Lésungen verloren!
Aus der letzten Gleichung ergeben sich zwei Gleichungen, denn ein Produkt wird Null, wenn
mindestens ein Faktor Null ist:
sinz = 0
l =
2cos?z —1=0 msz:i;l@
Dies ergibt:
E = {k-180°;45° + k- 90° | k € G}

B = {0°; 45°; 135°; 180°; 225°; 315°)
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2. cosz—eot% +1=0
Losung: Durch Umstellen und Beachten von (70b) und (48) findet man:

2cos*%sin%—cos% =0.

Hieraus:
cos % (sinz —1)=0
cos —;— =0 sinz =1
E = {90° + k- 360°; 180° + k-360° | ke @) E — {90°; 180°}
25.2. Goniometrische Gleichungen mit zwei Variablen

Dieser Abschnitt beschriinkt sich auf solche Gleichungssysteme, bei denen in einer
Gleichung trigonometrische Funktionen der Variablen auftreten, wihrend in der
zweiten Gleichung die Variablen nicht mit trigonometrischen Funktionen verkniipft
sind. Den einfachsten Losungsweg zeigt das nachstehende Beispiel.
BEISPIEL
1. sinz 4 sin y = 0,9 (I)

%+ y = 62,3° (Im)

Lésung: Durch Einsetzen von (II) in (T) erhilt man eine goniometrische Gleichung mit
einer Variablen:

sin z + sin (62,3° — 2) = 0,9.
(76) angewendet :

2 sin 31,15° cos(z — 31,15°) = 0,9.
Hieraus folgt mit dem Rechenstab:

cos(z — 31,15°) = 0,871, « — 31,2° = +29,5° + k- 360°.
Dies gibt wegen y = 62,3° — 2:

By = {1,7° + k; - 360°; 60,7° + ky - 360° | ky.5 € GY,

By = {60,6° — ky - 360°; 1,6° — &, - 360° | ky,, € G},

DasMengenprodukt E = E, x E, von E, und E, ergibt die Menge aller Losungspaare (2; y):
B = {(1,7° + &, - 360°;  60,6° — k, - 360°); (60,7° + k, - 360°; 1,6° — ky - 360°) | &y, € @)

Die Menge der Hauptwerte lautet:

E = {(1,7°; 60,6°); (60,7°; 1,6°)}.
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In der Vermessungstechnik z. B. treten solche Gleichungssysteme bei einigen wich-
tigen Aufgaben auf. Dabei wird im Interesse einer iibersichtlichen, bequemen und
genauen Rechnung ein etwas umsténdlicher Weg eingeschlagen, wie das nachfolgende
Beispiel zeigt.

BEISPIEL

2. Um die Entfernung e zweier unzuginglicher Punkte P, und P, zu
bestimmen, werden in den Endpunkten 4 und B einer Standlinie
der Linge a = 311,16 m die Horizontalwinkel x;, — 58°24'34",
«y = 18°59°07", f, = 78°58'42", B, = 28°1732" gemessen
(Bild 116).

Lésung: Werden die Hilfswinkel << A PP, =@ und < P,P; 4 =
=y eingefiihrt, so ergibt sich aus Bild 116 nach dem Sinussatz:

asin f; asin f,
=—0™"__ (1 = I
1= Sty + £) o sin(og + f) I g 116
e sin (,“1 — o) _C sin (f’;1 — o) ()
sin ¢ sin y
(I) und (II) in (III) eingesetzt:
__asinfsin(x; —a,) _ asinfysin(x; — o) a
sin(a + fy) sin g sin (o + fy) siny
Hieraus durch Umstellen:
sing _ sinfysin(ay + ) _ - W)
siny  sin B, sin(x; + ;)
Aus Bild 116 entnimmt man ferner:
@+ vy =180° — (&; — &,). (V1)
Das goni ische Gleicl (V) und (VI) wird folgendermaBen gelsst. Fiir.den in (V)

rechts stehenden Bruch, dessen Wert m sich aus den gemessenen Winkeln berechnen lift,
wird tan u gesetzt. Diese Verwendung eines Hilfswinkels 4 mit u € (—90°; +90°) ist wegen
tan u € (—oo0; + oo) immer moglich. Es ergibt sich:
sin B, sin (o, + f,) VII sin @

. - L = *
sin f, sin(x, + f;) (VII) siny e I
Aus (VIII) folgt mit der korrespondierenden Addition und Subtraktion:

tanpu =

sing —siny _ tanp —1
sin ¢ + siny tanp +1°
Bei Beachtung von (76), (77) und der Formel in Aufgabe 657, m) sowie durch Vereinfachen folgt:
s
2

tan = tan(u — 45°) tan WT‘I’ (IX)
Aus (VI) erhilt man:

gty o 0y —o
T=90_ 12 2 (X)

Die Zahlenrechnung liefert mit (VII), (X), (IX) und (IV) folgendes Ergebnis:
322,32 m.

e
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AUFGABEN
699. Wie lautet die Losung ge folgender Gleichungen?
a) cos (2z + 20°) = 0,5 b) cot z = —0,2679
¢) sin & = —0,4067 d)tanz = — (Y2 — 1)
s E 1 y3 f)eot z= 05317
2 2
g tan(— % + 17°) = 0,5543 h) cos z = —0,9907
i) sin z = 40,1736 j) cos z = +0,8290
k) tanz = +4,331 1) cot z = +0,4224
700. Folgend i ische Gleich mit einer Variablen sind zu losen:
&)V!S_sinz=cosz b)}/3‘cosz+sinz—1=0
c)sinz + cosz = 1 d)8sinz — 10cosz = 5
e)2cos?z =3 —4sinz f) cos®z — 4sinz + 5sin?x =0
g)cos:=%tanx h) 3 cos2z — 20sinz =9
o
II)M=1+“‘"" j) 3sin2x = —2 cos 3z
sin z sin 45°
. ¢ x
k) 3 cos® x = sin? 22 . >}.)\2 cos’; =1+ cotz

m) cos®z + L sin z cos x + E sin?z = 1
n 3 3
n) cos(z + 38°) + cos(z + 15°) = 0,56

0) cos(z + 22,5°) = (V2 — 1) cos (z — 22,6°)
p) 2 cos(z + 60°) + sin(z — 90°) = 0 :

701. Wie lautet die Lo der fol, ’, i ischen Gleichungen mit zwei Varia-
blen? =
a)cosx +siny = —1 b)sinz‘siny=%
x + y = 450° z+y="10°

c)w=}/2__1 xm=2,25

cos y sin y

z —y=90° z + y = 88,2°
o) tan z —38

tany

x—y=30°



25.2. Goniometrische Gleichungen mit zwei Variablen 307

702.

703.

704.

705.

706.

Ein schiefwinkliges Dreieck sei durch a = 82,14 m, h; = 33,62m, o — 42,28° gegeben.
Gesucht sind b, c, g, y.

Die Lage dreier Punkte 4, B, C zueinander sei durch die Strecken AC = q — 625,30 m,
BC = b = 418,40 m und den Winkel <t 4 BC = y — 152°37’23" bekannt. Durch die Mes-
sung der Winkel < CP 4 = & = 47°26’04"und < BPC =
= f# = 38°53'37" soll die Lage des Punktes P in bezug
auf 4, B und C bestimmt werden, d. h., es sind die
Strecken PA =, PB=y, PC=z zu ermitteln
(Riickwirtseinschneiden). Zur Lésung sind die Hilfs-
winkel ¢ PAC =¢ und < CBP =y (Bild 117) ein-
zufithren. Die Rechnung soll analog zu Beispiel 2.,
8. 305, erfolgen.

Bei der Bestimmung der Linge einer Strecke 4 B kénnen
wegen eines Hindernisses zwischen C und €’ nur die Teil-
strecken AC =a =99,83m und C’'B=b="73,68m
direkt gemessen werden. Fiir die Berechnung der Teil-  Bild 117

strecke CC’ =z werden in einem passend gewilhlten

Punkt P die Horizontalwinkel « = 23°24’20”, f = 24°18'30", y = 36°54’40” gemessen
(Bild 118). Folgende Hilfsvariablen sind einzufiihren: @ =<LBAP, y= < PBA,
¢, =PC,cy= PC’. Zu beachten ist, daB das Dreieck 4 BP nur spitze Winkel enthilt. -

ot
P/(‘f’ //j#y
4%74—'%,?1_—%—%;
7 € 7
N \\ l’ 4
N\ \G I, /

%
Bild 118 Bild 119

Innerhalb eines gegebenen Dreiecks DEF mit den Seiten d — 240,68 m, e = 238,36 m,
f = 236,04 m liege ein weiteres Dreieck 4 BC mit den Seiten @ = 37,30 m, b = 35,00 m,
¢ == 28,50 m derart, daBl die Punkte 4, B, D; B, C, E; 4, C, F jeweils eine Gerade bilden
(Bild 119). Man berechne die Winkel , f, y, 6, ¢, @ beider Dreiecke und alle Stiicke ¢, Op, &5, €05
Pa> Pos %, Y» 2, die zur Festlegung der gegenseitigen Lage beider Dreiecke notwendig sind.
Die Differenz zweier Kriifte ; und F,, deren Wirkungslinien den Winkel « = 121,6° ein-
schlieBen, betrage AF =F, — F,=325kp, ihre Resultierende habe die Grofe
Fg = 71,6 kp. Man berechne die Winkel, die die Richtungen beider Kriifte mit der Rich-
tung der Resultierenden einschlieBen, sowie die Kriifte F, und Fj.
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26. Arbeitsweise der analytischen Geometrie

26.1. Einleitung

Die Geometrie 18t sich im erweiterten Sinn in die Synthetische Geometrie und in die
Analytische Geometrie einteilen. Zur synthetischen Geometrie gehéren u. a. die
Gebiete der Planimetrie und der Stercometrie. Ausgehend von der Anschauung
werden hier die Beziehungen zwischen den Elementen iiberwiegend mit Hilfe geome-
trischer Konstruktionen bewiesen. Algebraische Rechnungen werden nur in geringem
Umfang fiir die Entwicklung oder Umstellung von Formeln verwandt. In der analy-
tischen Geometrie 16st man dagegen die geometrischen Probleme auf rechnerischem
Wege, wie es aus der Trigonometrie bekannt ist. Im folgenden soll jedoch unter der
analytischen Geometrie im engeren Sinn nur die von DESCARTES!) entwickelte Koordi-
natengeometrie verstanden werden. Durch die Verwendung von Koordinaten werden
den Punkten der Ebene bzw. des Raumes Zahlenpaare bzw. Zahlentripel zugeordnet
und damit Méglichkeiten geschaffen, die Eigenschaften der geometrischen Gebilde
und ihre gegenseitigen Beziehungen mit den Hilfsmitteln der Algebra zu untersuchen.
Gegeniiber der synthetischen Geometrie hat die analytische Geometrie zunichst den
Vorteil, einen groBeren Anwendungsbereich zu besitzen (jede konstruktiv losbare Auf-
gabe 1dBt sich auch rechnerisch 16sen ; die Umkehrung gilt dagegen nicht). AuBerdem
fiihrt die analytische Geometrie meistens auf kiirzerem Weg zum Ziel und liefert die zu
bestimmenden GroBen wie Strecken oder Fliachen mit beliebig hoher Genauigkeit.

Der vorliegende Abschnitt erstreckt sich nur auf die analytische Geometrie der Ebene.
Im Abschnitt ,,Vektorrechnung werden dann mit weiterreichenden Hilfsmitteln
auch rdumliche Probleme untersucht.

26.2. Rechtwinklige Koordinaten und Polarkoordinaten in der Ebene

Unter den zahlreichen moglichen Koordinatensystemen in der Ebene haben das
System der rechtwinkligen Koordinaten und das System der Polarkoordinaten die
grobte Bedeutung.

Zuniichst sei das System der rechtwinkligen Koordinaten, auch cartesisches Koordi-
natensystem genannt, noch einmal zusammenfassend erldutert.

In der Ebene sind zwei senkrecht aufeinander stehende Geraden ausgewihlt, die sich
im Punkt O, dem Ursprung, schneiden (Bild 120). Die horizontale Gerade heifB3t
2-Achse oder Abszissenachse, die vertikale Gerade y-Achse oder Ordinatenachse. Von
O aus wird eine beliebig gewéhlte Strecke auf den Achsen nach rechts und nach oben
abgetragen. Den dadurch bestimmten Punkten E, und E, ordnet man jeweils die Zahl
1 zu. Die Richtung von O nach E, bzw. B, wird als positive Richtung der betreffen-

1) RENE DESCARTES (latinisiert Cartesius) franz. Philosoph, Mathematiker u. Physiker 1596 bis 1650
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den Achse definiert und durch Pfeile angegeben. Damit sind auf den Achsen Ein-
heitslinge und Orientierung festgelegt. P, ist ein beliebiger Punkt der a-Achse.
Sein Abstand OP, vom Ursprung lifit sich mit der Einheitsstrecke OE, messen
und die MaBzahl  dem Punkt P, zuordnen. Bei einer Messung entgegengesetzt zur
positiven Richtung erhilt die MaBzahl das negative Vorzeichen. Damit liegt eine ein-
eindeutige Abbildung der Punkte der a-Achse auf den Korper R der reellen Zahlen
vor. Entsprechend 1ifit sich jedem Punkt der y-Achse eineindeutig eine reelle Zahl y
zuordnen.

P ist ein beliebiger Punkt der Ebene. Die Lote von P auf die Koordinatenachsen be-
sitzen die FuBBpunkte P, und P, mit den zugeordneten Zahlen z und 3. Jeder Punkt P
wird also eindeutig auf ein geordnetes Paar reeller Zahlen abgebildet. Umgekehrt
1aBt sich zu jedem geordneten Wertepaar (x; y) eindeutig ein Punkt der Ebene kon-
struieren. In den zu 2 und y gehorenden Punkten P, und P, werden die Senkrechten
zu den Achsen errichtet, die sich in P schneiden. Daraus folgt:

Unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koordinatensystems lassen sich die
Punkte der Ebene eineindeutig auf die Produktmenge R x R abbilden.

« und y sind die rechtwinkligen Koordinaten von P, x heiBt Abszisse und y Ordinate.
Fiir den Punkt P mit den Koordinaten 2 und y schreibt man P (z; ).

Die Koordinatenachsen zerlegen die Ebene in vier Quadranten (Bild 121).

Als Grundlage des Polarkoordinatensystems werden ein Punkt
0 als Pol, ein von O ausgehender Strahl als Polarachse und
auf dieser eine Einheitsstrecke OF gewihlt (Bild 122). Jedem
Punkt P der Ebene, den Pol ausgenommen, werden eindeutig
die Strecke OP mit der MaBzahl » > 0 und ein Winkel ¢
zugeordnet. ¢ ist der in O mathematisch positiv gemessene
Winkel von der Polarachse bis zur Strecke OP. r und ¢ hei-
Ben die Polarkoordinaten von P, r hei3t Abstand oder Radius-
velktor und ¢ Richt inkel oder Arg t. Da zu jedem r > 0 und @€ [0°, 360°)
eindeutig ein Punkt P konstruiert werden kann, liegt eine eineindeutige Abbildung
dar Punkte der Ebene mit Ausnahme des Poles auf die Menge der geordneten Paare
(r; @), genauer auf die Menge

{(r; @) | r > 0, € [0° 360°)} vor.

Plry)

Polarachse
Bild 122
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26.3. Kurvengleichungen

26.3.1. Kurvengleichungen der Form F(x;y) =0 bzw. y = f(x).

Aus der Punktmenge der Ebene soll eine Teilmenge ausgewihlt werden, die eine
Kurve darstellt. Hierzu ist eine Vorschrift notwendig, die fir jeden Punkt der Ebene
eindeutig festlegt, ob er zur Kurve gehért oder nicht. Die Kurve als Teilmenge wird
im folgenden durch kleine lateinische Buchstaben ¢, g, k, ... bezeichnet.

Die Vorschrift kann in Worten gegeben sein, wie es von der Planimetrie her bekannt
ist. Dort war auch fiir die Teilmenge der Name geometrischer Ort gebréduchlich.

BEISPIELE

1. Die Menge der Punkte einer Ebene, deren Abstinde von zwei festen Punkten A und B der
Ebene jeweils gleich sind, ist die Mittelsenkrechte
der Strecke 4 B. g

2. Die Menge der Punkte einer Ebene, die von einem 8 g t
Punkt M der Ebene den gleichen Abstand r besitzen,
ist der Kreis um M mit dem Radius r.

3. An einem Kreis mit dem Durchmesser 4 B ist in B
die Tangente ¢ angelegt (Bild 123). Eine Gerade g R P
durch A schneidet den Kreis in R und die Tangente
in Q. Die Parallele zu ¢ durch R und die Senkrechte
zu ¢ durch @ schneiden sich in P. Die Gerade g drehe
sich um 4. Die Menge aller Punkte P, die zu den
verschiedenen Lagen von g gehoren, bestimmt eine
Kurve mit dem Namen Versiera der Agnesi.

A
Bild 123

Bei Verwendung eines Koordinatensystems kann die Vorschrift auch in analytischer
Form durch eine Gleichung in den Variablen z und %, den Koordinaten der Kurven-
punkte, gegeben sein. Fiir rechtwinklige Koordinaten lautet diese Gleichung

F(z;y) =0. (9]

Alle Paare (z; y) von reellen Zahlen, die Gleichung (I) erfiillen, bilden eine Teilmenge
von R x R. Dieser Teilmenge ist nach 26.2. eineindeutig eine Punktmenge in der
Ebene zugeordnet, die eine Kurve & bildet.

Die Gleichung (I) heit eine zu k gehorende Kurvengleichung. Mit der Symbolik der
Mengenlehre 1aBt sich fiir % schreiben:

k= {P(x;y)| F(x;y) = 0}. (Im)

Oft wird vereinfacht, aber nicht mehr exakt, von der Kurve F(x;y) = 0 gesprochen und darunter
der durch (II) b Z hang verstand

Statt der impliziten!) Form (I) der Kurvengleichung verwendet man auch explizit
¥y =f(x), (IIT)

die u.a. fiir die Aufstellung einer Wertetabelle geeignet ist. In (IIT) erhélt « den Charak-
ter einer unabhéngigen Variablen, y den einer abhingigen. Die Abbildung z — f(x)

1) Vgl. Band ,,Analysis“, 1.3.
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ist i. allg. nicht eindeutig. Bei eindeutiger Abbildung stellt die Kurvengleichung
(III) bzw. (I) eine Funktionsgleichung dar.

X ist die Menge der Zahlen z, fiir die (I) bzw. (II) definiert ist, ¥ die Menge der zu-
geordneten Zahlen y. Im Fall einer Funktion ist X der Definitionsbereich und Y
der Wertevorrat. Der Punkt P (z; %) in (II) ist ein beliebiger Vertreter der Punkte von
k. Da seine Koordinaten Variable sind, heilt P variabler Punkt. Wird angenommen,
daf} sich z € X stetig andert, so folgt daraus i. allg. auch eine stetige Anderung von
y€ Y und der zugehorige Punkt P (x; y) bewegt sich auf der Kurve. Fiir die Dar-
stellung eines festen Kurvenpunktes werden Indizes verwendet, z. B. Py(xq; ¥,),
P;(2; 3) usw.

Fiir die Anwendung ergibt sich aus Gleichung (IT) die wichtige Folgerung:

Punkt Py (xy; y,) auf der Kurve. Umgekehrt erfiillen die Koordinaten jedes Kur-

Erfiillt ein Wertepaar (x,; %,) die Kurvengleichung F(x; y) = 0, dann liegt der
venpunktes P,(x,; 7,) die Kurvengleichung.

BEISPIELE
4. Von der Schule her ist bekannt, daB zu einer Geraden g eine lineare Gleichung gehort, z. B. ist
der Gleichung 3z — 8y + 15 =0 die Gerade
9= P(z; 9) | 3z — 8y + 15 = 0}
zugeordnet. y
5. Die Kurve
k= {P(a;y) | B+ zy? — 29 = 0}
heiBt Zissoide. Man schreibe die Kurvengleichung in expliziter Form,

zeichne die Kurve mit Hilfe einer Wertetabelle und stelle fest, ob die
Punkte P,(1; —1), P,(1,5; 0,5), P4(0,4; —0,201) auf der Kurve

liegen.
Lésung: Die explizite Form der Kurvengleichung lautet é”z
z*
= s — X
y il/2—x (aIv) DN
2
Der Radikand muB positiv sein, so daB = auf das Intervall X = [0; 2)
beschriinkt wird. Daraus folgt Y = (—oo; o0). Nach der Werte- @
tabelle
z | 0 | 0,3 I 0,6 l 0,9 | 1,2 l 1,5

vy | o | 013 | +033 | xost | +147 | £260
sind die Kurvenpunkte in Bild 124 konstruiert. Die Kurve ist wegen
der zwei Vorzeichen in (IV) symmetrisch zur z-Achse. Die Koordina- g4 104
ten von Py, P,, Py werden in (IV) eingesetzt und ergeben fiir
P —1 =—1, d.h, Pyeck
Py: 0,5 =+ 260, d.h, Pyck
Py: —0,201 &= —0,20, d.h, Pyek.
Fiir P, konnte graphisch festgestellt werden, daB der Punkt nicht auf % liegt. Fiir P, ist we-

gen der begrenzten Zeichengenauigkeit und des in Bild 124 verwendeten Mafistabes nur noch
die rechnerische Uberpriifung moglich.
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Jeder Kurve der Ebene ist im allgemeinen bei festgelegtem Koordinatensystem eine
Gleichung F(x;y) = 0 zugeordnet und umgekehrt gehort zu jeder derartigen Glei-
chung eine Kurve. Weil die Kurvengleichung abhingig von der Lage des Koordinaten-
systems ist, kann durch geschickte Wahl desselben, etwa unter Ausnutzung vorhande-
ner Symmetrie der Kurve, ein relativ einfacher Term fiir die Gleichung erhalten wer-
den. Das wird in den folgenden Abschnitten weitgehend angewandt. Im allgemeinen
besteht die erste Aufgabe in der analytischen Geometrie darin, aus der in Worten
gegebenen Definition einer Kurve nach Wahl eines Koordinatensystems die Kurven-
gleichung herzuleiten. Durch diese Gleichung wird die Kurve vollstindig beschrieben,
so daB sich als weitere Aufgaben ergeben, durch Rechnungen und anschlieBende geo-
metrische Interpretation die Eigenschaften der Kurve zu ermitteln, d. h. die Kurven-
gleichung zu ,,entschliisseln.

Haiufig sind die Schnittpunkte zweier Kurven

by = {P(x; y) | Fy(x; y) = 0}, ky = {P(x; y) | Folx; y) = 0}
zu berechnen. Fiir einen Schnittpunkt P, gilt Py €k, und P,€ k,, also auch
P, € ky n ky. Schneiden sich die Kurven in n Punkten P; (¢ = 1, 2, ..., ), dann ist
by 0 ky = {Py, Py, ..., Py}.
Die Koordinaten jedes Schnittpunktes P; miissen beide Kurvengleichungen erfiillen :
Fy(xi;9:) =0, Fy(xi: yi) = 0. V)
(V) ist daher ein Gleichungssystem mit 2 Variablen. Seine Losungsmenge besteht aus
den Koordinatenpaaren (;; y;) der Schnittpunkte P;.

Satz

Um die Koordinaten der Schnittpunkte zweier Kurven zu berechnen, faBt man die
zugehorigen Kurvengleichungen zu einem Gleichungssystem zusammen und
bestimmt dessen Losungsmenge.

Da alle Koordinaten reelle Zahlenpaare sind, bedeutet das Auftreten von komplexen
Zahlen in einem Zahlenpaar der Losungsmenge, daB diesem Paar kein Schnittpunkt
zuzuordnen ist.
BEISPIEL
6. Die Schnittpunkte der Kurven sind zu berechnen:

ky = {P(x;y) | 2* — 102 — 2y + 30 = 0}

k={P;y) |z — y— 1= 0}

Lésung: Fiir einen Schnittpunkt P; gilt
} — 102; — 2y; +30 =0
— yi— 1=0.

Der Wert von y; aus der 2. Gleichung in die 1. Gleichung eingesetzt ergibt 22 — 12z; 4 32 = 0.
Die quadratische Gleichung hat die Losungen x;, =8, 2z, =4.
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Aus der 2. Gleichung folgt
hn="7 y=3.

Die Kurven schneiden sich in den Punkten
Pi(8;7), Py(4;3).

Zur Probe setzt man die Schnittpunktkoordi in beide Kurvengleichungen ein. AuBer-
dem kann graphisch eine Kontrolle erfolgen.

26.3.2. Parameterdarstellung einer Kurve

In manchen Fillen ist es notwendig oder zumindest einfacher, statt einer Gleichung
F(x;y) = 0 zwei Gleichungen anzugeben, in denen z und y getrennt voneinander in
Abhangigkeit von einer Hilfsvariablen ¢, dem Parameter, dargestellt werden:
z = x(t).
y=y. .
Jedem Wert ¢¢€ T wird nach (I) ein Zahlenpaar (x; y) und diesem bei gewéhltem
Koordinatensystem ein Punkt P (z; y) zugeordnet. Durch das Gleichungssystem (I)
ist eine Parameterdarstellung der Kurve gegeben.

]

BEISPIELE

1. Eine Kurve besitzt die Parameterdarstellung
z=12—-2
y=2t+1.

Es ist eine Wertetabelle aufzustellen und die t=2
Kurve zu zeichnen.

an

Lésung: Die Gleichungen (II) sind fiir
t € T'= (— o0; oo) definiert. ¢ ist unabhiingige
Variable, z und y sind abhiingige Variable.
Bild 125 zeigt die nach der Wertetabelle kon-
struierten Kurvenpunkte. Die Parameter- t=0
werte kann man an die Kurvenpunkte an-

schreiben. *
t z | y

—3 7 —5

=9 2 -3 5

—1 -1 -1 s
0 —2 1
1 —1 3

t=-3
2 2 5
3 7 7 Bild 125
2. Fiir die in Beispiel 3. aus 26.3.1. definierte Kurve ist eine P; d 11 b

Losung: Der Punkt A (vgl. Bild 123) wird als Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems und A B als y-Achse gewihlt. Da sich die Gerade g um 4 drehen soll, kann der Winkel
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zwischen g und der z-Achse als Parameter ¢ verwendet werden (Bild 126). Mit AB = a folgt
fiir einen Kurvenpunkt P(z; y):

z=AV =QV -cott =acott ¥
y—=PV —RU = IFsint :
— t
und mit AR =a sint folgt
y =asin?t. a P
% R I~
Die Parameterdarstellung der Kurve lautet y
t U 4
=acott X
Faco te T = (0° 180°). Ae———————>i

= asin®¢
y Bild 126

Das Intervall fiir ¢ liest man aus dem Bild ab.

Der Parameter ¢ des Beispiels 1 hat keine selbstindige geometrische Bedeutung,
wihrend in Beispiel 2 der Parameter ein Winkel ist. Bei vielen physikalischen oder
technischen Aufgaben stellt ¢ die Zeit bzw. ihre MaBzahl dar. <
Zu behandeln ist noch der Ubergang von der Darstellung F(2;y) = 0 zur Parameter-
darstellung und umgekehrt. Aus einer Kurvengleichung F (z; y) = 0 lassensichi. allg.
unbegrenzt viele Parameterdarstellungen ableiten. Die Kurvengleichung wird nach y
aufgeldst, = = x(f) beliebig gewihlt und in y = f(z) eingesetzt. y = flz@®)] =y(t)
ist dann die zweite Parametergleichung. Die Freiheit bei der Wahl von 2 — (t) wird
beniitzt, méglichst einfache Parametergleichungen zu erhalten.

Soll aus einer gegebenen Parameterdarstellung z = x(t), y = y(t) die Kurvenglei-
chung y = f(x) aufgestellt werden, dann ist ¢ zu eliminieren. Im allgemeinen Fall
wird @ = z(t) nach ¢ aufgelést und die erhaltene Gleichung ¢ =g@(z) in y = y(t)
eingesetzt. Dann folgt y = y[p ()] = f(x).

BEISPIELE

s
3. Aus der Kurvengleichung y — ]/zﬂ ist eine Pa d llung der Kurve abzulei
Lésung: Wegen des Wurzelexponenten wird am besten
z =18 = x(f)

gesetzt. Dann folgt
T
v=Ver=e=ye.

— 3
Aus z = }/t ergibt sich mit y = ¢ eine weitere, aber fiir praktische Rechnung nicht mehr so
S larstell
P

g

4. Ausder Parameterdarstellung = = a cot?, y = a sin?¢ des Beispiels 2. soll die parameterfreie
Kurvengleichung y = f(x) besti werden.

Lésung: Aus der ersten Gleichung folgt

cott =T
a
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und aus der zweiten

y=asin2t=u;=a 12
2
1 4 cot? ¢ 14+ 2?
a?
— uﬂ
y= at + 2"
26.3.3. Kurvengleichungen in Polarkoordinaten

Bei zugrunde gelegtem Polarkoordinatensystem wéhlt eine Gleichung der Form
F(r;p)=0 oder r=f(g) (9]

aus der Punktmenge der Ebene eine Teilmenge aus. Diese enthiilt alle Punkte, deren
Polarkoordinaten » und ¢ Gleichung (I) erfiillen und ergibt i. allg. cine Kurve k:

k={P(r; ¢) | F(r; p) = 0}.

Die Betrachtungen aus 26.3.1. lassen sich sinngeméB auf den vorliegenden Fall iiber-
tragen.

Wightvig ist der Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten zu Polarkoordinaten und
umgekehrt.

Von einer Kurve ist die Gleichung F'(x; y) = 0 gegeben, und es wird die Gleichung
F(r; ¢) =0 gesucht. Vorausgesetzt wird, daB der Ursprung des rechtwinkligen
Koordinatensystems mit dem Pol und die x-Achse mit der
Polarachse zusammenfallen. Dann wird

x=rcosp; y=rsing (Bild 127)

in F(v; y) = 0 eingesetzt und ergibt die Kurvengleichung
in Polarkoordinaten, die gegebenenfalls nach r aufgelost wird.

Ist von der Gleichung F(r; ¢) =0 zu rechtwinkligen Ko-
ordinaten iiberzugehen, dann ersetzt man r und ¢ durch

r= Vx”-}-y“, @ = arctan %

Vorteilhaft sind manchmal auch die Formeln

Bild 127

. y z
sing = —>—, oS P = ———-,
Ve ety

BEISPIELE
1. Aus der Gleichung der Zissoide (Beispiel 5. aus 26.3.1.)
P
y=+ V2— Im
—z

ist die Kurvengleichung in Polarkoordinaten abzuleiten.
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Losung: Gleichung (IT) wird quadriert
a*

¥ =

-
und x =rcosp, y =rsing eingesetzt:

3 3
mointy = 000
—rcosg

Die Kurvengleichung wird nach r aufgelést.
2r2sin?@ — r¥sin2gcosp — rPeosp =0
2sin? @ — r(1 — cos® @) cos @ — rcos’ @ = 0

2sin*p — rcosp = 0

_ 2sin*g
cos @

r = 2sin ¢ tan ¢ = f(g). (111)

Aus der Festsetzung r > 0 folgt @ € (—90°; 90°).
y

Die Kurvengleichyng (III) zeigt den Weg zu einer einfachen ¢
Kurvenkonstruktion, die aus (II) nicht abzulesen ist. Auf der
z-Achse wird der Punkt 4 (2; 0) gewiihlt, der Kreis mit 04 '
als Durchmesser gezeichnet und in 4 die Tangente ¢ gezogen
(Bild 128). Eine beliebige Gerade durch O schneidet den Kreis R q A
in R und die Tangente in Q. ¢ ist der Winkel zwischen g und
der z-Achse. Nach Bild 128 folgt 3 7

p— by

AR = 2si (4

sin @ 5 5 Vsl

RQ = AR tan ¢ = 2 sin ¢ tan g.
Wird also R_Q als Radiusvektor » auf g von O bis P abge-
tragen, dann ist P ein Punkt der Zissoide.

2. Eine Kurve besitzt in Polarkoordinaten die Gleichung
Bild 128

r=2cosg = f(p). ()

Wie heiBt ihre Gleicl in rechtwinkligen Koordinaten?

Lésung: Es wird r = Va® + 47, cosp = % i (IV) ein-
gesetzb: Va2 + ¢

| ZEar ) .-
V2 + g
Umgeformt ergibt
F(x; y) =2+ y2— 22 =0. (42

Gleichung (IV) zeigt in Verbindung mit Bild 129 und dem Satz
des TraLEs, daB die Kurve ein Kreis mit dem Radius 1 und dem Mittelpunkt M (1; 0) ist.

Bild 129
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AUFGABEN

707.

708.

709.

1

711,

jord

713.

e

Die Kurven
ky = {P(x;y) |y =2z — 4}
ky={P(x; y) | 2* + 6y — 9 =0}
ks = {P(z; y) | a*y — 6 = 0}

. g
b= {PE iy =315 -7

sind unter Verwendung einer Wertetabelle zu zeichnen.

Welche von den Punkten

P09, Pai3) Py0; —2, Pi(3g)
liegen auf den Kurven

5
b= {P(z; Dy =1~;72}
ky = {P(x; y) | 522 — 16y — 32 = 0}
ky={P(z;9) |2* +y* — 25 =0}
ky = (P(x;y) | 5z — 6y — 12 = 0)?

Gegeben sind zwei Kurvengleichungen. In welchen Punkten schneiden sich die zugehorigen
Kurven?

a) z—y+ T7=0 b)a? — 9z —y +18=0

3x4+y+13=0 z +y—6=0

c) a4 y2— 4=0
3z+4+2y—12=0
Wo schneiden die Kurven mit den Gleichungen
a)y =2xr—6 b) 9a? + 25y — 900 = 0 c)y=a®—5z+4
d)2? — 40 —4y +28=0
die z-Achse?
Wo schneiden die Kurven mit den Gleichungen

a)dx+y—3=0 b) 2522 +- 16y* — 400 = 0 o) 2’y +y—1=0
d) 422 — 92 — 36 =0
die y-Achse?
. Eine Kurve ist durch eine Parameterd: llung gegeben. Man stelle eine Wertetabelle auf,
zeichne die Kurve und bestimme ihre parameterfreie Gleichung F(x; y) = 0.
a)ky: z=¢t—1 b) ky: x=ﬁ c) kg: x=2cost+ 3
1 14¢ =
=il =T =2sint
¥ =it —~3 YT 5
d) ky: xz=3cott
—h
¢ sin ¢
Fiir die Kurvengleichung r = 1 +3_ ist eine Wertetabelle fiir @ e [—30°; 210°]
sin

und die Differenz A = 10° aufzustellen (Rechenstab) und die Kurve zu zeichnen.



318 27. Punkte, Strecken und Flichen im rechtwinkligen Koordinatensystem

714. Aus der gegebenen Kurvengleichung F(z; y) = 0 ist die Gleichung in Polarkoordi
r = f(p) abzuleiten.
8
a)y = 2)/=2 b)y =2z —1 cat—yt—1=0

715. Aus der gegebenen Kurvengleichung r = f(g) ist die Gleichung in rechtwinkligen Koordi-
naten F(x;y) = 0 abzuleiten.

2 4 .
a)r_m b)r*m c)r—4sing + cosp =0.
27. Punkte, Strecken und Flichen im rechtwinkligen Koordi-
natensystem
27.1. Liinge und Anstiegswinkel einer Strecke

Die Lage eines Punktes im cartesischen Koordinatensystem ist durch seine Koordi-
naten eindeutig festgelegt. Damit ist es auch méglich, die Entfernung zweier Punkte,
also die Linge einer Strecke, durch die Koordinaten ihrer Endpunkte auszudriicken.
Es seien die beiden Punkte P, (xy; %,) und Py (x,; y,) gegeben (Bild 130). Zieht man
durch P, eine Parallele zur x-Achse und durch P, eine Parallele zur y-Achse, so ent-
steht ein rechtwinkliges Dreieck P;CP, mit den Katheten P,C =z, —a; und
CP, = y, — y,. Daraus ergibt sich sofort als

Liinge der Strecke P, P,
d= V@ — ) + (2 — 0)? (102)

Es bedeutet keine Einschriinkung, daB die beiden Punkte P, und P, im Bild 130 im

Alxiw)

0 X
Bild 130 Bild 131

ersten Quadranten gewéhlt wurden. Die Entfernungsformel (102) gilt stets, in wel-
chem Quadranten die Endpunkte der Strecke auch liegen mégen. Insbesondere ergibt
sich als

Abstand eines Punktes P, (x,; y,) vom Koordinatenursprung (Bild 131)

d=y2+ ¢} < (103)
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Unter dem Anstiegs- oder Neigungswinkel « einer Strecke P, P, versteht man den-
jenigen Winkel « € [0°; 180°), den diese Strecke mit der positiven Richtung der
2-Achse bildet. Der Tangens des Anstiegswinkels wird als Anstieg m oder auch als
Richtungsfaktor der Strecke bezeichnet.

y
Blhiye)
3
2
a
b Rltiy)
o7 2 3 § 5 &
Bild 132 Bild 183
Aus Bild 132 folgt fiir den
Anstieg der Strecke P, P,
m=tana =291 (104)
Ty — Ty

BEISPIEL
Gegeben seien die Punkte P,(5; 1) und P,(2; 4). Wie groB ist die Entfernung P,P, und
welchen Anstiegswinkel besitzt diese Strecke?

Losung: Hier ist (Bild 133)
d=Vw — ol + W — nP =
Ve ra—Tr=
=Rt 32=)18= if

tana=Y2"% _+3 _
Ty — 2y —3

Da der Funktionswert von tan « negativ ist, liegt « im 2. Quadranten, Es ist
o = 135°.

AUFGABEN
716. Es sind die Liingen der Verbind ken folgender Punktpaare und der Anstiegswinkel

dieser Strecke zu ermitteln:

a) Py(3;5) und Py(7;8) b)Py(3; —5) und Py(—2;7)
¢) Py(8;15) und Py(—1;0) d) Py(—3; —2) und P, (5; 13)
e) P1(—22;3) und P,(58; —4) f) P,(—1,9; —2,5) und P,(—4,3;2,6)

717. Wie lauten die Koordinaten des Punktes Py (,; %,), der von den Punkten 4 (8;2), B(—17;5)
und C(4; 8) gleiche Entfernung hat?

718. Wo liegt ein Punkt Py(x,; ) auf der y-Achse, der von A(3; 8) und B(7; 7) gleiche Ent-
fernung hat?
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719. Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks und wie groB sind seine Innenwinkel, wenn die
Eckpunkte folgende Koordinaten haben:

a) A(—5;0) b) P,(2; 1) ¢) D(5; 0)
B(8; 3) Py(—533) E(—25;1)
€55 11) Py(t; —4) F(ﬁz; = %)r

720. Wie lang sind die Diagonalen des Vierecks mit den Eckpunkten 4(—3; —1), B(0; —5),
C(2;0) und D(—1;3)?

721. Ein regelmiBiges Sechseck hat seinen Mittelpunkt im Ursprung, und zwei Gegenecken liegen
auf der z-Achse. Welche Koordinaten haben simtliche Eckpunkte? (Anfertigung einer Skizze
auf Millimeterpapier!) Die Seitenlinge des Sechsecks sei a.

27.2. Teilung einer Strecke

P, und P, scien zwei beliebige, aber feste Punkte einer Geraden g, wiihrend ein weite-
rer Punkt 7' eine beliebige Stellung auf der Geraden einnehmen darf. Durch die Lage
der beiden Punkte P, und P, ist auf g ein bestimmter Richtungssinn festgelegt, und
zwar soll diejenige Richtung, in der sich ein Punkt auf g fortbewegen miif3te, um von
P, nach P, zu gelangen, als positive Richtung bezeichnet werden, wihrend alle
Strecken, die in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen werden, negativ gerich-
tet heiBlen sollen.

So ist beispielsweise in Bild 134 die positive Richtung der Geraden g durch die Streckenangabe
P, P, von links nach rechts festgelegt. Demzufolge sind auch die Strecken P, 7" und 7' P, positiv.
Dagegen sind die Strecken P,P;, TP, und P,T negativ zu nehmen, da z. B. die Bewegungs-
richtung von P, nach P, derjenigen von P, nach P, entgegengesetzt ist.

g innere Teilung

A T 4
3 3 ——g==y duBere Teilung

2 2 o g GuBere Teilung
£ 2

Bild 134
Nach diesen Vorbereitungen kommt man zu folgender Definition:

Sind P;, P, und T drei Punkte einer Geraden g, von denen P, und P, fest sind,
wiahrend 7' eine beliebige Lage auf g einnehmen darf, dann wird das Verhiltnis
P,T:TP, das durch T bewirkte Teilungsverhiiltnis 2 der Strecke P; P, genannt:

(105)

Das Teilungsverhéltnis A einer Strecke P, P, ist demnach eine dimensionslose Zahl.
Es ist positiv, wenn der Teilungspunkt 7' im Innern der Strecke P, P, liegt, denn in
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diesem Fall werden die beiden Teilstrecken P, T und T P, in der gleichen Richtung
durchlaufen. Man spricht hier von einer inneren Teilung der Strecke P, P,.

Ist speziell T der Mittelpunkt der Strecke P,P,, so wird wegen P,T = TP, das
zugehorige Teilungsverhéltnis 4 = 1.

Von einer dufleren Teilung der Strecke P, P, spricht man, wenn der Teilungspunkt 7'
auBerhalb der Strecke P, P, auf g liegt. In diesem Falle wird 2 negativ, da die beiden
Teilstrecken P, T und T P, in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden.

<1 7 T 7 1A>1
? g
~1<A<0 L 0<A<1 | 7<)‘<vue}| —o<p<=1
! i 1l
x0 1 ]

Bild 1385

Bild 135 zeigt, welche Werte das Teilungsverhiltnis 2 der Strecke P, P, annimmt, wenn
der Teilungspunkt 7' in den verschiedenen Abschnitten der Geraden g liegt.

Es sollen nun die Koordinaten axp und y, des Teilungspunktes 7' ermittelt werden,
der eine gegebene Strecke PP, in einem vorgeschriebenen Teilungsverhiltnis A
teilt.

Wenn T die Strecke P, P, im Verhiltnis 2 teilen soll

P,T:TP, =1,

so miissen nach dem ersten Strahlensatz auch die Projektionen der beiden Teil-
strecken auf die 2-Achse im gleichen Verhéltnis zueinanderstehen (Bild 136):

PT TP, =1. y
Mit P\7" = ap — 2, und 7' Pj = x, — ap folgt
clarausl ! ! : ’ e Bleiw)
(Xp — 2)): (v — ap) = 4, Toeiy)
woraus sich durch Auflésen nach ap die Abszisse
des Teilungspunktes zu Rlxiy,
@) + A%y
=TI
ergibt. o’ r B L,
Entsprechend erhélt man fiir die Ordinate % &
x
_nt2y
T="1Fr Bild 136

Sind P, (2;; y;) und Py(x,; y,) die Endpunkte einer Strecke, die durch einen
Teilungspunkt 7' im Verhiltnis A geteilt werden soll, so lauten die Koordinaten
@y und yr dieses Teilungspunktes

z:zl"‘h’z y=y1+lya
T="1+12 S =)

(106)
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Mit A =1 erhélt man hieraus als Sonderfall die

Koordinaten des Mittelpunktes einer Strecke

_ﬁ"‘xa yM=y1+.’/z
2

o =23 (107)

BEISPIELE

1.

1)

Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunktes M einer Strecke P,P,, deren Endpunkte
Py(—3; +5) und Py(+7; —5) sind?

Losung:
— U
,M:%’zg?'”%:z
Y1+ _ (+5)+(=5)
Wr==p—="—g5 =0

Der Mittelpunkt der Strecke ist demnach der Punkt M (2;0). Dies ist durch Zeichnung auf
Millimeterpapier nachzuweisen.

. Wie heilen die Koordinaten der Punkte, die die Strecke P, P, innen und auBen im Verhiltnis

1:2 teilen (harmonische Punkte)!), wenn P, (0,5; 1) und P,(5; 4) ist?

Lésung: Fiir den inneren Teilungspunkt 7'; ist 4 = 1/,, wiihrend fiir 7', den #ufleren Tei-
lungspunkt, A, = —1/, sein muB. Nach (106) ergibt sich damit

0,5 i 5 0,5 1 5
,+2' 5 — 5
xi=—l=2 zB:——T=-—4
1+? 1—?
1 ! 4 1 4
te .
y= T =2 Yo = 1 =—2.
1+? l-—?

Der innere Teilungspunkt ist demnach 7's (2;2), der duBere 7' (— 4;2). Man priife dies zeich-
nerisch nach.

. Wo liegt der Schwerpunkt 8 (z,; y,) eines homogenen Dreiecks mit den Eckpunkten P, (z;;¥;),

Py(xy;9;) und Py(ay;y,)?

Lésung: Beachtet man, daB die Seitenhalbierenden eines Dreiecks einander im Schwerpunkt
schneiden und da8 jede dieser drei Seitenhalbierenden durch den Schwerpunkt im Verhaltnis

Wird eine Strecke P, P, innen und auBien durch 7T; und 7', im gleichen Verhiltnis geteilt, so
nennt man die vier Punkte ,,harmonische Punkte* und spricht auch von einer ,,harmonischen
Teilung*
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2:1 geteilt wird, so kann man § als inneren Teilungspunkt von z. B. P; D, auffassen und nach
(106) schreiben (Bild 137)

+2 y
o BT
b = )
_ Y+ 2y
Y= 1+2 °
Dabei sind z,,, und y,, die Koordinaten
des Mittelpunktes D, der Strecke P, P,
Z + 2
Ty = ——5—
Yo = Nty
m 2 B
0 X

Setzt man diese beiden Werte in die Aus-
driicke fiir z; und y, ein, so erhiilt man als Bild 137
Koordinaten des Schwerpunktes eines

Dreiecks:
_ntnt _yl+y2+y!.
=" 3 hi= 3
AUFGABEN
722. Es ist der Mittelpunkt der Strecke P, P, zu bestimmen, wenn
a) Pi(—2;1) und P,(1;2) b) P,(°/3;3) und Py (3/,;—3)
¢) Py(—2;1) und P,(4;—2) d) P,(—1,6;—0,8) und P,(2,3; 4,1)

723.

724.

gegeben sind.

Gegeben sei die Strecke P, P, mit P,(—1;1) und P,(3; —1/,). Die Strecke ist innen und
auflen im Verhiltnis m:n = 1:3 zu teilen. Welches sind die Koordinaten der Teilungs-
punkte?

(Zeichnerische Probe!)

Im Dreieck 4BC ist die Seite AB im Verhiltnis m:n = 5:2 geteilt. Es soll der Teilungspunkt
T mit der Gegenecke verbunden werden. Wo liegt der Punkt 77, der die Verbindungsstrecke
im Verhiiltnis p:g = 1:2 teilt? (Nach der analytischen Berechnung ist eine Zeich g auf
Millimeterpapier anzufertigen und die Richtigkeit des Ergebni: | iifen!) Eckpunkte:

A(—4;1), B(3; —6) und C(4; —1).

725. Es sind die Schwerpunkte der folgenden Dreiecke zu |
a) P,(0;0) b) 4(4;7) ¢) D(—8; —6)
Py(4;0) B(—3;2) E(—1;2)
Py (65 8) C(5; —3) F(5;—1)
726. Von einem Dreieck kennt man die Koordinaten zweier Eckpunkte Py(2,5; —0,5) und

727,

Py(—1;4,5) sowie die des Schwerpunktes S(—0,5; 1). Wie lauten die Koordinaten des
3. Eckpunktes und welche Liinge haben die Seiten des Dreiecks?
(Zeichnerische Probe!)

Die Strecke P, P, soll iiber P, hinaus verdoppelt werden. Es sind die Koordinaten des so
gefundenen Punktes Py(zy;y;) zu bestimmen.
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728. Von einem Parallelogramm kennt man 3 Punkte:
A(—3;1), B(2;—2), C(5;1).
Welche Koordinaten hat der 4. Punkt D?
Anleitung: Man bestimme idchst den Halbierungspunkt einer Diagonalen und b
dann das Ergebnis von Aufgabe 727.

27.3. Berechnung der Fliche des ebenen Vielecks

Die Grundlage fir die Herleitung der Formel fiir den Flicheninhalt eines beliebigen
Dreiecks bilden zwei Sitze der Planimetrie:

y ) a) A, = %J
B k)4
b) Azrapes = m-h = 2523,
Rk g
‘ wobei m =2 et die Mittelparallele des

Trapezes ist.

Fillt man in Bild 138 von den 3 Punkten

7 % P;, Pyund P, die Lote auf die Abszissen-
achse, 1aBt sich der gesuchte Flacheninhalt

RIEAse: des Dreiecks P, P, P; durch die folgenden

Trapezinhalte ausdriicken:

Al AH AIH
A, = Trapez P, P{ P; P, + Trapez P;P;P;P, — Trapez P, P{P;P,

Bezeichnet man zur Abkiirzung die Flicheninhalte der 3 Trapeze mit Ay, Ayy und Ayyy,
so ist also: A, = Ay + Ay — Ay, wobei

+
4; = Ll P Y. (73 — =)

Ay = %ﬁ'lz + (% — @)
- (@p — ).
Somit ergibt sich:

A= 10 +0) (5 — ) -+ (8 + 90) (20 — ) —

— (U + ¥2) (22 — 21)].
Nach erfolgter Multiplikation und Zusammenfassung erhilt man:

1
Ap= 2 [(#1%3 — Ya%1) + (Y322 — Ya23) + (Y221 — %1%2)].
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Ein einfacher Ausdruck entsteht, wenn man die Abszissenwerte ausklammert. Dann
ist bei gegebenen Eckpunktskoordinaten der

Flicheninhalt eines Dreiecks?)

1
Ay = ik [21 (Y2 — Ys) + @a(ys — 1) + 23(y1 — 2)] (108)
oder in Determinantenform
12y
1 |@p—a2 yy—yy !
AA=§»"11'2]/2 =3 xa—xl1z~ ll (108)
1oy g, 3 1 Ys — Y|

Durch Entwicklung dieser Determinanten 1d8t sich leicht nachweisen, da8 die For-
meln (108) und (109) iibereinstimmen.

Der Flicheninhalt kann positiv oder negativ sein. Das ist davon abhiingig, wie man
das Dreieck P, P, Py umléuft. Der Flicheninhalt fillt positiv aus bei einer Umfahrung
der Fliche im mathematisch positiven Sinn, d. h., wenn dabei die Fliche zur Linken
liegt. Beim Umfahren des Dreiecks im mathematisch negativen Sinn wird der Wert
negativ.

1. Folgerung: Liegt einer der Eckpunkte des Dreiecks
(z. B. P;) im Koordinatenanfangspunkt O, vereinfacht
sich (108) folgendermafien (Bild 139):

Y

Rixiy)

1
A, = 3 (x2Y3 — X3Ya)-

2. Folgerung: Liegen 3 Punkte auf einer Geraden, so ist
der Inhalt des von diesen Punkten gebildeten Dreiecks
gleich Null. Bei Uberpriifung der Lage von 3 Punk-

ten kann demnach Gleichung (108) verwendet wer- y
den. 4, muB gleich Null sein, wenn die 3 Punkte

auf einer Geraden liegen.

Mit Hilfe der Gleichung (108) 148t sich eine einfache
Beziehung fiir den Flicheninhalt von Vielecken auf-
stellen. Der Flicheninhalt eines Vierecks kann zum
Beispiel ermittelt werden, indem es durch eine Dia-
gonale in zwei Teildreiecke zerlegt wird (Bild 140). 7 X
Esist: I

Bild 139

Avierek = 4y + 4, = Bild 140
1
Sk [21(¥2 — ¥a) + Zays — ¥1) + 23(y1 — ¥2)] +
1
=+ 3 [1(¥s — ¥s) + 2(Ws — y1) + 22 (%1 — Ya)]-

!) Die Reihenfolge der Indizes findet man durch ,,zyklische Vertauschung*



326

27. Punkte, Strecken und Flichen im rechtwinkligen Koordinatensystem

Dabei ist auf die Reihenfolge der Indizes zu achten. Jedes Teildreieck muB im mathe-
matisch positiven Sinn umfahren werden.
Durch Ausmultiplizieren der Klammerausdriicke und Zusammenfassung wird:

In Summenschreibweise wird :

Hierbei ist zu beachten, daB y, =y, und y; = y, ist.
Obige Summenformel kann man auf das n-Eck erweitern.

In diesem Fallist y, = y, und Y4, = ¥, zu setzen.

1 4
Aviereck = 5 k;l Ze (Y1 — Yia)-

Flicheninhalt eines n-Ecks

1 n
Angex = 5 :Ei Ze(Yrrs — Yo1)

1
Aviereck = 3 [#1(¥2 — Ya) + @2(¥s — 91) + 23(¥s — Y) + 24 (g1 — ¥a)].

(110)

Von Vorteil ist bei der Berechnung des Flicheninhaltes von Vielecken ein Rechen-
schema, dessen Aufbau fiir den Fall eines Vierecks mit den Eckpunkten P;(—3; 2),

P,(—2; —4), Pyg(5; 2) und P,(2; 3) erldutert sein soll.

BEISPIEL

Die Lage der Eckpunkte P, P,, P, P, ist bekannt. Wie groB ist der Flicheninhalt dieses

Vierecks?

Losung: Zuniichst wird das Viereck skizziert und dabei festgestellt, ob die Fliche positiv
orientiert ist. Dann 1aBt sich der Flicheninhalt mit Hilfe folgenden Schemas sehr rasch er-

mitteln.
k Z Yk Yrrr — Y1 Tk (Yiers — Yr-1)
0 2 3
1 -3 2 -7 21
2 —2 —4 0 )
3 5 2 7 35
4 2 3 0 0
5 -3 2
4
7 -7 Z T (Yhtr — Yo1) = 56
k=1
56
A= = 28

Der Flicheninhalt des Vierecks ist A = 28 FE.
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Damit sich die Rect iibersichtlich taltet, trigt man in das Schema zusitzlich die
Werte fir k=0 und k=5 ein. Die Werba fiir k¥ = 0 miissen mit den Koordinaten des
letzten Eckpunktes und die Werte fiir k£ = 5 mit den Koordinaten des ersten Eckpunktes
iibereinstimmen.

Die einzelnen Zahlen der Spalte yz4; — ¥y findet man dadurch, daB jeweils vom y-Wert der
nachfolgenden Zeile der y-Wert aus der vorangegangenen Zeile subtrahiert wird. Dabei faBt
man die positiven Werte in einer Spalte fiir sich und die negativen Werte in einer zweiten
Spalte zusammen. Die Summe simtlicher Differenzen 4 — -, muB gleich Null sein.

AUFGABEN
729. Es sind die Flicheninhalte folgender Dreiecke zu berechnen:
) 4(0;0) b) A(—2; 11) c) A(—4; —3) d)A@3;1)
B(5;0) B(10; 6) B(2;1) B(—4; —9)
C(8; —11) T C(—6;—8) C(—1;—1) Cc(9; —3)
730. Mit Hilfe des Rechenstabes soll der Flicheninhalt eines Dreiecks mit den Ecken 4 (—2,5; 0,7),

B(—0,3; —1,8), C(3,5; —1,3) bestimmt werden.
. Welchen Flicheninhalt hat das Viereck mit den Endpunkten:
A(0;0), B(3;0), C#4;2), D(1;2)?

732. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Fiinfecks mit den Ecken:

Py(—5;—2), Py(—1;4), Py(45), Py(5;—2), Ps(l;—6)?
733. Es soll der Flicheninhalt des Sechsecks mit den Eckpunkten:

A4(—6;3), B(—4;-3), C(1;—6), D(4;—-2), E(5;3), F(2;5)

ermittelt werden.

73

=4

734. Analytisch soll iiberpriift werden, ob folgende 3 Punkte auf einer Geraden liegen:

a) Py(—2;1) b) P,(—2; —3) ¢) Py(5; —1) d) Py(—1,2; —0,2)
Py(—1;-2) Py(—/2;0) Py(2;3) Py(—0.4;0,6)
Py(2;1) Py(1;3) Py(—1,75; 8) P4(1,8; 2,9)

28. Gerade
28.1. Gleichung der Geraden
All ine Form der Geradengleich

a

Diese Gleichung gilt fiir den Variablenbereich z € (— o0, 4+ oo) und y € (— oo, + o).
In expliziter Form geschrieben lautet sie:
A c

y=—§x—-§-.
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" Werden —% = m und _]C§ =b gesetzt, ergibt sich

18, Taioh

cartesische Form oder Nor m der Gerad

(111a)

fiir #€ (—oo, +o0) und Y€ (—oo, +00).

Der Faktor m heiBt Richtungsfaktor oder Anstieg der Geraden g. Man versteht darun-
ter den Tangens des Winkels «, den die Gerade mit der positiven Richtung der z-Achse
bildet.

Es ist also m = tan a.

Die Grofle b gibt den Abschnitt an, den die Gerade auf der y-Achse abschneidet.

Aus Gleichung (111a) ergeben sich folgende Sonderfiille:

Ist b=0, dann lautet die Gleichung: y = mzx

(Gleichung einer Geraden durch den Ursprung),

m=0, dann ist y==b
(Gleichung einer zur z-Achse parallelen Geraden),

m=>b=0, dannist y=0
(Gleichung der z-Achse). Alle Punkte der z-Achse haben die Ordinate y = 0.
Entsprechend haben alle Punkte der y-Achse die Abszisse z = 0.
(z = 0 ist die Gleichung der y-Achse).

m=1, dann ist y=x+b
(Gleichung einer Geraden, die mit der positiven 2-Achse den Winkel 45°
bildet),

m=—1, dann ist y=—z+5b
(Gleichung einer Geraden, die mit’ der positiven z-Achse den Winkel 135°
bildet),

m=41, b=0, dannist y= +z
(Gleichung der Geraden durch den Ursprung mit dem Anstiegswinkel 45°
bzw. 135°).

Liegt eine Geradengleichung in der Form (111a) vor, 18t Y 3 %

sich die Gerade auf zweierlei Weise zeichnen.
Man zieht durch Q(0; b) eine Parallele zur z-Achse 3

(Bild 141). Ist m eine rationale Zahl (m = %), tragt  Quow a

man ihren Nenner g auf der Parallelen ab und errichtet im 5
Endpunkt L das Lot. Auf diesem trigt man den Zihler
p ab und verbindet den Endpunkt R mit Q. Durch Ver- 0 &
langerung dieser Strecke iiber beide Endpunkte hinaus
erhalt man die gesuchte Gerade.

Bild 141

Fiir negatives m ist entweder der Zihler oder der Nenner negativ abzutragen. Ist m eine ganze
Zahl, so denkt man sich diese als Bruch mit dem Nenner g=1.
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Da eine Gerade durch zwei Punkte bestimmt ist, 1aBt sich
y=mx+b

auch dadurch graphisch darstellen, dafl zwei moglichst weit voneinander entfernte
z-Werte gewéhlt und die zugehérigen Ordinaten bestimmt werden. Die beiden so
erhaltenen Punkte werden miteinander verbunden. Dabei ist es empfehlenswert, als
den einen dieser Punkte den Schnittpunkt dieser Geraden mit der y-Achse zu wéhlen;
denn er kann sofort aus der Geradengleichung abgelesen werden.

BEISPIELE

1. Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P,(3;2) verliuft und die
x-Achse unter dem Winkel « = 120° schneidet.

Losung: Die gesuchte Geradengleichung hat die Form

y=mz +b. .
Da der Schnittwinkel « = 120° betragen soll, ist
m = tan 120° = —}/3.

Wenn die Gerade durch den Punkt P,(3; 2) gehen soll, miissen die Koordinaten dieses
Punktes die Geradengleichung y = mz 4 b erfiillen, d. h., es muB

2=m-3+b
sein. Da m = — V3, folgt
b=2+3Y3 =17,196 ~172.
D h lautet die Gleick der Geraden
y=—V3 -2+ 172
oder y = —1,7x + 7,2.

Die letzte Gleichung stellt eine angeniiherte Form der gesuchten Gemdenglelclmng dar. Diese
Anniherung geniigt im allgemeinen bei praktischen Fillen.

2. Eine Gerade schneidet die y-Achse in Q(O; E) und hat den Anstieg m = —%. Wie lautet
die Gleichung dieser Geraden, und wo schneidet sie die z-Achse?
Losung: Die gesuchte Gleichung der Geraden hat die Form
y=mz+b.
Da der gegebene Punkt Q auf der y- Achse Ilegt ist der Ordinatenabschnitt b bekannt. Ebenso
ist der Anstieg m gegeben. Die Gerad h kann also sofort hingeschrieben werden.

Sie lautet:
3 5
Y=g
oder = — 0,6z + 2,5.
Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der z-Achse hat die Ordinate y = 0.
Folglich: 0 = — 0,6z + 2,5.
1

Die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit der z-Achse hat den Wert z = 4? 4,2.
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3. Es soll eine all ine Gleicl dafiir auf; 11t werden, daB von einer Geraden der Anstieg
m und ein Punkt P, (z,; y,) gegeben sind. Welche Gestalt nimmt die Geradengleichung dann
an?

Lésung: Die gesuchte Gleichung wird die Form
y=maz+b I

haben. Da diese Gerade durch P,(z,;y,) hindurchgehen soll, liegt umgekehrt P, auf ihr,
d. h., die Koordinaten von P; miissen die Geradengleichung erfiillen.

Esist: y, =mx, +b (II)
Subtrahiert man (II) von (I), ht die hte Gleich
Punktrichtt Teich der Gerad

Yy—ph=mx—2) | (111b)

4. Welche Gestalt nimmt die Geradengleichung an, wenn von der Geraden zwei Punkte P, (z,; ¥;)
und P, (2y;y;) gegeben sind?

Loésung: Die gesuchte Verbindungsgerade zweier Punkte wird die Form
y=mz+b

haben. Da beide Punkte P, und P, auf der Geraden liegen, miissen die Koordinaten beider
Punkte die Geradengleichung befriedigen.

Es muB sein: Yy =mz, + b
Yp=mz, + b.
Aus beiden Gleichungen lassen sich jetzt die beiden Unbek m und b berech
Es wird:
_Nn—%
T — T
und
N1—Y%
=y — — .
b=n T — %y '

Damit sind die GréBen m und b der gesuchten Gleichung
y=mz+b
ermittelt.

(111c)

Sie braucht man z. B. beim Aufstellen der Gleichungen von Seiten und Diagonalen eines Viel-
ecks.

Kennt man i von einer Geraden deren Schnittpunkte mit den beiden Koordinaten-
achsen, so ergibt sich eine weitere, hiufig giinstig zu verwendende Form der Geradengleick

1 a.

8
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Eine Gerade schneidet die z-Achse im Punkte P;(a;0) und die y-Achse im Punkte P,(0; b)

(Bild 142). Dann lautet ihre Gleichung nach (111¢)

y—0 b—0 Y
z—a 0—a’ 2
woraus nach Beseitigung des Nenners und Umordnung folgt
bz + ay = ab. b
Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung noch durch ab, P
80 erhiilt man die 7 7 : X
Ab ittsgleich der Gerad, Bild 142
il Ea Y
7 =+ b 1 (1114d)
AUFGABEN
735. Von einer Geraden g sind ihre Abschnitte @ und b auf den Koordinatenachsen bekannt. Wel-

736.

737.

738.

739.

740.

741.

=

742.

74

»

cher Zusammenhang besteht zwischen den Koeffizienten 4, B und C' und diesen Achsenab-
schnitten?

Es soll die Gleichung 3z — 4y — 12 = 0 auf die durch die Ach bschnitte dargestell
Geradengleichung transformiert werden.

Man zeichne mittels Wertetabelle fiir einige Punkte folgende durch ihre Gleichungen gege-
benen Geraden :

a)3y=5z—2 b)y=—%z+3

¢)2y+22+3=0 d)20z —y +80 =0

Es sind die Gleichungen der Geraden aufzustellen, die durch die Punkte:

a) (4;0) b) (0;3) ¢) (3;5) d)(—2;—-3)
e) (2,5; —1,5) 1) (a3 ®fe) 8) (=45 =) h) (—%/s;3)

gehen und den Anstiegswinkel & = 45° bzw. & = 135° bzw. &« = 30° bzw. & = 60° haben.

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die die z-Achse unter einem Winkel o = 56°20"
schneidet und auBerdem durch den Punkt P, (3; —4) verlduft? (Rechenstab!)

Es soll die Gleich der Geraden auf; 11t werden, die durch den Punkt P, (4; 5) geht und
den Anstiegswinkel &« = 146°10" hat. (Rechenstab!)

Folgende Geraden sind ohne Anwendung einer Tabelle zu zeichnen:
3
s)y=zx+1 b)y =2z 40,6 c) 4y = bz
1
dyy=—2+2 e)y=—§x—l,5 f)y+3z=0.

Wie lautet die Normalform der Geraden, die auf der y-Achse den Abschnitt b = 3 aufweist
und mit der positiven Richtung der x-Achse den Winkel & = 60° bildet?

Welches ist die Gleichung der Geraden, die auf der y-Achse den Abschnitt b = —4 aufweist
und mit der positiven Richtung der z-Achse den Winkel « = 101°20’ bildet? (Rechenstab!)
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744. Wie lauten die Gleichungen der Geraden, die durch folgende Punkte hindurchgehen:
a)Py(1;1) und P,(4;3) b) P,(0; 0) und P,(a; 0)
¢) Py(2;3) und Py(—2; —3) d)P,(2; —3) und P,(2;3)
e) Py(1;4) und P,(—3; —4) f) P1(0;%,) und P,(2;5/,)?

745. Wie groB ist der Abschnitt auf der Ordinatenachse der durch die Punkte P,(3/,; 1) und
P,(3; 4) gehenden Geraden?

746. Es sollen die Gleichungen der Seiten und der Seitenhalbierenden des Dreiecks mit den Eck-
punkten:
a) 4(—1; —1), B(1;1), C(—3;2) b)A(—1; —1), B(—3;5), C(7;11)
aufgestellt werden.

747. Ein Viereck habe die Eckpunkte:
Py(3;4), Py(75—1), Py(—6;—5), Py(—16;11).
Wie lauten die Gleick der Vierecksseiten und die der beiden Diagonalen?
748. Es sind die Geraden mit folgenden Ach bschnitten zu zeick und die Geradengleich
gen aufzustellen :
a)a=5 b=2 bya=—3, b—=4
cJa=—1, b=—2 da=2, b= —3.
749. Wie lauten die Abschnittsgleichungen der Geraden, die die Ordinatenachse in 2,5 bzw. — 3,5
und die Abszissenachse in — 4 bzw. 3 schneiden?
750. Wie lautet die all, ine Form folgend
a)y = % -3 b)y
.9
Oggtg=1 d)
751. Es liege die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form vor. Wie lautet die Abschnitts-
gleichung dieser Geraden?
a)3x+2y— 6=0 b)dzr —3y —12=0
0)3z—5y+15=0 d) x+4y+ 4=0.

752. Wie lautet die Normalform folgender durch ihre allgemeine Form gegebener Geraden?
Wie grofi ist der Anstiegswinkel dieser Geraden und welchen Abschnitt bilden sie auf der

Ordinatenachse?

a)x—y+3=0 b)z+y+3=0
c)x—y}{g—Z]/:i_:O d)zV.’?—y-I—SzO
e)dr —3y —18=0 f)a+ 2y +3=0.

Zeichnen Sie diese Geraden in ein Koordinatensystem ein!

753. Damit ein Punkt P, (z,; %) ein Element der Punktmenge (der Ebene) ist, die eine Gerade
bildet, miissen die Koordinaten die Gleichung der Punktmenge erfiillen. Gegeben sei die
Gerade mit der Gleichung

3y —4r—1=0.
Es soll untersucht werden, ob folgende Punkte Elemente der Punktmenge sind, die die Gerade
darstellt.

a) Py(253) b) P,(05 —1)

©) Py(5;7) d) Py(7; —9).
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754. Welche Ordinate mufl der Punkt P, mit #, = 2 haben, damit er auf der Geraden

r—y+1=0
liegt?

28.2. Hessesche Normalform: der Geradengleichung

AuBer den behandelten Geradengleichungen gibt es noch eine weitere, die man vor-
teilhaft verwendet, wenn es sich um die Berechnung des Abstandes eines Punktes von
einer Geraden handelt. Diese Geradengleichung bezeichnet man als die HEssEsche
Normalform der Geraden?).

Zu diesem Zweck sei eine beliebige Gerade g vorgegeben, die auf den Koordinaten-
achsen die Abschnitte @ und b abschneidet. Das Lot vom Ursprung auf die Gerade
habe die Linge p, und es wird p > 0 festgelegt. Es gilt also im folgenden stets
p > 0. Ist ¢ der Winkel des Lotes mit der positiven Richtung der z-Achse, so ersieht
man aus Bild 143, daf3:

y
) __ P ’
a_coszp undbisinqz' N
wenn ¢ ==k - 90° ist. v
Durch Einsetzen dieser Werte in die
Achsenabschnittsgleichung der Geraden 4 ,
x Yy _ .
ety =1 y a
erhilt man: 0 a : X
& + Y _ g, Bild 143
P P
cos ¢ sin ¢

Bei Beseitigung der Doppelbriiche und Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor p
ergibt sich die :

Hessesche Normalform der Geradengleichung

x-c.osqz+y~sinqup=0—| (112)

(Welche Lage wird die Gerade haben, wenn ¢ = 0° oder ¢ = 90° ist?)
Anwendung: Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Geraden.

Die Hessusche Normalform gestattet, den Abstand d eines Punktes P, (z,; y,) von
einer Geraden g zu bestimmen.

*) Die HEssEsche Normalform der Geraden hat nichts zu tun mit der gewshnlichen Normalform
(cartesische Normalform) der Geraden
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Eine Geradengleichung lit sich immer in der HEssEschen Normalform aufstellen, nur
nicht, wenn die Gerade durch den Anfangspunkt hindurchgeht. In diesem Falle ist
der Winkel ¢ nicht eindeutig bestimmt. Hat die gegebene Gerade den Abstand p vom
Ursprung 0, so lautet ihre Gleichung:

z-cosp+y-sing —p=0.

Die Gleichung der Parallelen zu dieser Geraden, und zwar derjenigen Parallelen, die
durch den gegebenen Punkt P, verliuft, lautet dann:

z-cosp+y-sing —p;, =0,

wobei p, der Abstand dieser Parallelen vom Ursprung O ist. Bedenkt man weiter, daf3
der Punkt P, (z,; y,) auf der genannten Parallelen liegt, so miissen dessen Koordina-
ten die Gleichung der Parallelen erfiillen. Es muB also sein:

x -cosg +y, -sing —p, =0.

Damit ist aber der Abstand der Parallelen durch den Punkt P, vom Ursprung O
berechnet. Aus Bild 144 ergibt sich fiir d:

d=p —p.
Setzt man noch den Wert von p, ein, wird der

Abstand eines Punktes P, (x,; y,) von einer Geraden

d=ux-cosp+y -sing =p (113)

Es sind 3 Fille zu unterscheiden:

1. Liegen der gegebene Punkt P; und der Ursprung O auf verschiedenen Seiten der
Geraden g, so ist der gesuchte Abstand d des Punktes P, von der Geraden g (Bild 144)

d=p, —p==xco8¢0+ysing —p>0.

¥
~
~
N
~
N
B
~
R (R
(d ~o
\\
a
4 ~No .
0 < g
g
Bild 144 Bild 145

2. Liegen P, und O auf der gleichen Seite der Geraden g, so ist nach Bild 145
d=p—p=—(p—p)
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Setzt man das ein, so wird:
d= —(z,cosp + y;sing —p) <O0.
3. Liegt P, auf der Geraden selbst, so ist:

P =Dy
d.h., d=p, —p, =0.
Man erhélt diesen Abstand, indem man die Koordinaten des Punktes P, in die HEsSE-
sche Normalform der Geraden einsetzt. Ist der Wert von d positiv, so liegen der Punkt
und der Ursprung auf verschiedenen Seiten der Geraden. Fiir negatives d liegen der
gegebene Punkt und der Ursprung auf derselben Seite der Geraden.

BEISPIEL

1. WiegroB ist der Abstand des Punktes P, (3; 4) von der Geraden z cos 45° + y sin 45° — 1 = 0?
Auf welcher Seite der Geraden liegt dieser Punkt?
Lésung: In diesem Fall liegt die Gerade bereits in der Hesseschen Normalform vor. Man
braucht also nur die Koordinaten von P, in die Gleich um den 1
Abstand d zu erhalten.

Also:

3.cos45° +4-.58ind5° —1=d

| - 1 -
3-—2-V2 +4'EV2 —1=d
d = 3,95.

Dea sich fiir d ein positiver Wert ergibt, liegt der Punkt P auf der dem Ursprung abgekehrten
Seite.

In den meisten Fillen ist jedoch die Gerade nicht in der HessEschen Normalform
gegeben. Man muf} dann die Rechnung damit beginnen, daBl man die Gleichung der
Geraden in die Hessesche Normalform iiberfiihrt.

Transformation der all, inen Geradengleichung auf die H he Normalform

Um die allgemeine Gleichung (111)
Ax 4+ By +C=0
in die Form (112)
zcosg +ysing —p =0
iiberzufiihren, muf man die Konstanten cos ¢, sin ¢ und p durch die Konstanten
4, Bund C von (111) ausdriicken.
Sollen die Gleichungen (111) und (112) die gleiche Gerade darstellen, so miissen die

aus beiden Gleichungen sich ergebenden Achsenabschnitte einander gleich sein.
Aus (111) folgt die Abschnittsgleichung

5+ =t
A B
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und

a:_T, b:%o, wobei A4 0, B==0und C = 0.
Bild 143 zeigt, daB: a = 2, b= L,

cos @ sin @

Mithin muB sein:

2. _=C B _=0

cosp A wad sing B
oder

cosrp:;gp und Sill(p=—gp.

Beriicksichtigt man weiter, da3
sin?p + cos?p =1,
wird
Alpﬂ BZPZ

ot =!

P m=1,
_ c
+ya2 B

Von den beiden Vorzeichen der Quadratwurzel ist dasjenige zu nehmen, durch das der
Wert des Bruches positiv wird, da (vgl. S. 333) » > 0 sein soll.

P

Ferner wird
LA
My
sing = 2]
TEyErE

Damit sind aber die Konstanten der Gleichung (112) vollkommen ausgedriickt durch
die Konstanten der Gleichung (111). Setzt man die gefundenen Werte von cos ¢,
sin ¢ und p in die Gleichung (112) ein, folgt
A B C
L+ —L =0
FV4+ B FYL+BE  Fy4+B
Das negative Vorzeichen von p in Gleichung (112) ist hierbei in den Nenner genom-
men und dadurch das + in dem oben errechneten Ausdruck von p in F verwandelt
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worden. Von den beiden Vorzeichen ist das zu wihlen, durch welches der Bruch

—Cﬁ negativ wird, denn nur dann besteht Ubereinstimmung mit (111):

EO

zcosp 4 ysing —p =0, wobei p > 0.

Demnach 148t sich jede Geradengleichung von der Form Az -+ By 4+ C =0 um-
wandeln in die

Hessesche Normalform der Geradengleichung

b o (114)
F YA+ B?
BEISPIELE
2. Die Gleichung
4z 4 3y =48

soll auf die HessEsche Normalform transformiert werden.
Lésung: Aus der allgemeinen Form der Geradengleich

. 4x 43y —48=0

g

folgt:
A=4, B=3, C= —48.

Damit das absolute Glied negativ wird, muB fiir die Quadratwurzel in diesem Fall das positive
Vorzeichen genommen werden. Nach Formel (114) ergibt sich die Hessesche Normalform

4 3y — 48

dzt3y—8_,

+V6+9
48

4 3 "
A

x cos 36,9° + y sin 36,9° — ? =0.

3. Wie lautet die Hessesche Normalform der Gleichung

8 - 17 A
y=1°t 3!
Lésung: Die Geradengleichung liegt hier in der cartesischen Form vor. Um sie auf die HssE-
sche Normalform zu transformieren, muB die Gleichung erst auf die all, ine Form gebracht
werden.

8z — 15y + 85 = 0.
Daraus folgt:
A=8 B=—15 C=485.

Da C positiv, muB die Wurzel der Hesseschen Normalform das negative Vorzeichen erhalten.
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Die Hessesche Normalform ist dann:

8z — 15y + 85
— Y64+ 225
oder
8 15 85
—ﬁ‘”+ w'o =0.
Hier ist:

cos ¢ = —0,47059
sin ¢ = - 0,88235.
Der kael @ liegt demnach im 2. Quadranten.
Die ische Form der H: hen Normalform hat dann die Gestalt:

2 -cos 118°4" + y -sin 118°4" — 5 = 0.

Nunmehr kann Formel (113) fiir die Berechnung des Abstandes d eines Punktes
P, (2,; y;) von einer Geraden fir den Fall umgeiormt werden, daBl die Gerade durch
ihre allgemeine Gleichung gegeben ist. So wie aus Gleichung (112) die Gleichung (113)
gewonnen wurde, erhalt man aus Gleichung (114):

Abstand eines Punktes P, von einer Geraden

Az + By, +C . C
d= Oy (mlt:':ﬁz+Bz<0), (115)

wenn die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form Az +By+C=0
vorliegt.

Fiir die Lage von P; zu der Geraden und zum Ursprung gelten wieder die Kriterien
von 8. 334/335.

AUFGABEN
755. Wie lautet die Hessesche Normalform folgender Geraden:
a)3z—4y+7=0 b) 15z + 8y —34 =0
¢) z+y=8 d z— y=2121?
756. Man berechne den Abstand des Punktes P(—1; —1) von der Geraden
z+y=1.
Welche Lage hat der Punkt P beziiglich der Geraden und dem Ursprung?
767. Man berechne ebenso den Abstand des Punktes P(—2; 3) von der Geraden

Lo ¥
it iap = 1

Auf welcher Seite der Geraden liegt der Punkt?
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758.

759.

760.

761.

=

762.

763.

764.

765.

766.

767.

768.

Wie groB ist der Abstand folgender paralleler Geraden:

a)g;: Tz + 24y +10=0 b)g,: 4z+3y— 6=0
gp: Tx+ 24y —35=0 gt 4z +4+3y—16=0

c)g;: 3z—4y— 5=0 d)g,;: 122 — 5y + 36 =0
gyt 3z —4y+20=0 go: 1220 — 5y + 78 =07

Man zeichne simtliche Parallelenpaare auf Millimeterpapier und priife die berechneten
Abstinde nach.

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P(—3;5) geht und vom Ur-
sprung den Abstand d = 3 besitzt?

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P, (8; 5) geht und von dem
Punkt P,(3;7) den Abstand d = 5 hat?

Die Gerade 2z — 5y — 10 =0 soll in Polarkoordinaten mit dem Ursprung als Pol aus-
gedriickt werden.

Man stelle die Gerade y = —z + 2 in Polarkoordinaten dar.

Die Gerade -+ % =1 ist in Polarkoordinaten d 1
Die Gleichung einer Geraden in Polarkoordinaten ist

r(sinq: + %cos qz) —5=0.
Durch welche Gleichung wird diese Gerade in rechtwinkligen Koordi driickt?
Die Parameterdarstellung einer Geraden g ist
z=a(l +1)
y = at.
Wie lautet die Gleichung der Geraden in rechtwinkligen Koordinaten?
Eine Gerade ist darstellbar durch die Parameterdarstellung

a—t

=y
¢

y=a,+t'

a) Wie lautet die Geradengleichung in rechtwinkligen Koordinaten?
b) Welche Abschnitte hat diese Gerade auf den Koordinatenachsen?
c) Wie groB ist der Anstiegswinkel «?

d) Welchen Abstand besitzt diese Gerade vom Ursprung?

Man beweise, daB die P: d llung
x = cos?t,
y = cos 2¢

eine gerade Linie ergibt.

Welches ist _die Menge aller Punkte der Ebene, die von den Punkten P(—V3; —5)
und P,(3 VB ;—1) gleichen Abstand haben?
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769. Es soll die Menge der Mittelpunkte aller Rechtecke ermittelt werden, die in ein Dreieck so
einbeschrieben sind, daB eine Rechteckseite in eine Dreieckseite fillt.

Anleitung: Man wihle die Dreieckseite A B, die mit der Grundlinie des Rechtecks zusam-
menfillt, als z-Achse und die Héhe C H als y-Achse.

770. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a — 4 und b = 3 gleite mit den Endpunkten
der Hypotenuse auf den Koordinatenachsen. Zu bestimmen ist die Menge aller Punkte der
Ebene, die der Eckpunkt C beschreibt.

771. Uber einer festen Strecke als Hypotenuse ist ein rechtwinkliges Dreieck gezeichnet. Auf der
Verlingerung einer Kathete ist ein Punkt P(z; y) so gewihlt, daB das Rechteck aus
dieser Kathete und der Summe aus der Kathete und ihrer Verlingerung konstant ist. Man
ermittle die Menge aller Punkte der Ebene, die diese Bedingung erfiillen.

28.3. Zwei Geraden
28.3.1. Bestimmung des Schnittpunktes zweier Geraden

‘Werden zwei Geraden g, und g, miteinander zum Schnitt gebracht, so bedeutet das
mengentheoretisch, daB man den Durchschnitt g, ng, der Punktmengen g, und g,
untersucht. Nach Anschauung schneiden sich zwei Geraden in einem Punkt, d. h.,
g ngo = {Py(x,; ¥y)). Fir diesen Schnittpunkt gilt P, € g, und P, € g,, also auch
P, € g, n g, Die Koordinaten des Schnittpunktes P; miissen beide Kurvengleichungen
erfiillen.

g1 | Ayxi + Byyi + €, =0

9ot | Agwi + Boyi + Co =0

Dieses Gleichungssystem mit 2 Variablen kann als Losungsmenge nur ein Koordi-
natenpaar (z;; y;) enthalten. Im Falle der Bestimmung des Schnittpunktes zweier
Geraden ist also ¢ = 1.

Fiir die Koordinaten des Schnittpunktes ergibt sich:

P B,C, — B,C, e A,Cy — 4,0,
1 A,B, — 4,B/’ 17 4,B, — 4,B,
oder in Determinantenform
\}’
¢, B, .
P Cy B, : 2 Sty
A, B,
4, By 1
4, G,
4, Cy
= 4, B, ’ 0 1 H 3 4 } d
4, B,
BEISPIEL -
In welet Punkte schneid inander die
beiden Geraden 2
3z4+5y—13=0 A

und 4z —y—2=0? Bild 148
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Losung: Aus dem Gleichungssystem

gy | 32 + 5y, =13 \
Gt | 42— Y= 2
folgt:
z=1 und y, =2  (Bild 146).
28.3.2. Bestimmung des Winkels, den zwei Geraden miteinander hilden

Zwei einander schneidende Geraden bilden einen Winkel miteinander. Dieser Winkel
entsteht dadurch, dal man die Gerade g, im positiven Sinne (Gegenzeigersinn) dreht,
bis sie in die Lage der anderen Geraden g, kommt '
(Bild 147).

Sind ¢; und g, durch ihre Gleichungen in der carte-
sischen Normalform gegeben:

i y=mz+b
gt Y = maT + by,

wobei :
my; = tan oy
my, = tan «,,
soist, da @ = &3 — &; (nach AuBenwinkelsatz), Bild 147

tan x, — tan oy

tan ¢ = tan(x, — o) = 1+ tan &, tan oy

My — My

‘Winkel zwischen zwei Geraden tan @ = T
172

(116)

Formel (116) liefert stets den Winkel, der iiberstrichen wird, wenn man die zu m,

gehodrige Gerade um den gemeinsamen Schnittpunkt S im mathematisch positiven

Sinn so weit dreht, bis sie mit der anderen Geraden zusammentfillt. Die beiden

Geraden g, und g, kénnen nun zwei ausgezeichnete Lagen zueinander haben.

1. Die Geraden liegen parallel. Dann ist @ = 0° und tan ¢ = 0. In Gleichung (116)
muB der Zihler Null werden.

Bedingung fiir die Parallelitit (116a)
Satz

I Zwei Geraden verlaufen zueinander parallel, wenn ihre Richtungsfaktoren gleich
sind.

Die Gleichungen zweier paralleler Geraden in Normalf heiden sich also nur durch
ihre Absolutglieder.
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2. Die Geraden stehen senkrecht aufeinander. Dann ist @ = 90° und tan g = oo

Mithin muB in Gleichung (116) der Nenner Null werden.
14my-my=0

oder es ist die

Bedi des Senkrechtstel my = ——

Satz

(116b)

Zwei Geraden stehen aufeinander senkrecht, wenn der Richtungsfaktor der einen
gleich ist dem negativ reziproken Wert des Richtungsfaktors der anderen Geraden.

Bei einer Schnittwinkelbestimmung empfiehlt sich stets die Untersuchung, ob die
beiden Geraden parallel verlaufen oder aufeinander senkrecht stehen. Erst, wenn man

erkannt hat, dal dies nicht der Fall ist, benutzt man Gleichung (116).

BEISPIELE
1. Unter welchem Winkel @ schneiden sich die Geraden mit den Gleichungen
g Tx—4y— 8=0
9 Br 4y —16=07?
Losung: Beide Gleich hreik
7

ry=—z—2
Ny 42

man zunichst explizit nach y.

9° y=—%2+4

Die Richtungsfaktoren sind:

7 5
= d =—=".
my = und i

Nach (116) ist:

.
c_ mg—m 4
tang=—2_—1 —

2 1+ mymy 1

|
o

48

tangp = — = 2,52632
M= 19

@ = 68°24’

2. Unter welchem Winkel ¢ schneiden einander die Geraden mit den Gleichungen
g: x—5y—10=0
gt Sz 4+ y— T=01
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Losung: Die explizite Form beider Geradengleichungen lautet:
z
Gt Y=g 2
g2t Y= —bx+1T.
Hier sind die Richtungsfaktoren m, und m, zueinander negativ reziprok. Die beiden Geraden
stehen also senkrecht aufeinander.

AUFGABEN
772. Man bestimme analytisch die Koordi der Schni kte folgender Geradenpaare und
iiberzeuge sich durch Zeichnung von der R)chtxgkelt der Rechnung:
a)2x 43y =17 b)3z—4y+12=0
3z — y=5 3z+2y+ 3=0
z KA
—y=4 d——=—-1=0
°) z—y )% "2
z Yy
3 -8 s sl g g
z+y 2 + 3
z Yy
22 — 5 20=0 -+ = =1
e) 2z — 5y + )10+ 5
3x+2y+11=0 2z —y=-—3

773. Wie lauten die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks, dessen Seiten durch folgende
Gleichungen gegeben sind?
a) x—6y— 3=0 b) z4+Ty+11=0 ¢) z+ y—2=0

3z +5y— 9=0 z—3y=1 z—3y=4
4z— y+11=0 3z+4+ y=17 3z4+5y+7=0
774. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind:
g2 2¢—3y—10=0 gs: 22 —6y+ 9=0
g: z+2y+4+ 2=0 gy Sz +4y—25=0
Wie lauten die Koordinaten der Eckpunkte und die des Schnittpunk der Di; len?

775. Welche Gerade geht durch den Schnittpunkt der Geraden:
a)22 — 5y —11=0 und 4z+3y—17=0
b) 2+ y— 1=0 und z— y+ 1=0
und auBerdem noch durch den Punkt P(3; —5)?
776. Ein Dreieck hat die Eckpunkte A( 3 — 1), B(3 0) und C(—2; 3).
Wie lauten die Gleich der
777. Wie groB ist der Schni twinkel der Di len eines Vierecks mit den Eckpunkten
A(—2,7;0), B(—1,2; —4),C(6,3; —2,8) und D(3; 3,5)? (Zeichnen Sie das Viereck mit den
Diagonalen und messen Sie den Schnittwinkel der Diagonalen nach.)
778. Es sollen die Winkel berechnet werden, die die Geraden
a)z —2y+2=0 und 224+y—6=0
z Yy z Y
Bty =1 w5 -l
c) 6z +25y=5 und y+ 242z —6=0
d)3z+5y—1=0 und 11z —2y=—3
miteinander bilden.
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779.

780.

781.

=4

782.

783.

784.

785.

786.

781.

3

788.

789,

Welche Winkel bilden die Seiten des Dreiecks miteinander, das durch Schnitt der 3 Gera-
den mit den Gleichungen

3z +4y=11, Tz — 24y =33 und 122 — 5y = —25
entsteht? N
Wie heiit die Gleichung des vom Punkt P(—3;4) aufdie Gerade y = 3 z + 5 gefillten
Lotes?

Im Punkt P(z = 2) der Geraden mit der Gleichung 2z — 3y + 5 = 0 ist die Senkrechte
zu errichten. Wie heift ihre Gleichung?

Durch den Punkt P(2; 3) ist zu der Geraden

a)y =z, b)y = —3z, ) y=3z+4, d)§+%=1
die Parallele gezogen. Wie lautet ihre Gleichung?

Durch den Punkt P(5; —2) soll.eine Gerade gezogen werden, die die Gerade 3z = 2y — 1
unter einem Winkel von 45° schneidet. Wie lautet die Gleichung dieser Geraden?

Wie groB sind die Winkel des Dreiecks, dessen Eckpunkte die Koordinaten haben:
A(—5; —1T), B(6; —5) und C(2;3)?
Wie groB sind die Winkel in dem Viereck, dessen Eckpunkte die Koordinaten haben:
Py(6;2), Py(8;7), P3(0;9) und P, (+1; —1)?
Welchen Winkel bilden die Vierecksdiagonalen miteinander?
Ohne Anwendung der Hesskschen Normalform ist der Abstand des Ursprungs von den
Geraden mit den Gleichungen:

a)y=%z+3 b)%f =1

|

c)%+%=1 dyy=mz+b

zu ermitteln.

Wie lauten die Gleichungen der Hohen in dem Dreieck, dessen Seiten die Gleichungen
2z +y=6, S5z —2y+3=0, x+5y+6=0

haben, und wie kann nachgewiesen werden, da8 die 3 Hohen einander in einem Punkte
schneiden?

Die Ecken eines Dreiecks haben die Koordinaten
A(2;3), B(4;—5) und C(—3; —6).

Bestimme die Gleichungen der Mittellote auf den Seiten dieses Dreiecks und die Koordina-
ten des Schnittpunktes der Mittell

Von einem Dreieck kennt man die Eckpunkte P,(—5; —1), P,y(3; —2) und Py(—3; 8).
Ermittle: v

a) die Lingen der 3 Seiten des Dreiecks (B g des Rech bes)
b) die Gleichungen der 3 Seiten

c)diel""L der30‘ halhi d

d) die Liingen der Seitenhalbierenden (mit Rech b)

e) die Lingen der Dreieckshohen (mittels H: her Normalform)
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f) die Gleichungen der Hohen

g) die Innenwinkel des Dreiecks

h) die Gleich der Mittellote (oder Mittelsenkrechten)

i) den Mittelpunkt und den Radius des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises

k) die Koordinaten des Schwerpunktes S des Dreiecks

1) den Flicheninhalt des Dreiecks.

Anleitung: Man zeichne das Dreieck zunichst in Millimeterpapier ein und bezeichne die ein-
zelnen Strecken mit den henden Buchstaben, z. B. P, P, = ¢, P,P; = a, PPy = b!

P

28.3.3. Gleichungen der Winkelhalbierenden zweier Geraden

Zwei einander schneidende Geraden besitzen zwei Winkelhalbierende. Diese stehen
aufeinander senkrecht.

Die Gleichungen fiir die beiden Winkelhalbierenden w, und w, lassen sich aufstellen,
wenn man von der allgemeinen Definition der Winkelhalbierenden ausgeht.

Definition

Die Halbierende eines Winkels ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von den
Schenkeln des Winkels gleichen Abstand haben.

Es gilt also, eine Gleichung aufzustellen, die fir
jeden Punkt P (x; y) der Halbierenden identisch
erfiillt wird. Dabei ist die jeweilige Lage von
P(z; y) zu den Schenkeln und zum Ursprung zu
beachten. (Siehe die Kriterien von 28.2.)

Die beiden einander schneidenden Geraden sollen
durch die allgemeine Form

g1 4@+ By +C; =0
g2: Ap% + By + Cp =0
gegeben sein.

Weiter soll vorausgesetzt sein, daf} die Gerade g,
den grofleren Anstiegswinkel besitzt, d. h.

X

Oy > 0.

Ferner sei P(x; y) der variable Punkt von w,
bzw. w, (Bild 148).

Die Herleitungen der Gleichungen lauten dann BigaZS
fiir w, : fiir wy:
Lt. Definition ist |dy) = |d,| Lt. Definition ist |dy| = |d,]

Fiir g, liegt P auf derselben Seite wie | Fiir g, und g, liegt in diesem Falle P auf
der Ursprung. Nach 28.2., Fall 2 ist also | derselben Seite wie der Ursprung. Nach
d, < 0. 28.2., Fall 2 ist somit d; < 0 und auch
Fiir g, liegt P auf der anderen Seite wie | d, < 0.

der Ursprung. Es ist (28.2., Fall 1)

dy>0. ,
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Folglich gilt fiir w, : Folglich gilt fiir w,:
—dy =d, d, =d,
oder oder
d, +d; =0. d; —dy =0.

d, und d, kénnen mittels Formel (115) bestimmt werden.
Es gilt demnach:

.42+ By + 0 Apx +Byy 4+ Cy

REESVEY: FlE3+8H

1 A1$+Bl?/+01_142’5+32y+02_0

" - th By + Gy _
FVLE+ R FV4+ B

Da alle Glieder der linken Seiten dieser beiden Gleichungen im Nenner das aus der
Hessuschen Normalform herriihrende doppelte Vorzeichen besitzen und die rechten
Seiten jeweils Null sind, braucht hier die Vorzeichenfestlegung nach (115) nicht zu
erfolgen.

Gleichungen der Winkelhalbierenden zweier Geraden

B C
Wy 4,2+ By + Gy + 4,7 + By + Oy —0 (117

V4 + B V4: + B

Folgen g,, wy, g, und w, im positiven Drehsinn aufeinander, gilt in Formel (117) das
Vorzeichen + fiir w;, das Vorzeichen — fiir w,.

Bei der Aufstellung der Gleichungen der Winkelhalbierenden eines Vielecks gelangt
man am schnellsten zu der richtigen Gleichung, wenn man sich zu Beginn der Rech-
nung eine Analysisfigur entwirft.

BEISPIEL
1. Wie lauten die Gleich der Winkelhalbierenden w, und w, fiir die Geraden:
Gi: z— 2y— 1=0
go: 19z 4 20y — 76 = 0?
Lésung: Nach (117) ist:
z—2y—1 192+ 20y —176
V5 V761 B
Vom Rechenstab liest man ab:
Y761 = 27,6 und V5 = 2,24.
Somit ergibt sich:
wy: 27,6(z — 2y — 1) + 2,24(192 + 20y — 76) = 0.
Die Gleichung lautet demnach in der Normalform:
w;: y = 6,752 — 19,0.
wy: 21,67 — 55,2y — 21,6 — 42,56 — 44,8y + 170,24 = 0

0.

‘Wit
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oder in der Normalform geschrieben:
wy: y = —0,15z + 1,43.

(Als Probe seien die Geraden und die Winkelhalbierenden auf Millimeterpapier gezeichnet.)
AUFGABEN

790. Wie lauten die Gleich der Winkelhalbierenden folgender einand hneidender Gera-
den:
a)g;: 92— 12y —7=0 b)g: Tz +y—32=0
gyt 3z +4y +5=0 gt ZzH+y— 2=0
e)g: 3y— z+2=0 d)g;: 22— Ty+14=0
go: y—32z+2=0 g 22+ Ty=07?
Zeichnen Sie nach der analytischen Berechnung die beiden Geraden und ihre Winkelhal-
bierenden?
791. Ein Dreieck habe die Eckpunkte 4(—1; 0,5), B (i. ~L) und C(0; 3,5). Es sind zu
bestimmen : 4 4

a) die Gleichungen der Seiten dieses Dreiecks

b) die Gleich der 3 Winkelhalbierend

c) der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden *

d) der Radius des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises.

Die Ergebnisse sind durch Zeichnung nachzupriifen.

29, Parallelverschiebung und Drehung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems

Die Gleichung einer Kurve ist nicht nur von ihrer Form, sondern auch von der Lage
abhingig, die die Kurve beziiglich des zugrunde gelegten Koordinatensystems be-
sitzt. Bei bestimmten speziellen Lagen gestaltet sich die Kurvengleichung einfacher als
bei anderen Lagen. Man geht deshalb bei der analytischen Untersuchung von Kurven
héufig von einem bereits gegebenen Koordinatensystem zu einem anderen, giinstiger
gelegenen System iiber. Den Ubergang von einem System zu einem anderen bezeichnet
man als Koordinatentransformation. Dieser Ubergang ist stets in zwei Schritten
moglich. Das gegebene System laBt sich durch eine Parallelverschiebung und durch
eine Drehung um seinen Ursprung in jede beliebige andere Lage beziiglich der Kurve
iiberfiihren.

29.1. Parallelverschiebung des Systems

Nach Bild 149 sind ein «; y-System mit dem Ursprung O und ein &; 7-System mit dem
Ursprung O’ gegeben. Die entsprechenden Achsen beider Systeme sind zueinander
parallel, und O’ besitze im x; y-System die Koordinaten a und b. Das x; y-System la8t
sich also durch eine Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse um die Strecke a
und durch eine Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse um die Strecke b in das
£:n-System iiberfithren. Es sollen « und y als alte, & und % als neue Koordinaten be-
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zeichnet werden. Den Zusammenhang zwischen beiden Koordinatensystemen, d. h.
die Transformati leichungen der Parallelverschiebung, liest man aus Bild 149 ab:

t=z—a (118) Y K
P

n=y—b
Nach (118) lassen sich fiir einen gegebenen Punkt aus
den alten Koordinaten die neuen Koordinaten be- oy
rechnen. Soll aber die Gleichung F(x;y) = 0 einer &
Kurve im neucn System dargestellt werden, dann ist 3
(118) nach den alten Koordinaten aufzulésen 3

e x
x=¢+4a
* g ° 7
y=n+b Bild 149

und diese Werte sind in die gegebene Kurvengleichung einzusetzen. Mit F (& + a;
7 + b) = 0 ergibt sich die Kurvengleichung in den neuen Koordinaten.
BEISPIELE
1. Wie lauten die Koordinaten der folgenden Punkte im &;7-System O’ (3; 2), die im urspriing-
3 1
lichen System 0(0; 0) die Werte P,(6; 3), Py(I;4), Py(2;1), Py(—1;3), Py (——z; ;)
haben.
Loésung: Mittels Formel (118) ist:
e ¢=z—a=2—3 alt neu
n=y—b=y—2.

Py (65 3) Pi(3; 1)
Man zeichne beide Koordinatensy- P, (1;4) P} (—2;2)
steme und iiberzeuge sich von der Py (2;1) P (—1;—1)
Lage dieser 5 Punkte. P, (—1;3) P (—4;1)
p(_2.1) (15 _3
S\av2 a7 2

2. Es ist die Gleichung der Geraden
y=—38z+5

aufzustellen, wenn die Gerade auf ein parallel zum alten System gelegenes neues System (&;7)
mit dem Ursprung O’(—2; 3) bezogen ist.

Loésung: Mittels Formel (119) wird

z=¢(+a=§—2
y=n+b=n+3.

Durch Einsetzen dieser beiden Transf i leichungen in die gegek Geradengleichung
erhiilt man:

n+3=-36—-2)+5

7+3=—35+11

und schlieSlich
n= —3L+8.
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29.2. Drehung des Systems um den Winkel ¢

Die beiden Koordinatensysteme sollen einen
gemeinsamen Ursprung, aber keine paralle- 7 y
len Achsen haben. ¢ sei der Winkel, um P
den das z;y-System im positiven Sinn ge-
dreht werden mufB, um mit dem &;-System
zusammenzufallen. In Bild 150 sind die Ko- "
ordinaten eines Punktes in beiden Systemen Y 1
eingezeichnet und das Lot von 4 auf PQ bis
B gefillt. Es ist Winkel APQ = ¢. Nach
Bild 150 folgt

8 4
2=0Q=0R —QR—=0R —BA >
y—PG—PB+BQ—PB + AR g ——

und man erhilt fir die Bild 150 -

Transformationsgleichungen der Drehung  *

x = Ecosp —nsing
y = &ésing + 7y cosg

Anmerkung: In dieser Gleichung stehen rechts die neuen, links die alten Koordinaten. Ent-
sprechend (119) kann man (120) verwenden, um eine Kurvengle\chung F(z; y) =0 auf die
Form G(£;7) =0 zu bringen. Fiir die Berech der Koordi E;nei Punk

aus deren Koordinaten z;y ist (120) nach & und 7 aufzulésen:
E=zxcosp — ysing
7= —2xsing — ycosg.

Einfacher ist es aber, entsprechend (120) zu schreiben

& =axcosp — ysing
n=2xsing’ + ycos¢,

wobei ¢’ jetzt der positiv gemessene Drehwinkel von der &-Achse zur 2-Achse ist (formal durch
einen Pfeil angegeben). Unter Beachtung dieser Wahl des Drehwinkels kann man also unab-

hiingig von der Bezeichnung der Achsen stets die Gleick (120) ver !

Die Formeln (120) gelten auch fiir den Fall, daB ¢ ein negativer oder stumpfer Winkel

ist oder daB P in einem anderen Quadranten liegt.

BEISPIELE
1. Es liege vor die Gleichung einer Geraden in der Normalform
B 413
=——z+—.
¥S—g* 3

Zu ermitteln ist die Gleich derselben Geraden, bezogen auf ein Koordinatensystem, das

durch Drehung um (— 30°) aus dem urspriinglichen 2; y-System
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Losung: Nach (120) ist:
z = & cos (—30°) — % sin (— 30°) = & cos 30° + 7 sin 30°
y = & sin (—30°) + ncos (—30°) = —& sin 30° + 7 cos 30°

oder y
B, 1
e=to =5 EB +9)
1
= ) (&— n }/3—)
Diese Transformationen sind in die gegebene Geraden-
gleichung einzusetzen.
1 V3 B o1, -
—25+’2—ﬂ——'3-'2 £Y3 —
NI WS £}
3 z " g
Die Glieder mit & lassen sich streichen. Dann bleibt:
.4]@_4]/37 Bild 151
e =3
d.h,
n=2.

Im neuen &;7-System verliuft die Gerade parallel zur &-Achse im Abstand 2 (Bild 151).

2. Die Gerade y = 32 + 5 soll auf ein um 45° gedrehtes Koordinatensystem mit dem Mittel-
punkt 0’(—3; 2) bezogen werden. Wie lautet die Gleichung der Geraden beziiglich des

neuen £’;7’-Systems? 7 ¥,
Losung: Da der Mittelpunkt des gedret Systems 4
nicht mit dem Ursprung des alten z;y-Systems zusam-
menfillt, sind in diesem Falle zwei Transformationen,
nimlich eine Parallelverschiebung und eine Drehung des _, .
Koordinatensystems, erforderlich. K f
Fiir die Parallelverschiebung ist nach Formel (119):
z=&ta=&—3 b=5
y=n+b=n+2. (I £
Fiir die Drehung gilt nach Formel (120):
E:E,c?sw—n(s|n¢ 5 -
n =& sing+ 7y cosg. (IT)
Da die Drehung um den Punkt O’ des parallel verscho- / \\

benen Systems mit den Achsen & und % stattfindet, muBl

hier auf der linken Seite statt z und y &und 7 gesetzt  Bild 152
werden. ‘

Setzt man die Werte fiir £ und 7 von (II) noch in (I) ein, so erhiilt man die Transformations-
gleichungen fiir die gegebene Gerade.

z=~s+‘/—227 @)
" ()
y=+2+2 @t

2
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(I1I) wird hr in die Geradengleich
y=3-z+5
tzt. Nach Zi f: lautet die gesuchte Gleich
r_ g 3
=— —V2
=8-3R
Man priife die Lage dieser Geraden in den einzel Koordi anhand Bild 152
nach.
AUFGABEN

792. Man bestimme die Koordinaten im &;#-System mit dem Ursprung 0’, der im urspriinglichen

System die Koordinaten z = —4, y = 3 hat, fiir die Punkte
Py(—4;2); Py(5:3); Pa(0;6); Py(2;—5); Py(—1;7).

793. Welche Koordinaten haben die Punkte P;(3; 1); Py(—1; 2); Py(—4; 1) des Systems
0(0; 0) in einem neuen, parallel verschobenen System 0'(—2; 3)?

794. Man bestimme die Gleichung der Geraden y = 2z + 2, wenn sie auf ein parallel zum alten
System gelegenes System &;% mit dem Ursprung O’(—3; 2) bezogen werden soll.

795. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks sind A4 (3; 4); B(5;4) und C(4; 6). Wie
miissen die Koordinaten fiir diese Punkte lauten fiir ein neues &;7-System, dessen Ursprung
die Mxtbe von AB bei Parallelitiit der entsprechenden Achsen ist. Man ermittle ferner die
Gl der Dreieckseiten im alten und neuen System.

796. Welche Koordinaten haben die Eckpunkte eines Dreiecks mit den Ecken A(—8; 3);
B(2;4); C(—3; —4) in einem neuen, zum alten parallelen System, wenn der Schwerpunkt
8 (43 y5) des Dreiecks Ursprung des neuen Systems ist?

797. Wie éindert sich die Gleichung y = —L 2 + 2 bei Drehung des Koordinatensystems um
60°7
798. Wie lautet die Gleichung der Geraden y = — + 1 in einem Koordinatensystem, das um den

3 .
Wlnkel @ = 42° gedreht ist und den Urspnmg o (I' —?) hat? (Bestimmung der
F te mittels Rechenstab!)

30. Kreis
30.1. Gleichung des Kreises
Definition

Der Kreis ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem Punkt, den diese
Menge nicht enthélt, gleichen Abstand haben.

Um die Gleichung eines Kreises vom Radius  analytisch darzustellen, muB man eine
Bedingung suchen, der die variablen Koordinaten z und y eines Punktes der Menge
geniigen. Denkt man sich den Mittelpunkt M des Kreises mit dem Radius r im Ur-
sprung, und wéhlt man auf der Peripherie einen beliebigen Punkt P(x; y), so gilt
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nach Bild 153 fiir diesen variablen Punkt die Beziehung:
a? Ayt =2

(nach dem pythagoreischen Lehrsatz).

Mittelpunktsgleichung des Kreises (121)

Die Gleichung (121) gilt fiir alle Lagen von P, auch dann, wenn x oder y oder beide
Koordinaten negative Werte annehmen.

y
Plx;y)

F
Mitniyin) Ea

Bild 153 Bild 154

Schreibt man (121) explizit, so erhalt man die Kurvengleichung fiir den Kreis in
expliziter Form, also:

a2t

Hieraus ist ersichtlich:
Fir o <r existieren zwei reelle y-Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unter-
scheiden. Die Kurve verliuft symmetrisch zur z-Achse.

Fir « >r nimmt y imaginire Werte an. Derartige Kurvenpunkte existieren
nicht in unserem reellen Koordinatensystem.

Fir © = 47 ergibt sich die Ordinate y = 0. Die Kurve schneidet an diesen beiden
Stellen die Abszissenachse.

Fir # =0 erhilt man die Ordinatenwerte y,,, = --r. Diese Punkte sind die
Schnittpunkte mit der Ordinatenachse.

Die Menge aller Punkte der Ebene, die innerhalb des Kreises liegen, ist gegeben durch
2?4yt <2,

Fiir alle Punkte auferhalb des Kreises ist a2 + y?2 > 72, Ist der Kreismittelpunkt
nicht im Koordinatenanfangspunkt gelegen, sondern hat er die Koordinaten am; Ym
(Bild 154), so erhilt man eine neue Gleichung.
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Allgemeine Gleichung des Kreises If —am)? + (¥ — ym)? =12 | (122)

Die Gleichung (122) stellt einen Kreis in allgemeiner Lage dar. (122) entsteht dabei
durch Koordinatentransformation aus (121).
Gleichung (121) ist also ein Spezialfall von Gleichung (122). Liegt M in einem der
iibrigen Quadranten, so haben #m und ym die entsprechenden Vorzeichen.
So heiBt z. B. die Gleichung des Kreises mit dem Radius r =4, dessen Mittel-
punkt die Koordinaten am = —2 und ym = 3 hat:

@+ 27 + (y —3)* = 16.
Liegt M auf der x-Achse, so ist ym = 0; die Kreisgleichung lautet dann:

(@ — am)? + y? = 12,
Liegt M auf der y-Achse, so ist &m = 0; die Kreisgleichung lautet dann:

(Y —ym)2 =12
Liegt M auf der z-Achse und geht der Kreis durch den Ursprung, so lautet die Kreis-
gleichung:

@t +yr=r

x4 2xr 12 4 y2 =12

oder
a® 4 y? 4+ 22r = 0. (I)

Die Gleichung (I) heiBt Scheitelgleichung des Kreises fiir die Berithrung mit der
y-Achse.
Die Scheitelgleichung fiir die Beriihrung mit der z-Achse lautet entsprechend:

22 4y £ 2ry = 0. (II)
Das doppelte Vorzeichen des linken Gliedes deutet an, daB die Berithrung der
Koordinatenachsen sowohl von links als auch von rechts bzw. von unten als auch von
oben erfolgen kann.
Beim Quadrieren der Gleichung (122) ergibt sich:

a? — 2amx + 2% - Y2 — 2ymy + yi, =12,

Daraus erkennt man:

Satz

Ein Kreis wird dargestellt durch eine Gleichung zweiten Grades, die kein Glied mit
2y enthilt und bei 22 und y? denselben Faktor hat.

Da eine Gleichung durch Multiplikation mit einem Faktor giiltig bleibt, kénnen wir
die allgemeine Kreisgleichung in der Form schreiben :

|AxZ+Ay2+Bx+cy+D=o (123)
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wobei A4 == 0 ist. Der Fall A = 0 ist ausgeschlossen, da die Gleichung dann nicht vom
2. Grade ist und keinen Kreis mehr darstellt.

Ist in Gleichung (123) B =0 oder C' =0, so hat der Kreis seinen Mittelpunkt auf
der Ordinaten- oder Abszissenachse [siehe (I) bzw. (IT)]. Ist B = C = 0, liegt M im
Ursprung. Ist B = C = 0 und gleichzeitig D = 0, dannergibtsich y = 4 ]/7—705 Das
ist aber keine reelle Kurve wegen y = -+ ja. Ist schlieBlich nur D = 0, verlauft der
Kreis durch den Ursprung.

Fiir eine gegebene Gleichung (123) soll jetzt die zugehérige Kurve untersucht werden.
Dividiert man die Gleichung (123) durch 4, lautet sie:

B c D
x2+y2+zw+zy+z=0~ (I10)

D und g als Quotienten ebenfalls Konstanten sind, 148t sich die Gleichung in

i B C
A A
der vereinfachten Form angeben:

2? +y? - ma +ny +k=0. (Iv)
Durch quadratische Erginzung der 2- und y-Glieder geht die Gleichung (IV) iiber in:

2 2 m2 n2
z’+mz+7-2—+y’+ny+%=+—k

2 2 2 2_4k
(x+%")+(y+%)=%- 4

Das ist die Gleichung eines Kreises in allgemeiner Lage, sofern m? - n2 > 4k ist.
Sein Mittelpunks ist 3  — 25 — %) und sein Radius r = % V2 + nE — 4k
Die Diskriminante m? + n? — 4k ist also ausschlaggebend, ob die Gleichung (V) einen
Kreis mit reellem oder imaginirem Radius wiedergibt.

(V) 1aBt die Umkehrung des Satzes iiber die Darstellung eines Kreises zu, so da$ aus-
gesagt werden kann:

Liegt eine Gleichung vom 2. Grade in 2 und y vor, in der die Koeffizienten der qua-
dratischen Glieder einander gleich sind und das Glied mit zy fehlt, so stellt diese
Gleichung einen Kreis dar und kann auf die Form (122) gebracht werden, so-
fern m? + n® > 4k ist.

BEISPIELE

1. Die Gleichung eines Kreises lautet:

2+ Y+ 42+ 6y — 12 =0.

Es sind der Mittelpunkt M und der Radius  dieses Kreises zu ermitteln.
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o

Lésung: Die gegebene Gleichung wird mittels quadratischer Ergiinzung auf die Form (122)
gebracht.

(@ +4z+4)+ (P +6y+9) —12=4+9=13
oder

@+ 28+ (y + 3 = 25.
Hieraus ergibt sich: » =5 und M(—2; —3). Der Mittelpunkt dieses Kreises liegt also im
3. Quadranten. i

- Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch den Punkt P, (— ¥2;0) geht und die bei-

den Geraden

i 2—y+2=0
und

go: 172 —Ty —26=0
beriihrt?
Losung: Dieses Beispiel zeigt einen Fall, der eine griind-
liche Voriiberlegung erfordert. Ratsam ist es stets, in sol-
chen Fillen mit einer Analysisfigur sich den Aufgabentext
optisch klarzulegen. Dabei wird die Figur fiir einen ganz
allgemeinen Fall angelegt.
Analysisfigur: Aus Bild 155 ist ersichtlich, daB: /g/

1. M (¥m; ym) auf der Winkelhalbi den w, des Schnitt
winkels von g, und g, und daf3 P, innerhalb dieses Schnitt-

winkels liegen. \ x
2. Die Lote von M auf g, und g, haben die gleiche Liinge. %

(Die Winkelhalbierende enthilt ja die Menge aller Punkte b, ]

der Ebene, die alle der Bedingung unterworfen sind, da il 166

sie von den Schenkeln des Winkels stets beide den gleichen
Abstand haben.)

3. Der Kreis, der in all iner Lage wird, geht durch P,; also ist P, als Peri-
pheriepunkt ein Element der den Kreis darstellenden Punktmenge der Ebene.

Das sind 3 Bedingungen, die analytisch formuliert werden miissen.

Die Gleichung der Winkelhalbierenden ist nach (117)
z—y+2 172 — 7y — 26

w;: = 0
' V2 13.72
und somit
.3
wy: Y= 3 z.

Die Liinge des Lotes von M auf gyist:
1
|| = Im—¥m + 2
V2
Wenn P, (z,;y,) auf dem gesuchten Kreis liegt, so miissen die Koordinaten von P, die Kreis-
gleichung befriedigen.

Es muB} gelten:
(@ — am)* + @ — ym)? = r2.
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Auf die v hriet GroBen bezogen, ergeben sich also die 3 Bedingungsgleichungen:
3
Ym = 5 Zm (V)
(Zm — ym + 2)* = 21* (V)
(=72 — 20) + (0 — ym)2 = 2. (Vi)
Aus diesem Gleich 'y mit 3 Unbel lassen sich @, ym und r bestimmen.
Durch A dri bzw. U llen der Glieder erhilt man:
3
Ym =5 Zm (IX)
@2 + y5 + 42m — 4ym — 2%mYm + 4 = 272 (X)
2k + Y5+ 2 V2 2m +2=r (X1)

Multipliziert man (XI) mit dem Faktor 2 und subtrahiert man (XI) von (X), so ergibt sich:

— a3 — 44 + 42m (1 — 12) — dym — 22mYm = 0.

3 5 s ‘ s
Diese Gleichung (— 1) multipliziert und fiir ym = - ¥m gesetzt, liefert die quadratische

Gleichung:

oder

2

2522 + 8am (1 —212) =0
Zm(252m + 8 - 3,828) = 0.

Daraus ergibt sich:

Tmy =0 und gy =0
Tpe = — 1,225 ~ —1,2
Yme = — 1,838 ~ —1,8.

Die quadratische Gleichung besagt, daB es zwei Wurzeln gibt, daB also zwei Kreise existieren
miissen, die die gestellte Forderung erfiillen. .
Die gesuchten Radien ergeben sich durch Ei der Mittelpunktsl di in (VII).

frj = 2= 2 95 i
V2

Iyl = =12 1842 g 15 184

vz

Die beiden Kreise k, und %, haben somit die Gleichungen:

ky:2®+9y*=2 und k,:(x+ 1,2)® 4 (y + 1,8)2 = 3,39.
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Analytische Probe: Werden die beiden Geraden mit den Kreisen zum Schnitt gebracht, so
ergeben sich fiir die Abszissen der Schnittpunkte Doppelwurzeln. Das bedeutet aber, daB die
Geraden die Kreise beriihren.

71 5 1 1 5
—1;1); T2 — L) 1 (-2 ) ml+l, —B).
Ti(—1;1); 1(13, 13), z( o 2) Tz(+ 2 2)

Konstruktive Losung dieser Aufgabe
Neben dem rein analytischen Weg kann man die Mittelpunkte und die Radien der beiden Kreise
ky und k, auch geometrisch ermitteln mit Hilfe des Sekanten-Tangentensatzes (vgl. EL

math. 23.3.).
Der Tangentenabschnitt ist die mittlere Proportionale zwischen der ganzen Sekante und ihrem

duBeren Abschnitt.
Bei der Konstruktion der Kreise zeichnet man zuniichst die Winkelhalbierende w, (Bild 156).

¥

<

92

Bild 156
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Weiter fillt man von P, auf w, das Lot und verlingert es bis zum Schnittpunkt S, mit g,. Auf
dieser Verlingerung wird der Spiegelpunkt P{ angegeben. Der Schnittpunkt des in P auf
P, P| errichteten Lotes mit dem THaLEskreis zu P, S, sei C. Dann stellt CS, die mittlere
Proportionale zu P, S, und P{S, dar. Der Kreis mit C'S; um S, schneidet die Gerade g, in
den gesuchten Tangentialpunkten 7'f und 7'%. Auf gleiche Art lassen sich die Beriihrungs-
punkte 7', und 7', der Geraden g, mit den Kreisen k, und k, konstruieren. Die Mittelpunkte M,
und M, sind schlieBlich Schnittpunkte der auf ¢, und g, in den Tangentialpunkten errichteten
Lote mit der Winkelhalbierenden w,.

(Man zeichne die beiden Geraden und P, einmal selbst in Millimeterpapier ein und fiihxe die
Konstruktion sauber durch!)

AUFGABEN

799. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der den Radius 7 = 6 und den Mittelpunkt M (—3;4)
hat?

800. Wie groB sind Mittelpunkt und Radius des Kreises
2+ (y — 5 =32
801. Es sind Radius und Mittelpunkt folgender Kreise zu besti; 5
a)a®+ y? — 8z — 10y +32=0
b) 2a® + 2y° + 24z — 10y =0
c)2?+ y*—8x =9
d) a* + 2 + 10y = 0
e) 22+ y> + 142 — 10y + 48 =0
f) 92® 4 9y — 92 — 6y — 53 = 0.

802. Es soll die Gleichung des Kreises auf; 1t werden, der den Mittelpunkt M (15; 8) besitzt
und durch den Ursprung verliuft.
803. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der den Mittelpunkt 3 (—8; 6) hat und durch den

Punkt P(—5;2) geht?

804. Man ermittle die Gleichung des Kreises, auf dem der Punkt P (— 2; 4) liegt und der diey-Achse
im Punkte 7'(0; 8) beriihrt.

805. Ein Kreis soll beide Koordinatenachsen beriihren und aulerdem durch den Punkt P(1; 2,
verlaufen. Wie lautet die Gleichung dieses Kreises?

806. Ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Geraden y = 3x — 19 liegt, soll durch die Punkte
P, (115 2) und Py(7; — 2) hindurchgehen. Wo liegt der Kreismittelpunkt und welches ist der
Radius dieses Kreises?

Wie lautet die Gleichung des Kreises, der durch dic Punkte P,(25; 10), P,(—10; 15) und
P4(29; 2) hindurchgeht?

3

807.

808. Die Peripheriepunkte eines Kreises sexcn A(17;12), B( 7; —6) und C(14; —9). Man
bestimme die Koordi des Krei Ipunktes sowie den Radius.

809. Ein Kreis beriihrt die y-Achse und die Gerade y = 18 z + 11 und geht durch den
Punkt P(10; 1). Wie lautet die Kreisgleichung? 4

810. Es soll die Gleichung des Kreises s,uigeste]lt werden, der die x-Achse in 7'(3;0) beriihrt und
auf der y-Achse die Sehne s =2 L absct
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30.2. Kreis und Gerade

Bei Betrachtung des Kreises & und einer Geraden g zeigt sich, dal beide 3 verschiedene

Lagen zueinander haben konnen.

a) Die Gerade schneidet den Kreis, ist also eine Sekante und hat mit ihm 2 Punkte
gemeinsam: kng = {P;; Py}.

b) Die Gerade beriihrt den Kreis, ist also Tangente und hat mit ihm einen Punkt ge-
meinsam: kng = (P,}.

c) Die Gerade schneidet oder beriihrt den Kreis iiberhaupt nicht und hat infolgedessen
mit ihm keinen Punkt gemeinsam: kng = & .

Zur Untersuchung dieser 3 Moglichkeiten sei die Gerade mit dem Kreis zum Schnitt

gebracht. Sind Schnittpunkte vorhanden, miissen ihre Koordinaten sowohl die Glei-

chung der Geraden als auch die des Kreises erfiillen. Beide Gleichungen kénnen also als

ein Gleichungssystem hingeschrieben werden.

wtyi=r @
yi=mx+b  (i=1,2..) (IT)

Der Kreis ist dabei in Mittelpunktslage angenommen. Durch Einsetzen von (II) in (I)
ergibt sich:

o} + (ma; + b =12
oder

@} + m2a} + 2mba; + b2 —r2 =0

2mb b2 — 2

d+ T

14 m? 1+m’=0'

Da eine quadratische Gleichung zwei Wurzeln hat, ergeben sich allgemein zwei Werte
2; und @, bzw. ¥, und y,.

Esist
_ —mb+ ]/rz(l + m?) — b2 b+ m ]/72(1 + m?) — b2
BE =g g
o — _"Lb_]r’r’(l-}—m’)—bz _ b—m Vr2(1+7r12)~b2
2T 14 m? > Y= 1+ m? :

Den Radikanden r2(1 + m?) — b% bezeichnet man als Diskriminante A.
A =121 + m?) — b2

Fiir die Beschaffenheit dieser 2 Losungspaare ist der Ausdruck unter der Wurzel aus-
schlaggebend. Es kann sein:

4zo0.

a) Ist 4> 0, so erhilt man zwei reelle, voneinander verschiedene Losungen. Die
Gerade schneidet den Kreis (Fall der Sekante).
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b) Ist 4 =0, so sind die Werte von &, und , bzw. y, und y, reell und einander gleich.
Die Schnittpunkte fallen zusammen, d. h., die Gerade beriihrt den Kreis im Punkt
P, = P, = P, (Fall der Tangente). Die Koordinaten des Berithrungspunktes sind
dann:

—mb

Zg=-—> und y,=

b
1+ m? 14 m2’

Den Anstieg m der Tangente im Kurvenpunkt P, erhilt man durch Division der
beiden Ausdriicke:

_ %
Yo

¢) Ist 4 < 0, sosind die Werte von 2, und z, bzw. y, und y, komplex. Es existiert also
kein reeller Schnittpunkt. Die Gerade liegt vollig auBerhalb des Kreises.

Geometrische Betrachtung:
Da m = tan «, wobei x der Winkel ist, den

Y.
die Gerade y = ma + b mit der positiven
z-Achse bildet, so folgt:
(1 + m?) = r3(1 4 tan? &) =
r2 4
= i 4 b
cos? & i
Mithin koénnen die 3 Bedingungen folgen- A A
dermafBen geschrieben werden: / 0 x
r3
—bz0
0% <
cos® o 4
a vl
oder el 1L Bild 157
oder rZ|beos .

Fillt man vom Ursprung das Lot 04 =d auf die Gerade g (Bild 157), ist
d = |bcos «|.
Mithin lautet die Bedingung dafiir, daB die Gerade den Kreis entweder in zwei Punk-

ten schneidet oder in einem Punlkte beriihrt oder keinen Punkt mit dem Kreis gemein-
sam hat:

>
rzd.

Dieses Ergebnis ist aus der Elementargeometrie bekannt.
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AUFGABEN

811. In welchen Punkten schneidet die Gerade z — y = 4 den Kreis 2® | y? = 250?

812. Man berechne die Schnittpunkte der Geraden 2z + 3y — 21 =0 mit dem Kreis
22 + y® + 22 + 2y — 50 = 0.

813. In welchen Punkten schneidet der Kreis

2?24 y* + 222 — 18y + 57 =0
die Koordinatenachsen.

814. Welche Lage hat die Gerade 4z + 3y = 25 zu dem Kreis z? 4 y® = 25?

815. Welche Lage hat die Gerade 9z — 4y + 36 = 0 zu dem Kreis 2® 4 y* =9?

816. Ein Kreis mit der Gleichung 42 4 4y® + 122 — 19,36 wird von der Geraden
5,52 — 9y + 19,8 = 0 geschnitten. Man bestimme mit Hilfe des Rechenstabes auf eine
Dezimale die Koordinaten der beiden Schnittpunkte.

817. Ein Kreis mit dem Radius r = 5 beriihrt die Gerade 3z + 4y — 9 = 0 im Punkt Py(—1;
3). Welche Koordinaten hat der Mittelpunkt des Kreises? (Wieviel Losungen muB es fiic M
geben?)

818. Ein Kreis in Mittelpunktslage beriihrt die Gerade y = 1,33z + 4,16 in einem Punkte
Py (2y; Yo). Wie groB sind der Radius r des Kreises und die Koordinaten des Beriihrungs-
punktes P,? (Benutzung des Rechenstabes!)

819. Die Gerade y = — % z 47 wird von einem Kreis mit dem Mittelpunkt M (— 1,5; 0,75)
beriihrt. Zu bestimmen sind die Koordinaten des Tangentialpunktes und der Radius des
Kreises.

820. Wie lautet die Gleichung des Kreises, der die beiden Geraden ¢,: y — 1 = 0 und g,: 135z —
— 84y -+ 84 = 0 beriihrt und dessen Mittelpunkt auf der Geraden gy:  — y + 3 = 0 liegt?

821. Es sollen die Mittelpunkte und die Radien der beiden Kreise bestimmt werden, die die Ge-
rade g: 4z + 3y — 3 = 0 beriihren und gleichzeitig durch die Punkte P, (— 2,99; — 0,95)
und P,(—1,05; 1) verlaufen.

a) Analytische Berechnung der Koordinaten der Mittelpunkte (Benutzung des Rechen-
stabes, Angabe auf eine Dezimale).
b) Konstruktive Ermittlung der Mittelpunkte (siehe hierzu Beispiel 2, S. 357.

822. In einem Kreis vom Radius r bewegt sich eine Sehne von konstanter Linge . Es soll die
Menge aller Punkte der Ebene bestimmt werden, die diese Sehne im Verhiltnis m:n teilen.
Wie lautet die Gleichung dieser Punktmenge fiir den Fall, daB die Punkte gerade Mittel-
punkte der Sehne sind?

823. Welche Punktmenge der Ebene hat die Eigenschaft, daB der Quotient aus den Abstéinden
eines jeden Punktes dieser Menge von den Endpunkten einer festen Strecke 4B = 6 cm
stets denselben Wert aufweist, also konstant ist?

824. Gegeben sind eine Gerade g und ein fester Punkt P auBerhalb der Geraden im Abstand a.

Von P aus seien nach der Geraden Strahlen gezogen. Zu ermitteln ist die Punktmenge der
Ebene, deren Punkte alle die Bedingung erfiillen, daB sie auf den Strahlen liegen und ihre
Entfernung von P umgekehrt proportional dem Radiusvektor nach der Geraden g ist.
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825. Eine Kreissekante dreht sich um einen auBerhalb des Kreises gegebenen Punkt P. Es soll
die Menge der Mittelpunkte der auf den Sekanten von dem Kreis abgeschnittenen Sehnen
bestimmt werden.

826. Gegeben ist ein Kreis vom Radius 7 = 4 em und auf seiner Peripherie ein variabler Punkt
P sowie ein fester Punkt 4. Zu bestimmen ist die Menge der FuBpunkte des von A auf MP
jeweils gefillten Lotes.

827. In einem Dreieck mit der festen Seite BC = a ist die Summe der Quadrate der beiden

anderen Seiten gleich s2. Wie lautet die Gleichung der Punktmenge fiir den sich bewegenden

dritten Eckpunkt 4? (B sei Koordinatenanfangspunkt).

Zu welcher Punktmenge der Ebene gehoren alle Punkte, fiir die die Quadrate ihrer Entfer-

nungen von den 3 Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a eine konstante

Summe 2 haben?

828.

@

30.3. Gleichung der Kreistangente

30.3.1. Gleichung der Tangente in einem Punkt des Kreises

Die Gleichung der Tangente in einem Punkt P, (z; y,) des Kreises 1aBt sich auf ver-
schiedene Weise herleiten.

1. Lisungsweg: (Analytische Herleitung der Tangentengleichung)
Eine Gerade hat mit einem Kreis nur einen Punkt gemeinsam, wenn die Diskrimi-

nante 4 =0 ist. Dieser Punkt ist dann der Berithrungspunkt der Geraden mit dem
Kireis. Seine Koordinaten lauten (vgl. 30.2):

—mb b
B=irm "™ e @
Durch Kombination der beiden Gleichungen 148t sich m durch die Koordinaten «, und
Y, ausdriicken ; namlich :

- 2
% = o1 + m?)

und somit
@
m=——. IT
Yo m
Damit kennt man den Anstieg der Geraden, die Tangente an den Kreis im Punkt
Py (o yo) ist. Mithin laBt sich die Tangentengleichung mittels der Punktrichtungs-
gleichung aufstellen.
Esist
Y =% _ %

e Yo

Durch Umformung erhilt man:

YYo — Yo = —axy + 23
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oder
w2y + YYo= G + ¥§-
Da P, auf dem Kreis liegt, miissen seine Koordinaten die Kreisgleichung erfiillen.
Es mub also sein:
ag +yg=1*%
Demnach lautet die zum Kreispunkt Py (2o; ¥,) bei Lage des Mittelpunktes M/ im Ur-
sprung gehorige

Gleichung der Kreist: t

2. Losungsweg: Sind m, der Anstieg des Beriihrungsradius und m, derjenige der Tan-
gente, so muB, da der Kreisradius senkrecht auf der Tangente steht,

S— y
. i ¢
sein.
Wegen m, = tan ¢ ist also: 2Lyl
1 L
my = — v
tan @ P
o % 4
Aus Bild (158) ist ersichtlich, daB : N\
— Y%
tanp = P
Mithin ist
. Bild 158
my = ———.
Yo

Das ergab sich auch rein analytisch aus der Diskriminantendiskussion fiir den Fall
4 =0.

Setzt man den Berithrungspunkt Pg(x,; ¥,) als bekannt voraus, so lifit sich wieder
(wie bei Weg 1) mittels der Punktrichtungsgleichung die Tangentengleichung aufstellen.

Die Gleichung der Kreistangente kann auch mit Hilfe der Differentialrechnung aufgestellt
werden. Dieser 3. Weg wird im Teil Differentialrechnung (vgl. Band ,,Analysis‘, Abschnitt 4.)
aufgezeigt.

Liegt ein Kreis in allgemeiner Lage (x — @m)? + (¥ — ym)? = r2 vor, so findet man die
Gleichung der Kreistangente dadurch, dal man durch den Mittelpunkt M ein neues

&, n-Koordinatensystem legt, dessen Achsen zu denen des alten Systems parallel ver-
laufen. Dann lautet die Gleichung des Kreises in dem neuen System :

&R =1,
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Sind &, und 7, die Koordinaten des gegebenen Berithrungspunktes der Tangente in
bezug auf das &,7-System, so lautet die

Tangentengleichung im neuen System : y 7
&g+ e =12
. Bk
Aus Bild (159) sieht man, daB i )
E

=2 —am und &)=y — T, / \

N=Y —Ym und 7=y —ym. Y |/
Werden diese Werte fiir £ und 7 baw. &
und 7, in die Tangentengleichung einge-

setzt, so erhélt man, bezogen auf das alte 7 x
«;y-System : o &
Bild 159
Gleichung der Kreist te bei allzemeiner Lage des Kreises
(@ —Zm) (% — 2m) + (¥ — Ym) (Yo — Ym) =72 (125)
BEISPIEL

An den Kreis 2% + y* — 6z — 2y + 6 = 0 werden in den Punkten P, und P, mit der Ab-
szisse 2, = + 2 die Tangenten gezogen.
Wie lauten die Gleich dieser T ten?

Lésung: Da die Kreisgleichung in allgemeiner Form vorliegt, wird sie zunichst auf die Form
(122) transformiert.

(@ —6z+9)+ (@~ 2y +1)+6=0+9+1

(@ =3+ (g — 19 = 4.

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, da8 der Radius des Kreises » — 2 ist und der Mittelpunkt
M die Koordinaten zpy = 3, Ym = 1 besitzt.
Da von den Beriithrungspunkten P, und P, nur die Abszisse angegeben ist, muB die Ordinate
erst berechnet werden. Dies geschieht, indem man den Abszissenwert Zy;p = 2 in die ge-
gebene Kreisgleichung einsetzt. Dadurch erhilt man eine quadratische Gleichung fiir y, die die
beiden Ordinaten y, und y, liefert. Fiir z = 2 ergibt sich:

44y —12-2y+6=0

Yz =173

Unter Anwendung von Formel (125) ist dann:
E=32—-3)+y—-1)(1+V3—-1)=4
V3 143

y= -+
3 V3
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Das ist die Gleichung der Tangente in P,(2;1 + VC;) k.

Ferner erhilt man:
@=32-3)+u-){1-13-1)=4

1B - V3

3 V3

y=

Das ist die Gleichung der Tangente in P, (2;1 — V§)

30.3.2. Gleichungen der Tangenten von einem Punkt an den Kreis

Da man von einem Punkt P (x,; y,) an den Kreis a2 + y2 = 12 zwei Tangenten legen
kann, ist es zunichst erforderlich, daB man die unbekannten Beriihrungspunkte
P, (2,; yy) und P,(x,; y,) ermittelt (Bild 160).

Die beiden Tangentengleichungen in P, und P, werden
lauten: *K

xx) + Yy, =1r*
Xy + Yy, = r2. I

Da der Punkt P, auf beiden Tangenten liegt, miissen seine
Koordinaten die Gleichungen erfiillen.

Es mul} demnach gelten:

Tpy + Yoy = 1% (IT)
Loy + YoYs = 72. Bild 160

Eine Gleichung von der Gestalt x,x + y,y = r* wird befriedigt durch die Koordinaten
von P, und P,, was aus den Gleichungen (II) hervorgeht. Da durch zwei Punkte eine
— und nur eine — Gerade gelegt werden kann, muB die Gleichung xx, + yy, = r* dié
Gleichung der durch P, und P, gelegten Geraden seip Man bezeichnet die zu dieser
Gleichung gehorende Gerade als die Beriihrungssehne oder Polare zum Punkt P,. Sie
ist die Sekante des Kreises, die die beiden Berﬁhmngspunkte P, und P, miteinander
verbindet.

Zu jedem Punkt P, auBerhalb eines Kreises a2 4 y2 =12 gehort eine Gerade
x&y + yy, = 1%, die Polare des Poles Py mit cler Beriihrungssehne P; P,.

Liegt P, auf dem Kreis selbst, so ist

T+ YYo =1°

zugleich Tangente und Polare.

Liegt P, innerhalb des Kreises, so 148t sich mit, Hilfe der Husstschen Normalform (114)
feststellen, daB die Polare auBerhalb des Kreises liegt. Befindet sich namlich P, inner-
halb des Kreises, so lautet die Gleichung der: Polare in der Hesseschen Normalform:

2T + Yyo — 1* _

=S 0
Vi + v
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oder
M’ﬁﬁl — L =0.
Vaii+v Vet w
Dabei bedeutet
7-‘3
Vi + 0

den Abstand der Geraden vom Ursprung, der hier zugleich Kreismittelpunkt ist.

Da nun Py(xy; y,) innerhalb des Kreises liegt, so ist

Va4 <r,
also
r2
Vai + v
In Worten heiBt das aber, die Gerade liegt auBerhalb des Kreises.

>r.

BEISFIEL

Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, die man von dem Punkt P,(6;7) aus an den

Kreis 2% + »® = 4 legen kann?

Reriil 1 ¢ 1

Losung: Zuerst wird die Gleichung der

Txy + YYp — 12 =10
64Ty —4=0

Die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Kreis sind die Berithrungpunkte der von P, an den

Kreis gelegten Tangenten und werden wie folgt berechnet:
B?tyt=e
6o+ Ty—=4

_4-Ty
6

In (III) eingesetzt:
(4 — Ty)® + 3632 = 144
85y + 56y — 128 =0

T

56 128
3= Dy 222 g
Y T s
_ 2841784 10880 _ 28 + V11664
Yi2 85 =-—73s
28 + 108
Y12 = :t"

85

(TIT)
(Iv)



30.3. Gleichung der Kreistangente 367

also:
-8 — 18
yl L 5 ’ Yo = 17'
Durch Einsetzen erhiilt man die Abszissen:
30
17"
Somit haben die Beriihrungspunkte die Koordinaten:

6. 8 30 16
Pil——; =), Pl-=5 — =)
’( 5 5) ’(17 17)

Setzt man schlieBlich diese Koordi werte in die Kreist: leick

a:lz—% und  z, =+

zo +yy =4 und 2z, +yy, =4
der beiden 1 T: ten:
4 —6r+ 8y—20=0

3z — 4y+10=0

ein, so lauten die Gleich

ty: 30z — 16— 68 =0
15z — 8y —34=0.
Will man sich von der Richtigkeit der Gleichungen iiberzeugen, so braucht man die beiden

Tangenten nur zum Schnitt zu bringen. Die Koordinaten des Schnittpunktes miissen wieder
die des Punktes P sein.

AUFGABEN
829. Wie lauten die Gleicl der T in den Kreispunkten
a) P,(5; 0), b) P, (3;4)

83

831.

832.

833.

e

an den Kreis 2% + 32 = 25?

Wie lauten die Gleichungen der Tangenten in den Punkten

a) Py(5;12), b) Py(12; —5) des Kreises x? -+ y2 = 169?

¢) Wo schneiden einander die beiden Tangenten?

d) Welchen Winkel bilden sie miteinander?

An den Kreis 22 + y* 4 4z + 10y — 140 = 0 werden in den Punkten mit der Abszisse
z; = —17 die Tangenten gszogen.

a) Wie lauten die beiden Tangentengleichungen?

b) Welchen Winkel schlieBen sie ein?

Es sollen die Gleichungen der beiden Tangenten an den Kreis aufgestellt werden:

a) (& — 5)2 + (y -+ 8)2 = 113 im Punkte P,(13;y, < 0)

b) (@ — 7?2 + (y — 2)* = 58 im Punkte P,(z, > 0; —5)

Wie lauten die Gleichungen der beiden Tangenten an den Kreis 22 + y2 = 6,25, die parallel
zu der Geraden 4z — 3y + 6 = 0 verlaufen?

834. Wie lauten die Gleichungen der Tangenten an den Kreis 2% + y2 + 4z — 8y — 80 = 0, die

auf der Geraden 4x — 3y = 0 senkrecht stehen?
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835. Ein Kreis habe die Gleichung 22 + y2 = 100.

Man b die Gleichungen der Tang die sich von dem Punkt P,(—14;2) an
diesen Kreis legen lassen.

836. Vom Punkt P,(—4;2) werden an den Kreis

522 4 5y — 20z — 60y + 136 =0
die Tangenten gelegt. Wie lauten ihre Gleichungen?
. Vom Punkte P0<2§2; %) sollen an den Kreis
224y — 8z —4y=0
die Tangenten gelegt werden. Wie lauten ihre Gleichungen?

Anleitung: Ist ein Kreis in verschobener Lage gegeben, so muB er mittels Parallelver-
schiebung auf ein Koordinatensystem bezogen werden, das den Ursprung in seinem Mittel-
punkt hat. Die Gleichung im &; 7-System lautet dann:

L=

und damit die Gleichung der Beriihr hne

E&o + e =12,
Dabei setzt man: E=2 —am und & =) —2m
M=y —ym und 7 =y, — ym

und erhilt als Gleich der Beriihr

im ,y-Syst

(& — 2m) (o — Zm) + (¥ — Ym) (o — Ym) = 1%

838. Man ermittle die Gleichungen der Tangenten, die vom Punkt P, (0; — %) an den Kreis mit

dem Mittelpunkt M (—3;0) und dem Radius 7 = 2 gelegt werden kénnen. (Man benutze
hierbei den Rechenstab und gebe die auftretenden Faktoren auf eine Dezimale genau an.)
Zu berechnen ist der Winkel, den die beiden Tangenten miteinander bilden.

839. Zu welcher Punktmenge der Ebene gehoren alle Punlkte, fiir die der Tangentenabschnitt PT'

der von ihnen an den Kreis 22 4 32 = 12 gelegten Tangente die mittlere Proportionale zu
ihrer Ordinate und dem Radius des Kreises ist?

840. Ein um den Ursprung mit Radins r beschriebenener Kreis schneidet die y-Achse in B. Auf der

30..

in B an den Kreis gelegten Tangenten bewegt sich der Punkt P. Von ihm sei an den Kreis die
zweite Tangente gelegt, die ihn in @ beriihrt. Es soll die Menge aller Hohenschnittpunkte H
der Dreiecke BPQ ermittelt werden.

3.3. Schnittpunkte und Schnittwinkel zweier Kreise

Fiir die Lage zweier Kreise zueinander ergeben sich wie bei der Lage von Kreis und
Gerade 3 Hauptfille.

a)

Die beiden Kreise k; und k, schneiden einander und haben somit zwei Punkte gemein-
sam:

kynk, = (P;; Py}.
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b) Die beiden Kreise beriihren einander und haben somit einen Punkt gemeinsam:
kynky = {Py}.

c) Die beiden Kreise schneiden einander nicht und beriihren einander auch nicht, ha-
ben somit keine Punkte gemeinsam.

kink,=g2.

Die Bestimmung der evtl. vorhandenen Schnittpunkte beider Kreise sei an folgendem
Beispiel erliutert.

BEISPIEL .
1. Zu ermitteln sind die Schnittpunkte der beiden Kreise:

81
b (ot g)+e-v=§ ®
1\2 1\* 25

Ky £ —_) == 1T,

2 (x+ 2)+(y 2) o (Im)
Losung: Es liegen zwei Kreise in allgemeiner Lage vor. Durch Ausquadrieren der Klammern
sind beide Gleich ichst auf die allgemeine Form zuriickzufiihren.

22+ +32—2y—17=0 (IIT)

22+ yP+ar—y—12=0 (IV)

Subtrahiert man diese Gleichungen voneinander, dann fallen die quadratischen Glieder weg,
und es entsteht die Gleichung:

22 —y=5
oder y=2x—5. V)
D]ese lmeare Gleichung stellt eine gerade Linie dar, die als Potenzlinie!) bezeichnet wird. Durch
K der Gleict (III/V) oder (IV/V) ergeben sich die Koordinaten der frag-
lichen Schnittpunkte.

224 (2o — 52+ 32— 222 —5) —17=0

512—21z+18=0

xZ—— +——0.

Hieraus ergibt sich:

Beide Koordinatenpaare miissen die Gleichungen (I) und (IT) befriedigen.

!) Die Potenzlinie steht stets senkrecht auf der Zentralen, d. h. auf der Verbindungsstrecke der
beiden Kreismittelpunkte. Sie geht durch die beiden Kreisschnittpunkte, falls solche existie-
ren
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Die Beriihrung zweier Kreise

Ergibt sich nur ein Wert fiir z und y, so fallen die beiden Schnittpunkte zusammen, d. h.
die Kreise beriihren einander. Diese Beriihrung kann von innen oder von auBlen statt-
finden. Im Falle der inneren Beriihrung ist der Abstand der beiden Mittelpunkte M,
und M, gleich der Differenz, bei duBerer Beriihrung gleich der Summe der beiden Radien.
Beriihren zwei Kreise

@ —am)? + (Y — Ymi)? =11
und

(@ —2me)l + (¥ — yme)2 =13
einander, so ergeben sich die Bedingungsgleichungen fiir die Art der Berithrung aus
der Abstandsformel fiir zwei Punkte:
(@m1 — Tme2)® + (Ym1 — Yme)? = (r; — rp)? fiir innere Berithrung
(*m1 — Zma)? + (Ym1 — Yma)? = (ry + 7,)?  fiir duBere Beriihrung.
BEISPIEL
2. Es soll lediglich festgestellt werden, ob die beiden Kreise

ky: a®+y2—8x+ 4y +11=0
ky: 2?4 y2 — 22412y —27=0

einander beriihren. Zufolge der v all, i Betrachtung kann man die
mogliche Beriihrung auch ohne Besti g der i Punkte erl

Lésung: Durch quadratische Erginzung der z- und y-Glieder ergibt sich:

B @—42 4 (28— 9
Eo: (2 — 1) 4 (y + 6)* = 64.

Demnach ist:
Tmi=4; ymi=—2; 1, =3
Tmz=1; yme=—6; =38

Nun bildet man:

(@m1 — 2m1)* + (Ym1 — Ym2)? = (r; &= 7,)?
(4 =12 + (=24 6)* = 25 = (r; — 7).

Es liegt also eine Beriihrung beider Kreise von innen vor.

Unter dem Schnittwinkel zweier Kreise &, und k, versteht man den Winkel, den die

beiden Tangenten in den Schnittpunkten miteinander bilden.

Da die Sehne zwischen den beiden Schnittpunkten P; und P, senkrecht auf 3 P,

steht, wobei P; der Schnittpunkt der Tangenten von k, (oder k,) ist, so sind die

Schnittwinkel bei P; und P, gleich groB.

_ Soll der Schnittwinkel der Geraden g mit einem Kreise k bestimmt werden, so bringt
man die Gerade zunichst mit dem Kreis zum Schnitt und stellt die Tangentengleichung
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fiir den Schnittpunkt P, (oder P,) auf. Dann bestimmt man den Winkel, den die Tan-
gente mit der Geraden g bildet, nach Formel (116):

o my—my

tan ¢ = [ E— mr7n,'

Dabei bedeuten :
m, Richtungsfaktor der Tangente,
m, Richtungsfaktor der Geraden,

¢ den Winkel, um den die Gerade g im positiven Sinn gedreht werden
muB, um mit der Tangente ¢ zur Deckung gebracht zu werden.

BEISPIEL

3. Unter welchem Winkel schneiden die beiden Kreise einander:
ky: 2+ y*— 222+ 4y +25=0
ky: 2 +y2—25=0 ?

Losung: Durch Subtraktion beider Kreisgleichungen ergibt sich:
—22z+ 4y +50=0
oder:
y=llz~2a (Gleich der P linie).
) 2
Quadriert man diese Gleichung und setzt man
(1z — 25)2
A \ol @)
¥ 1

in die Gleichung von %, ein, erhiilt man nach Zusammenfassung der Glieder:

12522 — 550z + 525'= 0
oder

z‘—gz g=0.
5 5

Hieraus ergeben sich die Abszissen der beiden Schnittpunkte
P; und P,: =3 und x,=14.

Die zugehorigen Ordinatenwerte erhilt man durch Einsetzen von z, und z, in die Gleichung
von k; (oder auch k,):

=4 und y,= —48.

Nunmehr geniigt es, in einem der beiden Schnittpunkte die Gleichungen der Kreist:
aufzustellen.
Die Schnittpunkte sind: P;(3;4) und P,(1;4; —4,8).
Die Gleichungen der beiden Tangenten in P, lauten dann:
t;: 4z — 3y =0 (Tangente an Kreis k,)
ty: 3z + 4y — 25 = 0 (Tangente an den Kreis ;)
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Die Richtungsfaktoren sind:

w

ml=% und  my = ——.

4
In diesem Fall ist:

my=——-.
& Mty

Die beiden Tangenten stehen also aufeinander senkrecht. Beide Kreise schnelden einander

unter dem Winkel von 90°.

(Die Formel fiir tan ¢ ist hier gar nicht erforderlich.)

AUFGABEN
841. Welche Lage haben die Kreise &, und k, gegeneinander, wenn

a)ky: 2°+y?— dz+ B8y— 5=0,
ky: 2%+ y® — 142 — 16y + 97 =0;
b) ky: 2+ y? + 102 — 14y — 47 =0,
ky: 2® 4y — 6z + 16y + 37 =0;
) ky: 2?4 y?4 6z+ 4y —36=0,
ky: 224+ y*— 8x+10y+ 5=0;
d)ky: a2+ Y2+ 162+ 14y + 77 =0,
ky: 2% 4 y* + 10z + 22y + 145 = 0.

842. Unter welchem Winkel schneidet die Gerade

y=z~}/§—10
den Kreis 22 + y2 =100 ?

843. Wie groB ist der Schnittwinkel der Kreise

ky: 42?4y + 202 —75=0
ky: 4% 44y — 36 — 24y +81=0 ?

844. Die Mittelpunkte zweier Kreise mit den Radien r, = 6,5cm und r, = 4 3 cm haben einen

Abstand von 9,5 cm. Unter welchem Winkel schneiden die Kreise ei

845. Es sollen der Mittelpunkt und der Radius eines Kreises angegeben werden, der durch die

Schnittpunkte der beiden Kreise

ki (o4 452 + (g — 157 =

ky: 2*4+ 32+ 32xz—3y +056=0
und durch den Punkt P (5,5; 4,5) geht.

(Rechenstabbenutzung)

846. Wie lang ist die Sehne eines Kreises in ¥ Ipunktsl mit dem Durch q = 5,6, die
durch Schnitt der Geraden mit der Glelchung 3z — 5y + 10,5 = 0 gebildet wird?

847. Wie lauten die Koordinaten des Mittelpunktes eines Kreises mit dem Radius r = 2, der die

beiden Kreise mit den Gleichungen
2?4+ y?+ 22 —6y+375=0
und 2?4y — 11z + 17,29 = 0 beriihrt?

848. Wo liegt der Mittelpunkt eines Kreises, der einen zweiten Kreis in den Punkten P, (—2; —3)

und Py(1;0) schneidet und auf der Geraden mit der Gleichung 9z — 14y — 63 =0 lie-
gen soll?
(Rechenstabbenutzung)
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31. Definitionen der Kegelschnitte, Bezeichnungen

31.1. Erklirung des Begriffes s Kegelschnitt<

Nach der Geraden und dem Kreis werden drei Kurven untersucht, die fiir Naturwissen-
schaft und Technik von besonderer Bedeutung sind. Es handelt sich um die Ellipse, die
Parabel und die Hyperbel. Diese drei Kurven werden auch als
Kegelschnitte bezeichnet. Sie entstehen, wenn ein Doppel-
kegel von verschieden geneigten Ebenen geschnitten wird.
Der Doppelkegel selbst sei folgendermaBen entstanden: In
einer Ebene /7 liege ein Kreis £ und senkrecht zu I7 iiber der
Kreismitte M ein Punkt S, Die Menge aller Geraden durch S
und durch die Punkte von % bilden einen Doppelkegel, der
nach oben und unten unbegrenzt ist (Bild 161).

Die Geraden heiBen Mantellinien des Kegels und schlieBen
mit /7 einen Winkel § ein. « sei der Neigungswinkel der Schnitt-
ebene £ (Espilon) gegen /7. Die Art der Schnittkurve ist von
der Relation zwischen « und  abhingig. Die Schnittkurve
heiBt fiir

« < f Ellipse  (Bild 162), Bild 161
o« = f§ Parabel (Bild 163),
o > f Hyperbel (Bild 164).

Diese drei Gruppen enthalten einige Sonderfille. Fiir « =0 < § folgt der Kreis als
Sonderfall der Ellipse. Geht die Schnittebene £ durch S, dann entartet die Schnittkurve

Bild 162 Bild 163 Bild 164

fiir « < B zu einem Punkt, fiir « = f zu einer Geraden (Beriihrungsmantellinie zwischen
Kegel und E) und fir « > f zu zwei sich schneidenden Geraden.

Aus den Erklirungen als ebene Schnitte eines Kegels folgen Eigenschaften fiir Ellipse,
Parabel und Hyperbel als Punktmengen der Ebene, die in den folgenden Abschnitten
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abgeleitet werden. In der analytischen Geometrie der Ebene werden diese Eigenschaften
als Definitionen herausgestellt. Sie gestatten es, nach Einfiihrung eines Koordinaten-

systems die Kur leichungen aufzustellen und ermoglichen damit die analytische

Untersuchung der Kegelschnitt

31.2. Ellipse

Wie Bild 162 zeigt, entsteht eine Ellipse, wenn « < f ist. Es lassen sich dann dem
Kegel zwei Kugeln einbeschreiben, die die Schnittebene E in je einem Punkt F, bzw. F,

Bild 165
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und den Kegel in je'einem Kreis #, bzw. k, beriihren (Bild 165). Man bezeichnet sie als
Dandelinsche Kugeln.t)

Eine beliebige Mantellinie des Kegels schneide &, in U, k, in ¥ und die Ellipse & in
einem Punkt P. Dreht sich die Mantellinie um S, dann liuft P auf der Ellipse k ent-
lang. PU und PF, sind Tangenten von P an die obere Kugel und entsprechend PV und

PF, Tangenten von P an die untere Kugel. Da Tangenten von einem Punkt an eine
Kugel gleich lang sind, folgt:

PU =PF, @
und - e
PV = PF,. (IT)

Die Ebenen der Kreise k, und k, sind parallel. Daher gilt fiir jede Mantellinie
UV = PU -+ PV = konstant
oder mit (I) und (II):

| PF, + PF, = konstant (126)

Die Bedingung (126) stellt eine Eigenschaft der Ellipse dar, die hier als Definition ver-
wendet wird.

Definition
Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer A}
von zwei festen Punkten konstant ist.

Die beiden festen Punkte F; und F, heiBen Brennpunkte der Ellipse. ~
Erklarung der Ellipse als ebener Schnitt eines Kreiskegels ein rdumli~
beschrinkt sich diese Definition auf Betrachtungen in der Ebene ~

Aus Bild 165 1a8t sich noch eine weitere wichtige Eigenschaft

Durch &, wird eine Ebene I'2) gelegt, die die Schnittebene £ i-

U heiBt Leitlinie der Ellipse. Von dem beliebigen Ellipsenpr

W und das Lot auf [ bis L gefallt. Das rechtwinklige D

Winkel «, das rechtwinklige Dreieck P W U bei U der

Nungilt: PW = PL-sin«,
PW =PU-sinf=PF, -sinf we
Durch Gleichsetzen erhélt man
PF,-sinf=PL-sina oder
PF, _sina
PL sing’
1) Nach dem belgischen Mathematiker DANDELT
2) I' kann auch durch k, gelegt werden
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Dieses Verhiltnis ist unabhéngig von der speziellen Lage von P und wird nur durch
den gewihlten Kegel und die Neigung der Schnittebene E bestimmt. Es ist eine charak-
teristische GroBe fiir die Form der Ellipse und wird mit & bezeichnet :

sin &
gr=ie i (127)
Wegen o < f ist die Konstante & stets kleiner als eins und aus (III) folgt
PF,
—=c<1 (128)
PL

Die in (128) ausgedriickte Eigenschaft lautet als

Satz

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die das Verhaltnis ihrer Ab-
stiande von einem festen Punkt und einer festen Geraden konstant, und zwar kleiner
I als eins ist. '

Fiir die in (127) definierte GroBe ¢ gibt es noch eine andere geometrische Deutung.
Bild 166 stellt einen Schnitt durch den in
Bild 165 gezeigten Kegel sowie die Ebene £
und die Kugeln dar, und zwar liegen in
dieser Schnittebene die Kegelachse und die
Punkte F, und F,. Bild 167 zeigt die Ellipse
in der Ebene E. Allgemein setzt man

FoF, =2 )

Bild 167

)
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Fillt nun der Ellipsenpunkt P mit 4, bzw. 4, zusammen, dann ergibt sich nach (V)
A Fy + A, Fy = 2a,

A,F, + A, F, = 2a
und addiert
(A, Fy + F14,) + (A, Fy + Fp4,) = 4a

oder
4,4, + 4,4, = 4a,
4,4, = 2a. (VI)
Nun ist
A, F, = 4,U,

ApFy = A, Vi = 43V,
und man erhalt

A Ay =TV, — U A, — 4;V, =2a — A, F; — 4, F, = 2e.
Auf das Dreieck 4,4} A4, wird der Sinussatz angewandt und ergibt

sind m _2e_ e

sinf 4,4, 2a a’
und mit (127) folgt

e
g = —
a

(129)

Die Definition und die Eigenschaften der Ellipse sowie der Konstanten ¢ werden bei
der analytischen Behandlung der Ellipse angewendet.

31.3. Parabel

Wegen & = f ist die Schnittebene E parallel zu einer Mantellinie des Kegels (Bild 168).
Hier kann nur eine Kugel dem Kegel einbeschrieben werden, die E in einem Punkt,
dem Brennpunkt F, und den Kegel in einem Kreis &, beriihrt. Eine Mantellinie s durch
die Kegelspitze S schneidet k; in U und die Schnittebene E in einem Punkt P der
Schnittkurve k, d. h. in einem Parabelpunkt. Dreht sich die Mantellinie um S, dann
lduft P auf der Parabel entlang. Wenn sich dabei die Mantellinie immer mehr einer zu
E parallelen Lage nahert, entfernt sich P immer weiter von F. Die Parabel ist also keine
im Endlichen geschlossene Kurve.

PF und PU sind Tangenten von P an die Kugel, und es gilt:
PF="PU. @

k, bestimmt eine Ebene I, die E in der Geraden /, der Leitlinie der Parabel, schneidet.
Das Lot von P auf I' ergibt W und das Lot von P auf ! den Punkt L. Die Dreiecke
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&

PUW und PW L sind wegen « = f# kongruent, also ist auch
PU=PL
und mit (I):

lFF:?Z (130)

Diese Beziehung wird hier als Parabeldefinition verwendet.

Definition

Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstéiinde von einer festen
Geraden und einem festen Punkt gleich sind.

S

Bild 168

Bezeichnet man das Verhaltnis der Abstéinde wieder mit ¢, dann erhalt man analog
zur Formel (128) der Ellipse .

i (131)
PL
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31.4. Hyperbel

Fiir « > f# erhilt man eine in Bild 169 angegebene Lage der Schnittebene E. Wie bei
der Ellipse lassen sich 2 Kugeln in den Kegel legen, die £ in den Brennpunkten F, und
F,und den Kegel in den Kreisen k, und k, beriihren. Eine Mantellinie s durch § ergibt
die Schnittpunkte U und V mit &, bzw. k, und den Hyperbelpunkt P als Schnitt-
punkt mit E. Bei einer vollstindigen Drehung der Mantellinie um 8 beschreibt P

Bild 169
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&

zwei getrennte Aste. Dabei nimmt die Mantellinie zweimal eine zu £ parallele Lage
ein, fiir die es im Endlichen keinen Kurvenpunkt gibt. Beim Durchgang durch eine
dieser Lagen wechselt P von einem Ast zum anderen iiber. Der Leser verfolge selbst den
Weg von P bei einer Drehung der Mantellinie.
Fir die Tangenten von P an die Kugeln gilt

PU=PF,

PV =PF,,
und da die Kreise &, und k, parallel sind, also

TV =PV — PU = konstant
ist, erhdlt man

' PF, — PF, = konstant (132)
Definition
Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Differenz ihrer
Absténde von zwei festen Punkten konstant ist.

Eine Ebene I" durch k, schneide E in I!). Das Lot von P auf I' ergebe W, und das Lot
von W auf I ergebe L. Dann folgt

PW =PL.sin«

P—W=17L—/'~sinﬂ=P_FI~sinﬁ
oder

PL-sina = PF, -sin 8

PF, __ sina

PL sing’
Dieses konstante Verhaltnis wird wieder gleich & gesetzt und ist wegen & > fi groBer
als eins:

PF
= =c>1 (133)
PL

Wie bei der Ellipse gibt man der Konstanten in (132) den Wert 2a und setzt auBerdem
F,F, = 2¢ (Bild 170). Dann lassen sich wieder die Beziehungen

4,4, =2a @

und
e=— (I

nachweisen.

1) I kann auch durch k, gelegt werden
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Durch Zusammenfassung der Gleichungen (128), (131) und (133) ergibt sich der

Satz

Ein Kegelschnitt ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstinde von einer
festen Geraden (Leitlinie) und einem festen Punkt (Brennpunkt) ein konstantes
Verhiiltnis besitzen. Der Kegelschnitt ist fir

& < 1 eine Ellipse,
& = 1 eine Parabel,
& > 1 eine Hyperbel.

Die Kegelschnitte sind also durch den Ab-
stand zwischen Leitlinie und Brennpunkt
und durch die Grofie ¢ eindeutig bestimmt.
Legt man den Abstand zwischen Leitlinie
und Brennpunkt fest, dann kann man e noch _
beliebig withlen. Den unendlich vielen Wer-
ten von ¢ entspricht eine Schar von unend-
lich vielen Ellipsen und eine Schar von
unendlich vielen Hyperbeln, aber nur eine

Bild 170 Bild 171

Parabel. Diese trennt beide Kurvenscharen. Bild 171 zeigt derartige Kegelschnitte mit
gemeinsamer Leitlinie und einem gemeinsamen Brennpunkt.

Umgekehrt kann ein bestimmter Wert fiir ¢ festgehalten und der Abstand zwischen
Brennpunkt und Leitlinie variiert werden. Ist z. B. ¢ < 1, dann erhilt man eine Schar
von Ellipsen, von denen sich nachweisen 1aBt, daB sie einander dhnlich sind. Das gleiche
gilt fiir eine Schar von Hyperbeln mit dem gemeinsamen Wert ¢ > 1. Fiir die Parabel
darf nur & = 1 sein. Hier kann gezeigt werden, daB alle Parabeln einander ahnlich sind.
Sie lassen sich also durch VergréBern oder Verkleinern (etwa mit einera fotografischen
VergréBerungsgerit) zur Deckung bringen.

AUFGABE

849. Man beweise die Beziehungen (I) und (II) aus 31.4. (Hierzu zeichne man fir « > B einen
Vertikalschnitt durch den Kegel analog zu Bild 166.)
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32. Parabel

32.1. Definition und Konstruktion

In 31.3. wurde aus der Erklirung der Parabel als Kegelschnitt die folgende Definition
abgeleitet :

Die Parabel ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Absténde von einer festen
Geraden und von einem festen Punkt gleich sind.

Die feste Gerade wird Leitlinie (Direktrix), der feste Punkt Brennpunkt (Fokus) ge-
nannt. Eine Parabel ist durch den Abstand des Brennpunktes F von der Leitlinie I
eindeutig bestimmt. Dieser Abstand wird als Halbparameter?) p bezeichnet (Bild 172).
Das Lot PL von einem beliebigen Parabelpunkt P auf die Leitlinie heiB3t Leitstrahl,
die Strecke P F' Brennstrahl dieses Punktes. Der Menge der Parabelpunkte kann die

Gleichung PL = PF zugeordnet werden.

Aus der Definition folgt unmittelbar eine Konstruktion ~y >{
fir die Parabel: =y )\} N
Zu einem vorgegebenen Halbparameter p werden zu- d ‘72 S
néichst / und F und anschlielend eine Schar von Paral- "Z A

lelen zu ! gezeichnet (Bild 173). Wéhlt man nun eine der /‘;

Parallelen aus, nimmt ihren Abstand d von der Leit-

1 % /

‘ ! ’//Sﬁ\/
iy
Bild 172 Bild 173

linie in den Zirkel und schlidgt mit d um F einen Kreisbogen, dann schneidet dieser

die Parallele in zwei Parabelpunkten, falls d > % ist. Fir d = % fithrt die Kon-

struktion nur zu einem Beriihrungspunkt. Ist d < %, so gibt es keine Parabelpunkte.
Der Beriihrungspunkt, der also den Abstand p zwischen Brennpunkt und Leitlinie
halbiert, wird Scheitelpunkt S, die Strecke SF = % = f Brennweite der Parabel ge-

*) Der hier verwendete Begriff ,,Parameter* ist von dem Begriff ,,Parameter = Hilfsvariable*
aus 26.3.2. zu unterscheiden
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nannt (Bild 174). Der Scheitelpunkt liegt von allen Parabel-
punkten der Leitlinie am néchsten. Die durch den Scheitelpunkt,
parallel zur Leitlinie gezogene Gerade beriihrt daher die Parabel
und heifit Scheiteltangente. Die Parabel ist in S am stirksten
gekriimmt!). Wie die Konstruktion veranschaulicht, liegt die
Parabel symmetrisch zu der Geraden SF, die deshalb als Para-
belachse bezeichnet wird.

Leitlinie
l, Scheiteltangente

€\ & Porabelachse

32.2. Scheitelgleichungen

Die Gleichung fiir die Parabel soll zunéchst unter Verwendung
cartesischer Koordinaten aufgestellt werden. Eine einfache Kur-
vengleichung ergibt sich durch geschickt gewihlte Lage des
Koordinatensystems. Der Koordinatenursprung liege im Scheitelpunkt, die x-Achse
falle mit der Parabelachse zusammen (Bild 175). Damit wird die Symmetrie der
Parabel ausgeniitzt. Die y-Achse ist Scheiteltangente. Ist P (z; y) ein variabler Punkt
der Parabel, dann gilt fiir Brenn- und Leitstrahl:

Bild 174

Yy
— ot
PF=V(z—%)+g’ Ji ]
PL—z+ P
PL=z-+ Pk 5
Aus der Definitionsgleichung PF = PL folgt
0-§ F,
PV e v f\s E
(o
2 2 *
2—prt+ b=t pr T
4 4
Scheitelgleichung der Parahel l TK
2pa (134)
Bild 175

Durch die Kurvengleichung (134) sind auch die verschiedenen geometrischen Eigen-
schaften der Parabel erfaBt, und es ist die Aufgabe der folgenden Abschnitte, einige
dieser Eigenschaften auf analytischem Weg mit Hilfe der Kurvengleichung zu erhalten.
Grundlegendes iiber die Gestalt der Parabel, das man teilweise auch schon aus der
angefiihrten Konstruktion erkennt, liefert die

Diskussion der Scheitelgleich

Die Scheitelgleichung enthalt als einzige Konstante den Halbparameter p. Dieser
bestimmt allein die Parabel.

)

1) Kriimmung (vgl. Band ,,Analysis*, Abschnitt 13.)
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Der Halbparameter sei stets positiv. Aus 2 = 0 folgt alsoz = 0, d. h., die Punkte der
zu (134) gehérenden Parabel liegen nur im I. und IV. Quadranten.
Aus (134) folgt

y =+ }2p=. (I)

Zu jedem Wert @ > 0 gilt es zwei y-Werte, die sich nur um das Vorzeichen unter-
scheiden. Das driickt die bereits bei der Konstruktion erkannte Symmetrie der Para-
bel beziiglich der z-Achse als Parabelachse aus.

Betrachtet man einen Parabelpunkt P(z;y),y > 0 im I. Quadranten und a6t 2 un-
begrenzt groBer werden, dann wird auch y unbegrenzt groBer, d. h., fiir @ — co folgt
y — oo. Schwierigkeiten koénnen sich aus dem Bild der Kurve ergeben. Wegen des
immer geringer werdenden Zuwachses der Ordinaten kénnte man annehmen, daB sich
die Parabel einer Parallelen zur 2-Achse nihert. Das ist aber nicht der Fall. Wihlt
man einen beliebig groBen Wert fiir y, dann gibt es hierzu nach (134) stets einen Wert
v =y*:2p,sodaB P(z;y) ein Parabelpunkt ist. Das heiit aber, jede Parallele zur
2-Achse, mége sie auch beliebig weit von ihr entfernt sein, wird von der Parabel ge-
schnitten.

Fir z = % wird ¥y = 4+ p. Nennt man das Stiick einer die Parabel schneidenden

Geraden, das zwischen den Schnittpunkten liegt, in Analogie zum Kreise eine Sehne,
dann folgt :

Die Parabelsehne, die im Brennpunkt auf der 2-Achse senkrecht steht, ist gleich
dem Parameter 2 p.
Mit Hilfe der fiinf Punkte P,(0:0), Py, %—; +p), Py,5(2p; + 2p) laBt sich die Para-

bel schnell und annihernd genau skizzieren (Bild 176). Es soll untersucht werden,
welche Parabel die Gleichung

/
w
74

besitzt. Wegen y*> = 0 mufl auch die rechte Seite der Gleichung ,Z 2

S
S

stets positiv sein. Aus der Voraussetzung p > 0 folgt daher = < 0. 4

Zur Gleichung (135) gehért also eine in Bild 177 gezeigte nach 3
links gedffnete Parabel. Vertauschung der Koordinaten  und y in

(134) und (135) fithrt zu den Gleichungen Bila 176\‘

2py (136)

und

w2 —2py (137)
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Jeweils zugehdrige nach oben bzw. nach unten geoffnete Parabeln zeigen die Bilder
178 und 179.
Die Gleichungen (136) und (137) haben zusammengefaBt die Form

1
=az? mit a=4 —.
Y & 2p
Entsprechend kann man (134) und (135) in der Form

1

= ci? it — il

r=cy? mit ¢ :{:21)
schreiben.

y y Yy

+2
2,
‘pr

s

Bild 177 Bild 178 Bild 179
BEISPIEL

1. Ein an zwei Punkten 4, B befestigtes und frei durchhingendes Seil hat niiherungsweise die
Form einer nach oben gebffneten quadratischen Parabel. C sei der tiefste Punkt des Seiles,
1 die Spannweite und % die Pfeilhshe (Bild 180). Wie heiBt die Scheitelgleichung der Parabel?
Lésung:
Wihlt man O = C' und legt die z-Achse parallel zu A B, dann heiBt die Gleichung allgemein

2* = 2py.
Die Koordinaten z; = — %, Ya =h des Punktes 4 miissen die Parabelgleichung erfiillen.
Das ergibt

» [ l

und als Scheitelgleichung folgt: a
2

@ = oy baw y= 4;' 2. Bild 180

AUFGABEN

850. Es sind Parabeln mit den Halbparametern p = 0,5 cm, 1 cm, 3 cm und 5 cm zu knnst‘ru—
ieren.

851. Man zeichne mit Hilfe von Wertetabellen die folgenden, durch ihre Scheitelgleichungen ge-
gebenen Parabeln:

a)y® = —:‘z b) y* = 4z c) y* = —3z

d)y =a? e) 22 = —5y
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852. Es ist graphisch und rechnerisch festzustellen, welche von den Punkten P, (4; 4), Py(1; —2),

1 7 25 9 6
Py(9;6), P53 ——» 5 o) Pel <5 o) aufd iegen:
3(9; 6) P‘( 2 5) Py (6 o ) 6 ( 5 25) auf den folgenden Parabeln liegen
27 1
ky: y? = 4z, kgt x2=?y, kgt z‘=—3y.
853. Welche Koordinaten haben die Brennpunkte der folgenden Parabeln:
a) y* =10z b) 2 = — 16y ¢)y*+08z=0
d)y = 0,522 e) 4y + 202 =0 i)%y—%z‘:ﬂ‘l

854. a) Eine Parabel geht durch den Punkt P, (9; 6), ihr Scheitelpunkt liegt in O und ihre Achse
fillt mit der x-Achse zusammen. Wie heiit die Scheitelgleichung?

Desgleichen b) Pl(— %; %) c) Py(2,75; —1,42)
855. a) Eine Parabel geht durch den Punkt P, (— 1; i , ihr Scheitelpunkt liegt in O und ihre

Achse fiillt mit der y-Achse zusammen. Wie heiBt die Scheitelgleichung?

Desgleichen b) P, (1,20; —0,24) c) P(3,34;7,25)
856. Eine Parabel geht durch den Punkt Pl(— %; %)

Achse fiillt mit einer Koordinatenachse zusammen. Wie heiBt die Scheitelgleichung?
857. Welchen Abstand d hat der Brennpunkt der Parabel g
y = 0,1252% von dem Kreis 2? + y* — 10z 4 20y + 116 = 0?

858. Um ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a ist eine Parabel zu legen, deren Scheitelpunkt
in einer Ecke des Dreieckes liegt. Wie groB ist der Halbparameter p?

, ihr Scheitelpunkt liegt in O und ihre

859. In ein gegebenes Trapez (Bild 181) ist eine Parabel zu legen, ¢
die durch die Punkte C und D geht und deren Scheitelpunkt 8
aut AB liegt. Man berechne 4.8. 2 6

860. Man beweise die folgende Konstruktion: 9
Von einer Parabel sind der Scheitelpunkt S, die Parabelach 4 42 B
und ein Parabelpunkt P, gegeben. Man zeichne eine beliebige  Bia 181
Parallele g zur Parabelachse. Die Parallele g schneidet SP, in R.
Die Senkrechte zu g durch R schneidet die Parallele zu g durch P, in @. Dann ist der
Schnittpunkt P, zwischen S @ und g ein weiterer Parabelpunkt.

32.3. All ine Parabelgleich

Die Lage der Parabel gegeniiber dem Koordinatensystem wird jetzt verallgemeinert.
Die Parabelachse soll noch parallel zu einer Koordinatenachse liegen, aber der Schei-
telpunkt S muB nicht mehr mit dem Ursprung zusammenfallen. Er kann beliebige
Koordinaten x, und y, besitzen.

Man legt dann, wie es in Bild 182 fiir die nach rechts geoffnete Parabel angegeben ist,
durch S ein neues Koordinatensystem mit den Achsen 2’ und y’ parallel zur - bzw.
y-Achse.
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In diesem hat die Parabel die Gleichung:

y'?=2pa’. (I
Durch die Gle.ichu.ngen

¥ =0 —w,

Y=9—0
ist der Ubergang zum x,y-System gegeben, und man erhilt

Bild 182

(y —9)* =2p(x — ) (138)

Analog ergeben sich fiir die nach links; oben oder unten gedffneten Parabeln mit all-
gemeiner Lage des Scheitelpunktes die Gleichungen

| (y —ys)* = —2p(x — =,) | (139)
| (z — 2 =2p(y —ys) | (140)
’ (@ — )t = —2p(y — ¥, (141)

Aus den Gleichungen (138) bzw. (139) erhilt man durch Ausmultiplizieren der Klam-
mern und Auflésen nach x [das obere Vorzeichen folgt aus (138), das untere aus (139)]:

2
o= g BE20%
2p

oder mit allgemeinen Koeffizienten

Aus (140) bzw. (141) folgt entsprechend

y = by + by + bya? (143)

Aus den letzten beiden Formeln ergibt sich die Parabel als Bild der ganzen rationalen
Funktion 2. Grades. Jede der Gleichungen enthélt drei Konstanten. Eine Parabel,
deren Achse parallel zu einer Koordinatenachse ist, wird daher durch die Angabe von
drei Punkten eindeutig bestimmt.

Noch allgemeinere Parabelgleichungen folgen aus (142) und (143) durch Multiplika-
tion mit einem beliebigen Faktor in der Form

AP +Bx+Cy+D=0 (II)
A2+ Bx+ Cy+ D =0. (I1I)

Ys 1 e
:prizpy
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In (142) und (IT) liegt die Parabelachse parallel zur x-Achse, in (143) und (III) paral-
lel zur y-Achse. In jeder Gleichung kommt nur eine Verinderliche in der zweiten
Potenz vor.

BEISPIELE

1. Eine Parabel geht durch die drei Punkte P;(0; —2), P,(3;1/,), P,( —12; —2) und hat
eine zur y-Achse parallele Achse. Man besti die Koordi: des Scheitelpunktes und
des Brennpunktes.

Lésung: Wegen der vorgeschriebenen Lage der Parabelachse verwendet man die Gleichung
(143) '
y =by + byx + bya?.

Die Koordinaten von jedem der drei Punkte miissen die Gleichung erfiillen:
—2=b,
%=b°+3b,+9b,
—2 = by — 12b, + 144b,.
Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die Konstanten by, b;, b, berechnen :

2 1

bo==2, b=, b=l

Die Gleichung der Parabel lautet
y=-2 + LT x’

Zur Ermittlung der Scheitelpunktkoordi und des Parameters ist die Gleichung auf eine
der Formen (140) bzw. (141) S bringen. Nach der Multiplikation mit 18 und dem Ordnen folgt:
2 + 122 = 18y + 36.

Durch Addition von 36 auf beiden Seiten der Gleichung wird die linke Seite zum Binom er-
ginzt:

x? 4 12z + 36 = 18y + 72
(z+ 6)*=18(y + 4).

Der Scheitelpunkt ist S(—6; —4), der Halbparameter p = 9. Die Parabel ist nach oben
gedffnet. Damit ergibt sich fiir den Brennpunkt F(—6;/,).

2. Ein parabolischer Briickenbogen hat die Spann-

weite I — 32 m und die Pleilhshe 5 — 6 m. In g
Abstianden von je 4 m sind Vertikalstiibe ange-
bracht. Man berechne deren Liingen. A 2

. 5 . : AL T, b |k b |k A B
Loésung: Die z-Achse wird durch die Auflage- ‘&— ey
punkte 4 und B gelegt, die y-Achse durch den {

Scheitelpunkt S (Bild 183). Die Parabel ist nach  Bild 183
unten geoffnet und hat die Gleichung

22 = —2p(y — 6).
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Da A(—16;0) auf der Parabel liegt, gilt

256 = 12p oder 2p = %

Die Parabelgleichung lautet

128 3
2= ——(y—6 bzw. =6 ——a?.
S W—0 b y=6— oo
" 21
Firz, = —12 und @ = 12 erhilt man y, =y, = 5"
@ n 9
Firz,=— 8 und 2; = 8 erhilt man y,=y5=3.
= 45
Firz; = — 4 und ;= 4 erhiltman y; =y, = 5
Die Liingen der Vertikalstibe betragen
By = hy =2,625m, Ty = hg = 4,500 m, hy = hy = 5,625 m.

3. Man bestimme die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die ihre Entfernung von einer festen
Geraden g gleich dem Tangentenabschnitt an einen festen Kreis & ist.

Losung: Wie bei allen derartigen Aufgaben ist

a,uch hier die Wahl eines geelgneten Koordina- Yy
von Bed Je iger es k

gewahlt wird — es sei dabel nur an dle Beriick-

sichtigung vorhand haf. )

ten erinnert —, um so emfacher wird sich die M)

Gleich fiir die gesuchte Punkt ergeben.

Im vorliegenden Fall kann man die z-Achse mit a Y

der Geraden g zusammenfallen lassen und die

y-Achse durch den Kreismittelpunkt M legen Y]

(Bild 184).

Der Abstand des Punktes M von g sei a. P sei

ein beliebiger Punkt der Punk PR das Bild 184

Lot von P auf g und PQ die Tangente von P

an den Kreis k. Die Aufgabenstellung verlangt

PR =PQ. av)

Nun ist PR = y und PQ ergibt sich durch zweimalige Anwendung des pythagoreischen
Satzes:

PQ="la—yP+at — 1
Damit folgt aus (IV) nach Quadrieren

P=la—yrtat—r
oder

x2=2u(y—
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Die gesuchte Punktmenge ist eine nach oben gedffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt
2 2
8 (0; & S r) und dem Halbparameter p = a.
a

Der Leser wihle sich @ und r beliebig, konstruiere die zugehérige Parabel und priife die Be-
dingung fiir die Punktmenge an einigen Parabelpunkten nach.

AUFGABEN
861. Man ermittle die Gleichung einer Parabel aus

a) 8(—2; —5), p = 4, Parabel nach rechts gesffnet,
b) 8(3;0), p=0,5, ”» ,» unten ,, 5
98110, p=2, ,  Gmks
d)S®6;—6), p=7, , , oben , .
862. Von den folgenden Parabeln sind die Koordinaten des Scheitelpunktes und des Brenn-
punktes zu bestimmen.
a) 2y —24x — 12y — 6=0
b) 522 + 40z + 25y + 230 = 0
c) y?+ 42+ 20y+100=0
d)322 — 21z — 3y -+ 36=0
863. Fiir die Parabel y = b, + b, + b,2® sind die Scheitelpunktkoordi zu b
864. Eine Parabel ist durch drei Punkte und ihre Achsenrichtung bestimmt. Gesucht werden die
Scheitel- und die Brennpunktkoordinaten.
a) Py(10; 15), Py(1; —3), P3(—>/4;6), Parabelachse parallel zur z-Achse.
b) Py (15 %/g), Py(2;°/3), P3(%/s;%/s), Parabelachse parallel zur y-Achse.
) P1(—2,15; 0,60), P,(—2,60; 1,20), Py(—3,35; 1,80), Parabelachse parallel zur z-Achse.
. Welche Gleichung besitzt die durch y® = 2pz gegebene Parabel in einem neuen Koordi-
natensystem mit den Achsen &’ und y’, das aus dem z; y-System durch Parallelverschiebung
hervorgeht und dessen Ursprung
a) im Brennpunkt,
b) im Schnittpunkt @ von Leitlinie und Parabelachse liegt?
866. Der parabolische Triiger einer Briicke mit auf-
gehingter Fahrbahn C'D hat die Spannweite I y
und die zugehorige Pfeilhshe % + a (Bild 185).
a) Fiir das Verhiltnis (b + a):] = 1:6 ist die
Gleichung der Parabel im angegebenen

8

System. aufzustellen. o |k r ND "
b) Es sei in a) sposicll @ = h. Wie groB ist die 47_1° /
Liinge CD der Falirbahn? =
¢) Fir!=36m,% =6m, a =3m berechne Bild 185
man die Lange der Fahrbahn CD sowie die
Liangen der Vertikalstibe, die 5 m bzw. 10 m von der Briick itte entfernt bracht
sind.
867. Gesucht wird die Menge der Mittelpunkte aller Kreise, die einen Halbkreis mit dem Radius r
und den horigen Kreisdurct beriihren.

868. Man bestimme die Menge der Mittelpunkte aller Kreise, die die Gerade ¥ = +3 und den
Kreis 2% 4 y* — 122 — 14y + 81 = 0 auBen beriihren.



32.4. Parameterdarstellung

391

869. Man bestimme die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer Entfernungen

von einer festen Geraden g und einem festen Punkt A konstant gleich ¢ ist.

870. Durch den variablen Punkt Q(yq = 0) des Kreises 22 + y* = 36 wird eine Parallele zur z-
Achse gezogen, die die y-Achse in R trifft, RQ iiber @ um die Strecke RQ verlingert ergibt
T. A ist der Schnittpunkst zwischen dem Kreis und der z-Achse mit positiver Abszisse. Auf

welcher Kurve bewegt sich der Schnittpunkt P von 0Q und AT?

32.4. Parameterdarstellung

TFiir die Parabel, die durch die Gleichung 32 = 2px gegeben ist, soll eine Parameter-

darstellung
x = x(t)

y=y{

gefunden werden. Wird die erste Gleichung « = «(t) beliebig gewihlt, etwa

x=1t,

und dieser Wert fiir « in die Scheitelgleichung eingesetzt, dann folgt

y* = 2pt
und somit die Parameterdarstellung
z=t y =+ V2pt.

Um eine Wurzel zu vermeiden, kann auch
z=148

und }/ﬁ = ¢ gesetzt werden. Die Parameterdarstellung lautet dann
e=1 y = +ct.

BEISPIELE

1. Aus der Parameterdarstellung einer Parabel
z=4+42t y=3+1£6

ist die parameterfreie Gleichung abzuleiten.

Lésung: Um ¢ zu eliminieren, kann dessen Wert aus der ersten Gleichung mit

—4
="—"

2
berechnet und in die zweite Gleichung eingesetzt werden:

(@ — 47
=34 7
Y + i

)

(IT)

(I11)
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32, Parabel

Die Umformung zu

(#—4P=4(y—3)

zeigt, daB (III) eine nach oben gesffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt S (4; 3) und dem Halb-
parameter p = 2 darstellt.

2. Ein Korper wird mit der Geschwindigkeit » unter einem Winkel x gegen die Horizontalebene
abgeworfen. Der Abwurfort liegt in dieser Horizontalebene.
a) Fiir die Bahnkurve des Schwerpunktes sollen eine Parameterdarstellung sowie eine para-

meterfreie Gleichung angegeben werden.

b) Die erreichte Wurfhéhe % und die Wurfweite  sind zu bestimmen.
c) Fiir welchen Winkel « ergibt sich eine maximale Wurfweite? (Der Luftwiderstand soll un-

Lésung:
a) Entsprechend Bild 186 wird ein Koordinaten-

beriicksichtigt bleiben.)

system gewihlt, dessen Ursprung in dem Ab-
wurfort liegt. Ohne den EinfluB der Schwer-
kraft wiirde sich der Kérper auf der Geraden
y = mx bewegen, wobei m = tana ist. Nach
der Zeit ¢ wiirde er die Strecke 0Q = vt zu-
riickgelegt haben und sich im Punkte @ befin-
den. Durch die Einwirkung der Schwerkraft
fillt er aber gleichzeitig um die Strecke
QP = g/2 *. Also ist P der Punkt der ge-
suchten Bahnkurve, in dem sich der Schwer-  Bila 186

punkt des Korpers nach der Zeit ¢ befindet.

Aus dem Bild ist eine Parameterdarstellung der Bahnkurve mit der Zeit ¢ als Parameter
abzulesen:

& = vt cos x = z(t) y:vtsina—%ﬂ:y(l). (IV)

Nach Eliminierung des Parameters erhiilt man die parameterfreie Gleichung:
9 7
=zt S Ao )]

Y=g 292 cos®ox z 2
Da nur die Variable z den Exponenten 2 besitzt, ist die Bahnkurve eine Parabel. Sie lifit
sich auf die Form (141) bringen:

(z _ v*sin 20;)27 _ 20%cos®a ( _ v*sin? o:)

29 g 29 )"

b) Die Wurfhohe ist

22 sin®o
h=y,= o
g
und die Wurfweite ist wegen der Sy ie der Parabel beziiglich ihrer Achse
G
we 2z, — VSN2 vI)

Die Wurfweite w ergibt sich auch aus (V) als eine Losung der Gleichung y = 0.

¢) w erreicht nach (VI) ihren maximalen Wert, wenn sin 2& am groBten, d. h. gleich Eins ist.

Das tritt fir 2x = 90° und damit fiir &« = 45° ein.
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AUFGABEN
871. Aus der gegeb P d llung einer Parabel ist deren parameterfreie Gleichung
herzuleiten.
a)z =14 4t b)z=t’—%
2 5
=—4-—1 =—t+—
¥ I=g
c)a:=% d)z = 42 4 12¢ + 20
1
y=¥gln+5 y=2t— 10

872.

873.

e) x =a, + a;t
Y = by + byt + byt?

Die Aufgabe a) des Beispiels 2 ist fiir « — 0 (waagerechter Wurf) unter Verwendung des in
Bild 186 b Koordi y zu losen. (Der Abwurfort liegt iiber der Hori-
zontalebene).

Durch einen Punkt 4 (0; a) der y-Achse wird eine beliebige Gerade g gelegt, die die 2-Achse
in @ schneidet, und es wird der Punkt P der Geraden betrachtet, dessen Ordinate gleich £
ist. Fiir die von P durchlaufene Kurve ist eine Parameterdarstellung mit zg = ¢ als Para-

meter sowie eine | g
Man konstruiere fiir einen gewahlten Wert a die Kurve.

32.5. Darstellung in Polarkoordinaten

Die Parabelgleichung soll unter Verwendung von Polar-
koordinaten r und ¢ aufgestellt werden. Die Wahl des
Systems ist zwar beliebig, jedoch 148t sich eine besonders

<

einfache Kurvengleichung entwickeln, wenn der Pol mit <

dem Brennpunkt und die Polarachse mit der Parabelachse

zusammenfallen. Zunichst wird, wie in Bild 187 ange- "

geben, durch F ein rechtwinkliges Koordinatensystem 0
gelegt, in dem die Parabel die Gleichung

hat. Mit Hilfe der Formeln

y*=2p (x + %) (0}

Bild 187

x=rcosg

y=rsing

folgt aus (I) die Kurvengleichung in Polarkoordinaten :

r2sinp = Zp(rcosgu + %)
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Um die quadratische Gleichung nach r aufzulésen, ist die Umstellung auf die Normal-
form

2

a_glone,
sin? ¢ sin?g
erforderlich. Unter Beachtung der Beziehung sin®¢ + cos? ¢ = 1 wird

_ pcosp +p
= —S'W.

Da der Radiusvektor » immer positiv sein soll und p cos ¢ < p ist, darf nur das obere
Vorzeichen verwendet werden :

r=pcos:p+p_p(cosqz+1)= p(1 + cos ¢)

sinfp 1 —cos?p (1 + cosg) (L —cosg)”
Polargleichung _ P
der Parabel T =1 cosg 1a4)

Fiir ¢ diirfen alle Werte aus dem Intervall 0° < ¢ < 360° eingesetzt werden. Fir
@ = 0° wird der Nenner Null. Strebt ¢ gegen Null, dann wird der Radiusvektor un-
begrenzt groBer, d. h. aus ¢ —0° folgt r — co. .
Fiir ¢ = 90° und ¢ = 270° erhélt man 7 = p und fir ¢ = 180° den Wert r = 3
Der Leser iiberprife, daB auch in (144) die Symmetrie der Parabel wegen
cos ¢ = cos (—@) zum Ausdruck kommt.

BEISPIEL

Ein Kawet hewegt sich auf eiver Bahn,, die in der Nihe der Soune mit guter Anniherung eine
Parabel ist. Im Brennpunkt der Parabel steht die Sonne. Im Perikel, d. i. der Punkt groBter Son-
nenniihe, betrug der Abstand zwischen Sonne und Komet 88 - 10 km. Am 21.2. 1896 hatte die
wahre Anomalie, d. h. der Winkel Komet — Sonne — Perihel, den Wert » = 54°48’. Wie
groB war zu diesem Zeitpunkt die Entfernung des Kometen von der Sonne?

Losung: Der Perihel liegt im Scheitelpunkt der Parabel. Zwischen » und dem Polarwinkel ¢
besteht die Beziehung

@ =180° — v
und aus (144) folgt

pom— P P

1—cos(180°—v) 1+ cosv’

Fiir v = 54°48’ ergibt sich die gesuchte Entfernung mit

r=111,4- 10° km.

AUFGABEN
874. Unter Verwendung der Parabeldefinition ist die Gleich (144) abzulei

875. Man berechne nach (144) fir » = 2 und ¢ = 30°, 40°, ..., 320°, 330° die Werte fiir » und
zeichne die Parabel punktweise mit Hilfe der Polarkoordinaten.
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876. Es ist die Polargleichung der Parabel 2® = 2py fiir den Fall aufzustellen, daB der Pol im
Scheitelpunkt liegt und die Polarachse mit der y-Achse zusammenfillt.

877. Man gehe in den folgenden Kurvengleick zu rechtwinkligen Koordinaten iiber:
a)r=6mn¢ b) r —rsing +4=0
cos’p
32.6. Parabel und eine Gerade

Die Lagebeziehungen zwischen einer Parabel und einer Geraden sollen allgemein
untersucht werden. Aus den erhaltenen Ergebnissen lassen sich dann Tangenten-
gleichungen sowie geometrische Eigenschaften der Parabel herleiten.

Die Parabel ¢, hat die Gleichung y2 = 2pz, withrend die Gerade g durch y = mz + b
gegeben ist. Die Parabel soll mit der Geraden zum Schnitt gebracht, d. h. der Durch-
schnitt ¢, ng der Punktmengen ¢, und g untersucht werden. Die Bedingung fiir die
Punkte P; € ¢, ng ergibt sich durch Einsetzen von y aus der Geradengleichung in die
Parabelgleichung:

(maz; + b)2 = 2pux;.
Daraus folgt die quadratische Gleichung

b— b2
B Pat =0 (m +0)

m:

a?+42

mit den Losungen

—mb+p+ Vp(p —2mb)

m?

@

L2 =
Aus der Geradengleichung ergeben sich die zugehérigen Ordinaten der Schnittpunkte

_p+Vplp—2mb)
e

Y2 (I

Diskussion:
Die Anzahl der Schnittpunkte ist vom Radikand abhingig, und zwar, da p > 0 ist,
nur von p — 2mb. Diese Diskriminante enthélt die 3 Gréfen p, m und b, welche die
Parabel und die Gerade festlegen.
1. Zunichst gelte: 0 < |m| < oco.
Dann ergeben sich je nach der GréBe der Diskriminanten 3 Félle:
a)p —2mb > 0: ¢y ng = {Py; Py},
denn (I) und (II) liefern je 2 reelle Werte. Die Gerade schneidet also
die Parabel in zwei Punkten P, und P,.
b)p —2mb =0: ¢y, ng = {Py}.
(I) und (IT) ergeben durch den Wegfall des Wurzelausdrucks nur
je einen Wert. Die Gerade hat daher mit der Parabel nur einen
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Punkt gemeinsam. Sie ist Tangente an die Parabel und der Beriih-
rungspunkt P, hat die Koordinaten

—mb+b

. m?

V4
Ty = (I1I); Yo= - Iv).
c)p—2mb<0:¢cyng=g.
Aus (I) und (IT) erhélt man fiir  und y komplexe Zahlen. Da alle
vorliegenden Untersuchungen auf reelle Koordinaten beschrinkt
sind, schneidet die Gerade die Parabel nicht.

Das Ergebnis der bisherigen Diskussion 1a8t sich planimetrisch deuten. Man erhalt
fiir die 3 Falle a) bis ¢) zusammengefal3t:

< zwei gemeinsame Punkte (Schnittpunkte)
mb = % einen gemeinsamen Punkt (Beriihrungspunkt)
> keine gemeinsamen Punkte.

Bild 188

Dieses Ergebnis 1Bt sich geometrisch deuten. Bild 188 zeigt, daB eine beliebige
Gerade g die y-Achse im Punkt 4 schneidet. Die Senkrechte zu ¢ durch den Punkt 4
schneidet die 2-Achse im Punkt B. Es ist 04 = |b| und OB = |b - tan «| = |bm|.
Liegt also der Punkt B links vom Brennpunkt, dann existieren 2 Schnittpunkte,
liegt er rechts von F, gibt es keinen gemeinsamen Punkt. Fiir B = F ist die Gerade
eine Tangente.

Satz

Die auf einer Parabeltangente im Schnittpunkt mit der Scheiteltangente errichtete
Senkrechte geht durch den Brennpunkt.

Die Umkehrung dieses Satzes liefert eine Hillkonstruktion der Parabel:
Scheiteltangente und Brennpunkt einer Parabel seien gegeben. Legt man durch F
beliebige Geraden und errichtet zu ihnen in den jeweiligen Schnittpunkten mit der
Scheiteltangente Senkrechte, dann hiillen diese als Tangenten die Parabel ein
(Bild 189).
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2.Essei m =0.
Die Gleichungen (I) und (IT) sind nicht anwendbar. Die Gerade ist parallel zur z-Achse
und hat die Gleichung y = c. Durch Einsetzen in die Parabelgleichung erhélt man
c? = 2pz, oder

62
=57
Es existiert nur ein Schnittpunkt.

Ty Y, =2¢c.

3. Die Gerade sei parallel zur y-Achse.
Auch hier versagen die Gleichungen (I) und (IT), da m keinen endlichen Wert hat.
Die Geradengleichung lautet 2 = c. Dann folgt aus der Parabelgleichung 3? = 2p¢
oder

Yo = £ VQPC’ T2 = C.
Es ergeben sich zwei Schnittpunkte, die symmetrisch zur z-Achse liegen.

wo,

Bild 189 Bild 190

Schneidet nach Fall 1. a) die Gerade die Parabel in den Punkten P, und P,, dann ist
P, P, eine Sehne der Parabel, und der Sehnenmittelpunkt M hat die Koordinaten

xm=951'|2'w2’ ym=?/1‘;‘ya_

Mit Formel (II) erhélt man fiir die Ordinate

m=L. v)
Wird zu einer Parabel eine Schar von parallelen Geraden gegeben (Bild 190), dann
haben diese einen gemeinsamen Richtungsfaktor m, und folglich haben wegen (V)
alle Sehnenmittelpunkte die gleiche Ordinate ym.
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Satz
Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf einer Parallelen zur x-Achse mit der
i =2
Gleichung y = poos (VI)

Die Parallele heiBt Durchmesser der Parabel. Jeder Schar paralleler Sehnen ist ein
Durchmesser zugeordnet oder konjugiert. Fiir m — oo folgt ym — 0. Ist also die Sehnen-
schar senkrecht zur Parabelachse, dann fillt der konjugierte Durchmesser mit der
Parabelachse zusammen.

AUFGABEN

878. Welche Lagebeziehungen bestehen zwischen der Parabel y2 = 72 und den Geraden
a)y=3z—8 b)3x — 4y +16=0 c)y=—%x—%
dar—4y+5=0 e) x+5=0?

879. Man berechne die Schnittpunkte zwischen der Parabel 2 = 1,6 und den Geraden
a) 2z — 9y +16=10 b)y=%z+2,4 c) y =4z + 10,1
d)y = 0,4z e)z—2=0 fly+12=0

880. Gegeben sind je eine Parabel und eine Gerade. Gesucht wird die Gleichung des zugeordneten
Durchmessers.
a)y? =18z, 6z —2y+10=0 b) y* = 3,6z, y=—%r+12

881. Fiir die Parabel 2? = 2py und die Gerade y = mx + b ist die Gleichung des zugeordneten
Durchmessers anzugeben.

882. Eine Parabel und einer ihrer Durchmesser sind bekannt. Man bestimme die Gleichung der
Sehnenschar, die von dem Durchmesser halbiert wird?

9 1

a)y? =84z, y=+4 b)y*:zx, y=—§

883. Gegeben sind eine Parabel durch ® = 12z und ein Punkt M (5; — 3). Welche Parabelsehne
wird durch M halbiert?

884. Gegeben sind eine Parabel durch y* = 15z, ein Durchmesser durch y = 2,5 und ein Punkt
A(6; 1). Welche durch 4 gehende Parabelsehne wird vom Durchmesser halbiert?

885. Durch den Scheitelpunkt O der Parabel y* = 2px wird eine beliebige Sehne O P gezogen. Der
konjugierte Durchmesser schneidet die Leitlinie in L. Man bestimme die Menge aller FuB3-
punkte der von L auf OP gefiillten Lote.

32.7. Tangente und Normale

Gegeben sind eine Parabel durch y? = 2px und ein Parabelpunkt P, (zy; y,). Es
soll die Gleichung der Parabeltangente durch P, aufgestellt werden.
Nach der Punktrichtungsgleichung erhiilt man fiir die Tangente ¢:

Y—% —ii
x—a,

(¢3)
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Der Richtungsfaktor m ergibt sich aus der fiir den Tangentenberiihrungspunkt P,
giiltigen Formel (VI) aus 32.6. mit

P

m=-—. 1I
U (I)

Damit folgt

Y—Y% _ P

T—% Yo
oder

YYo — Y = PT — Px;. (I1I)
Fiir den Parabelpunkt P, gilt

Y§ = 2px,. )

Die Addition von (III) und (IV) fithrt schlieBlich zur Gleichung der Parabeltangent
im Parabelpunkt P, (xy; ¥,)

Yo =P + %) (145)
Anmerkung: Mit der Differentialrechnung erhiilt man aus der Funktion y = V2pz = f(x),
die den im 1. Quadranten liegenden Parabelteil darstellt, die Ableitung y’ = 7 - %

2px

Fiir P, folgt in Ubereinstimmung mit (IT) f'(z,) = P _mals Richtungsfaktor der Parabel-
tangente in P,. Yo
Als Normale der Parabel im Punkt P wird die durch P gehende Senkrechte zur Tan-
gente bezeichnet. Die Normale n besitzt die Gleichung

Y=Y% _ _ % )
T—y »’

Die Tangente und die Normale werden mit
der 2-Achse geschnitten. 7' und N seien die
Schnittpunkte (Bild 191). Thre Abszissen Q

|

|
ergeben sich aus (145) bzw. (V), wenn dort |
y =0 gesetzt wird: 1

R

—Y% Yo

Ty — Xy P

0 = pla + 2,)

w—=—2 (VI) ay=mz+p (VI Bidwn

Die Projektion TR des Tangentenabschnittes TP, auf die z-Achse, d. h. auf die
Parabelachse, wird Subtangente genannt, die entsprechende Projektion BN des
Normalenabschnittes P, N heiBt Subnormale. Nach Formel (VI) wird TR = 2x, und
nach (VII) ergibt sich BN = p. Fiir die Parabel y® = 2px folgt also der
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Satz

Die Subtangente ist gleich der doppelten Abszisse des Berithrungspunktes. Die
Subnormale ist konstant gleich p.

Zur Kontrolle erhilt man nach dem Satz von EUKLID aus dem rechtwinkligen Drei-
eck P,TN

PyR* = TR-RN oder y2 = 2pa,,

also wieder Gleichung (IV).
Fiir den Schnittpunkt @ zwischen der Tangente und der y-Achse ergibt sich aus (145)
mit 2 =0

vo =P _ PW _th
Yo Yo2p 2

Satz

Die Ordinate des Schnittpunktes zwischen Tangente und y-Achse ist halb so groB
wie die Ordinate des Berithrungspunktes.

Die obigen Sitze ermoglichen die Konstruktion einer Parabeltangenbe,'wenn die
Parabelachse, der Scheitelpunkt und ein Beriihrungspunkt P, gegeben sind.

Bild 192 zeigt die Parabel y* = 2px und den Punkt
P, auBerhalb der Parabel. Von Pgsind an die Parabel y
die Tangenten anzulegen. Der Anschauung ent- I3
nimmt man, daBl zwei Tangenten, ¢, und ¢,, die Auf- y
gabe losen. Thre noch unbekannten Beriihrungs- ¢
punkte seien P, und P,. Dann gelten nach (145) die

Gleichungen : ) %
by =p+ )

ty: YYs = p(x + ) &S
Der Schnittpunkt P, liegt auf beiden Tangenten: .
Yol = P (¥ + 1) (VIII)
YoY2 = P (% + @) (IX)
Es soll die geometrische Bedeutung der Gleichung  Bild 192
YYo = P (@ + @) (X)

fiir den auBerhalb der Parabel liegenden Punkt P, untersucht werden. Zunachst stellt
(X) als lineare Gleichung eine Gerade dar. Wegen Gleichung (VIII) liegt Punkt P,
und wegen Gleichung (IX) auch Punkt P, auf dieser Geraden. Also ist (X) die Glei-
chung der durch beide Beriihrungspunkte gehenden Parabelsehne. Sie heiBit Beriih-
rungssehne.
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Die Tangentengleichung (145) und die Gleichung der Beriihrungssehne stimmen in der
Form iiberein. Die verschiedene inhaltliche Bedeutung ergibt sich daraus, da8 fiir die
Tangente P, auf der Parabel, fiir die Beriihrungssehne P, auBlerhalb der Parabel liegt.
Mit Hilfe der Beriihrungssehne ist die obige Aufgabe nun leicht zu losen.

BEISPIEL

1. Vom Punkt Py(—*%/;; 1) sind an die Parabel y* = 6z die Tangenten zu legen. Wie heiBien
ihre Gleichungen?

Lésung: Die Gleichung der Beriihrungssehne ist nach (X):

y:3(r—%):3z—4.

Dann werden die Schnittpunkte von Parabel und Beriihrungssehne ermittelt:

(Ba; — 4) = 62

=4 Y= —2.
Die Koordinaten der Schnittpunkte P; und P, setzt man in (145) ein urid erhilt die gesuchten
Tangentengleichungen:

¢ 8 2
4 4y:3(z+§) 175 —2‘1/:3(:(-#?)
y:%x—‘rZ y:—%xfl.

Zur Kontrolle kann man beide Tangenten zum Schnitt bringen und muB wieder den Punkt
P, erhalten.

Lést man die Gleichung der Berithrungssehne nach y
auf, dann folgt y

D oy P, (XI)

. . P .
Der Richtungsfaktor ist m = —. Daher lautet die
i g Y a o

0
Gleichung des zugeordneten Durchmessers

7 ¥
=2_2 _
y_m ) Yo-
Yo 7

P, liegt also auf dem Durchmesser, der seiner Beriih-
rungssehne zugeordnet ist (Bild 193). Bild 198
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Fiir den Schnittpunkt P von dem Durchmesser und der Parabel ergeben sich die
Koordinaten

%
2p’
Die Gleichung der Tangente in P, an die Parabel lautet dann

T3 = Ya3 = Yo-

y=tat .

Ein Vergleich mit (XI) zeigt, daB die Tangente den gleichen Richtungsfaktor wie die
Beriihrungssehne hat.

Die Tangente im Schnittpunkt eines Durchmessers mit der Parabel ist der zuge-
ordneten Sehnenschar parallel.

Dieses Ergebnis kann man sich auch leicht veranschau- Y
lichen. Nahert sich in Bild 194 der Punkt P, auf einem
Durchmesser unbegrenzt der Parabel, dann bewegt sich
die Berithrungssehne parallel zu sich in entgegengesetz-
ter Richtung. Im Grenzfall liegt P, auf der Parabel und
die Sehne geht in die Tangente uber Das macht auch S
die Ubereinstimmung zwischen der Tangentengleichung
und der Gleichung der Beriihrungssehne plausibel. Ab-
schlieBend wird der Fall betrachtet, daB die Parabel
eine allgemeinere Lage im Koordinatensystem hat,
daBsiez. B. durch (138) gegeben ist. Indem 2'; y'-System
* (Bild 182) hat die Parabeltangente dann die Gleichung

o

Bild 194

Y'Y =p' + ),
und mit 2’ =& — x, 3 =y — ¥, erhilt man die Gleichung einer Parabeltangente
in Pyim z; y-System:

(Y —¥s) (o — ¥s) = P (@ + 2o — 22). (X11)

BEISPIELE

2. Welclier Punkt P‘, der Parabel y*> = 12z besitzt von der Geraden y = — a:—l- 8 den kleinsten
Abstand und wie gro8 ist dieser?

Losung: Man legt parallel zur Geraden g eine Parabeltangente,
deren Berithrungspunkt P, von g den geforderten minimalen Abstand
besitzt (Bild 195). Die Tangentengleichung lautet:

t: yyYo=6(x + x) bzw. y = Ex + i)

Yo Yo

Die Richtungsfaktoren von ¢ und g miissen wegen der Parallelitit
beider Geraden iibereinstimmen: °

6

3
v 4 Bild 105
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Daraus folgt y, = 8 und mit diesem Wert aus der Parabelgleichung z, = ? Der gesuchte
minimale Abstand des Punktes P, von g ergibt sich mit Hilfe der HEssEschen Normalform vong:

3t — 4y +32 _ 16

d= ‘
-5 5

Wie groB ist der Halbparameter der Parabel 22 = 2py, die die Gerade y = ix - 3 als
Tangente hat? 4 2

Loésung: Die Parabel ist nach oben geoffnet. An die Stelle der Tangentengleichung (145)
tritt jetzt die Gleichung:

z% =Py + %)
und nach y aufgelost:

Z
y=—"z—1y.
P
Durch Vergleich mit der gegebenen Geraden folgt :
8. =9
P =5
Fiir P, gilt
g = 2pyo-
Aus diesen 3 Gleichungen liBt sich p berechnen:
’ p=16.
. Unter welch Winkel schneid inander die Parabel 2? — 16y =0 und der Kreis

a?+y?—225=0?

Lésung: Unter dem Schnittwinkel zweier Kurven versteht man den Winkel, der von den
Tangenten, die im Schnittpunkt beider Kurven an diese angelegt sind, gebildet wird. Man er-
hilt fiir die Schnittpunkte zwischen Kreis und Parabel

Py(12;9), Py(—12;9).

Wegen der Symmetrie beider Kurven zur y-Achse kann man

sich auf P, beschrink Die Tang leich lauten
(Bild 196):
(g 12040y = 225 oder y=— — —;ix+2s
tp: 122 =8(y + 9) oder y=%x—9.
Fiir den Schnittwinkel erhilt man Bild 106
3 4
2 + 3 17 =
tan:x,:—_—iz =r=ry «; = 109°26’
2°3

bzw. &, = 70°34".
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AUFGABEN
886. Man besti die Gleich der T an eine bel Parabel in einem gegebenen
Parabelpunkt P,.

a) y* =32z, Py(8;y > 0)
32
=y, 3,25 o,
Bat——Tu P2

o) (y — 3) = —20(z + 1), Py(...; 5)
d) ba? — 40z — 12y —40 =0, Py(2;...)

3 9 33
=——at——2z+ — s
ey B — ot o Poles )

10
887. Wie heiit die Gleichung der Normalen der Parabel
y* — 10x — 4y + 14 =0 im Punkt P,(3,5;y < 0)?

888," Gegeben sind die Parabel 22> = —18y und die Gerade y = — % 2« — 4. In den Schnitt-
punkten P; und P, von Parabel und Gerade sind die Tangenten an die Parabel anzulegen.
Man berechne
a) den Schnittpunkt P, der Parabel

b) den Tangentenschnittwinkel,
c) die Fliche des Dreiecks P, P, P,.

889. Durch den Brennpunkt einer Parabel wird eine Gerade gelegt und durch deren Schnitt-
punkte mit der Parabel werden die Tangenten gezogen. Es ist analytisch zu beweisen,
daB die T ten senkrecht aufei teh

890. An eine gegebene Parabel ist eine T mit bek Richtung zu legen. Man bestimme
den Beriihrungspunkt und die Tangentengleichung.

a) 2® = 9y, Steigung der Tangente: %;

b) y* = 4w, die Tangente steht senkrecht auf der Geraden y = —3z — 5;
¢) y* = 4z, die Tangente bildet mit der Geraden y = 2x — 3 einen Winkel von 45°;
d) y* — 9z + 6y + 81 = 0, die Tangente ist senkrecht zur Geraden 4z — 3y — 25 = 0;

e)(y—8)P2=— 2?5 z, die Tangente ist parallel zur Geraden 5z — 4y = 0.
891,

=4

Eine nach oben gedffnete Parabel enthilt die drei Punkte

A 3 15 1
n(s-3) n(9) B(-3):
a) Welche Parabeltangente und welche Parabelnormale gehen durch den Punkt P, (l—l 3 )
der Parabel? 2
b) In welchem Punkt Py beriihrt die Tangente mit der Steigung — % die Parabel?
892. Eine an die Parabel y? = 24z gelegte Tangente schneidet auf der y-Achse die Strecke 4 ab.
Wie lautet die Tangentengleichung und wo liegt der Beriihrungspunkt?

893. a) Wie groB ist der Halbparameter der Parabel 32 = 2pz, die die Gerade y = 0,26z + 1,20
als Tangente besitzt?

b) Desgleichen fiir y® =2pz und y= —3z + 8.
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894,
895.

896.

897.

1

898.
899.

900.

901.

=

902.

903.

904.

906.

Fiir welchen Parabelpunkt ist die Subtangente genauso lang wie die Subnormale?
Fiir welchen Parabelpunkt ist die Normale genauso lang wie der Parameter 2p?

Zu einem Parabelpunkt mit der Abszisse 2, — 15—6 gehort die Subnormale von der Linge 10.

Welchen Winkel bildet die Tangente dieses Punktes mit der -Achse?

Wie groB ist die Fliche eines gleichseitigen Dreiecks, dessen 3 Seiten auf Tangenten der
Parabel y% = 6z liegen?

Welche Tangente an die Parabel y2 = 12z hat vom Brennpunkt den Abstand d = 5?
In einem Punkt P, der Parabel y® = 2pz ist die Tangente angelegt. Sie schneidet die
y-Achse in R. Man bestimme die Menge der Umkreismittelpunkte der Dreiecke OP,R.
Die Normale in einem Parabelpunkt P, der Parabel y? = 2 pz schneidet die z-Achse im
Punkt Q. Auf der Senkrechten zur z-Achse in Q wird m von @ aus bis R abgetragen. Auf
welcher Kurve bewegt sich R, wenn P, die Parabel durchliuft?

Wie heiBen die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten an die Parabel y2 = 15 z und den
Kreis 22 4 y* = 100. 2

Welches sind die Berithrungspunkte?

An eine gegebene Parabel sind von einem gegebenen Punkt P, die Tangenten zu legen.
Wie heilen ihre Gleichungen?

a)y*=10x, P,(—5; %

b)a? = 24y, Py(3; —3)

c) y* = —13z, Py(10;2)

d)a? — 8z + 8y + 64 =0, Py(0;0)

Eine Parabel ist durch die Leitlinie und den Brennpunkt F' gegeben. Von einem Punkt P,
sind an die Parabel die Tangenten zu legen. Man beweise die folgende Konstruktion:

Um P, ist ein Kreis mit Py} als Radius zu zeichnen. Der Kreis schneidet die Leitlinie in den
Punkten R und Q. Die Mittelsenkrechten von RF und QF sind die gesuchten Tangenten.
Die Tangentenberiihrungspunkte ergeben sich als Schnittpunkte zwischen den Tangenten
und den in R und @ errichteten Senkrechten zur Leitlinie.

Zwei Tangenten und die zugehorige Beriihrungssehne einer Parabel bilden ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenlinge s = 12. Wie groB ist der Halbparameter der Parabel?

. Die Parabel y2 = 242 ist mit der Geraden y = 32 — 6 zum Schnitt zu bringen, und in den

Schnittpunkten P, und P, sind an die Parabel die Tangenten zu legen. Man zeige, dafl der
zur Sehne konjugierte Durchmesser durch den Tangentenschnittpunkt P, geht. Im Schnitt-
punkt Py von Durchmesser und Parabel ist eine Tangente anzulegen und zu zeigen, dafl der
Durchmesser den Abschnitt dieser Tangente zwischen den beiden anderen Tangenten
halbiert.

Unter welchen Winkeln schneiden sich die folgenden Kurven:

a)y‘=%z, @® 4yt =25

b) y? = 122, xzz%zy

c)at—4y =0, ¥ +8x—10y—T7=0

32.8. Weitere Eigenschaften der Parabel

Zuniichst soll eine Brennpunkteigenschaft der Parabel auf planimetrischem Weg ab-
geleitet werden. In Bild 197 sind zu einem Parabelpunkt P, der Brennstrahl P, F und
der Leitstrahl Py L eingetragen. Nach der Parabeldefinition ist P,F = P,L und damit
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das Dreieck P, L F gleichschenklig. Die Scheiteltangente schneidet F L in Q. Nach dem

Strahlensatz ist FQ = QL, also QP, die Héhe im Dreieck P,LF, die sowohl den
Winkel F P, L halbiert als auch senkrecht auf

FL steht. Wegen <t FQ P, = 1- muBl dann

aber nach dem Satz auf Seite 396 QP, eine )3

Parabeltangente sein. L <
[3

Satz a §

Die Parabeltangente halbiert den Winkel
zwischen Brennstrahl und Leitstrahl. Die
Normale halbiert den zugehérigen Neben- S\ F
winkel.

3

Den zweiten Teil des Satzes beweist man

durch einfache planimetrische Uberlegung.

Rotiert eine Parabel um ihre Achse, dann ent-

steht ein Rotationsparaboloid. Ein Parabol-

spiegel ist ein Stiick des Paraboloids, seine guq 197
Innenfliche tragt einen Spiegelbelag. Parallel

zur Achse einfallende Lichtstrahlen werden nach dem obigen Satz wegen des Re-
flexionsgesetzes so zuriickgeworfen, daf3 sie durch F gehen. Hieraus erklirt sich auch
fiir F' der Name ,,Brennpunkt*.

Legt man von einem Punkt P, die Tangenten an die Parabel und projiziert die Tan-
gentenabschnitte P, P; und P, P, auf eine Parallele zur Scheiteltangente, dann sind
nach dem Strahlensatz unter Verwendung der Ergebnisse der vorigen Abschnitte die
Projektionen gleich (Bild 198):

PP, =PiP, =c. g r~
d
Eine beliebige dritte Tangente schneidet die e i 2
beiden anderen Tangenten in R und @, und 112,
es gilt entsprechend : B -4 ly
——— 047
R'P{=RP;=4d .
I Q
TP =QF; =e. e
Wegen 2¢c = 2d + 2e folgt auBerdem % b
c=d+e.
Damit erhilt man Bild 198
PR_ d _d PQ_c—e d
RP, ¢c—d e qgP, e ¢’
PR _PgQ

&
N
QD
st
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Werden also von einem Punkt an eine Parabel die Tangenten gelegt und mit einer
beliebigen dritten Tangente zum Schnitt gebracht, dann verhalten sich die Abschnitte
auf der ersten Tangente umgekehrt proportional wie die entsprechenden Abschnitte
auf der zweiten.

Diese Eigenschaft kann fiir eine Hiillkonstruktion ausgeniitzt werden, wenn von der
Parabel zwei Tangenten mit den Berithrungspunkten P, und P, gegeben sind. Man
teilt P, P und Py P, in eine gleiche Anzahl von Teilen und verbindet entsprechende
Punkte, wie es in Bild 199 angegeben ist. Wihlt man die Teile geniigend klein, dann
braucht die Parabel kaum noch mit einem Kurvenlineal nachgezogen zu werden.

P P

Rild 199 Bild 200

In (I) kann speziell P;R = RP,, also auch P,Q = QP, sein.

Werden also die Mittelpunkte zweier Tangentenabschnitte verbunden, dann entsteht
wieder eine Parabeltangente, deren Beriihrungspunkt auf der Mitte dieses Tangenten-
abschnittes liegt. Durch Fortsetzung des Verfahrens ergeben sich weitere Tangenten
und Parabelpunkte (Bild 200).

AUFGABEN

907. Man beweise den Satz aus 32.8. auf analytischem Wege.

908. Der parabolische Hohlspiegel eines Scheinwerfers hat einen Durchmesser d = 26,4 cm und
eine Tiefe & = 12,0 cm. In welcher Entfernung vom Scheitelpunkt ist eine als punktférmig

I de Lichtquelle zu befesti damit die Lichtstrahlen parallel zur Spiegelachse

reflektiert werden?

909. Zwei Parabel mit den Beriihr P ten P, und P, und den Abschnitten
PyP, =Tcem, P,P, = 13 cm schneiden sich in P, unter dem Winkel & = 50°.
a) Man bestimme die Parabel mit Hilfe der Hiillkonstruktion entsprechend Bild 199 unter

Verwendung von mindestens 10 Tangenten.

b) Weitere Parabeltangenten und Parabelpunkte sind entsprechend Bild 200 zu konstruieren.

910. Die folgende Konstruktion ist zu beweisen: Von P, sind an eine Parabel bis P, bzw. P, die
Tangenten gelegt. Zieht man durch einen beliebigen Punkt 7' der Sehne P, P, eine Parallele
zu Py P,, die Py P, in R schneidet, und eine Parallele zu ITPl, die PP, in Q schneidet, dann
ist m eine Parabeltangente.
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911. Durch den Scheitelpunkt der Parabel y2 = 2pz ist ein Geradenbiischel gelegt. Man bestimme
die Menge aller Punkte der Ebene, welche die von den Geraden ausgeschnittenen Parabel-
sehnen im Verhiiltnis n,:n, teilen. ,

912. Die Parabel y = ::2—8 wird von der Geraden y = — % 2 4 10 geschnitten. Welchen Winkel

die zu den Schnittpunk P, und P, fithrenden B: ahlen miteinander ein?
Wie groB ist die Fliche des Dreiecks P, P, F'? i

hlieR

33. Ellipse

33.1. Definition und Konstruktionen

In 31.2. wurde fiir die Ellipse neben der Erklarung als Kegelschnitt die folgende Defi-
nition angegeben :

Die Ellipse ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Summe ihrer Abstinde
von zwei festen Punkten konstant ist.

Die festen Punkte F, und F, werden Brennpunkte der Ellipse genannt. AuBerdem
wird fiir die konstante Abstandssumme

PF,+ PF,=2a ) ]
und fiir den Abstand der Brennpunkte

FF,=2e¢ (1)
gesetzt (Bild 201). e heifit lineare Exzentrizitiit der El-

lipse. Durch die GroBen e und a ist die Ellipse eindeutig
bestimmt, und zwar muBB e < @ sein. Das Verhiltnis

Bild 201

£= f < 1 heiBt numerische Exzentrizitit. PF, und PF, nennt man die Brenn-

strahlen von P. Aus der obigen Definition folgen unmittelbar zwei Ellipsenkonstruk-
tionen. Die Groflen 2a und 2e seien gegeben.

1. Punktweise Konstruktion

Auf der gegebenen Strecke €D = 2a wihlt man R beliebig und schligt mit CR = r,
um F, und mit DR = r, um F, Kreisbogen, die sich in zwei Ellipsenpunkten P; und
P, schneiden. Durch Vertauschen von r, und r, ergeben sich zwei weitere Punkte P,
und P,. Man beachte bei der Wahl von R, daB r, > a — e bzw. r, = @ — ¢ sein muB.
Die Konstruktion beweist die Existenz von zwei Symmetrieachsen der Ellipse
(Bild 202). Ihr Schnittpunkt heiBt Mittelpunkt M der Ellipse. Die durch die Brenn-
punkte gehende Symmetrieachse heit Hauptachse der Ellipse, die dazu senkrechte
Symmetrieachse hei3t Neb h
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2. Fadenkonstruktion (Géartnerkonstruktion)

Um zwei Reilzwecken im Abstand 2e wird ein Faden gelegt, der zu einer Schlinge
verkniipft ist und den Umfang 2a + 2e besitzt (Bild 203). Mit einem in die Schlinge
gesteckten Bleistift wird der Faden gespannt und die Kurve umfahren.

c
N —

Bild 202 Bild 203

33.2. Ellipsengleichungen

Um zunichst die Kurvengleichung der Ellipse in rechtwinkligen Koordinaten aufzu-
stellen, wird unter Ausnutzung der Symmetrie ein geeignetes Koordinatensystem ge-
wihlt. Der Ursprung liegt im Ellipsenmittelpunkt, die Koordinatenachsen fallen mit
den Symmetrieachsen zusammen (Bild 204). Die Brennpunkte erhalten die Koordi-
naten F;(—e;0), Fy(e; 0). Fiir einen variablen Ellipsenpunkt P(z;y) gilt nach der
Definitionsgleichung:

<

4+ r,=2a oder P
[T T + Ve 7 = 2. ;
. F‘.’//g x 7]

Umgestellt und quadriert ergibt = x
Fed q iert ergi = =
e+ 2ex + 2? + y? = 4a® — 4a x

X Yle—a) + y? + €2 —2ex + 2% + y?

Bild 204
und vereinfacht folgt
ex —a® = —a}/(_ETerZ.
Hier wird nochmals quadriert und zusammengefal3t:
(a® — e?)a? 4 a®y? = a®(a® — e?). I

Zur Abkiirzung setzt man
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wobei b spéter auch geometrisch erklirt wird. Aus (I) folgt
b2a? + a’y? = a®b?, (IT)
und Division durch a?b? ergibt die

Mittelpunktsgleichung der Ellipse

a? R -
ETE= 1 (147)

Diskussion der Mittelpunktsgleichung

Die Ellipse ist abhiingig von den GroBen a und b oder allgemeiner wegen (146) von
zwei der drei GréBen a, b und e. Die Mittelpunktsgleichung (147) ist rein quadratisch
in z und y, was wieder die Symmetrie der
Ellipse beziiglich der z-Achse und der y-
Achse bestatigt.

Setzt man in (147) y =0, dann wird
2 = -+ a. Die Ellipse schneidet die 2-Achse
in zwei Punkten 4,(—a; 0) und 4,(a; 0).
Wird in (147) « =0, dann ist y = 4 b,
d.h., die Ellipse schneidet die y-Achse
in den Punkten B, (0;b) und B,(0; —b)
(Bild 205). In der Differentialrechnung wird
gezeigt, daf die Ellipse in den Punkten 4,
und 4, am stérksten und in den Punkten
B, und B, am schwiichsten gekriimmt ist.)
Man nennt daher 4; und 4, die Haupt-
scheitelpunkte, B, und B, die Nebenscheitelpunkte. Die Strecken 4,4, = 2a und
B, B, = 2b bezeichnet man auch als groBe bzw. kleine Achse der Ellipse und a als
groBe Halbachse, b als kleine Halbachse. Die in den Scheitelpunkten an die Ellipse
gelegten Tangenten heiflen Scheiteltangenten.

Aus (147) erhélt man durch Auflésen nach y

[
g=dk Va2 —a? (147a)

Fiir jeden Wert x€ [ —a;a] ist die Wurzel reell. Es lassen sich fiir diese 2-Werte, bis auf
x = +a, zwei y-W erte berechnen, die sich nur um das Vorzeichen unterscheiden (Sym-
metrie zur z-Achse). Wandert z von —a iiber 0 bis + @, dann éndert y seine Werte von
0 bis + b und wieder bis 0. Fiir die Ordinaten gilt deshalb y ¢ [—b; b]. Fiir |z| > a
ist die Wurzel imaginir, also gibt es in Ubereinstimmung mit der Anschauung keine
Ellipsenpunkte mehr. Die Ellipse liegt v6llig in dem von den Scheiteltangenten gebil-
deten Rechteck. Die Gleichung (146) wird nun auch unmittelbar aus Bild 205 ab-

1) Vgl. Band ,,Analysis*, Abschnitt 4
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gelesen. Fiir den Ellipsenpunkt B, gilt z. B. die Gleichung F, B, + F,B, = 2a und
wegen der Symmetrie wird F, B, = a. Ausdem Dreieck B, F',0 folgt nach dem pytha-
goreischen Satz die Gleichung (146).

o = 2
Fiir 2 = +e folgt y = + % ]/aK —e?= 4 %. Wie bei der Parabel heit die durch

den Brennpunkt senkrecht zur x-Achse gelegte Sehne Parameter und wird mit 2p
2

bezeichnet. Es ist 2p = %, und man findet fiir den Halbparameter:
b2
P=- (III)
Ist speziell @ = b, dann folgt aus (147) durch Multiplikation mit a* die Kreisgleichung
2? + y% = a® Der Kreis ergibt sich als Sonderfall der Ellipse, beide Brennpunkte
fallen wegen e = 0 im Kreismittelpunkt zusammen.
Die Gleichung (147a) fiihrt zu einer oft verwendeten Ellipsenkonstrultion:
Gegeben sind die Halbachsen @ und b der Ellipse. Man schligt um den Ellipsen-
mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius @, den Hauptscheitelkreis, und einen Kreis
mit dem Radius b, den Nebenscheitelkreis. Ein beliebiger Strahl durch O schneidet
den Hauptscheitelkreis in R und den Nebenscheitelkreis in @ (Bild 206). Die Parallele
zur Hauptachse durch @ schneidet die Parallele zur Nebenachse durch R in dem Ellip-
senpunkt P.

Beweis: Nach Bild 206 ist

0S =u, S=y
und
RS = }/a2 — a2,
Aus der Proportion 7
PS _ b
RS @
folgt
P_S=y:£]/az—x2,
- a
d. i. Gleichung (147a). Bild 206
Auflerdem wird aus Bild 206 noch eine
wichtige Parameterdarstellung der Ellipse abgelesen. Mit ¢ ROS = ¢ gilt
x = a cost te 10: 360° 148
y="bsint 38003 i (148)

Der Winkel ¢ heiBit exzentrische Anomalie. Dividiert man die erste Parametergleichung
durch a, die zweite durch b, quadriert und addiert die so erhaltenen Gleichungen,
dann folgt wieder die Mittelpunktsgleichung (147).
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BEISPIEL

1. Die Endpunkte R und @ einer Strecke konstanter Linge gleiten auf zwei zueinander senk-
rechten Geraden. Welche Kurve durchliuft ein Punkt P der Strecke, dessen Entfernung von
R gleich m und von @ gleich » ist?

Lésung: Die zueinander senkrechten Geraden werden als Koordinatenachsen gewiihlt, und es
wird < OQP =t gesetzt. Aus Bild 207 liest man sofort die Gleichungen

x = mcost
y =mnsint

ab. Nach Gleichung (148) beschreibt also P einen Ellipsenbogen. Fiir m > n gilt m = a,
n =0, fix m <n wird n =a, m =b. Im zweiten Fall fillt die Hauptachse der Ellipse mit
der y-Achse zusammen.

Auf dieser Eigenschaft beruht erstens die Papierstreifenkonstruktion der Ellipse — die Strecke
RQ wird durch einen Papierstreifen realisiert, auf dem P markiert ist — und zweitens die Wir-
kungsweise des Ellipsenzirkels.

)
v
y
M
N/
7 0] *m ¥
Bild 207 Bild 208

SchlieBlich werden noch die Kurvengleichungen fiir allgemeinere Lagen der Ellipse
angegeben. Der Ellipsenmittelpunkt M habe die Koordinaten a,,, Ym, die Hauptachse
sei parallel zur z-Achse (Bild 208). Die Gleichung der Ellipse lautet (vgl. 32.3.)

@—am)® | =yl

pe b (149)

Ist die Hauptachse parallel zur y-Achse, d. h. die Ellipse gegeniiber den bisherigen
Lagen um 90° gedreht, dann sind in den Gleichungen (147) bis (149) die Koordinaten
2 und y zu vertauschen.
Die letzte Gleichung ergibt nach Multiplikation mit dem Hauptnenner, Auflésen der
Klammern, Ordnen und nach entsprechender Bezeichnung der Koeffizienten von z
und y

424 By* + Cx + Dy + E = 0. (IV)
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Dabeiist A== B und A-B >0, d.h.,, 4 und B haben gleiches Vorzeichen. Jede
Gleichung von der Form (IV), deren Koeffizienten 4 und B beide Bedingungen er-
fiillen, bestimmt eine Ellipse.

BEISPIEL
2. Die Kurve mit der Gleichung
42? + 25y° — 322 4 50y — 11 =0
ist zu untersuchen.

Losung: Die Gleichung hat die Form (IV). Es ist A =4, B = 25. Wegen A4 == B und
AB =425 > 0 stellt die Gleichung eine Ellipse dar. Man bringt die Gleichung auf die Form
von Gleichung (149), um die Koordinaten des Mittelpunktes und die Halbach ablesen zu
konnen.

Man erhélt zunichst

4(2* — 8z) + 25(y% + 2y) = 11.
Dann werden die Klammerausdriicke zu Binomen ergiinzt:
4(2® — 8z + 16) + 25(% + 2y + 1) = 100.
Division durch 100 ergibt

(@ — 4?2 (y+ 19
% T 4

=1.

Fiir' den Ellipsenmittelpunkt wird M (4; —1) und fiir die Halbachsen a =5, b =2 abge-
lesen.

3. Auf der Ellipse %2 - a?y? = a?b? werden zwei beliebige, symmetrisch zur z-Achse gelegene
Punkte P; und P, gewihlt (Bild 209). Durch P, wird eine Parallele g, zur z-Achse und durch
P, und 4, eine Gerade g, gelegt. Man bestlmme analytisch die Glexchu.ng der vom Schnitt-
punkt P beider Geraden durchlaufenen Kurve.

I

Bild 209

Liésung: Die Gleichungen der Geraden lauten:

0 Y=u%
Y+9%_ _—n

far T =—".
Y z—2 z,—a
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Daraus ergibt sich fiir den Schnittpunkt P (x; y):

z=2a—x V)

y="4- (V1)
Fiir den variablen Ellipsenpunkt P, gilt

=, o9t

wtp=t

x, und y, werden nach (V) bzw. (VI) ersetzt und ergeben

(z — 2a)? Lﬂ_ _

Die gesuchte Kurve ist eine Ellipse, die der urspriinglichen kongruent ist und den Mittel-
punkt M (2a; 0) besitzt.

4. Es ist die Gleichung der Ellipse in Polarkoordi f: llen, wenn der Brennp F,
als Pol und die Richtung von F, nach F, als Polarachse gewiihlt werden.

Losung: Man wihlt nach Bild 210 ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung
in F, und erhilt fiir die Ellipse die Gleichung

(x—e?® ¥
e el = "I’ii.
. . N %

Dann geht man mittels der Gleichungen x = rcosg,
y = rsin @ zu Polarkoordinaten iiber: q

(r cos qz’ —e)? + (r sin @)* .

a? b Bild 210

Nach r aufgelést, ergibt unter Verwendung von a? — €® = b2:

f_2 ‘eb? cos @ " bt “ 0
a® — e cos’p a® — ¢ costp
eb® cos e2b? cos® bt
r= e o
a® — ¢ cos® @ (a* — e? cos® @)*  a® — e cos’ @

Wegen r > 0 wurde vor der Wurzel nur das Pluszeichen verwandt. Weitere Vereinfachung er-
gibt
eb? eoszp+ab‘ b2(a + ecos @) b
=& — ¢? cos? @ (a+ecos¢)(a—ecos4p) a — ecos @

.,
[
@Tﬁh{;

1— —cosg
a
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Mt B —pouna & = folprais
u_? a_ g

Polargleichung _ P
der Ellipse r= 1 —¢ccosg (150)
Speziell wird fiir
2 2
= 0% r=—p—=b—=u=u+e

Der Leser berechne sich mit @ =6 cm, b = 4 em fiir ¢ = 0°, 15°, 30°, 45°, ..., 345° die zuge-
horigen Radien mit dem Rechenstab und trage die entsprechenden Ellipsenpunkte P (r; @)
auf.

AUFGABEN

913. Man bestimme die Mittelpunktsgleichung der Ellipse aus
aja=11; e=8 b)a=8; £=%1/7 cJa=18; p=3
d)b=24; £=106 e)e=12; ¢ = 0,75 fle=3V2; p=3

914. Man bestimme die Halbachsen, die Brennpunkte, ¢ und p der Ellipsen:

22yt 22 y? .
2Py b+ Y 2722 4+ 43y% — 1161 = 0

100 " 36 V341 T4l ol 2t 4 ;

915. Man berechne aus je zwei der GroBen a, b, e, &, p die fehlenden.

916. Von einer Ellipse in Mittelpunktslage sind die groBe Halbachse @ =5 sowie ein Punkt
P(4; —1,8) gegeben. Wie heilt ihre Gleichung?

917. Die Ellipse 022® + a?y® = a®b® hat die numerische Exzentrizitit & = 4/5 und geht durch
den Punkt P;(12; 27/5). Wie gro8 sind ihre Halbachsen?

918. a) Von der Ellipse b22® + a®y® = a*b* sind die Punkte P,(8;3,6), P,(6; 4,8) gegeben. Wie

grof sind ihre Halbachsen?

b) Desgl. fiir P,(10; 5), Py(6; 13).

919. Von der Ellipse b%2? + a?y® = a®b® sind die Punkte P,(—3,6; 4) und P,(4,8; — 3) gege-
ben. Man bestimme die numerische Exzentrizitiit € und die Linge der Brennstrahlen von P;
und P,.

920. In die Ellipse 822® + a?y® = a®b? ist ein Quadrat einzuzeichnen, dessen Eckpunkte auf der
Ellipse liegen und dessen Seiten parallel zu den Ellipsenachsen sind. Wie grof ist seine Fliche?

2 2
921. In die Ellipse :I + ;’—6 =1 ist ein Rechteck einzuzeichnen, dessen Ecken auf der Ellipse

liegen, withrend seine Seiten parallel zu den Achsen sind und sich wie 5:3 verhalten. Wie
groB ist die Rechtecksfliche?
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922. Fiir die Linge der B; hlen eines Ellipsenpunktes P (z, y) gelten die Formeln:

rn =a-+ &x, T, =a — EX.
Man entwickle die Formeln.

923. Gesucht wird die Gleichung einer Parabel, die die Ellipse — + -*— =1 im Nebenscheitel
B, beriihrt und durch die Brennpunkte geht. 169

924. Man bestimme a) konstruktiv, b) durch Rechnung die Ellipsenpunkte, deren beide Brenn-
strahlen aufeinander senkrecht stehen. Wann ist die Aufgabe nur losbar?

925. In welchen Punkten schneiden sich die Ellipsen

42% 4 16y = 64 und 2? 4 64y® = 64?

926. Man berechne die numerische Exzentrizitit der elliptischen Erdbahn, wenn sich die Ent-
fernungen der Erde von der im Brennpunkt stehenden Sonne in Sonnennihe (Perihel) und
in Sonnenferne (Aphel) niherungsweise wie 29:30 verhal

927. Von dem Planeten Merkur ist die numerische Exzentrizitit ¢ = 0,2056 der Bahn sowie die
Periheldistanz d, = 46 Mill. km gegeben. Man berechne die Apheldi: d,.

928. Es ist zu zeigen, daB die in Beispiel 1 angegebene Bewegung auch die Ellipse liefert, wenn P
auBerhalb der Strecke RQ auf deren Verlingerung liegt. Wie gro8 sind @ und b, wenn wieder
RP—m,QP—n und m > n ist?

929. Gesucht werden der Mittelpunkt, die Halbachsen und die B punkte fiir jede der folgend
Ellipsen:

a) 222 + 5y® + 240 — 20y — 8 =10
b)3a? + 4y* — 242 =0
c) 42® + y® + 40z + 20y + 100 =0
d) 2%+ 16y* — 96y =0

930. Eine Ellipse, deren Achsen parallel zu den Koordinatenachsen sind, beriihrt die z-Achse in
P,(24; 0) und schneidet die y-Achse in P,(0; —8), P3(0; —18).

Wie heiBit die Ellipsengleichung?

931. Ein Kreis um O mit dem Radius r schneidet die z-Achse in den Punkten 4 und B, in denen
die Tangenten ¢, bzw. t, gezogen sind. Eine beliebige, in @ beriihrende Kreistangente schneidet
t,in T und ¢, in R. Welche Kurve durchliuft bei variablem @ der Schnittpunkt der Geraden
AR und BT?

032. Zwei Stibe OR —=m und RP =n sind in R durch ein Gelenk miteinander verbunden.
OR dreht sich um O linksliufig mit der Winkelgeschwindigkeit o gegen die Ebene, wiihrend
sich RP um R mit der Winkelgeschwindigkeit 2 o gegen OR rechtsliufig dreht. Welche
Bahn beschreibt Punkt P?

933. Gesucht wird die parameterfreie Gleichung der Kurve

= £ _2bt
=%rE c= Y1+

934. Man stelle die Gleichung der Ellipse in Polarkoordinaten auf, wenn der Mittelpunkt als Pol
und die Hauptachse als Polarachse gewéhlt wird.

935. Wie groB ist die Entfernung Dresdens (p = 51°02’) vom Erdmittelpunkt, wenn die Erde als

Rotationsellipsoid betrachtet wird, mit dem Aquatordurchmesser 12756 km und dem Pol-
durchmesser 12714 km?
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33.3. Ellipse und eine Gerade

Entsprechend dem Vorgehen bei der Parabel werden eine beliebige Ellipse mit der
Gleichung b%a% 4 a®y® = a?0® und eine beliebige Gerade mit der Gleichung
y = ma + n betrachtet, und es wird der Durchschnitt der Punktmengen c, (Ellipse)
und g (Gerade) untersucht. Die Koordinaten der Punkte P;€ ¢,ng miissen die
Bedingungsgleichungen beider Kurven erfiillen. Setzt man den Wert von y aus der
Geradengleichung in die Ellipsengleichung ein, dann ergibt sich die quadratische
Gleichung

atmn a*(b* —n?)

2+ 2 @m® + b2 T Eme T @

mit den Losungen

—a?mn + ab ]/azm2 + b2 —n?

Tig= a@m? + b2 ? (amn
und aus der Geradengleichung folgt
o b*n + abm ]/azm2 + b2 — nz‘ (I

a2 m2 + b!
Diskussion

1. Essei 0 < [m| < co.

Nach dem Wert der Diskriminante D = a2m? 4 b2 — n2, in der alle GroBen ent-

halten sind, die die Ellipse und die Gerade festlegen, werden drei Fille unter-

schieden:

a) @m? + b* —n? > 0: ceng = (Py; Py}, die Gerade schneidet die Ellipse in
zwei Punkten P, und P,.

b)@®m? + b* —n? = 0: ¢, n g = {P,}, die Gerade ist Tangente an die Ellipse. Fiir
den Berﬁhrquspunkt folgen aus (II) und (ITI) die Koordinaten

__—atmn _ —am .

AT n ()
b2n b2

W= EE iR W ™

c) a?m? + b — 2% < 0: ceng = &, die Gerade schneidet die Ellipse nicht.

2. Ist die Gerade parallel zur y-Achse, dann hat sie die Gleichung x = ¢, und in Ver-
bindung mit der Ellipsengleichung ergeben sich fiir die Schnittpunkte die

" b
Koordinaten @, = ¢, y;, = + i fa? — c®. Fiir @ > ¢ folgen zwei Schnitt-
punkte, fiir @ = ¢ folgt ein Schnittpunkt und fiir @ < ¢ keiner.

Mit der Tangentenbedingung D = a®m? + b2 — n2 = 0 1aBt sich der folgende Satz
beweisen :
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Satz

Der FuBBpunkt des Lotes, das von einem Brennpunkt auf eine Ellipsentangente
gefllt ist, liegt auf dem Hauptscheitelkreis.

Beweis: Man wihlt neben der Ellipse zunichst eine beliebige Gerade g:y = mx + =,
féllt von F, das Lot l auf g und berechnet den LotfuBBpunkt @ (Bild 211). Die Gleichung
des Lotes ergibt sich nach der Punktrichtungsgleichung mit

l: y=—_r—

Q ist der Schnittpunkt von g und Z:

2 ——27m7bh _nhme
L T R A
a
l
K‘
Bild 211 Bild 212

Fiir die Strecke 0 Q folgt:

00~ 17+ 7 =

(—e —mn): + (n — me)?
(L + m2)?

und nach Vereinfachen unter Verwendung von €2 = a? — b2:

— a® — b% + n2

OQ,= l/ T (V1)
Ist aber g eine Tangente, dann fiihrt D = 0 zu der Beziehung n? = a?m? + b2, die
in (VI) eingesetzt wird:

— a* — b+ aPm® + B2 fa(14 mP)

Q= 14+ m? - 1+ m? =103

d. h., Q liegt auf dem Hauptscheitelkreis.

Aus obigem Satz folgt eine einfache Hiillkonstruktion der Ellipse: Man legt durch F,
(oder F',) beliebige Geraden und errichtet zu ihnen in den Schnittpunkten mit dem
Hauptscheitelkreis Senkrechten. Diese sind Tangenten der Ellipse (Bild 212).
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AUFGABEN
936. Man bestimme die Schnittpunkte von der Ellipse und der Geraden:
1 2
a5 +y G y=—ga+3 b5 21 =1; y=—=z+9
2 2
c) Y=y .1/—~—qu+3]/— d)£+y—:1; y=22z

937.

3

“ ie lang ist dxe Sehne, die durch die Ellipse 10022 + 625y% = 62500 aus der Geraden
y=— Z @ -|— — hemusgeschmtten wird?

938. Durch den Brennpunkt F, und den Nebenscheitel B, der Ellipse 222 + a?y?~= a?b® ist
eine Gerade gelegt. Wie lang ist die zugehorige Ellipsensehne und welchen Abstand hat der
Brennpunkt F, von der Geraden?

33.4. Tangente der Ellipse

Die Ellipsentangente soll in P, berithren. Als Gerade durch P, hat sie die Gleichung

Y — Yo = m(z — ). [44]

Die Tangenteneigenschaft wird durch geeignete Wahl von m erfillt. Division der
Gleichung (V) durch Gleichung (IV) in 33.3. ergibt

o = b :

== —on bzw. m = o (II)
Damit folgt aus (I)

b2,

Yy—Y=— ng/n (z — @)
oder umgeformt

bPazy + aPyy, = I)Z;,;g + a?y;

T o Yo %

Tetp-ded an

Die rechte Seite von (III) ist aber Eins, da die Koordinaten von P, die El].lpsenglel-
chung erfiillen miissen.

Gleichung der Ellipsentangente im Ellipsenpunkt P,

i RS S L EE | (151)
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Liegt P, nicht wie in Bild 213 auf der Ellipse, sondern auBerhalb (Bild 214), dann
stellt (151) die Gleichung der Beriihrungssehne s dar. Der Beweis wird dhnlich wie bei
der Parabel gefiihrt.

Anmerkung: Mit Hilfe der Differentialrechnung folgt fiir den Richtungsfaktor einer Ellipsen-
tangente

P = 2. 2.

m=y’=(£]/:z’~zz)= b(_2_“5)_=_ b2z =—PTZ-

a 2a Ya* —a? a2 (i Vaz_—;,;e) «y

a
und speziell fiir P, wieder die Gleichung (II).
/)
Po

Bild 213 Bild 214

BEISPIELE
2 2 "
1. Welche Tangenten der Ellipse %4 + Ey(; =1 bilden mit der z-Achse Winkel von 45°7

Losung: Aufgaben, bei denen die Tangentenneigungen vorgegeben sind, lassen sich auf zwei
‘Wegen losen. Im ersten Fall geht man von der Gleichung y = ma + n der Tangente aus, in
der m = 1 bekannt ist, und berechnet sich aus der Tangentenbedingung a*m? + b2 — n2 = 0
die GroBe n:

n=+ Va@m?® + b* = + V144 + 36 = -+ V180 = -+ 6V5.
Man erhiilt zwei Tangenten als Losungen:

4 y=z+6V5 ty: y=z—6}/5.

Der zweite Weg wird zweckmiBig beschritten, wenn auch der Berithrungspunkt gesucht wird.
Die Tangentengleichung (151) wird nach y aufgelost:

2 2
ST S S
aty, Yo 47, Y
und der Rich faktor gleich Eins gesetzt:
e B g
4y,

Da P, auf der Ellipse liegt, gilt auBerdem

75 Y
Zo, gt _q,
144 " 36
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Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Koordinaten der zwei moglichen Beriihrungs-
punkte
24 - 6 - 24— 6 -
Py [—=1V5; —V5); Po(—V5; ——15).
o ( 5 V 5 V: ) 0(5 V 5 i )

Nach (151) folgen dann die Tangentengleichungen.

2. Es ist zu beweisen: Das Produkt der Abstinde der Brennpunkte von einer Ellipsentangente
ist konstant gleich b2.

Losung: Die Hessesche Normalform der Tangentengleichung (151) lautet
b 2w + a?yoy — a?b? —o
Yoz +atst
Fiir die Abstéinde d, bzw. d, der Brennpunkte F,(—e;0), F,(e; 0) folgt (Bild 215)
_ —brzge —a®b® 4 — bizge — a*b?®
B tew o mien
und fiir das Produkt

4

bade — adbh

dy-dy= — .
e biag + atyf

Mit den Formeln a?y} = a?b® — b2 und e = a® — b2 vereinfacht sich der Ausdruck zu

dy - dy = b2,

N

0 N

s
%
/
/

Bild 215 Bild 216

Eine Tangentenkonstruktion

An eine Ellipse ist im Punkt P, die Tangente anzulegen. Man zeichnet den Haupt-
scheitelkreis und verlingert die zu P, gehérende Ordinate bis P, (Bild 216). Die Kreis-
tangente t, in P; schneidet die Verlingerung der Hauptachse in 7'. T P, = t, ist dann
die gesuchte Ellipsentangente.
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Beweis: Die Tangentengleichungen lauten wegen z, = @;:

te: xzo M: b @xg + Yy, = ad.

Um beide Tangenten mit der 2-Achse zu schneiden, setzt man in den obigen Glei-
chungen y = 0 und erhilt beidemal den gleichen Wert

a!l
T = —.
Zo
AUFGABEN
939. Wie heiBit die Gleict der T an eine gegebene Ellipse in einem gegebenen Punkt:
y? 4
a) ~+ Po(g Vis; !/o>0)
x“ 2 8
b)%+%=1; P,(:.,>o; yu=——5—)?

940. a) Wie heiBt die Gleichung der Tangente an die Ellipse
(@—am® |, —ym?® _, .
o + S e 1 in Py?
b) desgl. fiir M(4; —1), a =5, b=4, Py(7;y > 0).
Welche Gleichung besitzt die Normale der Ellipse
4542 + 602 = 2700 durch P,(2V3; y, < 0)?
942, An die Ellipse 922 + 100y — 900 = 0 ist im Punkb Py(6;y, > 0) die Tangente anzu-
legen. Welchen Abstand hat der linke Hauptscheitelpunkt von der T:
943. Der Scheitel einer nach rechts gedffneten Parabel, deren Achse mit der z-Achse zusammen-
fillt und die den Halbparameter p = 9/25 hat, liegt im linken Hauptscheitel der Ellipse
922 4 25y = 225. Wie lauten die Gleichungen der in den Schnittpunkten beider Kurven an
die Ellipse gelegten Tangenten?
944. Man bestimme die Fliche des Parallelogrammes, das die vier Tangenten der Ellipse
b222 4 a?y® = a2b? in den Endpunkten der Parameter 2p miteinander bilden.

941,

oy

945. In den Schnittpunkten zwischen der Geraden y = — ;—:z—— % und der Ellipse
422 4 9% = 36 sind die Tangenten gezogen. Welchen Winkel bilden sie miteinander?
946. Unter welchen Winkeln der die Kurven
2 P ¥
a)?+b7_1 und & ;2_1

b) 1622 + 112y% = 256 und 2? =9y
:i/ 2 9
— 4 =1 d —+-- =
) + o 20 + 45

d) 1622 + 25y% = 400 und der Kreis durch die Endpunkte der Ellipsenparameter?
947. Welche Tangenten der Ellipse 1322 4 52y% = 676 sind a) parallel, b) senkrecht zu der
Geraden y = — %z«l» 10?
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948. Man lege um die Ellipse 2522 + 100y = 2500 ein Tangentenrechteck, dessen eine Seite
in Py(8; y, < 0) berithrt. Wie heiBen die Gleichungen seiner Seiten?

2 2
949. a) Man bestimme die Tangenten von Py(5; 6) an die Ellipse ’2:—5 + z_ﬁ =1
_ 9y _ 39
b) Desgl. fiir % LU=y p—24.

,5

950. Die Ellipse b%2a% + a?y® = a?b® beriihrt die Gerade z + 3y — 18 = 0 in Py(3;5). Wie
grof3 sind die Halbachsen?

33.5. ‘Weitere Eigenschaften der Ellipse

33.5.1. Konjugierte Durchmesser

Eine Gerade y = m,x + n schneide die Ellipse b22? + a?y? = a?b? in den Punkten
P, und P, Py, sei der Mittelpunkt der Sehne P, P, (Bild 217). Die Koordinaten von Pm
ergeben sich aus

_nts _nhty
2 o 2

Zm

Fiir die Koordinaten der Schnittpunkte P, und

P, werden die Werte aus den Formeln (II) und %
(III) aus 33.3. eingesetzt: %
a?myn
=——_t I
o a*m} + b ) Bild 217
b%n

Ym = @mi + b (Im)
(IT) durch (I) dividiert ergibt

Ym _ b2 __

o oder Ym = prry T (I1I)

Man betrachtet nun eine Schar paralleler Sehnen, die folglich einen gemeinsamen
Richtungsfaktor m, besitzen. In (III) ist daher aufer @ und b auch m, konstant. Die
Mittelpunktskoordinaten jeder Sehne der Parallelenschar erfiillen dieselbe Gleichung
(III), d. h., die Sehnenmittelpunkte P liegen auf der Geraden d,:

b2
-

2
atm,

y=— (Iv)

Die Gerade geht durch den Ellipsenmittelpunkt und heiBt deshalb Durchmesser der
Ellipse.
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Satz

Die Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser der
Ellipse.

Der Durchmesser heifit der Sehnenschar, die er halbiert, zugeordnet oder konjugiert.
Zu einem gewihlten Richtungsfaktor m, der Sehnenschar gehért der Richtungs-
2

faktor my = — des zugeordneten Durchmessers.

a?m,
Wird parallel zu dem Durchmesser d, eine zweite Schar paralleler Sechnen mit dem
Richtungsfaktor m, gelegt, dann ist ihnen nach (IV) ein Durchmesser d, mit der
Gleichung b2 b2

Yy=——a=— ——>—
S -

a*my

x = mx

zugeordnet. d, ist also parallel zur ersten Sehnenschar (Bild 218).

Definition
Zwei Durchmesser der Ellipse heifien einander zugeordnet oder konjugiert, wenn
jeder die dem anderen Durchmesser parallelen Sehnen halbiert.

Ihre Richtungsfaktoren m, und m, erfiillen die Bedingung

bZ
my My = — —

= (152)

Ahnlich wie bei der Parabel 1iBt sich beweisen, daB die Tangenten in den Schnitt-
punkten eines Durchmessers mit der Ellipse parallel zu dem konjugierten Durch-
messer sind. Die einzigen senkrecht aufeinanderstehenden konjugierten Durch-
messer sind die Haupt- und die Nebenachse der Ellipse. Der Durchmesser wurde als
Gerade definiert. Je nach dem Problem versteht man darunter auch die Strecke, die
die Ellipse von der Geraden ausschneidet.

BEISPIEL

Es ist zu beweisen: Sind d;, = 2, und d, = 2b, zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse
b22% + a®y? = a®b?, die den Winkel f miteinander einschlieBen, dann gilt
a) @} + b} =a 4 b2 ) b) @;-by-sinf=a-b. (V1)

Bild 218 Bild 219
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Losung:

a)Sind y = myz und y=myx die Gleichungen beider Durchmesser, dann gilt
my = —b*a2m,. Fir die Koordinaten der Punkte 4 und B (Bild 219) erhilt man nach
(II) und (IIT) aus 33.3. wegen n = 0:

i ab ” ab —am,
e b= ]
= Va2mi + b2 —VaPmi 4 5®  VaPm} + b2
i abm, 3 abm. b
=21 b= — = .
¢ Va2mi + b2 4 —VaPmy + 6*  VaPmi + b2
Fiir die Halbmesser folgt:
2 o a2b? (1 + m}
@} =i+ Yo = B b;) (Vi)
i . atmi 4 bt
W=a+y= azm% T ovim
2 g0 _ G0 4 at0Pmi 4 afmi + b0 (@4 D7) (a2mf + b?) I
aifib= a*m} + b? a*mi + b® Gk
b) Man berechnet zunichst
]
g M=t _ am ™ B
T 14 mgmy b i T (@ =) m
¢ a*my '
und erhiilt damit nach Vereinfachung:
tan? 2 ;2 2)2
sintf = tan?f (a®*mi + b2) (Ix)

1+ tan2f  (admd + %) (1 +mj)”
SchlieBlich folgt mit (VII), (VIII) und (IX) sofort durch Kiirzen
a3 . b} -sin? B = a®b* oder a,b, sinf = ab.

Die linke Seite der Gleichung (VI) ist die Fliche des Parallelogramms OACB, die also kon-
stant ist. Folglich ist auch die Fliche des Parallelogrammes CDEF, das von den Tangenten
in den Schnittpunkten zwischen Durchmesser und Ellipse gebildet wird, konstant gleich
4ab, d.h. gleich dem aus den Scheiteltangenten gebildeten Rechteck.

33.5.2. Konstruktion und Brennpunkteigenschaft .

Zur Bestimmung eines Ellipsenpunktes P, und der zugehorigen Tangente ¢ gilt die
folgende Konstruktion :

Man schligt um einen Brennpunkt, etwa F,, einen Kreis mit dem Radius 2a und
verbindet einen beliebigen Punkt R dieses Kreises mit #; und Fj. Die Mittelsenkrechte



426 33. Ellipse

von F,R ist eine Ellipsentangente und schneidet F;R in dem Ellipsenpunkt P,
(Bild 220).

Der Beweis soll planimetrisch gefiihrt werden. Nach der Konstruktion ist A F,R P,
gleichschenklig, also

m:Pan- @
Weiterhin gilt

F,R=FP, + PR =2a
und mit (I):

F\Py + PyF, = 2a,

d. h., P, erfiillt die Definition fiir einen Ellipsen-
punkt. Nun verbindet man einen von P, verschie-
denen Punkt @ auf der Mittelsenkrechten ¢ mit F,,
F,und R. Im Dreieck F, RQ gilt dann:

Bild 220

FQ+QR>FR=2a
und wegen !

QE=TFQ
folgt .
F.Q + FoQ > 2a.

Q ist also kein Ellipsenpunkt. Da somit P, der ein-
zige Punkt von ¢ ist, der auf der Ellipse liegt, muBl
t eine Ellipsentangente sein. Bid 22t

Aus Bild 220 liest man aulerdem ab: ¢ halbiert als

Hohe im gleichschenkligen Dreieck Py F,R den Winkel F, Py R und folglich die Nor-
male durch Py den Winkel F; P, F, (Bild 221).

Satz

Die Normale in einem beliebigen Ellipsenpunkt Py halbiert den Winkel ¢ zwischen
den zugehorigen Brennstrahlen, die Tangente durch Py den Nebenwinkel d.

Nach diesem Satz lassen sich die Normale und die Tangente in einem gegebenen
Ellipsenpunkt konstruieren, wenn die Brennpunkte bekannt sind.

Anmerkung: An einer Mauer mit elliptischem GrundriB werden nach dem obigen Satz alle von
einem Brennpunkt ausgehenden Schallwellen so reflektiert, daB sie sich im anderen Brennpunkt
vereinigen (Fliistergalerie). Da sie alle den gleichen Weg 2a durchlaufen, treten keine Interferenz-
erscheinungen auf. Das gleiche gilt fiir die von einem Brennpunkt eines elliptischen Spiegels aus-
gehenden Lichtstrahlen. Hieraus erkliren sich auch die Bezeichnungen Brennpunkt und Brenn-
strahl.
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33.5.3. Ellipse als senkrechte Parallelprojektion des Kreises

AbschlieBend wird noch eine Ellipsendefinition besprochen, die einige der angegebe-
nen Ellipseneigenschaften anschaulich erklirt. Die Ebene eines Kreises & ist gegen eine
waagerechte Ebene I unter dem Winkel « geneigt. Durch Projektionsstrahlen, die
senkrecht zu I' sind, wird der Kreis auf I" projiziert und ergibt dann eine Ellipse £’
(Bild 222).

Bild 222

Beweis: Der waagerechte Kreisdurchmesser 2a projiziert sich in wahrer Lange. Der
dazu senkrechte Kreisdurchmesser wird in der Projektion am stéirksten verkiirzt und
hat dort die Lénge 2b = 2a cos «.

Hieraus folgt

b
cos o = —.
a
Nun wird in die Kreisebene ein Koordinatensystem gelegt, dessen 2-Achse im hori-

zontalen Durchmesser liegt. Die Projektion dieses Systems ist das 2';y’-System. Fir
einen Kreispunkt P und seine Projektion P’ gilt

=g, I y’=ycosa=y-%. (IT)
Die Koordinaten von P erfiillen die Kreisgleichung:

k: a2+ 2 =a?.
Mittels (I) und (IT) kann man zur Gleichung der Kurve k' iibergehen:

2y
—=+ e 1.

a? 3
224+ —y'2=a
+ b Y a
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k' ist also eine Ellipse. Wie (II) zeigt, wird jede Kreisordinate im gleichen Verhiltnis
verkiirzt, wihrend die Abszissen gleich bleiben. Das ist aber der in Bild 206 darge-
stellte Sachverhalt. Man braucht nur Kreis und Ellipse von Bild 222 so in eine Ebene
zu bringen, daB die x- und a'-Achse zusammenfallen. Wegen dieser Beziehung wird
die Ellipse auch das affine Bild des Kreises genannt.

Von zwei beliebigen, aufeinander senkrecht stehenden Kreisdurchmessern halbiert
bekanntlich jeder die zu dem anderen Durchmesser parallelen Sehnen. Die gleiche
Eigenschaft findet man bei den konjugierten Durchmessern der Ellipse wieder. Da
bei der Parallelprojektion die Parallelitit von Strecken sowie ihre Teilverhiltnisse
(hier speziell fiir 1 = 1) erhalten bleiben, bilden sich also zueinander senkrechte
Kreisdurchmesser auf konjugierte Durchmesser der Ellipse ab.

Nur die auf der @- bzw. y-Achse liegenden Kreisdurchmesser haben auch zueinander
rechtwinklige Projektionen, und zwar die Ellipsenachsen.

Weiterhin ist die in Bild 216 angegebene Tangentenkonstruktion mit Bild 222 an-
schaulich zu erkléiren.

AUFGABEN
2 2
951. Gegeben sind die Ellipse :—9 + g—s =1 und der Durchmesser d: y = — % 2. Man be-

stimme den konjugierten Durchmesser d, und die Gleichungen der Tangenten in den Schnitt-
punkten der Durchmesser mit der Ellipse.

952. Man beweise, daB die Tangente im Schnittpunkt zwischen Durchmesser und Ellipse parallel
zu der zugeordneten Sehnenschar ist.

953. Man beweise, daB ein Punkt P, auBerhalb der Ellipse auf dem Durchmesser liegt, der seiner
Beriihrungssehne zugeordnet ist. 22 2

954. Der Punkt P,(4;2) liegt innerhalb der Ellipse —— + Y~ _ 1. Welche Sehne wird von
P, halbiert? 60 24

955. Welcher Durchmesser der Ellipse 8,422 4 122 = 100,8 halbiert die Sehne y=—2x+1?

2 2
956. Die Gleichung eines Durchmessers der Ellipse —;LG —+ ‘11’—6 =1list y= %z. Welchen Win-

kel bildet sein konjugierter Durchmesser mit ihm?
957. Welche konjugierten Durchmesser der Ellipse sind gleich lang und wie groB ist ihre Linge?
958. Von einer Ellipse sind zwei konjugierte Halbmesser a, = 24, b, = 6,4 und der einge-
schlossene Winkel f = 150° gegeben. Wie groB sind die Halbachsen a und b?
959. Der ebene Schnitt durch die Achse eines elliptischen Hohlspiegels ist durch die Gleichung

2 2
g;—ﬁ + 1%; =1, =0 gegeben. Ein Lichtstrahl mit der Gleichung 22 — 3y — 16 =0
wird am Spiegel reflektiert. In welchem Punkt R trifft der reflektierte Strahl wieder die
Achse?
34. Hyperbel
34.1. Definition und Konstruktion
Definition

Die Hyperbel ist die Menge aller Punkte der Ebene, fiir die die Differenz ihrer
Abstéinde von zwei festen Punkten konstant ist. (Vgl. 31.4.)
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In die Definition der Ellipse tritt bei der Hyperbel nur an die Stelle der konstanten
Abstandssumme die konstante Differenz. Zwischen den Sitzen bzw. Gleichungen und
Formeln fiir beide Kurven gibt es daher auch nur geringe Unterschiede; meist tritt
nur eine Anderung in den Vorzeichen ein. Es kann deshalb in den folgenden Abschnit-
ten auf verschiedene Ableitungen verzichtet werden. Ausfiihrlicher wird auf einige
Eigenschaften eingegangen, die fiir die Hyperbel typisch sind.

Fiir die konstante Differenz wird

P
|PF, — PF,| =2a (I
und fiir den Abstand der Brennpunkte F; und F, Fa . f2
e
FiF, =2¢

gesetzt (Bild 223). ¢ ist die lineare Exzentrizitiit der Hyperbel, i 223

und zwar mull e > a sein. ¢ = g > 1 ist die numerische
Exzentrizitiit der Hyperbel.

Punktweise Konstruktion
aund eseien gegeben. Die Konstruktion entspricht derin33.1. angegebenenersten Ellip-
senkonstruktion. Nur ist jetzt R auf der Verlingerung von C D beliebig zu withlen, aber

so, dafi 7, (bzw. ;) > e — a wird (Bild 224). Die Konstruktion beweist die Existenz
von zwei Symmetrieachsen, die sich im Mittelpunkt 3 der Hyperbel schneiden. Die

Symmetricachse durch #, und F, heif3t
Hauptaehse, die dazu senkrechte Sym-
metrieachse hei3t Neb h
F
-
A P,
Iy
4 4
£, 0 : .
e e Fz
2a e-a X
c "~ (3
]
Bild 224 Bild 225
34.2. Hyperbelgleichungen

Man 1Bt die Koordinatenachsen wieder mit den Symmetrieachsen zusammenfallen
(Bild 225). Aus der Bedingung

|1y — 1| = 2a
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folgt

Ve +ef + 9% — Y& —eF + | = 2a.
Durch dhnliche Umformung wie bei der Ellipse erhilt man die Gleichung
(€% — a?)a? — a®y? = a®(e® — a?). (I)

Sie stimmt mit der Ellipsengleichung (I) aus 33.2. formal iiberein. Weil aber fiir die
Hyperbel e > a ist, setzt man jetzt abkiirzend

(153)

Aus (I) folgt dann
b2a? — a2y? = a?b?
oder die
Mittelpunktsgleichung der Hyperhel
x2 yz

St (154)

Diskussion der Miltelpunktsgleichung 8

Die Hyperbel ist durch zwei der drei Gro-
Ben a, b und e bestimmt. Die Mittelpunkts- £
gleichung ist rein quadratisch in « und y, N

wodurch die Symmetrie der Kurve beziig- 74 — 3 X
lich der a- und der y-Achse ausgedriickt !
wird. Fir y = 0 folgt aus (154) 2 = +a. :
Die Hyperbel schneidet die x-Achse in !
den Hauptscheitelpunkten 4, (—«; 0) und

A,(a; 0). Mit = 0 erhélt man aus (154)

y = 4+ bj. Esexistieren also keine Schnitt-

punkte mit der y-Achse, d.h., die Hy-

perbel besteht aus zwei getrennten Asten

(Bild 226). Bild 226
a heillt die reclle Halbachse, b die imaginire
Halbachse. Diese Bezeichnungen werden auch beibehalten, wenn die Brennpunkte
auf der y-Achse liegen. In (154) sind dann @ und y zu vertauschen. Im Gegensatz
zur Ellipse kann jetzt auch a > b sein. Explizit in y lautet (154)

ES

y=4 % Yat — a2 (154a)

Fiir jeden Wert |2| = a ist die Wurzel reell. Zu diesen z-Werten kann man, bis auf
x = 4 a, je zwei y-Werte berechnen, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden
(Symmetrie zur 2-Achse).
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Aus |z| — oo folgt auch |y| — co. Fiir € (—a, a) wird die Wurzel imaginar, also
existieren fiir dieses Intervall keine Hyperbelpunkte. Die beiden Aste der Hyperbel
erstrecken sich von 4, bzw. 4, nach beiden Seiten bis in das Unendliche. Bei |2| — oo
zeigt die Hyperbel ein fiir sie typisches, von der Parabel abweichendes Verhalten,
das untersucht werden soll. Wegen der Symmetrie der Hyperbel beziiglich beider
Koordinatenachsen kann die Untersuchung auf den im ersten Quadranten liegenden
Kurventeil beschriinkt bleiben. Die Gleichung (154a) wird in der Form

b a?
y=—= l_ﬁ (x =0) (429]

2 2
geschrieben. Fiir  — co folgt -a—n — 0 oder VI - a_z — 1 und damit fiir (IT)
P =

© 1—%—)5:—1 (x =0) (I1T)

Die rechte Kurvengleichung in (III) stellt den im 1. Quadranten liegenden Teil einer
Geraden durch den Ursprung dar. Weil der Wurzelausdruck fiir jedes z kleiner als 1
wird, ist die Ordinate y eines Hyperbelpunktes stets kleiner als die zur gleichen Ab-
szisse gehorende Ordinate 7 des entsprechenden Geradenpunktes. Durch VergréBern
von x 14t sich diese Ordinatendifferenz beliebig verkleinern. Entsprechendes gilt fiir
die anderen Quadranten. Die Hyperbel nihert sich also von der z-Achse her immer
mehr zwei durch den Ursprung gehenden Geraden, ohne sie aber je zu beriihren oder
zu schneiden.

Die Geraden

y=+—o : (155)

a

heien Asymptoten?) der Hyperbel.
Mit den Richtungsfaktoren - % der Asymptoten und der Beziehung (153) ergibt

sich das in Bild 226 dargestellte rechtwinklige Dreieck 04, B. Es zeigt, wie aus den
gegebenen GroBen @ und b die Asymptoten und die Brennpunkte konstruiert werden
konnen. Sind Scheitelpunkte und Asymptoten bekannt, dann 148t sich die Hyperbel
leicht angenihert zeichnen.

Fir x = +e folgt aus (154)

b2
@

y=:t%]/e2—u“=i

2o

1) gri h: asymp nicht fallend
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Die Hyperbelsehne 2p durch F; bzw. F, senkrecht zur Hauptachse heit Parameter
2
und p = b; Halbparameter der Hyperbel. Der gleiche Ausdruck ergab sich fiir den

Halbparameter der Ellipse.

Wiihrend der Sonderfall @ = b bei der Ellipse den Kreis e
lieferte, ergibt sich hier fiir @ = b die gleichseitige Hy-

perbel mit der Gleichung

22 — g = a?. aw
Thre Asymptoten y = 4+« schneiden die Koordinaten- A I3 &
achsen unter 45° und einander unter 90° (Bild 227). 0

BEISPIELE

1. Eine Ellipse hat die Gleichung 19a® + 6432 = 76. Welche
Hyperbel hat mit der Ellipse die Brennpunkte gemeinsam und
geht durch den Punkt P, (°/,; 2)?

Bild 227

Lésung: Die linearen Exzentrizititen von Ellipse und Hyperbel miissen gleich sein:

ep=eg.
F 19 45
Nach (146) gilt eg=a—bi=4——=—
Nach (146) g 2=a? 2 6-18
d nach (153 R S
und nach (153) eﬂ_ﬁ=aﬂ—{—bK
- 45
oder = B ad.
P, liegt auf der Hyperbel:
25 _ i =1
16a% by
Ersetzt man b} nach (V) und formt um, dann folgt
134 1125
TN e L A
B TR
5
ader o= STESE
16
Da ag < eg sein muB, gilt nur das Minuszeichen:
CI TS
U6 T e

und nach (V) ist by = 3/2.
Die Hyperbelgleichung lautet:

a?

8Py,
Ly
4

16
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2. Die folgende Hyperbelkonstruktion ist zu beweisen: Um O werden zwei Kreise mit den Radien
a bzw. b gezogen, Eine beliebige Gerade durch O schneidet die Kreise in @ und R. Die Kreis-
tangenten in @ und R treffen die z-Achse in § bzw. 7. Wird Q5 in T senkrecht zur 2-Achse ab-
getragen, dann ergeben sich die Hyperbelpunkte
P und P’ (Bild 228). y

Losung: Der beliebig gewiihlte Radiusvektor O R
bilde mit der z-Achse den Winkel ¢. Aus Blld 228 I3 )2
wird fiir die Koordi von P abgel QR

== a
x2=0T = —; A
cos t S y3

— 0 NS T
y=PT=Q8 =btant. .
Dividiert man die erste Gleichung durch «a, die

zweite durch b, quadriert beide Gleichungen und
subtrahiert sie voneinander, dann folgt

—=—— —tan? =1, Bild 228

da ol 1 + tan®t ist. Die Gleichungen
cos® ¢

z=L, y=>btant
cos ¢

ergeben also eine Parameterdarstellung der Hyperbel mit ¢ als Parameter (Héufiger wird die
Parameterdarstellung 2 = a cosh ¢, y =& sinh¢ angewendet. Vgl. Band ,,Analysis“).

Ist allgemein M (@m; ym) der Hyperbelmittelpunkt und ist die Hauptachse parallel
zur z-Achse, dann lautet die Hyperbelgleichung

E—aml  (y—y=)
I R

(156)

oder umgeformt mit entsprechender Bezeichnung der Koeffizienten
Az*+ By + Cx+ Dy + E=0, (V1)
wobei A -B < 0 sein muB.

AUFGABEN
960. Man besti die Mittelpunktsgleick der Hyperbel aus
17 13 13 5
h=8 o= == g ) & =—, p=18
a) e Y b) e s & I c) e 3 »

2
961. Eine Hyperbel hat ihre Scheitelpunkte in den Brennpunkten der Ellipse :—22 + g— =1

und die gleiche Nebenachse wie die Ellipse. Wo schneiden sich beide Kurven?

962. Eine Hyperbel geht durch die Punkte P;(15;9/,), P,(13; —%/,), ihre Hauptachse fillt
mit der z-Achse zusammen. Wie heilt die Hyperbelgleichung?
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963. Man bestimme die Halbachsen, die Brennpunkte und die Asymptotengleichungen der fol-

genden Hyperbeln:

= ¥

= ——= b) 22522 — 64y + 14400 = 0
Y36 i AR =

c)a? —y? —196 =0

964. Welchen Winkel schlieBen die Asymptoten der Hyperbel 1622 — 3632 = 576 miteinander
ein? .

965. Eine Hyperbel besitzt die Asymptoten y = + %/,,& und den Brennpunkt F,(—5/,4;0).
Wie groB8 sind die Halbachsen?

966. Eine Hyperbel b22? — a®y® = a®b* geht durch den Punkt P(2;3), ihre Asymptoten
schlieBen den Winkel 2x = 120° ein. Man berechne die Halbachsen.

967. Gesucht wird der Abstand des Punktes P;(6; —4) von den Asymptoten der Hyperbel

a? a
1447 25

968. Man bestimme die Mittelpunkte, die Halback und die Br

perbeln:

a) 92 — 16y* — 36z — 128y — 364 =0

b) 14422 — 259> — 2882 — 150y + 144 = 0

c) 4a% — 4y® + 322 + 20y — 25 =0 .

969. P ist ein variabler Punkt der Hyperhel 2 = 1. Welche Bahn durchliuft der
Schwerpunkt S des Dreiecks Ar‘{zP‘! 136

970. Welches ist die Menge aller Punkte der Ebene, deren Entfernung von dem Mittelpunkt 37
der Strecke 4 B = 2a die mittlere Proportionale zwischen ihren Entfernungen von 4 und
B ist?

971. Die Seite BC = a eines Dreiecks liegt fest, withrend die Spitze A sich so bewegt, daB
y = 2f ist. Auf welcher Bahnkurve bewegt sich der Punkt 4 des Dreiecks?

972. Von einem variablen Punkt R der gleichseitigen Hyperbel a? — y* = 4 wird das Lot auf die
y-Achse bis ¢ gefillt und zugleich Giber R hinaus um sich selbst verlingert bis 7'. Auf welcher
Kurve liegt der Schnittpunkt P von 4,Q und 'AZT?

973. Es ist die Gleichung der Hyperbel 5%? — a®y% = a?b? in Polarkoordinaten aufzustellen.

kte der folgenden Hy-

P

34.3. " Tangenten und Durchmesser der Hyperbel

Die Mittelpunktsgleichung (147) der Ellipse geht in die Mittelpunktsgleichung (154)
der Hyperbel iiber, wenn b2 durch — b2 ersetzt wird. Auf dem gleichen Weg kann man
aus den anderen Formeln der Ellipse, die nur b enthalten, sofort entsprechende
Formeln fiir die Hyperbel bekommen. Es wird deshalb allgemein auf die Untersuchung
der Lagebeziehungen zwischen Hyperbel und Gerade verzichtet. Sie verlauft wie bei
der Ellipse und wird dem Leser zur Ubung empfohlen. Speziell sollen aber die Geraden
durch den Hyperbelmittelpunkt betrachtet werden. Sie heiBen Durchmesser der Hyper-
bel. Wihrend alle Durchmesser der Ellipse diese schneiden, gilt das nicht mehr fiir die
Hyperbel. Sie liegt vollig in denjenigen von den Asymptoten gebildeten Quadranten,
die die Brennpunkte enthalten. Daher schneiden nur solche Durchmesser y = mx

die Hyperbel, fir die |m| < g ist. Sie heiBlen Hauptdurchmesser (Bild 229). Durch-
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messer mit |m| > E heiBen Nebendurchmesser und schneiden die Hyperbel nicht.
a

Die Asymptoten trennen beide Durchmesserscharen.
Der Leser veranschauliche sich, daB die Parallele zu einem Hauptdurchmesser die
Hyperbel stets in zwei Punkten schneidet, die Parallele zu einem Nebendurchmesser
die Hyperbel schneiden, berithren und mei-
den kann, wihrend die Parallele zu einer
Asymptote die Hyperbel nur in einem
(endlichen) Punkt schneidet. i

Die Tangentenbedingung fiir die Hyperbel
lautet (vgl. 33.3. Diskussion, 1.b)

a?m? —b* —n? = 0. (I)

Fiir die Asymptoten ist n = 0 und |m| =
= % Mit diesen Grofien ist Gleichung (I)

erfiillt. Da die Asymptote aber mit der
Hyperbel im Endlichen keinen Punkt ge- il 229
meinsam hat, sagt man: die Asymptote

beriihrt die Hyperbel im Unendlichen. Fiir den Richtungsfaktor einer Tangente folgt
aus (I):

2 2
|m|=1/”_+1>£_
a a

Die Tangenten konnen also nur parallel zu Nebendurchmessern sein.
Entsprechend (151) erhdlt man die

Gleichung der Hyperbeltangente im Hyperbelpunkt Py

(157)

Fiir einen Punkt P, der zwischen den beiden Hyperbeldsten liegt, bedeutet (157)
die Gleichung der Beriihrungssehne. Wie bei der Ellipse beweist man auch fiir die
Hyperbel die folgenden

Siitze

Die Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen liegen auf einem Durchmesser der
Hyperbel. Zwei Durchmesser der Hyperbel heilen einander zugeordnet oder kon-
jugiert, wenn jeder die dem anderen Durchmesser parallelen Sehnen halbiert.
Ihre Richtungsfaktoren m, und m, erfiillen die Bedingung

b2
My My =—g (158)
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m, und m, haben gleiche Vorzeichen, d. h.,

zwei konjugierte Durchmesser bilden im Ge- 4
gensatz zur Ellipse mit der z-Achse entweder 4
zwei spitze oder zwei stumpfe Winkel. Zu

einem Hauptdurchmesser d, ist stets ein

Nebendurchmesser d, konjugiert und um-

gekehrt (Bild 230). ! g
[
BEISPIEL
1. Es ist zu beweisen, daB sich Ellipse und Hy-
perbel mit gemeinsamen Brennpunkten stets
rechtwinklig schneiden. (Derartige Kegelschni
heiBen konfokal.) Bild 230
Loésung: Es seien a, b bzw. @/, b’ die Halbachsen
der Ellipse bzw. der Hyperbel. Dann gilt
€ =a? — b® = a4 b2, (IT)
Die Kurvengleichungen lauten
b2a? + a’y? = a?b? b22% — a2y = a/2b". (I11) u. (IV)
Aus beiden Gleich folgt fiir die Abszi der Schnittpunkt
2q'2 (B2 /2
n 2O b +07?)
@2t | a?b®
und unter Verwendung von (II):
= ata’®(a® — a’®) _ a*a®(a® —a’%) _ a’a®
= a2 — &) + a2(& —a?) (e —a?) T e
o=
e
Entsprechend ergeben sich die Ordinaten der Schnittpunkte:
by
y=x—.
e
Fiir die Richtungsfaktoren der Ellipsen- bzw. Hyperbeltangente z. B. in P, (a—a; li) folgt
e e
_mB__ab bt _ab
T year . ab’ Yoo a’b’
Wegen m' = — oL schneiden sich beide Kurven rechtwinklig.
m
AUFGABEN
974. Man berechne die Schnittpunkte zwischen der Hyperbel 422 — 93 = 36 und den folgen-
den Geraden und v hauliche sich die Ergebnisse an einer Skizze.
a)y=2x—8 bz —2y—1=0 c)y=2z+3

d)bz+6y+9=0 e)2z+3y+15=0
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975.

976.

977.

3

978.

979.

98

981.

982.

983.

984.

34.4.

=

a) Wie heiBen die Gleichungen der Tangente und der Normalen durch den Punkt P, ('%/,;
y > 0) der Hyperbel

22 2
@ —igei= 1?
8t 9
b) Desgleichen fiir 22 — 4% — 120 — 16y — 16 = 0, P,(16;y > 0)
Wo und unter welchen Winkeln schneiden ei der die Kurven

a) 6422 —3y* =16 und 162% 4 3y* =64
2 2
BZ ¥ 1 und 22— 24y+28=0

36 16
2
c) % — 1% =1 und der Kreis durch F, mit dem Mittelpunkt im Scheitel 4,

d)z®+y*=9 und 362® — 5y = 180?
Welche Tangenten der Hyperbel 922 —4y® =36 sind zur Geraden 15z + 8y =16
parallel?

2
Gesucht werden die Gleichungen der von Py (5; 6) an die Hyperhel =2 =1 gelegten
Tangenten. 16

Eine Hyperbel b22? — a?y? = a®b® besitzt die lineare Exzentrizitit ¢ = % V5 und wird

von der Geraden 68z — 16y — 25 = 0 beriihrt. Wie groB sind ihre Achsen? (Man ver-

wende die Tangentenbedingung!)

Welche gleichseitige Hyperbel 22 — y% = a® wird durch den Kreis 2® 4 (y + 10)> = 100

von auflen beriihrt? (Man bringe beide Kurven zum Schnitt und setze die Diskriminante der

quadratischen Gleichung gleich Null.)

Welche Pambel o= 2py beriihrt die Hyperbel 2® — y* = 36? Wie groB ist das von den
ten und der Beriil hne gebildete Dreieck?

Die Parabel y® = 2pz hat mit der Hyperbel 5* 7:2 — a®y* = a*b® einen Brennpunkt ge-

meinsam. Wie heiBen die Gleichungen der gemeinsamen Tangenten beider Kurven und wo

liegen die Beriihrungspunkte? (Skizze)

Eine Hyperbel hat mit der Ellipse ® + 4y® = 100 die Hauptscheitelpunkte g

Die Asymptoten sind die Diagonalen in dem Rechteck, das vonden Scheiteltangenten der

Ellipse gebildet wird. Man besti die Beriihrungssehne der Hyperbel, die zum Ellipsen-

punkt P,(x = 6) gehort. Welche Lage hat die Sehne zur Ellipse? b

Welcher Durchmesser der Hyperbel &2a% — a®y® = ab? ist zur Asymptote y = — =z

konjugiert? G

Eigenschaften der Hyperbel

Fiir die Hyperbel gilt der folgende

Satz

Die Fliche des Dreiecks, das von den Asymptoten und einer Hyperbeltangente
gebildet wird, ist konstant und zwar gleich « - b (Bild 231).

Beweis: Diein P, beriihrende Hyperbeltangente .

xzy Yy,
- @
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wird mit den Asymptoten I
b )

y== i (I)
zum Schnitt gebracht. Gleichung (II) in (I) eingesetzt
und nach 2 aufgeldst ergibt A

X
a*b
Byig = ——- III
2™ 5o oy @
Die Ordinaten der Schnittpunkte folgen aus (II): 2
ab?
= v
Ya =+ bay T ay, -
Bild 281
Fiir die Flache des Dreiecks O P, P, erhilt man:
00 1
1 1
Ad=5|@my 1 |=5 (@241 — Yo1) =
@ oy 1
_ 1 a?b ab? —ab? a?b _
= 2 \bzy + ayo bz, —ay, ba, +ay, by, —ayy)
a?b® a’b® b

T b2 —ayd ==

Weiterhin gilt der

Satz

Das zwischen den Asymptoten gelegene Stiick einer Hyperbeltangente wird von
dem Beriihrungspunkt P, halbiert.

Zyum Beweis bildet man mit (III):
2+ 1 ( ab a?b )_

2 2 \bay —ay, + bay + ay,
1 a?bz, + a*by, + a*bPx, — a?by, _ 1 2a?bw, -
=B b2l — a?y} T2 e "

P, ist also der Mittelpunkt der Strecke P, P,, was zu zeigen war. Die durch P, gelegten
Parallelen zu den Asymptoten schneiden die letzteren in den Punkten @ und R
(Bild 232). Nach dem Strahlensatz ist 0Q = QP, und OR = RP,.

Daraus folgt eine einfache Tangentenkonstruktion, wenn die Asymptoten und der
Beriihrungspunkt P, gegeben sind. Man zieht durch Py zu einer Asymptote, z. B.zu
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Y= 51, eine Parallele bis R und trigt OR von R aus bis P, ab. Dann ist P, P, die

Tangente in P,. Ebenso kann man natiirlich die Punkte @ und P, verwenden.
Nach entsprechenden Sitzen der Planimetrie sind die vier Dreiecke ORQ, RP,Q,
RP,P, und QP,P, kongruent. Daher ist die Fliche des Parallelogramms ORP,Q

gleich der halben Fliche des Dreiecks O P, P;, also a2_b und damit ebenfalls konstant.
Diese Eigenschaft fiihrt bei der gleichseitigen Hyperbel zu einer einfachen Kurven-

X

Bild 232 Bild 233

gleichung. Da die Asymptoten senkrecht aufeinander stehen, geht das Parallelogramm
2
in ein Rechteck iiber, dessen konstante Fliche wegen @ = b den Wert %hat.Werden

die Asymptoten als Achsen eines Koordinatensystems gewihlt und hat ein beliebiger
Hyperbelpunkt in diesem System die Koordinaten & und 7 (Bild 233), dann ist

2
&n= % V)

2
oder wenn die Koordinaten wieder mit #, y bezeichnet werden und % = ¢ setzt wird:

= (159)

alo

(159) ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf ihre Asymptoten als
Koordinatenachsen.
BEISPIEL

Die Gleichung (V) der gleichseitigen Hyperbel soll durch Koordinatentransformation aus der
Mittelpunktsgleichung 2* — y* = a* hergeleitet werden.
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Losung: Der Winkel ¢ in den Transformationsgleichungen [vgl. (120), S. 349] ist der positiv
gemessene Winkel von der - zur §-Achse, d. h. ¢ = 315°. Die Gleichungen lauten

x = & cos 315° — 7 sin 315° i}

y = &8in 315° + 7 cos 315°,

x=siv5+n%ﬁ=iﬁ(e+m D

y=—t3 T 01T =2 E0 -0, (vVID)

Die Gleichungen (VI) und (VII), in die Mittelpunktsgleichung 2? — y® = a® eingesetzt, er-
geben:
1 1
7 @2+ ) — o (8 — 28 —nf) =a?,
a2

Eﬂ=?.

AbschlieBend wird noch ein Satz angegeben, der analog zur Ellipse bewiesen wird:

Satz

Die Tangente in einem beliebigen Hyperbelpunkt P, halbiert den Winkel zwischen
den zugehorigen Brennstrahlen, die Normale durch P, den Nebenwinkel.

AUFGABEN

985. Die in 33.5.2. angegebene Ellipsenkonstruktion gilt analog auch fiir die Hyperbel. Man kon-
struiere danach fiir « = 2,56 cm, b = 3 cm Hyperbelpunkte mit den zugehérigen Tangenten.

986. Es ist zu beweisen, daBl das Produkt der Abstiinde eines Hyper-
belpunktes von den Asymptoten konstant ist. X

987. Man beweise den Satz: Der FuBpunkt des Lotes, das von einem )
Brennpunkt auf eine Hyperbeltangente gefillt ist, liegt auf dem
Hauptscheitelkreis. Danach ist eine Hiillkonstruktion der Hy- A
perbel durchzufiihren. (Man beachte 33.3.)

988. Es ist zu beweisen: Wenn eine Gerade die Hyperbel in den X
Punkten P,, P, und die Asymptoten in den Punkten P,, P, ]
scheidet, dann sind die Strecken P,P; und P,P, gleich lang
(Bild 234). A
Man konstruiere nach diesem Satz aus den Asymptoten und
einem Hyperbelpunkt P, weitere Hyperbelpunkte. Bild 284

35. Verwandtschaft der Kegelschnitte

Die drei Kurven Ellipse, Parabel und Hyperbel wurden in Abschnitt 31. als ebene
Schnitte eines geraden Kreiskegels definiert. Diese Gemeinsamkeit in der Definition
kam auch bei der analytischen Behandlung der Kurven zum Ausdruck. Bei Ver-
wendung rechtwinkliger Koordinaten wird jeder Kegelschnitt, dessen Achsen parallel
zu den Koordinatenachsen sind, durch eine Gleichung 2. Grades der Form

Aa®+ By + Ca+ Dy +E=0 (I)
beschrieben.
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Es wurde gezeigt, daB (I) fiir

AB > 0 eine Ellipse (4 = B: Kreis)

AB = 0 eine Parabel (4 = 0: Achse parallel zur z-Achse,
B = 0: Achse parallel zur y-Achse)

AB < 0 eine Hyperbel (4 = —B: gleichseitige Hyperbel)

darstellt. (Von weiteren Sonderfillen wurde bisher abgesehen.) Eine Verallgemeine-
rung von (I) ergibt sich daraus, dafl die Kegelschnittachsen nicht mehr parallel zu
den Koordinatenachsen liegen, und wird in Abschnitt 36. behandelt.

Die Verwandtschaft zwischen den drei Kurven kommt auch besonders in ihren
Scheitelgleichungen zum Ausdruck. Fiir dic Parabel ist’die Scheitelgleichung bereits
mit (134) gegeben. Fiir die Ellipse folgt sie, wenn der Koordinatenursprung in den lin-
ken Scheitelpunkt 4, entsprechend Bild 235 gelegt wird. Die Gleichung lautet:

b
- 2 2
e—ap g

& T
a2, ‘

Bild 235

Bei der Hyperbel soll der rechte Scheitel 44 in den Ursprung gelegt werden (Bild 236):

(x4 a)® 3? J

—w E!
y? = 2px + % 2.
Zusammengefalt lauten die N N4 s

Qeheitololeicl der Kegelschnitte:

Ellipse: g% =2px — D e S

a
Parabel: 92 = 2pzx (160)

Hyperbel: y? = 2pa + %:ﬂ

Fiir die Ellipse ist das Quadrat aus der Ordinate kleiner als das Rechteck aus dem
Parameter 2p und der Abszisse x.

Fiir die Parabel tritt Gleichheit ein, withrend fiir die Hyperbel das Quadrat groBer als
das Rechteck ist. Danach wurden von den Griechen die Namen fiir die Kegelschnitte
eingefithrt, denn Ellipse bedeutet Mangel!), Parabel Gleichheit?), und Hyperbel
UberschuB3).

1) (griech.) #detypic 2) (griech.) mxpxfolr 3) (griech.) dregfoif



442 35. Ver dtschaft der Kegelschnitte

Fiir die Ellipse wird

p_bl_a2_e2

P =1—¢ (IT)
und fir die Hyperbel
b2 e —g2
§=F= = = —1. (I1I)

Fiir die Parabel ist ¢ =1, also ¢ —1 = 0. Die drei Scheitelgleichungen (160)
kénnen deshalb zu der gemeinsamen Scheitelgleichung

Y2 =2px + (e —1)a® (161)

zusammengefallt werden.

In (161) soll p konstant, & variabel angenommen werden. Gleichung (161) bestimmt
dann eine Schar von Kegelschnitten mit gemei Scheitelpunkt (Bild 237). Zu je-

B4

Bild 287

dem Wert 0 < e < 1 gehort eine Ellipse. Fiir ¢ — 1 folgt 1 — &2 — 0 und nach (IT)
a — co. Die Ellipsen werden also immer langgestreckter, es treten quantitative Ver-
dnderungen auf. Erreicht ¢ den Wert 1 oder wird & > 1, dann erfolgt sprunghaft eine
qualitative Verinderung. Aus der geschlossenen wird eine offene Kurve. Die Ellipse
geht in eine Parabel oder in eine Hyperbel iiber. Fiir ¢ =0 wird aus der Ellipse
ein Kreis. Gleichung (161) hat sogar noch einen Sinn, wenn &2 < 0 ist, obgleich dazu
a? — b2
a?

kein reeller Wert ¢ existiert. Wegen &2 = <0 ist a <b, d. h., die groBe
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Halbachse der Ellipse ist parallel zur y-Achse und wird hier ausnahmsweise mit b
bezeichnet. Bild 238 zeigt die zu verschiedenen Werten von &2 gehorigen Kurven.
g {
Ellipsen | Ellipsen ] Hyperbeln
(Hauptachse paralle! |(Hauptachse=x-Achse)
2ur y-Achse)

Kreis Parabel
Bild 238

Auch bei Verwendung von Polarkoordinaten kann allen Kegelschnitten eine in der
Form iibereinstimmende Kurvengleichung zugeordnet werden [vgl. (144), (150) und
Aufgabe 973):

PR — (Iv)
1 —ecosg

Man erhilt wieder fiir ¢ = 0 einen Kreis (Radius p),
0 < & < 1 eine Ellipse,
& = 1 eine Parabel,
& > 1 eine Hyperbel.

Fiir konstantes p und variables ¢ stellt (IV) eine Schar von Kegelschnitten mit einem
gemeinsamen Brennpunkt dar (Bild 171).
AUFGABE

989. Tn 31.4. wurden alle drei Kegelschnitte mit Hilfe einer Leitlinie und eines Brennpunktes de-
finiert. Man berechne fiir die Ellipse bzw. Hyperbel den Abstand « der Leitlinie vom Mittel-
punkt M des Kegelschnittes.

36. Kegelschnitte in allgemeiner Lage

36.1. Aligemeine Kegelschnittgleichung

Bisher wurden nur Kegelschnitte betrachtet, deren Achsen parallel zu den Koordi-
natenachsen sind. Die zugehorigen Kurvengleichungen in rechtwinkligen Koordi-
naten sind durch (I) aus Abschnitt 35. gegeben. Jetzt werden allgemeine Lagen der
Kegelschnitte angenommen, d. h., ihre Achsen kénnen beliebige Winkel mit den
Koordinatenachsen bilden. Die entsprechenden Kurvengleichungen sollen unter-
sucht werden.

BEISPIEL
1. Wie heiBt die Gleichung der in Bild 239 gezeigten Ellipse im #; y-System?

Losung: Zur gesuchten Gleichung gelangt man in zwei Schritten. Man geht von dem x5y
System, dessen Achsen mit den Ellipsenachsen zusammenfallen, durch Parallelverschiebung
zum z’; y’-System und anschlieBend durch Drehung zum ; y-System iiber.
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Im 2”; y"”-System lautet die Ellipsengleichung v
2y
=1 T
16 * 4 @

und im «’; y’-System nach Gleichung (149)

z' — 8) 4y
A
Fiir den Ubergang zum ;y-System gelten die N~
Transformationsformeln (vgl. 29.2.): /\/
' = x cos 330° — y sin 330° = ;-JJU‘ \
1 1 Bild 239
=—13 =
FVBa+ 5y
! = wsin 330° -+ y c0s 330° = — - » 1 L Y3y,
Y Y 3 5 13

und es folgt aus (IT):

1 = 1 4 1 1 .= 2

=g 2 e == = —

!2V1+2y 8) ( 7 2t 5By 4)

4 =1.
16 ! 4
Die weitere Vereinfgchung ergibt schliefic] ~ /A2 8]
s sy <12 S
Ta? — 6 Y32y + 13y + 32(2 — V3)w — 32(1 + 213) y + 448 = 0.

Der Vergleich dieses Ergebnisses mit Gleichung (I) aus Abschnitt 35. zeigt, daff noch
ein Glied mit @y, das gemischiquadratische Glied, hinzugekommen ist. Das gilt auch
in allen anderen Fillen, bei denen die Achsen eines Kegelschnittes mit den Koordi-
natenachsen einen beliebigen von Null verschiedenen Winkel bilden (vgl. 34.4.).
Die allgemeine Gleichung cines Kegelschnittes in rechtwinkligen Koordinaten lautet
also

Ax2+B.uy+0yz+D.z+Ey+F=o| (162)

Jeder Kegelschnitt mit beliebiger Lage im Koordinatensystem wird durch eine Glei-
chung der Form (162) dargestellt. Der Beweis wird wie im obigen Beispiel, aber all-

gemein gefithrt. Man schreibt die Kegelschnittglei- ¥
chung (I) aus Abschnitt 35. in der Form
A'z*+ B'y?+ 'z’ + D'y + E'= 0 (III) \

und geht mit Hilfe der Transformationsformeln
x:::uc?szp—ysin(p )
Y =asing + ycos @

zu einem 2;y-System iiber, in dem der Kegelschnitt

dann die allgemeinste Lage hat. Einsetzen von (IV)

in (III), ausmultiplizieren und zusammenfassen ergibt

Gleichung (162). Bild 240
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AUFGABE
990. Welche Gleichung besitzt die in Bild 240 dargestellte Parabel (p = 3) im z;y-System?

36.2. Transformation der allgemei Kegelschnittgleichung auf die
reduzierte Form

Es soll nun das umgekehrte Problem behandelt werden. Gegeben ist die allgemeine
Gleichung 2. Grades in x und ¥

Aa? 4+ By +Cy2+ D+ Ey+ F =0,

und es ist fiir bestimmte Koeffizienten 4, B, ... zu untersuchen, welcher Kegelschnitt
durch diese Gleichung beschrieben wird, wie gro seine Achsen sind bzw. welchen
Parameter er besitzt und welche Lage er im Koordinatensystem einnimmt.

BEISPIEL
1. Man untersuche den Kegelschnitt, der durch die Gleichung
322 — 10zy + 3y% + 28Y2¢ — 412y +-32 =0 )
gegeben ist. Sﬂlb s \}’ .

Losung: Das Glied —10zy gibt an, daB die Achsen des Kegelschnittes mit den Koordinaten-
achsen von Null verschiedene Winkel bilden. Durch Drehung um einen vorliufig noch unbe-
kannten Winkel ¢ geht man zu einem z’;y'-System iiber, dessen Achsen parallel zu den Ko-
ordinatenachsen sind, so daB also kein gemischtquadratisches Glied mehr in der Gleichung ent-
halten ist. Die Transformationsformeln, in denen z jetzt auf der linken Seite stehen muf,
lauten:

z=2a cosp — ¥y sing y =a'sing + y cos .

Sie werden in (I) eingesetat:
3(2’ cos @ — ¥’ sin g)2 — 10(2’ cos @ — ¢’ sin ) (¢’ sing + ¥’ cos ¢) +
+ 3(2’sing + ¥y cos @)® + 28 Vli(z' cos @ — y' sin @) —
—4V2(2'sing + ¥ cosg) + 32 =0.

A Itipliziert und faBt ergibt [man beachte (65) und (66a)]:

(3 — 55in2¢) 2’2 — 10 cos 292"y’ + (3 + 5sin 2¢) y* +

4 4Y2(Tcosp —sing) 2’ — 412(Tsing + cosp)y’ + 32 =0. (In
Damit das gemischtquadratische Glied verschwindet, wird

10cos2¢ =0
gesetzt, und man erhilt fiir den Drehwinkel im 1. Quadranten

20 =90°, @ =45".
Dan;it folgt aus (IT): . b

/? — 4y’ 4 122" 4+ 16y" — 16 = 0. (III)
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Die Koeffizi der quadratischen Glieder sind ungleich Null und haben verschiedene Vor-
zeichen. (III) ist also die Gleichung einer Hyperbel. Mit Hilfe der quadratischen Ergiinzung
kann leicht die Form

@—6p -2 _,
36
hergestellt werden, und aus dieser lassen sich die
Achsen @ =6, b = 3 sowie die Mittelpunktskoordi-
naten x;, = 6, y/, = 2 ablesen. Mit diesen Werten
und dem Drehwinkel kann die Hyperbel in das
2;y-System eingezeichnet werden (Bild 241).
Die Rechnungen des Beispiels 1 werden allgemein
fiir die Gleichung .

Aa® + Bxy + Cy® + Dx -
+ By 4+ F=0 Bild 241

durchgefiihrt. Mit den Transformationsgleichungen
x=2a'cosp —y'sing
y=2a'sing + y cos g

geht man zum 2’;y'-System iiber, das gegen das urspriingliche um den Winkel ¢
gedreht ist. Dann folgt

A (2’ cos p —y' sin ¢)? + B(a' cos g — ¥’ sin ) (2 sin ¢ 4 3’ cos ¢) +-
+ C(a'sing + ' cos @) + D(x' cos ¢ — y' sin ) +
+ E(@@' sing 4 y' cos¢) + F = 0.

Zusammengefaft ergibt sich
(4 cos® ¢ + Bsin ¢ cos ¢ + C' sin? ¢\‘,\7;’2 + [B(cos? ¢ — sin® ¢) —
—2(4 —C)sin g cos gla’y’ 4 (4 sinz\ga — Bsin g cos p + C cos? ¢)y'2 +
+ (Dcosg + Esing)z’ + (Ecosg — Dsing)y’ + F =0. (Iv)

Der Winkel ¢, iiber den noch frei verfiigt werden kann, wird so gewihlt, daff das
gemischtquadratische Glied verschwindet, d. h. der Koeffizient von «'y’ Null wird:

B(cos?p —sin?g) —2(4 — C)sinpcosgp =0
(4 — O)sin2¢ = B cos 2¢

tan2¢:A€0 (163)
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Bei der Lésung kann 2¢ auf die ersten beiden Quadranten, ¢ also auf den ersten Qua-
dranten beschrinkt werden, denn durch Drehung des z; y-Systems um einen Winkel
@ € [0°, 90°) laBt sich stets eine zu den Kegelschnittachsen parallele Lage erreichen.
Im a';y'-System besitzt der Kegelschnitt die reduzierte Gleichung

A'x* 4 By*+Ca'+Dy +E =0, (V)
deren Koeffizienten mit dem nach (163) bestimmten Winkel ¢ aus

A" = A cos?’ ¢ + Bsinpcos g + Csin? ¢

B’ = Asin* @ — Bsin ¢ cos ¢ + C cos? p

C' =Dcosg + Esing -

D' =Ecosgp — Dsing

B =F

berechnet werden. Auch ohne Verwendung von ¢ kénnen diese neuen Koeffizienten
* unmittelbar durch die urspriinglichen ausgedriickt werden. Mit (163) ergibt sich
zunéchst

- tan 2¢ B

sin 2¢ = — = 5
V1 + tan?2¢ ]/(A — C)? + B2

cos 2¢ = S S 220

1+tan?2p J(d_0Op 1 B2
Z
Wird zur Abkiirzung
@ —CFF B=4 )
gesetzt, so folgt
A4-C
T

cos2¢p =

B
W
Sag = =

Wegen 2¢ ¢ [0°, 180°) gilt sin 2¢ = L] >0, d.h., 4 muB stets das Vorzeichen von
B erhalten. Man bildet nun 4
A"+ B' = A(cos® ¢ 4 sin® ¢) 4 C(sin2 ¢ + cos¢) = 4 + C
A" — B = A(cos’ ¢ — sin® ¢) + 2B sin ¢ cos ¢ + O(sin? ¢ — cos? ) =
= A cos2¢ + Bsin2¢ — C cos 2¢ =
(4 B _(4-0p+B A

A =
—A4-0=o—+B5~ - =S =4

Durch Addition und Subtraktion dieser Gleichungen und Division durch 2 folgt

4 4 -
A= +TC+ (vII) B = W. (VIIn)
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Berechnet man unter Verwendung von (163) die Werte fiir sin ¢ und cos ¢ und setzt
sie in die Formeln fiir ¢" und D’ ein, so ergibt sich

. _ /At @ —=0) 4—(4-0)
o_DV T +EV — (IX)
_p1/At =0 4-A4-0
D_EV o ;Dl/ — (X)

BEISPIEL
2. Man untersuche den durch die Gleichung
1622 + 24xy + 9y® — 180z — 260y + 1300 = 0
gegebenen Kegelschnitt.
Loésung: Der Drehwinkel wird nach (163) berechnet:
tan 29 = a2t = z% = 3,4286,
16 —9 7
20 =73°44', ¢ =36°52".

Mit den Formeln (VI) bis (X) ergeben sich die Koeffizienten der reduzierten Gleichung:
A =Y12 24 =25

w1894 o o 16402

2 2
c'=—1soV25+7—2so '—260-%=——300
D= —260-% 1180. 2 — _100

5 5

E’ = 1300.
Die reduzierte Gleichung lautet

't — 122" — 4y +52=0

und stellt nach 32.3., Gleich (III) oder Abschnitt 35. wegen A’B’ =0 eine Parabel dar.
Aus der durch Umformung erhaltenen Gleichung
(@ —6F=4(y —4)

liest man die Koordinaten z; = 6, Ys =4 des Scheitelpunktes und den Halbparameter
p =2 ab. Der Leser fertige sich eine Zeichnung an.

36.3. Diskussion der allgemeinen Gleichung 2. Grades

Wiihrend in 36.1. festgestellt wurde, daB jeder Kegelschnitt durch eine Gleichung der
Form (162) beschrieben wird, soll jetzt umgekehrt untersucht werden, welche Kurven
bei beliebigen Koeffizienten 4 bis F durch eine allgemeine Gleichung 2. Grades dar-
gestellt werden.
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Nach den Ergebnissen des vorigen Abschnittes kann von der gegebenen Gleichung
Aa?+ Bxy + Cy2 4+ Dx+Ey+F =0 (I)
stets zur reduzierten Gleichung
A2+ By*+Co +Dy +E =0 (I1)

iibergegangen werden. Um noch die linearen Glieder moglichst zu beseitigen, wird eine
Parallelverschiebung des Koordinatensystems durchgefiihrt. In den zugehérigen
Gleichungen

o =a"4+m y=y"4+n (I11)

seien m und » vorldufig noch nicht festgelegt. (IIT) in (II) eingesetzt ergibt:
A @ +mP+ By +n:+C @ +m)+ Dy +n)+E =0
A'x"t+ By + 24'm + C'")a" + 2B'n+ D)y’ + A'm? +
+ B'n*+ C'm+ D'n+ E' =0. (Iv)
Nun lassen sich die folgenden Fille unterscheiden:
1.A'B' 40 (d.h. 4’4 0 und B' = 0)
Man wiihlt m und n so, daf in (IV) die linearen Glieder verschwinden :

' - R
24'm 4+ C' =0 bzw. m=—
, =1 D
2B'n+D =0 bzw. n= 55"

Mit diesem Wert fiir m und = folgt aus (IV)

c'2 D2

T [ R
A'z'"* 4 B'y =44 T 15

—E' =G. V)
1. G=0
1.1.1. A’B' > 0 (A’ und B’ haben gleiches Vorzeichen).
Gleichung (V) ist nur durch "’ =0,y = 0 erfiillt, stellt also einen Punkt
(0") dar.

1.1.2. A'B’ < 0 (4’ und B’ haben verschiedene Vorzeichen).
Aus (V) folgt

R

(V) stellt zwei einander schneidende Geraden dar, deren Schnittpunkt der
Ursprung 0" ist.
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12. G40

1.2.1. A’'B’' > 0, A'G > 0 (4’ und B’ haben das gleiche Vorzeichen wie G). (V) stellt
eine Ellipse bzw. fir A’ = B’ einen Kreis dar.

1.2.2. A’'B’ > 0, A’G < 0 (4' und B’ haben gleiches Vorzeichen, das dem von G ent-
gegengesetzt ist. (V) ist fiir kein reelles Wertepaar (z”'; y"’) erfiillt, stellt also
keine reelle Kurve dar.

1.23. A’'B’' < 0 (A’ und B’ haben entgegengesetzte Vorzeichen)
(V) stellt eine Hyperbel dar.

2. A'B =0(d.h A =0 oder B =0)

21. A'=0,B %0

2.1.1. ¢’ = 0 Gleichung (IV) lautet,
By"*+ 2B'n+ D)y +Bn*+D'n+ E =0
und nach y" aufgelost

. —2Bn—D + 2B { DT —2BF
¥ = 2B

.

oder kurz: y" =k, und y" =k,.

Fiir reelle &, und k, sind das die Gleichungen von zwei zur z''-Achse parallelen
Geraden, fir k, =k, erhidlt man zwei zusammenfallende Geraden und fir
komplexe &, und %, keine reelle Kurven.

2.1.2. C' =0 (IV) lautet
By 4 C'2" + 2Bn+ D)y +Bn+Cm+ Dn—+ E =0.
Man kann m und n stets so wihlen, daf e
2B'n+ D' =0
Bnr+Cm+Dn+E =0

wird. Dann ist

D _ Bn*+Dn+ E _D?—4E'B
"= M7 c Y
(VI) geht tiber in
By P = S

5
Das ist die Gleichung einer Parabel.



36.3. Diskussion der allgemeinen Gleichung 2. Grades 451

2.2, A'540,B'=0
Man zeigt analog zum Fall 2.1., daBl Gleichung (IV) fir

2.2.1. D' = 0 zwei zur y''-Achse parallele Gerade, zwei zusammenfallende Gerade
oder keine reelle Kurve darstellt und fiir

2.2.2. D' 4= 0 eine Parabel beschreibt.

Anmerkung: Bei der U hung einer gegeb Gleich 2. Grades ist im allgemeinen der
Ubergang vom 2/, y'-System zum 2”, y”’-System nicht notwendig (vgl. Beispiel 2. aus 36.2.)

Auch aus den Koeffizienten 4, B, C der urspriinglichen Gleichung (I) kann schon
etwas iiber die dargestellte Kurve ausgesagt werden. Man bildet

4p AtTC+4 A+ 0 —4 (A+0p—42 440 — B
~ 2 ' ) - 4 - 4 ’

Den drei Fillen 4'B’ % 0 entspricht 44C — B? % 0 und unter Verwendung der
obigen Diskussion ergibt sich die Einteilung
44C — B2 > 0: Ellipse, Kreis, Punkt oder keine reelle Kurve

4A4C — B>=0: Parabel, 2 parallele, zusammenfallende oder kom-
plexe Geraden

44C — B* < 0: Hyperbel oder zwei sich schneidende Geraden.

AUFGABEN

991. Man untersuche die Kurven, die durch folgende Gleict 2. Grades gegeben sind:

a)3a® + 2ay + 3y + 22 — 2y =0
b)a? + 2y + ¢t =7
c)a? —2xy +yP—4r —4y+4=0
d) 31322 4 1202y + 19492 + 234z + 1196y + 1859 =0
e) 4a? — 24zy + 11y° + 1442 — 92y — 140 =0
f) 5a® + 4zy + 2y — 180 — 12y + 30 =0

@g) 3% 4 122y + 3y* + 62+ 18y +2=0
h) 9a? + 242y + 16y* — 2402 + 180y =0
ia*+day+y*—8=0
k)da® + 4oy +y*+424+2y+1=0

o) 2 4 oy 4y —

m) 1622 4 24y + 9y* — 402 — 30y — 75 =10
n) 4,452° — 2,40xy + y® — 5,54z + 3,46y — 2,20 =0
0) 2,0022 + 3,20zy + 1,28y + 6,10z — 4,60y + 10,00 =0

992. Welche Kurve wird durch die Linsenformel L + % = L bei variablen g und b dar-
g

gestellt? f
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993. Ein Zweistabgetriebe O R P mit dem Drehpunkt O und dem Gelenk R besitzt die in Bild 242
gezeigte Ausgangsstellung. Welche Bahn beschreibt P, wenn sich OR = 2 mit der Winkel-
geschwindigkeit w linksliufig, RP =4 mit der Winkelgeschwindigkeit —, also rechts-
liufig dreht?

994. a) Die Parametergleichungen einer Kurve lauten

z =t + 2t; y=1t—2t—1.

Man stelle die Kur leick in cartesischen Koordinaten

auf und untersuche die Kurve.

b) Desgleichen fiir 2z = 1%; Y= %

Bild 242

37. Technisch wichtige Kurven

37.1. Allgemeine Bemerkungen

Unter ,,Analytischer Geometrie* versteht man vielfach nur die analytische Geometrie der Kegel-
schnitte (Gerade, Kreis, Ellipse und Hyperbel). Dies ist jedoch eine sehr einseitige Auffassung,
da in diesem Teilgebiet der Mathematik die Eigenschaften sémtlicher Kurven, sowohl der Ebene
als auch des Raumes, behandelt werden kénnen.

In diesem Abschnitt soll nun noch eine Auswahl von Kurven besprochen werden, die insbesondere
den Techniker interessieren. Die Auswahl kann sich naturgemi nur auf eine geringe Anzahl von
Kurven beschriinken, da bei der Konstruktion von Maschinenteilen, Getrieben usw. derartig viele
Kurven verschiedenster Art auftreten, so daB eine ausfiihrliche Behandlung aller méglichen Kur-
venformen weit iiber den Rahmen dieses Buches hinausgehen wiirde.

Bei den Kur leick wird keine bestimmte Darstell t bevorzugt. Es wird in jedem
Falle diejeni, 11 oglichkeit gewilhlt, die die geometrischen Eigenschaften der je-

ge D
weiligen Kurve am deutlichsten hervortreten lit.

37.2. Kubische und semikubische Parahel

Die Gleichung der kubischen Parabel lautet

az |, (@=£0). (164)

Aus ihr folgt
y ={az.

Daraus erkennt man, daB es im Falle @ > 0 Parabelpunkte nur fiir « € [0; co) gibt,
und daB die zugehorigen y-Werte positiv sind. Die Kurve verliuft demnach voll-
stindig im ersten Quadranten. (Bild 243).

Aus & — oo folgt y — oo, d.h., daB jede Parallele zur z-Achse y = ¢ mit ¢ > 0 von
der kubischen Parabel y® = ax geschnitten wird, auch wenn sie noch so weit von der
z-Achse entfernt liegt.
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Aus der Gleichung der semikubischen Parabel

(@a>0) (165)

geht hervor, daB die semikubische Parabel fiir alle & € (—oc0; + oc0) Kurvenpunkte
hat und daB auch bei ihr aus @ — 4+ co y — oo folgt (Bild 244). Da die Variable =
nur quadratisch auftritt, verlduft die semikubische Parabel symmetrisch zur y-Achse.
Die Parabel %® = aa® wird auch NEmLsche Parabel genannt.

'

1102 0

PR

o L4 il *
Bild 243 Bild 244

Eine Anwendung findet die kubische Parabel beim Gleis- bzw. Autobahnbau. Dort 1t man eine
Kurve nicht unmittelbar aus der Kreisbahn in die Gerade iibergehen, sondern man schaltet als
Ub einen geei Teil einer kubischen Parabel zwischen Kreis und Gerade.

g

Fiir die kubische und die semikubische Parabel gibt es eine sehr einfache Konstruk-
tionsvorschrift fir den Fall, daB der Scheitel S, die Parabelachse und ein Punkt
P, (xy; y,o) der Parabel gegeben sind. Diese y

Konstruktionsvorschrift soll fiir die kubi-
sche Pnrab'el y® =-ax (@ > 0) erliutert 3 ] = r/‘,"w
werden (Bild 245).

Durch den gegebenen Punkt P, der Parabel a 7 7
zeichnet man eine Parallele zur Parabelachse, i) /}"' @riy)
die die y-Achse in 4 schneidet, sowie die Ver- V
bindungslinie SP,. Auf SP, greift man einen

beliebigen Punkt @ heraus und zeichnet durch
ihn die Parallelen zu den beiden Achsen. Die
Parallele zur z-Achse schneide die y-Achse 3 X
in B, die Gerade 4 P, wird von der Parallelen  Bild 245

zur y-Achse in C geschnitten. C verbindet

man durch eine Gerade mit § und erhilt als Schnittpunkt mit der Geraden BQ den Punkt R,
Durch R zeichnet man erneut eine Parallele zur y-Achse, die A P, in D schneidet.

Behauptung: Der Schnittpunkt P;(z,;y,) der Verbindungsgeraden SD mit der Geraden B@Q ist -

ein neuer Parabelpunkt.
Beweis: Nach dem Strahlensatz gelten die Verhiltnisse

Y1:% = Yo:%p Y117 = Yo% Y1:%Q = Yo' %o»
woraus
Yo Yo Yo
=% .z =2 .z =2 .
Y1 P 1 % 2 ‘R = Z Q

folgt.
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Multipliziert man die letzten drei Gleichungen miteinander, so ergibt sich

a
B=2.a : m
%y : 5
Da nun Py (%,; y,) ein Punkt der kubischen Parabel % = ax sein soll, muB yj = az, gelten,
womit (I) iibergeht in

Y} =ax,.
Die Koordinaten des Punktes P, erfiillen demnach ebenfalls die Kurvengleichung. Daraus folgt,
daB auch P, ein Punkt der kubischen Parabel sein muB, w. z. b. w.
Durch die geeignete Wahl mehrerer Punkte Q,, Q,, @, . . . auf der Geraden S P, erhiilt man einige
Parabelpunkte, durch die man die Kurve dann gut zeichnen kann.
Es sei vermerkt, daB der im Bild 245 eingezeichnete Punkt Z ein Punkt der semikubischen Parabel
y® = aa? ist, falls Py(z,; y,) ebenfalls dieser semikubischen Parabel angehort.

AUFGABEN

995. Man untersuche die Lage der Parabel y® = ax im Koordinatensystem fiir den Fall, daB
a <0 ist.

996. Wie ist die Lage der NErLschen Parabel »?> = a2? im Koordinatensystem im Falle
a)a>0 und b)a<0?

997. In welchen Punkten schneiden einander die kubische Parabel y* —ax und die semiku-
bische Parabel y® = ba? (@ > 0,b > 0)?

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB die Kurven " = ax zwar Parabeln n-ter
Ordnung genannt werden, daf3 diese Kurven aber im Falle n == 2 die im Abschnitt 32.
behandelten Parabeleigenschaften (Brennpunkts-, Leitlinieneigenschaften usw.) nicht
mehr haben.

37.3. Rollkurven

Eine Rollkurve wird von einem mit einer in sich geschlossenen beweglichen Kurve
fest verbundenen Punkt P beschrieben, wenn diese bewegliche Kurve entlang einer
festen Linie abrollt, ohne dabei zu gleiten.

37.3.1. Zykloiden

Rollt ein Kreis in der Ebene ohne zu gleiten auf einer Geraden entlang, so beschreibt
ein fest mit diesem Kreis verbundener Punkt P eine Zykloide (Radlinie). (Beispiel:
Zahnrad auf Zahnstange.)

Der Radius des abrollenden Kreises sei r, die Entfernung des die Zykloide erzeugenden
Punktes P vom Kreismittelpunkt sei ¢ (Bild 246). Der Kreis moge auf der x-Achse
entlangrollen, wobei der Beginn der Bewegung so erfolgen soll, daB sowohl der Kreis-
mittelpunkt 3 als auch der Punkt P ihre Ausgangsstellung auf der y-Achse haben.
Der Punkt B, in dem der Kreis im jeweiligen Augenblick die x:Achse beriihrt, heillt
Momentanpol, wihrend der Winkel P M B, dessen MaBzahl ¢ sei, Walzwinkel genannt
wird.

Als Kurvengleichung eignet sich besonders die Parameterdarstellung mit dem Wilz-
winkel ¢ als Parameter.
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Da der Kreis ohne zu gleiten auf der 2z-Achse abrollen soll, muB}
0B = ,@ =rt
sein. Aus Bild 246 folgt dann fiir die Koordinaten des Punktes P(x;y)

und

y y

| 2mr ¥ s 2nr

Bild 247

Die Parameterdarstellung der Zykloide lautet demnach

x=rt—c-sint (166)
y=r —c-cost

Je nachdem, ob der die Zykloide erzeugende Punkt P innerhalb, auf oder auBerhalb
des abrollenden Kreises liegt, unterscheidet man (Bild 247)

die gestreckte Zykloide (e<r)

die gewshnliche Zykloide (c =r) und

die verschlungene Zykloide (¢ > 7).
Aus der Parameterdarstellung (166) und der Erzeugungsweise der Zykloide geht her-
vor, daB es Zykloidenpunkte fiir alle Parameterwerte ¢ € (—oo; 4 00) gibt. Wih-

rend dabei x beliebig aus x € (—oo; -+ c0) gewihlt werden kann, liegen die zuge-
horigen y-Werte nur im Intervall [r —c; r 4 ¢c].
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Es sei vermerkt, daB es nicht maéglich ist, die Parameterdarstellung (166) in eine
Kurvengleichung der Form y = f(x) aufzulésen, daB aber dagegen die Auflésung in
der Form z = g(y) durchgefiihrt werden kann (vgl. Aufgabe 998!).

SchlieBlich sei noch ohne Beweis angefiihrt, daBl jede Normale einer Zykloide durch
den zugehérigen Momentanpol hindurchgeht.

Eine Konstruktionsbeschreibung fiir die Zykloide und fiir die weiteren Kurven soll hier nicht ge-
geben werden. Es wird hierzu auf die einschligige Literatur (z. B.: ,,Das Grundwissen des Inge-
nieurs*, VEB Fachbuchverlag Leipzig) verwiesen.

AUFGABE

998. Wie lautet die Zykloidengleichung (166), wenn sie in der Form z = g(y) angegeben werden
soll?

37.3.2 Epizykloiden

Rollt ein Kreis in der Ebene ohne zu gleiten aufen auf einem festen Kreis ab, so
beschreibt ein fest mit dem abrollenden Kreis verbundener Punkt P eine Epizykloide.
(Beispiel : zwei aufeinander abrollende Zahnréder.)

Der Radius des festen Kreises sei R, der des abrollenden Kreises r. Der Abstand des
die Epizykloide erzeugenden Punktes P vom Mittelpunkt des abrollenden Kreises sei c.
Das Abrollen soll so erfolgen, daf$ der Mittelpunkt M des abrollenden Kreises sowie
der Punkt P zu Beginn der Bewegung auf der 2-Achse liegen (Bild 248). Der Winkel
BMP =t wird auch hier Wdlzwinkel genannt und unter dem Momentanpol ver-
steht man den Berithrungspunkt B der beiden Kreise. Der Winkel BOC = ¢ heilit
Drehwinkel.

Bezeichnet man den Winkel N M P mit ¢, so erhidlt man fiir die Koordinaten des
Punktes P(z; y)

x:O_Q:O_D+D—Q:O_D+ZW’:(R+r)cos¢+c-sine (I)

und
y=Q_P=IE=W*W=(R—|—r)-sin¢—c-cose. (IT)
@ und ¢ lassen sich noch durch den Wilz- y
winkel ¢ ausdriicken, denn da die beiden Kreise
ohne zu gleiten aufeinander abrollen, muf}
M
BA,=BA, . "
.h,, Ry =1t A
d.h p=r ®
sein. Hieraus folgt Q p
0 &
7
=% t,
und wegen
f o=t —
=z 7° Bild 248
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gilt
T r © R+4+r ]
s=ite—g=itpi—3="g3 '~ ¥
Damit erhidlt man schlieSlich aus (I) und (II):

Parameterdarstellung der Epizykloide

x=(R+r)~cos%l—c-cosR;Tt
(167)
y=(R—|—r)‘sinLt;c~sinR+Tt
R R

Ist das Verhéltnis % = m der beiden Kreis-

y
radien eine rationale Zahl, so ergibt sich eine
Kurve, die sich nach einer gewissen Anzahl
von Umdrehungen des beweglichen Kreises
in sich schlieBt. Ist 7 dagegen eine irrationale
Zahl, so kommt der Punkt P auch bei noch
‘) x  soviel Umdreh des beweglichen Kreises

nie an seinen Ausgangspunkt zuriick. In
diesem Falle ergibt sich ein Kurvenzug, der
nicht in sich geschlossen ist.

Auch bei den Epizykloiden unterschei-

/{
N

gestreckte
det man 1 gewéhnlich Epizykloid
c<r verschlungene
riR=13 ’ P
Bild 2498 ie nachdem ob ¢ < 0 ist (Bild 249).
Y
/;é y
\% 0 X
cr c-r
r:R=1:3 r:R=1:3

Bild 249b Bild 249¢
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Ist insbesondere R =r =¢, so ergibt sich als Sonderfall einer Epizykloide die
Kardioide (Herzkurve). Thre Gleichung lautet

z = R(2 cos t — cos 2¢)

168)
y = R(2sin ¢ — sin 2¢) (

~<

\J AN " /"

Bild 250

Aus dieser Gleichung 148t sich der Parameter ¢ eliminieren, so daB man die Gleichung
der Kardioide auch in der Form

@+ 4t — B = 4R — BF + 47| (169)

schreiben kann. — Bild 250 zeigt eine Kardioide.

AUFGABEN

999. Durch Elimination von ¢ ist nachzuweisen, daB die Gleichung (169) der Kardioide aus ihrer
Parameterdarstellung (168) hervorgeht.

1000. Gegeben sind ein fester Kreis K; und ein beweglicher Kreis K, in der durch Bild 251 dar-
gestellten Lage. K, soll im mathematisch posi-
tiven Sinne ohne zu gleiten auf K, abrollen.
Dabei beschreibt der auf der Peripherie von K,
liegende Punkt P eine Kardioide. Wie lautet die
Gleichung dieser Kardioide a) in Parameterdar-
stellung, b) in cartesischen Koordinaten und c) in
Polarkoordinaten?

1001. Aus der Gleichung der Kardioide in Polarkoordi-
naten r=2R- (1 + cosg) ist eine Konstruk-
tionsvorschrift fiir diese Kurve zu entwickeln. Bild 251
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37.3.3. Hypozykloiden

Rollt ein Kreis in der Ebene ohne zu gleiten innen auf einem festen Kreis ab, so
beschreibt ein fest mit dem abrollenden Kreis verbundener Punkt P eine Hypo-
zykloide (Bild 252).

Verwendet man die gleichen Bezeichnun- Yy
gen wie bei der Epizykloide, so folgt aus der

Bedingung, daB 4B = AB sein mu8, ¢
wieder %
T, '

=g Gin)
AuBlerdem liest man aus Bild 252 ab, daB 2 73 x

t=ce+ 5 +o
ist, woraus

_ R — rt b
=R T2

folgt.

Mit diesen Werten erhilt man: el

Parameterdarstellung der Hypozykloide

r R —r
x=(R—r)~cos§l+c-cos b t 0
(R it e i T o
y= 7) - sin & ¢-sin —5

Auch hier ergibt sich eine in sich geschlossene Kurve, wenn das Verhéltnis der beiden
Radien IIB— =m eine rationale Zahl ist. Ist m dagegen irrational, so schlieBt sich
gestreckte

gewohnliche ¢ Hypozykloide (Bild 253).
verschlungene

Ist ¢ é r, so ergibt sich eine

die Kurve nie. {
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Fir r = % erhilt man als Sonderfall einer Hypozykloide die Ellipse « = (R—; + c) X

X cos%, Y= % —c -sin% mit den Halbachsen a=—2-+c und b = e c
[vgl. Formel (148)]. Ist schliefilich auller » = Izj auch ¢ =r = —12?—, so geht die Pa-

t
2
deutet, daB der Punkt P sich periodisch auf der 2-Achse hin- und herbewegt. Der Dia-

metralpunkt 4 zu P auf dem abrollenden Kreis vollfilhrt dabei eine entsprechende
. Hin- und Herbewegung auf der y-Achse (Bild 254).

rameterdarstellung (170) der Hypozykloide iiber in @ = R - cos —, y = 0; das be-

Y y

Bild 2564 Bild 255

P

Man benutzt diese ielle Ei; haft der Hypozykloide beim Planetengetriebe, um Dreh-
b in eine elliptische bzw. geradlinige Bewegung iiberzufiihren.

Als weiterer Sonderfall einer Hypozykloide ergibt sich fir » = ¢ = g die Astroide

(Sternkurve) (Bild 255). Thre Parameterdarstellung ergibt sich aus (170) nach einigen
Umformungen zu

t t
oS s B sin®
z = R - cos Y R . sin 1 (171)

woraus sich durch Elimination von ¢ die Gleichung

4yt =RE (172)

herstellen 1a6t.
Zykloiden spielen in der Verzahnungstheorie bei Zahnriidern eine groBe Rolle.
AUFGABEN

1002. An Hand von Bild 252 ist die Gleichung der Hypozykloide in Parameterdarstellung her-
zuleiten.
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1003. Aus der Gleichung (170) ist fiir r =c¢ = % die Gleichung der Astroide in P -

3 1

sowie in cartesischen Koordinaten zu entwickeln.
Hinweis: Es sind die Formeln cos3x = 4 cos’c — 3cosx und sin3x =3sina —
— 4 sin 3« zu verwenden.

37.4. Kreisevolvente

Wird ein um einen festen Kreis herumgelegter Faden straff abgewickelt, so beschreibt
der Endpunkt dieses Fadens eine Kreis-
evolvente (Bild 256).
Aus Bild 256 folgt
&= % — .
Da der Faden straff abgewickelt wer-
den soll, muB, falls die Abwicklung in
A(t = 0) beginnt,
BP=BA=Rt 9
sein. 8
Damit ergibt sich fiir die Koordinaten
des Punktes P die Darstellung

x:@:(ﬁ'#ﬁ@: N ’P\\
=0C+8P= t

0| ¢ V q x
=R-.cost+ Rt-cose
and Bild 256
y:Q_P:C—S=(—7_B—E=R-sint—1?t-sins,
woraus wegen & = % —t folgt:
Parameterdarstellung z=R.(cost -+ t-sint)
der Krei Ivent . (173)
er Kreisevolvente y=R-(sint —t-cost)
37.5. Uberlagerung von har ischen Schwingungen bei verschied
Schwingungsrichtungen

Uberlagern einander zwei harmonische Schwingungen, deren Schwingungsrichtungen
senkrecht aufeinanderstehen, so 1aBt sich der Verlauf der Uberlagerungskurve beider
Schwingungen durch die Parameterdarstellung

=4, Si.ﬂ(wlt — @) (174)
y =4, - sin(wyt — @y)
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erfassen!) (Uberlagerungsschwingungen beim Oszillographen). Es entstehen dabei
Schwingungsfiguren, deren Aussehen sehr wesentlich vom Frequenzverhiltnis
1w, der beiden Schwingungen und von deren Phasenlage abhingt.

y
y
X ' X
Xx=a-sint x=a-sint x=a-sint
y=a-sin(t-§) y=a-sin(t-§) y=a-sin(2t-f)
WyiWy=1:1 wyiWp=1:1 wywy=T1:2
Bild 257 Bild 258 Bild 259
y 04
X x
x=a-sint x=a-sin2t
y=a-sin(3t-§) y=a-sin3t Wyiwp= 819
Wy =1:3 Wyiwp=2:3
Bild 260 Bild 261 Bild 262

Die Bilder 257 bis 262 zeigen einige derartige Uberlagerungsschwingungen fiir gleiche
Amplituden, aber verschiedene Frequenzverhiltnisse und Phasenlagen.

Derartige Uberlagerungskurven zweier harmonischer Schwingungen werden auch
Lissagous-Figuren genannt.

AUFGABE

1004. Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, wenn als Uberlagerungsfiguren a) Kreise, b) El--
lipsen entstehen sollen?

1) vgl. 22.10.
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37.6. Spiralen

37.6.1. Archimedische Spirale

Bei einer Archimedischen Spirale dndert sich die Lange des Leitstrahles O P pro-
portional zu dem von einem festen Anfangsstrahl O X aus gemessenen Drehwinkel ¢
(Bild 263).

Ihre Gleichung lautet demnach in Polarkoordinaten

(175)

Man kann sich eine Archimedische Spirale auch dadurch entstanden denken, daf sich ein Punkt P
mit konstanter Geschwindigkeit auf dem Strahl OP von O fortbewegt, wihrend der Strahl sich
gleichformig um O dreht (Bewegung der Laufkatze eines Drehkranes).

Bei ciner vollen Umdrehung des Leitstrahles (¢ = 2x) hat der bewegliche Punkt P
eine Entfernung r; = 2xa vom Nullpunkt erreicht. Fiir s Umdrehung ist auf Grund
der Kurvengleichung die Linge des zugehérigen Leitstrahles r = a - 27" = % Hieraus

ergibt sich eine einfache Konstrukticnsméglichkeit der Archimedischen Spirale.

Bild 263 Bild 264

Aus der Proportionalitit zwischen der Léinge des Leitstrahles und dem Drehwinkel ¢
folgt auch, daBl der ,,Gangunterschied* zweier aufeinanderfolgender Spiralbgen den
konstanten Wert 27« besitzt, denn es gilt fiir die Entfernung zweier Spiralenpunkte
P, und P,,, deren Drehwinkel sich um 27 voneinander unterscheiden (Bild 264).

P Po=rpy —mn=a-[x+2x(n+1)] —a-[x + 27n]

PPy = 2wa.
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37.6.2. Hyperbolische Spirale

Bei einer hyperbolischen Spirale ist die Linge des Leitstrahles O P umgekehrt pro-
portional zum Drehwinkel ¢ (Bild 265).

Ihre Gleichung lautet demnach . ——
P
a 7 o
p= i (176) "

Mit wachsendem Winkel ¢ wird die Léinge
des zugehorigen Leitstrahles immer klei-  Bild 265
ner:
limr=0..
P00
Damit ist der Nullpunkt ein asymptotischer Punkt der hyperbolischen Spirale, dem
sich die Kurve mit wachsendem ¢ immer mehr nihert.
Dagegen nahert sich die Spirale mit @ —0 immer mehr der Geraden y == ¢, denn
aus
y=r-sing

a
folgt mit » = —
g L2
in ¢
=—"T.a
¥ ¢
und hieraus
limy=]ima-m —a.lim 2% — g
0 =0 @ =0 P
37.6.3. Logarithmische Spirale
].)ie Gleichung der logarithmischen Spirale lautet
r=e"”, 177)

wobei a > 0.

Auch hier ist der Nullpunkt ein asymplotischer Punkt der
Spirale, dem sich die Kurve immer mehr nihert, wenn
der Winkel ¢ — — oo strebt.

Allerdings unterscheidet sich die logarithmische Spirale
in jhrem weiteren Kurvenverlauf sehr wesentlich von der
hyperbolischen Spirale. Wihrend sich die hyperbolische
Spirale fir ¢ —0 der Geraden y = a nihert, ist die
Lange deszu ¢ = 0 gehorenden Leitstrahles der logarithmischen Spirale 7 = 1 und
fiir ¢ —o0 geht auch r — co (Bild 266).

Bild 266
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37.7. Lemniskate

Eine Lemniskate wird von der Menge aller derjenigen Punkte der Ebene gebildet,
fiir die das Produkt der Abstéinde r, und r, von zwei festen Punkten F, und F, den
konstanten Wert e? besitzt, wenn F, Fy = 2e ist.

Verwendet man zur Herleitung der Kurvengleichung Polarkoordinaten und legt dabei
den Pol des Polarkoordinatensystems in den Mittelpunkt O der Strecke F, F, und die
Polarachse durch den Punkt F,, so folgt aus dem Cosinussatz (Bild 267)

72 =12+ e —2re-cosp (48]
und )

73 =12 4 € — 2re - cos (180° — ¢),
woraus wegen cos (180° — @) = —cos ¢

=12+ et 4 2re-cosg (II) Bid 267
folgt.

Multipliziert man die beiden Gleichungen miteinander, so erhilt man
731 = (r? + €?)? — 4r2e® cos? .

Da nach der Definition der Lemniskate r, - 7, = €® sein soll, ergibt sich hieraus
et =14 4 272e% | ¢f — 4r2e2 cos? g,

woraus schlieBlich fiir r == 0
72 =22 (2cos?p — 1)

folgt. Mit Hilfe der Formel cos2 ¢ = 2 cos?p — 1 ergibt sich

Gleichung der Lemniskate 5558
in Polarkoordinaten 7%= 2¢?-cos 29 (178)

Lost man diese Kurvengleichung nach r auf:

r=e-ﬁ-Vcos2<p,

so erkennt man, daB die Lemniskate Kurvenpunkte nur fiir solche Winkel ¢ besitzt,
fiir die € [—%; —+ ;] bzw. @€ [?%r, i‘] gilt. Als maximalen Wert fiir r erhalt man
bei p =0 bzw. p =7 rpax =€ - },’5 . Die Lemniskate mull demzufolge vollstéindig
innerhalb des in Bild 268 schraffiert gezeichneten Flichenstiickes verlaufen.
Konstruiert man die Lemniskate punktweise an Hand der Funktionsgleichung (178),
so ergibt sich die in Bild 269 dargestellte Kurve.

Durch Ubergang zu cartesischen Koordinaten erhilt man die Gleichung der Lemniskate
in der Form

z2 e
2 2 — ¢ ey
sy (x’+y* x*+y2)
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oder als Gleich der L iskate in cartesischen Koordinat
(22 + y?)? —a*(@® —y*) =0 (179)
mit
a? = 2¢2,

aus der die Symmetrie der Kurve zur - und y-Achse noch einmal deutlich ersichtlich
wird.

Bild 268 Bild 269

In der MefBtechnik werden Lemniskatenlenker verwendet, durch die eine Geradfiihrung des
Schreibstiftes bei MeBgeriten erreicht wird.

Wird wie bisher #, #, = 2e, jedoch allgemeiner als oben r,;7, = k* gefordert, so erhilt man als
Verallgemeinerungen der Lemniskate die sogenannten Cassinischen Kurven. Sie bestehen, wenn
€2 > k2 ist, aus zwei voneinander getrennten, eiférmigen Kurventeilen, die jeweils einen der
beiden Punkte F; bzw. F, umschlieBen. Im Falle ¢® < k* erhilt man einen in sich geschlossenen
Kurvenzug (Bilder 270 und 271).

> 3

Bild 270 Bild 271

Y

(2
L/

0 x

e2ek?

Die Gleichung der Cassinischen Kurven lautet

@+ P —28@ —y) + & — = 0.



Vektoralgebra

38. Grundbegriffe der Vektorrechnung

38.1. Vektor, Skalar

Bei Betrachtung der in den Naturwissenschaften und in der Technik auftretenden
GroBen erkennt man:

Ein Teil dieser GroBen ist bei festgelegter MaBeinheit durch die Angabe einer
(reellen) MaBzahl vollstindig bestimmt. Zu diesen GroBen gehéren: Linge, Zeit,
Masse, Arbeit, Energie, Temperatur, Potential. Diese GroBen kénnen auf einer
Zahlenleiter, einer Skale!), dargestellt werden. Sie heiBen deshalb skalare Gréfen
oder Skalare,

GroBen, wie z. B. Geschwindigkeit, Beschleunigung, Kraft, elektrische und magne-
tische Feldstarke bentigen zu ihrer eindeutigen Bestimmung neben der Angabe einer
MaBzahl noch die einer Richtung. Diese GréBen heilen vekforielle Grifen oder Vek-
toren?®) und werden durch gerichtete Strecken im Raum (Pfeile) dargestellt.

Aber auch rein geometrische Sachverhalte, wie z. B. eine Translation (Verschiebung
eines Korpers im Raum, bei der alle Punkte des Kérpers um die gleiche Linge in der
gleichen Richtung verschoben werden) lassen sich durch einen Vektor darstellen
(Bild 272). Die Verschiebung aller Punkte kann némlich durch ein und dieselbe
GroBe, einen Pfeil mit bestimmter Linge und Rich-
tung, gekennzeichnet werden. Die die Translation
beschreibende Gréfie ist demnach ein Vektor.
Bekanntlich kann bei Verwendung eines rium-
lichen cartesischen Koordinatensystems eine ein-
cindeutige Zuordnung der Punkte des Raumes zur
Menge aller Zahlentripel (x;y;z) erfolgen. Jeder
Punkt P(z;y;2) des Raumes wird aber auch ein-
deutig durch eine vom Ursprung des Koordinaten-
systems zum Punkt P hinfihrende gerichtete
Strecke — also wiederum durch einen Vektor —
festgelegt und umgekehrt (Bild 273). Folglich be-
steht auch (bei Vorgabe eines Koordinatensystems) eine eineindeutige Zuordnung
eines Vektors zu einem Zahlentripel.

Bild 272

1) scalae (lat.) die Leiter

?) Eigentlich miiBte zwischen den rein algebraischen GroBen Skalar und Vektor einerseits und der
physikalischen GréBe, d. h. der skalaren oder vektoriellen GroBe, sowie ihrer geometrischen
Veranschaulichung durch einen Pfeil andererseits unterschieden werden. Da aber im folgenden
die Gesetze fiir das Rechnen mit Vektoren am geometrischen Bild hergeleitet, werden, soll —
wie allgemein iiblich — die gerichtete Strecke selbst als Vektor bezeichnet werden
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ZusammengefaBit: Ein Vektor kann zur Darstellung

a) einer vektoriellen Grofe (aus Naturwissenschaft
oder Technik),
b) einer Translation,
¢) eines Zahlentripels
verwendet werden.
Bei der Beschreibung einer Translation durch einen
Vektor ist dieser an keinen bestimmten Ort gebun-
den, er kann beliebig parallel verschoben werden.
Ein solcher Vektor heiBt ein freier Vektor. (Unter
Vektor schlechthin soll im folgenden stets ein freier Vektor verstanden werden.)
Eine andere Art von Vektoren stellt man z. B. bei der Betrachtung von Kriften an
einem starren Korper fest. Hier darf man eine angreifende Kraft zwar lings ihrer
Wirkungslinie, keinesfalls aber parallel verschieben, ohne daB ihre Wirkung sich &n-
dert. Die Kraft wird deshalb durch einen liniengebundenen Vektor dargestellt.
Greift eine Kraft an einem nichtstarren Kérper an, so ist die Wirkung im allgemeinen
abhingig vom Angriffspunkt der Kraft. Auch andere physikalische GroBen, wie z. B.
die elektrische und die magnetische Feldstéiirke sind zwar durch Betrag und Richtung
gekennzeichnet (also VektorgroBen), aber jeweils an einen bestimmten Ort gebunden.
Das gleiche gilt fiir die Darstellung eines Zahlentripels durch einen Vektor. In allen
genannten Féllen handelt es sich um ortsgebundene Vektoren. Speziell nennt man die
an den Ursprung eines Koordinatensystems gebundenen Vektoren Ortsvektoren.

Pueyizi

Bild 273

Vektoren bezeichnet man
durch (kleine oder groBe) Frakturbuchstaben,z.B.a, b, t,v, %, B, H usw.,
oder durch Anfangs- und Endpunkt und einen dariibergesetzten Pfeil, z. B. A B,

oder (insbesondere bei Verwendung griechischer Buchstaben) durch einen iberge-
setzten Pfeil, z. B. @.

Die MaBzahl der Liange des Pfeiles, der die VektorgroBe B b

darstellt, heiBt der Betrag des Vektors. Er wird durch

Setzen des Vektorsymboles in Betragsstriche oder durch

den entsprechenden lateinischen Buchstaben gekenn- Y fy %

zeichnet.

Fiir den Betrag des Vektors AB — a (Bild 274) schreibt

manz. B. |AB| = |a| = a. Die Lage des Pfeiles im Raum 4 C

und der Durchlaufungssinn (durch Pfeilspitze gegeben) Bia 274

bestimmen die Richtung des Vektors.

Es ist zweckmaBig zu definieren:
Zwei Vektoren heiBen genau dann gleich, wenn sie in Betrag und Richtung iiber-
einstimmen.

So ist z. B. in Bild 274 a =b.

Will man Vektoren zum Rechnen geometrischer, physikalischer oder technischer
Aufgaben verwenden, so mufl vorher untersucht werden, welche Rechenoperationen
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sinnvoll auf Vektoren angewendet werden kénnen und welche Gesetze hierbei gelten.
Wie noch gezeigt wird, lassen sich fiir das Rechnen mit Vektoren einfache Rechen-
gesetze aufstellen, die in Analogie zu denen fiir reelle Zahlen stehen. Hierin ist ein
Vorteil bei der Benutzung von Vektoren zu sehen. Ein weiterer Vorzug ist die kurze,
iibersichtliche Darstellungsweise von Vorgingen und Zusammenhéngen in Natur-
wissenschaft und Technik mittels Vektoren. Auch geometrische Gebilde, wie Punkte,
Linien und Flichen im Raum, lassen sich gut durch Vektoren beschreiben. In allen
genannten Fillen ist zur numerischen Auswertung die Einfihrung eines Koordina-
tensystems erforderlich. Die folgenden Abschnitte werden deshalb neben technischen
Anwendungen der Vektorrechnung eine Analytische Geometrie des Raumes zum
Inhalt haben. Von den Rechenoperationen sollen nur die elementaren behandelt wer-
den, d. h. eine Vektoralgebra. Die Differentiation und Integration von Vektoren
erfolgt im Rahmen der Differential- und Integralrechnung.?)

38.2. Addition und Subtraktion von Vektoren

Da zwei nacheinander ausgefiihrte Translationen a und b einer resultierenden Trans-
lation 8 entsprechen (Bild 275), definiert man die Addition zweier Vektoren wie folgt:

Um zwei Vektoren a und b zu addieren, verschiebt man den Vektor b parallel zu
sich, so daB sein Anfangspunkt auf den Endpunkt des Vektors a fallt. Der vom
Anfangspunkt von a zum Endpunkt von b fiihrende Vektor 3 heiflt der Summen-
vektor oder die Summe der Vektoren a und b:

§=a+b.
Dieser Definition geniigen auch — wie leicht nachzupriifen ist — VektorgroBen wie Kraft, Ge-
schwindigkei hleuni usw.
u
12
Bild 275 Bild 276

Fiir die Addition von Vektoren gelten — genauso wie beim Rechnen mit reellen Zah-
len — das Kommutations- und das Assoziationsgesetz.

Triigt man nimlich (Bild 276) vom gleichen Anfangspunkt aus zunichst den Vektor b
ab und dann in dessen Endpunkt den Vektor a an, d. h., wird die Vektorsumme mit
umgekehrter Reihenfolge der Summanden gebildet, so erhélt man wiederum den
Summenvektor 8. Da also sowohl a + b =3 alsauch b+ a =8 ist, gilt fir die
Addition von Vektoren das

Kommutationsgesetz a+b=b+a (180)

1) Vgl. Band ,,Analysis*, 16.2.
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Addiert man drei Vektoren a, b und ¢, so werden diese im allgemeinen Falle nicht in
einer Ebene liegen; denn jeder der drei Vektoren ist eine gerichtete Strecke im

Raum.
Es sei (Bild 277)

a+b=3.
Dann ist
(@+b)+c=8 +c=3.

Addiert man zum Vektor a den Summenvektor 8, der Vektoren b und ¢, so kommt
man zum gleichen Ergebnis:

a+(b+c)=a+3,=3.
Also gilt fiir die Addition von Vektoren auch das

Assoziationsgesetz (@a+b)+c=a+ (b+c) (181)

Da es gleichgiiltig ist, in welcher Reihenfolge die Additionen ausgefiihrt werden, sind
die Klammern entbehrlich, und man schreibt

8=a-+b4c.

1
o ¢ [N /fJ

Bild 277 Bild 278

‘Wie aus Bild 277 weiterhin zu ersehen ist, bilden die Vektoren a, b und ¢ die Kanten
eines Parallelflichners, auch Spat!) genannt, dessen Raumdiagonale der Summenvek-
tors 3 ist.

Die Summe beliebig vieler Vektoren erhilt man, indem man die zu addierenden
Vektoren zu einem Vektoreck zusammensetzt, wobei der Anfangspunkt eines Vek-
tors immer der Endpunkt des vorhergehenden ist. Der Summenvektor ist dann der
vom Anfangspunkt des ersten zum Endpunkt des letzten Vektors gezogene Vektor.
In Bild 278 ist

3=a+b+c+bd+e.

(Zur besseren Veranschaulichung wurde der Anfangspunkt O des Vektors a in eine
Ebene £ gelegt.)

1) Von den Kristallformen des FluB- und Feldspats herriihrend
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Von besonderem Interesse ist in den technischen Anwendungen der Fall, daBl die
Addition der Vektoren ein geschlossenes (rdumliches) Vektoreck ergibt. Dann muf}
der Endpunkt des letzten Vektors mit dem Anfangspunkt des ersten Vektors zu-
sammenfallen und der Summenvektor somit den Betrag Null besitzen. Ein solcher
Vektor heift Nullvektor und wird mit o bezeichnet?).

In Bild 279 z. B. ist der Summenvektor ein Nullvektor:

a+b+c+d+e=o.

Man ordnet dem Nullvektor keine bestimmte Richtung zu.
Die Subtraktion zweier Vektoren wird — wie beim Rechnen mit reellen Zahlen —
als Umkehrung der Addition erklart, d. h., aus

b+c=a
soll folgen
c=a—b.

Der Differenzvektor ¢ muB demnach der Vektor sein, der zum Vektor b addiert den
Vektor a ergibt. Er geht (Bild 280) vom Endpunkt von b zum Endpunkt von a (also
vom Endpunkt des zu subtrahierenden Vektors aus!).

£/

Bild 279 Bild 280 Bild 281 Bild 282

-k

Ist in der Differenz a — b der Vektor a ein Nullvektor, so erhalt man
o —b= —b (Bild 281).

D“er V'ektor —t{ fithrt vom Endpunkt des Vektors b zu seinem Anfangspunkt zu-
riick, ist also ein gleich langer, entgegengesetztgerichteter Vektor. Man nennt ihn
auch den zu b entgegengesetzten Vektor.

Mit dieser Feststellung kann die Subtraktion eines Vektors durch die Addition des
entgegengesetzten Vektors ersetzt werden. Es ist (Bild 282)

a—

a+(—b) (182)

1) Die man}:hmal in der Literatur verwendete Kennzeichnung des Nullvektors durch die ara-
blschﬁa Ziffer (0) ist abzulehnen. Da die Summe mehrerer Vektoren wieder ein Vektor ist, muB
auch im Fall der S Null ein Vek ichen (v) gesetzt werden
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In Bild 276 war der Summenvektor a + b die eine Diagonale des von den Vektoren a
und b aufgespannten Parallelogramms. Wie Bild 283 zeigt, ist der Differenzvektor
die andere Diagonale. Fiir die Betragsabschatzung gilt!)

5

la+ bl = la| + |b] (183a)
und
la —b| = [a] — [b] (183b)

Weiterhin ist aus Bild 283 zu erkennen, daB der Betrag
der Summe zweier Vektoren kleiner sein kann als der Be-
trag ihrer Differenz, nimlich dann, wenn der von den Vek-
toren eingeschlossene Winkel grofler als 90° ist.

« %
Bild 253 Bild 284

»

BEISPIEL

An einem Verteilermast greifen in einem Punkt vier Krifte §,, §,, §; und §, an, die in einer
Ebene liegen sollen.

Fy = 51| = 380kp; Fy = [§a| = 400kp; F, — |§,| — 300kp; F, = |5, | = 440 kp;
L (F0Fo) = 80 & (Fa ) = 120% % (Fs §) = 70°

Es sind zeichnerisch Betrag und Richtung der Resultierenden §r = F; + Fo + §s + T
zu ermitteln!

Losung: Die Resultierende ergibt sich als Summenvektor im Vektorvieleck. Zur Dar-
stellung der einzelnen Kriifte als Vektoren muB ein MaBstab festgelegt werden. In Bild 284

1 cm ZeichengroBe
d vihlt = —— (MaBstab= —————=>————|.
warde gewallt M = 100 kp ( #8850 = Physikelische Griiﬂe)

Man liest ab: Fr = |Fr| =~ 220kp; < (Fy, Fr) =~ —40°

Eine rechnerische Nachpriifung mit Hilfe trigonometrischer Funktionen ergibt Fr = 224 kp;
L (&1 Fr) = — 41,6
38.3. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

GeméB der Erklirung fir die Addition von Vektoren in 38.2. muf ein Vektor

b=a4+a+a+..+a

k Summanden

1) Vgl. Aufg. 1010, S. 478



38.3. Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar 473

dem Vektor a gleichgerichtet sein (geschrieben: b 11 a) und den k-fachen Betrag des
Vektors a besitzen :

b4ta; |b]=Fk]al.
Man schreibt hierfiir
b = ka.
Fiir eine Summe von k gleichen Vektoren (— a) gilt dann

(=) + (=a)+ (—a) + ... + (—a) = k(—a),

k Summanden

wobei k(—a) und ka entgegengesetztgerichtet sind (geschrieben: k(—a)t| ka)
und die gleichen Betrige besitzen, d. h., |k(—a)| = |ka]. Alsoist k(—a) derzuka
entgegengesetzte Vektor:

k(—a) = —

Es ist sinnvoll, in Verallgemeinerung des eben dargelegten fiir die Multiplikation
eines Skalars n (einer reellen Zahl #) mit einem Vektor a zu definieren :
Definition
Ein Vektor b = na ist ein Vektor, der parallel zu a verlduft und dessen Betrag
das |n|-fache des Betrages von a ist:

In-al =1al-lal.
Dabeiist:

b=nattafirn >0,

b=mnaf] afirn <0,

b=mna=ofirn=0.
Vektoren, zwischen denen eine Beziehung von der Form b = na besteht, heiBen
auch kollineare Vektoren, weil sie durch Pfeile veranschaulicht werden konnen, die
in ein und derselben Geraden liegen.

Viele Gesetze der Physik sind Beispiele fiir die Multiplikation eines Skalars mit einem
Vektor, z. B.

das Grundgesetz der Dynamik F =m-a,

das Grundgesetz fiir die Drehbewegung M = 6O - &,

der Impulssatz I=Ft=m-.y,
der Drehimpulssatz D=Mt=0-

(mit § Kraft, m Masse, M Drehmoment, ® Massentrigheitsmoment, ¢ Zeit,
v Geschwindigkeit, @ Winkelgeschwindigkeit, a Beschleunigung, ¢ Winkelbeschleuni-
gung,  Impuls,  Drehimpuls).
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Ein Produkt eines Vektors a und eines Skalars » in der Form an ist zunéichst nicht
erklirt. Vereinbart man, daBl a» und na gleichwertige Schreibweisen sein sollen, so gilt
dadurch das

Kommutationsgesetz (184)
Ferner gilt das
Assoziationsgesetz | m(na) = n(ma) =mna 1 (185)

wobei allerdings nur einer der Faktoren ein Vektor sein darf, da die Multiplikation
von Vektoren noch nicht erklirt wurde.
Wie die Bilder 285 und 286 zeigen, existieren und gelten zwei Distributionsgesetze?):

1. Distributionsgesetz | m(a + b) = ma + mb ] (186a)

2. Distributionsgesetz (186b)

no
ma, b
mo
y
ok mus) (m+n)
Bild 285 Bild 286 Bild 287
BEISPIELE

1. Gesucht ist die Entfernung des Halbierungspunktes P; der Strecke P, P, vom Punkte O, wenn
P, der Endpunkt des Vekrors B, und P, der Endpunkt des Vektors %, ist und die Vektoren
%, und P, vom Punkte O ausgehen (Bild 287).

Lésung: Der von P, nach P, fiihrende Vektor wird dargestellt durch den Differenzvektor
PP, = P, — P,. Die Hillfte des Differenzvektors zum Vektor 9, addiert, ergibt den
Vektor O Py:

OFi— g+ BB Bt

— 1
0P3=_2‘|(81+ PBsl-

Da aber (TP; = P, + B, ist, muB P; auch der Halbierungspunkt von (TP‘ sein. Damit ist
bewiesen, daf im Parallelogramm die Diagonalen durch ihren Schnittpunkt halbiert werden.

2. Es soll bewiesen werden: In einem beliebigen (nicht notwendigerweise ebenen) Viereck bilden
die Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier benachbarter Seiten ein Parallelogramm.

?) Distribution (lat.), Verteilung
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Losung: Stellen a, b, ¢ und b mit der in Bild 288 angegebenen Orientierung die Seiten des

Vierecks dar, so kénnen zwei Verbind der S i durch

1 1 1
= = h= b
by 3 a+ 3 b 2 (a +b)
und
1 1 4
L i
beschrieben werden.

Da a+b+ct+bd=0,
also a+b=—c—bd,

ergibt sich auch

v,=%(a+b).

Aus b; = v, folgt aber, daB v, und v, den gleichen Betrag und die gleiche Richtung besitzen. Da
der eben fiir zwei Verbindungslinien gefiihrte Beweis gefiihrt wurde, ohne daB an die Seiten
besondere Bedingungen gestellt wurden, muB auch fiir die anderen zwei Verbindungslinien der
Seitenmitten (dargestellt durch v, und v,) die Gleichheit nachgewiesen werden kénnen. Das
durch die Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier Seiten gebildete Viereck ist d I
ein Parallelogramm.

‘Bild 288 Bild 289 Bild 290

38.4. Grund- und Einsvektoren

Aus der Erklirung des Produktes na (vgl. 38.3.) folgt, daB alle zueinander parallelen
Vektoren a (Bild 289) durch einen von ihnen, den Grundvektor e, und einen Skalar n
(positiven oder negativen Zahlfaktor) ausgedriickt werden koénnen:

a=ne.
Liegt der Sonderfall vor, daB dieser Grundvektor zu a gleichgerichtet und sein Betrag
eins ist (Bild 290), so nennt man ihn den zu a gehérenden Einsvektor (Einheitsvektor)
a° (gelesen ,,a hoch Null“). Ein Vektor ist durch die Angabe seiner Linge (seines
Betrages) und des Einsvektors eindeutig bestimmt:

a=lala®=a-ad.
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Hieraus folgt
a
= — 187
Tal (187)
BEISPIEL
Gesucht ist ein Vektor in Richtung der Winkelhalbi den des von den Vektoren a und b ge-
bildeten Winkels.
Lésung: Die zu a und b gehorenden Einsvektoren a® = |?T| und B° = ‘% bestimmen
einen Rhombus, dessen Diagonalvektor a® 4 b° den von a und b gebildeten Winkel halbiert
(Bild 291).
Jeder Vektor
w = m(a® + 1),

der durch Multiplikation des Diagonalvektors mit einem Skalar gebildet wird, liegt in Richtung
der Winkelhalbierenden. Die Winkelhalbierende des Nebenwinkels wird beschrieben durch

/’1{ é
%
5
—
3

Bild 291 Bild 202

' = n(a® — b°).

38.5. Zerlegung von Vektoren in Komponenten

In der Mechanik ist oft die Aufgabe zu losen, die lings zweier vorgegebener Richtun-
gen wirkenden Komponenten einer Kraft zu bestimmen (z. B. bei der Ermittlung
der Lings- und Querkrifte eines belasteten Trigers).

Die Zerlegung eines Vektors in zwei Summanden mit vorgegebenen Richtungen stellt
die Umkehrung der in Bild 276 gelésten Aufgabe dar, zwei Vektoren zu addieren.
TIst z. ‘B. (Bild 292) ¢ der zu zerlegende Vektor und geben die Vektoren a und b die
Zerlegungsrichtungen an, so zieht man durch Anfangs- und Endpunkt von ¢ Par-
allelen zu den gegebenen Richtungen. Die Seiten des entstehenden Parallelogramms
bestimmen Linge (Betrag) und Richtung der gesuchten Summanden ¢; und c,, der
Durchlaufungssinn folgt aus der Bedingung ¢ = ¢, + ¢;.

¢, und ¢, heiBien die Komponenten des Vektors ¢ lings a und b. (Wie Bild 292 zeigt,
brauchen die gegebenen Vektoren und die Komponenten nicht gleichgerichtet zu sein.)
Mittels der in die Richtung von a und b fallenden Grundvektoren e, und ep 148t sich
die Zerlegung in der Form

¢ =cieq + Czp

schreiben mit ¢; = ¢;eq und ¢, = cyep.
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Die Zerlegung des Vektors ¢ in Komponenten lings a und b ist nur dann eindeutig
méglich, wenn ¢ in der durch a und b festgelegten Ebene liegt und a und b nicht ein-
ander parallel sind. Vektoren, die in einer Ebene liegen, nennt man komplanar?).
Da sowohl ¢, und a als auch ¢, und b kollinear sind, kann man fir sie auch die folgen-
den Beziehungen ansetzen:

¢ =ma; ¢ =nb.
Wegen ¢ = ¢; + ¢, folgt daraus:

Sind drei komplanare Vektoren a, b und ¢ nicht sidmtlich kollinear, dann lassen
sich stets zwei Skalare m und 7 bestimmen, so da8 gilt

¢c=ma -+ nb.

Wird insbesondere ein Vektor ¢ in zwei senkrecht zueinander stehende Komponenten
zerlegt, von denen eine parallel zu einem vorgegebenen Vektor a verlauft, so bezeichnet
man die Parallelkomponente mit ¢, und die (senkrecht zu a stehende) Normalkompo-
nente?) mit ¢z (Bild 293).

T

[ —
1w

Bild 203 Bild 204

Sind drei Vektoren a, b und ¢ nicht komplanar, dann ist
b=a+b+c

die Diagonale des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelflichners (vgl. 38.2. und
Bild 277). Umgekehrt kann ein Vektor b immer durch drei nicht komplanare Vek-
toren dargestellt werden. Sind z. B. die Richtungen der drei gesuchten Komponenten
a, b und ¢ durch drei Grundvektoren e,, ¢; und e, gegeben (Bild 294) und ist @ = ae,,
b = bep sowie ¢ = ce, so lautet die Komponentendarstellung des Vektors

b=a-+b+c=uae,+ bey + cec.
BEISPIEL

Eine StraBenleuchte von 2 kp Gewicht ist iiber der StraBenmitte an zwei Drihten aufgehingt.
Diese sind in gleicher Hohe beiderseits an Hiusern verankert, die einen Abstand von 18 m
voneinander haben. Welche Spannkrifte treten in den Drihten auf, wenn der Draht mit der
Lampe 1,5 m durchhingt?

1) planus, (lat.) eben

2) Die Schreibweise ¢, darf nicht verwechselt werden mit der eines Vektors als Zeilenmatrix,
2. B. ¢/ = (¢4, ¢ ¢;). Die Tatsache, daf es sich hier um eine Komponente — und zwar die Normal-
komponente — eines Vektors handelt, geht aus dem als Index geschriebenen Bezugsvektor hervor
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Losung: Das Gewicht  der Lampe muf in zwei Komponenten §s; und Jse, die zwei Spann-
krifte, zerlegt werden, deren Richtungen durch die der Spanndriihte bestimmt sind. Es ist
Fo1 + Fse = ©. Zeichnerisch kénnen die Betrige der Spannkrifte nach Bild 295 ermittelt

werden (m 1 cm)
b =)
1 kp,

Rechnerisch ergibt sich

Fg = Fy ~ 6,1 kp.

Fu:g = 18325 m:1,5m

Fg = Fy, = 6,08 kp =~ 6,1 kp.

%
9
%2 'l
Bild 205 Bild 296
AUFGABEN
1005. Wie groB sind die in den Stiiben s; und s, (SchlieBe und Strebe) eines Drehkrans (Bild 296)

1006.

1007.

1008.

1009.

1010.

auftretenden Kriifte, wenn der Kran eine Last von 1800 kp triigt?

Welchen Winkel miissen zwei am gleichen Punkt angreifende Kriifte von gleicher GroBe
miteinander bilden, damit ihre Resultierende wiederum die gleiche Grofe besitzt?

Fiir drei Vektoren a, b und ¢ gilt a + b + ¢ = 0. Zu bestimmen ist der Vektor 3, der in
dem von a, b und ¢ gebildeten Vektoreck Seitenhalbierende der Seite b ist.

Zu bestimmen sei der Vektor t von einem gegebenen Punkt O nach dem Schwerpunkt S
cines Dreiecks, wenn dessen Eckpunkte P,, P, und P, durch die Vektoren ,, B, und By, die
von O ausgehen, gegeben sind.

In einem von drei Vektoren a, b und ¢ gebildeten Dreieck gilt
a+b+c=o,

und
[0+ [eft = far2.

Zu bestimmen ist der vom Eckpunkt 4 des Vektorecks aus zur gegeniiberliegenden Seite a
gerichtete Hohenvektor.

Wann gelten in (183) die Gleichheitszeichen? Welche Lehrsiitze der Planimetrie werden
durch die Ungleichungen (183) ausgedriickt (vgl. Bild 283)?
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39.1. Grundvektoren eines rechtwinkligen Koordinatensystems

Fir das praktische Rechnen mit Vektoren ist es oft niitzlich, die Vektoren auf
einen bestimmten Punkt zu beziehen und durch Parallelverschiebung im Raum ihre
Anfangspunkte in diesen Punkt zu verlegen. Man nennt diese Vektoren mit fest-
gelegtem, gemeinsamem Anfangspunkt Ortsvektoren. Im besonderen Fall, wenn der
gemeinsame Anfangspunkt der Koordinatenanfangspunkt ist, bezeichnet man die
Ortsvektoren auch als Radiusvektoren. Den folgenden Betrachtungen soll ein raum-
liches cartesisches Koordinatensystem zugrunde gelegt werden. Dieses entsteht aus
dem ebenen cartesischen Koordinatensystem durch Hinzunehmen einer dritten
Achse, der z-Achse, die senkrecht auf der xz;y-Ebene steht und nach oben weist
(Bild 297). Man nennt ein solches System auch ein Rechtssystem, weil -, y- und z-Achse
wie gespreizter Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand zueinander liegen.
Bei diesem System stellt eine Drehung der 2-Achse auf kiirzestem Wege in Richtung
der y-Achse und eine gleichzeitige Bewegung in Richtung der z-Achse die Bewegung
einer rechtsgingigen Schraube dar. .

Einen Ortsvektor (Radiusvektor) a = OP stellt man mit Hilfe der drei Grund-
vektoren i, j und t dar, die die positive Richtung der a-, bzw. y-, bzw. z-Achse und jeder
die Linge eins besitzen, also Einsvektoren sind. Das von i, j und f gebildete ,,Drei-
bein‘ wird Basis genannt. Der Vektor a besitzt in

Richtung der Koordinatenachsen die Komponenten z

az, a, und a,, so daf} gilt:

Da die Grundvektoren i, j und f Einsvektoren sind und
damit zugleich die Einheiten auf den drei Koordinaten-
achsen bestimmen, gilt sowohl

0y = @i, 0y = @yf, a, = a,f,
als auch Bild 207
a; = zi, a, = yj, a, = 2f,

wenn , y und z die Koordinaten des Punktes P sind.
Also kann der Vektor a = OP auch dargestellt werden durch

[ eired] s
a =2zi+ yj+ 2t (188c)

oder
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4, ay und a, heiBen die Komponenten des Vektors a in bezug auf die drei Grund-
vektoren i, j und f, @, = , @, = y und a, = z die Koordinaten des Vektors a in bezug
auf diese Grundvektoren?).

Durch eine der drei Gleichungen (188), d. h. durch Angabe der Komponenten oder der
Koordinaten, ist ein Ortsvektor eindeutig bestimmt. Da aber die Koordinaten eines
Ortsvektors a = i+ yj + 2f mit denen seines Endpunktes P (z; y; 2) iiberein-
stimmen, gilt der

Satz
Bei vorgegebener Basis kann jedem Punkt des Raumes ein Ortsvektor und um-
gekehrt jedem Ortsvektor ein Punkt zugeordnet werden.

Bild 298 zeigt die Bestimmung des zum Punkt P gehérenden Ortsvektors: Man legt
durch P parallele Ebenen zu den drei Koordinatenebenen, deren Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen die Koordinaten des Punktes P darstellen und damit den

z
P
&
2 sl
&
4

¥
Bild 208 Bild 209

Vektor a bestimmen (a = 2i + 5j + 3f). Umgekehrt bestimmt man den End-
punkt eines Ortsvektors, indem man nacheinander jeweils soviel Einheiten in den
Richtungen der drei Grundvektoren voranschreitet, wie deren Koordinaten angeben.
Ist die Koordinate negativ, so hat man die zum Grundvektor entgegengesetzte Rich-
tung zu wihlen. Im Bild 299 ist der zum Ortsvektor a = —3i + 4j + 2f gehorende
Punkt P bestimmt worden.

Ahnlich wie man bei einer komplexen Zahl (d. i. ein Zahlenpaar) definiert, daB
a + bj = 0 identisch ist mit @ = 0 und b = 0, soll fiir einen Vektor (d. i. ein Zah-
lentripel) die Aussage a = a,i + @,j + @, = o identisch sein mit a, =0, a, =0
und @, =0, d. h,, es gilt die

Definition
Ein Ortsvektor ist genau dann ein Nullvektor, wenn seine drei Koordinaten gleich
Null sind.

=— ay

1) Ein Vektor kann auch als Spaltenmatrix a = (@, Joder Zeilenmatrix a = (a,, a,, a;) geschrie-
a,

ben werden. Diese Schrelbwelse ist erwelberungsiahlg &uf n-dlmenslonale Vektoren, die sich

zwar einer 1 trischen D: ger aber eine

Bed

groBe T g fiir praktische Anwend I

P
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Nach Definition (vgl. 38.1.) sind zwei Vektoren genau dann gleich, wenn sie in Betrag
und Richtung iibereinstimmen. Sind a = a,i + @,j + a.t und b = bi + b,j + b.f
zwei Ortsvektoren, so folgt aus a = b, daB a, = b,, @, = b,unda, = b, sein miissen,
d. h., es gilt der

Satz

Zwei Ortsvektoren sind (bei gleicher Basis) gleich, wenn ihre Koordinaten paar-
weise gleich sind.

Die Gleichung a = b ist eine einfache Vektorgleichung. Aligemein versteht man unter
ciner Vektorgleichung die Gleichheit zweier Terme ¥, und T, die vektorielle Ausdriicke
darstellen: §; = T,.
Die Vektorgleichung

a="5b+ic,
in der a, b und ¢ Ortsvektoren und 4 ein Skalar sein sollen, kann man auch in der Form

a,i + ayj + a,f = byi + byj + bt + A(ci + ¢f + c.B) =
= (b + Acz)i + (by + Acy)j + (b + Acy)t
schreiben.
Die linke und die rechte Seite dieser Gleichung stellen (fiir jeden Wert von 1) je einen
Vektor dar. Da aber zwei Vektoren genau dann gleich sind, wenn ihre Koordinaten
paarweise gleich sind, folgen aus der Vektorgleichung durch Koeffizientenvergleich
die drei skalaren Gleichungen

a, =b, + ic,
ay = b, + ic,
a,=b,+ ic..
Satz
§ Eine Vektorgleichung enthélt drei skalare Gleichungen.

Von der SchluBweise des Koeffizientenvergleichs, die es ermdglicht, eine Vektor-
gleichung durch die drei in ihr zusammengefaBten skalaren Gieichungen zu ersetzen,
wird in der Vektorrechnung sehr oft Gebrauch gemacht.

Fiir Vektorgleichungen gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir gewohnliche Glei-
chungen (soweit die jeweiligen Rechenoperationen fiir Vektoren erklirt sind). So
darf man z. B. zwei Vektorgleichungen addieren, subtrahieren usw.

Besondere Bedeutung besitzt auch die Vektorgleichung als Bestimmungsgleichung
fiir einen unbekannten Vektor oder Skalar.

BF{SPIEL

Von einem Parallelogramm seien die Diagonalen durch zwei Vektoren e und | gegeben. Wie
heiBen die das Parallelogramm aufspannenden Vektoren?
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Losung: Seien g und f) die Vektoren der Parallelogrammseiten, so gilt nach Bild 255

T+y= L
le—y=F
Hieraus folgt
:=%u+n
b= (=0
39.2. Rechengesetze fiir Vektoren in Koordinatendarstellung

Die Schreibweise von Vektoren durch verschiedene Vektorsymbole gestattet, Ab-
leitungen und GesetzméBigkeiten (Formeln) kurz und iibersichtlich darzustellen. Fiir
das praktische Rechnen wird man jedoch meist die Darstellung eines Vektors durch
seine Koordinaten verwenden. In 38.2. konnten die Addition und die Subtraktion
von Vektoren nur graphisch durchgefiihrt werden. (Nur im Sonderfalle komplanarer
Vektoren war eine rechnerische Nachpriifung méglich.) Durch das Einfithren einer
Basis ist jetzt die Voraussetzung fiir die rechnerische Behandlung der Vektoraddition
und -subtraktion geschaffen.
Sind

=21+ i+ a4t
und

Ty = Tpi + Yof + 2t

zwei Ortsvektoren?), so folgt aus
Lt = @i+ yj+ al) £ @i+ i+ 21)

durch Anwenden des Kommutations- und des 2. Distributionsgesetzes

|5t = (o + @) + (0 + 30)i + (o £ 2 (189)

Die Koordinaten der Summe (Differenz) zweier Vektoren sind gleich den Summen
(Differenzen) der entsprechenden Koordinaten der beiden Vektoren.

Durch Anwenden des 1. Distributionsgesetzes folgt

‘ nt =n (@i + yj + 2f) = nai + nyj + nzt . (190)

Das Produkt eines Vektors mit einem Skalar ergib,t einen Vektor, dessen Koordi-
naten die Produkte der entsprechenden Koordinaten des urspriinglichen Vektors
mit dem Skalar sind.

?) Im folgenden sollen durch den Ruchstaben r Orts- bzw. Radi ktoren gek ichnet werden



39.3. Betrag und Richtungscosinus eines Vektors 483

BEISPIELF
1. Fiir zwei Vektoren 1, = 21 — 2{ —f und v, =i + 4j + 21 wird (Bild 300)
h—t=@—1i+(—2— i+ (—1—2t=i—6j—3t
und . )
21, 4+ 81, = (4 +3)i+ (—4+12)j + (—2 + 6)t = Ti + 8f + 4%,

2. Sind fir a = 2i — j -+ 3, b =3i+ 2j — 2f und ¢ = —4i — 2j + [ drei andere Vektoren
u, o und 1 bestimmt durch u=a+b+¢c, b=a—b+ 2c und w=2a—3b+¢, so
ergibt sich nach Formel (189) und (190) :

u=@2+3—-4i+(—1+2—-2)j+B@—-2+Dt=i—j+ 25
b =—91—T7{+ 74
w= —9i—10j + 13t.

Bild 300

39.3. Betrag und Richtungscosinus eines Vektors

Nach Bild 298 bilden ein vom Koordinatenursprung ausgehender Vektor a und
seine Komponenten a,, a, und a, die Hauptdiagonale und die Kanten eines Quaders.
Die Linge der Hauptdiagonale ist |a| = a, die Kantenlingen sind |a,| = |a,| = |z,
lagl = lag] = lyl. [a;] = |a.] = |z].

Nach dem pythagoreischen Lehrsatz erhilt man somit fiir die Linge oder den

Betrag
eines Ortsvektors [ a=la|=Ya+a}+al=Vat+ 92+ 22 (191)

Soll der Abstand zweier Punkte P; und P, im Raum berechnet werden, die durch
ihre Koordinaten (z; #;; 2;) und (@,; ¥s; 25) gegeben sind, so kann zunéchst jedem
der beiden Punkte ein Ortsvektor zugeordnet werden:

OP, =1, = xyi + i + 4k 0P, = 1y — @yi + ¥sf + 2.

Esist dann Py Py =1, — 13 = (¥, — ;)i + (¥ — ¥1)] + (22 — %)t und damit der

Abstand zweier Punkte
P, und P, im Raum: PPy = Y@y — 1) + (2 — ) + (22 — 2 (192)

AuBer dem Betrag (der Linge) eines Ortsvektors gehort zu seiner eindeutigen Bestim-
mung noch die Richtung. Diese kann durch die Winkel angegeben werden, die der
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Vektor mit den Grundvektoren i, j und ¥ der Basis bildet. Werden diese Winkel mit
&, f# und y bezeichnet, so gilt (Bild 301)

cos(a, i)=cosox=&=&=f
lal a a
. a a y -
cos(a, ])=cosﬁ=[T"l=T”=; (193)
z
cos(a, f)=eosy=‘{%‘l=%=z

cos x, cos f und cos y heiBen die Richtungscosinus von a. Die Winkel « = < (a. i).
f = <(a,i)und y = <X (a, f) sind spitz oder stumpf, je nachdem a,, a, und a, positiv
oder negativ sind, d. h., je nachdem die Komponen-

ten a,, a, und a, den Grundvektoren i, j und f gleich i
oder entgegengesetzt gerichtet sind. o,
P
Wegen a} + a} + a2 = a? Z
ST
. Y
gilt cos? x + cos? f + cos?y = Y
a
%aﬁﬁ—u;—t-a,?_a’_l ;/
at a T o
cos?x + cos? B + cos?y =1 ‘ (194)

] Die Quadratsumme der Richtungscosinus ist immer 1.

Daraus folgt:
a) Die drei Richt inus sind inander abhdngig.

Bei vorgegebenen « und g ist z. B.

cosy = 4 J1 — cos? « — cos? §;

b) Von den drei Winkeln kann immer nur einer kleiner als 45° sein.

1
Wiren namlich zwei Winkel kleiner als 45°, z. B. « und g, so wire cos® & > 3 und

1
cos? f > 7 und somit
cosy = 4 1/1 —cos? x — cos?f  imagindr,

(23

la]

a a
Aus cosx =—,co8ff =—- und cosy = —

lal lal
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folgt fiir die Koordinaten des Vektors a
a, = |a|cosx, ay=|aljcosf, a,=|a|cosy.

Damit ist es nunmehr méglich, einen Vektor a mit Hilfe seiner BestimmungsgréBen
Betrag und Richtung (die letztere dargestellt durch die Richtungscosinus) zu schrei-
ben:

a = a,i+ ayj + a;t = |aficos a + |a|jcos B + |a|Ecosy;

| a = |al(icos« + jcos B+ fcosy) | (195)

Im besonderen Falle eines Einsvektors gilt wegen |a®| =1

l a®=icosx + jcosf + fcosy ’ (195a)

] Die Koordinaten eines Einsvektors sind seine Richtungscosinus.
BEISPIELE

1. Gesucht sind Linge, Einsvektor und die mit den Grundvektoren gebildeten Winkel des Vek-
tors t=2i—j— 2f.
Losung: Linge (Betrag): [t| = Va+1+4=3;
1,
Einsvektor: 1° = ﬁ :%i— g‘]— ;!;

Winkel: Die Richtungscosinus sind gleich den Koordinaten des Einsvektors, also sind

ccusmfE cosff = — S cosy = — —
=3 3’ Y 3’
& = 48°11", B = 109°28', y = 130°49".

2. Gesucht sei der Ortsvektor von der Linge 2 Y2, der mit der z-Achse einen Winkel von 60°,
mit der y-Achse einen Winkel von 135° und mit der z-Achse einen spitzen Winkel einschlieBt.

Losung: Mit « =60° und §=135°
da y spitz sein soll, y = 60°.

% und,

Der Einsvektor ist

Ly B
Bl =
#=gi-gify’
und der Vektor selbst
s (1 V2 1
=tlr=2y2(=i— i+ =
r=|t| ¢ 1(21 21+2f),

V2i—2i+V2t.
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AUFGABEN

1011. Wie heifit der zu a = %i — % i+ 12; t gehérige Einsvektor?

1012. Vom Vektor r = —3i 4 8j + 5F sollen Liinge, Einsvektor und die Winkel, die er mit den
Grundvektoren bildet, bestimmt werden.

1013. Wie heift ein Ortsvektor und in welcher Entfernung vom Nullpunkt liegt sein Endpunkt,
wenn er mit der z-Achse einen Winkel von 135°, mit der y-Achse einen Winkel von 60°
und mit der z-Achse einen stumpfen Winkel bildet, und wenn a, = —2 sein soll?

1014. Welche Winkel bildet der Vektor t—=a + b+ ¢ fir a=1i+2V2j— 350 =+ 2¢
und ¢ = —2i — j + 5f mit den Koordinatenachsen?

1015. Ein Oktaeder (regelmiBiger Korper, begrenzt von acht kongruenten gleichseitigen Drei-
ecken) habe die Kantenlinge 2, alle seine Eckpunkte liegen auf den Koordinatenachsen.
Die Kanten sollen als Vektoren betrachtet werden, wobei die in der ;y-Ebene liegenden
Kanten eine Orientierung im positiven Umlaufsinn erhalten sollen, wihrend die an-
deren Kanten in Richtung nach den auf der z-Achse liegenden Eckpunkten orientiert
werden sollen. Wie heilen die Vektoren?

1016. Wie heifien die Vektoren, wenn das Oktaeder der Aufg. 1015. so um die z-Achse gedreht
wird, daB die in der x; y-Ebene liegenden Kanten parallel zur z- und y-Achse verlaufen?

1017. Ein Tetraeder (regelmiBiger Korper, begrenzt von vier kongruenten gleichseitigen Drei-
ecken) von der Kantenlinge 2 liegt mit einer Seitenfliiche in der x; y-Ebene derart, daB ein
Eckpunkt im Ursprung und eine Kante auf der positiv gerichteten z-Achse liegt. Wie hei-
Ben die Vektoren fiir die Kanten? (Orientierung wie in Aufgabe 1015.)

39.4. Lineare Abhiingigkeit und lineare Unabhiingigkeit

Wie in 38.4. dargelegt wurde, verlauft eine Vektor b = Aa parallel zum Vektor a.
Die Gleichung b = Aa stellt eine lineare Beziehung zwischen den Vektoren a und b
dar.
Satz

Zwei Vektoren a und b, fiir die

b=1la
gilt, heiBen linear abhiingig. Zwei linear abhéngige Vektoren sind kollinear.

Im Falle der Kollinearitét (linearen Abhéngigkeit) zweier Vektoren 148t sich aus einer
der drei skalaren Gleichungen, die die Vektorgleichung b = Aa enthilt, ein Wert 4
errechnen, der alle drei Gleichungen erfiillt.

Fir drei komplanare Vektoren a, b und ¢ gilt (vgl. 38.5.) eine lineare Beziehung

¢ =Aa + ub.
Sind a, b, und ¢ drei Ortsvektoren, so folgen aus der Vektorgleichung die drei skalaren
Gleichungen

Cy = Aay + ub,

¢y = Aay + puby,
¢, = Aa, + ub,.
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Dieses Gleichungssystem enthilt drei Gleichungen fiir nur zwei Variable 1 und u. Es
ist nur dann losbar, wenn — wie im vorliegenden Falle — eine Gleichung von den
anderen beiden linear abhiingig ist. In diesem Falle muB die aus den Koordinaten der
drei Vektoren gebildete Determinante gleich Null sein. Daraus folgt:

Satz
Drei Vektoren a, b und ¢, fiir die

¢=Aa+ pub
ay by ¢

bzw. D=|ay, b, ¢,| =0
a; b; ¢,

gilt, heiBen linear abhiingig. Drei linear abhéngige Vektoren sind komplanar.

Der Vektor ¢ kann dann durch die Vektoren a und b (sofern diese nicht kollinear sind)
dargestellt werden, d. h., er kann eindeutig in Richtung dieser beiden Vektoren zer-
legt werden.

Das Wertepaar 4, « 1Bt sich aus zweien der drei skalaren Gleichungen, die der Vektor-
gleichung ¢ = Aa + ub entsprechen, berechnen. Da D =0 sein soll, erfiillt dieses
Wertepaar auch die dritte Gleichung.

Sind drei Vektoren a, b und ¢ nicht komplanar, so 1aBt sich keine lineare Beziehung fiir
sie herstellen, sie sind linear unabhiingig. Verschiebt man ihre Anfangspunkte in
ecinen Punkt, so ergeben sie ein raumliches Dreibein, eine Basis. Jeder weitere Vektor d
Jes Raumes kann nun nach diesen drei Basisvektoren zerlegt werden, d. h., es muf eine
lineare Beziehung von der Form

b =2a 4 ub + e
bestehen.
Handelt es sich insbesondere um drei Ortsvektoren, so kann die Bedingung fiir lineare
Unabhiingigkeit wie folgt angegeben werden:

Satz
Drei Vektoren a, b und ¢, fir die
a, b, ¢, i ¢
D=|a; by o ‘ +=0
a, by ¢

gilt, heiBen linear unabhiingig. Die Vektoren liegen nicht in einer Ebene (sind nicht
komplanar).

Soll ein Vektor b in Richtung dreier nicht komplanarer Vektoren a, b und ¢ zerlegt
werden, so kénnen aus dem der Vektorgleichung b = Aa + b -+ »c entsprechenden
Systep von drei skalaren Gleichungen die Werte von 4, x und » bestimms werden.
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fassend kann also f tellt werden :
I In der Ebene gibt es nur zwei linear unabhiingige Vektoren, im Raum gibt es nur

drei linear unabhingige Vektoren.

BEISPIELE
1. Der Vektor t—i-+ %i—r soll in Richtung der Vektoren a =i 2] — 3t und b =
=2i—j+ 1 zerlegt werden.

Lésung: Die aus den Koordinaten von a, b und t gebildete Determinante errechnet sich zu

1 2 1
4
D= 2 -1 = | =0.
7
—3 1 1
Die drei Vektoren sind kompl und es kann tzt werden
t=Aia + pb

i+ i E=A+ 2 =30+ p@i— 4D =
=@+2wi+@—pi+(-32+pmi.
Der Koeffizientenvergleich liefert die skalaren Gleichungen

1 =1+4+2u
4

2 95—
7 14
—1

=—314+p.
Aus zwei Gleichungen lassen sich

A=— und p=—

errechnen, die auch die dritte Gleichung erfiillen.
Die Zerlegung lautet somit

3
= —b.
T 7a+7

Die Richtigkeit des Ergebnisses iiberpriife man durch Einsetzen von a und b.

2. Der Vektor t = 2i — 3j + 9t sei in Richtung der drei Vektoren a =2i —j -+, b=1i-4
+2j—2t und ¢ =1+ j+ 2f zu zerlegen.

Losung: Da
2—-1 1
D=|1 2-2|=15=%0,
1 1 2

sind die Vektoren a, b und ¢ linear unabhéingig und die Zerlegung von t nach diesen Vektoren
ist méglich. -
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Aus t=Aa + pub + vc folgt das Gleichungssystem

224+ pu+ v= 2
—A4+2u4+ v=-3
A—2u+2v= 9

mit A=1, p=—2, »=2.
Alsoist t=a — 2b + 2¢.

Auch bei diesem Beispiel moge der Leser die Probe selbst durchfiihren.

AUFGABEN
1018. Sind die Vektoren
a)n, = —3i+ 2t bju=i—-2j+¢
L=1i+5j+1t v=2i42i—f
g =2i+3j—2f w=—i+44j— 2f
linear abhiingig oder unabhiingig?

1019. Der Vektor t = 3i — 2,7j soll in Richtung der beiden Vektoren r= —2i-+ 3¢ und

3 =3j — 5t zerlegt werden.
1020. Der Vektor § =i + 4j — 2 soll
a) in Richtung der Vektoren a = —3i + j — 21,
b=2i+3]—tc=i—2j— 3
b) in Richtung der Vektoren a = —3i + { + 2§,
b=—2i43j—fc—it2i—3t

zerlegt werden.

1021. Der Vektor v = 5i + j + é— t soll mittels der Grundvektoren a =i+, b =1, ¢ =

=i+ I einer neuen Basis dargestellt werden. Wie groB sind die Betréige der neuen Kom-

ponenten?

39.5. Vektorgleichung einer Geraden im Raum
Punktrichtungsgleichung der Geraden

Eine Gerade soll durch einen Punkt P, gehen und in
Richtung eines Vektors a verlaufen.

Der Punkt P, kann durch einen Ortsvektor t =1,
(Bild 302) festgelegt werden. Eine Gerade, die die gleiche
Richtung wie ahat, wird durch 1a mit A als Parameter
(—o0 < 4 < 4 c0) beschrieben. Legt man den zu 4 = 0
gehorenden Punkt der Geraden in Py, so erhilt man als

Punktrichtungsgleichung

der Geraden (196)

&
%Y
N
-,

0
Bild 302

B
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Die Vektorgleichung (196) lautet in Koordinatendarstellung geschrieben :
t =i+ yj + 2t = 21 + Yoi + 2t + Aazi + ayf + a.f) =
= (¥ + Aa,)i + (Yo + Aa,)i + (20 + 4a,)E.
Ihr entsprechen drei skalare Gleichungen
=2y + Aa,, bzw. 2 —zy = Aag;
Y=y +Aay, baw. y—yo=Aay;
2 =12+ Aa,, bzw. 2z — z; = Aa,.

Aus diesen ergeben sich nach Eliminieren von 1 die drei Gleichungen:

Y—Yo_ O Z—% _8: Z—Z% _ %

’ > =
T — T Ay xr —x .23 Y —Y ay

Sie stellen die Punktrichtungsgleichungen der Projektionen der Geraden in die x;y-

Ebene, z;2-Ebene und y;z-Ebene mit den Richtungsfaktoren m,, = %, My, = :—z
z x
und m,, = & dar.
ll”
Zweipunktegleichung der Geraden
Eine Gerade soll durch zwei gegebene Punkte P, und P, gehen. \\
Der von P, nach P, fiihrende Vektor P,P,=t, —1; legt, \p
wenn OP; =1, und OP, =1, ist (Bild 303), die Richtung b
der Geraden fest und entspricht somit dem in Formel (196)
mit a bezeichneten Vektor. Damit heiBt die 1515
Zweipunktegleichung = s -
der Geraden ot A — (197) y 5
Diese Gleichung ist gleichwertig den drei skalaren Gleichungen \\
L] \
2=, + A(xy, — 7y), bzw. T — 2, = (2, — ¥); g \\

Y=y + A —y), bzw. ¥y —y1 =A% —¥1); Biases
2 =12+ Az —z), baw. z — 2 = A(z; — ).

Die Elimination von 2 liefert die Gleichungen

Y=—t%h _Ys—U%, 2—% % —%, B _G—4h

H H
=Ty Xy— % T L% Y—Yh Y2 H

Die erste gibt den Sachverhalt bei Beschrénkung auf die ;y-Ebene an, namlich die
Zweipunktegleichung der Geraden.
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BEISPIELE
1. Eine Gerade geht durch P;(—1;8;6) und P,(11; —1; —9). Es soll untersucht werden, ob
die Punkte P4(3;5;1) und P,(—35; 11;8) auf der Geraden liegen.
Lésung: Die Gleichung der Geraden lautet gemif (197)
t=—i+8j+ 6t 4+ A(12i — 9j — 15¥).
Liegt P, auf der Geraden, so muf3 der Vektor
p=31+5]+t
die Gleichung der Geraden fiir einen bestimmten Wert von A erfiillen. Aus 3i 4 5j 4t =
= —i+8j 4 6t 4 A(12i — 9j — 15%) folgt 41 — 3] — 5t = A(12i — 9j — 16%).
Die Gleichung wird durch
it
3
erfiillt. Der Punkt P, liegt somit auf der Geraden durch P, und P,.
Fiir P, erhilt man analog t, = —5i + 11 + 8%.
Die Gleichung
—5i+ 11j + 8t = —i 4 8j + 6f + A(12i — 9{ — 15¥),
wird aber fiir keinen Wert von 4 erfiillt. P, liegt also nicht auf der Geraden durch P, und P,.
2. In welchem Punkt durchstoBt die Gerade t = 3i — 4j +  + A(i + 2] — 31)
a) die z;y-Ebene
b) die zur z;z-Ebene im Abstand y = 2 parallele Ebene?

Losun g: Der DurchstoBpunkt muB einerseits die Ger g erfiillen,
muB er im Fall a) die Koordinate z = 0 besitzen, im Fall b) die Koordinate =2,
Die Vektorgleichung der Geraden liefert die drei skalaren Gleichungen

=3+ y=—4+24 z=1—3A

a) Fiir z = 0 wird }.7% und damit 1—13(—). yzfg.

b) Fiir y =2 wird 2 =3 und damit x =6, z = —8.
10 1

0; 0) X'und (6; 2; —8).

Die DurchstoBpunkte sind ( 3 3

3. Es soll untersucht werden, ob die beiden Geraden einander schneiden, die durch die Punkte-
paare Pyy(3; —2;8), Pyy(1;7; —1) und Py (3;3;1), Pypy(—2;0,5;13,5) bestimmt sind.

Lésung: Die Gerade Py, P, hat die Gleichung
vy =3 — 2]+ 8t +A(—2i+9j—9%),
die Gerade Py, P,,
o 4 g 5. ,2
r2=3|+3l+!+#(—m—-?’+?f),
Fiir den Schnittpunkt muB gelten r, = 1, baw. 1, — v, = 0:

_5i+7t+1(,72i+9179!)—p(75i—§i+2‘75t)
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Die Vektorgleichung liefert die 3 skalaren Gleichungen
— 24+ 5u =0

‘—5+91+%,u=0
‘ 7—91—%#:0

Das Gleichungssystem wird erfiillt durch 2 = %, n= % . Die Geraden schneiden einander.
Den Schnittpunkt erhilt man durch Einsetzen von A und u in einer der Geraden-
gleichungen: 2i + % i+ % f. Seine Koordinaten sind (2; 2,5; 3.5).

Hinweis: Da die Geraden als Schnittpunkt einen Punkt des Raumes gemeinsam haben
sollen, miissen die aus zwei Gleichungen errechenbaren Werte von 4 und x alle drei Gleichun-
gen erfiillen; denn nur dann erfiillen sie die Vektorgleichung. Geniigen ihre Werte z. B. nur
den ersten beiden Gleichungen, so besagt das nur, daB sich die Projektionen der Geraden auf
die z;y-Ebene in einem Punkt dieser Ebene schneiden.

AUFGABEN
1022. Gesucht ist die Gleichung der Winkelhalbi den der beiden Ortsvektoren
1, =4i—4j—2f und 1,= —2i+ 6j— 3f.

1023. Es ist die Vektorgleichung der Geraden durch den Punkt (—2;3;5) in Richtung des
Vektors 1; = 31 — j + 2 aufzustellen. Welche Punkte ergeben sich fiir 4 = 0, 4-1, 4+-3?
1024. Eine Gerade soll durch den Punkt (1; —3; 2) parallel zu einem Vektor verlaufen, der

durch cos o = cos f = % V3. cosy > 0 bestimmt sei. In welchen Punkten durchstoBt die

Gerade die Koordinatenebenen?

1025. Wie lauten die Gleichungen der Seiten P, P,, P,P; und P3P, des Dreiecks mit den Eck-
punkten P;(—1;3;7), Py(—5;4;3) und P,(6; —5; —4)?

1026. Welche geometrischen Gebilde beschreiben die Vektorgleichungen

a)r=rn, + na, b) v = mr, + a, ¢) v =my, + na,

worin t, einen Ortsvektor, a einen freien Vektor und m und » skalare Parameter
(—oo<m< + o0; —oo <n< + oo) darstellen sollen?

40. Skalares Produkt

40.1. Definition des skalaren Produktes

Wie aus der Physik bekannt sein wird, ist beim Verschieben eines Kérpers lings eines
geradlinigen Weges 8 durch eine dem Weg gleich gerichtete Kraft & eine Arbeit

W=F.s=3ll3

aufzuwenden. Die Kraft § und der Weg & sind hierbei vektorielle Groen, die Arbeit
W ist eine skalare GroBe.
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Die Beziehung W = |§| - |3]| ist aber nur ein spezieller Fall des allgemeineren Falles,
daB § und 38 nicht gleichgerichtet sind, sondern einen Winkel ¢ = < (¥, 8) mitein-
ander bilden (Bild 304).

Dannist W =F,.s=|Fs|-|8]. 5

Fiir den Betrag der Komponente von § in Richtung von &,

der Projektion von & auf die Richtung 3, gilt aber

Damit erhédlt man fiir die Arbeit der Kraft § lings des We-
ges § ein Produkt von der Form

|
|
|
Fy=F -cosg=F-cos(F, 3) = |F| - cos(F, 3). I
|
|
|
W:|§§~|A|§l-cos({§-, 3). Bild 304
Fiir dieses Produkt schreibt man kurz nur § - 4, und man
nennt
F-8=1F| 3] cos(F, 3)

das skalare Produkt der beiden Vektoren & und 3 (weil das Ergebnis ein Skalar ist)
oder auch das innere Produkt der beiden Vektoren.
Definition

Unter dem skalaren Produkt zweier Vektoren versteht man das Produkt aus ihren
Betrigen und dem Cosinus des von den beiden Vektoren eingeschlossenen Winkels:

a-b=|al-|b|-cos(a, b) (198)

Der Punkt zwischen a und b kann auch weggelassen werden. Es ist daher ab = a-b; gele-
sen: ,,a0* oder auch ,,a Punkt b“. Eine veraltete, nicht mehr standardgerechte Schreibweise fiir
das Skalarprodukt ist (ab).

Es ist also z. B. die Arbeit das skalare Produkt der Vektoren Kraft und Weg:
W=% -8=|F| 8] cos(F, 8). Wenn FM &, ist cos(F.8) =1, und es liegt der
eingangs betrachtete Spezialfall vor: W = || [8| = F -s.

Bei allen Produktbildungen von Vektoren darf nicht iibersehen werden, daB es sich
nicht um Produkte im Sinne des Zahlenrechnens handelt, sondern da3 Produkte von
Vektoren aus Griinden der ZweckmaéBigkeit eingefithrt und definiert werden. DaB
Produkte von Vektoren andere Eigenschaften aufweisen als Produkte von Skalaren,
erkennt man z. B. beim Untersuchen der Frage, wann a-b gleich Null sein kann.
Zwar gilt auch hier, wie bei jedem Produkt von Zahlen, a - b = 0, wenn a = o oder
b=o0 oder a=Db=o0. Weiterhin folgt aber aus der Definitionsgleichung, da8
a-b =0, wenn cos(a, b) =0, d. h. < (a, b) = 90° oder <t (a, b) = 270°.

beiden Vektoren der Nullvektor ist oder wenn die beiden Vektoren senkrecht auf-

Ein skalares Produkt zweier Vektoren wird gleich Null, wenn wenigstens einer der
cinander stehen.
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Fiir die skalare Multiplikation zweier gleicher Vektoren folgt
a-a=]lal-|al-cos0°=@a-a-1=a

Damit kann mit Hilfe des skalaren Produktes der

Betrag eines Vektors | ¢ = |a| = Ja-a = ]/FJ (199}

dargestellt werden, wenn man die (sinnvolle) Vereinbarung a-a = a® verwendet.
Es soll nun noch die Frage der Umkehrbarkeit der ska-
laren Multiplikation, d. h. die Moglichkeit der Division
eines Skalars durch einen Vektor untersucht werden.
Alle Vektoren b,, die die gleiche Komponente b, lings
eines Vektors a besitzen (Bild 305), haben wegen

|Ba| = |by| - cos @y = |by| - cOs g = ...

das gleiche Skalarprodukt

a-bo=|al-|bal-cos0° =[a]-|by| cosg, =

2
= la] - |by| - cosgy=... é

Also kann aus einem vorgegebenen Skalarprodukt a-b g s0s
und einem vorgegebenen Vektor a der Vektor b nicht ein-

deutig bestimmt werden:

Die skalare Multiplikation laBt sich nicht eindeutig umkehren.
Weiterhin folgt aus den vorstehenden Betrachtungen:

Der Wert des skalaren Produktes zweier Vektoren dndert sich nicht, wenn man
einen der Vektoren durch seine Komponente lings des anderen ersetzt.

AUFGABEN
1027. Wann ergibt das Skalarprodukt einen negativen Wert?
1028. Welchen Wert besitzt das Skalarprodukt zweier Vektoren, deren Betriige 3 und 4 sind und
die einen Winkel von a) 30°, b) 60°, ¢) 90°, d) 150° miteinander bilden?
1029. Wie kann der Winkel ¢ = < (a, b) berechnet werden, wenn a und b bekannt sind?
1030. Was folgt aus ab = ac fiir die Vektoren b und ¢?
ab ab

1031. Es soll bewiesen werden, daBl |ap| = = und |bo|= — ist.
a
40.2. Rechengesetze fiir skalare Produkte

Vertauscht man in einem skalaren Produkt ab die Reihenfolge dér Faktoren, so e=-
hilt man zunichst

ba = ba cos (b, a).
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Sctzt man wiederum < (a, b) = ¢, so ist < (b, a) = —@; denn der Drehsinn von
< (D. a) ist dem des Winkels (a, b) entgegengesetzt gerichtet. Da aber cos(—¢) = cos ¢
ist und damit cos(b, a) = cos(a, b), bekommt man, wenn man noch die Reihenfolge
der Skalare b und a vertauscht,

ba = ab cos(a, b).

Es gilt demnach das

Kommutationsgesetz ab a (201)

Wie aus dem bisherigen leicht zu folgern ist, gilt fiir die Multiplikation von zwei
Vektoren und einem Skalar das

Assoziationsgesetz

(na)b = a(nb) = n(ab) (202)

Hingegen gibt es kein Assoziationsgesetz fiir die skalare Multiplikation mehrerer
Vektoren, da im allgemeinen Falle

a(be) == (ab)c ist;

denn be und ab sind Skalare, so daB a(b¢) ein zu a paralleler, (ab)c ein zu ¢ paralleler
Vektor ist. Es gibt also keine skalare Multiplikation von mehr als zwei Vektoren.
Auch ist eine Schreibweise a - b - ¢ ohne Zusammenfassen von zwei Vektoren in einer
Klammer (als Zeichen fiir die Produktbildung) sinnlos.

Bild 306

Es soll nun noch gezeigt werden, dal bei der skalaren Multiplikation auch das Distri-
butionsgesetz Giiltigkeit besitzt, d. h., dal

a( +¢) =ab + ac ist.

Zwei der drei Vektoren a, b und ¢ bestimmen eine Ebene, wihrend der dritte Vektor
im allgemeinen Fall nicht in dieser Ebene liegen wird. In Bild 306 liegen a und b in
der Ebene, ¢ auBerhalb. Wie aus Bild 306 zu erkennen ist, ist die Komponente von
b + cin der Richtung a gleich der Summe der Komponenten von b in der Richtung a
und von ¢ in der Richtung a:

(b+t)n=5a+6a'
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Multipliziert man diese Gleichung skalar mit a, so erhélt man
a-b+c)g=a-b+ a-cq.

Wegen der Beziehung (200) ist aber
a-b+c)g=a(d+c), a-bg=a-b,a-cc=a-c.

Diese Beziehungen in die zuletzt erhaltene Form eingeseizt, ergibt das

Distributionsgesetz a(b +c)=ab + ac (203)

BEISPIELE

1. Zu berechnen seien
a) (a + 0)%;
b) (a + b + ¢)2.
Loésung:

a) Unter Verwendung des Distributi und der Beziel a-a = a® = a® erhilt man
(a+Db)(a+b)=a>+ ab+ ab + 0> = a®> + 2ab + b2 = a® + 2ab cos (a, b) + b2.
b)(a+b+c¢)(a+b+c)=a?+ ab+ac+ ab + 02 + be + ac + be + ¢ =
=a%+ b* + ¢ + 2ab + 2ac 4 2be =
= a? + b® + ¢ + 2[ab cos (a, b) + ac cos (a, ¢) + be cos (b, ¢)].
2. Essoll der Cosinussatz der ebenen Trigonometrie hergeleitet wer-

den.

Loésung: Nach Bild 307 ist c=a—b.

Werden beide Seiten der Gleichung skalar mit sich selbst multi-

pliziert, so ergibt sich a

2= (a —b)®=a2—2ab+ 0? = a® — 2ab cos (a, b)+b2.

Setzt man noch < (a.b) =y, so erhilt man, da ¢ = c?, den
Cosinussatz
A z 8

¢t =a®+ b% — 2abcosy. Bild 307

3. Gegeben seien zwei Vektoren a und b. Gesucht ist bg.
Loésung: BEsist
ba = |ba| - a®.
In Aufgabe 1031 wurde gezeigt, daf
ab

|ba| = — ist.
a
Weiterhin gilt
=2,
a
so dal
B 305

a?
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wird,oder wegen
a2 = a?,
a-b

ba=7a.

el

Da die Summe von Par: ) ba und Normalkomp te b den Vektor b ergeben
muB, 1Bt sich nun auch die Normalkomponente errechnen: b§ = b — bq.

Fiir das praktische Rechnen mit Vektoren verwendet man die Koordinatendarstel-
lung. Die skalare Multiplikation zweier Vektoren

n=ai+ pi+at
Ty = ol + Yaf + 2F

liefert zunédchst durch Anwenden des Distributionsgesetzes:

ity = @121 + Y1%aii + 212,80 + @1 yaif + Y1202 +
+ 219t + 2121 E + y1220F + 212,82

Nach dem Kommutationsgesetz gilt aber
it =1j, ti=it, fj=if,

und, da die jeweils ein Produkt bildenden Einsvektoren aufeinander senkrecht stehen:

fj=ji=it=ti=jt=t=0 (204)

Da i2, j? und 2 jeweils das Quadrat des Betrages liefern und der Betrag eines Eins-
vektors gleich eins ist, gilt weiterhin:

(205)

Damit fallen in dem obenstehenden Ausdruck fiir t, t, alle Produkte zweier verschiede-
ner Grundvektoren weg, die Produkte zweier gleicher Grundvektoren ergeben je-
weils 1. Man erhilt also

I 0l = 2,2 + 1Ys + %12 (206)

DasSkalarprodukt zweier Vektoren in Koordinatendarstellung ist gleich der Summe
der Produkte der gleichartigen Koordinaten der beiden Vektoren.
BEISPIELE

4. Es soll der Winkel zwischen den Vektoren r; = —6i+ 8% und 1, = 3i— 4j 4 121 be-
rechnet werden.
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Losung: Aus
Tty = 1] [1a] cos (v, 1)

folgt
€08 (Iy, 1) = Lot _ 2% + %Y + 212
ltal - Ivl Y22 i+ 23 Vel + i+ 2
—50 5
c08 (tyy ) = o = — 15 = — 0,3846

£ (1 1) = 112°37.

5. Eine Kraft vom Betrag F = 6 kp, die einen Korper von P;(2m; —2m;1 m)nach P,(3 m;
4 m; 5 m) bewegt, besitzt die Richtung des Vektors t = — i + 3j 4 2f. Welche Arbeit wird
von der Kraft verrichtet?

Lésung: Die Kraft ist
t
—F.0"=F%,
] b =
Der Weg 8 = P, P, ist 8 =1, — 1;.
Damit erhilt man als Arbeit der Kraft § lings des Weges 3

W=%'5=§t(rz—f1),

= yi_ (—1 + 18 + 8) kpm = 40,2 kpm.
14 o’ S

AUFGABEN

1032. Es ist zu zeigen, daB die dritte binomische Formel auch fiir die skalare Multiplikation von
Summe und Difterenz zweier Vektoren gilt, indem man (a + b) (@ — b) berechnet.

1033. |t| = Va® + y® 4 2* soll mittels Formel (199) bewiesen werden, desgleichen P,P,=
=t —nul=V@E =2+ =y’ + @~

1034. Der Vektor r; = 2i — 3j + { soll skalar mit

a) 1, = —i+ 2+ 4f, b) 1, = —2i —4j — 81, c) t, = —4i+46j— 2t
multipliziert werden. Welche Lage zueinander haben die beiden Vektoren im Fall b) und
im Fall ¢)?

1035. Gesucht ist die Komponente des Vektors a = 2i — 3j — ! in der Richtung des Vektors
b= —3i+5j— 2t

1036. Welchen Winkel schlieBen die beiden Vektoren 1, = 4i— 3j+ 10t und 1, = —3i 4
+ 6j + 5t ein?’

1037. Fiir drei komplanare Vektoren a, bund ¢ gilt ¢ = Aa + pb. Aund usind aus a, b und ¢ zu
berechnen.
Anleitung: Man stelle zunichst durch skalares Multiplizi der Vektorgleich mit a
und b zwei skalare Gleichungen her.

40.3. Anwendungen des Skalarproduktes

Abstand eines Punktes von einer Geraden

Die Gerade sei durch ihren Richtungsvektor a und einen Punkt P, auf ihr gegeben.
Gesucht ist der Abstand eines vorgegebenen Punktes P, von der Geraden.
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Ist P der FuBpunkt des von P; auf die Gerade gefillten Lotes, und ist PP =
(Bild 308), so ist |¢| die Losung der Aufgabe.
Es gilt sowohl

R

T=1+t
als auch
t =19+ Aa,

worin 4, der dem FuBpunkt P entspre-
chende Wert des Parameters 2 der Ge-
radengleichung ist. Durch Gleichsetzen %,

folgt v
T+ T =1+ %a. (¢8) /l
X

Dieser Vektorgleichung entsprechen

drei skalare Gleichungen. Aus diesen  Bild 308

allein kénnen aber die vier in der Vek-

torgleichung enthaltenen Unbekannten (die drei Koordinaten von g und der Para-
meterwert 4,) nicht bestimmt werden, man benétigt noch eine Gleichung. Diese kann
auf Grund der Bedingung des Senkrechtstehens von g auf der Geraden aufgestellt
werden:

a-r=0. (IT)
Multipliziert man Gleichung (I) skalar mit a und setzt darin Gleichung (II) ein, so
erhélt man eine Gleichung, die nur noch 4, enthélt:
ar, + ar = ar, + 4,a?
ar; + 0 = ar, + 4,02
a(t; — o)
o=

Das Einsetzen dieses Wertes in (I) ergibt

I —I)a
(n —ra

t=t—n+ (207)

Der gesuchte Abstand errechnet sich dann als |g|.

BEISPIEL

1. Eine Gerade verlaufe durch den Punkt P,(—1; —1; —1) in Richtung des Vektors a =1+
+ 2} — 21. Welchen Abstand besitzt der Punkt P,(—2;3;4) von der Geraden?

Lésung: Der zum FuBpunkt P; des Lotes von P, ausgehende Vektor ist
T=t— 1+

=Bt (i+2i—20(—it4i+6h _ —148-10_

mit
a? 14+4+4 9

o
T
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Damit wird
. 1 2 14 13
=i=dj—Bt—— ((+2{—=2)=—{—"j——
g=1 i t 3(|+1 ) 31 31 3!
und [t] = V41 ~ 6,40.

Schnittwinkel zweier Geraden

Die beiden Geraden seien in der Parameterdarstellung gegeben. Gesucht ist der
Schnittwinkel der beiden Geraden.

Unter dem Schnittwinkel zweier einander nicht schneidender Geraden versteht man
den Schnittwinkel der Parallelen zu den beiden Geraden durch einen beliebigen Punkt
des Raumes. Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man fiir diesen belie-
bigen Punkt den Nullpunkt wihlt.

Sind r =1, + 4,0, und t =1, + 4,0, die beiden Geraden, so bestimmt man nur
den Winkel leSChen den Richtungsvektoren a, und a, der beiden Geraden.

Es ist dann

a; -0y
cos(ay, @) = ————,
@ 0 = [ T el
a; - ay
a,, @) = arc cos — ——— 208
L (ay, a5) ar Tag| - Tag| (208)

BEISPIEL

2. Der Schnittwinkel zwischen der Geraden g, durch die Punkte P;;(—3; —1;1) und P;,(4;
3;2) und der Geraden g, durch die Punkte P, (2;1; —2) und P,,(5; —1;1) ist zu be-
stimmen.

Losung: Die Richtungsvektoren der beiden Geraden kénnen ermittelt werden:
G =T,— 1, =Ti+4j+1
Gy = Ty — Ty = 3i — 2} + 31,
Nach Formel (208) wird
cos (a;, ay) = o A=lad =8 V3 = 0,4199;
V89 £ 16+1-/9+4+9 33
<X (ay, ay) = 65°10°.

Gleichung der Ebene durch einen Punkt senkrecht zu einem Vektor

Gegeben seien ein Vektor n und ein Punkt P,. Gesucht ist die Gleichung der Ebene, die
senkrecht auf n steht und in der P, liegt.

n nennt man den Normalenvektor der Ebene. Ein Normalenvektor braucht weder auf
der Ebene zu beginnen oder zu enden noch vom Ursprung auszugehen. Es gibt also
unendlich viele Normalenvektoren einer Ebene. Im Bild 309 wurde der Normalen-
vektor n nach Pg verschoben und der Ortsvektor t eines beliebigen Ebenenpunktes P
gezeichnet.
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Alle Vektoren t — 1, liegen in der gesuchten Ebene und stehen damit auf n senkrecht.
Also ist das Skalarprodukt von n und r — t, gleich Null:

n-(x—1) =0, oder n-r=n-t,.

Die Gleichung der Ebene durch P, senkrecht zur heiBt
somit

Setzt man n = 4i + Bj + C¥, so wird mit t = i+
+ yj + 2t die linke Seite von (209) zu Hild 00

nt= Az + By + Cz.
Da nt, eine Konstante ist, kann man sie ersetzen durch
ng,=—D.
Damit erhéilt man die Gleichung der Ebene in cartesischen Koordinaten

Ax+By+0Cz+ D=0 ‘ (209a)

Als Schnittgerade dieser Ebene mit der z; y-Ebene erhilt man mit z = 0 die bekannte
allgemeine Gleichung einer Geraden.
BEISPIEL

3. Ein Punkt Py(2; —3; —1) liegt in einer Ebene, die senkrecht zum Vektor n =1 — 2j + 4t
steht. Gesucht ist die Gleichung der Ebene.

Losung: Es wird
nr =z —2y+4z
und n,=2+6—4=4,
Die Gleichung der Ebene heit
r— 2y + 4z2=4.

Parameterdarstellung einer Ebene

a) Eine Ebene soll durch einen Punkt P, gehen und parallel zu zwei nicht kollinearen
Vektoren a und b liegen.

Fiir jeden weiteren Punkt P, der in der Ebene liegt, muB gelten, dafl der Vektor
P,P =t —1; und die Vektoren a und b komplanar sind, d. h., es muf}

t —1t; = Aa 4 ub sein.

Somit lautet die Parameterdarstellung einer Ebene im Raum
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Wegen der zweidimensionalen Ausdehnung miissen in der Gleichung einer Ebene

zwei Parameter auftreten. Bei der Gleichung einer Geraden hingegen geniigte einer.
b) Die Ebene soll durch drei Punkte P;, P, und P, gehen.

Die Vektoren a und b der Gleichung (210) konnen auch durch a = P, Py = t, — 1

und b = P, Py = vy — 1, bestimmt werden. Dann erhélt die Gleichung der Ebene

wegen (210) die Form

=1+ A — 1) + plts — 11) (210a)

BEISPIEL
4. Gesucht ist die Gleichung der Ebene durch P;(—1;4;1), Py(3; —2;2) und P,(2;7; —3).
Losung: Mit r,— v, =4i—6j+1t und 13— 1, =3i+ 3j+ 4 heiBit die Gleichung
der Ebene /
t=—i+4j+E+A(4i—6j+1) +u@Bi+3]—41),
t=(—1+4A+3u)i+ 4 —6A+3u)ji+(1+i—4ut.

Parameterfreie Darstellung der Ebene

a) Die Ebene soll durch drei Punkte P;, P, und P gehen.
Stellt man Gleichung (210a) um und schreibt

Tt =4 — 1) + ps — 1),

so erkennt man die in 39.4. in der Form ¢ = Aa + ub geschriebene lineare Bezie-
hung zwischen drei Vektoren wieder. Die drei Vektoren t — 15,1, —; und 13 — 1,
liegen in der darzustellenden Ebene. Dann muf} die aus den Koordinaten der drei
Vektoren gebildete Determinante gleich Null sein:

T — Ty — Ty Tyg— Ty
D=|y—y1 ¥ —Y ¥s—%|=0.
2 —2 2% —% 23—2%

Der Wert der Determinante éndert sich durch sogenanntes Rindern nicht:
1 0 0 0

Ty T — Xy Ty — Ty Ty — Ty
D= =0
NWY—Y%NY—Y%Ys— %

2% 2—2 %—2% 23—2

(Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile, so erhélt
man wieder die ungerinderte Determinante.)

‘Wie man erkennt, haben die in die erste Spalte gesetzten Elemente z,, y, und z,
keinen EinfluB auf den Wert der Determinante. Sie erméglichen allerdings eine
Vereinfachung. Addiert man die Elemente der 1. Spalte zu den entsprechenden
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der 2., 3. und 4. Spalte und vertauscht noch Zeilen und Spalten miteinander, so
bekommt man die Gleichung einer Ebene durch drei Punkte in Determinanten-
schreibweise

1 2z y =2
1 o 92

=0. 211
1 2z, 9 22 @0
1 3 Yy 25

b) Abschnittsform der Gleichung einer Ebene:
Sind die Abschnitte, die die Ebene auf -, y- und z-Achse abschneidet, durch a, b
und ¢ gegeben, so nimmt Gleichung (211) die einfache Form

1 z y 2
1 a 00
10b60=°
1 0 0 ¢

an. Entwickelt man die Determinante nach den Elementen der ersten Zeile, so er-
hélt man

abc —bex —acy —abz=10
oder
bex + acy + abz = abe.

Sind @, b und ¢ verschieden von Null, so ergibt sich hieraus nach Division durch abc
die Abschnittsform der Gleichung einer Ebene

ENRNE '

A (211a)

Auch Gleichung (209a) liefert die Abschnittsform, wenn man dort durch D
oo D D D
dividiert und I=%F= b und T= ¢ setzt.
Abstand eines Punktes von einer Ebene
a) Eine Ebene sei gegeben durch

nr =nt,.

Zu bestimmen ist der Abstand d eines Punktes P; von dieser Ebene.
Der Vektor des von P; auf die Ebene gefillten Lotes sei PP =b. b ist die

Parallelkomponente des Vektors I_’l—lgo =1, — 1, lings des Normalenvektors n
(Bild '310).
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Nach Formel (200) gilt deshalb
n(ty — 1) =nd,

und, dan || b,
n(t — 1) =& [n|-|d].

Hieraus bestimmt sich der Abstand d
des Punktes P, von einer Ebene

n(t, —1,)

d=
[n

(212)

b) Die Ebene sei gegeben durch die Glei-
chung

Bild 310

Axz+ By+ Cz+ D =0.

Esist (vgl. S.501) n = Ai 4 Bj + Cf mit |n| = J4® + B2+ C?, nty = — D,
nr, = Az, + By, + Cz. Damit ist der Abstand eines Punktes P, von der
Ebene A+ By + Cz+D =10

= Az, + By, + Cz, + D

d —
VZ2+32+02

(212a)

BEISPIEL

5. Welchen Abstand hat der Punkt (2; —1; —4) von der Ebene 22 — 2y —z — 1 = 0?
Losung: Nach Formel (212a) ist

_ 442441

d
Ve +4+1

-3

DurchstoBpunkt einer Geraden durch eine Ebene

a) Gerade und Ebene seien in Parameterdarstellung gegeben :
tg =1 + 40, g =1, + A0 + ub.

Der DuirchstoBpunkt ist der Geraden und der Ebene gemeinsam, d. h., es muB rg
= rg sein.
Die durch das Gleichsetzen erhaltene Gleichung

T+ A0 =1y + Apay, + ub

liefert drei skalare Gleichungen. Aus diesem Gleichungssystem kénnen die drei
Parameter 4, 4, und u bestimmt werden. Es geniigt bereits, 4, zu berechnen und
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in die Geradengleichung einzusetzen, um den Ortsvektor des DurchstoBpunktes zu
erhalten. Durch das Bestimmen von 4, und x und Einsetzen dieser Werte in die
Gleichung der Ebene kann die Probe gemacht werden.

b) Die Gerade sei in der Form tg = 1, + 4a, die Ebene in der Form ntg = nt, oder
Ax + By + Cz+ D =0 gegeben.
Aus der Bedingung fiir den DurchstoBpunkt tg = tg folgt die Gleichung

n(r; + Aa) =nr,.
Hieraus kann A berechnet werden. Das Einsetzen des Wertes von 4 in die Ge-
radengleichung liefert den Ortsvektor des DurchstoBpunktes.
BEISPIEL

6. Die Gleichung der Geraden sei t—1 -+ 3j — 2f ++ 4 (2i + 2j — f); die Ebene sei bestimmt
durch den Punkt Py(1; —3;1) in ihr und einen Normalenvektor n = 2i — j — 4, bzw. ge-
geben durch ihre Gleichung 22 —y — 4z — 1 =0.

denoleich

Losung: Die skalare Schreibweise der G
z=1+4+21, y=3+2% z2=—2—141

in die Gleichung der Ebene eingesetzt, liefert
A=—1

und damit den DurchstoBpunkt P(—1;1; —1).

Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene

Es soll der Winkel ¢ berechnet werden, den eine Gerade t = 1; + Aa mit einer Ebene
nr =nr, bildet.

Der im DurchstoBpunkt der Geraden durch die Ebene errichtete Normalenvektor n
(Bild 311) bildet mit dem Richtungsvektor a der Geraden einen Winkel » = 90° + ¢,
je nachdem, auf welcher Seite der Ebene n angetragen wird.

Dann gilt zunachst

|cosy| = |sing|. "
Es ist aber
na=|n|-|al-cosy
und damit
il = nea | Bild 311
Inl-a]

Daaber 0° < ¢ < 90°, konnen auf der linken Gleichungsseite die Betragsstriche weg-
fallen und man erhilt als Neigungswinkel

n-a |

@ = aresin | ————
ml-lal |

(213)
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In Koordinatendarstellung lautet das Ergebnis

Aa, + Ba, + Ca,
]/A1+Bz+02-]/a2+a;+a§

@ = arcsin (213a)

BEISPIEL
7. Die Gleichung der Ebene sei 2z —y —4z—1=0, die Gleichung der Geraden sei
T=1-+3j— 2+ AQi+2f— ).

Loésung: Dann ist

Y21 = 0,4364

mp= L2 2

y21.v9 21
@ = 25°52".

Winkel zwischen zwei Ebenen
Es soll der Winkel zwischen den beiden Ebenen
E,: Ajw+ By+ Ciz+ D, =0
und
E,: Ayz + Byy + Cpz + Dy =0
bestimmt werden.
Der Winkel zwischen den Ebenen ist gleich dem
Winkel zwischen zwei Normalenvektoren dieser
beiden Ebenen (Bild 312).
1y =4;i + Bij+ C;f und
1y = Ayi + Byj + Oyt

sind die beiden Normalenvektoren. Sl
Der Winkel ergibt sich aus

LR
cos = CO8 (Ny, Ny) = —F—————,
@ = 008 i, M) = L o]
Ny My
= arccos ——— 214
¢ BN sl

oder in Koordinatendarstellung

A1A2 + B)Bs + Clci
V4i + BT+ CT- V43 + B} + C}

@ = arccos (214a)
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AUFGABEN

1038. Welche Winkel besitzt das Dreieck der Aufgabe 1025?

1039. Welchen Abstand hat der Punkt P,(2;1; —3) von der Geraden durch Py(—3;3;5)
und Py(1; —4; —2)?

1040. Welchen Abstand hat der Punkt P,(2; —3; —1) von einer Ebene, deren Schnittgerade
mit der z;y-Ebene 2z + 3y = 6 und mit der 2;z-Ebene z + 2z = 3 ist?

1041. Unter welchem Winkel schneidet die Gerade t—2i —3f+A(—2i+5j+ ¥ die
Ebene der Aufgabe 1040? Wie heifien die Koordinaten des DurchstoBpunktes?

1042. Unter welchem Winkel schneidet die Ebene der Aufgabe 1040 eine zweite Ebene Ey:
3z —2y—2+4+4=0?

1043. Wie heiBt die Gleichung der Geraden, die senkrecht auf der Ebene E, der Aufgabe 1042
steht und durch den Punkt (2; 1; —2) geht?

41. Vektorielles Produkt

41.1. Definition des vektoriellen Produkts

Neben dem skalaren Produkt tritt in der Physik und in der Technik noch eine andere
Kombination zweier Vektoren auf, die man ebenfalls als Produkt bezeichnet und fiir
die man ein eigenes Symbol eingefiihrt hat.

Als Beispiel soll das Drehmoment eines um einen Punkt O
frei drehbaren Korpers betrachtet werden (Bild 313). Auf
den Korper wirke im Punkt P eine Kraft . Der Punkt P
ist in bezug auf den Drehpunkt O durch einen Vektor
t=0P festgelegt. Wie aus der Physik bekannt ist, be-
wirkt die Kraft §§ ein Drehmoment, dessen Betrag gleich
dem Produkt aus Abstand der Wirkungslinie der Kraft
vom Drehpunkt und Betrag der Kraft ist:

M=a-F=a-|§|,
oder, wegen a = |t|sin ¢ = |t]sin (r, §)
M = x| || sin (r, F)-

Damit ist aber noch nichts iiber die Lage der Drehachse
und die Drehrichtung gesagt, die doch bei vorgegebenem
t und § festliegt. Um diese noch mit zu erfassen, stellt
man das Drehmoment als Vektor 9t dar, der in Richtung der Drehachse liegt und so
orientiert ist, daB, von seiner Spitze aus betrachtet, die Drehung im mathematisch
positiven Drehsinn erfolgt. Die Drehachse selbst steht, wie aus den physikalischen
Zusammenhingen folgt, senkrecht zu der Ebene, in der t und § liegen. Diesen durch t
und §§ bestimmten Vektor schreibt man

M=txXF

Bild 318
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und nennt ihn das vektorielle Produkt oder Vektorprodukt (weil das Ergebnis ein Vektor
ist) oder auch das d@ufere Produkt der beiden Vektoren.

Diese Erkenntnisse konnen verallgemeinert und auf zwei beliebige Vektoren a und b
angewendet werden.

Definition:
Unter dem vektoriellen Produkt zweier Vektoren a und b versteht man einen
Vektor a X b, der charakterisiert ist durch die Bedingungen
1. a X b steht senkrecht auf a und b,
2. a, b, a X b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem,
3.laxb|=al-|b|-sin(a, b), wobei 0 < <X (a, b) < =.

ax b wird gelesen: ,,Vektorprodukt ab“ oder auch ,,a Kreuz b*. Eine veraltete
Schreibweise ist [ab].

Aus der 3. Bedingung der Definition folgt, daB das Vektorprodukt Null wird, wenn
entweder a =0 oder b = o oder sin (a, b)) = 0. Der letztgenannte Fall liegt vor,
wenn <x(a, b) = 0° oder < (a,b) = 180°, d.h., wenn a||b.

Das vektorielle Produkt zweier Vektoren hat den Wert Null, wenn wenigstens
einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist oder wenn die beiden Vektoren
parallel sind :

axb=o0, wenn al|b.

Wichtig fiir die Anwendungen ist auch die Umkehrung:

gleich Null, so sind sie parallel.

I Ist das Vektorprodukt zweier Vektoren, von denen keiner der Nullvektor ist,

Zum Beispiel liefert eine Kraft &, die in Richtung von r wirkt, kein Drehmoment
(M = 0); denn die Wirkungslinie der Kraft geht durch den Drehpunkt.

Weiterhin ergibt sich aus der 3. Bedingung der Definition, daB das Vektorprodukt
seinen groBten Wert, namlich |a|-|b|, annimmt, wenn sin (a, b) = 1, also wenn
X (a, b) = 90°:

laxb|=ab, wenna | b.

ab ist der Flicheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten @ und b. ab sin ¢ ist der
Fléiicheninhalt eines Parallelogramms mit den Seiten @ und b und einem von diesen
eingeschlossenen Winkel ¢ (Bild 314). Demnach kann man das Vektorprodukt auch
wie folgt deuten:

ein Rechtssystem bilden. Sein Betrag ist gleich dem Flicheninhalt des von a und b

a X b ist ein Vektor, der auf a und b senkrecht steht, derart, daB a, b und a X b
aufgespannten Parallelogramms.
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Zur Untersuchung der Umkehrbarkeit der vektoriellen Multiplikation betrachte
man Bild 315. Alle Vektoren 0,, die in der gleichen Ebene wie a liegen und deren End-
punkte sich auf einer Parallelen zu a befinden, besitzen die gleiche Normalkompo-
nente b}. Sie alle spannen deshalb Parallelogramme vom gleichen Flicheninhalt auf.
Es ist also

axb =axXby=..=axbg.

Bild 314 Bild 315

Da alle Vektoren b, die die gleiche Normalkomponente by besitzen, mit a das gleiche
Vektorprodukt ergeben, kann aus a X b und dem Vektor a der Vektor b nicht ein-
deutig bestimmt werden.

Die vektorielle Multiplikation 1aBt sich nicht eindeutig umkehren.

Da die gleichen Betrachtungen auch fiir af und b gelten, folgt

!axb=a><b$.=u{,><b (215)

Der Wert des vektoriellen Produktes zweier Vektoren dndert sich nicht, wenn man
einen der Vektoren durch seine Normalkomponente lings des anderen ersetzt.

AUFGABEN

1044. Man berechne a X a.

1045. Wie groB ist der Flicheninhalt eines Dreiecks, das durch zwei Vektoren a und b, die die
Schenkel eines Winkels y bilden, festgelegt ist?

1046. Man berechne (a X )2 + (a - b)2. wxb

41.2. Rechengesetze fiir vektorielle Produkte

Beim Skalarprodukt galt, wie bei einem Produkt reeller
Zahlen, das Kommutationsgesetz. Das ist durchaus nicht
selbstverstindlich und muBl beim vektoriellen Produkt
erneut iiberpriift werden. Bildet man gemaf der Defini-
tion auf Seite 508 das Produkt b X a, so findet man, daB3
b X a wegen der 1. und 2. Bedingung dem Vektor a X b
entgegengerichtet ist (Bild 316). Da sich nach der 3. Be-
dingung der gleiche Betrag ergibt, ist

b

axb=—(bxa) (216
Bild 316
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Die vorstehende Beziehung nennt man Alternativgesetz. Damit ist zugleich fest-
gestellt: .

Fiir die vektorielle Multiplikation gilt das Kommutationsgesetz nicht.

Hingegen gilt fiir die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar das

Assoziationsgesetz

Ln(axb) = (na) X b = a X (ab) @17)

Die Richtigkeit von Formel (217) erkennt man, wenn man das Vektorprodukt als
Parallelogrammfliche deutet. Formel (217) besagt dann: Der Flicheninhalt eines
Parallelogramms wichst auf das n-fache, wenn eine Seite den n-fachen Betrag an-
nimmt. Fir die vektorielle Multiplikation von mehr als zwei Vektoren gilt das
Assoziationsgesetz nicht, denn es ist im allgemeinen

ax(bxc)= (axb)xc.
Zur Erklirung diene Bild 317, in dem der Einfachheit halber drei komplanare Vek-
toren a, b und ¢ gewiihlt wurden (denn die Allgemeingiiltigkeit eines Satzes ist ja
hinfallig, wenn der Satz in einem Spezialfall versagt).

bxr

axé)

Bild 317 Bild 318

Sowohl b X ¢ als auch a X b stehen dann auf dieser Ebene senkrecht. a und b X ¢
liegen aber in einer anderen Ebene als a X b und ¢, also miissen auch ihre Vektor-
produkte voneinander verschieden sein. Als letztes bleibt noch das Distributionsgesetz

axX®G+c)=axb+axc

auf seine Giiltigkeit zu untersuchen.

Nimmt man zunichst a, bund ¢ als komplanar an (Bild 318), so gilt in der Ebene der
drei Vektoren: Das Parallelogramm mit den Seiten a und b +- ¢ ist inhaltsgleich der
Summe der beiden Parallelogramme mit den Seiten a und b und den Seiten a und c,
Linke und rechte Seite der Gleichung stimmen also in den Betrigen iiberein. Da
b + ¢ in derselben Ebene liegt wie b und ¢, haben die links und rechts stehenden
Vektoren auch die gleiche Richtung.

Es gilt also das

Distributionsgesetz

ax(®B+c)=axb+axc|. (218)
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Allgemein wird die Giiltigkeit des Distributionsgesetzes mittels der Koordinaten-
darstellung am Ende dieses Abschnittes bewiesen. Beim Anwenden des Distributions-
gesetzes ist die Reihenfolge der Faktoren innerhalb der Teilprodukte streng zu
beachten, denn es ist

ax({+c)=axb+axe,
aber
b+c)xa=bxa+cecxa=—(axb) —(axc).
BEISPIEL
1. Zu berechnen sind
a) (a +b) X (a + b);
b) (a + b) X (@ — b).
Losung:
a)(a+b) X(a+b)=aXxa+bxat+axb+bxb=o—(axb)+axb+o=0

Das Ergebnis folgt auch direkt aus dem Resultat von Aufgabe 1044, wonach das KreuzpmduE

eines Vektors mit sich selbst Null ergibt.

b)(a+b) X (a—b)=axa+bxa—(axbh)—(bxb=
=o0o+bxa+bXxa—o0=2(bXa).

Bildet man von zwei Ortsvektoren
1 =i+ i + 7t

und Ty = %gi + Yol + 2f

das Vektorprodukt, so erhéilt man durch Anwenden des Distributionsgesetzes
Ty X Ty = ;25 (i X i) + #2122 (1 X 1)+ 21228 X 1) + 2192 X ) +

4 %1920 X 1) + 2192 (E X ) + @220 X E) + 9122(1 X E) +
+ 22, (t X ).

Von den hierbei auftretenden Vektorprodukten sind die mit gleichen Einsvektoren
gleich dem Nullvektor:

ixi=ixi=txt=0 (219)

Die Produkte zweier verschiedener Einsvektoren ergeben einen Vektor, der wieder-
um den Betrag eins besitzt und in Richtung des dritten Einsvektors fallt, wenn
die Vektoren in der Reihenfolge i, j, f, i ... in dem Vektorprodukt auftreten. Sie sind
dem dritten Einsvektor entgegengerichtet, wenn die Reihenfolge vertauscht ist.

Man erhilt .

lixi=f, ixt=1i, Ixi=j

220
Iixi:—f,fxi=fi,i><f=—i w




512 41. Vektorielles Produkt

Damit wird
1 X T = Ze¥1 (— ) + 2p21] + 21¥at + yo21 (—1) + @122(—]) + 11220,
1 X T = (%1% — ¥a2)i + (221 — 212,)] + (2192 — 2291)E.

Die rechte Seite 148t sich iibersichtlicher als dreireihige Determinante darstellen.
Man erhalt

ijt
LXT= |42z (221)

Ty Y2 %

Bei der Handhabung dieser Formel empfiehlt es sich nicht, die Determinante nach
der Regel von SARRUS auszurechnen, sondern durch Entwickeln nach den Elementen
der ersten Zeile.

In dieser Determinantenschreibweise kann auch die Allgemeingiiltigkeit des Distri-
butionsgesetzes gezeigt werden. Nach den Rechenregeln fiir Determinanten ist

1 Za &3 Ty Ty g Xy Xy Xy
Y1 Ya Ys =|Y%Y2Y |+ | Y1 Y2¥s |
2t U zgtuy 23+ ug 2 % % Uy Ug Ug
Damit wird
i i f ijt ijft
1 @ @ =| @503 |+ | ;504

by+o bytoy byt by by by € Cy Cy
oder nach (221)
ax(®+4c)=axb+axc.

BEISPIELE
2. Zu berechnen sei 1; X t, fiir v, =3i— 2j+ 4%, r, = —i- 3j — 3.

Loésung:

it

BX = 3 -2 4| =i(6—12)—j(—9+4) +10—2),
-1 3 -3

T X tp=—6i+ 5]+ 7t

—_——

3. Es soll der Wert der Tangensfunktion des von zwei Vektoren a und b gebildeten Winkels an-
gegeben werden.

Losung: Aus sin (a, b) = [8:X°B] und cos{a, b) = -5
a-b a-b
folgt fan o) B BL

a-b
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AUFGABEN
1047. Zu berechnen sei 1, X 1,, wenn
" L . . 1
a)r,:21+;1—!, b)t,=31+2|—?!,
1. . " sl o
= i—2i+1 ta=—3‘—2l+5f ist.

1048. Fiir die Vektoren der Aufgabe 1034 sind die Vektorprodukte v, X t, zu berechnen.

1049. Es ist ein Normalenvektor der Ebene zu berechnen, in der eine Gerade r =1 — 2{+
+ A(—2i— i+ 3t) und ein Punkt P,(—1;3;2) liegen.

1050. Fiir das Ergebnis des Beispiels 3 ist die Koordi d 11 geben und daraus die
Schnittwinkelformel zweier Geraden in der Ebene herzuleiten, indem man a, = b, =0
setzt.

41.3. Anwendungen des Vektorproduktes

Tangentialgeschwindigkeit
Es soll die Tangentialgeschwindigkeit eines Korpers bestimmt werden, der sich um
die Achse mit einer Winkelgeschwindigkeit o dreht und von einem beliebigen Punkt
der Drehachse die Entfernung r besitzt.
Man kann die Winkelgeschwindigkeit als Vektor o darstellen, dessen Betrag gleich
dem Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist, der in Richtung der Drehachse liegt und
s0 orientiert ist, daB von seiner Spitze aus betrachtet die Drehung im mathematisch
positiven Drehsinn erfolgt (Bild 319). Die Lage des Korpers beziiglich eines beliebigen
Punktes der Drehachse kann durch den Ortsvektor r angegeben werden.
Dann ist der Betrag der Tangentialgeschwindigkeit |
v = wrsin(a, 1) [z
und die Tangentialgeschwindigkeit als VektorgroBe wird
P=@Xr.

Die Summe zweier Winkel- oder Tangentialgeschwindig-
keiten kann durch Addition der sie darstellenden Vek-
toren ermittelt werden.

Abstand zweier windschiefer Geraden

4
Zwei Geraden seien gegeben durch r =1, + 4,0, und Bias1e ™
T = 1, + 4,0, Gesucht ist der Abstand d.

Die zwei Richtungsvektoren a, und a, bestimmen eine Schar paralleler Ebenen, von
denen zwei je eine der beiden Geraden ganz enthalten (Bild 320). Der Abstand dieser
beiden Ebenen ist zugleich der Abstand der beiden Geraden, da die beiden Ebenen
parallel zueinander liegen.

Die Richtung des Lotvektors ist bestimmt durch den Vektor

n=a Xa.
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Nun besitzen alle Vektoren, die zwei Punkte — z. B. P, und P, — der beiden Ebenen
miteinander verbinden, die gleiche Komponente d mit |d| = d in der Richtung des
Vektorsn:

(tz —ty)a=0.

Nach Formel (200) ist
nE —h=n(, —1)=n-d
undda n||d

n(, — 1) ==+ |n|-|d|.

Hieraus ergibt sich der Abstand zweier windschiefer ppq 320
Geraden zu

= n(ry — 1)

In]

und mit n = a; X a,

(ay X ag) (rp — 1) |

d =
layxag| |

(222)

BEISPIEL
1. Der Abstand zweier durch ihre Par
t=5i+2]{—t+A4Bi—4j+120), T=i+]—31+42i—2{—F

ist zu bestimmen.

1 1 b Gerad

Loésung: Man wendet Gleichung (222) an und erhilt
a; X 0, =281 +27]+ 28 p,—1u=—41i—]—28 |a X a,| ~ 38,95

dim| SR S,
38,95 e———
Gleichung der Schnittgeraden zweier Eb

Es soll die Gleichung der Schnittgeraden zweier Ebenen E, und E, ermittelt werden,
die entweder in Parameterdarstellung durch t =1, + 4,0, + 4,0, und © =1, +
+ 4305 + paby oder in Koordinatendarstellung durch 4, + B,y + Cyz + D; =0
und A,z + B,y + Cyz + D, = 0 gegeben sind.

Die Gleichung der Schnittgeraden kann aufgestellt werden, wenn

a) ein Punkt der Geraden und der Richtungsvektor,

b) zwei Punkte der Geraden

bekannt sind.

a) Der Richtungsvektor a steht auf den Normalenvektoren beider Ebenen senkrecht,
also muB gelten

=1y XNy,
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wobei
ng=ua,Xxb; und n,=a,xb,
ist.
Ein Punkt P, der Schnittgeraden erfiillt, da er in beiden Ebenen liegt, die Bedingungen

=%t
Ty — 1y = A0 + by — Ae0, — 50, @

Diese Vektorgleichung enthdlt drei skalare Gleichungen mit vier Parametern, d. h.,
eine Variable mehr als Gleichungen zu ihrer Bestimmung vorhanden sind. In Glei-
chung (I) steht links ein Differenzvektor, rechts stehen vier Vektoren. Da es aber nur
drei linear unabhéngige Vektoren im Raum gibt, mufl jeder dieser vier von den
anderen drei linear abhingig sein. Man kommt am einfachsten zum Ziel, wenn man
fiir einen der vier Parameter (von denen jeder den Wertebereich —co ... 4 co durch-
laufen kann) den Wert Null ansetzt und die zugehorigen Werte der anderen Para-
meter errechnet. Durch Einsetzen der Parameterwerte in eine der Ebenengleichungen
erhilt man die Koordinaten eines Punktes der Schnittgeraden. (Man braucht also
eigentlich nur noch fiir eine Ebenengleichung den anderen, nicht gleich Null gesetzten
Parameter aus dem Gleichungssystem auszurechnen.)

Wird die Koordinatendarstellung der Ebenen verwendet, so erhdlt man aus dem
Gleichungssystem der beiden Ebenengleichungen den DurchstoBpunkt der Schnitt-
geraden durch die z;y-Ebene, indem man z = 0 setzt und den z- und y-Wert aus

Ax+By+D =0

Ayx + By +D, =0
errechnet.
Man kann natiirlich auch im System der beiden Ebenengleichungen y oder a gleich
Null setzen und dann aus dem Gleichungssystem mit zwei Unbekannten die Koordi-
naten des DurchstoBpunktes der Geraden durch die 2;2- oder y:z-Ebene ausrechnen.
Mittels eines auf diesem Wege ermittelten Punktes P, und des Richtungsvektors a
kann die Gleichung der Schnittgeraden in der Form t = t, + Aa aufgestellt werden.

b) Bestimmt man auf dem zuletzt angegebenen Weg zwei Punkte P, und P, der
Schnittgeraden, so kann deren Gleichung in der Form t =1, + A(x, —1,) ange-
setzt werden.

Ein weiterer moglicher Weg, die Gleichung der Schnittgeraden aufzustellen, ist folgen-
der:

Man benutzt die drei der Vektorgleichung (I) entsprechenden skalaren Gleichungen, um
drei der vier Parameter 4;, s, 4, und u, durch ein und denselben vierten darzustellen,
und setzt die erhaltenen Ausdriicke in die Parametergleichungen der Ebenen ein.
Dadurch erhélt man jeweils eine Gleichung mit nur noch einem Parameter, also eine
Geradengleichung. Diese ist die Gleichung der Schnittgeraden. (Auch hier geniigt es
natiirlich, wenn man eine der beiden Ebenengleichungen verwendet.)

BEISPIELE

2. Wie heifit die Gleichung der Schnittgeraden der Ebenen

Ey: 3z —2y+2—5=0; By 2x—y+4z+2=0?
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Lésung: Man ermittelt mittels der beiden Normalenvektoren den auf diesen senkrecht
henden Ricl ktor der Schni den sowie einen Punkt der Schnittgeraden.

no=8i— 2+ b ny=2i—j+ 45
a=r1 X fy=—Ti—10j +t; Po(—9; —16;0).
Damit erhilt man als Gleichung der Schnittgeraden
t=—9i—16j + A(—7i — 10j + ).

3. Die Schnittgerade der Ebenen Hy: t— 3i-+2j —E+ A4 — 2f + 20) + p, (31 — 4f +
+41) und By T=2i+j— 68+ A(—i—3j+1+pu(—i—2i+2Y ist zu bestim-

men.

Loésung:

1. Weg: Die Normalvektoren der beiden Ebenen sind
ny o= (i — 2§ + 20 x (3i — 4] + 4t) = 2j + 2
Mp=(—i—3i+hx(—i—2j+2H)=—di+ji—-"L

1 1 hni 3

&

Daraus ergibt sich der Ri tor der
a=1y X N, = —4i—8j | 8
oder vereinfacht
o =i+ 2j—2L
t =T liefert die Vektorgleichung
—i— =Bl = (i — 2]+ 20) - (Bi— 4] + 40)
—Ap(—i— 3]+ 1) — pe(—i—2{4 20

Aus den zugehorigen drei skalaren Gleichungen erhilt man mit p; = 0 gesetzt: h=—1,
Ay=—38, pp=3.

Durch Einsetzen von 4, und y, in die Gleichung fiir £, (oder von 4, und p, in die Gleichung fiir
£,) bekommt man als Punkt der Schnittgeraden P,(2;4; —3).

Somit lautet die Gleichung der Schnittgeraden

s = 21 + 4] — 3t + A(i + 2§ — 21).

2. Weg: Die Gleichung der Schnittgeraden erhilt man direkt (nur der Richtungsvektor kann
sich um einen Zahlenfaktor unterscheiden), wenn man aus den drei skalaren Gleichungen bei-

spielsweise 4, und s, eliminiert und die hende Gleick
20 +5m = —2
verwendet, um 4, durch , (oder umgekehrt) in der Gleicl fiir B, zu Die nur noch
einen Parameter enthaltende Gleichung ist die ob hende Gleich der Schni den
Dieser Weg ist mit gering Rechenaufwand verbund
AUFGABEN
1051. Aus Formel (222) soll die Bedingung fiir den Schnitt zweier Geraden im Raum hergeleitet
werden. .

1052. Warum versagt Formel (222), wenn die beiden Geraden einander parallel sind?
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1053. Es sollen der Schnittwinkel und die Gleicl der Schni den der durch die Punkte
Py(152;3), Py(2;3;1), Py(—3;0;2) und @,(3;2;1), @u(—1; —2; —3), @5(05152)
bestimmten Ebenen ermittelt werden.

1054. Es soll der Abstand der durch die Punkte P, und P, der Aufgabe 1053 gehenden Geraden
von der Geraden durch @, und @, bestimmt werden.

1055. Eine Ebene schneidet die Koordi 1 in x=2, y=3, z= —1. Eine zweite
Ebene schneidet die 2-Achse in # = —1, die y-Achse in y = 1 und steht auf der ersten
Ebene senkrecht. Der Schnittpunkt der zweiten Ebene mit der z-Achse und die Gleichung
der Schnittgeraden der beiden Ebenen sind zu ermitteln.

42, Mehrfache Produkte von Vektoren

42.1. Méoglichkeiten der Produktbildung

Die multiplikative Verkniipfung zweier Vektoren a und b kann als

Skalarprodukt a-b
oder als

Vektorprodukt axb
erfolgen.
Da das Ergebnis einer skalaren Multiplikation ein Skalar ist, erfordern Produkt-
bildungen mehrerer Vektoren, sofern sie auf neue Formen fithren sollen, als ersten
Schritt eine vektorielle Multiplikation.
Demnach interessieren bei drei Faktoren nur

das gemischte Produkt
(auch Spatprodukt genannt) (axb)-c @
und das vektorielle Produkt dreier Vektoren
(auch vektorielles Tripelprodukt genannt) (axB)xc. (I
Bei vier Faktoren konnen folgende Verkniipfungen auftreten, die keine skalaren
Zwischenprodukte nach dem ersten Schritt liefern:

(axb)-(cxDb) (III)
(axb) X (cxDd) (IV)
[(axb)x¢]-D )
[(axb)xc] XD (V1)

Im folgenden wird gezeigt werden, daB die Produkte (III) ... (VI) und auch Produkte
von mehr als vier Faktoren sich auf Produkte der Form (I) und (IT) sowie emfache
Skalar- und Vektorprodukte zurickfiihren lassen.
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42.2, Gemischtes Produkt

Das gemischte Produkt (a X b) - ¢ besitzt eine anschauliche geometrische Deutung.
a X b ist ein Vektor, der auf a und b senkrecht steht und dessen Betrag den Flichen-
inhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms angibt(Bild 321).
Setzt man
axb=19%,
80 wird
(axb)-c=A-c.

Im Skalarprodukt 9 - ¢ kann aber ¢ durch seine Komponente cy ersetzt werden, ohne
daB sich der Wert des Skalarproduktes dndert. Da 9 || ¢y, ist

A-cor = 4| A~ feu-

|cu | stellt in dem von a, b und ¢ aufgespannten Spat die
Hohe dar. Das gemischte Produkt gibt demnach das
Volumen V des Spates an. Es heiBt deshalb auch Spat-
produkt. Es ist also

V ist je nach der Orientierung der drei Vektoren posi-
tiv oder negativ. Bilden a, b und ¢ ein Rechtssystem,
so ergibt sich ein positiver Wert des Spatproduktes,
bei einem Linkssystem erhélt man einen negativen
Wert, fiir V.

Da sich das gleiche Volumen ergibt, wenn man das durch b und ¢ oder das durch ¢ und
a aufgespannte Parallelogramm als Grundfliche nimmt, muB gelten

Bild 321

l (axb)e=(bxc)a=(cxa)b (224a)

Andert man die Reihenfolge so, daf} ein Linkssystem entsteht, so muB auch das Vor-
zeichen wechseln :

l(axb)c= —(bxa)e= —(cxbla= —(axc)b (224b)

Da fiir das skalare Produkt das Kommutationsgesetz gilt, kann man fiir die erste
Gleichung in Formel (224 a) auch

(axb)c=a(bxc) (225)

schreiben. Wie man erkennt, ist es im Spatprodukt erlaubt, Punkt und Kreuz mit-
einander zu vertauschen. Man hat deshalb fiir das Spatprodukt in TGL 0—1303 das
Symbol [abc] zugelassen.
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Fiir das Spatprodukt dreier Ortsvektoren t;, t, und r; erhélt man zunéchst

ijt |
Yz % T Y
UXTL= |21%h?% | = 2z 2y t
Y2 %2 s %2 2 Y2
Lo Y 29
und daraus
]
ha % “
(ty X T) - 15 = | Zg-
Ya Zg Ty 29 T2 Y2

Dieses ist aber eine nach den Elementen z, y; und zg entwickelte dreireihige Deter-
minante, so daB folgt

TithAn .
(ty X t)T3 = | T2 Y22 (226)

Z3Ys g

Neben der Volumenberechnung eines Spates besitzt das Spatprodukt weitere An-
wendungsmoglichkeiten in der analytischen Geometrie des Raumes.

Bekanntlich ist das Volumen eines Tetraeders ein Drittel von dem eines Prismas
und dessen Volumen wiederum die Hélfte vom Volumen eines Spates. Fiir ein T'etra-
eder mit den Eckpunkten O, P,, P, und P, gilt deshalb

1
Vo= 5 (2 X T2)13.

Ein Spatprodukt kann den Wert Null annehmen, wenn entweder einer der Vek-
toren Nullvektor ist, oder wenn die drei Vektoren a, b und ¢ komplanar sind; denn
dann steht a X b auf ¢ senkrecht, und die Projektion von ¢ auf a X b, also die Hohe des
Spates, ist Null.

ist demnach die Bedingung dafiir, daB drei Vekioren komplanar sind.

Ist z. B. P ein beliebiger Punkt der durch P,, P, und P, bestimmten Ebene, so miissen
T —1,1, — 1, und 1, —t; Vektoren in dieser Ebene sein. Auf sie kann die Formel
(227) angewendet werden.

Es gilt dann [(x — ;) X (t — 13)] - (t3 —1,) =0,

(227)

T =% Y —%h 2%
bzw. Ty —y Yo—Yr % —zn | =0.

Ty = Y3 — Y1 Z— A
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Durch Réndern (vgl. 40.3.) kann man hieraus die vierreihige Determinante

lz y 2
1oy 2
1@y 952,

12y, 24

=0 (228)

gewinnen. Durch Entwickeln dieser Determinante nach den Elementen der ersten
Zeile erhilt man die Gleichung der Ebene durch drei Punkte P,, P, und P; (die nicht
in einer Geraden liegen).
Auch der Schnittpunkt dreier Ebenen a8t sich mittels Spatprodukte ermitteln.
Sind drei Ebenen

Ey: A+ Byy+ Cz+ D, =0,

E,: Ayx + Byy+ Cyz+ Dy, =0,

Ey: Agx + Byy + Cyz+ Dy =0

gegeben, so kann man diese drei skalaren Gleichungen zu einer Vektorgleichung
Ar + By +C2+4+D=0o (I)

mit A = A;i + A, + 438, B = Byi + Byj + Byt, € = Cyi+ C,j + C3fF und
® = D,i + D,j + Dst zusammenfassen.

Da drei Ebenen im allgemeinen Fall nur einen Punkt, namlich ihren Schnittpunkt,
gemeinsam haben, gilt Gleichung (I) fiir diesen. Multipliziert man Gleichung (I)
skalar mit B x €, so erhilt man

(BXCA-2+ (BXE)B-y+ (BXC)E -2+ (BxE)D =0. (IT)

(B xE€)B und (B x€)E sind Spatprodukte komplanarer Vektoren und demnach
gleich Null.
Gleichung (II) nach x aufgelost ergibt

__(®BxED _  DBxE) _  [PBE]

T BxE)UY T ABxC) [ABC]

In gleicher Weise bekommt man nach skalarer Multiplikation von Gleichung (I) mit’
€ x A bzw. A x B die Koordinate y bzw. z des Schnittpunktes. Die Koordinaten des
Schnittpunktes dreier Ebenen sind

(286,

DB _[UD6]. _[UBD)
B E)’ =

@8E’ °~ T[B6)

(229)

AUFGABEN
1056. Die Gleichungen der Ebenen der Aufgabe 1053 sind mittels Formel (228) zu bestimmen.
1057. Das Volumen des Tetraeders der Aufgabe 1017 ist zu berechnen.
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1058. In welchem Punkt durchstBt die z-Achse‘die durch die Punkte P;(2;1; —2), Py(—3;
2; —1) und Py(—1; <2;3) bestimmte Ebene?
1059. Wann versagt Formel (229)? Welche SchluBfolgerungen konnen dann gezogen werden?

42.3. Vektorielles Produkt dreier Vektoren

Im Gegensatz zu den bisher behandelten Produkten von Vektoren besitzt das vek-
torielle Produkt dreier Vektoren keine anschauliche geometrische oder physikalische
Deutung.

(ax b) X ¢ liefert einen Vektor, der mit ¢ bezeichnet werden soll. Es sei (a X b) = f.
Der Vektor f steht senkrecht auf der Ebene von a und b, ¢ = (aXb) X ¢ = fX¢
senkrecht auf der Ebene von f und ¢. Damit liegt ¢ wieder in der Ebene von a und b
(Bild 322).

Da der Vektor  in der gleichen Ebene wie a und b liegt, muB er in Richtung der Vek-
toren a und b zerlegt werden konnen, oder anders ausgedriickt, zwischen a, b und ¢
muB eine lineare Beziehung von der Form

t=2a+4 ub (I)
bestehen.
Die Bestimmung der skalaren Faktoren 4 und  in Gl. () ist sehr kompliziert. Sie soll
deshalb hier unter Zugrundelegen eines Koordinatensystems durchgefiihrt werden.
Legt man die «-Achse in Richtung des Vektors a und die y-Achse in die Ebene der
Vektoren a und b, so lautet die Koordinatendarstellung

0= a,i
b =b,i+ byj
¢ =c,i+ ¢j + ¢t
Dann wird
iit
i=axb=|a, 00| =a,bt
b, b, 0 Bild 322
und ij f
r=(axb)xc=fxc=|0 0 ayb, | = —azb,c,i+ asbyc.j. (II)
CsCy Cp |

(Man erkennt, daB der Vektor ¢ wieder in der z; y-Ebene liegt, also mit a und b kompla-
nar ist.)

Durch Koeffizientenvergleich der Gleichungen (I) und (II) konnen nun 4 und u be-
stimmt werden

2ay + pby = —azbycy
uby = azbye,
Man erhilt A= —(bses + bycy)

W= AzCy.
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Dafiir kann man die Skalarprodukte der Vektoren b und ¢, bzw. a und ¢ schreiben:

A= —be ®= ac.
Nach Einsetzen in Gleichung (I) bekommt man eine wichtige Beziehung:
Entwicklungssatz
[g=(axb)xc=(ac)b—(bc)a (230)

Der Entwicklungssatz besitzt deshalb besonders groBe Bedeutung, weil er es er-
méglicht, mehrfache Produkte Schritt fiir Schritt auf einfachere Produkte zuriick-
zufithren.

Fiir den nach (230) errechneten Vektor ¢ kann die Probe durchgefiihrt werden: wegen
£l c muB g-c=0 gelten.

Mit Hilfe des Entwicklungssatzes kann die Zerlegung eines Vektors b in Parallel- und
Normalkomponente beziiglich eines Vektors a erfolgen. Fiir das Produkt (a X b) X a
ergibt sich nach (230)

(axb)xa=(a-a)b —(b-a)a.

Die Auflosung dieser Gleichung nach b liefert die Zerlegung des Vektors b in Parallel-
und Normalkomponente zu a

b~@a+—(a><b)><u (231)

a‘b a hat die Richtung von a5 (a X b) X a steht senkrecht auf a, denn a ist ein Fak-
tm des Vektorproduktes D1e belden Summanden stellen also b, und b; dar.

Die Nachpriifung einer rechnerisch durchgefiihrten Zerlegung kann durch Bilden des
Skalarproduktes von Parallel- und Normalkomponenten erfolgen. Wegen b, | bg
muB b, b; = 0 sein.

AUFGABEN

1060. Das vektorielle Produkt der Vektoren a = 2i —j, b =2j+ 3f und ¢ =3i—t soll
berechnet werden.

1061. Parallel- und Normalkomponente des Vektors b = 3i — 2j + I beziiglich a) a =2i —
—17i+1t, b) a= i+ 2t sind zu bestimmen.

42.4. Produkte von vier Vektoren

Wie in 42.1. dargelegt wurde, sind mehrfache Produkte von Vektoren nur dann sinn-
voll, wenn als erster Schritt jeweils eine vektorielle Multiplikation durchzufiihren ist.
Als mogliche Produkte von vier Vektoren wurden dort aufgefiihrt

(@xB)-(cxd) (IIT) (axb)x(cxDd) (IV)
[(axb)xc]-d (V) [(axb)xc]xbd. (VD)
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Das Produkt (V) kann auf das Spatprodukt (f x ¢) - b zuriickgefiihrt werden, wenn
als erster Schritt f = a X b berechnet wird. Auf die drei anderen Produkte kann der
Entwicklungssatz (230) angewendet werden.

Das skalare Produkt zweier Vektorprodukte

Setzt man in (a X b) - (¢ X d) zundchst ¢ X b = g, so kann in (a X b) - g gemaB (225)
vektorielle und skalare Multiplikation miteinander vertauscht werden:

(axb)-g=a(dxg)=abx(cxd)].
Auf
bx(exd) = —(cxXd)Xb
den Entwicklungssatz (230) angewendet, ergibt
b X (cxbd) = (bb)c — (be)d.
Multipliziert man noch skalar mit a, so erhalt man
(axb)-(cx b) = a[b x (c X d)] = (ac) (bd) — (ad) (bc).

Den rechts stehenden Term kann man als zweireihige Determinante schreiben. Damit
wird

lac ab]
(@xb)- (€ xb) = ‘:Z gb 232)

Das vektorielle Produkt zweier Vektorprodukte
Setzt man in (a X b) X (¢ X d)

axb=f bzw. cxbdb=g,
so ergibt sich nach (230)

fx (exd)=(fb)c — (fe)b bzw. (axb)Xxg=(ag)b —(bgla=
= [(a x b)d]c — [(a X b)c]d = a[(c xd)]b — [b(c X d)]a=

= [abd]c — [abc]d = [acd]b — [bed]a
Also ist "

(aXxb) X (cxb) = [acd]b —[bed]a=

= [abd]c — [abc]d (233)

Aus der Gleichung (233) folgt

F[ﬁch] — blacb] + c[abb] — blabe] = 0 (2332)
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oder in Determinantenschreibweise

a a; a, a,
b b, b, b, —0 (233b)
T By By &
b d, d, d,

Die Ubereinstimmung von (233a) und (233 b) kann durch Entwickeln der vierreihigen
Determinante nach den Elementen der ersten Spalte und Verwendung der Formel
(226) nachgepriift werden. Gleichung (233) stellt, da alle Spatprodukte Skalare er-
geben, eine lineare Beziehung zwischen den vier Vektoren a, b, ¢ und d dar. Wendet
man auf die Spatprodukte noch die Bezichung (224a) und (224b) an und lost (233a)
nach b auf, so erhilt man die Zerlegung des Vektors b nach den Vektoren a, b und c:

:a[bbc] + ;;[_qbc] + c[abd]

9 [abe]

(234)

Dieser Ausdruck ist insofern recht iibersichtlich, als im Zahler der zu zerlegende
Vektor b der Reihe nach a, b und ¢ aus dem Spatprodukt [abc] verdringt hat.

Das vektorielle Produkt von vier Vektoren
Im Vektorprodukt [(a x b) X ¢] X b kann zunéchst nach (230)

(axb)xc=(ac)b — (bc)a

errechnet werden. Wegen des Distributionsgesetzes (218) wird dann
[(axb) xc]xd = (ac)(bxbd) — (bc) (ax D).

Setzt man erst a X b = f, so folgt nach (230)

[(axb)xc]xd=[fxe]xd=(fdb)c — (cb)f = [abblec — (cd) (a X b).
Es ist also

[(axb) Xc]xd=(ac) (b xDd) — (bc) (axDb)

= [abd]c — (cb) (a X b) (235)

AUFGABEN

1062. Der Vektor ¢ = 0,51 — j — f soll mittels Formel (234) in Komponenten lings der Vektoren
a=1+2j—1f b=2i—i—3f und ¢’=3i— 3j— 3% zerlegt werden.
1063. Welche der folgenden Produkte sind sinnvoll und kénnen demnach gebildet werden und
welche nicht? Man versuche, die sinnvollen Produktbildungen anschaulich zu deuten.
a)a-b b)a-b c)a xb d)a x b
e)axb fla-(b x¢) gla-(b xc) h)a x (6 x ¢)
iyax (e k)ya x (b xc) a-(b-c) m)a-(b-c)
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43. Vektorielle Darstellung von Kurven und Flichen im Raum

Wie in 26.3.2. gezeigt wurde, kann bei der analytischen Darstellung einer Funktion
oder in der Gleichung einer Kurve die Zuordnung iiber eine Hilfsvariable ¢, den
Parameter, erfolgen.

Jedem Parameterwert {¢ T wird durch

=2 (z€X) : 1)
y=y) (yeY) (1o
ein Wertepaar (z; y) und damit ein Punkt der z;y-Ebene zugeordnet. Der Parameter ¢
kann z. B. ein Winkel oder auch eine Zeit sein, er muB aber nicht eine eigene Bedeu-

tung besitzen.
Ordnet man noch eine dritte Variable z durch

und

z2=2z() (€2) (I1I)

dem jeweiligen Parameterwert zu, so ist durch die Gleichungen () ... (III) eine Teil-
menge der Punkte des Raumes bestimmt. Zu einem Wertetripel

xo = (ty); Yo = ¥ (to); 20 = 2(to)

gibt es einen Punkt P, des Raumes, der bei Zugrundelegen eines Koordinatensystems
auch durch einen Ortsvektor t, bestimmt ist:

to = 21 + Yoi + 2t = (o)1 + y (o) + 2(6)E.

Dieser Ortsvektor ist dem Parameterwert ¢, zugeordnet.

Sind z, ¥ und z ein und demselben Parameter ¢ zugeordnet, so durchlauft bei Anderung
des Parameterwertes ¢ die Spitze eines ihm zugeordneten Vektors ¢ eine Raumkurve,
v = 1 (t) ist eine Vektorfunktion des Parameters ¢:

t=1(t) = 2(O)i + y(O)f + 2()L.

Auch der Vektorgleichung (236) entsprechen wieder drei skalare Gleichungen, die
die Koordinatendarstellung der Raumkurve heiflen:

z=x(f)
r=1() > y=y()
z = 2(t).
Durch Eliminieren des Parameters aus der Koordinatendarstellung kann man gege-
benenfalls die Gleichung der Raumkurve in cartesischen Koordinaten erhalten.

Zur Veranschaulichung des Dargelegten denke man sich einen Beobachter (im Punkt O
eines Koordinatensystems), der das Training eines Flugzeuges mit den Augen verfolgt.
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Zu verschiedenen Zeiten ty, t,, t,, ... erblickt er das Flugzeug in den Punkten P,, P,,
P,, ... (Bild 323).

Eine einfache Raumkurve, die Gerade, wurde bereits in 39.5. behandelt. Ersetzt man
in Gleichung (196) A durch ¢, so erhilt man

() =1+ ta = (¥ + tar)i + (Yo + tay)j + (2o + ta.)t
bzw. in Koordinatendarstellung

z(t) = 29+ tay; y(t) =y, + tay; 2() =2z + ta,.

Bild 323 Bild 324
BEISPIELE
1. Welche Raumkurve beschreibt
t(t) = (acost) i+ (asint) i+ ctt?
Losung: Die Koordinatenstellung lautet.
z(t) =acost; y(t)=asint; z(t)=ct.
z(t) =acost und y(t) = asint ist die Parameterdarstellung eines Kreises in der a:y-
Ebene. z(t) = ct besagt, daB sich die z-Koordinate proportional dem Parameter ¢ éndert.
Wiichst ¢ von 0...2x, so durchliuft die Projektion der Raumkurve in die z;y-Ebene einen
Kreis, gleichzeitig hebt sich die Kurve von der z;y-Ebene ab und erreicht fiir ¢ = 2 eine Hohe

von 27e (Bild 324). Die Raumkurve ist eine Schraubenlinie mit der Ganghohe 2rc, die sich
auf dem Mantel eines Zylinders mit dem Radius a befindet.

2. Welche Raumkurve beschreibt

t(t) = (acost)i+ (bsint)j + (Va2 — b2sint)t mit a>b>0, 0<¢< 2m,
()= 0

Lésung: Die Projektion in die z;y-Ebene ist eine Ellipse mit den Halbachsen @ und b, denn
@ =acost, y=bsint ist nach (148) eine Parameterdarstellung der Ellipse.

e =P
b

In der y;z-Ebene ergibt sich ein Geradenpaar z = y. Die Projektion auf die

22

a® — bt

=1.

2
x;z-Ebene ist (wegen z = 0) eine Halbellipse I—g +
a
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Berechnet man |[t(¢)| = Viz(®)F + [y(OF + [2())? = a, so erkennt man, daB die Raum-
kurve auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius a liegen muB. Es ist die Schnittkurve
eines elliptischen Zylinders?!) mit einer Halbkugel (Bild 325).

Ist der Ortsvektor r zwei skalaren, voneinander unabhéingigen Parametern s und ¢
zugeordnet, so beschreibt seine Spitze eine Fliche im Raum: v = (s, ¢). Die Ebene
als einfachste Raumflache ist in vektorieller Darstellung bereits bekannt: ¢ (¢) = to +
~+sa + tb. Die Koordinatendarstellung der Ebene lautet:

x(t) = xo + sa; + th,, Y(t) = yo + sa, +tb,, z(t) =z + sa, + tb;.

Bild 325

BEISPIEL

3. Welche Fliche im Raum stellt 1(t) = (scos?)i + (ssint)j +ctt mit 0=s=<a,
0<t<2n dar?

Losung: Setzt man s = const. = k, sobekommt man mit r(t) = (k cost)i + (ksint)j -+ ctf
die Gleich einer Schr linie (vgl. Beispiel 1).

Fiir ¢ = const. = k& erhiilt man die Raumkurve t(s) = (cos k) si + (sin k) 8 | + ckt, deren
Projektionen in die

2, y-Ebene Geraden durch den Ursprung,
z, z-Ebene Geraden parallel zur z-Achse,
y, z-Ebene Geraden parallel zur y-Achse
ergeben. Die Raumfliiche ist eine Wendelflache.
AUFGABEN

1064. Welche Raumkurve wird durch t(t) = (atcost)i+ (atsint)j + ctt dargestellt?
1065. Was fiir eine Fliche im Raum beschreibt

a) t(s,t) = (@scost)i+ (assint)j+ csf;
b) t(s,t) = (stcost)i+ (stsint)j + ctt?

1) Ein Zylinder, dessen Grundfliche eine Ellipsenfliiche ist
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=

10.
12,

13.
15.

16.
17.
18.
1

©

LOSUNGEN
zu den Aufgaben 1 bis 1065

. In allen mit Ausnahme von c).

Allen mit Ausnahme von c), f) und g).

(i1, 8,e}, {i, 1,8}, {i, L, e}, (i, 8, e}, (L, 5,6}, {3, 1}, {3, 8), (ise}, {0, s}, {4, e}, (s, e}, (i}, (1. isi,
fe}, 2.

a), b) und d) sind symmetrisch, reflexiv und transitiv. c)ist symmetrisch, aber nicht reflexiv
und nicht transitiv.

B
AnB
T 8§ R P D
T T
S S S
A R R Q@ R
P P & B P
"D § 8§ @ 8 D
- 8) {a, u,t,0,m, 8}, {a,u}, {t,o0).
b){0,2,4,5,6,8,10,...}, {0,10,20,...}, {2,4,6,8,12,.. BS
c) Menge aller russisch oder englisch sprechenden M 1 .
Menge aller russisch und englisch sp den Mensch
Menge aller russisch sprechenden Menschen, die nicht englisch prech
KN(EuU)=(K\NE)\U 8. AuBuC 9. AnBn(C
a) @ b) 4 c) @ 11. a) 4 b) 4

a) Richtig. Transitivitit des Enthaltenseins.

b) Falsch, wenn a ¢ B.

¢) Falsch, wenn a ¢ B.

d) Falsch, wenn B echte Teilmenge von 4 ist.

e) Falsch. Es folgt nur 4 — B.

f) Richtig. Aus AnB=AuB folgg A—AnB und daraus 4 — B. Analog ergibt
sich B < 4. Also ist 4 = B. 4

a)ac B b)ae B 14. o

Zwei elementfremde Mengen (vgl. Aufgabe 14) kénnen nur gleich sein, wenn beide leer sind.
ANB=g = AcB, BN\A=g@ = BcAd, = 4=B8B.

a) 4 = B [vgl. Aufgabe 12.f)] b) = A\B=g = 4B

Vgl. Bild 326.

Auf beiden Seiten ergibt sich: bei a) {g, e, i, 5, ¢, n, I}, bei b) {e, %, 8} und bei c) {g, t}.

a) wenn jeder Studierende genau ein Zimmer bewohnt. (Dabei kénnen mehrere Studenten in
demselben Zimmer wohnen.)

b) wenn jeder Studierende genau ein Zimmer bewohnt und nicht mehrere Studenten das
gleiche Zimmer bewohnen.
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20.
21.

22.

R

2

27.

28.

29. (

=

A (BAC)=(AuBIAIAL) AnlBuC)={AnBIVIARC)
8 A
(
(ANBINC=A\(BLC) Bild 326

Die Abbildung muB} eineindeutig sein.

Die eineindeutige Zuordnung der Punkte
kann etwa wie in Bild 327 geschehen.

Ja: Indem man zum Beispiel jeder Zahl der
Menge {0, 1, 2, ...} die um eins groflere zu-
ordnet, erhiilt man eine eineindeutige Ab-
bildung dieser Menge auf ihre echte Teil-
menge {1,2,3,...}.

. Nein. Vgl. Aufgabe 22. Bild 327

Ja 25. N\ {0}
Sie ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

Das Quadrat ¢ der natiirlichen Zahl a ist die Elementezahl des aus der endlichen Menge 4 mit
der Elementezahl a gebildeten Mengenprodukts A x 4:

Q=A4Ax A4,
q=a

Rechts steht die Zahl, die zu ac addiert ab ergibt. Es ist zu priifen, ob die linke Seite eben-
falls diese Bedingung erfiillt:

a(b —c)+ac=a[(b—c)+ c] (Distributionsgesetz)

=ab;
denn b — ¢ ist die Zahl, die zu ¢ addiert b ergibt.

+ b) (@ — b) = (@ — b) (@ + b) (Kommutationsgesetz)
=(a—bla+ (a—bb (Distributionsgesetz)
= (a —b)+b(a—b) (Kommutationsgesetz)
=a® —ab + ba — b (Regel aus Aufgabe 28)

— b (Kommutationsgesetz).
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30. a) Vereini; und Durchschni
b) Vereinigung und Durchschnitt.

31. Reflexiv, transitiv, aber nicht symmetrisch.

32. Die eineindeutige Abbildung wird durch die Zuordnung n — 2n (n € N) bewirkt.

33.1 2 3 45 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1223 2 42 4342624452626

34. Der Fehler liegt in der stillschweigenden Voraussetzung, daB es eine grofte natiirliche Zahl
gébe. .

35. a) L0O OLL b) L LLL LLO ¢) L 6L0 000 d) L0 000 000 000

36. a) 17 b) 85 c) 127 d) 365

37. Die zu iibertragende Dezimalzahl wird rechts in die unterste Zeile geschrieben. Ist die Zahl un-
gerade (gerade),so wird 1 (0) subtrahiert, der Subtrahend in die oberste, die Differenz in die
mittlere Zeile geschrieben. Die Differenz wird durch 2 dividiert und in die unterste Zeile links

neben die gegebene Zahl geschrieben. Dieser Vorgang wiederholt sich, bis das Verfahren ab-
bricht. In der ersten Zeile steht dann die Zahl in dualer Schreibweise.

38. Gerade Zahlen haben die Endziffer 0, ungerade, die Endziffer L.

39. Indem man eine, zwei, drei, . . . Nullen am Ende abstreicht.
40. a) L0000 b) LLLO ¢) LLLL0O0 d)L LLL LOL 000 e) L L00.
41. Induktionsanfang: n=1: 12 =';—(l)—2 =1.

SchluB von % auf k- 1:
(1242204 o ) (k4 1) = + (bt 1=

(2k+ 1)k
6

2k 1)k (k+1)
6

=(k+l)( +k+1)=

o2k 3
— gyt I.+1)k6+6(k+1) _

- 2k +Tk+6)(k+1)

Dies erhilt man aber auch, wenn man in die Formel
(2n+ 1)+ 1)
6
fiir n den Wert k& + 1 eintragt.
42. a) Die erste Stelle des Paares kann mit m Objekten, die zweite mit jedem der verbleibenden
m — 1 Objekte besetzt werden: m(m — 1) Moglichkeiten.
b) Die ersten beiden Stellen konnen nach a) auf m(m — 1) Weisen besetzt werden. Fiir die
dritte Stelle verbleiben m — 2 Elemente: m (m — 1) (m — 2) Moglichkeiten.
¢) Die ersten drei Stellen konnen nach b) auf m (m — 1) (m — 2) Weisen besetzt werden. Fiir
die vierte Stelle verbleiben m — 3 Objekte: m(m — 1) (m — 2) (m — 3) Moglichkeiten.
43. Der Induktionsanfang ist in Aufgabe 42 geliefert.
SchluB von k auf k + 1: Die ersten % Stellen lassen sich nach Induktionsvoraussetzung auf
m(m — 1) ... (m — k+ 1) Weisen besetzen. Fiir die (k- 1)-te Stelle verbleiben m — k
Objekte. Also ergeben sich m(m — 1)...(m — k 4 1) (m — k) Moglichkeiten, Gruppen aus
k+ 1 Elementen zu bilden.
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45.

46.

47.

48,

50.
51.

=

52.
53.
b4.

b5.

56.

b17.

a.) Von zwe\ aufema,nderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets eine gerade. b) Von drei auf-
lichen Zahlen ist mind eine gerade und stets eine durch 3 teil-
bar. ¢) Von vier aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets eine durch 4 teilbar, eine
weitere durch 2 und mindestens eine durch 3. Verallgemeinerung:
n(n+1)..l.c!(n+k—l)EN

a) 28 — 827 + 2828 — 5625 + 702t — 562° + 2822 — 8z + 1

1 1 1 2 1
b)— ut b — WPy b — ut? + — yedf — ot
T e i T T T

c) 32a° — 240a*b + 720a%? — 10804a20° + 810ab — 243b°

a) (a* + 1) b) (@ + 2)* ©) (u — 20)°
d) (6* + 3)* e) (2a + 3b)°
a) 1092 727 b) 994011992 als (1000 — 2)®
c) 96 059 601 d) 10 510 100 501
2a8 4 30a® + 30a% + 2
. @+ b3 + ¢* + 3a?b + 3a% + 3b%a - 3b% + 3c%a + 3¢b + Babe
a) 455 b) 252 <) 330 d) 2002 e) 171

B 6 = G

7 und k miissen natiirliche Zahlen sein, die der Bedingung n = &k geniigen.

Eindeutig, aber nicht eineindeutig.
L
L L
L Lo
L LL LL L
L Loo LLO Lo0 L
L LOL LOLO LOLO LOL L
Mit Beriicksichti der Reihenfolge wiiren es nach Aufgabe 43 m(m — 1)...(m —n + 1)

Mogllchkelten Dabei werden aber immer 2! Mogllchkexten aus den glelchen Elementen,
nur verschieden angeordnet, gebildet. Also gibt es ohne Berii i der Reihenfol,

m(m—l)...(m—n+l)=(m)

T ol

n! n
Moglichkeiten.
a)(n+2)(n+l) ("+k)(n+k—1) -(n+1)
k!
)("+k)(n+k—1) (nt1)n at
(& + 1)t
&)( n =n(n—1)...(n—k) b) n—1 _(n41)(n—2)...(n-—k+1)
k41 (k+ 1) ( 1) (k— 1)

c)(n+1)=(n+l)n(n—l)...(n—k+l)
k41 &+ Dt
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58.

59.

61.

62.

X

63.

66.

67.

68.

®

69.

70.

an—1)...c—k+1)(n—2k—1) _(n\n—2k—1
(k + 1)1 - k) k+1
Induktionsanfang: n = p: (?) = (P
e ionsanfang: n = p p) (p+
SchluB von k auf & + 1:
P Ic)] (k+1)=(k+l) (k+1)_(k+2)_ (k+l)+1)
[(p)+ +(p e p+1) U ) =lo+1)=U s )
Fiir a) ist p = 2 zu setzen.
a) (1 4 a)*® = 1 + 50a + 12254% 4 - - -
b) (@ — 1)1 = al® — 10a® + 45a® — 12007 + 21008 — 25205 4 — + e«

a) 477 + 36522 + 49352 + - - -
b) 128 + 19842 + 1449622 + 663522° 4 - -+

¢) —1 — 2z + 142 + 3025 + - - -

d) 729 + 11664z + 850502 + 3699002° + - -

5)(3)+(7;’)+...+(:) —on

o(e)-(0)+0)- 6=+ onf) -

a)G=NuN Db)N=G\N

Beziiglich g und % sind 6 Fiille denkbar, die im Folgenden mit Hilfe zweier natiirlicher Zahlen

m und 7 dargestellt werden:
1.g=m, h=mn, m=2n: g—h=m—neN,

-

)(= 1).

2.g=m, h=mn, m<n y——h=—(n——m)slv,
3.g=m, h=—n, : g—h=m+mneN,
4. 9=—m, h=n, : g—h=—(m+n)eb,
5.g=—m, h=—mn, n=2m: g—h=n—meN,
6.g=—m h=—n n<m: g—h=—(m—n)€lv.

z,-—4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4

yl413 148 3 8 1 —2 —7 4 3

a)—4 b)210 ¢ —1 d)—126

(—n+ 1) _ (=n+1)(=n) (=1p@®r-—1)n - (n)
2 2

2 2
Ja. Dies ist aus folgender Zuordnung zu erkennen:
1501 0— —500
2 — 502 —1— —501
3503 —2 > —502
Die Reihenfolge gibt eine Ord a) Das M i der Addition gilt nicht: Im Sinne

dieser Ordnung ist 2 < —4, aber die durch Addition von 2 auf beiden Seiten erhaltene Un-
gleichung 4 < —2 ist falsch, weil 4 nach —2 kommt. b) Das Monotoniegesetz der Multi-
plikation gilt.

a) 21 b) 14 71. a) 9 b) 19 c) 4



Losungen 533

72.
5.
76.
7.

=3

78.
79.
80.

8

[

8!

85.

86.

87.

88.
89.
90.

®

91.

9

93.
0.

95.
96.
97.
98.

©

»

-7, —3,3, 7 73. 4a + 20 74. a) 5a — 3b b)—a+3b+2
TFiir gerade n; oder fiir ungerade », wenn a =3 ist.

lal + 18] + le|

a) +1 fiir @ > 0, —1 fiir @ < 0. Fiir @ = 0 ist ¢/|a| nicht definiert,

b)afire >0, Ofir e <0,

¢) die groBte der beiden Zahlen @ und b. Ist nimlich a = b, so folgt la —b|=a—b, ist
aber b die grofte, so gilt |a —b|=—(a —b) =b—a,

d) die kleinste der beiden Zahlen a und b.

Eindeutig, aber nicht eineindeutig

a) 3a? + 5 la| [B] b)a? + |a| |b] + b o) 3+ lal + 4 |a| [b] 4202

|af® + 3a% |b| + 3 |a|b® + |B?

. Berwourui: (1 +m* =1+ m-n=13
82.

a)Bei a-b=0 oder n =1 b) bei @ =0 oder n =1

(1+a)(1 +b)=1+a+ b+ ab. Wenn a und b gleiches Vorzeichen haben, ist @ -b = 0,
also der berechnete Ausdruck nicht kleiner als 1 + a + b.

laf? + [b]2 — 2 ]a| |b] = (la] — [B]}* 2 0
Man setzt in der CAucHY-ScEWARZschen Ungleichung
(aydy + agby)* < (af + ai) (b7 + b3)
oy =a, a,=1b, by=b,=1.
Induktionsanfang: n =0: 2°> 0.
SchluB von k auf k + 1: Wegen 2¢F > 1 folgt aus 2% >k
2 — 2.9k =2k 4 2> k4 1.
2a,byayby + 2a;bya5b; + 2abyazby < a3b% + a3bf + ajbi + a3bi + a3bi + a3b3,
0 = (ayby — ay0y)? + (a1by — aghy)* + (aoby — asby)?.
Es wird durch 2 — z = 0 dividiert.
Eindeutig, aber nicht eineindeutig: (2; 1) und (4; 2) werden demselben Bruch zugeordnet.
Das Gleichheitskriterium fordert:
gkuw' + gluv’ + hkvw’ + hlvy’ = ghuw’ + glu'v + hkuv' + hlvy'.
Wegen ujv = u'fv’ ist aber uv’ =u'v.
a)a b)a c) —a d)o e) 0
Ja, die Menge {0} bildet den einzigen solchen Zahlenkérper.

Unendlich viele, zum Beispiel alle Zahlen 3/,, %3, /s, +.. «

Es gibt keine kleinste positive rationale Zahl. Die Hilfte einer jeden positiven rationalen
Zahl ist wieder eine positive rationale Zahl. Sie ist aber noch kleiner.

0,1, — 1,5, — o 2, —2, Yoo =5 3y =35 Y = 2wy =2l o —ler & — % s

a) 1,9487 b) 0,9039

a) Yy b) Y16 ©) —/us d) —%/1g

Wegen a<b hat man ma+ na <ma-+nb<mb+ nb. Durch Division durch
m -+ n == 0 erhilt man die Behauptung.
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99. a)a -3 -2 -1 0 1 2 3
y —179 —19 1 61 361
b) = —2 -1 0 1 2 3 4 5
y 51 8 1 0 —1 16 93 296
100. a) zum Beispiel 37", — 27T, b) zum Beispiel 7'y + 5T,
101. a) die falsche Aussage 13 =5 b) eine Identitéit beziiglich K
102. Ja: jede unerfiillbare Gleichung ist zugleich Identitéit beziiglich der leeren Menge.
103. Die Zahl heiBit 27.
104. Ist Z eine Erfiillung der Gleichung 7', (z) = T(%), so folgt nach dem Eindeutigkeitsgesetz
der Addition (vgl. 2.2.) aus
T, (E) = T.(E) (I
und
T(z) =T (Im)
Ty(z) + T(@) = T2(@) + T (). (III)
Umgekehrt ergibt sich wegen der Eindeutigkeit der Subtraktion aus (III) und (IT) die Wahr-
heit von (I).
105. a) %/y, b)5 05 a1
106. 5und 7
107. a){—4, —3,...,7} b){—1,0,..., 4}
¢) {—4, -3, -2} d) {5,6, 7}
108. a) 3,15 b) 72
109. 3,0
110. Aus 7,(%) < T,(z) folgt nach dem Monotoniegesetz der Multiplikation (vgl. 2.2.)
T, (x) T' () < T,(z) T (x). Ebenso folgt aus der zweiten Ungleichung durch Multiplikation
mit 1/7'(z), was wegen 7'(z) > 0 wieder eine positive endliche Zahl ist, die Wahrheit der
ersten.
11, a)z <1 b)z < 19/, c) @
112. Ja. Zwischen je zwei Zahlen der Menge liegt stets noch eine dritte.
113. Der Beweis entspricht dem in 8.1. gefiihrten, daf es keine rationale Zahl mit dem Quadrat 2
gibt. Statt ,,gerade‘ heiBt es jedesmal ,,durch 13 teilbar*.
114, a) %, b) 5708/ggq ©) 281570/ 00 509
115. Die Differenz betriigt 0,000 ... = 0. Die beiden unendlichen Dezimalbriiche sind gleich.
116. a) 1,414 b) 1,732 ¢) 4,123 dy 1,171
117. Die Folge konvergiert gegen Null.
118. a) Konvergiert gegen 0,
b) divergiert,
¢) konvergiert gegen 1.
119. a)(—1;2] b) [0;1) ) (—1;2) '\ {0} d 2
120. a) {0} b) {0} c) (—1;2)
121. a) % b) %/ ) ¥y d) Vs
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122. ) 0,000L b) 0,LL ¢) LO,LLL d) 0,L000L
123. a) 0,0LO0L... b) 0,LL00 ... ¢) LOLL ... d) L,0OLLLO ...
124. a) %, b) /15 . ©) 4/s5 d)1
125. L,OLL...
126. —0,0572
127. Genau dann, wenn die Basis negativ und der Exponent eine ungerade Zahl ist.
128. = | —a —1 —h 0 k5 1 °le 2
27| 0,35 0,50 0,71 1,00 1,41 2,00 2,83 4,00
3| 019 033 058 1,00 1,73 300 519 9,00
4% 0,12 0,25 0,50 1,00 2,00 4,00 8,00 16,00
129. Der Beweis entspricht genau dem in 9.1 erbrachten Beweis, daB das dritte Potenzgesetz
fiir rationale Exponenten gilt. Es sind lediglich die Multiplikationszeichen durch Divisions-
zeichen zu ersetzen. g
130. a) Fiir natiirliche Exponenten:
(@)= (@ -a) (@+ -+ (@~ e - a) =anm,
n n n
n
b) Fiir ganze Exp mit hied Vorzeichen :
(an)—m = 1 _ 1 _ a—mm;  (g—mym = Ay 1L = g—nm,
(arym — qnm an (anym
) Fiir zwei negative ganze Exponenten:
(a—ﬂ)—m = 1 = gnm,
( i /a?l)m
d) Fiir zwei gebrochene Exponenten:
Behauptung: (ag/n)him = qohinm,
Die rechte Seite ist die nicht negative Zahl, deren nm-te Potenz a¢* ist. Diese Eigenschaft
kann von der linken Seite leicht durch Ausrechnen bestétigt werden.
131. Da beide Seiten der behaupteten Ungleichung nicht negativ sind, ist diese gleichwertig
mit
(@ + b)2 = 4ab.
Daraus ergibt sich durch Umformen die équivalente Ungleichung
(@ —0bp =0,
die sicher richtig ist, weil Quadrate reeller Zahlen nicht negativ sein kénnen.
132. Induktionsanfang: ¢ <b (n=1).
SchluB von kauf k + 1: Aus a* < bk folgt akb < bkb, aus a <b folgt a-ak < bak.
Beides zusammen ergibt ak+1 < bk+1,
133. Die zu beweisende Abschiitzung ist nach Aufgabe 132 gleichwertig mit 1 + 2z < (1 + z/n)".
Diese Ungleichung aber gilt auf Grund der BerNouLLIschen Ungleichung.
134. 1
135. a)2 b)1 c) 313+12 a7
136. Weil alle Potenzen von 1 wieder 1 sind und deshalb & — 1# keine eineindeutige Abbildung

darstellt.



536 Losungen

137. a) —3 b)?/s c) —2 d) —3/,

138. Essei r = log, u, also u = a’. Darausfolgt: u8 = (a’)8, dasheiBt u® = a’®. In Logarith-
menschreibweise heilt dies 7¢ = log, u*. Durch Einsetzen von r = log, » wird der Beweis
vollendet.

139. a)3log,u + % logs (. +v) —1 b) log,(a® — 1) — loggd + 4
c) log, u + % logy v — log, w + 6

140. a) 1354 b) 2,5894 c) 0,003639

141. a) 6,2094 b) 6,0224 c) —3,7783

142, 2,71'8 2818

143. a) 3,14159 und —2,06091 b) 3,1416 und —2,0609

144. a) 1,19405, logarithmisch 1,1941
b) 0,85076, logarithmisch 0,85082

145.  a) reflexiv, transitiv und symmetrisch
b) transitiv, nicht reflexiv, nicht symmetrisch ;

146. Zwischen zwei verschiedenen Zahlen « und b gilt nicht stets entweder ¢ << b oder b < a.

147. a) 0,95 b) 1,004 ¢) 1,007 d) 1,04 e) —0,013

148. a) 0,96 b) 1,13 ¢) 1,00 d) 0,96

149. a) 11,7 b) 0,32

150. In(1 + &) ~ —ne

151 (14 e +3(1 46 —5(1+e2+1~ 3¢
x I 09 09 097 098 0,99 1,00 1,01 1,02 1,03 1,04 1,05
P (z) genihert —0,15 —0,12 —0,09 —0,06 —0,03 0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15
exakt -0,12 —0,10 —0,08 —0,06 —0,03 0,00 0,03 0,06 0,10 0,13 0,17
152. 8)2 V1 ¥ 5o/ ~ 2 + 512 b) 2¢/(6 + 5¢) ~ &3
1 1+4e¢ 1 &
—10 Q= =42
oka —dle Ve T ez~ 2t
153. Guthaben nach » Jahren:
a) 500 (1 + 0,03 n) Mark; b) 500 (1 + 0,02955 » + 0,00045 #?) Mark
154, Pj= Pe[n = Pe[(1 — &) ~ Pe(1 + ¢)
155. 1,10P,, 1,08Pe, 1,06P,, 1,04Pe, 1,02Pe.
156. V2 ist die nicht negative Erfiillung der Gleichung «* =2 und dadurch eindeutig defi-
niert. j ist als eine Erfiillung der Gleichung z® = — 1 schlechthin definiert.
157. Als eine Zahl, deren Quadrat ebenfalls — 1 ist, hiitte —j das gleiche Recht wie j auf die
Bezeichnung Y=1. Das Symbol Y—1 wire also nicht eindeutig.
158. a)3 + 4j, 3 —4j b)1+jV2, 1—jy2 ¢)a+bj, a—bj
159. a) 8 + 15§ b) —1 )3 —3j



Losungen 537

160.

161.

162.
163.

164.
165.
166.
167.

168.

169.

170.
171.
172.
173.

174.
175.

176.

1717.
178.

a)7+4j b) 49 + 41j c) 78
d) —14 + 6§ e) 17 f)7+6j12
11 16
———j b) 3 + 2j —1+2j d)1+2j
825 " 591 )3+ 2j o) —1+2j )1+2j
3 V2. 1 2 _.
= — = f) — (142516 - -
o gl DU+ @i
Genau dann, wenn sie reell ist.
)14+ 8] und 14 — §j mi+ti wma L2y
; . 07! 03!
Die Ergebnisse sind wiederum konjugiert.
a) (22 +3yj) @z —3y)) D) (fa+iVp)(fa—iVb) o (4+i)E—J
a) —1 b)j o) —i d1
a) —j b) 1 c) 1 d)o
a) —4 b) —38 — 41j
c) 29 + 278j d) = 34(1 — 2j)* = —567 4 1944
i 7 24 . 1 10 Ao
= b) —— + — - d)—V2 ——jrz
9% e Temsl 0 gl
240 31 5 48
—— 4 —] b) 632 ———j
) = 1360 T 2738 . TR
2% 5 5 3
9B _5; _5 3.
STRTY RENTRETE
122—597j und 122 + 597j. Die Ergebnisse sind wieder konjugiert.
—2+43j und 3 4 j erfiillen die Gleichung.
a) V13 b) V13 03 day2 e)5 )12
a) Auf einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius 1,
b) im Innern dieses Kreises,
¢) auBerhalb dieses Kreises,
d) auf einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius r.
Als Abstand der Zahlen z; und z,.
a) Auf einem Kreis um die Zahl 2 mit
dem Radius 1,
b) im Innern und auf dem Rand eines
Kreises um die Zahl —3 mit dem
Radius 2,
c) auBerhalb eines Kreises um die Zahl
1 +j mit dem Radius 1.
a)|lz+2—j|=4
b)lz—jl<1
e)lz—z|=r1
Vgl. Bild 328.
a) Vi@ + a)? + (b, + 0P <
<V +8 +Val + 8 &=

(@185 + 15, < (af 4 b)) (af 4 B3).
Diese Ungleichung ist auf Grund der i 328
CaUCHY - ScHWARzschen Ungleichung
stets richtig(vgl. 5.2.).
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179.

180.

181.
182.

183.

184.

185.
186.

187.
188.

189.

190.

192.
193.

b) Vieyay — b, + (@b, + azby)? = Vai + b Vai + b

Dies wird durch Quadrieren und Verglelchen lelchc bastatxgt
a) Eineindeutig. Spiegelung an der reellen Achse.
b) Eineindeutig. Drehung um den Ursprung, 180°.

a) 2(cos 300° + j sin 300°) b) V2 (cos 225° + j sin 225°)
¢) 17(cos 61°56” + j sin 61°56") d) cos 270° + j sin 270°
e) 2(cos 0° + j sin 0°)
gl = 5 & §
N3 05+ w2E(1+)  9S0F i) at+i -5

a) r[cos(—g) + j sin (—g)]

b) r[cos (p + 180°) + j sin(p + 180°)]

Zwei komplexe Zahlen sind konjugiert, wenn sie den gleichen Betrag haben, wihrend ihre
Argumente entgegengesetzt gleich sind.

a) 1. (cos 345° + j sin 345°)
) (cos 15° 4 j sin 15°)

c) 1—6 (cos 105° -+ j sin 105°)

5,03 — 0,29 i i
a) —64 + 64j b) 16 ) —512j d) —512 — 512§ 13 o5 +;j}/3

Die Summe der Argumente der Faktoren muB ein ganzzahliges Vielfaches von 180° sein.

z=r(cos g 4 jsing), z =17 [cos(—¢) + jsin(—g)],

2" = r"(cos ng + j sin ng), 2" = r*[cos(—n@) + j sin(—ne)] =

zn = r"(cos np — j sin ng), = 1" (cos np — j sin ng).

Eineindeutig. Das Innere des Kreises um den Ursprung mit dem Radius 1 wird auf das
AuBere abgebildet und kehrt (Spiegelung am Einheitskreis).

a) z, &~ 0,707 4 0,707, z, ~ — 0,966 + 0,259, Z, ~ 0,259 — 0,966

1.7 S 1 2
b)xo=;vz(1+n’3), z1=—;}/z‘(1+3y§)

1 1., 1 ) [
°)%=;+?Jﬁs 2 =—1, $z=3—'2“1ﬁ

1 = : 1 §
dm=;vz a+1i, x1=—;ﬁ(t+:)

. A 1 1.
Vr=1, m=tIT+ 1T, m=i m-—3 e+ il
1 1. . 1 = 1.

2y =—1, x5=—3ﬁ—51ﬁ: g = =], Z7=EV2—?H/2—-

f) z., 1,000 + 1,000§, 2, ~ —0,259 + 0,966, z, ~ —0,966 + 0,259],
1,000 — 1,000j, z,~ 0259 —0,966j, =z~ 0,966 — 0,259].
2 a:o ~ —0,957 — 1,430j, @, ~ —0,760 -+ 1,544], zy~ 1,712 — 0,113j

. 260°
Zp = cos iz 300 + jsin k%, ke{0,1,...,n—1}
Auf dem Einheitskreis, den sie von der Zahl 1 aus in % gleiche Abschnitte teilen.

a) Bei der Ausfiihrung der vier Grundrechnungsarten,
b) bei der Multiplikation, der Division, beim Potenzieren und beim Radizieren.

II I
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194.
195.

196.

197.

198.
199.

200.
201.

202.
203.

Addition, Subtraktion, Multiplikation (Division nur durch Konstanten).
Az =2, m=j, B=—2, =—j
by =13+, sm=—V3+i, z3=—13—j, z=18—]j
1 1. 1 1. = 1 1.
0)’1=?ﬁ+*2“11/2—, Ty = 2—V2—+?JV6, z,=—?]/§_+—2- V6,
1 — 1, 1 = 1. 1 -~
4’4=“3V5 +E’ﬁ' $5="?}/6_—?JV2—> %=—Eﬁ'—3 V6,

1 1 1 1
=—12——ij6 = V6 ——ijy2
a=3 2 110 W= g 2

a)ln2+ %j ~ 0,603 + 0,524 b) —%In2+ % mj~ —1,040 + 2,356]

< 3 _. +
) % T~ 5236)  )160945358] o) 12682+ 0983) ) 5w 4712
a) Seiz =r(cosg + jsing), 2’ =1 (cosg’ + jsing).

> 2= L leostp — ) + jsin(p — ¢

> mhZ—mZl{@—¢)j=  (Definition der Logarithmen)
- 0 7 ]
=(nr+¢@j)—(Inr +¢j)=Inz—Inz (]n—, .=lnr—1m’)
b) Sei z = r(cos@ + jsin@). ¥
= 2% = r%(cos ng + j sin ng)
= Inz? =In" + nepj = (Definition der Logarithmen)
=nalnr+ 2pj=n(lnr + ¢j) =nlnz.
Auf einem Kreis um den Nullpunkt der Gavussschen Zahlenebene mit dem Radius 1.
Sei z=a+bj, g':aﬁl—b'j.
e -2 = ed(cos b + jsin b) - e?’(cos b’ + jsin ') =
= e+ [cos(b + ') + jsin(b + b')] = e@+a)+(0+d) = ez+7',
n3+%j

a)e 12  ol1,099+0,202) b) en2-+7i ny ¢0,693+8,142] ©) e0:112+2,017)

o) =L~ —0368] b)Yocosds® +jVosinds" s~ 1167+ L16T]  ©) 0476 + 0,589
15_ .20
s

a) e=6+8i b1 c)e2 B

a) Auf Grund der Formeln (20) ist:
= e(@+d)i — e—(p+W)i
sin(p +9) = TSI
i —e—9i eti — i i —%] ebi — e—¥i
sin@ cosp + cos@siny = & 2'3 Fle e~V evl-1—2e L 2'e =3 =
] ]
Durch Ausmultiplizieren und Z f: 1Bt sich der zweite Ausdruck in den er-
sten umformen.
b) Nach (20) gilt:
29 4 e—20]

2

cos 2¢ =

s

i —e—wi\2 et — —2
1—2sin2q;=172(ew ‘ewi) =2+e2¢1 2e®i e—%) - o «pj.

2j 2
Der letzte Ausdruck stimmt mit dem fiir cos 2¢ iiberein, indem e®ie—%i = 1 ist.
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204, {(4; —2)) 205. {(11; 10)} 206. {(—1; 3)}
207, {(0; 2)} 208. {(1,2; 0,8)} 209. {(—1,3; 1,1)}
210. ((3; 4)} 211. {(;2 — 32) |z e R} 212, &
213, {(0,8; —4,3)} 214. {(1,60; 0,75)} 215. {((z; %) |ze R}
216. {(3; —4)} 217. {(1,5; —3)} 218. {(0; 0)} ’
219. {(1; 1)} 220. {(3; —2)} 221, o
2922 {(14; 2)} 223. {(2; 0) |z ¢ R} 224. {(1; 1)}
225. {(Ta — 4b; 3a + b)} 296, {(3a — 4b; Ta + 10b)}
o7, f(2 ;@ 298, [(oEb ot
a+b a-+b a b
229. {(1;1)} 230. {(bla + b); a6 — )}
a® — b2 a® — b2
281, {(2a(a + b); 2b (¢ — b))} 232. ;
2a 2a
233. {(" ; bia = b)} 234, {(@+b%a — b)) 235 {(3;6))
236. {(3;3)) 237. @ 238. {(3; 6)} 239, {(2;3)}
240. {(*/531/s)} 241, {(0; 1)} 242. @
3
243, {(z; 77 BN ~ha] 244 ((—1;0) 215, {(5:0)
246. A: 90 Tage 247. 12 min
B: 45 Tage 9 min
36 .
5 min
248. Vorjahrsproduktion: 800 Maschi Produktionsauflage des neuen Jahres 960 Maschinen.
249. 28 Tage, 21 Tage 250. By: @@= @) 490,
ele: — el
B,: 2@ =2 4509,
ele: — el
Misch. -Verh.: ae—0
20 — el
251, Fy: 272 100 9 252, 39,216 kg Cu
0:— Q1
Ty £ 1009 7,809 kg Zn
0 — 0
Misch.-Verh.: 2—28
e— &
253. 36 dm? (o = 1,15 kg/dm®) 254. 20 cm 255. 34 om
24 dm® (o = 1,20 kg/dm?) 15 cm 50 cm
256. 17 cm 257. Ein derartiges Rechteck existiert nicht.
7cm
— = T8
258. a4 3 dd=1h Ist b > a, so muB 44 > b? sein,
b—a b—a
ist b < a, so muB 44 < b® sein.
259. Es existieren unbegrenzt viele Rechtecke mit den Seiten # > 2a und y =z — 2a, wenn

44 =a® ist.
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260.

264.

267.
269.

271.

274.
276.
279.
281.
284.
286.

287.

289.
201.
293.
295.
297.
299.
301.
303.
306.
309.
310.

313.
317.

320.

323.

326.
329.

55 cm/min 261. 5km/h 262. 72kp 263. 18kp

33 cm/min 3km/h 40 cm 13 kp

28 Zihne 265. 16 Q 266. {(—19¢; 11¢;2t) |te R}
44 Zihne 9A

{(—5,31 ¢; 4,18¢; 6,17¢) | t € R} 268. {(2¢;0; ¢) |te R}
{(z;y;%y‘i%)\z,yeli} 270. {(3t+ 2;2t —1;¢) |te R}

{(a:; s #) |z,y¢ R} o2 o 273, ((13; 15; 17)}
{2+ ¢ —a); Yala + ¢ — b); Ys(a + b — o)} 275. {(a; b; o)}
{(15; 12; 10)} 277. {(5;2; 8)} 278. {(5; 35 1)}
(o3 a3 *a)} 280. {(Y (2a + b — ©); 114(2b + ¢ — @); 14 (2c + @ — D))}
{(—153; 2,5)} 282. {(20; 30; 40)} 283, {(11; 13; 17)}
{(30; 20; 70)} 285. {(0; 0; 0)}

((2t;3t;6¢)|tsR)={(%;%;z |z¢R

{(M; v z) [y,zeR} 288. {(t; 0;2t)|teR)={(%;0;z)1zeR}

3

{(t; ¢ —t) |te R} = {(—2; —2;2) | z¢ R} 290. {(5,2; 4,1; —2,8)}
((1,7; 2,25 1,6)} 292. o

(8t — 2;4t + 1;8) [t R} 294, {(2,78; 1,76; —3,11)}

{(1,48; 8,73; 3,15)} 296. {(4; 55 —3; 1)}

((1,2; 2.2; 2,5; 1,7)) 298. {(2,3; 1,55 1,2; 1,9)}

{(1,5; 2,5; 3,25; 1,75)} 300. {(457;3;9; —1)}

{(4; —4; 13; —6; 8)} 302. {(1,25; 2,34; 1,19; 2,11)}

{(3;5 4; 5)} 304, {(2;3;51)} 305. {(5; 4; 3)}
{(1/e; 1/2¢5 1/t) | t e B\ ({O}} 307. o 308.  {(Y/as a3 Y}
45 Zihne, 25 Zihne, 10 Zihne

315 km 311, 6m?, 12m 312. 140 hl

vg = 70 km/h 9m? 8 m 100 hl

vp = 45 km/h 4m? 18m 30 hl

v = 30 km/h )

405 314, {12; —12) 315. {16; —16} 316. {3j; —3j}

(3; —3} 318. {2V5; —2V5} 319. {3y2; —3V2}
{%V%;-%}%} 321, {%j}/f;fgjﬁ} 322. {%Vﬁ;—%Vﬂz}
{% V—ab; — %}/—_ab} 324, {a—bjb—a}  325. {aj; —aj}

{ab; —ab} 327. {b(a+ 1); —b(a+ 1)} 328. {3; —4)

{5; 2} 330. {9; —10} 331, (3+2j;3—2j)
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332, W+il—§ 333. (0,15 0,2} 334. (—1,8+21j; —1,8 —2,1j}
335. {—2,35 4 2,4j; —2,35 — 2,4j} 336. {355 — o} 337, (g 1fa)
338. {—1+iV6; —1—,jV6} 339. {5575 340. {11,83; 5,47}
341. {0,91 + 0,89j; 0,91 — 0,89} 342, {14;1,4} 343. {3,1;2,1)
344, {a+b; —2b) 345. {/s(a + b); Yy(a — )}
346. {2a + 3b; a — 4b) 347. {m; =i }
a a—b
348. a>b:{a+}/a———b;a—m} u<b:{a+j}/m;a—j}/m}
349. {ﬁ +i ﬂ;ﬂhjl/ﬁ} 350. {0;a + b}
n n n n

351. {13; —4) 352. {1,75; 1} 353. {2; —45/,) 354, {5; —3}
355. {2;29/,,) 356. {4; —10} 357. @ 358. {1; —28)
359. {7;18/,} 360. Jo; ::_"b} 361. (x—3)(z+5) 362. z(z — 4)
363. (z — 3+ 4j) (x — 3 — 4j) 364. (2z — 1) (2z + 5) 365. 2(z — 3)®
366. (22 — 1 + 3j) (22 — 1 — 3j) 367. (x —a)(z —b)
368. (z — a + bj) (x — a — bj) 369. (az +b)(z +d)
370. 22 —2—6=0 371, 22 —5z=0 372. 2*+8z+16=0
373. 22 —a?=0 374. 22+ at=0 375. 22=0
376. 22— 6z +13=0 377. 2% — 2ax + 2a* =0
378. 2 —3(a 4 b)z + 2a% + 5ab + 202 =0
379. 2® —daz + 4a® 4 96* =0 T 880. {3; —3;2; —2)
381, (1; —1;2; —2) 382. {0;0;272; —272)
383. (15 —1;2j; —2j) 384 {4 —4;j13;—j13)
385. {0;0;j15;—jV5) 386. {V3;—¥3;i¥3;—jV3)
387. (9} 388. {9; 25} 389. o 390. {—1} 391. {9}
392. {0; 25} 393. {(a +b)2} 394. {5; —3}  395. {1; 0,5} 396. {2; 4}
397. {5; —3) 398. {11} 399. {—1} 400. {5; 13} 401. &
402. (1} 403. o 404. {5}
405. {2} 406. {a; b} 407. {1} 408. {201/} 409. (3}
410. {10} 411. {4} 412. (15} 413. o 414. {6}
415. (2,5}
416. Vor der Preissenkung 1,20 Mark bzw. 0,67 Mark,

nach der Preissenkung 1,00 Mark bzw. 0,60 Mark X
417. 60 Stiick; 0,05 Mark 418. 109, groBer 419. 12 Tg; 15 Tg
420. 30 cm; 40 cm 421. 0,494 m; 0,192 m 422. 8 cm; 6 cm
423. 8cm 424. 40 cm; 21 cm 425. 7,24 cm
426. 17,960 m 427. 133,5m; 81,5 m 428. 10 cm‘; 6 cm; 14 cm




Losungen 543

429. 28cm; 21 cm 430. 36 Tg; 45 Tg 431. 84 min
432. 15h;10h 433. 4h 434. Eilzug: 56,25 km/h; 4h
435. 15km Personenzug: 30 km/h; 7,6 h
436. 13 cm/s 437. 35 m/min; 60 m/min  438. 48
439. 5s;100m; 125 m 440. 52,8 km 441. 918
442, 151m 443, 113,098 cm?® 444, 160 m
445. d, =40cm; by = 30cm 446. 678,6 cm?

dy, = 30 cm; hy = 40 cm 1018 cm?
447 ?:140111; r="Tcm 448. D =26cm; d=20cm 449. 15kp; 8kp
450. 4A; 30Q 451. 0,5Q; 1,5Q 452. 18 kp; 24 kp
453. 8Q; 12Q; 24Q 454. 26,8 Q; 226,8Q 455. 40Q; 10Q
456. R, =R, =110Q 457. ~ 22500 F1. 458. 80 cm
459. 0,67 mm 460. 4; —171 461. 0; 44
462. 8; 62 463. 24,16; 92,34 464. 0,908; 11,737
465. 8,9402; —142,7198 466. 3,838; — 10,4538
467. 21,9792; 716,7460 468. 0; 10,31264
469. =z | -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

v| 19 20 21 1 —25 —51 —71 —79 —69
470. = | -1 0 1 2 3 4 5 6 17

y| -3 —1 15 19 17 15 19 35 69
471. z,—3 -2 —-1 0 1 2 3

y| 1 0 —3 2 3 12 65
472, (2* — 32+ 2)(x — 2) 473. (2® — 52 + 22 + 3) (z + 3)
474, (2 — 222+ 2+ 1) (z -+ 2) 475. 3(x — 2P + 5z — 2)2 — 2(x — 2) + 1
476. 4(z —3)° — 5(x — 3)* + 2(z — 3) 477. 2z + 20 — 3@+ 22+ 5
478, (z— 1y 44 479. 32° + 1322 + 18z + 12
480. 22® — 1522 4 362 — 23 481. 22° + 9,222 + 16,44z + 14,936
482. 2t + 1223 4 5422 + 108z 4 81 483. 2 — 2z +3 mit z=2z—1
484, 223 — 5z mit z =2+ 2 485. 22+ 5 mit z=2 — 3
486. 2%+ 1,352 + 2,2 mit z =2 — 0,5 487. 28 4 0,882 4 1,484 mit z =2 — 1,2
488. Einfache Nullstelle, (z — 2) (22 + 3z — 4)
489. Zweifache Nullstelle, (z + 1)? (z — 3)
490. Zweifache Nullstelle, (x — 2)2 (22 — 9)
491. x, dreifache Nullstelle, @, zweifache Nullstelle, (z — 1)? (z — 2)2
492, {2; —1 4§35 —1 —j13} 493. {—2;1—j¥3;1+j13}
04, (V53 V5 (=Y + i 13)i V5 (=% — 4 13)}  495. (05152}
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496. {053 + 2j; 3 — 2j) 497. {0; 0; —55) . ;93. 10525 —2)
499, (3;5; —1) 500.{ —-;+%V@—;—§Vﬁ}
501. (—6;4 -+ 3j; 4 — 3j} 502. {4; 5j; —5j) 503. {7; 3j; —3j}
504. (5; 3 + 4j; 3 — 4j} 505 {—1;2+jV¥3;2—j¥3}
506. (—2; —0,9; —3,1} 507. {—1,1; —1,1 — 1,5§; —1,1 + 1,5}
508. {1.5; 3; 3} 509. (2,32; 1 + 3§31 —3j}  510. {1,097}  511. {2,915)
512. {5,467; 0,5195; — 5,987} 513. {1,672; —1,469; —0,2033)
514. (4,008} 515. {6,958} 516. {3,979} 517. (1,5} 518. {—2,8)
519. (1,44} 520. {0,456; 6,866; 12,679} 521. {0,936; 3,305; 7,75}
522. (1,5; 1,5; 2,345} 523. (6,542} 524. 8em; 6cm; 12cm
525. 2cm; 4cem; 6em 526. 6 cm 527. 8 em 528. 10 cm
529. 21,604 cm 530. (2,5; 3,6} 531, (0,4142; —2,4142)
532. (1,5; 1,5; 5,23606; 0,76393} 533. (25 2,5; 3; 3,5)
534. {4,73205; 1,26795; 5,44948; 0,55051} 535. {1,639; — 1,667}
536. (3,149; 2,279; —0,418; —4,997} 537. {2; 3,48}
538. (3,137}  539. {66,701} 540. {1,831; — 2,406}
541. {0471}  542. {0,75} 543. {3,244 - 10-%; 8,414} 544. (20,135} 545. {0,0525; 2,0908}
546. {1,7017} b547. {4,3605)  548. {7,9816} 549. {0,8639) 550. {0; 4,615}
551, {7,65) 552. {5,25} 553. {7} 554, {—5) 555, {—4}
556. (2} 557. {1} 558. {4} 559. {0} 560. {—17;1)
861 {—5) 562 {—7) 563 {ﬂ—} 564. (—0,4)
lgm +1gn

565. {lgﬂc} 566. {M} 567. {M!’

lga +mlgb Iga+1gb mlga —nlgb
568. {2,0959} 569. {2,8613} 570. {—1,8726} 571. {0,9691}
572. (6,3524) 573. {1,3368} 574. {6,5937) 575. 10,2233}
576. {—1,2301} 577. {0,44094} 578. {3,4571) 579. (4,7424}
580. {—14823} 581. (31,974} 582. {1,3194} 583. (2,1401}
584. {—0,16774} 585. {0,22813} 586. {—5,1286) 587. (—2,7382}
588. {0,43544} 589. {1,1358) 590. Bei der 919. Periode
591, 210° 592. 7 Rollen 593. {2,5119) 594. {6,651 - 10-5)
595. (820,9) 596. (212,31} 597. {1,0252) 598. {12/g)
599. {100} 600. {5,026} 601. {22,746} 602. {4}
603. {8} 604. {—8; 8} 605. 606. {—3;3}  607. {ae’)

1

oo, A— ok e (z) O et Tl 4

P p_8F—lgd—ClgBlgD

IgB

%
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609.

610.
611.
612.

613.

614.
617.

619.

620.

621.

622.
624.
626.
627.

628.

629.

a) 48,00438 b) 31,9277% c) 19°17'52" d) 38°11°46"
¢) 32,8068° f) 81,3764°

a) 2,61799 rad b) 5,25848 rad ¢) 2,41191 rad d) 0,092 40 rad
a) 17°11'19” b) 57°17°45” c) 15°

a) 111,20 km b) 27,800 km c) 1853,3 m (~~ 1 Seemeile)

d) 30,89 m

1 b 1
) (r/m)? - 80" 9 = N (rm)? - % o/l

1
A/m? = Kl (r/m)? - gjrad =
a) 120,96 cm? b) 19,25 em? 615. 0,1477 mm
(45): g/rad € (—oo0; + o0)
(46): gfrad € (—oo; +oa)\{k» = ksG}

(47): ¢@frad € (—oo; + co)\{(ﬂ‘ + 1) 3 'keG}
(48): @frad € (—oo; + co)\{km |k e G}

4 7 24
a]cosqz:£; » tan1p:24; cotq::7
b) sinp = 0,8; tang = 1,3; cot g = 0,75
. 12 5
c) smq):ﬂ; OOSWZB; cotqz:E
a)cosqz:!—‘im; tan @ = cotqz:liim
1+4m 4 Vm
b)sing = %21;2; tang = cotp = qu.
cos? @ + sin® @ I sin? @ + cos® @ 1
T ey cowte )T e ste
a) cos @ b) ﬁ c)1 623. 4" = A cosa = 36.25 cm*
V, = 563,81 cm®; V¥, = 1389,33 cm?® 625. E = 160 Ix
Fz = 346,4kp; o« = 60°
a) o = 30°31'; B =59°29"; c=65cm; 4 =924 cm?; h, = 234 cm

b) o = 18°55"; f = 71°05"; b= T0 cm; A = 840 cm?; h, = 22,7 cm
c) f=46°24'; b=42cm; c¢=58cm; A = 840 cm?

d) g =50°12; ¢ = 78,1 em; a = 50 cm; A = 1500 ¢cm?

e) & = 36°52'; a =30 cm; b =40 cm; 4 = 600 cm?

a) & = 74,85°; ¢ =21,63m; h, = 39,89 m; 4 = 431,3 m*

b) y = 89,40°; a = 12,88 m; h, = 9,15m; 4 = 829 m?

c)o 4,60°; a = 32,69 m; h, = 29,53 m; A = 414.0 m*

d) o« = 10,39°; y = 159,22°; ¢ = 120 cm; 4 = 660 em?

e) c=24cm; a=3Tcm; o =T1,076°; p=37.848°

ri = 9,93 cm; r = 22,41 em 630. b — s = 0,196 m
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631.
633.
634,
636.
637.

652.

653.

654,

655.

656.

A4 = 4190 em?; U = 268,7 cm
B = 7016 y = 79,77°; & = 72,91°%;
A4 = 14,633 m?

632. V = 9,79 cm®
= 63.08°
635. M = 154,8 dm?; V = 181,8 dm?®

tana’ = tanx cosp; o’ = 28.15°
a) pin%| 5 | 10 | 20 , 40 60 ' 80 | 100
o | 286 | 571° | 1131° | 2080° | 30,96° | 38,66° | 45°

b)a = 4,57°; h = 598 m

a) 15% = 8,53% A, = 3,1 m

¢) AB=19,67Tm

4 = 2027 m?; &, = 50,19°; &, = 60,10
4 =154 m?

& = 24,11° 643. 4 = 1,6089,2
a) F, = 38,1 kp; F, = 22,0 kp

¢) Fy = F, = 100.0 kp

a) Fy = F, = 257.8 kp

b) 4D = 8,38 m; BC = 2,54 m
d) ABCD = 36,50 m?

o
641, Ah = 15,86 m; 2 = 54,36 m
644, & = 11,5° h =979 m
b) F, = 377,5 kp; F, = 345,9 kp

b) F, = F, — 1488 kp

Fy = 8064 kp; Fy = 5913 kp

Fu=818kp; Fx=207.7kp; Fp =623kp

a) —0,20507 b) —0,67880 c) 1,69766 d) 0.28046

e) 0.96923 f)  0,98836 g) 2.09654 h) —0,12987

a) 9.69739 — 10 b) 9,52594 — 10 ¢) 9,76323 — 10 (n)  d) 9.16074 — 10
a) ¢, = 19°24"; @, = 160°36" b) ¢, = 139°32"; ¢, = 319°32’

a) @, = 58.0875°; ¢, = 301,9125°; b) g, = 116.8679°; ¢, = 296,8679°
a)y = —cosx b)y = tan ¢) y =sin 2z d)y = —sinz

Durch Grenzwertuntersuchung ergibt sich bei d), daB die vereinfachte Funktion sogar fiir

die in der Aufgab Pl

Winkel « gilt.

g

a)r=120,79; @ = 75.6713° b)r = 280,11; ¢ = 303,4700°
¢)u=—110,41; »= —112,35 d)yu = —4497; v=51,33
¢ wt
Aufgabe Yo = asing Spiegelung
Periode | Versch. | Periode | Versch.
™
a) 4n —x 27 = —03 nein
T 2n _ .
b) 1 3 2n 5 —2,598 ja
T T o
c) 2r z 2n 7 1,414 nein
) n n .
d) 67 -3 25 Y —0,125 nein
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658.

o
S
®©

660.

662.

1 t 7
Die Funktion d) ldBt sich in y = ' sin (5 — .(;—) umformen.

a) 8 cos'ox — 8 cos?xx + 1 b) 16 cos®x — 20 cos®x + 5 cos &
1, — - O 1, = 1. 7=

W (6 +12) =512+ 18 (5 -12) =5 V2—15;
2+ 13; 213

wyla—12; ViR B-t B4t

c)—;—(ﬁ—ﬂ; %V10+2}/5; %V25710V5—; V5275
a) -i (5 +1); % Vi0—2V5; %I/zs +10Y5;  Vs—215
a) cos b) sin & c) ]/é_ cos o dy1 e) tan &

f) Vg tan o g) cos & sin 2 h) tan %

a) o (« — 45°) b) tan > ; L “%—B

¢) sin (&« + f) sin (« — f) d)sin ( + «) sin (f — «)

e) 4 cos % cos% cos%

a)p=2rsinz~z— b)A=%zsin2c\ (:)A;%rzsin3 i

24,36 m? 665. M = 42,7 dm?; V = 32,6 dm®

M = 31437-10%km?; r, = 4880,6 km; 7, — 4095,4 km
(a® + b*%) cot @

tany’ = - 668. x = 496,92 m; » = 2°39/23"
absing
cos &
hp = 435,09 m 670. v =dsina [l — —————) = 0,194 cm
Yn2 — &,
sin (x + ) & sina + da cosa;  sin (¢ + da) —sina ~ dx cos
Fd 476, ab
PR o e ————————
gn 4Vsts—a)(s —b) (s — o)
a) f = 128,950°; a4 =13575m; ¢=7386m; r=12281m

b)x = 55,034°; b=3490m; ¢=330m; h,=285m; 4=47,19m?
c) f=105,999°; a=178,98m; b= 208,30 m; ri = 25,73 m
d)y =179,287°; b=15530m; c¢=107,59m; 4 = 2802,1 m?
e) y = 17,482°; « =32,351°; @ ="7897Tm; s,="76,04m
f) y = 76.417°; B =27,166°; b=239,04m; r;=153Tm; w, =41,75m
o) By = T3.297% 1y, = 57,975° ¢, = 385,56 m;
B, = 106,703°; 9, — 24,569°; c, = 189,08 m
h) nicht losbar i) nicht l6sbar
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i) & = 21,700°; B = 100,086°; ¢ —86.40m; h, = 85,06 m; A = 1599,1 m?
k) y = 32,192°; « = 106,800°; b= 92,68 m; r—="70,62m
1) f = 158,240°; y = 1,421°; a=11268m; 7 =139 m; w,=1484m
m) a = 53,012°; B =79,448%; 1y =47540°; r;=159,12m; A = 19148 m*
n)o — 32,854°; B — 46,222°; y — 100,924° r=63,58m; 5, = 104,01 m
0) o = 42,552°; B = 119,356°; » = 18,092°; A4 = 379,58 m®
678. a)a =32cm b =20cm; ¢ =28 cm; o = 81,8°%; B =38,2°
b)a=28Tm; «=33,1° y = 51,1 c=412m
¢)a=236m; b=261m; c¢=2322m; B = 53,1% y = 80,7°
d) y = 64,2°; a=222m; b=332m; c=30,9m
e) nicht lésbar
f)y =593 a=219m; b=101m; c=188m
gy =527 a=7153; B=520° a=294m; b=239m
h)y=974° a=179Tm; b=74Tm; c=116m
i) «=190,1°; =387 a=1708m; b=442m; ¢=552m
681. o = 47,908°; f = 61,281°; y=70,812°; A = 6,07 cm?
682. a = 65 cm; b= 35cm; ¢=>53cm; A= 926,3 cm?
o =92,951°; B =32,531°; y = 54,518°
683. T, = 1072,8 cm® 684. hr = 180,422 m
685. 6 =6'53"; h=6,00m 686. B = 120,68 m
687. z=147,14m
688. LS = 14,0km~ 7,5sm; Kurs = 872,12° W
689. 7,352 sm 690. N 38,211°W; 11h12min24s; 250,7 km
691. S 58,14° W (wahrer Kurs); S 69,53° W (Eigenkurs); 53,5 km von 4 bzw. 93,6 km von B
entfernt; 15h 37min
692, 141,79°; 120,00°; 98,21° 693. 841,7N 694. F\= 2475N; F,=179,1N
695. Fg, — 4933 kp: Fg, = 6958 kp; F, = 3991 kp; Py = 2900 kp
696. &= 76,523°; f = 9,421°
697. eq = 0,16785a = 0,19381 h; d = 2¢ — eg; &= 47,095°
0%, tany = Snfet ROy ety
699. a) {20° + & - 180°; 140° - k - 180°) b) {105° + & - 180°
¢) (204° 4+ k - 360°; 336° - k - 360°} d) (— 22,5° + k - 180°}
e) {120° + k- 720°; 240° + k - 720°} ) {62° + k- 180°)
) {—36° + k- 5407 h) (172,2° + k- 360°; 187,8° + k - 360°}
i) {4 10° & k - 180°) i) {£34° + k- 180%)
k) {+77° + k- 180% 1) {=67,1° + k- 180°}
Es gilt stets k¢ G.
700. a) {30° 4+ k- 180°) b) {60° - (12k + 1) - 30°}

¢) {k - 360°; 90° + k - 360°}

d) {74,322° + k - 360°; 208,358 + k - 360°}

e) {17,031° + k - 360°; 162,969° + £ - 360°}

£) {30° + k- 360°; 150° + k - 360°}

) 51,33° + & - 360°; 128,67° 4- k- 360%}
g
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702.

703.

704.
705.

706.
707.

h) {199,471° + k - 360°; 340,529° + & - 360°)
i) {4+ 45° + k - 180°)
i) {90° + k - 180°; 194,478° + k - 360°; 345,522° + k - 360°)

k) {90° + & - 180°; + 60° -+ k - 180°) 1) {90° + & - 180°)
m) {k - 180°; 45° + & - 180° n) {48,719° + k - 360°; 258,281° + k - 360°)
0) {45° + k - 180°) p) {k - 180°)

Es gilt stets k € G.

a) {(240° + k, - 360°; 210° — &, - 360°); (120° + k, - 360°; 330° — k, - 360°)}

b) (51,324° + k, - 180°; 18,676° — k, - 180°); (198,676° 4 k,- 180°; — 128,676°— k, - 180°))
¢) {(67,5° + k - 180°; —22,5° + k - 180°)}

d) {(64,541° + k - 180°; 23,659° — k - 180°)}

e) {(44,498° + k, - 180°; 14,498° + k; - 180°); (75,502° -k, - 180°; 45,502° + k, - 180°)}
Es gilt stets k, ky, ky € G.

b, = 10646 m; ¢, = 38,56 m; B, = 119.311°; y, = 18.409°

b= 38,56m; cy— 106,46m; B, = 18409° y,=119311°

p= 38°0742"; @=48°20'18"; p = 72°33'38”

x = 844,48 m; y = 620,21 m; z = 635,76 m

@ = 40°04'15"; p =55°18'15"; 2 =98.78 m

o = T1°06'26”; &= 60°58'16"; o, = 37°31'26"; &y = 23°26'50"

B = 62°35'47"; & =59°59'28"; & = 39°08'57"; &g = 20°50'26"

y = 46°17°43"; @ = 50°02'16"; g, = 25°27'17"; @, = 33°34'59"

z=13935m; y=10579m; z=11845m

x, = 84,143°; &, = 37,457°; F,=83,62kp; F,=>5112kp

Bild 329
Y
k3
ke
ky,
ol 1 *

Bild 329



Lésungen

708.
709.
710.

711.

712,

713.

714.

715.

716.

Pycky, Picky Pycky Pycky Pycky Pychy Picky, Pick,

a) Py(—5;2)

a)z =3

d) kein Schnittpunkt
a)y =3

d) kein Schnittpunkt

b) Py(65 0), Py(2;4)
b) 2y, = £10

b) ¥y, = £5;

a)%x’+z—y~%=0 b) 22 —y+1=0

d) 422 — 932 + 36 =0

(Bild 330)

¢) kein Schnittpunkt

)w=1,2,=4

o)y =1

)zt +yt—62+5=0

Bild 330

8. Kurve &, in Bild 329

2,
= S?Dt (4
sing

a)y*—4x—4=0
c)x?+yt—4y+2=0

a) PP, = 5; o« = 36°50
o) PP, =17,5; o« =59°

e) PP, = 10,63; o = 138°49’

b) r= L

b)z+y—4=0
b) PP, = 13;

d) PP, = 17;
f) PP, = 5,64;

2cosp —sing

c)r= §l

" Yoeos2¢
o =112°35
o« = 61°55"
o =115°12"
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717.
719.

720.

721.

722.

732.
734.

735.

736.

737,

Py(0;1)  (Bild 331) 718. P(0; —12,3)
a) AB =1334; AC =1487; BC —854
x = 34°45"; B —82°25"; y = 62°50’
b) PP, = 7,28; P,P,=9,22; P P =519
@ 95% @y~ 33%; gy A 52°
o) BEF =3,54; FD="143; DE =157
X EFD~78; <« FDE~21°;
X DEF~ 15

AC =51 und BD = 8,06 ~ 8,1

b) M(2;0)

d) M(0,35; 1,65)

T (0; %) und T, (—3;%) 724, Ti(1; —4) und Ty(2; —3)
10 8 4 5
== b) S(2; 2 ==

a)S(3,3) ) 8(2; 2) c) ( 3 3)

Py(—3; —1); PPy~ 6,1; PPy~ 59; PPy~ 55
Py(xg = 20, — @15 Y3 = 24 — 1) 728. D(0; 4)

a) dp =215 b) A, = 124 ) Ap=0 d) A, =44
A4, =53 _ T31. Avigrok = 41+ 42 =3+3=6
Apnteck = 4y + 4y + A3 = 13 + 35 + 20 = 68 733. Ageehseck = T8

a) Ay =6 Die 3 Punkte liegen nicht auf einer Geraden.
b) 4, =0 Die 3 Punkte liegen auf einer Geraden.
c) Ay =0 Die 3 Punkte liegen auf einer Geraden.
d) Ay = 0,04 Die 3 Punkte liegen nicht auf einer Geraden.

(Bild 332) Bild 332
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738, o = 45° « = 135° & = 30° a = 60°
V3 4Y3 - -
Ay=z—4 | y=—w+4 | y=—pr——x y=13-z—4y3
b)y=z—3 | y=—2—3 y=—%§z——.v3;5 y=13.2—3
Vs = - -
)y=z+2 | y=—x+8 y=71+(57]/3) y=}/3.z_(3]/3_5)
3 2139 = =
dy=z—1 | y=—2z—5 y=}/T.r+VT y=V3 -z +(273 —3)
ymz—t | ym w1 | gV, 539 |z 3343
‘3 6 2
Dy=wtd | §=—zpis y=‘{T3z_3V3+15 y=13.5- 318 —-8
2
3 7 V3 5Y3 —6 = 53 —2
= = =g = 21 —= =73 . 2 =2
gy=s+|y=—z—7|y="pgr+—Fp y=13 2+
29 19 V3 5Y3 +72 = 5Y3 + 24
h)y= = =— — =T g4 " = E
Jy=z+3 |y s+ | y=g o y=V3 2+ 5
739, y=152z—8,5 740. y = —0,67x 4 7,68
741. Bild 333
742, y=V32z+3 743 y = —4,99z — 4
744. a)y=M b)y=0 c)y=ix
. 3 2
dz=2 e)y—2z+2 f)y=z—_;3—
745. b= —2 Bild 333
— — 1 8. = 3 5
746. B: y=2; BC: y=—— —; C4 =——z——
a) 4 y==z C: y 4z+4 y 2z 2
2 z 5
81 y:—;x; 8pt y:E+E; 8g: x=—1
— 3 4
b)4 y=—3z—4; BC y:?zﬁ—?; CA: y=—z+—
St y=a+4; 8 y=>5 s y=3c+2
5 31 4 41
47. PP, y=——z+>; i
747 1fe Y 41+4’ PyPy: y 13” 13
— 8 3 5 7 97
PyP;: y=——z——; PP =—— =
3P Y Fd 1t Y 192+19
= 12 61
P,Py: y=x+1; PP y=——z+ —
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749.

750.

751.

752.

753.

754.

755.

756.

757.

758.

759.
760.

761.

762.

763.

a)y:——i—:c+2 b)y=%x+4
3

e)y=—2z—2 d)y:?z—ii

z y z y
= 4+ L =1; = =1

—4+2,5 3 —35
a)z—2y—6=0 b)3z+ 4y —20=0
c)22+4+3y—6=0 d)dz — 5y +14=0

z Yy d K

—+==1 b)—+——=1
D3t S

&Y . o% LY _y
\c) —5+3 1 )—4+—1
a)y=z+3; o = 45°; b=3 b)y=—2—3; «=135b=—3
c)y=L:x—2; x=30° b=—2 Ay=V3 x+3; «=60 b=3
4 ,
e)y=§z—6; «=53°10"; b= —6
Ny=—2 2 s 153005 b= —15
y= 2 2t %= 5 U= B
a) P, liegt auf der Geraden. b) P, liegt nicht auf der Geraden.
¢) Pj liegt auf der Geraden. d) P, liegt nicht auf der Geraden.
=3
3 4 7 15 8

- —y——=0 b) — —y—2=0
%) 5x+5y 5 )l7x+l7y

2__ 12 = V2. 12

Lt 2y g2 = Al y_2-0
o et y—42=0 Vgrm= gy

|d| =2,121; d<0 Der Punkt P liegt auf derselben Seite der Geraden wie der

Ursprung.

|d| = 9.4; d<0 Der Punkt P liegt auf derselben Seite der Geraden wie der Ur-
sprung.

a)|d| =18 b) |d| =2 c)|d|=5 d)‘d]:.’il%m 3,23

gr:x+3=0; g,: 8x+ 15y —51=0
g1: 2 —8=0; g,: 1,060 —y—34=0

5 5
cos @ — 2,5 -sing - cos @ (1 — 2,5 - tan )
— 2 = 2
" sinp +cosp  sing(l + cotg)
4 4

cos@ + 0,8 -sing cos @(1 4+ 0,8 - tan )
50 +3y—156=0 5. x—y—a=90
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766. a)xz + 2y —1 =0 oder y=—»:—+ ;~ v
Gerade, deren Anstiegswinkel x stumpf ist.
x Y =
b) - L. =1; =1; b=05
ik R
¢)m=tano = — %; o = 153°26" d)p~ 0,45 Abstand der Geraden vom Ursprung
v
767. Mit Hilfe der Winkelrelation cos 2t = 1 — 2 sin?t kann der Parameter ¢ eliminiert werden.
x = cos?t z = cos*t
y =1 —2sin® oder L ; Y _ sintt
Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich:
22—y —1=0 oder y =2z — 1 Gerade mit spitzem Anstiegswinkel
768. V3 x4y =0 oder y = —V3 -z Gerade durch den Ursprung mit Anstiegs-
winkel a = 120°
769. Man wihlt ein beliebiges Dreieck und legt 4B — ¢ auf die z-Achse. Die Hohe &, legt man
in die y-Achse (Bild 334).
2hz —2(c — 2 Vb2 — W)y + h(c — 2V62 —2%) =0
¢ Grundlinie des einbeschriebenen Rechtecks
b= AC (Bild 334)
0. y= _4_..:7 = (Bild 335)
y y
IC
b b
1Pl
|
A 7 Il 4
Bild334 Bild 335 Bild 336
2 i
7. z= %, wobei die Hypotenuse 4B = ¢ in der z-Achse liegt und 4 mit dem Ursprung
zusammenfillt. Es soll sein: AC - AP = const = p?. Setzt man AP =r und bedenkt
— —_ 2 2 2
man,daB AC =c-cosx und AP = J):, also: r = L, sowird: 7-cosax = 2
C ¢ -cosx c
2
und bei Ubergang zu rechtwinkligen Koordinaten: « — P° Die gesuchte Punktmenge
c
stellt eine zur Hypotenuse senkrechte Gerade dar (Bild 336).
772. a)8(2;1) b) 8 (—2; %) c) 8(3; —1)

d) S(—4; —3) e) §(—5;2) f) S(1,49; 5,97)
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773.

774.

775.
776.
771.
778.
779.
780.
782.
783.
784.
785.
786.

787.

788.

789.

8) Py(3;0) Py(—2:3) Py(—3;—1)

b) Py(—2,6; —1,2) P,(3; —2) P3(2,2;04)
1 19

o) P,(25; —0,5) P’(‘E’ ‘ﬁ) Py(8.,5; —6,5)

Py(2; —2) P,(—s; -;—) Py(3;2,5) Py(5;0)

s - —22= : s 35 23
;: 9:+1§Z_2§=g Dmgona.lschml:tpunk(‘.:.R(2E,;E6
a)y =3z — 14 by=—2z+1
St b — Ty +8=0 8p: 22+ 11y —6 =0 8:Te+4y+2=0
@ =102°5
a) @ = 90° b) @ = 95° o) p=0° d) g = 69°20
@ =53°10"; @, = 51°10'; gy = 75°40°
3x+2+1=0 781. 32+ 2y — 12 =10
a)y=x+1 b)y=—-32+9 c)y=3z—3 d)y=—%x+6
y= —bxz+23 und y=%z—3
o =44°40" B =173°40 y = 61°40°
«=82°200 B =70°200  y—64°40 0=14240 ¢ =81°48’
a)d =26 b)d = 1,78 o) d = 1,66 dd=—

V1T+m
*—2y—1=0; 22+4+5y+2=0; 52 —y—1=0

8(*/y5 —4/5) Schnittpunkt der Hohen.

Je zwei Hohen miissen sich in ein und d lben Punkte S schneid

mg: Tz + y+2 =0
my: 5z + 9y + 16 =0 Schnittpunkt der Mittellote: M (—1/ay; — 51/y)
me: x—4y— T7=0
a)a=117; b=92; c¢=81
b)a: 5z +3y—9=10; b: 9z —2y +43=0
c:x+8y+13=0
c) Mittelpunkte der Seiten: M,(0; 3); M,(—4;3,5); M(—1; —1,5)
8g: dx — By + 15 =0; sp: 11z + 14y —5=0
8: 192 + 4y +25=0 d)s, =6,4; 8,=289; 8§, =97
) by =63; hy=80; h, =92
f) hg: 32 — 5y +10=10; hy: 22+ 9y +12=0; h;: 8z —y+32=0
g) o = 84°36"; B =51°55; y=43°29°
h)mg: 3z — 5y + 15 = 0; my: 42 + 18y — 47'=0; m,: 162 — 2y + 183 =0
i) M(—05;27); r=58
k) 8(—1,7; 1,7) (gerundeter Wert!)
1) 4 =37 (FE) (gerundeter Wert!)
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790.

791.

792.

793.

795.

797.

798.

799.

a) wy: 12y + 11 = 0  (Parallele zur 2-Achse)
w,: 92+ 4 =0 (Parallele zur y-Achse)
bw: 22+y—T7=0
w: x—2y—11=0
¢)w;: x+y=0 (Gerade durch 0 unter & = 135°)
w,: x—y—1=0 Zuw, senkrechte Gerade
d)w;: 2z + 7 =0 (Parallele zur y-Achse)
w,:  y — 1 =0 (Parallele zur 2-Achse)

a)AB=c¢: 2z+4+6y—1=0
BC =a: 6z +2y—T7=0
AC =b: 62z —2y+7=0

bw,:z—2y+2=0

wp:z+y—1=0

w,:122 =0, d.h. 2=0 (Ordinatenachse)
¢) Mittelpunkt : M (0; 1)
d) o] = 0,79, d.h. p~ 0,8

0'(—4;3) Pi(—4;2) Py(0; —1)

E=z+4 Py(5; 3) P,(9; 0)

n=y—3 P4(0; 6) im alten System P;(4;3) im neuen System
Py(2; —5) P(6; —8)
Py(—1;7) Pg(3; 4)

0'(—2;3) Py(3;1) P}(5; —2)

E=z+2 P,(—1;2) | im alten System Py(1; —1) im neuen System

n=y—3 Py(—4;1) Py(—2;—-2)

n=26—6

0'(4;4) A(—1;0) B(1;0) C(0;2)

AB: y=4; n=20

AC: y=2x—2; n=26+2

BC: y= —2z 4 14; n=—2E+2

Schwerpunkt S(—3; 1)
{A(—5: 2) B(5;3) C(0;—3)

E=V3~ 17
y=%+1 gegebene Geradengleict im z,y-System)
7= % + 27 (Gleichung im Parallelsystem &, 7)

7' = —0,59¢ 4 3,1 (Gleichung im gedrehten System mit gerundeten Werten)
tana = % =0,2; tana’ = —‘0,59 (gerundeter Wert)!
x~ 11°20°; o ~ 149°

(+3)°+ (y—472 =36 800. M(0;5) r=Yy3=1732



Lésungen 557

801.

802.
804.

806.

808.

809.

810.
811.
812.
813.
814.
815.
816.
817.

818.

819.

a) M(4; 5) _— b)M(—G;g) r=65
o) M(4;0) r=5 4 H©; —5) r=5

e) M(—17;5) r=25,1 ) M( r=25
(& — 15)2 + (y — 8)* = 289 803. (¢ + 8)% + (y — 6) = 25

@+ 52+ (v — 87 =25
{(z —5 ety — 3R =125
@— 14y —1p=1
(@ — T2+ (y — 22 =16 807. (x — 5)2 + (y + 5)2 = 625
{(z — B 4 (y — 3 =225
M®B;3) r=15
Es ergeben sich zwei Kreise:
{(x — 107 + (5 + 97 = 100
(& =5+ (y —1)*=25
(@— 312+ (y £ V10)* =10
Py(13;9); Py(—9; —13)
P(3;5) Die Gerade ist Tangente an den Kreis.
Py(—3;0); Py(—19;0); Py(0; 13,9); Py(054,1)
Die Gerade beriihrt den Kreis in P(4; 3).
Zy;, = imaginér. Die Gerade liegt auBerhalb des Kreises.
Py(—4,1; —03); P,(0; 2.2)
Es gibt fiir M zwei Losungen.

Da M P, =r auf der Tangente senkrecht steht, hat r den Anstieg m, = — L = %
g

Gleichung dos Lotes zu der Tangente in Py: y = & x4 L3
Der Kreis um Py mit » = 5 schneidet das Lot in 3 3

M(2;7) und M,(—4; —1)
Da der Kreis in Mittelpunktslage vorliegt, so ist seine Gleichung

2% 4yt =2,
Wenn der Kreis die gegebene Gerade beriihrt, so wird nur ein gemeinsamer Punkt vor-
handen sein, d. h., die Diskrimi A der Schnittpunktskoordinaten muB verschwinden.

21 +m?) - =4=0
r=25; Py(—2;1,5).

M hat den Abstand |d| = r von der gegebenen Geraden. Mittels der Hesseschen Normal-
form der Geraden ergibt sich:

_ 162, - 12y, — 84 _ -.24J.r9 —8_ 0
Y256 + 144 20
|d] =7 =1495; (z+ 157 + (y — 0,75)> = 4,95%; P,(2,46; 3,72).

d
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820.

821.

823.

824,

ky: (x + 4.5)2 + (y + 1.5)2 = 6.25; ky,: (x + 0,715)% + (y — 2.285)* = 1,65
My(—15 —1); My(=35 1) ri=2; =25
Ben-m m

= bei: — =424 2+y=r2—
(- mp i ST T
Sonderfall: Liegt P(z;y) auf der Sehnenmitte, so ist A =1, und obige Gleichung
lautet: -

e,

=¥

g~ Pt

sipnl_n
4

Der Sehnenpunkt P(z; y) bewegt sich in jedem Falle auf einem Kreis in konzentrischer
Lage.
Man lege AB in die Abszissenachse und den Ursprung des Koordinatensystems in die Mitte
von A B Ist P(x; y) ein Punkt der gesuchten Menge, so ist:

AP = V@ + 3 + (y — OF

BP =Y — 3"+ (y — 0

AP : BP = const =
Die Punktmenge stellt einen Kreis dar mit der Bedingungsgleichung:

[H_ 31 +1’)J*+'2_ 362

1—2 (1 — 222
= 3 a T
Fir 2 = - lautet die Kreisgleichung:
(=178 + 32 = %g-ﬁ, also: M(7.8;0) und r= g =172
b 5

Wiihle P als Pol eines Polarkoordinatensystems und zeichne senkrecht zur Polarachse im
Abstand a die Gerade g. Ist r der Radiusvektor nach einem Punkt der Geraden und r’ der
Radiusvektor nach einem Punkt der gesuchten Menge, so gilt:

rip=p:7,
wobei p Proportionalititsfaktor
)2
#=2 und r=L, also: 1/ w
3 cosg a
oder in rechtwinkligen Koordinaten:
= A
( 2a) T¥= 4a®
2
Die Punktmenge stellt einen Kreis dar mit dem Radius ¢ = ‘,L und dem Mittelpunkt
2a
2
M(—;0]).
(52+)
2%+ y? — az — by = 0 Kreis durch den Mittelpunkt des gegebenen Kreises
?tyr=r

Gegebener Punkt: P(a; b).
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835.
836.
837.
838.

839.

840.

Rascher gelangt man zum Ziel, wenn der feste Punkt P auf die x-Achse gelegt wird, also
P(a; 0). Den Kreis wiihlt man in Mittelpunktslage. Dann lautet die Gleichung der gesuchten

Punktmenge |
a2

-fer-s

Es ist ein Kreis in Scheitellage mit dem Mittelpunkt M’(—;i; 0) und dem Radius ¢ = %.

22+ y?—4x=0; M'(2;0); p=2cm
LRl o Y Lo R
(z 2)+y 1 ;5 M(—50); 7

2 2
a\* a 2\ #—a® a_ a5
- ——V3) = s M ;—V3);
S O e
a) r=25 b)3x + 4y —25=0
a) dr + 12y — 169 =0 b) 122 — 5y + 169 =0
) Po(17;7) . d)p = 90°

a)br — 12y + 119 =0; 52+ 12y +239=0

b)p = 134.7° = 134°42"; y, =T; y,= —17

)8z + Ty —97=0; 8x—Ty—209=0; y,=—1; y,=—15
b)3z — Ty —65=0; 324+ Ty+23=0; =z,=10; az,=4
7",=7V'.',='ml,:';; P1(2; *%) und Pn(—2;%)

4: 8x — 6y — 25 =0; f,: 82— 6y + 25=0

my = —m%‘= —mil‘: 7%; Py(4;12) und P,(—8; —4)

ti:3x 44y —60=0; t,: 3x+4y +40=0

B3r—4y+50=0; 4z +3y+50=0

20 —29y +66=0; 22—y +10=0

20 4+y—20=0; z+2y—18=0

192 + 07y +1,7=0; 03z +2y+5=0; ¢=61°10

x‘+(y——;-)2:%z; M’(wé); 0=%V§

2ty —rE=r M(0;7); o

a) M,(2; —4) M,(7:8) r,=5 r,=4
Die Kreise meiden einander.

b) My (—5;57) My(3; —8) PB(

r

8 28
177 17

Die Kreise beriithren einander von auBen.
o) My(—3; —2) M,(4;—5) rnn="7 r,=6

) r‘,=11 T, =16

P, (%0 ; 0,96) Py(—0,77; —8,63)

Die Kreise schneiden einander.
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848.

851.
852.

853.

857.

860.

A M (=85 —T) My(—5; —11) Py(—44; —118) rn=6 r,=1

Die Kreise beriihren einander von innen.

@ = 60°
14z + 6y — 39 = 0 (Potenzlinie)
141 24 3
T oal Pal533) @ =36"52
‘(58 29)’ '(2 3) s 30702
@ = 58°9"

Schnittpunkte von k, und k,: P, (—0,9;1,2); Py(—2,15; —1,2)
Gleichung der Potenzlinie: 2z —y +3 =0

Gleichung des Kreises durch P, P, und Py:

(z — 5,7 + (y + 3,6)* = 66,6 (bei Rechenstabbenutzung)

rn~36; r,=132~13; r=28,15~82

Ty~ 5,15 Y~ — 3,6

P,(—2,77; 0,44) P,(0,91; 2,65) Linge der Sehne: s = 4,29
M(3;5) und M'(0,1; —1,4)

Ty = g—gw 1,62 ypy=— ;—; ~ —3,62 ra~ 3,55

Parabel nach a), b) rechts, ¢) links, d) oben, e) unten geéffnet.

Pyeky,, Pyeky, Pyeky, Pgek, Pyek, Pgek,.

a) F(% o) b) F(0; —4) o) F(—0,2;0)
d) F(0;0,5) o) F(—%; 0) f) F(0; 1)
a) y? =4z b) y* = 10z ¢) y* = 0,734x
a) 22 =4y b) 22 = —6y c) a? = 1,54y
2 Losungen: y’=—:—ix; a:”:%y
d=10 858. p = ;iﬁﬁ 859. A5 = 18
Fiir das in Bild 337 eingezeichnete Koordi ystem gilt die Parabelgleichung y? — 2pz.
P, ist ein Parabelpunkt:

yz

yi =2px;, oder 2p =L,
&y

Fir die Parabelgleiohung gilt daher

= i, (I

2
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861.

862.

863.

864.

865.

866.

867.
868.
869.

870.

871.

Aus ihnlichen Dreiecken folgen die Proportionen: Y ] P
n_%B  n_h
u @ EN % )
c (eiol oot Teioli " J1
Die G der 3 und umge-
formt ergeben: 2
2 X
yi= hzas 0=
X O
X
d. h., die Koordinaten von P, erfiillen die Gleichung (I). Bild 837 !
a) (y + 5 =8(z + 2) b) ( —3)* = —y
) (y — 100 = —3(z + 1) d) (z — 6)* = 14(y + 6)
29
a) 8(—1;3); F(2;3) b)S(—4; —6); F(—4; %
7 1 7
; —10); —1; — d)S|—;——); F(=:0
0 S(0; —10); F(—1;—10) s(zi-5) 7(39)
oo b4, =B
CT T2, T T 4b, .
4 4 23
—2; g b)S(—:4), F|-;—
9 8(=2:3), F(1;3) 1s(5:4) 7(5%)
¢) 8(—2;0), F(—286;0)
a) y* = 2pa’ + p* b)y? =2pa’ —p*
1 — 1
== = L= (y—h b)CD =—V2
D=+ b =B ) AL

¢)CD=204m; h =h=322m; hy=h;=531m
Parabel mit » = r, zum Durchmesser hin gedffnet.
Parabel: (z — 6)2 = 12(y — 4)

Wiihlt man die Gerade g als z-Achse, die Senkrechte dazu durch 4 als y-Achse, dann er-
geben sich die Kurvengleichungen

— 0
V4 (y —yalfky =c fiir {:Zo

bzw. 2 = F2(c F y,) - (y F E%b)
Das obere Vorzeichen ergibt einen nach unten gesffneten, das untere Vorzeichen einen
nach oben gedffneten Parabelbogen.

Parabel: y* = 12(z + 3) Wegen der Voraussetzung yq + 0 gehort S(—3;0) nicht zur
Kurve. Jedoch gilt fiir yo >0 P8

a) (@ — 12 = —16(y + 4) b) (yff-)Z%(er%)

d)z’=—%(y—5) dy+1Br=2—11

b, — 2agh,\?  a? b}
R L Ul 1T J) A (PR OO
e e
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872. xz =t g
y=_%” oder 1:—(-2;)1:-

873. y=t

z=t(ﬁgt)} und (y— ;‘)2,7 —a(a;—-;:)

874. Nach Bild 175 gilt: PL=p + P—l"coqu (@ ist der positive Winkel von der positiven
Richtung der z-Achse bis zur Geraden F' P), woraus mit PL = PF = r und Auflésen nach

876.

877.
878.
879.

880.

882.

883.

885.

886.

887.

888.

890.

891.

r die Gleichung (144)folgt.

e 2p cotyp
sin @
a) 22 =6y b)a? = —8(y — 2)
a) Schneiden b) meiden ¢) beriihren d) schneiden e) meiden.
a) P;(10; 4), P,(6,4; 3,2) b) Py(14.4; 4.8), g ist Tangente
c¢) g schneidet die Parabel nicht. d) P1(0;0), Py(10;4)
e) Py(2;1,79), Py(2; —1,79) f) P,(0,9; —1.2)
a)y=3 b)y = —42 881. 2 = pm

a)y = 1,06z + ¢

b)yr—%’z-&—c

y=—22417 884. y =32 — 17
Kreis: (x—%)z_;_ yz=1£é
a)y==z+8 b)y=—3z+ 48 e)y=—bhr—1
d“’:_%x_s e)y = —155z+ 3,35
y = 1,65z 4 12,64

13
y=z—;
a) Py(3; 4) b) 86°49" c)A=381
a) Py(12; 16), y=%x—16 b) Py(9; 6), J=—?1,—a:+3
¢) 1. Losung: P,,(%; —%), y=—3x— %

2. Losung: Py(9; 6), y=%x+3
3
d) Py(12; —9), y=— @

5 125 4
5

—; ny=-—

277 . 15
— b) Pg| —2; —
z+ 50 ) 6( )

5 11
e) Po(—2;3), y:Zl“F?

4
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893.
894,
896.

897.

899.

901.

902.

903.
904,

906.

907.

910.

11,

913.

a) p = 0,624 b) nicht losbare Aufgabe

Pl(%;P): P,(%; ~p)

o = 51°20" bzw. &y = 128°40"

27 = 3
A=—=—YV3 898, y = — 4
5 V g=—g+
3
=—"z—4
Yy 1 z
y2=%(z—€) 900. y‘==2p(x—%)
Aus den Tangentenbedingungen fiir Kreis und Parabel:

2(1 4+ m?) — b2 =0; % — 2mb = 0 ergeben sich m und b.

528
2

| e

3 25
!1:y=zx+?, tyry=—
Berithrungspunkte auf ¢;: P, (i;j, 25), P,(—6;8)

3 = 3 =
895. P;(Ep; pV3), Pg(gp; —p}’a)

Beriihrungspunkte auf ¢,: Py (;;U; *25) , Py(—6; —8)
Wy=jats y=—z—- by=s—6, y=—t2-3
¢) y = 0,678z — 4,78, y = —0,479x + 6,80 dy=—=, y=3z
Man beachte den Satz auf Seite 396
p=2Y3 905. Py(—2;4). 1>3(%; 4)
) oy = 0y = 106°19 b) oy = 90°, oy = 34°42 ) &, = 0, o = 6°08, oy = 52°51"
B Yo Yol :
hl: y = — - Leitstrahl: y =
ahl: y x_lz 55, —7 itstrahl: y =y,
0
2
Tangente: y = 2% 2%
Y Yo
tan (< FPyQ) = tan(x QP L) = £ 908. 3,63 cm
Yo
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke P, £7' und 7'Q P, folgt die Proportion (I) aus 32.8.
L 297
p—p M 912. & = 135°40', A ="+
Y ny + Ny i i 4
xE yk a2 y2 2 .'!2
A T | S
1321 T Voa T 36 322" 5
22 P 2 ¥ 2ty
Lk A AT - -y, ]
)9 +5,’7(‘3 )256+112 )36+18



564 Losungen
914. a)a=10; b=6; F.(—8;0); F,(8:;0); e=08 p=38
b)a=29; b=21; F(0;2); Fy(0;—2); e=0069; p=152
c)a=V43; b=3V3; F,(—4;0); Fy(4;0) e=061; p—412
/ 2
915, Gegebon a,b: ¢ = Jaf B2, e="'" &
a
s Gye: b=Va?—e, &= 5, p= &
- a
PR % b=aVl—é, ae, p=a(l — &)
ey /a® — an
»  @p: b=TJap, e=}/a=—ap, E:—-‘i%np
w be a=yRte, e= -"—\ p=
Vo2 + e
b sb
» bea=—%—, e=———, p
i—e 1—e
bZ
w BprE=, e~~Vb2 7 ez’Vb“—p"
»  GE a:f—, b:7V1~52 p= (1_52)
& €& &
TR P
» e,?:a=£+l/(£) + e, b=V—P—k"“}j—__4e -
2 2 2
S=—”' ‘,: =
bl
o _ 2 Pe
o E,p. a—l—eﬂ’ & l 12
2 2
o6, T4 ¥ - 917 a =15 b=9
25" 9 o
918. a)a =10, b=6 b)a:gil/l—o, b=>5V10
919. E:VT:I—::O,553, Py =401, r,=199,
Pyir, =866, r,—334
4a*bh?
920, A= ——"_
. a4 b2
921. 1.Losung: 4 =~ 93,66; 2. Losung: A4 =~ 71,85
922. Esist r+r=2a
und 15— 13 =[P+ (e 2)%] — [* + (e — )] = 4ex
also = 726%2—25:0
@l 1 2= a =
023, wt— Dy 12
. @ ——1—2(y7 )
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565

930.

931.

932,

933.
935.
936.

937.

939.

940.

941.

943.

945.

a) Der TaALEs-Kreis um O mit » = ¢ schneidet die Ellipse in den gesuchten Punkten.

b)z=i1Vaz—b2, y:ik, nur lésbar fiir ¢ = b
e e

8 - 2 -
w=+—V5, y=x=15
5 5

dy = 70 Mill. km

926. &6 = L ~ 0,017
59

928. a=m, b

=n

a) M(—6;2), a=5V2, b=2V5, F(—11,48;2), Fy(—0,52;2)
b)M(4;0), a=4, b=2V3, F(2;0), Fy6;0)

o) M(—5; —10), a=10, b=25, F,(—5;—134), Fy
d)M©0;3), a=12, b=3, F(—11,62;3),

=P  @+13F
262 3

F,(11,62; 3)

5; —18,66)

Aus den Gleichungen der Geraden AR und BT und der Bedingung wf) 4 y§ = 7® sind

TQ, Yo 21 eliminieren. Man erhélt

z® I

e

= (m -+ n) cos wt

=1

y=(m —n)sinwt Ellipsemit a=m+n, b=m—n

b2a? | aty® = a2b
6365 km
a) Py(4; 1), Py(2;2)
c) P, (4 ¥3;2 1/2—), g ist Tangente

934. 72 =

1 — ecos?p

b2

b) kein Schnittpunkt

am(gm;%m), Pz(—gvm; -gm)

2a?
~ 33,39 098, gm0
8 & 38. s S
V15 3 5
=—22249 by=—z——
a)y 5 z+ )Y 1%
) izo_xm) =) o —ym) _ g
a b2
3 32
by=—-z+>=
)y 5%+5
4 240
=——=z+2 042, |d| ="~
K " sk |d| )
e 8oy, g 88 _ 2
y—3F20x:|:4, z=—5 944, 4 = :

o = 31°26

=~ 5,85
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— bt Y
946. a) o = arctan & — 2 Py b) & = 56°53
c) o = 45° d) o = 12°11’
3 13 4 949
947. =—= = == i
a)y m z 4+ 2 b)y 3 x4+ 9
2 25 3 =
948, y=— 2 y= =t
y=3sk3, ¥ 7 TE5 y10
1 13
949, = =, z=
a)y 3 x4+ 3 z=25
1 13 3
bjm e s, ge—
)y 6 z+ 3 Y 3 z+1
950. @ =V54, b=1Y30
90 2 L
951, dy: =— =— == =
bt Y= o% Y= r:\: V27. y 5ot 127
952. Durchmesser: y = mz
Qo - ab abm,
P L2 =em————y Y=
Vatm3 + b2 Ya2m3 + b2
: b, b
Anstieg der Tangente: m, = ——" = — ——
a*y, a*my
2
953. Anstieg der Berithrungssehne: m; = — b2z°
@Yo
Zugeordneter Durchmesser: y = — b =%y
a*m, o

Die Koordinaten von Py (,; y,) erfiillen diese Gleichung.

4 26 7
3 = —— = 55, y = — 5. B = T71°34"
954, y 5 x4+ 5 955. y 201 956. f = 71°34

957. y= j;%::, 2a, = 2b, = V2(a® + b?)

958. Man verwendet (V) und (VI) aus 33.5.1. 959. R(17,7; 0)
a~874, b 1,14
162t g s g
960. a) e — L =1 e Loy
0. @) o5 4 9081 1da
26
L r=44]/2 = £495,
91 z=4]/T =2
2 2
g62. = —L —1
1447 36
963. a)a=6, b=12 F,(—6V5;0), Fy(615;0), y=+22
ba=15 b=8 F (0;17), RO —11), y=iTs

c)a=b=14, Py (—141250), F,(147250), y=etz
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567

969.

971.

972,

973.

974,

975.

976.

977.

979.

981.
982.

20 = 67°23" 965. a=§, b=£
9 2
= 18
=1, b=1YV38 67. d, =6; dy=——
a V 9 1 2 13
a) M(2; —4), a=4, b=3, F(=3;—4), Fy7;-4)
: o 29 w 7. (1 =25
by M(1; —3), a=3, b= i F,(l, 4), 1«2(1, 4)
c)M(—4;‘§), a=b=4, Fi(—9,66; 2,5), Fo(1,66;2,5)
2
a2y —1

2
e 970.Essei0~;M:x=——g=:%

( ")2
T
2
3 My

9 4

Man wiihle B als Ursprung: n g
a a

9 3
Parabel: 32 = — 4(z + 1)

N
1 —eéecosg

a) Py (3,44; —1,12), Py(5,56; 3,12),

7=

c¢) kein Schnittpunkt
e) P,(—4,35; —2,1)

d) Tangente: P, (

b) P,(3,56; 1,27), P,(—6,13; —3,57)

25 20 8 289
Ly=—xz——; n: y=—— =
Ay =gro g M Y=t s
5 8 138
b)t:y:;x——s, n: y=—ga:+ =
a)z=+1; y=+4, S = 47°29,
b)z = £+10; y= %5, & = 0° (Berithrung)
c) x =~ 2,19; y~ 4098, §=742°
d)z =" 2_; y=:l:l—i, = 45°
V41 Va1
15 9 13 5
y~—§xiz 978.y=E-’4+‘3—»
5 5
2 e 2 — g =
a T s 980. ? — y' 50

2 =12y, A=T12Y2

g

z=25

Aus p=2¢,p —2mn =0, a*m?—b> —n®=0 berechnet man unter Beachtung von

b2 =e? — a® die Werte m und n.
hp: y=texta
Hyperbel: Py,(—e; £p),

e

a?
Parabel: Pg;‘( 0 1201)
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983. Diezu P, (6;4) gehorende Beriihrungssehne y = %x - 2{’ beriihrt die Ellipse in P, (6; —4).

2
984, m; = i, my = b = —b— D. h. die Asymptoten sind zu sich selbst konjugiert.
a amy  a
252
986, dy-dy = “f
¢
988. Beweis: Man berechnet die Mittelpunkte Pp, der Strecken P, P, und P, P, und erhilt in
beiden Fiillen:
P a*mn _ b*n
TR —ew N B _ et

Konstruktion: Man legt beliebige Geraden durch P, und trigt die jeweiligen Strecken P, Py
von P, bis P, ab. Die Gerade kann auch beide Hyperbeldste schneiden.
2
989. u="
e

990. 0,11722 + 0,643zy + 0,883y2 + 9,742x + 9,224y 4 30 =0

2 + % Vz_):

991. a) Ellipse: =1; ¢g=45°

4
2

/2
b) Ellipse::f-+L: 1; @=45°

c) Parabel: y? = 2 }/2_ (z’ - %]/2 ); @ = 45°
d) Punkt: P(z’' = —1; y = —3); ¢=22°37

sy 2 g 2
o) Hyperbel: — & =0 | W =47 _ . o _ 35

56 14
—\2 —\2
i W s
f) Imaginire Ellipse: + - =—1; ¢=206°3¢"
3 9
2
o g) zwei einander schneidende Geraden
y'=+V3 2" p=45 m= ~%V§; n=72
h) Parabel: 2’2 = 12y'; ¢ = 53°08"
. 2ty
Hyperbel: = — “— =1; ¢ =45°
i) Hyperbel s 8 P
3
k) Zweizusammenfallende Geraden: z’ = —% V5 @ = 26°34"
5

1) Imaginires Geradenpaar: y’ = +j V3 o; @ = 45°

m) Zwei parallele Geraden: 2’ =3; 2’ = —1
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992,

993.

994.

995.
996.

997.

1

998.

999.
1000.

1001.

y

n) Ellipse:

. 2 ’ 2
(=" + 1,32) 4 ¥ + 066)* _ 1; p=1235

2,942 1,052
o) Parabel: (z’ 4 0,36) = 2,26(y’ — 1,29); ¢ = 38°40"

Gleichseitige Hyperbel: (¢ — fV2)* — b2 = 2/% @ =45°
Ellipse: "ﬁ+yi—1- = 15°

el T
a)a?+y? — 22y — 102 — 6y —7=0

—\2 — —

Parabel: (y' +%V2 ) =412 (z' + ‘;-V2 ); @ =45°

bjay—2z—1=0
1.\ 1 \2

Gleichseitige Hyperbel: (z =g V2 ) - (y = V2 ) =1; p=45°

Vgl. Bild 338. Hier muB z ¢ (—o0; 0] sein. Y

a) Vgl. Bild 339. Hier muB z ¢ [0; +o0) sein,
b) vgl. Bild 340. Hier muB ¢ (—oo; 0] sein. o,

a 3/at
P4(0; 0), Pg(?;l/;)

z=r-arccos . —L —JEF—(r—y) 4
c

Vgl. Formel (169)! Bild 338

a)z=R.(1 4+ 2cost+ cos2t) y=R-(2sint+ sin 2t)
b) (2 + y* — 2Rx)? —4R*(2® + 32 = 0 c)r=2R- (14 cosg)

In den Kreis 2* + 3% = R? wird ein beliebiger Radiusvektor eingezeichnet, der den Kreis in
B schneiden moge. Der FuBpunkt des Lotes von B auf die z-Achse sei C. Die Strecke 4C
(vgl. Bild 341) hat die Linge AC = R - (1 + cos g).
Diese Strecke zweimal vom Nullpunkt aus auf dem

Radiusvektor abgetragen ergibt einen Kardioiden-
punkt P.

ye+ax®
y= Vax®

/
’
\ 7 y--?nx]
,

Bild 339 Bild 340 Bild 341
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1002.
1003.

1004.

1005.

1006.

1008.

1009.

1010.

1011.
1012.

1013.
1014.
1015.

Vgl. Formel (170)
Vgl. Formeln (171) und (172)

a) 4, =4,, o, =w, und |9’x—‘l’:|:§

b) w; = w,.
Kraft in §;: Fg; = 2540 kp; Kraft in §,: F5, = 3480 kp
X (Fr; Ta) = 120° 1007-§=ﬂ+%b=—(c+‘%b)

t= o (Bt Bt B

2
(Bild 342) |q| = % (Kathetensatz);

= TafositB i []

q=|al-q 'qim laF
2

h=cta=c+1lq
laj®

Die Gleichheitszeichen gelten, wenn a 14 b, wobei in (183) sein muB: |a| > |b|. In jedem
Dreieck ist die Summe zweier Seiten stets groBer, die Differenz zweier Seiten stets kleiner als
die dritte Seite.

|a| = 1; a selbst ist bereits Einsvektor.

|t] =9,90; 1°= —0,303i+ 0,808j + 0,505%;

«=107°38"; B =36°05"; y = 59°40".

— 0

q
Bild 342 Bild 343

t=—2V2i42j—28 [t| =4

«=101°32'; B =55°33"; y = 36°52’

Bild 343

PP =—12i+12i; PP=—12i—12i; PPi= V2i—12j;
PP = V2i+12i; PP=—12i+125 PP=—12i+12t
PP= VZi+126 PP= VZi+128 PP=—12i—12%
PP=—12]— 12t PPi= J2i—12% PP= V2i—12t
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1016.

1017.

1018.

1019.

1020.

1021

1022.

1023.

1024.

1025.

1026.

1027.

1028.

1029.

1030

PP, = —2i; P,P,=—2j; P,P,=2i; P,P,=2j;
PP,=—i—j+12k PP = i—i+125 PP =i+i+12t
PP =—i+i+125 PP=—i—i—12tL PPi=i—i—128
PP= i+i—128 PP, =—i+i—12t
(Bild 344) 0P, = 2i; P,P,— —i+13;
PO=—i— Vi 0F=i+3Vi+ Vot
BB =—i+i i+

PF =215+ 216t

a) D = 25. Die Vektoren sind linear unabhingig.
b) D = 0. Die Vektoren sind linear abhingig.
=—15¢r—1093

8)8= 1 (23a+616—0¢) b) Die Zerlegung ist nicht méglich, da a, b
52 und c linear abhiingig sind.

7 7
cr=a— bt ] = V25 ol = 55 e =412

8. 4. 16 . 2 B 4

=i+ =—i—t)= = t op=—
- 1(211+211 21’) W@+ — 4 mit u=
t=—2i+3j+ 5+ A@Bi—j+20
A=0: (—2;3;5); A=1: (1;2;7); A= —1: (—5;4;3);
A=3: (1;0;11); A= —3: (—11;6; —1)
wsy =185 t=i—3j+ 2+ A6+
DurchstoBpunkte: (—1; —5; 0); (4; 0; 5); (0; —4; 1)
PP, = —i+ 8+ Tt A(—4i+ j— 41)
PPy = —5i+4j+ 3t + u(1li — 9 — 71)
P,P, = 6i — 5] — 4t + »(—Ti + 8j + 111)
a) Gerade durch P, parallel zum Vektor a

b) Parallele zum Vektor 1,
¢) Ebene durch den Ursprung und P,, zu der der Vektor a parallel verlauft

Wenn der von den beiden Vektoren eingeschlossene Winkel ein stumpfer ist.
a)678 b) 6 ¢) 0 d)—6V38
Aus cos (a, b) = 93=i—ll= a® - B0

ab a b

. b und ¢ haben die gleiche Komponente lings a: by = ¢q.
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1031.

1032.

1033.

1034.

1035.

1037.

1038.

1039.

1040.

1041.
1043.

1045.

1047.

1048.
1049.

1050.
1051.
1052.

1053.

1054.

Losungen
= ab
ab = aph = [ap| - |b] - c0s 0° = [ap|- b; |ap| = 3
ab

ab=abg=[a|: |ba|-cos 00 =a-|bq|; |bal e
(@ +b)(a—b)=a2+ba—ab— b2 =a?® + ba- cos(b; a) — ab - cos(a; b) — b% =
=a® + ab - cos(a; b) — ab - cos(a; b) — b = a® — b*

[t = Vi +yi+2D) @i+tyi+eh) =V + 92 +2
[ts — 1l = Vi@, — 2)i + (e — 91)j + (2 — 2) 1P =
=V@—2)* + (¥ — 9:)* + (. — 2)?

a) LTy, =—4 bty =0 1 L1, e) t T, = —28

ulln (p=—2n)

a5 = “[;—:’b — 151 —25]+1 1036. < (1, t,) = T7°39’

i b%(ca) — (ab) (¢b) _ a2(cb) — (ab) (ca)
a?b? — (ab)? a2b? — (ab)?

% (P,0, P,P) = 1428 & (PoPy, PoPy) = 21°10; & (PyPy, P,P,) = 84°47

g
= L y71305 ~ 4,7
el 57V

15
B:22+4+3y+42—6=0 d=—==~28
V29

2 14 31
=30°3¢" P|—;—; —— 1042. ¢ = 101°27"
g =30 (15 3 15) ?
t=2i+4]—2t+A@Bi—2j—F) 1044. axa=0o
A:%|a|-|b|-ainy 1046. a?b?

3, 5, 17
)Xt = —E\-—E _It b)t; Xt =0
a) Xty =—14i —9j + 1 b) 1, X 1, = 28i 4 14 — 141 Q)X =0
n=—17i— 2j — 12t

|agb, — bzay| |mp — mq | o Gy b,
= = t = d ¥ =m,

tan(d; b) azby + ayby 1+ mgmp = a, e AT b, b

(ay X @) (1 — ¥;) = 0, mit a; X ay &0, d. h, (ay X ap) L (rp — 11)

Fiir a, || a; wird a; X a, = 0 und es entsteht ein Ausdruck von der Form%
E:52—9y—22+19=0; Eypz—2y+2=0;
v=—38i—19j + A(13i + 7]+ f); @ =35°10"

v=1+42j+3E+ A+ §—20); T=3i4+2i+t+ui+it+;
d=12 ~14
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1055.

1056.

1058.

1059.

1060.

1061.

1062.

1063.
1064.
1065,

E,: 3z + 2y — 6z — E,: 6z —6y+z+6=0;
Schnittpunkt: z = —6; 1 =081+ 1,8 + A(34i 4 39] + 30%)

s. Losung zu Aufg. 1053 1057. Vg = %VE ~ 0,94

9
Wenn [ABE] = 0, dann sind die Normalenvektoren der drei Ebenen komplanar, d. h., alle
drei Ebenen sind einander pa.ra.llel oder zwei Ebenen sind einander parallel, oder zwei
Ebenen schneiden einander i in einer Geraden, die parallel zur dnttan Ebene verliuft, oder

B:dz+11y+92—1=0; P, (o;o;i)

alle drei Ebenen schneid, der in ein und derselben G
6i+ 9j + 18t
7. 49. 7 ,_20. 13. 11
a) by = 3‘_El+ﬁf’ ba="gi+gi+ T
b) by = 0; b& = b (b steht senkrecht auf a)
1
t=—_0a + b T
Alle Produktbl]dungen auBer c), e) und k) sind sinnvoll
Konische Schraubenlinie
a) Doppelkegel b) Konische Wendelfliche

Verwendete Symbole

Symbol Beispiel Erklirung

Symbole der Logik

= 8,=> 8, Aus der Aussage 8, folgt die Aussage S,
& 8,68, Die Aussagen 8, und S, sind gleichwertig
A und

Symbole der Mengenlehre

€ aecd a ist Element der Menge 4

[ acd a ist nicht Element der Menge 4
(| {ay, ay, ag, ...} Menge der Elemente a,, a,, as, ...

[= AcB Menge A ist in Menge B enthalten

z leere Menge

u AuB Vereinigung der Mengen 4 und B

n AnB Durchschnitt der Mengen 4 und B

N ANB Differenz der Mengen 4 und B

X AxB Produkt der Mengen 4 und B

Symbole fiir Zahlenbereiche

Bereich der natiirlichen Zahlen
Bereich der ganzen Zahlen
Korper der rationalen Zahlen
Kérper der reellen Zahlen
Kéorper der komplexen Zahlen

QxR



Sachwortverzeichnis

Abbildung 24

—, eindeutige 25

—, eineindeutige 25

Abhiingigkeit, lineare 127, 129, 138, 486

Abschitzung 53, 70

Abschnittsgleichung der Geraden 331

Abstand eines Punktes von einer Ebene 503,
504

»»»»» Geraden 334, 498

— zweier Punkte 318, 483

— — windschiefer Geraden 513

Abszisse 243, 309

Abszissenachse 308

Addition von komplexen Zahlen 101, 107

— — natiirlichen Zahlen 30

— — rationalen Zahlen 60

Additions-theoreme 271ff.

— -verfahren 123

Alternativgesetz 510

Altgradeinteilung mit dezimalgeteiltem Grad
242

Amplitude 243 269,
Ankathete 254

Anomalie, exzentrische 411
Anstieg 319

— der Geraden 328
Anstiegswinkel 319
Aquivalenz 68

Argument 243, 263, 204 ff.

— einer komplexen Zahl 109
Assoziationsgesetz 470, 474, 495, 510
— der Addition 30

— — Multiplikation 31

— — Vereinigung 21

— des Durchschnitts 22
Astroide 460

Aussage 123

— -form 124

Bahngeschwindigkeit 251

Basis der natiirlichen Logarithmen 90
— einer Potenz 32

Bedingung, hinreichende 280

—, notwendige 280

Belegung einer Variablen 63

Berechnung des gleichschenkligen Dreiecks
260, 278

— — rechtwinkligen Dreiecks 254 ff.

— — schiefwinkligen Dreiecks 280 ff.

BernourLische Ungleichung 53

Betrag, absoluter, einer komplexen Zahl 106

— — — reellen Zahl 51

— eines Vektors 468, 483, 494

Bild 24

— -menge 24

binomische Formeln 286

Binomialkoeffizienten 40

Bogen-hohe 261

— -maB 240, 244

— -tafel 241

Boschungswinkel 261

Brechungsindex 279, 293

Breitenkreis 279

Brennpunkt 382

Brennpunktsordinate 382

CarTESUS (DESCARTES) 308, 310
cartesisches Koordi 243
Cassiyische Kurven 466
CavucHy-ScHwARzsche Ungleichung 53
Cofunktion 255

Cosinus 244, 246, 255, 284 ff.

— -satz 280

Cotangens 244, 246, 255, 284 ff.
CramEersche Regel 134, 164, 170

DaxprLiNsche Kugeln 375
Deduktion 36
Definitionsbereich 64, 123, 247
Determinante, dreireihige 133
—, Entwicklung 153, 169

—, n-reihige 168, 178

—, Rang 161

—, Reihe 135, 157

—, zweireihige 133
Determination 282
Dezimalbruch, nichtperiodischer 256
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575

Dezimalbruch, unendlicher 76

Dezimalsystem 35

dicht in sich 74

Differenz von Mengen 22

— — Zahlen 36

Direktrix 382

disjunkt 22

Diskriminante 97, 189, 359

Distributionsgesetz 32, 474, 496, 510

Divergenz von Folgen 79

Dividend 33

Division von komplexen Zahlen 102, 111

— — rationalen Zahlen 60

Divisor 33

Drehstreckung 110

Drehung des Koordinatensystems 349

Drehwinkel 456

Dreiecks-berechnung 238, 254ff., 2601f., 280 ff.

— -fliche 287ff., 325

— -umfang 286

— -ungleichung 54

Dualsystem 35

Durchschnitt von Mengen 22

DurchstoBpunkt einer Geraden durch eine
Ebene 504

¢(Basis der natiirlichen Logarithmen) 90

Echolot 262

Ebene, Gleichung 501 ff.,

—, Parameterdarstellung 501

Eingabeln, lineares 220

Einheit, imagindre 98

—, kohiirente 240

Einheits-linge 308

— -kreis 2451F.

— -wurzeln, komplexe 114

Einsetzverfahren 131

Einsvektoren 475, 479

Element einer Menge 17

elementfremd 22

Elimination des Parameters 314

Ellipse 373, 375, 408, 441, 451

—, Halbparameter 411

—, Konstruktion 408, 409, 411, 412, 418, 421,
425

—, Mittelpunktsgleichung 410

—, Parameterdarstellung 411

—, Scheiteltangenten 410

Ellipsengleichung 410, 411, 412, 415, 441

Elongation 252, 269, 270

Enthaltensein 17

Entwicklung eines Polynoms 203

Entwicklungssatz 522

Epizykloide 457

Erfiillungsmenge einer Gleichung 66
— — einer Ungleichung 70
Erginzung, quadratische 188
EuLersche Formel 121

— Symbole 41

Evolvente 461

Exponent 32

Exponential-form einer komplexen Zahl 120
— -gleichung 125, 230

Faktor 31

fast alle 78

Flacheninhalt eines Dreiecks 325
— — n-Ecks 326

— — Vierecks 325

Folge, geometrische 274

Fokus 382

Form, aritl einer kompl Zahl
109

-, iometrische, einer J! Zahl 109

Formeln, goniometrische 271 ff.

Fundamentalsatz der Algebra 207

Funktion 25

—, harmonische 298ff., 294

—, quadratische 191

Funktionen 238, 243 ff.

—, tri; ische oder g
243fT.

Funktionsgleichung 310

Funktionstafeln 256 ff.

—, trigonometrische 256 ff.

ische 238,

Gangunterschied 463

Gauss, Carl Friedrich 98

Gavusssche Zahlenebene 105
Gaussscher Algorithmus 174
Gegenkathete 254

Geometrie, analytische 307

—, synthetische 307

Gerade 327ff.

—, Abschnittsgleichung 331

—, Punktrichtungsgleichung 330

—, Zweipunktegleichung 330
Geradengleichung, allgemeine Form 327
—, cartesische Normalform 328

—, HEessesche Normalform 333
Geschwindigkeitsparallelogramm 293
Gleichheit von komplexen Zahlen 100
— — Mengen 19

— — rationalen Zahlen 58
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Gleichheit, von Termen 67

gleichmichtig 26

Gleichsetzverfahren 132

Gleichung, algebraische 65, 116, 125, 198, 238
—, —, Grad 198

—, —, n-ten Grades 207

—, —, Produktform 208

—, allgemeine, 2. Grades 448

—, Begriff 123

—, Definitionsbereich 123

—, goniometrische 125, 204f., 304ff,

—, kubische 210

—, lineare 125

—, logarithmische 125, 235

Gleichung, quadratische 97, 185, 298, 301, 302
—, reduzierte 213

—, transzendente 125, 198, 227

—, Variablenbereich 124, 141
Gleicl I 139, 146

- inhou:ogenes 139, 146‘, 149
Gleichwertigkeit von Gleichungen 68
— — Ungleichungen 72

Hyperbel, gleichseitige 432, 439
— -gleichungen 430, 433, 441
—, Konstruktion 429, 433, 440
—, Symmetrieachsen 429

—, Tangente 435

Hypotenuse 254

Hypozykloide 459

Identitit 67

Imaginirteil einer komplexen Zahl 100
Induktion 36

— vollstindige 38

Inkreisradius des Dreiecks 260, 287 ff.
Interpolation 256

Intervall, abgeschlossenes 80

—, offenes 80

Tteration 225

j (imaginiire Einheit) 98

Kardioide 458
Kegelschnitt 373, 381

Gon 239 Kegelschnitte, konfokale 436
Goniometrie 238 Kegelschnittgleict 11
Grad 239 —, reduzierte 447

— einer algebraischen Gleichung 116 —, Scheitelgleichungen 441
graphische D: 11 der trigc K iffer 87

Funktionswerte 245ff., 252
graphisches Verfahren 300 ff.
Grenzwert 78
GroBengleichung 239, 251
—, zugeschnittene 240, 251
Grundaufgaben am Dreieck 280ff., 288 ff.
—, zweckmiBigste Losungsverfahren 2881f.
Grundvektoren 475, 479
Giiltigkeits-bereich einer Gl
— — — Ungleichung 70
— -mittelpunkt 71
— -radius 71

ich 66

Halbparameter 382
Halbwinkelsatz 286 ff.
Hangabtrieb 262

Herox 288

HEeroxische Formel 288
Hilfs-verinderliche 313

— -winkelmethode 2981F.
HorNERsches Schema 36, 198
Hohenwinkel 275, 279, 292
Hiillkonstruktion der Ellipse 418
Hyperbel 373, 380, 428f., 441, 451
—, Asymptoten 431

klein gegen 93

— von n-ter Ordnung 93

kleine Grofle 2. Ordnung 276

Kommutationsgesetz 469, 474, 495

— der Addition 30

— — Multiplikation 32

Komplement-bezichungen 255, 256

— -winkel 255

Komponente 262, 293

Komponenten eines Vektors 476, 480

Kongruenz 262

— -satz 282

Konjunktion 124

Konstante 63

Konvergenz einer Folge 78

Koordinaten eines Vektor 480

—, rechtwinklige 243, 264 ff., 308, 309

— -ebene 244

— -systeme 308, 309

— -transformation 347

Korper 61

— der reellen Zahlen 244, 293

korrespondierende Addition und Subtraktion
286, 291, 296ff., 305

Kraft 256, 258, 262, 293, 307
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Kraft, riicktreibende 258

Kreis 351 ff.

—, affines Bild 428

— in verschobener Lage 353

—, Mittelpunktsgleichung 352

—, Scheitelgleichung 353

— -bogen 239, 279

— -frequenz 251, 269 ff.

— -kegel 278

— -tangente 362ff.

— -segment 278

Kronenbreite 261

Kurs 292

Kurven, Schnittpunkte 312

— der trigonometrischen Funktionen 247ff.
Kurvengleichungen 309 ff.

— in rechtwinkligen Koordinaten 310
— — Polarkoordinaten 315

Lehrsatz, binomischer 39, 45
Leitlinie der Ellipse 375

— — Parabel 377, 382
Leitstrahl 243, 282
Lemniskate 465

Lichtweite 261

Limes einer Folge 78
Linear-faktor 198, 202

— -kombination 65, 130
Lissasous-Figuren 462
Logarithmand 85
Logarithmen-gesetze 86

— -system 87

— —, dekadisches 87

— —, natiirliches 87, 89

— -tafeln 241, 256
logarithmische Werte der tri|

Masse, schwingende 258

Menge 17

—, endliche 29

—, geordnete 27

—, leere 18, 20

Mengenprodukt 23

Minuend 30

Minute 239

Mittelpunkt einer Strecke 322
Mittelpunktswinkel 278

Modul 243

— einer komplexen Zahl 109

— zur Logarithmenumrechnung 88
MorLwEIDE, Gleichungen von 285, 288
Momentanpol 454, 456

Monotc der Addition 30

— — Multiplikation 32

Multiplikation von komplexen Zahlen 100, 111
— — natiirlichen Zahlen 31

— — rationalen Zahlen 60

natiirliche Werte der trigonometrischen Funk-
tionen 256

Niherung 93

Niéherungs-formeln 257fF., 276ff., 279

— —, trigonometrische 257 ff., 276, 279

— -verfahren 218

— —, Newroxsches 221

Neigung 261, 277, 292

Neigungswinkel 261, 277, 292

— einer Geraden gegen eine Ebene 505

NEPER, Gleichungen von 286

neue Teilung des Winkels 242

Neu-grad 239

— -minute 239

— -sekunde 239

Funktionen 256 ff.
Logarithmus 85
— einer komplexen Zahl 118
Losung, partikulire 148
Liosungsmenge, allgem. Begriff 124
— einer algebraischen Gleichung 207
— — Ungleichung 70
— eines linearen Gleichungssystems mit 2
Variablen 124, 126, 128
————— 3 Variablen 147, 150, 164
————— n Variablen 170, 182

Miichtigkeit von Mengen 26
Mantisse 87
MMasse 258

Nivell 2179, 292
Normalenvektor 500
Normal-komponente 477, 522
— -schnitt 293
Null-phasenwinkel 269

— -punkt (Ursprung) 308

— -vektor 471

Numerus 85 |

Ordinate 243, 309
Ordinatenachse 308
Ordnung 27
Ordnungsrelation 27
Orientierung 309

Ort, geometrischer 309
Ortsvektor 468, 479
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Parabel 373, 377, 378, 382, 406, 441, 451

— -gleichung, allgemein 386

— -gleichungen 383, 384, 386, 391, 394

—, kubische 452

—, Normale 399

—, Scheitelgleichung 383, 384, 441

—, semikubische 453

—, Subtangente 399

—, Tangente 396, 399, 402

Parallel-komponente 477, 522

— -projektion, senkrechte 427

— -verschiebung des Koordi

Parallelogramm 291

Parameter 313, 382

— -darstellung einer Kurve 313

— — der Parabel 391

— — — Ellipse 411

— — — Hyperbel 433

Partialdivision 198

Pascarsches Zahlendreieck 40

Pendel 258, 270

—, mathematisches 258, 270

Periode 250, 266, 268 ff.

Periodizitit der trigonometrischen Funktionen
2471F., 263, 266

Permutation 38

Pfeilhohe 278, 279

Phase 243

Phasenwinkel 269

Pol 244, 309, 265

Polar-achse 244, 309

— -gleichung der Ellipse 415, 443

— — — Hyperbel 434, 443

— — — Parabel 294, 443

— -koordinaten 243, 264f., 309

— — -system 309

Polare 365

Polynom 64, 198

—, Entwicklung 203

—, Nullstelle 202

—, reduziertes 204

Potenz einer komplexen Zahl 103

— — reellen Zahl mit irrationalem Exponenten

85
————— natiirlichem Exponenten 32
————— negativem ganzen Exponenten

————— rationalem Exponenten 82
— -gesetze 82

— -linie 369

— -reihe 244

— -wert 32

Prisma 260, 292, 293

Produkt, gemischtes 518

—, skalares 492

— -menge 309

— von Mengen 23

— — Zahlen 31

Projektion 250, 255, 261, 279, 291

—, kotierte 261

ProLEMAUS 255

Punkt, asymptotischer 464

—, variabler 310

— -richtungsgleichung der Geraden 330, 489

Pyramide 260

PYTHAGORAS, trigonometrische Form des Lehr-
satzes von 252

Quadrant 245, 265, 309
Quadrantenrelationen 262 ff.

Radiant 239, 240

Radikand 82

Radiusvektor 243, 479

Rang 161, 179, 182

Realteil einer komplexen Zahl 100
Rechen-genanigkeit 284 ff.

— -schema 256 ff.

— -stab 241, 258ff.

Rechnen mit kleinen Winkeln 257 ff., 276 ff.
rechter Winkel 239

Reflexivitit 20

regula falsi 220

Resultierende 293, 307
Richtungs-cosinus eines Vektors 484
— -faktor der Geraden 328

— -winkel 243, 265

Rollkurve 454

Rotationsparaboloid 406
Riickwiirtseinschneiden 307

Sarrussche Regel 155
Schallgeschwindigkeit 262
Scheitel-gleichung des Kreises 353
— -punkt 382

— -tangente 383

Schnitt-gerade zweier Ebenen 514
— -punkt dreier Ebenen 520

— — zweier Geraden 340

— -winkel zweier Geraden 341, 500
Schwerpunkt eines Dreiecks 322
Schwingungsdauer 250, 258, 270
Sekunde 239

sexagesimale Teilung 242
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Sinus 244, 246, 255, 284 ff.

— -funktion, allgemeine 266 ff.
— -satz 280

— -teilung 2581f.

— -Tangens-Teilung 258 ff.
Skalar 467

skalares Produkt 492

— — zweier Vektorprodukte 523
Sonnenuhr 261

Spanwinkel 293

Spat 470, 518

— -produkt 518

Spiegelung 268, 271

Spirale, Archimedische 463
—, hyperbolische 464

—, logarithmische 464
Standlinie 292
Substitutionsverfahren 131
Subtrahend 30

Subtraktion von komplexen Zahlen 100, 107
— — natiirlichen Zahlen 30
— — rationalen Zahlen 60
Summand 30

Superposition 300

Symmetrie 20

Tafel der gesetzlichen Einheiten 239, 244
— -differenzen 284ff.

Tangens 244, 246, 255, 284ff.

— -satz 2851F.

— -teilung 2581F.
Tangentengleichung der Ellipse 419
— — Hyperbel 435

— des Kreises 363

— der Parabel 399
Tantentialgeschwindigkeit 251, 513
Teilmenge, echte 19

—, unechte 19

Teilung einer Strecke 3201F.

—, harmonische 322

—, zentesimale 242

Term 123

—, ganzer rationaler 64

—, linearer 64

—, rationaler 65

Theodolit 240, 243, 261

Tiefenwinkel 275
Transformationsgleichungen 335, 349
Transitivitit 20

Translation 467

Trigonometrie der Ebene 238
trigonometrische Funktionen 238, 243ff.

trigonometrische Funktionen am Einheitskreis
243, 246
— — auf dem Rechenstab 258 ff.

, — —, Definition der 243ff., 252

— — des doppelten Winkels 273 ff.

— — im rechtwinkligen Dreieck 243, 254 fF.
— —, Summe von 274ff.

— — von negativen Winkeln 263

— —, Vorzeichen der 246

— — von Winkelsummen 271 ff.

— —, Zusammenhang zwischen den 252fF.

— Funktionstafeln 256

— Funktionswerte fiir besondere Winkel 247
Tupel 124

Uberlagerung 300

Unabhiingigkeit, lineare 487
Umformung 295

—, dquivalente 295

— von Koordinaten 264ff.
Umkehr-abbildung 26

— -funktion 26

Umkreisradius des Dreiecks 260, 287
Umlaufsinn 325 *
Umrechnungsfaktor o 240

— -modul fiir Logarithmen 88
Ungleichung 53, 78

—, BErRNoOULLIsche 53

—, Caucuy-Scuwarzsche Dreiecks- 53
Unstetigkeitsstellen 244
Unterdeterminante 154
Untermenge, echte 19

—, unechte 19

Urbildmenge 24

Ursprung 244, 308

Variable 63, 266, 294

—, freie 126

—, gebundene 126

Variablenbereich 63, 124, 141, 295, 296
—, zuliissiger 295

Vektor 106, 467

Vektoren, entgegengesetzt gerichtete 473
—, freie 468

—, gleichgerichtete 473

. —, kollineare 473, 486

—, liniengebundene 468

—, mehrfache Produkte 517

—, ortsgebundene 468

Vektorgleichung 481

— einer Geraden 489

vektorielle Darstellung von Flichen 527
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vektorielle Darstellung von Kurven 527

vektorielles Produkt 507

— — dreier Vektoren 521

— — von vier Vektoren 524

— — zweier Vektorprodukte 523

Vereinigung von Mengen 21

Versiera der AgNEst 310

Vertauschung, zyklische 285ff., 325

Verwandlung von Produkten in Summen von
Funktionen und umgekehrt 274 ff.

Viereck 291

Viera, Satz von 189, 210

Vollwinkel 238

‘Wiilzwinkel 454, 456
Werte-bereich 247

— -vorrat 310 -.
Winkel 238, 239, 241, 242, 257, 263, 276ff.
—, ausgezeichnete 241, 242
—, kleine 257, 276ff.

—, negative 238, 263

—, positive 238, 263

—, rechter 239

— zweier Geraden 341

— — Kreise 370

— zwischen zwei Ebenen 506
— -einheiten 2381f.

— —, Definition der 239

— -funktionen 244

— -geschwindigkeit 251

— -halbierende 291, 345

— -messung 238f.

— —, praktische 240
—-summe des Dreiecks 281
— -teilung, alte 242

Literaturhinweis

Wirkungslinie 293, 307

Wurfparabel 392

‘Whurzel-exponent 82

— -gesetze 83

— -gleichung 193, 298, 302

—, kubische 210

—, quadratische 186, 189

— -giitze des VieTa 189, 210

Wurzeln 82

— einer algebraischen Gleichung 116, 186, 189,
205, 208

—, komplexe 114

Zahlen, ganze 47

—, imaginére 100

—, irrationale 77, 256

—, komplexe 100

—, —, Argument 109

—, —, arithmetische Form 109
—, natiirliche 28

—, rationale 58

—, reelle 77

— -folge 78

— -tripel 467

Zahnwinkel 293

Zeit 266, 269

Zenitdistanz 259, 261
Zentriwinkel 255

Zerlegung eines Vektors 487, 524
Ziffern, arabische 35

—, romische 34

— -system 34

Zissoide 311, 315
Zweipunktegleichung der Geraden 330, 490
Zykloide 455
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