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Erlauterungen zur Arbeit mit dem Buch

Erlauterungen zur Arbeit mit dem Buch

Das Buch ist in fiinf Kapitel gegliedert. Die Gliederung ist aus dem Inhaltsverzeichnis
am Anfang des Buches zu ersehen.

Innerhalb der einzelnen Kapitel werden Definitionen, Beispiele und. Aufgaben durch
folgende Zeichen besonders hervorgehoben:

» Definitionen
H Beispiele
e Aufgaben

Definitionen, Beispiele und Aufgaben sind jeweils innerhalb der Kapitel fortlaufend num-
meriert.

Aufgaben mit einer blauen Nummer miissen unbedingt gelost werden, da dies zum Ver-
standnis des Folgenden erforderlich ist.

Aufgaben mit schwarzen Nummern dienen der Ubung und Wiederholung. Fiir alle Auf-
gaben, die durch einen Stern gekennzeichnet sind, befinden sich am Schluss eines jeden
Kapitels die Losungen.

Durch das Register am Ende des Buches ist eine schnelle Information (iber wichtige
Begriffe moglich.

Das Literaturverzeichnis enthalt vorwiegend solche Titel, die auch fiir Schiiler fiir ein
vertiefendes Studium der Mengenlehre geeignet sind.




1.1 Bilden von Mengen

1 Grundbegriffe der Mengenlehre

1.1 Bilden von Mengen

B B1: In einer Klasse sind 12 Schiiler aktive FuBballer in der Schulmannschaft, 18 Schii-
ler besuchen den Zirkel "Junge Sanitater", 14 Schiiler sind Mitglieder des Schulchores
und nur 2 Schiiler gehoren keiner dieser Arbeitsgemeinschaften an.

Wieviel Schiiler sind in dieser Klasse?

Aus diesen Angaben lasst sich die Frage nach der Anzahl der Schiiler der Klasse nicht
beantworten. Wenn jeder Schiiler nur hochstens eine Arbeitsgemeinschaft besucht, be-
tragt die Klassenstarke 46 Schiiler. Es ist jedoch durchaus moglich, dass sich einige
Schiiler fiir die Teilnahme an mehreren Gemeinschaften entschieden haben. Dann ist
die Schiilerzahl geringer.

Die Anzahl der Schiiler der Klasse lasst sich genau ermitteln, wenn man zuséatzlich noch
folgende Angaben kennt:

8 FuBballer nehmen am Zirkel "Junge Sanitater" teil.

5 FuBballer sind Mitglieder des Chores.

7 Chormitglieder nehmen am Zirkel "Junge Sanitater" teil.

2 Schiiler sind FuBballer, Chormitglieder und auBerdem gehéren sie auch dem Zirkel
"Junge Sanitater" an.

Zur Ermittlung der Schiilerzahl ist eine graphische Ubersicht wie in Bild 1 zweckmaBig.
Die dort angegebenen Zahlen sind entweder durch den Sachverhalt direkt gegeben oder
aus ihm durch die folgenden Uberlegungen leicht zu finden.

2 Sehiler sind Fultballer, Chormitylieder und aufer-

8=2+6 Fuftbatler besuchen den dem gehiren sie dem Zirkel, Junge Sanitdter"
Zirkel , Junge Sanitater" an
Ktasse' 12=2+3 #6+.1 Schiilep sind aktive
6=5+2+6+5 Sehiler nehmen ~ Fuliballer in der Schulmann-
om Zirkel , Junge Sanititer"teil A schaft

§=2+3 Fufballer sind im Chor

7=2+5 Chormifglieder nehmen
omZirkel , Junge Sanitdter” teil

22 Sehiler sind in keinér der dref
: Arbeitsgemeinschaften
. W =5+2+3+4 Schiller sind Mitgli
Bild 1 chuler sind Mitglieder des Chors




1.1 Bilden von Mengen

Addiert man die in Bild 1 blau gekennzeichneten Zahlen, so erhalt man die Anzahl der
Schiiler der Klasse. Sie betragt

246+3+1+5+5+4+2=28

Bei der Losung dieser Aufgabe haben wir von einer wichtigen mathematischen Arbeits-
weise - dem Arbeiten mit Mengen - Gebrauch gemacht.

Im obligatorischen Mathematikunterricht werden ab Klasse 6 einige Begriffe aus der
Mengenlehre eingefiihrt, und es wird bei verschiedenen Gelegenheiten mit ihnen gear-
beitet. Wir wollen zunachst diese Begriffe nochmals zusammenstellen, sie also wieder-
holen und vertiefen.

Als erstes ist zu klaren, was wir unter Menge verstehen wollen. Sicher ist die umgangs-
sprachliche Bedeutung des Wortes Menge im Sinne von viel (z. B. "Wir haben eine
Menge Hausaufgaben zu erledigen"; "Der FC ... hat eine Menge Tore geschossen") fiir
exaktes mathematisches Arbeiten nicht brauchbar.

Der Hallenser Mathematiker Georg Cantor (1845-1918), der als Begriinder der Men-
genlehre gilt, gab folgende, inzwischen beriihmt gewordene Beschreibung einer Menge:

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unse-
rer Anschauung oder unseres Denkens - welche Elemente der Menge genannt werden -
zu einem Ganzen.

Obwohl diese Beschreibung keine exakte Definition ist und bei unkritischer Anwendung
auch zu Widerspriichen fiihren kann (hierauf wird spater noch eingegangen), soll sie
zunachst einmal als Ausgangspunkt fiir die Betrachtung einiger Beispiele und Aufgaben
dienen.

B B2: Es lassen sich z. B. folgende Mengen bilden:
a) Menge aller Schiiler einer Klasse;

b) Menge aller natirlichen Zahlen;

c) Menge aller Hauser in Leipzig;

d) Menge aller Vierecke;

e) Menge aller Teiler der Zahl 60.

Uberlegen Sie in jedem Fall, welches die Elemente der Menge sind!
e 1. Bilden Sie selbstandig weitere Mengen!

Fir ein rationelles Arbeiten mit Mengen ist es notwendig, entsprechende Zeichen ein-
zufiihren. Aus dem Mathematikunterricht der Klasse 6 ist lhnen bekannt, dass Mengen
im allgemeinen mit groBen Buchstaben, z. B. A, B, M, N, R, und ihre Elemente mit
kleinen Buchstaben, z. B. a, b, ¢, x, y, bezeichnet werden und dass man die Beziehung
"a ist Element von M" durch "a € M" darstellt.

e 2.* M sei die Menge aller Teiler der Zahl 60 (,* B2¢)). Untersuchen Sie, welche der
folgenden Aussagen wahr sind!
a)12e M;b)14e€e M;c)60 € M;d)0e M;e)le M

Fir den Fall, dass ein Element a nicht zu einer Menge M gehort, schreibt man a ¢ M.




1.1 Bilden von Mengen

Aus dem bisherigen Mathematikunterricht ist lhnen bekannt, dass man zwischen end-
lichen und unendlichen Mengen unterscheiden kann. Im ersten Fall enthalt die Menge
endlich viele und im zweiten Fall unendlich viele Elemente.

e 3.% Untersuchen Sie, welche der im Beispiel 2 angegebenen Mengen endlich sind!

Endliche Mengen kann man durch Aufzdhlen ihrer Elemente angeben, man schreibt
diese dann in geschweifte Klammern, also z. B. M = {a,b,c,z,y} fir die endliche
Menge M, die aus den fiinf Elementen a, b, ¢, =, y besteht.

B B3: Die Menge P = {2,3,5,7,11,13,17,19} besteht aus den angegebenen acht
Zahlen und nur aus diesen.

e 4 * Uberlegen Sie, welche gemeinsame Eigenschaft die im Beispiel 3 genannten Zahlen
haben!

Losen Sie unter Verwendung der bisher wiederholten Begriffe und Symbole folgende
Aufgaben:

e 5.% M sei die Menge aller Teiler der Zahl 60; geben Sie M durch Aufzahlen der
Elemente an!

6.* K sei die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt O den
Abstand 3 cm haben. Wahlen Sie einen Punkt O und zeichnen Sie die mit X bezeichnete
Punktmenge!

7.* Wie heiBt die Menge aller Punkte im Raum, die von einem festen Punkt ein und
denselben Abstand haben 7

8.% Wie heiBt die Menge aller Punkte einer Ebene, die von zwei fest vorgegebenen
Punkten A und B jeweils den gleichen Abstand haben?
Wahlen Sie zwei Punkte A und B, und zeichnen Sie die so beschriebene Menge!

9.* Wie bezeichnet man die Menge der Punkte auf der Erdoberflache, die von beiden
Polen gleichweit entfernt sind?

10.* Wie bezeichnet man die Menge aller Vierecke, deren Diagonalen gleich lang sind
und einander halbieren?

11.* Z sei die Menge aller zweistelligen, durch 3 teilbaren Zahlen. Geben Sie Z durch
Aufzahlen der Elemente an!

12.* H sei die zweite Hauptgruppe im Periodensystem der Elemente. Geben Sie die
Elemente von H durch Aufzahlen an!

(Verdeutlichen Sie sich die unterschiedliche Bedeutung des Wortes Element - einmal
fiir Objekte, die zu einer Menge zusammengefasst werden, zum anderen als chemisches
Element.)

Betrachten wir noch einmal alle bisher behandelten Beispiele und Aufgaben, so konnen
wir feststellen, dass in allen Fallen die Elemente der jeweiligen Menge - und damit
die Menge selbst - durch das Zutreffen einer entsprechenden Aussage auf genau die




1.1 Bilden von Mengen

Elemente bestimmt sind.
Eine Zahl a ist also beispielsweise Element der in Beispiel 2 €) genannten Menge M
genau dann, wenn fir sie die Aussage "a ist Teiler von 60" zutrifft.

e 13. Formulieren Sie fiir jede der in den Beispielen 2 und 3 gegebenen Mengen eine
entsprechende Aussage!

Betrachten wir die bisher angegebenen Beispiele und Aufgaben genauer, so konnen wir
feststellen, dass fur die Auswahl der Elemente der jeweiligen Menge stets ein Grundbe-
reich festgelegt war. In einigen Fallen wurde dieser Grundbereich ausdriicklich genannt,
z. B. bei Aufgabe 6: die Menge aller Punkte einer Ebene; bei Aufgabe 10: die Menge
aller Vierecke.

In anderen Fallen ergab sich dieser Grundbereich direkt aus dem Zusammenhang der
Aufgabe, z. B. bei Beispiel 3: die Menge aller natirlichen Zahlen.

Grundsatzlich ist es bei Mengenbildungen Wichtig, immer den jeweiligen Grundbereich
zu kennen und zu beachten. Die Cantorsche Beschreibung einer Menge kann nun zu
folgendem Mengenbildungsprinzip prazisiert werden:

Bei vorgegebenem Grundbereich und bei einer gegebenen Aussageformﬂ gibt es eine
Menge M, die genau aus denjenigen Elementen besteht, fiir die die Aussageform zu
einer wahren Aussage wird.

Die bei endlichen Mengen verwendete Form der Darstellung
M ={a,b,c,..., 2}

ist auBerst unrationell, wenn die Menge sehr viele Elemente enthalt. Dies zeigt das
folgende Beispiel.

B B4: M sei die Menge der natlirlichen Zahlen, die kleiner als eine Million sind.
Wenn fiir jede Grundziffer und fiir jedes Komma zwischen zwei Elementen 0,5 cm be-
notigt werden, so wiirde die elementweise Darstellung dieser Menge etwa 34 km lang
sein.

e 14. Uberpriifen Sie die Zahlenangaben im Beispiel 4!

Es ist deshalb zweckmaBig, eine andere Darstellungsweise einzufiihren, die auf der cha-
rakteristischen Aussage beruht. In die geschweifte Klammer wird zuerst die Bezeichnung
des Elementes (z. B. a oder x) und nach einem Doppelpunkt die entsprechende Aus-
sage geschrieben.

B B5 A={a:a€N;3<a< 7} heiBt dann: Die Menge A enthalt genau die
natirlichen Zahlen a, fir die 3 < a < 7 gilt.

e 15.* Geben Sie alle Elemente der Menge aus Beispiel 5 an!

! Aussageform heiBt jeder Ausdruck, in dem wenigstens eine Variable frei vorkommt. Sie wird zu einer
Aussage, wenn fiir alle freien Variablen Zeichen fiir wohlbestimmte Objekte eingesetzt werden. So
ist a < 2a eine Aussageform, setzt man z. B. a = —2, so erhalt man eine (allerdings falsche)
Aussage.




1.1 Bilden von Mengen

16.* Geben Sie in den folgenden Fallen jeweils alle Elemente der Mengen By, ..., Bg an!
Dabei ist N die Menge der natiirlichen und R die Menge der rationalen Zahlen.

a) Bi={r:x€N;z<10} d) Bi={b:be N;2<b<135}
b) Bo={n:neR;n|=7} e) B;={y:y€ R;a€ R;ay =a}
c) Bs3={a:a€ N;al72} f) Bs={a:a€ R;y€ R;ay =a}

g) Nennen Sie von den Aufgaben a) bis f) die jeweilige charakteristische Aussage!

Die zuletzt erlauterte Darstellungsform, die man allgemein in der Form M = {m :
H(z)} angibt, ist auch fiir unendliche Mengen verwendbar.

B B6: Die Menge D aller durch 3 teilbaren natiirlichen Zahlen ist unendlich. Sie kann
durch
D ={n:ne€ N;3|n}

dargestellt werden.

e 17.*% Geben Sie fir folgende Mengen jeweils eine entsprechende Darstellung an!

a) A sei die Menge aller natirlichen Zahlen, die groBer als 10 sind.

b) B sei die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht durch 3 teilbar sind.

c) C sei die Menge der gebrochenen Zahlen, die kleiner als 1 sind.

d) D sei die Menge aller gebrochenen Zahlen, die kleiner als 15 und gréBer als 10 sind.

18.* Formulieren Sie fiir die nachfolgenden Mengendarstellungen eine charakteristische
Aussage!

a) D={d:de N;7|d}

b) E={m:m € R*;m* > m}

) F={x:x¢€ R;2*® > x}

19.* Geben Sie fiir die Elemente der folgenden Mengen jeweils eine Eigenschaft an, die
alle Elemente bis auf eines besitzen! Welches Element besitzt diese Eigenschaft jeweils
nicht?

a) A =1{2,8,42,53,66}

b) B ={3,5,7,9,11,13}

c) C =1{1,9,25,67,121}

d) D = {Dreieck, Quadrat, Rechteck, Kreis, Trapez}

e) E = {Berlin, London, Prag, Moskau, Sofia}

f) F' = {laufen, blau, fahren, schreiben, essen}

g) G = {Maus, Elefant, Adler, Kuh, Schwein}

20.* Untersuchen Sie, welche der jeweils angegebenen Zahlen zu der entsprechenden
Menge gehoren!

a)M={x:x€R;—3§x<§}, —4;+2;—3;+3;—|—%

b) M ={a:a € N;a|l44}, 6;8;15;16; 36

) M ={x:z€R;|z| <3}, ;,?, 2:-0,8;0

d) M ={y:y€ R;y* <8}, 2,3, ;,?g,—ﬂ

e) M ={z:z € N;zPrimzahl}, 17;35;53;91;97




1.2 Teilmengen

Im folgenden sei noch ein Problem erlautert, das bei der Mengenbildung beachtet
werden muss:

In einem bestimmten Grundbereich kann man nach dem genannten Mengenbildungs-
prinzip beliebige Mengen bilden. Diese Mengen konnen nun ihrerseits wieder Elemente
fir neue Mengen, sogenannte Mengen zweiter Stufe sein. Entsprechend lassen sich
Mengen dritter, vierter und weiterer Stufen bilden.

B B7: Nehmen wir zum Beispiel an, dass die Einwohner eines Kreises den Grundbereich
bilden, so ist eine Schulklasse eine Menge erster Stufe, deren Elemente Schiiler sind.
Eine Menge zweiter Stufe ist dann die Zusammenfassung der Klassen einer Schule, die
Elemente sind Klassen.

Eine Menge dritter Stufe ist die Zusammenfassung der Schulen eines Kreises, die Ele-
mente sind Schulen.

B B8: In der Mathematik konnen wir zum Beispiel die Menge aller Briiche als Grund-
bereich wahlen. Die Zusammenfassung von solchen Briichen, die durch Erweitern und
Kirzen auseinander hervorgehen, ist dann eine Mengenbildung erster Stufe. Fasst man
zum Beispiel nun alle gebrochenen Zahlen, die kleiner als 1 sind, zusammen, so ist das
eine Mengenbildung zweiter Stufe.

Mit einem derartigen stufenweisen Aufbau der Mengen vermeidet man Antinomien (Wi-
derspriiche), wie sie bei unkritischer Anwendung der Cantorschen Mengenbeschreibung
auftreten konnen.

Die wohl bekannteste Antinomie ist die von dem englischen Philosophen und Mathe-
matiker Bertrand Russel (1872-1970) entdeckte Antinomie der Menge aller Mengen,
die sich nicht selbst als Element enthalten.

Eine scherzhafte Einkleidung dieser Antinomie ist die Geschichte von dem Schiffsbar-
bier, der bei Androhung einer hohen Strafe angewiesen wird, genau die Personen auf
dem Schiff zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren.

Wie muss sich der Barbier in Bezug auf seine eigene Person verhalten?

1.2 Teilmengen

Nachdem wir den Begriff der Menge und den des Elementes sowie die Menge-Element-
Beziehung wiederholt und auf einige Aufgaben angewandt haben, gilt es nun einen
weiteren wichtigen Begriff zu wiederholen, den Begriff Teilmenge einer Menge.

10



1.2 Teilmengen

Im Mathematikunterricht der Klasse 6 (" [13b], S. 19) hatten wir folgende Definition
kennengelernt.

» D1: Eine Menge A heiBt Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element von A auch
Element von M ist. Wir schreiben dann: A C M.

Es gilt also: A C M genau dann, wenn fiir jedes x gilt: wenn z € A, so x € M. Man
sagt auch: Die Menge A ist in der Menge M enthalten, oder M ist eine Obermenge
von A.

B B9: M sei die Menge aller zweistelligen durch 4 teilbaren natiirlichen Zahlen. Dann
gilt:
M ={12,16,20, 24,28, 32, ...,96}

A sei die Menge aller durch 8 teilbaren natiirlichen Zahlen, die zwischen 20 und 50
liegen. Dann gilt:
A = {24,32,40, 48}

Wie man durch Vergleich feststellen kann, gilt A C M.

Den Beweis, dass A Teilmenge von M ist, kann man auch wie folgt fiihren: Der Grund-
bereich ist fiir beide Mengen gleich N. Wenn eine Zahl durch 8 teilbar ist und zwischen
20 und 50 liegt, so ist sie auch durch 4 teilbar und zweistellig.

Daraus folgt, dass jedes Element von A auch Element der Menge M ist, also gilt
ACM.

Die Beziehung zwischen einer Menge M und einer Teilmenge A kann man auch grafisch
durch sogenannte Mengendiagramme (Venn-Diagramme) veranschaulichen.

Es gibt nun den Fall, dass die Teilmenge A alle Elemente von M enthalt (,* Bild 2a)).
Trifft dies nicht zu, gibt es also Elemente von M, die nicht zu A gehéren (7 Bild 2b)),
so heiBt A eine echte Menge von M. Bild 3 veranschaulicht Beispiel 9 mit Hilfe eines
Mengendiagramms.

Bild 2a, 2b, 3

» D2: Eine Menge A heiBt echte Teilmenge einer Menge M, wenn gilt: Jedes Element
von A ist auch Element von M, und es gibt (mindestens) ein Element in M, das nicht
Element von A ist.

Fir diesen Fall schreibt man A C M.

e 21. Zeigen Sie, dass in Beispiel 9 sogar A C M gilt!

22. Beweisen Sie folgenden Satz!
Fir jedes A, B und C gilt: Wenn A C Bund B C C, so auch A C C.
Veranschaulichen Sie diesen Sachverhalt durch ein Mengendiagramm!

11



1.3 Gleichheit und Gleichmachtigkeit von Mengen

23.*% Untersuchen Sie, ob fiir die nachfolgend angegebenen Mengen M und A die
Beziehung A C M oder sogar A C M gilt! Begriinden Sie jeweils |hre Entscheidung!
a) M ={z:2e€N;2 <100}, A={a:a € N;4|a}

by M ={z:2e€N;3|z}, A={a:a € N;6la}
OM={z:2eR*}, A={a:a €N}
d) M ={z:xeN4z}, A={a:a € N;a =4n}
24. Beschreiben Sie die Mengen M und A und die gegebenenfalls vorhandene Beziehung
zwischen ihnen in Worten!
a) M sei die Menge aller ungeraden Zahlen zwischen 40 und 45, A sei die Menge aller
Primzahlen zwischen 40 und 45.

b) M sei die Menge aller Rechtecke, A die Menge aller Quadrate.

c) M sei die Menge aller Schiiler lhrer Schule, N sei die Menge aller Teilnehmer an
der Arbeitsgemeinschaft "Arbeiten mit Mengen".

Die Beziehungen zwischen Menge und Teilmenge lassen sich sehr gut verwenden, um
bestimmte Zusammenhange deutlich zu machen.

B B10: Fir die Mengen der natirlichen Zahlen N, der gebrochenen Zahlen R* und der

rationalen Zahlen R gilt: N C R* C R.
/V\

Bild 4 q

B B11: Bezeichnet man mit V: die Menge aller Vierecke, T' : die Menge aller Trapeze,
D: die Menge aller Drachenvierecke, P: die Menge aller Parallelogramme, R: die Menge
aller Rechtecke, Rh: die Menge aller Rhomben, : die Menge aller Quadrate, dann gilt:

QCRcPcCcTcCV, und QCRhCDCV, und RhCP

Veranschaulicht man die Teilmengenbeziehung durch ein Strichdiagramm, so erhalt
man die in Bild 4 dargestellte Ubersicht iiber die Menge aller Vierecke.

e 25. Veranschaulichen Sie die in Beispiel 11 angegebenen Teilmengenbeziehungen mit
Hilfe von Mengendiagrammen!

1.3 Gleichheit und Gleichmachtigkeit von Mengen

Eine weitere wichtige Beziehung zwischen Mengen, die wir aus dem Mathematikunter-
richt kennen, ist die Gleichheit zweier Mengen.

» D3: Zwei Mengen heien gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Anders aus-
gedriickt heiBt das: Eine Menge A ist gleich einer Menge B genau dann, wenn fiir jedes
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1.3 Gleichheit und Gleichmachtigkeit von Mengen

Element a € A auch a € B gilt und fiir jedes Element b € B auch b € A gilt. Man
schreibt dann A = B.

e 26. Zeigen Sie, dass A = B gleichbedeutend mit (A C B und B C A) ist!

B B12: Die Mengen A = {3,5,7}, B = {5,7,3}, C = {7,3,5}, D = {7,5,3},
E =1{3,7,5}, F = {5,3,7} sind alle untereinander gleich. Bei der Angabe von Men-
gen spielt also die Reihenfolge (bzw. Anordnung) der Elemente keine Rolle.

e 27. Zeigen Sie, dass fir die Gleichheit von Mengen folgende Beziehungen gelten:
Fir beliebige Mengen A, B und C gilt stets:

a) A = A (Reflexivitat);
b) wenn A = B, so B = A (Symmetrie);
c) wenn A= B und B=C, so A= C (Transitivitat).

28.* Untersuchen Sie, welche der in Aufgabe 27 genannten Beziehungen auch fiir die
Teilmengenbeziehung A C B gelten!

29.* Geben Sie alle Teilmengen der folgenden Mengen an!
a) M ={a,b,c}

b) Z = {Oa D?Av V}

c)D=1{1,2,3,4,5}

30.* Unter welchen Bedingungen sind die drei Mengen My = {a}, My = {b}, M5 = {c}
gleich?

Obwohl im allgemeinen die in der Aufgabe 30 genannten drei Mengen nicht gleich sind,
besteht doch eine Gemeinsamkeit zwischen ihnen darin, dass sie alle nur aus einem
Element bestehen, d. h. Einermengen sind. Man sagt in diesem Fall, die Mengen sind
gleichmachtig.

Ebenso sind alle Zweiermengen, d. h. alle Mengen, die aus zwei Elementen bestehen,
gleichmachtig. Entsprechend sind alle Dreiermengen gleichmachtig usw.

Um die Gleichméachtigkeit von Mengen zu definieren, ist das oben angefiihrte Vorgehen
wenig geeignet, da man bei der Definition ohne den Anzahlbegriff auskommen muss
(wie wir in Kapitel 2 noch sehen werden). AuBerdem ware eine Definition mit Hilfe des
Anzahlbegriffes nur fiir endliche Mengen moglich. Wir streben aber eine allgemeingiilti-
ge Definition an. Um diese zu erhalten, bezieht man sich auf die Elemente und benutzt
den Begriff der Zuordnung.

» D4: Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig, wenn jedem Element aus A genau
ein Element aus B und umgekehrt jedem Element aus B genau ein Element aus A
zugeordnet werden kann. Man schreibt dann A ~ B und liest "A gleichmachtig B".

Auf Zuordnungen oder Abbildungen von Mengen werden wir im Kapitel 5 noch ausfiihr-
licher eingehen. Fiir das Verstandnis der Definition 4 geniigt es, sich klar zu machen,
was es heiBt, dass jedem Element aus A genau eines aus B und jedem Element aus B

genau eines aus A zugeordnet wird.
Wir wollen uns das mit Hilfe eines Bildes verdeutlichen (,* Bild 5).
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1.4 Die leere Menge

a
@
4]

L]

Bild 5 4

Es muss also jedem Element aus A ein (und nur ein) Element aus B entsprechen, und
es darf keine zwei Elemente in A geben, denen das gleiche Element in B entspricht,
und es darf keine Elemente in B geben, denen kein Element in A entspricht.

Das folgende Beispiel moge dies verdeutlichen.

B B13: Die Mengen A = {0, A, O, V} und B = {a, b, ¢,d} sind gleichméachtig, denn
man kann die folgende Zuordnung herstellen:

a0, b N\, coO, deV
(Sind auch andere umkehrbar eindeutige Zuordnungen (Abbildungen) moglich ?)

e 31. Beweisen Sie, dass aus A = B folgt A ~ B!
Gilt die Umkehrung auch 7

32. Untersuchen Sie, ob die Beziehung "gleichmachtig" reflexiv, symmetrisch und tran-
sitiv ist, d. h., ob fiir beliebige A, B und C gilt:

A~ A;

A~ B,so B~ A;

wenn A~ Bund B~ C, so A~ C. (" Aufgabe 27)

1.4 Die leere Menge

Alle Mengen, die wir bisher betrachtet haben, waren entweder unendlich oder hatten
eine endliche Anzahl von Elementen. Dabei waren die Einermengen die Mengen mit
der geringsten Anzahl von Elementen (,* Aufgabe 30). Das Mengenbildungsprinzip
ermoglicht aber auch, die Menge zu bilden, die kein Element enthalt.

» Db5: Die Menge, die kein Element enthalt, nennt man die leere Menge. Fiir sie
verwendet man das Symbol "@".

e 33. Uberlegen Sie, warum man den bestimmten Artikel verwenden kann, also von der
statt von einer leeren Menge spricht!

B B14: Im folgenden seien einige Beschreibungen der leeren Menge (iber verschiedenen
Grundbereichen angegeben:

a) die Menge aller sechsfiiBigen Hunde;

b) die Menge aller ebenen Dreiecke, deren Winkelsumme groBer als 180° ist;

c) die Menge aller Teilnehmer einer Arbeitsgemeinschaft, die groBer als 3,00 m sind.
Geben Sie weitere Beispiele an!
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1.5 Operationen mit Mengen

e 34.*% Suchen Sie von den nachfolgend genannten Mengen die leere Menge heraus,
und begriinden Sie Ihre Entscheidung!

a) Die Menge aller Rechtecke, deren Seiten nicht alle gleich lang sind;

b) die Menge aller Rechtecke, deren Diagonalen nicht gleich lang sind;

c) die Menge aller geraden Primzahlen;

d) die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, fiir die das Hypotenusenquadrat groBer ist
als die Summe der Kathetenquadrate.

35.* Formulieren Sie, ausgehend von Aufgabe 34 d), den Satz des Pythagoras unter
Verwendung der leeren Menge!

36.* Welcher Unterschied besteht zwischen den Mengen A = {0} und B = &7
Die leere Menge ist Teilmenge jeder Menge. Es gilt stets @ C M.

1.5 Operationen mit Mengen

Wir haben bisher einige Grundbegriffe der Mengenlehre kennengelernt, die fiir unsere
weitere Arbeit wichtig sind. Ebenfalls wichtig sind gewisse Operationen mit Mengen.
Zwei der wichtigsten werden nachfolgend behandelt.

» D6: Eine Menge V' heiBt die Vereinigung zweier Mengen A und B, wenn sie genau
die Elemente enthalt, die in A oder B enthalten sind. Man schreibt dann V = AU B
und liest "A vereinigt mit B".

Es gilt also: x € V = AU B genau dann, wenn x € A oder z € B.

Hinweis: Dass ein Element in einer Menge A oder einer Menge B enthalten ist, schlieBt
nicht aus, dass dieses Element in beiden Mengen enthalten ist.

B B15: A sei die Menge aller einstelligen Primzahlen, also A = {2,3,5,7}, und B sei
die Menge aller geraden Zahlen, die kleiner als 10 sind, also B = {0, 2,4,6,8}, dann
ist

V=AuB=H{0,2,3,4,5,6,7,8}

Dies kann man durch folgendes Mengendiagramm veranschaulichen (* Bild 6).

Bild 6 Yot
e 37.*% Was lasst sich aus AU B = A und was aus AU B = B schlieBen?

Veranschaulichen Sie diese Sachverhalte durch Mengendiagramme!

38.*% Gegeben seien die Mengen
A=1{2,357; B=1{23,46}; C={3,679}

Bilden Sie V; = AU B und Vo, = BUC! Bilden Sie V; UC und AU V5 und vergleichen
Sie die Ergebnisse!
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1.5 Operationen mit Mengen

Aus der Definition der Vereinigung (" D6) folgt unmittelbar:
Fir alle Mengen A, B, C gilt

(AUB)UC =AU (BUC) (Assoziativitat)
AUB=BUA (Kommutativitat)

Die zweite grundlegende Operation mit Mengen ist Ihnen aus dem Mathematikunter-
richt bekannt.

» D7: Eine Menge D heiBt Durchschnitt zweier Mengen A und B, wenn sie genau die
Elemente enthalt, die in A und in B enthalten sind. Man schreibt dann D = AN B
und liest "A geschnitten mit B".

Es gilt also: x € D = AN B genau dann, wenn x € A und x € B.

B B16: A sei wieder die Menge aller einstelligen Primzahlen, also A = {2,3,5, 7}, und B
sei wieder die Menge aller geraden Zahlen, die kleiner als 10 sind, also B = {0,2.4, 6, 8},
dannist D = AN B = {2}.

Bild 7 I54RP
Dies kann man durch ein Mengendiagramm ( Bild 7) veranschaulichen.

e 39.% (7 sei die Menge aller geraden Zahlen, U die Menge aller ungeraden Zahlen.
Bilden Sie D = G N U, und stellen Sie den Sachverhalt durch ein Mengendiagramm
dar!

Aus der Definition des Durchschnittes zweier Mengen folgt, dass dieser Durchschnitt
genau dann die leere Menge ist, wenn die beiden Mengen kein gemeinsames Element
besitzen.

» D8: Mengen, die kein gemeinsames Element besitzen, heiBen elementfremd oder
disjunkt.
Es gilt also: Zwei Mengen A und B sind genau dann disjunkt, wenn AN B = &.

e 40.* Es gelte A C B. Was lasst sich tiber den Durchschnitt D = AN B aussagen?
Veranschaulichen Sie den Sachverhalt durch ein Mengendiagramm!

41.*% Bilden Sie mit den in Aufgabe 38 gegebenen Mengen A, B und C
a) D1 :AHB, b) D2 :BﬂC, C) DlﬂC', d) AﬂDQ
Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und d)!

Aus der Definition des Durchschnittes (,* D7) folgt unmittelbar:
Fir alle Mengen A, B, C gilt

(ANB)NC=ANn(BNC) (Assoziativitat)

16



1.6 Anwendungen und Aufgaben

ANB=BNA (Kommutativitat)

e 42. Zeigen Sie, dass fir die Mengen A, B und C' aus Aufgabe 38 bzw. 41 folgende
Beziehungen gelten:

a) AN(BNC)=(ANB)U(ANC)
by AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Die vorstehenden Beziehungen gelten allgemein und bedeuten, dass
a) die Vereinigung distributiv beziiglich des Durchschnittes,
b) der Durchschnitt distributiv beziiglich der Vereinigung ist.

e 43.* Es seien A und B zwei Mengen, fiir die gilt

a) AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b) AN B = {4,6,9}

<) AU{34,5} = {1,3,4,5,6,8,9}
d) BU{2,4.8} = {24,5,6,7,8,9}

Bestimmen Sie zwei Mengen A und B so, dass sie diese Bedingungen erfiillen.

1.6 Anwendungen und Aufgaben

Wir wollen uns nun einige Beispiele ansehen und dabei die bisher behandelten grundle-
genden Begriffe und Operationen der Mengenlehre anwenden. AuBerdem sollen weitere
Aufgaben gelost werden.

Erstens wollen wir die Menge 7 der Teilnehmer an dieser Arbeitsgemeinschaft Schule
betrachten.

e 44 Beschreiben Sie diese endliche Menge T
a) durch Angabe ihrer Elemente, b) in der Form

45. Bilden Sie folgende Teilmengen von T' und beschreiben Sie diese durch Angabe
ihrer Elemente:

a) M = {x : x ist ein Madchen},

b) F' = {z : x ist Mitglied einer Singegruppe},

) S = {x : z ist Mitglied der Schulsportgemeinschaft},

) B = {z : x ist Mitglied einer BSG},

) C' = {x : z ist Mitglied eines Sportclubs},

) N = {x : z ist Nichtschwimmer},

) A ={z: x ist im Monat August geboren},

) H = {x : = hat eine Korperhohe, die groBer als 200 cm ist},
i) D = {x : x hat am Ende der Klasse 8 die Mathematiknote 2}.

46. Welche der Mengen M, F'..., D aus Aufgabe 45 sind
a) die leere Menge,

b) eine echte Teilmenge von T,

c) gleich der Menge 77
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1.6 Anwendungen und Aufgaben

47. Welche dieser Mengen M, F), ..., D sind paarweise
a) gleich, b) gleichmachtig, c) elementfremd?

48. Bestimmen Sie fiir die Mengen aus Aufgabe 45

aA) MNF;b) MUF;c) MUS;d) MNS;e) MUB; f)y MNB;g) MNC,
hy MUC; i) MUA; k) MNA; 1) MND; m) MUD; n) MUH; o) MNH

und stellen Sie Vereinigung bzw. Durchschnitt jeweils durch Aufzahlen der Elemente
und in der Form M = {x : H(z)} dar!

49.* Geben Sie die nachfolgend beschriebenen Mengen als Vereinigung bzw. Durch-
schnitt der Mengen M, F' ..., D aus Aufgabe 45 an:

a) alle Madchen, die Mitglieder einer BSG sind;

b) alle Mitglieder einer Singegruppe, die Mitglieder einer BSG oder der Schulsportge-
meinschaft sind;

e) alle Mitglieder einer BSG, die Mitglieder einer Singegruppe oder der Schulsportge-
meinschaft sind;

d) alle Mitglieder einer Singegruppe, die sowohl einer BSG als auch der Schulsportge-
meinschaft angehoren.

Zweitens wollen wir nun Mengen betrachten, die wir im Grundbereich "alle natiirlichen
Zahlen"bilden kénnen. Uber diesem Grundbereich lassen sich unter anderem folgende
Mengen bilden:

W Bl17:

My={z:neNyx=2n+1}

My ={x:2€N;neNunda>1; wenn n|z, son =1 oder n =z},

Ms = {z:z € N;11|z};

My sei die Menge der ungeraden Zahlen, die gréBer als die natiirliche Zahl 101°% sind;
Ms5 sei die Menge der nicht durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen;

Mg sei die Menge der einstelligen natiirlichen Zahlen;

M, ={11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61,67, 71, 73,79, 83,89,97};

Ms sei die Menge der natiirlichen Zahlen, die Vielfache von 11 und kleiner als 100 sind;
My sei die Menge der zweistelligen natiirlichen Zahlen, deren beide Grundziffern gleich
sind;

My, sei die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen, die kleiner als die natiirliche
Zahl 1019 sind.

e 50.% Stellen Sie fest, welche der vorstehend gebildeten Mengen M, bis My
a) endliche b) unendliche Mengen sind!
Begriinden Sie Ihre Feststellung!

51.* Geben Sie fiir jede der Mengen aus Beispiel 17 noch eine andere Darstellung an!

52. Bilden Sie weitere endliche und unendliche Mengen mit den natirlichen Zahlen als
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1.6 Anwendungen und Aufgaben

Grundbereich!

53. a) Uberlegen Sie, wie man zweckmaBigerweise vorgeht, um diejenigen Mengen M
bis My zu bestimmen, die einander gleich sind!

b) Begriinden Sie, dass M5 = My; M3 # My ist!

54.*% Gibt es unter den endlichen Mengen Mjg bis M gleichmachtige Mengen? Be-
grindung?

Wir wollen nun die Gleichméachtigkeit unendlicher Mengen naher untersuchen. So gel-
ten fir die im Beispiel 17 angegebenen Mengen folgende Aussagen:

a) Da My = Ms, gilt erst recht My ~ M.

b) Ferner sind M; bzw. Mj; auch der Menge N der natiirlichen Zahlen gleichmach-
tig, denn man kann jeder natiirlichen Zahl das um 1 vermehrte Doppelte dieser Zahl
zuordnen und umgekehrt:

01 23 4 .. n
(NN N 0
1 35 79 2n + 1

c) Auch zwischen den Elementen von M5 und N kann eine umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung vorgenommen werden, indem man die Primzahlen der GroBe nach geordnet
aufschreibt:

1 2 3 4 5 .. n
(1 N N (N i}
2 3 5 7 11 ... n-te Primzahl

55.* Zeigen Sie, dass M3 ~ N und My ~ N, und begriinden Sie, dass daraus folgt
M3z ~ My.

56.* Es lasst sich nun zeigen, dass My ~ My ~ M3 ~ My ~ Ms. Beweisen Sie diese
Aussage!

Man kann beweisen, dass alle unendlichen Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen
mit dieser und untereinander gleichmachtig sind. Dennoch kénnen zwischen ihnen echte
Teilmengenbeziehungen bestehen.

B B18: Fir die Mengen M und My aus Beispiel 17 gilt My C M;.

e 57.*% Beweisen Sie diese Beziehung unter Verwendung von Definition 2 (78.14)!
58.*% Zeigen Sie, dass fiir Beispiel 17 weder My C M noch My C M; gilt!

59.* Gilt in Beispiel 17a) M3 C M, b) M3 C M;?

60.* Untersuchen und begriinden Sie, welche der folgenden Aussagen fiir Mengen aus
Beispiel 17 wahr und welche falsch sind:

a) M, C M, b) Mg C Ms, C) M3 C My, d) Mo C M3, e) My C Ms,
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1.7 Aquivalenzrelationen

f) Mg - Mg, g) Mg - Mg, h) M10 C My, i) M10 C My

Wir wollen nun mit einigen der Mengen M; bis My, (" B17, 8. 22) Vereinigungen
bzw. Durchschnitte bilden.

H B19: a) M1 U MQ,

Mit Ausnahme des Elementes 2 € M5 sind alle anderen Elemente von M5 auch Ele-
mente von M;. Demnach ist M; U M5 eine Menge, die aus dem Element 2 und allen
Elementen von M besteht.

b) My N M,

Da alle Primzahlen auBer 2 ungerade Zahlen sind, ist die Menge aller ungeraden Prim-
zahlen, also aller Primzahlen auBer der Primzahl 2, der Durchschnitt dieser beiden
Mengen.

c) Mg U M; = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61,67,71,73,79,83,89,97}

d) MeNM; =2

e 61.*% Bilden Sie

a) M1 U M3, b) M1 U M4, C) M1 U M7, d) M3 U Mg, e) M4 U MlO: f) M7 U Mg,
g) M7U Mlo, h) M1 ﬂMg, I) M1 ﬂM4, k) M1 N MG: |) M1 N M7, m) M1 N Mg,
n) MQ N Mg, O) M3 N M6, p) M3 N Mg, C]) M4 N Mlo, I’) M7 N Mg, S) M6 N M10

1.7 Aquivalenzrelationen

Fir die Gleichheit und fiir die Gleichmachtigkeit von Mengen haben wir durch Losen
von Aufgabe 27 bzw. Aufgabe 32 gezeigt, dass diese Beziehungen zwischen Mengen
reflexiv, symmetrisch und transitiv sind.

Beziehungen zwischen mathematischen Objekten werden mit dem Fachausdruck Rela-
tion bezeichnet. Stehen die Objekte a und b in der Relation R, so schreibt man dafiir
aRb.

Relationen, fiir welche die oben genannten drei Eigenschaften gelten, kommen in der
Mathematik haufig vor. Sie heiBen Aquivalenzrelationen.

» DO: Eine Relation aRb heiBt Aquivalenzrelation, wenn fiir jedes a, b, c gilt:
(1) aRa (Reflexivitat);

(2) Wenn aRb, so bRa (Symmetrie);

(3) Wenn aRb und bRc, so aRc (Transitivitat).

Fiir Aquivalenzrelation verwendet man oft das Zeichen ,,~" und schreibt also beispiels-
weise a ~ b.

W B20: Wir wollen iiberpriifen, ob die Teilmengenrelation eine Aquivalenzrelation ist.
Es ist also fiir beliebige Mengen M, My, Ms, M3, zu prifen, ob gilt

(1) M C M;

(2) wenn M1 g MQ, SO M2 g Ml;
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1.7 Aquivalenzrelationen

(3) wenn M1 g MQ und M2 g M3, SO M1 gz Mg.

Wie wir beim Losen von Aufgabe 28 (7 8.16) gezeigt haben, gelten (1) und (3), wahrend
(2) nicht gilt.

Fir die Teilmengenbeziehung gilt also die Eigenschaft der Symmetrie nicht, und dem-
nach ist die Teilmengenbeziehung keine Aquivalenzrelation.

M B21: Auch die Relation "M ist echte Teilmenge von M," ist keine Aquivalenzrela-
tion.

Diese Relation besitzt namlich weder die Eigenschaft der Symmetrie noch die Eigen-
schaft der Reflexivitit, wie folgende Uberlegung zeigt:

Nach Definition 2 ware die Menge M eine echte Teilmenge von sich selbst, wenn fol-
gendes gilt: "Jedes Element von M ist Element von M, und es gibt (mindestens) ein
Element in M, das nicht Element von M ist."

Der zweite Teil dieser Aussage widerspricht aber dem ersten Teil. Die Annahme, M;
ware echte Teilmenge von sich selbst, fiihrt also zu einem Widerspruch und kann daher
nicht aufrecht erhalten werden.

e 62.* Zeigen Sie, dass auch nicht gilt:
Wenn M, C M, so My C M;!

Wir wollen nunmehr Relationen, die in endlichen oder unendlichen Mengen gelten,
daraufhin untersuchen, ob sie Aquivalenzrelationen sind. Dabei schlieBen wir die leere
Menge aus.

B B22: Als Grundbereich wahlen wir die Menge M der Schiiler Ihrer Schule. Als Variable
fiir Elemente von M - also Schiiler lhrer Schule - benutzen wir nachfolgend s, s1, s9, s3.
Ist dann die Relation R "s; geht in dieselbe Klasse wie s5"eine Aquivalenzrelation?

Offensichtlich gilt fir jedes s, s1, s, S3:

(1) sRs, d.h.: Jeder Schiller geht in dieselbe Klasse wie er selbst.

(2) Wenn s1Rsj, so soRsy, d.h.: Wenn ; in dieselbe Klasse geht wie so, so geht auch
So in dieselbe Klasse wie s;

(3) Wenn sy Rsy und soRss, so sqRss, d.h.: Wenn s in dieselbe Klasse geht wie s9
und s in dieselbe Klasse geht wie s3, so geht auch s; in dieselbe Klasse wie s3.

In M ist also die Relation R "s; geht in dieselbe Klasse wie s»" eine Aquivalenzrelation.

B B23: In der Menge M der Schiiler lhrer Schule gibt es noch weitere Aquivalenzrela-
tionen wie etwa

a) sy ist am gleichen Tag geboren wie ss.

b) s1 hat in diesem Kalenderjahr am gleichen Wochentag Geburtstag wie sﬂ

c) s1 hat in diesem Schuljahr am gleichen Wochentag Geburtstag wie s.

d) s1 hat den gleichen Familiennamen wie s,.

e 63. Weisen Sie nach, dass die in Beispiel 23 genannten Relationen in M Aquivalenz-

2Gibt es im betrachteten Kalender- bzw. Schuljahr keinen 29. Februar, so soll der 28. Februar fiir
die an einem Schalttag Geborenen als Geburtstag gelten.
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1.7 Aquivalenzrelationen

relationen sind!
e 64. Bilden Sie weitere Aquivalenzrelationen in M!

Natdirlich lassen sich in der Menge M der Schiiler Ihrer Schule auch Relationen bilden,
die keine Aquivalenzrelationen sind.

B B24: a) s ist ein Bruder von ss.
b) s1, hatte im letzten Zeugnis eine bessere Mathematiknote als s,.
c) s besiegt beim Tischtennisturnier "Alle gegen alle" ss.

e 65.*% Begriinden Sie, warum die in Beispiel 24 angegebenen Relationen keine Aquiva-
lenzrelationen in M sind!

66. Bilden Sie weitere Relationen in M, die keine Aquivalenzrelationen sind!

67.* Grundbereich sei die Menge der Kraftfahrzeuge, die zu einem bestimmten Zeit-
punkt zum Fuhrpark eines volkseigenen Betriebes gehoren.

Welche der folgenden Relationen Ry bis Rj5 sind Aquivalenzrelationen, welche nicht ?
(Begriindung ?)

Ri: a hat dieselbe Motorleistung wie b.

Rs: a hat eine hohere Nutzlast als b.

R3: a hat dasselbe Herstellungsjahr wie b.

Ry4: aist b im Anzugsvermogen (iberlegen.

Rs: a hat einen geringeren Kraftstoffverbrauch als b.

Wir wollen uns nun Aufgaben und Beispielen aus der Mathematik zuwenden.

e 68.% Grundbereich sei die Menge N, der zweistelligen natirlichen Zahlen n. Welche
der nachstehend genannten Relationen sind Aquivalenzrelationen in Ny? Begriinden Sie
ihre Entscheidungen!

a) ny hat in der Einerstelle dieselbe Grundziffer wie ns.
b) ny hat in der Zehnerstelle dieselbe Grundziffer wie n..
c) ny hat bei Division durch 11 den gleichen Rest wie ns.
d) ny hat bei Division durch 16 den gleichen Rest wie n..
e)
f)

ny = 3 no
g) nq ist teilerfremd zu ns.
h) ny hat dieselbe Quersumme wie ns.

Auch aus der Geometrie kennen Sie bereits zahlreiche Relationen, von denen viele
ebenfalls Aquivalenzrelationen sind.

B B25: In der Menge G aller Geraden g, h, [, ... einer Ebene ist die Relation "g ist
parallel 1" (g || h) eine Aquivalenzrelation, denn es gilt fiir jedes g und h

(1) g || g (jede Gerade ist nach der Definition der Parallelitat zu sich selbst parallel
(2) wenn g || h, so h || g;
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1.8 Klasseneinteilungen

(3)wenn g ||hund h ||, sog]| !l

B B26: Andererseits ist "g L. h" (g steht senkrecht auf h) in der Menge G aus Beispiel
25 keine Aquivalenzrelation, weil die Relation des Senkrechtstehens weder reflexiv noch
transitiv, sondern lediglich symmetrisch ist.

e 69.* a) Machen Sie sich diese Aussagen iiber die Relation "g L A" an Hand einfacher
Skizzen klar!
b) Beweisen Sie, dass in G gilt: Wenn g L jund h L k, so g || k!

70.*% Untersuchen Sie, ob die folgenden Relationen zwischen den Geraden einer Ebene
Aquivalenzrelationen sind! Begriinden Sie lhre Ergebnisse!

a) g ist nicht parallel zu h.

b) g schneidet h.

71.*% S sei die Menge aller Strecken s, ¢, u, ... einer Ebene.

a) Zeigen Sie, dass "s ist kongruent ¢" eine Aquivalenzrelation ist!

b) Geben Sie eine (sinnvolle) Relation zwischen Strecken an, die keine Aquivalenzrela-
tion ist!

72.% D sei die Menge aller Dreiecke d, ¢, f, ... einer Ebene. Welche der folgenden
Relationen sind in D Aquivalenzrelationen?

a) d ist umfangsgleich e.

b) d ist flacheninhaltsgleich e.
c) d ist kongruent e.

d) d ist ahnlich e.

e) d hat einen groBeren Flacheninhalt als e.
f) d hat einen kleineren Umfang als e.

1.8 Klasseneinteilungen

Wir wollen uns nunmehr etwas ausfiihrlicher mit Aquivalenzrelationen beschaftigen und
betrachten dazu noch einmal einige der bisher behandelten Beispiele.

Wir waren in Beispiel 22 von der Menge M der Schiiler, die derzeitig Ihre Schule
besuchen, ausgegangen und hatten nachgewiesen, dass in ihr die Relation "s; geht in
dieselbe Klasse wie s, eine Aquivalenzrelation ist.

Durch die Aquivalenzrelation in M wird die Menge M in bestimmte Teilmengen - die
Schulklassen - eingeteilt. Fiir die Menge der Schulklassen gelten folgende Eigenschaf-
ten:

(1) Keine Schulklasse ist die leere Menge, d. h., es gibt keine Klasse, der nicht mindes-
tens ein Schiiler angehort.

(2) Jedes Paar von Schulklassen ist elementfremd, d. h., es gibt keinen Schiiler, der
(gleichzeitig) zwei verschiedenen Klassen angehort.

(3) Die Vereinigungsmenge aller Schulklassen ist gleich der Menge M, d.h., jeder Schii-
ler (jedes Element aus M) gehort mindestens einer Klasse an.
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1.8 Klasseneinteilungen

Durch eine Aquivalenzrelation wird also eine nicht leere Menge M in bestimmte Teil-
mengen aufgeteilt. Diese Teilmengen von M werden - auch in der Mathematik ganz
allgemein - Klassen genannt.

Die durch eine Aquivalenzrelation R bewirkte Einteilung einer Menge heiBt eine Zerle-
gung von M nach R oder eine Klasseneinteilung von M.

» D10: Eine Zerlegung oder Klasseneinteilung einer Menge M nach einer Aquivalenz-
relation R ist eine Einteilung von M in Teilmengen von M. Diese Teilmengen heiBen
Klassen.

Fir das System der Klassen missen folgende Eigenschaften gelten:

(1) Keine Klasse ist die leere Menge, und

(2) das System dieser Klassen ist elementfremd, d. h., fiir zwei beliebige Klassen K;
und K gilt K; N K; = &, falls i # 7, und

(3) die Vereinigung aller Klassen ist gleich der Menge M.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass auch die in Beispiel 23 b) genannte Aquivalenzrelation
eine Zerlegung in M bewirkt.

B B27: Die Aquivalenzrelation "... hat in diesem Kalenderjahr am gleichen Wochentag
Geburtstag wie ..." fihrt in der Tat zu einer Zerlegung von M in héchstens 7 Klassen,
namlich in die Klassen der "Montagsgeburtstagler", der "Dienstagsgeburtstagler" usw.
bis zur Klasse der "Sonntagsgeburtstagler", wobei es jede dieser Klassen nur dann gibt,
wenn mindestens ein Schiiler an dem betreffenden Wochentag Geburtstag hat.
(Deshalb war es oben auch notwendig, von "hochstens 7 Klassen" und nicht von "genau
7 Klassen" zu sprechen.)

Diese Einteilung in hochstens 7 Klassen hat die Eigenschaften (1) bis (3) (D 10), die
eine Klasseneinteilung definieren, denn:

(1) Es werden nur solche Klassen gebildet, die nicht leer sind, d.h. an denen mindestens
1 Schiiler Geburtstag hat.

(2) Kein Schiller kommt in 2 oder mehr Klassen, weil er in einem Kalenderjahr nicht
an 2 oder mehr verschiedenen Wochentagen Geburtstag haben kann,

Jeder Schiiler wird von der Klasseneinteilung erfasst, denn jeder Schiiler hat im Verlauf
des Kalenderjahres an einem bestimmten Wochentag Geburtstag, wenn fiir Schalttag-
geborene die in Beispiel 23b) getroffene Vereinbarung gilt.

e 73. Zeigen Sie, dass jede der in Beispiel 23 unter a), c¢) und d) genannten Aquiva-
lenzrelationen eine Klasseneinteilung von M erzeugt!

Nun soll die in Aufgabe 68a) genannte Aquivalenzrelation in der Menge N, der zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen n daraufhin untersucht werden, ob sie jeweils eine Klassen-
einteilung in Ny erzeugt.

B B28: Die Aquivalenzrelation "n; hat in der Einerstelle dieselbe Grundziffer wie n,"
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1.8 Klasseneinteilungen

ist in Ny eine Klasseneinteilung:

K, = {10, 20,30, 40, 50, 60, 70, 80, 90}
K, = {11,21,31,....91}

Ko = {19,29,39, ...,99}

Diese 10 Klassen sind durchweg Neunermengen, die den Eigenschaften (1) bis (3) der
Definition der Klasseneinteilung (D10) geniigen.
Es gilt namlich offensichtlich fir alle K; (i = 1,2,3, ..., 10):

(1) Ki#o
(2) KinKp=2, wenni#k
(3) KiUKoUKsUK/UKsUKgUK;U KgU KgU K19 = Ny

e 74. Zeigen Sie, dass die unter b), c), d) und h) in Aufgabe 68 genannten Aquivalenz-
relationen ebenfalls je eine Klasseneinteilung in der Menge N, der zweistelligen Zahlen
n erzeugen, und beschreiben Sie diese!

Durch die in Aufgabe 68 unter c) genannte Aquivalenzrelation werden Klassen erzeugt.
Solche Klassen heiBen Restklassen, weil alle in einer Klasse enthaltenen Elemente be-
ztglich der Division durch 11 "restgleich" sind. Wir kommen auf sie noch ausfiihrlich
in Kapitel 2 zurtick.

Auch in der (unendlichen) Menge N der natiirlichen Zahlen erzeugt die Aquivalenz-
relation "restgleich beziiglich der Division durch 11" eine Klasseneinteilung von N in
11 Restklassen. Jede dieser Restklassen ist eine unendliche Teilmenge der natirlichen
Zahlen und ihr gleichmachtig.

Es lieBe sich beweisen, dass jede Aquivalenzrelation in einer nichtleeren Menge M eine
Klasseneinteilung von M erzeugt. Auf diesen Beweis miissen wir hier jedoch verzichten.

e 75. Zeigen Sie, dass jede der in Abschnitt 1.7. betrachteten Aquivalenzrelationen eine
Klasseneinteilung erzeugt!

Wir wollen nun untersuchen, ob die betrachteten Relationen, die keine Aquivalenzrela-
tionen sind, ebenfalls Klasseneinteilungen erzeugen.

B B29: Es sei die Relation "n; > ny" in der Menge N, der zweistelligen natiirlichen
Zahlen n untersucht. Auch hier wird eine Einteilung von Ny vorgenommen, d.h., es
entstehen Teilmengen von Ny namlich

Tog = {98,97,96,...., 11,10}, denn 99 ist groBer als jedes der Elemente von Tyy;
Tos = {97,96,...,11,10}, denn 98 ist groBer als jedes der Elemente der Menge Tos;
T11 = {10}, denn 11 > 10;

Tho = &, denn 10 ist nicht groBer als irgendein Element aus Ns.

Dass die durch die Relation "n; > ns" bewirkte Einteilung keine Klasseneinteilung ist,
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1.8 Klasseneinteilungen

ist bereits an Tyg und Tyg zu erkennen. Diese beiden Teilmengen sind nicht element-
fremd, vielmehr gilt: Tyg NTys = Thg, und Tyg ist nicht die leere Menge. Die Bedingung
(2) aus Definition 10 ist also nicht erfillt.

Entsprechend l3sst sich zeigen, dass alle Relationen in M, die keine Aquivalenzrelatio-
nen sind, keine Klasseneinteilung von M erzeugen.

e 76. Fiihren Sie diesen Nachweis fiir die in den Aufgaben 67., 68., 70. und 72. vor-
kommenden Relationen, die keine Aquivalenzrelationen sind!

Es erhebt sich nun die Frage, ob auch umgekehrt durch eine gegebene Klasseneinteilung
einer Menge M eine Aquivalenzrelation bestimmt ist. Das lasst sich beweisen, worauf
wir hier allerdings verzichten miissen. Wir betrachten lediglich einige Beispiele.

B B30: Die drei Mengen
K, =10,3,6,9,12,15,18}, K, ={1,4,7,10,13,16,19}, K3 ={2,5,8,11,14,17,20}

stellen offensichtlich eine Klasseneinteilung der Menge N; der natiirlichen Zahlen von
0 bis 20 dar, denn es gilt

(1) K1%®1K2%®7K37é®
Q) KiNKy=2, KiNK;=0, KiNK;=0
(3) K1UK2UK3:N1

K ist offensichtlich die Restklasse "Rest Null bei Division durch 3", K5 die Restklasse
"Rest 1 bei Division durch 3" und K3 die Restklasse "Rest 2 bei Division durch 3".
Demnach lautet eine durch die gegebene Klasseneinteilung von N; bestimmte Aquiva-
lenzrelation "n; hat bei Division durch 3 denselben Rest wie ny".

Man kann nun zeigen, dass es keine weitere Aquivalenzrelation in N; gibt, die durch
die gegebene Klasseneinteilung bestimmt wird. Auch auf diesen Nachweis miissen wir
hier verzichten.

B B31: Gegeben sei folgende Klasseneinteilung der Menge M aller Schiiler Ihrer Schule

Ky = {x : x hat im Januar Geburtstag}
Ky = {x : x hat im Februar Geburtstag}

K19 = {x : © hat im Dezember Geburtstag}

wobei vorausgesetzt wird, dass keine dieser Mengen leer ist. Offensichtlich lautet dann
die durch diese Klasseneinteilung bestimmte Aquivalenzrelation "... hat im gleichen
Monat Geburtstag wie ...".

e 77. Die Mengen
Ny={z:neN;z=2n} : N,={z:neNz=2n+1}

sind nicht leer, aber elementfremd, und ihre Vereinigung ist die Menge N der natdirli-
chen Zahlen. Welche Aquivalenzrelation in N wird durch diese Klasseneinteilung von N
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bestimmt?

Die vorstehend erhaltenen Ergebnisse lassen sich zu folgendem Hauptsatz iiber Aqui-
valenzrelationen zusammenfassen:

Jede Aquivalenzrelation in der nicht leeren Menge M erzeugt genau eine Zerlegung von
M, und durch jede Zerlegung von M wird genau eine Aquivalenzrelation bestimmt.

1.9 Losungen - Kapitel 1

2. Wahre Aussagen sind a), e), €)

3.a),¢c) e

4. Primzahlen

5. M ={1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30,60}
6. Kreis mit dem Radius » = 3 cm

7. Kugeloberflache

8. Mittelsenkrechte der Strecke AB

9. Aquator

10. Rechtecke

11. Z = {12,15,18, 21, 24,27, 30, ...,99}
12. H = {Be, M g,Ca, Sr, Ba, Ra}

15. A={3,4,5,6}

16. a) B; ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b) By = {-7,7}

c) Bs ={1,2,34,6,8,9,12,18,24,36, 72}

d) By ={3,4,5,6,7,89,10,11,12,13}

e) B; = {1}

f) Bs = {0}

17.a) A={n:ne€N;n > 10}

by B={z:x€eN;3tz}oder B={z:2=3n+1n¢€ N}
c)C={a:a€cR«sa<1}

d) D={d:deR;10 <z < 15}

18. a) D ist die Menge aller durch 7 teilbaren natiirlichen Zahlen d.
b) R ist die Menge aller gebrochenen Zahlen m, die groBer als 1 sind.
c) F ist die Menge aller rationalen Zahlen z mit x < 0 oder z > 1.

19. a) gerade Zahl; 53

b) Primzahl; 9

c) Quadratzahl; 67

d) n-Eck; "Kreis"

e) Hauptstadt eines sozialistischen Staates; "London"
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t) Verb; "blau"

g) Saugetier; "Adler"

20. a) +2, 3+4 b)681636
c %777 0 d) 27§7 7_111

a) A ist nicht Teilmenge von M, A ¢ M
A ist Teilmenge von M, AC M
A ist Teilmenge von M, A C M
dACM

28. Die Beziehung A C B ist

reflexiv, denn es gilt A C A,

transitiv, denn aus A C B und B C C folgt A C C,
nicht symmetrisch, denn aus A C B folgt nicht B C A.

a) M={abct b) Z={0O0A,v} Zy={0A}

)
0.
)
e) 17, 53, 97
23.
b)
c)

My = {a} z, ={0O} Zy ={0,v}
My = {b} Zy = {0} Zyp ={AL,V}
29 M; = {c} Z3 ={A} Z11 ={O,0,A4}
' = {a,b} Z4 = {V} Z12 = {O,A,V}
= {a,c} Z5 = {07 D} Zi3 = {O,D,V}
= {b,C} Zg = {OuA} AV {D,A,V}
M; =@ Z7 ={0O,Vv} Jis =&

Die leere Menge ist an dieser Stelle noch nicht behandelt, sie ist eine Teilmenge jeder
Menge.

c) D =1{1,2,3,4,5}, Dy bis D5 Einermengen, D¢ bis D15 Zweiermengen, Di¢ bis Doj
Dreiermengen, Dyg bis D3 Vierermengen, D3y = &

30a=b=c

34. b) die Menge aller Rechtecke, deren Diagonalen nicht gleich lang sind
d) die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, fiir die das Hypothenusenquadrat groBer
ist als die Summe der Kathetenquadrate

35. Die Menge aller rechtwinkligen Dreiecke, fiir die das Hypotenusenquadrat nicht
gleich der Summe der Kathetenquadrate ist, ist leer.

36. A ist eine Einermenge mit dem Element "0", B ist die leere Menge, d. h., sie enthalt
kein Element.

37. Aus AU B = A folgt B C A (Bild 8). Aus AU B = B folgt A C B ( Bild 9).

B y A B

Bild 8, 9
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38. Vi = {2,3,4,5,6,7}, Vo = {2,3,4,6,7,9}
ViUuC ={2,34,5,6,79}, AUV, ={23456,79} dh V;UC=AUV,

39. D = o (Bild 10)

Bild 10 D=6oU=2

40. D = A (Bild 11)

Bild 11

41.2) Dy = {2,3},b) Dy = {3,6}, ¢) DiNC = {3},d) AND, = {3}, D\NC = AND,

43. Aus a) folgt, dass 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 Elemente von A oder B (oder beiden)
sind.

Aus b) folgt, dass genau 4, 6, 9 Elemente von A und B sind.

Aus c) folgt, dass 1, 6, 8, 9 Elemente von A und 2, 7 nicht Elemente von A sind.
Aus b) folgt, dass 5, 6, 7, 9 Elemente von B und 1, 3 nicht Elemente von B sind.
Damit ergibt sich nur eine Lésung, namlich A = {1,3,4,6,8,9}; B = {2,4,5,6,7,9}.

49. a) MNB,b) FN(BUS),c) BN(FUS),d) FN(BNS)

50. a) Endliche Mengen sind: Mg, M7, Mg, My, M
b) Unendliche Mengen sind: My, My, Ms, My, M5

51. My = {x : 2 € N;2{ z} oder M ist die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen;
M5 ist die Menge aller Primzahlen;

Ms ist die Menge der durch 11 teilbaren natirlichen Zahlen oder M3 = {x : n €
N und z = 11n};
My={zr:re€Nundz > 10" undn € Nund 2 = 2n + 1} oder My = {x : z €
N;z > 10199 und 2t 2}

Ms;={zx:2zeN;2{z};

Mg ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};

M7 ist die Menge der zweistelligen Primzahlen;

Mg ={z:2x €Nund z=11n und x < 100} oder Mg = {0, 11, 22,33, 44, 55,66, 77, 88,99}
My = {11,22,33,44,55,66,77,88,99} oder My = {x : n € Nundn # 0,z <
100 und x = 11n}

My ={z:2x € Nund x <109 und 24 z}.

54. Mg ~ Mg, denn sowohl Mg als auch Mg enthalten genau 10 Elemente.
55. Wegen
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01 2 3 4 .. n
1111 1¢ !
0 11 22 33 44 .. 1l-n
ist M3 ~ N. Wegen
0 1 2 n
! !
1019 41 10" 43 10" +5 . 100+ 2n 41

ist M4 ~ N.

Laut Ergebnis der Aufgabe 32 ist die Beziehung "gleichméachtig" transitiv, d.h. es gilt:
Wenn M3z ~ N und N ~ My, so Mg ~ M.

Da die Beziehung "gleichmachtig" auch symmetrisch ist (Lésung von Aufgabe 32),
folgt aus My ~ N auch N ~ M,. Demnach folgt aus M3 ~ N und M4 ~ N auch
M3 ~ My.

56. Wegen My ~ N, M2 ~ N, ..., M5 ~ N sowie der Symmetrie und der Transitivitat
der Beziehung "gleichmachtig" ist diese Aussage wahr.

57. Nach Definition 1 gilt My C M. Ferner gilt 3 € M; und 3 ¢ M,.
Dann gilt nach Definition 2 die Beziehung My C M;.

58. Wegen 2 € M, und 2 ¢ M, gilt nach Definition 2 bzw. Definition 1 weder My C M,
noch M2 g Ml.

59. Weil 22 € M3 und 22 ¢ M; gilt weder M3 C M; noch M35 C MT1.
60. a),b),d),e),g),h) sind wahre, alle anderen sind falsche Aussagen.

61.a) M1 UM;s;={z:neNund x =2n+1 oder 22|z}
={0,1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,22,23, ...}

by MiUMy={z:neNz=2n+1}

C) MlUM7:M1, d) M3UM8:M3, e) M4UM10:M1

f) M;UMs = {0, 11,13, 17, 19,22, 23,29, 31, 33, 37, 41, 43, 44, 47, 58, 55, 59, 61, 66, 67,
71,73,77,79,83, 88,89, 97, 99}

g)M7UM10:M10, h)MlﬁMgz{CL’ixEN,[L‘:11-(2n+1)}

) My N My= My, k) MinMs={1,3579)

) MyNM; =M, m) M N M ={11,33,55,77,99}

n) MQﬂMgZ{ll}, 0) Ms N Mg = {O}

p)MgﬂMgzMg, q)M4ﬂM1():@

0) My Ms = {11},  s) Mg Mo = {1,3,5,7,9}

62. Nach Definition 2 bedeutet

a) My C Mj: Jedes Element von M ist Element von Mj, und es gibt (mindestens)
ein Element in M5, das nicht Element von A ist.

b) My C M : 1: Jedes Element von M, ist Element von M7, und es gibt (mindestens)

ein Element in Mj, das nicht Element von M ist.
Demnach ist My C M5 und My C M; miteinander unvereinbar.

65. a) nicht reflexiv; b) nicht reflexiv und nicht symmetrisch
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c) nicht reflexiv, nicht symmetrisch, nicht transitiv
67. R, und Rj3 sind Aquivalenzrelationen, Ry, R, und Rj nicht.

68. Aquivalenzrelationen liegen vor bei a), b), e), d), h), bei e), f) und g) dagegen
nicht.

69. b) Aus Klasse 6 kennen wir den Satz:

Wenn Wechselwinkel an sich schneidenden Geraden kongruent sind, so sind die Geraden
parallel. (7 [13g])

Hier sind die Wechselwinkel kongruent, da beide 90° groB sind. Folglich sind die Geraden
g und k parallel.

70. a) und b) sind keine Aquivalenzrelationen.

71. a) 1. s = s, denn jede Strecke ist zu sich selbst kongruent.

2. Wenn s =2 t, sot = s, denn zu jeder Verschiebung v, die s in t Gberfiihrt, gibt es
eine entgegengesetzte Verschiebung v—1, die ¢ in s iiberfiihrt.

3. Wenn s =t und t = u, so s == u, denn zu jeder Nacheinanderausfiihrung von zwei
Verschiebungen, durch die s in ¢ und t in w UGberflihrt werden, gibt es eine resultierende
Verschiebung, die s in u Uberfiihrt.

b) s L u, denn diese Beziehung ist weder reflexiv noch transitiv (. B26)

72. a), b), e), d) sind Aquivalenzrelationen, €) und f) nicht.
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2.1 Einfiihrung und Wiederholung

2 Arbeiten mit Zahlenmengen

2.1 Einfiihrung und Wiederholung

B B1: Auf welchen Wochentag fallt der 1. Januar des Jahres 20007

Beim Losen dieser Aufgabe konnen wir beispielsweise davon ausgehen, dass der 1.
Januar 1978 ein Sonntag ist. Da das Jahr 1978 365 Tage, also 52 Wochen und 1 Tag
hat, ist der 1. Januar 1979 ein Montag.

Entsprechend ergibt sich, dass der 1. Januar 1980 ein Dienstag ist. Der 1. Januar
1981 ist jedoch kein Mittwoch, sondern ein Donnerstag, denn das Jahr 1980 hat als
Schaltjahr 52 Wochen und 2 Tage.

Die weiteren Uberlegungen schreiben wir uns folgendermaBen iibersichtlich auf:

Mo Di Mi Do Fr Sa So

78

79 80 8l 82 83 84
85 86 87 88 89

90 91 92 93 94 95

96 97 98 99 2000

Der 1. Januar 2000 ist also ein Sonnabend. _
In diesem 2. Kapitel werden wir u. a. ein Verfahren kennenlernen, um Aufgaben wie

diese wesentlich schneller 16sen zu kdnnen.

Es sollen in folgendem vor allem Eigenschaften von Mengen untersucht werden, deren
Elemente Zahlen sind. Aber wir wollen auch unsere in Kapitel 1 erworbenen Kenntnisse
iiber Mengen verwenden, um neue Fragen aufzuwerfen und zu beantworten. Solche
Fragen sind z. B.:

- Was sind natiirliche Zahlen?

- Wie hangen Begriffsbildungen zur Teilbarkeit natirlicher Zahlen (z. B. gemeinsame
Teiler, gemeinsames Vielfaches von natirlichen Zahlen) mit den Begriffsbildungen der
Mengenlehre zusammen?

- Welche Rolle spielen Begriffsbildungen der Mengenlehre bei den Zahlenbereichserwei-
terungen?

Einige Aufgaben zur Wiederholung:
Unter den Beispielen in Kapitel 1 gibt es zahlreiche Mengen, deren Elemente Zahlen
sind.

e 1. Geben Sie einige Zahlenmengen an, die in Kapitel 1 vorkommen, und stellen Sie
jede dieser Mengen mindestens in zwei verschiedenen Formen dar!

2. Bilden Sie weitere Zahlenmengen, und schreiben Sie diese in jenen Formen auf, die
Sie in Kapitel 1 kennengelernt haben!

3. Aus dem Mathematikunterricht sind lhnen zahlreiche Mengen bekannt, deren Ele-
mente Zahlen sind. Beispielsweise kennen Sie

(1) die Menge N aller natiirlichen Zahlen,
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2.2 Mengen und natiirliche Zahlen

(2) die Menge R* aller gebrochenen Zahlen,
(3) die Menge R aller rationalen Zahlen,
(4) die Menge P aller reellen Zahlen. (* [13 g], S. 19ff.)

Geben Sie fir jede der Mengen N, R*, R, P

a) je funf Elemente,

b) eine unendliche, aber echte Teilmenge an!

4. Erlautern Sie, dass es sich bei der

a) Losungsmenge (einer Gleichung bzw. Ungleichung)

b) Menge der Teiler einer natirlichen Zahl n um Zahlenmengen handelt!

2.2 Mengen und natiirliche Zahlen

Wir wollen nun genauer untersuchen, was die natiirlichen Zahlen sind, und dabei unsere
Kenntnisse aus Kapitel 1 anwenden. Dazu erinnern wir uns zunachst, dass uns aus dem
Mathematikunterricht nicht nur die unendliche Menge aller natirlichen Zahlen bekannt
ist, sondern auch die Folge der natirlichen Zahlen.

Das fiihrt dazu, dass wir den Begriff "natiirliche Zahlen" in zwei verschiedenen Bedeu-
tungen benutzen:

Erstens kann man mit den nattirlichen Zahlen Anzahlen kennzeichnen, z. B. 4 Baume,
115 an einer Ubung teilnehmende Panzer, 15532 Zuschauer bei einem FuBballspiel. Eine
als Anzahl verwendete natiirliche Zahl wird in der Mathematik endliche Kardinalzahl
genannt.

Jedes der genannten Beispiele ist eine endliche Menge, und die jeweilige Kardinalzahl
(4 bzw. 115 bzw. 15532) beschreibt deren Machtigkeit, d.h., sie gibt die Anzahl der
Elemente der betreffenden Menge an.

Zweitens kann man unter Verwendung der Folge der natiirlichen Zahlen die Elemente
jeder endlichen Menge "durchnummerieren" , d.h., man ordnet jedem Element dieser
Menge genau eine natiirliche Zahl zu, und zwar so, dass nacheinander die Zahlen 1, 2,
3,... als zugeordnete Zahlen verwendet werden, bis alle Elemente genau eine "Nummer"
erhalten haben.

Diese Nummern sind zwar auch naturliche Zahlen, kennzeichnen aber keine Anzahlen,
sondern die Stellung jedes Elements in der vorgenommenen Ordnung der Elemente.
Man nennt die so verwendeten natiirlichen Zahlen Ordinalzahlen und schreibt meist
- zur Unterscheidung von den Kardinalzahlen - hinter ihrer Zifferndarstellung einen
Punkt.

e 5. Angenommen, der Leiter lhrer Arbeitsgemeinschaft iibergibt Ihnen ein Blatt mit
10 mathematischen Aufgaben. Erlautern Sie - unter Verwendung von Kardinalzahl und
Ordinalzahl - den Unterschied zwischen den folgenden dann moglichen beiden Auffor-
derungen:

a) Losen Sie die zehn Aufgaben!

b) Losen Sie die zehnte Aufgabe!
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2.3 Endliche Kardinalzahlen als Klassen gleichmachtiger Mengen

2.3 Endliche Kardinalzahlen als Klassen gleichmachtiger
Mengen

Wir wollen nun die Frage klaren, was eine endliche Kardinalzahl ist. Dazu betrachten
wir zunachst ein Beispiel aus dem Mathematikunterricht der 1. Klasse.

B B2: Auf der nachsten Seite ist die Seite 8 aus dem Lehrbuch Mathematik, Klasse
1 (7 [13a]) wiedergegeben. Auf dieser Seite wird die Kardinalzahl 3 eingefiihrt. Dazu
wird folgendermaBen vorgegangen:

Es werden Mengen von verschiedenen Objekten dargestellt, die untereinander gleich-
machtig sind, namlich lauter Dreiermengen. Von den Unterschieden in der Art der
Objekte wird abgesehen, d.h., es wird abstrahiert.

[

[

O

L]

O

Als Gemeinsamkeit bleibt dann nur, dass diese Mengen samtlich gleichmachtig der
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2.4 Einige Bemerkungen zur historischen Entwicklung des Zahlbegriffs

Menge M = {(,e,®} sind. Fiir diese Gemeinsamkeit wird dann (in der deutschen
Sprache) das Wort 'drei’ und (in dem von uns benutzten Ziffernsystem) das Zeichen
"3" eingefiihrt.

An diesem Beispiel lasst sich im Prinzip erkennen, wie alle endlichen Kardinalzahlen
gewonnen werden konnen bzw. was eine endliche Kardinalzahl eigentlich ist:

(1) Wir betrachten die Menge aller endlichen Mengen (1. Stufe), also ein Mengensys-
tem.

(2) Fir dieses Mengensystem fiihren wir die Aquivalenzrelation "gleichmachtig" (*
Kap. 1) ein.

(3) Durch diese Aquivalenzrelation wird in dem betrachteten Mengensystem eine Ein-
teilung in Klassen gleichmachtiger Mengen bewirkt (,* Kap.1).

So liegen beispielsweise alle zur Menge M; = {()} gleichmachtigen Mengen in einer
Klasse, und diese Klasse ist nichts anderes als die Kardinalzahl 1. Entsprechend liegen
alle zur Menge My = {(,} gleichméachtigen Mengen in einer Klasse, und diese Klas-
se ist die Kardinalzahl 2 usw.

» D1: Eine endliche Kardinalzahl ist eine Klasse endlicher Mengen, namlich aller der-
jenigen Mengen, die zu einer gegebenen Menge gleichmachtig sind.

Durch diese Definition wird flir unendlich viele, aber untereinander gleichmachtige Men-
gen ein einziger Begriff, namlich "endliche Kardinalzahl" eingefiihrt. Dieser Begriff ist
also das Ergebnis eines Abstraktionsprozesses, dem die beschriebene Klassenbildung fiir
das betrachtete System endlicher Mengen 1. Stufe zugrunde liegt.

Dabei ist zu beachten, dass zur Definition der endlichen Kardinalzahl nicht der Be-
griff der Anzahl benoétigt, sondern der Begriff der Gleichmachtigkeit endlicher Mengen
verwendet wurde.

Die Kardinalzahl 0 kénnen wir als Abstraktionsklasse der leeren Menge auffassen. Jede
andere endliche Kardinalzahl ist dagegen eine Klasse, zu der unendlich viele Mengen
gehoren.

Jede dieser Mengen heiBt ein Vertreter oder Reprasentant dieser Klasse, also der betref-
fenden endlichen Kardinalzahl. Unter bestimmten Bedingungen ist es moglich, statt mit
endlichen Kardinalzahlen mit je einem ausgewahlten Vertreter fiir jede dieser Kardinal-
zahlen zu "operieren", also statt mit den Kardinalzahlen mit den sie reprasentierenden
Mengen. Davon werden wir nachfolgend noch Gebrauch machen.

2.4 Einige Bemerkungen zur historischen Entwicklung des
Zahlbegriffs

Uber das Wesen der natiirlichen Zahlen hat es in der historischen Entwicklung der
Mathematik unterschiedliche Auffassungen gegeben. So duBerte ein Mathematiker des
vorigen Jahrhunderts, dass die natiirlichen Zahlen der liebe Gott geschaffen habe, alles
andere in der Mathematik aber Menschenwerk sei.
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2.5 Die mengentheoretische Grundlage der Kleiner-Relation fiir natiirliche Zahlen

Dagegen hielt ein anderer Mathematiker die natiirlichen Zahlen fiir eine freie Schopfung
des menschlichen Geistes. Beiden Auffassungen kénnen wir heute entschieden entge-
gentreten.

e 6.* Widerlegen Sie beide Auffassungen, und verwenden Sie dabei Kenntnisse aus dem
vorigen Abschnitt!

Wir vertreten folgende Auffassung:

Die Mathematik und damit auch die Mengenlehre erfasst bestimmte Seiten und Bezie-
hungen in der objektiv und unabhangig von unserem Bewusstsein existierenden Welt.
Alle mathematischen Begriffsbildungen sind zwar Ergebnisse menschlicher Erkenntnis,
sie sind aber deshalb keineswegs willkiirliche Konstruktionen menschlichen Denkens,
sondern fuBen auf der Erkenntnis der Wirklichkeit.

Das bestatigen auch die Ergebnisse von Forschungen zur historischen Entwicklung des
Zahlbegriffs. So konnte nachgewiesen werden, dass auf sehr friihen Entwicklungsstufen
der Menschheit in ein und derselben Sprache fiir die Bezeichnung derselben Anzahl
verschiedener Gegenstande verschiedene Zahlwérter benutzt wurden (7 [14]). Zum
Beispiel gab es fiir "fiinf Topfe" bzw. "fiinf Fische" zwei verschiedene Zahlworter.

Die Menschen haben also zuerst mit Anzahlen konkreter Mengen operiert. Der Ab-
straktionsprozess der Bildung endlicher Kardinalzahlen wurde erst wesentlich spater
vollzogen.

2.5 Die mengentheoretische Grundlage der Kleiner-Relation fiir
natirliche Zahlen

Nachdem wir den Zusammenhang zwischen natiirlichen Zahlen und endlichen Mengen
kennen, konnen wir die Kleiner-Relation fir nattirliche Zahlen auch mit Hilfe der Be-
griffsbildungen der Mengenlehre untersuchen.

B B3: Wir betrachten das Beispiel 3 < 5 und gehen dazu von den endlichen Kardinal-
zahlen 3 und 5 zu je einem Reprasentanten aus diesen beiden Klassen iber (7 Bild

1).

Bild 1

Offensichtlich ist My 4 M, aber M) ~ M, denn sowohl M/ als auch M; sind
Dreiermengen. Ferner ist Mj C Ms.

In der Menge, die die groBere Kardinalzahl reprasentiert, gibt es eine echte Teilmenge,
die mit der Menge, die die kleinere Kardinalzahl reprasentiert, gleichmachtig ist.
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2.6 Zur mengentheoretischen Grundlage der Addition natiirlicher Zahlen

Dieses Ergebnis legt folgende Definition der Kleiner-Relation fiir natiirliche Zahlen na-
he.

» D2: Die Menge A sei ein Reprasentant der Kardinalzahl a, die Menge B ein Repra-
sentant der Kardinalzahl b. a < b bedeutet, dass es eine Menge B’ gibt mit B’ C B
und B’ ~ A.

Diese Definition ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn sie unabhangig von der Wahl der
Reprasentanten A und B gilt. Dies ist tatsachlich der Fall, wie sich durch folgende
Uberlegung zeigen lasst:

Fir a sei der beliebige Reprasentant X, fiir b der beliebige Reprasentant Y gewahlt.
Dann gilt X ~ Aund Y ~ B.

Wegen X ~ A und A ~ B’ gilt auch X ~ B’ (Transitivitdt der Aquivalenzrelation
"gleichmachtig"). Wegen Y ~ B und B’ C B gibt es auchein Y/ C Y mit Y’ ~ B'.
Wegen X ~ B’ und Y’ ~ B’ (bzw. B’ ~ Y”) gilt dann auch X ~ Y’ (Transitivitat
der Aquivalenzrelation "gleichmachtig").

Statt der Mengen A und B koénnen wir also die beliebigen Mengen X ~ A und
Y ~ B als Reprasentanten fiir die Kardinalzahlen a und b wahlen, d. h., Definition 2
ist tatsachlich reprasentantenunabhangig.

Aus Definition 2 ist kein rationelles Verfahren zu gewinnen, um zu entscheiden, ob
zwei gegebene natiirliche Zahlen in der Kleiner-Relation stehen. Dies leistet dagegen
die folgende Definition.

» D3: a < b (a,b € N) genau dann, wenn es eine natiirliche Zahl x # 0 gibt, so dass
a+zr=0»

Beachten Sie aber, dass Sie in Klasse 1 nur auf die in Beispiel 3 dargestellte und
durch Definition 2 festgelegte Art und Weise entscheiden bzw. begriinden konnten, ob
bzw. warum zwei gegebene natiirliche Zahlen in der Kleiner-Relation stehen. Dieses
anschauliche, reprasentantenweise Vorgehen ist durch die vorstehenden Uberlegungen
mengentheoretischer Art nachtraglich mathematisch voll gerechtfertigt worden, und
dies war hier zu zeigen.

2.6 Zur mengentheoretischen Grundlage der Addition
natiirlicher Zahlen

Die Addition natiirlicher Zahlen lasst sich auf eine Operation mit Mengen zurlickfiihren.

B B4: Wir wollen fiir die Additionsaufgabe 443 = x eine mengentheoretische Deutung
vornehmen.

Fir die beiden Kardinalzahlen 4 und 3 wahlen wir je einen Vertreter M; und Ms, und
zwar so, dass M; N My = & ist. Dann bilden wir M; U M, (7 Bild 2).

37



2.7 Die Differenzmenge zweier endlicher Mengen und die Subtraktion natiirlicher
Zahlen

I3

L A
Ozms (ZEEDDN)
e T

Bild 2 M My Mty

Die Vereinigung M; U M> ist dann ein Reprasentant fiir diejenige Zahl, die gleich der
Summe von 4 und 3 ist.

e 7. Begriinden Sie, warum die Reprasentanten fiir die zu addierenden Kardinalzahlen
so gewahlt werden miissen, dass sie elementfremd sind!

Auf dem in Beispiel 4 dargestellten Weg haben Sie in Klasse 1 die ersten Aufgaben der
Addition natirlicher Zahlen gelost. Das geschilderte Vorgehen legt folgende Definition
fir die Summe zweier natirlicher Zahlen nahe.

» D4: a und b seien Kardinalzahlen, die durch die Mengen A bzw. Bmit AN B =g
reprasentiert werden. Die Summe a + b ist dann die Kardinalzahl, die durch die Menge
AU B reprasentiert wird.

Auch von Definition 4 lasst sich zeigen, dass sie unabhangig von den gewahlten Repra-
sentanten fiir die beiden Kardinalzahlen ist. Unter Benutzung von Definition 4 und von
Eigenschaften der Vereinigung elementfremder Mengen konnen u. a. folgende Rechen-
gesetze der Addition natiirlicher Zahlen begriindet werden:

(1) Da aus der Definition der Vereinigung zweier Mengen M; und M, unmittelbar folgt
M U My = My U M, (Kommutativitat der Vereinigung von Mengen)
gilt fir die Summen zweier Kardinalzahlen a und b:
a+b=b+a (Kommutativitat der Addition natdirlicher Zahlen)

(2) Aus der Definition der Vereinigung von Mengen ergab sich auch fiir alle Mengen
My, M5, M3 die Beziehung

(M7 U Ms) U Ms = My U (MyU Ms) = My U My U Ms
Daraus erhalt man fiir die Kardinalzahlen a, b, ¢ entsprechend
(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c (Assoziativitat der Addition)
der natirlichen Zahlen).

e 8.* Begriinden Sie die Aussagen in (1) und (2) unter Verwendung von Definition 4!

2.7 Die Differenzmenge zweier endlicher Mengen und die
Subtraktion natiirlicher Zahlen

Zur Subtraktion natiirlicher Zahlen (Differenzbildung von Kardinalzahlen) kennen wir
bisher noch keine entsprechende Mengenoperation. Diese wollen wir jetzt einfiihren.
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2.7 Die Differenzmenge zweier endlicher Mengen und die Subtraktion natiirlicher
Zahlen

» D5: Eine Menge D heiBt die Differenz zweier Mengen A und B, wenn sie genau die
Elemente enthalt, die in A und nicht in B enthalten sind. Man schreibt dann D = A\ B
und liest "D gleich Differenz aus A und B" oder "D gleich A minus B".

Wir wollen uns die neue Mengenoperation zunachst an einigen Beispielen klar- machen.
B B5: A={235,7}, B=1{0,2,4,6,8}. Nach Definition 5 ist hier
Dy = A\ B=1{35,7} ) Dy =B\ A=1{0,4,6,8}

Die Mengendiagramme im Bild 3 veranschaulichen das Beispiel.

Bild 3

e 0.*% a) Bestimmen Sie A\ B und B\ A fir A ={13,5,7,9}; B = {0,2,4,6,8}.
b) Veranschaulichen Sie a) durch Mengendiagramme!
c) Uberlegen und begriinden Sie, unter welcher Bedingung A\ B = A ist!

10*. a) Bestimmen Sie M1\ M5 und M\ M fur My = {2,3,5,7}; My = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
b) Veranschaulichen Sie a) durch Mengendiagramme!

c) Uberlegen und begriinden Sie, unter welchen Bedingungen M; \ My = & ist!

d) Gibt es Mengen M1 und M2 fur die M1 \ Mg = M2 \ M1 gl't?

11.* Geben Sie fiir die folgenden Paare von Mengen jeweils A\ B und B\ A an!
a) A={z:xe€N;z <30 und 3|z}; B={z:2z € N;z <30 und 6|z}

b) A={a:a € N;a <100 und 3|a}; B={a:a e N;a <50 und 4|a}

c) A={c:ceN;5|c}; B={c:ceN;7|c}

d) A={e:eeN;3le}; B={e:eeN;3 e}

e) A sei die Menge aller Primzahlen. B sei die Menge aller ungeraden Zahlen.

f) A sei die Menge aller Primzahlen. B sei die Menge aller geraden Zahlen.
)
)

g) A sei die Menge aller Rechtecke. B sei die Menge aller Quadrate.
h) A sei die Menge aller Drachenvierecke. B sei die Menge aller Trapeze.

I) A - {a7p7f7 €1, la m,u, 3}; B = {a7p7f7 €1; l7 Saian; 62}

Nun konnen wir fiir die Subtraktion natiirlicher Zahlen eine mengentheoretische Deu-
tung angeben, wobei wir von einem Beispiel ausgehen.

B B6: Wir betrachten die Subtraktionsaufgabe 5 — 3 = 2 und gehen von den Kardi-
nalzahlen 5 und 3 zunachst zu je einer beliebigen Fiinfer- bzw. Dreiermenge, Reprasen-
tanten dieser Kardinalzahlen, tber:

M].:{A7 A7v7<7[>} Y M2:{|:|7.7|Z|}
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2.8 Eine mengentheoretische Deutung der Multiplikation natiirlicher Zahlen,
Produktmengen

Nach Definition 5 gilt dann

M\ A\ A, v, <4}

und dies ist offensichtlich kein Vertreter fiir die Kardinalzahl 2 (dem uns bekannten
Ergebnis fir diese Subtraktionsaufgabe).

Wiirde man dagegen fiir Ms Teilmengen von M; wahlen, also etwa

My ={A,A,V}, soist My \ My = {<,>}

MQ = {A, A,<l} so ist M1 \ M2 = {V,D}

Die in allen sechs verschiedenen moglichen Fallen (welche sind das?) erhaltenen Dif-
ferenzmengen sind Zweiermengen. Sie reprasentieren samtlich die Kardinalzahl 2, also
das Ergebnis der betrachteten Subtraktionsaufgabe.

Offensichtlich ist die mengentheoretische Grundlage der Subtraktion natiirlicher Zah-
len nicht die Mengenoperation M; \ M, schlechthin, sondern ein Spezialfall, namlich
My \ My und My C< Mj, d. h., als Vertreter des Subtrahenden ist eine Teilmenge
des Vertreters des Minuenden zu wahlen. Von einer gegebenen Menge wird also eine
Teilmenge "weggenommen".

Wichtig sind nun folgende Konsequenzen, die sich aus der mengentheoretischen Deu-
tung der Subtraktion ergeben:

(1) Da M; \ My = My \ M, nur gilt, wenn M; = My, gilt fir die Differenz zweier
natirlicher Zahlen a und b auch a — b = b — a genau dann, wenn b = a.

(2) Fur My = M gilt ferner My \ My = My \ My = @ und entsprechend, wenn b = a,
danna—b=b—a=0.

(3) Ist dagegen My # M, so gilt auch My \ My # M, \ Ms und entsprechend fir
a # b die Beziehung a — b # b — a, d.h., die Subtraktion natiirlicher Zahlen ist nicht
kommutativ.

2.8 Eine mengentheoretische Deutung der Multiplikation
natiirlicher Zahlen, Produktmengen
Will man eine mengentheoretische Deutung der Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen

a und b vornehmen, so ist diese fiir die meisten Aufgaben so moglich, wie das folgende
Beispiel zeigt.

B B37: Die Multiplikationsaufgabe 3 - 2 = 6 soll mengentheoretisch gedeutet werden.

Da der Term 3 - 2 gleichbedeutend ist mit 2 + 2 4 2, gehen wir von diesen natdrlichen
Zahlen zu sie reprasentierenden elementfremden Mengen M;, Ms und M3 iiber und
erhalten dann die Darstellung in Bild 4.

j * prg -
Bild 4 b M M Mty
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2.8 Eine mengentheoretische Deutung der Multiplikation natiirlicher Zahlen,
Produktmengen

Auf diese Weise lassen sich jedoch die Multiplikationsaufgaben 1-1, a-0 und 0-a nicht
interpretieren. Um auch fiir sie eine mengentheoretische Interpretation vornehmen zu
konnen, ist es notwendig, eine weitere Mengenoperation einzufiihren.

Wir wollen diese Mengenoperation zunachst an einem Beispiel erlautern.

B B8: Die Tischtennismannschaft einer Schulklasse will
gegen die Tischtennismannschaft ihrer Patenbrigade
einen Wettkampf im Tischtenniseinzel austragen.

Dabei soll jedes der vier Mitglieder sq,s9, s3,54 der
Schiilermannschaft gegen jedes der drei Mitglieder
w1, ws, w3 der Mannschaft der Patenbrigade antreten.

Mit Hilfe geordneter Paare [s;w] kénnen wir die dann durchzufiihrenden Spiele iiber-
sichtlich aufschreiben, wobei wir noch festlegen, dass der Spieler mit Heimvorteil im
geordneten Paar an erster Stelle stehen soll.

Fir die Spiele in der Schule erhalt man folgenden Spielplan:

[si;wi],  [si;we],  [s1; w3
[so;wi],  [s2;wa],  [s2;ws3]
[83; wﬂ, [83; wz], [83; w3]
[84; w1], [34; wz], [54, w3]

Dieser Sachverhalt lasst sich unter Verwendung von Begriffsbildungen aus der Mengen-
lehre folgendermaBen darstellen:

Gegeben sind zwei Mengen S und W durch S = {s1, S2, 53, 4} und W = {wy, wo, w3 }.
Aus den Elementen dieser Mengen werden nach folgender Vorschrift geordnete Paare
gebildet: Jedem Element aus der einen Menge werden nacheinander alle Elemente aus
der anderen Menge zugeordnet, wobei die Elemente aus der zuerst genannten Menge
im geordneten Paar auch an erster Stelle stehen sollen. Auf diese Weise erhalt man die
oben angegebene Menge geordneter Paare.

Die Menge der geordneten Paare aus den Mengen S und W im Beispiel 8 nennt man
die Produktmenge von S und W. Man schreibt

P =8xW = {[si;w1];[s1;wa], ..., [s4, w2], [84, w3]}
und liest: "P gleich S kreuz W gleich ...".

e 12.* Zwischen denselben Mannschaften wie in Beispiel 8 wird ein zweiter Wettkampf,
und zwar diesmal im Betrieb, vereinbart.

a) Stellen Sie den Spielplan fir diesen Wettkampf auf!

b) Bestimmen Sie W x S und vergleichen Sie das Ergebnis mit S x W!

Fir die Produktmenge P der Mengen M; und M, gilt folgende Definition.

» D6: Die Produktmenge P = M; x M, ist die Menge aller geordneten Paare [z; ]
mit x € My und y € Ms.
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2.8 Eine mengentheoretische Deutung der Multiplikation natiirlicher Zahlen,
Produktmengen

In Zeichen: My x My = {[z;y] : v € My und y € Ms}.

Statt Produktmenge sind auch die Bezeichnungen Kreuzprodukt und Kreuzmenge ge-
brauchlich.

e 13. Es sei My = {a,b,c} und My = {z,y}.

a) Ermitteln Sie M; x My und My x My!

b) Begriinden Sie My x My # My x My und My x My N My x My = &!
c) Ermitteln Sie M7y x M; und My x M;!

Die Mengenoperation der Produktbildung hat u. a. folgende Eigenschaften:
(1) Sie ist nicht kommutativ, d.h., es gilt nicht fiir jedes M; und M, die Beziehung
M1XM2:M2><M1.

e 14.* a) Beweisen Sie diese Aussage!
b) Uberlegen Sie, ob es iberhaupt Mengen M7 und M, gibt, fiir die My x My = My x My
gilt!

(2) Sie ist nicht assoziativ.

Um dies nachweisen zu kénnen, miissen wir zunachst den Begriff des geordneten Tripels
erklaren und sodann definieren, was unter der Produktmenge der Mengen M, Mo, Ms;
zu verstehen ist. Mit Hilfe von geordnetes Paar lasst sich das geordnete Tripel [a; b; |
definieren:

» D7: [a;b;¢] = [[a;b]; ¢, d. h., das geordnete Tripel ist ein geordnetes Paar, dessen
erstes Element ebenfalls ein geordnetes Paar ist.

» D8: Die Produktmenge P = M; x M, x Ms ist die Menge aller geordneten Tripel
[wiy;2] = [[zsyliz]  mita € My,y € My, 2 € Mg

In Zeichen: My x My x M3 ={[x;y; 2] : x € M1,y € My, z € M3}.

e 15. Bilden Sie fir My = {a,b,c}, My = {m,n}, M3 = {x,y} sowohl (M; x Ms) x M;
als auch My x (M3 x M3)!

Man erhalt hier
(M1 X Mg) X M3 7& M1 X (M2 X Mg)

denn bei der Produktmenge (M; x Ms) x Mjs steht ein geordnetes Paar an erster
Stelle. Es ergeben sich also nach Definition 7 12 Tripel, wahrend bei den Elementen
von M x (Ms x Ms) ein geordnetes Paar an letzter Stelle steht, also keine Tripel
entstehen.

Das heiBt: Die in (M; x M) x Ms vorkommenden geordneten Paare stimmen nicht
mit denen, die in M; x (My x M3) vorkommen, Uberein.
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(3) Fur alle Mengen My, My, M3 gelten u. a. folgende vier Beziehungen:

a) (My N M) x Ms = (My x M3) N (Mg x Ms)
) Mz x (MyN M) = (M x My) N (Ms x M)
a) (My U Ms) x Mg = (My x M3)U (My x Ms)
b) M3 x (My U M) = (M3 x My) U (M3 x M)

Auf die Beweise miissen wir hier verzichten.

o 16. Es sei My = {r;s;t}, My ={p;q;r;s}, My = {a; B;7}.
Zeigen Sie, dass fiir diesen Fall die in (3) dargestellten Beziehungen gelten!

(4) Wir wollen jetzt die Frage untersuchen, wie viele geordnete Paare bzw. Tripel zur
Produktmenge von zwei bzw. drei endlichen Mengen gehoren. Dazu betrachten wir
noch einmal Beispiel 8 und das Ergebnis von Aufgabe 12.

B B9: Obwohl wir in Beispiel 8 bzw. Aufgabe 12 gefunden haben, dass S xW # W x S,
ist die Anzahl der geordneten Paare in beiden Produktmengen gleich groB, denn es ergab
sich fur S x W:

3+3+3+3=4-3=12 (geordnete Paare)
und fir W x S:
444+4=3-4=12 (geordnete Paare)

Man kann nun beweisen, dass sowohl die Produktmenge M; x M,y als auch die Pro-
duktmenge My x M; aus m - n geordneten Paaren bestehen, wenn M; m Elemente
und Mj n Elemente enthalt. (Wir miissen hier auf diesen Beweis verzichten, weil dafiir
ein Ihnen noch unbekanntes Beweisverfahren benétigt wird.)

Die im allgemeinen voneinander verschiedenen Produktmengen My x My und My x M,
sind immer gleichméachtig. Davon werden wir nachfolgend noch Gebrauch machen.

Die Multiplikation natiirlicher Zahlen kann unter Verwendung von Produktmengen fol-
gendermaBen mengentheoretisch gedeutet werden:

Von den Faktoren a und b (a,b € N) geht man zu den sie reprasentierenden Mengen
My und M, lber, bildet M; x M, und ermittelt die Anzahl der geordneten Paare in
My x Ms. Diese Anzahl ist das gesuchte Produkt a - b.

e 17.* Ermitteln Sie auf diese Weise folgende Produkte:
a)l-1;b)1:0;¢c)0-1;d)a-1;€)a-0!

18. Begriinden Sie, warum die Multiplikation natiirlicher Zahlen a) kommutativ, b)
assoziativ, €) beziiglich der Addition natirlicher Zahlen distributiv ist!

2.9 Teiler und Vielfache einer natiirlichen Zahl,
Teilbarkeitsbeziehungen

Aus Klasse 6 kennen Sie die Teilbarkeitsbeziehung fiir geordnete Paare natiirlicher Zah-
len. Sie wurde dort folgendermaBen formuliert:
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» D9: "Die natiirliche Zahl a heiBt Teiler der natiirlichen Zahl b, wenn es eine naturliche
Zahl z gibt, so dass gilt: a -z =b." (" [13g], S. 26)
Die Zahl b heiBt Vielfaches von a.

Ist die Zahl a Teiler der Zahl b, so schreibt man: a | b (gelesen: "a teilt b"); ist a kein
Teiler der Zahl b, schreibt man: a 1 b (gelesen: "a teilt nicht b").

e 19.* Esgilta)3|18;b)5]0;c)3116;d) 84112
Begriinden Sie diese Aussagen unter Verwendung von Definition 9!

20.* Untersuchen Sie, ob in den folgenden geordneten Paaren [a; b] die Zahl a ein Teiler
der Zahl b ist!

a) [4;18] b) [4;28] c) [15;105] d) [105; 15]

e) [15;15] f) [18;9] g) [201;1407] h) [140;210] i) [0; 0]

21.*% Untersuchen Sie, ob in den folgenden geordneten Paaren [a;b] die Zahl a ein
Vielfaches der Zahl b ist!

a) [132;12] b) [132;11] e) [132,13] d) [45; 15]

e) [15;45] f) [210,35] g) [154; 11] h) [155; 11]

22.* Zeigen Sie:
a) Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n|0,
b) fir alle von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen n gilt: 0 1 n.

Ebenfalls aus Klasse 6 kennen Sie die Begriffe
a) Menge der Teiler einer natirlichen Zahl n, nachfolgend mit T}, bezeichnet,
b) Menge der Vielfachen einer natiirlichen Zahl n, nachfolgend mit V,, bezeichnet.

W B10: a) Thos = {2 : #|105;2 € N} = {1,3,5,7, 15, 21,35, 105}
b) Vigs = {x : 105|z;z € N} = {0, 105,210, ...,1050, ...} oder: Vigs = {x : = =
105n;n € N}

e 23 * Ermitteln Sie fiir jede der folgenden Zahlen die Menge ihrer Teiler, und stellen
Sie die Menge ihrer Vielfachen dar!
a) 10 b) 1 ¢) 100 d) 22 €) 23 f) 1000 g) 625 h) 101 i) 97 k) 120 I) 12000

Wir kénnen nun leicht zeigen, dass die Menge der Teiler einer natirlichen Zahl n # 0
eine endliche Menge ist:

Wegen Definition 9 gilt namlich fiir alle Elemente z € T,,, mit n # 0, dass x < n, d.h.,
es konnen hdchstens n Elemente in 7, vorkommen, denn 0 1 n fir allen n # 0.

Dagegen ist V,, fiir n # 0 eine unendliche Menge, wie folgende Uberlegung zeigt:
Ware V,, eine endliche Menge, so gabe es in ihr ein groBtes Element, denn bei jeder
endlichen Menge natiirlicher Zahlen kann man die Elemente der GréBe nach ordnen.
Angenommen, m = a-n (n € N) sei das groBte Element dieser Menge. Dann ist aber
auch 2m Element dieser Menge, denn 2m = 2 - an ist ebenfalls Vielfaches von n, und
es gilt 2m > m.

Das heiBt, die Annahme eines groBten Elements fiihrt auf einen Widerspruch, und folg-
lich ist sie falsch.
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Unter den Mengen der Teiler der natiirlichen Zahl n > 2 treten zweielementige Men-
gen auf, und diese enthalten dann die Elemente 1 und n. Natiirliche Zahlen mit dieser
Eigenschaft heiBen bekanntlich Primzahlen.

e 24, Definieren Sie "Primzahl" unter Verwendung der Begriffsbildungen der Mengen-
lehre!

Unter den T), gibt es aber auch Mengen, die mehr als zwei Elemente enthalten. Natiir-
liche Zahlen mit dieser Eigenschaft heiBen bekanntlich zusammengesetzte Zahlen.

e 25.* Definieren Sie "zusammengesetzte Zahl" unter Verwendung der Begriffsbildun-
gen der Mengenlehre!

26.*% Begriinden Sie, warum es keine natiirliche Zahl n gibt, welche die leere Menge als
Menge ihrer Teiler hat!

27.*% Fir welche zusammengesetzten Zahlen sind die Anzahlen der Elemente in den
Mengen ihrer Teiler

a) geradzahlig,

b) ungeradzahlig?

28.*% Zeigen Sie, dass a | b (a,b € N) keine Aquivalenzrelation ist!

Wir wollen uns jetzt mit Verfahren zur Ermittlung der Menge der Teiler einer gegebenen
natirlichen Zahl n beschaftigen. Einige solcher Verfahren sind lhnen bereits bekannt.
Sie sollen jetzt kurz wiederholt werden, wobei auch einige ergdnzende Bemerkungen,
hauptsachlich vom Standpunkt der Mengenlehre aus, gemacht werden sollen.

(1) Teiler einer gegebenen natirlichen Zahl n lassen sich zunachst ganz einfach dadurch
ermitteln, dass man die naturliche Zahl a nacheinander durch die natiirlichen Zahlen
1,2,3,4,5, ... zu dividieren versucht. Dabei ist folgendes wesentlich:

Ist @ durch eine dieser Zahlen b teilbar, gibt es also eine Zahl x € N mit b- x = a, so
sind mit einer Division zwei Teiler von a, namlich b und x, ermittelt, wenn b # x. Ist
dagegen b = x, so ist nur ein Teiler ermittelt.

B B11: a) Aus 24 : 3 = 8 folgt nicht nur 3 | 24, sondern auch 8 | 24, also 3 € T4 und
8 € Thy.

b) Th4 lasst sich also folgendermaBen schrittweise ermitteln:

1. Toy = {1,...,24} (wegen 24 =1-24)

2. Toy = {1,2,...,12,24} (wegen 24 = 2-12)

3. Thy = {1,2,3,...,8,12,24} (wegen 24 = 3 - 8)

4. Ty = {1,2,3,4,6,8,12,24} (wegen 24 = 4 - 6)

Natiirlich braucht man nur die Zeile (4) aufzuschreiben, wenn man zwischen den ge-
schweiften Klammern genligend Platz zum schrittweisen Eintragen aller "Teilerpaare"
lasst.

An dem vorstehenden Beispiel konnen wir noch eine andere wichtige Einsicht gewinnen:
Es ist die Antwort auf die Frage, wie "weit" (d.h. fir welche Zahlen) wir die Teilbar-
keitstiberprifung durchfiihren missen, um alle Teiler einer Zahl a zu ermitteln.
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Aus a : b= x (x € N) folgt nicht nur b | a, sondern auch z | a.

Es gilt dann b - x = a, und daraus folgt fiir z = b, dass 22 =b> =aund . = b = \/a
ist. Demzufolge gilt fir z < b, dass x < \/a, fir x > b, dass b < /a ist.

Einer der beiden Faktoren b und x ist also kleiner oder hochstens gleich /a.

Folglich braucht man in Beispiel 11 fiir die Bestimmung von T54 nur zu Uberpriifen,
ob 24 durch 2, durch 3 und durch 4 teilbar ist (denn /24 < 5), wenn man zu diesen
Teilern b immer jene Teiler x ermittelt und aufschreibt, fiir die b -z = 24.

Wir kénnen das in (1) beschriebene Verfahren weiter verbessern, indem wir die uns aus
Klasse 6 bekannten Teilbarkeitssatze fiir die Zahlen 10, 5, 2, 4, 8, 3, 9 und 6 nutzen,
um "unnétige" Versuche der Division zu vermeiden.

(Unnétig ist der Versuch dann, wenn die Zahl, durch die dividiert werden soll, kein
Teiler der betrachteten Zahl ist.)

B B12: Ty, ist zu ermitteln.
Statt 91 nacheinander durch die Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 und 9 (denn /91 < 10) zu
dividieren, gehen wir hier folgendermaBen vor:

1. Wegen 2 1 91 (Begrindung: Teilbarkeitssatz fiir 2), ist 91 auch nicht durch alle
Vielfachen von 2, insbesondere auch nicht durch 4, 6 und 8 teilbar.

2. Wegen 3 1 91 (Begriindung ?) ist 91 auch nicht durch alle Vielfachen von 3, insbe-
sondere auch nicht durch 9 teilbar.

3. 5191 (Begriindung 7).

4. Demnach ist nur noch Teilbarkeit durch 7 zu lberpriifen, wofiir Ihnen allerdings kein
Teilbarkeitssatz zur Verfiigung steht. Wegen 91 : 7= 13 gilt 7 | 91 und 13 | 91.
Demnach ist To; = {1,7,13,91}.

29. Wie lauten die Begriindungen fiir 2. und 3. in Beispiel 127

30.* Ermitteln Sie nach dem in Beispiel 12 dargestellten Verfahren die Mengen der
Teiler folgender natiirlicher Zahlen:
a) 720 b) 51 c) 61d) 71 e) 81 f) 120 g) 125 h) 130 i) 135

(3) Ein anderes Verfahren zur Bestimmung der Menge der Teiler einer natiirlichen Zahl
a geht von deren Darstellung als Produkt von Primfaktoren aus.

Nach einem wichtigen Satz der Zahlentheorie gibt es fiir jede natiirliche Zahl n >
1 genau eine Primfaktorendarstellung. (Das ist in dem Sinne gemeint, dass sich die
Primfaktorendarstellungen fiir eine Zahl hochstens in der Reihenfolge der Primfaktoren,
nicht aber in den vorkommenden Faktoren selbst unterscheiden kénnen.)
Angenommen, die Primfaktorendarstellung der Zahl a lautet a = p; - p2 - pP3 - pa,
wobei wir zunachst einschrankend annehmen wollen, dass es sich um vier verschiedene
Primfaktoren handelt.

Dann ist die Menge P, der Primfaktoren der Zahl a durch P, = {p1, p2, p3, s} gegeben.
Zwischen den Mengen T, und P, besteht dann folgender Zusammenhang:
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Zu T, gehoren Das sind bzw. ist zugleich
a) die Zahl 1;
b) jeder der Faktoren py,...,p4 die Zahlen, die als Elemente in samtlichen

einelementigen Teilmengen von P, vorkommen;
c) jedes der sechs Produkte aus die Produkte der Zahlen, die als Elemente in den
zwei der vier Faktoren py,p2,p3.p4 zweielementigen Teilmengen von P, vorkommen;

d) jedes der vier Produkte aus die Produkte der Zahlen, die als Elemente in den
drei der vier Faktoren p1, ..., p4; dreielementigen Teilmengen von P, vorkommen;
e) das Produkt aus den vier das Produkt der Zahlen, die Elemente von P, sind.

Faktoren p1,p2,p3,p4;

Zu T, gehoren also - auBer der Zahl 1 - sowohl die einelementigen Teilmengen von P,
als auch die Produkte der Elemente aus allen anderen Teilmengen von F,.

Dies gilt ganz allgemein fiir Zahlen, deren Primfaktorendarstellungen aus n verschiede-
nen Primfaktoren besteht, und das erméglicht, die Menge der Teiler einer solchen Zahl
so zu bestimmen, wie das folgende Beispiel zeigt.

B B13: T531¢ ist zu bestimmen.

Losung: Wegen 2310 = 2 -3 -5 -7 - 11 ist die Menge der Primfaktoren P39 =
{2,3,5,7,11}.

Nach den vorstehenden Uberlegungen gehéren dann zu Th31q - auBer der Zahl 1 - noch
folgende Zahlen:

Teilmengen von T531¢: Teiler von 2310:

My = {2}, My ={3},..., M5 ={11} 2,3,5,7,11

Mg ={2,3},... , My ={2,11} 0, 10, 14, 22

Mo = {3,5}, ..., Mo ={3,11} 15, 21, 33

Mys = {57}, ..., My5 ={7,11} 35, b5, 77

Mg = {2,3,5}, ..., My = {2,7,11} 30, 42, 66, 70, 110, 154
Msy = {3,5,7}, ..., Mys = {5,7,11} 105, 165, 231, 385

Mg = {2,3,5,7}, ..., Mog = {2,3,7,11} 210, 330, 462
Mg = {2,5,7,11}, M3y = {3,5,7,11} 770, 1155
Mz = {2,3,5,7,11} 2310

Auf das Aufschreiben der Teilmengen kann man verzichten, da ja nicht die Teilmengen,
sondern die Produkte ihrer Elemente benoétigt werden.

Bemerkung: Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge ist 2" (einschlieB-
lich der leeren Menge ).

Das vorstehend beschriebene Verfahren ist grundsatzlich auch dann anwendbar, wenn
die Primfaktorendarstellung der betreffenden Zahl auch gleiche Primfaktoren enthilt.
Diese missen dann zunachst im Gegensatz zum Prinzip der Mengenbildung als ver-
schiedene Elemente der Menge der Primfaktoren angesehen werden.

Beispielsweise ist die Menge der Primfaktoren der Zahl 360 == 2-2-2-3-3-5
durch Psg0 = {2,2,2,3,3,5} gegeben. Bildet man dann die Produkte der Elemente der
Teilmengen, so erhalt man wiederholt dasselbe Ergebnis, also durch mehrere Produkt-
bildungen denselben Teiler.
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e 31.*% Ermitteln Sie nach den vorstehend dargestellten Verfahren T3q!

2.10 Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache von
naturlichen Zahlen

Unter den gemeinsamen Teilern der natiirlichen Zahlen a, b,c, ..., x versteht man dieje-
nigen Teiler von a, die sowohl Teiler von b, von ¢, ... und von x sind.

Bezeichnet man die Menge der gemeinsamen Teiler von a,b,c,..,x mit Ty . 2, SO gilt
in Anwendung von Definition 7 fiir T3, . ., folgende Definition.

» D10: T(a,b,c,...,x) =T, NhpyNT.N..NT;,

In Worten: Die Menge der gemeinsamen Teiler der natlrlichen Zahlen a, b, c, ...,z ist
gleich dem Durchschnitt der Mengen der Teiler der natiirlichen Zahlen a,b,c, ...,z.
Wichtig ist auch noch die folgende Begriffsbildung.

» D11: Wenn T, ) = {1}, so nennt man die natirlichen Zahlen a,b,c,...,x
teilerfremd.

Aus Definition 10 ergibt sich unmittelbar ein Verfahren zur Bestimmung der Menge der
gemeinsamen Teiler von zwei oder mehr als zwei natiirlichen Zahlen:

(a) Man bestimmt die Menge der Teiler fiir jede der betrachteten natirlichen Zahlen.
(b) Man bestimmt den Durchschnitt der nach (a) erhaltenen Mengen.

B B14: 7(273,315,350) ist zu bestimmen.
Losung:

Tyms = {1,3,7,13,21,39, 91,273}

Ty = {1,3,5,7,9, 15,21, 35, 45, 63, 105, 315}
Tyso = {1,2,5,7,10, 14, 25, 35, 50, 70, 175, 350}
Ti273,315,350) = Tor3 M T315 N T350 = {1, 7}

Das in Beispiel 14 erlauterte Verfahren zur Bestimmung der Menge der gemeinsamen
Teiler natiirlicher Zahlen ist wenig rationell. Die Menge der gemeinsamen Teiler von
zwei oder mehr als zwei natiirlichen Zahlen kann wesentlich schneller aus der Primfakto-
rendarstellung dieser natiirlichen Zahlen ermittelt werden, wie die folgende Uberlegung
zeigt:

Nur wenn ein Primfaktor in der Zerlegung jeder der untersuchten Zahlen vorkommt
(gemeinsamer Primfaktor), ist er ein gemeinsamer Teiler. Aber auch alle Produkte aus
gemeinsamen Primfaktoren sind gemeinsame Teiler:

Angenommen, es gibt in den Primfaktorendarstellungen von a, b und ¢ die gemeinsamen
Primfaktoren p1, p2, p3 und sonst keine weiteren, also

a=p1-p2-p3-n1 (ng €N)
b=p1-ps-p3-n2 (ng €N) und Tinynams) = {1}
c=p1-p2-p3-n3 (ng €N)

Dann gilt nach Definition 9 nicht nur

D1 | a, p1 | bapl | ¢, P2 | a, P2 | b7p2 | ¢, p3 | a, p3 | b7p3 | C
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sondern auch

p1-p2 | a,pi-pa | b,p1-pa | ¢,p1-p3 | a,p1i-ps | b,p1-ps| ¢, p2-ps| a,p2-ps | b,pa-ps|c

und auch

p1-p2-p3la,pi-p2-p3|b,pr-pa-ps|c
Dabei ist noch zu beachten, dass wir nicht vorausgesetzt haben, dass p; # py # ps, d.
h., derselbe Primfaktor kann mehrfach als gemeinsamer Faktor vorkommen.
Wenn T, nyny) = 11}, so ist das Produkt g = pi-pa-p3 zugleich der groBte gemeinsame
Teiler der Zahlen a, b und ¢, geschrieben:

9-9T (ape) =9 =D1-P2° D3

Wie wir im vorherigen Abschnitt unter (3) gezeigt haben, ist die Menge der Teiler von
g gegeben durch

Ty = {1, p1, p2, P3, P1D2, P1D3, P2D3, P1P2D3 }

und das sind dieselben Teiler, die wir oben erhielten, wenn man dort noch den Teiler 1
hinzufigt.
Es gilt also

T(a,b,c) = Tg wobei g = g-g-T~(a,b,c)

ist. In Worten: Die Menge der gemeinsamen Teiler der natirlichen Zahlen a, b, c ist
gleich der Menge der Teiler des g.g. T. der Zahlen a, b, c. Diese Beziehung gilt auch
fur zwei und fir mehr als drei natlrliche Zahlen, d.h.:

T(a7b,c7...7x) = Tg mit g = g'g'T'(a7b,c7...7m)

Das ermoglicht folgendes einfache Verfahren zur Ermittlung der gemeinsamen Teiler
von a,b, c,...,x:

a) Man bestimmt den g.9.7 (4 pc..2 = g

b) Man bestimmt die Menge T, der Teiler von g.

Fir a) ist Ihnen aus dem Unterricht ein Verfahren bekannt, fiir b) haben Sie in Abschnitt
2.9. verschiedene Verfahren kennengelernt.

[ | 815 T(100,200,240,360) ist zu ermitteln!

Losung:
100=2-2-5-5
200=2-2-2-5-5
240=2-2-2-2-3.5
360=2-2-2-3-3-5
ggT.=2-2.5=2%.5=20

T1100,200,240,360) = 120 = {1,2,4,5,10,20}

e 32.* Bestimmen Sie

49



2.10 Gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache von natiirlichen Zahlen

a) T(g0,25,60,75), ) T(210,330,150,60),  €) T(300,60,420,660)
d) T(330,550,110,1210),  €) T(as.55,77), ) T(540,450,54,45)

33. Beweisen Sie folgenden Satz: Ist a # 0 die kleinste der natiirlichen Zahlen a,b, c, ...,x,
so gilt :
1< g-g-T-(a,b,c,...,x) <a

Unter der Menge der gemeinsamen Vielfachen der natiirlichen Zahlen a,b,c, ..., z, die
wir mit Vigp ... ») bezeichnen wollen, verstehen wir bekanntlich diejenigen Zahlen z, die
sowohl zur Menge V, der Vielfachen von «a als auch zur Menge V}, der Vielfachen von
b als auch zur Menge V., der Vielfachen von c ... als auch zur Menge V. der Vielfachen
von x gehoren.

In Anwendung von Definition 7 gilt also folgende Definition:

» D11 Vigpe,.o) = Va UV UV U ..UV,

Da die Mengen der Vielfachen der von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen unendliche
Mengen sind, konnen diese nicht durch Angabe ihrer Elemente, sondern nur durch
Vo=4{0-a,1-a2-a,...,n-a,.} oder
Vo={z:z=n-a,neN}oderV,={z:a]z}

dargestellt werden. Mit solchen Mengendarstellungen miissen wir operieren, wenn wir
das gemeinsame Vielfache gegebener natiirlicher Zahlen zu bestimmen haben.

Wie man die Menge der gemeinsamen Vielfachen von gegebenen natiirlichen Zahlen
ermitteln kann, sei an einem Beispiel erlautert.

B B16: V(2,25,30) ist zu bestimmen.
Losung:

Voo ={z:x=20-n;n € N},

Vos ={z:x=25-n;n € N},
Vio={z:x=30-n;n € N}

Nach den vorstehenden Uberlegungen miissen die Elemente w von Vi2o,25,30) = {w :
w = f-n;n € N} zugleich folgende Eigenschaften haben:
(1)w:20n1:2-2-5-n1:22-5-n1 und

(2) w=25n =5-5-ny=5%-ny und

3)w=30n3=2-3-5-n3=2-3-5-n3

Damit w die Eigenschaft (2) hat, ist notwendig und hinreichend, dass w ein Vielfaches
von 25 = 5.5 = 52 ist. Damit w zugleich die Eigenschaften (2) und (1) hat, ist
auBer der Eigenschaft, Vielfaches von 25 zu sein, noch notwendig, auch Vielfaches von
20 =4 -5 zu sein.

Dafiir ist aber hinreichend, dass es sowohl Vielfaches von 25 als auch von 4 ist, was
durch 4 - 25n = 2 -2 -5 5n erfillt ist, denn jedes Vielfache von 5 - 5 ist erst recht
Vielfaches von 5.

Das Erfilltsein der Eigenschaften (1), (2) und (3) erfordert nun auBer der Eigenschaft,
Vielfaches von 100 =2 -2 -5-5 zu sein, auch Vielfaches von 30 = 2 -3 -5 zu sein.
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Dafiir ist aber bereits hinreichend, dass alle w die Eigenschaft haben, Vielfache von
3-100 = 22-3-52 zu sein, denn Vielfache von 22 bzw. 52 sind erst recht Vielfache von
2 bzw. 5.

Wir erhalten also
Vi2o,25,30) = {w : w = 22.3.5%-m;n € N} = {(w: w = 300n;n € N}

e 34. a) Wiederholen Sie die Definition des kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen
(k.g.V.) von natiirlichen Zahlen!

b) Zeigen Sie, dass im Beispiel 16 der gefundene Wert f = 2% .3 .52 das k.g.V. der
Zahlen 20, 25 und 30 ist!

Das im betrachteten Beispiel 16 gefundene Ergebnis gilt - wie hier nicht bewiesen
werden soll - ganz allgemein, das heiBt:

Die Menge V(4. ) der gemeinsamen Vielfachen der natiirlichen Zahlen a,b, c,...,x
ist gleich der Menge der Vielfachen des k.g.V. dieser Zahlen.

e 35. Wiederholen Sie das lhnen aus dem Unterricht der Klasse 6 bekannte Verfahren
zur Bestimmung des k.g.V. gegebener natiirlicher Zahlen!

36.* Geben Sie ein rationelles Verfahren zur Ermittlung der Menge der gemeinsamen
Vielfachen gegebener natiirlicher Zahlen an, bei dem das k.g.V. dieser Zahlen benutzt
wird!

37.* Wenden Sie dieses Verfahren bei der Bestimmung der Mengen der gemeinsamen

Vielfachen folgender Zahlen an!
a) 2,3,4,5 b) 20, 30,40,50 c) 12,15,18 d) 45,60, 75,90 e) 210,49, 350 f) 78,143, 221

38. Wozu haben Sie beim Arbeiten mit gebrochenen Zahlen
a) den g.g.T., b) das k.g.V.
zweier natirlicher Zahlen benotigt ?

39.* Zeigen Sie, dass a) Vs C Vy C Vo; b) Vo C V55 ¢) V10 C Vi, d) Vig = Vo N Vi;
e) Vo = Von Vs f) Vigg = Vis N Var; g) Vi = Vs N Vi, h) Vs = Vos N Vs )
Vis=Via N Vigi k) Ve NVy=VsN Vi 1) Vag N Vg = Vis N Vs = Vs N Vg

2.11 Der Euklidische Algorithmus

Wir betrachten das geordnete Paar natirlicher Zahlen [a; b]. Dann gilt entweder b | a,
das heiBt, es gibt ein ¢ € N mit a = b - ¢, oder b1t a, das heiBt, es gibt kein ¢ € N mit
a=0b-q.

Im Fall b1 a gibt es jedoch ein g € N und ein r € N mit 0 < r < b, so dass
a=b-qg+r

B B17: a) 5113, aber 13 =5-2+3 b) 12477, aber 77 =12-6+5
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2.11 Der Euklidische Algorithmus

Die beiden Falle "entweder b | a oder b1 a" kdnnen wir folgendermaBen zusammenfas-
sen:

Fir zwei beliebige natiirliche Zahlen @ und b mit b # 0 gibt es stets natirliche Zahlen
qgund r,sodass gilt: a=0-qg+rmitqe N, reNund 0 <r <b.

Durch die Bedingung r < b ist die Zahl ¢ und damit auch die Zahl r eindeutig bestimmt.
Die Berechnung dieser Zahlen ¢ und r zu zwei vorgegebenen natirlichen Zahlen a und
b # 0 heiBt Division mit Rest.

Bei dieser Rechenoperation wird also zu einem Zahlenpaar [a; b] ein Zahlenpaar [qg; r]
als Ergebnis ermittelt. Die Division mit Rest fiir a : b ist demnach im Bereich der
natirlichen Zahlen stets ausfiihrbar, und ihr Ergebnis [g; 7] ist stets eindeutig bestimmt.

W B18:

la;b] a=0b-q+r q; 7]
[82:17] 82 =17 -4+ 14 [4;14]
[26;35] 26 =235-4+26 [0;26]

[0:8] 0=8-0+0 [0; 0]
20:20] 20=20-14+0  [1;0]

Euklid (etwa 365 bis etwa 300 v.u.Z.) hat ein Rechenverfahren angegeben, das in der
wiederholten Anwendung der Division mit Rest besteht. Wir nennen es den Euklidischen
Algorithmus.

Dabei wird von den gegebenen Zahlen a und b # 0 ausgegangen und auf sie die Division
mit Rest folgendermaBen angewendet:

(Da=b-q+r 0<r<b
2b=r-q +11 0<r<r
(B)r=1mr1-q2+ 1o 0<7ry<m
(4)r1 =19 q3 + 13 0<r3<nry

(n)rnfii =Tn—2"qn-1 1+ Tn-1 0 < 7Trp_1 < 7Tp-2

Dab>r >mr > ry > .. > r,_1 (d.h., die nacheinander als Reste auftretenden
natiirlichen Zahlen r; werden immer kleiner), muss nach endlich vielen Schritten immer
der Rest Null auftreten.

Damit bricht dann der Euklidische Algorithmus ab. Ist r, der kleinste von Null ver-
schiedene Rest, so gilt demnach

(n + 1) Tpn—2 = Tn—1"qn + Tn
(n + 2) Tn—1="Tn"qnt1 +0

B B19: Der Euklidische Algorithmus lautet fiir

a) [135; 12] b) [135; 9] c) [135; 10]
135 =12-11+3 135=9-15+0 135=10-1+35
12=3-440 10=5-2+0
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2.11 Der Euklidische Algorithmus

d) [135; 200] e) [17;21] f) [6213: 555]

135 =200 - 0 + 135 17=21-0+17 6213 = 555 - 11 + 108
200 = 135 - 1 + 65 21 =17-1+14 555 = 108 - 5 + 15
135=65-2+5 17=4-4+1 108 =15-7+3
65=5-13+0 4=1-440 15=3-5+0

e 40. Geben Sie fir die Beispiele 20 a) bis f) an, wie groB jeweils r,, bzw. n sind!

41.* Wenden Sie den Euklidischen Algorithmus auf folgende Zahlenpaare an!
a) [135; 21] b) [135;22] c) [135; 23] d) [135; 24] e) [135;25] f) [135;28]
g) [987; 610] h) [610; 377] i) [2225328; 23535]

42. a) Vergleichen Sie den Euklidischen Algorithmus fiir die Aufgaben 41.g) und 41.
h)!

b) Warum ist es wenig sinnvoll, in Aufgabe 41. neben der Aufgabe g) [987; 610] auch
noch die Aufgabe [610; 987] zu stellen?

Wir wollen nun zwei Anwendungsmoglichkeiten des Euklidischen Algorithmus betrach-
ten.

(1) Mit dem Euklidischen Algorithmus fiir ein geordnetes Paar [a; b] natirlicher Zahlen
lasst sich der g.g.T(4 ermitteln, ohne die Primfaktorenzerlegung zu verwenden.
Es gilt namlich:

a)lsta>bunda=0b-gmitgeN, ¢g#0, soist g.g.T.[qp) = b, denn a = bcot g ist
unter den angegebenen Bedingungen nur eine andere Schreibweise fiir b | a. Da aber

b der groBte Teiler von b ist, kann das Paar [a; b] keinen groBeren gemeinsamen Teiler
als b haben.

b)Ista=>b-q+r mitq € Nund 0 <r <b, soist der im Euklidischen Algorithmus
vorkommende letzte von Null verschiedene Rest 7, gleich dem g.g. T. (4.

e 43. Versuchen Sie das fiir den speziellen Fall, dass r3 der letzte von Null verschiedene
Rest ist, zu beweisen!

Die Verwendung des Euklidischen Algorithmus zur Ermittlung des g.g. T. zweier natiir-
licher Zahlen ist vor allem dann zweckmaBig, wenn es schwierig ist, die Primfaktoren-
darstellung der beiden Zahlen zu ermitteln.

44 * Berechnen Sie unter Verwendung des Euklidischen Algorithmus
a) g-g-T-[13505407;555427}; b) g-g-T-[4316161;555427]-

(2) Als zweite Anwendung des Euklidischen Algorithmus wollen wir noch eine recht
iiberraschende Darstellungsmoglichkeit fiir den g.g. T. der beiden natiirlichen Zahlen a
und b betrachten. Der g.g.T.(45) = r, kann auch in der Form

™=a-g1+b- g (91,92 € G)

dargestellt werden (Hauptsatz tber den g.g.T.).

e 45, Versuchen Sie das fiir den speziellen Fall, dass r,, der letzte von Null verschiedene
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2.12 Restklassen

Rest ist, zu beweisen!
Fir r, sind g; bzw. go keineswegs eindeutig bestimmt, wie das folgende Beispiel zeigt.

B B20: Es gilt g.g. T.[45;30) = 15, und man erhalt fir

a) g1 = +1, go = —1 die Gleichung 45-1+4+30-(—1) =15

b) g1 = —1, go = +2 die Gleichung 45 - (—1) +30-2 =15

e 46.*%a) Geben Sie weitere geordnete Paare ganzer Zahlen [g; go] an, fir die gilt
15 = 45g1 + 30¢s.

b) Uberlegen Sie, wie Sie durch Umformen der Gleichung 15 = 45¢g; + 30gs, eine
Beziehung erhalten konnen, aus der Sie weitere Paare bestimmen kénnen!

2.12 Restklassen

Die Gleichung a =b-q+r mit n,b,r,g € Nund 0 < r < b findet auch Anwendung bei
der Untersuchung der Menge der natiirlichen Zahlen beziiglich der Teilbarkeit durch
irgendeine (von Null oder 1 verschiedene) natirliche Zahl. Wir wollen zunachst ein
Beispiel betrachten.

B B21: Die Menge der natirlichen Zahlen N soll beziiglich der bei Division durch 5
auftretenden Reste untersucht werden.

Nach a =b-q+r mit ¢ € N und 0 < r < b erhalten wir folgende 5 Teilmengen K|
bis K,: Fur

r =0 Ky ={0,5,10,15,...,5n,...}
r=1; Ky ={1,6,11,16,...5n+ 1,...}
r=2; Ky ={271217,...5n+2,...}
r=3; K3 =1{3,8,13,18,....5n + 3,...}
r=4; Ky =1{49,1419,...5n +4,...}
Diese in Beispiel 21 vorgenommene Aufspaltung der Menge der natiirlichen Zahlen ist

eine Klasseneinteilung!

e 47. a) Weisen Sie nach, dass in Beispiel 21 tatsichlich eine Klasseneinteilung vorge-
nommen wurde!
b) Wie wiirden Sie die dabei verwendete Aquivalenzrelation bezeichnen?

Jede der in Beispiel 21 vorkommenden Klassen heilt eine Restklasse modulo 5. Wahlt
man aus jeder der Restklassen modulo 5 genau einen (beliebigen) Vertreter aus, so
entsteht ein vollstandiges Restsystem modulo 5.

B B22: Die Menge R = {15,6,22,3,29} ist ein vollstandiges Restsystem modulo 5.
e 48. Geben Sie weitere vollstandige Restsysteme modulo 5 an!

Wahlt man aus jeder der Klassen K bis K4 jeweils die kleinste Zahl als Vertreter aus,
so erhalt man das System der kleinsten Reste R’ = {0,1,2,3,4}.
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2.12 Restklassen

e 49. Geben Sie a) die Restklassen, b) ein Restsystem, c) das System der kleinsten
Reste an fiir die Restklassen modulo 4, modulo 7, modulo 12!

Es ist nitzlich und auch in der Mathematik tblich, als Grundbereich fur Teilbarkeits-
untersuchungen und deshalb auch fiir Restklassen nicht die Menge der natiirlichen,
sondern die der ganzen Zahlen zu verwenden. Das fiihrt u.a. zu folgenden Konsequen-
zen:

a) Die Definition fiir die Teilbarkeit ganzer Zahlen [a; b] lautet:

» D12: a ist durch b teilbar genau dann, wenn es eine ganze Zahl g gibt, so dass
a=1b-g.

B B23: a) —3| 15, denn 15 = (=5) - (—=3)

b) —3| —15, denn —15=5-(—3)

c) 3| —15, denn —15=(—5) -3

b) Die Beziechung a = b-q+r mit ¢ € Nund 0 < r < b gilt fir ganze Zahlen a,b,q

und 7 in der Form
a=b-q+r mit 0<|r| <0

Trotz der Forderung 0 < |r| < |b| sind dann ¢ und 7 nicht mehr eindeutig bestimmt,
wie das folgende Beispiel zeigt.

B B24: Wegen —20 =7 (—3) + 1 bzw. =20 =7 - (—2) + (—6) gilt sowohl ¢; = —3
und r; = +1 als auch ¢o = —2 und ry = —6.

c) Auch fir die Menge G der ganzen Zahlen kénnen wir Restklassen bilden.
B B25: In G erhalten wir modulo 5 die Restklassen

r=0; Koy =A{...,— 5n,...,— 10, — 5,0,5,10,15,....5n,...}

r=1  Ki={.,—b5n+1.,—9 —41611,16,..50+1,.}
r=2  Ky={.,—bn+2..,—8 —3271217,. . 5n+2,..}
r=3;  Ky={ 5043 T, —23813,18,..5n +3,.}
r=4i  Ki={o—5n+d..,—6 — 1491419, 5n+4,.)

Nun konnen auch negative ganze Zahlen als Vertreter der Restklassen gewahlt werden.

e 50. Geben Sie ein vollstdndiges Restsystem modulo 5 an, das
a) nur aus negativen ganzen Zahlen besteht,
b) sowohl negative als auch positive ganze Zahlen enthalt!

Das System der kleinsten Reste muss nunmehr als System der kleinsten positiven Reste
bezeichnet werden.

e 51% a) st S = {—7,2,7,—2,—3,6} ein vollstandiges Restsystem modulo 67
b) Geben Sie das System der kleinsten positiven Reste modulo 6 an!
e) Welche Elemente gehdren zum System der groBten negativen Reste modulo 67

Mitunter wird das System der Reste mit den kleinsten absoluten Betragen verwendet,
beispielsweise
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2.13 Kongruenzen von Zahlen

S1 ={-2,—1,0,1,2} als Restsystem modulo 5 und
Sy ={—2,—-1,0,1,2,3} als Restsystem modulo 6.

2.13 Kongruenzen von Zahlen

Fir die ganzen Zahlen a; und 5, die derselben Restklasse modulo b angehoren, also
beziiglich der Division durch b gleichrestig sind (den gleichen Rest lassen), wird folgende
Schreibweise verwendet:

a1 = as mod b. Gelesen: "a; kongruent as modulo 5".

Entsprechend bedeutet a3 # a4 mod b, dass ag und a4 zu verschiedenen Restklassen
modulo 5 gehoren.

» D13: Zwei ganze Zahlen a; und ay heiBen nach dem Modul b kongruent, wenn sie
bei Division durch b gleichrestig sind, also zur selben Restklasse modulo b gehoren.

W B26: a) —12 = 13 mod 5, denn: —12 = 5 (—3) +[3], 13 =5-2+[3] also gleiche
Reste.
b) —12 # 13 mod 6, denn: —12 = 6 - (—2) 4 (0], 13 = 6 - 2 +[1], also verschiedene
Reste.

e 52.* Jemand behauptet, dass auch —12 # 13 mod 5, denn —12 =5 (—2) +|(-2) |,

13=5-2+ , also verschiedene Reste.
Widerlegen Sie diese Auffassung!

53. Versuchen Sie folgenden Satz zu beweisen:
a; = as mod b genau dann, wenn b|(a; — as).

Mit Kongruenzen kann man rechnen. Neben anderen gelten fiir alle aq,as € G, r1,15 €
G, b # 0 folgende Satze:

Wenn a; = r1 mod b und as = r9 mod b, so
(1) a1 + ag =11 + 19 mod b,

(2) a1 — ag =11 — r9 mod b,

(3) ajas =11 - r2 mod b.

Satz (1) kénnen wir folgendermaBen beweisen:
a1 = r1 mod b kann dargestellt werden durch a; = bq1+71, as = ro mod b entsprechend
durch as = bgs + r9. Dann ist

a1+ as =bqy + 11 +bga + 12 =0b(q1 + q2) + 11+ 72
Das ist gleichbedeutend mit ay + as = r1 + r9 mod b. w.z.b.w.
Satz (1) lasst sich auch auf mehr als zwei Kongruenzen ausdehnen:
(4) Wenn a1 = r; mod b und as = 5 mod b und ... und a,, = r,, mod b, so
ap+a+..+a,=r1+res+..+r, modb
e 54. Beweisen Sie die Satze (2), (3) und den Satz (4) fiir den speziellen Fall n = 4.
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2.13 Kongruenzen von Zahlen

Diese Satze konnen wir u.a. verwenden, um bekannte Teilbarkeitssatze zu beweisen
bzw. neue Teilbarkeitssatze zu gewinnen.

B B27: Wir untersuchen die natiirliche Zahl
Z=ap- 10"+ ap_1 - 10" 1 4+ ..+ as- 10+ ay - 10 + ag

mit 0 < a; <9 fiuri =0,1,2,..,n und a, # 0 auf ihre Teilbarkeit durch 9 und kommen
zu folgenden Ergebnissen:

ap = ap mod 9
a; - 10" = a; mod 9, denn 9 | (10a; — ay),9 | 9a;
as - 10 = ay mod 9, denn 9 | (100ay — ay),9 | 99as

an_1-10"1 =a, 1 mod 9, denn 9| (10" ' —1)-a,
an, - 10" =a, mod 9, denn 9 | (10" — 1) - a,

Wegen Satz (4) gilt dann
an-10"+a,_1-10" 1+ 4ay-10%+a,- 10 +ag = ap+ a1 +... +as+ay +ag mod 9

In Worten: Jede natiirliche Zahl lasst bei Division durch 9 denselben Rest wie ihre
Quersumme.

Das heiBt: Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme
durch 9 teilbar ist.

e 55.% a) Welches ist die kleinste fiinfstellige Zahl, die durch 9 teilbar ist ?
b) Geben Sie die Menge aller dreistelligen Zahlen an, die sowohl durch 9 als auch durch
5 teilbar sind!

56. a) Zeigen Sie, dass fir die natirliche Zahl
z=a, 10" +a,_1-10"" + ... +ag-10% +a; - 10" + ag
mit 0 <a; <9 fire=1,2,...nund a # 0 gilt
z = (ag+as+ ... + agm) — (a1 +ag + ... + agm—1) mod 11
b) Formulieren Sie den in a) angegebenen Teilbarkeitssatz fiir die Zahl 11.
B B28: Wegen 7-11-13 = 1001 gilt
1000° = +1 mod 7, 1000° = +1 mod 11, 1000° = +1 mod 13

1000 = —1 mod 7, 1000' = —1 mod 11, 1000 = —1 mod 13
Und wegen Satz (3) folgt aus der letzten Zeile:

1000 = +1 mod 7, 1000®> = +1 mod 11, 1000® = +1 mod 13

1000*™ = 41 mod 7, 1000*™ = +1 mod 11, 1000°™ = +1 mod 13
1000 = —1 mod 7, 1000*™*! = —1 mod 11, 1000*™*! = —1 mod 13
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2.14 Lineare Kongruenzen

Folglich gilt fir b =7 und fir b = 11 und fir b = 13 fir die Zahl

2=y 10"+ ap_1 - 10"+ . 4 ay- 10 +a; - 10" + g
(ag - 10* 4+ a1 - 10" 4+ ag) = ag - 10> + a; - 10 + ag mod b
(as - 10° + ag - 10* 4 a3 - 10*) = —(as - 10° + a4 - 10 + a3) mod b
(ag - 10 + a7 - 107 4 ag - 10%) = +(ag - 10° + a7 - 10 + ag) mod b

Also ist
2 = (ap-10*4a1-10" +ag) — (a5-10* +ay-10+a3) + (ag- 10> +-a-10+ag) — ... mod b
mitb=7 b=11,b=13.

e 57. Formulieren Sie Teilbarkeitssatze fiir die Zahlen 7, 11 und 13 unter Verwendung
der Ergebnisse von Beispiel 28!

58. Wahlen Sie sich selbst natirliche Zahlen unterschiedlicher Stellenzahl und untersu-
chen Sie diese auf Teilbarkeit durch 7, 11 und 13.

59.*% Begriinden Sie, warum eine Zahl, die durch 1001 teilbar ist, auch durch 77, 91
und 143 teilbar ist!

60.* Eine Zahl hat die Eigenschaft, durch 77 und 91 teilbar zu sein. Begriinden Sie,
warum sie dann auch durch 1001 teilbar ist!

61.* Ermitteln Sie die Menge der Teiler fir die Zahlen
a) 1002001 b) 16159

2.14 Lineare Kongruenzen
Wir betrachten zunachst ein Beispiel:

B B29: Welche ganzen Zahlen = sind modulo 7 der Zahl 2000 kongruent, also x = 2000
mod 77

Nach den in den Abschnitten 2.12. und 2.13. dargestellten Uberlegungen ist diese
Kongruenz fiir alle ganzen Zahlen x erfillt, die zur selben Restklasse modulo 7 gehéren
wie 2000, aber auch nur fiir diese. Wegen

2000= —2mod 7 bzw. 2000=5 mod 7
ist dies die Restklasse
Ry={.,—M™m+5,.,—9-2512,....Tn+5,...} mit n € N mod 7

Diese Restklasse Rs5 heiBt die Losung der Kongruenz x = 2000 mod 7. Es ist tblich,
diese Losung in der Form z = 5 mod 7 bzw. x = —2 mod 7 anzugeben.

» D14: Unter der Losung der Kongruenz x = a mod b verstehen wir diejenige Restklasse
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2.14 Lineare Kongruenzen

R, mod b, die a enthilt.

Die Losung der Kongruenz x = a mod b ist also eine unendliche Menge. Sie wird meist
in der Form = = a’ mod b dargestellt, wobei a’ das Element aus dem System der
kleinsten positiven Reste mod b ist, fiir das ¢’ = a mod b gilt.

Als nachstes wollen wir die Frage untersuchen, welche Losungen die Kongruenzen = +
c=amodbbzw. x —c=a mod b haben. Dax+c=a mod bund x —c=a mod b
gleichbedeutend sind mit

r+c=b-q+a (qe€G) : r—c=b-q+a (qe€G)

gilt auch
r=b-q+a—c , z=b-gq+a+c

und das ist gleichbedeutend mit
r=a—cmodb , x=a+cmodb

womit wir die Losungen erhalten haben.

B B30: Die Losungen der Kongruenzen
a) z+200 =31 mod 13, b) 2 —4 =7 mod 8
sind zu ermitteln:

a)x 4+ 200 = 31 mod 13 a)r —4 =7 mod 8
x =31 — 200 mod 13 r=T7+4 mod8
r = —169 mod 13 x =11 mod 8
x =0 mod 13 r =3 mod 8

e 62.*% Ermitteln Sie die Lésungen folgender Kongruenzen

a) z = 300 mod 17; b) x = —300 mod 17; ¢) = —12 mod 50;

d) z+ 54 =21 mod 13; e) x — 21 = 21 mod 21; f) z — 55 = —21 mod 15;
g) x — 72 = 255 mod 100

SchlieBlich sei noch die Frage untersucht, welche Losungen die Kongruenz ¢z = a mod
b hat.
Da cx = a mod b gleichbedeutend ist mit cx =b-q+ a (¢ € G), erhalt man

b-qg+a
xr =
c

Nach Voraussetzung ist x € G. Demnach hat die Kongruenz cx = a mod b nur dann
eine Losung, wenn ¢ | (bg + a).

B B31: Die Kongruenz 4z = 3 mod 6 hat keine Losung, denn fiir alle ¢ € G ist 6 - ¢
geradzahlig und folglich 6 - ¢ + 3 ungeradzahlig. Es gibt aber keine ungerade Zahl u,
fur die 4 | u gilt.

Anderseits kann die Kongruenz cx = a mod b aber auch mehrere Losungen haben, wie
das folgende Beispiel zeigt.
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2.14 Lineare Kongruenzen

B B32: Die Kongruenz 4x = 2 mod 6 hat die Losungen £ = 2 mod 6 und z = 5 mod
6.
Nach Satz (3) gilt namlich fir

T =2 r=5

4r =4-2 mod 6 4dr=4-5mod 6
4x = 8 mod 6 4x = 20 mod 6
4xr =2 mod 6 4x =2 mod 6

Nach demselben Satz ergibt sich fiir

x =0 mod 6, dass 4z = 0 mod 6

x =1 mod 6, dass 4 = 4 mod 6

x = 3 mod 6, dass 4 = 12 mod 6 und damit 4z = 0 mod 6
x = 4 mod 6, dass 4z = 16 mod 6 und damit 4z = 4 mod 6

In keinem der zuletzt betrachteten vier Falle ist 4r = 2 mod 6. Da vorstehend alle
Restklassen mod 6 betrachtet wurden, gibt es also keine weiteren Lésungen der Kon-
gruenz 4x = 2 mod 6.

Um mit Sicherheit alle Losungen der Kongruenz cx = a mod b zu erhalten, ist es
nitzlich, folgende Multiplikationstabellen modulo 5 aufzustellen.

In einer Spalte schreibt man untereinander und in einer Zeile schreibt man nebenein-
ander jeweils alle Elemente aus dem System der kleinsten positiven Reste mod 5, also
die Zahlen 0, 1, 2, ..., b — 1.

An den Schnittstellen von je einer Spalte und einer Zeile tragt man jeweils diejenige
Zahl aus dem System der kleinsten Reste ein, die dem Produkt aus der betreffenden
Spalten- und Zeilenzahl modulo 5 kongruent ist.

B B33: Multiplikationstabellen mod 6 und mod 7

o

mod 7 | x
c =0
1

(@]

mod 6 | x
c =0
1
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Beachten Sie, dass in den Zeilen 0, 2, 3 und 4 keine vollstandigen Restsysteme modulo
6 vorkommen. Rechts kommen uberall vollstandige Restsysteme modulo 7 vor.

Aus diesen Tabellen sind die Losungen aller Kongruenzen
cr = a mod 6 bzw. cr =a mod 7

aus den entsprechenden Zeilen und Spalten ablesbar:
3r =1 mod 6: keine Lésung, da 1 in der Zeile 3 nicht vorkommt;
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2z =4 mod 6: Lésungen x = 2 mod 6 und z = 5 mod 6;

3r =5 mod 7: Lésung x =4 mod 7;

55z = 100 mod 6 ist wegen 55 = 1 mod 6 und 100 = 4 mod 6 gleichbedeutend mit
1-2 =4 mod 6; Losung x = 4 mod 6;

3lxr = —45 mod 7 ist wegen 31 = 3 mod 7 und —45 = 4 mod 7 gleichbedeutend mit
3r =4 mod 7; Losung x = 6 mod 7.

e 63. Bilden Sie selbst weitere Aufgaben, bei denen Kongruenzen vom Typ cx == a
mod 6 bzw. cx = a mod 7 zu l6sen sind, und lésen Sie diese Aufgaben!

Man kann folgendes zeigen:

Die Kongruenz cx = a mod b hat

keine Losungen, wenn der g.g.T. (.5 die Zahl a nicht teilt,
genau eine Losung, wenn g.g. T.(.;) = 1 ist,

mehr als eine Lésung, wenn der g.g.T.[.;) die Zahl a teilt.

Im letzten Fall hat die Kongruenz so viele Lésungen, wie der g.g. T. .5 angibt.

B B34: Es sind alle Losungen der Kongruenz 24x = 18 mod 30 zu ermitteln.

Wegen g.g.T.j24.30) = 6 und 6 | 18 hat diese Kongruenz 6 Lésungen, die man folgen-
dermaBen findet:

Man fillt nur die Zeile 24 der Multiplikationstabelle modulo 30 aus und erhalt

mod30(0 1 2 3 45 6 7.. 12.. 17.. 22.. 27 ..
24 0 24 18 12 6 0 24 18.. 18.. 18.. 18.. 18 ..

also x =2 mod 30, x = 7 mod 30, z = 12 mod 30, x = 17 mod 30, x = 22 mod 30,
r = 27 mod 30.

Die Kongruenz cx = a mod b kann auch noch unter folgendem Gesichtspunkt betrach-
tet werden:

cx = a mod b ist laut Definition gleichbedeutend mit b | (cx — a), und das ist gleich-
bedeutend mit cx — a = by, wobei a,b,c,x,y € G.

Dies kann als eine lineare Gleichung mit den beiden Variablen + € G und y € G
aufgefasst werden.

Ist eine solche lineare Gleichung gegeben und werden deren ganzzahlige Lésungen ge-
sucht, so konnen diese durch Rickfiihrung auf die entsprechende Kongruenz leicht
gefunden werden.

Darauf werden wir in Kapitel 3 zuriickkommen. Hier wollen wir uns lediglich noch
einmal mit der in Beispiel 1 gestellten Aufgabe beschaftigen. Die in diesem Kapitel
gewonnenen Einsichten ermoglichen uns nunmehr folgenden Lésungsweg:

a) Fir jedes der 17 Nichtschaltjahre bis 2000 gilt 365 = 1 mod 7.

b) Fir jedes der 5 Schaltjahre bis 2000 gilt 366 = 2 mod 7.

c) Demnach gilt fir den 1.1.2000: 17-1+5-2 =27 und 27 = 6 mod 7.

d) Also ist der 1.1.2000 gegeniiber dem 1.1.78 um 6 Wochentage (d.h. vom Sonntag
bis Sonnabend) "weitergeriickt", er ist demnach ein Sonnabend.

61



2.15 Arbeiten mit Mengen beim Aufbau weiterer Zahlenbereiche

2.15 Arbeiten mit Mengen beim Aufbau weiterer
Zahlenbereiche

Wir wollen nun kurz darstellen, wie man - ausgehend von der Menge der natiirlichen
Zahlen - weitere Zahlenbereiche aufbauen kann. Im Unterschied zum Mathematikun-
terricht beginnen wir mit dem Bereich der ganzen Zahlen.

Im Bereich der natiirlichen Zahlen sind die Rechenoperationen Addition und Multiplika-
tion unbeschrankt ausfiihrbar, wahrend das fiir die Subtraktion und die Division nicht
zutrifft.

Beispielsweise ist die Subtraktionsaufgabe 4 —5 im Bereich der natiirlichen Zahlen nicht
|6sbar, d. h., es gibt keine natiirliche Zahl z, firr die x =4 — 5, d.h. x + 5 = 4 gilt.
Nun soll - unter Verwendung der Menge der natiirlichen Zahlen - ein Zahlenbereich
aufgebaut werden, bei dem die Subtraktion unbeschrankt ausfiihrbar ist. Dabei gehen
wir folgendermaBen vor:

(1) Wir betrachten geordnete Paare natiirlicher Zahlen und untersuchen sie auf Diffe-
renzengleichheit.

» D15: Zwei geordnete Paare natiirlicher Zahlen [a;b] und [c;d] heiBen differenzen-
gleich genau dann, wenn a +d = b+ c.

B B35: [5; 3] und [9; 7] sind differenzengleich, denn 54+ 7 = 3 4 9.
[2; 7] und [0; 4] sind nicht differenzengleich, denn 2+4 =0+ 7.
[5; 3] und [3; 5] sind nicht differenzengleich, denn 5 + 5 # 3 + 3.

(2) Die Differenzengleichheit geordneter Paare natiirlicher Zahlen [a; ], [c; d] und [e; f]
ist eine Aquivalenzrelation.

e 64. Weisen Sie (2) nach!

(3) Durch die Differenzengleichheit geordneter Paare natiirlicher Zahlen als Aquivalenz-
relation wird in der Produktmenge N x N eine Zerlegung (Klasseneinteilung) erzeugt.
Jede so erzeugte Klasse heiBt ganze Zahl.

» D16: Eine ganze Zahl ist eine Klasse differenzengleicher geordneter Paare natdrlicher
Zahlen.

B B36: a) Die geordneten Paare [8; 5], [9; 6], [23; 20], [3; 0], ... gehoren zur selben
Klasse differenzengleicher Paare natirlicher Zahlen, und diese Klasse ist die ganze Zahl
+ 3.

b) Die ganze Zahl -3 ist dagegen die Klasse, zu der u. a. die geordneten Paare [5; 8],
[6; 9], [20; 23], [0; 3], .... gehoren.

c) die ganze Zahl 0 ist die Klasse, zu der die geordneten Paare [a; a], a € N gehoren.

(4) Es ist nun notwendig, die Ordnung und die Rechenoperationen fiir diese ganzen
Zahlen zu definieren. Das geschieht einerseits "reprasentantenweise", d.h. unter Ver-
wendung eines Reprasentanten fiir die ganze Zahl (geordnetes Zahlenpaar natiirlicher
Zahlen), andererseits so, dass "Reprasentantenunabhéangigkeit" vorliegt.
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2.15 Arbeiten mit Mengen beim Aufbau weiterer Zahlenbereiche

» D17: Die ganze Zahl gy sei durch [a;b], die ganze Zahl g, durch [c; d] reprasentiert.
Dann soll gelten:

(a) g1 < go, genau dann, wenn a +d < b+ e,

(b) 1 + g2 = [a; 0] + [¢;d] = [a + ;b + d],

(c) 1 — g2 = [a;b] — [c;d] = [a — ¢;b—d],

(d) g1 - g2 = [a;b] - [¢;d] = [ac + bd; ad + bc]

e 65 Esseia)g=-3,920=47;b) g1 =-3,920=-7;¢) g1 =+3, go = —T.
Ordnen Sie jeweils die beiden Zahlen der drei Paare nach der GroBe und berechnen
Sie jeweils Summe, Differenz und Produkt der beiden Zahlen unter Verwendung von
Definition 17!

(5) Die ganze Zahl Null und die positiven ganzen Zahlen sind eine echte Teilmenge der
ganzen Zahlen. Sie lassen sich den natiirlichen Zahlen eineindeutig zuordnen. Nun gilt

+a < +b genau dann, wenn a < b; +a € G, +b € G, a €N, b € N,
(+a) + (+b) = +c genau dann, wenn a +b=¢; +a € G, +b€ G, a e N, b e N

und Entsprechendes gilt fiir die Subtraktion und Multiplikation. Beziiglich der Ordnung
nach der GroBe und den Rechenoperationen Addition, Subtraktion und Multiplikation
ist die Teilmenge der ganzen Zahlen, bestehend aus der ganzen Zahl Null und den
positiven ganzen Zahlen gegen die Menge der natlrlichen Zahlen austauschbar.

In diesem Sinne ist der Ausgangsbereich (hier die Menge der natiirlichen Zahlen) in
dem neuen Bereich (hier die Menge der ganzen Zahlen) gewissermaBen mit enthalten.

Der Bereich der ganzen Zahlen kann nun benutzt werden, um den Bereich der rationalen
Zahlen aufzubauen. Dabei geht man analog zum Aufbau des Bereichs der ganzen Zahlen
aus dem der natirlichen Zahlen vor.

Ziel dieser Erweiterung ist ein Zahlenbereich, in dem auch die Division - jedoch mit
Ausnahme der Division durch Null - unbeschrankt ausfiihrbar ist.

e 66. a) Fiithren Sie diesen Aufbau durch, indem Sie von der Aquivalenzrelation der
Quotientengleichheit zwischen geordneten Paaren ganzer Zahlen ausgehen!

b) Definieren Sie auch die Division rationaler Zahlen als Umkehroperation der Multi-
plikation!

67. Wahlen Sie sich Beispiele fiir Aufgaben der Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division rationaler Zahlen und l6sen Sie diese Aufgaben

a) unter Verwendung der im Ergebnis von Aufgabe 66 erhaltenen Definitionen

b) unter Verwendung der Rechenregeln fiir die Rechenoperationen mit rationalen Zah-
len, die Sie aus dem Unterricht kennen!

68. Uberlegen Sie, welche Teilmenge der Menge der rationalen Zahlen sich beziiglich
der behandelten Relationen und Operationen ebenso verhalt wie die Menge der ganzen
Zahlen, aus denen wir die rationalen Zahlen aufgebaut haben!

Im Bereich der rationalen Zahlen sind nicht nur die vier Grundrechenoperationen (mit
Ausnahme der Division durch die rationale Zahl Null) unbeschrankt ausfiihrbar. Dieser
Bereich hat auch die Eigenschaft, dass seine Zahlen dicht liegen. Darunter versteht
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man folgendes:

Gilt fir zwei rationale Zahlen a und b die Beziehung a < b, so gibt es (mindestens)
eine weitere rationale Zahl = mit der Eigenschaft a < = < b.

Wie wir aber aus dem Mathematikunterricht der Klasse 7 wissen, ist dennoch nicht
jedem Punkt der Zahlengeraden eine rationale Zahl zugeordnet (,* [13c] S. 79). Es
gibt auf der Zahlengeraden namlich Punkte, denen solche Zahlen wie V2,5, /2 usw.
zugeordnet sind, also Zahlen, von denen Sie wissen, dass sie keine rationalen, sondern
irrationale Zahlen sind.

Die Vereinigung der Menge der rationalen Zahlen und die der irrationalen Zahlen heiBt
die Menge P der reellen Zahlen.

2.16 Abzahlbarkeit und Nichtabzadhlbarkeit unendlicher Mengen

Aus Kapitel 1 wissen wir bereits,

- was man unter gleichmachtigen Mengen versteht,

- dass die Gleichmichtigkeit von Mengen eine Aquivalenzrelation ist,

- dass unendliche Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen dieser gleichmachtig
sind.

Bei den unendlichen Mengen sind abzahlbare und nichtabzahlbare unendliche Mengen
zu unterscheiden. (7 [15] S. 62ff.)

» D18: Eine unendliche Menge heit genau dann abzahlbar, wenn sie der Menge der
natirlichen Zahlen gleichmachtig ist. Ist dies nicht der Fall, so heiBt sie nichtabzahlbar.

Nach dieser Definition sind z. B. alle unendlichen Teilmengen der Menge der natiirli-
chen Zahlen abzahlbar. Beispielsweise haben wir fiir die Menge der ungeraden Zahlen
und die Menge der Primzahlen in Kapitel 1 gezeigt, dass sie der Menge der natirlichen
Zahlen gleichmachtig sind, folglich sind diese Mengen auch abzahlbar.

e 09. Geben Sie weitere Beispiele fiir abzahlbare Mengen an, die zugleich echte Teil-
mengen der Menge der natlrlichen Zahlen sind!

Aber auch fiir bestimmte weitere unendliche Mengen, die keine Teilmengen der Menge
der naturlichen Zahlen sind, lasst sich zeigen, dass sie abzahlbar sind.

B B37: Wir wollen zunachst zeigen, dass die Menge G der ganzen Zahlen abzahlbar
ist. Dazu brauchen wir nur zu zeigen, dass die Menge G gleichmachtig zur Menge N
der natirlichen Zahlen ist, d. h., dass es eine eineindeutige Abbildung gibt, die G auf
N abbildet.

Offensichtlich leistet dies die nachstehend vorgenommene Zuordnung.

N[0 1 2 3 4 5 .. 2n 2n+1
A 7 7
G|0 +1 -1 42 2 43 .. —n +(n+1)

e 70. Begriinden Sie, warum die natiirlichen Zahlen gewissermaBen "ausreichen", um
jedem Element aus G eine natiirliche Zahl zuzuordnen!
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B B38: Nun soll gezeigt werden, dass auch die Menge der Briiche abzahlbar ist. Dazu
denken wir uns diese Menge zunachst in einer Form aufgeschrieben, die garantiert,
dass bei der Abzahlung in Pfeilrichtung kein Bruch ausgelassen wird. Das ist z. B.
folgendermaBen moglich:

t—F i 4

_Q/1//3/4

i 7 v a > —

ﬂ_/? 2/3 4

3 ¥ F E E e
2 I

o
/

L =

Die umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen jedem Element der Menge N der natiir-
lichen Zahlen und jedem Element der Menge B der Briiche lasst sich nun in der Weise
herstellen, wie durch die oben eingezeichneten Pfeile angedeutet wird. Man erhalt die
folgende Zuordnung:

N0 1 2 3 45 6 7 8
11111111 ¢
Bl 1 0 0 1 2 3 2 1
1 1 2 3 2 1 1 2 3

Damit ist gezeigt, dass die Menge B der Briiche abzahlbar ist.
Dass nicht jede unendliche Menge die Eigenschaft hat, abzahlbar zu sein, zeigt das
folgende Beispiel.

W B39: Die Menge der reellen Zahlen P' im Intervall 0 < r < 1 ist nichtabzahlbar.

Beweis:
Bekanntlich kdnnen wir die reellen Zahlen durch unendliche Dezimalbriiche darstellen
und damit alle reellen Zahlen r im Intervall 0 < r < 1 in der Form

r = 0,21202324252627..

wobei die z; (i = 1;2;3;...) jeweils eine der Grundziffern 0, 1, 2, ..., 9 sind.

Damit die Darstellung eindeutig wird, schlieBen wir den Fall, dass von einer Stelle an
alle z; gleich 9 sind, aus. Wegen 0 < r sind auch nicht alle z; gleich 0.

Nun nehmen wir an, dass die Menge P’ abzahlbar und damit in folgender Form dar-
stellbar ist:

h =0 oz Zn Zy Zy
o= ~

2 b Zn zp  zm oz e e
no= 14 Ly Z5 2'33\ Zyy

N = ]
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d.h., in der Folge r1, 79, ... kommen alle reellen Zahlen r mit 0 < r < 1 vor.
Wir bilden nunmehr eine Zahl 7/, indem wir die Ziffern langs der "Diagonalen" (oben
durch Pfeile angedeutet) dafiir auswahlen, namlich

/
" = 0,211222233244...

Ersetzen wir in dieser Darstellung z1; durch eine Ziffer ¢; # z11, 292 durch eine Ziffer
G2 # Z29 Usw., so erhalten wir eine Zahl

" = 0,q142934- -

die zwar eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 ist, aber in der Folge 71, 1o, ... nicht vorkommt.
Die Annahme, dass die Menge der reellen Zahlen im Intervall abzahlbar ist, fiihrt also
zu einem Widerspruch und kann daher nicht mehr aufrechterhalten werden. Dies gilt,
wie noch zu beweisen ware, auch fiir die Menge aller reellen Zahlen.

e 71. Nennen Sie weitere Beispiele fiir nichtabzahlbare Mengen!

2.17 Losungen - Kapitel 2

6. In ihrer praktischen Tatigkeit mussten die Menschen von Anfang an mit Mengen
operieren. Indem die Menschen diese Tatigkeiten vorbedachten und tiber sie nachdach-
ten, haben Sie durch Abstraktion die natiirlichen Zahlen beim Operieren mit Mengen
gewonnen.

Auch hieran sieht man, dass Begriffe der Mathematik "nirgends anders herkommen als
aus der wirklichen Welt" (Engels), und zwar in dem Sinne, dass dort objektiv Vorhan-
denes durch die menschliche Tatigkeit zu Erkanntem wird und damit gegentiber dem
objektiv Vorhandenen eine neue Qualitat darstellt.

Selbst wenn die Auffassung, die natiirlichen Zahlen seien von Gott geschaffen keinen
Glauben an Gott, sondern die Meinung zum Ausdruck bringen soll, der Mensch habe
sie vorgefunden, stimmt dies also nicht.

Er musste selbst etwas tun, also seinen Verstand oder "Geist" anstrengen. Ebensowe-
nig hat der Mensch die natiirlichen Zahlen in seinem "Geist" frei erfunden, denn die
natirliche Zahl ist ein abstrakter Begriff, durch den objektiv existierende Sachverhalte
(Mengen bestimmter Machtigkeiten) abgebildet werden.

8. a) Begriindung fiir die Kommutativitat der Addition natiirlicher Zahlen:

a + b sei reprasentiert durch M; U My mit M7 N M, = @.

b + a ist dann reprasentiert durch My U My, mit My N My = &.

Wegen M1 U M2 = M2 U M1 gl't erst recht M1 U M2 ~ M2 U Ml.

Das heiBt: Beide Vereinigungen sind gleichmachtig, reprasentieren also dieselbe Kardi-
nalzahl. Demnach ist a +b =0+ a.

b) Entsprechend lasst sich auch die Assoziativitat der Addition natiirlicher Zahlen be-
griinden.

9.a) A\B={1,3579}=A;, B\ A={0,24,6,8} =B
c) Aus Definition 5 folgt fiir alle Mengen A und B die Beziehung A\ B = A genau
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dann, wenn AN B = &.

10. a) My \ My = @; My \ M; = {0,1,4,6,8,9}

c) My \ My = @ genau dann, wenn M; C M, [nach D5].

d) My \ My = My \ M; genau dann, wenn M; = M.

11.a) A\ B=1{3,9,15,2127} ={z:2=3-2n+1);neN;x <30}, B\A=0

by A\B={a:(3|aund4ta;a € N)unda <50} U{a:3|a;a € N;50 <a<
100}

B\A={a:(4|aund 31a;a € N)und a <50}

c) A\B=A{c:5|cund71¢c;ceN}, B\A={c:7|cund5tc;ce B}

d) A\B={e:3]|e,ec N} =A4;, B\A={e:31¢;e €N} =B

e) A\ B =1{2}; B\ A ist die Menge aller zusammengesetzten ungeraden Zahlen.

f) A\ B ist die Menge aller ungeraden Primzahlen.
B\ A ist die Menge aller geraden Zahlen mit Ausnahme der Zahl 2.

g) A\ B ist die Menge aller Rechtecke, die keine Quadrate sind. B\ A =&

h) A\ B ist die Menge aller Drachenvierecke, die keine Rhomben sind.
B \ A ist die Menge aller Trapeze, die keine Rhomben sind.

i) A\ B ={myu}; B\ A= {in,e}
12. @) [wy;s1]; [wy; sa); [wa;ss]; [wi; sa]; [we; s1]; [wa; sa]; [we; ss]; [wa; s4; [ws; s1];
[ws; 82]; [w3; 33]; [wg; 84];

b) W xS = {[wb 81]7 [wla 82]7 SE) [11]7 37 83]7 [w3784]}
Es gilt W x S # S x W, denn beide Produktmengen bestehen aus verschiedenen
geordneten Paaren.

14. a) Dies ist schon durch Aufg. 12. b) bewiesen (Angabe eines Gegenbeispiels).
b) Nur wenn My = M, so gilt My x My = My x M.

17. a) M; = {a} sei Reprasentant fiir 1 und My = {b} Repréasentant fiir 1. Dann ist
My x My = {le; b]}, also erhalt man 1 geordnetes Paar, also ist 1 -1 = 1.

b) My = {a} sei Repréasentant fiir 1, und M, ist die leere Menge. Daraus lasst sich
kein geordnetes Paar bilden, denn es gibt kein Element, das an zweiter Stelle steht. Die
Anzahl der geordneten Paare ist gleich 0, also 1 -0 = 0.

19. a) 3| 18, denn fir z = 6 gilt 3- = = 18.

b) 5|0, denn fir x =0 gilt 5- = = 0.

c) 3116, denn es gibt keine natiirliche Zahl z, so dass gilt 3 -« = 16.
d) 84 112, denn es gibt keine natirliche Zahl z, so dass gilt 84 - x = 12,
20. a | b gilt fir b), c), e), g).

21. b | a gilt fir a), b), d), ), g).
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22. a) n | O fir alle natirlichen Zahlen n, denn n -0 = 0.

b) 0 t n fir alle von Null verschiedenen natiirlichen Zahlen n, denn es gibt keine na-
tlirliche Zahl x, so dass gilt 0 - x = n, wenn n # 0.

23. a) Typ = {1,2,5,10}, Vig = {z : x = 10n;n € N}

by'=1,V =N

¢) Tioo = {1,2,4,5,10,20, 25,50, 100}, Vigo = {z : # = 100n;n € N}
f) Thooo = {1,2,4, 5,8, 10,20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 1000}

1) Tha000 = {12,3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 20, 24, 25, 30, 32, 40, 48, 50, 60, 75, 80, 96, 100,
120, 125, 150, 160, 200, 240, 250, 300, 375, 400, 480, 500, 600, 750, 800, 1000, 1200, 1500,
2000, 2400, 3000, 4000, 6000, 12000}

25. Natirliche Zahl, deren Menge der Teiler mindestens 3 Elemente enthalt.

26. Jede von Null verschiedene natirliche Zahl ist mindestens durch 1 und sich selbst
teilbar; 0 ist durch jede von Null verschiedene natiirliche Zahl teilbar.

27. Die Anzahl der Elemente ist nur bei Quadratzahlen ungerade, sonst ist sie - wegen
der vorkommenden Teilerpaare - geradzahlig.

28. Die Teilbarkeitsrelation ist nicht symmetrisch.

29.a) Trao = {1,2,3,4,5,6,8,9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 48, 60, 72, 80, 90,
120, 144, 180, 240, 360, 720}

b) Ty = {1,3,17,51}

¢) Ty = {1,61}

d) Ty = {1,71}

e) Tx1 = {1,3,9,27,81}

f) Tiao = {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,20, 24, 30, 40, 60, 120}
g) Thos = {15, 25,125}

h) Thso = {1,2,5,10,13,26,65, 130}

i) Ths3s = {1,3,5,9,15,27,45,135}

31. Tye0 = {1,2,3,4,5,6,8,9, 10,12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120, 180, 360}

32.a) Ty = {1,5}

b) Ty = {1,2,3,5,6,10, 15,30}

c) Teo = {1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30, 60}
d) Tiio = {1,2,5,10,11,22, 55,110}

e) T = {1}

f) Ty = {1,3,9}

36. Angenommen, die natirlichen Zahlen a, b, c,..., x haben als k.g.V. die Zahl z. Dann
sind auch alle Vielfachen von z gemeinsame Vielfache dieser Zahlen, wahrend alle
anderen natirlichen Zahlen keine gemeinsamen Vielfachen dieser Zahlen sind. Demnach
ist die Menge der gemeinsamen Vielfachen der gegebenen natiirlichen Zahlen gleich der
Menge der Vielfachen des k.g.V. dieser Zahlen.

37. a) Vo b) Voo ) Viso d) Voo €) Visso ) Viasse
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39. a) Fiir alle Elemente « € V; gilt 8 |  und damit erst recht 4 | . Andererseits gilt
beispielsweise 4 € V; und 4 ¢ Vg. Somit gilt Vg C Vj. Entsprechend lasst sich auch
zeigen Vy; C Vs sowie Vy C Vi (b) und Vg C Vi(c).

d) bis I) ergeben sich aus dem Satz, dass Vi, ... o) = VaNVeNVeN .0V, gleich der
Menge der Vielfachen des k.g. V.dieser natiirlichen Zahlen sind.

41. i)

2225328 = 23535 - 94 4 13038
23535 = 13038 - 1 4 10497
13038 = 10497 - 1 + 2541
10497 = 2541 - 4 4 333

2541 =333 -7+ 210
333 =210-1+123
210 =123 -1+ 87
123 =87-1+ 36

87=36-2+15

36=15-2+6

15=6-2+3
6=3-2

44.2) 1 b) 31

46. b) 15 = 45g1 + 3092 ... 1 = 3g1 + 292 ... go = * 2L
Fir alle ungeraden g; ist 122 ganzzahlig, also z.B. [—3;5]; [—1;2], [+1; —1], [+3; —4]
usw.

51. a) ja, denn —7 € K5 mod 6; 2 € Ky mod 6; 7 € K; mod 6; —2 € K, mod
6; —3 € K3 mod 6, 6 € Ky mod 6, also sind alle Restklassen mod 6 genau einmal
vertreten.

52. —2 = 3 mod 5, also doch gleichrestig

53. a) 10008

b) Dazu gehoren alle auf 0 endenden dreistelligen Zahlen, deren Quersumme 9 oder 18
ist (d. h. 900, 810, 180, 720, 270, 630, 360, 540, 450, 990) sowie alle auf 5 endenden
Zahlen, deren Quersumme 9 oder 18 ist, d.h. 135, 315, 225, 405, 495, 945, 585, 855,
675, 765.

58. Weil 7 | 1001 und 11 | 1001 und 13 | 1001, gilt auch (77 =)7 - 11 | 1001,
(91 =)7- 13| 1001, (143 =)11 - 13 | 1001.

60. Aus 77 | a und 91 | @ folgt 7 | @ und 11 | a und 13 | a. Dann gilt auch
(1001 =)7-11- 13 | a.

61. a) Thooeoo1 = {1,7,11,13,49,77,91,121, 143, 169, 539, 637, 847, 1001, 1183, 1573,
1859, 5929, 7007, 8281, 11011, 13013, 20449, 77077,91091, 143143, 1002001}

b) The1se = {1,11,18,113,143, 1243, 1469, 16159}

62. a) x = 11 mod 17, b) x = 6 mod 17, ¢) = 38 mod 50, d) x = 5 mod 13,
e) =0 mod 21, f) x = 4 mod 15, g) x = 27 mod 100
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3.1 Einfiihrung

3 Arbeiten mit Mengen beim Losen von
Gleichungen und Ungleichungen

3.1 Einfiihrung

Die Begriffe Gleichung und Ungleichung sowie das Arbeiten mit ihnen spielen im Ma-
thematikunterricht von Anfang an eine wesentliche Rolle. Dies liegt vor allem daran,
dass zahlreiche praktische Problemstellungen mit Hilfe von Gleichungen bzw. Unglei-
chungen mathematisch bearbeitet werden kénnen.

B B1: Ein Dreher braucht zur Anfertigung eines Werkstiickes eine halbe Stunde. Da
mehrere gleiche Teile anzufertigen sind, ware eine Vorrichtung zweckmaBig. Mit einer
solchen Vorrichtung kénnte ein Teil in 20 Minuten hergestellt werden. Der Bau der
Vorrichtung dauert 4 Stunden.

Wieviel Teile missten mindestens hergestellt werden, damit durch den Bau der Vor-
richtung Zeit eingespart wird? (Olympiadeaufgabe 1965, KI. 9)

Die Lésung kann man folgendermaBen erhalten:

- Bei einem Werkstiick werden 10 Minuten eingespart.

- Um 4 Stunden, d. h. 240 Minuten einzusparen, miissen also 24 Werkstiicke hergestellt
werden. Damit ware die Zeit fiir das Anfertigen der Vorrichtung gewonnen.

- ZweckmaBig wird diese, wenn mehr als 24 Werkstiicke herzustellen sind.

Nicht immer wird man aber durch derart einfache Uberlegungen zum Ziel kommen,
deshalb ist oftmals ein Einsatz einer mathematischen Theorie (z. B. der Gleichungsleh-
re) zweckméaBig. Dazu kénnte man so vorgehen:

- n sei die Anzahl der herzustellenden Werkstiicke (n > 0, n € N).

- Ohne Vorrichtung wird dafiir die Zeit t; = n - % bendtigt (Angabe in Std.)
- Mit Vorrichtung wird dafiir die Zeit to = n - % + 4 bendtigt.

Es soll t2 < 1, also § +4 < § sein.

Diese Ungleichung wird fir alle n > 24 zu einer wahren, fiir alle n < 24 zu einer
falschen Aussage. Dies konnte man durch Probieren ermitteln. Das geht aber nur bei
einfachen Aufgaben.

Deshalb sind Verfahren zum Lésen von Gleichungen und Ungleichungen entwickelt wor-
den, die Sie zum Teil aus lhrem Mathematikunterricht kennen.

Wir wollen im folgenden zeigen, wie beim Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen
Begriffe und Arbeitsweisen der Mengenlehre vorteilhaft verwendet werden kénnen. Da-
bei werden wir zunachst einige Grundbegriffe wiederholen und dann das Lésen von Glei-
chungen bzw. Ungleichungen unterschiedlicher Typen betrachten. Dabei geht es nicht
um eine systematische Behandlung der Gleichungslehre, sondern um das Demonstrieren
und Erlautern mengentheoretischen Arbeitens an einigen wichtigen Beispielen.
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3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien)
Variablen

3.2.1 Zusammenstellung wichtiger Grundbegriffe

» D1: Ausdriicke, in denen zwei Terme?| durch ein Gleichheitszeichen verbunden sind,
heiBen Gleichungen.

II<II II>II, IIS IIy Ilzll'

1

» D2: Ausdricke in denen zwei Terme durch eines der Zeichen
"= " verbunden sind, heiBen Ungleichungen.

Im folgenden werden hauptsachlich Ungleichungen, in denen das Zeichen "<" oder das
Zeichen ">"vorkommt, eine Rolle spielen.

» D3: Die Terme heiBen jeweils linke bzw. rechte Seite der Gleichung oder Ungleichung.

Bei Gleichungen und Ungleichungen ist zu unterscheiden, ob Variable vorkommen oder
nicht. Enthalt keine der beiden Seiten eine Variable, so sind die Gleichungen bzw.
Ungleichungen (wahre oder falsche) Aussagen.

e 1.* Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind!
a)7T+5=13b)24-18<1¢c) 8 =24d)3:2>3

2.* Setzen Sie zwischen die folgenden Terme an der durch gekennzeichneten Stelle

eines der Zeichen "=", "<" oder ">", so dass wahre Aussagen entstehen!
a)3+4.2+8b) 2 +42.31¢)3,76—-1,55..1,14+1,00d) .2 36 16

Fir das Losen praktischer Probleme sind aber Gleichungen und Ungleichungen, in denen
Variable vorkommen, wichtiger. Dabei ist allerdings noch zu unterscheiden, ob die
Variablen frei oder gebunden sind.

Eine Variable ist frei, wenn fiir sie beliebige Elemente aus einem vorgegebenen Grund-
bereich eingesetzt werden diirfen, ohne dass weitere einengende Vorschriften bestehen.
Eine Variable ist gebunden, wenn in Zusammenhang mit dieser Variablen bestimmte
Formulierungen, z. B. "es gibt ein =" oder "fiir alle = gilt" auftreten. Die folgenden
Beispiele enthalten gebundene Variable.

B B2: a) Es gibt eine natirliche Zahl n, so dass 3+ n = 7.

b) Fiir alle reellen Zahlen a und b gilt: (a + b)* = a* + 2ab + V°.
c) Es gibt eine natiirliche Zahl m, so dass 10 + m < 8.

d) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n +n < n?.

e) Fir alle reellen Zahlen a, b und ¢ gilt: (a +b) - ¢ > a + b.

Gleichungen und Ungleichungen, in denen alle vorkommenden Variablen gebunden sind,
sind ebenfalls (wahre oder falsche) Aussagen.

e 3.* Welche der Aussagen im Beispiel 2 sind wahr, und welche sind falsch ?

Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mindestens einer freien Variablen gehoren zu den

3Unter einem Term versteht man eine Ziffer oder eine Variable oder eine sinnvolle Zusammenset-
zung aus ihnen mit Hilfe von Operationszeichen (z. B. "+", "-", ".", ":") und Klammern. Eine
Zeichenreihe, die ein Relationszeichen enthalt, ist kein Term.
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Aussageformen. Aus ihnen entstehen Aussagen, wenn fiir alle Variablen Elemente aus
dem jeweiligen Grundbereich eingesetzt werden.

Die Variablengrundbereiche miissen jeweils angegeben werden. In der Regel sind es
Mengen von Zahlen oder GroBen: Bei Anwendungsaufgaben werden die Grundbereiche
meist durch den praktischen Sachverhalt bestimmt.

Beim Uberfiihren von Gleichungen bzw. Ungleichungen mit (mindestens einer) freien
Variablen durch Einsetzen von Elementen aus dem jeweiligen Grundbereich fiir alle
Variablen (Belegen aller Variablen) sind besonders die Falle interessant, bei denen wahre
Aussagen entstehen. Dabei gibt es folgende Moglichkeiten:

» D4: Eine Gleichung bzw. Ungleichung mit (mindestens einer) freien Variablen heiBt
in einem Grundbereich

a) unerfillbar genau dann, wenn es nicht moglich ist, die vorkommenden Variablen
durch Elemente aus den Grundbereichen so zu ersetzen, dass eine wahre Aussage ent-
steht.

b) erfiillbar genau dann, wenn es moglich ist, die vorhandenen Variablen durch Elemen-
te aus den Grundbereichen so zu ersetzen, dass eine wahre Aussage entsteht.

Sie heiBt in diesem Grundbereich allgemeingiiltig genau dann, wenn durch Ersetzung
der vorkommenden Variablen durch jedes Element aus den jeweiligen Grundbereichen
eine wahre Aussage entsteht.

B B3: Die Gleichung x + 3 = 5 ist erfullbar in N, G, R und IP’H

Die Gleichung 3 — x = 5 ist unerfillbar in N und R*, aber erfiillbar in G, R und P.
Die Ungleichung 3 + = > 3 ist allgemeingiiltig in N und R*, sie ist nicht mehr allge-
meinglltig in G, R und P.

e 4 * Entscheiden Sie, ob die folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen im angege-
benen Grundbereich erfiillbar oder sogar allgemeingiiltig sind!

a)3z+7=x—4, €N

) (@ + b)? = a® + 2ab + b%; a,b € P

Y2x 44y < T,z y €R

)l+az=-22€R

e) 5,4b—3,7>16;be N

5.* Stellen Sie Gleichungen auf, die in N bzw. R
a) unerfilllbar, b) erfillbar, e) allgemeingiiltig sind!

b
C
d

Eine Gleichung, die in einem Grundbereich allgemeingiiltig ist, ist in diesem natdrlich
erst recht erfiillbar. Die Umkehrung gilt aber nicht.

G, sei Menge aller Gleichungen (iber einem Grundbereich, F die Menge der erfiillbaren,
U die Menge der unerfiillbaren und A die Menge der allgemeingiiltigen Gleichungen (iber
diesem Grundbereich.

Die Beziehungen zwischen diesen Mengen ist aus dem Diagramm in Bild 1 ersichtlich.

“Die Symbole werden in gleicher Weise wie in Kap. 2 gebraucht.

72



3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

Bild 1

e 6. Sind die Mengen G,, E, U, A endlich oder unendlich? Begriinden Sie lhre Ent-
scheidung!

7.* Stellen Sie die Zusammenhange zwischen G,, E, U, A unter Verwendung der Teil-
mengenbeziehungen bzw. des Durchschnittes dar!

Gleichungen, die iiber einen gewissen Grundbereich allgemeingliltig sind, heiBen auch
Identitaten lber diesem Grundbereich.
Im folgenden wollen wir zunachst Gleichungen und Ungleichungen betrachten, in denen
genau eine (freie) Variable vorkommt.

» Db5: Es sei eine Gleichung bzw. Ungleichung mit einer Variablen gegeben. Jedes
Element aus dem Variablengrundbereich, das diese Gleichung bzw. Ungleichung erfiillt,
d. h. zu einer wahren Aussage macht, heiBt Losung dieser Gleichung bzw. Ungleichung.

» D6: Die Gesamtheit aller Losungen aus einem Grundbereich ist die Losungsmenge
der Gleichung bzw. Ungleichung tber diesem Grundbereich.

Eine Gleichung bzw. Ungleichung losen, heiBt alle Losungen - also die Lésungsmenge -
zu finden. Dabei wissen wir, dass die Losungsmenge einer Gleichung bzw. Ungleichung
vom Grundbereich abhangt.

B B4: a) Die Gleichung 2z + 3 = 4 ist in N unerfillbar, man schreibt L; = @ (die
Losungsmenge ist die leere Menge).
1

In R* hingegen gilt: x = % also Ly = {5}

b) Die Ungleichung 3z — 4 < 5 hat in N die Lésungen 0, 1 und 2, also L; = {0,1,2}
(L; ist eine endliche Menge).

In P hingegen gibt es unendlich viele Losungen, die die Bedingung x < 3 erfiillen. Die
Losungsmenge Ly = {z : x € P;x < 3} ist unendlich.

c) Die Gleichung 22 + z = 2 hat in N nur die Lésung 1, also L; = {1}.
In G hingegen hat sie die Lésungen 1 und -2, also Ly = {1; —2}.
In keinem der Falle a) bis c) gilt L; = Lo!

d) Die Gleichung 2z + 1 = 5 hat in N und P die gleiche Lésung, namlich 2, also gilt
L1 = {2} und L2 = {2}

e 8.* Ermitteln Sie die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen bzw. Ungleichungen
jeweils in N, R* und R!

(Bezeichnen Sie diese mit Ly, Ly und Ls!)
a)d—z=3;b)a’—x=2c)3r—1=4;d)2r+1<8

9.* Im Beispiel 4 gilt stets L; C L. Zeigen Sie, dass bei Aufgabe 8 fiir die Lésungs-
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mengen L1, Ly und L3 stets die Beziehung L C Ly C L3 gilt! Begriinden Sie diesen
Zusammenhang!

» D7: Zwei Gleichungen bzw. Ungleichungen, deren Losungsmengen im gleichen Grund-
bereich gleich sind, heiBen dquivalent beziiglich dieses Grundbereichs.

B B5: a) Die Gleichungen 22 — 3 = 1 und = = 2 sind aquivalent beziglich P.

b) Die Gleichungen 22 + x = 6 und x = 2 sind &quivalent beziiglich N aber nicht
aquivalent beziiglich G oder R oder P.

c) Die Ungleichungen 2z — 4 < 6 und x — 2 < 3 sind aquivalent beziiglich P.

d) Die Ungleichungen 2z < 5 und x < 2 sind aquivalent beziiglich N und G, sie sind
aber nicht aquivalent bezliglich R* oder einem groBeren Bereich.

Beim Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen versucht man, von der vorgegebenen
zu einer aquivalenten Gleichung bzw. Ungleichung iiberzugehen, aus der die Losungen
leichter bestimmbar sind. Man formt die Ausgangsgleichung bzw. -ungleichung so um,
dass eine einfachere - aber beziiglich des gewahlten Grundbereichs dquivalente - Glei-
chung bzw. Ungleichung entsteht.

» D8: Eine Umformung einer Gleichung bzw. Ungleichung, die nicht zu einer Verande-
rung der Losungsmenge dieser Gleichung bzw. Ungleichung beziiglich des vorgegebenen
Grundbereichs flihrt, heiBt eine dquivalente Umformung dieser Gleichung bzw. Unglei-
chung.

Im folgenden werden die wesentlichsten dquivalenten Umformungen, die zum Losen von
Gleichungen und Ungleichungen bendtigt werden, kurz genannt:

1. Umformungen, die auf einzelnen Seiten vorgenommen werden kdénnen

a) Auflésen von Klammern b) Ausklammern
Beispiel: 2r—3)—42—2)=5 Beispiel: 7T<2r—4
20 —6—8+4x =5 7<2(x—2)
c) Kirzen von Briichen d) Erweitern von Briichen
Beispiel: Beispiel: r+4 2r—1
5 1 6 3
T+ <1 . z+2<1 x+4:4x—2
2 6 6
(auBer Erweitern bzw. Kiirzen mit x) (auBer Erweitern bzw. Kiirzen mit x)

e) Ordnen (durch Anwendung der Kommu- e) Ordnen (durch Anwendung der Kommu-
tativgesetze der Addition bzw. Multiplikati- tativgesetze der Addition bzw. Multiplika-
on in den verschiedenen Zahlenbereichen) tion in den verschiedenen Zahlenbereichen)

Beispiel: 9 4 3 — 4+ 6432 =7 Beispiel:9; — 7 432 +3+6<7
2c —x+3r+3+6=7 dr+9 <7

2. Umformungen, die an beiden Seiten gleichzeitig vorgenommen werden miissen
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b) Vertauschen der beiden Seiten einer Un-
a) Vertauschen der beiden Seiten einer Glei- gleichung bei Umkehrung des Relationszei-

chung chens
Beispiel: PR Beispiel: 3+r<2c—1
2r—1>3+=x
1
24 =4——
2 d) Multiplizieren bzw. Dividieren beider

c) Addieren bzw. Subtrahieren der gleichen Sei_ten einer Gleichung mit bzw. durch die
Zah! (bzw. GroBe) auf beiden Seiten einer gleiche (von Null verschiedene) Zahl (bzw.

Gleichung bzw. Ungleichung Gré.')Be.)
Beispiel: Ar 49 <7 Beispiel: Ap — —9
dr+9-9<7-9 4.2
4 4
o < =2 ;
r=—=
2

f) Multiplizieren bzw. Dividieren beider
Seiten einer Ungleichung mit bzw. durch

e) Multiplizieren bzw. Dividieren beider Sei- die gl_eiche negative Zahl und Ersetzen des
ten einer Ungleichung mit bzw. durch die Relationszeichens durch das entgegenge-

gleiche positive Zahl (bzw. GroBe) setzte
Beispiel: Ty Beispiel: —3x <2
3 —3x 2
2
x > —g

Bei den Umformungen d), e) und f) ist zu beachten, dass die Multiplikation mit der
Variablen bzw. die Division durch die Variable (oder einen Term, der die Variable ent-
halt) im allgemeinen keine dquivalente Umformung ist.

B B6: So hat die Gleichung 2 = 2 die Lésungsmenge L = {2}, die Gleichung z-x = 2z
aber die Losungsmenge Ly = {0, 2}.

Die Gleichung (x — 3)(z + 2) = 7(x — 3) hat die Lésungsmenge L; = {3,5}.
Dividiert man durch (x — 3), so erhdlt man die Gleichung = + 2 = 7, diese hat die
Losungsmenge Ly = {5}.

In beiden Fallen ist L1 # Lo, es wurden also nichtaquivalente Umformungen vorge-
nommen.

Muss man beim Losen einer Gleichung oder Ungleichung beide Seiten mit einem Term,
der die Variable enthalt, multiplizieren bzw. durch einen solchen Term dividieren, so ist
durch gesonderte Uberlegungen eine Veranderung der Losungsmenge auszuschlieBen.
So darf z.B. die Gleichung

T+ 2 3
—1 Pz A —2
27 + 3 (me’x7é 2>

mit dem Term (2x+ 3) multipliziert werden, da ja wegen = # —% dieser Term entweder
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eine positive oder eine negative Zahl ist (* B9).

3.2.2 Losen linearer Gleichungen bzw. Ungleichungen mit einer (freien)
Variablen

» DO: Eine Gleichung (Ungleichung) heiBt lineare Gleichung (Ungleichung) mit genau
einer (freien) Variablen x, wenn sie durch dquivalente Umformungen auf die Form
ar+b =0 (az+b < 0) mit fest vorgegebenen a (a # 0) und b gebracht werden kann.

Beim Losen linearer Gleichungen bzw. Ungleichungen mit einer Variablen besteht das
Ziel darin, durch aquivalente Umformungen auf die Form x = ¢ bzw. x < c oder x > ¢
zu kommen, weil aus dieser die Losungen direkt abgelesen werden konnen.

Dabei ist die Reihenfolge, in der die aquivalenten Umformungen vorzunehmen sind,
nicht festgelegt. Man muss sich also nach jedem Schritt davon (iberzeugen, dass man
dem gestellten Ziel auch tatsachlich naher gekommen ist.

Ein solches System von Regeln, bei dem die Reihenfolge der Anwendung nicht genau
festgelegt ist, heiBt ein Kalkiil.

Aus dem Mathematikunterricht kennen Sie die Anwendung dieses Kalkiils.
Im folgenden soll die Anwendung der einzelnen Regeln zur Lésung einer Gleichung und
einer Ungleichung nochmals kurz gezeigt werden, dabei gelte x € P.

B B7: Gleichung

3:—518 —7(3z — 2) 5 Ungleichung
z —18 = 35(3z — 2) 34z —5) <18z +3  |:3
r — 18 = 1052 — 70 dr —5>6x +1
1052 — 70 = = — 18 | —x+ 70 6r+1>4r—5 | —4x —1
10dr =52 | : 104 2c>—6  |:2
le r > —3
2 L={z:zePx>-3}

Da nur aquivalente Umformungen vorgenommen werden, ist eine Probe mathematisch
nicht erforderlich. Um aber die eigene Arbeit kritisch beurteilen zu kénnen und evtl.
vorhandene Fehler zu finden, wollen wir die Probe méglichst immer durchfiihren.

Probe: x =

N[ —
-

Probe: 2 = -3 +p,p >0

Linke Seite: 25> = —1 Linke Seite: 3(—12 + 4p — 5) = 12p — 51
Rechte Seite: 7 (3 —2) 1 Rechte Seite: 18(—3 + p) + 3 = 18p — 51
Vergleich: _% _ _% Vergleich: 12p — 52 < 18p — 51, dap >0

e 10.* Losen Sie folgende Aufgaben!
(Der Variablengrundbereich ist - wenn nichts anderes angegeben - stets die Menge der
reellen Zahlen PP)
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P
4(17z 4+ 8) + 3(9 — 62) = 5z — 6(4x — 6)
=i @#F Lo #3)

Betrachten wir nun eine Ungleichung, in der die Variable im Nenner auftritt.

B BS: 2@123 <1 (zePx+#-3)

Da x = —% ausgeschlossen wurde, ist der Nenner entweder positiv oder negativ. Es

sind 2 Falle zu unterscheiden.

1. Fall
2x 4+ 3 > 0, daraus ergibt sich als Losungsmenge fiir die Voraussetzun

Vlz{x:x>—g}

Unter dieser Voraussetzung erhalt man nach 2.c)

r+2<2x+3 — —-1l<z

und L = {z:x > —1}.
Da die Bedingungen 2z + 3 > 0 und = + 2 < 2x + 3 gelten, ist die Lésungsmenge L
der Durchschnitt von V; und Lj.

Li=vinli={z:2z> -1}

2. Fall
2x 4+ 3 < 0, daraus ergibt sich als Losungsmenge fiir die Voraussetzung

3
ng{x::c<—2}

Unter dieser Voraussetzung erhalt man nach 2.f)
r+2>2r+3 — 1>z

und Ly ={z:x < —1}.
Da die Bedingungen 2x + 3 < 0 und x 4+ 2 > 2x + 3 gelten, ist die Losungsmenge Lo
der Durchschnitt von V5 und L3.

3
ngVgﬂLéz{;c:x<—2}

Fir die Ungleichung gilt 22 + 3 > 0 oder 2x 4+ 3 < 0, daher ist die Lésungsmenge L
die Vereinigung von L und L.

L=L1UL2={x:x>—1oderx<—g}

Bild 2 zeigt die Darstellung von L auf der Zahlengeraden.

5Zur Vereinfachung und auf Grund der allgemeinen Voraussetzung x € P wird auf diese Angabe hier
und bei anderen Angaben von Lésungsmengen verzichtet.
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Bild 2 g 47

AuBer den reellen Zahlen a mit —% > x > —1 erfillen alle anderen die vorgegebene
Ungleichung.

e 11.* Losen Sie folgende Ungleichungen!
a) “2 <2, (z € Pz #0)

b) gii; >1, (rePjx # —%)

C) le__xl < _1v (I < P;l‘ 7& %)

12.* Ermitteln Sie die reellen Zahlen, die folgende Bedingungen erfiillen!

a) Das Dreifache einer Zahl, vermindert um 5, ist gleich der Halfte dieser Zahl, vermehrt
um 3.

b) Die Differenz aus dem Fiinffachen und dem Doppelten einer Zahl ist kleiner als die
um % verminderte Zahl.

Bilden Sie selbst weitere derartige Aufgaben, und I6sen Sie diese!

13.* Ein Rechteck ist 3 cm langer als breit. VergroBert man beide Seiten um 2 cm, so
wachst der Flicheninhalt um 30 cm?. Wie lang sind die Rechteckseiten ?

14.* Ein Stahlseil mit einem Querschnitt von 25 mm? darf auf Zug mit hochstens 70
kp/mm? belastet werden. An ihm sei ein Bauaufzug mit einem Eigengewicht von 200
kp befestigt.

Wieviel Bauteile, von denen jedes 700 kp wiegt, diirfen maximal zusammen beférdert
werden?

15.* Bei Erntearbeiten erzielte ein Mahdrescher vom Typ E 512 eine Durchschnitts-
leistung von 1,2 ha pro Stunde. Wieviel Mahdrescher miissen eingesetzt werden, wenn
eine Flache von 80 ha in einer Zeit zwischen 10 und 16 Stunden abgeerntet werden
soll? (Setzen Sie zwei Ungleichungen an!)

3.2.3 Losen von einfachen Gleichungen bzw. Ungleichungen mit Betragen

Im folgenden wollen wir Gleichungen bzw. Ungleichungen lésen, die den bisher gelosten
linearen Gleichungen bzw. linearen Ungleichungen sehr ahnlich sind, sich von diesen
aber durch das Vorhandensein absoluter Betrage unterscheiden, wie z. B. die Gleichung

2 +3|=4 (xeP) oder die Ungleichung 2r+3] <4 (xeP)

Um diese Gleichungen bzw. Ungleichungen [6sen zu kénnen, muss man wissen, was
unter dem absoluten Betrag |a| einer Zahl a zu verstehen ist.

Es gilt bekanntlich: |a| = { Cia E::z Z i 0 (" [13g], S. 43)

B B9: Unter Verwendung dieser Definition wollen wir nun die Gleichung |2z + 3] = 4
|6sen. Dabei haben wir genau 2 Falle zu unterscheiden.
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3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

1. Fall. 2z + 3 > 0, daraus folgt

3
‘/1:{:6:1’2—2}

Unter dieser Voraussetzung gilt 2z + 3 = 4, woraus folgt

1 1
T =, also Li=4=
2 2

Es gilt nun Ly = L} N V3, also Ly = {}}.

3
ng{x:x<—2}

Unter dieser Voraussetzung gilt —(2x + 3) = 4, woraus folgt

2. Fall. 2z 4+ 3 < 0, daraus folgt

r = —305, also L5 ={-3,5}

Es gilt nun Ly = L5 N V5, also Ly = {—3,5}.
Da fiir die Gleichung |2z+3| = 4 Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, ergibt sich die Losungsmenge
L als Vereinigung von L; und Lo

1
L:LNMQ:{T—&%

Es lasst sich nunmehr allgemein feststellen:

Die Lésungsmenge einer Gleichung der Form |az + b| = ¢ erhalt man, indem man diese
durch Fallunterscheidung auf die beiden Gleichungen ax + b = ¢ und —(ax 4+ b) = ¢
zurlckfihrt, diese unter Beachtung der Voraussetzung 16st und die Vereinigung der
beiden Losungsmengen bildet.

Auch hier hangt die Lésungsmenge vom Variablengrundbereich ab.

e 16.* Wahlen Sie bei der im Beispiel 9 dargestellten Gleichung [2z + 3| = 4 als
Grundbereich die Menge der gebrochenen Zahlen R*, und ermitteln Sie Ly, Lo und L!
17.* Losen Sie folgende Gleichungen (der Grundbereich sei stets P)!

a) [dr—1=1,  b)|2+4]=0,
c)‘@lzz d)|x+3\—4:%
Bei der Losung von Ungleichungen mit Betragen geht man nach dem gleichen Prinzip
vor, es gibt wieder genau 2 Falle.

W B10: 2z + 3| <4 (z € P)
1. Fall: Es sei 2z 4+ 3 > 0, also

Vlz{:v:IZ—g}
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3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

Dann gilt
1
20+ 3 < 4, 2z < 1, l‘<§

L*{:{x:x<%}
Aus 2z +3 >0 und 2xr +3 <4 folgt Ly = Vi N L]

3 1
L1:{$—2§$<2}

2. Fall: Es sei 20 + 3 < 0, also
3
Vo = {x < —2}

Dann gilt
—(2x + 3) < 4, r<—=, x> ——

ng{x:x>—%}

Aus 2x +3 < 0 und —(2x 4 3) < 4 folgt Ly = Vo N L}

7 3
ng{x:—2<x<—2}

Da fiir die Ungleichung |2z + 3| < 4 Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, gilt
7 1
L =1L{ULs,, also L:{—2<x<2}

Veranschaulicht man die Losungsmenge L an der Zahlengeraden, erhalt man die Dar-
stellung in Bild 3.

= .
4

st
Bild3 -7 0 7

e 18.* Losen Sie die Ungleichung |2z + 3| > 4 (¢ € P), veranschaulichen Sie die
Losungsmenge L an der Zahlengeraden, und vergleichen Sie mit den Ergebnissen von
Beispiel 10!

19.* Loésen Sie folgende Ungleichungen, und veranschaulichen Sie die Lésungsmenge
an der Zahlengeraden!

a) 3z + 1| <7 (z eP); b) 3z +1| <7 (z € N)

c) %’<%(SL’EP); d)‘%—2‘>%(:c€IP)

e)|—20+1|<3(xeP); f)|-fr+2[>1(xeP)

20.* Welche der folgenden Ungleichungen sind in P allgemeingiiltig, welche sind erfiill-

bar, welche sind unerfullbar?
a)2r—1] <% b) |53 <0, o) Mz+1[<-3
d) |22 > 1, e) |t —1|>0 f) |22 > -1
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3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

3.2.4 Losen von quadratischen Gleichungen

» D10: Eine Gleichung heiBt quadratische Gleichung mit genau einer (freien) Variablen,
wenn sie durch aquivalente Umformungen auf die Form az? + bx + ¢ = 0 (a # 0)
gebracht werden kann. Dabei sind a, b und c fest vorgegebene reelle Zahlen.

» D11: Die Form 2% + px + ¢ = 0 heiBt Normalform einer quadratischen Gleichung.

e 21.* Zeigen Sie, wie eine Gleichung der Form az? + bz 4 ¢ = 0 in die Normalform
uberfiihrt werden kann!

Aus der Normalform 22 + px + g = 0 lasst sich unter Verwendung der quadratischen
2
Erganzung Z- die Losungsformel herleiten:
2

P
= —— + /= —
Z1.2 9 4 q

e 22. Fiihren Sie die Herleitung dieser Lésungsformel durch!
(Falls Sie nicht selbstandig die Herleitung bewaltigen, orientieren Sie sich in [13g], S.
91, oder in [13¢], S. 122!)

23. Welchen Einfluss hat die Diskriminante D = Zz — ¢ auf die Loésungsmenge?

24 * Bestimmen Sie die Lésungsmengen der folgenden Gleichungen (z € P)!
a) 2% +2x — 3 = 0; b) 222 — 6x + 1 =0; c) 22 — 2x = 0;
2
d) 222 + x — 2 = 0; e) 22 —9=0; f) & +20+3=0;
8y —i=:— @A0  h) T = (v # —6a# -3
)22 +22r+5=0

Beachten Sie, dass sich die Aufgaben c) und €) durch die Zerlegungen x(z —2) = 0
bzw. (z + 3)(z — 3) = 0 leichter l6sen lassen.

Sind x; und x5 die Lésungen der quadratischen Gleichung 2% + px + ¢ = 0, so gilt:

I: (x—21) (v —22) =2° +pr+ ¢ (Zerlegung in Linearfaktoren)
II: T1-To=¢q; T1+To=—p (Satz von Vieta)
25. Beweisen Sie diese Behauptung!

26.* Welche Bedingungen miissen a, b und c erfiillen, damit die Gleichung
az® +br+c=0 (a #0)
a) genau zwei Lésungen hat? b) genau eine Lésung hat?

(Es sei nochmals daran erinnert, dass wir als Grundbereich stets die Menge der reellen
Zahlen P wahlen, sofern nichts anderes angegeben.)

27. Begriinden Sie, dass die Lésungsmenge der Gleichung az? + bz + ¢ = 0 stets zwei
Elemente hat, wenn a und ¢ verschiedene Vorzeichen haben!
Gilt die Umkehrung dieses Satzes auch?
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3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

28.% In einem rechtwinkligen Dreieck sei eine Kathete doppelt so lang wie die andere.
Die Lange der Hypotenuse sei 20 cm. Berechnen Sie die Langen der Katheten!

3.2.5 Losen von quadratischen Ungleichungen

» D12: Eine Ungleichung, die durch dquivalente Umformungen auf die Form az? +
bx + ¢ < 0 (a # 0) gebracht werden kann, heiBt quadratische Ungleichung mit einer
(freien) Variablen.

2?2 + pr + ¢ < 0 heiBt Normalform einer quadratischen Ungleichung.

e 29. Zeigen Sie, dass der Fall azr® + bx + ¢ > 0 auch in der Definition 12 enthalten
ist.

Das Vorgehen zur Ermittlung der Losungsmenge einer quadratischen Ungleichung wird
zunachst an einem Beispiel erlautert.

B B11: Es sei die Ungleichung 22 — 22 — 3 < 0 (z € IP) gegeben. Zur Ermittlung der
Losung sind zwei Wege moglich.

1. Loésen durch Bilden der quadratischen Erganzung:

2 —224+1-3+1<0
(x—12—4<0 da(a®*—b*) = (a+b)(a—Db) folgt

[(z—1)+2)[(x—1)—2] <0

(x+1)(z—3) <0

Nun ist eine Fallunterscheidung erforderlich: Ein Produkt von zwei Faktoren ist negativ,
wenn genau einer der Faktoren negativ ist.

I.Fal: z4+1>0und 2z —3 <0: Vi={zx:z>-1} Vo=A{x:2x <3}
Da jeweils beide Voraussetzungen erfiillt sein missen, gilt

Li=VinVo={x:-1<xz<3}

2.Falll z+1<0und xz—3>0: Vi=Az:x < -1} Vi={z:x2 >3}
Da jeweils beide Voraussetzungen erfiillt sein miissen, gilt

Ly=VsNVy =0

Da fiir die Ungleichung Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, gilt

L=0L1UL =1L Uug =1,

Zur Veranschaulichung kann man die Funktion y = 2? —

2x — 3 graphisch darstellen (,* Bild 4).
Man erkennt, dass im Intervall —1 < x < 3 die y-Werte
negativ sind.
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3.2 Gleichungen und Ungleichungen mit einer (freien) Variablen

2. Losen durch Zerlegen in Linearfaktoren
Man I6st zunachst die Gleichung 22 — 22 — 3 = 0 und erhilt z; = —1, 2, = 3.
Nach der in Aufgabe 25 bewiesenen Behauptung gilt

1? =22 —3 = (v +1)(x—3)

Man erhalt also (x 4+ 1)(z — 3) < 0 und kann wie oben (bei 1.) vorgehen.

30. Zeigen Sie, dass sich die Lésungsmenge L der Ungleichung 22 —2x —3 > 0 als Ver-
einigung der beiden Mengen Ly = {z:x € P;2 >3} und Ly = {z:z € P;z < —1}
ergibt!

31.* Losen Sie analog zum Beispiel 11 die Ungleichung —2% + 2 + 6 > 0!

32.* Wie lautet die Losungsmenge der Ungleichung 22 + pz + ¢ < 0, wenn die Diskri-
2
minante D = % — ¢ = 0 ist!

33.*% Welche der beiden folgenden Ungleichungen ist in P allgemeingiiltig, wenn D =
2

B —qist?

a) 2 +pr+q<0 b) 22 + px +q > 0

34. Wahlen Sie fiir den allgemeingiiltigen Fall in Aufgabe 32 ein Zahlenbeispiel und
veranschaulichen Sie die Losungsmenge!

35.* Die Zahl 28 soll so in zwei Summanden (natirliche Zahlen) zerlegt werden, dass
deren Produkt kleiner als 160 ist. Geben Sie alle Werte an, die der kleinere der beiden
Summanden annehmen kann.

3.2.6 Losen einiger Gleichungen bzw. Ungleichungen hoheren als zweiten
Grades

Das bei der Ermittlung der Losungsmenge einer quadratischen Ungleichung verwendete
Verfahren der Fallunterscheidung lasst sich auch zur Loésung von Gleichungen bzw.
Ungleichungen hoheren als zweiten Grades verwenden, falls diese in einer geeigneten
Produktdarstellung gegeben sind

WB12: (z+3) (22 —52+2) =0 (z €P)
Da ein Produkt Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist, gibt es hier genau 2 Falle.

An dieser Stelle sei erwdhnt, dass fiir das Lésen der allgemeinen Gleichung dritten Grades und der
allgemeinen Gleichung vierten Grades (also fir z3+az?+bx+c = 0 und 2 +ax3+bz*+cx+d = 0)
Formeln (die sog. Cardanoschen Formeln) existieren. Gleichungen hdheren als 4. Grades sind - wie
der norwegische Mathematiker Abel gezeigt hat - nicht allgemein I6sbar. Eine allgemeine Gleichung
dritten Grades kann man auch I6sen, wenn man eine Losung x; kennt (durch Probieren findet).
Dann ist die Polynomdivision durch den Linearfaktor (x — x1) moglich, und man erhalt

3+ az® + b + ¢ = (v — z1) (ma? + ux +7)

Da im vorliegenden Buch das Arbeiten mit Mengen im Vordergrund steht, wird weder auf die
Cardanoschen Formeln, noch auf die Polynomdivision eingegangen.
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3.3 Lésen von Gleichungen und Ungleichungen mit mehr als einer Variablen

1. Fall:

2. Fall: X X
202 —b5rx+2=0, T = 2, 2= LQ:{Q,Q}

Da Fall 1 oder Fall 2 zutrifft, gilt L = Ly U Ly = {—1,1,2}.

e 36.* Losen Sie die Ungleichung (x — %) (22 —x —2) < 0!
(Zerlegen Sie die Ungleichung in 3 Linearfaktoren, und fiihren Sie eine vollstandige
Fallunterscheidung durch!)

37.* Vervollstandigen Sie fiir die Funktion y = (x — 7> — x — 2) die angegebene
Wertetabelle, und skizzieren Sie das Bild dieser Funktion!
1 1 3
v|-3|-2|-1|—-3|0|5[1][5]2[3]4

vl T

38.*% Losen Sie folgende Gleichungen! (z € P)
a)(33:2—x—2)(x—1—%):0, b) (z +3)(222 +3x+5) =0
c) (22 + 3z — 2)(32* — 8z +9) = 0, d) (2 + 22 +5)(222 —2x+1) =0

39.*% Losen Sie folgende Ungleichungen! (z € P)
a)(63:2+x—1)(x—7)<0 b) (222 +x+1)(z —2) >0

3.3 Losen von Gleichungen und Ungleichungen mit mehr als
einer Variablen

3.3.1 Erweiterung der Definitionen fiir einige grundlegende Begriffe

Im Abschnitt 3.1. wurden die zentralen Begriffe "Losung" und "Losungsmenge" einer
Gleichung bzw. Ungleichung zunachst nur fiir Gleichungen bzw. Ungleichungen mit
genau einer (freien) Variablen definiert.

e 40. Wiederholen Sie die Definitionen 5 und 6!

Diese Definitionen sollen nun so erweitert werden, dass sie auch fiir Gleichungen bzw.
Ungleichungen mit zwei Variablen gelten.
Gegeben sei eine Gleichung bzw. Ungleichung mit zwei (freien) Variablen. Wir schreiben
allgemein

(x) H(z;y)<r, mtzxeAyecBundrePlP

Dabei sind A und B Zahlenmengen. In den nachfolgenden Beispielen und Aufgaben
git A= B =P.

» D13: Ein geordnetes Paar [a;b] mit a € A und b € B heiBt Losung der Gleichung
bzw. Ungleichung (*) genau dann, wenn es die Gleichung bzw. Ungleichung (*) in eine
wahre Aussage uberfiihrt.
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3.4 Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs ax + by = ¢ bzw.
ar +by < c

Wir erkennen, dass die Losung nicht mehr Element eines Variablengrundbereichs (also
A oder B) sein kann, denn sie ist ja als geordnetes Paar von den Elementen der
Grundbereiche grundsatzlich verschieden.

Deshalb kann die Definition 6 der Losungsmenge nicht einfach iibernommen, sondern
muss erweitert werden. Dazu bendtigt man zunachst den Begriff des Losungsgrundbe-
reichs.

» D14: Jede Menge geordneter Zahlenpaare [a;b] (a € A, b € B) heiBt Lésungsgrund-
bereich L¢ der Gleichung bzw. Ungleichung (*).

Jedes Element von L¢ lberfiihrt die Gleichung bzw. Ungleichung (*) in eine wahre
oder falsche Aussage.
Man erkennt auBerdem, dass L C A x B gilt und kann nun wie folgt definieren.

» D15: Die Gesamtheit aller Zahlenpaare [a; b] mit [a;b] € L, die die Gleichung bzw.
Ungleichung (*) in eine wahre Aussage iiberfiihrt, heiBt Losungsmenge L dieser Glei-
chung bzw. Ungleichung beziiglich des Losungsgrundbereichs L.

Es gilt also stets L C L.
e 41.* Wie heiBen Gleichungen bzw. Ungleichungen, fiir die L = Lg gilt?

Die Definitionen 7 und 8 sowie die Regeln fiir aquivalente Umformungen von Gleichun-
gen bzw. Ungleichungen mit genau einer Variablen gelten auch fiir solche mit mehreren
Variablen.

(Fiir Gleichungen bzw. Ungleichungen mit mehr als zwei Variablen miissen die Begrif-
fe Losung, Losungsmenge und Losungsbereich analog zu Definitionen 13, 14 und 15
erweitert werden.)

Nach diesen Begriffsklarungen kénnen wir uns nun dem Losen von Gleichungen bzw.
Ungleichungen mit mehreren (freien) Variablen zuwenden.

3.4 Losen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs
axr + by =c bzw. axr + by < ¢

B B13: Gegeben sei die Gleichung 3x — 2y =1 mit z,y € P.
Da die Gleichung fir alle reellen Werte von x bzw. y zu einer (wahren oder falschen)

Aussage wird, enthalt der Losungsgrundbereich alle Zahlenpaare [a;b] mit a € P und
belP.

Losungen der Gleichung kann man durch Probieren erhalten, z.B. erkennt man sofort,
dass [1;1] eine Losung ist. Weitere Losungen erhdlt man, indem man fiir = (oder y)
eine beliebige reelle Zahl einsetzt und den zugehdrigen Wert fiir y (oder ) ausrechnet.
Setzt man x = 2, so folgt daraus y = 2,5 (nachpriifen !), [2;2,5] ist also auch eine
Losung. Man erkennt, dass die Losungsmenge L C L unendlich ist.

e 42 * Beweisen Sie, dass die Gleichung 3x — 2y = 1 nicht allgemeingtiltig ist.

43.* Gegeben sei die Gleichung 2, + 3y = 1 mit 2,y € P.
a) Ermitteln Sie mindestens fiinf Losungen!
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3.4 Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs ax + by = ¢ bzw.
ar +by < c

b) Entscheiden Sie, welche der folgenden geordneten Zahlenpaare Elemente der Lo-
sungsmenge sind!

1 4 1 311 [11

o501 | 530] 051 (-1, [ =g s (-5 i3 355 [
Die Loésungsmenge einer Gleichung des Typs ax + by = ¢ (z,y € P) besteht aus
geordneten Zahlenpaaren [a;b]. Aus dem Mathematikunterricht (7 [13d], [13€]) ist
bekannt, dass jedes geordnete Zahlenpaar als Punkt in der x — y—Ebene dargestellt
werden kann.
Damit kénnen wir die Losungsmenge L der Gleichung ax 4+ by = ¢ als Menge von
Punkten in der x — y—Ebene darstellen.

B B14: Die Losungsmenge der Gleichung 3z — 2y =1 (
B13) ergibt die Darstellung in Bild 5.
Dabei ist jedem Punkt der Geraden umkehrbar eindeutig ein
Element der Lésungsmenge zugeordnet (weil a € P und
b € P). Allerdings kann die Gerade (Lésungsmenge) nur in
einem Ausschnitt dargestellt werden.

2 e 44. Stellen Sie ausschnittsweise die Losungsmenge der
Gleichung 3z — 2y = 1 graphisch dar, wenn

Bild 5 a)z€Nundy € N,

b) x € Rund y € N.

Der Zusammenhang zwischen Gleichungen des Typs ax + by = ¢ und linearen Funktio-
nen wird auch deutlich, wenn man diese Gleichung dquivalent umformt zu y = —fx+7,
wobei natrlich b # 0 vorausgesetzt werden muss.

(Hierauf wird im Kapitel 5 noch naher eingegangen.)

e 45. Stellen Sie die Losungsmengen folgender Gleichungen ausschnittsweise graphisch
dar!

a) 2xr+3y=1 (z,yeP) b) x+3y=4 (z,yeP)
c) 2x4+y=6 (r,yelP) d —2r+y=6 (z,yeN)
e) 6bx—2y=4 (z€RyeR*) f) z+y=1 (reNyeP)

Beim Losen von Ungleichungen des Typs ax + by < ¢ kann man analog zum Losen
entsprechender Gleichungen vorgehen.

e 46. Gegeben sei die Ungleichung 3z — 4y < 2 mit z,y € P.

a) Ermitteln Sie mindestens fiinf Losungen dieser Ungleichung!

b) Entscheiden Sie, welche der folgenden geordneten Zahlenpaare Losung dieser Un-
gleichung sind!

0500 201 3 1), [ 355 (3581 1021 [0}, [ = 1) s

Die Losungsmenge einer Ungleichung vom Typ ax + by < ¢ kann man ebenfalls durch
eine Menge von Punkten in der z—y—Ebene veranschaulichen. Unter der Voraussetzung
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3.4 Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs ax + by = ¢ bzw.
ar +by < c

x € P und y € P erhalt man eine Halbebene.

B B15: Die Veranschaulichung der Lésungsmenge der Un-
gleichung 3z — 2y < 1 (z,y € IP) ergibt die Darstellung in
Bild 6.

! % 7 x Es sei hier nur kurz bemerkt (ohne dass ein néheres Eingehen

/ hierauf moglich ist), dass derartige lineare Ungleichungen
L1

3 bei der "linearen Optimierung" eine groBe Rolle spielen (,*

[12]).

Bild 6

3.4.1 Losen (linearer) diophantischer Gleichungen

Im vorhergehenden Abschnitt wurden Gleichungen vom Typ ax + by = ¢ betrachtet.
Werden dabei als Losungen nur Paare aus ganzen Zahlen zugelassen und wird der Va-
riablengrundbereich fiir a, b und ¢ auf den Bereich der ganzen Zahlen eingeschrankt, so
spricht man von diophantischen Gleichungen.ﬂ

» D16: Eine lineare Gleichung ax +by =cmita € G,a #0,b€ G, b#0,ce G
heiBt diophantische Gleichung, wenn fiir den Losungsgrundbereich L = G x G gilt.

(Entsprechend kann man auch diophantische Gleichungen bzw. Ungleichungen defi-
nieren, die mehr als zwei (freie) Variable enthalten oder von hdherem Grad sind. Im
folgenden sollen nur diophantische Gleichungen mit genau zwei Variablen betrachtet
werden.)

B B16: Zu losen ist die Gleichung 3z +2y =5mitx € G, y € G, also Lg =G x G.

Mit Hilfe der in Kapitel 2 dargestellten Zahlenkongruenzen ist das folgendermaBen
moglich:

Von 3z +2y = 5 wird iibergegangen zu 3x 42y = 5 mod 3, durch die Wahl des Moduls
3 entfallt die Variable x und man erhalt 2y = 2 mod 3, daraus folgt y = 1 mod 3 als
einzige Losung.

Das heiBt:

Zur Losungsmenge der Gleichung gehoren alle y, mit y =39 + 1 (g € G).
Aus 3x + 2y = 5 erhalt man dann

3r+2(3g+1) =5 3z + 69 + 2 = 5; r=1-2g

Die Losungsmenge der Gleichung 3x+2y = 5 ist also die Menge aller geordneten Paare
[z;y] mitz =1—2g und y =39+ 1, d.h.

L={[x;y]l:x=1-2g;y=39+ 1,9 € G} also

"Diese Gleichungen sind nach dem griechischen Mathematiker Diphantos von Alexandria (um 250
u. Z.) benannt, der sich ausfiihrlich mit ihrer Lésung beschéaftigte, dabei aber auch Lésungen mit
x € R* zulieB.
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3.4 Lésen von Gleichungen bzw. Ungleichungen des Typs ax + by = ¢ bzw.
ar +by < c

L={..[5-5][3 -2, [1;1],[-1;4],[-3;7), ...}

Man kann die Losungen der Gleichung 3x+2y = 5 graphisch
darstellen, indem man zur Funktion y = —%az —i—% ibergeht,
diese zeichnet und die auf dem Bild der Funktion liegenden
Punkte mit ganzzahligen Koordinaten angibt (7 Bild 7).
Wegen des Naherungscharakters der graphischen Darstel-
?\[UJ lung ist eine rechnerische Uberpriifung unerlasslich.)

M+ . Die Loésungsmenge dieser diophantischen Gleichung 3z +
2y = 5 ist unendlich.

Es gilt: Die Losungsmenge einer diophantischen Gleichung
ax + by = c ist entweder unendlich oder leer. Sie ist genau
dann nicht leer, wenn der groBte gemeinsame Teiler von a
und b (g.g.T(4)) ein Teiler von c ist.

Dabei wird vorausgesetzt, dass a, b und ¢ ganze Zahlen sind, die keinen gemeinsamen
Faktor g (g € G, g # 1) mehr enthalten. Jede beliebige diophantische Gleichung lasst
sich auf diese Form bringen.

(Auf den Beweis dieses Satzes muss hier verzichtet werden.)

47. Geben Sie auBer den dargestellten Losungen der Gleichung 3z + 2y = 5 noch
mindestens flinf weitere an!

48.* Losen Sie folgende diophantischen Gleichungen!
a)3rx—Ty=2;, b)2x—4y=6, c)doe+2y=1 d)—z+y=3

Diophantische Gleichungen ergeben sich auch bei Anwendungsaufgaben, wobei oftmals
die Variablengrundbereiche noch weiter eingeschrankt werden, z.B. auf die Menge der
natirlichen Zahlen N.

B B17: Ein Betrag von 50 Mark soll aus Zwei- und Fiinfmarkstiicken zusammengesetzt
werden. Welche Moglichkeiten gibt es?
Diese Aufgabe fiihrt auf die diophantische Gleichung

20 +5y =50 mit zyeNz>0,y>0

Man geht tber zu 22 + 5y = 50 mod 5 und erhadlt 2x = 0 mod 5; x = 0 mod 5.

Also gehoren alle z mit z = 5n (n € Nund 0 < n < 5, da 2z < 50) zur Lésung. Fur
y erhalt man

2 - 5n + 5y = 50; y=10—2n (n€N,;n#0)

also die Losungsmenge L = {[5; 8], [10; 6], [15;4], [20; 2] }.
In diesem Fall folgt aus der Bedingung Ls = N x N, dass die Lésungsmenge endlich
ist.

e 49 * Uberlegen Sie, ob fiir jede diophantische Gleichung aus einer Einschrankung des
Losungsgrundbereichs auf Ly = N x N folgt, dass die Losungsmenge endlich ist!
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3.5 Lésen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

50.* Fur 1,70 M sollen 10-Pfennig- und 25-Pfennig-Briefmarken gekauft werden. Wie-
viel Marken von jeder Sorte kdnnen gekauft werden? Ermitteln Sie alle Moglichkeiten!

51. Fur ein Kinderferienlager sollen fiir 83,- Mark Tomaten und Bananen gekauft wer-
den. Ein Kilogramm Bananen kostet 5,- Mark; ein Kilogramm Tomaten 1,30 Mark.
Wieviel Kilogramm Tomaten und wieviel Kilogramm Bananen kénnen gekauft werden?

52. Eine bestimmte Anzahl von Hasen und Gansen haben zusammen 62 Beine. Die An-
zahl der Hasen ist groBer als die Anzahl der Ganse, aber nicht groBer als das Doppelte
dieser Zahl. Wie viele Tiere von jeder Art kénnen es sein ?

53.% 730 t Braunkohlenbriketts sollen transportiert werden. Dazu stehen Giiterwagen
von 15 t und 20 t Ladefahigkeit zur Verfligung.

Wie kann der Zug zusammengestellt werden, wenn er nicht mehr als 40 Wagen haben
soll, aber nur 30 Wagen mit einer Tragfahigkeit von 20 t zur Verfiigung stehen ?

3.5 Losen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

Im Abschnitt 3.3. wurde das Losen von Gleichungen und Ungleichungen mit mehreren
Variablen behandelt.

Oftmals werden nun mehrere dieser Gleichungen bzw. Ungleichungen betrachtet, d.h.,
man interessiert sich fiir diejenigen Zahlen bzw. Zahlenpaare (Zahlentripel usw.), die
alle vorgegebenen Gleichungen bzw. Ungleichungen gleichzeitig erfiillen. In einem der-
artigen Fall spricht man vom Loésen eines Gleichungs- bzw. Ungleichungssystems.

» D17: Ein System von Gleichungen bzw. Ungleichungen besteht aus mehreren Glei-
chungen bzw. Ungleichungen, die durch die Frage nach gemeinsamen Ldsungen ver-
bunden sind.

» D18: Eine gemeinsame Losung aller Gleichungen bzw. Ungleichungen eines Systems
heiBt Losung dieses Systems. Die Gesamtheit aller dieser gemeinsamen Losungen ist
die Losungsmenge des Systems.

Die Elemente der Lésungsmenge des Systems sind also genau diejenigen, die in jeder
Losungsmenge jeder Gleichung bzw. Ungleichung dieses Systems enthalten sind. Die
Losungsmenge eines Systems ist also der Durchschnitt der Losungsmengen der einzel-
nen Gleichungen bzw. Ungleichungen dieses Systems.

Aus dem Mathematikunterricht ist lhnen ein Verfahren zur Lésung von Gleichungssys-
temen aus 2 Gleichungen mit 2 Variablen bekannt. Zur Wiederholung soll das folgende
Beispiel dienen.

B B18: Gegeben sei das Gleichungssystem (z € P, y € P)
20 —y =1 (N
r+2y =28 (1)

Der Losungsgrundbereich fiir jede einzelne Gleichung - und damit auch fiir das System
-ist La =P x P.
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3.5 Lésen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

Die Losungsmenge jeder einzelnen Gleichung besteht aus unendlich vielen Zahlenpaa-
ren. Beide Losungsmengen konnen graphisch dargestellt werden (7 Bild 8).

Man erkennt, dass sich beide Geraden im Punkt S(2;3)
schneiden. Vermutlich ist also L; N Ly = [2;3].

Dies muss aber wegen moglicher Zeichenungenauigkeiten
noch rechnerisch lberprift werden.

Esgilt: 2-2—-3 =1, also [2;3] € Ly, und 2+2-3 =8, also
[2; 3] € L.

Hieraus folgt [2;3] € Ly N Ly. Weitere Elemente kann der
Bild 8 Durchschnitt nicht enthalten.

Will man die Lésung eines Gleichungssystems ohne graphische Veranschaulichung ge-
winnen, so kann man das Substitutionsverfahren anwenden.

H B19:

(I) 2x—y=1 (aus | folgt: y = 2z — 1)
(II) z+2y=38 (dies wird in Il eingesetzt)

man erhdlt: z +2(2zx — 1) =8, x=2und aus I: y =3
Zur Probe setzt man beide Werte in beide Gleichungen ein. Es gilt also L = {[2;3]}.

e 54.* Losen Sie folgende Gleichungssysteme, (z,y € P).

a) (I) 2x4+4y=-1 b) (I) z+5y=-8 ¢) (I) y+2z=1
(II) z+3y=>5 (II) 20 —Ty=1 (II) —y+3w=4

d) (I) 3z+4y =26 e) (I) 3z+y=1 f) (I) 2x—3y=18
(II) 3z +4y=-14 (II) 6x+2y=2 (II) 2x43y=—6

55. Veranschaulichen Sie die Lésungsmengen Ly und Lo der Aufgaben 54. a) bis f)
graphisch!

Ziel der rechnerischen Lésung eines Gleichungssystems aus mehreren Gleichungen mit
mehreren Variablen ist immer, eine Gleichung zu erhalten, bei der die Koeffizienten fast
aller Variablen - moglichst nur mit Ausnahme einer einzigen - gleich Null sind. Eine
Voraussetzung zur Erreichung dieses Zieles ist, dass die Anzahl der Gleichungen mit
der Anzahl der Variablen libereinstimmt und die Gleichungen unabhangig sind.

AuBer dem Substitutionsverfahren, das zwar bei linearen Gleichungssystemen stets zum
Ziel fihrt, unter Umstanden aber etwas langwierig ist, lassen sich manchmal andere
Verfahren anwenden. So werden beim Additionsverfahren beide Gleichungen - evtl. nach
vorheriger Multiplikation mit geeigneten Faktoren - addiert.

Dieses Verfahren ist anwendbar, wenn dadurch eine Variable herausfallt, wie z. B. bei
Aufgabe 54. f).

e 56.*% a) Zeigen Sie, dass bei Aufgabe 54. e) die Lésungsmenge des Systems L =
Ly N Ly = Ly = Ly ist! Wie heiBen solche Gleichungen?
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3.5 Lésen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

b) Zeigen Sie, dass bei Aufgabe 54. d) die Losungsmenge des Systems L = L1NLy = @
ist. Wie heiBen solche Gleichungen?
Hinweis: Stellen Sie die Losungsmengen jeweils graphisch dar!

Die bisher gewonnenen Erkenntnisse iiber das Losen von Gleichungssystemen lassen sich
auch anwenden, um Systeme aus Ungleichungen sowie Gleichungen und Ungleichungen
zu losen.

Im folgenden sollen zunachst Systeme aus zwei linearen Ungleichungen betrachtet wer-
den.

B B20: Gegeben seien die folgenden Ungleichungen (z,y € P)

—2r+y< -1 (1
T+ 2y <8 (1)

Aus Abschnitt 3.3. ist bekannt, dass die Losungsmengen L, und Lo der Ungleichungen
(1) und (I1) als Punktmengen dargestellt werden kénnen und dabei jeweils Halbebenen

sind.
y rr),m ]

e 3; /
—— [ ¥ Ly
:LZ

===

i

¥ i
B

=
=

Bild 9 /

Die Losungsmenge des Ungleichungssystems ist dann wie folgt als Durchschnitt der
beiden Halbebenen darstellbar (,* Bild 9): L = L1 N Lo.
Die Losungsmenge L ist also unendlich.

Schrankt man den Variablengrundbereich auf die Menge der natirlichen Zahlen ein
(z,y € N), so ergibt sich eine endliche Lésungsmenge. Man kann sie folgendermaBen
ermitteln:

Aus (I) x + 2y < 8 folgt y < 3, da aus (I) = > 0 folgt. Analog erhalt man aus (Il)
r < 8.
Man betrachtet nun die 3 moglichen Falle y =0, y =1 und y = 2.

y = 0: Die Ungleichungen (1) und (II) werden erfiillt von allen z mit 1 < x < 7. Es
ergibt sich
Ly = {[1; 0, [2; 0, [3; 0], [4; 0], [5; 0], [6; O], [7; O }
y = 1: Die Ungleichungen (1) und (II) werden erfiillt von allen x mit 2 < x < 5. Es
ergibt sich
Ly = {[2;1], [3; 1], [4; 1], [5; 1]}
y = 2: Die Ungleichungen (1) und (II) werden erfiillt von allen x mit 2 < x < 3. Es
ergibt sich
Ly = {[2;2], [3; 2]}
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3.5 Lésen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

Die Losungsmenge L ergibt sich als Vereinigung von Ly, Lo und L3. L = L1 U Ly U Ls,
besteht also aus 13 Elementen.

57. Stellen Sie die Lésungsmengen folgender Ungleichungssysteme graphisch dar (x,y €
P),
a) (I) —2z+y>-1b) (I) —-2z4+y<-1 ¢) (I) —2zx+y>-1
(I1) x+2y>38 (II) x+2y>38 (II) =z+2y<38

Analog zum Beispiel 20 kann man ein System aus einer linearen Gleichung und einer
linearen Ungleichung I6sen.

e 58. Losen Sie das folgende System und veranschaulichen Sie die Losungsmenge.

—2r+y=1 (1
r+y<l ()

Im folgenden sollen Systeme betrachtet werden, die aus einer quadratischen und einer
linearen Gleichung bzw. Ungleichung bestehen.

B B21: Gegeben sei folgendes System (z,y € P)

x—y=3 (1
y=a>—22—3 (I

die Losungsgrundmenge ist also Lg =P x P.
Die Lésungsmenge der Gleichung () ergibt bei der graphischen Veranschaulichung die
Punkte einer Geraden.

Veranschaulicht man die Lésungsmenge der Gleichung (II) in
gleicher Weise, erhalt man eine Parabel. Der Durchschnitt

beider Losungsmengen wird nun durch die Schnittpunkte
von Gerade und Parabel dargestellt (,* Bild 10).

L =Ly Ly = {[0; =3],[3; 0]}

Natdrlich vermag man aus einer graphischen Darstellung
die Lésungen nur ndherungsweise zu ermitteln, so dass eine
rechnerische Losung - zumindest aber eine rechnerische Kon-
Bild 10 trolle durch Einsetzen der erhaltenen Werte in das System -
unbedingt erfolgen sollte.

Fir das vorgegebene System ist folgende rechnerische Losung moglich.

x—y=3 (1
y=a°—2x—3 (11

Die Umformung von (I) nach y und Einsetzen in (II) liefert

r—3=2>-2r—3
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3.5 Lésen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen

Diese Gleichung kann nun gelost werden. Man erhalt:
2 — 3z = 0; z(x —3) =0; 21=0, x9=23

und [0; 4] bzw. [3;y] mit noch zu bestimmendem y.

Durch Einsetzen in (I) erhalt man die zugehdrigen y-Werte, y; = —3 und y, = 0. Die
Zahlenpaare [0; —3] und [3; 0] sind also Lésungen des Gleichungssystems. Die Durch-
fliihrung der Probe ist zweckmaBig, um evtl. begangene Fehler zu erkennen.

Probe:
1. Fir die Losung [0; —3]

Linke Seite Rechte Seite Vergleich
Ho—-(=3)=3 3 3=3
(1) =3 02-2-0-3=-3 —-3=-3

2. Fur die Lésung [3;0]

Linke Seite  Rechte Seite  Vergleich
(H3-0=3 3 3=3
(1) o 9—-6—-3=0 0=0

Beide Proben bestatigen die Richtigkeit der Losungen.

e 50.* Losen Sie folgende Systeme!

a) (I) 3x+4+y= b) (I) 2x+y=-—1 c) (I) z—y>1

(II) y=2>—4x+3 (II) y=—-a*>+2x+3 (II) y=a2>-22+2
d () z-y=

(II) y=2>-2x—5

60. Veranschaulichen Sie die Losungsmengen der in Aufgabe 59. gegebenen Gleichun-
gen graphisch!

61.* Die Summe zweier Zahlen betragt 20, ihre Differenz -24. Ermitteln Sie die beiden
Zahlen!

62.* Die Differenz zweier natirlicher Zahlen ist 6, ihr Produkt 216. Wie heiBen die
Zahlen?

63.*% Von einem Ort A fahrt ein LKW nach einem Ort B, seine Durchschnittsge-
schwindigkeit betragt 50 km/h. Gleichzeitig fahrt von B nach A ein PKW mit einer
Durchschnittsgeschwindigkeit von 70 km /h.

Nach welcher Zeit treffen sich beide Fahrzeuge, wenn die Entfernung von A nach B
144 km betragt 7

64.* Zwei Widerstande ergeben bei Reihenschaltung einen Gesamtwiderstand von 25
(2, bei Parallelschaltung einen von 6 ). Wie groB sind die Widerstande ?
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3.6 Lésungen - Kapitel 3

3.6 Losungen - Kapitel 3

1. wahre Aussagen sind b) und c); falsche Aussagen sind a) und d)
2.a) "<"b)"="c)">"d)"<"

3. wahre Aussagen: a), b)

4. erfilllbar: b), e), d), e) ; allgemeingiiltig: b)

5

. Beispiele fir Losungen sind:

in N in R
unerfillbar: 2r+3=1 202 =4
erfullbar: 2r—3=1 212 =8

allgemeingiiltig: 2+ 2| =2+2 (x+a)(z+b) =2+ (a+b)x+a-b
7.0CcG,;, AcCECG,; ENU=w; FEUU =G,
Lifirz e N Lyfirz e R* LyfirxzeR

2) {1} {1} {1}
8. b) {2} {2} [2-1)
c) & {3} {3}

d) {0,1,23} {r:z <1} {v:z<1}

9. L; sei die Losungsmenge in N. Aus N C R folgt, dass jedes Element von L; auch
Losung in R, also Element von L, ist, d. h., es gilt: L1 C Ls.
Analog schlieBt man, dass Ly C L.

10.a) z =2 b) o < —21;¢c) x < —13;d) x = —1

3
11.a) L={x:x > 2 oder z < 0}
b) L=LiULy, L1 =2, Ly={z: -5 <z < -3
)Li=0, Ly={z:0<z<i}, L=L ULy =Ly
12.a) z =10 b) o < —3
13.a=8cm, b=5cm
14. x < 2
15. 5 oder 6
16. L1 ={i}, Ly=2, L= 1L,
17.a) L={3,—%}; b) L={-8}; c) L ={-28};d) L ={-7,5;1,5}
18. L={z:2 < —I oder z > 1}

19.a) L={z: -5 <z <2} b)L={01};c) L=(z:-2<z <7}
d)L={z:x<2oderz>4;e) L={r:-1<z<2}
f) L ={z:x <2 oderz > 6}

20. allgemeingiltig: f); unerfillbar: b), c)
21. az® + br + ¢ = 2° + 2z + £ = 0 (a # 0 nach D10)
24.a) L ={-3,1}; b) L ={1,54+0,5v7;1,5 - 0,5/7}; c) L = {0,2}

ve)r =2
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3.6 Lésungen - Kapitel 3

d) L= {150, -1l ¢) [ — {-3,3}; ) L = {-3};
g) L={-V8V8 N L=g,)L=0

26. genau zwei Losungen, wenn b2 — dac > 0
genau eine Losung, wenn b — 4ac = 0

28. a* + (2a)* =c* a=2

3. L={z—-2<x <3}

32. L=go

33. allgemeingiiltig ist Ungleichung b)
35. L =1{0,1,2,3,4,5,6,7}

36. L={z:2 < —1oder 3 <z <2}

3 -2 -1 —3
-8 -10 0 2 +

37.

0
1

[e») NI
1
[Ey
1
—
N

T
Y
38.a) L={-%,-3,1};b) L={-3};c) L={-2,3},d) L=02

39.a) L={z:ax < —joderi <z <3};b)L={z:2<2}

41. allgemeingiltig

42. Angabe eines Zahlenpaares (z.B. [1;2]), das die Gleichung nicht erfiillt.
43. b) Zur Lésungsmenge gehéren: [3;0], [—1;1], [5; 3], [3; ¢

48.a) L=A{[zyy| :2=3+79,y=1+3¢g,9 € G}

b) L ={[z.y] : 2 =3+29,y=9,9 € G}

o)L=o

d) L=A[zyl:2=9,y=3+9.9€G}

49. nein, vgl. z. B. Aufgabe 48.a)

50. L ={[2;6],[7;4],[12; 2]}

Anzahl der Wagen mit 15t 10 14

Anzahl der Wagen mit 20t 29 26

54.a) L={[-1;2]}; b) L ={[=3; 1]} ) L ={[3: 5]}

d L=2;e) L={x:x2 P}, f) L={[3—-4]}

56. a) Beide Gleichungen sind identisch.
b) Beide Gleichungen widersprechen einander.

59. a) L = {[0;3],[2; —1]}; b) L = {[2 +2v/2; =5 — 4V/2],[2 — 2v/2; =5 + 4/2]};
c) L=w;d) L={43],[-1-2]}

61. 22; -2

62. 18; 12

63. g h = 72 min
64. 10 2, 15 Q

53.
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4.1 Einfiihrung

4 Arbeiten mit Mengen in der Geometrie

4.1 Einfiihrung

B B1: Bei Gelandespielen ist es haufig notwendig, den eige-
nen Standort in eine Karte des Geldndes einzutragen. Wer
Karten gut lesen kann, wird dies nach Orientierung im Ge-
lande und auf der Karte mit mehr oder minder groBer Ge-
nauigkeit tun konnen.

Sicherer ist jedoch das folgende einfache Verfahren, zu dem
man lediglich einen Kompass, einen Winkelmesser und ein

Blatt durchsichtiges Papier benoétigt:
Vom eigenen Standort S aus peilt man drei auffallige Punkte A, B, C im Geldnde an

(" Bild 1), die auch in der Karte eingetragen sind (Punkte A’, B’, C’). Man misst
dabei die Winkel ASB = « und BSC = (3 und zeichnet diese so auf das durchsichtige
Blatt Papier, wie Bild 2 zeigt.

&

=
@%ﬁ&‘g"

Bild 1, 2 s 7

Dann wird dieses so auf die Karte gelegt, dass S”B” durch B’ und S”A” durch A’
und SC” durch C’ verlaufen. Durch Verschieben und Drehen des Papierblattes auf der
Karte ist das immer erreichbar.

Die Lage von S” gibt den gesuchten Punkt S’ auf der Karte an.

Warum dieses Verfahren fiir a # 0° und  # 0° immer funktioniert und bei richtiger
Anwendung den gesuchten Kartenpunkt S’ liefert, lasst sich durch Anwendung von
Begriffsbildungen und Operationen der Mengenlehre exakt begriinden.

Schon im Kapitel 1 gibt es zahlreiche Beispiele und Aufgaben, in denen Begriffe und
Symbole aus der Mengenlehre auf Sachverhalte aus der Geometrie angewendet werden.
Die Elemente dieser Mengen sind meistens Punkte, wobei als Grundbereich vor allem
Punkte einer Ebene, aber auch Punkte im Raum oder auf einer Geraden auftreten
kénnen.

Auch geometrische Figuren wie Dreiecke, Vierecke usw. sowie geometrische Korper
konnen Grundbereiche der Mengenbildung in der Geometrie sein. Da diese geometri-
schen Objekte ihrerseits wieder als Mengen von Punkten aufgefasst werden konnen,
sind Mengen solcher Objekte Punktmengen zweiter Stufe.

Beispielsweise ist die Menge aller Dreiecke in einer Ebene eine Menge zweiter Stu-
fe, wenn man als Grundbereich die Punkte dieser Ebene wahlt und jedes Dreieck als
Punktmenge auffasst. Wir werden uns nachfolgend fast nur mit Punktmengen 1. Stufe
beschaftigen.
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4.2 Geometrische Elemente als Punktmengen

Beim Verwenden von Begriffen und Symbolen aus der Mengenlehre in der Geometrie
missen wir folgendes beachten:

Im Geometrieunterricht der Schule ist es lblich, Punkte mit GroBbuchstaben zu be-
zeichnen. Das wollen wir nachfolgend auch beibehalten, d. h., wir werden die Elemente
der betrachteten Punktmengen mit GroBbuchstaben bezeichnen. Dagegen sollen die
aus diesen Elementen (Punkte) gebildeten Mengen nicht mehr - wie bisher in diesem
Buch - mit einem GroBbuchstaben, sondern meistens mit einem Kleinbuchstaben be-
zeichnet werden.

Nachfolgend werden wir immer ein beliebiges Element der jeweils betrachteten Punkt-
menge m mit "P" bezeichnen. Kommen in der betreffenden Betrachtung mehrere
Punktmengen my, mso, ms, ... vor, so wollen wir zur Kennzeichnung eines beliebigen
Elementes der Punktmenge m; das Zeichen "PP’", der Punktmenge ms das Zeichen
"P"" usw. verwenden.

Genau wie bei der bisher verwendeten Darstellungsweise einer Menge M, deren Ele-
mente x den Ausdruck H(x) erfillen, namlich M = {x : H(x)}, benutzen wir fir die
Punktmenge m, fiir deren Elemente der Ausdruck H (P) wahr ist, die Darstellungsweise

m={P: H(P)}

Einzelne Elemente aus m werden dagegen mit Fy, P, P, usw., aber auch mit anderen
GroBbuchstaben wie A, B, ... bezeichnet werden.

e 1.* Was bedeutet demnach
a)n:{P:ﬁ%W}, b) k={P:MP=r}7?

4.2 Geometrische Elemente als Punktmengen

Bevor wir weiter mit Punktmengen arbeiten, wollen wir die wichtigsten geometrischen
Objekte wie Punkte, Geraden, Strecken, Strahlen und Winkel und einige zwischen ihnen
bestehende Beziehungen vom Standpunkt der Mengenlehre aus betrachten.

.
=1

Bild 3

(1) Die in Bild 3 dargestellten Lagebeziehungen

a) der Punkt A liegt auf der Geraden g,

b) die Gerade g geht durch den Punkt A

konnen wir unter Verwendung der Symbolik der Mengenlehre durch A € g beschreiben.
Das heiBt: die Gerade g ist eine (unendliche) Punktmenge, und der Punkt A gehért zu
dieser Punktmenge.

e 2.* Begriinden Sie, warum ¢ eine unendliche Punktmenge ist!

3.* In Bild 3 ist ferner B ¢ g. Wie lauten die entsprechenden Lagebeziehungen zwischen
B und g7

Bild 4 :
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4.2 Geometrische Elemente als Punktmengen

In Bild 4 ist durch die (voneinander verschiedenen) Punkte A und B die Gerade ¢
gezeichnet. Hier gilt A € g und B € g und A # B (Kennzeichnung als verschiedene
Punkte).

Aus dem Geometrieunterricht ist lhnen auch die Schreibweise "g = AB" bekannt. Wir
konnen sie nur noch verwenden (,* D3), wenn wir auch "AB" als die Bezeichnung
einer Punktmenge (Gerade durch die Punkte A und B) auffassen.

Das wollen wir nachfolgend tun, also auch die Schreibweisen A € AB, B € AB
und P € AB zulassen. Hier wird also eine Punktmenge, die Gerade AB, durch zwei
GroBbuchstaben gekennzeichnet.

e 4.* Was ist falsch, wenn man den in (2) betrachteten Sachverhalt durch ¢ = AB =
{A, B} darstellt?

(3) Auch die Strecke AB in Bild 4 kénnen wir als Punktmenge s auffassen. Obwohl
s C g (bzw. AB C g), ist sie ebenfalls eine unendliche Punktmenge.

e 5.* Begriinden Sie, warum die Strecke s = AB eine unendliche Punktmenge ist!

Im Geometrieunterricht haben Sie nicht nur die Strecke s = AB, sondern auch deren
Linge mit s bzw. AB bezeichnet. Eine Lange ist aber eine GréBe (bestehend aus
MaBzahl und Einheit) und Iasst sich nicht als Punktmenge auffassen.

Deshalb ist es notwendig, zwischen der Strecke AB als Punktmenge und der Lange der
Strecke AB zu unterscheiden.

B B2:a) In B € AB bzw. B € s bezeichnen AB bzw. s eine Punktmenge.
b) In AB = s = 2,7 cm bezeichnen AB bzw. s eine GroBe.

e 6.* A, B und C seien Punkte einer Ebene. Was bedeuten dann die folgenden Bezie-

hungen geometrisch?
a) A€ AB;b) A€ AB;c) ABC AB;d) C ¢ AB;e)C ¢ AB

(4) Wir haben vorstehend schon mehrfach die Ebene e als Punktmenge aufgefasst, d.
h., fir alle Punkte P dieser Ebene gilt P € e. Andererseits soll die Schreibweise @ ¢ e
bedeuten, dass der Punkt ) nicht in der Ebene e liegt.

PO O ><g?
—u b

Bild5a, b,c — & &

(5) In Bild 5 sind je zwei Geraden g; und g, dargestellt, wobei in

a) g1 || 920 b) g1 || g2 und g1 = ga; ) g1 /f g2

sein sollen. Diese Beziehungen lassen sich unter Verwendung von Begriffen und Sym-
bolen aus der Mengenlehre folgendermaBen darstellen:

a) 1 Nge=2;b) g1 Nga=g1=g2; ¢) g1Nga = {S}

\_IA\

&

—\

Bild 6 9
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4.2 Geometrische Elemente als Punktmengen

(6) In Bild 6 ist der im sog. Parallelenaxiomf| des Euklid formulierte geometrische Sach-
verhalt dargestellt. Unter Verwendung von Begriffen und Symbolen der Mengenlehre
kann dieses Parallelenaxiom folgendermaBen formuliert werden:

Wenn A ¢ g1, dann gibt es hochstens eine Gerade g mit A € go und g1 N gy = .

e 7.* Formulieren Sie das Parallelenaxiom des Euklid ohne Verwendung von Begriffen
und Symbolen der Mengenlehre!

(7) Wichtig ist auch folgende geometrische Aussage:

EsseiAc g, Beg Ce€gund A# B, A#C, B # C (d.h., essind drei verschiedene
Punkte A, B, C auf einer Geraden g gegeben).

Dann gilt: entweder A € BC oder B € AC oder C € AB.

e 8.% Formulieren Sie diese Aussage auch ohne Verwendung von Begriffen und Symbolen
aus der Mengenlehre! Fertigen Sie dazu auch entsprechende Zeichnungen an!

k h

Bild 7 4 g

In Bild 7 ist A € g. Der Punkt A zerlegt die Gerade g in zwei Strahlen h und k, die

wir ebenfalls als Punktmengen auffassen kénnen. Fiir sie gilt:
AchundhCgbzw. A€ kund k C g bzw. hNk = {A}

Der Punkt A heiBt auch gemeinsamer Anfangspunkt der Strahlen k und k. Bezeichnet
man einen beliebigen Punkt des Strahls A mit P’ und des Strahls & mit P”, so kann

— —
man auch schreiben: h = AP’ bzw. k = AP".

k

«)

Bild8, 9 7

Auch den Winkel o kann man als Punktmenge auffassen (* Bild 8).
Fasst man den Winkel « als die Menge w, aller Punkte auf, die auf seinen Schenkeln
h oder k liegen, so gilt w; = kU h.

Man kann aber auch den Winkel als eine Punktmenge w auffassen (,* Bild 9), zu der
alle Punkte P des Ebenenteils e;, gehdren: w = {P : P € e }.

Hier ist der Grundbereich die Menge aller Punkte der Ebene e. Auch bei Winkeln hat
man zu unterscheiden, ob die Punktmenge (geometrisches Objekt) oder seine GroBe
(MaBzahl und Einheit) gemeint ist.

9.* Gegeben sind drei Geraden g1, g2, g3 in einer Ebene e. Bestimmen Sie d = g1NgaNgs,
wenn

a) g1 || g2 und g2 || g3; b) g1 || g2 und ga } g3; ©) g1 K g2 und g2 }f gs.

8Ein Axiom ist eine Aussage, die als wahr angenommen wird, ohne dass man sie innerhalb der
betreffenden Theorie (hier: Geometrie der Ebene) beweisen kann.
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4.3 Weitere geometrische Objekte als Punktmengen

Beachten Sie, dass Sie nach (5) fiir gg; || g2 zwei Falle zu unterscheiden haben! Auch
bei Aufgabe c) ist eine Fallunterscheidung erforderlich!

10.* Gegeben sind in einer Ebene e eine Gerade g und ein Kreis k, die

a) keinen Punkt, b) einen Punkt, e) zwei Punkte

gemeinsam haben. Fertigen Sie eine Zeichnung fiir diese drei Falle an, und beschreiben
Sie die vorliegenden Sachverhalte unter Verwendung von Symbolen der Mengenlehre!

4.3 Weitere geometrische Objekte als Punktmengen

Wir wollen nun weitere Beispiele fiir Punktmengen betrachten, und zwar geometrische
Objekte, die lhnen aus dem Unterricht bereits bekannt sind.

B B3: a) Die Menge d der Eckpunkte A, B, C eines Dreiecks ist eine endliche Punkt-
menge, namlich d = {A, B,C'}. Dem Grundbereich in diesem Beispiel gehoren alle
Punkte einer durch sie bestimmten Ebene e an.

b) Die Menge ¢ der Punkte P, die auf der Seite AB des Dreiecks ABC' aus Beispiel
3 a) liegen, ist eine unendliche Punktmenge, die durch ¢ = {P : P € AB} dargestellt
werden kann.

c) Die Menge m aller Punkte P, die auf den Seiten des Dreiecks ABC' liegen, kann
durch

m={P:P € AB oder P € BC oder P € AC = ABUBC U AC

dargestellt werden.

e 11.* Bestimmen Sie fiir das Dreieck ABC' aus Beispiel 3
a) ABNBCNAC,b)m=(ABNBC)U(ABNAC)U (BC N AC)

B B4: Als Grundbereich verwenden wir nunmehr die Punkte im Raum. Dann kénnen
wir u. a. folgende Mengen bilden:

a) Die Menge w aller Eckpunkte des in Bild 10 dargestellten Wiirfels ist eine endliche
Menge. Sie wird beschrieben durch w = {A,B,C,D,E,F,G,H }.

5 b

#
|
]
|
i
|
|
I
|

- e 4 o

’
,/
/

Bild 10, 11 * ¢ ]

b) Fir die Menge k der Punkte P, die auf den Kanten des in Bild 11 dargestellten
Tetraeders liegen, gilt

k={P:P e AB oder P € AC oder P € BC oder P € AD oder P € BD oder P € CD}
=ABUACUBCUADUBDUCD
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4.3 Weitere geometrische Objekte als Punktmengen

e 12.* Bestimmen Sie fiir Beispiel 4b) auch

e=ABNACNBCNADNBDNCD

Wahrend bei den in 4.4. betrachteten geometrischen Objekten und Beziehungen Be-
griffe und Symbole der Mengenlehre meist eine knappe und iibersichtliche Darstellung
geometrischer Sachverhalte ermoglichen, trifft dies fir die Beispiele in diesem Abschnitt
kaum bzw. nicht mehr zu. Hier ware eine Nutzung der Symbolik der Mengenlehre nur
dann gerechtfertigt, wenn sich daraus anderweitige Vorteile, z. B. beim Beweisen geo-
metrischer Aussagen ergaben. Darauf konnen wir hier jedoch nicht naher eingehen.

Wir wollen lediglich noch an einigen Beispielen zeigen, wie man geometrische Objekte
"mengentheoretisch" definieren kann.

Im Geometrieunterricht unserer Schule bleiben solche Objekte wie "Punkt"”, "Gerade",
"Strahl", "Strecke" usw. undefiniert, ja selbst fiir den so haufig verwendeten Begriff des

Dreiecks wird keine Definition angegeben, wahrend z. B. der Begriff "Viereck" definiert
wird (7 [13b], S. 129).

Wir wollen nachfolgend unter Verwendung von Begriffen und Symbolen der Mengenleh-
re eine Definition fir "Dreieck" erarbeiten. Dazu miissen wir zunachst festlegen, ob wir
unter dem Dreieck die Menge der Punkte verstehen wollen, die auf seinen drei Seiten
liegen, oder ob auBerdem auch diejenigen Punkte zum Dreieck gehéren sollen, die in
seinem Innern liegen.

Wir wollen hier unter "Dreieck" die Menge verstehen, die von den Punkten seiner Seiten
gebildet wird. Dann erhalten wir:

Das Dreieck ABC' (d.h. mit den Eckpunkten A, B und C) ist die Menge aller Punkte
P, die folgende Eigenschaften haben:

a) Punkt C liegt nicht auf der Geraden AB.

b) Punkt P liegt auf der Strecke AB oder der Strecke BC' oder der Strecke C'A.
Dafiir kann man kurz schreiben:

NABC ={P : (P € AB oder P € BC oder P € CA) und C ¢ AB}

Dazu ist noch folgendes anzumerken:

a) Als Grundbereich wahlen wir (bei dieser ebenen Figur) die Punkte einer Ebene e.
Man kann zeigen, dass es fiir A Z B und A # C und B # C immer genau eine Ebene
e gibt, in der diese Punkte (und damit das Dreieck) liegen.

b) Die Eigenschaft C' ¢ AB ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass ein Dreieck
vorliegt. Denn ware C' € AB, so lage kein Dreieck, sondern eine Gerade vor, die durch
die Punkte A, B und C' geht. Zugleich ist die Bedingung A ¢ BC' aber auch hinreichend
dafir, dass ein Dreieck vorliegt, denn aus C' ¢ AB folgt A ¢ CB und B ¢ AC.

e 13.* Im Lehrbuch fiir Klasse 6 ([13b], S. 129) befindet sich folgende Definition fiir
"Viereck".
"Unter einem Viereck ABCD versteht man eine Punktmenge mit folgenden Eigen-
schaften:
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4.3 Weitere geometrische Objekte als Punktmengen

(1) Von den Punkten A, B, C, D liegen je drei nicht auf ein und derselben Geraden.
(2) Der Punktmenge gehoren genau die Punkte der Strecken AB, BC, C'D und DA
an. Diese Strecken heiBen "Seiten des Vierecks".

Losen Sie dazu folgende Aufgaben:

a) Stellen Sie die Eigenschaft (1) unter Verwendung von Begriffen und Symbolen aus
der Mengenlehre dar!

b) Stellen Sie die Eigenschaft (2) unter Verwendung von Begriffen und Symbolen aus
der Mengenlehre dar!

Zu der in Aufgabe 13 angegebenen Definition fiir das Viereck ABC'D ist jedoch noch
eine wesentliche Bemerkung erforderlich. Das Lehrbuchkapitel, dem die Definition ent-
nommen ist, heiBt "Planimetrie" (Geometrie der Ebene), d.h., in diesem Kapitel werden
nur Punkte einer Ebene ¢ als Grundbereich benutzt.

Es wird also stillschweigend vorausgesetzt, dass A € e, Bee, C €e, D € e.

Wahrend nun drei (voneinander verschiedene) Punkte immer in genau einer Ebene lie-
gen, ist dies fiir vier Punkte keineswegs immer so. In Beispiel 4 b), wo als Grundbereich
die Punkte im Raum r verwendet wurden, gilt zwar A € r, Ber, C €r, D € r. Aber
es gilt nicht D € e, wenn wir mit e die Ebene bezeichnen, in der die Punkte A, B und
C liegen.

Wir miissen deshalb bei der Definition fiir das Viereck noch als dritte Eigenschaft
hinzufiigen: A€e, Bee, C€e, DEe.

e 14.* Wie lautet demnach [im Ergebnis der vorstehenden Uberlegung und von Aufgabe
13] eine Definition des Vierecks ABC'D im Raum unter Verwendung von Begriffen und
Symbolen der Mengenlehre 7

15. Definieren Sie unter Verwendung von Begriffen und Symbolen der Mengenlehre
a) das gleichseitige Dreieck RST, b) das Drachenviereck ABCD, c) das Parallelo-
gramm QRST, d) das Rechteck EFGH!

Wenn Sie innerhalb Ihrer Arbeitsgemeinschaft die Losungen der Aufgabe 15 miteinander
vergleichen, werden Sie eventuell folgendes feststellen:

Zwei Losungen fiir dieselbe Aufgabe konnen - zumindest teilweise - voneinander abwei-
chen und trotzdem beide richtig sein.

B B5: Bei Aufgabe 15. ¢) konnen Sie zur Definition des Parallelogramms Q RST' neben
seiner Kennzeichnung als allgemeines Viereck sowohl die beiden Eigenschaften

a) QRNST =2 und RSNTQ =2

als auch die beiden Eigenschaften

b) QR = ST und RS = T(Q verwenden.

Nun besteht zwischen den Eigenschaften bei a) und denen bei b) folgender Zusam-
menhang: Werden die Eigenschaften bei a) zur Definition des Parallelogramms Q RST
benutzt, so sind die Eigenschaften bei b) beweisbar und umgekehrt.

e 16.* Fiihren Sie diese Beweise!
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4.4 Punktmengen als Bestimmungslinien

4.4 Punktmengen als Bestimmungslinien

Punktmengen wie m = {P : H(P)} oder m = {P : H1(P)} und bzw. oder Hy(P),

..., H,(P) erfassen alle Punkte P, fir die H(P) bzw. H;(P) und bzw. oder Hy(P),
., H,(P) zu einer wahren Aussage wird.

Sie erfassen aber auch nur diese, d. h., zur Menge m gehort kein Punkt, dem die men-

genbildende Eigenschaft H(P) bzw. Hi(P) und bzw. oder Hy(P), ..., H,(P) nicht

zukommt.

Liegen die Punkte einer betrachteten Punktmenge auf einer Linie, z. B. auf einer Ge-
raden, einer Strecke, einem Strahl, einem Kreis, einem Kreisbogen usw., so wird diese
Punktmenge auch Bestimmungslinie fiir alle Punkte der betrachteten Menge genannt.
Bestimmungslinien sind fiir das Lésen geometrischer Aufgaben, insbesondere von Kon-
struktionsaufgaben, bedeutsam. Sie unterstiitzen das Finden eines Losungsweges fir
solche Aufgaben und damit die Planung der Losung, bevor man diese ausfiihrt. Wir
wollen nachfolgend sechs typische Bestimmungslinien betrachten.

(1) Gesucht ist die Menge k aller Punkte P einer Ebene e, die von einem Punkt A € e
die Entfernung r haben.

Offensichtlich ist der Kreis £ um A mit dem Radius r die gesuchte Bestimmungslinie,
denn fiir alle Punkte P des Kreises k gilt PA = r, und es gibt andererseits keinen
Punkt Q ¢ k mit der Eigenschaft QA = r.

Liegt namlich @ im Innern des Kreises k, so gilt QA < r, und liegt Q auBerhalb
des Kreises k, so gilt QA > r. Man kann diesen Sachverhalt auch folgendermaBen
formulieren:

Die Bestimmungslinie fiir alle Punkte P einer Ebene e, die vom Punkt A € e eine
gegebene Entfernung r haben, ist der Kreis £ um A mit dem Radius r.

Die vorstehende Betrachtung zeigt aber auch, dass es keine Bestimmungslinie fiir alle
Punkte P einer Ebene e gibt, die von einem Punkt A € e weniger oder mehr als r
entfernt sind. Im ersten Fall gehdéren namlich alle Punkte P, die im Innern des Kreises
k in der Ebene e liegen, zu der Punktmenge m; = {P' : AP’ < r}, und diese liegen
eben nicht auf einer Linie, sondern auf einem flachenhaften Teil der Ebene e.

e 17.* a) Zeigen Sie, dass die Menge s aller Punkte einer Ebene e, die von A € e die
Entfernung r, und von B € e (mit B # A) die Entfernung r2 haben, gegeben ist durch

s=kiNkymitky ={P : AP =ri} und kg = {P" : BP" = ry}

b) Zeigen Sie, dass die Menge s fiir A # B hochstens 2 Elemente hat!
c) Konstruieren Sie alle Punkte S, die zu dieser Menge s gehdren, fiir

1. AB =42 mm, r; = 37 mm, 75 = 15 mm
2. AB =42 mm, r; = 17 mm, o = 15 mm
3. AB =42 mm, r{ = 27 mm, 79 = 15 mm
4. AB =42 mm, r{ = 57 mm, r2 = 15 mm
5. AB =42 mm, r; = 65 mm, 2 = 15 mm
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4.4 Punktmengen als Bestimmungslinien

(2) Die Bestimmungslinie m fir alle Punkte P der Ebene e, die von zwei Punkten
A € eund B € e bei A # B gleich weit entfernt sind, ist die Mittelsenkrechte der
Strecke AB.

Beweis:
Wenn M € AB und AM = MB, soist M € m (/* Bild 12).
v Ferner gilt fir die Menge m dieser Punkte

P:m={P: AP = BP}

A M B
Nun haben wir noch zu zeigen, dass alle Punkte P € m auf
3 einer Linie liegen. Das weisen wir folgendermaBen nach:
Wir wahlen einen beliebigen Punkt P € m. Fir ihn gilt nach
Bild 12 Voraussetzung PA = PB. Ferner gilt AM = MB (siehe

oben!) und MP = MP.

Daraus folgt AAMP = AMBP (nach Kongruenzsatz sss) und weiter ZAMP =
ZBMP (als gleichliegende Stiicke in kongruenten Dreiecken).

Wegen ZAMP + Z/BMP = 180° folgt dann ZAMP = /BMP = 90°, also
PM 1 AB.

Wir haben damit fiir einen beliebigen Punkt P € m gezeigt, dass er auf der Mittel-
senkrechten (Symmetrieachse) der Strecke AB liegt. Damit haben wir zugleich gezeigt,
dass alle Punkte P € m auf der Mittelsenkrechten von AB liegen.

e 18.*% a) Bestimmen Sie die Menge m aller Punkte P der Ebene ¢, die von drei nicht
auf einer Geraden liegenden Punkten A, B und C gleich weit entfernt sind!

b) Begriinden Sie, dass diese Menge m genau ein Element enthalt, und geben Sie seine
Bedeutung fiir das durch die Punkte gegebene Dreieck ABC' an!

(3) Die Bestimmungslinien s; und s, fiir alle Punkte P, die mit einem gegebenen Punkt
A # P der Geraden g = AB verbunden einen gegebenen Winkel PAB = « bilden,
sind die beiden Strahlen s; und sy mit dem gemeinsamen Anfangspunkt A, die die
Gerade g = AB unter dem Winkel o schneiden.

Beweis:

Fir alle Punkte P € s; gilt namlich ZPAB = « und fir alle Punkte P € s9 gilt
ebenso Z/PAB = a.

Ferner gilt fiir einen Punkt @ ¢ sy und Q) ¢ s9, dass ZQAB < /PAB, denn ZQAP #
0°.

Diese Bestimmungslinie wird auch freier Schenkel des Winkels v genannt.

(4) Die Bestimmungslinien fiir die Menge aller Punkte P, die von einer Geraden ¢ den
Abstand d # 0 haben, ist das Parallelenpaar zu g im Abstand d. Diese Bestimmungslinie
wird auch freier Schenkel des Winkels v genannt.

Beweis:
Nach Voraussetzung muss fiir alle Punkte P € p; bzw. P’ € p, gelten PF = d bzw.
P'F" = d, wenn F bzw. I’ die FuBpunkte der Lote von P bzw. P’ auf g sind.
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4.5 Anwendungen von Bestimmungslinien beim Lésen von planimetrischen
Konstruktionsaufgaben

Fird#OistalsopiNg=2 und poNg=, dh,esgiltp; || gund p2 || g.

(5) Die Bestimmungslinie fiir die Menge aller Punkte P, die von zwei Strahlen s; und
s mit gemeinsamem Anfangspunkt S und verschiedener Richtung jeweils den gleichen
Abstand d haben, ist die Winkelhalbierende des von s; und so gebildeten Winkels.

e 19.* Beweisen Sie die Aussage (5)!

20. Ermitteln Sie die Menge aller Punkte P, die von zwei einander schneidenden Gera-
den g7 und go jeweils gleichen Abstand haben!

21. Als Losung der Aufgabe 20 erhalten Sie zwei Bestimmungslinien, namlich die Ge-
raden s; und so. Beweisen Sie, dass s; L ss.

(6) Die Bestimmungslinie fiir die Menge aller Punkte P einer
Ebene e, von denen eine gegebene Strecke AB € e unter einem
gegebenen Winkel v < 90° erscheint, sind die Kreisbogen k4
und ks tber der Sehne AB mit dem Radius M1 A = MyB (/
Bild 13), wobei M; bzw. M folgendermaBen bestimmt sind:

M; € m und My € m mit m = {P' : P’A = P'B} (Mittel-
senkrechte auf AB) und

M, € s1, mit s, = {P" : ZP"AB = 90° —~ und A € s,}
Bild 13 M; € sy, mit s9 ={P" : ZP"BA =90°—~ und B € s}

e 22. Beweisen Sie die Aussage (6)!

23.* Gibt es eine Bestimmungslinie fiir die Menge aller Punkte P einer Ebene e, von
denen eine gegebene Strecke AB € e unter einem Winkel von 90° erscheint?

24.* Untersuchen Sie fir (6) auch den Fall, dass v > 90° ist!

25. Bestimmen Sie durch Konstruktion die Menge aller Dreiecke ABC, wenn AB = 52
mm und LACB = 72° ist!

26.* Eine Strecke AB sei 4,2 cm lang.

a) Bestimmen Sie durch Konstruktion alle Punkte, von denen AB unter einem Winkel
von 90° erscheint.

b) Uberpriifen Sie, ob es in dieser Punktmenge Punkte gibt, die von AB den Abstand
bl) d; = 0,2 cm; b2) dy = 2,0 cm; b3) ds = 2,1 cm;

b4) dy = 2,2 cm; b5) d5 = 4,2 cm haben!

4.5 Anwendungen von Bestimmungslinien beim Losen von
planimetrischen Konstruktionsaufgaben

Beim Losen von Konstruktionsaufgaben (z. B. Dreiecks- oder Viereckskonstruktionen)
ist es haufig nitzlich, sich vor der eigentlichen Konstruktion einen Lésungsplan zu er-
arbeiten. Dafiir kann man Bestimmungslinien sehr gut verwenden.

Ein Dreieck oder Viereck aus gegebenen Stiicken (Seiten, Winkeln, Hohen, Seitenhalbie-
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4.5 Anwendungen von Bestimmungslinien beim Lésen von planimetrischen
Konstruktionsaufgaben

renden, Winkelhalbierenden, Radius des In- oder Umkreises, Umfang des Dreiecks usw.
bzw. Seiten, Innenwinkel, Diagonalen des Vierecks usw.) konstruieren heiBt, die Menge
aller Dreiecke bzw. Vierecke zu bestimmen, die diese gegebenen Stiicke enthalten.
Jedes Element aus dieser Menge heiBt dann eine Losung dieser Konstruktionsaufgabe.
Dabei ist es (iblich, dass alle Loésungen, die paarweise kongruent sind, als eine Losung
angesehen werden.

Wir wollen zunachst Dreieckskonstruktionen betrachten.

Ein Dreieck ist bekanntlich dann konstruiert, wenn man seine drei Eckpunkte so konstru-
iert hat, dass die gegebenen Stiicke im konstruierten Dreieck in der vorgeschriebenen
GroBe vorkommen. Dabei ist es meist so, dass man einen oder zwei Eckpunkte sofort
erhalt, wenn man eines der gegebenen Stiicke zeichnet.

Ist z. B. eine Seite gegeben, so erhalt man zwei Eckpunkte durch Zeichnen dieser Sei-
te, ist dagegen keine Seite, aber ein Innenwinkel gegeben, so erhalt man durch das
Zeichnen dieses Winkels nur einen Eckpunkt des Dreiecks. Letzteres gilt auch fiir eine
Hohe, eine Seiten- oder Winkelhalbierende. Das Problem besteht nun darin, den oder
die Eckpunkte zu bestimmen, die durch das zuerst gezeichnete Stiick noch nicht be-
stimmt sind.

Ob und wie dies moglich ist, hangt davon ab, wie viele Stiicke (iberhaupt gegeben sind
und wie die anderen gegebenen Stilicke zum zuerst gezeichneten liegen.

B B6: Die Aufgabe, ein Dreieck ABC' zu konstruieren, in dem AB = 42 mm ist, hat
unendlich viele Losungen.

Bild 14

Jedes der in Bild 14 gezeichneten Dreiecke ABC,, ABCy, ABC4, ... erfillt namlich
die Bedingung AB = 42 mm der Aufgabenstellung, ist also eine Losung der Aufgabe.
Da dies fiir jeden Punkt P der Ebene mit P ¢ AB gilt, hat die Aufgabe unendlich viele
Losungen. Allerdings folgt aus C'; # (5 nicht, dass es sich um verschiedene Losungen
handelt, wie wir in Bild 14 erkennen kdnnen.

Dort sind die Punkte C7, C5, C5 und C} folgendermaBen festgelegt worden:

@ - ﬁ; 0104 1 AB, 0203 L AB, ClD == C4D, CQE == C3E, ClD == CQE

Es lasst sich dann zeigen, dass AABC) = AABCy und AABCy = NABC} ist.
SchlieBlich gilt auch AABC| = AABC,, d.h., alle vier Dreiecke ABC,, ABCy, ABC}
und ABCY sind paarweise kongruent. Wir haben sie also als genau eine Lésung zu
betrachten.
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Dies andert jedoch nichts daran, dass es fiir die betrachtete Aufgabe unendlich viele
Losungen gibt. Durch die Bedingungen der Aufgabe ist die Lage von C nicht naher
bestimmt, insbesondere konnen wir auch keine Bestimmungslinie fiir C' angeben.

e 27. Beweisen Sie, dass die in Bild 14 dargestellten vier Dreiecke ABC,, ABCy, ABCs
und ABC} unter den in Beispiel 6 angegebenen Voraussetzungen paarweise kongruent
sind!

B B7: Auch die Aufgabe, ein Dreieck ABC' zu konstruieren, in dem AB = 42 mm und
/CAB = 36° ist, hat unendlich viele Losungen.

Bild 15 4 ¢

Jedes der in Bild 15 gezeichneten Dreiecke ABC,, ABCj, ... erfillt die Bedingungen
der Aufgabe, ist also eine Losung.

Im Unterschied zum Beispiel 6 gibt es hier aber eine Bestimmungslinie fiir den Eckpunkt
C'. Es ist der freie Schenkel des in A an AB angetragenen Winkels C'AB, also der Strahl
s mit dem Anfangspunkt A.

e 28.*% a) Konstruieren Sie Dreiecke, in denen AB = 42 mm und BC = 35 mm!
b) Wie viele Losungen hat die Aufgabe 7
c) Ermitteln Sie eine Bestimmungslinie fir C', wenn sie zuerst AB = 42 mm zeichnen!

B BS: Es sollen alle Dreiecke ABC konstruiert werden, fiir die AB = 4,3cm, AC = 3,8
cm, LZCAB = 77° ist.

Wir wollen nun zunachst moégliche Losungsplane fiir diese Konstruktionsaufgabe be-
trachten und diese in einer Kurzform aufschreiben.

a) Zeichnen von AB legt die Eckpunkte A und B fest.

Kurzform: (AB) — A,B

Erste Bestimmungslinie fiir den noch fehlenden Eckpunkt C' [Kurzform: b;(C')] ist der
freie Schenkel s des im Punkt A angetragenen Winkels CAB [Kurzform: s = {P :
LPyAB = T7°}], also

b1(C):s={P:4ZP14AB ="T77° und A € s}.

Zweite Bestimmungslinie flir den noch fehlenden Eckpunkt C' ist der Kreis & um A mit
dem Radius AC in Kurzform:

bo(C) : k={P' : PPA= AC und M = A}

(M}, bedeutet: Mittelpunkt des Kreises k).

In Kurzform lautet also der Losungsplan:
(AB) — A,B
bi(C):s={P:£ZP1;AB ="T77° und A € s}.
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bo(C) : k={P' : PPA= AC und M} = A}

b) Losungsplan fiir den Fall, dass zuerst ZC' AB gezeichnet wird:
(LCAB) — A und sy Nsg = {A}

bi(B):s1=A

bg(B) : kl = {P/ mzﬁ und Mkl EA}

b1(0> . S92 = ﬁ

bo(C) : kg = {P" : P"A = AC und My, = A}

Nun wollen wir iberlegen, wie viele Losungen diese Aufgabe hat:

Die Menge ¢ der gemeinsamen Punkte von b1(C') und by(C), also ¢ = s Nk, ist hier
eine Einermenge, d.h. ¢ = s Nk = {C?}, denn der von A ausgehende Strahl s hat mit
dem Kreis k um A mit dem Radius AC genau einen Schnittpunkt. Demnach hat die
Aufgabe genau eine Losung.

Zum gleichen Ergebnis miissen wir auch bei b) kommen. Das ist in der Tat der Fall,
denn s; N'ky = {B}, d.h., der Strahl s; mit dem Anfangspunkt A und der Kreis k;
um A mit dem Radius AB schneiden sich in genau einem Punkt B und (ganz entspre-
chend) soNky = {C}.

Losungspliane und die darauf aufbauenden Uberlegungen zur Anzahl der Lésungen er-
moglichen Aussagen liber die Konstruierbarkeit geometrischer Figuren aus gegebenen
Sticken, ohne die Konstruktion selbst auszufihren. Fir die Konstruierbarkeit von Drei-
ecken gelten u. a. folgende Satze:

(1) Aus einem oder mehreren gegebenen Stiicken ist ein Dreieck

a) konstruierbar, wenn die GroBe der gegebenen Stiicke zu keinem Satz (iber Dreiecke
im Widerspruch steht,

b) nicht konstruierbar, wenn die GroBe der gegebenen Stiicke zu einem Satz iber
Dreiecke im Widerspruch steht. Es gibt dann keine Losung.

(2) Fiir die Anzahl der Lésungen bei konstruierbaren Dreiecken gilt in Abhéangigkeit von
der Anzahl der gegebenen Stiicke:

a) bei einem und bei zwei gegebenen Stiicken gibt es unendlich viele Lésungen,

b) bei drei voneinander unabhangigen gegebenen Stiicken gibt es endlich viele Losungen.
Die Anzahl der Lésungen lasst sich dann aus einem Losungsplan fiir die betreffende
Aufgabe bestimmen.

B B9: Nicht konstruierbar ist das Dreieck ABC, wenn beispielsweise

a) LABC = 180° gegeben ist,

b) zwei Innenwinkel dieses Dreiecks gegeben sind, deren Summe gleich oder groBer als
180° ist,

c) AB =55 mm und BC = 20 mm und AC = 34 mm gegeben sind,

d) AB =55 mm und BC' = 20 mm und ZACB = 33° und ZC'AB = 100° gegeben
sind.

e 29.*% a) Begriinden Sie die Nichtkonstruierbarkeit der Dreiecke aus Beispiel 9, in-
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dem Sie jeweils einen Satz liber Dreiecke angeben, der im Widerspruch zu den jeweils
gegebenen Stiicken steht!
b) Geben Sie weitere Beispiele fiir nicht konstruierbare Dreiecke an!

30.*% Es sollen alle Dreiecke ABC konstruiert werden, fur die
a) zwei Seiten,

b) eine Seite und der gegeniiberliegende Innenwinkel,

c) zwei Innenwinkel gegeben sind!

1. Bei welchen der drei Aufgaben a), b), c) gibt es Bedingungen fiir die GroBen der
gegebenen Stiicke, die erfiillt sein missen, damit (iberhaupt ein Dreieck konstruierbar
ist ?

2. Wie lauten diese Bedingungen 7

3. Zeigen Sie, dass alle Aufgaben im Falle der Konstruierbarkeit unendlich viele Lésun-
gen haben!

Hinweis: Stellen Sie dazu Lésungsplane fiir selbstgewéhlte Beispiele auf und zeigen Sie,
dass es zumindest fiir einen Eckpunkt des Dreiecks nicht zwei Bestimmungslinien gibt!

31. Bei den drei Konstruktionsaufgaben in Aufgabe 30 hatte man die Konstruktion auch
jeweils mit dem anderen gegebenen Stiick beginnen konnen. Stellen Sie dafiir Losungs-
plane auf und zeigen Sie, dass es - wenn (iberhaupt - dann unendlich viele Lésungen
gibt!

B B10: Es sollen alle Dreiecke ABC' konstruiert werden, fiir die zwei Seiten und ein
von ihnen nicht eingeschlossener Winkel gegeben sind.

Losung:
Gegeben seien AC, BC und ZCAB < 180°.

Bild 16a,b,c

Losungsplan (,* Bild 16):

(LCAB) — A und sy Nsg = {A}

bi(C) : 51 = AP mit ZPAP" = /CAB

bo(C) : ky ={P': AP’ = AC und My, = A}
bi(B) : 52— AP" mit ZPAP” = /CAB
bo(B) : ko = {P" : CP" = BC und My, = C}

Anzahl der Lésungen:
a) Fur ZCAB < 90° (Bild 16) gilt: s1 Nk = {C}. Es sind folgende Fallunterschei-
dungen erforderlich:
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f1) so N ko = @ keine Losung (7 Bild 16.a) oder

f2) so N ke = {B} genau eine Losung (,* Bild 16.b) oder
f3) so N ke = { By, By} zwei Losungen (7 Bild 16.c).
f1)

(/ Bild 16.a) gilt genau dann, wenn CB < C'A - sin ZC AB.
f2) ( Bild 16.b) gilt erstens dann, wenn C'B L. AB (B ist Beriihrungspunkt von ks
mit s2), zweitens dann, wenn CB > C'A.
f3) (" Bild 16.c) gilt genau dann, wenn CA - sin ZOCAB < CB < C'A ist. Wie Bild
16.c zeigt, sind dann die beiden Dreiecke AB,C und AB;C - wegen By Z Bs - nicht
kongruent, es gibt also tatsachlich zwei Losungen.

b) Fir ZCAB > 90° (,* Bilder 17 und 18) gilt: s; N k; = {C'} und
fl) S9 M kg = O oder f2) S9 M kQ = {B}

/"

/B s,

Bild 17a,b ' pa

f1) gilt genau dann, wenn CB < C'A (,* Bild 17.a und 18.a), der Fall f2) genau dann,
wenn CB > C'A (,/* Bild 17.b und 18. b).

8 5
k. P
Lpui Pl
k. TP 27 ’X
ol Qi}i ;'K . — i
IRz
o . v ! g}\ :
4 _’/
~. - R
e -~ © Y
A Lot 3 A B P 5

Bild 18a,b

Zusammenfassend kann man feststellen, dass diese Aufgabe unabhangig von der GroBe
des gegebenen Winkels genau eine Losung hat, wenn der gegebene Winkel der groBeren
der gegebenen Seiten gegeniberliegt.

32. Begriinden Sie anhand der Ergebnisse zu Beispiel 10, warum die besondere Bedin-
gung im Kongruenzsatz (ssw) nicht weggelassen werden darf!

33. Warum gibt es keinen Kongruenzsatz (www) fiir Dreiecke ?

Nun sollen einige Beispiele fiir Dreieckskonstruktionsaufgaben auf Konstruierbarkeit
und Anzahl der Lésungen untersucht werden, bei denen sich unter den gegebenen drei
Sticken auch Linien und Winkel im Dreieck wie Hohen, Winkelhalbierende usw. und
Winkel zwischen Seiten und diesen Linien befinden.

In manchen Fallen fiihrt dies zu folgenden Schwierigkeiten:

Erstens kann es vorkommen, dass zunachst nur ein Teildreieck des zu konstruierenden
Dreiecks konstruierbar ist, so dass im Losungsplan auBer den drei Eckpunkten mindes-
tens ein weiterer Punkt vorkommt.
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Zweitens finden wir in manchen Fallen die Lésung der Aufgabe nur dann, wenn wir die
Konstruktion mit einem bestimmten der gegebenen Stiicke beginnen.

B B11: Es sollen alle Dreiecke ABC konstruiert werden, fiir die OB, die Hohe hsp =
CF (mit F € AB) und ZACF < 90° gegeben sind.
Losungsplan (7 Bild 19):

Bild 19 gy S

(CF) — C,F
bi(A):s1 = {P: ZPFC = 90°} (denn FP L FC)
bo(A) : s ={P' : LP'CF = LACF}

Wegen der Voraussetzungen F' € AB und ZACF < 90° gilt dann 51N sy = {A}, d.h.,
es gibt genau eine Losung. Damit ist zunachst nur das Teildreieck AF'C' bestimmt,
aber noch nicht das gesuchte Dreieck ABC.

Nun gilt aber ferner
bi(B):s3={P:P¢cAF}
bo(B) : k={P": P"C =CB und My =C}

Fir die Bestimmung der Anzahl der Losungen sind unter den gemachten einschranken-
den Voraussetzungen nur noch folgende Fallunterscheidungen erforderlich (in Bild 19
durch ky bis k5 dargestellt):

f1) s3 Nk = & genau dann, wenn CB < CF (keine Lésung). (In Bild 19 durch k;
dargestellt.)

f2) s3Nk = {B} genau dann, wenn CB > C'F (genau eine Lésung). (In Bild 19 durch
ko bis k5 dargestellt.)

e 34. Stellen Sie Losungsplane fir die Aufgabe in Beispiel 11 auf, wenn
a) BC, b) LACF zuerst gezeichnet wird!

35.*% a) Es sollen alle Dreiecke konstruiert werden, fiir die AB, ZAC B und die Seiten-
halbierende von AB durch s; = C'S gegeben sind.

b) Fihren Sie fir AB = 42 mm, ZACB = 68° und sz = CS = 30 mm diese
Konstruktion aus!

36.* Beweisen Sie, dass die beim Lésen von Aufgabe 35. b) entstehenden beiden Drei-
ecke ABCY, und ABC5 kongruent sind!

37. Versuchen Sie fir die Aufgabe in 35. a) einen Lésungsplan aufzustellen, indem Sie
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davon ausgehen, dass C'S = sqp zuerst gezeichnet wird.

38.* Untersuchen Sie Konstruierbarkeit und Anzahl der Lésungen von Dreiecken, wenn
a) zwei Seiten und die Hohe auf einer dieser Seiten,

b) zwei Seiten und die Hohe auf der dritten Seite,

c) eine Seite, ein dieser Seite anliegender Innenwinkel (< 180°) und die Hohe auf der
gegebenen Seite,

d) eine Seite, der dieser Seite gegeniiberliegende Innenwinkel (# 90°) und die Hohe auf
der gegebenen Seite,

e) die Hohe auf einer Seite und beide an dieser Seite anliegende Innenwinkel gegeben
sind!

e 39.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit von Dreiecken, wenn

a) eine Seite, deren Seitenhalbierende und die Hohe auf dieser Seite,

b) eine Seite, deren Seitenhalbierende und der dieser Seite gegentiberliegende Innen-
winkel,

c) die Hohe auf einer Seite, die Seitenhalbierende derselben Seite sowie ein ihr anlie-
gender Winkel gegeben sind!

40.*% Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit rechtwinkliger Dreiecke, wenn
a) die Hypotenuse und ein anliegender Winkel,
b) eine Kathete und der ihr gegeniiberliegende Winkel,
) die Hypotenuse und die Seitenhalbierende der Hypotenuse,
) eine Kathete und die Seitenhalbierende dieser Kathete,
) eine Kathete und die Seitenhalbierende der anderen Kathete,
) eine Kathete und die Seitenhalbierende der Hypotenuse,
g) zwei Hohen gegeben sind!

C
d
e
f

41.* Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit gleichschenkliger Dreiecke, wenn
a) zwei verschieden lange Seiten,

b) die Basis und ein Innenwinkel,

c) ein Schenkel und ein Innenwinkel,

d) ein Schenkel und die Hohe auf diesem Schenkel gegeben sind!

42 * Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit gleichschenklig-rechtwinkliger Dreiecke, wenn
a) die Basis,

b) ein Schenkel,

c) die Hohe auf der Basis,

d) die Seitenhalbierende eines Schenkels gegeben ist!

43 * Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit gleichseitiger Dreiecke, wenn
a) eine Seite,

b) eine Hohe,

c) eine Seitenhalbierende,

d) der Umfang gegeben ist!

Konstruierbarkeitsuntersuchungen lassen sich auch fiir Vierecke und andere Vielecke
durchfihren.
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44 * Untersuchen Sie die Konstruierbarkeit von Vierecken, wenn

a) drei Seiten und zwei Diagonalen,

b) eine Seite, drei Winkel, deren Summe kleiner als 360° ist, und eine Diagonale gegeben
sind!

45.* Untersuchen Sie die Konstruktion eines Trapezes aus

a) einer der beiden parallelen Seiten, den beiden ihr anliegenden Innenwinkeln und dem
Abstand der beiden parallelen Seiten,

b) den beiden parallelen Seiten, ihrem Abstand und einer Diagonalen,

c) den beiden parallelen Seiten und den beiden an einer von ihnen anliegenden Innen-
winkeln,

d) den vier Seiten!

46.* Konstruieren Sie ein Parallelogramm aus

a) zwei benachbarten Seiten und einer Diagonalen,

b) einer Seite, einem Innenwinkel und einer Diagonalen,
c) den beiden Diagonalen und einer Seite!

47 .* Konstruieren Sie ein Rechteck aus
a) einer Seite und einer Diagonalen,
b) einer Diagonalen und einem der Winkel zwischen den beiden Diagonalen!

48.* Konstruieren Sie ein Quadrat aus einer seiner beiden Diagonalen!

B B12: AbschlieBend wollen wir noch einmal Beispiel 1 betrachten und zeigen, dass das
dort erlauterte Verfahren der Standortbestimmung unter den angegebenen Bedingungen
genau eine Losung liefert und dies der gesuchte Kartenpunkt des Standortes ist. In Bild
20 ist der Punkt S konstruiert.

Bild 20

Dort gilt
a) b1<M1> my = {P . m :ﬁ},
bo(My) : sy ={P' : ZP'AB =90° — a und A € s1} sowie m; Nsy = {M};

b) bl(MQ) .My = {P” : P'B = p//C’},
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bo(Ms) : s ={P" : ZP"CB =90° — 5 und C € s9} sowie mg N sy = {Ms};

C) b1<S) . ]{71 = {Pl . P1M1 = MIB und Mlﬁ = Ml},
bg(S) . k2 = {PQ . P2M2 = MQB und le = Mz}, sowie kl N kg = {S,B} und
B € AB sowie B € BC.

Demnach ist S der einzige Punkt, von dem aus die Strecke AB unter dem Winkel «
und zugleich die Strecke BC' unter dem Winkel 3 erscheint.

e 49. Begriinden Sie, dass in Beispiel 12

a) my N sy ={M;} (also genau ein Schnittpunkt),

b) mo N se = { M} (also genau ein Schnittpunkt),

c) k1 N ky = {S; B} und folglich S der einzige Punkt ist, der den Bedingungen der
Aufgabe genligt!

4.6 Losungen - Kapitel 4

1. a) n ist die Menge aller Punkte P, die vom Punkt A und vom Punkt B jeweils
gleichweit entfernt sind.

b) k ist die Menge aller Punkte P, die vom Punkt M die Entfernung r haben. (Das ist
der Kreis um M mit dem Radius r, wenn die Punkte einer Ebene Grundbereich sind
und M ein Punkt dieser Ebene ist.

Sind dagegen die Punkte eines Raumes Grundbereich, so ist das die Oberflache einer
Kugel mit M als Mittelpunkt und r als Radius.)

2. Zu einer Geraden gehéren unendlich viele Punkte, denn bereits zwischen zwei ver-
schiedenen Punkten A und B einer Geraden g gibt es mindestens einen weiteren Punkt
C € g, z. B. den Punkt C, der die Strecke AB halbiert.

Aber auch zwischen A und C' gibt es mindestens einen weiteren Punkt D usw. Da
man dies beliebig fortsetzen kann, gibt es bereits zwischen den Punkten A und B einer
Geraden unendlich viele Punkte.

3. B liegt nicht auf g, bzw. g geht nicht durch B.

4. Die Gerade g ist keine Zweiermenge, denn zu g gehoéren auBer A und B noch
unendlich viele andere Punkte.

5. Zwischen zwei Punkten S; und S5 einer Strecke gibt es mindestens einen weiteren
Punkt S3, also gibt es auch beispielsweise zwischen S7 und S3 einen weiteren Punkt Sy,
und zwischen S und Sy einen weiteren Punkt S5 usw. Das heiBt, eine Strecke besteht
aus unendlich vielen voneinander verschiedenen Punkten.

6. a) A liegt auf der Geraden AB.

b) A liegt auf der Strecke AB.

e) Die Strecke AB ist eine Teilmenge der Geraden AB.
d) C ist kein Punkt der Geraden AB.

e) C ist kein Punkt der Strecke AB.

7. Durch einen Punkt A auBerhalb der Geraden ¢, gibt es hochstens eine Gerade go,
die zu gy parallel ist.
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8. Von drei gegebenen Punkten einer Geraden, die paarweise nicht zusammenfallen,
liegt genau einer zwischen den beiden anderen.

9 a) Wenn g1 = go und go N g3 = &, dann d = &.
Wenn g; = g2 und go = g3, dann d = g1 = g2 = g3.
Wenn g1 Ngo = D und go N g3 = J, dann d = @.

b) Wenn g1 = g5 und g2 N g3 = {S}, dann d = {S}.
Wenn g1 N gy = und go N g3 = J, dann d = &.

c) Wenn g1Ngo = {S1} und goNgs = {S2}, dann d = &, fiir S; £ Ss, bzw. d = {51},
fur Sl = SQ.

Wenn g1 Ngo = {S1} und g2 Ngs = {53}, dann d = &, fir g1 N g3 = &, bzw. d = ,
far g1 N gs = {Sg} und Sl 5_'5 Sg oder Sl ié Sg

10. a) gNk =@ b) gNk = {B} (Berihrungspunkt) c) g Nk = {51, 52}
11. a) ABNBCNAC =@ b) m = {A,B,C}, also die Eckpunkte des Dreiecks
12.e=6

13.3) A ¢ BC, B¢ CD, C ¢ DA, D ¢ AB
b) P € AB oder P € BC oder P € CD oder P € DA

14, v={P:P € ABoder P € BC oder P€ CD oder P€ DAund A€e, BE€e,
Cee, Deeund A¢ BC, B¢ CD,C ¢ DA, D ¢ AB}

Bild 21 ¢ %

16. a) Aus QRN ST = @ und RSNTQ = & (vgl. Bild 21) folgt QS = QS, 8=~
(Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen QR und T'S)

a = § (Wechselwinkel an RS und QT') und AQRS = AQST w.z.b.w.
QR= ST, RS=TQ w.z.b.w.

b) QR = ST (Vor.), RS 2 TQ (Vor.), QS = QS ... AQRS = AQST (sss)
a =0, QTNRS = @ (Satz iber kongruente Wechselwinkel an geschnittenen Geraden),
=7, .., QRNST =2 w.z.b.w.

17. a) Nach (1) gilt ky = {P' : AP’ = r1} bzw. ky = {P" : BP” = ry} und weiter
(/( D7) S:klﬂkQ

b) Es konnen nur folgende Falle auftreten:

kiNky =@, wenn 11 + 19 <E,

kiNky = {Sl}, wenn 71 + 7o = AB,

ki Nky = {51,52}, wenn 7y — 7o <@<7’1—|—T2 bzw. r9 — 1y <@<T1—|—7’2,
klﬂkz = {Sl}, wenn 7y — 7o :@bzw o —1T :E,

kiNky=o, wenn 1y — 19 > AB bzw. 79 — 1 > AB,

Also hat s hochstens zwei Elemente.

18. a) Es gilt nach (2) my = {P' : AP" = P'B} und my = {P" : P"B = P"C}.
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Da die Geraden m; und msy weder zusammenfallen noch parallel sind, gilt m = m; N
mo = {S}

b) Es gibt also genau einen Punkt S; das ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks
ABC, denn AS = BS =CS.

19. Beweis (vgl. Bild 22):

rn

Bild 22 S

P = PF; (nach Vor.)

/PF,S = /PFS (= 90° nach Vor.) und SP = SP

ASFyP = ASF|P (ssw), ZF»SP = ZF;SP (entspr. Sticke)
SP ist Winkelhalbierende von ZF;SF5. w.z.b.w.

23. Ja, namlich den Kreis mit AB als Durchmesser, jedoch mit Ausnahme der Punkte
A und B selbst.

24. Die gesuchte Bestimmungslinie b ist die Vereinigung zweier Kreisbogen ki und ko
mit folgenden Eigenschaften:

k’l = k’5/]€3 und ]{32 = k‘6/]€4 sowie A ¢ ]{Zl,B ¢ /Cl,A §Z I{JQ,B ¢ ]€2

wobei k5 und k4 Bestimmungslinien fiir alle Punkte sind, von denen aus die Strecke
AB unter dem Winkel 180° — ~ erscheint und k5 bzw. kg Vollkreise mit k3 C k5 und
ky C kg sind.

26. a) Kreis um den Mittelpunkt M von AB mit M A = 2,1 cm als Radius
bl) 4 Punkte b2) 4 Punkte b3) 2 Punkte b4) @ bb) &

28. b) unendlich viele ¢) Kreis um B mit r = BC' = 35 mm

29. a) und b) Satz iber die Summe der Innenwinkel
c) Dreiecksseitenungleichung: AB < BC' + AC, in der Aufgabe ist AB > BC' + AC'.
d) Wenn AB > BC, so ZACB > /CAB.

30. 1. und 2. bei b): Innenwinkel < 180°; bei e): Summe der Innenwinkel < 18010

35. Lésungsplan fiir b):

(AB) - A, B

b1(C) kg ={P: PM = MA und My, = M}

bo(C) : kg = {P": P’S = 30 mm und M, = S}
by(M):m={P": P"A= P'B

bo(M):s={P": ZP"AB =90° —68° =22} und A € s
sﬂm:{M}, klﬂkQZ{Cl;Cz}

36. AABC7 = AABC5, denn das eine entsteht durch Spiegelung an der Geraden S M
aus dem anderen.
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38. a) keine Losung, wenn die Lange der Hohe auf der einen Seite groBer ist als die
Lange der anderen Seite;

genau eine Losung, wenn Hohe und andere Seite gleichlang sind;

genau zwei Losungen, wenn die Lange der Hohe kleiner ist als die Lange der anderen
Seite

b) genau zwei Lésungen, wenn hg < s1, und hy < s, genau eine Losung, wenn hy = s
und hg < sy oder hy < s; und hy = s9, wobei hg die Lange der gegebenen Hohe und
s1 bzw. sy die Lange der gegebenen Seiten bezeichnen; keine Losung in allen anderen
Fallen

c) immer genau eine Losung

d) Angenommen, es sind die Seite ¢, Winkel v und Hohe h. gegeben. Dann gilt

) ) . c
- keine Losung, wenn h,. > Sy + Ttans

: . . c .
- genau eine Losung, wenn h,. < ey T Ttans d.h., es entsteht entweder genau ein

Dreieck oder es entstehen zwei kongruente Dreiecke

e) Genau eine Losung, wenn die Summe der beiden gegebenen Innenwinkel < 180° ist.

39. a) Angenommen die Seite s, die Hohe hs und die Seitenhalbierende s, sind gegeben.
Dann gilt:

keine Losung, wenn s; < hg,

genau eine Losung, wenn sg > hg (hochstens zwei kongruente Dreiecke).

b) Angenommen die Seite s, der Winkel ¢ < 90° und die Seitenhalbierende s sind

gegeben. Dann gilt:

keine Losung, wenn s < %ss oder s, > S(;;EOZ@

s(14cos ¢
2sin ¢

genau eine Lésung, wenn %s < 8 < (hochstens zwei kongruente Dreiecke).

c) Angenommen der Winkel ¢ < 90°, die Hohe hg und die Seitenhalbierende s sind
gegeben. Dann gilt:

keine Losung, wenn sy < hg,

genau eine Losung, wenn sg = hg oder sg > Si}fj@,

genau zwei Losungen, wenn hy < sg4 < Si};‘:o

Fir ¢ > 90° sind weitere Untersuchungen erforderlich.

40. a) keine Losung, wenn der anliegende Winkel > 90°,
genau eine Losung, wenn der anliegende Winkel < 90°
b) wie a)

c) Fallunterscheidungen:

Die Lange der Seitenhalbierenden ist von der halben Lange der Hypotenuse verschieden:
keine Losung.

Bei Gleichheit: unendlich viele Losungen.

d) keine Lésung, wenn s, < 3k (si = Lénge der Seitenhalbierenden)
genau eine Lésung, wenn s > %k (k = Lange der gegebenen Kathete)

e) keine Lésung, wenn sj, > 1k (k = Linge der gegebenen Kathete)
genau eine Losung, wenn s < k (s, = Lange der Seitenhalbierenden der anderen
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Kathete)

f) Wegen s, = 3h gilt: (s;, = Lange der Seitenhalbierenden der Hypotenuse),
keine Losung, wenn k > 2s;, (h = Lange der Hypotenuse),
genau eine Losung, wenn k < 25}, (k = Lange der Kathete).

g) Fallunterscheidungen:

(1) die Hohen auf den beiden Katheten, also die Katheten: genau eine Lésung

(2) die Hohe hy, auf der Hypotenuse und die Hohe hy, auf einer Kathete, also die andere
Kathete £':

keine Losung, wenn hj < hy,

genau eine Losung, wenn hy > hy,

41. a) immer genau eine Losung

b) Fallunterscheidungen:

b1) Basis b und Basiswinkel ¢

@ > 90°: keine Losung; ¢ < 90°: genau eine Losung
b2) Basis b und Winkel w an der Spitze

w > 180°: keine Losung; w < 180°: genau eine Loésung

c) Fallunterscheidungen:
cl) Schenkel s und der Basiswinkel ¢: wie bl
c2) Schenkel s und der Winkel w an der Spitze: wie b2

d) keine Losung, wenn hg > s, genau eine Lésung, wenn hy = s, genau zwei Losungen,
wenn hy < s

42. a bis d): immer genau eine Losung
43. a) bis d) immer genau eine Losung

44. a) Ist die Ungleichung fiir die Dreiecksseiten erfiillt, so ist aus zwei gegebenen Seiten
und einer Diagonale genau ein Teildreieck konstruierbar. Fir den vierten Eckpunkt gibt
es folgende Bestimmungslinien:

Kreisbogen um zwei der Eckpunkte des Teildreiecks mit der dritten Seite bzw. der
anderen Diagonalen als Radius. Ist auch fiir dieses Teildreieck die Ungleichung fiir die
Dreiecksseiten erfiillt, so gibt es genau eine Losung.

b) Durch drei gegebene Winkel, deren Summe < 360°, ist auch der vierte Innenwinkel
des Vierecks gegeben. Aus der gegebenen Seite, einem Winkel und der gegebenen
Diagonalen Ilasst sich unter bestimmten Voraussetzungen mindestens ein Teildreieck
konstruieren.

Ist die gegebene Diagonale langer als die gegebene Seite, so gibt es genau eine Losung,
ist sie gleichlang oder kiirzer, sind weitere Fallunterscheidungen erforderlich (keine,
genau eine, genau zwei Losungen). Fiir den vierten Eckpunkt sind die freien Schenkel
zweier bekannter Winkel Bestimmungslinien. Danach hat die Aufgabe verschieden viele
Lésungen in Abhangigkeit von der GroBe der gegebenen Stiicke.

45. a) immer genau eine Losung, wenn die Summe der gegebenen Innenwinkel < 360°
ist
b) keine Losung, wenn Abstand a > Diagonale d
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genau eine Losung, wenn Abstand a = Diagonale d
genau zwei Losungen, wenn Abstand a < Diagonale d

c) und d): immer genau eine Lésung, wenn bei c) die Summe der gegebenen Winkel
< 360° und bei d) die Summe der Schenkellangen groBer als die Differenz der Langen
der beiden parallelen Seiten ist.

46. a) genau eine Losung, wenn die Ungleichung firr die Seiten des Teildreiecks erfiillt
ist

b) Fallunterscheidungen:

Ist der gegebene Winkel > 180°, so gibt es keine Losung.

Ist er kleiner als 180°, so gibt es

(1) genau eine Loésung, wenn der zum Konstruieren eines Teildreiecks benutzte Winkel
(d.h. der gegebene Winkel ¢ oder der Winkel 180° — ¢ der groBeren der gegebenen
Strecken gegenliberliegt;

(2) anderenfalls keine, genau eine oder genau zwei Lésungen.

c) genau eine Losung, wenn die Summe der Langen der beiden Diagonalen groBer ist
als das Doppelte der Lange der gegebenen Seite, anderenfalls keine Losung

47. a) keine Losung, wenn die gegebene Diagonale nicht langer als die gegebene Seite
ist,

anderenfalls genau eine Losung

b) genau eine Losung, wenn der Winkel kleiner als 180° ist

48. immer genau eine Losung
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5 Abbildungen und Funktionen

B B1: Bei einem Schulsportfest bestreiten das Finale des 100-m-Laufes 6 Schiiler. Wir
nehmen an, sie heiBen Anton, Bernd, Carsten, Dieter, Erich und Fritz.

Das Resultat des Laufes zeigt die folgende Tabelle:

Laufer A B C D E F
Platz 2 4 1 6 5 3

Tabelle 1

Von den Laufern wissen wir

Anton ist am 5. Mai geboren, er ist 1,62 m groB,
Bernd ist am 11. Januar geboren, er ist 1,64 m groB,
Carsten ist am 3. August geboren, er ist 1,61 m groB,
Dieter ist am 8. Mai geboren, er ist 1,56 m groB,
Erich ist am 5. Dezember geboren, er ist 1,70 m groB,
Fritz ist am 28. April geboren, er ist 1,67 m groB.

Ordnet man die Schiiler nach ihrer GroBe, so erhalt man die in Tabelle 2 dargestellte
Rangfolge, ordnet man sie nach ihren Geburtstagen, so erhalt man die Rangfolge der

Tabelle 3.

Schuler A B C D E F

Tab.2 52 35 6 1 2 03
Schiler A B C D E F
Platz 3 1 5 4 6 2

In allen 3 Tabellen ist eine Beziehung zwischen der Menge der 6 Schiiler S = {A,B,C,D,E F'}
und der Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 6 N = {n:n € N;0 < n < 7} her-
gestellt.

Solche Beziehungen sind Abbildungen von Mengen. Sie spielen in der Mathematik und

im Mathematikunterricht eine wichtige Rolle.

Sie haben Abbildungen bereits in den geometrischen Stoffgebieten (z. B. Planimetrie
in Klasse 6 (* [13b]), Darstellende Geometrie in Klasse 7 (* [13c]) oder Ahnlichkeit
in Klasse 8 (,* [13d]), vor allem aber auch in den Stoffgebieten Lineare Funktionen in
Klasse 8 und Potenzen und Potenzfunktionen in Klasse 9 (,* [13€]) kennengelernt.

Im folgenden sollen die aus den vorangehenden Kapiteln bekannten Begriffe und Be-
ziehungen der Mengenlehre dazu dienen, ein tieferes Verstandnis fiir den Begriff "Ab-
bildung" und den darauf aufbauenden Begriff "Funktion" sowie fiir das Arbeiten mit
diesen wichtigen Begriffen zu erreichen.
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Wie aus dem anfangs gezeigten Beispiel deutlich wird, ist dabei die Produktmenge von
Bedeutung. Die Tabelle 1 ist ja nur eine andere Darstellung der Menge

Ty = {[A;2],[B; 4], [C; 1], [D; 6], [E; 5], [F; 3]}
und es gilt: 7} C S x N.
e 1. Wiederholen Sie die Definition 6, und geben Sie Beispiele fiir Produktmengen an!
2.* Beweisen Sie die oben aufgestellte Behauptung: 73 C S x N!

3.* Schreiben Sie die Tabelle 2 als 75 und die Tabelle 3 als 75 in Mengenschreibweise
und ermitteln Sie

T NTy, Ty N Ty, Ty Ty

(Beachten Sie dabei, dass zwei geordnete Paare [a;b] und [e;d] dann und nur dann
gleich sind, wenn @ = c und b = d.)

4. Bilden Sie A x Bund B x A aus A ={1,3,5,7} und B = {2,5,8}!
5.* Bilden Sie den Durchschnitt von A x B und B x A der Mengen aus Aufgabe 4!

Mit Hilfe des Mengenproduktes A x B lasst sich nun der Begriff Abbildung von Mengen
definieren.

» D1: Jede nichtleere Teilmenge von A x B heiBt eine Abbildung aus A in B.

B B2: Die Mengen A und B seien wie folgt gegeben: A = {1,2,3}; B = {a,b}.
Die Produktmenge A x B besteht aus allen geordneten Paaren, deren erstes Glied aus
A und deren zweites Glied aus B stammt. Es gilt also:

Ax B ={[l;a],[1;0],[2;a],[2;0], [3; a], [3; b]}

Jede Teilmenge von A x B ist nun eine Abbildung aus A in B. Abbildungen sind also
Ty = {[1,(1]} oder T, = {[178)]}

T5 = {[1;a],[2;b]} oder T5 = {[1;a],[3;a]}

T5 = {[1; 4], [2; a], [3; a]} oder Ts, = {[1;a], [1; 0], [2; a] } oder T7 = {[1; V], [2;a], [3; a]}

Natirlich ist auch A x B insgesamt eine Abbildung aus A in B, dennesist A x B C
A X B,

6.* Uberlegen Sie, wieviel verschiedene Teilmengen von A x B im Beispiel 2 existieren.
Ermitteln Sie dazu die Anzahl der Teilmengen mit einem, zwei, drei, vier, fiinf und sechs
Elementen. Beachten Sie, dass auch @ C A x B gilt.

Betrachten wir die im Beispiel 2 gegebenen Abbildungen T} bis 77, so konnen wir 4
verschiedene Falle unterscheiden.

1. Bei den Abbildungen 77,7, und T} gibt es jeweils Elemente von A, die nicht als
erstes Glied eines geordneten Paares vorkommen, und es gibt jeweils Elemente von B,
die nicht als zweites Glied eines geordneten Paares vorkommen.

Entsprechend der Definition 1 sprechen wir in diesem Fall von einer Abbildung aus A
in B. (Bild 1)
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A B A B A 8
n =04} & = {0 L = {019, 4]
Bild 1 R

2. Bei der Abbildung 75 tauchen zwar alle Elemente von A als erstes Glied eines
geordneten Paares, nicht aber alle Elemente von B als zweites Glied auf. Man kann in
diesem Fall die Definition 1 verscharfen (,* D2), und man spricht von einer Abbildung
von A in B. (/ Bild 2)

I ={[10] (20 Ba)}
Bild 2 ¥on —=in

Bei den Abbildungen T3 und Tg tauchen zwar alle Elemente von B als zweites Glied
eines geordneten Paares auf, nicht aber alle Elemente von A als erstes Glied. Auch in
diesem Fall kann man die Definition 1 verscharfen (,”* D3), und man spricht von einer
Abbildung aus A auf B. (* Bild 3)

A B A )]
§ ~{l1a],2,8) 5 ={1dl (18,02 o)}
Bild 3 aus — ouf

4. Bei der Abbildung 77 treten alle Elemente von A als erstes Glied und alle Elemente
von B als zweites Glied eines geordneten Paares auf. Hier kann man eine erneute
Verscharfung der Definition vornehmen (,* D4), und man spricht von einer Abbildung
von A auf B. (Bild 4)

A 8

b = {14].(2,0] 3,q]}
Bild 4 W=

Neben der allgemeinen Definition einer Abbildung aus A in B (D1) sind also noch
folgende Spezialfalle moglich.

» D2: Ist eine Teilmenge von A x B so beschaffen, dass jedes Element von A mindestens
einmal als erstes Glied eines der geordneten Paare vorkommt, so heit sie Abbildung
von A in B.

» D3: Ist eine Teilmenge von A x B so beschaffen, dass jedes Element von B mindestens
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einmal als zweites Glied eines der geordneten Paare vorkommt, so heit sie Abbildung
aus A auf B.

» D4: Erfillt eine Teilmenge von A x B sowohl die Forderungen der Definition 2
als auch die der Definition 3 (ist sie also so beschaffen, dass jedes Element von A
mindestens einmal als erstes Glied eines geordneten Paares und jedes Element von B
mindestens einmal als zweites Glied eines geordneten Paares vorkommt), so heiBt diese
Teilmenge eine Abbildung von A auf B.

¢.* a) Bilden Sie mit den Mengen A und B aus Beispiel 2 Abbildungen von A in B!

b) Wieviel verschiedene derartige Abbildungen mit genau 3 Elementen kénnen Sie bilden
?

8.* a) Bilden Sie mit den Mengen A und B aus Beispiel 2 Abbildungen aus A auf B!
b) Wieviel verschiedene derartige Abbildungen mit genau 2 Elementen kdénnen Sie bil-
den?

9. Bilden Sie mit den Mengen des Beispiels 2 Abbildungen von A auf B!

10.* Wie viele Elemente muss eine Abbildung von A auf B (mit den Mengen A und B
des Beispiels 2) mindestens haben ?

11.* Entscheiden Sie, welcher Art die nachfolgend genannten Abbildungen sind!

a) A=1{1,3,579,11}; B={24,6,8,10,12}
T = {[3;4], [5:6], [7: 8], [11,12]}
Nach welchen Gesichtspunkten wurde T gebildet?

b) A={r:2e€N;z<10}; B={n:n e N}
T ={[x;n]:n =2}
Geben Sie diese Abbildung 7 durch Aufzahlen aller Elemente an!

c) A= {n:n e N}; B = {gerade, ungerade}

Die Abbildung T' sei die Menge aller geordneten Paare, deren erstes Element eine
natiirliche Zahl und deren zweites Element die zugehdrige Eigenschaft (gerade oder
ungerade) ist; dabei wird keine natiirliche Zahl ausgelassen.

d) A sei die Menge aller Schiiler lhrer Klasse, B die Menge aller vorkommenden Kor-
perhohen dieser Schiiler. Die Abbildung T" entstehe, indem von jedem Schiiler die Kor-
pergroBe angegeben wird. Geben Sie die Menge T an!

Entsprechend den Definitionen 1 bis 4 kénnen wir bei Abbildungen von Mengen (Teil-
mengen von A x B) vier Falle unterscheiden:

1. Abbildungen aus A in B

2. Abbildungen von A in B

3. Abbildungen aus A auf B

4. Abbildungen von A auf B

Den Zusammenhang kann man sich folgendermaBen verdeutlichen:
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Wenn 9t die Menge aller Abbildungen aus A in B und
91 die Menge aller Abbildungen von A in B und

P die Menge aller Abbildungen aus A auf B und

R die Menge aller Abbildungen von A auf B ist,

so gelten folgende Beziehungen:

N C M B C I, RNP =R

e 12. Machen Sie sich diese Beziehungen an Beispielen klar, und veranschaulichen Sie
diese Beziehungen mit Hilfe eines Mengendiagramms.

Abbildungen von A auf B sind also spezielle Falle der anderen genannten Abbildungen.
Da sie von besonderer Bedeutung in der Mathematik sind, werden wir im folgenden
hauptsachlich solche Abbildungen betrachten und nur in Ausnahmefallen auch Abbil-
dungen von A in B untersuchen.

Anmerkung: Diese Einschrankung ist auch deshalb gerechtfertigt, weil man von einer
Abbildung aus A in B stets zu einer Abbildung von A; auf B; lbergehen kann, wenn
man die Teilmengen A; C A und B; C B richtig auswahlt.

e 13.*% Gegeben sei A ={1,2,3,4,5}, B ={6,7,8,9} und T7 = {[1;7],[3;8], [5;9]}.
Bestimmen Sie A; und Bj so, dass T} eine Abbildung von A; auf Bj ist.

14.* Gegeben seien A =N und B = {n : n € N;n < 10} und die Abbildung 7" derart,
dass allen durch 3 teilbaren Zahlen genau die Zahl 3, allen durch 4 teilbaren Zahlen
genau die Zahl 4 und allen durch 5 teilbaren Zahlen genau die Zahl 5 zugeordnet wird.
a) Zeigen Sie, dass eine Abbildung aus A in B vorliegt.

b) Geben Sie A; und Bj so an, dass T eine Abbildung von A; auf By ist.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der der Eindeutigkeit einer Abbildung.

» D5: Eine Teilmenge von A x B heiBt eine eindeutige Abbildung, wenn jedes Element
von A hochstens einmal als erstes Element eines geordneten Paares vorkommt.

Ein Vergleich mit den Definitionen 2 und 3 zeigt, dass eine eindeutige Abbildung von
A auf B dann vorliegt, wenn die Teilmenge von A x B so beschaffen ist, dass jedes
Element von A genau einmal als erstes Element eines geordneten Paares und jedes
Element von B mindestens einmal als zweites Element vorkommt.

e 15.* Welche der folgenden Abbildungen sind eindeutig ? Begriinden Sie jeweils lhre
Entscheidung! A=A{zry,z};, B={1,2,34}
a) Ty = {[w; 1], [y; 4], [2; 4]}

= {2, [y 1], ly; 4], [2; 3]}

={ly; ][ H

)

c) I:

@ = {lz;
eVE—{MﬂJ ]kﬂ
f) Ts = {[z; 2

g) T7 {[.’,17, 1]7[273] [Za4]}

Betrachten wir noch 2 Beispiele fiir eindeutige Abbildungen.
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B B3: Die Abbildung bestehe darin, dass jeder rationalen Zahl ihr Betrag zugeordnet
wird.

Diese Abbildung ist eindeutig, denn jedes Element von a kommt genau einmal als erstes
Glied eines geordneten Paares vor, d. h., jeder rationalen Zahl wird genau eine rationale
Zahl zugeordnet. Dass dabei zwei verschiedenen Zahlen (entgegengesetzten Zahlen)
der gleiche Betrag zugeordnet wird, widerspricht nicht der Forderung der Eindeutigkeit.

B B4: Die Abbildung bestehe darin, dass jeder rationalen Zahl ihr Doppeltes zugeordnet
wird, auch diese Abbildung ist eindeutig.

e 16.* Geben Sie fir die Abbildungen in den Beispielen 3 und 4 eine Mengenschreibweise
an.

In beiden Beispielen handelt es sich um eine Abbildung von A auf B. Vertauscht man
jeweils in jedem Beispiel die Glieder aller geordneten Paare, so erhalt man eine Abbildung
von B auf A als Teilmenge von B x A.

e 17. Zeigen Sie, dass die Vertauschung der Glieder der Zahlenpaare bei T, in Aufgabe
15 wieder eine eindeutige Abbildung liefert.

» D6: Eine Abbildung von A auf B heiBt umkehrbar eindeutig (eineindeutig), wenn
die Teilmenge von A x B so beschaffen ist, dass jedes Element von A genau einmal als
erstes Glied und jedes Element von B genau einmal als zweites Glied eines geordneten
Paares vorkommt.

e 18. Vergleichen Sie die Definitionen 5 und 6 und zeigen Sie, an welchen Stellen
Gemeinsamkeiten bestehen und worin sich beide unterscheiden.

Eindeutige Abbildungen von einer Menge auf eine andere spielen in der Mathematik
eine groBe Rolle und haben deshalb einen gesonderten Namen. Sie heiBen - wie Sie aus
dem obligatorischen Unterricht wissen - Funktionen.

» D7: Eine Funktion ist eine eindeutige Abbildung von einer Menge A auf eine Menge
B. Dabei heiBt die Menge A Definitionsbereich und die Menge B Wertebereich dieser
Funktion.

Auf folgendes sei ausdriicklich aufmerksam gemacht:

Die Definitionen 1 bis 7 enthalten keinerlei Einschrankungen hinsichtlich der Mengen
A und B. Zwar spielen Zahlenmengen bei Betrachtungen von Funktionen eine wich-
tige Rolle - im obligatorischen Unterricht werden fast ausschlieBlich Funktionen {iber
Zahlenmengen betrachtet - die Definitionen sind aber umfassender.

AuBerdem wurde an keiner Stelle vorausgesetzt, dass die Mengen A und B verschieden
sein missen. Bei einigen Beispielen war bereits A = B.

Bevor wir auf Funktionen, wie sie aus dem obligatorischen Mathematikunterricht be-
kannt sind, naher eingehen, sollen einige Abbildungen betrachtet werden, fiir die A = B

gilt.
B B5: Es sei A = {1,2,3}. Wir betrachten alle méglichen eindeutigen Abbildungen von
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A auf sich selbst, dabei gibt es sechs Moglichkeiten. Eine davon ist z.B.
o ={[1;1], (23], [3: 2]}

Hierflir wollen wir die einfachere Schreibweise

1 2 3
2= ( 13 2 )
verwenden.

Die sechs Moglichkeiten der eindeutigen Abbildungen von A auf sich selbst sind nun:

12 3 123 123
n-(iza) » -(i3z) me(a13)

2
1

1 3 1 3 1 2 3

T4_<2 1)’ I5 _<3 2)’ T6_<321>

Bei der Abbildung 77 wurde jedes Element auf sich selbst abgebildet, eine solche Ab-
bildung nennt man identische Abbildung.

W N NN
_— N W N

» D8: Eine Abbildung T einer Menge A auf sich selbst heiBt identische Abbildung,
wenn gilt: T' = {[a;al;a € A}, d.h. wenn jedes Element von A auf sich selbst abgebil-
det wird.

Abbildungen kénnen nun miteinander verkniipft werden, indem man die durch die Ab-
bildungen entstehenden Zuordnungen nacheinander ausfiihrt. Wir wollen dies auf die
oben genannten Abbildungen 77 bis T anwenden.

B B6: Die Abbildung T, in Beispiel 5 bedeutet, dass den Zahlen 1, 2, 3 die Zahlen 1,
3, 2 zugeordnet werden.

1—1 1—1
Ty : 2 —2 T5 bedeutet 2 — 2
3—2 3—2

Fihrt man die Zuordnung nacheinander aus, so erhalt man

1—1—1
TooTy: 2—2—3
3—2—=1

die Abbildung T}.
(Bei Ty wird der "1" die "1" zugeordnet, dieser bei T3 die "2". Analog geht man bei
den anderen Zahlen vor. Das gleiche Ergebnis hatte man durch Ty erhalten.)

Es gilt also T5 o T5 = T} (gelesen: T5 verkniipft mit T5 ist gleich T}).
e 19. Zeigen Sie, dass T3 o Ty = Tj gilt!

B B7: Die Verkniipfung der Abbildungen aus Beispiel 6 ist also nicht kommutativ. Es
gilt: TQ o T3 7£ T3 o) TQ.
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Es lasst sich aber zeigen, dass eine Verkniipfung zweier beliebiger Abbildungen Tj
bis Ty stets gleich einer dieser Abbildung ist. Um eine Ubersicht zu erhalten, ist eine
Verknipfungstafel zweckmaBig.

Sie kann wie folgt angelegt werden:

T1 T2 Tg T4 T5 TG

T
Ty Ty
13 Ts

Ty
T
Ts

Das Ergebnis von Beispiel 6 (75 o T35 = T}) wurde in Zeile 2 und das Ergebnis von
Aufgabe 19 (T3 0 Ty = T5) in Zeile 3 eingetragen.

e 20.* Vervollstandigen Sie die Verkniipfungstafel!
21. Zeigen Sie, dass Ty o T,, = T, 0 Ty = T,, (fur alle n = 1,2,3, ..., 6) gilt!

» D9: Abbildungen, fir die T,, o T,, = T (1}: identische Abbildung) gilt, heiBen
zueinander invers.

e 22.* Ermitteln Sie zu jedem T, (n = 1,2, ...,6) die inverse Abbildung.

23.* Zeigen Sie unter Verwendung der Verknipfungstafel, dass
(TyoTs) 0Ty =Tho(Ts0Ty)

ist! Wie heiBt diese GesetzmaBigkeit?

Anmerkungen: Fiir die Menge 90t der in Beispiel 5 genannten Abbildungen T,, (n =
1,2,...,6) gilt:

Die Verkniipfung zweier dieser Abbildungen ist gleich einer dieser Abbildungen.

Die Verkniipfung ist assoziativ )

Die Menge 911 enthalt die identische Abbildung T7.

Zu jeder Abbildung T, existiert eine inverse Abbildung 7)!, so dass T}, o T,;! =
Tn_l oTl, =1 gl't

Eine Menge, in der eine Verkniipfung mit diesen Eigenschaften erklart ist, nennt man
eine Gruppe. Ein naheres Eingehen auf Fragen der Gruppentheorie ist hier nicht mog-
lich, Interessenten seien auf einschlagige Literatur (z. B. [1]) verwiesen.

Andere Abbildungen einer Menge auf sich haben Sie im Geometrieunterricht kennenge-
lernt. So ist jede Verschiebung, jede Drehung und jede Spiegelung - und natiirlich jede
daraus zusammengesetzte Bewegung (" [13b], S. 94ff.) eine umkehrbar eindeutige
Abbildung der Menge aller Punkte der Ebene auf sich.

Jede zentrische Streckung und - daraus folgt - auch jede Ahnlichkeitsabbildung (' [13
d], S. 29ff.) ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Menge aller Punkte der Ebene

9Das wurde nicht allgemein bewiesen.
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auf sich. (,* [13¢], S. 89ff.)

Die in der Darstellenden Geometrie verwendete Parallelprojektion ist hingegen eine ein-
deutige Abbildung der Menge aller Punkte des Raumes auf die Menge aller Punkte der
Ebene.

e 24 * Wieso ist die Parallelprojektion keine umkehrbar eindeutige Abbildung?

Sowohl die in Beispiel 5 betrachteten als auch die aus dem Geometrieunterricht bekann-
ten Abbildungen sind eindeutig und damit Funktionen. Weitere Beispiele fiir Funktionen
konnen aus dem Alltagsleben entnommen werden.

B B8: Die Abbildung der Menge der Schiiler einer Klasse auf die Menge der Platze,
durch die jedem Schiiler sein Platz zugeordnet wird, ist eine (umkehrbar eindeutige)
Funktion.

e 25.*% Welche Mengen werden abgebildet, wenn fiir das Feld eines 10000 m- Laufes
die Platzierungen angegeben werden? Ist diese Abbildung eindeutig ? Unter welchen
Bedingungen ist sie umkehrbar eindeutig ?

26. Nennen Sie weitere Beispiele fiir Funktionen aus dem taglichen Leben!

Bei den meisten Funktionen, die im obligatorischen Unterricht behandelt werden, han-
delt es sich um Abbildungen von Zahlenmengen. Dies ist dadurch begriindet, dass
derartige Funktionen fiir die Widerspiegelung wichtiger Seiten der objektiven Realitat
auBerordentlich bedeutsam sind und zu den fundamentalen Elementen der gesamten
Mathematik gehoren.

Fir die Behandlung der Funktionen ist es wichtig, eine zweckmaBige Form der Darstel-
lung zu finden.
Betrachten wir einige Beispiele.

B B9 Essei A = B = P, durch F C A Xx B, F =A{la;b] : a € Ab €
B;b = 2a + 3} ist die Funktion F' eindeutig, wenn auch vielleicht etwas umstandlich,
beschrieben.

Ublicherweise bezeichnet man nun den Definitionsbereich mit D, den Wertebereich mit
W und verwendet die Variablen x und y. Da sich bei festgelegtem Definitionsbereich
und bekannter Gleichung der Wertebereich ergibt, schreibt man kiirzer:

y =2z + 3; reD
wobei man allerdings D anzugeben hat.

Eine solche Form nennt man analytische Darstellung der Funktion. Ist der Definiti-
onsbereich die Menge aller reellen Zahlen, wird vereinbarungsgemal auf seine Angabe
oftmals verzichtet.

Dennoch ist es wichtig, zu wissen:

Die analytische Darstellung y = f(x), z € D, bedeutet, dass die Funktion F' die Menge
der geordneten Paare [z;y] mit z € D und y = f(s) ist.
W ergibt sich dann als W = {y : y = f(z) und 2 € D}.
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Insbesondere ist zu unterscheiden zwischen Funktion und Funktionswert. Letzterer be-
zeichnet ein Element der Menge V.

e 27. Schreiben Sie folgende Funktionen in vollstandiger Mengenschreibweise!
a)y=a*(z €P),b)y=—-2+7x €N), c)y=sinz(z €P),
d)y=12?—-2(z€P),e)y=1(z Pz +#0)

e 28. Geben Sie von jeder Funktion drei verschiedene Funktionswerte an!

Nicht alle Funktionen konnen auf relativ einfache Weise analytisch dargestellt werden.
Dafiir folgendes Beispiel:

B B10: A =N, B = Menge der Primzahlen

Man bildet die Abbildung F' C A x B, indem den natiirlichen Zahlen der Reihe nach
die nach der GroBe geordneten Primzahlen zugeordnet werden.

Man erhilt also F' = {[0;2],[1;3],[2;5],...}. Die Abbildung F ist eindeutig, also eine
Funktion.

Es gibt aber keinen einfachen analytischen Ausdruck fiir diesen Sachverhalt. Deshalb
muss man fir diese Funktion die oben genannte - oder eine dhnliche - Wortdarstellung
verwenden.

e 29. Stellen Sie die in Aufgabe 27. gegebenen Funktionen in Worten dar!

Eine andere Moglichkeit, eine Funktion darzustellen, besteht darin, einige geordnete
Paare anzugeben. (Bei endlichen Abbildungen - also endlichen Teilmengen von A x B
- kann man sogar alle geordneten Paare angeben.)

Dies geschieht in Form von Tabellen, man spricht deshalb von tabellarischer Darstellung
einer Funktion.

BMBll:Essei A={z:2€N;z <5}, B=Nund F ={[z;y],z € A,y € B,y =
2z + 1}
Die tabellarische Darstellung (Wertetabelle) hat folgendes Aussehen:

z|[0 1 2 3 4
y|1 3579

e 30. Stellen Sie die in Aufgabe 27. gegebenen Funktionen tabellarisch dar!

Eine besonders libersichtliche Darstellung einer Funktion ist die geometrische Darstel-
lung, auch Bild (Graph) der Funktion genannt.

Bei der geometrischen Darstellung einer Funktion verwendet man die Abbildung der
Menge P x P auf die Menge aller Punkte einer Ebene.

Durch ein Koordinatensystem wird jedem Element von P x [P, also jedem geordneten
Zahlenpaar [z;y] (mit € P und y € P) umkehrbar eindeutig ein Punkt A der Ebene
zugeordnet. Man nennt bekanntlich x die Abszisse und y die Ordinate (beide zusammen
die Koordinaten) des Punktes A.

Ublicherweise verwendet man ein spezielles Koordinatensystem, bei dem die Achsen
gleichgeteilt sind und bei dem die y—Achse um +90° (also mathematisch positiv)
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gegeniiber der z-Achse gedreht ist.

y . B B12: Die geometrische Darstellung der Funktion aus Bei-
spiel 11 besteht dann aus 5 Punkten (* Bild 5).

T

e 31.*% Gegeben sei die Funktion F' = {[z;y] : v € Ay €
P;y = 2z}. Welche Bedingung muss die Menge A erfiillen,
damit die graphische Darstellung von F' (das Bild von F)
ein Teil einer Geraden g ist?

Py
LA T T T T

af 32. Stellen Sie die in Aufgabe 27. gegebenen Funktionen
] graphisch dar!
Bild 5

33. Stellen Sie folgende Funktionen in Worten sowie tabellarisch und geometrisch dar!
(Es sei stets D = P)

a) y=a’ b) y=32°~—z ¢) y=2° d y=_(x#0)
e) y=loggz(x>0) f) y=sinx g) y=1—cosz h) y=>30E(z£0)
i) yvz(x>0) k) y=3z—4

Die in Aufgabe 33. gegebenen Funktionen gehoren unterschiedlichen Funktionenklassen
an. So sind in a), b), d) und k) rationale Funktionen gegeben, die man in ganzrationale
und gebrochenrationale Funktionen unterteilen kann.

Sonderfalle von ganzrationalen Funktionen sind lineare Funktionen, quadratische Funk-
tionen und Potenzfunktionen der Form y = 2" (n € N).

e 34.* Bilden Sie den Durchschnitt von der Menge aller Potenzfunktionen der Form
y = 2" (n € N) und der Menge aller quadratischen Funktionen!

Den rationalen Funktionen kann man nun solche Funktionen gegeniiberstellen, deren
analytischer Ausdruck zwar auch eine Gleichung in x und y mit rationalen Koeffizienten
und Exponenten ist, bei denen aber y nicht nur linear auftritt.

Solche Funktionen sind z. B.

2% + 2zy + y* = 4 oder 32%y? — day® + 523y + 6 = 0 oder

y* — 2z + 4 = 0 oder Potenzfunktionen y = 2" mit n = P

q

wobei p,q € G und g.g.T ., = 1 gilt. Diese Funktionen nennt man irrationale Funk-
tionen, bekannt sind lhnen davon die Wurzelfunktionen.

Rationale und irrationale Funktionen bilden zusammen die algebraischen Funktionen.
Ihnen kann man die transzendenten Funktionen, zu denen Winkel-, Logarithmus- und
Exponentialfunktionen gehoren, gegeniiberstellen.

Man kann fiir Funktionen folgendes Einteilungsschema angeben (Bild 6): algebraische
Funktionen transzendente Funktionen
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l algebrarsche Fun.frf.runen Lﬁumzenden te Funﬁnonm]

[—\Mhmﬂlmrxmm

Exponentialfunktionen
Logarithmusfunktionen

innationale Funktionen —| [ mmnafe Funktionen

|— Wurzelfunktionen

_gmszmmfefmtfmnyi |gfbl'ammmﬁmmﬂwkhanm]

L Lhﬂenﬂe Funktionen

quadraische funktionen
. ‘—— Potenzfunktionen der Form €N >
Bild 6 yrxinelne2

e 35. Geben Sie fiir jede Funktionsklasse zwei Vertreter an!

36. Geben Sie eine Ubersicht iiber die verschiedenen Funktionsklassen mit Hilfe der
Mengen-Teilmengenbeziehung.

5.1 Losungen - Kapitel 5

2. Sx N ={[z;y] : x € S,y € N}, alle Elemente von T} haben diese Eigenschaft,
also gilt 7 C A x N.
AuBerdem gibt es mindestens ein Element, das zu S x N und nicht zu T} gehort. Z.
B. gilt:

[A;1] € S x N und [A;1] ¢ T}

also gilt T € A x N.

3. TiNTy, ={[D;6]}, T NTs = &, ToyNTy = {[C; 5], [F; 2]}
5. Ax BNBx A={[55]}

6. 64 Teilmengen, (1+6+15+20+15+6+ 1 = 64)

7.b) 8

8.b) 6

10. 3

11. a) aus A in B, aus A wurden die Primzahlen ausgewahlt, b) von A in B, c) von A
auf B, d) von A auf B

13. A={1,3,5}, B={7.8,9}
14.b) Ay = {x : © = 3n oder x = 4n oder x = 5n und n € N}; B; = {3,4,5}
15. eindeutig sind T1,T5,T, und T;

16. B3 : Ty = {[a;b] :a e R,b € R;b = |a|}
B4:T, ={la;b] :a € R,b € R; b= 2a}
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5.1 Lésungen - Kapitel 5

20. T3 |13 T5 Ty Tg Ty Ty

22. vgl. Losung der Aufgabe 20.
23. vgl. Losung der Aufgabe 20. Assoziativitat

24. Verschiedene Punkte haben das gleiche Bild, wenn sie auf einer Projektionsgeraden
liegen.

25. Menge der Laufer in die Menge der natirlichen Zahlen. Die Abbildung ist umkehrbar
eindeutig, wenn nicht mehrere Laufer den gleichen Platz belegt haben.

3L ACP
34. D = {y = 2}, die Menge enthalt nur ein Element, die Funktion y = 22.
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