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Yorwort

Mit der vorliegenden Schrift wird die Reihe der Unterrichtshilfen fiir die zehn-
klassige allgemeinbildende polytechnische Oberschule, Fach Mathematik, fort-
gesetzt. Thre Aufgabe besteht — wie bei jeder Unterrichtshilfe — vor allem darin,
Hinweise fiir die Verwirklichung der Bildungs- und Erziehungsziele des Fachunter-
richts nach den gegenwirtig giiltigen Lehrplinen [G 9] [G 10] zu unterstiitzen, ent-
sprechend den Forderungen des IX. Parteitages der SED [G 1] [G 2] und den Er-
gebnissen des VIII. Padagogischen Kongresses der DDR [G 3]. Das betrifft sowohl
die Planung der Bildungs- und Erziehungsarbeit als auch die didaktisch-methodische
Gestaltung des Unterrichts.

Aus dieser allgemeinen Aufgabe einer Unterrichtshilfe leitet sich ab, daB die Hin-
weise zur Gestaltung des Unterrichts in den Stoffgebieten und Stoffeinheiten — wie
auch in den anderen Unterrichtshilfen — den Hauptteil der Ausfithrungen bilden
miissen, ergdnzt durch eine kurzgefaBte Darstellung wesentlicher theoretischer und
ideologischer Grundpositionen der sozialistischen Bildungs- und Erziehungskonzep-
tion, die ihren Ausdruck im gegenwirtig giiltigen Lehrplanwerk und in zentralen
Publikationen, vor allem im Buch ,,Allgemeinbildung — Lehrplanwerk — Unterricht*
[2] gefunden haben. .

Eine weitere Aufgabe einer Unterrichtshilfe ist darin zu sehen, den Lehrer zu einem
zweckvollen Studium der staatlichen Dokumente und zur rationellen Nutzung der
vorhandenen, in Form von Monographien oder Zeitschriftenartikeln vorliegenden
fachmethodischen Literatur anzuregen. Der Gebrauch der Unterrichtshilfen darf
keinesfalls ein griindliches Studium des Lehrplans und der anderen staatlichen
Dokumente fiir die Bildungs- und Erzichungsarbeit ersetzen. Das bedingt, daB die
Unterrichtshilfen in ihren Abschnitten theoretischen Inhalts den Charakter eines
Kommentars oder einer Interpretation bestimmter Ausfiihrungen in den staatlichen
Dokumenten tragen und auf Angaben in den Dokumenten verweisen, nicht aber —
in der Regel — diese Aussagen wiederholen.

In ihrer Gliederung und in ihrem duBeren Aufbau entspricht die vorliegende Schrift
nur zum Teil den Unterrichtshilfen fiir das Fach Mathematik, Klassen 4 bis 6.
Unterschiede ergeben sich besonders in den Abschnitten theoretischen Inhalts und
in den Ausfiihrungen zu den einzelnen Stoffgebieten und -einheiten.

Die Darlegungen zu den einzelnen Stoffgebieten des Unterrichts sind so aufgebaut,
daB in einem grundsitzlichen Teil (,,Vorbemerkungen*) auf die spezifischen Ziele des
Unterrichts iiber dieses Stoffgebiet hingewiesen und dabei auch gezeigt wird, welche
Leitlinien des Mathematikunterrichts besonderen Bezug zum Stoff und zur methodi-
schen Gestaltung haben.

An diese Ausfiihrungen schlieBt sich eine Ubersicht tiber den zeitlichen Ablauf des
Unterrichts ap, die den Zusammenhang zwischen dem Stoff und den wichtigsten
didaktischen Funktionen erkennen ldBt. Sie gibt in der Spalte ,,Wiederholung* Stoff
an, der im vorangegangenen Unterricht (vor allem im Unterricht vorangegangener
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Klassenstufen) eingefiihrt wurde und nunmehr zur Vorbereitung auf das Neue ins
Gedichtnis der Schiiler zuriickgerufen werden muB. Die Spalte ,,Festigung*, die der
Spalte ,,Einfiihrung® folgt, nennt jenen Stoff, der unmittelbar im Anschluf8 an seine
Einfithrung (oder nur wenig spater) griindlich und nachhaltig gefestigt werden
sollte. Die Ubersicht ist nicht als ,,Stoffverteilungsplan‘ oder als fertige thematische
Planung des Stoffgebietés zu betrachten.

Es wurde von einer Zuordnung allgemeiner oder spezieller Ziele — aber auch der
methodischen Formen des Unterrichts sowie der Unterrichtsmittel — zum Stoff ab-
gesehen, denn die Ziele sind in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten genannt.
Der logische Aufbau und die didaktisch-methodische Gestaltung des Unterrichts
werden in den Ausfiihrungen zu den einzelnen Stoffeinheiten erdrtert, diese Aus-
fiihrungen sind in Unterrichtseinheiten gegliedert (den Unterrichtseinheiten werden
die Lerneinheiten des Lehrbuchs zugeordnet). Zweck der Ubersicht ist es, lediglich
eine Grundlage, ein ,,Skelett* fiir die thematische Planung, die jedem Lehrer selbst
obliegt, zu vermitteln. Allgemeine Ausfiihrungen zur Planung des Unterrichts muB
sich eine Unterrichtshilfe ebenso versagen wie allgemeine didaktische Hinweise zur
Unterrichtsgestaltung; beziiglich der Unterrichtsplanung sei auf die Biicher »HAll-
gemeinbildung — Lehrplanwerk — Unterricht* [2] und ,,Lehrplanwerk und Unter-
richtsgestaltung® [37] sowie auf die Arbeiten von GomMm [18] [19] verwiesen.

Der Aufbau der Schrift bringt mit sich, daB grundsitzliche und allgemeingiiltige Aus-
sagen, die im Teil ,,Allgemeine Bemerkungen zum Mathematikunterricht in Klasse 9
oder in den Vorbemerkungen zu den Ausfithrungen iiber die Stoffgebiete gemacht
werden, im allgemeinen nicht mehr in den Hinweisen zu den Stoffeinheiten und
Unterrichtseinheiten wiederkehren. Das gilt z. B. fiir viele Aussagen zur allgemeinen
geistigen Bildung und zur ideologischen Bildung und Erziehung, aber auch fiir didak-
tische und methodische Erlduterungen.

Ein Problem bei der Anwendung dieser Schrift ist darin zu sehen, daB eine Unter-
richtshilfe allgemein anwendbar sein muB und deshalb auf lokale Besonderheiten
nicht eingehen kann, ja von diesen bewuBt abzusehen hat. In der vorliegenden
Schrift wurde versucht, fiir den Unterrichtsablauf einen Weg vorzuzeichnen, der all-
gemein gangbar ist und in der Regel nur geringer lokaler Modifikationen bedarf. Dieser
Weg soll auch von Lehrern beschritten werden konnen, die iiber eine nur geringe
Berufserfahrung verfiigen; andererseits soll er auch dem erfahrenen Lehrer als
Richtschnur dienen kénnen und zu schopferischer Initiative anregen. In didaktisch-
methodischer Hinsicht lehnt sich dieser Weg eng an die Konzeption des didaktisch
gut durchgearbeiteten Lehrbuchs an. In diesem Zusammenhang sei nochmals beson-
ders betont, daB die Ausfiihrungen und Hinweise in einer Unterrichtshilfe Empfeh-
lungen und Ratschlige, nicht aber obligatorische Vorgaben sind.

Die vorliegende Schrift enthdlt Angaben zu allen Stoffgebieten der Klasse 9. Im
Unterschied zu den Unterrichtshilfen fiir die Klassen 4 bis 6 werden nicht alle Unter-
richtsstunden inhaltlich beschrieben oder in Form von Stundenentwiirfen dargelegt.
Auch muB beachtet werden, daB iiber die Behandlung einiger Stoffgebiete der
Klasse 9 noch keine umfassenden praktischen Erfahrungen vorliegen und deshalb
manche Aussagen durch Ubertragung von Ergebnissen, die bei der Behandlung
anderer, ,,verwandter* Gebiete erzielt wurden, gewonnen werden muBten.
AbschlieBend sei noch bemerkt, daB eine Unterrichtshilfe von der Voraussetzung
ausgehen muB, daB der Unterricht in den vorangegangenen Klassenstufen das vom
Lehrplan geforderte Ziel erreicht hat, es also nicht mehr notwendig ist, mehr als die
zum Erfassen des neuen Stoffes erforderlichen, im Lehrplan gekennzeichneten
Wiederholungen vorzusehen (oder gar Stoffe aus vorangegang Kl ufen neu
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einzufiihren). Ebenso kann eine Unterrichtshilfe keine besonderen Hinweise fiir den
Unterrichtsablauf geben, wenn fiir ein Stoffgebiet aus zwingenden Griinden nicht die
vom Lehrplan geforderte Unterrichtszeit zur Verfiigung steht. In solchen Fillen
sollte gepriift werden, ob bei der Behandlung anderer Stoffgebiete Bildungs- und
Erziehungsaufgaben gelost werden konnen, die der Lehrplan dem von der Kiirzung
betroffenen Stoffgebiet zuordnet; das bezieht sich vor allem auf die nicht eng stoff-
gebundenen iibergreifenden Aufgaben und Ziele des Unterrichts. Im iibrigen kommt
es in solchen Fallen darauf an, sich auf die — in den Ausfiihrungen der Unterrichts-
hilfe, vor allem in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten gekennzeichneten —
erzieherischen und didaktischen Schwerpunkte zu konzentrieren.



0. Allgemeine Bemerkungen zum Mathematikunterricht in Klasse 9

0.1. Grundgedanken zur Ziel- und Aufgabenstellung

Die Ziele und Aufgaben des Mathematikunterrichts in Klasse 9 leiten sich aus der
Zielstellung des Faches Mathematik an der zehnklassigen allgemeinbildenden poly-
technischen Oberschule ab, die im Lehrplan 1970 ihren Ausdruck gefunden hat.
Sie entsprechen den besonderen Aufgaben und Bedingungen, die — im Rghmen der
allgemeinen, von den gesellschaftlichen Anforderungen bestimmten Zielstellung —
fiir die AbschfuBklassen der Oberschule gelten (vgl. [G 4]).

Zu diesen besonderen Aufgaben und Bedingungen gehort, daB das Wissen der Schiiler,
aufbauend auf den in den vorangegangenen Klassenstufen erworbenen Kenntnissen
und Einsichten, zu einem relativ abgeschlossenen, aber erweiterungs- und ausbau-
fihigen System integriert wird. Der Stoff der Klassen 9 und 10 ist nicht zuletzt
unter diesem Gesichtspunkt ausgewihlt worden. Ebenso wird in den AbschluB-
klassen die wi haftliche Wel h der Schiiler, ihre Auffassung iiber die
Natur, die Gesellschaft und das Denken erginzt, abgerundet und verallgemeinert.
Auf dieser Stufe zeigen die Schiiler erfahrungsgemiB ein reges Interesse an philo-
sophischen Fragen; vielfach reift auch erst auf dieser Stufe eine tiefere Einsicht in
die gesellschaftliche Rolle einer Wissenschaft.

Vervollkommnet wird auch dic Befihigung der Schiiler zum selbstiindigen Bildungs-
erwerb, verbunden mit der Erziehung zu einem positiven, sozialistischen Verhiltnis
zum Lernen und Arbeiten.

Die Schiiler miissen nach Beendigung des Oberschulbesuchs in der Lage sein, sich
auch unter den verinderten Bedingungen der weiterfithrenden Ausbildung erfolgreich
Bildung anzueignen und ihre Lern- und Arbeitskultur stindig zu erhdhen (die Vor-
aussetzungen, die die Schiller aus dem Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen
mitbringen, sind individuell oft sehr verschieden). Im Zusammenhang damit werden
die Schiiler zu der Uberzeugung gefiihrt, daB ihre Bildung niemals ,»abgeschlossen*
sein kann, sondern wihrend der ganzen Lebenszeit der Erweiterung und des Ausbaus
bedarf. 5

Beim Unterricht in den AbschluBklassen mii die Leb heid der
jungen Menschen besonders beachtet werden. In der Regel fallt zu dieser Zeit bereits
die definitive Berufswahl oder zumindest eine Entscheidung iiber die allgemeine
Berufsrichtung; es festigen sich die Interessen und Neigungen, auch im Hinblick
auf die anderen Lebensbereiche der Gesellschaft. Der Unterricht soll dazu beitragen,
daB die Entscheidungen der jungen Menschen mit den gesellschaftlichen Bediirf-
nissen moglichst gut iibereinstimmen, ebenso soll er individuelle Talente, die auf
dieser Stufe sich herausbilden oder in Erscheinung treten, erkennen und fordern
helfen.

Mit dieser Frage hingt die Notwendigkeit zusammen, im Unterricht der AbschluB-
klassen das allgemein Grundlegende eng mit einer differenzierten Titigkeit der einzel-
nen Schiiler oder Schiilergruppen iiber den obligatorischen Unterricht hinaus zu ver-
binden und im Unterricht selbst vielseitigen Anregungen fiir selbstindige wissen-
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schaftliche, technische, politische und kulturelle Titigkeiten zu geben. Fiir den
Mathematikunterricht bezieht sich das vor allem auf mathematische Spezialgebiete,
z. B. im Bereich der digitalen Rechentechnik, der Datenverarbeitung, der Statistik
und der Geometrie sowie auf die Anwendungen der Mathematik im Bereich der
Technik, der Okonomie und des Militirwesens (vgl. Seite 38).

In den folgenden Ausfilhrungen zu den Zielen und Aufgaben des Mathematik-
unterrichts der Klasse 9 wird, entsprechend dem Lehrplan, vor allem auf

- die mathematische Grundlagenbildung,
— die allgemeine geistige Bildung,

- die ideologische Bildung und Erziehung,
- die polytechnische Bildung

eingegangen. Weitere Bildungs- und Erziehungsaufgaben, z. B. die #sthetische Bil-
dung und Erziehung, werden hier nicht niher erdrtert, zumal kaum Spezifisches fiir
den Unterricht in Klasse 9 - im Vergleich mit dem Mathematikunterricht insgesamt — .
ausgesagt werden konnte,

Die math ische Grundlacenbild:

-4 1

Bei den Zielen, die der Fachunterricht an den all inbildenden Schulen erreichen
muB, unterscheidet die padagogische Theorie zwischen einemwenger facheigenen und
einem itbergreifenden (d. h. mehrere oder alle Unterrichtsfacher betreffenden) Aspekt
(vgl. [27]). Der enger facheigene Aspekt bezieht sich auf das Eindringen in den
sachlichen Gegenstand des Unterrichts und auf die Aneignung von Wissen, Kénnen,
BewuBtseins- und Verhaltenseigenschaften, die unmittelbar mit diesem Gegenstand
zusammenhiéngen; der iibergreifende Aspekt bezieht sich auf den Beitrag des Unter-
richts zur Formung der verschiedenen Seiten der Personlichkeit, wie zur Entwicklung
geistiger Fahigkeiten, der Weltanschauung, des moralischen Antlitzes, der emotionalen
und charakterlichen Qualititen sowie des Willens. Diesen Aspekten der Ziele -
Ziele sind in der Regel komplex, deshalb ist hier von ihren Aspekten und nicht von
besonderen Einzelzielen die Rede — entsprechen die Aufgaben, die der Unterricht
zu erfiillen hat; aus diesem Grunde werden auch enger facheigene und iibergreifende
Aufgaben des Unterrichts unterschieden.

Die wesentlichste enger facheigene Aufgabe des Mathematikunterrichts besteht in
der Klasse 9 in einer Erweiterung, Erginzung, Vertiefung und Abrundung der
mathematischen Grundlagenbildung als Vorbereitung fiir die weitere (allgemeine
oder spezielle) Bildung und fiir die Tétigkeit in den hauptsichlichen Lebensbereichen
der sozialistischen Gesellschaft. Eine fundierte und solide mathematische Bildung ist
€in notwendiger Teil der sozialistischen Allgemeinbildung; denn die Mathematik
findet heute nicht nur in den Naturwissenschaften, der Technik und der Produktion
Anwendung, sondern durchdringt immer mehr auch die gesellschaftswissenschaftliche
Forschung sowie die verschiedenen Bereiche und Formen der gesellschaftlichen
Kommunikation. Gegenwirtig héingen das Tempo der wissenschaftlich-technischen
Revolution unter den Bedingungen der entwickelten sozialistischen Gesellschaft, die
Effektivitétssteigerung der Volkswirtschaft und der weitere Fortschritt in der wissen-
schaftlichen Erkenntnis in hohem MaBe von der zunehmenden Anwendung mathe-
matischer Methoden und Verfahren ab.

Mathematische Bildung dient aber nicht allein dem Zweck ihrer unmittelbaren
Anwendung und Umsetzung in der gesellschaftlichen Praxis, sondern ist gleich-
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zeitig ein wesentlicher Faktor der allseitigen Entwicklung sozialistischer Personlich-
keiten, der Formung ihres geistigen Profils und der Bereicherung ihrer Individu-
alitat.

In der Klasse 9 wird die mathematische Grundlagenbildung der vorangegangenen
Klassenstufen nach den in den Klassen 6 bis 8 angewendeten bzw. im Ansatz erkenn-
baren Prinzipien systematisch vertieft und erweitert. Die diesbeziiglichen Ziele
werden vom Lehrplan im Vorwort, Teil ,,Ziele und Aufgaben®, in allgemeiner
Weise gekennzeichnet. Sie betreffen die fiinf Stoffgebiete der Klasse 9.

1. Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen;

2. Ungleichungen und Gleichungssysteme;

3. Potenzen und Potenzfunktionen;

4. Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen;

5. Exponential- und Logarithmusfunktionen; Rechenhilfsmittel.

Weiter konkretisiert werden die Angaben zu den Zielen der mathematischen Grund-
lagenbildung im Lehrplanteil ,,Inhalt des Unterrichts*, und zwar in den Vorbemer-
kungen zu den einzelnen Stoffgebieten (1. bis 5.) und in den Angaben zum Stoff, die
nach Stoffeinheiten (1.1. bis 5.2.) unterteilt sind. Aus den Vorbemerkungen zu den
Stoffgebieten sind vor allem die Schwerpunkte, aus den Angaben zu den Stoff-
einheiten Umfang und Abgrenzungen zu ersehen.

Beim Studium der Lehrpline sollte beachtet werden, daB sich — aus ZweckmaBigkeits-
griinden — eine Darstellungsform entwickelt hat, bei der die Einzelziele des Wissens
und des Kénnens durch Sroffangaben gekennzeichnet werden. Theoretisch gesehen
muB zwischen Ziel und Stoff (Inhalt) unterschieden werden; in einem Lehrplan, der
sowohl die Ziele als auch den Stoff nennen soll, wiirde eine Trennung von Ziel- und
Stoffangaben zwangsliufig zu Wiederholungen fiihren. Deshalb wird in den Lehr-
planen fiir die Oberschule auf eine besondere Angabe der genannten Einzelziele
neben dem Stoff verzichtet. Da die bloBe Nennung eines Stoffes noch nichts iiber
Qualitit oder Niveau des zy erreichenden Zieles (d. h. des Wissens oder Kdnnens,
der Uber 1 und Einstell 1) auszusagen vermag, sind zusitzliche An-
gaben notwendig. Im Lehrplan fiir Mathematik geht z. B. die genauere qualitative
Bestimmung des Wissens und Konnens einmal aus den Vorbemerkungen zum
Stoffgebiet, zum anderen aus einzelnen ,,didaktischen* Hinweisen im Rahmen der
Stoffangaben (z. B. ,,Einfiihrung von ...“, ,,Wiederholen von ...%, ,,Veranschau-
lichen von ...*) hervor. Besonders zu beachten ist unter diesem Gesichtspunkt, daB
bestimmte Stoffe nur ,,zur Information zu behandeln sind. Im Lehrplan sind solche
Stoffe durch Uberschrift, Kleindruck und Einzug gekennzeichnet (im Lehrbuch und
in diesen Unterrichtshilfen durch Kleindruck mit vorangestelitem Symbol ,,**).

‘Wesentliche Aspekte der mathematischen Grundlagenbildung — und auch der fach-
spezifischen geistigen Bildung der Schiiler — kommen in den inhaltlichen Leitlinien
zum Ausdruck. Es sind dies hauptséchlich die Leitlinien

— Anwenden der Erkenntnisse der Mengentheorie (,,Mengen*)
— Arbeiten mit Variablen (,,Variable*)
— Aufbau und Erweiterung der Zahlenbereiche (,,Zahlenbereichserweiterungen*)

— Arbeiten mit Gleichungen und Ungleichungen (,,Gleich und Ungl 1gen*)
- Anwendeh des Prinzips der Abbildung (,,Abbildungen*),

Nihere Erlauterungen zu diesen Leitlinien (im Hinblick auf die Ziele und den Stoff
der Klasse 9) enthilt der Lehrplan im Vorwort, Teil ,,Ziele und Aufgaben®; vgl.
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Ubersicht iiber die inhaltlichen Leitlinien des Mathematikunterrichts in Klasse 9

Stoffeinheit .~ Mengen Variable
1.1. Wiederholung und ,»Menge*, ,,Element von*,
isierung »Teil von* (Wdhg.)

Teilmengenrelationen zwischen
den Mengen der natiirlichen

Zahlen, der gebrochenen Zah-
len, der ganzen Zahlen, der ra-
tionalen Zahlen
Mengendiagramme
1.2. Reelle Zahlen Menge der rationalen Zahlen B i von M mit
und Menge der irrationalen Hilfe von Variablen
Zahlen als Teilmengen der
Menge der reellen Zahlen
-1.3. Arbeiten mit Grundbereiche von Variablen ,,Variable, ,,Term“, ,,Grund-
Variablen bereiche von Variablen*
(Wdhg.)

Umformen von Termen;
Umformen von Summen in
Produkte

Binomische Formeln
Quadratische Erginzung
Umformen von Gleichungen

Formulieren von Sachverhalten,
die in Textform gegeben sind,
mit Hilfe von Variablen und
umgekehrt

Verwenden von Variablen in
anderen Wissenschaften (z. Inf.)

2.1. Lineare Lésungsmengen von linearen Variable als Koeffizienten bei
Unglei leict mit einer Variablen | Gleichungen und Ungleichun-
(Wdhg.) gen
Lésungsmengen von linearen Formulieren von Sachverhalten,
Ungleichungen mit einer Va- die in Textform gegeben sind,
riablen mit Hilfe von Variablen
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Zahlenbereichs- Gl und U Abbildy
erweiterungen
Ubersicht iiber die Zahlen- Zuordnung Zahl — Punkt der

bereiche von den natiirli-
chen bis zu den rationalen
Zahlen

Zahlengeraden (Wdhg.)

Existenz irrationaler Punkte

auf der Zahlengeraden
Bereich der reellen Zahlen Eindeutige Abbildung der reel-
Hinweis auf den Bereich len Zahlen auf die Zahlen-
gerade

der komplexen Zahlen
(z. Inf))

Umformen von Gleichungen
Isolieren einer der in der Glei-
chung enthaltenen Variablen

»Aussage", ,,Gleichung*, ,,Un-
gleichung*, ,,erfiillen®, ,,Lo-

»Funktion* (Wdhg.)

sung*, ,,Lésungsmenge*, ,,¢in- * Lineare Funktionen (Wdhg.)
ander dquival Gleict lle einer F “
(Wdhg) (Wdhg.)

Regeln fiir das Umformen von | wy1istellen lint Funkti
Gleichungen (Wdtig) P

,,Einander dquivalente Unglei-
chungen*, , lineare Unglei-
chungen*

Regeln fiir das Umformen von
Ungleichungen
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Ubersicht iiber die inhaltlichen Leitlinien des Mathematikunterrichts in Klasse 9 (Fortsetzung)
Stoffeinheit Mengen Variable
2.2. Systeme aus zwei line- | Lineare Funktionen als Mengen | Variable als Koeffizienten bei
aren Gleict 3 Fahl Glei
(Wdhg,) Formulierung von Sachverhal-
Lsungsmengen von linearen ten, die in Textform gegeben
Gleichungen mit zwei Variablen | sind, mit Hilfe von Variablen
als Mengen von Zahlenpaaren
(Wdbg.)
= sDurchschnitt zweier Mengen*
Ldsungsmenge eines Glei-
chungssystems als Durch-
schnitt von Mengen
3.1. Potenzen Variablenbindung (Wdhg.)
3.2.F Grundbegriffe der N 1 Gr iche von Variablen
(Wdhg.) bei Potenzfunktionen
,,Funktion*, ,,Argument**,
s Funktionswert*, ,,Definitions-
bereich*, ,,Wertebereich*
(Wdhg.)
4.1. Quadrati: D i Grund- Grundbereiche von Variablen
Funktionen lagen der Lehre von den Funk- | bei quadratischen Funktionen
tionen (Wdhg.)
4.2. Quadratische Losur von Gleict Grundbereiche von Variablen
Gleichungen gen (Wdhg.) bei quadratischen Gleichungen
Binomische Formeln, quadrati-
sche Erginzung, Umformen von
Summen in Produkte (Wdhg.)
Variable als Koeffizienten bei
Gleichungen
Formulieren von Sachverhalten,
die in Textform gegeben sind,
mit Hilfe von Variablen




Zahlenbereichs-
erweiterungen

Glei und L

Systeme aus zwei linearen Glei-
chungen mit zwei Variablen

Lasungsverfahren fiir
Gleichungssysteme
Gleichungssysteme mit mehr
als zwei Variablen (z. Inf.)

Einfache Systeme aus Unglei-
und aus Gleicl
und Ungleichungen (z. Inf.)

Lineare Funktionen (Wdhg.)

Graphen von linearen Funk-
tionen (Wdhg.)

weiterun-
gen bis zum Bereich der
reellen Zahlen (Wdhg.)

U i zum K
nen von Intervallen

Mehrdeutige, eindeutige, ein-
eindeutige Abbildungen (Whdg.)

»Potenzfunktion*
»Rationale Funktion*

Darstellungsarten der Abbil-
dungsvorschrift bei Funktionen

,»Nichtrationale Funktion*
,,Umkehrfunktion* (z. Inf.)
Graphen von Potenzfunktionen

»Quadratische Funktion*
,»Nullstelle einer Funktion*
(Wdhbg.)

Graphen quadratischer Funk-
tionen

Hinweis auf den Bereich
der komplexen Zahlen
(z. Inf)

Verfahren zum Ermitteln von
Nullstellen einer Funktion
(Wdhg.)

Quadratische Funktionen
(Wdhg.)

Ouadratische Gleich o

Funk-

Fallunterscheidungen beim L&-
sen quadratischer Gleichungen
Aligemeine Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen
Diskrimi t

Wourzelsatz von VIera (z. Inf.)

tionen (Wdhg.)
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Ubersicht iiber die inhaltlichen Leitlinien des Mathematikunterrichts in Klasse 9 (Fortsetzung)

Stoffeinheit Mengen Variable

5.1. ial- und h ische Grund- Grundbereiche von Variablen
Logarithmus-~ lagen der Lehre von den Funk- | bei Exponential- und Logarith-

funktionen ‘| tionen musfunktionen

5.2. Rechenhilfsmittel Formulieren von Sachverhalten,
die in Textform gegeben sind,
mit Hilfe von Variablen

Umformen von Termen (ent-
sprechend den Erfordernissen
des Rechnens mit dem logarith-
mischen Rechenstab)

Lp 7f%). Uber die Realisierung der Leitlinien im Unterricht der Klassen 6 bis 8
informiert der Lehrplan fiir diese Klassen; vgl. [G 8], Seiten 9f. In der beigefiigten
Tabelle (Uh 12 bis 16) wird skizzenhaft darzustellen versucht, welcher Bezug zwi-
schen den hauptsichlichen inhaltlichen Leitlinien des Mathematikunterrichts der
Oberschule und den einzelnen Stoffeinheiten der Klasse 9 bésteht.

In den Tabellen auf Uh 12ff und Uh 20ff bedeutet:
Wdhg. ~ Wiederholung von Stoff aus vorangegangenen Klassenstufen;
z.Inf. —Stoff zur Information, vgl. Uh 11.

1) Verweise auf i Seiten oder Abbil dicses Buches bzw. auf andere Unterrichtsmaterialien (Lehr-
plan, Lehrbuch usw.) sind durch Abkiirzungen vermerkt. deren Bedeutung durch die folgenden Beispiele crlautert
seien.

Uh 115 ~— (Diese) Unterrichtshilfen, Seite 115

Bild 85/2 — (Diese) Unterrichtshilfen, Seite 85, Bild 2

Uh 6/10 — Unterrichtshilfen fir Klasse 6, Seite 10 o
Lp 31 — Lehrplan fir die Klassen 9 und 10, Scite 31

Lb 50 — Lehrbuch fir Klasse 9, Seite 50

Lb 30/Satz A 9 — Lehrbuch fiir Klasse 9, Seite 30, Satz A 9

Lb 100/30, 31 = Lehrbuch fiir Klasse 9, Seite 100, Aufgaben 30 und 31

Alle diese Beispiele beziehen sich auf i fur das Fach
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Zahlenbereichs- Gl und Ungleich A

erweiterungen

Gleichungen hoheren Grades,

Existenz von Losungsformeln

(z. Inf)

Quadratische Ungleichungen

(z. Inf)

Reelle Zahlen (Wdhg.) Ermitteln des Logarithmus ,,Nichtrationale Funktion*
einer Zahl a als Losung der (Wdhg.)
henden Gleich ) i
P E. ialfunktion*

b* = anach x !
,Logarithmusfunktion*

Einfache E: i ich Graphen von Exponential- und

gen Logarithmusfunktionen
Logarithmusfunktionen als Um-
kehrungen von Exponential-
funktionen (z. Inf.)

Léosen von Gleichungen ver- Ermitteln von Funktionswerten

schiedener Art mit Hilfe des Rechenstabes, von
Tafeln u, 4.

Die allgemeinbildende Funktion des Mathematikunterrichts, die Orientierung auf
eine sichere, anwendbare und erweiterungsfiahige Grundlagenbildung, driickt sich
sowohl in Stoffauswahl und Stoffbegrenzung als auch in Behandlungsweise, Auf-
fassung und Interpretation des Stoffes aus. Im Lehrplan sind diesbeziigliche kon-
krete Hinweise in den Vorbemerkungen zu den einzelnen Stoffgebieten enthalten.
Im Vergleich mit friiheren Lehrplinen fiir die Klasse 9 ist im Lehrplan 1970 vor
allem eine Konzentration auf das Mathematisch-Grundlegende erfolgt. Neu auf-
genommen wurden lineare Ungleichungen sowie als Prinzip fiir die Behandlung
aller Stoffgebiete gewisse allgemeine Methoden und Verfahren des mathematischen
Arbeitens; vgl. Uh 20ff. Demgegeniiber wurde auf manches traditionelle Bildungs-
gut verzichtet, z. B. auf Stoffe aus dem Bereich der Gleichungslehre, aus der Waurzel-
rechnung und auf das schriftliche logarithmische Rechnen. Daraus zu folgern, da
die Forderung an das Niveau des Mathematikunterrichts gesunken sei, ware falsch;
denn das Niveau des Unterrichts wird nicht allein oder in erster Linie von der
Menge des aufzunehmenden oder zu verarbeitenden Stoffes bestimmt, sondern von
der Tiefe, der Exaktheit und der Griindlichkeit seiner Behandlung, der wissenschaft-
lichen Auffassung, der Verbindung und Verflechtung mit anderen Stoffen, nicht
zuletzt vom allgemeinen intellektuellen Anspruch an die Schiiler. So gesehen, stelli
der Lehrplan 1970 sogar wesentlich hohere Niveauforderungen [2] [37].
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In diesem Zusammenhang erscheint noch eine Bemerkung angebracht. ,,Moderni-
tat“ des Mathematikunterrichts darf nicht miBverstanden werden, etwa in dem
Sinne, als ob nur die neuesten Erkenntnisse wissenschaftlicher Forschung und Lehre
unterrichtet werden diirfen. Auch in Zukunft werden im Unterricht der allgemein-
bildenden Schule mathematische Erkenntnisse behandelt werden miissen, die schon
in einem historisch frithen Stadium der Wissenschaftsentwicklung entstanden sind.
Allerdings wird dabei die Betrachtungsweise des Stoffes ,,modern‘ sein und im
allgemeinen nicht den historischen Denkweisen folgen. Das betrifft besonders die
Einordnung in gréfere Zusammenhinge und das Verhiltnis zu anderen Stoff-
gebieten. Die moderne Mathematik zeichnet sich — bei stindig fortschreitender Dif-
ferenzierung — durch eine immer enger werdende Verflechtung der Einzelgebiete und
durch die Ausarbeitung all, iner, {iber die Einzelgebiete hinausgreifender Systeme
aus. Eine solche Modernisierung des Stoffes ist im Lehrplan auch bei jenen Gebieten
vorgesehen, die sich in ihrem sachlichen Inhalt (oder Umfang) nicht wesentlich von
friiheren Lehrplinen (z. B. den Lehrplinen von 1959, den élteren prizisierten Lehr-
plinen oder den friiher giiltigen Lehrplinen fiir die Vorbereitungsklassen zum Be-
such der Erweiterten Oberschule) unterscheiden; vgl. RITTER [53].

Der Beitrag zur allgemeinen geistigen Bildung

Die geistige Bildung, besonders die Entwicklung der geistigen Fihigkeiten der
Schiiler, ist eine Aufgabe des Mathematikunterrichts, die sowohl eine enger fach-
eigene als auch eine iibergreifende Seite hat. Die staatlichen Dokumente fiir die
Bildungs- und Erziehungsarbeit, vor allem das Gesetz iiber das einheitliche sozialisti-
sche Bildungssystem [G 4], weisen nachdriicklich auf die groBe Bedeutung der
Mathematik als Quelle geistiger Disponibilitit hin.

Die speziellen, unmittelbar fachbezogenen Fihigkeiten, die im Unterricht .der
Klasse 9 zu entwickeln sind, betreffen besonders die Anwendung von Denkweisen,
Arbeitsverfahren, Methoden und Operationsvorschriften ; solche Vorschriften werden
zu einem Teil auch in algorithmischer Form gegeben.

Auch fiir diesen Bereich der speziellen unmittelbar fachbezogenen geistigen Bildung
gelten Leitlinien, die im folgenden als Leitlinien der mathematischen Methode be-
zeichnet werden sollen. Zu beachten sind hierbei vor allem die Leitlinien

- Definieren mathematischer Begriffe (,,Definieren*‘)

— Beweisen oder Herleiten mathematischer Sitze (,,Beweisen**)

~ Anwenden spezieller Verfahren zur Losung mathematischer Probleme (z. B. Riick-
filhrung auf bereits geldste Probleme, Anwenden von Regeln und Algorithmen —
,,verfahren zur Probleml§sung*)

~ Verwendung von Hilfsmitteln mathematischen Arbeitens (,,Rechentechnik*,
,,graphisches Arbeiten‘).

Diese Leitlinien werden gleichfalls in den Lehrplinen genauer dargestellt und erliu-
tert; vgl. Lp 9f; [G 8] S. 11f. Die Tabelle (Uh 20 bis 23) skizziert wesentliche Be-
ziehungen zwischen diesen Leitlinien des Mathematikunterrichts der Oberschule
und den einzelnen Stoffeinheiten der Klasse 9.

Der Lehrplan weist besonders darauf hin (Lp9), daB die Ausbildung spezieller,
unmittelbar fachbezogener Fihigkeiten ein wesentliches Mittel und ein wesentlicher
Beitrag zur Entwicklung des schopferischen Denkens und der allgemeinen geistigen
Fahigkeiten der Schiiler ist (vgl. [47]). Das bezieht sich besonders auf das logische
Folgern, auf Vergleichen, Ordnen, Gliedern, Klassifizieren, Abstrahieren, Konkreti-
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sieren, auf das funktionale und das konstruktive Denken. Im Bereich der intellek-
tuellen Operationen kommt es in den AbschluBklassen der Oberschule darauf an,
die , Verlaufsqualititen wie Sicherheit, Geschwindigkeit und Zuverldssigkeit der
hauptsichlichen Operationen weiter zu verbessern.

Im Lehrplan sind nicht nur im Teil ,,Ziele und Aufgaben* des Vorworts, sondern
auch im Teil ,,Hinweise zur methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrichts* des Vorworts wichtige Bemerkungen zu den Zielen und Aufgaben
der geistigen Bildung enthalten. Das erklirt sich aus der Tatsache, daB viele der
speziellen — und erst recht der allgemeinen — geistigen Fahigkeiten nicht so sehr an
bestimmte Stoffe, sondern in héherem MaBe an bestimmte Methoden ihrer Behand-
lung gebunden sind.

iarierende Behandl 1

Eine rein der ei Schritte eines mathematischen Beweises z. B. wiirde
kaum erreichen, daB die Schiller das Beweisen mathematischer Sitze erlernen, ebensowenig wie
das bloBe Vorzeigen der verschiedenen Rechenginge beim Arbeiten mit dem logarithmischen
Rechenstab die Schiiler zu einem si und schnellen Umgehen mit diesem Hilfsmittel befdhigen
kann,

Weitere Angaben zur Entwicklung geistiger Fahigkeiten gehen aus den Vorbemer-
kungen zu den verschiedenen Stoffgebieten hervor; auch die Angaben bei den einzel-
nen Stoffeinheiten (z. B. Hinweise iiber Einfiihrung oder Festigen einer bestimmten
geistigen Operation) lassen Schliisse auf diesbeziigliche Zielstellungen zu.

Eine Aufgabe, die besonders in den AbschluBklassen der Oberschule an Bedeutung
gewinnt, betrifft die Vervollkommnung der mathematischen Fachsprache der Schiiler.
Das bezieht sich sowohl auf den Gebrauch der richtigen sprachlichen Ausdrucksweise
und der fachlichen Terminologie (fiir Begriffe, GréBen, Zusammenhinge und
Relationen) als auch auf den Gebrauch der Symbolik.

Wie bei allen iibergreifenden Aufgaben der Bildung und Erziehung ist bei der Ent-
wicklung allgemeiner geistiger Fahigkeiten eine Koordinierung des Mathematik-
unterrichts mit anderen Unterrichtsfachern erforderlich. Das betrifft in hohem MaBe
die Entwicklung der Fahigkeit, dialektisch zu denken und die Prinzipien der Logik —
die sogar zu einem Teil im Mathematikunterricht vermittelt oder bewuBt gemacht
werden — anzuwenden. Gleichfalls ist eine Koordinierung im Hinblick auf die An-
forderungen an die Verlaufsqualititen der intellektuellen Operationen und an die
geistige Konzentration (auch an die ,,geistige Disziplin*‘) notwendig. Sehr eng — von
der Sache her - sind in dieser Hinsicht die Bezichungen zu den naturwissenschaft-
lichen Unterrichtsfachern; nicht unbeachtet bleiben sollten auch die Beziehungen
zum Sprachunterricht, die vor allem die Logik der Gedankenfiithrung und die Wahl
einer sachgerechten Ausdrucksweise betreffen.

Der Beitrag zur ideologischen Bildung und Erziehung

Zu den bedeutsamsten iibergreifenden Aufgaben des Mathematikunterrichts gehort
die ideologische, besonders die weltansghauliche Bildung und Erziehung der Schiiler.
Wie aus dem Lehrplan und den anderen schulpolitischen Dokumenten deutlich wird,
ist ein hohes Niveau der ideologischen Bildung und Erziehung der Schiiler in den
allgemeinbildenden Schulen ein entscheidendes Element der kommunistischen Er-
ziehung der Heranwachsenden. Die ideologische Erziehung schafft grundlegende Vor-
aussetzungen fiir die Entwicklung sozialistischer Personlichkeiten, die sich bei der
weiteren Gestaltung der entwickelten sozialistischen Gesellschaft und im Kampf
gegen den Imperialismus und seine Einfliisse bewahren [G 1] [G 2] [G 3].
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Ubersicht iiber die Leitlinien der m: ischen Methode im tiks icht in Klasse 9
Stoffeinheit Definieren Beweisen
1.1. Wiederholung und Definition der natiirlichen, ge-
y isierung broch ganzen und rati
v len Zahlen (Wdhg.)
1.2. Reelle Zahlen Definition ,,reelle Zahl* Beweis des Satzes iiber die
Erweiterte Definition des Wur- u].)wl;hngﬁ Bereichs der ra-
zelbegriffs OnaTe o
Indirekter Beweis der Irratio-
nalitét der Zahl x fiir x* =

1.3. Arbeiten mit Varia-

Einfache Beweisaufgaben unter
Verwenden von Variablen

2.1. Lineare Ungleichun-
£gen

2.2. Systeme aus zwei line-
aren Gleichungen

Definition ;,Lﬁsuugsmenge
eines Gleichungssystems*

3.1. Potenzen

Erweiterung des Py begriffs
durch Definition (Exponent: 0;
negative ganze Zahlen; ratio-
nale Zahlen)

ZweckmaBigkeit einer Defini-

tion, Vertréglichkeit mit ande-
ren Definitionen

P (Beweis oder
Herleitung)

Notwendigkeit von Fallunter-
scheidungen bei gewissen Be-
weisen

3.2. Potenzfunktionen

Definition des Funktionsbe-
griffs (Wdhg.)
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Verfahren zur Rechentechnik Graphisches Arbeiten
Problemlésung

Rechenoperationen mit ratio- Mengendiagramme

nalen Zahlen (Wdhg.)
Riickfiihren auf bekannte | Berechnen der Werte von Ter-
Fille bei Umformungen men mit Hilfe des logarithmi-

schen Rechenstabes
Regeln fiir das Lgsen von Graphische Lésung von line-
Sachaufgaben, die auf aren Gleichungen mit einer
lineare Gleichungen und Variablen (Wdhg.)
Ungleichungen fiihren
(Wdhg.)
Riickfithren des Lésens A den des logarithmisct Zeict von Graphen linearer
von Systemen aus zwei Rechenstabes beim Losen von Funktionen (Wdhg.)

= e linearer G Graphische Lésung von Syste-

zwei Variablen auf das
Losen von linearen Glei-
chungen mit einer Varia-.
blen.

Regeln fiir das Lésen von
Sachaufgaben, die auf Sy-
steme von zwei Gleichun-
gen fithren

men aus zwei Gleichungen mit
zwei Variablen

Rechnen unter Abtrennen von
Potenzen der Zahl 10
A den des logarith
Rechenstabes beim Rechnen
mit Potenzen

sooh

A llen von Wer

fiir Potenzfunktionen mit Hilfe
von Rechenstab und Zahlen-
tafel

von Graphen von
Potenzfunktionen mit Hilfe von
Kurvenlinealen und Schabl

fiir ausgewahlte Parabeln und
Hyperbeln
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Ubersicht iiber die Leitlinien der i fethode im tik in Klasse 9
(Fortsetzung)

Stoffeinheit Definieren Beweisen

4.1. Quadratische
Funktionen

4.2. Quadratische Definition des Begriffs der L6-

Gleichungen sung (Lsungsmenge) einer
Gleichung (Wdhg.)

5.1. Exponential- und Definition ,,Logarithmus* Indirekter Beweis des Satzes,
Logarithmus- daB es Gleichungen a* = b gibt,
funktionen die fiir positive rationale Zah-

len aund b keine rationale Lo-
sung x haben

Beweis der Irrationalitdt von
log;02

Herleiten der Logarithmen-
gesetze aus den Potenzgesetzen

5.2. Rechenbhilfsmittel

Mit dem Begriff der ideologischen Bildung und Erziechung werden hier — entsprechend
dem Gebrauch in der iiberwiegenden Mehrzahl der neueren pidagogischen Arbeiten
in der DDR - zwei praktisch untrennbare Komponenten der Personlichkeitsentwick-
lung zusammengefaBt: die weltanschauliche und die politisch-moralische. Bildung
und Erziehung (Weltanschauung und Moral gehdren, philosoplisch betrachtet, zu
den ideologischen Formen des — gesellschaftlichen wie individuellen — BewuBtseins).
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' Verfahren zur Rechentechnik Graphisches Arbeiten
Problemlésung

Verschiebung, Stauchung,
Streckung, Spiegelung am Bei-
spiel der Graphen fiir f(x) = x
und f(x) = x?

Aufstellen von Wertetabellen Zeichnen von Graphen quadra-
fiir quadratische Funktionen tischer Funktionen mit Hilfe
mit Hilfe von Rechenstab und | von Parabelschablonen
Zahlentafel

Riickfiihren der all i A den des Rech b Graphische Losung von qua-
nen Form der quadrati- und der Zahlentafel beim L&- dratischen Gleichungen
schen Gleichung auf die sen quadratischer Gleichungen
Normalform (Fallunter-
scheidungen)

Zerlegen eines Polynoms
zweiten Grades in Linear-

faktoren

Regeln fiir das Losen von

Sachaufgaben, die auf

quadratische Gleichungen

fiihren
A von Wertetabell Zeick von Graphen von Ex-
fiir Exponential- und Logarith- |, potential- und Logarithmus-
musfunktionen mit Hilfe von funktionen
Rechenstab upd Zahlentafel

Aufstellen von L& Mathematische Begriindung

plinen fiir Aufgaben ver- | des Arbeitens mit dem logarith-

schiedener Art mischen Rechenstab

Uberschlagsrechnungen, Rech-
nen unter Abtrennen von Po-
tenzen der Zahl 10

Ausblick auf weitere Rechen-
hilfsmittel

In den AbschluBklassen der Oberschule steht im Bereich der ideologischen Bildung
und Erziehung im Mathematikunterricht an hervorragender Stelle die Aufgabe, die
Schiiler zu der Einsicht zu fiihren, daB eine hohe mathematische Bildung fiir die
Erfiillung der gesellschaftlichen Anforderungen in der entwickelten sozialistischen
Gesellschaft unerlaBlich ist. In Zusammenhang damit ist es notwendig, das Interesse
der Schiiler fiir die Mathematik und ihre Anwendung zu wecken und den Willen der

23



Schiiler zur weiteren Aneignung der Mathematik zu festigen. Ebenso muB die Ein-
sicht der Schiiler in die Beziel zwischen mathematischen Erkenntnissen, ihrer
technisch-6konomischen Nutzung und den gesellschaftlichen Verhaltnissen vertieft
werden. Die Erfiillung dieser Aufgaben muB gleichzeitig dazu beitragen, den Blick
der Schiiler fiir die Perspektiven der internationalen Entwicklung des sozialistischen
Weltsystems zu Offnen, die Schiiler zum proletarischen Internationalismus, zum
sozialistischen Patriotismus und StaatsbewuBtsein zu erziehen und sie mit Optimis-
mus und Schaffenskraft fiir die Losung der gesellschaftlichen Aufgaben beim Auf-
bau der entwickelten sozialistischen Gesellschaft zu erfiillen.

Als ein wichtiges Mittel zum Erreichen dieses Zieles nennt der Lehrplan Text- und
Anwendungsaufgaben aus der Volkswirtschaft, der Technik und den anderen Lebens-
bereichen der sozialistischen Gesellschaft sowie historische und aktualisierende
Betrachtungen zu den Bezichungen zwischen Mathematik und Gesellschaft.

Bei der Formung der wissenschaftlichen Weltanschauung der Schiiler durch den
Mathematikunterricht erhalten in den AbschluBklassen philosophische Fragen der
Mathematik, ihrer Begriffe, Gesetze, Arbeitsweisen und Methoden besonderes Ge-
wicht. Viele Fragen der Mathematik und ihrer Geschichte (z. B. der Ursprung der
Mathematik; die Widerspiegelung der objektiven Realitdt in mathematischen Be-
griffen und Gesetzen; die mathematische Axiomatik; Induktion und Deduktion in der
Mathematik) er6ffnen oder erleichtern den Zugang zur dialektisch-materialistischen
Philosophie, besonders zur materialistischen Erkenntnistheorie. Die Mdglichkeit,
die Schiiler an solche Fragen heranzufiihren und die mathematischen Sachverhalte
philosophisch zu interpretieren, ergeben sich in Klasse 9 an vielen Stellen, z. B. bei
der Erorterung der Zahlenbereichserweiterungen (Erweiterung des Bereichs der
rationalen Zahlen zum Bereich der reellen Zahlen, Hinweis auf den Bereich der
komplexen Zahlen), beim Definieren und Beweisen, weiterhin beim Herausarbeiten
des mathematischen Inhalts von Sachaufgaben aus der gesellschaftlichen Praxis.

Bei solchen philosophischen Interpretationen muB den Schiilern auch bewuBt
werden, daB ihr mathematisches Wissen und Kénnen - ebenso wie die Erkenntnis
der mathematischen Wissenschaft — nichts Vollendetes und Abgeschlossenes ist,
sondern stindiger Ergédnzung und Fortfiihrung bedarf. .
Weitere Beitrige zur allseitigen Entwicklung sozialistischer Personlichkeiten, die in
gewisser Weise mit der ideologischen Bildung und Erziehung verbunden sind, werden
im Lehrplan in unmittelbarem AnschluB an die genannten grundlegenden Aufgaben
der BewuBtseinsformung angefiihrt; vgl. Lp 14. Es sind dies im besonderen

— sorgfiltiges und verantwortungsbewuBtes Arbeiten;

- Zielstrebigkeit, Willensstiirke, Beharrlichkeit;

— Sauberkeit und Ordnung (Ubersichtlichkeit) beim Arbeiten;
— kritische und selbstkritische Denkhaltung.

Die anderen schulpolitischen Dokumente weisen in diesem Zusammenhang gleich-
falls auf die Herausbildung von Aktivitit, Schopferkraft und auf die Entwicklung
einer politisch-ideologischen Motivation fiir das Lernen und fiir die gesellschaftlich-
niitzliche und produktive Arbeit hin [2].

Da die Aufgaben der ideologischen Bildung und Erziehung und der oben genannten
weiteren Bereiche der Personlichkeitsentwicklung vielfach nicht eindeutig an be-
stimmte Stoffe oder Methoden gebunden sind, wiederholt der Lehrplan die all-
gemeinen Angaben in den Vorbemerkungen zu den verschiedenen Stoffgebieten in
der Regel nicht mehr. Es muB beachtet werden, daB die iibergreifenden Aufgaben und
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die ihnen entsprechenden Ziele des Unterrichts, darunter selbstverstindlich auch
die Ziele der ideologischen Bildung und Erziehung, im Vorwort des Lehrplans,
Teil ,,Ziele und Aufgaben®, in einer verallgemeinerten, vom einzelnen sachlichen
Inhalt des Unterrichts abstrahierten Form dargestellt sind. Diese Darstellungsweise
soll vor allem ihre Verbindlichkeit fiir den gesamten Fachunterricht der Klasse
zum Ausdruck bringen. Erginzt werden diese Angaben in den Vorbemerkungen
zu den Stoffgebieten und in Bemerkungen zu Einzelstoffen (im Lehrplanteil: ,,Inhalt
des Unterrichts*), vor allem im Hinblick auf jene speziellen Aufgaben und Ziele,
die eine engere Stoff- oder Methodenbindung erkennen lassen.

Allgemeine Ausfiihrungen zu Fragen der ideologischen, vor.allem der weltanschau-
lichen Bildung und Erziehung im Mathematikunterricht sind in dem Buch ,,Welt-
anschaulich-philosophische Bildung und Erziehung im mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Unterricht (Beitrige)« [39] sowie in den betreffenden Teilen des
Buches ,,Allgemeinbildung — Lehrplanwerk — Unterricht [2] enthalten.

Weitere Hinweise zur ideologischen Bildung und Erziehung der Schiiler im Mathe-
matikunterricht konnen z.B. den Arbeiten von FANGHANEL/WEBER [14], LANGER/
TRAGER [36), RENTNER [49], ScruLz [58] und VOGEL [63] entnommen werden.

Bei einem Vergleich zwischen den Zielen und Aufgaben der Bildung und Erziet
und den Zielen und Aufgaben der geistigen Bildung wird auch deutlich, daB sich diese beiden
Bereiche zu einem Teil decken; die ideologische Bildung und Erziehung besteht bexsple]swelse in
hohem MaSge in der Vermittlung von Y( i und Einsict also in El der gei
Bildung (ei ieBlich der I hen Grundl d Dies macht deutlich, daBB die
geistige Bildung und die ideologische Bildung und Erziehung, logisch betrachtet, nicht auf der
gleichen Ebene liegen und sich das gesamte, seinem Wesen nach - ‘entsprechend der Einheit der
Personlichkeit — einheitliche Ziel der allseitigen Formung der Personli it unter hied
Aspekten betrachten lassen muB, und zwar [40]:

- unter dem Aspekt des Sachinhalts, d. h. nach den Bereichen der verall inerten und
sierten gesellschaftlichen Erfahrung bzw. der Erkenntms und Veranderung der objektiven Reahtat
(Wi haften, Kiinste, technologische und Di 5 H

~ unter dem Aspekt der gesellschaftlichen Tatigkeit des Menschen, d. h. nach den Bereichen der
gesellschaftlichen Praxis bzw. des gesellschaftlichen Seins (materielle Produktion, politische
Tatigkeit, gesellschaftliche Reproduktion ...);

- unter dem Aspekt der integralen, das Verhiltnis des Individuums zur Umwelt Mmmenden
Ziige der Pérsonlichkeit, d. h. nach den Formen des lschaftlichen bzw. indivi

seins (Well Moral, nichtideologische Formen ...);
- ume: dem Aspekt der Stmktur der Personlichkeit, d. h. nach ihren von der marxistischen Persdn-
itstheorie und Psych ie unterschei en Seiten (Intells Charakter, Willen, physi:

Eigenschaften ...).

Je nach dem Aspekt ergeben sich verschiedene Moglichkeiten der Aufgliederung des Zieles; es wxrd
deutlich, daB die geistige Bildung einer Gllederung nach den hologisch und persdnli
theoretisch unterscheidbaren Seiten der Perso keil logische Bildung und Erziehung
jedoch einer Gliederung nach den Formen des BewuBtsems entspncht.

Bei der Koordinierung der Aufgaben der ideologischen Bildung und Erziehung
zwischen dem Mathematikunterricht und den anderen Unterrichtsfachern sollte
beachtet werden, daB im Fach Staatsbiirgerkunde, das bei der ideologischen Bildung
und Erziehung eine besonders wichtige Funktion ausiibt, Themen behandelt werden,
die mit den erzieherischen Aufgaben des Mathematikunterrichts in enger Verbindung
stehen.
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Im besonderen gibt es einen Zusammenhang zwischen den Uberlegungen zum
‘Wesen und zur gesellschaftlichen Funktion der Mathematik (sowie zur Verantwor-
tung des Wissenschaftlers in der sozialistischen Gesellschaft) und der Behandlung
des Stoffgebietes ,,Der Kommunismus — das Ziel des Kampfes der internationalen
Arbeiterbewegung. Der Leninismus - der Marxismus unserer Epoche* ([G 11],
Lehrplanabschnitt 2.).

Wie auch aus dem Verhaltnis und den Beziehungen zwischen der Mathematik und
der Philosophie des dialektischen Materialismus geschlossen werden kann, hat der
Mathematikunterricht bei der ideologischen Bildung und Erziehung der Schiiler in
erster Linie die Aufgabe, zu den philosophischen und politisch-ideologischen Verall-
gemeinerungen heranzufiihren, nicht aber ,,Philosophie* zu lehren. Zum anderen
.muB er jedoch die Méglichkeiten nutzen, die im Fach Staatsbiirgerkunde (und in
anderen gesellschaftswissenschaftlichen Fachern oder Disziplinen) erworbenen oder
zumindest angebahnten philosophischen Erkenntnisse aufzugreifen. Dazu gehort
besonders das Anwenden der dialektischen Methode auf den fachlichen Gegenstand
des Mathematikunterrichts; nicht nur die gesellschaft haftlichen Facher, in
denen diese Methode vielfach an historischen Beispielen dargelegt wurde, sondern
auch die naturwissenschaftlichen Ficher haben auf verschiedene Weise, z. B. durch
die Verbindung von Experiment und Theorie (bzw. Hypothese) den Schiilern bereits
in den vorangeg K1 ufen Grundziige dieser Methode bewuBt gemacht
Allerdings darf dabei der grundlegende wissenschaftstheoretische Unterschied zwi-
schen der Mathematik als einer Wissenschaft, die sich auf bestimmte Eigenschaften
des Gesamtbereichs der Natur, der Gesellschaft und des Denkens bezieht, und den
Naturwissenschaften nicht iibersehen werden; vgl. Uh 28.

Der Beitrag zur polytechnischen Bildung

Eine weitere wichtige iibergreifende Aufgabe des Mathematlkuntemchts ist die
polytechmsche Bildung der Schiiler. Die Meisterung des haftlich-technischen
Fortschritts in der entwickelten sozialistischen Gesellschaft erfordert eine scharfere
Auspragung des polytechnischen Charakters der Oberschule, auch im Bereich des
Mathematikunterrichts [G 2] [G 3].

Zu den wesentlichen Elementen der polytechnischen Bildung im Mathematikunter-
richt in der Klasse 9 gehort die Entwicklung der Fahigkeit der Schiiler, reale Sach-
verhalte aus den verschiedenen Bereichen von Produktion und Technik zu analysieren,
das mathematische Problem herauszufinden, zu formulieren und zu lésen, sowie
die mathematische Losung auf den realen Sachverhalt wieder zu iibertragen. Aus den
Stoffgebieten iiber lineare Ungleichungen, lineare Gleichungssysteme und quadra-
tische Gleichungen sowie iiber Funktionen ergeben sich vielfaltige Sachaufgaben
und Anwendungsprobleme aus Produktion, Technik und anderen Bereichen der
gesellschaftlichen Praxis, die der Entwicklung dieser - Fahigkeiten dienlich sein
konnen. Der Lehrplan fordert ausdriicklich die Behandlung solcher Aufgaben
(Lp 13f). Das Arbeiten an solchen Aufgaben und Anwendungsproblemen muB auch
helfen, die Einsicht der Schiiler in die Bedeutung der wissenschaftlich-technischen
Revolution unter den Bedingungen der entwickelten sozialistischen Gesellschaft zu
vertiefen.

Mit der polytechnischen Bildung ist die Erziehung der Schiiler zu einer positiven,
sozialistischen Einstellung zur Arbeit — und zum weiteren Bildungserwerb im Interesse
eines hoheren Effekts der Arbeit — unmittelbar verbunden.
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Als weitere Zielstellungen, in denen ein Beitrag zur polytechnischen Bildung der
Schiiler zum Ausdruck kommt, sind anzusehen:

— Sicherheit und Schnelligkeit im Rechnen, einschlieBlich des Rechnens unter Ab-
trennen von Potenzen der Zahl 10 und unter Anwenden praktisch gebrauchlicher
Hilfsmittel (logarithmischer Rechenstab, Tafeln, Graphen);

— Genauigkeit im graphischen Arbeiten, verbunden mit Sicherheit in der Anwendung
gebrauchlicher Zeichenhilfsmittel (Zirkel, Zeichendreiecke, Schablonen);

— analytisches und technisch-konstruktives Denken;

- funktionales Denken;

— Raumvorstellungs- und Raumdarstellungsféhigkeit;

— kritische Einstellung zu den Ergebnissen der eigenen Arbeit.

Aus dieser Ubersicht geht hervor, daB die Elemente der polytechnischen Bildung zum iiberwiegen-
den Teil El der i Gr der geistigen Bildung und der ideolo-
gischen Bildung und Erzichung betreffen und sich mit Aufgaben und Zielen in diesen Bereichen
weitgehend decken. Das ist aus dem Umstand zu erkliren, daB die polytechnische Bildung eine
Aufgabe ist, die sich aus der Forderung nach allseitiger Formung der Personlichkeit unter einem
anderen Aspekt ergibt als die geistige oder die ideologische Bildung und Erziehung: aus dem Aspekt
der gesellschaftlichen Titigkeit des Menschen bzw. der iche des Ischaftlichen Seins.

Im Lehrplan fiir die Klassen 9 und 10 sind - im Unterschied zum Lehrplan fiir die
Klassen 6 bis 8 [G 8] — die Aufgaben und Ziele der polytechnischen Bildung nicht
in einem gesonderten Kapitel oder Abschnitt des Vorworts genannt, sondern in die
Aussagen zur mathematischen Grundlagenbildung, zur geistigen Bildung und zur
ideologischen Bildung und Erziehung eingearbeitet. Viele dieser Aussagen sind nicht
im Vorwort (in Teil ,,Ziele und Aufgaben*), sondern im Teil ,,Inhalt des Unterrichts®,
in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten und in den Angaben zu den Stoffein-
heiten formuliert. Es wire falsch, aus dem Fehlen eines besonderen Abschnitts
iiber die polytechnische Bildung im Teil ,,Ziele und Aufgaben* des Lehrplanvorworts
zu folgern, daB diese wichtige Aufgabe des Unterrichts der allgemeinbildenden
Schule in den Klassen 9 und 10 nur von untergeordneter Bedeutung sei.

Das Erreichen der Ziele der polytechnischen Bildung ist sowohl vom Stoff als auch
von der Methode wesentlich abhéngig. Daraus ergibt sich, daB sich auch in den Vor-
bemerkungen zu den einzelnen Stoffgebieten, in den Angaben zum Stoff und im
Teil des Vorworts ,,Hinweise zur methodischen und organisatorischen Gestaltung
des Unterrichts* Bemerkungen zu den Zielen und Aufgaben der polytechnischen
Bildung finden.

In den AbschluBklassen der Oberschule treten auch im Mathematikunterricht
Fragen der Berufsorientierung und Berufslenkung der Schiiler in den Vordergrund.
Wenngleich der Mathematikunterricht in dieser Hinsicht keine solchen Moglich-
keiten wie der polytechnische Unterricht hat, so besteht doch eine wesentliche Auf-
gabe des Mathematikunterrichts darin, alle Schiiler auf die Bedeutung der Mathe-
matik und ihre Anwendung in den vielféltigen technischen Berufen und in anderen
Arbeitsbereichen hinzuweisen, die mathematisch talentierten und interessierten
Schiiler aber fiir eine ,,mathematikintensive* spezielle Ausbildung zu gewinnen.
Das betrifft sowohl Berufe, fiir die das Abitur und ein Mathematikstudium erforder-
lich sind (dabei sollte auch an den Nachwuchs an Mathematiklehrern fiir die ver-
schiedenen Einrichtungen des Bildungssystems gedacht werden), als auch Berufe auf
dem Niveau des Facharbeiters (technische Rechner, andere Funktionen im Bereich
der Datenverarbeitung, technische Zeichner). Besondere Aufmerksamkeit ist dabei
den Midchen zuzuwenden. ErfahrungsgemaB gibt es mehr mathematisch begabte
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Midchen als oftmals angenommen wird; hmal ist bei Méadchen das Interesse
fiir die Mathematik stirker mit dem Interesse fiir Philosophie, Logik und Okonomie
als mit naturwissenschaftlich-technischen Interessen verbunden. Der SchluB, daB
eine Neigung fiir Naturwissenschaften und Technik ,,automatisch* ein positives
Verhiltnis zur Mathematik nach sich zieht (oder umgekehrt), wire unberechtigt.
Erfahrungen besagen ferner, daB nicht selten die Interessen fiir Mathematik und
Musik korrelieren.

Die Koordinierung des Mathematikunterrichts mit anderen Unterrichtsfachern im
Hinblick auf die polytechnische Bildung betrifft natiirlich in erster Linie den poly-
technischen Unterricht. AuBer den genannten erzieherischen Aufgaben sollten dabei
die Fragen beachtet werden, die sich aus der Anwendung mathematischer Erkennt-
nisse und Methoden im polytechnischen Unterricht ergeben, oftmals folgt aus dem
Gegenstand des polytechnischen Unterrichts ein Ansatzpunkt fiir die Einfiihrung
in ein neues Stoffgebiet der Mathematik. Hinsichtlich der polytechnischen Bildung
ist auch eine Koordinierung zwischen dem Mathematikunterricht und den natur-
wissenschaftlichen Unterrichtsfachern, vor allem dem Physikunterricht, erforderlich.
Im Physikunterricht z. B. werden in der Klasse 9 Mechanik und Elektrizititslehre
behandelt; der Lehrplan fiir dieses Fach sieht das Losen verschiedenartiger quanti-
tativer Aufgaben aus den Anwendungsbereichen der Physik, in erster Linie aus
Produktion und Technik, vor.

0.2. Allgemeine didaktische und methodische Probleme

Vom fachlich-mathematischen Aspekt ist fiir den Unterricht in den Klassen 9 und 10 -
wie auch in den anderen Klassen — bedeutsam, daB die Mathematik als Wissenschaft
in den letzten Jahrzehnten ihr Antlitz wesentlich gedndert hat. Die Mathematik er-
fuhr vor allem in ihren philosophischen und logischen Grundlagen sowie in ihren
Methoden eine tiefgreifende Wandlung. Sie wurde ,,abstrakter* und ,,allgemeiner*.
Diese Tendenz sollte sich auch in der Methode des Mathematikunterrichts in den
allgemeinbildenden Schulen widerspiegeln. Das bedeutet unter anderem, bei den
Schiilern schon friihzeitig das Verstindnis fiir mathematische Definitionen und
Beweise zu wecken und im Unterricht der Anschauung sowie der (unvollstindigen)
Induktion eine nur heuristisch-vorbereitende Funktion (besonders als Quelle fir
Vermutungen oder Behauptungen) zuzuerkennen; vgl. Leitlinien der mathematischen
Methode, Uh 20 bis 23." Zweifellos sind heute in Theorie und Praxis des Mathe-
matikunterrichts ein ,,naturwissenschaftlich-induktivistisches* Vorgehen und Metho-
den, welche sich auf mechanische manuelle Tatigkeiten ohne entsprechende gedank-
liche Durchdringung griinden, im Prinzip iiberwunden; die Erkenntnis, daB sich die
Mathematik von den Naturwissenschaften nicht nur in ihrem Gegenstand, sondern
auch in ihren Methoden wesentlich unterscheidet, diirfte sich aber noch nicht iiberall
voll durchgesetzt haben [39].
Vom pidagogischen Aspekt aus zeigt der Unterricht in den Klassen 9 und 10 jedoch
gewisse Besonderheiten, die ihn sowohl vom Unterricht in den vorangegangenen
Klassenstufen, auch in den Klassen 7 und 8, als auch von den Lehrveranstaltungen in
+den weiterfithrenden Bildungseinrichtungen — einschlieBlich der Erweiterten Ober-
schule — unterscheiden. Diese Besonderheiten sind nicht nur von den speziellen Zielen
und vom konkreten Inhalt der Bildung und Erziehung in den AbschluBklassen der
Oberschule, sondern auch von den Bedingungen, die den Absolventen der Ober-
schule in den verschiedenen Lebensbereichen der sozialistischen Gesellschaft ent-
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gegentreten, und von den allgemeinen und individuellen Entwicklungseigentiimlich-
keiten der jungen Menschen abhingig.

Der Lehrplan widmet den Gestaltungsfragen des Unterrichts einen besonderen
Abschnitt des Vorworts (,,Hinweise zur methodischen und organisatorischen Ge-
staltung des Unterrichts*). In diesem Abschnitt werden vor allem die grundlegenden,
fiir alle Stoffgebiete der Klassen 9 und 10 giiltigen Hinweise gegeben. Weitere, in
der Regel speziellere methodische Bemerkungen enthilt der Lehrplanteil ,,Inhalt
des Unterrichts* in den Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten. AuBer diesen Aus-
fiihrungen lassen auch die Angaben zu den einzelnen Stoffeinheiten Schliisse auf die
methodische Gestaltung des Unterrichts zu. Bei den Stoffangaben wurde im Lehr-
plan fiir Mathematik vielfach eine ,,didaktisierte” Form gewihit, z. B. ,,Einfiihrung
in ...*, ,,Wiederholung von ...“. Wenn dort nur eine thematische Angabe getroffen
wird, so bedeutet das in der Regel die Neueinfiihrung des Stoffes, verbunden mit
jenem Grad der Festigung, der unmittelbar im AnschluB an die Neueinfiihrung —
und zwar in der verfiigbaren Zeit — erreicht werden kann.

Besondere Bedeutung miBt der Lehrplan der Kontinuitit der Bildungs-und Erziehungs-
arbeit, und damit auch der Kontinuitit der methodischen Gestaltung des Unter-
richts, bei; vgl. Lp 16. Er fordert ein Aufgreifen, Verarbeiten, Systematisieren und
Anwenden frither erworbenen Wissens und dessen Verkniipfung mit dem neu zu
erwerbenden. Eine wertvolle Hilfe, die methodische Kontinuitit des Mathematik-
unterrichts zu sichern, geben die inhaltlichen Leitlinien (vgl. Uh 12 bis 17) sowie
die Leitlinien der mathematischen Methode (vgl. Uh 20 bis 23). Diese Leitlinien
nennen wichtige Aspekte, unter denen auch Wiederholung und Systematisierung
frither behandelten Stoffes effektiv gestaltet werden konnen. Uber didaktisch-
methodische Grundsitze des Unterrichts (z. T. mit dem Charakter von Leitlinien)
geben spezielle Arbeiten (z. B. KAISEr [29], ScHuLz [59] und WIESEMANN [70])
Auskunft.

Das besondere Gewicht der Verarbeitung friiher behandelten Stoffes und der Syste-
matisierung des Wissens in den AbschluBklassen spiegelt sich auch in der Auswahl
der Stoffgebiete und Einzelstoffe fiir diese Klassen wider.

Ebenso wichtig wie die Systematisierung innerhalb der einzelnen Stoffgebiete ist
das Aufdecken der Zusammenhiinge zwischen den groBeren Gebieten der Mathematik
und anderen Wissenschaften. Dabei spielen Probleme der Anwendbarkeit und der
Anwendung der Mathematik eine wesentliche Rolle. Der Gesichtskreis der Schiiler
muB sich in den Klassen 9 und 10 in bezug auf die Zusammenhénge zwischen den
einzelnen Teildisziplinen der Mathematik ebenso wie zwischen der Mathematik
und den anderen Wissensbereichen entscheidend erweitern; der Unterricht in den Klas-
sen 9 und 10 hat eine alle Facher erfassende integrative Funktion. Bei den Schiilern
darf nicht der Eindruck entstehen (oder bestehen bleiben), als ob zwischen den Un-
terrichtsfichern und den entsprechenden Wissenschaften Trennwinde bestinden.
Besonderes Gewicht legt der Lehrplan auf die Anwendung von Unterrichtsmethoden,
welche die Aktivitiit und Selbsttiitigkeit der Schiiler bei der Aneignung und Anwendung
des Wissens und Konnens férdern und die Schiiler zu schopferischem Denken, zu
produktiver geistiger Titigkeit befdhigen (Lp 16). Hierzu gehéren sowohl ,,for-
schende* Methoden (Aufsuchen des Ldsungsweges bei Problemen verschiedener
Art, einschlieBlich mathematischer Beweisginge, Uberpriifung von Problemlésungen,
Anwenden heuristischer Methoden und Regeln) als auch das Aufsuchen des ratio-
nellsten Weges beim Lésen von Aufgaben (dazu gehdren auch Fille, bei denen das
Verfahren abgekiirzt werden kann). Uber die Entwicklung schopferischer geistiger
Fihigkeiten beim Losen von Aufgaben informiert z. B. eine Arbeit von PoLLok [47].
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In diesem Zusammenhang sei auf die Notwendigkeit hmgewnesen, die Schiiler an
die didaktischen und methodi: Eigenheiten der Arbeit in den anschliefienden
Bildungseinrichtungen und an die gesellschaftllch allgemein gebriuchlichen Methoden
des Bildungserwerbs heranzufiihren. Das bedeutet vor allem, die Schiiler zu befahigen,
dem Unterricht und der praktischen Ausbildung in den berufsbildenden Einrich-
tungen, dem Unterricht an der Erweiterten Oberschule sowie den betrieblichen und
offentlichen Bildungsveranstaltungen (z. B. in der Betriebsakademie, der Volkshoch-
schule und.im Rahmen der Urania) nutzbringend folgen zu konnen.

Dabei wire unbedingt zu beachten, daB im Berufs-, Fach- und Hochschulwesen
sowie in der Erwachsenenqualifizierung (einschlieBlich der Ausbildung in den Streit-
kriften) der programmierte Unterricht bzw. programmierte (eigentlich program-
mierende) Studienmaterialien an Bedeutung gewinnen und in den néchsten Jahr-
zehnten wahrscheinlich weit verbreitet sein werden. Auch Anlagen der Datenver-
arbeitung werden in Zukunft voraussichtlich in gréBerem Umfang im Dienst der
Bildung und des Lernens in den genannten Einrichtungen stehen (zum Beispiel
,,Tutoren* und ,,Examinatoren®). Dafiir sollten im Unterricht der allgemeinbilden-
den Schule heute schon gewisse Voraussetzungen geschaffen werden. Sie konnen
z. B. in der Arbeit nach (z T. algorithmischen) Vorschriften oder im BewuBtmachen
der logischen Struktur eines fachlichen Wi genstandes bestehen. Beispiele fiir
einfach und ubersichtlich aufgebaute Buch- und Heftprogramme geben zahlreiche
Materialien fiir die Qualifizierung der Werktitigen. Auf Einzelheiten soll hier nicht
eingegangen werden, es sei auf die diesbeziigliche Fachliteratur verwiesen.

An dieser Stelle wire auch zu bemerken, daB manche Schiiler mehr an gewohnte
Lehr- und Lernmethoden gebunden sind als andere; jene kénnen sich oft nur lang-
sam neuen Methoden anpassen, bei diesen ist nicht selten eine gewisse ,,Methoden-
resistenz* festzustellen, d.h., bei ihnen hdngen Lernergebnis und Lernerfolg all-
gemein nur wenig von den Unterrichtsmethoden ab (dafiir aber mehr von den per-
sonlichen Interessen am Gegenstand und von der Logik der Stoffolge).

Dieser Umstand ist fiir den Unterricht in den Klassen 9 und 10 sehr bedeutsam,
denn die Vorbereitung auf den weiterfiihrenden Bildungserwerb macht es erforder-
lich, allen Schiilern eine gewisse ,,Methodenresistenz* anzuerziehen, d.h. sie zu
befahigen, nach verschiedenen Methoden zu lernen, zu arbeiten und sich rasch in
ungewohnte Methoden einzufinden. Ein Mittel fiir diese Befdhigung ist ein ver-
niinftiger Wechsel aller jener Methoden im Unterricht, die Aktivitit und Selb-
stindigkeit von Schiilern erfordern und die die Realisierung der Ziele der betref-
fenden Unterrichtseinheit am besten erméglichen (nicht aber ein Methodenwechsel
,»um jeden Preis* oder mit dem einzigen Ziel, den Unterricht , kurzweilig® zu ge-
stalten).

Ein wesentliches Merkmal des Unterrichts in den Klassen 9 und 10 ist die im Ver-
gleich mit den Klassen 7 und 8 héhere Selbstindigkeit und Eigenverantwortlichkeit
der Schiiler beim Lernen und Arbeijten. Selbstindigkeit und Eigenveramtwortlich-
keit der Schiiler setzen entsprechende Forderungen, aber auch Anleitung und Hilfe
durch den Lehrer voraus. Ohne Anleitung und Befihigung konnen auch iltere
Schiiler — bei bestem Willen — den Anspriichen an das weitgehend selbstindige
Lernen nicht gerecht werden; Forderungen allein — und die Feststellung, daB das
Ergebnis nicht erreicht wurde - sind nutzlos, sie fiihren hochstens zu Konflikten
und konnen negative erzieherische Auswirkungen haben. Die Erziehung zu Selb-
stindigkeit macht notwendig, die Schiiler mit den Methoden und Mitteln der geistigen
Arbeit, vor allem mit Elementen der systematischen Heuristik und mit dem Gebrauch
von Wissensspeichern verschiedener Art (Nachschlagewerke, Tabellen, Formel-
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sammlungen u. 4.) vertraut zu machen. Ebenso ist es notwendig, den Schiilern die
Methoden und Verfahren der Selbstkontrolle ihrer Lern- und Arbeitsergebnisse
nahezubringen; dies bietet sich im Mathematikunterricht vom Stoff her unmittel-
bar an (Rechenproben durch Umkehroperationen, Proben durch andere Rechen-
wege oder Riickrechnung, geometrische Uberpriifung arithmetischer, algebraischer
und analytischer Operationen, Zeichenkontrollen und Genauigkeitsproben in der
Geometrie u. a. m.; vgl. HERZOG [25]).

Weiterhin orientiert der Lehrplan auf die Einbeziehung vielfiltiger ‘Ubungen in den
Unterricht, darunter auch auf die ,,tiglichen Ubungen* (meist zu Beginn der Unter-
richtsstunde). Diese ,,taglichen Ubungen® sollten keinesfalls gering geschitzt oder
als fiir die Oberstufe unangemessen angesehen werden; vgl. ROSEL [54].

Zu den methodischen Problemen, denen im Mathematikunterricht der AbschluB-
klassen besondere Aufmerksamkeit gewidmet werden sollte, gehort die Arbeit mit
dem Lehrbuch (genauer: dem Lehrteil des Lehrbuchs) und mit Formelsammlungen;
vgl. [32], [41], [62]. Das Lehr- bzw. Fachbuch gewinnt in den weiterfiihrenden Bil-
dungseinrichtungen auch fiir die mathematische Ausbildung an Bedeutung; es
erginzt in diesen Einrichtungen die - vielfach als Vorlesung gestaltete — Darbietung
des Stoffes und erméglicht dessen Wiederholung und Festigung. Die Vorbereitung
der Schiiler auf den Besuch weiterfiihrender Schulen ist zu einem wesentlichen Teil
als Befahigung zum Lernen bzw. Studieren nach Lehr- und Fachbiichern zu ver-
stehen.

Bei der Einfithrung der Schiiler in das selbstindige Arbeiten mit dem Lehrbuch
sollte beachtet werden, daB sich ein Lehrbuch in seinem logischen Aufbau oft sehr
stark von einer miindlichen Darlegung des Stoffes im Unterricht unterscheiden kann.
Selbst wenn die Lehrbuchtexte weitgehend ,,methodisiert* sind, bleibt der Unter-
schied, der besonders in der hohen Informationsdichte und in der geringen Redundanz
eines Lehrbuchtextes (,,kein Wort zuviel*) begriindet ist, bestehen. Auch ist ein
Lehrbuch stellenweise in ,,mathematischer Kurzschrift geschrieben, d.h. die
Niederschrift des Sachverhalts mittels standardisierter Wendungen, Symbole und
Kurzzeichen herrscht vor. Daraus folgt, daB ein mathematisches Werk schwerer zu
studieren ist als eine Publikation einer anderen Wissenschaft — wenn die mathe-
matische Fachsprache und die ,,mathematische Kurzschrift nur ungeniigend be-
herrscht werden. Die Einfiihrung in die Arbeit mit dem (mathematischen) Buch
steht also in enger Verbindung mit dem Uben von Ausdruck, Terminologie und
Symbolik der Mathematik. Einen wesentlichen Zugang zum Verstindnis der mathe-
matischen Ausdrucksweise bildet der Variablenbegriff. Uber den in Anbetracht dieser
Problematik bedeutsamen Zusammenhang zwischen der logischen und der sprach-
lichen Bildung im Mathematikunterricht gibt z. B. eine Arbeit von WALSCH [64]
Auskunft; vgl. auch Bock und WALSCH [6].

Das Vorwort des Lehrplans enthlt im Teil ,,Hinweise zur methodischen und organi-
satorischen Gestaltung des Unterrichts auch Angaben iiber die Durchfiihrung
von miindlichen Kontrollen, schriftlichen Kurzkontrollen und Klassenarbeiten; vgl.
Lp 17. Besonderes Augenmerk verdient der Hinweis des Lehrplans, daB bei solchen
Arbeiten nicht nur Einzelwissen und einzelne Fertigkeiten kontrolliert,’ sondern
auch die Beherrschung komplexer Arbeitsverfahren, das Vermdgen, ein mathe-
matisches Problem zu 16sen, und das Verstindnis fiir mathematische Zusammen-
hénge iiberpriift werden miissen.

Grundsitzlich sollte bei jeder Kontrolle — und das gilt auch fiir die Klassen 9 und 10 -
beachtet werden, daB sie nicht nur der Bewertung der Leistung oder des erreichten
Standes der Personlichkeitsentwicklung dienen, sondern auch den Ansatzpunkt fiir
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die weitere Bildungs- und Erziehungsarbeit genauer bestimmen soll. Ihre Ergebnisse
sind damit wichtige ,,FiihrungsgroBen‘ im Unterricht. Damit ist auch gesagt, daB
nicht jedes Resultat einer Kontrolle mit einer Zensur bewertet werden muB. Eine
Vielzahl von ,,Zensierungssituationen* im Unterricht wire ebenso schadlich wie
das andere Extrem; sie verleitet die Schiiler leicht zu Spekulationen.

Bei Priifungen, die in erster Linie der Bewertung der Leistungen der Schiiler dienen,
sollte konsequent der Grundsatz gelten, daB vor allem festzustellen ist, was der
Schiiler wei und kann, und in welchem Verhiltnis das zu den Anforderungen im
Lehrplan steht. Bei den Kontrollen, deren Hauptaufgabe die genauere Prazisierung
des Ansatzpunktes fiir die weitere Bildungsarbeit ist und deren Ergebnis nicht
zensiert wird, kann und soll vor allem ermittelt werden, wo noch Mingel im Wissen
oder in der Beherrschung bestimmter Operationen bestehen. Die weit verbreitete
Praktik, bei Priifungen in erster Linie Liicken aufzuspiiren und vor allem diese
(negativ) zu bewerten, fiihrt stets zu erzieherisch unliebsamen Folgen fiir die be-
treffenden Schiiler und in der Regel auch fiir das Klassenkollektiv.

Uber Probleme der Kontrolle und Bewertung von Schiilerleistungen unterrichten
die Arbeiten von KEGEL und NEIGENFIND [30] sowie von WENDT [68] und ZoLL [74].
Besondere Angaben zum Inhalt und zu den Formen der Kontrolle bei der Behand-
lung der einzelnen Stoffgebiete enthalten die Ausfiihrungen iiber die Stoffgebiete.
Zur hiuslichen Arbeit der Schiiler macht der Lehrplan keine speziellen Aussagen.
Wenn auch das Fach Mathematik zu jenen Unterrichtsfichern gehért, in denen
hiusliche Arbeiten der Schiiler unerldBlich sind, so sollten doch diese Arbeiten,
besonders die schriftlichen, in den Klassen 9 und 10 umfangsméBig begrenzt werden,
so daB die Schiiler fiir die Ausfiihrung nur ein Minimum an Zeit aufzuwenden brau-
chen. Die falsche Auffassung, da die Unterrichtsstunde der Vermittlung und der
Kontrolle, die hiusliche Arbeit aber der Festigung des Stoffes dienen sollte, diirfte
in der Praxis weitgehend iiberwunden sein. Uber die Festigung des Gelernten infor-
mieren zahlreiche spezielle Arbeiten, darunter der Aufsatz von RoseL [54].

Bei der Planung des Unterrichts ist auch zu beachten, daB3 Schiiler Arbeitsgemein-
schaften nach Rahmenprogrammen mathematischen Inhalts besuchen kénnen; solche
Schiiler sollten im Interesse des Unterrichtserfolgs der ganzen Klasse spezielle Auf-
triage erhalten (vg] Uh 38).

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB8 — wie auch im | Vorwort des Lehrplans
bemerkt wird — die zeitliche Gliederung des Unterrichtsstoffs im Lehrplanteil ,,Inhalt
des Unterrichts* fiir die Klasse 9 auf 30 Wochen als Berechnungsgrundlage bezogen
ist. Das bedeutet, daB im Rahmen dieses Zeitvolumens auch Festigung, Wieder-
holung und Systematisierung des Stoffes sowie die Kontrollen geplant werden miissen
(im Unterschied zum Lehrplan fiir die Klasse 10 gibt der Plan fiir die Klasse 9 keine
besonderen Stunden fiir spezielle MaBnahmen der Festigung und Systematisierung
des in dieser Klasse neu einzufiihrenden Stoffes an). Die restliche Unterrichtszeit,
die nach den lokalen Gegebenheiten und von Schuljahr zu Schuljahr verschieden
sein kann (sie betréigt in der Regel etwa 3 bis 5 Wochen), steht zur Verfiigung des
Lehrers. Sie dient in erster Linie der weiteren Festigung des Stoffes, dem Ausfiillen
von Liicken im Wissen und Kénnen der Schiiler (z. B. durch Krankheit von Schiilern
oder Lehrern verursacht) sowie dem Anwenden des erworbenen Wissens und Konnens
auf lokale Probleme (z. B. Anwendungen in der &rtlichen Wirtschaft). Es ist zu emp-
fehlen, die Zeit zur Verfiigung des Lehrers nach den Erfordernissen der Schule oder
Klasse den einzelnen Stoffgebieten zuzuteilen, nicht aber ,.en bloc* an das Schul-
jahresende zu legen. Vielfach wird in dieser Verfiigungszeit eine differenzierte Tatig-
keit der Schiiler ratsam sein.
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0.3. Ubersicht iiber den Mathematiklehrgang der zehnklassigen
allgemeinbildenden polytechnischen Oberschule

Der Mathematikunterricht der zehnklassigen allgemeinbildenden polytechnischen
Oberschule umfaBt Stoff aus verschiedenen Gebieten und Disziplinen der Mathe-
matik, vor allem aus !

— der Arithmetik,

— der elementaren Algebra,

— den Elementen der Analysis,

- der synthetischen Geometrie,

— der darstellenden Geometrie,

— der ebenen Trigonometrie,

— der Flichen- und Rauminhaltsberechnung.

In den weiterfiihrenden allgemeinbildenden Schulen, speziell in der Erweiterten
Oberschule, treten
— die Differential- und Integralrechnung,

— die Vektorrechnung,
— die analytische Geometrie der Ebene

hinzu.

Die ordnenden und systematisierenden Prinzipien fiir die Behandlung des Stoffes
aus allen Gebieten des Oberschulunterrichts lassen sich durch folgende inhalt-
lichen Leitlinien kennzeichnen (vgl. Uh 12 bis 17):

- Mengen

- Variable

— Zahlenbereichserweiterungen

~ Gleich und Ungleichungen

— Abbildungen (einschlieBlich Funktionen).
Fiir den Unterricht in der Erweiterten Oberschule sind auflerdem noch zu nennen

- Grenzwerte
- Vektorraum.

Es geht aus dieser Aufzihlung unmittelbar hervor, daB zwischen den genannten
Bereichen der Mathematik und den hauptséchlichen inhaltlichen Leitlinien viel-.
faltige Beziehungen bestehen, daB einige Leitlinien in bestimmten Bereichen. sozu-
sagen ihren Konzentrationspunkt haben.

Von einigen Leitlinien (z. B. Mengen und Variable) werden fast alle Gebiete durch-
drungen.

Die dem folgenden Text beigegebenen Ubersichten sollen dem Leser helfen, sich
iiber die Vorkenntnisse zu informieren, iiber welche die Schiiler verfiigen, wenn sie
in die Klasse 9 eintreten; Lehrplanerfiillung ist dabei natiirlich vorausgesetzt. Aller-
dings kann eine Stoffiibersicht solcher Art allein nichts iiber die geforderte Qualitét
des Wissens und Konnens aussagen, jedoch 1aBt die Angabe der Unterrichtszeit
fiir die Stoffgebiete und -einheiten darauf gewisse Schliisse zu.

Nach den Lehrplinen, die im Jahre 1967 oder spiter eingefiihrt wurden ([G 5] bis
[G 10]), umfaBt der Mathematikunterricht der Oberschule die folgenden Stoffgebiete
und Stoffeinheiten.
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Klasse 1

1. Die natiirlichen Zahlen bis 10
1.1. Die natiirlichen Zahlen von 1 bis 5; ihre Ordnung
1.2. Die natiirlichen Zahlen von 6 bis 10; die Ordnung der natiirlichen Zahlen bis 10

2. Addition und Subtraktion bis 10
2.1. Einfithrung der Addition und Subtraktion
2.2. Die Grundaufgaben der Addition und Subtraktion bis 10
2.3. Addition mehrerer Summanden, Subtraktion mehrerer Subtrahenden

3. Die natiirlichen Zahlen von 0 bis 20

4. Addition und Subtraktion bis 20
4.1. Addition und Subtraktion bis 20 ohne Uberschreiten der Zahl 10
4.2. Grundaufgaben der Addition und Subtraktion, in denen die Summe bzw. der
Minuend eine zweistellige natiirliche Zahl ist

5. Multiplikation und Division bis 20
5.1. Einfithrung der Multiplikation und Division
5.2. Ubungen zur Multiplikation und Division

6. Die natiirlichen Zahlen von 0 bis 100
6.1. Die natiirlichen Zahlen von 21 bis 100
6.2. Die Ordnung der natiirlichen Zahlen bis 100

7. Geometrische Voriibungen
Klasse 2

1. Addition und Subtraktion bis 100

1.1. Wiederholung der Addition und Subtraktion bis 20 und Wiederholung der
natiirlichen Zahlen bis 100 3

1.2. Addition und Subtraktion einstelliger natiirlicher Zahlen zu bzw. von zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen ohne Uberschreiten eines Vielfachen von 10

1.3. Addition und Subtraktion einstelliger natiirlicher Zahlen zu bzw. von zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen mit Uberschreiten eines Vielfachen von 10

1.4. Addition und Subtraktion zweistelliger natiirlicher Zahlen ohne Uberschreiten

1.5. Addition und Subtraktion zweistelliger natiirlicher Zahlen mit Uberschreiten

2. Multiplikation und Division bis 100
2.1. Multiplikation und Division mit den Zahlen 2 und 10
2.2. Multiplikation und Division mit den Zahlen 3, 4, 5, 1 und 0
2.3. Multiplikation und Division mit den Zahlen 6, 7, 8 und 9
24. f: de Ubungen und Wiederhol

3. Geometrie
3.1. Lagebezichungen zwischen Punkten und Geraden; Dreieck und Viereck
3.2. Strahl, Winkel, Kreis
3.3. Lagebeziehungen zwischen Geraden; Streifen
3.4, Parallelogramm, Rechteck und Quadrat
3.5. Wiirfel und Quader

Klasse 3

1. Wiederholung der natiirlichen Zahlen bis 100 und Wiederholung der Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division bis 100
2. Die natiirlichen Zahlen bis 10 000; ihre Ordnung
2.1. Die Vielfachen von 100 und von 1000
2.2. Die natiirlichen Zahlen von 100 bis 1000; ihre Ordnung
2.3. Die natiirlichen Zahlen von 1000 bis 10000; die Ordnung der natiirlichen
Zahlen bis 10000
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3. Addition und Subtraktion bis 10000
3.1. Addition und Subtraktion bis 10000 (miindliches Rechnen)
3.2. Das schriftliche Verfahren der Addition
3.3. Das schriftliche Verfahren der Subtraktion

4, Multiplikation und Division bis 10000
4.1, Multiplikation und Division bis 10000 (miindliches Rechnen)
4.2, Das schriftliche Verfahren der Multiplikation
4.3. Das schriftliche Verfahren der Division

5. Geometrie
5.1. Wiederholung der Lagebezichungen von Geraden; Zeichnen mit Lineal und
Zeichendreieck
5.2. Zeichnen von Vierecken; Trapez und Trapezfliche
5.3. Kreis
5.4, Quader und Wiirfel, Zylinder, Pyramiden und Kegel

Klasse 4

1. Die Folge der natiirlichen Zahlen

1.1. Aufbau der Folge der natiirlichen Zahlen bis 1000000

1.2. Weiterer Aufbau der Folge der natiirlichen Zahlen, Positionssysteme
2. Arbeiten mit natii Zahlen

2.1. Naherungswerte, Runden und Abschitzen natiirlicher Zahlen

2.2, Graphisches Darstellen natiirlicher Zahlen

3. Die vier G ten mit natirli Zahlen
3.1. Addieren und Subtrahieren natiirlicher Zahlen
3.2. Multiplizieren natiirlicher Zahlen
3.3. Dividieren und Teilbarkeit natiirlicher Zahlen

4. Geometrische Grundbegriffe
4.1. Punkte und Geraden
4.2, Verschiebung

Klasse 5
1. Die vier Gmdrechenarten mit natiirlichen Zahlen
1.1, von bed: Gesetzen fiir das Rechnen mit natiirlichen
Zahlen
1.2. Formale Aufgaben
1.3. Sachaufgaben und A d ben

2. Messen und MaBeinheiten

2.1. Lingenmssung, Lﬁngenma[’.»

2.2, Flicheninh 1 3 " an Rechtech
2.3, Rauminhaltsbesti R Re Rerech an Quadern

2.4. MaBeinheiten der Masse, Geld- und ZeitmaBe
2.5. Winkel und Winkelmessung
3. Einfihrung der henen Zahlen;
3.1. Bruchbegriff
3.2. Addieren und Subtrahieren gleichnamiger Briiche
3.3. Dezimalbriiche, dezimale Schreibweise
3.4, Begriff der gebrochenen Zahl
4. G ische Grundbegriffe und K i
4.1. Drehung
4.2. Spiegelung
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Klasse 6

1. Teilbarkeit natiirlicher Zahlen
1.1. Wiederholung
1.2. Teilbarkeitssatze
1.3. G i Vielfache; i Teiler

2. Gebrochene Zahlen
2.1. Ordnung gebrochener Zahlen
2.2. Addition und Subtraktion gebrochener Zahlen
2.3. Multiplikation und Division gebrochener Zahlen
2.4. Gemeine Briiche und Dezimalbriiche;
Division von gebroch Zahlen in Dezimalbruchd: 11
2.5. Ubung des Rechnens mit gebrochenen Zahlen

3. Einfihrung in die Gleichungslehre; Proportionalitiit
3.1. Einfiihrung in die Gleichungslehre
3.2. Proportionalitit und Verhiltnisgleichungen

4. Planimetrie
4.1. Wiederholung und isch fe
4.2, Bewegung und Kongruenz
4.3, Beziehungen zwischen Winkeln
4.4. Dreiecke
4.5. Kongruenz von Dreiecken
4.6. Vierecke und Vielecke
4.7. Flicheninhalt und Umfang von Vielecken

Klasse 7

A von Verhiiltnisglei
1 1. Emfuhmng in den Gebrauch des Rechenstabs und Wledarholung des Rechnens
mit Verhiltnisgleichungen
1.2. Prozentrechnung

2. Rationale Zahlen
2.1. Der Begriff ,,rationale Zahl*
2.2, Ordnung rationaler Zahlen
2.3. Addition und Subtraktion rationaler Zahlen
2.4. Multiplikation und Division rationaler Zahlen
2.5. Isomorphiebetrachtungen; ganze Zahlen
2.6. Einige Grundbegriffe der Fehlerrect

3. Gleichungen

3.1. Aquivalente Gleichungen

3.2. Ubungen im Losen von Gleich und Ungleich
4. Q und Q

4.1. Quadrieren

4.2. Die Quadratwurzel

4.3. Ubungen

5. Darstellende Geometrie
5.1. Projektionsbegriff; Projektionsarten; Kavaliersperspektive
5.2. Senkrechte Emtafelpro;ektmn
5.3, Senkrect

6. Der Kreis .
6.1. Definition des Kreises; Sitze iiber den Kreis
6.2. Kreisberechnung
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7. Stereometrie

7.1. Prismen
7.2. Kreiszylinder
7.3. Ubungen und Anwendung

Klasse 8
1. Arbeiten mit Variablen

1.1. Grundlagen fiir das Arbeiten mit Variablen

12. unter Ver

2. Ahmlichkeit

2.1, Der Strahlensatz

2.2. Zentrische Streckung

2.3. Ahnliche Figuren

2.4. Die Satzgruppe des Pythagoras

3. Lineare Funktionen

3.1. Der Funktionsbegriff
3.2. Lineare Funktionen

g von Variablen

3.3. Nullstellen linearer Funktionen; lineare Gleichungen

3.4. Lsung linearer Gleichungen

4. Fliichen- und Rauminhaltsberechnung

4.1. Volumenvergleiche
4.2. Pyramiden

4.3. Kreiskegel

4.4, Kugel

Klasse 9

1. Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen

1.1. Wiederholung und Systematisierung
1.2. Reelle Zahlen
1.3. Arbeiten mit Variablen

2.1 ! und Glei

2.1. Lineare Ungleichungen
2.2.8 aus zwei li

3. Potenzen und Potenzfunktionen

3.1. Potenzen
3.2, Potenzfunktionen

4. Quadratisch und tisch

4.1, Quadratische Funktionen
4.2, Quadratische Gleichungen

5.E tial- und Logarith

ilfsmittel

5.1. Exponential- und Logarithmusfunktionen

5.2. Rechenhilfsmittel
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Klasse 10

1. Winkelfunktionen 62 Stunden
1.1. Die Funktion y = sin x 10)
1.2. Die Funktionen y = cos x, y = tan x und y = cot x’ ®8)
1.3. Beziehungen zwischen Winkelfunktionswerten a4
1.4. Anwendung der Winkelfunkti bei Dreiecksberech 30

2. Kor und Korverberech 30 Stunden
2.1. Wiederholung und Ergdnzung h ' 16)
2.2, Pyramiden- und Krei timpf ; 149

3. d und S; isierung; Priifungsvorberei 20 Stunden

Vom Schuljahr 1979/80 an sind Arbeitsgemeinschaften nach Rahmenprogrammen
zu folgenden mathematischen beziehungsweise mit Mathematik unmittelbar verbun-
denen Disziplinen méglich:

— Praktische Mathematik; N

— Arbeiten mit Mengen;

.— Elementare Statistik;

— Elektronische Datenverarbeitung.

Vom Ministerium fiir Volksbildung bestitigte Rahmenprogramme liegen vor, dazu
entsprechende Lehrmaterialien [15] [16] [61].
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1. Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen

1.0. Vorbemerkungen

Das Stoffgebiet 1. ,,Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen“ gliedert sich in zwei
inhaltlich — und damit auch in der besonderen Zielstellung — verschiedenartige Teile,
und zwar :

— in eine Einfilhrung in den Bereich der reellen Zahlen, der eine Zusammenfassung
und Systematisierung der den Schiilern bereits bekannten Zahlenbereiche - in
Verbindung mit den grundlegenden Begriffen und Relationen der Mengenlehre —
vorausgeht (Stoffeinheiten 1.1. ,,Wiederholung und Systematisierung® und 1.2.
,,Reelle Zahlen*), und

in eine Weiterfilhrung des Arbeitens mit Variablen, die durch eine Wiederholung
und Festigung der Vorkenntnisse der Schiiler iiber Variable, ihre Anwendung und
iiber Grundbereiche von Variablen eingeleitet. wird (Stoffeinheit 1.3. ,,Arbeiten
mit Variablen®).

Der Lehrplan nennt dementsprechend fiir die Behandlung dieses Stoffgebiets eine
zweifache Aufgabe im Bereich der mathematischen Grundlagenbildung (Lp 21):

— Vertrautmachen der Schiiler mit dem Begriff ,,reelle Zahl* und mit der Art und
Weise, wie mit reellen Zahlen gerechnet wird;

— Vertiefen und Festigen der Fertigkeiten der Schiiler im Arbeiten mit Variablen.

Der Unterricht im Rahmen dieses Stoffgebiets muB wichtige Voraussetzungen fiir
die Behandlung aller weiteren Stoffgebiete der Klasse 9 schaffen. Das betrifft, wenn
der praktische Aspekt betrachtet wird, besonders das Rechnen im dekadischen Po-
sitionssystem und das Arbeiten mit Variablen (Umformen von Termen, Operationen
mit Binomen und Polynomen). Ebenso bedeutsam sind jedoch die Grundlagen,
welche die Schiiler fiir die mengentheoretische Betrachtung des Stoffes und fiir die
Anwendung wichtiger mathematischer Methoden im weiteren Verlauf des Mathe-
matikunterrichts bendtigen. Im iibrigen werden durch eine umfassende und griind-
liche Einfiihrung in das Arbeiten mit Variablen auch Vorleistungen fiir andere
Unterrichtsficher und fiir die Lebenspraxis der Heranwachsenden geschaffen.
Beispiele aus der Physik und anderen Wissensbereichen, die diesem Zweck dienen,
hebt der Lehrplan besonders hervor; vgl. Lp 22, 23.

Inhalt und Aufgabe des Unterrichts lassen erkennen, da8 die Stoffeinheiten 1.1. und
1.2. einen besonders engen Bezug zu den fachlichen Leitlinien ,,Mengen‘ und ,,Zahlen-
bereichserweiterungen* — in gewisser Weise auch zur Leitlinie ,,Abbildungen* -
haben; die Stoffeinheit 1.3. zeigt eine unmittelbare Verbindung mit der Leitlinie
,,Variable*; vgl. Uh 12. Von den Leitlinien der math ischen Methode ist fiir die
Stoffeinheiten 1.1. und 1.2, vor allem die Leitlinie ,,Definieren* ,fiir die Stoffeinheit 1.3.
die Leitlinie ,,Hilfsmittel mathematischen Arbeitens* (Rechentechnik) bedeutsam;
vgl. Uh 20f. Die Bemerkung, daB in den Stoffeinheiten 1.1. und 1.2. andere Leit-
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linien hervortreten als in der Stoffeinheit 1.3., und der Hinweis auf die zweifache
Zielstellung des Unterrichts in diesem Stoffgebiet sollen nicht den Eindruck ent-
stehen lassen, als ob es keine inhaltlich verbindenden Aspekte im gesamten Stoff-
gebiet gébe.

Zu solchen Aspekten gehdren die mengentheoretische Betrachtungsweise (zur Leit-
linie ,,Mengen* hat auch die Stoffeinheit 1.3. Bezug, z. B.: Grundbereiche von
Variablen) und allgemeine Prinzipien des mathematischen Arbeitens (z. B. das Riick-
fiihren eines Problems auf ein bereits geldstes).

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziehung ergeben sich bei der Erwei-
terung der Zahlenbereiche von den natiirlichen Zahlen bis zu den reellen Zahlen
zwanglos philosophische Betrachtungen iiber das Wesen und den Ursprung der
Mathematik, ihrer Begriﬁ‘e, Gesetze und Methoden. Das Arbeiten mit Variablen
vermittelt dariiber hinaus noch einen Einblick in die Notwendigkeit und Zweck-
miéBigkeit, sich in der Mathematik einer spezifischen Terminologie und Symbolik zu
bedienen. In diesem Zusammenhang sollen die Schiiler auch erkennen, daB man 'tit
Variablen nicht ,,rechnen* kann, sondern daB sich die Operationen auf die Elemente
des gewdhlten Grundbereichs der Variablen, also auf Zahlen (oder GréBen) be-
ziehen. )

Bei der methodischen Gestaltung des Unterrichts in diesem Stoffgebiet darf nicht
iibersehen werden, daB in der Klasse zuniichst ein méglichst einheitliches Ausgangs-
niveau und eine mdglichst einheitliche Grundlage fiir den weiteren Unterricht zu
schaffen sind. Alle Unterrichtseinheiten dieses Stoffgebietes erfassen Stoff aus dem
Unterricht vorangegangener Klassenstufen, der wiederholt, gefestigt und — was
besonders bedeutsam ist — unter neuen Gesichtspunkten systematisiert werden muB;
vgl. Lp 16, 24. Die Kenntnisse,-iiber die die Schiiler beim Eintritt in Klasse 9 ver-
fiigen, kénnen unter Umstinden nach Inhalt und Niveau individuell erheblich
differieren.

Bei der Behandlung der Stoffeinheit 1.1. ,,Wiederholung und'Systematisierung* ist
zu beachten, daB der Unterricht hauptsichlich der Vorbereitung auf die Einfiihrung
der reellen Zahlen dient und sich deshalb umfangreiche und zeitraubende Erérterun-
gen iiber die Eigenschaften der einzelnen Zahlenbereiche — von den natiirlichen bis
zu den rationalen Zahlen — verbieten. Die notwendigen Vergleiche zwischen den
Zahlenbereichen diirfen nicht Selbstzweck sein. Wichtig ist eine zwingende Motivation
fiir die Erweiterung des Bereichs der rationalen Zahlen zum Bereich der reellen
Zahlen, da diese Erweiterung kaum so sinnfillig, z. B. durch Verweis auf praktische
Aufgaben des Lebens, begriindet werden kann wie z. B. die Erweiterung des Bereichs
der natiirlichen Zahlen zum Bereich der gebrochenen Zahlen. Diese Motivation
ergibt sich — traditionell — aus dem Beweis, daB die Gleichung x? = 2 im Bereich
der rationalen Zahlen keine Losung hat. Auf die begrifflichen Unterschiede zwischen
den rationalen und den reellen Zahlen kommt der Mathematikunterricht der Klasse 9
im Rahmen anderer Stoffgebiete noch mehrfach zuriick. Klarheit im Erfassen dieser
Unterschiede ist unbedingt notwendig, zumal beim praktischen Rechnen (Ziffern-
rechnen) nur mit rationalen Zahlen (bei Irrationalzahlen mit rationalen Naherungs-
werten) operiert wird.

Die vom Lehrplan geforderte Definition der reellen Zahlen als unendliche Dezimal-
briiche (Lp 25) weicht von dem Prinzip ab, das die Schiiler bisher bei der Erwei-
terung von Zahlenbereichen kennen und anwenden gelernt haben: der Definition
durch Klassen dquivalenter Zahlenpaare.
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Im Tafelwerk [62] und auch im Buch ,,Mathematik in Ubemchten“ [41] werden die reellen Zahlen

als Klassen dqui Inter Eine b dere Erklirung, wie
diese Definition mit der Definition der reellen Zahlen als uncndllche Dezunalbruche zZusammen-
hingt, wird vom Lehrplan ig wie die D

Das Prinzip der Intervallsch (durch for hnteil der Intervalle) kennen dle

Schiiler jedoch schon aus dem Unterricht der Klasse 7, sie haben es bei der Ermittlung rationaler
Niherungswerte fiir irrationale Quadratwurzeln benutzt. Im weiteren Unterricht der Klasse 9 wird
es wiederum angewendet.

Zur Vorbereitung auf die Definition der reellen Zahlen- sie ist in der Stoffeinheit 1.2.
»Reelle Zahlen* vorgesehen — sollte den Schiilern bewuBtgemacht werden:

— Jede rationale Zahl hat eine eindeutig bestimmte Darstellung als endlicher oder als
unendlicher periodischer Dezimalbruch ohne Neunerperiode.
- Jeder endliche oder unendliche periodische Dezimalbruch 148t sich auf genau eine

Weise als Quotient = , in dem a und b teilerfremde ganze Zahlen sind (b > 0),
darstellen. b

— Jeder unendliche periodische Dezimalbruch ldBt sich durch eine Folge von Doppel-
ungleichungen beschreiben. Jede dieser Doppelungleichungen grenzt den Dezimal-
bruch durch zwei endliche Dezimalbriiche ein. Die Differenz dieser zwei endlichen
Dezimalbriiche kann — durch VergréBerung der Anzahl der Dezimalstellen —
beliebig klein gemacht werden.

- Jeder rationalen Zahl ist ein Punkt der Zahlengeraden eindeutig zugeordnet, es ist
jedoch nicht jedem Punkt der Zahlengeraden eine rationale Zahl zugeordnet.

Die Existenz irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden motiviert die Forderung,
den Zahlenbereich so zu erweitern, daB jedem Punkt der Zahlengeraden eine Zahl
derart zugeordnet werden kann, daB eine eineindeutige Zuordnung zwischen den
Zahlen und den Punkten der Zahlengeraden besteht.

Bei der Wiederholung und Systematisierung der Zahlenbereiche (Stoffeinheit 1.1.)
wire hervorzuheben, daB der Bereich der rationalen Zahlen schrittweise aus dem
Bereich der natiirlichen Zahlen aufgebaut wird. Wesentliche Eigenschaften des
Bereichs der natiirlichen Zahlen gelten auch in den weiteren Bereichen. Gewisse
Eigenschaften wie die Existenz eines Nachfolgers, werden durch andere Eigen-
schaften, wie das Dichtliegen, ersetzt.

Obglench wie aus dem eben Dargelegten hervorgeht, be1 der Motivation der Er-
weiterung des Zahlenbereichs zum Bereich der reellen Zahlen und bei der Erlduterung
der Definition der reellen Zahlen vielfach geometrische' Vorstellungen herangezogen
werden (vgl. Lp 24, 25; Lb 12f), ist es notwendig, logisch streng zwischen den
arithmetischen und den geometrischen Beziehungen zu trennen und dies den Schii-
lern auch bewuBtzumachen. Weltanschaulich bedeutsam ist dabei die Erkenntnis,
daB die- GesetzmiBigkeiten eines Zahlenbereichs allein auf der Grundlage ent-
sprechender Definitionen und Axiome beweisbar sind und der Bezug zur Geometrie
nur heuristischen Wert hat. Eine klare Unterscheidung zwischen arithmetischen und
geometrischen Zusammenhéngen ist auch bei der Behandlung von Funktionen und
Gleichungen unerlédBlich; vgl. Vorbemerkungen zu den Stoffgebieten 2. bis 5.

Beim Arbeiten mit Varmblen (Stoffeinheit 1.3.) wird ausdriicklich gefordert (Lp 23),
die Ubungen im Umformen von Termen méglichst so zu gestalten, daB entweder
wichtige Vorleistungen fiir nachfolgende Stoffgebiete erbracht werden oder die
ZweckmiBigkeit, die erzielte Vereinfachung im Hinblick auf die weitere Verwendung
des jeweiligen Terms offensichtlich ist. Eine entsprechende Konzentration des
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Ubungsstoffs soll bewirken, daB die Schiiler das fiir ihre weitere Bildung Wesent-
liche auch sicher beherrschen und sich nicht vielerlei nur formal aneignen.

Die Schiiler sind in der Regel bereits seit dem Unterricht in Klasse 1 an das Arbeiten
mit Variablen gewohnt Die Schiiler wissen auch schon, daB fiir die Variablen nur
Zahlen eines best — des vorgegeb gesetzt werden. Ebenso
haben die Schiiler auch in anderen Uuternchtst‘achern— Physik, Chemie, poly-
technischer Unterricht — mit Variablen gearbeitet (dort waren die Elemente des
Grundbereichs der Variablen z. T. GroBen). Hier kommt es vor allem auf folgen-
des an:

— Den Schiilern muB bewuBt werden, daB das Verwenden von Variablen nur bei
Angabe des jeweiligen Grundbereichs der Variablen sinnvoll ist.

— Die Schiiler miissen die Verdnderung des Wertes eines Terms bei Verdnderungen
in der Belegung der Variablen richtig einschitzen lernen.

— Die Schiiler miissen die Struktur vorgegebener Terme richtig deuten lernen,
unabhéngig von der Belegung der einzelnen Variablen.

- Die Schiiler miissen die fiir'die einzelnen Zahlenbereiche geltenden Rechengesetze
sinnyoll beim Umformen von Termen anwenden und feststellen konnen, ob ein
Term im vorgegebenen Bereich definiert ist.

Um die Anwendbarkeit der im Mathematikunterricht gewonnenen Erkenntnisse zu
sichern, sind Aufgaben mit GréBen aus der Geometrie, der Physik, aus anderen
Unterrichtsfichern und aus der Lebenspraxis in die Betrachtungen einzubeziehen;
vgl. Lp 22f, 26. Durch das Ubertragen verbal vorgegebener Sachverhalte in mathe-
matische Symbole und umgekehrt, durch die verbale Darstellung mathematischer
Ausdriicke, kann einer Uberbetonung des formalen Arbeitens mit Variablen wir-
kungsvoll begegnet werden. -
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1.1. Wiederholung und Systematisierung
(LE 1 bis 5; 9Std.)

1.1.1. Grundbegriffe der Mengenlehre (LE 1; 1 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit muB den Schillern bewuBt werden, daB die Begriffe
,,Menge** und ,,Element als Grundbegriffe aufgefaBt werden und weitere Begriffe
dann unter Verwenden der Grundbegriffe erklart werden konnen.

Eine systematische Wiederholung — mit Beispielen fiir Mengen aus verschiedenen
Sachbereichen, vor allem mit Mengen von Zahlen und geometrischen Objekten —
soll helfen, besonders folgende Erkenntnisse der Schiiler zu festigen.

— Die Menge A heiBt Teilmenge von B genau dann, wenn gilt:
Jedes Element von 4 ist Element von B.
- Die Menge A4 heiBt echte Teilmenge von B genau dann, wenn gilt:
1. Jedes Element von A ist Element von B;
2. Es gibt mindestens ein Element von B, das nicht Element von 4 ist.
- Sind A4 und B beliebige Mengen, so ist 4 = B genau dann, wenn gilt:
1. Jedes Element von A ist Element von B;
s 2. Jedes Element von B ist Element von 4.

Die Beziehungen zwischen Mengen und ihren Teilmengen werden zweckmaBiger-
weise mit Hilfe von Mengendiagrammen veranschaulicht. Die Schiiler miissen,, Teil-
menge* und ,,echte Teilmenge* begrifflich exakt unterscheiden kénnen.

In dieser Unterrichtseinheit werden auch - als eine Grundvoraussetzung fiir den
weiferen Mathematikunterricht — haufig gebrauchte Wendungen der mathematischen
Fachsprache wiederholt, und es wird, soweit notwendig, deren Bedeutung erliutert.
Besonderes Augenmerk erfordert die Unterscheidung von ,,Es gibt ein Objekt*
(Bedeutung: mindestens ein), ,,... hdchstens ein ..., ,... genau ein ...“ (Bedeutung:
ein und nur ein). AuBer Zahlenbeispielen fiir solche Aussagen (Lb 5) sollten auch
Beispiele aus anderen Bereichen der Mathematik herangezogen werden. Bei diesen
wiederholenden Betrachtungen kann man den Schiilern auch bewuBtmachen, daB
gewisse Redewendungen in der Mathematik in einer klar abgegrenzten Bedeutung
verwendet werden, die sich von der Umgangssprache mehr oder weniger unter-
scheidet.

Niitzlich ist es, die Schiiler den Inhalt von Aussagen, die Wendungen der mathe-
matischen Fachsprache enthalten, kommentieren zu lassen. Der Kommentar zur
Frage, ob die Aussage ,,Es gibt eine natiirliche Zahl x mit 3 < x < 10* wahr sei
(Lb 161/14a), konnte z. B. lauten:

Es gibt eine natiirliche Zahl, die die gegebene Bedingung erfiillt. Das ist die Zahl 5.
Es kénnen noch weitere Zahlen, die die gegebene Bedingung erfiillen, existieren. In
diesem Fall sind 4, 6, 7, 8 und 9 jene Zahlen.

Man sollte sich aber auf wenige Beispiele dieser Art beschriinken.

1.1.2. Der Aufbau der Zahlenbereiche bis zum Bereich der rationalen Zahlen
(LE 2 und 3; 4 Std.) .

Zu Beginn der Unterrichtseinheit, in der I. Stunde, werden die Rechenoperationen
und die Ordnung im Bereich der natiirlichen Zahlen wiederholt. Dabei wird ersicht-
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Es gilt fiir alle Zahlen a, b, ¢ N R* R G
(1) Entwedera<b oder a=b oder a>b X X X x
. Ordnung 5
(Wemna<b undb<e, so a<lc X X X X
Transitivitit der Ordnung
Addition Multiplikation
(Ba)a+b=b+a (Bb)a-b=b-a X X X X
Kommutativitdt
(4a) a+(b+c)=(a+b)+c I @bv)a-(b-c)=(a-b)-c % X X X
\ Assoziativitat
®) a-b+c)y=a-bt+a-c % X % o | %
Distributivitat
(6a)a+0=a 6b)a-1=a X X X X
O i mit len E
(7a) Wenn a < b, (7b) Wenn a < b, X X X N
soat+c<b+ec soa-c<b-c
firc>0
Wenn a < b, X X
soa‘c>brc,
firc<O0
Moriotonie
(8a) Es gibt genau X X
eine Zahl x
mita+ x=b.
(8b) Es gibt genau X X
eine Zahl x mita-x = b,
wenn a 3 0.
(9) Es gibt zu jeder nicht gan- x X
zen Zahl a ganze Zahlen
pund g mit g== 0 und
P
A=
9
(10) Es gilt a- b = 0 genau X X X X
dann, wenn a = 0 oder
b= 0ist.

lich, daB Subtraktion und Division in diesem Zahlenbereich nicht uneingeschrankt
ausfithrbar sind. Aus der Forderung, auch diese Operationen uneingeschrinkt aus-
fiilhren zu konnen, erwichst die Motivation fiir die Erweiterungen des Zahlen-
bereichs.
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| Auf den Unterschied zwischen den Begriffen ,,Menge der natiirlichen Zahlen“ und ,,Bereich der
natiirlichen Zahlen* sollten die Schiiler besonders aufmerksam gemacht werden. Ein Zahlenbereich
ist die jeweilige Menge von Zahlen, fiir die die Operationen Addition und Multiplikation sowie eine
Ordnungsrelation definiert sind.

Als methodisches Mittel zur Festigung der Kenntnisse der Schiiler iiber die Zahlen-
bereiche ist eine Karteikarte mit dem auf Uh 48 dargestellten Inhalt gut geeignet.
Die Karte wird bei der Wiederholung des Bereichs der natiirlichen Zahlen angelegt
und spiter durch das Eintragen der Angaben zu den weiteren Zahlenbereichen er-
génzt. Durch eine farbige Markierung am Rande z. B. kann leicht der Bereich
gekennzeichnet werden, fiir den die Aussagen giiltig sind.

In der 2. Stunde dieser Unterrichtseinheit wird dargestellt, daB durch die Erweiterung
des Zahlenbereichs zum Bereich der gebrochenen Zahlen die Einschrinkung der Aus-
fiihrbarkeit der Division beseitigt ist, die Tabelle wird entsprechend ergdnzt bzw.
abgedndert.

Bei der Wiederholung des Bereichs der gebrochenen Zahlen sollte nicht versiumt
werden, die Fertigkeiten der Schiiler im Rechnen mit gebrochenen Zahlen zu iiber-
priifen, damit fiir den folgenden Unterricht der Umfang der notwendigen Ubungen -
auch der tiglichen Ubungen iiber einen lingeren Zeitraum — richtig bemessen
werden kann; vgl. auch Lb 161/17 bis 20 und Lb 162/29, 30.

In der 3. Stunde dieser Unterrichtseinheit steht der Bereich der rationalen Zahlen
im Mittelpunkt des Unterrichts. Eine ausfiihrliche — und griindliche — Erorterung
der Eigenschaften der rationalen Zahlen ist eine wnchtlge Voraussetzung fiir die
erfolgreiche Behandlung der reellen Zahlen. Wesentlich sind vor allem die Gesetze
und Regeln des Rechnens mit rationalen Zahlen sowie das Festigen der Fertigkeiten
im Rechnen mit diesen Zahlen. Auf die Definition der rationalen Zahlen durch das
Bilden ,,differenzgleicher* Paare gebrochener Zahlen sollte nicht -ausfiihrlich ein-
gegangen werden.

Fiir diese Stunde ist der folgende methodische Ablauf zu empfehlen.

(1) Die Schiiler 16sen Gleichungen der Form @ + x = b, mit a, b € R*. Die Bedin-
gung b 2 a fiir die Losbarkeit der Gleichung wird betont. Die Losungen-werden
inder Formx = b — a angegeben.

(2) Die Bedingung b = a wird fallengelassen. Die Losung einer Gleichunga + x = b
mit ¢ > b wird gefordert und unter Bezugnahme auf die Vorkenntnisse der
Schiiler (aus Klasse 7) ausgefiihrt. Die Schiiler formulieren die Erkenntnis, da
zur Losung von Gleichungen des zweiten Typs die Erweiterung des Bereichs der
gebrochenen Zahlen zum Bereich der rationalen Zahlen notwendig ist.

(3) Nach der Charakterisierung der positiven und der negativen rationalen Zahlen,
verbunden mit entsprechenden Ubungen, werden die Definitionen der Addition,
der Multiplikation und des GréBenvergleichs, einschlieBlich der Rechengesetze
sowie des Begriffs ,,entgegengesetzte Zahlen*, wiederholt.

(4) Da die Monotoniegesetze fiir das systematische Behandeln der Gleichungslehre
von besonderer Bedeutung sind, wird auf das Monotoniegesetz der Multipli-
kation besonders eingegangen. ’

Den Ausgangspunkt fiir die Betrachtungen kann der aus dem Unterricht in Klasse 7
bekannte Satz tiber die Ordnung im Bereich der rationalen Zahlen bilden. /

~ Jede negative ratjonale Zahl ist kleiner als Null und damit kleiner als jede positive
rationale Zahl.
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— Fiir nichtnegative rationale Zahlen @ und b gilt:
a < b genau dann, wenn |a| < [b].

— Fiir negative rationale Zahlen ¢ und b gilt:
a < b genau dann, wenn |a] > |b|.

Unter A d des M i fiir rationale Zahlen lassen sich die Rechenregeln leicht
gewinnen. Man kann eine Fallunterscheidung durchfiihren. Einfach heint aber folgend
Uberlegung: Die Tatsache, daB der Betrag eines Produktes von den Vorzeichen der Faktoren un-
abhiingig ist und bei einer Multiplikation einer beliebigen rationalen Zahl mit einer positiven Zahl
das Vorzeichen jener Zahl nicht verandert, dagegen bei einer Multiplikation mit einer negativen
Zahl kehrt wird, impliziert bereits das Monotoni Dieser in zu formulierend
Gedankengang kann durch die Behandlung einiger Beispiele vorbereitet und dann von den Schillern
weitgehend selbstandig dargelegt werden.

In der 4. Stunde wird die Erweiterung der Zahlenbereiche zusammenfassend wieder-
holt; vgl. Lb9, Auftrag A 12. Dabei sollten die Isomorphiebeziehungen zwischen
dem Bereich der natiirlichen Zahlen und einem Teilbereich der gebrochenen (ganzen,
rationalen) Zahlen, dem- Bereich der gebrochenen Zahlen und einem Teilbereich der
rationalen Zahlen und dem Bereich der ganzen Zahlen und einem Teilbereich der
rationalen Zahlen herausgearbeitet werden. Mit Hilfe einer anschaulichen Dar-
stellung (Bild 50/1) lassen sich diese Beziehungen leicht erfassen.

Forderung der
Durchfiihrbarkeit
der Division

Forderung der
Durchfihrbarkeit
der Subtraktion 50/1

Im zweiten Teil der Stunde ist die Abbildung der rationalen Zahlen auf die Zahlen-
gerade Unterrichtsgegenstand. Dabei ist folgendes Vorgehen zu empfehlen.

(1) Nach beliebiger Wahl eines Nullpunktes und eines Einheitspunktes werden die
den natiirlichen Zahlen -zugeordneten Punkte durch Streckenabtragung gewon-

nen. .

(2) Durch Streckenteilung werden die den gebrochenen Zahlen zugeordneten Punkte
konstruiert. i N

(3) Unter Bezugnahme auf die Definition der einer Zahl entgegengesetzten Zahl
werden die Punkte, die den negativen rationalen Zahlen zugeordnet sind, durch
Spiegelung am Nullpunkt konstruiert.

Im AnschluB daran kann festgestellt werden, daB das Prinzip der Spiegelung am
Nullpunkt, angewendet auf die den natiirlichen Zahlen n > 0 zugeordneten Punkte,
zu jenen Punkten fiihrt, die den negativen ganzen Zahlen zugeordnet sind. Solche
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Uberlegungen kénnen - nach Einleitung durch einen Impuls - von den Schiilern
weitgehend selbstindig vorgenommen werden. Sie gebén Gelegenheit, die Bezie-
hungen zwischen den einzelnen Zahlenbereichen nochmals deutlich zu machen.

AbschlieBend werden als Zusammenfassung die folgenden Feststellungen -hervor-

gehoben.

1. Die den natiirlichen bzw. den ganzen Zahlen zugeordneten Punkte liegen diskret.

2. Die den gebrochenen bzw. den rationalen Zahlen zugeordneten Punkte liegen
iiberall dicht.

Das Dichtliegen der rationalen Zahlen wurde bereits in Klasse 7 propadeutisch
behandelt. Den Schiilern wird jetzt mitgeteilt, daB in den folgenden Stunden dieser
Begriff ausfiihrlich untersucht wird.

1.1.3. Ergénzungen zum Bereich der rationalen Zahlen (LE 4 und 5; 4 Std.)

In dieser Unterrichtszeit werden wesentliche Vor fiir die Behandlung
der reellen Zahlen geschaffen.

Ankniipfend an die Kenntnisse der Schiiler aus dem Unterricht der Klassen 6 und 7
wird die Dezimalbruchdarstellung der rationalen Zahlen wiederholt und schlieB-
lich die Darstellung rationaler Zahlen durch Folgen (,,Ketten*) von Doppelunglei-
chungen zur Begriindung des Rechnens mit Niherungswerten herangezogen. Als
weitere wesentliche Voraussetzung werden die Dichtheit des Bereichs der rationalen
Zahlen und insbesondere die Dichtheit gewisser Teilbereiche der rationalen Zahlen
betrachtet; vgl. Lb 12, Auftrag A 15. \

Die zur Verfi'xgu.ng stehenden Unterrichtsstunden kénnen wie folgt grob aufgegliedert
werden.

1. Stunde: Darstellung der rationalen Zahlen als Dezimalbriiche

2. Stunde: Das Rechnen mit periodischen Dezimalbriichen und ihren Niéherungs--
werten

3. Stunde: Der Bereich der rationalen Zahlen als dicht beziiglich der Ordnungs-
relation - -

4. Stunde: Zusammenfassung und Systematisierung

4

In der I. Stunde wird die Umwandlung rationaler Zahlen, die in der Form 2 mit
P, 9 € G; g + 0 gegeben sind, in Dezimalbriiche wiederholt. q
Dabei wird die Tatsache, daB nur diejenigen rationalen Zahlen, deren Nenner
nur die Primfaktoren 2 oder 5 enthalten, als endliche Dezimalbriiche dargestellt
werden konnen, hervorgehoben (auf nichtdekadische Systeme kann dabei kurz hin-
gewiesen werden).

DaB der Divisionsalgorithmus nicht abbricht, wenn der Divisor Primfak enthalt, die hied
von 2 und 5 sind, berechtigt nicht dazu, die durch diesen Algorithmus gewonnene Darstellung dem
Quoti leich Erst eine G tbetrach wiirde diese Berechtigung schaffen. Da
der Grenzwertbegriff fiir den Unterricht in Klasse 9 noch nicht zur Verfiigung steht, miissen die
Betrachtungen an einer Folge von Ungleichungen durchgefiihrt werden; vgl. Lb 10.

Bei der A dung des Divisi Igorithmus im Dezimalsystem treten Reste auf, die gleich Null
oder verschieden von Null sind. Ist der Rest gleich Null, so bricht der Algorithmus ab, und das
Ergebnis ist gleich dem Quotienten. Ist der Rest gtoBer als Null, so ist das Ergebnis kleiner als der
Quotient. Fiihrt man dagegen den Algorithmus so aus, daB in diesem Falle ein negativer Rest auf-
tritt, so ist das Ergebnis groBer als der Quotient. Diese Uberlegungen konnen leicht durch zwei
Beispiele erldutert werden.
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Beispiel 1:

L .
x= 3:8=037 3:8=0375 3:8=038
0 0 0
30 30 30
24 24 24
“60 60 60
56 56 64
4 40 4
a0,
0
. 3 ‘3 3 3
Esist037 < —, 0375==, 038>, undesfolgt037 <5 <038
Beispiel 2: d
a=% 1:3=033 1:3=034
0 0
10 10
9 9
10 10
9 12
1 =2

Es ist 0,33 < a, 0,34 > a, und es folgt 0,33 < a < 0,34.

Da hierbei unabhingig davon, an welcher Stelle abgebrochen wird, stets der Rest 1 bzw. der Rest
—2 auftritt, kann durch Verallgemeinerung die Giiltigkeit der aufzustellenden Kette von Un-
gleichungen gefolgert werden.

0 <a<l1
03 <a<o04
0,33<a<0,34

N

033..3< a<03...34,
usw.

Da in dieser Folge v;)n Doppelungleichungen die Differenzen immer Kleiner werden, kann man
folgern, daB die Quotienten immer besser angenéhert werden.

In der 2. Stunde wird nochmals die Gleichwertigkeit der Darstellung der rationalen
Zahlen als gewihnliche Briiche und der Darstellung als endliche bzw. unendliche
periodische Dezimalbriiche herausgearbeitet. Dabei sollte jedoch darauf hingewiesen
werden, daB fiir das miindliche und schriftliche Rechnen unter Umstinden die
Bruchschreibweise giinstiger als die Darstellung durch einen Dezimalbruch sein
kann.

Wird anschlieBend Lb 10, Auftrag A 13, behandelt, so sollte deutlich gemacht
werden, daB die Subtrahenden in a) bzw. die Minuenden in b) die links bzw. die
rechts stehenden Zahlen einer Doppelungleichung (Lb 10, Doppelungleichung)

sind und daB die Anndherung an die Zahl % um so besser ist, je groBer die Anzahl
der Stellen ist.
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Im AnschluB an ein entsprechendes Beispiel (etwa Lb 10, Beispiel A 2) wiren dann die
aus dem Unterricht in Klasse 6 bekannten Regeln fiir das Rechnen mit Néherungs-
werten zu wiederholen. Besonders ist dabei die Multiplikation zu beachten.

Die 3. Stunde der Unterrichtseinheit kniipft an die letzte Stunde der Unterrichts-
einheit 1.1.2. an, in der auf Grupd der Konstruktion der den rationalen Zahlen zu-
geordneten rationalen Punkte der Zahlengeraden das Dichtliegen der rationalen
Punkte und damit das Dichtliegen der rationalen Zahlen vermutet worden war.

Die Schiiler kénnen in selbsténdiger Arbeit feststellen, daB die Begriffe ,,Vorgin-
ger* und ,,Nachfolger” nicht auf den Bereich der rationalen Zahlen iibertragen
werden kénnen.

Nach Losung der Aufgabe, zehn verschiedene (rationale) Zahlen zwischen 0,01 und
0,02 zu nennen (vgl. Lb 11, Auftrag A 14) ist von den Schiilern die Frage zu beant-
worten, ob man beliebig viele Zahlen zwischen 0,01 und 0,02 angeben kann. Ein
Verfahren zum Auffinden derartiger Zahlen wird erarbeitet, z. B. das Hinzufiigen
weiterer Dezimalstellen. (Dabei ist hervorzuheben, daB nur endlich viele Stellen
erginzt werden bzw. daB diese endlich vielen Stellen als Periode auftreten kdnnen.)
Um den Beweis vorzubereiten, daB die rationalen Zahlen iiberall dicht liegen, d. h.
daB zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen stets eine weitere rationale Zahl liegt,

wird eine entsprechende Ubung mit rationalen Zahlen, die in der Form% (q+0)

dargestellt sind, durchgefuhrt z. B.: Ermitteln Sie rationale Zahlen zwischen % und —;— !

Durch Erweitern auf - und T62— ergibt sich % als eine Losung. Diese Losung

ist das arithmetische Mlttel der beiden gegebenen Zahlen. Auf die gleiche Weise

14Bt sich eine rationale Zahl, die zwischen —i‘- und 5 bzw. 2. und iliegt,
ermitteln usw. 12 12 12
Besonderer Wert ist darauf zu legen, daB der ,,Begnﬁ' dicht liegen* richtig erfaft
und nicht im umgangssprachlichen Sinne miBdeutet wird.

Zur Vorbereitung auf die Behandlung der reellen Zahlen muB deutlich hervor-
gehoben werden, daB zwar jeder rationalen Zahl eindeutig ein Punkt der Zahlen-
geraden zugeordnet werden kann, jedoch andererseits Punkte auf der Zahlengeraden
existieren kénnen, denen keine rationale Zahl zugeordnet werden kann. Eine aus-
fiihrliche Behandlung einer Aufgabe wie Lb 12, Auftrag A 15a), erscheint zweck-
miBig, da im nachfolgenden Unterricht darauf Bezug genommen wird. Dariiber
hinaus wird die Kenntnis des Begriffs ,,dicht liegen nochmals gesichert. Die in
Lb 12, Auftrag A 15a) genannte Menge ist eine Teilmenge der Menge der rationa-
len Zahlen. Das bedeutet aber ,,Liicken* in der dicht geordneten Teilmenge.

Bei der Losung dieser Aufgabe geht man am besten von der Ungleichung

a+b 9 . m a+b m
< b aus und zeigt nur noch, daB mit a,be { IO"} auch 3 G{W]

a<
gilt. Durch Erweitern ist dieser Nachweis leicht zu fiihren, denn
a+b 5 _ 5 (m my 5my - 10" + 5m, - 10™
= ﬁ(" +b) = 0 ( ) g

2 1om TTo%) =~ 10-10% - 10%
Mit m, , m, € G ist 5m, . 10 + 5m, . 10™ eine ganze Zahl.

Die abschlieBende 4. Stunde dieser Stoffeinheit sollte der Systematisierung des
Gelernten dienen.
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1.2. Reelle Zahlen
(LE 6 bis 14; 9 Std.)

1.2.1. Irrationale Zahlen; unendliche Dezimalbriiche (LE 6 bis 10; 5 Std.)

Bereits in Klasse 7 wurden die Schiiler auf die Existenz nichtrationaler Zahlen bei
der Behandlung von Quadratwurzeln hingewiesen. Es wurde erldutert, daB jede
Quadratwurzel mit beliebiger Genauigkeit durch einen endlichen Dezimalbruch
angenéhert werden kann und dieser Néherungswert bei irrationalen Wurzeln fiir die
praktische Anwendung geniigt.

Nunmehr ist die Existenz irrationaler Zahlen exakt nachzuweisen. Deshalb steht im
Mittelpunkt der 1. Stunde dieser Unterrichtseinheit der Beweis, daB es keine rationale
Zahl x gibt, fiir die x? = 2 gilt.

Aus der Tatsache, daB der Bereich der rationalen Zahlen dicht geordnet ist und jeder
rationalen Zahl eindeutig ein Punkt der Zahlengeraden entspricht, folgt nicht, daB
auch umgekehrt jedem Punkt der Zahlengeraden eine rationale Zahl zugeordnet
werden kann. Das ist den Schiilern bereits bekannt, sollte aber vor Beginn der Erar-
beitung des Beweises nochmals betont werden. Von Betrachtungen iiber die Kom-
mensurabilitit von Strecken ist abzusehen.

Zur Vorbereitung des Beweises wird ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck
benutzt, dessen Kathetenldngen und Flacheninhalt mit Hilfe von rationalen Zahlen
meBbar sind. Nach Vervierfachung dieser Fliche entsteht ein Quadrat, dessen
Flicheninhalt durch eine rationale Zahl meBbar ist. Aus der Definition der Flachen-
messung folgt nun unmittelbar die Gleichung x* = 2.

E; erhebt sich bei diesem Vorgehen die Frage, ob als MaBzahlen fiir geometrische (und andere)
GroBen nur rationale Zahlen zugelassen werden diirfen. Sie muB fiir die Seitenlinge geometrischer
Figuren verneint werden, wenn die Irrationalitit von x fiir x> = 2 bewiesen werden kann.

Der Beweis des Satzes, daB es keine rationale Zahl x gibt, die die Gleichung x* =
erfiillt, ist — entsprechend dem Lehrplan — methodisch einfach zu gestalten. Bevor er
ausgefiihrt wird, sollte jedoch der Satz iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung einer
natiirlichen Zahl in Primzahlen wiederholt werden. Das kann ohne wesentlichen
Zeitaufwand z. B. in den tiglichen Ubungen geschehen.

Das indirekte Beweisverfahren ist den Schiilern bereits aus dem Unterricht in
Klasse 8 bekannt. Es ist jedoch notwendig, hier hervorzuheben, in welchen Fillen
indirekte Beweisverfahren zweckmaBig sind.

Nach der Durchfiihrung des Beweises der Irrationalitit von x fiir x? = 2 wird ein
Verfahren fiir die Konstruktion irrationaler Punkte auf der Zahlengeraden mit den
Schiilern erarbeitet. Es schlieBen sich diesbeziigliche Beispiele und Ubungen an,
z. B.: Lb 14, Auftrag A 17, Lb 164/42, 43. |

Der zentrale Begriff der 2. Stunde ist der Begriff ,,Intervall®. Dabei ist hervorzuheben,
daB fiir jedes Paar rationaler Zahlen a und b mit @ < b eine Menge I = {x} existiert,
wobei a £ x < b gilt. Ein Intervall kann auf die Zahlengerade abgebildet werden.
Die Punkte der Zahlengeraden, die den rationalen Zahlen a und b zugeordnet sind,
legen eine Strecke auf der Zahlengeraden fest.

Da den Schiilern bereits bekannt ist, daB die rationalen Zahlen

m
i (neG;neN)
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eine dicht geordnete Menge bilden (vgl. Uh 53), ist es moglich, die Intervallgrenzen
aus dieser Menge zu wihlen. Nach diesen Betrachtungen wird das System der Inter-
valle entsprechend Lb 14f aufgebaut.

In einer kurzen Ubung nach einem vorbereiteten Tafelbild werden einige Intervalle
niher untersucht; z. B. Lb 164/45.

In der 3. Stunde wird eingangs am konkreten Beispiel ein irrationaler Punkt durch
eine Folge von Intervallen beschrieben (dabei sollte nicht nur das im Lehrbuch
gegebene Beispiel nachgerechnet, sondern noch ein weiteres gewéhlt werden). h
Wesentliches Element dieses Stundenteils ist das Stetigkeitsaxiom von CANTOR und
DEDEKIND; vgl. Lb 17, Satz A 3. Zur Vertiefung der Erkenntnisse sollten von den
Schiilern auch Aufgaben iiber die Ordnung irrationaler Punkte gelést werden; vgl.
Lb 16, Auftrag A 19.

Zusammenfassend sollte in dieser Stunde betont werden, daB durch dieses Ver-
fahren keine neuen Zahlen bestimmt wurden, sondern lediglich die Lage von irratio-
nalen Punkten auf der Zahlengeraden beschrieben wurde. Den SchluB der Stunde
sollten Ubungen im Losen von Aufgaben iiber Intervalle bilden; vgl. Lb 18, Auf-
trag A 23. Als Hausaufgabe sind Lb 164/47, 48 zu empfehlen.

In der 4. Stunde wird die Beschreibung eines rationalen Punktes auf der Zahlen-
geraden wiederholt, wobei jeder Teilschritt von den Schiilern ausfiihrlich kommentiert
wird. Dabei ist herauszuarbeiten, daB eine formale Ubereinstimmung des durch
Anwendung des Divisionsalgorithmus im Dezimalsystem gewonnenen mit dem
periodischen Dezimalbruch besteht, der auf Grund der im Unterricht der voran-
gegangenen Stunde behandelten Intervallschachtelung durch fortgesetzte Zehn-
teilung gewonnen wurde (,,Folge der Intervallnummern®).

Zundchst wird - in einem Unterrichtsgesprich oder in weitgehend selbstindiger
Arbeit der Schiiler — eine Ubersicht iiber die Intervalle bei der Beschreibung eines
rationalen Punktes durch eine Intervallschachtelung (z.B. Lb 18, Tabelle zu
Beispiel A 3) entwickelt und die Zahlenfolge zur Beschreibung des Punktes an-
gegeben. Nach der Losung einer weiteren Aufgabe durch einen Schiiler (z. B.
Lb 18, Auftrag A 24) wird die Folge

do; Gy G35 A3 oee
dann formal in die Schreibweise
Aoy A10205 see
iiberfiihrt.
Danach werden die auf diese Weise gewonnenen ,,Dezimalbriiche* mit den (periodi-

schen) Dezimalbriichen, die durch Anwendung des Divisionsalgorithmus entstehen,
verglichen,

In der 5. Stunde bieten sich viele giinstige. Gelegenheiten, die Schiiler selbstindig
arbeiten zu lassen. Zum Beispiel kann ein Schiiler zu Beginn der Stunde die Beschrei-
bung eines irrationalen Punktes der Zahlengeraden wiederholen; vgl. Lb 16, Auf-
trag A 19. Die notwendigen Zahlenangaben werdea ihm dabei vom Lehrer: an
entsprechender Stelle mitgeteilt, so daB nur unwesentliche Rechenarbeit von ihm
geleistet werden muB. Der Schiiler kommentiert das Verfahren, ein anderer Schiiler
kann, ausgehend vom Begriff ,.einander entgegengesetzte Zahlen*, die Konstruk-
tion der den negativen rationalen Zahlen zugeordneten Punkte der Zahleugeraden
beschreiben; vgl. Unterrichtseinheit 1.1.2.
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Der folgende Stundenteil dient dann dem Lésen von Aufgaben zur Festigung des
neu eingefiihrten Stoffes; vgl. Lb 164/46.

AbschlieBend wird — im Interesse der unmittelbaren Vorbereitung auf die Definition
der reellen Zahlen — an die Definition der unendlichen Dezimalbriiche (LE 9 und 10)
angekniipft und gezeigt, daB durch die getroffenen Festlegungen eine eineindeutige
Zuordnung zwischen den Punkten der Zahlengerade und den unendlichen Dezimal-
briichen ohne Neunerperiode besteht.

Fiir das volle Verstindnis der Definition der reellen Zahlen erscheint besonders die
Kenntnis folgender Aussagen notwendig; vgl. Unterrichtseinheit 1.1.3., Uh 53.

— Der Bereich der rationalen Zahlen ist dicht geordnet.
_ Jeder rationalen Zahl ist ein Punkt der Zahlengeraden eindeutig zugeordnet.
_ Diese Zuordnung ist nicht umkehrbar. Auf der Zahlengeraden gibt es Punkte, die
nicht einer rationalen Zahl zugeordnet sind.
5! s m m m m . 5 .
— Die Menge der rationalen Zahlen {l_; ﬁ; 1075 W; ] mit me G ist dicht
geordnet. \

Durch die Zahlen dieser Menge lassen sich Folgen von Intervallen erkliren, durch
die alle Punkte der Zahlengeraden arithmetisch beschrieben werden kénnen. Die
Folgen der Intervallnummern bestimmen unendliche Dezimalbriiche. Damit ist
jedem Punkt der Zahlengeraden ein unendlicher Dezimalbruch zugeordnet (um
Eindeutigkeit zu erreichen, werden Neunerperioden ausgeschlossen).

1.2.2. Der Bereich der reellen Zahlen (LE 11 bis 14; 3 Std.)

Zu Beginn dieser Unterrichtseinheit, in der I. Stunde, wird — ankniipfend an die in
der 4. Stunde der Unterrichtseinheit 1.1.3. (vgl. Uh 53) und in der 3. Stunde der
Unterrichtseinheit 1.2.1. (Uh 55f) erarbeitete Systematisierung — die Definition
der reellen Zahlen als unendliche Dezimalbriiche (ohne Neunerperiode) vermittelt.
Die Schiiler konnen aus dem in den vorangegangenen Stunden Gelernten ohne
weiteres folgern, daB auf Grund der Definition der reellen Zahlen eine eineindeutige
Zuordnung zwischen diesen Zahlen und den Punkten der Zahlengeraden besteht.
Dieser Uberlegung schlieBt sich ein Hinweis auf die Unterscheidung von rationalen
reellen und irrationalen reellen Zahlen, die disjunkte Teilmengen der Menge der
reellen Zahlen bilden, an; vgl. Lb 21, LE 11.

‘Weiterhin miissen sich die Schiiler die Definition der natiirlichen, der gebrochenen,
der ganzen und der rationalen Zahlen - sie sind aus dem Unterricht vorangegangener
Klassenstufen bekannt — ins Gedachtnis zuriickrufen und zueinander sowie zu der
Definition der reellen Zahlen in Bezichung setzen.

An der hier dargelegten Definition der rationalen Zahlen wird den Schiilern deut-
lich, daB der Bereich der rationalen Zahlen auf verschiedene Weise aufgebaut werden
kann. Im Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen wurde der Weg von den
natiirlichen Zahlen iiber die gebrochenen Zahlen zu den rationalen Zahlen beschrit-
ten; der Weg iiber die ganzen Zahlen wird nur angedeutet.

Der begriffliche Unterschied, der zwischen den rationalen Zahlen und den reellen
Zahlen auf Grund der Definitionen besteht, ist zwar fiir die Anwendungen der
Mathematik, vor allem fiir das Rechnen, praktisch irrelevant; er ist jedoch fiir die
Untersuchung weiterer mathematischer Zusammenhinge und die Begriffsbildung in
anderen Bereichen der Mathematik wesentlich. Die Bemerkung, daB fiir Zahlen aus
den verschiedenen Bereichen im allgemeinen die gleichen Symbole (Variable) ver-
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wendet werden, sollte mit dem Hinweis verbunden werden, daB es beim Arbeiten
mit Variablen notwendig ist, den Grundbereich der Variablen anzugeben; vgl.
Stoffeinheit 1.3.

Die Zusammenhinge zwischen den Mengen der natiirlichen, der gebrochenen, der
ganzen, der rationalen und der reellen Zahlen lassen sich einfach durch die den
Schiilern bereits vertrauten Mengendiagramme veranschaulichen. .

In der 2. Stunde, in der die Ordnung im Bereich der reellen Zahlen erortert wird,
sollten die Schiiler erkennen, daB es notwendig ist, die Ordnungsrelation und die
Rechenoperationen im Bereich der reellen Zahlen zu definieren, und daB die Defi-
nitionen fiir den Bereich der reellen Zahlen mit den ‘Definitionen, die fiir die im
Bereich der reellen Zahlen enthaltenen Teilbereiche gelten, vertriglich sein miissen. -
Dies ist ohne Schwierigkeit moglich, wenn die Stunde mit einer Wiederholung aus
dem Stoff der Klasse 6 begonnen wird.

Fiir zwei gebrochene‘Zahleniund £ (b # 0; d + 0) gilt stets eine der Beziehungen

b d
wifs Sl S L
d’ 5 d’ b~ d’

Es gilt — < % genau dann, wenn ad < be;

¢
T genau dann, wenn ad = bc;

>la ofn &8 o=
\

c
7 genau dann, wenn ad > bc.

Es wird dann gezeigt, daB fiir > = d = 1 kein Widerspruch zur Ordnung im Bereich
der natiirlichen Zahlen besteht.

Die Definition der Gleichheit zweier reeller Zahlen folgt aus der Uberlegung, daB
jede auf der Zahlengeraden gegebene Schachtelung genau einen Punkt enthilt
(Lb 17, Satz A 3) und daB jedem Punkt der Zahlengeraden eindeutig eine reelle
- Zahl zugeordnet ist.

Nachdem die Erklirung fiir die Gleichheit reeller Zahlen gewonnen ist, konnen die
Bedi fiir die Klei Is-Relation festgelegt werden. Dabei ist es zweck-
miBig, die Bezichungen auf der Zahlengeraden zu veranschaulichen, und zwar zu-
nichst an einem einfachen Beispiel, wie

a = 0,13425... und b = 0,14425...;
vgl. Lb 22.

Auf Millimeterpapier konnen die Intervalle verhiltnismiBig genau angegeben und

die fiir die Unterscheidung wesentlichen Intervalle besonders gekennzeichnet werden;

es ist ohne weiteres moglich, daB a links von b liegt. Durch eine einfache Uberlegung *
wird den Schiilern dann auch klar, daB von einer bestimmten Stelle an verschiedene

Intervalle auftreten.

Das Hervorheben der zur Definition der reellen Zahlen benutzten Begriffe ist sehr

wichtig; es muB der falschen Vorstellung vorgebeugt werden, daB die Relationen

aus dem Bereich der gebrochenen Zahlen fiir den Bereich der als unendliche Dezi-

malbriiche definierten reellen Zahlen einfach iibernommen werden kénnen.

1
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Im AnschluB an die Definition der reellen Zahlen wurde festgestellt, daB die Menge
der reellen Zahlen aus den disjunkten Teilmengen der rationalen reellen Zahlen und
der irrationalen reellen Zahlen besteht. Auf Grund der Beziehungen, die zwischen,
den rationalen Zahlen und den rationalen reellen Zahlen bestehen, kann die Iso-
morphie beziiglich der Ordnungsrelation zwischen beiden Mengen gefolgert werden.
Erst aus dieser Betrachtung folgt, daB es mdglich ist, irrationale reelle Zahlen durch
rationale Zahlen anzunéhern,

In der 3. Stunde der Unterrichtseinheit werden die Rechenoperationen im Bereich
der reellen Zahlen behandelt. Eine Definition der Operationen ist nicht vorgesehen.
Im Lehrbuch wird an einzelnen Beispielen gezeigt, wie man dabei vorgehen kénnte}
vgl. Lb 23f.

Im Unterricht wird mit den Schiilern lediglich erarbeitet, da Summen und Produkte
reeller Zahlen durch Folgen von Doppelungleichungen dargestellt und daB durch
das Addieren bzw. Mulgiplizieren der Naherungswerte der Summanden bzw. Fak-
toren wiederum Naherungswerte fiir die Summen bzw. Produkte gewonnen werden
konnen.

Entsprechende Aufgaben sollten im wesentlichen unter Anleitung durch den Lehrer
im Unterricht geldst und von den Schiilern kommentiert werden; vgl. Lb 165/56
bis 61.

In der 4. Stunde der Unterrichtseinheit wird die Definition der Wurzel (Exponent
neN, n 2 1) behandelt. Ausgangspunkt der Uberlegungen ist der — ohne Beweis
mitzuteilende — Satz, daB fiir nichtnegative reelle Zahlen @ und b und fiir natiirliche
Zahlen n (n 2 1) die Gleichung 4" = a genau eine Losung b hat; vgl. Lb 25,
Satz A 5. Die Erlduterung dieses Satzes kniipft an die Kenntnisse der Schiiler aus
dem Stoff der Klasse 7 an, in der die Quadratwurzel (zweite Wurzel) eingefiihrt
und auch festgestellt wurde, daB nicht fiir alle rationalen Zahlen rationale Quadrat-
wurzeln existieren.

Es ist nicht Aufgabe des Unterrichts in dieser Stunde, das Operieren mit Wurzeln
zu iiben. Das Rechnen mit Wurzeln ist — soweit es iiberhaupt zum Stoff der Klasse 9
gehort — in Zusammenhang mit der Behandlung von Potenzen im Stoffgebiet 3.
,,Potenzen und Potenzfunktionen* vorgesehen.

* Der Ausblick auf den Bereich der komplexen Zahlen 146t s1ch zwanglos an die Diskussion der

Lisbarkeit der Gleichung 5" = a anschlieBen, wenn die Ei daB a eine ni
Zahl sein miisse, aufgehoben wird. Mit dem Ausblick auf die komplexen Zahlen sollte auch der
Hinweis verbunden sein, daB8 zur Abbild der k Zahlen die Zahl de nicht mehr

ausreicht, sondern eine Zahlenebene gewihlt werden muB (die Begriindung dafiir ist von den Schii-
lern zu fordern).

1.3. Arbeiten mit Variablen

(LE 15 bis 26; 25 Std.)
1.3.1. Variable, Grundbereiche von Variablen, Terme (LE 15; 1 Std.)
In dieser Unterrichtsstunde steht der Begriff ,,Variable* im Mittelpunkt. Seine
Definition wird wiederholt, an Beispielen festigen die Schiiler die Erkenntnis, welchen
Vorteil die Verwendung von Variablen bei der Darstellung mathematischer Sach-
verhalte bietet. Besonders ist darauf hinzuweisen, daB vielfach verschiedene Sach-
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verhalte durch Terme gleicher Struktur beschrieben werden kénnen; vgl. Lb 27,
Beispiel A 15. Das ist den Schiilern nicht allgemein geldufig, da es iiblich ist, fiir
verschiedene Sachverhalte auch verschiedene Zeichen (Buchstaben) zu verwenden;
z.B.v-t; I R; p- A. An dieser Stelle konnte darauf eingegangen werden, daB8 durch
das Verwenden von Zeichen, deren Bedeutung allgemein bekannt ist, schnell ein
groBer Informationsgehalt iibermittelt werden kann.

Bei den Ubungen wird im einzelnen festgelegt (miindlich oder schriftlich), fiir welche
Zahlen bzw. GroBen die Variablen stehen (das ist den Schiilern auch vom Unterricht
in anderen Fichern her bekannt). Es schlieBen sich Einsetziibungen an; z. B.:
2x — 5, xe N bzw. x € G. Liegt die entstehende Zahl wieder im Grundbereich der
Variablen?

Die Grundbereiche der Variablen sind soweit wie méglich zu veranschaulichen, z. B.
durch Mengendiagramme oder auf der Zahlengeraden. Bei den Ubungen soliten auch
Variable mit geometrischen Grundbereichen verwendet werden; vgl. [50].

Es ist wichtig, die Schiiler zur Einsicht zu fiihren, daB Variable ,,an sich* kein
Untersuchungsobjekt der Mathematik darstellen, daB man nicht mit Variablen,
sondern nur mit den Elementen des Grundbereichs, fiir den die Variablen gelten,
rechnen kann; vgl. Lp 23. Allerdings ist es zweckmiBig, fiir den Unterricht die
Vereinbarung zu treffen, daB immer dann der Bereich der reellen Zahlen Grund-
bereich fiir die Variablen ist, wenn kein anderer Bereich angegeben ist.

Der Begriff ,,Term* ist den Schiilern aus dem Unterricht in Klasse 6 bekannt. Er
wird an dieser Stelle an Beispielen, die sich auf verschiedene Grundbereiche von
Variablen beziehen, wiederholt und inhaltlich angereichert. Der Festigung der
Kenntnisse tiber Variable und Grundbereiche von Variablen dienen auch Beispiele
fiir Losungsmengen von Gleichungen und Ungleichungen in verschiedenen Grund-
bereichen. AuBlerdem wird fiir einige Terme festgestellt, fiir welche Elemente eines
vorgegebenen Grundbereichs sie nicht erklirt sind (eine Begriindung dafiir ist von
den Schiilern zu verlangen).

Vorschlag fiir den methodischen Ablauf der Stunde:

(1) Einige Aufgaben zum Beschreiben vorgegebener Mengen natiirlicher Zahlen mit
Hilfe von Variablen (z. B. Lb 166/66 bis 69) werden miindlich gelst, anschlie-
Bend von jedem Typ eine Aufgabe schriftlich.

(2) Die Definition der Variablen (Lb 27, Definition A 7) wird von den Schiilern
gelesen. Ubungen im Nennen von Grundbereichen von Variablen schlieBen sich
an; vgl. Lb 27, Beispiele A 14 und A 15.

(3) Nach der Erlduterung eines weiteren Beispiels fiir das Erfassen verschiedenartiger
Sachverhalte durch gleiche Variablen und Terme (z. B. Lb 28, Beispiel A 16)
werden entsprechende Aufgaben gestellt; vgl. Lb 166/70.

(4) Es werden von den Schiilern Aufgaben geldst, bei denen zu entscheiden ist, auf
welche Grundbereiche sich die auftretenden Variablen beziehen; vgl. Lb 166/74.

(5) Im Rahmen einer SchluBzusammenfassung wird eine Hausaufgabe zur Festigung
des neu eingefiihrten Stoffes gestellt; Auswahl aus Lb 166/68, 69, 71, 72~

1.3.2. Einige Umformungen von Termen (LE 16; 3 Std.)
Ziel dieser Unterrichtseinheit muB sein, bei den Schﬁlerﬁ, ausgehend von dem im
Unterricht in Klasse 8 erworbenen Kénnen, Sicherheit im Auflésen und Setzen von

Klammern, vor denen ein Plus- oder ein Minuszeichen steht, sowie im Multiplizieren
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von Summen der und im Auskl n eines (im allgemeinen eingliedrigen)

gemeinsamen Faktors bei mehreren Summanden zu erreichen. Ebenso miissen die
Schiiler die Erkenntnis festigen, daBl die Umformungen von Termen mit Variablen -
Operationen mit "den Elementen des jeweiligen Grundbereichs sind.

Am Anfang soliten Ubungen im Zusammenfassen von Summen unter Verwenden
von Variablen stehen, z. B.:

5r— 25+ 4r — 3r; 4x* + 9x — 2x% + x; 8,4a + 5,3a — 6,9a.

Wie das Zusammenfassen ausgefiihrt wird und wann es iiberhaupt méglich ist,
wird von den Schiilern erfragt.

Die Regeln iiber das Auflésen von Klammern werden wiederholt und jeweils beim
Losen einer Aufgabe (vgl. Tabelle Lb 29) von den Schiilern mit eigenen Worten
genannt.

Aufgaben, bei denen vor dem ersten Glied in der Klammer ein Minuszeichen steht,
sollten nicht fehlen, z. B.: 7,3n — (—0,7m + 3 7n) + 1,3m, da manche Schiiler beim
Ermitteln des Vorzeichens unsicher sind, obwohl sie die entsprechende Regel nennen
konnen. Es ist zu empfehlen, geschachtelte Klammern ,,von innen nach auBen‘
aufldsen zu lassen.

Bei der Unterweisung der Schiiler im Auflésen von Klammern wiire das Prinzip der dabei vorzuneh-
menden Umformungen griindlich zu erldutern; keinesfalls sollte die (algorithmische) Vorschrift zu
Beginn der Unterweisung ohne Erklirung dargeboten werden. Statt des Auflésens ,,von innen nach
auBen* kann auch umgekehrt vorgegangen werden; auf einer hoheren Stufe der Beherrschung
werden die Schiiler selbst erkennen, welches Vorgehen bei einer Aufgabe sicherer oder rationeller ist.

Als Koeffizienten der Variablen sollten bei den Aufgaben hiufig gebrochene Zahlen
auftreten, damit neben dem Arbeiten mit Klammern das Rechnen mit diesen Zahlen
geilibt werden kann und die Fertigkeiten der Schiiler auf diesem Gebiet gefestigt
werden konnen. Hauptzweck ist aber, Sicherheit im Auflosen — und auch im Setzen —
von Klammern zu erreichen.

Es ist zweckmiBig, nach einer kurzen Anleitung den Schiilern entsprechende Auf-
gaben zum selbstandlgen Uben zu tibertragen; vgl. Lb 167/80 81.

Die Multiplikation einer mehrgliedrigen Summe mit einem eingliedrigen Ausdruck
wird auf die Multiplikation zweigliedriger Summen mit einem eingliedrigen Aus-
druck zuriickgefiihrt. Das kann nach entsprechender Anleitung ein Schiiler der
Klasse vorfithren. Wird es den Schiilern zur Gewohnheit, beim Ausklammern zu-
nichst alle Summanden so als Produkte niederzuschreiben, da3 der gemeinsame
Faktor deutlich zu erkennen ist (vgl. Lb 30, Beispiele A 21a), b), c)), dann ist die
Gefahr, daB bei komplizierteren Aufgaben Fehler auftreten, geringer. Wichtig ist
eine angemessene Stufung der Schwierigkeiten bei den Ubungen.

Bei einigen Aufgaben sollte von den Schiilern aus erzieherischen Erwdgungen ge-
fordert werden, das Ergebnis durch Multiplizieren zu iiberpriifen. Als weitere
Kontrollmdglichkeit sei an das Einsetzen von Zahlen aus dem Grundbereich der
Variablen erinnert. Die Aufgabenstellung konnte lauten:
Uberpriifen Sie die Umformung fiira = 3,b = —5,¢ = %!
(Die Formulierung ,,Uberpriifen Sie die Umformung, indem Sie fiira = 3,5 = —5

c= E—einsetzenl“ ist unkorrekt.)
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Es muB den Schiilern klar sein, daB aus einer oder auch aus mehreren wahren Aus-
sagen noch nicht die Richtigkeit der Umformung gefolgert werden kann, aber aus
einer falschen Aussage auf eine fehlerhafte Umformung zu schlieBen ist.

Das Multiplizieren von Summen miteinander wird in selbstindiger Arbeit durch die
Schiiler begriindet; vgl. Lb 31, Auftrag A 31. Zum Beispiel konnen sie beauftragt
werden, die Gleichung

(@+b)(c+d) =ac+ad + bc + bd

in Worten wiederzugeben.

Bei den Ubungen der Schiiler an der Tafel sollte stets eine bestimmte Reihenfolge
beim Bilden der Produkte eingehalten werden, um Fehlerquellen auszuschalten,
z. B.: Erstes Glied der ersten Summe multiplizieren mit dem ersten (zweiten ...)
Glied der zweiten Summe, dann zweites Glied der ersten Summe multiplizieren mit
dem ersten (zweiten ...) Glied der zweiten Summe usw.

Die Schijler merken im allgemeinen selbst, daB fiir das Vergleichen der Erg
eine einheitliche Reihenfolge der Summanden angebracht ist. Es empfiehlt sich, den
Schiilern das Prinzip der lexikographischen Anordnung zu erldutern. Besondere
Ubungen im Ordnen der Summanden sind nicht erforderlich, da die Richtigkeit des
Ergebnisses nicht von der Reihenfolge abhingt (Kommutativitat der Addition).

Bei der Multiplikation von mehr als zwei Summen miteinander sollte auf die Asso-
ziativitit der Multiplikation verwiesen werden, etwa an dem folgenden Beispiel.

8:5-3=(8-5)-3 8:-5-3=8-(5-3)
=40-3 E =8-15
=120 =120
Aufgaben der Form

Sy * S, — S5+ 8y (S sind Summen)
erfordern eine Erliuterung. Wird das Produkt S;- S, in eine Summe umgeformt, so steht ein
Minuszeichen vor der Summe, d. h., die Summe muB in Klammern geschrieben werden. Das Minus-
zeichen auf andere Weise zu beriicksichtigen (z. B. die Zeichen vor den Summanden von S oder
S4 zu verindern), ist nicht ratsam, denn das kann die Schiiler verwirren.

Das mehrfache Ausklammern zum Umformen einer Summe in ein Produkt von
zwei Summen sollte nicht bis zur Fertigkeit geiibt werden. Es geniigt, den Schiilern
zu zeigen, daB als gemeinsamer Faktor von Summanden auch eine Summe auf-
treten kann.

Um die Sicherheit der Schiiler im Anwenden des (aus dem Unterricht in Klasse 8
bekannten) Umformens von Termen zu iiberpriifen, ist es ratsam, vermischte Auf-
gaben zu stellen. Dabei sollten bei einigen Aufgaben Terme vorgegeben werden,
fiir die die Schiiler selber die Art der Umformung ermitteln miissen.

1.3.3. Die Struktur von Termen (LE 17; 1 Std.)

Obwohl bereits in den vorangegangenen Stunden die Struktur von Termen von den
Schiilern erkannt werden muBte, ist es notwendig, nunmehr etwas umfassender auf
die Struktur von Termen einzugehen. Die- Fehler der Schiiler beim Umformen von
Termen haben zum gréBten Teil ihre Ursache darin, daB die Struktur der Terme nicht
richtig erkannt wird.

Es ist sinnvoll, diese Stunde mit der vorangegangenen eng zu verkniipfen und sie
wie folgt methodisch zu gliedern.
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(1) Am Beginn der Stunde sollte eine kurze Betrachtung stehen, aus der die Schiiler
die Unterschiede'zwischen den Rechenoperationen zweiter Stufe und den Rechen-
operationen erster Stufe erkennen. Zur Festigung dieser Einsicht konnen die
Schiiler z. B. die ersten zwei Abschnitte von Lb 32, LE 17, lesen und ent-
sprechende Aufgaben 16sen; vgl. Lb 32, Auftrag A 33.

(2) Zur weiteren Ubung und Festigung sollten die Schiiler folgende Aufgabe schrift-
lich lgsen: i
Beschreiben Sie die Struktur der folgenden Terme!

(@+b):(c+d); (@+b)-c+d;, a+b-(c+d); a+b-c+d
Die Schiiler miiten z. B. schreiben: (a + b) - (¢ + d) ist ein Produkt aus zwei
zweigliedrigen Summen.

(3) Nun erfolgt die umgekehrte Aufgabenstellung. Die Struktur eines Terms ist in

: einem Text gegeben, der Term ist mit Hilfe von Variablen aufzuschreiben;

vgl. Lb 32, Beispiel A 25b). Bei jeder derartigen Aufgabe mufl der Grund-
bereich der verwendeten Variablen angegeben werden!

(4) Im Verlauf der Stunde sollte ein Diktat von Termen nicht fehlen, z. B.:

%a; 2a dividiert durch 3; 2 dividiert durch 3a;
die Summe aus @ und dem Quotienten b durch a;
der Quotient aus der Summe a + b und a.

Beim Vergleichen erkliren die Schiiler die Struktur der Terme,

(5) Zur Verbindung der Ubungen dieser Stunde mit den Ubungen im Umformen von
Termen der vorangegangepen Unterrichtsstunden kénnten einige Aufgaben wie
Lb 32, Beispiel 25a), gestellt werden.

(6) Zum AbschluB der Stunde sollte eine kombinierte miindliche und schriftliche
Ubung durchgefiithrt werden; vgl. Lb 169/103.

1.3.4. Binomische Formeln (LE 18; 3 Std.)

Es muB erreicht werden, daB die Schiiler die binomischen Formeln als einen wichtigen
Spezialfall der Multiplikation zweier zweigliedriger Summen erkennen. Es sollte des-
halb auch darauf geachtet werden, daB die Produkte der Form (a + b) (@ — b) und
die zweiter Potenzen von Binomen nicht durch Ausmultiplizieren, sondern durch
Anwenden der binomischen Formeln berechnet werden.
Da die binomischen Formeln im weiteren Unterricht hdufig bendtigt werden, ist
ein sicheres Beherrschen durch alle Schiiler erforderlich; vgl. Lp 23. Besonders
werden die binomischen Formeln zum Umwandeln einer Summe in ein Produkt
(eine Potenz) bei der Behandlung der quadratischen Funktionen und Gleichungen
benotigt.
Die Schiiler lernen zwei binomische Formeln kennen.

(a + b)* =a® + 2ab + b*; (a + b)(a — b) = a* — b?

AIn der Vergangenheit wurden vielfach drei Formeln hervorgehoben. Da eine Dif-
ferenz stets formal als Summe geschrieben werden kann, ist die Beschrinkung auf
zwei Formeln gerechtfertigt.

Die Schiiler kénnen die binomischen Formeln in selbsténdiger Arbeit (eventuell mit
Hilfe des Lehrbuchs) gewinnen. Beim Angeben der Formeln darf der Grund-
bereichi der Variablen nicht vergessen werden. Das Veranschaulichen der beiden
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Formeln (durch Tafelzeichnungen oder durch eine Seitenfliche des zerlegbéren
Plastewiirfels fiir (@ + b)) triigt zum Festigen der Kenntnisse bei.

Bei den ersten Anwendungen dieser Formeln werden die Schiiler veranlaBt, an-
zugeben, welchen Term sie fiir @ und welchen Term sie fiir b einsetzen. Es sollten
bereits fiir die ersten Ubungen Terme gewihlt werden, vor denen ein Minuszeichen
steht (z; B.:a= —-3,b=7x;a=09r,b= —2;aberaucha = ——:—x, = —Sy).
Im Zusammenhang mit den binomischen Formeln wird das Rechnen mit gemeinen
Briichen und Dezimalbriichen durch eine entsprechende Auswahl der Aufgaben
gelibt. Empfehlenwert ist auch, daB die Schiiler die Quadrate der ,kleineren®
natiirlichen Zahlen (etwa bis 25) auswendig kennen.

Im AnschluB an die Behandlung der binomischen Formeln wird das Erkennen der
Struktur eines Terms und der Reihenfolge der auszufithrenden Operationen beim
Umformen von Termen wiederholt; vgl. Lb 169/103. Dabei sollten auch Aufgaben
zur Uberpriifung der Wahrheit einer Aussage (z. B. Lb 33, Auftrag A 36) gestellt
werden, da hierbei die Bedeutung der Quantifikatoren ,,Fiir jede ... und ,,Es gibt
eine ... besonders bewuBtgemacht werden kann. Es wird wiederholt, daB ein
Gegenbelspxel geniigt, eine Aussage wie ,,Fiir jede ... gilt: ...* zu widerlegen.

Solche Betrachtungen tragen zur logxschen Schulung und zu: Erziehung zu einer
exakten Ausdrucksweise bei.

Wihrend fiir das Umformen eines Produktes (einer Potenz) von Summen in Summen
nicht unbedingt eine Formel benétigt wird, braucht man sie fiir das Umformen
spezieller Summen in ein Produkt schon eher.

Auf die Méglichkeiten des Zerlegens eines Summanden einer dreigliedrigen Summe
in zwei geeignete Summanden wird nicht eingegangen. Es wird nur mit den binomi-
schen Formeln gearbeitet. Den Schiilern mufl bewuBt wcrden, daB nur speznelle drei-
gliedrige Summen mit Hilfe der Formel (a + b)* = a® + 2ab + b? in eine Potenz
und daB nur Differenzen zweier Quadrate mit Hilfe von (¢ + b) (@ — b) = a®> — b
in ein Produkt umgeformt werden kénnen. Hat eine gegebene dreigliedrige Summe
dieselbe Struktur wie a? + 2ab + b?, so kann diese Summe durch Einsetzen der
Ausdriicke, die den Variablen a und & in (a + b)? entsprechen, als Potenz geschrieben
werden. Die diesbeziigliche Untersuchung der Struktur einer dreigliedrigen Summe
ist in folgenden Schritten denkbar.

(1) Vor zwei Summanden mu8 ein Pluszeichen stehen (das ist eventuell durch Aus-
klammern von —1 zu erreichen); diese Summanden miissen Quadrate sein.

(2) Der dritte Summand wird mit dem doppelten Produkt der Basen der beiden
Quadrate verglichen.

Zur schriftlichen Darstellung vgl. Lb 33, Beispiel A 27. Beim Ermitteln der Terme,
die den Variablen @ und b in (a + b)? entsprechen, sind jeweils zwei Mdglichkeiten
zu beachten.

Beispiel: (a + b)*> = a* + 2ab + b*
(3 + 59%)? 79 + 30y% + 25y*

(=3 - 5?7
(3 = 55%)% <9 — 30y* + 25
(=3 + 5%
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Als eine Kontrollméglichkeit sollte das Berechnen der ermittelten Potenz und das
Vergleichen mit der gegebenen Summe angewandt werden. Vor allem ist dieses
Verfahren dann geeignet, wenn die Schiiler die Aufgabe im Kopf 16sen. In die Auf-
gaben sollten auch Summen einbezogen werden, die keine vollstindigen Quadrate
eines Binoms sind; vgl. Lb 34, Auftrag 37b), c), ).

Das Umformen einer Differenz zweier Quadrate in ein Produkt sollte nur an ein-
fachen Beispielen geiibt werden; vgl. Lb 34, Beispiel A 28. Das Berechnen des
Flicheninhalts eines Kreisrings (des Volumens bzw. der Masse eines Hohlzylinders)
kann in diesem Zusammenhang wiederholt werden. Die Schiiler erkennen in der
Umformung d? — d? = (d; + d,) (d, — d,) einen Vorteil fiir das Rechnen mit Hilfe
des Rechenstabs. Weitere Aufgaben bereiten das Losen von quadratischen Gleichun-
gen im Stoffgebiet 4. ,,Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen*
vor; vgl. Lb 34f.

Beim Anwenden der binomischen Formeln (in beiden Richtungen) wird das Rech-
nen mit rationalen Zahlen geiibt. Das geschieht, wenn rationale Zahlen als Koeffizien-
ten auftreten, aber auch, wenn zur Uberpriifung der Umformung fiir die Variablen
Zahlen eingesetzt werden.

Im AnschluB an das Erarbeiten des Stoffs konnte eine kurze schriftliche Kontrolle
mit Aufgaben der folgenden Art durchgefiihrt werden.

Formen Sie die Summen in Produkte (Potenzen) um!

102a?b — 17a + 5lab — 170ab®; 49x* + 28xy + 4y%;
0,09 — 25b*; 39r% — 26rs + 169s>

Eine spitere umfangreichere Kontrollarbeit sollte sich liber etwa 30 Minuten erstrek-
ken und Aufgaben zu den Unterrichtseinheiten 1.3.2. bis 1.3.4. enthalten. Die Auf-
gaben kénnen dem Lehrbuch entnommen werden, damit keine Zeit fiir das An-
schreiben benétigt wird (auBerdem wird dadurch das Schreiben in Gruppen er-
leichtert). .

1.3.5. Die quadratische Ergiinzung (LE 19; 1 Std.)

Mit der Behandlung der quadratischen Erganzung werden wesentliche Vorleistungen
fiir die Behandlung quadratischer Funktionen und Gleichungen erbracht.

Die Erginzung einer zweigliedrigen Summe durch das Quadrat eines Gliedes
(quadratische Erginzung) zu einem vollstindigen Quadrat ist hauptsichlich als
Voriibung gedacht, denn diese Aufgabenstellung wird spéter nur noch selten wieder
auftreten, da quadratische Gleichungen dann in erster Linie mit Hilfe der Losungs-
formel zu 18sen sind.

Die Schiiler ermitteln durch Vergleichen der gegebenen Summe mit der Form
a* + 2ab die Terme, die a und b entsprechen, und erginzen dann das zum voll-
standigen Quadrat fehlende Glied »2. Es reicht im allgemeinen der im Lehrbuch
angegebene Weg; jedoch kann auch ausfiihrlicher verfahren werden, z. B.:

1 1 13% 1 1
- G 2 T I | L =2 _ —_
r 2r r+2r( 4)+( 4) r 2r+]6
a* + 2ab _(r_l)‘
- 4



7
b=~ s
b= — %r
2
Die quadratische Erganzung ist (—%) = %

Im Mittelpunkt der Ubungen stehen Aufgaben, die verlangen, eine gegebene Summe
mit Hilfe der quadratischen Erginzung so umzuformen, daf sie ein vollstindiges
Quadrat enthdlt. Den Schiilern ist das Addieren und das gleichzeitige Subtrahieren
einer Zahl (zum Zwecke einer geeigneten Umformung) bereits bekannt.

Es ist zu empfehlen, moglichst nur solche Aufgaben zu stellen, die spiter, vor allem
im Stoffgebiet 4. ,,Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen®, im
Prinzip wieder vorkommen. Das bezieht sich besonders auf den Schwierigkeitsgrad
und die Wahl der Variablen; vgl. Lp 34. Damit alle Schiiler inhaltlich erfassen, wie
man eine Summe so umformt, daB sie ein vollstindiges Quadrat enthilt, sollten die
Schiiler diese Umformung an dieser Stelle noch nicht formelméBig ausfithren.

Wird z. B. die Aufgabe gestellt, x> + px + g in eine Summe, die ein vollstindiges

2 2
Quadrat enthélt, umzuformen, so sollte nur bis zu (x+%) - (%.) + ¢ um-
geformt werden. . )

1.3.6. Erweitern und Kiirzen von Quotienten (LE 20; 1 Std.)

Das Erweitern und Kiirzen von Quotienten ist im Verlaufe des Unterrichts bis
Klasse 10 hdufig auszufiihren, z. B. beim Vergleichen von Quotienten, bei der
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Quotienten. Sicherheit
miissen alle Schiiler im Erweitern und Kiirzen mit eingliedrigen Faktoren erreichen.
Das Erweitern und Kiirzen mit zweigliedrigen Faktoren bleibt auf einfache Fille
beschrankt.

Die Begriffe ,,Erweitern‘ und ,,Kiirzen* wurden in der Klasse 5 fiir Briiche % mit

a,be N und b =+ O definiert. Es treten nun Erweiterungs- und Kiirzungsfaktoren
auf, die nicht notwendig natiirliche Zahlen sind. Das Erweitern und Kiirzen ist fiir
Quotienten mit beliebigen Zahlen als Kiirzungs- und Erweiterungsfaktoren zu
erklaren. DaBl die Erweiterungs- und Kiirzungsfaktoren stets von Null verschieden
sein miissen, ist durch die Angabe von Bedingungen zu sichern; vgl. Lb 36, Bei-
spiel A 31.

In den tiglichen Ubungen wird das Rechnen mit gemeinen Briichen wiederholt;
vgl. Lb 173/141 bis 146. Besonders beim Erweitern ist hdufig die Definition dieser
Operation zu wiederholen, damit die Schiiler von selbst die notwendigen Klammern
setzen, wenn Zahler, Nenner oder Erweiterungsfaktor Summen sind. Im Zusam-
menhang mit dem Erweitern bieten sich Betrachtungen iiber die Struktur von
Termen an. 1

Beim Kiirzen von Quotienten werden bei den ersten Beispielen und immer dann,
wenn Zahler und Nenner Summen sind, der Zihler und der Nenner als Produkt aus
dem Kiirzungsfaktor und einem weiteren Faktor geschrieben (Ausklammern oder
Zerlegen mit Hilfe der binomischen Formeln).
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Aufgaben zum Kiirzen und Erweitern kénnen auch als Textaufgaben gestellt werden;
vgl. Lb 174/153.

Es sollte bereits in dieser Unterrichtseinheit auf das Vergleichen von Briichen (mit
Variablen) eingegangen werden; vgl. Lb 175/171, 172.

1.3.7. Division yon Summen (LE 21; 2 Std.)

Die Division einer Summe durch eine Zahl wird auf die Multiplikation dieser Summe
mit dem Reziproken der betreffenden Zahl zuriickgefiihrt. Dabei wird die- Distri-
butivitit von Addition und Multiplikation reeller Zahlen wiederholt. Bei der Ver-
wendung der Bruchstrichschreibweise wird der Hinweis gegeben, daB der Bruch-
strich die Klammer und das Divisionszeichen ersetzt.

Durch Erweitern oder Kiirzen der Quotienten kann erreicht werden, daB die Koef-
fizienten der Variablen teilerfremde natiirliche Zahlen sind. Deshalb sollten z. B.
solche Quotienten nicht im Ergebnis stehenbleiben:

002x a _ 25rs
3 T, 04 )

2

Die Formulierung der Aufgabenstellung kann variiert werden, z. B.:
Berechnen Sie! Formen Sie folgende Quotienten in Summen um!

Da in den Ubungen auch GréBen aus der Physik verwandt werden, ist eine kurze
RyR,
R, + R,
wird der elektrische Widerstand von zwei parallelgeschalteten Verbrauchern berech-
net;-der Gesamtwiderstand ist kleiner als der kleinste Teilwiderstand. (Die Linsen-

gleichung z. B. ist den Schiilern noch nicht bekannt.)

Bemerkung (eventuell als’frage) angebracht, z. B.: Mit Hilfe des Quotienten

* Der Algorithmus fiir die Division einer Summe durch eine Summe wird den Schiilern ohne Begriin-
dung an Beispielen erldutert. Dabei sollten in den Beispielen Dividend und Divisor stets lexiko-
graphisch geordnet sein. Dadurch ist eine einfache Formulierung des Divisionsalgorithmus moglich.
Die Vorschrift kénnte dann lauten:

Der erste Summand des Dividenden wird durch den ersten Summanden des Divisors dividiert.
Das Produkt aus diesem Quotienten und dem Divisor wird vom Dividenden subtrahiert ...
Einfache Aufgaben sind z. B. (a? + 2ab + b?): (@ + b), (x* — 8x + 16): (x — 4).

Fertigkeiten in der Anwendung dieses Algorithmus sind nicht anzustreben.

1.3.8. Addieren und Subtrahieren von Quotienten (LE 23 und 24; 4 Std.)

Ein sicheres Beherrschen der Addition und der Subtraktion von Quotienten unter
Verwendung von Variablen ist fiir den gesamten weiteren Unterricht notwendig. Das
Rechnen mit Quotienten wird in nahezu allen Stoffeinheiten und dariiber hinaus
auch in anderen Fichern angewendet. Lp 23 fordert, daB8 der Divisor im allgemeinen
eingliedrig sein soll. Es diirfen also nur sehr einfache Beispiele mit zweigliedrigem
Divisor ausgew#hlt werden, sie dienen zur Information der Schiiler.

Die 1. Stunde dieser Unterrichtseinheit koénnte etwa folgendermaBen aufgebaut
sein )

(1) In den téglichen Ubungen nach dem Vergleich und der Kontrolle der Hausauf-
. gaben werden die Begriffe ,Teiler”, ,Vielfaches*, ,,Primzahl®, ,eindeutige-
Zerlegung in Primfaktoren* wiederholt. Die Schiiler geben jeweils Beispiele an.
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(2) Die Schiiler erarbeiten, daB fiir die Addition und Subtraktion von Quotienten
das Ermitteln eines g Nenners ein wesentlicher Schritt ist. Es wird
das Ermitteln des k. ¢ g. V. von natiirlichen Zahlen wiederholt. Dabei sollten die
Zahlen so gewihlt werden, daB das k. g. V. nicht sofort zu erkennen ist.

(3) Es werden gemeinsame Vielfache unter Verwenden von Variablen an die Tafel
geschrieben, z. B.:

gemeinsame Vielfache

a*b

abc a*b’c; a*b*c?; 5a*b*c

b

3x

6xy

4y?
Es wird den Schiilern mitgeteilt, daB man den Begriff ,,gemeinsame Vielfache*
auch beim Arbeiten mit Termen mit Variablen benutzt. Es ist aber nicht mdoglich,
bei Termen, die Variable enthalten, das k. g. V. ermitteln zu wollen.

Das kann mit Hilfe eines einfachen Beispiels erliutert werden.

Fiir die Terme a2b, abc, b?c ist a®b*c ein gemeinsames Welfaches. Werden. fiir a, b, ¢ teiler-
fremde natiirliche Zahlen gesetzt, so ist a%b*c das k. g. V. Fiir die Zahlen a=2, b=3, c=4 ist
a2b?c = 144 zwar ein gemeinsames Vielfaches von 23+ 3, 2+3 - 4, 32 - 4, aber nicht das k. g. V.
(das ist 36).

(4) Die Schiiler bearbeiten selbstindig entsprechende Aufgaben, z. B. Lb 175/165
bis 170. Zur Vorbereitung des Berechnens der Erweiterungsfaktoren und zur
Kontrolle schreiben die Schiiler das gemeinsame Vielfache als Produkt, bei dem
ein Faktor jeweils mit Hilfe eines gegebenen Terms beschrieben ist, z. B.:

30a%h =2-3-5-a*-b  90a*bc = 30ab - 3¢ '
18ac =2-3%-a-c 90a%bc = 18ac - 5ab
gemeinsames Vielfaches: 232+ 5+ 4%+ b + ¢ = 90a%bc

12xp?; 24x%y?; T2xy*

(5) Als erste Anwendung werden einige Vergleiche von Quotienten, die durch
Variable (mit der Menge der natiirlichen Zahlen als Grundbereich der Variablen)
ausgedriickt sind, durchgefiihrt. Dazu miissen die gegebenen Quotienten auf
einen gemeinsamen Nenner erweitert werden.

(6) Die Hausaufgaben werden aus Lb 175/171, 172 sowie aus Aufgaben zur Addition
und Subtraktion gebrochener Zahlen ausgewihlt.

Ein weiterer wesentlicher Inhalt dieser Unterrichtseinheit ist das Addieren (Sub-
trahieren) von Quotienten mit gleichen Divisoren (Nennern).

Ist bei Aufgaben ein gemeinsamer Nenner nicht sofort zu erkennen, so empfiehlt
sich fiir das Ermitteln eines gemeinsamen Nenners und der Erweiterungsfaktoren
ein Schema; vgl. Lb 38, Beispiel A 35c).

Summen wie % - % + z sollten die Schiiler zunichst so schreiben, daB gemein-
samer Nenner und Erweiterungsfaktoren sicher ermittelt werden konnen (hier
Hhoof, B

ety 5\

y z 1
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Stehen in einzelnen Zéhlern Summen, so setzen die Schiiler selbstindig auch die not-
wendigen Klammern, wenn sie gewShnt sind, Strukturen von Termen zu erkennen.

Beispiel (x + 0; y + 0):

X+y x-y +_x_=(x+y)y—(J\:—y)15y+x-3x
15x x 5y 15xy
_ Xy 4+ y* — 15xp + 155 + 3x?
- 15xy
_ 3x* — 14xy + 16y*
- 15xy

Man kann auch so vorgehen, daB die einzelnen Quotienten (Summanden) zunéchst
erweitert, die Zdhler ausmultipliziert und dann auf einen Bruchstrich geschrieben
werden. Dieser Weg ist besonders fiir noch unsichere Schiiler geeignet.
Beispiel:
X+y xp i=(x+y)y_(x—y)-15y+x-3x
15x x 5y 15xy x - 15y S5y 3x
xy +y*  15xy — 15° . 3x?
15xy 15xy 15xy
xy + y* — (15xy — 15y%) + 3x?
15xy -
xy + y* — 15xy + 15p% + 3x2
15xy
3x% — 14xy + 16y*
15xy

Von Aufgaben, bei denen im Nenner eine Summe steht, lernen die Schiiler nur ein-
fache Beispiele kennen. Leicht 16sbar sind Aufgaben, die das Anwenden der bi-
nomischen Formeln erfordern.

Beispiele:
a) 2a + 1 - a i 1
a—b*  a—-b (@a+b(a—-b) a-b
a+ 1(a +b) 2a + b

T (@a+b@-b & -0b*

1 1 1 _ xp+@x+)y—(x+yx
b) =
xX+y x y (x+y)xy
_xy+xy+yi—xt—xy  —x*+xy+)*
(x + y)xy X2y + xy?

Mit diesen beiden Beispielen diirfte der héchste geforderte Schwierigkeitsgrad an-
gegeben sein; zum Losungsschema vgl. Lb 38, Beispiel A 35¢).

Im AnschluB an diese Unterrichtseinheit wird eine Kontrollarbeit mit folgender
Thematik empfohlen (Dauer etwa 30 bis 45 min).
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. Ermitteln eines gemeinsamen Vielfachen (auch Aufgaben unter Verwendung
von Variablen)

Addieren von Quotienten und Lésen von Aufgaben in Bruchform unter Ver-
wenden von Variablen, z. B.:

x+y -y
23x 46xy

. Berechnen des Wertes eines Terms (2 Variable) und Ermitteln jener Werte der
Variablen, fiir die der Term nicht definiert ist

Kiirzen von Briichen, auch Umformen von Quotienten in Summen unter Ver-

wenden von Variablen, z. B.

30abc — 20ac? + 80bc?

40abc

N

(x+0;y+0)

> 0w

@+0;b%+0;c=+0)

1.3.9. Multiplizieren und Dividieren von Quotienten (LE 25 und 26; 4 Std.)

Das Multiplizieren und Dividieren von Quotienten unter Verwenden von Variablen
wird ebenso wie das Addieren und Subtrahieren im weiteren Mathematikunterricht
und in anderen Fichern hiufig angewendet. Sicheres Beherrschen des Stoffes ist
somit notwendig.

Ausgehend vom Produkt gebrochener Zahlen wird das Multip en von Q.

unter Verwenden von Variablen erkliart. Von Anfang an ist darauf zu achten, daB
die Schiiler erst dann kiirzen, wenn sie den Quotienten aus dem Produkt der Zahler
und dem Produkt der Nenner gebildet haben. Auch sollten die Schiiler daran ge-
wohnt werden, erst zu kiirzen und dann die Produkte in Zahler und Nenner aus-
zurechnen.

Da jeder Term formal als Quotient mit dem Nenner 1 geschrieben werden kann,
falls er nicht bereits ein Quotient ist, braucht keine weitere Vorschrift fiir die Multi-
plikation formuliert zu werden.

Steht vor einzelnen Zihlern oder Nennern von Quotienten, die multipliziert werden,
ein Minuszeichen, so empfiehlt sich folgendes Umformen; vgl. Lb 40, Beispiel A 38c).

Beispiel (@ + 0; b + 0; x % 0):
—32x%y  9ac _ 32x% ( 9ac )

—0,3ab —806x  03ab \ 80bx
_ 32x%p-9ac _ 12cxy
0,3ab - 80bx b*

Es konnen nun Aufgaben gewihlt werden, bei denen die Multiplikation einer Summe
mit einem eingliedrigen Ausdruck oder mit einer Summe und die binomischen For-
meln wiederholt werden. Auch das Beschreiben der Struktur von Termen wird hier-
bei geiibt; vgl. Lb 177/187a), b) und 188a), b).

Besonders wichtig ist das Erkennen der Struktur der Terme, wenn in den Zéhlern
oder Nennern Summen stehen. Diese Aufgaben sollten aber nicht wesentliche Teile
der Ubungen bilden. Zur Kontrolle des sicheren Erkennens der Struktur von Ter-

men werden Aufgaben wie = L. (@ — b)und

1
gy a+b.a—bgestellt.
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Den AbschluB der Ubungen zur Multiplikation. von Quotienten kdnnte eine Kon-
trollarbeit bilden.

Die Aufgaben werden gleichzeitig von einem Schiiler an der méglich deck Tafel h
Der Lehrer achtet darauf, daB dieser Schiiler richtig rechnet und alle notwendigen Schritte auf-
schreibt. Nach Ablauf der vorgegebenen Zeit (etwa 5 min vor Ende der Stunde) legen alle Schiiler
die Schreit weg und verglei ihre R mit denen an der Tafel, an der ja nur voll-
stindig richtige Losungen stehen. Mit einem anderen Schreibgerit (z. B. Bleistift) schreiben die
Schiiler nun an ihre Lésungen ,,richtig* oder das richtige E ltat (nicht den Lo weg). Da-
durch haben die Schiiler, die noch Fehler gemacht haben, Aufgaben fiir ihre zusétzlichen hius-
lichen Ubungen.

- DaB die Division durch eine Zahl gleichbedeutend ist mit der Multiplikation mit
dem Reziproken dieser Zahl, wird nun bei der Division durch einen Quotienten an-
gewandt. Es ist zu empfehlen, zunachst eine Ubung zum Bilden der Reziproken

. 3 1 4% . .2
von Zahlen durchzufiihren, z. B.: 7 5 3 T & 1— a; —7x; 3
Auf Doppelbriiche bei der Division von Quotienten braucht nur kurz hingewiesen
zu werden. Die Schiiler erfahren dabei, daB man auch diese Aufgaben auf die Multi-
plikation von Quotienten zuriickfiihrt. Spezielle Ubungen verbieten sich. Nach
einer Einfiihrung (vgl. Lb 41) konnen die Schiiler einige Divisionsaufgaben, die in
Doppelbruchform gegeben sind, selbstindig 16sen; vgl. Lb 41, Beispiel A 40.

Im Rahmen dieser Unterrichtseinheit sollte noch eine Ubung durchgefiihrt werden,
in der Aufgaben aus dem Gesamtbereich der Stoffeinheit 1.3. ,,Arbeiten mit Varia-
blen* enthalten sind. Um einen Uberblick tiber die Sicherheit der Schiiler beim Lésen
von Aufgaben aus diesem Bereich zu erhalten, wird eine kurze Kontrollarbeit durch-
gefithrt. Dadurch kénnen die Schiiler eventuell vorhandene Schwichen erkennen
und sich zielgerichtet auf die Klassenarbeit zum AbschluB der Behandlung des Stoff-
gebietes vorbereiten.

Vorschlag fiir eine kurze Kontrollarbeit:
1. Schreiben Sie folgende Produkte (Potenzen, Quotienten) als Summen!

a) 5a[0,4b — (2a + 0,35)] b) (L3x — 5y2)
¢) (57ab — 3,8b2): (—1,9a%6)

2. Formen Sie die folgenden Summen in Produkte um!
a) x2 — 20x + 25 1) 0,49 — 642> c) b%c — bc
3. Ermjtteln Sie die quadratische Ergénzung zu der folgenden Summe!

x% + 26x
4. Formen Sie in Quotienten um(a # 0; b + 0)!
7 3 4 a — ab a—ab a—ab
a)g-—E+E b)a - 3 c) a d) ‘a

1.3.10. Anwendungen des Umformens von Termen (LE 27; 3 Std.)

Diese Unterrichtseinheit verfolgt vor allem das Ziel, die Kenntnisse, Fahigkeiten
und Fertigkeiten der Schiiler im Arbeiten mit Variablen, vor allem im Umformen
von Termen, zu festigen und Voraussetzungen fiir die Behandlung von Gleichungen
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und Ungleichungen (Stoffgebiet 2.) zu schaffen. Gegenstand des Unterrichts sind
A i fgaben aus verschiede Teilbereichen der Mathematik (vor allem
Planimetrie und Stereometrie), der Physik, der Technik, der Okonomie und aus
weiteren Wissensbereichen, die zum Inhalt des Oberschulunterrichts gehéren.
Aufgaben dieser Art, vor allem im Zusammenhang mit dem Lésen von Gleichungen,
haben die Schiiler bereits im Unterricht der vorangegangenen Klassenstufen be-
arbeitet. Sie haben auch Hinweise erhalten, wie ein realer Sachverhalt mit Hilfe von
Symbolen mathematisch formuliert werden kann. Auf diese Vorleistungen muB
hier aufgebaut werden.

Ein entscheidender Schritt beim Auflssen einer Gleichung nach einer in ihr ent-
haltenen Variablen ist das Analysieren der Struktur der Terme, die auf beiden Seiten
der Gleichung stehen. Erst das Ergebnis dieser Analyse entscheidet iber die Art
der notwendigen Umformungen bzw. iiber das Anwenden des Lésungskalkiils;
vgl. Lb 41, Beispiel A 40a), b). :

Die Regeln fiir das Umformen von Gleichungen, die die Schiiler aus dem Unter-
richt in Klasse 7 kennen, werden hier nur kurz wiederholt. Ausfiihrlicher wird auf
die Regeln fiir das Umformen von Gleichungen im Stoffgebiet 2. ,,Ungleichungen
und Gleichungssysteme‘‘ noch eingegangen.

In die Ubungen zum Anwenden des Umformens von Termen sollten auch Gleichun-
gen einbezogen werden, in denen die Variablen mit Indizes behaftet sind: Solche
Fille sind in allen Bereichen der Mathematik und in der Praxis hiufig anzutreffen.
Die Schiiler miissen dabei besonders sorgfiltig arbeiten, damit nicht allein durch
eine nachlissige Schreibweise Fehler gemacht werden. Ebenso sollten® auch Glei-
chungen gewihlt werden, in denen die zu isolierende Variable mehrfach vorkommt;
vgl. Lb 42, Beispiel A 41b).

An einer Aufgabe (z. B.: a*> = b* + ¢ — 2bcd ist nach b aufzuldsen) wére zu zeigen,
daB mit den vorhandenen Kenntnissen der Schiiler manche Gleichungen nicht nach
allen darin enthaltenen Variablen aufgelést werden konnen. Damit wird auf die
Behandlung der Stoffeinheit 4.2. ,,Quadratische Gleichungen* im Unterricht in
Klasse 9 hingewiesen.

Beweise unter Verwenden von Variablen (Lp 26) kénnen bereits bei der Behandlung
der einzelnen Umformungsregeln durchgefiihrt werden. Es sollten dabei vorwiegend
Aufgaben zur Teilbarkeit von Zahlen gestellt werden. (In”diesem Zusammenhang
werden auch Zahlen als Summen von Vielfachen der Zehnerpotenzen dargestellt.)

Bei den Beweisen ist wie bei allen anderen Aufgaben eine griindliche und ausfiihr-
liche Erérterung wichtiger als das Losen einer Vielzahl von Aufgaben. Den Schiilern
ist ausfiihrlich zu zeigen, wie ein Text in mathematische Zeichen ,,libersetzt* wird.

1.3.11. Hinweise zur Leistungskontrolle (Klassenarbeit)

Die Hausaufgabe zu dem Tage, an dem die Klassenarbeit geschrieben wird, trigt
zur Erziehung der Schiiler zur Selbsténdigkeit bei, wenn sie folgendermaBen gestellt
wird.
Die Schiiler wihlen aus ihren Aufzeichnungen (Hausheft, Ubungsheft, Kontroll-
arbeiten) eine vom Lehrer bestimmte Anzahl von Aufgaben aus, 16sen diese und
vergleichen anschlieBend mit den in den Aufzeichnungen enthaltenen richtigen
- Lésungen. Vor Beginn oder wihrend der Arbeit ist eine Kontrolle der Hausaufga-
ben leicht moglich. Die Kontrollarbeit sollte sich iiber 90 min erstrecken und Auf-
gaben folgender Art umfassen.
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. Multiplikation und Division von Summen, z. B.:

6r — 9s) ©Or + 0,65); (36x%z — 4xp? + 0,12yz): (—1,2xyz)
Umformen von Summen in Produkte, z. B.:

24a?b — 56ab® — 104ab; & — d&2
Ermitteln der quadratischen Ergdnzung (fiir einfache Fille), z. B.: x2 — 10x

Niederschreiben einer-Aufgabe mit Hilfe von Variablen, z.B.: Die Summe aus
dem Fiinffachen einer Zahl und einer anderen Zahl wird um die fiinffache Summe
der beiden Zahlen vermindert.

Auflésen von Gleichungen nach vorgegebenen Variablen, z. B.:

_a+c

a==

+h nache;” RiR, = RR, + RR, nach R und nach R,

. Beweis eines Satzes; Niederschrift des Beweisganges mit Hilfe von Variablen, z. B.:

Die Differenz aus einer dreistelligen Zahl und ihrer Quersumme ist durch 9 teilbar.



2. Ungleichungen und Gleichungssysteme

2.0. Vorbemerkungen

Dieses Stoffgebiet dient der Befdhigung der Schiiler, Gleichungen und Ungleichungen
systematisch zu 16sen. Im Hinblick auf die mathematische Grundlagenbildung der
Schiiler wird im besonderen das Ziel verfolgt, die Kenntnisse durch eine systematische
Erorterung von Umformungs- und Losungsverfahren fiir Ungleich und fiir einfach
Gleichungssysteme (Systeme linearer Gleichungen mit zwei Variablen) zu’ erweitern
sowie sichere Fertigkeiten im Anwenden dieser Verfahren zu entwickeln; vgl. Lp 26,
27.

Ein wesentlicher Teil des Wissens und Konnens, das die Schiiler im Rahmen dieses
Stoffgebiets erwerben, bildet eine notwendige Voraussetzung fiir das Erfassen der
Zusammenhénge zwischen Funktion und Gleichung und der Losungsverfahren fiir
Gleichungen, vor allem im Stoffgebiet 4. ,,Quadratische Funktionen und quadratische
Gleichungen®. g

Ziel und Stoff des Unterrichts machen den Zusammenhang dieses Stoffgebiets
besonders mit den inhaltlichen Leitlinien ,,Mengen* und ,,Gleichungen und Un-
gleichungen* sichtbar; vgl. Uh 12f. Ebenso besteht zu den Leitlinien der mathe-
matischen Methode ,,Verfahren zur Problemlosung® und ,,Hilfsmittel mathe-
matischen Arbeitens** (Rechentechnik und graphisches Arbeiten) eine enge Ver-
bindung; vgl. Uh 20f.

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziechung gibt es unmittelbare An-
kniipfungspunkte an das Stoffgebiet 1. ,,Reelle Zahlen; Arbeiten mit Variablen*
(Einsicht in das Wesen der Mathematik, ihrer Begriffe, Gesetze und Methoden).
Einen erzieherisch- besonders bedeutsamen Beitrag muB die Behandlung von Sach-
aufgaben aus der Praxis erbringen (das betrifft in diesem Stoffgebiet Aufgaben, die
auf lineare Ungleichungen oder auf Systeme linearer Gleichungen fiihren). Bei Auf-
gaben dieser Art bildet das Eingehen auf den sachlichen Inhalt, nicht die philo-
sophische Betrachtung der mathematischen Abstraktionen den Schwerpunkt (im
Unterschied. zur Behandlung von Variablen und Termen in der Stoffeinheit 1.3.).

Bei der methodischen Gestaltung des Unterrichts sollte beachtet werden, daB im
Mathematiklehrgang der Oberschule Ungleichungen erstmals in der.Stoffeinheit 2.1.
,Lineare Ungleichungen“ G nd s ischer Behandlung sind (allerdings
kennen die Schiiler bereits den Begriff der Ungleichung, sie haben auch schon ver-
schiedenartige lineare Ungleichungen durch inhaltliche Uberlegungen geldst). Im
Unterricht der Oberschule werden Ungleichungen — wenn man von einer Information
iiber Systeme mit linearen Ungleichungen und iiber quadratische Ungleichungen
absieht — spéter nicht mehr weiter erdrtert, sondern nur noch bei der Kennzeich-
nung von Intervallen (z. B. bei Definitions- und Wertebereichen von Funktionen,
beim Annidhern von Potenzen mit irrationalen Exponenten durch Potenzen mit
rationalen Exponenten) angewendet. In weiterfihrenden Bildungseinrichtungen
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wird das Losen von Ungleich im all i jedoch héufig, z. B. bei Opti-
mierungsproblemen, angewendet. Am Beispiel der Ungleichungen kann den Schiilern
anschaulich gezeigt werden, daB der im Unterricht behandelte Stoff nur ein kleiner
Teil des gesamten Gebiets ist, daB aber mit dem erworbenen Wissen und Kénnen
tiefer in dieses Gebiet eingedrungen werden kann. Alle Schiiler sollten zu der inneren
Bereitschaft gefiihrt werden, spiter, nach dem AbschluB der Oberschule, stindig
weiterzulernen. Bei solchen Uberlegungen konnen gewisse Aufgaben, zusammen-
fassende Uberblicke, nur zur Information bestimmte Stoffe den Ausgangspunkt
bilden.

In der Stoffeinheit iiber. lineare Ungleichungen ist es zweckmaBig, fiir die Behand-
lung von Sachaufgaben (aus anderen Disziplinen der Mathematik, aus anderen
Unterrichtsfachern und aus der gesellschaftlichen Praxis) eine besondere Unter-
richtseinheit (2.1.5.) vorzusehen.

Bei der Behandlung der Stoffeinheit 2.2. ,,Systeme aus zwei linearen Gleichungen*
sollte entsprechend der Empfehlung auf Lp 27 als allgemeines Losungsverfahren
das Einsetzungsverfahren (Substitutionsverfahren) gewahlt werden, zumal es in der
Regel auch beim Lésen nichtlinearer Gleichungssysteme mit zwei Variablen vor-
teilhaft ist. Auch ermdglicht das Emsetzungsverfahren den Schiilern einen iiber-
sichtlichen L&sungsalgorithmus.

Bei zahlreich A t b ders aus der Geometrie, wurde dieses Verfahren von
den Schiilern bereits in den Klassen 7 und 8 , stillschweigend* benutzt, z. B. beim Losen der Auf-
gabe: Die lingere Seite eines Rechtecks unterscheidet sich von der kiirzeren um 2 cm. VergroBert
man jede Seite um 4 cm, so wichst der Flicheninhalt des Rechtecks um 72 cm?. Berechne die Linge
der Seiten!

Das graphische Losen von Gleichungen, Ungleichungen und Gleich

ist zwar zu behandeln; die Losungsschrltte sind aber nicht bis zur Fertlgkext zu iiben.
Die graphischen Verfahren haben in erster Linie den Zweck, die Zusammenhinge
zwischen Funktion und Gleichung sichtbar zu machen. Weiterhin sollen sie die
Losungsdiskussionen — die von den Schiilern auf dieser Stufe schon weitgehend
selbstindig gefiihrt werden konnen - wirkungsvoll unterstiitzen. Grundsitzlich
liefern die graphischen Verfahren nur Niherungswerte fiir die Losungen der Glei-
chungen, manchmal sogar unbrauchbare. Fiir lineare Gleichungssysteme kann man
jedoch mit Hilfe der graphischen Darstellung rasch entscheiden, ob die Lésungs-
menge die leere Menge, eine Einermenge oder eine unendliche Menge ist.

Fiir den Unterricht im Rahmen der Stoffeinheit iiber Gleichungssysteme (2.2.)
wird eine Gliederung vorgeschlagen, nach der fiir die Behandlung von Sachauf-
gaben ebenfalls eine spezielle Unterrichtseinheit (2.2.5.) zur Verfiigung steht.

Da die Schiiler zwar — schon von Klasse 1 an — vielfltige Sachaufgaben, die auf
Gleichungen oder Ungleichungen fiihren, geldst haben, aber noch nicht mit einem
allgemeinen Verfahren zur Losung solcher Aufgaben vertraut sind, kommt es hier
darauf an, nicht nur Losungsweg und Richtigkeit der Losung zu beachten, sondern
auch das Losungsverfahren den Schiilern bewuBt zu machen. Spezielle Hinweise dazu
werden in den Bemerkungen zur Unterrichtseinheit 2.2.5. gegeben; vgl. Uh 92ff.
Fiir die Behandlung von Sachaufgaben in Textform ist von groBem Nutzen, wenn
vor dem Aufstellen der Gleichung die fiir das Losen der Aufgabe erforderlichen Gro-
Ben klar und eindeutig bezeichnet werden (z. B.: Statt: ,,Ich bezeichne mit x die erste
Lampe.* muB es heiBen: ,,Ich bezeichne mit x den Wert der Leistungsaufnahme der
ersten Lampe.*). Bei einigen Textaufgaben kann die Behandlung im Unterricht auch
nach dem Erarbeiten der Gleichung bzw. Ungleichung abgebrochen werden. Solche
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griindlich analysierten, aber nicht durchgerechneten Aufgaben eignen sich spiter
als Wiederholungsaufgaben. Nachdriicklich muB jedoch davor gewarnt werden, in
solchen Fillen die Ausrechnung der hiuslichen Arbeit der Schiiler zu iiberlassen.
Ein solches Vorgehen wire fiir die Bildung und Erziehung der Schiler praktisch
wertlos. Niitzlich dagegen ist es, den Gedankengang beim Aufsuchen der Losung
einer solchen Aufgabe zu einem spateren Zeitpunkt von den Schiilern wiederholen
und kommentieren zu lassen.
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2.1. Lineare Ungleichungen
(LE 1 bis 9; 13 5td.)

2.1.1. Lineare Gleichungen mit einer Variablen (LE 1 und 2; 2 Std.)

Die Stunden dieser Unterrichtseinheit sollen der Wiederholung von Stoff aus dem
Unterricht vorangegangener Klassenstufen und der Kontrolle dienen, ob alle Schiiler
iiber die Grundlagen verfiigen, die fiir das Verstdndnis des neuen Stoffes (Ungleichun-
gen und Gleichungssysteme) erforderlich sind.

Obwohl von Klasse 6 an Gleichungen systematisch (und nicht nur durch inhaltliche
Betrachtungen) gel6st wurden (vgl. [G 8], S. 10), ist ein griindliches Wiederholen
der Regeln fiir das Umformen von Gleichungen ratsam. Ebenso sollte an das Um-
formen von Termen, mit dem die Schiiler in vorangegangenen Unterrichtseinheiten
(Stoffeinheit 1.3.) vertraut gemacht wurden, angekniipft werden. Im weiteren Verlauf
des Unterrichts miissen den Schiilern die Gemeinsamkeiten, aber auch die Unter-
schiede zwischen den Regeln fiir das Umformen von Gleichungen und denen fiir
das Umformen von Ungleichungen voll bewuBt werden.

Zu Beginn dieser Unterrichtseinheit werden die Begnffc = <, ,,Ungleichung*,
werfiillen®, ,,Aussage*, ,, Losung®, ,,Losungsmenge®, ,,emander dquivalente Glen—
chungen” wiederholt. Die Abhéngigkeit der Losungsmenge vom Grundbereich
der Variablen wird herausgearbeitet (z. B. an Lb 180/5 bis 8; hier ist fiir die Variablen
der Grundbereich festzulegen). .

Die Regeln fiir das Umformen einer Gleichung in eine dquivalente Gleichung miissen
von den Schiilern sicher beherrscht werden. Das 148t sich erreichen, indem z. B.

- die Umformungsregeln beim Kommentieren des Losungsgangs vollstindig ge-
nannt,
— jeweils nur wenige Operationen auf beiden Seiten det Gleichung ausgefiihrt werden.

‘Wenn auch die Untersuchung der Struktur der Terme auf beiden Seiten der Gleichung
eine wichtige Voraussetzung fiir das Lésen einer Gleichung ist, so braucht sie nicht
bei jeder Aufgabe in aller Ausfiihrlichkeit zu erfolgen. In den meisten Fallen sollte
man sich damit begniigen, daB die Schiiler den jeweils gewihlten Umformungs-
schritt begriinden. Das kénnte z. B. beim Umformen der Gleichung cx + b = 0
folgendermaBen geschehen: Ich subtrahiere auf beiden Seiten b, da b additiv mit
cx verbunden ist, und dividiere danach beide Seiten der Gleichung durch die von
Null verschiedene Zahl ¢, da ¢ multiplikativ mit x verbunden ist. Bei Gleichungen
mit Parametern sollten Fallunterscheidungen vorgenommen werden, damit alle
Lasungen der Gleichung erfaBt werden (vgl. [21]).

Beispiel: o(x + b) = a
Fall 1.1.: ¢ = 0; a = 0; b beliebig
Die Losungsmenge enthalt alle ;ahlen des Grundbereichs.

Fall 1.2.: ¢ = 0; a + 0; b beliebig
Die Lﬁsungsmenge ist leer.

Fall 2: ¢ % 0; a, b beliebig
Die Lésungsmenge enthalt nur 2

Die Ubungen, einen Sachverhalt mit Hilfe von Variablen als Term zu schreiben
(Stoffeinheit 1.3. ,,Arbeiten mit Variablen*), werden jetzt weitergefiihrt; vgl. Lb 181/14,
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15. In einen Text eingekleidete formale Aufgaben konnen den Schiilern den Zugang
zu komplizierteren Sachaufgaben erleichtern. Die Schiiler lernen bereits an den
emgekleldeten Aufgaben, daB es notwendig ist, vor dem Niederschreiben einer
Gleichung eine eindeutige Bezeichnung festzulegen. Die zu ermittelnde Zahl (Gré8e)
muB nicht immer x genannt werden. Man sollte bei Aufgaben aus der Geometrie,
Physik, Chemie usw. die in dem jeweiligen Fach iiblichen Symbole verwenden (auch
cine nachtriigliche Umbenennung der gesuchten GroBe in x ist nicht empfehlens-
wert). Fiir einige Aufgaben ist es sinnvoll, zunéchst eine Ungleichung aufzustellen
und daraus eine Gleichung zu entwickeln (vgl. [4]).

Beispiel: -
Ein Fiinftel einer Zahl ist um 6 kleiner als ein Viertel der gleichen Zahl. Ermitteln Sie

die gesuchte Zahl mit Hilfe einer Gleichung!
Die gesuchte Zahl sei x.

LA

5 4

* x % _ X
?+6_T oder ?——4——6

Mancher Sachverhalt 148t sich in einer Skizze oder einer einfachen Zeichnung leicht
und faBlich veranschaulichen. Dadurch wird ‘das Begreifen des Textes erleichtert.
Grundsitzlich sollten bei Sachaufgaben die Lésungen unter Verwenden von Variablen
ermittelt und erst am SchluB die entsprechenden Zahlen oder GréBen eingesetzt
werden, so daB bei gleichartigen Aufgaben lediglich die anderen Zahlen oder GréB8en
zu berucksnchtlgen sind. An dieser Stelle kann man wiederum auf den Sinn des Auf-
stellens einer Formel (Losuugsformel) verwelsen

Da in den vorang Kl ufen haufig Gleichungen umgeformt und
gelost werden, kann man bei manchen Textaufgaben, besonders bei komplizierteren
Sachaufgaben, auf eine vollstindige Lsung der Gleichung verzichten; oft kann man
bereits nach dem Analysieren des Textes und dem Aufstellen der Gleichung ab-
brechen. Es ist besonders in solchen Fillen zweckmaBig, daB3 Schiiler das Aufstellen
der Gleichung wiederholend mit eigenen Worten kommentieren; vgl. Uh 75.

Beim Behandeln der Probe bei formalen Aufgaben sollte man wie auf Lb 46,
Beispiel B 3, vorgehen. Bei Sachaufgaben muB das Ergebnis mit dem Aufgaben-
text konfrontiert werden. Da dies manchen Schiilern Schwierigkeiten bereiten kann,
sollte man mit den Schiilern etwa fiir zwei oder drei (verschiedenartige) Sachaufgaben
die Proben erarbeiten und schriftlich festhalten.

Wegen der Vielfalt der Sachverhalte ist es nicht sinnvoll, ein Musterbeispiel fiir
Proben am Text zu geben. Die Schiiler sind anzuhalten, die errechneten Ergebnisse
nicht nur formal zu iiberpriifen, sondern auch mit ihren Erfahrungen zu vergleichen
(z. B.: Bei der Parallelschaltung von Widerstinden ist der Gesamtwiderstand kleiner
als der kleinste Einzelwiderstand; die Konzentration einer Losung sinkt, wenn Lo-
sung geringerer Konzentration hmzugegeben wird). Oft ist auch eine Uberlegung
(Schitzung, Uberschlag) zur GréBenordnung des Ergebnisses niitzlich.

Vorschlag fiir den Aufbau der Stunden:

1. Stunde: Wiederholung von ,,Gleichung®, ,,Ungleichung®, ,,Aussage®, , erfiillen‘,
,, Losung®, , Lésungsmenge®, ,.einander dquivalente Gleichungen*;
Ubungen im Lésen von linearen Gleichungen mit einer Variablen;
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Ordnen der einzelnen Regeln zu einem System von Regeln fiir das Um-
formen von Gleichungen

2. Stunde: Ubungen im Losen von Sachaufgaben aus verschiedenen Bereichen
(besonderer Wert ist auf die Probe am Text zu legen)

2.1.2. Einander #quivalente Ungleichungen (LE 3; 1 Std.,

Ungleichungen sind den Schiilern bereits aus dem vorangegangenen Unterricht —
von Klasse 1 an — bekannt. Zum Stoff der Klassen 6 und 7 gehért das Lésen von
Ungleichungen, in Klasse 8 werden Ungleichungen im Zusammenhang mit der
Angabe bestimmter Bedingungen (z. B. Definitionsbereich, Wertebereich, Streckungs-
faktor) verwendet [G 8].

Es empfiehlt sich, in dieser Unterrichtseinheit mit einer griindlichen Wiederholung
des Begriffs ,,Ungleichung* zu beginnen und zundchst solche Ungleichungen zu
behandeln, in denen keine Variablen vorkommen; von den Aussagen werden die
‘Wahrheitswerte ermittelt.

Im AnschluB daran werden Ungleichungen mit Variablen betrachtet, die erst zu
Aussagen werden, wenn fiir alle vorkommenden Variablen Elemente des betreffen-
den Grundbereichs der Variablen eingesetzt werden (dabei sollten vorwiegend
Ungleichungen mit nur einer Variablen gewéhlt werden). Zahlen des Grundbereichs
der Variablen einer Ungleichung, die als Losung erkannt wurden, werden auf einem
Zahlenstrahl bzw. einer Zahlengeraden dargestellt Auf diese Weise kann man das
Finden weiterer Losungen (und das Aufstellen einer anderen Ungleichung mit der
gleichen L& 1ge) erleichtern. Hierbei bietet sich die Gelegenheit, die Begriffe
,,erfullen , ,Losung®, , Losungsmenge anzuwenden und zu festigen und den
Begriff ,,einander dquivalente Ungleichungen* einzufiihren. Motiv fiir das Umformen
von Ungleichungen kann die Forderung sein, zu einer gegebenen Ungleichung eine
dquivalente zu finden, deren Losungsmenge leichter ermittelt werden kann. Es wird
an die Regeln fiir das Umformen von Gleichungen angekniipft und das Erarbeiten
eines entsprechenden Systems von Regeln fiir das Umformen von Ungleichungen als
Ziel fir die nichsten Stunden geben

DaB sich die Lésungsmengen einer Ungleichung im allgemeinen unterscheiden, wenn
verschiedene Grundbereiche der Variablen gewéhlt werden, wird bereits in dieser
Stunde gezeigt; z. B. mit Hilfe von Lb 182/37, 38.

Sind die Lsungsmengen von Ungleichungen endliche Mengen, so gibt man sie in
der Regel durch Aufweisen der Elemente (etwa in geschweiften Klammern) an.
Unendliche Mengen beschreibt man hiufig verbal, gegebenenfalls auch durch die
iibliche Bezeichnung fiir ein Intervall. Zur Veranschaulichung der Lésungsmengen
kann ebenfalls die Zahlengerade benutzt werden.

2.1.3. Regeln fiir das Umformen von Ungleichungen (LE 4; 2 Std.)

Die Schiiler werden in dieser Unterrichtseinheit erstmalig mit Methoden des syste-
matischen Losens von Ungleichungen vertraut gemacht. Es ist gefordert, die Regeln
zum Umformen von Ungleichungen (in zu diesen #quivalente Ungleichungen)
anhand von Beispielen zu erarbeiten und die Unterschiede zu den Regeln fiir das
Umformen von Gleichungen deutlich herauszuarbeiten; vgl. Lp 26.

Bei den Ubungsaufgaben sollte der Schwierigkeitsgrad nicht zu hoch sein. Es werden
ausschlielich lineare Ungleichungen gelost. Das Multiplizieren (Dividieren) beider
Seiten einer Ungleichung unter Verwenden von Variablen sollte der Vollstindigkeit
halber erwahnt werden, aber nicht unbedingt in die Ubungen einbezogen werden.
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Zu Beginn der Unterrichtseinheit ist es ratsam, die Schiiler mit dem Losen von zwei
Ungleichungen zu beauftragen, deren Losungsmengen gleich sind und leicht durch
inhaltliche Uberlegungen aufgefunden werden kénnen. Die Schiiler erkennen dabei
selber, daB die Ungleichungen zueinander #quivalent sind. An entsprechenden Auf-
gaben wird herausgearbeitet, daB man die zueinander dquivalenten Ungleichungen
durch Addition bzw. Subtraktion der gleichen Zahl auf beiden Seiten ineinander um-
formen kann; vgl. Lb 48, Beispiel B 7. Den Schiilern wird mitgeteilt, daB dies fiir
alle Ungleichungen gilt. Es wird noch darauf hingewiesen, daB das Relationszeichen
unveréndert bleibt.

Da diese Feststellung fiir reclle Zahlen zutrifft, wird nun das Monotoniegesetz der
Addition reeller Zahlen mit Hilfe von Variablen formuliert; vgl. Lb 48, Satz B 1.
Die Monotoniegesetze der Addition und Multiplikation rationaler Zahlen wurden
in der Unterrichtseinheit 1.1.3. wiederholt.

Die erarbeitete Umformungsregel wird im weiteren Verlauf der Stunde beim Losen
von Ungleichungen angewandt. Die Schiiler werden veranlaBt, bei jeder Umformung
diese Regel zu formulieren; z. B. an der Aufgabe:

Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen x, die die Ungleichung Tx — 3 < 6x + 2 erfiillen!
Tx—-3<6x+2 |—6x
(Schiiler: Man erhélt zur gegebenen Ungleichung durch Subtraktion von 6x auf
beiden Seiten eine dquivalente Ungleichung. Das Relationszeichen bleibt unveran-
dert.)
x—3<2 |+3
(Schiiler: Auf beiden Seiten der Ungleichung wird 3 addiert. Das Relationszeichen
bleibt unverindert.)

x<5

Die Ungleichungen 7x — 3 < 6x + 2 und x < 5 sind einander aquivalent. Also
wird die gegebene Ungleichung von allen natiirlichen Zahlen erfiillt, die kleiner als
5 sind.

L=1{0;1;2;3;4}
Die Losungsmenge wird an einem Zahlenstrahl durch Kennzeichnen der Punkte,
die den Zahlen der Losungsmenge entsprechen, dargestellt. Mit allen Losungen wird
die Probe durchgefiihrt.
Ist die Lsungsmenge eine unendliche Menge, so wird die Probe spiter nachgeholt;
vgl. Unterrichtseinheit 2.1.4., Uh 83. Auf keinen Fall darf das Uberpriifen nur
einiger Losungen als Probe fiir die gesamte Losungsmenge betrachtet werden.
Schon an dieser Stelle sollten zur Festigung des Gelernten bei wenigstens einer
Ungleichung verschiedene Grundbereiche fiir die Variable vorgegeben werden. Be-
sonders deutlich sehen die Schiiler an der graphischen Darstellung der Ldsungs-
mengen, daB-sich mit der Anderung des Grundbereichs im allgemeinen auch die
Losungsmenge verdndert. )
So kénnte bei der Ungleichung 7x — 3 < 6x + 2 als Grundbereich fiir x auBer den
natiirlichen Zahlen noch der Bereich der ganzen Zahlen, der Bereich der gebrochenen
Zahlen und der Bereich der reellen Zahlen gegeben werden (die Veranschaulichung
der einzelnen Losungsmengen konnte nach Bild 83/1 erfolgen).

Den Schiilern muB bewuBt werden, daB bei der Multiplikation (Division) einer Un-
gleichung mit einer (durch eine) Zahl das Relationszeichen erhalten bleibt, wenn die

82



o

1
Py
=

o 1
-——0—0—0—0—0—0—O0—O0—+— LcG
10 1 5
——t——t——t——+—3—+ Lc R¥
o 1 5
B e+ lcP
-1 0 1 5

Zahl positiv ist, und das Relationszeichen umgekehrt wird, wenn die Zahl negativ
ist. Dazu kann folgende Ubung mit rationalen Zahlen durchgefiihrt werden.
Beide Seiten der Ungleichungen ’

2<5; 43> -2; —0,7<—%

werden mit (durch) a) %, b) —2 multipliziert (dividiert). Schreiben Sie zwischen die

Paare von Produkten (Quoti ) das Relati ichen, so daB wieder eine wahre
Aussage entsteht!

Im AnschluB an diese Ubung wird das Monotoniegesetz der Multiplikation reeller
Zahlen wiedertiolt und unter Verwenden von Variablen formuliert.

Die Feststellung, daB bei den betrachteten Beispielen die Multiplikation mit einer
von Null verschiedenen Zahl bzw. die Division durch eine von Null verschiedene
Zahl beider Seiten einer Ungleichung auf eine dquivalente Ungleichung fiihrt (wo-
bei allerdings zwei Fille - positive und negative Faktoren bzw. Divisoren — zu unter-
scheiden sind), wird nun verallgemeinert. Die Umformungsregeln werden bei einigen
einfachen Beispielen angewendet und auch in einem vollstindigen Satz formuliert.

Die Schiiler erarbeiten das System der Regeln fiir das Umformen von Ungleichungen
(Lb 48f) und stellen die Gemeinsamkeiten und die Unterschiede zu den Regeln
fiir das Umformen von Gleichungen fest; vgl. Lb 49, Auftrag B 3.

Zur Sicherung der Kenntnisse iiber die Umformungsregeln (eventuell als Hausaufgabe)
wird das Lésen von Ungleichungen gefordert, fiir die festgestellt werden soll, ob sie
einander dquivalent sind; z. B. Lb 184/53, 54.

2.1.4. Lissen von linearen Ungleichungen (LE 5 bis 7; 5 Std.)

Die folgenden Ubungen dienen der weiteren Festigung der Umformungsregeln.
AuBerdem werden die Schiiler mit Proben bei Ungleichungen vertraut gemacht.
Wenn die Lésungsmenge einer linearen Ungleichung unmittelbar durch eine zu ihr
aquivalente Ungleichung der Form x < a bzw. x > a gegeben ist, so eriibrigt sich
die Probe. Ist allgemein die Losung einer Ungleichung eine endliche Menge,
so kann mit jeder einzelnen Losung die Probe durchgefiihrt werden, im Falle einer
unendlichen Menge kann die Probe nicht mehr durch Einsetzen jeder einzelnen
Losung ausgefiihrt werden; vgl. [23]. !

Fiir den Unterricht werden zweckmiBigerweise Ungleichungen' ausgewihlt, bei
denen die Struktur der Terme auf einer Seite oder auf beiden Seiten verdndert werden
muB (Zusammenfassen, Setzen oder Aufldsen von Klammern). Der Schwierigkeits-
grad der Ubungen sollte allméhlich gesteigert werden, indem
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- die Anzahl der Operationen vergrdBert,
— die Struktur der Terme komplizierter (weniger leicht uberschaubar) gemacht

werden.
Beispiele:
1 8 5
2 ——(4x+ N<x—7; 5B -6O>30-%

Fiir die Variablen werden verschiedene Zahlenbereiche als Grundbereiche festgelegt.
Das Rechnen mit rationalen Zahlen wird bei allen Ubungen gefestigt (z. B. Lb 183/45
bis 52).

Es sollten den Schiilern auch formale Aufgaben, die in Texte eingekleidet sind, ge-
stellt werden, um das Analysieren von Texten zu iiben.

Beispiele:

a) Welche ganze Zahl ist, um 3 vermindert, grofer als das Doppelte der Summe aus
dieser Zahl und 5?

b) Ermitteln Sie alle positiven Zahlen, deren dritter Teil, vermindert um ein Viertel,
groper ist als ein Fiinftel!

Zur Vorbereitung auf das Losen von Sachaufgaben wird bei einigen Aufgaben nicht
ein ganzer Zahlenbereich, sondern nur ein Intervall als Grundbereich festgelegt. Dabei
wird der Begriff ,,Intervall vertieft, die Kennzeichnung von Intervallen mit Hilfe
von Ungleichungen gefestigt. Von einer Kennzeichnung von Intervallen wie
»—00 < Xx < 1;(xe P)*oder,,0 £ x < +o0; (x € P)“ ist abzuraten (—co und +oo
sind keine Zahlen), statt dessen sollte die .Schreibweise ,,x < 1; (x € P)** bzw.
»,0 < x; (x € P)* verwendet werden; vgl. Lb 49f. I

Beispiel: .

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x dex Intervalls 0 < x < ] die die Ungleichung
4(2x — 3) < —8 erfiillen!

Die Ungleichung 4(2x — 3) < —8 wird zunichst im Bereich der reellen Zahlen
gelost.

402x —3) < —8
8x —12< -8 [+12
8x <4 :8
1
x<3

Die Losungsmenge der Ungleichung 4(2x — 3) < —8 enthilt alle reellen Zahlen
des Intervalls 0 < x < 1, die kleiner als 5 sind, d. h.: die Losungsmenge ist gleich

dem Intervall 0 < x < %mit x€eP.

Die Losungsmenge ist bei derartigen Aufgaben gleich dem Durchschnitt zweier
Mengen. Die Bildung dieses Durchschnitts nehmen die Schiiler, ohne daB der Begriff
»Durchschnitt” an dieser Stelle eingefiihrt wird (vgl. Lp 28, Uh 87f), selbstiindig
vor. Die Formulierung ,,sowohl ... als auch® sollte jedoch bereits benutzt werden.

84



Gefordert wird auch die Behandlung von Ungleichungen, in denen Variable als
Koeffizienten auftreten; vgl. Lp 27. Der Schwierigkeitsgrad ist durch das folgende
Beispiel gekennzeichnet; vgl. auch Lb 184/8. In jedem Falle wird eine Losungs-
diskussion angeschlossen.

Beispiel:

Ermitteln Sie alle gebrochenen Zahlen x, die die Ungleichung a + ax < b mit
a,be N und a + 0 erfillen!

a+ax<b |—a
ax<b-a |:a
b—a
x<

Im Falle a > )b ist der Zihler und damit der Quotient B
Losungsmenge ist leer. b—
Im Falle @ = b ist der Quotient
ist leer. B
Im Falle @ < b stehen im Zahler und Nenner bei

natiirliche Zahlen. Die Losungsmenge enthdlt alle gebrochenen Zahlen des
b—a i
Intervalls 0 < x < ——-

negativ, die

glelch Null, d. h., d1e Lésu;lgsmenge

2 von Null verschiedene

Losungsdiskussionen sind fiir die Schiiler der Klasse 9 noch relativ ungewohnt ; es ist
deshalb notwendig, ihnen besonderes Augenmerk beizumessen. Es empfiehlt sich,
von den Schiilern Lésungsdiskussionen zundchst nur bei Aufgaben zu verlangen,
die bereits geldsten Aufgaben analog sind. Dabei kann die Diskussion der Lésungen
bereits durch den Aufgabentext gefordert werden, z. B.:

Unter welcher Bedingung fiir a und b sind die Losungen der Ungleichung a + ax < b
mit a,be Nund a + 0 natiirliche Zahlen?

Damit Losungen im geforderten Bereich existieren, muB die Bedingung a < b

erfiillt sein, denn nur in diesem Falle ist der Quotient groBer als Null, d. h.,

es gehort wenigstens die Zahl Null zur Lésungsmenge.

Im Rahmen dieser Unterrichtseinheit sollte das Lésen von linearen Ungleichungen

auch mit Hilfe einer Kontrollarbeit gefestigt werden.

Folgende Themen erscheinen geeignet.

1, Priifen gegebener Ungleichungen auf Aquivalenz, z. B
5—x‘<x+% und 4x +1>10

2. Nennen von Zahlen eines gegebenen Intervalls, die eine gegebene Ungleichung
erfiillen, z. B.:
Geben Sie alle ganzen rationalen Zahlen des Intervalls 5 < x < 20 an, die die

Ungleichung x + 3 > —z%—erfullen!



3, Losen einer Ungleichung und Veranschaulichen der Losungsmenge, z. B.:
3-2(x—%)<14+3x

Vorschlag fiir eine Unterteilung der Unterrichtseinheit

1. Stunde: Losen von formalen Aufgaben — Anwenden und Festigen der Umfor-
mungsregeln (die Lésungsmengen werden an der Zahlengeraden ver-
anschaulicht); Einfiihren von ,,lineare Ungleichung; Proben bei end-
lichen Lésungsmengen
Aufgaben: Lb 183/45; Lb 51, Auftrige B6, B7; Lb 52, Beispiel B 12,

Auftrag B 8

2. Stunde: Losen von formalen Aufgaben; Proben bei unendlichen Losungsmengen
Aufgaben: Lb 183/49; Lb 53, Auftrag B9 '

3. Stunde: Losen von formalen Aufgaben mit einem Intervall als Grundbereich;
vgl. Uh84; Wiederholung des Begriffs ,Intervall“ und der Kenn-
zeichnung von Intervallen durch Ungleichungen, Proben; Lésen formaler
Textaufgaben; Lésen von linearen Gleichungen

! Aufgaben: Lb 183/47; Lb 49f; Lb 181/24; Lb 182/31

4. Stunde: Ungleichungen mit Variablen als Koeffizienten; Aufgaben: Lb 184/8
Kontrollarbeit (Uh 85f)

5. Stunde: Auswerten der Kontrollarbeit; Zusammenfassende Ubungen
Aufgaben: Lb 183/51

2.1.5. Lisen von Sachaufgaben (LE 8 und 9*; 3 Std.)

Beim Losen von Sachaufgaben, die auf Ungleichungen fiihren, sollten folgende

Schritte eingehalten werden.

a) Erfassen des Sachverhalts und Festlegen geeigneter Bezeichnungen (Variable fiir
die Zahlen bzw. GroBen)
Es erfolgt wie bei jeder Textaufgabe.

b) Aufstellen einer Ungleichung
Es bildet das Ergebnis einer eingehenden Analyse des Sachverhalts, vor allem der
fiir die Losung der Aufgabe wesentlichen Beziehungen zwischen den auftretenden
Zahlen oder GroBen. Diese Analyse kann auch zeigen, ob der Sachverhalt richtig
erfaBt und die zur Lsung notwendigen Daten richtig ermittelt wurden.

c) Lisen der Ungleichung
Es erfolgt unter Anwendung der Umformungsregeln fiir Ungleichungen nach einer
Analyse der auftretenden Terme.

d) Durchfiihren der Probe -
Nach der Uberpriifung, ob die ermittelte Ungleichung richtig umgeformt wurde
(falls erforderlich), wird das Ergebnis mit dem Sachverhalt konfrontiert. Auch
konnen die Losungen auf Grund der Erfahrungen der Schiiler aus dem betreffen-
den Bereich beurteilt werden (offensichtlich sinnlose Ergebnisse konnen auf diese
Weise ausgeschaltet werden).

¢) Formulieren eines Antwortsatzes

* Im Rahmen dieser Unterrichtseinheit wird den Schiilern an einigen Beispielen erliutert, woraus
die Lo einer li Ungleict mit zwei Variablen besteht und wie — im Vergleich
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mit der L einer li Glei mit zwei Variablen - diese Ldsungsmenge graphisch
dargestellt werden kann; vgl. Lb 54, Beispiel B 17. Dabei handelt es sich um Stoff nur zur Infor-
mation, d. h., es werden von den Schiilern keine selbstindi Jb und keine reproduzier-
baren Kenntnisse verlangt; vgl. Lp 18, 28. Wie allgemein, so ist auch hier auf eine prézise Ausdrucks-
weise beim Beschreiben der Lésungen zu achten. (Beispiel: Nicht die Punkte, sondern die Koordi-
naten der Punkte, d. h. Zahl sind Lo, einer li Unglei mit zwei Variablen.)

2.2. Systeme aus zwei linearen Gleichungen
(LE 10 bis 19; 12 Std.)

2.2.1. Lineare Gleichungen mit zwei Variablen (LE 10 und 11; 1 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit werden Begriffe und Verfahren wiederholt oder neu
eingefiihrt, die fiir den weiteren Unterricht bereitstehen miissen.

Die linearen Funktionen werden wiederholend als Mengen geordneter Zahlenpaare
gekennzeichnet, die lineare Gleichungen der Form y = mx + n (d. hi. lineare Glei-
chungen mit zwei Variablen) erfiillen.

Bei dieser Wiederholung kann man von einer linearen Gleichung mit zwei Variablen
ausgehen, Losungen dieser Gleichung in einer Tabelle niederschreiben und durch
Punkte in einem Koordinatensystem darstellen. Zum Ermitteln von Lésungen wird
die gegebene Gleichung nach einer Variablen (z. B. nach y) aufgelést. Die Schiiler
miissen erkennen, daB eine Ldsung einer Gleichung mit zwei Variablen nicht eine
Zahl, sondern ein Zahlenpaar ist. Die Wertetabelle, die nach einer Variablen auf-
geloste Gleichung und die graphische Darstellung der Losungsmenge der Gleichung
erinnern die Schiiler an die linearen Funktionen.

Nun wird die graphische Darstellung von linearen Funktionen wiederholt und geiibt,
und zwar mit dem Ziel, daB die Schiiler sicher, z. B. mit Hilfe eines Anstiegsdreiecks,
eine lineare Funktion y = mx + n graphisch darstellen kénnen (man wéhit beim
Zeichnen der Geraden zweckmiBigerweise ein Anstiegsdreieck mit moglichst langer
Hypotenuse, d. h., die beiden Punkte, durch die die Gerade gelegt wird, sollen einen
fiir das sichere Zeichnen angemessenen Abstand haben; vgl. Lb 56, Bild B 10).

Im Unterricht miissen — durch entsprechende Ubungen — die Schiiler befdhigt wer-
den, Aufgaben folgender Art zu 15sen.

Zeichnen Sie die Gerade g durch den Punkt P (2; —1) mit dem Anstieg 1,5! Geben
Sie die Gleichung der Funktion an, deren Graph g ist!

Die Aufgabenstellung kann auch dahingehend variiert werden, daB eine Gerade
durch zwei gegebene Punkte gelegt wird und die Zahlen 7 und z zu bestimmen sind.
Durch solche Aufgaben kann auch ermittelt werden, ob die Schiiler die Bedeutung
von m und # fiir die Lage der Geraden im Koordinatensystem erfaBt haben.

Beim Lasen von linearen Gleichungen mit zwei Variablen sollten die Losungen so
niedergeschrieben werden, daB der gewihlte Bereich (z. B. der Bereich der reellen
Zahlen) als Grundbereich der Variablen zum Ausdruck kommt; vgl. Lb 57, Beispiel

B 20, Zahlenpaar []/3-;—;-]/?].

2.2.2. Durchschnitt zweier Mengen (LE 12; 1 Std.)

Der Lehrplan sieht die Einfithrung (nicht die Definition) des Begriffs ,,Durchschnitt
zweier Mengen® mit Hilfe von Beispielen aus verschiedenen Sachbereichen vor.
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Die Schiiler sollen durch die Erlduterung und Veranschaulichung verschiedener
Beispiele eine Vorstellung vom Durchschnitt zweier Mengen erhalten; sie sollen in
der Lage sein, von zwei gegebenen Mengen den Durchschnitt zu ermitteln. Das Bilden
des Durchschnitts zweier Mengen wird im wei Unterricht oftmals angewandt.
Bei der Erérterung der Beispiele aus verschiedenen Sachgebieten darf nicht versdumt
werden, erzieherisch auf die Schiiler einzuwirken.

Bei den Beispielen fiir den Durchschnitt zweier Mengen — die Mengen werden auch
aus auBermathematischen Bereichen ausgewihlt - wird von Anfang an die Ausdrucks-
weise ,,sowohl ... als auch* verwendet. Nach einigen Aufgaben wird die Bedeutung
von ,,und* im Sinne von ,,sowohl ... als auch* bewuﬂt gemacht

Der Durchschnitt zweier Mengen wu'd mit Hilfe von M moglichst
auch an mehreren Beispielen, veranschaulicht. Bei den Ubungen zur Bildung des
Durchschnitts wird die gemeinsame Eigenschaft der Elemente des Durchschnitts
hervorgehoben. In Lb 58, Beispiel B 23, enthilt die Menge M alle Vierecke, deren
Seiten gleich lang sind und bei denen zwei Seiten einen rechten Winkel bilden.

Bei diesen Ubungen wird auch der Begriff ,,Teilmenge“ wiederholt, indem bei einigen
Beispielen der Durchschnitt M von M, und M, zu einer der Mengen (M;; M,) in
Beziehung gesetzt wird. Das triigt dazu bei, dal ,,Durchschmtt“ und ,,Teilmenge*
nicht verwechselt werden.

Exmge Schiiler konnen untersuchen, wie der Durchschnitt M von M, und M, und
eine Menge M;, die Teilmenge von' M, und Teilmenge von M2 ist, zueinander in
Eezxehung stehen.

An geeigneter Stelle, z.B. bei Lb 58, Auftrag B 11a), sollte wieder darauf aufmerk-
sam gemacht werden, daB die leere Menge und M = {0} verschiedene Mengen
sind.

2.2:3. Systeme aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen; Losungsmengen;
Niiherungslésungen (LE 13 bis 15; 2 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit sollen die Schiiler griindliche Kenntnisse iiber ein
System aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen, iiber dessen Losung
(Zahlenpaar bzw. GroBenpaar) und iber die moglichen Losungsmengen eines
Systems aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen (leere Menge, Einermenge,
unendliche Menge) erwerben. Das graphische Losen eines linearen Gleichungs-
systems mit zwei Variablen erlaubt einen raschen Uberblick iiber die Losungsmenge.
Es dient im wesentlichen der Vorbereitung auf die rechnerische Lésung. Fertigkeiten
im graphischen Lésen von Gleichungssystemen werden von den Schiilern nicht
gefordert.

Die Kenntnisse, die die Schiiler iiber das Ldsen von Systemen linearer Gleichungen
erwerben, konnen spéter in den weiterfiihrenden Bildungseinrichtungen auch auf
nichtlineare Systeme angewendet werden. s

In der I. Stunde dieser Unterrichtseinheit verwenden die Schiiler ein Arbeitsblatt
nach dem Muster auf Uh 89.

Eventuell kénnen die Schiiler selber das Arbeitsblatt nach diessm Muster auBerhalb
des Unterrichts einteilen. Es wird der folgende methodische Weg fiir diese Stunde
empfohlen.

(1) ZweckméBigerweise geht man von einer Fragestellung aus, die so einfach ist,
daB die Schiiler ohne Schwierigkeiten die Gleichungen aufstellen konnen; vgl.
Lb 58, Beispiel B 25. .
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L@.. Ly
L., Ty
2. @ ss Li
...
L= Ly
3.0 ... Ly -
a ...
L= Ln
(Es folgt ein vor 3, Koordis )

An der Tafel stehen die Gleichungen (mit Numerierung I; II und waagerechtem
Strich unter der zweiten 'Gleichung). AuBerdem wird festgestellt, daB — im
. Beispiel — die Langen eines Streckenpaares [d, ; d,] zu ermitteln sind.

(2) Unter aktiver Beteiligung aller Schiiler werden fiir Gleichung (I) und Glei-
chung (IT) je eine Tabelle mit Losungen entwickelt. Dabei wird — im Beispiel —
betont, daB eine Losung ein Zahlenpaar (GroBenpaar) ist. Es ist darauf zu
achten, daB das gesuchte Paar in beiden Tabellen enthalten ist.

Nachdem die Lsung gefunden ist, wird den Schiilern mitgeteilt, daB es keine
weiteren Lésungen gibt.

(3) Die Schiiler fithren miindlich die Probe durch und formulieren einen Ergebnis-
satz.

Der Lehrer stellt abschlieBend nochmals fest, daB zur Losung dieses Problems
zwei Gleichungen mit zwei Variablen aufgestellt wurden.
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(4) Bei einem zweiten Beispiel fiihren die Schiiler einige Losungsschritte bereits
selbstdndig aus; vgl. Lb 59, Beispiel B 26. Dabei ist fiir das selbstindige Aus-
fiilhren von Lb 60, Auftrag B 12, vorteilhaft, die Gleichung (II) in der Form
I, : 1, = F,: Fy zu schreiben.

(5) Wahrend die Schiiler an einer entsprechenden Aufgabe (nach dem gewahlten
Beispiel an Lb 60, Auftrag B 12) arbeiten, erscheinen an der Tafel die Glei-
chungen. AuBerdem werden zwei Tabellen vorbereitet, in die einige von den
Schiilern vorgelesene Losungen eingetragen werden. Die Schiiler, formulieren die
Probe und einen Ergebnissatz.

(6) Unter Hinweis auf die beiden an der Tafel stehenden Paare von Gleichungen
wird die Bezeichnung ,,System aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen‘
eingefiihrt.

(7) Es folgt nun das Ldsen einer formalen Aufgabe, z. B. Lb 60, Beispiel B 27.
Bei der Aufgabenstellung wird bereits der neue Begriff angewandt. In selbstin-
diger Arbeit schreiben die Schiiler einige Losungen der Gleichung (I) und der
Gleichung (II) auf. Fiir je eine Gleichung arbeitet ein Schiiler an der Tafel. Das
in beiden Lésungsmengen vorkommende Zahlenpaar wird farbig hervorgehoben
und die Lésungsmenge des Systems aufgeschrieben L = {[...; ...]}. Die Losungs-
mengen der beiden Gleichungen werden in einem Koordinatensystem graphisch
dargestellt.

(8) In einem kurzen Lehrervortrag unter Bezugnahme auf die in dneser Stunde ge-
losten Gleichungssysteme wird die Definition der Losungsmenge eines Glei-
chungssystems motiviert und als Durchschmtt der Losungsmengen der Einzel-
gleichungen gekennzeichnet.

(9) Als Hausaufgabe kénnten Durchschnitte von zwei Mengen gebildet und Lésun-
gen (in Tabellenform) der Gleichungen eines Gleichungssystems ermittelt und
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt werden.

In den tiglichen Ubungen der 2. Stunde werden die Lagemdglichkeiten zwerer
Geraden in der Ebene zueinander erdrtert (mit Fallunterscheidungen). Ankniipfend
an die Darstellung der Losungsmengen der Gleichungen eines Systems (Haus-
aufgabe) erfolgt die Deutung der Losungsmenge eines Systems aus zwei linearen
Gleichungen mit zwei Variablen als Menge von Koordinatenpaaren der gemein-
samen Punkte der entsprechenden zwei Geraden.

Aus der Lage zweier Geraden zueinander wird auf die Menge der gemeinsamen
Punkte dieser beiden Geraden geschlossen. Die dabei getroffenen Feststellungen
werden auf die Losungsmenge des Systems aus den Gleichungen ubertragen, deren
Losungsmengen durch die beiden Geraden dargestellt sind.

Zu jeder Feststellung iiber die Losungsmenge eines Gleichungssystems wird ein
Beispiel betrachtet und in die Hefte eingetragen; vgl. Lb 61, Beispiel B 28. Die
Schiiler haben die Koordinatensysteme bereits zu Hause gezeichnet (drei Koordi-
natensysteme auf der rechten Seite des Blattes untereinander). Ebenfalls sollten auf
Millimeterpapier einige Koordinatensysteme vorbereitet sein.

Ein groBer Teil der Schiiler miiBte nach diesen Erdrterungen bereits erkldren kénnen,
wie man die Lésungen von Systemen aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Varia-
blen graphisch ermittelt.

Nun werden L&sungen von solchen Gleichungssystemen graphisch ermittelt. Die
Schiiler verwenden fiir die Darstellung Millimeterpapier. Ausgehend von einem
geeignet gewihlten Beispiel wird erldutert, daB mit diesem Losungsverfahren im
allgemeinen nur Naherungslésungen ermittelt werden.
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An dm:r Stelle sollte darauf hingewiesen werden, daB durch geeignete Wahl der Einheiten auf den
K i k der beiden Geraden (falls sie sich Giberhaupt schneiden) stets
auf das Zeichenblatt gebracht-werden kann.

2.2.4. Liosungsverfahren fiir Gleichungssysteme (LE 16; 3 Std.)

Die graphische Darstellung der Losur 1 der einzelnen Gleichungen eines
Systems aus zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen in einem Koordinaten-
system gibt AufschluB iiber die Losungsmenge des Gleichungssystems. Das Er-
kennen der Losungen eines Gleichungssystems mit Hilfe eines graphischen Ver-
fahrens kann den Schiilern besonders bei Aufgaben aus der Praxis (mit einem be-
grenzten Grundbereich der Variablen) unter Umstéiinden eine eventuell ldngere Rech-
nung ersparen.

Der Lehrplan fordert die Erarbeitung eines Losungsverfahrens, das die Schiiler
vollinhaltlich verstehen und sicher anwenden konnen. Empfohlen wird, wie bereits
bemerkt, das Einsetzungsverfahren; vgl. Lp 28.

Zunichst wird — im AnschluB an die im vorangegangenen Unterricht erdrterte
graphische Lésung — die rechnerische Losung von Systemen aus zwei linearen Glei-
chungen mit zwei Variablen gezeigt, und zwar zweckmaBigerweise an zwei bis drei
Beispielen, die von den Schiilern unter Anleitung durch den Lehrer gelost werden;
vgl. Lb 63, Beispiel B 30. Danach wird der Losungsalgorithmus erarbeitet. Es
wird den Schiilern bewuBt gemacht, daB mit dem Einsetzungsverfahren ein un-
gelostes Problem (Losung eines Systems aus zwei linearen Gleichungen mit zwei
Variablen) auf ein bereits geldstes Problem (Lsung einer linearen Gleichung mit
einer Variablen) zuriickgefiihrt wird.

Die Vorschrift fiir das Anwenden des Emsetzungsverfahrens kann z. B. wie folgt
lauten.

—_

. Eine Gleichung wird nach einer Variablen, z. B. nach x, aufgelost, d. h., sie wird
in eine dquivalente Gleichung umgeformt bei der diese Variable auf einer Seite
isoliert steht.

2. Der erhaltene Term fiir diese Variable (x) wird in die andere Gleichung eingesetzt,

die jetzt nur noch eine Variable, im Beispiel y, enthilt.

3. Die Gleichung wird nach dieser Variablen (y) aufgeldst.

4. Die ermittelte Zahl (bzw. GroBe) wird in die unter 1. erhaltene Gleichung ein-

gesetzt.

5. Die beiden unter 3. und 4. ermittelten Zahlen (bzw. GréBen) bilden die Losung

des Gleichungssystems (die Losung ist ein Zahlenpaar bzw. ein GréBenpaar).

6. Mit beiden Gleichungen wird die Probe gemacht.

Weitere Ubungen (selbstindiges Arbeiten der Schiiler) schlieBen sich an.
Vom ersten Beispiel an wird von den Schiilern eine tibersichtliche Schreibweise ver-
langt; vgl. Lb 64, Beispiel B 32.

Fiir die 1. Stunde dieser Unterrichtseinheit wird der folgende methodische Weg vor-
_ geschlagen.
(1) Vergleichen der H: fgabe (ein System graphisch, zwei Systeme rechnerisch
16sen lassen)
(2) In der folgenden Ubung wird von den Schiilern ein genaues Erkennen des In-
halts der Frage und die Entscheidung fiir ein geeignetes Verfahren zum Finden
der Antwort verlangt.
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_Beispiel: &

Haben die folgenden Gleichungssysteme im Bereich der reellen Zahlen Losungen?

a) Dx—y=1 b) M2x+ y=5

My=-x=3 M x-3y=6

Nachdem im Unterrichtsgesprach der Lésungsplan entwickelt wurde, entscheidet
jeder Schiiler die gestellte Frage. Zwei Schiiler arbeiten an der Tafel (in der Pause
vor der Stunde wurden bereits zwei Koordinatensysteme an die Tafel gezeichnet).
Wihrend der selbstdndigen Arbeit der Schiiler kann die Kontrolle der Hausauf-
gaben erfolgen.

(3) Das Gleichungssystem b) aus (2) 16st ein Schiiler an der (verdeckten) Tafel, die
_anderen Schiiler losen es im Heft (individuelle Kontrolle und Hilfe durch den
Lehrer).

(4) Das folgende Beispiel wird nur an der Tafel gelost [das Beispiel aus (2) steht noch
an der Tafel] und anschlieBend in die Hefte iibertragen.

Beispiel: )

M3x— y=a

() x—2y=3a
Nach dem Ermitteln der Lésung dieses Systems wird die Frage erdrtert, unter
welcher Bedingung fiir @ die Losung ein Paar ganzer (natiirlicher) Zahlen ist.

(5) In selbstiindiger Arbeit 15sen die Schiiler ein Gleichungssystem, bei dem Variable
als Koeffizienten auftreten, z. B. aus Lb 188/89, 90.

(6) Hausaufgabe: 1. Selbstindiges Durcharbeiten von Lb 65, Beispiel B 33;

2. Graphische Darstellungen zu dem unter 1. genannten Beispiel;
3. Lésen zweier Gleichungssysteme

Die folgenden Stunden dienen der Wiederholung und Festigung des Stoffs. Empfohlen
wird dazu auch eine schriftliche Kurzkontrolle, denn iiber ein weiteres Losungs-
verfahren sollte erst dann informiert werden, wenn alle Schiiler das Einsetzungs-
verfahren sicher beherrschen. Das sichere Beherrschen dieses Verfahrens ist auch
eine notwendige Voraussetzung fiir das Lésen von Sachaufgaben.

* Als weiteres Verfahren zum Lésen von Gleichungssystemen kann den Schiilern das Additions-
verfahren (bzw. Verfahren der gleichen Koeffizienten) an einem Beispiel mitgeteilt werden. Die
Schiiler werden darauf hingewiesen, daB auch bei diesem Verfahren wie beim Einsetzungsverfahren
das Problem auf ein bereits gelostes zuriickgefiihrt wird.

2.2.5. Lissen von Sachaufgaben (LE 17; 3 Std.)

Fiir das Losen von Sachaufgaben, die auf ein System aus zwei linearen Gleichungen
mit zwei Variablen fiihren, gelten die Bemerkungen zur Unterrichtseinheit 2.1.5.
(Sachaufgaben, die auf lineare Ungleichungen mit einer Variablen fiihren).

Bei allen Aufgaben, die im Unterricht behandelt werden, sollte die Analyse des
Textes griindlich und in kleinen Schritten erfolgen. Da das Lésen eines Gleichungs-
systems in den vorangegangenen Stunden bereits geiibt wurde, kann sich das Bearbei-
ten mancher Textaufgaben auf das Aufstellen der Gleichungen bzw. den Lsungs-
ansatz beschrinken. Bei vollstindig, d. h. auch rechnerisch bis zu Ende geldsten
Aufgaben sollte das Ergebnis stets mit dem Text konfrontiert werden; vgl. Lb 66,
Beispiel B 35.

Anhand einiger Aufgaben wird die Verbindung zu frither behandeltem Stoff (z. B.
Prozentrechnung) und zu anderen Fichern (Physik, Chemie, polytechnischer Unter-
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richt) hergestellt. Aus dem Physikunterricht werden Kenntnisse tiber das-Berechnen
der Geschwindigkeit, liber den Auftrieb und die Gesetze des verzweigten Strom-
kreises vorausgesetzt. Es werden auch Aufgaben gestellt, die von den Schiilern
durch Uberlegen gel6st werden kénnen; vgl. Lp 27.

Wie bei der Analyse von Texten im Unterricht vorgegangen werden kann, sei an den
folgenden Beispielen gezeigt.

Beispiel 1 (Lb 189/101):

Zwei Freunde umrunden die 400 m lange Aschenbahn eines Sportplatzes. Der eine be-
nétigt fiir zwei Runden dieselbe Zeit wie der andere fur drel Runden

Laufen sie von einem Punkt dieser Aschenb h ter Rich-
tung los, so begegnen sie sich alle 40s. Mit welcher Geschwmdtgkett Iaufz Jeder der
,beiden Freunde? |

Zunéchst wird uutersucht ob die Angaben vollstindig sind, d. h. zur Lésung aus-

reichen. In diesem Zusammenhang wird auch festgestellt daB der Dauerlauf
als gleichférmige Bewegung zu sehen ist. Aus der entsprechenden Gleichung

(v = —j—) folgt, daB sich die Geschwindigkeiten wie die in gleicher Zeit zuriick-

gelegten Wege verhalten.
Bedeutet v, die Geschwindigkeit des ersten Laufers, v, die Geschwindigkeit des
zweiten Léufers, so ergibt sich

V310, =2:3.
Die Angabe, daB sich die beiden Sportler beim Laufen in entgegengesetzten Rich-
tungen alle 40 s treffen, werden die Schiiler wahrscheinlich nicht ohne Hilfe in einer
Gleichung allein mit den Variablen v, und v, ausdriicken k&nnen. Es liegt nahe,
als Hilfsvariable (die entsprechende GréBe braucht nicht ermittelt zu werden) den
Weg des ersten Sportlers (s;) in der Zeit # = 40 s zu wihlen. Fiir die Linge der
Laufbahn wird ebenfalls ein Symbol (/) gewahlt.
Die Gleichungen v, -t = s, und v, - t = I — s, filhren auf v, -t =l — v, - t.
Damit ist das Gleichungssystem zum Ermitteln der Geschwindigkeiten v, und v,
aufgestellt.

Beispiel 2 (Lb 189/105):

Ein ganz mit Quecksilber (o = 13,6 g - cm~3) gefiilltes und verschlossenes Gefaﬂ aus
Gupeisen (¢ = 7,2 g - cm™3), das bezm Eintauchen in Wasser 20 kg Wasser verdringt,
habe eine Masse von 250 kg.

Wie grof ist die Masse des Quecksilbers, wie grop ist die des Geféifes?

Bevor die Aufgabe gestellt wird, sollte in einem Unterrichtsgespriach (eventuell
vorbereitet durch eine entsprechende Hausaufgabe) das Archimedische Prinzip, die
Dichte von Wasser und das Berechnen der Masse eines Kérpers wiederholt werden.

Die Schiiler lesen nun die Aufgabe legen Bezeichnungen fiir die gesuchten Grofen
fest (schriftlich; z. B. m, und m, in kg) und diskutieren die Angabe ,,Beim Eintauchen
in Wasser werden 20 kg Wasser verdrangt ‘. Das Volumen des GeféaBes mit Queck-

silber ist 20 dm? und kann durch —_— + - 2 ausgedriickt werden.
Fe

(I) — =20dm*
QHg en
Als Einheit fiir die Dichte ist kg - dm~2 zu verwenden.
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Die zweite Gleichung bilden die Schiiler, nachdem sie den ersten Satz der Aufgabe
noch einmal gelesen haben.

@) my + my =250kg
Als Aufgaben zur Ubung ‘empfehlen sich besonders Lb 189/92, 94, 96, 97, 98, 101,
105; Lb 190/106.

2.2.6. Kontrollarbeit (1 Std.)

Fiir eine einstiindige Kontrollarbeit (Klassenarbeit) eignet sich eine Thematik in
der folgenden Art. Zu ihrer Vorbereitung ist das Lésen von Lb 183/51c); Lb 185/
64d); Lb 187/761b), c); Lb 189/99, 101 zu empfehlen.

1. Losen einer Gleichung oder Unglelchuug mit einer Variablen und Veranschau-
lichen der Losungsmenge an einer Zahlengeraden, z. B.:

a)%+3=5—%

b) 2(x — 3) > 4x + 5 (Probe nicht verlangt)
2. Angaben einzelner Losungen einer Gleichung mit zwei Variablen, z. B.:
5a — 6b =15
. Ermitteln der Losungsmenge eines Gleichungssystems, z. B.:
M2x+y=3
am x+y=2
4, Lésen von Sachaufgaben, die auf ein System von zwei Gleichungen mit zwei
Variablen fiihren, z. B.:
Wieviel Liter 96 ‘Vlge Schwefelsiure und wieviel Liter 26 %ige Schwefelsiure sind
zu mischen, damit man 51 407ige Schwefelsiure erhdlt?
Oder:

Ein Ausflugsdampfer benétigt fiir eine Strecke von 66 km auf einem Fluf stromauf
6 h und fiir die gleiche Strecke stromab 4 h 24 min. Berechnen Sie die Geschwindig-
keit des Schiffes und die des Stromes!

w

2277+ aus drei Gleick Sy aus Gleichungen und Ungleichungen
(LE 18* und 19%; 1 Std)

Der Stoff dieser Unterrichtseinheit dient nur zur Information; vgl. Lp 29. Den Schiilern sollte am
Beispiel cines ausgewihlten Systems aus drei linearen Gleichungen mit drei Variablen gezeigt werden,
wie das Losen eines solchen Systems auf ein bereits gelostes Problem (Losen eines Systems aus zwei
linearen Gleichungen mit zwei Variablen) zuriickgefiihrt werden kann. Die Schiiler sollen keine
Gleichungssysteme mit drei Variablen selbsténdlg 16sen.

Im Unterricht wird mitgeteilt, daB praktische Probleme haufig auf Gleichungssysteme fithren und
daB dabei die Anzahl der Gleichungen mcht immer mit der Anzahl der Variablen iibereinstimmt.
Zur Wiederholung werden einige Unglei und deren Lo (z. B. Lb 54, Bei-
spiel B17) t 1 Die Definition der Lost eines Gleict wird auf Systeme
mit Ungleichungen erweitert. Zur Demonstration sollte ein System aus einer Gleichung und einer
Ungleichung gewihlt werden und die Losungsmenge graphisch dargestellt werden; vgl. Lb 68,
Beispiel B 37.

Die Schiiler beteiligen sich an der Erarbeitung des Tafelbildes und iibertragen dieses anschlieBend
in ihre Hefte.
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3. Potenzen und Potenzfunktionen

3.0. Vorbemerkungen

Im Stoffgebiet 3. ,,Potenzen und Potenzfunktionen* werden die Schiiler — nach einer
Wiederholung und Vertiefung des Funktionsbegriffs — mit einer neuen Funktions-
klasse, den Potenzfunktionen, bekannt gemacht; eine weitere wesentliche Aufgabe des
Unterrichts ist die Einfiihrung der Schiiler in das Rechnen mit Potenzen.

Ziele der mathematischen Grundlagenbildung im Rahmen dieses Stoffgebiets sind
vor allem eine Festigung und Erweiterung der Kenntnisse der Schiiler iiber den
Funktionsbegriff, auch durch Einfilhrung weiterer Funktionsklassen, und sichere
Fertigkeiten im Rechnen mit Potenzen bei praktischen Aufgaben; vgl. Lp 29.

Die Vorleistungen, die im Unterricht fiir die Behandlung der nachfolgenden Stoff-
gebiete geschaffen werden, betreffen vor allem die mengentheoretische Betrachtungs-
weise und die Anwendung mathematischer Methoden. Die tiefere Einsicht in das
Wesen einer Funktion, das vermehrte Verstidndnis fiir Definitionen und Beweise und
die erweiterten Kenntnisse iiber Definitions- und Beweisverfahren erleichtern vor
allem das Erfassen des Stoffes in den Stoffeinheiten 4.1. ,,Quadratische Funktionen*
und 5.1. ,,Exponential- und Logarithmusfunktionen*. Das Rechnen unter Ab-
trennen von Potenzen der Zahl 10 bereitet nicht nur das logarithmische Rechnen —
mit Hilfe des Rechenstabs —, sondern auch das Operieren mit MaBzahlen in den
naturwissenschaftlichen Fachern, im polytechnischen Unterricht und in der tech-
nischen Praxis vor. '
Im Unterricht dieses Stoffgebiets werden, wie der Inhalt erkennen l48t, im beson-
deren die inhaltlichen Leitlinien ,,Mengen* und ,,Abbildungen — die letztgenannte
Leitlinie beschrinkt sich hier auf Funktionen — verfolgt; ebenso besteht ein Bezug
zur Leitlinie ,,Gleichungen und Ungleichungen*; vgl. Uh 14f. Von den Leitlinien
der mathematischen Methode treten besonders die Leitlinien ,,Definieren®, ,,Be-
weisen‘ (speziell in der Stoffeinheit 3.1.) und ,,Hilfsmittel mathematischen Arbeitens*
(Rechentechnik und graphisches Arbeiten) hervor; vgl. Uh 20ff.

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziehung der Schiiler muB der Unter-
richt vor allem die Einsicht weiterentwickeln, daB Vorgdnge und Gesetzmdpigkeiten
in Natur, Technik und Gesellschaft mit h ischen Mitteln erfaft und praktische
Probleme aus diesen Bereichen einer Lisung mit Hilfe der Mathematik zugefiihrt
werden konnen.

Dazu eignen sich vor allem Anwendungsbeispiele, die Bezug zum polytechnischen
Unterricht und zur Lebenspraxis der Schiiler haben. Lp 29F und Lb 80f machen
die Art dieser Aufgaben kenntlich. An solchen Aufgaben, aber auch bei der Behand-
lung und beim Uben des Rechnens mit Potenzen (unter Anwendung des logarith-
mischen Rechenstabs, des Abtrennens von Potenzen der Zahl 10 beim Multiplizieren
und Dividieren) muB den Schiilern ebenfalls bewuBt werden, welche Bedentung die
mathematische Bildung fiir die Praxis der sozialistischen Gesellschaft, fiir jeden
Biirger eines sozialistischen Staates hat. i
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Bei der methodischen Gestaltung des Unterrichts sollte beriicksichtigt werden, daB —
wie auch in den vorangegangenen Stoffgebieten — am Anfang eine Wiederholung
und Systematisierung von Stoff aus dem Unterricht vorhergehender Klassenstufen
steht. AuBerdem kniipft der Unterricht an die Betrachtungen iiber lineare Funk-
tionen, die im Rahmen der Stoffeinheit 2.2. ,,Systeme aus zwei linearen Gleichungen*
erfolgt sind, unmittelbar an.

Allgemein ist in diesem Stoffgebiet dem Herausarbeiten mathematischer Gesetz-
maBigkeiten groBeres Gewicht als den Ubungen im Losen schwieriger formaler
Aufgaben zuzuerkennen. Ubungen im Beschreiben, Vergleichen und Systematisieren
wesentlicher Merkmale der Funktionsklassen an Hand der Graphen ausgewihlter
Funktionen der Form y =-x" (n€ R) kénnen das Verstindnis der Schiiler fiir den
Funktionsbegriff sehr fordern.

Bei der Untersuchung von Potenzfunktionen sollte besonderer Wert auf eine ein-
wandfreie mengentheoretische Begriindung, auf Klarheit des Begriffs ,,geordnetes
[Paar* [unter Verwendung der Begriffe ,,Elemente des Definitionsbereichs (Argu-
mente)* und ,,Elemente des Wertebereichs (Funktionswerte)] gelegt werden. Auf
eine logisch einwandfreie Erweiterung des Potenzbegriffs sollte auch im Hinblick auf
die Behandlung ausgewahlter Funktionen in den nachfolgenden Stoffgebieten 4. ,,Qua-
dratische Funktionen und quadratische Gleichungen* und 5. ,,Exponential- und Log-
arithmusfunktionen; Rechenhilfsmittel“ geachtet werden. Zur Vorbereitung auf den
Unterricht iiber quadratische Funktionen (Stoffeinheit 4.1.) dienen auch Untersu-
chungen der Graphen von Potenzfunktionen, einschlieBlich der Uberlegung, welchen
EinfluB der Faktor @ in g(x) = a- f(x) und der Summand e in g(x) = f(x) + e
auf den Graphen — verglichen mit f(x) — haben.

Das Herausarbeiten gemeinsamer und spezifischer Merkmale der Funktionen und
Funktionsklassen trigt ebenso wie das Definieren von Begriffen und das Beweisen
von Sitzen zur Einsicht in die Logik mathematischer Strukturen bei. In der Regel
werden die Schiiler bei der Behandlung dieses Stoffgebiets bereits in der Lage sein,
die zu fordernden Vergleiche zwischen Funktionen und Funktionsklassen weit-
gehend selbstindig auszufiihren; auch werden sie ohne wesentliche Hilfe durch den
Lehrer erkennen konnen, was — vom mathematischen Standpunkt aus — definiert
und was bewiesen werden miiBte (iiber die Mdglichkeit, ob ein bestimmter Beweis
auch mit den vorhandenen Vorkenntnissen und Mitteln gefiihrt werden kann,
diirften sich aber nicht alle Schiiler von vornherein im klaren sein). Der Lehrplan
fordert im Interesse eines rationellen und effektiven Unterrichts, sich auf aus-
gewahlte Definitionen und Beweise zu beschrinken und nennt diese Definitionen
und Beweise auch; vgl. Lp 31. Diese Definitionen und Beweise werden genutzt, um
die Schiiler mit dem Wesen der mathematischen Methode griindlich vertraut zu
machen (im iibrigen konnen einige der in diesem Stoffgebiet zu behandelnden Sitze
mit den vorhandenen Voraussetzungen nicht — oder nicht auf einfache Weise, z. B.
ohne Hilfssitze — bewiesen werden). Dieser allgemeine methodische Grundsatz fiir
die Arbeit an Definitionen und Beweisen gilt auch fiir die weiteren Stoffgebiete
(4. ,,Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen* und 5. ,,Exponen-
tial- und Logarithmusfunktionen; Rechenhilfsmittel*).

Weiterhin ist beim Unterricht im Rahmen dieses Stoffgebiets auf den richtigen
Gebrauch der Fachsprache und Symbolik besonders zu achten. Aufgaben aus Bereichen,
deren sachlicher Inhalt den Schiilern bekannt oder zumindest verstindlich ist, z. B.
aus der Geometrie, den Naturwissenschaften und der Technik, kénnen den Schiilern
helfen, die Prinzipien fiir das Erfassen, Analysieren und Formulieren eines Sach-
verhalts mit mathematischen Mitteln zu erkennen und anzuwenden.
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Beim Uben des Rechnens mit Potenzen tritt das Losen schwieriger formaler Auf-
gaben zuriick. Wichtiger sind Aufgaben mit praktischer Bedeutung, die beim Arbei-
ten mit physikalischen GroBen, beim Abtrennen von Zehnerpotenzen und beim Dar-
stellen von Zahlen als Summe von Potenzvielfachen zu einer bestimmten' Basis
auftreten konnen. Die iiblichen Rechenhilfsmittel (logarithmischer Rechenstab,
Tafelwerk) sollten allgemein so in den Unterricht einbezogen werden, daB das
rationelle Arbeiten mit ihnen fiir jeden Schiiler zur Selbstverstindlichkeit wird.
Ahnliches gilt fiir Zeichenhilfsmittel.

Beim Gebrauch von Schablonen ist den Schiilern l;ewuBt zu machen, daB einer Schablone fiir
Graphen von Funktionen cine bestimmte Teilung der Achsen im Koordinatensystem zugrunde
liegt.

Die folgende Ubersicht iiber die Unterrichtseinheiten der Stoffeinheiten 3.1. ,,Poten-
zen* und 3.2. ,,Potenzfunktionen* geht von der Voraussetzung aus, daf3 diese
Stoffeinheiten zeitlich heinander behandelt werden. Der Lehrplan riumt aber
auch eine Parallelbehandlung ein; vgl. Lp 32. Solite dieser Weg gewdhlt werden,
so empfiehlt sich folgende Anordnung der Unterrichtseinheiten.

3.1L1 (LE 1)
3.1.2. (LE2)

3.2.1. (LE 10)

3.2.2. (LE 11)
3.1.3. (LE 3)

3.2.3. (LE 12)
3.1.4. (LE 4)
3.1.5. (LE 5)

3.2.4. (LE 13)

3.25. (LE 14 und 15)
3.1.6. (LE 6 bis 9) .
g 3.2.6. (LE 16)

Die Hinweise zu den einzelnen Unterrichtseinheiten gelten im Prinzip und in den
hauptsichlichen Einzelheiten auch fiir diesen Weg. Auf eine Erdrterung seiner Vor-
und Nachteile soll hier verzichtet werden.
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3.1. Potenzen
(LE 1 bis 9; 18 Std.)

3.1.1. Wiederholung (LE 1; 1 Std.)

In dieser Unterrichtsstunde wird der Potenzbegriff wiederholt. Bei der Wieder-
holung wird auf die Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
eingegangen. Es ist zu untersuchen, ob die GesetzmiBigkeiten (Kommutativitit,
Assoziativitit) auch beim Potenzieren bestehen bleiben.
Die Stunde 148t sich, von der fachlichen Thematik aus betrachtet, in drei Teile auf-
gliedern. .
(1) Es werden die Begriffe ,,K vitit* und ,,A iativitat* der Addition und
Multiplikation reeller Zahlen wiederholt.

Sind in einer Aufgabe zwei oder mehr als zwei voneinander verschiedene Opera-
tionen auszufiihren, so ist die Reihenfolge der Operationen zu beachten. Dabei
wird das Setzen von Klammern wiederholt.

In diesem Stundenteil sollen die Schiiler in erstér Linie selbst titig sein, z. B.
durch das Erfiillen von entsprechenden Auftragen.

Beispiel:
Schreiben Sie die folgenden Terme um, so da nur noch das Zeichen ,,+ ent-,
halten ist!

2+4-3
2+4)-3 ]
(2) Fiir das Potenzieren gilt (vgl. Lb 70):
Multiplikation gleicher Faktoren: a-a-a- ... a = a"
LS

n Faktoren a

Es ist sehr wichtig, daB3 an dieser Stelle bereits deutlich auf die Notwendigkeit
der Angabe der Grundbereiche fiir alle in der Definition auftretenden Variablen
hingewiesen wird, z. B. ¢ firae P,ne N,n 2 1.

An dieser Stelle kann man die Begriffe ,,Potenz®, ,,Basis*, ,,Exponent* wieder-
holen.

Nun werden einzelne Zahlenbeispiele untersucht, um die Giiltigkeit von Kom-
mutativitit und Assoziativitit auch beim Potenzieren festzustellen. Mit den
Schiilern ist zu wiederholen, daB ein einziges Gegenbeispiel die Giiltigkeit einer
Allaussage aufhebt. Es 146t sich dann besser die Einschrinkung ,,im allgemeinen*
in einer mit Variablen formulierten Aussage erkliren.

Die folgenden Beispicle sollten als Auftrige von den Schiilern selbstindig
bearbeitet werden.

2B$=2-2:2=8 3¥=3-3=9 23 & 32
42 =4-4=16 24=2-2:2:2=16 2*=42
Es wird festgestellt: Im allgemeinen gilt: ab + b

23" wird untersucht: 1. (2))' = 82 = 64
2, 2N = 22 =512
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4% wird untersucht: 1. (4%)" = 162 = 256
2. 4®Y = 4* =256
Es wird festgestellt: Im allgemeinen gilt: (a*)° + a®?
Hier sollte auch sofort vereinbart werden: Unter @ versteht man stets a®?.
An dieser Stelle sollte auf die Vorzeichen von Potenz oder Basis noch nicht
eingegangen werden. Daher empfiehlt es sich, nur nichtnegative Basen (und
Potenzen) zu verwenden. :
Beispiele:
a

3
52=5-5-5; c¢*=crcrcc; (T) St

(3a)*> = 3a-3a; dagegen 3a*=3-a*=3-a-a
(x+3?*=@E+y)-(x+y); dagegen x+y*=x+y'y
Strukturbetrachtungen sind anschlieBend zu iiben; vgl. Lb 70, Beispiel C 1.

(3) Unterscheidung von Basi, ichen und Pote ich
Systematisierung als Ergebnis von Lb 70, Auftrag C 2:

Basis Exponent Potenz
positiv beliebig positiv
negativ gerade positiv
negativ ungerade negativ

Eine Wiederholung der im Unterricht in Klasse 7 behandelten Multiplikation
rationaler Zahlen kann das Erarbeiten dieser Erkenntnisse unterstiitzen.

Die Unterscheidung z. B. zwischen (—3)? und —32 konnte mit Hilfe des Faktors
(—1) erfolgen. 5

(=3)> =(—1-3)% aber —32=(-1)-3*
Die Hausaufgaben sollten vorrangig aus Lb 191/7 bis 10 entnommen werden.

3.1.2. Potenzen mit natiirlichen Zahlen n (n > 1) als Exponenten (LE 2; 35td.)

In dieser Unterrichtseinheit werden die Porenzgesetze induktiv gewonnen. An ein-
fachen Beispielen werden Untersuchungen angestelit. Nach dem Formulieren der
Potenzgesetze mit Hilfe von Variablen muB den Schiilern verdeutlicht werden:

1. Die Potenzgesetze miissen bewiesen werden. p

2. Beispiele sind noch keine Beweise, es sei denn, man erfaBt alle Moglichkeiten.

3. Zum Beweisen der Potenzgesetze reichen die bisherigen Kenntnisse noch nicht
aus.

Wichtig ist das Lesen der gewonnenen Gleichungen in beiden Richtungen; vgl.
Lb 72, Erlduterungen zu Satz C 2.

Das Arbeiten mit Variablen (Addition, Subtraktion) sollte hier wiederholt wer-
den, um das Addieren und Subtrahieren der Exponenten, die Variable enthalten,
zu erleichtern.
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Es ist zu beachten, daB der Lehrplan nur einfache Ubungen im Anwenden der
Potenzgesetze fordert.

Der Stoff kann auf die drei Unterrichtsstunden wie folgt verteilt werden.

1. Stunde: Addition und Subtraktion von Potenzen

Dabei kénnen die Kenntnisse der Schiiler aus dem Unterricht in Klasse 8 genutzt
werden. In Erginzung zum Lehrbuch koénnte an den folgenden Beispielen vor-
bereitet werden, daB es oft keine Moglichkeit gibt, die Summe zweier Potenzen
sinnvoll als Potenz darzustellen. '

324+22=9+8=17

22+32=4+9=13

32432=9+9=2-9=2-3
Hieran schlieBt sich eine entsprechende Aufgabe — z. B. Lb 71, Beispiel C2 - an.
Es ist deutlich herauszuarbeiten, daB man das Multiplizieren (Dividieren) von Poten-
zen gleicher Basis auf das Addieren (Subtrahieren) der Exponenten zuriickfiihrt.

In die Ubung konnten Aufgaben folgender Art einbezogen werden (nur fiir Multi-
plikation gezeigt).

34.35; g7.q%; 5753 xS.x*1; 3¢*-24° (n,seN;ms=1)

2. Stunde: Produkte und Quoti von P mit gleichen Exp 17

&

Beim Erarbeiten der Potenzgesetze fiir das Multiplizieren und Dividieren von
Potenzen mit gleichen Exponenten sind in Beispielen

a) der in vielen Fillen sehr deutlich werdende rechnerische Vorteil,
b) die Tatsache, daB man eine Gleichung von beiden Seiten lesen und entsprechend
deuten kann,

mit den Schiilern zu betrachten.
Zu a) 2,5% + 4* = 39,0625 - 256 = 10000

2,54 4% = (2,5 4)* = 10* = 10000
&) - 1.2_ 27
3 4 27 64 8§

1)’. 2)’_ 2_2) =pLey v

(3 (4 ‘(3-4 ‘(1-2) ‘J(?) ~ 8

Zu'b) (3a)? = 3%+ a® = 9a? ‘
In dieser Stunde sollten auch Ubuugen wie Lb 72, Beispiel C4b), durchgefiihrt
werden.

3. Stunde: Potenzieren von Potenzen, Zusammenfassung, Ubung
Die Schiiler miissen lernen, daB man fiir die drei méglichen Fille
@"; a™™; @ (aeP;n,meN;n,m>1)
festlegt: @™ = @™, daB (¢")" = ¢"." ist und daB im allgemeinen gilt: (&)™ * a™.
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In der ersten Unterrichtsstunde dieser Unterrichtseinheit wurde bereits erarbeitet,
daB die Assoziativitdt im allgemeinen nicht gilt. Nun folgt nur noch die entsprechende
Definition laut Lb 72.
An einigen Beispielen sollte gezeigt werden, daB fiir n, m > 1 gilt:

(@)" < a"™ fir a>1 und

@)" 2 a™ fir 0<a<]l.
Beispiele:

(3% =9* = 6561

3329 = 316 = 43046721

[)T-G) -
7 -G) -

Die Zusammenfassung erfolgt am besten nach den Tabellen auf Lb 71f. Dabei sollte
das Gesetz (6) unbedingt an Beispielen erldutert werden.

23 <24, aber 02> 0,2¢
0,5 > 0,54 5% < 5%; ...

Es erscheint auch sinnvoll, Potenzen mit verschiedener Basis, aber gleichen Exponen-
ten zu vergleichen (¢" mit 5").
Es gilt: 3° < 4%; 0,3% < 0,4°%; ...

3.1.3. Potenzen mit ganzen Zahlen als Exponenten (LE 3; 3 Std.,

In dieser Unterrichtseinheit gilt es, bei der Erweiterung des Potenzbegriffs auf Poten-
zen mit dem Exponenten 0 und mit negativen ganzzahligen Exponenten die Zweck-
méBigkeit der Definitionen fiir den erweiterten Potenzbegriff an ihrer Vertriglich-
keit mit den Potenzgesetzen zu zeigen. Dabei ist den Fallunterscheidungen groBer
Wert beizumessen. Bei den Ubungen im Lésen formaler Potenzrechenaufgaben kann -
recht gut das Rechnen mit ganzen (rationalen) Zahlen wiederholt werden. Dabei ist
auf die Forderung des Lehrplans zu achten, daB zum Uben vorrangig. einfache
Aufgaben zu wihlen sind. ‘Beispiele fiir Festlegungen, die bei der Erweiterung des
Potenzbegriffs zu Widerspriichen mit den Potenzgesetzen fithren wiirden, sind nur
in begrenztem Umfang méglich. Sie sollten, wenn sie {iberzeugen sollen, vor den
giiltigen Definitionen behandelt werden.

Die 1. Stunde dient in der Hauptéache der Definition von a°..Dabei kann entsprechend

Lb 73f verfahren werden.

(1) Beispiele fiir widerspriichliche Festsetzungen

(2) Definition

(3) Nachweis der Vertréglichkeit dieser Definitionen an den Potenzgesetzen fiir die
Multiplikation und Division

(4) Darstellung an Folgen von Multiplikations- und Divisionsaufgaben

Daran schlieft sich die Definition von Potenzen mit negativ ganzzahligen Ex-

ponenten an.
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Beim. Uben sollten Aufgaben folgender Art besonders beachtet werden.

-3 -3
a) 273; <%) $3527% ZT sind so umzuformen, daB nur positive Exponenten
auftreten. £
1.5 1

b) =T aaT sind als Produkte von Potenzen zu schreiben.
€)5%:5; 5°:5%; 5%:5-%; (5%°; (5%

Zur Festigung konnen auch Aufgaben der folgenden Art genutzt werden.

. 3 2 1 -3 s 42 ; 2 2
Berechnen Sie! (T) (T) - 179 ?2—(?)

An den SchluB dieser Unterrichtseinheit sollte eine Zusammenfassung der Potenz-
gesetze treten; vgl. die Darstellung auf Lb 71f.

Werden in die Ubungen Terme einbezogen, die als mathematische Formulierungen
fiir naturwissenschaftliche GesetzmaBigkeiten gedeutet werden konnen, so muB
unbedingt darauf geachtet werden, daB die betreffenden GesetzméBigkeiten auch
in den entsprechenden Unterrichtsfachern behandelt worden sind.

3.1.4. Potenzen mit rationalen Zahlen als Exp ten (LE 4; 3 Std.)

d von der Kenntnis des Begriffs ,n-te

In dieser Unterrichtseinheit muB} a

Waurzel*“ die Festlegung fiir P 1 mit rationalen Exp a" = Ja" und
deren ZweckmiiBigkeit gezeigt werden.

Auf Lp 29 ist ausdriicklich vermerkt: ,,Die Vertraglichkeit der verwendeten Defini-
tionen mit allen vorher behandelten Gesetzen fiir das Rechnen mit Potenzen (Expo-
nent natiirlich) ist nur fiir zwei geeignet gewiihlte Beispiele zu beweisen, fiir alle
anderen Fille ist diese Tatsache den Schiilern lediglich mitzuteilen.*

In der 1. Stunde wird es notwendig sein, die Darlegungen auf Lb 75 fiir die Schiiler
weiter aufzubereiten. Es konnte wie folgt vorgegangen werden.

Va =b, wenn b" =a (nach Definition) @z 0;b20)
e "]/a_"' =b, wenn b" =a™ (nach Definition) @>0;b>0)
_.}/a_""—" =b, wenn b"° = g™ (dazu indirekter Beweis)
Es wird abgeleitet, daB 'i/a_'“ auBer von a nur von dem Verhiltnis % abhiéngt.

Man kann also Wurzel- und Radikandenexponenten einer Wurzel mit gleichen
natiirlichen, von Null verschiedenen Zahlen multiplizieren oder durch gleiche
natiirliche, von Null verschiedene Zahlen dividieren.

.;\uBer Beispielen wie 3]/2_2 = 6]/57; 4VS—‘ = J3® sollten auch Aufgaben wie
V55 = Y57 = 52 behandelt werden.

Hierauf folgt Lb 76, Definition C 6. Es schlieBen sich die ersten Ubungen in der Art
von Lb 76, Beispiel C 10, an.

Nachdem die Potenzgesetze fiir die Potenzen mit ratioalen Exponenten zusammen-
gefaBt wurden, gilt es, eines dieser Gesetze zu beweisen. Dies geschieht in der 2. Stunde
dieser Unterrichtseinheit; vgl. Lb 77.
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Vor allem ist herauszuarbeiten, daB die Umformungen erfolgen, um mit ganzzahligen
Exponenten zu arbeiten und somit die bereits bewiesenen Potenzgesetze fiir diese
Exponenten nutzen zu konnen.

Die Wechselbeziehung zwischen Wurzelschreibweise und Potenzen mit rationalen
Exponenten zu beachten ist Voraussetzung, die GesetzméBigkeiten beim Rechnen mit
Waurzeln voll erfassen zu konnen. Es kommt also mehr auf die Aneignung dieser
Beziehung an als etwa auf Ubungen zum Teil (1) oder (3) aus Satz C 7, Lb 76.

3.1.5. Wurzelgesetze als Spezialfille der Potenzgesetze (LE 5 und 9; 3 Std.)

Die Wurzelgesetze werden als Spezialfille der Potenzgesetze betrachtet; es werden
besonders die Gesetze mit gleichen ‘Wurzelexponenten behandelt. Hierbei sollte
wiederum darauf geachtet werden, daB die Schiiler die entsprechenden Gleichungen
in beiden Richtungen lesen und anwenden lernen; z. B.:

W-"Vb—_;m und Va5 = Va-V5;

vgl. Lb 195/59. Das ist fiir die Aufgaben, in denen eine Vereinfachung durch teil-
weises Radizieren erfolgen kann, wichtig.

Das Rationalmachen des Nenners wird nur an einigen einfachen Termen mit ein-
gliedrigen Nennern gezeigt. Ausfiihrliche Ubungen sollen nicht erfolgen.

Die 1. Stunde sollte dem Formuli der Wurzel ze an Hand der Beispicle des
Lehrbuchs dienen. Es empfiehlt sich zu erarbeiten, daB in einigen Fillen, die nicht
auf Quadratzahlen im Radikanden fiihren, Vereinfachungen und Erhhungen der
Genauigkeit der Ergebnisse méglich sind.

Beispiel 1: V8 -1/50 = V8- 50 = }/400 = 20
Beispiel 2: 5-Y13 = 1/5-13 = J/65 ~ 8,06
Dieser Rechenweg ist einfacher und genauer als etwa.'
V5~ 224; Vi3~ 3,61; V5-Vi3 ~ 2,24 3,61 ~ 8,09.

Fiir kompliziertere Aufgaben wiren einige Beispiele im Unterricht rechnen zu lassen,
um Fehliiberlegungen vorzubeugen; vgl. Lb 195/61Db).

] VI 000000 100 V40

Das higr gezeigte Zerlegen des Radikanden in Faktoren erméglicht, den Faktor,
der herausgehoben werden kann, zu finden. AnschlieBend kann man die Zahlentafel
bzw. den Rechenstab einsetzen. Solche Ubungen werden in der 2. Stunde fortgesetzt.

Fiir das Rationalmachen eingliedriger Nenner steht die 3. Stunde zur Verfiigung.
Die Schiiler sollten dabei lernen, Mdglichkeiten zum Vereinfachen beim Berechnen
von Naherungswerten zu erkennen.

1
Beispiel: ﬁ
a) Irrationaler Nenner: Division schwierig bei groBerer Stellenzahl im Nenner
1 1
e 0,71428 ...; = 0,70920 ..
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=0,70721 ...; =0,70711 ...

s a8
1,414 1,4142
b) Rationaler Nenner: Division einfach durch begrenzte Stellenzahl im Nenner

1 1
F 14=07; 77141 =0705;

%- 1,414 = 0,707; % 1,4142 = 0,7071

Auf diese Art 146t sich am Beispiel L die Bedeutung des Rationalmachens von
-Nennern demonstrieren. V2

Lb 83, Beispiel C 30, zeigt den Umfang der bei der Behandlung des Rationalmachens
von Nennern auszuwihlenden Aufgaben.

. 3.1.6. Das Abtrennen von Zehnerp ; das Rechnen mit physikalischen GréBen;
Positionssysteme (LE 6 bis 8; 5 Std.)

Die Schiiler sollen die Vorziige erkennen, die das Abtrennen von Zehnerpotenzen
bietet.

Dabei wird neben der Anwendung fiir den Uberschlag (Verwendung des Rechen-
stabs) und fiir das Erarbeiten von GroBenvorstellungen auch der Nutzen fiir die
Lesbarkeit groBer Zahlen betont. Entsprechende Ubungen sollen zu Fertigkeiten
fiihren. 3

Das Rech mit physikalischen Grdfen bietet Moglichkeiten zur Koordinierung
der Facher Mathematik und Physik. :

Dabei ist besonders auf die richtige Wahl der Einheiten fiir die physikalschen Gro-
Ben zu achten; vgl. die Tabelle der gesetzlich festgelegten Einheiten.

Das Anwenden der Potenzrechnung bei der Darstellung von Zahlen als Summen
von Vielfachen von Potenzen (insbesondere zur Basis 2 und 10) eriibrigt eine besondere
Behandlung der Dualzahlen (nach dem alten Lehrplan fiir Klasse 10).

Dabei sind Beziige bis zum Unterricht in Klasse 4 méglich. Der Hinweis auf Rechen-
operationen im Dualsystem ist als Demonstration der Vereinfachung gegeniiber dem
dekadischen System zu werten. Besondere Ubungen im Rechnen mit Dualzahlen er-
folgen nicht.

Die 1. Stunde (LE 6) sollte folgende methodische Schritte enthalten.
(1) Lesen groBer Zahlen und Klassifizierungen wie:
... illionen: 10¢; 10'2; 10%8; ...;
...illiarden: 10%; 10'5; 10%%; ...
Hinweis darauf, daB in einigen Lindern andere Sprechweisen iiblich sind (UdSSR,
. Frankreich, USA: z. B. 10° als Billion)
(2) Erleichtertes Lesen durch Abtrennen von Zehnerpotenzen, z. B.:

1000000 = 1-10°

3000000 = 3-10°

3200000 = 32-10° oder 3,2-10°
An solchen Beispielen kann die ZweckmiBigkeit der Festlegung 1< a, < 10
fiir das Darstellen rationaler Zahlen a in der Forma = a4 10°(ag€ R; 1= a, < 10;
p € G) erlautert werden; vgl. Lb 79.
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(3) Erste Ubungen im ‘Abtrennen von Zehnerpotenzen und im Lesen derart geschrie-
bener Zahlen, z. B.:

61000 = 6,1-10%; 2,3-105 = 230000
(4) Ubertragen des Verfahrens des Abtrennens von Zehnerpotenzen auf echte Dezi-
malbriiche, z. B.:

1 1 1 - :
0,1 = =70~ 1-10-*, entsprechend fiir 0,01; 0,001

Daraus werden die Regeln fiir die praktische Verfahrensweise abgeleitet.
(5) Ubungen formaler Art, z. B.:
0,00047 = 4,7-10-%; 3,5:10-3 = 0,0035

(6) Anwenden des Abtrennens von Zehnerpotenzen beim Uberschlag und beim Ver-
wenden von Vorsitzen fiir Einheiten (Lb 79)

In der 2. Stunde (LE 7) werden Aufgaben, in denen physikalische GroBen enthalten
sind, geldst. Diese GroBen miissen den Schiilern vom Physikunterricht her bekannt
sein. Vor allem ist auf den richtigen Gebrauch der Einheiten zu achten, Das Ab-
trennen von Zehnerpotenzen wird wieder geiibt und das Darstellen von Potenzen
mit negativen Exponenenten wiederholt (die Beschrankung der Aufgabenauswahl auf
einige Sachgebiete erscheint unter dem Gesichtspunkt der zeitlichen Begrenzung
der Behandlung gerechtfertigt).

Bei der Wiederholung des Dezimalsystems (als Positionssystem bereits im Unter-
richt der Klassen 4 und 5 behandelt) sind Zerlegungen denkbar wie

321 =3-100+2-10+1=3-102 +2-10' + 1-10°
und 4-10° + 3-10% + 8- 10% = 403800.
Eine Tabelle fiir die Potenzen der Basis 2 kénnen die Schiiler sicher weitgehend selb-
stindig aufstellen.

Zum Vergleichen mit Potenztabellen fiir groBere Basen sollten die Schiiler unter
Anleitung des Lehrers die Potenztabelle fiir die Basis 7 anlegen.

Faktor | 7° 7 72 7

1 1 1 49 343
2 2 14 98 686
3 3 21 147 | 1029
4 4 28 196 1372
5 5 35 245 1715
6 6 42 294 2058

Man sollte auch gemeinsam mit den Schiilern Aufgaben der Darstellung von Dual-
zahlen als Dezimalzahlen durchrechnen; vgl. Lb 197/89.

Im Zusammenhang mit den Darlegungen zu den Vorziigen des Dualsystems, ins-
besondere hinsichtlich der Anwendung in der Rechentechrik und in der elektronischen
Datenverarbeitung, sollte den Schiilern der Aufwand im Dezimalsystem nochmals
bewuBt gemacht werden. Dabei kénnen folgende Gegeniiberstellungen fiir die Addie-
tion entstehen.
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0123456789 0L

0 4 Aufgaben
. L 3 Aufgaben
100 Aufgaben bei Nutzung
55 Aufgaben bei Nutzung der Kommutativitat

der Kommutativitit

VONAUEWN-=O

Fiir die Multiplikation wird analog verfahren. Die Bedeutung des Dualsystems fiir
den Einsatz bei der elektronischen Datenverarbeitung sollte vor allem von der
rechentechnischen Seite her begriindet werden. Auf keinen Fall sollte der Lehrer
den Eindruck erwecken, daB die Ubertragung von einem System in das andere
schwierig sei.

Zu diesem Zeitpunkt bietet sich die Durchfithrung einer Leistungskontrolle mit
folgender Thematik an.

1. Aufgaben zur Potenzrechnung nach folgenden Beispi_elen

a®-a’ 6%:6 5323 U@ £0
x4 x3(x£0) ro:r? a -y (neR) (4972
b b* a*:a* (@+0) r5-3° ©(—a¥)?

3%+2.3-22 (geR) x°:x® (x + 0)

2. Vereinfachen von Produkten und Quotienten und Niederschreiben des Ergeb-
nisses entweder ohne Bruchstrich oder ohne Potenzen mit negativen Exponenten,
z. B.: )

-2, 2 5
3. Niederschreiben einer Zahl ohne abgetrennte Zehnerpotenzen, z. B.:
3,5-1073; 1,8-10°%
4. Niederschreiben von Zahlen mit abgetrennten Zehnerpotenzen, z. B.:
871022
0,04
5. Umformen von Zahlenangaben aus dem Dualsystem in das Dezimalsystem und
umgekehrt, z. B.:
LOOLLOL; 3295

0,00564; 243800;
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3.2, Potenzfunl;tionen
(LE 10 bis 16; 14 Std.)

3.2.1. Wiederholung des Funktionsbegriffs (LE 10, 2 Std.)

Uber geordnete Paare werden die Begriffe ,,Abbildung* und ,.eindeutige (mehr-
deutige, eineindeutige) Abbildung* wiederholt. Lp 31f geben genau an, welche
Begriffe im Zusammenhang mit dem Funktionsbegriff zu verwenden sind.

GroBe Bedeutung kommt auch der Unterscheidung zwischen ,,Funktion* und
,,Gleichung einer Funktion* zu. Fiir die Schiiler ist wichtig zu wissen, daB die Vor-
schrift zum Bilden einer Menge geordneter Paare einer Funktion auf verschiedene
Weise gegeben sein kann.

Es bedarf eines straffen Unterrichts, um die Fiille der zu wiederholenden Begriffe
systematisch, vollstindig, fachlich einwandfrei und verstindlich zu behandeln.

Fiir die' zwei Stunden ist folgende thematische und methodische Gliederung zu
empfehlen.

(1) Bilden von Mengen
Die Vorschrift zum Bilden einer Menge sollte in verschiedener Form gegeben
werden, damit sich die Schiiler an die Vielfalt gew6hnen.

Beispiel:
M, sei die Menge aller Teiler von 8.
M, ={1;2;4;8}
(2) Abbildungen von einer Menge auf eine Menge

Dabei ist zu beachten, daB die Abbildung jedes Element von M, und jedes
Element von M, erfaBt. Lb 84, Beispiel C 31, 14Bt sich dazu nutzen. ¢

(3) Eindeutige, mehrdeutige und eineindeutige Abbild:
Hier sollten neben den Worterklarungen und der Definition auf Lb 85 nochmals
verschiedene Abbildungen von Mengen auf Mengen veranschaulicht werden;

vgl. Bild 110/1.

{4) Definition des Funktionsbegriffs
Bei der Definition des Begriffs ,,Funktion® sollte mit den Schiilern zunéchst
die Formulierung aus dem Unterricht in Klasse 8 (vgl. Lb 86, Definition C 8),
in der der Begriff ,eine Menge geordneter Paare™ enthalten ist, wiederholt
werden. Dann erst kann die damit inhaltlich gleichwertige neue Definition auf
Lb 86 angeschlossen werden.

110/1
M, M, M, M,. M, M, M, M,
o\o o o o o o o
o / o o o o
o (o] (o] / o O o o] o
Q—0 [0} o o] o o o
mehrdeutig eindeutig eineindeutig
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Wichtig ist es auch, die Schiiler mit der Schreibweise f(x,) fiir den zu einem Argu-
ment x, gehérenden Funktionswert vertraut zu machen.

(5) Formen der Abbildungsvorschrift

Fiir die moglichen Formen: der Abbildungsvorschrift (vgl. Lb 86) sollte ein
Beispiel gewihlt werden, auf das sich alle angefiihrten Formen anwenden lassen.
Wortvorschrift: M, sei die Menge der natiirlichen Zahlen, die kleiner als 4 sind.
M, sei die Menge der Quadrate dieser natiirlichen Zahlen. Es ist die Menge
geordneter Zahlenpaare zu bilden, bei denen als zweite Zahl das Quadrat der
ersten steht.

Angabe der geordneten Paare:

M, |0|1]2]|3

<

1111

M, |o|1]a]s

Graphische Darstellung: Vgl. Bild 111/1
Gleichung: y = x*; xeN und x<4
Unbedingt notwendig ist es, den Defini-
tionsbereich deutlich zu kennzeichnen. Da-
durch kann der falschen Vorstellung vor-
gebeugt werden, daB eine Funktion stets
unendlich viele Zahlenpaare umfat und
immer durch eine Kurve dargestellt wer-
den kann.

~ 0
I S ST S S
t—+ =t

-
o o+

1 2 3 M,
(6) Unterscheiden zwischen Funktion und Gleichung einer Funktion
Es sollte unter Riickgriff auf die behandelten Beispiele deutlich der Unterschied
zwischen der Menge der geordneten Paare (Funktion) und einer entsprechenden
Vorschrift (z. B. Gleichung) zum Bilden solcher geordneter Paare herausgearbeitet
werden.
Es gilt auch, damit gleichzeitig der Vorstellung entgegenzuwirken, daB eine
Funktion vom Vorhandensein einer Gleichung abhéngt. 4
Es sollten an dieser Stelle auch folgende Schreibweisen behandelt werden.

y=x+2; fl)=x+2

s = vt; ft) = ot s(t) = ot
Als Vorleistung fiir die kommenden Stunden kann man zu einigen durch ihre
Gleichungen gegebenen Funktionen zu vorgegebenen Argumenten die Funktions-
werte berechnen lassen, z. B.:

fx) = —2x + 3 . Berechnen Sie f(2); f(—1); f(1,5)!

fG®)=a-b Berechnen Sie f(3); f(—1); f(a)!

f(t) = 1012 Berechnen Sie f(1); £(0,5); f(3)!

Zur Festigung dieses Stoffes sind Lb 197/93 bis Lb 198/101 gut geeignet. Sind
zur Untersuchung einer Funktion (z. B. auf Eineindeutigkeit) geordnete Zahlen-
paare vorgegeben (z.B.: f = {[—3;10], [-1,5;3,25], [1;2], [2; 5], [3; 101}),
so konnte die Entscheidung durch eine Darstellung wie im Bild 112/1 erleichtert
werden.
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Argumente Funktionswerte
{ Defmnitionsbereich ) ( Wertebereich )

=3 o [e] 10
-15 o ~> o 325
-1 (o] / o 2
2 (o] [e] 5
o /
Eindeutige Abbildung (Funktion) 112/1

Fiir die graphische Darstellung einer Funktion, deren Definitionsbereich nur
diskrete Zahlen umfaBt (vgl. Lb 197/95), diirfen nur diskrete Punkte zur Ver-
anschaulichung der geordneten Zahlenpaare verwendet werden.

Beispiel:

; 1 1 1. 17,.1 3 3 41N .
Die Menge /= (-5 13- 001 7335} [ 5] [353) [2 5] =
eine Funktion. )

fx) = %x‘ mit xe {——;—; 0;‘—;—; 1; %; 21 ist die Darstellung der geget
Funktion durch eine Gleichung. Das Bild 112/2 zeigt die graphische Darstellung
der gegebenen Funktion.

122

1 T2 x
Zuletzt sei auf die Notwendigkeit der Auflésung der Gleichung fiir eine Ab-

bildung nach y hingewiesen und an die exakte Darstellung der geforderten Losun-
gen erinnert.

Beispiel (vgl. Lb 197/96a):

y= —%x+5 mit xeN und 0<x=<20 und yeN

1= {[0; 5, [4; 4], [8; 3], [12; 2], [16; 1], [20; O]}
Die Schiiller miissen in der Aufgabenstellung unbedingt den Hinweis auf y als
natiirliche Zahl erfassen. Daraus ergibt sich eine Einschrinkung fiir den Defi-

nitionsbereich, die die Schiiler durch Uberlegen ermitteln kénnen (Wertebereich
0 < y < 5; Graph vgl. Bild 113/1).
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1131 T B A S ;
Zusammenfassend sei auf die fachlichen Schwerpunkte dieser Unterrichtseinheit
hingewiesen. '
_ Eine Abbildung kann durch geordnete Zahlenpaare gegeben sein.
Ermitteln, ob die Abbildung eindeutig, mehrdeutig oder eineindeutig ist
_ Eine Abbildung kann durch eine Abbildungsvorschrift und die Festlegung eines
Definitionsbereichs gegeben sein.
a) Ermitteln des Wertebereiches der Abbildung
b) Ermitteln der zugehdrigen Menge geordneter Zahlenpaare
¢) Graphische Darstellung der Abbildung

3.2.2. Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = x"(n€ G, n 2 2)
(LE 11; 2 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit wird der Begriff ,,Potenzfunktion® eingefiihrt. Das
Verhalten der Potenzfunktionen in bestimmten Intervallen und die Symmetrie-
verhiltnisse der entsprechenden Graphen werden untersucht.

Besondere Beachtung erfihrt das Zeichnen der Graphen in der Umgebung des
Koordinatenursprungs. Die Begriffe ,,Parabel”, ,,Achse der Parabel* und ,,Scheitel-
punkt der Parabel werden -eingefiihrt. Die Gemeinsamkeiten der Graphen der
Funktionen y = x*"(ne G;n 2 1) und ihre Unterschiede bei unterschiedlichen
Exponenten werden sy isch untersucht. Das gilt auch fiir die Funktionen
y=x*'(neG;nzl).

In der 1. Stunde werden alle Untersuchungen an den Funktionen y = x**(n e G;
n = 1), beginnend bei y = x2, durchgefiihrt. Das Ermitteln von Zahlenpaaren sollte
sofort systematisch erfolgen, dabei aber nicht auf ganze Zahlen als Argumente be-
schrinkt werden. Zum Zeichnen ist Millimeterpapier zu verwenden. GroBe Be-
deutung kommt dem Untersuchen der Symmetrieverhiltnisse der Graphen zu.
Nach einer exakten Untersuchung des Kurvenverlaufs im Intervall —1 < x = 1
werden die Begriffe ,,Parabel®, ,,Achse der Parabel” und ,,Scheitelpunkt der Para-
bel“ eingefiihrt.

Monotoniebetrachtungen werden erst nach der Untersuchung der Funktionen
y = x?"1 (ne G; n 2 1) durchgefiihrt.

Nun folgen entsprechende Uberlegungen wie auf Lb 87, Beispiel C 32, fir die
Funktionen y = x?"(n€ G; n 2 1), um Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwi-
schen,den Graphen dieser Funktionen und denen der Funktionen y = x1 (neG;
n 2 1) zu ermitteln. Da die Symmetrieverhiltnisse bereits behandelt wurden, liefert
eine Zusammenstellung der Funktionswerte zu einigen ausgewidhlten Argumenten
einen guten Uberblick.
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1 1 |2 3
o |+ X 12 |1 (2 ]2 |3
2 3 2 3 2
1 1 | 9
=x o |1 [XL |2 |1 42 |4 |o
® % |7 |73 7
1 1 |16 81
= fo | L [L |21 |2 |6 |a
1 %6 |16 |3 16
. 1 1 | e 729 R
=2 10 |75 |65 | 725 ! @ |# |7

Das Berechnen wird durch die Auswahl der Argumente erleichtert, da sich die
Potenzen einiger Zahlen wiederholen. Die Funktionswerte lassen die folgenden
SchluBfolgerungen zu.
Fiir alle Funktionen y = x?" (ne G; n 2 1) gilt:

f0)=0; f(1)=1.
Wird im Intervall 0 < x < 1 der Exponent gréBer, so wird f(x) kleiner.
Wird fiir Werte x > 1 der Exponent gréBer, so wird f(x) groBer.

Zum Veranschaulichen wird Lb 87, Bild C 7, verwendet. Zeichnungen der Schiiler
sind relativ zeitaufwendig und haben nur geringen Wert.

\

Die 2. Stunde beginnt mit dem Behandeln von Lb 88, Beispiel C33. Hierbei ist
der Gegensatz im Verhalten der Funktionswerte bei einander entgegengesetzten
Argumenten gegeniiber der Funktion y = x? zu beachten. Der Begriff ,,zentral-
symmetrisch® muB wahrscheinlich wiederholt werden. Der Ablauf dieser Stunde
gleicht weitgehend dem Ablauf der vorangegangenen. Er kann allerdings etwas
gestrafft werden, da gewisse Teile Analogiebetrachtungen, andere Wiederholungen
darstellen. So ist es sicher méglich, am Ende der Stunde zusitzlich einige Mono-
toniebetrachtungen durchzufiihren. Die Schiiler miissen erkennen, daB man beim
Verhalten der Funktionswerte fiir wachsende Argumente folgendes unterscheiden
kann.

Monoton steigend: In einem Intervall gilt fiir x, < x, stets

1) < f(x2).
Monoton fallend: In einem Intervall gilt fiir x, < x, stets
Sx0) >£(x5).

LEb 90, Bilder C 11 und C 12, unterstiitzen diese Erkenntnis.
Zum AbschluB dieser Unterrichtseinheit den die Schiiler mit der Parabelschablone
als Zeichenhilfsmittel bekanntgemacht.

3.2.3. Potenzfunktionen mit Gleichungen der Formy = x*(ne G,n < 1)
(LE 12; 2 Std.)

In dieser Unterrichtseinheit werden zunichst zwei Sonderfille der Potenzfunktionen,
und zwar y = x' und y = x°, behandelt. Daran schlieBt sich die von den Schiilern
weitgehend selbstindig zu fiihrende Untersuchung einiger Potenzfunktionen mit
negativen ganzzahligen Exponenten an. Die Selbstindigkeit erstreckt sich vor allem
auf die Anwendung der entsprechenden Poter , die Berechnung der Funk-
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tionswerte fiir ausgewihlte Argumente, die Untersuchung des Verhaltens der Funk-
tionswerte fiir sehr groBe bzw. sehr kleine Argumente oder bei Annidherung der
Argumente an Null. Der Begriff ,,Hyperbel* wird eingefiihrt, die Monotonie der
Funktionen und die Symmetrieeigenschaften der Graphen werden untersucht.

Eine Verallgemeinerung bestimmter Erkenntnisse fiir alle Potenzfunktionen y = x"
(n € G) sollte in systematisierender Form erfolgen; vgl. Lb 199/112 bis 114.

In der 1. Stunde sollten die Untersuchungen der entsprechenden Funktionen bereits
zum AbschluB kommen und alle Begriffe eingefiihrt werden. Es empfiehlt sich fol-
gende Gliederung dieser Unterrichtsstunde. .

@ y=»x* Wiederholung durch Schiiler
@) y=xt Wiederholung durch Schiiler
3) y=x%x =+ 0; firalle iibrigen x gilt:

fx) =1

@) y=2x"(neG;n<0) Nach Definition: y = =
Bei geraden Exponenten: Symmetrie zur y-Achse
Bei ungeraden Exponenten: Zentralsymmetrie beziiglich des Koordinaten-
ursprungs

Fiir einige ausgewahlte Argumente der Funktionen y = x" (n€ G; n < 0) werden

die Funktionswerte berechnet, um aus der Tabelle eine Skizze der Graphen dieser
Funktionen entwickeln und weitere Eigenschaften der Kurven ablesen zu konnen.

x —10 | —2 —1 —0,5 | —0,1 0,1 |05 1 2 10
1 § i

y=x1 S —0,1 |05 | —1 | —2 —10 |10 2 1 05 |01
1

y=xt=ng
1

y=xt=sw
1

gt =g

Wenn die zugehorigen Funktionswerte ausgerechnet sind, vermittelt die Tabelle
folgende Erkenntnisse; vgl. Lb 91f.

E; Ar Funktionswerte

gerade beliebig groB bzw. klein Annidherung an 0
Anniherung an Null beliebig groB

ungerade ’ beliebig grol bzw. klein Anniherung an 0
positiv, Anniherung an 0 beliebig groB
negativ, Anndherung an 0 beliebig klein
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Fiir die Graphen dieser Funktionen wird der Begriff ,,Hyperbel“ eingefiihrt. Die
zwei Teile einer Hyperbel sollten als ,,Hyperbelaste® bezeichnet werden.

Bevor in der 2. Stunde Anwendungen aus dem Aufgabenteil des Lehrbuchs geldst
werden, sollte die folgende iibersichtliche Zusammenstellung zu allen Potenz-
funktionen y = x" (n € G) und ihren Graphen erfolgen.

Gerade Potenzfunktionen
Gleichung y=x

(neG;n>0) (neG;n<0) n=20
Argumente xX€eP xeP;x=+0 xeP;x+0
Funktionswerte YEP;0Zy YeP, 0y (1}
monoton 0=x 0>x
steigend

konstant

monoton 0=x 0<x
fallend
‘Graphen
Name Parabel I Hyperbel l
Lage Symmetrisch zur y-Achse
Bild 117/1 Al |A2 -|A3
Ungerade Potenzfunktionen
Gleichung y=x¥

neG;n>0 neG;n<0 n=0
Argumente xeP x€P;x0 xX€eP
Funktionswerte yEP yeP;y+0 YEP
monoton x beliebig reell - x beliebig reell
steigend
monoton - xeP;x+0 -
fallend
Graphen
Name Parabel | Hyperbel I Gerade
Lage Z 1 isch zum Koordi prung
Bild 117/2 B1 [82 | 3
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Eine solche Zusammenstellung hilft, die B, B, B3
Forderung des Lehrplans, nach der die y .
Schiiler auf anschauliche Weise mit wich-
tigen Eigenschaften dieser Funktionen T
vertraut zu machen sind und sich im
Beschreiben, Vergleichen und Systemati-
sieren wesentlicher Merkmale der ein-
zelnen Funktionsklassen iiben sollen, zu
erfiillen; vgl. Lp 30. ' + ' } }

Hierbei konnte die Frage nach dem Zeit-
aufwand gestellt werden. Es ist moglich, diese
Zusammenstellung unter Vorgabe der Zeilen-
beschriftung als Hausarbeit anfertigen zu lassen.
Den Schiilern muB dann eine Vergleichsmaglich-
keit, z.B. durch ein Tafelbild, gegeben Werdef;
vgl. Bedarfsplan fiir Unterrichtsmittel Mathe-
matik, Foli »P 11772

Die Ubersicht kann man nach verschiedenen Gesichtspunkten zusammenstellen.
Z. B. kann an Stelle der vorliegenden Einteilung nach geraden und ungeraden Expo-
nenten eine Einteilung nach Potenzfunktionen mit positiven und negativen Ex-
ponenten erfolgen. Eine andere Einteilung wire nach bestimmten Eigenschaften
der Graphen denkbar.

Beim Losen von Sachaufgaben (z. B. Lb 199/116, 117) muB stets auch der Zusammen-
hang zu den behandelten Potenzfunktionen deutlich ‘sein. Die Schiiler sollen bewuBt
ihre erworbenen mathematischen Kenntnisse und Fertigkeiten auf andere Sach-
bereiche anwenden kdnnen; vgl. Lp 30f.

)

Beispiel (Lb 199/116):
Zeichnen Sie in ein R, I-Koordinatensystem den Graph der Funktion I = %
(I = Stromstirke, U = 220V, R = Widerstand) fiir 0Q < R < 1000 Q! Geben Sie
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den Wertebereich fiir I an! Charakterisieren Sie das Verhalten der Stromstdrke bei
steigendem Widerstand! Geben Sie das Intervall an, fiir das 0 A < I < 6 A gilt!

Aus dem Text der Aufgabe ist zu entnehmen, daB es sich um'eine Zuordnung der
Stromstarke 7 zu den wechselnden Werten des Widerstandes Rhandelt: I = f(R) = %
analog zu f(x) = % =ax".

Daraus sollte gefolgert werden: ’

Der Graph dieser Funktion ist eine Hyperbel, bei der auf Grund der vorgegebenen *
physikalischen GesetzmaBigkeit und des daraus sich ergebenden Definitionsbereichs
der Funktion nur der Hyperbelast im 1. Quadranten interessiert. Man weiB, daB fiir
diesen Ast gilt: Mit wachsenden Argumenten nahern sich die Funktionswerte immer
mehr Null.

Also: Bei steigendem Widerstand nimmt die Stromstérke ab.

Der Wertebereich der Funktion 148t sich aus diesen Uberlegungen mit Hilfe einer
Wertetafel leicht ermitteln.

RinQ 1 100 500 | 1000
= —% inA 6
Ergebnisse:
Definitionsbereich:0 < R < 1000Q —l—;gQ <R
Wertebereich: %A <I 0<IZ6A

Ebenso sollte man bei Lb 199/117 vorgehen.
R=f(4) = 3} , analogzu f(x) = ‘;—b = abx-t

Das Behandeln dieser Sachaufgaben kann auch erst nach dem Erarbeiten des Stoffes
der Lerneinheiten C 14 und C 15 erfolgen. .

3.2.4. Potenzfunktionen mit Gleichungen der Form y = x”

(u ” %; 2,46G; pHa; 4> o) (LE 13; 2 Std))

Am Beginn dieser Unterrichtseinheit werden die Begriffe ,,rationale Funktion* und
,.~nichtrationale Funktion* eingefiihrt. In einer Gegeniiberstellung zu den Potenz-
funktionen y = x" (n € G), die als Beispiele fiir rationale Funktionen anzusehen sind,
muB den Schiilern deutlich werden, daB es sich bei den nunmeéhr zu behandelnden

Funktionen y = x" (n =L ;0,q€G;p +q;9> 0) deshalb um Beispiele fiir nicht-

rationale Funktionen handelt, weil die betreffende Zuordnungsvorschrift zwar durch
einen Rechenausdruck angebbar ist, in dem aber nicht nur rationale Rechen-
operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division) auftreten.
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In der 1. Stunde sollte, ausgehend von der Definition der Wurzel, iiber mdgliche
Definitions- und Wertebereiche gesprochen werden.

Ausy = X7 folgt nach Definition
 y=V7 oder y=(V);
aus der Wurzeldefinition folgt (ohne Beachtung von p), daB fiir x alle nichtnegativen

reellen Zahlen im Definitionsbereich auftreten konnen.
Es ergibt sich nach Definitionen fiir p < 0:

R R

Zusétzlich zu den Formu.herungen auf Lb92f sollte dle folgende Darstellung
treten.

p>0: 0<x; 0=y
p<O0: O0<x; O<y
Fiir die folgende graphische Darstellung wird nur der 1. Quadrant benétigt. Bei
der Berechnung der Wertetafel ist der erneute Hinweis auf die Potenzschreibweise
von Wurzeln und die Berechnung von Wurzeln mit Hilfe der Quadrattafel oder des
Rechenstabs (Genauigkeit fiir Zeichnung ausreichend) erforderlich. Dann kann
Lb 93, Beispiel C 34, bearbeitet werden.

Beim Bearbeiten von Lb 93, Auftrag C 19, muB den Schiilern deutlich werden,

Firy = P (p, g € G, p, q teilerfremd; g > 0) gilt fiir {

daB es sich bei y = =x* und y = it gegeniiber y = *F und y= »F um neve
Funktionen handelt. Giinstig ist, auch im Hinblick auf die Berechnung, zu schreiben:
3
y==Vx y=-Tx

* Der Begriff ,,Umkehrfunktion* ist nur informatorisch zu vermitteln; vgl. Lp 32 und Lb 94.
Zur Behandlung dieser Problematik sollten keine vollen Unterrichtsstunden von vornherein ein-
geplant werden. Hier ergeben sich auch Méglichkeiten fiir Dlﬂ‘erenznerungcn im Umemcht
Sollten diese Voraussetzungen ein kurzes Eingehen auf die i i die
zueinander Umkehrfunktionen sind, erlauben, so empfiehlt sich u. a., mit Hilfe der folgenden Werte-
tafeln an den Beispielen

y=w G20 y=x=lrEz0
die Umkehrung der Reihenfolge der Zahlen bei allen geordneten Zahlenpaaren zu zeigen.

‘Elemente aus
Definitionsbereich ‘Wertebereich Definitionst Wertebereict
x P 4 x ¥y
2 4 4 2
3 9 9 3
i 1 it 1
2 4 4 2
1z 2 2 12
1 | 1 1
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Man kann auch die zur Geraden y = x symmetrische Lage der beiden Graphen betrachten lassen.

Zu Lb 200/118*, 119* seien folgende Hinweise gegeben

- Das Zeichnen der Graphen der b Funk sollte weitgehend mit Hilfe von Zeichen-
hilfsmitteln (Schablonen) erfolgen.

- Es diirfte notwendig sein, die Konstruktion einer Spiegelung zu wiederholen.

— Den Schiilern muB die Technik des Ermittelns des Wertebereichs einer Funktion gezzlgt werden,
wenn der Definitionsbereich ein offenes Intervall ist.

Es sollte auch entsprechend der Forderung auf Lp 30f auf Beispiele aus der Planimetrie und Stereo-
metrie eingegangen werden, z. B.:

A=f@=a a=f=Va; V=f@=a a=fA=V4.

3.2.5. Graphen von Funktionen (LE 14 und 15; 2 Std.)

Lp 30 fordert, Erkenntnisse iiber die Verdnderung von Lage und Form der graphischen
Darstellung einer Funktion in Abhdngigkeit von einem Summanden bzw. einem Faktor
zu vermitteln. Z. B. miissen die Schiiler den EinfluB des Faktors a auf die Form des
Graphen einer Funktion voll erfassen, da nicht nur Vorleistungen fiir die Behand-
lung der quadratischen Funktionen, der Sinusfunktionen und fiir den Physikunter-
richt (Klasse 10: Schwingungen) geschaffen werden miissen (Lp 30), sondern bereits
die ndchste Unterrichtseinheit Kenntnisse dariiber bei der Behandlung von Bei-
spielen fiir Potenzfunktionen aus anderen Bereichen der Mathematik und der Physik
voraussetzt. )

Bei der Behandlung dieses Stoffes kommt Fallunterscheidungen eine wesentliche
Bedeutung zu. Der Unterricht kann Lb 94ff folgen, d. h., jeweils in paralleler Be-
handlung werden die Untersuchungen fiir y = x und y = x? durchgefiihrt.

Folgender Weg ist moglich,

(1) fx)=x; xeP ’
Die Menge aller geordneten Paare [x; x] wird durch diese Gleichung dargestelit.
Der Graph-dieser Funktion ist eine Gerade durch den Koordinatenursprung.

@ fx)=x+e; x,ecP
Die Menge aller geordneten Paare [x; x + €] wird durch diese Gleichung dar-
gestellt. Der Graph dieser Funktion ist eine Gerade, die in Richtung der y-Achse
gegeniiber der Geraden fiir y = x um e Einheiten verschoben ist.

(3) Wertetafel und Graph fiir f(x) = x?

(4) Erkenntnis, daB durch den Summanden e aus den geordneten Paaren [x; x?]
die geordneten Paare [x; x* + e] werden.

Beispiel:
x x2 x2+e |x24+e | x*+e | x2+e
e=2 e=—3]|e=07 |e=0
0 0 2 3 07 0
1 1 3 -2 1,7 1
2 |4 6 1 47 4
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Jeder Punkt des Graphen von y = x* wird um e in Richtung der y-Achse ver-
schoben

Dic Weiterverwendung der Schablone fiir y = x2 zur graphischen Darstellung der
y = x2 + e kann an der obigen Ubersicht ebenfalls erklart werden.

) fx)=ax; axeP
Zu untersuchen sind folgende Fille:
a>1: . Steilerer Anstieg als f(x) = x; Streckung
O<a<l: Flacherer Anstieg als f(x) = x; Stauchung

a<0: Spiegelung an der x-Achse; fiir @ + —1 verbunden mit Streckung
oder Stauchung entsprechend |a|

a=1: Jx) =x

a=0: Abszissenachse

Neben den Emzelda.rstellungcn jedes Falles (Lb 96, Bild C19; Lb 97, Bilder
C 22, C 24) sollte eine Ubersicht alle Fille in ein und demselben Bild erfassen,
vgl. Bild 121/1. Dabei sei auf Lp 30 verwiesen.

12171 y y=a-x(a>1)
(%00 %o) Streckung

y=x

{5{,; Xo)
'W
Sta

uchung

X ' X

y=a-x{a<0)
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Fiir alle Funktionen
fX)=ax mit a<0

konnen die Graphen durch Spiegleung der Graphen der entsprechenden Funktionen
f(x) =bx mit b= —a

an der x-Achse gewonnen werden.

©) ' f(x) =ax?
Die Fille a =1 und a = 0 sollten die Schiiler selbstéindig untersuchen; vgl.
Lb 98, Auftrag C 20.

Wichtig ist, daB bei der Wahl der Ach i der Faktor a beriicksichtigt wird. Ist als Einheit
fiir die x-Achse e gewihlt, so wire als Einheit auf der y-Achse

a) bei einer Streckung mit Faktor @ die Einheit %— 3
b) bei einer Stauchung mit Faktor a die Einheita - e
vorteilhaft.

‘Wie bei den Geraden ist eine Ubersicht zu empfehlen; vgl. Bild 122/1.

yeb-x2(a>1) 12271
Streckung

T (;a%7%

(Xia%,?)

~a-x2 (a<0)

An Hand dieser Ubersichten erscheint folgende Fragestellung angebracht.

Wie wirkt sich das gleichzeitige Auftreten des Summanden e und des Faktors a auf
die Graphen der Funktionen aus?

Die Behandlung des Falles a < 0 sollte besonders mteraslenen Schiilern vorbehalten bleiben, da
das Erliutern durch das gleichzeitige Verschieben und an einer Parallelen zur Abszissen-

achse viel Zeit beansprucht.
Auch Lb 200/120 bis 123 sollten sehr differenziert im Unterricht eingesetzt werden.
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— Verschiebung eines bereits verschobenen Graphen: i
y =x*—2_ Der Graph ist um e = —3 in Richtung der y-Achse zu verschieben; vgl. Lb 200/120.

- Streckung oder Stauchung eines bereits gestreckten oder gestauchten Graphen:

: 3
y=2x Der Graph ist mit dem Faktor a = T stauchen; vgl. Lb 200/122.

Solche Aufgaben bereiten oftmals Schwierigkeil Die Schiiler kénnen sie z. B. mit Hilfe folgender

Gegeniiberstellungen 16sen.

Gegebene Funktion: y = x* — 2; Verschiebung um e = —3

Neue Funktion: y=x*—2+4+e=x2—2—-3=x2—35
3

Gegebene Funktion: y = 2x; Stauchung mit a = i

) \ 3 3
Neue Funktion: y=a~2x=7~2x=7x

3.2.6. Beispiele fiir rationale Funktionen (LE 16; 2 Std.)

Die behandelten Potenzfunktionen werden an speziellen Potenzfunktionen aus
physikalischen und g ischen Bereichen verdeutlicht. Dabei sind die Begriffe
»proportional* und ,,umgekehrt proportional* zu verwenden. Die Schiiler sollen
erkennen, daB viele in der Praxis auftretende Funktionen Proportionalititen dar-
stellen. Das Lesen (Auswerten) und das Zeich von Diagr werden vor allem
im Hinblick auf die praktische Bedeutung fiir die Féicher Physik, Chemie und fiir
den polytechnischen Unterricht behandelt.

Zu Beginn dieser Unterrichtseinheit werden zweckmaBigerweise die wesentlichen
Begriffe aus dem Unterricht in Klasse 6, Stoffeinheit 3.2. ,,Proportionalitit und
Verhiltnisgleichungen*, wiederholt; vgl. Lp 6/30 und Lb 6/67 bis 82.

Nun kann man zeigen, daB viele in der Praxis und in den verschiedenen Wissens-
bereichen auftretende Funktionen mit Gleichungen von der Form

fx)=a-x" (neN;n>1;a +0)
und

fx) = a-—xl,—,=a-x~" (neN;n>1;a+0)

als Proportionalititen bzw. umgekehrte Proportionalititen in bezug auf g(x) = x*
aufgefaBBt werden kénnen.

Finkp shm JinA 1231

tins 1 ' Rin

~ 1
[

1 ain ms?
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Fiir die auf Lb 991F, Beispiele C 39 bis C 41, auftretenden Funktionen sollten Skizzen
der Graphen verlangt werden. Die Schiiler konnen dadurch ihre Kenntnisse iiber
die Graphen der Potenzfunktionen anwenden und ihr Wissen festigen. Solche Skizzen
sind fiir die Funktionen aus Lb 99, Beispiel C 39¢), Lb 101, Beispiel C 41d), Lb 100,
Beispiel C 40a), in den Bildern 123/1 dargestellt.

Bei diesen Skizzen kann bereits die Frage der Achsenteilung (Wahl der Einheiten)
erdrtert werden. Es schlieBen sich Lb 100, Auftrige C 22, C 23, zwanglos an. Die
Schiiler sind anzuleiten, bei der Wahl der Achsenteilungen systematisch vorzugehen.

Beispiel (vgl. Bild 124/1):
Stellen Sie die Funktion s(t) = % -'t2 graphisch dar!

Uberlegen Sie sich die Achsenteilung so, dap die Wege fiir Fallzeiten bis 10 s bgel
werden konnen!

a) Definitionsbereich: 0s <t=<10s

b) Teilung auf der Abszissenachse: 1s = 1cm

c) Wertebereich: 5 < 500 m (fiir g ~ 10 ms~2)

d) Teilung auf der Ordinatenachse: 50 m 2 1 cm

124/1

sinm

500

L

150 |

100 1

50 1

12z 3 e T T s
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Es sollten verschiedenartige Sachverhalte auf diese Weise untersucht und dargestellt-
werden.

In diesem Rahmen konnen auch die Untersuchungen iiber die Einfliisse der Ver-
dnderungen des Arguments auf die Verinderungen des Funktionswerts durchgefiihrt
werden; vgl. Lb 101, Beispiel C 42, Auftrag C 24.

Auf Lb201/132 sind Aufgabenstellungen enthalten, die auch einmal vom Werte-
bereich ausgehend den Definitionsbereich beschreiben lassen. An dieser Aufgabe
1aBt sich z. B. die Abhingigkeit des Volumens ¥ von Pyramiden (mit konstanter
Hohe k) von der Seitenlinge a der Grundfiiche behandeln.

Beim Lésen von Aufgaben sollte man stindig die verschiedenen Moéglichkeiten der
Darstellung einer Funktion nutzen; vgl. Bild 125/1.

3.2.7. Bemerkungen zu Leistungskontrollen Gleichung

der Funktion
Lp 17 fordert, daB neben kurzen miindlichen
undt schriftlichen Leistungskontrollen auch / \
mehrstiindige Klassenarbeiten zu schreiben Graph Funktion

sind. ’
Auch beim Behandeln der Stoffeinheit 3.2. s (georanete Poore]
,,Potenzfunktionen* sollten unter Beachtung .

des bendtigten Zeitaufwandes systematisch

schriftliche und miindliche Kurzkontrollen

durchgefiihrt werden. Die Bedeutung des

Stoffes rechtfertigt eine zweistiindige Klassen- 125/1
arbeit. Esempfiehltsich die folgende Thematik.

1. Angabe der Struktur von Termen, z. B.:
M ;
a)bT b)2-(x + »)?

2. Einfache Aufgaben zum Rechnen mit Potenzen, z. B.:
a) 2:4% —4-471 4 3-(—4)° b) (1,8 — 0,1s)°
3. Berechnungen mit Hilfe des Rechenstabes (vorher ein Uberschlag), z. B.:
dy 5,27 b) 0,763 - 12,4
~ 0,358 318
4. Zerlegen einer Zahl in eine Summe aus Vielfachen von Zehnerpotenzen, z. B.:
a) 3172 b) 4009030 =
5. Rechnen mit Wurzeln (Anwenden des Rechenstabes), z. B.:
5Y28 — 2175 + 3112 ¢
6. Aufgaben iiber Funktionen, z. B.:

a) Der Definitionsbereich einer Funktion sei X = {—2; - % ;0;% 3 1} .
Man erhilt die Funktionswerte, indem man die Argumente quadriert und
dann durch —2 dividiert.

Stellen Sie die so gegebene Funktion
- als Menge geordneter Paare,

~ durch eine Gleichung,

- graphisch dar!

125



b) Ermitteln Sie den Wertebereich der Funktion y = %xz -2

fiir den Definitionsbereich
3
X= {2,7 205 =13 —3},
0 x; xel.
7. Lésen von Sachaufgaben, z. B.:

Die Seitenlinge b eines Rechtecks ist bei gleichbleibendem Fldcheninhalt 4
abhiingig von der Seitenldnge a. ¥
_ Erfassen Sie die Abhingigkeit in einer Gleichung!

— Stellen Sie die Abhingigkeit in einem a,b-Koordinatensystem graphisch dar!
Berechnen Sie dazu einige geordnete Paare [a; b]!

A=24cm?; 05cm<a=80cm
Hohere Anforderungen stellen Aufgaben der folgenden Art:

1. Welche Bedingungen miissen fiir die Variablen im folgenden Term gelten, wenn
die Basen rational und die Exponenten ganze Zahlen (kleiner als 0) sein sollen?

azm-s . bm
2. Das Volumen ¥ eines geraden Kreiszylinders ist bei gleichbleibendem Durch-

messer abhingig von der Linge der Hohe 4. Berechnen Sie einige geordnete
Paare [h; V]!

d=6cm; 0<h und V <90z (hincﬁn; ¥V in ¢m3)
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4. Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen

4.0. Vorbemerkungen

Mit dem Stoffgebiet 4. ,,Quadratische Funktionen und quadratische Gleichungen‘
wird die Behandlung ausgewihlter Funktionen fortgesetzt, und zwar wird ~ im
AnschluB an die im Rahmen .des Stoffgebiets 3. ,,Potenzen und Potenzfunktionen*
eingefithrten Potenzfunktionen — eine weitere spezielle Funktionsklasse untersucht
(Stoffeinheit 4.1. ,,Quadratische Funktionen). Ebenso wird mit diesem Stoffgebiet
das Entwickeln der Fihigkeiten der Schiiler im Lésen von Gleichungen und Un-
gleichungen weitergefiihrt, im besonderen durch das Arbeiten mit quadratischen
Gleichungen und einen Ausblick auf Gleichungen héheren Grades und auf qua-
dratische Ungleichungen.

Die Behandlung quadratischer Funktionen und quadratischer Gleichungen hat im
Unterricht in Klasse 9 langjéhrige Traditionen. Im Lehrplan 1970 jedoch ist dieses
Stoffgebiet nach den folgenden neuen Aspekten konzipiert.

1. Das Stoffgebiet nimmt gegeniiber den fritheren Lehrplinen eine verdnderte Stellung
im Lehrgang der Klasse 9 ein.

2. Daraus ergeben sich Verdnderungen im Inhalt des Unterrichtsgegenstandes.

3. Aus 1. und 2. folgen notwendigerweise Verdnderungen in der Behandlungsweise
des Unterrichtsstoffs; vgl. auch die Einordnung des Stoffgebiets in den Ubersichten
zu den Leitlinien auf Uh 12ff und Uh 20ff.

Eine wesentliche Aufgabe des Unterrichts im Hinblick auf die mathematische Grund-
lagenbildung besteht darin, die Schiiler mit den neu eingefiihrten Begriffen und
Methoden vertraut zu machen, die Einsicht in die Zusammenhinge zwischen den
Nullstellen einer Funktion und den Losungen der entsprechenden Gleichung zu
vertiefen und sichere Fertigkeiten in der Anwendung von Losungskalkiilen fiir
quadratische Gleichungen zu entwickeln; vgl. Lp 33.

In diesem Stoffgebiet werden Vorleistungen aus dem Unterricht iiber die lineare
Funktion — die Schiiler kennen z. B. f(x) = mx und f(x) = mx + b —, iiber den
Zusammenhang zwischen linearer Funktion und linearer Gleichung mit einer Va-
riablen und iiber die Potenzfunktionen aufgegriffen und bei der Erarbeitung des
neuen Stoffes genutzt.

Die Stoffeinheit 4.1. ,,Quadratische Funktionen® nimmt vor allem auf die inhalt-
lichen Leitlinien ,,Mengen* und ,,Abbildungen‘ Bezug, die Stoffeinheit 4.2. ,,Qua-
dratische Gleichungen* auf die inhaltlichen Leitlinien ,,Mengen‘ und ,,Gleichungen
und Ungleichungen®; vgl. Uh 14 bis 17. Ebenso bestehen enge Verbindungen zu
den Leitlinien der h ischen Methode ,,Verfahren zur Problemlgsung” und
,,Hilfsmittel mathematischen Arbeitens® (Rechentechnik und graphisches Arbeiten),
in gewissem Umfang auch zur Leitlinie ,,Definieren*; vgl. Uh 22f.

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziehung dominiert bei der Behandlung
der quadratischen Funktionen und Gleichungen der Beitrag, der sich aus dem sach-
lichen Inhalt der Anwendungsaufgaben aus der Praxis der sozialistischen Gesellschaft
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ergibt; vgl. Uh 144ff. Hinzu kommt, daB mit dem Hinweis auf den Bereich der
komplexen Zahlen erneut die Frage nach dem Verhdltnis von Mathematik und
objektiver Realitat gestellt werden kann. Die Information iiber weitere Typen von

leich und Ungleich gibt Ansatzpunkte fiir Erorterungen iber Auf-
gabe und Entwicklung der mathematischen Wissenschaft und iiber die Begrenzt-
heit des mathematischen Schulstoffs im Vergleich mit dem Inhalt der mathematischen
‘Wissenschaft.

Fiir die methodische Gestaltung des Unterrichts im Rahmen dieses Stoffgebietes ist
bestimmend, daB sich die Schiiler zunehmend selbstindig mit dem Gegenstand und
den Arbeitsweisen der Mathematik auseinandersetzen miissen. Spezielle Akzente
sind dabei durch das Prinzip der Fallunterscheidungen bei verschiedenartigen Unter-
suchungen sowie durch die Verbindung von ari hmetischer und g ischer Be-
trachtung (Funktion — Wertetabelle — Graph) gesetzt. In dieser Hinsicht schlieBt
der Unterricht unmittelbar an die Behandlung der Potenzfunktionen (Stoffeinheit 3.2.)
an und fiihrt die Untersuchungen der Graphen bis zu dem Fall gx)=fx+d)+e
— im Vergleich mit f(x) - Weiter, vgl. Uh 133ff.

Unter solchen Aspekten ist auch das Vorgehen zu betrachten, wie die allgemeine
Lésungsformel fir quadratische Gleichungen gefunden wird. Die Vorarbeiten dafiir
beginnen bereits in der Stoffeinheit 4.1. bei der Untersuchung der Existenz von Null-
stellen. Mit Hilfe weniger Schritte kann die allgemeine Losungsformel fiir quadra-
tische Gleichungen gefunden werden. Die Schiler sollten in wiederholenden Ubungen
das Herleiten dieser Formel weitgehend selbstindig nachvollziehen konnen.

Eine Schwierigkeit besteht allerdings in der etwas komplizierten Darstellung der einander dqui-
valenten Gleichungen 4+ pxta=0;

2 2
e
03 [
(x+%—]/pT—q)<x+%+V%-—q)= 0.
i -

Bei einem solchen Vorgehen stehen die ei keiten firx2 + ¢ =0,x> + px =10
und x2 + px + g = 0 nicht mehr isoliert nebeneinander. In diesem Zusammenhang ist es wichtig
zu zeigen, daB die allgemeine Lasungsformel die zu erorternden Spezialfille erfaBt.

Die Schiiler sind mit allgemeineren A ischen Aspekten (Funktion — Null-
stelle — Gleichung; Losungskalkiil fiir quadratische Gleichungen) bei der Behand-
Tung des Stoffes vertraut zu machen. Sie miissen sich jedoch in ebenso starkem MaBe
sichere Fertigkeiten im Anwenden der Losungsformel, im Rechnen und im graphischen
‘Arbeiten erwerben. In dieser Hinsicht wird die methodische Linie, die fiir die Stoff-
gebiete 2. ,,Ungleichungen und Gleichungssysteme** und 3. ,,Potenzen und Potenz-
funktionen® gilt, weiter verfolgt. Das Aufstellen von Wertetabellen fiir Funktionen
und das Lésen von Gleichungen bieten reichhaltige Mdglichkeiten fiir das Rechnen
mit Hilfe des logarithmischen Rechenstabs und fiir die Benutzung des Tafelwerkes.
Auch bei der Behandlung dieses Stoffgebiets, speziell der Stoffeinheit 4.2. ,,Qua-
dratische Gleichungen®, empfiehlt es sich, fiir die Arbeit an Sachaufgaben aus der
gesellschaftlichen Praxis eine besondere Unterrichtseinheit vorzusehen (Unterrichts-
einheit 4.2.5.). Fiir das Lésen von Sachaufgaben in dieser Unterrichtseinheit gelten
im Prinzip die Hinweise, die in den Ausfilhrungen zum Stoffgebiet 2. ,,Ungleichungen
und Gleichungssysteme* enthalten sind; vgl. Uh 86. Einige besondere Aspekte
werden in den Ausfithrungen zur Unterrichtseinheit 4.2.5. kenntlich gemacht.
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4.1. Quadratische Funktionen
(LE 1 bis 9; 12 Std.")

4.1.1. Einfiihrung des Begriffs ,,quadratische Funktion*;
Untersuchung von y = ax* + ¢ (LE 1 und 2; 2 Std.)

Die Unterrichtseinheit 4.1.1. umfaBt zwei Stunden. Zu Beginn der I. Stunde sollte
die Behandlung der quadratischen Funktionen von mathematischen Sachverhalten
und von den Erfordernissen der technischen und naturwissenschaftlichen Praxis
her motiviert werden; vgl. Lb 104.

Die Schiiler suchen auschheBend selbstandlg weitere Beispiele auf. Die Auswertung
ermdglicht eine erste Aussage dariiber, in welchem MaBe die Schiiler die Zielstellung
dieser Unterrichtseinheit erfaBt haben.

Lp 33 fordert, von der allgemeinen Form der Gleichung einer quadratischen Funk-
tion (einer ganzen rationalen Funktion zweiten Grades)

fx) = ax* +.bx + ¢ (a,b,ceP;a+0)

auszugehen und anschlieBend Fallunterscheidungen beziiglich der Koeffizienten
a, b, ¢ durchzufiihren; vgl. Lb 104f.

Auf diese Art ist es mdglich, die bereits im Stoffgebiet 3. ,,Potenzen und Potenz-
funktionen* behandelten Fille (y = ax? mit @ + 0 und y = x? + c¢) auszusondern
und den in der Tabelle auf Lb 105 mit (4) bezeichneten Fall herauszugreifen, ihn als
besonders bedeutsam hervorzuheben und als neu zu bearbeitendes mathematisches
Problem zu kennzeichnen.

Bei den Fillen (3) und (5) auf Lb 105 erkennen die Schiiler leicht, daB sie sich auf
die Fille (1) und (2) bzw. auf den Fall (4) zuriickfiihren lassen.

In der 2. Stunde wird der Graph von f(x) = x? als ,,Normalparabel“ gekennzeichnet.
Die Wiederholung der Eigenschaften der Funktionen f(x) = ax? (a % 0) und
f(x) = x*> + ¢ kann man durch das Bearbeiten von Lb 106, Beispiel D 1 und Auf-
trag D 3, unterstiitzen.
Diese Arbeiten miinden in eine Untersuchung und Darstellung von Funktionen des
Typs f(x) = ax? + c. Entsprechende Ubungen festigen dle bisher gewonnenen
Erkenntnisse. -
. Gegeben sei die Funktion f(x) = —3x? + 1 mit —4 < x < 5.
a) Geben Sie den Wertebereich an!
b) Machen Sie Aussagen iiber den Graph der Funktion (gestaucht oder gestreckt
gegeniiber der Normalparabel, Schnittipunkt mit der y-Achse, usw.)! |
c) Skizzieren Sie den Graph der Funktion!

—

Wichtig ist jetzt auch die Umkehrung der Problemstellung.

2. Die im Bild 133/1 vorgegebene Darstellung sei der Graph einer Funktion mit
der Gleichung f(x) = ax? + c.
Machen Sie an Hand des Graphen Aussagen iiber die Koeffizienten a und c!

Die Zeit, die noch zur Verfiigung steht, wird zu Ubungen im Ermitteln von Funk-
tionswerten genutzt. Diese Operation spielt in der nichsten Unterrichtseinheit eine

1 Davon 2 Std. fir die unter 4.2.7. genannte Klasscnarbeit zum Stoffgebiet 4.

132



gewisse Rolle. Z.B. kénnen die Schiiler fiir
f(x) =0,5x% + 2
die Funktionswerte f(0), f(—2) usw. ermitteln.

In dieser Unterrichtszeit ist zu beachten:

— Eine wohldurchdachte und gut vorbereitete
Motivierung unter den dargelegten Aspekten
hat wesentlichen Anteil an der weltanschau-
lichen Bildung und Erziehung der Schiiler und
nicht zu unterschiitzende Bedeutung fiir die 1331
Stellung der Schiiler zu diesen Problemen. .

— Alle betrachteten Einzelfille sind als Sonderfille von f(x) = ax? + bx + ¢ mit
bestimmten Werten fiir @, b und ¢ aufzufassen.

- Die beim Behandeln des Stoffgebi 3.2. ,,Potenzfunktionen‘ erworbenen Kennt-
nisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten sind zu festigen und zu nutzen.

- Fallunterscheidungen haben fiir die mathematische Bildung der Schiiler groBe
Bedeutung. Bei der Ausfiihrung sollen die Schiiler weitgehend selbsténdig arbeiten.

- Die gewonnenen Erkenntnisse iiber die Bedeutung von a bei f(x) = ax* und von
¢ bei f(x) = x*> 4 ¢ werden zur Darstellung von f(x) = ax? + c¢ genutzt.

4.1.2. Untersuchung von y = (x + d)? + e als Voraussetzung fiir y = x> + px + ¢
(LE 3 bis 5; 3 Std.)

Es wire ungiinstig, die Darstellungsformen quadratischer Funktionen, z. B.
fx)=x* + e, f(x) = (x +d)* f(x) =(x +d)* + e, zu sehr zu typisieren und
nebeneinander in gleicher Weise zu behandeln. Die Schiiler sollen die Spezialfille
in den allgemeinen Fall richtig einordnen und rationell mit diesen Funktionen ar-
beiten konnen.

Zu Beginn der I. Stunde wird den Schiilern eine Aufgabe zu selbstindiger Losung
gestellt, z. B. Lb 108, Auftrag D 8. Nachdem die Graphen der betreffenden Funk-
tionen gezeichnet wurden, duBern die Schiiler Vermutungen iiber die Scheitelpunkts-
koordinaten der Parabel. Es folgt der Beweis; vgl. Lb 108.
An einem weiteren Beispiel werden weitere Eigenschaften der Funktionen und ihrer
Graphen (Monotonie, Lage der Achsen, usw.) untersucht.

/

Es schlieBen sich folgende Ubungen an.
- Gleichung der Funktion gegeben, Scheitelpunktskoordinaten der Parabel gesucht
- Scheitelpunktskoordinaten der Parabel gegeben, Gleichung der Funktion gesucht

Die Beispiele und Ubungen fiihren zu einer Aussage iiber die Lage des Scheitelpunktes
der Parabeln y = (x + d)? + e. Dabei ist zu erkléren: e entspricht ¢ bei f(x) = x* + c.
Wurde zuvor gezeigt, daB der kleinste Funktionswert von f(x) = (x + d)* die Zahl 0
ist, so- gilt jetzt entsprechend bei f(x) = (x + d)* + e die Aussage: f(—d) = e ist
der kleinste Funktionswert von f.

Zu Beginn der 2. Stunde erfolgt eine wiederholende Zusammenfassung, etwa durch
eine Auswertung der Hausaufgaben. In einer Ubung zeichnen die Schiiler unter Er-
mitteln der Scheitelpunktskoordinaten und unter Verwenden der Schablone der
Normalparabel die Graphen ausgewihlter Vertreter folgender Klassen von Funk-
tionen: f(x) = x* + e, f(x) = (x + d)* und f(x) = (x + d)* + e.
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Es schlieBen sich formale Ubungen in der oben dargestellten Art an. Sie haben das
Ziel, die erworbenen Kenntnisse zu festigen. Dabei sollten auch Variable als Koeffi-
zienten und als Argumente auftreten.

Beispiel:
Gleichung Scheitelpunktskoordinaten
der Parabel
1 f)=x2—2
2. fx) = (x — 5b)?
3. (+3;0
4. ¢ ©0; —20) c>0
5. fH=Ex—3*+2
6. +4; -7
7 f@=Gx—m?+n

Mit Hilfe solcher Aufgaben wire auch eine erste Kontrolle dariiber denkbar, in
welchem MaBe alle Schiiler die einfiihrenden Betrachtungen zu wesentlichen Eigen-
schaften der quadratischen Funktionen verstanden haben.

Das Losen weiterer Aufgaben der folgenden Art hingt davon ab, ob noch geniigend
Zeit zur Verfiigung steht.

- Aufstellen einer Wertetafel einer quadratischen Funktion unter Beachtung des vor-
gegebenen Definitionsbereiches

— Graphische Darstellung einiger Funktiongn

— Berechnen von Funktionswerten

Nach einer wiederholenden Erérterung der Nullstellen linearer Funktionen ergibt
sich die Frage nach den Nullstellen quadratischer Funktionen.

An ein oder zwei ausgewihlten Beispielen werden die Nullstellen quadratischer
Funktionen erst geometrisch ermittelt und dann arithmetisch {iberpriift. Die Schiiler
diirfen auf keinen Fall die Nullstellen der Funktionen mit den Schnittpunkten der
entsprechenden Graphen mit der Abszissenachse identifizieren.

Weitere Ubungen befahigen die Schiiler zu einer Aussage iiber den Zusammenhang
zwischen der Lage des Scheitelpunktes des Graphen und der Existenz von Nullstellen
der Funktion.

Die 3. Stunde dient abschlieBenden Untersuchungen, vor allen Dingen aber der
Ubung, Festigung und Wiederholung. Dabei sollte folgendes besonders beriick-
sichtigt werden.

— Darstellen der Graphen mit Hilfe der Schablone nach Ermitteln der Scheitelpunkts-
koordinaten

— Untersuch und A gen iiber Wertebereich, Monotonie u. 4. L

— Ermitteln der Gleichung aus vorgegebenen Graphen von Funktionen (Tafelbild,
Arbeitsblatter)

- Formale Ubungen ohne graphische Darstellung unter Verwenden von Variablen
fiir die Koeffizienten

— Fallunterscheidungen iiber die Existenz von Nullstellen

Insgesamt sollten in dieser Unterrichtseinheit folgende Schwerpunkte beachtet
werden.
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— Nachweis der Kongruenz der Graphen von f(x) = x2, f(x) = (x + d)?,
[ =x+d?+e
Die Zusammenhinge konnte man durch folgende Darstellung veranschaulichen.

= @ =x  SO;0)Nehwis y= fx)=(x+d?  S(~d;0)
y=/@=x"+e SO;¢ y=f@=(@+dF +e S(—d;e)

— Die Schiiler miissen aus der Gleichung einer Funktion ohne Schwierigkeiten die
Koordinaten des Scheitelpunkts der Parabel ermitteln kénnen und umgekehrt.

— Sicherer und exakter Gebrauch der Schablone

- Die Bedeutung des absoluten Gliedes (e) fiir die Existenz von Nullstellen

— Die Fille f(x) = x* + e und f(x) = (x + d)? sind als Sonderfille von
f(x) = (x + d)? + e aufzufassen.

In dieser Unterrichtseinheit empfiehlt sich das Verwenden von Arbeitsblattern.
Wenn jedesmal die Angabe der Daten durch ein Tafelbild wahrend der Stunde er-
folgen miifite, diirfte die vorgegebene Unterrick it kaum ausreichen. Solche Blatter

konnen leicht selbst hergestellt werden; vgl. Anregungen auf Uh 149f.

Ein anderer, vielleicht eleganterer, aber auch anspruchsvollerer Weg, der den Zusammenhang

zwischen der Normalparabel (Graph von f(x) = x2) und einem Graphen von f(x) = (x + d)*> + ¢

erkennen 14Bt, ist mit Hilfe einer Koordinatentransformation méglich. Man erhilt dabei sofort den
Fall. Alle and Fille ergeben sich daraus anschaulich als Sonderfille.

Dieser Weg, der vom Lehrplan nicht gefordert wird, sei hier nur durch eine Skizze prinzipiell erldu-

tert; vgl. Bild 135/1.

,’ 1-8* x=5+d
’l y=m+te
o dpix;y1baw. n-y-e; 5=x-d
| P(5m) 7-57
/ y-e-(x-d)?
y=(x-dj+e
ST VN WY . ¥ 7 S -4

13511 | !

4.1.3. Die Normalform der quadratischen Funktionen; die Diskriminante
(LE 6 und 7; 3 Std.)

Es empfiehlt sich, die 1. Stunde mit frontalen Ubungen im Aufsuchen der quadrati-
schen Erginzung zu beginnen. Man kann die nachfolgenden Uberlegungen zunéchst
mit der fiir die Schiiler nicht ohne weiteres 16sbaren Aufgabe motivieren, die Scheitel-
punktskoordinaten der Parabel f(x) = x> — 6x + 7 anzugeben. Die Schiiler er-
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halten jetzt den Auftrag, diese G]elchung mit Hilfe der quadratischen Ergidnzung
umzufornien [in f(x) = (x — 3)> — 2], um daraus die Scheitelpunktskoordinaten
unmittelbar ablesen zu kénnen.

Um diesen relativ umstéindlichen Weg abzukiirzen, erarbeitet man mit den Schiilern
die auf Lb 111 dargestellten Schritte bis zum Anwenden der Bildungsvorschrift

) S(— T D) fiir die Scheitelpunktskoordinaten einer Parabel im Beispiel D 6.

Die wichtigsten Uberlegungen und Erkenntnisse werden zusammengefaBt. Es wird
der Begriff ,,Normalform einer quadratischen Funktion* eingefiihrt.

Es kdnnen sich Ubungen folgenden Inhalts anschlieBen.

- Umformen von f(x) = (x + d)* + ein f(x) = x*> + px + g und umgekehrt

- Vorgehcn der Scheitelpunktskoordinaten der Parabel und daraus Ermitteln von
p und g in der Gleichung f(x) = x* + px + ¢

— Uberpriifen, ob ein gegebenes Zahlenpaar einer gegebenen Funktion angehdrt

Bei den genannten Umformungen sollte darauf geachtet werden, daB die Schiiler
ihr Wissen und Konnen zunichst an zahlenmiBig einfachen Beispielen festigen. Ein
hoheres Anforderungsniveau stellen Beispiele, bei denen die Koefﬁznenten Variable
sind; iiber solche Beispiele kann man dann zu

Ro= e = oo - (4

’ gelange;l. Das Zustandekommen dieser Darstellung von f{(x) sollte eingehend er-
klart werden.
In dieser Unterrichtseinheit lefnen die Schiiler die Diskriminante in der Form

D=—e= pT — g kennen.

In der 2. Stunde gilt es zunichst, die bisherigen Kenntnisse zu festigen. Mit Hilfe
eines geeigneten Beispiels (z. B. Lb 112, Beispiel D 7) wird die Einsicht in den
Zusammenhang zwischen D, e und der Existenz von Nullstellen vertieft und er-
weitert (Benutzen der Tabelle- Lb 113).

Fiir die Festigung der erkannten Zusammenhinge sind Ubungen folgender Art
besonders geeignet.

Fiir welche reellen Zahlen q hat die Funktion f(x) = x* — 2x + q

a) zwei verschiedene Nullstellen;
b) eine Nullstelle;
¢) keine Nullstellen?

In der 3. Stunde wird durch vielfiltige Ubungen der bisher behandelte Stoff zusam-
mengefaBt und geordnet. Es geht dabei um das Vertiefen und Systematisieren der
Begriffe ,,quadratische Funktion®, ,,Parabel”, , Normalparabel“, ,,Scheitelpunkt
der Parabel®, ,,Scheitelpunktskoordinaten®, ,,Nullstellen quadratischer Funktionen®,
,,Normalform quadratischer Funktionen*, ,,Diskriminante*‘.

Folgende Fertigkeiten miissen weiterentwickelt und gefestigt werden.

- Skizzieren des Graphen einer Funktion f(x) = ax® + ¢ aus den Koeffizienten
aund ¢
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— Zeichnen des Graphen einer Funktion f(x) = x? + px + g iiber das Umformen
in f(x) = (x + d)* + e; Angeben der Scheitelpunktskoordinaten; Verwenden der
Schablone

- Ermitteln der Koeffizienten p und ¢ aus bekannten Scheitelpunktskoordi
einer Parabel mit der Gleichung y = x% + px + ¢

- Sinnvolles Nutzen der Diskriminante zur Entscheidung iiber die Existenz von
Nullstellen

Den AbschluB kann eine kurze schriftliche Leistuugskontrolle/bﬂden.

4.1.4. Darstellung von Funktionen der Form y = ax? + bx + ¢ (a < 1); Beispiele
fiir die Anwendung; Zusammenfassung (LE 8 und 9; 2 Std.)

Den Anfang der 1. Stunde kann eine Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften
der Funktionen y = ax? bilden, wobei Fallunterscheidungen beziiglich a im Vorder-
grund stehen.

Nach dem Durcharbeiten von Lb 113f, auf das sich die Schiiler evtl. in héuslicher
Arbeit miindlich vorbereiten kdnnen, beantworten sie z. B. folgende Fragen bzw.
16sen folgende Aufgaben.

. Welcher konstante Faktor konnte bei y = —x* — 1 auf der rechten Seite der
Gleichung ausgeklammert werden?

Welche Aussagen kann man iber den Verlauf des Graphen der in 1. genannten
Funktion machen?

a) Schexrelpunktskaordmaten

b) Offnung der Parabel (nach welcher Seite)

©) Stauchung oder Streckung gegeniiber der Normalparabel

—

»

bl

1 ;
Klammern Sie in y = %xz + 7* + 1 auf der rechten Seite der Gleichung 0,25
aus!

Zeichnen Sie den Graph der Funktion und verfahren Sie dabei wie auf Lb 114,
Bild D 8!

Im AnschluB daran sollte eine Zusammenfassung und Systematmerung der Funk-
tionen f(x) = ax® fiir die Fille a > 1,0<a<1, —1<a<0, a < —1, sowie
a = —1 und a = 1 erfolgen.

Beim Zeichnen der Graphen weiterer Funktionen des' Typs y = ax? + bx + ¢
sollten relativ einfache Koeffizienten vorgegeben werden.

Die in der 1. Stunde dieser Unterrichtseinheit erworbenen Kenntnisse und Fertig-
keiten ermdglichen es, in der 2. Stunde quadratische Funktionen sinnvoll anzu-
wenden und praxisnahe Aufgaben zu 16sen.

Bei der mathematischen Auswertung physikalischer oder geometrischer Gesetz-
méBigkeiten steht die graphische Darstellung und deren Deutung (stkussnon) im
Mittelpunkt der Untersuchungen und Ubungen. Dieses Anliegen soll an einem Bei-
spiel aus der Geometrie verdeutlicht werden.

Man kann z. B. den Flicheninhalt 4, eines rechtwinkligen Dreiecks 4BC, dessen
Katheten @ und b sich um 1 Liangeneinheit, unterscheiden (@ > 1; b = a — 1), mit
Hilfe der Gleichung

a@ = 1)

b
A=f@)= 12_ -
berechnen.

137



BEs ist wichtig, diese Phase des Vertrautmachens mit dem sachlichen Inhalt der Auf-
gabe nicht zu unterschétzen; das gilt auch fiir die meisten Aufgaben des Lehr-
buches.

Man erkennt im Beispiel: 4 = f(a) = % g(a) mit g(a) = a®> — a. Aus der gra-

phischen Darstellung von g(a) wird dann auf die bekannte Weise der Graph von
f(a) gewonnen.

Interessant ist dabei, daB sich der Definitionsbereich dieser Funktion, formal ge-
sehen, iiber den gesamten Bereich der reellen Zahlen erstreckt; es mufl nun ermittelt
werden, welcher Definitionsbereich vom Sachverhalt her sinnvoll ist.

Weiterhin wird man zu einigen Groflen a (@ = 12,0LE; a = 4,4 LE; ...) den zu-
gehorigen Funktionswert ermitteln, als Strecke in der graphischen Darstellung ab-
messen und mit der Berechnung vergleichen lassen.

Wichtig sind somit in diesem Teil der Unterrichtseinheit folgende Uberlegungen.

— Erkennen des funktionalen Zusammenhangs bei geometrischen, physikalischen
und 'anderen Formeln (das ist eine Seite, die man beim téglichen Gebrauch dieser
Formeln nicht iibersehen darf)

— Auseinanderhalten von Konstanten und Variablen

— Graphische Darstellung der Funktionen

— Auswertung und Deutung der Graphen unter Beachtung des Definitionsbereiches
der Funktion und u. U. des Grundbereichs der Variablen '

Fiir derartige Untersuchungen eignet sich z. B. auch die Formel fiir die Anzahl

der Diagonalen des konvexen n-Ecks sowie andere im Lehrbuch in groBer Auswahl

vorhandene Beispiele.

‘Werden solche Aufgaben als Hausaufgaben gestellt, dann ist besonders bei den Auf-

gaben mit physikalischem Inhalt eine vorausgehende Erliuterung des Sachverhalts

anzuraten.

Den AbschluB sollte eine Zusammenfassung tiber die quadratischen Funktionen

bilden. Die folgende Ubersicht kann helfen, zu systematisieren.

y =f(x) = ax? + bx + ¢ (allgemeine Form)

p\> [p?
a)a=1: y=x’+bx+c=x’+px+q=(x+7)—kT—q)
2

Existenz von Nullstellen fiir D ="’T —gz=0 .

Scheitelpunktskoordinaten: (— —g— ;= D)

b)b=c=0: y=ax?

Nullstellen: (0; 0)

Scheitelpunktskoordinaten: (0; 0)
)b=0;c+0:y=ax’+c¢
fir a < Ostets2, wennec >0 -
fiir @ > O stets 2, wennc < 0
Scheitelpunktskoordinaten: (0; ¢)

Anzahl der Nullstellen {

d)y=ax’+bx+c=a(x’ +%x+%) = a- g(x); vgl. Fall a)
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4.2. Quadratische Gleichungen
(LE 10 bis 17; 18 Std.")

4.2.1. Der Begriff ,,qnaﬁraﬁsche Gleichung‘; (LE 10; 1 Std.)

Es ist zu empfehlen, die Unterrichtsstunde wie folgt zu beginnen.

1. Ubungen, in denen die Schiiler ihre im vorangegangenen Unterricht erworbenen
Kenntnisse im Umformen von Summen in Produkte wiederholen und festigen.
Dabei wenden sie vor allem das Ausklammern sowie speziell die binomischen
Formeln an.

Beispiele: :
2x? — 3x = 2x(x — 1,5)
*?—5=(x+V5) (x-15)
x2 — 8x + 16 = (x— 4)*
Weitere Beispiele vgl. Lb 117, Auftrag D 18.

2. Wiederholung der Bedingungen, unter denen ein Produkt aus zwei Faktoren
Null ist, und des Unterschiedes zwischen ,,oder* und ,,entweder ... oder*.

Beispiele: ]
ab—¢c)=0, wenn a=0 oder b—c=0, d.h. b=c
x—1)(x+3)=0, wenn x—1=0, d.h. x=1 oder
"x+3=0, dh x=-3

3. Wiederholung des Begriffs ,Nullstellen einer Funktion®, anschlieBend einige
einfache Ubungen zum Ermitteln von Nullstellen linearer Funktionen; vgl.
Lb 117, Auftrag D 16:

Die unter 1. bis 3. vermerkten Ubungen sollten nicht mehr als 20 min in Anspruch
nehmen. Sie sollten auch in den tiglichen Ubungen der folgenden Unterrichtsstunden
enthalten sein, damit die Schiiler dann die entsprechenden Fertigkeiten beim Losen
quadratischer Gleichungen sicher einsetzen kénnen.

Ausgehend von den unter 3. bearbeiteten Beispielen werden die Schiiler aufgefordert,
die Nullstellen der Funktion y = 2x? + 4x — 6 zu ermitteln.

Aus dieser Forderung, die die Schiiler zunéchst nicht erfiillen konnen, ergibt sich
der Schwerpunkt dieser Unterrichtsstunde; vgl. Lp 33, 35 und Lb 116f.

Analog zum Vorgehen bei der Einfiihrung des Begriffs ,,quadratische Funktion*
in der Unterrichtseinheit 4.1.1. geht man von der allgemeinen Form der quadratischen
Funktion y = ax®> + bx + ¢ (@ + 0; a,b,ceP) zur allgemeinen Form der qua-
dratischen Gleichung ax* + bx + ¢ = 0 (a + 0) und mit Hilfe der Division durch
a (a + 0) zur Normalform der quadratischen Gleichung x* + px + q = 0 (p, ge P;

p=£'q=£)ﬁber'vgl Lb 116.

Fallunterscheidungen (hier ein Beispiel fur eme volIstandlge Falluuterscheldung)
beziiglich p und g fiihren dann zum Her der Spezialfille quadr
Gleichungen; vgl. Lp 35 und Lb 117.

1 Ohne Zeit fir dic unter 4,2.7. genannte Klassenarbeit.
N
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Ziel der Unterrichtsstunde ist es also, daB die Schiiler zur Problematik des Losens
quadratischer Gleichungen folgendes erfassen.

- Die Beziehungen zwischen den Nullstellen quadratischer Funktionen und den
Losungen der entspr den quadratischen Gleichungen

- Die Analogie des Untersuchens der quadratischen Gleichungen zum Vorgehen
beim Untersuchen der quadratischen Funktionen (von der allgemeinen Form zu
den Spezialfallen mit Hilfe von Fallunterscheidungen)

- Die Notwendigkeit und Méglichkeit, im vorangegangenen Unterricht erworbene
Kenntnisse und Fertigkeiten (z. B. Ermitteln von Nullstellen von Funktionen,
Regeln fiir das Umformen von Gleichungen zu dquivalenten Gleichungen, Zer-
legen von Summen in Faktoren) beim Erarbeiten des neuen Unterrichtsstoffs
anzuwenden

Die Unterrichtsstunde sollte mit einem Ausblick auf die id den folgenden Unter-
richtsstunden zu behandelnden Spezialfille schlieBen. Der Lehrer sollte damit
auch Hinweise auf das Bereitstellen der benétigten Zeichenhilfsmittel (Gerdte,
Papiere und Schablonen) verbinden. Evtl. kann als ,.technische Hausaufgabe* das
Vorzeich von Koordi ystemen auf Millimeterpapier usw. erteilt werden.

4.2.2. Untersuchung der Gleichungen x> + ¢ = Ound x* + px = 0
(LE 11 und 12; 3 Std.)

Die 1. Stunde dieser Unterrichtseinheit sollte mit einer Wiederholung beginnen.
Bedingung fiir @+ b = 0; Zerlegung a®> — b = (a + b)(a — b);

vgl. Unterrichtseinheit 4.2.1.

AnschlieBend kénnte man von der Funktion y = x2 — 2,25 als Reprisentant der
Funktionen y = x? + ¢ ausgehen. Als Ziel nennt der Lehrer das Untersuchen von
Gleichungen des Typs x> + g = 0.

Der Graph der Funktlon y = x*> — 2,25 wird in ein Koordinatensystem auf Milli-
meterpapier h die Nullstellen dieser Funktion werden abgelesen Der
naherungsweisen zeichnerischen Losung folgt die rechnerische Lsung; sie fiihrt
zu der quadratischen Gleichung (Gleichung zweiten Grades) x? — 2,25 = 0.

Da die entsprechende quadratische' Funktion zwei voneinander verschiedene Null-
stellen hat, sind zwei voneinander verschiedene Ldsungen zu erwarten.

Die Produktdarstellung fiihrt zu den Ergebnissen

(x+15x—=15=0, wenn x+15=0, d.h. x=—15 oder
wenn x—15=0, d.h. x= 1,5

Eine Ubung mit weiteren entsprechenden Beispielen sollte sich anschlieBen. Zu-
nichst sollten die Koeffizienten so ausgewihlt werden, daB auch schwichere Schiiler
die Aufgabe leicht iiberblicken kdnnen.

Spiter werden Aufgaben gestellt, die zundchst auf die Form x2? + g = 0 gebracht
werden miissen. -

BewuBt gibt der Lehrer dabei auch Gleichungen der Form x? + ¢ = 0 mit ¢ > 0
vor. Das ist der AnlaB, auf die Notwendigkeit einer weiteren Zahlenbereichserweite-
rung hinzuweisen, da solche Gleichungen keine reellen Lésungen haben; vgl. Lp 36.
SchlieBlich erfolgen die Verallgemeinerung (vgl. Lb 118, Satz D 2) und der Beweis
des betreffenden Satzes.
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In den tiglichen Ubungen zur 2. Stunde sollten Aufgaben als Beispiele fiir
x*+ax=x(x+a) und x(x +a)=0

enthalten sein; vgl. Unterrichtseinheit 4.2.1.

AnschlieBend geht man von der Funktion y = x* — 3x aus. Es ergeben sich die
Nullstellen x; = 0 und x, = 3. Die rechnerische Losung fiihrt iiber x2 — 3x = 0
und x(x — 3) = 0 zum gleichen Ergebnis.

Nach einigen weiteren Ubungen erfolgt die Verallgemeinerung; vgl. Lb 120. Aus
x2 + px = 0 (p #+ 0) erhilt man x(x + p) = 0 und daraus

X =0
X, +p=0
X, = —p (p # 0 nach Voraussetzung)

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit.
Beim Lsen derartiger Gleichungen mit Variablen als Koeffizienten sollte man nicht
versdumen, auf den senkrechten Wurf nach oben einzugehen. Aus

s=f{t)=vot — %t’

erhdlt man fiir den Ausgangspunkt (s = 0) die Gleichungen

g
vot — ?t‘ =0;

t (vo - %—t) =0.
Die Losungen heifen t, =0 und 1, = Z?’—

t, ist die Zeit, die der Korper bis zur Riickkehr zum Ausgangspunkt bendtigt, also
‘die Summe aus Steigzeit und Fallzeit.

In den tiglichen Ubungen zur 3. Stunde sollten gemischte Aufgaben zu den unter
den Punkten 1. bis 3. der Unterrichtseinheit 4.2.1. vermerkten Voriibungen erfolgen.
AnschlieBend werden vorwiegend Sachaufgaben geldst.

Diese Unterrichtseinheit kann mit einer Leistungskontrolle etwa folgenden Inhats
abschlieBen.

1. Lésen quadratischer Gleichungen mit einer Variablen, z. B.:
a)x2—1,44=0 b)4x>*—1=0 ¢c)26x2—39x =0
d)dax* —a®> =0 (a+0)

Zusatzaufgabe zu g):
Fiir welche reellen Zahlen a existiert keine Lésung?

2. Losen einer Sachaufgabe, z. B.:
Fiir welches konvexe n-Eck ist die Anzahl der Diagonalen gleich 0?

Formel: S = f(n) = ﬂ;l (S Anzahl der Diagonalen; » Anzahl der Ecken)
In diesem Zusammenhang noch ein Wort zu den Prt;ben.

N
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Die rechnerische Losung sollte auch einmal durch eine graphische Darstellung der
entsprechenden Funktion iberpriift werden. Bei Sachaufgaben ist das Ergebnis
auBerdem auf seine richtige sachinhaltliche Aussage zu itberpriifen. Dort, wo die
Probe nur eine formale Forderung bleibt, verliert sie mindestens ihre erzieherische
Bedeutung. Diese ist vor allem darin zu sehen, daB die Schiiler gew6hnt werden, kein
unzureichend iiberpriiftes Arbeitsergebnis aus der Hand zu geben.

4.2.3. Die Gleichung x> + px + ¢ = 0; ihre allgemeine Losungsformel
(LE 13 und 14; 4 Std.)

An Hand von Lb 121, Beispiel D 18, kann man das Ziel der 1. Stunde, die allge-
meine Losungsformel fiir quadratische Gleichungen herzuleiten, angeben.
Die Schiiler erhalten den Auftrag, das Beispiel auf einfache Aufgaben wie
x% + 4x — 5 = 0 anzuwenden. Als Hilfe wird noch der Hinweis gegeben, daB man
bei derartig einfachen Beispielen die Losung aber iiber das Ermitteln der Scheitel-
punktkoordinaten der entsprechenden Parabel

2 2
[mit Hilfe von (x + %) = (%— - q) = 0|, die graphische Darstellung und das Ab-
lesen der Nullstellen gewinnen kann.
Es folgen jetzt weitere Beispiele, die an der Tafel gerechnet werden. Dabei wird der
Schwierigkeitsgrad schrittweise gesteigert.

Beispiele:
x> —8x+10=0
x? + 2ax — 3a* =0
X2 +px+qg=0

Beim letzten Beispiel werden ‘die Schiiler aufgefordert, méglichst selbstindig zu
arbeiten. Die Schiiler diirfen auch das Lehrbuch zu Hilfe nehmen. U. U. kann ein
Schiiler den Lésungsweg an der Tafel entwickeln. )
Die Stunde schlieBt mit dem Formulieren der allgemeinen Ldsungsformel, vgl.
Lb 123,

Sollte noch Zeit sein, wird der entwickelte Algorithmus auf seine ,,Funktionstiich-
tigkeit* hin an einem einfachen Beispiel iiberpriift.

Die 2. Stunde dient dem Festigen der Fertigkeiten beim Arbeiten mit der allgemeinen
Lésungsformel. Dabei sollten anfinglich die Koeffizi in den Gleichungen so
gewihlt werden, daB sich ganzzahlige Losungen ergeben.

Maoglichst oft sind Diskriminantenuntersuchungen einzubeziehen.

Bei irrationalen Losungen sind — in Ubereinstimmung mit dem Lehrplan — Rechen-
stab und Zahlentafel fiir das Ermitteln von Naherungslosungen zu verwenden. Oft
geniigt es aber, wenn z.B. x; = —2 + |/5 und x, = —2 — |/5 von den Schiilern
als Losung angegeben wird.

Die betreffenden Proben sind gleichzeitig eine gute Wiederholung der binomischen
Formeln und frischen Fertigkeiten und Kenntnisse iiber die Wurzelgesetze auf.
Schrittweise kann nunmehr der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben gesteigert werden.
Wichtig ist dabei, daB die Schiiler auch quadratische Gleichungen zu lésen haben,
die sie erst in die Normalform jiberfiihren miissen, z. B. 3x% = 4 — V3 x. Selbst-
verstandlich sollten an Stelle von x auch einmal andere Variable verwendet werden.
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In der 3. Stunde werden die bisher vermittelten Kenntnisse und die Sicherheit im
Durchfiihren der behandelten Operationen systematisiert und iiberpriift.
An Beispielen werden der Graph der entsprechenden Funktion, deren Nullstellen,
die Diskriminante und die Losungen der Gleichungen einander gegeniibergestellt.
Beispiele:

x*—4x+3=0

X —4x+4=0

x2—4x+5=0

Einen Schwerpunkt bilden.dabei die Diskrimi;
D > 0: Zwei Nullstellen, zwei Losungen
D = 0: Eine Nullstelle, eine Losung
D < 0: Keine (reellen) Nullstellen, keine (reellen) Losungen

In einer zweiten Phase muB man zeigen, daB man mit Hilfe der allgemeinen Losungs-
formel fiir x> + px + g = 0 auch alle Sonderfille 16sen kann.

. p=0;g<0: x2+g=0; x,,=0+)0—¢

=+V-¢ x=-V-q

2
2. p#0;9=0; x*+px=0; xx,z=—%i-vp7—
x1=—%+—g-=0

In diesem Zlfsanunenhang sollte noch einmal darauf hingewiesen werden, daB die_
beiden (verschiedenen) Vorzeichen vor der Wurzel eine Vereinbarung in der Dar-
stellung bedeuten. .

Den AbschluB in der Behandlung dieser Unterrichtseinheit kann eine schriftliche -
Leistungskontrolle bilden.

Beispiel:

1. Ermitteln Sie zeichnerisch und rechnerisch die Nullstellen der Funktion
y=x*—5x+ 4! ;

2. Berechnen Sie m! 6m*=2—m

3. Unter welchen Bedingungen fiir die reellen Zahlen a und b (a > 0) gibt es bel
x2—2-Va-x+b=0 )
a) zwei verschiedene Losungen, b) eine Losung, c) keine (reellen) Losungen?

4.2.4. Beispiele fiir das Losen quadratischer Gleichungen; Ausblick (LE 15, 16; 3 Std.) .

In dieser Unterrichtseinheit 16sen die Schiiler kompliziertere quadratische Glei-
chungen.

143



Die Schwierigkeit der Aufgaben richtet sich

a) nach der Wahl der Koeffizienten,

b) nach der Darstellungsform der Gleichung,

c) nach den notwendigen Fallunterscheidungen beim Verwenden von Variablen als
Koeffizienten. ¥

Dabei ist zu empfehlen, auch solche Aufgaben zu stellen, die von den Schiilern Ent-

scheidungen iiber die Wahl eines rationellen Losungswegs verlangen. Es ist z. B.

nicht gleichgiiltig, ob die Schiiler diejenigen Zahlen x, die die Gleichung
2ax* — 5a’°x =0 (a+0)

erfiillen, nach x mit Hilfe der allgemeinen Losungsformel oder durch Ausklammern
ermitteln. Z

Beispiel fiir das Ausklammern:

2ax(x — 2,5a) = 0
Es ist durchaus nicht selbstverstindlich, daB jede Gleichung, die die Variable x ent-
hélt, auch nach x gel6st werden muB. Ebensogut konnte eine Lésung nach einer
anderen -Variablen erfolgen. Gelegentlich sollten solche Betrachtungen angestellt
werden. Das Beispiel 2ax? — 5a%x = 0 eignet sich dafiir: a tritt darin so auf, daB
eine quadratische Gleichung zu lésen ist.
Die Gleichung 0,1x* — 2,3x +0,5 = 0 16st der Schiiler vorteilhaft, wenn er die
Gleichung vorher mit 10 multipliziert. Solche Uberlegungen sind im gewissen Grade
wertvoller als die formale Losung.

*An dieser Stelle sollte iiber den Wurzelsatz des Viera informiert werden; vgl. Lp 36 und Lb 129f,
LE 18*. Je nach Méglichkeit kann man hier folgendes erortern.

1. Im Zusammenhang mit dem Satz auf Lb 130 erfolgt lediglich ein Hinweis auf den Satz von
VIETA.
Die damit gegebene vorteilhafte Durchfithrung der Probe wird an einem Beispiel gezeigt.

2. Die GesetzmiBigkeiten (x; + x2) = —p und x, * x; = g werden hergeleitet und an einigen
Beispielen demonstriert

3. Ausblicke auf Gleichungen hoheren Grades und Dx ion einiger piele; vgl. Lb 131f,
LE 20*.

Unter der Voraussetzung, daB im Bereich der reellen Zahlen # Losungen existieren, kann man
eine Gleichung n-ten Grades als Produkt von 7 reellen Linearfaktoren darstellen.

Hat z. B. eine Gleichung dritten Grades die Losungen x; = 1, x, = —1 und x; = 2, dann gilt
(x — 1) (x + 1) (x — 2) = 0. Die oben gegebenen Wurzeln sind Losungen der Gleichung

x3— 2x* — x + 2= 0. Findet man bei einer Gleichung dritten Grades durch Probieren eine
Lésung, so kann man diese Gleichung auf eine Gleichung zweiten Grades reduzieren.

Eventuell kann hier ein Ausblick auf die Losung biquadratischer Gleichungen und quadratischer
Ungleichungen gegeben werden; vgl. Lb 130f, LE 19*.

Historische Bemerkungen, insbesondere zu ViETA und seinen Verdiensten bei der Einfithrung
von mathematischen Symbolen; vgl. Lb 135f,

>

L]

4.2.5. Lisen von Sachaufgaben (LE 17; 4 Std.)

Beim Lésen von Sachaufgaben kommt es auf die folgenden Schwerpunkte an.

- Darstellen des Sachverhalts in Form einer (quadratischen) Gleichung nach Fest-
legen der Bedeutung der Variablen

- Aufsuchen eines rationellen Weges fiir das Lésen der Gleichung

— Uberpriifen und Diskutieren der erhaltenen Lésungen am vorgegebenen Sachverhalt

144



Aufgaben aus -der Physik, dem polytechnischen Unterright, der Geometrie, der

sozialistischen Volkswirtschaft und dem Militarwesen sollten eine besondere Rolle

spielen. Sie bieten viele Gelegenheiten zur staatsbiirgerlichen Erziehung der

Schiiler.

Zunichst miissen die Schiiler lernen, die Gleichung aus einem gegebenen Text

herauszulesen, Deshalb ist es anzuraten, formale Textaufgaben von den ersten

Ubungen an in den Unterricht aufzunehmen. Dazu erscheinen z. B. Aufgaben fol-

genden Typs geeignet.

— Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen, deren Differenz 2 betrdgt, ist- 483. Wie
heifien die Zahlen?
Im Bereich der reellen Zahlen hat die entsprechende Gleichung auch negative
Losungen. Hier kommt es darauf an, daB die Schiiler beim Formulieren des Ant-
wortsatzes den vorgegebenen Text richtig erfassen, d.h. den Grundbereich der
Variablen beachten. 12 N

— Die Summe aus einer rationalen Zahl und ihrem Reziproken ergibt — . Wie heift
die rationale Zahl? 6"

Das erzieherische Anliegen dieser Unterrichtseinheit soll an folgenden beiden Bei-
spielen illustriert werden.

Beispiel I:

Zwei technische Einheiten A und B der NVA sollen vom gleichen Bereitstellungsraum
aus einen 120 km entfernten Punkt zur gleichen Zeit erreichen.

Aus taktischen Griinden, und weil sie gegeniiber der anderen Einheit nur eine um
durchschnittlich 10 km - h=' geringere gleichformige Marschgeschwindigkeit ein-
zuhalten vermag, startet die Einheit A 1 h friiher als die schnellere Einheit B.

Welche Durchschnittsgeschwindigkeit muf die Einheit B unbedingt einhalten, wenn sie
den Marschbefehl erfiillen soll?

Es ergibt sich zunichst folgender Ansatz.

Einheit B: v, =120 (1)
Einheit A: (v, — 10)(r, + 1) = 120 (2)
Folgender Losungsweg mit Hilfe des Einsetzungsverfahrens ist méglich.
120

Aus (1) ergibtsich: ¢, = —
1
In (2) eingesetzt:
(v, = 10)(E + 1) =120

(v, = 10)

(v = 10)(120 + v,) = 1200,
1200, — 1200 — 100, + v,% = 1200,

(M) = 1200
IR g

— 10v; — 1200 = 0
Anwenden der allgemeinen Losungsformel:
vy, =40
vy, = —30

! P
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Das anschlieBende Uberpriifen am vorliegenden Sachverhalt ergibt, dal sich die
Einheit B mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 40km - h~! vorwirts béwegen
muB.

Sicherlich lassen sich solche Erérterungen auch dahingehend auswerten, die Jungen
auf den Ehrendienst in den bewaffneten Streitkréiften unserer Republik rechtzeitig
vorzubereiten.

Vor dem Losen der Aufgaben empfiehlt sich eine Diskussion der méglichen Losungs-
wege. Das Rechnen selbst kann dann in zwei Gruppen erfolgen und gegebenenfalls
als Tafelbild erscheinen. ’ ;

Wichtig ist weiterhin das korrekte Festlegen der verwendeten Variablen vor Beginn
der Arbeit an dieser Aufgabe. Im Beispiel sind v, und f, die. MaBzahlen fiir die
Durchschnittsgeschwindigkeit und die Zeit der schnelleren Einheit B. Wird von
der langsameren Einheit A ausgegangen, so ergeben sich etwas andere Losungs-
wege.

Beispiel 2: 146/1
c

Im Bild 146/1 bedeuten:
A - Trafostation; }
AB - Stiick der StraBe; !
C - Pumpstation. m /l B
Von A, der bereits vorhandenen Trafostation, soll nach C, der Pumpstation des neu-
erbauten Rinderkombinats, ein Kabel gelegt werden. Liings der Strafe belaufen sich
die Kosten fiir die Ausschachtungsarbeiten auf 8 M je Meter Strafe und durch das
Gelinde 10 M je Meter Trasse.
1. Berechnen Sie die Strecke AC!
2. Unter welchen Bedingungen sind die Ausschachtungskosten geringer?

a) Bei Verlegung des Kabels direkt von A nach C

b) Bei Verlegung des Kabels von A iiber B nach C

Bei Bezeichnung der MaBzahl der Strecke AC mit y erhdlt man die quadratische
Gleichung y? — 16900 = 0. ’

Ansatz und Rechnung sind verhiltnismaBig einfach. Hier konnen alle Schiiler selb-
stindig zu einer Losung gelangen und eventuell durch eine maBstébliche Skizze
uberpriifen. .

Diese Aufgabe kann mindestens fiir die leistungsstérkeren Schiiler erweitert werden.
Man kann z. B. folgende Frage stellen: -

Bei welcher Entfernung x der Pumpstation von der Strafe sind die Ausschachtungs-
kosten lings der Strecke AC gleich denen von A iiber B nach C?

Es ergibt sich folgender Ansatz:
120-8 + x+ 10 = J/120% + x2- 10 [: 10
12+ 8 + x = J1202 + x* 1...)?
12282 4212 8x + x = 122-10% + x?
2+12-8x = 12%(10% — 8?)

x_12~12-36
T 2-12-8
x =27
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Bei einer Entfernung von 27 m wiirde sich keine Einsparuﬁg ergeben.

Die Schiiler erkennen an Aufgaben dieser Art, daB man, um sparsam wirtschaften
zu kénnen, vorher genau iiberlegen und rechnen muB. Selbst wenn der Praxisbezug
hier sicherlich vereinfacht werden muBte, wird doch deutlich, wie notwendig zum
Lésen solcher Aufgaben mathematische Kenntnisse und Fertigkeiten sind. Sowohl im
ersten als auch im zweiten Teil der dargestellten Aufgabe sollte unbedingt auf die
Maoglichkeiten einer rationellen Rechnung (pythagoreische Zahlentripel, sinnvolle
Umwandlungen) hingewiesen werden.

4.2.6. Zusammenfassung (3 Std.)

Die notwendige Zusammenfassung sollte nicht die Form einer formalen Aneinander-
reihung der einzelnen Fakten und GesetzméBigkeiten haben; vielmehr sollten — mit
Hilfe der im Lehrbuch enthaltenen (eingerahmten) Ubersichten — zum Beispiel
Kurzvortriige der Schiiler zu bestimmten Teilkomplexen vorbereitet werden, etwa
zu Themen folgender Art.

- Die Eigenschaften der quadratischen Funktionen y = ax? +e (Scheitelpunkts-
koordinaten der Parabel, Fallunterscheidungen hinsichtlich a, usw.)

Aufgaben komplexen Charakters sind auch sehr gut geeignet, die wichtigsten Kennt-
nisse, Fihigkeiten und Fertigkeiten wachzurufen, zu festigen und eventuell zu syste-
matisieren.

— Berechnen Sie die Nullstellen von 'y = 3x* — 4x + 1!/
Kontrollieren Sie die Ergebnisse durch eine Zeichnung!

In einer solchen Aufgabe sind enthalten:

1. Anwenden der allgemeinen Losungsformel;
2. Anwenden von f(x) = a- g(x), also die graphische Darstellung unter Beachtung
der Streckung.

— Eine Parabel mit der Gleichung y = x* + px + q schneidet die Abszi hse in
den Punkten mit den Abszissen x, = —1 und x, = 3.
a) Berechnen Sie p und q!
b) Berechnen Sie die Scheitelpunktskoordinaten! Uberpriifen Sie durch die gra-
phische Darstellung!

Natiirlich kann man hierbei auch Variable als Koordinaten vorgeben, z.B.:
a
X =a;% =5

Auch fiir die Schiiler unbekannte Probleme, wie das Losen einer biquadratischen
Gleichung r* — 29r2 4100 = 0, sind geeignet, die bisher erworbenen Kenntnisse,
Fahigkeiten und Fertigkeiten in modifizierter Form zu wiederholen, allerdings nicht
als Kontrolle mit Bewertung.

4.2.7. Vorschlag einer Klassenarbeit (2 Std.)

Fiir eine Kontrollarbeit von 90 min Dauer zum Gesamtstoff des Stoffgebietes 4.
erscheinen Aufgaben folgenden Typs geeignet.

1. Errechnen der Nullstellen quadratischer Funktionen. Uberpriifen der Rechnung
durch Darstellung der Funktionen in einem kartesischen Koordinatensystem.
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Ermitteln der Lage des Graphen einer quadratischen Funktion im Koordinaten-
system, z. B.:

Eine Parabel mit der Gleichung y = x2 + px + ¢ habe mit der x-Achse die
folgenden Schnittpunkte: P, (—2; 0) und P, (3; 0). Geben Sie die Scheitelpunkts-
koordinaten der Parabel an!

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts der Parabel mit der y-Achse!
Uberpriifen Sie die Rechnungen durch graphische Darstellung in einem Koordi-
natensystem! '

. Aufgaben iiber den EinfluB von Parametern auf die Lésung quadratischer Glei-

chungen, z. B.:

Unter welchen Bedingungen fiir die reellen Zahlen m und » hat die quadratische

Gleichung x> — 4Vm - x +n =0 (m > 0) :

a) keine reelle Lésung;

b) eine reelle Losung;

c) zwei verschiedene reelle Lésungen?

Losen von Sachaufgaben, z. B.:

a) Die Langen der beiden Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks ABC unter-
scheiden sich um 7 cm. Der Flicheninhalt betrage 60 cm?2. -
Berechnen Sie die Lange des Umfangs!

b) Zwei Widerstinde, die sich um 16 Q unterscheiden, haben bei Parallelschaltung
einen Gesamtwiderstand von 6 Q. Wie groB sind die beiden Widerstinde?

c) Ein mit einer Brennweite von 60 mm fotografierter Gegenstand sei auf dem
Bild 25 mm groB. Die Entfernung des Gegenstandes von der Kamera betrage
600 mm. Wie groB ist dieser Gegenstand in Wirklichkeit?

w

&

Bemerkungen:

Die Aufgabe 3. kann vereinfacht werden: x> — 4x + n = 0.

Die Fragestellung erfolgt dann nur hinsichtlich n.

Die Aufgabe 4.c) 1dBt sich auch so gestalten, daB eine Diskriminantenuntersuchung
durchgefiihrt werden musB.

Anhang:

Es lassen sich einige Arbeitsbldtter ohne groBen Material- und Zeitaufwand her-
stellen, die dann auch weiterhin verwendbar bleiben.
Koordinatensystem auf Millimeterpapier

Ubungsblatt zu y = ax? + ¢; vgl. Bild 149/1
Ubungsblatt zu y = (x + d)? + e = x* + px + g¢; vgl. Bild 150/1
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5. Exponential- und Logarithmusfunktionen; Rechenhilfsmittel

5.0. Vorbemerkungen

Wie mit dem vorangegangenen Stoffgebiet 4. ,,Quadratische Funktionen und qua-
dratische Gleichungen® wird mit dem Stoffgebiet 5. ,,Exponential- und Logarith-
musfunktionen; Rechenhilfsmittel“ die Behandlung ausgewdhlter spezieller Funk-
tionen fortgesetzt, und zwar mit den Exponential- und Logarithmusfunktionen als
Vertretern nichtrationaler Funktionen.

Im Unterschied zum Stoffgebiet 4. beruhen die hier neu zu behandelnden Funktionen
nicht wie die quadratischen Funktionen (und die rationalen Funktionen héheren
Grades) auf einer additiven Verbindung spezieller Funktionen, sondern auf anderen,
durch besondere Definitionen festgelegten Operationen mit reellen Zahlen.

Als Aufgabe des Unterrichts im Hinblick auf die mathematische Grundlagenbildung
der Schiiler nennt der Lehrplan die Vermittlung anwendbarer Kenntnisse iiber die
neu einzufiihrenden Begriffe, Operationen und Funktionen, die Erweiterung (und
im Rahmen, der Oberschule auch Abrundung) des Wissens iiber Rechenhilfsmittel
sowie die Vervollkommnung der Fertigkeiten im Gebrauch des logarithmischen
Rechenstabes; vgl. Lp 36. g

Das Wissen iiber die mengentheoretischen Grundlagen der Lehre von den Funktio-
nen, das die Schiiler bei der Behandlung dieses Stoffgebiets (vor allem der Stoffein-
heit 5.1 ,,Exponential- und Logarithmusfunktionen) erwerben, bildet wichtige
Voraussetzungen fiir die Behandlung weiterer nichtrationaler Funktionen im Mathe-
matikunterricht der Klasse 10. Der Uberblick iiber die gebrauchlichen Rechen-
hilfsmittel und die Ubungen im Rechnen mit dem logarithmischen Rechenstab haben
allgemeine Bedeutung fiir den weiterfiihrenden Unterricht und fiir die Lebenspraxis.
Inhalt und Aufgabe des Unterrichts lassen die engen Beziehungen dieses Stoffgebiets
zu den inhaltlichen Leitlinien ,,Mengen‘* und ,,Abbildungen* erkennen; eine Ver-
bindung zur Leitlinie ,,Gleichungen und Ungleichungen® ergibt sich — ahnlich wie
im Stoffgebiet 3. ,,Potenzen und Potenzfunktionen* — durch die Formulierung ge-
wisser Aufgaben iiber Funktionswerte; vgl. Uh 16f. Von den Leitlinien der mathe-
matischen Methode sind fiir die Stoffeinheit 5.1. vor allem die Leitlinien ,,Definieren*
und ,,Beweisen* bedeutungsvoll, fiir die Stoffeinheit 5.2. — beim rechnerischen Lésen
verschiedenartiger Aufgaben — die Leitlinien ,,Verfahren der Problemlésung® und
. Hilfsmittel mathematischen Arbeitens* (Rechentechnik). Die Leitlinie ,,Hilfsmittel
mathematischen Arbeitens wird auch in der Stoffeinheit 5.1. verfolgt, und zwar im
Hinblick sowohl auf die Rechentechnik als auch auf das graphische Arbeiten;
vgl. Uh 22f. .

Im Hinblick auf die ideologische Bildung und Erziehung in diesem Stoffgebiet gelten
die gleichen inhaltlichen und methodischen Grundsitze wie fiir die anderen Stoff-
gebiete bzw. -einheiten iiber Funktionen. Mit Hilfe von Exponentialfunktionen
werden zahlreiche Prozesse in Natur und Technik beschrieben, die einen engen Bezug
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zu weltanschaulichen Fragen haben (z. B. radioaktiver Zerfall, Prozesse in Kern-
reaktoren; zusammenfassend: alle Prozesse, bei denen die Anderungsgeschwindig-
keit einer GroBe dem jeweiligen Wert dieser GroBe direkt proportional ist).

Fiir die methodische Gestaltung des Unterrichts ist die Stellung des Stoffgebietes —am
Ende des Schuljahres — bedeutsam. Besonders dem Unterricht in der Stoffeinheit 5.1.
kommt eine gewisse integrierende Rolle zu. Mit der Einfiihrung des Bereichs der
reellen Zahlen und dem Hinweis auf den Bereich der komplexen Zahlen wird — fiir
den Unterricht der Oberschule — die Erweiterung der Zahlenbereiche abgeschlossen.
Im Stoffgebiet 5.1. besteht die giinstige Mglichkeit, die Kenntnisse der Schiiler iiber
den Bereich der reellen Zahlen zu wiederholen, zu sichern und zu vertiefen. Un-
mittelbare Ankniipfungspunkte dafiir ergeben sich bei der Einfiilhrung der Potenzen
mit irrationalen Exponenten und bei der Definition der Logarithmen. Die gleichen
Gegenstinde ermdglichen, die Einsicht der Schiiler in die Anwendung der, Methoden
mathematischen Arbeitens, besonders des Definierens von Begriffen und des Be-
weisens von Sitzen, zu vervollkommnen; vgl. Uh22. Auch die Kenntnisse iiber
" Gleichungen werden — bei den Betrachtungen zu Exponentialgleichungen — angewen-
det und erweitert, wenn auch die Gleichungen dieses Typs im Unterricht nicht mit
Hilfe von Algorithmen oder Kalkiilen, sondern durch inhaltliche Uberlegungen ge-
16st werden. Durch das beim Lésen von Gleichungen notwendige Umformen von
Termen wird auch eine Verbindung zur Stoffeinheit 1.3. hergestellt.
Ein tieferes Eindringen in das Gebiet der Exponentialfunktionen und Exponential-
gleichungen kann Aufgabe einer auBerunterrichtlichen Arbeitsgemeinschaft sein.
Der Aufbau des Unterrichts in der Stoffeinheit 5.1. ,,Exponential- und Logarith-
musfunktionen* ist mit dem Aufbau des Unterrichts im Stoffgebiet 3. ,,Potenzen
und Potenzfunktionen* vergleichbar. Den Ausgangspunkt bildet eine bisher (im
vorangegangenen Unterricht) nicht definierte Operation, es schlieBen sich Unter-
suchungen tiber die betreffenden Funktionen an, und zuletzt werden die gewonnenen
Kenntnisse beim Losen von Aufgaben verschiedener Art angewendet.
Die Definitionen derjenigen Begriffe und die Beweise derjenigen Sitze, die, vom
logischen Standpunkt aus betrachtet, zum Aufbau dieses Stoffgebiets erforderlich
sind, werden im Unterricht der Oberschule nicht in ihrer Vollstindigkeit behandelt.
Auch hier, wie seit Beginn des Lehrgangs in Klasse'6, bedeutet das Befolgen der Leit-
linie ,,Beweisen*, daB in erster Linie die Fihigkeit der Schiiler, Beweise zu fiihren,
zu entwickeln ist; vgl. Lp 37. Einige Begriffe werden ohne Definition eingefiihrt,
einige Sitze nur mitgeteilt und gegebenenfalls niher erldutert (Lp 37; zur Unter-
scheidung von ,,Einfihrung® und ,,Definition* vgl. Lp 18). Die Schiiler sind jedoch
auf diese (z. T. auch didaktisch motivierte) Beschrinkung aufmerksam zu machen;
die Erkenntnis, daB Definitionen und Beweise notwendige Elemente der mathe-
matischen Methode sind, darf nicht von den Schiilern in Zweifel gezogen werden.
Die Akzente, die der Lehrplan /1970 fiir die Behandlung des Stoffgebiets 5. setzt,
unterscheiden sich in mancher Hinsicht von Auffassungen friiherer Lehrpline. Die
Behandlung der Eigenschaften der dekadischen Logarithmen (in der Stoffeinheit 5.2.
,»Rechenhilfsmittel) ist vorrangig auf die Begriindung des Stabrechnens gerichtet.
Das schriftliche logarithmische Rechnen ist nicht zu behandeln; vgl. Lp 6. Seine
praktische Bedeutung ist heute gering, zumal die Ergebnisse meist mit anderen
Hilfsmitteln schneller und genauer gefunden werden kénnen. Im allgemeinen geniigt
fiir grébere Berechnungen die Genauigkeit des Rechenstabs. Genauigkeitsabschitzun-
gen und ein sinnvolles Runden gehoren zu den Grundsitzen des Rechnens unter
Verwenden von Rechenhilfsmitteln. Lp 37 hebt dies besonders hervor.
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5.1. Exponential- und Logarithmusfunktionen
(LE 1 bis 6; 8 Std.)

5.1.1. Definition des Logarithmus (LE 1 bis 3; 3 Std.)

Im ersten Teil dieser Unterrichtseinheit lernen die Schiiler, einfache Exponential-
gleichungen der Form a* = b zu 16sen, und zwar durch inhaltliche Uberlegungen,
nicht durch Anwenden eines allgemeinen Algorithmus. Fiir das Losen dieser ein-
fachen Exponentialgleichungen ist es erforderlich, die Potenzgesetze sicher zu be-
herrschen. Dementsprechend erscheint eine relativ umfangreiche Ubung im Ope-
rieren mit Potenzen zu Beginn dieser Unterrichtseinheit notwendig. Bei den Ex-
ponentialgleichungen werden die Terme auf beiden Seiten der Gleichungen so um-
geformt, daB sich beide Terme als Potenzen mit gleicher Basis darstellen.

Die im Aufgabenteil des Lehrbuchs gegebenen Beispiele fiir Exponentialgleichungen
konnen den Schiilern teilweise schwierig erscheinen, zumal der Weg der Losung
mancher Aufgabe nicht auf den ersten Blick ersichtlich ist. Es empfiehlt sich deshalb,
einige Aufgaben ausfiihrlicher, als Beispiele, zu behandeln und den L&sungsweg
eingehend zu erldutern; vgl. Lb 215/1 bis 4.

Das Motiv fiir das Mitteilen der Existenz von Potenzen mit reellen Exponenten bildet
die Uberlegung, daB es Gleichungen von der Form a* = b mit nichtnegativen reellen
Zahlen a und b gibt, die keine Losung im Bereich der rationalen Zahlen haben,
vgl. Lp 37. Der Beweis erfolgt an einem Beispiel, und zwar — nach Lb 138f — an
der Gleichung 10* = 3. Er ist fiir die Schiiler leicht verstidndlich. Ehe dieses Beispiel
ausgefiihrt wird, empfiehlt es sich, die Darstellung der reellen Zahlen durch eine
Folge von Doppelungleichungen zu wiederholen und dabei hervorzuheben, daB
jede reelle Zahl durch eine derartige Folge geklart werden kann.
In #hnlicher Weise ist eine Annédherung der Zahl 3 durch Potenzen von 10 mit
rationalen Exponenten thoglich (dies sollte nur vom Lehrer demonstriert werden,
- entsprechend Lb 138f). Zu betonen ist dabei, daB die Néaherungswerte existieren.
Es kann bemerkt werden, wie sich diese Niaherungswerte berechnen lassen.
Dieses Verfahren bietet zwar eine Méglichkeit, die Losung einer Gleichung der
gegebenen Art ndherungsweise zu ermitteln, sagt aber noch nichts iiber die Exi-
stenz von Potenzen mit irrationalen Exponenten aus. Darauf sollten die Schiiler
besonders aufmerksam gemacht werden.
Die Erweiterung des Potenzbegriffs auf Potenzen mit reellen Exponenten erfolgt
im Unterricht nicht durch eine spezielle Definition. Es wird lediglich auf die Existenz
von Potenzen mit reellen Exponenten hingewiesen und der Satz behandelt
,,Fiir jede positive reelle Zahl a und jede reelle Zahl c existiert genau eine positive
reelle Zahl b mit a° = b.
Er ist auf Lb 140 nicht numeriert. Die in dem Satz formulierte Einschrankung auf
positive reelle Zahlen @ und b muB deutlich hervorgehoben werden. /

Da die Schiiler in h mit der Definition der Wurzel informiert wurden, daB erst im
Bereich der komplexen Zahlen auch Wurzeln aus negativen Zahlen existieren, kann darauf ver-
wiesen werden, daB in diesem Zahlenbereich auch die betreffenden Einschrinkungen fiir @ und b
in a® = b aufgehoben sind.

Die Einschrankung fiir a und b im oben genannten Satz erklirt auch, weshalb beim
praktischen logarithmischen Rechnen stets mit den Absolutbetrdgen der Zahlen
operiert werden muf. /

11+ 155



Der Verzicht auf die Definition der Potenzen mit reellen Exponenten bedingt auch,
daB die Potenzgesetze fiir Potenzen mit reellen Exponenten nicht bewiesen werden.
Es ist lediglich mitzuteilen, daB die fiir Potenzen mit rationalen Exponenten aus-
gesprochenen Potenzgesetze auch fiir Potenzen mit reellen Exponenten gelten;
vgl. Lp 37. Diese Einsicht kann durch das Lésen von Lb 215/5 bis 8 unterstiitzt
werden. Solche Aufgaben bieten auch die Moglichkeit, die Rechenfemgkclten der
Schiiler weiterzuentwickeln. Thr besonderer Wert liegt dariiberhinaus in einer bil-
dungswirksamen Anwendung bisher gewonnener Begnﬁ'e und Gesetze. Es sollte
insgesamt Ziel der Behandlung dieser Aufgaben sein, daB die Schiiler ihre Kennt-
nidse iiber Rechenoperationen méglichst rationell gebrauchen lernen.

Dafiir erscheint eine Aufgabe besonders geeignet, bei der gefordert wird, aus dem gegebenen Nahe-
rungswert fiir eine Potenz mit gebrochenem Exponenten die Niherungswerte fiir weitere Potenzen
mit gebr E: (der ict Basis) zu ermitteln. Ist z. B. 105 = Y10 ~ 3,162
gegeben (Lb 215/8) “und erkennen die Schiler, daB 10%5 = 10-10%5, 10%:5=100- 10° s,
1095 = 10°:5: 10 und 10~**5 = 10%3: 100 ist, bleibt eine einfache Kopfrechnu.ng iibrig. Wci!ere
in der Aufgabe gegebenen Potenzen lassen sich durch Verwenden der Tafel der reziproken Werte
ebenfalls rasch ermitteln, wobei zunichst das Berechnen der Werte fiir 10°-2% und 10°:'2% und
10°+375 erfolgen miiBte und dann fiir 10°°7% (10: 10°2%) unmittelbar aus der Tafel der rczuproken
Werte das Ergebnis abgelesen werden konnte. Eine Gegeniib 11
und die Diskussion dieser Losungswege zeigt deutlich, welche Vorteile die moghchst umfassende
A dung der Rech sowie des Tafelrech bieten.

3,— a 4 2 -4
Ebenso lassen sich z. B. bei Vorgabe von Vl[) ~ 2,154 in dhnlicher Weise 103, 103, 10 3 und 10 3
ermitteln (die in dieser Aufgabe berechneten Werte konnen spiter beim Zeichnen des Graphen fiir
die Exponentialfunktion y = 10 verwendet werden).

Bei der Definition des Logarithmus wird zunichst festgestellt, daB jede Gleichung
a*=b (a>0,a+ 1;b > 0) genau eine reelle Losung hat, vgl. Lb 141, Satz E 2.
Dieser Satz bleibt ebenfalls ohne Beweis. Die vorangegangene Betrachtung zur
Gleichung 10* = 3 kann nicht als Herleitung betrachtet werden, da fiir diese Glei-
chung nur eine Aussage iiber die Eindeutigkeit der Lésung bei dem Paar [10; 3] ge-
macht wird, der zu erdrternde Satz aber eine allgemeingiiltige Aussage fiir positive
reelle Zahlen darstellt.

Die Definition des Logarithmus (Lb 141, Definition E 3) steht in unmittelbarer
Verbindung mit dem genannten Satz iiber die Losung der Gleichung a* = b (@ > 0,
a+1,b>0).

Durch die Formulierung der Definition wird deutlich, daB der Logarithmus ein
Potenzexponent ist. Daraus ist ableitbar, daB die (spéter zu behandelnden) Logarith-

ze aus den Pc gesetzen folgen.

Durch gmndllche Arbeit an entsprechenden Aufgaben (z. B. an Lb 216/9 bis 20),
bei der in der Unterrichtsstunde mehrere Aufgaben kommentiert werden sollten
(vgl. Lb 141, Beispiel E 4), kann das Erfassen des neu eingefiihrten Begriffs ge-
sichert werden.

Bei einigen Aufgaben (z. B. Lb 216/17, 18, 20) gibt es zwei L& oglichkeiten, wie am folgend
Beispiel deutlich wird.

Es ist 9198310 zu berechnen.
(a) Es sei x = log; 10, so folgt 3* = 10,
Wegen 9 = 32 folgt weiter

1\x
(937 =10 und 9*=10%, also 910810 100,




(b) Leicht folgt auch
9log; 10 — (31)!0:, 10 (3lag, w)z = 102,

Im folgenden soll ein moglicher Ablauf der Stunden fiir diese Unterrichtseinheit
skizziert werden.

1. Stunde:

Einleitung (z. B. durch Wiederholung der Motivation fiir die Erweiterung des Zahlen-
bereichs bis zum Bereich der reellen Zahlen);

Wiederholung des Begriffs der Potenz mit rationalen Exponenten;

Losen von Gleichungen folgender Form:

1L 3=x; 1#=x —05=x (-052=x 0027¥=x
2. =25 =8 =4  BF=05 x*=16

Losen weiterer Aufgaben (z. B. Lb 138, Auftrag E 3, und Lb 215/1 bis 4);
Diskussion der Gleichung 10* = 3;

Beweis, daB fiir diese Gleichung keme rationale Losung existiert;

Formulieren der Vermutung, daB die Lsung dieser Gleichung eine reelle Zahl sein
konnte.

2. Stunde:

Lésen von Gleichungen folgender Form (als einleitende Ubung):

5 =255 (%) - 125 03 =009 2= 05 =1 4#=25
Erweiterung des Begriffs der Potenz auf Potenzen mit reellen Exponenten;
Mitteilung des Satzes; daB fiir jede positive reelle Zahl @ und jede reelle Zahl ¢ genau
eine positive reelle Zahl b mit a° = b existiert;

Bestitigen der Vermutung, daB die Losung der Gleichung 10* = 3 eine reelle Zahl
ist;

Mitteilung iiber die Giiltigkeit der Potenzgesetze fiir Potenzen mit reellen Expopen-
ten;

Losen von Aufgaben®z. B. Lb 140, Beispiel E 3, und Lb 215/5 bis 7)

Als Hausaufgaben sind dhnliche Aufgaben geeignet.

3. Stunde:

Zusammenfassung der in den vorangegangenen Stunden gewonnenen Erkenntnisse;
Definition des Logarithmus;

Erldutern der Gleichung g'°ss® = p;

Erértern und Losen von Aufgaben (z. B. Lb 141, Beispiel E 5, Auftrag E 4, und
Auswahl aus Lb 216/9 bis 20);

Wiederholung des Verfahrens des indirekten Beweises an einem Beispiel (etwa
Irrationalitdt von log,, 2; vgl. Lb 141, Auftrag E 5)

5.1.2. Exponential- und Logarithmusfunktionen (LE 4 und 5; 3 Std.)

Es empfiehlt sich, die Exponentialfunktionen am Beispiel f(x) = 2* einzufiihren;
vgl. Lb 142. Dabei wird von der Wertetabelle, die fiir leicht zu berechnende Zahlen-
paare aufgestellt werden soll, ausgegangen. Einige wichtige Eigenschaften der
Funktion werden studiert, bevor der Graph der Funktion gezeichnet und untersucht
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wird. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, daB unmittelbar auf die Definition des
Funktionsbegriffs aufgebaut (der Wortlaut der Definition sollte zur Festigung von
einem Schiiler — als Wiederholung — vorgetragen werden) und die eventuell bei
einigen Schiilern vorhandene Vorstellung, daB Funktion und Graph identisch seien,
abgebaut wird.

Ber der Gewinnung der ersten wesentlichen Eigenschaften der Exponentialfunk-
tionen, z. B. der Monotonie im gesamten Definitionsbereich sowie der Reziprozitit
von f(x) und f(—x) als Folgerungen aus den Potenzgesetzen, ergibt sich auch die
Maéglichkeit, noch weitere Funktionswerte zu gewinnen.

Wenn anschlieBend der Graph der Exponentialfunktion gezeichnet werden soll, so
empfiehlt es sich, die auf Grund der Wertetabelle ermittelten Punkte nicht unmoti-
viert durch einen Kurvenzug zu verbinden, sondern den vermuteten Kurvenverlauf
an gewissen Stellen (etwa in der Umgebung der Punkte fiir die Argumentwerte 0
und 1) mit Hilfe einiger weiterer Funktionswerte genauer festzulegen oder zumindest
die graphische Inter- oder Extrapolation auf diese Weise zu iiberpriifen.

Anhand des Graphen kénnen die Eigenschaften der Funktion dann wiederholend
hervorgehoben werden.

Fiir die Behandlung der hier genannten Probleme kann nur relativ wenig Zeit in
Anspruch genommen werden. In der Hauptsache werden in dieser Unterrichtsein-
heit Aufgaben wie Lb 216/21 bis Lb 217/31 gelost. Wird z. B. nach der Klarung der
Eigenschaften der Funktion f(x) = 2* die Aufgabe gestellt, den Graph der Funktion
f(x) = 2* im Intervall —4 < x < 4 zu zeichnen und — unter anderem - aus dem
Graph Naherungswerte fiir 2%7, 21:2, 2VZ zu ermitteln, so sollte eine Abschitzung
in folgender Art nicht fehlen.

205 < 207 < 21 also 1,41... <27 <2
21 < 212 < L4l < LS a0 2 < 2L2 < plélee < 241,41,

Wenn auch dieses Abschétzen nur recht grobe Ndherungswerte ergibt, so wird doch
dadurch zum einen das Rechnen mit Potenzen wiederholt, zum anderen die Kenntnis
der wesentlichen Eigenschaften der Exponentialfunktionen gesichert.
Beim Betrachten einiger spezieller Exponentialfunktionen kommt es vor allem darauf
an, die Schiiler moglichst selbstdndig arbeiten zu lassen. Ausga@gspunkt beim Zeich-
nen des Graphen einer Funktion sollte stets das Berechnen einiger Funktionswerte
sein. Die Graphen kénnen dann unter Verwenden einer Schablone vervollstindigt
werden. In diesem Zusammenhang kann auch gezeigt werden, daB jedes Zahlen-
paar auBer [0; 1] nur einer Exponentialfunktion f(x) = a* zugeordnet ist, etwa an
Lb 217/27.
Bei den Betrachtungen iiber Exponentialfunktionen waren als Beispiele bisher nur
Funktionen f{x) = a* mit a > 1 gewihlt worden. Es erscheint jedoch zweckmiBig,
zumindest an einem Beispiel zu zeigen, daB

x

i) =" und filx) = (l>

a

zwei Funktionen sind, deren Graphen symmetrisch zur y-Achse liegen, vgl. 217/6.

In dieser Unterrichtseinheit werden ebenfalls die Logarithmusfunktionen eingefiihrt.
Der Festigung des Begriffs ,,Logarithmus* kann es dienen, wenn die Schiiler die
Wertetabelle fiir die gewahlten Funktionen selbstindig aufstellen (das Berechnen
der einzelnen Funktionswerte ist auch durch Riickfiihren auf die entsprechende
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Exponentialgleichung méglich). An den Funktionswerten wird die Monotonie der
Funktionen deutlich, sie muB allerdings noch besonders nachgewiesen werden. ’
ZweckmiBig ist es, analog zur Behandlung der Exponentialfunktionen die wesent-
lichen Eigenschaften der Logarithmusfunktionen mit Hilfe der Wertetabelle fiir
einen ausgewihlten Vertreter dieser Klasse von Funktionen zu gewinnen und den
Graph nur zum Veranschaulichen (,,Gedéchtnisstiitze*) heranzuziechen. Durch das
Lasen von Aufgaben, in denen auf die wesentlichen Eigenschaften der Logarithmus-
funktionen Bezug genommen wird, konnen die Schiiler das Gelernte festigen.

In der Zusammenfassung zum AbschluB der Unterrichtseinheit wird informativ mit-
geteilt, daB Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen f{(x) = @* und
g(x) = log, x zueinander Umkehrfunktionen sind. Damit ergibt sich eine giinstige
Maglichkeit, durch den Vergleich beider Klassen von Funktionen die wichtigsten
Eigenschaften hervorzuheben und zu festigen, z. B. durch einen kurzen Lehrervor-
trag unter Verwenden der im folgenden angegebenen Tabelle.

Eigenschaften Exponentialfunktionen Logarithmusfunktionen
Definitionsbereich P P;x>0
Wertebereich P;y>0 P
Monotonie 1 < a steigend steigend
0<a<1 steigend steigend
Nullstellen nicht vorhanden 1;0)
f(0) ;1) nicht vorhanden
Verlauf in den Quadranten MundI IVundI

5.1.3. Anwendungen und Zusammenfassung (LE 6; 2 Std.)

Fiir das Lésen von Anwendungsaufgaben, bei denen die Zusammenhinge der Zahlen
oder GréBen durch Exponential- oder Logarithmusfunkﬁonen beschrieben werden,
gelten ebenfalls die allgemeinen, an anderer Stelle bereits gekennzeichneten Grund-
sitze fiir das Losen von Sachaufgaben; vgl. Uh 74f, 107, 144ff.

Gegenstand der Aufgaben, die auf Exponentialfunktionen fiihren, sind vielfach
Vorginge, bei denen die Anderung einer GréBe dem jeweiligen Wert dieser GroBe
direkt proportional ist. Dieser Sachverhalt kann den Schiilern nur mitgeteilt und
anschaulich erldutert werden, da die Differentialrechnung nicht zur Verfiigung steht.
Als Beispiele eignen sich folgende Sachverhalte; vgl. Lp 37. ;

p =poe™ Der Luftdruck p ist abhingig vom Gewicht der Luftmassen, die auf
a — Konstante der Schicht in der Héhe 4 lasten.
Die Dichte der Luft einer bestimmten Schicht ist proportional dem dort

herrschenden Luftdruck.

T=The™ Die Temperaturabnahme in der Zeit 4¢ ist abhingig von der T

a — Konstante differenz zwischen T und To.
Verringerte Te -differenz bed verringerte T bnat
bei gleicher Zeit 4¢.

m= mge™ Die Massenzunahme in der Zeit At ist abhingig von der A

Die vergroBerte Ausgangsmasse bedeutet eine vergroBerte Massenzunahme
in der Zeit 4t.

a — Konstante
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Bei der Arbeit an den Aufgaben ist es manchmal zweckmiBig, Graphen der Funk-
tionen zeichnen oder skizzieren zu lassen. Das Berechnen einzelner Werte kann mit
Hilfe der Tafel der Exponentialfunktionen (z. B. Tafelwerk [62], Seite 28/29) durch-
gefiihrt werden. Dabei sollte man den Schiilern den Aufbau der Tafel erkliren.
Durch die Darstellung dieser Funktionen und die dabei notwendigen Berechnungen
wird der in den vergangenen Stunden erarbeitete Stoff gefestigt.

5.2. Rechenhilfsmittel
(LE 7 bis 14; 12 Std.)

5.2.1. Dekadische Logarithmen (LE 7 bis 9; 3 Std.)

Zielstellung der Unterrichtseinheiten 5.2.1. ,,Dekadische Logarithmen® und 5.2.2.
»,Der Rechenstab® insgesamt ist eine exakte Begriindung des Rechnens mit Hilfe
des logarithmischen Rechenstabes. Dazu ist selbstverstindlich notwendig, zunichst
die dekadischen Logarithmen als Spezialfall der (in der Stoffeinheit 5.1. allgemein
behandelten) Logarithmen darzustellen und die fiir das dekadische Logarithmen-
system geltenden besonderen Eigenschaften herauszuarbeiten. Diese Eigenschaften
werden unter Anwenden der Potenzgesetze gewonnen.

Der Lehrplan sieht nicht vor, daB die Schiiler das schriftliche logarithmische Rech-
nen erlernen sollen (Lp 6), die diesbeziiglichen Operationen sind nicht Unterrichts-
gegenstand. Dennoch erscheint es zweckmiBig, wenn der Lehrer einige Beispiele
zum schriftlichen Berechnen von Produkten und Quotienten demonstriert, da damit
das Verstdndnis fiir die Logarithmengesetze (Satz auf Lb 148) geweckt und noch-
mals gezeigt werden kann, daB das Rechnen mit Hilfe des logarithmischen Rechen-
stabes auf eine Addition bzw. Subtraktion von Strecken, deren MaBzahlen die Log-
arithmen der betreffenden Zahlen sind, zuriickgefiihrt wird.

Das Ziel der Unterrichtseinheit 5.2.1. besteht in der Hauptsache darin, aus bereits
bekannten Sitzen (vgl. LE E 3 und E 5) zunichst das Logarithmieren als zweite
Umkehrung des Potenzierens zu kennzeichnen und dann die Besonderheiten des deka-
dischen Logarithmensystems herauszuarbeiten. In enger Verbindung damit steht die
Begriindung der logarithmischen Skale. Informativ kann auch auf logarithmische
Papiere (Geraden als Graphen der Logarithmusfunktionen auf solchen Papieren)
eingegangen w erden.

Einleitend werden in der I. Stunde die Operationen des Radizierens und des Log-
arithmierens erértert. Dabei ist es notwendig zu erliutern, daB diese Operationen
einem geordneten Zahlenpaar eine dritte Zahl nach bestimmten Regeln zuordnen.
Auf Grund der Definition der Wurzel bzw. des Logarithmus ist jedem geordneten
Zahlenpaar, das den in der Definition gegebenen Einschrinkungen entspricht, eine
dritte Zahl zugeordnet. Hier sollte auch an einem Beispiel der Zusammenhang zwi-
schen den Operatic P jeren, Radizieren und Logarithmieren gezeigt werden;
vgl. Lb 147 Beispiel E 9. :

Gegeben sei ein Zahlentripel (2; 3; 8). :
a) Die Zuordnung zwischen dem Zahlenpaar [2, 3] und der Zahl 8§ wird als Poten-
zieren bezeichnet.
Man schreibt: 23 = 8.
Man spricht: Dem geordneten Paar der Zahlen 2 und 3 wird durch das Poten-
zieren die Zahl 8 zugeordnet.
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b) Die Zubrdnung zwischen dem Zahlenpaar [3, 8] und der Zahi 2 wird als Radi-
zieren bezeichnet. :

Man schreibt: 31/8_ =2, !
Man spricht: Dem geordneten Paar der Zahlen 3 und 8 wird durch das Radi-
zieren die Zahl 2 zugeordnet.

¢) Die Zuordnung zwischen dem Zahlenpaar [2, 8] und der Zahl 3 wird als Logarith-
mieren bezeichnet.
Man schreibt: log, 8 = 3. i
Man spricht: Dem geordneten Paar der Zahlen 2 und 8 wird durch Logarith-
mieren die Zahl 3 zugeordnet.

In entsprechender Weise konnen weitere Beispiele dargestellt werden. Es ergibt
sich, daB nicht fiir jedes beliebige Tripel diese Zuordnungen méglich sind. Auf
Grund einer Festsetzung wird die zuerst genannte Operation als Grundoperation
bezeichnet, die beiden anderen werden als Umkehroperationen erklirt.

Den theoretischen Uberlegungen zum Logarithmieren und zum Ermitteln von
Logarithmen (an einfachen Bgispielen) schlieBen sich einige Ubungen zum Um-
formen von Gleichungen an, die Potenzen, Wurzeln oder Logarithmen enthalten.
Solche Ubungen helfen, den erarbeiteten Stoff zu festigen. '

Beispiele:
Lésen Sie folgende Gleichungen!
logs 9 =x;
log, 64 = x;
logox =0;
log, x =35;
log. 16 =4;
log.36 =2;
logs 625 = x;
logy, x =81

Falls fiir einzelne Schiiler weitere Ubungen notwendig sind, sei auf Lb 215/1;
Lb 216/13, 20 verwiesen. ' ;

Nach der Erklirung des Begriffs ,,Logarithmensystem‘ und der Feststellung, daB
vorrangig dekadische Logarithmen betrachtet werden sollen, werden zum AbschluB
der Stunde die Logarithmen der Potenzen von 10 mit ganzzahligen Exponenten er-
mittelt und die Schiiler mit der Zielangabe fiir die folgenden Stunden bekannt-
gemacht.

Die Behandlung der Eigenschaften der dekadischen Logarithmen wird in der 2. Stunde
mit der Wiederholung der Potenzgesetze und des dekadischen Positionssystems be-
gonnen. Bei der Wiederholung des Positionssystems sollte betont werden, daBsich
jede positive reelle Zahl als Produkt aus einer rellen Zahl a (1 < a < 10) und einer
Potenz der Zahl 10 mit ganzzahligem Exponenten darstellen 1468t.

Im AnschluB an die Wiederholung kann eine Tabelle iiber die Logarithmen von
Zahlen mit gleicher Ziffernfolge aufgestellt werden; vgl. Lb 148, Beispiel E 10.
Dann sind die Schiiler ohne weiteres in der Lage, die notwendigen Folgerungen weit-
gehend selbstindig zu ziehen.

Als erste Folgerung erkennen die Schiiler, daB die Mantisse von der Ziffernfolge
des Numerus abhéngig ist und die GroBenordnung in die Kennziffer eingeht.
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Numerus GroBenordnung Logarithmus
1072 < x < 107! 102 —2=sy<-1
101=sx< 1 101 —-1=y<0
10° <x< 10 1 0sy<1
100 < x<10% 10 1=sy<2
usw. usw. usw.

Durch diese Betrachtung wird die Behandlung des Rechenstabes unmittelbar vor-
bereitet.

Zur Festi der K iber die dekadischen Logarithmen kann - als Gegenbeispiel - auf
die natiirlichen Logarithmen informatorisch hingewiesen werden. Zu behandeln ist aber nur das
dekadische Logaritk vgl. Lp 37.

Zum AbschluB dieser Unterrichtseinheit wird die logarithmische Skale, die den
Schiilern aus dem Unterricht in Klasse 7 bekannt ist, wiederholt. Dabei ist den
Schiilern mitzuteilen, daB-eine Skale eine mégliche Darstellungsweise fiir eine
Funktion ist. Auf diesem Gedanken aufbauend kann die Skale selbst aus dem Graphen
der Funktion konstruktiv gewonnen werden und umgekehrt.

Auf Lb 149f wird vor h: die aus der Logaritt fel zu t den Werte ittel
bar auf eine Strecke mit der Linge 10 cm zu iibertragen. Auch bei der oben angegebenen Konstruk-
tion missen die Funktionswerte aus der Logarithmentafel éntnommen werden. Es bietet aber den
Vorteil, daB der Z hang zur Funktionsd: llung besser erk ist.

Zur Vorbergitung auf das Thema der folgenden Unterrichtseinheit 5.2.2. sDer
Rechenstab* sollte nachgewiesen werden, daB bei einer logarithmischen Skale die
Strecken fiir die einzelnen Intervalle ¢ 107; 10"+ gleich lang sind. Auch wird darauf
aufmerksam gemacht, daB die Skalen auf dem Rechenstab logarithmische Skalen
sind. 5

5.2.2. Der Rechenstab (LE 10 bis 13; 7 Std.)

Der Algorithmus fiir die einzelnen Operationen mit Hilfe des Rechenstabes diirfte
geniigend gesichert sein, da er von den Schiilern schon von Klasse 7 an angewendet
wird. Ein wesentliches Problem, das hier erdrtert werden muB, ist die Stellenwert-
berechnung, die bisher (nach dem Lehrplan fiir Klasse 7) nur durch einen Uberschlag
erfolgte. Jetzt stehen die Gesetze fiir das Rechnen mit Potenzen zur Verfiigung, so
daB die Angabe einer Zahl als Produkt aus einer (rationalen) Zahl zwischen 1 und 10
und aus einer Potenz der Zahl 10 mit ganzzahligem Exponenten (kurz ,,Zehner-
potenz® genannt) ohne weiteres moglich wird. Ein Uberschlag sollte trotzdem nie-
mals unterbleiben. Entsprechende Beispiele sind dazu auf Lb 219/50 bis 61 ent-
halten.

Besonders vorteilhaft ist das Abtrennen von Zehnerpotenzen, wenn festgestellt
werden soll, ob beim Rechnen mit Hilfe des Rechenstabes ein Riickschlag notwendig
ist. Da fiir die Faktoren nach dem Abtrennen der Zehnerpotenzen 1 < a < 10 gilt,
kann gefolgert werden, daB der Riickschlag bei der Multiplikation stets dann not-
wendig ist, wenn das Produkt a, - @, > 10 ist. i
Hauptaspekt aller Bestrebungen in dieser Stoffeinheit mufB sein, den Aufbau des
logarithmischen Rechenstabes so exakt zu begriinden, daB die Schiiler die bisher
geiibten Verfahrensweisen voll Verstanden haben und in der Lage sind, ein beliebiges
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Stabsystem (an Hand der dem Rechenstab beigefiigten Gebrauchsanweisung) zu
erfassen. Es kommt deshalb nicht so sehr auf eine Vielzahl von Ubungen bereits
gesicherter Verfahren mit dem vorhandenen Rechenstab, als vielmehr auf die Er-
liuterung des prinzipiellen Aufbaus eines Rechenstabes und seiner vielféltigen Einsatz-
méglichkeiten an. Ebenso kann nicht die Schnelligkeit im Einstellen und Ablesen
als wesentlich angesehen werden, entscheidend sind vielmehr die Prézision bei der
Einstellung und beim Ablesen der Werte sowie ein rationelles Rechnen.

In dieser Unterrichtseinheit werden umfangreiche Ubungen durchgefiihrt.

Schwerpunkt der 1. Stunde ist die Behandlung der Logaril H e. Diese Gesetze
werden aus den Potenzgesetzen hergeleitet. Das ermdglicht eine Wiederholung der
Eigenschaften der Exponential- uud Logarithmusfunktionen. Durch Beispiele wie
Lb 151, Beispiele E 12 und E 13, wird den Schiilern demonstriert, daB die Multi-
plikation von Zahlen auf die Addition ihrer Logarithmen zuriickgefiihrt wird.
Eine Aufgabe (z. B. Lb 152, Beispiel E 14) sollte nun unmittelbar auf das Arbeiten
mit dem Rechenstab hinlenken. Alle anderen Fragestellungen konnen vollig unab-
hingig vom Stab behandelt werden.

In der 2. Stunde der Unterrichtseinheit sollten alle wesentlichen mathematischen
Grundlagen des Rechnens mit Hilfe des Rechenstabes erklirt werden. Die Besonder-
heiten des Rechnens sind den Schiilern in der Regel bekannt. Es geht hier vor allem
um die mathematische Begriindung. Sie kann von den Schiilern weitgehend selb-
stindig gegeben werden. Sehr wesentlich ist dabei das Vergleichen der einzelnen
Skalen des Stabes (einschlieBlich der Reziprokenskale).

In dieser Stunde kann auch noch das Verfahren fiir die Multiplikation und die
Division begriindet werden.

Weitere vier Stunden stehen nun fiir die Behandlung der g ten Aufgab
zur Verfiigung. Es sollten dabei die Ubungen im Losen formaler Aufgaben nicht
iiberbetont werden. Nur insoweit, wie es fiir das Verstindnis der behandelten Ver-
fahren benétigt wird, sollte Zeit dafiir verwendet werden.

Beim Losen der Aufgaben kommt es darauf an, einige wichtige Probleme des ratio-

nellen Arbeitens bei zusammengesetzten Aufgaben zu behandeln. Das sind:

— Reihenfolge der Operationen bei zusammengesetzten Multiplikationen und Divi-
sionen;

— Gebrauch der Proportionaleinstellung;

— Gebrauch der Teilstriche des Laufers;

— Ubergang zwischen Skalengruppen;

— Uberschlagsrechnungen, Runden;

— Aufistellen von Losungsplidnen.

Die Folge der Aufgaben auf Lb 218/49 bis Lb 222/93 gewihrleistet ein systematisches
Vorgehen.

An geeigneter Stelle sollte eine zusammenfassende Darstellung der Genauigkeit
des Stabrechnens erfolgen; vgl. LE E 13. Es erscheint vorteilhaft, den entsprechenden
Stoff in die Ubungsstunden einzugliedern und spéter einen Schiiler zusammenfassend
dariiber sprechen zu lassen.

Die 7. Stunde sollte der Zi fe g und Sy isierung des Gelernten vor-
behalten sein. Es ist niitzlich, in Verbindung damit eine kurze Kontrollarbeit von
den Schiilern anfertigen zu lassen; Auswahl aus Lb 218/49 bis Lb 222/93.
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5.2.3. Uberblick iiber weitere Rechenhilfsmittel (LE 14; 2 Std.)

Die Auswahl der weiteren Rechenhilfsmittel, mit denen die Schiiler bekannt gemacht
werden sollen, obliegt im einzelnen dem Lehrer. Sie richtet sich auch wesentlich nach
den ortlichen Mdglichkeiten. Bevorzugt werden sollten natiirlich moderne Hilfs-
mittel, die voraussichtlich auch noch in den nichsten zehn bis zwanzig Jahren im -
praktischen Gebrauch sein werden. Kann eine Rechenstation (oder eine ,,iiberschau-
bare” DV-Anlage mit ihren Peripheriegeriten) besichtigt werden, so sollte diese
Gelegenheit unbedingt genutzt werden. Allgemeine Angaben iiber die Entwicklung -
und den Stand der Rechentechnik sind im Lehrbuch recht ausfiihrlich und leicht
faBlich dargestellt. Sie knnen z. B. vor der Besichtigung von den Schiilern in hius-
licher Arbeit gelesen werden. Fragen konnen dann unmittelbar bei der Besichtigung
gestellt werden. Der wesentliche Vorteil einer Besichtigung ist darin zu sehen, daB
im Betrieb die Anwendung der Rechentechnik unmittelbar an Beispielen gezeigt
werden kann.

In der Aussprache nach der Besichtigung sollten den Schiilern in einer knapp ge-
faiten Darstellung auch 6konomische Fragen des Einsatzes elektronischer Daten-
verarbeitungsanlagen erldutert werden. Solche Gespriche sind gut geeignet, die
Schiiler die groBe Bedeutung der Mathematik fiir die 6konomischen Fortschritte der
entwickelten sozialistischen Gesellschaft erkennen zu lassen.

In den Schulen, denen aus verschiedenen Griinden eine derartige Besichtigung nicht
mdglich ist, sollte — eventuell durch die Fachzirkel - zumindest den Lehrern der
Besuch eines Rechenzentrums erméglicht werden, bei dem auch Informationen iiber
Fragen des Einsatzes der Rechentechnik verittelt werden. Dabei geht es auch darum,
Informationen iiber den Einsatz der Rechentechnik in dem jeweiligen Kreis oder
Bezirk zu erhalten,
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