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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360511

Wir basteln eine ,Zahlenkette*. Alle ihre ,Glieder sollen dreistellige Zahlen sein; allerdings
wird auch erlaubt (anders als sonst oft iiblich), daf ein ,Glied* die Anfangsziffer 0 hat.

Als erstes ,Glied“ wahlen wir eine beliebige dreistellige Zahl, in der mindestens zwei vonein-
ander verschiedene Ziffern vorkommen. Nun wird erklart, wie man den ,Nachfolger” zu einem
,Glied bildet: Man sortiert die drei Ziffern des ,Gliedes* einmal so, daft eine mdéglichst grofie
Zahl entsteht, und ein zweites Mal so, daf eine moglichst kleine Zahl entsteht. Die Differenz
zwischen diesen beiden Zahlen ist der gesuchte ,Nachfolger. Ist die Differenz zweistellig (z.B.
,99%), mache sie durch Voranstellen einer 0 dreistellig (also ,,099%).

Nach dieser Vorschrift stellen wir aus dem ersten Glied als seinen Nachfolger das zweite Glied
her, daraus nach derselben Vorschrift das dritte, ... usw.
a) Bilde als Beispiele einige ,,Zahlenketten und stelle fest, ob sich in diesen Beispielen die
,Glieder von einer Stelle an stets wiederholen!

b) Versuche herauszufinden, ob sich in jeder moglichen ,Zahlenkette® gewisse ,Glieder von
einer Stelle an wiederholen! Wenn du meinst, daf das so ist, woran kénnte es liegen?

360512

Drei Fufsballvereine A ; B und C tragen ein Turnier aus, bei dem jeder Verein genau einmal
gegen jeden der beiden anderen Vereine spielt. Die Punkteverteilung erfolgt so:

Jeder Verein bekommt
fiir jedes gewonnene Spiel 3 Punkte,
fiir jedes verlorene Spiel 0 Punkte,

fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Punkt.

a) Wie viele Spiele werden insgesamt in dem Turnier gespielt, und welche sind es?

b) Wie viele Spiele insgesamt gibt es bei einem entsprechenden Turnier mit 4 Vereinen?
Und bei 5 Vereinen?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




c) Xaver, Yvonne und Zacharias sprechen iiber den Tabellen-Endstand des Turniers mit
den drei Vereinen A, B und C'. Kann der Tabellenstand am Ende des Turniers mit den
Vereinen A, B und C' so aussehen:

Xaver behauptet: Yvonne behauptet: Zacharias behauptet:
Verein | Punkte Verein | Punkte Verein Punkte
A 6 A 4 A 2
B 3 B 1 B 2
C 1 C 2 C 2

Stelle fiir jede der drei Behauptungen fest, ob sie einen moglichen Endstand angibt!

Begriinde deine Feststellungen!

360513

Die Zahl 135 kann in verschiedener Weise als Summe von aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen dargestellt werden, wobei die 0 nicht als Summand zugelassen sein soll. Zwei Beispiele:

135 =44 + 45 + 46 oder
135 =243+4+---+144 15+ 16.

(1)
(2)

a) Gib mindestens zwei weitere Darstellungen von 135 als Summe aufeinanderfolgender

natirlicher Zahlen an!

b) Auch die Zahl 15 kann als Summe von aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen darge-
stellt werden. Gib alle diese Darstellungen an! Erkldre auch, warum es keine weiteren

gibt!

c) Peter meint:  Aus der Tatsache, daft 213 : = 71 gilt, kann man eine Darstellung der Zahl

213 als Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen gewinnen, namlich ... “

Welche Darstellung hat er (wenn er richtig gedacht hat) da_.gefunden? Durch welche
Uberlegung kann er sie gefunden haben? Wende eine solche Uberlegung auch auf zwei

andere Beispiele an, bei denen eine durch 3 teilbare Zahl darzustellen ist!

360514

Die Figur aus der Abbildung A 360514 ist aus vier Quadraten der Seitenldnge 2 cm zusam-
mensetzbar. Sie soll mit genau einem Schnitt so in zwei Teilfiguren zerlegt werden, daf diese
Teile zu einem Quadrat zusammengesetzt werden konnen.

A 360514

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




Finde mindestens drei unterschiedliche Losungen!

Fiir jede der drei Losungen geniigt es, zu zeichnen:

(1) die Ausgangsfigur mit dem eingezeichneten Schnitt, und daneben

(2) die zu einem Quadrat zusammengesetzten Teile.
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360521

a) In der Abbildung A 360521 a wird eine Figur gezeigt. Alle Winkel darin sind rechte
Winkel, die Langenangaben sind in Zentimetern zu nehmen.
3

3
A 360521 a

Zerlege diese Figur vollstéindig in vier einander deckungsgleiche Teilfiguren! Gib drei
Beispiele einer solchen Zerlegung an!

Hinweis: Es geniigt, die drei Beispiele zeichengenau anzufertigen. Eine Begriindung wird
nicht verlangt.

b) Nun enthélt die Figur noch quadratférmige Zahlenfelder (siche Abbildung A 360521 b):

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!‘
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A 360521b

Gib auch fiir diese Figur eine Zerlegung in vier einander deckungsgleiche Teilfiguren!
Dabei sollen die Zahlenfelder nicht zerschnitten werden, und die Zahlen in den vier
Teilfiguren sollen einander gleiche Summen ergeben.

360522

Vier Fufballvereine A, B, C', D tragen ein Turnier aus, bei dem jeder dieser Vereine gegen
jeden anderen genau einmal spielt. Die Punktverteilung erfolgt so: Jeder Verein erhélt

fiir jedes gewonnene Spiel 3 Punkte,

fiir jedes verlorene Spiel 0 Punkte,

fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Punkt.

a) Welche Werte kann die Summe aller derjenigen Punkte annehmen, die in einem solchen
Turnier vergeben werden? Nenne alle diese Werte und begriinde, daf es alle sind!

b) Bei einem solchen Turnier wurde der folgende Tabellen-Endstand erreicht:

Verein | A| B|C|D
Punkte | 9 | 4 | 3 | 1

Gib fiir jedes einzelne Spiel des Turniers einen Spielausgang (Gewinner- und Verlie-
rerverein bzw. unentschiedener Ausgang) so an, daf dieser Endstand zustandekommen
konnte!
c) Bei einem anderen solchen Turnier war 14 die Summe aller derjenigen Punkte, die in

dem Turnier vergeben wurden. Auferdem ergab sich im Endstand:

e A erhielt mehr Punkte als B,

e B mindestens so viele Punkte wie C,

e C mindestens so viele wie D.
Gib auch hierzu fiir jedes einzelne Spiel des Turniers einen Spielausgang so an, dak ein
derartiger Endstand zustandekommen konnte!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




360523
Frank und Beyhan stellen sich Aufgaben der folgenden Art:

Eine natiirliche Zahl wird gegeben; gesucht wird ihre Darstellung als Summe von aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen, wobei die 0 nicht als Summand zugelassen sein soll.

Frank hat als jeweils gegebene Zahl alle natiirlichen Zahlen von 2 bis 10 durchprobiert. Er
behauptet: ,,Unter diesen Zahlen gibt es mindestens zwei, bei denen die Aufgabe nicht 16sbar
ist.”

Beyhan hat als jeweils gegebene Zahl alle natiirlichen Zahlen von 10 bis 20 mit genau einer
Ausnahme durchprobiert. Er behauptet: ,Fiir alle Zahlen, die ich probiert habe, ist die Aufgabe
losbar.“

a) Zeige, dak Frank recht hat!

b) Zeige, dafs es zehn Zahlen unter den elf natiirlichen Zahlen von 10 bis 20 gibt, so dafs
Beyhan recht hat, wenn er gerade diese zehn Zahlen durchprobiert hat!

360524

Eine 5.Klasse mochte eine Klassenfeier durchfithren. Fiir jeden Schiiler soll dabei genau ein
Getrink gekauft werden. Zur Auswahl stehen Péckchen mit Limonade, die jeweils 35 Pfennig
kosten, und mit Cola, deren Preis jeweils 42 Pfennig betragt.

Jana sammelt vor der Feier von allen Schiilern das Geld ein; es sind insgesamt 9,94 DM. Als
sie einkaufen gehen will, stellt sie fest, dafs sie den Zettel verloren hat, auf dem steht, wer
welches Getrank bestellt hat. Sie weifs nicht einmal, wieviele Limonaden und wieviele Colas
sie kaufen soll.

a) Immerhin weif sie, daf an der Feier mindestens 20, hochstens aber 30 Schiiler teilnehmen.
Lassen sich mit dem nun zur Verfiigung stehenden Wissen die richtigen Zahlen von Limos
und Colas herausfinden? Begriinde deine Antwort!

b) Etwas spéter — aber noch vor dem Kauf — erfahrt sie: Es nehmen genau 24 Schiiler teil.
Lassen sich nun die richtigen Zahlen von Limos und Colas herausfinden? Wenn das so
ist, begriinde es und gib diese Zahlen an!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360531

Eine von Adam Ries in einem seiner Rechenbiicher gestellte Aufgabe konnte man heute so
formulieren: , Jemand kauft 56 Pfund einer Ware fiir 13 Gulden, 2 Groschen und 4 Pfennige.
Wieviel kosten 8 Pfund von dieser Ware?*

Bei dieser Aufgabe soll nur mit drei Miinzarten gerechnet werden, die zur Zeit von Adam Ries
vorkamen: Gulden, Groschen, Pfennig. Fiir diese Miinzen galt:

Ein Gulden hat 21 Groschen, ein Groschen hat 12 Pfennige.

a) Wenn der Kéufer die 56 Pfund nur mit Pfennigen bezahlt hétte, wie viele wiren das
gewesen?

b) Beantworte die Frage von Ries: Wieviel kosten 8 Pfund der Ware? Gib dabei den Preis
so an, dafs die Zahl der bendtigten Miinzen moglichst klein ist!

c¢) Drei Personen kaufen die 56 Pfund. Sie teilen sich diesen Kauf so ein: Der Zweite kauft
doppelt so viel wie der Erste, der Dritte kauft doppelt so viel wie der Zweite.
Gib fiir jeden der drei Kéufer den zu zahlenden Preis so an, daf die Zahl der von ihm
benotigten Miinzen moglichst klein ist!

360532

Sieben Fufsballvereine trugen ein Turnier aus, bei dem jeder dieser Vereine gegen jeden anderen
genau einmal spielte. Die Punktverteilung erfolgt so: Jeder Verein erhélt

fiir jedes gewonnene Spiel 3 Punkte,
fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Punkt,

fiir jedes verlorene Spiel 0 Punkte.

a) Wie viele Spiele wurden in diesem Turnier gespielt?

b) Nach dem Turnier behauptet Franz, einer Tabelle entnehmen zu konnen: ,Der Siegerver-
ein hat genau 17 Punkte erhalten. Fritz meint: ,Das kann nicht stimmen.” Zeige, dafs
Fritz recht hat!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




c¢) Die (richtige) Tabelle am Ende des Turniers ergibt 52 als Summe der Punkte aller sieben
Vereine. Wie viele von allen Spielen wurden gewonnen?

d) Zeige, dakt am Ende eines Turniers die Summe der Punkte aller sieben Vereine nicht 41
sein kann!

360533

Otto, Paul und Rudolf gingen gemeinsam kegeln. Sie spielten es so: In einem Wurf versucht
man, mit der Kugel moglichst viele der neun Kegel umzuwerfen. Jeder umgefallene Kegel
bringt einen Punkt. Nach jedem Wurf werden die neun Kegel wieder aufgestellt.

(1) Nachdem jeder Spieler einmal gekegelt hatte, wurde festgestellt:
Paul hatte die meisten Punkte,
Rudolf schaffte drei Punkte weniger als Paul,
Otto schaffte sechs Punkte weniger als Paul und Rolf zusammen,
insgesamt wurden beim ersten Wurf 20 Punkte erzielt.

(2) Beim zweiten Wurf ergab sich:
Paul kegelte besser als bei seinem ersten Wurf,
Otto erreichte fiinf Punkte weniger als Paul,
Rudolf erzielte einen Punkt mehr als Otto.

(3) Als jeder Spieler dreimal gekegelt hatte, kam heraus:
Mit allen drei Wiirfen zusammen schaffte Paul 18 Punkte,
Otto erzielte insgesamt zwei Punkte mehr als Paul;
es waren insgesamt 54 Kegel umgefallen.

a) Wie viele Punkte erreichte Paul beim ersten Wurf?
b) Wie viele Punkte erreichte Paul beim dritten Wurf?
c) Wie viele Punkte erreichte Rudolf beim dritten Wurf?

360534
Gegeben ist ein regelmafiges Achteck, in dem ein Teil eingeférbt ist.

(Ein Achteck heifit regelméfig, wenn alle seine Seiten einander gleichlang sind und alle seine
Winkel einander gleichgrof sind.)

Welcher Bruchteil der Flache des Achtecks ist eingeférbt?

Nenne Uberlegungen, mit denen du deine Antwort gefunden hast!
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Hinweis: Der Lisungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Satzen dargestellt werden. Zur Lisungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360611
Wir basteln eine ,Zahlenkette*. Alle ihre ,Glieder sollen dreistellige Zahlen sein; allerdings
wird auch erlaubt (anders als sonst oft iiblich), daf ein ,Glied* die Anfangsziffer 0 hat.

Als erstes ,Glied“ wahlen wir eine beliebige dreistellige Zahl, in der mindestens zwei vonein-
ander verschiedene Ziffern vorkommen. Nun wird erkléart, wie man den ,Nachfolger” zu einem
,Glied bildet: Man sortiert die drei Ziffern des ,Gliedes* einmal so, daft eine moglichst grofie
Zahl entsteht, und ein zweites Mal so, dafs eine moglichst kleine Zahl entsteht. Die Differenz
zwischen diesen beiden Zahlen ist der gesuchte ,Nachfolger®. Ist die Differenz zweistellig (z.B.
,99), mache sie durch Voranstellen einer 0 dreistellig (also ,,099%).

Nach dieser Vorschrift stellen wir aus dem ersten Glied als seinen Nachfolger das zweite Glied
her, daraus nach derselben Vorschrift das dritte, ... usw.
a) Bilde als Beispiele einige ,,Zahlenketten* und stelle fest, ob sich in diesen Beispielen die
,Glieder von einer Stelle an stets wiederholen!

b) Versuche herauszufinden, ob sich in jeder moglichen ,Zahlenkette gewisse ,Glieder von
einer Stelle an wiederholen! Wenn du meinst, dafl das so ist, woran kénnte es liegen?

360612
Drei Fufsballvereine A, B und C tragen ein Turnier aus, bei dem jeder Verein genau einmal
gegen jeden der beiden anderen Vereine spielt. Die Punkteverteilung erfolgt so:
Jeder Verein bekommt
fiir jedes gewonnene Spiel 3 Punkte,
fiir jedes verlorene Spiel 0 Punkte,

fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Punkt.

a) Wie viele Spiele werden insgesamt in dem Turnier gespielt, und welche sind es?

b) Wie viele Spiele insgesamt gibt es bei einem entsprechenden Turnier mit 4 Vereinen?
Und bei 5 Vereinen?
Finde eine Formel fiir die Anzahl der Spiele bei n Vereinen!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




c)

Xaver, Yvonne und Zacharias sprechen iiber den Tabellen-Endstand des Turniers mit
den drei Vereinen A, B und C'. Kann der Tabellenstand am Ende des Turniers mit den
Vereinen A, B und C' so aussehen:

Xaver behauptet: Yvonne behauptet: Zacharias behauptet:
Verein | Punkte Verein | Punkte Verein Punkte
A 6 A 4 A 2
B 3 B 1 B 2
C 1 C 2 C 2

Stelle fiir jede der drei Behauptungen fest, ob sie einen moglichen Endstand angibt!
Begriinde deine Feststellungen!

360613

Die Zahl 135 kann in verschiedener Weise als Summe von aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen dargestellt werden, wobei die 0 nicht als Summand zugelassen sein soll. Zwei Beispiele:

a)

b)

c)

135 = 44 + 45+ 46 oder (1)
135=2+3+4+---+ 14+ 15+ 16. (2)

Gib mindestens zwei weitere Darstellungen von 135 als Summe aufeinanderfolgender
natiirlicher Zahlen an!

Auch die Zahl 15 kann als Summe von aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen darge-
stellt werden. Gib alle diese Darstellungen an! Erkldre auch, warum es keine weiteren
gibt!

Peter meint: ,,Aus der Tatsache, daft 213 : = 71 gilt, kann man eine Darstellung der Zahl
213 als Summe von drei aufeinanderfolgenden Zahlen gewinnen, namlich ... “.

Welche Darstellung hat er (wenn er richtig gedacht hat) da gefunden? Durch welche
Uberlegung kann er sie gefunden haben? Wende eine solche Uberlegung auch auf zwei
andere Beispiele an, bei denen eine durch 3 teilbare Zahl darzustellen ist!

360614

a)

Ein Rechteck von 10 cm Lange und 20 cm Breite soll vollstdndig mit runden Bierdeckeln
(Durchmesser 10cm) tiberdeckt werden. Zur Erleichterung wird vereinbart: Es sollen
nirgendwo mehr als zwei Bierdeckel iibereinander liegen.

Ein erster Versuch wird gemacht: Zwei Deckel lassen sich so nebeneinander legen, dak sie
nirgendwo iiber den Rand des Rechtecks hinausragen. Nun sind noch 6 Teilflichen des
Rechtecks unbedeckt. Jede dieser Teilflichen kann mit einem Deckel zugedeckt werden;
dadurch ist die Aufgabe mit 8 Deckeln gelost.

Fritzchen Schlaukopf sagt: ,,Die Aufgabe kann auch mit 7 Deckeln gelost werden.” Hat
er recht? Versuche, dies durch eine Zeichnung zu kléren!

Jetzt stehen 17 Deckel zur Verfiigung. Man soll das Rechteck vergrofern, aber nur so
weit, dak es sich mit diesen 17 Deckeln iiberdecken laft. Und wieder sollen nirgendwo
mehr als zwei Deckel iibereinander liegen.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




Nach den Erfahrungen mit Aufgabe (a) entsteht die Vermutung: Fiir ein geeignetes
Rechteck, das den Flicheninhalt 600 cm? hat, ist die Aufgabe losbar. Stimmt das? Klire
auch dies durch eine Zeichnung!

¢) Wieder will Fritzchen Schlaukopf es besser wissen: ,Wenn man sehr genau konstruiert
und die 17 Deckel noch geschickter anordnet, kann man ein Rechteck mit einem etwas
groferen Flacheninhalt bekommen, fiir das die Aufgabe auch l6sbar ist.*

Hat er diesmal recht? Wie er andeutete, miifitest du sicher mit einer geniigend genauen
Zeichnung arbeiten, um das zu entscheiden. Versuche es!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360621

a) In der Abbildung A 360621 a wird eine Figur gezeigt. Alle Winkel darin sind rechte
Winkel, die Langenangaben sind in Zentimetern zu nehmen.
3

3
A 360621 a

Zerlege diese Figur vollstéindig in vier einander deckungsgleiche Teilfiguren! Gib drei
Beispiele einer solchen Zerlegung an!

Hinweis: : Es geniigt, die drei Beispiele zeichengenau anzufertigen. Eine Begriindung
wird nicht verlangt.

b) Nun enthélt die Figur noch quadratformige Zahlenfelder (siche Abbildung A 360621 b):

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!‘
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A 360621 b

Gib auch fiir diese Figur eine Zerlegung in vier einander deckungsgleiche Teilfiguren!
Dabei sollen die Zahlenfelder nicht zerschnitten werden, und die Zahlen in den vier
Teilfiguren sollen einander gleiche Summen ergeben.

¢) Kann man anstelle der Zahlen in (b) die Zahlen von 1 bis 20 so eintragen, dafs sich dann
dieselbe Aufgabe wie in (b) 16sen 14£t? Wenn ja, gib ein Beispiel; wenn nein, begriinde,
warum nicht!
Wie lautet die Antwort und die Begriindung, wenn in den Zahlen von 1 bis 20 die 18
weggelassen wird und dafiir die 8 zweimal vorkommt?

360622
Vier Fuftballvereine A, B, C', D tragen ein Turnier aus, bei dem jeder dieser Vereine gegen
jeden anderen genau einmal spielt. Die Punktverteilung erfolgt so: Jeder Verein erhélt

fiir jedes gewonnene Spiel 3 Punkte,

fiir jedes verlorene Spiel 0 Punkte,

fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Punkt.

a) Welche Werte kann die Summe aller derjenigen Punkte annehmen, die in einem solchen

Turnier vergeben werden? Nenne alle diese Werte und begriinde, dafs es alle sind!

b) Bei einem solchen Turnier wurde der folgende Tabellen-Endstand erreicht:

Verein | A | B|C|D
Punkte | 9 | 4 | 3 | 1
Gib fiir jedes einzelne Spiel des Turniers einen Spielausgang (Gewinner- und Verlie-

rerverein bzw. unentschiedener Ausgang) so an, daf dieser Endstand zustandekommen
konnte!

¢) Bei einem anderen solchen Turnier war 14 die Summe aller derjenigen Punkte, die in
dem Turnier vergeben wurden. Auferdem ergab sich im Endstand:
e A erhielt mehr Punkte als B,
e B mindestens so viele Punkte wie C,
e C mindestens so viele wie D.

Gib auch hierzu fiir jedes einzelne Spiel des Turniers einen Spielausgang so an, daf ein
derartiger Endstand zustandekommen konnte!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




360623
Frank und Beyhan stellen sich Aufgaben der folgenden Art:

Eine natiirliche Zahl wird gegeben; gesucht wird ihre Darstellung als Summe von aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen, wobei die 0 nicht als Summand zugelassen sein soll.

Frank hat als jeweils gegebene Zahl alle natiirlichen Zahlen von 2 bis 10 durchprobiert. Er
behauptet: ,,Unter diesen Zahlen gibt es mindestens zwei, bei denen die Aufgabe nicht 16sbar

ist.”

Beyhan hat als jeweils gegebene Zahl alle natiirlichen Zahlen von 10 bis 20 mit genau einer
Ausnahme durchprobiert. Er behauptet: ,Fiir alle Zahlen, die ich probiert habe, ist die Aufgabe
losbar.“

a)
b)

c)

Zeige, daf Frank recht hat!

Zeige, dafs es zehn Zahlen unter den elf natiirlichen Zahlen von 10 bis 20 gibt, so dafs
Beyhan recht hat, wenn er gerade diese zehn Zahlen durchprobiert hat!

Nachdem Beyhan nun noch die vorher weggelassene Zahl probiert hat, behauptet er:

HFir diese Zahl ist die Aufgabe nicht losbar. Hat er auch hiermit recht? Begriinde deine
Antwort!

360624

a)

Fiir ein Ratespiel wird mitgeteilt: Es werden drei Gewichtsstiicke benutzt; jedes wiegt ei-
ne ganze Zahl von Gramm, zusammen wiegen sie 6 Gramm. Auferlich, nur vom Ansehen,
sind sie nicht zu unterscheiden.

Welche Moglichkeiten gibt es hiernach fiir die Gewichte der einzelnen Gewichtsstiicke?

Die Spielregeln lauten: Der Rater soll mehrmals vorschreiben, welche zwei der drei Ge-
wichtsstiicke auf eine Balkenwaage kommen sollen, welches auf die rechte, welches auf die
linkes Seite. Jedesmal wird ihm dann mitgeteilt, ob Gleichgewicht eintrat oder welches
Gewichtsstiick schwerer als das andere war. Er sieht die Wagungen aber nicht, kann also
nicht wissen, ob der Gewichtsunterschied bei einer Wagung etwa grofer war als bei einer
anderen Wagung.

Welches ist die kleinste Zahl solcher Wagungen, nach der es iiberhaupt moéglich werden
kann, daf infolge der Informationen, die der Rater erhélt, die drei Gewichte eindeutig
feststehen?

Ein Rater schreibt jeweils die ndchste Wégung so vor, daf sich die drei Gewichte mit
moglichst wenig Wagungen ermitteln lassen.

Welches ist dann die grofite Zahl von Wagungen, die hierbei erforderlich werden kénnen?
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdatzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360631

Eine von Adam Ries in einem seiner Rechenbiicher gestellte Aufgabe kénnte man heute so
formulieren: , Jemand kauft 56 Pfund einer Ware fiir 13 Gulden, 2 Groschen und 4 Pfennige.
Wieviel kosten 8 Pfund von dieser Ware?

Bei dieser Aufgabe soll nur mit drei Miinzarten gerechnet werden, die zur Zeit von Adam Ries
vorkamen: Gulden, Groschen, Pfennig. Fiir diese Miinzen galt:

Ein Gulden hat 21 Groschen, ein Groschen hat 12 Pfennige.

a) Wenn der Kéufer die 56 Pfund nur mit Pfennigen bezahlt hétte, wie viele wiren das
gewesen?

b) Beantworte die Frage von Ries: Wieviel kosten 8 Pfund der Ware? Gib dabei den Preis
so an, dafs die Zahl der bendtigten Miinzen moglichst klein ist!

c¢) Drei Personen kaufen die 56 Pfund. Sie teilen sich diesen Kauf so ein: Der Zweite kauft
doppelt so viel wie der Erste, der Dritte kauft doppelt so viel wie der Zweite.
Gib fiir jeden der drei Kaufer den zu zahlenden Preis so an, daf die Zahl der von ihm
bendtigten Miinzen moglichst klein ist!

360632

Hier geht es um Treppen verschiedener Hohen. Eine vierstufige Treppe (eine Treppe der Hohe
4) zum Beispiel wiirde so aussehen:

Zwei Firmen stellen Elemente her, aus denen sich solche Treppen zusammensetzen lassen.

Die Zweimalzwei GmbH stellt her: Die Dreimaldrei KG stellt her:




(a) Fiir ein Bauvorhaben werden 5-, 6-, 8- und 11-stufige Treppen benétigt. Welche Firma
kann fiir welche dieser Treppen ausreichende Elemente liefern?

(b) Jemand behauptet, daf keine der beiden Firmen ausreichende Elemente fiir 3-, 7-, 9-,
13- oder 15-stufige Treppen liefern kann. Begriinde von diesen Behauptungen diejenige,
die sich auf die Zweimalzwei GmbH und 7-stufige Treppen bezieht!

(c) Jetzt sollen sich die beiden Firmen zusammentun. Zeige, dak dann die Elemente beider
Firmen fiir Treppen aller Héhen von 7 bis 15 ausreichen!

360633

Otto, Paul und Rudolf gingen gemeinsam kegeln. Sie spielten es so: In einem Wurf versucht
man, mit der Kugel moglichst viele der neun Kegel umzuwerfen. Jeder umgefallene Kegel
bringt einen Punkt. Nach jedem Wurf werden die neun Kegel wieder aufgestellt.

(1) Nachdem jeder Spieler einmal gekegelt hatte, wurde festgestellt:
Paul hatte die meisten Punkte,
Rudolf schaffte drei Punkte weniger als Paul,
Otto schaffte sechs Punkte weniger als Paul und Rolf zusammen,
insgesamt wurden beim ersten Wurf 20 Punkte erzielt.
(2) Beim zweiten Wurf ergab sich:
Paul kegelte besser als bei seinem ersten Wurf,
Otto erreichte flinf Punkte weniger als Paul,
Rudolf erzielte einen Punkt mehr als Otto.
(3) Als jeder Spieler dreimal gekegelt hatte, kam heraus:
Mit allen drei Wiirfen zusammen schaffte Paul 18 Punkte,
Otto erzielte insgesamt zwei Punkte mehr als Paul;
es waren insgesamt 54 Kegel umgefallen.

a) Wie viele Punkte erreichte Paul beim ersten Wurf?
b) Wie viele Punkte erreichte Paul beim dritten Wurf?
¢) Wie viele Punkte erreichte Rudolf beim dritten Wurf?
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Hinweis: Der Lisungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360634
Gegeben ist ein regelméfiges Achteck, in dem ein Teil eingefarbt ist.

(Ein Achteck heift regelméfig, wenn alle seine Seiten einander gleichlang sind und alle seine
Winkel einander gleichgrof sind.)

Welcher Bruchteil der Flache des Achtecks ist eingeférbt?

LRIIIIKRIIN]
K]
RIS
OO X

Nenne Uberlegungen, mit denen du deine Antwort gefunden hast!

360635

Sieben Fufsballvereine trugen ein Turnier aus, bei dem jeder dieser Vereine gegen jeden anderen
genau einmal spielte. Die Punktverteilung erfolgt so: Jeder Verein erhélt

fiir jedes gewonnene Spiel 3 Punkte,

fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Punkt,

fiir jedes verlorene Spiel 0 Punkte.

a) Wie viele Spiele wurden in diesem Turnier gespielt?

b) Nach dem Turnier behauptet Franz, einer Tabelle entnehmen zu kénnen: ,Der Siegerver-
ein hat genau 17 Punkte erhalten.“ Fritz meint: ,Das kann nicht stimmen.“ Zeige, daf
Fritz recht hat!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




c¢) Die (richtige) Tabelle am Ende des Turniers ergibt 52 als Summe der Punkte aller sieben
Vereine. Wie viele von allen Spielen wurden gewonnen?

d) Finde die kleinste Zahl, die am Ende eines Turniers als Summe der Punkte aller sieben

Vereine moglich ist! Wie viele Punkte hat am Ende eines solchen Turniers der Siegerver-
ein?
Finde die grofste Zahl, die am Ende eines Turniers als Summe der Punkte aller sieben
Vereine moglich ist! Fritz behauptet: ;Wenn in einem solchen Turnier der Siegerverein
mehr Punkte hat als jeder andere Verein, dann muf er 18 Punkte haben.“ Hat Fritz auch
diesmal recht?

360636

a) Finde alle Darstellungen der Zahl 35 als Summe von mindestens zwei aufeinanderfolgen-
den natiirlichen Zahlen (wobei die Null nicht als Summand zugelassen ist)!
Zeige auch, dafs es keine weiteren Darstellungen gibt!
b) J.Sylvester (1814 - 1897) hat folgenden Satz bewiesen:
Jede natiirliche Zahl ab 3 hat genau so viele Darstellungen als Summe auf-
einanderfolgender natirlicher Zahlen, wie sie ungerade Teiler hat. Dabei
wird die 1 nicht als Teiler mitgezihlt, wohl aber die Zahl selbst (falls sie
ungerade ist).
Zeige, dafs dein Ergebnis der Aufgabe (a) mit dem Satz von Sylvester im Einklang steht!

In den folgenden Aufgaben kannst du den Satz von Sylvester anwenden, ohne ihn zu beweisen:

c) Wie viele Darstellungen als Summe aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen hat die Zahl
1157 Und die Zahl 907

d) Zeige, daf jede Potenz von 2 iiberhaupt keine Darstellung als Summe aufeinanderfolgen-
der natiirlicher Zahlen hat!
Zeige, dals dagegen jede natiirliche Zahl ab 3, die nicht Potenz von 2 ist, mindestens eine
solche Darstellung hat!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360811

Frau Lehmann, Frau Meier und Frau Neumann haben (nicht notwendig in dieser Reihenfolge)
die Vornamen Agnes, Brigitte und Christine. Jede dieser drei Frauen betreibt genau eine der
drei Lieblingsbeschéftigungen Schwimmen, Tennis und Wandern. Ferner ist bekannt:

(1) Christine hat bei ihrer Lieblingsbeschéftigung Schwimmen sogar schon viele Preise ge-
wonnen.

(2) Frau Meier, die jiinger als die Schwimmerin ist, wohnt im Haus neben Brigittes Wohnung,.

(3) Brigitte ist dlter als die Tennisspielerin, aber jiinger als Frau Lehmann.

Ermittle aus diesen Angaben fiir jede der drei Frauen den Vornamen und die Lieblingsbeschéf-
tigung!

360812

Ermittle alle diejenigen vierstelligen Zahlen z = abced, die folgende Bedingungen (1) bis (4)
erfiillen!

(1) z ist eine Primzahl.
(2) Keine zwei der Ziffern a, b, ¢, d sind einander gleich.

(3) Die beiden Zahlen ab und cd sind Primzahlen; jede dieser beiden Zahlen hat die Quer-
summe 10.

(4) Auch jede der beiden Ziffern ¢ und d bezeichnet eine Primzahl.

Hinweis: In dieser Aufgabe bedeutet die Schreibweise z = abcd, dak die Zahl z mit den
Ziffern a,b,c,d (in dieser Reihenfolge) geschrieben wird. Entsprechend bedeuten ab und cd
Schreibweisen zur Angabe der Ziffern von zweistelligen Zahlen.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




360813
Es sei ABCD ein Rechteck mit den Seitenlingen [AB| = a und |BC| = b. Die Diagonale AC
habe die Lange d, das Lot von B auf AC' habe die Lénge h.

a-b
Beweise, daf unter diesen Voraussetzungen stets d = - gilt!

360814

Abbildung A 360814 zeigt einen Wiirfel ABCDEFGH mit der Kantenlénge 4 cm. Zugleich
sind dort Gitterpunkte hervorgehoben. Der Abstand je zweier benachbarter Gitterpunkte von
links nach rechts, von vorn nach hinten und von unten nach oben betriagt jeweils 1 cm. Auch
im Innern des Wiirfels und auf seinen nicht sichtbaren Flachen denke man sich derartige
Gitterpunkte angebracht; insgesamt kommen also 125 Gitterpunkte vor.

H G

A B
A 360814

Es sollen nun Pyramiden betrachtet werden, die folgende Eigenschaften haben:

(1) Alle Eckpunkte der Pyramide sind Gitterpunkte.

(2) Die Grundfldche der Pyramide ist ein Quadrat der Seitenldnge 2 cm, das in der Ebene
durch die Punkte A, B, C liegt.

(3) Das von der Spitze der Pyramide auf die Ebene durch A, B, C' gefillte Lot hat seinen
Fufspunkt im Innern oder auf dem Rand der Grundfliche der Pyramide.

a) Wie viele verschiedene gibt es insgesamt unter diesen Pyramiden?
Dabei werden zwei Pyramiden genau dann als nicht voneinander verschieden betrachtet,

wenn die Langen aq,as,...,as der Kanten der einen Pyramide und die in geeigneter
Reihenfolge angegebenen Léngen aj,d),...,a; der Kanten der anderen Pyramide die
Gleichungen ay = al,as = daj, ..., as = ag erfiillen.

b) Fertige von drei verschiedenen dieser Pyramiden je ein Schriagbild an!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




¢) Es werde nun unter diesen Pyramiden eine betrachtet, deren Grundflache den Punkt A
als eine Ecke hat und deren Hohe 2 cm betragt. Eine solche Pyramide kann durch eine
Verschiebung in eine andere Pyramide iibergehen, deren Eckpunkte sémtlich Gitterpunk-
te sind. Gib die Anzahl aller derjenigen Verschiebungen an, fiir die das zutrifft! Begriinde
deine Anzahlangabe durch eine Beschreibung der hierfiir méglichen Verschiebungen!

360815

Von den alten Agyptern sind Handschriften iiberliefert, die das Dividieren natiirlicher Zahlen
zeigen. Die nachstehenden Beispiele 530 : 5 ( Ergebnis: 106 ) und 390 : 9 ( Ergebnis: 43 | Rest
3 ) lassen erkennen, wie gerechnet wurde:

530

1 5 390

+ 21- 10 + 1- 9
4 20 + 2|- 18

+ 8- 40 4 36
16 80 + 8- T2

+ 32 ]- 160 16 144
+ 64 |- 320 + 32 |- 288
= 106 | Rest O = 43 | Rest 3

a) Beschreibe ein Verfahren, das du aus diesen Beispielen erkennst! Verwende dabei die
Aufgabe 1655 : 29 als Beispiel! Nenne dabei auch (ausfiihrlicher als nur in einer Tabelle)
die einzelnen durchzufiihrenden Rechenschritte!

b) Begriinde, warum das von dir beschriebene Verfahren stets die richtigen Ergebnisse lie-
fern muf! Welche Gesetze tiber natiirliche Zahlen ziehst du zu dieser Begriindung heran?

360816

Mutter stellt auf den Kaffeetisch fiinf frische Pfannkuchen. Drei davon sind mit Pflaumenmus
und die beiden anderen mit leckerer Erdbeerkonfitiire gefiillt. Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit, daf Klaus, der kleine Vielfrafs, beim Verzehr von zwei Pfannkuchen mindestens einen mit
Erdbeerkonfitiire gefiillten erwischt? Hinweis: Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist diejenige
(gebrochene) Zahl, die man erhélt, wenn man die Anzahl der giinstigen Ereignisse durch die
Anzahl der méglichen Ereignisse dividiert.

Dabei sind in dieser Aufgabe die ,,moglichen Ereignisse” alle moglichen Auswahlen einer Menge,
die aus zwei der fiinf Pfannkuchen besteht; und eine solche Auswahl ist genau dann ein ,,giins-
tiges Ereignis”, wenn die ausgewahlte Menge mindestens einen mit Erdbeerkonfitiire gefiillten
Pfannkuchen enthalt.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Satzen dargestelll werden. Zur Lisungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360721

In dem Schema der Abbildung A 360721 lafst sich das Wort Q U A D R A T auf verschiedenen
+Wegen* von Q nach T lesen. Man geht z. B. (wie eingezeichnet) von Q aus einen Schritt nach
rechts, dann zwei Schritte nach unten, dann zwei nach rechts und schliefllich noch einen Schritt
nach unten zum Buchstaben T.

Es gilt die Bedingung: Von einem Buchstaben darf man jedesmal nur entweder zum néchsten
Buchstaben nach rechts oder zum néachsten Buchstaben nach unten gehen.

Wie viele solche Wege von Q nach T gibt es insgesamt in diesem Schema?

Begriinde deine Antwort!

Q—U A D

U i D R

A ]l)—>R—>A

D R A %
A 360721

360722

Stefanie besitzt genau 9 Holzstdbchen; eines ist 1 cm lang, ein zweites 2 cm, ein drittes 3 cm,. . . |
das neunte 9 cm. Stefanie mochte ein Quadrat legen; d. h., die vier Seiten des Quadrates sollen
aus Stabchen bestehen, wobei keine anderen als nur die oben genannten vorkommen sollen.
Allerdings miissen nicht alle 9 Stdbchen verwendet werden.

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es insgesamt fiir ein so herzustellendes Quadrat?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter/‘




Hinweis: Zwei Moglichkeiten solcher Quadrate gelten genau dann als voneinander ,yerschie-
den“, wenn in einem dieser beiden Quadrate mindestens eine Seite vorkommt, die — verglichen
mit jeder Seite des anderen Quadrates — aus anderen Stdbchen besteht.

Es spielt hierfiir also keine Rolle, in welcher Reihenfolge die vier Seiten eines Quadrates ange-
ordnet sind und in welcher Reihenfolge die Stabchen einer Quadratseite. Beispielsweise wiirde
(wenn auch ein Stdbchen der Lénge 10 cm vorkommen diirfte) Abb. A 360722 nicht etwa drei,
sondern genau zwei verschiedene Moglichkeiten zeigen; denn die beiden linken Quadrate zeigen
nur eine Moglichkeit, nicht etwa zwei voneinander ,yerschiedene®.

10 8 2 8 2
5 2
7 7
10 10
. 8
3 3
1 9 9 1 4 5 1
A 360722
360723

Briiche der Form %, wobei n eine natiirliche Zahl bezeichnet, die grofser als 1 ist, werden

Stammbriiche genannt. Zwei Stammbriiche, deren Nenner sich um 1 unterscheiden, wollen wir
benachbart nennen. Zum Beispiel sind somit% und é benachbarte Stammbriiche.

(a) Ermittle alle dicjenigen (gebrochenen) Zahlen zwischen 3 und 1, die sich als Summe
zweier benachbarter Stammbriiche schreiben lassen!

(b) Untersuche jede der drei Zahlen z = %, y = %, z = % daraufthin, ob sie sich als

Summe zweier benachbarter Stammbriiche schreiben 1aft!

(c) Max erkldrt dem Moritz, wie er die Summe zweier benachbarter Stammbriiche berechnet:
,lch erweitere den ersten Stammbruch mit dem Nenner des zweiten und den zweiten
Stammbruch mit dem Nenner des ersten. Die Zéhler der beiden so entstandenen Briiche
addiere ich; das ergibt den Zahler des Ergebnisses. Als Nenner des Ergebnisses nehme
ich den gemeinsamen Nenner der beiden eben durch Erweitern erhaltenen Briiche.”
Moritz antwortet: ,Wenn man so rechnet, ergibt sich stets ein unkiirzbarer Bruch, gleich-
giiltig, welche beiden benachbarten Stammbriiche man addiert hat.*

Beweise, dafs diese Antwort wahr ist!

‘Auf der ndichsten Seite geht es weiter!




360724

Die Abbildung A 360724 zeigt neun Quadrate A, B, C,D,E, F, G, H, K, die so zusammenge-
fiigt wurden, dak die Gesamtfigur ein Rechteck bildet.

(a)

(b)

Die Seitenlénge des Quadrates A betrage 36 cm , des Quadrates B 30 cm , des Quadrates
D 18 cm und des Quadrates F' 28 cm.
Ermittle aus diesen Angaben die Seitenldngen der iibrigen fiinf Quadrate!

In einem anderen Rechteck soll eine ,ebenso aussehende Zerlegung vorliegen.

(Damit ist gemeint: Fiir die neue Zerlegung haben zwei Quadrate immer in gleicher
Weise ein gemeinsames Stiick ihres Randes, wie es hier in Abb. A 360724 der Fall war.
Zum Beispiel haben hier die Quadrate G und H ein gemeinsames Randstiick; dieses ist
eine vollstédndige Seite von H, aber nur ein Teil einer Seite von G; das andere Teil ist
zugleich Teil einer Seite von A. In der neuen Zerlegung soll alles dies ebenfalls gelten.)
Fiir die neue Zerlegung betrage der Flicheninhalt des Quadrates C' 64cm? und des
Quadrates D 81 cm?. Ermittle die Flicheninhalte der Quadrate £, G, H und K!

Beweise, dafs es kein Rechteck mit ,ebenso aussehender” Zerlegung geben kann, in dem
das Quadrat E die Seitenldnge 4,4 cm und das Quadrat G die Seitenlange 3,5 cm hat!

A 360724
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360731

In einem Speiselokal bietet die Mittagskarte vier verschiedene Vorspeisen, drei verschiedene
Suppen, fiinf verschiedene Hauptgerichte und zwei verschiedene Nachspeisen an.

(a) Wie viele verschiedene vollstdndige Meniis (Vorspeise, Suppe, Hauptgericht, Nachspei-
se — genau in dieser Reihenfolge und jedes davon nur je einmal) kann sich ein Gast
zusammenstellen?

(b) Um wieviel Prozent steigert sich die Anzahl der Meniis verschiedener Zusammensetzung
gegeniiber der bisherigen Anzahl, wenn eine weitere Nachspeise zusétzlich ins Angebot
aufgenommen wurde?

(c¢) Auf wieviel Prozent verringert sich, ausgehend vom Angebot in (a), die Anzahl der
Meniis, wenn ein Hauptgericht von der Karte gestrichen werden muf?

360732

Wir wollen eine natiirliche Zahl ,symmetrisch” nennen, wenn ihre Zifferndarestellung von rechts
gelesen ebenso lautet wie von links. Dabei soll stets auch die 0 als Anfangsziffer mitbertick-
sichtigt werden. So sind z.B. 15251 und 037730 symmetrische Zahlen.

(a) Ein vierstelliger Tageskilometerzéhler in einem Pkw zeigt 0163. Welches war die letzte
vorausgehende symmetrische Zahl, die der Zahler zeigte?
Welches wird die nichste sein?
(Eine Begriindung fiir diese beiden Angaben wird nicht verlangt.)

(b) Wie viele vierstellige symmetrische Zahlen gibt es insgesamt?

(¢) Wie grof ist der Anteil der symmetrischen fiinfstelligen Zahlen an der Gesamtheit aller
fiinfstelligen Zahlen?

(d) Gib in einer Tabelle die entsprechenden Anteile bei zwei-, drei-,..., usw. bis sieben-
stelligen Zahlen an! Welche Gesetzméfigkeit vermutest du? Wie grof sind nach dieser
Gesetzmiéhigkeit die entsprechenden Anteile bei 32-,; 33- und 34-stelligen Zahlen?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




360733

Uber ein Dreieck ABC und eine Gerade ¢ werden folgende Voraussetzungen gemacht:

(1) Es gilt |[AC| = |BC|.

(2) Der Winkel BAC' betragt 45°.

(3) Die Gerade g schneidet die Seite AC in einem Punkt E zwischen A und O, sie
schneidet die Seite BC' in einem Punkt F zwischen B und C, und sie schneidet die
Verlidngerung der Seite BA iiber A hinaus in einem Punkt D.

(a) Ferner wird vorausgesetzt:
(4) Der Winkel EDA betréagt 42°.
Ermittle aus den Voraussetzungen (1) bis (4) die Grofen der Winkel CEF und EFC!

(b) Nun wird die Voraussetzung (4) weggelassen. Stattdessen soll fiir den Winkel FDA eine
andere Grofe vorausgesetzt werden.
Ermittle alle Mdglichkeiten, diese Grofe so zu wahlen, dafs sich — zusammen mit den
Voraussetzungen (1) bis (3) — eine Figur ergibt, in der das Dreieck EFC' gleichschenklig
ist!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360734

Antje beobachtet ein Amselpérchen. Sie hat gelesen: Jede Amsel frifst pro Tag durchschnittlich
8 Wiirmer; jeder Wurm lebt nur ein Jahr; und wenn er bis zum Ende eines Jahres nicht
gefressen wurde, legt er Eier, aus denen im néchsten Jahr 40 Wiirmer entstehen.

Gehe von dieser — natiirlich stark vereinfachten — Beschreibung aus, rechne das Jahr zu 360
Tagen und beantworte folgende Fragen!

Welche Zahl von Wiirmern, die zu Beginn des ersten Jahres da sind, reicht aus, damit fiir das
Amselpérchen

(a) in diesem und im néchsten Jahr,
(b) in diesem, im nédchsten und im {ibernéchsten Jahr
geniigend Wiirmer vorhanden sind?

Nenne jeweils die kleinste derartige Zahl!

360735

In einem Dreieck ABC sei D der Schnittpunkt der Seite AC mit der Winkelhalbierenden von
JABC . Die Parallele durch D zu AB schneide BC in E, und die Parallele durch D zu BC
schneide AB in F.

Beweise, daf fiir jedes Dreieck ABC aus diesen Voraussetzungen stets BD 1 EF folgt!

‘Auf der ndichsten Seite geht es weiter!




360736

(a) Zwei Trainer A und B wollen acht Sportler trainieren, jeder eine Trainingsgruppe von
vier Sportlern. Wie viele verschiedene Aufteilungsmoglichkeitenen der acht Sportler in
die zwei Trainingsgruppen fiir A und B gibt es insgesamt?

(b) Lose die gleiche Aufgabe, wenn drei Trainer A, B und C neun Sportler trainieren, jeder
eine Trainingsgruppe von drei Sportlern!

Hinweis:

1. Bei dieser Aufgabe wiirde eine blofse Aufzdhlung von Aufteilungen nur dann geniigen,
wenn ersichtlich gemacht wird, dafs alle Aufteilungen erfaft sind.

2. In dieser Aufgabe ist auch bei Verwendung einer als bekannt angegebenen allgemeinen
Formel eine Begriindung zu erbringen.
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Hinweis: Der Lisungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdatzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360821
Uber die Wahl zum Schulsprecher des Friedrich-Schiller-Gymnasiums ist folgendes bekannt:

(1) Nur Kerstin und Martin waren als Kandidaten nominiert.

(2) Es wurden von genau 90% aller Schiiler der Schule Stimmen abgegeben.

(3) Genau 128 der abgegebenen Stimmen waren ungiiltig.

(4) Fiir Kerstin waren genau 248 abgegebene Stimmen mehr als fiir Martin.

(5) Die fiir Kerstin abgegebenen Stimmen waren genau 49% aller Schiiler der Schule.

Untersuche, ob durch diese Angaben die Anzahl der fiir Kerstin abgegebenen Stimmen ein-
deutig bestimmt ist! Ist das der Fall, so gib diese Anzahl an!

360822

Es sei AABC ein gleichschenkliges Dreieck mit |AB| = |BC|. Die Grofe des Winkels ABC
betrage 120°. Der Fulkpunkt des Lotes von C' auf die Gerade durch A und B sei D.

(a) Beweise, da unter diesen Voraussetzungen die Strecke CB eine Winkelhalbierende im
Dreieck ADC' ist!

(b) Beweise, daf unter diesen Voraussetzungen der Flacheninhalt des Dreiecks ABC doppelt
so groft wie der Fliacheninhalt des Dreiecks DBC' ist!

360823

Briiche der Form %, wobei n eine natiirliche Zahl bezeichnet, die grofser als 1 ist, werden
Stammbriiche genannt. Zwei Stammbriiche, deren Nenner sich um 1 unterscheiden, wollen wir
benachbart nennen. Drei Stammbriiche, von denen der erste (mit dem kleinsten Nenner) und
der zweite sowie der zweite und der dritte jeweils benachbart sind, seien ebenfalls benachbart

genannt. Zum Beispiel sind é, %, % drei benachbarte Stammbriiche.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




(a)
(b)

Ermittle alle diejenigen (gebrochenen) Zahlen zwischen £ und 1, die sich als Summe

2
dreier benachbarter Stammbriiche schreiben lassen!

Max erkléart dem Moritz, wie er die Summe zweier benachbarter Stammbriiche berechnet:
,lch erweitere den ersten Stammbruch mit dem Nenner des zweiten und den zweiten
Stammbruch mit dem Nenner des ersten. Die Zéhler der beiden so entstandenen Briiche
addiere ich; das ergibt den Zahler des Ergebnisses. Als Nenner des Ergebnisses nehme
ich den gemeinsamen Nenner der beiden eben durch Erweitern erhaltenen Briiche.”
Moritz antwortet: ,Wenn man so rechnet, ergibt sich stets ein unkiirzbarer Bruch, gleich-
giiltig, welche beiden benachbarten Stammbriiche man addiert hat.”

Beweise, dafs diese Antwort wahr ist!

Zur Berechnung der Summe dreier benachbarter Stammbriiche sei der folgende Weg
vorgeschrieben: ,Man erweitere jeden der drei Stammbriiche mit dem Produkt der Nenner
der beiden anderen Stammbriiche. Man addiere die Zéhler der drei so entstandenen
Briiche; das ergibt den Zahler des Ergebnisses. Als Nenner des Ergebnisses nehme man
den gemeinsamen Nenner der drei eben durch Erweitern erhaltenen Briiche.®

Fiir welche Nenner des ersten Stammbruchs kann der so als Summe erhaltene Bruch
durch 2 gekiirzt werden, fiir welche nicht?

Zeige, daf der erhaltene Bruch in jedem Fall durch keine andere Zahl (> 1) als durch 2
gekiirzt werden kann!

360824

(a)

In einer Kleinstadt gibt es fiinf Apotheken. Wir bezeichnen sie mit A, B, C', D und F.
Ein Lieferant soll auf einer Fahrt alle fiinf Apotheken erreichen, jede genau einmal, und
ihnen Arzneimittel anliefern. Er hat ferner den Auftrag, auf dieser Fahrt zusétzlich einige
Arzneimittel bei Apotheke B zu laden und zur Apotheke D zu bringen. Ebenso soll er
weitere Arzneimittel bei Apotheke C' laden und zur Apotheke E bringen.

Wie viele Moglichkeiten gibt es, fiir die Fahrt die Reihenfolge der Apotheken so zu
wahlen, daf alle diese Bedingungen erfiillt sind?

Hinweis: Es gentigt nicht, die Moglichkeiten einfach aufzuzéhlen. Es mufs auch deutlich
gemacht werden, dafs es keine weiteren Mdoglichkeiten gibt.

In einer anderen Stadt sollen auf einer Fahrt sieben Apotheken A, B, C,D,E,F, G er-
reicht werden, jede genau einmal, und ein zusétzlicher Auftrag lautet:

Es sind bei Apotheke B Arzneimittel zu laden; einige davon sind zur Apotheke E zu
bringen, einige zur Apotheke G.

Wie viele Moglichkeiten der Reihenfolge gibt es diesmal?
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360831

(a) Ermittle alle diejenigen Paare (a,b) natiirlicher Zahlen, fiir die die folgenden Bedingun-
gen (1), (2), (3) gleichzeitig erfiillt sind!
a <4, (1)
a—b>0,(2)
a+b>2.(3)

(b) Beweise, dafs die Bedingungen (1), (2), (3) von keinem Paar (a,b) ganzer Zahlen erfiillt
werden, in dem (mindestens) eine der beiden Zahlen «a, b negativ ist!

Hinweis: Anders als in manchen Lehrbiichern wird hier auch die Zahl 0 als eine natiirliche
Zahl bezeichnet.

360832

(a) Beweise, dak die Zahl 3 + 3% + 3% + - - - 4 3% durch 10 teilbar ist!
(b) Untersuche, ob die Zahl 3+ 7+ 3% + 7% + 33 + 73 4 - - - + 3109 - 719 durch 10 teilbar ist!

360833

Uber ein Dreieck ABC und eine Gerade g werden folgende Voraussetzungen gemacht:

(1) Es gilt |JAC| = |BC|.

(2) Der Winkel BAC' betragt 64,5°.

(3) Die Gerade g schneidet die Seite AC' in einem Punkt E zwischen A und C, sie
schneidet die Seite BC' in einem Punkt F zwischen B und C, und sie schneidet die
Verlidngerung der Seite BA iiber A hinaus in einem Punkt D.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




(a) Ferner wird vorausgesetzt:
(4) Der Winkel EDA betréagt 42°.
Ermittle aus den Voraussetzungen (1) bis (4) die Grofen der Winkel CEF und EFC!

(b) Nun wird die Voraussetzung (4) weggelassen. Stattdessen soll fiir den Winkel FDA eine
andere Grofe vorausgesetzt werden.
Ermittle alle Moglichkeiten, diese Grofse so zu wahlen, dafs sich — zusammen mit den
Voraussetzungen (1) bis (3) — eine Figur ergibt, in der das Dreieck EFC' gleichschenklig
ist!
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Hinweis: Der Lisungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Satzen dargestellt werden. Zur Lisungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auflerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360834

Zwei Kerzen von unterschiedlicher Dicke wurden zu Beginn eines Tages um 0 Uhr angeziindet;
damals hatten sie voneinander verschiedene Langen. An demselben Tag um 2 Uhr wurde
beobachtet, daf sie einander gleiche Lange hatten. An demselben Tag um 3 Uhr 30 Minuten
war die urspriinglich léngere Kerze vollstindig niedergebrannt, an demselben Tag erst um 5
Uhr auch die urspriinglich kiirzere Kerze.

In welchem Verhéltnis stand zu Anfang die Lénge der kiirzeren Kerze zur Lange der langeren?

360835
Im Innern eines Vierecks ABCD, in dem alle vier Innenwinkel kleiner als 180° sind, sei eine
Anzahl n von Punkten Py,..., P, gelegen. Dann seien Strecken so eingezeichnet, daf folgende

Bedingungen erfiillt sind:

— Von jedem der Punkte Py, ..., P, geht mindestens eine der eingezeichneten Strecken aus;

— jede dieser Strecken verbindet entweder zwei der Punkte miteinander oder einen der
Punkte A, B, C', D mit einem der Punkte Py, ..., Py;

— keine dieser Strecken hat mit einer anderen einen Punkt zwischen deren beiden End-
punkten gemeinsam;

verboten ist also:  p . Py
P, Py
S1 51
P.
So Py 52 ’
Py Py

— das Viereck ABCD wird durch die sdmtlichen eingezeichneten Strecken vollsténdig in
Dreiecke zerlegt;

— in jedem dieser Dreiecke enthélt keine Seite zwischen ihren beiden Endpunkten noch
einen weiteren der Punkte Py, ..., P,;

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




83
P 3
S2
S4 P2

verboten ist also:  p) o1

(a) Zeichne je ein Beispiel fiir n = 1,2,3,4 und stelle in jedem dieser Beispiele die Anzahl
der Dreiecke fest, in die das Viereck zerlegt wird!

(b) Zeichne fiir zwei Beispiele, die sich voneinander nicht in der Wahl der beiden Punkte
Py, P, unterscheiden, bei denen aber das Viereck auf unterschiedliche Weise in Dreiecke
zerlegt ist! Stelle fest, dafs dennoch in beiden Beispielen dieselbe Anzahl von Dreiecken
vorliegt!

(c) Nenne und beweise eine Formel, die — ebenfalls, wie in (b) fiir n = 2 festgestellt, unab-
héngig von der Wahl der einzelnen Strecken — fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Anzahl
der entstehenden Dreiecke angibt!

360836

(a) Zwei Trainer A und B wollen zwolf Sportler trainieren, A eine Trainingsgruppe von vier
Sportlern, B eine von acht Sportlern. Wie viele verschiedene Aufteilungsméglichkeitenen
der zwolf Sportler in die zwei Trainingsgruppen fiir A und B gibt es insgesamt?

(b) Lose die gleiche Aufgabe, wenn drei Trainer A, B und C die zwolf Sportler trainieren,
jeder eine Trainingsgruppe von vier Sportlern!

Hinweis:

1. Bei dieser Aufgabe wiirde eine blofse Aufzdhlung von Aufteilungen nur dann geniigen, wenn
ersichtlich gemacht wird, dafs alle Aufteilungen erfafst sind.

2. In dieser Aufgabe ist auch bei Verwendung einer als bekannt angegebenen allgemeinen
Formel eine Begriindung zu erbringen.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360841

Fiir eine Familie mit Vater, Mutter und zwei Kindern ist iiber die ganzzahligen Altersangaben
bekannt:

(1) Die Summe aller vier Altersangaben betrigt 124.

(2) Die Summe der Altersangaben von Vater und Mutter ist das Dreifache der Summe der
Altersangaben der beiden Kinder.

(3) Die Altersangabe der Mutter ist grofker als das Doppelte der Altersangabe des alteren
Kindes.

(4) Die Differenz, die sich ergibt, wenn man die Altersangabe der Mutter von der des Va-
ters subtrahiert, ist neunmal so grofs wie die Differenz, die sich ergibt, wenn man die
Altersangabe des jliingeren Kindes von der des dlteren subtrahiert.

Weise nach, daf die vier Altersangaben durch die Bedingungen (1) bis (4) eindeutig bestimmt
sind! Wie lauten sie?

360842

Jack, Jim und Jonny entdecken in der Prérie einen Goldschatz. Sie wollen die Beute so vertei-
len: Jack, der Bofs, bekommt mehr als Jim; das Greenhorn Jonny bekommt weniger als Jim.
Da nun die drei Ménner durchaus keine tollen Bruchrechner sind, beschliefsen sie, ihren Schatz
nur in Briiche mit dem Zahler 1 zu teilen.

(a) Gib eine Aufteilung des Schatzes unter diesen Bedingungen an! Zeige, daf dies die einzige
Moglichkeit ist, den Schatz wie gewiinscht zu teilen!

(b) Wie hétte die Aufteilung erfolgen miissen, wenn der an Schnupfen erkrankte Jonas als
vierter Mann bei der Entdeckung des Goldschatzes beteiligt gewesen wére und weniger
als Jim, aber mehr als Jonny zu bekommen hétte? Auch hier soll jeder Anteil ein Bruch
mit dem Zéahler 1 sein. Ermittle alle Moglichkeiten einer solchen Aufteilung!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




360843

In einem Dreieck ABC schneide die Halbierende des Winkels ABC' die Seite AC in D, ferner
schneide die Halbierende des Winkels ACB die Seite AB in E. Der Schnittpunkt dieser beiden
Winkelhalbierenden sei S. Weiter werde vorausgesetzt: Der Winkel DCS sei ebenso groft wie
< CDS, und der Winkel AES sei ebenso grofs wie < ASFE.

Untersuche, ob durch diese Voraussetzungen die Grofen der drei Innenwinkel des Dreiecks
ABC eindeutig bestimmt sind! Ist dies der Fall, so gib diese Grofen an!
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360844

Karl und Fritz spielen ein Wiirfelspiel: Sie werfen drei Wiirfel auf einmal. Zeigen alle drei
Wiirfel dieselbe Zahl, so gewinnt Karl; zeigen die Wiirfel drei aufeinanderfolgende Zahlen, so
gewinnt Fritz. Sind aber die drei Zahlen weder einander gleich noch drei aufeinanderfolgende
Zahlen, so ist dieser Wurf unentschieden. Nach einiger Zeit stellt sich heraus:

(a) Karl findet das Spiel ,unfair“. Er meint, Fritz habe grofere Gewinnchancen als er selbst.
Stimmt das?

(b) Fritz findet das Spiel ,Jangweilig“. Er meint, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden
sei genau flinfmal so grofs wie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Wurf, der nicht unent-
schieden ist. Hat er recht?

360845
Beweise, daf§ die Zahl 213 + 392! durch 45 teilbar ist!

360846

In Abbildung A 360846 ist ersichtlich, was unter einer ,zweistufigen” und einer ,dreistufigen
Treppenlinie” in einem Rechteck verstanden werden soll:

Ihre Teilstrecken gehen durch das Innere des Rechtecks; sie sind parallel zu den Seiten des
Rechtecks, und zwar abwechselnd von unten nach oben und von links nach rechts.

A 360846

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




Nun werde folgende Aufgabe betrachtet:

Ein Rechteck soll so durch eine derartige Treppenlinie zerschnitten werden, daf sich die rechte
Teilfldche durch eine Verschiebung in eine Lage bringen laft, bei der Folgendes gilt:

Die beiden Teilflichen sind wieder liickenlos und ohne Uberlappung zusammengefiigt, und
zwar diesmal zu einem Quadrat.

(a) Zeichne ein Rechteck mit der Breite a = 9 cm und der Hohe b = 4 c¢m, in dem die Aufgabe
durch das Beispiel einer zweistufigen Treppenlinie gelost ist!

(b) Gib ein Paar (a,b) von Seitenldngen (Breite und Hohe eines Rechtecks) so an, daft
die Aufgabe mit einer dreistufigen Treppenlinie l6sbar 1aft! Beweise auch: Wenn die
Aufgabe mit einer dreistufigen Treppenlinie 16sbar ist, dann miissen ¢ und b in demselben
Verhéltnis zueinander stehen wie bei den von dir angegebenen a und b!

(c) Zeige, dak es zu jeder natiirlichen Zahl n genau ein Verhéltnis a : b gibt, fir das die
Aufgabe mit einer n-stufigen Treppe losbar ist!
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361011

Ralf gelingt es, jede gerade Zahl von 4 bis 100 als eine Summe zweier Primzahlen darzustellen.

Ute schafft solche Darstellungen auch fiir einige weitere Zahlen. Sie sagt: ,Ich vermute, daf jede
gerade Zahl eine Summe zweier Primzahlen ist.“ Ralf meint: ,Man kann nicht Vermutungen
aufstellen, die man fiir unendlich viele Fille ausspricht, aber nur in Einzelfdllen bestétigt; auch
dann nicht, wenn es viele Einzelfélle sind.“ Ute erwidert: ,,Doch, das kann man; nur ... .“

(a) Wie wiirden Sie Utes Erwiderung fortsetzen?

(b) Schreiben Sie ein Computerprogramm, mit dem man Ralfs Ergebnis bestétigen kann!

361012
Axel wahlt eine natiirliche Zahl z5 und bildet aus ihr durch fortgesetzte Verdopplung die Folge
der Zahlen zq, 29, ..., z14. Er bemerkt: Bei seiner Wahl von z, gelten fiir die erhaltene Folge

die Aussagen:

— Die ersten vier Zahlen z; bis z4 sind 5-stellig.

Die folgenden drei Zahlen sind 6-stellig.

Dann folgen drei 7-stellige Zahlen,

und am Ende stehen vier 8-stellige Zahlen.

Susanne wahlt eine andere Zahl zj, bildet nach der gleichen Regel z; bis 214 und stellt zu ihrer
Uberraschung fest, daf ebenfalls die obigen Aussagen gelten.

Die Mathematiklehrerin meint, daft dies nun nicht so iiberraschend sei; es gebe mehr als 50
Startzahlen zg, bei deren Wahl ebenfalls diese Aussagen gelten.

(a) Hat die Lehrerin recht?
(b) Wie viele Startzahlen zg, bei deren Wahl die obigen Aussagen gelten, gibt es insgesamt?

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




361013

Zur Gestaltung des Raumes fiir eine Feier will eine Schulklasse auf einer gegebenen Rechteck-
fliche sechs Bilder so aufkleben, wie in Abbildung A 361013 ersichtlich. Zur Verfiigung stehen
zehn Bilder in dem gewiinschten Format; keine zwei dieser zehn Bilder sind einander gleich.
Wie viele Moglichkeiten gibt es insgesamt, sechs dieser zehn Bilder in der vorgesehenen Weise
anzuordnen?

A 361013

361014

Bei einer Kette aus 63 Gliedern habe jedes Glied eine Masse von 1g. Durch Aufbiegen von
einigen Gliedern wird die Kette zerlegt. Abbildung A 361014 zeigt als Beispiel das Aufbiegen
des dritten Gliedes.

A 361014

Die aufgebogenen Glieder und die verbliebenen Teilketten sollen als Wigestiicke dienen, und
zwar so, dafs stets ein zu wagender Gegenstand auf eine Waagschale kommt, die passenden
Wigestiicke auf die andere Waagschale. (Ein glqq Subtraktionsverfahren, bei dem auch Wé-
gestiicke auf dieselbe Waagschale wie der Gegenstand kommen diirfen, soll also nicht stattfin-
den.)

Durch das Aufbiegen welcher Glieder lafst sich erreichen, dafs mit den so erhaltenen Wige-
stiicken jeder ganzzahlige Grammbetrag von 1 g bis 63 g zusammengesetzt werden kann? Dabei
sollen so wenig Glieder wie moglich aufgebogen werden.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




361015

Einem Kreis mit gegebenem Radius r sei ein regelméfiges n-Eck einbeschrieben. Auch sei-
ne Seitenldnge s, sei gegeben. Gesucht ist die Seitenlédnge so, eines regelméfigen 2n-Ecks,
das demselben Kreis einbeschrieben ist. Diese Seitenldnge soll in Abhéngigkeit von r und s,
angegeben werden.

361016

Auf dem Arbeitsblatt ist das Bild A’B’C'D’S’ einer vierseitigen Pyramide ABCDS bei einer
schriagen Parallelprojektion vorgegeben. Von einer Ebene ¢ wird gefordert, daf die Schnittfigur
dieser Ebene mit der Pyramide ABCDS ein Parallelogramm ist. Zu zeichnen ist das (bei
derselben Projektion entstehende) Bild einer solchen Schnittfigur.

Rainer schligt eine Konstruktion vor, bei der die Strecke AB eine Seite eines gesuchten Par-
allelogramms werden soll: Er konstruiert Z’ so, dak A’B’C’Z’ ein Parallelogramm wird, und
verschiebt dann die Strecke C’Z’ in Richtung von C’ nach S’, bis er X’ auf C"S’ sowie Y’ auf
D'S" so erhilt, dak Z'C'X'Y" ein Parallelogramm wird.

Er sagt: ,Ich begriinde diese Konstruktion mit dem Satz, dafs Geraden, die zueinander (aber
nicht zur Projektionsrichtung) parallel sind, bei Parallelprojektion stets wieder in zueinander
parallele Geraden abgebildet werden.“

Susann erwidert: . Jetzt ist zwar ein Parallelogramm, aber dennoch nicht Bild einer gesuchten
Schnittfigur.”

(a) Beweisen Sie, daft Susann recht hat!

(b) Geben Sie eine Konstruktion an, mit der stattdessen tatséachlich das Bild einer gesuchten
Schnittfigur gewonnen werden kann!

(c) Beweisen Sie, daf es sogar unendlich viele Ebenen gibt, die die Pyramide ABCDS in je
einem Parallelogramm schneiden!

Sl

Cl

A 361016
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360921

Ein Fotoklub mochte eine Serie von Bléttern iiber seine Arbeit herstellen. Jedes Blatt soll
genau 6 Bilder enthalten, wie in Abbildung A 360921 ersichtlich; die Motive der 6 Bilder auf
je einem Blatt sollen voneinander verschieden sein. Insgesamt stehen 10 verschiedene Motive
zur Verfiigung.

A 360921

Welches ist die grofstmogliche Anzahl voneinander verschiedener Blétter, die sich in dieser Art
herstellen lassen?

Dabei gelten zwei Blatter bereits dann als voneinander verschieden, wenn eines dieser beiden
Blatter mindestens ein Motiv enthélt, das auf dem anderen Blatt nicht vorkommt. Enthalten
zwei Bléatter dagegen beide genau dieselben 6 Motive, nur moglicherweise in unterschiedlicher
Reihenfolge, so gelten sie nicht als verschieden.

Hinweis: Anders als im Vorspann vermerkt, wiirde es bei dieser Aufgabe nicht ausreichen,
etwa eine (fiir Aufgaben dieses Typs) anwendbare fertige Formel als bekannten Sachverhalt
anzufithren und dann nur formal anzuwenden. Vielmehr ist, wenn eine solche Formel benutzt
werden soll, zusétzlich zu ihr eine Begriindung zu nennen (die wenigstens fiir die hier gestellte
spezielle Aufgabe ausreicht).

‘Auf der nachsten Seite geht es weiter!




360922
Ermitteln Sie alle Primzahlen p mit der Eigenschaft, daf die Zahl p? — 1 durch 24 teilbar ist!

360923
Es seien a, b, c und d positive Zahlen.

Beweisen Sie, dafs unter dieser Voraussetzung stets die Ungleichung

1 1 1 1 4
a+b+c+a+b+d+a+c+d+b+c+d> a+b+c+d

gilt!

360924

Konstruieren Sie ein beliebiges Viereck ABCD), das folgende Eigenschaften hat: Alle Innen-
winkel sind kleiner als 180°, keine zwei Seiten sind einander gleichlang, keine zwei Seiten sind
zueinander parallel!

Nun soll im Innern des von Thnen konstruierten Vierecks ABCD ein Punkt P so konstruiert
werden, daf die beiden Vierecke ABCP und CDAP einander gleichen Fliacheninhalt haben.
(Bemerkung: : Es gibt unendlich viele solche Punkte; nur ein beliebiger von ihnen soll kon-
struiert werden.)

(a) Beschreiben Sie, wie aus gegebenen A, B, C, D ein Punkt P konstruiert werden soll!

(b) Beweisen Sie, daf ein Punkt P, wenn er nach Threr Beschreibung konstruiert wird, die
Bedingung (gleicher Flacheninhalt von ABCP und CDAP) erfiillt!

(c) Fiihren Sie die von IThnen beschriebene Konstruktion durch!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360931

Beim Kartenspiel ,,Doppelkopf” gibt es 40 Karten, namlich von jeder der vier ,Farben* Kreuz,
Pik, Herz, Karo je zwei von jedem der ,Bilder As, Kionig, Dame, Bube, Zehn.

Jemand stellt fest, dafs die ersten sechs Karten, die er beim Geben bekommen hat, sechs Damen
sind. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es insgesamt fiir eine Zusammenstellung von
sechs Damen?

Dabei gelten zwei Moglichkeiten genau dann als voneinander verschieden, wenn fiir (mindes-
tens) eine der vier Farben gilt, daf bei der einen Zusammenstellung eine andere Anzahl von
Damen dieser Farbe dabei ist als bei der anderen Zusammenstellung. Auf eine Unterscheidung
zwischen zwei Damen jeweils von einander gleicher Farbe kommt es also nicht an, auch nicht
auf die Reihenfolge, in der die vier Karten zusammengestellt werden.

360932

Wieviele Losungen (x,y) mit nichtnegativen ganzen Zahlen z,y hat die Gleichung
9z + 11y = 1996 insgesamt?

360933

Gegeben seien zwei Kreise kq, ko , die sich in zwei Punkten P # @ schneiden und fiir deren
Radien ry # ry gilt.

Von einer Geraden g wird gefordert:
(1) Die Gerade g schneidet k; in P und einem Punkt A;, sie schneidet ky in P und
einem Punkt A,.
(2) Es gllt P % Al, P 7£ AQ und Al % AQ.
(3) Es gilt |PA;| = |PAs|.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




(a) Aus der Annahme, eine Gerade g erfiille diese Forderungen, soll hergeleitet werden, wie
man ¢ (ausgehend von den gegebenen Kreisen ki, ks und ihren Mittelpunkten M, M,)
konstruieren kann. Fiihren Sie eine solche Herleitung durch und

(b) beschreiben Sie die so hergeleitete Konstruktion!

(c) Zeigen Sie, wie sich auch umgekehrt aus der Voraussetzung, eine Gerade g sei nach Ihrer
Beschreibung konstruiert, schliefsen lafst, daf ¢ dann die Forderungen erfiillt!

(d) Fiihren Sie, ausgehend von zwei selbst gewéhlten Kreisen kq, ko, die von Thnen beschrie-
bene Konstruktion aus!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360934

Susanna und Ralf wollen ein Spiel fiir 16 Personen erfinden. Die Regeln sollen nach folgender
Idee gestaltet werden: Jedem Mitspieler wird eine von 16 verschiedenen Zahlen zugeordnet.
Dann wird mehrere Male durch Zufallsentscheidung eine dieser Zahlen hergestellt. Jedesmal
erhélt der Spieler, dem die hergestellte Zahl zugeordnet ist, einen Gewinnpunkt. Wer am
Ende, nachdem dies n - 16 mal durchgefithrt wurde (mit einer grofen Zahl n), die meisten
Gewinnpunkte hat, ist Sieger.

Ralf schlagt als Zufallsentscheidung vor: ,Man wiirfelt mit drei Wiirfeln und nimmt die Au-
gensumme des Wurfes. Das ist dann stets eine der 16 Zahlen 3,4, ...,18.%

Susanna meint: ,,So wird das Spiel aber ungerecht. Denn es gibt z.B. nur eine Md&glichkeit fiir
die Augensumme 3, aber mehr als eine Mdglichkeit fiir die Augensumme 10. Der Spieler, dem
die 3 zugeordnet ist, hat also eine kleinere Chance, Gewinnpunkte zu erhalten, als der Spieler,
dem die 10 zugeordnet ist.”

Ralf meint: ,Statt der drei Wiirfel miifste ein Kérper mit 16 Seitenflichen benutzt werden, auf
jeder dieser Fliachen mit einer Zahl beschriftet. Aber leider gibt es kein regelméfiges Polyeder
mit 16 Seitenflachen.”

Schliefslich kommt Susanna auf die Idee: ,Wir nehmen zwei regelméafige Oktaeder und be-
schriften jede Seitenfliche mit einer der Zahlen 0,1,...,8. Die Beschriftung kann fiir beide
Oktaeder unterschiedlich sein, und es miissen auch Zahlen mehrmals vorkommen (weil ja 16
Flachen zu beschriften sind, aber nur 9 Zahlen verwendet werden sollen). Diese Beschriftung
richten wir so ein, daf jeder mogliche Wurf mit den zwei Oktaedern eine der Zahlen 1,2,...,16
als Summe hat, und zwar fiir jede dieser Zahlen mit gleichgrofser Chance ihres Vorkommens
wie fiir jede andere dieser Zahlen.*

Zeigen Sie durch ein Beispiel, daf eine solche Beschriftung méglich ist!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




360935

Beweisen Sie, dak es fiir jede der Ziffern a = 1,2,...,9 und fiir jede ganze Zahl g > 1 eine
Zahl N > 1 gibt, mit der die folgende Aussage (*) gilt!

(*) Alle Zahlen, deren Zifferndarstellung gaa - --aq mit n > N lautet, lassen bei Division
—_——

nZiffern
durch 29 denselben Rest.

360936
Gegeben sei ein Fiinfeck ABCDE.

D

E
C
A B

Im Innern dieses Fiinfecks sollen alle diejenigen Punkte P gefunden werden, mit denen die
folgende Aussage gilt: Das Viereck ABCP hat ebenso grofen Flicheninhalt wie das Fiinfeck
CDEAP.

(a) Beschreiben Sie eine (von den gegebenen Punkten A, B, C, D, E ausgehende) Konstruk-
tion, mit der sich eine Menge von Punkten P ergibt!

(b) Beweisen Sie, daf jeder Punkt P, der sich aus einer Konstruktion nach Ihrer Beschrei-
bung ergibt, die Bedingung (gleicher Flacheninhalt von ABCP und CDEAP) erfiillt!

(c) Fiihren Sie auf dem Arbeitsblatt die von Ihnen beschriebene Konstruktion durch!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in lo-
gisch und grammatisch einwandfreien Scitzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung heran-
gezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf eine
Beweisangabe kann aufSerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen besitzt
und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360941

Ein Fotoklub mdéchte eine Serie von Bldttern zum Verteilen herstellen. Auf jedem Blatt sollen 6
Bilder sein, wie in Abbildung A 360941 gezeigt.

A 360941

Fiir solche Bilder stehen insgesamt 10 verschiedene Motive zur Verfiigung. Jede mogliche Zusam-
menstellung von 6 verschiedenen dieser Motive soll in einer beliebigen Reihenfolge auf genau
einem Blatt vorkommen. Wie viele Exemplare (kleinstmdégliche Anzahl) von jedem der 10 Motive
reichen aus?

Hinweis: Anders als im Vorspann vermerkt, wiirde es bei dieser Aufgabe nicht ausreichen, etwa
eine (fiir Aufgaben dieses Typs) anwendbare fertige Formel als bekannten Sachverhalt anzufiih-
ren und dann nur formal anzuwenden. Vielmehr ist, wenn eine solche Formel benutzt werden
soll, zusdtzlich zu ihr eine Begriindung zu nennen (die wenigstens fiir die hier gestellte spezielle
Aufgabe ausreicht).

‘ Auf der ndichsten Seite geht es weiter!




360942

a.
Es seien 100 Briiche @); = b_l (i =1,...,100) mit natiirlichen Zahlen a; und b; beliebig gewdhlt,

1
nur mit der Bedingung, dal8 mindestens ein Paar (i, j) mit (); # (; existiert.
ay+ay+---+ apo

Beweisen Sie, dak der Bruch
b1+b2+---+b100

groer als das Minimum der ); und kleiner als

das Maximum der (); ist!

360943

Es sei_AB CD ein Trapez mit AB||CD und |AB| =2-|CD|. Der Schnittpunkt der Diagonalen AC
und BD sei S.Jede Gerade g durch S zerlegt das Trapez in zwei Teilflichen; deren Flicheninhalte
seien so mit F, F» bezeichnet, da £ > F gilt.

(a) Beweisen Sie, dal3 es genau eine Gerade g durch S gibt, fiir die das Verhéltnis v = F} : F}
seinen grofftmoglichen Wert annimmt!

(b) Berechnen Sie diesen grof$tmoglichen Wert von v!



36. Mathematik-Olympiade
4. Stufe (Bundesrunde)
Olympiadeklasse 9
Aufgaben - 2. Tag

© 1996 Aufgabenausschuss des Mathematik-Olympiaden e.V.
www.mathematik-olympiaden.de. Alle Rechte vorbehalten.

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in lo-
gisch und grammatisch einwandfreien Scitzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung heran-
gezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf eine
Beweisangabe kann aufSerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen besitzt
und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

360944

Aus dem Schema in Abbildung A 361044 sollen genau acht Zahlen gestrichen werden. Als einzige
Bedingung wird gefordert, dall in jeder Zeile und in jeder Spalte genau zwei Zahlen wegfallen.

Beweisen Sie, dal sich nach jeder solchen Streichung dieselbe Summe der acht {ibrigbleibenden
Zahlen ergibt!

10| 11 | 12
13|14 | 15| 16

A 361044

360945

Untersuchen Sie, ob es ein Stellenwertsystem der Basis B gibt, in dem 173 = 212 gilt! Geben Sie
im Falle der Existenz alle dersrtigen Basen B an!

360946

In einem beliebig gegebenen Kreisausschnitt A M B, dessen Zentriwinkel AMB eine Grée klei-
ner als 90° hat, werden von einem beliebigen Punkt P des Bogens A B die Lote auf die Radien M A
und MB gefillt; die FuBpunkte seien mit C' bzw. D bezeichnet.

Beweisen Sie, daR die Linge der Strecke CD unabhingig von der Lage des Punktes P auf dem
Bogen AB ist!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361021

Zur Gestaltung eines bunten Nachmittags will eine Schulklasse ein Gliicksrad bauen. Sie hat
dafiir eine runde Scheibe mit 5 Plétzen fiir je ein Bild; siche Abbildung A 361021. Es stehen
zum Aufkleben 5 verschiedene Bilder zur Verfiigung.

Wie viele verschiedene Reihenfolgen, diese Bilder auf dem Gliicksrad anzubringen, gibt es
insgesamt?

Dabei gelten zwei Reihenfolgen genau dann als nicht verschieden voneinander, wenn in ihnen
fiir je zwei Bilder die gleiche Drehung das erste Bild in das zweite iiberfiihrt.

A 361021

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




361022

Wenn z; und a zwei gegebene natiirliche Zahlen sind, so werde diejenige Zahlenfolge
(21,29,...,214) eine ,(zp;a) -Folge" genannt, bei der aus zy der Reihe nach durch Multipli-
kation mit a die Zahlen zq, 2o, ..., z14 gebildet wurden und bei der je zwei dieser 14 Zahlen
5-stellig, 6-stellig, 7-stellig, 8-stellig, 9-stellig, 10-stellig, 11-stellig sind.

(a) Finden Sie zu a = 3 eine natiirliche Zahl 2z , mit der eine (zo; a)-Folge entsteht!

(b) Untersuchen Sie, ob es auch eine (zp; a)-Folge zu einer natiirlichen Zahl a # 3 gibt!

361023
Beweisen Sie die folgende Aussage!

Fiir jede gerade natiirliche Zahl n, von der vorausgesetzt wird, daf sie die
Summe zweier Quadratzahlen ist, folgt: Auch %n ist die Summe zweier
Quadratzahlen.

(Zwei Beispiele dafiir, daf sowohl die Voraussetzung als auch die Behauptung erfiillt sein
kann, sind etwa: 1. Beispiel: 8 = 2% + 22 wegen 4 = 22 + 0%; 2. Beispiel: 34 = 5% + 3% wegen
172 = 42 +12. Natiirlich ist mit solchen Beispielen die zu beweisende allgemeine Aussage nicht
erbracht.)

361024

Ein Wiirfel soll von einer Ebene so geschnitten werden, daf als Schnittfigur ein regelmafiges
n Eck entsteht.

Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen Zahlen n > 3, fiir die das moglich ist!
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Satzen dargestelll werden. Zur Lisungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361031

Beim Kartenspiel ,,Doppelkopf” gibt es 40 Karten, namlich von jeder der vier ,Farben* Kreuz,
Pik, Herz, Karo je zwei von jedem der ,Bilder As, Kionig, Dame, Bube, Zehn.

Jemand stellt fest, dafl die ersten vier Karten, die er beim Geben bekommen hat, vier Damen
sind. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es insgesamt fiir eine Zusammenstellung von
vier Damen?

Dabei gelten zwei Moglichkeiten genau dann als voneinander verschieden, wenn fiir (mindes-
tens) eine der vier Farben gilt, dak bei der einen Zusammenstellung eine andere Anzahl von
Damen dieser Farbe dabei ist als bei der anderen Zusammenstellung. Auf eine Unterscheidung
zwischen zwei Damen jeweils von einander gleicher Farbe kommt es also nicht an, auch nicht
auf die Reihenfolge, in der die vier Karten zusammengestellt werden.

361032

Ermitteln Sie alle diejenigen ganzen Zahlen a,b und n, fiir die n > 1 und

(a+b)"=a"+0"

gilt!

361033

Gegeben seien zwei Kreise ky, ky , die sich in zwei Punkten P # () schneiden und fiir deren
Radien ry # ry gilt.

Von einer Geraden g wird gefordert:
(1) Die Gerade g schneidet k; in P und einem Punkt A;, sie schneidet ks in P und
einem Punkt A,.
(2) Es gllt P # A17 P # AQ und Al 7é AQ.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




(a) Aus der Annahme, eine Gerade g erfiille diese Forderungen, soll hergeleitet werden, wie
man ¢ (ausgehend von den gegebenen Kreisen ki, ks und ihren Mittelpunkten M, M,)
konstruieren kann. Fiihren Sie eine solche Herleitung durch und

(b) beschreiben Sie die so hergeleitete Konstruktion!

(c) Zeigen Sie, wie sich auch umgekehrt aus der Voraussetzung, eine Gerade g sei nach Ihrer
Beschreibung konstruiert, schliefsen lafst, daf ¢ dann die Forderungen erfiillt!

(d) Fiihren Sie, ausgehend von zwei selbst gewéhlten Kreisen kq, ko, die von Thnen beschrie-
bene Konstruktion aus!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361034

Susanna und Ralf wollen ein Spiel fiir 16 Personen erfinden. Die Regeln sollen nach folgender
Idee gestaltet werden: Jedem Mitspieler wird eine von 16 verschiedenen Zahlen zugeordnet.
Dann wird mehrere Male durch Zufallsentscheidung eine dieser Zahlen hergestellt. Jedesmal
erhélt der Spieler, dem die hergestellte Zahl zugeordnet ist, einen Gewinnpunkt. Wer am
Ende, nachdem dies n - 16 mal durchgefithrt wurde (mit einer grofen Zahl n), die meisten
Gewinnpunkte hat, ist Sieger.

Ralf schlagt als Zufallsentscheidung vor: ,Man wiirfelt mit drei Wiirfeln und nimmt die Au-
gensumme des Wurfes. Das ist dann stets eine der 16 Zahlen 3,4, ...,18.%

Susanna meint: ,,So wird das Spiel aber ungerecht. Denn es gibt z.B. nur eine Md&glichkeit fiir
die Augensumme 3, aber mehr als eine Mdglichkeit fiir die Augensumme 10. Der Spieler, dem
die 3 zugeordnet ist, hat also eine kleinere Chance, Gewinnpunkte zu erhalten, als der Spieler,
dem die 10 zugeordnet ist.”

Ralf meint: ,Statt der drei Wiirfel miifste ein Kérper mit 16 Seitenflichen benutzt werden, auf
jeder dieser Fliachen mit einer Zahl beschriftet. Aber leider gibt es kein regelméfiges Polyeder
mit 16 Seitenflachen.”

Schliefslich kommt Susanna auf die Idee: ,Wir nehmen zwei regelméafige Oktaeder und be-
schriften jede Seitenfliche mit einer der Zahlen 0,1,...,8. Die Beschriftung kann fiir beide
Oktaeder unterschiedlich sein, und es miissen auch Zahlen mehrmals vorkommen (weil ja 16
Flachen zu beschriften sind, aber nur 9 Zahlen verwendet werden sollen). Diese Beschriftung
richten wir so ein, daf jeder mogliche Wurf mit den zwei Oktaedern eine der Zahlen 1,2,...,16
als Summe hat, und zwar fiir jede dieser Zahlen mit gleichgrofser Chance ihres Vorkommens
wie fiir jede andere dieser Zahlen.*

Zeigen Sie durch ein Beispiel, daf eine solche Beschriftung méglich ist!

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




361035

Fiir jede natiirliche Zahl n > 2 ermittle man in Abhéngigkeit von n den grofsten gemeinsamen
Teiler der beiden Zahlen 2"~ — 1 und 2"*! — 1.

361036
Gegeben sei ein Fiinfeck ABCDE.

Im Innern dieses Fiinfecks sollen alle diejenigen Punkte P gefunden werden, mit denen die
folgende Aussage gilt: Das Viereck ABCP hat ebenso grofen Flicheninhalt wie das Fiinfeck
CDEAP.

(a) Beschreiben Sie eine (von den gegebenen Punkten A, B, C', D, E ausgehende) Konstruk-
tion, mit der sich eine Menge von Punkten P ergibt!

(b) Beweisen Sie, daf jeder Punkt P, der sich aus einer Konstruktion nach Ihrer Beschrei-
bung ergibt, die Bedingung (gleicher Flacheninhalt von ABCP und CDEAP) erfiillt!

(c) Fiihren Sie auf dem Arbeitsblatt die von Thnen beschriebene Konstruktion durch!
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4. Stufe (Bundesrunde)
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in lo-
gisch und grammatisch einwandfreien Scitzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung heran-
gezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf eine
Beweisangabe kann aufSerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen besitzt
und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361041

In einem ,4 x n Kartenspiel “ gebe es 4 ,Farben“ und von jeder Farbe 7 ,Bilder*; dabei sei n eine
natiirliche Zahl mit n = 5 . Gefragt wird nun, wie gro die Chance ist, bei zufélligem Ziehen von
fiinf Karten des Spiels solche Karten zu ziehen, die alle fiinf einander gleiche Farbe haben.

Jemand bemerkt, dald diese Chance um so groer ist, je grof3er n ist. Bei einem Skatspiel (1 = 8)
beispielsweise haben etwa 0,1112 % aller Moglichkeiten, fiinf Karten zu ziehen, die Eigenschaft,
dal es fiinf Karten einander gleicher Farbe sind, bei einem Rommeéspiel (n = 13) sind es bereits
etwa 0,1981 % aller Moglichkeiten.

Kann 7 so gro3 gewdhlt werden, da der Anteil der Moglichkeiten, fiinf Karten gleicher Farbe zu
ziehen, 0,5 % aller Moglichkeiten erreicht oder tibersteigt?

361042

a:
Es seien 100 Briiche ); = b—l (i =1,...,100) mit natiirlichen Zahlen a; und b; beliebig gewihlt,

1
nur mit der Bedingung, dall mindestens ein Paar (i, j) mit (); # (); existiert.
ay+ap+---+ apo
b1+ by +---+ bigo

Beweisen Sie, dall der Bruch groer als das Minimum der ); und kleiner als

das Maximum der (); ist!

361043

Es Sei_AB CD ein Trapez mit EI I@ und |AB| =2-|CD|. Der Schnittpunkt der Diagonalen AC
und BD sei S.Jede Gerade g durch S zerlegt das Trapez in zwei Teilfldchen; deren Fldcheninhalte
seien so mit F, F» bezeichnet, da F7 > F gilt.

(a) Beweisen Sie, dal3 es genau eine Gerade g durch S gibt, fiir die das Verhéltnis v = F : F}
seinen grofStmoglichen Wert annimmt!

(b) Berechnen Sie diesen grotmoglichen Wert von v!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in lo-
gisch und grammatisch einwandfreien Scitzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung heran-
gezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf eine
Beweisangabe kann aufSerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen besitzt
und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361044

Aus dem Schema in Abbildung A 361044 sollen genau acht Zahlen gestrichen werden. Als einzige
Bedingung wird gefordert, dall in jeder Zeile und in jeder Spalte genau zwei Zahlen wegfallen.

Beweisen Sie, dal sich nach jeder solchen Streichung dieselbe Summe der acht {ibrigbleibenden
Zahlen ergibt!

10| 11 | 12
13|14 | 15| 16

A 361044

361045

Beweisen Sie, dal3 es zu jeder natiirlichen Zahl n eine natiirliche Zahl z gibt, die im dekadischen
System unter (gegebenenfalls mehrfacher) Verwendung von genau zwei verschiedenen Ziffern
geschrieben wird und durch 7 teilbar ist!

‘ Auf der ndichsten Seite geht es weiter!




361046

In einem Quadrat A BCD werden um die Eckpunkte diejenigen Viertelkreisbogen konstruiert, die
jeweils zwei der tibrigen Eckpunkte miteinander verbinden. Im Innern des Quadrates ABCD lie-
gen vier Schnittpunkte E, F', G, H von jeweils zwei der Viertelkreisbogen. Sie sind die Eckpunkte
eines kleineren Quadrates (). Aulerdem aber sind £, F, G, H auch die Endpunkte von Teilb6gen
der Viertelkreise; diese Teilbégen bilden ein Kreisbogenviereck V. Schlief{lich werde derjenige
Kreis K konstruiert, der dem Kreisbogenviereck V' einbeschrieben ist, indem er die vier Bogen
des Kreisbogenvierecks V' beriihrt.

Untersuchen Sie, ob die Flicheninhalte von ) und von K einander gleich sind bzw. welcher die-
ser beiden Flacheninhalte andernfalls der groBere ist!

Hinweis: Bei Verwendung von Ndherungswerten (z.B. von dem auf 5 Dezimalen nach dem Kom-
ma genauen Ndherungswert 3,14159 fiir 7) ist korrektes Arbeiten mit Ungleichungen erforder-
lich.
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Hinweis: Der Lésungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Satzen dargestelll werden. Zur Lisungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361311

a) Man ermittle alle positiven ganzen Zahlen n mit der folgenden Eigenschaft:
Schreibt man vor den Anfang der im Dezimalsystem geschriebenen Zahl n zusétzlich
eine geeignet gewahlte weitere Ziffer, so ergibt sich die Zahl 57 - n.

b) Man beweise, daf keine positive ganze Zahl n existiert, aus der sich durch das in (a)
beschriebene Voranstellen einer Ziffer die Zahl 56 - n ergeben wiirde.

361312
Man beweise, daf fiir jedes rechtwinklige Dreieck die folgende Aussage gilt:

Ist p der Inkreisradius, r der Umkreisradius, v der Umfang und ¢ die Lénge der Hypotenuse
des Dreiecks, so ergibt sich zwischen den beiden Verhéltnissen u : ¢ und p : r die Differenz 2.

361313

Man beweise, dafs fiir jede natiirliche Zahl n > 4 die Ungleichung
(42—4)-5*~4)- - - (n*—4)<6-(4*-9)-5°=9)-----(n*—9)

gilt.

361314

In einem Vortrag wurde erwéhnt, daft man mit algebraischen Methoden die folgende historische
Aufgabe der sogenannten ,Wiirfelverdopplung“ als unlésbar durch eine Konstruktion mit Zirkel
und Lineal nachweisen kann:

Gegeben ist eine Streckenlédnge a. Gesucht ist die Kantenldnge = eines Wiirfels, der doppelt
so groftes Volumen hat wie ein Wiirfel der Kantenldnge a.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




In der anschlieffenden Diskussion schlagt ein Schiiler vor:

,2Man kann zu einem Quader mit den Kantenlangen ay = 2a, by = ¢y = a mit Zirkel und
Lineal eine Linge z; konstruieren, fiir die 22 = aq - by gilt. Der Quader mit den Kantenlingen
a1 = by = x1, ¢1 = ¢¢ hat dasselbe Volumen wie der vorige Quader, ebenso auch alle folgenden
Quader.

Man konstruiert weiter: x5 mit 3 = b; - ¢; und erhilt den Quader mit ay = a1, by = ¢y = To;
dann konstruiert man xs; mit x% = as - by und erhélt den Quader mit az = b3 = x3, c3 = ¢o;
weiter erreicht man xi = b3 - c3 und erhélt den Quader mit ay = asz, by = ¢4 = x4; ... usw.
Diese Léngen xy, x9, T3, 4,... kommen der gesuchten Lange x beliebig nahe.“
(a) Berechnen Sie = sowie x1,x9, x3, x4 und dann ﬂ, @, ﬁ, i , diese vier Werte als Po-
tenzen mit der Basis 2 geschrieben! e
(b) Beweisen Sie, daf in der Tat die Léngen z,, sich beliebig wenig von x unterscheiden,

wenn nur fiir n geniigend grofe Werte gewahlt werden!
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361321
Man ermittle alle diejenigen Paare (z;y) reeller Zahlen, die Losungen des Gleichungssystems
(x+y)* +3(z +y) =4, (1)

1 1 1
L (2)
Ty 6

sind.

361322

Trennt man in der Dezimaldarstellung einer natiirlichen Zahl n, beginnend mit der letzten
Ziffer, jeweils Gruppen von k Ziffern ab (wobei die letzte Gruppe auch aus weniger als k
Ziffern bestehen kann) und bildet die Summe der von diesen Gruppen dargestellten Zahlen,
so erhdlt man eine Zahl, die als die Quersumme k-ter der Ordnung von n , kurz Qy(n) ,
bezeichnet sei. Beispielsweise ist

(5(1234 056 789) = 789 + 56 + 234 4+ 1 = 1 080.
Jemand behauptet:

Zu jeder natiirlichen Zahl m > 5 gibt es eine natiirliche Zahl £ > 0, mit der die
folgende , Teilbarkeitsregel fiir m* gilt: Eine natiirliche Zahl n ist genau dann durch p ()
m teilbar, wenn @Qx(n) durch m teilbar ist.

a) Man zeige, dak die Aussage (*) fiir m = 10 nicht gilt.
b) Man zeige, daf die Aussage (*) fiir m = 37 gilt.

¢) Man ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen m > 5, fiir die die Aussage (*) gilt.

‘Auf der nachsten Seite geht es weiter/‘




361323

In der Ebene sei ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem gegeben. Weiterhin seien
in der Ebene n Rechtecke gelegen, deren Seiten sdmtlich zu den Koordinatenachsen parallel
sind. Die Randlinien (bestehend aus den je vier Seiten) dieser Rechtecke zerlegen die Ebene
in N Teilflachen.

Man bestimme fiir jede natiirliche Zahl n > 1 den groften Wert, den N annehmen kann.

361324
a) Man beweise, dak fiir alle reellen Zahlen k& und alle reellen Zahlen a,b mit a > b > 0 die
Ungleichung
VEFT - VEF R <a—b
gilt.

b) Man beweise, daf fiir alle reellen Zahlen k, alle reellen Zahlen a,b mit a > b > 0 und
alle positiven ganzen Zahlen n die Ungleichung

Var+ k2 — Vb +k2<a—b

gilt.



36. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Landesrunde)
Olympiadeklassen 11-13

Aufgaben — 1. Tag

© 1996 Aufgabenausschuss des Mathematik-Olympiaden e.V.
www.mathematik-olympiaden.de. Alle Rechte vorbehalten.

Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361331

Man ermittle, wie viele Moglichkeiten es insgesamt gibt, die Zahl 1997 als Summe von zwei
oder mehr aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen darzustellen. (Darstellungen mit 0 als
erstem Summanden sollen nicht mitgezihlt werden.)

361332

In einer Ebene E; ist ein Parallelogramm A; B; C1 D; gegeben, in einer Ebene E, ein Paralle-
logramm Ay B, CyDs. Dabei sei A1 = As,.

Man zeige: Unter diesen Voraussetzungen gilt stets die Ungleichung | By Bs| + | Cy Cs| = | Dy Ds|.

361333
Von den nachstehenden Aufgaben Teil A und Teil B ist genau eine auszuwéhlen und zu l6sen:
Teil A

Man ermittle alle diejenigen Paare (z,y) reeller Zahlen x und y, die Losungen des folgenden
Gleichungssystems (1), (2) sind:

T Y
— T =Y, 1
Vi Ve 1)
7 + 4287y (2)

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




Teil B

Man ermittle alle diejenigen reellwertigen Funktionen f, die den folgenden Bedingungen (1) ,
(2) , (3) gentigen:

(1) Die Funktion f ist fiir alle von 0 verschiedenen reellen Zahlen z definiert.
(2)

(3)

Fiir alle von 0 verschiedenen reellen Zahlen z gilt f(—z) = f(z).

Fii alle von 0 verschiedenen reellen Zahlen z und y mit x + y # 0 gilt

((et3) 1) s Q) rms
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361334

Man ermittle alle reellen Losungen = der Gleichung

(z—1)-(z—2)-(z—3)-(z—4)+1=0.

361335

In einem Quadrat ABCD seien k; und ko die von A nach C' verlaufenden Viertelkreishogen mit
den Mittelpunkten B bzw. D. Fiir jeden Punkt P auf k; sei t; die in P an k; gelegte Tangente;
ferner sei ty die zu t; parallele Tangente an ks. Die zu ¢; und ¢5 senkrechten Geraden durch A
bzw. C seien s; bzw. so. Die Geraden tq, sq, t9, S begrenzen ein Rechteck R.

Man beweise, dak der Umfang des Rechtecks R nicht von der Wahl des Punktes P abhéngt.

361336

Man ermittle alle diejenigen Paare (m,n) nichtnegativer ganzer Zahlen m und n, fir die
5™ 4 2™ 4 2 eine Quadratzahl ist.
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361341

Man beweise: Es gibt keine von Null verschiedenen Quadratzahlen a, b, ¢, d, fiir die a-d—b-c = a
gilt.

361342

Als ungeraden Teil einer positiven ganzen Zahl k bezeichnen wir den grofiten ungeraden Teiler
von k und schreiben dafiir u(k).

2" u(k 2
Man beweise, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Ungleichung o > # > 3 gilt.
k=1

361343

Fiir ein konvexes Viereck A BCD mit den Diagonalen AC und BD seien folgende Winkelgréfen
vorausgesetzt:

Winkel||xCBD | CAD|<ABD|4<BAC
GroRe || 10° 20° 40° 50°

Man berechne die Grofen der beiden Innenwinkel | BCD| und | ADC| des Vierecks ABCD.
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begrindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Lésungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann auferdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

361344

Man ermittle alle diejenigen Tripel (z,y, z) reeller Zahlen z,y, z, die das folgende Gleichungs-
system (1), (2), (3) erfiillen:

¥ =2y —1 (1)

y3:Z—1 (2>

=21 (3)
361345

Von n in einer Ebene liegenden Kreisscheiben, unter denen sich auch solche befinden kénnen,
die einander iiberlappen, wird vorausgesetzt: Die Vereinigungsmenge dieser Kreisscheiben habe
den Flécheninhalt 1.

Man beweise, dafs es unter dieser Voraussetzung stets moglich ist, aus den Kreisscheiben eine
Teilmenge von paarweise disjunkten Scheiben so auszuwéhlen, daf die Summe der Flachenin-

1
halte der ausgewéhlten Scheiben grofier als 9 ist.

‘Auf der ndchsten Seite geht es weiter!




361346

Von den nachstehenden Aufgaben Teil A und Teil B ist genau eine auszuwéhlen und zu l6sen:

Teil A
Es seien f und g die durch

f(x) = 2° + 5t + 53 + 52 + 1,
g(z) = a° + 5z* + 323 — ba? — 1

definierten Funktionen.

Man ermittle alle diejenigen Primzahlen p, zu denen es (mindestens) eine natiirliche Zahl x
mit 0 < = < p gibt, fiir die sowohl die Zahl f(x) als auch die Zahl g(x) durch p teilbar ist.
Zu jeder solchen Primzahl p ermittle man alle natiirlichen Zahlen z, die diese Bedingungen
erfiillen.

Teil B

Zur ndherungsweisen Konstruktion eines regelmifigen Fiinfecks wird folgendes Verfahren vor-
geschlagen: Auf einer Kreislinie wihle man fiinf Punkte Py, P», P3, Py, P5 so, dak sie die Eck-
punkte eines sonst beliebigen konvexen Fiinfecks P; P, P3P, Ps sind. Ferner wahle man eine
beliebige positive Zahl ¢ als Fehlerschranke. Nun fiihre man folgende Arbeitsschritte durch:

(1) Fiihre die weiteren Bezeichnungen Py := P5; und P := P; ein und konstruiere dann fiir
Jj =1,...,5 den Punkt @); als Mittelpunkt desjenigen Kreisbogens, der P;_; mit P;;
verbindet und durch P; geht.

(2) Benenne das so entstandene Fiinfeck @) Q2 Q304 Qs in Py P, P3Py Ps um.

(3) Betrachte fiir j = 1,...,5 jeweils die Lénge des Bogens, der von P; nach Pj.; (aber
nicht iiber die anderen P; ) fithrt. Wenn diese Bogenldngen die Bedingung erfiillen, daft

die Differenz aus der grofsten und der kleinsten dieser Bogenlangen kleiner als € ist, dann
beende das Verfahren; andernfalls setze mit Schritt (1) fort.

Man beweise, daft dieses Verfahren fiir jede Wahl der Ausgangspunkte Py, Ps, P3, Py, Ps und
der Fehlerschranke ¢ nach endlich vielen Schritten abbricht.



