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| Algebra

I.I Gleichungen, Gleichungssysteme

| Runde 1

Aufgabe V00701:

Drei Klassen halfen im NAW und putzten im Wettbewerb 9600 Ziegel ab. Die Klasse 7a putzte 840
Ziegel mehr ab als die Klasse 7b, die Klasse 7c jedoch schaffte 360 Stiick mehr als die Pioniere der
Klasse 7a.

Wer gewann den Wettbewerb, welche Leistungen erzielten die einzelnen Klassen (in Stiick- und Pro-
zentzahlen)?

Loésung von Steffen Polster:
Sind a, b, ¢ die Stiickzahlen der Klassen 7a, 7b und 7c, so gilt a = 840 + b und ¢ = 360 + a, also

a+b+c=840+b+ b+ 3604 840+ b = 2040+ 3b =9600 — b=2520, a =3360, c=3720

in Prozenten Klasse 7a: 35%, Klasse 7b: 26,25%, Klasse Tc: 38,75%.

Aufgabe V00703:

Der zehnte Teil einer Zahl wird um 3 vermehrt. Der gleiche Wert ergibt sich, wenn man ﬁ dieser
Zahl um 6 vermindert!

Wie heifit sie?

Losung von Steffen Polster:
Ist = die gesuchte Zahl, so ergibt sich die Gleichung
x

x

Deren einzige Losung ist = —100. Die gesuchte Zahl ist -100.

Aufgabe V00705:

6, 1313
30 15 2
Welche Rechenzeichen kénnen an Stelle des Fragezeichens stehen?

Losung von Steffen Polster:
Es ergeben sich mit den Rechenoperationen

169 13 13 169 13 143

30 15 2 ’ 30 15 30

169 13 _2197 169 1313

30 15 450 ’ 30 15 2
Als Rechenzeichen kénnen ”+” und ”:” eingesetzt werden.
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Aufgabe V00706:

Fiir das Gehéause einer Haushaltwaage wurde im VEB Thiiringer Industriewerk Rauenstein ein recht-
eckiger Blechstreifen von 390 mm Lénge und 85 mm Breite verwendet. Die Stérke des Materials
betrug 2,5 mm.

Durch einen Verbesserungsvorschlag gelang es, 2 mm starkes Blech zu benutzen.

Berechne die Materialeinsparung in t fiir eine Auflage von 100000 Stiick!
(Dichte des Eisens 7,8 g-cm™3)

Loésung von Steffen Polster:

Der quaderfésrmige Blechstreifen hat urspriinglich ein Volumen V; = a-b-c = 39-8,5-0,25 = 82,875 cm?.
Durch die Einsparung sind es noch 66,3 cm®, d.h. eine Volumeneinsparung von 16,575 cm?3. Mit der
Dichte des Eisens sind dies 129,285 g.

Da insgesamt 100000 Bleche erzeugt werden sollen, werden 12,9285 t ~ 13 t Material eingespart.

Aufgabe 020715:
Die Summe von 9 aufeinanderfolgenden natiirlichen (positiven ganzen) Zahlen betriagt 396.
Wie lauten die Zahlen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

n+n+l)+n+2)+n+3)+(n+4)+n+5)+n+6)+(n+7) +(n+8) =9n+36=2396
damit folgt 9n = 360 und n = 40. Die Zahlen sind also 40 bis 48.

Aufgabe 040711:

Nur unter Verwendung der Ziffer 7 sollen Zahlen gebildet werden, die miteinander verkniipft die
Zahl 1964 ergeben. Folgende Arten der Verkniipfung diirfen dabei auftreten: Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division. Briiche mit gleichem Zahler und Nenner sind nicht zu verwenden.

Gib eine der moglichen Losungen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
2. B (TTT+T777T+777) . T+ 77+ 7774 777 = 1964

Aufgabe 070711:
Bei einer Mathematikarbeit erzielten die 36 Schiiler einer Klasse folgende Ergebnisse:

a) % der Anzahl aller dieser Schiiler erhielten eine Drei,

b) £ von der unter a) genannten Anzahl erreichte die Note Eins.
c¢) Die Anzahl der Vieren war ebenso grof§ wie die der Einsen.
d) Die Anzahl der Vieren betrug 2 von der Anzahl der Zweien.
e) Die Anzahl der Fiinfen ergibt sich aus a) bis d).

Gib die Zensurenverteilung bei dieser Mathematikarbeit an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Genau 15 Schiiler erhielten eine Drei; denn 2 - 36 = 15.
)
) Genau 6 Schiiler erzielten eine Vier.
) Genau 8 Schiiler bekamen eine Zwei; denn 3 - 8 = 6.
e) Genau 1 Schiiler erhielt eine Fiinf; denn 36 — (15+6 + 6 + 8) = 1.

b) Genau 6 Schiiler erreichten die Note Eins; denn % -15 = 6.
¢
d
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Aufgabe 090714:

Gegeben sei eine beliebige dreistellige natiirliche Zahl (z. B. 357). Schreibt man hinter diese Zahl noch
einmal die gleiche Zahl, so erhilt man eine sechsstellige Zahl (im Beispiel 357 357).

Beweise, dass fiir jede sechsstellige Zahl, die auf diese Weise entstehen kann, die folgende Behauptung
gilt:

Dividiert man die sechsstellige Zahl zuerst durch 7, dann den gefundenen Quotienten durch 11 und
den jetzt gefundenen Quotienten durch 13, so erhélt man die dreistellige Ausgangszahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Jede sechsstellige Zahl, die in der beschriebenen Weise entstehen kann, ergibt sich aus ihrer dreistelligen
Ausgangszahl durch folgende Rechnung;:

1. Die Ausgangszahl wird mit 1000 multipliziert,
2. zum Ergebnis wird nochmals die Ausgangszahl addiert.

Daher ist die sechsstellige Zahl das 1001-fache der Ausgangszahl. Aus ihr entsteht folglich bei Division
durch 7 wegen 1001 : 7 = 143 das 143-fache der Ausgangszahl.

Wird dies durch 11 dividiert, so ergibt sich wegen 143 : 11 = 13 das 13-fache der Ausgangszahl. Dividiert
man dies durch 13, so erhélt man die Ausgangszahl.

Das war die Behauptung, diese ist damit bewiesen.

Aufgabe 150712:

Zwei Gefafle, A bzw. B genannt, haben zusammen ein Fassungsvermogen von genau 8 Litern. Auf
beide Gefifle ist eine bestimmte Wassermenge W so verteilt, dass A zur Hilfte und B ganz gefiillt
ist. Giet man nun soviel Wasser aus B in A, dass A ganz gefiillt ist, so ist B noch zu einem Sechstel
gefiillt. Gefragt wird

a) nach dem Fassungsvermogen von jedem der Gefdafie A und B, b) nach der Wassermenge W.

Ermittle alle in a) und b) erfragten Angaben, die die genannten Eigenschaften haben!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(I) Wenn die genannten Eigenschaften vorliegen, so folgt:

a) Gefdfl A habe ein Fassungsvermogen von x Litern, dann hat B ein solches von (8 — z) Litern. Hierfiir
gilt

§+8fx:x+87Tx = =5

Also kann nur die Angabe, dass Gefafl A ein Fassungsvermogen von 5 Litern und Gefafl B deshalb eines
von 3 Litern hat, den Bedingungen der Aufgabe entsprechen. Weiter folgt:

b) Wegen 3,01 + 2,51 = 5,5 1 betrdgt die Wassermenge W = 5,5 1. Also kann nur diese Angabe die
Forderungen erfiillen.

Aufgabe 170711:
Matthias war in den Sommerferien in einem internationalen Pionierzeltlager. Er berichtet seinen
Klassenkameraden:
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,Ein Viertel aller Teilnehmer und vier Pioniere kamen aus der Sowjetunion, ein Fiinftel
aller Teilnehmer und fiinf Pioniere aus der DDR, ein Sechstel aller Teilnehmer und sechs
Pioniere aus der CSSR, ein Achtel aller Teilnehmer und acht Pioniere aus der VR Polen,
ein Neuntel aller Teilnehmer und neun Pioniere aus der VR Bulgarien. Die iibrigen 21
Pioniere kamen aus der Ungarischen Volksrepublik. In jedem Zelt des Lagers waren genau
acht Pioniere untergebracht.”

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der Zelte des Lagers!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es sei x die Anzahl aller Teilnehmer. Dann gilt laut Aufgabe:

1 1 1 1 1
T = <4x+4)+ (5x+5) +(6x+6>+<8x+8>+<9x+9> =21

woraus man erhélt z = 360.
Wegen 360 : 8 = 45 betrug die Anzahl der Zelte mithin 45.

Aufgabe 170714:

Der kleine Uwe hat wiirfelférmige, weifl gefirbte Bausteine mit einer Kantenldnge von 2 cm und
wiirfelférmige, rot gefirbte Bausteine mit einer Kantenldnge von 3 cm. Er baute einen grofleren,
zusammengesetzten Wiirfelkorper auf und verwendete dazu nur Steine dieser beiden Sorten.

Dabei bestanden die vier senkrecht stehenden Auflenwéinde aus roten Bausteinen, der restliche
Whiirfelkérper bestand von unten bis oben durchgehend aus weiflen Bausteinen.

Ermittle die Anzahl der hierbei verwendeten weiflen und die der verwendeten roten Bausteine, wobei
vorausgesetzt wird, dass Uwe nicht mehr als 60 Bausteine von jeder Sorte zur Verfiigung hatte!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Hohe des von Uwe gebauten Wiirfelkorpers ldsst sich sowohl aus einer Anzahl r roter Steine als auch
aus einer Anzahl w weifler Steine zusammensetzen. Sie ist ferner gleich der Breite des Wiirfelkoérpers, die
sich aus der Breite von 2 roten Steinen und der einer Anzahl v (> 1) weiler Steine ergibt. Daher ist ihre
Mafzahl (in cm) die Zahl

Ir=2w=2v+2-3 (1)

Hiermit ist (2v + 2 - 3) und folglich auch v durch 3 teilbar. Also gibt es eine natiirliche Zahl n > 1 und
mit v = 3n, und aus (1) folgt w = 3n + 3 sowie r = 2n + 2.

Alle verwendeten weiflen Steine bilden einen Quader. Dieser besteht aus w Schichten; jede von ihnen
enthélt v Reihen zu je v Steinen. Daher wurden genau W = w - v2 weifle Steine verwendet.

Wiére nun n > 2, so folgte v > 6, w > 9, also W > 9-36 > 60 im Widerspruch zur Aufgabenstellung.
Somit gilt n =1,v =3, w = 6,7 = 4, und damit werden genau W = 6 - 9 = 54 weile Steine verwendet.
Alle verwendeten roten Steine sind in r Schichten angeordnet; jede von ihnen ldsst sich aus vier Reihen
zu je (r — 1) Steinen zusammensetzen. Daher wurden genau R =1 -4(r — 1) =4 -4 -3 = 48 rote Steine
verwendet,.

Aufgabe 180712:
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Berechne
13 91
a—1,25ﬁ%
b:2,225—§—§
9 6
32 14 45

b

d=c——

a

ohne Verwendung von Néherungswerten!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es ist
5 13 91 5-12.91 7

4712 60 4-13-60 4
89 5 5  801-—200-300 301

hb=— = = =
0 9 6 360 360
(3215 L (45 3) _ 17 . 45-21 6l
S 15-14 5 8) 6 56 7
d_g_%_g_:am.zx_m-go_ 301 5490 — 301 5189
7 L 7 360-7  7-90 90-7 630 630

Anmerkung: Auch die Angaben a = 1%7 a=175¢c= 8% und d = 8% geniigen der Aufgabenstellung.

Aufgabe 200712:
Aus einem alten dgyptischen Rechenbuch (1700 v.u.Z.) stammt folgende Aufgabe:

Ein Wanderer stellt fest, dass ein Hirte 70 Schafe auf die Weide fithrt. Er fragt den Hirten: ,Sind die
Schafe, die du hier fiihrst, deine sdmtlichen Schafe?“

»,Nein“, antwortet der Hirte, ,jich fithre nur zwei Drittel von einem Drittel der gesamten Herde, die
mir anvertraut ist, auf die Weide.“

Ermittle die Stiickzahl der gesamten Herde, die diesem Hirten anvertraut war!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist z die gesuchte Stiickzahl der gesamten Herde, so ist ein Drittel der Herde % , und zwei Drittel von
diesem Drittel sind % - 5. Daher gilt nach dem Aufgabentext:

; -13 =70 also x = 315

Die Stiickzahl der gesamten Herde betréagt daher 315.

Aufgabe 210712:

Andreas sagt zu seinem Freund:

»,Nimm in eine Hand eine gerade, in die andere Hand eine ungerade Anzahl Holzchen!

Verdopple in Gedanken die Anzahl der Holzchen in der linken und verdreifache die Anzahl der
Holzchen in der rechten Hand! Addiere die beiden Produkte und nenne mir das Ergebnis! Ich werde
dir dann mit Sicherheit sagen, in welcher Hand du die gerade Anzahl von Ho6lzchen hast.”
Untersuche, ob man wirklich allein aus dem von dem Freund genannten Ergebnis mit Sicherheit die
von Andreas angekiindigte Aussage erhalten kann!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn der Freund in der linken Hand eine gerade und in der rechten Hand eine ungerade Anzahl von
Holzchen hat, so gilt:

Das erste Produkt ist gerade, weil einer seiner Faktoren gerade ist. Das zweite Produkt ist ungerade,
weil beide Faktoren ungerade sind. Die Summe aus diesen beiden Produkten, einer geraden und einer
ungeraden Zahl, ist folglich ungerade.

Wenn aber der Freund in der linken Hand eine ungerade Anzahl und in der rechten Hand eine gerade
Anzahl von Hoélzchen hat, so gilt:

Beide Produkte sind gerade; denn in jedem dieser Produkte kommt ein geradzahliger Faktor vor. Also
ist auch ihre Summe eine gerade Zahl.

Daher kann man mit Sicherheit die von Andreas angekiindigte Aussage erhalten: Wenn der Freund eine
ungerade Zahl als Ergebnis nennt, so hat er die gerade Anzahl von Holzchen in der linken Hand; wenn er
aber eine gerade Zahl als Ergebnis nennt, so hat er die gerade Anzahl von Holzchen in der rechten Hand.

Aufgabe 220713:

Zwei landwirtschaftliche Produktionsgenossenschaften (LPG) A wund B wollen einen
Entwasserungsgraben von 2,4 km Lénge sdubern.

Der LPG A gehoren davon 1,5 km, die LPG B besitzt die tibrigen 0,9 km.

Damit diese wichtige Arbeit in kurzer Zeit geschafft wird, hilft auch die LPG C mit. Die drei LPG
fithren die S&uberungsarbeiten so durch, dass jede einen gleichlangen Grabenabschnitt {ibernimmt.
Danach ist an die LPG C fiir die von ihren Mitgliedern geleistete Arbeit ein Betrag von insgesamt
240 M durch die LPG A und B zu zahlen. Jede dieser beiden LPG zahlt davon soviel, wie es der
Léange des Grabenstiicks entspricht, dessen Reinigung die LPG C fiir sie iibernommen hat.

Berechne die beiden von den LPG A und B gezahlten Betrége!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Jede LPG siduberte ein Drittel des 2,4 km langen Grabens, also 0,8 km. Diese Léange entspricht daher den
240 M, die die LPG C bekommt. Fiir je 0,1 km erhélt die LPG C somit jeweils 30 M. Von den 0,9 km
der LPG B wurden 0,8 km mit eigenen Kréften und folglich 0,1 km durch die LPG C gesdubert.

Die LPG B zahlte daher 30 M, die LPG A die restlichen 210 M an die LPG C.

Aufgabe 240714:

(a) Uber die MaBzahlen der in Zentimeter gemessenen Seitenléngen eines Dreiecks wird vorausgesetzt:
(1) Diese Mafizahlen sind drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen.

(2) Der Umfang des Dreiecks ist um 25 cm ldnger als die kiirzeste Dreiecksseite. Ermittle aus diesen
Voraussetzungen die drei Seitenldngen!

(b) Lose die Aufgabe, wenn die Voraussetzung (2) durch die folgende Voraussetzung (2’) ersetzt wird!
(2’) Es sei n eine vorgegebene natiirliche Zahl. Der Umfang des Dreiecks ist um n Zentimeter langer
als die kirzeste Dreiecksseite. Die gesuchten drei Seitenldngen sind mit Hilfe von n ausgedriickt
anzugeben.

(¢) Untersuche, welche natiirlichen Zahlen n in (2’) vorzugeben sind, damit in (b) eine l6sbare Aufgabe
entsteht!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(a) Da der Umfang die Summe der Lingen der kiirzesten Dreiecksseite und der beiden anderen Seiten
ist, betragt nach (2) die Summe der Langen der beiden anderen Seiten 25 cm. Also ist 25 nach (1) die
Summe zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen. Das ist nur méglich, wenn es sich um die Zahlen
12 und 13 handelt. Hiernach (und nochmals wegen (1)) lauten die gesuchten Seitenlingen 11 cm, 12 cm,




LI Gleichungen, Gleichungssysteme

13 cm.

(b) Wie in (a) folgt, dass n die Summe zweier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist.

Bezeichnet m die Zahl in der Mitte zwischen diesen beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, so
lauten sie m — % und m + %; ihre Summe ist also 2m.

Da sie n betrigt, muss m = 7 sein. Die beiden aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen sind somit 4 — %
und 5 + %, die Mafizahlen der drei gesuchten Seitenlédngen kénnen folglich nur 5 — %7 5= %, 5+ % lauten.
(c) Die Aufgabe (b) ist hiernach genau dann 16sbar, wenn die zuletzt gefundenen Zahlen natiirliche Zahlen
groBer als 0 sind, die auch die in der Dreiecksungleichung geforderte Bedingung erfiillen, dass die grofite

der drei Mafizahlen kleiner als die Summe der beiden anderen Maf3zahlen ist.

(I) Natiirliche Zahlen sind die drei Zahlen genau dann, wenn die (vorzugebende natiirliche) Zahl n unge-
rade ist und n > 3 gilt.

(IT) Grofler als 0 sind sie genau dann, wenn n > 3 ist.

(IIT) Fir n = 5 lauten die drei Maflzahlen 1, 2, 3; sie erfiillen also nicht die Dreiecksungleichung.

Fiir n = 7 lauten sie 2, 3, 4 und erfiillen somit die Dreiecksungleichung.

Vergroflert man n noch weiter, so vergroflern sich die drei Mafizahlen stets um einen einheitlichen Betrag.
Also vergroflert sich die Summe der beiden kiirzesten Lingen um den doppelten Betrag wie die langste;
somit bleibt die Dreiecksungleichung erst recht giiltig.

Mit (I), (II), (III) ist bewiesen: In (b) entsteht genau dann eine losbare Aufgabe, wenn die natiirliche
Zahl n als ungerade Zahl n > 7 vorgegeben wird.

Aufgabe 300712:

Fiinf Schiiler der Klasse 7a sammelten Altpapier. Von der Menge, die sie insgesamt zusammen-
brachten, hatte Marco ein Viertel, Frank ein Sechstel, Matthias ein Fiinftel und Steffen ein Zehntel
beigetragen. Dirk hatte 2 kg mehr als Marco gesammelt.

a) Wie viel Kilogramm Altpapier hatte jeder dieser fiinf Schiiler beigetragen?
b) Welcher Betrag wurde fiir die von den fiinf Schiilern insgesamt abgelieferte Papiermenge bezahlt,
wenn fiir jedes Kilogramm 30 Pfennig bezahlt wurden?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Wenn die fiinf Schiiler insgesamt z Kilogramm Altpapier zusammenbrachten, so hatten jeweils Marco 7,
Falk &, Matthias Z, Steffen {5 und Dirk  + 2 Kilogramm beigetragen. Also gilt

L N N

a) Daher hatten Marco 15 kg, Falk 10 kg, Matthias 12 kg, Steffen 6 kg und Dirk 17 kg beigetragen.
b) Wegen 60 - 30 = 1800 wurden fiir das gesammelte Altpapier 18 M bezahlt.

Aufgabe 320713:

Ein Wasserbehélter soll durch zwei Rohren gefiillt werden. Zum Fiillen nur durch die erste Réhre
wéren 3 Stunden erforderlich, zum Fiillen nur durch die zweite Réhre 2 Stunden.

In wie viel Minuten ist der Behilter voll, wenn durch beide Rohren gleichzeitig gefiillt wird?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In einer Minute wird wegen 3 h = 180 min von der ersten Rohre ﬁ des Behélters gefiillt, ebenso wegen
2 h = 120 min von der zweiten Rohre % des Behilters. Also fiillen beide Réhren zusammen in einer

12
Minute
1 1 1

180 120 72
des Behélters. Daher ist der Behélter durch beide Réhren in 72 Minuten gefiillt.
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Aufgabe 330713:

Anke berichtet, dass sie ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Umfang 14 cm gezeichnet hat, in dem
eine der drei Seiten genau dreimal so lang ist wie eine zweite der drei Seiten.

Beate meint, durch diese Angaben seien die Langen aller drei Seiten eindeutig bestimmt.

Christin meint dagegen, die Angaben kénnten bei mehr als einer Moglichkeit fiir die drei Seitenléngen
zutreffen.

Untersuche, ob Beate oder Christin recht hat! Ermittle alle vorhandenen Méglichkeiten fir die drei
Langen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist ¢ die Liange der Basis und a = b die Lidnge der Schenkel des genannten Dreiecks, so gilt nach Anjas
Angaben entweder a = 3 - ¢ oder ¢ = 3 - a.

Da nach der Dreiecksungleichung a 4+ a > c gilt, scheidet jedoch der Fall ¢ = 3 - a aus; also verbleibt nur
die Méglichkeit @ = 3 - ¢. (1) Nach den Angaben gilt ferner 2-a + ¢ = 14 cm. (2)

Aus (1) und (2) folgt 6 - ¢+ ¢ = 14 cm, also ¢ = 2 ¢cm und damit a = b = 6 cm.

Diese Langen erfiillen nicht nur die Forderung a 4+ a > ¢, sondern auch die Forderung a + ¢ > a der
Dreiecksungleichung. Also hat Beate recht; fiir die Langen gibt es genau die genannte Moglichkeit.

Il Runde 2

Aufgabe 050721:
Bei den Nahverkehrsbetrieben Rostock kann man Stralenbahnfahrscheine fiir Erwachsene zu folgen-
den Preisen kaufen:

) Einen Fahrschein an der Zahlbox fiir 0,20 MDN

) Eine Karte mit 6 Fahrabschnitten fiir 1,00 MDN

) Einen Block mit 50 Fahrscheinen fiir 7,50 MDN (Die Giiltigkeitsdauer ist unbegrenzt)
) Eine Monatskarte fiir beliebig viele Fahrten fiir 10,00 MDN

Welches ist die kleinste Anzahl von Fahrten (monatlich), bei der fiir eine Person die Monatskarte am
billigsten ist?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Eine StraBenbahnfahrt kostet im Falle (1) 20 Pfennig, im Falle (2) 162 Pfennig, im Falle (3) 15 Pfennig.
Im Falle (3) kosten z Fahrten im Monat genau 15 - x Pfennig, wihrend sie im Falle (4) gerade 1000
Pfennig kosten.

Daher ist die Monatskarte bei x Fahrten genau dann am billigsten, wenn 15 - x > 1000 ist; d. h. bei 67
und mehr Fahrten monatlich ist die Monatskarte am billigsten, bei weniger Fahrten nicht.

Die gesuchte Zahl ist daher 67.

Aufgabe 080722:

Es seien a und b beliebige natiirliche Zahlen mit a > b.

a) Man berechne alle Zahlen x, fiir die die Summe aus z und dem Produkt von a und b das Quadrat
der Zahl a ergibt!

b) Man berechne alle Zahlen y, fir die die Differenz aus dem Produkt von a und b und der Zahl y
das Quadrat der Zahl b ergibt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

2

(a) Angenommen, es gibt eine Zahl z mit der geforderten Eigenschaft, dann gilt: ab + x = a*, woraus

man ¢ = a® — ab erhilt.
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Also kann hochstens die Zahl # = a? — ab = a(a — b) Losung sein. Tatséchlich ist

a-b+ala—0b) =ab+a® — ab= a?

(b) Angenommen, es gibt eine Zahl y mit der geforderten Eigenschaft, dann gilt: ab — y = b?, woraus
man y = ab — b? erhilt.

Also kann hochstens die Zahl y = ab — b? = b(a — b) Losung sein. Tatsichlich ist
a-b—bla—0b)=ab—ab+b*=0b?

Aufgabe 140724:
Fritz hat von seinem Freund Max fiir 6 Tage ein Buch geliehen. Zu seinem Freund Paul, der das Buch
nach ihm leihen méchte, sagt er am Morgen des 6. Tages:

»Am ersten Tag las ich den 12. Teil des Buches, an den folgenden 4 Tagen jeweils ein Achtel, und
heute muss ich noch, wenn ich das ganze Buch lesen will, 20 Seiten weniger lesen, als ich in den
vergangenen Tagen zusammen gelesen habe.

Wie viel Seiten hat das Buch insgesamt 7

Untersuche, welche Moglichkeiten es fiir Paul gibt, auf diese Frage so zu antworten, dass alle Angaben
von Fritz zutreffen!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, die Angaben treffen zu, wenn das Buch x Seiten hat. Von ihnen las Fritz am ersten Tag {5
Seiten, an den folgenden 4 Tagen zusammen 4 - ¢ Seiten, das sind zusammen 1—7256 Seiten. Fiir den letzten
Tag verblieben daher noch %x Seiten. Das waren laut Aufgabe 20 Seiten weniger als 1—72;10 Seiten. Daraus

folgt %x = 20 und somit x = 6 - 20 = 120.

Somit kénnen nur fiir die Antwort, das Buch habe 120 Seiten, die Angaben von Pritz zutreffen. In der
Tat treffen sie hierfiir zu; denn hat das Buch 120 Seiten, so las Fritz am ersten Tag 10 Seiten, an den
folgenden 4 Tagen je 15 Seiten, bis dahin also zusammen 70 Seiten; und liest er noch (20 Seiten weniger,
d.h.) 50 Seiten, so ergibt sich genau die Seitenzahl des Buches, 120 Seiten.

Aufgabe 160721:

Nach der Jugendweihefeier lielen sich alle Schiiler einer Klasse einzeln fotografieren. Jeder liefl von
seinem Foto geniigend viele Abziige herstellen, und dann tauschte jeder Schiiler dieser Klasse mit
jedem seiner Klassenkameraden sein Foto aus.

Wie viel Schiiler tauschten insgesamt in dieser Klasse miteinander die Fotos aus, wenn dabei genau
812 Fotografien ihren Besitzer wechselten?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Bezeichnet man die gesuchte Anzahl der Schiiler dieser Klasse mit x, dann erhielt jeder Schiiler (z — 1)
Fotografien. Eine natiirliche Zahl x > 1 entspricht mithin genau dann den Bedingungen der Aufgabe,
wenn fiir sie z(z — 1) = 812 gilt.

Nun sind z und x — 1 benachbarte natiirliche Zahlen. Da 812 =2 -2 -7 - 29 ist, lasst sich 812 nur auf die
folgenden Weisen in ein Produkt aus zwei natiirlichen Zahlen zerlegen:
812=1-812=2-406 =4-203 =7-116 = 14 - 58 = 28 - 29

Dabei sind nur im Falle 28 - 29 die beiden Faktoren benachbarte natiirliche Zahlen. Daher ist x = 29.
Es tauschten also 29 Schiiler in der genannten Klasse ihre Fotos aus.
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Aufgabe 180722:
Von einem Bruch wird gefordert, dass er die beiden folgenden Eigenschaften (1), (2) hat. Ermittle
alle Briiche, die diese Forderung erfiillen!

(1) Der Bruch stellt die gleiche gebrochene Zahl dar wie 0,4.
(2) Die Summe aus dem Zéhler und dem Nenner dieses Bruches ist eine zweistellige Quadratzahl.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, es gibt einen solchen Bruch % mit natiirlichen Zahlen p, ¢ und ¢ # 0. Wegen (1) gilt dann
p _ 2

q &
Daraus folgt p = 2n und ¢ = 5n (mit n € N, n £ 0), also p+ ¢ = Tn, was mit 7|p+ ¢ gleichbedeutend ist.

Da die Zahl 49 die einzige durch 7 teilbare zweistellige Quadratzahl ist, kann wegen (2) nur p + ¢ = 49
und somit n = 7, p = 14, ¢ = 35 gelten. Wenn es also einen Bruch mit den geforderten Eigenschaften

gibt, dann kann dies nur der Bruch % sein. Tatsédchlich erfiillt der Bruch beide Bedingungen.

Aufgabe 260721:

Anne, Bernd und Peter helfen im Garten bei der Apfelernte. Alle drei benutzen Korbe gleicher Grofle.
Anne benotigt 10 Minuten, um einen Korb zu fiillen, Bernd braucht dafiir 15 Minuten und der kleine
Peter sogar 30 Minuten.

Wie lange wiirde es dauern, bis die drei Kinder gemeinsam einen Korb gefiillt hétten?

Wir setzen voraus, dass sich fiir keinen der drei Helfer die Pfliickgeschwindigkeit &ndert.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Anne hat in einer Minute 10 ihres Korbes gefiillt, Bernd -+ und Peter . Alle zusammen haben nach
einer Minute also

10 15 30
1 1 1 1

071730 5
eines Korbes gefiillt. Sie brauchen somit zusammen 5 Minuten, um einen Korb gemeinsam zu fiillen.

Aufgabe 270721:

Jorg unternahm in den Ferien mit seinem Fahrrad eine Dreitagewanderung. Er legte dabei am ersten
Tag die Halfte und am zweiten Tag ein Drittel der Lange der fiir alle drei Tage geplanten Wander-
strecke zuriick.

Am zweiten Tag war Jorg 24 km weniger gefahren als am ersten Tag.

Ermittle die Lénge der Wegstrecke, die Jorg noch fiir den dritten Tag verblieb!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus % — % = % folgt, dass Jorg am ersten Tag % des fiir alle drei Tage geplanten Weges mehr zuriicklegte
als am zweiten Tag. Da 6 - 24 = 144 ist, betrug die gesamte Wanderstrecke 144 km.

Am ersten Tag legte Jorg somit 144km : 2 = 72 km, am zweiten Tag 144km : 3 = 48 km zuriick. Damit

verblieben Jorg fiir den dritten Tag wegen 144 — 72 — 48 = 24 noch 24 km.

Aufgabe 320724:

In einem Hallenbad befindet sich auch ein Planschbecken fiir Kinder. Es kann durch eine Warmwas-
serleitung und eine Kaltwasserleitung bis zu einer markierten Hohe gefiillt werden. Wiirde man nur
die Warmwasserleitung betreiben, so wiirde es 12% Minuten dauern, bis der Wasserspiegel diese Hohe
erreicht. Nur mit der Kaltwasserleitung wiirde man 10 Minuten dazu brauchen.

Um eine vorgesehene Wassertemperatur zu erreichen, wurde zunéchst 2% Minuten lang aus beiden
Leitungen Wasser eingelassen; dann wurde die Warmwasserleitung geschlossen.

Berechne die Zeit, die danach noch gebraucht wurde, um allein mit der Kaltwasserleitung den Rest
des Beckens bis zur markierten Héhe zu fiillen!

11
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Warmwasserleitung fillt das Becken in 12% Minuten, d. h. in % Minuten, also fillt sie in einer Minute

22—5 des Beckens.
Ebenso fiillt die Kaltwasserleitung in einer Minute % des Beckens. Somit wurden zunéchst von beiden
Leitungen zusammen in je einer Minute 22—5 + % = 5—90 des Beckens gefiillt; in 2% Minuten g . % = 2% des

Beckens.

Danach blieben somit als Rest noch 1 — % = %—é des Beckens zu fiillen. Wegen % : % = % war dieser
Rest 1—21 mal so grof} wie 1—10 10 des Beckens, d. h. wie derjenige Teil des Beckens, der in einer Minute allein

durch die Kaltwasserleitung gefiillt werden kann.
Also wurden fiir das Fiillen des Restes noch 12—1 = 5% Minuten gebraucht.

Aufgabe 330723:
Uber ihre viertdgige Radtour berichten Teilnehmer:

Michael: ,,Am zweiten Tag haben wir genau 7 km mehr als am dritten Tag zuriickgelegt.”

Martin: ,,Am zweiten und am dritten Tag sind wir insgesamt 105 km gefahren.*

Matthias: ,,Am ersten Tag wurden genau 5 16 und am vierten Tag genau 1 4 der gesamten Weglédnge
aller vier Tage geschafft.*

Weise nach, dass durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist, wie viele Kilometer an jedem der vier
Tage zuriickgelegt wurden, und gib diese vier Weglédngen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Am zweiten und am dritten Tag zusammen wurden nach Michaels Aussage 7 km und die zweifache
Wegléinge des dritten Tages gefahren. Da dies nach Martins Aussage 105 km waren, betrug die zweifache
Weglinge des dritten Tages (105 — 7) km = 98 km. Also wurden am dritten Tag 98 km : 2 = 49 km, am
zweiten Tag (49 4+ 7) km = 56 km gefahren.

Am ersten und am vierten Tag zusammen wurden nach Matthias’ Aussage 15—6 + % = 13 der gesamten
Weglénge gefahren. Die 105 km des zweiten und dritten Tages waren folglich die restlichen 15 der gesamten
Weglénge; diese betrug daher % -105 km = 240 km.

Also wurden am ersten Tag 157) - 240 km = 75 km, am vierten Tag % - 240 km = 60 km gefahren. Damit
ist der geforderte Nachweis gefiihrt, und die vier Wegléngen der einzelnen Tage sind angegeben.

Aufgabe 340721:

Grofivater hatte seinen drei Enkeln einen Korb mit Niissen mitgebracht, die sich diese ehrlich teilen
sollten. Lars, der allein im Haus war, nahm sich als erster seinen Anteil: Er entnahm dem Korb ein
Drittel der Niisse.

Katja, die beim Nachhausekommen nicht wusste, dass sich Lars bereits bedient hatte, nahm von den
im Korb verbliebenen Niissen ein Drittel.

Schlielich nahm ebenfalls Markus ein Drittel der im Korb verbliebenen Niisse. Es waren noch 16
Niisse im Korb.

Wie viele Niisse hatte jedes der drei Kinder genommen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Waren zu Beginn n Niisse im Korb, so folgt:

Lars nahm 7 Niisse, danach blieben n — 5 = 27" Niisse im Korb.

Davon nahm Katja %2?" = %” Niisse, danach blieben 2?" — %” = %" Niisse im Korb.
Davon nahm Markus 34 = 7 Niisse, danach blieben 3¢ — 32 = 52 Niisse im Korb. Da dies 16 Niisse

8n __ —
waren, folgt 52 = 16 und daraus n = 54.

12
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Also waren zu Beginn 54 Niisse im Korb.
Von ihnen nahm Lars 18 Niisse, von den verbleibenden 36 Niissen nahm Katja 12 Niisse, von den ver-
bleibenden 24 Niissen nahm Markus 8 Niisse.

Il Runde 3

Aufgabe 010735:

Rolf behauptet, er kenne eine Rechenaufgabe, in der nur die Zahl 7 verwendet wird und deren Ergebnis
die Jahreszahl 1962 ist.

a) Versuche, eine derartige Rechenaufgabe aufzustellen!

b) Lésst sich auch eine Rechenaufgabe aufstellen, in der nur die Zahl 1962 verwendet wird und deren
Ergebnis 7 lautet? Wenn ja, gib diese Rechenaufgabe an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Zu dieser Aufgabenstellung gibt es mehrere Losungen, z. B.

7T 77
ar) <7+7+7+7+7+777)7)~7~7+7+71962

az) T-(T+7)-(T+0)+(T+74+7+74+7)-74+7-7T-74+(7T4+7):7=1962
b 1962 + 1962 + 1962 + 1962 + 1962 + 1962 + 1962 _
1962 B

Aufgabe 020733:

Hans hat eine Eins geschrieben und ist in bester Stimmung. Als er heimkommt, lauft er daher
frohgemut die 20 Stufen bis zu seiner Wohnung im 1. Stock so hinauf, dass er immer 3 Stufen hinauf-
und 2 wieder hinuntersteigt, ohne eine Stufe auszulassen.

Klaus, der im gleichen Haus im 4. Stock wohnt, meint: ,Wenn du so weitergehst, bin ich eher vor
meiner Tir als du vor deiner.“

Sie vereinbaren, dass sie beide im gleichen Rhythmus steigen, und dass der gewinnt, der zuerst auf
dem Treppenabsatz vor seiner Wohnung steht. (Bis zum 4. Stock sind es 4 mal 20 Stufen.)

a) Wer gewinnt?

b) Wer wiirde gewinnen, wenn es bis zum 1. Stock nur 10 Stufen wéren und die 3 anderen Treppen
aber je 20 Stufen haben?

c) Wie viel Stufen miisste die unterste Treppe haben, damit beide Jungen gleichzeitig ankommen?
(Auch hier sollen die 3 iibrigen Treppen 20 Stufen haben.)

Begriinde deine Antworten!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Die Anzahl der Schritte, die Klaus braucht, ist gleich der Anzahl der Stufen, also 80. Hans schafft in
3 4 2 = 5 Schritten nur 3 — 2 = 1 Stufe. Zu beachten ist aber, dass Hans von der 17. Stufe aus direkt
auf seinen Stock kommt (mit drei Schritten), ohne die zwei Schritte wieder zuriickzugehen.

Also braucht Hans 17 - 5 + 3 = 88 Schritte, womit Klaus gewinnt.

b) Klaus braucht 10 + 60 = 70 Schritte; Hans nur 7 -5 4+ 3 = 38 und gewinnt in diesem Fall.
¢) Gleichheit der Anzahl der Schritte bei s Stufen: (s — 3) -5+ 3 = s + 60, damit 5s — s =60 — 3 + 15

und weiter s = 18.

Aufgabe 040731:
Wie viel Seiten eines Buches werden von Seite 1 an fortlaufend nummeriert, wenn dabei insgesamt
1260 Ziffern gedruckt werden?

13
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Zundchst hat man die Seiten 1-9 welche je 1 Ziffern haben = 9 Ziffern.

Dann die Zahlen von 10-99 mit je 2 Ziffern = 180 Ziffern.

Die nun folgenden Zahlen sind alle dreistellig. Bis zur Seite 99 wurden 189 Ziffern benétigt, zieht man
das von den 1260 Gesamtziffern ab so sind noch 1071 Ziffern iibrig. Teilt man das durch drei so erhélt
man die Anzahl der dreistelligen Zahlen. Diese ist 357.

Das heifit, dass nach Seite 99 noch 357 andere Seiten kommen. Rechnet man nun 99 + 357 so erhélt man
die Gesamtseitenzahl. Also hat das Buch 456 Seiten.

Aufgabe 060734:
Die Zahl % soll in der Form }—g =+ % dargestellt werden. Dabei sollen a, b, m, n natiirliche Zahlen

sein, fiir die die Briiche ;> und % nicht kiirzbar und keine ganzen Zahlen sind.

Gib drei Beispiele einer solchen Darstellung an, wobei
im ersten Beispiel m = n und a # b gilt,

im zweiten Beispiel a = b und m # n gilt,

im dritten Beispiel a = b und m = n gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I % = %Jr% kann z. B. mit m = 15, a = 2, b = 14 erreicht werden, wobei auch alle anderen Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind: % = 1—25 + %.

1I. }—g = =+ ¢ kann z. B. mit m = 3, n =5, a = 2 erreicht werden, wobei auch alle anderen Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind: % = % + %
I11. % = % + & kann (zugleich mit den Bedingungen der Aufgabe nur) durch m = 15,a = 8 erreicht

.16 _ 8 , 8
werden: r =1 T 15

Aufgabe 070734:
Gegeben sei die Gleichung

£+£+7—x—§
2 3 - 4

In dieser Gleichung soll der Summand 7 so durch eine andere Zahl ersetzt werden, dass x = 11 die

Gleichung erfiillt.
Wie lautet diese Zahl?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(I) Angenommen, a sei eine Zahl, wie sie in der Aufgabenstellung gesucht ist. Dann erfillt x = 11 die
Gleichung 5 + 5 +a=x — %, das heifit: Dann gilt die Gleichung % + 13—1 +a=11—- %. Hieraus folgt

=11--—-—- —_ = —
“ 1" 2 3 12
Also hat hochstens die Zahl a = }—; die verlangte Eigenschaft.
(II) Ist = 11 und a = 13, so ist
x+x+ 11+11+13 41¢ 3 41
— — a = — — _— = — rT— == —
2 3 2 3 12 4 4 4

so dass im Fall @ = 12 die Zahl 2 = 11 der Gleichung (1) geniigt.
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Aufgabe 090732:
Die Maflzahlen a, b, ¢ der Seitenldngen eines Dreiecks sollen die Bedingungen

(I) a+b =38,
(II) b+ c = 46,
(II1) a+c=42

erfiilllen. Ermittle unter Beriicksichtigung dieser Bedingungen

a) die Mafizahl jeder Seitenldnge!

b) Weise nach, dass ein Dreieck existiert, das den Bedingungen (I), (II), (III) gentigt!
(Gleiche MaBeinheiten seien wie iiblich vorausgesetzt.)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Wenn die Bedingungen (I), (II), (IIT) erfiillt sind, so folgt durch eine Eliminationsmethode, z. B. durch
Addition von (I), (II), (III), Division durch 2 und anschlieflende Subtraktion je einer der Gleichungen

(1), (II), (III):

b) Ein Dreieck mit diesen Mafizahlen existiert; denn die Dreiecksungleichungen sind erfiillt. Es ist ndmlich
17421 > 25, also a+b>c ; 21425 > 17, also b+c>a

17+25>21, also a4+c>b

Jedes Dreieck mit diesen Mafizahlen seiner Seitenldngen erfiillt auch die Bedingungen (I), (II), (III).
Es ist namlich

a+b=174+21=38 , b+c=21425=146 , a+c=17+25=42

Aufgabe 100733:
Von den Schiilern einer 8. Klasse gehoren genau % dem Schulchor und genau 1—70 der Schulsportge-
2

meinschaft an. Genau ¢ der Anzahl aller Schiiler dieser Klasse sind sowohl Mitglied des Chores als

auch Mitglied der Schulsportgemeinschaft (SSG).

Berechne, der wievielte Teil der Anzahl aller Schiiler dieser Klasse weder im Chor noch in der SSG
ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Laut Aufgabe sind % — % = % der Anzahl aller Schiiler der Klasse Mitglieder des Chores, aber nicht
Mitglieder der SSG; und % — 2 = 13—0 der Anzahl der Schiiler sind Mitglieder der SSG, aber nicht

5
Mitglieder des Chores.

Beriicksichtigt man noch die % der Anzahl der Schiiler dieser Klasse, die beiden angehoéren, so verbleibt

wegen % + 1—30 + % = 19—0 genau %0 der Anzahl aller Schiiler dieser Klasse, und genau soviel sind weder im
Chor noch in der SSG.

Aufgabe 100734:
Nach der Sage machte die bohmische Konigin Libussa die Gewédhrung ihrer Hand von der Loésung
eines Rétsels abhingig, das sie ihren drei Freiern aufgab:

»,Wenn ich aus diesem Korb mit Pflaumen dem ersten Freier die Hélfte des Inhalts und noch eine
Pflaume, dem zweiten die Halfte des Restes und noch eine Pflaume, dem dritten die Hélfte des
nunmehrigen Restes und noch drei Pflaumen geben wiirde, dann wére der Korb geleert. Nenne die
Anzahl der Pflaumen, die der Korb enth&lt!*
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist « die Anzahl der Pflaumen, die der Korb enthélt, dann bekommt der erste Freier (§ + 1) Pflaumen.
Als Rest verbleiben Pflaumen in der Anzahl z — (§ 4+ 1) = § — 1.

Die Anzahl der Pflaumen, die der zweite Freier bekommt, ist hiernach

p1=2y L
2 T4 002

z
2

und als nunmehriger Rest verbleiben Pflaumen in der Anzahl

(33 1) z n 1 = 3

2 4 °2) 4 2

Die Anzahl der Pflaumen, die der dritte Freier bekommt, ist dann
z __ 3
42

3=
2+

+

ool 8
RNRY

Danach ist der Korb geleert, woraus die Gleichung

(i-2)- ()=

folgt. Aus dieser ergibt sich = 30. Daher kann die gesuchte Anzahl nur 30 betragen.

Aufgabe 110734:

Fritz erzéhlt:

»In unserer Klasse gibt es genau doppelt soviel Madchen wie Jungen. Wéren es je 5 Jungen und
Maédchen weniger, dann hétten wir genau dreimal soviel Madchen wie Jungen.“

Ermittle die Anzahl aller Madchen und die aller Jungen dieser Klasse!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Bezeichnet man die Anzahl der Jungen dieser Klasse mit x, dann ist die der Madchen 2z. Die Klasse hat
mithin wegen x + 2z = 3z insgesamt 3z Schiiler (Madchen und Jungen).
Waren es je 5 Jungen und Méadchen weniger, so wiirde die Anzahl aller Schiiler 3z — 10 betragen. Daher
gilt dann laut Aufgabe

3z —10= (z —5) +3(z —5)

woraus man x = 10 erhélt. Die Klasse hat also genau 30 Schiiler, und zwar 20 Maddchen und 10 Jungen.

Aufgabe 120731:

An einer Oberschule mit genau 500 Schiilern bestehen mathematisch-naturwissenschaftliche,
kiinstlerische und Sport-Arbeitsgemeinschaften. Uber die Teilnahme von Schiilern an diesen Arbeits-
gemeinschaften ist folgendes bekannt:

(1) Genau 250 Schiiler sind Mitglied mindestens einer Sport-Arbeitsgemeinschaft.

(2) Genau 125 Schiiler gehéren mindestens einer kiinstlerischen Arbeitsgemeinschaft an.

(3) Genau 225 Schiiler nehmen mindestens an einer mathematisch-naturwissenschaftlichen Arbeits-
gemeinschaft teil.

(4) Genau 25 Schiiler besuchen mindestens sowohl eine kiinstlerische als auch eine Sport-
Arbeitsgemeinschaft.

(5) Genau 75 Schiiler sind mindestens sowohl Mitglied einer mathematisch-naturwissenschaftlichen
als auch einer Sport-Arbeitsgemeinschaft.

(6) Genau 25 Schiiler nehmen mindestens sowohl an einer mathematisch-naturwissenschaftlichen als
auch an einer kiinstlerischen Arbeitsgemeinschaft teil.

(7) Genau 5 Schiiler gehoren allen drei genannten Arbeitsgemeinschaftsarten an.

16



LI Gleichungen, Gleichungssysteme

Ermittle die Anzahl aller Schiiler dieser Schule, die
a) an genau einer Art dieser Arbeitsgemeinschaften,
b) an keiner dieser Arbeitsgemeinschaften teilnehmen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Mit den Buchstaben M, S, K und den Buchstabengruppen MS, MK, SK, M SK seien die Anzahlen der-
jenigen Schiiler bezeichnet, die an den entsprechenden Arbeitsgemeinschaften (M: mathematisch- natur-
wissenschaftlich, S: Sport-AG, K: kiinstlerische AG) teilnehmen, aber nicht an den tibrigen. Mit N sei die
Anzahl derjenigen Schiiler bezeichnet, die an keiner der Arbeitsgemeinschaften teilnehmen. Dann folgt:

0
1

N+M+S+K+MS+ MK+ SK + MSK = 500,
S+ MS+ SK + MSK = 250,

MK + SK + MSK =125,

M+ MS + MK + MSK = 225,

SK + MSK = 25,

MS + MSK = 75,

MK + MSK = 25,

MSK = 5.

w N

(=23
NN AN NN N

A~ N N N N /S~
~ W~

Wegen (7) und (4) bzw (5) bzw. (6) ist

(8) SK=20 , (9 MS=70 , (10) MK =20
Wegen (7) und (1), (8), (9) bzw. (2), (8), (10) bzw. (3), (9), (10) ist

(11) S=155 , (12) K=80 , (13) M =130

Wegen (0), (7), (8), (9), (10), (11), (12), (13) ist N = 20.
Die in a) gesuchte Anzahl ist S+ K + M; wegen (11), (12), (13) betrigt sie 365. Die in b) gesuchte Anzahl
ist N = 20.

Aufgabe 120735:
Ermittle alle nichtnegativen rationalen Zahlen z, die die Gleichung x + |z — 1| = 1 erfiillen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Es sei x eine beliebige rationale Zahl, fiir die 0 < x <1 gilt. Dann gilt + |z — 1| = x+1—2 = 1, also ist
die gegebene Gleichung erfiillt. Daher erfiillen alle rationalen Zahlen z, fir diez + |z —1|=2z+1—2z =1
gilt, diese Gleichung.

Angenommen, es gibe eine rationale Zahl > 1, die die Gleichung x + |z — 1| = 1 erfiillt. Dann wére
l=z+|z—1] =2+ 2 —1 und somit 2z = 2, also = 1, im Widerspruch zu z > 1.

Also gibt es keine rationale Zahl x > 1, die die gegebene Gleichung erfillt. Daher erfiillen genau alle
diejenigen nicht negativen rationalen Zahlen x, fiir die (0 < z < 1) gilt, die gegebene Gleichung.

Aufgabe 140735:

Der Umfang eines Dreiecks mit den Seitenldngen a, b, c betragt 34 cm. Weiterhin gilt a : b = 3 : 8
und b:c=4:3.

Ermittle die Seitenlédngen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Esgilta:b=3:8,b:c=8:6 (Erweiterung von 4 : 3 mit 2), daraus folgt a : b: ¢ =3:8:6,d.h., a,b
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und ¢ sind der Reihe nach das 3-, 8-, bzw. 6fache ein und derselben Lénge.

Wegen 3 + 8 + 6 = 17 und wegen des gegebenen Umfange von 34 cm betriagt diese Lange 2 cm. Die
gesuchten Seitenldngen betragen daher a = 6 cm, b = 16 cm, ¢ = 12 cm.

Aufgabe 180736:

Ermittle alle rationalen Zahlen a mit folgender Eigenschaft:

Das Produkt aus der Zahl a und ihrem absoluten Betrag ist gleich der Summe der Zahl a und ihrem
absoluten Betrag.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, eine rationale Zahl a habe die genannte Eigenschaft. Dann gilt

a-laf = a+lal (1)

Fiir die Zahl a trifft nun genau einer der folgenden zwei Félle zu:

1. Fall: a > 0.
Dann gilt |a| = a, also folgt aus (1) (2) a® = 2a. Hiernach verbleiben im 1. Fall nur die Moglichkeiten,
dass entweder a = 0 gilt oder, falls a # 0 ist, aus (2) weiter a = 2 folgt.

2. Fall: a < 0.

Dann gilt |a| = —a, und es folgt einerseits a - |a| # 0, andererseits a + |a| = 0. Die Annahme, dass a die
Eigenschaft (1) hat, fiihrt somit im 2. Fall auf einen Widerspruch.

Folglich kénnen nur die beiden Zahlen 0 und 2 die genannte Eigenschaft haben. Tatséchlich gilt 0 |0] =
0 =0+ |0| sowie 2 -|2| =4 =2+ |2|. Also sind genau die Zahlen 0 und 2 die gesuchten Zahlen.

Aufgabe 190731:
Ermittle alle geordneten Paare (x;y) natiirlicher Zahlen, die folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die zweite Zahl y ist um 1 kleiner als das Dreifache der ersten Zahl z.
(2) Das Produkt aus dem Sechsfachen der ersten und dem Vierfachen der zweiten Zahl betriagt 1680.

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, fiir ein Paar (z;y) natiirlicher Zahlen seien die Bedingungen (1), (2) erfiillt. Dann gilt
y=3z—1 (1) und 6z - 4y = 1680, also xy = 70 (2).

Wie man (bei Beachtung von 70 = 1-2-5-7) durch systematisches Erfassen aller moglichen Fille erkennt,
wird (2) nur von folgenden Zahlenpaaren erfiillt: (1;70), (2;35), (5;14), (7;10), (10;7), (14;5), (35;2), (70;1).

Von diesen Zahlenpaaren erfillt aber nur (5;14) auch die Bedingung (1). Daher kann nur das geordnete
Paar (5;14) alle gestellten Bedingungen erfiillen.

Es erfiillt diese Bedingungen tatséchlich; denn es gilt 14 =3-5—1und 6-5-4-14 = 30 - 56 = 1680.
Alternativ-Losung von cyrix:

Aus den beiden Angaben erhélt man das Gleichungsystem y = 3z — 1 und 6z - 4y = 1680, wobei die
zweite Gleichung dquivalent ist zu xy = 70. Setzt man die erste Gleichung hier ein, so erhélt man die
quadratische Gleichung 322 — z — 70 = 0, welche im Bereich der reellen Zahlen die Lésungen

1 70
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also x =5 bzw. x = —% besitzt.
Davon ist aber offenbar nur x = 5 eine natiirliche Zahl. Man erhélt dazu y = 14 und die Probe bestétigt,

dass dieses Paar (z;y) = (5;14) die einzige Losung in den natiirlichen Zahlen ist.

Aufgabe 190735:

Cathrin geht einkaufen. Sie hat genau 18 Geldstiicke, und zwar nur Zweimark- und
Finfzigpfennigstiicke, bei sich. Von dem Gesamtbetrag dieses Geldes gibt sie genau die Halfte aus.
Nach dem Einkauf stellt sie fest, dass sie jetzt wieder ausschlieflich Zweimark- und
Finfzigpfennigstiicke bei sich hat, und zwar soviel Zweimarkstiicke wie sie vor dem Einkauf
Finfzigpfennigstiicke besaf}, und soviel Fiinfzigpfennigstiicke, wie sie vorher Zweimarkstiicke hatte.
Welchen Geldbetrag besafl Cathrin noch nach dem Einkauf?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Bezeichnet man die Anzahl der Zweimarkstiicke, die Cathrin vor dem Einkauf besa8, mit z, so hatte sie
zur gleichen Zeit (18 — z) Fiinfzigpfennigstiicke. Der Geldbetrag, den sie vor dem Einkauf besa8, betrug
somit

(2x + (18 — x) - 0,5) Mark = (1,5x + 9) Mark

Da sie davon genau die Hélfte ausgab, hatte sie nach dem Einkauf noch (0,752 44,5) Mark. Laut Aufgabe
setzte sich dieser Betrag aus (18 — x) Zweimarkstiicken und x Fiinfzigpfennigstiicken zusammen. Daher
gilt

0,75z + 4,5 =2(18 — ) + 0,52 = 36 — 1,5z

woraus man 2,25x = 31,5, also z = 14 erhalt.

Folglich hatte Cathrin vor dem Einkauf genau 14 Zweimarkstiicke und genau 4 Fiinfzigpfennigstiicke, das
sind zusammen 30 Mark, bei sich. Nach dem Einkauf besafl sie genau 4 Zweimarkstiicke und genau 14
Fiinfzigpfennigstiicke, das sind zusammen 15 Mark.

2. Losungsweg:

Hatte Cathrin nach dem Einkauf noch genau p Mark, so hatte sie vorher genau 2p Mark. Wiirde man
ebenso viele Geldstiicke (jeweils der gleichen Werte), wie sie vorher hatte, und dazu noch ebenso viele,
wie sie nachher hatte, nebeneinanderlegen, so waren das einerseits genau 18 Zweimarkstiicke und 18
Fiinfzigpfennigstiicke, also (36 + 9) Mark = 45 Mark; andererseits wéren es (2p + p) Mark = 3pMark.
Daher gilt 3p = 45, also p = 15.

Folglich hatte Cathrin nach dem Einkauf noch genau 15 Mark.

Aufgabe 200731:
Von einer natiirlichen Zahl z wird gefordert, dass sie sich in vier Summanden zerlegen ldsst, die die
folgenden Bedingungen erfiillen:

Der erste Summand betréigt zwei Drittel der Zahl z,

der zweite Summand betrigt ein Viertel des ersten Summanden,

der dritte Summand betragt ein vier Fiinftel es zweiten Summanden,
der vierte Summand betrigt ein Viertel des dritten Summanden,

der dritte Summand betrigt 48.

Untersuche, ob diese Bedingungen erfiillbar sind!
Ist dies der Fall, so ermittle alle natiirlichen Zahlen z und ihre Zerlegungen in vier Summanden, die
diese Bedingungen erfiillen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Wenn eine natiirliche Zahl z so in vier Summanden si, s3, s3, sS4 zerlegt ist, dass die angegebenen
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Bedingungen erfiillt sind, so gilt

2 1
z=51+s2+53+s54 (1) 81= 3% (2) 52 = 751 (3)
4 1
S3 582 (4) S4 = — 83 (5) S3 = 48 (6)
Aus (5) und (6) folgt (7) s4 = % <48 = 12.
Aus(6)und(4)ﬂﬂgt(8)48::§-52,ab052::%5-48::60
Aus (8) und (3) folgt (9) 60 = ; - s1, also 51 = 4 - 60 = 240.
Aus (1) und (6) bis (9) folgt z = 240 + 60 + 48 + 12 = 360.

Daher kann nur die Zahl z = 360 und ihre Zerlegung in s; = 240, so = 60, s3 = 48, s4, = 12 die
Bedingungen der Aufgabenstellung erfiillen.

Aufgabe 200734:

Horst, der aktiv Sport treibt, erzéhlt seinem Freund:

»In vier Jahren habe ich insgesamt an 21 Wettkdmpfen teilgenommen, in jedem Jahr an mindestens
einem Wettkampf. Dabei war die Anzahl der Wettkdmpfe von Jahr zu Jahr gréfier; im vierten Jahr
war sie genau dreimal so grof3 wie im ersten Jahr.*

Untersuche, ob es fiir die Wettkdmpfe in den einzelnen Jahren Anzahlen gibt, die Horsts Angaben
entsprechen, und ob aus den Angaben diese Anzahlen eindeutig hervorgehen! Ist das der Fall, so
ermittle diese vier Anzahlen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Sind a, b, ¢, d Horsts Angaben entsprechende Anzahlen der Wettkdampfe im 1., 2., 3. bzw. 4. Jahr, so gilt

O<a<b<e<d (1)
d=3a (2)
a+b+ct+d=21 (3)

Wire a > 4, so folgte aus (1), dass b>5, ¢ > 6, d > 7, also a + b+ ¢+ d > 22 wére, im Widerspruch zu
Wiére a < 2, so folgte aus (2), dass d < 6 wére; aus (1) folgte dann ¢ <5, b <4, alsoa+b+c+d <17,
in Widerspruch zu (3). Also muss a = 3 (4) sein.

Nach (2) folgt d =9 (5), nach (1) folgt b > 4 (6).

Wire b > 4, so folgte aus (2), dass ¢ > 5, also a + b+ ¢ + d > 21 wiére, im Widerspruch zu (3). Daher
muss b =4 (6) sein, und aus (3), (4), (S), (6) folgt ¢ = 5.

Also konnen nur die Anzahlen 3 Wettkampfe im ersten Jahr, 4 Wettkampfe im zweiten Jahr, 5 Wettkdmpfe
im dritten Jahr, 9 Wettkdmpfe im vierten Jahr Horsts Angaben entsprechen (7).

Sie entsprechen ihnen; denn es gilt 0 <3 <4 <5< 9,9=3-3;34+4+5+9 = 21. Daher gibt es
Anzahlen, die Horsts Angaben entsprechen, sie gehen eindeutig aus den Angaben hervor und lauten wie
in (7) angegeben.

Aufgabe 200736:

In eine Leihbibliothek kamen wéhrend eines Tages Schiiler aus jeder der Klassenstufen 6, 7 und 8; dies
waren insgesamt 85 Schiiler. Genau ein Drittel der Schiiler der Klassenstufe 6, genau ein Drittel der
Schiiler der Klassenstufe 7 und genau ein Viertel der Schiiler der Klassenstufe 8, das waren insgesamt
26 Schiiler, entliehen Biicher aus der Bibliotheksreihe ,Mathematische Schiilerbiicherei“.

AuBlerdem ergab sich aus Gespréichen, dass genau ein Zehntel der Schiiler der Klassenstufe 7 an der
Mathematikolympiade des Kreises teilgenommen hatte.

Untersuche, ob aus diesen Angaben die Anzahlen der Schiiler der Klassenstufe 6, der Klassenstufe 7
und der Klassenstufe 8 eindeutig hervorgehen! Ist das der Fall, so ermittle diese drei Anzahlen!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Sind a, b, c die Anzahlen der Schiiler der Klassenstufe 6, 7, 8 in dieser Reihenfolge, so folgt aus den
Angaben:

Es sind a und b durch 3 teilbar, ¢ ist durch 4 teilbar, auflerdem ist b durch 10 teilbar. Da 3 und 10
teilerfremd sind, ist folglich b durch 30 teilbar. Also gibt es natiirliche Zahlen p, ¢, mit a = 3p, b = 30q,
¢ = 4r (1); dabei sind p, ¢, ebenso wie a, b, ¢ von 0 verschieden.

Aus (1) und der Angabe iiber die Gesamtzahl der Schiiler folgt 3p + 30q + 4r = 85 (2); aus (1) und
der Angabe iiber die Anzahl derjenigen Schiiler, die Biicher aus der ,Mathematischen Schiilerbiicherei®
entliehen hatten, folgt p + 10q + r = 26 (3).

Wegen (2) kann nur ¢ = 1 oder ¢ = 2 sein. Wire ¢ = 2, dann folgte aus (3): p+r = 6 und aus (2)
weiterhin 3p +4r =3p+3r+r=3(p+7r)+r=25 Wegen p+r=6gilt 1 <p<5und 1 <r <5. Aus
3(p+r)+r=3-6+r=25 folgte aber r = 7, im Widerspruch zu r <5.

Also ist ¢ = 1 und mithin p 4+ r = 16 sowie 3p + 4r = 3(p + r) + r = 55. Daraus folgt 3 - 16 +r = 55 und
schlieflich r = 7 sowie p = 9. Damit ist gezeigt, dass aus den Angaben der Aufgabe eindeutig hervorgeht:

Die Anzahlen der Schiiler der Klassenstufen 6, 7 bzw. 8 betragen 27, 30 bzw. 28.

Aufgabe 210732:
Ermittle alle Paare (z;y) rationaler Zahlen mit der Eigenschaft, dass die Summe x + y dieselbe Zahl
wie das Produkt x - y und auch dieselbe Zahl wie der Quotient x : y ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Wenn ein Paar (x;y) rationaler Zahlen den Bedingungen der Aufgabe geniigt, dann gilt

Dz+y=x- -yund
2)z+y==x:y.

Aus (1) und (2) folgt 3) z-y=x:y.

Wiére z = 0, so wire nach (1) auch y = 0 im Widerspruch zur Existenz von z : y. Also kann man (3)
durch z dividieren und erhélt y = *.

Die einzigen rationalen Zahlen, die gleich ihrem Kehrwert sind, sind die Zahlen +1 und -1. Wére y = +1,
so ergiibe (1) den Widerspruch z + 1 = . Also ist y = —1 und damit nach (1) x — 1 =z, also z =

2
Daher kann nur das Paar (%, —1) den Bedingungen der Aufgabe gentigen.

Aufgabe 210736:

Eine Fliissigkeit wird in kleinen, mittleren und grofien Flaschen verkauft. In jede kleine Flasche
passen genau 200 g, in jede mittlere genau 500 g und in jede grofie genau 1000 g der Fliissigkeit. Jede
gefillte 200 g-Flasche kostet 1,20 M, jede gefiillte 500 g-Flasche kostet 2,80 M. Der Preis der leeren
500 g-Flasche ist um 50% hoher als der der leeren 200 g-Flasche. Die leere 1000 g- Flasche wiederum
ist um 50% teurer als die leere 500 g-Flasche.

Welcher Betrag wird eingespart, wenn anstelle von fiinf gefiillten 200 g-Flaschen eine gefiillte 1000
g-Flasche gekauft wird?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die leere 200 g-Flasche koste « Mark. Daraus folgt: Die leere 500 g-Flasche kostet 50% mehr, also % T
Mark.

Ferner folgt:

Je 200 g der Flussigkeit kosten (1,20 — x) Mark,

je 500 g der Fliissigkeit kosten (2,80 — % - x) Mark.
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Da der Preis fiir 500 g aber andererseits % des Preises fiir 200 g betragen muss, ergibt sich
3 5 5

woraus man x = 0,20 erhélt.

Also kostet die leere 200 g-Flasche 0,20 M, die leere 500 g-Flasche mithin 0,30 M und schliellich die leere
1000 g-Flasche 2 - 0,30 M = 0,45 M.

Folglich kosten fiinf leere 200 g-Flaschen 5-0,20 M = 1 M. Kauft man daher die 1000 g Flissigkeit nicht
in diesen fiinf Flaschen, sondern statt dessen in einer Flasche zu 1000 g, so spart man (1 — 0,45) M =
0,55 M ein.

Aufgabe 220731:
Die Konsumgenossenschaft erstattet in jedem Jahr 1,6% desjenigen Betrages zuriick, fiir den Kon-
summarken abgerechnet wurden. Von vier Familien A, B, C' und D ist aus einem Jahr bekannt:

A hatte fir einen doppelt so grofien Betrag abgerechnet wie B oder, was dasselbe war, fiir einen
dreimal so groflien wie C' bzw. fiir einen viermal so groflen wie D;
die vier Familien A, B, C, D erhielten zusammen 336 DM zuriickerstattet.

Fiir jede der vier Familien A, B, C, D soll aus diesen Angaben ermittelt werden:

a) Fir welchen Betrag hatte diese Familie in diesem Jahr Konsummarken abgerechnet?
b) Welchen Betrag erhielt daher diese Familie zuriickerstattet?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Der Betrag, fir den die Familie A, B, C bzw. D Konsummarken abgerechnet hatte, sei a, b, ¢ bzw. d.

Dann gilt

1 1 1
b—ia, C—ga, d—za

Die vier Familien hatten also zusammen fiir den Betrag a + %a + %a + %a. Da 1,6% hiervon 336 M sind,
gilt
1 1 1 336-100

a+sa+ e+ —a

— M — 10080M
Satgaty o = a=10080

und damit

b= % -10080M = 5040 M ; c= é -10080M = 3360M ; d= i -10080M = 2520M

b) Familie A erhielt 225%LS N/ = 161,28, Familie B erhielt 22020 = 80,64M, Familie C erhielt

336018 M = 53,76M, Familie D erhielt 222318 A/ = 40,32

Aufgabe 230734:
Von einer Zahl wird folgendes gefordert:

Wenn man die Zahl halbiert,
vom Ergebnis dann 1 subtrahiert,
vom dabei erhaltenen Ergebnis ein Drittel bildet,
von diesem Drittel wieder 1 subtrahiert,
vom nun entstandenen Ergebnis ein Viertel bildet
und von diesem Viertel nochmals 1 subtrahiert,
so erhalt man 1.

Gib jede Zahl an, die diese Forderung erfiillt! Beweise dazu, dass jede Zahl, die die Forderung erfiillt,
von dir angegeben wurde und dass jede von dir angegebene Zahl die Forderung erfiillt!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Eine Zahl x hat genau dann die geforderte Eigenschaft, wenn sie die Gleichung

(G e

erfiillt. Diese Gleichung ist der Reihe nach dquivalent mit

{(36-)-1)-

Damit ist bewiesen, dass die Zahl 56 die geforderte Eigenschaft hat und dass sie die einzige Zahl mit der
geforderten Eigenschaft ist.

Aufgabe 260732:
Uber die Feriengéste in einem Ferienheim ist folgendes bekannt:

Die Anzahl der Médchen ist gleich der Halfte der Anzahl derjenigen Feriengéste, die keine Madchen
?)Hlf Anzahl der Jungen ist gleich einem Drittel der Anzahl derjenigen Feriengéste, die keine Jungen
]S)H:ed Anzahl der Frauen ist gleich einem Viertel der Anzahl derjenigen Feriengéiste, die keine Frauen
2?1?31& diesen Méadchen, Jungen und Frauen sind in diesem Ferienheim als Feriengéste noch genau 26
Ménner.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben eindeutig die Anzahlen der Méadchen, Jungen und Frauen
ergeben!
Wenn dies der Fall ist, gib diese Anzahlen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es sei m die Anzahl der Médchen, j die Anzahl der Jungen und f die Anzahl der Frauen. Die Anzahl
aller Feriengéste in dem Ferienheim sei . Dann gilt nach Aufgabenstellung

1
m= —(x —m) also m=

: (1)

wlg

Entsprechend folgt aus j = %(z — j), also 3j = z — j, die Beziehung j = £ (2) und aus f = {(z — f) die
Beziehung f = £ (3).
Nach Aufgabenstellung gilt weiterhin x = m + j + f + 26. Hieraus folgt wegen (1), (2), (3)

x oz
=—4+—-+-+2 =12
=7 + 1 + 5 +26 =z 0
Nochmals nach (1), (2), (3) folgt hieraus m = 40, j = 30, f = 24.
Damit ist gezeigt, dass sich aus den Angaben eindeutig diese Anzahlen der Méadchen, Jungen und Frauen
ergeben.

Aufgabe 280732:

In einer Fabrik zur Herstellung von alkoholhaltigen Essenzen soll aus einem Restbestand von 300 kg
32prozentigem Alkohol durch Zugabe von 90prozentigem Alkohol ein neuer Bestand von 40prozenti-
gem Alkohol hergestellt werden.

Ermittle diejenige Menge 90prozentigen Alkohols, mit der das erreicht wird!

23



LI Gleichungen, Gleichungssysteme

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Der Restbestand enthélt % -300 kg = 96 kg Alkohol. Fiigt man (x kg 90prozentigen Alkohol und damit)
2 kg Alkohol hinzu, so enthélt der neue Bestand (96 + +5z) kg Alkohol.

Damit dies 40 Prozent der Menge (300 + ) kg des neuen Bestandes sind, muss

9 4
96 + 15 = 15(300 + )

gelten. Daraus folgt

9 4
=19 = =4
96—|—10x 0+10z = T 8

Die gesuchte Menge 90prozentigen Alkohols betragt 48 kg.

Aufgabe 310731:

Bei einer Geburtstagsfeier wurden an die Kinder Bonbons verteilt:

Das erste Kind bekam 1 Bonbon und ein Zehntel vom verbleibenden Rest,

Das zweite Kind bekam 2 Bonbons und ein Zehntel vom nun verbleibenden Rest,
Das dritte Kind bekam 3 Bonbons und ein Zehntel vom nun verbleibenden Rest, usw.

Schlielich waren, als dies konsequent fortgesetzt worden war, alle Bonbons verteilt, und es stellte
sich heraus, dass jedes Kind dieselbe Anzahl Bonbons erhalten hatte wie jedes andere Kind.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl a aller verteilten Bonbons, die Anzahl k aller beteiligten
Kinder und die Anzahl b derjenigen Bonbons, die jedes dieser Kinder erhielt!
Uberpriife, dass fiir die von dir ermittelten Anzahlen a, k, b alle obengenannten Angaben zutreffen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Aus den Angaben folgt: Das 1. Kind bekam 1+ 5 (a—1) = <%+ -% Bonbons, danach waren a— (3% — %) =

0 o 0~ 10
1—8 — 30 Bonbons vorhanden.

: 1 (9 _ 9 o\ _ 9a 171
Das 2. Kind bekam 2 + 5 (ﬁ 15 2) = 106 + 100 Bonbons.

Da auch das 1. Kind diese Anzahl erhalten hatte, folgt
9a 9  9a 171

e — —_— = ]_
0 10 100 10 T @78
und damit weiter
=24y
100 10

Da jedes der k Kinder b Bonbons bekam, ist die Anzahl aller verteilten Bonbons a = k - b; damit folgt
k=81:9=0.

Probe:
Nummer des Kindes Anzahl der an dieses Kind ausgegebenen Bonbons danach verbleibender Rest
1 14+80:10=9 81-9 =172
2 2470:10=9 72-9 =063
8 8+10:10=9 18-9=9
9 9+0:10=9 9-9=0

Aufgabe 320736:

Uber ein Schwimmbecken wurden folgende Angaben gemacht:

Das Becken kann durch zwei getrennte Wasserleitungen gefiillt werden. Aus der zweiten Leitung
stromen in jeder Minute 50 Kubikmeter mehr heraus als aus der ersten. Um das Becken vollsténdig
zu fiillen, werden 48 Minuten gebraucht, wenn beide Leitungen gleichzeitig geéffnet sind; dagegen 2
Stunden, wenn nur die erste Leitung gedffnet ist.

Untersuche, ob das Volumen des Beckens durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist! Wenn das der
Fall ist, so ermittle dieses Volumen!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn das Volumen des Beckens © Kubikmeter betragt, so folgt aus den Angaben: In jeder Minute stromen
aus der gedffneten ersten Leitung 15; Kubikmeter, aus der zweiten (755 4 50) Kubikmeter. Das Volumen
des Beckens, das durch beide Leitungen in 48 Minuten gefillt wird, betragt daher

x x
8 (155 + (735 + %))
Kubikmeter. Also muss die Gleichung

x x
8- (135+ (335 +20)) ==
gelten. Durch Umformen wird « = 12000.

Somit ist durch die Angaben eindeutig bestimmt: Das Volumen des Beckens betréagt 12 000 Kubikmeter.

.1l Bewegungsaufgaben

| Runde 1

Aufgabe V00707:

Herr A fihrt mit seinem PKW auf der Autobahn mit 100 km-h~! an einer Tankstelle (73) vorbei. 35
km hinter 77 muss Herr A den Benzinhahn auf Reserve stellen.

Da die néchste Tankstelle (72) auf der Autobahn noch weitere 35 km entfernt ist, geht Herr A auf
60 km-h~! herunter, um weniger Benzin zu verbrauchen.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit wird Herr A die Strecke zwischen 77 und 75 unter diesen
Bedingungen zuriicklegen?

Loésung von Steffen Polster:

Fiir die Strecke 35 km von T bis zum Umschalten auf Reserve werden ¢, = 2 = 1%%’“& = 21 min benétigt.
h
Fiir die zweite Strecke von 35 km entsprechend ty = 2 = g’gﬁ = 35 min.
h

Aus der damit benétigten Gesamtfahrzeit von 56 Minuten zwischen 77 und 7% ergibt sich eine Durch-

. . . . _ 70km __ km
schnittsgeschwindigkeit von v = gz = 7557,

Aufgabe 030712:

Bei der Friedensfahrt 1963 wurde zwischen Bautzen und Dresden (57 km) ein Einzelzeitfahren aus-
getragen.

Die Fahrer starteten dabei in Abstdnden von 1 Minute. Unmittelbar vor dem spéteren Gesamtsieger
Klaus Ampler (DDR) startete sein héirtester Gegner Vyncke (Belgien). Wahrend Ampler je Stunde
durchschnittlich 42 km zuriicklegte, erreichte Vyncke einen ,Schnitt* von 40 km je Stunde.

In welcher Zeit und nach wie viel Kilometern hiatte Ampler den belgischen Fahrer eingeholt, wenn
beide mit konstanter Geschwindigkeit gefahren wéren? Begriinde deine Antwort!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
Ampler legt in jeder Stunde durchschnittlich 2 km mehr zuriick als Vyncke. Dieser hatte % km Vorsprung,
also wére er nach 20 min von Ampler eingeholt worden. In dieser Zeit hatte Ampler 14 km zuriickgelegt.

Aufgabe 040712:

Ein Giiterzug legte in der ersten Stunde 35% km und in den nachfolgenden 2% Stunden weitere 92,7
km zurtick. Fiir die Riickfahrt auf derselben Strecke benétigte er drei Stunden und 12 Minuten.
Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die ganze Fahrt! Runde auf eine Dezimale!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Der Gesamtweg betragt: (35% +92,7) km - 2 = 256,9 km.

Die gesamte Fahrtzeit betragt: (1 + 2,5+ 3,2) h = 6,7 h.
s 256,9 km

Die Durchschnittsgeschwindigkeit betrégt somit v = $ = =g ~ 38,39,

Aufgabe 160714:

Bei einem Radrennen auf einem Rundkurs von 1 km Lange hatte zu einem bestimmten Zeitpunkt
der Radsportler A genau 500 m Vorsprung vor dem Radsportler B. B fuhr mit einer Geschwindigkeit
von 50 kTm, A mit einer Geschwindigkeit von 45 kTm

a) Nach wie viel Minuten von dem angegebenen Zeitpunkt an gerechnet holte B den Fahrer A das
erste Mal ein, wenn angenommen wird, dass beide mit gleichbleibender Geschwindigkeit fuhren?

b) Nach wie viel weiteren Minuten wiirde B den Fahrer A zum zweiten Mal einholen (,iiberrunden®),
wenn beide Fahrer auch weiterhin mit jeweils gleichbleibender Geschwindigkeit weiterfahren wiirden?
Wie viele Runden hétte A und wie viele B zwischen dem ersten und dem zweiten Mal des Uberholens
zuriickgelegt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) B muss innerhalb der gesuchten Zeit einen Vorsprung von 500 m aufholen. Innerhalb einer Stunde hétte
B eine um 5 km = 5000 m langere Strecke zuriickgelegt als A, d.h. einen zehnmal so grofen Vorsprung
aufgeholt wie erforderlich. Also holte er den Vorsprung von A in % Stunde, d. h. in 6 Minuten auf.

b) Bis zum zweiten Mal des Uberholens hétte B einen Vorsprung von 1 km aufzuholen. Die dazu bendtigte
Zeit wire demnach doppelt so lang wie bei a), also 12 Minuten. In dieser Zeit legte A eine Strecke von
% -45km = 9 km, also 9 Runden, zuriick und B daher eine Runde mehr, d. h. 10 Runden.

Aufgabe 230712:

Ein Kraftwagen fahrt auf einer Autobahn mit einer konstanten Geschwindigkeit von 80 kTm Ein
zweiter Kraftwagen befindet sich 2 km hinter dem ersten und féhrt in derselben Richtung mit einer
konstanten Geschwindigkeit von 85 kTm

a) Wie viel Minuten benétigt der zweite Kraftwagen, bis er den ersten einholt?
b) Wie viel Kilometer legt der zweite Kraftwagen zuriick, bis er den ersten einholt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Da die Geschwindigkeit des zweiten Kraftwagens um 5 % grofler ist als die des ersten Kraftwagens,
legt der zweite Kraftwagen 5 km mehr in der Stunde zuriick als der erste. In % h, d.h. in 12 Minuten,
kommt er dem ersten Kraftwagen um 1 km néher, also hat er den ersten Kraftwagen in 2-12 Minuten =
24 Minuten eingeholt.

b) In dieser Zeit hat er eine Entfernung von 85 - % km = 34 km zuriickgelegt.

Il Runde 2

Aufgabe V10722:

Die Strecke von Berlin nach Karl-Marx-Stadt wird von der Deutschen Lufthansa mit Flugzeugen vom
Typ AN 2 beflogen. Um 09.45 Uhr startet die Maschine in Berlin und landet nach 220 Flugkilometern
um 11.00 Uhr in Karl-Marx-Stadt.

Ein Flugzeug vom Typ IL 14 P startet um 12.30 Uhr in Leipzig und landet um 14.05 Uhr in Barth
nach 443 Flugkilometern.

26



LIT Bewegungsaufgaben

Im Schnellverkehr der Deutschen Reichsbahn fahrt der D-Zug nach Magdeburg um 6.42 Uhr in Berlin
ab und trifft nach einer Fahrtstrecke von 169 km um 8.59 Uhr in Magdeburg ein.

In welchem Verhéltnis stehen die Durchschnittsgeschwindigkeiten der drei Verkehrsmittel zueinan-
der?

Losung von Steffen Polster:
Die Durchschnittsgeschwindigkeit wird mittel v = 7 berechnet.
Flugzeug AN 2: s; = 220 km; ¢; = 85 min, d.h. v; = 222 = 2,59k ~ 155km

85

Flugzeug 1L 14: s = 443 km; t; = 95 min, d. h. v = % = 4,663:?;‘l ~ ZSOkTm
D-Zug: s3 = 169 km; t; = 137 min, d.h. v; = 183 =1,23km ~ 74k

Aufstellen der gesuchten Proportionen: 155 : 74 = 2,1 und 280 : 74 = 3,8 und somit lautet die gesuchte
Proportion vy : ve 1 v3 =2,1:3,8: 1.

Aufgabe 010722:

Die Eisenbahnstrecke Leipzig - Halle - Kéthen - Magdeburg ist 123,6 km lang. Ein Personenzug fahrt
um 12.32 Uhr in Leipzig ab. Er hat eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 32,7 kTm Ein D-Zug fahrt
um 13.11 Uhr in Leipzig ab. Seine Durchschnittsgeschwindigkeit betragt 75,2 kTm

a) Um wie viel Uhr holt der D-Zug den Personenzug ein?

b) Wie viel Kilometer haben beide Ziige bis dahin zuriickgelegt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Gesucht ist diejenige Wegstrecke ist, die beide Ziige bis zum Einholen zuriicklegen. Diese Wegstrecke ist
das Produkt aus mittlerer Geschwindigkeit und jeweils benétigter Zeit. Die Fahrzeiten, die die beiden
Ziige bis dahin bendtigen, unterscheiden sich um 39 min = % h (ndmlich der Unterschied zwischen den
Abfahrtszeiten).

Die Gleichung ist also, wenn ¢ die Fahrzeit des D-Zuges bezeichnet:

km 13 km km
t- 75,2T = (t + 20h> ~32,7T =t- 3277T + 21,255 km

a) Daraus errechnet sich ¢ = 0,5 h = 30 min. Der D-Zug holt den Personenzug eine halbe Stunde nach
13.11 Uhr, also um 13.41 Uhr ein.

b) Zu diesem Zeitpunkt haben beide Ziige 37,6 km zuriickgelegt.

Aufgabe 090723:

Ein Tourist war an drei aufeinanderfolgenden Tagen jeweils genau die gleiche Zeit unterwegs.

Am ersten Tag ging er zu Fufl mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 6 km/h. Am zweiten
Tag benutzte er ein Moped mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 30 km/h. Am dritten Tag
benutzte er ein Auto mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 60 km/h. Der an den drei Tagen
zuriickgelegte Gesamtweg betrug 520 km.

Ermittle die Zeit, die er an jedem einzelnen der Tage unterwegs war, und die Anzahl der am ersten,
zweiten bzw. dritten Tage zurtlickgelegten Kilometer!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die an den einzelnen Tagen zuriickgelegten Wege sind proportional den jeweiligen Durchschnittsgeschwin-

digkeiten. Der am zweiten bzw. dritten Tag zuriickgelegte Weg ist also das 5- bzw. 10fache des am ersten
Tag zuriickgelegten Weges.

Wegen 1+ 5+ 10 = 16 ist somit der Gesamtweg, nach Aufgabenstellung 520 km, das 16fache des am
ersten Tage zuriickgelegten Weges.
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Dies ist nur moglich, wenn der am ersten Tage zurilickgelegte Weg 520km : 16 = 32,5 km und folglich
der am zweiten bzw. dritten Tage zuriickgelegte Weg 5 - 32,5km = 162,5 km bzw. 10 - 32,5km = 325 km
betrugen.

25 @7525

625 die am ersten Tage (und nach Aufgabenstellung an jedem der
drei Tage) aufgewendete Zelt als 23 ( 5 h 25 min).

Aufgabe 190724:

Ein Kraftfahrer fuhr mit seinem PKW von A nach B. Nach einer Fahrzeit von 20 Minuten hatte er
eine Panne, die in 30 Minuten behoben werden konnte. Nach weiteren 12 Minuten Fahrzeit musste
er an einer geschlossenen Bahnschranke 4 Minuten warten. Bis dahin hatte er 40 km zuriickgelegt.
Die Fahrt von der Bahnschranke nach B begann um 11.06 Uhr und verlief ohne Aufenthalt. In
B angekommen, stellt der Kraftfahrer fest, dass er von der Abfahrt an der Bahnschranke bis zur
Ankunft in B genau die Hélfte derjenigen Zeit benotigt hat, die insgesamt von der Abfahrt von A bis
zur Ankunft in B vergangen war.

Es sei angenommen, dass der Kraftfahrer auf jedem Teilstiick dieses Weges mit der gleichen Durch-
schnittsgeschwindigkeit fuhr.

a) Zu welcher Uhrzeit traf der Kraftfahrer in B ein?
b) Wie groff war die Durchschnittsgeschwindigkeit, in km h ausgedriickt?
¢) Wie viel Kilometer hatte er insgesamt von A nach B zuriickgelegt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Der Kraftfahrer benotigte wegen 20 + 30 + 12 + 4 = 66 bis zur Abfahrt von der Bahnschranke genau
66 Minuten. Da diese Zeit ebenso lang war wie die Fahrzeit von der Bahnschranke bis nach B, war er ab
11.06 Uhr noch einmal 66 Minuten bis B unterwegs, traf daher dort um 12.12 Uhr ein.

b) Fir die ersten 40 km betrug die reine Fahrzeit wegen 66 — 30 — 4 = 32 genau 32 Minuten, das sind %

Stunden. Wegen 40 : % betrug seine Durchschnittsgeschwindigkeit mithin 75 kTm

c) Da er den Rest des Weges mit der gleichen Durchschnittsgeschwindigkeit zuriicklegte und dafiir 66
Minuten, also 1= Stunden benotigte, legte er dabei wegen 75 - = = 82,5 noch weitere 82,5 km zuriick.
Mithin hatte er Von A nach B insgesamt 40 km + 82,5 km = 122 ,5 km zuriickgelegt.

11l Runde 3

Aufgabe V10734:

Eine Gruppe Junger Pioniere wandert von dem im Tal gelegenen Orte A auf den 9 km entfernten
Berg B. Sie bricht in A um 8.00 Uhr auf und ist in B um 12.00 Uhr angelangt.

Am néchsten Tage wandert die Gruppe denselben Weg zuriick. Sie geht um 8.30 Uhr los und kommt
um 11.00 Uhr in A an.

Gibt es auf dem Wege von A nach B einen Punkt, an dem sich die Gruppe an beiden Tagen zu der
gleichen Zeit befindet? Begriinde die Antwort!

Loésung von Steffen Polster:
Einen solchen Zeitpunkt gibt es.

Auf dem Weg von A nach B hat die Gruppe eine Geschwindigkeit von v; =

nach A von vy = glgmh = 1851;11“.

9 km

= auf dem Weg von B

Von A nach B ist die Gruppe von A nach einer Laufzeit t; genau s =t - v; = %tl km entfernt. Von B
nach A ist der Abstand nach ¢t5 von B genau so = t5 - vy = 1—58t2 km. Da die Gesamtstrecke 9 km lang ist,
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gilt s = 9km — so. Da die Gruppe am zweiten Tag eine halbe Stunden loslauft, ist auflerdem ¢5 = t; —0,5
h. Damit ergibt sich fiir den Punkt mit gleichem Abstand zu A und der gleichen Uhrzeit die Gleichung

18

9
T =9 (- 05)%

4
Als Losung der Gleichung ergibt sich t; = % h, d.h. der Zeitpunkt 9 Uhr 51 min. In diesem Moment
sind die Pioniere an jedem Tag 4,15 km von A entfernt. Die Probe bestétigt das Ergebnis.

Aufgabe 010732:

Im Sommer 1961 stellte der Dresdener Meister des Sports Gerhard Wissmann einen neuen Segelflug-
Rekord im Dreieck-Streckenflug auf. Er legte die Strecke Zossen - Storkow - Golflen - Zossen in 1 h
1 min 30 s zurtick.

Auf einer Karte im Mafstab 1 : 750000 stellen wir die folgenden Strecken fest: Zossen—Storkow 4,5
cm, Storkow—Golflen 5,2 cm, Golflen—Zossen 3,9 cm. Zu der errechneten Entfernung miissen wir noch
4 km fiir Umwege bei der Kursidnderung hinzuzdhlen.

a) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit erreichte Gerhard Wissmann?
b) Um wie viel Prozent war seine Geschwindigkeit héher als die des westdeutschen Rekordinhabers
Ernst-Giinter Haase, der eine Strecke von 100 km in 1 h 12 min zuriicklegte?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die geflogene Entfernung betrug 750000 - (4,5 + 5,2+ 3,9) cm + 4 km = 106 km.

106 km =103 17 km

145h

1. Als Durchschnittsgeschwindigkeit erreichte Gerhard Wissmann

100 km __ 8311(7111

2. Sein Konkurrent Ernst-Guinter Haase erreichte nur =’ 30
5

, so dass der neue Rekordinhaber

den alten um 24 % {ibertraf.

Aufgabe 130736:

Ein mit konstanter Geschwindigkeit fahrender Zug fuhr tiber eine 225 m lange Briicke in genau 27
s (gerechnet von der Auffahrt der Lok auf die Briicke bis zur Abfahrt des letzten Wagens von der
Briicke).

An einem Fufigdnger, der entgegen der Fahrtrichtung des genannten Zuges ging, fuhr dieser in genau
9 s voriiber. In dieser Zeit hatte der Fufigénger genau 9 m zuriickgelegt.

Ermittle die Lénge des Zuges (in Meter) und seine Geschwindigkeit (in Kilometer je Stunde)!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man konnte sich vorstellen, dass der Fufigianger im selben Augenblick die Briicke (entgegengesetzt zur
Fahrtrichtung des Zuges) verlisst, in dem die Lok auf die Briicke fihrt. Wenn der Fugénger nach 9 s
9 m zuriickgelegt hat, fahrt der letzte Wagen des Zuges an ihm vorbei. Bis zum Verlassen der Briicke
benétigt dieser Wagen wegen 27 —9 = 18 noch 18 s. In dieser Zeit legt er wegen 225+ 9 = 234 genau 234
m zuriick.

Folglich betrug wegen 234 : 18 = 13 die Durchschnittsgeschwindigkeit des Zuges 13 m/s das sind wegen
13- 3600 — 46,8 genau 46,8 52,

Da der Zug zur Briickenfahrt 27 s benétigte, legte die Lok wegen 13-27 = 351 in dieser Zeit 351 m zurtick.
Diese Strecke setzt sich aus den 225 m Lénge der Briicke und der Lénge des Zuges zusammen. Wegen

352 — 225 = 126 hat der Zug mithin eine Linge von 126 m.
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Aufgabe 250734:

Ein Jagdflugzeug flog in einer halben Stunde 200 km weiter als ein Sportflugzeug in einer Stunde.
Wie grofl war die Geschwindigkeit jedes dieser beiden Flugzeuge, wenn die des Jagdflugzeuges dreimal
so grofl war wie die des Sportflugzeugs?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Geschwindigkeit des Sportflugzeugs sei x kTm, die des Jagdflugzeugs ist dann 3z kTm Da das Sport-
flugzeug in einer Stunde x km flog, flog das Jagdflugzeug in einer halben Stunde (z 4 200) km und daher
in einer Stunde 2 - (z + 200) km. Also gilt

3z=2-(z+200) =  2=400

Das Sportflugzeug hatte somit die Geschwindigkeit 400 kTm, das Jagdflugzeug hatte die Geschwindigkeit
1200 &2

Aufgabe 260731:

Herr Anders fuhr mit seinem Pkw auf der Autobahn mit einer Geschwindigkeit von 100 kTm an
einer Tankstelle (A) vorbei. Nach einer weiteren Fahrstrecke von 175 km musste Herr Anders den
Benzinhahn auf Reserve stellen.

Da die nédchste Tankstelle (B) von dieser Stelle aus auf der Autobahn noch 45 km entfernt liegt,
verringerte Herr Anders seine Geschwindigkeit auf 60 kTm, um weniger Benzin zu verbrauchen.

Mit welcher Durchschnittsgeschwindigkeit legte Herr Anders die Strecke zwischen A und B zuriick?
(Der kurze Bremsweg, auf dem die Geschwindigkeit von 100 kTm auf 60 kTm h herabgesetzt wurde,
soll in der Rechnung nicht beriicksichtigt werden, da er die gesuchte Durchschnittsgeschwindigkeit
nur unwesentlich beeinflusst.)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Fahrstrecke von A bis zu der Stelle, an der die Geschwindigkeit herabgesetzt wurde, betragt s = 175
km, die Fahrstrecke von dieser Stelle bis B betrdgt so = 45 km, die Gesamtstrecke von A bis B also
s =51+ s2 =220 km. (1)

Die Geschwindigkeit, mit der die erste Teilstrecke zuriickgelegt wurde, betrigt v; = 100’%". Da diese
Geschwindigkeit konstant war, ergibt sich als Fahrzeit fiir diese Strecke

S1 175 7

o U1 o 1770 o 4
Die Geschwindigkeit, mit der die zweite Teilstrecke zurilickgelegt wurde, betrigt v, = GOkTm. Da auch
diese Geschwindigkeit konstant war, ergibt sich als Fahrzeit fiir diese Strecke

=22 - "“h=="n
27 0y 60 4

Also ist die gesamte Fahrzeit von A nach Bt =t +t; = 2 h (2). Aus (1) und (2) ergibt sich als gesuchte

Durchschnittsgeschwindigkeit

200 k k
v="2= 0 gt
t~ In h

Aufgabe 330734:

Ulrike sitzt am Fenster eines Zuges, der mit der Geschwindigkeit 60 kTm fahrt. Sie beobachtet, dass an
ihrem Fenster ein Gegenzug innerhalb von 4 Sekunden voriiberfdhrt. Auflerdem weif§ sie, dass dieser
Gegenzug 120 m lang ist.

Untersuche, ob die Geschwindigkeit des Gegenzuges durch diese Angaben eindeutig bestimmt ist!

km

Wenn das der Fall ist, gib diese Geschwindigkeit in <* an!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Strecke, die der Gegenzug in 4 Sekunden durchfidhrt, ergibt sich, wenn man seine Liange 120 m um
die Lénge derjenigen Strecke vermindert, die Ulrikes Zug selbst in diesen 4 Sekunden zuriicklegt. Die
letztgenannte Strecke betrégt wegen der Geschwindigkeit 60 kTm von Ulrikes Zug

601000 m 200

4 =
%7 773600 s 3 "

Also durchfihrt der Gegenzug in 4 Sekunden die Strecke 120 m — % m = % m; somit ist seine Ge-

schwindigkeit eindeutig durch die Angaben bestimmt, sie betragt 481%“.

.11l Prozentrechnung, Proportionalitat

| Runde 1

Aufgabe V10712:

Einer der grofiten von Menschenhand geschaffenen Seen ist der Zimljansker Stausee in der Sowjetu-
nion. Er hat eine Oberfliche von rund 2600 km?. Die Fliche des Miiggelsees betrigt dagegen rund
750 ha.

Wie viel mal so grof ist die Fléche des Zimljansker Stausees?

Losung von Steffen Polster:
2600 km? sind gleich 260000 ha. Damit wird 255900 = 346,6 ~ 347.
Der Stausee ist 347 mal grofler als der Miiggelsee.

Aufgabe V10713:

Fiir eine elektrische Leitung von 7 km Lange benotigt man 259 kg Kupferdraht.

Wie viel Kilogramm Kupferdraht der gleichen Stérke bendtigt man fiir eine Leitung von 22 km
Lénge?

Losung von Steffen Polster:

Mit direkter Proportionalitat wird @ = 55 und x = 814 kg. Es werden 814 kg Kupferdraht benétigt.

Aufgabe 010712:

Beim freiwilligen Kartoffeleinsatz trugen drei Gruppen von Schiilern einer 7. Klasse einen kleinen
Wettbewerb aus. Sie sammelten gemeinsam insgesamt 52 dt Kartoffeln. Dabei sammelte die zweite
Gruppe 1% mal soviel wie die erste, die dritte 3 dt Kartoffeln mehr als die erste.

Wie viel Dezitonnen Kartoffeln sammelte jede Gruppe?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Zusammen sammelten die drei Gruppen also 1 mal + 1% mal + 1 mal soviel wie die erste allein plus 3 dt
zusédtzlich. 3%mal der Ertrag der ersten ist also gleich (52 - 3) dt = 49 dt. Das bedeutet, dass die erste
Gruppe 14 dt Kartoffeln aufgesammelt hat, fiir die zweite folgt daraus 21 dt und fiir die dritte 17 dt.

Aufgabe 010713:

Im Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion ségt ein Schiiler ein Stiick Vierkantstahl ab, das
475 p schwer ist. Am néchsten Tag wird ein Stiick Vierkantstahl, dessen Abmessungen viermal so
grofl sind wie bei dem abgesdgten Stiick und das aus gleichem Material besteht, bearbeitet.

Wie schwer ist das Stiick? Begriinde die Antwort!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Das Volumen steigt proportional mit jeder Abmessung; da es drei mogliche Abmessungen gibt, hat das
neue Stiick ein 4 -4 -4 = 64mal so groBes Volumen. Das Gewicht verhélt sich (bei gleichem Material) wie
das Volumen, daher ist das neue Gewicht 30400 p.

Aufgabe 050711:

Zwei Jungen vergleichen ihre Ersparnisse. Sie stellen fest: % von Peters Sparbetrag ist genau soviel
wie % von Rainers Sparbetrag.

Wer hat mehr Geld gespart?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Peters Geldbetrag sei p, Rainers r. Dann gilt %p = %r und folglich p = %r > r, also hat Peter mehr Geld
gespart als Rainer.

Aufgabe 060711:

Ein Vater geht mit seinem Sohn spazieren. Dabei stellen sie fest: Jede Strecke, die der Sohn mit drei
Schritten zuriicklegt, schafft der Vater mit zwei Schritten.

Nach wie viel Schritten des Vaters setzen beide gleichzeitig den rechten Fufl auf, wenn beide den
ersten Schritt gleichzeitig beginnen und mit dem rechten Bein ausfithren?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Nur nach jedem zweiten Schritt des Vaters setzen Vater und Sohn gleichzeitig einen Fuf} auf. Das ist beim
Vater stets der linke FuB}, da er laut Aufgabe den ersten Schritt mit den rechten Bein ausgefithrt hat.
Also kénnen beide niemals unter den Bedingungen der Aufgabe gleichzeitig den rechten Fufi aufsetzen.

Aufgabe 120711:

Klaus hatte an einem Sonnabend um 12.00 Uhr seine Armbanduhr nach dem Zeitzeichen von Radio
DDR eingestellt. Er bemerkte am folgenden Sonntag um 12.00 Uhr beim Zeitzeichen, dass seine Uhr
um genau 6 Minuten nachging, vergafl aber, sie richtig zu stellen.

Er wollte am folgenden Montag frith genau um 8.00 Uhr fortgehen.

Welche Zeit zeigte seine Uhr zu dieser Uhrzeit an, wenn angenommen wird, dass seine Uhr wéhrend
der ganzen Zeit gleichméBig lief?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Armbanduhr ging in 24 Stunden genau 6 Minuten nach, d.h., in jeder Stunde ging sie den 24. Teil
von 6 Minuten, das ist % 4 Minute, nach.

Da von Sonnabend 12.00 Uhr bis Montag 8.00 Uhr genau 44 Stunden vergangen waren, ging die Uhr
wegen 44 - % = 11 mithin 11 Minuten nach, zeigte also 7.49 Uhr, als es genau 8.00 Uhr war.

Aufgabe 190711:

Eine Gruppe von 8 Schiilern hebt bei der Produktionsarbeit im Patenbetrieb einen Graben von 30
cm Breite, 60 cm Tiefe und 20 m Lénge aus. Eine zweite Gruppe von 6 Schiilern hebt einen Graben
von 25 cm Breite, 50 cm Tiefe und 22 m Lange aus.

Es werde vorausgesetzt, dass von jedem der 14 Schiiler fiir das Ausheben gleich grofler Volumina
gleiche Zeiten benotigt werden (wobei die fiir das Ausheben eines bestimmten Volumens benétigte
Zeit bei allen Schiilern dieselbe sei).

Welche der beiden Gruppen benétigt fiir das Ausheben ihres Grabens unter diesen Voraussetzungen
weniger Zeit als die andere?
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das Volumen des Grabens der ersten Gruppe betriigt (3-6-200) dm? = 3600 dm?; fiir jeden der 8 Schiiler
dieser Gruppe ist daher ein Volumen von (3600 : 8) dm? = 450 dm? auszuheben.

Das Volumen des Grabens der zweiten Gruppe betrigt (2,5 - 5 - 220) dm® = 2750 dm?; fiir jeden der 6
Schiiler dieser Gruppe ist daher ein Volumen von (2750 : 6) dm® = 4584 dm?® auszuheben.

Hat jeder der Schiiler so lange gearbeitet, bis er 458 dm?® ausgehoben hat, so ist die erste Gruppe fertig,
die zweite noch nicht. Daher ben6tigt die erste Gruppe weniger Zeit als die zweite.

Aufgabe 260713:

Fir die Klassen 2, 3 und 4 einer Schule steht ein Schulgarten mit einem Flécheninhalt von genau
800 Quadratmetern zur Verfiigung. Ein Viertel dieser Flidche wird fiir einen Spielplatz und fiir das
Anlegen von Wegen vorgesehen, die tibrige Fliache soll zur Bearbeitung auf die drei Klassen aufgeteilt
worden.

Da den einzelnen Klassen unterschiedlich viele Schiiler angehoren, ndmlich der 2. Klasse 25 Schiiler,
der 3. Klasse 20 Schiiler und der 4. Klasse 30 Schiiler, wird vereinbart, dass jedem Schiiler der
genannten Klassen eine gleich groie Flidche zur Bearbeitung zugewiesen wird.

Wie viel Quadratmeter Gartenland hat demnach jede der drei Klassen zu bearbeiten?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Fliche fiir Wege und Spielplatz betrigt % von 800 m2, das sind 200 m?. Zur Bearbeitung verbleiben
somit 800 m? - 200 m? = 600 m?2.

Die Gesamtschiilerzahl der drei Klassen betrdgt 25 + 20 + 30 = 75. Somit hat

Klasse 2 22 von 600 m2, das sind 200 m?,

Klasse 3 i von 600 m?, das sind 160 m? und

Klasse 4 % von 600 m?, das sind 240 m?
zu bearbeiten.

Aufgabe 310711:

Ein Warenhaus erhielt eine Lieferung von roten, blauen und griinen Béllen, zusammen 675 Stiick.
Waéhrend einer gewissen Zeit wurden davon verkauft:

die Hélfte der roten Bélle, zwei Drittel der blauen Bélle und ein Viertel der griinen Balle.

Es stellte sich heraus, dass danach von jeder der drei Farben noch gleich viele Balle tibriggeblieben
waren.

Ermittle aus diesen Angaben,

a) wie viele Bille von jeder der drei Farben in der genannten Zeit verkauft worden waren.

b) wie viele Bille danach insgesamt noch vorhanden waren!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Anzahl der Balle, die von jeder Farbe am Ende noch vorhanden waren, sei . Nach den Angaben im
Aufgabentext kam dies so zustande, dass

x rote Biélle verkauft wurden, also 2z geliefert worden waren,
2z blaue Bille verkauft wurden, also 3z geliefert worden waren, und
3z griine Bélle verkauft wurden, also 4z geliefert worden waren.

Mithin hatte die gesamte Lieferung aus 2z + 3z 4+ 42 = 9z Béllen bestanden; daher gilt 92 = 675, x = 75.
Es wurden somit genau 75 rote, 150 blaue und 225 griine Bélle verkauft, und danach waren noch insgesamt
3 - 75 = 225 Bille vorhanden.
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Aufgabe 330711:

In einer Hithnerfarm wurden 2500 Hithner gehalten. Am ersten Tag eines Monats war Futter vorhan-
den, das fir genau 30 Tage ausreichend war. Nach genau 14 Tagen wurden 500 Hiithner geschlachtet.
Um wie viele Tage langer wurde dadurch die Zeit, fiir die das Futter ausreichend war?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das nach 14 Tagen vorhandene Futter hitte fiir 2500 Hithner noch 16 Tage gereicht. Fiir 500 Hiithner
wiirde es 5 mal so lange reichen, d. h. 5- 16 Tage.

Fiir 2000 Hithner reicht es % dieser 5 - 16 Tage, d.s. 5 -4 = 20 Tage. Verglichen mit 16 Tagen reicht es
also um 4 Tage langer.

Il Runde 2

Aufgabe V10721:
Alle Lander des sozialistischen Lagers zusammen erzeugten:

Erzeugnis Vorkriegsjahr 1959
Elektroenergie 84,7 Mrd. kWh 418,2 Mrd. kWh
Stahl 25,4 Mill. ¢ 92,7 Mill. t
Zement 14,5 Mill. t 73,3 Mill. t

Um wie viel Prozent stieg die Erzeugung?

Losung von Steffen Polster:

Mit der Beziechung W : G = p : 100 (Prozentwert W, Grundwert G, Prozentsatz p) wird fiir jedes
Erzeugnis:

Elektroenergie p = 493,7, d. h. Anstieg um 393,7 %; Stahl p = 365,0, d. h. Anstieg um 265 % und Zement
p = 505,5, d. h. Anstieg um 405,5 %.

Aufgabe 010721:

Der Kapitalismus hat zur Folge, dass einer Handvoll industriell hochentwickelter Lénder eine grofie
Anzahl sehr schwach entwickelter Lénder gegeniiberstehen, die durch die imperialistischen Mé&chte
ausgebeutet und ausgepliindert werden.

So erzeugten die hoch entwickelten Léander bei einer Bevolkerungszahl von 603000000 Menschen im
Jahre 1959 insgesamt 204000000 t Stahl und 1604 Milliarden Kilowattstunden Elektroenergie. Die
schwach entwickelten Lander erzeugten im gleichen Jahr bei einer Bevolkerungszahl von 1283000000
Menschen nur 6000000 t Stahl und 120 Milliarden Kilowattstunden Elektroenergie.

Wie viel Stahl und wie viel Kilowattstunden hétten die schwach entwickelten Lénder erzeugen miissen,
wenn sie im Verhéltnis zu ihrer Bevolkerungszahl genau so viel produziert hitten wie die imperialis-
tischen Machte?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Zuerst rechnet man die Pro-Kopf-Produktion in den hoch entwickelten Liandern aus.

Stahl: 204 000 000 t : 603 000 000 = 0,338 =-t—

Person’

Energie: 1 604 000 000 000 kWh : 603 000 000 = 2 660 kWh/Person.

Diese Werte multipliziert man mit der Anzahl der Menschen in den schwach entwickelten Landern und
stellt fest, dass sie etwa 434000000 t Stahl und 3413 Mrd. kWh Energie hitten produzieren miissen.
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Aufgabe 020721:

An der Berliner Mathematik-Olympiade des Jahres 1962 nahmen im Stadtbezirk Koépenick 3808 von
5828 Schilern und im Stadtbezirk Lichtenberg 5097 von 7387 Schiilern teil.

Welcher Stadtbezirk wies die bessere relative Beteiligung auf? Die Antwort ist zu begriinden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die relative Beteiligung ist der Quotient aus der Anzahl der Schiiler, die teilgenommen haben, und denen,
die hétten teilnehmen koénnen. Es miissen also die Zahlen % und % verglichen werden.

Zur Vereinfachung kann man beide Zahlen auf einen Nenner bringen und die Zéhler vergleichen; dann
stellt man fest, dass

3808 - 7387 ~ 28100000 < 5097 - 5828 ~ 29700000
gilt. Das bedeutet, dass die relative Beteiligung in Lichtenberg hoher ist.

Aufgabe 060724:

In einem zylindrischen Gefd (gerader Kreiszylinder mit waagerechter Bodenfliche) befindet sich
Wasser. Der Wasserspiegel steht bei % der Hohe des Gefafles. Nachdem genau 2% Liter Wasser aus
diesem Gefafl ausgegossen wurden, steht der Wasserspiegel bei % der Gefaflhohe.

Welches Fassungsvermdégen hat das Gefaf3?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das Volumen (in Litern gemessen) ist der Hohe des Geféifles direkt proportional. % des Volumens verrin-
gern sich auf % des Volumens dadurch, dass 2% Liter ausgegossen werden.

Wegen % — % = % folgt daraus: 2—70 des Volumens sind gleich 2% Liter. Das Gefaff hat demnach ein
Fassungsvermégen von 52 Liter.

Aufgabe 090721:

Vater und Sohn gehen nebeneinander. In der gleichen Zeit, in der der Vater 4 Schritte macht, macht
der Sohn jedesmal 5 Schritte, und in dieser Zeit legen beide jedesmal genau den gleichen Weg zuriick.
Die durchschnittliche Schrittlinge des Vaters betrdgt 80 cm.

a) Wie grof} ist die durchschnittliche Schrittlinge des Sohnes?
b) Wir nehmen an, dass beide gleichzeitig mit dem rechten Fufl beginnen. Nach dem wievielten Schritt
des Vaters treten beide erstmalig gleichzeitig mit dem linken Fuf} auf?

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Mit 4 Schritten legt der Vater 320 cm zuriick; denn 4 - 80crn = 320 c¢cm. Da der Sohn fir die gleiche
Strecke 5 Schritte braucht, betragt wegen 320 : 5 = 64 seine durchschnittliche Schrittlange 64 cm.

b) Genau dann, wenn der Vater ein (positives ganzzahliges) Vielfaches von 4 als Schrittzahl beendet hat,
hat der Sohn gleichzeitig mit dem Vater eine ganzzahlige Schrittzahl beendet, treten also Vater und
Sohn gleichzeitig auf.

Dies geschieht genau dann mit dem linken Fuf}, wenn sie eine gerade Anzahl von Schritten beendet ha-

ben. Bei dem Vater ist dies fiir jedes Vielfache von 4 der Fall, bei dem Sohn genau fiir alle geradzahligen
Vielfachen von 5. Das kleinste (positive) geradzahlige Vielfache von 5 ist aber das Zweifache.

Daher treten Vater und Sohn erstmalig nach dem 8. Schritt des Vaters gleichzeitig mit dem linken
Fuf} auf.
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Aufgabe 160722:

Eine Gértnerische Produktionsgenossenschaft verkaufte in den Monaten August bis November Apfel.
Der Preis fiir 1 kg Apfel war im September um 20% niedriger als im August, im November hingegen
um 20% hoher als im September.

Waren die Apfel im November billiger, im Preis gleich oder teurer als im August?

Falls der Preis im November von dem im August abwich, ist anzugeben, um wie viel Prozent des
Augustpreises der Novemberpreis von diesem abwich.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Der Preis fiir 1 kg Apfel betrage im August  Mark, dann betrigt er im September (z — %) Mark = %:z:
Mark. Im November betrug der Preis

4 1 4 24
gx Mark + 5 . 533 Mark = % Mark

24 1

Da g—gx < x ist, waren die Apfel im November billiger als im August. Aus z — 55T = 5T = ﬁx folgt,

dass der Preis fiir die Apfel im November um 4% ihres Preises im August von diesem abwich.

Aufgabe 200722:

Von einem Dreieck wird gefordert:

Die Maflzahlen der in cm gemessenen Seitenldngen a, b, ¢ sollen natiirliche Zahlen sein, die Seitenldnge
a soll genau 36% des Umfangs u betragen, die Seitenlange b genau 48% des Umfangs.

a) Untersuche, ob es unter diesen Bedingungen ein Dreieck gibt, dessen Umfang u = 25 cm ist! Wenn
dies der Fall ist, so gib seine Seitenlédngen an!

b) Untersuche, ob es unter den genannten Bedingungen auch ein Dreieck gibt, dessen Umfang u > 25
cm ist! Wenn dies der Fall ist, so gib seine Seitenléngen an!

¢) Ermittle alle diejenigen Léngen wu, die kleiner als 100 cm sind und als Umfang eines Dreiecks
auftreten konnen, dessen Seitenldngen die gestellten Forderungen erfiillen! Ermittle zu jedem dieser
Werte u jeweils die Seitenldngen eines solchen Dreiecks!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) 36% von 25 cm sind 36 - 2% cm = 9 cm, 48% von 25 cm sind 12 cm.
Ferner gilt 25 cm - 9 cm - 12 cm = 4 ¢cm. Da nun die Dreiecksungleichungen

12cm+4 cm > 9 cm, 4cm+9cm > 12 cm, 9cm—+ 12 cm > 4 cm

erfillt sind, gibt es ein Dreieck mit den Seitenldngen a = 9 cm, b = 12 cm, ¢ = 4 cm. Dieses erfiillt die
gestellten Forderungen.

b), ¢) Wenn eine Linge v = z cm als Umfang eines Dreiecks auftritt, das die Forderungen der Aufgabe
erfillt, so folgt: Die Zahl z ist eine natiirliche Zahl, ferner ist auch %z = 29—52 eine natiirliche Zahl,
namlich die Mafzahl von a.

Also ist 9z durch 25 teilbar. Da 9 zu 25 teilerfremd ist, ist mithin z durch 25 teilbar. Somit kann nur fiir
z = 25n mit natiirlichem n die Linge u = z cm als Umfang eines Dreiecks auftreten, das die gestellten
Forderungen erfiillt.

Wegen der Forderung z < 100 kommen dabei nur Werte n < 4 in Betracht, d.h. die Ldngenangaben

u =25 cm, u = 50 cm, u = 75 cm.

Fiir jede solche Umfangsangabe gilt: 36% von 25n sind 9n; 48% von 25n sind 12n; ferner gilt 25n—9n—12n
= 4n. Wieder sind damit die Dreiecksungleiohungen erfiillt, also gibt es zu diesen Umfangsangaben auch
Dreiecke, die die Forderungen der Aufgabe erfiillen.

Indem man fiir n die Werte 1, 2, 3 einsetzt, erhélt man die gesuchten Seitenlangen, nédmlich fir n = 1
die Werte aus dem Aufgabenteil a) und fiir n = 2 zum Umfang v = 50 cm die Seitenldngen a = 18 cm,
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b =24 cm, ¢ = 8 cm bzw. fiir n = 3 zum Umfang v = 75 cm die Seitenldngen a = 27 cm, b = 36 cm,
c=12 cm.

Aufgabe 230721:

Uwes Schulweg fiihrt am Rathaus und am Bahnhof vorbei. Am Rathaus hat Uwe ein Viertel des
Weges geschafft; die Rathausuhr zeigt 7.30 Uhr an. Am Bahnhof hat Uwe ein Drittel des Weges
hinter sich; die Bahnhofsuhr zeigt 7.32 Uhr an.

Um wie viel Uhr trifft Uwe in der Schule ein, wenn er wiahrend den gesamten Weges mit gleichblei-
bender Geschwindigkeit geht?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn der Weg bis zum Rathaus genau i des Gesamtweges und der Weg bis zum Bahnhof genau % des
Gesamtweges ist, dann ist der Weg vom Rathaus bis zum Bahnhof (wegen % — % = %) genau % des
Gesamtweges.

Wenn der Weg bis zum Bahnhof genau % des Gesamtweges ist, dann ist der Weg vom Bahnhof bis zur
Schule genau 2 = 1% des Gesamtweges.
Da Uwe fiir % des Gesamtweges genau 2 Minuten benotigte, bendtigte er fiir % des Gesamtweges genau

16 Minuten. Da Uwe um 7.32 Uhr am Bahnhof war, trifft er folglich um 7.48 Uhr in der Schule ein.

Aufgabe 290721:

Susi geht einkaufen. Von dem Geld, das ihr die Mutter gegeben hat, gibt sie 30% im Fleischerladen
aus; im Milchladen bezahlt sie mit einem Viertel desjenigen Betrages, den ihr die Mutter gegeben
hatte. Im Gemiiseladen braucht sie genau vier Fiinftel desjenigen Betrages, den sie im Fleischerladen
bezahlt hatte.

Beim Bécker schlieflich gibt sie doppelt so viel Geld aus, wie sie danach als Restbetrag wieder mit
nach Hause bringt. Von diesem Restbetrag gibt ihr die Mutter die Hélfte, ndmlich genau 1,05 M,
damit sie sich ein Softeis kaufen kann.

Ermittle den Geldbetrag, den Susi zu Anfang von der Mutter bekommen hatte!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Da von dem Restbetrag, den Susi wieder mit nach Hause brachte, die Hélfte genau 1,05 M war, ergibt
sich, dass dieser Restbetrag selbst 2,10 M betragen hat. Doppelt so viel, also 4,20 M, gab Susi beim
Backer aus.

Nach dem Einkauf im Fleischer-, Milch- und Gemiiseladen hatte sie also noch 4,20 M + 2,10 M = 6,30
M. Im Fleischerladen gab sie 30% des Betrages aus, den ihr die Mutter urspriinglich mitgegeben hatte;
im Gemtiseladen vier Fiinftel von diesen 30%, das sind also 24% des urspriinglichen Betrages.

Im Milchladen gab sie ein Viertel, d.h. 25% des urspriinglichen Betrages aus. Daher gab Susi in diesen
drei Laden zusammen 30% + 25% + 24% = 79% des urspriinglichen Betrages aus; folglich waren die 6,30
M, die ihr nach diesen drei Einkdufen verblieben waren, 21% des urspriinglichen Betrages. War G dieser
Betrag, so gilt also G = 6,30 - % M = 30 M.

Aufgabe 340722:

a) Ein Wettspielgewinn von 1485 DM soll auf drei Teilnehmer im Verhéltnis 2 : 3 : 4 aufgeteilt
werden.

Wie viel bekommt jeder?

b) Bei einem anderen Spiel erhélt ein Teilnehmer ein Fiinftel der Gewinnsumme, das sind 150 DM.
Der Rest soll auf die beiden anderen Teilnehmer im Verhéltnis 5 : 7 aufgeteilt werden.
Wie viel bekommt jeder von ihnen?
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¢) Bei einem dritten Spiel wurde vereinbart, den Gewinn im Verhéltnis der Einsétze aufzuteilen, mit
denen sich die Teilnehmer an dem Wettspiel beteiligt hatten. Die Summe dieser Einsétze der drei
Teilnehmer Anke, Bertram und Claus hatte 44 DM betragen, ferner gilt: Hatte Anke 6 DM mehr
eingesetzt und héatte Claus das Doppelte seines Einsatzes eingesetzt, so hiatten alle drei den gleichen
Gewinnanspruch erreicht.

Wie grofl waren die drei Einséitze?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Die Teilnehmer sollen der Reihe nach 2 Teile, 3 Teile und 4 Teile des Gewinns erhalten, wobei alle
diese Teile gleichgrof sein sollen und zusammen den gesamten Gewinn ausmachen sollen. Da es also
2+ 34+ 4 = 9 Teile sein sollen, muss jedes Teil 1485 DM : 9 = 165 DM betragen. Also erhalten die
Teilnehmer der Reihe nach

2-165 DM = 330 DM, 3-165 DM = 495 DM, 4-.165 DM = 660 DM

b) Da ein Fiinftel des Gewinns 150 DM sind, betrigt der gesamte Gewinn 5 - 150 DM = 750 DM.

Die im Aufgabentext genannten beiden anderen Teilnehmer bekommen zusammen 750 DM - 150 DM
= 600 DM. Zur Aufteilung dieses Betrages im Verhéltnis 5 : 7 ergibt sich entsprechend wie in a) wegen
547 = 12 und 600 : 12 = 50: Die beiden anderen Teilnehmer erhalten der Reihe nach 5-50 DM = 250 DM,
7-50 DM = 350 DM.

¢) Waren a, b, ¢ die in DM gerechneten Einsitze von Anke, Bertram bzw. Claus, so gilt a + b+ ¢ = 44
und a + 6 = 2¢ = b.

Setzt man hieraus a = 2¢ — 6 und b = 2c¢ in die erste Gleichung ein, so folgt 2¢ — 6 + 2¢ 4+ ¢ = 44, d. h.
¢ = 10 und damit weiter b = 20, a = 14.

Also wurden folgende Betrége gesetzt: Anke: 14 DM, Bertram: 20 DM, Claus: 10 DM.

11l Runde 3

Aufgabe V10731:

In der DDR stieg die Zahl der hergestellten Fotoapparate von 1959 um 10% gegentiber 1958 und
betrug rund 558000 Stiick. Wie viel Stiick wurden 1958 hergestellt?

Fritz rechnet: ,558000 minus 10% davon, das sind 55800. Also wurden 1958: 558000 — 55800 = 502200
Stiick hergestellt.“

a) Welchen Fehler hat Fritz gemacht?

b) Wie muss man richtig rechnen, und wie lautet das Ergebnis?

c¢) Die Zahl der hergestellten Fernsehempfinger stieg von 1958 bis 1959 um 61% und betrug 1959
290000 Stiick. Wie viel Stiick wurden 1958 hergestellt?

d) Wie grof} ist in diesem Falle die Abweichung gegeniiber dem Ergebnis, das Fritz mit seiner falschen
Rechnung erh&lt?

Losung von Steffen Polster:

a) Der Fehler besteht darin, dass die 10 % auf den Prozentwert von 1959 bezogen wurde und nicht auf
den Grundwert von 1958.

b) Eine Steigerung von 10 % bedeutet, dass der Prozentwert P von 1959 110 % des Grundwertes G von
1958 entspricht, d. h.

P 110 558000 558000

G~ 10 — o = 1,1 — G= 1 507272
1958 wurden 507272 Fotoapparate hergestellt.
¢) Analog zur Aufgabe b) wird

P 161 290000 290000

= 100 — o = 1,61 — G = 6l 180124
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1958 wurden 180124 Fernsehgeréte produziert.
d) Mit der fehlerhaften Berechnung wiirde sich ergeben: 290000 — 0.61-290000 = 113100. Die Abweichung
ware folglich 67024 Fernsehgerite.

Aufgabe V10732:

Im Grundlehrgang Metallbearbeitung wurden von 5 Schiilern Spannstiicke fiir Parallelschraubzwingen
angefertigt. Beim Nachmessen stellen die Schiiler folgende Léngen fest:

Spannstiick 1 Lange 119,5 mm,

Spannstiick 2 Lange 119,7 mm,

Spannstiick 3 Lange 120,2 mm,

Spannstiick 4 Lange 120,1 mm,

Spannstiick 5 Lange 120,6 mm.

a) Welche durchschnittliche Lénge hatten die Spannstiicke?

b) Wie grof ist die Abweichung der Mafizahlen vom Sollmaf (120,0 mm) bei den einzelnen
Spannstiicken? (absoluter Fehler).

c) Wie viel Prozent des Sollmafles betragen die Abweichungen? (prozentualer Fehler).

d) Welche Spannstiicke sind brauchbar, wenn der prozentuale Fehler hochstens 1/2 Prozent betragen
darf?

Loésung von Steffen Polster:
a) (119,5 + 119,7 + 120,2 + 120,1 + 120,6) : 5 = 120,02 Der Mittelwert ist 120,2 mm.
b-d)

Spannstiick absoluter Fehler prozentualer Fehler

1 0,5 mm 0,417 %
2 0,3 mm 0,25 %
3 0,2 mm 0,167 %
4 0,1 mm 0,083 %
5 0,6 mm 0,5 %

Alle Spannstiicke entsprechen dem maximalen Fehler und sind damit brauchbar.

Aufgabe 010731:

Ein guter Melker kann in einer Stunde hochstens 8 Kiihe melken. Durch den Einsatz einer sowjetischen
Melkmaschine kann er in 8 Stunden 96 Kiihe melken. Die 150 Milchkiihe, die das VEG Biesdorf im
Jahre 1958 besa$}, konnten mit Hilfe eines Melkstandes bereits in 3 Stunden gemolken werden.

Um wie viel Prozent wéchst die Arbeitsproduktivitét

a) beim Einsatz der sowjetischen Melkmaschine,

b) beim Einsatz eines Melkstandes?

Anmerkung: Unter der Arbeitsproduktivitit verstehen wir in diesem Falle den Quotienten aus der
Anzahl der Kiihe und der zu ihrem Melken benétigten Zeit.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Ausgangsgrofie ist der Melker, der 8 Kiihe pro Stunde melkt.

a) Mit der sowjetischen Melkmaschine schafft er 96 Kiithe/8 h = 12 Kiihe/h, also 50% mehr.

b) Am Melkstand kénnen 150 Kiithe/3 h = 50 Kithe/h gemolken werden, das ist eine Steigerung auf 625
% oder um 525 % gegeniiber der Ausgangsgrofie.

Aufgabe 020731:

Bei einem Preisausschreiben galt es, die Bilder von 4 verschiedenen Bauwerken 4 genannten Stadten
richtig zuzuordnen. 12 Prozent der Einsender hatten alles richtig gemacht, doppelt so viele hatten
zwei Bauwerke und viermal so viele hatten ein Bauwerk richtig zugeordnet. 240 eingesandte Losungen
waren génzlich falsch.

a) Wie viel Losungen waren eingesandt worden?
b) Wie viel Einsender hatten 0, 1, 2, 3 und 4 Paare richtig zusammengestellt?
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Zuerst stellt man fest, dass es nicht moglich ist, drei Bauwerke richtig und eines falsch zuzuordnen.
12%+24%+48% = 84% hatten wenigstens ein Bauwerk richtig. Daher entsprechen die verbleibenden 16%
den 240 vollkommen falschen Einsendungen. Damit waren insgesamt 1500 Losungen eingesandt worden,
davon hatten 240, 720, 360, 0 bzw. 180 genau 0, 1, 2, 3 bzw. 4 Paare richtig.

Aufgabe 020732:

In einen Flachstab von 2,5 m Léange sollen 15 Locher in gleichem Abstand mit dem Durchmesser d
= 20 mm gebohrt werden.

In welchem Abstand muss angekérnt werden, wenn an beiden Enden der Abstand bis zum Lochrand
das 2,5fache des Lochdurchmessers betragen soll?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Zwischen den 15 Lochern gibt es 14 Abstiande. Also muss der Abstand zwischen den Mittelpunkten der
auflersten Locher in 14 gleiche Teile geteilt werden. An beiden Enden geht das 2,5fache eines Lochdurch-
messers ab, also 100 mm. Dazu kommen noch zweimal der Radius, da die Angabe vorher sich auf den
Lochrand bezog.

Es miissen also 2380 mm in 14 Abschnitte zerlegt werden. Jeder muss also 170 mm lang sein.

Aufgabe 030731:

Peter stellt um 7.00 Uhr seine Armbanduhr nach der Zeitansage im Radio. Um 15.00 Uhr stellt er
fest, dass seine Uhr in diesen 8 Stunden insgesamt 12 Minuten nachgegangen ist. Er mochte um
Punkt 18.00 Uhr seinen Freund treffen.

Wie muss er seine Uhr um 15.00 Uhr stellen, damit sie um 18.00 Uhr die genaue Zeit anzeigt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Auf 8 Stunden geht Peters Uhr 12 Minuten nach. Damit geht seine Uhr in einer Stunde 1,5 Minuten nach,
und in 3 Stunden 4,5 Minuten. Also muss Peter um 15.00 Uhr seine Uhr auf 15.04 Uhr und 30 Sekunden
stellen.

Aufgabe 050736:

Ein Betrieb sollte in 20 Arbeitstagen p Werkstiicke der gleichen Art herstellen. Durch Anwendung
besserer Arbeitsmethoden gelang es den Arbeitern, diesen Auftrag bereits in 5 Arbeitstagen frither
zu erfiillen und dabei noch k Werkstiicke mehr als gefordert herzustellen.

Wie viel Werkstiicke wurden durchschnittlich an jedem Arbeitstag iiber den Plan hinaus produziert?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Anzahl der durchschnittlich an jedem Arbeitstag laut Plan anzufertigenden Werkstiicke betragt 2%.
In Wahrheit wurden aber (p 4+ k) Werkstiicke in (20 — 5) Tagen produziert, an jedem Arbeitstag also
durchschnittlich pgk Werkstiicke.

Daher betrug die Anzahl der durchschnittlich an jedem Arbeitstag iiber den Plan hinaus angefertigten

Werkstiicke

p+/<:_ p pt+ik

15 20 60

Aufgabe 060732:

In einer alten Aufgabensammlung steht folgende Aufgabe:

Ein Jagdhund verfolgt einen Fuchs, der ihm 54 Fuchsschritte voraus ist. Die Lénge von 2 Hunde-
schritten ist genau gleich der Lange von 3 Fuchsschritten. Der Hund braucht zu 4 Schritten genauso
lange Zeit wie der Fuchs zu 5 Schritten.

Mit wie viel Schritten holt der Hund den Fuchs ein, wenn beide gleichzeitig in ein und derselben
Richtung starten?
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Der Hund braucht zu 4 Schritten genau soviel Zeit wie der Fuchs zu 5 Schritten. Da 4 Hundeschritte so
lang wie 6 Fuchsschritte sind, kommt der Hund mit je 4 Schritten dem Fuchs um 1 Fuchsschritt néher.
Die 54 Fuchsschritte holt der Hund folglich mit 54 - 4 Hundeschritten = 216 Hundeschritten auf.

Aufgabe 070733:

Drei Angler fuhren zum Fischfang. Der erste fing 3 Fische, der zweite 4 und der dritte keinen. Die
Fischer brieten alle 7 Fische, verteilten sie gleichméfig unter sich und friihstiickten. Zum Spaf} gab der
dritte Fischer seinen beiden Kameraden 7 Pfennige, um die von ihm verzehrten Fische zu ,bezahlen®.
Wie miissten die 7 Pfennige unter diesen Umsténden verteilt werden?

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Jeder Angler af§ % Fische.

Daher gab der erste % Fische, der zweite g Fische an den dritten. Falls die vom dritten Angler verzehrten
Fische also ,bezahlt“ werden sollen, miisste der erste 2 und der zweite 5 Pfennige bekommen.

Aufgabe 090734:

Bei einer Subtraktionsaufgabe betrage der Subtrahend % des (von Null verschiedenen) Minuenden.
a) Wie viel Prozent des Minuenden betrigt die Differenz?

b) Wie viel Prozent des Minuenden betriagt die Summe aus Minuend und Subtrahend?

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Bezeichnet man den Minuenden mit m (m # 0), dann ist der Subtrahend £m. Die Differenz ist

m — 2m = 2m. Wegen %m = %m betragt die Differenz 60% des Minuenden.

5 5

b) Die Summe aus Minuend und Subtrahend ist m+ Zm = %m. Wegen %m = 10y hetriigt diese Summe

100
140% des Minuenden.

Aufgabe 140734:

In einem VEB wurde eine bestimmte Art von Werkstiicken zuerst in der Abteilung A1 und danach in
der Abteilung A2 bearbeitet. Dabei konnte zunéchst in der einen Abteilung téglich dieselbe Anzahl
von Werkstiicken bearbeitet werden wie in der anderen.

Mit Hilfe von Rationalisierungsmafinahmen in beiden Abteilungen konnten die 53 Arbeiter der Ab-
teilung A1 ihre Produktion auf 159 % und die 62 Arbeiter der Abteilung A2 ihre Produktion auf 124
% erhohen. Da aber aus den angegebenen Griinden der Produktionsausstof in beiden Abteilungen
gleich grof} sein musste, entschlossen sich hinreichend viele Arbeiter der einen Abteilung dazu, in der
anderen Abteilung zu arbeiten.

Welche Anzahl von Arbeitern aus welcher der beiden Abteilungen nahm ihre Arbeit in der anderen
Abteilung auf, wenn erreicht wurde, dass der Produktionsausstofl in beiden Abteilungen danach
wieder gleich grofl war?

Auf wie viel Prozent der Produktionsmenge vor den Rationalisierungsmafinahmen war damit insge-
samt der Produktionsausstofl gestiegen?

Bemerkungen: Es sei angenommen, dass der Produktionsausstofl beider Abteilungen jeweils der Zahl
der Arbeiter proportional ist.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In A1, produzierte nach Durchfiihrung der Rationalisierung jeder der 53 Arbeiter 1:2

539 und in A2 jeder
der 62 Arbeiter 1é624 des Produktionsausstofies seiner Abteilung vor den Rationalisierungsmafinahmen.
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Da in Al die Produktion auf eine grofiere Menge gewachsen war als in A2 mussten Arbeiter von Al
nach A2 {iberwechseln. Ihre Anzahl sei x. Danach betrug in Al die Produktion %(53 — ) der fritheren
Produktion, in A2 aber %(62 + ). Da diese beiden Produktionsausstéfie gleich waren, gilt

159 124

— (3 —z) = —(62 =7

23 ( x) 5 (62+2z) ==z
Es wechselten somit 7 Arbeiter von Al nach A2 iiber. Der neue Produktionsausstof in jeder Abteilung
betrug dann 15‘;9 46 = 1,38, d. h., er stieg auf 138 % des fritheren Produktionsausstofies.

Aufgabe 150734:

Ein Zug fiahrt genau 15 Minuten spdter von einem Bahnhof B ab, als es der Fahrplan vorsieht.
Deshalb fahrt er mit 120 % der auf dieser Strecke tiblichen Durchschnittsgeschwindigkeit so lange,
bis der Riickstand aufgeholt ist.

Nach wie viel Minuten (gerechnet von der tatséchlichen Abfahrtszeit des Zuges an) ist das der Fall?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist v die auf der Strecke iibliche Durchschnittsgeschwindigkeit, so fahrt der Zug mit der Geschwindigkeit
120, _ 6

WU = g’U.

Ist s die Lange der Strecke von B bis zu der Stelle, an der der Riickstand aufgeholt ist, und ist ¢ die
Fahrzeit des Zuges von B bis zu dieser Stelle, so ist einerseits s = gv -t, andererseits die fiir die genannte

Strecke tibliche Fahrzeit (in Minuten) ¢ + 15, also s = v - (¢ + 15).

Daraus folgt gvt = vt + 15v, also %vt = 15v, also t = 5 - 15 = 75. Der Riickstand ist mithin in 75 min
aufgeholt.

Aufgabe 160734:
Im Rahmen der Hans-Beimler-Wettkémpfe an der Schule beteiligte sich Fritz am Entfer-
nungsschétzen.

a) Bei seinem Schétzwert von 350 Metern erfihrt er, dass dieser zu klein war, und zwar um genau
12,5% der wahren Entfernung. Ermittle die wahre Entfernung!

b) Wie grofl wére die wahre Entfernung, wenn der Schitzwert von Fritz zu grofl gewesen wére, und
zwar um genau 12,5% der wahren Entfernung?

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Die wahre Entfernung sei  Meter. Der Schitzwert war um 12,5% von x Metern, d.h. um %x Meter
zu klein. Das bedeutet, dass der Schatzwert genau %x Meter betrug. Mithin gilt: £ = 350, also = = 400.

8
Die wahre Entfernung betriagt also 400 m.

b) In diesem Falle sei die wahre Entfernung y Meter. Der Schiatzwert wire um %y Meter zu grofl gewesen,
d. h., er hétte %y Meter betragen. Folglich gilt: %y = 350, also y = 311%. In diesem Falle wiirde die wahre
Entfernung 311% m betragen.

Aufgabe 180734:

In einem Behélter befinden sich genau 25 kg einer 4%igen wassrigen Losung, d. h., 4% dieser Losung
bestehen aus der gelosten Substanz, der Rest besteht aus Wasser.

Wie viel Prozent des Wassers sind dieser Losung zu entziehen, damit eine neue Losung entsteht,
deren Wasseranteil nur noch 90% betragt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In der Ausgangslosung befinden sich genau 4% der gelosten Substanz, das ist bei 25 kg Losung genau
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1 kg. Diese Menge stellt nach dem Entzug einer Wassermenge genau dann 10% der neuen Loésung dar,
wenn die neue Losung insgesamt 10 kg umfasst.

Somit betragt genau dann, wenn man der Ausgangslosung 15 kg Wasser entzogen hat, sein Anteil 90%,
wie es gefordert war. Zu ermitteln ist demnach, wie viel Prozent von 24 kg Wasser 15 kg Wasser sind.
Fiir diesen gesuchten Prozentsatz x gilt die Beziehung

1500
x:100% = 15:24 = x = 51

% = 62,5%

Demzufolge sind 62,5% des in der Ausgangslosung enthaltenen Wassers dieser Losung zu entziehen, um
eine neue Losung mit 90% Wasseranteil zu erhalten.

Aufgabe 190734:
Birgit und Frank erhalten folgende Informationen iiber die Schiiler einer Schulklasse:

Die Anzahl aller Schiiler dieser Klasse ist kleiner als 40.

Genau 60% dieser Schiiler nehmen an der AG ,Bildende Kunst* teil,
genau 66% aller Schiiler der Klasse gehen regelmafig zum Schwimmen,
genau 50% aller Schiiler der Klasse sind Leser der Kinderbibliothek.

Birgit nennt eine natiirliche Zahl x und meint:

Aus den Informationen folgt, dass mindestens x Schiiler dieser Klasse sowohl an der AG ,Bildende
Kunst“ teilnehmen als auch regelméflig zum Schwimmen gehen; dagegen folgt nicht, dass mehr als z
Schiiler der Klasse diese beiden Freizeitbeschéaftigungen ausiiben.

Frank nennt eine natiirliche Zahl y und meint:
Aus den Informationen folgt, dass mindestens y Schiiler dieser Klasse an allen drei Formen der
Freizeitbeschéftigung (AG ,Bildende Kunst“, Schwimmen, Kinderbibliothek) teilnehmen.

a) Zeige, dass aus den gegebenen Informationen die Anzahl der Schiiler der Klasse eindeutig ermittelt
werden kann, und gib diese Anzahl an!

b) Ermittle eine natiirliche Zahl = so, dass Birgits Aussagen wahr sind!

¢) Beweise, dass Franks Aussagen fiir jede natiirliche Zahl y > 0 falsch sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Da 60% = %, 66%% = % und 50% = 1 gilt, muss die gesuchte Anzahl z durch 2, 3 und 5, wegen der
paarweisen Teilerfremdheit dieser Zahlen also durch 2 -3 -5 = 30 teilbar sein. Wegen 0 < z < 40 folgt
somit z = 30.

b) Daher und wegen 35-30 = 18,23 - 30 = 20, 12 - 30 = 15nehmen genau 18 Schiiler an der AG ,Bildende
Kunst“ teil, genau 20 der Schiiler gehen regelméfig zum Schwimmen und genau 15 der Schiiler sind Leser
der Kinderbibliothek.

Hiernach folgt, dass mindestens 8 Schiiler dieser Klasse sowohl an der AG ,Bildende Kunst* teilnehmen
als auch regelméflig zum Schwimmen gehen. Wéren es ndmlich weniger als 8, so gébe es unter den 20
regelméfBig zum Schwimmen gehenden Schiilern mehr als 12, die nicht an der AG ,Bildende Kunst®
teilnehmen. Diese Schiiler und die 18 Teilnehmer der AG wéren zusammen bereits mehr als 30 Schiiler.

Dagegen folgt nicht, dass mindestens 9 Schiiler der Klasse diese beiden Freizeitbeschéftigungen ausiiben.
Denn nach den Informationen ist z. B. folgende Verteilung moglich:

Von den 18 Teilnehmern der AG ,Bildende Kunst* gehen genau 8 zum Schwimmen, genau die anderen
10 sind Leser der Kinderbibliothek; die tibrigen 12 Schiiler der Klasse gehen sédmtlich zum Schwimmen,
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genau 5 von ihnen sind aulerdem Leser der Kinderbibliothek.
Damit ist bewiesen, dass Birgits Aussagen fiir die Zahl x = 8 wahr sind.

c) Wie das ebengenannte Beispiel zeigt, besteht nach den Informationen auch die Moglichkeit, dass kein
Schiiler der Klasse alle drei Freizeitbeschéftigungen ausiibt. Fiir keine natiirliche Zahl y > 0 kann daher
Franks Aussage wahr sein.

Aufgabe 230735:
Roland rechnet eine Divisionsaufgabe. Er stellt fest:

Der Dividend betriagt 60% des Quotienten, der Divisor betriagt 75% des Quotienten.
Beweise, dass man aus Rolands Feststellungen eindeutig ermitteln kann, wie der Quotient der Divi-
sionsaufgabe lautet! Gib diesen Quotienten an!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
Ist @ der Quotient, so ist nach Rolands Feststellungen der Dividend %Q und der Divisor %Q. Die Divisi-
4 _ 4

onsaufgabe lautet somit
3 3
o (30)
Thr Ergebnis ist g 3=z
Damit ist bewiesen, dass man den Quotienten aus Rolands Feststellungen eindeutig ermitteln kann. Er
lautet 2.

Aufgabe 240731:

Bei der Friedensfahrt ergab sich auf einer Etappe folgende Rennsituation:

Genau 14 Fahrer, darunter jedoch kein DDR-Fahrer, waren hinter das Hauptfeld zuriickgefallen.
Genau 90% der nicht zuriickgefallenen Fahrer bildeten das Hauptfeld; darin fuhren einige, aber nicht
alle DDR-Fahrer.

Die Fahrer vor dem Hauptfeld bildeten eine Spitzengruppe; sie umfasste genau ein Zwolftel aller
Fahrer der Etappe. In der Spitzengruppe war die tschechoslowakische Mannschaft als einzige am
schwéchsten vertreten, die sowjetische Mannschaft als einzige am stérksten.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben eindeutig ermitteln lasst, welche Mannschaften insgesamt in
der Spitzengruppe fuhren und mit wie viel Fahrern sie dort vertreten waren!
Wenn dies zutrifft, gib diese Anzahlen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn genau x Fahrer an der Etappe teilnahmen, so waren genau x — 14 Fahrer nicht zuriickgefallen, und

genau 10% hiervon, also %(m — 14) Fahrer, bildeten die Spitzengruppe. Da dies auch {5 Fahrer waren,

folgt .
T

10(x 14) = 5 = x =84

Somit bestand wegen 84 : 12 = 7 die Spitzengruppe aus genau 7 Fahrern.

Darunter waren auch DDR- Fahrer, und zwar mindestens 2, da sich auch CSSR-Fahrer in der Spitzen-

gruppe befanden, aber mindestens einer weniger als DDR-Fahrer.

Waren es mindestens 3 DDR-Fahrer gewesen, so mindestens 4 sowjetische Fahrer, im Widerspruch dazu,

dass unter den 7 Fahrern der Spitzengruppe nicht nur die DDR- und die UdSSR-Mannschaft vertreten

waren.

Also lasst sich eindeutig ermitteln: In der Spitzengruppe waren genau 2 DDR-Fahrer, (1) ferner genau 1

CSSR-Fahrer. (2)
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Ferner folgt, dass die sowjetische Mannschaft mit 3 oder 4 Fahrern vertreten war. Wéren es genau 3
gewesen, so folgte der Widerspruch, dass eine weitere Mannschaft genau einen Fahrer in der Spitzengruppe
gehabt hétte, also die CSSR-Mannschaft nicht als einzige am schwéchsten dort vertreten gewesen wére.
Damit ergibt sich eindeutig: In der Spitzengruppe waren genau die Mannschaften der UdSSR, DDR und
CSSR vertreten, darunter (aufler den in (1),(2) genannten Fahrern) genau 4 sowjetische Fahrer.

Aufgabe 300731:
In einem Lehrbuch aus dem Jahre 1525 wird sinngeméf} folgende Aufgabe gestellt:

FEin Hund jagt einen Fuchs. Jeweils in der Zeit, in der der Fuchs 9 Spriinge macht, macht der Hund
6 Spriinge, aber mit 3 Spriingen legt der Hund einen ebenso langen Weg zuriick, wie der Fuchs mit
7 Spriingen.

Mit wie viel seiner Spriinge holt der Hund den Fuchs ein, wenn der Fuchs zu Beginn 60 Fuchsspriinge
Vorsprung hat?

Bemerkung: Es wird vorausgesetzt, dass der Hund der Spur des Fuchses folgt und dass beide ihren
ersten Sprung gleichzeitig beginnen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Damit der Fuchs jeweils in der Zeit, in der der Hund 6 = 2 - 3 Spriinge macht, einen ebenso langen Weg
wie der Hund zuriicklegen konnte, miisste er 2 - 7 = 14 Spriinge machen. Da er aber in dieser Zeit nur 9
seiner Spriinge macht, verringert sich dabei sein Vorsprung jedesmal um 5 Fuchsspriinge.

Wegen 60 : 5 = 12 ist folglich genau dann, wenn das 12mal geschehen ist, der Vorsprung aufgebraucht,
also nach 12 - 6 = 72 Spriingen des Hundes.

Aufgabe 330732:

In einem Kaufhaus waren % aller Beschéftigten Frauen. Zu Anfang eines Monats waren 12,5% dieser
Frauen nicht verheiratet. Von den in diesem Kaufhaus beschaftigten Mannern waren 18,75% nicht
verheiratet.

Wahrend des Monats heirateten vier Paare, von denen jeweils sowohl der Mann als auch die Frau
zu den eben genannten unverheirateten Beschiftigten des Kaufhauses gehorten. Weitere Anderungen
gab es nicht.

Danach waren noch genau 36 Beschéftigte des Kaufhauses unverheiratet.

Wie viele Beschéftigte hatte das Kauthaus insgesamt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
4

Wenn das Kaufhaus insgesamt = Beschiftigte hatte, so waren darunter zz Frauen und %z Ménner.
Zu Beginn des Monats waren 12’05 . %x = 1—1055 Frauen und 118—(’)705 . %x = 83—096 Ménner unverheiratet, das

waren zusammen 1—1033 + ;’—Ox = gg@ unverheiratete Beschéftigte.

Nach der Heirat der 4 Paare waren noch é—éx — 8 Beschiftigte unverheiratet. Daher gilt

11
%x—8:36 = z =320

Das Kaufhaus hatte insgesamt 320 Beschéftigte.

.1V Ungleichungen
| Runde 1
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Aufgabe V00704:
Welche der beiden Zahlen ist die grofere?

35 dor 23
a7 0% 31

Welcher vierstellige Dezimalbruch kommt beiden Zahlen méglichst nahe?

Losung von Steffen Polster:
35

Durch "Uberkreuzmultiplizieren” von 2

AV

g—i’ wird 35 - 31 = 1085 % 1081 = 23 -47, d. h. der linke Bruch
ist der groflere, also % > g—f

Das arithmetische Mittel beider Briiche ist igg? ~ 0,74331, womit der gesuchte Dezimalbruch 0,7433 ist.

Aufgabe V10711:
Ordne folgende Zahlen der Grofle nach:

%; —0,66; _3. ;; 3,52; —0,67; 3,52

Losung von Steffen Polster:
Beginnend mit der kleinsten Zahl ergibt sich die Ordnung

2 2
—g; —0,67; —0,66; ; : : )

Aufgabe 010711:

D () a0 (e

Ordne die Ergebnisse der Grofle nach!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Ergebnisse sind in absteigender Reihenfolge
25 9 256 32
a) — b) — — - —
36 16 625 243

Aufgabe 030713:
Wie kann man ohne Ausfiihrung der angegebenen Rechenoperationen feststellen, ob die Zahl

378 - 436 — 56
378 4436 - 377

grofler oder kleiner als 1 ist?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es gilt
378-436 —56  377-436 1436 —56 377 - 436 + 380

378 +436-377  436-377+378 377436 + 378
Da der Zahler grofler als der Nenner ist, ist die Zahl grofler als 1.
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Aufgabe 160712:
Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ... usw. bis 100 derart hintereinander aufgeschrieben, dass eine
Zahl z der Form

z = 12345678910111213...9899100

entsteht.

a) Wie viel Stellen hat z?

b) Es sollen 100 Ziffern der Zahl z so gestrichen werden, dass die mit den restlichen Ziffern dargestellte
Zahl 2’ moglichst grof ist. Dabei soll an der Reihenfolge der (in z’) verbleibenden Ziffern von z nichts
gedndert werden.

Ermittle, welche Ziffern zu streichen sind, und gib die ersten zehn Ziffern der neuen Zahl 2’ an!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Die vorgegebene Zahl z entstand aus 9 einstelligen Zahlen, 9- 10 zweistelligen Zahlen und der dreistel-
ligen Zahl 100. Sie enthélt mithin 9-1490-2+ 1 -3 = 192 Stellen.

b) Von den insgesamt 192 Ziffern von z sollen in der zu bildenden Zahl 2’ genau 92 Ziffern erhalten
bleiben. Von zwei 92stelligen Zahlen, die mit verschiedener Anzahl von Neunen beginnen, ist diejenige
die groflere, die mit der grofleren Anzahl von Neunen beginnt.

Vor der ersten in der Zahl auftretenden Neun stehen 8 von Neun verschiedene Ziffern, vor der zweiten
weitere 19, vor der dritten, vierten und finften wiederum je weitere 19 von Neun verschiedene Ziffern.

Streichen wir diese, so sind insgesamt 84 Ziffern (8 + 4 - 19 = 84) entfernt. Es sind noch 16 Ziffern zu
streichen.

Die Zahl beginnt dann so: 999995051525354555657505960...........

Es ist nun nicht mehr moglich, die 19 Ziffern vor der néichsten (urspriinglich sechsten) Neun zu streichen,
da dann mehr als 100 Ziffern entfielen.

Von zwei 92stelligen Zahlen, die mit 5 Neunen beginnen und in der sechsten Stelle verschiedene Ziffern
haben, ist diejenige grofler, die an der sechsten Stelle die groflere Zahl enthélt. In unserem Fall kommt
die Acht dafiir nicht in Frage, da dann noch 17 Ziffern zu streichen wiren. An der sechsten Stelle kann
also hochstens eine Sieben stehen. Das ist auch erreichbar, wenn man die nédchsten 15 Ziffern streicht.

Entsprechend zeigt man, dass als letzte Ziffer die auf die Sieben folgende Fiunf entfernt werden muss. Die
ersten zehn Ziffern der gesuchten Zahl z’ lauten mithin 9999978596.

Il Runde 3

Aufgabe 270732:

In einem Betrieb werden Erzeugnisse hergestellt, bei denen die Herstellungskosten fiir jedes Stiick 19,2
0M betragen. Der Betrieb hat die Moglichkeit, fiir 13500 M eine neue Werkzeugmaschine anzuschaffen;
mit dieser Maschine wiirden die Herstellungskosten fiir jedes Stiick nur noch 13,15 M betragen.

Ein Planziel lautet: Die Summe aus den Anschaffungskosten der neuen Maschine und aus den Herstel-
lungskosten der damit in 3 Jahren hergestellten Erzeugnisse soll weniger als 80% derjenigen Herstel-
lungskosten betragen, die (fiir ebenso viele Erzeugnisse) ohne Nutzung der neuen Maschine entstehen
wiirden.

Ermittle die kleinste Stiickzahl pro Jahr, mit der dieses Planziel zu erreichen ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Werden pro Jahr x Stiick hergestellt, so wiirden die Herstellungskosten fiir die in 3 Jahren ohne Nutzung
der neuen Maschine hergestellten Erzeugnisse 3z - 19,20 M betragen. 80% hiervon sind 0,8 - 3z - 19,20 M
= 3z - 15,36 M.
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Die Herstellungskosten fiir die in 3 Jahren mit der neuen Maschine hergestellten Erzeugnisse betragen
3z - 13,15 M. Also wird das Planziel genau dann erreicht, wenn 13500 + 3x - 13,15 < 3x - 15,36, also
z - 2,21 > 4500 gilt.

Wegen 2036 - 2,21 = 4499,56 und 2037 - 2,21 = 4501,77 ist somit die kleinste Stiickzahl pro Jahr, mit der
das Planziel erreicht wird, z = 2037.

Aufgabe 340732:

Man denke sich die Zahlen 1, 2, 3, 4, ... usw. bis 100 derart hintereinander aufgeschrieben, dass eine
Zahl z der Form z = 12345678910111213....9899100 entsteht.

a) Wie viel Stellen hat z?

b) Es sollen 100 Ziffern der Zahl z so gestrichen werden, dass die mit den restlichen Ziffern dargestellt
Zahl 2’ moglichst grofl ist. Dabei soll die Reihenfolge der in z’ verbleibenden Ziffern von z nicht
gedndert werden.

Ermittle, welche Ziffern zu streichen sind, und gib die ersten 10 Ziffern der neuen Zahl 2’ an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Die Zahl z hat ihre Ziffern aus den 9 einstelligen Zahlen 1, ..., 9, den 90 zweistelligen Zahlen 10, ..., 99
und der dreistelligen Zahl 100. Also hat sie 9 + 90 - 2 + 3 = 192 Stellen.

b) Von den 192 Ziffern der Zahl z sollen in 2z’ genau 92 Ziffern erhalten bleiben. Von zwei 92-stelligen
Zahlen, die mit verschiedener Anzahl von Neunen beginnen, ist diejenige die gréflere, die mit der grofleren
Anzahl von Neunen beginnt.

Vor der ersten in z auftretenden Neun stehen 8 von Neun verschiedene Ziffern, vor der zweiten weitere
19, vor der dritten, vierten und fiinften wiederum je weitere 19 von Neun verschiedene Ziffern. Streicht
man diese, so sind insgesamt bereits 8 4+ 4 - 19 = 84 Ziffern entfernt; aus der danach verbleibenden Zahl

999995051525354555657585960...9899100

sind noch genau 16 Ziffern zu streichen.

Das konnen nicht die 19 Ziffern bis zur ersten auf den Anfang 99999 folgenden Neun und auch nicht die
17 Ziffern bis zur ersten auf 99999 folgenden Acht sein. Von je zwei 92-stelligen Zahlen, die mit 99999
beginnen und an der sechsten Stelle verschiedene Ziffern haben, ist stets diejenige die grofiere, die an der
sechsten Stelle die groBere Ziffer hat.

Die grofite Moglichkeit hierfiir ist somit, durch Streichen der ersten auf 99999 folgenden 15 Ziffern den
Anfang 999997 zu erreichen. Danach ist noch genau eine Ziffer zu streichen.

Von den beiden Méglichkeiten, die auf den Anfang 999997 folgende Fiinf zu streichen oder stehenzulassen
(und eine spéter stehende Ziffer zu streichen), liefert das Streichen der Fiinf die gréfiere Zahl.

Damit ist gefunden, welche 100 Ziffern aus z zu streichen sind, um eine moglichst grofie Zahl 2’ zu
erhalten. Die ersten zehn Ziffern dieser Zahl lauten 9999978596.
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Il Geometrie

I1.1 Dreiecke

| Runde 1

Aufgabe 020713:
Es ist zu beweisen, dass ein Dreieck, in dem zwei Héhen gleich lang sind, stets gleichschenklig ist.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In einem Dreieck berechnet sich der Fliacheninhalt zu A = %, wobei g eine Grundseite und h die
zugehorige Hohe sind.
Fir zwei verschiedene Hohen hy und hy mit A = hy = hy ist dann A = 912'h = 922'h , womit sofort g1 = go

folgt. Das Dreieck ist gleichschenklig.

Aufgabe 060712:

In dem rechtwinkligen Dreieck AABC mit dem rechten Winkel bei C sei S der Schnittpunkt der
beiden Halbierenden der spitzen Winkel.

Ermittle das Gradmafl § des Winkels ZASB, den diese Winkelhalbierenden miteinander bilden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A

Das Gradmafl des Schnittwinkels ZASB sei §. Die Gradmafle der spitzen Winkel ZCAB und ZABC
seien o bzw. 8. Nach dem Winkelsummensatz gilt im Dreieck AABS:

o (@ B
6 =180 (2+2>

Da im rechtwinkligen Dreieck AABC « + 8 = 90° ist, folgt § = 135°.

Aufgabe 090712:

Gegeben sei ein Dreieck AABC. Darin sei die Halbierende des Innenwinkels bei A enthaltende Gerade
eingezeichnet. Auflerdem seien eine parallele Gerade zur Seite AB und eine parallele Gerade zur
Seite AC' derart eingezeichnet, dass diese sich im Innern des Dreiecks AABC, aber nicht auf der
Winkelhalbierenden schneiden.

Beweise, dass die Schnittpunkte der drei eingezeichneten Geraden die Ecken eines gleichschenkligen
Dreiecks bilden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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C
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%E \
A D

B

In der Abbildung sei p; die Halbierende des Innenwinkels bei A, po eine Parallele zu AB und p3 eine
Parallele zu AC'. Der Schnittpunkt von p;, mit BC sei @), der von p; mit ps sei E, der von p; mit ps sei
D und der von py; mit p3 sei F.

Da ps, ps als Parallelen zu zwei Dreieckseiten nicht zueinander parallel sind und da p; als Halbierende
eines Innenwinkels zu keiner Seite des Dreiecks parallel ist, existieren diese Schnittpunkte.

Nun liegt nach Voraussetzung F' entweder (1. Fall) im Innern des Dreiecks AAQC oder (2. Fall) im
Innern des Dreiecks AABQ.

Im 1. Fall gilt ZCAD = ZFDE (als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen) und ZDAB = ZFED
(als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen).

Im 2. Fall gilt entsprechend /ZDAB = /FED und ZCAD = /ZFDE.

(Anmerkung: Man kann auch den 2. Fall, statt ihn gesondert zu diskutieren, durch Umbenennung auf
den 1. Fall zuriickfithren.)

Da laut Aufgabe ZCAD = ZDAB gilt, ist mithin in jedem Fall auch ZFDFE = ZFED. Das Dreieck
AFFED ist also gleichschenklig.

Aufgabe 110712:

Beweise folgenden Satz:

Enthélt ein rechtwinkliges Dreieck einen Winkel von 30°, so ist seine Hypotenuse (lingste Seite)
doppelt so lang wie seine kiirzeste Kathete (kiirzeste Seite)!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es sei AABC ein Dreieck der geforderten Art, wobei C' Scheitel des rechten

Winkels und A Scheitel des Winkels von 30° sei.

Dann ist AB die Hypotenuse und BC' kiirzeste Kathete, da der Winkel
/BAC Kleiner ist als ZABC, wie aus dem Winkelsummensatz hervorgeht.
Wegen des Winkelsummensatzes hat der Innenwinkel bei B eine Grofie von
60°.

Verldngert man die Strecke BC iiber C hinaus um BC' bis zum Punkt D,
dann gilt AACD = AACB (sws). Daher hat der Winkel ZDAC eine Grofie
von 30°. Das Dreieck AABD ist mithin gleichseitig, und es gilt AB = 2- BC'.

Aufgabe 110713:

Giinther zeichnet ein Dreieck AABC und stellt fest:

Die Mafizahl des in Zentimetern gemessenen Umfangs u seines Dreiecks AABC' ist eine Primzahl.
Ferner gilt BC =a =6 cm, AC =b=2 cm.

Ermittle AB = ¢ und u!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus der Dreiecksungleichung folgt fiir das Dreieck AABC: ¢ < a + b und ¢ > a — b. Daraus folgt laut
Aufgabe 4 cm < ¢ < 8 cm.

Da die Mafizahl des Umfangs u eine Primzahl sein soll und die Mafizahlen von a und b ganze Zahlen sind,
muss auch die Mafizahl von ¢ eine ganze Zahl z sein, fiir die 4 < z < 8 gilt. Also kann z nur 5, 6 oder 7
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II.I Dreiecke

sein.

Es sei z =5. Dann ist u = a+ b+ ¢ = 13 cm, und 13 ist eine Primzahl.

Es sei z = 6. Dann ist © = 14 cm.

Es sei z = 7. Dann ist u = 15 cm.

In den letzten beiden Féallen ist die Mafizahl von u keine Primzahl. Also ist ¢ = 5 ¢cm, v = 13 cm die
einzige Losung der Aufgabe.

Aufgabe 130713:

Der Umfang u eines gleichschenkligen Dreiecks soll 24 cm betragen; eine der Seiten dieses Dreiecks
soll 2% mal so lang sein wie eine andere seiner Seiten.

Untersuche, ob es eine Moglichkeit gibt, die Seitenlangen eines Dreiecks so anzugeben, dass diese
Bedingungen erfiillt sind! Untersuche, ob es genau eine solche Moglichkeit gibt! Wenn dies der Fall
ist, so ermittle die zugehorigen Seitenldngen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn die Linge ¢ der Basis und die Lénge a eines Schenkels eines gleichschenkligen Dreiecks die Be-
dingungen der Aufgabe erfiillen, so ist ¢ = %a oder a = gc. Wire ¢ = %a, so ware a + a < %a — ¢, im
Widerspruch zur Dreiecksungleichung

Wenn a = gc ist, so folgt %c—l— g + ¢ = 24 cm, also 6¢c = 24 cm, woraus man ¢ = 4 cm und ¢ = 10 cm
erhalt.

Daher kénnen nur ¢ = 10 cm und ¢ = 4 cm die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Sie geniigen ihnen
tatséchlich, da sie die Dreiecksungleichungen sowie die iibrigen Bedingungen erfiillen.

Aufgabe 140714:

Beweise folgende Satze:

a) Wenn S der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC' ist, dann haben die
Dreiecke ABS, BC'S und CAS den gleichen Flacheninhalt.

b) Wenn S ein Punkt im Innern eines Dreiecks ABC' ist, fiir den die Dreiecke ABS, BC'S und C AS
den gleichen Fliacheninhalt haben, dann ist S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks
ABC.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Es sei D der Mittelpunkt der Seite AB eines Dreiecks ABC. Dann sind die Dreiecke ADC und DBC
inhaltsgleich, da sie in der Lange der Seiten AD, DB und in der zugehorigen Hohe iibereinstimmen.

Diese Dreiecke haben die Seite C'D gemeinsam; folglich stimmen sie auch in den Léngen der (dieser Seite)
zugehorigen Hohen iiberein, d. h., A hat denselben Abstand von der Geraden durch C und D wie B. Also
stimmen die Dreiecke CAS, BCS in der Seite C'S und in den Léngen der zugehorigen Héhen iiberein
und sind mithin inhaltsgleich.

Analog beweist man, dass die Dreiecke ABS und BC'S inhaltsgleich sind. Daher haben die Dreiecke AB.S,
BCS und CAS den gleichen Flacheninhalt.

51



II.I Dreiecke

b) Es sei D der Schnittpunkt des Strahles aus C' durch S mit AB. Da die inhaltsgleichen Dreiecke C AS
und BCS die Seite C'S gemeinsam haben, stimmen sie in den Léngen der (dieser Seite) zugehorigen
Hohen tiberein, d. h., A hat denselben Abstand von der Geraden durch C und S wie B. Also stimmen die
Dreiecke ADC und DBC in der Seite CD und in den Léngen der zugehorigen Hohen iiberein und sind
mithin inhaltsgleich.

Da sie dieselbe Hohe auf den Seiten AD bzw. DB haben, sind folglich diese Seiten gleich lang. Somit ist
CD die Seitenhalbierende durch C im Dreieck ABC.

Analog beweist man, dass, wenn F' der Schnittpunkt des Strahls aus B durch S mit AC ist, BF die
Seitenhalbierende durch B im Dreieck ABC ist. Daher ist S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden im
Dreieck ABC.

Aufgabe 170712:

Gegeben sei ein Dreieck ABC. Es sei g die Gerade durch den Punkt A und den Mittelpunkt D der
Seite BC'.

Beweise, dass dann die Punkte B und C den gleichen Abstand von der Geraden g haben!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

C C
F_g
g
D D=E=F
E
A B A B

Das Lot von C bzw. von B auf g sei CE bzw. BF (siehe Abbildung). Ist BC' nicht senkrecht auf g, so
sind F und F von D verschieden, und es entstehen zwei Dreiecke CDE und BDF'. Diese stimmen in
den Seitenldngen C'D, BD, den Gréfien der anliegenden Winkel ZCDE und ZBDF (Scheitelwinkel) und
denen der gegeniiberliegenden (rechten) Winkel ZCED, ZBF D ftiberein. Also gilt ACDE = ABFD,
und daraus folgt CE = BF'.

Ist BC senkrecht auf g, so fallen £ und F' mit D zusammen, woraus CE = C'D = BD = BF folgt. Somit
sind in jedem Falle die Absténde BF und CE der Punkte B und C von g einander gleich.

Aufgabe 190713:

Es sei AABC' ein rechtwinkliges Dreieck; C' sei der Scheitel des rechten Winkels. Die Halbierende
dieses Winkels schneide die Seite AB in D. Der Fulpunkt des Lotes von D auf AC sei E.

Beweise hierfiir die folgende Aussage:

Wenn ZCAB = 22,5° ist, dann gilt ZADE = ZCDB!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

22,5°

52



II.I Dreiecke

Aus LZEAD = ZCAB = 225° und ZAED = 90° folgt nach dem Satz tiber die Summe der Innenwinkel
im Dreieck ZADE = 180° — 90° — 22,5° = 67,5°.

Aus ZCAB = 22,5° und ZACB = 90° folgt ebenso ZABC = 67,5°. Ferner ist nach Voraussetzung
/BCD = 90°2 = 45°; hieraus und aus ZDBC = ZABC = 67,5° folgt wiederum nach dem Satz iiber
die Summe der Innenwinkel im Dreieck: ZCDB = 180° — 67,5° — 45° = 67, 5°.

Damit ist der geforderte Beweis gefiihrt.

Aufgabe 200713:
g3 g2

Vier Geraden g1, g2, g3, g4 mogen sich so schneiden, wie es aus dem g
Bild ersichtlich ist. Fiir die Grolen «, 3,7 der dort angegebenen
Winkel gelte a = 50°, § = 130°, v = 70°.

Ermittle aus diesen gegebenen Gréflen die Winkelgrofe o! y )Q -
91

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
g3 g2 Mit der aus der Abbildung ersichtlichen Bezeichnung der Winkelgréfien
gilt o/ = 180° — « als Nebenwinkel, also o = 180° — 50° = 130° = .
Da o' und g die Groflen von Stufenwinkeln an den geschnittenen Ge-

o B raden g1, und go sind, gilt laut Umkehrung des Stufenwinkelsatzes
o g4 91 || g2. Ferner sind § und v die Grofien von entgegengesetzt liegenden
Winkeln an den geschnittenen Geraden g; und gs. Da diese Geraden

g1 parallel sind, gilt

5§+ =180° = § = 180° — v = 180° — 70° = 110°

Aufgabe 200714:

Beweise folgenden Satz:

Ist M der Mittelpunkt der Seite AB eines Dreiecks ABC und gilt AM = BM = CM, so ist das
Dreieck ABC' rechtwinklig.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

c

(]
A M B

Es sei « = LCOAB, = LABC, v = ZACB. Nach Voraussetzung ist M der Mittelpunkt von AB, daher
ist auch Z/CAM =« und ZMBC = 8.

Wegen M A = MC ist das Dreieck AC'M gleichschenklig mit ZACM = «, wegen M B = MC' ist auch
das Dreieck BC'M gleichschenklig mit /BCM = (. Daher ist a + 5 = 7.
Andererseits ist nach dem Winkelsummensatz « 4+ 8 + v = 180°. Daraus folgt 2y = 180°, also v = 90°.
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Aufgabe 280714:

Im Mathematikunterricht stellt der Lehrer die Aufgabe, die Seitenldngen eines gleichschenkligen
Dreiecks ABC mit AC' = BC' zu ermitteln, wenn vorausgesetzt wird, dass eine der Seitenhalbierenden
dieses Dreiecks den Dreiecksumfang derart teilt, dass der eine Teil 12 cm und der andere 9 cm betrégt.
Dazu duflern sich einzelne Schiiler folgendermafien:

Achim: ,Die Aufgabe hat keine Losung, denn die Seitenhalbierende eines gleichschenkligen Dreiecks
ist Symmetrieachse und kann somit den Umfang nur in zwei gleich grofie Teile zerlegen.*

Birgit: ,,Es gibt bis auf Kongruenz genau ein Dreieck, das die Forderungen der Aufgabenstellung
erfiillt.”

Claudia: ,Die Aufgabe hat bis auf Kongruenz genau zwei (zueinander nicht kongruente) Losungen.“
Dorit: ,Da man in ein Dreieck drei Seitenhalbierende einzeichnen kann, hat die Aufgabe mindestens
drei zueinander nicht kongruente Lésungen.”

Untersuche, wer von den vier Schiilern recht hat, und begriinde deine Feststellungen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn AD, BE und CF die Seitenhalbierenden eines gleichseitigen Dreiecks ABC' mit AC = BC = q;
AB = ¢ sind, so gilt:

Die Teile, in die CF' den Umfang teilt, haben die Langen a 4 § und a + §. (1) (Siehe Abbildung a)

Ferner haben sowohl die Teile, in die AD den Umfang teilt, als auch die Teile, in die BE den Umfang
teilt, die Lingen ¢ + % und a + % = 3a. (2) (Siehe Abbildungen b und c)

Die Langen (1) sind einander gleich, konnen also nicht 12 cm und 9 cm betragen; daher kann die Forderung
der Aufgabe nicht mit der Seitenhalbierenden C'F' erfiillt werden!

Dafiir, dass die Léngen (2), wie gefordert, 12 cm und 9 cm betragen, gibt es nur die beiden folgenden
Moglichkeiten:

I. Es ist %a:lZ cm und ¢ + § =9 cm. Dann folgt a = 8 cm und ¢ =5 cm.

II. Es ist %a =9 cm und ¢+ § = 12 cm. Dann folgt @ = 6 cm und ¢ = 9 cm.

Ein Dreieck ABC mit den in I. genannten Langen AC' = BC' = 8 cm, AB = 5 cm gibt es, da die Summe
je zweier Seiten grofier ist als jeweils die dritte Seite. Ein Dreieck ABC mit den in II. genannten Lingen
AC = BC =6 cm, AB =9 cm gibt es (aus demselben Grund) ebenfalls.

Wegen der Verschiedenheit ihrer Seitenldngen sind die beiden genannten Dreiecke auch nicht zueinander
kongruent. Damit ist bewiesen: Achim, Birgit und Dorit haben nicht recht; Claudia hat recht.

54



II.I Dreiecke

Aufgabe 300713:

Von drei Geraden wird vorausgesetzt, dass sie durch einen Punkt C' gehen. Von einer vierten Geraden
wird vorausgesetzt, dass sie nicht durch C' geht und die drei anderen Geraden in Punkten A, B, D
schneidet, wobei B zwischen A und D liegt. Auf der Geraden durch A und C liege ein Punkt FE
so, dass C' zwischen A und E liegt. Weiter wird vorausgesetzt, dass die Winkel ZEC'D und ZABC
einander gleich grof} sind.

a) Zeichne vier Geraden und dazu Punkte A, B, C, D, E so, dass diese Voraussetzungen erfiillt sind!
b) Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets die Winkel Z/BC'D und ZBAC einander gleich
grof} sein miissen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A B D

a) Die Abbildung zeigt vier Geraden und dazu Punkte A, B,C, D, E der geforderten Art.

b) Mit den Bezeichnungen /BAC = o, ZABC = 8, ZECD = v, ZBCD = 75 gilt nach Voraussetzung
7 =08 (1).

Nach dem Auflenwinkelsatz fiir das Dreieck ABC gilt ferner ZBCE =« + ,d.h. v + 2 =a+ 5 (2)
Aus den Gleichungen (2) und (1) folgt durch Subtraktion v2 = a.

Aufgabe 320714:

In einem Dreieck ABC sei D der Mittelpunkt der Seite AB. Die Strecken AD und C'D seien einander
gleichlang, die Gréfle des Innenwinkels ZBCD im Teildreieck BC'D betrage 35°.

Ermittle aus diesen Angaben die GroBen der Innenwinkel des Dreiecks ABC'!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Nach Voraussetzung ist AD = BD = CD und (1) ZBCD = 35°. (2) Da das Dreieck BC'D wegen (1)
gleichschenklig ist, folgt nach dem Basiswinkelsatz und (2) auch ZDBC = 35°, d.h. (3) LABC = 35°.

(4)

359
A D B

Aus (2) und (3) folgt nach dem AuBlenwinkelsatz ZADC = 70°. (5) Wegen (1) ist auch das Dreieck ACD
gleichschenklig; nach dem Basiswinkelsatz gilt also ZCAD = ZACD.
Hiermit und mit (5) folgt aus dem Innenwinkelsatz

1
LOAD = ZACD = (180° —70°) = 55° (6)

d.h., es gilt einerseits ZCAB = 55°, (7) andererseits folgt aus (6) und (2)
LACB = LZACD + £BCD = 55° 4+ 35° = 90° (8)
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Mit (4), (7), (8) sind die gesuchten Innenwinkelgréfien ermittelt.

Aufgabe 340712:
Von einem Dreieck ABC wird gefordert: Die Winkelhalbierende durch A und die Mittelsenkrechte
von AB schneiden sich in einem Punkt D, der auf der Seite BC liegt.

a) Welche Grofle muss der Winkel ZACB in einem Dreieck haben, das diese Forderung erfiillt und
in dem der Winkel ZABC' die Grofle 35° hat? Zeichne ein solches Dreieck!

b) Zeichne ein Dreieck, das ebenfalls die obengenannte Forderung erfiillt und in dem der Winkel
LABC die Grofle 50° hat!

c) Gibt es ein Dreieck, das ebenfalls die obengenannte Forderung erfiillt und in dem der Winkel
ZABC die Grofie 60° hat?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Fir die Innenwinkelgréfien o« = ZBAC, 8 = LABC, v = LACB

C gilt: Da D ein Punkt der Mittelsenkrechten von AB ist, gilt DA = DB.
Nach dem Basiswinkelsatz fiir Dreieck ABD folgt /BAD = Z/ABD =
D 8 = 35°.

Da AD den Innenwinkel bei A halbiert, folgt « = 2- ZBAD = 28 =
A B 70°. Damit ergibt sich aus dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABC v =
180° — (a+ ) = 75°.

b) Die rechte Abbildung zeigt ein gesuchtes Dreieck.

c¢) Wenn es ein Dreieck der genannten Art gébe, so wiirde wie in a)
folgen, dass a = 23 = 120° wére.

Damit wiare o+ 8+ v > a+ 8 = 120° + 60° = 180° im Widerspruch
zum Innenwinkelsatz.

Il Runde 2

Aufgabe 020724:
Wie viel verschiedene spitze Auflenwinkel kann ein Dreieck hochstens haben?
Begriinde deine Antwort!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ein Auflenwinkel ist so grof§ wie die Summe der nicht anliegenden Innenwinkel.

Nehmen wir an, ein Aulenwinkel sei spitz. Dann miissen die beiden entsprechenden Innenwinkel zusam-
men kleiner als 90° sein. Das bedeutet, dass der dritte Innenwinkel groer als 90° ist (Innenwinkelsumme).
Dieser geht als Summand in die beiden anderen Auflenwinkel ein, so dass diese beiden grofier als 90° sind.
Demzufolge besitzt ein Dreieck héchstens einen spitzen Aulenwinkel.
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Aufgabe 030724:

g

Gegeben sei die in der Abbildung dargestellte Figur (g || 2). Die Win-

kel o und S seien bekannt.

Wie grof} ist der Winkel v? Beweise deine Behauptung! .
h

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Behauptung: vy =a +

L
7

Beweis: (siehe Abbildung) Man zeichne eine Parallele zu g und h durch den Scheitelpunkt von . Diese
teilt v in zwei Teilwinkel. Nach dem Wechselwinkelsatz ist der obere genauso grofl wie 3, der untere wie
«. Zusammen gilt also: v = a + 5.

Aufgabe 040723:

In einem Dreieck seien die Mafizahlen der Langen aller Seiten ganzzahlig, gerade und untereinander
verschieden. Bekannt ist a = 6 cm und b = 4 cm.

Berechne den Umfang des Dreiecks!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Nach den genannten Bedingungen und wegen ¢ < a + b und ¢ > a — b (Dreiecksungleichungen) kann ¢
nur 8 cm lang sein.

Damit wird fiir den Umfang u =a+b+c=4+6+8 =18 cm.

Aufgabe 050722:
Untersuche, ob in einem Dreieck zwei Winkelhalbierende aufeinander senkrecht stehen kénnen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, es gibe ein Dreieck AABC, in dem sich die Winkelhalbierenden w, und wg im Punkte S
unter einem rechten Winkel schneiden.

Dann ergébe sich aus dem Dreieck AASB, dass die Winkel § und g zusammen 90° und damit « und g
zusammen 180° betragen miissten, d. h., zwei Seiten des Dreiecks AABC wiirden parallel verlaufen, was
unmoglich ist. Es gibt also kein Dreieck dieser Art.

Aufgabe 070721:

Einem gegebenen rechtwinkligen Dreieck ABC' mit dem rechten Winkel bei C ist ein Quadrat
so einzuschreiben, dass der rechte Winkel des Dreiecks zum Quadratwinkel wird und der ihm ge-
geniiberliegende Eckpunkt des Quadrates auf der Hypotenuse AB des Dreiecks liegt.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Bedingungen ein
Quadrat eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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A

A D B

Jede Diagonale eines Quadrates halbiert zwei gegeniiberliegende Winkel des Quadrats. Deshalb konstru-
iert man die Winkelhalbierende des rechten Winkels ZAC'B. Sie schneidet die Seite AB im Punkt D.
Dann ist die Strecke C'D eine Diagonale des gesuchten Quadrats. Die Parallelen durch D zu AC und CB
schneiden CB in E und AC in F. DECF ist das gesuchte Quadrat.

Aufgabe 070723:

Gegeben ist ein Dreieck AABC. M sei der Mittelpunkt der Seite AC. Die Parallele zu der Seite AB
durch den Punkt M schneide die Seite BC' im Punkt N.

Beweise, dass N der Mittelpunkt der Seite BC' ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Parallele p zu BC' durch M schneide AB in P. Dass diese Parallele p die Strecke AB tatséchlich
schneidet, folgt so:

Durch p wird die Ebene, in der AABC liegt, in zwei Halbebenen zerlegt, in deren einer die Gerade durch
B und C verlduft und in deren anderer A liegt, weil sonst AC nicht von p geschnitten wiirde. Daher
schneidet p auch die Strecke AB.

C

b

A P B

Dann gilt:

(1) LZABC = ZMNC = LAPM, ZCAB = ZCMN (als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen)

(2) AAPM = AMNC (nach dem Kongruenzsatz sww). Daraus folgt: MP = CN.

(3) Viereck BN M P ist ein Parallelogramm (nach Konstruktion). Aus (2) und (3) folgt die Behauptung.

Aufgabe 090722:

Wir wollen eine Ecke eines Dreiecks ,ausgezeichnet“ nennen, wenn bei dieser Ecke Innen- und Au-
Benwinkel einander gleich sind.

Ermittle die groftmogliche Anzahl ,ausgezeichneter* Ecken, die in einem Dreieck auftreten kénnen!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Da die Summe je eines Innenwinkels und eines zugehorigen Auflenwinkels 180° betrégt, ist eine Ecke
genau dann ,ausgezeichnet, wenn der Innenwinkel bei dieser Ecke 90° betrégt.

Nun gibt es Dreiecke mit genau einem rechten Innenwinkel, aber es gibt keine Dreiecke mit mehr als
einem solchen. Daher ist die einzige und mithin auch gréfite mogliche Anzahl 1.

Aufgabe 090724:

Gegeben sei ein Dreieck AABC. Es sei g die Gerade durch den Punkt A und den Mittelpunkt der
Seite BC'.

Beweise, dass dann die Punkte B und C von der Geraden g den gleichen Abstand haben!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Der Mittelpunkt der Seite BC' sei D, das Lot von C' bzw. von B auf g sei CE bzw. BF. Fallt E mit D
zusammen, dann fallt auch F' mit D zusammen, und es gilt AD | C'B und damit wegen C'E = C'D und
BF = BD auch CE = BF. Féllt E nicht mit D zusammen, so féllt auch F' nicht mit D zusammen.

C F g

A B

Dann stimmen die Dreiecke ACDFE und ABDF in den Seitenlangen CD, BD, den Grofien der anliegen-
den Winkel ZCDE, ZBDF (Scheitelwinkel) und denen der gegentiberliegenden (rechten) Winkel ZCED,
ZBFD {iberein.

Also gilt ACDE = ABF D, und daraus folgt CE = BF.

Aufgabe 100722:

In einem Dreieck AABC' seien die Grofie der Innenwinkel wie tiblich mit «, 3,y bezeichnet, wobei
o = 60° sei. BB’ sei die Halbierende des Winkels ZABC und CC’ die des Winkels ZAC B; jede von
ihnen schneidet die ihrem Winkel gegeniiberliegende Dreieckseite in einem inneren Punkt (B’ bzw.

o).

Ferner seien die Groflen der Winkel ZAB’B bzw. ZAC'C mit € bzw. § bezeichnet.
Beweise, dass flir jedes derartige Dreieck ¢ + § = 180° gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Laut Voraussetzung gilt @ = 60°. Dann gilt unter Benutzung des

Winkelsummensatzes (AABC)
B8+~ =180° — 60° = 120°
Nach dem Auflenwinkelsatz gilt ferner:
=7+ g (AB'BC) : 0=f+ % (AC'BC)

3 3
e = 2120° = 180°
2(5+v) 5 0 80

c’ B Daraus folgt e+d=

Aufgabe 110723:

Beweise folgenden Satz:

In jedem spitzwinkligen Dreieck AABC hat jeweils einer der Schnittwinkel je zweier Hohen die gleiche
Grofle wie der Innenwinkel an derjenigen Ecke, von der keine der beiden Hohen ausgeht!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

C
Weil AABC ein spitzwinkliges Dreieck ist, liegt der Hohenschnittpunkt
E im Innern des Dreiecks. Er sei mit H bezeichnet.
Es seien ferner zwei Hohen des Dreiecks ausgewéhlt; die Bezeichnung
lésst sich dann so wéhlen, dass dies die von C bzw. A ausgehenden Hohen
h D 2 sind. Thre FuBpunkte auf AB bzw. BC seien D bzw. E genannt.
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Dann gilt: ZADC = ZAEB als rechte Winkel und ZHAD = ZEAD (H liegt auf AFE). Folglich gilt
wegen des Winkelsummensatzes (in AADH bzw. ABEA) ZAHD = ZABE.

Aufgabe 130723:

Gegeben sei ein Winkel mit dem Scheitelpunkt S und der Gréfie a (0° < o < 180°). Beweise folgenden

Satz:

Schneidet eine Gerade g den einen und eine andere Gerade h den anderen Schenkel des gegebenen
Winkels jeweils unter einem Winkel von 90°, jedoch nicht in S so hat einer der von g und h gebildeten
Schnittwinkel die GroBe «. (Fallunterscheidung)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Es sei A der Schnittpunkt von g mit dem einen Schenkel s; des gegebenen Winkels, und es sei B der
Schnittpunkt von h mit dem anderen Schenkel s, des gegebenen Winkels, derart, dass sich g, s; in A und
ebenso h, so in B jeweils unter 90° schneiden. Dann ist g Jf h. Folglich existiert ein Schnittpunkt P von
g und h. Nun unterscheiden wir folgende Fille:

Fall 1: P liegt innerhalb des gegebenen Winkels.

Dann ist SAPB ein konvexes Viereck. Folglich gilt nach dem Satz
iiber die Winkelsumme im Viereck sowie wegen /SBP = /SAP =
90°; /BPA = 180° — LZASB = 180° — «, und demnach hat jeder
seiner Nebenwinkel, also einer der Schnittwinkel von g und h, die
Grofle a.

Fall 2: P fillt mit einem der Punkte A, B zusammen, etwa mit A.

Dann wird der rechte Winkel, den g mit s1, bildet, durch h in zwei
Winkel zerlegt, deren einer die Grofie ZSAB = 180° — « hat (nach
dem Winkelsummensatz im Dreieck). Folglich hat der andere, der
einer der Schnittwinkel von g mit h ist, die Grofle a.

Fall 3: P liegt auBlerhalb des gegebenen Winkels.

52

O.B.d. A. liege P nicht auf derselben Seite von s; wie B. Der

Schnittpunkt von h mit s; sei R.

Dann gilt: ZSRB = 180° — o (Winkelsummensatz im Dreieck)
sowie ZSRB = /PRA (Scheitelwinkel) und damit ZRPA =
180° — (180° — o) = «. Da es keine weiteren Fille gibt, ist der

Satz damit bewiesen.

Aufgabe 140722:

Beweise folgende Aussage:

Wenn ein Dreieck ABC die Eigenschaft hat, dass fiir den Mittelpunkt D der Seite AB die Gleichung
(1) DB = BC = CD gilt, so ist das Dreieck rechtwinklig!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

c

Wegen (1) ist das Dreieck DBC' gleichseitig. Jeder seiner Innen-
winkel ist mithin 60° grof.

Aus (1) folgt ferner, da D der Mittelpunkt von AB ist, AD(=
DB) =CD. Also ist AADC gleichschenklig.

Als Nebenwinkel des Winkels ZBDC' hat der Winkel ZADC eine
Grofle von 120°.
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Folglich hat der Winkel ZACD als einer der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck ADC' eine Grofe
von 30°.

Da die Grofle des Winkels ZACB gleich der Summe der Groflen der Winkel Z/BC'D und LACD ist,
betragt diese 60° + 30° = 90°; das Dreieck ABC' ist also rechtwinklig.

Aufgabe 150723:

In einem spitzwinkligen Dreieck ABC' sei CD die Hohe auf AB und C'E die Winkelhalbierende von
LACB.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZDCE = %MABC’ — LCAB| gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
¢ Die Groflen der Innenwinkel des Dreiecks ABC bei A, B, C seien
a, B,7v. Da AABC bei A spitzwinklig ist, bilden A, D,C ein bei
D rechtwinkliges Dreieck mit « als Grole des Innenwinkels bei A.

w- Daher gilt ZACD = 90° — a.
4 S 3 Da D und E auf derselben Seite der Geraden durch A und C
A ED B liegen, gilt folglich

1
/DCE = |/ACD — ZACE| = |90° — a — g| = ;18- qf
Bemerkung: Wie vorstehende Losung zeigt, braucht man nur die Voraussetzung, dass ZC AB spitz ist.

Da sich dies eventuell durch Vertauschung der Bezeichnung von A mit B (die an Voraussetzungen und
Behauptung sonst nichts dndert) stets erreichen lasst, gilt der Satz sogar fiir beliebige Dreiecke.

Aufgabe 160724:

g1
9 i

Es seien g1, g2, g3, g4 und g5 finf Geraden, die einander wie im Bild angegeben paarweise in den
voneinander verschiedenen Punkten A, B,C,D,E, F,G,H,J und K schneiden. Gegeben seien die
Grolen der Winkel Z/BAJ, /HGF, Z/ZFKJ und ZDEC in dieser Reihenfolge «a, 8, und ¢ genannt.
Ermittle die Grofie ¢ des Winkels ZDCE!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Der Winkel ZDBG hat als Auflenwinkel des Dreiecks ABG die Grofle o + . Als Scheitelwinkel von
/ZFKJ hat ZBK D die Grofle . Mit Hilfe des Satzes {iber die Summe der Innenwinkel im Dreieck ergibt
sich die Grofle des Winkels ZCDE im Dreieck BDK zu 180° — a — 8 — . Mit Hilfe des gleichen Satzes,
angewandt auf das Dreieck CDFE erhélt man fir die Grofle ¢ des Winkels ZDCE:

e=180°—(180° —a—f—v+0)=180°—-180°+a+8+y—d=a+8+~v—90
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Aufgabe 170723:

Von einem gleichschenkligen Dreieck sei nur bekannt, dass die Summe der Gréflen zweier Innenwinkel
und eines Auflenwinkels genau 300° betriagt. Dagegen sei nicht vorgeschrieben, welche der genannten
Innenwinkel Basiswinkel sind und ob der genannte Auflenwinkel zu einem dieser Innenwinkel gehort
oder nicht.

Ermittle alle Méglichkeiten fiir die Groflen der drei Innenwinkel dieses Dreiecks!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn ein gleichschenkliges Dreieck die geforderte Eigenschaft hat und darin = die Grofle eines Basis-
winkels, y die Grole des Winkels an der Spitze sowie ' und 3’ die Grofien der zu = bzw. y gehorenden
Auflenwinkel (Nebenwinkel) sind, so gilt eine der Gleichungen

r+x+ 2 =300° (1) r+x+y =300° (2)
rhy+a =300°  (3) a+y+y =300° (4)

Wegen o’ + 2 = 180° bzw. 3’ + y = 180° folgt sowohl aus (1) als auch aus (4) jeweils z = 120° > 90° im
Widerspruch dazu, dass = die Grofle eines Basiswinkels ist.

Aus (2) erhdlt man, da nach dem Aulenwinkelsatz y' = 2z gilt, 4o = 300° und damit z = 75°, y = 30°.
Wegen x + 2/ = 180° folgt aus (3) y = 120° und = = 30°.

Als Moglichkeiten fiir die Groflen der Innenwinkel dieses Dreiecks verbleiben mithin nur 75°; 75°; 30°
oder 30°; 30°; 120°.

Diese Groflen erfiillen die Forderungen der Aufgabe; denn wegen 75° + 75° 4+ 30° = 180° bzw. 30° +
30° 4+ 120° = 180° sind sie Innenwinkelgréfien von Dreiecken, und im ersten Fall betragt die Summe der
Grolen der beiden Innenwinkel und des Auflenwinkels 75°75° + (180° — 30°) = 75° + 75° 4+ 150° = 300°,
im zweiten Falle 30° + 120° + (180° — 30°) = 30° + 120° 4 150° = 300°.

Aufgabe 180724:

Uber sechs Punkte A, B, C, D, E, F wird folgendes vorausgesetzt:

AABC ist ein rechtwinkliges Dreieck mit B als Scheitel des rechten Winkels. D ist ein (innerer)
Punkt der Strecke AB, E ist ein (innerer) Punkt der Strecke BC, F ist ein (innerer) Punkt der
Strecke DB.

Die Dreiecke ADC, DEC, DFE und FBE sind simtlich einander flacheninhaltsgleich. Ferner gilt
FB =15 cm und BFE = 20 cm.

Ermittle unter diesen Voraussetzungen die Lange der Strecke AD!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

%)
A D F B

Fir den Flacheninhalt A; des Dreiecks F'BE gilt laut Voraussetzung und nach der Inhaltsformel fiir
Dreiecke

1
A1:§-15~20cm2:150cm2
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Der Fldcheninhalt des Dreiecks DBE betragt laut Voraussetzung 2 - Ay, so dass fiir BD folgt:
%BD -BE =300 cm?, d.h. BD =30 cm

Der Fldcheninhalt des Dreiecks DBC' betriagt laut Voraussetzung
%BC -BD =450 cm?, d.h. BC' = 30 cm.

Analog folgt fiir AB:
%AB -BC =600 cm?, d.h. AB =40 cm.

und somit AD = AB — BD =40 cm - 30 cm = 10 cm. Die Lénge der Strecke AD betrigt 10 cm.

Aufgabe 200724:

a) Beweise den folgenden Satz:

Wenn ein spitzwinkliges Dreieck ABC' gleichschenklig mit AC' = BC' ist, dann haben die von A und
B ausgehenden Hohen gleiche Lénge.

b) Beweise die folgende Umkehrung dieses Satzes: Wenn in einem spitzwinkligen Dreieck ABC die
von A und B ausgehenden Hoéhen gleiche Lange haben, dann ist das Dreieck ABC' gleichschenklig
mit AC' = BC.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Wenn ein spitzwinkliges Dreieck ABC' gleichschenklig mit AC' = BC

¢ ist, so folgt fiir die Héhen AD und BE, dass ZBAE = ZABD gilt,
da diese Winkel mit den einander gleichgrofien Basiswinkeln Z/BAC
bzw. ZABC iibereinstimmen; denn wegen der Spitzwinkligkeit des Drei-
ecks ABC' liegt der HohenfuBpunkt D zwischen B und C' und der
Hohenfupunkt £ zwischen A und C.
E D Ferner gilt ZAEB = /ZBDA = 90° und AB = BA. Daher sind die
Dreiecke ABE und BAD nach dem Kongruenzsatz (sww) kongruent,

A B woraus BE = AD folgt.

b) Wenn fiir die Héhen AD und BE eines spitzwinkligen Dreiecks ABC' BE = AD gilt, so folgt:

Es gilt ZAEB = Z/BDA = 90° und AB = BA.

Ferner liegen die Winkel ZAE B bzw. ZBDA als rechte Winkel jeweils den grofiten Seiten in den Dreiecken
ABE bzw. BAD gegeniiber. Daher sind die Dreiecke ABE und ABD nach dem Kongruenzsatz (ssw)
kongruent, woraus /BAE = ZABD folgt.

Diese Winkel stimmen wiederum mit den Winkeln Z/BAC bzw. ZABC iiberein, also ist das Dreieck ABC
wegen der gleichgrofien Innenwinkel bei A und B gleichschenklig mit AB = BC ist.

Aufgabe 210722:

Gegeben sei ein Winkel mit dem Scheitelpunkt S und der Gréfle 60°. Auf einem seiner Schenkel liege
ein Punkt P. Von P sei das Lot auf den anderen Schenkel geféllt. Der Schnittpunkt dieses Lotes mit
der Halbierenden des gegebenen Winkels heifle Q.

Beweise, dass @ auf der Mittelsenkrechten der Strecke SP liegt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A Der Fuflpunkt des Lotes von P auf den anderen Schenkel sei F'.
Q Nach Voraussetzung ist ZF'SP = 60° und ZPFS = 90°; wegen
des Winkelsummensatzes, angewandt auf das Dreieck SPF, folgt
ZSPF = 30°. AuBerdem ist nach Voraussetzung ZQSP = 30°;
also ist das Dreieck SPQ gleichschenklig mit SQ = PQ.
S 30 Folglich ist @ ein Punkt der Mittelsenkrechten von SP.
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Aufgabe 220722:
In einer Diskussion iiber Dreiecke ABC' wird fir diese vorausgesetzt:

(1) Es gilt AC = BC
(2) Die Halbierende des Winkels ZBAC steht senkrecht auf BC.

In dieser Diskussion behauptet Ursel: ,Dann muss das Dreieck ABC rechtwinklig sein.“

Vera behauptet: ,Nein, dann muss es gleichseitig sein.“

Werner behauptet: ,Nein, dann braucht das Dreieck ABC weder rechtwinklig noch gleichseitig zu
sein.”

Untersuche fiir jede dieser drei Behauptungen, ob sie wahr oder falsch ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Ist ZBAC = a, so folgt aus (1), dass auch (3) ZABC = « gilt (Basis-
¢ winkel im gleichschenkligen Dreieck).
Ist ferner D der Schnittpunkt von BC mit der Winkelhalbierenden
von ZBAC, so folgt aus (2) und (3), dass § 4+ o + 90° = 180° gilt
(Winkelsumme im Dreieck ABD).

Daher ist 2 - a = 90°, also ZBAC = o = 60°, nach (3) daher auch
LABC = 60°.

Mithin ist das Dreieck ABC gleichseitig und somit nicht rechtwinklig. Folglich ist Veras Behauptung
wahr, Ursels und Werners Behauptungen sind falsch.

Andere Beweismoglichkeit:
Aus (2) folgt £LBAD = ZCAD, ZADB = ZADC = 90°. Hiernach und wegen AD = AD gilt AABD =
ANACD (wsw), also AB = AC. Daher und nach (1) ist das Dreieck ABC gleichseitig.

Aufgabe 250723:

Es sei ABC ein Dreieck mit ZBAC = «a > 90°. Ferner sei H der Schnittpunkt der Geraden, auf
denen die Hohen dieses Dreiecks liegen.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets ZBHC = ZABC + LACB gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Es seien D, E bzw. F die Fufpunkte der zu A, B bzw. C' gehérenden Hohen, ferner sei ZABC = j,
ZACB =~.

Da das Dreieck ABC bei A stumpfwinklig ist, also bei B und C spitze Innenwinkel hat, liegt D auf der
Seite BC, wihrend F, F und H auflerhalb des Dreiecks liegen (siehe Abbildung).
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Hiernach gilt in den Dreiecken ABDH und ACFB /ZHBD = /FBC. Ferner ist, da D und F Hohen-
fuBpunkte sind, Z/CDH = ZCFB = 90°.

Folglich stimmen die Dreiecke CDH und C'F'B in zwei Innenwinkeln {iberein; nach dem Innenwinkelsatz
gilt daher auch ZDHB = ZFCB =~. (1)

Analog beweist man durch Betrachtung der Dreiecke CDH und BEC /DHC = ZEBC = 8 (2)
Schliefllich gilt wegen der Lage von D zwischen B und C die Gleichung /BHC = Z/DHC + ZDHB =

B+

Aufgabe 280722:

Es sei ABC' ein Dreieck, darin sei C'D die Winkelhalbierende von ZACB. Die Parallele durch B zu
CD schneide die Verlangerung von AC' iiber C' hinaus in einem Punkt E.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets das Dreieck BEC' gleichschenklig ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

E ZCBE = ZBCD (CD || BE und Wechselwinkelsatz). (1)
£ZBCD = ZACD (Halbierung ZACB durch CD) (2)
¢ /ACD = /CEB (CD || BE und Stufenwinkelsatz). (3)
ZCBE = ZCEB (aus (1), (2) und (3)). (4)

Nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes ist somit das Dreieck
BEC (mit BC = EC) gleichseitig.

Aufgabe 290723:

Das Bild zeigt zwei Punkte P, @ und ihre Bildpunkte P’, Q' bei einer
Verschiebung. Durch Q' ist eine Gerade g gelegt. Ferner seien o und
B die Groflen der im Bild gekennzeichneten Winkel.

Ermittle eine Gréflenangabe fir v, ausgedriickt durch o und 3!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist S der Scheitel des gekennzeichneten Winkels der Grofe S8, so ZSP'Q’ ist der Scheitelwinkel des
gekennzeichneten Winkels der Grofie a. Daher ist auch ZSP'Q’ = «.

Nach den Eigenschaften jeder Verschiebung ist die Gerade durch P’, Q' parallel zur Geraden durch P, Q.
Daher gilt nach dem Stufenwinkelsatz /P'Q’S = ~. Aus dem Auflenwinkelsatz, angewandt auf Dreieck
P'Q'S, folgt daher o + v = 8 und somit v = 8 — a.
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Aufgabe 300724:
In einem Dreieck ABC seien BD bzw. CE die Winkelhalbierenden der Innenwinkel ZABC bzw.
ZACB, und S sei der Schnittpunkt von BD mit CE.

a) Beweise: Wird ferner vorausgesetzt, dass der Innenwinkel ZBAC' die Grofle o« = 60° hat, so folgt,
dass dann auch stets der Winkel ZBSFE die Gréfle 60° hat!

b) Ermittle eine Formel, mit der sich zu beliebig vorgegebener Groie o des Innenwinkels ZBAC' die
Grofle des Winkels ZBSE ergibt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Fir p = LABC, v = ZACB gilt nach Voraussetzung ZCBS =
/CBD = £, /BCS = /BCFE = 7. Nach den Auflenwinkelsatz

27

fir ABC'S folgt hieraus

ZBSE = — +

N
po |2

= 28+

Nach dem Innenwinkelsatz fiir AABC ist S+ = 180° —a = 120°;
damit ergibt sich ZBSFE = 60°.

b) Diese Herleitung bleibt bis einschlieflich zur Formel 8 + v = 180° — « fiir beliebig vorgegebenes «
giiltig; damit erhélt man als gesuchte Formel

1
ZBSE = 5(180° — a) = 90° — %

Aufgabe 330724:
Fiir jedes Dreieck ABC bezeichne H den Fuflpunkt der auf BC senkrechten Héhe und W den Schnitt-
punkt von BC mit der Winkelhalbierenden durch A.

a) Welche Grofle muss der Basiswinkel ZBAC' eines gleichschenkligen Dreiecks ABC mit AC = BC
haben, bei dem die Punkte H und W miteinander zusammenfallen?

b) Welche Grofie muss der Winkel /W AH in einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit AC = BC
haben, in dem ein Basiswinkel ZBAC die Gréfle 70° hat?

c¢) Ermittle alle diejenigen Werte, die als Groe des Basiswinkels ZBAC' in einem gleichschenkligen
Dreieck ABC mit AC = BC méglich sind, bei dem der Winkel /W AH die Gréfe 15° hat!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Aus der Voraussetzung H = W folgt, dass das Dreieck ABC auch mit AB = AC gleichschenklig,
wegen der Voraussetzung AC = BC also sogar gleichseitig ist. Daher gilt Z/BAC = 60°.

b) Siehe Abbildung a): Da AW den Winkel ZBAC halbiert, folgt ZBAW = 35°. (1)

66



II.I Dreiecke

Nach dem Basiswinkelsatz ist auch ZABC = 70°; nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABH ist ferner
/BAH =90° — ZABH = 20°. (2)

Der Winkel ZABC' ist kleiner als 90°, also liegt H auf derselben Seite von AB wie W. Daher folgt aus
(1) und (2) LW AH = 35° —20° = 15°.

¢) Wenn ABC' ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC und ZWAH = 15° ist, so folgt: Da der
Basiswinkel ZABC kleiner als 90° ist, liegt H auf derselben Seite von AB wie W, also entweder auf der
Strecke BW oder auf ihrer Verldngerung iiber W hinaus (siehe Abbildungen a bzw. b).

In diesen beiden Féllen folgt mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen /BAH = /BAW F /W AH, mit
a=/BAC also

/BAH = % F15° (3)
Somit besagt der Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABH
(% ¥ 150) Ya=90° =  a=60°%10° (4,5)

In der Tat gibt es sowohl fir a = 70° als auch fiir « = 50° gleichschenklige Dreiecke mit « als Basiswin-
kelgréfe (da in beiden Féllen ar < 90° ist); fiir diese Dreiecke gilt (4), also (3) und damit ZWAH = 15°.
Damit ist gezeigt, dass genau die beiden Werte 70° und 50° als Basiswinkelgréfle in einem Dreieck der in
c¢) genannten Art moglich sind.

Aufgabe 340723:

In den Dreiecken ABC' seien wie iiblich die Grolen der Innenwinkel bei A, B und C mit «, 8 bzw.
~ bezeichnet. Ferner werde vorausgesetzt, dass die Mittelsenkrechte der Seite AB und die durch A
gehende Winkelhalbierende sich in einem Punkt D schneiden, der auf der Seite BC' liegt.

a) Leite eine Formel her, nach der in jedem Dreieck, das diese Voraussetzung erfiillt, v von 5 abhéngt!
Fiir welche Werte von 3 gibt es ein Dreieck, das die genannten Voraussetzung erfiillt; fiir welche
Werte von 3 gibt es kein solches Dreieck?

b) Ermittle alle diejenigen Werte von §3, fiir die ein Dreieck, das die genannte Voraussetzung erfiillt,
rechtwinklig ist!

¢) Ermittle alle diejenigen Werte von 3, fiir die ein Dreieck, das die genannte Voraussetzung erfiillt,
gleichschenklig ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ny

a) (siche Abbildung) Da D auf der Mittelsenkrechten von AB liegt, gilt AD = BD. Nach dem Basiswin-
kelsatz fiir Dreieck ABD folgt daraus ZBAD = ZABD = 5.

Da AD Winkelhalbierende ist, folgt weiter a = 28 (1) und damit nach dem Innenwinkelsatz die gesuchte
Formel v = 180° — 38. (2)

Weiterhin folgt
I. Fiir alle 8 > 60° gibt es kein Dreieck der geforderten Art; denn gébe es ein solches, so miisste, wie eben
gezeigt wurde, (2) gelten. Das ist nicht moglich, da sich ein Wert vy < 0 ergébe.
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I1. Fiir alle positiven 3 < 60° gibt es dagegen ein Dreieck der geforderten Art.

Denn wéahlt man zu einem solchen 3 die Werte o und « aus (1) und (2), so hat man drei positive
Winkelgroflen «, 8, v mit o + 5 + v = 180°.

Es gibt daher ein Dreieck ABC mit diesen InnenwinkelgroBen. Ist darin AD Winkelhalbierende, so ist
das Dreieck ABD nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes gleichschenklig, also liegt D auch auf der
Mittelsenkrechten von AB.

5

90° 45

b) Mit 8 = 90° kann ein Dreieck, das die in der Aufgabe genannte Voraussetzung erfiillt, nicht rechtwinklig
sein; denn fiir diesen Wert 3 gibt es nach a) I. kein solches Dreieck.

Dagegen gibt es ein solches Dreieck, das mit o = 90° rechtwinklig ist; denn gemif (1) kann man 3 = 45°
wéhlen und dann wie in a) II. vorgehen. Ebenso ist v = 90° geméaf (2) mit S = 30° erreichbar.

Die in (b) gesuchten Werte sind also genau 8 = 30° und 8 = 45°.

¢) Mit e =  kann ein Dreieck, das die in der Aufgabe genannte Voraussetzung erfiillt, nicht gleichschenk-
lig sein; denn nach (1) ergébe sich 28 = 3, also 8 = 0 und damit kein Dreieck.

Dagegen ist 8 = v gemif (2) mit 5 = 180° — 33, also 5 = 45° erreichbar, ebenso o = 7 geméf (1) und (2)
mit 28 = 180° — 34, also 8 = 36°. Die in (¢) gesuchten Werte sind folglich genau 8 = 45° und 5 = 36°.

111 Runde 3

Aufgabe 010734:
Es ist zu beweisen, dass die von der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks auf dessen Grundseite
geféllte Hohe gleichzeitig Winkel- und Seitenhalbierende ist.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Beweis:

Die Héhe C'D bildet mit der Grundseite AB einen rechten Winkel, die Schenkel AC = BC und die
Basiswinkel /BAC = ZABC sind nach Voraussetzung gleich. Daher sind die beiden Teildreiecke ADC
und BDC, die durch die Hohe entstehen, nach dem Kongruenzsatz SWW deckungsgleich.

Daraus folgt, dass die beiden Winkel ZACD und ZBCD bzw. Strecken AD und BD gleich grof sind;
was genau bei einer Halbierung der Fall ist. C'D ist damit zugleich Winkel- und Seitenhalbierende.

Aufgabe 020734:

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit dem Inhalt Fy. Verbinde den Punkt A mit dem Mittelpunkt F
der Seite a und verldngere die Strecke iiber E hinaus um sich selbst. Der Endpunkt sei D; der Inhalt
des Dreiecks ADC sei F5.

Berechne das Verhéltnis Fj : Fp!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn man die Konstruktion durchfithrt, stellt man fest, dass die Dreiecke ACE und BDFE kongruent
sind.

Es gilt ndmlich BE = CE (E ist der Mittelpunkt von a), AE = ED (Verlingerung von AF um sich
selbst) und ZAEC = ZDEB (Scheitelwinkel). Damit sind die beiden Dreiecke flichengleich; durch das
Hinzunehmen der Fliche des Dreiecks ABFE folgt Fy : Fy = 1.

Aufgabe 050733:

Der Punkt M liege im Innern des Dreiecks AABC.

Beweise, dass fiir jeden solchen Punkt M € > « gilt, wenn ¢ (< 180°) das Mafl des Winkels ZBMC
und « das Maf3 des Winkels ZBAC' ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Gerade durch A und M schneide die Seite CB im Punkt D.

D liegt zwischen C' und B. Das Maf§ des Winkels ZCM D sei €1,
das des Winkels ZCAM sei «aq, das des Winkels ZDM B sei €9
und das des Winkels ZM AB sei ay. Dann gilt

(1) a1+ =q; €1+ey=¢
(2) €1 > a1 (nach dem Auflenwinkelsatz)
(3) €9 > a (nach dem Aulenwinkelsatz)

und folglich wegen (2) und (3)

(4) €1+ €2 > ag + az und wegen (1) und (4)
(5) eE>a

Aufgabe 060733:

Gegeben ist ein Dreieck AABC. Gesucht ist eine Parallele p zu BC, die folgende Eigenschaften hat:
(1) Sie schneidet die Strecken AB und AC.

(2) Sind D und E die Schnittpunkte von p mit AB bzw. mit AC, so ist BD + CE = DE.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Angenommen, p sei eine gesuchte Parallele.

Dann gibt es auf der Strecke DE einen Punkt P, so dass BD = DP
c und CE = EP gilt. Daraus folgt

D ZABP = ZDPB (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck) und

ZDPB = ZCBP (Wechsel-Kinkel an geschnittenen Parallelen),

also ist BP die Winkelhalbierende von ZABC'. Entsprechend folgt,

dass CP die Winkelhalbierende von ZACB ist. Daher kann eine

A £\ B Gerade p hochstens dann eine der gesuchten Parallelen sei wenn
sie durch folgende Konstruktion erhalten wird:

II. Man konstruiere die Winkelhalbierenden von ZABC und ZACB und ziehe durch ihren Schnittpunkt
P die Parallele p zu BC.

II1. Ist eine Gerade p wie in II konstruiert, so ist sie eine gesuchte Parallele.

Beweis: Nach Konstruktion ist

/DBP = Z/CBP (da ZABC durch BP halbiert wird) und

/CBP = Z/DPB (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen),

also ist ABPD gleichschenklig, und zwar ist BD = DP. Ebenso folgt CE = EP und daher BD +CFE =
DE.
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Auflerdem liegt P im Innern des Dreiecks AABC), also schneidet p die Strecken AB und AC.

IV. Die Konstruktion IT ist stets eindeutig durchfithrbar; denn die Winkelhalbierenden, ihr Schnittpunkt
P und die Parallele durch P zu BC existieren stets eindeutig. Nach III gibt es daher stets eine gesuchte
Parallele p und nach I auch nur eine solche.

Aufgabe 060736:
In einem gleichschenkligen Dreieck AABC habe der Winkel ZACB ein Gradmafl von 120°.
Beweise, dass die Mittelsenkrechten der Seiten AC und BC die Seite AB in drei gleiche Teile teilen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A

D E B

Die Basis des gleichschenkligen Dreiecks AABC muss AB sein, da das Dreieck sonst zwei Winkel von
120° hétte. Also ist ZBAC = ZABC (Gradmaf 30°).

Die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten der Seiten AC' und BC mit der Seite AB seien D bzw. E. Dann
ist

(1) AD = CD (da D auf der Mittelsenkrechten von AC liegt), also ZACD = ZBAC (Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck AC'D) (Gradmafl 30°). Daher hat der Winkel ZCDE ein Gradmaf von 60°
(AuBlenwinkel im Dreieck AACD). Ebenso zeigt man

(2) BE=CFE und ZCED = 60°. Also ist ACDE gleichseitig, und es folgt
(3) CD = DE = CE.
Aus (1), (2), (3) folgt die Behauptung AD = DE = BE.

Aufgabe 070732:
Beweise folgende Behauptung!
Halbiert man die beiden der Seite BC' anliegenden Auflenwinkel des Dreiecks AABC und fillt vom

Schnittpunkt M der Halbierenden auf die Seiten des Dreiecks oder ihre Verldngerungen die Lote
MD,MFE und MF, so gilt MD =MFE = MF.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
E
Die Dreiecke ACFM und ACME sind kongruent; denn sie stimmen
C in der Seite CM und in 2 Winkeln laut Konstruktion tiberein.
M Daher gilt ME = MF.
Ebenso sind die Dreiecke AMFB und AM DB kongruent, woraus
F MF = M D folgt. Mithin gilt MD = ME = MF.

Aufgabe 070736:

Auf den Verldngerungen der Seiten AB, BC' und C'A des Dreiecks AABC werden iiber die Punkte B
bzw. C bzw. A hinaus Strecken mit den Lingen BB’ = AB, CC’ = BC und AA’ = C'A, abgetragen.
Es ist zu beweisen, dass der Flicheninhalt des Dreiecks AA’B’C’ siebenmal so grof ist wie der
Flacheninhalt des Dreiecks AABC.
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Zum Beweis verwendet man den Satz, dass Dreiecke flichengleich sind, wenn sie in einer Seite und der
zugehorigen Hohe iibereinstimmen.

Behauptung: Es ist Iaa/grecr = 7+ Iapc, wenn Ia agrc den Flacheninhalt des Dreiecks AA’B’C’ und
Iagc den des Dreiecks AABC bezeichnet.

Beweis: Es seien D der Fufipunkt des Lotes von B auf A’C' (bzw. die Verldngerung dieser Strecke) und
E der FuBpunkt des Lotes von A" auf AB’ (bzw. die Verlangerung). Dann gilt:

AABC ist flichengleich AAA’B; denn es gilt AC = AA’ und BD = BD (als gemeinsame Hoéhe).
ABAA' ist flichengleich AB'BA’; denn BA’ ist Seitenhalbierende im Dreieck AB’AA’, und es gilt:

BA = B'B sowie A’E = A’E. Daraus folgt, dass AB’BA’ auch flachengleich AABC ist. Entsprechend
beweist man, dass die Dreiecke AA’AC", ANACC’, AC'CB’ und ACBB' alle flichengleich dem Dreieck
AABC sind.

Das Dreieck AABC liegt ganz im Innern des Dreiecks AA’B’C’ (die Winkel ZA'CC’, ZB'BC’ und
£ZB’'AA’ sind als Auflenwinkel des Dreiecks AABC samtlich kleiner 180°).

Daher erhélt man den Fldcheninhalt Ia a/p/¢/, indem man den Flacheninhalt der sieben zu AABC
flachengleichen Dreiecke AABC, ANAA’B, AB'BA’, NA’AC’, NACC', AC'CB’ und ACBB’ addiert.
Mithin gilt: Iaarprer =7 Iapc.

Aufgabe 080733:

Beweise folgenden Satz!

Fallt man von einem Eckpunkt eines Dreiecks AABC das Lot auf die gegeniiberliegende Seite oder
ihre Verldngerung und verbindet den Fufipunkt des Lotes mit den Seitenmitten der anderen beiden
Seiten, so ist die Summe der Langen dieser Verbindungsstrecken gleich der halben Summe der Lingen
der beiden Seiten.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Es sei 0. B.d. A. der Punkt C' der Eckpunkt, von dem aus das Lot auf die Gerade durch A und B gefillt
wird. Der Fulpunkt des Lotes sei F', der Mittelpunkt von AC sei D, der von BC sei F.

Dann sind die Dreiecke AAFC und ACF B rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei F' (eventuell ist
eines dieser Dreiecke ausgeartet, falls namlich bei A bzw. B ein rechter Winkel liegt. Die Betrachtungen
gelten aber auch in diesem Falle, da dann A = F bzw. B = F' ist) und die Punkte A, F,C bzw. C, F, B
liegen nach Umkehrung des Lehrsatzes des Thales auf dem Kreis mit dem Durchmesser AC' bzw. BC'.

Da D Mittelpunkt von AC bzw. E Mittelpunkt von BC ist, ist AD = DC = DF bzw. CE = BE = EF
als Radien in den Thaleskreisen. Mithin gilt

DF + EF =AD+ EB = -(AC + BC)

1
2

Aufgabe 100732:

Gegeben sei ein Winkel der Groflie 60° mit dem Scheitelpunkt S. Ferner sei P # S ein beliebiger, auf
einem der Schenkel des Winkels gelegener Punkt. Der Fufipunkt des Lotes von P auf den anderen
Schenkel des Winkels sei F.

Beweise, dass sich die Halbierende des Winkels ZPSF und die Strecke PF in einem Punkte schneiden,
der auf der Mittelsenkrechten von PS liegt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Da F eindeutig bestimmt ist, ist F' auf Grund der Voraussetzungen von P und S

verschieden. Daher sind P, S, F' die Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks mit dem
rechten Winkel bei F'.

P
Dann schneidet bekanntlich die Halbierende des Winkels ZPSF die Strecke PF
in einem Punkt, der mit M bezeichnet werde. Dabei hat der Winkel ZM SP eine
Grofle von 30°.

M
AuBlerdem hat der Winkel /S PF' als Komplementwinkel des Winkels Z/PSF eine
GroBe von 30° (Winkelsumme im Dreieck APSF).

S F

Daher ist APSM gleichschenklig mit PM = M S. Infolgedessen liegt M auf der
Mittelsenkrechten von PS.

Aufgabe 120736:

Beweise den folgenden Satz:

Fir jedes Dreieck AABC gilt: Zieht man bei zwei beliebigen Hohen dieses Dreiecks jeweils durch
deren Mittelpunkt die Parallele zu der zur Hohe gehérenden Dreieckseite, so schneiden sich diese
Parallelen in einem Punkt, der auf der dritten Dreieckseite liegt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Die zwei im Satz genannten Hohen seien o.B.d. A. die zu AB
und AC gehérenden. Thre Fufipunkte seien D bzw. E, ihre Mit-
telpunkte M bzw. N.

Die genannten Parallelen, g parallel zu AB durch M bzw. h
parallel zu AC' durch N, sind nicht parallel zueinander (da AB
nicht zu AC parallel ist), sie schneiden sich daher in genau einem
Punkte.

Nun schneidet g den Strahl aus B durch C (da M und C auf
derselben Seite der Geraden durch A und B liegen) in einem
Punkt P.

Ist F' der Flacheninhalt des Dreiecks AABC, so haben die Dreiecke AABM und AABP jeweils den
Flacheninhalt %F ; denn diese drei Dreiecke stimmen in der Seite AB iiberein, und die zugehorige Hohe
hat im ersten Dreieck die Lange C'D, in den beiden anderen Dreiecken jeweils die Linge M D = %C’D.

Da nun die Dreiecke AABC und AABP in der zur Seite BC bzw. zur Seite BP gehérenden Hohe
iibereinstimmen, folgt unter Beriicksichtigung der Aussagen iiber ihren Flédcheninhalt BP = %BC’. Also
schneidet g die Strecke BC' in ihrem Mittelpunkt M,.

Analog beweist man, dass auch h die Strecke BC' in M, schneidet. Daher ist M, ein gemeinsamer Punkt
von g und h, folglich ihr Schnittpunkt, und da M, auf BC liegt, ist hiermit die Behauptung bewiesen.

Aufgabe 130735:

Gegeben sei ein Dreieck ABC'; der Schnittpunkt seiner Winkelhalbierenden sei W. Die Parallele durch
W zu BC schneide AC in M und AB in N.

Beweise: CM + BN = M N.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

c

A

N B

Aus ZCBW = ZW BN (laut Voraussetzung) und ZCBW = ZNBW (Wechselwinkel an geschnittenen
Parallelen) folgt ZWBN = ZNW B. Deshalb ist das Dreieck BNW gleichschenklig mit der Spitze N,
und es gilt BN = NW. (1) Analog beweist man CM = MW. (2)

Aus (1) und (2) folgt CM + BN = MW + NW, also CM + BN = M N.

Aufgabe 140736:

Claudia erzdhlt ihrer Freundin Sabine, sie habe ein Dreieck ABC' gezeichnet, in dem die Hohe auf
BC genau durch den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von AB und der Winkelhalbierenden von
/ABC geht.

Sabine behauptet, allein aus diesen Angaben kénne man, ohne die Zeichnung zu sehen, eindeutig die
Grofle des Winkels ZABC' ermitteln.

Untersuche, ob Sabines Behauptung richtig ist! Wenn dies der Fall ist, ermittle die Gréie von ZABC'!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

< Sei S der genannte Schnittpunkt, E der Mittelpunkt der Seite AB
und F' Fulpunkt der Hohe auf BC.
Weil die Gerade durch B und S den Winkel ZABC' halbiert, gilt
dann ZFBS = ZSBA. (1)
Da S auflerdem auf der Mittelsenkrechten von AB liegt, sind
A, B, S die Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks mit AS = BS,
A 5 > und deshalb ist ZSAB = ZSBA. (2)

Aus (1) und (2) folgt: LFBS = £ZSAB = ZSBA. (3)

Weiter sind A, B, F' die Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks. Die Summe der Gréle der in (3) genannten
untereinander gleich grolen Winkel betragt somit nach dem Winkelsummensatz 90°. Jeder von ihnen hat
daher die Grofle 30°. Sabines Behauptung ist also richtig. Die Grofle des Winkels ZABC' betragt 60°.

Aufgabe 150732:

In der abgebildeten Figur gelte:
/ABC = /BAC = «,

/ADE = /BDC = §,

LACD = /BCF =,

/BCD =6, ZAED = ¢,
/CED =n, ZEDC = 1.

Es sei § = 70°.

Ermittle a, 5,7, ¢,n, und !

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die drei Winkel mit dem Scheitelpunkt C' bilden zusammen einen gestreckten Winkel. Folglich gilt

2+ 4+ 70° = 180° = v = 55°
Der Winkel /BCF ist Aulenwinkel des gleichschenkligen Dreiecks ABC'. Also gilt nach dem Auflenwin-

kelsatz
Y

v =2« : 0425227,50
Nun gilt nach dem Satz tiber die Winkelsumme im Dreieck, angewandt auf ABDC:"
a+pf+v=180°= f=180° —a —y = 180° — 27,5° — 70° = 82,5°
Die drei Winkel mit dem Scheitelpunkt D bilden ebenfalls einen gestreckten Winkel. Also gilt
26 41 =180° = ¢p = 180° — 23 = 180° — 2 - 82,5° = 15°
Nach dem Satz tiber die Winkelsumme im Dreieck, angewandt auf AECD gilt:
n+vy+1Y=180° = n=180° — vy — ¢ = 180° — 55° — 15° = 110°
und damit nach dem Satz iiber Nebenwinkel

e =180° — 110° = 70°
Damit sind die Winkelgréflen «, 3,7, e,n und v ermittelt.
Aufgabe 160732:

Beweise den folgenden Satz:
In jedem Dreieck ist die Lénge jeder Seitenhalbierenden kleiner als der halbe Umfang des Dreiecks!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
0O.B.d. A. werde in dem beliebigen Dreieck ABC die Seitenhalbierende CD

C der Seite AB betrachtet (siche Abbildung). Es ist zu beweisen, dass

DC < %(AB + BC + AC)

gilt. Nach der Dreiecksungleichung gilt im Dreieck ADC: DC' < AD + AC
A D B und im Dreieck DBC: DC' < DB+ BC'. Durch Addition beider Ungleichungen
erhdlt man mit AD + DB = AB:

1
2-DC < AD + AC + DB + BC = DC < J(AB + BC + AC)

Aufgabe 170734:

Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck ABC. Auf der Verldngerung von AB iiber B hinaus liege der
Punkt D so, dass BD = AB ist.

Beweise, dass dann ZDCA = 90° ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Nach Voraussetzung gilt AB = BC = AC und damit ZABC =

¢ /BCA = /CAB = 60°.
Der Auflenwinkel ZC'BD des Dreiecks ABC betragt somit nach
dem AuBenwinkelsatz 120°.
Wegen BC = BD ist ABDC gleichschenklig mit der Spitze in B.
Daher sowie wegen des Satzes iiber die Winkelsumme im Dreieck
ist
4 B D /DCB = /BDC =

Daraus folgt, dass

1
5 (180° —120°) = 30°

/ZDCA=/BCA+ £ZDCB = 60° 4+ 30° = 90°

Aufgabe 180732:
Definition: Beriihrt ein Kreis k eine Seite s eines Dreiecks D und Verldngerungen der beiden anderen
Seiten von D, so heifit k& ,Ankreis des Dreiecks D (an die Seite s)“.

Aufgabe: Beweise folgenden Satz:
»Ist k Ankreis eines Dreiecks ABC' an die Seite BC' und ist M, der Mittelpunkt von k, so hingt die
Grofle des Winkels ZBM,C nur von der Grofie o des Winkels ZC'AB ab.“

Zum Beweis ermittle eine Formel fiir die Grofle des Winkels ZBM,C in Abhéngigkeit von o!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es seien 3,v die GroBlen von ZABC bzw. /BCA. Die

Beriihrungspunkte von k£ mit den Verldngerungen von
AC bzw. AB seien @) bzw. R.

Dann gilt fiir die Nebenwinkel von ZABC' bzw. ZACB:
ZCBR =180° — f und ZBCQ = 180° — ~.

Da M, als Mittelpunkt eines Kreises, der beide Schenkel
des Winkels ZC BR beriihrt, auf der Halbierenden dieses
Winkels liegt, gilt: ZCBM, = 90° — g Entsprechend gilt
ZBCM, =90° — 3.
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Daraus folgt nach dem Satz iiber die Summe der Innenwinkel, angewandt auf das Dreieck BM,C:

ano o B o Y\ _B v
/BM,C = 180 (90 : (90 2)_2+2

Nach dem gleichen Satz, angewandt auf das Dreieck ABC), gilt: 5+~ = 180° — «, also g +3 =90°- ¢,
woraus dann ZBM,C = 90° — & folgt.

Aufgabe 180735:
In einem Dreieck ABC sei u die Lange des Umfangs, und 7 sei die Lange des Umkreisradius.
Beweise, dass dann die Ungleichung r > & gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

C c C

Es sei M der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC. Wir unterscheiden nun die folgenden beiden
Fille:

(a) M liegt im Innern oder aufierhalb des Dreiecks ABC;
(b) M liegt auf einer der drei Seiten des Dreiecks ABC.

Im Falle (a) sind ABM, BCM und ACM nichtentartete Dreiecke. Wegen MA = MB = MC = r gilt
daher nach der Dreiecksungleichung stets

2r = MA+ MB > AB (1)
2 = MA+ MC > AC (2)
2 = MB+ MC > BC (3)

Durch Addition erhélt man daraus (4) 6r > AB + AC + BC = u, also r > & Im Falle (b) entartet genau
eines der drei betrachteten Dreiecke zu einer Strecke; an die Stelle genau einer der drei Ungleichungen
tritt daher die entsprechende Gleichung. Auch in diesem Falle erhilt man aus dieser Gleichung und den
beiden restlichen Ungleichungen durch Addition die Ungleichung (4). Da mit (a), (b) eine vollstédndige
Fallunterscheidung getroffen wurde, ist damit der geforderte Beweis erbracht.

Aufgabe 200733:

Es sei S der Scheitel eines spitzen Winkels, dessen Schenkel mit s; und se bezeichnet seien. Es werde
vorausgesetzt, dass auf dem Strahl s; zwei voneinander und von S verschiedene Punkte A, B liegen
und dass auf dem Strahl s; drei voneinander und von S verschiedene Punkte C, D, E liegen, wobei
folgendes gilt:

Die Punkte S, A, B sind auf s; in dieser Reihenfolge angeordnet; die Punkte S, C, D, F sind auf s,
in dieser Reihenfolge angeordnet; es ist SC = CA = AD = DB = BE und SB = SE.
Ermittle aus diesen Voraussetzungen die Groflie a des Winkels ZBSE!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Aus den Voraussetzungen folgt

LCOAS = LZASC = «a da AACS gleichschenklig mit
2 AC = CS ist,
LACD = L/CAS + LZASC = 2a AuBlenwinkel des Drei-
ecks AC'S,
LADC = ZACD = 2a da AACD gleichschenklig mit
51 AC = AD ist,
/BAD = ZADC + ZASC = 3a Auflenwinkel des Drei-

ecks ADS,
LABD = /DAB = 3a da AABD gleichschenklig mit AD = BD ist,

/BDE = ZABD + ZASC = 4a Auflenwinkel des Dreiecks BDS,
/BED = /BDFE = 4a da ABDE gleichschenklig mit BD = BE ist,
/ZEBS = /BED = 4a da ABES gleichschenklig mit BS = ES ist,
sowie aus der Winkelsumme im Dreieck BES:

oa+4a+4a=/BSE + Z/BED + /EBS = 180° und damit a = 20°

Aufgabe 230736:

Von einem Dreieck ABC wird folgendes vorausgesetzt:

Der Innenwinkel ZABC' ist grofler als 90°.

Ist D der FuBBpunkt des von C' auf die Gerade durch A und B geféllten Lotes, so gilt 2- BD = AB =
BC.

Beweise, dass durch diese Voraussetzungen die Grofien der Innenwinkel des Dreiecks ABC' eindeutig
bestimmt sind! Ermittle diese Winkelgrofien!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A B D B’

Die Grofe des Winkels ZBAC' sei mit a bezeichnet. Wegen AB = BC' gilt ZACB = /BAC = «, nach
dem AuBenwinkelsatz hat also der Nebenwinkel des Winkels ZABC' die Grofle 2a.

Da ZABC > 90° ist, also der Lotfufipunkt D auf der Verlangerung von AB liegt, ist somit ZDBC = 2«
gezeigt.

Wenn nun B bei der Spiegelung an der Geraden durch C' und D den Bildpunkt B’ hat, so ist BB’ =
2BD = BC = B’C, also ist das Dreieck BB'C gleichseitig und daher 2 = ZDBC = ZB’'BC = 60°.
Damit ist der verlangte Beweis gefithrt, und die gesuchten Winkelgréfien sind ermittelt.

Aufgabe 240734:

Beweise folgenden Satz!

Wenn in einem Dreieck a und b die Langen zweier Seiten sowie h, und h; die Langen der zugehorigen
Hohen sind, dann gilt a : b = hy : hg.

7



II.I Dreiecke

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir jedes Dreieck gilt mit den genannten Bezeichnungen, dass der Fldcheninhalt F' des Dreiecks sowohl
die Gleichung F' = %a - hg als auch die Gleichung F = %b - hy erfillt. Daher gilt a - h, = b+ hy, also

a:b="hy: hg.

Aufgabe 250732:

Es sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit C' als Scheitel des rechten Winkels und mit CA = 4 cm,

CB = 20 cm.

Von einer natiirlichen Zahl x wird gefordert, dass sie die folgenden Bedingungen (1) und (2) erfiillt:

a) Die Strecke CB kann um z cm verkiirzt werden; d. h. zwischen C' und B liegt ein Punkt B’ mit

CB'=CB — z cm.

b) Wenn zugleich die Strecke C' A iiber A hinaus um z cm bis zu einem Punkt A’ verlangert wird, dann
betragt der Flicheninhalt des Dreiecks A’B’C genau 55% des Flacheninhalts des Dreiecks ABC.

Untersuche, ob es genau eine natiirliche Zahl x gibt, die die Bedingungen (1) und (2) erfiillt! Wenn

das der Fall ist, so ermittle diese Zahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
B

-C4 IA T A’

Im Dreieck ABC' ist wegen CA L CB die eine dieser
beiden Seiten gleichzeitig die zur anderen zugehorige
Hohe. Also hat das Dreieck ABC' den Flécheninhalt

1 1

J=5-CA-CB= 5.4~200m2 =40em?*  (3)
Ist A’B’C ein Dreieck wie in (1), (2) beschrieben, so
ist es ebenfalls bei C' rechtwinklig und hat daher den

Flacheninhalt

1

J’:§~C’A"CB' (4)
weiterhin gilt fiir CA’ = p cm und CB’ = g cm, dass

p und ¢ natiirliche Zahlen mit p =4+, ¢ =20 — x
(5) sind.

Dabei ist aus (3), (4) ersichtlich, dass die Bedingungen (1) und (2) genau dann erfiillt werden, wenn

aufler (5) auch
£

J =
100

d.h. p-q=44

gilt. Die einzigen Zerlegungen von 44 in ein Produkt zweier natiirlicher Zahlen sind aber 44 = 1-44 =

2-22=4-11.

Aus (5) folgt nun p + ¢ = 24 und p > 4, so dass fiir (5) nur die Méglichkeit p = 22, ¢ = 2 und damit,

nochmals nach (5), x = 18 verbleibt.

Da hiermit in der Tat (5) und (6) gelten, ist bewiesen:
Es gibt genau eine natiirliche Zahl z, die (1) und (2) erfiillt, nadmlich z = 18.

Aufgabe 270735:

In einem Dreieck ABC seien C'D und BE die Winkelhalbierenden von ZACB bzw. ZABC. Der
Schnittpunkt dieser Strecken C'D, BE sei S. Wie iiblich bezeichne o die Grofie des Winkels ZBAC.
Vorausgesetzt werde nun, dass der Winkel ZBSD die Gréfle 4o hat.

Weise nach, dass durch diese Voraussetzung die Winkelgrofle o eindeutig bestimmt ist, und ermittle

al

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Mit den Bezeichnungen ZABC = 3, ZACB = ~ folgt aus dem

AuBlenwinkelsatz fiir Dreieck BC'S und aus der Voraussetzung

B
2

doao = — +

5 , 8a =B+

Ferner ist nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABC 4+ v =
180° —av. Somit folgt 8w = 180° —av, 9ar = 180°; damit ergibt sich,
dass durch die Voraussetzung eindeutig bestimmt ist: o = 20°.

Aufgabe 270736:
In einem Dreieck ABC seien AD, BE und CF die drei Seitenhalbierenden. Sie gehen bekanntlich
durch einen gemeinsamen Punkt S.

Beweise, dass fir jedes Dreieck mit diesen Bezeichnungen die Aussage gilt:
Alle sechs Dreiecke BDS, DCS, CES, EAS, AF'S, FBS haben denselben Fliacheninhalt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A F B

Wegen BD = DC' und der gemeinsamen zu diesen Seiten gehérenden Hohe haben die Dreiecke BDS und
DCS einander gleichen Fliacheninhalt; dieser sei mit A; bezeichnet.

Ebenso haben CES und EAS einander gleichen Fliacheninhalt As sowie AF'S und F BS einander gleichen
Flacheninhalt As.

Wegen AF = F' B und der gemeinsamen zu diesen Seiten gehérenden Héhe haben die Dreiecke AF'C' und
FBC einander gleichen Fliacheninhalt, also gilt Az + 245 = Az + 2A;. Daraus folgt A; = A;. Ebenso
ergibt sich Ay = As.

Damit ist der verlangte Beweis gefiihrt.

Aufgabe 280735:
Beweise, dass fiir jedes Dreieck ABC folgende Aussage gilt:
Wenn D, E, F in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten BC, CA, AB sind und wenn A’,
B', C', D', E', F' die Fulpunkte der Lote von A, B, C, D, E, F auf eine Gerade g sind, die ganz
aulerhalb des Dreiecks ABC verlduft und auf keiner der verldngerten Seiten BC', C'A, AB senkrecht
steht, dann gilt stets

AA'+ BB'+CC'=DD'+ EE' + FF’

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Nach Voraussetzung sind BB’, CC’ und DD’ senkrecht zu g, also
zueinander parallel, und D ist der Mittelpunkt von BC'. Da die
Gerade durch B und C auf g nicht senkrecht steht, ist die Gerade,
in der das Lot BB’ liegt, auch verschieden von der Geraden, in der
CC’ liegt.

Also ist B"BCC’ ein Trapez, und DD’ ist seine Mittellinie.

Nach dem Satz tiber die Liange der Mittellinie gilt folglich DD’ =
1(BB' + CC'). Entsprechend erhélt man auch

EE = %(CC” + AA), FF' = %(AA/ + BB').

A’ E' F’ ¢’ D' B9
Durch (Ausmultiplizieren der Klammern und) Addieren dieser drei Gleichungen erhélt man die Behaup-
tung

DD + EE' + FF' = AA'+ BB +CC’

Aufgabe 310735:

Ist ABC ein beliebiges Dreieck, so sei S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden AD und BE, ferner
bezeichne F; den Flicheninhalt des Dreiecks ABC und F, den Fléacheninhalt des (nicht konvexen)
Fiinfecks ABDSE.

Ermittle fiir jedes Dreieck ABC' das Verhéaltnis F; : F5 dieser beiden Fliacheninhalte!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

o In jedem Dreieck ABC haben die drei Seitenhalbierenden
AD, BE und CF einen gemeinsamen Schnittpunkt S. Die
Flacheninhalte der Dreiecke AF'S, FBS, BDS, DCS, CES
und FAS seien Jl, JQ, Jg, J4, J5 bzw. Jﬁ.
Wegen AF = FB und der gemeinsamen Ecke S von AFS,
FBS gilt J; = Jy. Entsprechend folgt, dass Js = J; und
Js = Jg gelten.

Wegen AF = F'B und der gemeinsamen Ecke C' von AFC,
FBC gilt

A F B Ji+Jg+Js=Jo+J3+ Js
Hieraus und aus den vorangehenden Gleichungen folgt

JI+2-Jg=J1+2-J;3

und daraus Jg = J3. Entsprechend folgt (z.B.) Jo = J5. Also gilt insgesamt J1 = J2 =J3=J4=J5=
J6, d.h.
F1 : F2 = (6J1) : (4J1) =3:2

Aufgabe 320733:

Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck, sein Umkreismittelpunkt sei M. Auf der Verlingerung von AB
iber B hinaus liege ein Punkt P derart, dass BP = 2 cm gilt. Auf der Verlangerung von BC' iiber
C hinaus liege ein Punkt @ mit CQ = 2 cm, und auf der Verlingerung von C'A iiber A hinaus liege
ein Punkt R mit AR = 2 cm.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen, unabhingig von der Seitenlinge des Dreiecks ABC,
stets die beiden folgenden Aussagen a) und b) gelten!

a) Das Dreieck PQR ist gleichseitig.

b) Esist MP = MQ = MR.
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Aus der Lage von P,Q, R auf den genannten Verldngerungen
und aus den Voraussetzungen AB = BC = CA, (1) BP =CQ =
AR (2) folgt auch AP = BQ = CR. (3)

Die Innenwinkel im gleichseitigen Dreieck ABC betragen 60°, fiir
ihre Nebenwinkel gilt daher /PAR = ZQBP = ZRCQ = 120°.
(4)

Aus (2), (3), (4) folgt nach dem Kongruenzsatz sws AAPR =
ABQP = ACRQ und damit RP = PQ = QR.

b) Im gleichseitigen Dreieck ABC' ist der Umkreismittelpunkt M
zugleich Inkreismittelpunkt, d. h., AM, BM und C'M halbieren die
Innenwinkel des Dreiecks, also gilt /M AP = /ZMBQ = ZMCR =
30°.

Daraus und aus (4) ergibt sich ZMAR = ZMBP = ZMCQ = 150°. (5)
Aus (2),(5) und MA = M B = MC (Radien des Umkreises) folgt nach dem Kongruenzsatz sws AM AR =
AMBP = AMCQ und damit die Behauptung MR = MP = MQ.

Aufgabe 320735:

Es sei ABC ein Dreieck, in dem der Innenwinkel ZACB die Gréfle 32° hat. Auf der Verldngerung
von BA iiber A hinaus liege ein Punkt D derart, dass AD = AC gilt; auf der Verldngerung von AB
iber B hinaus liege ein Punkt E derart, dass BE = BC gilt.

Beweise, dass durch diese Voraussetzungen, unabhéngig von den sonstigen Eigenschaften des Dreiecks
ABC, die Grofle des Winkels ZDCE eindeutig bestimmt ist; ermittle diese Winkelgrofie!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Im Dreieck ABC seien « bzw. 8 die Groflen der Innenwin-
kel bei A bzw. B. Das Dreieck AC'D ist mit AD = AC
gleichschenklig, nach dem Basiswinkelsatz und dem Au-
Benwinkelsatz gilt daher ZACD = ZADC = §. Ebenso

folgt /BCE = Z/BEC = £. Folglich ist

/DCE = /ZACB+ ZACD + /BCE = 32° +

E
a+p

2

Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABC ist aber a + § = 180° — 32° = 148°. Damit ist gezeigt, dass
durch die Voraussetzungen die Winkelgrofie Z/DCE = 32° + 148 — 32° 1 74° = 106° eindeutig bestimmt

ist.

Aufgabe 330733:

5 =

Fiir jedes Dreieck ABC' bezeichne S den Schnittpunkt der Winkelhalbierenden. Ferner seien wie
iiblich mit «, 5 bzw. v die GréBlen der Innenwinkel /BAC, ZCBA bzw. ZAC B bezeichnet.
a) Wie grof} sind die Winkel ZASB und ZBSC in einem Dreieck ABC, in dem @ = 42° und 8 = 98°

gilt?

b) Ermittle v in jedem Dreieck ABC, in dem ZASB die Grofie 140° hat!
c) Beweise, dass jedes Dreieck ABC, in dem ZASB und ZBSC einander gleich grofl sind, gleich-
schenklig ist! Gib auch an, welche zwei Dreiecksseiten in jedem solchen Dreieck einander gleich lang

sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Mit den Bezeichnungen 6 = LZASB, p = ZBSC gilt:

a) Wegen § = 21°, g = 49° und nach dem Innenwinkelsatz fiir das Dreieck AB.S ist 21°+49° +¢§ = 180°,
also § = 110°.

Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABC' ist 42° 4+ 98° + v = 180°, also v = 40°; wegen g = 49°,
7 = 20° und nach dem Innenwinkelsatz fiir das Dreieck BC'S ist 49° 4-20° + ¢ = 180°, also € = 111°.

b) Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABS ist

a p

— + = 4+ 140° = 180°

2 * 2 +

also § + 2 =40°, o+ 3 = 80°.

Nach dem Innenwinkelsatz fiir Dreieck ABC folgt damit weiter v = 180° — (o + ) = 100°.

c¢) Nach dem Innenwinkelsatz fiir die Dreiecke ABS und BC'S gilt § + g +0 = 180° und g +3 +e = 180°.

Wegen der Voraussetzung 0 = ¢ folgt daher § + g = g + 3, also a =1.

Nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes ist folglich das Dreieck ABC' gleichschenklig mit AB = BC.

Aufgabe 330736:

a) Zeichne ein Dreieck ABC und den Mittelpunkt D der Seite AB! Wéhle auf der Strecke DC' einen
Punkt P zwischen D und C! Zeichne dann die Strecken AP und BP!

Untersuche fiir jedes Dreieck ABC' (mit D als Mittelpunkt der Seite AB) und fiir jeden (auf DC
gelegenen) Punkt P, ob eines der beiden Dreiecke ACP, BCP groleren Flacheninhalt hat als das
andere oder ob sie einander gleichgrofien Flacheninhalt haben!

b) Fiir jedes Dreieck ABC' gibt es in seinem Inneren genau einen Punkt @, mit dem die Bedingung
erfillt wird, dass die Flacheninhalte der Dreiecke ACQ, BCQ und ABQ sich wie 1 : 2 : 3 verhalten.
(Dies darf im folgenden ohne Beweis verwendet werden.)

Beschreibe, wie zu jedem Dreieck ABC' ein Punkt @ gefunden werden kann, und beweise, dass die
genannte Bedingung stets mit diesem - nach deiner Beschreibung gefundenen - Punkt Q erfiillt wird!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Fir jedes Dreieck ABC mit D als Mittelpunkt der Seite AB und fiir jeden auf DC' gelegenen Punkt
P gilt:

Die Dreiecke AC'D und BC'D haben senkrecht zu AD bzw. BD dieselbe Héhe, ndmlich das Lot CG von
C auf AB. Wegen AD = BD haben sie also einander gleichgrofen Fliacheninhalt. Ebenso haben ADP
und BDP wegen gleicher Hohe PH und AD = BD einander gleichgrolen Fldcheninhalt.

Durch Subtraktion ergibt sich somit: Die beiden Dreiecke ACP, BC'P haben einander gleichgrofien
Flacheninhalt.
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al) A HZ B

b) Man teilt die Strecke AB durch zwei Punkte U,V in drei gleichlange Strecken AU, UV, V B. Dann
wéahlt man () als den Mittelpunkt der Strecke C'U.

Hiernach haben die drei Dreiecke AUQ, UV Q, V BQ das Lot von @ auf AB als gemeinsame Hoéhe auf
AU, UV bzw. VB und daher wegen AU = UV = V B einander gleichgrofien Fldcheninhalt.

Wird dieser mit J bezeichnet, so hat also das Dreieck ABQ den Fliacheninhalt 3.J.

Ferner haben die Dreiecke AUQ und ACQ das Lot von A auf CU als gemeinsame Hoéhe auf UQ bzw. CQ
und daher wegen UQ = C(Q einander gleichgrofien Flacheninhalt; d.h., das Dreieck ACQ hat ebenfalls
den Flacheninhalt J.

Entsprechend haben die Dreiecke BUQ und BC(@Q einander gleichgroffen Flécheninhalt; d. h., das Dreieck
BCQ hat den Flacheninhalt 2J. Wird also der Punkt ) nach der gegebenen Beschreibung gefunden,
so erfilllt er die Bedingung, dass die Flacheninhalte der Dreiecke ACQ, BC'Q, ABQ sich wie 1 : 2 : 3
verhalten.

I1.11 Vier-, Vielecke
| Runde 1

Aufgabe V10716:
Zeichne ein beliebiges Viereck und an jeder seiner Ecken einen Aulenwinkel. Weise - ohne zu messen
- nach, wie grof} die Summe dieser 4 Auflenwinkel stets ist!

Losung von Steffen Polster:

Die Summe der vier Innenwinkel «, 8,7, und der vier AuBenwinkel o/, 5',~', 8" betragt 720°, da vier
gestreckte Winkel addiert werden.

at+fB+y+o+a + 5 +4"+0 =720°
Da die Innenwinkelsumme im Viereck gleich 360° betrégt, ergibt sich
o+ 44+ =T720°—a—f—v—8=T20° —360° = 360°

Die Summe der vier Auflenwinkel des Vierecks betragt 360°.
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Aufgabe 020711:
In Berlin werden beim Aufbau des Stadtzentrums die neuen Wohnhéauser in der Karl-Marx-Allee mit
Fliesen verkleidet. Eine Fliese hat folgende Abmessungen: Lange 1 = 29,5 cm, Breite b = 12,0 cm.

a) Berechne die Fliche einer Fliese!
b) Wie viel Fliesen benétigt man fiir eine Fliche von 10,62 m Breite und 11,16 m Lénge? Die Fliesen
diirfen dabei nicht zerteilt werden. Die Fugen bleiben unberiicksichtigt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Die Fliche einer Fliese ist b-1 = 29,5 cm - 12,0 cm = 354 cm?.

b) Damit man die Fliesen nicht zu zerteilen braucht, muss man die Fliesen der Léinge nach aneinander
legen, um die Breite der Wand aufzufiillen. Dann benétigt man 93 - 36 = 3348 Fliesen.

Aufgabe 020712:

c Gabriele hat im Unterrichtstag in der sozialistischen Produktion das
abgebildete Werkstiick hergestellt. Rolf will feststellen, ob sie in der
Lage ist, mit Hilfe der von ihm ermittelten Mafle, die auf der Abbil-

h b dung sichtbare Fliche zu berechnen.
Wie grof} ist die Flache?
i b=60mm,c=34mm,h=>52mm,y=120°, 0 = 135°

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

2 - 52
/ Fr— M — 1352 mm?
? Frr = 34 mm - 52 mm = 1768 mm?
S A 30 mm - 52 mm 9
Teilfigur 1 Teilfigur II  Teilfigur 111 Frr = B) = 780 mm

F=F;+ Frr+ Frrr = 3900 mm?

Aufgabe 030711:

Ein rechteckiges Kartoffelfeld ist 250 m breit und 315 m lang. Der Reihenabstand in der Breite betragt
62,5 cm. Auf beiden Seiten bleibt ein halber Reihenabstand frei. Der Staudenabstand in der Lénge
ist 35 cm.

Auch hier bleibt beiderseits ein halber Staudenabstand frei. Um den Gesamtertrag des Feldes
anndhernd zu ermitteln, wird eine Diagonalprobe entnommen, d. h., es werden 100 von den auf einer
Diagonalen liegenden Stauden gerodet. Dabei erbrachten diese Stauden 65,4 kg Kartoffeln.

Wie hoch ist voraussichtlich der Gesamtertrag?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es gibt 400 Reihen zu je 900 Stauden. Die 360000 Stauden ergeben einen voraussichtlichen Gesamtertrag
von 235 t Kartoffeln.

Aufgabe 030714:

Von dem Mittelpunkt eines Rhombus werden die Lote auf die Seiten geféllt.
a) Beweise, dass die Fupunkte der Lote auf den Ecken eines Rechtecks liegen!
b) In welchem Fall liegen sie auf den Ecken eines Quadrats? (Begriindung!)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Beweis:
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Im Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander und halbieren einander. Auflierdem sind alle
Seiten gleich lang. Demzufolge sind die vier Dreiecke, in die ein Rhombus durch seine Diagonalen geteilt
wird, kongruent. Daraus folgt, dass die vier Lote, die gleichzeitig die Hohe je eines der vier Dreiecke sind,
gleich lang sind.

Weiterhin liegen je zwei Lote auf einer Geraden. Damit sind die Diagonalen des Lotfuflpunktvierecks
gleich lang und halbieren einander; es ist also ein Rechteck.

b) Wenn der Rhombus selbst ein Quadrat ist, bilden je zwei benachbarte Lote rechte Winkel. Ein Rechteck,
in dem die Diagonalen senkrecht aufeinander stehen, ist ein Quadrat.

Aufgabe 040715:
In einem Quadrat ABC'D sind M und N die Mitten der Seiten BC' bzw. CD.
Es ist zu beweisen, dass die Strecken AM und BN aufeinander senkrecht stehen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Do ~ oC
M
A 5 B

Die Dreiecke ABM und BNC sind kongruent (SWS). Daraus folgt:

£ =180° —a — (90° — a) = 90°

Aufgabe 050712:

Innerhalb eines Quadrats liegt ein konvexes Fiinfeck.

Es ist zu beweisen, dass der Umfang eines derartigen Fiinfecks stets kleiner ist als der Umfang des
Quadrats.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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ABCD sei das gegebene Quadrat, IKLMN das gegebene Fiinfeck (siehe Abbildungen).

Man verschiebt die Gerade durch AB parallel, bis sie zum ersten Mal durch einen Punkt des Fiinfecks
verlauft, aber nicht ins Innere des Fiinfecks eintritt. Entsprechend verfihrt man mit den Geraden durch
BC, CD und AD.

Die vier so erhaltenen Geraden schneiden einander in den Punkten F, F, G und H, die Eckpunkte eines
Rechtecks sind, das ganz im Innern von ABC'D liegt und daher einen kleineren Umfang als das Quadrat
hat (jede Rechteckseite ist kiirzer als die Quadratseite).

Von den Eckpunkten des Fiinfecks liegen nun mindestens zwei auf dem Rande des Rechtecks. Man errichtet
iiber jeder Fiinfeckseite, die nicht auf dem Rande des Rechtecks liegt, je ein rechtwinkliges Dreieck mit
folgenden Eigenschaften:

a) Die Fiinfeckseite ist Hypotenuse,
b) die Katheten liegen parallel zu den Rechteckseiten (bzw. liegen auf den Rechteckseiten),
c) die Dreiecksfliche liegt auBerhalb des Finfecks.

Da das Funfeck konvex ist, ist die Konstruktion derartiger Dreiecke stets moglich. Je zwei so konstruierte
rechtwinklige Dreiecke haben dabei hochstens einen Eckpunkt gemeinsam. Die Summe der Léngen aller
Katheten dieser Dreiecke und der auf dem Rande des Rechtecks liegenden Fiinfeckseiten ist, wie man
leicht einsieht, gleich dem Umfang des Rechtecks EFGH (siche Abbildung).

Da hochstens vier Seiten des Fiinfecks IK LM N auf dem Rande des Rechtecks EFGH liegen kénnen,
lasst sich stets mindestens ein solches rechtwinkliges Dreieck konstruieren. Nach der Dreiecksungleichung
ist aber die Lange seiner Hypotenuse kleiner als die Summe der Léangen seiner Katheten.

Mithin ist der Umfang des Fiinfecks IK LM N kleiner als der des Rechtecks EF'GH, und damit erst recht
kleiner als der Umfang des Quadrats ABCD.

Aufgabe 070712:
Untersuche, ob man ein konvexes Sechseck zeichnen kann, bei dem genau vier Innenwinkel spitz sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das ist nicht moglich.

Beweis: Angenommen, vier Innenwinkel wéren spitz, dann wére deren Summe kleiner als 360° und - da
die Winkelsumme im Sechseck 720° betrégt - die Summe der beiden iibrigen grofier als 360°. Das ist aber
unmoglich, weil in jedem konvexen Vieleck jeder Innenwinkel kleiner als 180° ist.

Aufgabe 070714:

In einem Parallelogramm ABCD sei ZDAB ein spitzer Winkel. Vom Punkt C wird das Lot auf die
Gerade gap gefallt, sein Fupunkt sei E. Man verbinde E mit dem Mittelpunkt F' der Seite AD.
Beweise: Der Winkel ZEF' D ist doppelt so grol wie der Winkel Z/BEF'!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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A B E

Voraussetzung: Es gilt AB || CD, AD || BC, ZBEC ist ein rechter Winkel; AF = F'D.

Behauptung: Der Winkel Z/EFC ist doppelt so grofl wie Z/BEF.

Beweis: Da der Winkel ZDAB spitz ist, fillt Punkt £ weder mit A noch mit B zusammen. Die Parallele
zu AB durch F halbiert das Lot C'E im Punkt G und steht senkrecht auf C'E, d.h. F' liegt auf der
Mittelsenkrechten der Punkte C' und F.

Dann ist das Dreieck AEFC gleichschenklig mit EF = FC, und F'G ist Winkelhalbierende in diesem
Dreieck. Es ist also ZEFC doppelt so grol wie ZEFG.

Nun gilt /BEF = ZEFG als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen. Daraus folgt, dass ZEFC auch
doppelt so grofl wie /BEF ist.

Aufgabe 080713:

Gegeben sei ein konvexes Sechseck, bei dem je zwei gegeniiberliegende Seiten parallel verlaufen und
gleich lang sind.

Zeichne alle Diagonalen ein, und beweise, dass es einen von den Eckpunkten des Sechsecks verschie-
denen Punkt gibt, in dem sich genau drei Diagonalen schneiden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
E D Wir verwenden den Satz: Die Diagonalen im Parallelogramm halbieren

einander.

Die Strecken BE und AD sind Diagonalen im Parallelogramm ABDFE
und schneiden sich in S. Punkt S ist Mittelpunkt der Diagonalen BE
und AD.

Im Parallelogramm ACDEF ist AD ebenfalls Diagonale, und S ist
ebenfalls Mittelpunkt der Diagonalen AD und CF. Also ist Punkt
S Mittelpunkt der drei Diagonalen AD, BFE und CF und damit
gemeinsamer Punkt dieser Diagonalen.

Die iibrigen Diagonalen gehen nicht durch S, da jede von ihnen in einem der Parallelogramme ABDE,
ACDF, BCEF Seite ist, wihrend S in jedem dieser Parallelogramme Mittelpunkt ist. Also gehen genau
drei Diagonalen durch S.

Aufgabe 080714:

87



IL.IT Vier-, Vielecke

Die in der Abbildung dargestellte Sternfigur wird durch zwei kongruente Rhomben mit ihren Diago-
nalen gebildet. Die Diagonalenléngen sollen im Verhéltnis 2 : 1 stehen, so dass die Strecken AE und
CG durch die Punkte I,S, L bzw. M, S, K in je vier gleiche Abschnitte geteilt werden.

Vergleiche den Fliacheninhalt des Achtecks ABCDFEFGH mit dem des Achtecks IBKDLF M H!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Dreiecke ASMF und AMGF sind flachengleich (gleich lange Grundlinie und gleich lange Hohe).
Das gilt auch fiir die Dreiecke ASLF und ALEF, fir ASLD und ALED usw.

Daraus folgt, dass der Fliacheninhalt des Achtecks ABCDEFGH doppelt so grof§ ist wie der des Achtecks
IBKDLFMH.

Aufgabe 100714:

ABCD sei in der iiblichen Bezeichnungsweise ein Rechteck, und es gelte AB > BC. A; sei der
FuBipunkt des Lotes von A auf die Diagonale DB. Ay sei der Schnittpunkt der Halbierenden des
Winkels ZDAB mit DB, Cs sei der Schnittpunkt der Halbierenden des Winkels /BCD mit DB,
und C1 sei der FuBBpunkt des Lotes von C auf DB.

Man beweise, dass unter diesen Bedingungen /A1 AA; = LA AC =2 LACCy =2 LC5CC gilt.
Dabei sind folgende Félle zu betrachten: a) AB = BC, b) AB > BC.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es sei M der Diagonalenschnittpunkt des Rechtecks ABCD. Ferner sei ZABD = o, ZADB = 3 gesetzt.

a) Im Fall AB = BC ist ABCD ein Quadrat. Also stehen die Diagonalen AC und BD aufeinander
senkrecht; ferner halbiert die Diagonale AC' den Winkel ZDAB und den Winkel ZBCD. Daraus folgt
Ay = Ay = M = Cy = (1, also haben alle vier in der Behauptung genannten Winkel die Grofie 0°.

b) Im Fall AB > BC erhélt man zunéchst aus

(1) ABAD = AABC = ADCB = ACDA (s,w,s) die Gleichungen

(2) a =ZABD = /BAC = ZCDB = Z/DCA

(3) =4ADB=/BCA=/CBD = /ZDAC.

Weiter gilt

(4) a+ B =90° da die in (1) genannten Dreiecke (bei A bzw. B bzw. C bzw. D) rechtwinklig sind.

Ferner ist in jedem dieser Dreiecke diejenige Seite, die einem der in (2) auftretenden Winkel gegeniiberliegt,
kleiner als diejenige Seite, die einem der in (3) auftretenden Winkel gegeniiberliegt; also gilt

(5) a < B.

Aus (4) und (5) folgt 2ae < a + 8 = 90°, also

(6) a < 45°.
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Da auch die Dreiecke AAA; D und ACC1 B bei Ay bzw. Cy rechtwinklig sind, folgt aus (3) und (4)
Nach (7), (2) und der Definition von Ay und C5 folgt nun £A4; AA; = 45° — o und LA AC = 45° — au.

Analog gilt ZACCy = 45° — o und ZC5CC = 45° — o und demzufolge
LAIAAY =2 LALAC = LACC, =2 LC,CC4

Aufgabe 120713:

Beweise den folgenden Satz:

Stehen in einem gleichschenkligen Trapez ABCD (AB || CD) (AD = BC) die Diagonalen AC und
BD senkrecht aufeinander, dann ist die Lédnge der Mittellinie dieses Trapezes gleich der Lange seiner
Hohe!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In dem Trapez ABCD mit AB || CD sei E der Schnittpunkt von AC mit BD. Ferner sei F' der Fufipunkt
des von E auf AB und G der Fuipunkt des von E auf C'D gefillten Lotes. Dann ist F'G eine Hohe des
Trapezes.

Wegen AB = AB, Z/BAD = ZABC, AD = BC gilt AABD = AABC (sws) also ZBAC = ZABD.
Folglich ist AAFEB gleichschenklig mit AE = EB und daher EF Seitenhalbierende in diesem Dreieck.
Da sich AC' und BD in E rechtwinklig schneiden, hat der Basiswinkel ZEAB in diesem Dreieck eine
Groéfle von 45°. Daher ist auch AAEF gleichschenklig-rechtwinklig mit EF = AF = %AB.

Analog gilt im Dreieck AEGD EG = DG = %DC . Daher betrégt die Lange der Mittellinie des Trapezes
ABCD

1
5(AB +DC) = EF + EG = FG

Aufgabe 130712:

Beweise den folgenden Satz:

Ist ABCD ein Rhombus und sind E, F, G, H in dieser Reihenfolge die Mittelpunkte der Seiten AB,
BC, CD, DA, so ist das Viereck EFGH ein Rechteck!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In dem Rhombus ABCD gilt, da E,F,G, H die Mittelpunkte seiner Seiten

sind:
AFE=FEB=BF =FC=CG=GD=DH=HA (1)

Ferner gilt: ZHAE = ZFCG sowie ZEBF = ZGDH (2)

Aus (1) und (2) folgt AHAE = AFCG sowie AEBF = AGDH (sws) (3)
Aus (3) folgt EH = FG sowie EF = HG, daher ist EFGH ein Parallelo-
gramm.

Nun gilt ZEAH + ZHDG = 180° sowie ZAEH = /AHE = }(180° — ZEAH)
und ZDGH = /DHG = L(180° — ZHDG).

Folglich gilt ZAHE + /DGH = £(360° — 180°) = 90° und somit ZEHG = 180° — 90° = 90°; daher ist
EFGH ein Rechteck.

Aufgabe 160713:

Es seien a und b zwei zueinander parallele Geraden. A und P seien Punkte auf a, ferner seien B und
@ Punkte auf b. Dabei gelte PQ L a. Der Mittelpunkt von PQ sei M, und es sei ¢ die Parallele zu
a durch M.

Beweise folgenden Satz: Ist S der Schnittpunkt von ¢ mit AB, so gilt AS = BS.

89



IL.IT Vier-, Vielecke

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

RN
;

Der Schnittpunkt von AB mit ¢ sei S. Die Senkrechte zu ¢ durch S schneide ¢ in X und b in Y.
Ist S=M,sogilt X =P, Y =@Q,also XS=YS.1Ist S # M, sosind MSXP und MSY @ Rechtecke,
also gilt ebenfalls XS = PM =QM =Y S.

Ist A = X, sogilt B =Y, also die Behauptung AS = BS. Ist A # X, so sind die Dreiecke AX S und BY S
nach (sww) kongruent; denn es gilt: XS =Y S; ZXSA = LY SB (Scheitelwinkel); ZAXS = ZBY S =
90°. Also gilt auch in diesem Fall AS = BS.

Aufgabe 210711:

Die FDJler einer Schule haben sich vorgenommen, das Geldnde ihrer Schule umzugestalten. Dabei
soll eine rechteckige Rasenfliche von 45 m Lénge und 26 m Breite mit einem Weg von 2 m Breite
umgeben werden.

Der Weg soll auflerhalb der Rasenflache verlaufen und ringsum an sie angrenzen. Die Fliche, die
von dem Rasen und dem Weg zusammen eingenommen wird, soll insgesamt wieder die Gestalt eines
Rechtecks haben.

a) Berechne den Flicheninhalt des vorgesehenen Weges!

b) Wie viel Gehwegplatten miissen auf diesem Weg insgesamt ausgelegt werden, wenn er vollstandig
von Gehwegplatten bedeckt werden soll und wenn man fiir jeden Quadratmeter des Weges genau 16
Platten benotigt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Der Fldcheninhalt des Weges ergibt sich, wenn man

om  den Flicheninhalt des Rasens von dem Flacheninhalt
- des Rechtecks subtrahiert, den Weg und Rasen zusam-
men einnehmen. Dessen Seitenldngen sind jeweils um 4
m langer als die Seitenldngen 45 m bzw. 26 m des Rasens;
o6m Sie betragen also 49 m bzw. 30 m.

Daher betragt der gesuchte Fléacheninhalt 49 m - 30 m -
— 45 m - 26 m = 1470 m? - 1170 m? = 300 m?.

2m || 45m [ 2m

[ [

Andere Losungsmoglichkeiten ergeben sich, wenn man die Flidche des Weges aus Teilflichen zusammen-
setzt. Die in der Abbildung dargestellte Zusammensetzung z. B. fithrt auf 2-49 m-2m+2-26 m-2 m =
196 m? + 104 m? = 300 m?.

b) Wegen 300 - 16 = 4800 sind insgesamt 4800 Platten erforderlich.

Aufgabe 210714:

In einem regelméfligen Filinfeck ABCDE wird eine beliebige Diagonale gezeichnet. Beweise, dass
diese Diagonale zu einer der Seiten des Fiinfecks parallel ist!

Hinweis: Ein Fiinfeck heifit genau dann regelméfig, wenn alle seine Seiten zueinander gleichlang und
alle seine Innenwinkel zueinander gleichgrof§ sind.
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

1. Losungsweg:

Die Bezeichnung der Ecken des Filinfecks kann so gewahlt werden, dass AC' die zu betrachtende Diagonale
ist. Da die Winkelsumme im n-Eck stets (n — 2) - 180° betrigt, hat jeder der Innenwinkel des Fiinfecks
ABCDE (siehe Abbildung) die Grofle

- (5 —2)-180° = 108°

| =

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig mit AB = BC. Daher
gilt /BAC = /BCA, nach dem Innenwinkelsatz also ZBAC =
ZBCA = 12(180° — 108°) = 36°.

Daraus folgt ZCAE = 108° — 36° = 72°.

Also ergénzen sich ZCAE und ZAED 7zu 180°. Da sie (fiir die Gerade
durch A, E, die von AC und ED geschnitten wird) entgegengesetzt
liegende Winkel sind, folgt hieraus AC' || ED.

2. Losungsweg:

Die Innenwinkel des Fiinfecks bei E und D sind einander gleichgro8, d. h. es gilt (1) LZAED = ZCDE.
Ebenso ist /BAE = Z/BCD. Wegen AB = BC gilt ferner /BAC = ZBCA. Daraus folgt durch Sub-
traktion (2) LCAE = LACD.

Ferner betragt im Viereck ACDE die Innenwinkelsumme 360°. Hieraus und aus (1), (2) folgt

360° = LCAE+ LACD + Z/CDE + ZAED =2/CAE + 2/AED

Daher gilt ZCAE + ZAED = 180°. Wie im 1. Losungsweg folgt hieraus AC' || ED.

Aufgabe 220711:
Gegeben seien

a) ein Quadrat mit der Seitenlinge 3 cm und vier Rechtecke mit jeweils einer Linge von 4 cm und
einer Breite von 1 cm,

b) ein Quadrat mit der Seitenldnge 3 cm und vier rechtwinklige Dreiecke mit a; = 6 cm und by = 3
cm,

¢) zwel rechtwinklige Dreiecke mit a; = 6 cm und b; = 3 cm, zwei rechtwinklige Dreiecke mit
az = by = 3 cm sowie ein Parallelogramm mit g = hy = 3 cm und o = 45°.

Dabei seien a; und by bzw. as und by die Langen derjenigen Dreiecksseiten, die den rechten Winkel
einschliefen; g sei die Lange einer Seite des Parallelogramms und hg die Lénge der auf dieser Seite
senkrecht stehenden Hohe sowie av die Gréfe eines Innenwinkels des Parallelogramms.

Lege die bei a), b) und ¢) genannten fiinf geometrischen Figuren jeweils so, dass sie eine Quadratfliche
vollstandig bedecken, ohne sich gegenseitig ganz oder teilweise zu iiberlagern und ohne iiber die
bedeckte Quadratfliche irgendwo hinauszuragen!

Als Losung geniigt fiir jede der Aufgaben a), b), ¢) eine Zeichnung.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Aufgabe 230713:

Es sei ABC'D ein Rechteck, dessen Diagonalen einander im Punkt S schneiden. Der Winkel ZASB
habe die Grofle 120°.

Ermittle die Diagonalenléngen AC und BD in Abhéngigkeit von der Seitenlinge BC'

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Da im Rechteck die Diagonalen gleichlang sind und einander halbieren, gilt
(1) AS=BS=CS=DS
Das Dreieck BC'S ist somit gleichschenklig, demnach gilt
D c (2) £ZCBS =4BCS
Nach dem Innenwinkelsatz gilt daher
(3) LCBS + £BCS + 60° = 180°
S Aus (2) und (3) folgt LCBS = ZBCS = 60°, also ist das Dreieck BC'S
gleichseitig, und es gilt
A B (4) BC =BS.
Wegen 2BS = BD ist BD = 2BC'. Aus (1) und (4) folgt AC = BD = 2BC.

Aufgabe 250713:

Die Schiiler Gerd und Uwe diskutieren iiber folgende Forderungen,
die an ein konvexes Viereck ABC'D gestellt werden (siche Abbil-
dung).

Es soll AB = BC = AD gelten, und wenn M der Schnittpunkt der
beiden Diagonalen AC' und BD ist, so soll der Winkel ZBM A die
Grole 70° und der Winkel ZBCM die Groe 50° haben.

Gerd behauptet, dass durch diese Forderungen die Grofie des Win-
kels ZDAM eindeutig bestimmt ist.

A B
Uwe vertritt die Meinung, dass es konvexe Vierecke gibt, die diese Forderungen erfiillen, aber unter-
schiedliche Groflen des Winkels ZDAM aufweisen. Wer hat recht?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In jedem konvexen Viereck ABC D, das die Forderungen erfiillt, gelten fiir die Winkelgréfien

/BAC = /BAM =«, /ABD=/ABM =3, /ADB=/ADM =~, /DAM = /DAC = ¢

folgende Aussagen:

Da /BAC und ZBCA (= ZBCM) Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck ABC sind, ist a = 50°.
Nach dem Innenwinkelsatz, angewandt auf das Dreieck ABM, folgt daher 8 = 180° — 70° — a = 60°. Da
ZADB und ZABD Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck ABD sind, ist v = § = 60°.

Nach dem Auflenwinkelsatz, angewandt auf das Dreieck ADM, folgt v+ ¢ = 70°, also ¢ = 70° —~ = 10°.
Diese Winkelgrofle ist somit durch die Forderungen eindeutig bestimmt; Gerd hat recht, Uwe nicht.
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Aufgabe 250714:
Von einem Rechteck ist bekannt:

(1) Die beiden ldngeren Seiten des Rechtecks sind jeweils 5 cm langer als die kiirzeren.
(2) Wenn man jede Seite des Rechtecke um 10 cm verldngert, wird der Flacheninhalt des Rechtecks
um 430 cm? grofer.

Ermittle die Seitenlédngen des urspriinglichen Rechtecks!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

B ( +5) cm .10 cm |
b [D C G
T cm
Y
Pla B H
10 cm
E F
(z +15) cm

ABCD sei ein Rechteck, das (1) erfiillt, und es gelte AD = BC = x cm sowie AB = DC = (z + 5)
cm. EFGD sei ein Rechteck, dessen Seiten jeweils 10 cm lianger als die des Rechtecks ABCD sind (siehe
Abbildung). Dann gilt

ED=FG=(x+10)em und EF=DG=AH = (x+ 15)cm

Der Flacheninhaltszuwachs ldsst sich als Summe der Flidcheninhalte der Rechtecke AEFH und BHGC
darstellen, und es gilt wegen (2): 10 - (z + 15) + 10 - = 430.

Formt man die linke Seite der Gleichung mit Hilfe des Distributivgesetzes um, so folgt 10z + 150 + 10z =
430. Wegen 10x + 10z = 20z folgt weiter x = 14. Die gesuchten Seitenldngen betragen daher 14 cm und
19 cm.

Aufgabe 260714:

Ein Junger Mathematiker zeichnet ein Rechteck und halbiert die Seiten. Er vermutet, dass die vier
Seitenmittelpunkte Eckpunkte eines Rhombus sind.

Untersuche, ob diese Vermutung fiir jedes Rechteck wahr ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A E B

Die Eckpunkte des Rechtecks seien A, B, C, D, die Mittelpunkte der Seiten E, F, G, H (siche Abbildung).

93



IL.IT Vier-, Vielecke

Da gegeniiberliegende Seiten des Rechtecks einander gleichlang sind und da alle Seiten des Rechtecks
halbiert werden, gilt: AE = EB = DG = GCundAH = HD = BF = FC

AuBlerdem sind alle Innenwinkel des Rechtecks ABCD gleich grofi. Demzufolge sind die Dreiecke HAFE,
EBT, FCG und GDH nach (sws) kongruent.

Nach den Eigenschaften kongruenter Dreiecke folgt: HE = EF = FG = GH, also sind alle Seiten des
Vierecks EFGH gleichlang, somit ist es ein Rhombus.

Aufgabe 280713:

a) Zeichne ein Parallelogramm ABCD, in dem der Winkel ZDAB ein spitzer Winkel ist!
Konstruiere das Lot von D auf die Gerade durch A und B; den Fupunkt dieses Lotes bezeichne mit
E! Konstruiere das Lot von B auf die Gerade durch C' und D; den Fulpunkt dieses Lotes bezeichne
mit F!

b) Beweise, dass in jedem solchen Parallelogramm ABCD fiir die so konstruierten Punkte E, F
ANAED = ACFB gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) In den Abbildungen sind drei Beispiele einer geforderten Zeichnung angegeben.

/AD ]V’ D=F C £ /V
A E B A B=F A B E

b) Fiir jedes solche Parallelogramm ABCD und die konstruierten Punkte E, F' gilt

AD = CB (Gegenseiten im Parallelogramm) (1)

LAED = ZCF B (Lote, nach Konstruktion) (2)
ZDAFE = /BCF (gegeniiberliegende Winkel im Parallelogramm) (3)

Aus (1), (2), (3) folgt: Die Dreiecke AED und C'F'B stimmen in einer Seite und zwei Winkeln tiberein, nach
dem Innenwinkelsatz also auch im dritten Winkel. Daher folgt aus den Kongruenzsatz (wsw): AAED =
ACFB.

Aufgabe 290714:

Bei der Wiederholung des Innenwinkelsatzes fiir konvexe Vierecke geraten Anja und Klaus in einen
Streit: Klaus behauptet:

»Zerlegt man ein beliebiges konvexes Viereck ABCD durch Einzeichnen der Diagonalen AC in die
beiden Teildreiecke ABC' und ADC, dann betragt die Innenwinkelsumme jedes dieser Teildreiecke
180°. Folglich muss im Viereck ABCD die Innenwinkelsumme 2 - 180° = 360° betragen.“

Anja entgegnet: ,Zeichnet man aber noch die zweite Diagonale BD ein, dann erhélt man vier Teild-
reiecke. Die Innenwinkelsumme von ABC D muss folglich 4 - 180° = 720° betragen.*

Untersuche, welcher der beiden Schiiler recht hat! Begriinde deine Entscheidung!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D
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Klaus hat recht. Wie die erste Abbildung zeigt, sind simtliche Innenwinkel der Dreiecke ABC' und ADC
auch Innenwinkel bzw. Teile von Innenwinkeln des Vierecks ABCD.

Auflerdem gibt es keine Innenwinkel bzw. Teile von Innenwinkeln dieses Vierecks, die nicht Innenwinkel
der genannten Dreiecke sind.

c

A

Anja hat dagegen nicht recht, wie die zweite Abbildung zeigt, liegen nédmlich vier der Innenwinkel der
durch die beiden Diagonalen entstandenen Dreiecke innerhalb des Vierecks ABC D und bilden zusammen
einen Vollwinkel. Folglich hétte Anja von den erhaltenen 720° noch 360° subtrahieren miissen, was als
Innenwinkelsumme dann die von Klaus ermittelten 360° ergeben hétte.

Aufgabe 300714:

In jedem Dreieck betragt bekanntlich die Innenwinkelsumme 180° in jedem Viereck 360°.

a) Zeichne je ein Fiinfeck, ein Sechseck und ein Siebeneck! Miss die Innenwinkel und berechne jeweils
die Innenwinkelsumme! Was vermutest du?

b) Beweise deine Vermutung fiir jedes Fiinfeck, Sechseck und Siebeneck!

c¢) Versuche eine Formel zu finden und zu beweisen, die fiir jede natiirliche Zahl n > 3 die Innenwin-
kelsumme in jedem n-Eck angibt!

Hinweis: In dieser Aufgabe werden alle n-Ecke als konvex vorausgesetzt, d. h. als n-Ecke, in denen kein
Innenwinkel grofler als 180° ist. AuBlerdem wird in dieser Aufgabe vorausgesetzt, dass kein Innenwinkel
gleich 180° ist.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Die erste Abbildung soll ein Fiinfeck mit den Innenwinkelgrofen 120°, 130°, 80°, 120°, 90°, ein Sechseck
mit den Innenwinkelgrofien 110°, 120°, 140°, 130°, 110°, 110° und ein Siebeneck mit den Innenwinkel-
groflen 130°, 120°, 140°, 120°, 140°, 120°, 130° zeigen.

Vermutung: In jedem Fiinfeck, Sechseck bzw. Siebeneck betriagt die Innenwinkelsumme 540°, 720° bzw.
900°.

b) Jedes Fiinfeck, Sechseck bzw. Siebeneck 14sst sich wie in Abbildung in drei, vier bzw. finf Teildreiecke
zerlegen, wobei durch Addition der Innenwinkelsummen dieser Teildreiecke die Innenwinkelsumme des
betreffenden Fiinf-, Sechs- bzw. Siebenecks entsteht. Daher betrégt diese Innenwinkelsumme 3 - 180° =
540° bzw. 4 - 180° = 720° bzw. 5 - 180° = 900°.
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c) Jedes n-Eck Py PyPs...P,_1 P, wird durch die Diagonalen P Ps, ..., P P,_1 in die n — 2 Teildreiecke
P\ P,Ps, PLPsPy, ..., PP, 1P, zerlegt. Durch Addition der Innenwinkelsumme dieser Teildreiecke ent-
steht die Innenwinkelsumme des n-Ecks. Diese betrigt daher (n — 2) - 180°.

Aufgabe 310713:
Aus finf einander kongruenten Quadraten werde eine T-formige Figur

zusammengesetzt. Die Eckpunkte der Quadrate seien wie in der Abbil-
dung bezeichnet.

a) Zeichne eine solche Figur mit AB = 2 cm und darin die Strecken BM
und DFE; ihren Schnittpunkt bezeichne mit S und stelle eine Vermutung
iber die Grole des Winkels ZBSD auf!

b) Beweise diese Vermutung!

A B C D
E F G H
J K
L M

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Zeichnung: sieche Abbildung; Vermutung: ZBSD = 90°.

A B C D
-/ \
% b) Beweis:
~N_— 1 \s Es gilt: EA = BC Seitenldnge kongruenter Quadrate, AD = CM Drei-
5 - G o faches dieser Seitenldnge, ZEAD = ZBCM = 90°.

Nach dem Kongruenzsatz (sws) gilt also AEAD = ABCM und daher
/ZAED = /ZCBM. (1)

J K Wegen /EAD = 90° gilt ferner ZEAD + ZEDA = 90° (Winkelsumme
im Dreieck AED). (2)

Aus (1) und (2) folgt wegen ZLCBM = /DBS und LZEDA = ZSDB
I3 M auch Z/ZDBS+ Z5SDB = 90°. Wegen der Winkelsumme im Dreieck BSD
folgt hieraus ZBSD = 90°.

Il Runde 2

Aufgabe V10724:

Beweise folgende Behauptung!

Wenn in einem Viereck die Diagonalen gleich lang sind und einander halbieren, dann sind alle Winkel
des Vierecks gleich grof3.
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Losung von Steffen Polster:
Voraussetzung: AC = BD, AM = MC, BM = MD
C

Behauptung: a = 8 =vy=9

Beweis: Die Dreiecke ABM und DMC sind gleichschenklig und
einander kongruent nach SWS, daher /MAB = ZABM =
/MCD = /ZCDM.

A B Dasselbe trifft fir die Dreiecke DAM und MBC zu. Daher
/DAM = /MDA =/MBC = /BCM. Da

oa=4LDAM + ZMAB B=ZABM + ZMBC
v=4LMCD + £ZBCM 0=/LCDM + £ZMDA

gilt, folgt daraus o = =~ = 4.
Da die Winkelsumme im Viereck 360° betrdgt und laut Aufgabe die Diagonalen einander halbieren, ist
jeder der vier Winkel ein Rechter, das Viereck also ein Rechteck.

Aufgabe V10725:

Konstruiere ein Parallelogramm ABCD, von dem du weifit: AB = a = 5,0 cm, AD = d = 3,7 cm,
F =14 cm?.

Wie viel

a) Parallelogramme

b) Rechtecke

¢) Quadrate

gibt es insgesamt, die mit ABCD in a und F' iibereinstimmen?

Losung von Steffen Polster:

A a B

Gegeben sind AB =a =5 cm, AD =d = 3,7 cm und F = 14 cm?. Fiir die Konstruktion wird h, iiber
% = h, = 2,8 cm ermittelt.

Konstruktion: Man zeichne die Seite AB. Im Abstand von h, konstruiere man eine Parallele zu AB durch
einen Punkt £ mit BE = h,.

Ein Kreisbogen um A mit dem Radius AD = d schneidet die Parallele in einem Punkt D. Der Punkt C
ergibt sich durch Parallelverschiebung von AD durch B.

ABCD ist ein Parallelogramm, dass der Aufgabenstellung entspricht.

Durch Nachdenken iiber die Bestimmungsstiicke von Parallelogramm, Rechteck und Quadrat kommt man
zu dem Schluss:

a) Es gibt beliebig viele Parallelogramme, die mit ABCD in a und F {ibereinstimmen.

b) Es gibt genau ein Rechteck, dass mit ABCD in a und F' iibereinstimmt.

c¢) Es gibt kein Quadrat, dass mit ABCD in ¢ und F iibereinstimmt.
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Aufgabe 010723:
Es ist zu beweisen, dass in einem beliebigen Trapez die Dreiecke, die aus den Diagonalenabschnitten
und den Schenkeln des Trapezes gebildet werden, flichengleich sind.

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
D c Beweis:

Seien die Eckpunkte des Trapezes A, B,C und D, wobei AB || CD gelte.

Dann sind die Dreiecke ABC und ABD flichengleich, da sie die Grundsei-

te AB und die Héhe (d.h. den Abstand der parallelen Seiten) gemeinsam

A haben. Beide Dreiecke enthalten das Dreieck ABFE, wobei E der Diagona-
B lenschnittpunkt sei.

Wenn man von den Flidchen von ABC bzw. ABD jeweils die Fliche von ABE wegnimmt, miissen die
iibrig bleibenden Flachen von AED und BEC auch gleich grofl sein. Diese sind aber genau die beiden
Dreiecke, deren Fléachengleichheit zu zeigen ist.

Aufgabe 040724:

Uber den Seiten eines Parallelogramms ABC'D werden die gleichseitigen Dreiecke ABE, BCF, CDG
und ADH so errichtet, dass die Dreiecksflichen aufierhalb des Parallelogramms liegen.

Es ist zu beweisen, dass E, F, G und H die Eckpunkte eines Parallelogramms sind.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Ein Viereck ist ein Parallelogramm, wenn seine gegeniiberliegenden Seiten gleiche Léngen besitzen.

1. Méglichkeit

Man kann die Léngengleichheit gegeniiberliegender Seiten des Vierecks EFGH dadurch beweisen, dass
die gesamte Figur bei einer Drehung um den Schnittpunkt der Diagonalen AC' und BD um 180° mit sich
zur Deckung kommt.

2. Moglichkeit

Man zeigt die Langengleichheit gegeniiberliegender Seiten im Viereck EFGH etwa nach dem Kongruenz-
satz SWS, angewendet auf die Dreieckspaare EF B, GHD und CGF, AEH. (Fallunterscheidung nétig!)
Die Punkte A und C kénnen auch auf den Seiten HE bzw. GF liegen.

Aufgabe 060722:

In den Kreis k mit dem Mittelpunkt M sei das nicht iiberschlagene Viereck ABC'D so eingezeichnet,
dass alle seine Seiten Sehnen des Kreises sind (Sehnenviereck).

Beweise, dass in jedem Sehnenviereck die Summe der Gradmafe je zweier gegeniiberliegender Winkel
180° betragt!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wir betrachten irgend zwei gegeniiberliegende Winkel und bezeichnen ihre Gradmafle mit o und v und
ihre Scheitelpunkte mit A und C, so dass also a und ~ die Gradmafle der Winkel /DAB und £ZBCD
sind.

Ferner seien (1, 2, d1, bzw. o die GradmaBle der Winkel ZABM, /M BC, ZCDM und ZM DA.

Behauptung: o + v = 180°

Beweis: Wir unterscheiden 3 Fille.

Fall 1: Punkt M liegt im Innern des Sehnenvierecks:

In den Dreiecken AABM, ABCM, ACDM und ADAM sind die von M ausgehenden Seiten Radien des
Kreises k. Diese Dreiecke sind daher gleichschenklig mit der Spitze M. Daraus folgt:

(1) Bito=a
(2) Batori=1r
Weiterhin gilt:
(3) a+pB1+ B2+ + 01+ 02 =360°

als Winkelsumme im Viereck ABCD.
Aus (1), (2) und (3) folgt o+ v+ o + v = 360° und damit « + v = 180°.

Fall 2: Punkt M liegt auf dem Rande des Sehnenvierecks:
In diesem Fall ist entweder 5; = 0 oder 82 = 0 oder §; = 0 oder §; = 0. Der Beweis verlauft analog.

Fall 3: Punkt M liegt auflerhalb des Sehnenvierecks:

In diese Falle ist entweder 37 durch —f; oder B2 durch —f5 oder §; durch —é&; oder §, durch —ds oder
zu ersetzen.

Der Beweis verlduft analog Fall 1.

Aufgabe 080724:
Ein beliebig vorgegebenes konvexes Fiinfeck ABCDE ist unter Beibehaltung des Eckpunktes A
zeichnerisch in ein flaichengleiches Dreieck zu verwandeln.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Das Fiinfeck ABCDE lasst sich in die Teildreiecke AADE, AABD und ABCD zerlegen. Man zieht
durch C zu DB die Parallele und verldngert AB {iber B hinaus bis zum Schnitt mit dieser Parallelen.
Der Schnittpunkt sei C’.

Dann ist das Dreieck ABC’D flaicheninhaltsgleich dem Dreieck ABCD; denn es stimmt in den Langen
der Grundseite und der zugehérigen Hohe mit diesem iiberein.

Nun zieht man durch E die Parallele zu AD und verlangert C’D iiber D hinaus bis zum Schnittpunkt
E’ mit dieser. Das Dreieck AADE’ ist dann aus dem gleichen Grunde wie oben flicheninhaltsgleich dem
Dreieck AADE.

Daher ist das aus den Teildreiecken AADE’, AABD und ABC'D bestehende Dreieck AAC’E’ flichen-
inhaltsgleich dem Fiinfeck ABCDE.

Aufgabe 120722:

Beweise den folgenden Satz:

Wenn in einem konvexen Viereck ABCD die Mittelpunkte beider Diagonalen zusammenfallen, d. h.
die Diagonalen einander halbieren, so ist ABC'D ein Parallelogramm.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In dem Viereck ABCD sei E der gemeinsame Mittelpunkt der beiden Diagonalen AC' und BD. Dann
gilt nach Voraussetzung: AE = EC sowie BE = ED.

Nun gilt weiter: ZAEB = /DEC und ZAED = /BEC als Scheitelwinkel. Daraus folgt: AAEB =
ADEC und AAED = ABEC (je sws).

Folglich gilt: ZEAB = ZECD (1) sowie ZEAD = ZECB (2).

Aus (1) folgt: AB || DC

aus (2) folgt: AD || BC , Umkehrung des Satzes tiber Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen. d. h.,
ABCD ist ein Parallelogramm.

Aufgabe 150721:

a) Ein Stick Land habe die Form eines Rechtecks, dessen eine Seitenlédnge die andere um 75 m
ibertrifft und dessen Umfang insgesamt 650 m betrégt.

Ermittle die Seitenléngen und den Flicheninhalt (in Hektar) dieses Landstiicks!

b) Auf der ganzen Fliche des genannten Landstiicks sollen Obstbdume derart gepflanzt werden, dass
die Bdume in jeweils zu den Rechteckseiten parallelen Reihen stehen, also nicht etwa ,auf Liicke*
gesetzt sind, und der Abstand von Baum zu néchststehendem Baum und der von einer Randseite
zum néchststehenden Baum jeweils 5 m betrégt.

Ermittle die genaue Anzahl von Biumen, die unter den angegebenen Bedingungen gepflanzt werden
koénnen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Wenn die Angaben fiir ein Rechteck zutreffen, dann ergibt sich der Umfang als Summe aus dem Vier-
fachen der kleineren Seitenldnge und dem Doppelten von 75 m. Das Vierfache der kleineren Seitenlédnge
betrégt somit 650 m - 150 m = 500 m, die kleinere Seitenlénge also 125 m, die gréBere 200 m.

Der Flicheninhalt eines derartigen Rechtecks betrigt 125 - 200 m? = 25000 m? = 2,5 ha.

b) Parallel zur groferen Rechteckseite konnen nach den Bedingungen der Aufgabe 122 — 1 = 24 und

5
parallel zur kleineren Zgo — 1 = 39 Biume gepflanzt werden. Die gesuchte Anzahl der Baume betréigt

somit 24 - 39 = 936.
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Aufgabe 190722:

a) Beweise folgenden Satz!

Wenn in einem Trapez ABC'D mit AB || CD die Gleichung CD = AD (1) gilt, dann gilt die folgende
Aussage (2): Die Diagonale AC' halbiert den Innenwinkel Z/BAD. (2)

b) Beweise auch die folgende Umkehrung!
Wenn in einem Trapez ABC'D mit AB || CD die Aussage (2) gilt, dann gilt die Gleichung (1).

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Wegen AB || CD sind ZACD und ZC' AB Wechselwinkel an geschnit-

D C tenen Parallelen, folglich gilt: LZACD = ZCAB (3).

Wegen (1) ist das Dreieck AC'D gleichschenklig mit AC' als Basis; seine
Basiswinkel sind gleichgro8, also gilt: ZACD = ZCAD (4). Aus (3) und
(4) folgt ZCAB = ZCAD.

A B

b) Aus AB || C'D folgt wie eben (3). Wegen (2) gilt ZCAB = ZCAD (5). Aus (3) und (5) folgt (4), also
ist das Dreieck AC'D gleichschenklig mit AC' als Basis; d. h., es gilt (1).

Aufgabe 210721:

a) Ein rechteckiges Flurstiick ist durch einen Weg in zwei rechteckige Felder geteilt. Die Lange des
Flurstiicks, parallel zu diesem Weg gemessen, betragt 105 m. Die Breite des ersten Teilfeldes betragt
270 m, die des zweiten Teilfeldes 180 m. Der Weg ist 3 m breit.

Ermittle den Fliacheninhalt des ersten Teilfeldes und den des zweiten Teilfeldes!

b) Das gesamte Flurstiick wird nun zu einem grofien Feld zusammengelegt, indem der Weg mit
umgepfliigt wird.
Ermittle den Flidcheninhalt des so entstehenden groflen Feldes!

c¢) Ermittle, wie viel Meter Draht fiir einen elektrischen Weidezaun gebraucht werden, wenn dieses
Gesamtfeld vollstandig mit zwei Driahten umspannt werden soll! Dabei sollen Durchhang und Befes-
tigung des Drahtes dadurch berticksichtigt werden, dass der doppelte Umfang um ein Hundertstel
erhoht wird.

(Es ist auf volle Meter zu runden.)

Hinweis zu a) und b): Die Fldcheninhalte sind in Hektar anzugeben, auf zwei Dezimalstellen gerundet.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Das erste Teilfeld hat die Linge 105 m und die Breite 270 m, wegen 105 - 270 = 28350 also den
Fliacheninhalt 28350 m?, d.h. in der angegebenen Weise gerundet 2,84 ha.

Das zweite Teilfeld hat die Ldnge 105 m und die Breite 180 m, wegen 105 - 180 = 18900 also den
Flicheninhalt 18900 m?, d.h. 1,89 ha.

b) Das gesamte Flurstiick hat die Lange 105 m und wegen 270 + 3 4+ 180 = 453 die Breite 453 m, wegen
105 - 453 = 47565 also den Flicheninhalt 47565 m?, d.h. gerundet 4,76 ha.

c¢) Das gesamte Flurstiick hat wegen 2 - (105 + 453) = 2 - 558 = 1116 den Umfang 1116 m. Fir den Zaun
werden wegen 2-1116 = 2232 und wegen 2232 : 100 = 22,32 sowie 2232 + 22,32 = 2254,32 daher gerundet
2254 m Draht gebraucht.
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Aufgabe 230722:

Es sei ABC'D ein Rechteck; der Mittelpunkt der Diagonale AC' sei M. Die Mittelsenkrechte auf AC
schneide die Gerade durch A und B in E und die Gerade durch C und D in F.

Beweise, dass dann die Dreiecke AEM und CFM kongruent sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D F C o
Es gilt:
(1) AM = MC; denn M ist laut Voraussetzung der Mittelpunkt der
Strecke AC.
(2) LZFMC = LZAME = 90°; denn die Gerade durch F und E ist laut
Voraussetzung die Mittelsenkrechte der Strecke AC und steht somit
1 5 5 senkrecht auf AC.

(3) AB || CD; da ABCD laut Voraussetzung ein Rechteck ist.
(4) LM AE = ZMCF; da diese Winkel Wechselwinkel sind, die wegen (3) an geschnittenen Parallelen
liegen.

Aus (1), (2) und (4) folgt nach dem Kongruenzsatz wsw, dass die Dreiecke AEM und CEM kongruent
sind.

Aufgabe 230724:

Von einem Parallelogramm ABCD wird vorausgesetzt, dass die Halbierenden der Winkel ZDAB
und ZABC einander in einem Punkt E schneiden, der auf der Strecke C'D zwischen C und D liegt.
Ferner wird vorausgesetzt, dass die Strecken AF und BFE die Langen 7 cm bzw. 5 cm haben.
Ermittle aus diesen Voraussetzungen den Fliacheninhalt des Parallelogramms ABC D!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A B

Das Dreieck ABE und das Parallelogramm ABCD stimmen in der Seite AB und in der zugehorigen
Hohe iiberein.
Deshalb ist der Fliacheninhalt des Parallelogramms ABCD doppelt so grofi wie der des Dreiecks ABE.

Da im Parallelogramm die Summe der Groéflen benachbarter Winkel 180° betrigt, ist die Summe der
Winkel /ZEAB und ZABE gleich 90°, das Dreieck ABFE ist also rechtwinklig mit E als Scheitel des
rechten Winkels.

Folglich betrégt der Flacheninhalt des Dreiecks ABE wegen % -7-5 = 17,5 mithin 17,5 cm? und der des
Parallelogramms ABCD daher 35 cm?.

Aufgabe 240722:
Ein Garten von rechteckiger Gestalt ist genau 13 m langer als breit. Um ihn vollstédndig zu umzéunen,
bendtigt man genau 92 m Zaun.

a) Berechne den Flacheninhalt des Gartens!
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b) Der Garten soll vollsténdig in Beete und Wege aufgeteilt werden, wobei folgende Bedingungen zu
erfiillen sind:

Jedes Beet hat die Gestalt eines Rechtecks mit den Seitenlingen 3 m und 1 m. Zwischen je zwei
benachbarten Beeten und zwischen dem Zaun und den Beeten ist iiberall ein 25 cm breiter Weg
angelegt.

Untersuche, ob es eine Aufteilung des Gartens gibt, bei der diese Bedingungen erfiillt sind! Wenn das
der Fall ist, so ermittle fiir eine solche Aufteilung die Anzahl der Beete!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Sind a und b die in Metern angegebene Linge bzw. Breite des Gartens, so gilt a = 13 + b (1) sowie,
weil der halbe Umfang 92 m : 2 = 46 m betrégt, a + b = 46. (2)

Setzt man a aus (1) in (2) ein, so folgt 13 + 2b = 46, d.h. b = 16,5 und damit aus (1) a = 29,5.
Der Flicheninhalt des Gartens betrigt folglich 16,5 m - 29,5 m = 486,75 m?.
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Abbildung a (nicht maRstabsgetreu)

b) Legt man zunéchst ldngs zweier benachbarter Seiten des Gartens einen Weg von 25 ¢cm Breite an (in
Abbildung a schraffiert), so verbleibt ein Rechteck von 29,25 m Lénge und 16,25 m Breite.

Wenn man dieses Rechteck in Teilrechtecke mit den Sei-
3 tenldngen 3,25 m und 1,25 m aufteilen kann (Abbildung b), so
erhdlt man eine Anordnung von Beeten, die den geforderten
1 1,25 Bedingungen geniigt.
: Eine Moglichkeit hierzu zeigt Abbildung a, wie sich wegen
3,25 29,25 : 3,25 = 9 und 16,25 : 1,25 > 13 bestétigen ldsst. Bei
- i dieser Aufteilung ist die Anzahl der Beete 9 - 13 = 117.

Aufgabe 240723:

Von einem Parallelogramm ABCD wird vorausgesetzt, dass der Schnittpunkt E der beiden Winkel-
halbierenden von ZBAD und ZCBA auf der Seite C'D liegt.

Beweise, dass unter dieser Voraussetzung E stets der Mittelpunkt der Seite C'D ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D E , _C

A B

Da im Parallelogramm ABCD die gegeniiberliegenden Seiten AB und C'D zueinander parallel sind und
da F auf CD liegt, gilt nach dem Satz iber Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen /BAE = Z/DFA.
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Da AFE nach Voraussetzung den Winkel ZBAD halbiert, gilt /BAE = ZEAD. Daher folgt /ZDEA =
ZEAD.

Nach der Umkehrung des Satzes iiber die Basiswinkel in gleichschenkligen Dreiecken folgt hieraus AD =
ED. Analog erhélt man BC = EC.

Da nach Voraussetzung AD und BC gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms sind, gilt AD = BC.
Also ist ED = EC.

Da E nach Voraussetzung auch auf der Seite C'D liegt, ist damit E als Mittelpunkt von C'D nachgewiesen.

Aufgabe 240724:
Aus einem quadratischen Stiick Blech der Seitenldnge a soll ein

oben offener wiirfelférmiger Kasten hergestellt werden. Fiir das

Netz zum Herstellen eines solchen Kastens werden die beiden

Varianten in dem Bild zur Diskussion gestellt.

Beide Netze sind so angeordnet, dass die Diagonalen des gege-

benen Quadrates jeweils Symmetrieachsen des Netzes sind.

Ermittle in Abhéngigkeit von a die Grofe des Abfalls (im Bild schwarz) bei beiden Varian-
ten! Wenn bei einer Variante ein kleinerer Abfall entsteht, so gib diese Variante an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

VW'

) 4

a) b) kA‘

Variante 1:

Die Quadratfiiiche kann in genau 9 kongruente Quadrate mit der Seitenlénge § aufgeteilt werden (Ab-
bildung a); davon sind 4 Quadrate Abfall, die restlichen 5 bilden das Netz zum Herstellen des Kastens.
Folglich betrégt hier der Abfall %aQ.

Variante 2:

Die Quadratfliche kann in genau 32 kongruente gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke mit der Schen-
kellinge ¢ aufgeteilt werden (z. B. wie in Abbildung b); davon sind 12 Dreiecke Abfall, die restlichen 20
bilden das Netz zum Herstellen des Kastens. Der Abfall betragt %az.

Vergleich: Wegen 4 -8 > 3 -9 gilt % > %. Folglich ist der Abfall bei Variante 2 kleiner als bei Variante 1.

Aufgabe 260723:

Es sei ABCD ein Parallelogramm mit AB || CD und AD || BC'. Die Halbierende des Winkels /DAB
schneide die Seite C'D in einem inneren Punkt E. Die Parallele durch E zu AD schneide AB in F'.
Beweise, dass das Viereck AFED ein Rhombus ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D E C
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Nach Voraussetzung ist AB || CD und FE || AD, somit ist das Viereck AFED ein Parallelogramm mit
AF = DE und AD = EF.

Da der Winkel ZDAF durch AFE halbiert wird, gilt ZDAE = ZEAF. Auflerdem sind die Winkel ZEAF
und ZAED Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen und somit gleichgrof.

Damit gilt ZDAE = LEAF = ZAED, und das Dreieck AED ist nach der Umkehrung des Basiswinkel-
satzes gleichschenklig mit AD = DFE. Alsoist AF = DE = AD = EF, d.h., das Parallelogramm AFED
hat vier gleichlange Seiten und ist damit ein Rhombus.

Aufgabe 280723:

Es sei ABCD ein Trapez mit AB || CD, das folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Die Lingen der Seiten AB und C'D verhalten sich wie 5 : 4.

(2) Die Mittellinie des Trapezes hat eine Lénge von 5,4 cm.

(3) Die Hohe des Trapezes ist halb so grofi wie die Linge der Seite AB.

Untersuche, ob durch diese Angaben der Flacheninhalt des Trapezes ABCD eindeutig bestimmt ist.
Ist dies der Fall, dann gib den Fldcheninhalt des Trapezes in Quadratzentimetern an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen (1) gilt AB:CD =5:4, also CD = $AB. (4)

Da die Lange der Mittellinie im Trapez gleich der Hélfte der Summe der Léngen der beiden parallelen
Seiten ist, gilt wegen (2) 1(AB + CD) = 5,4 cm. Hieraus und aus (4) folgt

%(AB + %AB) =54cm= AB=06cm

Nach (3) folgt hieraus: Die Hohenlénge des Trapezes betridgt 3 cm. Daraus und aus (2) ergibt sich nach
der Formel fiir den Flacheninhalt des Trapezes, dass dieser (wegen 5,4 - 3 = 16,2) durch die Angaben (1)
bis (3) eindeutig bestimmt ist; er betriigt 16,2 cm?.

Aufgabe 310723:

a) Zeichne ein Parallelogramm ABCD, in dem die Seitenldngen AB = 5 cm, BC' = 3 c¢cm betragen
und der Winkel ZBAD die Groflie a@ = 50° hat!

Errichte iiber den Seiten AD und DC die Quadrate ADPQ und DCRS so, dass diese Quadratflachen
vollstéandig auBlerhalb der Parallelogrammfléiche liegen!

b) Beweise, dass fiir jedes Parallelogramm ABCD, bei dem ZBAD Kkleiner als 90° ist, nach dem
Konstruieren solcher Quadrate die Strecken BQ) und BR einander gleichlang sind und aufeinander
senkrecht stehen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Die Abbildung zeigt eine geforderte Zeichnung.

b) Nach Voraussetzung gilt AB = DC (Gegenseiten im Paral-
lelogramm ABCD) = C'R (Seiten im Quadrat DCRS) (1) und
AQ = DA (Seiten im Quadrat ADPQ) = C'B (Gegenseiten im
Parallelogramm ABCD). (2)

Fir ZBAD = o < 90° gelten die Gleichungen ZABC =
180° — « (3) und ZBCD = « (Winkel im Parallelogramm),
wegen ZQAD = /DCR = 90° (Winkel in Quadraten) also
/QAB = /BCR = 90° + a. (4)

Aus (1), (2), (4) folgt nach dem Kongruenzsatz sws ZABQ = ZCRB, also BQ = RB, (5) ZABQ =
/CRB = ¢, (6) ZAQB = ZCBR = . (7)

Nach (4), (6), (7) folgt aus dem Innenwinkelsatz a + ¢ + 1 = 90°; (8) aus (3), (6), (7) und (8) folgt
ZQBR =180° —a— ¢ — 1 = 90. (9) Mit dem Nachweis von (5) und (9) ist der verlangte Beweis gefiihrt.
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Aufgabe 320722:

ABCD sei ein Quadrat, sein Flicheninhalt betrage 25 cm?. Ein Punkt E liege so auf der Verlingerung
der Diagonalen AC' iiber C hinaus, dass die Strecke AF doppelt so lang wie die Strecke AC' ist.
Ermittle unter diesen Voraussetzungen den Fldcheninhalt des Vierecks ABE D!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

E Die Dreiecke AED und ACD haben D als gemeinsame Ecke,

die der Seite AE bzw. der (in AE enthaltenen) Seite AC' ge-
geniiberliegt; sie haben also dieselbe zu diesen Seiten senkrechte
D Hohe.
Daher und wegen AE = 2 - AC hat AED doppelt so grofien
Flacheninhalt wie AC'D. Ebenso (mit B statt D) folgt: AEB hat
doppelt so groien Fliacheninhalt wie ACB.
Damit erhdlt man: Der Fliacheninhalt von ABED ist das Zweifache
des Flicheninhaltes von ABCD; somit betrigt er 50 cm?.

Aufgabe 320723:

Es sei ABC' ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei B und mit AB =5 ¢cm, BC = 3
cm. Die Mittelsenkrechte von AC' schneide AC' in M und AB in E.

a) Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die Winkel /M EA und ZMC B einander gleichgrofl
sind!

b) Ein Punkt D liege so auf der Geraden durch F und M, dass AC den Winkel /D AB halbiert.
Beweise, dass das Viereck ABCD dann ein Trapez sein muss!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D C

A E B

a) Mit ZBAC = « gilt wegen AM | MFE bzw. AB 1 BC nach dem Innenwinkelsatz, auf die Dreiecke
AME bzw. ABC angewandt, /M EA = /MCB = 90° — a.

b) Da AC den Winkel ZDAB halbiert, ist ZDAC = ZBAC.

Da ferner D auf der Mittelsenkrechten von AC' liegt, gilt AD = C'D. Nach dem Basiswinkelsatz ist also
/DCA=/DAC.

Somit gilt ZBAC = ZDC A, und nach der Umkehrung des Wechselwinkelsatzes folgt AB || DC. Damit
ist ABCD als ein Trapez nachgewiesen.

111 Runde 3

Aufgabe 020735:

Gegeben ist ein Trapez ABCD und innerhalb des Trapezes ein Kreis, der alle 4 Seiten beriihrt. Sein
Mittelpunkt ist M.

Beweise, dass der Winkel AM D und der Winkel BM C' rechte Winkel sind!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Trapezinnenwinkel am gleichen Schenkel sind zusammen je 180°. Die Strecken von M zu den Eck-
punkten sind die Winkelhalbierenden der Innenwinkel. Daher gilt

a+o

LMDA+ ZDAM = = 90°

Nach dem Innenwinkelsatz fiir das Dreieck AM D folgt, dass der gesuchte Winkel ebenfalls 90° grof} ist.
Ebenso gilt das Gesagte am anderen Schenkel des Trapezes.

Aufgabe 030735:

Zeichne ein Parallelogramm und eine auflerhalb des Parallelogramms liegende Gerade, die zu einer
der Diagonalen des Parallelogramms parallel ist! Verlangere die Seiten des Parallelogramms so, dass
sie die Gerade schneiden!

Beweise, dass die beiden von den Verlangerungen je zweier Parallelseiten auf der Geraden begrenzten
Abschnitte gleich grof3 sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

So

Sa

Ss3 D C

B

Die beiden Abschnitte sind zur selben Diagonalen parallel und als Parallelogrammseiten auch genau so
lang wie diese Diagonalen, also sind sie auch untereinander gleich lang.
In der Darstellung gilt z. B. 5155 = AC' = 5,.55.

Aufgabe 040732:
Zeichne ein nicht gleichseitiges Parallelogramm, und beweise, dass die Schnittpunkte der Winkelhal-
bierenden dieses Parallelogramms die Eckpunkte eines Rechteckes sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D ¢ Entsprechend der Aufgabenstellung muss der Beweis nur fiir das
gezeichnete Parallelogramm gefiihrt werden. Wir betrachten als
Beispiel den abgebildeten Fall und wihlen von den verschiede-
nen Beweismoglichkeiten, bei denen auch Drehungen und Paral-
lelverschiebungen verwendet werden konnen, die folgende:

A B
Es gilt ZEDC = ZABG = ZBIC und damit EH || F'G. Entsprechend beweist man HG || EF. Also ist
EFGH ein Parallelogramm.
Bezeichnet R einen rechten Winkel, so gilt

1 1
LZAGB =2R — §LDAB — 5(2R —/ZDAB)=R

Das Parallelogramm FEFGH ist daher ein Rechteck.
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Aufgabe 040734:

Durch einen Punkt P im Inneren eines Quadrates ABC D werden zwei
aufeinander senkrecht stehende Geraden so gelegt, dass jede Gerade
zwei gegeniiberliegende Seiten des Quadrates schneidet (siehe Abbil-
dung).

Beweise, dass die beiden Strecken EG und HF' gleich lang sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D d
ot

P
M

oQ

A EN B

Wir legen durch F' die Parallele zu AB und durch G die Parallele zu BC.

Es entstehen die Punkte M und N (siehe Abbildung). Dann gilt NG = MF; ZMFH = ZNGE wegen
MF 1 NG, HF 1 EG. Daraus folgt die Kongruenz der Dreiecke AENG und AHMF'.

Also gilt: EG = HF.

Aufgabe 050735:
In dem Trapez ABCD sei AB || DC. Ferner gelte AD = DC = CB.
Beweise, dass die Diagonale AC' den Winkel ZDAB halbiert!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Sei ZBAD := «. Dann ist auch ZABC = «, da AD = BC und damit das Trapez gleichschenklig ist.
Daraus ergibt sich analog: ZADC = ZBCD = 180° — a.

Nun gilt, dass das Dreieck AACD gleichschenklig ist, da AD = CD. Mit ZCAD = ZACD := § gilt in
diesem Dreieck:

LCAD + LZACD + ZADC = 180° Innenwinkelsummensatz im Dreieck

also f = 5. Damit halbiert 5 den Winkel a oder anders: die Diagonale AC halbiert den Winkel ZDAB.

Aufgabe 070731:

Die Seiten eines Sechsecks, bei dem keine Seite zu einer anderen parallel verlduft, werden iiber die
Eckpunkte hinaus verldngert.

Wie viel neue Schnittpunkte kénnen dabei héchstens entstehen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Losung lduft auf die Frage hinaus: ,,Wie viel Schnittpunkte kénnen 6 Geraden maximal haben, wenn
keine von ihnen zu einer anderen parallel verlauft? Dabei ist am Schluss die Anzahl der Eckpunkte des
Sechsecks zu subtrahieren.

Jede Gerade kann mit den iibrigen 5 Geraden hochstens 5 Schnittpunkte haben. Bei 6 Geraden erhélt
man also hochstens 6 - % = 15 Schnittpunkte, da zu jedem Schnittpunkt in diesem Falle genau 2 Geraden
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gehoren. Da die Ecken des Sechsecks 6 dieser Schnittpunkte darstellen, konnen also hochstens 9 neue
Schnittpunkte entstehen.

Aufgabe 090733:

Beweise folgenden Satz!

Ist ABCD ein konvexes Viereck, so ist seine Fliache inhaltsgleich der Fliache jedes Dreiecks, bei dem
zwei Seiten gleichlang den Diagonalen des Vierecks sind und als Winkel einen der Schnittwinkel der
Diagonalen einschlieflen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es sei M der Schnittpunkt der Diagonalen. Man zieht die Paralle-

len zu den Diagonalen durch die Punkte A, B, C und D. Sie mogen
sich in den Punkten E, F, G, H schneiden.

Dann ist FFGH laut Konstruktion ein Parallelogramm, dessen
Fléache bei geeigneter Wahl der Bezeichnungen E, F, G, H aus den
Flachen der vier Parallelogramme AMDH, BMAE, CMBF und
DMCG zusammengesetzt ist.

Da diese Teilparallelogramme durch die Strecken AB, BC, CD
und DA halbiert werden, ist der Flidcheninhalt des Parallelo-
gramms FFGH doppelt so grofl wie der des Vierecks ABCD.

Daher ist der Flidcheninhalt jedes Dreiecks, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht und folglich
einem der Dreiecke AEFG, AEFH kongruent ist, jeweils gleich dem des Vierecks ABCD.

Aufgabe 090735:

Beweise folgenden Satz!

Zieht man durch jeden Eckpunkt eines Rechtecks die Parallele zu derjenigen Diagonale, auf der der
betreffende Eckpunkt nicht liegt, so bilden die Schnittpunkte dieser vier Parallelen die Ecken eines
Rhombus.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck, FE, F, G, H sind so gele-

gen, dass A auf FF, B auf FG, C auf GH, D auf HE liegt und
FG || AC || EH sowie EF || DB || HG gilt.

Behauptung: EFGH ist ein Rhombus.

Beweis: Nach Voraussetzung ist EF BD ein Parallelogramm, also
gilt EF = DB. Ebenso erhélt man: HG = DB, FG = AC, EH =
AC.

Da im Rechteck ABC'D ferner AC' = DB gilt, folgt aus den vorigen
Gleichungen FH = FG = HG = EH und damit die Behauptung.

Aufgabe 110733:

Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit der Seitenldnge a. Auf BC liege ein Punkt P; derart, dass
BP, = P,C gilt, auf CD liege ein Punkt P, mit P,D = 3CP, und auf DA liege ein Punkt P; mit
P3A=3DPs.

Ein Punkt P wandere auf Seiten des Quadrates von P; iber B und A nach Ps.
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Es sei nun Ag der Flicheninhalt des Quadrates ABC'D und Ay der des Vielecks PP, Py Ps.
Ermittle simtliche Lagen von P, fiir die das Verhaltnis Ag : Ay

a) am grofiten,
b) am kleinsten ist!

Berechne das Verhéltnis fiir jeden der beiden Fille!
Dabei sei auch zugelassen, dass P mit P; bzw. P3 zusammenfallt, falls hierbei eines der gesuchten
Verhiéltnisse auftritt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
D noc Laut Aufgabe gilt:

AB=BC=CD=DA=a : BR:P@:g

3
C&:D&:% ;A&:gD:f
Das Vieleck PP, P, P; hat genau dann den kleinsten Fldcheninhalt,
) wenn das Dreieck AP PPs (zur Strecke Py Ps entartet ist und damit)
\Z\ h B den kleinsten moglichen Fldcheninhalt 0 hat.

Dies tritt genau dann ein, wenn P = P; oder P = Pj gilt. In diesem Falle ist der Fldcheninhalt des
Vielecks PPy P, P3 gleich dem des Dreiecks AP Py Ps.

Der Flacheninhalt des Vielecks PP; P, P5 ist genau dann am gréfften, wenn der des Dreiecks APP; P3 am
grofiten ist, weil die Dreiecke auf verschiedenen Seiten der Geraden g liegen. Dies ist genau dann der Fall,
wenn der Punkt P den gréfiten Abstand von P; P3 hat.

Zieht man durch A die Parallele h zu der Geraden g durch P; und P3, dann erkennt man, dass unter
allen moglichen Lagen des Punktes P dieser genau im Falle P = A den grofiten Abstand von der fest
vorgegebenen Seite P; P35 hat; denn fiir alle anderen Lagen des Punktes P liegt dieser im Innern des von
g und h begrenzten Parallelenstreifens oder auf g, weil P3A nach Voraussetzung grofler als Py B ist.

a) Den Flacheninhalt AD des Dreiecks APy P, P; erhélt man, wenn man vom Flidcheninhalt Ag des
Quadrates ABCD die Flacheninhalte der Dreiecke AP, P;C und AP3;P, D sowie den Flacheninhalt des
Trapezes P, P3AB subtrahiert. Es gilt daher

1 3a a 1<a 3a) , a* 3a* 5a?  Tad?
Ap =a - — | =+ — -a:a———————3—2

1 a a n
2 2 4 2 4 4 2\2 4 16 32 8
Das gesuchte Verhiltnis der Flidcheninhalte betriigt in diesem Falle, wegen Ag = a? und Ay = Ap

72
AD:AQ:?)%Z(Z2:7:32

b) Entsprechend kann der Fliacheninhalt Ay des Vierecks P) P, P3A ermittelt werden:

Das gesuchte grofite Verhdltnis der Flacheninhalte betrégt also Ay : Ag =19 : 32.

Aufgabe 110735:

Beweise den folgenden Satz:

Ist P ein Punkt, der im Innern oder auf dem Rande eines Quadrates ABC'D liegt, so ist die Summe der
Léngen der Verbindungsstrecken von P mit den vier Eckpunkten A, B, C, D grofler als die doppelte
Lénge einer Quadratseite!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D C
(o5 O
Essei AB = BC = CD = DA = a. Ferner sei P ein Punkt der Quadrat-
23 flache, und es gelte: AP = x1, BP = x9,CP = z3, DP = 4.
o4 Dann gilt unter Benutzung der Dreiecksungleichung:
P

(1) x1+x2 >0 , (2) o+ x3 > a,

z1 2 (3) T3+ T4 > a , (4) T4+ 21 > Q.
a B

Dabei gilt in (1), in (2), in (3) bzw. in (4) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn P auf AB, auf BC, auf
CD bzw. auf DA liegt. Da dies bei keiner Lage von P fiir alle vier Seiten AB, BC, CD, DA gleichzeitig
zutrifft, gilt bei keiner Lage von P in allen vier Beziehungen (1), (2), (3), (4) das Gleichheitszeichen.
Somit ergibt sich stets 2z1 + 225 + 2x3 4+ 224 > 4a und daher 1 + x5 + x3 + x4 > 2a

Aufgabe 120733:
Konstruiere ein konvexes Fiinfeck ABCDFE, das folgende Eigenschaften hat:

) AB=CD =5 cm,

) ZEAB = ZABC = 95°,
) BC = CE = BE,

)

(
(
(
(4) AE = ED.

1
2
3
4

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Bedingungen (1) bis (4) ein
konvexes Fiinfeck ABC DE bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Dy 5 cm (I) Angenommen, ABCDE sei ein Fiinfeck, das den Bedingungen

C der Aufgabe entspricht.
Dann ist ABCE gleichseitig, also gilt ZCBE = 60°. Ferner liegen
A und C nicht auf derselben Seite der Geraden durch die Punkte
B und F, da ABCDE konvex ist. Daher gilt:

LABE = ZABC — ZCBE = 95° — 60° = 35°

(IT) Daher erfiillt ein Fiinfeck ABC DE nur dann die Bedingungen
der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden
kann:

(a) Wir konstruieren ein Dreieck AABE aus AB =5 cm, ZEAB = 95° und ZABE = 35°.

(b) Wir schlagen die Kreise um B und E mit dem Radius BE. Schneiden sie sich in einem Punkt, der
nicht auf derselben Seite der Geraden durch B und E wie A liegt, so sei dieser C' genannt.

(¢) Wir schlagen den Kreis um C' mit dem Radius 5 ¢cm und den Kreis um E mit dem Radius AE.
Schneiden sie sich in einem nicht auf derselben Seite der Geraden durch C' und E wie B liegenden Punkt,
so sei dieser D genannt.

(IIT) Beweis, dass jedes so konstruierte Fiinfeck ABCDE den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion ist AB = CD =5 cm, BC = CE = BE, AB = DE, also sind (1), (3), (4) erfiilt.
Ferner ist /ZEAB = 95°, ZABE = 35°, und, da ABCFE gleichseitig ist, /CBFE = /BCE = /BEC =
60°. Da A und C auf verschiedenen Seiten der Geraden durch B und E liegen, gilt

LABC = ZABE + ZCBE = 35° + 60° = 95°
also ist auch (2) erfiillt, und es gilt
ZAEB = 180° — 95° — 35° = 50°
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Weiterhin ist ADCE = AABE (sss), also ZEDC = 95°, /DCE = 35° und ZDEC = 50°.
Da ferner B und D auf verschiedenen Seiten der Geraden durch C und E liegen, gilt

/4BCD = /BCE + ZDCFE = 60° 4 35° = 95°

Schliefllich gilt:
LAED = ZAEB + Z/BEC + ZDEC = 50° + 60° + 50° = 160°

Also hat ABCDE an allen fiinf Ecken Innenwinkel, deren jeder kleiner als 180° ist, ist somit konvex.

(IV) Konstruktionsschritt (a) ist wegen 95° 4+ 35° < 180° nach dem Kriterium wsw bis auf Kongruenz
eindeutig ausfiithrbar.

Ebenso ist Konstruktionsschritt (b) aus bekannten Griinden eindeutig ausfithrbar, d. h., es existiert genau
ein solcher Schnittpunkt C.

SchlieBlich ist auch Konstruktionsschritt (c) aus bekannten Griinden eindeutig ausfithrbar. Das Fiinfeck
ABCDE ist somit durch die Bedingungen (1) bis (4) bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 150733:

Untersuche, ob sich in der Ebene fiinf (paarweise) verschiedene Geraden so zeichnen lassen, dass sie
genau drei Schnittpunkte miteinander haben, d.h., ob es in einer Ebene 5 (paarweise) verschiedene
Geraden p, q,r, s, t und 3 (paarweise) verschiedene Punkte A, B, C so gibt, dass jeder der Punkte A,
B, C der Schnittpunkt (mindestens) zweier der Geraden p, ¢, 7, s,t ist und dass jeder Schnittpunkt
(mindestens) zweier dieser Geraden einer der Punkte A, B, C ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Behauptung: Es gibt keine 5 Geraden und 3 Punkte, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Beweis: Angenommen, es gébe 5 derartige Geraden p,q,r, s,t und 3 derartige Punkte A, B,C. Dann
lassen sich 2 Fille unterscheiden:

a) Die Punkte A, B, C liegen auf einer und derselben Geraden (etwa p).
b) Die Punkte A, B, C liegen nicht auf einer und derselben Geraden.

Fall a) Es geht laut Aufgabe noch (mindestens) je eine weitere der genannten Geraden durch A bzw. B
bzw. C. Da kein weiterer Schnittpunkt auftreten soll, miissen diese 3 Geraden (etwa ¢, 7, s) zueinander
parallel sein. Jede weitere (fiinfte) Gerade durch einen der Punkte A, B, C ist nun zu ¢, und s nicht
parallel und erzeugt daher (mindestens) einen weiteren (vierten) Schnittpunkt, entgegen der Annahme.

Fall b) Es kénnen entweder die A, B,C enthaltenden Geraden (etwa p,q,r) jede genau einen dieser
Punkte enthalten und zueinander parallel sein, dann liefert bereits jede vierte Gerade, die durch einen
der Punkte A, B, C verlauft, (mindestens) einen weiteren Schnittpunkt, da sie zu p, ¢, r nicht parallel ist,
oder (mindestens) eine der Geraden (etwa p) enthélt zwei der Punkte A, B, C (etwa A, B).

Dann kann von den (mindestens) zwei Geraden, die sich im dritten der Punkte (C') schneiden, nur die eine
(¢) auBer durch C auch noch durch einen der Punkte A, B (etwa A) verlaufen und die andere (r) entweder
zu p parallel sein oder durch C und B verlaufen, da andernfalls ein weiterer Schnittpunkt entstiinde.

Das heifit, es lassen sich durch C hochstens drei Geraden (g,r, s) unter den Bedingungen der Aufgabe
legen, wenn p durch A und B verlduft. Jede weitere Gerade (t) durch einen der Punkte A, B ist stets
zu (mindestens) drei der Geraden p, g, r, s nicht parallel und liefert daher (mindestens) einen weiteren
Schnittpunkt, entgegen der Annahme. Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Aufgabe 170736:

In einem Quadrat ABC'D habe die Diagonale AC eine Lange von 10,0 cm.

a) Konstruiere ein solches Quadrat! Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

b) Ein Rechteck EFGH heifit dann dem Quadrat ABCD einbeschrieben, wenn bei geeigneter Be-
zeichnung E auf AB, F auf BC, G auf CD und H auf DA liegt. Dabei gilt EF || AC.

Ermittle fiir jedes derartige Rechteck EFGH seinen Umfang!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Da in jedem Quadrat die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen, einander gleich lang sind und
einander halbieren, liegen die Eckpunkte B und D erstens auf der Mittelsenkrechten von AC und zweitens
auf dem Kreis mit dem Radius ‘42—0 um den Mittelpunkt von AC.

Daher entspricht ein Quadrat ABCD nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch folgende

Konstruktion erhalten werden kann:

1. Wir zeichnen eine Strecke AC der Lange AC' = 10,0 cm und konstruieren ihre Mittelsenkrechte.

2. Wir beschreiben um den Mittelpunkt M der Strecke AC' den Kreis mit dem Radius %AC.

3. Schneidet der Kreis die Mittelsenkrechte in zwei Punkten, so seien diese B bzw. D genannt. ABC'D
ist das gesuchte Quadrat.

Beweis: Laut Konstruktion gilt BD L AC. Ferner gilt laut Konstruktion AM = CM = BM = DM.
Folglich sind nach dem Kongruenzsatz (sws) die Dreiecke AMB, BMC,CMD und DM A zueinander
kongruent. Also gilt: AB = BC =CD = DA.

Da die erwdhnten Dreiecke ferner rechtwinklig-gleichschenklig mit der Spitze in M sind, sind ihre Ba-
siswinkel je 45° grof. Da schliefflich jeder der Winkel ZABC, Z/BCD,/ZCDA, ZDAB gleich der Summe
zweier dieser Basiswinkel ist, hat jeder von ihnen die Grofie 90°. Folglich ist ABC' D ein Quadrat, und es
hat die vorgeschriebene Diagonalenldnge.

b) Dem Quadrat ABCD sei ein Rechteck EFGH so einbeschrieben, wie es in der Aufgabenstellung
angegeben ist. F'G schneide die Diagonale AC in P und HFE die Diagonale AC in Q). Da die Diagonale
eines Quadrates als Symmetrieachse die Innenwinkel halbiert, gilt Z/CAB = 45°.

Wegen EF || AC folgt ZCAB = ZFEB = 45° als Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen und wegen
LFEH = 90° folgt ZHEA = 45°. Somit ist das Dreieck AEQ wegen der gleichgroBen Basiswinkel
gleichschenklig, und es gilt AQ = QFE.

Analog gilt AQ = HQ, also FH = 2AQ. Entsprechend folgt FG = 2CP. Wegen EH = FG folgt hieraus
AQ = CP. SchlieBlich gilt wegen EF || QP und EQ || FP auch EF = QP.

Fiir den Umfang u des Rechtecks EFGH gilt folglich:
u=2(EF + EH) =2(QP + AQ + CP) =2AC

Der Umfang jedes derartigen Rechtecks EFGH betrigt somit 20,0 cm.
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Aufgabe 190736:

Es sei ABCD ein Quadrat mit der Seitenlédnge 6 cm und E der Mittelpunkt der Seite AD. Auf CFE
sei ein Punkt F' so gelegen, dass die Flachen der Dreiecke AFE und BCF' inhaltsgleich sind.
Ermittle den Fliacheninhalt des Dreiecks ABF'!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

D C Das Lot von F' auf C'B habe die Linge x c¢cm, das Lot von F auf AD

? F ? hat dann die Lénge (6 — ) cm. Da die Flécheninhalte der Dreiecke

DA p AFFE und BCF gleich sind und FE Mittelpunkt von AD ist, gilt
E 1 3 (6—ac)—1 6x also r=2

2 2 B
folgt.
& S Fir die Flacheninhalte Aaxpr, Agcp, Acr, Aapcp der Dreiecke
A B ABF, ECD, BCF bzw. des Quadrates ABCD gilt
Aapr = Aapcp — Aepcp — 2ABcr Aapep = 36 cm?
1 1
AECD:5-6~3cr112:90m2 ABCF:§-2~60m2:60m2

Folglich ist Aspr = 15 cm?.

Aufgabe 200735:

Von einem Trapez ABCD mit AB | CD wird vorausgesetzt, dass sich die beiden Kreise, die die
Seiten AD bzw. BC' des Trapezes als Durchmesser haben, von auflen beriihren.

Beweise aus dieser Voraussetzung, dass die Summe der Léangen der Seiten AB und C'D gleich der
Summe der Léngen der Seiten AD und BC ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Mittelpunkte der genannten Kreise seien E bzw.

DcC F', ihre Radien ry bzw. ro. Da E'F die Mittellinie des
Trapezes ist, gilt EF = £(AB + CD).

Ferner ist E'F' die Verbindungsstrecke der Mittelpunk-
te zweier sich von auflen beriihrender Kreise mit den
Radien 71, ro, also gilt EF = ry + ro. Daraus folgt
AB+CD =2 -FEF =2(rl +r2).

Andererseits haben die Durchmesser AD bzw.
BC der genannten Kreise die Léngen AD = 2rq,
BC = 27’2.

Somit gilt AD + BC = 2ry 4 2ry = 2(r1 + 179) = AB+ CD.

Aufgabe 210731:
In einer Mathematikstunde zeichnet der Lehrer genau zehn Vierecke an die Wandtafel und fordert
die Schiiler auf, Aussagen tber diese zu treffen. Er erhélt folgende Antworten:

Axel: ,,An der Tafel befinden sich mindestens zwei Quadrate.“

Beate: ,,An der Tafel sind genau doppelt so viele Rechtecke wie Quadrate.®
Christa: ,,An der Tafel ist genau ein Parallelogramm.*

Detlev: ,,An der Tafel sind genau doppelt so viele Trapeze wie Rechtecke.*

Der Lehrer teilt danach der Klasse mit, dass genau eine dieser vier Aussagen falsch war.
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a) Von wem kam die falsche Aussage?

b) Ermittle fiir die einzelnen Arten von Vierecken jeweils die Anzahl der Vierecke dieser Art an der
Tafel, soweit diese Anzahl aus den vorliegenden Angaben hervorgeht!

c) Skizziere, wie nach diesen Angaben das Tafelbild ausgesehen haben kénnte!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Angenommen, die Aussage von Axel wére falsch.

Dann befinde sich an der Wandtafel entweder kein oder genau ein Quadrat; ferner wiren dann die
anderen drei Aussagen wahr. In dem Fall, dass kein Quadrat an der Tafel wére, folgte: Nach den wahren
Aussagen von Beate und Detlev wére kein Trapez an der Tafel, nach der Aussage von Christa aber ein
Parallelogramm. Das ist ein Widerspruch, da jedes Parallelogramm ein Trapez ist.

In dem Fall, dass genau ein Quadrat an der Tafel wire, folgte:
Nach der Aussage von Beate wéren zwei Rechtecke an der Tafel, nach der Aussage von Christa aber nur
ein Parallelogramm. Das ist ein Widerspruch, da jedes Rechteck ein Parallelogramm ist.

Also ist Axels Aussage wahr; es befinden sich mindestens zwei Quadrate an der Tafel.
Daher und weil jedes Quadrat ein Parallelogramm ist, ist Christas Aussage falsch. Die Aussagen von
Beate und Detlev sind somit wahr.

b) Wiren mindestens drei Quadrate an der Tafel, so wiren folglich mindestens zwolf Trapeze an der
Tafel. Das ist ein Widerspruch, da nur zehn Vierecke gezeichnet wurden.

Daher waren genau zwei Quadrate an der Tafel. Hiernach waren genau vier Rechtecke an der Tafel. Da
jedes Quadrat ein Rechteck ist, waren es also aufler den zwei Quadraten noch genau zwei Rechtecke, die
nicht Quadrate waren. Ferner waren genau acht Trapeze an der Tafel. Da jedes Rechteck ein Trapez ist,
waren es also auer den vier Rechtecken noch genau vier Trapeze, die nicht Rechtecke waren. Schliellich
waren somit von den zehn Vierecken aufler den acht Trapezen genau zwei Vierecke, die nicht Trapeze
waren.

c¢) Ein mogliches Tafelbild fiir diese Mathematikstunde ist:

|| WDQD

Aufgabe 210735:

Es sei ABCD ein beliebiges Parallelogramm, und es sei P ein beliebiger Punkt im Innern dieses
Parallelogramms, der nicht auf einer seiner Diagonalen liegt. Ferner sei S der Schnittpunkt der
Parallelen durch B zu PD und durch D zu PB.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen das Viereck ASCP stets ein Parallelogramm ist!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
Das Viereck DSBP ist auf Grund der Voraussetzun-

gen ein Parallelogramm, und es gilt deshalb SB =
B ¢ DP,SB| DP.
p Aus AB || CD und SB || DP folgt Z/SBA = ZPDC.
Wegen AB = CD und SB = DP und ZSBA =
ZPDC gilt (nach wsw) AABS = ACDP. Aus der
Kongruenz dieser Dreiecke folgt AS = CP.

~

In analoger Weise ldsst sich AP = C'S nachweisen.
A B Folglich ist das Viereck ASCP ein Parallelogramm.

2. Losungsweg:
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M sei Diagonalenschnittpunkt im Parallelogramm ABCD. Dann ist, da die Diagonalen im Parallelo-
gramm einander halbieren, M auch Diagonalenschnittpunkt im Parallelogramm DSBP. Mithin ist M
gemeinsamer Halbierungspunkt von AC und SP, und ASC P ist daher ein Viereck, in dem die Diagonalen
einander halbieren, also ein Parallelogramm.

Aufgabe 220735:

Beweise folgenden Satz!

Wenn PQRS ein Trapez mit PQ || SR ist und wenn T der Schnittpunkt der Diagonalen PR und
@S ist, dann haben die Dreiecke PST und QRT einander gleichen Flacheninhalt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

g R Wegen PQ || SR haben die Dreiecke PQ.S und PQR zu ihrer gemeinsa-
men Seite PQ als Grundlinie gleichlange Hohen. Also haben sie einander
gleichen Flacheninhalt.

Subtrahiert man von ihm den Flacheninhalt des Dreiecks PQT, so ergibt
sich, dass die Dreiecke PST und QRT einander gleichen Flécheninhalt
P @  haben.

Aufgabe 230732:
Beweise, dass jedes Viereck ABC D, in dem die Innenwinkel ZABC, ZBCD und ZCDA die Gréfien
2, 3a bzw. 4 haben (wo « die Gréfie des Innenwinkels /D AB bezeichnet), ein Trapez ist!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
Nach dem Satz iiber die Innenwinkelsumme im Viereck gilt fiir jedes Viereck mit den genannten Innen-
winkelgrofien

a+ 2+ 3a + 4o = 360°

Daraus folgt
/DAB+ /CDA = o+ 4a = 180°

Nach der Umkehrung des Satzes iiber entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen gilt
somit AB || DC, also ist ABCD ein Trapez.

Aufgabe 240736:
Ein Viereck ABCD habe folgende Eigenschaften:

(1) AB || DC und AD } BC,
(2) AD = BC =3 - DC = a, wobei a eine gegebene Lange ist,
(3) £LBAD = 60°.

Ermittle den Umfang u dieses Vierecks in Abhéngigkeit von a!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

wla
Q

D

60° 60°\ [60°
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Wegen (1) und (2) ist ABCD ein gleichschenkliges Trapez. Wegen (3) gilt daher
(4) ZOBA = 60°.
Die Parallele zu BC durch D schneide AB in E. Da Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen gleichgrofl
sind, folgt hieraus und aus (4)
(5) ZDEA = 60°.
Hieraus und aus (3) (sowie dem Winkelsummensatz) folgt dann, dass das Dreieck AED gleichseitig ist.
Wegen (2) gilt daher
(6) AE = AD = a.
Da BC || ED und wegen (1) auch EB || DC gilt, ist EBCD ein Parallelogramm. Hieraus und aus (2)
folgt dann
(7) EB=DC = 3.
Fir den Umfang u des Vierecks ABCD gilt daher
11

u:AE+EB+BC+CD+DA:a+%+a+§+a:Eﬂ

Aufgabe 250733:
Fiir ein Viereck ABCD werden die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) gefordert:

(1) ABCD ist ein Parallelogramm.

(2) Die Winkelhalbierenden von ZBAD und ZABC' schneiden sich in einem Punkt F, der auf der
Geraden durch C und D liegt.

(3) Es gilt AE =6,0 cm und BE = 4,0 cm.

a) Beweise, dass jedes Viereck ABCD, das diese Bedingungen erfiillt, aus den gegebenen Léngen 6,0
cm und 4,0 cm konstruiert werden kann!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion!

c) Beweise, dass jedes Viereck ABC D, das nach deiner Beschreibung konstruiert wird, die Bedingun-
gen (1), (2), (3) erfiillt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Fiur jedes Viereck ABC'D, das (zusammen mit einem Punkt E) die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt,
gilt:

Nach (1), also BC || AD, ist ZBAD + ZABC = 180°. Nach (2) ergibt sich durch Halbieren Z/BAFE +
ZABE = 90°; hieraus folgt nach dem Innenwinkelsatz, dass ZAEB ein rechter Winkel ist.

Nach (3) liegen A und B so auf seinen Schenkeln, dass EA = 6,0 cm und EB = 4,0 cm gilt. Nach (1) ist
die Gerade p durch C' und D eine Parallele zu AB; nach (2) geht sie durch E.

Auf dieser Geraden p liegt D; ferner liegt D nach (2) auf dem Schenkel AD des Winkels ZBAD, der
doppelt so grof} ist wie /BAE.

Auch C liegt auf der Geraden p; ferner liegt C' nach (1) auch auf der Parallelen ¢ durch B zu AD.

Damit ist bewiesen, dass jedes Viereck ABCD, das (1), (2), (3) erfiillt, nach der folgenden Beschreibung
konstruiert werden kann:

D E c

b) (I) Man konstruiert einen rechten Winkel mit dem
Scheitel E.

(IT) Von E aus triagt man auf einem Schenkel dieses Win-
kels die Strecke E A der Lange 6,0 cm und auf dem anderen
Schenkel die Strecke EB der Lange 4,0 cm ab.

(III) Man konstruiert die Parallele p durch E zu AB.

6 cm 4 cm

A B
(IV) In A trédgt man an AE nach derjenigen Seite, auf der B nicht liegt, den Winkel der Grofie ZBAFE
ab und bezeichnet den Schnittpunkt von seinem freien Schenkel und von p mit D.
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(V) Man konstruiert die Parallele ¢ durch B zu AD und bezeichnet den Schnittpunkt von p und von ¢
mit C.

¢) Fiir jedes Viereck ABCD, das nach dieser Beschreibung konstruiert wird, gilt:

Nach (III) und (V) ist DC || AB und BC || AD, also (1) erfullt. Nach (V) und (IV) ist p die Gerade
durch C und D, auf ihr liegt E; durch E geht nach (IV) die Winkelhalbierende von ZBAD.

Nach (I) und dem Innenwinkelsatz ist ferner /BAE + ZABE = 90°; nach (IV) folgt hieraus durch
Verdoppeln /BAD + 2 - ZABE = 180°.

Andererseits folgt aus BC || AD: ZBAD + ZABC = 180°. Also ist 2- ZABE = ZABC somit geht auch
die Winkelhalbierende von ZABC durch E, folglich ist (2) erfiillt. Nach (II) ist auch (3) erfiillt.

Aufgabe 260733:

Es sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck; sein Umkreis k& habe den Mittelpunkt M. Der Strahl aus A
durch M schneide k in D, der Strahl aus B durch M schneide k£ in E, der Strahl aus C' durch M
schneide k in F'.

Ermittle das Verhéltnis der Fliacheninhalte des Sechsecks AFBDCE und des Dreiecks ABC!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Da die Dreiecke M FA und MCA in den Seitenlangen M F, MC

(Radien von k) und in der Lange der zugehorigen Hohe (Lot von
A auf den Durchmesser F'C') iibereinstimmen, gilt mit der Be-
zeichnung: Ist PQR ein Vieleck, so bezeichnet J(PQR) seinen
Flicheninhalt: J(MFA) = J(MCA).

Entsprechend erhélt man J(MCD) = JMCA), JIMFB) =
J(MCB), J(MCE) = J(MCB), J(MDB) = J(MAB),
J(MAE) = J(MAB).

Durch Addition dieser Gleichungen ergibt sich J(AFBDCE) =
2. J(ABC). Das gesuchte Verhiltnis betrigt folglich 2:1.

Aufgabe 290732:
C Gegeben sei ein regelméfliges Neuneck ABCDEFGHI.
D

a) Ermittle die Anzahl aller Diagonalen dieses Neunecks!

b) Ermittle die Grofle eines Innenwinkels dieses Neunecks!

¢) Es sei K der Schnittpunkt der Diagonalen AC' und BE. Er-
mittle die GroBe des Winkels ZC K E!

Hinweis: Ein Neuneck heifft genau dann regelmaflig, wenn alle
G seine Seiten dieselbe Léange und alle seine Innenwinkel dieselbe
i GroBe haben.

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Von jeder Ecke des Neunecks gehen genau sechs Diagonalen aus. Addiert man diese (fiir jede der neun
Ecken gebildeten) Anzahlen 6, so hat man in dem entstehenden Ergebnis 9-6 = 54 jede Diagonale genau
zweimal erfasst. Also betrigt die Anzahl aller Diagonalen des Neunecks 27.

b) Durch die sechs von einer Ecke ausgehenden Diagonalen wird das Neuneck in genau sieben Dreiecke
zerlegt. In jedem dieser Dreiecke betrégt die Summe seiner Innenwinkel 180°.

Addiert man alle Innenwinkel in diesen Dreiecken, so ergibt sich die Summe aller Innenwinkel des Neun-
ecks; diese Summe betrégt folglich 7-180°. Da alle neun Innenwinkel des Neunecks dieselbe Gréfie haben,
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hat jeder dieser Innenwinkel die Grofie % = 140°.

c) Aus LABC = /BCD = ZCDE = 140° (1) und AB = BC =
CD = DF folgt nach dem Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz

LCAB=/ACB=/DBC = /BDC = /ECD = LZCED = 20°
2)
sowie nach dem Kongruenzsatz sws ABCD = ACDE, also BD = CE.
(3)
Ist L der Schnittpunkt von BD mit C'E, so folgt ferner aus (2) nach
der Umkehrung des Basiswinkelsatzes CL = DL. Hieraus und aus (3)
ergibt sich BL = EL. (4)

Nach dem Scheitelwinkelsatz und dem Innenwinkelsatz sowie wegen (2) ist /ZBLE = ZCLD = 180° —
2-20° = 140° Hieraus und aus (4) folgt nach dem Basiswinkelsatz und dem Innenwinkelsatz /BEL =
ZEBL = 20°. (5)

Aus (1) und (2) folgt ferner ZKCE = 140° — 2 - 20° = 100°; daraus und aus (5) ergibt sich nach dem
Innenwinkelsatz die gesuchte Winkelgrofle Z/CKE = 180° — 100° — 20° = 60°.

Aufgabe 300735:
Es sei ABCD ein Rechteck mit den Seitenlinien AB = a und

BC = b, und es sei a > b. Auf AB seien Punkte C; und D; sowie
auf CD die Punkte A; und B; derart eingezeichnet, dass die
Strecken AA,, BB1,CC1, DD jeweils Winkelhalbierende eines
Innenwinkels von ABC'D sind.

Die Schnittpunkte E, F,G, H dieser Winkelhalbierenden mit-
einander seien wie in der Abbildung bezeichnet.

Ermittle den Flécheninhalt I des Vierecks EFGH, wenn aufer-
dem vorausgesetzt wird, dass a = 8 ¢m und b =5 cm gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Da AA, BB,,CC4y, DD, die rechten Winkel bei A, B, C' bzw. D halbieren, folgt:

Die Dreiecke AA1 D, BB,C,CC1B, ADD; haben jeweils zwei Innenwinkel der Groéfien 90°, 45°. Also hat
auch jeweils der dritte Innenwinkel die Grofie 45°; die Dreiecke sind gleichschenklig-rechtwinklig mit der
Kathetenldnge b.

Somit sind AD;A; D und Cy BCB; Quadrate der Seitenldnge b. Da ihre Diagonalen einander gleichlang
sind und sich gegenseitig halbieren, folgt AH = A1H = BF = BIF =CF =C1F = DH = D1H.

Ferner sind ADH, BCF sowie C1D1E und A;B;G Dreiecke mit zwei Innenwinkeln von je 45°; also
ebenfalls gleichschenklig-rechtwinklig.

Dabei ist C1D; = AB — BDy = a — 2(a — b) = 2b — a, und die gleiche Lange hat A;B;; folglich
ist CiE = D1E = A1G = B1G. Also ist EFGH ein Viereck mit vier Innenwinkeln von 90° und mit
HE = HG = FFE = FG. d.h. ein Quadrat.

Seine Diagonalenldnge betridgt d = HF = ACy = a—b = 3 cm, da AH und C{F einander gleichlang
und parallel sind, also AC1 F'H ein Parallelogramm ist. Da im Quadrat EFGH die Diagonalen gleichlang
und senkrecht zueinander sind und einander halbieren, hat in jedem der beiden Dreiecke HFE, HFG
die zu HF senkrechte Hohe die Lange %. Die Summe der Fldcheninhalte dieser beiden Dreiecke, d. h. der
gesuchte Fliacheninhalt von EFGH, betrigt folglich

1
I= §d2 = 4,5¢m?
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Aufgabe 320732:

Es sei ABCD ein Viereck, dessen Diagonalen AC und BD sich in
einem Punkt S schneiden. Ferner sei vorausgesetzt, dass die Dreiecke
ABS, DAS und BCS die Flicheninhalte 1000 cm?, 800 cm? bzw.
1200 cm? haben, so wie dies in der Abbildung angegeben ist.
Weise nach, dass durch diese Voraussetzung der Flacheninhalt F
des Dreiecks C'DS eindeutig bestimmt ist, und ermittle diesen
Flécheninhalt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In den Dreiecken BC'S bzw. DAS seien e bzw. f die Léngen der Seiten
BS bzw. DS, und h bzw. k seien die Langen der auf diesen Seiten
senkrechten Hoéhen.

Dann sind & und h auch in den Dreiecken ABS bzw. CDS die Langen
der zu den Seiten BS bzw. DS senkrechten Hohen. Also sind die vor-
ausgesetzten Flicheninhalte bzw. der gesuchte Flacheninhalt

foh
N

67 — 1000em2, fT — 800em?, 67 = 1200em2,

F

Daraus folgt
f:e=2800:1000=4":5, f=—

d. h., durch die Voraussetzungen ist eindeutig bestimmt

_de-h 4

_— 2 f— 2
F 55 5 1200cm 960cm

Aufgabe 340733:

Ist ABC ein Dreieck, das nicht stumpfwinklig ist, so bezeichne D den Fulpunkt der auf AB senk-
rechten Hohe; E sei der Bildpunkt von D bei der Spiegelung an AC', und F' sei der Bildpunkt von D
bei der Spiegelung an BC'.

a) Wie grof} ist der Flicheninhalt und der Umfang des Fiinfecks ABFCE, wenn AB = 7 cm und
CD = 4 cm vorausgesetzt wird.

b) Wie grof} ist der Winkel ZACB, wenn -anders als in a)- vorausgesetzt wird, dass es eine Gerade
gibt, auf der die drei Punkte E,C und F liegen?

Beweise auch, dass aus dieser Voraussetzung folgt, dass das Viereck ABFE ein Trapez ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

C
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(a) Da bei Spiegelung jeder Punkt der Geraden, an der gespiegelt wird, fest bleibt und jedes Dreieck in
ein kongruentes Dreieck iibergeht, gilt AACE = AACD und ABCF = ABCD (siehe Abbildung a).

Dabher ist der Flacheninhalt von ABFCE doppelt so grol wie der von ABC. Dieser betriagt nach Vor-
aussetzung 1 2AB - CD = 14 cm?, also hat ABFCE den Flicheninhalt 28 cm?.

Ferner folgt AE = AD und BF = BD, also AE + BF = AB, sowie CE = CF = CD. Damit ergibt sich
fir den Umfang von ABFCFE der Wert 2- AB + 2CD = 22 cm.

(b) Mit den Bezeichnungen /BAC = o und ZABC = 3 gilt nach dem Innenwinkelsatz fiir die Dreiecke
ADC und BDC sowie wegen der Spiegelungen ZACE = ZACD = 90° — « und Z/BCF = /BCD =
90° — .

Fir ZACB = ~ gilt wegen der Voraussetzung ZECF = 180° (siehe Abbildung b) daher 90° — a + v +
90° — B = 180°.

Wegen 180° — o — 8 = v (Innenwinkelsatz fiir das Dreieck ABC) folgt 2y = 180°, also v = 90°. Ferner
sind wegen AACE = AACD und ABCF = ABCD, also ZAEC = ZBFC = 90° die Strecken AF und
BF beide auf E'F senkrecht und somit zueinander parallel. Damit ist ABFE als Trapez nachgewiesen.

Aufgabe 340736:

Jemand konstruiert ein Quadrat ABC'D mit der Diagonalenlinge AC' = 10 cm. Dann wéhlt er
auf der Seite AB einen beliebigen Punkt E und konstruiert den Schnittpunkt F' von BC mit der
Parallelen durch E zu AC, den Schnittpunkt G von C'D mit der Parallelen durch F' zu BD sowie
den Schnittpunkt H von AD mit der Parallelen durch G zu AC.

a) Beweise, dass jedes so zu konstruierende Viereck EFGH ein Rechteck ist!
b) Ermittle fiir jedes so zu konstruierende Viereck den Umfang!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Da die Diagonalen des Quadrates aufeinander senkrecht stehen, gilt wegen F'G | BD auch FG 1L AC
(siehe Abbildung).

Da die Diagonalen die Innenwinkel des Quadrates halbieren, gilt fiir den Schnittpunkt P von F'G mit
AC ferner ZFCP = /ZGCP. Damit folgt nach dem Kongruenzsatz sww, dass AFCP = AGCP, also
FC = GC gilt.

Wegen BC = DC folgt dann auch BF = DG. Damit und mit entsprechenden Schlussfolgerungen aus
EF || AC und HG || AC erhidlt man EB = BF = HD = DG; hiernach und wegen /ZEBF = /HDG =
90° ist AEBF = AHDG, also EF = HG.

Also sind im Viereck EFGH die Seiten EF und HG einander gleichlang und parallel, daher ist es ein
Parallelogramm. Da auflerdem FG auf AC' und damit auch auf EF senkrecht steht, ist EFGH als

Rechteck nachgewiesen.
b) Fiir den Schnittpunkt @ von EH mit AC ist wegen EF' || AC auch

EFPQ ein Rechteck, also gilt EF = QP und EQ = FP. Damit und
mit LAQE = Z/CPF = ZCPG = 90° sowie ZAEQ = /CFP =
/OGP = 45° erweisen sich AEQ, CFP und CGP als zueinander
kongruente gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke, und es ergibt sich
AQ =CP=FP=GP.

Insgesamt hat man nun EF + FP + GP = QP + AQ + CP = AC;
d.h., der halbe Umfang des Rechtecks EFGH ist gleich der Lange von
AC, der Umfang betréigt also fiir jedes derartige Rechteck 20 cm.
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1.1l Kreise
| Runde 1

Aufgabe V00710:

R16

Berechne die Fliche des in der Abbildung dargestellten Stanzteiles in )
Quadratzentimetern. 16

16

Losung von Steffen Polster:
Von einem Quadrat der Kantenlinge 32 mm wird ein Vollkreis des Radius 16 mm angezogen, d.h.
A =322 — 7162 ~ 220 mm?2.

Aufgabe V00713:
Wie kann man die nachstehende, nur aus Kreisbogen bestehende Figur

durch 3 Geraden in 8 flichengleiche Teile zerlegen?
Die Richtigkeit der Konstruktion ist durch Berechnung der Teilflichen zu
iiberpriifen.

Losung von Steffen Polster:
Die 3 Geraden miissen wie in der nachfolgenden Abbildung eingezeichnet wer-

den:

Es ist noch zu zeigen, dass die zwei kleinen Halbkreise den Viertelkreis des
grofen Kreises halbieren. Hat der grofie Kreis den Radius r, so hat jeder Vier-
telkreis einen Flacheninhalt %rz.

Ein gelber Halbkreis hat dann den Radius § und somit den Flécheninhalt %77%, d. h. er halbiert den
Viertelkreis. Alle 8 Teilflichen haben somit den gleichen Flécheninhalt.

Aufgabe 100711:
Bei einem Sportfest soll zwischen jungen Pionieren und FDJlern ein Wettlauf nach folgenden Regeln
ausgetragen werden:

Auf den Mittelpunkt einer der kiirzeren Seiten eines rechteckigen Spielfeldes (50 m x 70 m) stellt
sich ein FDJler, auf den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite ein Pionier. Beide sollen auf
ein Kommando auf dem kiirzesten Wege von ihren Startplidtzen zu der gleichen, auf dem Spielfeld
aufgestellten Fahne laufen.
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Zu diesem Zweck soll die Fahne, wenn die beiden Laufer auf ihren Startplétzen stehen, so aufgestellt
werden, dass sie von dem FDJler 50 m, von dem Pionier 25 m entfernt ist.

Gib die Anzahl aller Moglichkeiten an, die Fahne geméfl den Bedingungen auf dem Spielfeld aufzu-
stellen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Eckpunkte des Spielfeldes seien so mit A, B, C, D und

die Standorte der Laufer so mit P; (fir den FDJ-ler) und
P, (fiir den Pionier) bezeichnet, wie es die Abbildung an-
gibt. Dann gilt:

AB=CD =P P, =70m; AD=BC=50m; AP, =
PlD:BP2:P20225m

Nach den Bedingungen der Aufgabe ist ein Punkt genau

dann einer der gesuchten Standorte der Fahne, wenn er
1. auf dem Kreis mit dem Radius r; = 50 m um Py,

2. auf dem Kreis mit dem Radius ro = 25 m um P, und
3. innerhalb des Rechtecks ABCD liegt.

Wegen r1 > ro und 11 — 19 < PPy < 11 + 13 gibt es genau 2 Punkte, die beide Kreise gemeinsam haben.
Diese Punkte seien F; und F5 genannt.

Wegen r1 < Py P liegen F} und Fy auf derselben Seite der Geraden durch B und C wie P;. Der auf
derselben Seite liegende Halbkreis um P, mit dem Radius ro liegt wegen BP, = PoC' = ro ganz auf dem
Spielfeld. Infolgedessen liegen auch F; und F5 auf dem Spielfeld.

Es gibt mithin genau diese 2 Punkte als Moglichkeiten, die Fahne geméafl den Bedingungen der Aufgabe
aufzustellen.

Aufgabe 150713:

Gegeben seien zwei Geraden g; und gs, die einander in genau einem Punkt S schneiden. Um S als
Mittelpunkt sei ein Kreis geschlagen, er schneide g; in A und B sowie go in C' und D.

Beweise, dass die Strecken AC und BD gleich lang und parallel sind, dass also AC = BD und
AC' || BD gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Dreiecke ASC und BSD sind kongruent nach sws; denn es

(1) AS=BS=CS=DS

(2) LASC = £BSD als Scheitelwinkel.

Folglich gilt AC = BD sowie ZCAS = ZDBS. Nach der Umkeh-
C A rung des Satzes iiber Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen

folgt daraus AC' || BD.

Aufgabe 220714:

Es sei k ein Kreis, sein Mittelpunkt sei M. Ferner sei AB ein Durchmesser von k. Durch A sei eine
von AB verschiedene Sehne AC, durch B die zu AC parallele Sehne BD gezogen.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen die Kongruenz der Dreiecke ACM und BDM folgt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Da M der Mittelpunkt von k£ und damit auch der Mittelpunkt des

Durchmessers AB ist, gilt (1) AM = BM.

k P Wegen AC' || BD (und da M auf AB liegt) gilt nach dem Satz iiber
Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen (2) ZCAM = ZDBM.

Da Radien eines Kreises stets gleich lang sind, sind die Dreiecke
AMC, BMD gleichschenklig mit AC' bzw. BD als Basis. Nach
dem Satz iiber die Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck folgt
o daher ZCAM = ZACM und ZDBM = /ZBDM. Zusammen mit
b (2) ergibt sich somit (3) LACM = ZBDM.

Aus (1), (2), (3) folgt nach dem Kongruenzsatz (sww), dass die Dreiecke ACM und BDM kongruent
sind.

Hinweis: Der Kongruenzsatz (sws) fithrt nicht ohne weiteres zum Ziel, weil man ZAMC = ZBMD als
Gleichheit von Scheitelwinkeln erst erhalten kann, wenn man zur Verfiigung hat, dass M auf CD liegt.
Das miisste aber erst aus den Voraussetzungen hergeleitet werden.

Der Kongruenzsatz (ssw) fithrt ebenfalls nicht ohne weiteres zum Ziel, weil er nur anwendbar ist, wenn
ZCAM der groflieren Seite gegeniiberliegt, was nicht der Fall sein muss.

Il Runde 2

Aufgabe 050724:

In einen Kreis vom Radius r sind zwei Sehnen mit einem gemeinsamen Endpunkt so eingezeichnet,
dass sie einen Winkel mit dem Winkelmafl o = 30° bilden.

Wie grof} ist die Entfernung der beiden anderen Sehnenendpunkte voneinander?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Der gemeinsame Endpunkt der Sehnen sei C, die anderen beiden Endpunkte

seien A bzw. B. M sei der Mittelpunkt des Kreises (siche Abbildung)

Dann sind ZBC A und ZBM A Peripherie- bzw. Zentriwinkel iiber dem glei-
chen Bogen oder iiber zueinander komplementiren Bogen. Da nach Voraus-
setzung Z/BC A das Winkelmafl o = 30° hat, hat ZBM A ein Winkelmaf} von
60°.

Folglich ist das gleichschenklige Dreieck ABM A gleichwinklig und damit
gleichseitig; also ist AB = r.

Aufgabe 180723:

In einem Kreis k¥ mit dem Mittelpunkt M sei ein Trapez ABC'D mit AB || CD so gelegen, dass
die Eckpunkte A, B,C, D auf der Peripherie des Kreises k liegen und AB Durchmesser von k ist.
Auflerdem sei ZMAC = 36°.

Beweise, dass dann ZCM D = 36° ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Nach Voraussetzung ist das Dreieck AMC' gleichschenklig mit AM =

D ¢ MC =r, also gilt ZMAC = ZACM = 36°. (1)
Da ZDCA und £ZMAC Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen
sind, gilt ZDCA = ZMAC = 36°. (2)
Aus (1) und (2) folgt LDCA+ LACM = ZDCM =T72°. (3)
d Weiterhin ist nach Voraussetzung das Dreieck M CD gleichschenklig
a T IY; T 5 mit MD = MC = r; hiernach und wegen (3) gilt ZM DC = /DCM =
72°. Daraus folgt ZCMD = 36°.
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Aufgabe 220723:

Auf einer Kreislinie k seien vier Punkte A, B, C, D so gelegen, dass ABCD ein Rechteck ist. Der
Radius des Kreises k sei r genannt, die Mittelpunkte der Strecken AB, BC, CD und DA seien in
dieser Reihenfolge mit E, F, G bzw. H bezeichnet.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen der Umfang des Vierecks EFGH stets 4r betragen muss!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
D —G—~C

Der Mittelpunkt von k sei M. Im gleichschenkligen Dreieck ABM (mit
AM = BM = r) ist die Seitenhalbierende M E zugleich Hohe, also gilt
/ZMEB = 90°. Entsprechend folgt ZMFB = 90°.

Da ferner nach Voraussetzung auch ZEBF = ZABC = 90° ist, ist
EBFM ein Rechteck. In ihm sind die Diagonalen gleichlang, also gilt
EF = MB = r. Entsprechend ergibt sich F'G = r, GH = r und
HE =r.

Damit ist die Behauptung EF + FG + GH + HE = 4r bewiesen.

A——E — B

Aufgabe 270724:
Es sei AB der Durchmesser eines Kreises, der Mittelpunkt des Kreises sei M, ferner sei C' ein Punkt,
der so auf dem Kreis liegt, dass der Winkel ZBMC

(a) die GroBe 42°,

(b) eine beliebig vorgegebene Grofie p mit 0° < p < 180° hat.

Ermittle jeweils aus diesen Voraussetzungen die Grofle des Winkels ZACM und die des Winkels
ZACB!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A M B

(b) Aus den Voraussetzungen folgt: M A = MC (Radien des Kreises), also ZACM = ZC AM (Basiswinkel
im Dreieck ACM).

Hieraus und aus ZACM + ZCAM = p (AuBenwinkelsatz fiir Dreieck ACM) folgt LZACM = £. (1)

Aus den Voraussetzungen folgt ferner M B = MC' (Radien des Kreises), also ZBCM = ZCBM (Basis-
winkel im Dreieck BCM). Hieraus und aus ZBCM + ZCBM = 180° — p (Innenwinkelsatz fiir Dreieck
BCM) folgt ZBCM = 90° — g.

Daraus und aus (1) ergibt sich durch Addition ZACB = 90°. (2) Mit (1) und (2) sind die gesuchten
Winkelgroflen ermittelt.

(a) Die Losung zu (a) kann (mit der ebenso ausgefithrten Herleitung oder) durch Einsatz von p = 42°
gefunden werden. Es ergibt sich ZACM = 21° und LZACB = 90°.

Andere Losungsmoglichkeiten:

Statt des Aulenwinkelsatzes fiir Dreieck AC'M kann der Innenwinkelsatz unter Verwendung von ZACM =
180° — p (Nebenwinkel) herangezogen werden, ebenso statt des Innenwinkelsatzes fiir Dreieck BC'M der
Auflenwinkelsatz.
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111 Runde 3

Aufgabe 190732:

Von drei Kreisen ki, ko, k3 mit dem gleichen Radius r, aber verschiedenen Mittelpunkten My, Ms,
M3 werde vorausgesetzt:

ko und k3 schneiden einander in einem Punkt P und einem Punkt A # P.
ks und k; schneiden einander in P und einem Punkt B # P.
k1 und ko schneiden einander in P und einem Punkt C # P.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen stets folgt: Der Umkreis des Dreiecks ABC hat r als
Radius!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Nach Voraussetzung gilt

PM, = PMy = PM3 = AMy = AM; = BM; =
:BM1:CM1:CM2:’I" (1)

Daher sind PM;AMs, PM3sBM;, PM,CMs Rhomben. Also
gilt BM; || MyP || CMy, CM,y || MaP || AM3, AM; || MsP ||
BM;.

Hiernach und wegen (1) sind BC MyMs, CAM3M;, ABM; Mo
Parallelogramme, also gilt BC = MyMs, CA = M3M;,
AB = M;jMs,. Folglich ist AABC = AM;M>;Ms (Kongru-
enzsatz sss).

Nun hat AM; My Mz wegen (1) den Kreis um P mit r als Umkreis. Also hat das zu AM; Ms M3 kongruente
Dreieck ABC' ebenfalls r als Umkreisradius.

4

Aufgabe 210734:
Gegeben sei ein Kreis £ mit dem Mittelpunkt M. Auf k liegen die Punkte A und B derart, dass der
Winkel ZBM A ein rechter ist. Weiterhin sei ein Punkt C durch folgende Bedingungen festgelegt:

(1) C liegt auf k.
(2) Es gilt MB = BC.
(3) Die Gerade durch A und C schneidet die Strecke M B in einem Punkt D.

Ermittle aus diesen Angaben die Gréfie des Winkels ZC D B!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Da B und C auf k liegen, gilt M B = MC; nach Voraussetzung ist
aber auch M B = BC. Somit ist das Dreieck M CB gleichseitig, jeder
seiner Innenwinkel betragt mithin 60°.

B Lage C auf dem von A nach B fithrenden Viertelkreisbogen von k, so
wiirde die Gerade durch A und C die Strecke M B nicht schneiden.
Also liegt C' auerhalb dieses Viertelkreisbogens, und es gilt ZAMC =
90° + 60° = 150°.

I
'«

W

Da A und C auf k liegen, das Dreieck AMC' also mit M A = MC gleichschenklig ist, gilt ZMAC =
ZMC A. Hieraus folgt nach dem Innenwinkelsatz /M AC = ZMCA = 12(180° — 150°) = 15°.

Somit ergibt sich nach dem Auflenwinkelsatz, angewandt auf das Dreieck M CD
/CDB=/CMD+ /MCD = 60° 4+ 15° = 75°
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Andere Losungsmoglichkeiten: Man kann auch ZCDB = ZM DA (Scheitelwinkel), ZM DA = 90° — 15°

(Innenwinkel im Dreieck ADM) verwenden.

Aufgabe 220736:
Von fiinf Punkten A, B, C, D, M wird folgendes vorausgesetzt:

M ist der Mittelpunkt der Stecke AB; die vier Punkte B,C, D, A liegen in dieser Reihenfolge auf
einem Halbkreis iiber AB; es gilt AB || DC; die Winkel ZBAC und ZC'M D sind einander gleich

grof.

Zeige, dass durch diese Voraussetzungen die Grofie a des Winkels ZBAC' eindeutig bestimmt ist, und

ermittle diese Winkelgrofie!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

D C

o
A M B

Aus den Voraussetzungen folgt ZACD = ZBAC = a (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen) und

LACM = ZBAC = « (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck ACM),

also ZDCM = 2a und daher auch ZCDM = 2« (Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck CDM).

Hieraus und aus ZCM D = « ergibt sich nach dem Winkelsummensatz, angewandt auf das Dreieck C DM,

5a = 180°, also a = 36°.

Aufgabe 250736:

Es sei ABC'D ein Quadrat. Der im Innern von ABC' D gelegene Vier-
telkreisbogen um B mit dem Radius AB sei ki, der im Innern von
ABCD gelegene Halbkreis mit AB als Durchmesser sei ks.

Ein von B ausgehender Strahl schneide ks in einem Punkt £ und &
in einem Punkt F.

Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen stets /DAF = /EAF
folgt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(1)

ABF) folgt ZFBA = 2a. (3)

D C
o -0
k1
ko
& e}
A B

Es sei M der Mittelpunkt von AB, ferner sei ZDAF = o (Abbildung a).
Da ABCD ein Quadrat ist, gilt ZBAD = 90°, also ZBAF = 90° — a.

Da A und F auf k; liegen, gilt AB = FB. Nach dem Basiswinkelsatz
folgt somit LZAFB = ZBAF =90° — a. (2)
Aus (1), (2) und dem Innenwinkelsatz (angewendet auf das Dreieck

Da B und FE auf ks liegen, gilt BM = EM und somit nach dem Basis-
winkelsatz /ZMEB = ZEBM = /ZFBA =2a. (4)
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Aus (3), (4) und dem Auflenwinkelsatz (angewendet auf das Dreieck BEM) folgt ZEM A = 4a. (5)
Da A und E auf k liegen, gilt AM = EM und somit /MAE = ZAEM.
Aus (5) und dem Innenwinkelsatz (angewendet auf das Dreieck AME) folgt daher

/MAE = ZAEM = =(180° — ZEMA) = 90° — 2a (6)

1
2
Somit ergibt sich aus (1) und (6)

LEAF = /BAF — ZMAE = 90° — o — (90° — 20) = a

D G
: 2. Losungsweg:
B ko Die Verldngerung von AF schneide CD in G (Abbildung b). Dann folgt
(Wechselwinkel):
/AGD = /BAG = /BAF = /BFA (7) (Basiswinkel im Dreieck ABF
mit BA = BF.) Ferner folgt /GDA = 90° = ZAEB (Thalesatz) =
ko ZAEF (Nebenwinkel) (8)
Aus (7) und (8) folgt nach dem Innenwinkelsatz, angewendet auf die
Dreiecke AGD und AFE, /ZEAF = /DAG = /DAF.
& O
b) A B

Aufgabe 310736:
Von vier Kreisen k1, ko, k3, k4 und ihren Mittelpunkten M7, Ms, M3, M, seien folgende Vorausset-
zungen erfiillt:

(1) Es gibt eine Gerade, auf der die drei Punkte M;, M5 und Mj liegen.
(2) Jeder der drei Kreise ko, k3 und k4 berithrt den Kreis k1 von innen.
(3) Je zwei der Kreise kg, k3 und k4 berithren sich gegenseitig von auflen.

a) Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen stets das Dreieck Mj;MsM, einen ebenso grofien
Umfang u wie das Dreieck M M3M, hat!

b) Die Radien von ki, ko, ks, k4 seien 71, 7o, r3, 74.

Zeige, dass eine Vorgabe solcher Radien stets ausreicht, um daraus u zu ermitteln! Driicke u durch
moglichst wenig vorzugebende Radien aus!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die in (1) genannte Gerade schneidet, da sie durch M; geht, den Kreis &y in einem Durchmesser.

Nach (2) liegen die Beriihrungspunkte A bzw. B, die k1 mit k2, bzw. mit k3 hat, auf den Verldngerungen
von My Mo, bzw. My Mz tiber My bzw. M3 hinaus, sind also die Endpunkte dieses Durchmessers. Sie sind
voneinander verschieden, da andernfalls einer der Kreise k2, k3 den anderen von innen berithren miisste.
Nach (2) und (3) gilt: Der Beriithrungspunkt D von k4 mit k; liegt auf der Verlangerung von Mj M, {iber
My hinaus, die Beriihrungspunkte E, F' von kg bzw. k3 liegen zwischen Ms und M, bzw. zwischen M3
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und My.

a) Damit ergibt sich

uw = MMy + MsMsy + My M, 4)
= MMy + MyE + MoE + MaMy = My My + MyE + MyA+ Mo My = My My + MyE + M1 A (5)
= MMy + MyF + M, B = My My + MyF + M3B + M3sM, = M, M, + MyF + MsF + MsM,
= My My + MyMs + M3 M,

b) Mit (5) gilt

’u=M1M4—|—M4E+M1A:M1M4+M4D+M1A=M1D+M1A=2"I”1

11.1V Konstruktionen

| Runde 1

Aufgabe V00711:
Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Hypotenuse (lingste Seite) ¢ = 6 cm betrdgt und in dem
der FuBlpunkt der Hohe h. vom Punkt B aus einen Abstand von 2 cm hat! Miss die Hohe h.!

Loésung von Steffen Polster:

Héhe h. ~ 2,8 cm 4 r B

Aufgabe V00712:

Zwei Kreise mit dem Durchmesser d; = 4 cm und do = 6 cm beriihren einander von auflen.
Konstruiere einen dritten Kreis mit d3 = 5 cm so, dass er die beiden ersten Kreise von auf3en beriihrt!
Begriinde kurz die Konstruktion! Fiithre die Konstruktion auf unliniertem Papier aus!

Losung von Steffen Polster:

Beriihren sich die drei Kreise paarweise, so bilden deren Mittelpunkte
My, My und Mj ein Dreieck mit den Seitenldngen r1 + ro, 71 + r3 und
ro + r3, wobei die r; die Radien der Kreise sind. n
Dieses Dreieck wird entsprechend des Kongruenzsatzes SSS konstruiert. / Y
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Aufgabe V10715:

Konstruiere ein Dreieck aus: a = 7 cm, b = 6 cm, h, = 5 cm!

Wie grof} ist hy? (Messung und Berechnung!)

Wie viel verschiedene Dreiecke kann man mit den gegebenen Stiicken konstruieren? (Konstruktion
ausfiihren!)

Losung von Steffen Polster:

Konstruktion:

1. Man zeichne die Strecke BC der Léange a.

2. In einem beliebigen Punkt F' auf BC errichte man eine Senkrechte. Auf dieser Senkrechten sei H ein
Punkt im Abstand h, von F.

3. Durch H konstruiere man die Parallele p zu BC.

4. Ein Kreis um C' mit dem Radius b schneidet dann die Parallele p in zwei Punkten. Diese Punkte sind
A und A,.

5. Die zueinander nicht kongruenten Dreiecke ABC' und A3 BC sind dann die gesuchten Losungen der
Aufgabenstellung.

Messung der zwei Hohen hp1 und hpo ergibt jeweils ~ 6 cm. Die Berechnung ergibt

a-ha_§

1 1
A—ia'ha—ib‘hb — hb—

b 6CH’1

Aufgabe 010715:

Kann man ein Parallelogramm eindeutig konstruieren, wenn gegeben sind:

a) zwei benachbarte Seiten,

b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,

c¢) beide Diagonalen,

d) eine Diagonale und die von den Diagonalen eingeschlossenen Winkel,

e) eine Diagonale und die zwei Winkel, in die der entsprechende Winkel des Parallelogramms von der
Diagonalen geteilt wird?

Durch wie viel Stiicke wird ein Parallelogramm eindeutig bestimmt? Nenne 3 Beispiele!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Nein, da man z.B. sowohl ein Rechteck daraus konstruieren kann wie auch ein Parallelogramm mit
beliebigem Winkel zwischen den gegebenen Seiten.
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b) Nein, da die Lénge der anderen Seite noch frei wéhlbar ist.
c¢) Nein, da der Winkel zwischen den beiden Diagonalen noch frei wihlbar ist.
d) Nein, da die Linge der zweiten Diagonale noch frei wéahlbar ist.

e) Ja. Konstruktion: Lange der Diagonalen auf einer Geraden abtragen, an beiden Endpunkten die gege-
benen Winkel antragen (Wechselwinkel). Die Seiten des Parallelogramms liegen auf den so entstandenen
Schenkeln.

Ein Parallelogramm wird durch drei Stiicke eindeutig bestimmt, wenn diese nicht durch Beziehungen wie
z. B. dem Stufen- oder Wechselwinkelsatz in Verbindung stehen.

Man kann sich ein Parallelogramm als zwei aneinander gelegte kongruente Dreiecke vorstellen. Jede
Angabe von Stiicken, die ein Dreieck eindeutig festlegt, erzeugt damit auch ein Parallelogramm.

Aufgabe 010716:

Konstruiere ein beliebiges Quadrat! Konstruiere dann
a) ein Quadrat mit der doppelten Fliche,

b) ein Quadrat mit der halben Fliche

des Ausgangsquadrates! Begriinde die Konstruktion!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir das neue Quadrat in a) nehme man die Diagonale des
ersten als Kantenldnge (im Bild das hellere Quadrat), in b)
nehme man die Hélfte der Diagonale (das dunklere Quadrat).

Beweis zu a):

Wenn man das neue Quadrat direkt an die Diagonale des alten
konstruiert, sieht man, dass die iiberdeckte Hélfte des alten
Quadrates genau einem Viertel des neuen entspricht.

Bei b) tauschen das alte und das neue Quadrat die Rollen.

Aufgabe 020714:
Gegeben ist eine Strecke AB und auflerhalb von ihr ein Punkt M.

a) Konstruiere ein Dreieck ABC, in dem AB eine Seite und M der Schnitt-
punkt der Hohen ist!

b) Konstruiere ein Dreieck ABC, in dem AB eine Seite und M der Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden ist! Beschreibe die Konstruktionen und be-
grinde sie!

M o

Ao—— o R

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Zuerst zeichnet man die Geraden AM und BM ein. Auf diesen liegen die Hohen h,, und h; des Dreiecks.
Dann féllt man von A und B aus das Lot auf die jeweils andere Gerade. Da die Lote senkrecht zu den
Hohen stehen und je ein Eckpunkt des Dreiecks auf ihnen liegt, sind sie die beiden anderen Seiten.

Ihr Schnittpunkt ist der Punkt C.
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A B

b) Man beginnt mit denselben Geraden. Dann trigt man aber die Winkel /M AB und ZM BA nochmals

in

A und B an, so dass man die vollen Winkel des Dreiecks an diesen Eckpunkten erhélt.

Damit hat man die zwei fehlenden Seiten und deren Schnittpunkt als dritten Eckpunkt C.

Aufgabe 040713:

Bei geometrischen Ubungen im Freien hat Brigitte die Aufgabe, einen im Gelidnde gegebenen Winkel
von 80° auf ein anderes Geldndestiick zu tibertragen. Als Hilfsmittel stehen ihr einige Fluchtstidbe
und eine 20 m lange Schnur zur Verfiigung.

Brigitte findet zwei Losungswege.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

2)

Man verkniipft die Seilenden miteinander, legt diesen Knoten auf den Scheitelpunkt des vorgegebenen
Winkels und spannt mit dem Seil mit Hilfe der Fluchtstdbe ein Dreieck auf, so dass zwei seiner Seiten
auf den Schenkeln des Winkels liegen. Die beiden restlichen Eckpunkte des Dreiecks werden durch
Knoten markiert.

An der gewiinschten Stelle l4sst sich dann mit drei Fluchtstaben und dem Seil ein kongruentes Dreieck
aufspannen und damit der Winkel iibertragen.

Man schlidgt mit einem Teil des Seiles (etwa der Hélfte, da der Winkel groer als 60° ist) um den Schei-
telpunkt des vorgegebenen Winkels einen Kreisbogen, der die Schenkel des Winkels in zwei Punkten
schneidet, und tibertragt einen Kreisbogen, der einen gleichgroflen Radius hat, an die gewiinschte
Stelle.

Dann markiert man auf dem Seil die Lénge der zwischen den Schenkeln des Winkels liegenden Seh-
ne und tbertrdgt diese analog der bekannten geometrischen Grundkonstruktionen ebenfalls an die
gewlinschte Stelle.

Anmerkung: In beiden Féllen wird folglich ein Dreieck aus drei Seiten konstruiert.

Aufgabe 060714:

Zwischen den Schenkeln s; und s, eines spitzen Winkels liegt der Punkt P. Der Scheitelpunkt des
Winkels sei S.

Man konstruiere auf s; und sy die Punkte X, fiir die die Lange der Strecke XS gleich der Liange der
Strecke X P ist, fiir die also XS = X P gilt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man verbindet den Scheitelpunkt S des gegebenen Winkels mit dem Punkt P und konstruiert zur Strecke
PS die Symmetrieachse s.

Die Schnittpunkte X; und X5 von s mit s; und sy sind die gesuchten Punkte; denn weil sie Punkte von
s sind, gilt fiir sie X715 = X1 P bzw. X558 = X, P.

Da alle iibrigen Punkte von s; und s, nicht auf s liegen, kann fiir sie die oben genannte Beziehung nicht
gelten. Die Punkte X; und X5 sind also die einzigen, die den Bedingungen der Aufgabe geniigen. Sie
existieren fiir jeden spitzen Winkel und sind stets eindeutig bestimmt.
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Aufgabe 110714:

Konstruiere ein Dreieck AABC aus b, ¢ (mit ¢ > b) und «a + 3! Dabei sind b die Linge der Seite AC,
¢ die der Seite AB, « die Groflie des Winkels ZBAC und S die des Winkels ZABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke stets ein
Dreieck eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es laut Aufgabenstellung konstruiert werden soll. Dann hat
der Winkel ZBC A wegen des Winkelsummensatzes im Dreieck eine Grofie von 180° — (a + f3).

Mithin l4sst sich die Aufgabe auf eine Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und einem einer der
beiden Seiten gegeniiberliegenden Winkel zuriickfiihren.

(IT) Infolgedessen kann ein Dreieck nur dann den Bedingungen
der Aufgabe entsprechen, wenn es durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

(1) Wir zeichnen eine Strecke AC' der Lange b.

(2) Wir zeichnen einen Winkel der GréBle o+ /5 und zu ihm einen
Nebenwinkel, dessen Grofle somit 180° — (« + ) betrigt.

a c 5 (3) Wir tragen in C an AC einen Winkel der GroBe 180° —(a+f3)

al.

(4) Wir schlagen den Kreis £ um A mit c. Schneidet er den freien Schenkel s (zu dem C' nicht mit hinzu-
gerechnet werde) des beim Konstruktionsschritt (3) angetragenen Winkels, so sei einer der entstehenden
Schnittpunkte B genannt.

(III) Der Beweis, dass je drei so gewonnene Punkte A, B, C die Ecken eines Dreiecks AABC bilden, das
allen Bedingungen der Aufgabe entspricht, folgt unmittelbar aus dem Satz von der Winkelsumme im
Dreieck und aus (II).

(IV) Es sei angenommen, dass die gegebenen Grofien die (trivialen) Bedingungen b > 0; ¢ > 0; 0° <
(o + B) < 180° erfiillen. Dann sind die Konstruktionsschritte (IT) (1), (2), (3) stets (bis auf Kongruenz)
eindeutig ausfiithrbar.

Wegen ¢ > b schneidet der Kreis k (siehe (II) (4)) den freien Schenkel s in genau einem Punkt. Daher
existiert (bis auf Kongruenz) genau ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Aufgabe 120714:
Gegeben sei ein Dreieck AABC'. Ein Punkt C; soll folgende Eigenschaften haben:

(1) Das Dreieck AABC) ist flachengleich zu dem Dreieck AABC,
(2) AC = AC;.
(3) C # Ch.

a) Gib eine Konstruktion an, durch die man alle Punkte C; erhalten kann, die die Eigenschaften (1),
(2), (3) besitzen!

b) Untersuche, wie die Anzahl der Punkte C; mit den Eigenschaften (1), (2), (3) von Eigenschaften
des gegebenen Dreiecks AABC abhingt! (Fallunterscheidung)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, ein Punkt Cy habe die Eigenschaften (1), (2), (3). Dann gilt:

Die Dreiecke AABC und AABC, haben die Seite AB gemeinsam. Wegen (1) stimmen sie daher auch in
der zu dieser Seite gehérenden Hohenlédnge iiberein. Folglich liegt der Punkt C; auf einer der Parallelen
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zu AB, die denselben Abstand von AB haben wie Punkt C. Wegen (2) liegt C ferner auf dem Kreis mit
dem Radius AC' um A.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Punkt C; nur dann die Eigenschaften (1), (2), (3) hat, wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

Wir zeichnen die Parallele g zu AB durch C' und die von g verschiedene Parallele g1 zu AB, die denselben
Abstand von AB hat wie g. Wir schlagen um A mit dem Radius AC den Kreis k. Schneidet oder beriihrt
er g oder g; noch in einem von C verschiedenen Punkt, so sei dieser C; genannt.

(ITI) Der Beweis, dass jeder so konstruierte Punkt C; den Bedingungen (1) bis (3) entspricht, folgt aus
(IT) sowie daraus, dass die Dreiecke AABC und AABC] in der zur (gemeinsamen) Seite gehdrenden
Hohenlédnge tibereinstimmen.

C/\ ¢
g g g

Yol n o

(IV) Es sei D der FuBBpunkt des von C' auf die Gerade durch A und B geféllten Lotes. Nun unterscheiden
wir folgende zwei Félle:

1. Fall: Ist AABC bei A nicht rechtwinklig, so ist D # A, also AADC ein bei D rechtwinkliges Dreieck
und darin AC die ldngste Seite (Hypotenuse), DC' eine der anderen Seiten (Kathete), also DC' < AC.
Der Abstand, den g und g; von AB und folglich von A haben, ist also kleiner als der Radius von k. Daher
schneidet k jede der Parallelen g, g1 in genau zwei Punkten. Von den so entstehenden vier Schnittpunkten
ist genau einer C. Die gesuchte Anzahl der Punkte C1, die (1), (2), (3) erfiillen, betragt daher 3.

2. Fall: Ist AABC bei A rechtwinklig, so ist D = A, also DC' = AC. Der Abstand, den g und ¢g; von AB
und folglich von A haben, ist also gleich dem Radius von k. Daher beriihrt & jede der Parallelen g, g; in
genau einem Punkt. Von den so entstehenden zwei Berithrungspunkten ist genau einer C.

Die gesuchte Zahl der Punkte C1, die (1), (2), (3) erfiillen, betrdgt daher 1.

Aufgabe 140713:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus r = 3,2 cm, a = 5,6 cm und h, = 4,4 cm!

Dabei sei r die Linge des Umkreisradius, a die Linge der Seite BC' und h, die Lénge der zur Seite
BC' gehorenden Hohe des Dreiecks.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist, wobei die anzufertigende Zeichnung mit verwendet werden
darf!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es nach Aufgabenstellung konstruiert werden soll. M sei
der Umkreismittelpunkt des Dreiecks.
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Dann haben die Seiten BC, BM,CM des Teildreiecks BCM die
Langen a,r,r. Der Punkt A liegt erstens auf dem Kreis um M
mit » und zweitens auf einer Parallelen zu BC im Abstand h,.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Dreieck ABC nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck BCM, in dem die Seiten BC,
BM, CM die Liangen a,r,r haben.

(2) Man schldgt den Kreis um M mit dem Radius r.

(3) Man konstruiert die beiden Parallelen zu BC' im Abstand
hq. Schneidet eine von ihnen den in (2) konstruierten Kreis, so
sei A einer der Schnittpunkte.

(III) Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck ABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Laut Konstruktion hat die Seite BC' des Dreiecks ABC die Lénge a. Ferner haben BM, CM und AM
die Léange r, also ist r die Lange des Umkreisradius von AABC. Schliefilich hat A von der Geraden durch
B und C den Abstand h,, wie es verlangt war.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist wegen 2r > a bis auf Kongruenz eindeutig. Konstruktionsschritt (2) ist
eindeutig.

(3) liefert zunéchst eindeutig die beiden Parallelen zu BC' im Abstand h,. Bei den gegebenen Werten von
r,a und h hat - wie man sieht - von diesen Parallelen genau die auf der gleichen Seite der Geraden durch
B und C wie M liegende Parallele Schnittpunkte mit dem Kreis um M mit r, und zwar genau zwei.

Diese beiden Punkte liegen symmetrisch zu der Mittelsenkrechten von BC'. Daher sind die beiden hiermit
erhaltenen Dreiecke zueinander kongruent. Das Dreieck ABC' ist mithin durch die gegebenen Stiicke bis
auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 170713:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus a = 9,7 cm, b= 7,6 cm und g + v = 115°!

Dabei sei a die Lidnge der Seite BC, b die der Seite AC, 8 die Grofle des Winkels ZABC und +y die
des Winkels ZACB.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Da die Winkelsumme im Dreieck 180° betrigt, hat der ZBAC die Gréfie 180° — (5 + ). Daher sind im
Dreieck ABC die Léngen zweier Seiten und die Grofle eines Winkels bekannt, der einer der beiden Seiten
gegeniiberliegt. Daraus folgt, dass ein Dreieck nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

A

1807 — (6 % 7)
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(IT) (1) Wir zeichnen eine Strecke AC' der Lénge b.

(2) Wir tragen in A an AC einen Winkel der Groe 180° — (5 + v) an.

(3) Wir zeichnen den Kreis um C mit a. Schneidet er den freien Schenkel des nach (2) angetragenen
Winkels, so sei ein Schnittpunkt B genannt.

(III) Jedes so erhaltene Dreieck ABC' entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion ist BC = a, AC = b und nach dem Satz iiber die Winkelsumme im Dreieck
/ZABC + /BCA =8 +~.

(IV) Wegen a > b ist die Konstruktion nach dem Kriterium ssw bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar.

Aufgabe 310714:

a) Konstruiere ein beliebiges Dreieck ABC und einen beliebigen von A ausgehenden Strahl s, der die
Gerade durch A, B nach derjenigen Seite hin verlésst, auf der auch C liegt!

Konstruiere nun denjenigen auf dem Strahl s liegenden Punkt C’, fiir den das Dreieck ABC’

denselben Flacheninhalt wie das Dreieck ABC' hat!
E

b) Konstruiere zu einem beliebigen Sechseck ABCDEF, wie die
Abbildung zeigt, einen Punkt E’, fiir den ABCDE’ ein Fiinfeck ist, D
das denselben Flacheninhalt wie das Sechseck ABCDEF' hat)!

Beschreibe Deine Konstruktion und weise nach, dass ein nach Deiner 4

Beschreibung konstruierter Punkt E’ diese Bedingungen erfiillt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Die Abbildung zeigt eine geforderte Konstruktion.

b) Konstruktion:

Beschreibung: Man konstruiert die Parallele p durch F zu F'D
und ihren Schnittpunkt E’ mit der Verlingerung s von AF iiber
F hinaus.a) Die Abbildung zeigt eine geforderte Konstruktion.

Beweis:

Es wird bewiesen, dass ABCDE’' ein zu ABCDEF
flachengleiches Fiinfeck ist.

Da E’ auf der Verlingerung von AF liegt, ist ABCDE’ ein
Fiinfeck. Da nach Konstruktion ferner E'E || FD gilt, haben in
den Dreiecken FDE’ und FDE die zu FD senkrechten Hohen
einander gleiche Lange. Also haben die Dreiecke FDE’ und
FDE einander gleichen Flacheninhalt.

Addiert man hierzu den Flacheninhalt des Fiinfecks ABCDF, so folgt die behauptete Flachengleichheit
von ABCDE' mit ABCDEF.
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Il Runde 2

Aufgabe 010724:

In einer Ebene sind eine Gerade g und zwei Punkte A und B gegeben, die nicht auf g liegen.
Konstruiere alle Punkte P, die von g jeweils 3 cm Abstand haben und fiir die AP = BP ist! Begriinde
die Konstruktion!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wi
777777777777777 1
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Konstruktion:

Man errichte die Mittelsenkrechte m zur Strecke AB, um alle Punkte mit AP = BP zu erhalten. Dann
konstruiere man die Parallelen ¢’ und ¢” auf beiden Seiten zu g im Abstand von 3 cm.

Die Schnittpunkte von m mit ¢’ bzw. ¢” sind die beiden gesuchten Punkte P bzw. P’.

Beweis:

Sei M der Mittelpunkt der Strecke AB. Dann gilt AM P = BM P nach Kongruenzsatz SWS. Auflerdem
haben alle Punkte auf ¢’ und ¢ denselben geforderten Abstand zur Geraden g. Die Schnittpunkte P und
P’ erfiillen somit beide Forderungen der Aufgabenstellung.

Aufgabe 020725:

Konstruiere ein Dreieck aus a = 5 cm, h, = 4 cm und der Seitenhalbierenden (Mittellinie) s, = 6
cm!

Beschreibe die Konstruktion!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

B

Man beginne mit einer Geraden, auf der man h, abtrage und einen Endpunkt mit A bezeichne. Um diesen
Punkt A zeichne man einen Kreis mit s, als Radius, im anderen Endpunkt errichte man die Senkrechte.
Auf dieser Senkrechten wird die Seite a liegen, ihr Schnittpunkt mit dem Kreis (einen auswéhlen, da es
zwel gibt!) ist der Mittelpunkt der Seite a.
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Von diesem Punkt aus kann man zu beiden Seiten je die Hélfte von a abtragen und erhélt so die Punkte
B und C und damit das Dreieck.

Aufgabe 030722:
Konstruiere nur mit Zirkel und Lineal ein gleichseitiges Dreieck mit der Héhe h = 4 cm!
Beschreibe und begrinde die Konstruktion!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Konstruktion: (siehe Abbildung) Man konstruiere zuerst ein beliebiges gleich-

seitiges Dreieck (gestrichelt dargestellt).
In diesem errichte man eine der Hohen. Auf der (ggf. verlingerten) Hohe trigt
man 4 cm vom Eckpunkt des Dreiecks aus ab; dies ist eine der Hohen h des
gesuchten Dreiecks.
’ w \ Im erhaltenen Endpunkt von h errichtet man die Senkrechte zu h; so erhélt
! oY 0 man die dritte Seite des gesuchten Dreiecks (durchgezogen dargestellt).

Diese Konstruktion erfiillt die Aufgabenstellung, da alle gleichseitigen Dreiecke zueinander dhnlich sind.

Aufgabe 060721:

Gegeben sind eine Gerade g und ein nicht auf g liegender Punkt P.

Konstruiere unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Lineal alle Geraden durch P, die mit g einen
Winkel vom Gradmafl 60° bilden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man wahlt auf g einen beliebigen Punkt @ und schldgt um ihn mit PQ den Kreis ki. Dieser schneidet g
in zwei Punkten: R und R.

Nun schldgt man um R und um P mit PQ die Kreise k2 und k3. Diese schneiden einander in @) und in
einem Punkt S # @ (andernfalls wiirden sie sich in @ beriihren, also ligen R, P und @ auf derselben
Geraden, d.h., P lidge auf g, im Widerspruch zur Voraussetzung).

Schligt man nun mit PQ um S den Kreis k4, so schneidet dieser k3 in zwei Punkten: X und X', X # X '7
Die Geraden gpx und gpx/ und nur diese geniigen der Aufgabenstellung. (Der zweite Schnittpunkt R
von ki und g fihrt zwar zu anderen Punkten X und X', aber zu denselben Geraden).

Beweis: Laut Konstruktion ist das Dreieck ASX P gleichseitig. Auerdem ist SP || RQ (als Seiten in dem
Rhombus RQPS). Die Gerade gxp schneide g im Punkte P;.

Dann gilt (Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen) ZSPP; = /PP, R d.h. ZPP, R hat ein Gradma8
von 60°. Ebenso ist laut Konstruktion X'P || SX.
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Die Gerade gpx schneidet mithin g ebenfalls unter einem Winkel von 60°. Da es nur zwei Geraden durch
P gibt, die mit g einen Winkel vom Gradmaf} 60° bilden, sind damit alle derartigen Geraden gefunden.

Aufgabe 080723:
Konstruiere ein Dreieck ABC aus r = 3 ¢m, ¢ = 5,5 cm und h, = 3 cm!

Dabei sei r die Lange des Umkreisradius, ¢ die Linge der Seite AB und h. die Linge der zur Seite
AB gehorenden Hohe des Dreiecks.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es nach Aufgabenstellung konstruiert werden soll; M sei
der Umkreismittelpunkt des Dreiecks. Dann liegt der Punkt C' auf dem Umkreis des Dreiecks AABC im
Abstand h. von AB.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Dreieck AABC nur dann den Be-
dingungen der Aufgabe entsprechen kann, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

Man zeichnet AB und schligt um A und B die Kreise mit dem
Radius der Lange r. Einer ihrer Schnittpunkte sei M, der andere
M, genannt.

Nun schldgt man den Kreis um M mit r. Dann konstruiert man die beiden Parallelen zu AB im Abstand
he. Wegen h. = r und ¢ < 2r schneidet diejenige Parallele, die mit M; auf der gleichen Seite der durch
A und B gehenden Geraden liegt, den Kreis um M durch A nicht. Die andere Parallele schneidet diesen
Kreis in zwei Punkten, C und Cj.

Die Dreiecke AABC bzw. AABC, entsprechen den Bedingungen.

(III) Der Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck AABC tatséchlich den Bedingungen der Aufgabe
entspricht, ergibt sich leicht aus (II).

Aufgabe 100724:

Konstruiere ein Dreieck AABC aus o = 70°, s, = 7 ¢cm, h, = 5 cm!

Dabei sei o die Grofie des Winkels ZBAC, s, sei die Lange der Seitenhalbierenden der Seite AC und
h. die Linge der Hohe des Dreiecks, die auf der Geraden durch A und B senkrecht steht.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob sich aus den gegebenen Stiicken ein
Dreieck eindeutig konstruieren lasst!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Analyse:

c Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es nach Aufgabenstel-
lung konstruiert werden soll.

Der Mittelpunkt von AC sei D, der Fufipunkt der auf der Geraden
durch A und B senkrechten Hohe sei F. Dann liegt E wegen o <
90° auf dem von A ausgehenden Strahl durch B, und es ldsst sich
das Teildreieck AAEC aus h., a und dem rechten Winkel ZAEC
konstruieren. Punkt B liegt erstens auf dem von A ausgehenden
Strahl durch E und zweitens auf dem Kreis mit s, um D.

A E B

II. Konstruktionsbeschreibung:

Daraus folgt, dass ein Dreieck nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren das Dreieck AAEC aus h., a und dem rechten Winkel ZAEC.

(2) Wir konstruieren den Mittelpunkt D der Strecke AC.
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(3) Wir konstruieren den von A ausgehenden Strahl durch E.
(4) Wir schlagen um D mit s, den Kreis. Schneidet er den Strahl AFE, so sei B einer der Schnittpunkte.

III. Beweis, dass jedes auf diese Weise konstruierbare Dreieck AABC tatséchlich den Bedingungen der
Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion ist DB = s,, CE = h., und der Winkel ZCAB hat die Grofie a. Ferner ist D der
Mittelpunkt, also BD die Seitenhalbierende von AC'. Schliellich ist nach Konstruktion CE | AB, also
CFE auf AB und damit die auf der Geraden durch A und B senkrechte Hohe.

IV. Eindeutigkeitsnachweis:

Wegen o < 90° ist der Konstruktionsschritt (1) nach dem Kriterium sww eindeutig. Ferner ist (2) stets
eindeutig moglich, ebenso (3), da wegen (1) A # E ist.

SchlieBlich ist auch (4) nach sww eindeutig moglich, da fiir die gegebenen Grofien « und h. die Strecke
DA Kleiner als s, ausfallt.

Folglich ist die gesamte Konstruktion mit den gegebenen Stiicken eindeutig.

Aufgabe 110724:

Konstruiere ein konvexes Viereck ABC'D aus BC' = 3,5 cm; CD = 3,5 cm; AC =5cm; ZDAB = 75°
und ZABC = 120°!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein konvexes
Viereck eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, ABCD sei ein Viereck, das den Bedingungen der Aufgabe geniigt. Dann ist das Dreieck
AABC aus den Seiten AC, BC und dem der grofleren Seite AC gegeniiberliegenden Winkel ZABC' zu
konstruieren.

Punkt D muss nun erstens auf dem freien Schenkel eines Winkels der Grée ZBAD und zweitens auf
dem Kreis um C' mit dem Radius C'D liegen. Ferner liegen, da das Viereck konvex ist, B und D auf
verschiedenen Seiten der Geraden durch A und C.

(IT) Daraus ergibt sich, dass ein Viereck ABCD nur dann den
Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert ein Dreieck AABC aus AC =5 ¢cm, BC =
3,5 cm und ZABC = 120°.
(2) Man trégt in A an AB einen Winkel der Grofle 75° so an,
dass sein freier Schenkel nicht auf derselben Seite der Geraden
durch A und C liegt wie B.

(3) Man schliagt den Kreis um C mit CD = 3,5 cm. Schneidet er den freien Schenkel des in (2) konstru-
ierten Winkels, so sei einer der Schnittpunkte D genannt.

(IIT) Der Beweis, dass bei je 4 so konstruierten Punkten A, B, C, Ddie vorgeschriebenen Streckenlédngen
und Winkelgréflen auftreten, ergibt sich unmittelbar aus (II) und der Umkehrung der Schliisse in (I).
Ferner folgt aus (II), dass ZDAB + ZABC = 195° > 180° ist, so dass keiner der Winkel /BCD, ZCDA
die Grofle 180° erreichen oder tiberschreiten kann.

Daher bilden A, B, C, D die Ecken eines konvexen Vierecks.

(IV) Die Konstruktion des Dreiecks AABC ist wegen AC > BC und, weil ZABC der Seite AC ge-
geniiberliegt, nach dem Kriterium (ssw) stets bis auf Kongruenz eindeutig ausfiithrbar.

Der Kreis um C' mit C'D schneidet den freien Schenkel des nach (2) konstruierten Winkels von 75° bei
den vorgegebenen Werten in genau zwei Punkten Dy und Ds. Man erhélt also (bis auf Kongruenz) zwei
Vierecke ABC'D; und ABC' D5, die beide den Bedingungen der Aufgabe geniigen.
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Die beiden Vierecke sind nicht kongruent, da sie verschiedenen Fliacheninhalt haben.

Aufgabe 120724:

Konstruiere ein Dreieck AABC aus h, = 6 cm, h, =5 ¢cm und = 50°!

Dabei seien h, die Lange der Dreieckshohe, die auf BC' senkrecht steht, h. die Lénge der auf AB
senkrecht stehenden Dreieckshohe und g die Grofie des gegebenen Winkels ZABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es nach der Auf-

gabenstellung konstruiert werden soll. Der Fufpunkt der von
C auf die Gerade durch A und B gefillten Héhe sei D. Dann
gilt fiir das Dreieck ABCD wegen 8 < 90°: ZDBC = f,
/ZBDC =90° und CD = h,.

Punkt A liegt

1. auf dem Strahl s aus B durch D und

> 2. auf einer Parallelen zu BC im Abstand h,, und zwar auf
s A D B derselben Seite von BC wie D, weil A auf dem Strahl s liegt.

(IT) Daraus folgt, dass ein Dreieck nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren das Dreieck ABCD aus den Winkeln ZDBC, ZBDC und der Seite C'D, deren
Grofen 3, 90° bzw. h. sind.

(2) Wir zeichnen den Strahl s aus B durch D.

(3) Wir ziehen im Abstand h, die Parallele zu BC, die auf der gleichen Seite von BC' liegt wie D.
Schneidet sie den Strahl s, so sei dieser Schnittpunkt A genannt.

(IIT) Beweis, dass jedes auf diese Weise konstruierte Dreieck AABC tatséchlich allen Bedingungen der
Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion hat der Winkel ZABC dieselbe Grofie wie der Winkel Z D BC', und dieser hat die Grofie
B, ferner ist CD = h,, und die Strecke C'D steht senkrecht auf AB. Schliefflich hat nach Konstruktion
der Punkt A von BC den Abstand h,.

(IV) Wegen g < 90° ist der Konstruktionsschritt (1) nach dem Kriterium (sww) bis auf Kongruenz
eindeutig ausfithrbar. Ferner sind nach Ausfithrung von (1) die Schritte (2) und (3) eindeutig ausfithrbar,
und da BC nicht parallel BD ist, existiert dann auch eindeutig der Schnittpunkt A, wobei man bei
verschiedenen Ausfithrungen von (1) zu kongruenten Dreiecken AABC gelangt.

Das Dreieck AABC' ist mithin durch die gegebenen Stiicke bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 130724:

Es sei AABC ein Dreieck, in dem die Grofle v des Innenwinkels BC A kleiner ist als jede der Grofien
der beiden anderen Innenwinkel.

Konstruiere alle Punkte P auf den Seiten AC' und BC, so dass ZBPA = 2 gilt!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion; ermittle die Anzahl der Punkte P mit der verlangten
Eigenschaft!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
c (I) Angenommen, ein Punkt P auf AC habe die verlangte Eigenschaft.
Nach dem Auflenwinkelsatz fiir ABCP folgt dann /CBP = /BPA —
/BCP = +.

(IT) Daher entspricht ein Punkt P auf AC nur dann den Bedingungen
der Aufgabe, wenn er durch folgende Konstruktion erhalten werden

P’ kann:

(1) Man tragt in B an BC nach der Seite der Geraden durch B und

A B C, auf der A liegt, den Winkel der Grofle v an.
(2) Schneidet sein freier Schenkel die Seite AC, so sei P der Schnittpunkt.

(IIT) Beweis, dass jeder so konstruierte Punkt P den Bedingungen der Aufgabe entspricht: Nach Kon-
struktion (2) liegt P auf AC. Ferner ist nach dem Auflenwinkelsatz und nach Konstruktion (1) auch
£BPA=/BCP+ ZCBP = 2.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist stets eindeutig ausfithrbar. Wegen v < 8 hat der freie Schenkel des in
(1) konstruierten Winkels gemeinsame Punkte mit dem Innern des Dreiecks ABC und schneidet die Seite
AC zwischen A und C;

Konstruktionsschritt (2) ergibt folglich genau einen Punkt P auf AC, der die verlangte Eigenschaft hat.
Vertauscht man in den Uberlegungen (I) bis (IV) iiberall A mit B, so erhilt man: Es gibt genau einen
(weiteren) Punkt P’ auf BC, der die verlangte Eigenschaft hat. Somit gibt es stets genau 2 derartige
Punkte.

Aufgabe 140723:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus a = 60°, § = 35° und w, = 5,5 cm!

Dabei seien a bzw. 8 die Gréfien der Winkel Z/BAC bzw. ZABC und w,, die Lange der Winkelhal-
bierenden des Winkels ZBAC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
eindeutig bestimmt ist!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es laut Aufgabenstellung konstruiert werden soll.

AD sei die Winkelhalbierende von ZBAC, wobei D auf BC liegt. Dann sind von dem Teildreieck ABD
die Stiicke AD = w,, ZBAD = § und ZABD = (3 bekannt.

Punkt C liegt erstens auf dem freien Schenkel des in A an AB nach derselben Seite der Geraden durch
A und B wie D angetragenen Winkels der Gréfle  und zweitens auf dem Strahl aus B durch D.
Daraus folgt, dass ein Dreieck nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

c

A

(IT) (1) Wir konstruieren das Dreieck ABD aus AD = 5,5 cm, ZBAD = 30° und ZABD = 35°.

(2) Wir tragen in A an AB einen Winkel der GréBe 60° nach derselben Seite der Geraden durch A und
B an, auf der D liegt.

(3) Wir zeichnen den Strahl aus B durch D. Schneidet er den freien Schenkel des in (2) konstruierten
Winkels, so sei dieser Schnittpunkt C' genannt.
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(III) Jedes so konstruierte Dreieck ABC' entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion hat der Winkel ZBAC die Grofie 60°. Ebenso hat nach Konstruktion der
Winkel ZABC die Grofie 35°. SchlieBlich ist nach Konstruktion AD Halbierende des Winkels ZBAC und
hat die Lange 5,5 cm.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Ebenso sind die Konstrukti-
onsschritte (2) und (3) eindeutig ausfithrbar.

Da sowohl ZBAC' als auch ZABD spitze Winkel sind, gibt es genau einen Schnittpunkt C'. Mithin ist
AABC durch die gegebenen Stiicke bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 150724:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus b =6 cm, hy, =5 c¢cm, ¢ = 7 cm!

Dabei sei b die Lénge der Seite AC, ¢ die der Seite AB und h;, die der auf der Geraden durch A und
C senkrechten Hohe.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht. Der Fufipunkt
des von B auf die Gerade durch A und C gefillten Lotes sei D. Dann gilt BA = ¢, hy = BD, und es ist
A # D, wegen ¢ # hy ist folglich ABD ein Dreieck.

In ihm sind ¢, by, Seitenléngen, und es enthélt den rechten Winkel ZBDA. Punkt C liegt erstens auf der
Geraden durch A und D und zweitens auf dem Kreis um A mit b. Daraus folgt, dass ein Dreieck nur dann
den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

B

Cy D A Cs

(IT) (1) Wir konstruieren das Teildreieck ABD aus AB = ¢, BD = hy, und dem rechten Winkel ZBDA.
(2) Wir zeichnen die Gerade durch D und A.

(3) Wir zeichnen den Kreis um A mit b. Schneidet er die Gerade durch D und A, so sei C einer der
Schnittpunkte.

(IIT) Jedes so erhaltene Dreieck ABC' entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion ist AC = b, AB = ¢, BD = hy, und BD die auf der Geraden durch A und C'
senkrechte Hohe.

(IV) Wegen hy, < c ist der Konstruktionsschritt (1) nach (ssw) bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar,
da der gegebene rechte Winkel der grofieren Seite gegeniiberliegt.

Konstruktionsschritt (2) ist stets eindeutig ausfiihrbar, da sich wegen h; < ¢ bei (1) D # A ergeben
hatte.

SchlieBlich ergibt (3) stets zwei verschiedene Punkte C; und Cy. Da nun der wegen h;, < ¢ spitze Winkel
/DAB in dem einen der beiden Dreiecke ABCy, ABCj5 als Innenwinkel, in dem anderen als Auflenwinkel
bei A auftritt, so ist das eine dieser Dreiecke bei A spitzwinklig, das andere bei A stumpfwinklig; folglich
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sind diese beiden Dreiecke nicht kongruent. Durch die gegebenen Stiicke ist ein Dreieck mithin nicht,
auch nicht bis auf Kongruenz, eindeutig bestimmt.

Aufgabe 160723:

Konstruiere aus @ = 5,0 cm und b = 7,0 cm ein Dreieck ABC, bei dem die Mittelsenkrechten der
Seiten BC' und AC aufeinander senkrecht stehen! Dabei seien a bzw. b die Langen der Seiten BC
bzw. AC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die Aufgabenstellung ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Angenommen, es gibe ein Dreieck ABC, das den Bedingungen

der Aufgabe entspricht.

Der Mittelpunkt der Seite BC' sei D, der von AC sei E. Der
Schnittpunkt der senkrecht aufeinanderstehenden Mittelsenkrech-
ten miteinander sei mit F' bezeichnet.

E Wegen des Winkelsummensatzes, angewandt auf das Viereck
DCEF, folgt mithin, dass ZECD(= ZACB) ein rechter Winkel
ist. Daher entspricht ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen

" ja g der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten
werden kann:

c

II. (1) Man konstruiert einen rechten Winkel, dessen Scheitel C' genannt sei.

(2) Auf dem einen seiner Schenkel triagt man von C aus eine Strecke der Linge 5,0 cm ab, deren zweiter
Endpunkt B genannt sei, auf dem anderen Schenkel tragt man von C aus eine Strecke der Lange 7,0 cm
ab, deren zweiter Endpunkt A genannt sei.

II1. Jedes so konstruierte Dreieck ABC entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion haben BC bzw. AC die Lénge 5,0 cm bzw. 7,0 cm. Die Mittelsenkrechte von
BC ist, da auch AC senkrecht auf BC' steht, parallel zu AC. Also ist sie senkrecht zur Mittelsenkrechten
von AC.

IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind stets bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Also gibt
es bis auf Kongruenz genau ein Dreieck ABC' der geforderten Art.

Aufgabe 260724:

Lo

o U9

S

Zu zwei gegebenen Streckenldngen PQ und RS (siche Abbildung) gibt es zwei weitere Streckenlédngen
a und b, die die Bedingungen

(1) PQ =2a+b,
(2) RS=2a—-0

erfiillen und durch diese Bedingungen eindeutig festgelegt sind.

Sie sollen auf zwei verschiedene Weisen ermittelt werden:

(a) Ubertrage PQ und RS auf ein Zeichenblatt und konstruiere (ohne Verwendung einer Lingenskala)
aus diesen gegebenen Lingen die gesuchten a und b! Beschreibe deine Konstruktion! Begriinde, warum
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die Aufgabe (1) und (2) zu erfiillen, durch deine Konstruktion gelost wird!

(b) Ermittle @ und b rechnerisch, wenn die gegebenen Léangen PQ = 9,8 cm und RS = 6,6 cm
betragen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(a) I. Konstruktion:

PQ - RS
1
%

;

=32

a K a M 2a
II. Beschreibung;:

1. Man konstruiert eine Strecke UV der Linge UV = PQ.

2. Man verldngert UV iiber V hinaus um RS bis zum Punkt W.

3. Man konstruiert den Mittelpunkt M der Strecke UW.

4. Man konstruiert den Mittelpunkt K der Strecke UM.

Dann sind UK = a und MV = b die gesuchten Léngen.

III. Begriindung:

Fiir die so konstruierten Langen gilt: Nach 4. ist UM = 2 - UK = 2a; hieraus und aus 1. folgt PQ =
UV =UM+MV =2a+b,d.h, (1) ist erfiillt.

Nach 3. ist ferner MW = UM = 2a; hieraus und aus 2. folgt RS = VW = MW — MV = 2a —b, d. h.,
(2) ist erfiillt.

(b) Aus (1) und (2), d.h. 2a + b= 9,8 cm (3) und 2a — b = 6,6 cm, (4) folgt durch Addition 4a = 16,4
cm, also @ = 4,1 cm. Hieraus und aus (3) folgt b = 9,8 cm—8,2 cm = 1,6 cm.

Aufgabe 310724:

a) Konstruiere ein Fiinfeck ABCDE, in dem die Seitenlingen AB = 50 mm, BC' = 45 mm, AE = 54
mm betragen und die Innenwinkel /BAFE, ZABC, /BCD, ZAED in dieser Reihenfolge die GréBen
a =100°, 5 =110°, v = 106°, p = 114° haben!

b) Konstruiere nun zwei Punkte F und G, die so auf der Geraden durch A und B liegen, dass das
Dreieck FGD denselben Flacheninhalt wie das Fiinfeck ABCDE hat)!

Beschreibe deine Konstruktion der Punkte F' und G! Beweise, dass von den nach deiner Beschreibung
konstruierten Punkten die geforderten Bedingungen erfullt werden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Abbildung enthélt ein zu konstruierendes Fiinfeck ABCDE.
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b) Die Abbildung enthélt auch eine Konstruktion zweier Punkte F,G.

Beschreibung dieser Konstruktion:

(1) Man konstruiert die Parallele durch E zu AD; sie schneidet die Gerade durch A und B in F. (2) Man
konstruiert die Parallele durch C' zu BD; sie schneidet die Gerade durch A und B in G.

Beweis, dass fiir die so auf der Geraden durch A und B konstruierten Punkte F,G das Dreieck FFGD
denselben Fliacheninhalt wie das Fiinfeck ABCDFE hat:

Nach (1) gilt EF || AD. Daher haben in den Dreiecken ADE und ADF die zu AD senkrechten Hohen
dieselbe Léange. Also haben diese Dreiecke einander gleichen Flicheninhalt. Ebenso folgt aus (2), dass die
Dreiecke BDC' und BDG einander gleichen Fldcheninhalt haben. Damit ergibt sich

A(FGD) = A(ABD) + A(ADF) + A(BDG) = A(ABD) + A(ADE) + A(BDC) = A(ABCDE)

111 Runde 3

Aufgabe V10735:

Zeichne einen Kreis um M mit dem Durchmesser d = 5 cm. Konstruiere von einem Punkt P aus,
dessen Abstand von M ebenfalls 5 cm betrigt, die Tangenten an den Kreis!

Bestimme die Groie des Winkels, den die beiden Tangenten miteinander bilden! Beweise, dass dieser
Winkel stets so grof} ist, wenn M P = d ist!

Losung von Steffen Polster:

0.B.d. A. liege P wie in der Zeichnung gezeigt.
Die Beriihrungspunkte der Tangenten liegen dann auf dem Thaleskreis um den Mittelpunkt 7" der Strecke
M P, da die Winkel zwischen den Beriihrradien und den Tangenten rechte Winkel sein miissen.

Konstruktion:

1. Man zeichnet den Kreis um M und die Strecke M P, die man in T halbiert.

2. Der Kreis um T mit dem Radius TP ist dann der Thaleskreis iiber M P und schneidet den Kreis um
M in den zwei Berithrungspunkten B; und Bs.

3. Die Geraden durch P und B; bzw. P und Bs sind die gesuchten Tangenten von P an den Kreis.

Da die zwei Kreise um M und T gleiche Radien haben, sind sie spiegelsymmetrisch zur Gerade durch ihre
zwei Schnittpunkte By und Bs. Damit ist das Dreieck MT B; gleichseitig und der Winkel /BT M = 60°.
/ZB1TM ist aber Aulenwinkel des Dreiecks PT B, das auf Grund von TB; = TP = g gleichschenklig
ist. Der Innenwinkel /By PM ist somit als Basiswinkel halb so grof§, wie der Auflenwinkel /BT M, d. h.
es gilt Z/B1PM = 30°.

146



II.IV Konstruktionen

Die zwei Dreiecke AMPB; und AM PB; sind nach Kongruenzsatz SSW zueinander kongruent. Zum
einen sind die Seiten M B; = M B = 2 und M P = M P gleich grof}, zum anderen liegt der grofiere Winkel
(der rechte Winkel) der grofieren Seite gegeniiber.

Damit ist auch ZBoPM = 30° und der Schnittwinkel der Tangenten gleich 60°.

Da in dieser Herleitung die relative Lage von P zu M nicht benotigt wird, ist dieser Winkel fiir alle P
mit M P = d gleich gro8.

Aufgabe 010733:

In einer Ebene sind drei einander in einem Punkte S schneidende Geraden g1, go und g3 sowie auf
g1 der Punkt A gegeben.

Konstruiere ein Dreieck, das A als Eckpunkt und den Schnittpunkt S als Umkreismittelpunkt hat
und bei dem B auf go und C auf g3 oder umgekehrt liegen! Wie viel verschiedene Dreiecke lassen sich
so konstruieren?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

@) 93 b) ) 93 d)
C1 g2 C1 go
A A A A
S g1 1S S g1 S
B> ‘B> B2
Ca Ca Co

Konstruktion:

Es wird ein Kreis mit dem Mittelpunkt S und dem Radius SA gezogen, der die beiden anderen Geraden
g2 und g3 in den Punkten By, By bzw. C1, Cs trifft (Bild a).

Damit gilt jeweils SA = SB; = SCj, (4,5 = 1,2) und § ist tatsichlich der Umkreismittelpunkt aller
moglichen Dreiecke AB;Cj.

Da die Geraden den Kreis jeweils zweimal schneiden, gibt es fiir B und C jeweils zwei Moglichkeiten,
insgesamt kann man sie zu vier (= 2-2) Dreiecken AB;C;, AB1Cy (Bild b), AB>Cy (Bild ¢) und AByCy
(Bild d) kombinieren.

Aufgabe 020736:

Es ist ein Dreieck zu konstruieren, von dem die Summe s der Seiten a und b (mit BC = a und
AC =), die Grofle des Winkels ZACB und die Linge h, der von A auf die Gerade durch B und C
gefillten Hohe gegeben sind: s =7 cm, h, = 4 cm, v = 100°.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Zuerst iiberlege man sich, dass die Hohe h, auflerhalb des gesuchten Dreiecks liegen muss, weil es stumpf-
winklig ist. Dann legt man eine Gerade (auf der spiter die Seite a liegt) und auf ihr den Punkt F' beliebig
fest. In F' errichtet man eine Senkrechte, auf der man h, abtrigt; ihr Endpunkt wird A.

Nun kann man nutzen, dass man den Winkel v kennt: Man kennt gleichzeitig ¢ (gestreckter Winkel:
v+ 6 =180°) und LFAC (nach Innenwinkelsatz).

In A konstruiert man an AF einen Winkel von 10°, auf dem erhaltenen Schenkel trigt man s = a + b ab;
der Endpunkt sei H und der Schnittpunkt mit der ersten Geraden sei C.

Damit hat man aus den gegeben Stiicken das Hilfsdreieck AC'F erhalten, dessen Eckpunkt C' die Seiten-
summe s in b = AC und a = C'H teilt. Die Strecke C'H tibertrdgt man dann auf die Gerade, auf der die
Seite a liegen muss; es entsteht der Punkt B. Damit kennt man das gesuchte Dreieck.

Aufgabe 030736:

Gegeben seien die parallelen Seiten ¢ = 8 cm und ¢ = 4 cm eines Trapezes sowie seine Diagonalen
e=8 cm und f =6 cm.

a) Konstruiere dieses Trapez!

b) Begriinde die Konstruktion!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

b) Man denke sich an das Trapez ein kongruentes Trapez so angefiigt, dass beide zusammen ein Paral-
lelogramm mit (a + ¢) als Parallelseiten bilden. Es ldsst sich dann aus (a + ¢), e und f ein Teildreieck
konstruieren.

Die Konstruktion des vierten Trapezpunktes ldsst sich nun mit Hilfe einer Diagonalen und auf einer
Trapezseite durchfiithren.

Aufgabe 040736:
Gegeben ist das Dreieck ABC. Es soll ein Rhombus so konstruiert werden, dass einer seiner Eckpunkte
mit A zusammenfillt und die drei tibrigen Eckpunkte jeweils auf einer Dreiecksseite liegen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

E B

Wir denken uns die Aufgabe gelost und betrachten den Rhombus AEF D. Die Diagonale AF halbiert
den Winkel ZDAFE und damit auch den Winkel ZC AB.
Weiterhin gilt AE = EF = FD = DA sowie AE || DF und AD || EF.
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Konstruktionsbeschreibung:

Wir zeichnen die Winkelhalbierenden des Winkels Z/C' AB, ihren Schnittpunkt mit BC nennen wir F'.
Durch F konstruieren wir Parallelen zu den Dreiecksseiten AB bzw. AC.

Die Schnittpunkte mit den Dreiecksseiten AB und AC werden E bzw. D genannt. Das Viereck AEFD
ist somit ein Parallelogramm und wegen ZDAF = /F AFE ein Rhombus.

Aufgabe 050732:

Gegeben sind die voneinander verschiedenen Punkte A und B.

a) Konstruiere unter alleiniger Verwendung des Zirkels einen Punkt P, der auf der gleichen Geraden
wie A und B liegt!

b) Beschreibe und begriinde die Konstruktion!

Anmerkung: Die Konstruktionsbeschreibung soll kurz gehalten sein. Bei der Konstruktion von Drei-
ecken gentigt die Angabe von Seiten und Winkeln, aus denen sich das Dreieck konstruieren lésst.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
b) Fir die Beschreibung und Begriindung;:
Die Léange der Strecke AB sei a. Man schldgt um A und B Kreisbogen mit
ex dem gleichen Radius von der Lénge r > 3. Die beiden Schnittpunkte dieser
| Kreisbogen seien C' und D, die Lénge der Strecke C'D sei b. Nun schldgt man
| BP; um C und D Kreisbogen mit dem gleichen Radius r; > g
Ds Die entstehenden Schnittpunkte P; und P, liegen auf der Geraden durch A

und B und sind, falls ry # r ist, von A und B verschieden.

Beweis: Die Gerade durch C' und D ist auf Grund der Konstruktion Symmetrieachse zu der Strecke AB.
Aus demselben Grund ist die Gerade durch A und B Symmetrieachse zu der Strecke CD.

Da laut Konstruktion CP; = DP; und CP, = DP; gilt, liegen P; und P, auf der die Punkte A und B
enthaltenden Symmetrieachse der Strecke C'D.

Aufgabe 080735:

Gegeben seien in einer Ebene drei Geraden g7, go und g3, die sich in einem Punkt S schneiden mogen,
sowie ein Punkt A # S auf der Geraden g;.

Konstruiere ein Dreieck AABC, in dem die Seitenhalbierenden s,, s, und s, auf g;, go bzw. g3 liegen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Angenommen, es gibt ein Dreieck AABC (siehe Abbildung), das den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht.

Der Mittelpunkt von AB sei P, der Mittelpunkt von BC' sei ). Dann liegt P auf der Seitenhalbierenden
se und damit auf go und @ auf s, und damit auf g;.

Verldngert man nun SP bzw. SQ tber P bzw. @ hinaus um sich selbst (die so entstehenden Punkte seien
D und E), so sind die Vierecke ADBS bzw. BECS Parallelogramme, da sich ihre Diagonalen halbieren.
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I1. Ein Dreieck AABC' kann daher nur dann den Bedingungen der Aufgabe geniigen, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

Man zieht durch A die Parallele zu gs. Sie schneide go im Punkt D. Dann halbiert man SD (Halbierungs-
punkt sei P) und zieht die Gerade durch A und P. Sie schneide g3 im Punkt B.

Nun zieht man durch B die Parallele zu go, die g; in E schneide. Man halbiert SE (Halbierungspunkt
sei @) und zieht die Gerade durch P und @, die g in C schneide.

III. Wenn sich das Dreieck AABC' so konstruieren ldsst, dann entspricht es den Bedingungen.

Beweis: Laut Konstruktion sind die Dreiecke AADP und ABSP sowie ABEQ und ACSQ kongruent,
denn sie stimmen in einer Seite und den Winkeln tiberein.

Also sind die Vierecke ADBS und BEC'S Parallelogramme, und es gilt AP = PB sowie BQ = QC.
Daher sind CP und AQ Seitenhalbierende im Dreieck AABC'. Thr Schnittpunkt S muss auch auf der
dritten Seitenhalbierenden liegen, die damit auf g liegt.

IV. Die Konstruktion ist stets ausfiithrbar und eindeutig. Denn von den Geraden g1, g2, g3 sind keine zwei
parallel, so dass also die Schnittpunkte D, B, E und C' stets existieren und eindeutig bestimmt sind.
Da weder B noch C mit S zusammentfillt, kann weder B (als Punkt von g3) noch C (als Punkt von g3)
mit dem Punkt A von ¢ zusammenfallen.

Aufgabe 090736:
Konstruiere einen Rhombus ABCD aus /ZBAD = 110° und AC + BD = 15 cm!
Anmerkung: ZBAD bezeichnet die Grofle des Winkels ZBAD.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Angenommen, ABCD sei ein Rhombus, der den Bedingungen der Aufgabe entspricht. M sei sein
Mittelpunkt. Dann ist AM die Winkelhalbierende von ZBAD, ferner gilt AM 1 BD sowie MB = M D.
Schliefllich ist

AM + MB = %(AC+BD)

Der Punkt F sei so auf der Verlingerung von AM iiber M hinaus gelegen, dass M E = M B ist. Dann
ist AM BE gleichschenklig-rechtwinklig, also, ZM EB = 45°. Ebenso ist auch ZM ED = 45°.

II. Daraus folgt, dass ein Rhombus nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man zeichnet einen Winkel von 110°, dessen Scheitel A genannt sei, und seine Winkelhalbierende.

(2) Auf ihr tragt man von A aus eine Strecke von 7,5 cm Lénge ab. Der zweite Endpunkt dieser Strecke
sei E/ genannt.

(3) An den von E durch A gehenden Strahl trigt man in E nach beiden Seiten Winkel von 45° an.
Schneiden ihre freien Schenkel die Schenkel der unter (1) genannten Winkel, so seien die Schnittpunkte
B und D.
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(4) Schneidet der Kreis um D mit dem Radius AD den von A durch E gehenden Strahl aufler in A in
einem weiteren Punkt, so sei dieser C' genannt.

IT1. Beweis, dass diese Konstruktion zu einem Rhombus der gesuchten Art fiihrt:

Nach Konstruktion wird AAEB = AAED (wsw), also AB = AD. Hieraus folgt, wenn M der Schnitt-
punkt von AE und BD ist, AAMB = AAMD (sws), also ZBMA = /ZDMA = 90°.

Demnach gilt ADMA = ADMC (ssw; AD > MD), also AD = CD, AM = CM und somit schliefflich
ANAMB = ACMB (sws), AB = C'B. Daher ist ABCD ein Rhombus.

In diesem gilt nach Konstruktion ZBAD = 110°. Ferner ist ZBMFE = 90° und nach Konstruktion
ZBEM = 45°, also AM BE gleichschenklig-rechtwinklig mit BM = EM. Somit auch

AC + BD = 2(AM + BM) = 2(AM + EM) = 2- AE = 15 cm

wie verlangt.

IV. Die Konstruktionsschritte (1), (2) sind (bis auf Kongruenz) eindeutig durchfiihrbar. Dasselbe gilt fiir
(3), da L2 < 90° ist.

Aufgabe 100736:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus a = 5,5 cm; b= 3,5 cm; s, = 3 cm!

Dabei bedeuten a,b die Langen der Seiten BC' bzw. AC und C'D = s, die Linge der Seitenhalbie-
renden der Seite AB.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob sich mit den gegebenen Stiicken ein
Dreieck eindeutig konstruieren lasst!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Analyse:

Angenommen, AABC sei ein Dreieck, wie es nach Aufgabenstellung konstruiert werden soll.

Der Mittelpunkt von AB sei D; der Punkt E sei derjenige auf dem Strahl C'D gelegene von C verschiedene
Punkt, fiir den CD = DEFE gilt. Dann ist AEBC' ein Parallelogramm, da sich AB und CE gegenseitig
halbieren. Also ist AE = CB = a.

C

II. Konstruktionsbeschreibung:
Daher kann ein Dreieck AABC nur dann der Aufgabenstellung entsprechen, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir zeichnen die Strecke C'D der Lénge s.,

(2) Wir zeichnen den Strahl CD.

(3) Wir schlagen den Kreis um D mit CD = s,; der von C' verschiedene Schnittpunkt dieses Kreises mit
dem Strahl C'D sei E.

(4) Wir schlagen um C und E die Kreise mit den Radien b bzw. a. Ist A einer ihrer Schnittpunkte, so
zeichnen wir den Strahl AD.

(5) Wir schlagen den Kreis um D mit AD; der von A verschiedene Schnittpunkt dieses Kreises mit dem
Strahl AD sei B.

II1. Beweis, dass ein so konstruiertes Dreieck der Aufgabenstellung entspricht:
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Nach Konstruktion ist AC' = b. Ferner ist AD = DB, also C'D Seitenhalbierende, und ihre Lénge ist
nach Konstruktion CD = s,.

SchlieBlich ist AEBC ein Parallelogramm, da sich die Diagonalen AB und CE gegenseitig halbieren. Also
ist CB=AE = a.

IV. Konstruktion:

Wegen a — b < 2s. < a + b sind alle Konstruktionsschritte durchfithrbar, also gibt es ein Dreieck,
das der Aufgabenstellung entspricht. Dieses ist bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt, da der einzige
moglicherweise mehrdeutige Konstruktionsschritt (4) dann zu zwei zu der Geraden durch C' und F sym-
metrischen und damit kongruenten Figuren fiihrt.

Aufgabe 110736:

Konstruiere ein Dreieck AABC aus ¢ =5 cm, h, = 4,5 cm, s, = 5,5 cm!

Dabei sei ¢ die Lange der Seite AB, h, die Lange der Hohe des Dreiecks, die auf der Geraden durch
B und C senkrecht steht, und s, die Lange der Seitenhalbierenden der Seite BC.

Beschreibe und begrinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Der Fulpunkt der Hohe durch A auf die Gerade durch B und C' sei F, der Mittelpunkt von BC' sei D.
Dann werde das Teildreieck AABF' aus hg, ¢ und dem rechten Winkel ZAF B konstruiert.

Punkt D liegt erstens auf dem Kreis mit s, um A und zweitens auf der Geraden durch F' und B.
C (IT) Daraus ergibt sich, dass ein Dreieck AABC nur dann den Bedin-

gungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren ein Dreieck AABF mit einem rechten Winkel
/AF B und Seiten AB, AF der Linge ¢ bzw. h,.

(2) Wir ziehen die Gerade durch F' und B.

(3) Wir schlagen einen Kreis um A mit s,. Schneidet er die Gerade durch
F und B, so sei D einer der Schnittpunkte.

(4) Wir schlagen den Kreis um D mit BD. Schneidet er die Gerade
durch B und F aufler in B noch in einem zweiten Punkt, so sei dieser C'
genannt.

A

(IIT) Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck AABC den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Nach Konstruktion ist AB = ¢, AF' die auf der Geraden durch B und C' senkrechte Héhe mit AF = h,
und D der Mittelpunkt von BC ferner gilt AD = s,.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist im (hier vorliegenden) Falle h, < ¢ bis auf Kongruenz eindeutig
ausfithrbar, Konstruktionsschritt (2) ebenfalls.

Wegen s, > h, ergibt (3) genau zwei Schnittpunkte, die D; und Dy genannt seien. Da nicht B, sondern
F Mittelpunkt der Strecke Dy Ds ist, ist BD1 # BDs.

Somit ergibt (4) genau zwei verschiedene Schnittpunkte, die C; und Cs genannt seien. Wegen BD1 # BDy
ist auch BC; # BCs. Es existieren folglich zwei Dreiecke AABC,; und AABC5,, die beide die gleiche
entsprechende Hohenlédnge, aber verschiedene Lingen der zugehorigen Grundseiten haben. Daher haben
sie verschiedenen Fldcheninhalt, sind also zueinander nicht kongruent. Infolgedessen existieren bis auf
Kongruenz genau zwei verschiedene Dreiecke, die beide allen Bedingungen der Aufgabe gentigen.

152



II.IV Konstruktionen

Aufgabe 130733:

Konstruiere ein Trapez ABC'D mit AB || CD ausa—c¢=3 cm, b=4 cm, d =6 cm, e =9 cm!
Dabei bedeuten a, b, ¢ und d in dieser Reihenfolge die Léangen der Seiten AB, BC,CD, DA und e die
Lénge der Diagonalen AC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Trapez bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(I) Angenommen, ABCD sei ein Trapez, das den Bedingungen der

Aufgabe entspricht.

Punkt F liege zwischen A und B auf AB, und es gelte AE = a—c.
Dann ist AB — CD = ¢ und EBCD ist ein Parallelogramm. Nun
lasst sich AAED aus AE,ED (= BC) und DA konstruieren.
Punkt C liegt erstens auf der Parallelen durch D zu AFE und zwei-
A E B tens auf dem Kreis um A mit dem Radius e.

D c

Ferner liegt C auf derselben Seite der Geraden durch A und D wie E. Punkt P liegt erstens auf dem
Strahl aus A durch E und zweitens auf der Parallelen durch C' zu ED.

(IT) Daher entspricht ein Trapez ABC'D nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch folgende
Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren ein Dreieck AED aus AE =3 cm, ED =4 cm und AD = 6 cm.

(2) Wir ziechen durch D die Parallele zu AE.

(3) Wir schlagen um A mit dem Radius e einen Kreis. Schneidet er die in (2) gezogene Parallele in einem
nkte, der auf derselben Seite der Geraden durch A und D liegt wie E, so sei dieser C genannt.

(4) Wir zeichnen den Strahl aus A durch E.

(5) Wir ziehen durch C die Parallele zu ED. Schneidet sie den in (4) gezeichneten Strahl, so sei dieser
Schnittpunkt B genannt.

ee)
=]

(IIT) Beweis, dass jedes so konstruierte Trapez ABCD den Bedingungen der Aufgabe geniigt:

Nach Konstruktion ist AD = d. Weiter ist nach Konstruktion AC = e. Da EBC'D nach Konstruktion ein
Parallelogramm ist, gilt schlieBlich BC(= ED) = b und, da E zwischen A und B liegt, auch AB — DC(=
AB—-FEB=AFE)=a—c.

(IV) Mit den gegebenen Grofen ist Konstruktionsschritt (1) bis auf Kongruenz nach dem Kriterium (s,s,s)
eindeutig ausfithrbar.

Ebenso ist (2) eindeutig ausfithrbar. Konstruktionsschritt (3) liefert wegen AC' > AD zwei Schnittpunkte,
von denen genau einer auf derselben Seite von AD liegt wie E. Schliefllich sind auch (4) und (5) eindeutig
ausfithrbar.

Daher ist ein Trapez ABCD durch die gegebenen Stiicke bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 140733:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus b — ¢ = 3 cm, a = 55° und 5 = 85°!

Dabei seien b bzw. ¢ die Liangen der Seiten AC bzw. AB, « die Grofie des Winkels ZBAC und £ die
des Winkels ZABC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, AABC' sei ein Dreieck, das den Bedingungen
der Aufgabe entspricht.

Dann ist b > ¢. Daher gibt es einen Punkt D auf AC, fiir den AD =
¢, also DC' = b — ¢ gilt. Sodann ist nach dem Winkelsummensatz

ZACB = 180° — (a + f8)

Ferner ist AABD gleichschenklig mit AB = AD = ¢, also gilt
/ZABD = Z/ADB.

c B
Wegen ZABD + ZADB + a = 180° folgt hieraus

/ABD = /ADB = %(1800 —q)

Daher gilt
1
ZCDB = 180° — 180° — Z(180° — @) = 90° + %
Punkt A liegt erstens auf dem Strahl aus C durch D und zweitens auf dem freien Schenkel des in B an
C B nach der Seite der Geraden durch B und C, auf der D liegt, angetragenen Winkels der Gréfe S.
Daraus folgt, dass ein Dreieck ABC nur dann den Bedingungen der Aufgabe geniigt, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(IT) (1) Man konstruiert ein Dreieck BDC, in dem die Seite DC' die Lénge b — ¢, der Winkel ZCDB die
Grofe 90° + § und der Winkel ZDCB die Grée 180° — (a4 ) haben.

(2) Man zeichnet den Strahl aus C' durch D.

(3) Man tragt in B an BC nach der Seite der Geraden durch B und C, auf der D liegt, einen Winkel der
Grofle 8 an.

(4) Schneidet sein freier Schenkel den in (2) gezeichneten Strahl in einem Punkt auerhalb von C'D, so
sei dieser A genannt.

(III) Beweis, dass jedes so konstruierte Dreieck ABC' den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion hat ZABC' die verlangte Gréfle §. Ferner hat ZBAC nach dem Winkelsummensatz
und nach Konstruktion die Gréfle
180° — ZABC — /DCB = 180° — 8 — (180° — a — ) =
Weiterhin ist nach Konstruktion ZADB = 180° — ZCDB = 180° — (90° + §) = 90° — § und somit
a

ZABD = 180° = ZBAD — ZADB = 180° — a — (90° — 5) = 90° % — /ADB

Also ist AABD gleichschenklig mit AB = AD, und somit gilt auch, wie verlangt, AC—AB = AC—AD =
CD=b-c.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar, da fiir die gegebenen Gréfien
a,  die Beziehung 180° —a — 3 > 0 und (90° + §) + (180° — o — ) < 180° gelten.

Danach sind die Konstruktionsschritte (2) und (3) eindeutig ausfiihrbar, und wegen (180° —a— )+ <
180° und 90° + § > a auch Konstruktionsschritt (4). Durch die gegebenen Stiicke ist ein Dreieck mithin
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 160736:

Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB || DC aus a = 9,1 ¢cm, b = 6,3 ¢cm, ¢ = 6,7 cm und d = 5,0
cm!

Dabei sei a die Lange der Seite AB, b die der Seite BC, ¢ die der Seite C'D und d die der Seite AD.
Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Trapez
bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Angenommen, ABCD sei ein Trapez, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht (siehe Abbildung).

Dann ist a > ¢. Daher schneidet die Parallele zu AD durch C die Seite AB in einem inneren Punkte E,
fir den AE = ¢, also EB = a — ¢ gilt.

Daraus folgt, dass ein Trapez ABCD nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

II. (1) Wir konstruieren das Teildreieck EBC aus EB = a — c,
BC =bund EC =d.

D ¢ ¢ (2) Wir verlingern BE iiber F um ¢ und erhalten A,

(3) Wir zeichnen die Parallele zu AB durch C.

(4) Wir zeichnen die Parallele zu CE durch A.

Der Schnittpunkt der beiden Parallelen aus (3) und (4) sei D ge-
nannt.

III. Jedes so erhaltene Viereck ABC' D entspricht den Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Das Viereck AECD ist ein Parallelogramm, also gilt CD = AE = ¢ und AD = EC = d, und
ABCD ist ein Trapez mit AB || CD. Nach Konstruktion ist AB=BE+FA=a—c+c=a=9,1 cm,
BC=b=63cm,CD=AF =¢c=6,7cm und AD = EC =d = 5,0 cm.

IV. Konstruktionsschritt (1) ist nach dem Kriterium (sss) bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar, weil
jede der drei Seitenldngen a — ¢ = 2,4 cm, b = 6,3 cm und d = 5,0 cm kleiner als die Summe der beiden
anderen ist.

Die Konstruktionsschritte (2), (3) und (4) sind danach stets eindeutig ausfithrbar. Mithin existiert bis
auf Kongruenz genau ein Trapez ABCD der geforderten Art.

Aufgabe 170733:

Gegeben sei ein Dreieck ABC mit AC' = 9,0 cm, BC = 6,0 cm und ZBCA = 120°.

Konstruiere ein regelméafiges Sechseck CDEFGH derart, dass D auf AC, F' auf AB und H auf BC
liegen!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Stelle fest, ob es genau ein Sechseck CDEFGH gibt,
das den Bedingungen der Aufgabe entspricht!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

(I) Angenommen, ein Sechseck CDEFGH erfiille die Be-

c dingungen der Aufgabe.

Dann halbiert der Mittelpunkt M des Umkreises des
Sechsecks CDEFGH die Halbierende des Winkels
/BCA, und die Dreiecke MCD, MDE, MEF, MFQG,
MGH und M HC sind sdmtlich gleichseitig mit der Sei-
a I p tenlinge CM.

(IT) Daher entspricht ein Sechseck CDEFGH nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert die Halbierende des Winkels ZBC'A, ihr Schnittpunkt mit AB sei Punkt F'.

(2) Man halbiert C'F, der Halbierungspunkt sei M.

(3) Man beschreibt um C' den Kreis mit dem Radius M C, seine Schnittpunkte mit AC bzw. BC seien
D bzw. H genannt.
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(4) Man beschreibt um M und F' Kreise mit dem Radius M C, ihre Schnittpunkte miteinander seien E
und G genannt.

(IIT) Beweis, dass jedes so konstruierte Sechseck CDEFGH den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion liegen die Punkte D, F, H in dieser Reihenfolge auf den Seiten AC, AB, BC.
Ebenfalls nach Konstruktion ist CD = EF = FG=HC = CM.

Da ferner nach Konstruktion M auf der Halbierenden des Winkels ZDCH der Gréfle 120° liegt, AC DM
also gleichseitig ist, und da nach Konstruktion AEF M ebenfalls gleichseitig ist, gilt Z/CMD = /ZFME =
60°.

Hiernach und wegen ZFMC = 180° ist ZEMD = 60°. Da das Dreieck EMD wegen MD = ME
gleichschenklig ist, gilt ZMED = ZMDE, diese Winkelgréfle betrdgt somit jeweils 60°, also ist DE =
CM.

Entsprechend ist GH = CM. Wegen CD = DE = EF = FG = GH = HC = CM sind die Dreiecke
MCD,MDE MEF, MFG,MGH und M HC samtlich gleichseitig, und die Winkel /CDE, Z/DEF,
/EFG, ZFGH und ZGHC haben sdamtlich die Grofie 120°.

(IV) Sédmtliche Konstruktionsschritte sind eindeutig ausfithrbar, deshalb gibt es stets genau ein Sechseck
CDEFGH, das den Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Aufgabe 180733:

Gegeben seien ein Winkel, dessen Grofe kleiner als 180° ist, und ein Punkt P im Innern dieses
Winkels. Der Scheitel des Winkels sei A.

Konstruiere eine Gerade g, die durch den Punkt P geht und die die Schenkel des Winkels so in
Punkten B # A bzw. D # A schneidet, dass P der Mittelpunkt von BD ist!

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob es genau eine Gerade gibt, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Angenommen, es gibt eine Gerade g, die die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.

Dann schneidet sie die Schenkel des gegebenen Winkels in Punkten, die mit B bzw. D bezeichnet sind,
und es ist ferner P Mittelpunkt von BD. Der Scheitelpunkt des Winkels sei A.

Dann gibt es genau einen Punkt C' auf dem Strahl von A durch P, so dass P Mittelpunkt der Strecke
AC ist. Daher halbieren sich die Strecken BD und AC, d.h., das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm.
Folglich kann eine Gerade g nur dann alle Bedingungen der Aufgabe erfiillen, wenn sie durch folgende

Konstruktion erhalten werden kann:
II. (1) Man zeichnet vom Scheitelpunkt A des gegebenen Winkels
C

einen Strahl durch P, auf dem man von A aus eine Strecke der
Lange 2AP abtragt. Ihr anderer Endpunkt sei C' genannt.

(2) Durch C zieht man die Parallelen zu den Schenkeln des gegebe-
nen Winkels. Thre Schnittpunkte mit den jeweils anderen Schenkeln
seien B bzw. D.

(3) Man zeichnet die Gerade g durch B und D.

ITI. Jede so konstruierte Gerade g erfiillt alle Bedingungen der Aufgabe.

Beweis: Nach Konstruktion gilt AD || BC und AB || CD sowie AP = PC'. Folglich ist das Viereck
ABCD ein Parallelogramm und P der Mittelpunkt seiner Diagonalen AC. Daher geht auch die andere
Diagonale BD durch P und wird von P halbiert.

IV. Da die Konstruktionsschritte (1) bis (3) stets eindeutig ausfithrbar sind, gibt es genau eine Gerade
der geforderten Art.
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Aufgabe 190733:

Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB || CD aus a = 5,5 cm, ¢ = 2,5 ¢cm, e = 4,5 cm, f = 6,0 cm!
Dabei seien a bzw. ¢ die Langen der Seiten AB bzw. CD; e bzw. f die Langen der Diagonalen AC
bzw. BD.

Beschreibe und begrinde deine Konstruktion!

Untersuche, ob ABC'D durch die gegebenen Léngen bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Angenommen, ABCD habe die verlangten Eigenschaften.

Dann schneidet die Parallele durch C zu BD die Verldngerung von AB D C
tiber B hinaus in einem Punkt E, fir den BE || DC und BD | EC
gilt. Also ist BECD ein Parallelogramm; daher gilt FC = BD und

BE =DC.
Somit hat AAFEC die Seitenldngen AC' = e, EC = f und AE = AB +
BE =a+c. A B E

II. Daher entspricht ABC D nur dann den Bedingungen der Aufgabe, wenn es durch folgende Konstruktion
erhalten werden kann:

(1) Man konstruiert eine Strecke AB der Linge a.

(2) Man verlangert AB {iber B hinaus um ¢; der erhaltene Endpunkt sei E.

(3) Man konstruiert den Kreis um A mit e und den Kreis um F mit f. Schneiden sie sich, so sei C' einer
ihrer Schnittpunkte.

(4) Man konstruiert die Parallele durch C' zu AB und die Parallele durch B auf EC. Schneiden sie sich,
so sei D ihr Schnittpunkt.

II1. Beweis, dass jedes so konstruierte Viereck ABC'D den Bedingungen der Aufgabe entspricht: Nach
(4) ist ABCD ein Trapez mit AB || CD. Nach (1) und (3) ist AB = a und AC = e. Nach (2) und (3) ist
ferner BE = ¢, BC = f, und da BECD nach (4) ein Parallelogramm ist, folgt auch DC = BE = ¢ und
BD =EC = f.

IV. Da fiir die gegebenen a, ¢, e, f je zwei der Léngen e, f, a 4 ¢ eine grofere Summe als die dritte dieser
Léngen haben, ergibt sich bei den Konstruktionsschritten (1) bis (3) ein bis auf Kongruenz eindeutig
bestimmtes Dreieck AEC] insbesondere wird AB }f EC'. Hiernach ist auch Konstruktionsschritt (4) ein-
deutig ausfiithrbar. Daher ist ABC'D durch die gegebenen Lingen bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 210733:

Konstruiere ein Drachenviereck ABC'D aus a = 3,1 cm, o = 100° und 8 = 120°! Dabei bezeichne a
die Lange AB = BC; ferner bezeichne a die Grofle des Winkels ZBAD und § die Grofle des Winkels
/ABC'. Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Stiicke
ein Drachenviereck bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

157



II.IV Konstruktionen

I. Angenommen, ABCD sei ein Drachenviereck, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht (siehe Abbildung). Im Teildreieck ABC' sind dann die
Seitenldngen AB, BC und die Grofle des eingeschlossenen Winkels ZABC
gegeben. Ferner ist BD Spiegelachse des Drachenvierecks ABCD, und es
gilt /BAD = /BCD = .

(Wegen o < 180°, 8 < 180° hat ABCD weder bei B noch bei C' eine
einspringende Ecke. Also liegt D auf derselben Seite der Geraden durch A,
B wie C und auf derselben Seite der Geraden durch B, C' wie A.)

ppa c Daraus folgt, dass ein Drachenviereck ABC'D nur dann den Bedingungen
\k< der Aufgabe entspricht, wenn es durch folgende Konstruktion erhalten wer-
B

den kann:

II. (1) Man konstruiere ein Dreieck ABC aus den Seitenlingen AB = BC = a und der Winkelgrofie
LABC = p.

(2) In A bzw. C trage man an AB bzw. BC jeweils einen Winkel der Grofle a an (jeweils nach derjenigen
Seite von AB bzw. BC, auf der der Punkt C bzw. A liegt). Ist D Schunittpunkt der freien Schenkel dieser
beiden Winkel, so ist damit ein Viereck ABCD konstruiert.

II1. Beweis, dass jedes so konstruierte Viereck ABC'D den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach (1) gilt AB = BC. Nach (2) ist ZBAD = ZBCD = 120° jeweils in den Dreiecken BAD bzw. BCD
der grofite Innenwinkel, liegt also der grofiten Seite gegeniiber. Hiernach und wegen BD = BD sind die
Dreiecke BAD und BCD nach (ssw) kongruent, also ist AD = C'D. Daher ist ABC' D ein Drachenviereck.

In ihm haben AB, BC und ZABC nach (1) sowie ZBAD nach (2) die verlangten Grofen.

IV. Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihrbar. Danach ist Konstruktionsschritt
(2) eindeutig ausfithrbar und ergibt auch wegen 8+ 2a < 360° einen eindeutig bestimmten Schnittpunkt
D.

Daher ist durch die gegebenen Stiicke ein Drachenviereck ABC D bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 220733:

Konstruiere ein Trapez ABCD mit AB || DC aus a = 5,0 cm, b = 3,5 cm, ¢ = 2,5 cm und h = 3,0
cm!

Dabei seien a die Lange der Seite AB, b die der Seite BC, ¢ die der Seite CD und h der Abstand
der beiden parallelen Seiten AB und DC voneinander.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion! Untersuche, ob durch die gegebenen Léngen ein Trapez
ABCD bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Wenn ABCD ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften ist, so

D c C folgt:

Es gilt AB = a. Ferner ist die Gerade durch C, D parallel zur Geraden
durch A, B und hat von ihr den Abstand h. Weiterhin gilt BC' = b.
SchlieBlich ist C'D = ¢, und D liegt auf derselben Seite der Geraden
durch B, C wie A.

A a B

II. Daher ist ABC'D nur dann ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften, wenn A, B, C' und D durch
folgende Konstruktion erhalten werden kénnen:

(1) Man konstruiert eine Strecke AB der Lange a.
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(2) Man konstruiert eine Parallele p zu AB im Abstand h.

(3) Man konstruiert den Kreis ¥ um B mit dem Radius b und bezeichnet einen Schnittpunkt von p und
k mit C.

(4) Man konstruiert den Kreis &' um C' mit dem Radius ¢ und bezeichnet denjenigen Schnittpunkt von
p und k', der auf derselben Seite der Geraden durch B, C wie A liegt, mit D.

II1. Beweis, dass fir so konstruierte A, B, C, D stets ABC D ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften
ist:

Nach (2), (3), (4) ist ABCD ein Trapez mit AB || DC, in dem AB und DC den Abstand h voneinander
haben; nach (1) ist AB = a, nach (3) ist BC = b, und nach (4) ist CD = c.

IV. Die Konstruktionsschritte (1) und (2) sind bis auf Kongruenz eindeutig ausfithrbar.

Wegen b > h ist Konstruktionsschritt (3) ausfithrbar und ergibt zwei verschiedene Schnittpunkte C;, Co
von p und k (siehe Abbildung). Danach ist Konstruktionsschritt (4) jeweils eindeutig ausfiihrbar, ergibt
also zu C1, genau einen Punkt Dy und zu C5 genau einen Punkt Ds.

Bei (3) entsteht wegen b > h ein gleichschenkliges Dreieck BCyCs, dessen Basiswinkel bei Cy und Cy
folglich spitze Winkel sind. Wéhlt man die Bezeichnungen wie in der Abbildung (C; auf derselben Seite
der Geraden durch B, Cy wie A), so gilt also ZBC1Dy > £BC1Cy = £LBCyCy = £ZBC5Dy; daher sind
die Trapeze ABC1D; und ABC5D5 nicht kongruent.

Also ist ein Trapez ABCD durch die gegebenen Langen nicht bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 230733:

Konstruiere ein Dreieck ABC aus ¢ =6 cm, h, = 4,5 cm und s, = 5 cm!

Dabei sei ¢ die Lange der Seite AB, h. die Lange der auf AB senkrechten Hohe und s. die Lange der
Seitenhalbierenden von AB.

Beschreibe deine Konstruktion! Leite deine Konstruktionsbeschreibung aus den Bedingungen der
Aufgabenstellung her!

Beweise, dass ein Dreieck ABC, wenn es nach deiner Beschreibung konstruiert wird, die verlangten
Eigenschaften hat! (Eine Diskussion der Ausfithrbarkeit und Eindeutigkeit der Konstruktionsschritte
wird nicht gefordert.)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn ein Dreieck ABC' die Bedingungen der Aufgabenstellung erfillt, so folgt:

Die auf AB senkrechte Hohe C'E hat die Lange h. = 4,5 cm, und die Punkte A und B liegen auf der in
E auf CFE errichteten Senkrechten g. Der Mittelpunkt D der Seite AB liegt auch auf dieser Geraden g,
und A und B haben von D den Abstand §. Aulerdem hat D von C' den Abstand s. =5 cm.

II. Damit ist hergeleitet, dass ein Dreieck ABC, wenn es die Bedingungen der Aufgabenstellung erfiillt,

nach folgender Konstruktionsbeschreibung erhalten werden kann:
(1) Man konstruiert eine Strecke CE der Léange h..

¢ (2) Man errichtet die Senkrechte g in E auf CE.

(3) Man konstruiert den Kreis £ um C mit s, und bezeichnet einen
Schnittpunkt von k& und g mit D.

(4) Man konstruiert den Kreis &’ um D mit § und bezeichnet die
Schnittpunkte von &’ und g mit A und B.

Beweis, dass ein Dreieck ABC, wenn es nach dieser Beschreibung
konstruiert wird, die verlangten Eigenschaften hat:

A D E B

Nach Konstruktionsschritt (4) ist AD = DB = £, also einerseits AB = ¢, andererseits CD die Seitenhal-
bierende von AB. Nach Konstruktionsschritt (3) gilt fir sie CD = s..

o
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Ferner ist CE nach Konstruktionsschritt (2) die auf AB senkrechte Hohe, und nach Konstruktionsschritt

(1) gilt fiir sie CE = he.

Aufgabe 240733:
Konstruiere zwei zueinander nicht kongruente Dreiecke ABC, die folgende Bedingungen erfiillen:

Die Seite AB hat die Linge ¢ = 5 cm, die auf der Geraden durch A und C senkrechte Hohe des
Dreiecks ABC' hat die Lange hy, = 4,5 cm, der Winkel ZABC hat die Grofle § = 35°.

Gefordert wird eine Zeichnung (Konstruktion der beiden Dreiecke) und eine Konstruktionsbeschrei-
bung hierzu. (Eine Begriindung wird nicht verlangt.)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Cs

Aufgabe 260735:
Bekanntlich haben in jedem gleichseitigen Dreieck die drei Seitenhalbierenden, die zugleich auch die
drei Winkelhalbierenden und die drei Hohen sind, einen gemeinsamen Schnittpunkt.

Gibt es Dreiecke ABC', die nicht gleichseitig sind und bei denen wenigstens die Seitenhalbierende von
BC, die Winkelhalbierende von ZABC und die zur Seite AB senkrechte Hohe einen gemeinsamen

Schnittpunkt haben?

Konstruktionsbeschreibung:

(1) Konstruktion einer Strecke DB der Léange hy.

(2) Konstruktion der Senkrechten ¢ in D auf DB.

(3) Konstruktion des Kreises k¥ um B mit ¢; er schneidet g in zwei
Punkten Ay, As.

(4) Antragen eines Winkels der GroBe 8 in B an BA;j; sein zweiter
Schenkel schneidet g in Cf.

(5) Antragen des Winkels der Grofle 8 in B an BAj; in gleichem Dreh-
sinn wie der in (4) konstruierte Winkel. Der zweite Schenkel des in (5)
konstruierten Winkels schneidet g in Cs.

Ay BCy und A; BCs sind zwei Dreiecke der geforderten Art.

Bemerkung: In Konstruktionsschritt (4) hat man zwei Moglichkeiten
des Antragens. Eine ist in der Abbildung dargestellt; die andere ent-
steht (bis auf die Bezeichnung) durch Spiegelung beider Dreiecke
A1BC:, Ay BCs an der Geraden durch B und D.

Wenn es solche Dreiecke gibt, so konstruiere ein derartiges Dreieck und beschreibe deine Konstruktion!
Eine Begriindung wird nicht verlangt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

A

c

Es gibt derartige Dreiecke. Eine Konstruktion eines solchen Drei-
ecks ist z. B. die folgende:

(1) Man konstruiert eine beliebige Strecke BC' und ihren Mittel-
punkt D.

(2) In B tragt man an BC einen beliebigen spitzen Winkel an,
dessen Grofle von 60° verschieden ist; der zweite Schenkel dieses
Winkels sei u.

(3) Man fallt das Lot von C auf u; der Lotfuipunkt sei F.

(4) Man konstruiert die Winkelhalbierende von ZC BF; sie schnei-
det C'F in einem Punkt S.

B

(5) Man konstruiert die Gerade durch D und S; sie schneidet « in A.

1) Der genannte Schnittpunkt A existiert (bei jeder Wahlmoglichkeit in (1) und (2)); denn der in (4)
konstruierte Punkt S liegt zwischen v und der Parallelen durch D zu u, weil die Konstruktion auf BD =

DC, aber F'S < SC fiihrt.
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Aufgabe 270733:

Gegeben sei ein Dreieck ABC', in dem die Grofle v des Winkels ZAC' B kleiner ist als die Grofie g
des Winkels ZABC'. Gefordert seien die folgenden von einem Punkt P zu erfiillenden Bedingungen
(1) und (2):

(1) P liegt auf der Strecke AC.
(2) Der Winkel ZAPB hat die Grofie 2.

a) Beschreibe hierzu eine Konstruktion; zeige, dass sie zu jedem Dreieck ABC mit v < 8 genau einen
Punkt P liefert und dass die beiden folgenden Aussagen b) und c) gelten!

b) Wenn ein Punkt P die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, dann wird er durch die beschriebene
Konstruktion erhalten.

¢) Wenn ein Punkt P durch die beschriebene Konstruktion erhalten wird, dann erfiillt er die Bedin-
gungen (1) und (2).

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

C

(a) Man triagt in B an BC denjenigen Winkel der Grofie v an, dessen
zweiter Schenkel s auf derselben Seite der Geraden durch B und C liegt
wie A.

Fiir jedes Dreieck ABC mit v < 3 gilt: Da der Strahl s von B aus in das
Innere des Dreiecks geht, schneidet er die Strecke AC in genau einem
Punkt P.

(b) Wenn ein Punkt P die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, so folgt: Nach
(1) liegt P auf AC, also auf derselben Seite der Geraden durch B und C
wie A, es gilt /ZPCB = ZACB = v, und BCP ist ein Dreieck, fiir das
nach den Auenwinkelsatz und nach (2)

LCBP = /ZAPB - /PCB=2y—~v=v

gilt. Also liegt P auf AC und auf dem zweiten Schenkel s des nach der Konstruktionsbeschreibung an
BC' angetragenen Winkels der Grofle ~.

(¢) Wenn ein Punkt P durch die beschriebene Konstruktion erhalten wird, so folgt: P liegt auf AC,
erfillt also (1), und es gilt ZPCB = ZACB = ~. Ferner folgt nach dem Auflenwinkelsatz und nach
Konstruktion ZAPB = ZPCB + ZCBP = v+ v = 2, also ist auch (2) erfiillt.

Aufgabe 280733:
Gegeben sei ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck ABC. Gesucht ist eine Gerade g, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(1) Die Gerade g ist parallel zu AB, sie schneidet die Seite AC' in einem Punkt D und die Seite BC'
in einem Punkt F.
(2) Fiir diese Punkte gilt AD + BE = DE.

I. Zeige, dass eine Gerade g, wenn sie die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, zu dem Dreieck konstruiert
werden kann!

I1. Beschreibe eine solche Konstruktion!

III. Zeige, dass eine Gerade g, wenn sie nach dieser Beschreibung konstruiert wird, die Bedingungen
(1) und (2) erfillt!

IV. Konstruiere ein beliebiges spitzwinkliges, nicht gleichschenkliges Dreieck ABC und zu diesem
nach deiner Beschreibung auch ¢!

161



II.IV Konstruktionen

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Analyse:

Wenn eine Gerade g die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, so folgt:

Nach (2) gibt es auf der Strecke DE einen Punkt F'| fiir den DF = AD und EF = BE (3) gilt. Aus (3)
folgt nach dem Basiswinkelsatz

LDAF = /DFA und ZEBF = Z/EFB; (4)

wegen (1) gilt nach dem Wechselwinkelsatz

/DFA=/FAB und ZEFB = ZABF; (5)

Aus (4) und (5) folgt: AF halbiert den Winkel Z/BAC, und BF halbiert den Winkel ZABC. Damit
und wegen (1) ist gezeigt, dass eine Gerade g, wenn sie (1) und (2) erfiillt, nach folgender Beschreibung
konstruiert werden kann:

II. Konstruktionsbeschreibung:
1. Man konstruiert die Winkelhalbierenden von ZBAC und

S ZABC und ihren Schnittpunkt F.
2. Man konstruiert die Parallele g durch F' zu AB.
D E I1I. Beweis:
9 Wenn eine Gerade g nach dieser Beschreibung konstruiert
wird, so folgt:
4 B Nach Konstruktionsschritt 2. erfiillt die Gerade g die Bedin-

gung (1).

Nach Konstruktionsschritt 1. gilt fiir ihre Schnittpunkte D, E mit AC bzw. BC ferner /DAF = /FAB
und ZEBF = ZABF; (6) nach Konstruktionsschritt 2. und dem Wechselwinkelsatz gilt /ZFAB = /DF A
und LZABF = /EFB. (7)

Aus (6) und (7) folgt nach der Umkehrung des Basiswinkelsatzes AD = DF und BE = EF, also ist mit
AD + BE = DF + EF = DFauch die Bedingung (2) erfiillt.

IV. Konstruktion: siche Abbildung

Aufgabe 290733:

Von einem Dreieck ABC' wird gefordert, dass a = 5,0 cm, s, = 6,0 cm und h, = 4,3 cm gilt, wobei
a die Lange der Seite BC, s, die Lange der Seitenhalbierenden der Seite BC und h. die Lénge der
auf AB senkrechten Hohe des Dreiecks ist.

a) Beweise: Wenn ein Dreieck diese Forderungen erfiillt, dann kann es aus den gegebenen Léngen 5,0
cm, 6,0 cm und 4,3 cm konstruiert werden!

b) Beschreibe eine solche Konstruktion und fertige eine Konstruktionszeichnung an!

¢) Beweise: Wenn ein Dreieck nach der Beschreibung konstruiert wird, dann erfiillt es die gestellten
Forderungen!

d) Stelle fest, ob durch diese Forderungen ein Dreieck ABC' bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt
ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Analyse:

Wenn ein Dreieck die Forderungen erfiillt, so folgt:

Ist H der FuBlpunkt der auf AB senkrechten Hoéhe, so ist CH = h, = 4,3 cm, und die Gerade durch A
und B steht auf CH senkrecht und geht durch H. Ferner ist BC' = a = 5,0 cm, also liegt B auf dem
Kreis um C' mit dem Radius 5,0 cm.

Ist M der Mittelpunkt der Strecke BC, so ist AM = s, = 6,0 cm, also liegt A auf dem Kreis um M mit
dem Radius 6,0 cm; ferner liegt A auf der Geraden durch A und B.

Damit ist bewiesen, dass das Dreieck durch folgende Konstruktion aus den gegebenen Langen erhalten
werden kann:
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b) Konstruktionsbeschreibung:
(1) Man konstruiert eine Strecke CH der
Lange 4,3 cm.
(2) Man errichtet die Senkrechte g in H auf
CH.
(3) Man konstruiert den Kreis k; um C' mit
dem Radius 5,0 cm. Er schneidet die Gerade g
in zwei Punkten; man wéahlt einen beliebigen
g von ihnen aus und bezeichnet ihn mit B.

A H B Ao
(4) Man konstruiert den Mittelpunkt M der Strecke BC.
(5) Man konstruiert den Kreis k2 um M mit dem Radius 6,0 cm. Er schneidet die Gerade g in zwei
Punkten Aq, As; einen von ihnen wéahlt man als A.

¢) Beweis:
Wenn ein Dreieck ABC nach dieser Beschreibung konstruiert wird, dann folgt:

Nach (3) ist CB = a = 5,0 cm. Nach (2) und (5) stehen CH und die Gerade durch A und B senkrecht
aufeinander, also ist CH die auf AB senkrechte Hohe; nach (1) hat sie die Linge CH = hec = 4,3 cm.
Nach (4) und (5) ist (fiir jede Wahlmoglichkeit von A; oder As als A) AM die Seitenhalbierende der
Seite BC'; nach (5) hat sie die Lange AM = s, = 6,0 cm. Also erfiillt jedes so konstruierte Dreieck ABC
die gestellten Forderungen.

d) Konstruktion:

Fiir die in (1), (3), (5) erhaltenen Punkte B, A;, Ao, H gilt:

B liegt zwischen A; und As, und es ist B # H. Daher haben die beiden Dreiecke A1 BC, A3 BC bei B
Innenwinkel, die Nebenwinkel voneinander und verschieden von 90° sind. Also ist LZA1BC # LA2BC.
Daher sind die Dreiecke A1 BC' und As BC nicht zueinander kongruent. Damit ist bewiesen: Durch die
Forderungen ist ein Dreieck ABC' nicht bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 300733:

Aus zwei gegebenen Langen hy = 4,0 cm und p, = 4,0 cm sowie einer gegebenen Winkelgrofie 5 = 20°
soll ein Dreieck ABC' konstruiert werden. Wenn dabei D den Fupunkt der auf AC' senkrechten Hohe
D bezeichnet, so wird gefordert:

(1) Es gilt BD = hy,.
(2) Es gilt AD = py.
(3) Der Winkel ZABC hat die Grofe 3.

a) Beweise: Wenn ein Dreieck ABC' die Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillt, dann kann es aus den
gegebenen Stiicken hy, pp, 8 konstruiert werden;

b) Beschreibe eine solche Konstruktion!

c¢) Beweise: Wenn ein Dreieck ABC nach deiner Beschreibung konstruiert wird, dann erfillt es die
Bedingungen (1), (2) und (3).

d) Stelle fest, ob ein Dreieck durch die Bedingungen (1), (2) und (3) bis auf Kongruenz eindeutig
bestimmt ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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D a) Wenn ein Dreieck ABC mit der auf AC senkrechten Hohe
» , BD die Bedingungen (1), (2), (3) erfiillt, dann ist ABD ein
é bei D rechtwinkliges Dreieck mit gegebenen Kathetenléngen
3 BD, AD. Der Punkt C liegt so auf der Geraden durch A und
4 B B D, dass BC mit BA einen Winkel der Gréfle 8 bildet.
g Also kann ABC nach folgender Beschreibung konstruiert
werden (siehe Abbildung):

C2
b) 1. Man konstruiert einen rechten Winkel und trégt von seinem Scheitel D aus auf seinen Schenkeln
die Strecken DB bzw. DA der Liangen h, = 4,0 cm bzw. p, = 4,0 cm ab.
2. Man tragt in B an BA einen Winkel der Gréfle § = 20° an und bringt seinen zweiten Schenkel zum
Schnitt C' mit der Geraden g durch A und D.

¢) Wenn ein Dreieck ABC nach dieser Beschreibung konstruiert wird, dann ist BD nach 1. (und 2.) die
auf g (also auf AC) senkrechte Hohe, und es gilt (1) sowie (2). Nach 2. wird auch (3) erfiillt.

d) Der nach 2. zu konstruierende Winkel kann nach beiden Seiten von BA angetragen werden. Je nachdem,
ob sein zweiter Schenkel auf derselben Seite von BA wie D liegt oder nicht, erhélt man als C' einen Punkt
C1 bzw. C2.

Wegen /BAC1 < 90° und ZBAC?2 > 90° sind die Dreiecke ABC7, und ABC5, nicht zueinander kon-
gruent. Also ist ABC durch die Bedingungen (1), (2), (3) nicht bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Aufgabe 310733:
Zu einem gegebenen konvexen Fiinfeck ABC DE soll ein Rechteck FFGHJ konstruiert werden, das
denselben Flicheninhalt wie das Finfeck ABCDFE hat.

a) Beschreibe eine Konstruktion, die mit jedem konvexen Fiinfeck ABCDE durchfithrbar ist und
vier Punkte F, G, H, J ergibt!

b) Beweise, dass fiir jedes konvexe Fiinfeck ABCDE die nach deiner Beschreibung konstruierten
Punkte die Ecken eines Rechtecks FFGH.J sind, das denselben Flacheninhalt wie ABC' DE hat!

¢) Fiihre an einem von dir gewéahlten Fiinfeck ABCDE die von dir beschriebene Konstruktion durch!

Hinweis: Ein Fiinfeck ist genau dann konvex, wenn es nicht iiberschlagen ist (d.h. auler den Ecken
keine gemeinsamen Punkte zweier Seiten aufweist) und wenn kein Innenwinkel des Fiinfecks grofier
als 180° ist.

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Konstruktionsbeschreibung:

(1) Man konstruiert die Parallele durch E zu AD, sie schneidet
die Gerade durch A, B in einem Punkt F.

(2) Man konstruiert die Parallele durch C zu BD, sie schneidet
die Gerade durch A, B in einem Punkt G.

(3) Man konstruiert den Mittelpunkt M von AD und die Par-
allele P durch M zu FG.

(4) Man konstruiert die Senkrechten zu F'G durch F und durch
G, sie schneiden p in je einem Punkt J bzw. H.

b) Werden F,G, H,J nach dieser Beschreibung konstruiert, so folgt: Nach den Konstruktionsschritten
(3), (4) ist FGHJ ein Rechteck.

Ferner hat nach (1), (2) das Dreieck FGD denselben Flidcheninhalt wie das Fiinfeck ABCDE. Dies kann
folgendermaflen bewiesen werden:

Nach (1) haben F und E gleichen Abstand von AD, also ist das Dreieck ADF flicheninhaltsgleich zum
Dreieck ADE.
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Nach (2) ist ebenso BDG flacheninhaltsgleich zu BDC. Addiert man noch den Fldcheninhalt von ABD,
so folgt die behauptete Flacheninhaltsgleichheit von FGD mit ABCDE.

Nach (3) und dem Strahlensatz hat M halb so grofien Abstand von FG wie D; daher hat das Rechteck
FGHJ denselben Flacheninhalt wie das Dreieck FGD und folglich auch wie ABCDE.

1.V Raumgeometrie

| Runde 1

Aufgabe 040716:

Gegeben ist ein quaderformiger Holzklotz mit den Kanten von der Linge a = 8 cm, b = 8 cm und
c =27 cm.

Durch moglichst wenig ebene Schnitte mit einer Sdge sind Teilkorper herzustellen, so dass sich diese
zu einem Wiirfel zusammensetzen lassen.

Fertige eine Skizze des Quaders an, aus der der Verlauf der Schnitte ersichtlich ist, und eine Skizze
des Wiirfels, die die Lage der Teilkérper zeigt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Der Quader hat ein Volumen von V = 8-8-27 cm® = 1728 cm?. Damit muss der Wiirfel bei gleichem
Volumen eine Kantenliinge von 12 ¢cm haben, da gilt: 1728 cm?® = (12 c¢m)?3.
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Aufgabe 140712:

Auf einer horizontalen Ebene steht ein oben offener quaderférmiger Kasten mit den inneren Grund-
kantenléngen 5 cm und 4 cm, der bis zu einer Hohe von 7 c¢m mit einer Fliissigkeit gefiillt ist. Uber
dem Flissigkeitsspiegel befindet sich ein Wiirfel mit 2 cm Kantenlinge derart, dass seine untere
Fléche den Fliissigkeitsspiegel beriihrt.
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Dabei werde der Fliissigkeitsspiegel stets als horizontale Ebene angenommen, und es werde voraus-
gesetzt, dass eine Wiirfelflache stets parallel zum Fliissigkeitsspiegel ist. Ferner soll die Adhédsion
nicht beriicksichtigt werden. Der Wiirfel wird nun soweit gesenkt, bis seine Deckfliche mit dem
Flissigkeitsspiegel in derselben Ebene liegt.

Ermittle, um wie viel Zentimeter er zu diesem Zweck insgesamt gesenkt werden muss!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Der Wiirfel hat ein Volumen von 8 cm?. Diese 8 cm? sind, wenn er geméifl den Bedingungen der Aufgabe
gesenkt ist, gleich dem Inhalt eines Quaders ) oberhalb des urspriinglichen Fliissigkeitsquaders und mit
gleicher Grundfliche wie dieser.

Da die Grundfliche einen Inhalt von 20 cm? hat, hat @ die Héhenlinge % cm = 0,4 cm. Nach den
Bedingungen der Aufgabe ist der Wiirfel so weit gesenkt worden, dass seine Deckfldche mit der obersten
Fliche von @ in derselben Ebene liegt, d. h. um insgesamt (2 — 0,4) cm = 1,6 cm.

Aufgabe 320712:

Kathrins Aquarium hat die Form eines oben offenen Quaders. Es ist 80 cm lang, 40 cm breit und 42
cm hoch. Der Wasserspiegel befindet sich 7 cm vom oberen Rand entfernt.

Untersuche, ob man zusétzlich noch 10 Liter Wasser in dieses Aquarium gieflen kann, ohne dass es
iberlauft!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In das Aquarium passt oberhalb des Wasserspiegels noch ein Quader von 80 cm Lénge, 40 cm Breite und
7 cm Héhe, also vom Volumen 80 - 40 - 7em? = 22400cm?® = 22,4 1.

Da dies mehr als 10 Liter sind, kann man 10 Liter in das Aquarium gieflen, ohne dass es iiberlauft.

Il Runde 2

Aufgabe 010725:

Wenn man einen Wiirfel auf den Tisch stellt, dann sind von seinen 6 Fldchen nur noch 5 Fliachen
sichtbar. Nun sollen drei Wiirfel mit den Kantenldngen a; = 20 ¢cm, a2 = 10 cm und a3 = 4 cm der
Grofle nach iibereinandergestellt werden. Der grofite Wiirfel steht zuunterst auf der Tischplatte. Die
Mittelpunkte der Wiirfel stehen genau tibereinander.

Wie grof} ist die gesamte sichtbare Fliache aller drei Wiirfel?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(siche Abbildung) Von jedem Wiirfel sind funf Seitenflichen zu sehen (alle aufier
der Unterseite), abziiglich der {iberdeckten Oberseiten der beiden unteren Wiirfel
(die ihrerseits so grof} sind wie die Unterseiten der darauf gestellten Wiirfel).

Die sichtbare Flache betragt also

5a} + 5as + 5ai — a3 — a3 = 5a} + 4a3 + 4a3 = 2464 cm?

Aufgabe 250722:
Ein Quader habe das Volumen Vi = 0,216 dm?, die Kanten seiner Grundfliche seien 12 cm bzw. 60
mm lang.
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Von einem zweiten Quader sei bekannt, dass er die gleiche Hohe wie der erste Quader hat und dass
die langere Kante seiner Grundfliche noch um 2 cm langer ist als die ldingere Kante der Grundfléche
des ersten Quaders und die kiirzere noch um 10 mm kiirzer ist als die kiirzere des ersten Quaders.
Berechne die Differenz der Oberflicheninhalte der beiden Quader und gib sie in Quadratzentimetern
an!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir den ersten Quader gilt:

Seine langere Grundkante betrdgt a; = 12 cm, seine kiirzere Grundkante b; = 6 cm. Sein Volumen ist
Vi = 216 cm3; wegen 216 : (12 - 6) = 3 betriigt seine Hohe daher hy = 3 cm.

Fiir den zweiten Quader gilt:
Seine langere Grundkante betrédgt as = 14 cm, seine kiirzere Grundkante b = 5 cm und seine Hohe
h2 = hl =3 cm.
Der Oberflicheninhalt des ersten Quaders betrigt somit
Ay =2-(12-6cm? +12 - 3em? + 3 - 6cm?) = 252em?
Der Oberflicheninhalt des zweiten Quaders betragt
Ay =2-(14-5cm? + 14 - 3em? + 5 - 3em?) = 254em?

Die Differenz der Oberflicheninhalte der beiden Quader betriigt somit 2 cm?.

111 Runde 3

Aufgabe 150735:

Gegeben sei ein  Wirfel mit den Eckpunkten
A, B,C,D,E,F,G und H. K sei der Schnittpunkt
der Fliachendiagonalen AH und DE.

Beweise: Es gilt DE 1 BK!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das Dreieck EBD ist gleichseitig; denn seine Seiten sind Diagonalen
kongruenter Quadrate. Da in jedem Quadrat die Diagonalen einander
halbieren, ist K Mittelpunkt der Seite £ D und folglich BK Seitenhal-
bierende im Dreieck EBD.

Im gleichseitigen Dreieck fallen Hohe und Seitenhalbierende, die von ein
und derselben Ecke ausgehen, zusammen.

Somit gilt tatsichlich DE | BK.

Aufgabe 260736:
Es seit ABCDEFGH ein Wiirfel mit AE || BE || CG || DH; dabei sei EFGH eine Seitenflache des
Wiirfels; der Schnittpunkt ihrer Diagonalen EG und F'H sei S.

a) Beweise, dass der Winkel ZES A kein rechter Winkel ist!
b) Beweise, dass der Winkel ZDSFE ein rechter Winkel ist!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(a) Da ABCDEFGH ein Wiirfel ist, steht die Kante AE auf der Fliche EFGH senkrecht. Da die Strecke
SE in dieser Fliche liegt, steht AE auch auf SE senkrecht.

Folglich ist ASE ein Dreieck, das bei E einen rechten Winkel hat. Nach dem Innenwinkelsatz folgt hieraus,
dass der Winkel ZES A kleiner als ein rechter Winkel ist.

(b) Da ABCDEFGH ein Wiirfel ist, sind die Flichendiagonalen ED, DG und GE einander gleichlang
(als Diagonalen der zueinander kongruenten Quadrate ADHE, DCGH bzw. EFGH).

Da S der Schnittpunkt der Diagonalen des Quadrates FFGH ist, wird die Diagonale EG von S halbiert.
Also ist DEG ein gleichseitiges Dreieck, und darin ist DS eine Seitenhalbierende. Somit ist DS auch
Hohe in diesem Dreieck; d. h., DS steht senkrecht auf FG. Damit ist bewiesen, dass ZDSFE ein rechter
Winkel ist.

Andere Losungsmoglichkeit:
Man wendet die folgenden beiden Sdtze an, in denen g eine Gerade durch einen Punkt S bedeutet und e
eine Ebene durch S bedeutet:

(1) Wenn g auf e senkrecht steht, so steht g auf allen und nur denjenigen Geraden durch S senkrecht, die
in e liegen.
(2) Wenn g auf zwei verschiedenen in e liegenden Geraden durch S senkrecht steht, so steht g auf e
senkrecht.

Auf der Ebene durch FE, F,G, H stehen die Kanten BF und DH und daher auch die zu ihnen parallele
Gerade durch S senkrecht. Nach Satz (1) steht diese Gerade also auch auf der Geraden g durch E, G
senkrecht.

Auch die Gerade durch F' und H steht auf g senkrecht (Diagonalen im Quadrat EFGH).

Nach Satz (2) stehen somit g und die Ebene e durch B, F, H, D aufeinander senkrecht. Daraus folgt nach
Satz (1):

(b) Da DS in e liegt, steht DS auf EG senkrecht.

(a) Da AS nicht in e liegt, steht AS nicht auf EG senkrecht.

Aufgabe 280731:

Das Volumen eines Wiirfels wq ist achtmal so grol wie das Volumen eines Wiirfels ws.

Wire das Volumen von ws um genau 9 cm? kleiner, so wiére es gleich einem Zwolftel des Volumens
von wi.

Ermittle aus diesen Angaben die Kantenléngen a; und as der beiden Wiirfel w; und ws!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Nach den Angaben gilt fiir die Volumina a3 und a3 von w; bzw. ws
. - a’
ad =8a3 (1) ; a3 — 9em® = é (2)

168



II.V Raumgeometrie

Aus (2) folgt 12a3 — 108 cm® = a3, hieraus und aus (1) folgt
12a3 — 108 cm® =8a3 = ax=3cm (3)

Daraus und aus (1) ergibt sich a$ = 8- 27 cm?, a; = 6 cm. (4)
Mit (3) und (4) sind die gesuchten Kantenldngen ermittelt.

Aufgabe 300736:

Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel.
Beweise, dass die Abstédnde der Punkte A, B,C, E,G und H von der Raumdiagonalen DF' sdmtlich
einander gleich sind!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Dreiecke ADF, BFD, CDF, EFD, GFD und HDF werden jeweils durch die Raumdiagonale DF,
je eine Koérperkante (AD, BF, CD, EF, GF bzw. HD) und je eine Flichendiagonale (AF, BD, CF,
ED, GD bzw. HF) des Wirfels begrenzt. Sie stimmen also in ihren drei Seitenlédngen tiberein und sind
folglich nach (sss) sdmtlich zueinander kongruent.

In jedem dieser Dreiecke ist der betreffende Abstand die Lange der Hohe auf der langsten Seite; demzufolge
sind diese Abstdnde sdmtlich einander gleich.

Aufgabe 340735:
In einer Arbeitsgemeinschaft sprechen Alexandra und Daniel iiber Eigenschaften von Wiirfeln.

Alexandra sagt: ,Fiur je drei Seitenflachen eines Wiirfels, die eine gemeinsame Ecke haben, gilt: Die
Mittelpunkte dieser drei Seitenflachen sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.*

Daniel sagt: ,Fiir je drei Seitenflichen eines Wiirfels, die keine gemeinsame Ecke haben, gilt: Die
Mittelpunkte dieser drei Seitenflachen sind die Ecken eines rechtwinkligen Dreiecks.“

Beweise, dass beide Aussagen wahr sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
H o Fiir jede Seitenfliche eines Wiirfels der Kantenlénge a gilt (wie

etwa mit den Bezeichnungen der Seitenfliche ABF'E in der Abbil-
dung ausgedriickt sei): Die Verbindungsstrecke des Quadratmittel-
punktes M7 mit dem Mittelpunkt P der Strecke E'F' ist parallel zu
BF, also senkrecht auf allen Geraden in der Ebene des Quadrates
EFGH, und es gilt M1 P = 3.

Wendet man auch die entsprechenden Aussagen fiir MsP an, so
folgt: Das Dreieck M1 PMs, ist mit M1 P = MyP = % gleichschenk-
lig und bei P rechtwinklig. Entsprechendes gilt fiir die Dreiecke
MlRMg und MQQMg.
Daraus folgt Alexandras Aussage M Mo = My Mz = MsMs.
Ferner folgt /Mo M3Q = ZM,4M3S = 45° und damit Daniels Aussage /MoMsM,y = 180° — 2-45° = 90°.
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11l Kombinatorik

l1l.1 Kryptogramme, Zahlen in Figuren

| Runde 1

Aufgabe V00702:

11 7000:003=000
006

. i . 18 00O

Auf das Heft von Fritz ist Wasser gespritzt. Viele Ziffern sind 0000

nicht mehr leserlich. Wie muss die wiederhergestellte Aufgabe L
lauten: D D D |:|
oogoo
0

Losung von Steffen Polster:
117334:493=238
Aus der ersten Subtraktion 117x — y26 = 187 ergibt sich schritt- 986
weise rickwérts x = 3, aus 1173 — yz6 = 187 folgt z = 8 und - - - -
abschliefend y = 9. 1873
Damit ist 986 das grofite Vielfaches des Divisors kleiner 1173, der 1479
dreistellig und auf 3 endet. 986 : (O3 kann nur 2 ergeben, an- - - - -

dernfalls wiirde bei Multiplikation der Einerstelle ,3“ keine 6% 3944
entstehen. Damit ist die Divisionsaufgabe 117334 : 493 zu 16sen, 3944
d. h. - - - -

0

Aufgabe V00708:
In die 9 Felder des abgebildeten Quadrats sind die Zahlen 1 bis 9 so einzu-

tragen, dass du waagerecht, senkrecht und diagonal die Summe 15 erhéltst.

Losung von Steffen Polster:

41912
3|57
8|16
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Aufgabe V00709:
abb—cdb=eb d

Lose folgendes Zahlenrétsel, in dem gleiche Buchstaben gleiche + -

Ziffern bedeuten: fag- c h=gi c
fk4+cfc=cb

Losung von Steffen Polster:
Aus der obersten Subtraktionsaufgabe ergibt sich sofort d = 1. Angenommen es wére f = 1, so kann
a nur 2 oder 3 sein. Beides ist nicht moglich, da ¢ und e kleiner als a sein miissen und f = 1 wére.
Angenommen f = 3 gelte, so wire a = 9 und g und k 1 bzw. 2 oder umgekehrt. fg = 31 und fg = 32
sind beide nicht moglich, da dann ch > 45 wire und deren Produkt vierstellig. D. h., f = 2.
abb—-—c0b=e€eb 0

: + —

29 - c h=g1i c

2k4+c2 c=cb i
g und k koénnen nicht 1 sein, da dann b mit g oder k identisch wére. Damit ist a 5, 6, 7 oder 8. Von
allen Produkt der Faktoren 23 bis 29 miteinander enden 4 auf 00 und nur 23 % 28 = 644 auf zwei gleiche
Ziffern, die 4. Also sind a = 6 und b = 4. g und k sind 3 bzw. 8.
644 —-c04=¢e40

: + -

2g¢- c h=gi c

2k4+c2 c=c4d i
Angenommen g = 8, dann ergibt sich ein Widerspruch, da g < e < a = 6 gilt. ¢ ist damit 3 und k = 8.
Fiir ¢ verbleibt dann nur 1, da sonst die mittlere Multiplikationsaufgabe nicht lésbar wére.
644—-104=€e40

: + —

23 1 h=3:i 1

28+121=141:
Die restlichen Ziffern sind dann e =5, h =7 und ¢ = 9.
644—-104=540

: + —

23 1 7=391

284121=149
Die Aufgabe ist eindeutig losbar.

Aufgabe 090711:

Schneide ein rechteckiges Stiick Papier aus, teile es durch gerade Linien in acht kongruente Rechtecke
und schreibe jeweils auf Vorder- und Riickseite einer jeden Rechtecksfliche denselben Buchstaben,
wie es in der Abbildung angedeutet ist!

OIN|G|A
W|G|F|L

Falte das Stiick Papier so, dass die Buchstaben in der Reihenfolge W O L F G A N G iibereinander
liegen!
Als Losung gilt das entsprechend gefaltete Papier oder eine Beschreibung des Vorgehens.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In der 3. und 4. Spalte liegt im Uhrzeigersinn die verlangte Buchstabenfolge L F G A vor. Damit L und

F sowie A und G jeweils iibereinander liegen, beginnt man, indem man % unter % faltet.

Um zu erreichen, dass G und F aufeinander liegen, faltet man O N G (wobei A mitgefithrt wird) auf W G
F (worunter L liegt). Nun liegen O W daneben N G sowie daneben A G F L jeweils in dieser Reihenfolge
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untereinander.

Die letztgenannten vier Buchstaben legt man um auf N (worunter G liegt), um L F G A N G zu erhalten.
SchlieBlich faltet man O (wobei W mitgefiihrt wird) auf L (worunter F G A N G liegt) und erhélt dadurch
WOLFGANG.

Aufgabe 290711:
Auf ein 6 x 6 - Felderbrett (siche Bild) sollen 18 Steine so verteilt wer-

den, dass jeder Stein in genau einem Feld liegt, in jedem Feld nicht
mehr als ein Stein liegt sowie in jeder Zeile, in jeder Spalte und in jeder
Diagonalen nicht mehr als drei Steine liegen.

Gib eine derartige Verteilung an!

Hinweis: Unter einer Diagonale wollen wir in dieser Aufgabe jede Gerade
verstehen, die in einer Diagonalrichtung des Quadrates durch die Mit-
telpunkte von mehreren (mindestens 2, hochstens 6) Feldern verlduft.
Es gibt folglich auf diesem Brett genau 18 verschiedene Diagonalen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

oo
°
oo
oo
°
Eine mogliche Verteilung zeigt die Abbildung. bl s

Aufgabe 340714:
In die Kreise der Zeichnung sollen die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

eingetragen werden. Dabei soll folgende Bedingung erfillt werden:
Auf jeder der vier Dreiergruppen, die mit geradliniger Verbindung
gezeichnet sind, ergibt sich dieselbe Summe s.

a) Welches ist der kleinste Wert von s, mit dem diese Bedingung
erfillbar ist? Gib eine Eintragung an, bei der diese Summe s vorliegt!
Beweise, dass keine kleinere Summe méglich ist!

b) Welches ist der grofite Wert s, mit dem die genannte Bedingung erfiillbar ist? Gib auch hierzu
eine Eintragung an!

c¢) Ist die Bedingung auch mit allen denjenigen natiirlichen Zahlen s erfiillbar, die zwischen dem
kleinsten und dem grofiten Wert aus a) bzw. b) liegen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
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Fiir jede geforderte Eintragung der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 gilt:
Addiert man die vier im Aufgabentext genannten (einander gleichen) Summen, so werden dabei die Zahlen
a, b, c (sieche Abbildung) je zweimal, die anderen Zahlen je einmal als Summanden herangezogen. Also gilt

4s=14+2+..4+9+a+b+c (1)

Die Summe s ist folglich fiir diejenigen Eintragungen am kleinsten bzw. am gréften, fiir die a + b+ c am
kleinsten bzw. am grofiten ist.

a) Die kleinstmogliche Summe aus drei verschiedenen der Zahlen 1, 2, ..., 9 ist 1 + 2 + 3 = 6. Wire eine
Eintragung mit diesen Zahlen als a,b, ¢ moglich, so folgte aus (1) die Gleichung 4s = 45 + 6, die mit
ganzzahligem s nicht erfiillbar ist.

Die néchstgroflere Moglichkeit 1 4 2 + 4 = 7 fithrt auf 4s = 45 + 7 = 52, also s = 13. Wie Abbildung a
zeigt, ist dieser Wert s durch eine Eintragung erreichbar. Damit ist also 13 als kleinster Wert s bewiesen,
und eine zugehorige Eintragung ist angegeben.

b) Die grofitmogliche Summe aus drei verschiedenen der Zahlen 1, 2, ..., 9 ist 7+ 8 + 9 = 24. Wieder ist
eine Eintragung mit diesen a, b, ¢ nicht moglich, da (1) auf 4s = 45+ 24 fiihren wiirde. Die néchstkleinere
Moglichkeit 6 +8 +9 = 23 mit 45 = 45+ 23 = 68, s = 17 ist durch eine Eintragung erreichbar; siehe z. B.
Abbildung b.

¢) Auch mit s = 14 und mit s = 16 sind Eintragungen moglich, wie Abbildungen ¢ und d zeigen. Dagegen
gibt es keine Eintragung mit s = 15.
Fiir eine solche miisste nach (1) ndmlich 60 = 45 + a + b + ¢, also auch a + b 4+ ¢ = 5 sein. In das Feld
zwischen a und b miisste folglich wegen s = 15 wieder die Zahl ¢ kommen, was der Verschiedenheit der
einzutragenden Zahlen widerspricht.

Il Runde 2

Aufgabe 210724:
Albrecht Diirer bringt auf seinem Stich ,Melancholie* ein ,magi-

sches Quadrat® aus den Zahlen 1 bis 16, d. h. ein Quadrat, in dem

jede Zeile, jede Spalte und jede Diagonale denselben Summenwert 1613|213
hat. 9
In den beiden Mittelfeldern der untersten Zeile ist das Entstehungs-

jahr des Stiches abzulesen. 9 12
In der Abbildung ist dieses Quadrat mit unvollstdndiger Eintragung 4

wiedergegeben. Begriinde, wie das magische Quadrat auszufiillen ist,
und gib das Entstehungsjahr an!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen 16 + 3 + 2 + 13 = 34 ist die Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme 34.

Daraus folgt, dass die fehlende Zahl in der ersten Spalte 5 und die fehlende Zahl in der vierten Spalte
1 betrdgt. Die Summe der beiden fehlenden Zahlen der vierten Zeile betrigt 29, sie ldsst sich nur mit
den Zahlen 15 und 14 bilden; die Summe der fehlenden Zahlen der dritten Zeile, betragt 13, sie ldsst sich
nur mit den Zahlen 6 und 7 bilden. Die Summe der restlichen Zahlen 10 und 11 betrdgt 21. Sie ergibt
zusammen mit den bereits in der zweiten Zeile stehenden Zahlen die verlangte Summe 34.

Die Anordnung der beiden mittleren Zahlen der zweiten bzw. dritten Zeile muss nun so erfolgen, dass
auch in beiden Diagonalen die Summe 34 erreicht wird. Da jeder der beiden Diagonalen zu dieser Summe
noch 17 fehlt, kann die Anordnung nur oder

1110 1 10 [ 11
716 | ° 67

lauten. In der zweiten Spalte fehlt an der Summe 34 noch 16 oder 17, je nachdem, ob die zweite Zahl
der vierten Zelle 14 oder 15 lautet. Daher erfiillt nur die zweite der oben angefithrten Anordnungen die
gestellten Bedingungen. Somit ergibt sich als einzige Mo6glichkeit die folgende Eintragung:

16| 3 | 2 |13
5 |10 | 11| 8
916 | 7|12
4 |16 |14 ] 1

Sie erfiillt alle Bedingungen eines magischen Quadrates. Das Entstehungsjahr des Stiches lautet mithin
1514.

Il Runde 3

Aufgabe V10733:

3 07 - 80

2 07 0O
Oooad?2

Ooooog

Setze fiir O die entsprechenden Ziffern ein:

Versuche, deinen Losungsweg zu erlautern.

Loésung von Steffen Polster:
Die letzte Ziffer des Produktes muss 2 sein. Da die 7 nur bei Multiplikation mit der 6 eine Endziffer 2
liefert, ist der 2. Faktor folglich 86. Weiterhin ist 8 - 7 = 56, so dass das 1. Zwischenergebnis auf 6 endet.
307 - 86
2076

Oodoz2
oooo?2

Es ist 307 - 8 = 2456. Die fehlenden zwei Zehner zu 2776 sind nur moglich, wenn die 2. Ziffer des ersten
Faktors eine 4 ist. Die noch fehlenden Ziffern ergeben sich durch Ausmultiplizieren von 347 - 86.
347-86
2776

2082
29842

Aufgabe 040735:
Ein Zirkel Junger Mathematiker beschéftigt sich damit, Aufgaben fiir die Knobelecke zusammenzu-
stellen. Folgende Aufgabe wurde vorgeschlagen:
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+

<=
—|— =

=z =

I
S
R

Die Buchstaben sollen durch Ziffern ersetzt werden. Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern. Es stellt sich aber heraus, dass es keine Losung dieser
Aufgabe geben kann. Begriinde das!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Betrachte man zunéchst die zweite Spalte von rechts: £+ N = E. So gibt es nur 2 Moglichkeiten fiir N:

(1)

(2)

N =0,F + 0= F wahr, kein Ubertrag
Nun betrachten wir die 3. Spalte von rechts. R+ I = I = R = 0 nicht méglich, da R = N = 0 und
es diirfen keine zwei Buchstaben den gleichen Wert annehmen.

Von der Aufgabe I + S = R bleibt ein Ubertrag zuriick, dieser kann maximal 1 sein da I und §
maximal 8 und 9 (I und S miissen ja einstellig sein) sein konnen und demnach maximal 17 fiir 7 + 5
infrage kommt.

N=9FE+9+ 1= FE+ 10 es bleibt wieder eins als Ubertrag, wahr.
Nun betrachten wir die 3. Spalte von rechts.

R+ I+ 1=1I+10 (hier muss ein Ubertrag entstehen denn wiirde R + I + 1 = I so wire R = —1,
die Buchstaben kénnen aber nur positive Zahlen annehmen damit eine Additionsaufgabe entsteht.)

R = 9 nicht moglich, da R = N = 9 und es diirfen keine zwei Buchstaben den gleichen Wert
annehmen.

Also gibt es keine Losung fiir die Aufgabe.

Aufgabe 120734:

Als die Klasse 7a den Fachunterrichtsraum fiir Mathematik betrat, war an der Wandtafel eine Mul-
tiplikationsaufgabe angeschrieben. Jemand hatte jedoch die Ziffern derart verwischt, dass nur noch
vier ,,Einsen“ leserlich geblieben waren und von den unleserlichen Ziffern lediglich noch zu erkennen
war, an welcher Stelle sie gestanden hatten.

Das Bild an der Wandtafel hatte folgendes Aussehen: (Die unleserlichen Ziffern sind hier durch die
Buchstaben a, b, ¢, . .. angegeben. Dabei konnen also verschiedene Buchstaben auch die gleiche Ziffer,
moglicherweise auch nochmals die Ziffer 1, bezeichnen.)

1 a b - ¢ d
e f g 1
h i j 1
k m n 1 p

Einige Schiiler versuchten sofort, die fehlenden Ziffern zu ermitteln, und schon nach kurzer Zeit rief
Bernd:

»lch weifl genau, wie die beiden Faktoren hielen!“

Doch Gerd entgegnete ihm:

,,Es lasst sich nicht eindeutig feststellen, wie die beiden Faktoren lauteten.*

Stelle fest, ob Bernd oder Gerd recht hatte! Gib in jedem Falle alle Losungen (Realisierungen) des
Multiplikationsschemas an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Offensichtlich gilt p = 1 und g = 0. Da in der zweiten und in der dritten Zeile je eine vierstellige Zahl
steht, gilt d # 1 und ¢ # 1. Das Produkt b-d endet ebenso wie das Produkt b- ¢ mit 1. Es sind nun genau
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die folgenden drei Falle moglich:

1. Fall: Esseib=9,c=d =09.

Daraus folgt b - d = 81. Wegen g = 0 muss das Produkt « - d, also a - 9, mit der Ziffer 2 enden, (denn
2 4 8 = 10). Das ist aber genau fiir a = 8 der Fall. Der erste Faktor heifit somit 189, der zweite 99.
Tatséchlich fithrt die Rechnung 189 - 99 zu einem Tafelbild, das der Aufgabenstellung entspricht.

2. Fall: Esseib=7,c=d =3.
Da der erste Faktor kleiner als 200 ist, ist sein Dreifaches kleiner als 600, also eine dreistellige Zahl, was
im Widerspruch zur zweiten Zeile steht. Dieser Fall fiihrt somit zu keiner Losung.

3. Fall: Esseib=3,c=d=T.

Daraus folgt b-d = 21. Das Produkt a - d, also a - 7, muss dann mit der Ziffer 8 enden (denn 2 + 8 = 10).
Das ist genau fiir a = 4 der Fall. Als erster Faktor ergibt sich damit 143, der zweite lautet 77.
Tatséchlich fithrt die Rechnung 143 - 77 zu einem Tafelbild, das der Aufgabenstellung entspricht.

Das Multiplikationsschema hat somit genau zwei, und zwar die beiden folgenden Realisierungen:

1 8 9 - 9 9 1 4 3 - 7 7
1 7 0 1 1 0 0 1
1 7 0 1 1 0 0 1
1 8 7 1 1 1 1 0 1 1

Gerd hatte also recht, Bernd dagegen nicht.

1.1l Logik, Mengenlehre
| Runde 1

Aufgabe V10714:
Neun Streichhoélzer sind so zu legen, dass sie drei Vierecke bilden. Jede Viereckseite soll die Léange
eines Streichholzes haben. Zeichne die Figur auf.

Losung von Steffen Polster:

Die Streichhélzer konnen so gelegt werden, dass sie ein Schragbild eines / /

Quaders darstellen. Die drei Vierecke sind ein Quadrat und zwei Rhom-

ben. /

Aufgabe 010714:

Im vorigen Schuljahr meldete die ,Berliner Zeitung“ folgende FErgebnisse des Berliner
Schiilerfufiballturniers nach dem 2. Spieltag:

Ergebnisse:

12. Oberschule Treptow — Max-Kreuziger-Oberschule 1:0
4. Oberschule Kopenick — 8. Oberschule Lichtenberg — 2:0

Tabellenstand:
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Platz | Mannschaft Punkte | Tore
1. 4. Oberschule Kopenick 2:2 2:1
2. 12. Oberschule Treptow 2:2 2:2
3. Max-Kreuziger-Oberschule 2:2 1:1
4. 8. Oberschule Lichtenberg 2:2 2:3

Welche Ergebnisse gab es am ersten Spieltag?
Anmerkung: Fir jeden Sieg gibt es 2 : 0 Punkte, fiir jedes unentschiedene Spiel 1 : 1 Punkte, fiir jede
Niederlage 0:2 Punkte.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Da die 12. Oberschule und die 4. Oberschule am 2. Spieltag gewonnen und damit 2 : 0 Punkte bekommen
haben, miissen die Max-Kreuziger-OS und die 8. Oberschule gemifl der Tabelle am 1. Spieltag je 2:0
Punkte geholt, d. h. gewonnen haben.

Diese beiden haben also nicht gegeneinander gespielt. Die Max-Kreuziger-OS muss also die 4. Ober-
schule Kopenick mit 1 : 0 geschlagen haben beim gegebenen Torverhéltnis, wéhrend die 8. Oberschule
Lichtenberg die 12. Oberschule Treptow mit 2:1 besiegt hat.

Aufgabe 020716:

In einem Haus mit 28 Fenstern sollen einige fehlende Fensterldden beschafft werden, so dass an jedem
Fenster 2 Laden vorhanden sind. Einige Fenster haben noch 2 Laden, bei der gleichen Anzahl von
Fenstern fehlen beide, der Rest hat je einen Laden.

Wie viel neue Fensterldden braucht man? Begriinde die Antwort!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man kann (in Gedanken) von jedem Fenster, das noch zwei Laden hat, einen an einem Fenster anbringen,
das keinen Laden mehr hat (schlielich ist die Anzahl dieser beiden ,,Arten* von Fenstern gleich!).
Dann hétte jedes Fenster einen Fensterladen, iiberall wiirde einer fehlen. Also braucht man 28 neue
Fensterldden.

Aufgabe 090713: )
Eine Touristengruppe aus der DDR, von genau 100 Personen fuhr ins Ausland. Uber diese Gruppe
sind folgende Angaben bekannt:

(1) Genau 10 Touristen beherrschen weder Russisch noch Englisch.
(2) Genau 75 Touristen beherrschen Russisch.
(3) Genau 83 Touristen beherrschen Englisch.

Ermittle die Anzahl aller Touristen dieser Gruppe, die beide Sprachen beherrschen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus (1) folgt: Genau 90 Touristen beherrschen mindestens eine der beiden Sprachen. Somit beherrschen
nach (2) genau (90 — 75) Personen der Gruppe Englisch, aber nicht Russisch, das sind 15 Personen.
Nach (3) beherrschen genau (90 — 83) Personen der Gruppe Russisch, aber nicht Englisch, das sind 7
Personen.

Wegen 90 — 7 — 15 = 68 folgt: Genau 68 Personen beherrschen beide Sprachen.

Aufgabe 130714:
An einer Kreisolympiade Junger Mathematiker nahmen in der Olympiadeklasse 7 Anneliese, Bertram,
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Christiane, Detlev, Erich und Franziska teil. Genau zwei von ihnen erhielten Preise. Auf die Frage,
welche beiden Teilnehmer das waren, wurden folgende fiinf Antworten gegeben:

(1) Anneliese und Christiane
(2) Bertram und Franziska
(3) Anneliese und Franziska
(4) Bertram und Erich

(5) Anneliese und Detlev.

Wie sich spéter herausstellte, waren in genau einer Antwort beide Namen falsch angegeben, wihrend
in jeder der iibrigen vier Antworten genau ein Name richtig angegeben war.
Wie heiflen die beiden Preistrager?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, Anneliese hétte keinen Preis erhalten. Dann wéren, da laut Aufgabe in zwei der Antworten
(1), (3), () je ein Name richtig wére, zwei der Teilnehmer Christiane, Franziska, Detlev die Preistriger.
Hiernach waren aber in der Aussage (4) und auflerdem noch in einer der Aussagen (1), (3), (5) beide
Angaben falsch, im Widerspruch zur Aufgabe.

Folglich ist Anneliese eine Preistrigerin. Dann sind laut Aufgabe Christiane, Franziska und Detlev keine
Preistrager.

Da von den Aussagen (2), (4) genau eine zwei falsche Namen enthalten muss und Bertram in beiden
Aussagen vorkommt, ist Erich der andere Preistrager.

Also sind Anneliese und Erich die beiden Preistréager.

Aufgabe 160711:

Bei der 3. Stufe der XV. Mathematikolympiade erhielten die sechs Thalmann-Pioniere Anita, Bernd,
Christine, Doris, Erich und Fritz je einen Preis. Genau zwei von ihnen erhielten volle Punktzahl.
Auf die Frage, welche beiden Pioniere volle Punktzahl erhielten, wurden folgende fiinf Antworten
gegeben:

(1) Anita und Christine;
(2) Anita und Fritz;

(3) Bernd und Fritz;

(4) Anita und Doris;

(5) Bernd und Erich.

Anschliefflend wurde festgestellt, dass in genau einer dieser finf Antworten beide Angaben falsch sind,
wéahrend in den tbrigen vier jeweils eine Angabe wahr und eine falsch ist.

Wie heilen nach dieser Feststellung die beiden Preistréager, die die volle Punktzahl erhielten?
Uberpriife, ob sich diese Frage aus den vorliegenden Antworten eindeutig beantworten lisst!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, Anita héitte keine volle Punktzahl erreicht. Dann hétten nach den Feststellungen iiber die
Antworten (1), (2), (4) genau zwei der Schiiler Christine, Fritz und Doris volle Punktzahl bekommen,
d.h., in genau einer der Aussagen (1), (2), (4) wéren beide Angaben falsch.

Im Widerspruch zur Aufgabe miissten dann aber auch in (5) beide Angaben falsch sein. Also hat Anita
volle Punktzahl erreicht und Christine, Fritz und Doris demzufolge nicht.

Hétte auflerdem Bernd volle Punktzahl erreicht, dann wéren in keiner der Antworten (1) bis (5) beide
Angaben falsch. Also hat Bernd keine volle Punktzahl bekommen. Daraus folgt, dass aufler Anita nur
Erich volle Punktzahl erreicht haben kann.
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Tatséchlich steht diese Antwort mit allen Bedingungen der Aufgabe in Einklang: denn bei ihr sind in (3)
beide Angaben falsch und in (1), (2), (4), (5) je genau eine Angabe falsch.

Die Preistrager mit voller Punktzahl sind also aus den vorliegenden Angaben eindeutig zu ermitteln; sie
heiflen Anita und Erich.

Aufgabe 180711:

Vier Schiiler, Ernst, Franz, Karl und Martin, deren Familiennamen (moglicherweise in anderer Rei-
henfolge) Altmann, Miiller, Neubert und Tauber lauten, trafen sich auf einer Geburtstagsfeier. Jeder
von ihnen brachte fiir das Geburtstagskind genau ein Geschenk mit. Auflerdem ist bekannt:

(1) Martin hatte Rosen, Altmann einen Kugelschreiber, Miiller ein Buch und Karl eine Schachtel
Pralinen mitgebracht.

(2) Als erster verabschiedete sich im Verlaufe des Abends Martin, als zweiter Neubert, danach Ernst
und zuletzt Miiller.

Wie heiflen diese Schiiler mit Vor- und Zunamen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Schiiler heiflen Ernst Altmann, Franz Miiller, Karl Neubert und Martin Tauber.

Begriindung: Wegen (1) konnen sowohl Martin als auch Karl nicht Altmann oder Miiller heiflen.

Wegen (2) heifit Martin auch nicht Neubert, also muss Martin Tauber heiflen.

Daher heifit Karl nicht Tauber, sondern Neubert. Ernst und Franz heiflen folglich Altmann oder Miiller.
Ernst kann nach (2) nicht Miiller heifien.

Aufgabe 190714:

Sechs Schiiler halfen bei der Obsternte. Sie erhielten Anerkennungspréamien entsprechend ihren Leis-
tungen. Jeder von ihnen iibergab die Hilfte des erhaltenen Geldbetrages dem Solidaritétskonto. Uber
diese Schiiler ist ferner folgendes bekannt:

(1) Keiner von ihnen spendete weniger als 6M und keiner mehr als 12M.

(2) Konrad spendete mehr als Peter.

(3) Helga spendete mehr als Gisela, Gisela mehr als Peter, Peter mehr als Inge.
(4) Frank spendete mehr als Helga und Helga mehr als Konrad.

(5) Helga spendete 2M weniger als Frank, Peter 2M mehr als Inge.

(6) Alle spendeten volle Markbetrége.

Wie viel Geld erhielt jeder der Schiiler fiir das Obstpfliicken?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es seien f, g, h,i,k,p die von Frank, Gisela, Helga, Inga, Konrad bzw. Peter gespendeten Geldbetrige in
Mark. Aus den Angaben der Aufgabenstellung folgt damit:

h>g>p, f>h>k>p>iaus (2), (3), (4)

f=h+2,p=i+2aus (5)

f<12,4>6 aus (1)

) h <10, p > 8 aus (8)

) Wire in (9) sogar f < 12 oder i > 6 so folgte aus (8) h < 10 oder p > 8;

unter der Bedingung (10) kann jedoch h > g > p durch keine ganze Zahl g erfiillt werden. Daher scheidet
dieser Fall aus,

(12) d.h. in (9) muss f = 12,7 = 6 gelten.
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(13) Somit folgt aus (8) h =10, p = 8§;
(14) hiernach konnen die Ungleichungen h > g > p und h > k > p ganzzahlig nur durch ¢ =9, k = 9
erfullt werden.

Da die somit ermittelten Spenden [(12), (13), (14)] die Hélfte der erhaltenen Betrége waren, folgt: Frank
erhielt 24 M, Gisela 18 M, Helga 20 M, Inge 12 M, Konrad 18 M und Peter 16 M.

Aufgabe 210713:

Zur Vorbereitung eines Sportfestes soll fiir die Schiilerinnen Andrea, Beate, Christine, Doris, Eva,
Frauke und Gerda eine Reihenfolge festgelegt werden. Dabei soll stets von zwei verschieden grofien
Schiilerinnen die grofiere vor der kleineren stehen. Sind aber zwei Schiilerinnen gleichgrofl, so soll
stets diejenige, deren Vorname einen im Alphabet vorangehenden Anfangsbuchstaben hat, vor der
anderen stehen. Der Organisator, der eine derartige Reihenfolge festlegen soll, kennt die Schiilerinnen
nicht, aber er meint, sich an folgende Informationen erinnern zu kénnen:

) Es ist wahr, dass Doris um genau 2 cm kleiner als Christine ist.

) Es ist falsch, dass Andrea nicht dieselbe Groie wie Gerda hat.

) Es ist nicht wahr, dass keine der Schiilerinnen kleiner als Frauke ist.

) Es ist wahr, dass Eva kleiner als Doris, aber grofler als Frauke ist.

) Es ist unwahr, dass Frauke groer als Christine ist.

) Es ist nicht falsch, dass Christine um genau 2 cm grofler als Gerda ist und dass Christine grofier
als Eva ist.

(1
(2
(3
(4
(5
(6

Untersuche, ob es mehr als eine, genau eine oder keine Méoglichkeit fiir die Reihenfolge der
Schiilerinnen gibt, bei der alle Informationen (1) bis (6) zutreffen!
Falls es sie gibt, ermittle alle moglichen Reihenfolgen, die den genannten Bedingungen entsprechen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Bezeichnet man fiir jede Schiilerin ihre in Zentimeter gemessene Grofie mit dem Anfangsbuchstaben ihres
Vornamens, so lauten die Informationen:

(1) Esgilt D=C —2.

(2) Es gilt A=G.

(3) Es gilt mindestens eine der Ungleichungen A < F,B < F\C < F,D < F,E< F,G < F.
(4) Esgilt E< D und E > F.

(5) Esgilt F < C.(6) Esgilt C=G+2und C > E.

I. Angenommen, bei einer Reihenfolge der Schiilerinnen treffen alle Informationen (1) bis (6) zu.

(7) Aus (1) und (6) folgt dann D =G =C — 2.

(8) Aus (2) und (7) folgt A=D =G.

(9) Aus (1), (4) und (8) folgt C > A=D =G >FE > F.

(10) Aus (3) und (9) folgt B < F.

Daher kénnen nur bei der Reihenfolge C' > A = D = G > E > F > B alle Informationen (1) bis (6)
zutreffen.

II. Wenn diese Reihenfolge vorliegt und iiberdies A = D = G = C — 2 ist, so gilt:
Es ist D = C' — 2, also ist (1) erfiillt.

Es ist A = G, also ist (2) erfillt.

Es ist B < F, also ist (3) erfiillt.

Esist E < D und E > F, also ist (4) erfiillt.

Esist F < C, also ist (5) erfiillt.

Esist C =G +2und C > E, also ist (6) erfiillt.
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Damit ist bewiesen, dass es genau eine Reihenfolge gibt, bei der alle Informationen (1) bis (6) zutreffen.
Sie lautet wie in (10) angegeben.

Aufgabe 230711:

T T T T T 1
A

-
Der Weg von A nach B soll durch alle 56 Felder der untenste- B i I I o I I i

henden Figur fiihren. Dabei soll jedes Feld nur einmal betreten

und jede ,, Tir" hochstens einmal benutzt werden. -+ + I e + +
R
o

|

|

|

|

Gib einen solchen Weg an! Eine Begriindung wird nicht verlangt.

|
I
|

| | | | | | |

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aufgabe 230714:
Zwei Spieler A und B spielen auf einem ,,2 x 10 - Brett* folgendes Spiel:

a

b

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zu Beginn lost A in jeder der Zeilen a und b ein Feld aus und besetzt es jeweils mit einem weiflen
Stein.

Danach lost B ebenfalls in jeder der Zeilen a und b ein Feld aus, das aber stets rechts von dem von
A ausgelosten Feld liegen muss, und besetzt es jeweils mit einem schwarzen Stein. Beispielsweise ist
»WeiB: a9, b2; Schwarz: al0, b7 (Abbildung unten), eine mogliche Anfangsstellung.

a O®
b O o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nun ziehen A und B abwechselnd, wobei A beginnt. Wer am Zug ist, muss (genau) einen seiner
beiden Steine in dessen Zeile um mindestens ein Feld, jedoch hoéchstens bis zum Spielfeldrand bzw.
bis zum Feld unmittelbar neben dem gegnerischen Stein beliebig nach links oder nach rechte ziehen.
Sieger ist, wer die Steine des Gegners so blockiert, dass dieser nicht mehr ziehen kann.

a) Gib fir folgende Anfangsstellungen an, wie A ziehen und dann auf jede Zugmoglichkeit von B so
antworten kann, dass er mit Sicherheit siegt:
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) WeiB: a9, b2; Schwarz: al0, b7.
) Wei}: a3, bb; Schwarz: a8, b6.
) Weif}: a8, b4; Schwarz: al0, b7.
) Wei}: ad, b2; Schwarz: a8, b9.

b) Entscheide, ob A von den folgenden Anfangsstellungen aus den Sieg erzwingen kann:

(5) Weif: a2, b4; Schwarz: a7, b9.
(6) Weif: a6, b2; Schwarz: a8, b5.
(7) Weif}: ab, b3; Schwarz: a8, b6.

¢) An welchen Merkmalen einer Anfangsstellung kann man stets erkennen, ob A den Sieg erzwingen
kann?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) (1) A zieht b2 nach b6. Dann kann B nur noch den Stein b7 nach rechts ziehen. Jedesmal antwortet
A, indem er seinen b-Stein wieder unmittelbar links neben den schwarzen Stein zieht.

Dadurch wird B schlielich auf b10 gezwungen und von A mit b9 blockiert.

(2) A zieht a3 nach a7. Dann kann B jeden seiner Steine nur noch nach rechts ziehen. A riickt wieder
nach, unmittelbar links daneben. Dadurch wird einer der schwarzen Steine auf Spalte 10 gezwungen, und
es geht entsprechend wie in (1) weiter.

(3) A zieht b4 nach b5. Zieht dann B einen Stein nach links, so ist er unmittelbar rechts neben einem
weiflen Stein, und A kann wie in (2) den Sieg erzwingen. Will B das aber vermeiden, indem er seinen
b-Stein nach rechts zieht, so riickt A stets ebenso viele Felder mit seinem b-Stein nach rechts. Spétestens
wenn B so auf b10 gezogen hat, ist er gezwungen, einen Stein nach links zu ziehen, also kann A den Sieg
erzwingen.

(4) A zieht b2 nach b5. Zieht dann B nach rechts, so riickt A mit seinem Stein auf derselben Zeile ebenso
viele Felder nach. Schlieflich muss B nach links ziehen; dann kann A erreichen, dass der Zwischenraum
zwischen den Steinen fiir beide Zeilen dieselbe Lénge hat, aber eine kleinere als drei Felder. Das lésst sich
wiederholen, so dass A zu Stellungen der Art (2) oder (3) - ndmlich auf beiden Zeilen mit Zwischenraum
ein Feld bzw. ohne Zwischenraum zwischen den zwei Steinen - gelangt und so den Sieg erzwingt.

b) (5) Hier kann A nicht gewinnen, wenn B das aus (4) ersichtliche Verfahren einschligt, d.h.:

Falls A nach links zieht, riickt B ebenso viele Felder nach; falls A nach rechts zieht, erzielt B auf beiden
Zeilen gleichlange Zwischenrdume, aber kiirzer als vorher. Schliefllich hat B beide Steine unmittelbar
rechts neben die weiflen Steine gebracht und folgt ihnen unmittelbar, bis sie auf Spalte 1 blockiert sind.

(6),(7) Dasselbe gilt fiir (7), wihrend (6) wieder wie bei (4) die Moglichkeit fiir A bietet, den Sieg zu
erzwingen.

c¢) Von einer Anfangsstellung aus kann A genau dann den Sieg erzwingen, wenn die Zwischenrdume, die
sich in den Zeilen a und b jeweils zwischen dem weilen und dem schwarzen Stein befinden, verschieden
lang sind.

Beweis:

1. Wenn die genannten Zwischenrdume verschieden lang sind, kann A den Sieg folgendermaflen erzwingen:
Im ersten Zug erreicht er, dass die Zwischenrdume gleich lang werden. Zieht B dann nach rechts, so riickt
A in derselben Zeile um ebenso viele Felder nach. Schlielich muss B nach links riicken, und A kann eine
Stellung mit gleichlangen aber kiirzeren Zwischenrdumen in beiden Zeilen erreichen.
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Auf diese Weise erzwingt A nach endlich vielen Ziigen stets, dass in beiden Zeilen die Steine unmittelbar
benachbart sind, B muss daher nach rechts ziehen, worauf A dichtauf folgen kann, bis B blockiert ist.

II. Wenn die genannten Zwischenrdume gleich lang sind, so kann A den Sieg nicht erzwingen. A muss
namlich (falls er nicht schon in der Anfangsstellung blockiert ist) im ersten Zug eine Stellung herbeifiihren,
in der die genannten Zwischenrdume verschieden lang sind. Von dieser Stellung aus kann dann B nach
dem in I. geschilderten Verfahren den Sieg erzwingen.

Aufgabe 240711:

Uber die Jungen einer Schulklasse ist folgendes bekannt:

Jeder Junge dieser Klasse gehort mindestens einer der drei Arbeitsgemeinschaften ,Foto“, ,Junge
Mathematiker”, , Turnen“ an. Ferner gelten folgende Aussagen:

(1) Genau sechs Jungen der Klasse sind Mitglieder der AG ,Foto“.
(2) Genau fiinf Jungen der Klasse sind Mitglieder der AG ,,Junge Mathematiker.
(3) Genau fiinf Jungen der Klasse sind Mitglieder der AG ,/ Turnen“.

Weiterhin gelten tiber die Jungen dieser Klasse auch die folgenden Aussagen:

(4) Genau drei der Jungen gehoren sowohl zur AG ,Foto“ als auch zur AG ,Junge Mathematiker“.
(5) Genau ein Junge gehort sowohl zur AG ,Foto* als auch zur AG , Turnen®.
(6) Genau drei der Jungen gehoren sowohl zur AG ,,Junge Mathematiker* als auch zur AG ,, Turnen“.

Schliellich gilt auch die Aussage
(7) Genau einer der Jungen dieser Klasse nimmt an allen drei Arbeitsgemeinschaften teil.

(Dagegen ist zu beachten, dass in (1) bis (6) nichts dariiber ausgesagt wird, ob die betreffenden Jungen
aufler den jeweils genannten Arbeitsgemeinschaften noch weiteren Arbeitsgemeinschaften angehoren.)
Untersuche, ob durch diese Angaben die Anzahl aller Jungen dieser Klasse eindeutig bestimmt ist!
Ist dies der Fall, dann gib die Anzahl an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Aufler dem einen Jungen, der nach (7) alle drei Arbeitsgemeinschaften be-

Foto Turnen sucht, gibt es nach (4), (5) bzw. (6) (und wegen 3 —1 =2, 1—-1=0
bzw. 3 — 1 = 2) genau 2 Jungen, die genau zu den AG ,Foto* und ,Junge
Mathematiker” gehoren, keinen Jungen, der genau zu den AG ,Foto* und
,Turnen“ gehort, genau 2 Jungen, die genau zu den AG ,Junge Mathema-

Ea tiker und ,,Turnen“ gehoéren.

Hiernach und nach (1), (2) bzw. (3) (sowie wegen 6—-2—-0—-1=3,5-2—
2—1=0bzw. 5—0—2—1=2) gibt es genau 3 Jungen, die genau zur AG
,Foto“ gehoren, keinen Jungen, der genau zur AG ,Junge Mathematiker
Junge Mathematiker gehort, genau 2 Jungen, die genau zur AG , Turnen“ gehoren.
Mit dieser Aufzdhlung sind alle Moglichkeiten erfasst, mindestens einer der drei Arbeitsgemeinschaften
anzugehoren, und zwar jede solche Mdoglichkeit genau einmal.
Daher ist 1+24+0+ 2+ 340+ 2 =10 die gesuchte Anzahl aller Jungen dieser Klasse.

Aufgabe 240712:
Peter und Klaus wiirfeln mit drei Wiirfeln. Sie notieren nach jedem Wurf die drei erhaltenen Au-
genzahlen a,b, ¢ in der Darstellung (a,b,c), wobei sie diese drei Zahlen so angeordnet haben, dass
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a > b > c gilt. Sie bezeichnen zwei Wiirfe genau dann als voneinander ,verschieden“, wenn bei dieser
Schreibweise mindestens ein Unterschied zwischen den beiden Darstellungen auftritt.

(1) Welches ist die kleinste Summe und welches ist die grofite Summe der drei Augenzahlen, die bei
einem Wurf auftreten kann?

(2) Beim Spiel fragt Peter: ,,Wie viel verschiedene Wiirfe gibt es insgesamt, bei denen als Summe der
Augenzahlen der Wert 12 auftritt? Beantworte diese Frage!

(3) Klaus iiberlegt: ,Wie viel verschiedene Wiirfe gibt es insgesamt, bei denen wenigstens einer der
Wiirfel die Augenzahl 6 aufweist? Ermittle auch diese Anzahl!

(4) Nach genau 50 Wiirfen beenden die beiden Schiiler ihr Wiirfelspiel. Sie fragen sich, ob dabei alle
moglichen verschiedenen Wiirfe vorgekommen sein konnen. Beantworte diese Frage und beweise deine
Antwort!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(1) Die kleinste Summe der Augenzahlen wird mit dem Wurf (1, 1, 1) erreicht und betrdgt somit 3, die
grofite Summe tritt beim Wurf (6, 6, 6) auf und betrigt somit 18.

(2) Es gibt genau die folgenden sechs verschiedenen Wiirfe, bei denen als Summe der Augenzahlen der
Wert 12 auftritt: (6,5,1), (5,5,2),(4,4,4),(6,4,2),(5,4,3),(6,3,3).

(3) Es gibt genau die folgenden verschiedenen Wiirfe, bei denen wenigstens einer der Wiirfel die Augenzahl
6 aufweist:
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Ihre Anzahl betrdgt 6 +5+4+3+2+1=21.

(4) In entsprechender Weise gibt es genau die folgenden 5 + 4 4+ 3+ 2 + 1 = 15 verschiedenen Wiirfe mit
5 als hochster Augenzahl

(5,5,5), (5,5,4), (5,4,4),..., (5,5,1), (5,4,1), ..., (5,1,1);

analog genau 4 + 3 + 2 + 1 = 10 verschiedene Wiirfe mit 4 als hochster Augenzahl und 3+2+1 =6
verschiedene Wiirfe mit 3 als hochster Augenzahl.

Wegen 21+ 15410+ 6 > 50 sind dies bereits mehr als 50 verschiedene Wiirfe. Also kénnen in 50 Wiirfen
nicht alle moglichen verschiedenen Wiirfe vorgekommen sein.

Aufgabe 250711:

In einer Tiite befindet sich 1 kg Zucker. Mit Hilfe einer Balkenwaage mit zwei Waagschalen (jede aus-
reichend grof fiir 1 kg losen Zucker) und genau einem 50 g-Wigestiick sollen 300 g Zucker abgewogen
werden.

Zeige, dass das mit nur drei Wagungen moglich ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man halbiert zunichst ohne Wagestiick das Kilogramm Zucker und erhélt zweimal 500 g. Auf die gleiche
Art halbiert man die 500 g Zucker und erhélt zweimal 250 g. Mit Hilfe des 50 g-Wéigestiickes ermittelt
man 50 g Zucker und gibt sie zu den 250 g dazu. Somit hat man 300 g Zucker.

Anderer Losungsweg:
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Mit dem 50 g-Wégestiick ermittelt man 50 g Zucker. Mit diesen 50 g und dem 50 g-Wéigestiick ermittelt
man (aus dem restlichen Zucker) in einer zweiten Wagung 100 g Zucker, der mit den 50 g Zucker zusammen
150 g Zucker ergibt.

Mit diesen 150 g Zucker ermittelt man nochmals 150 g Zucker, so dass die Inhalte der zwei Waagschalen
zusammen 300 g Zucker ergeben.

Aufgabe 270711:
Klaus lief} versehentlich seinen Wecker zu Boden fallen. Dabei zer-

sprang das Zifferblatt in drei Flachenstiicke.

Nachdem der erste Schreck tiber das Missgeschick voriiber war, be-
merkte Klaus, dass keine der 12 Zahlen beim Zerspringen des Zif-
ferblattes auseinandergerissen worden war. Er berechnete fiir jedes
der drei Flachenstiicke die Summe derjenigen Zahlen, die auf diesem
Flachenstiick standen.

Dabei stellte er fest, dass sich in allen drei Fallen dieselbe Summe
ergab.

Wie konnte das Zifferblatt zersprungen sein?
Gib eine Moglichkeit hierfiir an und iiberpriife, dass die von Klaus gemachte Feststellung fiir deine
Angabe zutrifft!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das Zifferblatt kénnte so zersprungen sein, wie die Abbildung zeigt.
Dies iiberpriift man, indem man bestétigt, dass

114+124+142=34+44+9+10=5+6+7+8=26

gilt.

Aufgabe 270713:

In einen Dreieck seien die Maflzahlen der in Zentimeter gemessenen Léngen aller Seiten ganzzahlig,
gerade und untereinander verschieden. Bekannt ist @ = 6 ¢cm und b = 4 cm.

Untersuche, ob aus diesen Angaben der Umfang des Dreiecks eindeutig ermittelt werden kann! Ist
dies der Fall, dann gib den Umfang an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In jedem Dreieck gilt: Eine Seite ist stets kleiner als die Summe und stets grofer als die Differenz der
beiden anderen Seiten.

Folglich gilt laut Aufgabe 2 cm < ¢ < 10 cm, wobei ¢ die Lénge der dritten Seite des betrachteten Dreiecks
ist. Da nach Voraussetzung die Mafizahl von ¢ gerade und von 4 und 6 verschieden ist, erfiillt nur ¢ = 8
cm alle Bedingungen.

Der Umfang u des Dreiecks ldsst sich somit eindeutig ermitteln, und es gilt: u =6 +4 4+ 8 = 18 cm.

Aufgabe 280711:

Ein Spiel fiir zwei Mitspieler hat folgende Regel:

Einer der beiden nennt eine beliebige einstellige Zahl. Der andere nennt eine groflere natiirliche Zahl,
die jedoch hochstens um 10 groéfer sein darf als die vorhergenannte. So wechselt man ab.

Gewonnen hat derjenige, der unter Beachtung der Spielregeln die Zahl 100 nennen kann.

a) Gibt es fiir den beginnenden Spieler eine Moglichkeit, das Spiel in jedem Fall zu gewinnen?
b) Gibt es aber auch einen Spielbeginn, der anschliefend dem zweiten Spieler eine Moglichkeit gibt,
das Spiel in jedem Fall zu gewinnen?
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Fir den beginnenden Spieler gibt es eine Moglichkeit, das Spiel in jedem Fall zu gewinnen. Man kann
dies folgendermaflen zeigen:

Der Spieler kann den Gewinn erzwingen, wenn sich (im Verlauf des Spiels) herausstellt:

Der Spieler kann erreichen, dass sein Gegenspieler eine der Zahlen 90, 91, ..., 99 nennen muss. (1)

Von jeder dieser Zahlen aus ist ndmlich die Zahl 100 im néchsten Schritt erreichbar. Wenn nun der Spieler
selbst die Zahl 89 nennen kann, so trifft fir ihn (1) zu, und er kann den Gewinn erzwingen. Diese Zahl 89
ist um 11 kleiner als 100. Verkleinert man sie nochmals um 11 und wendet entsprechende Uberlegungen
an, so folgt:

Wenn der Spieler selbst die Zahl 78 nennen kann, so muss sein Gegenspieler eine der Zahlen 79, 80, ...,
88 nennen. Damit hat wiederum der Spieler in jedem Fall die Moglichkeit, 89 zu nennen und kann den
Gewinn erzwingen.

Weitere Zahlen, deren Erreichen die Moglichkeit ergibt, den Gewinn zu erzwingen, sind entsprechend
durch Subtraktion von 11 zu erhalten. Sie lauten 67, 56, 45, 34, 23, 12 und 1.

Damit ist gezeigt:

Der beginnende Spieler kann das Spiel dadurch in jedem Fall gewinnen, dass er der Reihe nach (stets,
wenn er am Spiel ist) die Zahlen 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89 und dann 100 nennt. (2)

b) Es gibt auch einen Spielbeginn, der anschlieSend dem zweiten Spieler eine Moglichkeit gibt, das Spiel
in jedem Fall zu gewinnen.

Ein solcher Spielbeginn liegt vor, wenn der beginnende Spieler als erste Zahl eine der Zahlen 2, 3, .... 9
nennt. Dann ndmlich hat der zweite Spieler die Moglichkeit, die Zahl 12 zu nennen, und von da ab kann
er der Reihe nach (stets, wenn er am Spiel ist) die weiteren in (2) angefiihrten Zahlen nennen.

Wie in a) gezeigt ist, erzwingt er damit den Gewinn.

Aufgabe 290712:

Thomas, Uwe und Volker belegten bei einer Mathematikolympiade die ersten drei Plétze, jeder von
ihnen einen anderen Platz als die beiden anderen. Uber diese Platzierung wurden nun die folgenden
drei Aussagen gemacht:

(1) Thomas wurde nicht Erster.
(2) Uwe wurde nicht Zweiter.
(3) Volker wurde Zweiter.

Von diesen drei Aussagen (1), (2), (3) ist genau eine wahr.
Untersuche, ob sich hieraus ermitteln ldsst, wer von den drei Schiilern den ersten, den zweiten und
den dritten Platz belegte! Ist dies der Fall so gib die Platzierung an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wire (3) die wahre Aussage, dann folgte, da (3) wahr und (2) falsch wére, dass sowohl Volker als auch
Uwe den zweiten Platz belegt hatten; im Widerspruch zum Aufgabentext.

Wiére (2) die wahre Aussage, dann folgte, da (2) wahr und (1), (3) falsch wéren, dass keiner der drei
Schiiler den zweiten Platz belegt hétte; ebenfalls im Widerspruch zum Aufgabentext.

Somit kann nur (1) wahr sein. Da folglich (2) falsch ist, ergibt sich: Uwe wurde Zweiter. Hiernach und
da (1) wahr ist, folgt: Thomas wurde Dritter, Volker wurde Erster.

Hiermit ist auch gezeigt, dass sich diese Platzierung aus den Bedingungen des Aufgabentextes ermitteln
lasst.
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Aufgabe 300711:

Wihrend eines mathematischen Spielnachmittages wurden alle Mitspieler vom Spielleiter aufgefor-
dert, in eine Hand eine gerade Anzahl und in die andere Hand eine ungerade Anzahl von Hélzchen
zu nehmen.

AnschlieSend erhielt jeder Mitspieler die Aufgabe, die Anzahl der Holzchen in seiner rechten Hand
mit 2 zu multiplizieren und das entstandene Produkt zur Anzahl der Holzchen in seiner Hand zu
addieren.

Jedes Mal, wenn ein Spieler die so gebildete Summe dem Spielleiter mitteilte, war dieser in der Lage,
zutreffend zu sagen, ob der Mitspieler eine gerade Anzahl von Holzchen in seiner rechten oder in
seiner linken Hand hatte.

Wie war das moglich?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Der Spielleiter kann folgendermaflen iiberlegen:

Angenommen, ein Mitspieler hat in seiner rechten Hand eine ungerade Anzahl von Hoélzchen. Nach dem
Verdoppeln erhélt er eine gerade Zahl als Produkt, zu dem die gerade Anzahl der Holzchen in seiner
linken Hand addiert werden muss. Folglich ist die Summe eine gerade Zahl.

Befindet sich in der rechten Band des Mitspielers dagegen eine gerade Anzahl von Holzchen, so ist das
Doppelte davon ebenfalls eine gerade Zahl. Nach Addition mit der ungeraden Anzahl der Holzchen der
linken Hand ergibt sich eine ungerade Zahl als Summe.

Kennt der Mitspieler also eine gerade Zahl als Summe, so hat er die gerade Anzahl von Holzchen in seiner
linken Hand. Nennt er eine ungerade Zahl als Summe, so hat er die gerade Anzahl von Holzchen in seiner
rechten Hand.

Aufgabe 320711:
Karsten, Lutz, Mike und Norbert sammelten Pilze. Anschlieend vergleichen sie ihre Sammelergeb-
nisse und stellen fest:

(1) Norbert sammelte mehr als Mike.

(2) Karsten und Lutz sammelten zusammen ebenso viel wie Mike und Lutz zusammen.
(3) Karsten und Norbert sammelten zusammen weniger als Lutz und Mike zusammen.
Untersuche, ob aus diesen Angaben

a) genau einer der vier Jungen als Sammler der meisten Pilze,

b) genau einer der vier Jungen als Sammler der wenigsten Pilze

hervorgeht! Gib jeweils, wenn das der Fall ist, den Namen des betreffenden Jungen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir die Sammelergebnisse K, L, M, N von Karsten, Lutz, Mike bzw. Norbert folgt aus den Angaben:
Nach (1) gilt N > M. (4)

Nach (2) gilt K+ L =M+ L, also K = M. (5) Nach (3) gilt K + N < L + M; hieraus und aus (5) folgt
N < L. (6)

Mit (6), (4), (5), also L > N > M = K, ist gezeigt:

a) Aus den Angaben geht genau Lutz als Sammler der meisten Pilze hervor.

b) Aus den Angaben geht nicht genau einer der vier Jungen als Sammler der wenigsten Pilze hervor
(sondern jeder der beiden Jungen Mike und Karsten).

Aufgabe 330714:
Ein Legespiel besteht aus je vier Legesteinen der in der ersten Abbildung gezeigten Formen A, B, C, D
und F. Jeder dieser 20 Legesteine ist aus vier Quadraten der Seitenldnge 1 cm zusammengesetzt.
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a) Die Fliche eines Quadrates der Seitenlédnge 4 cm soll durch Legesteine einer einheitlichen Form
vollstandig bedeckt werden, ohne dass Legesteine sich dabei ganz oder teilweise iiberlappen oder tiber
das Quadrat hinausragen.

Untersuche, mit welchen der Formen A, B, C, D, E dies moglich ist, und mit welchen dieser Formen
es sogar verschiedene Moglichkeiten gibt!

b) In der Abbildung ist gezeigt, wie die Fliche eines Quadrates der Seitenldnge 5 cm mit herausge-
nommenem schraffiertem Mittelquadrat durch sechs Legesteine bedeckt werden kann. Dabei ist die
zusatzliche Forderung erfiillt, dass drei verschiedene Sorten von Steinen verwendet werden, und zwar
von jeder dieser Sorten genau zwei Steine.

Gib mindestens vier weitere Moglichkeiten an, diese Forderung zu erfiillen!

c¢) Die Fliche einen Rechtecks mit den Seitenlingen 8 cm und 4 cm soll durch acht Legesteine
bedeckt werden. Dabei sollen vier verschiedene Sorten von Steinen verwendet werden, und zwar von
jeder dieser Sorten genau zwei Steine.

Gib zwei Moglichkeiten an, die sich in den verwendeten Sorten unterscheiden!

Hinweis: Zwei Bedeckungen gelten genau dann als verschieden, wenn es keine Spiegelung oder Dre-
hung gibt, die sie ineinander iiberfithrt. Bei den Legesteinen wird nicht zwischen ,,Oberseite* und
,Unterseite* unterschieden; jeder Stein darf also auch ,gewendet werden.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Fir die Formen A, B, C, D gibt es z. B. die in der Abbildung gezeigten Moglichkeiten:

C C D

—

A

C C D

| ¢ D

Fiir A gibt es (im Sinne des ,Hinweises*) keine weitere Moglichkeit, da jeder Stein A bereits eine Lénge
von 4 cm einnimmt.

Fiir B gibt es ebenfalls keine weitere Moglichkeit, da jeder Stein B Lénge und Breite von 2 cm hat, also
die Steine nur zu zweien neben- und untereinander gelegt werden kénnen.

Auch fiir D gibt es keine weitere Moglichkeit; denn an eine Ecke (z.B. links unten) des zu bedeckenden
Quadrats kann ein Stein D (bis auf Drehung und Spiegelung) nur so gelegt werden, wie die doppelt
schraffierte Flache angibt; das fehlende Teilfeld rechts unten erfordert die Lage der einfach schraffierten
Flache, worauf fiir die beiden letzten Steine D ebenso ihre Lage folgt.

B B

s

C

g

Fiir die Form E gibt es keine Moglichkeit; denn an eine Ecke kénnte ein Stein E nur so gelegt werden,
wie die obere Abbildung zeigt, und bei jeder Moglichkeit, das schraffierte Feld mit einem weiteren Stein
E 7u bedecken (ohne den vorigen zu iiberlappen), wiirde dieser {iber das Quadrat hinausragen.

b) Die Abbildung zeigt vier Beispiele der geforderten Art.
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c¢) Die Abbildung zeigt (mit A, B,C, D bzw. A, B,C, E als verwendeten Sorten) zwei Beispiele der gefor-
derten Art. (Auch andere Anordnungen der Legesteine sind moglich.)
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Aufgabe 020722:
Bei einem Preisschieen der GST gaben Giinther und Heidrun je 5 Schuss ab. Auf den Scheiben
wurden folgende Treffer ermittelt:

Einmal die 3, zweimal die 5, zweimal die 6, zweimal die 7, einmal die 8, einmal die 9, einmal die 10.

Giinther erzielte mit seinen letzten vier Schiissen neunmal so viele Ringe wie mit seinem ersten Schuss.
Heidrun dagegen erreichte mit ihren ersten vier Schiissen fiinfmal so viele Ringe wie mit ihrem letzten
Schuss; ihre beiden ersten Schiisse ergaben zusammen genau so viele Ringe wie ihre beiden letzten
zusammen. Glinther schoss die 9.

a) Wer gewann den Wettkampf?

b) Wer schoss die 107

Die Antworten sind zu begriinden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Im fiir ihn ginstigsten Fall konnte Giinther in den letzten vier Schiissen 10+94-8+7 = 34 Ringe schieflen.
Da seine letzten vier Schiisse aber zusammen durch neun teilbar sein miissen, kann er nur 27 Ringe erzielt
haben und sein erster Schuss muss die 3 gewesen sein. Da er die 9 geschossen hat, hat er in den {ibrigen
drei Schiissen insgesamt 18 erzielt. Also hat er zusammen 30 Ringe, die 10 ist nicht dabei.

Fiir Heidrun bleiben 36 von den insgesamt 66 geschossen Ringen iibrig, sie hat also gewonnen.

Aufgabe 040722:

In einer 7. Klasse erhielt zum Abschluss des letzten Schuljahres im Fach Mathematik kein Schiiler die
Zensur .5, jeder neunte Schiiler erhielt die Zensur ,1“, jeder dritte die Zensur . und jeder sechste
die Zensur ,4°.

Uber die Schiilerzahl n ist bekannt: 20 < n < 40.

Wie viel Schiiler erhielten die Zensur ,,3“?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Anzahl n muss ein Vielfaches von 9, von 6 und von 3, d.h. ein Vielfaches von 18 sein. Wegen
20 < n < 40 kommt nur n = 36 in Frage.

Zensur ‘ 1 2 3 4
Schiiler ‘ 4 12 14 6
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x = 14 Schiiler haben die Zensur ,,3“.

Aufgabe 080721:

Ulrike geht einkaufen. Sie hat genau 9,27 M bei sich, darunter genau 12 Einpfennigstiicke, und kauft
im Konsum fiir insgesamt 2,36 M ein. Beim Bezahlen stellt sie fest, dass sie nicht passend bezahlen
kann. Der kleinstmdogliche ausreichende Betrag, den sie der Verkduferin geben kann, betrégt 4 M.
Ermittle, was fiir Geldstiicke oder Geldscheine und wie viel von jeder Sorte Ulrike nach diesen An-
gaben bei sich haben konnte!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen des Gesamtbetrages muss Ulrike wenigstens ein Flinfpfennigstiick bei sich gehabt haben.

Da 4M der kleinstmdogliche Betrag ist, kann Ulrike kein Einmarkstiick, kein Flinfzigpfennigstiick und auch
nicht mehr als ein Zehnpfennigstiick oder mehr als drei Fiinfpfennigstiicke besessen haben.

Andernfalls hétte sie entweder passend oder mit einem kleineren Betrag (z.B. 3 M; 2, 50 M; 2, 40 M)
bezahlen kénnen. Sie konnte daher nur folgende Geldstiicke bzw. Geldscheine bei sich haben:

Entweder: 1 Flinfmarkschein, 2 Zweimarkstiicke, 1 Zehnpfennigstiick, 1 Finfpfennigstiick, 12 Einpfen-
nigstiicke

oder: 1 Finfmarkschein, 2 Zweimarkstiicke, 3 Fiinfpfennigstiicke, 12 Einpfennigstiicke.

Aufgabe 100721:

In einem Ferienlager der Thalmann-Pioniere erwarben genau 70% aller Teilnehmer das Sportabzei-
chen und genau 30% aller Teilnehmer das Touristenabzeichen. Vorher besal kein Teilnehmer eines
dieser Abzeichen.

Bei den folgenden Aussagen (1) bis (4), die sich sémtlich auf dieses Lager beziehen, ist zu untersuchen,
ob sie wahr sind oder falsch sind oder ob das allein aufgrund der gemachten Angaben nicht entschieden
werden kann:

(1) Weniger als die Hélfte aller Pioniere, die das Sportabzeichen erwarben, erwarben auch das Tou-
ristenabzeichen.

(2) Alle Teilnehmer erwarben entweder das Sportabzeichen oder das Touristenabzeichen.

(3) Unter den Triagern des Sportabzeichens gibt es mehr solche, die auch das Touristenabzeichen
erwarben, als solche, die dies nicht taten.

(4) Wenn sich die Anzahl der Pioniere, die das Sportabzeichen erwarben, um 10% erhdhen wiirde, so
gidbe es mehr Tréger des Sportabzeichens als Tréger des Touristenabzeichens.

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Aussage (1) ist wahr, weil hochstens 30% aller Teilnehmer beide Abzeichen erworben haben konnten und
30% weniger als die Hélfte von 70% sind.

Bei Aussage (2) kann allein mit den vorliegenden Angaben nicht entschieden werden, ob sie wahr oder
falsch ist. Sie ist genau dann wahr, wenn jeder Teilnehmer genau ein Abzeichen erworben hat.

Aussage (3) ist falsch, weil hochstens 30% aller Teilnehmer beide Abzeichen erworben haben konnten,
also mindestens 40% aller Teilnehmer nur das Sportabzeichen erhielten.

Aussage (4) ist wahr, weil es (bereits vor, also erst recht) nach einer Erhthung der Anzahl der Sportab-
zeichentriger von diesen mehr gibt als Trager des Touristenabzeichens.

Aufgabe 110722:
Andreas, Birgit und Claudia trugen untereinander ein kleines Schachturnier aus. Folgendes ist
hieriiber bekannt:

(1) Jeder spielte gegen jeden die gleiche Anzahl von Partien.

(2) Keine Partie endete unentschieden (remis).

(3) Andreas gewann genau 2 seiner Spiele.
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(4) Birgit gewann genau 34 ihrer Spiele.
(5) Claudia gewann genau ein Spiel.

Ermittle die Anzahl aller Spiele, die in dem Turnier insgesamt ausgetragen wurden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(6) Da es genau 3 Moglichkeiten gibt, aus den drei Spielern ein Paar von gegeneinander Spielenden
auszuwahlen, so ist nach (1) die Anzahl aller Spiele das Dreifache derjenigen Partiezahl, die jeweils ein
solches Paar gegeneinander austrug.

(7) Das Doppelte dieser Partienzahl und somit % aller Spiele des Turniers betrdgt daher die Anzahl

derjenigen Spiele, an denen jeweils einer der Spieler iberhaupt teilnahm, d.h., jeder der 3 Spieler nahm
an genau % aller Spiele teil.

Wegen (3) und (7) gewann infolgedessen Andreas genau 2 - 2 = 3 aller Spiele und wegen (4) und (7)
Birgit genau % . % = % aller Spiele.

Somit gewannen Andreas und Birgit zusammen wegen genau % aller Spiele. Daher und weil wegen (2)
jedes Spiel von genau einem Spieler gewonnen sein musste, gewann Claudia genau % aller Spiele.

Da dies andererseits nach (5) genau ein Spiel war, wurden folglich genau 18 Spiele bei diesem Turnier

ausgetragen.

Aufgabe 130721:

Die 36 Schiiler einer 7. Klasse nehmen am auflerunterrichtlichen Sport teil, und zwar jeder in genau
einer der Sektionen Leichtathletik, Tischtennis, Schwimmen, Judo und Schach. Uber die Teilnahme
der Schiiler dieser Klasse an diesen Sektionen ist weiter bekannt:

(1) Mehr als die Hélfte betreibt Leichtathletik.

(2) Es gehoren mehr der Sektion Schwimmen als der Sektion Tischtennis an.

(3) Die Summe aus der Anzahl der Mitglieder der Sektion Schach und der Sektion Judo betrigt
genau ein Neuntel aller Schiiler.

(4) In der Sektion Tischtennis befinden sich doppelt so viele Schiiler wie in der Sektion Schach.

(5) Die Anzahl der Sektionsmitglieder Schach ist grofier als das Doppelte, jedoch kleiner als das
Vierfache der Anzahl der Sektionsmitglieder Judo.

Ermittle fir jede der genannten Sektionen die Anzahl der Schiiler der erwéhnten Klasse, die Mitglieder
dieser Sektion sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus (3) folgt, dass die Summe aus der Anzahl der Schachspieler und der Anzahl der Judosportler 4 betrigt.
Von allen moglichen Zerlegungen der Zahl 4 in zwei ganzzahlige Summanden erfiillt nur diejenige (5),
nach der die Anzahl der Schachspieler 3 und die der Judosportler 1 ist. Daraus folgt nach (4), dass genau
6 Schiiler Mitglied der Sektion Tischtennis sind.

Nach (1) betreiben mindestens 19 Schiiler Leichtathletik und nach (2) mindestens 7 Schiiler Schwimmen.
Da fiir diese beiden Sportarten nur noch genau 26 Schiiler in Betracht kommen, sind 19 und 7 die einzig
moglichen Anzahlen.

Von den 36 Schiilern betreiben mithin genau 19 Leichtathletik, genau 7 Schwimmen, genau 6 Tischtennis,
genau 3 Schach, und genau 1 Schiiler betreibt Judo.
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Aufgabe 140721:
Drei Schiilerinnen mit den Vornamen Angelika, Beate und Christine und den Zunamen Miiller, Na-
umann und Richter beteiligten sich am alpha-Wettbewerb. Folgendes ist tiber sie bekannt:

(1) Die Schiilerin Naumann nahm zum ersten Mal teil.

(2) Die Schiilerin Richter erhielt eine schlechtere Bewertung als mindestens eine der anderen
Schiilerinnen.

(3) Die Schiilerin Miiller benutzte nur liniertes Papier.

(4) Angelika erzielte das schlechteste Ergebnis.

(5) Beate hatte bereits im Vorjahr das alpha-Abzeichen erhalten.

(6) Die erfolgreichste der drei Schiilerinnen verwendete nur unliniertes Papier.

Ermittle den Vor- und Zunamen der erfolgreichsten der drei Schiilerinnen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus (6), (3) und (2) folgt, dass weder die Schiilerin Miiller noch die Schiilerin Richter am besten abschnitt.
Folglich lautet der Zuname der erfolgreichsten Schiilerin Naumann. Wegen (4) lautet ihr Vorname nicht
Angelika und wegen (1) sowie (5) auch nicht Beate. Folglich heifit sie Christine.

Die erfolgreichste der drei Schiilerinnen heifit Christine Naumann.

Aufgabe 170721:

Anja hatte zum Geburtstag ihre beiden Freundinnen Cathrin und Eva eingeladen, mit denen sie nicht
verwandt ist. Aulerdem waren die Jungen Bernd, Dirk, Frank und Gerold eingeladen, von denen jeder
ein Bruder eines der drei Médchen ist.

Nachdem diese sieben Personen an einem runden Tisch in der alphabetischen Reihenfolge ihrer Vor-
namen Platz genommen hatten, stellte man fest:

(1) Keiner der Jungen safi neben seiner Schwester.
(2) Frank und Gerold sind Zwillinge.

Untersuche, ob aus den vorstehenden Aussagen die Namen der anwesenden Briider jedes der drei
Médchen zu ermitteln sind; ist das der Fall, so sind diese Namen anzugeben!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Bernd sa8 neben Anja und Cathrin. Daher kann er wegen (1) nur Evas Bruder sein.

Dirk safl zwischen Cathrin und Eva, kann also ebenfalls wegen (1) nur Anjas Bruder sein.

Wegen (1) und (2) kénnen Frank und Gerold weder Anjas noch Evas Briider sein. Sie sind mithin Cathrins
Briider.

Aufgabe 180721:
An einer Schule unterrichteten die drei Lehrer Schulze, Ufer und Krause in den Féchern Deutsch,
Russisch, Geschichte, Mathematik, Physik und Biologie. Es sei folgendes bekannt:

(1) Jeder dieser drei Lehrer unterrichtet in genau zwei dieser sechs Facher, und jedes dieser sechs
Fécher wird von genau einem dieser drei Lehrer unterrichtet.

(2) Sowohl der Lehrer fiir Biologie als auch der Lehrer fiir Physik sind &lter als Herr Schulze.

(3) In ihrer Freizeit spielen der Lehrer fir Russisch, der Lehrer fir Mathematik und Herr Schulze
gern Skat. Dabei gewinnt Herr Krause ofter als der Lehrer fiir Biologie und der Lehrer fiir Russisch.

Weise nach, dass man aus diesen Angaben die Verteilung der drei Lehrer auf die Féacher eindeutig
ermitteln kann, und gib diese Verteilung an!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wir bezeichnen die Namen der Lehrer abkiirzend mit S, U bzw. K, die der Facher mit d, r, g, m, p bzw.
b. Dabei bedeute S = d, dass Schulze das Fach Deutsch unterrichtet; S # b bedeute, dass Schulze nicht
im Fach Biologie unterrichtet; usw.

Aus (1) und (2) folgt S # b und S # p; aus dem ersten Teil von (3) folgt analog S # r und S # m.
Wegen (1) muss daher S = d und S = g gelten.

Ebenfalls wegen (1) gilt K # d und K # ¢, und da aus dem zweiten Teil von (3) die Beziechungen K # b
und K # r folgen, gilt wegen (1) mithin K = m und K = p.

Ebenfalls wegen (1) folgt schlieBlich U = r und U = b. Damit ist gezeigt, dass auf Grund der Angaben
nur folgende Verteilung moglich ist:

Herr Schulze unterrichtet Deutsch und Geschichte,
Herr Ufer unterrichtet Russisch und Biologie,
Herr Krause unterrichtet Mathematik und Physik.

Aufgabe 190721:
Dieter, Hans, Klaus und Peter sowie ihre Ehefrauen Erika, Gabi, Rita und Simone tauschen Erinne-
rungen aus. Ein Zuhorer entnimmt der Unterhaltung folgendes:

(1) Simone und ihr Mann sowie aufler ihnen Erika und Hans waren zur Hochzeit von Dieter eingeladen.
(2) Auf der Hochzeit von Hans waren Gabi und Erika zu Gast.
(3) Zu den Hochzeitsgisten von Peter gehorten Klaus und Simone.

Untersuche, ob fiir jeden der vier Ménner der Name seiner Ehefrau allein aus den Aussagen (1) bis
(3) eindeutig zu ermitteln ist; wenn dies der Fall ist, so gib die Namen der Ehepaare an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Wegen (2) ist Hans weder mit Gabi noch mit Erika verheiratet, wegen (1) auch nicht mit Simone. Folglich
gilt: (4) Hans ist mit Rita verheiratet.

Wegen (1) ist Dieter weder mit Erika noch mit Simone verheiratet, wegen (4) auch nicht mit Rita. Daher
gilt: (5) Dieter ist mit Gabi verheiratet.

Wegen (3) ist Peter nicht mit Simone, wegen (4) nicht mit Rita und wegen (5) auch nicht mit Gabi
verheiratet. Also gilt: (6) Peter ist mit Erika verheiratet.

Aus (4), (5), (6) folgt schliellich: (7) Klaus ist mit Simone verheiratet.

Damit ist gezeigt, dass fiir jeden der vier Méanner der Name seiner Ehefrau eindeutig ermittelt werden
kann. Die Ehepaare sind somit in (4), (5), (6) und (7) angegeben.

Aufgabe 200721:
Auf einer internationalen Mathematikerversammlung werden Vortrige in russischer, englischer, deut-
scher, franzosischer und ungarischer Sprache gehalten. Ferner wissen wir:

(1) Diejenigen Tagungsteilnehmer, die sowohl die russische als auch die franzosische Sprache verste-
hen, verstehen auflerdem auch alle Englisch.
(2) Diejenigen Teilnehmer, die Ungarisch verstehen, verstehen auch Franzosisch und Deutsch.

Untersuche, ob diejenigen Tagungsteilnehmer, die sowohl Ungarisch als auch Russisch verstehen, zum
Verstehen einer der Vortragssprachen einen Dolmetscher brauchen!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die genannten Teilnehmer verstehen nach (2), da sie Ungarisch verstehen, auch die franzosische Sprache.
Daher, und weil sie Russisch verstehen, gehoren sie zu den in (1) genannten Teilnehmern; sie verstehen
also Englisch.

Aus (2) folgt ferner, dass sie auch Deutsch verstehen. Also brauchen sie fiir keine der fiinf Sprachen einen
Dolmetscher.

Aufgabe 240721:

Drei Ehepaare sitzen zum Romméspiel im Kreis um einen Tisch. Die Vornamen der Ménner sind
Anton, Bernd und Christian, die Vornamen der Frauen sind Ulrike, Vera und Waltraud. Ferner ist
bekannt:

(1) Keiner der sechs Teilnehmer sitzt seinem Ehepartner gegentiber.

(2) Vera sitzt zwischen zwei Ménnern.

(3) Anton sitzt neben seiner Frau.

(4) Rechts von Ulrikes Mann sitzt Waltraud, links von ihm sitzt Christian.

Beweise, dass man aus diesen Angaben sowohl von jedem Teilnehmer den Ehepartner als auch die
Sitzordnung eindeutig ermitteln kann, und gib beides an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Abbildung a Abbildung b Abbildung ¢ Abbildung ¢

Nach (4) ist Ulrikes Mann nicht Christian. Aus (4) folgt auch, dass Ulrikes Mann nicht neben seiner Frau
sitzt; er ist wegen (3) also auch nicht Anton. Daher gilt: Ulrikes Mann ist Bernd, (*) und man erhélt
Abbildung a.

Hiernach kann Ulrike wegen (1) nur entweder links von Christian oder rechts von Waltraud sitzen. Séfe
sie links von Christian (Abbildung b), so blieben fiir Vera nur solche Plitze iibrig, die jeweils einer Frau
benachbart wéren, im Widerspruch zu (2). Also sitzt Ulrike rechts von Waltraud (Abbildung c).

Nach (2) miissen dann die Plitze von Anton und Vera so angeordnet sein, wie in Abbildung d angegeben.
Wegen (*) ist Antons Frau nicht Ulrike; daher folgt aus Abbildung d und (3): Antons Frau ist Vera, (**)
und es verbleibt als drittes Ehepaar: Christians Frau ist Waltraud. (***)

Damit ist bewiesen, dass man die Ehepartner und die Sitzordnung eindeutig ermitteln kann. Sie lauten
wie in (*), (**), (***) bzw. Abbildung d angegeben.

Aufgabe 250721:

Annett, Birgit und Cornelia haben in der letzten Klassenarbeit unterschiedliche Leistungen gezeigt;
denn eine dieser Schiilerinnen erhielt die Note 1, eine andere die Note 2 und die dritte die Note 3.
Kerstin, eine Klassenkameradin, erzahlt zu Hause: ,,Annett hat keine 1, Birgit keine 2, aber Cornelia
hat eine 2.“
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Es stellt sich jedoch heraus, dass sich Kerstin bei genau zwei dieser drei Aussagen geirrt hatte.
Kann man aus diesen Angaben die Noten der einzelnen Schiilerinnen eindeutig ermitteln? Ist dies
der Fall, so gib die Notenverteilung an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wire Kerstins erste und zweite Aussage falsch und die dritte wahr, hdtten Birgit und Cornelia eine 2,
was der Voraussetzung widerspricht, dass die drei Schiilerinnen unterschiedliche Noten haben.

Wire Kerstins erste und dritte Aussage falsch und die zweite wahr, dann hiatte Annett eine 1, Birgit und
Cornelia keine 2, was der Voraussetzung widerspricht, dass die Note 2 erteilt wurde.

Damit bleibt nur noch die Moglichkeit: Kerstins zweite und dritte Aussagen sind falsch, und die erste
Aussage ist wahr.

Das fiihrt auf die Notenverteilung: Birgit 2, Annett (daher keine 2 und auch) keine 1, also Annett 3; und
folglich Cornelia 1. Damit sind die Noten eindeutig ermittelt.

Aufgabe 270722:
Angela, Bodo, Constanze und Dietmar sprechen iiber den Ausgang zweier Fulballspiele der Klasse
Ta gegen die Klasse 7b. Zu beiden Spielen machen sie dieselben Aussagen, nédmlich:

Angela: Das Spiel endete unentschieden.
Bodo: Die Klasse 7a gewann.
Constanze: Bodos Aussage ist falsch.
Dietmar: Angelas Aussage ist wahr.

(a) Petra, die das erste Spiel gesehen hat, stellt wahrheitsgeméf fest, dass fir das erste Spiel genau
eine der vier Aussagen falsch ist.

(b) Rolf, der das zweite Spiel gesehen hat, stellt wahrheitsgeméaf fest, dass fir das zweite Spiel genau
eine der vier Aussagen wahr ist.

Untersuche, ob sich (a) aus Petras Feststellung, (b) aus Rolfs Feststellung der Ausgang des betref-
fenden Spiels (Sieg der 7a, Sieg der 7b oder Unentschieden) eindeutig ermitteln lasst!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

(a) Wére Dietmars Aussage falsch, dann wére auch Angelas Aussage falsch. Da nach Petras Feststellung
aber nur genau eine Aussage falsch ist, folgt eindeutig, dass Dietmars und damit auch Angelas Aussage
wahr ist.

Daraus folgt eindeutig: Das erste Spiel endete unentschieden.

(b) Wenn Klasse 7a das zweite Spiel gewann, so ist Bodos Aussage wahr und folglich Constanzes Aussage
falsch; ferner ist dann Angelas und daher auch Dietmars Aussage falsch.

Wenn Klasse 7b das zweite Spiel gewann, ist Bodos Aussage falsch und folglich Constanzes Aussage wahr;
ferner ist dann Angelas und daher auch Dietmars Aussage falsch.

Da es somit zwei verschiedene Ausgéinge des zweiten Spiels gibt, bei denen Rolfs Feststellung zutrifft,
lasst sich aus dieser Feststellung der Ausgang des zweiten Spiels nicht eindeutig ermitteln.

Aufgabe 270723:

Die Mafizahlen zweier Seitenlédngen eines Dreiecks seien a = 12 und b = 8.

Ermittle alle diejenigen Zahlen, die als Mafizahl ¢ der dritten Dreiecksseite so vorkommen kénnen,
dass die Mafizahl des Umfangs eine Primzahl ist. Alle drei Seitenldngen sollen dabei in derselben
Mafeinheit, etwa in Zentimetern, gemessen sein.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Eine Zahl ist genau dann als Mafizahl ¢ der dritten Dreiecksseite moglich, wenn sie ¢ < a+b und ¢ > a—b,
d.h. 4 < ¢ < 20 erfiillt.
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Fiir den Umfang v = a + b+ ¢ =20+ ¢ (1) ist dies gleichbedeutend mit 24 < u < 40.
Das ist genau dann eine Primzahl, wenn u eine der Zahlen 29, 31, 37 ist, und dies wegen (1) genau dann,
wenn c eine der Zahlen 9,11, 17 ist.

Aufgabe 300721:
Uber die Schiiler einer Schulklasse werden folgende Aussagen gemacht:

(1) Genau 10 Schiiler gehéren einer Arbeitsgemeinschaft an.

(2) Genau 8 Schiiler gehoren einer Sportgemeinschaft an.

(3) Genau 5 Schiiler gehoren weder einer Arbeitsgemeinschaft noch einer Sportgemeinschaft an.
Gib eine

a) moglichst kleine,

b) moglichst grofie

Schiilerzahl der Schulklasse an, bei der die drei Aussagen wahr sein kénnen! Begriinde deine Angaben!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Um eine moglichst kleine Anzahl zu erhalten, wéhlt man die Moglichkeit, dass auf moglichst viele
Schiiler zwei der drei Aussagen zutreffen.

Das bedeutet: Genau 8 Schiiler gehoéren sowohl einer Arbeitsgemeinschaft als auch einer Sportgemein-
schaft an.

Dann folgt: Genau 2 Schiiler gehoren einer Arbeitsgemeinschaft, aber nicht einer Sportgemeinschaft an.
Zusammen mit den in (3) genannten 5 Schiilern ergibt das 8 + 2 + 5 = 15 Schiiler.

b) Um eine moglichst grole Anzahl zu erhalten, wéihlt man die Moglichkeit, dass auf (moglichst wenige,
also) keinen der Schiiler zwei der drei Aussagen zutreffen. Das ergibt mit den in (1), (2) und (3) genannten
Schiilern insgesamt 10 + 8 + 5 = 23 Schiiler.

Aufgabe 310721:

Matthias, Thomas, Frank und Sven haben im Hof bei den Wohnh&dusern Fufball gespielt. Eine Fens-
terscheibe ging zu Bruch; genau einer der vier Jungen hat sie mit seinem missgliickten Torschuss
zerschlagen. Sie machen nun folgende Aussagen:

Matthias: Es war Thomas oder Frank, der die Scheibe zerschlug.
Thomas: Ich war es nicht.

Frank: Ich auch nicht.

Sven: Frank hat es getan.

Rolf, der alles beobachtet hat, stellt fest, dass mindestens drei dieser vier Aussagen wahr sind.
Untersuche, ob durch Rolfs Feststellung, wenn sie wahr ist, eindeutig bestimmt ist, wer die Scheibe
zerschlug! Wenn das der Fall ist, ermittle diesen Téater!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
In der folgenden Tabelle wird fiir jede der vier Moglichkeiten des Téters angegeben, welche der vier
Aussagen wahr (w) und welche falsch (f) sind:

Tater ‘ Matthias Thomas Frank Sven
Matthias f A w f
Thomas w f A f
Frank W W f A4
Sven f w w f

Nur dann, wenn Frank der Téater war, sind mindestens drei der Aussagen wahr. Also ist durch diese
Voraussetzung eindeutig bestimmt, dass nur Frank die Scheibe zerschlagen haben kann.
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Aufgabe 330721:

An einer Schule gibt es fiir die Facher Biologie, Mathematik, Geographie, Geschichte, Deutsch und
Englisch drei Lehrer. Thre Familiennamen sind Schréter, Berger und Miiller. Jeder dieser drei Lehrer
unterrichtet genau zwei der genannten Fécher, jedes dieser Féacher wird von genau einem Lehrer
unterrichtet. Ferner wird iiber diese Lehrer erzéhlt:

(1) Zwei der Lehrer, namlich Herr Berger und der Geschichtslehrer, sind miteinander verwandt.

2) Drei der Lehrer, ndmlich Herr Schroter, der Deutschlehrer und der Englischlehrer, treffen sich oft
auf ihrem Weg zur Schule.

(3) Herr Schroter hat neulich den erkrankten Geschichtslehrer vertreten.

(4) Herr Schroter und der Mathematiklehrer sind Gartennachbarn voneinander.

(5) Herr Berger ist alter als der Deutschlehrer.

Untersuche, ob es eine Verteilung der Facher auf die Lehrer gibt, bei der alle diese Aussagen zutreffen
koénnen, und ob die Verteilung der Facher durch die Aussagen eindeutig bestimmt ist! Wenn das der
Fall ist, gib diese Verteilung an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn die Aussagen zutreffen, so folgt:

Nach (2) ist Herr Schréter weder der Deutsch- noch der Englischlehrer, nach (3) auch nicht der Ge-
schichtslehrer und nach (4) auch nicht der Mathematiklehrer. Da er zwei der sechs Féacher unterrichtet,
verbleibt nur:

Herr Schroter unterrichtet Biologie und Geographie. (6)

Nach (1) ist Herr Berger nicht der Geschichtslehrer, nach (5) nicht der Deutschlehrer und nach (6) weder
der Biologie- noch der Geographielehrer. Somit gilt:

Herr Berger unterrichtet Mathematik und Englisch. (7)

Schliefllich verbleibt nach (6) und (7) nur: Herr Miiller unterrichtet Deutsch und Geschichte. (8)

II. Bei der in (6), (7), (8) angegebenen Verteilung konnen die Aussagen (1) bis (5) zutreffen; denn bei
dieser Verteilung ist Herr Berger weder der Geschichts- noch der Deutschlehrer (daher sind (1) und (5)
moglich); und Herr Schroter ist keiner der Lehrer fir Deutsch, Englisch, Geschichte oder Mathematik,
auBerdem sind der Deutsch- und der Englischlehrer voneinander verschieden (daher sind (2), (3) und (4)
moglich).

Mit II. ist gezeigt, dass es eine Verteilung gibt, bei der die Aussagen (1) bis (5) zutreffen konnen, nach I.
ist sie durch diese Aussagen eindeutig bestimmt. Sie lautet wie in (6), (7), (8) angegeben.

111 Runde 3

Aufgabe 040733:

Hans, Jiirgen, Paul und Wolfgang haben bei einem 100-Meterlauf die ersten vier Platze belegt. Auf die
Frage, wer den ersten, zweiten, dritten bzw. vierten Platz belegte, erhalten wir folgende Antworten:
1. Paul erster, Jirgen zweiter;

2. Paul zweiter, Wolfgang dritter;

3. Hans zweiter, Wolfgang vierter.

In den drei Antworten war jeweils eine Angabe wahr und eine Angabe falsch.

Wer belegte den ersten, zweiten, dritten und vierten Platz?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Man betrachte zunéchst die Aussagen 1 und 2. Es gibt nun 3 Moglichkeiten. Entweder ist Paul erster
oder Paul ist zweiter oder Paul ist weder zweiter noch erster.
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Moglichkeit 1: Paul ist weder erster noch zweiter.

Dann wiirde folgen, dass Jiirgen zweiter und Wolfgang dritter ist. Jetzt kann aber keine der Aussagen
bei 3. wahr sein, weil Hans nicht zweiter sein kann, weil das schon Jiirgen ist und Wolfgang nicht vierter
sein kann, weil er schon dritter ist, d. h. nicht moglich.

Mboglichkeit 2: Paul ist zweiter.
Waére Paul zweiter, so ware die Aussage ,Paul ist erster* falsch, dann miisste aber die Aussage ,Jirgen
ist zweiter gelten. Das geht aber nicht, weil Paul schon zweiter, d. h. nicht moglich.

Moglichkeit 3: Paul ist erster.

Also ist die Aussage ,Paul ist zweiter” falsch. Daraus folgt, dass Wolfgang dritter ist. (Aussage 2) Also
ist die Aussage

glqgWolfgang ist vierter” falsch, also ist Hans zweiter. (Aussage 3) Jiirgen bleibt iibrig und ist demnach
vierter.

Paul belegte den ersten Platz, Hans den zweiten, Wolfgang den dritten und Jiirgen den vierten. Aufgrund
des aufgezeigten Losungsweges kann es auch keine andere Losung geben.

Aufgabe 080734:

Ein Kultursaal wird bei der Erneuerung mit 21 Wandleuchten ausgestattet, deren jede fiir 4
Glihlampen vorgesehen ist. Die zundchst vorhandenen Gliithlampen werden wahllos eingeschraubt.
Danach stellt man fest, dass einige Wandleuchten mit allen 4 Gliithlampen versehen sind, wéhrend
doppelt so viele nur eine einzige enthalten. Ein Teil der Wandleuchten hat genau 3 Glithlampen,
wéahrend bei halb so vielen noch sdmtliche Glithlampen fehlen. In den restlichen Leuchten befinden
sich genau 2 Gliithlampen.

Es ist die genaue Anzahl der fehlenden Glithlampen zu ermitteln.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man denke sich aus den Wandleuchten mit je 4 Glihlampen je 2 herausgeschraubt. Das ergibt genau so
viel Glihlampen, wie es Leuchten mit je 1 Glithlampe gibt. Man kénnte daher in jede dieser Leuchten je
eine Glithlampe einschrauben.

Ebenso denke man sich aus den Leuchten mit 3 Glithlampen je 1 Glithlampe herausgeschraubt. Das sind
genau doppelt so viele Glithlampen, wie es Leuchten ohne Glithlampen gibt. Man kénnte daher in jede
dieser Leuchten je 2 Glithlampen einschrauben. Dann hétte man insgesamt genau 21 Leuchten mit genau
je 2 Glithlampen.

Man benoétigt also noch genau 42 Glithlampen, um alle Leuchten voll auszustatten.

Aufgabe 100731:

Wiéhrend der Friedensfahrt fuhr an 6 Thalmannpionieren eine Spitzengruppe von Radrennfahrern so
vorbei, dass man eine Reihenfolge eindeutig feststellen konnte. Um diese Reihenfolge zu ermitteln,
gab jeder der 6 Pioniere seine Beobachtungen wieder, wobei samtliche Aussagen wahr sind:

(1) In der Spitzengruppe waren genau 8 Fahrer, darunter genau ein Belgier und genau zwei Polen.
(2) Von den Fahrern, die vor dem Belgier fuhren, waren mindestens zwei DDR-Fahrer.

(3) Von den Fahrern, die vor den beiden Polen fuhren, war mindestens einer ein sowjetischer Fahrer.
(4) Von den Fahrern, die hinter dem Belgier fuhren, war mindestens einer ein sowjetischer Fahrer.
(5) Zwei sowjetische Fahrer fuhren unmittelbar hintereinander.

(6) Am Anfang und am Schluss der Spitzengruppe fuhr jeweils ein DDR-Fahrer.

Ermittle die genaue Reihenfolge der Fahrer der Spitzengruppe!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die belgischen Fahrer, DDR-Fahrer, polnischen und sowjetischen Fahrer seien der Reihe nach mit B, Dy,
DQ, ceey Pl, PQ, ceey Sl, Sg, ... bezeichnet.
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Nach (5) waren mindestens zwei sowjetische Fahrer in der Spitzengruppe. Nach (2) fuhr mindestens ein
DDR-Fahrer weder am Anfang noch am Ende, wegen (6) waren also mindestens drei DDR-Fahrer in der
Spitzengruppe. Wegen (1) miissen diese Mindestzahlen, 2 sowjetische, 3 DDR-Fahrer, auch bereits die
genauen Anzahlen der sowjetischen bzw. DDR-Fahrer sein.

Sind X, Y Bezeichnungen von Fahrern, so bedeute X < Y, dass X vor Y fuhr. Dann gilt (2) D; < Dy < B,
(3) S1 < P < Py, (4) B < Ss.

Da genau ein Belgier in der Spitzengruppe fuhr, folgt aus (2) und (4)

(7) Dy <Dy < B<S,.

Da genau zwei sowjetische Fahrer in der Spitzengruppe und nach (5) unmittelbar hintereinander fuhren,
folgt daraus sowie aus (3) und (7)

(8) D1 <Dy <B< S <Sy< P <P,

Aus (6) und (8) folgt

(9) Dy <Dy <B< S <8 <P <P, <Ds.

Damit sind bereits 8 Fahrer erfasst, also ist (9) die einzige Moglichkeit fiir die gesuchte Reihenfolge.

Aufgabe 110732:

In einer Klasse mit 28 Schiilern beteiligen sich alle Schiiler am auflerunterrichtlichen Sport, und
zwar jeder an mindestens einer der folgenden vier Sportarten: Fufiball, Leichtathletik, Schwimmen
und Turnen, in jeder dieser Sportarten mindestens 1 Schiiler. Kein Schiiler beteiligt sich an einer
Sportart, die hier nicht aufgezahlt ist.

Bekannt ist von den Schiilern dieser Klasse:

(1) Jeder Schiiler betreibt hochstens zwei Sportarten.

(2) Genau 18 Schiiler beteiligen sich an genau einer Sportart.

(3) Von den Schiilern, die Leichtathletik betreiben, nimmt genau die Hélfte auch noch am Turnen
teil.

(4) Jeder Schwimmer betreibt zwei Sportarten, wobei alle anderen Sportarten in gleicher Anzahl
vertreten sind.

(5) Die Anzahl der Schiiler, die nur Turnen, ist gleich der Anzahl der Schiiler, die nur Fu3ball spielen.
(6) Die Menge der Schiiler, die sowohl turnen als auch Fufiball spielen, ist leer.

(7) Die Anzahl der Schiiler, die sowohl Turnen als auch Leichtathletik betreiben, ist gleich der Anzahl
derjenigen unter den restlichen Schiilern, die sich ebenfalls an zwei Sportarten beteiligen.

Ermittle die Anzahlen aller Schiiler dieser Klasse, die sich an

a) Fufiball b) Leichtathletik ¢) Schwimmen d) Turnen beteiligen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Schiiler, die sich nur an einer Sportart beteiligen, mit F, L, S, T,
und die Schiiler, die sich an zwei Sportarten beteiligen, mit FL, FS, FT, LS, LT, ST, jeweils nach den
Anfangsbuchstaben der Sportarten. Dann gilt:

(8) Wegen (2) betreiben genau 18 Schiiler je genau eine Sportart.

(9) Wegen (1) und (8) und weil die Klasse 28 Schiiler hat, betreiben genau 10 Schiiler je genau zwei
Sportarten.

(10) Wegen (9) und (7) gibt es genau 5 LT.

(11) Wegen (9), (10), (4) und da es laut Aufgabenstellung mindestens 1 Schwimmer gibt, gibt es genau
1 FS, 1 LS, 1 ST. Gébe es niamlich je 2 davon, wire wegen 5+ 6 = 11 > 10 die mogliche Anzahl bereits
iiberschritten.

(12) Wegen (9), (10), (11) und (6) gibt es genau 2 FL.

(13) Wegen (10) und (3) gibt es genau 10 Leichtathleten, also wegen (10), (11) und (12) genau 2 L.
(14) Wegen (8), (13), (4) und (5) gibt es genau 8 P und 8 T. Folglich gibt es in dieser Klasse genau 11
FuBballer (ndmlich 8 F, 2 FL, 1 FS), 10 Leichtathleten (ndmlich 2 L, 2 FL, 1 LS, 5 LT), 3 Schwimmer
(ndmlich 1 FS, 1 LS, 1 ST), 14 Turner (ndmlich 8 T, 5 LT, 1 ST).
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Aufgabe 120732:

Beweise, dass es unter 51 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, deren kleinste nicht kleiner als
1 und deren grofite nicht groBer als 100 ist, stets mindestens zwei Zahlen gibt, von denen die eine
gleich dem Doppelten der anderen ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die kleinste der 51 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen sei j. Dann gilt 1 < j, und die aufeinander-
folgenden Zahlen lauten (1) j,7 + 1,7 4+ 2,...,j + 49,7 + 50.

Nun gilt laut Aufgabe j + 50 < 100, also 1 < j < 50. Folglich gehort j + j = 25 auch zu den in (1)
aufgezéhlten 51 aufeinanderfolgenden Zahlen.

Aufgabe 140731:
Fritz, Hans, Ulrich und Werner sind Schiiler verschiedener Klassenstufen, und zwar der Klassen 5, 6,
7, 8. Sie gingen Pilze sammeln. Folgendes ist bekannt:

(1) Der Schiiler der Klasse 5 und aufler ihm noch Ulrich fanden je 8 Steinpilze; der Schiiler der Klasse
7 fand keinen einzigen Steinpilz.

(2) Fritz, Hans und aufler ihnen der Schiiler der 6. Klasse fanden viele Rotkappen.

(3) Drei Schiiler, ndmlich der Schiiler der Klasse 8, der Schiiler der Klasse 7 und Hans, lachten iiber
den vierten Schiiler, ndmlich Werner, der einen Fliegenpilz mitgebracht hatte.

Wer von den vier Schiilern ist Schiiler der Klasse 5, wer der 6, wer der 7 und wer der 87

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen (1) ist Ulrich nicht Schiiler der Klasse 7, wegen (3) sind Hans und Werner nicht Schiiler der Klasse
7. Also ist Fritz der Schiiler der Klasse 7.

Von den restlichen Schiilern gehoren wegen (3) Hans und Werner nicht der Klasse 8 an. Also ist Ulrich
Schiiler der Klasse 8.

Von den nun noch verbleibenden zwei Schiilern ist Hans wegen (2) nicht Schiiler der Klasse 6. Also gehort
Werner der Klasse 6 an, und folglich ist Hans der Schiiler der Klasse 5.

Aufgabe 150731:

Die Fufiballmannschaften der Klassen 7a, 7b, 8a und 8b belegten beim Schulsportfest die ersten vier
Platze.

Auf die Frage, welchen Platz jede der vier Mannschaften belegte, gaben die Pioniere Antje, Benno
und Chris jeder zwei Antworten, von denen jeweils eine wahr und eine falsch ist.

Antje: (1) Die Mannschaft der Klasse 8a belegte den zweiten Platz.
(2) Die Mannschaft der Klasse 8b belegte den dritten Platz.

Benno: (1) Die Mannschaft der Klasse 8a belegte den ersten Platz.
(2) Die Mannschaft der Klasse 7b belegte den zweiten Platz.

Chris: (1) Die Mannschaft der Klasse 7a belegte den zweiten Platz.
(2) Die Mannschaft der Klasse 8b belegte den vierten Platz.

Untersuche, welche Verteilungen der vier Mannschaften 7a, 7b, 8a und 8b auf die vier Plitze den
wahren Antworten der Pioniere entsprechen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, (1) wére wahr. Dann hétte die Mannschaft der Klasse 8a den zweiten Platz belegt, also
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wére (3) falsch und somit (4) wahr. Das steht im Widerspruch zur Annahme. Deshalb ist (1) falsch und
somit (2) wahr, d. h., die Mannschaft der Klasse 8b belegte den dritten Platz.

Daraus folgt, dass (6) falsch und somit (5) wahr ist. Den zweiten Platz belegte mithin die Mannschaft
der Klasse 7a.

Daraus folgt, dass die Aussage (4) falsch und somit (3) wahr ist, d.h., den ersten Platz belegte die
Mannschaft der Klasse 8a.

Fiir den vierten Platz verbleibt dann nur noch die Mannschaft der Klasse 7b. Daher kann nur die folgende
Verteilung den Bedingungen der Aufgabe entsprechen:

Den ersten Platz belegte die Mannschaft der Klasse 8a, den zweiten die Mannschaft der Klasse 7a, den
dritten die Mannschaft der Klasse 8b und den vierten die Mannschaft der Klasse 7b. Diese Verteilung
entspricht in der Tat den Bedingungen; denn bei ihr sind die Aussagen (2), (3), (5) wahr und (1), (4),
(6) falsch.

Aufgabe 170732:

Uli hat vier verschiedene, mit A, B, C' und D bezeichnete Sorten Stahlkugeln. Dabei haben Kugeln
gleicher Sorte auch stets gleiches Gewicht. Mit Hilfe einer Balkenwaage stellte er fest, dass zwei Kugeln
der Sorte B genau so schwer sind wie eine Kugel der Sorte A. Weiter fand er, dass drei Kugeln der
Sorte C' ebenso viel wiegen wie eine Kugel der Sorte B und dass fiinf Kugeln der Sorte D das gleiche
Gewicht haben wie eine Kugel der Sorte C.

a) Wie viel Kugeln der Sorte D muss Uli in die (leere) eine Waagschale legen, wenn sie einer Kugel
der Sorte A in der anderen Waagschale das Gleichgewicht halten sollen?

b) In der einen Waagschale liegen 20 Kugeln der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C. Wie viel Kugeln
der Sorte B muss Uli in die andere (leere) Waagschale legen, um Gleichgewicht zu erhalten?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Das Gewicht einer Kugel der Sorte A ist gleich dem doppelten Gewicht einer Kugel der Sorte B. Eine
Kugel der Sorte B hat das dreifache Gewicht einer Kugel der Sorte C, folglich hat eine Kugel der Sorte
A das gleiche Gewicht wie 6 Kugeln der Sorte C.

Eine Kugel der Sorte C' hat das fiinffache Gewicht einer Kugel der Sorte D; das Gewicht von 6 Kugeln
der Sorte C' ist daher gleich dem Gewicht von 30 Kugeln der Sorte D. Daraus ergibt sich, dass Uli 30
Kugeln der Sorte D in die eine Waagschale legen muss, wenn Gleichgewicht erreicht werden soll.

b) Das Gewicht von 5 Kugeln der Sorte D ist gleich dem Gewicht einer Kugel der Sorte C', daher haben
20 Kugeln der Sorte D das gleiche Gewicht wie 4 Kugeln der Sorte C. Das Gewicht von 20 Kugeln der
Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C' ist mithin gleich dem Gewicht von 9 Kugeln der Sorte C.

Da drei Kugeln der Sorte C' soviel wiegen wie eine Kugel der Sorte B, wiegen folglich 9 Kugeln der Sorte
C soviel wie 3 Kugeln der Sorte B. Uli muss also 3 Kugeln der Sorte B in die andere Waagschale legen,
wenn sie 20 Kugeln der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C' das Gleichgewicht halten sollen.

Aufgabe 180731:

In einem Spezialistenlager fiir Junge Mathematiker fithrt Dirk eine Knobelaufgabe vor. Er stellt auf
einen Tisch in eine Reihe - fiir die Zuschauer von links nach rechts - fiinf Gefdfle auf: eine Flasche,
einen Krug, eine Tasse, einen Becher und eine Kanne. Sie sind, nicht notwendig in dieser Reihenfolge,
mit je einem der Getranke Tee, Kaffee, Milch, Limonade und Most gefiillt. Den Zuschauern ist nicht
bekannt, welches Gefifl welche Fliissigkeit enthélt.

Dirk sagt:
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»otelle ich die Kanne - wobei ich die anderen Gefifle unverdndert stehen lasse - so zwi-
schen zwei der anderen Geféafle, dass unmittelbar links neben ihr das Gefafi mit Tee und
unmittelbar rechts neben ihr das Gefiafl mit Milch steht, so stehen Milchgefiafl und Limo-
nadengefafl unmittelbar nebeneinander, und aulerdem steht dann das Gefafl mit Kaffee
als mittleres in der Reihe der fiinf Gefdfle.

Findet nun heraus, womit die einzelnen Gefafle gefiillt sind!*

Untersuche, ob allein aus diesen Angaben ermittelt werden kann, welche Getréanke sich in jedem der
flinf Geféafle befinden.

Gib alle mit Dirks Angaben iibereinstimmenden Moglichkeiten einer Verteilung der Getrianke auf die
Geféfle an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, es gibt eine Dirks Angaben entsprechende Verteilung der Getrinke auf die Geféfie. Dann
gibt es - da die Kanne nach dem Umstellen zwischen zwei anderen Gefiafien steht, wobei das Teegefif3 je-
weils unmittelbar links, das Milchgefafl unmittelbar rechts neben der Kanne steht, - genau die nachfolgend
angegebenen drei Moglichkeiten fir die Reihenfolge der Geféfle:

(1) | Flasche | Tee | Kanne | Krug | Milch | Tasse | Becher
(2) | Flasche | Krug | Tee | Kanne | Tasse | Milch | Becher
(3) | Flasche | Krug | Tasse Tee | Kanne | Becher | Milch

Die Moglichkeiten (1) und (3) scheiden aus, da sie der Angabe widersprechen, dass sich in dem in der
Mitte stehenden Gefafl Kaffee befindet.

Somit verbleibt nur die Moglichkeit (2), und dabei ist nach der eben genannten Angabe die Kanne mit
Kaffee gefiillt. Hiernach und da auflerdem das Limonadengefafl unmittelbar neben dem Milchgefal steht,
verbleibt als einzig moégliche mit Dirks Angaben iibereinstimmende Verteilung die folgende:

Die Flasche enthélt Most, der Krug Tee, die Kanne Kaffee, die Tasse Milch und der Becher Limonade.
Fiir diese Verteilung treffen alle von Dirk gemachten Angaben zu. Sie ist daher die einzige Verteilung der
gesuchten Art.

Aufgabe 250735:

In einer Arbeitsgemeinschaft stellt Rainer seinen Klassenkameraden folgendermaflen eine Aufgabe:
Er nimmt drei Karten, auf denen zweiziffrige Zahlen stehen, so in die Hand, dass niemand anders
als er die Zahlen sehen kann und dass sich die dreimal zwei Ziffern nebeneinander gehalten als eine
sechsstellige Zahl lesen lassen.

Dies macht er (mit denselben Karten) mehrere Male, bis er jede mogliche Reihenfolge der drei Karten
genau einmal beriicksichtigt hat. Die abgelesene sechsstellige Zahl notiert er jedesmal (ebenfalls so,
dass nur er seine Notizen sehen kann). Anschliefiend bildet er die Summe aller notierten Zahlen. Nun
teilt er den Klassenkameraden mit:

»Auf einer Karte steht die Zahl 15, auf einer die Zahl 23. Auf der dritten Karte steht eine zweistellige
Zahl, die ich nicht verrate. Die Summe aller notierten Zahlen betriagt 1373736.“

Untersuche, ob es genau eine zweistellige Zahl gibt, die unter den genannten Bedingungen nach Rai-
ners Aussagen auf der dritten Karte stehen kann! Wenn das der Fall ist, so ermittle diese zweistellige
Zahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Bezeichnet man die gesuchte zweistellige Zahl zunéchst mit einem Késtchen [J, so gibt es genau die
folgenden Moglichkeiten fiir die Reihenfolge der drei Karten:
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15 23 0O
15 0O 23
23 15 O
23 O 15
0o 15 23
0o 23 15

Ohne Beriicksichtigung aller Ziffern, die in den Késtchen stehen, ergibt sich durch Addition
76 76 76

Nach Rainers Angabe ergibt sich mit Beriicksichtigung der Ziffern in den Késtchen als Summe die Zahl
137 37 76

Daher sind Rainers Aussagen genau dann erfiillt, wenn eine Addition der folgenden Art

o o o
+ 0O 0O O

auf ein Ergebnis fiihrt, das seinerseits zu 767676 addiert die Summe 1373736 ergibt. Wegen 1373736 —
767676 = 606060 gilt dies genau dann, wenn die Addition das Ergebnis 606060 hat. Das trifft zu, wenn
die Addition O + O auf die Summe 60 fithrt, also genau dann, wenn auf der dritten Karte die Zahl 30
steht.

2. Losungsweg:
Sind a und b (in dieser Reihenfolge) die gesuchten zwei Ziffern, so addiert Rainer die Zahlen

152300 4 10a + b ; 150023 + 100 - (10a + b)
231500 + 10a + b ; 230015 + 100 - (10a + b)
1523 + 10000 - (10a + b) ; 2315 4 10000 - (10a + b)

Thre Summe ist 767676 + 20202 - (10a + b). Daher sind Rainers Aussagen genau dann erfiillt, wenn
767676420202 (10a+b) = 1373736 gilt. Dies ist der Reihe nach &quivalent mit 20202- (10a+b) = 606060,
(10a 4 b) = 30.

Also treffen Rainers Aussagen genau dann zu, wenn auf der dritten Karte die Zahl 30 steht.

Aufgabe 270731:

Vier Mannschaften, A, B,C und D, trugen ein Fufiballturnier aus. Jede Mannschaft spielte genau
einmal gegen jede andere Mannschaft. Jedes gewonnene Spiel wurde mit 2 Punkten fiir die Sieger-
mannschaft und mit 0 Punkten fir die Verlierermannschaft gewertet, jedes unentschiedene Spiel fiir
beide Mannschaften mit je 1 Punkt. Weiterhin ist folgendes bekannt:

(1) Keine Mannschaft blieb ohne Punkte.

(2) Mannschaft A konnte ihren Turniersieg aus dem vorigen Jahr nicht wiederholen, erreichte aber
eine hohere Gesamtpunktzahl als Mannschaft B.

(3) Mannschaft C' gewann kein Spiel, erreichte jedoch eine geradzahlige Gesamtpunktzahl.

(4) Mannschaft D spielte in keinem ihrer Spiele unentschieden und gewann gegen B sowie gegen den
Turniersieger des vorigen Jahres.

Untersuche, ob aus diesen Angaben eindeutig folgt, welche Punktzahlen jedes Spiel des Turniers den
einzelnen Mannschaften erbrachte und welche Gesamtpunktzahlen sie erreichten! Ist das der Fall, so
trage die Punktzahlen in die folgende Tabelle ein!

Mannschaft Erreichte Punktzahl gegen Gesamtpunktzahl
A B C D

SQw
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus den Angaben folgt:

Nach (4) gewann D gegen B und gegen den Vorjahressieger, d.h. nach (2) gegen A. Da ferner C nach
(3) nicht gegen D gewann und nach (4) auch nicht gegen D unentschieden spielte, folgt:

(5) D gewann alle Spiele.

Da C hiernach aus dem Spiel gegen D keinen Punkt erhielt, folgt aus (3), dass die Summe der Punktzahlen,
die C aus seinen Spielen gegen A und B erreichte, gerade ist. Ferner sind diese beiden Punktzahlen nach
(3) kleiner als 2. Da C' aber nach (1) nicht ohne Punkte blieb, verbleibt als einzige Moglichkeit:

(6) C spielte gegen A und B unentschieden.

Nach (5) und (6) erreichte A in den Spielen gegen C' und D ebenso viele Punkte wie B gegen C' und D.
Also kann die nach (2) hohere Gesamtpunktzahl fiir A als fiir B nur dadurch entstanden sein, dass gilt:
(7) A gewann gegen B.

Damit ist bewiesen, dass aus den Angaben eindeutig die nachstehenden Punktzahlen folgen:

Mannschaft Erreichte Punktzahl gegen Gesamtpunktzahl
A B C D

A — 2 1 0 3
B 0 — 1 0 1
C 1 1 — 0 2
D 2 2 2 — 0

Aufgabe 290731:

28 Schiiler einer Klasse beteiligen sich an einem Sportfest; dabei nahm jeder dieser Schiiler an min-
destens einer der Disziplinen Kugelstolen, Weitsprung und 100 m-Lauf teil. Aulerdem ist iiber die
Schiiler dieser Klasse bekannt:

(1) Die Anzahl derjenigen, die sowohl am Kugelstolen als auch am Weitsprung, aber nicht am 100
m-Lauf teilnahmen, ist grofler als 1, und sie ist gleich der Anzahl derer, die sich nur am KugelstoBen
beteiligten.

(2) Mindestens einer der Schiiler nahm an allen drei Disziplinen teil; fiinfmal so grofl wie die Anzahl
dieser Schiiler ist insgesamt die Anzahl derjenigen, die sowohl beim Weitsprung als auch beim 100
m-Lauf starteten.

(3) Genau 6 der Schiiler starteten in den Disziplinen Kugelstofen und 100 m-Lauf und nahmen nicht
am Weitsprung teil.

(4) Kein Teilnehmer trat nur im Weitsprung oder nur im 100 m-Lauf an.

Untersuche, ob aus diesen Angaben fiir jede der drei Disziplinen die Anzahl derjenigen in diese Klasse
gehenden Schiiler eindeutig ermittelt werden kann, die an der betreffenden Disziplin teilnahmen! Ist
das der Fall, dann gib diese drei Anzahlen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Anzahl der Schiiler, die nur am Kugelstoflen beteiligt waren, sei z; nach
Kugelstoflen Weitsprung (1) gilt 2 > 2. (5)

Die Anzahl der Schiiler, die an allen drei Disziplinen teilnahmen, sei y,
nach (2) gilt y > 1. (6)
Nach (1) ist « auch die Anzahl der Schiiler, die sowohl am Kugelstolen als
auch am Weitsprung, aber nicht am 100 m-Lauf teilnahmen. Nach (2) ist
A 5y die Anzahl der Schiiler, die sowohl beim Weitsprung als auch beim 100
m-Lauf starteten.
Hiernach und nach (3), (4) ist 2z + 5y + 6 die Anzahl aller aus der Klasse
am Sportfest teilnehmenden Schiiler (siehe auch das Mengendiagramm);
d.h., es gilt
100m - Laut 20 + 5y + 6 = 28 (7)
Aus (5) und (7) folgt 5y <28 —4 —6,d.h. y < 3. (8)
Nach (7) ist y eine gerade Zahl; hieraus und aus (6), (8) folgt y = 2. Damit ergibt sich aus (7) = 6, und
es ist gezeigt, dass aus den Angaben eindeutig die nachstehenden Anzahlen ermittelt werden konnen:
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Am Kugelstoen beteiligten sich genau 2z + y + 6 = 20 Schiiler, am Weitsprung beteiligten sich genau
x4+ 0+ 5y = 16 Schiiler, am 100 m-Lauf beteiligten sich genau 6 + 5y + 0 = 16 Schiiler.

Aufgabe 290736:

o.'o.

Ein Wiirfel wurde aus acht gleichgrofien Spielwiirfeln zusammengesetzt.

Jeder Spielwiirfel hat auf seinen sechs Seitenflichen die Augenzahlen 1 bis 6, jede genau auf einer
Seitenfliache; dabei haben die drei Seitenflichen mit den geraden Augenzahlen 2, 4, 6 eine Ecke
gemeinsam, und dasselbe gilt fiir die drei Seitenflichen mit den ungeraden Seitenzahlen 1, 3, 5.
Von dem zusammengesetzten Wiirfel sind drei Seitenflichen sichtbar, wie die Abbildung zeigt. Alle
sichtbaren Augenzahlen sind ungerade, ihre Summe betragt 40.

(a) Zeichne von einem Wiirfel, der ebenso aus acht Spielwiirfeln zusammengesetzt ist, bei dem aber
andere sichtbare Augenzahlen vorkommen, ein Schrigbild (Kantenldnge eines Spielwiirfels 2 cm,
a = 45°, ¢ = 0,5)! Trage sichtbare Augenzahlen so ein, dass alle sichtbaren Augenzahlen ungerade
sind und ihre Summe 30 betragt!

(b) Beweise, dass in jeder Eintragung, die die in a) gestellten Forderungen erfiillt, mindestens vier
der sichtbaren Augenzahlen 1 lauten miissen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Schriagbild und ein Beispiel fiir eine Eintragung der geforderten Art: siehe

Abbildung.
0 %%° °
ASLIZ(N b) Wenn in einer Eintragung alle zwolf sichtbaren Augenzahlen ungerade
° o |°° sind, dann sind auf demjenigen Spielwiirfel, von dem drei Augenzahlen sicht-
'. . bar sind, dies die Augenzahlen 1, 3 und 5.
° o Haben ferner von den iibrigen sichtbaren Augenzahlen hochstens zwei den
¢ ° * b Wert 1, so haben mindestens sieben von ihnen einen Wert grofler oder gleich

3; also betrigt die Summe der sichtbaren Augenzahlen dann mindestens
1+34+5+2-14+7-3=32.

Wenn in einer Eintragung alle sichtbaren Augenzahlen ungerade sind und die Summe 30 haben, so
missen folglich auler der 1 auf dem Spielwiirfel mit drei sichtbaren Augenzahlen noch mindestens drei
weitere sichtbare Augenzahlen 1 lauten.

Aufgabe 300732:

200 Schiiler seien in Form eines Rechtecks, ndmlich in Léngsreihen zu je 20 und in Querreihen zu je
10 Schiilern, aufgestellt.

Nun werde aus jeder Querreihe ein moglichst kleiner Schiiler herausgerufen. Unter den so ermittelten
20 Schiilern werde ein moglichst grofler mit A bezeichnet. Die 20 Schiiler stellen sich dann wieder auf
ihre urspriinglichen Plétze.

Sodann werde aus jeder Langsreihe ein moglichst grofler Schiiler herausgerufen und unter den so
ermittelten 10 Schiilern ein moglichst kleiner mit B bezeichnet. Dabei stelle sich heraus, dass B eine
andere Grofle als A hat.

Untersuche, welcher von den beiden Schiilern A und B unter diesen Voraussetzungen der groflere sein
muss!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Es gibt genau die folgenden drei Moglichkeiten:

(1) A und B stehen in derselben Lingsreihe.
In diesem Fall ist B grofler als A, da B in der genannten Léngsreihe moglichst groff und von anderer
Grofe als A ist.

(2) A und B stehen in derselben Querreihe.
Auch in diesem Fall ist B grofler als A, da A in der genannten Querreihe moglichst klein und von anderer
Grofle als B ist.

(3) A und B stehen weder in derselben Langsreihe noch in derselben Querreihe.

Es sei dann C derjenige Schiiler, der in derselben Querreihe wie A und in derselben Léngsreihe wie B
steht. Fir diesen Schiiler gilt: B ist grofler als C oder ebenso grofl wie C, und C ist grofler als A oder
ebenso grofl wie A. Da B nicht ebenso grof3 wie A ist, folgt wieder: B ist grofier als A.

Somit ergibt sich in jedem Fall: Der grofiere von den beiden Schiilern A und B muss B sein.

Aufgabe 330735:
Die Klassen 7a, 7b, 7c trugen ein Fulballturnier aus. Jede Klasse spielte genau einmal gegen jede
andere Klasse. Am Ende ergab sich folgender Tabellenstand:

Klasse Torverhéltnis Punktverhaltnis

b 3:2 3:1
Ta 3:1 2:2
Tc 2:5 1:3

Untersuche, ob durch diese Angaben eindeutig fiir jedes Spiel bestimmt ist, wie viele Tore jede
Mannschaft in dem betreffenden Spiel erzielt hat!
Wenn das der Fall ist, so gib alle diese Ergebnisse an!

Hinweis: Wie iiblich bedeutet das Torverhéltnis a : b fiir eine Mannschaft, dass sie in allen Spielen
zusammen a Tore erzielt hat und b Tore hinnehmen musste.

Ferner erhélt die Mannschaft fiir jedes gewonnene Spiel 2 Pluspunkte, fiir jedes verlorene Spiel 2
Minuspunkte und fiir jedes unentschiedene Spiel 1 Plus- und 1 Minuspunkt. Diese Punkte werden ad-
diert, und dann bedeutet das Punktverhéltnis ¢ : d, dass die Mannschaft die Summe ¢ der Pluspunkte
und die Summe d der Minuspunkte erhalten hat.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Klasse 7a hat wegen des Punktverhéltnisses 2 : 2 entweder beide oder keines ihrer zwei Spiele unentschie-
den gespielt. Da ihr Torverhéltnis 3 : 1 aber zwei unterschiedliche Zahlen aufweist, kann sie nicht beide
Spiele unentschieden gespielt haben. Daher folgt:

Klasse 7a hat kein Spiel unentschieden gespielt. (1)

Da die Klassen 7b und 7c¢ in ihren Punktverhéltnissen ungerade Zahlen haben, aber gegen 7a nach (1)
nicht unentschieden gespielt haben, folgt:

Das Spiel 7b gegen 7c¢ ging unentschieden aus. (2)

Hétte dieses Spiel 0:0 oder 1:1 geendet, so miisste die Klasse 7b ihr Torverhéltnis 3:2 so erreicht haben,
dass ihr Spiel gegen 7a das Ergebnis 3:2 bzw. 2:1 gehabt hétte. Das ist aber nicht méglich, denn die Klasse
7a hat, wie aus ihrem Torverhéltnis 3:1 ersichtlich ist, insgesamt nur ein Gegentor hinnehmen miissen.

Daher und weil Klasse 7c wegen des Torverhéltnisses 2:5 insgesamt nur 2 Tore erzielt hat, verbleibt fir
(2) nur die Moglichkeit:

Das Spiel 7b gegen 7c endete 2:2. (3)

Damit folgt aus den Torverhéltnissen von 7b und 7c weiter:

Das Spiel 7b gegen 7a endete 1:0, (4)
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Das Spiel 7a gegen 7c endete 3:0. (5)
Durch die Angaben sind also fiir jedes Spiel die Anzahlen der erreichten Tore eindeutig bestimmt; sie
lauten wie in (3), (4), (5).

I1L.1I1 Abzdhlaufgaben
| Runde 1

Aufgabe 050713:

Der Fahrer eines in der DDR zugelassenen Pkw beging nach einem Verkehrsunfall Fahrerflucht. Nach
der Befragung einiger Zeugen erfuhr man iiber das polizeiliche Kennzeichen des Pkw folgendes:

a) Die beiden Buchstaben des Kennzeichens lauteten AB oder AD.

b) Die beiden vorderen Ziffern waren gleich und auflerdem anders als die beiden letzten Ziffern.

c¢) Die aus den beiden letzten Ziffern gebildete Zahl war 69 oder 96.

Welches ist die groBtmogliche Anzahl von Pkw, die diesen Bedingungen geniigen kénnen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir die beiden vorderen Ziffern gibt es unter den Bedingungen der Aufgabe 8 Moglichkeiten (alle auBler
6 und 9). Jedes dieser 8 Ziffernpaare kann mit einer der 4 Kombinationen AB 69, AB 96, AD 69, AD 96
gekoppelt sein. Daher ist die grofftmogliche Anzahl der den Bedingungen der Aufgabe geniigenden PKW
4-8=32.

Aufgabe 050714:

Rolf stellt seinem Freund folgende Aufgabe:

Auf einem Schachturnier spielte jeder genau einmal gegen jeden. Insgesamt wurden 28 Partien ge-
spielt.

Wie viel Teilnehmer gab es bei diesem Turnier?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Weil jeder genau einmal gegen jeden spielt, gilt, wenn n die Anzahl der Teilnehmer ist: n(n - 1) 2 = 28,
also n(n - 1) = 56. Diese Gleichung wird von der natiirlichen Zahl 8 erfiillt. Da fiir beliebige natiirliche
Zahlen n zu groBeren Werten n stets grofiere Werte von n(n - 1) gehoren, gibt es aufler 8 keine natiirliche
Zahl, die diese Gleichung befriedigt. Also nahmen 8 Personen am Schachturnier teil.

Aufgabe 150714:

In der Ebene ¢ seien 50 verschiedene Punkte so gelegen, dass keine Gerade existiert, die drei dieser
50 Punkte enthélt. Jeder dieser 50 Punkte soll nun mit jedem anderen durch eine Strecke verbunden
werden.

a) Ermittle die Anzahl der Verbindungsstrecken!

b) Angenommen, die 50 Punkte seien die Eckpunkte eines konvexen 50-Ecks. Ermittle die Anzahl
der Diagonalen des 50-Ecks!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Zur Wahl eines ersten Endpunktes einer der Verbindungsstrecken hat man genau 50 Moglichkeiten. In
jeder von dieser, hat man dann genau 49 Moglichkeiten, einen der iibrigen Endpunkte als zweiten End-
punkt einer der Verbindungsstrecken zu wéhlen. Durch diese insgesamt 50 -49 = 2450 Wahlmdoglichkeiten
erhélt man alle gesuchten Verbindungsstrecken, und zwar (da nach Voraussetzung keine dieser Strecken
auBer den Endpunkten einen anderen gegebenen Punkt enthilt) jede Strecke genau doppelt (da jeder der
Endpunkte einmal als erster und einmal als zweiter Endpunkt auftritt).

Daher ist 2450 : 2 = 1225 die Anzahl aller gesuchten Verbindungsstrecken.
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b) Von diesen 1225 Verbindungsstrecken bilden genau 50 die Seiten des konvexen 50-Ecks, die iibrigen
sind die gesuchten Diagonalen. Thre Anzahl ist also 1225 — 50 = 1175.

Aufgabe 200711:

Anlésslich der Siegerehrung eines Mathematikwettbewerbs begliickwiinschte jeder Preistrager jeden
anderen mit einem Hédndedruck. Insgesamt wurden dabei 91 Handedriicke ausgefiihrt, und zwar bei
jedem der Gliickwiinsche genau einer.

Ermittle aus dieser Angabe die Anzahl der Preistriager des Wettbewerbs!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Es sei n die Anzahl der Preistriager. Zahlt man fiir jeden Preistrager die Hindedriicke, die er mit den
anderen Preistridgern ausfithrte, und addiert die erhaltenen Zahlen, so ergibt sich die Summe von n
Summanden n — 1, also die Zahl n - (n — 1).

In dieser Zahl ist jeder der insgesamt auftretenden Handedriicke genau zweimal erfasst (ndmlich in den
Abzéhlungen fiir jeden der beiden Partner des betreffenden Handedrucks). Folglich ist die Anzahl aller
Héndedriicke gleich in(n —1).

Daher gilt 2n(n —1) = 91, also (n — 1)n = 182.

Erste Fortsetzungsmoglichkeit: Wegen der Primzerlegung 182 = 2 - 7 - 13 hat 182 in natiirlichen Zahlen
bis auf die Reihenfolge nur die Faktorzerlegungen 182 =1-182=2-91 =7-26 = 13 - 14. Davon ist nur
13 - 14 eine Zerlegung in zwei Faktoren der Form n — 1 und n. Also ist die gesuchte Anzahl n = 14.

Zweite Fortsetzungsmoglichkeit: Wére n < 14, so wire (n — 1)n < 13- 14 = 182; wéire n > 14, so wére
(n—1)n > 13- 14 = 182. Also verbleibt nur die Mdéglichkeit n = 14.

Aufgabe 240713:
In einem Ferienlager wird ein Tischtennisturnier geplant, das folgendermaflen ablaufen soll:

Die 36 Teilnehmer tragen zunéchst Vorrundenspiele in sechs Gruppen zu je sechs Spielern aus, und
zwar spielt von solchen sechs Spielern jeder gegen jeden genau einmal. Die jeweils beiden Erstpla-
zierten einer jeden Gruppe gelangen in die Zwischenrunde. Diese 12 Teilnehmer der Zwischenrunde
werden neu in zwei Gruppen zu ja sechs Spielern eingeteilt, und dann spielt in der Zwischenrunde
wieder von solchen sechs Spielern jeder gegen jeden.

Die jeweils beiden Erstplazierten jeder dieser zwei Gruppen gelangen in die Endrunde. Diese vier
Teilnehmer der Endrunde ermitteln durch Spiele jeder gegen jeden die Medaillengewinner.

Das Turnier soll um 8.30 Uhr beginnen. Zwischen Vor- und Zwischenrunde soll ein Pause von einer
Stunde eingeplant werden; nach Abschluss der Zwischenrunde wird nochmals eine Pause von 15
Minuten eingeplant, und zwischen dem Abschluss der Endrunde und der Siegerehrung ist wiederum
eine Pause von 15 Minuten vorgesehen.

Wann kann man unter diesen Bedingungen die Siegerehrung frithestens ansetzen, wenn fiir jedes
Spiel (einschlieflich der notwendigen Spielerwechsel) 15 Minuten geplant werden und wenn genau
sechs Tischtennisplatten zur Verfiigung stehen?

Zeige durch eine Aufstellung der Spiele, die jeweils gleichzeitig stattfinden sollen, dass der von dir
angegebene Zeitpunkt der Siegerehrung eingehalten werden kann.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Vorrunde:
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In jeder der sechs Gruppen sind 6 - % Spiele, d.s. 15 Spiele, auszutragen. Da sechs Platten vorhanden
sind, steht fur jede Gruppe stets eine Platte zur Verfiigung, an der sie ihre 15 Spiele austragen kann (und
da hierbei auch alle sechs Platten stdndig belegt sind, ist eine weitere Verkiirzung der Spielzeit durch
gleichzeitiges Austragen von noch mehr Spielen nicht moglich). Also braucht man fiir die Vorrunde 15
Viertelstunden, an die sich eine Pause von 4 Viertelstunden anschlieft.

Zwischenrunde:

Wieder sind in jeder der beiden Gruppen 15 Spiele auszutragen. Da man jeder Gruppe drei Platten zur
Verfiigung stellen kann, sind wegen 15 : 3 = 5 mindestens 5 Viertelstunden hierfiir erforderlich.

Sie sind auch ausreichend; denn man kann es so einrichten, dass stets drei der 15 Spiele gleichzeitig
ausgetragen werden, z. B. fiir sechs Spieler A, B,C, D, E, F' durch folgende Verteilung:

erste Viertelstunde: (4,B), (C,D), (E, F), zweite Viertelstunde: (A4,C), (B,E), (D,F),
dritte Viertelstunde: (A,D), (B, F), (C.E), vierte Viertelstunde: (A,F), (B,D), (C,F),
fiinfte Viertelstunde: (A, F), (B,C), (D,E).

)

)5 (
) (

(Wieder ist eine weitere Verkiirzung nicht méglich, da alle Platten stdndig belegt sind.)
Nach der somit ermittelten Spielzeit von 5 Viertelstunden schlieit sich eine Pause von 1 Viertelstunde
an.

Endrunde:

Diesmal sind 4 - % Spiele, d.s. sechs Spiele, auszutragen. Es konnen gleichzeitig stets nur zwei Spiele
ausgetragen werden, da insgesamt nur vier Spieler in der Endrunde sind. Also sind wegen 6 : 2 = 3
mindestens 3 Viertelstunden erforderlich.

Sie sind auch ausreichend; denn man kann es so einrichten, dass stets zwei Spiele gleichzeitig stattfinden,
z. B. fiir vier Spieler A, B, C, D durch folgende Verteilung;:

erste Viertelstunde: (A,B), (C,D), zweite Viertelstunde: (A4,C), (B,D),
dritte Viertelstunde: (A,D), (B,C).

Zu den so ermittelten 3 Viertelstunden Spielzeit kommt noch eine Viertelstunde Pause hinzu. Damit sind
insgesamt 15+4 45+ 1+ 3+ 1 = 29 Viertelstunden bis zur Siegerehrung vorzusehen; diese ist hiernach
um 15.45 Uhr anzusetzen.

Aufgabe 260712:

In der Materialausgabe eines Betriebes sind durch ein Missgeschick die Schliissel von zwolf
Vorhéngeschlossern durcheinandergekommen.

Da zu jedem Vorhéngeschloss von den insgesamt zwolf Schliisseln nur einer passt und zu jedem
Schliissel nur eines der Vorhdngeschlosser, die sich duflerlich nicht voneinander unterscheiden, muss
herausgefunden worden, welcher Schliissel zu welchem Schloss gehort.

Lehrling Bernd, der mit dieser Aufgabe betreut wurde, dachte: ,Jetzt muss ich zwolf Schliissel an
zwolf Schléssern ausprobieren, muss also, wenn ich Pech habe, 12 - 12 = 144 Proben ausfithren.“
Sein Freund Uwe meinte jedoch, dass man mit viel weniger Proben auskommt.

Ermittle die kleinste Anzahl von Proben, mit der man mit Sicherheit (d.h. auch noch im
ungiinstigsten Fall) zu jedem Vorhéngeschloss den passenden Schliissel findet!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Von den insgesamt zwolf Vorhdngeschlossern passt zu jedem Schliissel genau eines. Nehmen wir einen
der zwolf Schliissel und probieren, zu welchem von den zwolf Vorhdngeschldssern er passt, so kann es im
ungiinstigsten Fall vorkommen, dass bei elfmaligen Probieren noch nicht das Schloss probiert wurde, zu
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dem der Schliissel passt.

Da der Schliissel aber zu einem der Schldsser gehort, muss er zu den Schloss passen, das beim Probieren
noch nicht beriicksichtigt wurde, und er kann ohne eine weitere Probe zu diesem Schloss gelegt werden.
Bei zwolf Vorhédngeschlossern finden wir also mit Sicherheit nach hochstens elfmaligem Probieren den
Schliissel, der zu einem der Schlésser passt.

Ein weniger als elfmaliges Probieren dieses Schliissels kann aber in ungiinstigen Féllen die Frage nach dem
passenden Schloss noch offen lassen. Fiir die noch verbleibenden elf Vorhéngeschlosser und ihre Schliissel
gelten die entsprechenden Uberlegungen, so dass wir nach héchstens zehnmaligem weiteren Probieren
mit Sicherheit den Schliissel zu einem dieser elf Vorhdngeschlosser angeben kénnen, wiahrend weniger als
zehn Proben in ungiinstigen Féllen nicht ausreichen.

Setzt man diese Uberlegungen analog fort, dann folgt, dass nach héchstens 104+9-+8+7+6+5+4+34+2+1 =
66.

Versuchen zu jedem der zwolf Vorhdngeschlosser der passende Schliissel gefunden werden kann und dass
dies auch die gesuchte kleinste Anzahl von Proben ist.

Aufgabe 270712:

In einer Kiste befinden sich genau 100 Kugeln, und zwar 30 rote, 30 blaue, 30 griine sowie 10 Kugeln,
von denen nur bekannt ist, dass sie schwarz oder weifl sind und dass mindestens eine schwarze Kugel
dabei ist.

Durch das Tastgefiihl lassen sich verschiedenfarbige Kugeln nicht voneinander unterscheiden.
Untersuche, ob es trotzdem moglich ist, mit geschlossenen Augen eine jeweils geeignete Anzahl von
Kugeln, aber nicht alle, so herauszugreifen, dass man mit Sicherheit vorhersagen kann:

a) Unter den herausgegriffenen Kugeln befinden sich mindestens 12 Kugeln von gleicher Farbe.
b) Unter den herausgegriffenen Kugeln befindet sich mindestens eine schwarze Kugel.
¢) Unter den herausgegriffenen Kugeln befinden sich mindestens 5 weile Kugeln.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Ein solches Herausgreifen ist moglich.

Die grofitmogliche Anzahl herausgegriffener Kugeln, unter denen sich keine 12 von gleicher Farbe befinden,
ergibt sich ndmlich, indem man 11 rote, 11 blaue, 11 griine und alle 10 schwarzen oder weilen Kugeln
herausgreift, das sind 43 Kugeln. Greift man also (mindestens) 44 Kugeln heraus, so kann man folglich
mit Sicherheit vorhersagen, dass sich darunter mindestens 12 von gleicher Farbe befinden miissen.

b) Ein solches Herausgreifen ist nicht moglich.

Denn greift man, wie verlangt, nicht alle Kugeln heraus, so ist (unter den angegebenen Voraussetzungen)
auch der Fall moglich, dass sich von Anfang an iiberhaupt nur eine schwarze Kugel in der Kiste befand
und dass (mindestens) gerade diese Kugel nicht mit herausgegriffen wird.

¢) Auch ein solches Herausgreifen ist nicht maoglich.

Denn es ist (unter den angegebenen Voraussetzungen) auch der Fall moglich, dass sich von Anfang an
weniger als 5 weifle Kugeln in der Kiste befanden und folglich bei keinem Herausgreifen 5 weifle genommen
werden.

Aufgabe 270714:

Bekanntlich hat jedes Viereck genau zwei Diagonalen.

a) Ermittle die Anzahl der Diagonalen eines Fiinfecks und eines Sechsecks!

b) Finde eine Formel fiir die Anzahl der Diagonalen eines Vielecks in Abhédngigkeit von der Eckenzahl
n des Vielecks! Die Formel soll fiir alle natiirlichen Zahlen n > 4 gelten. Begriinde diese Formel!
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¢) Welchen Wert gibt diese Formel, wenn man sie fiir n = 3 anwendet? Léasst sich auch dieser Wert
in eine geometrisch anschauliche Aussage fassen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

5 5 6

a) Das Fiinfeck hat genau fiinf und das Sechseck genau neun Diagonalen, wie man z. B. der Abbildung
entnehmen kann.

b) Um in einem n-Eck alle Diagonalen zu erfassen, kann man fiir jeden der n Eckpunkte die Verbindungs-

strecke zu jedem anderen Eckpunkt aufler den beiden benachbarten Eckpunkten betrachten. Damit hat

man insgesamt n - (n — 3)mal eine Strecke betrachtet, und zwar jede Diagonale des n-Ecks genau 2mal.
1

Bezeichnet man die Anzahl der Diagonalen mit z, so gilt demzufolge z = 3n - (n — 3).

¢) Fiir n = 3 gibt diese Formel den Wert « = 0. Er lasst sich in die Aussage fassen, dass bei jedem Dreieck
die Anzahl der Diagonalen gleich Null ist.

Aufgabe 280712:

Aus den Ziffern 1, 3, 4, 5, 7 und 9 sollen sechsstellige natiirliche Zahlen gebildet werden, in denen
jede dieser Ziffern genau einmal vorkommt.

a) Ermittle die Anzahl aller verschiedenen Zahlen, die auf diese Weise gebildet werden konnen.

b) Untersuche, welche von den auf diese Weise gebildeten Zahlen durch 18 teilbar sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Mit zwei Ziffern kann man genau zwei verschiedene zweistellige Zahlen bilden (z.B. 13 und 31). (1)
Nimmt man eine dritte Ziffer hinzu, so kann diese vor, zwischen oder hinter die beiden Ziffern der
zweistelligen Zahl gesetzt werden; das sind somit drei Moglichkeiten. Aus (1) folgt demnach wegen 2-3 = 6,
dass aus drei verschiedenen Ziffern genau sechs verschiedene dreistellige Zahlen gebildet werden kénnen.
(2)

Bildet man nun unter Hinzunahme einer vierten Ziffer vierstellige Zahlen, kann diese vierte Ziffer an
erster, zweiter, dritter oder vierter Stelle stehen (vier Moglichkeiten), und aus (2) folgt wegen 6 - 4 = 24,
dass auf diese Weise 24 vierstellige Zahlen gebildet werden konnen. (3)

Durch analoge Uberlegungen erkennt man, dass es hinsichtlich der Stellung einer finften Ziffer in einer
vierstelligen Zahl genau fiinf Moglichkeiten gibt und somit wegen (3) und 5 - 24 = 120 insgesamt 120
fiinfstellige Zahlen gebildet werden konnen. (4)

Die Anzahl der sechsstelligen Zahlen ergibt sich analog aus (4) und wegen 6 - 120 = 720. Somit kénnen
aus den genannten Ziffern genau 720 verschiedene sechsstellige Zahlen gebildet werden.

b) Eine natiirliche Zahl ist nur dann durch 18 teilbar, wenn sie durch 9 teilbar ist. Dies ist nur dann der
Fall, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.
Alle 720 auf die geforderte Weise gebildeten Zahlen haben jedoch die Quersumme 143+4+5+7+9 = 29,
folglich ist keine dieser Zahlen durch 18 teilbar.
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Il Runde 2

Aufgabe 030723:

Ein Holzwirfel mit einer Kantenlinge von 30 cm soll in Wiirfel von 10 cm Kantenlénge zersigt
werden.

a) Wie viel Schnitte muss man dabei ausfithren? (Das Sdgen im Paket soll nicht gestattet sein.)

b) Wie viel Wiirfel erhélt man?

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Man braucht 26 Schnitte (2 + 6 + 18).
b) Man erhalt 27 Wiirfel (3 -3 - 3).

Aufgabe 030725:

In einem Kasten befinden sich 70 Kugeln, namlich 20 rote, 20 griine, 20 gelbe, und der Rest ist
schwarz oder weifl. Brigitte soll im Dunkeln aus diesem Kasten so viele Kugeln herausnehmen, dass
unter ihnen mit Sicherheit mindestens 10 Kugeln die gleiche Farbe haben.

Wie viel Kugeln muss sie mindestens herausnehmen? Begriinde deine Antwort!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Sie muss 38 Kugeln nehmen.

Im ungiinstigsten Falle kann Brigitte zunéchst die 10 schwarzen bzw. weilen Kugeln und von jeder Farbe
9 Kugeln, insgesamt also 37 Kugeln, herausnehmen. Nimmt sie jetzt noch eine weitere Kugel heraus,
dann hat sie stets mindestens 10 Kugeln gleicher Farbe unter diesen 38 Kugeln.

Aufgabe 060723:
Jemand schreibt alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 5555 auf, jede genau einmal. Berechne die Anzahl
aller dabei geschriebenen Ziffern 9!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Anzahl der Ziffern 9 betrigt an der Tausenderstelle 0, an der Hunderterstelle (von 1 bis 999, von
1000 bis 1999, von 2000 bis 2999, von 3000 bis 3999, von 4000 bis 4999 je 100mal die Ziffer 9)

5-100 = 500

an der Zehnerstelle (in jedem Hunderterbereich 10mal, in 55 Hunderterbereichen also)
10 - 55 = 550

an der Einerstelle (in jedem Zehnerbereich eine Ziffer 9, in 555 Zehnerbereichen also)
1-555 =555

Insgesamt wird die Ziffer 9 dabei 1605 mal aufgeschrieben.

Aufgabe 230723:

Blaue, gelbe und rote Wiirfel sollen in eine Reihe gelegt werden. Der erste Wiirfel der Reihe soll blau,
der zweite soll gelb sein. In der Reihe sollen niemals zwei gleichfarbige Wiirfel nebeneinander liegen,
und es soll sich auch die Farbfolge von zwei nebeneinanderliegenden Wiirfeln niemals wiederholen.
Ermittle die grofitmogliche Anzahl der Wiirfel in einer Reihe, die alle diese Bedingungen erfiillt!
Gib mindestens ein Beispiel fiir eine solche Reihe mit der gréofftmoglichen Anzahl von Wiirfeln an
und weise nach, dass es keine solche Reihe mit mehr Wiirfeln geben kann!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I) Bezeichnet man mit b, g bzw. r einen blauen, gelben bzw. roten Wiirfel, dann zeigen folgende Beispiele,
dass es Reihen mit 7 Wiirfeln gibt, die alle gestellten Bedingungen erfiillen:

b,g,b,7,g,7,b; b,g,7,b,7,9,b; b,g,7,9,b,7,b;

II) Ist wy, we,ws, ..., ws, ... eine Reihe von 8 oder mehr Wiirfeln, so kommen darin die 7 Farbfolgen
(wl,wg), (wg,wg), ceey (IU7,’LU8) Vor.

Zu den drei verschiedenen Farben b, g, r gibt es aber nur die folgenden 6 verschiedenen Farbfolgen (b, g),
(b,7), (g,b), (g,7), (r,b), (r,g). Daraus folgt, dass bei einer Reihe von 8 oder mehr Wiirfeln (ohne be-
nachbarte gleichfarbige Wiirfel) mindestens eine Farbfolge doppelt auftreten miisste, was der gestellten
Bedingung widerspricht.

Aus T) und II) folgt, dass 7 die groBtmogliche Anzahl der Wiirfel in einer Reihe der verlangten Art ist.

Aufgabe 290722:

An einem Fufiballturnier nehmen genau 14 Mannschaften teil. Jede Mannschaft triagt gegen jede
andere genau ein Spiel aus. Gewinnt eine Mannschaft, so erhélt sie 2 Gewinnpunkte und ihre Geg-
nermannschaft 2 Verlustpunkte. Geht ein Spiel unentschieden aus, so erhélt jede der beiden Mann-
schaften je einen Gewinnpunkt und einen Verlustpunkt.

a) Nach Abschluss aller Spiele kann man fiir jede Mannschaft die Summe aller derjenigen Punkte
bilden, die sie erhalten hat, gleichgiiltig, ob es Gewinn- oder Verlustpunkte waren.
Weise nach, dass dabei jede der 14 Mannschaften dieselbe Summe erhélt, und gib diese Summe an!

b) Nach Abschluss aller Spiele kann man auch die Summe aller Gewinnpunkte bilden, gleichgiiltig,
welche Mannschaften sie erhalten haben.

Weise nach, dass bei jeder Moglichkeit fiir die Ergebnisse der einzelnen Spiele des Turniers dieselbe
Summe aller Gewinnpunkte entsteht, und gib diese Summe an!

¢) An einem anderen Turnier mit denselben Regeln der Punktvergabe nahm eine andere Anzahl von
Mannschaften teil. Wieder trug jede Mannschaft gegen jede andere genau ein Spiel aus.

Kann als Summe aller Gewinnpunkte, wie in b) gebildet, dabei 432 entstehen? Begriinde deine Ant-
wort?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Jede Mannschaft erhélt in jedem Spiel 2 Punkte. Sie spielt im Turnier insgesamt 13 Spiele. Die Summe
aller Punkte, die sie im Turnier erhélt, betrdgt daher 2 - 13 = 26.

b) Da nach a) jede der 14 Mannschaften 26 Punkte erhélt, werden im Turnier insgesamt 14 - 26 Punk-
te vergeben. Von diesen sind genau die Halfte Gewinnpunkte, da dies fir jedes einzelne Spiel zutrifft,
gleichgiiltig welches Ergebnis es hatte. Bei jeder Moglichkeit fiir die Ergebnisse betrigt die Summe aller
Gewinnpunkte daher % =14-13 = 182.

c) War z die Anzahl der Mannschaften, so erhilt analog zu a) jede Mannschaft 2 - (x — 1) Punkte. Die

Summe aller Gewinnpunkte betrigt analog zu b) daher % = x - (z — 1). Sie kann also nur dann

432 betragen, wenn es eine natiirliche Zahl z gibt, fir die « - (z — 1) = 432 gilt.

Alle Zerlegungen von 432 in zwei Faktoren, die natiirliche Zahlen sind, lauten
432=1-432=2-216=3-144=4-108=6-72=8-54=9-48=12-36=16-27=18-24

In keiner dieser Zerlegungen haben die Faktoren die Differenz 1. Als Summe aller Gewinnpunkte kann
432 nicht auftreten.
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Aufgabe 300723:

a) Ein an der gesamten Oberfliche gefdrbter Holzwiirfel soll in gleich grofie Teilwiirfel zersigt werden.
Dabei wird gefordert, dass mindestens 40 dieser Teilwiirfel vollig ungefarbt sind.

Ermittle die kleinstmogliche Anzahl der Teilwiirfel, in die der gesamte Holzwiirfel zu zerlegen ist,
damit diese Forderung erfiillt wird!

b) Aus 40 so erhaltenen ungefirbten Teilwiirfeln soll ein Quader (ohne freibleibende Hohlrdume im
Innern) zusammengesetzt werden; dabei soll jeder dieser 40 Teilwiirfel verwendet werden.

Ermittle das Volumen dieses Quaders, wenn bekannt ist, dass der urspriingliche Holzwtiirfel ein Vo-
lumen von 27 dm? hatte!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Einen Wirfel kann man in gleichgrofie Teilwiirfel zerlegen, indem man eine natiirliche Zahl n > 1
wéhlt, drei von einer Ecke ausgehende Kanten in je n gleiche Teile teilt und durch die Teilpunkte Ebenen
legt, die zu den Begrenzungsflichen des Wiirfels parallel verlaufen.

Der Wiirfel wird dadurch in n Schichten zerlegt, jede Schicht in n - n Teilwiirfel. Die Anzahl A der

entstehenden Teilwiirfel betrigt also A = n3.

Die vollig ungeférbten Teilwiirfel bilden einen im Innern des gesamten Holzwiirfels enthaltenen kleineren
Wiirfel. Damit die Anzahl seiner Teilwiirfel A = 40 ist, muss fiir ihn n > 4 sein. Fiir den gesamten
Holzwiirfel ist dieses n durch n + 2 zu ersetzen.

Die kleinstmogliche Anzahl von Teilwiirfeln, mit der die gestellte Forderung erfillt wird, ist also die zu
n = 6 gehorende Anzahl A = 216.

b) Wegen 33 = 27 betrigt die Kantenlinge des urspriinglichen Holzwiirfels 3 dm. Aus a) folgt nun, dass
die Kantenlange eines der 216 Teilwiirfel 3 dm : 6 = 0,5 dm betrigt. Der Quader besteht aus 40 Wiirfeln
dieser Kantenlédnge.

Sein Volumen betriagt (unabhingig davon, wie dieser Quader aus den Wiirfeln zusammengesetzt wurde)
daher 40 - (0,5dm)3 = 5dmS3.

Il Runde 3

Aufgabe 030734:

Zeichne ein beliebiges konvexes Fiinfeck und seine sdmtlichen Diagonalen!

Wie viel konvexe Vierecke sind in der Figur enthalten? Gib genau an, wie du diese Anzahl ermittelt
hast!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Es gibt

- 5 Vierecke, die aus je 3 Fiinfeckseiten und einer Diagonalen,
- 5 Vierecke, die aus je 2 Fiinfeckseiten und 2 Diagonalen und
- b Vierecke, die aus je einer Fiinfeckseite und 3 Diagonalen
gebildet werden, insgesamt also 15 Vierecke.

Aufgabe 050734:

Berechne die Anzahl aller (untereinander verschiedener) vierstelligen Zahlen, die sich unter alleiniger
Verwendung der Ziffern 1, 3 und 8 schreiben lassen! Dabei braucht nicht jede der Zahlen samtliche
der drei zugelassenen Ziffern zu enthalten.
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die erwdhnten Zahlen kénnen entweder

(1)
(2)
(3)
(4)

4 gleiche Ziffern oder

genau 3 gleiche Ziffern oder

2 untereinander verschiedene Paare von gleichen Ziffern oder
genau 2 gleiche Ziffern enthalten.

Da nur 3 verschiedene Ziffern zugelassen sind, erhdlt man im Falle (1) 3 verschiedene derartige Zahlen.
Im Falle (2) gibt es fiir jeweils 3 gleiche Ziffern 4 verschiedene Méglichkeiten der Anordnung, wobei die 4.
Ziffer jeweils eine der beiden anderen vorgegebenen Ziffern ist. Da 3 Ziffern vorgegeben wurden, betragt
im Falle (2) die Anzahl der derartigen vierstelligen Zahlen 4 - 3 -2 = 24.

Im Falle (3) lassen sich die Ziffern der beiden Paare jeweils auf 6 verschiedene Weisen anordnen (ndmlich
aabb, bbaa, abba, baab, abab, baba). Da es 3 verschiedene Moglichkeiten der Zusammenstellung solcher
Paare gibt, betragt im Falle (3) die Anzahl der erwéhnten vierstelligen Zahlen 6 - 3 = 18.

Im Falle (4) lassen sich die beiden gleichen Ziffern, wenn man die Reihenfolge der beiden iibrigen, von
ihnen verschiedenen Ziffern beibehilt, auf 6 verschiedene Weisen anordnen (ndmlich aabc, beaa, abca,
baac, abac, baca). Fiir die Reihenfolge der beiden tibrigen Ziffern gibt es genau 2 Moglichkeiten (ndmlich
bc und cb). Da 3 verschiedene Paare gleicher Ziffern maoglich sind, betrégt im Falle (4) die Anzahl der
gesuchten vierstelligen Zahlen 6 -2 -3 = 36.

Die Anzahl aller derartigen Zahlen betragt mithin 3 + 24 + 18 + 36 = 81.

Aufgabe 080732:

Gegeben sei eine positive ganze Zahl n. Man denke sich alle Darstellungen von n als Summe von
genau zwei voneinander verschiedenen positiven ganzzahligen Summanden gebildet. Dabei sollen
Darstellungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Summanden unterscheiden, wie z.B. 9 =4 +5
und 9 = 5 + 4, als nicht verschieden angesehen werden. Ermittle

a) fiirn =7,

b) fir n = 10,

c) fur beliebiges (positives ganzzahliges) n
die Anzahl aller dieser Darstellungen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a)

Die sdmtlichen genannten Darstellungen sind:
7=146, 7=2+4+5, 7=3+4, 10=149, 10=2+8, 10=3+7 10=4+6
ihre Anzahl betragt 3 bzw. 4.

Ist n ungerade, so treten in den sdmtlichen genannten Darstellungen genau die Zahlen 1,...,mn — 1
als Summanden auf, und zwar jede genau einmal. Da hierbei in jeder Darstellung genau zwei dieser
Summanden vorkommen, ist die Anzahl der Darstellungen folglich "T’l

Ist n gerade, so treten dagegen nur die Zahlen 1, ..., n—1 mit Ausnahme der Zahl 5 auf. Diese Ausnahme

riihrt daher, dass in einer Darstellung von n mit einem Summanden 7 der zweite Summand ebenfalls
5 lauten miisste, also nicht von dem ersten verschieden wire. Daher betréigt nun die gesuchte Anzahl
n—2 n
== -1

2 2
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Aufgabe 090731:
Man denke sich alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 2555, jede genau einmal, aufgeschrieben.
Ermittle die Anzahl der Ziffer 9, die dabei insgesamt geschrieben werden miissten!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
I. In der Tausenderstelle der aufgeschriebenen Zahlen kommt die Ziffer 9 nicht vor.

II. Die Anzahl der Ziffern 9, die in der Hunderterstelle der aufgeschriebenen Zahlen vorkommen, betragt
fiir die Zahlen von 1 bis 1000 ; fiir die Zahlen von 1001 bis 2000 (2 Gruppen) je genau 100 (da bei der
ersten Gruppe die 9 in der Hunderterstelle genau der Zahlen 900, ..., 999 vorkommt und bei der zweiten
Gruppe genau der Zahlen 1900, ..., 1999). Bei den Zahlen von 2001 bis 2555 kommt in der Hunderterstelle
die Ziffer 9 nicht vor.

III. Die Anzahl der Ziffern 9, die in der Zehnerstelle der aufgeschriebenen Zahlen vorkommen, betrigt
fiir die Zahlen von 1 bis 100 ; fiir die Zahlen von 101 bis 200 ; usw. ; fiir die Zahlen von 2401 bis 2500
(25 Gruppen) je genau 10 (bei der ersten Gruppe genau in 90, ..., 99, bei der zweiten Gruppe genau in
190, ..., 199 usw.). Bei den Zahlen von 2500 bis 2555 kommt in der Zehnerstelle die 9 nicht vor.

IV. Die Anzahl der Ziffern 9 in der Einerstelle der Zahlen betrégt fiir die Zahlen von 1 bis 10 ; fiir die
Zahlen von 11 bis 20 ; usw. ; fiir die Zahlen von 2541 bis 2550 (255 Gruppen)je genau 1. Bei den Zahlen
von 2551 bis 2555 kommt in der Einersteile die 9 nicht vor.

Daher betréigt die gesuchte Zahl 2 - 100 + 25 - 10 4 255 = 705.

Aufgabe 170731:

Es sei A die Menge aller derjenigen natiirlichen Zahlen a, fiir die 1500 < a < 2650 gilt.

Untersuche, ob es in der Menge A flinfundsechzig verschiedene Zahlen gibt, die gerade und durch 9
teilbar sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Alle Zahlen, die durch 2 und durch 9 teilbar sind, sind auch durch 2-9 = 18 teilbar, da 2 und 9 teilerfremd
sind. Die kleinste durch 18 teilbare Zahl in der Menge A ist 1512, die néchstgrofiere erhédlt man durch
Addition von 18, da es unter 18 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen nur eine durch 18 teilbare gibt.

Dieses Verfahren lésst sich fortsetzen. Die vierundsechzigste dabei erhaltene Zahl (einschliefllich der Zahl
1512 also insgesamt die fiinfundsechzigste gewonnene Zahl) lautet 1512+ 64-18 = 151241152 = 2664. Da
sie grofer als 2650 ist, gibt es folglich in der Menge A nicht fiinfundsechzig verschiedene durch 9 teilbare
gerade Zahlen.

Aufgabe 200732:
Gegeben seien sieben Strecken mit den Langen 1 cm, 3 cm, 5 cm, 7 ¢cm, 9 cm, 11 ¢m und 15 cm.

a) Gib die Anzahl aller verschiedenen Moglichkeiten an, drei von diesen sieben Strecken auszuwéhlen!
Dabei sollen solche Moglichkeiten, die sich nur in der Reihenfolge der ausgewéhlten Strecken unter-
scheiden, nicht als verschieden gewertet werden.

b) Gib unter den in a) gefundenen Moglichkeiten alle diejenigen an, bei denen aus den Léngen der
drei ausgewahlten Strecken als Seitenldnge ein Dreieck konstruiert werden kann!

c¢) Berechne, wie viel Prozent der in a) gefundenen Méglichkeiten die in b) gefundenen Moglichkeiten
sind!

(Der Prozentsatz ist auf eine Dezimale nach dem Komma gerundet anzugeben.)
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Mafizahlen der in cm gemessenen Langen der drei ausgewéhlten Strecken seien jedesmal a, b, ¢ genannt.
Wegen der Unabhéngigkeit von ihrer Reihenfolge kann dabei a < b < ¢ angenommen werden. Mit
diesen Bezeichnungen gibt es genau die in der folgenden Tabelle in den Spalten a, b, ¢ angegebenen Aus-
wahlmoglichkeiten. Aus den Léngen der drei ausgewéhlten Strecken als Seitenldngen kann genau dann
ein Dreieck konstruiert werden, wenn die drei Dreiecksungleichungen

a+b>c (1) b+c>a (2) c+a>b (3)

gelten. Wegen a < b < ¢ sind (2) und (3) stets erfillt. In der letzten Spalte der folgenden Tabelle ist
jeweils angegeben, ob auch (1) erfiillt ist.

a b ¢ Gita+b>c?|a b ¢ Gilta+b>c?|a b ¢ Gilta+b>c?
1 3 5 Nein 1 3 7 Nein 1 3 9 Nein

1 3 11 Nein 1 3 15 Nein 1 5 7 Nein

1 5 9 Nein 1 5 11 Nein 1 5 15 Nein

1 7 9 Nein 1 7 11 Nein 1 7 15 Nein

1 9 11 Nein 1 9 15 Nein 1 11 15 Nein

3 5 7 Ja 3 5 9 Nein 3 5 11 Nein
a b c Gita+b>c?|a b ¢ Gita+b>c?|a b ¢ Gilta+b>c?
3 5 15 Nein 3 7 9 Ja 3 7 11 Nein

3 7 15 Nein 3 9 11 Ja 3 9 15 Nein

3 11 15 Nein 5 7 9 Ja 5 7 11 Ja

5 7 15 Nein 5 9 11 Ja 5 9 15 Nein
5 11 15 Ja 7 9 11 Ja 7 9 15 Ja

7 11 15 Ja 9 11 15 Ja

Daraus folgt:

Die in a) gesuchte Anzahl betriagt 35, die in b) gesuchte Anzahl betrdgt 11, der in ¢) gesuchte Prozentsatz
betrdagt 11 - 10035% = 31,4%.

Aufgabe 220734:
Im Schaufenster eines Sportgeschéftes befindet sich ein

Stapel aus 550 gleichgroflen Béllen. Der Stapel besteht
aus waagerechten Schichten. Jede Schicht enthélt Bélle .*.*.*.

in einer rechteckigen Anordnung, wie sie die Abbildung '... e b Bille
zeigt. .-

Die Anzahlen a und b sind in jeder Schicht genau um 1 = = Ball =

kleiner als die entsprechenden Anzahlen in der darun- @ bate

terliegenden Schicht.

In der untersten Schicht ist 10 die kleinere der beiden Anzahlen a, b. In der obersten Schicht ist 1 die
kleinere der beiden Anzahlen a, b.

Ermittle aus diesen Angaben die Anzahl der Balle in der untersten Schicht!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

0O.B.d. A. sei in der untersten Schicht b = 10 die kleinere der beiden Anzahlen a, b und a = z die groflere.
Dann ist in den folgenden Schichten jeweils b=9,b=8, ..., b =1 die kleinereunda =z —1, a = x — 2,
..., a=x—9 die grofere der beiden Anzahlen a, b. Daraus folgt

550 =10z +9(x —1)+8(x —2)+7(x —3) +6(x —4) +5(x —5) +4(x —6) +3(x —7) +2(x —8) + (z — 9)

=102+92+8x+Tx+6x+5x+4rx+3x+2x+2—-9—-16—-21-24-25-24-21—-16—-9
=55 — 165 =13
In der untersten Schicht liegen folglich 10 - 13 = 130 Balle.
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Aufgabe 300734:
Jemand mochte nach folgenden Regeln moglichst viele verschiedene der natiirlichen Zahlen von 1 bis
1000 auswéhlen:

Als erste Zahl ist eine zufillig gewahlte der Zahlen 1 bis 6 zu nehmen, indem gewiirfelt und die von
dem Wiirfel gezeigte Zahl gewéhlt wird. Die weiteren Zahlen sollen so gewéhlt werden, dass folgendes
gilt:

Wenn die Auswahl von Zahlen beendet ist, so haben je zwei der insgesamt ausgewéhlten Zahlen stets
eine durch 3 teilbare Summe.

Ermittle (in Abhéngigkeit von allen Moglichkeiten der ersten Zahl) die groftmogliche Anzahl von
Zahlen, die man nach diesen Regeln auswéahlen kann!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

1. War die erste Zahl eine 3 oder eine 6, so gilt:

Als weitere Zahlen kann man genau solche auswéhlen, die ebenfalls durch 3 teilbar sind; denn genau
dann haben auch je zwei der insgesamt ausgewéhlten Zahlen eine durch 3 teilbare Summe. Da unter den
Zahlen von 1 bis 1000 genau die Zahlen 1-3=3,2-3 =6, ..., 333 - 3 = 999 durch 3 teilbar sind, betragt
im Fall der Anfangszahlen 3, 6 die gesuchte grofftmogliche Anzahl auszuwéhlender Zahlen 333.

2. War die erste Zahl eine der Zahlen 1, 4; 2, 5, so gilt:

Diese Zahlen lassen bei Division durch 3 den Rest 1 oder 2; d.h., sie sind mit einer natiirlichen Zahl n
von der Form 3n + 1 bzw. 3n + 2. Fiir die zweite Zahl gibt es dann jeweils genau die Mdoglichkeit, eine
Zahl der Form 3m + 2 bzw. 3m + 1 zu wéhlen, da genau hierbei die Summe 3(m + n) 4+ 3 durch 3 teilbar
wird.

Jede weitere Zahl wiirde diese Regel aber verletzen; sie wére ndmlich von einer der Formen 3k, 3k + 1,
3k + 2, und dann wére mit h = n oder mit h = m die betreffende der Summen

3h+1+4+3k=3(h+k)+1, 3h+1+4+3k+1=3h+k)+2, 3h+2+3k+2=3h+k+1)+1

nicht durch 3 teilbar.
Also betrigt im Fall der Anfangszahlen 1, 4; 2, 5 die gesuchte gréfitmogliche Anzahl auszuwéhlender
Zahlen 2.

Aufgabe 320731:

a) Vier rote Kugeln, zwei gelbe Kugeln und eine blaue Kugel sollen so auf zwei Késten A und B
verteilt werden, dass sich in A drei und in B vier Kugeln befinden.

Wie viele derartige Verteilungen gibt es insgesamt?

b) Jetzt werden gleichfarbige Kugeln durch eine zusétzliche Nummerierung voneinander unterschie-
den. Die Verteilungen unterscheiden sich dann nicht nur darin, wie viele Kugeln der einzelnen Farben
in den Késten A und B sind, sondern auch, welche Nummern sie tragen.

Wie viele solcher Verteilungen gibt es insgesamt?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Jede mogliche Verteilung ist bereits durch die Anzahlen der in A befindlichen Kugeln eindeutig festgelegt.
a) Fir diese Anzahlen gibt es genau die Moglichkeiten der folgenden Tabelle

Verteilung Nr. 1 2 3 4 5 6
rot o 11 2 2 3
gelb 21 2 0 1 0
blau 11 0 1 0 O

Das sind insgesamt 6 Verteilungen.
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b) Jede nun zu ermittelnde Verteilung kann erhalten werden, indem man jeweils bei einer Verteilung aus
a) feststellt, welche Nummern die Kugeln tragen koénnen:

Verteilung Nr.1 fithrt so zu genau 1 Verteilung, da in A bereits die einzige blaue Kugel und alle gelben
Kugeln liegen miissen.

Bei Verteilung Nr.2 kann jede der vier roten und jede der zwei gelben Kugeln in A liegen. Das fiihrt zu
genau 4 - 2 = 8 Verteilungen.

Bei Verteilung Nr.3 miissen in A alle gelben Kugeln sein, jede der vier roten Kugeln kann in A liegen,
das ergibt genau 4 Verteilungen.

Bei Verteilung Nr.4 liegt in A die einzige blaue Kugel, fiir die Nummern der roten Kugeln gibt es genau
die Moglichkeiten (1; 2), (1; 3), (1; 4), (2; 3), (2; 4), (3; 4) 6 Verteilungen.

Verteilung Nr.5: In A kann jede dieser sechs Zusammenstellungen roter Kugeln und jede der zwei gelben
Kugeln liegen, das fiihrt auf genau 6 - 2 = 12 Verteilungen.

Verteilung Nr.6: Fiir die Kugeln in A ist genau eine der vier roten Kugeln wegzulassen, somit gibt es
hierfiir genau 4 Verteilungen.

Das sind insgesamt 1 4+ 8 +4 + 6 + 12 4+ 4 = 35 Verteilungen.

Aufgabe 320734:
Ermittle die Anzahl aller derjenigen sechsstelligen natiirlichen Zahlen, die durch 5 teilbar sind und
deren Quersumme durch 9 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Eine natirliche Zahl n hat genau dann eine durch 9 teilbare Quersumme, wenn n selbst durch 9 teilbar
ist.

Ferner ist n wegen der Teilerfremdheit von 5 und 9 genau dann durch 5 und 9 teilbar, wenn n durch 45
teilbar, d.h. mit einer natiirlichen Zahl k von der Form n = 45 - k ist.

Wegen 45 - 2222 = 99990, 45 - 2223 = 100035 sowie 45 - 22222 = 999990, 45 - 22223 = 1000035 sind die
Zahlen 45 - k mit natiirlichen k genau fiir k = 2223, ..., 22222 sechsstellig.

Da dies 22222 — 2222 = 20000 Werte k sind, ist damit die gesuchte Anzahl 20000 ermittelt.

Aufgabe 340734:

Ein Viereck heifit genau dann konvex, wenn alle seine Diagonalen ganz der Fliche des Vielecks
angehoren.

Wie viele Diagonalen hat ein konvexes 1995-Eck insgesamt? Begriinde die von dir angegebene Anzahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Man kann fiir jeden der 1995 Eckpunkte des 1995-FEcks die Verbindungsstrecke zu jedem der 1994 anderen
Eckpunkte betrachten. Damit hat man jede der insgesamt vorhandenen Verbindungsstrecken zwischen je
zwei Eckpunkten genau zweimal betrachtet.

Also gibt es genau 1995 - 1994 : 2 = 1995 - 997 solche Verbindungsstrecken. Von ihnen sind genau 1995
keine Diagonalen, sondern Seiten des 1995-Ecks.

Die Anzahl der Diagonalen betrégt folglich 1995 - 997 — 1995 = 1995 - 996 = 1987020.

I11.IV Altersaufgaben
| Runde 1

Aufgabe 180713:

Wie alt ist Margit jetzt, wenn ihre Mutter jetzt 30 Jahre, ihre Gromutter jetzt 62 Jahre alt ist und
nach einigen Jahren die Mutter viermal sowie gleichzeitig die GroSmutter achtmal so alt wie Margit
sein werden?

(Es werden jeweils nur volle Lebensjahre berticksichtigt.)
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn nach einigen Jahren die Mutter viermal so alt wie Margit sein wird, wird die Gromutter doppelt
so alt wie die Mutter sein.

Der Altersunterschied von 32 Jahren zwischen der Gromutter und der Mutter d&ndert sich nicht. Er wird
also auch zu dem in der Aufgabe genannten spéteren Zeitpunkt 32 betragen. Dann ist er aber, da laut
Aufgabe die Grofimutter das doppelte Alter der Mutter haben wird, gleich dem Alter der Mutter zu
diesem Zeitpunkt. Sie wird demnach dann 32 Jahre alt sein, was in zwei Jahren eintreten wird. Wegen
32 : 4 = 8 ist Margit zu diesem Zeitpunkt 8 Jahre alt; folglich ist sie jetzt 6 Jahre alt.

Aufgabe 290713:

Rolf sagt an seinem Geburtstag, dem 1. September 1989:

»,Die Quersumme der Jahreszahl meines Geburtsjahres ist zugleich auch das in Jahren gerechnete
Alter, das ich heute erreiche.*

Untersuche, ob es genau ein Jahr als Rolfs Geburtsjahr gibt, fiir das seine Aussage zutrifft! Ist das
der Fall, so gib dieses Geburtsjahr an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

1. Wenn Rolfs Aussage zutrifft, dann folgt:

Wire Rolf vor dem Jahr 1900 geboren, dann miisste die Quersumme seines Geburtsjahres, da sie gleich
seinem Alter ist, grofler als 89 sein, was fiir keine Jahreszahl vor 1900 zutrifft. Also wurde Rolf in einem
Jahr mit einer Zifferndarstellung 19zy geboren. Die Quersumme 14 9 + x + y ist zugleich Rolfs Alter im
Jahr 1989; d. h., es gilt

192
T

Da z eine natiirliche Zahl ist, muss 79 — 2y durch 11 teilbar sein. Wie z. B. ein Durchprobieren aller
natiirlichen Zahlen y mit 0 < y < 9 zeigt, ist das nur fiir y = 1 der Fall. Damit ergibt sich x = 7.
Also kann Rolfs Aussage nur dann zutreffen, wenn er im Jahr 1971 geboren wurde.

1+9+x+y=1989 — (1900 + 10z +y) = =

II. Bei diesem Geburtsjahr trifft die Aussage in der Tat zu; denn im Jahr 1989 ist Rolf dann 18 Jahre
alt, und 1 + 9 + 7 + 1 = 18 ist auch die Quersumme der Jahreszahl 1971. Mit I. und II. ist bewiesen:
Es gibt genau ein Jahr als Rolfs Geburtsjahr, fiir das seine Aussage zutrifft, namlich das Jahr 1971.

Il Runde 2

Aufgabe V10723:

Zum Gruppenrat der Klasse 7 gehoren Karl, Herbert und Richard, Ilse und Lore. Richard ist jiinger
als Herbert, aber Lore &lter als Karl. Ilse ist jiinger als Richard, wahrend Herbert etwas eher geboren
wurde als Lore. Karl ist jlinger als Richard, ebenso ist Ilse wesentlich jiinger als Herbert. Lore lebt
schon einige Monate lidnger als Richard. Karl ist alter als Ilse, die jiinger als Lore ist. Herbert ist &lter
als Karl.

Stelle die richtige Altersreihenfolge unserer Freunde fest!

Losung von Steffen Polster:
Es gilt, mit den ersten Buchstaben als Abkiirzung und < fiir ,,jinger als*:

1. R < H, K < L, also derjenige muss der Alteste sein, der auf der linken Seite nicht auftritt: H
2. I < R, L < H, also ist Zweitéltester derjenige, der links nur erscheint mit H als rechter Seite: L
3. K < R, I < H, der Nachfolgende ist der, der links auftritt mit H und L als rechter Seite: R

4. R < L, I < K, der Nachste kann nur der sein, der links auftritt und jeweils H, L und R auf der
rechten Seite hat: K

5.1 < L, K < H, der Jiingste muss dann der sein, der links erscheint mit H, L, R und K auf der
rechten Seite: 1
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So ergibt sich die Reihenfolge (der Alteste zuerst): Herbert, Lore, Richard, Karl, Ilse.

Aufgabe 020723:

Emil erzahlt: ,Mein Bruder Heinz ist nur halb so alt wie ich. Wenn man die Anzahl seiner Lebensjahre
mit sich selbst multipliziert, erhdlt man das Alter meines Vaters. Meine Mutter ist 5 Jahre jiinger als
mein Vater. Alle zusammen sind wir 85 Jahre alt.“

Wie alt ist Emil? Beschreibe, wie du die Losung gefunden hast!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
2
Man bezeichne Emils Alter in Jahren mit a. Dann ist sein Bruder Heinz §, sein Vater %- und seine Mutter

‘1—2 — 5 Jahre alt. Zusammen sind sie

a2 4

a a
—+—+—-5=285
a+ 5 + 1 + 1
Die Gleichung kann man umformen zu a?43a = 180. Mit der Lésungsformel fiir quadratische Gleichungen
oder durch systematisches Probieren (¢ muss ein Teiler von 180 sein) kommt man auf ¢ = 12, Emil ist
also 12 Jahre alt.

Aufgabe 120723:
Uber das Alter von vier Tennisspielern Arnold, Bruno, Christoph und Detlef ist folgendes bekannt:

(1) Alle vier Spieler sind zusammen 100 Jahre alt.

(2) Arnold und Bruno sind zusammen genau so alt wie Christoph und Detlef zusammen.

(3) Christoph ist &lter als Detlef.

(4) Bildet man alle moglichen ,,Doppel“ (Gruppen aus zwei Spielern), die sich aus den vier Spielern
bilden lassen, dann besteht genau eines dieser ,Doppel“ aus zwei gleichaltrigen Spielern.

(5) Der é&lteste der vier Spieler ist vier Jahre dlter als der jiingste.

Wie alt ist jeder der vier Spieler? (Samtliche Angaben in vollen Lebensjahren)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Das in Jahren angegebene Alter der vier Spieler sei der Reihe nach mit a, b, ¢, d bezeichnet. Nun gilt laut
Aufgabe:

(1) a+b+c+d=100 , (2) a+b=c+d , (3) ¢>d

Aus (1) und (2) folgt (6) a +b=c+d=50.

Wire nun a = ¢ oder a = d oder b = ¢ oder b = d, so folgte daraus wegen (2) b = d bzw. b=cbzw. a =d
bzw. a = ¢ im Widerspruch zu (4). Hiernach und wegen (3) folgt aus (4) und (6), dass a = b = 25 sein
muss.

Wegen (6) und (3) gilt ferner ¢ > 50 — ¢, also ¢ > 25, und daher d = 50 — ¢ < 25.

Somit ist Christoph der dlteste und Detlef der jiingste der vier Spieler. Wegen (5) gilt daher ¢ — d = 4,
woraus zusammen mit (6) dann ¢ = 27 und d = 23 folgt.

Also ist Christoph 27 Jahre alt, Arnold und Bruno sind je 25 Jahre alt, und Detlef ist 23 Jahre alt.

Aufgabe 150722:

Das Ehepaar Winkler hat genau drei Kinder.

Am 1. Januar 1975 war das &lteste Kind doppelt so alt wie das zweite und dieses wiederum doppelt
so alt wie das jingste Kind. Die Mutter war doppelt so alt wie ihre drei Kinder zusammen. Der
Vater war so alt wie die Mutter und das jiingste Kind zusammen. Alle fiinf Familienmitglieder waren
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zusammen so alt wie der eine Grofivater, und dieser war 64 Jahre alt, als das &lteste Kind geboren
wurde.

Wie alt war jede der genannten Personen am 1. Januar 19757

Anmerkung: Alle Altersangaben sind in vollen Lebensjahren zu verstehen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Ist am 1. Januar 1975 das jiingste Kind = Jahre alt, so ist das zweite 2z Jahre, das &lteste 4z Jahre, die
Mutter 14z Jahre, der Vater 152 Jahre und der Grofivater (64 + 4x) Jahre alt. Es gilt nun laut Aufgabe

T+ 2x + 4o + 14x + 152 = 4x + 64

daraus folgt 32x = 64, also = = 2.
Das jiingste Kind war am 1. Januar 1975 somit 2 Jahre alt, das zweite 4 Jahre, das &dlteste 8 Jahre, die
Mutter 28 Jahre, der Vater 30 Jahre und der Grofivater 72 Jahre alt.

Aufgabe 260722:
Klaus lernte im Mathematik-Spezialistenlager Dorit kennen und fragte sie nach ihrem Alter. Sie
antwortete:

»lch wurde im Mai desjenigen Jahres 10 Jahre alt, dessen Jahreszahl die kleinste durch 7 teilbare
Zahl ist, die bei Division durch 2, 3, 5 und 11 jeweils den Rest 1 lasst.*

Untersuche, ob Klaus aus dieser Antwort Dorits Alter eindeutig ermitteln konnte. Ist dies der Fall,
dann gib an, wie alt (in vollen Lebensjahren gerechnet) Dorit im Juni 1986 ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Dorit sei im Jahre x zehn Jahre alt geworden. Dann ist © — 1 eine natiirliche Zahl, die durch 2, 3, 5 und
11 teilbar ist. Diese vier Teilbarkeitsaussagen gelten genau dann, wenn x — 1 ein Vielfaches des kgV dieser
vier Zahlen ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass mit einer natiirlichen Zahl n

r—1=330-n d. h. r=330-n+1

gilt. Da 330 bei Division durch 7 den Rest 1, also 330 - 2 den Rest 2, 330 - 3 den Rest 3 usw. lisst,
fithrt n = 6 auf die kleinste Zahl z, die (aufler den genannten Teilbarkeitsaussagen fiir  — 1) auch die
Bedingung erfiillt, durch 7 teilbar zu sein.

Daraus folgt x = 330 -6 + 1 = 1981; d. h., aus Dorits Antwort ldsst sich eindeutig ermitteln:

Dorit wurde im Mai des Jahres 1981 zehn Jahre alt; im Juni 1986 ist sie mithin 15 Jahre alt.

Il Runde 3

Aufgabe 130731:
Uber die Altersangaben (in vollen Lebensjahren) einer Familie (Vater, Mutter und zwei Kinder) ist
folgendes bekannt:

(1) Die Summe aller vier Lebensalter betrégt 124.

(2) Vater und Mutter sind zusammen dreimal so alt wie ihre beiden Kinder zusammen.

(3) Die Mutter ist mehr als doppelt so alt wie das &dlteste der beiden Kinder.

(4) Die Differenz, die sich ergibt, wenn man das Lebensalter der Mutter von dem des Vaters subtra-
hiert, ist neunmal so grofl wie die Differenz, die sich ergibt, wenn man das Lebensalter des jiingeren
Kindes von dem des élteren Kindes subtrahiert.

Wie alt ist jedes der vier Familienmitglieder?
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen (1) und (2) ist die vierfache Alterssumme beider Kinder gleich 124; die Kinder sind deshalb
zusammen 31 Jahre, die Eltern zusammen 93 Jahre alt.

Da die Lebensalter der vier Personen in ganzen Jahren angegeben werden und da 31 eine ungerade Zahl
ist, so ist von den Altersangaben der Kinder die eine gerade, die andere ungerade. Daher ist die Differenz
der Lebensalter der beiden Kinder eine ungerade Zahl.

Betriige sie 3 oder mehr Jahre, so wére sie bei den Eltern 27 oder mehr Jahre. Dann wére das eine Kind
17 Jahre oder alter, das andere Kind 14 Jahre oder jiinger, die Mutter 33 Jahre oder jinger und der
Vater 60 Jahre oder élter.

Wegen 2-17 > 33 und (3) entfiillt diese Moglichkeit. Somit betrdgt die Differenz bei den Kindern 1 Jahr,
bei den Eltern also 9 Jahre. Daraus folgt:

Der Vater ist 51 Jahre, die Mutter 42 Jahre, das &lteste Kind 16 und das andere 15 Jahre alt.

Aufgabe 160731:

Von 12 Méidchen einer Klasse ist bekannt, dass alle im selben Jahr, aber keine zwei im gleichen
Monat geboren sind. Multipliziert man jeweils die Zahl, die den Tag des Geburtsdatums angibt,
mit der Zahl, die den Monat des Geburtsdatums angibt, so erhilt man fiir die zwolf Madchen die
folgenden Produkte:

Astrid 49, Beate 3, Christina 52, Doris 130, Evelyn 187, Friederike 300, Gudrun 14, Heike 42, Ines
81, Kerstin 135, Liane 128 und Martina 153.

Ermittle aus diesen Angaben den Geburtstag von jeder der zwolf Schiilerinnen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Losung ldsst sich z. B. mit Hilfe folgender Tabelle ermitteln, wobei fiir jedes der Madchen der An-
fangsbuchstabe seines Vornamens gesetzt wurde:

Name Produkt Primfaktorzerlegung mogliche Geburtsdaten tatséchliches Datum
A 49 77 7.7. 7.7.
B 3 3 3.1. oder 1.3. 3.1.
C 52 2-2-13 26.2. oder 13.4. 13.4.
D 130 2-5-13 26.5. oder 13.10. 13.10.
E 187 11-17 17.11. 17.11.
F 300 2-2-3-5-5 30.10. oder 25.12. 25.12.
G 14 2.7 14.1. oder 7.2. oder 2.7. 7.2.
H 42 2-3-7 21.2. oder 14.3. oder 7.6. oder 6.7. 7.6.
I 81 3-3-3-3 27.3. oder 9.9. 27.3.
K 135 3-3-3-5 27.5. oder 15.9. 27.5.
L 128 2:2-2-2-2-2 16.8. 16.8.
M 153 3-3-17 17.9. 17.9.

Die tatséchlichen Daten ermittelt man folgendermafien:

1) Gibt es jeweils nur eine Méglichkeit fir das Geburtsdatum, so ist fiir dieses Madchen das Geburtsdatum
dann festgelegt (gilt fiir A, F, L, M).

2) Nun streicht man bei den verbleibenden Médchen die Daten, deren Monatsnummer bereits bei den
unter 1) genannten Daten auftritt, da laut Aufgabe in jedem Monat genau eines der gesuchten Geburts-
daten liegt (gilt fir G, H,I, K). Bleibt dabei bei einem Méadchen nur ein Datum iibrig, ist damit sein
Geburtsdatum ermittelt (I, K).

3) Indem man analog fortfdhrt, werden die restlichen Daten ermittelt.
Reihenfolge: Streichung bei B, D, H; Ermittlung des endgiiltigen Datums bei B, D; Streichung und damit
endgiiltige Datenermittlung bei F, G und dann bei C, H.
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Aufgabe 230731:

Fiinf Médchen, die alle dlter als 10 Jahre sind und am gleichen Tag Geburtstag haben, von denen aber
keine zwei gleichaltrig sind, werden an ihrem Geburtstag nach ihrem Alter gefragt. Jedes Méadchen
antwortet wahrheitsgeméaf:

(1) Anja: ,Ich bin 5 Jahre junger als Elke.“

(2) Birgit: ,Ich bin jiinger als Carmen, aber &lter als Dorit.*

(3) Carmen: ,Ich bin 14 Jahre alt.”

(4) Dorit: ,Ich bin weder das jingste noch das &lteste von uns fiunf Maddchen.“
(5) Elke: ,Birgit und Carmen sind beide jiinger als ich.”

Untersuche, ob aus diesen Angaben eindeutig ermittelt werden kann, wie alt jedes dieser Méadchen
ist! Ist dies der Fall, dann gib fiir jedes der Méadchen das Alter an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Bezeichnet man das Lebensalter jedes Madchens entsprechend dem Anfangsbuchstaben ihres Vornamens
mit A, B,C, D und E, so folgt aus (2) D < B < C und weiter aus (5) D < B< C < E.

Also ist D die kleinste der vier Zahlen B, C, D, E. Da aber D nach (4) nicht die kleinste der fiinf Zahlen
A, B,C, D, FE sein kann, folgt A< D< B<C<E.

Nach (3) ist C = 14. Somit sind A, D und B drei natiirliche Zahlen, fiir die 10 < A < D < B < 14 gilt.
Das ist nur moglich mit A =11, D =12, B = 13. Nach (1) gilt daher F = 16.

Somit ldsst sich aus den Angaben der Aufgabenstellung eindeutig ermitteln, wie alt jedes der fiinf Médchen
ist, und zwar gilt: Anja ist 11, Birgit 13, Carmen 14, Dorit 12 und Elke 16 Jahre alt.

Aufgabe 310732:
Ein Mensch antwortet auf die Frage nach seinem Geburtstag:

»Im Jahre 1989 wurde ich a Jahre alt. Geboren wurde ich am ¢-ten Tag des m-ten Monats des Jahres
(1900 + 7). Die Zahlen a, j, m,t sind natiirliche Zahlen; fiir sie gilt a - j - m -t = 105792.¢

Stelle fest, ob die Zahlen a, j,m,t durch diese Angaben eindeutig bestimmt sind! Ist das der Fall, so
gib diese Zahlen an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Aus der Bedeutung der Zahlen folgt 0 < m < 12, 0 < ¢ < 31; (1) auch die Zahlen a und j, fur die
a-j-m-t=105792 (2) gilt, sind folglich beide groBer als Null.

Sie erfiillen ferner a + j = 89 (3) und sind daher beide kleiner als 89.

Wegen der Primfaktorzerlegung 105792 = 26 - 3 - 19 - 29 hat 105792 unter den natiirlichen Zahlen kleiner
als 89 genau die folgenden Teiler: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 19, 24, 29, 32, 38, 48, 57, 58, 64, 76, 87.

Die einzigen Moglichkeiten, hieraus zwei Zahlen a, j mit (3) auszuwihlen, sind
(a;7) = (2;87), (87;2), (32;57), (57, 32).(4)

Von ihnen scheiden (2;87) und (87,2) aus; denn wegen (1) wére firsiea-j-m-t <2-87-12-31 < 105792,
was (2) widerspricht.
Daher folgt nun aus (2), dass m und ¢ die Bedingung

105792
T 32.57

m- =2-29

erfiillen. Da 2 und 29 Primzahlen sind, ist das wegen (1) nur mit m = 2, t = 29 (5) moglich; d. h., der
Geburtstag kann nur ein 29. Februar gewesen sein. Diese Datumsangabe ist mit j = 57, d. h. fiir das Jahr
1957, nicht moglich, da es kein Schaltjahr war.
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Also verbleibt von (4) nur die Moglichkeit a = 57, j = 32. (6)
Damit ist gezeigt: Die Zahlen a, j, m,t sind durch die Angaben eindeutig bestimmt; sie lauten wie in (5),
(6) angegeben.
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IV Zahlentheorie

IV.l Primzahlen, Teilbarkeit
| Runde 1

Aufgabe 030715:
Mit wie viel Nullen endet das Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 407 (Begriindung!)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Das Produkt enthélt die Faktoren 5, 10, 15, 20, 30, 35 und 40, sowie den Faktor 25, in denen insgesamt
neunmal der Faktor 5 vorkommt.

In allen iibrigen Faktoren tritt der Faktor 5 nicht auf. Da die Anzahl der Endnullen von der Anzahl der
Faktoren 2 und 5 abhédngt und im vorliegenden Fall der Faktor mindestens neunmal auftritt, hat das
Produkt genau 9 Endnullen.

Aufgabe 030716:
a) Es ist die kleinste natiirliche Zahl zu finden, die bei der Division durch 2, 3, 4, 5, und 6 jeweils
den Rest 1 ldsst, aber durch 7 teilbar ist.

b) Nenne zwei weitere Zahlen mit dieser Eigenschaft und gib an, wie man beliebig viele solche Zahlen
bekommen kann!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Das kleinste gemeinsame Vielfache von 2, 3, 4, 5, und 6 ist 60. Die Zahlen 1, 61, 121, 181, ... lassen
also bei der Division durch 2, 3, 4, 5, und 6 jeweils den Rest 1. Durch Probieren findet man, dass 301 die
kleinste dieser Zahlen ist, die sich durch 7 teilen lésst.

b) Weitere Zahlen sind z.B. 721 und 1141. Durch Addition von 420 zu einer derartigen Zahl erhlt man
stets eine weitere Zahl mit der gewiinschten Eigenschaft.

Aufgabe 040714:

Jede natiirliche Zahl heifit vollkommene Zahl, wenn sie gleich der Summe ihrer echten Teiler ist. Die
Zahl 12 hat zum Beispiel die echten Teiler 1, 2, 3, 4, 6 und ist; wie man sieht; keine vollkommene
Zahl.

Welche vollkommenen Zahlen gibt es unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 307

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Man schreibt die echten Teiler der natiirlichen Zahlen von 2 bis 30 fiir jede dieser Zahlen auf und bildet
jeweils die Summe. Dabei findet man

6=1+2+3 und 28=1+2+44+7+14
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Aufgabe 080711:

Der grofite gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen ist 6, ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
ist 210.

Ermittle alle Zahlenpaare mit den genannten Eigenschaften!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Beide gesuchten Zahlen sind 1. Teiler von 210 und 2. Vielfache von 6. Wegen 210 = 2-3-5 -7 sind sowohl
Teiler von 210 als auch Vielfache von 6 die folgenden Zahlen: 6, 30, 42 und 210 und nur diese. Folgende
Zahlenpaare miissen untersucht werden:

6 und 30

6 und 42

6 und 210
30 und 42
30 und 210
42 und 210.

O —

(1
(2
(3
(4
(5
(6

Bei den ersten beiden Paaren ist das kleinste gemeinsame Vielfache 30 bzw. 42, aber nicht 210; die Paare
5 und 6 haben als grofiten gemeinsamen Teiler 30 bzw. 42, aber nicht 6. Fiir die Paare 3 und 4 treffen
die gestellten Bedingungen zu.

Die Zahlenpaare 6 und 210 sowie 30 und 42 erfiillen als einzige die gestellten Bedingungen.

Aufgabe 100713:
a) Beweise folgenden Satz: Wenn vier natiirliche Zahlen eine ungerade Zahl als Summe haben, so
haben sie als Produkt eine gerade Zahl.

b) Untersuche, ob fiir jede gerade Anzahl von natiirlichen Zahlen der folgende Satz gilt:
Wenn diese natiirlichen Zahlen eine ungerade Zahl als Summe haben, so haben sie als Produkt eine
gerade Zahl.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

1. Wenn die Summe s 4 natiirlicher Zahlen a,b, ¢, d ungerade ist, muss mindestens eine der Zahlen
gerade sein, denn wenn alle ungerade wiren, wire die Summe gerade:

s=a+btctd=02k+1)+2i+1)+ 25 +1)+@2l+1)=2k+i+j+1+2)

Damit wére s ein Vielfaches von 2 und somit gerade (Widerspruch zur Voraussetzung), also muss
mindestens eine der Zahlen a, b, ¢, d gerade sein. Also gilt mit 0. B.d. A. a = 2k fiir das Produkt p:

p=a-b-c-d=2k-b-c-d
und das ist eine gerade Zahl.

2. Wenn die Summe s von einer geraden Anzahl natiirlicher Zahlen ungerade ist, muss mindestens
eine der Zahlen gerade sein, denn wenn alle 2z Zahlen ungerade wéren, wére die Summe gerade:

s=2k+1)+2i4+D)+ Qi+ D) +Q+1)+..=2k+i+j+1+..+x)

wére ein Vielfaches von 2 und somit gerade, also muss mindestens eine Zahl gerade sein. Also gilt
mit 0.B.d. A. a = 2k flir das Produkt p:

p=a-b-c-d-...=2k-b-c-d-..

und das ist wieder eine gerade Zahl.
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Aufgabe 130711:
Gib samtliche Teiler der Zahl 111111 an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Wegen 111111 =3-7-11-13-37 hat 111111 genau die 32 Teiler 1, 3, 7, 11, 13, 37 und

3-7=21 3-11=233 3-13=239
3-371=111 7-11=77 7-13=91
737 =259 11-13 =143 11-37 = 407
13-37 =481 3-7-11 =231 3-7-13=273
3-7-371="T77 3-11-13 =429 3-11-37=1221
3-13-37=1443 7-11-13 = 1001 7-11-37 = 2849
7-13-37 = 3367 11-13-37 = 5291 3-7-11-13 = 3003
3-7-11-37 = 8547 3-7-13-37=10101 3-11-13-37 = 15873

7-11-13-37=37037 3.7-11-13-37=111111

Aufgabe 180714:
Ermittle die kleinste Primzahl, die bei Division durch 5, 7 und 11 jeweils den Rest 1 lasst!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist p die gesuchte Primzahl, so ist p — 1 durch 5, 7 und 11 teilbar. Aulerdem ist, da die einzige gerade
Primzahl p = 2 die geforderten Eigenschaften nicht aufweist, p ungerade, also p — 1 auch durch 2 teilbar.
Deshalb, und weil 2, 5, 7 und 11 paarweise teilerfremd sind, kommen fiir p nur um 1 vermehrte Vielfache
von 2-5-7-11 =770 in Frage.

Die Zahl 771 ist durch 3, die Zahl 2 - 770 + 1 = 1541 durch 23 teilbar. Die néchste derartige Zahl lautet
3-770+41 = 2311. Da sie weder durch 2 noch durch 3, 5, 7, 11, 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 und 47 teilbar
ist und da 532 = 2809 > 2311 ist, ist 2311 eine Primzahl.

2311 lasst bei Division durch 5, 7 und 11 jeweils den Rest 1, daher ist sie die gesuchte Zahl.

Aufgabe 190712:
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen, die die Eigenschaft haben, durch jede der
Zahlen 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9, 10, 12, 14, 15 teilbar zu sein!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch die angegebenen Zahlen teilbar, wenn sie durch deren kgV
teilbar ist. Wegen der Primfaktorzerlegung

2=2 5=25 8 =23 12=2%2.3
3=3 6=2-3 9 = 32 14=2.7
4 =22 T=7 10=2-5 15=3-5

ist dieses kgV die Zahl 23-3%.5.7 = 2520. Alle (von 0 verschiedenen) natiirlichen Vielfachen dieser Zahl
sind: Die Zahlen 1-2520 = 2520, 22520 = 5040, 3-2520 = 7560 sowie alle Zahlen n 2520 mit natiirlichem
n > 4.

Fiir jedes n > 4 gilt aber: Wegen n - 2520 > 4 - 2520 = 10080 ist die Zahl n - 2520 nicht vierstellig.
Daher erfiillen genau die Zahlen 2520, 5040 und 7560 die Bedingungen der Aufgabe.
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Aufgabe 220712:

Die (untereinander nicht verwandten) Ehepaare Meier und Schmidt machen gemeinsam mit ihren
Kindern eine kurze Urlaubsfahrt und nehmen dazu einen gréfSeren Vorrat an Papierservietten mit.
Jeder Teilnehmer erhidlt zu jeder Mahlzeit eine Serviette. Von jedem Teilnehmer wurde dieselbe
Anzahl Mahlzeiten eingenommen, und zwar mehr als eine.

Nach Abschluss der Fahrt stellte man fest, dass genau 121 Servietten verbraucht wurden.

Wie viel Kinder dieser Familie nahmen insgesamt an der Reise teil?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Anzahl der verbrauchten Papierservietten ist gleich dem Produkt aus der Anzahl der Teilnehmer und
der Anzahl der von jedem Teilnehmer eingenommenen Mahlzeiten.

Nun ist 121 = 11-11 die einzige Faktorzerlegung, die hier in Frage kommt; denn 121 = 1-121 scheidet aus,
da sowohl die Anzahl der Teilnehmer als auch die Anzahl der Mahlzeiten jedes Teilnehmers grofler als
1 war. Folglich haben insgesamt 11 Familienmitglieder, mithin also genau 7 Kinder an der Urlaubsfahrt
teilgenommen.

Aufgabe 260711:
Ermittle fiir jede der nachfolgenden Teilaufgaben a) bis e) jeweils alle diejenigen natiirlichen Zahlen
n, die die angegebene Forderung erfiillen!

—

a) Die Summe (75 + 1%) ist ein echter Bruch.

b) Die Summe ({5 + +%) ist ein echter Bruch, der sich nicht mehr durch Kiirzen vereinfachen lésst.
¢) Die Aufgabe, die Differenz (1—72 — %) zu berechnen, ist im Bereich der gebrochenen Zahlen nicht
16sbar.

d) Die Differenz (5 — 2%) ist ein echter Bruch.

12 12
e) Die Summe ( + %) ist eine natiirliche Zahl.

e
12
7
12

—

i
12

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Fiir jede natiirliche Zahl n gilt 1—72 +15 = 7?—2”; diese Summe ist genau dann ein echter Bruch, wenn
7+ n < 12 gilt. Das trifft genau fiir n = 0;1;2; 3;4 zu.

b) Aus den unter a) ermittelten n erfiillen genau diejenigen auch die Forderung b), die nach Addition
von 7 eine zu 12 teilerfremde Zahl ergeben. Dies trifft genau fiir n = 0;4 zu.

c¢) Die Aufgabe, die Differenz 1—72 — 75 zu berechnen, ist genau dann in Bereich der gebrochenen Zahlen

lésbar, wenn n < 7 gilt. Daher wird die Forderung c) genau von allen natiirlichen Zahlen n > 7 erfillt.

d) Fiir alle natiirlichen Zahlen n < 7 gilt % — 15 = 7;—2” Diese Differenz ist genau dann ein echter Bruch,

wenn 7 —n < 12 gilt. Dies trifft genau fiir alle natiirlichen Zahlen n <7 (d.h. n = 0;1;2;3;4;5;6;7) zu.

e) Die Summe 7?‘—2" ist genau dann eine natiirliche Zahl, wenn (7 + n) ein ganzzahliges Vielfaches von 12
ist; d. h. genau dann, wenn n eine der Zahlen n = 5;17;29; ... ist. Diese Zahlen lassen sich in der Form

n=12k+5 (k=0,1,2,...) darstellen.

Il Runde 2

Aufgabe 030721:
Durch welche héchste Potenz von 2 ist das Produkt von vier aufeinanderfolgenden geraden natiirlichen
Zahlen mindestens teilbar?
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Von vier aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen ist stets genau eine mindestens durch 4 und genau
eine andere durch 2, aber nicht durch 4 teilbar.

Demnach ist von den vier aufeinander folgenden geraden natiirlichen Zahlen stets genau eine mindestens
durch 8 und genau eine weitere durch 4, aber nicht durch 8 teilbar.

Die beiden anderen geraden Zahlen sind in jedem Fall durch 2, aber nicht durch 4 teilbar. Damit ist das
betrachtete Produkt durch 8 -4 -2 -2 = 27 teilbar.

Da unter den vier aufeinander folgenden geraden Zahlen keine durch 16 teilbar sein muss, ist das Produkt
im allgemeinen nicht durch 2% teilbar. Die gesuchte héchste Potenz ist demnach 27.

Aufgabe 040721:
Beweise, dass die Summe von 7 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, von denen die kleinste
durch 3 teilbar ist, durch 21 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
3n sei die kleinste der Zahlen, welche durch 3 teilbar ist. Dabei ist n eine natiirliche Zahl. Fiir die Summe
gilt dann:

3n+3n+1+3n+2+3n+3+3n+4+3n+5+3n+6=2In+21=21-(n+1)

Da die Summe als 21 - (n + 1) dargestellt werden kann, ist sie folglich durch 21 teilbar.

Aufgabe 070724:

Auf einer Exkursion fuhren mit Autobussen genau 319 Schiiler, auf einer anderen Exkursion genau
232. In jedem der Autobusse, die insgesamt dabei fuhren, safl genau die gleiche Anzahl Schiiler.
Ermittle diese Anzahl! (Wir setzten dabei voraus, dass in jedem Autobus mehr als ein Schiiler safl.)

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Anzahl der Schiiler pro Autobus muss ein gemeinsamer Teiler > 1 von 319 und 232 sein. Wegen
319 = 11 - 29 und 232 = 8- 29 ist die Primzahl 29 der einzige gemeinsame Teiler > 1 von 319 und 232;
denn 11 und 8 sind teilerfremd.

Daher fuhren in jedem Bus genau 29 Schiiler.

Aufgabe 110721:
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen, die gleichzeitig durch 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12 und 14
teilbar sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Eine Zahl ist genau dann gleichzeitig durch 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12 und 14 teilbar, wenn sie das kgV dieser
Zahlen ist oder ein Vielfaches davon. Wegen

9=3-3 12=2-2-3 14=2-7

ist das kgV gleich 2-2-2-3-3-7 = 504.
Die einzige dreistellige natiirliche Zahl, die durch 504 teilbar ist, ist 504. Daher ist 504 die einzige Zahl,
die allen Bedingungen der Aufgabe entspricht.
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Aufgabe 130722:
Karl sucht drei von Null verschiedene natiirliche Zahlen a, b, ¢, fiir die folgendes gilt:

ggT(a,b) = 4 (lies: Der ggT der Zahlen a und b ist 4),
ggT(a,c) = 6,
ggT(b,c) = 14.

Er behauptet nach einigem Probieren, dass es sogar mehr als eine Moglichkeit gibt, drei solche Zahlen
anzugeben.

Ist diese Behauptung richtig?

Gibt es eine Moglichkeit der Wahl dreier solcher Zahlen a, b, ¢, bei der, verglichen mit allen {ibrigen
Moglichkeiten, a am kleinsten und zugleich b am kleinsten und zugleich ¢ am kleinsten ist? Wenn ja,
dann gib fiir diesen Fall die Zahlen a, b, ¢ an!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Erfilllen a,b, c die drei genannten Bedingungen iiber den ggT, so ist a durch 4 und durch 6, also durch
das kgV dieser Zahlen, d.h. durch 12, teilbar.

Ferner ist dann b durch 4 und durch 14, also durch das kgV dieser Zahlen, d. h. durch 28, teilbar.
Ebenso ist ¢ durch 6 und 14, also durch 42 teilbar.

Andererseits erfillt die Wahl von (1) a = 12, b = 28, ¢ = 42 alle drei ggT-Bedingungen. Daher ist die
zweite Frage der Aufgabe mit Ja und der Angabe (1) zu beantworten.

Multipliziert man a in (1) mit einer zu b und c teilerfremden Zahl z > 1 (z. B. mit z = 5), so erhilt man
eine andere Wahl dreier Zahlen (im Beispiel 60, 28, 42), die ebenfalls alle drei ggT-Bedingungen erfiillt.
Daher ist auch die erste Frage der Aufgabe mit Ja zu beantworten.

Aufgabe 170722:
a) Beweise: Die Summe von fiinf aufeinanderfolgenden nattirlichen Zahlen ist stets durch 5 teilbar!

b) Untersuche, ob auch die Summe von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen immer durch 6 teilbar ist!

c¢) Ermittle eine weitere natiirliche Zahl n (n > 6), fiir die gilt: Die Summe von n aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen ist stets durch n teilbar!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Es sei a eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt:

a+(a+1)+(a+2)+(a+3)+ (a+4) =5a+10

Es gilt der Satz: Wenn z ein Teiler sowohl von x als auch von y ist, so ist z auch ein Teiler der Summe
2+ y. Nun ist 5 ein Teiler von 5a, und 5 ist auch ein Teiler von 10. Folglich gilt: 5|5a + 10.

b) Ein Gegenbeispiel zeigt, dass die Summe von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen nicht immer durch 6
teilbar ist:
Esgilt zB.1+2+34+44+5+6=21;6121.

c)Firn=7zB.giltta+(a+1)+(@+2)+(a+3)+(a+4)+(a+5)+(a+6)=T7Ta+21
Nun gilt 7|7a und 7|21, daraus folgt: 7|7a + 21. Eine natiirliche Zahl, fiir die die Aussage wahr ist, ist
somit z. B. n =T7.
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Aufgabe 200723:
Jens sagt: ,Ich denke mir zwei natiirliche Zahlen. Thr kleinstes gemeinsames Vielfache (kgV) betrigt
51975, ihr grofter gemeinsamer Teiler (ggT) ist 45. Eine der beiden Zahlen lautet 4725.%

Stelle fest, ob es genau eine natiirliche Zahl gibt, die nach diesen Angaben die zweite von Jens gedachte
Zahl sein kann! Trifft das zu, so ermittle diese zweite Zahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Primzerlegungen der genannten Zahlen sind:

kgV: 51975 =33-52-7-11,

ggT: 45 =32 -5,

erste Zahl: 4725 =33 -52- 7.

Wenn eine natiirliche Zahl z die zweite gedachte Zahl sein kann, so gilt fir sie:

In ihrer Primzerlegung enthélt sie hochstens solche Primzahlen, die im kgV vorkommen, also héchstens
die Primzahlen 3, 5, 7, 11. Die Primzahl 3 kommt in 4725 in gréflerer Anzahl vor als im ggT, wo sie in
der Anzahl 2 auftritt. Daher muss sie in z in dieser Anzahl 2 als Faktor vorkommen.

Die Primzahl 5 kommt in 4725 in grofferer Anzahl vor als im ggT, wo sie in der Anzahl 1 auftritt. Daher
muss sie in z in dieser Anzahl 1 als Faktor vorkommen.

Die Primzahl 7 kommt in 4725 vor, aber nicht im ggT. Daher kann sie in z nicht auftreten. Die Primzahl
11 kommt nicht in 4725 vor, aber im kgV, wo sie in der Anzahl 1 auftritt. Daher muss sie in z in dieser
Anzahl 1 als Faktor vorkommen.

Also kann hochstens die Zahl z = 32-5-11 = 495 die zweite gedachte Zahl sein. Sie kann dies tatséchlich;
denn 4725 =33-52-7 und z =32-5-11 haben das kgV 33-52-7-11 = 51975 und den ggT 32 -5 = 45.
Es gibt folglich genau eine natiirliche Zahl, die die zweite gedachte Zahl sein kann: sie lautet 495.

Aufgabe 210723:
Ermittle alle Paare (a;b) natirlicher Zahlen a und b mit 0 < a < b, deren grofiter gemeinsamer Teiler
15 und deren Produkt 7875 ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
I. Wenn ein Paar (a;b) natiirlicher Zahlen a und b den Bedingungen der Aufgabe entspricht, so folgt:

(1) Es gibt nattirliche Zahlen m,n mit a = 15m, b = 15n.
(2) Wegen 0 < a < b folgt 0 < m < n,
(3) wegen ab = 7875 folgt 15m - 15n = 7875, also 225mn = 7875, mn = 35. (3)

Da 35 die Primfaktorzerlegung 35 = 5 - 7 hat, gibt es fiir (2), (3) nur die Moglichkeiten, dass entweder
m=1,n = 35o0der m =5, n =7 gilt. Aus (1) folgt daher, dass nur die Paare (15;525), (75;105) die
Bedingungen der Aufgabe erfiillen konnen.

II. Sie erfiillen diese Bedingungen; denn es gilt 0 < 15 < 525, 0 < 75 < 105; wegen der Primfaktorzerle-
gungen 15=3-5,525=3-52-7,75=3-52,1056=3-5-71ist 3-5 =15 der ggT von 15 und 525 sowie
auch der ggT von 75 und 105; schliellich gilt 15 - 525 = 7875 und 75 - 105 = 7875.

Daher erfiillen genau die Paare (15;525) und (75;105) die Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 280721:
Im Mathematikunterricht einer Klasse wurden iiber eine natiirliche Zahl, die zwischen 100 und 200
liegt, durch Schiiler folgende Aussagen getroffen.

(1) André: ,Die Zahl ist durch 11 teilbar.“
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(2) Birgit: ,Die Zahl ist eine Primzahl.*
(3) Christian: ,Die Zahl ist eine zusammengesetzte Zahl.
(4) Doris: ,Die Zahl ist eine Quadratzahl.”

Der Mathematiklehrer stellt fest, dass genau eine dieser vier Aussagen falsch ist.
Untersuche, ob die Zahl durch diese Feststellungen eindeutig bestimmt ist! Ist dies der Fall, dann gib
die Zahl an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Da eine Primzahl weder zusammengesetzte Zahl noch Quadratzahl sein kann, muss die Aussage (2) falsch
sein, denn sonst wéren (3) und (4) falsch, was der Feststellung des Mathematiklehrers widersprechen
wiirde.

Nochmals wegen dieser Feststellung ist (2) die einzige falsche der Aussagen (1) bis (4), also sind (1) und
(4) wahr.

Die gesuchte Zahl ist somit eine durch 11 teilbare Quadratzahl. Da 11 eine Primzahl ist, muss diese durch
11 teilbare Quadratzahl sogar durch 112 = 121 teilbar sein. Die einzige durch 121 teilbare Zahl zwischen
100 und 200 ist aber die Zahl 121 selbst.

Damit ist gezeigt, dass die gesuchte Zahl eindeutig bestimmt ist; sie lautet 121.

Aufgabe 320721:
In einer Diskussion werden drei verschiedene Aufgabenstellungen betrachtet:

a) Die Zahl 231 soll als Produkt dargestellt werden. Jeder Faktor soll eine Primzahl sein.

b) Die Zahl 231 soll als Produkt aus genau drei Faktoren dargestellt werden. Jeder Faktor soll eine
natirliche Zahl sein. Je zwei der Faktoren sollen voneinander verschieden sein.

c¢) Dieselbe Aufgabe wie b) wird mit 462 statt 231 gestellt.

Gib zu a), b) und ¢) jeweils alle verschiedenen Darstellungen an! Dabei gelten Darstellungen, die sich
nur durch die Reihenfolge der Faktoren unterscheiden, nicht als verschieden. Begriinde, dass du alle
gesuchten Darstellungen angegeben hast!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Es gilt 231 =3-7-11. (1)

3, 7 und 11 sind Primzahlen. Die Darstellung einer natiirlichen Zahl als Produkt von Primzahlen ist bis
auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig. Also ist (1) die einzige in a) gesuchte Darstellung.

b) Jeder Faktor soll eine natiirliche Zahl # 0 sein, also entweder die Zahl 1 oder eine Primzahl oder ein
Produkt mehrerer Primzahlen. Da je zwei der Faktoren voneinander verschieden sein sollen, darf die Zahl
1 hochstens einmal als Faktor vorkommen.

Also kommen fiir b) aufler der Darstellung (1) mit ihren drei Faktoren noch genau diejenigen Darstel-
lungen hinzu, in denen ein Faktor 1 lautet, ein Faktor eine Primzahl ist und der dritte das Produkt der
beiden anderen Primzahlen:

231=1-3-77, 231=1-7-33, 231=1-11-21

c) Wegen der Zerlegung von 462 in die vier Primfaktoren 2, 3, 7 und 11 gibt es genau folgende in c)
gesuchte Darstellungen: Wenn kein Faktor 1 lautet, sind zwei Faktoren Primzahlen, der dritte ist das
Produkt der beiden anderen Primzahlen:

462=2-3-77, 462=2-7-33, 462=2-11-21, 462=3-7-22, 462=3-11-14, 462=7-11-6

Wenn ein Faktor 1 lautet, so gilt: Entweder ist ein weiterer Faktor eine Primzahl und der dritte das
Produkt der drei anderen Primzahlen; oder jeder der Faktoren aufler der 1 ist das Produkt aus zwei
Primzahlen:

462 =1-2-231, 462 =1-3-154, 462=1-7-66, 462 =1-11-42
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462=1-6-77, 462 =1-14-33, 462=1-22-21

Aufgabe 340724:

a) Fir fiinf unmittelbar aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen wird gefordert, dass ihre Summe 230
betragt.

Zeige, dass es genau eine Moglichkeit gibt, diese Forderung durch fiinf unmittelbar aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen zu erfiillen! Welches ist die erste dieser fiinf Zahlen?

b) Jetzt wird gefordert, dass die Summe durch 23 teilbar sein und dabei einen moglichst kleinen Wert
haben soll.

Welches ist die erste von fiinf unmittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen, mit denen diese
Forderungen erfiillt werden?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Fiinf Zahlen der Form n,n+1,...,n+4 erfiillen genau dann die Forderung n+mn+1+ ...+ n+4 = 230,
wenn 5n + 10 = 230 gilt. Das trifft genau dann zu, wenn die erste dieser Zahlen n = 44 ist.

b) Fiir jede natiirliche Zahl n ist die betrachtete Summe 5n + 10 durch 5 teilbar. Sie ist genau dann auch,
wie gefordert, durch 23 teilbar, wenn sie durch 5 - 23 = 115 teilbar ist; denn 5 und 23 sind zueinander
teilerfremd.

Den kleinsten durch 115 teilbaren Wert erreicht 5n + 10, wenn 5n + 10 = 115 gilt. Das trifft genau dann
zu, wenn die erste der fiinf Zahlen n = 21 ist.

Il Runde 3

Aufgabe 030732:
a) Nenne alle Primfaktoren der Zahl 111111.
b) Gib noch 10 weitere Teiler dieser Zahl an!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Es gilt:

111111 : 3 = 37037; 37037 : 7 = 5291, 5291 : 11 = 481, 481 : 13 =37

Die Primfaktoren der Zahl 111111 lauten 3, 7, 11, 13 und 37.
b) Weitere Teiler sind

21(3-7)  33(3-11)  39(3-13)  111(3-37)  77(7-11)

91(7-13)  259(7-37)  143(11-13)  407(11-37)  231(13-37).

Aufgabe 060731:

Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen, wobei a durch b und b durch c teilbar ist.

Ermittle das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und den grofiten gemeinsamen Teiler der Zahlen
a,bund c fira>1,b>1,¢> 1!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
(1) Sind p, g natiirliche Zahlen > 1, wobei p durch ¢ teilbar ist, so ist p das kgV von p, q.
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(2) Bei gleichen Voraussetzungen ist ¢ der ggT von p, g.

(3) Das kgV von a, b, c ist das kgV von a und dem kgV von b, c. Also ist es nach (1) das kgV von a und
b. Nochmals nach (1) folgt, dass es a ist.

(4) Der ggT von a, b, c ist der ggT von ¢ und dem ggT von a,b. Also ist er nach (2) der ggT von ¢ und b.
Nochmals nach (2) folgt, dass er c ist.

Aufgabe 130732:
Zeige, dass fiir jede Primzahl p > 3 das Produkt (p 4+ 1)p(p — 1) durch 24 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen p — 1,p,p + 1 ist stets eine durch 3 teilbar.

Wegen p > 3 ist die Primzahl p ungerade. Folglich sind p — 1 und p + 1 unmittelbar aufeinanderfolgende
gerade Zahlen. Da von zwei unmittelbar aufeinanderfolgenden geraden Zahlen stets eine durch 4 teilbar
ist, ist von den Zahlen p — 1 und p + 1 eine durch 2 und die andere durch 4 teilbar.

Somit ist (p — 1)p(p + 1) durch 3 und durch 8, also, da 3 und 8 teilerfremd sind, auch durch 24 teilbar.

Aufgabe 140732:
Beweise: Unter je vier beliebigen natiirlichen Zahlen gibt es mindestens zwei, deren Differenz durch
3 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir jede natiirliche Zahl gilt:

Bei ihrer Division durch 3 tritt als Rest einer der Werte 0, 1, 2 auf. Unter diesen Werten befinden sich
keine vier verschiedenen. Daher gibt es unter je vier beliebigen natiirlichen Zahlen zwei, die bei Division
durch 3 denselben Rest lassen.

Ist r dieser Rest, so sind diese beiden Zahlen von der Form 3p + r und 3¢ 4 r mit natiirlichen Zahlen p, g.
Thre Differenz ist demnach (3p +r) — (3¢ + ) = 3(p — ¢) also durch 3 teilbar.

Aufgabe 160733:

Unter ,,Primzahldrillingen wollen wir drei Primzahlen verstehen, die sich in der Form p, p+2, p+4
darstellen lassen.

Beweise, dass es genau eine Zahl p gibt, fir die p,p + 2,p + 4 ,,Primzahldrillinge” sind, und ermittle
diese!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, fiir eine Primzahl p seien p,p + 2, p + 4 Primzahldrillinge. Wenn p bei Division durch 3
den Rest 1 liefle, so wire p 4+ 2 durch 3 teilbar und gleichzeitig (wegen p > 1) grofler als 3, also nicht
Primzahl.

Wenn p bei Division durch 3 den Rest 2 liefe, so wére p + 4 durch 3 teilbar und gleichzeitig grofler als 3,
also nicht Primzahl.

Also muss p durch 3 teilbar und folglich selbst die Primzahl 3 sein. In der Tat sind fiir p = 3 auch
p+2=>5und p+4 = 7 Primzahlen. Somit gibt es, wie behauptet, genau eine Zahl p, fir die p,p+2,p+4
Primzahldrillinge sind; dies ist die Zahl 3 (bzw. diese Primzahldrillinge sind 3, 5 und 7).

Aufgabe 220732:

Petra schreibt nacheinander sechs natiirliche Zahlen auf. Die erste Zahl wéahlt sie beliebig, jede weitere
genau um 7 grofler als das Doppelte der jeweils vorangehenden Zahl. Sie stellt fest, dass die Summe
der sechs aufgeschriebenen Zahlen durch 21 teilbar ist.
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a) Bilde ein Beispiel, und bestétige in diesem Beispiel Petras Feststellung!
b) Beweise, dass bei jeder beliebigen Wahl der ersten Zahl die beschriebene Rechnung zu einer Summe
fiihrt, die durch 21 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Wihlt man als erste Zahl z. B. 0, so ergibt sich
als zweite Zahl 2-047=17,

als dritte Zahl 2-7+7=3-7 =21,

als vierte Zahl 2-21+7=7-7 =49,

als fiinfte Zahl 2-49+7 =15-7 = 105,

als sechste Zahl 2-1054+7 =317 =217

und damit als Summe 57 - 7 = 399. Wegen 399 : 21 = 19 ist diese Summe durch 21 teilbar.

b) W&hlt man als erste Zahl n, so ergibt sich
als zweite Zahl 2n + 7,

als dritte Zahl 2- (2n +7) = 4n + 21,

als vierte Zahl 2 - (4n + 21) = 8n + 49,

als fiinfte Zahl 2 - (8n + 49) = 16n + 105,

als sechste Zahl 2 - (16n + 105) = 32n + 217

und damit als Summe (1 + 2+ 4+ 8+ 16 + 32)n + 399 = 63n + 399. Wegen (63n + 399) : 21 = 3n + 19
ist diese Summe durch 21 teilbar.

Aufgabe 250731:
Ermittle zu jeder natiirlichen Zahl n > 0 die Anzahl derjenigen natiirlichen Zahlen, die Teiler der
Zahl 2" sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Fiir jede natiirliche Zahl n > 0 gilt:

Eine natiirliche Zahl, die grofler als 1 ist, ist genau dann Teiler von 2", wenn ihre Primfaktorzerlegung
keine anderen Primfaktoren als die Primzahl 2 aufweist, und zwar nicht mehr als n solche Faktoren. Das
trifft genau auf die n natiirlichen Zahlen

2l 22 .. on—l on (1)

zu. Ferner gilt: 1 = 20 ist Teiler der Zahl 2". (2)
Die gesuchte Anzahl der in (1) und (2) aufgezdhlten sdmtlichen natiirlichen Zahlen, die Teiler von 2™
sind, ist folglich n + 1.

Aufgabe 290735:
Wir betrachten das Produkt aller natiirlicher Zahlen von 1 bis einschlie3lich 1 000.
Ermittle die Anzahl der Nullen, mit denen dieses Produkt endet!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Anzahl der Nullen am Ende einer Zahl gibt an, wie oft in ihr der Faktor 10 = 2 - 5 enthalten ist. In
dem betrachteten Produkt

1-2-3-4-...-997-998 - 999 - 1000

ist der Faktor 2 in einer hoheren Potenz enthalten als der Faktor 5. Deshalb endet dieses Produkt auf so
viele Nullen wie die Anzahl der in diesem Produkt vorkommenden Faktoren 5.

Unter den Zahlen von 1 bis 1000 gibt es genau 1000 : 5 = 200 Vielfache von 5. Von diesen sind genau
1000 : 25 = 40 durch 25 teilbar, enthalten also je zwei Faktoren 5. Ferner enthalten genau 1000 : 125 =

236



IV.I Primzahlen, Teilbarkeit

8 davon je drei Faktoren 5. Und genau eine Zahl (ndmlich 625) enthélt sogar vier Faktoren 5.

Deshalb enthélt das genannte Produkt genau 200 + 40 + 8 + 1 = 249 Faktoren 5 und endet daher auf
genau 249 Nullen.

Aufgabe 310734:

Wenn fiir ein Paar von Primzahlen gilt, dass eine Primzahl des Paares um zwei grofler ist als die
andere, so bezeichnet man dieses Paar als ein Paar von Primzahlzwillingen.

Beweise, dass fiir jedes Paar von Primzahlzwillingen, die gréfler als 3 sind, die Summe der beiden
Primzahlen dieses Paares stets durch 12 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Ist (p,q) ein Paar von Primzahlzwillingen mit ¢ > p > 3, so folgt:

Da 2 die einzige gerade Primzahl ist, ist p ungerade, also gilt p = 2n + 1 mit einer natiirlichen Zahl n
und daher g =p+2=2n+3. Alsoist p+¢g=(2n+1) + (2n + 3) =4(n + 1) durch 4 teilbar.

Da 3 die einzige durch 3 teilbare Primzahl ist, sind p und ¢ nicht durch 3 teilbar. Wenn ferner p bei
Division durch 3 den Rest 1 lassen wiirde, d. h., wenn p = 3n + 1 mit einer natiirlichen Zahl n wére, so
ergibe sich der Widerspruch, dass ¢ = p+2 =3n+ 3 = 3(n+ 1) durch 3 teilbar wire. Also muss p bei
Division durch 3 den Rest 2 lassen; d. h., es muss p = 3n + 2 mit einer natiirlichen Zahl n gelten. Damit
folgt g =p+ 2 =3n+4; demnach ist p+q¢ = (3n+2)+ (3n+4) =3 - (2n + 2) durch 3 teilbar.

Aus der Teilbarkeit von p + ¢ durch die zueinander teilerfremden Zahlen 4 und 3 folgt: p + ¢ ist durch
4-3 =12 teilbar.

Aufgabe 340731:

Albrecht soll eine natiirliche Zahl zwischen 1 und 1000000 ermitteln. Dirk, Evelyn und Franziska
machen dazu jeweils genau eine wahre und eine falsche Aussage (in welcher Reihenfolge, wird nicht
dazu gesagt):

Dirk: (1) Die gesuchte Zahl hat weniger als drei Dezimalstellen.

(2) Zerlegt man die gesuchte Zahl in Primfaktoren, so kommen in dieser Zerlegung genau zwei vonein-
ander verschiedene Primzahlen vor, jede (mindestens einmal, aber) moglicherweise auch mehrmals.
Evelyn: (1) Die gesuchte Zahl ist durch 9 teilbar.

(2) Die gesuchte Zahl ist nicht durch 27 teilbar.

Franziska: (1) Die gesuchte Zahl lautet 91809.

(2) Die gesuchte Zahl ist durch 101 teilbar.

Zeige, dass die gesuchte Zahl auf diese Weise eindeutig bestimmt ist, und ermittle diese Zahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn die Bedingungen der Aufgabe von einer natiirlichen Zahl n erfiillt werden, so folgt:

Wiére Evelyns Aussage (2) falsch, also n durch 27 teilbar, so wire n auch durch 9 teilbar, d.h. auch
Evelyns Aussage (1) falsch. Das widerspricht den Bedingungen der Aufgabe. Also ist Evelyns Aussage (2)
wahr und (nochmals nach den Bedingungen der Aufgabe) ihre Aussage (1) falsch.

Das besagt: n ist durch 9, aber nicht durch 27 teilbar.

Wire Franziskas Aussage (1) wahr, so wire wegen 91809 : 101 = 909 auch Franziskas Aussage (2) wahr.
Wieder kann dies nach den Bedingungen der Aufgabe nicht sein, sondern es folgt: Aussage (1) ist falsch,
Aussage (2) wahr, also lautet n nicht 91809, ist aber durch 101 teilbar.

Damit ist gezeigt: Zerlegt man n in Primfaktoren, so kommt in dieser Zerlegung die Primzahl 3 genau
zweimal und die Primzahl 101 mindestens einmal vor. Also ist n mindestens dreistellig und daher Dirks
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Aussage (1) falsch. Somit ist Dirks Aussage (2) wahr.

AuBler den Primzahlen 3 und 101 kommt bei der Zerlegung von n in Primfaktoren daher keine weitere
Primzahl vor. Kime 101 genau zweimal vor, so wire n = 32 - 1012 = 91809, was bereits widerlegt ist;
kiime 101 mehr als zweimal vor, so wire n > 32 - 1013 > 1003, also ldge n nicht zwischen 1 und 1000000.
Also kommt 101 genau einmal vor; es gilt n = 32 - 101 = 909.

Somit ist die gesuchte Zahl durch die Bedingungen der Aufgabe eindeutig bestimmt, sie lautet 909.

IV.Il (Dezimal-)Zahldarstellung, Reste
| Runde 1

Aufgabe 060713:

In Rumaénien gibt es Geldscheine zu 3 und 5 Lei.

Beweise: Jeder beliebige Geldbetrag in Lei, der grofler als 7 Lei ist, kann unter alleiniger Verwen-
dung von 3- und 5-Lei- Scheinen zusammengestellt werden, falls geniigend viele dieser Geldscheine
vorhanden sind!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen 3+5=28,3+3+3=9und 5+ 5 = 10 lassen sich die Geldbetriage 8 Lei, 9 Lei und 10 Lei in der
geforderten Weise zusammenstellen.

Die Zahlen 8, 9 und 10 sind drei aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen, die bei der Division durch 3
der Reihe nach den Rest 2 bzw. 0 bzw. 1 lassen. Jede natiirliche Zahl, die bei der Division durch 3 den
Rest 2 ldsst, kann als Summe aus 2 und einem Vielfachen von 3 dargestellt werden (z.B. 17 =245 3).
Entsprechendes gilt fiir diejenigen natiirlichen Zahlen, die bei der Division durch 3 den Rest 0 bzw. 1
lassen.

Da bei der Division einer beliebigen natiirlichen Zahl durch 3 nur diese drei Reste auftreten koénnen,
lassen sich die tibrigen in der Aufgabe geforderten Geldbetrége, da sie grofler sind als 8 Lei bzw. 9 Lei
bzw. 10 Lei, durch Addition einer entsprechenden Anzahl von 3-Lei-Scheinen zu den ,,Grundbetragen® 8
Lei, 9 Lei bzw. 10 Lei zusammenstellen.

Aufgabe 080712:

Gegeben seien drei Gefifle, die genau 3 Liter, 8 Liter bzw. 18 Liter fassen kénnen. Weiterhin ist
die Moglichkeit gegeben, die Gefdafle hinreichend oft mit Wasser zu fiillen, zu leeren und ineinander
umzufiillen.

Zeige, dass es moglich ist, alle ganzzahligen Litermengen von 1 bis 18 unter ausschlieflicher Verwen-
dung der drei Geféflie abzumessen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Mit dem 3-1-Gefél kann man durch (z.T. wiederholtes) Einschiitten in das 18-1-Gefdl 31,61, 91, 12 1,
151 und 18 1, mit dem 8-1-Geféafl 8 I und 16 1 abmessen.

Durch das AusgieBen aus einem Geféafl in ein kleineres Gefafl erhélt man 5 1 und 10 1.

Giefit man das Wasser aus dem 18-1-Gefafl in beide kleineren Geféafle, bleiben 7 1 als Rest zuriick, und 11
1 bekommt man dadurch, dass beide kleineren Geféfle in das grofle entleert werden. Fiillt man die 7 1 in
das 3-1-Gefafl und in das 8-1-Geféf}, hat man in letzterem 4 1; gieffit man diese wiederum in das wieder
entleerte 3-1-Gefaf}, verbleibt 1 1.

Entleert man das 18-1-Gefafl zweimal in das 8-1-Geféaf3, bleiben 2 1 zuriick, und fiillt man aus den beiden
anderen Gefdflen 11 1 nach, erhédlt man 13 1.

Wie gezeigt wurde, kann man 1 1 im 8-1-Gefaf§ erhalten. Gieft man nun 11 in das 18-1-Gefafl und zweimal
8 1 dazu, befinden sich 17 1 darin. Um 14 | abzumessen, giet man 3 1 und 8 1 aus dem 18-1-Gefaf in die
kleineren Geféafle, und es verbleiben 7 1, davon gibt man 3 1 in das kleinste und 4 1 in das mittlere Gefaf.
Nun fiilllt man das grofite aufs neue vollstandig und fiillt das 8-1-Gefafl auf. So verbleiben 14 1.
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Aufgabe 100712:

Die Zahl 17 soll als Summe von Quadraten natiirlicher, von 0 verschiedener Zahlen dargestellt werden.
Gib alle voneinander verschiedenen Moglichkeiten an!

Anmerkung: Zwei Darstellungen dieser Art gelten genau dann als verschieden voneinander, wenn
wenigstens ein Summand in der einen Darstellung nicht ebenso oft auftritt wie in der anderen Dar-
stellung.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Unter den Quadraten natiirlicher, von 0 verschiedener Zahlen gibt es genau 4, die nicht grofler als 17
sind, ndmlich 1; 4; 9; 16.

Samtliche Moglichkeiten, 17 als Summe aus diesen Quadratzahlen darzustellen, sind die folgenden:

17=14+14+14+1+1+1+1+14+14+14+14+1+1+1+1+1+1
17=44+14+1+1+14+14+1+1+14+14+1+1+141
17T=4+44+1+14+1+14+1+14+1+14+1=4+4+4+1+1+1+1+1
17=44+44+4+4+1=9+1+14+1+1+1+1+1+1
17=94+44+14+14+1+1=9+4+4=16+1

Beweis: Es gibt genau folgende Félle

1) Der grofite auftretende Summand ist 1 (Moglichkeit 1).
2) Der grofite auftretende Summand ist 4
2.1. Er tritt genau lmal auf (Moglichkeit 2).

2.2. Er tritt genau 2mal auf (Moglichkeit 3).

2.3. Er tritt genau 3mal auf (Moglichkeit 4).

2.4. Er tritt genau 4mal auf (Moglichkeit 5).

3) Der grofite auftretende Summand ist 9. Dieser kann héchstens 1mal auftreten.

3.1. Unter den iibrigen Summanden ist 1 der grofite (Moglichkeit 6).

3.2. Unter den ubrigen Summanden ist 4 der grofite. Er kann hochstens 2mal auftreten.
3.2.1. Er tritt genau lmal auf (Mdoglichkeit 7).

3.2.2. Er tritt genau 2mal auf (Moglichkeit 8).

4) Der groite auftretende Summand ist 16. Dieser kann hochstens 1mal auftreten (Moglichkeit 9).

Aufgabe 110711:
Ermittle alle vierstelligen natiirlichen Zahlen Z mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Zahl Z ist durch 8 teilbar.

(2) Die Ziffern von Z sind paarweise voneinander verschieden, d.h. in jeder dieser Zahlen darf jede
Ziffer hochstens einmal auftreten.

(3) Alle verwendeten Ziffern bezeichnen, einzeln fiir sich betrachtet, jeweils Primzahlen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen (3) kommen nur die Ziffern 2, 3, 5 und 7 in Frage. Wegen (2) miissen sie bei jeder der gesuchten
Zahlen auch sdmtlich verwendet werden. Daher und wegen (1) muss die Ziffer 2 die Einerstelle der
gesuchten Zahlen besetzen.

Mithin koénnen héchstens die Zahlen 3572; 3752; 5372; 5732; 7352; 7532 den Bedingungen der Aufgabe
entsprechen.

Die Zahlen 3752 und 7352 sind durch 8 teilbar, die anderen dagegen nicht. Also erfiillen 3752 und 7352
als einzige alle Bedingungen der Aufgabe.
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Aufgabe 120712:
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen z, von denen jede die folgenden Bedingungen gleichzeitig
erfiillt:

(1) Die Zahl z ist sowohl durch 9 als auch durch 11 teilbar.
(2) Vertauscht man bei der Zahl z die an der Hunderterstelle stehende Ziffer mit der an der Einerstelle

stehenden, so erhélt man eine neue dreistellige Zahl 2/, die % der Zahl z betragt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, eine dreistellige natiirliche Zahl z habe die Eigenschaften (1) und (2).
Wegen (1) und weil 9 und 11 teilerfremd sind, ist z ein Vielfaches von 99. Da z dreistellig ist, konnen
héchstens die Zahlen
198,297, 396, 495, 594, 693, 792, 891, 990

die Bedingungen (1) und (2) erfiillen.

Von ihnen scheidet die Zahl 990 aus, da aus ihr durch Vertauschen der Einer- mit der Hunderterziffer
keine dreistellige Zahl entsteht. Da ferner z’ kleiner als z sein soll, scheiden auch die Zahlen 198, 297, 396
und 495 aus. SchlieBlich muss, da 2’ = %z eine gerade Zahl ist, die Hunderterziffer von z eine gerade Zahl
sein, also scheiden auch die Zahlen 594 und 792 aus. Fiir die restlichen beiden Zahlen erhilt man:

z %z z
693 154 396
891 198 198

Somit kann nur die Zahl z = 891 die Bedingungen (1) und (2) erfiillen. Eine Probe zeigt, dass sie die
Eigenschaften (1), (2) tatséchlich hat.

Aufgabe 150711:
Zwei Mathematiker unterhalten sich iiber ihre unterschiedlichen Telefonnummern. Dabei stellte sich
folgendes heraus:

(1) Jede der beiden Telefonnummern ist eine dreistellige Primzahl.

(2) Jede einzelne Ziffer in den beiden Telefonnummern stellt, als einstellige Zahl aufgefasst, ebenfalls
eine Primzahl dar.

(3) Die Ziffern, die in den beiden Telefonnummern jeweils an der Zehnerstelle stehen, stimmen mit-
einander {iberein. Die Ziffer der Hunderterstelle der einen Telefonnummer ist die Ziffer der Einerstelle
der anderen und umgekehrt.

Ermittle die Telefonnummern, und begriinde das Ergebnis, ohne dabei eine Primzahlentabelle als
Beweismittel zu verwenden!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die einstelligen Primzahlen sind 2, 3, 5, 7.

Wegen (1) konnen die Nummern weder durch 2 noch durch 5 teilbar sein, folglich enden sie wegen (2)
auf 3 oder 7. Da die Nummern verschieden sind und wegen (3) und (1), haben die Nummern die Form
3x7 bzw. 7x3, wobei x eine einstellige Primzahl, also eine der Zahlen 2, 3, 5, 7 ist.

Es ist # # 2; denn 3|327.

Es ist 2 # 5; denn 3|357.

Es ist « # 7; denn 13|377.

Fiir x = 3 erhélt man die Zahlen 337 bzw. 737. Da die erste weder durch 2 noch durch 3, 5, 7, 11, 13, 17
teilbar ist und 192 = 361 > 337 ausfallt, ist 337 eine Primzahl. Ebenso ist 733 weder durch 2 noch durch
3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23 teilbar und wegen 292 = 841 > 733 mithin Primzahl.

Die beiden Mathematiker haben also die Telefonnummern 337 und 733.
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Aufgabe 250712:
Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen, die folgenden Bedingungen geniigen:

(1) Die Differenz der beiden Ziffern betrégt 5.
(2) Vertauscht man Zehnerziffer und Einerziffer miteinander, so entsteht eine zweistellige Zahl, deren
Doppeltes um 4 grofler ist als die urspriingliche Zahl.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Bedingung (1) wird genau von den in der 1. Spalte der folgenden Tabelle genannten zweistelligen
Zahlen erfiillt, wobei jedoch die Zahl 50 sogleich weggelassen wurde, da aus ihr durch Vertauschen der
Ziffern keine zweistellige Zahl entsteht.

In der 2. Spalte steht jeweils die durch Vertauschen der Ziffern entstehende Zahl, in der 3. Spalte das
Doppelte der Zahl in der 2. Spalte. In der 4. Spalte steht die um 4 vergréfierte urspriingliche (d. h. in der
1. Spalte stehende) Zahl.

16 61 122 20 61 16 32 65
2T 72 144 31 72 27 54 76
38 83 166 42 83 38 T6 87
49 94 188 53 94 49 98 98

Genau fiir die Zahl 94 der 1. Spalte ergibt sich Gleichheit in der 3. und 4. Spalte. Daher erfiillt genau die
Zahl 94 beide Bedingungen (1), (2).

Anderer Losungsweg:
Wenn a und b die Zehner- bzw. Einerziffer einer Zahl sind, die den Bedingungen der Aufgabe gentiigt, so
folgt:
Die Zahl lautet 10a + b, die durch Vertauschen der Ziffern entstehende Zahl lautet 10b + a, und nach (2)
gilt:

2-(10b+a)=10a+b+4 = 19b=4-(2a+1)

Da 19b das Produkt aus 4 und der ungeraden Zahl 2a + 1 ist und da 19 und 4 teilerfremd sind, ist folglich
b durch 4, aber nicht durch 8 teilbar. Die einzige Zahl mit diesen Eigenschaften ist b = 4, und es folgt
weiter 2a +1 =19, d.h. a = 9.

Daher kann nur die Zahl 94 die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Sie erfiillt diese Bedingungen; denn
esgilt 9—4=5und 2-49 =98 = 94 + 4. Also geniigt die Zahl 94 den Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 310712:
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen, die folgende Bedingungen (1) und (2)
erfiillen!

(1) Die Zahl enthélt keine anderen Ziffern als 0, 1 und 4, aber jede dieser drei Ziffern mindestens
einmal.

(2) Die Zahl ist durch 18 teilbar.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn eine vierstellige natiirliche Zahl die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, so folgt:

Nach (2) ist die Zahl durch 18, also auch durch 9 teilbar; daher ist ihre Quersumme durch 9 teilbar. Unter
ihren Ziffern kommen nach (1) die Ziffern 0 und 1 mindestens je einmal vor, die Ziffer 4 also héchstens
zweimal. Also ist die Quersumme grofler als Null, aber nicht grofier als 0+ 1 4+ 4 + 4 = 9; somit muss sie
gleich 9 sein.

Damit kann die Bedingung (1) nur so erfiillt werden, dass unter den Ziffern genau einmal die 0, einmal
die 1 und zweimal die 4 ist.
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Ferner ist die Zahl, da sie durch 18 teilbar ist, eine gerade Zahl. Also muss ihre Einerziffer gerade sein,
d.h. eine 0 oder 4. Weiterhin muss (wie fiir jede vierstellige Zahl) die Tausenderziffer von 0 verschieden
sein.

Nach den nun noch vorhandenen Méglichkeiten fiir die Reihenfolge der Ziffern muss die Zahl somit eine
der Zahlen 1044, 4014, 1404, 4104, 1440, 4140, 4410 (3) sein.

In der Tat erfiillen die Zahlen (3) die Bedingung (1), und sie erfiillen auch (2), da sie die Quersumme 9
und eine gerade Einerziffer haben, also durch 9 und durch 2 teilbar sind.

Aufgabe 330712:

Eine sechsstellige natiirliche Zahl soll, in der Reihenfolge von links nach rechts gelesen, Ziffern
3,a,3,b,2,c haben.

Ermittle alle Moglichkeiten, die Ziffern a, b, ¢ so zu wéhlen, dass die genannte Zahl durch 90 teilbar
ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Da 9 und 10 zueinander teilerfremd sind, ist die genannte Zahl genau dann durch 90 teilbar, wenn sie
durch 9 und durch 10 teilbar ist. Sie ist genau dann durch 10 teilbar, wenn ¢ = 0 (1) ist. Sie ist, wenn
(1) gilt, auBerdem genau dann durch 9 teilbar, wenn die Quersumme 34+ a+3+b+2+c=8+a+b
durch 9 teilbar ist, d. h. genau dann, wenn a + b bei Division durch 9 den Rest 1 ldsst.

Wegen 0 < a <9 und 0 < b <9ist das genau fir a+b =1 und a + b = 10 der Fall. Hierfiir gibt es genau
die folgenden Moglichkeiten (2):

In (1) und (2) sind somit alle Moglichkeiten fiir die genannte Wahl von a, b, ¢ angegeben.

Aufgabe 340713:
Franziska sucht eine vierstellige natiirliche Zahl z, fiir die die folgenden Aussagen (1), (2) und (3)
gelten:

(1) Die Einerziffer von z ist um 1 groer als die Zehnerziffer von z.
(2) Die Hunderterziffer von z ist doppelt so grofl wie die Zehnerziffer von z.
(3) Die Zahl z ist doppelt so grof wie eine Primzahl.

Weise nach, dass es genau eine solche Zahl gibt; ermittle diese Zahl!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn die Aussagen (1), (2) und (3) fiir eine natiirliche Zahl z gelten, so folgt:

Nach (3) ist z gerade, hat also eine gerade Einerziffer.

Nach (1) ist folglich die Zehnerziffer ungerade. Durch Verdoppeln entsteht aus ihr nach (2) die Hunder-
terziffer, also eine Zahl kleiner als 10. Daher ist die Zehnerziffer kleiner als 5 und folglich eine der Zahlen
1; 3.

Wegen (1) und (2) folgt damit: Die letzten drei Ziffern von z kénnen nur entweder 212 oder 634 sein.

Waéren sie 212, so wéare die mit den letzten zwei Ziffern von z gebildete Zahl durch 4 teilbar; also wére
z durch 4 teilbar und daher (sowie wegen z > 4) nicht das Doppelte einer Primzahl. Somit konnen die
letzten drei Ziffern von z nur 634 sein.

Die erste Ziffer von z kann keine der Ziffern 2, 5, 8 sein; denn hierfiir hitte z eine durch 3 teilbare
Quersumme und wére folglich durch 3 teilbar, konnte also (wegen z > 6) nicht das Doppelte einer
Primzahl sein. Wére die erste Ziffer von z eine der Zahlen 1, 3, 4, 6, 7, so wiirde ebenfalls die Aussage
(3) nicht gelten, wie die folgenden Rechnungen zeigen:
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z Zerlegung von z : 2
1634 817 =19-43
3634 1817=23-79
4634 2317=17-331
6634 3317 =31-107
7634 3817 =11- 347

Damit verbleibt nur die Moglichkeit z = 9634.

II. Fiir z = 9634 sind (1) und (2) erfiillt, ferner gilt auch (3), da z : 2 = 4817 eine Primzahl ist, wie man
folgendermaflen zeigen kann:

Wegen 4817 < 4900 = 70? miisste die Zahl 4817, wenn sie zerlegbar wire, einen Primfaktor kleiner als
70 enthalten. Man kann jedoch feststellen, dass 4817 durch keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67 teilbar ist.

Mit I. und II. ist nachgewiesen, dass es genau eine vierstellige natiirliche Zahl gibt, fur die (1), (2) und
(3) gelten, und diese Zahl ist als z = 9634 ermittelt.

Il Runde 2

Aufgabe 050723:

Vergleiche die Summe aller dreistelligen durch 4 teilbaren natiirlichen Zahlen mit der Summe aller
dreistelligen nicht durch 4 teilbaren geraden natiirlichen Zahlen!

a) Welche der beiden Summen ist groBer?

b) Wie grof} ist die Differenz der beiden Summen dem Betrage nach?

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Man vergleicht die beiden ersten Summanden (100 und 102), die beiden zweiten Summanden (104 und
106) usw. bis zu den beiden letzten Summanden (996 und 998). In jedem dieser Paare ist die erste Zahl
um 2 kleiner als die zweite.

a) Die Summe der nicht durch 4 teilbaren dreistelligen geraden Zahlen ist daher grofier als die Summe
der durch 4 teilbaren dreistelligen Zahlen.
b) Es gibt 225 solcher Paare; die Differenz der betrachteten Summen ist also dem Betrage nach 450.

Aufgabe 070722:

Horst sagt zu Klaus: Nenne mir eine dreistellige natiirliche Zahl, von deren Ziffern keine Null ist und
keine zwei einander gleich sind! Notiere sie und schreibe darunter samtliche dreistelligen Zahlen, die
durch Umstellen der Ziffern der genannten Zahl entstehen kénnen! Addiere alle diese Zahlen!

Ehe Klaus fertig war, hatte Horst schon langst das Ergebnis im Kopf gefunden. Er rechnete: 2Q - 111,
wobei @) die Quersumme der erstgenannten Zahl bedeutet.
Begriinde sein Verfahren allgemein und gib dann ein Zahlenbeispiel!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:
a, b, ¢ seien natiirliche Zahlen, die alle grofler Null und kleiner oder gleich 9 sind. Dann heiflen die drei-
stellige Zahl und die sich durch Umstellung Threr Ziffern ergebenden Zahlen:

100a + 10b + ¢ 100a + 10c + b
100b + 10a + ¢ 100b + 10¢ + a
100c + 10a + b 100c + 10b + a
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Die Summe s ist dann:
s =100(2a + 2b + 2¢) + 10(2a + 2b + 2¢) 4+ (2a + 2b + 2¢) = (100 + 10+ 1) - (2a + 2b + 2¢) =

=111-2-(a+b+c)=111-2Q

Beispiel: Die Zahl sei 534. Dann ist 2Q) = 24 und 2Q - 111 = 24 - 111 = 2664 bzw. 534 + 543 4 354 + 345 +
453 + 435 = 2664.

Aufgabe 170724:

Ermittle alle vierstelligen natiirlichen Zahlen, die durch 24 teilbar sind und deren Zifferndarstellung
die Form 9z7y hat!

Hierbei sind « und y durch je eine der zehn Ziffern (0,...,9) zu ersetzen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wenn eine vierstellige Zahl die geforderten Eigenschaften hat, so folgt zunédchst, dass sie durch 4 teilbar
ist, also (nach der Teilbarkeitsregel fiir 4) auch die zweistellige Zahl mit der Zifferndarstellung 7y.

Von den Zahlen 70, ..., 79 sind nur 72 und 76 durch 4 teilbar, also verbleiben nur die Moglichkeiten y =
2,y =6.

Nun folgt weiter: Ist y = 2, so kommen fiir  auf Grund der Teilbarkeitsregel fiir 3 nur die Ziffern 0, 3,
6, 9 in Frage. Hiervon entfallen auf Grund der Teilbarkeitsregeln fiir 8 jedoch 3 und 9, da 372 und 972
nicht durch 8 teilbar sind.

Ist y = 6, so kommen fiir z auf Grund der Teilbarkeitsregeln fiir 3 nur die Ziffern 2, 5 und 8 in Frage.
Hiervon entfallen jedoch 2 und 8, da 276 und 876 nicht durch 8 teilbar sind.

Also kénnen nur die Zahlen 9072, 9672 und 9576 die geforderten Eigenschaften haben.
Sie haben diese Eigenschaften; denn ihre Zifferndarstellung ist von der vorgeschriebenen Form, und sie
sind durch 24 teilbar.

Aufgabe 190723:
Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen z, die die folgenden Bedingungen (1) bis (4) erfiillen!

(1) z ist eine dreistellige Zahl.

(2) Die Zehnerziffer (d.h. die an der Zehnerstelle stehende Ziffer) von z ist um 1 gréfer als die
Hunderterziffer von z.

(3) Die Einerziffer von z ist doppelt so grofi wie die Hunderterziffer von z.

(4) z ist das Doppelte einer Primzahl.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I) Wenn eine natiirliche Zahl z die Bedingungen (1) bis (4) erfillt und a ihre Hunderterziffer ist, so folgt:
Wegen (1) gilt a # 0, wegen (3) ist 2a < 10, also a < 5. Die folgende Tabelle enthilt fiir die verbleibenden
Moglichkeiten a = 1,2, 3,4 die nach (2) und (3) sich ergebenden Zehner- und Einerziffern und damit z.

Hunderterziffer a  Zehnerziffer Einerziffer z

1 2 2 122
2 3 4 234
3 4 6 346
4 5 8 458

Von diesen scheidet die Zahl z = 234 aus, da sie das Doppelte von 117 ist und dies wegen 117 = 3 - 39
keine Primzahl ist. Also kénnen nur die Zahlen 122, 346 und 458 die Bedingungen (1) bis (4) erfiillen.
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IT) Sie sind dreistellig, erfiillen also (1). Ferner zeigt die Tabelle, dass sie (2) und (3) erfiillen. Schliefilich
erfiillen sie auch (4), da sie jeweils das Doppelte von 61, 173 bzw. 229 sind und diese Zahlen Primzahlen
sind.

Somit lauten die gesuchten Zahlen: 122, 346, 458.

Aufgabe 220721:
Ermittle alle geraden natiirlichen Zahlen z mit folgenden Eigenschaften:

(1) Die Zahl z ist fiinfstellig, keine ihrer fiinf Ziffern ist eine 0.

(2) Die aus den ersten drei Ziffern von z in dieser Reihenfolge gebildete dreistellige Zahl ist eine
Quadratzahl.

(3) Die aus den letzten drei Ziffern von z in dieser Reihenfolge gebildete dreistellige Zahl ist eine
Kubikzahl.

Hinweis: Ist a eine natiirliche Zahl, so heifit a? ihre Quadratzahl und a® ihre Kubikzahl.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn eine Zahl z die geforderten Eigenschaften hat, so folgt:

Die aus den letzten drei Ziffern von z gebildete Zahl ist eine der Zahlen 5% = 125, 63 = 216, 73 = 343,
83 =512, 9% = 729; denn wegen 43 < 100 und 10% > 999 sind dies die einzigen dreistelligen Kubikzahlen.

Da z und somit die letzte Ziffer von z gerade ist, verbleiben nur die Moglichkeiten 216 und 512 fiir die
letzten drei Ziffern von z. Also endet die aus den ersten drei Ziffern von z gebildete Zahl auf 2 oder 5.

Es gibt aber keine Quadratzahl, die auf 2 endet; denn endet eine natiirliche Zahl a auf 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 bzw. 9, so endet ihre Quadratzahl auf 0, 1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4 bzw. 1.

Daher verbleibt nur die Moglichkeit 512 fiir die letzten drei Ziffern von z, und die ersten drei Ziffern
bilden eine auf 5 endende Quadratzahl, also eine der Zahlen 52,152,252, 352, ...
Von diesen sind wegen 52 < 100 und 352 > 999 nur 152 = 225 und 25% = 625 dreistellig.

Damit ist gezeigt, dass nur 22512 und 62512 die geforderten Eigenschaften haben kénnen.

Aufgabe 250724:

a) Gegeben seien die drei Ziffern 2, 7 und 9. Aus ihnen sollen alle diejenigen dreistelligen Zahlen
gebildet werden, die jede dieser drei Ziffern genau einmal enthalten.

Zeige, dass die Summe aus allen diesen dreistelligen Zahlen durch 111 teilbar ist!

b) Gegeben sind drei paarweise verschiedene Ziffern, von denen keine die Ziffer 0 ist.
Beweise, dass die Summe aus allen denjenigen dreistelligen Zahlen, die jede dieser Ziffern genau
einmal enthalten, stets durch 111 teilbar ist!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
a) Aus den Ziffern 2, 7, 9 lassen sich genau die folgenden sechs dreistelligen Zahlen bilden, die jede dieser
Ziffern genau einmal enthalten: 279, 297, 729, 792, 927, 972.

Die Summe dieser sechs Zahlen betragt 3996. Wegen 3996 = 36 - 111 ist diese Summe durch 111 teilbar.

b) Es seien a, b, ¢ drei paarweise verschiedene Ziffern, unter denen sich nicht die Ziffer 0 befindet. Dann
lassen sich genau die folgenden sechs dreistelligen Zahlen bilden, die jede dieser Ziffern genau einmal
enthalten:

100a + 10b + ¢, 100a + 10c + b, 1000 + 10a + ¢
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100b + 10c + a, 100c 4 10a + b, 100c + 100 + a

Die Summe dieser sechs Zahlen betrigt 222a + 222b 4 222¢. (1)
Wegen 222 = 2 - 111 ist jede der drei Zahlen 222a, 222b, 222¢ durch 111 teilbar, mithin auch ihre in (1)
genannte Summe.

Aufgabe 280724:
a) Ermittle die Summe der Quersummen aller zweistelligen, durch 5 teilbaren Zahlen!
b) Ermittle die Summe der Quersummen aller natiirlichen Zahlen von 0 bis 1000!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Fiir jede mogliche Zehnerziffer gibt es genau zwei durch 5 teilbare Zahlen, ndmlich eine, die auf 0, und
eine, die auf 5 endet.

Die Summe der Zehnerziffern aller zweistelligen durch 5 teilbaren Zahlen ist somit 2-(14-2+34...49) = 90,
und die Summe ihrer Einerziffern erhédlt man mit 9-5+ 9 -0 = 45. Also betrdgt die gesuchte Summe der
genannten Quersummen 90 + 45 = 135.

b) Betrachtet man alle natiirlichen Zahlen von 0 bis 999, so erkennt man, dass jede der Ziffern von 0 bis
9 in der Hunderterstelle genau 100mal auftritt.

Lassen wir die Hunderterstelle unveréndert, so tritt in der Zehnerstelle jede der Ziffern genau zehnmal
auf, beim Durchlaufen aller zehn Ziffern der Hunderterstelle insgesamt also 10 - 10 = 100 mal. Lasst man
die Zehnerstelle und die Hunderterstelle unverdndert, so tritt in der Einerstelle jede der Ziffern genau
einmal auf, insgesamt 1-10 - 10 = 100 mal. Die Zahl 1000 hat die Quersumme 1.

Aus den vorgenannten Feststellungen folgt: Die gesuchte Summe der genannten Quersummen betragt

300-1+300-2+...4+300-9+1=300-45+1= 13501

Aufgabe 290724:

a) Ermittle alle Moglichkeiten, an die Zahl 331 eine vierte Ziffer so anzufiigen, dass die entstehende
vierstellige Zahl durch 3 teilbar ist!

b) Stelle fest, ob man an die Zahl 331 eine Ziffer 6 oder mehrere Ziffern 6 so anfiigen kann, dass die
entstehende Zahl durch 3 teilbar ist!

¢) Untersuche, ob es mehr als 250 dreistellige Zahlen gibt, aus denen durch Anfiigen von vier Ziffern
7 jeweils eine durch 3 teilbare Zahl entsteht!

d) Beweise, dass man aus jeder dreistelligen Zahl durch Anfiigen von einer Ziffer 7 oder von mehreren
Ziffern 7 jeweils eine durch 3 teilbare Zahl erhalten kann!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Die Quersumme von 331 betrdgt 3 + 3 + 1 = 7. Durch Anfiigen einer vierten Ziffer entsteht genau
dann eine Zahl, deren Quersumme durch 3 teilbar ist, wenn diese Ziffer 2 betragt oder sich von 2 um ein
Vielfaches von 3 unterscheidet.

Nach der Teilbarkeitsregel, dass eine Zahl genau dann durch 3 teilbar ist, wenn ihre Quersumme durch 3
teilbar ist, ist damit bewiesen: alle gesuchten Moglichkeiten fiir die anzufiigende vierte Ziffer sind 2, 5, 8.

b) Da 6 durch 3 teilbar ist, entsteht aus der Quersumme 7 durch ein- oder mehrmaliges Addieren von 6
stets wieder eine Summe, die ebenso wie 7 nicht durch 3 teilbar ist. Also kann man durch Anfiigen von
einer Ziffer 6 oder von mehreren Ziffern 6 an die Zahl 331 keine durch 3 teilbare Zahl erhalten.

c) Wegen 7+ 74 7+ 7 = 28 entsteht aus einer Zahl durch Anfiigen von vier Ziffern 7 dann eine durch 3
teilbare Zahl, wenn die Quersumme der Zahl, an die die vier Ziffern 7 angefiigt wurden, 2 betriagt oder
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sich von 2 um ein Vielfaches von 3 unterscheidet. Eine solche Zahl ist zum Beispiel 101, also ist 1017777
durch 3 teilbar.

Hat man eine derartige Zahl, wie 101 es war, so kann man eine weitere finden, indem man 3 addiert; denn
fiir die Zahl mit den vier angehéngten Ziffern 7 bedeutet das ein Addieren von 30 000, und dabei entsteht
aus der bereits durch 3 teilbaren vorigen Zahl wieder eine solche. Addiert man zu 101 (mindestens) 250
mal 3, so erhdlt man (mindestens) 101 + 3 = 104, 101 +2 -3 = 107, ..., 101 4+ 250 - 3 = 851.

Es gibt folglich mehr als 250 dreistellige Zahlen mit der in ¢) genannten Eigenschaft.

d) Fiir jede dreistellige Zahl liegt einer der folgenden Fille vor:

1. Fall: Die Quersumme der Zahl ist durch 3 teilbar.
In diesen Fall entsteht durch Anfiigen von drei Ziffern 7 wieder eine durch 3 teilbare Zahl.

2. Fall: Die Quersumme der Zahl ist von der Form 3n + 1 mit einer natiirlichen Zahl n.
In diesem Fall entsteht durch Anfiigen von zwei Ziffern 7 eine Zahl, deren Quersumme 3n+14+7+7 =
3n + 15 durch 3 teilbar ist.

3. Fall: Die Quersumme der Zahl ist von der Form 3n + 2.
In diesem Fall entsteht durch Anfiigen einer Ziffer 7 eine Zahl, deren Quersumme 3n+2+7 =3n+9
durch 3 teilbar ist. Damit ist fiir jeden moglichen Fall der verlangte Beweis gefiihrt.

Aufgabe 300722:
a) Ermittle unter den natiirlichen Zahlen a, die grofier als 100 und kleiner als 1000 sind, alle diejenigen,
die die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) erfiillen!

(1) a hat genau zwei voneinander verschiedene natiirliche Zahlen als Teiler.
(2) a lasst sowohl bei Division durch 11 den Rest 2 als auch bei Division durch 13 den Rest 2.
(3) a ist eine ungerade Zahl.

b) Stelle fiir jede der drei Bedingungen (1), (2), (3) fest, ob sich am Ergebnis der Aufgabe (a) etwas
andert, wenn man diese Bedingung weglésst und nur jeweils die beiden anderen Bedingungen fordert!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Fiir jede natiirliche Zahl a, die die erste Teilaussage in (2) erfiillt, ist a — 2 ein Vielfaches von 11, also
eine der Zahlen 0, 11, 211, 3-11, ...

Erfillt a auch die zweite Teilaussage in (2), so ist a — 2 auch ein Vielfaches von 13, also verbleiben fiir
a — 2 nur die Zahlen 0,13 -11,2-13-11,3-13-11, ...

Erfillt a auch (3), so ist a — 2 eine ungerade Zahl, also verbleiben fiir a — 2 nur die Zahlen 143, 3-143 =
429,5 - 153 = 715,7 - 143 = 1001, ...

Von den natiirlichen Zahlen a mit 100 < a < 1000 erfiillen also nur die Zahlen 14342 = 145, 429+2 = 431,
715 + 2 = 717 die Bedingungen (2) und (3).

Wegen 145 = 5 - 29 hat 145 mehr als zwei voneinander verschiedene natiirliche Zahlen als Teiler, namlich
1, 5, 29, 145. Entsprechendes gilt wegen 717 = 3 - 239 auch fiir 717. Dagegen ist 431 eine Primzahl. Also
hat 431 genau die zwei natiirlichen Zahlen 1 und 431 als Teiler.

Somit werden unter den natiirlichen Zahlen a mit 100 < a < 1000 die Bedingungen (1), (2), (3) genau
von der Zahl a = 431 erfiillt.

b) Wie eben gezeigt, werden (2) und (3) auler von 431 beispielsweise auch von 145 erfiillt. Ferner werden
(1) und (3) beispielsweise auch von der ungeraden Primzahl 101 erfiillt.
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Lésst man also eine der Bedingungen (1) oder (2) weg, so dndert sich das Ergebnis von a).
Dagegen kann man (3) weglassen, ohne am Ergebnis etwas zu dndern; denn jede natiirliche Zahl, die (1)
erfillt, ist eine Primzahl, und wenn sie grofler als 100 ist, scheidet die einzige gerade Primzahl 2 aus,
d.h.: Fur Zahlen a, die grofier als 100 (und kleiner als 1000) sind, folgt (3) bereits aus (1).

Aufgabe 310722:

Susann will die Summe s aller derjenigen vierstelligen natiirlich Zahlen berechnen, die durch 4 teilbar
sind.

Tamara ermittelt die Summe ¢ aller derjenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen, die durch 2, aber
nicht durch 4 teilbar sind.

a) Sind s und ¢ einander gleich oder, wenn nicht, welche der beiden Zahlen ist die grofiere?

b) Welchen Betrag hat die Differenz zwischen s und ¢? Begriinde deine Antworten!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

s ist die Summe der Zahlen 1000, 1004, ..., 9996; ¢ ist die Summe der Zahlen 1002, 1006, ..., 9998.

a) Aus jedem Summanden in s entsteht durch Vergrofierung um 2 ein Summand in ¢, und dabei entsteht
jeder Summand in ¢ genau einmal. Also enthalten beide Summen gleich viele Summanden.

Ferner ist jeder Summand in ¢ gréfler als der entsprechende Summand in s. Daher ist ¢ groler als s.

b) Der Unterschied zwischen dem ersten und letzten Summanden betragt in beiden Summen 8996, die
Summanden folgen im Abstand 4 aufeinander. Die Anzahl der Summanden betrigt (in jeder der beiden
Summen) daher 8996 : 4 + 1 = 2250.

Hieraus und weil jeder Summand in ¢ um 2 gréfer als der entsprechende Summand in s ist, folgt:

Die Differenz zwischen s und ¢ hat den Betrag 2250 - 2 = 4500.

Aufgabe 330722:
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingungen (1) und 2)
erfiillen!

(1) Die Zahl z ist durch 24 teilbar.
(2) Die zweite Ziffer der Zahl z ist eine 1, die dritte Ziffer von z ist eine 3.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Die Bedingung (1) ist genau dann erfiillt, wenn die Zahl z durch 3 und durch 8 teilbar ist; denn 3 und 8
sind zueinander teilerfremd, und es gilt 3-8 = 24.

Die Zahl z ist genau dann durch 8 teilbar, wenn die durch ihre letzten drei Ziffern dargestellte Zahl durch
8 teilbar ist. Zusammen mit Bedingung (2) ist das genau dann der Fall, wenn die vierte Ziffer von z eine
6 ist; denn unter den Zahlen von 130 bis 139 ist genau die Zahl 136 durch 8 teilbar.

Die Zahl z ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

Zusammen mit den bereits genannten Bedingungen ist das genau dann der Fall, wenn die erste Ziffer von
z eine der drei Ziffern 2, 5, 8 ist; denn die Summe der letzten drei Ziffern 1, 3, 6 betrdgt 10, und unter
den (durch Addition einer weiteren Ziffer 1, ..., 9 entstehenden) Summen von 11 bis 19 sind genau 12,
15 und 18 durch 3 teilbar.

Somit erfiillen genau die Zahlen 2136, 5136, 8136 die Bedingungen (1) und (2).

11l Runde 3

Aufgabe 030733:

Eine Zahl 30 x 0 x 03 soll durch 13 teilbar sein. Dabei sind die x jeweils durch eine der Ziffern 0 bis 9
zu ersetzen. (Fiir beide Sterne muss nicht unbedingt die gleiche Ziffer gesetzt werden.)

Gib samtliche Zahlen an, die die geforderte Eigenschaft haben!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die Zahl
30 x 0% 03 = 3000003 4 10000 - = 4+ 100 - y

ist genau durch 13 teilbar mit den Ziffern z und y, wenn 6 4+ 3 -z + 9 - y durch 13 teilbar ist, denn es gilt
3000003 + 10000 - « + 100 -y = 13- (230769 + 769 -z +7-y) +6+3-2+9-y

Durch systematisches Testen von 3 - (2 + 3 - y + «) auf Teilbarkeit durch 13 findet man fiir (z,y) schnell
die Lésungen (8, 1), (5, 2), (2, 3), (9, 5), (6, 6), (3, 7) und (0, 8).
Somit erfiillen die folgenden Zahlen die geforderten Eigenschaften:

3000803; 3020303; 3030703; 3050203; 3060603; 3080103; 3090503

Aufgabe 050731:
Auf welche Ziffern endet das Produkt?

2 = 3459264763 - 1253996762 - 2100933776°

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Samtliche Faktoren von z sind von der Form 100a + 76. Wegen

(100 + 76)(100b + 76) = 10000ab + 100(76a + 76b) + 76

wobei @ und b natiirliche Zahlen sind, sind allein die beiden letzten Stellen von 762 fiir die beiden letzten
Stellen von z entscheidend. Da 762 = 5776 ist, endet z auf 76.

Aufgabe 060735:

Fiir jede zweistellige natiirliche Zahl gilt der Satz:

Addiert man zu der zweistelligen Zahl die Differenz aus der Anzahl ihrer Zehner und der Anzahl ihrer
Einer, so erhédlt man eine durch 11 teilbare Zahl.

Beweise diesen Satz!

Loésung von offizieller Aufgabenkommission:

Die zweistellige Zahl ist darstellbar als 10a+b mit ganzen Zahlen a und b, flir die0 < a < 9und 0 < b <9
gilt. Die Differenz aus der Anzahl ihrer Zehner und der Anzahl ihrer Einer ist daher a — b.

Addiert man sie laut Aufgabe zu der zweistelligen Zahl, so erhélt man: 10a+b+a—b = 11a; die erhaltene
Zahl ist also durch 11 teilbar.

Aufgabe 070735:
Gegeben seien zwei natiirliche Zahlen n und m, die bei Division durch 5 beide den Rest 3 lassen.
Beweise, dass das Produkt der beiden Zahlen bei Division durch 5 den Rest 4 lasst!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Nach Voraussetzung haben die beiden gegebenen Zahlen n,m die Form n = 5n’ + 3 und m = 5m’ + 3
(n/,m’ ganz). Daher gilt:

n-m= (50" +3) - (5m’' +3) = 25n'm’ + 150’ + 156m’ + 9 = 5[5n'm’ + 3(n' + m/) + 1] + 4

d.h. n - m lasst bei Division durch 5 den Rest 4.
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Aufgabe 080731:

Gesucht sind natiirliche Zahlen, die beim Teilen durch 7 den Rest 4, beim Teilen durch 4 den Rest 3
und beim Teilen durch 3 den Rest 1 lassen.

a) Ermittle die kleinste derartige natiirliche Zahl!

b) Wie kann man aus der in a) gesuchten Zahl weitere natiirliche Zahlen erhalten, die den gleichen
Bedingungen geniigen?

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a)

Die Folge der natiirlichen Zahlen, die bei Division durch 7 den Rest 4 lassen, beginnt: 4; 11; 18; 25;
32; 39; 46; 53; 60; 67; 74; 81; 88; 95; ...
Von diesen Zahlen lassen bei der Division durch 4 den Rest 3 genau die Zahlen: 11; 39; 67; 95; ... (ab
11 jede vierte Zahl der vorigen Folge).

Die kleinste unter diesen Zahlen, die auch noch bei Division durch 3 den Rest 1 lasst, ist die Zahl 67.

Weitere, den Bedingungen entsprechende natiirliche Zahlen erhélt man, indem man zu 67 gemeinsame
Vielfache von 3, 4 und 7 addiert.

Insbesondere erhéilt man die nichstgrofferen derartigen Zahlen, wenn man wiederholt das kgV von 3,
4 und 7 (d.i., da 3, 4, 7 paarweise teilerfremd sind, die Zahl 3-4 -7 = 84) zu 67 addiert. Die néchsten
so entstehenden Zahlen sind: 151; 235; 319; ...

Aufgabe 080736:

Der grofle deutsche Mathematiker Carl Friedrich Gaul wurde am 30. April 1777 in Braunschweig
geboren.

Auf welchen Wochentag fiel sein Geburtstag?

(Der 30.04.1967 war ein Sonntag; die Jahre 1800 und 1900 waren keine Schaltjahre).

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Von einem Tag des Jahres 1777 bis zum gleichen Tag des Jahres 1967 sind es 190 Jahre, und zwar 45
Jahre zu 366 Tagen und 145 Jahre zu 365 Tagen.

In den 45 Jahren riickte der Wochentag um 90 Wochentage vor, in den 145 Jahren um 145 Wochentage.
Das sind zusammen 235 Wochentage, d. h. 33 mal eine Woche und 4 Wochentage. Daher war der 30.4.1777
ein Mittwoch.

Aufgabe 100735:

Aus den zweistelligen Primzahlen 13, 17, 37, 79 erhélt man wieder Primzahlen, wenn man ihre Ziffern
jeweils vertauscht, also die Zahlen 31, 71, 73, 97 bildet. Ebenso kann man bei der Primzahl 131 die
Ziffern beliebig vertauschen, also die Zahlen 113, 311 bilden, ohne dass dabei die Primzahleigenschaft
verloren geht.

Untersuche, ob es dreistellige Primzahlen mit paarweise voneinander verschiedenen Ziffern gibt,
bei denen man bei sdmtlichen méglichen Ziffernvertauschungen stets wieder dreistellige Primzahlen
erhalt!

(Ohne Benutzung der Zahlentafel)

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, es gébe eine derartige dreistellige Primzahl. Dann kénnte sie nur aus drei verschiedenen
der Ziffern 1, 3, 7, 9 bestehen, da bei den Vertauschungen jede ihrer Ziffern auch einmal an letzter Stelle

st

iinde und daher, wie man mit Hilfe der Teilbarkeitsregeln erkennt, die Ziffern 0, 2, 4, 5, 6, 8 entfielen.
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Also miisste die Primzahl entweder aus den Ziffern 1, 3, 7 oder aus den Ziffern 1, 3, 9 oder aus den Ziffern
1, 7, 9 oder aus den Ziffern 3, 7, 9 bestehen.

Nun ist aber z.B. 371 = 7-53, 319 = 11-29, 791 = 7- 113, 793 = 13 - 61, d. h., es gibt in jedem Falle
unter den durch Vertauschungen der Ziffern entstehenden Zahlen wenigstens eine, die nicht Primzahl ist.
Daher gibt es keine dreistellige Primzahl mit der geforderten Eigenschaft.

Aufgabe 110731:
Ermittle alle Primzahlen p, die gleichzeitig den folgenden Bedingungen geniigen:

(1) p< 100.
(2) p lasst sowohl bei Division durch 3 als auch bei Division durch 5 jeweils den Rest 2.
(3) p lasst bei Division durch 4 den Rest 1!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, p sei eine Primzahl, die den Bedingungen (1), (2), (3) gentigt.

Wegen (2) ist dann p — 2 sowohl durch 3 als auch durch 5 teilbar. Da 3 und 5 teilerfremd sind, ist folglich
p — 2 durch 3 -5 = 15 teilbar, d. h., p ist von der Form n - 15 4+ 2 (n eine natiirliche Zahl). Wegen (3) ist
p und damit auch n ungerade.

Also konnen wegen (1) hochstens die Zahlen 17; 47; 77 den Bedingungen der Aufgabe gentigen. Von ihnen
ist 77 keine Primzahl, und 47 geniigt nicht der Bedingung (3). Also kann nur 17 Lésung der Aufgabe
sein.

In der Tat erfiillt 17 die Bedingungen (1), (2), (3) und ist damit die einzige derartige Primzahl.

Aufgabe 130734:
Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zahlen a, die gleich der Hélfte der Summe derjenigen beiden
Zahlen sind, die durch zyklische Vertauschung der Ziffern von a entstehen!

Hinweis: Wird die Zahl a durch die Ziffernfolge uwvw dargestellt, so entstehen durch zyklische Vertau-
schung die Zahlen vwu und wuv. Dabei sollen auch Méglichkeiten mit v = 0 oder w = 0 zugelassen
werden; die durch zyklische Vertauschung entstehenden Zahlen brauchen also nicht dreistellig zu sein.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, eine Zahl mit der Ziffernfolge zyz entspreche den Bedingungen der Aufgabe. Dann ist
a = 100z 4 10y + z gleich der Hélfte der Summe von b = 100y 4+ 10z + z und ¢ = 100z 4+ 10z + y. Demnach
gilt:

200z + 20y + 2z = 2a = b+ c =101y + 110z + 11z

also 189x = 81y + 108z und daher
Tr =3y +4z (1)

Folglich ist 7 ein Teiler von 3y 4+ 4z und daher auch von 3y + 4z — 72 = 3(y — 2), also von y — z.

Wegen 0 < y <9, 0 < z <9 folgt hieraus, dass entweder y = z und nach (1) dann y = z =z > 1 gilt
oder z um 7 grofer ist als y.

Daher verbleiben fiir y und z nur die in der folgenden Tabelle genannten Moglichkeiten, zu denen jedesmal
wegen (1) nur das angegebene x gehort:

xyz‘xyz‘x y 2z
1 1 112 2 2

9 9 9|8 1 417 0 3
0 7 4|1 8 512 9 6
9 2 5
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Daher konnen hochstens die Zahlen 111, 222, 333, 444, 555, 666, 777, 888, 999, 592, 481, 370, 407, 518,
629 Losungen sein. Fir 111, ..., 999 ist dies unmittelbar klar; ferner gilt

(925 4+ 259) = 1184 : 2 =529 - (814 + 148) = 962 : 2 = 481

(703 4 37) = 740 : 2 = 370 (74 + 740) = 814 : 2 = 407

N =

- (296 + 962) = 1258 : 2 = 629

N~ N =N

1
5+ (185 +851) = 1036 : 2 = 518

Also erfiillt jede dieser 15 Zahlen die Bedingungen der Aufgabe.

Aufgabe 150736:

Ist z eine natiirliche Zahl, so sei a die Quersumme von z, b die Quersumme von ¢ und ¢ die Quersumme
von b.

Ermittle ¢ fiir jede 1 000 000 000-stellige durch 9 teilbare Zahl z.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Wegen z > 0 gilt auch a > 0,0 > 0,¢ > 0.

Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so ist ihre Quersumme durch 9 teilbar. Daher sind alle Zahlen a,b
und ¢ dieser Aufgabe durch 9 teilbar.

Da jede der 1 000 000 000 Ziffern von z hochstens 9 betrégt, ist

a < 9-1000000000 = 9000000000

also ist a hochstens zehnstellig.

Deshalb ist b < 910 = 90, also ist b eine der Zahlen 81, 72, 63, 54, 45, 36, 27, 18, 9. Die Quersumme
jeder dieser 9 Zahlen ist 9.

Daher gilt ¢ =9 fiir alle zu betrachtenden Zahlen z.

Aufgabe 170735:
Ermittle alle zweistelligen Zahlen, fiir die sowohl die folgende Aussage (1) als auch die folgende
Aussage (2) zutrifft:

(1) Setzt man zwischen Einerziffer und Zehnerziffer der zweistelligen Zahl die Ziffer 5, so erhélt man
eine Zahl, die um genau 230 grofer ist als die urspriingliche Zahl.

(2) Setzt man die Ziffer 5 vor die zweistellige Zahl, so erhdlt man ein ganzzahliges Vielfaches der
urspriinglichen Zahl.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, eine zweistellige Zahl erfiillt die Bedingungen der Aufgabe. Dann ist sie mindestens 10 und
hochstens 99: folglich entsteht nach Vergréflerung um 230 eine Zahl, die mindestens 240 und hochstens
329 ist. Von diesen Zahlen haben nur 250, 251, 252, 253, 254, 255, 256, 257, 258 und 259 eine 5 als
Zehnerziffer.

Folglich konnen hochstens die Zahlen 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 die Bedingung (1) erfiillen. Sie
erfiillen diese Bedingung, da durch das in (1) genannte Einfligen der Ziffer 5 die Zehnerziffer 2 durch die
Ziffernfolge 25 ersetzt wird, wobei sich die Zahlen jeweils um 230 vergrofiern.

Setzt man vor jede von ihnen die Ziffer 5, so erhélt man die Zahlen 520, 521, 522, 523, 524, 525, 526,
527, 528 und 529. Diese sind jeweils um 500 grofer als die urspriingliche Zahl. Daher ist eine so gebildete
Zahl genau dann ein ganzzahliges Vielfaches der urspriinglichen Zahl, wenn auch 500 ein ganzzahliges
Vielfaches von ihr ist. Das trifft unter den Zahlen, die (1) erfiillen, genau fiir die Zahlen 20 und 25 zu.
Daher sind dies alle zweistelligen Zahlen, die beide Bedingungen erfiillen.
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Aufgabe 240732:
a) Es sei M die Menge aller derjenigen Zahlen x, die die folgenden Eigenschaften (1), (2), (3) haben:

(1) z ist eine sechsstellige natiirliche Zahl.
(2) z hat die Quersumme 29.
(3) x ist durch 11 teilbar.

Ermittle das groite Element der Menge M!

b) Es sei M’ die Menge aller derjenigen Zahlen x, die auler den Eigenschaften (1), (2), (3) auch noch
die folgende Eigenschaft (4) haben:

(4) Keine zwei Ziffern von « sind einander gleich.
Ermittle das grofite Element der Menge M'!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

a) Unter allen Zahlen, die (1) und (2) erfiillen, findet man die gréfite, indem man mit so vielen Ziffern
9 beginnt, wie dies moglich ist, ohne die Summe 29 zu {iberschreiten (d.s. genau 3 Ziffern 9), sodann
eine moglichst grofie Ziffer anschliefit, ohne 29 zu {iberschreiten (d.i. die Ziffer 2), wonach nur noch die
Moglichkeit verbleibt, zwei Ziffern 0 anzuschlieflen.

Die grofite Zahl x, die (1) und (2) erfiillt, ist also 999200.

Die néchstkleinere Zahl, die (1) und (2) erfiillt, ergibt sich, indem man die Ziffer 2 durch 1 ersetzt, dann
wieder eine moglichst grofie Ziffer anschliefit, ohne 29 zu tiberschreiten (d.i. die Ziffer 1), wonach nur noch
eine Ziffer 0 verbleibt. So ergibt sich als zweitgroite Zahl, die (1) und (2) erfillt, 999110.

Entsprechend ergibt sich die néchstkleinere Zahl mit (1) und (2), indem man die zweite Ziffer 1 durch 0
ersetzt, wonach 999101 verbleibt. Die néchstkleinere Zahl mit (1) und (2) ist entsprechend 999020.

Die Forderung (3) wird von 999200, 999110 und 999102 nicht erfiillt, wohl aber von 999020.
Damit ist bewiesen: Das grofite Element der Menge M ist 999020.

b) Unter allen Zahlen, die (1),(2) und (4) erfiillen, findet man die grofite, indem man mit 9 beginnt, die
grofite von 9 verschiedene Ziffer (d.i. die Ziffer 8) anschliefit, sodann die grofite von 9 und 8 verschiedene
Ziffer (d.i. 7) und dann die grofite von 9, 8 und 7 verschiedene Ziffer, ohne 29 zu {iberschreiten (d.i. die
Ziffer 5), wonach 987500 verbleibt. Die néchstkleineren Zahlen mit (1),(2) und (4) ergeben sich, indem
man die Ziffer 5 durch 4 ersetzt, wonach (der Grofie nach geordnet) 987410 und 987401 verbleiben.
Sodann hat man 4 durch 3 zu ersetzen. Um hiernach fiir die letzten beiden Ziffern die Summe 2 unter
Einhaltung von (4) zu erreichen, verbleiben 987320 und 987302.

Wird weiter 3 durch 2 ersetzt, so verbleiben entsprechend 987230 und 987203; wird 2 durch 1 ersetzt, so
ergibt sich als grofitmoglich: 987140.

Die Forderung (3) wird von 987500, 987410, 987401, 987320, 987302, 987230 und 987203 nicht erfiillt,
wohl aber von 987140.
Damit ist bewiesen: Das grofite Element der Menge M’ ist 987140.

Aufgabe 240735:

In dem Schema 43_1_5_ ist jede der Leerstellen _ so mit einer Ziffer auszufiillen, dass die entstehende
siebenstellige Zahl durch 75 teilbar ist.

Gib an, wie viel siebenstellige Zahlen es insgesamt gibt, die auf diese Weise entstehen kénnen!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Die in die Leerstellen einzutragenden Ziffern seien so mit a,b und ¢ bezeichnet, dass die entstehenden
Zahlen die Zifferndarstellung 43a1b5¢ haben.

Eine solche Zahl ist genau dann durch 75 teilbar, wenn sie sowohl durch 3 als auch durch 25 teilbar ist,
da 3 und 25 teilerfremd sind. Durch 25 ist sie genau dann teilbar, wenn ¢ = 0 ist.

Durch 3 ist sie genau dann teilbar, wenn ihre Quersumme (4+34+a+1+b+5+c¢=)13+a+ b durch 3
teilbar ist.

Wegen 0 < a < 9und 0 < b < 9gilt 0 < a+ b < 18. Fiir die genannte Quersumme gilt daher
13 <134 a+b < 31. Sie ist folglich genau dann durch 3 teilbar, wenn sie eine der Zahlen 15, 18, 21, 24,
27, 30 ist, d. h. genau dann, wenn die Summe s aus den beiden Ziffern a und b eine der Zahlen 2, 5, 8,
11, 14, 17 ist.

Die folgende Tabelle enthélt alle Ziffernpaare (a;b), die eine dieser Summen s = a + b besitzen:

Ziffernsumme s  Alle Ziffernpaare (a;b) mit a +b=s Anzahl der Ziffernpaare
2 (0:2), (1;1), (2;0) 3
5 (0:5), (1:4), (2:3), (3;2), (4;1), (5;0) 6
8 (0:8), (157), (2:6), (3:5), (4:4), (5:3), (6:2), (7;1), (8;0) 9
11 (2:9), (3:8), (47), (5:6), (6;5), (T:4), (8:3), (9;2) 8
14 (5:9), (6:8), (757), (8;6), (9;5) 5
17 (8;9), (9;8) 2

Daher ist mit 3+ 6 + 9+ 8 + 5 = 33 die gesuchte Anzahl gefunden.

Aufgabe 260734:
Ermittle alle diejenigen Paare (m;n) natiirlicher Zahlen, die folgende Bedingungen erfiillen!

(1) m und n sind dreistellige Zahlen.
(2) Es gilt m —n = 889.
(3) Fiir die Quersumme Q(m) und Q(n) von m und n gilt Q(m) — Q(n) = 25.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn ein Paar (m;n) natiirlicher Zahlen die Bedingungen erfiillt, so folgt:

Wegen (1) gilt 1 < Q(m) < 27,1 < @Q(n) < 27. Daher kann (3) nur so erfiillt werden, dass entweder
Q(m) =27, Q(n) =2 oder Q(m) =26, Q(n) =1 gilt.

Die einzige dreistellige Zahl m mit der Quersumme Q(m) = 27 ist aber m = 999; nach (2) ergibt sich
hierfiir weiter n = m — 889 = 110.

Die einzige dreistellige Zahl n mit der Quersumme Q(n) = 1 ist n = 100; nach (2) ergibt sich hierfiir
weiter m = 889 + n = 989.

Also koénnen nur die Paare (999;110) und (989;100) (4) die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Aufgabe 280736:

Auf einer Kreislinie seien die natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 der Reihe nach angeordnet. Dann
wird, beginnend mit der Zahl 1, jede fiinfzehnte Zahl mit einer Markierung versehen, d. h., die Zahlen
1, 16, 31, 46, ... usw. werden markiert.

Dieses Weiterzahlen und Markieren jeder fiinfzehnten Zahl wird umlaufend fortgesetzt, d.h., beim
Weiterzahlen 1dsst man auf die Zahl 1000 wieder die Zahl 1 folgen. Auch Zahlen, die bereits markiert
sind, werden beim Weiterzdhlen stets mit berticksichtigt. Erst wenn zum weiteren Markieren nur noch
Zahlen erreicht wiirden, die bereits markiert sind, wird der Vorgang beendet.

Ermittle die Anzahl aller derjenigen Zahlen auf dem Kreis, die dann ohne Markierung geblieben sind!
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

In ersten Umlauf werden genau diejenigen der Zahlen markiert, die bei Division durch 15 den Rest 1
lassen. Die letzte dieser Zahlen ist 991.

Der zweite Umlauf erbringt als erste markierte Zahl die Zahl 991 + 15 — 1000 = 6; anschlielend werden
folglich im zweiten Umlauf genau diejenigen der Zahlen markiert, die bei Division durch 15 den Rest 6
lassen. Die letzte dieser Zahlen ist 996.

Entsprechend werden im dritten Umlauf markiert: zuerst die Zahl 996+ 15— 1000 = 11, dann alle Zahlen,
die bei Division durch 15 den Rest 11 lassen, und als letzte die Zahl 986.

Eine weitere Fortsetzung wiirde die Zahl 986+ 15—1000 = 1 und daher nur noch bereits markierte Zahlen
erreichen, so dass der Vorgang beendet, ist.

Also werden genau diejenigen der Zahlen markiert, die bei Division durch 15 einen der Reste 1, 6, 11
lassen. Das sind genau diejenigen der Zahlen, die bei Division durch 5 den Rest 1 lassen, d. h. genau die
Zahlen 1,1-54+1=6,2-5+1=11,3-54+1=16, ..., 199 -5+ 1 = 996.

Thre Anzahl (wie diese Aufzéhlung zeigt, zu erhalten als die Anzahl der Zahlen 0, 1, 2, 3, .... 199) betrigt
200. Also sind genau 1000 — 200 = 800 Zahlen ohne Markierung geblieben.

Aufgabe 290734:

Ermittle alle diejenigen Paare (z1; z2) aus zweistelligen natiirlichen Zahlen z; und 29, die die folgenden
Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillen!

(1) Es gilt z; > 2.

(2) Die Differenz der Zahlen z; und zo betrdgt 59.

(3) Die Differenz, die entsteht, wenn man von der Quersumme der Zahl z; die Quersumme der Zahl
z9 subtrahiert, betrigt 14.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn ein Paar (z1; 22) zweistelliger natiirlicher Zahlen die Bedingungen (1) , (2) und (3) erfiillt, dann
folgt:

Sind a, b in dieser Reihenfolge die Ziffern von z; und ¢, d die von zs, so ist z; = 10a + b, zo = 10c + d,
1<a<9,1<¢<9,0<b<9,0<d<9,

und aus (1), (2) und (3) folgt 10a +b—10c —d =59, (4) a+b—c—d =14 (5)

Subtrahiert man (5) von (4), so folgt @ — ¢ = 5; (6) hieraus und aus (5) folgt b —d = 9. (7)

Wegen b < 9, d > 0ist (7) nur mit b =9, d = 0 (8) moglich. Wegen ¢ > 1 und (6) ist a > 6; hiernach
und wegen (6) verbleiben fiir @ und ¢ nur die Moglichkeiten

a=6,c=1l;a=7,c=2a=8,¢c=3;a=9,c=4. (9)

Mit (8) und (9) ist gezeigt, dass nur die Paare (z1;22) = (69; 10), (79; 20), (89; 30), (99; 40) die Bedin-
gungen (1), (2), (3) erfiillen kénnen.

II. Sie erfiillen diese Bedingungen, wie aus 69 > 10, 79 > 20, 89 > 30, 99 > 40, 69 — 10 = 79 — 20 =
80 —-30=99-40=59, (6+9) —(1+0)=(7+9)—(2+0)=(8+9) —(34+0)=(9+9)—(4+0) =14
ersichtlich ist.

Aufgabe 330731:
Ermittle alle diejenigen vierstelligen natiirlichen Zahlen z, die folgende Bedingungen (1) und (2)
erfiillen!

(1) Die Zahl z ist durch 48 teilbar.
(2) Die zweite Ziffer der Zahl z ist eine 3, die dritte Ziffer von z ist eine 4.
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Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn eine vierstellige natiirliche Zahl z die Bedingungen (1) und (2) erfiillt, so folgt:

Nach (1) und wegen 48 = 2 -8 - 3 ist z auch durch 8 und durch 3 teilbar. Eine Zahl ist nur dann durch
8 teilbar, wenn die durch ihre letzten drei Ziffern dargestellte Zahl durch 8 teilbar ist. Unter den Zahlen
von 340 bis 349 ist nur die Zahl 344 durch 8 teilbar. Hiernach und wegen (2) konnen die letzten drei
Ziffern von z nur 3, 4, 4 in dieser Reihenfolge lauten.

Eine Zahl ist nur dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist. Da die Summe der
letzten drei Ziffern 3 4+ 4 + 4 = 11 betrédgt, kann hiermit und mit der ersten Ziffer nur dann eine durch
3 teilbare Quersumme entstehen, wenn die erste Ziffer 1 oder 4 oder 7 lautet.

Die Zahl 4344 ist (da die Division 4344 : 48 auf 90, Rest 24 fiihrt) nicht durch 48 teilbar, also scheidet
die 4 als erste Ziffer aus.

Somit kénnen unter den vierstelligen natiirlichen Zahlen nur die beiden Zahlen 1344 und 7344 die Bedin-
gungen (1) und (2) erfiillen.

II. Diese beiden Zahlen erfiillen offensichtlich (2) und (wegen 1344 : 48 = 28 sowie 7344 : 48 = 153) auch
(1).

Damit sind alle Zahlen der geforderten Art ermittelt: Es sind genau die beiden Zahlen 1344 und 7344.

IV.1I1 Diophantische Gleichungen
| Runde 1

Aufgabe 070713:

Gib samtliche Geldbetrége bis zu 1 MDN an, die sich unter alleiniger Verwendung von Einpfennig-,
Funfpfennig- und Zehnpfennigstiicken (wobei von jeder Sorte stets mindestens ein Stiick zu nehmen
ist) auszahlen lassen und bei denen der in Pfennig angegebene Geldbetrag genau doppelt so grof} ist
wie die benotigte Anzahl der Miinzen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Bezeichnet man die Anzahl der Pfennigstiicke mit x, die der Fiinfpfennigstiicke mit y und die der Zehn-
pfennigstiicke mit z, dann gilt:

x+5y+102=2(x+y+ 2)

woraus man 8z + 3y = x erhalt.

z x=3y+8z y Geldbetrag (in Pfennig)

1 11 1 26
14 2 34
17 3 42
20 4 50
23 5 58
26 6 66
29 7 74
32 8 82
35 9 90
38 10 98

2 19 1 44
22 2 92
25 3 60
28 4 68
31 5 76
34 6 84
37 7 92
40 8 100
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z x=3y+8z y Geldbetrag (in Pfennig)

3 27 1 62
30 2 70
33 3 78
36 4 86
39 ) 94
4 35 1 80
38 2 88
41 3 96
5 43 1 98

Da fiir alle z > 6 keine Losungen unter den Bedingungen der Aufgabe existieren, gibt es also genau 26
derartige Geldbetrige, von denen genau 25 auf eine einzige Art und genau ein Geldbetrag (98 Pf) auf
genau zwei Arten geméfl den erwéhnten Bedingungen ausgezahlt werden kann.

Aufgabe 140711:

Klaus behauptet, er habe in seiner Geldtasche genau 17 Miinzen mit einem Gesamtwert von 34
Pfennig.

Ermittle alle Moglichkeiten dafir, welche Anzahlen der Minzen einer jeden Sorte Klaus hiernach
besitzen kann! Es sei dabei vorausgesetzt, dass nur Miinzen der zur Zeit giiltigen Wahrung der DDR
(also 1; 5; 10 bzw. 20-Pfennig-Miinzen) in Betracht kommen.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Der genannte Betrag kann sich hochstens aus 1-Pfennigstiicken, 5-Pfennigstiicken, 10-Pfennigstiicken
und 20-Pfennigstiicken zusammensetzen, da es in der zur Zeit giiltigen Wahrung der DDR keine anderen
Miinzen bis zu einem Wert von 34 Pfennig gibt.

Angenommen, Klaus hétte ein 20-Pfennigstiick, dann hétten die restlichen 16 Miinzen einen Gesamtwert
von 14 Pfennig. Das ist nicht moglich. Infolgedessen kann Klaus kein 20-Pfennigstiick in seiner Geldtasche
haben.

Angenommen, Klaus hatte mehr als ein 10-Pfennigstiick, dann hétte er hochstens noch 15 weitere Miinzen,
deren Gesamtwert hochstens 14 Pfennig betragen kénnte; das ist wiederum nicht moglich. Somit kann
Klaus in seiner Geldtasche an 10-Pfennigstiicken hochstens eines haben.

Angenommen, Klaus hétte kein 10-Pfennigstiick. Hatte er dann 5-Pfennigstiicke in der Anzahl x, so hétte
er 1-Pfennigstiicke in der Anzahl 17—z, und es wére 5z +17—x = 34, also 4x = 17. Das ist nicht moglich,
da 17 nicht durch 4 teilbar ist.

Daher verbleibt nur die Moglichkeit, dass Klaus in seiner Geldtasche genau ein 10-Pfennigstiick und
den Restbetrag in anderen Miinzen hat. Hat er nun 5-Pfennigstiicke in der Anzahl z, so hat er dann
1-Pfennigstiicke in der Anzahl 16 — x. Daraus folgt 5z + 16 — x = 24, also 4z = 8 und somit x = 2. Falls
die von Klaus gemachte Behauptung richtig ist, muss er in seiner Geldtasche genau ein 10-Pfennigstiick,
genau zwei 5-Pfennigstiicke und genau vierzehn 1-Pfennigstiicke haben.

Aufgabe 340711:

Armin hat 100 Stdbchen von je 7 cm Lénge und 100 Stdbchen von je 12 cm Lénge. Er mochte mit
solchen Stdbchen eine Strecke von 1 m Léange auslegen. Die Stdbchen sollen dabei stets liickenlos
aneinander anschliefen, und keine Teilstrecke darf mehrfach belegt sein.

Finde alle Moglichkeiten dafiir, wie viele Stdbchen von 7 cm und wie viele von 12 cm sich zu einer
solchen Belegung zusammenstellen lassen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Mit x Stdbchen der Lange 7 cm und y Stdbchen der Lange 12 cm lésst sich genau dann eine Strecke von
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1 m Lénge auslegen, wenn 7x + 12y = 100 gilt.

I. Wenn z und y zwei Anzahlen sind, die diese Bedingung erfiillen, so folgt:
Da 12 und 100 durch 4 teilbar sind, aber 7 zu 4 teilerfremd ist, muss x durch 4 teilbar sein. Wéare z > 16,
so wire Tx 4+ 12y > 7-16 > 100. Also kann x nur eine der Zahlen 0, 4, 8, 12 sein.

Wire z = 0, so folgte 12y = 100; wére x = 8, so folgte 12y = 100 — 7 - 8 = 44; wére x = 12, so folgte
12y = 100 — 7 - 16. In allen drei Fallen erhielte man fiir y keine ganze Zahl.
Also kann nur z = 4 und damit 12y = 100 — 7 - 4 = 72, also y = 6 sein.

II. Fiir x = 4 und y = 6 wird die Bedingung wegen 7-4+4 12 -6 = 28 + 72 = 100 erfiillt.
Daher gibt es zum Auslegen der Strecke genau die Moglichkeit, 4 Stédbchen von 7 cm und 6 Stdbchen von
12 cm zusammenzustellen.

Il Runde 2

Aufgabe 100723:
Ermittle alle Moglichkeiten, eine natiirliche Zahl ¢ und eine Ziffer x so anzugeben dass die folgende
Gleichung gilt: 9(230 + ¢)2 = 492 % 04.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

Angenommen, die Gleichung hat eine Losung. Dann miissen beide Seiten durch 9 teilbar sein. Wegen
44942+ 044 =19 folgt daraus » = 8. Die Zahl auf der rechten Seite der gegebenen Gleichung kann
also nur 492804 lauten.

Dann folgt aus der Gleichung weiter (230 + t)? = 492804 : 9 = 54756, und daher erhélt man: 230 + ¢ ist
eine natiirliche Zahl, nicht kleiner als 230 und so beschaffen, dass ihr Quadrat 54756 betragt.

Daraus folgt, dass fiir ¢ nur der Wert 4 moglich ist. Weil nédmlich 54756 auf 6 endet, kann t nur auf 4
oder 6 enden.

Wiire t > 4, so wiire (230 + t)? > 2342 = 54756. Also ist nur ¢ = 4 moglich.

Wie die Probe zeigt, ist ¢t = 4;x = 8 Losung der gegebenen Gleichung, und zwar die einzige.

Aufgabe 120721:
Man ermittle die Paare (z,y) natiirlicher Zahlen x und y, fiir die folgendes gilt:

(1) Die Summe der beiden Zahlen z und y betragt 15390.
(2) Setzt man die einstellige Zahl x vor die Zahl y, so erhélt man eine Zahl z, die viermal so grof ist
wie die Zahl u, die man erhélt, indem man die Zahl x hinter die Zahl y setzt.

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, zwei Zahlen = und y haben die geforderten Eigenschaften. Dann gilt:

(1) x+y=15390 , (2) z=4u

Nach (1) und weil z einstellig ist, hat y als vorletzte Ziffer eine 8 und als letzte Ziffer nicht 0.

Wegen (2) ist z durch 4 teilbar. Nach den Teilbarkeitsregeln fiir die Zahl 4 stellen daher die letzten beiden
Ziffern von z, das sind auch die von y, eine durch 4 teilbare Zahl dar. Somit endet y auf 84 oder 88.
Daher kann nur x = 6 oder x = 2 sein.

Wiére z = 2, so wire y = 15388, und man erhielte z = 215388 sowie v = 153882 im Widerspruch zu
4 - 153882 = 615528 # 215388. Daher kénnen nur z = 6 und y = 15384 die geforderten Eigenschaften
haben.
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In der Tat erfiillen diese beiden Zahlen (1), und man erhélt mit ihnen ferner z = 615384 sowie u = 153846,
so dass wegen 4-153846 = 615384 auch (2) erfiillt ist. Somit gibt es genau die Moglichkeit 2 = 6, y = 15384,
die Bedingungen (1) und (2) zu erfiillen.

Aufgabe 220724:
Fir drei nattirliche Zahlen a, b, ¢ werden die folgenden Eigenschaften (1) und (2) gefordert:

(1) Esgilt a<b<e.

(2) Wenn a, b, c die Mafizahlen der in Zentimeter gemessenen Kantenldngen eines Quaders sind, so
hat der Quader das Volumen 270 cm?, und die Summe der Lingen aller zwolf Kanten des Quaders
betrégt 80 cm.

Untersuche, ob es natiirliche Zahlen gibt, die diese Forderungen erfiillen, und ob diese Zahlen durch
die Forderungen (1) und (2) eindeutig bestimmt sind! Ist dies der Fall, so nenne diese Zahlen!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Natiirliche Zahlen a, b, ¢ erfiillen genau dann die Forderung (2), wenn fiir sie die Gleichungen

(3) abc = 270,
(4) a + b+ c = 20 gelten.

I. Wenn natiirliche Zahlen a,b, ¢ die Bedingungen (1),(3),(4) erfiillen, so folgt:
Nach (3) sind a, b, ¢ von 0 verschieden; hiernach und wegen (1), (4) gilt (5) 0 < a < b < ¢ < 20.
Die einzigen Teiler von 270 zwischen 0 und 20 sind (6) 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15 und 18.

Die einzigen Moglichkeiten, aus diesen Zahlen zwei als a und b mit a < b so auszuwéhlen, dass die, nach
(4) erhaltene, Zahl ¢ = 20 — a — b auch b < ¢ erfiillt, sind in der folgenden Tabelle angegeben.

Fiir diejenigen a, b, fiir die auch diese Zahl ¢ = 20 — a — b eine der Zahlen (6) ist, wird dann gepriift, ob
auch abc = 270 gilt:

a 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 5

b 2 3 ) 6 9 3 5 6 5 6 6

c 17 16 14 13 10 15 13 12 12 11 9
cin (6)? | nein nein mnein nein ja ja nein nein nein nein ja
abe 90 90 270

Es ergibt sich, dass nur a = 5, b = 6, ¢ = 9 die Bedingungen (1), (3), (4) erfiillen kénnen.

II. Sie erfiillen diese Bedingungen; denn es gilt 5 <6 <9,5-6-9 =270, 546 + 9 = 20.
Damit ist gezeigt: Es gibt Zahlen, die die Forderungen (1), (2) erfiillen, sie sind durch diese Forderungen
eindeutig bestimmt und lauten a =5, b =6, ¢c = 9.

111 Runde 3

Aufgabe 160735:
Ermittle alle Paare (x;y) natiirlicher Zahlen, fiir die die Gleichung 2z + 3y = 27 erfiillt ist!
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IV.III Diophantische Gleichungen

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Angenommen, (x;y) sei ein Paar natiirlicher Zahlen, das die Gleichung 2z + 3y = 27 erfiillt. Dann folgt
3y = 27 — 2z, also ist insbesondere x ein Vielfaches von 3. Weiter folgt

y:9f§x (1)

Da y eine natiirliche Zahl ist, gilt %x <9 alsoz < 2—27; daher kommen nur folgende Werte fiir z in Frage:
r=0,z=3,xr=6,r =9 und x = 12.

Nach (1) ergibt eich hierzu jeweils y = 9,y = 7,y = 5,y = 3 bzw. y = 1. Also haben hochstens die
Zahlenpaare (0;9), (3;7), (6;5), (9;3) und (12;1) die verlangten Eigenschaften.

Sie haben tatséchlich diese Eigenschaften, denn sie bestehen aus natiirlichen Zahlen, und es gilt
2-0+3-9=27 ; 2-3+3-7=27 ; 2:64+3-5=27
2-9+3-3=27 ; 2-1243-1=27

Aufgabe 270734:
Ermittle alle diejenigen geordneten Paare (x;y) natiirlicher Zahlen z,y, fiir die 22 + 2y + y* = 49
gilt!

Losung von offizieller Aufgabenkommission:
Man kann zunéchst diejenigen Paare ermitteln, die auler der geforderten Gleichung noch x < y erfiillen.

I. Wenn ein Paar (z;y) diese Bedingungen erfiillt, so folgt
32 < 2’4 azy+1y? =49 <51 = 2% <17

x ist eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4.

Fiir z = 0 folgt y?> = 49, also y = 7.

Fiir z = 1 folgt y + y? = 48. Dies wird von keiner natiirlichen Zahl y erfiillt; denn wenn y < 6 ist, so gilt
y+ 132 <6436 <48, und wenn y > 7 ist, so gilt y + y? > 7 + 49 > 48.

Fiir # = 2 folgt 2y + y? = 45. Dies wird von keiner natiirlichen Zahl y erfiillt; denn wenn y < 5 ist, so
gilt 2y + 3% < 10 + 25 < 45, und wenn y > 6 ist, so gilt 2y + y? > 12 + 36 > 45.

Fiir z = 3 folgt 3y + y? = 40. Dies wird nur von y = 5 erfiillt; denn wenn y < 5 ist, so gilt 3y + y? <
15 + 25 = 40, und wenn y > 5 ist, so gilt 3y + 32 > 40.

Fiir = = 4 folgt 4y + y? = 33. Dies wird von keiner natiirlichen Zahl y erfiillt; denn wenn y < 4 ist, so
gilt 4y + 32 < 16 + 16 < 33, und wenn y > 5 ist, so gilt 4y + y? > 20 + 25 > 33.

Also kénnen nur die Paare (z;y) = (0;7) und (z;y) = (3;5) (1)

die geforderte Gleichung und die Bedingung x < y erfiillen.

Nach Weglassen der Bedingung = < y kommen zu (1) noch genau die Paare (z;y) = (7;0) und (z;y) =
(5;3) (2) hinzu. Also sind genau die in (1) und (2) genannten Paare alle gesuchten.

Aufgabe 280734:
Ermittle alle diejenigen Paare (p, ¢) aus zwei Primzahlen, die die folgenden Bedingungen erfiillen!

(1) Es gilt ¢ > p+ 1.
(2) Die Zahl s = p + ¢ ist ebenfalls eine Primzahl.
(3) Die Zahl p - ¢ - s ist durch 10 teilbar.
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IV.III Diophantische Gleichungen

Losung von offizieller Aufgabenkommission:

I. Wenn ein Paar (p; ¢) von Primzahlen die Bedingungen erfiillt, so folgt:

Nach (1) und (2) sind ¢ und s Primzahlen groBer als 2, also ungerade. Da nach (3) aber p - ¢ - s gerade
ist, muss p gerade sein, also p = 2 (4) gelten. Aus (3) und (4) folgt:

q - s ist durch 5 teilbar. Da ¢ und s Primzahlen sind, ist das nur moglich, wenn ¢ = 5 oder s = 5 gilt.
Wegen (2) und (4) folgt hieraus s = 7 oder ¢ = 3.

Da nach (1) und (4) aber ¢ > 3 gilt, verbleibt nur die Moglichkeit s = 7 und damit ¢ = 5. Also kann nur
das Paar (2; 5) die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.
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