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GELEITWORT

Wenn sich Wissenschaft und Technik planméBig und schnell weiterentwickeln sollen,
so ist es unumgénglich, da alle Bereiche der Volkswirtschaft in immer stdrkerem
MaBe mathematisch durchdrungen werden. Um dieses Ziel zu erreichen, wurde am
1.9.1963 an den Ingenieur- und Fachschulen der Deutschen Demokratischen Re-
publik ein neuer Lehrplan fiir das Unterrichtsfach Mathematik eingefiihrt, in dem
wesentlich mehr als vorher Wert auf eine gediegene Grundlagenausbildung gelegt
wurde, die das Erfassen komplizierterer mathematischer Zusammenhénge wesentlich
erleichtert und damit die Voraussetzung fiir die erfolgreiche Losung der in der Praxis
auftretenden mathematischen Probleme schafft.

Die bisherigen Lehrbiicher der Mathematik fir Ingenieur- und Fachschulen erfiillten
nicht mehr die Anforderungen, die der neue Lehrplan an Lehrer und Studierende
stellt. Aus diesem Grunde wurde auf Veranlassung des Staatssekretariats fiir das
Hoch- und Fachschulwesen in Zusammenarbeit mit der Zentralen Fachkommission
fiur Mathematik ein Autorenkollektiv beauftragt, in moglichst kurzer Zeit ein drei-
biandiges Lehrbuch der Mathematik zu erarbeiten, durch das der Mathematikunter-
richt an den Schulen wirkungsvoll unterstiitzt werden kann.

Der nunmehr vorliegende zweite Band enthélt die Teilgebiete Grundbegriffe der
Analysis, Differential- und Integralrechnung, Unendliche Reihen, Fehler- und Aus-
gleichungsrechnung und Differentialgleichungen. Das Erscheinen dieses Bandes soll
der Anla8 sein, den Autoren fiir die aufopferungsvolle Arbeit zu danken, die sie mit
der Zusammenstellung des Manuskriptes iibernommen haben. Besonderer Dank gilt
auch den Herren Dipl.-Math. Grabowski und Dipl.-Math. Vélkel, die in einer weit iiber
das normale Ausmall hinausgehenden Lektorentdtigkeit das Manuskript vom Auf-
stellen der Disposition an bis zu seiner griindlichen Durchsicht beeinfluBt haben.
Kurz nach dem Fertigstellen des Manuskriptes verstarb im Frithjahr 1964 der Autor
des Teiles ,,Grundlagen der Integralrechnung‘, Herr Dr. Hosel. In seinem fachlichen
Konnen, seinem steten Arbeitseifer, gepaart mit groBter Zuverlassigkeit und Gewissen-
haftigkeit, und als Erzieherpersonlichkeit moge er unseren Studierenden, fiir die

dieses Buch geschrieben wurde, zum Vorbild dienen.



6 Geleitwort

An die Benutzer dieses Buches sei die Bitte gerichtet, uns ihre Erfahrungen, Kritiken
und Verbesserungsvorschlige mitzuteilen, die sie bei der Arbeit mit dem Buch ge-
sammelt haben. Denn nur durch den gegenseitigen Erfahrungsaustausch zwischen
Autoren und Leserschaft kann der Inhalt des Buches laufend verbessert werden.
Wir sind davon iiberzeugt, daB dieses Buch sowohl den Lehrern als auch den Stu-
dierenden des Direkt- und des Fernstudiums eine wertvolle Hilfe sein wird, und daB
es die mathematischen Kenntnisse vermittelt, die durch die stdndig sich weiterent-
wickelnde Technik von den Absolventen unserer Ingenieur- und Fachschulen ge-
fordert werden miissen.

Zentrale Fachkommission fiir Mathematik

beim Institut fiir Fachschulwesen

der Deutschen Demokratischen Republik
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Grundbegriffe der Analysis

1. Funktionen
1.1. Grundbegriffe der Mengenlehre!)
1.1.1. Der Begrift der Menge

Als Menge bezeichnet man jede Zusammenfassung einer Anzahl einzelner, wohl-
unterschiedener Objekte mit gemeinsamem Merkmal zu einer Gesamtheit.
Man sieht eine Menge als gegeben an, wenn beziiglich eines beliebigen Objektes auf
Grund einer Eigenschaft oder Vorschrift genau eine der beiden Aussagen wahr ist:
das Objekt ist Element der Menge,
das Objekt ist nicht Element der Menge.
Eine Menge, die kein Element enthilt, wird leere Menge genannt und mit & be-
zeichnet.
Einige hdufig auftretende Mengen sollen durch bestimmte Buchstaben angegeben
werden. Es bezeichnen:

XN die Menge der natiirlichen Zahlen (einschlieBlich der Null),
G die Menge der ganzen Zahlen,
R die Menge der reellen Zahlen.

Andere Mengen konnen auf zwei Arten angegeben werden. Entweder werden die
Elemente der in Rede stehenden Menge aufgefiihrt, z. B.

A={—8,3,509), B=1{24,6,..2n,..},

oder es wird die Eigenschaft angegeben, auf Grund der ein Objekt Element der Menge
ist. So bedeutet

A= {z||z|<1,z€ R}:
die Menge A enthilt alle reellen Zahlen, deren Betrag kleiner als 1 ist.

1.1.2. Mengenrelationen
Gleichheit

Zwei Mengen A4 und B heiBien gleich, wenn A4 dieselben Elemente wie B besitzt. Im
Fall A = B gilt also stets:

€A © z€ B.
1) Vgl. auch die ausfiihrlichere Darstellung im Band ,,Algebra und Geometrie‘
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Inklusion

Ist jedes Element von A auch Element von B, so heit A Teilmenge oder Untermenge
von B und B Obermenge von A4 :

AcB bzw. BD A.
Insbesondere gilt

AcA.
Ist A = B und A4 = B, s0 heiBt A echte Teilmenge von B.

1.1.3. Mengenoperationen

Die Menge, die simtliche Elemente zweier Mengen 4 und B enthélt, heiBt die Ver-
einigung der Mengen 4 und B:

AvuB.

Ein Element, welches in der Vereinigungsmenge 4 u B liegt, muB also in minde-
stens einer der beiden Mengen 4 und B liegen. Andererseits liegt ein Element, das in
mindestens einer der beiden Mengen 4 und B enthalten ist, auch sicher in der Ver-
einigungsmenge A u B. Es gilt also:

z2€EAuB © €A oder z€ B.

Die Menge der Elemente, die zwei gegebenen Mengen 4 und B gemeinsam sind,
nennt man den Durchschnitt der Mengen 4 und B:

AnB.

Ein Element z ist Element der Durchschnittsmenge, wenn es zugleich in 4 und in B
liegt. Es gilt also

r€AnB & €A und z€ B.

Der Durchschnitt disjunkter (d. h. elementfremder) Mengen ist leer.
Die Differenz 4 \ B zweier Mengen 4 und B ist die Menge, die man erhélt, wenn aus 4
alle die Elemente entfernt werden, die auch in B enthalten sind. Es gilt:

x€A\NB & z€A und =z4¢ B.
Sind 4 und B disjunkt, so gilt ANB=A4.Fir 4 c B wird ANB=4@.

1.14. Zahlenmengen und lineare Punktmengen

Auf einer Geraden g wihlen wir einen Anfangspunkt O, tragen von O aus nach rechts
eine Einsstrecke OF mit der MaBzahl 1 ab und ordnen dem Punkt O die Zahl 0, dem
Punkt £ die Zahl 1 zu (Bild 1). Ist auf der Geraden g ein Punkt P, gegeben, so konnen
wir mit Hilfe der gewihlten Einsstrecke OF die Liange der Strecke OP,; messen und dem



1.1. Grundbegriffe der Mengenlehre 16

Punkt P, die so gewonnene MaBzahl m der Strecke OP, zuordnen. In Bild 1 sind an den
Punkten O, £ und P, die ihnen zugeordneten Mafzahlen 0, 1 und m angeschrieben.
Der Punkt O teilt die Gerade g in zwei Hélften. Die Hilfte, die den Punkt E enthilt,
nennen wir die positive, die andere die negative Hilfte der Geraden. Je nachdem, ob
ein Punkt auf der positiven oder negativen Hilfte der Geraden liegt, geben wir der
ihm zugeordneten MafBzahl das positive oder negative Vorzeichen.

0.5 5 _; 8 LB " F 8
o 7 m -m -1 o 1 m
Bild 1 Bild 2 positive Orientierung—s

Auf diese Weise wird jedem Punkt der Geraden g eindeutig eine reelle Zahl zugeord-
net. Umgekehrt entspricht auch jeder reellen Zahl ein Punkt P der Geraden g (Bild 2).
Eine solche umkehrbar eindeutige Zuordnung bezeichnet man als eineindeutig.
Das Ergebnis dieser Uberlegungen 148t sich kurz so zusammenfassen:

Die reellen Zahlen lassen sich eineindeutig den Punkten einer orientierten Geraden
g mit gewihlter Einsstrecke OF zuordnen.

Die Orientierung einer Geraden wird gewohnlich durch eine in die positive Richtung
weisende Pfeilspitze gekennzeichnet.

Nun ist es moglich, Zahlenmengen als lineare Punktmengen (und umgekehrt) dar-
zustellen.

Wegen der Eineindeutigkeit der Zuordnung von Punkten und Zahlen wird oft zwi-
schen Zahlenmengen und Punktmengen nicht streng unterschieden.

BEISPIELE

1. Der in Bild 3 dargestellten Punktmenge {P;, P,, P;} entspricht die Zahlenmenge {—1, 2, 3}.

2. N sei die Menge der natiirlichen Zahlen. In Bild 4 ist ein Teil der Zahlenmenge B = {i ‘ neN }
dargestellt. =

3. Bild 5 zeigt die Darstellung der unendlichen Zahlenmenge 4 = {x | a < x < b}. Die Zahlen
a und b gehoren nicht der Zahlenmenge an.

R_O0 E B B
-1 0 1 2 3

Bild 38

o " £_
ro—o— o -

0 & é84¢ 7 i 1

Bild 4

a b

Bild 5

Im letzten Beispiel war die Menge aller Zahlen x zwischen @ und b gegeben. Eine
solche zwischen zwei Zahlen a und b gelegene Zahlenmenge wird Intervall genannt;
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a und b heiBen seine End- oder Randpunkte. Intervalle werden wir meist mit J be-
zeichnen.

Je nachdem, ob die Randpunkte @ und b zum Intervall gehéren, sind folgende Fille
zu unterscheiden:

a)acd, bed

Die Randpunkte a und b gehdéren dem Intervall J an. Ein solches Intervall heifit
abgeschlossen und wird durch [a, b] oder a < x =< b bezeichnet (Bild 6).

b)agJ, bgJ

Die Randpunkte a und b gehéren nicht zum Intervall. Ein solches Intervall wird
als offen bezeichnet und durch (a, b) oder a < x < b angegeben (Bild 7).

[ = — e e Y L i

T m) X 2 N 3

‘a b a b a b
Bild 6 Bild 7 Bild 8

c)ad¢dJ, beJ oder a€cd, bgJ

Es gehort nur eine der beiden Zahlen a und b dem Intervall an. Im Falle a ¢ J,
beJ spricht man von einem links offenen und rechts abgeschlossenen Intervall
und bezeichnet es durch (a, b] oder ¢ < z < b (Bild 8).

Das Intervall a <« =< b ist durch die Zahlen @ und b eingeschrankt und wird des-
halb beschrinkt genannt. Neben beschrinkten Intervallen sind auch solche zu be.
trachten, die rechts, links oder beiderseits keiner Beschriankung unterworfen sind.
Solche unbeschrdnkten Intervalle schreibt man unter Verwendung des Zeichens oo
(gelesen: unendlich):?)

(a’: +w)i [a: +w): (_x; a‘): (—OO, a]! (—wa +w)
bzw. a <z <+ 00, aSxr<+00, —w<r<a, —o<rsa, —co<lr+00
oder auch 2z >a, r=a, z<a, z=<a, z beliebig.

Ein offenes Intervall (a, b) wird Umgebung des Punktes x, genannt, wenn z, ein
Punkt des Intervalls ist, so daB also a < xz, < b gilt. Rechts und links von z, liegen
also noch Punkte des Intervalls.

BEISPIELE

1. Die Intervalle (—2,1), (—10-5,10-%) sind Umgebungen von z, = 0.
2. Das Intervall [a, b] ist weder fiir @ noch fiir b eine Umgebung, da links von a und rechts von b
keine Punkte des Intervalls liegen.

1) Das Zeichen co bedeutet keine Zahl. In dem hier vorliegenden Sachverhalt wird ausgedriickt,
daB z. B. das Intervall (a, + oo) keinen durch eine bestimmte Zahl angebbaren rechten Rand-
punkt hat. Wie gro88 auch im Falle (a, +occ) ein Wert z > a gewihlt wird, stets erstreckt
sich rechts von z noch ein unbegrenzt groer Teil des Intervalls. In Abschnitt 2. kann die Be-
deutung des Zeichens oo genauer gefalit werden
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Man betrachtet mitunter auch einseitige Umgebungen. So spricht man im Falle
pE=r<zyte (2, — e <2 = ay)

mit &€ > 0 von einer rechtsseitigen (linksseitigen) Umgebung des Punktes z,.

1.1.6. Ebene und riumliche Punktmengen
1.1.56.1. Das cartesische Koordinatensystem

Neben Punktmengen auf einer Geraden sind auch Punktmengen in der Ebene und im
Raum zu betrachten. Um Punkte einer orientierten Geraden zahlenmaBig erfassen zu
kénnen, hatten wir durch Angabe eines Punktes O und einer Einsstrecke O £ ein Be-
zugssystem auf der Geraden festgelegt. Dadurch konnte jedem Punkt der Geraden
eine reelle Zahl, die Koordinate des Punktes, zugeordnet werden.

Durch Einfiihren eines geeigneten Bezugssystems lassen sich auch Punkte in der
Ebene und im Raum zahlenmifig erfassen. In der Ebene wihlen wir zu diesem Zweck
zwei aufeinander senkrecht stehende Geraden!).
Bezugspunkt O soll fiir beide Geraden ihr Schnitt- Y A
punkt sein. Durch die Wahl der Einspunkte E, Xq

und E, wird auf jeder Geraden die Linge der Ein- | Yy &)
heit festgelegt und beiden Geraden eine Orientierung
gegeben (Bild 9). Das so gebildete Bezugssystem
heiBt cartesisches Koordinatensystem; die waage-
rechte Gerade wird Abszissenachse oder xz-Achse, 71Ey
die senkrechte Gerade Ordinatenachse oder y-Achse
genannt. Die den Punkten der Geraden zugeord- Ex Xy
neten Maf3zahlen bezeichnet man dementsprechend ™p 1 X
als Abszisse baw.Ordinate. Abszissen-und Ordinaten-
achse zerlegen die Ebene in vier Quadranten, Bildig

die, dem mathematisch positiven Drehsinn folgend

und mit dem Quadranten zwischen positiver z-Achse und positiver y-Achse be-
ginnend, der Reihe nach mit I, II, ITI, IV bezeichnet werden.

Ein Punkt P; der Ebene, die durch diese Koordinatenachsen aufgespannt wird, 1aBt
sich nun zahlenméBig wie folgt erfassen:

Von dem Punkt P, werden die Lote auf diz Koordinatenachsen gefillt. Die FuSpunkte
X, und Y, der Lote haben auf ihrer Koo.'dinatenachse die Abszisse z, bzw. die Ordi-
nate y,. Durch P, sind also eindeutig zwei Zahlen z, und y,, die Koordinaten des
Punktes, bestimmt. Umgekehrt ist auch durch ein Zahlenpaar (z; y) eindeutig ein
Punkt P der Ebene festgelegt, fiir den man P(z; y) schreibt.

¥s

Das cartesische Koordinatensystem vermittelt eine eineindeutige Zuordnung der
Punkte der Ebene zu den Zahlenpaaren (z; ).

Um einen Punkt im Raum eindeutig festzulegen, ben6tigt man eine dritte Koordinate.
Dazu legt man durch den Punkt O eine dritte Koordinatenachse, 2-Achse genannt,

1) Auf andere mogliche Bezugssysteme wird spiter eingegangen

2 Anpalysis
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senkrecht zur z,y-Ebene. Fiir die positive Orientierung der z-Achse gibt es zwei Mog-
lichkeiten (Bilder 10a, b). Bild 10a stellt ein sogenanntes Rechtssystem, Bild 10b ein
Linkssystem dar. Bei einem Rechtssystem zeigt die positive Richtung der z-Achse in
die Richtung, in der eine rechtsgingige Schraube fortschreitet, wenn man die z-Achse
auf dem kiirzesten Wege in die Lage der y-Achse dreht. Beim Linkssystem zeigt die
positive Richtung der z-Achse bei dieser Bewegung in die Fortschreitungsrichtung
einer linksgéingigen Schraube. Spreizt man Zeigefinger, Mittelfinger und Daumen der

zl}
Z
S
"‘-—.\\
—>< P
-~ S
0 P Yo
=
-~ Y
-
Xl ¥s
afk
Bild 10a Bild 10b Bild 11

rechten bzw. linken Hand rechtwinklig zueinander, so entsprechen sie in dieser Reihen-
folge der z-, y- und z-Achse eines Rechts- bzw. Linkssystems. Wir werden aus-
schlieflich das Rechtssystem verwenden.

Jeweils zwei Achsen spannen eine Koordinatenebene auf: die z,y-, die z,z- und die
y,z-Ebene. Durch die drei Koordinatenebenen wird der Raum in acht Oktanten zer-
legt.

Dige Koordinaten #,, y,, 2, eines Raumpunktes P, sind wieder durch die FuBpunkte
X, Y,, Z, der Lote auf die Koordinatenachsen gegeben. Die Koordinate z, gibt den
Abstand des Punktes P, von der z,y-Ebene an (vgl. Bild 11). Die Zuordnung der
Raumpunkte zu den Zahlentripeln (z; y; 2) ist eineindeutig.

Das rdaumliche cartesische Koordinatensystem vermittelt eine eineindeutige Zu-
ordnung der Punkte des Raumes zu den Zahlentripeln (z; y; 2).

1.1.6.2. Beispiele von Zahlen- und Punktmengen

Die eineindeutige Zuordnung von Punkten und Zahlenpaaren bzw. Zahlentripeln ist
vor allem deshalb von Bedeutung, weil sich dadurch geometrische Gebilde zahlen-
maéBig erfassen und umgekehrt zahlenméaBig gegebene Beziehungen geometrisch deu-
ten lassen. Wegen der Eineindeutigkeit der Zuordnung wird, wie schon erwihnt, zwi-
schen Zahlen- und Punktmengen haufig nicht streng unterschieden.

BEISPIELE

1. Fiir alle Punkte der linken Halbebene ist die Abszisse 2 < 0 (vgl. Bild 12). Die Menge dieser
Punkte ist also durch die Menge 4 der Zahlenpaare (z; y) mit * =< 0 gegeben:

A= {z;y) |z = 0}.
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2.

3.

G sei die Menge der ganzen Zahlen. Die Menge
A={=xy|zyecq

wird durch alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten dargestellt. Man nennt sie Gitterpunkte
der Ebene (Bild 13).

Durch 4 = {(z;y) |y — = = 2} sind alle die Punkte gegeben, deren Koordinaten der Glei-
chung y — z =2 geniigen. Sie liegen bekanntlich auf einer Geraden. Mit B = {(z; y) |
y — z > 2} sind, wie man sich leicht klarmacht, die Punkte der Ebene oberhalb der Geraden
y — z = 2 gegeben. Die Randpunkte auf der Geraden zéihlen wegen y — z > 2 nicht mit
zur Punktmenge B. Die Gerade wurde deshalb in Bild 14 unterbrochen gezeichnet.

V
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© o o025 o o o ;;
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0 o0 o0-32 o ©O0 © Py
Bild 12 Blid 13 Bild 14
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Bild 16 Bild 1?7

.

Alle Punkte, fiir deren Koordinaten a < x < b gilt, liegen in einem Streifen parallel zur y-
Achse (Bild 15).
Mit A ={(z;y)|a =2 =b, ¢c =y <d} sind die Punkte eines Rechtecks gegeben, dessen
obere Seite nicht mit zur Punktmenge gehért (Bild 16).
Fir die Koordinaten z und y eines Punktes P, der den Abstand  vom Ursprung des Koordi-
natensystems hat, gilt (Bild 17)
8 + y? =%
Das gilt fiir alle Punkte auf der Peripherie des Kreises mit dem Radius r um O. Jeder Punkt der
M
T K==y P+t =r)
liegt also auf der Kreisperipherie.
Fiir einen Punkt innerhalb des Kreises gilt offenbar z 24 33 < 2. Mit
K,={@=9y |2 +y* <r}
ist also eine Kreisfliche (ohne Rand) angegeben.
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6. Man iiberlege sich, daB die angegebenen Mengen von Zahlentripeln die genannten geometri-
schen Gebilde bestimmen:

A= |(x;y;2)|z=0} z,y-Ebene im Raum

B = {(x;y;2)|z> 0} oberhalb der z,y-Ebene liegender Raum

C = {(z;y;2) | 2® + y% + 22 = r?} Kugeloberfliche (Bild 18)

D = {(z;y;2) | 2® + 22 < a?) Vollzylinder; Zylinderachse ist die y-Achse (Bild 19)
E ={(z;9;2) | z,y,2 € G} Gitterpunkte des Raumes

Bild 18 Bild 19
1.2. Der Begriff der Abbildung
1.2.1. Das Mengenprodukt

Unter dem Mengenprodukt oder Kreuzprodukt X x ¥ zweier Mengen X und Y ver-
steht man die Menge aller geordneten Paare (x; y) mit x€ X und y € Y. ,,Geordnet‘* soll
heien, daB bei der Bildung der Paare an erster Stelle stets ein Element aus der ersten,
an zweiter Stelle ein Element aus der zweiten Menge genannt wird. Das Mengenpro-
dukt ist also nicht kommutativ: Das Produkt ¥ X X liefert die Menge der Paare (¥; z),
die im allgemeinen von der Menge der Paare (x;y) verschieden ist.

Im Falle von Zahlenmengen liefert das Mengenprodukt Zahlenpaare. Liegen ins-
besondere die Zahlenmengen auf der z- und y-Achse eines cartesischen Koordinaten-
systems, so 1a8t sich das Mengenprodukt als eine Menge von Punkten der z,y-Ebene
deuten.

BEISPIELE

1. Das Produkt {1;2} X {1;2;3;4} liefert die Zahlenpaarmenge {(1;1); (1;2); (1;3);
(1;4); (251); (2;2); (2;3); (2; 9))

2. In einem ebenen cartesischen Koordinatensystem liegt auf den Koordinatenachsen jeweils die
Menge R der reellen Zahlen. Das Mengenprodukt R X R stellt die Punkte der x,y-Ebene dar
(Bild 9).

3. Ist G die Menge der ganzen Zahlen auf den Koordinatenachsen eines cartesischen Koordi-
natensystems, dann ergibt G X @ die Gitterpunkte der z,y-Ebene (Bild 13).
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4. In Bild 20 ist das Kreuzprodukt A4 X B, in Bild 21 das Kreuzprodukt B X 4 der Mengen
A= {l ze€ [i, oo)} und B = N dargestellt.
z

2
A
3_._________ 5
op— 21
B A
7 POP—— 1
0 q é: g 1 2 3 4
A B
Bild 20 Bild 21
1.2.2. Die Abbildung als Teilmenge des Mengenprodukts

Der Abbildungsbegriff ist fiir viele Bereiche der Mathematik und der gesellschaft-
lichen Praxis von grundlegender Bedeutung. Man spricht von einer Abbildung, wenn
einzelnen Elementen einer Menge ein oder auch mehrere Elemente einer anderen
Menge (evtl. auch derselben Menge) zugeordnet sind. Die Zuordrung eines Elementes b
zu einem Element @ bedeutet die Bildung des Paares (a; b). Bei einer Abbildung ent-
steht also eine Menge von Elementepaaren.

Abbildungen von Mengen reeller Zahlen sollen reelle Abbildungen heiBen.

BEISPIELE

1. 8 sei die Menge der Studenten einer Ingenieurschule, K die Menge der Klassen dieser Ingenieur-
schule. Jeder Student gehort einer Klasse an. Die Menge der Studenten ist auf die Menge
der Klassen abgebildet.

2. Gegeben seien die Mengen A == {1;2:;3;4;5;6} und B = {3;4; 5; 6). Ein Element a€ 4
soll einem Element & € B zugeordnet sein, wenn gilt: a | b (lies: a teilt b).
Durch diese Zuordnung wird die Menge der Zahlenpaare

F ={(1;3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); (2; 4); (2; 6);(3; 3); (3; 6); (4; 4); (5; b); (65 6)}
gebildet. '

Die Menge F des Beispiels 2 ist offenbar eine Teilmenge des Mengenprodukts A x B.

Definition

Sind 4 und B zwei Mengen, dann heit # eine Abbildung aus A in B, wenn F eine
Teilmenge des Mengenprodukts A x B ist:

FcAXB.
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Abbildungen bezeichnen wir im folgenden mit F, @, H, f,g, k, ¢, p, gegebenenfalls mit
Indizes.

Ist (a; b) ein Element der Abbildung ¥, dann heiBt b ein durch die Abbildung F ver-
mitteltes Bild von a und a das Urbild von b.

Die Menge aller Elemente a € A, die ein Bild b € B haben, nennt man den Definitions-
bereich der Abbildung F. Andere gebréuchliche Bezeichnungen sind Vorbereich,
Argumentbereich oder Urbildbereich. Die Menge aller Elemente b € B, die Bild eines
Urbildes a € A sind, heiBt Wertebereich, Nachbereich, Gegenbereich oder Bildbereich.
Wie Beispiel 2 zeigt, konnen einem Element aus A durchaus auch mehrere Elemente
aus B zugeordnet sein. Alle Elemente y ¢ B, die Bild eines Elementes z € 4 sind,
nennt man das wvolle Bild von x und schreibt dafiir F (x) (lies: F von z). In Beispiel 2
ist F(1) ={3;4; 5;6}, F(5)={5}.

Um zu kennzeichnen, ob bei einer Abbildung F alle Elemente von A4 und B erfaBt
werden oder nicht, gebraucht man verschiedene Sprechweisen. Es sind vier Fille zu
unterscheiden:

1. Abbildung aus A4 in B

Es sind sowohl von 4 als von B nicht alle Elemente an der Abbildung F beteiligt.
Definitionsbereich und Wertebereich sind also echte Teilmengen von 4 bzw. B
(Bild 22). :

Bild 24

2. Abbildung von 4 in B

Jedes Element von A hat bei der Abbildung F mindestens ein Bild in B. Der Defi-
nitionsbereich ist also gleich der Menge 4 (Bild 23).

3. Abbildung aus 4 auf B

Jedes Element von B tritt als Bild von mindestens einem Element aus A4 auf, d. h.,
der Wertebereich ist gleich der Menge B (Bild 24).

4. Abbildung von A auf B

Durch die Abbildung werden alle Elemente — sowohl von A als von B — erfafit,
d. h., der Definitionsbereich ist 4, der Wertebereich ist B (Bild 25).
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BEISPIELE

3. P sei die Menge der Sitzplatze im Theater einer Stadt, £ die Menge der Einwohner dieser
Stadt.
a) Bei ausverkauftem Haus ist eine Abbildung von P in E gegeben.
b) Wird eine Vorstellung nicht voll besucht, dann ist eine Abbildung aus P in E gegeben.

4. A sei die Menge der Arbeiter und Angestellten eines Betriebes, M die Menge der Arbeitsplatze
in einer Betriebsabteilung. Durch die Besetzung aller Arbeitspliatze ist eine Abbildung aus
A auf M gegeben.

5. Die Abbildungen der Beispiele 1 und 2 sind von der Art ,,von ... auf*.

1.2.3. Die inverse Abbildung

F sei eine Abbildung aus 4 in Bund (e; b) € F. Danach ist mit der durch F gegebenen
Abbildung dem Element a € A das Element b € B zugeordnet. Ordnet man umgekehrt
dem Element b € B das Element a € 4 zu, bildet also das Paar (b; @), so spricht man
von einer Umkehrung der Zuordnung. Wird diese Umkehrung fiir alle Paare (a; ) € F
durchgefiihrt, so erhéilt man eine Abbildung der Elemente aus B in Elemente aus 4.
Die so gebildete Abbildung heit die Umkehrabbildung von F oder die zu F inverse?!)
Abbildung. Sie wird gewohnlich mit F-! bezeichnet.

Definition

Ist F eine Abbildung aus 4 in B, so bildet die Menge aller Paare (b; a), fiir die
(a; b) € F gilt, die zu F inverse Abbildung F-1.

BEISPIEL
Ist A =1{a;b;e}, B={x;B;7} und F ={(a;f); (b;a);
(¢; )}, dann lautet die inverse Abbildung F-! = {(«; b);

(x; €); (B; @)} (Bild 26). F ist eine Abbildung von A4 in B,
die Umkehrung F-! eine Abbildung aus B auf 4.

Wird die inverse Abbildung F-! umgekehrt, so ergibt sich
auf Grund der Definition offensichtlich wieder die ur-

spriingliche Abbildung F. Es gilt also: Bild 26
(F)1=F (1)
1.2.4. Eindeutige und eineindeutige Abbildungen

Von besonderer Bedeutung sind solche Abbildungen aus 4 in B, die einem Element
a € A hochstens ein Element b € B zuordnen. Hat also a € 4 ein Bild b, € B, so gibt
es kein weiteres Element b, € B, das ebenfalls ein Bild von a wire.

Definition

Eine Abbildung f aus 4 in B heiBt eindeutig, wenn jedem Element a des Defini-
tionsbereiches von f genau ein Element b des Wertebereiches von f zugeordnet wird.

1) inversus (lat.) umgekehrt
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Die inverse Abbildung f-! einer eindeutigen Abbildung kann mehrdeutig oder ein-
deutig sein. So ist die inverse der in Bild 26 dargestellten eindeutigen Abbildung F
eine mehrdeutige Abbildung.

Definition

Eine eindeutige Abbildung, deren inverse ebenfalls eindeutig ist, heiBt eineinden-
tige Abbildung.

Aus der Definition ergibt sich, daB bei einer eineindeutigen Abbildung jedes Urbild
genau ein Bild besitzt und umgekehrt zu jedem Bild genau ein Urbild gehort.
Definitionsbereich und Wertebereich einer eineindeutigen Abbildung besitzen offen-
sichtlich die gleiche ,,Anzahl‘‘ von Elementen. Mit Hilfe einer eineindeutigen Ab-
bildung laBt sich deshalb feststellen, ob zwei Mengen die gleiche Anzahl von Elemen-
ten besitzen. Soll z. B. die Anzahl der Personen in einem Zimmer mit der Anzahl der
vorhandenen Stiihle verglichen werden, so wird durch die Aufforderung, Platz zu
nehmen, eine eineindeutige Abbildung zwischen Personen und Stiihlen hergestellt.
Findet jede Person einen Stuhl und bleibt kein Stuhl frei, dann ist die Anzahl der
Personen gleich der Anzahl der Stiihle. Man sagt, die Menge P der Personen und die
Menge S der Stiihle sind gleichméchtig.

Die Gleichméchtigkeit der Mengen P und 8 hitte auch durch Abzdhlen der Personen
und Stiihle festgestellt werden konnen. Das Verfahren, eine eineindeutige Abbildung
herzustellen, liefert aber die Moglichkeit, die Machtigkeit unendlicher Mengen zu ver-
gleichen.

Definition

Zwei Mengen A und B haben die gleiche Miichtigkeit, wenn sich A auf B einein-
deutig abbilden laBt.

BEISPIEL
Zwischen der Menge 4 der geraden Zahlen und der Menge B der natiirlichen Zahlen lat sxch
eine eineindeutige Abbildung herstellen:
12345 6 7 8...

A A
2 46 81012 14 16...

Durch die hier dargestellte Abbildung ist jeder natiirlichen Zahl genau eine gerade Zahl und
jeder geraden Zahl genau eire natiirliche Zahl zugeordnet. Es gibt bei dieser Abbildung keine
natiirliche Zahl und keine gerade Zahl, die keinen Partner hatte. Es folgt: die Menge der gera-
den Zahlen und die der natiirlichen Zahlen haben die gleiche Michtigkeit.

Unendliche Mengen, die sich eineindeutig auf die Menge der natiirlichen Zahlen ab-
bilden lassen, nennt man abzihlbar unendlich. Einfache Beispiele dafiir sind Zahlen-
mengen, die aus.allen durch eine Zahl p teilbaren Zahlen bestehen. Beachtenswert
hierbei ist, daB eine unendliche Menge und eine echte (unendliche) Teilmenge die
gleiche Michtigkeit haben konnen. Dieser Sachverhalt zeigt deutlich, welche grund-
legenden Unterschiede zwischen dem Endlichen und dem Unendlichen bestehen.

AUFGABEN
1. Die Menge 4 habe m, die Menge B habe » Elemente. Wieviel Elemente enthilt
a) A X4, b) A x B?
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2.Im cartesischen Koordinatensystem sind die Punktmengen U XV, VXU und D=
= (U X V)\(V xU) darzustellen fiir

U=1{1,2,3,4), V={3,4,5).

3.Manstelle F — U X U im cartesischen Koordinatensystem fir U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
dar

8) F ={(z;9)| z|y} b) F = {(z;y) | z + y}

¢) F={(z;y)| z >y} ' d) F = {(z; y) | = teilt nicht y}

Bemerkung: Die letzte Abbildung heit diezu F = {(z; y) | z | y} komplementéire Abbildung.
4. Man stelle F — V X V im cartesischen Koordinatensystem fiir

V={-7,—6 —5 —4,-3 —2,—1,0,1,2,3,4,5,6, 7} dar.

a) F={z;y)|y=2z—1}

b) F = {(z;y) | (x + 1)y = 6}

o) F={(zy)ly=2"+1}
5. Fiir jede der Abbildungen der Aufgabe 3 ist F(3) anzugeben.

6. Man bilde F1 fiir die Abbildungen der Aufgabe 3.

Man beschreibe die Lage der Punkte im gleichgeteilten cartesischen Koordinatensystem im
Vergleich zur Abbildung F.

7. Man bilde F-! fiir die Abbildungen der Aufgabe 4.
8. Welche der Abbildungen von Aufgabe 4 sind eindeutig, welche eineindeutig?
9. Fiir welche der Abbildungen von Aufgabe 3 gilt F-! = F'?

10. Die folgenden Abbildungen sind darzustellen (z, y reell).

a) F={z;y) |y ==z — 2|} b) F = {(z;y) |y = |2 — 4z + 3|}

o) F={(z;9) ||zl — |yl =2} A F ={z;9) |z + |z| =y}

e) F={zy|y=Iz+3l) f) F={z;9) |zl + |yl =3}

g F={=zy)llz—yl =2} b)F={z;9)|lz+ 1| + |y — 2| = 2}

Hinweis: Man zerlege F in Teilabbildungen, z. B.

F={=9llz]l + |yl =3} in

F: z4+y=38, fir 2>0, y>0 Fg: —x+4y=3, fir z<0, y>0
Fy: z—y=3, fir >0, y<0 Fge: —2z—y=3, fir <0, y<O.

11, Die folgenden Abbildungen sind darzustellen.
(Wenn nichts anderes bemerkt, sei z, y reell.)

a)F={zy)|z,ye@ 2*+y*<4}

b)AnB fir A={z:y)|lz—y=2, B={=zy)|2*+y* <16}
o) F={z;y) |2 <3, y=—1)

DF={xyllz—yl <1}

o\ F={z9)|z+ |yl <3}

) F=((z;9)|z*+y* <16, 2*+ 2= 4, y+ 3|z| > 4)

g F={=xy|y=|z—2|

h)F ={(z;y) | |z| + |yl <3}
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12. Man bilde #-! und stelle F und F-! dar fiir

a) F={xz;y) Iyl ==z + 2} b) F = {(z; y) | 2y = 2* + 2|z| — 3}

¢) F={=yllyl2lz—2[) d)F ={z;y) |z —1]|+ |y —2| <2}
1.3. Die Funktion
1.3.1. Der Funktionsbegrift

Im vorangehenden Abschnitt wurde der Begriff der eindeutigen Abbildung definiert.
Eine eindeutige Abbildung wird als Funktion bezeichnet.

Wegen ihrer besonderen Bedeutung als einer der Grundbegriffe der Mathematik soll
die Funktion eingehend behandelt werden.

Definition

Ist'jedem Element x einer Menge X genau ein Element y einer Menge ¥ zugeordnet,
8o heit die Menge f der geordneten Paare (x; y) eine Funktion.

Die Menge X wird Definitionsbereich, die Menge Y Wertebereich der Funktion f
genannt. Im Rahmen der Analysis betrachten wir Funktionen, deren Definitions-
und Wertebereich Mengen reeller Zahlen sind. Solche Funktionen werden als reelle
Funktionen bezeichnet.

Die Funktion f kann auf verschiedene Weise gegeben sein. Darauf wird in1.3.2. nadher
eingegangen. Wesentlich ist, da f als Menge eindeutig gegeben ist. Es muB also, wie in
1.1.1. dargestellt, eindeutig entscheidbar sein, ob ein Element (z; y) zur Funktion f
gehort oder nicht.

Sind mehrere verschiedene Funktionen zu unterscheiden oder ist eine bestimmte Be-
deutung der Funktion hervorzuheben, so werden statt f auch andere Bezeichnungen,
wie g, b, @, v, f1, fa - .., benutzt. Ahnliches gilt fiir Definitions- und Wertebereich.
Die gegebene Funktion f ordnet jedem x € X eindeutig ein Element y € ¥ zu. Des-
halb besteht das volle Bild von z stets aus nur einem Element y. Esist also f(x) = {y},
wofiir man kurz f(z) = y schreibt. Mit y = f(x) wird angegeben, da8 y Funktions-
wert von f an der Stelle (im Punkte) z ist.

Das Element x wird Variable oder Argument der Funktion genannt. Die Abbildungs-
richtung # — y findet ihren Ausdruck darin, daB y als von x abhangig betrachtet und
deshalb als abhiingige Variable oder Funktionswert von f an der Stelle 2 bezeichnet
wird.

Fest gewihlte Argumentwerte erhalten Bezeichnungen wie a, b, ..., ag, a,, ay, ...,
Zg, Xy, Xy, ... Fur den Funktionswert an einer bestimmten Stelle, wie 0, a oder z,,
wird f(0), f(a), f(x,) — gelegentlich auch y(0), y(a), y(x,) — geschrieben. Fiir f(z,)
kann auch y, stehen.

BEISPIELE

1. Der Definitionsbereich sei die Menge @ der ganzen rationalen Zahlen, f ordne jedem Element
a € G sein Quadrat zu. In dieser Erklarung ist auch der Wertebereich B gegeben: die Menge
der Quadratzahlen a?. Fiir die Wertepaare (a; b) der Funktion f ergibt sich die folgende Tabelle:
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a |12345...|—1—2—3...

=@ | 1 49162 ... 1 4 9..

Die Funktion ¢ ordne jeder natiirlichen Zahl » ¢ N die Anzahlder positiven Zahlen 1, 2, ...,
n — 1 zu, die teilerfremd zu » sind. Nach dieser Erklirung ist z. B. ¢(6) = 2, denn von den
Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind 1 und 5 teilerfremd zu 6 (die Zahl 1 gilt als teilerfremd zu einer Zahl n).

‘Fir n=1,2,..., 12 ergibt sich die Tabelle [man setzt ¢ (1) = 1]:

n |123456789101112

pm) |11 2 2 4 26 46 4 10 4

Definitionsbereich und Wertebereich sei die Menge R der reellen Zahlen. Die Funktion f be-
stehe aus der Menge reeller Zahlenpaare (z; y), die der Gleichung  — 2y = 2 geniigen.
Werden Definitionsbereich X und Wertebereich ¥ auf

die 2- bzw. y-Achse eines cartesischen Koordinaten- vk
systems gelegt, dann liegen die Punkte P(z;y) der
Funktion f auf einer Geraden in der z, y-Ebene (Bild 27). 1

Py 3
Gleichheit zweier Funktionen V

Zwei Funktionen f und g sind genau dann gleich, 0 /2 3 X
Funktionen iibereinstimmen und fiir jedes Element 15

wenn Definitionsbereich und Wertebereich beider

des gemeinsamen Definitionsbereiches f(z) = g ()

gilt. Man sagt dann genauer, f und g sind identisch Bild 27

und schreibt auch f=g.

Von f=g ist die Aussage f(x) =g(z) streng zu unterscheiden. Sie besagt, da8
mindestens einem Element z bei f derselbe Funktionswert zugeordnet ist wie bei g.

BEISPIELE

4,

Die Funktionen
[t y=@x—12+2z und g¢g: y=224+1, z€ R,

haben gleichen Definitionsbereich und Wertevorra.’t, und beiden Funktionsgleichungen geniigen
dieselben Wertepaare (z; y). Es ist daher f= g.
Die Funktionen

z+
sind fiir alle z aufler x = — 1 gleich. Fiir x = — 1 ergibt sich f(—1) = 0/0. Die Division durch
Null ist aber unméglich, d. h., f(— 1) existiert nicht. (Wire 0/0 = a, so miiBte nach den Regeln
der Arithmetik 0 = 0 - @ sein. Diese Gleichung wird durch jeden beliebigen Wert a erfiillt. Fiir
0/0 1aBt sich also kein bestimmter reeller Wert angeben.)
Wiihrend f fiir # = — 1 nicht existiert, hat g bei 2 = — 1 den Funktionswert g(—1) = —2,
Somit unterscheiden sich f und g in den Definitionsbereichen: Fiir f gilt X, = B\ {—1}, fiir
g gilt X, = R. Die Funktionen f und g sind voneinander verschieden.
Die Funktionen

f: y= und g: y=z—1

f: y=322+1 und g: y=42

haben zwar denselben Definitionsbereich; f(z) = g(z) gilt aber nur fir =1 und z = 1/,.
Die Funktionen f und g sind voneinander verschieden.
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1.3.2. Arten der Darstellung reeller Funktionen

Aus der Darstellung einer reellen Funktion muB eindeutig hervorgehen, welche Zahlen-
paare (z;y) zur Funktion f gehoren. Geeignete und iibliche Darstellungsweisen sind

die tabellenméaBige Darstellung,
die graphische Darstellung und
die Darstellung durch eine Funktionsgleichung.

Dariiber hinaus gibt es noch weitere Darstellungsarten, wie die in Beispiel 2 des vori-
gen Abschnitts gegebene Funktion ¢ zeigt.

Die Darstellung durch eine Wertetabelle.

Einzelne Wertepaare einer Funktion kénnen in einer Tabelle angegeben werden. Diese
— im allgemeinen unvollstindige — tabellenméaBige Darstellung einer Funktion
findet in der Praxis Anwendung, wenn von einer Funktion der Zusammenhang
zwischen den Variablen nur durch Messung oder Beobachtung ermittelt werden kann.
Weitere bekannte Beispiele fiir die tabellenméaBige Darstellung sind die Tafeln der
logarithmischen und die der trigonometrischen Funktionen, deren Werte fiir Berech-
nungen héufig gebraucht werden. Die tabellenméaBige Darstellung hat den Vorteil,
daB die Funktionswerte mit der erforderlichen Genauigkeit angegeben und der Tabelle
wieder entnommen werden konnen. Nachteilig ist, daB nur eine beschriankte Anzahl
Wertepaare angegeben werden kann; weitere Funktionswerte miissen durch Inter-
polation gewonnen werden. Die Wertetabelle gibt auch keine anschauliche Vorstel-
lung einer Funktion. Dazu dient u. a. die graphische Darstellung einer Funktion.

Die graphische Darstellung einer Funktion

Jedem Zahlenpaar (x;y) laBt sich eineindeutig ein Punkt in einem cartesischen
Koordinatensystem zuordnen. Die Angabe der Wertepaare (z;y) einer Funktion f
durch eine Punktmenge im cartesischen Koordinatensystem ist deshalb einer tabel-
larischen Darstellung — abgesehen von den Grenzen, die der Genauigkeit gesetzt
sind — gleichwertig. Die Punktmengen der uns interessierenden Funktionen liegen
vorw1egend auf Kurven. Eine Kurve stellt nur dann eine Funktlon dar, wenn durch
sie eine eindeutige Abbildung gegeben ist.

BEISPIELE

1. Bild 28 zeigt eine Funktion, fiir die man u. a. (—1,5; —1) € f, (1;1) € f, (2,5;2) € f abliest.
Im Intervall (2, 2,5) ist f nicht definiert, d. h., dieses Intervall gehort nicht zum Definitions-
bereich der Funktion.

2. Die durch die Kurve in Bild 29 dargestellte Abbildung fistin 0 < z < 3 mehrdeutlg, stellt
also keine Funktion dar.

In der Praxis finden vielfach Gerdte Verwendung, die eine sich &ndernde GroSe, wie
Druck, Temperatur, Spannung, Strom in Abhéngigkeit von der Zeit als Kurvenzug
aufzeichnen. Bekannte Gerite sind Barograph, Elektrokardiograph und Oszillograph.
Die von solchen Geriten aufgezeichneten Kurven stellen Funktionen dar, deren Defi-
nitionsbereich das Zeitintervall der Messung und deren Wertebereich die in diesem
Zeitintervall aufgezeichnete Menge der MeBwerte der gemessenen GroBe ist.
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Die Gestalt der Funktionskurve ist von der Wahl des Koordinatensystems abhangig.
Sind z. B. die Achsen unterschiedlich geteilt, so erscheint die Kurve gegeniiber der im
Koordinatensystem mit gleich geteilten Achsen verzerrt. Die Bilder 30 und 31 zeigen die
gleiche Funktion in verschiedenen Koordinatensystemen. Die unterschiedliche Teilung
der Achsen ist u. a. erforderlich, um den Verlauf einer Funktion im interessierenden
Bereich in einem Bild darstellen zu kénnen.

Die vollstandige graphische Darstellung einer Funktion im cartesischen Koordinaten-
system ist nur moglich, wenn Definitions- und Wertebereich in einem beschrankten
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Intervall liegen. So stellt Bild 30 nur einen Ausschnitt der Funktion f: y = 22 mit
X = (— o0, o0) dar. Dagegen ist die Funktion f: y = 2? mit X = [—2, 2] durch
Bild 30 vollstandig dargestellt.

Besteht eine Funktion f nur aus einer beschrinkten Anzahl von Wertepaaren, so
ergibt ihre Darstellung im cartesischen Koordinatensystem einzelne Punkte, die
natiirlich nickt durch einen Kurvenzug zu verbinden sind.

Die graphische Darstellung gibt eine anschauliche Vorstellung von einer Funktion.
An Hand der graphischen Darstellung lassen sich mathematische oder physikalische
Probleme geometrisch deuten und iiber diese Deutung einer Losung zufiihren. Im
Laufe der Behandlung der Differential- und Integralrechnung wird von dleser Moglich-
keit haufig Gebrauch gemacht werden.

Die Darstellung einer Funktion durch eine Funktionsgleichung

Die reellen Zahlenpaare (z; y), die einer Gleichung in den Variablen x und y geniigen,
bilden eine Menge. Durch solch eine Gleichung wird also eine reelle Abbildung gegeben.
Wird die Gleichung durch kein reelles Zahlenpaar erfiillt, dann ist die Abbildung die
leere Menge.
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Ergeben die Paare (x; y) der durch eine Gleichung gegebenen Abbildung im cartesi-
schen Koordinatensystem eine Kurve, dann heiBt die Gleichung Kurvengleichung.
Im Falle einer eindeutigen Abbildung spricht man von einer Funktionsgleichung.
Haufig kann aus einer mehrdeutigen Abbildung F' durch Abgrenzung von Definitions-
und Wertebereich eine Teilmenge f so abgegrenzt werden, daBl f eindeutig ist.

Eine reelle Funktion f ist durch Angabe von Definitionsbereich X, Wertebereich Y
und Funktionsgleichung gegeben.

Die Darstellung mit Hilfe einer Funktionsgleichung wird héufig als analytische Dar-
stellung der Funktion bezeichnet. Die in einer Funktionsgleichung auftretenden festen
Groen werden im Unterschied zu den einander zugeordneten Groen Konstante
genannt.

Sind keine MiBverstdndnisse moglich, so beschrinkt man sich mitunter auf die Angabe
der Funktionsgleichung, z: B. # — 2y = 2, und spricht auch kurz von der Funktion
x — 2y = 2 oder (in anderer Form) y = 1/, — 1. Vorzuziehen ist i.a. die Angabe f:
x—2y=2, damit  — 2y =2 schlieflich nur eine Gleichung angegeben ist. Ge-
nauer wird diese Funktion durch

1
f={(x;y)|y=—2-x—1, z€ R, yeR}
oder durch

~ffke e

angegeben.

Auch eine Ausdrucksweise wie ,,die reelle Funktion f: y = ]/a: — 2 fiihrt nicht zu
MiBverstdndnissen. Da es sich um eine reelle Funktion handelt, ist durch die Funk-
tionsgleichung der Definitionsbereich mit 2 < x < co bestimmt, denn fir = < 2
ergeben sich keine reellen Werte fiir y. Der Wertebereich besteht aus allen Werten y,
die sich ergeben, wenn z die reellen Zahlen von 2 bis co durchlduft. Der Wertebereich
ist somit das Intervall 0 < y < oco.

Dagegen ist mit f: 2 4 y® = 2 allein keine Funktion gegeben, denn fiir einen Wert

ergeben sich zwei Werte y = ]/'r2 — 2% und y= — ]/r’z — 2. Die Gleichung be-
stimmt vielmehr bei fehlenden Angaben iiber Definitions-
und Wertebereich eine zweideutige Abbildung, da jedem YA

z-Wert fir —r < x <r zwei y-Werte zugeordnet sind. il b
Wird aber z. B. der Wertebereich y = 0 vorgegeben, dann s 0
bestimmt die Angabe vE

fattyi=r y20 o X
eine Funktion (Bild 32), die auch kurz mit f: y = ]/72 —x?
angegeben werden kann. Bild 32
1.3.3. Formen der analytischen Darstellung reeller Funktionen

Im Grunde ist die &uBere Form, in der eine Funktionsgleichung gegeben ist, fiir die
dargestellte Funktion selbst ohne Bedeutung. Bei Umformungen ist allerdings zu
beachten, daBl die umgeformte Gleichung der Ausgangsform #dquivalent ist.
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So stellen
z —2y =2 und y=%x¢-l

dieselbe Funktion f dar. Dagegen ist die Gleichung

1 1
z—1 2y+1

den beiden ersten Formen nicht mehr dquivalent, da die Erfiillungsmenge dieser
Gleichung das Wertepaar (1; —1/g) nicht enthdlt.
Gewisse Formen der Funktionsgleichung werden besonders bezeichnet.
Die Form der Funktionsgleichung, in der die abhédngige Variable y allein auf einer
Seite der Gleichung steht, hei3t explizite Form der Funktionsgleichung. Ein Beispiel
ist:
1
Y= 2 z—2.

Da das Bild y des Argumentes x mit f(x) bezeichnet wird, ist auch die Schreibweise

1
f@) =5z —2

iblich. Sie deutet an, daB das Bild von x durch den Term !/; 2 — 2 gegeben ist. Die
explizite Form gibt also das Bild von « direkt durch einen Term an.

Die Funktionsgleichung liegt in impliziter Form vor, wenn in der Funktionsgleichung
die abhiingige Variable nicht isoliert auf einer Seite der Gleichung steht.

So sind die Gleichungen

x—2y—2=0, c=2y+2, 2—-2y=2, z—2=2y

verschiedene implizite Formen, durch die ein und dieselbe Funktion gegeben ist.
Das gemeinsame Merkmal ist, daB bei keiner der Gleichungen der Funktionswert y
direkt durch einen Term f(x) gegeben wird.

In der ersten und dritten der angegebenen Gleichungen treten auf einer Gleichungs-
seite Terme mit den zwei Variablen z und y auf. Allgemein werden solche Terme in
zwei Variablen durch T'(x;y) — lies: T von x;y — angegeben. An Stelle von T' kénnen

auch andere Buchstaben stehen. Terme mit mehr als zwei Variablen z, y, ..., z gibt

man sinngeméB durch 7' (z; y;...; 2) an.

Werden in dem Term 7'(x;y) beide Variablen belegt, dann ergibt sich ein Zahlen-

wert. So liefert F(z;y) =2 — 2y — 2 fir x =2,y = — 3 den Wert
F(2;—-3)=6.

Das Paar (2; — 3) ist offenbar kein Element der durch F(z;y) = 0 gegebenen Funk-
tion, da’ F(2; —3) == 0 ist. -

Eine weitere Moglichkeit der analytischen Darstellung einer reellen Abbildung ist die
Darstellung mittels einer Hilfsvariablen. Die Hilfsvariable wird Parameter, die
Darstellung Parameterdarstellung genannt.
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In der Parameterdarstellung wird eine reelle Abbildung f durch zwei Abbildungen ¢
und y gegeben, dic jedem Parameterwert ¢ € 7' durch z = ¢(t) und y = p(t) je
ein Bild € X und y € Y zuordnen. Die Abbildung f besteht aus den Wertepaaren
(x; ), bei denen « und y Bilder desselben Parameterwertes ¢ sind (Bild 33).

Ist jedem « eindeutig ein y zugeordnet, so ist durch die Parameterdarstellung mittels
des Parameters ¢ eine Funktion gegeben.

Wertetabellen werden fiir alle drei Variablen ¢, x und y aufgestellt.

Eliminjert man aus den Gleichungen der Parameterdarstellung den Parameter, dann
erhélt man eine Gleichung in den Variablen « und y, also eine Kurvengleichung oder
eine Funktionsgleichung.

BEISPIELE
1. Die Gleichungen

z=2¢t und y=t—1

liefern fiir f die Wertetabelle

¢ —2 —1 01 2 3
®
f:c —4 —2 02 46 ‘g
y -3 —-2 —1 01 2

Die Funktion ist eine Gerade (Bild 34). Die in der Werte-
tabelle verwendeten ¢-Werte sind im Bild angeschrieben. Bild 38
Durch den Parameter ist der Geraden eine Orientierung

gegeben.

Elimination von ¢ ergibt fiir die Gerade die Darstellung
y="1,z— 1
r
3
-
X
3
Bild 34 Bild 85
2. Die Gleichungen
z=rcost und y =rsint (I)

bestimmen fiir 0 <¢ < 2x eine Abbildung, die im cartesischen Koordinatensystem durch

einen Kreis dargestellt wird (Bild 35). Das 148t sich leicht durch Elimination von ¢ nachweisen:
Aus

=gint

L]
II
8
@
S

r
folgt

=cos?t 4 sin*t=1, 2 4yt =3,

|4
+
/s,
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Aus Bild 35 ist weiterhin zu erkennen, daB der Parameter ¢ die Bedeutung des Winkels hat,
den der zum Punkte P(z;y) gehorige Radius mit der z-Achse einschlieBt. Auf Grund dieser
Bedeutung kann die Parameterdarstellung (I) aus Bild 35 abgelesen werden.

Fir 0 <t <= und = <t < 2n ist durch (I) je eine Funktion gegeben: der obere und der
untere Halbkreis.

3. Wie sich durch Elimination des Parameters « bestitigen 1d8t, ist auch

2u 1 —u?

'1+u3’ y=s 14 o

eine Parameterdarstellung des Kreises. Der Punkt (0; —r) ist dabei allerdings ausgenommen,
denn fiir keinen Wert von » ergibt sich ein Punkt mit diesen Koordinaten.

xr =

YA
0\
u
¢ Pty ¥
-1 i\, /g;,—,e\“

1 I3 HEE T T o
\ 0 I X ¢ -
\ /’ o N

\\-.,_____ .__,// 7- x

-0 +OT

Bild 38 Bild 37

Mit wachsendem % wird der Kreis in mathematisch negativem Sinn durchlaufen (Bild 36).
Fiir || <1 und |u| = 1 ist durch die Parameterdarstellung jeweils eine Funktion y = f(x)
(oberer bzw. unterer Halbkreis) gegeben.

In den Beispielen 2 und 3 ist eine Abbildung (Funktion) durch zwei verschiedene
Parameterdarstellungen gegeben. Allgemein sind fiir eine Funktion oder Abbildung
beliebig viele Parameterdarstellungen moglich.

Ist eine Abbildung f durch y = f(x) gegeben, und wihlt man eine beliebige Abbildung
¢ mit x = ¢(t), so fiihrt Einsetzen in y = f(x) auf eine Abbildung mit y = f[¢(?)].
Diese Schreibweise bedeutet: Auf die Variable ¢ ist die Abbildung ¢ und auf das Er-
gebnis die Abbildung f anzuwenden. Das Nacheinanderausfithren der Abbildungen
¢ und f ergibt eine Abbildung der Menge 7' auf die Menge Y, die mit y bezeichnet
werden soll (Bild 37). Mit

z=9() uwd y=/lp{®]=v®
ist eine Parameterdarstellung fiir y = f(x) gegeben.

BEISPIEL

4. Aus y = f(z) = 22 — 3 wird durch Einfiihren von z = ¢(t) = 2¢ + 1 die Parameterdar-
stellung

z=@pt)=2t+1, y=yplt)=4t—1
gewonnen.

Wie Beispiel 2 zeigt, kann dem Parameter eine besondere Bedeutung zukommen.
Hiufig lassen sich bei giinstiger Wahl des Parameters Rechnungen und Umformungen

3 Analysis
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vereinfachen. Mitunter ist eine Funktion oder Abbildung gar nicht in expliziter oder
impliziter Form angebbar. Bei der Darstellung einer Funktion oder Abbildung wird
man diese Gesichtspunkte beriicksichtigen.

Die eben gezeigte Herstellung einer Parameterdarstellung aus einer Darstellung der
Form y = f(z) fithrte auf die Darstellungsform y = f[p(t)]. Sie ist eine explizite
Darstellung der Abbildung g mittels einer Abbildung ¢ und verlangt das Nachein-
anderausfiithren zweier Abbildungen ¢ und f. Die dadurch hergestellte Abbildung »
heiBt im Falle der Eindeutigkeit mittelbare Funktion.

Das Nacheinanderausfithren zweier Abbildungen ¢ und f wird auch als Multiplikation be-
zeichnet. Das Produkt f¢ = p ist im allgemeinen nicht kommutativ, wie das Beispiel

.{¢(1>=2 ,,{/(1)=1
le@ =1, @ =1
zeigt. Es ist
. { flp()] =1 und of: { plf(1)] =2
flp@)]=1 P[] = 2.

Mittelbare Funktionen in analytischer Darstellung treten haufig auf. So wird durch
die Gleichung

y=)2z—3

der Variablen z zunéchst durch ¢(z) = 22 — 3 die Variable » = ¢(x) zugeordnet.
Auf die Variable u ist dann die Abbildung f mit f(u) = ]/u anzuwenden.

1.3.4. Funktionen aus Naturwissenschaft und Technik und ihre graphische
Darstellung

In Naturwissenschaft und Technik treten Funktionen auf, deren Wertepaare GréSen
(Lénge, Masse, Zeit, Geschwindigkeit, ...) sind. Vielfach lassen sich fiir solche Funk-
tionen Funktionsgleichungen angeben. Einfache Beispiele sind:

das Grundgesetz der Dynamik

F = f(a) = ma

(F Kraft, @ Beschleunigung, m Masse),
die Weg-Zeit-Funktion der beschleunigten Bewegung

1
s=}’(t)=s,,—i—v(,t—l'—Eat2
(s Weg, t Zeit, s, Ort zur Zeit t, = 0 s, v, Anfangsgeschwindigkeit, @ Beschleunigung),
das Gasgesetz von BoYLE-MARIOTTE
pV=c

(p Druck, V Gasvolumen, ¢ Konstante),
der Zusammenhang zwischen Lénge ! einer Schraubenfeder und Belastung ¥

l=cF +1,

(!y Federlinge ohne Belastung, ¢ Materialkonstante).



1.3. Die Funktion 35

In den angefithrten Gleichungen treten GréBen auf, weshalb sie GréBengleichungen
genannt werden. Mit jeder der angefithrten Gleichungen ist jeweils eine Funktion ge-
geben, da durch jede Gleichung einer Variablen u eine Variable v zugeordnet wird.
Auf Grund der Definition

Grofle = Zahlenwert mal Einheit
laBt sich nach Wahl der Einheit dem Wert einer Groe mittels der Beziehung

Grofle

Zahlenwert = Finheit

stets ein Zahlenwert zuordnen. Das gibt die Moglichkeit, eine GroBengleichung in
eine Gleichung mit reellen Variablen iiberzufiihren. Einer ,,GroBenfunktion‘ 1aBt sich
auf diese Weise eindeutig eine reelle Funktion zuordnen. So ergibt sich aus der Glei-
chung der Weg-Zeit-Funktion

s =2m 4 12ms1¢ 4 8 ms—2¢2
nach Division durch die Einheit m die zugeschnittene GréBengleichung
I%:2+1zis +8(%)2.
In dieser Gleichung ist jede Grofle durch die Einheit dividiert, in der sie gemessen
wird. Also sind ES und% Zahlenwerte, fiir die die reellen Variablen y und x ge-

schrieben werden konnen. Damit ist aus der Funktionsgleichung mit den Variablen
s und t die Gleichung

y =2+ 12z 4 822

einer Funktion mit den reellen Variablen x und y gewonnen.
Die Zuordnung von GréBe und Zahlenwert gestattet es, Groen sowie Funktionen,
deren Wertepaare GroBen sind, mit den schon bereitgestellten Mitteln darzustellen.

Regulire Leitern
Es sei
u  die GroBe

[#] die Einheit, in der die Gro8e gemessen wird,

dann ist
_ X
[u]

geordnet ist.

x der Zahlenwert, der der GroBe u bei gewahlter Einheit [u] zu-

Dieser der GroBe u zugeordnete Zahlenwert x kann jetzt auf einer Geraden dargestellt
werden. Dazu wird auf einer orientierten Geraden g ein Anfangspunkt 4 gewéhlt und
einem Wert z, aus dem darzustellenden Wertebereich X zugeordnet. Nach Wahl einer

3*



36 1. Funktionen

Einsldnge I, wird dann einem Wert x € X ein Punkt P der Geraden g so zugeordnet,
daB die mit Vorzeichen gemessene Strecke 4 P die Linge

8(x) = lz(x — ) @)

hat (Bild 38). -
Ist z; =0, dann wird s(zx) =1lxz=1,- o mit I, = .

Werden gleichabstindige xz-Werte durch Teilstriche an der Geraden gekennzeichnet
und die herausgegriffenen xz-Werte (oder eine Auswahl derselben) an die Teilstriche
geschrieben, so ergibt sich eine gleichméBige Teilung der Geraden. Eine gleichmaBig
geteilte Gerade, bei der die Teilstriche mit gleichabstdndigen Zahlenwerten beziffert
sind, heiBt regulire Leiter oder Skale. Die Gerade wird T'riger der Leiter genannt.

A — X
T

o 5

I xiv

)E'i_ SX)=ly (X~Xo)

Bild 38

Die positive Differenz 4z der Teilstrichwerte nennt man Stufe der Leiter. Es ist
iiblich, als Stufenwerte 1, 2 oder 5 Einheiten einer Zehnerpotenz zu wiahlen.

Beim cartesischen Koordinatensystem sind die Koordinatenachsen reguldre Leitern
mit 4 =0, z, =0 (bzw. y, = 0), wobei I, (bzw. l,) die Linge der Strecke OE,
(bzw. O E,) ist.

Je groBer die Einslinge I, gewahlt wird, desto feiner 1a8t¢ sich die Leiter unterteilen.
Der Abmessung der Einslinge I, sind aber durch den abzubildenden Bereich und die
zurVerfiigung stehende Leiterldnge L (sie ist z. B. durch die BlattgroBe begrenzt) Gren-
zen gesetzt. Ist z, der kleinste, z, der groSte abzubildende Zahlenwert, dann muB

lo(tg — o) = L

sein, damit der vorgesehene Wertebereich auf der Leiterlinge L untergebracht wer-
den kann. Fiir die Einslinge ergibt sich daraus

L
A

@)

Es ist zweckmaiBig, fiir I, einen moglichst glatten Wert zu wihlen, damit sich die
Teilung einfach herstellen laBt.

Bei gegebener Einslinge [, wird der Teilstrichabstand 4 s durch die Wahl der Stufe 4z
bestimmt :

As =14 @)

Um noch Zwischenwerte zwischen den Teilstrichen auf !/,, Az (oder /; Ax) nach
AugenmaB abschétzen zu konnen, ist 4z so zu wihlen, daB 4s moglichst klein. aber
im allgemeinen =1 mm wird.
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BEISPIELE

1.

Fiir die Zeit ¢ ist im Bereich 5 8 < ¢ < 50 s eine regulire Leiter von maximal 100 mm Linge
herzustellen.

Loésung: Der der Zeit ¢ zugeordnete Zahlenwert z ist, wenn zweckmiBig [t] = s gewihlt wird,

|~

zT=—=

i
8

(o]

t]
Der abzubildende Wertebereich ist demnach
5Lz £ 50,

also z, = 5, z, = 50.
Die Einslinge [, ist durch
L 100 mm

I, <
=t — 2 50—5

eingeschrinkt. Es wird I, =2 mm gewihlt. Die Gesamtlinge der Leiter ist dann nach (2)
8(50) = 2 mm (50 — 5) = 90 mm.

Die Stufenwerte sollen 1, 2 oder 5 Einheiten einer Zehnerpotenz bei Einhaltung von
A8 =2 1 mm sein.

Wegen A8 = 2 mm - Az ist die kleinstmogliche Stufe Ax = 0,5. In Bild 39 wurde 4z = 1
gewihlt.

3 s
GRERE R BT T N AT T O L T >
Y | ARAALAMRES AR My
10 20 J0 40 50
'—..t
S
Bild 39

Fiir die resultierende Geschwindigkeit (Bahngeschwindigkeit) beim waagerechtsn Wurf gilt
(Bild 40)

v=Yo? + 2.

Die Funktion ist in einem Koordinatensystem mit regulér geteilten Achsen fiir die waagerechte
Anfangsgeschwindigkeit v, = 35ms™! und 0 < ¢ < 108 darzustellen (g ~ 10 ms~3).
Die Breite der Darstellung soll 100 mm, die Hohe 150 mm nicht iiberschreiten.

Losung: Die den GréBen ¢ und v zugeordneten Zahlenwerte sind

t h"a
v
T = : und Yy = ;1;[ . (I) !

In quadrierter Form lautet die Funktionsgleichung

m 2
v=1225 2 4100 2 ¢2, v =35mst.
32 s-l

(Die Angabe von v = 35 ms~! ist notwendig, da sonst nicht die ge-

2
gebene Funktionsgleichung vorliegt.) Division durch [v]* = Ez liefert
&

Bild 40
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die zugeschnittene GroBengleichung

2 2
(” ):1225+100(i), Y>35
m: S

g1 ms!

Jetzt konnen nach (I) die Variablen z und y eingefithrt werden:

y = 11225 + 10022,

RIS |
obees
ms™ |
!
100—

90 -

v= W35ms )2+ g%?
80 —

0

30 i : — . = Bild 41
0 5 ——D-—st— fo.s{x)

Diese reelle Funktion ist fiir
0<xr<10, 35 <y <106

darzustellen.
Fiir die Einslingen der Achsen folgt, wenn als Anfangspunkt: der y-Leiter y, = 30 gewihlt
wird, .
l, < 100 mm =10mm, I, < _to0mm = 1,97 mm.
10 106 — 30

Gewihlt wird [, = 10 mm, [, = 2mm?). Die Leitergleichungen lauten
s(z) = 10 mm -z, s(y) =2 mm(y — 30).
Die Funktion ist in Bild 41 (in halber GroBe) dargestellt.

1) Wenn die vorliegende BlattgroBe es gestattet, wird man moglichst den glatten Wert [, = 2 mm
und nicht etwa I, = 1,9 mm oder die kleine Einslénge I, = 1 mm wihlen
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Oft wird statt mit der Einslinge mit dem MafBstab gearbeitet:
abgebildete Strecke

Matstab = o Fidonde Crilh
ST
)

Mit s(x) =l,x =1, [7;% folgt als Zusammenhang zwischen Maflstab und Einslédnge

My = — (5)

Ist u ein Zahlenwert, dann sind wegen [#] = 1 Mallstab und Einslinge miteinander
identisch.

Funktionsleitern

Das cartesische Koordinatensystem ermoglicht es, die Zahlenpaare (x; y) einer Funk-
tion f als Punktmenge einer Ebene darzustellen. Eine andere Moglichkeit ist die
Darstellung einer Funktion als Punktmenge einer Geraden (oder auch einer krummen

— X P

|

’»

=S5
X
1° stxy=t,Lfoo-foxpl

Bild 42

Linie). Dazu wird zunichst wieder einem Wert z, des Definitionsbereichs der Funktion
f ein Anfangspunkt A einer orientierten Geraden g zugeordnet und auf dieser eine
Einslinge 1, festgelegt. Die Zuordnung eines Punktes P der Leiter zu einem Wert
x € X geschieht jetzt mittels der Funktion f, indem der Strecke A P die Lange

s@) = L) — f()]| (6)

gegeben wird. Fiir s(x) > 0 wird A P in positiver, fir s(r) < 0 in negativer Trager-
richtung abgetragen (Bild 42).

Fir die Variable + werden — zumindest in Teilabschnitten der Leiter — wieder
gleichabstindige glatte Werte gewahlt, die nach (6) zugeordneten Punkte durch Teil-
striche gekennzeichnet und die gewédhlten xz-Werte angeschrieben. Die Teilung einer
Funktionsleiter ist im allgemeinen nicht mehr gleichmiBig. Die Einslinge J, ist durch

L

<
V= @) @

(7)

beschrinkt. Hierbei ist f,, (z) der groBte, fmin (x) der kleinste im Darstellungsbereich
auftretende Funktionswert.
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Fiir den Abstand der Teilpunkte gilt jetzt

As = ly[f (Tm41) — f(2m)]. (8)

Der Abstand 4s andert sich also bei konstanter Stufe 4x. Deshalb muf3 unter Um-
stdnden die Stufe abschnittsweise geandert werden, damit A4s = 1 mm bleibt.
Bekannte Funktionsleitern sind die Skalen auf dem Rechenstab. Dort. erfordert die
Anderung des Teilpunktabstandes eine unterschiedliche Stufung einzelner Skalen-
abschnitte.

Bild 43 zeigt eine trigonometrische Leiter mit

8(x) =100 mm -sinx (0° < o < 90°).

Waichst der Funktionswert bei zunehmendem Argument, so wird die Funktionsleiter

in positiver Richtung durchlaufen. Die Laufrichtung ist entgegengesetzt der positiven
Orientierung des Tragers, wenn der Funktionswert mit zunehmendem Argument fallt.

Geht der Funktionswert bei zunehmendem Argument von Wachsen in Fallen iiber,

dann wird die Skala rickliufig.

' L] i T I 1 l . } 4 l - ' [] l 1] II _hs
g 10 29 30 & &0 60 7 800
—
Bild 48 %
BEISPIEL

3. Das Bewegungsgesetz beim senkrechten Wurf nach oben
h = hy + vyt — %gt’
ist fiir g = 1m, vy = 20 ms™!, g~ 10 ms~2 durch eine Funktionsleiter mit dem Anfangs-

punkt h, darzustellen. Die Funktionsleiter soll eine Lange von 10 cm haben.

Losung: Die geworfene Masse m gelangt nach der Wurfzeit ¢, wieder in die Ausgangslage Ay
zuriick. Es gilt also '

by -+ vty — %gt:}=hﬂ,

1
Vol — E 9“2@ =0.
Es folgt:

ty = —2,

g
Nach der Zeit fg = % ., ist die Gipfellage hmay erreicht.
Der groBte Funktionswert ist also
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Mit den gegebenen Werten ist m
$
ty =48, tg—=28, hmpax=21m. A

Aus der GroBengleichung il 2
! T
h=1m 4+ 20 ms~!t — 5 ms—3¢2 ‘ T
folgt 25 - 15
¢
£=1+2oi—5(i)2, l + s
m 8 8 o
y=1+420x — 522, ';" ' T
Diese Funktion ist fir 0 <z <4, 0 <y <21 darzustellen. 3—7T1
Anfangswert: Yo=1, T
Leitergleichung: &(x) = ,(20x — 52?), +
10 cm
Einslinge: ly=————=0,6cm. T
) T
Die Leiter zeigt Bild 44. T
& P
35 -+ 05
1.3.5. Einteilung der reellen Funktionen
In der expliziten analytischen Darstellung y = f(x) einer T
reellen Funktion ist der Funktionswert zu 2 durch einen Term
in x gegeben. Bei der Berechnung des Funktionswertes sind T
auf den gewihlten Wert  Operationen auszuiiben, die durch
den Term bestimmt sind. Die auf # anzuwendenden Opera- -+
tionen liefern ein Einteilungsprinzip fiir die in expliziter Form '
analytisch darstellbaren Funktionen. L
Die rationalen Funktionen |
Die Funktionsgleichungen 4 —— 0O
—2_3 _ 22 —9
y= ’ y= 8 7 Bild 44
y=rz*—z|5, y =z + 1)+ 22,

y=(2*—2)(z +5), y=2

verlangen die Anwendung der ganzrationalen Rechenoperationen (Addition, Sub-
traktion und Multiplikation) auf das Argument z. Die durch sie gegebenen Funk-
tionen heilen daher ganzrationale Funktionen. Zu dieser Menge von Funktionen
gehoren allgemein alle Funktionen, die sich durch eine Funktionsgleichung von der
Form

Y = Gpa® + Gy 2"+ e+ 02 + 4,7 + g (9)

angeben lassen, wobei » = 0 und ganzzahlig ist und die Koeffizienten a,, @y_y, ...,
a,, ay reelle Zahlen sind. Ist a,==0, so ist n der hochste Exponent von z, und man be-
zeichnet die Funktion als ganzrationale Funktion n-ten Grades.
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Im cartesischen Koordinatensystem ergibt eine ganzrationale Funktion stets eine

nirgends unterbrochene Kurve ohne Knicke.

BEISPIELE

1. Die ganzrationale Funktion 1. Grades. Sie ist bereits als lineare

Funktion y = mz + b be-

kannt und liefert im cartesischen Koordinatensystem eine Gerade (Bild 45).

Die ganzrationale Funktion 2. Grades, bekannt als quadratische Funktion y = a,z* + a,z +
+ a,. Thre Kurve ist eine Parabel. Bild 46 zeigt eine Parabel mit a, = 1/,, a;, = —2, aq,=1.
Die ganzrationale Funktion 3. Grades. Die Kurve im cartesischen Koordinatensystem heit
a, =1 dar-

2.

3.
Parabel 3. Grades. Sie ist in Bild 47 fiir a; = 0,2,
gestellt.

a, = —0,3,

17

s

]

N

[4]

Bild 45

a, = —3,6,

Bild 46 Bild 47
Den Funktionsgleichungen
1 20 — 2
a)y—x3 b)y=x2—2x—3
2243zx+1 3z _a®—4x+8
°y= x2+ 1 _1+z2—|—1 d)y= 4 — 8

1
3 @ t2nt

r—2

ist gemeinsam, daB in Zahler und Nenner der rechten Seite ganzrationale Terme stehen.

Durch jede Funktionsgleichung, die sich auf die Form

M _ ax™ + a,,_lx"—l-{— cee

a,z* + a,x + q,

(x) o bmxm + bm_lxm—l e bzx2 + blx + bO

(10)

bringen 148t, ist eine gebrochenrationale Funktion gegeben.
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Die Menge der gebrochenrationalen Funktionen wird noch weiter unterteilt: in die
Menge der echt gebrochenen und die Menge der unecht gebrochenen rationalen Funk-
tionen.

Ist der Grad des Zahlers kleiner als der Grad des Nenners, also 7 < m, liegt eine
echt gebrochene rationale Funktion vor. Die Beispiele a) und b) mit » =0, m = 3
bzw.n = 1, m = 2 sind solche Funktionen. Ist » = m, so handelt es sich um unecht

L

01
Bild 48 =21
..3_
_xBaer Y -+
247 -54
i 3x . _Z
T NaLT 2
_____________ 7 =77
—f%-é%éﬁ{?%éé#éé% X <84
Bild 49 Bild 50
gebrochene rationale Funktionen. Der Term %)) laBt sich dann, wie die Beispiele c)
x

und d) zeigen, durch Ausfiithren der Division als die Summe eines ganzen und eines
echt gebrochenen Terms darstellen.

Die Kurven der Funktionen der Beispiele b), c¢) und d) (Bilder 48, 49 und 50) lassen
einige charakteristische Eigenschaften gebrochenrationaler Funktionen erkennen.
Es sei hier hervorgehoben, daB8 bei gebrochenrationalen Funktionen mitunter fiir
bestimmte z-Werte kein Funktionswert y existiert. Dies ist im Beispiel b) bei x = —1
und z =3 (Bild 48), im Beispiel d) fiir x = 2 (Bild 50) der Fall. Die Ursache ist,

daB in R(x) = % fiir diese z-Werte der Nenner A (z) = 0 wird. An solchen Stellen

wird die Funktion als unstetig bezeichnet.
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Die nichtrationalen Funktionen

Alle Funktionsgleichungen, die sich nicht auf die Formen (9) oder (10) bringen lassen,
stellen nichtrationale Funktionen dar. Beispiele dafiir sind

. 3 — x
Wurzelfunktionen : y = V=, y= 1/53—4_—1- i
logarithmische Funktionen: y =logy(x + 1), y=Iz,
Exponentialfunktionen: y=10%, y=-¢e", y = x5,
trigonometrische Funktionen: y = cos 3z, y =sin(2® — 1),
Arcusfunktionen: y = arcsin z, Yy = arctan(x + VT—{:?”)

Algebraische und transzendente Funktionen

Neben der Einteilung in rationale und nichtrationale Funktionen ist noch eine Ein-
teilung in algebraische und transzendente moglich. Jede Funktion, die mittels einer
Gleichung definiert ist, die sich auf die Form

Py(2)y" + Py (@)Yt + -« + Py(x)y + Py(x) =0

bringen 1aB8t [Py (x) Polynome k-ten Grades in 2], ist eine algebraische Funktion. Alle
anderen Funktionen heien transzendent. Algebraisch sind sowohl die rationalen
(ganzen und gebrochenen) Funktionen als auch alle Wurzelfunktionen, also ein Teil
der nichtrationalen Funktionen. Zu den einfachsten transzendenten Funktionen
gehoren die Exponentialfunktion, die Logarithmusfunktion, die trigonometrischen
und die Arcusfunktionen.

BEISPIELE
4. a)y =122+ 4zIn(a® + 1) algebraisch und rational
b)y = ?am:“ —1 algebraisch und nichtrational
249 ‘ 7/4' z®
c)y = ll L) e algebraisch und nichtrational

[ R R P 37_"'-"=.__'.
V20 532 —V1+ 16+
d)y =tanz

e)y=z—1Inz

f) y = Ig | sin a

g) y = ecosz

transzendent und nichtrational

Fiir die Funktionen in expliziter analytischer Darstellung gibt es also zwei Einteilungs-

prinzipien:

1. die Einteilung in rationale und nichtrationale Funktionen. In diesem Fall sind die
transzendenten Funktionen unter den nichtrationalen enthalten;

2. die Einteilung in algebraische und transzendente Funktionen. Die transzendenten
Funktionen sind alle nichtrational, wobei die ebenfalls nichtrationalen Wurzel-
funktionen nicht zu den transzendenten gehodren.
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1.3.6. Elementare Eigenschaften reeller Funktionen
Eine der wichtigsten algebraischen Funktionen ist die Potenzfunktion
fiy=az"

(« eine reelle Zahl). Fir die folgenden Betrachtungen sei zundchst a =1 gesetzt.
Wegen 1° =1 fiir alle x haben alle Potenzfunktionen y = 2* den Punkt (1; 1) ge-
meinsam. Fir « = 0 ergibt sich die Potenzfunktion y = 2°. Wegen 2° =1 ist
sie identisch mit der Funktion y = 1 (Bild 51).

yh
1] y=x?
y
4“ M=% £1=3 =2
i -1 0 ]

Bild 51

y=x", n>0

n=1
——=—n=2
——— =3
———--n=4

Bild 62 Bild 63

Ist & eine positive ganze Zahl: x = », dann ist die Potenzfunktion eine ganzrationale
Funktion. Die Kurven der Funktionen

fry=2", n=1,23,...
heiflen Parabeln. Bild 52 zeigt die Parabeln fir » =1, 2, 3, 4.

Fir « = —n (n € N) lautet die Potenzfunktion
1
fry=ar= =

Die Kurven sind im cartesischen Koordinatensystem Hyperbeln (Bild 53).
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Ist « keine ganze Zahl, so ist die Potenzfunktion y = x* nur fir x > 0 — bei
a« > 0 auch noch fir x =0 — definiert. Von der Menge der Potenzfunktionen mit
nicht ganzzahligem Exponenten « soll hier die mit rationalem « hervorgehoben wer-

den. Zuihnen gehéren die Wurzelfunktionen: f: y = x* = ,]'/; Die Kurven sind Halb-
1

parabeln. Bei geradem n werden diese Halbparabeln durch y = —2% = — ’]‘/a—: zu
¥
} A v\
v-¥x yAx
?- 14
N 1 2 3 & x 3 2 -1 0 1 2 3 «x
_1 \\\ S y"-k{T o :1-
~N T ——— F—
== y';ﬁ;_ y=-¥
Bild 54 _ Bild 55

yh

]

y=xVX

_'é -2 - \\ 1 Zx
-
y=-{-xI'3 -1 \\
\
\
-2 y=-x¥x \\
\\

Bild 56 Bild 57

Vollparabeln erginzt, die den Parabeln y = 2™ bei gleichem n kongruent sind
1

(Bilder 54 und 52). Bei ungeradem n ist y = —(—x)"® = — ]/——x die ergdnzende
1

Halbparabel zu y = z* (Bild 55). Geschlossen werden diese Parabeln durch

=z, z€R
angegeben.
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Fir « = —% ergeben sich wieder Hyperbeln (Bild 56).

Besonders erwihnt sei hier noch die NEILsche Parabel y? = 23, die aus den Asten
y=x]/; und y = —x]/:z_:
besteht (Bild 57).

Die Potenzfunktion f: y = az* weist dieselben Eigenschaften wie y = z* auf. Der
Faktor a bewirkt bei |a| > 1 ein Strecken, bei |a| < 1 ein Stauchen der Kurve
y = «* in Richtung der y-Achse. Gibt man a das entgegengesetzte Vorzeichen, so
wird die urspriingliche Kurve an der z-Achse ge-

% a=i2’- ) averars
und — 5 p

Bei Betrachtung der Bilder 51 ... 58 fallen die
Symmetrieeigenschaften der dargestellten Kur-

ven auf.

Durch die Gleichung

spiegelt. Bild 58 zeigt y = aa? fir a =1, 2,
1

y=2a2", n=0,+1, 42 43,... -2

sind Kurven gegeben, die bei geradem n axial-
symmetrisch zur y-Achse, bei ungeradem n zentral-
symmetrisch- zum Ursprung O liegen.

Fiir

Y=z, n=41, 42 43,...

ergeben sich bei geradem n zur x-Achse axialsym-
metrische Kurven, bei ungeradem = liegt wieder
Zentralsymmetrie mit dem Zentrum in O vor.
Das Beispiel der Kurvengleichungen y = 2* und y" = z zeigt, daB es allgemeine
Eigenschaften — wie die Symmetrie der Kurven — gibt, die einer ganzen Reihe von
Abbildungen bzw. Funktionen eigen sind. Da Kurve und Kurvengleichung eng mit-
einander verbunden sind, spiegeln sich Eigenschaften der Kurve in der Kurvenglei-
chung wider.

Die Funktionen sollen auf einige solche allgemeine Eigenschaften untersucht werden.
Nicht jede Funktion wird durch eine symmetrische Kurve dargestellt (vgl. Bild 50).
Symmetriebeziehungen der Kurve zum Achsenkreuz lassen sich leicht an der Funk-
tionsgleichung erkennen. Die Parabel y = 2% liegt axialsymmetrisch zur y-Achse.
Das bedeutet, daB die Funktionswerte fiir # und —x gleich sind. So ist fir y =
=f(@) =22

f8) = f(—3) = +9, allgemein: f(z) = f(—=).

Bild 58

Es ist leicht einzusehen, daB fiir alle Potenzfunktionen mit geradem Exponenten die
Beziehung f(z) = f(—=x) gilt (Bilder 52 und 53).
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Definition
Funktionen, bei denen fiir alle
f@) = f(—2)
gilt, heiBen gerade Funktionen.

Gerade Funktionen liegen axialsymmetrisch zur y-Achse.

Die Parabel y = 23 ist zentralsymmetrisch mit O als Symmetriezentrum. Stets gilt
fir zwei z-Werte f(—z) = —f(z). Zum Beispiel ist f(2) =22 =8 und f(—2) =
=(—2)= —8, also f(—2)= —f(2). Alle Potenzfunktionen mit ungeradem
Exponenten haben die gleiche Eigenschaft (Bilder 52 und 53).

Definition
Funktionen, bei denen fiir alle x
H—z) = —f(z)
gilt, heifen ungerade Funktionen.
Ungerade Funktionen liegen zentralsymmetrisch zum Ursprung des Achsenkreuzes.
BEISPIELE
1. y = f(z) = sinz ist eine ungerade Funktion, denn es gilt fiir alle z
gin(—zx) = —sin z.

2. y=/<x)=§_}}

ist eine gerade Funktion, denn
(—zp—1 _ 22—1
(—zf+1 2 +1
3. y=/f(z) =+ ¥2* — 2z 4+ 6 ist weder gerade noch ungerade, denn

f(—2)=+ V(=2 —2(—2) + 6=+ V=" + 2z + 5,
d. h., es ist sowohl f(— z) =+ f(z) als auch f(— z) + — f(z).

H—=z)= = [(z).

Betrachtet man die Wertepaare (z;y) der Funktion y = a2, so findet man, daB im
Intervall [0, oc) die Funktionswerte y mit wachsendem x stdndig zunehmen. Ist
Z, < ,, so gilt auch ¥, < y,. Dieser Sachverhalt spiegelt sich an der Kurve im An-
steigen des rechten Parabelastes wider. Im Intervall (—oc, 0] ist umgekehrt fiir
z; < x, stets ¥, > y,. Die Funktionswerte nehmen mit wachsendem x ab, die Kurve
fallt stindig im Intervall (— oo, 0].

Definition

irgend zwei Werte z, und z, mit x;, < z, stets f(z,) < f(x,) gilt. Sie heilt mono-

Eine Funktion f: y = f(z) heiBt in einem Intervall J monofon wachsend, wenn fiir
ton fallend, wenn mit z, < x, stets f(x;) = f(x,) gilt.
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Es ist zu beachten, daB das Gleichheitszeichen zugelassen ist. Gilt durchweg das
Ungleichheitszeichen, ist also im ganzen Intervall f(z;) < f(xy) bzw. f(z;) > f(z,),
so spricht man von strenger Monotonsie.

Die Funktion f: y=0,22% — 0,322 — 3,6z + 1 (vgl. Bild 47) z. B. ist im Intervall

—o<z s —2 (streng) monoton steigend,
223 (streng) monton fallend,
3=sr< o0 (streng) monoton steigend.

Im Intervall [0, 6] z. B. ist sie nicht monoton, da sie bis z = 3 fillt, von z = 3 an
aber steigt.

Eine weitere wesentliche Eigenschaft ist die Stetigkeit einer Funktion. Sie soll zu-
ndchst nur anschaulich behandelt werden. Eine strengere Betrachtung wird spater
nachgeholt werden kdnnen.

Soll eine Funktion als Kurve in einem Koordinatensystem dargestellt werden, so
stellt man gewodhnlich eine Wertetabelle auf, tragt die erhaltenen Wertepaare als
Punkte im Koordinatensystem ein und verbindet die einzelnen Punkte zu einem
Kurvenzug. Man nimmt dabei stillschweigend an, daf sich alle anderen nicht be-
rechneten Punkte des Funktionsbildes ohne Unterbrechung auf der Verbindungs-
linie aneinanderreihen. Voraussetzung fiir den letzten Arbeitsgang ist also, daf die
Kurve zwischen den einzelnen Punkten keine Liicken aufweist oder Spriinge macht.
Eine Funktion, deren Kurvenbild in einem bestimmten Bereich einen ununter-
brochenen Linienzug aufweist, heit in diesem Bereich stetig. Trifft das nicht zu,
heiBt sie unstetig. Knicke sind durchaus zugelassen, denn an einem Knick hat der
Linienzug keine Unterbrechung.

BEISPIELE

4. Nach der Anschauung wird man ohne weiteres und richtig die folgenden Funktionen fiir
stetig erkléren:

y=mz+b (Bild 45),
y==2a8 ) (Bild 52),
y=02a% — 0,322 — 3,6z + 1 (Bild 47),
24 3z+4+1 .

=T - Bild 49),
y g (Bild 49)
y=22 (Bild 72).

5. Folgende Funktionen sind unstetig:
Rk - ) bei z = 2 (Bild 50),
4z — 8

y= % bei z=—1 und z=3 (Bild 48),
y=2z"n n=1,23,...) beiz =0 . (Bild 53).

Die Unstetigkeit dieser gebrochenrationalen Funktionen ist offenbar dadurch begriindet, da3
der Nenner an der Unstetigkeitsstelle Null ist.

4 Amlyls
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6. Die angefiihrten unstetigen Funktionen sind in bestimmten Intervallen stetig. Zum Beispiel
ist
2z — 2

y =
7. " Leicht einzusehen sind auch folgende Verallgemeinerungen:
a) Jede ganzrationale Funktion ist iiberall stetig (vgl. Beispiele).
b) Jede gebrochenrationale Funktion, deren Nenner nirgends verschwindet, ist iiberall stetig
224 3z41
z2 4+ 1
c) Jede gebrochenrationale Funktion ist iiberall dort unstetig, wo der Nenner verschwindet.

(Beispiel: y=

8. Aus der Anschauung nicht zu iibersehen ist die Frage der Stetigkeit bei der Funktion y = sin 1/.
Diese Funktion schwankt dauernd zwischen — 1 und +- 1. Je mehr man sich der Stelle z = 0
nihert, desto 6fter wechselt sie zwischen diesen Grenzen hin und her (Bild §9). Fiir z = 0 ist
sie nicht erkliart. Die Funktion y = sin 1/z ist bei z = 0 unstetig.

Fiir viele Betrachtungen ist die Steilheit Yi
einer Kurve von Interesse. Als MaB fiir

die Steilheit einer Kurve zwischen zwei 1]
Kurvenpunkten P,(%,; ¥,) und P, (x;; ¥1) I’
kann der Quotient

N —% _ fy) — f(=,)

Ty — % T — %y

dienen (Bild 60). Da in Zéhler und Nenner
Differenzen stehen, heit dieser Quotient
Difterenzenquotient. u

Nach Bild 60 ist

M = tan c,
Ty — Ty Bild 59

wobei o der Steigungswinkel der Sekante P, P, ist. Der Differenzenquotient gibt also

die Steigung der Sekante an und kann daher als mittlere Steigung der Kurve angesehen

werden. Ist eine genauere Angabe der Steigung der Kurve in der Nahe von P, er-

wiinscht, so muB P; ndher an P, gewihlt werden.

Hiufig wird der Differenzenquotient Zl Z" kurz j:c geschrieben, gelesen: delta
— %o

y durch delta x. Der griechische Buchsta.be A steht als Merkmal dafiir, daB eine

Differenz gebildet wurde.

Die Einfiilhrung der GréBen Ay und A« gibt die Moglichkeit einer anderen und viel-

fach zweckméBigeren Betra.chtungsweise Die Funktion f: y = f () hat an der Stelle z,

den Funktionswert f (x,). Erfahrt z, eine Anderung um Az, so dndert sich der Funk-

tionswert um Ay. Die GroBe Ay stellt also die Anderung des Funktionswertes bei der

.Argumentéinderung um Az dar. Es ist (Bild 61):

dy = f(xy + Ax) — f(x).
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Der mittlere Anstieg der zur Funktion f: y = f(z) gehorenden Kurve zwischen den
Kurvenpunkten Pg(wy; y,) und Py(zy 4 Ax; yo + Ay) wird somit durch

Ay _ f(m + 4%) — f(@)

ti =—
an g Az Az
angegeben.
YA
0 *
Bild 60 Bild 61
BEISPIEL
9. Esseif: y = 0,222 Fir 2, = 1 und 4z = 4; 2; 1 ist der Differenzenquotient zu bilden.
Losung: y, = f(z,) = 0,223,
Yo + Ay = [ (e + dz) = 0,2(z, + A2) = 0,2[22 + 22042 + (42)?],
4y = f(zm + Az) — f(xo) = 0,2[x} + 2z,dz + (47)?] — 0,225,
A4y = 0,2[2zydz + (42)?], 7 y=02x2
4y 2244z + (Ax)® AX=4
2 =02--2—_ """ —0,2(2 4z).
Az Az (2zy + 42) 6
An der Stelle 2, =1 wird ; ‘z ' /4;.2
49 _ 0,4 + 0,2 4a. 31 ol
Az F—— ——————] 21
Firdz = 4; 2; 1 ergeben sich die Werte%g-/ = 1,2; 0,8; 0,6. 71
z Y ——— I
Bild 62 gibt den geometrischen Sachverhalt wieder: Mit der 123456 X

Anderung von Az dreht sich die Sekante um P,. Bild 62

Der Differenzenquotient liegt vielen naturwissenschaftlichen Fragestellungen zu-
grunde. Ist die betrachtete Funktion das Weg-Zeit-Gesetz der Kinematik s = f(t),
so stellt der Quotient

4s _ 8, — 8 _ zuriickgelegter Weg

At~ by —ty Zeitspanne

die mittlere Geschwindigkeit eines Korpers im Zeitintervall ¢,...¢, dar. Meist inter-
essiert aber nicht die mittlere, sondern die Augenblicksgeschwindigkeit des Korpers
zu einem Zeitpunkt {,. Man wird um so genauer Auskunft iiber die Augenblicks-
geschwindigkeit erhalten, je kiirzer die Zeitspanne At =t, — ¢, gewahlt wird. Aus

q*
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Bild 63 ist zu erkennen, daB beim Problem der Geschwindigkeit der gleiche mathe-
matische Sachverhalt vorliegt wie bei der Steigung einer Kurve.

Von den zahlreichen naturwissenschaftlichen Problemen, die zu der gleichen Frage-
stellung fiihren, sei noch die Beschleunigung erwahnt. Bewegt sich ein Kérper mit der
verdanderlichen Geschwindigkeit v = f(t), so gibt

4v v, — v, _ Anderung der Geschwindigkeit
At 4 —ty, Zeitspanne

die mittlere Beschleunigung im Intervall ¢,...¢, an (Bild 84). Zur Ermittlung eines
brauchbaren Naherungswertes fiir die Augenblicksbeschleunigung zur Zeit ¢, mu8} die
Zeitspanne At =t, — ¢, geniigend klein gewihlt werden.

vh
S )
v=T11t)
s= ftt) f
Sy vy /'__"‘\-\
-0 Yy
Ko
Y

Sp- Yo { Xx

7 % 0 T \—;1/

Bild 63 Bild 64 Bild 65

1.3.7. Die Umkehrfunktion

In 1.2.3. wurde der Begriff der zu F inversen Abbildung F-! definiert. Ist die Abbil-
dung eine Funktion f und die Umkehrung f-! wieder eine Funktion, dann heilt f-* die
zu f inverse Funktion oder die Umkehrtunktion von f. Die Umkehrung f-! von f ist
nur dann eine Funktion, wenn f-! eindeutig ist. Dann ist aber f eine eineindeutige
Funktion.

Satz
J Eine Funktion f besitzt genau dann eine Umkehrfunktion, wenn sie eineindeutig ist.

Das bedeutet, daB sich nur zu einer eineindeutigen Funktion die Umkehrfunktion
bilden 1aBt. Bild 65 zeigt eine Funktion f, die sich nicht umkehren 1d8t, denn wegen
flxg) = f(xg) ist f1(yg) = {24, z5}. Die Umkehrabbildung f-! ist also nicht eindeutig
und stellt keine Funktion dar. Ein weiteres Beispiel einer Funktion, zu der keine in-
verse existiert, zeigt Bild 66.

Da in der Analysis vorwiegend Funktionen betrachtet werden, die sich durch eine
Funktionsgleichung darstellen lassen, soll auf die Umkehrung solcher Funktionen
noch etwas niher eingegangen werden.

In der expliziten Form gibt die Funktionsgleichung den Funktionswert zum Argu-
ment direkt durch einen Term an. So ordnet die Funktionsgleichung

y=i@)=go—1 m
der Funktion f dem Wert 2 = 4 den Wert y = —;— +4 —1 =1 zu (Bild 67).
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Da f eine eineindeutige Funktion ist, existiert die inverse Funktion f-! = . Man er-
hélt die explizite Form der Funktionsgleichung zu ¢, indem man (I) nach der Variab-
len = auflost:

=gy =2y + 2. (I1)
Bei ¢ ist umgekehrt dem Wert y = 1 der Wert x = 2. 1 4 2 = 4 zugeordnet.
yi

j " :
3 21
-2 ﬁ

1

1]

1

1
53] 7234 % - R
;/__2: 21,1172 5 4
/ -3 /2-
— -31
Bild 66 Bld 67
*A x=2y+2 7 Jorhr
51 A
# Apiga) 1 fPas
i
31/ i
24 {
{ ! !
! !
3 <2 Iﬂ 1 2 3Y 17 2 8%
“d
..3—.
Bild 68 . Blid 69

Das Argument von g ist jetzt — wie auch die Schreibweise ¢ (y) ausdriickt — mit y
bezeichnet. In der graphischen Darstellung ist daher — entgegen dem Ublichen — die
(waagerechte) Abszissenachse mit y, die (senkrechte) Ordinatenachse mit 2 zu be-
zeichnen (Bild 68). Um zur gewohnten Bezeichnungsweise zuriickzukehren, werden
meist die Symbole z und y vertauscht. (II) erscheint dann in der gewohnten Form

Y=g =2+ 2. : (ITa)

Das Vertauschen der Symbole dndert natiirlich nicht die Funktion, denn (II) und
(ITa) unterscheiden sich nur duBerlich durch die Bezeichnungsweise der Variablen.
Ein Vergleich von Bild 68 und Bild 69 macht noch einmal deutlich, daB die An-
derung der Bezeichnungsweise keine neue Funktion liefert.
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Das Auflosen der Gleichung (I) nach der Variablen z ist zuniichst nur ein formaler
Schritt. Mit der Vereinbarung aber, die Aussageform y = f(z) bzw. z = ¢(y) so zu
lesen, daB die alleinstehende Variable das Bild der anderen ist, ist mit (1I) die Umkehr-
funktion zu (I) gegeben.

Formal rechnerisch geht die Bildung der Umkehrfunktion wie folgt vor sich:

Gegeben: [ y=fx) = i z—1 Ausgangsfunktion

Auflésen nach z: g: =@y = 2y + 2

Umkehrfunktion
Vertauschen von z und y: g: Yy = @) = 2z + 2

Die Umkehrung der Abbildungsrichtung hat zur Folge, daB ein Wertepaar (a; b) der
Ausgangsfunktion in das Wertepaar (b; a) der Umkehrfunktion iibergeht. Diese
Wertepaare werden im z,y-Koordinatensystem durch die Punkte P,(a;b) und
P,(b; a) dargestellt, die spiegelbildlich zur Geraden y = z liegen. Dies gilt fiir alle
Wertepaare einer Funktion, also auch fiir die gesamte die Funktion darstellende
Kurve. Bild 70 demonstriert das am bisher behandelten Beispiel.

y
5 fyeine2
4t-ARIY
31 / ™ .4"“
2 .)( y-ix-!
/ 7‘1’&/:4,,')
2 p 0 —2 3 4 5 X
“
.3.

Bild 70 Bild 71

Satz

Funktion und Umkehrfunktion liegen in einem gleichgeteilten z,y-Koordinaten-
system spiegelbildlich zur Geraden y = .

Diese Spiegelung tritt nur im gleichgeteilten cartesischen Koordinatensystem ein.
Wird die Umkehrfunktion umgekehrt, so erhalten die Verinderlichen ihre urspriing-

liche Bedeutung zuriick. y = é—‘ z — 1 ist also auch Umkehrfunktion zu y = 2z + 2.
“Satz
| Funktion und Umkehrfunktion sind zueinander invers.

Bei Funktionen, die nicht eineindeutig sind, fithrt die Umkehrung — wie schon er-
wihnt — auf mehrdeutige Abbildungen. Die Umkehrabbildung kann dann in einzelne
eindeutige Abbildungen zerlegt werden.

BEISPIEL

1. Die zur Funktion f: y = 23 inverse Abbildung ¢: y3 = 2 kann — wie Bild 71 zeigt — in die
Funktionen @,: y = Jz und @,: y = — V= zerlegt werden.
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Wie aus dem Beispiel ersichtlich ist, kann f: y = z? als Vereinigung der beiden einein-
deutigen Funktionen

fl.:y:x’: xgo
und fa: y =23, <0

aufgefaBt werden, zu denen die Umkehrfunktionen
1
P Y= V"”

und Pg: Y= —}/;
gehoren.

Ist eine Funktion in einem Bereich streng monoton, so ist sie dort auch einein-
deutig (Bild 71).

Satz
| Zu jeder streng monotonen Funktion existiert die Umkehrfunktion.

BEISPIELE
2. Allgemein liefert die Umkehrung der geraden Potenzfunktionen .
y=z" (n=41,42,..))
die mehrdeutigen Abbildungen
Yy =z.

Jede dieser Abbildungen ist die Vereinigung zweier Funktionen

y =2'i/5 und y = —z'i/:;.
Vgl. dazu die Bilder 52 und 54.
3. Zu jeder der ungeraden Potenzfunktionen
y=2z2n1 (n=0,+41, +£2,...)
existiert eine Umkehrfunktion. Es sind dies die Wiirzelfunktionen!)

281
: >0,
y={ fa ? (n=0, £1, £2,...)

2n-1

—V—=, <0,
fiir die geschlossen auch
y‘ln—l =z
geschrieben werden kann. Fiir » = 3 zeigen die Bilder 52 und 55 Funktion und Umkehr-

funktion.

1) Da ’}‘/E nur fir @ =2 0 definiert ist, miissen hier zur vollstindigen Angabe der Umkehrfunktion
zwei Gleichungen geschrieben werden
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n = 0 liefert die Potenzfunktion y = z~1. Aus

1
Y ==
z
folgt durch Aufldsen nach z
1
z=—.
y

Vertauschen von 2 und y:

y=-.
T

Bei der Einheitshyperbel sind Funktion und Umkehrfunktion identisch. da die Funktion
y= 1 im cartesischen Koordinatensystem symmetrisch zur Geraden y = z liegt.
e -

Fir » =1 liegt die Funktion y = = vor. Auch hier fallen Funktion und Umkehrfunktion

zusammen.
4. Fir die Exponentialfunktion Y3 \\ y / o2t
y=X
y=at (a>0) ) rd

/

folgt durch Auflésen nach z

/S i=log, X
X = l°ga K /
und Vertauschen von z und y ——— : LS -
432 351N 3 4 x
y = log, x. ’If 2 g
. : " . - ./ -3 T~ —y=log, X
Die Logarithmusfunktion ist die Umkehr- /7 i

funktion der ExponentiaMfunktion. Bild 72 o

stellt die Exponentialfunktion und ihre Um-
kehrfunktion fir @ = 1/, und e = 2 dar. Bild 72

1.3.8. Periodische Funktionen

In Natur und Technik treten vielfach periodische Vorgéinge auf. Unter periodischen
Vorgiéngen werden solche Abldufe verstanden, bei denen sich ein bestimmter Vorgang
oder eine bestimmte Situation nach Verstreichen einer festen Zeit 7' wiederholt. Be-
kannte Beispiele fir periodische Vorgidnge sind die periodisch wiederkehrenden
Jahreszeiten (T' = 1 Jahr), eingelaufene Produktionszyklen (u. a. in der Landwirt-
schaft) und Schwingungsvorginge.

Mathematisch werden periodische Vorgénge durch periodische Funktionen erfaft.
Das sind — dem eben beschriebenen Sachverhalt entsprechend — Funktionen, die
fiir alle Argumentwerte z, die sich um einen festen Wert a unterscheiden, denselben
Funktionswert aufweisen.
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Definition
Eine Funktion f heit periodisch, wenn fiir alle x€ X und z + kac X
f(x+ka)=f(x) (k=0: +1, +£2,..)
gilt.

Die Konstante a heit Pertode der Funktion f. Die kleinste Periode p, fiirdie f (x + kp) =
= f(x) gilt, wird primitive Periode genannt. Jede Periode a einer Funktion f ist ein
ganzzahliges Vielfaches von p.

Harmonische Schwingungen (z.B. Schwingung einer Stimmgabel, ungedimpfte
elektrische Schwingungen) lassen sich mathematisch mit Hilfe der harmonischen
Funktion

y = f(t) = A sin (ot + ) )
beschreiben. Hierbei heilen

Y die Elongation,

A > 0 die Amplitude,

() die Kreisfrequenz (w > 0),

® der Nullphasenwinkel (|¢| < =),

ot + @ der Phasenwinkel.

Die Sinusfunktion y = sinz hat die (primitive) Periode p = 2xn. Setzt man also
ot + ¢ =z, so gilt

Asin (z 4+ 2n) = Asinz.
Die Schwingungsdauer T von (I) folgt somit aus

Y
ot+T)+e=o0t+¢+2n \\
zZu i
7

Der Kehrwert » = 4 = 2% heiBt Frequenz der Schwingung.

T Bild 73

BEISPIEL

1. Ein Punkt P bewegt sich gleichférmig auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius r. Der
zugehorige Radius O P (Bild 73) iiberstreicht dabei in 10~! s einmal die Kreisfliche. Wie groB
sind Kreisfrequenz w und Frequenz » der Schwingung, die von der Projektion P’ von P auf die
z-Achse bei dieser Bewegung von P ausgefiihrt wird?

Losung: In 10~ s wird von O P der Winkel & = 2 iiberstrichen. Es gilt also wegen wt = «:
@101 8 =2x

w=20rs?, v = 10871,
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In elektrischen Schaltungen (z. B. Fernsehtechnik) werden hidufig sogenannte Kipp-
schwingungen angewendet. Das sind Schwingungen, bei denen sich elektrische Grofen
(Strom, Spannung) sprunghaft éndern, wobei sich dieser Vorgang periodisch wieder-
holt. Ein wesentliches Schaltelement zur Erzeugung solcher Schwingungen ist der
Kondensator, der sich bei Anlegen einer Spannung innerhalb einer gewissen Zeit-
spanne auflidt und bei KurzschlieBen in sehr kurzer Zeit entlidt. Die Kurven dieser
Funktionen weisen gewdhnlich Ecken oder Spriinge auf. Auf solche periodische Funk-
tionen wird an anderer Stelle eingegangen.

Haben die Funktionen f,,f,, ..., f, alle die Periode a, so hat auch jede Linear-
kombination

L(x) = ¢y + ¢1f1 () + cafa(®) + -+ + cafu(®)
die Periode a. Das ist leicht einzusehen. Denn gilt

C‘fi(x-i—ka) =c;f¢(x) fiir = 1, 2,..., n, (II)
so folgt fir
L(x + ka) = ¢g + ¢1/1(® + ka) + -+ + cafn (@ + ka)
wegen (II):
L(x + ka) = Cqg + clfl(x) + tee + cnf’l(x) == L(x)‘
BEISPIEL \
2. Welche primitive Periode p hat die Funktion

y = f(t) = b, sin wt + b, sin 2wt + - + by sin nwt?

Losung: Wegen sin(z + 2x) =sinz folgt fiir die primitive Periode » der Funktion
fe(t) = sin kwt:

kw(t + p) = kot + 2T,

kwp =2n,
2
p ol %"
Fiir jede Funktion £, ist auch
a=kp= E
)

eine Periode. Diese Periode ist unabhingig von k. Somit hat y = f(t) die Periode gf . Dasist
offenbar auch die kleinste Periode. Also gilt &

2n
pP=—.
w
1.3.9. Die Newtonsche Interpolation

Das Newtonsche Interpolationspolynom

Die ganzrationalen Funktionen spielen in vielen praktischen Anwendungen eine
Rolle, da sie gegeniiber anderen Funktionen Vorziige aufweisen, die fiir das praktische
Arbeiten Bedeutung haben. Zur Berechnung der Funktionswerte einer ganzrationalen
Funktion sind bei Benutzung des HorNER-Schemas als Rechenoperationen nur
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Addition und Multplikation erforderlich, so daB bei umfangreicheren Arbeiten
Rechenmaschinen oder Rechenautomaten eingesetzt werden konnen. Unter anderem
ist also der Grad der zu behandelnden ganzrationalen Funktionen von untergeord-
neter Bedeutung, sofern geeignete Hilfsmittel zur Verfiigung stehen.

Dieser Vorteil kann auch fiir andere Funktionen genutzt werden, da sich fiir jede in
einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion eine ganzrationale Néherungs-
funktion angeben laBt. Durch geeignete Wahl des Grades n und der Koeffizienten a;
kann man erreichen, daBl die Abweichungen von der anzunéhernden Funktion unter
einer beliebig kleinen vorgegebenen Schranke bleiben.

In der Praxis ergibt sich oft die Aufgabe, aus einer Anzahl vorgegebener Wertepaare
(To; Yo)s (%1} Y1), -+, (Tn; yn) einer Funktion y = f(x) eine ganzrationale Funktion
¥ = g(x) zu bestimmen, die die vorgegebenen Wertepaare enthilt. Die vorgegebenen
Argumentwerte x,,..., %, heiBen Stiltzstellen, die ihnen zugeordneten Funktions-
werte Y, ..., Y, heiBen Stitzwerte der Funktion.

Fir y = g(x) wird gefordert

y,=f@)=g() fir v=0,1,2,...,n. (D)
Das sind = + 1 Bedingungen, die der Term g(x) erfiillen muBl. Deshalb ist fiir g (x)

ein ganzrationaler Term mit » + 1 Koeffizienten, also ein Term n-ten Grades, an-
zusetzen:

g(%) = p " + Gy @1 4 o 4 412 + 4.

Wegen der Forderung (I) muB fir v=20,1,2,...,n

Yo = @n2) + @pq 27t F -+ a7, + ag (II)
gelten. Das liefert ein Gleichungssystem mit # 4+ 1 Gleichungen fiir die » 4 1 Un-
bekannten ag, a,, ..., a,. Wie sich zeigen 1d8t, ist die Koeffizientendeterminante

xp al o oxy 1|
D=|% 28l e 2y 1 Lo,
B ar BT S |
wenn alle Stiitzstellen 2,,..., 2, voneinander verschieden sind. Daher hat das

Gleichungssystem (II) genau eine Losung. Das bedeutet, es gibt genau eine ganz-
rationale Funktion von hochstens?!) n-tem Grade, die die Forderung (I) erfiillt. Die
gesuchte Funktion werden wir im folgenden wegun dieses Zusammenhanges mit
Y = gn(x) bezeichnen, auch wenn der Grad der ermittelten Funktion kleiner als »
ausfallen sollte.

Fiir das praktische Rechnen ist der Weg, die Koeffizienten a; aus dem Gleichungs-
system (II) zu ermitteln, zu umsténdlich. Von den in der Praxis angewandten Ver-
fahren, den Ausdruck g,(x) zu ermitteln, soll hier die NEwro~sche Interpolations-
formel behandelt werden.

1) Es kann z. B. a, = 0 oder ¢y = a4 = - = @y = 0 sein
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Die ganzrationale Naherungsfunktion y = g,(x) wird zweckméfBig iiber den An-
satz d

Y= g’l(x) = Cy —+ cl(x —xo) +c,(x —xo) (x _xl) +
+c3 (@ —2g)(x — ) (x — ) + -+ + (11)

+ cal® — %) (2 — &) ... (@ — Zny)

bestimmt. Das in dieser Form angesetzte Polynom =-ten Grades hei3t NEwToNsches
Interpolationspolynom. Der Vorteil dieser Form des Ansatzes liegt darin, daB fiir

die Koeffizienten cg, ¢y, ..., ¢, ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem entsteht,
das sehr einfach zu losen ist.

Die Funktion y = g,(x) soll den Forderungen (I) geniigen. Es muB also sein:
In (%o) = Yo = Co
In(@1) = ¥, = o + ¢, (2, — %)
In(@g) = Yo = €o + €1 (s — Zo) + C5(%y — Zo) (%3 — 1)

111
n (3) = Ya = Co + €1(®g — %) + C2(¥5 — %) (73 — #,) + D
+ c3(g — %) (x3 — ;) (w3 — )
Gn(%n) =Yn = o + C1(Tn — Zp) + Co(@n — %) (@0 —2y) + -+ +
+ Cn(Tn — Zo) (B0 — 2y) ... (T) — Zpy).
Die Stiitzstellen z,, x,, ..., z, und die Stiitzwerte y,, v,, ..., ¥, sind von der Aufgaben-
stellung her bekannt. Aus diesem gestaffelten Gleichungssystem fiir die unbekannten
Koeffizienten ¢, ¢,, ..., ¢, lassen sich diese der Reihe nach wie folgt berechnen:
Aus der 1. Gleichung folgt sofort
Co = Y-
Mit dem nun bekannten Wert c, ergibt sich aus der 2. Gleichung
¢, = Y1 — Y%
Ty — %o

Die 3. Gleichung liefert unter Verwendung des ermittelten Koeffizienten c; :

ys“yu"‘%i:—:(xs_%)

T T = %) (@ — @)

"In dieser Weise fortfahrend konnen alle Koeffizienten ¢, ¢,, .., ¢, schrittweise be-
rechnet werden.

BEISPIEL

1. Es ist die ganzrationale Funktion von hochstens 3. Grade zu bestimmen, die die Punkte
(1:9), (3; —27), (4; —30), (7; 165) enthilt.

Losung: Aus dem Ansatz
gs@)=c+a@—1)+tc@—1)(=~3)+cx—1)(z—3)(z—49)
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folgt
g3(1) =9 = ¢,

93@) = —27 = ¢y + 2¢;,
954) = —30 = + 3¢, + 36,
93(7) = 165 = ¢y + 6¢; + 24¢y + 72¢,.
Das gestaffelte Gleichungssystem liefert der Reihe nach

€=
c1=~_2.%?.., ¢, = —18
c‘=_3o—9;3-(—18)’ =5
c,=165—9_6'7(2_18)—24'5, o =2

Die verlangte ganzrationale Funktion lautet demnach
Yy=0@)=9—18—-1)+6—-1)(z—3)+2—1)(z—3)(z —4).
Nach Potenzen von z geordnet ergibt sich
Y =9s(x) = 22° — 1122 + 18.

Die Berechnung der Koeffizienten ¢, ¢;, ..., ¢, wird bei dem hier eingeschlagenen
Weg mit wachsender Zahl der Stiitzstellen immer umsténdlicher. In den Anwendungen
werden auerdem bei den Stiitzstellen und Stiitzwerten nur selten ganzzahlige Werte
auftreten. Fiir die Rechenpraxis wurden daher Rechenschemata entwickelt, mit
deren Hilfe die Koeffizienten c¢; sehr einfach und in schematischer Weise ermittelt
werden kénnen. Ein solches Rechenschema ist der sogenannte Steigungsspiegel. Dieses
Schema soll hier nicht begriindet, sondern nur erlautert werden. Die Herleitung wiirde
umfangreichere Betrachtungen erfordern, die nicht im Rahmen dieses Lehrbuches
liegen. :

Der Steigungsspiegel wird nach folgendem Schema aufgebaut:

Tria — %) T3 — &, Tpie — &, Ty — &, z, Y. c]v. c? c? cdv i
zy Yo
T — %o 31)
Ty — o % U ‘_’;
T3 — %o Tg—2 c ]
Ty T %o T3 — o Zq Ya cf cg
: e T3 — %3 c§ cf :
¢ Ty — 2y g Ya <} :
¢ Ty — Ty c§ e
- T % :
:
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In diesem Schema heilen

¢ #»=0,1,2,...) Steigungen 1. Ordnung,

¢ »=0,1,2,...) Steigungen 2. Ordnung,
allgemein

£

¢ »=0,1,2,...) Steigungen k-ter Ordnung.

Die Berechnung des Steigungsspiegels wird von den Spalten fiir z, und y, ausgehend
vorgenommen.

Zunéchst berechnet man die Differenzen z,4; — #,. Die Differenz z, — z, steht z.B.
im Schnittpunkt der von z, und #, ausgehenden Schrégzeilen. Nachdem die Differen-
zen ermittelt sind, werden spaltenweise die Steigungen 1. Ordnung, 2. Ordnung, . . .,
n-ter Ordnung berechnet.

An korrespondierender Stelle zu x, — z, steht auf der rechten Seite des Schemas die
Steigung ¢. Diese Steigung 3. Ordnung berechnet sich aus den Steigungen 2. Ord-
nung, die in der linken Nachbarspalte schrig unter und iiber der gesuchten Steigung
¢? stehen, nach der Formel

Allgemein wird die Steigung k-ter Ordnung c* nach

k=1 -1
ck g GI+1 ck
Lotk — Ly

berechnet. Dividiert wird stets durch die zu c* an korrespondierender Stelle stehende
Differenz Tyop —
Die rechts in der ersten absteigenden Schrégzeile stehenden Steigungen

Yo, 6%, Cg, ssiey c(,:
sind die gesuchten Koeffizienten

“"0: cl.s Gm veey Cp

des NEwToNschen Interpolationspolynoms (11). (¥, kann als Steigung nullter Ordnung
angesehen werden.)

Das Verfahren, y = g,(r) mit dem Steigungsspiegel zu ermitteln, hat den Vorteil,
daB sich die Koeffizienten cg, ¢y, ..., ¢, sehr leicht ermitteln lassen. AuBerdem kénnen
ohne weiteres schrittweise weitere Stiitzstellen hinzugenommen werden, falls sich er-
weisen sollte, daB y = g, () noch nicht hinreichend der Funktion y = f () an-
gendhert ist. Dabei ist es nicht notwendig, daB die Stiitzstellen zg, z,...,2z, im
Steigungsspiegel der Reihe nach geordnet erscheinen.

BEISPIEL
2. Die in Beispiel 1 gestellte Aufgabe soll mit Hilfe des Steigungsspiegels gelsst werden.
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Losung:

Der Steigungsspiegel lautet:

Typs — % Tyig— X, Tyyq — &, z, Y, c, c c;
1 9
2 —18
3 L-8 | —27 5
0 AT -3 2
[k ¢ |-w | E]
~3o | 65"
B 185

Die Berechnung von z, — 2, und ¢} ist angedeutet.
Fiir die verlangte ganzrationale Funktion ergibt sich

Yy=gs(x) =9—18(x—1)+5@—1)(x—3)+2(x—1)(z—3)(zx—4).
Ordnen nach Potenzen von x liefert

Y = gs(x) = 22° — 1122 + 18,

Mit Hilfe des in der Form (11) gewonnenen Naherungspolynoms g, (z) ist die Be-
rechnung einzelner Funktionswerte etwas umsténdlich, vor allem, da meist keine
glatten Zahlenwerte wie im Beispiel vorliegen werden. Man kénnte daran denken, wie
im Beispiel die Form g, (z) = a, + @,z + --- + a,2" herzustellen, um das HORNER-
Schema ansetzen zu konnen. Wenn aber nur wenige Funktionswerte zu berechnen
sind, diirfte der Aufwand fiir die Umformung nicht lohnen Es ist aber moglich, mit
Hilfe des Steigungsspiegels einzelne Funktionswerte zu berechnen. Dazu fiihrt die

folgende Uberlegung.

Dieselben Stiitzstellen konnen auch in anderer Reihenfolge angesetzt werden. Bei
umgekehrter Stiitzstellenfolge sieht der Steigungsspiegel fiir das angefiihrte Beispiel

wie folgt aus:

z, Yy
7 | 165
-3
—4 4 | —30
-6 —1
-3 3 | —27
—2
1 9

65
17
-3 2
5
—18

Mit den Werten der von rechts oben abwirts laufenden Schrigzeile als Koeffizienten
lautet das Naherungspolynom

gs(x) =165 +65(x —7) + 17(x —7) (x —4) +2(x —7) (x —4) (x — 3).
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Es ist nur eine andere Form des im Beispiel 2 gewonnenen Polynoms. Ordnen nach
Potenzen von z liefert wieder

gs(x) = 22% — 1122 + 18.

Die im Beispiel 2 errechneten Koeffizienten stehen jetzt in der von rechts unten
aufsteigenden Schrigzeile. Man kann also auch — wie sich allgemein zeigen 148t — die
aufsteigende Schrégzeile zur Aufstellung von g, (x) verwenden. Zu beachten ist nur,
-daB man die richtigen Linearfaktoren ansetzt. Die gezeigte Eigenschaft gestattet es,
einzelne Funktionswerte zu errechnen. Es ist fir « = a (vgl. das Ergebnis im Bei-
spiel 2) ,
gs(@) =9 —18(a— 1)+ 65(a — 1) (@ — 3) + 2(a — 1) (@ — 3) (a — 4).

Fiir die Rechnung im Steigungsspiegel 13t sich diese Formel wie folgt von hinten her
,;aufrollen®:

gs(a) = ({[2(@ —4) + 5] (@ — 3) — 18} (@ — 1) + 9)
A,

4,

4o

Zur Berechnung von gg(a) ist daher der Steigungsspiegel lediglich fiir die neue Stiitz-
stelle @ zu erweitern:

5y
7 .
] [ ]
. 4 . .
. . . 2
: 3 | 5 |
a—4 . —18 /2
a—3 1 9 A,
a—1 Al‘/
a Ao/

In der nach links aufsteigenden Schrigzeile werden in gewohnter Weise die Differenzen
a —1,a — 3, a — 4 berechnet. Im rechten Teil des Steigungsspiegels wird die letzte
Steigung — hier also die 2 — unveridndert heruntergeholt und in die mit @ — 4 korre-
spondierende Stelle geschrieben. Sodann wird die 2 mit @ — 4 multipliziert, das Pro-
dukt zu 5 addiert und das Ergebnis 4, in die mit @ — 3 korrespondierende Stelle
geschrieben. Jetzt wird 4, mit @ — 3 multipliziert, das Produkt zu — 18 addiert und
das Ergebnis 4, unterhalb von —18 eingetragen. In entsprechender Weise erhilt
man 4,.
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BEISPIEL
3. Aus einer 4stelligen Tafel-der natiirlichen Werte der Tangensfunktion entnimmt man folgende
Werte:
o 88,30° | 88,40° | 88,50° 88,60°
tan o 33,69 35,80 38,19 40,92

Es ist tan 88,36° zu berechnen.

Losung: Der Steigungsspiegel wird fiir die gegebenen Stiitzstellen aufgestellt und fiir & =
= 88,36° erweitert. Dadurch wird kubisch interpoliert.

af/1° | tana
88,30 | 33,69
0,10 21,10
0,20 88,40 | 35,80 14,0
0,30 0,10 23,90 10,0
T ] 020 88,50 | 38,19 17,0
—0,04 0,10 27,30 10,0
—0,14 88,60 | 40,92 16,6
—0,24 24,976
88,36 | 34,926

Der berechnete Funktionswert tan 88,36° = 34,93 ist auf 4 Stellen genau. Bei linearer Inter-
polation hiitte man 34,96, bei quadratischer Interpolation 34,92 — beides fehlerhafte Werte —
erhalten.

Die Interpolationsformel von Gregory-Newton

Im letzten Beispiel traten #quidistante Stiitzstellen (d. h. Stiitzstellen mit gleichen
Abstdnden) auf. In diesem Fall 1Bt sich das NEwToNsche Interpolationsverfahren
noch vereinfachen. Zu diesem Zweck werden Differenzen eingefithrt, die auch bei
anderen numerischen Verfahren eine Rolle spielen.

h
: + e —_—
Xo  Agth  xpr2h Xt Vh Xpt(vtldh  xp+(p-1h xg+nh
X Xy A Xy Aot Xn-1 Xn

Bild 74

Die Stiitzstellen z,, z,, x, ..., ¥, seien dquidistant. Ist der Abstand zweier benach-
barter Stiitzstellen Ax = h, dann 1aBt sich fiir die Stiitzstelle z,

x, = 29 + vh

schreiben (Bild 74).
Fiir die den Stiitzstellen x, zugeordneten Stiitzwerte y, definiert man die Differenzen
erster Ordnung: ,

Ay' =Y%11 — Y

5 Anaslysis
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mit diesen die Differenzen zweiter Ordnung:

A%y, = A(4y,) = Ay, — Ay,.

In dieser Weise wird fortgefahren, so daB rekursiv (zuriicklaufend) mit Hilfe der
Differenzen k-ter Ordnung die Differenzen (k 4 1)-ter Ordnung definiert werden:

Ay, = A(dby,) = dry,., — d*y, (12)

Fiir das praktische Rechnen wird ein Differenzenschema angelegt:

To
£51
o
T3

Z,s

Yo
%
Ya
Ya

Ys

A4y,
4y,
Ay,
A4y,
Agh

42y,
A%y,
A%y,

A’_.’/s

-
.

43y,
43y,
A3y,

/)]

4 s_ya

In jeder absteigenden Schrigzeile hat y denselben Index. Deshalb heiBlen die hier de-
finierten Differenzen absteigende Differenzen.

Fiir bestimmte Zwecke werden die Differenzen auch anders bezeichnet, so daB die Indizes im
Schema einen anderen Verlauf nehmen. Hier werden nur absteigende Differenzen beniitzt.

BEISPIEL
4. Zy Yy Ay, A%, 4%, A%y, A,
—1| -8
4
—-05 | —4 2
(] -8
0 2 —6 18
0 10 -31
0,6 2 4 —-13
4 -3
1 6 1
5
1,6 11

Der Argumentschritt ist & = 0,6. Bei 6 gegebenen Stiitzstellen 1a8t sich noch die Differenz
5. Ordnung 4%y, bilden.
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Es ist zweckmiBig, die Rechnung im Differenzenschema durch Rechenkontrollen zu
iiberpriifen. Auf Grund der Definition (12) folgt

Ay, + Akly, . + Ay, 0 4 e - AV Y, =
= (A% ypy — A*Y,) + (A Yosg — A¥Ypry) + (A* Yrsg — A¥Ypg) +++0 + (A Yuip— A Yoipy) =
= Akywp - Akyv-
Es gilt somit

Akyr+p — dFy, = Ay, + Ahly-ﬂ o+ e Ak+1yr+p-1 (13)

Zur Rechenkontrolle ist also im Differenzenschema folgende einfache Rechnung aus-
zufiihren:

[]

|

|'

|
Ilj”.‘
. T i

Diff. = Summe

Fiir Beispiel 4 lautet die hier gezeigte Kontrolle:
5—4=2—-6+4+1=1.

Nach diesen Vorbereitungen kann die NEwTonsche Interpolationsformel fiir den Fall
aquidistanter Stiitzstellen auf eine einfache Form gebracht werden. Bei der Er-
mittlung der Koeffizienten ¢, c,, ..., ¢, wollen wir uns zunichst auf den Fall n = 4
beschranken.

Liegen dquidistante Stiitzstellen vor, so geht das aus dem Ansatz (11) folgende
Gleichungssystem wegen

Zyr — %, =k-h
fir n =4 iiber in .
Yo = Co @
Yr=0C t+c -1k
Ya=C+ ¢ :2h 4+ ¢y-2.1h2
Ys=0C + ¢, -3h +c¢c;-3-2h2 4 ¢c3-3-2.1A8
Ys=Cp+ ¢ -4h+¢c3-4-3h2 4 ¢3-4-3-2h% +¢,+4-3.2.158,

b*
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. Wir bilden nun die 1., 2., 3. und 4. Differenzen:
Ay, =c b
Ay, =ch+cy-2. 142

Ay, =cth+c3-2-2h% +¢c3-3-2- 143 (I1)
dys =ch+c3-2-3h% +¢3-3-3-2h3 4 ¢,-4-3.2-1h¢

A2y =c4-2 - 143

A%y, =cy+2-1h2 4 ¢5-3-2 - 1h3 (I1I)
Ay, =1c3-2-1h2+¢3-3-2-2h% +¢,-4-3-2- 1kt
Myy=1c3-3-2-14° )
Ay, =cg-3-2-1h8 4 ¢,-4-3-2. 14

Aiyg=1c,-4-3-2-1h% )

Aus den Gleichungen (I) bis (V) lassen sich nun die gesuchten Koeffizienten
Cp» Cp» -+, C4 berechnen:

4 A2 48 A¢
C = Yo °‘=Ty° °"’2!:: %zazg: °‘=4!g:‘

Wie sich zeigen 1d8t, gilt allgemein

A*y,

Cg=m (IC =0, 1,-.., n), (VI)

wobei ¢, = y, zu setzen ist.
Bei » + 1 idquidistanten Stiitzstellen z,, z,, ..., z, mit z,, — 2, = kb folgt somit
unter Benutzung von (VI):

Y=0.(x) =y, + (‘” ‘”o) + BYIX (x %) (z — ;) +

ar
SR @ — %) (& — %) (& — 2) ... (& — Tac).

e
Wird zur weiteren Vereinfachung durch
z=1xy+ th
fiir  die Variable ¢ eingefiihrt, so folgt wegen
=g+ h, Tg=2y+2h,..., Tpy =%y + (o — 1)h

4 2
Y = ga@ + th) = o+ T th+ Grae thith —h) + - +

+Awth(th h) (th —2h) ... [th — (n — 1)k] =

A ar
=4+ y“th+2,h,h=t(t 1)+---+n—!;:—;‘:h“t(t—l)(t—2)...[t—(n—l)]=
=po+ i ag+ oD sy, Dm0 F D) gy,
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Die Faktoren vor den Differenzen sind die Binomialkoeffizienten:

£\ _tE—1)(—2)...¢ —k+1)
(x)= . .

Fiir dquidistante Stiitzstellen ergibt sich so die Interpolationsformel von GREGORY-
NEewToN.

nteo+ th) =vo+ (1) v+ (5) A+ (1) 2w | 18)

BEISPIEL

5. Die in Beispiel 3 geforderte Interpolation ist mit Hilfe der Interpolationsformel von GREGORY-
NEwTON durchzufiihren.

Lésung: Zunichst wird die Differenzentafel aufgestellt.

a«f1° | tano

88,30 | 33,69

2,11
88,40 | 35,80 0,28

2,39 0,06
88,60 | 38,19 0,34

2,73

88,60 | 40,92
Auvs z = z, + th folgt mit A =0,1, z, = 88,30 und = = 88,36 der Wert ¢ = 0,6. Es ist

(0’6) = 0,6 ’ (0,6) e —0’12’ (0:;6) = 0’056‘

1 2
Es ergibt sich
= 33,60
(i)Ayo = 06 -211—= 1,266

(;) Ay, = —0,12 - 0,28 = —0,0336

(')Aayo= 0,056 - 0,06 = 0,00336

3
= 5
AUFGABEN T
13. Fiir die folgenden reellen Funktionen sind Definitionsbereich X und Wertebereich ¥ zu be-
stimmen.
ay=—z b)y=22"+1 o)y=+V1 —2

d)y=?x+2 e_)y=l+V9+z’ fly=—2+ Ya® — 16
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gy=4—VYz+5 h)y = cos 3z i)y=2+sin22
k)y=In(z —1) Dy=2+e m)y=a"z (@>1)

14. Man untersuche,ob f = g ist. Im Falle f & g ist anzugeben, worin sich f und g unterscheiden.

=2 t8 i .

a)y =f(@) = +2, y=gx)=23—2z+4
l
b)y = f(z) = m’+1 y=gk) =22—1
©)y =f@) =}z, y=9@) =3 lns
d)y =f(z) =Ina?, y=g@x) =2z
- sinz _ _

e)y=/(x)=siT'2;, y_g(x)_2cos:c

. _ 3 +4sin'z _ e
f)y—/(x)—__2+cosx’ y=g9g(@x)=2— cosz

15. Man stelle die in Parameterdarstellung gegebenen Abbildungen im cartesischen Koordinaten-
system dar.

a.)z.=—;—¢’, y=i b)z=t, y='—i—1
c) x =13, y=%-t’ dyz=2t+1, y=t¢t(t+2)
o)z =142, y=—2+¢ 05 = e L
1+ 14120
g)x=acost, y = bsint h) x = sin®, y = cos®
i)z =sint, y = cos 2¢ k) x = cos?t, y = cos 2¢

16. Man eliminiere in den Gleichungspaaren der Aufgabe 15 den Parameter ¢.

17. Man stelle fiir f eine Funktionsleiter von der Lénge L = 100 mm
her. Kleinster Teilpunktabstand 48 &~ 6 mm.,

a)y =fx) =gz, 1<z<10 R« Rw
b)y = f(z) =g a?, 12100 G

)y =f(z) = 2% —6<z<56 Af— — 3
dy =f(z) = V1 — 29, 0sz<1 ?

18.In der Elektrotechnik wird zur Widerstandsmessung die Bl 75
WaEATsTONEsche Briickenschaltung verwendet (Bild 75). Zur
Bestlmmung des unbekannten Widerstandes R, wird auf dem Bruckendraht A B ein Schleif-
kontakt in eine solche Stellung geschoben, daB das Galvanometer G keinen Ausschlag an-
zeigt. R berechnet sich dann nach der Gleichung

i 8
R.=—R
z i ON’
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(!

1

z

wobei Ry ein bekannter Normalwiderstand ist. Am Briickendraht von der Liéngel = 1000 mm
ist eine Teilung fiir die Zahlenwerte z = f— anzubringen (Zeichnung im MaBstab 1:10).
N

Kleinster Teilpunktabstand 48 &+ 2 mm.

19. Das Spektrum der elektromagnetischen Wellen reicht von 10-1¢ bis 10° cm Wellenlinge. Die in

der folgenden Tabelle angegebenen Bereiche der Wellenlingen sind auf einer logarithmischen
Skale von 190 mm Linge zu markieren.

Be. Réntgenstrahlen Licht
zeich-
nung hart weich ultraviolett sichtbar infrarot

Afem |10-1...5.10-°|5-10~°-..3-10~%|3-10-7 ... 4-10-%{4.10"%... 7,6 - 10~%|7,5-10-5 ... 1,4.10"1

Be.- Radiowellen

zeich.

nung Mikrowellen ultrakurz kurz mittel lang
Afem 2.107%... 102 102 ... 108 102 ... 10¢ 104... 108 108 ... 108
20. Die folgenden GréBengleichungen sind auf die angegebenen Einheiten zuzuschneiden.

21.

a) Schnittgeschwindigkeit bei Drehmaschinen:
v=dnrn, [d=mm, [v]=ms?, [2]= min?
b) Masse einer Stahlkugel:
m=p¢g-Tlgd®, [m]l=g, [d]=mm, [p]=gom™®
o) Massentrégheitsmoment eines Héhlzylinders:
J=1/,m, [J]=kgm?, [m]=kg, [*] = mm
d) Newronsches Grundgesetz:
F=ma, [F]=N, [m]l=g, [al=oms?
©) Leistung (bei gieicher Richtung von Kraft und Geschwindigkeit):
P=Fv, [Pl=W, [F]l=kp, [v]=oms?

f) Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels:

T=21\:V-}, [Tl=s ¢g=981ms? []=mm

Welche der folgenden Funktionen sind gerade, welche ungerade?

a)y =3zt + 28— 1 b)y = 22° —sinz c)y=-§—:-%:—-+5‘
d) y = oos % - sin¥z e) y = 2% — sin 22 . . fly=tanz + cosz
gly=Iz|+2 hy=1 (P +2]z|—3) iy=|z|+=

k) y = sin || )y=2V3—g, z¢[—3,3] m)y =21z + |
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22. Zu bilden ist der Differenzenquotient der Funktionen:
a)y = 0,322 + 2z b)y=22—=z c)v=f(t)=2t2 —4t 4+ 1
23. Von den in Aufgabe 22 genannten Funktionen ist der Differenzenquotient an der Stelle z, = 2
bzw. t, = 2 fiir Az bzw. At = 10; 5; 1; 0,1; 0,01 zu berechnen.

24. Man berechne den Differenzenquotienten von y = 0,222 + 0,8z — 1 an der Stelle z, =1
fir 4z = —8; —6; —3; —1. Die Funktion ist mit den zu 4z gehtérenden Sekanten zu
zeichnen.

Ay _ f&+42) — {(@)

25. Man bilde den Differenzenquotienten Az
z

My=13% by =z 0y=—

& V=

Bei b) und c) ist der Zihler des Differenzenquotienten rational zu machen.

26. Man bilde die Umkehrfunktion [Form: y = ¢(z) mit ¢ = f1 = {(z; y) | y = @(2)}].

a)y=3z—2 'b)y=—%z+5 c}y=2x2_3
dy =122 y=4—1z ny=21
0y =5 hyy=422+2 (220) iy=—2"+1
kyy=2% +1 ly=14+Inz m)y=ln.lnx

27. Welche primitive Periode haben die folgenden Funktionen?
a) y = sin 22 b) y = cos kz ¢)y=1—2sin3z
d)y = cos2z — 3sin 52z e) U = U,sin (3wt — @)
f) y = sin 3wt + cos Swt g) ¥y = 2 cos 2wt — 3 sin 6wt
h) y = sin2 2¢ i) y = sin?wt — 2 cos 2wt

k) y = a4 + a, cos wt + a4 cos 2wt + -+ + a, cos nwt |
+ b, sin wt + by sin 2wt + --+ 4 by, sin nwi

28. Man gebe die Funktionsgleichung fiir die in den Bildern 76a und 76b dargestellten Funk-
tionen an.
Die Kurven sind Sinuskurven.

VaNhaNa

b

-a OI a 2a wt

Bild 76a u. b
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29. Es ist die ganzrationale Funktion zu bestimmen, die die Punkte
8) (—1; —1),  (1;26), (2;26), (4; —56) |
B)(—21), (15 —65), (4 —8), (5;—25)
c) (—2; —14,610), (—1;—17,61), (1,65 —3,235), (4; —2,610)
d) (—2,8; 12,440), (—1,2; 5,080), (2,0; 5,720), (4,4; — 28,744)
e) (—3;71,4), (—2;328), (1;82), (2;64), (4; —30,8)
enthilt.

30. Fiir die in Aufgabe 29 gewonnenen Polynome berechne man mit Hilfe des Steigungsspiegels
ga(—0,6) und g,(3,2).

31. Aus den Tafelwerten
z | 012 | 013 | o

e | —21208 | —20002 | — 1,961

ist durch quadratische Interpolation a) In 0,128, b) In 0,133 zu bestimmen. Man interpoliere
auBerdem linear und vergleiche mit den zuerst gewonnenen Werten.

32. Aus den Tafelwerten
zf1° | 0,46 | 0,47 | 0,48

lgsinz + 10 | 7,90463 l 7,91397 | 7,92311

ist durch quadratische Interpolation der Funktionswert a) fiir z = 0,466°, b) fiir z = 0,477°
zu bestimmen und mit dem durch lineare Interpolation gewonnenen Wert zu vergleichen.

33. Auf Grund der Tafelwerte
x | 0 | 0,1 | 0,2 l 0,3

sinz | 000000 | 000083 | 019887 ] 0,29652

ist fiir y = sin # ein Interpolationspolynom fiir den Bereich 0 = z < 0,3 aufzustellen. Man
berechne mit Hilfe dieses Polynoms a) sin 0,05, b) sin 0,12.

34. Aus den Tafelwerten
z ] 0,4 l 0,5 | 0,6 | 0,7

oF | 1,49182 ' 1,64872 l 1,82212 | 2,013756

ist fiir y = % ein Interpolationspolynom fiir den Bereich 0,4 < z < 0,7 zu gewinnen. Man
berechne danach a) e%45, b) 051, .

35. Mit Hilfe der Tafelwerte
z | 0,40 I 0,46 l 0,50 | 0,65

]h__?-| 0,91652 | 0,89303 | 0,86603 | 0,83516

berechne man }1 — 2% a) fiir z = 0,46, b) fiir z = 0,525.
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2. Folgen und Reihen; Grenzwert
2.1. Folgen
2.1.1. Der Begrift der Folge

Fiir viele der beim Aufbau der Analysis auftretenden Probleme wie auch fiir viele
Anwendungen ist der Begriff der Zahlenfolge — oft kurz als Folge bezeichnet — von
groBer Wichtigkeit.

Bei einer Zahlenmenge wird bekanntlich von einer Anordnung der Elemente abgesehen.
Eine geordnete Menge von Zahlen wird als Zahlenfolge bezeichnet. Geordnet soll
heiBlen, daB die Zahlenfolge eine erste Zahl z,, eine zweite Zahl z,, eine dritte Zahl x4
und so fort besitzt. Die einzelnen Zahlen einer Folge heien ihre Glieder. Das Zeichen
fir die gesamte Zahlenfolge ist {x;}, wobei x, das k-te Glied der Folge bezeichnet.
Anstelle von = und k& werden auch andere Buchstaben verwendet.

BEISPIELE
1. Die Folge der geraden positiven Zahlen
{2} =2,4,6,8,...
2. Die Folge der ungeraden positiven Zahlen
{2} =1,3,5,1,...
3. Die Folge der Sta,mmbrii'che, deren Nenner Quadratzahlen sind

{,,_L 111
M= 17479'16"""

4. Die Folge
() =2,2,2,2,...

=

Die Folge :
{xe} =2, —4, 6, —8, ...

6. Die Folge
(e} =17, 12, -3, 5, 2, 9.

7. Die Folge der negativen ganzen Zahlen

{xk) =-1, -2, -3, —4,...

Das Zeichen ... in den angegebenen Beispielen ist zu lesen: und so weiter unbegrenzt.
Die crsten fiinf der angegebenen Folgen haben also unendlich viele Glieder. Sie heilen
daher unendliche Folgen. Die sechste ist eine endliche Folge.

Das Zeichen ... fiir die nicht angegebenen Glieder einer Folge zu setzen ist nur dann
sinnvoll, wenn die Folge eindeutig fortgesetzt werden kann. Bei den Folgen der
Beispiele 1, 2, 3 und 7 ist das durch die Wortformulierung, bei der sechsten Folge durch
die vollstindige Angabe der Glieder gewéhrleistet. Bei den Folgen der Beispiele 4 und 6
1iBt sich eine plausible Fortsetzung angeben. Die Angabe einer unendlichen Folge
durch eine endliche Zahl von Gliedern ist aber nicht eindeutig.



2.1. Folgen 75

Die eindeutige Fortsetzung einer Folge kann z. B. durch Angabe eines k-ten Gliedes
#; — dessogenannten allgemeinen Gliedes — gesichert sein. So liefert fiir k = 1,2,3, ...

=2k die Folge 2, 4, 6,...,2k,..

=2k —1 i B 1, 3, 5..,2k—1,...
1 1 1 1 1

“= i T g g B

=2 % % 2, 2, 2, ..

2 = (—1)%1.2k » By 2, —4, 6,...

= —k 55 -1, =2, -=-3,...

Der Buchstabe k wird gelegentlich auch als laufender Buchstabe, der Index & als Lauf-
index bezeichnet. Fiir ihn kénnen auch andere Buchstaben, wie ¢, §, n, u, v stehen.
Mitunter ist es auch vorteilhaft, die Numerierung der Glieder statt mit 1 mit 0 oder
—1 oder —2 oder irgendeiner ganzen Anfangsnummer @ zu beginnen. So bezeichnen

(=) = (2k — 1), k=123,...
{za) = {2n + 1}, n=0,1,2...
() = (2v — 5}, »=23,4,5,...
{zu) = {2 + 3}, p=—1,01,...

alle dieselbe Folge
{@m)=13,5,..., 2k —1,....

Da jede Zahlenfolge ein erstes Glied, ein zweites Glied, ein drittes Glied, ... besitzt,
kann man die Glieder einer Zahlenfolge der -Reihe nach den natiirlichen Zahlen
1, 2, 3, ... zugeordnet denken. Diese Zuordnung ist eindeutig.
Definition
Eine reelle Zahlenfolge ist eine reelle Funktion. deren Definitionsbereich die
Menge (oder eine endliche Teilmenge) der natiirlichen Zahlen ist.

Ist f die Funktion, die die Menge der natiirlichen Zahlen auf die Menge der Glieder der
Zahlenfolge abbildet, so lassen sich die Glieder der Zahlenfolge durch

x = f (k)

angeben. Mit k€ N ist eine unendliche, mit k€ {1, 2, ..., n} ist eine endliche
Zahlenfolge gegeben. Ist f (k) als Term in k angebbar, so 1dBt sich eine Folge {w;} in
unabhiéingiger Darstellung angeben, z. B.

1
{xi}: a:,=E, mit k=1,2,3,...

Die Darstellung entspricht einer Funktionsgleichung und gibt 2, unabhéngig von ande-
ren Gliedern der Folge an.
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Eine andere Moglichkeit der Darstellung ist die rekursive Darstellung einer Zahlen-
folge mittels des allgemeinen Gliedes:

T = @(Te-1)-

Sie gibt an. wie jedes Glied der Folge aus seinem Vorgénger zu ermitteln ist und wird
angewendet, wenn die unabhingige Darstellung unbequem oder so kompliziert ist,
daB sie sich schwer finden 1dBt. Die rekursive Darstellung ist aber erst dann vollstindig,
wenn eine Anfangsbedingung, z. B. das Glied z,, gegeben ist.
BEISPIEL
8. Fiir die Folge
ay=~Fk-a,_, mit a=6 und k=1,2,3,...
ist die unabhingige Darstellung anzugeben.
Lésung: Aus a3 =3-ay bzw. 6 =3 - a, folgt a; = 2, a=1.
Von a; =1 ausgehend kdnnen jetzt die Glieder der Folge berechnet werden:
ag=2a,=2-1
ay=3a;,=3-2-1
0, =4a,=4.3.2-1
Als Bildungsgesetz fiir a; ist
Gg=rk-(k—1)+...-3-2.1 =kl
zu vermuten. Beweis durch vollstéindige Induktion! Die unabhingige Darstellung lautet somit
{ae): gy = k! mit £=1,2,3,....
Nicht jede Folge 1Bt sich durch eine unabhéngige oder rekursive Darstellung an-
geben. Ein Beispiel dafiir ist die Folge der Primzahlen 1, 2, 3, 6, 7, 11, 13, 17, .... Die
formelméaBig angebbaren Folgen sind gewissermaBen Ausnahmen. Diese Ausnahmen
aber sind gerade fiir Theorie und Praxis von Bedeutung.
Bei einigen der in den Beispielen 1 bis 7 angegebenen Zahlenfolgen fallen Besonder-

heiten auf, iiber die sich Aussagen machen lassen, die fiir alle Glieder der jeweils
betrachteten Folge gelten. So ist bei der Zahlenfolge

{zs) =2, 4,8, ..., 2k, ...

jedes Glied groBer als das vorangehende. Die Aussage gilt ohne Ausnahme fiir jeden
Index k und ist deshalb eine Eigenschaft der Zahlenfolge. Man untersuche die Folgen

der Beispiele 1 bis 7 hinsichtlich der im folgenden definierten Eigenschaften einer
Zahlenfolge !

Definition
Eine Zahlenfolge heit
(streng) monoton wachsend ap < Gpq
(streng) monoton  fallend wenn #ir alle b gilt a > g
alternierend -y < 0

konstant a; = const
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Durch die Ausdrucksweise streng monoton wird betont, dafl zwei benachbarte Glie-
der der Folge stets voneinander verschieden sind. Man spricht von Monotonie im
weiteren Stnne, wenn Gleichheit zugelassen ist, wenn also a; < a4, oder a; = a4,
fiir alle & gilt.

Definition

Eine Zahlenfolge heit nach unten beschriinkt, wenn sich eine Zahl S, angeben
1aBt, so da3

S; < % firalle k
gilt.
Eine Zahlenfolge hei3t nach oben beschréinkt, wenn sich eine Zahl S, angeben la8t,
sodaB
2y = 8y fiir alle &
gilt.

Die Zahl 8, (S,) heit untere (obere) Schranke der Zahlenfolge. In Hinblick auf die
Zahlengerade simnd auch die Sprechweisen ,,nach links (rechts) beschriankt‘ sowie
,linke (rechte) Schranke‘ gebriauchlich. Die Folgen der Beispiele 1 und 2 sind nach
unten (links) beschrankt. Eine untere Schranke ist z. B. fiir beide Folgen die Zahl — 5,
da fiir beide Folgen

—b6 <z firallek
gilt.
Die Folge des dritten Beispiels ist nach unten und oben beschrinkt. Die engsten
Schranken fiir diese Folge sind 8; =0 und S, = 1. Zwischen diesen Zahlen liegen
alle Glieder der Folge, denn es gilt

0<z <1 firallek.

Die Folge des Beispiels 5 ist weder nach unten noch nach oben beschriankt ; denn wie

man auch z. B. 8, wihlen mag, stets gibt es Glieder x,, die groBer als S, sind.

Hiufig ist es notwendig, die Summe einer Anzahl von Gliedern einer Folge zu berech-

nen. Fir eine abkiirzende Schreibweise wird das Zeichen X (griechischer Buchstabe

sigma, entspricht dem lateinischen Buchstaben S) verwendet. k=n

Ist {x} mit £ =1, 2, 3, ... eine Folge, so bedeutet z. B. die Schreibweise Y z;
k=1

(lies: Summe iiber z; fiir k£ gleich 1 bis % gleich »), es ist die Summe s, der ersten »
Glieder zu bilden:

k=n

Sp =kilx,,=xl+x,+--- + z,. I

Unter und iiber dem Summenzeichen £ wird angegeben, welchen Abschnitt der
ganzen Zahlen der Laufindex %4 durchlaufen soll. Kiirzere Schreibweisen sind

n n
Y2 oder Y .
1

k=1
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Auch Yz, ist iiblich, wenn vorweg bekannt ist, welche Glieder der Folge {2} zu
summieren sind.
Zuweilen ist es zweckmiBig, den Laufindex zu verdndern. So bezeichnet

u=n—

.
Zs‘”m¢=x1+xa+"'+xn

P
dieselbe Summe, die durch (I) angegeben wurde.

BEISPIELE

k=n
9. Fiir ¥ a; ist ein neuer Laufindex v so einzufithren, daBl von ¥ = 1 an summiert wird.
k=5

Losung: Man setzt an
Ay gy = Ao
Fir y =1 muB k= 5 sein. Also
1+m=256 v+4=n
m=4 yv=n—4¢.
Somit folgt

k=n yan—4
zak = 2 Qy+qe
k=5 =1

3
10. Man berechne Y 2.

V=—1

8
Losung: X 21 =224 2-1 4 204 214 93—

v —1

31
.

Ehe weitere allgemeine Eigenschaften von Zahlenfolgen behandelt werden, sollen
zwei ‘besondere Arten von Zahlenfolgen ndher untersucht werden, die schon in der
Elementarmathematik eine Rolle spielen.

2.1.2. Arithmetische und geometrische Folgen

Bei den folgenden Betrachtungen soll die Numerierung der Glieder einer Folge stets
mit k& = 1 beginnen.
Die Folge

{7} =1,3,6,7,9,11,..., 2k — 1, ...

zeichnet sich dadurch aus, da8 die Differenz 23, — 2; zweier benachbarter Glieder
konstant ist. Die nacheinander gebildeten Differenzen bilden wieder eine Folge, die
Differenzenfolge:

{4z} =2,2,2,2,2,...,2,...

Definition

Eine Zahlenfolge {z;} mit konstanter Differenzenfolge {4} heiBt arithmetiseche
Zahlenfolge.
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Die genauere Bezeichnung ist arithmetische Zahlenfolge erster Ordnung. Eine Zahlenfolge, bei der
die p-te Differenzenfolge konstant ist, wird als arithmetische Zahlenfolge p-ter Ordnung bezeichnet.
Ein Beispiel einer arithmetischen Zahlenfolge dritter Ordnung ist die Folge der Kubikzahlen:
{Ze) =1, 8, 217, 64, 125, 216, ...
dzny= 7, 19, 387,- 61, 91, ..
{32} = 12, 18, 24, 30, ...
{Azy} = 6, 6 6 ..

Hier sollen nur arithmetische Zahlenfolgen erster Ordnung betrachtet werden, so dal auf den Zu-
satz ,.erster Ordnung‘* verzichtet werden kann.

Die konstante Differenz x;4; — xy = 42, wird gewdhnlich mit d bezeichnet.
Aus der Definition folgt die rekursive Darstellung der arithmetischen Zahlenfolge

Tgel = Xy =+ d (15)

Fir d > 0 ist — wie man aus (15) sofort abliest — die arithmetische Zahlenfolge
monoton steigend, fiir d < 0 monoton fallend. Eine konstante Folge kann als arith-
metische Folge mit d = 0 angesehen werden. Es sollen nur endliche arithmetische
Folgen betrachtet werden. Das letzte Glied z, wird Endglied genannt.

Mit dem Anfangsglied 2, und der Differenz d 1aB8t sich die arithmetische Folge durch

2, oy +d, 2 +2d,...,z,+(k—1)d,...,z+ (n — 1)d
angeben. Danach gilt stets:
=2z, + (k — 1)d.

Somit lautet die unabhdngige Darstellung einer arithmetischen Zahlenfolge {z;}:

=z +(k—1)d, mit k=1,2,...,n (16)

Da die Numerierung mit k = 1 beginnt, hat die Folge (16) = Glieder,

BEISPIELE
1. Von einer arithmetischen Zahlenfolge sind bekannt:
13 . 3
Z3 = —1 2y = 3 d= 5

Man gebe die unabhiingige Darstellung an,
Losung: Nach (16) folgt fiir £ = 3:

3
—l=1l+2'g,

1
I = "'ga
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fir k = n:
13 11 3
e S —1.2
5= 5 TN
n=29.

Somit

el x,,=——15—1+(k—1)-%, mit k=1,23,...,9.

2. Zwischen je zwei Glieder der arithmetischen Folge
z, z, +d x, + 2d
sind m Glieder so einzuschalten, dall wieder eine arithmetische Folge entsteht.

Loésung: Die Differenz der neuen Folge sei d*. Da zwischen zwei Nachbarglieder mit der
Differenz x;,; — x; = d jeweils m neue Glieder eingeschaltet werden, gilt

(m 4+ 1)d* =d,
d

+1

@* =

3

Die arithmetische Zahlenfolge verdankt ihren Namen dem Umstand, daB das Glied
das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder ist. Nach (15) gilt némlich

Ty —d = T
e+ d = 2en

woraus folgt:

_ %+ T

p = 217 L)

Mitunter ist die Summe

S = F Xyt o+ T+ o 2

der ersten n Glieder einer arithmetischen Zahlenfolge zu berechnen. Sie ist leicht zu

finden, wenn man die Summe noch einmal in umgekehrter Reihenfolge darunter
schreibt:

S =%y + Zpg + o F Tk + 0+ 1
und addiert: _
28y = (2, + @p) + (T3 + Zu-1) + *o+ + (@& + Tpprr) + ++* + (@0 + 7).
Nun ist nach (16)

@+ Tapa) =21+ (K —1)d + 2y + (0 — k)d = 22, + (n — 1)d =
= + Ty
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Dieser Summand tritt n-mal auf, also folgt fiir die n Glieder z,, «,, ..., z,:

o= % (@, + @) = % 22, + (n — 1)d] (18)

BEISPIELE
3. Es ist die Summe der natiirlichen Zahlen 1,2, ..., » zu berechnen.

Losung: Die Folge hat n Glieder. Mit z, = 1, z, = n folgt

oo pp_nmtl)
k=1

4. Von einer arithmetischen Folge sind bekannt:

:c1=—;-, d=—53—, s, = 138.

Man bestimme die Anzahl der Glieder und z,,.
Loésung: Einsetzen in die zweite Form von (18);

n [14 5

liefert die quadratische Gleichung
n® + 1,82 — 165,6 =0

mit den Lésungen 7, = 12 und 7, = — 13,8. Die zweite Losung scheidet aus, da die Anzahl
der Glieder weder negativ noch gebrochen sein kann. Somit ist die Anzahl der Glieder n = 12.

Das Endglied ergibt sich aus (16):

AuBer den arithmetischen Zahlenfolgen sind in der Elementarmathematik noch die
geometrischen Zahlenfolgen von Bedeutung. Ein Beispiel dafiir ist die Folge

(o} =1,2,4,8,...,21,
Hier ist der Quotient -:2-'11 = 2 zweier benachbarter Glieder konstant. Dieser Quotient
x
wird gewohnlich mit ¢ bezeichnet.
Definition
Eine Zahlenfolge {x;}, bei der der Quotient Q:TH: zweier benachbarter Glieder fiir
alle k denselben Wert g besitzt, heit geometrische Zahlenfolge.

6 Analysis
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Aus der Definition ergibt sich die rekursive Darstellung der geometrischen Zahlenfolge

iy =% q

(19)

Ist ¢ <0, so alterniert die geometrische Zahlenfolge. Eine nihere Untersuchung
erfolgt in 2.2.2, '
Sind Anfangsglied z; und Quotient ¢ bekannt, so lassen sich die Glieder der geo-
metrischen Folge der Reihe nach berechnen:

Zy, ¢, Q% ..., T, ...

Bei k=1,2,83,..., n heiBt das k-te Glied der Folge z,¢*-!. Somit lautet die unab-

hdngige Darstellung der geometrischen Zahlenfolge {z;}:

BEISPIEL

Zy=x,¢! mit k=1,2,3,...,n

5. Von einer geometrischen Zahlenfolge sind bekannt:

=2 2z,

16 2

“n =3

Man gebe die unabhiingige Darstellung an.
Lo6sung: Nach (20) folgt fir & = 5:

¢
2=z1-(£) :z:1=§1

3 8
16 _ 81 (2\»7
78
L, 816 2
€97.81 B3
n—1l=———"__—=17
lsji lgfi
3 3

Die unabhingige Darstellung lautet somit:

{oe): = —-

81 (2
8 3

k-1
—) , k=1,2,3,...,8.

Zwischen je zwei Glieder der geometrischen Folge

Zy, 9 % ...

mit ¢ > 0 sind m Glieder einzuschalten, da8 wieder eine geometrische Folge entsteht.

(20)

Losung: Der Quotient der neuen Folge sei g*. Werden zwischen zwei Nachbarglieder mit

Tie+1
Ty

= g jeweils m neue Glieder eingeschaltet, so gilt

q*m+1 = q

m+1

*= Vg (g>0.
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Thren Namen verdankt die geometrische Zahlenfolge der Eigenschaft, daB jedes Glied
das geometrische Mittel seiner Nachbarglieder ist. Das folgt sofort aus der Definition.
Danach gilt namlich fiir die Glieder a;_;, @k, Zg41:

und £=_1;
q

L1 __ l
k q k+1

also:

Th-1: T = T : Ty | | (1)

oder
Ty = Tp-1 - Tpay »

Auch bei geometrischen Zahlenfolgen ist oft die Summe der ersten n Glieder
8n =@ + 210 + %,¢° + 0 + Bjg*? @
von Interesse. Um die Summierung der einzelnen Glieder zu umgehen, bildet man
g = 21¢ + 21@* + 0 + 2@ + 20 (IT)
und subtrahiert (IT) von (I):

sl —g)=m —% g
Es folgt:

1 —gn

3szl—1_

fir g1 (22)

Fir g =1 ergibt sich sofort aus (I)
8y = Ny,

Nimmt man in (22) das Anfangsglied x, auf den Zéhler:

- - x,q"
n 1 i q
und setzt z,¢" = 2,¢"1-q = 2,9, so erhilt die Summenformel die Gestalt
& — ¥aq
8y = ————t 2248
— (22a)

BEISPIELE
7. Wie gro8 ist a) das 8. Glied, b) die Summe der Glieder der geometrischen Folge

3
6, —3 oo

6*
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Lésung:
a)z, =6 q=—% k=8 liefert
1\7? 3
xa=6‘(—E) =-—-a.
b) Mit (22) folgt =
1 148
.6 _(_?) 255
W=V = =
1 64
14— i
& ) =

8. Man berechne die Summe
an! +av2ph 4 an-3b2 4 ... 4 abn-2? + bn-1,
Loésung: Das allgemeine Glied der Summe lautet
x = ankpk-1,
Der Quotient
e _ an—k pk-1 _ -b_
Z = =

ist unabhiingig von k, also konstant. Folglich handelt es sich bei den Gliedern der Summe um
eine geometrische Folge. Da der Exponent von b von 0 bis = — 1 lduft, ist die Anzahl der Glie-

der gleich . Es folgt mit z, = an1, ¢ = i;
a
bn bn
n n n n _ pn
8”=aﬂ-l ab=a_. ab=a :.
1=2 %42 2
a a

Folgerung: Der Term a” — bn ist durch @ — b ohne Rest teilbar. So ist zum Beispiel

3 __p3
el =a? 4 ab + b3,
a—b
St =14z 4 23 4 a3,
1—2

Bekannt ist schon der Fall n = 2:
a? — b?
=

in der Form
a2 —b2 =(a+b)(a—0).

2.1.3. Anwendungen der geometrischen Folge
Voréugszahlen

Eine wesentliche Voraussetzung fiir eine schnelle Entwicklung der GroBproduktion
ist die Vereinheitlichung der industriellen Erzeugnisse nach Abmessung, Masse,
Leistung, Drehzahl und anderen maBgebenden GroBen. Da es hdufig nétig ist, ein
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Erzeugnis — etwa eine Welle oder ein Gewinde — in verschiedenen Abmessungen her-
zustellen, ist die Stufung der Abmessungen (Typenreihen) durch das Vorschreiben von
Vorzugszahlen genormt. Das geschieht, indem man fiir die MaBzahlen der einzelnen
Abmessungen bestimmte Zahlenfolgen vorschreibt. Die geometrische Zahlenfolge
erweist sich dabei aus verschiedenen Gesichtspunkten heraus meist als sehr zweck-
maBig.

BEISPIEL

1. Es sollen Rohre in sechs verschiedenen Groflen gefertigt werden. Der Durchmesser des klein-
sten Rohres soll 20 mm, der des gréBten Rohres 200 mm betragen. Zwischen 20 mm und 200 mm
sind vier Glieder zwischenzuschalten.

Losung: Es folgt fiir die

arithmetische Stufung: d* = 180umm = 36 mm,
e
. 200 mm
geometrische Stufung: gt = e 1,585.
Demnach betragen die Rohrweiten bei
arithmetischer Stufung: 20 56 92 128 164 200 mm
geometrischer Stufung: 20 31,7 50,2 79,6 126,2 200 mm.
Bild 77 Bild 78

Bei arithmetischer Stufung ist der prozentuale Zuwachs des Durchmessers sehr unausge-
glichen: Vom 1. zum 2. Rohr betrégt er 1809, vom 5. zum 6. Rohr nur noch etwa 229, (vgl.
auch Bild 77). Dagegen ist der prozentuale Zuwachs des Durchmessers bei geometrischer
Stufung von Rohrweite zu Rohrweite derselbe (Bild 78). Man wird daher der geometrischen
Stufung den Vorzug geben.

Die Vorzugszahlen, die der Normung von Abmessungen zugrunde gelegt werden, bil-
den anndhernd geometrische Folgen und sind dem Dezimalsystem angepaBt. Bei der
Rundung der errechncten Werte wurde auerdem beriicksichtigt, daB die Verdopplung
oder Halbierung einer Abmessung leicht vorgenommen werden kann.

Die Anpassung an das Dezimalsystem wird erreicht, indem man als Anfangs- und End-
glied der geometrischen Folgen aufeinanderfolgende Zehnerpotenzen wahlt, also etwa
1 und 10 oder 10 und 100. Zwischen Anfangs- und Endglied werden 4, 9, 19 oder 39
Glieder eingeschaltet, so dafl eine geometrische Folge mit 5, 10, 20 bzw. 40 Stufen
entsteht. Auf diese Weise ergeben sich die sogenannten Grundreihen?!) R 5, R 10,
R 20, R 40, die sich durch die Feinheit der Unterteilung unterscheiden.

1) Nach unserer Definition miiite es Grundfolgen heifen. Der Sprachgebrauch in der Technik hilt
sich aber nicht immer an die mathematische Terminologie
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Der Stufensprung bei R 5 ist z. B.

i
=9 = V_l_ﬁ”_ = Y10

Im technischen Schrifttum wird der Quotient der geometrischen Folge Stufensprung
genannt und mit ¢ bezeichnet.,

Q

1,6849.

Mit @ und der Wahl des Anfangsgliedes ist die Reihe bestimmt:

10, 10¢p, 10¢2%, 10¢% 10¢4, 10¢°

Wegen ¢° = (VTO)F) = 10 ist das letzte Glied gleich 100.
Fiir die anderen Grundreihen ergeben sich folgende Stufenspriinge:

10 proe
R 10: ¢ = J10 ~ 1,2589,
R 20: tp-:ﬂi/ﬁ) ~ 1,1220,
40—
R 40: @ = V10 ~ 1,0592.

In Tafel I sind nach TGL 0-323 die sogenannten Hauptwerte -~ das sind die zweck-
méBig gerundeten Genauwerte — fiir den Bereich 1 ... 10 zusammengestellt.

Tafel I: Vorzugszahlen nach TGL 0-323

Hauptwerte der Grundreihen

R5 R 10 R 20 R 40 RS R 10 R 20 R 40
1,00 1,00 1,00 1,00 3,35
1,06 3,55 3.55
1,12 1.12 3,75
1,18 4,00 4,00 4,00 4,00
1.25 1,25 1,25 4,25
1,32 4,50 4,50
1,40 1,40 4,75
1,50 5.00 5,00 5,00
1,60 1,60 1,60 1,60 5,30
1,70 5,60 5,60
1,80 1,80 6,00
1,90 6,30 6,30 6,30 6,30
2,00 2,00 2,00 6,70
2,12 7,10 7,10
2,24 2,24 7,50
2,36 8.00 8,00 8,00
2,50 2,50 2,50 2,50 8,50
2,65 9,00 9.00
2,80 2,80 9,50
3,00
3,15 3,15 3,15 10,00 10,00} 10,00 10,00
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Aus der Tabelle ist ersichtlich, dal man die Grundreihen R 5, R 10, R 20 aus der
jeweils feiner gestuften Grundreihe durch Uberspringen eines Gliedes erhilt. Man
begriinde diesen Zusammenhang!

Fiir bestimmte Zwecke wurden die Reihen der Hauptwerte noch stérker gerundet.
Diese stark gerundeten Werte heilen Rundwerte. Sie lauten z. B. fiir R 10:

1 125 16 20 256 3,2 40 50 63 8,0 10,0.

Zinseszinsrechnung

Die Verzinsung eines Guthabens wird so vorgenommen, da8 die fiir ein Guthaben b
innerhalb eines Jahres aufgelaufenen Zinsen am Ende des Jahres dem Guthaben b
zugeschlagen und im kommenden Jahr mitverzinst werden.

Bei einem Zinssatz p betragen die fiir ein Guthaben b nach Ablauf eines Jahres zu
zahlenden Zinsen

P
—3 b ———,
#=%100

so dall das Guthaben am Ende des ersten Jahres

_ P _ 7
bl_b“’wo b(1+ 100)

betriagt. Die Verzinsung von b, zu dem gleichen Zinssatz p ergibt am Ende des zweiten
Jahres ein Guthaben

2
b2=bl(l+%)=b(1+-l%~o).

Bleibt das Guthaben »n Jahre stehen, dann entsteht am Ende des %-ten Jahres ein End-
betrag von

- B ¥
b,,—b(i—l— 100) 0
(Beweis durch vollsténdige Induktion).
Wird noch 1 + l%ll) = g gesetzt, so ergibt sich dieser Endbetrag nach der sogenannten

Zinseszinsformel:

by = bg" (23)

Man nennt ¢ =1 4 %0 den Zinsfaktor.

Zur logarithmischen Berechnung von ¢" werden siebenstellige Logarithmen ver-
wendet. Fir diesen Zweck sind in den gebr#duchlichen fiinfstelligen Logarithmen-
tafeln fir 1 bis 1,1 siebenstellige Mantissen angegeben.
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Auch die Potenz g" selbst ist fiir die gebrauchlichen Zinssatze vertafelt. Die Benutzung
solcher Zinseszinstafeln ist besonders dann zweckmaBig, wenn eine Rechenmaschine
zur Verfiigung steht.

Da in (23) vier Variable auftreten, sind vier Aufgabenstellungen moglich.

BEISPIEL

2. Die Gesamtbevolkerung der Erde wurde 1950 auf 2,48 - 10° und 1957 auf 2,78 - 10° geschitzt.
Welche Bevolkerungszahl ist fiir das Jahr 2000 zu erwarten, wenn man annimmt, da die pro-
zentuale Zunahme pro Jahr in diesem Zeitraum konstant bleibt?

Losung: Aus (23) folgt nach Logarithmieren

Igb, —lgb
lgq=gnng-

Fir n =17, b=248.10° b, = 2,78-10° wird

_1g2,78 —1g 2,48

1
gq <

= 0,007084.

(Aus ¢ = 1,0164 ergibt sich eine jihrliche Zuwachsrate von 1,649,.)
Im Jahre 2000 ist eine Bevdlkerungszahl von
by = 8. g%
zu erwarten. Unter Verwendung von lg g = 0,007084 ergibt sich
bso = 5,6 - 10°,

AUFGABEN

36. Bei den angegebenen Zahlenfolgen ist ein neuer Laufindex so einzufiihren, daBl das erste Glied
der Zahlenfolgen die Nummer O erhilt.

a) {xg}: xk=kiz k=1,2,3,...

b) {xy}: xp = 95k k=4,5,6,...

) {zy): x4 = (1 — k)t k=-2,—-1,0,...
d) {ag): 2 =k*—2k+ 5 k= -3, —-2,—1,...

37. Aus der rekursiven Darstellung ist das erste Glied der Folge zu ermitteln und die Darstellung
des allgemeinen Gliedes herzuleiten.
Das erste Glied soll stets die Nummer 1 tragen.

a)a; =3, ap,=ap—2 b)ag =4, ap,y =20 —4
C) az = 2, gy = 2(1)‘— 4 d) ag = 5, Apyy = 2ak + k
Hinweis zu c) und d): Man betrachte die Differenzen a;,; — a, k=1,23,...
e) a;, = 6, Ay = 20k fa, =1, Ay =0+ 3

1
B =—2 &n=_— h)e, =2, Be1 =~ B

3
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38.

39.

41.

44,

45.

46.

Die Folgen der Aufgabe 37 sind hinsichtlich Monotonie und Vorzeichenwechsel zu charakteri-
sieren.

Man gebe fiir die nachstehenden Folgen die unabhéngige Darstellung an (k = 0, 1, 2, ...) und
charakterisiere sie hinsichtlich Monotonie und Vorzeichenwechsel.

a) ay =0, a; =3, Uiy = 20 — ap_y + 2
b)a, = 4, a, =2, Agyy = 2a — ay
1 1 1
C) @y = — 3 by = & A1 = 2 (ay + ag_1)
1
d) gy = 0, a = —2, py1 = 7 (@, — @) — 1
3 1 1
e) ay =2, a = —, UGy = + — — —
2 A1 7
flag =4, a&=2 a=1 2qyu=a -4, %

. Man berechne

8 rL—2 8 5
a) 3 F=2 b) 3 3. 10+n AL (v — 3
k=3 2 n=3 y=2
3 7 9
a3 2:“ o) S (— 1)tk 1S @2k —5)
y=-2 —v k=38 k=3
Man berechne
[ ] 5 b
a) T arbin b) T (& — 1) (z41) c)z( )
n=1 ¥=3 k=1 \k—1
4 4 5 99 1 1 iy e -
o2 ()2 92 (5 w) )T~ D 1=t (@)

. Man schreibc den binomischen Satz fiir (¢ -i- 8)'t unter Verwendung des Summenzeichens.
Man schreibe den binomischen S i ¢

43.

In den Termen der Aufgabe 40 ist ein neuer Laufindex u so einzufiithren, da von 4 =1 anzu
summieren ist.

Welche der Folgen der Aufgaben 37 und 39 sind arithmetische Folgen? Man gebe jeweils die
konstante Differenz d an.

Fir die arithmetische Folge {z;}, £ = 1,2, 3,...,n, von der die folgenden Werte bekannt
sind, sollen #, und 8,3 berechnet werden.

a)z, =25, d=—25 b)z, = —12, d=1,5
¢) z;; = —6, d= —04 d)z, = —5, == —9
e)zy = —4.2, z,=3 f) 2, = 0,8, Z,, = —4.8
gz, =6, 8 =21 h)z; = —12, &, = 33

Man berechne # und z,,.

a)z, =15, d=-—173, s8,=13
b)z, = —12, d = 3/4, 8y = — 102
c)x, =—3, d=2, 8y = — 5.
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52.
. Welche der Folgen in Aufgabe 37 und 39 sind geometrische Folgen? Man gebe das erste

54.
55.

56.

57.

58.

59.

60.

6

—

. Das Argument « der linearen Funktion y = max + n durchlaufe die natiirlichen Zahlen

0, 1, 2, ... Welche Folge durchlaufen dann die Funktionswerte y?

. Man beweise die Formel fiir die Summe der Glieder einer arithmetischen Folge durch voll-

stindige Induktion.

. Es ist die Summe aller ganzen Zahlen zwischen 100 und 1000 zu berechnen, die durch 7 teilbar

sind.

. Man berechne die Summe aller ganzen Zahlen zwischen 1000 und 10000, die bei Division durch

11 den Rest 3 lassen.

. Man beweise:
2 _nm+1) L mnt D@4
a) VEI v 2 ’ b)v.z—_:iv N 6
no mn 12
§ =
c) ;Elv —_—

Es ist die Summe der ersten n ungeraden Zahlen zu berechnen.

Glied und ¢ an.
Man untersuche die geometrische Folge {x,g*~} fiir x; > 0 hinsichtlich Monotonie.
Fiir die geometrische Folge {x;} ist ¢ zu bestimmen.

n 28 55 o _ b) 8a®, 4a®bh, 2ab? ...

i
5

C)%, —ﬁs '/6’ LER d)ﬁ_l’ 2—V§7 2V§—2’
6

Fiir eine geometrische Folge {z;} ist der Term lgz; zu bilden! Was fiir eine Folge ergibt
sich? Man gebe ein konkretes Beispiel an und interpretiere das Ergebnis.

Man berechne z, und s, fiir die geometrische Folge {2}, k =1, 2,3, ...

a)z, = —3,2, g=20,5 b) z, = — 100, qg= —0,4

c) x, = 64, g=—25 d)z; = —5, g:=1

e) z; = 1,6, z, = 0,1024 f) 2, = — 3,2, g = — 51,2

Man berechne fiir die geometrische Folge {z;}, £ =1,2,...,n, n und z,, wenn gegeben ist

a)x; =02, ¢g=3, s,=656; b) z; = 192, q=——%, sy, = 128,25.

Man berechne fiir die geometrische Folge {z;}), k= 1,2,...,n, n und s,, wenn gegeben ist
2

a)z, = —0,5, ¢g=—3, z,=1093,5; b) z, = — 48,6, qz—g, z, = 6,4.

Die Dualzahl LLLLL LLLLL LLLLL LLLLL (L = 1 im Dualsystem) ist im Dezimalsystem
anzugeben.

. Die Dualzahl LLLLL LLLLL, LLL ist im Dezimalsystem anzugeben.
62.

Es sind 60 Rohre so zu stapeln, dafl jede Schicht auf Liicke mit der darunterhegcnden Schicht
liegt. Die oberste Schicht soll aus 4 Rohren bestehen. Wieviel Rohre miissen in die unterste
Schicht gelegt werden, und wieviel Schichten umfallt der ganze Stapel?
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63. In der Tonleiter stehen die Schwingungszahlen von Grundton und Oktave im Verhdltnis 1:2.
Bei der gleichschwebenden Stimmung werden zwischen Grundton und Oktave 11 Halbténe
so eingeschaltet, daB das Verhdltnis zweier aufeinanderfolgender Schwingungszahlen kon-
stant ist. Man gebe die Schwingungszahlen fiir die Halbtone der Tonleiter an, deren Grundton
die Frequenz 440 s~! hat.

64. Man berechne die Summe a) der Quadratzahlen, b) der Kubikzahlen zwischen 101 und 10001
(vgl. dazu Aufgabe 51).

65. Ein Vollkreis ist in 10 Sektoren aufzuteilen. Der Zentriwinkel des 1. Sektors soll 55,5° betragen,
die Zentriwinkel der iibrigen Sektoren sollen von Sektor zu Sektor um denselben Betrag
abnehmen. Wie lautet die Folge der Zentriwinkel?

66. Mit einem Draht von 0,2 mm Durchmesser soll eine Spule von 2400 Windungen gewickelt
werden. Wie lang ist der Wickeldraht, wenn die Spule bei einem lichten Durchmesser von
0,8 cm eine Lédnge von 2 cm hat (r ~ 3,14)?

67. Kine Drehmaschine soll 21 Drehzahlstufen mit konstantem Stufensprung erhalten. Wie
lauten die Drehzahlen, wenn die niedrigste 120 min!, die héchste 1200 min~! betragt?

G8. An einem Regelwiderstand lassen sich 10 verschiedene Widerstinde abgreifen. Wieviel Ohm
hat der kleinste Widerstand, wenn der grote 10 kQ betriagt und jeder Widerstand um 259,
gegeniiber dem néchstgroBeren abfallt?

69. Man berechne:

6 n n
a) ¥ (= 1)z b) T (—1)y2 c) T (—1)yardn—

v=0 v=0 v=0

70. Nach welcher Zeit verdoppelt (verdreifacht) sich ein Geldbetrag, der zu 59, Jahreszinsen auf
Zinseszins steht?

71. Die Amplitude 4 einer Schwingung mit der Frequenz v = 100s~! verringert sich nach jeder
Schwingungsperiode um 19%,. Nach welcher Zeit ist die Amplitude 4 auf 0,1 A on¢ abgesunken?

72. Das Produktionsvolumen eines gro3en Industriebetriebes sollte im Vergleich zu 1955 bis 1960
auf 1349, anwachsen. Dieses Ziel wurde bereits nach vier Jahren erreicht. Wie groB war
der prozentuale, auf den jeweiligen Jahresanfang bezogene Jahreszuwachs, wenn ein gleich-
mifliges Anwachsen der Industrieproduktion angenommen wird?

73. Auf welchen Betrag wichst ein Grundbetrag von 4000 Mark bei 4,59, Zinseszins a) in 6 Jahren,
b) in 12 Jahren an?

74. Ein Grundbetrag ist in 11 Jahren bei 49, Zinseszins auf 5600 Mark angewachsen. Wie groQ3
war der Grundbetrag?

2.2. Konvergenz, Divergenz einer Folge; Grenzwert
2.2.1. Nullfolgen

Die Zahlenfolgen sind gegeniiber den Mengen dadurch ausgezeichnet, daB3 ihren Glie-
dern eine bestimmte Anordnung gegeben ist. Wegen dieser Anordnung kommen den
Zahlenfolgen bestimmte Eigenschaften zu, die in der strengen Aufeinanderfolge der
Glieder begriindet sind. Solche Eigenschaften sind die Monotonie oder die Eigenschaft,
arithmetisch oder geometrischzu sein. Beiunendlichen Zahlenfolgensind dariiber hinaus
solche Eigenschaften von Bedeutung, die wesentlich durch die Glieder mit hoher
Gliednummer — gewissermaBen durch die ,,fernen‘ Glieder — bedingt werden. Auf
diese Eigenschaften hat die Beschaffenheit der ersten Glieder oder irgendeiner be-
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stimmten Anzahl von Gliedern der Folge keinerlei EinfluB3. Sie werden deshalb infini-
tire) Eigenschaften einer Zahlenfolge genannt.

Eine solche infinitidre Eigenschaft ist die Beschranktheit (vgl. 2.1.1.) einer Zahlenfolge.
Betrachtet man z. B. die beschrankte Folge

1 1 1

{mn}':'l’ E: Z: sevy ﬁ: seey

so bleibt die Eigenschaft der Beschranktheit erhalten, auch wenn man etwa die ersten
100000 Glieder abandert. Wahlt man z. B. fir das groBte dieser neuen Glieder den
Wert 108, so hat zwar die neue Folge eine andere obere Schranke, namlich 108. Die
Folge ist aber immer noch beschriankt, da fiir keinen Index n die obere Schranke S = 108
von einem Glied z, iibertroffen wird.

Nach diesen Vorbetrachtungen sollen jetzt einige weitere infinitire Eigenschaften
von Zahlenfolgen behandelt werden, die von weittragender Bedeutung sind. Die
Numerierung soll im folgenden immer bei n = 0 beginnen.

Fir die Zahlenfolge

1 1 1 1
{xa} = {m} =1, 2 3 4’
ist 1 eine obere, O eine untere Schranke. Wegen z, = 1 gehort die obere Schranke 1
selbst zur Zahlenfolge, wihrend der Wert O der unteren Schranke von keinem Glied

der Folge angenommen wird.
Die Zahlenfolge hat beziiglich der unteren Schranke 0 eine besondere Eigenschaft:

{ 1
a

n
Index #» immer mehr der unteren Schranke 0. Charakteristisch fiir diese Anndherung
ist, daB der Abstand zwischen 0 und einem Glied z, um so kleiner ist, je grofer die
Gliednummer = ist (vgl. Bild 79). Obwohl kein Glied der Folge den Wert 0 annimmt,
148t sich kein kleinster Abstand zwischen 0 und den Gliedern der Folge angeben. Denn

wihlt man einen beliebig kleinen Abstand ¢, so gibt es stets einen Index N (¢), so daB

eine fallende Folge ist, nihern sich die Glieder der Folge mit wachsendem

Ty < & (I)
ausfallt. Ist etwa & = 10-3, so wird fiir N () = 1000 das Glied 2499 = —1-0% < 1078,
Die Ungleichung (I) gilt aber nicht nur fiir diesen Index N (¢), sondern fiir alle
n = N (¢). In dem kleinen Intervall (0, ¢) liegen also alle Glieder der Folge mit Aus-

Xag X9 XX Xp X4 %o
0 5 3+ 5% % 1
Bild 79

nahme der N Glieder , bis xx_;, und das sind unzahlig viele. Man sagt firr diesen
Sachverhalt auch kurz: Im Intervall (0, ¢) liegen fast alle Glieder der Folge.

1) infinitum (lat.) das Unendliche
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Zahlenfolgen mit dieser Eigenschaft werden Nullfoigen genannt.
Auch die alternierende Zahlenfolge

i
{xu}={{41)" ‘ }=1, oy iy g o

n+1

ist eine Nullfolge, denn die Betridge |z,| ndhern sich mit wachsendem n immer mehr
dem Wert 0, und fiir eine beliebige (kleine) Zahl ¢ > 0 148t sich stets ein Index N (¢)
angeben, so daB

|z,| <& fiiralle n = N(e).

Bei dieser Zahlenfolge ist es das Intervall (—¢, ¢), in dem fast alle Glieder der Folge
liegen.
Definition
Eine Zahlenfolge {x,} heit Nullfolge, wenn sich fiir jede Zahl & > 0 ein Index
N (&) so angeben 1aBt, daB gilt:
|za| < & firalle n = N(e).

Der Nachweis, daB {x,} eine Nullfolge darstellt, ist erst dann erbracht, wenn fiir jedes
vorgegebene ¢ > 0 der Index N (¢), von dem ab alle Glieder dem Betrage nach
kleiner als € sind, angegeen werden kann.

Auch in den folgenden Beispielen soll die Numerierung stets bei » = 0 beginnen.

BEISPIELE

1. a) Es ist nachzuweisen, daB die Folge {2 :_ 7 eine Nullfolge ist.
n
b) Von welcher Gliednummer ab sind die Glieder simtlich kleiner als & = 10-2?
Lésung:
a) Aus
e =
2n + 1
folgt 2n 4+ 1> A
€
1
——1
- _1-—¢
2 2e

1= . Bs1aBtsich daher stets eine Zahl N (s) > 12_ £
; &

Zu jedem & > 0 existiert eine Zahl

finden, so daBl |z,| < & fiir alle » = N (¢) gilt. Die Folge ist eine Nullfolge.
b) Fiir ¢ = 102 wird

1—e 1—102 99

2, T 20T 2

Vom Index N(e) = 50 > % ab sind also alle Glieder der Folge kleiner als 10-2,
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2. Es ist zu priifen, ob {2"' + 11} eine Nullfolge ist.
n
Lésung: Fir n =0, 1, 2,... kann dividiert werden:
A+l 1 1

2n+1 2 ' 2@n+1)

Jedes Glied der Folge ist also groBer als 1/2. Das bedeutet: Es existiert kein Index N (¢) derart,
daB fiir n = N(¢)
n+4+1 < 1

2n+1 2

wire. Die Zahlenfolge ist keine Nullfolge.

2.2.2. Der Grenzwert einer Zahlenfolge

Der Begriff der Nullfolge 148t sich leicht verallgemeinern.

Bei einer Nullfolge 148t sich kein kleinster Abstand zwischen 0 und den Gliedern der
Folge angeben. Wir betrachten jetzt Folgen, fiir die sich kein kleinster Abstand zwi-
schen einer Zahl g und den Gliedern der Folge angeben 1a8t. In diesem Fall bilden
also die Abstande

|2n — g1

eine Nullfolge.
Ein Beispiel dafiir ist die Folge

= n+2) 9 3 4 5
{xn - n + 1 = &y, E’ g: 4:
Obwohl die Glieder mit wachsendem n immer kleiner werden, wird der Wert 1

nicht unterschritten, da der Zahler stets groBBer als der Nenner ist. Der Abstand des
Gliedes z, von der Zahl 1 ist

n+2—m41) 1
n+1 a1

Fiir diese Absténde ergibt sich also die Folge

e = 10 = =51,

die schon als Nullfolge bekannt ist. Daher 1aBt sich fiir die Glieder der Folge kein
kleinster Abstand zu der Zahl 1 angeben.

Die Zahl 1 gehort zwar nicht selbst zu der Folge. Die Glieder nédhern sich aber unbe-
grenzt dem Wert 1.

Man nennt 1 den Grenzwert der Zahlenfolge und sagt, die Zahlenfolge strebt mit
wachsendem » gegen g = 1, geschrieben

]
_1’=

x,—g fir n-—o0

(lies: z, gegen g fiir » gegen unendlich)
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oder
limz, =g

n—»co
(lies: limes?) z,, fiir n gegen unendlich gleich g).
Das Symbol n — oo besagt, daBl dem Anwachsen von n keine Schranke gesetzt ist,
bedeutet also nicht, dal » gegen einen bestimmten Zahlenwert strebt und die Zahlen-
folge bei einem Index oo abbricht. Mit anderen Worten: Es gibt unter den Indizes
keinen groBten Index n®. Darum kann es auch kein letztes Glied aq* der Zahlenfolge
geben. Trotz =z, —1 wird der Grenzwert 1 selbst nie erreicht. Die Schreibweise
lim x, =g behauptet nur, dal der Grenzwert — der Wert, dem sich die x, unbegrenzt.
Tl
nédhern — gleich g ist. Im allgemeinen ist z, &= g. Es gibt natiirlich auch Zahlenfolgen,
fir die z, = g ist,z. B. {z,} = 1,1, 1, ... mit g = 1. Hier gilt schon von n =0 an
durchweg x, =g.
Genauer wird der Begriff des Grenzwertes durch die folgende Definition erfaft.

Definition

Die Zahlenfolge ({z,} hat den Grenzwert g, wenn sich fiir jede Zahl &> 0 ein
Index N (e) so angeben laBt, daB gilt

lzn — gl < e firalle n = N(e).
In diesem Falle schreibt man

limz, =g¢.
n—00

In dieser Definition ist fiir g = 0 die Definition der Nullfolge enthalten. Eine Null-
folge hat den Grenzwert 0.

Die Eigenschaft einer Zahlenfolge {z,}, einen Grenzwert g zu besitzen, kann auch durch
folgende Formulierungen ausgedriickt werden:

Die Zahlenfolge {x,} hat den Grenzwert g, wenn

{xn - g}

eine Nullfolge ist.
Die Zahlenfolge {x,} hat den Grenzwert g, wenn fiir jedes beliebige ¢ > 0 fast alle
Glieder der Folge in der e-Umgebung (g — ¢, g + ¢) liegen.

Man kann die Zahlenfolgen in zwei Klassen einteilen: in solche, die einen Grenzwert g
haben und solche, die keinen Grenzwert g besitzen.
Definition

Zahlenfolgen, die einen Grenzwert haben, heillen konvergent2).

Zahlenfolgen, die keinen Grenzwert haben, heilen divergent?).

1) limes (lat.) die Grenze
2) vergere (lat.) sich neigen
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Die Zahlenfolge {2n} strebt fiir » — co keinem bestimmten Zahlenwert g zu. Mit un-
beschrinkt wachsendem = iiberschreiten die Glieder jede noch so groe Schranke S.
Man schreibt in diesem Falle

lim 27 = oo.
n—-o0

Allgemein werden

limz, =c0c und lima, = —oco
00 Fi—r 00

uneigentliche Grenzwerte genannt. Trotzdem man hier den Begriff Grenzwert be-
nutzt, sind Zahlenfolgen mit uneigentlichem Grenzwert natiirlich divergent zu nennen.
Auch die Zahlenfolge

1, —1,1, —1, ...

ist divergent. In jeder noch so kleinen Umgebung von 1 liegen zwar unendlich viele
Glieder der Folge. Dasselbe trifft aber auch fir —1 zu. Eine solche Folge heil3t
unbestimmt divergent. Im Unterschied dazu nennt man divergente Folgen mit dem
uneigentlichen Grenzwert co oder — oo bestimmt divergent.

BEISPIEL

n 41

3. Man weise nach, daf} {2 hat.

— 2

} den Grenzwert g =

Lo6sung: Es ist

n+1—(n— L i
» - %4 1 1 2 _ 2
AT Bl B 2n — 1 2n — 1
B
Mit » — oo wiichst bei konstantem Zihler des Quotienten der Nenner unbegrenzt.
Somit gilt -
ntl 1 -0 firn — oco.
2n — 1 2

Die Folge hat also den Grenzwert %

4. Fiir welche Werte von g ist die Folge {g"} konvergent, fiir welche divergent?
Losung:
|g| > 1: Der Betrag der Potenz g wiichst mit »n — oo unbeschrinkt:

lim [g*} = oo.
H—roe
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Fir ¢ > 1 wird lim ¢» = oo (bestimmt divergent);
n—oo

fir g < —1 wird lim ¢g» = 4+ oo (unbestimmt divergent).
n—»oo

¢g=1: Esist stets 17 = 1 fiir alle », also

lim g» =1 (konvergent).
n—oo

g= —1:Esist (—1)» = +1 oder —1, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Es liegt die
Folge

1, —1, 1, —1,...

vor, die unbestimmt divergent ist.

gl < 1: EslaBtsich ¢ = L, also ¢gn = iﬂ mit |p| > 1 setzen. Da, wie oben gezeigt,
p p

n

lim |p”| = oo ist, ist {i} fir {p| > 1 eine Nullfolge:
P

n—-o00
lim g» = 0.
2.2.3. Die Zahl e

Die Berechnung des Grenzwertes einer Zahlenfolge ist nicht immer mit elementaren
Mitteln zu erreichen. Eine solche Zahlenfolge ist

1?‘! . 12 1 3 1“
() ={(1+-?;)}=(1 4 1),(1+—2-),(1+ 3) (1+;)

Der Grenzwert dieser Zahlenfolge wird spéter bendtigt. Er soll aber schon hier vor-
bereitend betrachtet werden.
Um zu zeigen, dal} die angefiihrte Zahlenfolge einen Grenzwert hat, mul} ein Satz
herangezogen werden, dessen Beweisfithrung den Rahmen dieses Lehrbuches iiber-
schreitet.
Satz
 Jede beschrinkte und monotone Zahlenfolge ist konvergent.
BEISPIELE
1. Die Zahlenfolge
{z,) = 0,3, 0,33, 0,333, ..., 0,333...3,
ist monoton wachsend. Eine obere Schranke ist 0,4, denn es gilt

z, < 0,4 fir alle n.

Die Folge hat den Grenzwert g = 1/3 .

7 Analysis
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2. Die Zahlenfolge
{zs} = 0,4, 0,34, 0,334, ..., 0,333...34,
ist monoton fallend. Eine untere Schranke ist 0,3:
0,3 < z, fiir alle n.
Die Folge hat den Grenzwert g = 1/3.

n
Als erstes sollnachgewiesen werden, da3 {(1 + —1) } eine beschrankte Zahlenfolge ist.
Nach der binomischen Formel gilt: %

o 1"_ n\ 1 n\ 1 n\ 1 n\ 1
we(trg) =1+(0) 5+ ()at -+ (a4 @

Da jeder Summand positiv ist, folgt zundchst
1
x,.>1+(;‘).;=1+1=2. (I1)

2 ist also eine untere Schranke der Folge.

1
Der Summand (:) — 140t sich wie folgt umformen:
n

n _1__n(n—1)(n—2)...(n—k+1) 1

k[ nt 1-2- -k WE T
11&—1%—2 n—k+1

__n' n n n _

= — =

..(1_”;1).

Wegen (1 — £ <1 kann z, nach oben abgeschitzt werden, indem jede der
n

Klammern durch 1 ersetzt wird:

1 1 1

1
Wm<ltl+tymtimst Tt ot "tz
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Wird ferner jeder Faktor in den Nennern, der groBer als 2 ist, durch die kleinere Zahl 2
ersetzt, so wird die Summe wiederum vergroflert. Es gilt somit:

1 1 1 1
xn<1+l+§+§+"'+éﬁ+'”+2n__1'

Vom zweiten Summanden ab bilden die Summanden eine geometrische Folge mit dem
Anfangsglied 1 und ¢ = 1/2. Nach (22) ist also

2 e
1 — =
2
1
Ty <3 — gy

1
Da {— 2'-n—'i} eine monoton wachsende Nullfolge ist, gilt

i, = Bk (III)
(II) und (III) ergeben schlieBlich

2 <z, <3. (Iv)

Die Folge ist also beschrankt.
1 n
Es bleibt noch zu zeigen, dal3 die Folge {(1 —}——n—) } monoton wachst.

Das auf 2, folgende Glied lautet

1 1 1 1
xn+l=(1+n+1) =1+1+1—'—2(1— )+

‘?‘



100 2. Folgen und Reihen; Grenzwert

Das Glied z, liefert » + 1, das Glied x4, liefert » + 2 Summanden. AuBerdem ist
wegen n < n + 1

Ic> k
n n+1

und
£ k

1— 1 — .
n< n+ 1

V)

Da z, weniger Summanden als x,;; hat und wegen (V) jeder Summand von z, — aus-
genommen die beiden ersten — kleiner als der entsprechende von x4, ist, folgt

Ty << Xpyr-

Die Folge { 1+ % } ist also monoton wachsend.

Nach dem angefiihrten Satz hat die Folge einen Grenzwert. Dieser Grenzwert wird
mit e bezeichnet und Eulersche Zahl genannt. Durch Abschitzung wurde schon fest-
gestellt:

2<e<3

[vgl. (IV)]. Die Zahl e ist eine transzendente') Zahl und lautet in den ersten 16 Stellen
e & 2,718281828459045. Es ist also

1 n
lim (1 + —) =e ~2,71828 (24)

n—00 n

Die Zahl e spielt eine wesentliche Rolle in der hoheren Mathematik, z. B. als Basis des
natiirlichen Logarithmus log.x = Inz und als Basis der Exponentialfunktion
y = e*. In der Praxis ist die Funktion y = ae®* von Bedeutung, die Prozesse des
Wachstums und des Abklingens beschreibt. Der nachfolgende Abschnitt bringt dazu
einige Beispiele.

Stetige Verzinsung

Bei jahrlicher Verzinsung werden die aufgelaufenen Zinsen am Ende des Jahres dem
Grundbetrag zugeschlagen und erst im folgenden Jahr mitverzinst. Innerhalb des
laufenden Jahres werden die Zinsen proportional dem Grundbetrag, der zu Beginn
des betreffenden Jahres vorhanden ist, berechnet.

Die Zunahme beim organischen Wachstum — z. B. Vermehrung eines Waldbestan-
des, Vermehrung einer Bakterienkultur — erfolgt aber stindig und ist in jedem
Augenblick dem in diesem Augenblick vorhandenen Grundbestand proportional.

1) Transzendent ist jede Zahl x, die nicht Losung einer Gleichung
2" 4 Ap 2"+ L gzt ag=0 (n>1)

mit ganzzahligen Koeffizienten sein kann. Neben e sind u. a. auch = und die meisten Funktions-
werte der transzendenten Funktionen y = sinz, y = log; * usw. transzendent
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Um die GesetzmaBigkeit des organischen Wachstums zu erfassen, stellen wir die
folgende Uberlegung an.
Bei jéhrlicher Verzinsung zum Zinssatz p wéchst der Grundbetrag 1 auf

p
1_’_%1

Werden die Zinsen schon nach einem halben Jahr zum Grundbetrag geschlagen und
mitverzinst, so ist der Zinssatz p/2 anzuwenden. Das Jahr hat dann zwei Zinster-
mine, so daB} der Grundbetrag 1 auf

p 2
(1+ 2.100)

Bei Verzinsung und Zuschlagen zum Grundbetrag nach dem k-ten Teil eines Jahres

anwéchst,

hat das Jahr k Zinstermine, und der Zinssatz ist mit % anzusetzen. Demnach wéachst
der Grundbetrag nach Ablauf eines Jahres auf

k
(1 e F?i%) an. @

Fir die weitere Betrachtung setzen wir P i Dann wird & =mn- 1

und der Ausdruck (I) erhilt die Gestalt k-100 =n 100
# P
/ : W 1\2 555
SRS
Waihlt man die Zeitrdume zwischen den Zinsterminen immer kiirzer, so wichst die

Zahl k der Zinstermine immer mehr. Wegen » = k- 10 wéchst mit unbeschrankt

wachsendem k auch » unbeschrankt. Somit ergibt sich

tim (14 —® ) — lim (142 "Tioo

k00 k-100] o +Z '
Nach (24) ist

lim (1 —+ —1—)n=e.

Nn—»00 n

Der Grundbetrag wichst demnach bei stetiger Verzinsung und unter Anwendung des
auf die jahrliche Verzinsung bemessenen Zinssatzes p auf den Wert

r

w = el00,



102 2. Folgen und Reihen; Grenzwert

Das ergibt natiirlich einen Zuwachs pro Jahr, der groBer als p 9, ist. Soll aber der
Jahreszuwachs wie bei jahrlicher Verzinsung auch nur p 9%, betragen, so ist fiir die
stetige Verzinsung ein Zinssatz p* anzusetzen. Das ergibt dann den Jahresendbetrag

p‘
w — el00,
p* kann aus dem Ansatz
*

100 — 1 P
= * 100

ermittelt werden:

»
*—100m (14 2.
P n( +100)

Fiir p =3 wird zum Beispiel
p* = 2,9559.

Wir setzen noch

p* /

= Zeiteinheit = «.

100

Den auf die Zeiteinheit bezogenen Wert « wollen wir Wachstumsintensitit nennen.
Fiir die stetige Verzinsung eines Grundbctrages b iiber den Zeitraum ¢ ergibt sich

schlieBlich
w = be* (25)

(25) wird Gesetz des organischen Wachstums genannt. Auch Prozesse des Abklingens,
wie die Abkiihlung cines Korpers (NEwTONsches Abkiihlungsgesetz), die Entladung
eines Kondensators oder der radioaktive Zerfall, werden durch dicses Gesetz be-
schrieben. In diescn Fillen ist « negativ. Beim radioaktiven Zerfall wird a« = —4
gesetzt. Die GroBe A heiit Zerfallskonstante. GemaB (25) lautet das

Gesetz des radioaktiven Zerfalls

N = Nye— 2t (26)

Hierbei ist &, die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atomkerne zur Zeit ¢ =0,
N die nach dem Verstreichen der Zeit ¢ noch nicht zerfallenen Kerne.

Als anschaulichere GroBe fiir den Zerfallsvorgang wird haufig die sogenannte Halb-
wertszeit 7' angegeben. Das ist die Zeit, in der die Anzahl der aktiven Atomkerne
eines Radionuklids auf die Hélfte absinkt.
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BEISPIEL

3. Die Zerfallskonstante des Radionuklids Ra 226 betrigt 1 = 4,28 - 10-4a1,
Wie gro8 ist die Halbwertszeit 7'?

Loésung: Aus
N L
N, 2
folgt
AT =1n2,
T = l_x}g = 1620 a

2.24. Das Rechnen mit Grenzwerten

Fiir die Grenzwertberechnung leisten oft einige Satze iiber Grenzwerte gute Dienste.
Sie ermoglichen es vielfach, iiber Folgen mit bekanntem Grenzwert den Grenzwert
einer anderen Folge herzuleiten.

Es gelten die folgenden Grenzwertsitze:

Sind {u,} und {v,} konvergente Zahlenfolgen und ist

lim 4, =, limv, =,

n—oo n—oo

so gilt
lim (4, + v,) = lim u, + lim v, =« + v, 27
H—o0 n—o0 n—x0
lim (v, —v,) =limw%, —limv, =u — v, (28)
f—o0 n—>00 n—oo
lim (#, - v,) = lim %, - limv,, = u - v (29)
Nn—»00 n—00 n—00

und unter der Voraussetzung v == 0

lim u,
lin P e ¥ (30)
fosoo U lim v, v

n—>00

Diese Satze lassen sich wie folgt kurz zusammenfassen:

Sind {u,} und {v,} konvergente Zahlenfolgen, so kénnen die rationalen Rechen-
operationen mit dem Grenziibergang vertauscht werden.

Es soll hier nur der erste der vier Satze bewiesen werden. Es seien {,} und {v,} zwei
konvergente Zahlenfolgen mit

limu, =% und limwv, =v. (I
e v N—r00
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Wir wihlen eine beliebige Zahl ¢ > 0. Wegen (I) gibt es einen Index N, (¢) derart,
daB
€

5 fir alle » > N,(¢g),

|un —‘l&| <

und einen Index N,(¢), so dal’

&

3 fiir alle n > N,(¢)

|vn —’UI <

gilt. Die gréBere der beiden Zahlen N, (¢) und N,(¢) soll mit N (¢) bezeichnet werden.
Dann gilt: gleichzeitig
&€

|un_u|< 2

und |v,,—v|<% fiir alle n > N (¢).
Nun ist aber

| (@ + va) — (@ + V)| = [(Un — %) + (00 — V)| S |us —u| + |vg —v
und fiir alle n > N (¢)

£ £
[y — | 4 (v, — | <E+E =&,
also
(g + v,) — (w +v)| <e fir alle n > N(g).
Das bedeutet: Der Grenzwert der Folge {(u, + v,)} ist u + v:

lim (u, + v,) = limu, 4+ limv, = » 4 v.
n—00 n—r00 n—>oo

Damit ist der erste Satz bewiesen.
BEISPIELE

1. lim (1 + l) ist zu berechnen.
n

n—>00
Lésung: Esist

Uy =1, limu,=1,
n—00

1 .
vy = —, lime, =0,
n n—co

lim (1+—1-):1im1+lim i=1+0=
n

n—>00 n—00 n—oo N

1.

2

2. Gesucht ist der Grenzwert der Folge et 10 .
2n% —n

Losung: Haufig filhren erst geeignete Umformungen auf Folgen mit bekanntem Grenzwert.

Hier fiihrt zweckmiaBiges Kiirzen des Quotienten auf konstante Folgen und auf Nullfolgen

und somit zum Ziel:
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n? — 2n 410 1—%4—;—2 liml—lim%+lim£
lim : == lim . Moo N—>»00 n—oo M o
A 20— me g 1 fim 2 — Lim 2

n n—>o00 n—o0 M
1—-04+0 1
T T2—0 2°

Angewandt wurden der 1., 2. und 4. Grenzwertsatz.

2.3. Die unendliche geometrische Reihe

In 2.1.2. wurde die Summe der ersten = Glieder der geometrischen Zahlenfolge
Xy, 14, ..., T,q" 1 mit

1 — ¢
1—gq

Sp =x1

angegeben. Fir £ =1,2,3,...,n stellt
1=
mw%umﬂ M

eine Zahlenfolge dar. Die Glieder sy, sy, ..., S, ... dieser Folge sind die sogenannten
Teilsummen oder Partialsummen)

o= — =t

Sy =1 + %14 =x111%32

S3 =y + #:q + 2,¢* = 1%:33

8 =@y + @y q + -0+ 2ygFt = 11—::;—,‘ (II)
e ECR R SRR SRt e

S =% + g + o B¢t 4 gl =2y 11 :Z_" (I1I)

Das schrittweise Summieren der Summe (III) liefert also die Zahlenfolge (I), deren
letztes Glied s, gleich der Summe (IIT) ist.

Wird die Folge (I) nicht beim Glied s, abgebrochen, sondern unbegrenzt fortgesetzt,
80 entsteht eine unendliche Zahlenfolge, deren Konvergenzverhalten nun untersucht

werden soll.

1) pars (lat.) der Teil
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Laut Beispicl 4 aus 2.2.2. ist fiir |[g| > 1:

lim |¢*| = oco.
n—o0

In diesem Fall divergiert die Folge (I).

1 —1
Fir ¢ =1 liefert (I) keine Aussage, da dann der Quotient = g lautet.
Greift man auf (II) zuriick, dann ergibt sich B

S = kflfl.
Es wird somit

lim s; = co.

k—o0
Die Folge (I) divergiert auch fir ¢ = 1.
Fir ¢ = —1 folgt aus (I)
o 1 —(=1)F _ [0 fiir gerades &
T 2 " |1 fiir ungerades k.
Die Folge (I) ist dann unbestimmt divergent.
Fir |q] < 1 ist nach 2.2.2., Beispiel 4:

lim ¢* = 0.

k—

Es wird also

. . 1 — ¢ 1 —0 z,
lim s, = lim « - = —, v
k——)ook k-»ooll—q 1 —9q l—q ( )

Die Folge (I) ist fiir |g| << 1 konvergent.
Dieses Ergebnis ist iiberraschend. Gemall (III) ist das Glied s, der Folge (I) gleich
der Summe

%+ 2yq + - A3yt

von n Gliedern. Laf3t man hier n — oo laufen, so bedeutet das, eine Summe mit
unendlich vielen Summanden zu bilden. Eine solche Summierung ist aber nicht aus-
fiihrbar und daher sinnlos. Bildet man aber Teilsummen:

%y, X+ 219, ® + 29 + 2,45, ...,
so hat diese Folge von Teilsummen einen Grenzwert, der durch (IV) gegeben ist.
Man definiert daher:

Der Term
lexq"_l =zt og+ ¢+ -+ ng+ -
i

heit unendliche geometrische Reihe und ist der Teilsummenfolge -
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2 =o,

@y + .9 = 11—_32
®y + 2,9 4 %,¢% = 11 : f
s T R S 1. _gu

dquivalent.
Fir |g| < 1 ist die Teilsummenfolge

1_q)l
{xll—q}

konvergent. Ihr Grenzwert

(31)

hei3t Summe der unendlichen geometrischen Reihe.

BEISPIELE

1. Die Summe der unendlichen geometrischen Reihe

X (—1)n—t 1 1 1
R 7=k R S
ist wegen g = ~i:
2
§ = 1 =§.
1
1+ 5

2. Der unendliche periodische Dezimalbruch 0,18 ist in einen gemeinen Bruch umzuwandeln.

Loésung: 0,18 kann als geometrische Reihe dargestellt werden:
0,18 = 0,18 -+ 0,0018 +- 0,000018 + --.
Esist x, = 0,18, ¢ = 0,01. Wegen |¢g| < 1 gilt nach (31)

0,'1_5:._0’_1%_ =§=£_
1—001 99 11
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Es soll hier bemerkt werden, da auf den Term 2 2,9"~! ganz bewuBt das Wort
=1

»»Summe*‘ nicht angewendet wird. Dieser Term bekommt erst dann einen Sinn, wenn
er als unendliche Folge der angefiihrten (endlichen) Partialsummen aufgefaft wird.
Die Summanden dieser Folgen heiflen Glieder der Reihe.

Man definiert auf dieselbe Weise auch andere unendliche Reihen, deren Glieder keine
geometrische Folge bilden. Da diese unendlichen Reihen als Folgen won Partial-
summen aufzufassen sind, kann fiir sie die bei den Folgen eingefiihrte Terminologie
iibernommen werden.

Definition
Eine unendliche Reihe heillt konvergent (divergent), wenn ihre Partialsummen-
folge konvergent (divergent) ist.

BEISPIEL

3. Man priife die unendliche Reihe
3 1 1 1 i 1
)PSO, . SO R . I
net n(n+ 1) i2te.3T5.avast

auf Konvergenz und berechne im gegebenen Falle ihre Summe!

Losung: Die Glieder der Reihe bilden keine geometrische Folge. Es ist also zunéchst die Folge
der Partialsummen s,, 85, 35, ... zu bilden. Die n-te Partialsumme lautet:

1 1 1
ezt ety
Nun gilt fiir das k-te Glied dieser Summe:

_1_ 1 1 @

kk+1) k k41

Wird diese Umformung auf alle Glieder von s, angewendet, so folgt

1 1 1 1 1 1 1
—Q*EY%E“EF(E“ZF””%J‘n+J
1
s,,-l-—n+1.

Fir n — oo ist 1 T eine Nullfolge. Es ist also

lim s, = lim (1— A ):1.

n—r00 00 n+ 1

Die Reihe hat die Summe s = 1.

AUFGABEN

75. Der Holzbestand eines Waldes wird auf 80000 fm, 10 Jahre spéater auf 118000 fm geschitzt.
Wie gro8 ist die Wachstumsintensitiat?

76. Nach welcher Zeit verdoppelt sich der Holzbestand eines Waldes, wenn die Wachstumsinten-
sitdt o = 0,043 a~! (1a = 1 Jahr) betrigt?
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71.

78.

79.

80.

81.

Man bestimme die Halbwertszeit folgender Radionuklide der Transurane:

a) Plutonium 239, 1 =2,85.10-5a1

b) Plutonium 237, 1= 3,85s7}

¢) Einsteinium 254, 1 = 1,44.10-3d!

In welcher Zeit ist die Aktivitit eines Radionuklids mit der Zerfallskonstante 4 = 0,05 s~1
auf den 10. Teil abgesunken?

Die Temperatur eines Korpers erniedrigt sich innerhalb einer Minute von 120°C auf 105°C.
Es sei vorausgesetzt, daB sich der Korper nach dem NEwTONschen Abkiihlungsgesetz ab-
kiihlt. In welcher Zeit wird er sich von 105°C auf 70°C abgekiihlt haben?

Die Beobachtung einer Bakterienkultur unter dem Mikroskop ergab, daB von 100 Bakterien
in 1!/, Stunden 12 Bakterien zur Teilung gelangen. Auf das Wievielfache haben sich die
Bakterien dieser Kultur innerhalb von 4 Tagen vermehrt?

Welche der angegebenen Zahlenfolgen (» = 0, 1, 2, ...) sind beschrinkt? Im gegebenen Falle
sind die engsten Schranken zu bestimmen.

. 8) {(%)’2} b) {(j)} o) {ln(n + 1)}

82.

83.

84.

86.

d) {f - :} o) {¥n} ) {(zy — nd))

&) {(—2)m) h) ((—2)7) i {sin "5”-}
nmT 7+l 2n+1

k) {sin — 1 3

){sm 2 <+ cos nﬂ:} ) { f} m) {(n 7 1)2}
Man berechne die nachstehenden Grenzwerte.
2) fim 9 i) 1 2B 2 ¢) lim 10~

n—soo M — 1 n—oo N + n—00

5 _ n8 —n

d) Jim 2% o) lim —— "™ A

el 2 n—oco 1002 4+ n n—>00
Man zeige, daB die angegebenen Folgen (n = 1, 2,...) Nullfolgen sind und gebe den Index

N(¢) an, vondem an {z,| < ¢ gilt. (Zahlenbeispiel: ¢ = 0,01)

1\» 1 i
{(2)} o it o) {,n}
a {3 - 1)} e (Vo5 — 1)} f) {_n_}

n 41
Fiir welche Werte von ¢ sind die angegebenen Folgen (n = 1, 2, ...) Nullfolgen?
a) {n¢} b) {cn} ) {(VZ - 1)}
5. Von den Folgen der Aufgabe 81 ist das Konvergenzverhalten anzugeben. Fiir die konvergen-

ten Folgen bestimme man den Grenzwert.

Man bestimme den Grenzwert der Folge {x,}.
n an an +b
a) b)
{ﬂ. + l} {n + 1} {cn + d}
1 1 N (n — 5)
Y LER ot tei<n o {02F

Es ist auBerdem der Index N (¢) anzugeben, von dem an |z, — g | < ¢ gilt.
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

oo
Man berechne s = X z;¢7—1 fiir
n=1

a)g=1/3 b)g= —1/3 ¢c)g=0,1 d)g = —4/5.

Von welchem Index N ab weicht bei z; = 1 die Partialsumme s, der Reihen von Aufgabe 87
um weniger als 0,001 von der Summe s ab? Man gebe zunichst die allgemeine Losung an.

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten @ und & wird vom Scheitel des rechten
Winkels das Lot auf die Hypotenuse gefillt. Vom FuBpunkt des Lotes fillt man das Lot auf
die Kathete b, von dessen Fullpunkt das Lot auf ¢, vom FuBpunkt des letzten Lotes das Lot auf
b. Dieses Verfahren denke man sich unbegrenzt fortgesetzt. Wie groB ist die Summe aller
Lote?

Die Seite a, eines Quadrates ist Diagonale eines zweiten Quadrates, dessen Seite die Diagonale
eines dritten Quadrates usf. a) Man summiere die Seiten a,, a,, .. . aller Quadrate. b) Es ist die
Summe aller Quadratflichen zu bilden.

Einem Quadrat mit der Seitenlinge a, ist ein Quadrat so einbeschrieben, daf3 seine Ecken die
Seiten des ersten Quadrates im Verhiltnis m:n teilen. In derselben Weise ist dem zweiten
Quadrat ein drittes, dem dritten ein viertes einbeschrieben usf. Man berechne a) die Summe der
Seiten a,, a,, .-+, b) die Summe der Flichen aller Quadrate.

Einem Quadrat mit der Seitenlinge a, wird ein Kreis, diesem ein Quadrat, dem Quadrat wieder
ein Kreis einbeschrieben usf. Man berechne

a) die Summe der Umfinge aller Quadrate und Kreise;

b) die Summe der Flacheninhalte aller Quadrate und Kreise.

Die nachstehenden periodischen Dezimalbriiche sind als gemeine Briiche zu schreiben.

a) 0.7 b) 0,03 c) 6,42970 d) 1,1923076
Der periodische Dualbrych
a)0, L b)L, 0L ¢) L, LLO

ist als gemeiner Bruch im Dezimalsystem zu schreiben.

2.4. Grenzwerte von Funktionen; Stetigkeit

2.4.1. Der Grenzwert ciner Funktion an der Stelle x = a

Bei der Behandlung der Eigenschaften reeller Funktionen in 1.3.6. trat auch das
Problem der Stetigkeit ciner Funktion auf.

Ist eine Funktion an einer Stelle x unstetig, so kann mit den bisher bereitgestellten
Mitteln nichts Naheres iiber das Verhalten der

Funktion an dieser Stelle ausgesagt werden. Das YA
zeigen schon verhdltnismaBig einfache Beispiele: 34
a) Die Funktion f sei fir o € (— oo, co) dadurch
gegeben, dall der Funktionswert f(x) gleich der 21 —
grofiten ganzen Zahl g ist, fir die g < x gilt. Es
ist also (vgl. auch Bild 80) 1 —
0 fir 0=2<1 s
Jl fir 1<x<2 -1 0| 7 2 3 4 «x
flx) = oy 4
—1fir —1<2<0
I e e e Bild 80
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Diese Funktion wird gewohnlich kurz durch

y = f(x) =[]

angegeben.

Die Funktion y = [z] ist zwar fiir jedes x € (— o0, 00) definiert. Es ist aber nicht.
ohne weiteres klar, wie sich z. B. an der Stelle 2z =2 der Ubergang von dem
Funktionswert 1 zum Funktionswert 2 vollzieht.

Bemerkung: Solche ,,Sprungfunktionen‘* treten in der Praxis z. B. bei Schaltvorgingen auf.

s

b) Die Funktion f: y = f(z) =
ergibt sich f(0) = q()l Da

ist fiir jedes x€ X = R\ 0 definiert. Firz = 0

5 ein sinnloser Term ist, existiert fiir * = 0 kein
Funktionswert. Die Funktion f hat bei # =0 eine Liicke und ist dort unstetig.
Deshalb ist das Verhalten der Funktion in der engeren Umgebung von z = 0
von Interesse.

3
c) Eine Liicke hat auch die Funktion y = f(z) = xx L , denn fir x =1 ergibt

—1
sich f(1) = % Die Funktion ist bei # = 1 nicht definiert. Auch hier ist eine

Untersuchung der Funktion in der engeren Umgebung von 2z = 1 notwendig.

x+1

d) Die Funktion y = f(z) = ist bei = 0 unstetig, da f(0) = % nicht de-

finiert ist. Das Verhalten der Funktion in der Umgebung von z = 0 ist zu-
néchst ungeklart.

Schon diese wenigen Beispiele zeigen, daBB Unstetigkeiten von mannigfacher Art sein.
konnen. Es wird daher zweckméfBig sein, die betreffende Funktion in der ndheren
Umgebung der Unstetigkeitsstelle zu untersuchen. Ein Mittel dafiir ist durch die
Zahlenfolgen und die Definition des Grenzwertes gegeben. Wie bei einer solchen
Untersuchung vorzugehen ist, soll zunidchst am Beispiel einer stetigen Funktion er-
lautert werden.

Wir betrachten die Menge von Zahlenpaaren (bzw. Punkten), die durch die Glei-
chung :

y ==z )
definiert ist. Die durch (I) gegebene Abbildung = — y ist als eindeutig bekannt,
stellt also eine Funktion f = {(x;y) |y = 23, x € R} dar. _

Um das Verhalten der Funktion in der Umgebung eines Punktes — z. B. (2;4) —
niher zu untersuchen, wihlen wir aus dem Definitionsbereich X = R eine Zahlen-
folge aus, decen Grenzwert 2 ist. Eine solche Zahlenfolge ist

1 1 1
{x,'}=3, 2+E, 2+—3-, “ ey 2+W,....

Jedem Glied 2, dieser Folge ist genau ein Wert y, des Wertebereiches ¥ — R zu-
geordnet. Das heit: Durchlauft die Variable « die Folge {x,} = {2 + %} , 80 durch-
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lauft die Variable » die zugeordnete Folge

12
{%}={ﬁ}={@-+;)}

1)2 1\2 1\2
wh = (24 5) (24g) o B4 2) s

Wir untersuchen, welchen Grenzwert die Folge {y,} hat.
Ist dieser Grenzwert g, so muf} der Abstand

also

i\ 4 1
Iyn—9|=’(2+;)—g'=’4+%+aé—g|

fir n — oo gegen Null streben. Da {i} und {is} Nullfolgen sind, ergibt sich
g=4, d.h, " %

2
lim y, = lim (2 + i) = 4. (IT)
n—>00 n—00 n

Da wir uns dem Wert 2 durch eine Folge ge-
nahert haben, deren Glieder simtlich grofler als 2
waren, also auf der Abszissenachse rechts von 2
lagen (Bild 81), soll der so gewonnene Grenzwert
der Folge {y,} rechtsseitiger Grenzwert der Funk-
tion y = z? an der Stelle x = 2 genannt werden.
Fiir eine Anndherung von links an den Punkt (2; 4) 0 |
kann die Folge

AN@{‘UU\Q&& -

Bild 81
1 1 1

=1,2——, 2 =, ..
(Tl =1,2—3, 2=, 0y 2——

dienen, die ebenfalls den Grenzwert 2 hat. Die zugeordnete Folge der Ordinaten ist

o=t (2= 3V (=2 o o= 2

Fiir den so gebildeten linksseitigen Grenzwert von y = 22 in x = 2 ergibt sich
1\2
lim y, = lim (2 — —) = 4. (I1I)
7n—>00 A—>00 n

Auch eine beliebige andere Folge {x,} mit dem Grenzwert 2 wiirde fiir die zugeordnete
Folge {y,} denselben Grenzwert liefern.
Mit Hilfe der Zahlenfolgen 32 + i und {2 — % wurden die links- und die

vechtsseitige Umgebung des Punktes (2; 4) nntersucht. Dnrch die Wahl der Zahlen-



2.4. Grenzwerte von Funktionen ; Stetigkeit 113

folgen sind wir gewissermafBen in jede noch so enge’ Umgebung von (2;4) einge-
drungen.

Die zur Untersuchung der Funktion y = 2% an der Stelle « = 2 angewendeten
Mittel sollen nun fiir den allgemeinen Fall definiert werden.

Definition

Es sei f eine Funktion, deren Definitionsbereich X eine Umgebung der Stelle a
enthilt. Hat die Folge der Funktionswerte {f(x,)} den Grenzwert g fiir jede be-
liebige Folge {x,} mit x, — a, so heilt g der allgemeine Grenzwert der Funktion f
an der Stelle a, und man schreibt

f(x) >g fir z—>ea
oder
lim f(x) = g¢.

z—a

Es soll besonders bemerkt werden, daf bei der hier definierten Schreibweise der Index
n fortgelassen wird. Man schreibt also * —a statt z, >a und f(z) »>g statt
f(@a) > 9.

Es gibt Funktionen, fir die an einer Stelle a dieser Grenzwert nicht existiert. Dann
ist u. U. der rechts- oder der linksseitige Grenzwert vorhanden oder es existieren beide
Grenzwerte. In solchen Fallen sind Folgen {z,} heranzuziehen, deren Glieder nur rechts
bzw. nur links von a liegen.

Definition

Es sei f eine Funktion, deren Definitionsbereich X mindestens eine rechtsseitige
Umgebung von a enthilt. Hat die Folge der Funktionswerte {f(z,)} den Grenzwert
g+ fur jede beliebige gegen a konvergierende Folge {x,}, deren Glieder samtlich
grofer als @ sind, so heilt g+ rechtsseitiger Grenzwert der Funktion f an der
Stelle a, und man schreibt

flx) >g*+ fir x—a+0
oder
lim f(x) = g+.
z—>a+0

Dementsprechend ist der linksseitige Grenzwert der Funktion f erklart. Man
schreibt :

f() >9 fir r—a—0
oder

lim f(z) = ¢.

z—>a—0

Ist lim f(x) = ¢, dann gilt natiirlich auch
T—+d
lim f(#) = lim /() = g,

z—a+0 z-—>a—0

8 Analysis
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denn f hat ja laut Definition genau dann den Grenzwert g, wenn {f(x,)} — g fir jede
beliebige Folge {x,} mit x, —a gilt. Also mull man auch Folgen wahlen kénnen,
deren Glieder nur von rechts (von links) dem Wert @ zustreben.

Auch die Umkehrungdieses Sachverhalts ist richtig, was hier nicht bewiesen werden soll.

Satz

Ist
lim f(x) = lim f(z) = g,

z—>a+0 z—a—-0

so gilt auch

lim f(x) = g.
z—a
Die praktische Berechnung des Grenzwertes einer Funktion wird oft dadurch er-

leichtert, dal man eine neue Variable einfiithrt. Im Falle « — 0 wurde schon die
Substitution

1 .
r=— mit n— o0
n

benutzt. Hierbei muf3 » nicht unbedingt die natiirlichen Zahlen durchlaufen. Bei
x — a fiihrt oft die Substitution

r=a-+h mit h—>0
zum Ziel.
Da mit dem Einsetzen einer Folge {z,} in y = f(x) eine Folge {y,} entsteht, gelten
natiirlich auch hier die Grenzwertséitze.

BEISPIELE
2 _
1. Esist lim i L zu berechnen.
z->1 T — 1
Loésung: Wir setzen =1 + & mit & -> 0. Dabei muf} stets & == 0 gelten, denn der Term
x2 — 1

ist fir = 1 nicht definiert. Es folgt
z —

2 __ 2 __ 2 2
im E L i QRIS G L RR RS g BRER
z—-1 £ —1 a0l +h) —1 p,0 h h0 h

Wegen b + 0 kann mit h gekiirzt werden:

lim —— = lim (2 + k) = 2
z—>1 X — h—0 =
2. Das Verhalten der Funktion y = f(x) = . in der Umgebung von = = 0 ist zu unter-
suchen. x

Lésung: Wir wihlen zunichst die Nullfolge { 17} mit % -> oo. Dann strebt & — +0, und
n
es folgt 1
1 i
Jirs == F = i B —lim (1 4 n) = co.
—>+0 & n—>o0 1 T—>c0 =
n
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Durch Eingetzen der Nullfolge {— :1‘-} ergibt sich

1 — !
Hm S — Tim el — mhim — 00
-0, % n—>00 __i n—>00 —_—
n

Rechts- und linksseitiger Grenzwert an der Stelle = 0 sind voneinander verschieden und
beides uneigentliche Grenzwerte. Man vergleiche dazu Bild 82.

3. Die Funktion y = f(z) =

. ist in der Umgebung von 2z = 0 zu untersuchen.

1422
Losung: Zur Bildung des rechtsseitigen 7
x+1
Grenzwertes setzen wir die Folge {L} mit Y %
n —> oo ein: &
lim = lim .
z—+0 .1_ n—sool + 2n
1+ 2%

Da der Nenner fiir n — oo unbeschrinkt

wichst, wihrend der Zihler konstant bleibt, — ————————__ e
folgt . 9 G — s
lim =0. 1 x
z->+0 ,1_ =
1422

IZur Bildung des linksseitigen Grenzwertes

benutzen wir die Folge {— i} fir #n — oo:
, n

Bild 82
lim ~——2—=Iim ﬁ-z-.._—_—‘
z——0 = n—>ool+2-n
1+2=
= 2 -t 2,
140 =

e .1
11m1+11m.%

n—00 n—oo

Rechts- -und linksseitiger Grenzwert sind 77 _3 5 _J P %

4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5
voneinander verschieden. Die Funktion zeigt :
Bild 83.

Ist f(x) ein gebrochenrationaler Term, also von der Form Z(i), so kann auch wie
folgt vorgegangen werden. (@)
Der Term ist fiir solche Werte x nicht definiert, fiir die der Nenner % (x) verschwindet.
Ist etwa

h(a) =0 und g(a)=0,
so ist lim f(z), da k(z) fir x —a eine Nullfolge ist, ein uneigentlicher Grenzwert.
T+
Gilt h(@)=0 und g(a) =0,

8*
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haben also Zahler und Nenner dieselbe Nullstelle, so 1a3t sich in Zihler und Nenner
der Faktor (r —a) abspalten:

0(z) _ (z —a) gy()
(@) (z —a)hk(z)
Ist jetzt

ky(@)+0 und g,(a)=+0,

so fiihrt das Einsetzen einer Folge {z,} mit z, -a und =z, a auf die Folge

(xn - a) g1 (xn)} e
— "1, Wegen z, &= a kann gekiirzt werden. Also folgt:
{(:l:,, — a) hy () B + 8 S

. glza) . (g —a)gy(®,) i 91(%a) _ g1(a)

= li s,

s,ﬂh(xs) z4—a (Tn — @) hy(x,) _x,.-nx hy () - h, (a) )

Das fiihrt zu dem Verfahren, im Falle

9(@ _ 0
h(@) O
in %2))— mit (2 — a) zu kiirzen und anschlieBend in dem gekiirzten Term wieder

xr = a zu setzen.

BEISPIEL

4. Zihler und Nenner von

2+ 8
1) =29 _ 2 tE
h(x) 22+ 32+ 2
haben die gemeinsame Nullstelle z = —2.
Fir z &= —2 folgt

g(x) (x+2)(z2-—2x+4)=z2—2x+4

k() (z+2)(x+1) z+1
Also ist

—12.
2>—2h(@) -2 x4+ 1 ——
Es 148t sich nicht immer wie in den angefiihrten Beispielen iiberschauen, welchem
Grenzwert eine Funktion zustrebt. Oft ist die Anwendung einer besonderen Beweis-
filhrung notwendig. Ein solcher Grenzwert, der oft gebraucht wird, ist lim =0 x’
der nun untersucht werden soll. 250 T
Sucht man den Funktionswert der Funktion f: y =

ST an der Stelle 2 — 0, so

x

erhélt man den Term f(0) = -g— . Dieser Term ist aber sinnlos, da die Division durch

Null unméglich ist. Der Funktionswert f(z) ist fiir 2 = 0 nicht erklirt.
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Wir kénnen uns darauf beschranken, die Funktion auf die Existenz des rechtsseitigen

: el sinz . .
Grenzwertes bei = 0 zu untersuchen. Da ndmlich f: y = — = eine gerade Funktion
ist: x
sin (—2x) —sinz sinz

f(—z) = 222 2% =t

x —x

gilt bei Existenz des rechtsseitigen Grenzwertes:

lim f(z) = lim f(x).

z->+0 z—>—0

In Bild 84 ist
Dreieck OAD < Sektor OBD < Dreieck OBC,

also ;
sinz~cosx<1-x<1-tanx -
2 2 2
: c
ey : ; sin .
Dividiert man diese Ungleichung durch — %0 wird 2
LN
X
x 1 tanx
cos & < — ;
Ssinz " cosz G ’I‘
und nach Bilden des Kehrwertes 0 cos X A B
{ . Bild 84
—— >MTS cosw
cos ¥ ’
, ., sinz . . 1 ) ]
Fir  —0 ist —— zwischen lim —— =1 und lim cos z =1 eingeschlossen,
also gilt 70 COB @ -0
lim 22% — 4 (32)
z-0 T

Aus diesem Ergebnis kann keinesfalls geschlossen werden, daB % gleich 1 ware.

ST strebt gegen 1 fir x — 0, wobei stets x40 und Si;a-: 5+ %— bleibt.

Nach der Erkliarung des Grenzwertes gilt nach (32) fir z-Werte, die dem Betrage nach
geniigend klein sind,

sin x .
~ 1, also sinz ~ z.

x

Fir kleine z-Werte kann daher fir sin # ndherungsweise = (im Bogenmal}) gesetzt
werden. Dies zeigt auch nachstehende Tabelle. Der Sinus weist bis zu 4° nur Ab-
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weichungen gegeniiber dem Winkel (im Bogenmaf) auf, die dem Betrage nach kleiner
als 1%, sind:

|0,06976 — 0,06981| & <19,
0,06981 ~ 6981 :
x sin x
0° = 0,00000 0,00000

0° 1’ = 0,00029 0,00029
0°10" = 0,00291 0,00291
0°30’ = 0,00873 0,00873

1° = 0,01745 0,01745
2° = 0,03491 0,03490
3° =0,05236 0,05234
4° = 0,06981 0,06976
5° = 0,08727 0,08716
2.4.2. Die Stetigkeit einer Funktion

Ist f eine Funktion, deren Definitionsbereich eine Umgebung der Stelle a enthil,
so kénnen folgende Fille eintreten:

1. Die Funktion f ist an der Stelle = a nicht definiert;
2. lim f(x) ist nicht vorhanden;

TQ
3. lim f(z) ist vorhanden, aber lim f(x) == f(a);
—a —a
4. esist lim f(z) = f(a).
T+
Tritt einer der ersten drei Fille ein, so heit die Funktion f unstetig.

Definition

B Eine Funktion f= {[z;f(x)]}, deren Definitionsbereich eine Umgebung der
f§ Stelle x = a enthilt, ist an der Stelle * = a genau dann stetig, wenn

1. die Funktion f an der Stelle z = a definiert, also [a;f(a)] ein Element der
Menge f ist,

2. der Grenzwert lim f(x) existiert und gleich einer bestimmten Zahl g ist,
r—>a

3. f(a) =g gilt.

Ist auch nur einer dieser Punkte nicht erfiillt, dann ist die Funktion f unstetig.

Die Punkte 1 und 3 der Definition bereiten meist keine Schwierigkeiten.

Bei Punkt 2 ist zu beachten, dal eine Unstetigkeit vorliegt, wenn auch nur éine spe-
zielle Folge {x,} nachgewiesen wird, fiir die lim f(x) nicht existiert.

Ist eine Funktion in jedem Punkt eines Intervalls J stetig, so heillt sie stetig im Intel‘-
vall J.
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BEISPIELE

2 __ e
1. Die Funktion y = f(z) = z ! x 1

ist an der Stelle x = 1 unstetig. Zwarist lim — = 2
z—1 zs1 & — 1
vorhanden, aber f(1) existiert nicht.

2. Die Funktion y = f(x) = [«] ist z. B. an der Stelle z = 2 definiert: f(2) = 2. Es gilt aber:
lim [z] = lim [24 k] =2,

z->2+0 h->+0
lim [2] = lim [2 —&]=1,
z->2—0 h—>+0

d.h., lim [#] ist nicht vorhanden. Die Funktion ist bei z = 2 unstetig. Das gleiche gilt fiir

->2
jeden ganzzahligen Wert des Definitionsbereichs.
3. Die Funktion
P fir x40
g = f{x) =y F
0 fir z2=0

ist bei x =0 un.stetig. Hier existiert sowohl f(0) als auch lim f (z). Es ist nimlich
z-->0

sinx

lim ——— = 1,
z—>+0 T
. sinz
lim =1,
z—>—0 &
also
. sinz
lim —— =1.
z>0 T

Grenzwert und Funktionswert an der Stelle = 0 sind aber voneinander verschieden:
lim / (=) + /(0).
z—0

Die in Beispiel 1 untersuchte Funktion

z2 —1
y=1@)=—
ist bei = 1 unstetig, weil f(1) nicht existiert. Da aber der allgemeine Grenzwert
o ‘
lim o 11 = 2 vorhanden ist, ist es sinnvoll, fiir den fehlenden Funktionswert
-1 £ —

diesen Grenzwert zu setzen. Mit der Festsetzung f(1) = 2 ist die Liicke geschlos-
sen. Die so ergidnzte Funktion ist stetig, denn nach dieser Erginzung ist ja
1. f an der Stelle = 1 definiert,

2. lim f(z) = 2 vorhanden,
z—1

3. f(1) = 2.

Die Unstetigkeit 148t sich also hier durch die Festsetzung f(1) = 2 beheben. Man
spricht in diesem Falle von einer hebbaren Unstetigkeit.
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Eine Unstetigkeit an der Stelle x = a 1aBt sich dann und nur dann beheben, wenn
der allgemeine Grenzwert lim f(x) existiert. Wie man auch z. B. bei y = f(z) = [z]

—>a
den Funktionswert f(2) wahlt, die drei Forderungen der Stetigkeit lassen sich nicht
erfiillen.

2.4.3. Grenzwert des Funktionswertes fiir * - 4 oo

Héufig interessiert die Frage, wie sich der Funktionswert einer Funktion bei un-
beschrankt wachsendem (fallendem) Argument x verhalt.

Definition

Ist f eine in [a@, co) definierte Funktion und gilt fiir die Folge der Funktionswerte
{f(z,)} mit z, - oco:

lim f(z) = g,

so sagt man, der Funktionswert konvergiert fiir x — oo gegen den Grenzwert g.
Dementsprechend ist auch die Konvergenz fiir £ — — co definiert.

BEISPIELE

1. Fir y=/(x)=ik (k> 0) ist
z

fim L= m o
g—>00 TV :&—»—ooxk

Das Ergebnis spiegelt sich an der Kurve im cartesischen Koordinatensystem dadurch wider,
dal} die z-Achse Asymptote der Kurve ist (vgl. Bilder 53 und 56).

2
2. Fiir die Funktion y = f(z) = ot 52t 1 o
z2 + 1
1+2 4+ fmitim 2 flm L
lig 32 +1_ T B gz 200 & s BB
e Bl s g 1 lmi4dim L
22 2—>00 z—>00 X2
_1t0+0_,
140 =

Dasselbe Ergebnis erhdlt man fiir # - —oo. Die Gerade y =1 ist also Asymptote der
Kurve (vgl. Bild 49).

3. Es soll das Konvergenzverhalten der Exponentialfunktion y = a% (a > 0) diskutiert werden.
Losung:
a>1:
Setzt man @ = 1 4 k, so folgt fir z > 0:

at =1+ k)?*> 1+ kz.
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Wegen lim (1 - kz) = oo ergibt sich

T—+00
lim a% = oo. (I)
2—>00
Zur Bildung von lim a?® soll # = —% mit 2z — oo gesetzt werden. Dann folgt mit (I)
Z—>— 00
lim a* = lim a=%? = lim L3 = 0. (IT).
T->—00 z—»00 200 OF =
0<a<l1:

Die Aufgabe li3t sich auf die vorige zuriickfiihren, wenn man a ='L setzt. Dann ist b > 1
und es folgt mit dem Ergebnis (II): b

lim ¢ = lim b~ = lim 1— =0,
Z—>00 T—00 ZT—>00 bt —
und mit (I):
lim a* = lim 4% = lim b? = oo.
ZT—>—00 —>—00 2~—»00 p—

Man vergleiche dazu auch Bild 72!

Fiir gebrochenrationale Funktionen lassen sich allgemeine Aussagen machen.
Fir n < m ist

A" + apga®t + oo a2 a2 4 a
y=R(w) 1 2 pl 0

" bpa™ + b2+ -+ + bya® +f by + by

eine echt gebrochene rationale Funktion.

Wir kiirzen den Quotienten mit a”:

Ay ay ay
a, + —';- e e

y — b
bp@™ " - by @ B

@y
T

bl bO
R =

Jetzt stehen fiir z -> + 00 und z -> —oo im Zahler neben ¢, lauter Nullfolgen,
wihrend der Nenner wegen n < m durch das Glied bd;2™" dem Betrage nach un-
beschrankt wichst. Somit gilt fir » < m

lim 2" + @y 2™t + oo +ajx+ay

: 0 — 0.
ori00 b @™ + by @1+ < + by + by

Jede unecht gebrocheme rationale Funktion liBt sich als Summe einer ganzrationalen
und einer echt gebrochenen rationalen Funktion schreiben. Ist

y = R(@)=P(z) + r(2)
und P (x) der ganze, 7 (x) der echt gebrochene Anteil, so folgt:

lim r(x) = 0.
T—>00
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Da r(z) firr jede Folge x — oo eine Nullfolge ist, gilt fiir geniigend groBes &
R(z) ~ P(x).

Dasselbe folgert man fiir  — —oo. Die Funktion y = P(x) ist deshalb eine
Asymptote der Funktion y = R(x).

BEISPIELE
4. Fir y= R(z) = :—k (k > 0) wurde schon festgestellt:

P(z) =0.
5. Fi .
= N L TR
¥ 2+ 1
ist
P(z) =1.
g e S —4z+8 2012 2
—_ fra x
=R = =
Y @ 4x — 8 4 +x—2
ist

P@) = % @ + 22).

Man vergleiche dazu Bild 50.

AUFGABEN
95. Die nachstehenden Grenzwerte lim f(x) sind durch Einsetzen einer geeigneten Folge {x,}
in f(x) zu bestimmen. Z230
. 22—9 . 2224 ax—1
Li b)lim X *F*— "
o) i e ¥s i e 1
- s
—8 —
g) im0 il Q) lim B2 —4
4 __ 44
&) lim =18 f) lim & —2
z—>-2% + 2 zoa T —Qa

96. Man berechne die Grenzwerte der Aufgabe 95 durch Kiirzen vor dem Grenziibergang.

97. ) lim L= i, a2 =8 o) im Az —1
211 — Yz ey T2 20 z
in2
98. a) lim 205 b)lim P2 o) ‘Lt (L)“
z—0 & z—0 % o0
d) im ZRE08 % e) lim I_T_ﬁ‘fi f) lim 1—sinz
>0 % 20 SINZ n COSZ
HE
g) lim (sinz - cos:c) h) lim L_tany
a>+0 z 1 —cotz

z—>—

4
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99. Die Stetigkeit der Funktion f: y = f(z) ist zu diskutieren. Im Falle einer Unstetigkeit ist zu
untersuchen, ob die Unstetigkeit hebbar ist. Man begriinde das Ergebnis.

p . 1
a)y:-x— b)y=sini c)y = xsin —
|| x x
1
T gy—2"1% f) y=In 251
x z+1 Vz— 2
100. Man diskutiere die Unstetigkeiten der nachstehenden Funktionen.
. 21 121
- 1zl
a)y=ﬁ b)y=27 y==x-2%
x
1 1—z

Il

d)y =2 —[2] e)y =2°"1 By 1— |z]



Grundlagen der Differential- und Integralrechnung

3. Einfiihrung in die Differentialrechnung
3.1. Die Ableitung als Grenzwert des Differenzenquotienten

Bei einer Reihe wichtiger naturwissenschaftlicher und technischer Fragestellungen
sto3t man auf eine Problematik, die von grundlegender Art ist und der sich mit ele-
mentaren Mitteln nicht beikommen léfit. Ein Beispiel dafiir ist die Ermittlung der
Geschwindigkeit v, eines ungleichformig bewegten Korpers zu einem Zeitpunkt ¢,
im Bahnpunkt P,.

Bewegt sich ein Korper gleichformig und hat er nach der Zeit ¢, den Weg s(t,) = s,,
nach der Zeit ¢, den Weg s(¢;) = s; zuriickgelegt, so ist seine Geschwindigkeit nach
der physikalischen Definition durch den Quotienten

zuriickgelegter Weg s, —s,  4s

Zeitspanne b —ty = at D

gegeben. Bei ungleichformiger Bewegung ist aber die Geschwindigkeit im Bahnpunkt
P, eine andere als im Bahnpunkt P,. Die Geschwindigkeit im Bahnpunkt P, lat sich
nach (I) nicht angeben. Da der Punkt P, keine Ausdehnung hat, durchléuft der Kor-
per in P, die Strecke Null in der Zeit Null, und fiir seine Geschwindigkeit ware nach (I)

Y= anzugeben. Das liefert kein Ergebnis. Da sich aber der Korper bewegt,

mufB} ihm eine Geschwindigkeit zukommen.

Der Quotient (I) — in 1.3.6. schon als Differenzenquotient der Wegzeitfunktion
s = s(t) eingefithrt — gibt einen mittleren Wert der Geschwindigkeit im Zeitinter-
vall ¢,---¢ an. Da sich die Geschwindigkeiten an Anfang und Ende der MeBstrecke
um so weniger unterscheiden, je kiirzer die MeBstrecke ist, liegt der Gedanke nahe,
As = s; — s, moglichst klein zu wihlen, um eine moglichst gute Aussage iiber die
Geschwindigkeit des Korpers zum Zeitpunkt ¢, zu gewinnen. Auch bei diesem Vor-
gehen erhilt man stets nur einen Naherungswert fiir die Geschwindigkeit zur Zeit ¢,.
Ahnliche Fragestellungen, die auf die gleiche Problematik fiihren, sind u. a. die Frage
nach der Augenblicksbeschleunigung, nach Stromstérke und Spannung eines ver-
anderlichen elektrischen Stromes zur Zeit ¢, oder nach der Steigung der Tangente in
einem Kurvenpunkt. Da sich die zuerst genannten Probleme alle auf das der Tangente
zuriickfiihren lassen und hier die Moglichkeit einer anschaulichen Darstellung am besten
gegeben ist, wird das Tangentenproblem im folgenden im Mittelpunkt stehen.?)

1) Vom Tangentenproblem ausgehend gelangte LEiB~1z (1646 bis 1716) zur Differentialrechnung.
NEWTON (1642 bis 1727), der unabhéngig von LEIBNIz arbeitete, ging von der Geschwindigkeit
aus
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An die in Bild 85 dargestellte Kurve der stetigen Funktion f: y = f(x) soll im Punkt
P, die Tangente ¢ gelegt werden. Die Lage einer Geraden ist durch zwei Punkte oder
durch einen Punkt und die Steigung der Geraden gegen eine Bezugsrichtung (hier:
Richtung der z-Achse) bestimmt. Von der Tangente ist aber nur ein Punkt P, be-
kannt. Deshalb sei zunédchst ein zweiter Kurvenpunkt P gewihlt und die Sekante P, P
gezogen.

Die gewihlte Bezeichnungsweise soll hier andeuten, da@l eine einmal.gewdhlte Abszisse z, bei-
behalten wird, wihrend wir uns vorbehalten, fiir x verschiedene Werte einzusetzen oder z eine
bestimmte Folge durchlaufen zu lassen.

Wandert in Bild 85 der Punkt P auf der Kurve gegen den festgehaltenen Punkt P,
so fiihrt die Sekante P, P eine Drehung um P, aus. Je mehr sich P dem Punkt P,
nahert, desto mehr niahert sich die Sekante einer Grenzlage. Man definiert die Gerade
in dieser Grenzlage als Tangente der Kurve in P,. Die Steigung der Tangente in P,
wird auch als Steigung der Kurvein P, bezeichnet.

Die hier gegebene Definition der Tangente erfat auch Sonderfille. So kann z. B.
— wie Bild 86 zeigt — die Tangente die Kurve auch durchsetzen.

y'ﬁ-’{) le y:ﬁx;

y

- -

Bild 85 Bild 86 Bild 87

Nachdem die Tangente im Punkte einer Kurve definiert ist, kann das Tangenten-
problem rechnerisch erfafit werden. Da der Punkt P, gegeben ist, geniigt es, die Stei-
gung der Tangente in P, zu ermitteln. Die Lage der Tangente ist dann durch P, und
die Steigung bestimmt.

Gegeben sei die Kurve einer stetigen Funktion f: y = f(z) (Bild 87). Um die Steigung
der Tangente in P,(x,;y,) zu ermitteln, wird von der Steigung einer Sekante P,P
ausgegangen, die mit der z-Achse einen Winkel ¢, einschliet. Der Differenzenquo-

tient
Ay  Af@) _ y—yo &) —flm) _
dx — Az T x—zxy @z —2, = San g, (IT)

wird als Steigung der Sekante P, P bezeichnet.
Durchlauft die Variable z eine Folge mit dem Grenzwert x,:

x — Ty,

so fithrt P auf der Kurve eine Bewegung P — P, aus, und die Sekante dreht sich in
eine Grenzlage, d. h. in die Lage der Tangente mit dem Steigungswinkel z,. Die
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Steigung der Tangente ist also durch den Grenzwert

lim - = tan 7, (IIT)
oz, ¥ — Lo T2 X — X !
gegeben.
Fiir den Differenzenquotienten (II) einer Funktion ist noch eine andere Schreibweise
A
iiblich. Setzt man x = xy + 4x, so wird f(x) = f(x, + Ax) und j—z = j(;) =

f@e + Ax) — f(x,)
Ax )
Der Grenzwert des Differenzenquotienten lautet dann
Ay

4z—0 Ax dz—-0 Az Az 0 Ax

Von einer geometrischen Aufgabenstellung ausgehend, wurde der Grenzwert (III)
des Differenzenquotienten (II) einer Funktion f gebildet. Auch in (I) liegt im Prinzip
der gleiche Diﬁ'erenzenquotieﬁt wie in (II) vor. Die Uberlegung zum Tangenten-
problem liefert daher auch die Losung des Geschwindigkeitsproblems sowie der an-
deren angedeuteten Probleme. Der Grenzwert (II) des Differenzenquotienten hat
also zentrale Bedeutung.

Definition

Ist f eine Funktion und zy€ X, y, = f(%,) € ¥, so heilt der Grenzwert des
Differenzenquotienten

A _ tie A9 _ o S AR i)
dz—0 Ax az—s0 Ax Az—0 Ax

— falls er existiert — Ableitung der Funktion f an der Stelle x,.

Wenn von der Ableitung einer Funktion die Rede ist, ist stets dieser Grenzwert ge-
meint. Dal} die Existenz dieses Grenzwertes nicht selbstverstiandlich ist, wird aus den
bei der Behandlung des Grenzwertbegriffs gefiihrten Betrachtungen einleuchten. Auf
diesen Umstand wird spéater genauer eingegangen.

Das Bilden des eben definierten Grenzwertes wird als Differenzieren oder Ableiten be-
zeichnet. Der Vorgang heillt Differentiation. Fiir die Ableitung der Funktion f an der
Stelle x, wird nach LacranGE?) kurz y; = f'(x,) geschrieben.

Aus dem Zusammenhang Funktion — Kurve ergibt sich die Feststellung:

Die Ableitung y, = f'(x,) der Funktion f: y = f(x) gibt — sofern sie existiert —
die Steigung der Tangente (die Steigung der Kurve) an der Stelle x, an,

Der Grenzwert
7 e 1 o f(xo ; A x) J”xu)
yh = I’ () —dlxlmu e

1) LAGRANGE (1736 bis 1813), bedeutender franzgsischer Mathematiker
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kann nun nicht einfach dadurch gebildet werden, daBl man Ax = 0 setzt. Fiir Ax =0
erhdlt man den sinnlosen Term

fl@g +0) —flzg) _ Flag) — flm) _2
0 o 0 S0

Den Differenzenquotienten muf8 man, um den Grenziibergang ohne Schwierigkeiten
durchfiihren zu kénnen, in geeigneter Weise umformen.

BEISPIEL
1. Fiir die Funktion f: y = f(z) = 0,522 ist an der Stelle z,:

yo = /'(ag) = lim 23 1@ + 42 — %) _

Az —0 Ax
— lim 0,5[2% + 2z0dz + (Ax)2 — k] _
4z—0 Az Yk
= lim 0,5[2z, Az + (4x)?] _ &1 y-05x2
Az—0 dz
¥
= lim 0,5(2z, + 4z)
Az—>0 4
Yo = To- 3
Dies ist die Steigung der Kurve an der Stelle z,. Fiir z, = 1 29
wird ’_
Yo=1, 71 B 150
d. h., die Kurventangente hat in Py(1; 0,5) die Steigun, 1 5 e
¢ ° g o7 23 § 5%
tanzy = 1 /
und den Steigungswinkel
Bild 88

1o = 45° (Bild 88).

Es wurde schon erwahnt, daB die Existenz der Ableitung einer Funktion f an der
Stelle x4 nicht selbstverstdandlich ist. Andererseits kann aber eine Funktion u. U. in
allen Stellen ihres Definitionsbereiches — einzelne Punkte eventuell ausgenommen —
eine Ableitung besitzen. So 1aBt sich in allen Punkten einer Parabel die Tangente an-
legen, was sich darin widerspiegelt, daB die Funktion f: y = 2? an jeder Stelle des
Definitionsbereichs eine Ableitung besitzt.

Definition
Eine Funktion f: y = f(x) heiBt an der Stelle x, differenzierbar, wenn

1. f an der Stelle x, definiert ist,
2. der allgemeine Grenzwert

g f (@ + 42) — f(zo)
420 Ax

existiert und gleich einer bestimmten Zahl yj ist.

Die Funktion f heit im Intervall (a, b) differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
des Intervalls differenzierbar ist.
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Fiir den Fall, daB3 die Ableitung einer Funktion f in einem evtl. den ganzen Defini-
tionsbereich umfassenden Intervall existiert, kann die Stelle, an der differenziert
wird, beliebig in diesem Intervall gewahlt werden. Diese Tatsache, daB die Ableitung
fiir jede Stelle innerhalb eines Intervalls (a, b) existiert, soll dadurch angedeutet wer-
den, daB die Ableitungsstelle durch eine Variable ohne Index angegeben wird. Wir
schreiben also in diesem Falle x statt xy und 3y’ = f'(x) statt y5 = f' ().

Jedem Wert z, fiir den die Ableitung von f existiert, ist ein Ableitungswert y’ zugeord- -
net. Die Wertepaare (x;y’) bilden also wieder eine Funktion, die Ableitungsfunktion

f'=1{:9) 1y =t @)

Der Definitionsbereich von f' fallt mit dem Definitionsbereich X der Funktion f
zusammen, wenn f iberall in X differenzierbar ist.

Die Bezeichnungsweise der Variablen ist natiirlich auf das Differenzieren ohne
EinfluBl. Bei der Funktion u = f(t) = 0,5¢2 heiBlt die unabhéngige Verdnderliche ¢.
Nach dem letzten Beispiel wird »’ = f'(t) = t.

Die Definition der Differenzierbarkeit soll noch erliutert werden.

Die erste Voraussetzung fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion an der Stelle z,

1
ist, daB3 sie an der Stelle », erklart ist. Die Funktion y = = ist bei z, = 0 unstetig, es

1 ; 7
existiert dort kein Funktionswert. Also ist y = rl fir 2, = 0 nicht differenzierbar.

Satz

f Ist eine Funktion bei z, unstetig, so ist sie dort nicht differenzierbar.

Diese Feststellurg besagt aber nicht, daBl andererseits jede stetige Funktion differen-
zierbar wiare. So ist die in Bild 89 wiedergegebene Funktion im dargestellten Bereich
iiberall stetig. Sie weist aber an der Stelle x, einen Knick auf und hat daher an dieser

Stelle zwei Tangenten mit verschiedener Steigung. Dies
AF}’(X)

dubert sich darin, daB der Differenzenquotient dort einen ¥
links- und einen rechtsseitigen Grenzwert hat. Man nennt
Al X N\ x

lim f@) — f(=x) die linksseitige
Zo>ze—0 & — X, Ablettung,

lim Z(x) — f(x) die rechtssettige
2740 T — X Ableitung Bild 89
der Funktion f an der Stelle z,. Da beide Grenzwerte verschieden ausfallen, ist die in
Bild 89 gezeigte Funktion an der Stelle z, nicht differenzierbar.
BEISPIELE
2. Die Funktion y = f(z) = —a? + 4 |x — 1| + 3 ist an der Stelle z, = 1 zu differenzieren.
Loésung: Esist
—22—4x 47 fir z<1
y=/[@)= .
—22+4x—1 fir z=>1.
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Zuniichst ist die Stetigkeit von fin z, = 1 festzustellen:
lim f(z) = lim (—2? — 42+ 7)) =1lim [—(1 — kR —4(1 — k) + 7] =
z—1-0 z—+1-0 k—>+0

— lim (2 + 6k — k?) = 2.
k—+0

z—+140 z—1+

= lim (2 + 2k — A?) = 2.
h—+0

lim f(z) = lim (—2® + 4z — 1) =lim [—(1 + A2 +4(1+h)—1]=
0 h—+0

Die Funktion ist in z, =1 stetig.
Nun sind links- und rechtsseitiger Differenzenquotient fiir 2y = 1 zu bilden. Wegen

fx) = —22 — 4247 fir 21, fa)=—2®+42z—1 fir 2=>1

folgt aus
=2, =2,
fl —A4z) = —(1 — Az)? — fl +4z) = —(1 + A2 +
—4(1l —Ad2)+ 7= +4(1 +A42) —1 =
=2+ 64z — (4z)3, =2+ 24% — (4z)?
der Differenzenquotient YF
Ay e A__ _

Der Grenziibergang liefert als links- bzw. rechtsseitige Ab- 4 ye-xPdln-11+3

leitung in z, = 1:

3_
im 4Y - _¢ im 4¥_ ¢ 24
Az—>+0—A% = ar—>+0dx =

1_

Links- und rechtsseitige Ableitung sind verschieden. Die
Funktion f ist in z, = 1 nicht differenzierbar (Bild 90).

)
!
|
1 o
T T T 1 [ —
, s ol 1 2 3 \a 5 »
3. Die Funktion y = f(z) = Vz ist an der Stelle 2, =0
abzuleiten. Bild 90

Losung: Wegen X = [0, oo) kann an der Stelle 2, = 0 nur die rechtsseitige Ableitung ge-
bildet werden. Der Differenzenquotient lautet (4z > 0):

4y _{0+42) — 1O _Vo+4z —Vo _Ydz _ 1

‘ -
VE Az Az Az W
Somit wird
lim = 4 o00.
=40z

Die Ableitung an der Stelle z, = 0 ist ein uneigentlicher Grenzwert. Die Funktion y = f(z) =

=3 z ist an der Stelle z, = 0 nicht differenzierbar. Geometrisch bedeutet das Ergebnis, daB
die Tangente der Kurve an der Stelle 2, =0 senkrecht zur z-Achse verlduft (Bild 91).

9 Analysis
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Die Beispiele zeigen: Voraussetzung fiir die Differenzierbarkeit ist stets die Stetigkeit.

Diese Bedingung reicht aber nicht aus, denn auch stetige Funktionen sind mitunter
9,

nicht differenzierbar (z. B. ¥y = ]/a: bei zy = 0). Man sagt: Die Stetigkeit ist eine

zwar notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit einer

Funktion.
Es gilt aber der

v
Satz 27 y-%}‘
| Jede differenzierbare Funktion ist stetig. ;_
Fiir die Existenz eines eigentlichen Grenzwertes 3_ T2 3 4 5%
. fl@+ dz) — () o
lim Bud 91

4z—0 dx

ist ndmlich notwendig, daBB der Zahler des Differenzenquotienten fiir Ax — 0 eine
Nullfolge ist. Damit jedoch

1im0[f(x + 4z) — f(x)] =0

Az—

lim f(z + Az) = f(z)

Az—0

ist, mufl

sein. Das ist aber nach Abschnitt 2.4.2. die Bedingung der Stetigkeit einer Funktion f
an der Stelle z.
Die Differenzierbarkeit ist keine notwendige Bedingung fiir die Stetigkeit, denn eine

stetige Funktion braucht nicht unbedingt differenzierbar zu sein (z. B. y = f/a—: bei
zo = 0). Doch ist die Bedingung hinreichend, denn aus der Differenzierbarkeit folgt —
wie gezeigt wurde — unbedingt die Stetigkeit einer Funktion.

AuBler der notwendigen Bedingung und der hinreichenden Bedingung gibt es noch die notwendzge
und hinreichende Bedingung. Sie verlangt weder zuwenig — wie die notwendige Bedingung — noch
zuviel wie die hinreichende Bedingung.

Die Untersuchung, ob eine Bedingung notwendig und hinreichend ist, erfordert in vielen Fillen
ein tieferes Eindringen in die vorliegende Problematik. Es soll deshalb nicht néher auf die not-
wendige und hinreichende Bedingung eingegangen werden.

AUFGABEN

101. Von den folgenden Funktionen ist der Differenzenquotient aufzustellen und durch Grenz-
iibergang die Ableitung zu bilden.

a)y = — 222 b)y=—0,622 — 22 + 1
c) v=ov(u) =1,2u° d)y =0,22% 4+ 0,52z + 4
e)y =(—2z+3) ' f)y=(2—32)(x—4)
102. Von den nachstehenden Funktionen ist, vom Differenzenquotienten ausgehend, die Ableitung
zu bilden.

a)y =1z by=}—= oy=z}=z

Hinweis: Im Differenzenquotienten zuniichst den Zihler rational machen.
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103. Man untersuche, in welchem Bereich die Funktion f: y = f(x) differenzierbar ist. Das Er-
gebnis ist zu begriinden.

a) y = 4a? b) y = || c)y=2a", neN
1 x
d)y=; e)y=m fly=71—-2°

Hinweis zu f): Im Differenzenquotienten zunichst den Zéahler rational machen.

3.2. Die Ableitung der Potenzfunktion

Es wire miihsam, fiir jede Funktion die Ableitung, vom Differenzenquotienten aus-
gehend, zu bilden. Es wird sich zeigen, daB die Kenntnis der Ableitungsfunktionen
von einer geringen Anzahl einfacher Funktionen sowie die Kenntnis einiger Ablei-
tungsregeln geniigt, um eine Vielfalt von Funktionen differenzieren zu kénnen.

In diesem und den folgenden Abschnitten werden die fiir das Differenzieren benétigten
Ableitungen und die Grundregeln der Differentiation hergeleitet.

Liegt die Potenzfunktion f: y = f(z) = a® (n positiv, ganzzahlig) vor, so heit der
Differenzenquotient an der Stelle z,:

Ay _f@) — ) _ o —ap

Adx x — x — x,
Fir z < z; liefert die Division

wu_xg

—— S =gl g T2 + 2B 4 o 4 P + 2.
- %0

Jetzt kann der Grenziibergang x — x, durchgefiihrt werden. Man erhalt fiir die Ab-
leitung '

f(x) = lim F_Ig ik fle) — f () =]_imx, —-sr:a=
az->0 AL 2z, T — Xy gz, ¥ — Xy
= lim (xn_l + xox"_z + e + xa“zx —+ xg_l) =n- 273-1.

T,

Da dieses Ergebnis fiir jede Stelle x des gesamten Definitionsbereiches gilt, folgt

i

(a?) = na™1 (33)

d. h., die Ableitungsfunktion f' ist durch 3" = na"-! gegeben.

Die Ableitung der Potenzfunktion wurde fiir ganzzahlige, positive n hergeleitet. Das
gewonnene Ergebnis gilt aber — wie noch in 3.7. gezeigt werden wird — fiir jeden
reellen Exponenten n.

BEISPIELE
1. Fiir die Ableitung vony = 28
ergibt sich
Yy = 6281 = 6a®.

9%
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2. Ist die Steigung der Kurve mit der Gleichung y = 2® an der Stelle z, = —2 zu bestim-
men, so bildet man zunéchst die Ableitung an der Stelle z:

y’ = 3a%1 = 3a?.
Fir zy = —2 erhdlt man

v, =3 (—2)2=12.

Die Tangente hat also im Punkte P,(—2; —8) die Steigung tan r, = 12.

s __ 2
3. y =V =23
2_ 1
y’=313 1=E—z 3:-—-——*2
3 3 3
3z
1
4. y=§=x'3
yY=—-3z3%1=-3rt= —%
x

5. y=2a liefert 3y’ = 1.2"1 = 2% Es folgt somit gy = 1.
Wie aus der Elementarmathematik bekannt ist, stellt y = z eine Gerade mit dem Steigungs-
winkel o« = 45° dar, was durch die Ableitung noch einmal bestétigt wird.

s
6. In welchen Punktén hat die Tangente der kubischen Parabel mit der Gleichung y = ¥z den
Steigungswinkel o = 45°?

3.
Loésung: Die Ableitung fir y = Yz lautet

1y 2
g’fz(m.:s) - —;—:p 3 _ sl__‘
38
Wegen
tan 45° =1
mulB
, 1
y - -y =1
3]’.1l:2
sein. Es folgt
3— 1
]/:c —?
1
= —
27
1 1
T = — 3 xz--—3 3

g
Fiir den negativen Wert z, ist y = Jz nicht erklirt.

Die Tangente der Kurve hat im Punkte P, (i V3; £ ]/§) den Steigungswinkel x = 45°.
Kurve und Tangente sind zu zeichnen. 9 3
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3.3. Grundregeln der Differentiation

3.3.1. Yorbetrachtung

Bei der Herleitung der Ableitung einer Funktion f wurde davon ausgegangen, daB f
durch einen Ausdruck y = f(x) bei festgelegtem Definitionsbereich X und Werte-
bereich Y gegeben ist. Zur Aufstellung der Grundregeln der Differentiation werden
die Funktionen unter dem Gesichtspunkt betrachtet, welche Gestalt der Term f(x)
hat.

Vorbereitend zu den in den folgenden Abschnitten anzustellenden Betrachtungen soll
auf einige Sprechweisen und Vereinbarungen eingegangen werden. Definitionsbereich
und Wertevorrat sollen in diesem Abschnitt stets als gegeben angesehen werden.

Ist a eine Konstante, so wird die durch y =a- f(x) gegebene Funktion als Funktion
mit konstantem Faktor bezeichnet. Diese ungenaue, aber iibliche Sprechweise darf
nicht miBverstanden werden. Gemeint ist, daB der Term f(z) mit einem konstanten
Faktor multipliziert ist.

Sind zwei Funktionen u: y = u(z) und »: y = v(x) gegeben, so heilit

fy =f@) =u@) + v()

die Summe der Funktionen u und v. Die Bezeichnung Summe bezieht sich wieder auf
die Terme % (x) und v (x).
Dementsprechend sind

die Differenz f: y = f(x) = u(x) — v (z)
das Produkt f: y = f(x) = u(x) v (x)
. u\x ”
der Quotient f: y = f(x) = %x; fir v(x)4=0
der Funktionen » und » erklart.
BEISPIEL
Fir die Funktionen
u: y=2° und v: y=2z—1
lautet die Differenz von # und v
fry=f@ =at— 20 +1,
das Produkt von % und v
f: y =222z —1),
der Quotient von % und v
x2

fy=g—1

Bei der Bildung der Ableitung wird mit dem Term f(z) operiert. Das Ergebnis ist
wieder ein Term f’ (x). Wird z belegt, so ergeben sich Funktionswerte von f bzw. f'. Das
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entspricht der Absicht, die Augenblicksgeschwindigkeit, die Steigung der Tangente,
die Ableitung, also einen Funktionswert an einer bestimmten Stelle zu gewinnen. Da
vornehmlich der Funktionswert interessiert, werden Formeln fiir die Ableitungsregeln
in der Form angegeben, wie es schon bei der Potenzfunktion geschehen ist:
(") = na"-1. Mit dem Term na"-! ist ja nach stillschweigender Vereinbarung
auch die Ableitungsfunktion f': {(z; ¥’) | ¥y’ = na™'} gegeben.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich auch die in Worte gefaBte Kurzform der Ab-
leitungsregeln, deren Text sich nur auf den die Funktion definierenden Term bezieht.

3.3.2. Die Ableitung einer konstanten Funktion

Die Funktion y = f(x) = ¢ ergibt im cartesischen Koordinatensystem eine Parallele
zur 2-Achse im Abstand c. Da der Differenzenquotient unabhéngig von A stets gleich
Null ist:

Ay _ [l + 4z) —f@x) ¢ —c

Az = Az =2z — %

ist auch die Ableitung als dessen Grenzwert gleich Null. Es gilt:

() =0 (34)

1e eitung einer Konstanten ist gleic ull.
Die Ableitung ei K ist gleich Null

Dieses Ergebnis ist nicht iiberraschend, da die Ableitung als Tangens des Steigungs-
winkels einer Kurve erklart ist und die Gerade y = ¢ iiberall den Steigungswinkel
&« = 0 besitzt.

3.3.3. Die Ableitung einer Funktion mit konstantem Faktor

Es sei vorausgesetzt, daB die Ableitung der Funktion f:y = f(x) existiert. Istf (z)
mit einem konstanten Faktor a versehen:

y=a-f(),

so folgt fiir den Differenzenquotienten

4y _a-f(z+ A=) —a- f(x) =ai(x+Ax) —I(x)'

Ax Ax dx

Fiir die Ableitung ist der Grenzwert

e o @+ 42) — @)
Azx~»( Ax
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zu bilden. Der Grenzwert eines Produktes ist gleich dem Produkt der Grenzwerte der
Faktoren (vgl. 2.2.4.). Es folgt also

J —lima. lim [@+ 47 =@

420 Az—0 Adzx

(a-f(@)) =a-f(x) (35)

l Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.
BEISPIEL
Fiir die Ableitung von y = 32° erhilt man
¥y =325 =3 (z%) =354,
y = 1524,

3.3.4. Die Ableitung der Summe mehrerer Funktionen

Ist eine Funktion y = f(x) = u(x) + v(x) gegeben, so lautet der Differenzenquotient
Ay _ [+ A2) — @) _ [+ A2)+ v+ 42)] — [u(@) + v(@)] _
Az Ax Az o

_u(lx+A2) —u(x) | v+ dz) —v(2)
o Ax + Ax ’

Unter Verwendung des 1. Grenzwertsatzes aus 2.2.4. wird, sofern die Grenzwerte
der Summanden existieren,

s Bhea = u(x + dz) — u(x) v+ Az) —v(x)]
lim _u(x+ Az) — u(x) 4 lim v(@ + Adz) — v(x).
420 Az dz—0 Az
Dies sind die Grenzwerte der Differenzenquotienten »A—z(:f) und Az(x) . Nach dem
Grenziibergang folgt die Summenregel: x z
(u(@) + v(@)]) = u'(z) + v (@) (36)

] Die Ableitung einer Summe ist gleich der Summe der Ableitungen der Summanden.

Diese Regel gilt fiir endlich viele, also auch fiir mehr als zwei Summanden. Auch
Differenzen sind als algebraische Summen in dieser Regel eingeschlossen.

BEISPIELE
1. Fir die ganzrationale Funktion
fry =apa” 4 a2 4 oo L ayx + a,
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wird
'+ ¥ =mnapa™?+ (n — 1a, 22 4 - + a,.

Die Ableitungsfunktion ist wieder eine ganzrationale Funktion mit einem um 1 niedrigeren
Grade.
2 1

2. Fir y_-xz—l-—-}/— folgt ¥’ —29:—’:—2-—;——}/-:
3. y= (222 —2)(x+ 3)
y=22%+ 522 — 3z
y =622 4+ 102 — 3.
4. An welchen Stellen der Kurve mit der Gleichung
y=022% — 0,322 — 3,6z + 1
verlduft die Tangente parallel zur x-Achse?
Lo6sung: Die Ableitung der Funktion lautet
y = 0,622 — 0,6z — 3,6.
Gesucht sind die Stellen, an denen die Steigung der Kurventangente tant =0 ist. Es ist
also ¥ =0 zu setzen:
0,622 — 0,6x — 3,6 =0,
22—2x—6=0,
z,=—2, z,=3.

Die Tangente der Kurve y = 0,223 — 0,322 — 3,6 + 1 verlduft an den Stellen 2, = —2,
x, = 3 parallel zur z-Achse.
Das Ergebnis ist mit der in Bild 47 dargestellten Kurve zu vergleichen!

3.3.5. Die Ableitung des Produktes mehrerer Funktionen

Es soll die Ableitung des Produktes zweier Funktionen y = f(x) = u(x) - v(x) gebil-
det werden. Die Differenzierbarkeit der Funktionen % und v sei vorausgesetzt. Der
Differenzenquotient lautet

dy  u(x+ dz)-v(x + dz) —u(2)- v(a:)
Az Ax

Ehe der Grenziibergang vorgenommen wird, soll der Differenzenquotient so umge-
u(x) und Av(x)
dz Ax

lingt, wenn im Zahler u(x) v(x + Ax) subtrahiert und wieder addiert wird:

g . A .
formt werden, dafl die Differenzenquotienten auftreten. Dies ge-

Ay u(@+A4z)-v(@+Azx) —u(@)-v(@) —u(@)-v(@+A2)F+u (@) -v(@@+Az)
Az . Az -
u(x + dz) —u(x) v(x—i—Ax)—-v(x)
=T+ Aw) + D T ) =
( o

Au(x)
Az
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Jetzt kann der Grenzwert gebildet werden. Fir 4z — 0 geht v(xz + Az) — v (x),
Au(x) dv(x)
Az Az

Grenzwertsitze erhdlt man die Produktregel
[u(@) - v@)] = »'(z) - v(2x) + u(z) -0 (),

die auch kurz durch

- u'(x),

— v’ (x), und u(x) bleibt unverindert. Unter Anwendung der

(uv) = u'v + uv' (37)

angegeben werden kann.
Ist eine Funktion aus drei Faktoren

y=u-v-w
gegeben, so kann zunéchst (uv) als ein Faktor aufgefat werden. Fiir die Ableitung
S Yy = (wv)w 4+ (uv)w'.
Mit (wv)’ = u'v + wv’ erhdlt man
Y = @wv+ uv)w+ uwow
und schlieBlich
Yy =uvw + uwv'w+ uvw'.
Die Produktregel 1aBt sich leicht auf » Faktoren erweitern. Ist
Y= tyUp ... Uy,
so folgt als Ableitung

’
Y =3¢{u2- oot Up b U UG Uy e U U w

7 Summanden

Der Beweis kann durch vollstdndige Induktion erfole=n.

BEISPIELE
1. Bei der Funktion

y=0222+ 1)V
sind
1

v =(222+1), v =2
und
1

1
W =4z, v =—z 2,
2
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Es wird also
Y =u'v+ uv
y=4xﬁ+2ﬁ+l=53y§+i=ﬂm_”z_ﬂ.
27z 2z 2Yx

Man kommt hier auch ohne Produktregel aus, indem man zunéichst ausmultipliziert:
L
y=2x2}/;+}/;=2x2 +z2,
Es folgt ohne Produktregel

8

1
y’=5z2+%z 2 —52yz + L

2Vz

Fiir Funktionen wie y = zsinz ist aber die Produktregel unentbehrlich.

2. Mit Hilfe der Produktregel 1Bt sich die Formel
(x") = nan?
fiir ganzzahliges n > 1 leicht bestitigen. Schreibt man

Yy=x.-2-x-... 7,
e—

n Faktoren
so wird nach der Produktregel

y=1.z2-2-...;.e+z-1-z-...-x+ o +zx-2-2-....1,

n Summanden
Yy = na"1,

3.3.6. Die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen

Die Differenzierbarkeit der Funktionen « und v sei wieder vorausgesetzt. Weiterhin
sei v () im zu differenzierenden Bereich stets ungleich Null. Der Differenzenquotient
der gebrochenen Funktion

u () '
=@
heift
a4y 1 [u(z+ Ad2) u(x)] _
A_:r::Zfa_:[v(x—i— Az) v(m)] -
_ 1 u(@+4z)-v(x) —v(x + 42)-u(z)
T Az v(x + Az) - v(x) )
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Fiigt man im Zahler u(x)-v(x) — u(z):v(x) (das ist gleich Null) hinzu, so wird
dy 1 %
Az " (@  Az)-v(2)

. u(x+ Adz)-v(x) —v(x+ Adz) - u(x) + u(z)-v(2) —u(x)-v(x) _

Ax
_ 1 u(z+ dz) —u(x) v(z+ dx) —v(x)
_v(x+Ax)-v(x)[ Az o).~ Az w@)|-
- . e . u (x) Av(x)
Da nun in der eckigen Klammer die Differenzenquotienten W und 1z stehen,
findet man beim Grenziibergang Az — 0 die Quotientenregel
[u(x)]’ _ (@) - v(@) —u(=)- ' (x)
v (x) [v(x)]? ’
in einfacher Schreibweise
w\  u'v—uv
() - == >
Bei der Anwendung der Quotientenregel darf nie iibersehen werden, daB eine ge-
brochene Funktion y = % nur dort differenzierbar ist, wo v(x)== 0 ist.
BEISPIELE
1. Fir y = 2__1:_—_1_ ist u(@)=2—1, v(x)=22—22 —3; ' (x)=1, v'(x) =22 —2.
22— 22 — 3
Es wird
,_21(x2—2x—3)—(x—1)(2x—2)
v= @ — 2z — 3)¢
;o —%*+2x—5
4 _2(:.:2—23—3)’.
Die Funktion ist an den Stellen z;, = —1 und 2, = 3 nicht differenzierbar, da v(—1) =0

und »(3) = 0 ist. Die Funktion ist an diesen Stellen unstetig (Bild 48).

2. Fiir die sogenannte reziproke Funktion

_ 1
, T
PR 27O Y4 )
[ @P
o _F@

V= "lior
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3. Mit Hilfe der Quotientenregel kann die Formel

(x") = nan—1

fiir negative Exponenten = = —m (m > 0) bestitigt werden.
Aus 1
y=xm= E

folgt nach (38) oder Beispiel 2

, mam—1
y=- z2m
y = —maxm-1,
also
(z=m) = —ma—m—1,
Das ist aber Formel (33) fiir n = —m.
3.3.7. Ermittlung der Ableitung einer ganzrationalen Funktion an einer Stelle 2,

mittels des Hornerschen Schemas

Zur Ermittlung der Funktionswerte einer ganzrationalen Funktion wird zweck-
méiBigerweise das HorRNERsche Schema benutzt. Auch die Berechnung der Ableitung
an einer Stelle z, 148t sich sehr einfach mit Hilfe des HorNERschen Schemas durch-
fithren.

Bekanntlich kann das Polynom

gn(x) = Q" + A1 2™+ o0 ax + a,
fir 2y € X in der Form
g (@) = (& — Zg)ga (@) + 79 D

dargestellt werden. Diese Division mit Rest wird mit dem HorNERschen Schema aus-
gefiihrt, das die Koeffizienten bg, b,, ..., b,_; des Polynoms g,_;(x) und den Divisions-
rest r, liefert :

a, Gp_1 Qg o a; g
¥ Tobna Zobp_a vas LN zybe
@y | bpa bas bn_s .. by I To

Fir x = =z, folgt aus (I)
In (%) = 7o.

Wegen dieser Beziehung dient das HorNERsche Schema zur Berechnung von Funk-
tionswerten der ganzrationalen Funktionen y = g,(x).
Wird (I) nach x differenziert, so folgt nach der Produktregel

gn (@) = gna1 () + (& — 20)gn—y (). (IL)
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Fir x = z, ergibt sich aus (II):

gr (Tg) = Gn-1(%,) -

Das bedeutet: Der Wert des Polynoms g,_, (z,) ist gleich der Ableitung der ganz-
rationalen Funktion y = g, (x) an der Stelle z,,. Diesen Wert g,_, (z,) erhdlt man, wenn
das HorNERsche Schema auf g,_;(x) angewendet wird. Es zeigt sich also, daB der
Divisionsrest r, in

gn1 (%) = (& — Zo)gn_s(x) + 7,
gleich dem Wert der Ableitung g/, (x,) der Funktion g, ist. Zusammengefaft:

gn(@) — |Gn A, Ap_2 e Qg Oy 0
V Tobpr Zobaz ... Toby by  weby
In1(®) = Tg | bo1 bp_e bn_s v by bo 7o = gn (o)
4 XoCnz XoCa_s ... TeCy ToCo
gn-3(X) = Ty | Ca_z  Ca_s Cn_a »on Co | 71 = gn(Zo)

Es sei betont, daB sich das nach Division durch * — x, gewonnene Polynom g,_; ()
nicht zur Berechnung einer Ableitung g/ (x,) mit z, 4 z, verwenden laBt, da die
Division durch z — z;, ein anderes Polynom g,_;(x) liefert. Fiir die von z, ver-
schiedene Stelle z, muBl das HorNERsche Schema erneut angesetzt werden.
Bemerkensweért ist, daB sich g (x,) ohne Differentiation durch Fortsetzung des
HorNERschen Schemas ergibt.

BEISPIEL
Fiir die ganzrationale Funktion
Yy = g,(z) = 1,224 — 2,52° 4 0,82 — 3,2
ist die Ableitung g;(— 1,4) zu berechnen.
Losung:
3
—-3,7 1,2 —2,5 0 08 —32
| —168 585 — 819 10,35 Kontrolle:

—452|—1,4[1,2 —4,18 58 — 7,39 | 7,15 =gy(—14) |—3,7+2,4.452="7,15
| —168 820 —19,67

9,39 —1,4|1,2 —5,86 14,05 | —27,06 = gi(—1,4) —3,7—2,4.9,39 = — 27,06

Zur Kontrollrechnung vergleiche man Band ,,Algebra und Geometrie*, 18.1.

AUFGABEN

104. Man bilde die Ableitung der Funktionen von Aufgabe 101 unter Anwendung der herge-
leiteten Regeln.
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Die folgenden Funktionen sind zu differenzieren.
105.a)y = 22% — 322 — 52 + 6 b)y = —0,82% + V3 22 + 1,92 — 2

c)y=%z’+%x‘—%f—{-2x d)y = —axt + 3b2? + c?x 4 d

e)y = (4t — 1)

ly=(x—a)P(z+a)

106.a) y = —2x %+ 323 — 0,522+ 3 b)y=(1 — x4 Qa2 + 27
o =0y 2] -2 _1)e
c)y =623 — 2z % — 102° d}y=(2x 3 _3z 2)
228 — 3 bs+c
107'3')3/:T by=v(s) =as — =
(@ — 227 3z —a _ et
oy ="—73p— d)y———7r1+x_, ey T
83— e
108.a)g =t Vt by =Viz 0y = (i)
— 2 _9 1—
dy=222 e)y=z,,_ Ny =—r
Yoz }/z x+}[x_
3
g)y = (22 + 221z + 4) 17 hyy = (V= —2)(1 + V=)
. 3—\3 (x2 — 1)
= H k = A
)y=(1-Vz) )y =5y

109. Welchen Wert hat die Ableitung der Funktion f:y = f(z) an der Stelle z;, und welchen
Winkel bildet dort die Kurventangente mit der z-Achse?

a)y=—%x5+2za—xz+2 T, = —2
b)y=1_—_V’Z 5 =4
x
c)y=022%+ 08z + 4 z, = —4,5
dy=1r +— z, = 0,25
V=

110. An welchen Stellen der Kurve mit der Gleichung y = 0,12* + 0.423 — 0,822 — 5,82 + 8
. bildet die Tangente mit der z-Achse einen Winkel von 135°?

111. Unter welchem Winkel schneidet die Kurve mit der Gleichung
a)y =0,1z* — 0,222 — 0,3, b)y = —a® + 3z — 18,
9y=(c—13)(=+13)
die z-Achse?

112. Wo und unter welchen Winkeln schneiden einander die Kurven mit den Gleichungen
a)y=2> und y= i/—x;
c)y=2"—222+2z+2 und y=2z-—1?

b)y=2® und y = 23%;
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113. Wo hat die Kurve mit der Gleichung

114,

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122,

123.

124,

125.

a)y =223 — 422+ 22— 5 b)y=x5—x3+%x_3
waagerechte Tangenten?

Die Kurve mit der Gleichung y = 2® — 1022 + 28z — 19 ist mit Hilfe von Punkten und
Tangenten fir z =1, 2, ..., 6 zu zeichnen.

Es ist die Funktion 3. Grades zu bestimmen, fiir die bekannt ist:

a) f(0)= -2, f2)=2, f(—1)=—16, re=o0
b)f(—2) =1, f)y= -5, f(0)=—8, 1'@) =46
e)f(=2)=1, [f(=2)=-7, [f@)=—4, [f(—3)=-20.
(Ansatz: y = az® + ba? + cx + d)

Fiir y = g,(z) ist mit Hilfe des HorNERschen Schemas g;,(z,) zu berechnen.
a)y =2a% — 322 4 42 + 10, 2y = —2

b)y= —a* 4 322 — 8z — 6, zy = 1,6

c) y = x* 4+ 4,402° + 9,242% — 10,08z + 4,32, =z, =12

d)y = —1,22° + 4,2x2% — 2,222 + 2,52 — 3,3, =z, = 2,12

e)y =162 — 2,82 — 10,222 4 5.8z — 12,6, z,= —1,28

Die Kurve einer Funktion 3. Grades geht durch die Punkte P;(—1; 0), Pg(0; 2), P3(1; 0)
und schneidet die z-Achse in P, unter einem Winkel von 45°,

a) Wie heiBt die Funktionsgleichung?

b) Wie lautet die dritte Nullstelle?

Wie heiBit die ganzrationale Funktion 3. Grades, deren Kurve im Punkt (2; — 4) die Steigung
— 3 besitzt und die Achsen in z =4 und y = 4 schneidet?

Welche ganzrationale Funktion 3. Grades hat eine Kurve, die die z-Achse bei « = — 2 unter
einem Winkel von 45° und die y-Achse in y = 2 waagerecht schneidet?

Fiir welche Funktion zweiten Grades geht die Kurve durch die Punkte P,(—2; 0) und
Py(3; —5) und hat in P, die Steigung — 4?

Wie lautet die Gleichung der Geraden, die die Kurve mit der Gleichung y = 22 — 3/, + 4
beriihrt und die Gerade mit der Gleichung y = 22 — 3 unter einem rechten Winkel schnei-
det?

Welcher Bedingung miissen die Koeffizienten der Funktion y = 3 + az?® + bz + ¢ geniigen,
damit die Kurve nirgends eine waagerechte Tangente hat?

Wie gro muB b gewahlt werden, damit sich die Kurven mit den Gleichungen y = 22 — b
und y = —2? + b unter einem rechten Winkel schneiden?

Welche Bedingung miissen @ und b erfiillen, damit sich die Kurven mit den Gleichungen
y=22+2azx—b und y=—22—2azx+0b
unter einem rechten Winkel schneiden?

Wie lautet die ganzrationale Funktion dritten Grades, deren Kurve bei z = —1 und
z = 1 die Gerade mit der Gleichung y = —1/, 2 4 5/, unter einem rechten Winkel schneidet?
Wo liegt der dritte Schnittpunkt?
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126.

127.

128.

Man
129.

130.

131.
132.

133.

Man differenziere nach der Produktregel:

a)y=(x—1)(2—2?) b)y =01 —z —2% (#* + 22)
cJy=(—2*+4r—1)(22—6z2z+5) dy=(2*—2)@=—2z+1)
e) y = (422 — 3z) (2 — 23)2d f) y = (222 — 5)2
8y =(z—1)(z2—1) (= —1) hy=(—z—2) (1 —)z)
3
4, 3 e
By = (14 72) by = (2 —¥F + 22} (14157 - 1)
V= V= Vz
322 4 2 3— —1
c)y= x3+ (4—}/:c) d)y=V:;22 (1'+‘}/;)2
zJz z
a)y=(a+ bz)(c —dz) — (@ —bz)(c +dz) b)y=(x— 1)
) y = (222 — 1)3 (5 — 2a9) d)y = (az +b)*(b — ax)*
e)y=(ax + b f) y = (az? — bz + c)?
differenziere:
ail = 2z b)y=x+1 c)y=4a:c+b
z—1 z—1 ax — b
222 — 1 42— 2z _ 2 —6a?
d)y=3z+4 e)y_3x3—x+4 f)y_5x—2x3
2—z+1 2 — 423 . 4 —2x
=1 h)y = (222 — 4) ——— =
L )y =@t — 42— VY=g @ 1)
Bz —2)(xz+1) 1 1
kyy=——""— -+ ) y= = ——— —
)y 2+ 1 V¥=13 By = ) Gr )
3 3~
1 3+ 3
B)y=— = by =S50 oy =—12
1— Yz 222 + 1—Vz
= 3
a— Vx 2a 2z — Vz
dy=- = e)y = fly=—"—""—
a+Vz a+Vz @ — 22— 1
—222 41
)y =—="—
g Ve — 2
Warum haben die Funktionen der Aufgaben 129a) und 129b) die gleiche Ableitung?
a) Fiir welche Werte von z steigt (fillt) die Kurve der Funktion y = 1 : m’?

b) Wo hat die Kurve waagerechte Tangenten?

Die Funktion f ist auf Differenzierbarkeit zu untersuchen. Ist f an einer Stelle nicht diffe-
renzierbar, so priife man, ob links- und rechtsseitige Ableitung an dieser Stelle existieren.
Diese Ableitungen sind im gegebenen Fall zu bestimmen.

a) y = f(zx) = |2% — 4| b)y=f() =22—2|z|+6
¢)y = f(x) = |2? — 22 — 3| dDy=/f@=x)=@x—2)|z+3|
e) y=f(z) = |2® — 322 + 32 — 1| f) y = f(2) = |z| Viz|
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3.4. Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen

In der Elementarmathematik wird bei den trigonometrischen Funktionen das Ar-
gument zumeist im Gradmal angegeben. In der hoheren Mathematik ist es not-
wendig, das Bogenmall zu verwenden. Dies ist beim Auftreten trigonometrischer
Funktionen zu beachten.

3.4.1. Die Ableitung der Funktion y = sin 2

Der Differenzenquotient von y = sin 2 hat den Wert

Ay _ sin(x + Az) —sinz
Az Az )

Mit sin(x + Ax) —sinx=2sinATxcoszi-—*-2-—Af wird

2sin£cos(x+£) sin%

dy 2 2 z
Az = Iz = 4= "°S(’”+—)
2
. Az
sin 2 Az =)
Nach Formel (32) ist lim —— = 1. Mit z = —— gilt demnach lim =1,
z—»0 2 2 4z—0 A

2
Dafir 4z —0 auBerdem cos (x + Az_x) — cos x geht, heilt die Ableitung von
y =sinz

(sinz)’ = coszx (39)

3.4.2. Die Ableitung der Funktion y = cos &

Ahnlich wie fiir y = sin z laBt sich die Ableitung der Funktion y = cos = herleiten.
Der Differenzenquotient

_41_3{ __coslx + Azx) — cos x

Az Az
erhilt mit cos (x + Az) —cosz = —2 singi—;—m:sin%die Form
. Adz\ . A=z . A=z
éﬁ_—2sm(x+T)sm—2———s‘ ) Az sin -
T dw =—sin(z+ o) g
-

10 Analysis
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. dx
sin ——

Fir dx — 0 geht sin (x -+ AT::) —sin z und ——% — 1. Also wird

2

(cosz)’ = —sinx (40)

3.4.3. Die Ableitungen der Funktionen y = tan & und y = cot ®

Da tanz = “=2 uynd cot 2 = waos ist, gewiant man die Ableitungen von y = tan
cos x sin
und y = cot # am einfachsten unter Verwendung der Quotientenregel.

sin cos x
y =tanx = — Yy =cotxr = —
cos x sin

, €osxcosx —+ sin x sinx —sin x sin * — COS ¥ COS &

¥y = cos? x - vy = sin? z
cos? x - sin? x sin? x -+ cos? x
cos? x sin? x

Mit sin?z + cos?2x = 1 erhilt man also

1
(tan z)’ = Py (41)
i 1

Ohne Anwendung von sin? z -+ cos2x = 1 ergibt sich fiir diese Ableitungen die zu-
weilen zweckmaBige Form

(tanz)’ =1 + tan?x (41a)
bzw.
[(cot 2) = —(1 + cot? x)l (42a)
BEISPIELE
1. y = 322cos z; Yy = 6z cosz — 32%sin z.

2. Aus y =sin 2z folgt nach Umformung in y = 2sinz cosz
Yy’ = 2(cos? z — sin? z)

y’ = 2cos 2z.
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3.5. Das Differential; der Differentialquotient

Wird das Argument « der Funktion f: y = f(x) um Az gedndert, so éndert sich der
Funktionswert um 4y.

Die Funktion f sei an der Stelle x differenzierbar. Wir denken uns die durch f gegebene
Kurve vom Punkt P(z;y) an durch die Tangente in P linear fortgesetzt. Wird jetzt
wieder x um Az gedndert, so erfihrt der Funktionswert der so fortgesetzten Funktion
eine Anderung, die in Bild 92 durch das Ordinatenstiick @ R dargestellt wird. Diese

Anderung QR laBt sich leicht berechnen, denn im Tangentendreieck PRQ gilt:

=tanrt.

SIS

Die Gegenkathete Q R wird mit dy bezeichnet. Mit PR = Az und tanz = f ()

folgt
dy = f (x) - A=. (I)

Man nennt dy das Differential der Funktion f: y = f(z). Wegen y = f(«) ist fiir das
Differential auch die Schreibweise df(x) iiblich.

Wihrend Ay die tatsidchliche Anderung des Funktionswertes y bei der Argument-
dnderung Az angibt, liefert dy die Anderung, die y = f(x) erfihrt, wenn f von der
Stelle « an linear fortgesetzt wiirde.

yx
A 71
A
e
sy
I I
| Ax=dx I|
g 0 x XTAX x
Bild 92 Bild 93

BEISPIELE
1. Das Differential der Funktion y = f(z) = sinz ist

df(x) = dsinz = (sinz)’ - Az = cos z - A =.
2. Das Differential von y = f(z) = z ist

df(z) =dz = (z) -dz =1 -Adx

dr = Azx.

Das letzte Ergebnis ist sehr wichtig:
Das Differential df(x) und die Abszissendnderung A4z sind bei der Funktion y = %

dem Werte nach gleich (vgl. Bild 93). Man kann daher in (I) den Faktor 4« durch das
Differential dz der Funktion y = 2 ersetzen.

10*
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Mit Az = da erscheint Gleichung (I) in der Form

dy = f (2) da (43)

Wihrend stets Ax = dx gilt, ist im allgemeinen Ay & dy; denn Ay ist die Ande-
rung des Funktionswertes und dy die Anderung der Tangentenordinate. Nur bei der
Geraden fallen Kurve und Tangente zusammen, so daf3 hier 4y = dy gilt.

Das Differential dy und die Anderung des Funktionswertes Ay sind beide abhingig
von der Stelle z, an der sie gebildet werden, und von der Argumentdnderung Ax. Man
iiberlege sich das am folgenden Beispiel.

BEISPIEL
3. Fiir die Funktion y = f(x) = 2% sind Ay und dy an der Stelle z =1 zu berechnen,
wenn Az = dx die Werte 10; 1; 0,1; ...; 0,0001 annimmt.

Fiir Ay erhilt man

Ay = f(x + Az) — f(z) = 2z Az + (Az)2.
Fiir dy ergibt sich

dy = f'(z) dz = 2z d=.

Ist x =1 und 4z = 10, so wird 4y = 120, dy = 20.
Die weiteren Werte fiir 4y und dy sind in der nachfolgenden Tabelle zusammengestellt.

Az = dx Ay = f(x + Az) — f(x) dy = f'(z) dx
10 120 20
1 3 2
0,1 0,21 0,2
0,01 0,0201 0,02
0,001 0,002001 0,002
0,0001 0,00020001 0,0002

Der Zusammenhang zwischen 4y und Ax ist — abgesehen von linearen Funktionen —
mehr oder weniger kompliziert:

Ay = f(x + Az) — f(z).

Dagegen besteht zwischen Differential dy und Az die einfache lineare Beziehung

dy =f'(x) - d=.
BEISPIEL
4. Fir y=2° ist
Ay = (x 4 Az)? — 23, Ay = 322Ax + 3z(4x)? + (42,
dy = («%)'4z, dy = 3224x.

An der Stelle x = 2 gilt z. B.
Ay =124z 4+ 6(4x)? + (A=)
dy = 124=
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Tm Beispiel 4 sind bei d y gegeniiber 4y die Glieder mit Potenzen von A« vernachléssigt.
Je kleiner Az ist, desto weniger fillt diese Vernachléssigung ins Gewicht. So ist fiir
Az =0,1:

Ay = 1,261 ~ dy = 1,2.

Fiir hinreichend kleines Az gilt also hier 4y ~ dy.

Das Ersetzen von 4y durch den Néherungswert dy bedeutet ein Vernachldssigen von Gliedern,
die fiir kleines Az bei der Berechnung von 4y nur geringen EinfluB auf das Ergebnis haben. Der
Gewinn ist eine einfacher zu handhabende lineare Beziehung. Durch die Unterdriickung von ver-
nachlidssigbaren GroBen wird die Aufgabe, 4y zu berechnen, ltneartsiert. Das Vorgehen, kompli-
zierte Zusammenhinge zu linearisieren, wird in der Praxis vielfach angewendet.

Es zeigt sich, daB die Ndherung Ay &~ dy beikleinem Az = dz fiir differenzierbare

Funktionen allgemein gilt. Bildet man nédmlich ﬁ—z , o ergibt eine kleine Umformung
=)=+ 0] flz + 42) — f@)

Ay _ fa+ 42) — f@) _ Az

dy f'(z) Az f ()

Es wird damit
lim fxz+ Az) — f(x)

Ay seme  da f@ _
lim =% = &&= - = =L == .,
az—~0 dy lim f(x) /(=)
4z—0
Das bedeutet, daB fiir kleines 4z gilt:
4y

ZZ ~1 oder dy~dy=f(r)dz,
dy :

wie behauptet wurde. Fiir geniigend kleines A2 kann also 4y durch dy ersetzt werden.
Das wird auch am Beispiel der Tabelle auf S. 148 sichtbar. Eine Anwendung wird
die Beziechung 4y ~ dy in 21.2. finden.

Dividiert man Gleichung (43) durch dz, so ergibt sich

dy _
1. =1 (44)

Der Quotient der Differentiale dy und dx wird gelesen ,,dy durch dz* und heilt

A
Differentialquotient. Da der Differentialquotient gleich dem Grenzwert lim _A% des
dz—0

Differenzenquotienten ist, pflegt man die Bezeichnungen ,,Ableitung‘ und ,,Diffe-
rentialquotient’‘ nebeneinander zu gebrauchen.

Ay

Wegen f'(x) = lim —= ist fiir (44) auch die Schreibweise
4z —0 Az
lim 4Y _4¥ (44a)
A4z—0 x x
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moglich. Das ist die Definitionsgleichung von LEisniz fiir den Differentialquotienten.
Formel (44a) kann zu der falschen Auffassung fiihren, fir Az — 0 ergiben sich
die Differentiale dy und d z und sie wéren ,,unendlich kleine‘‘ GroBen. Der Grenzwert

lim Ay ergibt aber den Quotienten der Differentiale, und diese selbst konnen durch-
Az—0

aus groBe Werte annehmen, wie der Anfang der Tabelle auf S. 148 zeigt.

Aus der differentiellen Schrecibweise fiir die Ableitung geht klar hervor, welches
die Variable ist, nach der differenziert werden soll. So heifit fir » = f(s) der

du

ds

Differentialquotient , und fir # = as* — bs? 4 ¢ wird

du d
= e C (ast — bs? = 3 _
s = ds (as bs? 4 ¢) = 4as 2bs.

As
At
kleiner At gewdhlt wird, desto besser beschreibt dieser Quotient die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt ¢. Fir A4¢— 0 erhilt man die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.
Nach (44a) wird

Nach 1.3.6. gibt der Differenzenquotient die mittlere Geschwindigkeit an. Je

p=Ti S8 44
a0 At dt’

Die Geschwindigkeit ist die Ableitung der Weg-Zeit-Funktion nach der Zeit. Fir
den freien Fall gilt

s =f(t) = %t?.

Fir die Geschwindigkeit erhdlt man daraus die bekannte Formel v = gt:

ds g
= = 2. L P =
V= 2 3 gt
Aus der mittleren Beschleunigung L% wird fiir 4¢ — 0 die Beschleunigung zum
. Zeitpunkt ¢: ¢
a = lim R
—At—>0 at - d¢ )

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit-Zeit-Funktion nach der
Zeit. Beim freien Fall ist
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AUFGABEN
134. Wie lauten die Ableitungen der nachstehenden Funktionen?
a) y = sin’x b) y = cot?z c)y=3sint + tcost
d) y = 2 sinz(x — cot z) e) y = (2 tan x — 3 sin z) (cot z — 2 cos )
1
Hy=(x—t i = ——
Yy = (x an x) sin x cos x gy 1+ tanz
1 —cosx . z + cotx sin
h)y =% y= 2L oote k)y =
1 +sinx sin’x
cos x (22% — 1) sin x
Ny=—— m)y = +————————
)y 2z tanx )y 1+ cosx

135. Man differenziere und vereinfache das Ergebnis soweit wie maoglich.

a) y = cos 2z + sin®’z b) y = 3 sin 22 + 2 cos?z + 4 sin?z
¢) y = cos z (sin  + cos x) d) y = (4 sinxz — 8sin%z) cos
= 1 0 fon 2 f)yz—l—l—smx

cos x cos
gly=x —sinzcosz h)y =2z 4 sinzcosz

136. Unter welchem Winkel schneiden einander die Kurven mit den Gleichungen

a)y=sinz und y =cosz b)y=tanz und y =cotz c)y =sin2z und y = sin%z?
137. Wie heilit das Differential dy der Funktion

a)y =42 — 22241 b)y = tanz

c)y=iz dy=2x—5?
x

138. Fiir die folgenden Funktionen sind an der Stelle z, die Differenz 4y — dy sowie die Quo-

tienten Ay —dy und Ay — dy fiir die Werte Az = 2; 1; 0,5; 0,1 zu bilden. Die

dy Ady
Ergebnisse sind — soweit moglich — zeichnerisch zu veranschaulichen.

a)y =0,32%, z,=0,5 b)y=01z*—2, z,=—2

3.6. Die Ableitung der mittelbaren Funktion. Die Ableitung einer Funktion in
impliziter Darstellung

Neben den in 3.3. erhaltenen Vorschriften kénnen eine Reihe von elementaren Funk-
tionen sowie Summen, Produkte und Differenzen dieser Funktionen differenziert
werden. Die Differentiation von Funktionen wie

y=f(x) =sin(2x 4 3) oder y = f(z) =3 Jcos(l — x?)

ist aber nach den bisher bekannten Regeln nicht maglich. Bevor fiir solche Funk-
tionen eine Ableitungsvorschrift hergeleitet wird, sollen die angefithrten Beispiele
naher betrachtet werden.

Ist im ersten Beispiel ein Funktionswert zu berechnen, so wird man zunéchst in dem
Term 2z + 3 die Variable # mit dem ins Auge gefaBten Argumentwert belegen
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und von dem sich ergebenden Wert « = 2z 4+ 3 den Sinuswert aufsuchen, also sin
bilden.
y=1f(x) =sinu mit »=2x+3

ist dann der x zugeordnete Funktionswert.
Diesem Vorgehen entspricht, da man f: y = f(x) = sin (2z + 3) als mittelbare
Funktion (vgl. 1.3.3.) auffaBit, bei der zundchst dem Wert x der Funktionswert
#=@(x) = 22 + 3 und anschlieBend dem Wert « der Funktionswert y = yp(u) =
= sin v zugeordnet wird. Kurz:

z -2 u -4y,
Man bezeichnet ¢ als smnere und y als duflere Funktion der mittelbaren Funktion
und schreibt

y = f(z) = y[p@)].

Die Funktionen ¢: u = ¢(x) =22 + 3 und »: y = p(u) = sin # sind Funktionen,
fur die Ableitungsregeln bervitstehen. Man wird daher versuchen, die Ableitung von f
iiber die Ableitungen von ¢ und y zu gewinnen.

Ist eine mittelbare Funktion f: f(z) = y[p(z)] mit v = ¢(z), y = w(u) gegeben, so
lassen sich die Differenzenquotienten

4y _ vt dw) —v@) o Au g+ 42) — ()
Au Au Az Az
4y

bilden. Das Produkt dieser beiden Differenzenquotienten liefert U den Differenzen-
quotienten der mittelbaren Funktion: z

dy Ay Au

Az Au Az’

Geht Az — 0, so strebt — fallsgp: w = @(z) stetigist —auch Au — 0. Es wird also
nach dem Grenzwertsatz iiber Produkte

. Ay . Ay . Au

lim —*~ = lim —/~ - lim ——,

a0 A% Auu—lio du A;—I-I:O Az
dy dy du
dz ~du dz (45)

dy , du , . S
Wegen Ju = (%) und iz = ° () ergibt sich als andere Schreibweise
f@) =9 (u) - ¢'(2) (45a)

Diese Regel heillt Kettenregel.
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Die Ableitung einer mittelbaren Funktion y = f(z) = y[p(x)] ist gleich dem
Produkt der Ableitungen von duBerer und innerer Funktion.

In Formel (45) zeigen sich die Vorziige der differentiellen Schreibweise, denn formal
1aBt sich die rechte Seite durch Erweitern der linken mit d« erhalten. Das wire aber

d
kein Beweis dieser Formel, denn bei den Differentialquotienten 3_?_ und aﬁ ist u ein-
mal unabhiéngige, dann abhédngige Variable. & =

Die Kettenregel 148t sich auf den Fall von zwei und mehr inneren Funktionen erweitern.

Fiir
. Yy = f(x) = fL {fo[fs(@)]}
mit
u=fy(x), v=_fa(u), y=7fW)
gilt z. B.
dy dy dv du
dz  dv du dz
oder
f'(2) = fi(v) - fa(u) - f5 ().
BEISPIELE

1. y =sin (2z + 3)
Losung: Innere Funktion: u = ¢(z) = 2z 4 3.

AuBere Funktion: y = y(u) = sin

Mit dy _ v’ (u) = cos # und S =y'(z) =2
du dz
wird ¥y =2.cosu = 2cos (2z + 3).
2. y =3 Jeos (1 — %)
Losung: u=fs(x) =1 —2a2® v=f,(u) =cosu y=Ff(v)=3 Vo
du dv . dy 3
—= =2 —_—= — = =
dz * du sin dv  2)v
Y =—2zx-(—sinu)- 3_
2}’1}

, 3zsin(l —&*
i z 8in ( )

cos (1 — z?)

Haufig tritt der Fall ein, daB eine Funktion in einer impliziten Darstellung F (z;y) = 0
vorliegt, fiir die sich u. U. keine explizite Form angeben la8t. Auch solche Funktionen
lassen sich zum groBen Teil mit den bisher bereitgestellten Mitteln differenzieren.

Die Ableitung der Funktion f: y = f(z) ist so definiert, daB fiir den Term f(z) der

Term
fl + Az) — f(z)
Az

gebildet und davon der Grenzwert fir Az — 0 bestimmt wird. Das Ergebnis ist ein
Term f'(z).
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Auf Grund der Grenzwertséitze war es moglich, formale Vorschriften — die Ablei-
tungsregeln — fiir die Bildung von f'(x) zu gewinnen, falls f(x) Linearkombination,
Produkt, Quotient oder mittelbarer Term anderer Terme ist. Die Grenzwertséitze er-
lauben es, einen Term F (x; y) in der gleichen Weise wie einen Term f (x) zu behandeln.
Zu beachten ist nur, daf jeder die Variable y enthaltende Term F(x;y) wegen y = f(x)
ein mittelbarer Term F[z; f(x)] der Variablen « ist, auf den folglich die Kettenregel
anzuwenden ist.

Als Beispiel sei die Funktion

Flry) =2* —y* =0 (I)
genommen. Die linke Seite 148t sich als Summe der Terme

p(@) =2 und y(y) =9°
auffassen, wobei y(y) = y® wegen y = f(x) ein mittelbarer Term von x ist:
2 (x) = p[f(x)]. Auf die Linearkombination F(z;y) = ¢(x) — y[f(x)] lassen sich die
Differentiationsregeln in bekannter Weise anwenden:

¢ () =2z, z'(x) =v'(y)-f(x) =39 9.
Die Differentiation von (I) nach x liefert somit

d
—_— g = —_ 2y’ =
P F(x;y) = 22 — 3y?y 0

und schlieBlich
. 2z
= —3y2 )

’

Da hier F(z;y) = 0 nach y auflosbar ist, folgt mit y = i/.;ca
Y =

Haufig tritt der Fall ein, daB F(x;y) = 0 keine eindeutige Abbildung des Variablen-
bereiches X in den Variablenbereich Y liefert. Auch dann kann so, wie am Beispiel
demonstriert, verfahren werden.

Zum Beispiel folgt aus

Fla;y) =2 —y2=0 (x=0)

bei Differentiation nach x:

d
e . — 922 .
is F(x; y) =3« 2yy 0

y =32, , ()
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Fir y = 0 stellt F(z;y) = 2% — y? = 0 die Funktion y = }/2® dar (Bild 57, S. 47,
ausgezogene~-Kurve), deren Ableitung nach (II)

lautet. o
2 —y? =0 mit y <O ist die implizite Darstellung der Funktion y = — }3,
fiir deren Ableitung aus (II)

) 3
Yy =— F) l/;
folgtv. 3x2

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, da ' = 2y die Steigung der Tangente fiir
jeden Punkt (x; y) der Kurve 8 — y2 = 0 angibt.

BEISPIELE
3. cosz 4+ zsiny=0
Losung: —sinz + siny + zy’ cosy =0
)= BRZ sy

Zz cosy

4. Es soll die Giiltigkeit der in 3.2. fiir positives ganzzahliges n bewiesenen Ableitungsre gel

dan
== — pgn1
dz
fiir rationales 1 — 2 nachgewiesen werden. Der Nachweis ist nur fiir > 0 zu fiihren, da
P q
die Potenz z? nur fiir z > 0 erklirt ist.

?
Losung: Nach Umformung von y = z? (z > 0) in

yq = xP
wird  gyel.y = papt

Yy == —==—.
7 ¥ g 2y
»
= %. L’“; - {; 27 )
z 4
. . e . 2 2 .
5. Es soll die Gleichung der Tangente aufgestellt werden, die die Ellipse —+ e 1 in
a

Py(zo; yo) beriihrt.
Loésung: Durch Differentiation der Ellipsengleichung gewinnt man

2z  2yy’
PR
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Daraus ergibt sich fiir die Steigung in Py (x93 y,)
, b2z,
Yo= —— 2.
%Yo
Die Tangente in P, hat also die Gleichung

Y—% _ _ bz
T —x, a?y,

Nach Umformung folgt
2T — 2 Y% =Y _

a? b2
zz Y¥ T2 Yo
=S ST
Ly Yy
bl R
3.9. Die Ableitung der logarithmischen und der Exponentialfunktion

Zur Herleitung der Ableitungsvorschrift fir die Logarithmusfunktion y = log,
wird wieder vom Differenzenquotienten ausgegangen :

Ay _ log, (x + Azx) —log, =
Ax Ax )

r+ A%

Wegen log, (x + 4x) — log, x = log,

Ax z x x Adx
Nun ist
z 1 14 z\ 1 14 Az :—,
Vrs oga( z )= ° x
Also folgt
z
Ay 1 Az \az
ﬂ—?m*+7)'
Setzt man voriibergehend Ai = n, so erhilt der Numerus des Logarithmus die
Gestalt z
1 n
(1 " _) .
n
Fir Az -0 geht AN oo, alsoist

Ax

lim (1 + ff;’-)ﬂ — lim (1 + %)”

Az—0 n—>00
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n
Damit wird, wegen lim (1 + %) =oe,

7n— 00

4z—0
und
Ay 1 [ An\a | 1
Y~ azyef _ 2.
AIQI;I—I:OH_ p 41:1-]30 -loga (1 + o ) ] - logs e.
Es gilt also
, 1
(logs ) = i log, e (46)

Die Basis des natiirlichen Logarithmus ist e. Fiir ¥ = In « folgt daher nach (46)

d(lnz) 1
iz — 7 loge ©

und wegen log.e =1

(In z)’ = % (47)

Die Einfachheit der letzten Regel ist ein Grund fiir die Bevorzugung des natiirlichen
Logarithmus in der hoheren Mathematik.

BEISPIELE

1. Bei y =Ina?® fiihrt, wie in vielen Fiéllen, die Anwendung der Logarithmengesetze zur Ver-
einfachung der Rechnung:

y =3lnz

, 3

y=—-
z

Anmerkung: Wie stets bei der Umformung einer Gleichung ist auf Aquivalenz der Um-
formung zu achten! So sind die Gleichungen y = In2? und y = 21In2z wnicht dquivalent, da
der Variablenbereich der ersten Gleichung X, = R \ {0} der der zweiten Gleichung
X, = (0, +00) ist. Nach Differentiation ergibt sich in beiden Fillen die Gleichung y’ = 2/z.
Die Ableitungsfunktion zu y = In 22 ist

= {(x; Yy = % zeR N\ {0}}.
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Fir y = 2Inz lautet sie

f=%nyny=§axum+w}

2. y=In i ;z: Fir |z| <1 ist das dquivalent mit y =1In (1 — 22) — In (1 + a?).
Es folgt
y= _12—22* lizﬁ:_lizx‘ (2l <1).
3. y=1Inf(a). o
y=f@-ﬁ;=%§ (@) > 0).

Beispiel 2 kann auch mit Hilfe des Ergebnisses von Beispiel 3 berechnet werden.

Die Kenntnis der Ableitungsvorschrift fiir die Logarithmusfunktion gestattet eine
einfache Herleitung des Differentialquotienten der Exponentialfunktion. Man log-
arithmiert zunichst die Gleichung y = a® (a > 0), wobei wegen der Einfachheit
von Formel (47) e als Basis vorzuziehen ist:

Iny=2zlna.

Unter Beachtung von y = f(x) kann nun nach bekannten Regeln leicht differenziert
werden :

1
—_— ’=h1a
” Y
Yy =ylna
(@) =a*lna (a > 0) (48)

Im besonderen wird fir a = e

(e”) =e* (49)
Man erhélt das sehr bemerkenswerte Ergebnis, daB die Ableitung von y = e gleich
der Funktion selbst ist. Diese Eigenschaft sowie die Einfachheit der Regel g (cllnxx) = i—

verschaffen der Zahl e ihre besondere Stellung in Theorie und Praxis.
Zur Herleitung von (48) und (49) wurde die Funktionsgleichung zunéchst logarith-
miert und dann differenziert. Dieses Verfahren wird als Differentiation nach Log-
arithmieren, mitunter auch — nicht ganz korrekt — als logarithmische Differentiation
bezeichnet.Es 1aBt sich allgemein auf Funktionen der Form y = u? mit u = ¢ ()
und v = y(x) anwenden, die der Differentiation zunichst nicht ohne weiteres zu-
génglich scheinen. Man logarithmiert y = «® zur Basis e:

Iny=vlnu.



3.7. Die Ableitung der logarithmischen und der Exponentialfunktion 159

Die Differentiation bietet nun keine Schwierigkeiten:

’

'=vInu+ lu
y=vihuto

Q| -

ot 4 2
y-y[vlpu-{— u]

w'v
y’=u”[v’lnu+ ]
u
Zur Beseitigung des Nenners kann noch umgeformt werden:
Y =uwl(uv' Inu + u'v).

BEISPIELE

4, y =2% Iny=zlnz
"L=l-lnx+x-i
Yy x

¥y =27(1 + In2)

6. y =znsinz,  Jnpy = (Insinz)lnz

¥y~ C?SI Inz + ilnsin:t:

y sinz x

y’ = glnsinz (cot zx-lnz + m)

&x
. . d(27) _ . . .. .. . .
6. Die Ableitungsregel = na® ! wurde in 3.2. nur fiir positives ganzzahliges » und in:
z

3.6., Beispiel 4, fir n = P pewiesen. Um zu zeigen, dall diese Regel bei z > 0 fiir jedes

q
reelle n gilt, logarithmiert man zunichst die Gleichung y = a2 (z > 0).

Aus
Iny=nlnz

folgt
¥ _ gl
Yy x
n
y’=nl=n£-
z z

Bei der Durchfiihrung der Rechnung ist » keinerlei Bedingungen unterworfen. Daher gilt.
d(z")

i nz"! fir jedes reelle n und x > 0.
x
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3.8. Hohere Ableitungen

Ist die Ableitungsfunktion f': y” = f’(x) einer Funktion f differenzierbar, so kann man
die Ableitungsfunktion wiederum differenzieren. Die zweite Ableitung wird y'’ = f'’ ()
(lies: y zwei Strich gleich f zwei Strich von x) geschrieben. Mit y'"' = f"'(x) wird die
dritte Ableitung bezeichnet. Von der vierten Ableitung an schreibt man y® = f® (),
Y® = O (x), ..., Y™ = f(x). Unter Ableitung schlechthin versteht man stets die
erste Ableitung einer Funktion. Die zweite und alle weiteren Ableitungen werden
hohere Ableitungen genannt. dy

In differentieller Schreibweise wird die erste Ableitung y’ = —= geschrieben. Die
zweite Ableitung wire dx

oSy _ 4 (dy)
U i o

Dafiir schreibt man kiirzer

. dy
P

gelesen: de zwei y durch de z Quadrat. Dementsprechend werden die héheren Ab-

leitungen mit &y (de drei y durch de = hoch drei) dy d"y bezeichnet
g da° y "qZE T da y
BEISPIELE
1. Es ist die dritte Ableitung von y = e%% zu bilden.
Aus
y=e
folgt
gl — aeaz,
dx
weiter
2
% — ates,
schlieBlich

LY _ gvene,

da?

2. Die erste Ableitung der Poterzfur.ktion n-ten Grades

Y =0a2" +a, 12" + .o f a2 L a2+ ay
ist
dy . .
S nagz®l 4+ (0 — 1) a,_ ;2" 2 4 .-« + 2ayx + a,.
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Die hoheren Ableitungen werden

2
% =nn—1)agz" 2+ (n —1)(n —2)ay_ 2" 3+ -+ +3-2.a;2+2-1-a,
ddy =
E;=n(ﬂ—1)(n——2)&,:.':"‘3-{-(ﬂ—!)(n—2}(n—3}u,._,a:" t i 43:2:1-ay

Der Grad der ganzrationalen Funktion erniedrigt sich bei jeder Differentiation um 1. SchlieB-
lich wird
dry
—~=nn—1)(n—2):2:1-a, = azn!
dazn

Die n-te Ableitung ist konstant. Die (n 4 1)-te Ableitung und alle weiteren sind daher iden-
tisch gleich Null.
Fir eine ganzrationale Funktion n-ten Grades y = g, (x) lassen sich neben der ersten
auch alle héheren Ableitungen an einer Stelle x, mittels des HorRNERschen Schemas
ermitteln.
Wie in Algebra und Geometrie 18.1. gezeigt wurde, 1aBt sich ein Polynom g,(x) an
einer Stelle x, wie folgt entwickeln:

n (@) =ra(@ —x)" + -+ + 13(@ — o) + 13 (@ — o)* + 1y (@ — o) + 7. (1)

Hierbei sind 7, 7y, ..., 7, die Reste, die im vollstandigen HorNERschen Schema bei
der fortlaufenden Division durch (x — xz,) auftreten. Es soll zunéchst eine Beziehung
zwischen den Resten r, und den Ableitungen ¢®(x,) (=0, 1,...,n) hergestellt
werden. Unter ¢!® (x,) ist sinngemaB g,(x,) zu verstehen.
Wird (I) »-mal nach x differenziert, so folgt
gr(@) = nrp(@ — x4 -0 4 Brg(x — 7p)% + 2rp(x — xy) 4 74,
gn@)=nn —1)r,(x —x)" 2+ --- +3-2.r3(@ —xy) +2-1-7,,
w(@) =nm —1)(n —2)r,(® —2)" 34 --- +3-2.1.1,

................................

g (x) = nlr,.

Fir x = x, ergibt sich

In (xo) =Ty Yo = Gn (xo)
1
Galm) = 117y "= 11 9 (%)
1
Inl(zo) = 21y rg = 21 g (o)
1
gn (%) = 31ry 3= 3 w (Zo)
950 () = 1, = L)
n (Fg) = NiTy n = ol 0

11 Analysis
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Mit diesen Werten fir 7y, 74, ..., 7, geht (I) iiber in die Taylorsehe Formel fiir ganz-
rationale Funktionen:

n (k)
g = T I o g g (o) + B ¢ gy 4
k=0 .
(o) alC 450
+ %2'0 (@ — %) + o+ + —2 (x — 2)"

Man sagt: g, (z) ist an der Stelle x, nach Taylor entwickelt oder: g,(x) ist nach Po-
tenzen von x — xy entwickelt.

Die fiir die Koeffizienten r,, r,, ..., r, gefundenen Beziehungen erlauben es, aus dem
volltindigen HorNERschen Schema die Ableitungen ¢g¥ (z,) fir k=0,1,...,n
zu entnehmen.

BEISPIEL
Fir die ganzrationale Funktion
Y =9,(x) =32t — 223 42 — 12

sind die erste bis vierte Ableitung an der Stelle z, = 2 zu berechnen. Mit Hilfe der TavLOR-
schen Formel ist g,(z) an der Stelle z, = 2 zu entwickeln.

Losung:
2
= 3 —2 0 4 —12
s 6 8 16 40 Kontrolle:
35 2! 3 4 8 20| 28=g,2) —741.35=28
I 6 2 56
41 2] 3 10 28| 76=g;2 3541.41=176
I 6 32
19 2] 3 16] o=%2 41 41-19 = 60
, 21
. 6
3 (2| 3| 22=902 1941. 3=22
31
A
|_ (4)(2)
BT

Es ergibt sich:
g:(2) =16, g: (2) = 120, g. (2) = 132, g (2) = 72.

Entwicklung an der Stelle x, = 2:
94(x) =28 + 76(x — 2) + 60(x — 2)® + 22(x — 2)% + 3(c — 2)4.
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AUFGABEN

139.

140.

141.

142,

143.

11*

Fir y = g,(z) sind mit Hilfe des HorNErschen Schemas die Ableitungen g% (x,) fiir
k=1,2,...,n zuberechnen. Die Funktion ist an der Stelle 2, nach TaA¥YLOR zu entwickeln.
a)y = —22% + 5z + 10, =3

b) y = z* + 2,402% — 3,46x — 4,08, z, = — 1,20

c)y = —0,80x* + 2,282% + 1,042 + 3,16, 2, = 1,18

d)y = 2,402° — 4,162° + 1,162 — 2,78, o = — 2,48

Fiir die in den Aufgaben 139 a), b), ¢) gegebenen Funktionen sind unter Verwendung der dort

vorgenommenen TayLOR-Entwicklung die folgenden Funktionswerte auf zwei Dezimalen
nach dem Komma zu berechnen:

Aufgabe a): g,(2,96),
Aufgabe b): g,(— 1,40),
Aufgabe c): g,(1,16).

Die nachstehenden durch y = f(z) gegebenen Funktionen sind zu differenzieren.

a) y = (222 — 1)1 b)y = (z* — 22) (1 — 2%

c)y=(6x—2i/;2)a dy=V1—=

e) x = sin 2¢ f) y = cot (1 — 22)

g)y=(3 —2V2af hy=(1—VT+=) Dy=Vi+Vz
1 =i 1—

k)y=cosl_ )y=Vtanz m)y=V1+:

2x -1l — x — 22

- —i=x— =sin Y1 — 2
my = e 0y T E Py =sinVl—2z
1+ V1 2 _ | 1/ 2z

q)y=—+lv +2 Ny=——co— s)zt=l/
—z x4 V22 —1 z—1

Ein Punkt bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w auf einer Kreisbahn mit
dem Radius 7. Der Ort seiner Projektion auf der z- bzw. auf der y-Achse ist durch die Gleichung
x = r cos wt bzw. y = r sin ot gegeben (Bild 94).

a) Fiir die Projektionen des Punktes auf die Achsen sollen Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung berechnet werden.

b) Zu welchen Zeiten sind Geschwindigkeit bzw. Beschleuni- Yi
gung der Projektionen gleich Null?
Man differenziere implizit ' P
a) 22 + 2zy?2 -2y =0 I
¢/ |
2 — 22 (%) (Strophoid & ’
b) y a:z( i (Strophoide) A :

c) 2 + y* = 3axy (Cartesischos Blatt)
d) (2% + y?)? — 2ax(2? + y?) = a?y? (Kardioide)

(2] B2 S
e) 23 +y3 =a3 (Astroide)
fly —zsiny=0 Bild 94
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z 4+ 1\2 z+y )
= h)y? — ——= = 2 —
gy (z—l) )Y o 0 )zyx +y) + o 242

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

k)yd(x — 1) = 24 — 22y
n) 2%y = (y + 1 (4 — »?)
Die Gleichung des Kreises 22 + y? = 72 ist a) in der impliziten, b) in der expliziten Form

1) 2t — y* = 422y

zu differenzieren. Die Ergebnisse sind zu vergleichen.

Man ermittle die Steigung der Kurve mit der Gleichung

a) 2 4 y? = 12

b) y2 = 2px

m) 2 + 35 = zy?

22 i
I w !

in Pgy(xy; y,) und stelle die Gleichung der Tangente auf, die die Kurve in P, beriihrt.

Man leite die Quotientenregel her, indem man die Funktionsgleichung y = f(z) =

in der Form f(z) - v(z) = u(x) differenziert.

Fir die Kurve mit der Gleichung (x — 6)2 + (y — 8)2 — 100 = 0 ist die Steigung der

Tangente an der Stelle z = —2 zu ermitteln.
Man differenziere
a)y=zlnz b)y = b

z
d)y =Intanx e) y = log, 3z
g) ¥ = Vinsin | h)y = lg o

k)y = log.;x’-logai
z
ny=Ihlnz

z
= In tan —
qQy na,n2

Man differenziere

a)y =27
d)y=a%-20
gy = ez

¢ —t
k)yy=f(t) =S — ¢
R
n)y=}/T-i-_¢_z; (a > 0)
= 2e”
qy_e——x-{-e-x

Dy =lnfe + T H)

o)y =Inln tan 2z

* b
ny an(2 + 4)

b) y = z?e”

e) u = f(t) = elt
h)v = f(u) = e¥cos u
Dy =V1—ex
0)y=21.e.’1¢

S
ry=e o«

Man wende die Differentiation nach Logarithmieren an

a) y = xsinz

dy =7z

g) Yy = Z2ZCO8Z

b) y =sinz . zCosz

e) y* = 2e*

by L)
v(x)

c) y=ln]/l —z
Insin¢
Incost

V14t

y=f) =22
V

fu=f[(@t)=

1—t
m)y = In (z cos z)
pP)y = f(x) = (Inu)t

s)y=Insinz +%cot2x

8 sin x
y= o
f) y = ecosz
et — et

Ny=1/@t)=

m) y = f(t) = esinot

P)y = Ine2r-1

1
WS
2 —el-z

0)y=(1+i)x
x

f) Yy = zl-Ccosz

)y*=av

u(x)
()
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151. Es sind die erste und die zweite Ableitung zu bilden.

a)y =sinzcosz b) y = cos?z
dy=2z'Inz e) y = a?®
g) y = 2%sin 22 h)y = e7sinz
142 ax?
k —_e— l =
)y 1 —22— 22 Jy ax + b
n)y=V1—2 0) y = etanz
152. Man bilde die ersten vier Ableitungen von
a)y =sinz b)y = cosz
d)y =z~ e) y = u(z) - v(z)
153. Es ist die n-te Ableitung von
a)y = z" b)y=Inz
d)y=— e) y = esz
1—2
zu bilden.

154. An die Kurve mit der Gleichung z® —ay? =0,

yy=1"—
z°
f =
)y 7 —1
Jy=e*+ e
m)y=a|f1—z
Py = zel*
c)y=Inz
c)y:l—-i_z.
1—=z
Hy=2

a > 0 (NEeiLsche Parabel) lege man in

einem beliebigen Punkte P (z,;y,) die Tangente und bestimme deren Schnittpunkt mit der

Kurve.

155. Fiir welche ganzrationale Funktion 3. Grades ist
a) f{(—1)=0, ra)y=1, r@)=34, f'(—1)= —18;
b) f(1)=—4, f(—1)=10, f7(1) =8,
¢ f(2)=-28, f(=2)=-53, ['(0)=2,

Ansatz: y = a2® + ba? +cz+ d

3.9. Graphische Differentiation

f’(—=1) = —16;
£ (1) = —222

In den vorhergehenden Abschnitten wurde die Ableitungsfunktion y’ = f'(z) einer
Funktion y = f(z) immer rechnerisch gebildet. Das Bild dieser Ableitungsfunktion
nennt man die abgeleitete Kurve. Das gleiche gilt fiir die h6heren Ableitungen. Die
Kurve der gegebenen Funktion mit der Gleichung y = f(z) heiBt die Stammkurve.

Es kommt in der Technik nun hiufig vor,
daB eine Funktion nicht analytisch, son-
dern nur durch ihre Kurve gegeben ist.
Will man zu dieser die Ableitung bilden,
so kann man graphische Verfahren an-
wenden, um die abgeleitete Kurve zu er-
mitteln. Nachfolgend soll nun gezeigt wer-
den, wie diese auf graphischem Wege zu
einer gegebenen Stammkurve gefunden
wird. In Bild 95 ist P ein Punkt der ge-
gebenen Stammkurve und P, der ent-

A

P
=fix)
>
8 A
A& yas
17 0 q W X
Bild 95
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sprechende Punkt der abgeleiteten Kurve (d. h., P und P, haben die gleiche
Abszisse), den man folgendermaBen erhalten kann: Man zieht in P an die ge-
gebene Kurve so genau wie moglich die Tangente und zu dieser die Parallele durch
den Punkt A (—1;0). Punkt A wird auch Pol und OA Polabstand genannt. Die
Parallele zur Tangente schneidet die y-Achse im Punkt B; die Parallele zur z-Achse
durch B und Parallele zur y-Achse durch P schneiden einander im Punkt P,. Der Ab-
stand @ P, des Punktes P, von der z-Achse ist die gesuchte Ordinate y’. Die Richtigkeit
dieser Behauptung ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck 4O B. Der Winkel
OAB ist gleich dem Anstiegswinkel « der Tangente in P, demnach ist

., OB YA
tan &« = Yy = —. i R,
0OA e y-l'(x)
_ _ 24~ 2
Wihlt man O 4 als Einsldnge der y-Achse (l, = 0A4), | / fax |@
so wird g’ gleich der MaBzahl von OB = QP,, da —«3'}_ =
nach Konstruktion B P, parallel zur z-Achse lauft. 0l & -I-; 2 3 x

Konstruiert man auf dieselbe Art zn jedem Punkt P
der Stammkurve den entsprechenden Punkt P,, so
entsteht schlieflich die Kurve mit der Gleichung
y" = f'(x). Nun kann man durch Messen der Ordi-
naten dieser Kurve die Ableitung an jeder beliebigen
Stelle bestimmen.

Die hier beschriebene Konstruktion der abgeleiteten
Kurve setzt voraus, dafl die Einheiten der Koordi-
naten z, y und y’ wie auch der Polabstand 04 = p
durch gleichlange Strecken dargestellt werden. Fiir
viele Falle ist es aber notwendig, die Darstellung

Bild 96

der Werte x, y und y’ durch verschiedene MaBstdabe ¢ r T il
vorzunehmen. Fir diesen Fall &ndert sich aber ly I 20 3lul | 4lu]
auch der Polabstand OA = p (Bild 96). L=my-u

Um nun die Beziehung zwischen den MaBstéaben und
der Strecke O A = p darzustellen, ist es zweckmaBig,
Einslédngen zu verwenden (vgl. 1.3.4.). Unter Eins.
linge wird die Lénge der Einheit der dargestellten GroBe verstanden. In Bild 96 ist
also [, die Einslinge von =, I, die von y und I, die von y’. Allgemein sei [, die Einslinge
der GroBe . Ist u eine reine Zahl, dann ist die Einslénge I, identisch mit dem MaBstab
my, wobei unter dem MafBstab m, immer der Quotient aus der Lange L, die die GroBe
u darstellt, und der GroBe » verstanden wird (Bild 97), also

L
m, = —.
u

Bild 97

Da aber die MaBeinheit [«] von u durch die Einsldnge I, dargestellt wird, so gilt

My = — = — (01)




3.9. Graphische Differentiation 167

In den meisten Fillen, auch bei technischen Anwendungen, werden an die Koordina-
tena,chsen nur die Zahlenwerte angeschrieben, z. B. fiir die GroBe » die Zahlenwerte
. Aus diesem Grunde ist es zweckméBig, nur mit den Einsldngen zu rechnen.

[ i
Die Beziehung zwischen dem Polabstand p = OA und den Einslingen I,, [, und I,

ergibt sich aus Bild 96. Nach der am Anfang dieses Abschnittes beschnebenen Kon-
struktion der abgeleiteten Kurve miissen die Dreiecke AOB und PQR in Bild 96

ahnlich sein. Aus der Ahnlichkeit folgt die Be21ehung QR:PQ = OB:A0 oder, da

die Langen der Katheten QR, P Q, O B und A0 dieser Dreiecke I, - dz, ly-dy, b, -y
und p sind:

s
l,-dy_l,,»-y' mi -
I,.dz~ p % /ZVT"T\
Daraus folgt " {/ \
0 4 e
I- by HREAREAREARET
p="7 52) {
044
Fiir das Bild 96 wurden gewihlt: I, = 0,75 cm, 93 g
l,=06cm und !, =1cm. Daraus ergibt 4z
sich fiir den Polabstand i
0,75cm -1 cm S 7] i 5 pairs
~ 05cm Ay ~0] K
_az.
BEISPIEL 03
Nach dem in Bild 98a dargestellten Weg- -\0‘ 4]
Zeit-Verlauf soll der Geschwindigkeitsverlauf \
graphisch bestimmt werden. ~05
Losung: In Bild 98b ist die Konstruktion o
der Geschwindigkeit-Zeit-Kurve durchgefiihrt. Bild 98

Fiir die Einslingen wurden gewihlt:

L =15mm, l;=75mm und I, =50 mm. Mit diesen Werten ergibt sich fiir den Pol-
abstand nach Formel (52)

AUFGABEN
156. Man bestimme durch graphische Differentiation die Ableitung der Funktion y = % 2?42
an der Stelle z = 2 und priife das Ergebnis durch Rechnung nach.
157. Man zeichne die Kurve der 1. Ableitung fiir die Funktion
y =012 — 0,922 4 2,7z — 0.7.
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158. Ein Punkt bewege sich nach dem in Bild 99 dargestellten Weg-Zeit-Gesetz. Nach welcher
Zeit ¢, hat der Punkt die Geschwindigkeit v, = 0,5 m/s, und wie gro8 ist die Beschleunigung
zu dieser Zeit ¢;? Die Losung ist graphisch durchzufiihren.

s

m
12

17
10
09
08 1

7 4
)7

06 1
05 1
04
03 1
021
a1

02 04 0608 10 12 14 16 18 2022

L0 1[

Bild 99

4. Untersuchung von Funktionen

4.1. Der geometrische Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrer
ersten und zweiten Ableitung

Wie bereits in 3.1. gezeigt wurde, 148t sich der Funktionswert der Ableitungsfunktion
y' = f'(x) einer an der Stelle « differenzierbaren Funktion f: y = f(x) als Steigung
der Kurve der Funktion y = f(z) im Punkt P (x; y) deuten. Falls y' = f'(x) diffe-
renzierbar ist, kann diese Funktion wiederum abgeleitet werden, und es ergibt sich
y'' = [ (x). Diese zweite Ableitung hat fiir die erste Ableitung dieselbe Bedeutung
wie die erste Ableitung fiir die Stammfunktion y = f(x). Es stellt also der Funk-
tionswert der zweiten Ableitung y'’ = f’(x) an der Stelle x die Steigung der Kurve
der 1. Ableitung im Punkte P’(x;y’) dar. Neben diesen bereits bekannten Bezie-
hungen sollen nachfolgend noch weitere geometrische Zusammenhénge zwischen der
Funktion y = f(zx) und ihrer ersten und zweiten Ableitung untersucht werden. Zu
diesem Zweck sei die Funktion

1 3 9
_ — —— 2 _
Y 16 a3 i + g +1
mit ihren ersten beiden Ableitungen

3 3 9
,=— 2—— "
Y=1%% 3%ty
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und
y'=—u= —% betrachtet.
In Bild 100 ist das Bild dieser Funktion mit denen der ersten und zweiten Ableitung

im Bereich 0 < x < 8 dargestellt. Aus Bild 100a ist zu ersehen, dafl die Funktions-
kurve bis E, steigt, von E, bis E, fillt und von £, an wieder steigt. Betrachtet man in

9 7 2 3 4 5 6 7 & x
X’XEZ *w szf"z

All'

Bild 100

den einzelnen Bereichen die Anstiegswinkel der Tangenten, so ist festzustellen, da
bei steigender Kurve der Richtungswinkel « im Bereich 0° < x < 90° und bei
fallender Kurve im Bereich 90° < « < 180° liegt. Da aber der Tangens fiir Winkel
zwischen 0° und 90° groBer als Null und fiir Winkel zwischen 90° und 180° kleiner als
Null und da weiterhin tan o =y’ ist, liBt das Vorzeichen der Ableitung erkennen,
ob die Kurve der Funktion an der betreffenden Stelle steigt oder fallt. Zum Beispiel
steigt im Punkt P, mit z; = 1 die Kurve (Bild 100a), in diesem Punkt ist « spitz und
(1) =3/16 — 3/2 4 9/4 = 15/16, y' ist also groBer als Null, wihrend im Punkt W
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mit xy = 4 die Kurve fillt und in diesem Punkt f'(4) = —3/4, also kleiner als
Null ist.
Es gelten allgemein folgende Regeln:

Ist eine Kurve in einem Punkt P(x;y) steigend, soist f'(x) > O (also positiv); ist
sie in P(x;y) fallend, so ist f'(x) < O (also negativ).

Ebenfalls gelten die Umkehrungen, was auch ohne weiteres aus der Anschauung ent-
nommen werden kann:

Ist f'(x) > 0, so steigt die Kurve in P(x;y); ist f'(x) < 0, so fillt die Kurve
P(z;y).

Dieser Sachverhalt 148t sich auch an Hand der Bilder 100a und b verfolgen.

In den Punkten E, und E, (Bild 100a) verlaufen die Tangenten parallel zur x-Achse,
d. h., der Anstieg in diesen Punkten ist Null. Also sind £, und E, Punkte, in denen die
Kurve weder steigt noch fallt. Nur an solchen Stellen konnen Extrempunkte der
Kurve liegen. In 4.2. wird Naheres iiber Extrempunkte gesagt.

Weiterhin interessiert bei einer Kurve noch, in welchen Intervallen sie konkav bzw.
konvex ist. Fir diese Begriffe gelten die

Definitionen

Eine Funktion f sei in einem Intervall J differenzierbar. Die Funktion f ist in J
genau dann konkav, wenn in jedem Punkt des Kurvenbildes von f die Tangente
oberhalb der Kurve liegt (Bild 101a und b).

Die Funktion f ist in J genau dann konvex, wenn in jedem Punkt des Kurven-
bildes von f die Tangente unterhalb der Kurve liegt (Bild 101 ¢ und d).

Das Bild einer in J konkaven Funktion f ist eine in diesem Intervall konkave Kurve,
und entsprecheud ist das Bild einerin J konvexen Funktion eine in J konvexe Kurve.
Aus den Bildern 101a und b ergibt sich, daB bei einer in einem Intervall J konkaven
Kurve beim Durchlaufen der Kurve der Tangentenanstieg stindig abnimmt. Folg-
lich muB3 die Ableitungfunktion f' eine in J streng monoton fallende Funktion sein,
und wenn f' in J differenzierbar ist, folgt daraus, daB f"’ in J negativ sein muB}, da
die Funktionswerte von f'’ als die Steigungen der Tangenten an das Bild von f' gedeutet
werden kénnen. Entsprechendes 148t sich aus den Bildern 101 ¢ und d fiir eine konvexe
Funktion folgern. Es gelten also die

Siitze

Eine Funktion f sei in einem Intervall J zweimal differenzierbar.

Wenn f in J konkav ist, dann sind die Funktionswerte der 2. Ableitung f'’ (x) < 0
fir z€ J.

Wenn f in J konvex ist, dann sind die Funktionswerte der 2. Ableitung "' (x) > 0
fir x¢ J.

Ebenfalls gelten die Umkehrungen

Wenn f’(x) < 0 fir € J, dannist f in J konkav,
wenn f'(x) > 0 fir x € J, dann ist f in J konvex.
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In Bild 100a verlauft die Kurve links vom Punkt W konkav und rechts von ihm kon-
vex. Aus Bild 100c¢ ist zu erkennen, daBl ' (zw) = 0 ist und die Funktionswerte der
2. Ableitung auf beiden Seiten dieses Punktes verschiedene Vorzeichen haben. Einen
solchen Punkt nennt man Wendepunkt (vgl. 4.3.).

Y4=

a) b)

. |

Bild 101

4.2, Extremwerte

Im vorigen Abschnitt wurden bereits die Funktionswerte in den Punkten £, und E,
als Extremwerte der in Bild 100a dargestellten Funktion bezeichnet. An Hand dieses
Bildes kann man erkennen, daB3 die Extremwerte einer Funktion die Ordinaten der
hochsten bzw. tiefsten Punkte der Kurve sind. Genauer ausgedriickt sagt man, daf3
eine Funktion einen groten Wert oder ein Maximum an einer Stelle xz hat, wenn der
Funktionswert an dieser Stelle groBer ist als die Funktionswerte in der unmittelbaren
Umgebung, d. h., ein Maximum liegt vor, wenn sich ein ¢ > 0 derart bestimmen
laBt, daB fir alle |dz| < e gilt: f(zg) > f(xg + Ax). Die Funktion besitzt einen
kleinsten Wert oder ein Minimum an einer Stelle zz, wenn der Funktionswert an die-
ser Stelle kleiner ist als die Funktionswerte in der unmittelbaren Umgebung, d. h.,
bei einem Minimum muB sich ein ¢ > 0 bestimmen lassen, so daB fiiralle |4dz| <&
gilt: f(xg) < f(zg + Az). Der Begriff des Extremwertes bzw. des Maximums oder
Minimums einer Funktion héngt also zusammen mit der Beziehung auf die unmittel-
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bare Umgebung dieses Wertes, d. h., ein Maximum ist nicht etwa ein absolut groBter
und ein Minimum nicht etwa ein absolut kleinster Funktionswert einer Funktion. Wie
Bild 102 zeigt, kann sehr wohl ein Maximum an einer Stelle einen kleineren Ordina-
tenwert besitzen als ein Minimum an einer anderen Stelle der Funktion. Man miBte
deshalb genauer von den relativen Extremwerten einer Funktion sprechen. Da aber in
diesem Zusammenhang nur die relativen Extremwerte behandelt werden sollen, wird
nachfolgend nur die Bezeichnung Extremwert bzw. Maximum oder Minimum ge-
braucht.

Zwischen den Extremwerten einer Funktion und ihren Ableitungen an diesen Stellen
bestehen gewisse Beziehungen, die es ermoglichen, diese Stellen zz mit Hilfe der Ab-
leitungen zu bestimmen.

A

Bild 102 4

"Ist bei einer differenzierbaren Funktion an der Stelle xz ein Extremwert vorhanden,

so liegt im Bild der Funktion die Tangente parallel zur z-Achse (Bilder 100 und 102),
d. h., die Steigung ist Null. Damit gilt fiir einen Extremwert als notwendige Be-
dingung: f'(zg) = 0.
Besitzt die Funktion fiir * = 2z ein Maximum (Bild 100 im Punkt E,), so ist die
Kurve konkav und nach den in 4.1. entwickelten Satzen muB "’ (xg) < 0 sein. Liegt
dagegen ein Minimum vor, so muf} die Kurve konvex sein, und damit ist f"’ (zg) > 0.
Zusammengefal3t kann also gesagt werden:

Eine Funktion y = f(z) hat an der Stelle 2z ein
Maximum, wenn f'(zg) =0 und f'(zg) <O,

Minimum, wenn f (zg) = 0 und f"’(xg) > 0.

Man beachte, daBl f'(xz) = O nur bedeutet, daB die Tangente der Kurve in = = zg
waagerecht verlauft (Bild 102 Punkt P;). Erst mit f"(2z) &= 0 erhélt man die Ge-
wiBheit, daB tatsdchlich ein Extremum vorliegt. Man sagt auch, die erste Bedingung
f (xg) = 0 ist fiir ein Extremum notwendig, aber nicht hinreichend. Dagegen ist die
zweite Bedingung f"’(zg) &= 0 in Verbindung mit f (xg) = 0 hinreichend, aber
nicht notwendig. Es gibt namlich auch Funktionen, bei denen fiir ein Extremum nicht
nur die erste Ableitung gleich Null ist, sondern auch noch weitere Ableitungen ver-
schwinden (z. B. bei y = 2% an der Stelle x = 0). Die Bedingung "' (zg) 3= 0 ist
dann nicht erfillt. Da aber diese Félle fiir die Technik von geringerer Bedeutung sind.
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sei an dieser Stelle auf alle weiteren Ausfiihrungen verzichtet, lediglich soll spéter in
einem Beispiel noch niaher darauf eingegangen werden (vgl. 4.3., Beispiel 3). Ab-
schlieBend seien noch die aufgetretenen Begriffe zusammengefaBt:

Eine Stelle zz, an der die Funktion f einen Extremwert hat, heiBt eine Extremstelle
der Funktion. Der Funktionswert yg = f(zg) ist der Extremwert (Maximum bzw.
Minimum) und der Kurvenpunkt mit den Koordinaten (zz; yg) ist der Extrempunkt.

BEISPIELE
1. Es sollen die Extremstellen und die Extremwerte der Funktion
1 3 9
=—a——a22+—zx+1
T

bestimmt werden.

Lésung: Um die Extremstellen zu bestimmen, muB man die ersten beiden Ableitungen y’
und y” bilden, also

3 3 9
L I . e
V=1 %71

und
._3._3
V¥ =73 2"

Die Bedingungen fiir ein Extremum sind f'(zg) = 0 und /"’ (zg) &= 0. Um also die Stellen zg
zu finden, fiir die /' (zg) = 0 ist, muB man die erste Ableitung Null setzen und diese Gleichung
nach z auflésen. Es ergeben sich damit die Abszissen der Punkte, in denen die Tangenten
parallel zur z-Achse verlaufen. Setzt man die gefundenen Abszissen g in die zweite Ableitung
ein, so entscheidet sich, ob ein Extremum vorliegt und ob dasselbe ein Maximum oder ein
Minimum ist. Der weitere Rechengang ist also folgender:

3 3 9

S 2 e 22 — 8z +12=0
6% 2%t =0 +
Zpy =4 £ V16 — 12 Zp, = 2; Zp, = 6.
Fir zp, = 2 ist die zweite Ableitung y%; =3f4-2 — 3/, = — 3/, <0, und fiir zp, ist

Yis =2/s+ 6 — 3/, =3/s > 0. Fiir zz, = 2 liegt somit ein Maximum vor, da y%; < 0. Fiir
Zg, = 6 liegt ein Minimum vor, da ygz, > 0.

Die Funktionswerte yg, und yg, fir g, und zg, (und damit die GréBe der Extremwerte) findet
man, wenn Zg; und zg, in die Gleichung der untersuchten Funktion

1 . 3 . 9
= — a2 — — == 1
: VT et Et
eingesetzt werden. Es ist
1 3 9
=—-28—- —.22 4 —.24+1=3
d Yer = T 7 3l 7 + d
un
1 3 9
=-—.6% — —.62 4 —. =1.
YE2 16 4 + 4 641 é

Die vorliegende Funktion hat also fiir zg, = 2 das Maximum yg, = 3 und fir 2z, = 6 das
Minimum yg, = 1. In Bild 100 ist diese Funktion dargestellt.
2. Man bestimme die Extremstellen und die Extremwerte der Funktion

x

22+ 1°

y:
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Lésung: y' = Lol
YT @
. 22— 6z
(x? + 1)
Die Extremstellen ergeben sich aus der Gleichung
11—z
(@ + 1

Damit die Gleichung erfiillt ist, muBl der Zihler den Wert 0 annehmen und der Nenner dort
== 0 sein. Also ist

1—22=0

.’BEIZI; Q:Ez:"—'l.

Die Funktionswerte an diesen Stellen, d. h., die Extremwerte, sind

. und S |
Yer = 5 Yee = — 5 -
- . /s 1 :: s 1
Fir xg, =1 ist yg = i <0, fir zg, = —1 ist yp, =t > 0.
Die Funktion hat fir zg =1 das Maximum ygz = 2’ fir xps = —1 das Minimum
Yps = —?.
4.3. Wendepunkte

In 4.1. wurde der Punkt W im Bild 100 als Wendepunkt bezeichnet, da dort die Kurve
aus dem konkaven Teil in den konvexen iibergeht (oder auch aus dem konvexen in
den konkaven Teil). Wenn nun die Kurve wie in

Bild 100a bis zum Wendepunkt W konkav ist, ist YA
in diesem Bereich der Anstieg abnehmend, d. h., f’
ist streng monoton fallend und f’ hat negative
Funktionswerte. Im Wendepunkt erreicht der An- i
stieg einen tiefsten Wert, d. h., f’ hat dort ein Mini- W
mum. Die Kurve geht aus dem konkaven in den
konvexen Teil iiber, der Anstieg nimmt wieder zu, A
und /"’ hat positive Funktionswerte. Liegen die Ver- 0
hiltnisse umgekehrt, d. h., ist die Kurve links vom Bild 108

Wendepunkt konvex und rechts konkav (Bild 103),

so nimmt der Anstieg bis zum Wendepunkt zu, erreicht im Wendepunkt einen
hochsten Wert und nimmt rechts vom Wendepunkt wieder ab.

Der Wendepunkt ist also ein Punkt des groBten oder kleinsten Kurvenanstiegs, d. h.,
/ hat im Wendepunkt ecin Extremum, und daher muB der Funktionswert der zweiten
Ableitung dort gleich Null sein. Wendet man nun die im vorhergehenden Abschnitt
fir einen Extremwert abgeleiteten Bedingungen auf die erste Ableitung ¥y = f'(z)
im Zusammenhang mit dem Wendepunkt an, so ergibt sich folgender

%
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Satz

Das Bild der Funktion y = f(x) besitzt an der Stelle xy einen Wendepunkt,
wenn f'(zy) =0 und f"'(xw) =0 ist.

Man beachte, daBl f'(zy) = 0 nur bedeutet, dal ¥y = f'(x) fiir = = zp eine
waagerechte Tangente hat, wihrend erst f'(zy)==0 besagt, daB f'(xy) ein
Extremum von f’ ist.

Obigen Satz benutzt man nun, um die Wendepunkte einer Kurve zu bestimmen. Zu
diesem Zweck muBl die zweite Ableitung gleich Null gesetzt und die so erhaltene
Gleichung f"”(x) = 0 nach z aufgelost werden.

BEISPIEL
1. Es sollen die Wendepunkte folgender Funktionen bestimmt werden:
a)y=ll—6r‘——%xz+%x+l b)yz:ﬁ:—l
Loésung:
a) Es ist y’=%z*—%z +% und y"=%z_%.
Fiir den Wendepunkt gilt f/(z) = 0, also
3 3
8T 27
und daraus
=t

Den Funktionswert yp, findet man wieder durch Einsetzen von zp = 4 in die Ausgangs-
funktion. Es ist

yw = 2.
Die dritte Ableitung y"”’ = 3/8 ist verschieden von Null, also hat das Bild der Funktion einen

Wendepunkt mit den Koordinaten zp = 4, yp = 2. Der Anstieg im Wendepunkt ergibt
sich aus der ersten Ableitung: f'(zw) = f'(4) = —3/4.

- 3 _ . _ 6x?
Die Abszissen der Wendepunkte ergeben sich aus der Gleichung
223 —6x=0
z(222 — 6) =0
Ty =0

Iw, = V3 ~ 1,732

Tws = —V3 ~ —1,732.



176 4. Untersuchung von Funktionen

Die Ordinaten sind

Ywr1 =0

Yws = % V3 ~ 0,433

Yws = —%ng —0,433.

Fiir alle 3 Werte zwy, Tws Zws ist f*(zg) &+ 0.
Das Bild der Funktion y = i

hat also drei Wendepunkte:
z? 41

W,(0; 0), W,(VE;%VE) und W,(— 3;—%1/5).

Mit Hilfe der ersten Ableitung kann man nun noch den Anstieg in den Wendepunkten be-
stimmen.

Es kann auch noch der Fall eintreten, daB bei einer Funktion fiir einen Wert = = z,
die erste und die zweite Ableitung verschwinden, also f'(z,) = 0 und "’ (z,) = O ist.
Im allgemeinen liegt dann ein Wendepunkt mit zur z-Achse paralleler Wendetangente
vor (Punkt Pg in Bild 102), den man auch Stufen- oder Terrassenpunkt nennt. Die fiir
das Vorhandensein eines Terrassenpunktes notwendige Bedingung f'(x,) =0 und
f"'(xg) = 0 wird in Verbindung mit "' (z,) &= 0 hinreichend.

BEISPIEL

2. Die Wendepunkte der Kurve der Funktion y = (z — 1)? sollen bestimmt werden.
Losung: Esist
y =3(@x—1)*
Yy’ =6(x—1)
Yy’ =6

Fiir 2 = 1 ist sowohl f (1) =0 alsauch f”(1) = 0, aber die dritte Ableitung f"’(1) = 0.
Die Kurve hat also fiir = 1; y = 0 einen Terrassenpunkt, also einen Wendepunkt, in dem
der Kurvenanstieg Null ist.

Wie in 4.2. bei den Bedingungen fiir die Extremwerte, so ist auch fiir den Wende-
punkt die Bedingung f"’(zw) = 0 notwendig, aber nicht hinreichend, zusammen mit
der Bedingung f’'(xw) < 0 hinreichend, aber nicht notwendig.

Es kann ndmlich der Fall eintreten, daB bei einer Funktion fiir # = z, nicht nur die
erste bzw. die ersten zwei Ableitungen, sondern auch noch mehrere héhere Ableitun-
gen den Wert Null annehmen. Da diese Fille fiir die Technik von geringerer Be-
deutung sind und man in den meisten Fillen bei der Bestimmung der Extremwerte
bzw. Wendepunkte mit den ersten zwei bzw. den ersten drei Ableitungen auskommt,
sei hier auf alle weiteren Betrachtungen und Beweise in diesem Zusammenhang
verzichtet und gleich die Regel fiir solche Fille angegeben:

Nehmen bei einer Funktion y = f(x) fir « = z, nicht nur die erste und die zweite
Ableitung, sondern auch weitere hohere Ableitungen den Wert Null an, so bildet man
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diese Ableitungen fiir = z,, bis sich eine findet, die fiir diesen z-Wert nicht Null ist.
An der Ordnung dieser Ableitung entscheidet sich nun, ob z = z, eine Stelle ist,
fiir die die Kurve einen Extrem- oder einen Wendepunkt hat. Ist die Ordnung dieser
Ableitung gerade, so liegt eine Extremstelle vor, und zwar ist der Extremwert dort
ein Maximum, wenn diese Ableitung negativ, und ein Minimum, wenn sie positiv ist.
Bei ungerader Ordnung der ersten fiir * = z, nicht verschwindenden Ableitung liegt
ein Wendepunkt vor. In diesem besitzt die Kurve eine zur x-Achse parallele Wende-
tangente.

Im folgenden Beispiel sollen zwei Funktionen dieser Art untersucht werden.

BEISPIEL
3. Die Funktionen
a)y = (x —a)® und
b)y = (z —a
sollen auf das Vorhandensein von Extrempunkten und Wendepunkten untersucht werden.
Losung:
a) Es ist
y = 6(z—ap
¥y’ = 30(x —a)t
¥ =120(z — a)®
¥ = 360(z — a)?
y® = 720(z — a)
y'8) = 720
Fir z =a ist f'(a) = f"(@) == -+ = f5)(a) = 0.
Erst die 6. Ableitung ist ungleich Null. Diese Ableitung ist von gerader Ordnung, also hat die
Funktion y = (x — a)¢ fiir x = ¢ ein Extremum. Da f(¢)(a) > 0 ist, ist dieses ein Mini-
mum.

b) Es ist .
Yy = 7(x — a)®

¥y = 42(x — a)®

"= 210(x — a)t
¥4 = 840(z — a)?
y) = 2520(z — a)?
y® = 5040 (z — a)
¥ = 5040

@
|

Bei dieser Funktion verschwinden fiir z = e die ersten 6 Ableitungen. f(*) (a) ist die erste nicht
verschwindende Ableitung. Sie ist von ungerader Ordnung, also hat das Bild der Funktion
fir z = a einen Wendepunkt.

4.4. Kurvendiskussionen

Besonders niitzlich sind die in 4.1. bis 4.3. behandelten Regeln bei der Untersuchung
von Funktionen und ihren Kurven (Kurvendiskussion). Fiir den Techniker kommt es
haufig darauf an, aus einer gegebenen Funktionsgleichung moglichst schnell den Ver-
lauf der Kurve und damit das Verhalten der Funktion herzuleiten, ohne dafl er ge-

12 Analysis
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zwungen ist, die Kurve Punkt fiir Punkt zu zeichnen. Um dieses Ziel zu erreichen,
wird man zweckmafigerweise folgende Punkte und Eigenschaften der gegebenen
Funktion y = f(z) untersuchen:

1. Symmetrieeigenschaften

Verhalten der Funktion fiir 2 — 4 oo

Nullstellen ‘

Polstellen

Liicken

Definitionsbereich und Wertebereich

Extrempunkte und Wendepunkte

)

NS oW

Zu 1. Man unterscheidet folgende Fille der Symmetrie der Kurve:

a) Symmetrie zur y-Achse (vgl. 1.3.6.),

b) zentrische Symmetrie zum Ursprung (vgl. 1.3.6.),

¢) Symmetrie zur Geraden y = z.

Die Bedingungen fiir die angefiihrten Falle sind sehr leicht einzusehen.

Der Fall a) liegt vor, wenn die Funktion gerade ist, d. h., wenn f(—z) = f(x) ist.
Beispiel: Das Bild von y = x? ist symmetrisch zur y-Achse.

Im Fall b) muBl die Funktion ungerade sein, d. h., es ist f{—z) = —f(z).
Beispiel: Das Bild von y = «3 ist zentralsymmetrisch zum Ursprung.

Der Fall ¢) liegt vor, wenn Funktion und Umkehrfunktion gleich sind, d.h., wenn
fir y=f(x) und y = f1(z) = p(x) gilt: f = ¢.

—x .
ist symmetrisch zur Geraden y =z,

Beispiel: Das Bild von y = f(z) =

+
1 1 —
denn es ist x = f1(y) = @(y) = 1_'_; y=/—1(x)=<p(x)=i+z—

Zu 2. Um das Verhalten der Funktion fir z — 4- oo zu iiberpriifen, miissen die

Grenzwerte lim f(xz) und lim f(z) untersucht werden. Bei gebrochenen Funktionen
—> + 00 Z— —00

interessieren noch die Gleichungen der Asymptoten. Es sei die Funktion y = t(x)

definiert fir —oo << < @, dann gehort zu dieser Funktion die Asymptote y = g(z),

wenn lim [f(z) — g(z)] = 0. Entsprechendes gilt fiir den Definitionsbereich
2—> — 00
a <z < +oo. Bei gebrochenrationalen Funktionen y = f(x) unterscheidet man

zwel Fille:

a) y = f(x) sei echt gebrochen. Dann ist y =g(x) =0 die Asymptote, denn
lim [f(z) — 0] = lim f(x) = 0. Die z-Achse ist also Asymptote.
T—> oo Z—> 4+ 00

b) y = f(x) sei unecht gebrochen. Durch Partialdivision 148t sich jede unecht ge-
brochene Funktion immer in eine ganze Funktion g und eine echt gebrochene
rationale Funktion f, verwandeln, also y = f(z) = g(z) + f,(z).
Die ganze Funktion y = g(x) ist dann die Gleichung der Asymptote, denn
lim [f(x) — g (x)] = lim f;(x) = 0.

T—+ t o0 Z—+ 400
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Betspiele:
Hx) = g(x) + f(2) lim [f(z) — g(2)]
T—>+ oo

3x+2=3+ 1 lim 1 -0
x—3 x—3 o>too & —

2

x—2 x—2 7> too & —

3

f—-i§=x2+2x+4+—14— lim —=— — 0.
zh— 2 r —2 rrto & — 2

Die Bilder der ganzrationalen Teilfunktionen y = 3, y = 2 + 2 undy = 22 + 2%+
+ 4 sind Kurven, denen sich die Bilder der zugehdrigen gebrochenrationalen Funk-
tionen asymptotisch nidhern.

Zu 3. Die Nullstellen der Funktion sind die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve
mit der z-Achse. Diese findet man durch Losen der Gleichung f(z) = 0. Bei ge-

brochenen Funktionen y = f(x) = u% sind die Nullstellen der Funktion gleich den
v

Nullstellen des Zahlers » (x), sofern nicht der Nenner v (z) fir den gleichen z-Wert

ebenfalls eine Nullstelle besitzt.

Zu 4. Die Polstellen bei gebrochenen Funktionen sind die Nullstellen des Nenners,
vorausgesetzt, dal} fiir dieselben x-Werte nicht gleichzeitig der Zahler Null ist. Ist bei

einer gebrochenen Funktion y = EE:;— fur = = z, der Nenner v(zy) =0 und
v

(&) #= 0, so hat die Funktion an dieser Stelle keinen Funktionswert.

Fir die seitlichen Grenzwerte lim T-L—SQ und lim ?jﬁ{?r)i erhdlt man - co oder

z—1,—-0 U x) 25244 0 v (x) ;

—oo, d. h., die Gerade mit der Gleichung x = z, ist cine vertikale Asymptote der
Kurve. Man sagt, die Kurve hat fir x =z, einen Pol. Bei einer Polstelle un-
gerader Ordnung ergeben sich fiir die beiden seitlichen Grenzwerte verschiedene Vor-

zeichen, bei einer Polstelle gerader Ordnung gleiche Vorzeichen,

1
z.B. y= — Polstelle 1. (also ungerader) Ordnung fir 2, = 0

1
Y= Polstelle 2. (also gerader) Ordnung fiir z, = 0.

Zu 5. Die Liicken bei gebrochenen Funktionen y = u(z)
v

(x)
der Funktion, fur die der Zihler und der Nenner gleichzeitig Null ist, also
#(xy) = v(%,) = 0. Es entsteht der unbestimmte Ausdruck 0/0. Der Funktionswert
ist fir diese Stelle nicht definiert, und damit ist die Funktion fir x = z, unstetig.
Existiert der Grenzwert lim w(x) =g, so kann man die Unstetigkeit fir x = z,

2z, ¥ (Z)

sind die Stellen z = =z,

12*
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dadurch beseitigen, daB man dieser Funktion den Grenzwert als Funktionswert an
dieser Stelle zuordnet. Ist also lim f(x) = g, dann setzt man f(z;) = ¢ und spricht

T,
in diesem Falle von einer hebbaren Unstetigkeit (vgl. 2.4.2.).

Zu 6. Den Definitionsbereich und den Wertebereich bestimmt man nach den Aus-
fithrungen in 1.3.1. (Polstellen und Liicken gehoren nicht mit zum Definitionsbereich.)

Zu 7. Die Lage der Extremstellen und Wendepunkte findet man nach den Regeln aus

4.2. und 4.3.

BEISPIELE

1. Man diskutiere die Kurve mit der Gleichung y = 2? — 3z 4 2.

Losung: y = f(x) = 22 — 3z + 2 stellt eine ganzrationale Funktion dar. Ihr Definitions-

bereich ist X = R, sie besitzt keine Polstellen oder Liicken.

Die Kurve weist keine der obengenannten Symmetrieeigenschaften auf.

Fir *x > - 00 geht y - oo,
Die Nullstellen der Funktion werden als Losungsmenge der
Gleichung 22 — 3z 4 2 = 0 bestimmt.
Man erhilt
let2; Ty, = 1.
Hs ist
y =2x-—-3, y’'=2.

Die Abszisse des Extremwertes findet man aus der Gleichung

22 —3 =0

zu
T ———.?_
B = 2°

Da y” fiir jedes z gleich 2, also positiv ist, hat die Kurve
keinen Wendepunkt, sie ist fiir alle z ¢ X konvex.

JA

J’*«\'?«‘g* *2

3
L

N

ol 172 3 4 %
Bild 104

Fiir zrz = 3/2 hat sie das Minimum yg =: (3/2)2 — 3-3/2 + 2 = —1/4. Die Kurve fillt
also fiir —oco < 2 < 3/2 und steigt fiir 3/2 < ¢ < 4+ oo. Der Punkt (3/2; —1/4) ist tief-

ster Punkt der Kurve (Rild 104).

2. Die Kurve mit der Gleichung y = 2® — 22 — 2z ist zu diskutieren.

Loésung: Es liegt eine ganzrationale Funktion vor, folglich existieren weder Polstellen noch

Liicken, der Definitionsbereich ist X = R.

Die Kurve besitzt keine der obengenannten Arten von Symmetrie. Die Nullstellen ergeben

sich aus der Gleichung

z@2—xz—2)=0

Ty, = 0; zy,=2; ay, = —1.
Es ist

y =322 —2z—2,

y’ =6x —2.
Fiir ein Extremum muB ¥’ = 0 sein, also

322 —2x—2=0
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und daraus
Zg, = %‘]"%ﬁ% 1,215; Y, N _2,113
e % _ % Vis —0,549; yg, ~ 0,631.

Esist f“(xg,) >0 und f”(zg,) <O, also hat die Kurve fiir zg, ~ 1,215 ein Minimum
und fiir zg, & — 0,549 ein Maximum.
Fiir den Wendepunkt mul3

y' =0
sein, also folgt aus

6xr—2=0
fiir den Wendepunkt

Ty = % ~ 0,33

und aus der Kurvengleichung yp = —20/27 ~ —0,74.

Fir zp = 1/3 ist y’”” =0, also hat die Kurve fiir zyp = 1/3 einen Wendepunkt.

Fir z - —oo geht auch y - — oo und fir z - + oo geht auch y — + oo. Die gegebene
Kurve ist also fiir

—oo <z < % S % 7 steigend und konkav

und hat fiir

= % — % ﬁ ~ — 0,549 ein Maximum;

fiir

% — % Vi<z< % ist sie fallend und konkav
und hat fiir

Ty = —%— einen Wendepunkt;
fiir

% <z < % + % ﬁ ist sie fallend und konvex
und hat fiir

= % + % ﬁ ~ 1,215 ein Minimum;
fiir

% + % V7 < 2 < + oo ist sie steigend und konvex.

ist zu diskutieren.

2 _
. Die Kurve der gebrochenrationalen Funktion y = 2

Losung: Die Kurve weist keine der interessierenden Symmetrieeigenschaften auf.
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Berechnung der Gleichung der Asymptote

y:(xz—l(i):(x—3)=x+3——7—
— (x2 — 3x) 2 =3
3z — 16
—Bz— 9)

=
Nach den obengefiihrten Uberlegungen zu Punkt 2 lautet die CGleichung der Asymptote
y =z + 3 (Bild 105).

Y\

181

167

Bild 105

Die Nullstellen der Funktion erhilt man aus den Nullstellen des Ziihlers, also durch Losen der
Gleichung 2> — 16 = 0; daraus folgt

Ty

Ny

=4; zy = —4.

Bei einer gebrochenen Funktion sind noch die Nullstellen des Nenners von Interesse. Es sind
dies die Polstellen der Funktion. In der gegebenen Funktion erhiilt man aus der Gleichung
z — 3 =0 einen Pol fir 2p =3. Fir x -3+ 0 geht y > —oo, und fir x >3 — 0
geht y — + oo (Pol 1. Ordnung).
Somit lautet der Definitionsbereich: X = R\ {3}.
Es ist
S A

(@ — 3

L, —7:2(x—3 — 14
Y- (z —3)

(x =3¢  (x—3p

y =1+
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Zur Bestimmung der Extremstellen untersucht man die 1. Ableitung. Diese kann fiir keinen
Wert von x den Wert Null annehmen, also hat die Funktion keine Extremwerte. Ebenfalls
sind keine Wendepunkte vorhanden, da y’ fiir keinen Wert von z zu Null wird.

22 41

. Die Kurve der gebrochenrationalen Funktion y = .
x R

ist zu diskutieren.

Losung: Es liegt eine gerade Funktion vor: f(z) = f(—z), die Kurve verlauft symmetrisch
zur y-Achse (Bild 106).

Y
I| 2??
i x2-4
!
]
:'
_________ L e (e
4 5 X

.
(S}
V
-+~
.
o
e L LV

Bild 106

Esist y=(2®+1):(2? —4) =1+ — 3 o Die Gleichung der Asymptote ist demnach
22 —

y = 1, das ist eine zur z-Achse parallele Gerade. Die Funktion hat keine Nullstellen. Sie hat
zwei Polstellen 1. Ordnung, und zwar fir £ = —2 und =z = 42, denn beide Werte sind
einfache Nullstellen des Nenners.
Firz > —2 — 0 geht y > 4 o0,
fir x> —2 4+ 0 geht y > — o0,
fir *x >.+2 — 0 geht y > —oco und
fir > +4+2 4 0 geht y > +oo.
Die Funktion ist also definiert in
X = R\{—2;2}.
Es ist

_ —10x
@ -

. 10(32% + 4)
YT e e

Fir zz = 0 hat die Funktion das Maximum yg = —1/4.
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Die Kurve besitzt keinen Wendepunkt, da y”* = f"(z) fiir keinen Wert von z gleich Null
wird.

T
5. Die Kurve der Funktion y = f(z) = % ist zu diskutieren.

Lésung: Die Kurve weist keine Symmetrieeigenschaften auf.

Fiir x > + oo geht y > + o0, fiir z - —oco geht y - 0.

Da Zihler e* und Nenner 22 fir £ < 0 und z > 0 positiv sind, kann y nur positiv sein. Die
Funktion hat also keine Nullstelle. Fiir z = 0 wird der Nenner 22 gleich 0. Die Funktion hat
also fiir zp = 0 eine Polstelle 2. Ordnung. Fiir z — 0 geht y —> + oo.

Definiert ist die Funktion in den Bereichen —oco < 2 <0 und 0 <z < +o00. Fiir 2 =0
ist y = f(x) nicht definiert.

Es ist
’ _61(1_2)
S
e — 4z 4 6)
y =

Die Extremstellen der Funktion findet man aus y” = 0:
ez — 2) = 0.

Da e?*<=0, folgtaus z —2 =0
g =2

und "

e
YE = Y ~ 1,83.

Fir zp = 2 ist y” > 0, also hat die Funktion fiir 2z = 2 ein Minimum.
Die Wendepunkte ergeben sich aus y* = 0:

et (2? — 4z + 6) =0,
oder, da e® 3= 0 ist,

22 —42x+4+6=0

Ty, = j;}/?2_

Die Gleichung hat keine reellen Losungen. Die Kurve besitzt keine Wendepunkte.
Man zeichne die Kurve.

6. Die Kurve mit der Gleichung y = 2e%57 sin 2z soll diskutiert werden.

Lo6sung: Die Kurve weist keine Symmetrie auf.
Fir z - +o0o geht y » 0, fiir z > — oo ldBt sich kein Grenzwert angeben.
Aus
y = 2¢%5%gin 22
folgt
y" = 20957 (2 cos 2z — 0,5 s8in 22)
und
Yy’ = —2e95% (3,75 sin 22 4 2 cos 2z).

Die Nullstellen ergeben sich aus der Gleichung

2e795Zgin 22 = 0.
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Da e7%52 = ( keine Losung besitzt, findet man die Nullstellen durch Lésen der Gleichung

sin 2z = 0.
Daraus folgt
ZZN =k=n

und
xN=k% mit k=0; +1; +2; +3;...

Die Schnittpunkte der Kurve mit der z-Achse liegen also um die konstante Strecke p = %

voneinander entfernt. Sie stimmen mit den Nullstellen der Funktion y = sin 2z iiberein.
Die Extremstellen errechnen sich aus der Gleichung y” = 0. Da die Gleichung e3¢ = 0
keine Losung hat, ergeben sich die Extremstellen aus

2cos2z — 0,6 8in 22 = 0.

Es folgt tan 2z = 4.
Die Extremstellen sind

zp =%arct&n4 + k-%m 0,6629 + k - % mit & =I0; +1; +2; +3;...;
und zwar hat die Funktion Maxima fiir
g =-;—arcta,n4 + k-n~~ 06629 + kr

und Minima fiir

Zpy = %arct&ntﬂ +1+ 2k)g ~ 0,6629 1 (1 1+ 2k) -’21

mit k=0; +1; +2; +3;...
Fiir die Wendepunkte gilt y”” = 0. Es ergeben sich also die Abszissen der Wendepunkte aus der
Gleichung

3,75 8in 2z + 2 cos 22 = 0.

Hieraus folgt
tan 22 = —E ~ —0,563333
15 .

8
2z = tan| — — k A
z = arc n( 15)—l— b
Ty = _1 a.rct;a,n—8 +k—; ~ —0,245 + k—; mit k=0; +1; +2; £3;...

2 15

Die Kurve mit der Gleichung y = 2e~%52sin 2z ist eine abklingende Sinuskurve (Bild 107)..
Da —1 <sin 22 < +1 ist, liegt die Bildkurve von y = 2e7957 sin (22) zwischen den beiden
Exponentialkurven mit den Gleichungen y = 2¢7%5%2 und y = — 2e~%57. Die Abszissen der
Beriihrungspunkte mit den beiden sie begrenzenden Exponentialkurven sind

zp=(1 +2k)%, mit k= 0; +1; +2; +3;...,
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da fiir diese Werte sin 2z den Wert + 1 oder — 1 annimmt. Diese Abszissen z sind gleichzeitig
die Extremstellen der Funktion y = sin 2z. Sie stimmen nicht mit den Extremsteilen der ge-
gebenen Funktion y = 2e7%5zsin 2z {iiberein. Letztere sind gegeniiber den Extremstellen

der Funktion y = sin2z um % arctan 4 — % verschoben. Es muf} also

x3+%arctan4—%= (1 +2lc)—}+—;—arctan4—%=%arctan4+

+k'32-:':xE’

-d. h. gleich den Extremstellen der Funktion y = 2e7%5Z sin 2z sein.

\ A
\
\\
\
\
}, y=2e745%
\\
y=-26"%*sin 2x
% ;,’“\ RH"‘“-—-...__ f,"—\‘:y=s:n 2x
’

T -~
-~
Ny =-2670%
-2
/
/
-3-

Bild 107

‘Setzt man in der Gleichung der gegebenen Funktion y = 2e957sin 2z fiir 2 den Wert

-0, ik
2=z + % ein, so wird der zugehorige Funktionswert y;, = 2e E’(ﬂ— 2 )sin [2 (x + %)] 5

—05(z+T T o,
Da e '(z+2)=e de 0.5 und sin (22 + w) = —sin 2z ist, folgt

- _o05z ., =
= —e *%2e sin (2z) = —e

e

Y,
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™
d. h,, y, ist das — e ¢ fache von y. Die Funktionswerte y; der Argumente x 4 % - g bilden
T
also eine geometrische Folge mit dem Quotienten ¢ = — e 4,
In Bild 107 sind die Kurven mit den Gleichungen y = 2e¢™%5%sin 2z, y = 2e7057,
y = —2e %% und y =sin2z dargestellt.
AUFGABEN
Die Kurven der Funktionen in den Aufgaben 159 bis 190 sind zu diskutieren.
159, y = 223 — 622 160. y = z* — 2422 — 64z + 5
161. y — 22(9 — 22) 162.3/:;;;3_1_16_955 163. y — 2% — 10z
l64.y=éx3—%x2—4x-—l 165. y = ot — 222 + 1 166. y = 25 — 23
2 22 — 1 22 4+ 6
167. y = % 168. y = 169, y ==
YT E T 10 V=T i
2% + 1 s x? 4z 4 14
170. y = — 171. y = 172, y = —————
y 2 —9 y 2+ 1 Y z+ 2
1 4 z\2 x4 3 6
173, y =|—— 174. y = 175. y =
y (l—:c) Y=z 3 y 3+ 22
4 _ 2 _
176, y =% =1 177. y = 2% 178. y = V(= — 9)
x? V=
179. y =z Inx 180. y = 2%In = 181. y:lni-
z
In z 2
182. y = i 183. y = sin*z
184. y = axe b* (a und b positiv) 185. y = ze? 186. y = ir
e -
187. y — a2 er 188. y = (z — 1) e* 189. y— o 2
eI
190. y =—
z
191. Die Nullstellen und Extremstellen der Kurve mit der Gleichung y = cos 2z + 2sinz + 3
sind fiir 0 < x < 27 graphisch und numerisch zu bestimmerr.
192. Fir die Funktion y = 1 e 2% gind zu ermitteln
a) die Extremstellen;
b) Steigung und Richtungswinkel an der Stelle z = 2.
193. An welchen Stellen hat die Funktion y = e% cos  im Intervall [0; 2x] Extremwerte und
Wendepunkte?
194. Man bestimme das Extremum der Funktion y = — 7
27,56x — %
195. Wie lautet die Gleichung der Wendetangente an die Kurve mit der Gleichung

y:%f—2x2+3x—l?
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196. Man bestimme die Gleichung der Tangente an die Kurve mit der Gleichung y = f(z) im
Punkte P,(z;; y,).

197. Man bestimme die Gleichung der kubischen Parabel, die den Punkt P;(—1;1) als
Maximumpunkt und den Punkt P,(1; —1) als Wendepunkt hat.

198. Eine kubische Parabel habe im Nullpunkt die Gerade y = 2z als Tangente, der Punkt
P,(1; 1) sei ein Wendepunkt der Kurve. Man bestimme die Gleichung der Kurve und die
Gleichung der Wendetangente.

b. Anwendungen der Differentialrechnung

6.1, Extremwertaufgaben

Eine wichtige Anwendung findet die Differentialrechnung bei der Losung von Ex-
tremwertaufgaben. Es handelt sich hierbei um Aufgaben aus den verschiedensten
Gebieten (z. B. Arithmetik, Geometrie, Physik, Technik usw.), bei denen es darauf
ankommt, bei irgendeinem Vorgang den Bestwert zu ermitteln, z. B. das maximale
Volumen, die maximale Belastbarkeit eines Balkens, den minimalen Materialaufwand
usw.

Bei der Losung solcher Aufgaben ist wichtig, daB man klar erkennt, welches die zu
bestimmende extremale GroBe ist und von welcher Variablen diese abhingt. Am
besten wird der Losungsweg an Hand der nachfolgenden Beispiele klar werden.

BEISPIELE
1. Welcher von allen echten Briichen bildet mit seinem Quadrat die gréBte Differenz ?

Losung: Der gesuchte Bruch sei z; sein Quadrat ist dann x2. Also ist die Differenz

D =z —2%
D =1—-22
D= —-2.

Die Stelle z, fiir die D ein Extremum hat, findet man aus D’ = 0, also

1—-22z =0
oo L
E: 2-

Da D" negativ ist, so hat die Differenz fiir 2z = 1/2 ein Maximum:

1 1 1
Dpox =  — —=—

2 4 4’

2. Einem Dreieck mit der Grundlinie @ und der Hohe 4 soll ein Parallelogramm von méglichst
groBem Inhalt einbeschrieben werden. Wie sind die Grundlinie z und die Héhe y des Parallelo-
gramms zu wihlen (Bild 108)?

Losung: Es ist 4 = zy. A ist somit von den beiden Variablen z und y abhéngig. Wenn
nun die Schnittlinien anders gelegt werden, z. B. wenn die Seite x gréBer gewihlt wird, so wird
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die Hohe y kleiner, d. h., y und z sind voneinander abhingig. Man kann also y mit Hilfe von
ausdriicken, so da 4 nur noch von z abhingt.

Bei den meisten Extremwertaufgaben muB dieser Weg gegangen werden, daB zuerst eine Funk-
tion zweier Variablen gebildet wird und man noch eine Bezugsgleichung zwischen diesen
Variablen aufstellen muB, um zum SchluB wie hier wieder eine Funktion mit einer unab-
hingigen Variablen zu erhalten. Die Abhéingigkeit zwischen den Variablen # und y wird aus
den dhnlichen Dreiecken 4 BC und 4 B, C, (Bild 108) bestimmt. Aus der Ahnlichkeit folgt

h—y = . !
h a %
und daraus . |
Y (OERRE: i
y=h——h—x=k(1—£). y NS>
a a B £
Damit ergibt sich 4 als Funktionswert von x: X
G‘ %
z 23 -
A=kl - =|ex=b{z——]. i
( = ) * (-”5 ) ) Bild 108
Die ersten beiden Ableitungen sind
v =a(1-%) |
a -
All — ﬁ . I- I
a ! : 1 : <&
Den Wert z, fir den A ein Extremum ist, findet man aus I | I
A’ =0, also folgt aus :7‘* | :
| I
1-2_9 iyl r
a I
| X. I
od

a ’ h
Tp = ry und damit ¥g = 3 T
Bild 109

A” ist negativ, also ergeben diese beiden Werte 2z = @/2 und yz = h/2 ein Maximum des
Flacheninhaltes des Parallelogramms mit Amax = }/,ak. Das ist die Hilfte des Fliachen-
inhaltes des Dreiecks.

Einem geraden Kegel mit der Héhe A und dem Durchmesser d des Grundkreises soll ein Zylin-
der mit moglichst groBem Rauminhalt einbeschrieben werden. Wie groB sind der Durchmesser
z und die Hohe y desZylinders zu wihlen, wie groB wird sein maximaler Rauminhalt (Bild 109)?

Losung: Es ist

na?

T4
Aus den éhnlichen gleichschenkligen Dreiecken mit den Grundlinien = und d folgt

h—y):h=z:4d,

y=k(1—%).

daraus
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-3

v’ =E-h(2:c—-3—z2)

und damit

Bl

pr = % h(?e—— Ex).

d
Aus
20 — —22=0
folgt
zg, =0
2
xE, = —3 g
. 2 . - i3 L3 . " 2
Fir zp, = ~3—d ist V' = T h(2—4)= 'y h, also negativ, d. h., fir zg, =3 /4
hat der Rauminhalt ¥ des Zylinders ein Maximum. Fiir die Hohe folgt
1
YE, = _3‘_ h.

Fiir das groBte Volumen erhilt man

4 wd* h nd?h

Vmx =5y T
4
Vma.\' = 5 VKegel-

7

Die Losung zg, = 0 ist auch eine Extremstelle der Funktion V =

]
=~
—_——
8
%

i
iy,
[=1
=

oy

zwar ist V fiir 2z, = 0 ein Minimum, da fiir diesen Wert V" > 0 ist.

4. Aus Blechscheiben von 200 mm Durchmesser sollen zylindrische Gefie gezogen werden. Wel-
che Grolle miissen Durchmesser x und Hohe y erhalten, damit das Volumen eines Gefilles ein
Maximum wird (Bild 110)?

Losung: Das Volumen cines GefiBes ist

ma?

=ta?

und die Oberfliche

% I I

2
A=%+ﬂ:xy=(200mm)2-%. u
Also ist B P |
_ (200 mm)* =z 2L
y 4z 4’ Bild 110
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Daraus folgt
vV = %[(200 mm)? z — 29

vV = %[(200 mm)? — 3z2]

V'= ——nz.
8

Aus
(200 mm)2 — 322 =0
folgt

Tg =%ﬂﬁmm ~ 115,4 mm

(Die negative Losung der quadratischen Gleichung hat fiir die Losung der Aufgabe keinen:
Sinn.)

PV’ ist fiir diesen Wert 2z negativ, also hat V fiir z = z ein Maximum. Mit zz = %) ¥3 mm
folgt

100
Ye =T},§mmw 57,7 mm

Der Durchmesser muf8 115,4 mm und die Héhe 57,7 mm gewdhlt werden, damit das Volumen
eines Gefilles ein Maximum wird. Es ist also zp = 2yg.

. Ein Fenster, wie in Bild 111 dargestellt, soll eine (mittlere) Fliche von 0,6 m? aufweisen. Wie-
miissen die Breite z und die Hohe y des rechteckigen Teiles gewdhlt werden, damit die Material-
kosten des Eisenrahmens ein Minimum werden?

Losung: Die Materialkosten werden am kleinsten, wenn die AbmaBe des Fensters so gewéahlt
werden, dafl der Umfang ein Minimum wird. Es muB} also der Umfang als Funktionswert der
Seitenldngen dargestellt werden. Es ist

U=z+ 2y + 1-:51: .
Da die Fldche konstant ist, gilt zwischen z und y die Beziehung

2
A=a:y-|—%=0,6m2

und daraus
0,6 m?2 mwz

e TR
Mit diesem Wert ergibt sich fiir den Umfang
1,2m? =wnz nwz
U= - ——
iy z 4 2
2
=22 +x(l + 1).
4
Die Ableitungen sind
=
1,2 m? T .
U =—-=- 14+ — :
2 +1+ n - . |
U — 2,4 m? X

3 Bild 111
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Aus
1,2 m? -
ot Ll e )
2 + +4
folgt
2
=120 0,672 ms
T

zg,,, &~ £0,82m

Fir zp, = 0,82 wird U” > 0. Damit ist der Umfang fiir zp, = 0,82 ein Minimum. Die
Hohe yg errechnet sich zu

2
= Q6 —%m0,4lm.

YE
z,

Das Fenster muB also so ausgefiihrt werden, da8 die Breite 0,82 m und die Héhe des Recht-
ecks 0,41 m gewihlt werden.

AUFGABEN

199.
200.

201.

202.

204.

206.

207.

Aus einer Strecke von a Meter Liange soll der Umfang eines Rechtecks gebildet werden. Wie
groB miissen die Seiten gewahlt werden, damit der Flacheninhalt moglichst groB wird?

Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sind zusammen 15 cm lang. Wie sind ihre Langen
zu wihlen, damit die Hypotenuse moglichst klein wird?

An den 4 Ecken eines quadratischen Bleches mit der Seitenldange 42 cm sollengleiche Quadrate
abgeschnitten und aus dem iibrigbleibenden Stiick ein oben offener Kasten gebildet werden.
Wie groB miissen die Seiten der abzuschneidenden Quadrate gewidhlt werden, damit der
Rauminhalt des Kastens moglichst gro3 wird?

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sei ein Punkt P; (z,; y,) gegeben. Man soll
durch P, eine Gerade so ziehen, da8 der Flacheninhalt des entstehenden rechtwinkligen Drei-
ecks OA B (4 und B sind die Schnittpunkte der Geraden mit den Achsen) moglichst klein
wird. Wie groB miissen die Abschnitte O 4 und O B gewiihlt werden?

. Aus einem Baumstamm mit dem Durchmesser d soll ein rechteckiger Balken von moglichst

groBer Tragkraft (das Widerstandsmoment W = 1/;bh%? soll ein Maximum werden)
herausgeschnitten werden. Wie sind die Breite b und die Hohe # des Balkens zu wiahlen? Wie
groB wird das Verhilinis b:h?

Ein auf waagerechter Ebene liegender Korper mit dem Gewicht ¢ und dem Reibungskoef-
fizienten p soll durch eine Kraft # fortgezogen werden, die mit der Ebene den Winkel ¢
bildet. Fiir welchen Winkel ¢ wird diese Kraft ein Minimum?

5. Der Strahl einer Wasserspritze hat eine Anfangsgeschwindigkeit von v, = 25 m/s. Um

welchen Winkel gegen die Waagerechte mul} die Spritze geneigt sein, um einen moglichst
hohen Punkt einer um 8 = 10 m entfernten Hauswand zu treffen (ohne Beriicksichtigung
des Luftwiderstandes)?

Welchen Durciqmesser d und welche Hohe 2 muB eine Konservenbiichse vom Inhalt V er-
halten, damit zu ihrer Herstellung moglichst wenig Material verbraucht wird (die Oberfliche
muB ein Minimum sein)?

Unter welchem Winkel o muB ein Kérper mit der anfangsgeschwindigkeit v, geworfen
werden (ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstandes), damit die horizontale Wurfweite ein
Maximum wird?
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208. In welcher Hohe & iiber dem Punkt B muB eine punktformige Lichtquelle L angebracht

werden, damit die Stelle 4 am besten beleuchtet wird (Bild 112)? Man beachte, daB die Be-
leuchtungsstirke sin « direkt und 72 umgekehrt proportional ist.

209. Eine Spule von kreisformigem Querschnitt soll durch einen kreuzformigen Eisenkern mog-

210.

211.

212.

213.

lichst weitgehend ausgefiillt werden. Welche Abmessungen mufl man nehmen, wie gro8 wird
insbesondere der Winkel « (Bild 113)?

= A

[
E
Mﬂmv | !
e Y

Bild 114 Bild 115

Bild 113

Wie groB ist in einem Gleichstromkreis init der konstanten Urspannung E und dem kon-
stanten Innenwiderstand Ry der Spannungsquelle der AuBenwiderstand Ry zu withlen, damit
die in ihm verbrauchte Leistung ein Maximum erreicht? Wie groB ist die maximale Leistung?

Ein Balken auf zwei Stiitzen sei durch eine Dreieckslast F belastet (Bild 114). In welcher
Entfernung xg vom linken Auflager ist das Biegemoment am groBten?

Ein Triger auf zwei Stiitzen sei, wie im Bild 115 angegeben, durch die Kraft F' belastet.
In welcher Entfernung gz vom Auflager A ist die Durchbiegung am groBten? Die Gleichung
der elastischen Linie zwischen 4 und B ist

e fd A
V=6r1\7T "B}
Wie groB ist die maximale Durchbiegung?

Ein zweiseitig eingespannter Triger sei mit der Dreieckslast F' belastet. Die Gleichung der
elastischen Linie dieses Trigers ist

FB [ a2 2 2P
- g & gk E
o 6031( n et 15)'

worin y die Durchbiegung an der Stelle z, £ den Elastizititsmodul und I das Trigheits-
moment des Trigerquerschnittes bedeuten. An welcher Stelle 2z des Trégers ist die Durch-
biegung ein Maximum und wie gro8 ist die maximale Durchbiegung?

13 Analysis
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214. Eine Pyramide mit der Grundfliche @ und der Hohe % soll parallel zur Grundfliche ge-
schnitten werden. Diese Schnittfliche soll die Grundfliche einer neuen Pyramide sein, deren
Spitze in der Grundfliche der gegebenen Pyramide liegt. In welcher Héhe iiber der Grund-
fliche G muB der Schnitt gelegt werden, damit das Volumen der neuen Pyramide ein
Maximum wird?

215. Durch einen Punkt @ zwischen den Schenkeln eines Winkels « soll eine Gerade so gezogen
werden, daB das entstehende Dreieck moglichst klein wird. Wie muBl man die Gerade durch @
legen? Der Punkt @ sei durch die Seiten @ und 4 des Parallelogramms bestimmt, das durch die
Schenkel des Winkels « und durch die Parallelen durch @ zu den Schenkeln gegeben ist.

216. Der Scheitel eines rechten Winkels sei 4. Auf dem einen Schenkel liegen die Punkte B und C,

sodaB AB=05b und AC = ¢ ist. Wo muB man auf dem anderen Schenkel den Punkt P
legen, damit <t B PC moglichst groB wird?

217. Ein Kreissektor habe den Umfang a. Wie gro8 muB der Radius und die Bogenldnge ge-
wihlt werden, damit der Flacheninhalt ein Maximum ist?

218. Der Wirkungsgrad einer Schraubenspindel mit Flachgewinde und dem Steigungswinkel &

ist durch die Gleichung % = -1 2 gegeben, worin g den konstanten Reibungswinkel

tan (o + o)
bedeutet (4 = tan g). Fiir welchen Steigungswinkel o« wird 7 ein Maximum?

219. Vier gleich breite Blechstreifen sollen, wie im Bild 116 angegeben,
so zu einer Rinne zusammengeschwei3t werden, da8 die Durch-
fluBmenge eine Maximum wird. Wie groB ist der Winkel ¢ zu :
wihlen? ¥

AN,

220. Aus einem Draht mit der Linge ! soll ein Rechteck gebogen
werden. Durch Rotation dieses Rechtecks um eine Seite entsteht > £
ein Zylinder. Wie muBl man die Lingen der Rechteckseiten wihlen, 2
damit der Zylinder a) die groBte Mantelfliche und b) den groBten
Rauminhalt besitzt? Bild 116

5.2. Physikalisch-technische Anwendungen

In den bisher behandelten Kapiteln wurde die Bedeutung der Ableitung nur an Hand
der Steigung einer Kurve gezeigt. Die Ableitung hat aber in der Physik und in der
Technik bei vielen Vorgéngen eine groie Bedeutung, und zwar immer dort, wo irgend-
eine Grofe als Quotient von zwei anderen GroBen ausgedriickt wird, die nicht linear
voneinander abhingen. Das typische Beispiel ist der Begriff der Momentangeschwin-
digkeit. Wie bereits in 1.3.6. gezeigt, bedeutet

_As

Vm = —
T’

die mittlere Geschwindigkeit eines Kérpers im Zeitintervall 4¢. Bei der gleichférmi-
gen Bewegung ist dieser Ausdruck auch gleich der Geschwindigkeit in jedem belie-
bigen Punkt der Bewegung. Bei einer ungleichférmigen Bewegung, wie sie z. B.

in Bild 117 dargestellt ist, gibt % nur einen mittleren Wert der Geschwindigkeit

an (vgl. 3.1.). Genaugenommen ist es die Geschwindigkeit, mit der sich der Kérper
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in der Zeit t, —t = At bewegen wiirde, wenn der sS4
Weg-Zeit-Verlauf in Bild 117 durch die Sekante ge- A
geben wire. Wird nun das betrachtete Zeitintervall A4¢
immer kleiner gewihlt, so wird die Geschwindigkeit vm q

sich immer mehr der augenblicklichen Geschwindigkeit
néhern. Wie bereits in 3.5. gezeigt wurde, wird die Ge- P
schwindigkeit zur Zeit ¢ (Momentangeschwindigkeit)
durch den Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit vm
far At — 0 angegeben.

AS

at

/]_8 dS 0 t f] t
s0dt — dt’ Blid 117

Betrachtet man nun die Anderung der Geschwindigkeit v = f(t), bezogen auf das
Zeitintervall A¢, so fithren dieselben Uberlegungen zu dem Begriff der mittleren Be-
schleunigung wahrend der Zeit 4¢. Also ist die mittlere Beschleunigung

_a»
am = at’

und die momentane Beschleunigung zur Zeit ¢

Av  do

Da aber die Geschwindigkeit v bereits die erste Ableitung der Weg-Zeit-Funktion ist,
d2s

de’

Die Ableitung nach der Zeit ¢ wird hdufig auch mit einem Punkt und die zweite Ab-
leitung nach ¢ mit zwei Punkten angegeben. Mit diesen Bezeichnungen ist

ist die Beschleunigung a die zweite Ableitung, also a =

v =g,

a=3§=19.
Ein anderer Begriff, der sich in Form des Differentialquotienten ausdriicken 148t, ist
die Leistung. Bekanntlich wird die Leistung P als Quotient aus der Arbeit W und der
Zeit t definiert. Diese Definition gilt aber nur, wenn in gleichen Zeitintervallen A¢ im-

mer die gleiche Arbeit 4 W vorliegt. Ist das nicht der Fall, dann kann man die Lei-
stung nur definieren mit Hilfe des Differentialquotienten

dw
. P=5r

Die Wiarmemenge 4@, die notwendig ist, um die Temperatur 7' eines Korpers um den
Betrag AT zu erhohen, ist durch die Gleichnng

AQ =m-¢c- AT

13*
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gegeben. Hierin ist m die Masse des Korpers und c seine spezifische Warme. Aus dieser
Beziehung folgt fiir die spezifische Wérme

1 4Q
C=wm ar

Diese Gleichung gilt aber nur dann, wenn ¢ unabhingig von der Temperatur 7' ist.
Das ist im allgemeinen nicht der Fall, und man erhélt eine exakte Definition der spe-
zifischen Wérme erst dann, wenn der Grenzwert fir AT — 0 gebildet wird:

i 1.4Q _ 1 de
C= em AT — m aT"

Neben diesen hier angefiihrten Anwendungen gibt es noch eine Reihe anderer aus
den verschiedensten Gebieten, und zwar wendet man den Differentialquotienten
immer dann an, wenn sich eine Grofle in Ndherung als Differenzenquotient dar-
stellen 14Bt, fir die exakte Darstellung aber der Nenner nach Null streben muf3. Es
wiirde hier zu weit fiithren, wollte man alle Anwendungen als Beispiel anfiihren. Spéter
bei der Integralrechnung und den Differentialgleichungen wird nochmals an Hand der
verschiedensten technischen Anwendungen die auBerordentliche Wichtigkeit und
Niitzlichkeit der hoheren Mathematik fiir den Techniker gezeigt werden.

BEISPIEL

Der Schwerpunkt eines mit der Anfangsgeschwindigkeit v, im luftleeren Raum senkrecht nach
unten geworfenen Kérpers bewegt sich nach dem Gesetz s = 1/, gt? + v,¢. Hieraus folgt durch

Differenzieren die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ ]
N

v=2§=gt+ v,
und die Beschleunigung
a=v=§=yg.

AUFGABEN

221. Man bestimme fiir das Weg-Zeit-Gesetz s = (15 m/s)t —
— (0,075 m/s?)t? (gleichformig verzogerte Bewegung) das
Geschwindigkeits- und das Beschleunigungs-Zeit-Gesetz.
Wie groB sind die Bremszeit und der Bremsweg?

Bild 118

222. Fiir die Drehbewegung sind die Winkelgeschwindigkeit w und die Winkelbeschleunigung «
aus dem Drehwinkel ¢ [@ ist der Winkel, um den sich der Strahl OP in der Zeit ¢ gedreht hat,
also ¢ = f(t), Bild 118] zu bestimmen.

223. Die Weg-Zeit-Gleichung einer vom Stillstand aus beschleunigten Bewegung sei
8 = (0,525 m/s?) t2 — (0,05 m/s%) t3. Die Bewegung verlaufe 3s nach diesem Gesetz. Wie
heiBen die Geschwindigkeits- und die Beschleunigungs-Zeit-Gleichung?

Es sollen die Weg-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-Zeit-Schaubilder gezeichnet
werden. Wie groB ist die Geschwindigkeit nach 3s?
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b.3. Grenzwerthestimmung nach der Regel von de ’Hospital
u ()
v(z)

auch v(z,) = 0 ist, so nimmt die Funktion als Funktionswert den Ausdruck

Wenn in einer gebrochenen Funktion f(z) = fir x =z, sowohlu (%) = 0 als

0
f( 0)_u(xu) 6

v (%)

an. DieserAusdruck 0/0 hat keinen Sinn. Die Funktion ist an dieser Stelle nicht de-
finiert. Besitzt aber {(z) fiir * — z, einen Grenzwert, so kann man diesen Grenzwert
der Funktion an der Stelle = z, als Funktionswert zuordnen und so die Liicke der
Funktion beheben. Es soll nun untersucht werden, wie man den Grenzwert fiir

% (%)

x — %, der Funktion f(z) = — v findet, wenn wu(x,) = v(x,) = 0 ist, also f(x)

die sinnlose Form 0/0 annimmt. Bei der Bestimmung des Grenzwertes

u@)

2z, ¥ (X)

untersucht man die Funktion in der Umgebung fiir = = z,, indem man z, um Az
andert. Es ist nun

f(wo + dz) = L0 £ 25)

V(2 + 42)
Da nach Voraussetzung u(z,) = v(x,) = 0 ist, kann man auch schreiben

u(xy + dx) — ()
V(% + 42) — v(zg)

Dividiert man Zéahler und Nenner durch A4z, so ergibt sich

flxg + 42) =

u (@ + 4x) — u ()
Ax

v(tg + A2) —v(%)
Ax

(@ + A2) =

Durch diese Umformung stehen jetzt-im Zahler und im Nenner die Differenzen-
quotienten von u(x) und v () fiir das Intervall [z, %, + 4x]. Unter der Vorausset-
zung, daBl die Funktionen % und v an der Stelle z, differenzierbar sind, existieren die
Grenzwerte

u(xy + A7) — u(x,)

lim =u

4z—0 Adx * (xO)
und

lig v(xy + Ax) — v(7,) = v (z,).

Az—>0 Az
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Dann ist auch i u(xy + Ax) — u(x,)
u(@) _ . o Az a'(z)
lim —— = lim f(x Ax) = I,
P0G e T A= G A — () )
im
420 Az

Man erhélt also den Grenzwert der Funktion f(x) = %Eg fir * — z,, indem man
Zihler und Nenner fiir sich differenziert und fiir x den Wert z, einsetzt. Sollten auch
' (%) = v'(xy) = 0 sein, so kann man dieses Verfahren auch auf % aus-

dehnen (wieder unter der Voraussetzung, daB «’ und v’ an der Stelle z, differenzierbar
sind). ZusammengefaBt ergibt sich die folgende

Regel von de I’Hospital

Man findet den Grenzwert einer Funktion f(z) = Be) fir « —»z,, wenn

v(x)
u(ry) = v(%y) = 0, indem man den Quotienten aus den Ableitungen an der Stelle
x = x, bildet. Sollten auch %’ (x,) = v’(x,) = 0 sein, so bildet man den Quotien-
ten aus den Ableitungen u'’(x,) und v"’' (z,) usw. Voraussetzung ist, dal die Funk-
| tionen w und v an der Stelle x = x, so oft differenzierbar sind, wie es benotigt
wird.

Diese Regel gilt auch dann, wenn Zahler und Nenner der Funktion fiir « = «, unend-
lich groB werden, wenn also lim % (z) = oo und lim v(x) = co und damit f(x) =

u(z) .. ; EEy 3 z—>Zo . . .
= 2 (@) fir x = z, die Form oo/oo annimmt. Auf den Beweis soll hier verzichtet
werden.

Die Formen 0/0 und oof/oo werden oft als unbestimmte Ausdriicke bezeichnet, die
jeden Wert annehmen konnen. Man beachte aber, daB diese Formen an sich sinnlos
sind. Erst die Tatsache, daB3 diese Formen aus Funktionswerten fiir einen bestimmten
Wert x' = z, entstehen, gibt die Moglichkeit, daB man als Grenzwert einen Wert be-
stimmen kann, der natiirlich nicht von 0/0 oder co/oco abhéngt, sondern durch die je-
weiligen Funktionen gegeben ist. Da diese Grenzwerte je nach den gegebenen Funk-
tionen verschieden sind, entstand fiir 0/0 bzw. oco/oo die Bezeichnung unbestimmter
Ausdruck.

Andere sogenannte unbestimmte Ausdriicke sind die Formen 0 - oo, oo?, 0%, 1®° und
00 — oco. Man beachte aber, daB es sich immer um Ausdriicke u(z) - v(z), wu(x)*",
1%®) und u () — v(x) handelt, die fir * = z, eine dieser Formen annehmen. Fiir diese
Fille muB man durch Umformen die Ausdriicke 0/0 oder co/co herstellen und dann
obige Regel anwenden.

BEISPIELE
3 _ Gg2 —
L. ]imz 622 4+ 112 — 6
z—>3 322 — 15z + 18

Setzt man z = 3, so ergibt sich die Form 0/0. Differenziert man Zihler und Nenner getrennt
und bildet den Quotienten fiir z = 3, so erhdlt man den Wert 2/3. Zusammenhéngend ge-
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[l

schrieben sieht das wie folgt aus:

. 2 —06224 11— 6 . 3x2 — 122 4+ 11 2
lim = lim ———m—M———— = —,
z—3 322 — 152 + 18 z-—>3 6x — 15 3
\ e
% lim S =tm 2 —lim 32— 1im L 0.
z—00 €% g0 €° z—>00 z—»00 €7 =

Bei diesem Beispiel muBte die Regel von DE L’HosPITAL mehrmals angewendet werden.

3. lim (z-In 2)

z—>0
Hier ergibt sich die Form 0 (— 00). Durch Umformen kann man die Form oo/oo erreichen, also
1
lim (z - In x) =]im1£-:£ —lim —— = —limz = 0.
z—0 z—0 1 z—0 s z—0 =
z z*
. 1 1 . sinz — 2® . cos x — 3a?
4. lim|————]=1lim —— =lim - = 00
z>0\2® sinz/ 20 23¥sinz z—>032?sinx + 23 cosx —
5. lim z*. Bei diesem Beispiel wird erst der Grenzwert von Inz® = z-Inz untersucht (vgl.
z—0
Beispiel 3), um dann auf den Grenzwert von z% zu schlieBen. Es ist also lim 2% = lim etlnz —
=e?=1 z—0 z—>0
6. lim = 8inZ _ 1 —coszx = lim sing _ . cosT L‘.
z—0 28 z—0 3z z—0 6z z—0 6 _f)_
AUFGABEN
2sinz — 1 ® — 622+ 11z — 6
224, lim — 225. lim
m:‘ cos 3z z—2 322 — 15z 4 18
z>e
2 _ Yo — a2 i
226, lim 2122 — 32 297. lim 0%
z—2 v'xa__ 8 z—>m 8in 2z
Rich
— esinz
298, lim & &0 229, lim | 2 — 2
z—>0 X — sinx z\cotx cosz
2
A 1 1 .-
230. lim {—- + -——) 231. lim Jz
z—>0\SIN T In (1 — .'Z?) Z—>00
1
232. lim 271 233. lim (sin z)? “-
z—1 z—0
: = . 1 —2an
234. lim (x — a)z—¢ 235. lim
zZ—>00 z>tl—=x

}’E‘T—— ¥30 — = 237. lim sinxr — xcosx

236. lim =
z>5)2x — 1 — 316 — z—0 x




200 6. Weitcre transzendente Funktionen und ihre Ableitungen

238. lim & —1 239, lim 0 —3)
>0 « 222 — Tz + 6
CcOo8 (— .’L')
240. lim % 241. lim LA~
T—>00 & =T cos i
_ 2
; — el
249, lim 281022 243. lim &7
z—0 Insinz z—0 X8Inx
6. Weitere transzendente Funktionen und ihre Ableitungen
6.1. Die Arcusfunktionen
6.1.1. Definition der Arcusfunktionen und ihre Darstellung

Die Arcusfunktionen sind die ¢nversen Funktionen zu den trigonometrischen. Da die
trigonometrischen Funktionen im ganzen Definitionsbereich nicht streng monoton
sind, existieren keine eindeutigen Umkehrabbildungen. Um die Forderung der
eindeutigen Zuordnung zu erfiillen, bildet man die Umkehrfunktionen der trigono-
metrischen Funktionen nur in bestimmten Intervallen. Die Sinusfunktion ist im

Intervall — -;i <z< + -;i streng monoton. Es existiert also in diesem Bereich eine

Umkehrfunktion, diese ist die Arcussinusfunktion. Es ist also zu
h={wn iy =sinsize[- 5 + 3|sver—1; + 1}
die Umkehrfunktion
= {(a:; y) |y = arcsinz; z€[—1; +1];y€ [— 3 +§} (53a)

Das bedeutet also, daB die Arcusfunktion y = arcsin z
die Umkehrfunktion der Funktion y = sin 2z im Defi-
-125 <zr<+ 3;" ist. In Bild 119 ist

die Bedeutung von z und y der Funktion y = arcsin z

am Einskreis veranschaulicht. Es ist also z der Sinus 0
des Winkels y (y in Bild 119 ist die MaBzahl der Linge

des Bogens am Einskreis).

Die Umkehrfunktionen zu den anderen trigonometri-

schen Funktionen werden entsprechend gebildet. Die
Monotonieintervalle, in denen die Arcusfunktionen als Bid 119

e

nitionsbereich
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Umkehrungen der trigonometrischen definiert werden, sind

fir die Funktion y = cosx das Intervall 0se<n
fiir die Funktion y = tan x das Intervall — g <z < %
fiir die Funktion y = cot # das Intervall O<ax<m.
Es sind also zu den Funktionen
fa={(x;y)|ly=cosz;z€[0;x];y€[—1; 1]}
M = tanz: 2l — T TV we (—oo: ool
f,—{(x,yﬂy—-tana:,xe( 2’ 2),316( o055 OO)I
fa={=;y) |y =cotz;z € (0; w); y € (—oo; 00)}
die Umkehrfunktionen
fil={(z;y) |y = arccosz; z€ [—1; 1]; y € [0; =]} (54a}
fal = {(x;y) |y = arctanx; x € (—oo; o0); ¥ € (-——g; %)} (55a)
fa' = {(z;y) | y = arccot z; z € (—oo; o0); ¥ € (0; =)} (56a)
Die Arcusfunktionen schreibt man auch kiirzer
y = arcsinx (53 b)
Y = arccos ¥ (54b)
y = arctan (55Db)
y = arccot x (56Db)

und versteht darunter die Funktionen, die durch die Beziehungen (53a) bis (56a) de-
finiert sind. = - -
Es ist z. B. arcsin (—0,5) = — E; arccos 0,5 = E; arccos (—0,5) = =3 usw. In
den Bildern 120a ... 120d sind die Arcusfunktionen mit den Umkehrungen darge-
stellt.

Fiir die Arcusfunktionen seien noch einige Beziehungen angegeben. Es gelten folgende
Gleichungen:

arcsin 2 4 arccos r = % (57)
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202

|
™ _
_

Lo _
P o T — ..._Il ———

y=arccosx

Bild 120
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und

arctan x -} arccot x = % (58)

Bekanntlich ist sin z = cos (g — z) . Setzt man beide Ausdriicke gleich z, also
x =sinz

TC
=cos|— — z]),
und x os(2 )

so erhilt man durch Umkehrung
2z = arcsin x

T
— — % = arccos r,

2
daraus folgt durch Addition die Beziehung (57)

. T
arcsin x - arccosr = ok

Entsprechend kann man auch die Beziehung (58) beweisen.

6.1.2. Differentiation der Arcusfunktionen

Die Ableitungen der Arcusfunktionen lassen sich sehr leicht mit Hilfe der Ableitun-
gen der trigonometrischen Funktionen bestimmen. Aus

y = arcsin
folgt x =siny
oder x —siny = 0.

Dieser Ausdruck ist eine Funktion in impliziter Darstellung, die sich unter Beach-
tung, dafl y Funktionswert einer Funktion in x ist, mit Hilfe der Kettenregel (vgl.
3.6.) differenzieren laB3t. Also erhdlt man durch Differentiation

1 —cosy-y =0
oder daraus
1

cosy

y:

Da aber siny =« und cosy = J1 —sin?y = }1 —a? ist, folgt fiir die Ableitung

S S
o ]/1 — 2
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oder auch

1
(arcsine) = ——— (59)
) 1 —a2a3

Fiir die Funktion
Y = arccos

folgt nach (57)
Y = arccos ¥ = % — aresin ©

und nach (59) folgt sofort

4

=
YT T

1

g (60)

bzw. (arccos z)’ = —

Die beiden Funktionen y = arcsin # und y = arccos 2 sind zwar firz € [—1; 4 1]
definiert, aber nach (59) und (60) nur fir x€ (—1; + 1) differenzierbar.
Fiir die Ableitung von y = arctan x ergibt sich folgender Rechengang:

r =tany
z —tany =0
1 — (14 tan?y)y’ =0
. 1 _ 1
¥=1 + tan?y = 1 + 22
bzw (arctanz)’ = - : (61)
) T 1+ a?
Fiir y = arccot
folgt nach (58)
T
Yy = arccot x = 3 arctan x
und nach (61) folgt sofort
. —1
¥=1 + a2
bzw, (arccot z)’ = = (62)
1422
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BEISPIELE
1. Als Ableitung der Funktion y = arcsin 2z folgt
A= 2
Ty
2. Die Ableitung von y = z2. arctan z ist
2

z
'=____ 4 2z-.arctanz.
¥=1 e +
3. Die Ableitung von y = AT st
arccos

, _arccos z + arcsinz
Y1 =22 (arccos z)?
Da nach Gleichung (57) arccos z + arcsinz = wf2 ist, folgt
i b
Yy .
21 — 22 (arccos z)?

AUFGABEN
Es sollen die Ableitungen folgender Funktionen gebildet werden.

244. y = arcsin % 245. y = arcsin (az)

246. y = z - arcsin 247. y = z - arccos —;i

248. y = arctan—;i 249. y = x - arccot —3

250. y = 2" - arcsin 251. y = arcsin  + arccos z

252. y = arcsin (1 — 2) 253. y = arccos %

254. y = arctan V= 255. y =z . arctanz — In Y1+ 22

256. y==2 l/i——xz + arcsin z 257. y = z - arccot

258. y = arcsin V1 — 22 259. y = arcsin ————
N }/l + x2?

260. y = arccot Vl%“’z_l. 261. y = 2 arctan e®

6.2. ' Die Hyperbelfunktionen

6.2.1. Definition der Hyperbelfunktionen und ihre Darstellung

Eine Reihe physikalischer und technischer Probleme fithren auf gewisse Exponential-
ausdriicke, die man als neue Funktionen definiert. Diese Funktionen zeigen ein dhn-
liches Verhalten wie die trigonometrischen Funktionen (Kreisfunktionen), und da
sich jhre Argumente und Funktionswerte an der gleichseitigen Hyperbel mit der
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reellen Halbachse 1 in @hnlicher Weise darstellen lassen wie die trigonometrischen
Funktionen am Einskreis, nennt man diese Funktionen Hyperbelfunktionen. Bei den
unendlichen Reihen wird gezeigt werden, daB noch ein weiterer enger Zusammen-
hang der Hyperbelfunktionen mit den trigonometrischenFunktionen besteht. Da an
dieser Stelle auf diesen Zusammenhang noch nicht naher eingegangen werden kann,
sollen hier die Hyperbelfunktionen nur durch ihre Exponentialausdriicke erklart
werden. Zum Beispiel bezeichnet man den Ausdruck !/, (e* — e~%) als Hyperbelsinus
(auch hyperbolischer Sinus oder Sinus hyperbolicus) und schreibt dafiir kurz sinh =,
1/;(e® + e~*) heiflt Hyperbelcosinus, geschrieben cosh z. Die Hyperbelsinusfunktion
ist definiert durch

z __ o—T

y =sinhx = g © (63)
die Hyperbelcosinusfunktion durch
z ~T

y:coshx:e —;e (64)

Der Quotient aus Hyperbelsinus und Hyperbelcosinus heilt Hyperbeltangens, und die
Hyperbeltangensfunktion lautet

sinhx e*—e™®
coshzx e*+fe*

y = tanh z = (65)

Der Kehrwert des Hyperbeltangens ist der Hyperbelcotangens und die Hyperbel-
cotangensfunktion

1 e*+e” !

= the = — =
Y00 tanhx ez —e2

(66)

z ~z
In Bild 121a sind die Funktionen y = -‘;— und y = eT dargestellt. Subtrahiert
bzw. addiert man die Ordinaten dieser Kurven, so ergeben sich die IKurven der
Hyperbelfunktionen y = sinhx und y = cosh x, die ebenfalls in Bild 121a dar-

gestellt sind. Da e~ mit wachsendem x gegen Null geht, gilt fiir grofie a die Nihe-

rungsformel
z

. e
sinh x ~ 5 A cosh x.

Der Kurvenverlauf der Funktionen y = tanh # und y = coth x ist aus Bild 121 b
ersichtlich. Aus diesem Bild und aus den Gleichungen (65) und (66) kann man fiir
groBe x ebenfalls eine Naherungsformel ableiten:

tanh x &~ cothx ~ 1.
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Man kann dies auch wie folgt schreiben:

lim tanh x = lim cothx = 1

=¥+ 00 T—++4 00
und lim tanh £ = lim coth x = —1.
z->— T¥—oo

Das bedeutet also, dal die Funktionswerte der beiden Funktionen fiir grofler wer-
dende z sich immer mehr dem Wert + 1 und fiir kleiner werdende x immer mehr dem
Wert —1 nahern. Die Geraden mit den Gleichungen y =1 und y = —1 sind
Asymptoten an den Kurven der Funktionen y = tanh x und y = coth .

YA
4
\“ Y
W | oo s UR
{\ Ll \‘y-colfm
k 2 3 2 \\
t\ // N
~J4 - / _____\:?_—.-:,—ﬁ—_e
\\ // T T ! y=tanh x
b 4 -
v Ay _
b 2 9 Jlo 1z § ¥ 3 2 40 i 2 3 &
.? -5‘-—_;:;::_"‘1 _______________
N\
\‘—2
-g 5 ‘
2 _ycothx\‘
P
a b

Bild 121

Weiterhin ist aus Bild 121 b wie auch ausder Beziehung (66) zuersehen, daBl y = cothx
fir x = 0 keinen Funktionswert hat. Die Funktion ist an dieser Stelle unstetig.
Die Funktionswerte von y = tanh x liegen alle im Bereich —1 < y < + 1 und die
von y = coth 2 in den Bereichen —coc <y < —1 und +1 <y < +o0.
Nachfolgend sind die Hyperbelfunktionen mit ihren Definitions- und Wertebereichen
zusammengestellt :

Funktion Definitionsbereich Wertebereich

y = sinh 2 z€R z€ER

y = cosh x z€ER y€[+1; +o00)
y = tanh x z€ER ye(—1;+1)

y = coth z z € R\ {0} yE(—oo; —1)u(+41; 4 00)
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6.2.2, Beziehungen zwischen den Hyperbelfunkt_ionen

Zwischen den Hyperbelfunktionen lassen sich éhnliche Beziehungen aufstellen wie
zwischen den trigonometrischen Funktionen. Hier sollen die wichtigsten Beziehungen
angegeben werden. Die Beweise dieser Formeln lassen sich leicht mit Hilfe der De-
finitionsgleichungen (63) bis (66) filhren. Durch Addition und Subtraktion der Glei-
chungen (64) und (63) erhélt man:

e = cosh z + sinh x

und e* = cosh x — sinhz.

Setzt man fiir x den Wert —z ein, so ergibt sich:

sinh (—z) = —sinhx; cosh (—xz)= coshz

tanh (—x) = —tanh z; coth (—z) = —coth x (67)

Durch Quadrieren von cosh  und sinh z und durch Subtrahieren ergibt sich die
wichtige Beziehung

cosh?z — sinh?z =1 (68)

Es gelten die Additionstheoreme

sinh (z + y) = sinh z cosh y + cosh x sinh y (69)

cosh (z + y) = cosh x cosh y 4 sinh z sinh y (70)

Aus diesen folgt sofort fir y =

sinh 22 = 2 sinh x - cosh (69a)

und cosh 2z = cosh?z + sinh?z (70a)

Aus den hier angefiihrten Beziehungen ist zu erkennen, da8 fiir die Hyperbelfunk-
tionen fast die gleichen Formeln gelten wie fiir die trigonometrischen Funktionen.
Zu beachten ist jedoch, daBl die entsprechenden Formeln der Trigonometrie zum Teil
andere Vorzeichen bzw. Rechenzeichen haben.

6.2.3. Difterentiation der Hyperbelfunktionen

Die Ableitungen der Hyperbelfunktionen lassen sich sofort aus den Gleichungen (63)
bis (66) bestimmen. Aus

ez —e%

2

y =sinh z =
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folgt unter Beachtung, daB (e?)’ = e* und (e%)’ = —e~* ist, fiir die Ableitung
¥ —T
= —;e = cosh z.

Die Ableitung des hyperbolischen Sinus ist also der hyperbolische Cosinus. Auf dhn-
lichem Wege ergibt sich fiir die Ableitung des Hyperbelcosinus der Hyperbelsinus.
Es gilt also

(sinh )’ = cosh = (71)

und (cosh z)" = sinh = (72)
S _ __sinhz
Fir y = tanh z = “odh 2

folgt mit Hilfe der Quotientenregel

cosh2x — sinh2zx
cosh?zx

’
2

und da nach Formel (68) cosh?2 — sinh?x = 1 ist, ergibt sich fiir die Ableitung des
hyperbolischen Tangens

1
tanh )’ = 1 — tanh2?x = 73
(ta ) anh®x coshiz (73)
Auf gleichem Wege ergibt sich die Ableitung des Hyperbelcotangens:
(coth )’ = 1 — coth?z = —1 (74)
o " sinh2x
BEISPIELE
1. Die Ableitung von y = 2 sinh% ist
y = 2-1- cosh = — cosh £
2 2
2. Die Ableitung von ¥ = In cosh (2z) ist
e 2B (30 o ot (%)
cosh (2z)
AUFGABEN
Man bilde die Ableitung folgender Funktionen:
262. y = sinh z cosh 263. y =

cosh

14 Analysis
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1

264. y = ———— 265. y = x - coshz

sinh z cosh z
266. y = In sinh « 267. y = In tanh (22 + 3)
268. y = In cosh (ax + b) 269. y = cosh?x
270. y = % coth 2z 271. y = eCoshz

inh z - cosh
979, y=SN2EO01E & 273. y = L (2* + sinh? )
2 2 2

6.3. Die Areafunktionen
6.3.1. Definition der Areafunktionen und ihre Darstellung

Um die Umkehrungen der Hyperbelfunktionen zu bilden, fiihrt man wieder ein neues
Funktionssymbol ein. Zum Beispiel ergibt sich aus

y = sinh x

durch Vertauschen der Veranderlichen
2 = sinh y

und beim Auflosen nach y schreibt man mit dem neuen Funktionssymbol
y = arsinh z,

gelesen: y gleich area?) sinus hyperbolicus z.
Entsprechend ergibt sich

zur Hyperbelfunktion : die Umkehrfunktion :
y = cosh z firx = 0 y = —+ arcosh x
y=coshzfirx =<0 y = — arcosh &

y = tanh x y = artanh x

y = coth x y = arcoth x.

Man nennt diese Funktionen die Areafunktionen. Dieser Name erklart sich aus der
Tatsache, daBB diese Funktionen, wie noch in 6.4. gezeigt wird, mit dem Flichen-
inhalt eines Hyperbelsektors zusammenhéngen.

Die Funktionskurven der Areafunktionen ergeben sich aus den Kurven der Hyperbel-
funktionen durch Spiegelung an der Geraden y = xz jeweils in einem Bereich, in dem
sie streng monoton sind. In den Bildern 122a und b sind die Kurven der Area-
funktionen gezeichnet. Aus diesen Bildern ist sofort zu ersehen, dafl y = arsinh x
fiir alle x erklart ist, y = arcosh  nur fiir * = 1, y = artanhz fir |z|] <1 und
y = arcoth z fir |z| > 1.

1) area (lat.), die Fliche
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Dic Areafunktionen lassen sich auch ohne Einfithrung eines neuen Funktionssymbols
darstellen, da die Hyperbelfunktionen zusammengesetzte Exponentialfunktionensind.
Bildet man nun zu diesen die Umkehrungen, so ergeben sich logarithmische Funk-
tionen. Nachfolgend soll der Weg fiir eine Funktion gezeigt werden. Aus

y = arsinh z ]
folgt
¢ x = sinh i 3 2 i
= y i S|
i Sl
' 21, = :"
i E\\
Y ! 1 1 \gearcoth x
1 S
? 2 — ; i i
7 fg[‘sa :3.__~:2 '7; 0 ?I' 2 3 X
TS i
— =arcothx \ | !
Vo2 3 4 X g A i
\\ ‘l: ;
f¢“é;‘m :: :
b 1 []
e i ol
a b

Bild 122

und nach Gleichung (63) ist

Y _ ey
sinhy:e 2e x

Also ist
e¥ —eY

2

X ==

Diese Beziehung soll nach y aufgelost werden. Man isoliert zunachst e¥, also
e¥ —e¥ = 2x.

Durch Multiplikation mit e¥ erhalt man
e — 2xe?¥ —1 =0.

Dies ist eine quadratische Gleichung fiir e¥. Aus dieser ergibt sich
e=2z + Y22 +1.

Da cv fiir alle reellen y positiv ist, kommt nur das positive Vorzeichen in Frage, und es
folgt

Y =ln(x+ ]/x_z—ﬁ)

14*
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Da aber bei dieser Entwicklung von y = arsinh x ausgegangen wurde, ist

y = arsinh z = In (x + }/xz—}— 1) (75)

In gleicher Weise lassen sich die anderen Areafunktionen darstellen. Durch Um-
kehrung der Funktion y = cosh « im Intervall 0 < « < oo erhélt man die Funktion

y = arcoshz = In (x + ]/552— 1) fir x =21 (76)

Die durch Umkehrung der Funktion y = cosh 2 im Intervall —oo <x <0 ge-
bildete Umkehrfunktion ist (unterer Ast in Bild 122a)

1

=ln———— = —In(z + Yt —1) = —arcosh .

z + ]/x2—1

Als Umkehrfunktionen zu y = tanh x und y = coth « erhélt man

y = artanh z = i In et fir |z| <1 (77)
2 1—x
y=arcothx=%lnx+i fir |z| > 1 (78)

Hinter den Gleichungen sind die Definitionsbereiche angegeben, die bereits aus den

Bildern 122a und b zu erkennen waren.
Nachfolgend sind die Areafunktionen mit ihren Definitions- und Wertebereichen

zusammengestellt:

Funktion Definitionsbereich Wertebereich

y = arsinh x€R YER

Y = arccos x x€[+1, +o0) y € [0, + o00)

y = artanh « z€(—1,41) yER

y = arcoth x x€(—o0, —1)u(+1, +00) y€ RN{O}.
6.3.2. Differentiation der Areafunktionen

Die Ableitungen der Areafunktionen kann man entweder mit Hilfe ihrer Umkehrun-
gen, der Hyperbelfunktionen, oder direkt aus den logarithmischen Funktionen (75)
bis (78) erhalten. Der Weg iiber die Hyperbelfunktionen ist dhnlich dem, der in 6.1.2.
bei den Arcusfunktionen benutzt wurde. Benutzt man den Weg iiber die logarith-
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mischen Funktionen, so ergibt sich fiir

y = arsinh z = In (x + Y224 1)

’

S S 1+ 2z _\_._1
x4 Yzr+1 ( 2]/x2+1) ]/a:’—-l—l'

3 : 1
, (arsinh z)' = ]/Ef‘_—{-mf

In gleicher Weise kann man auch die Ableitungen der drei anderen Areafunktionen
bestimmen. Es ergeben sich folgende Formeln:

Also

(79)

1
(arcosh z)" = — fir z>1 80
F=i %)
(artanh z)’ = 1 fir |z| < 1 (81
T 1—a? )
(arcoth z)’ = ! fir |z| > 1 82
=Toafirl= el

Aus der Beziehung (80) ergibt sich ein Unterschied zwischen Definitionsbereich und
Differenzierbarkeitsbereich der Funktion y = arcosh . Definiert ist diese Funktion
fir z € (+1, + o0) und differenzierbar fiir « € (+ 1, + o00).
BEISPIELE
1. Die Ableitung von y = arcosh (2 + 3) ist
f_ 2 _ 2 _ 1
Vez+32—1 Ve + 122 +8 Y2 +3z+2

2 Die Ableitung von y = artanh % ist

1 2

4 — 22’

1
2 2

AUFGABEN

Man differenziere folgende Funktionen:

274. y = 2 arsinh % 275. y = Yartanh 2z

276. y = 1 arcosh 6z 277. y = arcosh
3 1—=x
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278. y = xartanhz _;_ ~In(1 — z?) 279. y = x arsinh  — Yo + 1
280. y = xarcothz + % -In (22 — 1) 281. y = arcoth (1 + z?)
2z
282. y = artanh
14 22
283. y = arcothi. Fiir welchen Bereich von z gilt die fiir diese Funktion berechnete Ab-
leitung? %
6.4. Bezichungen zwischen der gleichseitigen Hyperbel

und den Hyperbelfunktionen

Zwischen den Hyperbelfunktionen und der gleichseitigen Hyperbel besteht ein dhn-
licher Zusammenhang wie zwischen dem Kreis und den trigonometrischen Funktionen.
In Bild 123 sind zum Vergleich die Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen
am Einskreis gezeichnet. Fiir den Punkt P (z; y) in Bild 123 folgt

x = cos ¢
und
y =sint.

Hierin bedeutet ¢ den Winkel, der vom Strahl O P und der positiven z-Achse ein-
geschlossen wird. Man kann aber auch ¢ als Mafizahl der doppelten Fliache des in
Bild 123 schraffierten Sektors deuten, denn fiir den Flacheninhalt des schraffierten

A b r A
Sektors gilt —— = 0,5 - - =0,5-¢ und t=2—.
& (61 {r] 4]
Aus obigen Gleichungen folgt durch Quadrieren
x2 = cos? ¢,

y? = sin%¢

und durch Addieren

x% + y? = cos?t + sin?¢.

Mit der bekannten Beziehung cos?¢ + sin?¢ =1 folgt | ™

-1
2 gt=1. Bild 123
Dies ist aber die Gleichung des Einskreises.

Zwischen den Hyperbelfunktionen und der gleichseitigen Hyperbel mit den Halb-
achsen @ = b =1 besteht ein dhnlicher Zusammenhang. Setzt man

x = cosh ¢
und
y = sinh ¢,
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so ergibt sich durch Quadrieren
x? = cosh? ¢
und
y% = sinh?¢.
Durch Subtrahieren erhilt man die Gleichung

2% — y? = cosh®f — sinh?{.

Nun ist aber nach Gleichung (68) cosh?t — sinh?f = 1 und damit folgt

22 —yt=1.
YA
cothf p
:}.
-y =
<| &
A | 85
-7 g 7 X
—2‘.
cash t
R
Bild 124

Dies ist aber die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel mit den Halbachsen a = & =1.
Aus dieser Entwicklung folgt eine Darstellung der Funktionswerte der Hyperbel-
funktionen an dieser gleichseitigen Hyperbel (Bild 124), 4hnlich der Darstellung der
Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen am Einskreis. Der Wert ¢ ist die
MaBzahl fiir die doppelte Flache des in Bild 124 schraffierten Sektors. Der Beweis da-
fir bleibt der Integralrechnung vorbehalten und wird in 13.4. durch Ausrechnung
der Sektorfliche gefiihrt.

7. Einfithrung in die Integralrechnung

7.1. Der Begrift des unbestimmten Integrals; Flichenfunktion

In vielen Gebieten unseres modernen Lebens sind Flichenberechnungen erforderlich.
Die Geometrie der Ebene — Planimetrie — hilt einen umfangreichen Bestand an
Formeln bereit, mit denen man den Flicheninhalt von Quadrat, Rechteck, Kreis usw.:
berechnen kann. Dennoch bleibt zu bedenken, daB3 die Planimetrie nur relativ ein-
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fache Flichen zu bestimmen gestattet. Die Frage nach dem Inhalt einer Flache sei
deshalb ganz allgemem gestellt.

Es soll der Inhalt einer Flache berechnet werden, die oben von der Kurve der Funk-
tion y = f(x), unten von der z-Achse und seitlich von zwei Geraden parallel zur
y-Achse begrenzt wird (Bild 125).

Der allgemeine Charakter der Problemstellung kommt in der allgemeinen Wahl der
Funktion f zum Ausdruck, die lediglich im betrachteten Intervall stetig sein soll.
Die Annahme nur positiver Funktionswerte ist keine Einschrankung der Allgemein-
giiltigkeit, wie man spidter sehen wird. Die linksseitige Begrenzung (sogenannte
untere Qrenze) sei x = a, wihrend die rechte vorerst variabel gelassen werden soll.
Deshalb kann noch keine eindeutige Flachenbestimmung erfolgen. Der Flacheninhalt
4 ist abhéngig von der rechten Begrenzung, der oberen Grenze x, also ist 4 = F ().
Zur Berechnung des Flicheninhalts erteilt man der rechten seitlichen Begrenzung «

einen Zuwachs 4z = NQ und damit dem zugehérigen y = N_P,, den Zuwachs
4y = RP,. Dadurch wird die Fliche um A4 F(x) = NQPgP, vergroert.
Dieser Fliachenzuwachs ist dem Inhalt geeigneter Rechtecke ungefihr gleich. Das

Rechteck NQR P, hat den Inhalt y Az, wobei fiir monoton wachsende Funktionen f
lie Ungleichung

‘yAdx < AF(z)
besteht.
Das Rechteck N@ Pg8 hat den Inhalt
(y + 4y) A=,

wobei jetzt
(y + 4y)dz = AF (z) ist.
Mithin folgt

ydze < AF(z) < (y + Ay)4= Bild 126

F(z
y= A()Sy+Ay

Wegen der Stetigkeit der Funktion f geht fiir 4z — 0 auch Ay — 0. Also gilt fiir den
Grenzfall Py — P,

dF (@) _

Daraus folgt aber

) _y— (83)

Die Gleichung besagt:

Der Differentialquotient der gesuchten Flichenfunktion F ist die Funktion £, d. h.
diejenige Funktion, deren Kurve die Fliche von oben begrenzt.
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Die Beziehungen dndern sich nicht, wenn man keine monoton wachsenden, sondern
monoton fallende oder stiickweise wachsende und fallende Funktionen wihlt, deren
Kurven die Flache von oben begrenzen. Die Frage nach dem Inhalt der schraffierten
Fliache des Bildes 125 ist damit noch nicht beantwortet. Das erklart sich daraus, da3
bei der Herleitung der Beziehung (83) in keiner Weise auf die fiir den Inhalt doch
wesentliche seitliche Begrenzung eingegangen wurde.

Dieses Problem wird in 7.2. weiter verfolgt. Hier ist zunéchst eine sehr wichtige Ver-
bindung der Fragestellung mit dem Differentialquotienten zu erkennen.

Beim Differenzieren war eine Funktion f gegeben und deren Ableitungsfunktion f’
gesucht. Betrachtet man (83), so ist ersichtlich, daB die Ableitungsfunktion F’ der
gesuchten Flachenfunktion F gleich einer Funktion f ist, deren Kurve die Flache von
oben begrenzt. Es handelt sich hier also um die Umkehrung des Problems der Diffe-
rentialrechnung, die sehr wichtig ist und haufig auftritt. Das Gebiet der Mathematik,
das sich damit beschéftigt, heiBt Integralrechnung. Die Tatigkeit wird Integrieren
genannt.

f’. Die Integralrechnung bestimmt zur gegebenen Ableitungsfunktion F’ die Funk-

Die Differentialrechnung sucht zur gegebenen Funktion f deren Ableitungsfunktion
tion F.

Durch die Einfithrung eines Symbols geht man einer umstéindlichen Schreibweise aus
dem Wege.

Ist eine Funktion f = {(z; ¥) | y =if(x)} gegeben und eine Funktion F = {(z; ¥)
y = F(x)} zesucht, die die Bedingung F’(x) = f(x) erfiillt, dann schreibt man

[i@) dz = F(), (1)

gelesen: Integral iiber f(x) d« gleich F (x).
Man nennt f(x) den Integranden, x die Integrationsvariable und F' eine zugehorige
Stammfunktion oder Integralfunktion von f. Das dz gibt zu erkennen, daBl z die

Integrationsvariable ist. Uber den tieferen Sinn des dz und der Wahl des Symbols f
gibt 7.2. Auskunft.

BEISPIELE

1. [zdz =1
(Fragestellung: Welcher Term ergibt differenziert den Term z?)
3

f zdz =2,
2
2. f sinzdz =1
(Fragestellung: Welcher Term ergibt differenziert den Term sin x?)

fsin zdx = —cos z.

Sind die in den Beispielen 1..und 2. gefundenen Stammfunktionen die einzig moglichen,
sind die Resultate eindeutig?

Aus der Differentialrechnung ist bekannt, da8 die Differentiation einer additiven Kon-
stanten Null ergibt.
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Somit ist jede der Funktionen

F(x)=%2(+0), F(z)=-x;-+3, F(x)=%2—10,

xz
F(x) = > +C (CER)

Integralfunktion oder Stammfunktion von y = f(z) = «.

Alle sind jedoch nur einzelne Elemente der Menge aller Stammfunktionen.

Die Menge aller Stammfunktionen heifit auch allgemeine Losung des Integrals. Jede
Belegung von C liefert ein spezielles Element der Menge, eine spezielle Stammfunktion
oder, wie man sagt, eine partikuldre Losung des Integrals.

Diese Abhédngigkeit von der Wahl einer additiven Konstanten bringt man zweck-
mafigerweise zum Ausdruck, indem man F¢ statt F schreibt.?)

Dann ist in Weiterfithrung des obigen Beispiels

22
2

x? x2
Fy(x) = E) + 3 und F_y(z) = — — 10.

Fo(z) = 2

Allgemein gilt
Fe(r) = Fo(x) + C.

Fiie (I) crgibt sich unter Beachtung der gewonnenen Erkenntnisse

| [1@) de = Fole) = Folw) + C (84)

Man nennt (84) das unbestimmte Integral der Funktion f, C die Integrationskonstante,
11 Sinne des unbestimmten Integrals ist

fadx =ax + C, wobei Fy(x) = ax und Fg(z) =ax + C,

fxdx:%z—i-C’
fx3dx=-a§——|—0

fsinxdx: —cosx + C.

JINY .

x; ~ %
‘Setzt man in jeweils eines dieser Beispiele verschiedene \
C-Werte ein, so erhilt man einzelne Elemente der Menge Bid 126
aller Stammfunktionen, die sich allerdings in der Inte-
grationskonstanten unterscheiden. Die graphische Darstellung dieser Stammfunk-
tionen ergibt eine einparametrige Kurvenschar. Die verschiedenen C-Werte bewirken
eine Parallelverschiebung in Richtung der y-Achse. Bei einer solchen Kurvenschar
bleibt fir eine Stelle x = x; die Tangentenrichtung und damit fiir die Menge der
Stammfunktionen die Ableitung an der Stelle * = z; gleich (Bild 126).

1) Fo = {(x; Fo(x) + C) |z € R; C e R}
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Diese Vieldeutigkeit der Flichenfunktion, die nach den Erkenntnissen dieses Ab-
schnitts die Flichengrole miflt, beruht auf der noch unbestimmten linksseitigen Be-
grenzung der Fliche.

7.2, Das bestimmte Integral

Die Irage nach dem Fliacheninhalt 4 soll nun endgiiltig beantwortet werden. Geht
man zum speziellen Iall des Bildes 127 iiber, so ist zunédchst das unbestimmte Integral
zu berechnen:

3
f.v%l.v = —xg— + C.

Aus der Menge der erhaltenen Funktionen ist die Funktion auszuwiéhlen, die fiir diesen
spezicllen Fall die Flichenfunktion ist. Nimmt man als linksseitige Begrenzung den
Wert 2 =« =1 (untere Grenze des Integrals ge-

nannt), so ist der Inhalt der Fliche abhangig von der A
rechtsseitigen Begrenzung x (obere Grenze des Integrals &
genannt). Wahlt man fiir dieses  ebenfalls den Wert R
& =a =1, so muf}, wic das Bild 127 lehrt, die Flichen- a}‘ .
funktion den Wert Null annehmen.
Alsoist
. 1 R

0 = Fy(a) + C oder speziell 0 = - + C. AN
Daraus folgt 0 a-‘;\\ b2 X

C = —Fy(a) oder speziell C = — -;— .

Mit der Festlegung der unteren Grenze x = a = 1 ist es moglich geworden, aus der
Menge aller Stammfunktionen (Bild 126) durch Verfiigung tiber C eine bestimmte
auszuwihlen. Aus dem unbestimmten Integral ist das bestimmte geworden.
Allgemein schreibt man fir das hestimmte Integral:

[@)dz = Fo(z) — Fy(a) (85)

T=0a

Fiir das obige Beispiel gilt:

o 3
fx*dx:f— — l
2y 3 3

Das z als obere Grenze soll andeuten, daf} diese Begrenzung noch variabel ist.

Die Integralfunktion, der Flicheninhalt in den Bildern 125 oder 127, ist abhéngig von
dieser oberen Grenze (rechten Begrenzung). Fir jedes z =56 hat Fy(x) — F(a)
oder *'[3 — 1[5 einen bestimmten Wert.
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Setzt man als obere Grenze des Integrals x = b = 2 ein, so entsteht

z=b

[1@dz = Fo(b) — Fo(a) @
z=a

oder speziell
z=2
PARE | 7
2de=———-=—-.

z=fl 3 3 3

Der Inhalt der schraffierten Flache im Bild 127 betrigt demnach ?/; Flicheneinheiten.
Beachtet man die Beziehung F¢ = Fy + C, so folgt aus

Fo(®) — Fo(a) = [Fo(b) + C] — [Fo(a) + C1]

Fo(b) — Fyla) = Fc(b) — Fc(a).
Also ist es in Gl. (I) nicht erforderlich, den Index 0 an das F zu schreiben. Es kénnte

dafiir auch an beiden Stellen ein anderer C-Wert stehen. Das gibt Veranlassung, in
Gl. (I) auf den Index vollig zu verzichten und zu schreiben:

z=b
[f@) dz = F(b) — F(a).

Bevor man die Ausdriicke F (b) und F(a) bilden kann, mufl man den Term F(x)
kennen. Der Losungsweg eines bestimmten Integrals unterscheidet sich also nur wenig
von dem des unbestimmten. Die einzelnen erforderlichen Schritte bei der Rechnung
haben zur Verwendung der folgenden Symbolik gefiihrt:

b
A= [f@)dz=F()|, = F@) — F(a) (86)

Haufig findet man auch die Schreibweise [F (x)]z statt F(z)‘lz.
Man nennt (86) den Wert des bestimmten Integrals (85).

Der Wert des bestimmten Integrals gibt den Inhalt der Fliche an, die oben vonder
Kurve der Funktion f: ¥ = f(x), unten von der Abzissenachse und seitlich vonden
beiden Geraden mit den Gleichungen = a und = = b begrenzt wird. Er ergibt
sich als Differenz der Funktionswerte der Funktion F an den Stellen der oberen
und unteren Grenze.

Die Ausdriicke (85) und (88) fithren auch ohne den Hintergrund einer Flichenberech-
nung stets die Namen bestimmtes Integral bzw. Wert des bestimmten Integrals. In
solchen Fillen wire dann das A unangebracht.

BEISPIELE

2
1. dz =% 4 0.
f:cx 2+
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2 2 2
2 fmu=ﬁ - .
201 2 2
1
™
T 14
3. fcosxdz:sinz =sint —sin — = —1.
T 2
™

2

2
CE =ln2—In1l=In2=06931.

4. — =z
z

1
1

Das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe

Die folgenden Betrachtungen entwickeln den Integralbegriff im Gegensatz zum Vor-
angegangenen voéllig unabhingig vom Differentialquotienten. Diese Deutung bringt
eine erhebliche Erweiterung des Anwendungsgebietes des Integrals. Die folgende Ein-
fihrung des Integralbegriffes konnte also auch am Beginn der Integralrechnung
stehen. Lediglich methodische Griinde lassen das nicht ratsam erscheinen.

’
.

AN

M

A\

o
k'1|'

g
Bild 128

y = f(x) sei eine im Intervall @ < z < b stetige Funktion, deren Bild im Koordi-
natensystem nur oberhalb der z-Achse verlauft?).

Man kann den Inhalt der Fliche 4, die von der Kurve der Funktion y = f(x), der
Abzissenachse und den Geraden mit den Gleichungen z =a und 2 =& (Bild 128)
begrenzt wird, approximativ, d. h. ndherungsweise, durch die Aufstellung sogenannter
Unter- bzw. Obersummen bestimmen. Man teilt zundchst das Intervall e <z < b
in 7 nicht unbedingt gleich breite Intervalle auf. In jedem Teilintervall hat f sowohl
einen kleinsten als auch einen groBten Wert. Im i-ten Teilintervall seien (z;; ;) die
Koordinaten des héchsten Punktes, und (x;; %;) seien die Koordinaten fiir den tiefsten
Punkt. -

Zeichnet man durch diese Punkte die Parallelen zur z-Achse (Bild 128) und errichtet in
den Endpunkten jedes Teilintervalls Senkrechte, so entstehen rechteckige Fliachen-
teile.

b—
Nimmt man gleiche Teilintervallbreite 4x an, so ist jedes Intervall Az = =

breit.

1) Die Forderung y > 0 ist nicht unbedingt notwendig. Sie vereinfacht jedoch die Rechnung.
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Die Flacheninhalte 4; und Z,- der beiden Rechtecke des i-ten Teilintervalls sind dann
A=y Az = f(@) dz; A =§i Az = [ (@) A=.

Die gesamte Figur ist demnach zweifach durch je ein Treppenpolygon angenéhert.
Jeder der Polygonziige bildet eine Naherung fiir den Fldcheninhalt 4.
Durch die Summierung aller A4; erhilt man 4, meist als Untersumme A4, bezeichnet.

A =A“=y1Ax+y2Ax+ i F Yy dx = Y y; Ax.
Summiert man auch alle 4;, so erhilt man A, meist als Obersumme A, bezeichnet:
- _ n
A=A, =y, dx + y dx + ... —f;y,,Ax:_ZiyiAx.
1=

Auf Grund der Eigenschaften der y; und y; folgt:

A; < A,. (Das Gleichheitszeichen gﬁt fir Funktionen y = const.) Damit ist aber auch
A,< A, und in Beziehung zur gesuchten Flache 4

A B2 A

Geht man nun zur Grenze iiber, d. h., wiahlt man eine immer feiner werdende Ein-
teilung (also n -> o00), so geht gleichzeitig 4z — 0, und die beiden. Werte 4, und 4,
nadhern sich dem gemeinsamen gesuchten Grenzwert A. Erwahnt sei, dal} dies bei
einer stetigen Funktion immer der Fall ist. Im allgemeinen spricht man eben dann
und nur dann vom Fldeheninhalt einer Figur (vom bestimmten Integral), wenn sich
bei irgendeiner Intervallteilung beim Grenziibergang 4, und A, einem gemeinsamen
Grenzwert nahern. Man kann also schreiben:

A =1lim A, =1lim A, = lim i f@) Az = lim ﬁ‘, f(z;) Az,
i=1

7—00 n—>00 n—oo t=1 n-—>o00 i=

Dieser gemeinsame Wert der Ober- und Untersumme im Intervall a < x < b ist
der Wert des bestimmten Integrals tiber f(x) von a bis b. @ und b sind dabei wieder die
Grenzen, x wird Integrationsveranderliche genannt. Erfiillt eine Funktion die oben
genannte Bedingung, so sagt man, sie sei im Intervall ¢ < x < b integrierbar. Nun
hat auch das von LEeiBNiz eingefithrte Symbol f als langgezogenes S (Anfangsbuch-
stabe des Wortes Summe) einen Sinn.

Man schreibt :

b
A =f/(x) dx
oder ‘

b
A=[ydz.
Jre
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Das Ergebnis deckt sich véllig mit Formel (86), die bei der Einfithrung des Integrals
mit Hilfe der Differentialrechnung gewonnen wurde:

b b
[f@) da = F(x)| = F(b) — F(a).

a

Allerdings erweitert die Summendefinition des Integrals den Anwendungsbereich
erheblich. #

Auch hier lag zwar die Bestimmung eines Fliacheninhaltes zugrunde; das war jedoch
nicht notwendig, sondern nur fiir das Verstdndnis der Zusammenhéange giinstig. Das
Integral kann nun stets angewendet werden_ wenn es sich um die Summierung von
Produkten handelt, deren Anzahl gréBer und groBer und deren Wert kleiner und
kleiner wird. Auch hieran erkennt man die Integration als die Umkehroperation der
Differentiation. Aus dem ,,Quotient von Differenzen‘‘ ist eine ,,Summe von Produkten‘
geworden.

AlsIntegrand tritt ein Term mit der Variablen z auf, der nicht unbedingt die Bedeutung
einer Ordinate haben muB. Diese Eigenschaft des Integranden erkennt man an der -

b b
Schreibweise F (z) = f f(x) dz besser als an det Form F (z) = f ydz.

a a
Selbstverstindlich muBl die Integrationsvariable nicht notwendigerweise x heiBen.
Als Ergebnis der vorangegangenen Betrachtungen erhilt man unabhéngig von der
Differentialrechnung :

Das bestimmte Integral ist der Grenzwert einer Summe von Produkten, deren
Anzahl nach co und bei denen ein Faktor nach Null strebt.

Die Ausfiihrungen kénnen ohne Schwierigkeit auf Integranden iibertragen werden, die

im betrachteten Intervall nicht stindig positiv sind. Ist der Integrand innerhalb der
b

betrachteten Grenzen negativ, so wird auch der Wert des Integrals f f(x) dz negativ.
a
Wechselt y = f(z) im Intervall @ <z < b das Vorzeichen, so erhilt man mit
b

f f(xz) dz die Differenz der oberhalb und unterhalb der z-Achse gelegenen Teil-
a

flachen.

Im folgenden Beispiel wird der Inhalt der Fliche, die von der Parabel mit der Glei-
chung y = 2% und der 2-Achse in den Grenzen 2, =0 und z; = b eingeschlossen
wird, bestimmt, ohne auf den Differentialquotienten einzugehen..

Das Beispiel erfordert eine Vorbetrachtung.

Nach der Summenformel der arithmetischen Reihe ist

1+243+-+n=z5@+1).
AuBlerdem ist

1%+22+32+--—+n2=%n(n+1)(2n+1)-
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Die zweite Formel erhilt man leicht, wenn man in
(r+172 —r®=3r24+3r 4+ 1 firr die Werte 0, 1, 2, ..., n

setzt und die dabei entstehenden Ausdriicke addiert.

Das heiBt:
13 = 1
23 — 13 =3-1243.1 41 +
33 — 28 =3.224+43.-2 41 +
43 _ 33 =3-324+3-3 +1 +
m4+1B3 —n8=3-224+3-n+4+1 +
(n + 1) =312 4224324 .. +2%) +3(1 42+ - +n)+

+ (n + 1).
Daraus folgt

B (2424 )=+ 18 —(m+1) =31 +2 4 +n)

und unter Benutzung der Summenformel fiir die arithmetische Reihe:
1
12+22+32+---+n2=gn(n+1)(2n+1). :

Nach dieser Vorbetrachtung teilt man das Intervall 0 < z < b in n gleiche Teile
ein.
Die Intervallbreite der Teilintervalle ist dann A = b/n. Unter Benutzung der Be-
ziehung y = 2% ergibt sich als Obersumme
A, = h(h® 4 22h% + 32h2 + 42h2 4 ... 4 n2h2)
b3
A, = =3 (124224 3% + ... 4 n?).

Benutzt man die oben erhaltene Beziehung, so ist

3

b
A, = Wn(n +1)(2n + 1).
Als Untersumme ergibt sich
Ay =h[0 + B2 4 23 4 3R 4 .oe o (0 — 1)23)
b3
Ag=_F[2+ 2243+ + (n — 1)}

b3
Au=a-§(n—1)n(2n—1).
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LiBt man nun » iiber jede noch so groBe Schranke wachsen (wofiir man kurz sagt:
n gegen Unendlich gehen), so entstehen die Grenzwerte

_ 1 b
llmA,,:l.lmE-(l—i—;)( + ) L

fl—+00 00

Y . b 1 1 b®
dim o= lim (1) (2 ~7) = 5

Man erkennt, daB die Grenzwerte von 4, und A4, iibereinstimmen. Also schreibt man:

B8
limAd,=1lim4, =4 = .

n—>0 n—o0 3
b
Man l6se f 22 dz auf iibliche Art und iiberzeuge sich von der Ubereinstimmung.

0
Man wird Vergleiche mit der Differentialrechnung anstellen und deshalb einfache
Formeln und Regeln fiir die Integration erwarten. Auch die Integration vollzieht sich
nach Formeln (= formalisierten Gesetzen), jedoch ist die Entscheidung iiber die
Anwendbarkeit einer Formel nicht so einfach wie bei der Differentialrechnung.
AuBerdem fithren die Integrationsregeln keineswegs bei jeder Funktion zum Ziel (im
Gegensatz zu den Ableitungsregeln, die fiir alle Funktionstypen angewendet werden
konnten). Deshalb sind die sogenannten Integrationsverfahren, die spiater behandelt
werden, sehr wichtig, da sie bei einiger Ubung ausreichende Hinweise fiir den bei
einer Integration einzuschlagenden Weg geben.

Die ersten Abschnitte der Integralrechnung sollten lediglich zeigen: Die Umkehr-
operation zum Differenzieren ist das Integrieren. Wéahrend in der Differential-
rechnung y = F(x) gegeben ist und y’' = F'(z) = f(z) bestimmt wird, stellt die
Integralrechnung die Aufgabe, bei bekanntem y’ = F’(x) eine Funktion y = F(z)
zu suchen.

Symbolisch schreibt man f F'(x)dxz = F¢(x). F'(z) = f(x) heiBt der Integrand,
F¢(x) stellt die Menge aller Stammfunktionen dar, der Index C weist besonders dar-
auf hin. Es gilt F¢(x) = Fy(z) + C. f F'(x)dx = Fo () + C heiBt unbestimmtes

Integral der Funktion F”. Das bestimmte Integral f F'(x)dx = Feo(x) — Fg(a) ge-
= F (b) — F(a) die Berechnung sol-

stattet mit seinem Wert f F'(x)dz =F (a:)

cher Flachen, die oben von der Kurve der Funktlon y = f(x), unten von der z-
Achse und seitlich von den Geraden mit den Gleichungen * = a und x = b begrenzt
werden.

Dariiber hinaus kann die Summierung von Produkten durch Integration vorgenom-
men werden ; denn das bestimmte Integral ist der Grenzwert einer Summe von Pro-
dukten, deren Anzahl nach oo und bei denen ein Faktor dabei nach Null strebt.
Dieser weitgesteckte Anwendungsbereich des Integrals steht iibrigens keinesfalls iin
Widerspruch zur Flachenberechnung, sondern enthilt diese Aufgabenstellung als
Sonderfall. Auch bei der Flichenberechnung handelt es sich um die Summieruvng von
Produkten y . A4z.

15 Analysis
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7.3.

Grundintegrale

Beachtet man die Ergebnisse der Differentialrechnung und den Umkehrcharakter
der Integration gegeniiber der Differentiation, so ergeben sich die folgenden Grund-

integrale:

d(z™) _ - . _ Zmtl ) _
dz =max™ fa: d.’l?—’”l’—_‘}_l"‘0,"’(/4= 1
d(injz) 1 dz —~ c =
—— = — =In|z| 4 C=1In|Cz|; wobei InC'= C")
—q—((sil:—x)=cosz fcosxdx=sinz+0
W=—Sinx fsinxdx= —cosz + C
d({::)=e’ fe’da:=e’+0
d@?) _ . 2. P
= a*-Ina fadx—m—a+0(a>0,a=|=l)
d(tanz) 1 dz . 2n + 1)
R o fm =tanz+C (fur:c+ 3 ,nEG)
i‘%"?:—ﬁ aiifx=—cot:c+0(fﬁrx+nn;nEG)
d (arcsin z) 1 f dz .
= = arcsinz + C; = — arccosz + C,;
d e — 22
e ze(—1;1)
d(arccosz)=_ . ! Beachte, da arcsin z = — — arccos z ist.
dz 1 — 22 2
d(ar::]t:nx) == -il-x” f%= arctan  + Cy = —arccotz + C,
)
Afkoicuby) = — 1 Beachte, daB arctan x = T _ arccot z ist.
dx 1422 2
) Fir z >0 gilt fd—x=lnz+0. Da aber fir z <0 &nd(m—_z)]=i ist, wird fir
z

dz

dz

2<0 |——-=In(—z)+ C. Beide Integrationen faBt man zusammen mf—x—- =hiz|+C,
x

wobei die Variable z entweder nur positiv oder ausschlieflich negativ vorausgesetzt werden

muB
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d—g-s(—ilfl;i)=coshx fcosh:cd:c=sinhx+0
d(—‘gs}:ﬂ:sinhx fsinhzd:c=cosh:c+0
d(tanhz) 1 dz
dz =~ cosh?x fcosh’x = ButEER
d(cothz) 1 dz .
T dz ~  sinh%z fsinh’z = —cotheiin G s z==0)
d (arsinh x) 1 dz ) o
= =arsinhz+4+ C=Inlz z224+1)4+C
dz Yt +1 fV:c’—}—l + e+ ¥t +1)+
d(ar::loshx)= . = f dz =arcoshz + C=In(z+ Y22 —1) +C
= y22—1 ) y=*—1 (fiir & > 1)
d (artanhz) 1 dz _ 1. 14z
T =i fl_xz—artanhx+0—2ln1_x+0
(fiir |z| < 1)
d (arcothz) 1 dz 1 z+1
iz ={—a fl—x’—aICOthx+0_§lnx_—_—1+C
(fir |z| > 1).
Somit:
de - 1 14+ .

Es wird selten eintreten, daB zu lésende Integrale die Form eines Grundintegrals
haben. Da jedoch alle Losungsverfahren letztlich auf diese Grundintegrale zuriick-
fithren und da insbesondere die Wahl eines entsprechenden Verfahrens oft von der
Kenntnis eines Grundintegrals abhéngt, ist es ratsam, sich die Grundintegrale gut
einzupragen.

7.4. Elementare Integrationsregein

Die folgenden Regeln geben wichtige Hinweise fiir das Losen von Integralen.

74.1.

Die Vertauschung der Integrationsgrenzen entspricht der Umkehrung des Vor-
zeichens des Integranden.

Vertauschung der Integrationsgrenzen

Ist namlich

b
fF’(x) dz = F(b) — F(a),

15*
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80 ist o
[F'()dz = F(a) — F(b).
. 3 b
Mithin, d& £4) — P(a) = —[F(a) — F®)] ist,
folgt

b a
fF'(x) dz = —fF'(x) dz (87)
a b

Man priife diesen Satz an den beiden Integralen
5 3
fx“dx und fa:"dx nach.
3 5

7.4.2. Integranden mit konstanten Faktoren

Enthalt der Integrand einen konstanten Faktor, so kann dieser vor das Integral-
zeichen gezogen werden.

[aF'(2)dz =a [ F'(z) d= (88)
Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus der Grundregel der Differential-
h
PO deFE) _ edP@) _ b
dz dz ’
7.4.3. Integration einer algebraischen Summe

Das Integral einer algebraischen Summe von Termen ist gleich der Summe der
Integrale der einzelnen Terme.1)

[li@ + 9@) + h(@)]dz = [{(@) dz + [g() dz + [h(z)dx | (89)

Die Regeln (88) und (89) sind sowohl fiir das bestimmte als auch fiir das unbestimmte
Integral giiltig.

7.4.4. Zerlegung eines Integrals in eine Summe von Integralen durch Teilung
des Integrationsbereiches

Grenzen a und b eine andere Grenze c einschaltet und das Integral nicht von a bis b,

Der Wert eines bestimmten Integrals d&ndert sich nicht, wenn man zwischen den
sondern die Summe der Integrale von @ bis ¢ und ¢ bis b bestimmt.

]

b c b
[t@)dz = [f(z)dz + [f(z) dz (90)

1) Der Beweis dieses Satzes folgt aus der entsprechenden Regel der Differentialrechnung
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Dabei ist die Bedingung a < ¢ < b nicht unbedingt notwendig. AuBerdem kann
man endlich viele Werte ¢ einschalten.

Beweis:

b
[f@ dx =F () — F(a), wenn f(z) = F'(z) ist.

ff(x) dz = F(c) — F(a)

b
fﬂx) dz = F(b) — F(c).

c

Addiert man die letzten beiden Gleichungen, so folgt

¢ b
[1@) dz + [{(z)dz = F(c) — F(a)+ F(b) — F(c) = F ) — F(a)

[4 b b
oder ff(x) dzx +ff(x) dz =fj(x) dz.

BEISPIELE

Man achte auf die Formeln 87 bis 90.
Man benutze die Méglichkeit der Probe: Der Differentialquotient des Terms einer Stamm-
funktion ist gleich dem Integranden.

S f(z+:c’)dz=fzd:c+fx’dx=—?+0,+§+0,=§+—-:j+0,

=S

wobei C, 4+ Cy = C ist.

[

.f4x=dz=4fx=dz=4%'+0=33£+o
4

- 1 3
3 f(;’z +cosz—z) dz =fzsdz+fcosxdx—fxdz=%+sinx—-§+C’

. f(x+2)dx=§+2x+0
2

[

'S

F(b) F(a)
PR P— e,

5. f(z+2)dx=(§+ 2::)

2 a 2-2 s 2.1 6 —26=35
L

b
=L[ln|b|—ln|a|]=ln A
a 2 L a

2
7. [(e*+8)de = (2 +82) [g= (e + 8-2) — (+8-0) =&t + 15
0

o
£~
—
o
¥|s
[
N'D—t
—
nl;‘;
[
o=
—
5
&
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7
8 3 7 e 1 =
_ o} — .. 4 e 12
8./._51§i2£ = (14—52 4+2x 12)dx=4x — 20z4% +24: +C
V=

9. _1, + 1 — 3a% dx=—cotx+arsinh:c—-3i+0
sin®z © Yp2 1 Ina

n 1 ntr
) 1 s T
10. | re* dz=r|zTdz =1 + 0= +C
ﬂ--l—l n+r

il.fcos odx =sinx + C

3

3
12,fcosocd:c=cosocfdx=coszx-x B
0 0

0=coszx[3—0]=3008a

(cos « ist ein konstanter Faktor.)

13. [3utdu = 3 f[wrdu = w 4 C

+1
14.f(x=— 22)dz = (;_"_zz) :Li= [g_la]_ [(:_3_1_)3_(_1)3] _
-1
(_2\_[(_4\_2
=tegl~la~s
-2
dy

—In|y |’ =In|—2/—In|—1|=In
)Y

16.

Z%‘ =1n2 = 0,6931

16[(z’+1) 24z —arcsinhz+C=In(z+ V2 +1)+C

0,60

17. [[2 (1 — wdt + 3] du = [2artanhw + 3u] | 000 — 1,33
0,25 ’
2r
da 2r 2r o2t ¥art— 1 Y4r® —
18. = arcosha =hn(@+ya2—1)| = (r>1).
f}’a’ —1 ¢ v r+ yr2
r
AUFGABEN
[ 284 [(&*— Tz +8)dz (285 [Vz az ( 286. [2sinzdz
3 _ % 4z e
( 287. [a Yot da ( 28 (2524, (280. [Yosda
dz
90. fm ( 201. [rcost ds ( 202. 3 [s2ds

5 5
203. [(u* + 5) du 204. 6 [t-1as 205. [3de
4 7
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2w
296. — f cos zdzx
T

12

209. 3 [de
10

302. fqazdz
P

n
2

305. fw cos 2ndzx
0

308. f(3 sinh z 4 z 1) dz

317. [V dz

4
320. [(z + 10) dz
—2

o
- fz‘—_wzeﬂ*d,

3Vz
326. [a YrEdr
320. f 8z-7dz
T
332. f abrdz
L4

1
dz
1+ 23
0

335.

2
297. I]' V= dz

2
300. foos n sintdt
1

2
303. f 43 dz
0

]
3086. fa::‘dz
0
1
dz
309. fl—}-x’
1]

T
312. f (sinz — 5) dz
0

0,5
ats. [-32
N POy

0

318. [Yazdz
T

2
1 + sinz
sinz

(324. f( - i) dm

{327, [(@ + 22— ro)da

321.

=3

a
330. f 3erdz
0

333, (-9
'fx’ +1

10
fdx
336. | —
x
1

338. [(32! — 37 + 3 + of — ) do

2
298.f(z‘—3z’+z—7)dz
0

5
3
301. f*s' dx
i

Ty
a
304. | ;—-dx
162
x

1
307. [cos -z dz
3

Tdz

310. [ —

313. 2 f (a + bz)dz
316. f[u — (u? — 1)‘_% du
319. [ prda

322. fcos“zdu

.r
(325.]”’_5””‘:”*?“"“
z

1
328. f(2 —4z)dz
2

331. [ (121 + 22%) dz

334. f VeVl az

3
Qriz
337. f Vl —dz




232 8. Geometrische Anwendungen des Integrals

8. Geometrische Anwendungen des Integrals

Die folgenden Ausfithrungen zeigen eine erste wichtige Gruppe von Anwendungs-
moglichkeiten des Integrals. Dabei ist die Auswahl von Beispielen besonders bei der
Bogenlingen- und Mantelflichenberechnung noch sehr beschrankt. Dieser Mangel
wird erst mit der Behandlung der Integrationsverfahren beseitigt. Ein weiterer Aus-
bau dieser geometrischen Anwendungen erfolgt auch im Abschnitt 13.

8.1. Fldchenberechnung (Quadratur)
In 7.2. wurde gezeigt, dall der Wert des bestimmten Integrals

b
A =ff(x)d:c = F(b) — F(a)

den Inhalt der von der Kurve der Funktion y = f(z), der Abszissenachse und den
Geraden mit den Gleichungen & =a und x = b begrenzten Fliache angibt. Diese
Erkenntnis soll ergénzt und ausgebaut werden.

BEISPIEL

1. Man bestimme den Inhalt der von der Kurve?l) der Funktion y = 1/;z + 2, der z-Achse und
den Geraden mit den Gleichungen z =1 und z = 7 begrenzten Fliche und priife das Er-
gebnis an Hand elementarer mathematischer Beziehungen nach (Bild 129).

7
7 .
Ldsung: A=f(—;—x+2)dx=(-§+ 2::) 1=(44—9-£-14)---(71‘--+2)=
i

= 24 Flacheneinheiten?)

Die elementare Priifung wird dem Leser iiberlassen.

Schon in 7.2. wurde darauf hingewiesen, daB fiir unter-
halb der z-Achse liegende Flachenstiicke das Ergebnis
der Flachenberechnung negativ wird, da sidmtliche y;
negativ sind. Untere und obere Grenze miissen dabei im
Sinne wachsender z-Werte eingesetzt sein, d. h. a < b,
da sonst eine Vertauschung der Grenzen gegeniiber dem
abgeleiteten Fall eintreten und dadurch der Vorzeichen-
wechsel wieder aufgehoben wiirde.

Das Vorzeichen der Flache ergibt sich sehr einfach aus ihrem Umlaufsinn, wenn
man in der Richtung von der unteren zur oberen Grenze fortschreitet. Entspricht
der Umlaufsinn dem positiven Drehsinn, so erhdlt man bei der Flichenberechnung
durch Integration einen positiven Wert, im Falle des negativen Drehsinns einen
negativen (Bild 130).

Bild 129

1) Im folgenden Text wird an Stelle ,,Kurve der Funktion‘‘ meist nur kurz ,,Funktion* gesagt
2) Die Einheit ,,Flicheneinheiten* wird in den folgenden Beispielen weggelassen
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BEISPIEL
2. Flidche unter der Sinuskurve (Bild 131)
a) Bestimme den Inhalt der Fliche, die von der z-Achse und von der Funktion y = sinz in
den Grenzen von 0 bis n begrenzt wird.

T
Loésung: 4 =fsinzdx = —cosz g= — (cos T — cos 0) = 2.
0 b—

b) Bestimme den Inhalt der Fliche, die von der z-Achse und von der Funktion y = sinz in
den Grenzen von = bis 27 begrenzt wird .

y=fix) y=fixl
Bild 130

Lo6sung: Das Bild 131 zeigt, daB ein im Vergleich zu a) im Betrag gleicher, im Vorzeichen
entgegen gesetzter Wert auftreten mu@.

21
4 =fsin zdz = —cos z |*™
™

o

= -- (oS 27 4 cosT™ = —

I

n
Das Resultat besagt, daBl der Inhalt der Flache 2 Ein-
heiten betridgt. Das negative Vorzeichen weist darauf hin,
daB die Flache unterhalb der z-Achse liegt.

c) Bestimme den Inhalt der Fliche, die von der z-Achse und
von der Funktion y = sin z in den Grenzen von 0 bis 2x
begrenzt wird.

Bild 131

2n
- : 2
Lo6sung: 4 =0fsmxdx = —cosZ 0" = —cos2n + cos 0 = 0.

Der Wert des Integrals ist Null, wihrend — wie ein Vergleich mit 2a) und 2b) lehrt — der
Inhalt der Fliche 4 Einheiten betragen muB8.

Man sieht am Beispiel 2, daB die Summierung iiber alle Elemente unter Beriick-
sichtigung der betreffenden Vorzeichen erfolgt. Da im Fall 2¢ die Kurve in dem be-
trachteten Intervall teils oberhalb, teils unterhalb der z-Achse verlduft, kommt es
zur algebraischen Addition der positiven und der negativen Flichenteile, die hier
den Wert Null ergibt. Will man dagegen den absoluten Wert des Flicheninhalts,
also den Fldcheninhalt im urspriinglichen planimetrischen Sinn berechnen, so zer-
legt man das Integral in eine Summe zweier Integrale, wobei die neue eingeschobene
Grenze die Nullstelle der Begrenzungsfunktion ist. Um den Inhalt der Gesamtfliche
zu erhalten, muBl man die Betrage der Einzelintegrale addieren.

Deshalb schreibt man im Falle des Beispiels 2c¢:

Am,:.finxdxl + ‘ﬁainxdx' =4,
0 ™
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In Fillen, bei denen man den Verlauf der Begrenzungskurve, also auch die Lage der
Teilflichen kennt, kann man bei negativen Teilstiicken, statt die Addition der Be-
trige vorzunehmen, die positiven Zeichen durch Vertauschung der Integrations-
grenzen erreichen. Also schreibt man fiir das Beispiel 2¢):

T T
Aans =fsin:cdx —|—fsin:cdx =45
V] 2n
BEISPIEL 3
3. Das Integral 4 = f (22 — 4) dz ist zulosen und geometrisch zu deu-

ten (Bild 132). -2
Losung: 4 = (22 — 42) L; = (9 —12) — (4 + 8) = —15.

Will man den absoluten Wert der Fliche berechnen, so ergibt sich zu-
nidchst aus der Bedingung y = f(z) = 2z — 4 =0 die Nullstelle
z = 2. Also bestimmt sich der Flacheninhalt wie folgt:

2 3 =
Aab5=lf(2z—4)dxl+|f(2z—-4)dx| Bild 132
-2 2

2
f(zx-4)dz=(x=-4x)|_§=4—s—4_s=—16
-2

3
f(2z—4)dz=(z=—4z)|§=9—12—4+8=1.
2

Somit ist Aabg = |—16I + Ill = 17.
Die geometrische Deutung, die auf Grund der Ergebnisse sehr leicht méglich ist, wird dem
Leser iiberlassen.

Aus den Beispielen erkennt man:

Verlauft y = f(z), die Kurve der Begrenzungsfunktion der Fliache, im be-
trachteten Intervall a < x < b teils oberhalb, teils unterhalb der z-Achse, so
b

ergibt der Wert des bestimmten Integrals f f(x) dz stets die Differenz der In-

a
halte der oberhalb (positiv) und unterhalb (negativ)der z- Achse liegenden Fliachen-
teile. Will man dagegen den absoluten Wert der Fliache bestimmen, so zerlegt man
das bestimmte Integral in eine Summe von bestimmten Integralen unter Einschub
jener neuen Grenzen, die Nullstellen der Funktion y = f(z) fir e <z <b
sind, und addiert die Betridge der Teilintegrale.

BEISPIELE
4. Bestimme den Inhalt der schraffierten Fliche von Bild 133.
Loésung: Mit y = + Vi—z—); erhilt man als Ansatz

= 1 .3
A=fF2p:dz=V2pfzg dz = V2p%
0 0

m 8
_2V2pz,2
' 3
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3
O 2 <~
Beachtet man, daB 2 V2pz, _ 2z };2111'1

3 ist, so wird

A= % z,9;, da }/2px1 =y, ist.

Das Ergebnis 148t sich auch in Worten ausdriicken:

Das von dem Parabelteil mit der Gleichung y = V2pz, der z-Achse und der Geraden mit der

Gleichung z = z;, begrenzte Flachenstiick verhalt sich zum Rechteck mit den Seiten z, und v,
wie 2:3.

Y

yi ~
-
L >
17 %
& N _
-15 0 5 X
Bild 133 Bild 184
sh
yi
-+ § YaTxF
0 X
Bild 185 Bild 186

5. Berechne den Inhalt der in den Bildern 134, 135 und 136 schraffierten Flichenteile.

Zur Ubung soll lediglich der Ansatz fiir die Berechnung aufgestellt werden. Spit-r gestatten die
Integrationsverfahren eine Bestimmung der Integrale.

Lésung: Die drei Kurven liegen symmetrisch zu den Achsen. Will man den Inhalt bestimmen,
so gilt, wie die Anschauung unmittelbar lehrt, fiir die Fliche in Bild 134:

1,5
A =fz’dz
-1,6
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oder besser
1,6

A =2fx2dx,
0

da die untere Grenze Null die Rechnung vereinfacht.

Diese Moglichkeit hat man nur, wenn die y-Achse Symmetrieachse der Kurve ist,
wenn demnach der Integrand der Term einer geraden Funktion f: f(—=z) = f(x) ist
und wenn das Integrationsintervall durch die y-Achse halbiert wird.

Allgemein kann man schreiben:

Fiir gerade Funktionen gilt stets

+a a
[f@) dz =2 f(=z)da.
—-a 0

Die Ubertragung auf ungerade Funktionen f: f(x) = —f(—x) (z. B. auf die Funktion
y = %), ergibt

+a

f f@)de =0

—a

a
oder fiir den absoluten Inhalt Agzp = 2 f f(x) da.
+2 ;
Bild 135: A, = 2[1/4 — 2t de,
2

wobei der Faktor 2 die Symmetrie zur x-Achse beriicksichtigt.
Unter Beachtung der Regel fiir gerade Funktionen erhdlt man kiirzer

2
A=4f]/4—x‘dx.
0

. a
Bild 136: A = 2-; Ja? — «% dw.
0

Quadratur von Flichen, die oben und unten von Kurven
begrenzt sind

BEISPIEL

6. Soll man den Inhalt der von den beiden Kurven 2?2 = 2(y — 2)
und y =z + 6 begrenzten Fliche bestimmen, so bendtigt
man zundchst die Abszissen der Schnittpunkte beider Kurven
(Bild 137) als Integrationsgrenzen.

22 =2(y — 2)

y =+ 6

folgen z, = — 2 xe2 0| Kook X
Bild 137

Aus dem Gleichungssystem

und z, = 4.
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Den Inhalt findet man leicht, indem man vom Trapez die oben parabelférmig begrenzte
Fliche subtrahiert.

= JA
4 _A;_A’ 1 y=fx)
x? 4
A1=f(:c+6)dx=(-§——|—6x) =42
-2
. Y=gy
4 [
4, =f(3'f+2)dx=(f+ 2::) — 24 P & _
iy} . 6 =2 al X2 X
A=A, —A, =42 — 24 = 18. Bild 138

Schneller kommt man zum Ziel, wenn ma,x:)eide Integrationen vereint durchfiihrt (die Grenzen
sind fiir beide Teilintegrale gleich), also schreibt:
4

4
A=f(z+6—§—2)dx=f(—§+x+4)dz=1_8_.
-2 2 -

Allgemein ergibt sich als Inhalt der in Bild 138 schraffierten Fliche:

A = [[/@) — 9@ o1)

Die Formel gestattet auch dann, den absoluten Flacheninhalt zu berechnen wenn
Teile der Fliche unterhalb der z-Achse liegen. Diese Teilflichen werden in f g(x)dx

zwar negativ in Rechnung gesetzt, da aber vor g (x) ein Minuszeichen steht werden
sie letztlich addiert. Dagegen werden die positiven, also oberhalb der z-Achse ge-
legenen Teile der Fliche zwischen y = g(x) und der x-Achse in (91) subtrahiert.

Das ist auch erforderlich, da sie im ersten Integral f f () dz, obwohl nicht zur Flache
gehorig, addiert wurden.

Dieser Vorzug der Formel (91) erklért sich daraus, daﬁ iiber eine v6llig neue Funktion
Yy = f(x) — g(x) integriert wird, die man sich in der graphischen Darstellung auch
als nur eine Kurve denken kann. Die folgenden Beispiele wenden die Formel (91) an.

BEISPIELE
7. Bestimme den Inhalt der im Bild 139 schraffierten Fliache.

Loésung: Agpe =f[f(x) —g(z)]dz

Aabs =f[sinx — (x —n)]dz =
0

T

= (—cosxmf-}- 'r::c)
2 0

_1——+n’+1—2+%
_ Bild 139
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8. Bestimme den Inhalt der im Bild 140 schraffierten Flache.

zy
Losung: dane = [[f(2) — 9(z)] dz

z

%
Aabs=f[l + sinz — (_2__z+ 1)]d::=
T
(1]

=(x—cosx+£—z) n=
T 0
n Bild 140
=(—oosz+£) =
/|0

=1+4+n+1=2+m.

9. Bestimme den Inhalt der Fliche, die oben von der Kurve mit der Gleichung y = 2 cosh z,
unten von der z-Achse und seitlich von den Geraden mit den Gleichungen = —2 und = =2
begrenzt wird.

Loésung: Mit y = 2 coshx ergibt sich unter Beachtung der Tatsache, daB8 f(z) = f(—=)
ist (gerade Funktion, also Symmetrie zur y-Achse)

2
4 =22 coshzdz = 4 sinh z | ; = 4 (sinh 2 — sinh 0) =
0

= 4s8inh 2 = 4 - 3,6269 = 13,076.

10. Bestimme den absoluten Betrag der Fliche, die von der z-Achse, der Kurve mit der Glei-
chung y = 2® — 322 — 18z + 40 und den Geraden mit den Gleichungen 2, = 0 undz; = 6
begrenzt wird.

Losung: Uber die erkennbare Losung z — 2 erhilt man nach der Division (23 — 32% —
— 18z 4 40):(x — 2) die quadratische Gleichung 22 — x — 20 = 0. Deren Ldsungen
=5 und = —4 sind zusammen mit = 2 die Nullstellen der gegebenen Funktion. Also
erhilt man:

Aabs=lf2(z‘—3a:’—18:c+40)dz|+U§(z‘-—3z’—18:c+40)d:c|+
0 2

+|f6(x3—3x’-18x+40)d:|:|=
5
2 16 ]
[+[of; [+|o]; |-
0 2 b

183

E)

=[(§——x’—-92’+§0z)

5
Jo |22

4 4

11. In welchem Abstand § ist jene Parallele zur y-Achse zu ziehen, die die von der y-Achse, der z-
Achse, der Geraden mit der Gleichung z = 1 und der Kurve mit der Gleichung y = e* be-
grenzte Flache im Verhéltnis 1:2 teilt (Bild 141)?
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Loésung: Ehe man die Fliche teilen kann, muB man deren Wert kennen.

A=fe”dz=e”lé=e—l.‘_
0

Der gesuchte Flachenstreifen muB demnach den Inhalt e ! haben.
Somit gilt
wé = e—1 JA
A‘ls=fexdx=e¢‘:_e=e5~1= 5 Y &
3
i &
Aus der Gleichung
of —1 = e—1
folgt
ot — e+ 2 7
3 /
e+ 2 o
&=In 3 =1n1,57276w0_,_4§. 7 3 -
Die Parallele ist im Abstand & = 0,456 zu ziehen. Bild 141

12.

2
Welche Fliche bestimmt das Integral f dz?
i

Lésung: Da hier der Integrand offenbar y = f(z) = 1 ist, handelt es sich um die Bestim-
mung eines Rechtecks, das von den Geraden mit den Gleichungen z =1, x = 2; y =1 und
y = 0 (z-Achse) begrenzt wird.

AUFGABEN

339.

341.

342,
343.

345.

346.
348.

Man bestimme die Fliacheninhalte der Figuren mit folgenden Begrenzungen:

23 1 5
y = 10’ z-Achse, z, = L xg = 7
. y =2z, z-Achse, z; =7, 2z =10

y = %z+3, z-Achse, 2, = —2, z, =4

y = 2® — 22 — 35, z-Achse und Nullstellen
1.4
= cos x, z-Achse, — = ==
y z-Achse, z, 2" Zy 5
.y =2a%— 422 4 2 4 6, z-Achse, ; = —2, 3 =4 (Absoluter Flicheninhalt ist gefragt)
1
y= 32’ z-Achse, z; =1, 2, =2
Y=z, y=c-—2 347. y* =z, 2* = |8y
Die Fliche, die von der y-Achse, der z-Achse, der Kurve mit der Gleichung y = cosz bis

zur Stelle x = /2 begrenzt wird, soll durch eine Parallele zur y-Achse halbiert werden. In
welchem Abstand von der y-Achse ist die Parallele zu ziehen?
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349. Wie groB ist der Flacheninhalt der von den Kurven mit den Gleichungen y = 22® und
y = 322 — 1 eingeschlossenen Flidche?

350. Welche Flidche schlieBen die Kurven mit den Gleichungen y = sin z und y = cos z im Be-
reich zweier aufeinanderfolgender Schnittpunkte ein?

351. Gegeben sei die Fliche, die von der Kurve mit der Gleichung y = 22 (z > 0), der y-Achse
und der Geraden mit der Gleichung y = b2 begrenzt wird. Wie heiBt die Gleichung der Gera-
den, die die beschriebene Flidche halbiert und parallel zur z-Achse verlduft?

352. Man berechne den Inhalt der von den beiden Kurven mit den Gleichungen y = cosz und
y = 2% — 1/2 eingeschlossenen Fliche.
3
353. Durch das Integral f 1)z dz soll eine Fliche bestimmt werden. Man fertige eine Skizze an
2
und duBere sich dazu.

8.2. Rauminhaltsberechnung (Kubatur)

8.2.1. Berechnung des Inhalts der Rotationskirper

Ein Rotationskérper entsteht durch Drehung einer ebenen Flache um eine in ihrer
Ebene liegende Achse. Die rotierende Fliache wird die erzeugende Flache oder die
Erzeugende genannt. Will man das Volumen des in Bild 142 im Léngsschnitt dar-
gestellten geraden Kreiskegelsbestimmen, so schlagt man
folgenden fiir alle Integrationen giiltigen Weg ein?): ¥
Man wihlt aus dem vorgegebenen Gebilde ein giinstig y
liegendes Element aus, berechnet fiir dieses Element die I £
gesuchte GroBe niaherungsweise und findet dann durch gg 1
Integration (Summierung mit anschlieBender Grenz- § !
wertbildung) dieser TeilgroBen iiber das gesamte Ge- N\
bilde die Losung. Voraussetzung ist dabei, daB der 7 x
durch die néherungsweise Berechnung des Elements 2
auftretende Fehler beim Grenziibergang gegen Null %
geht.
Dieses Grundprinzip auf die vorliegende Aufgabe iiber- ‘5\
h

tragen hei8t, den Kegel in der angedeuteten Art in
Scheiben parallel zur Grundfliche zerlegen und das
Volumen eines solchen Elements bestimmen. Versteht Bild 142

man unter d ¥ (Zylinder mit dem Achsenschnitt ACDF,

Volumendifferential) einen Naherungswert fiir das Volumen 4 V der Schicht (Kegel-
stumpf mit dem Achsenschnitt ABEF), soist AV ~ dV = ny?d«x.2) Dabei hingt y
vom gewdhlten z ab. '

1) Unter speziellen Voraussetzungen ist auch die 1. GuLpINsche Regel zur Volumenbestimmung
geeignet (vgl. 11.2.4.)

2) Mit dem Symbol 4 ... wird, auch fiir alle folgenden Abschnitte, stets die wahre GroBe des
herausgegriffenen Elementes bezeichnet, wihrend ein d ... die wahre GréBe in erster Néherung
darstellt
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Durch Integration erhélt man:
T3 Za
Ve=1lm Y rnytda= -nfy’da:,
A0 2

wobei der Index z angeben soll, daBl die Rotation um die z-Achse erfolgt.
Allgemein gilt demnach fiir das Volumen eines Rotationskorpers

bei Drehung um die z-Achse, wobei die Kurve der Funktion y = f(x) die Begrenzungs-
kurve der erzeugenden Fliche ist:

Ty
V., = nfy’dx (92a)
2

bes Drehung um die y-Achse, wobei die Kurve der Funktion x = f(y) die Begrenzungs-

kurve der erzeugenden Fliche ist: §

[
«ftx) ¢ :f’!
14 o 3d 92b i}'r:
T ﬂr[x Y ®2b) 7 B
i
z {
Im Fall des Bildes 142 ist in V, fiir y = '/, « einzusetzen.

Also folgt fiir das Volumen des geraden Kreiskegels Bild 143

h h
r \? nr? [0 wrixd
V,=1tf(-;;z) d.a'-':‘sz‘adI:—sF
0 L]

Will man das Integral durch den gemeinsamen Grenzwert einer Unter- und Ober-
summe erkléren, so gilt fir 4 V.=n(y+ Ay)? Az (Bild 143) und AV, = n y2 4% so-
wie das Volumen V, der Scheibe AV, < V, < AV,, wobei wiederum ohne Ein-
schrankung der Allgemeingiiltgkeit eine monoton wachsende Funktion vorausgesetzt
wurde. Nach Summierung iiber alle Scheibenelemente des Korpers entsteht

LI

o 3

VsV =V,
(wobei Y AV, =V,; YAV, =7V,; V gesuchtes Volumen des Korpers). Geht

man zur Grenze Az — 0 iiber, so entsteht als gemeinsamer Grenzwert der beiden
Summen

V= r:f;;’d:c,
oy

wie ein Blick auf die Ausdriicke 4 ¥, und A ¥, zeigt.

16 Analyais
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BEISPIEL
Bestimme das Volumen des Kugelabschnittes der Hohe & (Kugelradius 7).
Losung: DieKugel hat als Erzeugende die im Bild 144 gezeichnete Halbkreisfliche. Die Glei-
chung y = Ve — 22 ergibt y% = r2 — 3.
Die Grenzen sind z, =r — h; z,=r.

Mithin ist N
3\ |7
V=nf(r”—x2)dx=n(ﬂx——) .
3/ lr—n
r—h
Nach einfachen Umformungen folgt daraus
mh?
=—(@3r—=5
3 (3r—h)
Setzt man als Grenzen z;, = —r und 2, = 4, so erhilt man das Volumen der Vollkugel

(ebenso aus der gefundenen Formel fiir & = 27).

Bei der Volumenbestimmung der Rotationskorper hatte jedes Volumenelement
als Grundfliche einen Kreis, der mittels w72 berechnet wurde. Die Methode 148t sich
leicht auf solche Korper iibertragen, bei denen die Grundflichen der Elemente nicht
kreisférmig sind.

9 .._._4__.,de /!
ol 2] F ] /éx o

Bild 144 Bild 145

8.2.2, Berechnung des Inhalts einiger anderer Korper

Das Volumen des in Bild 145 dargestellten Korpers soll berechnet werden.
Das ausgesuchte Volumenelement hat niherungsweise das Volumen d V = 4 () dz,
der Gesamtkorper mithin

V~ Z-A (@) d=.
Bei Verfeinerung der Teilung, d. h. fiir 4z —0 folgt

|4 =f’A (z) d= (93)

Zy

wenn sich der Korper im Intervall von #, bis z, erstreckt. Man erkennt den vollig
gleichen Gedankengang wieder, der auf die Formel (92a) gefiihrt hatte, bemerkt
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aber auch, daij die Losung des Integrals (93) nur moglich ist, wenn der Inhalt der
Querschnittsfliche 4 (z) und ihre Abhéngigkeit von x bekannt sind. Der Fall eines
Kreises als Querschnittsfliche fithrte auf die Beziehung (92a).

Die Integration, die auf das Volumen fiihrt, setzt eine Flachenbestimmung, im all-
gemeinen also eine Integration voraus. Diese zweimalige Integration wird nur bei
Korpern, deren Querschnittsfliche elementar bestimmt werden kann, vermieden.
In komplizierteren Fillen findet das sogenannte dreifache Integral Anwendung
(vgl. 15. 2.).

BEISPIEL
Bestimme das Volumen der Pyramide der Hohe A, deren Grundfliche ein Quadrat der Seiten-
linge a ist.
Lo6sung: Bei allen Aufgaben sollte man sich grundsédtzlich eine Skizze anfertigen. Die Lage
des betreffenden Korpers (Fliche usw.) im Koordinatensystem darf man dabei nicht dem Zu-
fall iiberlassen, sondern man wihle sie so, da der dadurch auftretende Integrand eine ein-
fache Gestalt erhilt.
Zeichnet man eine Skizze, in der die Spitze der Pyramide im Koordinatenursprung liegt, die
z-Achse durch den Schwerpunkt der Grundfliche geht und die Grundfliche senkrecht zur x-
Achse liegt, so ist

A(z) = (29)%

wobei Y= %z z

die Abhéngigkeit der Grofle der Schnittfliche von der Abszisse angibt.
Nunmehr wird

V=f:4(x)dx

E21

S 2
v=|[(222] dz
2h

. h

a
V=Ffo:’dm

0

a? h
V=—

3kt o

ah
V——s—.

Zusammenfassend kann festgestellt werden: Die Volumenbestimmung (Kubatur)
ist, wie die vorangegangenen Betrachtungen zeigen, bisher in 2 Fallen moglich:

1. Der Korper ist ein Rotationskorper.

2. Man kennt von den Korpern den Inhalt der zu einer Achsenebene parallelen
Schnittflachen. Zur Berechnung dient die Formel

Zs
V= f A (x)dz; bei Drehkérpern ist 4 (x) = ny?.

n

16*
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AUFGABEN
(Man fertige stets, wenn nicht mit zu groBem Zeitaufwand verbunden, eine Skizze an.)

354. Man berechne das Volumen des Korpers, der bei Rotation der Parabel mit der Gleichung
y = a2? um die y-Achse entsteht (y; = 0; y, = b).

355. Welches Volumen hat der Kérper, der bei Rotation der Kurve mit der Gleichung y =
= (22 — 1)2 um die z-Achse entsteht (z, = —1; z, = +1)?

356. Man berechne die Volumen der Korper, die bei Rotation eines beliebigen Dreiecks um die
Seiten entstehen.
(@, b und ¢ seien die bekannten Dreiecksseiten, kg, Aj und %, die dazugehorigen Hohen).

357. Man berechne das Volumen des Strom]inienkérpers,‘ der entsteht, wenn die Fliache unter der
Kurve mit der Gleichung y = 1/, ¥z (3 — 2) im Bereich zwischen den beiden Nullstellen
um die z-Achse rotiert.

358. Man berechne das Volumen einer Pyramide der Hohe A, deren Grundfliche ein regelméBiges
Sechseck mit der Seitenlinge s ist.

2 2

359. Die Ellipse mit der Gleichung %2 :_z =1 rotiert a) um die x-Achse, b) um die y-Achse.

Bestimme die Volumen der dabei entstehenden Korper.

b
360. Durch den Wert des Integrals V, == f zdz wird das Volumen eines Rotationskérpers be-

a
stimmt. Wie heiBt die Gleichung der Kurve, die die erzeugende Fliche von oben begrenzt?
Welche Gestalt hat der entstehende Rotationskorper?

Ys

361. Durch den Wert des Integrals V, = f cos?(2y — 1) dy wird das Volumen eines Rotations-

%
korpers bestimmt. Wie heiBt die Gleichung der Kurve, die die erzeugende Flache von oben
begrenzt?

Zy

362. Mit dem Integral V, = f Yz dz wird das Volumen eines Rotationskérpers bestimmt. Wie

z,
heiBt die Gleichung der ol;eren Begrenzungsfunktion jener Fliche, die durch Rotation um die
z-Achse den Korper erzeugt?

363. Bei der Rotation der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung ay® = x* um die z-Achse
entsteht ein Korper. Man bestimme dessen Volumen in den Grenzen z; und z,.

364. Wie groB sind die Volumen der Rotationshyperboloide, die durch Rotation der Fliche unter

2 2
der Hyperbel mit der Gleichung :%- — %;- =1 um deren Hauptachsen entstehen?
a

8.3. Bogenliingenberechnung (Rektifikation)

Auch bei der Bestimmung der Lange einer Kurve mit der Gleichung y = f(x) schlagt
man den bei der Behandlung der Rauminhaltsberechnung als grundsitzlich gangbar
bezeichneten Weg ein (vgl. 8.2.1.). Vorausgesetzt wird: f muBl differenzierbar und f
stetig im Integrationsintervall sein.

So ersetzt man den gesamten Bogen nidherungsweise durch geradlinige Strecken-
elemente ds (Bogendifferentiale), die, wie Bild 146 fiir ein heransgegriffenes Element
zeigt, jeweils Teile der in den Anfangspunkten P, der Teilintervalle gelegten Tangen-
ten an die Kurve sind.
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Dann folgt nach Bild 146 y &5 y=fix}
@z + (@dg)* = (do), )
dx
wobei dz und dy die zugehorigen Differentiale bedeuten.
Dann ist aber _
(] x
ds = }/(d2)* + (dy)* Bild 146
dy\?
oder ds = Vl -+ (cft) dz. (94)

Wihlt man die Anzahl der Teilintervalle, in die das Gesamtintervall z; ... 3 auf-
geteilt ist, groBer und groBer, so stellt nach dem Begriff des Integrals als Grenzwert
einer Summe von unendlich vielen Produkten, deren einer Faktor gegen Null geht,

o= [ (@ e -

die Bogenlénge des Bildes der Funktion y = f(z) im Bereich 2z, < z < z, dar.
Da es unter der Voraussetzung, daB im betrachteten Intervall zu jedem y nur ein z
existiert, gleichgiiltig ist, ob man den zu berechnenden Bogen durch die Begrenzung
z; und zg oder durch die zugehorigen Ordinaten y, und y,; angibt, folgt aus

ds = J(dz)® + (dy)?

. ' dx\2
auch ds=|/1 + (a?/) dy

und somit

Va
: dx\?
8 =f]/1 - (d_y) dy (95Db)
4

Die Formeln (95) zeigen, da8 Bogenléngenberechnungen meist auf komplizierte Inte-
grale fithren. Deshalb soll an dieser Stelle, vor der Behandlung der Integ;rationsver-
fahren, nur ein Beispiel gerechnet werden.

BEISPIEL
Berechne den Umfang des Kreises mit dem Radius 1.
Lésung: Aus der Kurvengleichung des Kreises in Ursprungslage

B4y =1



246 8. Geometrische Anwendungen des Integrals

folgt fiir den oberhalb der z-Achse gelegenen Halbkreis die Funktionsgleichung

y= — 22,

]

Mit y =

d

.-...zg

wird aus (95a) fiir den Halbkreis

1 1
3 1
8 =2 14+ z dz =2 = — 2arcsinz| =22 — .
1 —a? V1 — a2 0 2
o 0

Also folgt fiir den gesamten Einskreis die Bogenlinge 2.

8.4. Mantelfliichenberechnung (Komplanation) von Rotationskérpern

In Bild 147 sei y = f(x) das Bild der oberen Begrenzungsfunktion jener Flidche, die
bei Rotation um die z-Achse einen Korper erzeugt. Die Mantelfliche des so entstehen-
den Korpers soll bestimmt werden?).

Zur Entstehung der Mantelfliche denkt man sich den Gesamtbogen in Bogendifferen-
tiale ds zerlegt, die bei Rotation um die z-Achse je ein sog. Mantelflachendifferential

d A erzeugen. ¥V

Ein solches Mantelflachendifferential entspricht der Man- 8 B vty
telfliche eines Kegelstumpfes. Deshalb gilt unter Be- 2 ! i
nutzung der Differentiale dx und dy AW |
1 . - \\\I;f‘ .ll Al‘z X
dAy = 2= (Z’/ + E) dy) ds, z e R L
Bild 147

wie aus der elementaren Planimetrie folgt.
Nach vollzogenem Grenziibergang ergibt sich durch Summierung iiber alle Mantel-
flichendifferentiale, da der Ausdruck y + 1/, dy gegen y geht

AM=21cfyds

oder unter Beachtung von (94)

Ty
2
Ayp = 2nfy 1/1 -+ (g—z) dz (96a)

Der Index z soll an die hier vorausgesetzte Rotation um die z-Achse erinnern.

1) Unter speziellen Voraussetzungen ist auch die 2. GuLpinsche Regel zur Mantelflichenbestim-
mung geeignet (vgl. 11.2.4.)
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Bei der Rotation um die y-Achse fiihrt der gleiche Gedankengang auf die Formel

Ys
dx\?
i

Auch im Falle der Mantelflichenberechnung ist die Auswahl geeigneter Beispiele an
dieser Stelle noch sehr stark beschrinkt, da erst die Integrationsverfahren die Mog-
lichkeit der Losung solcher Integrale schaffen.

BEISPIEL

Berechne die Oberfliche der Kugel mit dem Radius 1.

Loésung: In diesem Fall decken sich die Begriffe Mantelfliche und Oberflache.

Der Halbkreir in Ursprungslage, der durch Rotation die Kugel erzeugt, ist die Kurve der
Funktion

f= {(x;]ll—xzﬂxeR und |z| < 1}

Mit y = = folgt aus (964a})
V1 — a2
+1
Ay =2n V1 — zﬂl/1 ot -dz

Weitere Beispiele und Aufgaben zu den geometrischen Anwendungen der Integral-
rechnung, insbesondere zu 8.3. und 8.4., sind in 9.1. bis 9.3. zu finden. Zu ihrer Losung
werden allerdings die nachfolgend behandelten Integrationsverfahren benotigt.

9. Integrationsverfahren

Die bisher auftretenden Integrale waren Grundintegrale oder konnten sehr einfach
auf solche zuriickgefiihrt werden. Dieser Umstand ist aber nur in wenigen Fillen
zu verzeichnen. Aufgabe der folgenden Abschnitte muBl es daher sein, Wege zu
weisen, die ein Zuriickfithren eines komplizierten Integrals auf ein Grundintegral
gestatten. Hierbei zeigt sich ein Unterschied zum Differenzieren. Beim Integrieren
vermif3t man ahnliche Regeln wie Produkt- oder Quotientenregel der Differential-
rechnung. An Stelle dieser Regeln konnen gegebenenfalls die nachfolgend behandelten
drei Losungsverfahren verwendet werden, die jedoch den Losungsweg nur grob an-
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geben. Bei diesen drei Verfahren 18t sich kein starres Schema anwenden. Die Technik
des Integrierens besteht in der Hauptsache darin, fiir ein vorgegebenes Integral das
geeignete Losungsverfahren festzulegen und mit dessen Hilfe die Losung zu ermitteln.
Bei ausreichender Ubung wird dies bald keine groBen Schwierigkeiten mehr bereiten.
Das Ziel wird um so leichter und schneller erreicht werden, je sicherer die Grund-
integrale beherrscht werden.

Aber auch mit Hilfe dieser drei Verfahren lassen sich nicht alle Integrale 16sen. Es
gibt viele Integrale, bei denen kein geschlossenes Integrieren moglich ist.

Von den Verfahren der

Integration durch Substitution,
der partiellen Integration
und der Integration durch Partialbruchzerlegung

sei zundchst das Substitutionsverfahren behandelt.

9.1. Integration durch Substitution

9.1.1. Allgemeine Vorbetrachtung

Selbst so einfache Integrale wie

1.[]’1 + zdz oder 2.[(2 —32)'d«=

lassen sich, wie das erste von beiden, mit den bisher kennengelernten Mitteln nicht
losen, oder sie erfordern, wie das zweite Beispiel, einen erheblichen Rechenaufwand
(Anwendung des binomischen Lehrsatzes). Oft ergibt eine einfache Substitution ein
Grundintegral und damit die Losung des Integrals.

1. Setzt man in f J1 + xdzfiir1 4 = u, sohat man eine neue Variable u eingefiihrt.

Die alte Vanable z ist aber nicht nur im Radikanden 1 + = enthalten, sondern eben-
falls in dz. Deshalb muB8 auch dz durch die neue Variable u ausgedriickt werden.

Durch Differentiation von 4 = 1 4 z erhdlt man (-11 =1, d.h,,esist dz = du.

Somit ist dz
f]/l 4 zdx:fﬁdu.

Dadurch ist ein Grundintegral der Form f 2" dz entstanden.

Es folgt s

fﬁdu=fu2du—2l+0

und unter Beachtung von v =1+ =z

)
f]/1+:cd:c=-§—(l+x)—2—+0.
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(Durch Differentiation der rechten Seite kann man sich von der Richtigkeit der
Losung iiberzeugen!)

2. Setzt man in
f (2 —32)'dzx
2 —-3z=u,
8o ergibt sich durch Differentiation

du
"d7 = —3 dz = ——du

Man erkennt, daB sich die Beziehung zwischen dz und du zwangsldufig aus der
Gleichung zwischen z und u ergibt.
Durch Einsetzen erhdlt man

. 1.\ 1 IR ST U
fw(_?du)——?fu’du_ g gt 0=—5@-32P+C.

Nachdem das Verfahren der Substitution an zwei Beispielen erldutert wurde, kann
man es allgemein wie folgt formulieren:

Zur Losung des Integrals f flp(x)] dz fiihrt man eine neue Variable u = ¢(x) ein.
Die Funktion ¢ muB differenzierbar und eindeutig umkehrbar sein. SchlieBt man von
u = ¢(z) auf 2 = y(u) und ist y differenzierbar und ¢’ stetig, so ist dz = y’(u) du,
und man erhilt

[tp@]de = [f@)y (@) du (97)

Nach vollzogener Integration setzt man wieder ¢ (z) fiir # ein und erhilt die Lésung
als Funktion der Variablen z. Die Formel (97) und ihre Herleitung zeigen deutlich
den groBen EinfluB des dz bei der Substitution.

Das Substitutionsverfahren wird nur nach griindlicher Ubung beherrscht. Man tiber-
lasse die Wahl der Substitution nicht dem Zufall, sondern lege sich stets die Frage vor:

Durch welche Substitution geht das gegebene Integral unter Beachtung des Ein-
flusses, den das d  ausiibt, in ein Grundintegral iiber?

Die folgenden Gruppen fassen Integrale zusammen, die sich nach einem einheit-
lichen Gesichtspunkt 16sen lassen.

9.1.2. Integrale der Form f f(ax + b) d=x

Der Integrand ist Funktionswert einer mittelbaren Funktion y = f[p(z)], wobei ¢
eine lineare Funktion ist. Die Substitution des Ausdruckes ax + b vereinfacht
zweifellos den Integranden. Deshalb setzt man

¢@x)=az+b=u, ade=du
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und erhéalt

ff(ax—}-b)dx:%ff(u) du (98)

Das Integral hat eine wesentlich einfachere Form. Es ist 16sbar, wénn f f(u)du ein

Grundintegral ist. Die bereits behandelten Beispiele in 9.1.1. gehdren dieser Gruppe
an. Weitere Beispiele sollen das Verfahren erlautern.

BEISPIELE

3dzx 1
1. —— bst.: 4z — 2 =4, dz = —du.
_[cos’(4x—2) Subst.: 4z , dz = -du

3dz 3 (du _3
cos®(4x — 2) 4 | cos*u 4

tanu+0=%tan(4x—2)+0.

T
2. fcg dz Subst.: % =u, dz = 2du.

z z
f02 d:z:=2fe“du=2e"—}-C’=2e2 + C.

dz 1
. [ bst.: =u, dz = —du.
3 fl+(ax+b)3 Subst.: az + b =, dz . u
dz 1 du 1 _ 1
[ Tra peeae 0= amian ez 48 +0.

Die folgenden Integrale kénnen so umgeformt werden, daB sie die Gestalt von Formel
{98) erhalten.

e 92
a? 4- 22
Man formt zunichst das Integral um:

dz 1 dz z
-

also dz = adu. Daraus folgt:

dz 1 adu 1 1 z
fm_a_’ l+u’—;arotanu+0—;arctan;+0

5. fﬁ——- Subst.: = — u, dz = adu
Vaa Y a
dz

= g =arosinu+0——_—arcsin£+0.
Vas__._._.i 1 — u? a
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6. Auch das wichtige Integral
f cos?zdx

1aB8t sich nach Umformung durch eine einfache Substitution 16sen. Bekanntlich gilt die Formel

cos?z = % (1 + cos2z).

Deshalb wird

fcoszxdx=—;—f(1 + cos 2z) dz =%fdz + %fcos2zdz.

Setzt man im zweiten Integral 2z = u, also 2dxz = du, so entsteht

fcos’xdx:%x+C’l-{-%-%fcosudu = %x+ %sinu—l—C‘.
Also isti
fcos%:dx: %-x+ %sin2x+0

oder auch

fcos’:cdx = %(z + sinz cos z) + C.

7. Mit der Beziehung sin?z = 1 — cos?z folgt leicht unter Benutzung von 6.:
fsinzxdx = f(l — cos?z) dx
=x—%(x+ sin z cosx) + C=%(x —sinz cosz) + C.

8. Auch das Integral

f sin mx sin nzdz (m und » ganzzahlig, positiv und verschieden) 1a8t sich nach geeigneten
Umformungen lésen.

Losung: Aus der Trigonometrie ist bekannt, da

cosx —cosff = —2 sin#sina—gﬁ-
ist. Daraus folgt
sin#sina ; B = %(cosﬂ — cos &).

Beachtet man — entsprechend der Aufgabenstellung —

f-iz_..ﬁ_=mz a=(m+nzx
—_
a;ﬂtnx f=(m—nz,

80 ist

fsinm:csin'nzd:c= -:.,—[fcos(m —n)zdz —fcos (m + n) :cd:c].
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Substituiert man

(m—n)z=u; (m—n)dzx=du

und
(m+n)z=v; (m+ n)dz=do,
8o entsteht
fsinmxsinnxdx=—l—( 1 foosudu—;foosvdv)=
2\m—n m+4+n
1 . 1 .
_m—sm(m—n)x—msm(m-{-n)x-{-a.

9. Das folgende Beispiel, ein bestimmtes Integral, soll benutzt werden, um die Anderung der
Integrationsgrenzen bet Substitutionen zu betrachten.

kg

2

x x 1

—d Subst.: — =u; —dz=du.

f cos 3 x ubs 3 u 3 x u
0

Damit ist jedoch die Substitution noch nicht auf alle vorkommenden GréBen angewendet.

Man beachte, daB auch die Grenzen 0 und n/2 z-Werte sind. Um anzudeuten, daB auf diese

Werte die Substitution nicht ausgedehnt wurde, kann man diese Grenzen in Klammern setzen
und schreiben :

T T
foosidz=3foosudu=3sinu 2

3 ©
0 (0)

Im letzten Ausdruck fehlen die Klammern, da er wieder die Variable z enthilt. Erst jetzt,
nachdem der Widerspruch zwischen den Grenzen und der voriibergehend benutzten Variablen
u beseitigt ist, kann man einsetzen und erhilt:

L

. x|2

= 3s8in —
3o

T

2
fcos—g—dx=3<sin% —sin0)=%-.
0

Eine andere Moglichkeit, die besonders bei schwierigen Aufgaben zu empfehlen ist, besteht
darin, die Grenzen entsprechend der Substitutionsgleichung, die die Wechselbeziehung zwi-
schen z und u angibt, mit zu d&ndern.

Das Beispiel erhilt dann folgende Gestalt:

T

2
foos-g—dx Subst..:%=u %dx=du 5=0->u=
0

T T

2 ]
feoa-;—dz=3 cosudu = 3sinu o

(1]
0 0
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Dieses Verfahren hat den Vorteil, daB man nicht wieder zur Variablen z zuriickkehren
muB.

10. Bestimme den Inhalt der Fliche, die von der z-Achse, der Kurve der Funktion y = -42—3
— 3z
und den beiden Geraden mit den Gleichungen z = — 1/3 und z = —2 begrenzt wird.
Loésung: 1 ‘
7, ] )
2dz dz
A= dz = —
f gES 4 — 3z f 4 — 3z
N -2 -2

Setzt man 4 — 3z = u, dz = -1/, du, so folgt
= —2 > u =4—3(—2) =10,

xg——%»u, 4—3(—%—)=5.

Somit erhélt man das Grundintegral

5
_2 [du =2l .
3 u 10
10
Man beachte, da8 man nur auf diese Substitution kommen kann, wenn man Kenntnis von dem
Grundintegral d_x hat.

Es ergibt sich als Inha.lt der Flache

2 2. 10 2 2
=+ —(In10 — =—In—=—In2=—.0,6931 = 0,4620.
A +3(n In 5) 3 n5 3 n 3

11. Berechne die Linge der Kettenlinie y = cosh z = ez—*;‘?_—’ fir —1<z<+1.

Loésung:

Da f(z) = f(— z) ist, also eine gerade Funktion vorliegt, gilt

8_2.[‘/1+ 2+e_2zdz=

1 1
_0[ 27 + 2 + e—2¢dx _d[(ez+e—z)dx fezdx+fe—5dx.
0 0

Wiihrend das erste Integral als Grundintegral e — 1 ergibt, substituiert man beim zweiten
—x=u; —dz = du und erhilt
1 (1)
f —Zdx = —fe“du— —e-z| =—e1l41,
0 )
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Also ist 1
8=e—1—el4+l=e——.
e

Die Rechnung kénnte auch unter Benutzung der Beziehungen y = cosh z; y’ = sinh 2

Vl Yy? = ]/1 + sinh?2z = cosh z
erfolgen.

[ (x) dz

f(@)
Der Integrand ist ein Bruch, dessen Zahler die erste Ableitung des Nenners ist.
Diese Forderung erfiillt z. B. das Integral

(6x 4 4)d=x
322 + 4z +17°

9.1.3. Integrale der Form

Setzt man den Nenner gleich u, also
3x2 4+ 4x+ 7 =u,

so wird wegen
(6x 4+ 4)dx =du

der Zahler des Ausgangsintegrals gleich du.
Also erhdlt man mit u = 322 4 42 + 7 das Grundintegral

f%ﬁ=19|u|+0=1n|3x2+4x+7|+0.

Allgemein setzt man in

/';37{1:(;% f(*) =u f(x)dx = du und erhalt
f{ﬁlx fdu_ u| +C =n|f(z)| + C (59)

In den meisten Fillen wird man erst durch Umformungen die gewiinschte Gestalt
des Zihlers und Nenners erhalten.

BEISPIELE

1 zdz
) az® + b

Der fehlende Faktor 2a im Zihler stort nicht, denn setzt man

ax? + b =u, soist 2axdz = du, also zdx = 2idu, und
a

f il ﬂ——ln|am’+b|+0

az? 4+ b 2a u
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Fehlt also an der geforderten Form nur ein konstanter Faktor, so 1aBt sich das Verfahren den-
noch ohne Schwierigkeiten anwenden.

T
E .
2. IM— Subst.: @ + b cosz = u
a+ bcoszx
—bsinzdz = du; z,=0; #=a+bd
s 1 b
smzdm:—?;du; 2y = 2% ®=
T
2
sin xdx 1 u 1
— —=-—-—ln = ——(l —In b))=
fa+bcm bfu jul[l, == (alel ~Inla+b)
0 a+bd
1|2t ‘
b a

j‘(:::“——i dx
. 9
) 1528 — 5z + 7

Um den Zihler auf die Form 4522 — 5 zu bringen, ist die Erweiterung mit 45 erforderlich..
Dann entsteht:

1 [ (4622 —5)dz 1
—_ _— e —— 15 3 .5 7 O~
) 150 —bz 17 s I18F % +TI+

Das letzte Beispiel ist zweifellos konstruiert und diirfte so ideal, daB die Erweiterung
die gleichzeitige Ubereinstimmung der beiden Zahlerglieder mit den zugehérigen im
Nenner bringt, kaum auftreten. Das Problem wird spiter allgemein behandelt.

4. Berechne das Volumen jenes Kérpers, der bei Rotation der Fliche unter der Kurve mit der

Gleichung y = |.f ;-E_-;— fir 1 <z <2 um die z-Achse entsteht.
& .

Lésung:
Nach (92a) ist
F Foy 2z + 4
V,= 2dx = LT = z d
* nfy re=w x’+4xdx fz”+4:c z
1 i

k21
Durch die Erweiterung mit 2 ist im Zéhler die Ableitung des Nenners entstanden.

22+ 4z =u; z=1; w;, =25
2z +4)de=du; z3=2; u,=12

22 12d e
,,fidwz A vl

=S n12—Is)=ZIn
22 4 4z 2 u 2 6 2 2
1 5

ol

™
=" In2,4=T.08755 = 1,3752.
2 " 2
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5. Bestimme den Inhalt der Fliche, die von der z-Achse und der Kurve der Funktion y = tanz
in den Grenzen z; =0 und 2, = n/4 eingeschlossen wird.

Lo6sung:

—fta.nxdx famz Subst.: cos z = u; 2, = 0; u1=1

— sin zdz = du; x,=-§-; u,x?ﬁ
1

A__fw— -—-—_]n|u| =ln1—1n+1—ﬁs=-—]n—@-——-ln~2—=

1y 2 2 2

_.}Iz 2
=2 = Eln2~ 0,347.
9.14. Integrale der Form [ f[¢(x)]¢ () d

In den Integralen von 9.1.3. stand die Ableitung des Nenners des Integranden im
Zéhler, wihrend nun der Integrand ein Produkt darstellt, bei dem der eine Faktor
Funktionswert einer mittelbaren Funktion ist und der zweite Faktor, das ist das We-
sentliche dabei, die Ableitung des inneren Terms des ersten Faktors ist.

Auch die Gruppe 9.1.2., bei der ¢ () = ax + b war, liBt sich in die neue Gruppe ein-
ordnen. Sie verdankt ihre Sonderstellung nur dem besonders einfachen Aufbau des
Integranden.

BEISPIEL
1. fsin‘ z cos zdz
Loésung: Setzt man
sinz = u,

80 ist cos zdz = du, also der zweite Faktor des Integranden dem du gleich.
Durch Einsetzen erhiilt man:

nSz

5 + C.

5 .
f’u‘du=%+0= e

Handelt es sich allgemein um die Losung des Integrals
[1lp@)] ¢') dz,
8o fiithrt die Substitution

p(x) =u, ¢'(r)dr=du
auf :

[1lp@] ¢’ @) dz = [f(u) du (100)
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Esist nicht immer moglich, nach dieser Substitution das Integral zu l6sen. Mitunter sind
noch andere Verfahren anzuschlieBen. Dennoch wird die Substitution bei Integralen
der betrachteten Form den Integranden stets vereinfachen.

BEISPIELE
5 2, _
2 fcosh z — 3 cosh®z — 7 sinbe d
coshtz
Loésung: Aus cosh z = u folgt sinhzdz = du
und deshalb
S50 - 5 2
cosh®z — 3 cosh?z 7ginhz S u 3u 7 du =
cosh®z ud

=f(u—3u*’—7u—‘)du=1—g+3u‘l+% 3+ C =

__cosh?z 3 7

2 cosh z 3 cosh3z

Das Beispiel liBt deutlich erkennen, wie zweckmiBig die Substitution cosh z = u ist.
Zwei einfache Fille sollen noch betrachtet werden, die besonders hidufig auftreten.

3. ff(:v) f(z) dz
Loésung: Mit f(z) =%, f'(x) dz = du entsteht fu du =1§ +C= %[f(a:)]2 + C.

4, f /@ f'(z) dz
Lésung: Aus f(z) = u, f(z)dz = du folgt fe“ du =e% 4 C =ef® 4 C.
1
5 farctana: dz

14 a2
0

Losung: Das Beispiel ist erneut, gut geeignet zu zeigen, daB man nur bei sicherer Beherr-
schung der Grundformeln der Differential- und Integralrechnung die zweckmiBige Sub-
stitu tion erkennen kann.
Aus der Schreibweise

1

f dz
arctan z
1422

0
schlieBt man auf die Substitution
arctan z = u, L dz = du.
1428

Daraus ergeben sich die Grenzen
=0 u, = arctanz;, = 0

g =1 ugq = arctan zg =

1

T
e
farctan:c lizx’ =fudu=%
0

0

17 Analysis
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6. f—l-lnxdx=fudu=i(lnz)2+0.
x 2

7. Bestimme den Inhalt der Fliche, die fir 0 <2 =<1 von der Kurve mit der Gleichung
y = sin z cos z und der z-Achse eingeschlossen wird.

Loésung:
1)

—fSInxcosxdx=fudu=—81n2
0)

In vielen Fillen muB man erst die der Formel (100) entsprechende Form herstellen,
wie das folgende Beispiel zeigt.

1 1 .
= — gin?1 = 0,35406
0 2

8. f(tan% + tanz + 1) dz

Lo6sung: Hier fehlt offenbar der erforderliche Faktor lz . Um den Integranden mit die-
cos?x

sem zu versehen, erweitere man mit cos?z unter Benutzung der Formel

1

=1 + tan?z.
cos?z

Mit tan z = » ergibt sich

(tan3z + tanz 4 1) dz u’+u+1
(1 4 tan2z) cos?z - 14 u?

Nach Division erhialt man

fudu +f1+u3 %uz—l—arctanu-i-C’=—;—tan2x+arctan(tanz)+C’=

%tanzz + x4 0.

Beachtet man, daBl aus tanz = u die Beziehung 2z = arctan » folgt, so ergibt sich aus
1/,u® + arctan « + C auch direkt 1/, tan?2z + 2+ C. . .

9. fsin’:c dz =fsin2:z: sinzdz.
Loésung: Mit sin?z = 1 — cos?z folgt

fsinaxdx = f(l — cos?z) sin z dz = —f(l — u?)du = —cosz + %'cos’z + C.

lO.fsin2"+1xd:c = fsin2n zsinz dx = f(l — cos?z)" sin zdz =f(1 — u)" du. (n ganzzahlig)

Die Losung 1a8t sich fiir ein bestimmtes » mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes leicht finden.
Sie erfolgt dhnlich der des Beispiels 9.

Auch dieses Beispiel zeigt wieder deutlich die ZweckmiBigkeit dieser und nur dieser Sub-
stitution.

11. Durch die Rotation der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = z 2 Inz umdiea-
Achse entsteht ein Korper, dessen Volumen (in den Grenzen z; = 1 und =z, = 2) bestimmt
werden soll.
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Loésung:
EA 2
V,=-n:fy2d:c=-n:fi(lnz)3dx Inz=u id:r:=du
z z
£ 1
2 3((2) 2 In 2)3
Ve=m wds=no| =T (In z)? =M.
3y 3 1 3
(1) —T—
12. z2dx
Va? — 28
Losung: Subst.:a? — 22 =u; —3z°dz=du; 2!dz= —%du
1
2?dz 1 du 2 3 2
—=—— [ —=——u*+C=——Va® —2® +C.
Va2 — 1 3 3
a® — 238 3 u?
9.1.5. Substitution trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf Integrale der Form

a) [ f(z; Ya* — %) d=
b) [ (2; Ya* + =) d=
und c) fj(x; }/x”fa")dx.
Alle Integranden weisen einen irrationalen Term eines quadratischen Terms auf.
a)ff (z; Yot — x*) dx
Die Substitution
r=asinu
vereinfacht den Integranden, indem die Wurzel in Wegfall kommt.

Aus =z = asinu folgt

dz = a cos » du und, unter Anwendung der Formel sin? & -} cos? x = 1, fiir

Ya? — 2 = Ja® —a?sin*u =a J1 —sin®u = a cosu.

Somit wird
ff(x; Ya? —xz)d:v = ff(a sinu; a cosu)acosudu.

17*
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In den Losungen treten oft die trigonometrischen Funktionen der Variablen % auf,
bei deren Zuriickfithrung auf die Variable « beachtet werden muf3:

. x e Va_z .._x2
sin 4 = —; cosu=}1 —sinu = —
a

a

sin % x 1 ]/a’ — x?
tan 4 = = — 6 cotu = =
cos u% a? — z2 tan u x

AuBerdem gilt wegen « = a sinu auch w = arcsin z/a.

Erwihnt sei, daB auch die Substitution # = a cos v zum Ziele filhrt, weil auch sie
die Wurzel ]/oz2 — a2 auf Grund der Beziehung sin%?x + cos?a = 1 beseitigt.
Scheint auch die Substitution trigonometrischer Funktionen zunéchst sehr willkiir-
lich und wenig versténdlich, so zeigen doch die dadurch bedingten Vereinfachungen
des Radikanden deutlich die ZweckméBigkeit einer solchen Substitution. Erwéhnt
sei, daB die vereinfachten Integrale noch nicht in jedem Fall 16sbar sind. Mitunter
bedarf es zusidtzlich der Anwendung eines anderen Verfahrens. Eine starke Verein-
fachung tritt jedoch stets auf.

BEISPIELE

1 [l
Va2 — 22

Loésung: Durch die Substitution z = asinu; dz = a cos udu erhilt man

[ _acosqi?u__=fcosudu=fdu=u+0=a.rcsin%—}—C’.

] e
Va® — afsintu cosu

2. fx’ Y9 =22 dz Subst.: z =3sinu dz = 3cosudu
jx’ ]/9 — 22 dz =f3asin3u ]/9 — 9sin?u - 3 cos udu =
= 35 fsinau cos?udu = 35fsin‘u cos?u sin udu =

= 35f(1 — cos?u) cos?u sin u du = 35f(cos‘u— costu)sinudu=

=_35f(v’—v‘)dv=—35(%3—-§)+C=

5 3

5 3 5
s (cos A CO8 u) + 0=::—5cossu(3coszu —5)+C=

3
2
#(aﬁ%—ﬁ)%—c.

1

3
_Bg_az [0 =
=50—2) [ 5 5]+0

Zs
3.. Zur Bestimmung des Inhaltes des Kreises mit dem Radius r setzt man in 4 = f ydz die
Kreisgleichung z? + y% = r? ein und erhilt %

T
Agres = 4 f V2 — 22 dz (Viertelkreisfliche mal 4)
0
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x=rsinu dz = r cos udu 2 =0;

82
5
I

R
H]
i
&
e
il
told @

folgt daraus
™
2
Agrets = 4r”fcoszudu.
0

Im Beispiel 6 von 9.1.2. ergab sich f cos? zdzx = -;— (x + sinz cosz) 4 C.
Also ist

™

2 ™
= 272 — = 12,

Axress = —ri(u -+ sin u cos u) >

2

Die Fille b) und ¢) haben untereinander und auch mit a) viel Gemeinsames:

b) [f (a5 Ya +2*) da ¢) 1 (x; Yot — &) da

An die Stelle der Formel sin®x + cos?2x = 1 des Falles a) tritt hier die Beziehung
cosh?a — sinh?a =1

Substitution

x =asinhu x =acoshu
dz =acoshudu dz = asinh v du
% = arsinh z/a u = arcosh z/a
Damit wird

Ya* + 2? = Ya® + a?sinh®u = acoshu  J2* — a? = }a? cosh®*sy —a? =asinhu
Fir Umformungen benodtigt man mitunter nach folgende Beziehungen:

. x x
sinh 4 = — coshuy = —
a a

o e e F‘s 2 ],f R
coshu=}/1+sinh2uma—+x sinhu=ycosh3u— —_—_ﬁxia_a-

a

. . R
tanhu:smhu= x tanhu:smhu _J= a

cosh » Ya* + 22 cosh » z
i Ya? + 2 1 _ x

thu = = cothu = =
oMY = fanh u x tanh » 22 — g2

u = arsinh% =In (m + }/xz —+ az) —Ina u= arcosh% =1In (x + Y2t —az] —Ina
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BEISPIELE
4. f}/5——{—z':§ dz
Lo6sung: Subst.: z = V6 sinhu u = arsinh%_
dz = }/5_ cosh udu
f}lm dz =f}/m_ V5 cosh udu — 5fcosh’u du.

Die Aufgabe 373 zeigt f cosh?udu = 1/,(u + sinh u cosh u) + C.
Also folgt

f}/5+z2dx=%(u+sinhucoshu)+0=

=£ azrﬁiinhiJri--]fi--"~t~:‘:—2 +C=
. 5 V5 Vs

(5 arsinh % +z }/5-:1__;-2) 4+ 0=
5

<5ln|:—}/5:+l/g+1:|+x}/5+:_c)+0.)

'[5ln(x+Vz’+5)+x](z‘3+5]+01

.5
2

I

M|H

N}|h—

‘3
5. fl":t:“-—-?.x-!—S dz
1

Loésung: Man vermiBt zunéchst die iibliche Form des Integranden. Durch die Einfiihrung der
quadratischen Ergédnzung gelingt es jedoch leicht, die gewohnte Form zu finden.

3 3
[V —2c+5de=[Va+ (z— 1P da.
1 1

Die Substitution
z—1=u; dz =du zy=1; uy =0

xy = 3; Uy = 2
2
ergibt f Y4 & u? du. Das Integral geht durch die Substitution » = 2 sinh v iiber in
0

(2) )
4 (2) % x —\ |2

4 [ cosh’vdv = — (v + sinh v coshv)| =2 (a.rsinh — 4 — }/4 + u’)
0) 2 ) 2 4 0

% (4 arsinh 1 + 2 V8 — 4 arsinh 0 — 0) ~ 4,59.

1) arsinh 2 = In (:c + }/xz + 1). Beachte diese zwei méglichen Schreibweisen bei allen Area-
funktionen, besonders beim Vergleichen mit den Lésungen im Anhang
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6. [Zdz
Va2 — a?
3
Loésung: Mitx=acoshufolgtf gds = a,sfcoshsu du = a,sf(l + sinh?2u) coshudu.
22 — a2

Setzt man sinh # = v, so ergibt sich

a“f(l + sinh?%) cosh udu = a® f(l + v2)dv = a® (sinh w4 %sinhsu) + C =

3
_%"(3%3—»112 _+_(:c2—a2)2

a a®

)4_0:“«—‘/“’2;“2 (2a2 + 2?) + C.

Die drei behandelten Fille lassen deutlich erkennen, wie durch sinnvolle Anwendung
der Formeln sin?2x + cos?x =1 bzw. cosh?x — sinh2x = 1 eine Substitution
gefunden wird, die die im Integranden auftretende Wurzel beseitigt.

9.1.6. Integrale der Form f R(sin x; cosx;tan x; cot x) dx, wobei der Integrand
rational in sin @, cos x, tan x, cot x ist

Ist der Integrand ein rationaler Term von sin «, cos z, tan « und cot «, so gehen diese
Integrale durch die Substitution

x
= tan —
u an2

in Integrale der Form
f R(u)du

iiber, wobei R (u) einen rationalen Term der Variablen « andeuten soll. Als Argumente
werden meist nicht alle trigonometrischen Funktionen auftreten.
Setzt man

u = tan ;, sofolgt = 2arctanu

. 2du
Tl 4wt

und damit
dz

Die Funktionswerte sinz, cos 2, tan z und cotx kénnen leicht durch die neue Variable
u ausgedriickt werden:

i & T x
y 2smxcosz 2sm§cos§ 2tan§ %u
sin = — —_— = — —
2 2 . o X z z 1+ u?
2~ 2 27
sin 2 + cos 3 1 + tan D)
x x z
T s = 27
ea L@ Sinsw_eoﬁr, 3 sin 3 ___1 tan 3 _l—u”
il Wl = s 1w

in2 % 2 % 2 X
sm2+cos2 1+tan2
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Demnach ist

sin x 2u 1 —u2
tanx = = ——— und cotz =
cos z 1 —u? 2u

Deshalb kann man allgemein schreiben:

fR(sin z;cos z; tan z; cotz)dx =

_ oy —u? : —
=[R( 20 1 —u 2u 1 u) 2du =fR(u)du.

1+u2;1+u2;1—u2’ 20 |1 4 u?
BEISPIELE
dx (1 4 u?) du du x
1. | —=|—""""—=| —=1 C =In|tan — C.
fsinx u(l 4 u?) u m Jul + o= 2‘+
dz du du 2
2 | ———=2 =2 - i
fl—sinz: f1+u’—2u (u — 1)? z B

1 —tan 2
an2

Die Auswahl weiterer Beispiele ist hier noch sehr beschrinkt, da die entstehenden
Integranden gebrochenrationale Terme von u werden. Die Integration gebrochen-
rationaler Terme ist aber Aufgabe der Integration durch Partialbruchzerlegung (9.3.)
Damit ist das Verfahren der Substitution, wenn auch nicht erschopfend, so doch in
den wesentlichen Ziigen entwickelt.

Bei der Losung der folgenden Ubungsaufgaben beachte man die Form der Integranden
und wende folgende Substitutionen an:

ff(ax + b)d= Substitution: ax + b = u
r (;2'3 ()ix Substitution:  f(z) = »
f o (@)] ¢'(z) dz Substitution: ¢@(z) =u
f fle; Va2 £ 2?) d= Substitution: x = asin u (fir —)
2 = asinhu (fir +)
f fla; m) de Substitution: Z =a coshu

fR(sinx; cosz; tanz; cotz)dx Substitution: tan-g- =u
Man beriicksichtige den EinfluB des dz und édndere bei bestimmten Integralen ge-
gebenenfalls die Grenzen entsprechend der Substitutionsgleichung um.
AUFGABEN
Zu9.12. [faz +b)dz

VR . dz
365. [a — bz de 366, [sin2zda 367. f T
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4
dz
368. | (2 b)cd 369. 370. | 2e3v—6du
f( ez 1-bjdz fz +a é]‘
™
=
371. fcos“oc cosh (@ — ¢%z) dz 372. foos’ (% — %) daz
—r
373. fcosh’zd:c Anmerkung: Beachte das Beispiel 6. in 9.1.2.
374. fsinh’a: dz Anmerkung: Beachte das Beispiel 7. in 9.1.2.
Zu9ya. [L@dz
1 (=)
zdz dm
375. t zd 3176. 3. | ————
fco wae fa’ + 23 f(l — m?)arcothm.
~ad 2d
uddu 23da
378. f P 379. f s 380. [ coth (2 — 122)de
kg
2 d zkd
cos zdz z
1. | ———— 82, | ——————
38 fa+bsinz 3 f2—axk+1
0
Zu9.14. [flp@) ¢ (2)dz
383. f(sin‘x — 3sindz — % sinz + 5) coszdz 384. fa:‘ V325 — 4 dz
tanh 3ud .
385, [anicult 386. [ cos 22z 387 [ cosh?u sinh ude
1 —9u? G
. a .
388. fsm :dz 389. IM 390. f_x_(.li.__
cos® z r Yat — 23
i

2a

Zu 9.1.5. Substitution trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen

a) ff(z; }ra’Tz{) dz

391. [Va? — 27 dz 302. [213—(4 + w)du
e 2
393. [ =22 4, 04, [— 92
Va? — 22 x? ]/m — 2
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b) [1(zs Va* + 22 ) dz )

dzx

395. f 2
Vl + a2

397. f——d?—s
(16 4+ 22
c) ff(x; Yzt —a? ) dz

399. [V2? — 4z — 12dx
J

dx

401, [ ——————
rt }/xz —1

dx

V422 — 8z

402.

Beachte

396. flfx" + 4z + 29dx

5

398

400. [ ————
(=* —4)

= 1 — tanh?u.

cosh2u

Zu9.1.6. fR(sin z; cos x; tan z; cot z) dx

403, f dz
CosS

108, femeadt
sin?(3z + b)

3
408.' f tanh zdz
2

ay, [—92
Va2 — ba?

ind
sin®x cos x
414, — T dz
costz

3
zdzx

a1, f
a + x?

2
? +
1
419. f (a o %)" dz
0

1) Beachte beim Vergleichen
Areafunktionen!

f dx
V922 1 6z +5

dz
3
2

404_[._9‘”_
14 coszx

Gemischte Aufgaben zum Substitutionsverfahren:

b
e?dzx

e+ a
a

406.

409. f a57-2 dg

412, fcos”xdz

I
2

415. fcos (5:&: + -;i) dz
0

cot’z — cot?z + 1

sin2x

418. f

420. f sinhSz dz

407. f(}/a_x — 130)" dz

2
dz

410. f
zlnz

1,5

3zdx

wus. [ =22,
Va* + 82

416. fcosz"“ zdzx

dz

a
m:.fawdx
c

mit den Losungen die verschiedenen méglichen Schreibweisen der
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422

424.

426

429.

432

435.

437

439.

441.

442.

446.

T

b 2

. fz‘l Inzdz 423. f[sin % + cos %] dz
U ™
T
k1d
Z
. dz
—f(cosza: — 32) (sin 2z 4 3)dx 425.
0 G §
2
— g d
. [ (cotrz — cotez + 7) 22 427, [V=22—6z dz 428. z
sin%z costz
0
- 3
2 2 2 —
ol [N 430. [—_(“ +29ds agi, [—2E=T 4,
© — 2244 B z? z? — 3z +7
1
3
T
o dx 433, [ 21z —28 . 434. artanh z dz
(1 + 2?) arctan 722 4 142 + 112 1 — 22
1
3
an-1
f_ dz 436. [@2® + 927 4 7) (922 + 182) dz
b—ca"
a .
2
. [(@3% + 3a2% 4 a7) dz 438. f g2
a+x
Von einer Funktion kennt man y’ = 4 (3sin?z 4 4sinz + 2) cos z. Man bestimme

y = f().

. Man bestimme den Inhalt der Fldche, die von der z-Achse, der y-Achse, der Kurve der Funk-

tion y = b cosh % und der Geraden mit der Gleichung x = a begrenzt wird.

2 2
Man bestimme den Inhalt der Ellipse mit der Gleichung T—ﬁ + i 1.

i
dz
f(r + gam)s gm—1 dzx 443. =
Y42® + 162 + 32
. Welchen Inhalt hat die Fliche, deren Begrenzung die z-Achse, die Kurve der Funktion

y = —sin (i;- + 1) und die Geraden mit den Gleichungen =0 und z =2 sind?

. Man bestimme die Linge des Bogens der Halbparabel mit der Gleichung v = 6A'/2 (v > 0)
im Intervall 0 < A < h,. Dabei sei &, jene Abszisse, die gleich der zugehérigen Ordinate
und == 0 ist. Die Moglichkeit, das Problem auf die &-Achse oder auf die v-Achse zu beziehen,
ist zu beachten.

Man bestimme die Oberfliche des Rotationsellipsoids mit den Achsen 2a und 2 b bei Rotation
um die 2-Achse.
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447.

448.

449.

450.

451.

452.

453.

454.

455.

457.

458.

459.

460.

462.

463.

464.

466.

Es ist, wie auch in 9.1.4., Beispiel 7, gezeigt, fsinx cos xdx = 1/, sinrfx 4+ C. Andererseits

folgt aus sin 2o = 2 sinx cos ocfsin zcosxdx =1/, fsin 2zdzx.
Man lose diese Integrale und &uBere sich zu den beiden Resultaten.

Man bestimme den Inhalt des von den Kurven mit den Gleichungen y = Y2 sinz und
y = tan  mit x € [0; ©t/2) eingeschlossenen Flichenstiicks.

Welche Fliche wird von den Kurven mit den Gleichungen y = sinz und y =1/, tanz
mit z € [0; ©/2) eingeschlossen?

Wie groB ist der Flicheninhalt des von den Kurven mit den Gleichungen y? = 2z und
Yy = §_("x2+7_1£ gebildeten Bogendreiecks?

Man bestimme die Linge des Bogens der Kurve mit der Gleichung P = a@3/2

1) fiir den Fall P=fQ; P>0; 0<b=<Q<c¢ und
2) fiir den Fall P=f(a); 0=a<Q.
Durch Rotation der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = (1 — 4)%?® um die

Achsen entstehen Rotationskoérper, deren Volumen bestimmt werden sollen (Rotation um z-
Achse —1 =z =< 0; Rotation um y-Achse 0 =y < 1).

Die Fliache unter der Kurve mit der Gleichung y = — L
bis z, = b zu berechnen. a + ba?

Durch die Rotation der Flache unter der Kurve mit der Gleichung y = 2 cos (1 — 2z) um
die z-Achse entsteht ein Korper, dessen Volumen in den Grenzen von z; = 0 bis z, =1
bestimmt werden soll.

ist in den Grenzen von 2z, =a

6,25

j W - 456. f fz -

— — 22 zlnz

]/ 8 + 6z x N

Eine Fliche wird von der Kurve mit der Gleichung y = 1/, z 4+ 2, der y-Achsc und den
Parallelen zur z-Achse in den Abstinden 1 und 2 begrenzt. Diese Flidche rotiert um die y-
Achse. Man bestimme das Volumen des erzeugten Korpers.
Die Sinuskurve rotiere um die z-Achse. Die Oberfliche des dabei im Intervall 0 <z <«
entstehenden Korpers ist zu berechnen.

Wie groB ist die von den Kurven mit den Gleichungen 2532 — 144z + 144 =0 und
922 4+ 25y% — 902 = 0 eingeschlossene Flache?

nl
B 8
s‘“l/“_dx s61. [ 92
V= zlnzx

0 2

Man bestimme die Liange des Bogens der Parabel mit der Gleichung y% = ax in den Gren-
zen r; = 0; 2, =c.

In welchem Abstand von der y-Achse ist die Parallele zu ziehen, die mit der positiven z-
Achse und der Kurve der Funktion y = tan z die Fliche begrenzt, die den Inhalt 1 hat?

1
[V 3z dz 465. fl/l“
0

Anleitung: Man erweitere so, da nur der Nenner eine Wurzel enthilt.

dz
g—rx
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9.2. Partielle Integration

Konnte man in der Substitutionsmethode das Analogon zur Kettenregel der Diffe-
rentialrechnung sehen, so liBt sich die partielle Integration aus der Produktregel
der Differentialrechnung erkliren.

Nach Formel (37) ist
(uv) =u'v + uv'.
Hieraus folgt

d(uv) =vdu + udv
also
udv =d(uv) — vdu,

wobei u = u(x) und v = v(x) ist. Durch beiderseitige Integration entsteht

fudv:uv—fvdu (101)

Mit Hilfe dieser Formel wird die Integration f udv in zwei Schritten, in zwei Teil-

integrationen vollzogen. Deshalb nennt man das Verfahren partielle Integration oder
Integration in Teilen (Teilintegration). Nach Formel (101) gilt es, einen vorgegebenen
Integranden so in zwei Faktoren % und dv zu zerlegen, dafl der daraus resultierende
Integrand v du durch eine Substitution oder ein anderes Verfahren gelost werden
kann. Der Erfolg wird damit wesentlich von der Wahl des # und dv abhéingen. Die
zahlreichen Beispiele verfolgen den Zweck, den Blick fiir eine solche giinstige Wahl
zu schirfen. Als Differentiationsiibung sei wiederum die Probe empfohlen.

BEISPIELE
1. f zerdx

Losung: Der Leser iiberzeuge sich zunichst davon, da8 die Lésung mit dem Substitutions-
verfahren nicht méglich ist. Die Hauptverfahren zur Lésung eines Integrals (Substitution,
partielle Integration, Partialbruchzerlegung) stellen also nicht drei fiir ein und dasselbe Inte-
gral anwendbare Losungswege dar, sondern jede Methode ist einer bestimmten Gruppe von
Integranden vorbehalten, wobei auch Uberschneidungen vorkommen konnen. Eine formale
Einteilung der Integrale in diese drei Gruppen ist daher auch nicht moglich. Nur durch vieles

Uben erlangt man Sicherheit im Integrieren. Im Beispiel f ze?dx setze man nach Formel (101)
u =2z dv=eZdzx.

Aus u = z folgt durch Differentiation
du =dz

und aus dv = e*dz durch Integration (erste Teilintegration)
v =%

Die bei beiden Integrationen auftretende Integrationskonstante wird zu einer Konstanten ver-
einigt und erst bei der zweiten Teilintegration hinzugefiigt.
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Setzt man entsprechend der Formel (101) ein, so erhdlt man:
fxe-“’dx = ze® —fe‘d:c.

Es verbleibt also noch das Integral f ezdz, das jedoch als Grundintegral leicht 16sbar ist
(zweite Teilintegration).

fxe”dx=xe”—e"’+0=e“(:c—1)+C.

Wiirde man die Faktoren « und dv
% =e% und dv = zdx
wihlen, so folgte daraus

du = e*dx, V= —;—xg

zie? 1
e*dax = — — — |a2eZdz.
fz x 5 2f z

Das verbleibende Integral auf der rechten Seite ist aber nicht, wie gewiinscht, einfacher,
sondern schwieriger geworden.

2. fxze“’ dz

und

Loésung: Wahlt man 4 = 22 und dv = e*d=, -
so muB man sich Gedanken iiber das dadurch auftretende Restintegral f vdu der rechten
Seite machen und abwigen, ob die getroffene Wahl giinstig ist. Dieses erforderliche rasche
Uberschlagen setzt aber wiederum voraus, daB man die Formeln der Differential- und Inte-
gralrechnung griindlich beherrscht.
Aus

u = x?
folgt durch Differentiation

du = 2zdzx
und aus
dv = edx

durch Integration (erste Teilintegration)
v = e*,

Moge sich der Anfinger sogleich dieses rasche Uberschlagen angewohnen und die Wahl von u
und dv nicht dem Zufall iiberlassen. In diesem Beispiel erkennt man wie im 1., daB sich bei der
Differentiation von 22 der Grad um eins erniedrigt. Das bedeutet zweifellos eine Vereinfachung.
AuBerdem dndert sich am Ausdruck e? nichts. Wiirde man e% = u setzen, so wire e?dz = du,
aber bei der Integration von 22dx = dv tritt mit 23 eine Erh6hung des Grades ein und damit
ein schwierigeres Restintegral. Im vorliegenden Beispiel ergibt sich

fxzezdx = x%e% — 2fxe“’ dz.
Unter Benutzung der Ergebnisse des Beispiels 1. folgt:
fx’ez dz = 22e® — 2e*(x — 1) + C =e%(22 — 22 + 2) + C.
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NIE]

3. f:c sin zdz
0

Losung: Man setze

==z du = dz
dv =sinzdz v = —CcOoSZ
T T
2 b 2 L
. 2 . 2
fxsmzdx= —xcosa:|0 +fcosx dz = (—« cos x + sin z) 0 = 1.
0 =
4, fln:cd:c
Lo6sung: Man setze
vu=Inz du = id:lr:
z
dv =dz V=2

Das Beispiel zeigt, daBl mitunter der eine Faktor nur d« heiBen kann. Dann ist
flnxdx =zlnz— : :c-%dx= zlnz— [de=a2lnz—24+C=2(lnz— 1)+ C.

6. Die Kurve mit der Gleichung y = arcsin 2z umschlieft gemeinsam mit der 2-Achse und der
Geraden mit der Gleichung z = 1/2 eine Flache, deren Inhalt bestimmt werden soll.

Loésung: 1

2
A= farcsin 2xdx
0

Durch die Substitution
2z=12 =0 2=0

2dz=dz x2=% 2Zg=1

erhillt man zunichst die einfachere Form

1
= -{L-‘/‘arcsinz dz.
2
0

Nach (101) ergibt sich daraus:
dz

==

dv=dz v=2=2
1 1
1 . 1 . 1 zdz
— | arcsinzdz = — |zarcsinz | — | ———| =
2 2 0 Vl — 22
0 0

1 _
= P} (zarcsinz + Y1 — 22)

% = arcsinz du=

1
’
0
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wobei das Restintegral nach 9.1.3. gelost wurde.

a4=2(% _1) = o2854.
2 |2

6. Der zwischen z, =1 und =z, =e liegende Teil der Fliche, die von der z-Achse und der
Kurve mit der Gleichung y = Inz begrenzt wird, rotiere um die z-Achse. Wie gro8 ist das
Volumen des zugehorigen Rotationskorpers?

Zy e
Ve= -rrfyzdz = r:f(ln z)2dz.
2z, 1

Man setze
_2lnzdz
z

u = (Inz)? du

dv =d=z v=2x
] °
nf{lnx)gd:c =T [x (In z)® k: —2flnzdz].
1 1
Als Nebenrechnung ergibt sich fiir

fln z dz nach Beispiel 4 die Losung z (In z — 1).
Somit ist
4 =rz(nz)? — 2z(Inz — 1)]|] = n(e —2).

7. fe‘” sin bz dz

Lo6sung: Man setze

u = ef? du = ae?* dz
dv = sin bz dz v=—lcosbx
fe“” sinbzdz = — —;—e‘”‘ cos bz + % €% cos bzdz.

Wihlt man also dv = sin bz dz, so enthilt das Restintegral einen Faktor C cos bz. Gleicht
dabei der andere Faktor des Restintegrals dem u des urspriinglichen Integrals oder, anders
ausgedriickt, entsteht durch die Wahl von % und dv als Restintegral das Integral mit dem
Term der Cofunktion im Integranden, so fiihrt eine nochmalige éhnliche Wahl von % und dv
zum Ziel, wie es die folgende Betrachtung zeigt. Zunichst soll nur das Restintegral weiter um-
geformt werden.

fe“ cosbzdz u = ez du = aed®dz

dv=cosbzdz v= %sinb:c

fe‘“’ cosbz dz = %- e gin bz ——;:—fe“ sin bz dz.
Insgesamt ist also

eZginbrdzr = — i'-e,"z cos bz + 8 eazgin bz —1.- e%% gin bz dz.
b b bt
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Nun ist aber das Restintegral gleich dem Ausgangsintegral. Die Gleichung kann also nach dem
Ausgangsintegral aufgelost werden:

2 az
(1 at %) feaz sinbzdz = eT (% sin bx — cos bx)

oder
. 2 alZ
fe‘"’sinbzdz = G’b{%?)_b (% sinbx — cosbx) +C=
etz 2
= -Tb; (asinbxz — bcos bz) + C.
a
Rekursionsformeln

Mit Hilfe der Rekursionsformeln?!) gelingt es oft, Integranden, die »-te Potenz eines
Terms sind, zu vereinfachen, indem der Exponent erniedrigt wird. Diese Methode,
fortlaufend angewendet, fithrt schlieBlich einmal auf ein Grundintegral oder einen
anderweitig integrierbaren Ausdruck. Die Herleitung der Rekursionsformeln gehort
in das Gebiet der partiellen Integration. Die Beispiele 2. und 6. benutzten im Prinzip
die Rekursion zur Losung. So wurde etwa im Beispiel 2. der Exponent von z stufen-
weise bis zur Null erniedrigt.

Um die folgenden Betrachtungen vorzubereiten, soll zunichst das Integral f sin? z dx

gelost werden. Es wurde bereits auf Seite 261 — allerdings ohne Benutzung der
partiellen Integration — behandelt.

BEISPIELE
8. fsin’x dz
Loésung: Man setze
% = sinz du = cosz dz
dv =sinzdz v= —Cos %
fsin’:c dz = —sinx cos x + fcos’x dz.

Aus dem trigonometrischen Pythagoras sin®z + cos?z = 1 folgt:
fsin’x dzx= —sinz cos z +f(1 — sin?z)dz = —sinzcosz + z — fsin”:c dz.
Die Vereinigung des urspriinglichen und des Restintegrals auf der linken Seite ergibt

2fsin2xd:c= —ginzcosz + x

fsin%dx: —%sinxcosx—l— % + C.

1) rekurrent, zuriicklaufend

|8 Analysis



274 9. Integrationsverfahren

9. fsin‘x dz
Losung: Man setze
u = sin’z; du = 3 sin%x cosz dz
dv = sin z dz; ¥ = —CosZ

fsin‘ zdx = —cos zsindz 3 fsin'*'x cos?rdzx =
= —cos z sin3z + 3 fsinzx (1 — sin?z)dz =
= —¢o8 z sin3z stin"’x dz — 3fsin‘x dz
4fsin‘x dx = —cos z sinx - 3fsin2:c dz
. 1 . 3 .
sin*x dx = — — cos z sin3xz 4- — [sin?x dz.
4 4
Nach Beispiel 8 ist
. ) z
sin?z dz = -y sin z cos = + o +C

und damit

fsin‘xdx= —% cos z sindxz — %sinxcosz—{— %x—}—()’.

Das Integral f sin*z dx wird also zun#chst auf das Restintegral f sin?z dz gefithrt und dieses
unter erneuter Anwendung des gleichen Gedankenganges gelost. Ebenso fiihrt f sin®z dx zu-
nichst auf |sin®z dz. Dasverbleibende Integral wird dann nach und nach auf denFall [sin?zdz

reduziert.

Die Erkenntnisse aus den letzten Beispielen sollen nun verallgemeinert werden. Zu
berechnen sei:

f sin”z dx (m > 0, ganzzahlig).

Es sollen zwei Fille unterschieden werden:
a) m ist eine ungerade Zahl m=2n+1,
b) m ist eine gerade Zahl m=2n.

Im Falle a) laBt sich das Integral mit Hilfe des Substitutionsverfahrens sehr leicht

losen:
fsinZ""'la: dz =fsin2" zsinzdz = f(l —cos?z)? sinzdx =

=—[(—prd=

- —f(l — 2 + (’2‘) " — (g) o+ —) dt =....
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Der Fall b) (m = 2n) mull durch Anwendung der oben schon speziell fir n = 2 ge-
gebenen Anleitung geldst werden.

sin?*x dx
Man setze
u = sin?"1g du = (2n — 1) sin**~2cos z dx
dv =sinzdz v = —cosx
fsinz"x dez = — coszsin®*-1x + (2n — l)fsinz’l'ﬁx costz dzx =

= — cos z sin®-1zx 4 (2% -- l)fsinz"-zx(l —sin?z)dx =
= — cos zsin®*1zx + (2n — l)fsin"’"-zx dz —

- (2n — 1)fsin2nxdx.

FaBt man gleiche Integrale wieder links zusammen und dividiert entsprechend, so
folgt

t _
fsinz" zdx = — —— cos x sin?*1x 2n 1 fsin’”—zx dz (102)
2n 2n

Dieser Ausdruck zeigt, dal der Exponent von sin  im Restintegral um zwei kleiner
ist als im Ausgangsintegral. Bei wiederholter Anwendung dieser Formel muf3 man
schliellich auf den Exponenten Null und somit auf ein 16sbares Restintegral stof3en.
Der gleiche Weg oder die Substitution * = =/2 — ¢ ergibt

fcos” zdr = i sin x cos?*-1x + Zn — 1 fcosz’“z:z: dz (103)
2n 2n

Vom zweiten Hauptverfahren der Integralrechnung kann zusammenfassend gesagt
werden :

Die partielle Integration baut auf der Formel f udv =uv — f vdu auf. Sie findet
Anwendung, wenn der Integrand so in geei,nete Faktoren » und dv zerlegt werden
kann, dafl das Restintegral [ v du 16sbar wird, oder wenn man durch mehrmaliges
Integrieren wieder das Ausgangsintegral erhilt.

AUFGABEN
467. fx"e““dx 468.[.752 cosh x dx
a
469. farctan tdt 470. farccos %z dx 471. fxssin zdx
472. Die von den Kurven mit den Gleichungen y =0, y ==coshz, = —1 und z=1 be-

grenzte Flache rotiert um die z-Achse. Das Volumen des zugehorigen Rotationskorpers ist
zu bestimmen.

18*
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473. f(b + cz) cos (wz + @) dz 474. fsinhzudu
475. f(lnx)"dz 476. fsin"zdz
471. fx*lnzlnadx 478. fcosszdz
3n
72 2
479. [sin"zdz 480. [z In zd
0 i

481. Es soll eine Rekursionsformel fiir f cosh?"z dz aufgestellt werden.

482. Es soll eine Rekursionsformel fiir f (Inz)™ dz aufgestellt werden.

483. Bei der Anwendung der Formel fiir die partielle Integration wiahlt man den Faktor dv.
Daraus folgt eigentlich das unbestimmte Integral f dv = v 4+ C. Mit welcher Berechtigung
wurde in den Beispielen jeweils nur auf f dv = v, also auf C = 0, geschlossen?

484. Man berechne den Inhalt der Flache, die von den Kurven mit den Gleichungen y =: 0,
y=1g2? =1 und z = 10 begrenzt wird.

485. Die Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = a® Jz erzeugt bei der Rotation um die
z-Achse einen Korper, dessen Inhalt (z, = 0; z, = 1) berechnet werden soll.

486. Bei der Rotation der Fliache unter der Kurve mit der Gleichung y = cos x um die z-Achse
entsteht ein Koérper. Er erstrecke sich im Intervall 0 < z < a.
Welchen Wert muf a haben, damit das Volumen den Wert r/8 annimmt?
Man ziehe zur Berechnung die graphische Losung von Gleichungen mit heran.

487. Man berechne die Mantelfliche des Korpers, der bei Rotation der Kurve mit der Gleichung
y = 22 um die z-Achse fiir |z| =< 2,5 entsteht.

™

2 1,20
488. fz (cosz + 1)d=z 489. fx cosh (z2) dz 490. fl;”: dz
0 0 x
9.3. Integration durch Partialbruchzerlegung
9.3.1. Allgemeine Vorbetrachtung

Die Partialbruchzerlegung wird zur Integration rationaler Integranden benotigt.
Um den Rechnungsgang zu verstehen, bedarf es einiger grundlegender Satze. Diese
sollen zunéchst einer Betrachtung unterzogen werden, ohne daB fiir sie im Rahmen
dieses Buches immer eine exakte Beweisfithrung méglich ist.

Die Integration iiber ganzrationale Integranden ist ohne Schwierigkeiten moglich.
Das Augenmerk kann sich deshalb auf gebrochenrationale Integranden richten, die
man immer auf die Form

a,z" + ap 12" + a, g2 2+ - + a7 + a,
b ™ + b1 2™ - by o224 e 4 by + b,

R(x) =
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(n und m ganzzahlig, a, und b, 4= 0) bringen kann. Die a; und b; seien dabei reelle
konstante Koeffizienten.

Da man, wie in 1.3.5. gezeigt, jede unecht gebrochene rationale Funktion in die Summe
einer ganzrationalen Funktion und einer echt gebrochenen rationalen Funktion zer-
legen kann und die Integration im Falle eines ganzrationalen Integranden ohne
Schwierigkeiten ausfithrbar ist, kann man sich im folgenden auf die Behandlung
des echt gebrochenen rationalen Integranden

a, 2" + a, 2" 1 4 a2 + - +ay
bpx™ + bp_y 21 + bpga™=2 + - 4 by

(n < m; a, und b, == 0)

beschranken.
Um die Partialbruchzerlegung eines echt gebrochenen rationalen Terms zu ver-
stehen, muBl man Kenntnis von einem Satz der Algebra haben. Er findet mitunter
auch bei der Losung von Gleichungen héheren Grades in der Elementarmathematik
Verwendung, wenn Wurzeln der betreffenden Gleichung bekannt sind oder erkannt
werden konnen. Dieser sogenannte Fundamentalsatz der Algebra besagt, daBl jede
ganzrationale Funktion n-ten Grades

R(z) =

g () = @pa" + Qg1 2" 4 A 2" 2+ - + 017 +ay (2, F0)
als ein Produkt von Linearfaktoren
g(x) = au(x Es :cl) (_x == :cz) (’II — :c,,)

dargestellt werden kann. Dabei sind die a, konstante reelle oder komplexe Koeffi-
zienten und die z; die reellen oder komplexen Nullstellen des Terms g(x). Setzt
man die a; reell voraus, wie es hier im folgenden geschehen soll, so sind die eventuell
auftretenden komplexen z; stets paarweise konjugiert komplex.

Um das Verstandnis fiir diesen wichtigen Satz zu fordern, sei er speziell fir n = 2
und n = 3, also fiir den quadratischen und kubischen Fall, an zwei Beispielen néher
erortert.

a) Aus der ganzrationalen Funktion 2. Grades
y =g (@) =ay(x — ) (x — )
wird unter der Bedingung
y = 0 (Nullstellenbedingung)
die quadratische Gleichung
a(x —z,) (x —x,) =0,
die gleichbedeutend mit

22 — (2, + Z)x + 72, = 0
3 +ar +b=0 Iist.
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Man erkennt darin nicht nur den Wurzelsatz von Vikera wieder, sondern sieht, daf3
die beiden Schreibweisen

g(@) = ag(xr — =) (x — )
und

g(x) = ay2® 4 a;x + a,
identisch sind.
b) Die kubische Gleichung

224+ 322 —4 =0

hat die Wurzeln
z; =1  (erkennbar)
xg = """2
.’.,"'3 = —2

Daraus folgt die Identitat
22+ 322 —4=(x—1)(x+ 2)(x+ 2).

Diese Zerlegungen in Linearfaktoren benotigt man zur Integration echt gebrochener
rationaler Integranden, d. h. zum Losen des Integrals

fa,,x" + ap_q2" 1 + a, ,2"2 + ... 4 a, BE
x™ + bm_lxm-l + bm_zxm-z + + bo .

(bp, = 1 kann durch Kiirzen erreicht werden.)

(D

Der Integrand wird in einfache, leicht losbare sogenannte Teil- oder Partialbriiche
zerlegt.

Die Gestalt der Partialbriiche richtet sich nach der Beschaffenheit der Nullstellen
des Nennerterms N(x) des Integranden in (I).

I. Fall N (x)hat nur reelle einfache, also voneinander verschiedene Nullstellen ;
II. Fall N (x)hat nur reelle, aber auch mehrfache Nullsteilen;
III. Fall N (x)enthélt komplexe einfache Nullstellen?).

9.3.2. Der Nenner des Integranden hat nur reelle einfache Nullstellen

Demnach kann man in
N(z) = a™ + bpy @™ + vo + by = (@ — 21) (x — 73) ... (T — Tn)

sdmtliche z; reell und voneinander verschieden annehmen.

1) Komplexe mehrfache Nullstellen sollen nicht betrachtet werden
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Das Integral

{3x—-5&
22 +2x —8

entspricht diesem Fall, denn aus 2% 4 22 —8 =0 folgt ; =2 und z,= —4.
Also ist
22+ 22 —8=(x—2)(x+4)

Bz —5)dx Bx —5)dx
ﬁ+@x—8—fu—dﬂx+ﬂ'

und

Das Integral ist in dieser Form nicht 16sbar, aber es ist immer méglich, den Integran-
den in

3z — 5 A B

P e s PR

zu zerlegen.

Der Hauptnenner der rechten Seite ist mit dem Nenner der linken Seite identisch.
Die Koeffizienten A und B, die bisher noch nicht bekannt sind, miissen noch der
Bedingung entsprechend bestimmt werden. Die auf der rechten Seite stehenden

Partialbriiche konnen mit Hilfe des Grundintegrals d?x leicht integriert werden.

Das Augenmerk muB sich also zunichst auf die Bestimmung der Koeffizienten 4
und B richten.

Koeffizientenbestimmung durch Einsetzen

Multipliziert man

3z—5 4 i B
22++22—8 o—2 ' 2+ 4
mit
Nx)=2a22+4+2z—8=(x—2)(x+4),
so folgt

3r —5=A(x+ 4) + B(x — 2).

Da z variabel ist, muB diese Gleichung fiir jedes x gelten. Es geniigt, zwei spezielle
Werte fiir « einzusetzen, um zwei Gleichungen fiir die gesuchten Werte 4 und B
zu erhalten. Setzt man x =2, =2 und x =2, = —4, also nacheinander die
Nullstellen des Nenners ein, so ergeben sich besonders einfache Gleichungen fiir 4
und B, weil der jeweilige Linearfaktor (x — z;) = 0 wird.
Man erhilt aus

3z —5=A(z + 4) + B(zx — 2)

fir z =2, =2 6 —5=A4(2+ 4)+ B2 —2)
fir x =2, = —4¢ —12 —5=A4(—4 + 4) + B(—4 — 2).
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Daraus folgt

1
6 6
17
Demnach ist
+oom
3z —5 6 6

2128 z_2 714

und deshalb
(3x—5)dx_i dx +17 dz .
22+2x—8 6 Jrx—2' 6 )zx+4

Die Integration der Partialbriiche ist ohne Schwierigkeiten moglich:

(3z — 5)d=x 1 17
m—-@ln !x—2l+Fln|x+4|+0.

Die Koeffizienten kénnen auch durch andere Verfahren bestimmt werden. Héaufig be-
nutzt man den sogenannten Koeffizientenvergleich. Er sei am gleichen Beispiel er-
ldutert. Die Betrachtung kann ohne Nachteil fiir das Folgende iibergangen werden.
(3z — 5)dx 3z—5 A + B
22+22 —8' 224+2x—8 xz—2 ' x4+ 4
3r —5=A(x+ 4) + B(x — 2)
3r —5=(A4 + B)xz + (44 — 2B).

Die Gleichheit kann nur dann fiir jedes z erfiillt sein, wenn

~A+B |
—5=44 —2B ist.

und

Dieser Koeffizientenvergleich ergibt also ein leicht 16sbares Gleichungssystem, aus

dem in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen des Einsetzverfahrens 4 = ) und
1

B = % folgt.

Der weitere Losungsgang deckt sich mit dem bereits entwickelten.
In den folgenden Beispielen werden die Koeffizienten ausschlieBlich durch das Ein-
setzverfahren bestimmt.

BEISPIELE
(22 — 31z + 94) dz
C ) 28 4 422 — 192 + 14
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Losung: Die Nullstelle x;, = 1 erkennt man leicht. Die Division N (z):(x — 1) fihrt auf
eine quadratische Gleichung. Somit sind

=2 Zy = —T7

die restlichen Losungen.
Also ist
N)y=(@x—1)(x—2)(x+7).

Die Nullstellen des Nennerterms sind samtlich reell und einfach, deshalb gilt der Ansatz

2@ _ 4 , B, C . M (104)

N(:z:)_a:—a:1 T— T, X — x4 T — 2z,

in dem die x; die Nullstellen von N(z) und 4, B, ..., M die noch zu bestimmenden Ko-
effizienten sind. Speziell fiir das Beispiel ergibt sich aus (104) demnach:

x2 — 31z + 94 A B C

A —19z+ 14 2—-1 z—2 247

Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner
(x—1)(x—2)(x+7) =2+ 422 — 192 + 14
erhilt man:
2—3z+M=Az—2)(2+T)+Bx—1)(@+T7)+C—1)@—2).
Daraus folgt
fir z=2, =1 64=A(1—2)(1+7)
fir o=, =2 36=B2—1)2+7)
fir o =x3=—1 360 = C(—7 —1) (—7 —2).
Deshalb ist
4=-8
B= 4
Cc= 5.
Damit wird
a? — 31z + 94 —8 4 5

und deshalb auch
(22 — 31z + 94) d=x =_8f dz fdz _}_'5 dz  _
3 + 422 — 192 + 14 xr—2 x+ 7
—8Ilnjz—1]+4Injz—2|+5hlz+ 7+ C=
(x—2)"x + 7
(x —1)8

I

In + C.
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(x 4 20)d=x
22+ 52— 6

Losung: Nullstellen des Nennerterms
% =1; z = —6.

z 4 20 . x-i;?O__ A B
B +5x—6 (—1D(z+6) z—1 =z+6

4+ 20=A(x + 6) + B(x — 1).

Einsetzverfahren:
t—z =1 21 =74
r=x,=—6 14 =—-78B

Daraus folgen 4 =3 und B = —2. Somit lautet die Zerlegung:
x4 _@&_ 3 2

x2+5x—6_"x—l x4 6

und die Losung

f(x+20)§l=5_.=31n|x—1|—21n|x+6|+0=

(r—l)"|
-C
z2 - 52 — 6 =

(xr + 6) |

3. Man bestimme den Inhalt der Flache, die fir 0 < « < n/4 von der Kurve mit der Gleichung
y = (sin 2u)/(1 + sinu) und der z-Achse eingeschlossen wird.

Losung:
vig S g
4 4 (4)
4 = s—12w2u—d11,=2 —-—sl{‘-_y—cosudu=2f--—?f—dz
1+ sinu 1 4 sinu 1 +2
0 (0)
Mit
1
z:(142)=1— —-
(1+2) 103
ergibt sich
T

1
A=2f(1_L)dz,
142
(0)
wobei sich hier offensichtlich eine Partialbruchzerlegung elementarer Art durch die Division
ergibt.

( )_2[smu—ln(1+smu)] 4=0 26.

(0) —

A=2[z—In(l+ 2
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9.3.3. Der Nenner des Integranden hat mehrfache reelle Nullstellen

Das Integral
— 1424 4 52% 4 4422 — 8z + 18
(¢ — 1) (x + 2)°

dx

hat als Nullstellen des Nenners
Tp=myegge= 1, wpesgpe— =B,

Man sagt, die Nullstelle 1 habe die Vielfachheit 3 (oder ist eine 3fache Nullstelle),
die Nullstelle — 2 die Vielfachheit 2 (eine 2fache Nullstelle).
Man erkennt, daf3 der Ansatz

7 (z) A B c D E

N(x)=x—1+x—1+x—1+x+2+x+2

falsch wire, denn die gleichnamigen Briiche der rechten Seite kénnen zusammenge-
fat werden, und der Hauptnenner der rechten Seite wiirde nicht mit N (z) iiber-
einstimmen. Vielmehr fithrt hier der Ansatz

—142% 4 52 442 —8x + 18 4, 4,
(x — 1) (x + 2) o m=1p T (x—1p

A, B, B,
x—1+(x+2)2+x+2

+ +

+

zum Ziel, weil (x — 1)® (x 4+ 2)2 Hauptnenner aller Partialbriiche ist. Dabei treten
neben der héchsten Potenz (x — 1)® auch jeweils die niedrigeren (x — 1)2und (x — 1)
auf, die mit im Hauptnenner enthalten sind.

Durch Multiplikation mit N (x) erhdlt man

— 1428 4 523 + 4422 — 8z + 18 = Az(x + 2)2 4 Ap(x — 1) (x 4 2)2 +

4+ 4y — 1) (@ + 22 + Bylw — 1* + By(x — 1) (= + 2).
Zur Bestimmung der fiinf Koeffizienten setzt man wieder fiinf spezielle z-Werte ein.
Da nur zwei verschiedene Nullstellen vorhanden sind, wiahlt man noch drei beliebige

z-Werte.
So ergibt sich

firr=z, =1 45 =94,

firr =2, = —2 —52 = —-27B,

firz =0 18=44, —4A4,+44; — 2B, — B,
firx = —1 51 =4A, —24,+ A; — 8B, — 8B,

fiir 2 = 2 —6 =164, + 164, + 164, + 4B, + B,.
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Aus den beiden ersten Beziehungen folgen die Werte
A3=5 und Bz=2.
Setzt man diese Koeffizienten in die drei restlichen Gleichungen ein, so erhélt man:
0=24, -24, — B,
31 =24, — A, — 4B,
—22 =4A, + 44, + B,
Die Losung dieses Gleichungssystems fiihrt auf

=—4 A,=1 B;=—10.
Alsoist

Al
(—142* 4 528 + 4422 — 8z + 18)da _
f (& — 1) (z + 2)? B

dx dz dz
=5f<x—1)*+f(x—n* ”4f_xTT+

dx dx
o[ gm0 [

Neben Integralen der Form i ist hier das Grundintegral f " du zu erkennen.
Nach 9.1.2. erhilt man fiir

5 __d_x_& mit der Substitution  —1 =« dz =du
@ —1)°

Ea-? o
5[ 2% wilivan=""2 1 0=""ig - yh1 6
us 2 2

Als Losung der Aufgabe erhilt man:

(—142* + 523 + 442% — 8z 4 18)dx

f (x —1)3 (z + 2)? B
—5 1

T 2@ —1¢ x—1

—4ln |z —1] —F22—101n|x+2|+0.

Stellt man das Verfahren am allgemeinen Beispiel dar, so wird es in der Schreibweise
recht umstiandlich. Man halte sich deshalb jeweils einen speziellen Fall vor Augen,
damit man die im gezeigten Beispiel vollzogenen Schritte wiedererkennt.

Es sei
N@=(&—n)r@—2) @@ —5)0..(—a)r

Dabei soll z; eine «-fache, z, eine f-fache ... und 2; eine x-fache Nullstelle sein.
Wenn N (z) vom m-ten Grade sein soll, so gilt

a+pf+y+ - +x=m.
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Man setzt
Zx) A, Aasy 4,
Vo) @-mr @—ai g T
B,s 35_1 Bl
+($—3’s)ﬁ {-'5—3’2)‘3_1+ +-'~"“xs+
Cy Cya %
tTe—apr To—am T Teg T (105)
4
Kx Kx—l K1
T @—ar " -y T T —x

Die A4;, B;, . . ., K, sind unbekannt.
Man multipliziert (105) mit

N@) =(z ) @ —af @ —a)y

und wendet das Einsetzverfahren zur Bestimmung der Koeffizienten an.

Erwihnt sei, da die Formel (105) die Formel (104) als Sonderfall enthilt. Hat
N (x) nur reelle einfache Nullstellen, so ist in (105) lediglich « = =y = .-
= x =1 zu setzen.

BEISPIEL
(z% + 15z + 8) d=x
o — 32 —9x—5
Losung: Im Nenner ist die Nullstelle 2, = —1 erkennbar. Nach entsprechender Division
erhélt man die beiden anderen Nullstellen z, = —1 und z; = 5. Also gilt:
x*4+ 152 4+8 4, n 4, n B,
2 —322—9x—5 (zx+1)2 =z+1 z—5
22 4 15z + 8 = Ay(z — 5) + 4,(z + 1) (x — 5) + By(z + 1)
Einsetzverfahren:
r=x=-1 —6=—64, 4,=1
z=2z,=25 108 = 36 B, B, =3
z=0 8= —54, — 54, + B, 4 = — 2,
Also gilt:
Z(x) d:c dz (x - 3)°
— 1 +C.
N@) f(x-}—l)’ :c+l+ 1—5 z+1+“ @+ 02




286 9. Integrationsverfahren

9.3.4. Der Nenner des Integranden enthilt auch komplexe einfache Nullstellen

Wenn in N (z) neben reellen Nullstellen auch komplexe einfache auftreten, so sind
letztere immer paarweise konjugiert komplex, da die b, reell vorausgesetzt wurden.
Man koénnte auch hier das Verfahren 9.3.2. anwenden, also in

z 4 B M
Ll +-—2 g

N@) 22—z 22—z,  x—a4 X — T

zerlegen!) und dabei fiir die z; die jeweiligen komplexen Werte einsetzen. Ein Ver-
such wiirde zeigen, daBl dann auch die zugehorigen Koeffizienten im Zahler konju-
giert komplex sind. Aus diesem Grunde vermeidet man dieses Verfahren und damit
das Auftreten komplexer GroBen, indem man die Partialbriiche, die zu den jeweiligen
Paaren komplexer Nullstellen gehoren, auf einen gemeinsamen Nenner bringt. Da
das Produkt (fiir den dabei entstehenden Nenner) und die Summe (fiir den entstehen-
den Zihler) zweier konjugiert-komplexer Zahlen immer reell sind, werden also auch
die so entstehenden Partialbriiche

Px+Q
22 +ax+b

reell sein. Zahlenbeispiele sollen auch hier das Verfahren erldautern.
Zu bestimmen sei

(722 — 19z + 30)dx
28 — 622 + 10x

N (x) hat die Nullstellen
2, =0, 2,=3 —j, ©3=3+4].
Man koénnte also prinzipiell wieder schreiben

T2 —192+30 4 B c
P62 10z 2z z—8+] z_3—]

und wiirde dann B und C konjugiert-komplex finden. Durch Vereinigung der beiden
letzten Partialbriiche erhdlt man jedoch besser:

7_xz—19x+30_A Px__—{-_Q___
2 — 622 + 102z ' 2% — 6z + 10

Allgemein setzt man folgende Partialbriiche an:

Zx) A Px+Q
Nz) z—x  22+ax+b

1) Vorausgesetzt, daB auch die reellen Nullstellen nur einfach auftreten. Andernfalls setzt man an
die Stelle von z — 2,, die Ausdriicke (z — x,)#, wie in (105) gezeigt wurde
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Fiir das spezielle Beispiel gilt:
N@x)=2>—622+ 10z =2(x —3 +j) (x —3 —j) = z(22 — 6z + 10).

Man spaltet also die im Nenner stehenden quadratischen Ausdriicke nicht in Linear-
faktoren auf, wenn sie komplexe Nullstellen haben. Nach der Multiplikation mit N (z)

erhilt man
722 — 192 4 30 = A (22 — 62 + 10) 4+ z(Pz + Q).

Das Einsetzverfahren fiihrt auch hier auf die gesuchten Koeffizienten:

x=1x,=0 30 = 104 A4=3
=1 18=54+P+Q P=4
= —1 56 =174 + P —Q Q=—1

Damit lautet die Zerlegung:
2 __ —
f(7z; 19x+30)dx=3fi§+ 4z —1)da

3 _ 622 4 102 z 2 —6x+ 10
4 — 1)d=x

Zur Berechnung des restlichen Integrals zerlegt man den Zihler des Integranden so
in eine Summe, dafl ein Summand die Ableitung des Nenners wird und somit als

f ¢'(x) dz

@ ()
Der Faktor 2 vor dem ersten Summanden bringt die Ubereinstimmung des z-Gliedes
(4z) der linken und der rechten Gleichungsseite des Zahlers. Wenn man vorerst nur
den ersten Summanden der rechten Seite betrachtet, so unterscheiden sich die Ab-
solutglieder des Zihlers der linken und der rechten Gleichungsseite noch um 11
(links —1; rechts —12). Damit auch das Absolutglied der rechten Seite den gefor-
derten Wert annimmt, fiigt man noch den Summanden 11/N (z) hinzu. Dann ist, wie
gefordert,

gelost werden kann. So ist in dem vorliegenden Beispiel

(42 — 1)d= _9 (2_:&—6)dx+11 dz
23— 6z + 10 2? — 6z + 10 22 — 6z + 10°

22z —6) + 11 =42 — 1.
Man erhilt
dz

22 —6z + 10

(42 — 1)dx
2 —6x 4+ 10

da " . . . :
Das Integral f 6z £ 10 l6st man, indem man im Nenner die quadratische Er-

=2ln|x“—6x+10|+llf + C,.

génzung hinzufiigt und so auf das Grundintegral f _l_d-gl’Toz kommt.

f dx _ dz
22 —6x4+10 J (x—3)2+1°
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Substituiert man r—3=u

dz =du,

dz _ du
f(x—3)2+1 —'/‘1—}—11,2

Die Losung der Nebenrechnung ist

(4 — 1) d=x
IE

2 6z + 10
Damit ergibt sich (C; + Cy + C3 = C)

(7xs — 192 + 30)dx _
— 622 + 10z

=2ln|:c2—

so ergibt sich

= arctan (x — 3) + Cy

6x + 10| 4+ 11 arctan (x — 3) 4 Cp + Cs.

=3In|z|+ 2In|a® — 6z + 10| + 11 arctan (x — 3) + C.

BEISPIEL
(62® + 1322 i lle — T7)d=x
(2 + 1) (22 + 4z + 20)
Losung: Dax, =j;z,= —j;2, =2 4 4j; , = 2 — 4] ist, ist folgender Ansatz zu wihlen:
Z(x) Px +@Q Rx+ 8
N(x) 22 41 x2+4x+20

Daraus entsteht nach Multiplikation mit N (z)
628 + 1322 4 101x — 7 = (Px + Q) (22 + 42 + 20) + (Rxz + 8) (22 + 1)

Einsetzverfahren:
z=0
z =1
r=—1
rx=2

Hieraus folgt
P=5; @Q=0;

So ergibt sich zunidchst

(623 4+ 1322 4 101z — 7) dz

—7=20Q+ 8

113=(P+ Q)25 + (R + 5)2
—101 =(—P+ Q17T+ (—R+8)2

295 = 2P 4+ Q)32 + (2R + 8) 5.

(22 4+ 1) (2% 4 4x + 20)

Wihrend 5 [ 292
22 4+ 1

5 du 5
—;f = S iz +1]+ 6

u

durch die Substitution

zdzx + (x — 7)dz
22+ 1 22+ 4z + 20°

2+ 1=u 2xdx = du in
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itbergeht, formt man das zweite Integral wieder giinstig um und erhélt
(x—7dz _ 1 (22 + 4) dz _gf dz _
2?4z 420 2 ) 2?44z 420 2 + 4z + 20

1 dz
=—In|2? 4+ 4 200-9 | ——M— =
el f(x+2)’+16
1 9 dz
=—In|2®+ 4 20| — — —_— =
5 n |2 + 4z 4 20| lﬁf(z+2)a
+1
4
=%ln|x’+4x+20|—%arctanx1_2+0,,
wenn manx—1_2 = % und damit dz = 4d» setzt.

Als Endlosung tritt deshalb auf:

(62 + 132 4 101z — 7)dz
f (2% 4 1) (2 + 4z + 20)

=%ln|x’+l|+%ln[x’+4:c+20|—

+ C.

9
— — arctan
4

z+ 2
5

Zusammenfassung: Die Integration durch Partialbruchzerlegung vollzieht sich
stets nach einem bestimmten Schema.

Die Integration eines echt gebrochenen rationalen Integranden, der unter Umstinden
erst aus einem unecht gebrochenen durch Division hervorgegangen ist, beginnt mit
der Bestimmung der Nullstellen des Nenners des Integranden.

Sind diese Nullstellen

reell und einfach D
X — X4
reell und mehrfach 80 setzt man Partialbriiche D, _ Dy +
eell und meAriac der Form (x — g (x — ag)®?
. Pz 4 Q
komplex und einfach ‘ P T ez T 0 an.

Die entstandene Gleichung multipliziert man mit N (x). Um die Koeffizienten zu
bestimmen, setzt man in diese Gleichung spezielle - Werte ein. Unter Benutzung der
ermittelten Koeffizienten erhilt man nur Integrale der Form

dz dz (Pz + Q) d=
Dfx—x,,’ D"f(x—xd)" und fx”—i—az-{—b’
die sich durch geeignete Substitutionen losen lassen.
Handelt es sich dabei um bestimmte Integrale, so ist zu beachten, daB innerhalb der
Integrationsgrenzen keine Nullstellen des Nenners liegen diirfen, also ¥V (x) 4= 0 sein

muB. Andernfalls erhdlt man sogenannte uneigentliche Integrale, auf deren Berech-
nung hier nicht eingegangen werden soll.

19 Analysis
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Zusammenfassend kann von den drei behandelten Integrationsverfahren gesagt
werden :

Alle Verfahren verfolgen das Ziel, die gegebenen Integrale auf Grundintegrale zuriick-
zufithren. Das umfangreiche und vielfdltige Verfahren der Integration durch Sub-
stitution versucht, durch das Einsetzen geeigneter Ausdriicke den Integranden so um-
zuformen, daB ein Grundintegral entsteht. Die partielle Integration ermdglicht, viele
Produkte mit Hilfe der Formel [ ¥ dv = uv — | v du zu integrieren. Die Integration
durch Partialbruchzerlegung wird bei der Integration gebrochenrationaler Terme be-
nutzt. Die Integrationsverfahren sind keine Rezepturen, sondern mogliche Wege zur
Losung eines Integrals. Die Auswahl des richtigen gangbaren Weges und die sinn-
volle Ubertragung des Grundgedankens des betreffenden Integrationsverfahrens auf
das jeweilige spezielle Beispiel bleiben stets dem Lernenden vorbehalten.

AUFGABEN
g1, [ Bzt 5)dz 409, [ E=1dz
22— 6z +9 22+ 22— 1
493. (22 4 1)d= 494, (z + 2)dx
22 — 10z + 25 (x—1)(1 —2)
622 — _ 2
495. 3z — 62 20x — 1 de 496, 322 + Tz + 29
2 —2x — 8 22+ 422 4 29z

(1222 — 1342 — 94) dz

497.
9 (x — 1) (22 — T2 — 30)
3 2 __
499, (—22% 4 16z 122 + 6)dx
x4 — T2 + 6z
(11z + 16) d=
501, | ——
22— 2z — 8

3xdx
3.
50 f1+ﬁ

1
3t — 22 —da+ 3

; d

505f Z 11 z

so7. [@—6z+12)de
14(x — 1)3

3 _ 2 _
498, (101: 222% -4 14x‘ 14) df
2 — 4z + 3) (@ T 1)
500. :z:“ I8z + 17)d=z
.x3+4x2+72:—15

502, f _ dz
(@ —1) (& + 202

504. f __qf_
sinx + cosz

506.‘[-& du
ut(u® 4 1)
1

dz

508.
28+ 1

509. Welches Volumen hat der Koper, der durch Rotation der Kurve mit der Gleichung

y==zx VIO = um die z-Achse in den Grenzen z, = 0 und z, = 2 entsteht?
—z

27 wbdu
510, | -« —
f3u2 +2

512. Die Kurve mit der Gleichung y =

9
511, [ 24
z + 2®
3

1

23+ 522 + 8z + 4

begrenzt gemeinsam mit z =0,

= 1 und der z-Achse eine Fliache, deren Inhalt bestimmt werden soll.
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10. Die Berechnung von Mittelwerten mit Hilfe des bestimmten
Integrals

Das Bild 148 zeigt das v,¢-Diagramm einer verzogerten Bewegung. Im Zeitintervall
von ¢, bis ¢, andert sich die Geschwindigkeit fortwahrend. Bei solchen und éhnlichen
Problemen interessiert oft die Frage nach dem sogenannten Mittelwert, hier also nach
der mittleren Geschwindigkeit. Als mittlere Geschwindigkeit bezeichnet man jene
konstante Geschwindigkeit, mit der ein Korper wahrend des betrachteten Zeit-
intervalls bewegt werden miiBte, um den gleichen Weg zuriickzulegen wie der Korper,
der sich in dem Zeitintervall mit verdnderlicher Geschwindigkeit bewegt.

Zerlegt man die Fliche unter der Kurve mit der Gleichung v = f(¢) (Bild 148) in
rechteckige Flachenelemente, so entspricht das einer Verwandlung der ungleich-
formigen Bewegung in gleichformige Teilbewegungen mit zwar konstanter, aber fiir
jeden Streifen unterschiedlicher Geschwindigkeit v;. Dann gibt aber v; d¢, also der
Inhalt eines Streifens, wegen s = vt, naherungsweise den Weg ds des Korpers in der
Zeit dt an. Aus ds = v;dt folgt

] =ft’vdt,
4

wobei v = f(t) ist. Die gesuchte konstante mittlere Geschwindigkeit v, ist jene, die
in der Zeit ¢, — ¢, den gleichen Weg bewirkt. Dieser Weg erscheint deshalb in Bild 148
als Rechteck FGE D, das flachengleich (gleiche Wege!) FGBA sein muB, also ist
DCA =CBE.

Dabher ist
ty v
m(ty — 1)) = [vdt. F gl
t
. . i)
Der gefragte Mittelwert ist deshalb
t oL s
1
V= -~ ---uft: dé.
g — 1t Bild 148

t
Allgemein gilt:
Der Mittelwert y,, einer Funktion y = f(z) fir ein Intervall [z,; 2,] entspricht der
Hohe des iiber [z,; z,] errichteten Rechtecks, das inhaltsgleich der Flache unter der
Kurve mit der Gleichung y = f(x) ist:

L Zy
1

= fy dx (106)

Iy

19*
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BEISPIELE

1. Elektrolytischer und effektiver Wert der Stromstarke.
Ein elektrischer Strom konstanter Stiirke I transportiert withrend der Zeit ¢ die Elektrizitéts-
menge Q = I't. Ist dagegen die Stromstirke I ein Funktionswert der Zeit, also I = f(t), so
erhilt man mit

Q=f’Idt
4L

die in der Zeit t; — ¢, beforderte Ladungsmenge. Von einer solchen Stromstirke I aus-
gehend, erhebt sich oft die Frage, welche gedachte konstante Stromstirke I, erforderlich ist,
um in der gleichen Zeit die gleich grofe Elektrizitdtsmenge zu transportieren.

Lésung: Es muB

ty
In(t, —t) = [Idt
[
sein.
Daraus folgt fiir ¢, =0, ¢, =t

t
I, = %fldt.
0

Legt man dieser Betrachtung einen sinusférmigen Wechselstrom zugrunde, so ist
I = I'mayx sin wt,

wobei Imax der maximale Wert der Stromstirke (Amplitude, Scheitelwert) und w = 2=/T
die Kreisfrequenz ist (7' Periodendauer).
Betrachtet man nun
!
Imax ’ .
I, = sin wi di
-
‘l

fiir eine halbe Periode, so erhélt man, wenn @ = 2x/T" Beachtung findet,

i ol
2 2
Im= 21&‘ sinwt dt = Mﬂ‘ sin udu = ﬂix
T oT L

Iy ~ 0,637 Imax.

Man nennt I, in der Elektrotechnik den arithmetischen oder elektrolytischen Mittelwert eines
Wechselstromes. Darunter ist also jene konstante Stromstirke zu verstehen, die wihrend der
Zeit T/2 die gleiche Elektrizitatsmenge transportiert wie der zugehérige Wechselstrom der
Stiarke I = Imax sin wt.

Will man die withrend einer Zeit ¢ von einem Wechselstrom der Stirke I = Inmax sin wt ent-
wickelte Wirme bestimmen, so ist (da W = UIt = I?Rt, wobei U und I zeitlich verinder-

lich sind): p

W = fRIfmxsinzwtdt.
0



10. Die Berechnung von Mittelwerten mit Hilfe des bestimmten Integrals 293

Der Effektivwert der Stromstdrke oder das effektive Mittel Igr ist jener Strom konstanter
Stéirke, der in einer halben Periode den gleichen Effekt erzielt, also die gleiche Warmemenge
W liefert.

Somit gilt wegen W = I2Rt

T
2
I's R % = RIfnaxfsinzwt d¢
0
und
x
2
2
Ig = %fsinzwt de.
0

Durch Auflésen erhidlt man unter Beachtung von w = 2x/T

2
I, — —max
i 2
und deshalb

It = Tmax ~ 0,707 Imax.

2. Eine Kraft F, die lings des Weges von 8, = 1 m bis 8, = 8 m angreift, sei in der Form

P

T 2 m?
wegabhiéngig.
Bestimme die mittlere Kraft, also jene konstante Kraft, die langs des Weges die gleiche Arbeit
verrichtet.

Loésung: Esist

F . des
8 — 8

&y

Il

Fm=—[ %4 ol
R B 7

|
G
Il

2 8
1 2 £.2 ‘ ~ 12,2 kp.1)
6 || ——

AbschlieBend sei nochmals darauf verwiesen, dafl die Berechnung eines Mittelwertes mit Hilfe
des Integrals
Ty

1
Ym = fyda:
Ty — T,

x

die Verwandlung einer beliebigen Fliche im z,y-System in ein Rechteck darstellt, dessen
Hohe das gesuchte yp, ist.

!) Wihrend der Integration sind, um die Rechnung iibersichtlicher zu gestalten, die Einheiten
weggelassen worden
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AUFGABEN

513. Bei einer geradlinigen Bewegung sei die Beschleunigung zeitabhingig. Man betrachte die
Zeit von t; = Omin bis ¢, = 1 min. Die Beschleunigung éndere sich nach der Gleichung

Lpm
2 min®

a =

Die mittlere Beschleunigung am fiir das betrachtete Zeitintervall ist zu bestimmen.

514. Man berechne den mittleren Funktionswert ym der Funktion y = }/9 — 22 fiir das Intervall
0 = z < 3 und deute ym durch eine Skizze.

11. Physikalisch-technische Anwendungen des Integrals

Nachdem das Integral bereits zur Losung geometrischer Aufgaben herangezogen
wurde, soll nunmehr seine Bedeutung in Physik und Technik gezeigt werden.
Obwohl die Probleme ganz verschiedener Art sind, kann man feststellen, daBl man
das Integral immer dann anwenden kann, wenn es sich um die Berechnung des
Grenzwertes einer Summe von Produkten handelt oder wenn eine Funktion bestimmt
werden soll, deren Differentialquotient man kennt.
Bei den folgenden Abschnitten wird es sich meist um die Bildung des Grenzwertes
einer Summe von Produkten handeln.
Trotz der schon erwihnten Vielfalt der Anwendungen soll man wieder das Grund-
prinzip, das Gemeinsame, erkennen:
Aus dem vorliegenden Gebilde wird stets ein Element herausgegriffen, das oft nur
einen Niherungswert darstellt. Von diesem Element wird zunichst die gesuchte
GroBe berechnet (z. B. Volumen, statisches Moment, Arbeit usw.). Durch Integration
dieser TeilgroBen iiber das gesamte Gebilde
ergibt sich die Losung der gestellten Auf- F
gabe. |
Wihrend durch ein vorgesetztes A4 stets !
die wahre GroBe eines solchen Elements |
bezeichnet wird, stellt ein d als Vorsatz :
das Element in erster Naherung dar. !
|
|

Bewegungsrichtung:

11.1. Das Arbeitsintegral

Die Arbeit ist in der Mechanik als  Bid 149

W = Fscosp = F,s (wenn F, die in die

Bewegungsrichtung fallende Kraftkomponente ist) definiert. Dabei muB eine konstante
Kraft F an einem geradlinig fortbewegten Korper wirker (Bild 149). Diese Formel
geht bei der Ubereinstimmung von Kraft- und Bewegungsrichtung (¢ =0) in W =
= Fs = Kraft mal Weg iiber.

Diese Definition der Arbeit ist unzureichend, wenn es sich um eine variable Kraft
oder um einen krummlinig bewegten Koérper handelt. Hierzu einige Beispiele:
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Ausdehnung einer Schraubenfeder

Will man die Dehnungsarbeit, die bei einer Dehnung aus der Ruhelage s; = 0 um
8, = s, — &, erforderlich ist, bestimmen, so mufl man beachten, daB die erforderliche
Kraft nach dem HooxkEschen Gesetz innerhalb der Proportionalitdtsgrenze

F=Fk-s

ist, wobei s die Federdehnung und % eine materialbedingte Federkonstante be-
deuten.

Esist also F = f(s) und somit wire W = F (s, — s,) falsch. Man kann sich jedoch
den gesamten Ausdehnungsweg s, — s, in kleine Teilabschnitte 4s zerlegt denken.
In einem solchen kleinen Teilintervall kann die Kraft konstant angenommen werden.
Also ist F;As ein Naherungswert fiir die Arbeit im ¢-ten Teilintervall. Somit stellt

W A FyAs + Fyds + Fyds + «oe + Fods = 3, Fids

einen Néaherungswert fiir die gesamte Arbeit dar. Die Berechtigung der Annahme
einer im Intervall 4s gleichbleibenden Kraft ist um so groBer, je kleiner 4s, d. h., je
groBer die Anzahl der Teilintervalle ist.
Es gilt also
83
W =1im Y F.4s,

As—0 s,

wofiir man nach der Definition des bestimmten Integrals auch

82
W= fF ds (107)
81

schreiben kann?).
Speziell fiir die Schraubenfeder ist F = ks und deshalb

ks}  Fos,
2 2

82 8¢
W=fksds=kfsds=
EN 0

Dabei sei F, = ks, die Endkraft, also die Kraft nach einer Ausdehnung um s,.
Aus F;ﬁ’ folgt der Satz:

Die zum Dehnen einer Feder erforderliche Arbeit ist gleich dem Produkt aus dem
Gesamtdehnungsweg und der halben Endkraft.
Ist F = f(s) = const., so geht (107) iiber in

8, 8
W:des:Ffds:F(s2 — 8;) = Kraft mal Weg.
8 8

1) Auch diese bestimmte Integration kann als Fldchenberechnung aufgefaBit werden. Bekanntlich
ist die GroBe der Fliche im F,s-Diagramm das MaB fiir die verrichtete Arbeit
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Gravitation

Zwei Korper mit den Massen m, und m, sollen gegeniiber einer anfinglichen Ent-
fernung r, auf die neue Entfernung r, gebracht werden. Welche Arbeit ist auf Grund
der wirkenden Kraft zu verzeichnen?

MMy
e
den sich anziehenden Massen m, und m,, dem Abstand r beider und der Kraft ¥ an.

f ist die sogenannte Gravitationskonstante mit dem Wert

Das Gravitationsgesetz der Physik F = f gibt den Zusammenhang zwischen

2
f = 6,685 10+ yRom’

g
Die auftretende Kraft ist nicht konstant, sondern abhiangig vom Abstand der beiden
Massen. Nach (107) wird dann die Arbeit

4 1 |rs 1 1
W:—mfmlmafr”df=fm1ms? =fm1ma(;,—_;")'
s n R s S b )

Isotherme und adiabatische Ausdehnung eines Gases

Dehnt sich ein Gas vom Volumen v um d v aus, so verrichtet es die Arbeit d W = p dv,
wenn p der herrschende Druck ist. Fiir die isotherme Ausdehnung (Temperatur bleibt
konstant) gilt nach dem BoyrEschen Gesetzl) p,v; = pv, wenn p, und v, bekannte
Anfangswerte und » und v zusammengehorige ZustandsgroBen eines Endzustandes
sind. » 3

Aus p = 1’171 folgt AW = 13% dv. Die Gesamtarbeit bei der Volumenénderung

von v, bis v erhélt man durch das bestimmte Integral

1] v
dv v
W:fpdv:plvlf— = P, In —.
v ¥
¥ oy =————

Findet dagegen die Ausdehnung nicht isotherm, sondern adiabatisch (d. h. ohne Zu-
oder Ableitung von Warme) statt, so gilt das Poissonsche Gesetz 2)

D1vy = P,

wobei % = cy/c, das Verhiltnis der spezifischen Wirme des betreffenden Gases bei
konstantem Druck und bei konstantem Volumen angibt. Also ist

v »
p=p (;‘)

1) BoyLE (1626 bis 1691), engl. Physiker
2) Porsson (1781 bis 1840), franz. Mathematiker und Physiker
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und deshalb

W= fpdv—fpl( )dv—pwlf..__*

_ PLY% 1 1
_p“—ux+19, x—1\p1  w?
P 1 1

W= x—1 (v{-l v”-l)'

Abschlieflend sei noch auf eine aus der Physik stammende Beziehung verwiesen. Sie
gibt den Zusammenhang zwischen der Arbeit und kinetischer Energie wieder.

] dov
szFd.s, F—ma—mgt—,

8y
dov m
W=f'md s—fm dv=fmvdv—§vz—§vl
81

Die aufgewandte Arbeit entspricht also der Anderung der kinetischen Energie. Im
Beispiel der Gravitation findet sich die Energie als potentielle in der fortbewegten
Masse wieder. Die Feder hat ebenfalls durch die Dehnung eine gewisse potentielle
Energie erhalten, die sie beim Zuriickschnellen wieder in kinetische verwandeln
kann. Man sieht also auch hier deutlich die Giiltigkeit des Energiesatzes.

11.2. Statisches Moment und Schwerpunkt

Das statische Moment oder das Drehmoment ist fiir die Mechanik besonders wichtig.
Betrachtet man eine endliche Anzahl von Massenelementen A4m,, ..., Am,, die von
einer Bezugsebene oder -achse die Absténde [, ..., , haben, so nennt man das Pro-
dukt l; Am; = A M, einessolchen Massenelements 4 m; mit dem zugehorigen Abstand
l; das statische Moment des Massenelements in bezug auf die Ebene oder Achse. Der
Wert von 4 M; ist von der Wahl der Bezugsachse oder -ebene abhéngig.

Die Praxis hat es nicht mit Massenelementen zu tun, sondern mit kontinuierlich
verteilten Massen (Flachen, Korpern).

Um z. B. das statische Moment einer Fliche zu bestimmen, wiahlt man sich von
der Gesamtflache ein kleines Element d A; mit dem Abstand /; von der Bezugsachse
aus. Dann ist

Z¢ dﬁ‘ el dM‘

ein Néherungswert des statischen Moments eines Elements. Das statische Moment
der gesamten Flache erhélt man durch Integration.
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Geht man allgemein nicht von einem Flichenelement, sondern von einem Massen-
-element dm aus, so ist das statische Moment erklart durch

wobei das m am Integralzeichen andeuten soll, daf} iiber das gesamte Gebilde von der
Masse m zu integrieren ist.

Legt man homogene Gebilde mit der Dichte ¢ = 1 zugrunde?), so kann man fiir
die Masse jeweils den Inhalt setzen, da dann beide gleiche Mafzahl haben. Diese
Voraussetzung sei im folgenden immer erfiillt. Man erhilt in den verschiedenen Féllen
des statischen Moments eines Korpers, einer Fliche und eines Kurvenstiickes

M=fMV; .M=fMA; M=fM&
14 A 8

Die Bedeutung des statischen Moments zeigt sich besonders in den Beziehungen zum
Schwerpunkt. Fiir jedes Gebilde existiert ein Punkt, fiir den, wenn man sich die ge-
samte Masse in ihm vereinigt denkt, das statische Moment der Gesamtmasse — be-
zogen auf irgendeine Achse — gleich der Summe der statischen Momente der einzel-
nen Teile des Gebildes ist, bezogen auf die gleiche Achse. Dieser Punkt ist der Schwer-
punkt oder Massenmittelpunkt.

Es sei lg der Schwerpunktsabstand eines Gebildes (Koérper, Fliche, Linie) von der
Bezugsachse oder -ebene.

Demnach ist M = [ ldm = lgm.

Daraus folgen die wichtigen Formeln:
M=fMV=hW M=fMA=Qm M=fMMﬂﬁ
\4 A s

und

1dv 1d4 1ds
f M { f s (109)
14

Damit kann bei Kenntnis des statischen Moments und des Inhalts die Lage des
Schwerpunkts berechnet werden.

11.2.1. Statisches Moment und Schwerpunkt von Flichen

Ubertriagt man die allgemeinen Begriffe und Formeln (108) und (109) auf den Fall
einer Fliche, also auf Bild 150, so teilt man, wenn die statischen Momente in bezug
auf die Koordinatenachsen M, und M, bestimmt werden sollen, die Flache in
Flachenstreifen parallel zu den Achsen auf. Fir einen solchen Streifen kann man

1) Die Einheit von g ist fiir Korper, Flache und Kurve verschieden, da die entsprechenden Di-
mensionen unterschiedlich sind
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nadherungsweise einen gemeinsamen Abstand von der Bezugsachse fiir alle zum Strei-
fen gehorenden Flachenelemente annehmen.
Dannist
M, =fydA und M,,=fdi.
4 4

Also erhilt man auch nach (109) als

statisches Moment einer Fliche

M, = [ydAd=ys4
4

(110)

M, = fdi =254
A

wenn S(zg; ys) der Schwerpunkt der Flache ist. Bei speziellen Aufgaben wird man
sich oft mit Erfolg der Tatsache erinnern, daf3 bei homogener Massenverteilung der
Schwerpunkt ein Element jeder Symmetrieachse ist?).

¥
dx
"V ..—r——
9 !
i i
_ | Smrmm—
| X Of——@a@ [ X
Bild 150 Bild 151

BEISPIELE

1. Man bestimme die Schwerpunktskoordinaten (zs; yg) eines Rechteckes mit den Seiten @ und b.
(Man lege das Rechteck wie in Bild 151 in das Koordinatensystem.)

Losung: Hier kann man als Flichenelement einen Streifen parallel zur Bezugsachse aus-
wihlen. Die statischen Moments fiir ein Element sind

dM, =ydA =yady
dM,=xdA = xbdx.

Also ist b

b ab!

Mz=‘/‘yady=a%eo=?,

0
3 3 2

a

M= [ebaz=b 2| = %0

2 |o 2

0

1) Fir die Berechnung des Schwerpunktes einer Flache ist auch die 1. GuLpIiNsche Regel ge-
eignet (vgl. 11.2.4.)
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Fiir die Schwerpunktskoordinaten ergibt sich daraus

g My_ b _ @
574 T 2ap 2

_ M. _a _ b
Ys="4 Toap  2°

Die Berechnung des d 4 ist nicht immer so einfach. Deshalb werden diese Betrachtungen in
15.3.2. unter Verwendung des Doppelintegrals erweitert.

2. Man bestimme den Schwerpunkt eines Dreiecks.

Lésung: Nach Bild 152 ist d4 = AB dz ein Niherungswert fiir den Flicheninhalt eines
Streifens. Dabei hat man das Trapez durch ein Rechteck ersetzt. Die Strecke A B ist abhiingig
von z. IThre Abhingigkeit von  wird durch die Proportion

AB:a=2:h

ausgedriickt. Also ist
i

dA:Tde:“h—"dz
und

2
dM, = zdA = 2:. dz

das statische Moment eines Streifen-
elements?). 0
Deshalb ist . g

ax? a b ah? -
M, =] —dz=—2 =—
" f ) 3 o 3 Bild 152

><'|r

d
un ah?

¥, _ 3 _
o =

2 |
Ubertrigt man die Uberlegungen auf die anderen Dreiecksseiten, so folgt der Satz:

Der Schwerpunkt eines Dreiecks liegt auf der Parallelen zu einer Seite im Abstand k/3, wobei 2
die zur angenommenen Seite gehoérige Hohe ist,

s

Die vorangegangenen Beispiele reihen sich in die Vielzahl der Félle ein, bei denen
eine Fliche (Bild 153) — begrenzt durch die Kurve der Funktion y = f(z), die
z-Achse und zwei zur y- Achse parallele Geraden — gegebenist. Ein Element der Flache

1) Der Grenziibergang bestitigt, dal die Naherung der Trapeze durch Rechtecke zutreffend ist,
denn aus d4 = ghj dz folgt

h
A= f % dx = %h , also der Dreiecksinhalt
(1]



11.2. Statisches Moment und Schwerpunkt

301

hat nidherungsweise den Inhalt

dA4 =ydz.
Alsoist
dM, = zydx
und
Ty
M,= [zd4 = [zyde,
4 T

wobei y = f(x).

Fiir die Aufstellung einer Formel fiir M, behélt man die Zerlegung in Fliachenstreifen
parallel zur y-Achse bei (Bild 153). Man hat dabei den Vorzug, da88 die Integrations-
grenzen wieder z-Werte sind. Der schraffierte Flachenstreifen 44 wird durch den
rechteckigen Streifen d4 = y d« ersetzt. Das statische Moment d M, fiir ein solches

Rechteck ist dem Beispiel 1 zu entnehmen.
2
Dort ergab sich M, = %
auftreten, so ist dM, = 1/, y2d=.
Deshalb ist
Zy

1
M,= E-fy*dx.

;.

Ty
Mit 4 = [ydz ergibt sich fiir die
Ty

Koordinaten des Sechwerpunktes einer Fliche

] —%—z[:vydx
5=y T A
fydx
1"‘% (111)
¥, U
?/s=7= =
fydx

BEISPIELE

3. Man bestimme die Koordinaten des Schwerpunktes eines Parabelsegments.

. Beachtet man, daB nunmehr dx statt @ und y statt b

i
w&*)
>

g X A X2 X

Bild 153
¥i 5
i x

R 47y
Bild 154

Losung: Die Parabel habe die Kurvengleichung y? = 2pz, b sei die Segmenthohe (Bild 154).
Infolge der Symmetrieeigenschaft muB y, =0 sein. Fir z, ergibt sich:

Ty A
M, =fzydz =f:c Vepzdz.
EA 0
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Die Berechnung fiir den oberhalb der z-Achse gelegenen Teil, der von der Kurve mit der Glei-

chung y = }/275 begrenzt ist, geniigt, da die Beriicksichtigung des unteren Teils nur eine
Multiplikation mit 2 der Ausdriicke fiir M/, und 4 bedeutet. Dieser Faktor wiirde sich bei der
zg-Bestimmung wieder herauskiirzen.

[
| en

= 2 heyaph

le = (21’)—2— 5 ‘0 5

hk
A=/W5ax=§hﬁﬁ
0

=l

by My _ 3
A 5

4. Man bestimme die Schwerpunktskoordinaten der Fliche, die von der Kurve mit der Gleichung
y = cos 2z, der z-Achse und den Geraden mit den Gleichungen z =0 und x = w/4 be-
grenzt wird.

Losung:

M, =L [cost2zdz— = —0,19635
2 16

|
o\amla

(Siehe 9.1.2., Beispiel 6)

K}

M, = [ zcos2zdx = L L Y| = 0,14245
4 \2
0

(partielle Integration)

k!

A =fcos2:cdx= l
2
0

M
—¥ = 0,28490 d = —% =0,39270.
T und  yg = —

Somit ist

S

g =

Die Formeln (111) lassen sich leicht auf die Berechnung von Schwerpunkten von
Flachen iibertragen, die von den Kurven zweier Funktionen f und g begrenzt werden.
Dann gilt, wie ohne Schwierigkeiten aus (111) folgt:

[=lf@) — g(@)]da

xs=—:'

[1@) — g(@)) da

1~

5 JU@r—g@?) de
v Ys = A ='—i;h
[f(z) — g () d=
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BEISPIEL
5. Wo liegt der Schwerpunkt der in Bild 155 stark umrandeten Fliche?

Loésung: Auch ohne Anwendung der Formeln folgt unmittelbar aus dem Begriff des statischen

Moments:
z;
M,= fdi, wobei d4 =[f(z) — ¢(x)ldz = (1 — Inz)d=z.
&y
Also gilt:

€
2 .
M, = x(l—lnx)dx=[f—-x—(2lnx—1) P8
2 4 ls 4
1

e 1

1 2

-3
Mz=%f[lz—(lnx)2]dx= %{x—x[(lnx)2—2lnx+2])
1

€
4=[(-hmo)dz=(z—z(nz— ][ =e—2.
1

Demnach ist:

2
=23 153 y
4(e —2) —
-~ & 0,69 %
Ys= 9le—2) T 2= .
J
s
?l,u-lﬂﬁ L
q xwafx;-? %‘ ol N
4 X
A ' \,
. : N
L e x o .
2 R
Z
Bild 155 Bild 156
11.2.2. Statisches Moment und Schwerpunkt von Kirpern

Die Berechnungen bleiben vorerst auf die Kérper beschrinkt, fiir die mit den bisher
kennengelernten Mitteln die Volumenbestimmung moglich ist (vgl. 8.2.).
In Bild 156 ist ein Volumenelement d V gezeichnet. An die Stelle der Bezugsachse fiir
Flichen tritt hier die Bezugsebene.
Esist

dM, =zdV
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das statische Moment des Elements d V, bezogen auf die y,z-Ebene. Daraus folgt
M, = f 2 dV. Unter Beriicksichtigung des Bildes 156 und der Formel (109) ergibt
4

sich fiir die

Koordinaten des Schwerpunktes eines Korpers

I fde
==y
[yav
_ M _v (112)
ys V - V
fde
go Maw _ 7
STV T Ty

_BEISPIEL

L. Man bestimme die Schwerpunktskoordinaten eines geraden Kreiskegels (Grundkreisradius 7,
Hohe k).

Lésung: Bild 157 gibt den Kegel im Schnitt wieder. Auf Grund der Symmetrieeigenschaften
folgt zg=ys=10. Also geniigt es, g zu bestimmen. Zunéchst denkt man sich eine Schichten-
zerlegung des Korpers durch Parallelebenen zur y,z-Ebene durchgefiihrt. Fiir eine solche
Schicht ergibt sich als Naherung ein Kreiszylinder mit dem Volumen d ¥V = y2ndz. Dabei ist y
abhéngig von 2. Um y = f(z) zu erhalten, stellt man die Proportion

y:ir=z:h
auf. Mit y = rz/h folgt daraus

h h
ra\2 Tr2 mr2h2
4 0 0
mr2h2 v
M 4 3k
=-—E=——=—.
BTV T aeR T 4

1 |

5
Der Schwerpunkt des geraden Kreiskegels hat die Koordi-

naten
S(ﬂ; 0; O).
4

Die Betrachtungen des Beispiels 1 konnen leicht auf den allgemeinen Fall eines
Rotationskdrpers iibertragen werden. Denkt man sich in Bild 157 den Kegel durch

Bild 157
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einen beliebigen Rotationskorper ersetzt, so ist stets
dV = ny?dx

der Niaherungswert fiir ein Volumenelement parallel zur gedachten y, 2-Ebene. Also ist
dM,, = zry?de

das statische Moment eines solchen Elements.
Somit ergibt sich fir das

statische Moment eines Rotationskérpers

Zs
My, == [zy*dz (113)
7Y
Ty
T f zy?dzx
Mit zg= z‘—V— erhéalt man leicht eine Schwerpunktskoordinate, wihrend die

beiden anderen aus Symmetriegriinden gleich Null sein miissen.

Bei der Losung von Aufgaben ist es nicht immer zu empfehlen, die fertige Formel
zu benutzen. Sie ergibt sich bei systematischem Vorgehen von selbst wieder. Diese
Methode hat den Vorteil, dal man sich immer mit dem eigentlichen Problem beschéf-
tigen muB — hier mit dem Begriff des statischen Moments. Auf diese Weise begegnet
man der Gefahr, die Formeln ohne tieferes Verstindnis zu gebrauchen.

BEISPIEL
2. Man bestimme die Schwerpunktskoordinaten eines Kugelabschnitts der Héhe k.
Losung: Bild 158 zeigt den Schnitt der Kugel. Man erhdlt mit dV = ny?d=z

! 7
M, = -n-fyzxd:c,
r—h
wobei y? =72 — 2? ist. «

Weitere statische Momente sind wegen der Symmetrieeigen-
schaften der Kugel nicht erforderlich, also yg = 25 = 0.

2 p2
M”___“(ﬂ_i‘,)

VS T "

In 8.2.1. ergab sich das Volumen des Kugelabschnittes zu /

2
,VA=7T% (3T—h).

r

mh?
= — (2r — h)3.
2 (27 — A}

Damit ist |
g = A _ 3L MY
V 4(3r — A) Bild 168

20 Analysle
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Fiir die Bestimmung des Schwerpunkts der Halbkugel muB man in Bild 158 die Grenzen
z; =0 und z; = r wihlen. Dadurch ist die Abschnittshéhe & = r. und aus dem Ergebnis
fiir zg folgt zg = 37/8 - (Fiir A = 2r entsteht der Fall der Vollkugel: zg = 0.)

11.2.3. Statisches Moment und Schwerpunkt von ebenen Kurven

Will man die Schwerpunktskoordinaten des im Bild 159 gezeichneten Bogenteils
der Kurve der Funktion y = f(z) bestimmen, die der Bedingung z, < = < z, ge-
niigt, so zerlegt man den Gesamtbogen wieder niherungsweise in Bogendifferentiale
ds. Damit ist dM, = yds das statische Moment eines solchen Bogendifferentials
auf die z-Achse bezogen. Daraus folgt fiir das statische Moment

T3
M, =fyds.

E2%

Man denkt sich den Bogen homogen mit Masse belegt. Dann kann man sich die Masse
im Schwerpunkt vereinigt denken, und es gilt [in Analogie zu Formel (110)]

2 ; L
Y
Mzzfyds = YsS. (I) A ya:fm
EA
Der gleiche Gedankengang fiihrt auf Ay
Zs — -
M, = [zds = ass. (II) ol x,  x x X
z Bild 159
Die Formeln (I) und (IT) ergeben unter Beachtung von Formel (95a) fiir die
Koordinaten des Schwerpunktes eines Kurvenstiicks
z’ B S —
1+ y2da
- zf yVi+y
ys= T == = Hi
f ]/1 + y2dx
= (114)
Z3
z V1 + y2dz
pote_ 7V
§ 8 o
f ]/1 + y?dex
£

BEISPIEL

Die Schwerpunktskoordinaten der Kurve mit der Gleichung ¥ = cosh 2 im Intervall 0 <z < 2
sollen bestimmt werden.
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Lo6sung: Nach (114) ist

2 2
1 2
M, =fcoshx ¥1 + sinh?zx dz =fcosh2:cdx =5 (sinh 22 4 22) | = 7,823
0
0 0

2 2
My =fx }/1 + sinh?z dz — f:c coshz dx = z sinh x— cosh z ‘i = 4,4916
0 0

2

2
8 =f]/1 + sinh?z dz = fcosh xzdxz = sinh z (2] = 3,6269
0 0
Also gilt
7,823

~ 3,626
8(1,24 ; 2,16).

44916
~ 3,6269

~ 1,24

Ys ~ 2,16; <Zs

11.2.4. Die Regeln von Guldin

Eine giinstige Berechnungsmaglichkeit fiir Volumina, Oberflichen und Schwer-
punkte bieten, bei entsprechenden Voraussetzungen, die Regeln von GULDIN.

1. Guldinsche Regel:

Das Volumen V des Korpers, der bei der Rotation der Fliche A um die x-Achse
entsteht, ist gleich dem Produkt aus der erzeugenden Fliche A und dem Weg ihres
Schwerpunkts.

V =2rysd (115)

Ty
Beweis: Nach Formel (92a) gilt fiir Rotationskorper V = =« f y2dxz, wenn y = f(x)

z,
die Gleichung der Begrenzungskurve der rotierenden Fliche ist. Stellt man die Formel
etwas um, so erhédlt man unter Beachtung von (111)

Z3
V= 2n-%/ v de = 2n M, = 2rysd.
z

Demnach ist V gleich dem Produkt aus Schwerpunktsweg und erzeugender Fléche.
Diese erste GurLpinsche Regel kann bei Kenntnis von ys und 4 zur Volumenbe-
stimmung, bei Kenntnis von ¥ und 4 zur Bestimmung von ys benutzt werden.

BEISPIELE
1. Das Volumen des zylindrischen Ringes in Bild 160 (Torus) ist zu berechnen.

Losung: Nach GULDIN ist V = 2nygd. Setzt man 4 = nr?2 und yg = R ein, so erhilt

man
V=2nR:nr*=2n"R.

20*
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2. Man bestimme den Schwerpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks y ]
mit den Katheten ¢ und b nach GuLbpIN. N L

Losung: Aus der Kenntnis der Katheten kann man leicht auf
das Volumen des Kegels schlieBen, der bei der Rotation des
Dreiecks entsteht. Somit 1a6t sich nach (115) der Schwerpunkt o
bestimmen.

V =2nygd; Ys= — = ——— = —

2. Guldinsche Regel:

Die Mantelfliche Ay, des Kdrpers, der bei der Rotation TN
des Bogens s um die x-Achse entsteht, ist gleich dem +
Produkt aus dem erzeugenden Bogen s und dem Weg \/
seines Schwerpunkts. Bild 160

Ay = 2myss (116)

Beweis: Die Mantelfliche Ay eines Rotationskorpers ist nach (96a) Ay = 2= f y ds.
AuBerdem gilt nach (114) ®)

Mz=fyd8=y88
(O]

fiir das statische Moment und den Schwerpunkt eines Bogens.
Setzt man (114) in (96a) ein, so ergibt sich

Ay =2n - M, = 2nyss,

die 2. GuLDpINsche Regel.
Die 2. GuLpinsche Regel dient bei Kenntnis von yg und s zur Mantelflichenbestim-
mung, bei Vorgabe von Ay und s ermoglicht sie die Schwerpunktsberechnung.

BEISPIEL
3. Man bestimme den Schwerpunkt eines Halbkreisbogens mit dem Radius r.
Lésung: Aus (116) folgt mit
Ay 4rr? 2r

Az = 472 d = fiir = = = = —
» T und &=mwr Ys 2rs 2rnr T

Wegen zg = 0 gilt also: S(O; 2—')
=

AUFGABEN

Anmerkung: Die Rechnung wird durch das Anfertigen einer Skizze wesentl ch erleichtert.

515. Man bestimme den Schwerpunkt der Flache unter der Kurve mit der Gleichung y= 2°— 8
in den Grenzen z,=2 und z, = 3.

516. Man bestimme den Schwerpunkt eines Kegelstumpfes.
517. Man bestimme den Schwerpunkt einer Pyramide mit quadratischer Grundfliche.
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518. Man bestimme den Schwerpunkt eines Halbkreises mit dem Radius , ohne die GuLDINsche
Regel zu benutzen.

619. Man bestimme das Volumen eines Rotationsparaboloids nach GULDIN.

620. Man bestimme den Schwerpunkt der Fliche, die von den Kurven mit den Glexchungen
y=Vz und y = 2? eingeschlossen wird.

621. Man bestimme den Schwerpunkt eines Trapezes mit den parallelen Seiten @ und b und der
Hoéhe k.
Anmerkung: Es geniigt, g zu bestimmen, weil nach den Regeln der Mechanik der Schwer-
punkt auf der Verbindungsstrecke der Mitten der parallelen Seiten liegen mu8. Damit hat
man neben der Geraden mit der Gleichung z = zg einen zweiten geometrischen Ort fiir den
Schwerpunkt. Die Fille a =% und b = 0 sind zu beachten.

622. Man bestimme den Schwerpunkt der Fliche, die von den Kurven mit den Gleichungen

-~ 4 4
y--2}’x, Y= 3 z— 3 und z=1

begrenzt wird.

623. Man bestimme den Schwerpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a und b
ohne Benutzung der GuLpIiNgchen Regel.

624. Man bestimme den Schwerpunkt der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = e~22
innerhalb der Grenzen z =0 und z = 1/2.

525. Man bestimme den Schwerpunkt der von der Kurve mit der Gleichung y = 1/, Vz(4 — 2)
und der z-Achse eingeschlossenen Fliche.

6526. Man bestimme das statische Moment des Bogens mit der Gleichung y = #® im Intervall
0 = z = 4, bezogen auf die z-Achse.

627. Bei der Rotation der Kurve mit der Gleichung y = In 2 um die z-Achse entsteht im Inter-
vall 1 =2z < e ein Kérper. Welche Koordinaten hat sein Schwerpunkt?

628. Man beniitze den Fall des geraden Kreiskegels, um an Hand bekannter Formeln aus der Geo-
metrie die beiden GuLDINschen Regeln auf ihre Giiltigkeit zu priifen.

629. Man berechne die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius r durch Anwendung der GULDIN-
schen Regel.

630. Man bestimme den Schwerpunkt der unter der Kurve mit der Glelchung y = 4e¥ (2, = 0;
z, = 3) liegenden Fliche.

631. Man bestimme den Schwerpunkt eines Pyramidenstumpfes mit quadratischer Grundfliche.

632. Man berechne die Oberfliche eines zylindrischen Kreisringes nach GULDIN.

633. Man bestimme den Schwerpunkt der Fliche, die von den Kurven mit den Gleichungen
y=0, =2, und ay — 22 = 0 begrenzt wird.

634. Man bestimme den Schwerpunkt der Fliache, die von der Kurve mit der Gleichung y =
= z(3 — z) und der z-Achse begrenzt wird.

636. Man berechne den Schwerpunkt der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = cosh z
von z; =0 bis z, = z.

11.3. Trigheitsmomente

11.3.1. Flidchentrigheitsmoment

Das Flachentragheitsmoment spielt in der Festigkeitslehre (Knick- und Biege- sowie
Verdrehfestigkeit) eine groBe Rolle. Wiahrend das statische Moment in 11.2.1.
als das Produkt aus Flichenelement d A und Abstand von der betreffenden Bezugs-
achse erklirt wurde, ist das Flichentrigheitsmoment eines Fliachenteilchens gleic’
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dem Produkt aus dem Flichenelement und dem Quadrat des Abstands dieses Teil-
chens von der Bezugsachse.

Somit ist das Flichentriagheitsmoment eines Teilchens d 4, das von der Bezugsachse
den Abstand ! hat,

dI =1d4, y
also das x aA

Trigheitsmoment einer Fliche A

' A
I=[rd4 (117) ¢ =)
A
Man unterscheidet 0 X
Bild 161

dquatoriale (axiale) Tragheitsmomente
und
polare Tragheitsmomente.

Beide unterscheiden sich nur durch die Lage der Bezugsachse.

Beim dquatorialen Tragheitsmoment liegt die Bezugsachse in der Ebene der Fldche.
Beim polaren Tragheitsmoment steht die Bezugsachse senkrecht zur Ebene der
Flache.

Der DurchstoBpunkt der Achse mit der Ebeneder Fliache hei3t Pol.

Beide Arten von Tragheitsmomenten stehen in einem engen Zusammenhang. In
Bild 161 sind die x- und y-Achse zwei 4quatoriale Bezugsachsen fir die Flache 4, wih-
rend die im Ursprung des Koordinatensystems senkrecht zur z,y-Ebene stehende
z-Achse fiir die Fliache eine polare Achse darstellt.

Aus der Erklirung des dquatorialen Tragheitsmoments und des polaren folgen unter
Benutzung der Formel (117) die

dquatorialen Trigheitsmomente

I, = f 42 dA4
4 (117a)
I, = [a*d4
A
und das
polare Trigheitsmoment
Li=1; =jff’dA (117b)

Nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS ist 72 = 2% 4 »? und deshalb

I,=[rdAd=[(+2)d4d = [4rdd4 + [22d4.
4 a4 4 4
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Also folgt

IL=1I,+1, (118)

Die Summe zweier dquatorialer Triagheitsmomente, deren Achsen senkrecht auf-
einanderstehen, ist gleich dem polaren Triagheitsmoment bezogen auf jene Achse
die im Schmttpunkt der beiden Achsen senkrecht steht.

Satz von Steiner!)

Das Tragheitsmoment einer Fliche A in bezug auf irgendeine Achse @ ist gleich
dem um A4 a? vermehrten Triagheitsmoment fiir die durch den Schwerpunkt der
Fliache gehende, zu @ parallele Achse, wenn a der Abstand der beiden Achsen ist.

Io= Ig+ Aa? (119)

Beweis: Das Tragheitsmoment des Flichenelements d A (Bild 162) in bezug auf die
Schwerpunktsachse ist dIg = 22d A. Bezieht man auf die zur Schwerpunktsachse
parallele Achse @, so folgt dI; = (a + z)2d A.
Fir die Gesamtfliche ergeben sich somit:

Is = [«*d4; Is= [(a+ 2)PdA.
A A

Nun ist

Ig=a2fdA+2afdi+fx2dA. X
A A A

Das erste Integral hat den Wert A4, also kann man fiir das 44 -

erste Glied schreiben a?4. Das dritte Integral ist mit Ig
identisch und das zweite ist das statische Moment in be- a /]
zug auf die Schwerpunktsachse, also gleich Null. Mithin

folgt ) Bild 162
Ig= Ada®>+ Is, was zu beweisen war.

Auch bei der Berechnung spezieller Fliachentrigheits- yr
momente wihlt man sich ein Flichenelement d 4 aus, das
Punkte gleichen Abstands von der Bezugsachse vereinigt,
bildet das Flachentrigheitsmoment dieses Elements und
erhilt mit dem Grenzwert der Summe aller dieser Trig- —¢ 5 X
heitsmomente, also durch Integration, das Tragheits-
moment der gesamten Fliche. Bild 163

BEISPIELE

1. Man bestimme die dquatorialen Trigheitsmomente eines Rechteckes in bezug auf seine Seiten
und in bezug auf die durch den Schwerpunkt zu den Seiten parallel laufenden Achsen (Bild 163).

1) JacoB STEINER (1796 bis 1863), schweiz. Mathematiker
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Loésung: Wahlt man die z-Achse als Bezugsachse und betrachtet einen Streifen parallel zur
z-Achse, d4 = bdy, soist dI, = y?bdy das Trigheitsmoment dieses Flichenelements und

a
3
1z=_[b3/’dy=~—~ab 7
3
0 =
das Tragheitsmoment der gesamten Fliche. s g .
Analog ist X
ab?
I, = . b

Il

Bild 164

Nach Bild 164 ist

-

iir den Fall der Schwerpunktsachse

|8

2

3b

Ig, = 2dy = &2

Sz f by*dy 12

< a ey

B 3
- ;AL '

Sy Th Bild 165

Die Resultate fiir die Schwerpunktsachsen sind auch mit dem Satz von STEINER leicht zu
finden: .
Ig =1Ig+ Aa®; Ig= Iz — Aa®;

b\* a%b aba® o
;T R [ O i R B
se=1s (2) 3 4 12
: b\* ab® abd® ab®
G AR WOl W o R
sv=1y (2) 3 4 12

Bestimme das Trigheitamoment eines Dreiecks (Grundlinie ¢ und Hohe k) in bezug auf die
Grundlinie.

Lésung: Das Trigheitsmoment des Flichenstreifens d4 = ldz in bezug auf g ist (Bild 165)
dI, = 2?ldz, wobei l = f(z). l findet man aus der Proportion

lig=(h—2):h; l=%(h—x).
Damit ergibt sich

h
g gh?
I,=Ia=7f(h—x)x’dz= 12

0 ——

Die Ubertragung auf den allgemeinen Fall der Berechnung eines Flichentrigheits-
moments ist nicht schwierig.

Die Flache habe als obere Begrenzung die Kurve mit der Gleichung y = f(x), die
untere sei die z-Achse, und z = z; und z = z; seien die Gleichungen der Geraden,
die die seitlichen Begrenzungen bilden. Bild 153 (8: 301) zeigt die Zerlegung in Flachen-
streifen. Die entstandenen Flichenelemente konnen naherungsweise als Rechtecke
mit den Seiten y und d« angesehen werden. Nach Beispiel 1 ist das Trégheitsmoment
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eines solchen Rechteckstreifens in bezug auf die z-Achse (wenn a durch y und b durch
d z ersetzt wird)

1
di, = 3 yidz.
Also gilt fiir das

Triigheitsmoment der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = f(x)

F = %fysdx (120a)

Beziiglich der y-Achse erhilt man nach Bild 153

Ty
I, =f:c”ydx (120Db)

&y

BEISPIEL

3. Bestimme die dquatorialen Flichentrigheitsmomente I, und I, und das polare Trigheits-
moment eines Segments der Parabel y? = 2pz mit der Segmenthdhe k (Bild 166).

Losung:
EN A 3 5
1 2 e 2 < |?
I,=2-2 | pPdz= = [ 2px)2de = — 2p2) 2| .
=25 [par= [epaTar = epa?|
z, 0
Daraus folgt, wenn man 2 = 2pA beachtet Ly
4B
R

Durch die Multiplikation mit 2 hat man gleichzeitig die
Fldche unterhalb der z-Achse mit erfaBt.

" “

Ty h
s i
I, =2 [22yde = 2 [ 2 V2pzdz = — KL,
A x,lf y 6[ V22 =

Beachtet man (118), so folgt

4hl
I, = I, = =22 (712 + 1582).
p=To + dy= 155 (71 + 1549

Bild 166

11.3.2. Massentriigheitsmoment

In der Dynamik rotierender Korper spielt das Massentragheitsmoment eine wichtige
Rolle.
Die kinetische Energie eines geradlinig bewegten Kérpers ist Wy, = —1:— 22, wobei

m die Masse und v die Geschwindigkeit des bewegten Koérpers bedeuten. Fiir kreis-
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formige Bewegungen laBt sich zeigen, dafl die Rotationsenergie eines Massenelements
dm, das mit der Winkelgeschwindigkeit w im Abstand r vom Drehzentrum kreist.

1
d Wit = 5 w?r2dm ist.
Also ist
1 1
Wmt,:-" Efwarsdm = E fﬂgffedm
m m

die Rotationsenergie fiir den gesamten Korper.
Die dabei auftretende Groe

J=fr3dm . (121)

m

nennt man das Massentrigheitsmoment des Korpers.

Ein Vergleich der Formeln fiir die Bewegungsenergie der geradlinigen und kreis-
formigen Bewegung zeigt, dal bei Wy, die GroBe J an die Stelle der Masse bei Wy
getreten ist (an die Stelle des » die Grofle w).

Bei der Berechnung des Massentragheitsmoments eines Korpers wihlt man ein
Massenelement aus, dessen Massenpunkte, aus denen er sich aufbaut, angendhert den
gleichen Abstand von der Bezugsachse haben, und bestimmt durch Multiplikation
dieses Elements mit dem Quadrat des Abstandes von der Bezugsachse das Massen-
tragheitsmoment des Elements. Durch Integration erhilt man auch hier das Massen-
tragheitsmoment des Gesamtkorpers.

Die Gegeniiberstellung von Fldchentragheitsmoment (117) und Massentragheits-
moment (121) zeigt, daB in (121) dm an die Stelle von d 4 in (117) getreten ist. AuBer-
dem findet in beiden Fillen eine Multiplikation der Elemente mit dem Quadrat des
Abstands statt. Damit unterscheiden sich beide GréBen auch in der Dimension:
Wéihrend die Dimension des Flachentragheitsmoments [L¢] ist, gilt fiir das Massen-
tragheitsmoment [ML?]. Dennoch weisen beide GréBen sehr starke Ahnlichkeit auf,
die auch im gemeinsamen Namen Trigheitsmoment zum Ausdruck kommt.

Der fiir Flichentrigheitsmomente bewiesene Satz von STEINER gilt in iibertragener
Weise auch fiir Massentragheitsmomente.

BEISPIEL ¥

1. Man bestimme das Massentrigheitsmoment eines geraden dv
Kreiszylinders mit dem Grundkreisradius r und der Héhe A
in bezug auf die Drehachse.

Losung: Zerlegt man den Koérper in diinnwandige Hohl- X
zylinder (Bild 167), so erhidlt man zundchst dV = 2rzhdx
als Volumenelement des Korpers. Beachtet man die Be-
ziehung zwischen der Dichte g, der Masse m und dem

Volumen V, 0
dx r

|

m
0= ’
| 4 Bild 167
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so ist das gesuchte Massenelement

dm =podV = p2rnzhdzx.

Somit ist dJ, = 22¢2nzhdx das Massentrigheitsmoment eines Elements und
r
Jy= 27r9hf:1:3 dz =
0

moh 4|7 _ ek ,

0 2

x4

das gefragte Massentrigheitsmoment des gesamten Kérpers.
Da nr?h das Gesamtvolumen des Kérpers und demnach rwr2hg seine Gesamtmasse ist, geht
die Losung iiber in
mr2

J v = T .
Das Beispiel 1 1aBt sich auch auf beliebige Drehkorper verallgemeinern, vorausgesetzt,
daB die Drehachse Bezugsachse bleibt.
Denkt man sich den gesamten Koérper in Kreiszylinder zerlegt, so ist das Tragheits-
moment eines solchen Massenteils

dJ, = "?Qxfldy,

wenn man die y-Achse als Rotationsachse wéhlt und % im Beispiel 1 durch dy ersetzt.
Fiir den gesamten Drehkorper, der durch Rotation der Flache zwischen der Kurve mit
der Gleichung = = @(y) und der y-Achse entsteht, erhdlt man als

Massentriigheitsmoment beziiglich der y- Achse

Ya
Jy = ? ¢ dy (122a)

U

Bei Rotation der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung y = f(r) um die z-Achse
ergibt sich analog als

Massentriigheitsmoment A
beziiglich der x- Achse v
L
Ty
T Ti@fy‘ dz (122b) _
2 I3
z,

BEISPIEL
2. Bestimme das Massentrigheitsmoment eines geraden Kreis- h

kegels (Dichte p) in bezug auf die Rotationsachse (Bild 168).  Biia 168
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Lo6sung: Nach (122b) gilt

Ty
Jo= Efytdx.
2
Ty

Aus dem Bild 168 folgt

.
y=532

Deshalb ist .

h
L) r \4 mort _|A
=28 | [Zz)de =8 25
z 2[(1»")" 108 |
0
rh
I S
7710
Beachtet man
nriho
=V =—-——,
80 gilt
3ms?
J,= "
10

3. Das Massentrigheitsmoment eines Schwungrades soll berechnet werden. Der Kranz des
Schwungrades der Dichte ¢ haben die Breite b, die beiden Radien seien r und R (Bilder 169a
und 169b).

Y

F

) ' y

k“

1
NY
o

Bild 169

Loésung: Mit Hilfe der Formel (122) soll zunéchst das Tragheitsmoment des Kranzes bestimmt
werden. Das Bild 169b zeigt, daB der Kranz durch Rotation eines Rechtecks um die z-Achse
entstanden ist. Dieses Rechteck wird oben von der Kurve mit der Gleichung y = R begrenzt,
wihrend die Kurve mit der Gleichung y = r den unteren AbschluB bildet. Deshalb sind bei
der Anwendung der Formel (122) eigentlich zwei Integrationen erforderlich. Die erste erfat
den Vollzylinder mit dem Radius R. Subtrahiert man davon das Massentragheitsmoment des
Vollzylinders mit dem Radius r, so verbleibt der gewiinschte Kranz als Hohlzylinder. Vollzieht



11.3. Triigheitsmomente 317

man die beiden Integrationen in einem Schritt, so ergibt sich:

Ty b
it T b
J,=--§fy‘dz=~2—gf(R‘—-r‘)dx=-2—g(R‘—r‘).
0

Z

Beachtet man die Masse des Hohlzylinders ¥
m = ngb (R* — 1),
~N TV
so erhillt man ‘T/"‘ i:I _
1 0 X
2 T s
und unter Einfiihrung des mittleren Radius Bild 170
1—2 - R + r
2
2
Jp=2m (R;— r) — mRr =2mR® — mRr. IT

Nun sind noch die Nabe und die Speichen des Schwungrades zu beriicksichtigen. Infolge der
geringen Masse im Vergleich zum Kranz und besonders wegen des geringen Abstandes von der
Bezugsachse sind jedoch diese beiden Teile meist ohne groBen EinfluB.

Der Praktiker rechnet deshalb oft mit dem Wert

J =mR

wobei m die Gesamtmasse des Schwungrades einschlieBlich Nabe und Speichen ist. Da
2m > m ist, wird auch das subtraktive Glied der Gleichung (I) ausgeglichen. Es sei jedoch be-
sonders darauf verwiesen, daB nicht in jedem Falle die Vernachléssigung der Nabe und Spei-
chen zuldssig ist. Dafiir konnen nur die erforderliche Genauigkeit oder auch die Verhaltnisse
der GroBe und Anordnung der einzelnen Teile entscheidend sein.

AUFGABEN

636. Man bestimme das éiquatoriale Flichentrigheitsmoment desin 11.3.1., Beispiel 3, behandelten
Parabelsegmentes in bezug auf die Schwerpunktsachse parallel zur Leitlinie.

637. Man bestimme das Flichentrigheitsmoment I eines Kreises mit dem Radiusr (Anmerkung:
Umweg iiber das polare Trigheitsmoment).

638. Man bestimme das Massentrigheitsmoment einer Kugel vom Radius r und der Dichte g
a) in bezug auf eine durch den Mittelpunkt gehende Achse und b) in bezug auf eine Achse,
die Tangente der Kugel ist [Anmerkung: Satz von STRINER (119)].

539. Bild 170 zeigt die Schnittfliche eines Kérpers mit kugelférmigem Hohlraum, der durch
Rotation um die z-Achse entstanden ist. Bestimme das Massentrigheitsmoment in bezug auf
die z-Achse. Die MaBesind in m angegeben, und die Dichte des Korperssei ¢ = 7,8 kg/dm3,

540. Man bestimme das Massentrigheitsmoment des Korpers, der durch die Rotation der Flache
unter der Kurve mit der Gleichung y = 322 um die z-Achse in den Grenzen z; =1,
3 = 3 entsteht (Bezugsachse sei die Drehachse, die Dichte des Korpers sei ).
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Man bestimme die Flachentrigheitsmomente der in den Bildern 171 bis 174 gegebenen Pro-
file in bezug auf die angedeuteten Achsen.

541. Bild 171 542. Bild 172 © 543. Bild 173 544. Bild 174
545. Es sind die Flachentragheitsmomente I, und I,, der Fliche zu bestimmen, die in den Grenzen

von z =0 bis z = n/2 von den Kurven mit den Gleichungen y = sinz und y = 0 be-
grenzt wird.

y 7}1\
o}
3% Sy,
]
; Q
iz
Fa |
-+ -4=-~41----—- —
< | Sx
. i }
0 : X c
|
Bild 171 Bild 172
Y yA
wi-g
na
Q ©
Q - — | ‘q e
0 ¢ X 01 d X
Bild 173 Bild 174

546. Man bestimme die Tragheitsmomente der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung
y =Inz inden Grenzen z, = 1; 2, =: 2 in bezug auf die Koordinatenachsen.
547. Man bestimme das Trigheitsmoment der Fliche unter der Kurve mit der Gleichung
Y= xz— ‘11 in den Grenzen z, und z, in bezug auf die z-Achse (z, > z, > 4).
x —_—
548. Man bestimme das Massentriagheitsmoment des Kérpers, der bei Rotation der Fliache unter
der Kurve mit der Gleichung y = sinz um die z-Achse in den Grenzen z, =0 und

z, = ©/2 entsteht. Die Rotationsachse sei Bezugsachse. p =1 F:: ] .
549. Man bestimme das Massentriagheitsmoment eines Rotationsparaboloids in bezug auf die

Drehachse (g =1 [%]) :




11.4. Der radioaktive Zerfall 319

11.4. Der radioaktive Zerfall

Natiirlicher Radioaktivitdt unterliegende Elemente haben die Eigenschaft, dafl sich
in gleichen Zeiten ¢ der gleiche Bruchteil der noch nicht zerfallenen Atome in das ent-
sprechende Folgeprodukt verwandelt. Mit anderen Worten heiBt das, die Anzahl der
dn
0
portional der Anzahl » der noch nicht zerfallenen Atome selbst, also — ~ » oder

je Zeiteinheit zerfallenden Atome oder kurz die Zerfallsgeschwindigkeit — ist pro-

mit —A als Proportionalitdtsfaktor d¢
dn

Da die Zahl der vorhandenen Atome abnimmt, ist dn negativ. » ist aber stets nichtnegativ,
deshalb muB (mit A > 0) ein Proportionalitatsfaktor — A angesetzt werden.

Esinteressiert die Funktion » = f(t), die die Menge der noch nicht zerfallenen Atome

in Abhéngigkeit von der Zeit darstellt. Die Eigenschaft j—z ~ y weisen nach 3.7.

Exponentialfunktionen auf.

Die Gleichung (I) entspricht eigentlich schon einer Differentialgleichung einfacher
Form. Auch bei den folgenden Beispielen wird sich jedoch dieser Vorgriff auf den Teil
Differentialgleichungen nicht storend auswirken, da die Gleichungen relativ einfach
geldst werden konnen. Man kennt von der gesuchten Funktion n = f(t) deren Diffe-

. . d .
rentialquotienten ?17:‘ Da dics der ~rundaufgabe der Integralrechnung entspricht,

muf} mittels Integration n = f(¢) bestimmbar sein.
Aus (I) folgt

9% ide,
n

dn
f-n_ = —}.fdt,

Inn+ C, = —At+ C,.
Die Terme In » und — A¢ unterscheiden sich nur durch eine Konstante, also gilt

Inn=—1t+ C.
Damit ist
T e T (IT)

die allgemeine Losung (Menge aller Losungsfunktionen).
Nimmt man an, daB zur Zeit ¢ = 0 die Anzahl der vorhandenen, nicht zerfallenen
Atome 7, betrigt, und belegt man ¢ =0, n = n,, so erhilt man

ng =e¢ .1, also ein bestimmtes C.
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Deshalb ist die Exponentialfunktion » = nge*, die die Menge der noch nicht

zerfallenen Atome in Abhéngigkeit von: der Zeit angibt, eine partikuldre Losung

des Integrals. Dabei ist 4 die sogenannte Zerfallskonstante, die fiir den betreffenden
Stoff charakteristisch ist.

11.5. Der Triger gleicher Zugfestigkeit

Man soll das Profil eines Stabes ermitteln, der bei einer Zugkraft F unter Beachtung
des Eigengewichtes in jedem Querschnitt die gleiche konstante Spannung erféhrt
(Bild 175). Ein beliebiger Querschnitt 4 im Abstand « von der unteren Begrenzung
des Stabes unterliegt somit der Belastung o A. Bei einer AbstandsvergroBerung um
dz nimmt ¢ 4 um o dA zu. Da die Beanspruchung fiir jeden Querschnitt konstant
sein-soll, muB ¢dA = g9 A dz sein, denn gg A dz ist. das Gewicht des Teiles mit
A als Querschnitt (firr kleine dx konstant anzunehmen), dz als Hohe, der Dichte o
des Materials und g als Erdbeschleunigung. Daraus folgt

AONOSUSONNNNNSNNANS
a4 22,
dx c
A+dA
Wie in 11.4. erhilt man daraus S| N
d4 o9 5 A
':'i"" = —; dx
o9 . w
Ind = = + C (allgemeine Losung) A,
F
e, Bild 175
A = eCe”, (I)

Fir = 0 (unterer Querschnitt) sei 4 = 4, und deshalb F = g4, also

AO_——?'

Dann folgt aus (I) durch Belegen mit
A=A4, fir z=0

Ay = €€ und somit fiir das gesuchte Profil

W, p o
A= Aoe°z= - eo” (partikuldre Losung).

Der Querschnitt des Stabes muB also nach oben exponentiell zunehmen, um die kon-
stante Spannung in jedem Querschnitt zu garantieren.
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11.6. Der senkrechte Wurf nach oben

Angenommen, von einer Bewegung sei nur eine Aussage iiber die Beschleunigung be-
kannt.
Fiir den senkrechten Wurf nach oben gilt dann z. B.

dv

Das negative Vorzeichen muBl gesetzt werden, weil beim senkrechten Wurf nach oben
die Geschwindigkeit abnimmt, also dv negativ ist. Aus (I) kann man leicht auf
v =f(¢t) und s = ¢(t) durch Integration schlieBen.

Aus (I) folgt

dv= —gdt
v= —gt + C,. (IT)

Nimmt man fiir ¢ = 0 die Anfangsgeschwindigkeit in vertikaler Richtung v = v, an,
so erhdlt man durch diese Anfangsbedingung die Moglichkeit, die Integrationskon-
stante zu bestimmen.

vy=—g-0+0C, C=1,
Also folgt aus (IT)
v = v, — g¢.
Mit -
ds

v = —

d¢

wird hieraus
fds =f(vo — gt)dt.

g

s=vot—2

£+ C,.

Wahlt man fir ¢ =0 auch s = 0, so folgt
0=0—04C,, somit C,=0.
Als Ergebnis erhélt man

s:vnt—-g—tz,

die bekannte Weg-Zeit-Beziehung des senkrechten Wurfes nach oben.

21 Analysis
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11.7. Arbeit des Wechselstroms

Fir Spannung und Stromstiarke von Wechselstrémen gilt

= Usinwt und ¢ = Isin(wt+ ¢).
Dabei sind
% und ¢ die Momentanwerte,
U und I die Maximalwerte von Spannung und Stromstirke,
¢ der Phasenwinkel zwischen Spannung und Stromstirke und
27
.

Mit P = u¢ fiir die Leistung erhélt man

0= die Kreisfrequenz mit 7' als Periodendauer.

P = U1 sin wtsin(wt + ¢).
In der Zeit d¢ wird dann die Arbeit

dW = Pdt = Ul sin wtsin(wt + ¢)d¢ 4§
verrichtet.
Aus dieser Gleichung kann auf die Arbeit des Wechselstromes wéhrend einer Periode
T geschlossen werden, denn aus (I) folgt

T
W = Ul [sin ot sin (0t + ¢) d¢. (I1)
0
Nach Additionstheorem ist
sinwt sin (wt + @) = % [cos ¢ — cos(Zwt + ¢)].

Deshalb folgt aus (IT)

T

= U [cos <prdt —fcos (Zwt + q:)dt] =
0 0 '

2
1 1
= A Tcosgp ——sin2wT + ¢) + — sing|.
2 2w 2w
Unter Beachtung von
2wT =47, sin(4n + @) =sing

erhilt man endlich

W=U—2ITc03(p.




11.8. Die chemische Reaktionsgeschwindigkeit 323

Die mittlere Leistung P = % ist somit

Uur
P= 3

208 ¢

oder mit

U I
Uett = 7= und Iegp=—

1z

P = Ugsr - Iotr - cos ¢.

11.8. Die chemische Reaktionsgeschwindigkeit in Abhiingigkeit
von der Konzentration?)

Bei der irreversiblen Vereinigung zweier Stoffe ist nach dem Massenwirkungsgesetz
d
die momentane Reaktionsgeschwindigkeit d_:: (dabei ist « die Anzahl der reagieren-

den Molekiile) proportional dem Produkt der jeweiligen Konzentration der beiden
Stoffe. Dabei soll sich die Reaktion so vollziehen, daB jeweils Molekiilpaare mitein-
ander reagieren.

Sind dann a, und a, die Ausgangskonzentrationen, so gilt

dx

Sy = k@ —2) (@, —2). (1)
Dabei ist der Proportionalitatsfaktor % eine konzentrationsunabhéngige Reaktions-
konstante, die jedoch, was hier nicht weiter beriicksichtigt werden soll, stark tem-
peraturabhingig ist.
Will man aus (I) ¢ als Funktionswert von « entnehmen, so gilt es, die Integrale

dz
k|ldt=| ——m8 — 11
f’ f@—@m—@ I

zu losen. Wahrend links k¢ entsteht, folgt rechts durch Integration in Partialbriichen

dz Adwx Bdz
fm—m%—w= @—2 ") @2
und unter Benutzung des Einsetzverfahrens zunéchst fiir die Konstanten 4 und B
1= A(ay —2) + Ba, — )
z=ay, 1= B(a;, —ay)
x=a, 1=A(ay;—a,)

1) Sirk Huao, ,,Mathematik fiir Naturwissenschaftler und Chemiker*, 7. Auflage, Th. Steinkopff,
Leipzig u. Dresden 1956

21*
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also

Ay — Gy ayg—ay’
Somit ist

[ s atahE@-a -+

Aus Gleichung (II) wird somit

1 n% ="

T e — + C (allgemeine Losung). (IIT)

kt =

Da fiir £ =0 die Reaktion erst beginnen soll, ist dort auch das Reaktionsprodukt
z=0. .
Dadurch ergibt sich fiir C

1
ag—a,

= )
0= a1+0
1 lnﬂ

a,—a, a,

C =

und aus (III) schlieBlich

1 ay— a, R .
kt = o (ln op— + In E;) (partikuldre Losung)
(= 1 a, (ay — x)

k(a, —a;)  ag(a; — )’

11.9. Die AusfluBzeit von Fliissigkeiten bei abnehmendem Fliissigkeitsstand

Ist 4 die Hohe der Fluss1gke1t in einem Behilter, so ergibt sich als theoretische Aus-
fluBgeschwindigkeit!) fiir eine am Boden befindliche Offnung mit dem Querschnitt 4

v = J2gh (Theorem von TORRICELLI?).

AuBerdem wird die Beziehung @ = A - v als bekannt vorausgesetzt, wobei @ die aus-
flieBende Menge je Zeiteinheit ist. Der variable GefédBquerschnitt sei (Bild 176)
¥ = f(x) . Nach ¢ Sekunden soll der Fliissigkeitsstand nur noch z iiber der Offnung
betragen. Fiir ein kleines Zeitintervall d¢ kann man dann ohne groBlen Fehler die
Druckhoéhe 2 und den GefaBquerschnitt als unverinderlich ansehen, wihrend der
Fliissigkeitsspiegel um d« sinkt.

1) Von Reibungsverlusten wird abgesehen. Diese werden in der Praxis durch einen Faktor £ < 1
beriicksichtigt, also v = k }2gk
2) EVANGELISTE TORRICELLI (1608 bis 1647), ital. Physiker, Schiiler GaLILEIS
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Die in der Zeit d¢ ausflieBende Fliissigkeitsmenge ist dann

A ]/% dt = —yda (das Minuszeichen muBl wegen dx < 0 stehen)
—ydz
AY2gx

Fiir die Zeit ¢ = 0 und ¢ = ¢ betrdgt der Stand der Fliissigkeit * = 2 und = = z.

dt =

Daher ist
t z
diw [= ydz
AV2gz
0 h
und z
1 ydz ~ ]
t= — —— | =—. (I Offrungsquerschnitt A
4)2 gh ﬁ Bild 176

y = f(x) ist dabei die Gleichung der Funktion, die die Verdnderung des GefaBquer-
schnittes mit der Hohe = angibt. Es 1aBt sich somit die Zeit ¢ bestimmen, in der der
Fliissigkeitsstand von & auf z gesunken ist (z < k). So folgt fiir ein zylindrisches
Gefall

2
y = f(x) = const = 4, = E‘%
Also geht (I) iiber in
x
=4[Oz (I1)
AY2g9) V=
A

Fiir die véllige Entleerung wird # = 0 und (II) wird zu

A
A, dz

t = — | —
4129 ) V=
0

AgV29h
= ———.
gA

BEISPIEL

In einem kegelférmigen Behilter, dessen Mantellinie um 45° gegeniiber der Vertikalen geneigt
ist, steht eine Fliissigkeit 1 m hoch. Am Boden befindet sich eine 1 cm? groBe Offnung. Wie
lange dauert es, bis der Stand der Fliissigkeit nur noch 0,25 m betragt, wenn man davon ab-
sieht, daB durch die Offnung an der Spitze die Gesamthohe eine Verinderung erfihrt und
wenn man die auftretende Reibung vernachléssigt?
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Losung Setzt man in (I) y = 722, 4 =1cm? g = 981 ¢ -—, k=100cm und z =25cm

ein und lost das Integral, so entsteht

5 25
t= 2% o7 a 2638

5Y2-981 |00
Die vorangegangenen Beispiele zeigen die vielfdltige Anwendungsméglichkeit des
Integrals. In sehr vielen Zweigen der Technik und Naturwissenschaften erweist es

sich als unentbehrliches Hilfsmittel.
Auf Grund der unterschiedlichen Probleme, zu deren Losung das Integral herange-
zogen werden kann, ist es doppelt wichtig, bei aller Vielfalt das Gemeinsame zu sehen.
Das Integral ist der Grenzwert einer Summe von Produkten, deren Anzahl iiber
alle Grenzen wichst und bei denen ein Faktor gegen Null geht. In anderer Form heiflt
das: Ist von einer Funktion y = f(x) nur der 1. Differentialquotient y’ = f'(x) be-

kannt, so erhédlt man y = f(x) durch das Integral f y'dz.

12, Niherungsweise Integration

12.1. Rechnerisches Verfahren; Simpsonsche Formel

Die behandelten Integrationsverfahren ermoéglichen nicht immer die Lésung eines
bestimmten Integrals. In solchen Fallen fithrt man die Berechnung naherungsweise
durch. Diese Néherungsmethoden sind fiir die Technik besonders wichtig, da der
Integrand mitunter nicht als Term gegeben ist, sondern

nur einzelne, empirisch gefundene Werte bekannt sind, yj
die tabellarisch vorliegen oder ihren Niederschlag in
einer Skizze im Koordinatensystem gefunden haben.
Sehr haufig begegnet man dem rechnerischen Naherungs-
verfahren.

Man soll die Flache unter der Kurve mit der Gleichung
y = f(x) in den Grenzen z, < ¥ < z, naherungsweise
berechnen, also eine Anndherung an das bestimmte

A0

Z, Bild 177
Integral [ f(z)dx durchfiihren (Bild 177).

Zo
Man zerlegt das Gesamtintervallin n gleich breite Teilintervalle der Breite A = L

Ersetzt man die entstandenen Flichenstreifen durch Rechtecke (die die Streifen von
unten oder oben annahern), so stellt die Summe aller dieser Rechtecke eine Néherungs-
lésung fir das gesuchte bestimmte Integral dar.

Wesentlich besser wird die Néherung, wenn man die krummlinige Begrenzung der
Flachenstreifen durch die zugehorigen Sehnen ersetzt, also eine Zerlegung in Trapeze
(Bild 179) vornimmt. Bezeichnet man 4, P, mit y,, 4, P, mit ¥, usw. und die Streifen-
breite mit &, so ist eine Naherung durch den folgenden Ausdruck gegeben:

A= (?/o T Nty Y + Ys Yn1 + y)

+323 24 + o
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Dies ergibt die

Trapezformel

1 1
A=k(-2--yn+y1+yg+?}a+‘"+?Jn—1+§?;n) (123)

Drie Simpsonsche Formel

Der Gedanke einer noch besseren Naherung stammt von dem englischen Mathematiker
TromAs SimpsoN (1710 bis 1761), der durch je drei nebeneinanderliegende Kurven-
punkte P,, P,, P, statt der vorhandenen Kurve eine Parabel 2. Grades zog. Man zer-
legt das Gesamtintervall in eine gerade Anzahl gleich breiter Teilintervalle. Die Breite

betragt dann b = E%-azq. Durch die drei jeweils zusammengehdérigen Punkte Py,

P;, P;,; kann eindeutig eine Parabel mit der Gleichung
Y = a,x? + a,x + a,

gelegt werden, deren Achse parallel zur y-Achse verldauft.

Der erste Doppelstreifen erhilt als obere Begrenzung die Parabel mit der Gleichung
Yy = ay2® 4+ a;x + a4, die durch die Punkte P;, P, und P, geht. Um die Rechnung
einfacher zu gestalten, denkt man sich die y-Achse so weit parallel verschoben, daB
sie durch den Punkt P, hindurchgeht. In diesem neuen Koordinatensystem haben die
drei Punkte des ersten Doppelstreifens die Koordinaten (Bild 178):

Po(—h;y0), Pi(0; ), Pulh;ys).

Da diese Punkte auf der Parabel liegen sollen, miissen sie deren Kurvengleichung
befriedigen. Deshalb gilt das Gleichungssystem
Yo = azh® —a;h 1 aq ¥

Y1 =4y B
Yo = @k + a;h + a4

A P
+
\Y\L

.

TN

)

mit den Variablen a,, a, und a,,.

Daraus folgt Yo, /]

-h
Bild 178

1 1
Y=sm (Yo — 2y, + y2)2® + op W2 —¥)T + 4
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die Kurvengleichung der Parabel durch die Punkte P,, P, und P;. Der Inhalt der
parabelformig begrenzten Fliche des ersten Doppelstreifens ist

o e ) +

+h s \
y: | =f(a,x= +a,z+ay)dz= (“T + 5 + ayz
~h

x5
=2a; — + 2a4h.
) 3

Setzt man die Werte fiir @; und a, ein, so erhilt man mit
h
Ap;e = 3 (Yo + 441 + ¥2)
den Inhalt des ersten Doppelstreifens.

yA

Bild 179

Analog ergibt sich fiir die folgenden Doppelstreifen:

h
Ay = 3 (Y2 + 4Ys + Ya)s -
n

Addiert man die Inhalte aller 3

Doppelstreifen des Bildes 179, so ist

Zn k
A= [yden G ot 45w+ Gt A3+ 90+ Gt
Zo

+ 4yp-1 + Ya)l.

Durch Zusammenfassen gleicher Glieder erhilt man die Simpsonsche Formel

Zn "
A=fydxm§ Yo+ Yn+4¥1+ Ys+ = + Yna) +2(ys + Ys + =+ + Yn-2)]-

(124)
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Man beachte, daB die Anwendung der SzmpsoNschen Formel nicht nur auf Flachen-
berechnungen beschréinkt bleibt, sondern fiir alle Rechnungen herangezogen werden
kann, die auf bestimmte Integrale fiilhren. Enthélt die Kurve der Funktion y = f(x)
Ecken oder Sprungstellen, so ist die Intervallteilung so zu wahlen, dafl diese Punkte
Anfang oder Ende eines Doppelstreifens bilden.

BEISPIEL

Bestimme den Inhalt der Flache, die unten von der z-Achse, seitlich von den Geraden mit den
Gleichungen =1 und z =2 und oben von der Kurve mit der Gleichung y = 1/x be-
grenzt wird.

Losung: Durch Integration wiirde man

2
2
4= [ =1n|x|‘ —=1In2 = 0,69515
x 1

finden, also wiire die Anwendung der StmpsoNschen Formel nicht erforderlich. Thre Benutzung
soll hier einen Vergleich der Resultate und damit eine Genauigkeitspriifung gestatten.
Fiir die bei groBeren n-Werten recht umfangreiche Zahlenrechnung empfiehlt sich die Ver-

wendung eines Schemas. So erhilt man fiir das gewihlte Beispiel mit n = 6, also A = it
= %, nachstehende iibersichtliche Zusammenstellung:
1
v = (1) T | 100000
1
¥s == 1(2) ) 0,50000
s, | 1,50000
7 6 8 6
=f— — 0,857 14 =fl— — 0,75000
=1 ( 6 ) 7 Ya ( 6 ) 8
9 6 10 6
=fl— —_— 0,66667 =f{— —_ 0,60000
ys=1 ( 8 ) 9 Ys ( 8 ) 10
11 6
=fl— — 0,54545
v =1 ( 6 ) 11
>, 2,06926 pIN 1,35000
4%, 8,27704 2%, 2,70000 I
3, 1,50000 |
43, 8,27704
2%, 2,70000
Tees | 1247704
h 1

A= 3 2ges = 8 12,47704 = 0,69317.
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AUFGABEN

550. Bestimme mit Hilfe der Stmpsonschen Formel
20
dz .
—~  (Man wihle » = 10)
Inz
10

551. Wie grof} ist der Tnhalt der Fliche des Bildes 1807 (Die Punkte haben die Koordinaten
A7 (2;10); B’ (3;11); €’ (4; 13); D’ (5; 17); E (6; 19); F” (7; 20); @ (8; 18).)
Berechne nach Stmpson.

12
dx y A
552, i + (n = 6)
P
20 {
8 g Y
dz
553. Viﬁ (n = 4) 75 l
4
3 70 A
554. s%?zm (n = 4)
_’_‘. 5
Priife das Ergebnis 0 7 ¥ e _;..
555. ‘F:_ 2 durch Integration.
l’l x g

Bild 130

12.2. Die graphische Integrétion

Auch die graphische Integration gehort zu den Naherungsverfahren. Sie setzt jedoch
im Gegensatz zur Anwendung der Simpsonschen Formel stets die Kurve der zu inte-
grierenden Funktion voraus. Es wird sich dabei sehr oft um empirisch gegebene Funk-
tionen handeln, deren Funktionsgleichung y = f(x) nicht bekannt ist. Da das
Verfahren der graphischen Integration auf dem der graphischen Differentiation
aufbaut, ist es ratsam, sich vorher nochmals zu orientieren (vgl. 3.9.).

Jede graphische Integration ist gleichbedeutend mit der Lésung des Integrals

ff z)dx = Fy(x) + C bzw. mit dem Wert des bestimmten Integrals ff x)dx =
= F(x;) — F (2,

Das erste Belsplel (Bild 181), in dem der Integrand ein linearer Term ist, bietet die
Moglichkeit einer einfachen anschaulichen Kontrolle des Resultates, da man wei,
daB die Integration der Funktion y = x auf y = «?%/2 4 C fiihrt. Zunéchst teilt man
sich den betrachteten Integrationsbereich durch die Punkte P, P, ... in Teil-
intervalle auf, die im Falle einer linearen Funktion gleich breit sein kénnen. Nun
ersetzt man die Gerade durch den in der Abbildung eingezeichneten Treppenzug.
Dabei sind die schraffierten Flachenteile paarweise einander gleich.

Die Parallelen zur x-Achse durch die Punkte P, P;, ... schneiden die y-Achse in

den Punkten P,, P, ... (Bs=1P5).
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Die geradlinigen Verbindungen dieser Punkte mit dem Polpunkt 4 haben die gleiche
Neigung wie die entsprechenden Tangenten an die gesuchte Kurve, da in den ent-
stehenden Dreiecken Polpunkt—Koordinatenursprung—jeweiliger Punkt auf der
y-Achse tan o = y/1 gilt. Der gegebene Integrand f(x) stellt aber stets die Richtungs-
faktoren der gesuchten Funktion dar. Diese Tangentenrichtung éndert sich in jedem
Punkt. DerErsatzvon y = f(x) durch den Treppenzug bedeutet Verzicht auf die sich
stindig dndernde Tangentenrichtung und Ausgleich durch Intervalle mit jeweils
konstanter Neigung der Tangente.

7 gegebenerdnlegrond
A y=fx) A
2 s
Iz B
Fi 2 -Sj
(
A 7
%
"1 /5;3 Ql
Al_7 g1} / T B =%
I | ! 5
i NV X
t ™
f : ! W
51 0 ! 5
1 e
G !
! 1
% i
2 or I ; s
5 gesuchle Losungstunktion
5 Y=l
Bild 181

Die Neigung A P,, AP,, ... iibertrigt man durch Parallelverschiebung. Somit ist
zunichst die waagerechte Tangente in S, zu zeichnen. S, mufl gleichzeitig Kurven-
punkt der Kurve der gesuchten Funktion sein. Der Beginn der Kurve kénnte ebenso
in S} oder auch in S} liegen, da die Losung nur bis auf eine additive Konstante be-
stimmt ist.

Zieht man durch P, die Parallele zur y-Achse, so wird Sy, ihr Schnittpunkt mit der
Tangente an die gesuchte Kurve in S;,. Vom Punkt Py, der Kurve mit der Gleichung
y = f(x) an sollte aber niherungsweise bereits die durch den Treppenzug angegebene
neue Tangentenrichtung gelten. Deshalb konstruiert man durch S, die Parallele zu
AP, —

Aus dem gleichen Grund beginnt in 8,, die Tangente, die parallel 4 P, verlduft. Ver-
fahrt man in der gleichen Weise weiter, so ergibt sich ein Tangentenzug an die Kurve
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der gesuchten Losungs-Funktion, die durch die Punkte S,, S;, S, ... gehen muB.
Somit 1Bt sich aber, wie auch in Bild 181 geschehen, die Kurve der Funktion
y = Fy(x) + C leicht einzeichnen. Im Falle des unbestimmten Integrals findet

yA

gegeb. ntegrand y=fix)
7 A
7 B e
] ¥
2 A P2 '
I
o ]
) A |
1
1
L___- 1 o A1 | | .XZ ‘X-
A [ ! ‘
1 ! :
| | !
1 |
I
1 i |
1 ! !
[ l ' s
: : : g fixp)* C
e |
I
i i
Ry
gesuchte : ; ni EE
Ldsurgsfunkfion i | : 3 g
.y-FfX)fC 1 = 5,2 I § __:':\‘
| I I R
1 ' : <
\ : 81z I
6| {
5&% i t | flxg)+C
1 |
] 1
| :
|
i 1 i

Bild 182

die Kurve seitlich keine Begrenzung. Subtrahiert man jedoch die Funktionswerte an
den Stellen z = z; (in Bild 181 ist #, = 0) und x = x,, so erhélt man mit

[Fo(zs) + C] — [Folzy) + O] = Flzy) — Fz,)

Zs
den Wert des bestimmten Integrals f f(x)dxz = S;B.

Z
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Im Bild 182 ist das gleiche Verfahren an einer gekrimmten Kurve gezeigt. Hier
wihlt man an starker gekriimmten Stellen eine kleine, an relativ gestreckten Kurven-
stiicken groBe Teilintervallbreite. Unter den Begrenzungspunkten P, P;,..., P,
dieser Teilintervalle sollen sich eventuell auftretende Extrema und Nullstellen be-
finden. In praktischen Fillen ist auf eine sinnvolle Wahl der Einslingen auf den
Achsen und des Polabstandes zu achten (vgl. 3.9., graph. Differentiation).

Nach (52) kann man entweder bei fest vorliegenden Einsléngen den Polabstand p
bestimmen oder die auftretenden GroBen I, I, I, und p so aufeinander abstimmen,
daB die GroBen zeichnerisch giinstig sind und somit die Ausdehnung der Integral-
funktion nach oben und unten auf die Zeichenebene begrenzt bleibt.

BEISPIEL

Die Kurve der Funktion F = f(s), die die Abhiéngigkeit einer Kraft F' lings ihres Weges s
angibt, sei im F, s-Diagramm gegeben (Bild 183). Durch graphische Integration ist die von der
Kraft F lings des Weges von 8; = 0 m bis 8; = 24 m verrichtete Arbeit zu bestimmen.

Losung: Der Verlauf der Kurve der Funktion F = f(s) ist kreisférmig angenommen worden
(Viertelkreisbogen, r = 8 cm); somit ist in diesem Fall die Moglichkeit der elementaren Nach-
priiffung (Inhalt des Viertelkreises mit r = 8 cm) gegeben.
Fiir die graphische Integration liegen auf der gegebenen Skizze fest:

1 1

l3=§cm; lp=ﬁcm.

Unter Beachtung der Formel (52) wahlt man:

l ——-l—cm
Y e0
Damit wird
lcm-—cm
p:l” l,'=l8-lF=3 10
L lw 1
- cm
90
p=3cm

Auch die Wahl Il = 1/150cm und p = 5 cm wire moglich gewesen.
Man beachte bei Anwendung der Formel (52), da3 dem I, die Einslange der Ordinate des ge-
gebenen Integranden entspricht.
Die graphische Integration ist, nachdem anfangs nur das F,s-Schaubild gegeben war, in Bild 183
durchgefiihrt. Es ist nur der Tangentenzug gezeichnet, weil dieser fiir das Ablesen des
Wertes des bestimmten Integrals geniigt.
Als Losung liest man ab: W = 16,7 - 90 kpm = 1503 kpm.
Dieser Wert folgt auch aus '

82r

W =Fs= -7 10kp-3m = 1507,20 kpm,

wenn man die Einslingen der Kraft- und der Wegachse beriicksichtigt.
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Al-2;0)

Bild 183
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12.3. Maschinelle Integration

Die Bedeutung der Integration fiir die Losung vielfdltiger theoretischer und praktischer
Probleme fiihrte zwangsldufig zur Entwicklung geeigneter Gerate, die haufig wieder-
kehrende Integrationen und insbesondere die Auswertung von graphischen Versuchs-
ergebnissen 6konomisch gestalten. Der Nutzen dieser sogenannten Integratoren wird
offensichtlich, wenn man bedenkt, daB sie die Losung von Integralen ermdglichen, die
bei Anwendung der bekannten Integrationsverfahien nicht 16sbar sind. In vielen Fil-
len ist es gar nicht moglich, die Funktionsgleichung der vorgegebenen Kurve zu er-
mitteln.

Nonius Feststellschraovben

] Fakrarm {Linge verstellbar)
1 -, \\‘
B - ) >, o), 7 5o 4o B s B
~, .
ischraube
Felnstellsch Fahrstift-Fibraig
Gelenk

Nonius Zihlscheibe
Messrolle

Bild 184

Das folgende Schema soll einen informatorischen Uberblick iiber die zur Verfiigung
stehenden Gerite geben. Es erhebt keinen Anspruch auf Vollstindigkeit?).

Neben den aufgefiihrten, z. T. sehr wertvollen Gerédten, gibt es noch einige weniger
anspruchsvolle, die schon von der Theorie des Instrumentes her notwendigerweise
nur niherungsweise Integrationen gestatten. So legt man z. B. bei der Quadratur
eine Glasplatte mit genauem quadratischem Netz auf die Fldche und bestimmt deren
Inhalt durch Auszdhlen der Quadrate. Wahlt man statt des quadratischen Netzes
- ein geeignetes Funktionspapier, so 1alt sich, ebenfalls durch Auszihlen der Recht-

Zy
ecke, der Wert des bestimmten Integrals f @[f(z)]dx ermitteln.

7Y
Die groB3te Bedeutung fiir die Praxis hat das sog. Polarplanimeter. Dieses Grundplani-
meter erfand der Schweizer AMSLER im Jahre 1854. Das Bild 184 zeigt das Gerit.
Beim Umfahren der Flache mit dem Fahrstift dreht sich die mit einem Nonius ver-

1) Einzelheiten und weiterfithrende Betrachtungen siehe z.B. F. A. WILLERS, ,,Mathematische
Maschinen und Instrumente, Akademie-Verlag, Berlin 1951



Integratoren

Die Kurve mit der Gleichung y = f(z) wird mit einem Fahrstift umfahren

Numerische Integratoren Graphische Integratoren
(Integralmesser) (Integraphen)
Das Ergebnis ist an einer MeBvorrichtung ablesbar, Ein Schreibstift zeichnet die Losung.
Planimeter Integrimeter Grund-  Funktions- Allgemeine

Lésung des unbestimmten Integrals  integraphen integraphen Integraphen

Losung des bestimmten Integrals

Grundplanimeter Funktions- Grund- Funktions- . Dienen zur Losung
. . planimeter integrimeter integrimeter Weitere ~ Angaben o Differentialglei-
Die MeBvorrichtung . . entsprechen den bei .} ungen. Sehr auf-
zeigt Die MeBvorrichtung Die MeBvorrichtung Die MeBvorrichtung  jepn Planimetern 2 wen d% 'zT elektro
3 zeigt zelgt zelgh nannten. nisch arbeitend.
J 1@ da 2 f(2) de olf@)] dz
7, [olt@)dz :
an. Momentanwerte an. Momentanwerte

an oderauch, da stets z

eine geschlossene pzw. sind ablesbar. sind ablesbar.

Kurve umfahren wird, ¢ f@]d
olf(x)] d=
¢ f(z) dz) ..
(Flicheninhalt) an, (z.B.: [y?da;
z
Zs
fy—ldx; fy/’da:,
Z z
Volumen, Momente
u. a.)

1) ¢ 1(z) de vel. 134,

9€¢

uoryBidojuy osromeSuntayeN zZI
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sehene MeBrolle, wahrend sich das Gelenk auf der Peripherie des Kreises bewegt, des-
sen Mittelpunkt mit dem Pol zusammenfaillt. Die GroBe des Flacheninhalts wird an
der MefBrolle abgelesen, wobei die ganzzahligen Umdrehungen der Mef3rolle auf der
Zahlscheibe ersichtlich sind. Die Fahrarmlinge ist verstellbar. Dadurch 1dt es sich
erreichen, daf} in gewissen Grenzen eine volle Mefrollenumdrehung gleich dem Inhalt
einer gewiinschten Einheitsfliche ist. Der Fahrstift kann durch eine Glasplatte mit
Ablesekreis oder Ablesekreuz mit Lupe ersetzt werden. Damit wird das Auge des
Benutzers geschont und erreicht, dafl sich das Auge unmittelbar iiber der Ablese-
stelle befindet und nicht, wie beim Fahrstift, seitlich versetzt ist. Damit werden Paral-
laxenfehler vermieden.

Bezeichnet man mit n, die 2. Ablesung (in der Endstellung, nach Umfahrender Flache),
mit »n, die 1. Ablesung (in der Anfangsstellung) und mit k£ die Planimeterkonstante, so
ist der Inhalt einer umfahrenen Fliche

A = k(ny — ny) (125)

k kann entweder aus einer beigegebenen Wertetabelle (zugeordnet der Fahrarm-
linge) oder durch mehrmaliges Umfahren einer bekannten Flache ermittelt werden.

Zusammenfassend kann iiber die Naherungsverfahren gesagt werden:

Die Simpsonsche Formel, die graphische Integration und das Polarplanimeter (maschi-
nelle Integration) sind Verfahren zur Naherungsintegration. Wéhrend die StMpson-
sche Formel als rechnerisches Verfahren durch eine hinreichend feine Intervallbreite
jede gewiinschte Genauigkeit zu erreichen gestattet, konnen die beiden restlichen
Methoden, die beide die Kurve der Funktion y = f(x), also des Integranden, vor-
aussetzen, durch Exaktheit in der Zeichnung und Sorgfalt beim Umfahren eine
Genauigkeit erzielen, die den meisten praktischen Belangen durchaus Rechnung
tragt.

9292 Analysis



Weiterer Ausbau der Differential- und Integralrechnung

13. Differentialgeometrie

13.1. Formen der analytischen Darstellung von Funktionen

13.1.1. Parameterdarstellung

Neben der Darstellung von Funktionen durch die Zuordnung cartesischer Koordinaten
mittels der Gleichung y = f(x) hat man auch die Méglichkeit, die beiden Verander-
lichen x und y einer dritten Verinderlichen ¢ zuzuordnen. Diese Verinderliche hei3t
Parameter. Man nennt dann die beiden Gleichungen

x=2z(); y=y(
die Parameterdarstellung der Funktion (vgl. 1.3.3.).
Der Parameter ¢ kann verschiedene Bedeutung haben.
a) Der Parameter ist ein Winkel
Aus Bild 185 liest man fiir einen beliebigen Punkt des Kreises ah:

x=rcost; y=rsint.

Durch Quadrieren und Addieren beider Gleichungen eliminiert man ¢ und erhilt
% + y? = 12, die Kreisgleichung in cartesischer Form.
b) Der Parameter ist die Zeit

Wird ein Koérper unter dem Erhebungswinkel ¢ mit der Anfangsgeschwindigkeit v,
abgeworfen, so fithrt er gleichzeitig zwei Bewegungen aus: die gleichférmig-gerad-
linige Bewegung in Richtung v, und die Fallbewegung. Hieraus ergeben sich zur Zeit ¢
die Koordinaten eines Bahnpunktes:

. 1
x = vyt cos @; =v0tsm<p——?g¢2,

Setzt man den aus der ersten Gleichung gewonnenen ¢-Wert in die zweite Gleichung
ein, so ergibt sich

x2

1
=79 _——_ = _—— 2
Y % vy COS @ ne— g9 v cos? ¢ A 292 cos? @ 20

Das ist die Gleichung der transformierten, nach unten geéffneten Parabel (Bild 186).
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¢) Der Parameter ist eine beliebige Verdnderliche ohne geometrische oder physikalische
Deutung

In der Gleichung
y =232+ 2
kann man setzen

x=]/z, also y=3t+4 2.

A 17 5
__4._._.....,..........__;775....*-
71
P s s I e
-~ | =
'y s - | o
Y [ e i b
4 3 - P
-~ - o
g X X 5 5
g
~
g Vprtcosp x
Bild 185 Bild 188

Dies ist eine magliche Parameterdarstellung der durch die obige Gleichung gegebenen
Funktion.

In der Funktionsgleichung y = 32% 4 2 konnte z alle Werte von —oc bis + oo
durchlaufen. Die Gleichung z = ]/E dagegen 1dBt nur noch positive xz-Werte ein-
schlieBlich 0 zu. ¥y nimmt infolge der Gleichung y = 32% + 2 Werte an, die groBer
oder gleich 2 sind. Die Parameterdarstellung kann, wie dieses Beispiel zeigt, gegen-
itber der cartesischen Darstellung den Definitionsbereich einschranken.

Uberblick :

y =32+ 2 z = Jt; y=3t+2
Definitionsbereich: (— oo, + o0) Parameterbereich: [0, + o)
Wertebereich : [+2, o) Definitionsbereich: [0, + oo)

Wertebereich : [+2, + o0)

Wenn der Parameter im Sinne wachsender Werte seinen Bereich durchliuft, durch-
wandern x und y ihre Bereiche in einem durch die Parameterdarstellung gegebenen
Sinne. Der sich dndernde Parameter gibt somit einen Durchlaufsinn der die Funktion
darstellenden Kurve an.

13.1.2. Darstellung in Polarkoordinaten

Die Lage eines Punktes P kann statt in cartesischen Koordinaten auch in Polar-
koordinaten angegeben werden. Hierbei gibt man den stets positiv genommenen
Abstand » des Punktes vom Ursprung (Pol) an, den man den Radiusvektor oder
Leitstrahl nennt, und den Winkel ¢, die Abweichung oder Anomalie, den dieser

22%
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Leitstrahl mit der positiven xz-Achse bildet. Zwischen den Polarkoordinaten » und
@ und den cartesischen Koordinaten bestehen dann die Beziehungen (Bild 187)

T = rCOo8 @
. (126) Y
Yy =rsing P
r
und y
r2 = g% 4 y? [
0l X X
i
tan ¢ = 1 ( 27) Bild 187
x

Bewegt sich ein Punkt lings einer durch die Gleichung y = f(x) gegebenen Kurve, so
muf zwischen r und ¢ ein funktionaler Zusammenhang bestehen, da jeder Richtung ¢
ein bestimmter Wert r zugeordnet ist. Es gilt also eine Gleichung r = r(g).

Fiir den Kreis um den Ursprung gilt offenbar

r = const. = r,.

.Die Darstellung der Ellipse mit den Halbachsen @ und b ergibt sich aus ihrer Glei-
chung

b2a? | a?y? = a2be
unter Beachtung von (126) zu

, — ab
Y2 cos® ¢ + a?sin? ’

Besonders einfach werden durch Einfithrung von Polarkoordinaten die Gleichungen
der Funktionen, welche Spiralkurven darstellen:

Archimedische Spriale: r =ag;
Logarithmische Spirale: r = e®.

Wiirde man z. B. die logarithmische Spirale in cartesischen Koordinaten darstellen,
so erhielte man nach (127)

y = x tan In J/2? 4 y?;

es leuchtet ein, daB die Darstellung in Polarkoordinaten weit giinstiger ist.
Die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel x? — y? = a2 ergibt sich in Polarkoordi-
naten zu :

r2(cos? ¢ — sin? ¢) = a?
__a
Vces2<p )

r
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13.2. Difterentiation

13.2.1. Difterentiation bei Parameterdarstellung
Gegeben sei eine Funktion durch die Gleichungen
=z(t); y=y().

Gilt es, die Steigung der Kurventangente fir einen Parameterwert ¢ = ¢, zu bestim-
dy

men, so ist ¥ nach z zu differenzieren, d. h., es ist zu bilden 3’ = Iz Nun ist aber
dz . dy .
T = und 35 (128)

Die ubergesetzten Punkte sollen die Differentiation nach dem Parameter bedeuten,
wahrend ' nach wie vor die Differentiation nach = anzeigt.
Aus (128) folgt:

de =zd¢t und dy = yd¢,
also

(129)

erhilt man aus (129), indem man nach der Ketten-

Die zweite Ableitung ¥’ = d(gi)
regel zundchst ¥’ = % nach ¢ differenziert und dann ¢ nach z, also

Y
(x dt zy —xy 1 xy —zy
d¢ el P R

&

Also gilt

(130)

BEISPIEL
Fiir die Kurve der Funktion mit den Gleichungen
x = cost; Y = sin?t O=t=n)
sind die extremalen Punkte zu bestimmen.

Losung:
= —sint; y = sin 2¢

Z = —cost; y = 2 cos 2¢.
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Esist sin 2¢ T
y’=—3_/—=—_=—2cost; y =0 fir t=—;
z —sin ¢ 2
"_ —2 smtcos2f—|—sm2t cost; o ™\ _ _9<o.
—sind¢ 2

(9= (i)

Die Kurve besitzt also im Punkte P (0; 1) ein Maximum. Durch Einfithrung von cartesischen
Koordinaten erkennt man sofort, daB eine Parabel mit P als Scheitel vorliegt.
22 + y = cos?t 4 sin?t =1
y=1-—2a%
Man beachte, daB in dieser Schreibweise z alle positiven und negativen Werte einschlieBlich
der Null annehmen kénnte; die gegebene Parameterdarstellung aber lit nur den Definitions-
bereich [— 1, +1] zu, und der Wertevorrat enthilt nur positive Werte und Null. Die Para-
meterdarstellung ergibt also den im ersten und zweiten Quadranten liegenden Parabelbogen.

Der Durchlaufsinn dieses Bogens fiihrt von P, (1; 0) iiber P nach P,(—1; 0); die Kurve wird
namlich, wenn ¢ das Intervall von 0 bis 7 durchlduft, im Sinne fallender z-Werte abgelaufen.

13.2.2. Difterentiation bei Darstellung in Polarkoordinaten

Liegt eine Funktion durch die Gleichung r = r(p) vor, so kann man ohne weiteres
zu einer Parameterdarstellung mit dem Parameter ¢ iibergehen. Nach (126) kann
man schreiben:

x = r(p) cos p = f1(p) ¥
y=r(p)sing = fa(p).

Der Differentialquotient ergibt sich zu ﬁ/%
v -
G X

y,zgz'{*sintp—{—rc?s:p (131)
x 7cos@p — rsin @

Fiir die logarithmische Spirale z. B. gilt die Parameter-

darstellung © —e?cosp; Y = ePsing. Bild 188
Hieraus folgt:
,_y _e?sing-ePcosg sing fcosp 14 tang
y=%= evcosp —ePsing cosg —sing 1 —tang

Das Ergebnis besagt, daB der Tangentenanstieg nur von tan ¢, also nicht von der
Leitstrahllinge, abhingt. Ein beliebiger Leitstrahl schneidet daher alle Bogen der
Spirale unter gleichem Winkel (Bild 188).

BEISPIEL
Es soll der Kurvenverlauf der Lemniskate diskutiert werden.
Loésung: Die Lemniskate hat die Gleichung
(28 + 922 — a2(a? — y?) = 0;
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in Polarkoordinaten geht die Gleichung nach (126) iiber in

2 —a%cos2¢p =0
oder

r = a Ycos 2¢.

Also ergibt sich die Parameterdarstellung
z=a ]/M cosg,
y=a ]/(m;) sin @.

Hieraus folgt:

—sin2 3

z= —sin2¢ cos ¢ — sing Jeos 2¢ Si_(p_ ,

. ]fcos 2¢ }/cos 2¢
—sin2 3
M sin @ + cos ¢ }'”cos 29| = C,S.s_? :
Vcos 2¢ Vcos 2¢

Somit ist
y'=l='M= —cot 3¢

Da sich wegen r =a Veos 2¢ nur in den Winkelbereichen —45° < ¢ < +45° und 135° <
< p < 225° reelle Werte fiir r ergeben, kann die Diskussion der Kurve auf diese Bereiche
beschrinkt werden. Sie soll in Form einer Tabelle durchgefiihrt werden, indem man ¢ die
Winkelbereiche durchlaufen lit und die zu den Winkeln gehorigen r-Werte, dann die car-
tesischen Koordinaten der Kurvenpunkte und schlieBlich die Tangentenanstiege in diesen

Punkten ermittelt. Es ergibt sich die folgende Tabelle:

P r=a]/cos2<p . P:x=al/(i2q>cosq) y = —cot 3¢
i y=a}/cos2zp sin @
0° a Py:a; 0 oo
a = 1 1 .-
30° — V2 P, — —V2 0
“y v Ly Ly
45° 0 0; 0 1
135° 0 0; 0 —1
=1 1 - 1 -
150° 2 e P ——V6;—V2 0
Y v —Ly Ly
180° a Py,: —a; 0 oo
a = 1~ 1 =
210° —Vy2 Py,: ——V6; ——V2 0
@y v~ Ly
225° 0 0; 0
315° 0 0; 0 =
330° 1z P %Vﬁ_; —— 0
360° a P,: a;0 oo
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Nach dieser Tabelle kann die Lemniskate
in ihrem prinzipiellen Verlauf gezeichnet
werden (Bild 189).

AUFGABEN

556.

5517.

558.

559.

560.

561.

562.

563.

564.

565.

Von der durch die Gleichungen
x=t24+2t; y=t2—-2t—1

gegebenen Kurve sind zu berechnen:

a) Horizontal- und Vertikaltangenten,
b) die Gleichung der Kurvein cartesischen  Bild 189

Koordinaten,
c) Parameterbereich; Definitionsbereich und Wertevorrat fiir die Parameterdarstellung.

Welche Kurve wird durch die Parameterdarstellung gegeben
a)z=Vt; y=V—1,

o=t 1
1—¢t

5 Y= T?
Man untersuche die Bereiche fiir cartesische und fiir Parameterdarstellung.

Ein Kreis vom Radius 7 rollt innen auf einem Kreis vom Radius R = 2r ab. Auf der Fliche
des rollenden Kreises befindet sich der Punkt P im Abstand a von dessen Mittelpunkt. Man
zeige, dall P eine Ellipse mit den Halbachsen (r + a) und (r — a) beschreibt.

Man zeige weiterhin, dall fiir ¢ = r der Punkt P periodisch den Durchmesser des Kreises
mit dem Radius R durchliuft (Umsetzung einer Kreisbewegung in eine geradlinige Be-
wegung, CARDANO, 1570).

In einem Getriebe bewege sich eine Stange A B von der Linge s so, dafl die Endpunkte 4 und
B in je einer geraden Schiene gleiten, die aufeinander senkrecht stehen. Welche Bahn be-

schreibt ein Punkt P der Stange (:ﬁ’ =a)?
Man rechne in cartesische Koordinaten um
z = cosh ¢; y = sinht.

Man untersuche mittels der ersten Ableitung das Verhalten der drei Zykloiden an der Stelle
t=0.
Man bilde ¥” und y" fiir die Funktionen mit den Gleichungen
a)z = Int; y =12,
b) x = sin3¢; y = cosdt.
- R
Die Gleichung der Astroide z3 4 y3 = a3 ist in einer Parameterdarstellung anzuge-

ben. Mit dieser Darstellung untersuche man den Kurvenverlauf und den Durchlaufsinn der
Kurve fiir wachsende Parameterwerte.

Man gebe die durch die Gleichungen z = a bzw. y = a gegebenen Kurven in Polar-
koordinaten an.

Die in Parameterdarstellung gegebene Strophoide soll in cartesische und in Polarkoordinaten
umgerechnet werden:

_a(tr—1) _at(tr—1)
Tzt Tt
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Man entwerfe ein Bild der Kurve unter Verwendung von Polarkoordinaten. Man untersuche
den Durchlaufsinn der Kurve bei den verschiedenen Darstellungen und begriinde, warum
bei Darstellung in cartesischer Form nicht die vollstindige Strophoide erfaBt wird.

566. Man schreibe in Polarkoordinaten um:

2zy !

a) arctan LA .
z (}/1:2 ¥ yz)“ ’
b)z® 4 y®* — 3zy =0 (Cartesisches Blatt).
567. Fir die Kurve mit der Gleichung
(@ + 922 = dzy
bestimme man die zu den Achsen parallelen Tangenten mit ihren Beriihrungspunkten.

Welche Punkte der Kurve haben vom Ursprung maximalen Abstand? Welche Richtung hat
die Kurve in diesen Punkten? (Man verwende Polarkoordinaten.)

13.3. Die Bogenlinge

Um die Lange eines Bogenstiickes einer Kurve berechnen zu kénnen, ist es notwendig,
diese Bogenlinge zunichst als eine Summe von geradlinigen Streckenelementen
niaherungsweise darzustellen, um dann durch einen Grenziibergang, der die Strecken-
stiicke unendlich klein werden l1afit, zur eigentlichen Bogenlidnge zu gelangen.

Man nahert zunachst ein Bogenstiick, das man sich schon beliebig klein denken kann,
durch das Stiick Tangente an, die man im Anfangspunkt Py (Bild 190) an das Kurven-
element legt. Aus dem Bilde kann dann unter Beachtung der Bedeutung der Differen-
tiale do und dy die Beziehung abgelesen werden:

(da)? + (dy)? = (ds)2. 7] . il
Hierfiir kann man auch schreiben: % ‘;\!

ax
(ds)? = [1 + ("—y)] (dz)?
dx

oder [vgl. (94)] 5

2
ds = I/ 14 (:—Z) dz. (I)  Bid 190

Die Wurzel ist positiv, wihrend d z positiv oder negativ sein kann. Nun ist die Summa-
tion uiber die Bogendifferentiale durchzufiihren. Die erhaltene Summe geht beim Grenz-
iibergang in das Integral iiber die Bogendifferentiale iiber, wobei dieses Integral
langs eines Kurvenstiickes von x, bis x, zu bilden ist. Man erhélt somit zwischen den
Punkten P, und P, einer Kurve [vgl. (95a)] fiir die

W

Bogenliinge (cartesisch)

8 :fV1 + (g_g.)zdz (1I)
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Unter der Wurzel erscheint y* = dy/d«, d. h., die Ableitung der vorgegebenen Funk-
tion.
Liegt die Funktion in Parameterdarstellung vor, so gelten die Gleichungen

= x(t); y= y(t); dx = z dt.
Weiterhin gilt

¥

_ ¥
¥ =%

und y'%2= s

Die Formel fiir die Bogenlinge geht jetzt iiber in

1
02
s=fl/1+;§?5cdt
t

Bogenlinge (Parameterdarstellung)

oder

b
s = [ + gt (132a)
2

Nun sei die Funktion in Polarkoordinaten gegeben, also r = r(p). Zwischen den
cartesischen Koordinaten z, ¥ und den Polarkoordinaten r, ¢ bestehen die Beziehungen

x=rcosp und y = rsinge.

Unter Beachtung der Produktregel gilt fiir die Differentiale
dxz = (rcosp — rsing)de,
dy=(rsing + rcosgp)de.

Der iibergesetzte Punkt bedeutet die Differentiation nach dem Parameter ¢. Aus der
Beziehung

(ds)?* = (d=)* + (dy)?
folgt:

ds = J(rcosp —rsing)® + (rsing + rcosg)® de
oder

ds = Yr? + 72 de.
Durch Integration erhilt man

Bogenlinge (Polarkoordinaten)

Ps
s=[YrTrde (132b)
P
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BEISPIELE

347
1.

Berechnung des Kreisumfanges bei gegebenem Radius 7.
Loésung:

a) cartesisch: Im ersten Quadranten gilt fiir den Kreis die Funktionsgleichung
y=Vr2—a2,
also ist

, —x

TV

Somit gilt nach (95a) fiir den Viertelkreisbogen :

ry To
2
§ = 1+ 22 , dz=ry .
2 —x }/,_%_xz
0
T

0

.x [T
= 7, aresin —

= r, (arcsin 1 — arcsin 0) =
To |0

Der Vollkreis hat somit den Umfang 2w 7,.
b) in Parameterdarstellung:

Fiir den Vollkreis gilt

x = rycost; Yy =ry8int (0=t =2n);
= —rysinf; g =r,cost.

Also folgt aus (132a) fiir die Bogenlinge

2rn 2n
8 = fl/rgsinzt—i— rZcos 2t dt = rofdt = 2m7,.
0 0

¢) in Polarkoordinaten :
Die Darstellung des Vollkreises heillt jetzt:
r=r,,
r=0.
Nach (132b) gilt

2r
s = frod(p = 2nr,.
0

2. Berechnung der Bogenlinge eines Bogens der Zykloide mit den Gleichungen
z=a (t —sint),

y=a(l — cost).

a ist der Radius des lings der z-Achse rollenden Kreises, der mit einem Umfangspunkt den
Zykloidenbogen beschreibt.
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Losung: Esist
z,= a(l — cost),
Yy =asint.

Nach (132a) folgt fiir die Bogenlinge:

21 2r
8 =f}"a3{l — cos t)? + a?sin%t dt = af}/2—2cost dt =
0 0

2r 2r
= alléfm dt = 2afsin —;—dt, weil 1 — cost = 2 sin2 ,2.t_ ist.
0 0
Die Integration ergibt ’ 7
s=—2a-2.cos%}zﬂ:4a+4a=8:a. 4

3. Berechnung der Bogenlinge der logarithmischen Spirale

r = rye¥

zwischen den Grenzen ¢, und @,.

Losung: Es ist

T = ar,ew;
also ergibt sich nach (132b): Bila 191

Ps Ps
8 =er(2)e2a'P + a?rie?e? dp =1, V1 + a2 fe"‘l’ dp =
(2] (21
2
=7, Vl +a (emp, — ea%),
a

oder, da
1y = ree?® und 1, = rye?’: ist,

= }/_i_az (r, — 7)) = const. (r, — 1))
a _

Die Bogenlidnge der logarithmischen Spirale ist also proportional der Differenz der Radius-
vektoren, welche sie einschlieen.
4. Berechnung der Bogenlinge der Kardioide mit der Gleichung r = a (1 + cos ¢).

Lo6sung: Mittels Wertetabelle findet man den im Bild 191 dargestellten Kurvenverlauf. Die
Kurve ist symmetrisch in bezug auf die z-Achse. Fir das Bogenliangendifferential ergibt sich
mit r = —asing:

ds = Vr* + 12dp = a Y(1+ cos @)? + sin2pdg =
=al2 V1 + cosp dp = 2(1008%(1(]),

weil 1 + cosp = 2 cos? ¢/, ist.
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Fiir 180° < ¢ < 360° wird ds negativ; also wiirden sich bei Integration iiber den Vollwinkel
die summierten Bogenlingendifferentiale aufheben und Null ergeben. Man integriert daher nur
von 0° bis 180°, und aus der Symmetrie der Kurve folgt fiir die Bogenlidnge:

T
s=2 [ 2acos ¥ dp = 8a sin 2 n:Sa.
2 2 |o =
0
AUFGABEN
568. Man berechne die Linge der Kettenlinie, welche die Gleichung hat
z -z
y=coshx=%— fir —a=sz=a.

569. Man berechne die Bogenlinge der Kreisevolvente, die sich durch Abwicklung eines Halb-
kreises ergibt:
xz = r(cost -} ¢ sin t); y =r(sint — ¢ cost).
570. Man berechne die Bogenliange der Astroide
z = a cos®t; y = a sin®¢.
571. Man berechne die Linge der Schleife
1
2 2 (3 — z)2.
y¥=352@-2
572. Welche Wegliange durchfillt ein Korper, der mit der Geschwindigkeit v, horizontal abge-
worfen wird und auf den um die Hohe H tiefer gelegenen Boden fillt?
573. Welche Linge hat der im vierten Quadranten liegende Bogen der Kurve mit der Gleichung
r=4(2cosp — sin@)?
Um welche Kurve handelt es sich hier?

574. Fir 0 < ¢ = w/2 berechne man die Bogenlinge der durch die Gleichung r = 2¢ ge-
gebenen Spirale.

13.4. Die Sektorenformeln

Es sei eine Funktion in Polarkoordinaten gegeben. Will man den Sektor berechnen,
den der Radiusvektor iiberstreicht, wenn sich das Argument von g; nach g, dndert,
so zerlegt man vorerst den Sektor in Flachendifferentiale, die jeweils den Winkel dg
(Bild 192) enthalten. Ein solches Flachendifferential kann bei hinreichender Klein-
heit als ein Kreissektor angesehen werden, der den Bogen rd¢ hat. Seine Flache ist:

dA——lr rd—lrzd i
~ 2 p=g e
Also ist die Gesamtfliche
{ P
T Effr?drp (133a)
i Bild 192
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Nun liege die Funktion in Parameterdarstellung vor. In diesem Falle ist

v

z==z(); y=y(); tan¢=w)-

Die letzte Beziehung zeigt, daBl ¢ abhéngig von ¢ ist; sie kann also auf beiden Seiten

nach ¢ differenziert werden. Es ergibt sich (Kettenregel)

1 de _axy—4ay
cos?p dt = a?

Da z = r cos ¢ ist, folgt weiter

1 d_cp _xy —ay
cos®p dt  r2cosle
oder
r?de = (zy — zy) dt.
Das Flachendifferential eines Sektors ist somit in Parameterdarstellung

1

(xy — xy) dt

und der Sektor selbst:

Leibnizsche Sektorenformel

ty
A= %f(xg)—:&y)dt
t

(133D)

Wenn ¢, einem Winkel ¢, und ¢, einem Winkel g,(p; > ¢,) entspricht, geht man bei
wachsendem ¢ von £, nach ¢, entlang der Kurve so, daBl die Sektorfliche zur Linken
liegt (Bild 193). Sie ergibt sich positiv, weil man im Sinne wachsender ¢-Werte
(de > 0) lduft. Also muB in diesem Falle auch das Integral der Formel (133b) po-
sitiv sein. Liegt entsprechend die Flache zur Rechten, wenn man die Kurve ab-
wandert, so muf} hierbei im Sinne abnehmender ¢-Werte (dg < 0) die Flache ne-
gativ werden. Umwandert man nun eine geschlossene Kurve, so liegt, wie Bild 194

T
T

Fs
fi
Fa
AT
=
X

_yﬂ y-[ﬁ-f

= A

Bild 193 Bild 194
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zeigt, die Fliche A, (vertikal schraffiert) zur Linken und A, zur Rechten; es wird
also das Integral iiber die geschlossene Kurve

1 ¢ :
Egﬁ(my—a:y)dt:Al—As.

Man erhilt somit die von der Kurve umschlossene Fliache.

BEISPIELE

1.

Man berechne die von der bereits diskutierten Lemniskate (Bild 189) umschlossene Fliche.

dann unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften der Kurve nach (133a):

k9 kL

T 1
A=4-%a’[cos2<pd<p=2a’-%sin2cp = al.
0 o

Man kann also die vier Viertelflichen einer Lemniskate in ein Quadrat umformen.

Man berechne die Flache, die der Radiusvektor der in Parameterdarstellung gegebenen Eins-
hyperbel iiberstreicht.

Losung: Die Hyperbel hat die Gleichung (vgl. Aufg. 560):

x = cosh ¢; y = sinh ¢,

Es ist yA /

% = ginh ¢; y = cosh ¢.

Also gilt nach (133b):

¢ ¢
= L (cosh?t — sinh?t) dt = L dt = L
2 2 2
0 0 —3

Das Ergebnis lat die geometrische Deutung des Parameters ¢ g 1 x
als Fliache erkennen (Bild 195).
. Man berechne die Fliche der Ellipse mit den Halbachsen a
und b.
Loésung: Es gilt
z =acost; y = bsint
% = —asint; ¥ = bcost. Bild 195

Also ist nach (133b):
2n

4= %f(ab cos?t + ab sin?t) dt = abrw.

P e

Man vergleiche an diesem Beispiel den eleganten Rechenweg mit dem, der sich unter Anwen-
dung cartesischer Koordinaten ergeben wiirde.
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4. Man berechne die von der Kardioide umschlossene Fliche (Bild 191).
Losung: Mit der Gleichung

r =a (1 + cos )
ergibt sich nach (133a):

27 2n
2 2
A=%f(l+cos:p)2dtp= %—f(l + 2 cos @ + cos?p)dp =
0 0

2
=%(2ﬂ+0+n)=%na2.

Die LeiBnizsche Sektorenformel stellt, wie man sagt, ein Linienintegral dar, weil
lings einer (geschlossenen) Linie integriert wird. Da Flachen auch, wie spiter noch
gezeigt wird, mit zweifachen Integralen berechnet werden konnen, ergibt sich somit
unter Einsatz der Sektorenformel die Moglichkeit, zweifache Integrale auf einfache
zuriickzufithren. Hiervon wird in der Theorie der Kraft- und Strémungsfelder Ge-
brauch gemacht.

-AUFGABEN

575. Man berechne die Fliche, die unter einem Zykloidenbogen liegt und vergleiche sic mit der
Flache des Kreises, durch den die Zykloide erzeugt wird.

576. Man berechne die von der dreischleifigen Hypozykloide umschlossene Flache
z = 2a (cos t + cos 2t)
Yy = 2a (sint — sin 2¢).

577. Msn berechne die von der Schleifenlinie mit den Gleichungen
x = acost; = b sin 2¢

umschlossene Flache.

578. Man berechne die Fliche der Exzenterscheibe, die von dem Bogen der Spirale mit der Glei-

" chung 7 = ap und von den zu den Argumenten wt/4, 7x/4 gehorigen Leitstrahlen begrenzt
wird.

579. Man berechne die im zweiten Quadranten liegende Fliache, die von den Koordinatenachsen

und von der Kurve mit der Gleichung r =1 — cos @ begrenzt wird. Welcher Leitstrahl
halbiert diese Fliache?

13.5. Berechnung von Drehkorpern

13.5.1. Kubatur (Volumenberechnung)

Drehkorper entstehen, wenn eine Kurve um eine Achse rotiert; die Kurve selbst be-
schreibt hierbei den Mantel des Korpers, der seinerseits das Volumen des Korpers
einschlie3t. Die Berechnung dieses Volumens aus der gegebenen Kurve gelingt, wenn
die z-Achse Drehachse ist, indem man den Korper in Kreisscheiben senkrecht zur -
Achse zerlegt. Die beliebig klein angenommene Héhe jeder Scheibe sei d«, ihr Radius
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ist y, wenn die Kurvengleichung y = f(z) ist. Dann
gilt fiir ein Volumenelement:

dV = ny*d=.

Das gesamte Volumen ergibt sich nach Integration
[vgl. (92a) und (92Db)]:

V= -rrfy’da: (I)

In analoger Weise folgt bei Rotation um die y-Achse:

Ys
V, == [2*dy (I1)
W

Bild 196

Diese beiden Beziehungen konnen ohne weiteres auf die Fille iibertragen werden, in
denen die Gleichungen der Kurven in Parameterdarstellung bzw. in Polarkoordinaten
gegeben sind.

Fir die Parameterdarstellung gilt:

iy ty
Ve=n [[y®)F &dt;  V, == [[z()Pydt (134a)
N [

Bei gegebener Darstellung in Polarkoordinaten sind fiir die Differentiale dz und dy
die bereits hergeleiteten Formeln (vgl. 13.3.) einzusetzen. Es folgt:

Ps
V,=T:fr’sin’qz(icos¢p —rsing)de
"; (134b)
V,= 'n:fr’cos’qz (rsin @ + r cos p) dg
[£1

BEISPIELE
1. Die durch die Gleichungen
x = cos i; y = cos?t + sin¢
gegebene Kurve rotiere um die y-Achse. Man berechne das Volumen der entstehenden ,,Birne*‘.

Losung: Mittels Wertetabelle ergibt sich die im Bild 196 dargestellte Kurve.

Der Drehkoérper wird bereits von der rechten Kurvenhilfte beschrieben. Die Integration
ist also von ¢ = 3n/2 bis ¢ = x/2 durchzufihren. Da y = cost — 2sintcost ist, folgt

23 Analysis
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aus (134a)
™
F
Vy= -rcfcos’t (cost — 2sintcost)dt = = f(cos"t — 2 co0s®t sin t) di.

Nk}

3 gn
2 2
Es ist:
s L Qi
2 2
fcos’t dt = f(l — 8in%¢) cos tdt = f(l — gin?#) d(sin¢) =
3 s Lo dn
2 2 2
™
ot

( . sin’t)
= (sint — ——
3

(Der Rechenvorgang entspricht der Substitution 2 = sin £).

3 _8n
2 2 3
2fcos’t sintdt = ——2[cos’td(oost) =—(—;— cos“t) £
k14
™ k1 g _2-—
z t=3
Also folgt
4w
Vy,= —
Yy 3

Es ist zu beachten, daBl der von A nach B laufende Bogen
negative Werte von dy ergibt, so daB sich bei der Integra-
tion das zum Bogen von C bis 4 gehorende, zu groBe Dreh-
volumen von selbst um das zum Bogen A4 B gehorende Dreh~  Blld 197
volumen vermindert.

2. Die Kurve mit der Gleichung r = a cos ¢ rotiere um die z-Achse fiir 0 < ¢ < n/2. Welches
Drehvolumen entsteht?

Losung: Im Bild 197 ist die Kurve dargestellt. Da + = —a sin ¢ ist, gilt nach (134b):

T
2
V= fra’f cos? sin?p (— sin @ cos ¢ — cos @ sin p) dp =
0

0 =0

= 2na® fcos’q: sinp dp = 2na’f(l — 8in?gp) sinp d (sin p) =
T T
2 =z
- ;g 10
= 2xad ['sil:l----2 — o ?’] = 21 aa(—— l)= o ~1— tad
4 6 13 12 6

DaB sich das Volumen negativ ergibt, erklirt sich aus dem fiir die Kurve gewiihlten Durch-
laufsinn von 4 nach 0 (dz < 0). Ubrigens ist die Kurve ein transformierter Halbkreis, wovon
man sich durch Umrechnen in cartesische Koordimaten leicht iiberzeugt. Es wurde also das
Kugelvolumen fiir den Durchmesser a berechnet.



13.5. Berechnung von Drehkérpern 3565

13.5.2. Mantelfliichen

Die durch die Gleichung y = f(z) gegebene Kurve rotiere um die z-Achse. Hierbei
erzeugt ein Bogenlingendifferential ein Differential der Mantelfliche, welches die
Form eines Reifens hat. Seine Flache betrigt

dAdy; =2nyds = 2ny ]/iTy_’é dz.
Die gesamte Fliche ergibt sich durch Integration (vgl. (96a) und (96 b)) zu
Ay =27 [y YTF 77 da. M
&
Bei Rotation um die y-Achse folgt entsprechend mit =’ = dz/dy:
AM,=2nj!.:c Y1+ dy. (I1)
%

Die Ubertragung dieser Formeln auf den Fall der Parameterdarstellung ergibt:

ty
Ay, = 2m [y(t) Y2 + 42 dt
. (135a)

ts
Ay, = 27:fx(t) Y& + 2 de
[

Bei Darstellung in Polarkoordinaten folgt aus (I) und (II):

Py
A,,,=2nfrsin<p]/r=+r'= de
1

o (135b)
Ayy = 21rfrcos<p ]/r’ +r2de

L 2

BEISPIELE

1. Man berechne die Oberfliche des Rotationsellipsoides mit den Achsen 2a und 2b. 2a sei die
Drehachse. Die Ellipse hat die Gleichungen

x = acost; y =bsint.
Loésung: Nach (135a) folgt unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft der Ellipse

b

2
Ay, =2 -21:fb sin ¢ Ya? sin?¢ + b2 cos?t dt =
0

t=0
= 4xb _! Ya? — (a® — b%) cos?t d(cos t)

L
¢-?

23¢
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Mit » = cost¢ folgt

1
P T |
Apy = 4mh Va2 — b’f]/asa i u? du.
0

Das Integral
f}’a‘ —ax?dx ergibt (vgl. 9.1.5.):

i 2
£ ']fa*—x’ + = arcsin 2z + C,
2 2 a

also ist ’
(1@ o e
AM.’D =4nb Va’ = bz(? m -1 + 2_((;2_—_b;5 aresin ) =
2 2 _
= 2m (b2 + ib_ arcsin }/a, 6 .
Va2 — b2 a

2. Welche Flache beschreibt der im ersten Quadranten liegende Bogen (0 < ¢ < w/2) der log-
arithmischen Spirale mit der Gleichung r = e? bei Drehung um die y-Achse?

Loésung: Nach (135b) gilt:

T T
2§ 2
Ayy = 21cfe¢’ cos @ Ve2¢ + e2¢ dp = 2n V2fe26cos<p de.
0 0
Durch partielle Integration findet man:
T
2 ™
fe”cosq)dzp = -%e%’ (cosq) + %sinq))j = %(% — l) == (e™ — 2).
0
Also ist B
iy = 2 o 3),
5
AUFGABEN

580. Man leite die Formel fiir das Kugelvolumen her, falls der erzeugende Kreis in Parameter-
darstellung bzw. in Polarkoordinaten gegeben ist (Mittelpunkt im Ursprung).

581. Man berechne das Volumen des Rotationsellipsoides, wenn die Ellipse in Parameterdarstel-
lung vorliegt (V, und V).

582. Man berechne die Oberfliche der Kugel, falls der erzeugende Kreis in Parameterdarstellung
bzw. in Polarkoordinaten gegeben ist.

583. Welche Oberflache beschreibt die im ersten und vierten Quadranten liegende Schleifenkurve
mit der Gleichung r = 1 — ¢@? bei Drehung um die z-Achse?

584. Ein ,,Stromlinienkorper'* entstehe durch Drehung der Kurve mit den Gleichungen

1
...gs; = — (3 t2
x = Y 3( )

Man berechne die Oberfliche des Korpers.
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13.6. Kriimmung ebener Kurven

13.6.1. Definition der Kriimmung

Wandert man auf einer Kurve im Sinne wachsender z-Werte um eine beliebig kleine
Bogenlinge 4s, so dndert sich hierbei der Richtungswinkel der Tangente um A«
(Bild 198). Je groBer diese Anderung ist, um so gréBer ist dann auch die Kriimmung
der Kurve. Der Quotient 4x/4s kann also als Mafl der mittleren Kriimmung an-

gesehen werden. Durch den Grenziibergang

i 42 _ e
As—0 As - ds

JA y=Itx)

xY

0

Bild 198

erhilt man die Kriitmmung der Kurve in einem Punkte:

_da
T ds’

Nun ist tan « = y’, also &« = arctan y’. Dann gilt nach der Kettenregel

[=7

x v Y
a;=wy oder dox =

Andererseits ist

ds = J1 4 y? d=;
also folgt aus (I) fiir die

Kriimmung der Kurve in einem Punkt

k=d_"‘=L§
2

(1 +9y?

()

(136)
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Die so definierte Kriimmung hat ein Vorzeichen. Bei einer ,,Linkskurve* nehmen die
«-Werte zu (4o > 0), bei einer ,,Rechtskurve’ nehmen sie ab (4o < 0) (Bild 199).
Es gilt demnach

Rechtskriimmung (konkav): k negativ
Linkskriimmung (konvex): k positiv.

Da der Nenner von (136) niemals Null werden kann, sondern stets positiv ist, wird
die Kriimmung nur fir "’ = 0 auch Null (vgl. 4.3.), d. h.:

In einem Wendepunkt ist die Krim-
mung einer Kurve gleich Null. J Il

Fiir die Sinuskurve z. B. ergibt sich nach
(136):
—sinzx

V1 + cos?z®

Im Intervall 0 < 2 < = ist somit £k < 0,

weil der Zahler negativ ist; es liegt auch

in der Tat eine Rechtskriitmmung vor. Im

Maximum (z = =/2) hat die Krimmung ¢

den Wert Bild 199
k=-—-1.

Im Minimum (z = 3x/2) ist k¥ = 1; dort besitzt die Kurve eine Linkskriimmung.
Fir x == ist ¥ =0 (Wendepunkt!).

Ein besonderer Punkt einer Kurve ist ein solcher, in welchem die Kurve maximale
oder minimale Kriimmung besitzt. Diese Punkte extremaler Kriimmung nennt man
Seheitel der Kurve.

Als Beispiel hierzu soll der Scheitel der Exponentialkurve (y = e*) ermittelt werden.
Es ist

k=

x|

er e =
k= 3 > 0 (Linkskriimmung)
(1 + e3)2
3 3 1
2y3 _ 2 22\ o2z
dk—e’(l-i—e) 20”2{1—]—-6) € B
de (1 + e2=)3 -
1
__e”(l—|—e‘-“)-'z[1—f—e"—3e"] —0

@+ o=

Der Bruch kann nur beim Verschwinden des letzten Zahlerfaktors gleich Null wer-
den; also folgt

1 1
e"":i oder 22 = — In2 x,=—§ln2.
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Aus y = e* ergibt sich

_1 n 1 1 1
ln2 __ = - =
y,=e 2 = ]n}/z— = l/é'

Der Scheitel hat die Koordinaten
i 1

Liegt die Funktion in Parameterdarstellung vor, so folgt wegen (129) und (130) aus
(136):

k= _xy__:_xﬁ% (136a)
(2 + 4%

Bei Polarkoordinaten empfiehlt es sich, die Funktion mit ¢ als Parameter darzu-
stellen [z =r(¢)cosp; y = r(¢)singp] und dann (136a) anzuwenden. Fir die
Archimedische Spirale (r = ag) ergibt sich zum Beispiel:
z=agpcosp; xT=a(cosp —psing) Z=a(—2sinp — ¢cosyp)
y=apsing; y=a(sing +gpcosp) ¢ =a(2cosp — gsing).
Also ist nach (136a)

2
k= —Ej—“—i—é- >0 (Linkskrimmung).
a(l+ ¢%)?
13.6.2. Kriimmungskreis; Evolute und Evolvente 7
Die Kriimmung eines Kreises ergibt sich aus
T =rcost; y=rsint
x = —rsint; y =rcost
&= —rcost; 9y = —rsint 7 -
L T r’s =l>0. Bild 200
(,.2)5

Dieses Ergebnis kann verwendet werden, um in einem Punkt P einer Kurve einen
Kriimmungskreis anzulegen, der folgende Bedingungen in P erfiillt (Bild 200):

1. Kurve und Kreis beriihren einander in P mit gemeinsamer Tangente (ykreis =
= y’Kurve) )

2. Kurve und Kreis haben in P die gleiche Krummung, also gilt nach (136): yireis =
= yKurve und |k| = 1/r.
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Dieser Kreis beriihrt, wie man sagt,’die Kurve in zweiter Ordnung ; sein Mittelpunkt K
heift Kriimmungsmittelpunkt, sein Radius » Kriimmungsradius. Der Kriimmungs-
mittelpunkt muB auf der Normalen der Kurve im Punkte P liegen.

Fiir die Sinuskurve z. B. hat der Gipfelpunkt P (Bild 201), zu dem k = —1 be-
rechnet wurde, einen Kriimmungsradius r = 1/|k| = 1, also liegt der Mittelpunkt
des Kriimmungskreises auf der z-Achse. Das negative Vorzeichen von k bedeutet, dal
der Kreis beim Durchlaufen der Kurve in Richtung wachsender Abszissen zur Rech-
ten lie,

Da zug:edem Punkt P einer Kurve ein Krummungsmlttelpunkt K gehort, ergibt
die Gesamtheit aller Kriitmmungsmittelpunkte eine Kurve, die Evolute genannt wird,
wihrend die urspriingliche Kurve Evolvente heit. Es gilt, den Zusa,mmenha.ng
zwischen beiden Kurven herzustellen.

y=ftx
yi
K
J
p A
1 .ok =
59 15
-~
” - (hd
0| K r x [7] £ X
X
Bild 201 Bild 202

Im Bild 202 ist fiir eine Evolvente mit der Gleichung y = f(x) an einem Punkt P
der Kriimmungskreis mit dem Mittelpunkt K (&;7%) gelegt. Aus dem Dreieck K A P

ergibt sich:
zx—¢&=rsind @
und
n—y=roosd. (II)
WNun ist aber
sinﬁ:—i_—n-—-——l?_____ und 0080=-—l:.
J1 + tan®*d y1 + tan*s
Mit tan# =y’ gehen (I) und (II) iiber in
3
y 1+9y92 ¢
£—x—rsm19—x—— =z — =
|| 1 + ¥ v’ 1+
1492
b=z —y ——;
y y
15}
1 d+yn? 1
n—y+rcos19—y+————;;=y+ = = -
|kl V1 + o' y i+

14 y%
E— + " .
” Yy v
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Die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes sind also

1+ y®
t=z—y TV
1+y'a (137)
y
= + 7]
1=y+—

Fithrt man in diese Formeln fiir z, y, ¥’ und '’ die Ausdriicke der Parameterdar-
stellung ein, so erhdlt man fiir die Koordinaten des Kriitmmungsmittelpunktes:

R
"’+ - (137a)

2+

n=y(t)+= =

Die Gleichungen (137) und (137a) geben zugleich eine Parameterdarstellung der
Evolute, indem einmal z, das andere Mal ¢ der Parameter ist.

Als Beispiel diene die Ellipse (Evolvente) und ihre Evolute. Aus * = a cost¢ und
y = bsint folgen die Gleichungen:

a?sin?t 4 b%cos?t  a? — b?

- _ . cos3t
E=acost —bcost ab
a?sin®f + b2 cos®t b2 — @? .
n=~bsint —asint- ;; =3 sind¢.

Die Evolute der Ellipse hat fiir ¢ = 0 (Hauptscheitel) die Koordinaten

a? — b2 (Koordina.ten des Kriimmungsmittel-
§= s B 0 punktes im pomtlven Hauptscheitel der
Ellipse).
Fir ¢ = 90° ergibt sich (Nebenscheitel):
b2 — a2 (Koordinaten des Kriimmungsmittel-
§=0; nN=—3 punktes im positiven Nebenscheitel der
Ellipse).

Die dazugehorigen Kriimmungsradien sind dann, wie Bild 203 erkennen laBt,

a2 — b2 b2 b b2 — g2 a2
f1=a— 7 ""—“';’ fgz "T—m‘i'

Die Ellipse 1aB8t sich nun sehr gut in den Scheiteln durch die Kriimmungskreise er-
setzen, wie Bild 204 zeigt. Die Werte fiir r, und r, ergeben sich aus der Ahnlichkeit
der schraffierten Dreiecke. Aus Symmetriegriinden wiederholt sich die Konstruktion
entsprechend fiir die Gegenscheitel.
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Fiir einen beliebigen Ellipsenpunkt hat die Ellipsentangente den Richtungsfaktor y/z,

T in ¢
die Normale dazu also — &/y = ;%sl_t = % tan?. Fiir den gleichen Parameter-
wert hat die Evolute die Tangentenrichtung
: 2 _ g2 2 _ g2 ;
7_ 307 —dah) sin®f cos ¢ : (M cos?¢ sint) =2 tant=— 2.
I3 b a b Y

Die Normale zur Evolvente ist zugleich die T'angente an die Evolute. Da auf der Nor-
malen der Kriimmungsmittelpunkt liegt, ist dieser der Beriihrungspunkt fiir die
Evolutentangente. Dieser fiir die Ellipse hergeleitete Sachverhalt gilt allgemein.

T
C

Blld 208 Bild 204 J_‘?,:(z

Wandert man auf der Evolute ein kleines Stiick d s, so hat sich der Kriimmungsradius
um einen Betrag dr geéndert, der, wie sich nachrechnen 1a8t, gerade so grof8 ist, wie
der abgewanderte Evolutenbogen. Es gilt also:

ldr| = |ds].

Man kann daher auch sagen; Die Evolutentangente rollt an der Evolute ab, wobei
sich r in seiner Lénge um den gleichen Betrag dndert, um den die Tangente langs der
Evolute ,,abgewickelt* wurde. Praktisch bedeutet dies fiir die Ellipse: Ein um einen
Evolutenbogen (K, K4) gelegter Faden, der in einem Hauptscheitel (P;) endet, werde
von der Evolute straff abgewickelt; dann beschreibt der bewegte Endpunkt des
Fadens einen Ellipsenbogen (Bild 205). Der jeweilige Ablosepunkt des Fadens von der
Evolute ist der momentane Drehpunkt, um den der Fadenendpunkt mit dem je-
weiligen Kriimmungsradius dreht. So wird die Ellipse laufend durch Kriimmungs-
kreisbogen erzeugt.
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Mit diesen Uberlegungen kann umgekehrt zu einer Kurve als Evolute eine dazu-
gehorige Evolvente entwickelt werden. Als Beispiel werde die technisch wichtige
Kreisevolvente gewihlt. Im Bild 206 ist der Kreis die Evolute. Die Abwicklung be-
ginne im Punkt P,. Der Kreispunkt K ist Kriimmungsmittelpunkt zu einem Evol-
ventenpunkt P. Aus dem Bild folgt ohne weiteres mit »r = b = R ¢:

x=£+rsint=§+r%=Rcost+RtRznt
z = R (cost + tsint);
Rcost

y:n—rcost=n—r}%=Rsint—Rt—R—

y =R (sint —tcost).

YA Y]
h

0

Bild 205 Bild 206

Man beachte, daB sich fiir ¢ = /2 ergibt (Punkt P,):

In der Tat wurde ja auch der Viertelkreis = R/2 abgewickelt, der nun den zur z-Achse
parallel liegenden Kriimmungsradius ergeben mu8.

AUFGABEN

585. Wie groB ist der Kriimmungsradius der Parabel mit der Gleichung »? = 2p2z im Scheitel?
586. Man bestimme die Evolute der Normalparabel y = 2.

587. Wo besitzt die Kurve des natiirlichen Logarithmus ihren Scheitel; wie groB ist dort der
Kriimmungsradius?

588. Man entwerfe ein Bild der zur Gleichung y = In sin z gehérigen Kurve, indem man fiir die
Zeichnung den Kriimmungskreis im Scheitel zu Hilfe nimmt.
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589. Man zeige fiir die Kurve mit den Gleichungen
x =cost+ tsint; y=sint —tcost,
daB sie keinen Scheitel besitzt und daB ihre Evolute ein Kreis ist.
590. Man bestimme die Evolute der durch r = 4(2 cos ¢ — sin ¢) gegebenen Kurve.

591. Fiir die Parabel (x =¢; y = t%) zeige man, daB fiir den gleichen ¢-Wert gilt: |dr| = |ds|,
wobei d s ein Bogenlingendifferential der Evolute ist.

592. Man beweise den Satz: Der Kriimmungsradius der gleichseitigen Hyperbel xy = c? ist
halb so lang wie die durch die dazugehérige Normale bestimmte Sehne.

593. Wie groB ist der Kriimmungsradius der Hyperbel mit der Gleichung
b2a? — a?y?® = a®b?

in den Scheiteln? Man zeige mit dem Ergebnis, da8 die Kriimmungsmittelpunkte gefunden
werden kénnen, indem man die in den Nebenscheiteln zu den Asymptoten errichteten Senk-
rechten mit der Hauptachse zum Schnitt bringt.

14. Funktionen mit mehreren unabhiingigen Veriéinderlichen
14.1. Definition und geometrische Veranschaulichung

Der bisher verwandte Funktionsbegriff ist erklirt als die Zuordnung zwischen zwei
Variablen z und y, wobei jedem Wert der ,,unabhéngigen‘‘ Variablen 2 aus einem De-
finitionsbereich X eindeutig ein Wert der ,,abhédngigen‘‘ Variablen y aus einem Werte-
bereich Y zugeordnet ist. Als kurze symbolische Schreibweise verwendete man x —y
oder y = f(x). Nun gibt es aber in der Physik und Technik zahlreiche Beispiele, in
denen die betrachteten GroBen von mehreren anderen variablen GroSen abhangig
sind. Deshalb soll in dem vorliegenden Kapitel der Funktionsbegriff beziiglich der
Anzahl der Variablen verallgemeinert werden.

Zum Beispiel ist die Stromstirke I nach dem Ohmschen Gesetz I = % von der
Spannung U und dem Widerstand R abhingig. Dabei sind U und R selbst von-
einander unabhingige GroBlen, denn man kann Spannung und Widerstand unab-
héngig voneinander beliebig verindern. Jedem Wertepaar (U; R) ist eindeutig eine
Stromstdrke I zugeordnet. Man nennt dann die Menge f der geordneten Wertetripel
(U; R; I) eine Funktion mit zwei unabhéngigen Variablen und schreibt

t={U;RB; )| I ={U;R)}.

I = f{(U; R) heiBt der Funktionswert von U und R und wird auch gelesen: I ist
f von U und R. Vereinfacht spricht man meist von der ,,Funktion I = f(U; R)"“.
Auch die Schreibweise (U; R) — I [gelesen: (U; R)abgebildet auf I] wird verwendet.
Bei praktischen Aufgaben sind fiir U und R nur Werte aus bestimmten Bereichen
zugelassen.
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Verallgemeinert erhélt man fiir zwei unabhéngige Variable: Es sind drei Mengen X,
Y und Z gegeben, und es seien z.€ X, y € ¥ und z € Z beliebige Elemente dieser
Mengen. Man bildet die Menge D der geordneten Paare (x; y), d. h. die Produktmenge
D=XxY.

Definition
Liegt eine eindeutige Abbildung der Menge D = X X Y auf die Menge Z vor,
d. h., ist jedem Paar (z;y) € D eindeutig ein Element z € Z zugeordnet, dann

heiBt die Menge f der geordneten Tripel (z;y;z) eine Funktion mit zwei un-
abhdngigen Veréinderlichen, und man schreibt

f=1=y;2) |2 =f(z; y)}
oder kiirzer nur
z2=f(z;y) bzw. (z;y) = 2.

BEISPIEL
1. Eine Funktion f sei durch die analytische Darstellung
2=222—-3y+1

gegeben. Hier konnen fiir « und y unabhéngig voneinander beliebige reelle Zahlen gewéhlt
werden. Es gilt also

ze X =R, yeY=R und D=R X R.
Man betrachtet die eindeutige Abbildung (z;y) 222 —3y +1, z.B.(1;1)—>0, (2;1)—> 6,

(3; 10) > — 11 usw. Die Funktion f ist die Menge der Tripel (z; y; 222 — 3y + 1), enthilt
also u. a. die Tripel (1; 1;0), (2; 1; 6), (3; 10; —11).

Als Beispiel fiir eine Funktion mit mehr als zwei unabhéngigen Variablen betrachte
man einen Raum, der von einer Stelle aus erwiarmt wird. Die Temperatur 7' ist in den
einzelnen Raumpunkten P unterschiedlich und auBerdem von der Zeit ¢ abhéngig.
Legt man ein dreiachsiges cartesisches Koordinatensystem zugrunde, in dem jeder
Raumpunkt 3 Koordinaten z, y und z hat, dann ist jedem gewihlten Quadrupel
(x;y;2;t) eindeutig eine Temperatur 7' zugeordnet, und man nennt die Menge f der
geordneten Quintupel (x;y;2;¢; T) eine Funktion f von vier unabhéngigen Vari-
ablen und schreibt dafiir kurz

T =f(x;y;2;0).

Um allgemein eine Funktion von » unabhangigen Verdnderlichen zu definieren, be-
trachtet man die n + 1 Mengen X,, X, ..., X,, Y. Weiterhin seien z, € X,,
23€ Xg, ...,24€ Xy, y€ Y beliebige Elemente dieser Mengen. D sei die Menge
der geordneten =n-Tupel (z,; 2g;...; 2,), also das mehrfache Mengenprodukt
D=2X, Xx X4 X - X X,. Daraus folgt die

Definition

Liegt eine eindeutige Abbildung der Menge D auf die Menge ¥ vor, d. h., ist jedem
n-Tupel (z,;2g;...;x4) € D eindeutig ein Element y € Y zugeordnet, dann
heiBt die Menge f der geordneten (n -+ 1)-Tupel (z,; 2;; ...; Zy; ¥) eine Funktion
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von n unabhiingigen Veriinderlichen. Man schreibt dafiir

=y 25 .5 a; §) |y = f21; %25 -5 Z0))
oder wieder vereinfacht

y=f(x1;xg;...;x“) bzw. (xl;xa;“.;x“)_)y.

Hier dienen also die Indizes nicht zur Kennzeichnung fester Werte von z, sondern
werden zur Unterscheidung der Variablen verwendet. Die Menge D = X, X X, X
X +++ X X, heiBt der Deflnitionshereich, die Menge Y der Wertebereich der Funk-
tion f. Bei zwei unabhingigen Verinderlichen schreibt man meist z = f(z; ) und bei
drei unabhéngigen Verinderlichen u = f(z; y; 2).
Die unabhingigen Variablen sollen auch stets selbst voneinander unabhéngig sein.
Wiirde ndmlich in u = f(z; y; 2) z. B. zwischen y und 2 eine Beziehung bestehen, so
daB etwa y = g(2) ist, dann konnte man diesen Wert in u einsetzen und erhielte mit
u = f[®;g(2); 2] = @¢(x;2) nur noch eine Funktion der zwei unabhingigen Ver-
anderlichen z und z.
Die Einteilung der Funktionen von mehreren unabhéngigen Verdnderlichen erfolgt
nach denselben Gesichtspunkten wie bei den Funktionen einer Verinderlichen. So
stellt z. B.

2=205x*— dzy 4 8y2 — 6z — 2y + 3

eine ganzrationale Funktion 2. Grades von 2 Ver-
anderlichen und

u = e*cos (¥ + ¥)

eine transzendente Funktion von 3 Verédnderlichen
dar.

Bekanntlich 1aBt sich einer Funktion von einer un-
abhéngigen Veranderlichen unter Zugrundelegung
eines ebenen Koordinatensystems eine Kurve als Bild 207

graphische Darstellung zuordnen.

Im folgenden soll erklirt werden, was unter dem Bild einer Funktion z = f(z;y)
zu verstehen ist.

Zugrunde gelegt werde ein raumliches cartesisches Koordinatensystem, dessen z-, y-
und 2-Achse ein Rechtssystem bilden sollen. Wie bereits in 1.1.5.1. gezeigt wurde,
gibt es eine eineindeutige Abbildung der Punkte des Raumes auf die Menge der
Zahlentripel (x;y;z2). Der Funktion als Menge f von Zahlentripeln entspricht eine
Punktmenge im Raum, die im allgemeinen eine Fliche ist und das Bild der
Funktion z = f(z;y) heilt.

Zur Entstehung dieser Fliche noch folgende Uberlegung: Einem beliebig gewihlten
Wertepaar (z; y) 1aBt sich ein eindeutig bestimmter Punkt P’ in der x,y-Ebene zu-
ordnen und der zugehodrige Funktionswert z = f(z;y) 1dBt sich als die Hohe eines
senkrecht iiber P’ gelegenen Raumpunktes P deuten (Bild 207). Dem Definitions-
bereich D als Menge der zulissigen Wertepaare (z; y) entspricht die Menge aller Punkte
P’ in der z,y-Ebene. Die Menge der zugehorigen Raumpunkte bildet die Flache ¢:

b= {P(x;y;2)|2=f(x;y), (z;y)€ D}.
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Wegen der Eindeutigkeit der Abbildung (z;y) — 2 trifft jede innerhalb des De-
finitionsbereiches errichtete Senkrechte zur z,y-Ebene die Fliche genau einmal. Um-
gekehrt stellt die Orthogonalprojektion der Flache auf die z,y-Ebene das Bild des
Definitionsbereiches dar.

Ist aus einer gegebenen Funktion z = f(z; y) auf die Form der zugehérigen Fliche
und ihre Lage im Koordinatensystem zu schlieBen, dann werden am besten auf der:
Flache liegende Kurven betrachtet. Man beschrankt sich meist auf die Schnittkurven
zwischen der Flache und den Koordinatenebenen sowie auf die dazu parallelen Kur-
ven.

Die von der y- und 2-Achse aufgespannte Koordinatenebene Ey, ist dadurch aus-.
gezeichnet, daB ihre simtlichen Punkte die Koordinate x = 0 besitzen:

By, ={P(z;y;2) |z =0}.
Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Koordinatenebenen :

E,=(P(x;y;2) |y =0},
E.y= {P(x;y;2) | z = 0}.

Z=f(Xy)

Z=F1x:y)

Biid 208 Bild 209

Die Schnittkurve & zwischen der Fliche und der Ebene E,, ist der Durchschnitt der
entsprechenden Punktmengen. Die Gleichung der Schnittkurve folgt daher sofort aus
der Flichengleichung z = f(x; y), wenn in dieser z = 0 gesetzt wird (Bild 208):

k=®nE, = (P(x;y;2) |2=/(0;9) =¢¥).

Durch Nullsetzen der Variablen y bzw. z ergeben sich die Gleichungen der iibrigen
Schnittkurven:
9=PnE,;={Plx,y;2)|z2=[(x;0) =y (2)},
h=®nE,,={P;y;2)|0=/[(z;9))-
Die Gleichung von & ist in impliziter Form gegeben.

Die Menge aller Punkte, welche von der y,z-Ebene den Abstand z, haben, stellt
eine zur y, z-Ebene parallele Ebene dar (Bild 209), deren Gleichung z = z, lautet:

E, (%) = {P(x;y;2) |z = Zo}.
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Durch Einsetzen des Wertes x =2, in z = f(z;y) folgt mit z = f(zy;y) die
Gleichung der Schnittkurve k(z,) zwischen @ und E,, (z,):

k(xy) = D@ n By () = {P(x;y;2) | 2 = [ (2 9)}-
Analog ist
9(o) = P n By, (o) = {Px; y;2) | 2 = f(; yo)}

eine Kurve in der Fliche, die parallel zur z,2-Ebene ist und von dieser den Abstand
y = y, hat.

h(z)) = @ n Epy(z)) = {P(2;9:2) | 2 = flx; 9)}

ist die Gleichung einer Hohenlinie der Fliche (Bild 208). Mit Hilfe mehrerer in den
Grundri} projizierter Hohenlinien kann ein Bild der Fldche entworfen werden.

BEISPIELE
2. Gesucht wird das Bild der Funktion

2=Vt — 2t — y? = f(ziy).

Biid 210 Bild 211

Loésung: Durch Nullsetzen der einzelnen Variablen ergeben sich die folgenden Schnittkurven
mit den Koordinatenebenen:

k=®nE,={P@xy;2)|z=Vr— 4?3} = Halbkreis mit dem Radius r
g=PnE,={P@x;y;2)|z= Yt — 22} = Halbkreis mit dem Radius r
h=¢nE,,= {P(z;y;z)lO:Vm}

= {P(z;y;2) | 22 + y2 = 1%} = Kreis mit dem Radius .

Das Bild der Funktion ist eine Halbkugelfliche mit dem Radius r. Wegen der Bedingung
- ist das Bild des Definitionsbereiches eine Kreisfliche mit dem Radius r (Bild 210).

3. Welches Bild besitzt die Funktion
z=2+y*=f(z;y) ?
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Losung: k=P n By, = {P(z;y;2) | 2 =9} = Parabel
g=PnE, = {P(z;y;2)|z= 2% = Parabel
h=®nEy ={P(z;y;2) |0 =2+ y*} > Punkt (Ursprung) mit den Koordi-
naten (0; 0; 0).

Die Funktion besitzt als Bild eine Fliche, welche durch Rotation einer Parabel, z. B. mit der
Gleichung z = 2?, um die 2-Achse entsteht und daher Rotationsparaboloid genannt wird
(Bild 211). Fiir die Wahl von = und y bestehen keine Einschrinkungen, alsoist D = R X R
und die zugehorige Punktmenge ist die gesamte z,y-Ebene.

Fiir Funktionen mit mehr als zwei unabhéangigen Veranderlichen ist eine derartige
geometrische Veranschaulichung nicht moglich, da sie mehr als drei Dimensionen
erfordern wiirde.

AUFGABEN
594. Welches Bild besitzt die Funktion

1
= ——2x— 2y + 2?
z 3 z y
595. Welche Fliache wird durch die Gleichung

¥ L 220 mi
x? 4—i—z—O mit y=0

dargestellt?

14.2. Partielle Ableitungen

Nach diesen Vorbereitungen sollen nun auch Ableitungen fiir Funktionen von meh-
reren Variablen definiert werden. Die erforderlichen Beziehungen werden zunichst
fiir zwei Variable anschaulich aus dem Bild abgeleitet. Das Ergebnis wird dann sinn-
gemiB auf Funktionen von mehr als zwei Variablen iibertragen.

Anmerkung:

An dieser Stelle soll ausdriicklich betont werden, da eine strenge, analytische Herleitung der
Formeln in diesem Abschnitt und in den folgenden Abschnitten iiber den Rahmen des Buches
hinausfiithrt und daher eine Beschrinkung auf Plausibilititsbetrachtungen notwendig ist. Es ist
das Ziel dieses Kapitels, so weit in das Gebiet der Funktionen mehrerer Variabler einzufiihren,
daB die in der Praxis vorkommenden Aufgaben sicher gelost werden konnen.

In Bild 212 wurde die Fliche mit der Gleichung z = f(z;y) mit zwei durch die
Gleichungen z = z, und y =y, gegebenen Ebenen zum Schnitt gebracht. Die
Schnittkurven mit den Gleichungen 2z = f(z,;y) und z = f(z;y,) verlaufen
parallel zur y,z2- bzw. 2, z-Ebene und schneiden einander in P,. Entsprechend der
Definition des Differentialquotienten fiir eine Variable sollen nun die Anstiege der in
P, an die beiden Kurven gelegten Tangenten berechnet werden. Das Sekantendrei-
eck der Schnittkurve, die in der Ebene mit der Gleichung y = y, liegt, hat die Ka-
theten k und f(zy + k; yo) — f(2y; ¥o)- Der Anstieg der Sekante wird also durch den

24 Analysib
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Differenzenquotienten

f(xo + b5 yo) — f(20; Yo)
h

angegeben. Fiir A — 0 geht die Sekante in die Tangente iiber. Ihr Anstieg ergibt
sich aus dem Grenzwert

Hmf(% + h; yo) — (@3 Yo)

fish % = tan «,. (I)

5 FXgiYo+k )
Flxg+hi o) f1Xoi Vo) :
—— \T
] Xy,
D Y R
(xns.yo vk; Q)
A Y (o1 0, 0)

Bild 212

Entsprechend erhilt man fiir den Anstieg der Tangente, die in Py an die Kurve mit
der Gleichung 2z = f(x,; y) gelegt ist, den Grenzwert

lim f(@o; Yo + k) — flxo; Yo)
0 k

= tan xg. (II)

Die Grenzwerte (I) und (II) heiBen die ersten partiellen Differentialquotienten oder die
ersten partiellen Ableitungen der Funktion z = f(x;y) nach x bzw. y. Betrachtet
man nun die partiellen Ableitungen nicht an einer bestimmten Stelle P, sondern in
einem beliebigen Punkt P mit den Koordinaten z;y, dann erhilt man unter Bei-
fiigung der verschiedenen gebriuchlichen Bezeichnungen

. fe+hyy) —fle;y) _ 0z _ of(xy) . |
Lllg 7 —‘%—T—zc—iz(a”y)

lim [ @Y+ R —f=y) _ 92 _ 9f(=;y)
¥—0 k

(138)
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Die partiellen Ableitungen (138) stellen geometrisch den Anstieg von Tangenten dar,
die in einem beliebigen Punkt P an die Fliche mit der Gleichung z = f(z;y) an-
gelegt sind und parallel zur z,2- bzw. y,z-Ebene verlaufen.

Zum Unterschied gegen den gewéhnlichen Differentialquotienten verwendet man
hier das geschwungene 0. Fiir 0z/0x spricht man: de-z partiell nach de-z bzw. de.z
partiell durch de-z. :

Zur Definition der partiellen Ableitung f,(z;y) wurde eine Kurve auf der Fliche
betrachtet, deren Punkte einen konstanten Wert y = y, besitzen. Fiir die praktische
Berechnung ergibt sich daraus die einfache Regel: ‘

Um entsprechend (138) die partielle Ableitung der Funktion z = f(«; y) nach = zu
bilden, betrachtet man voriibergehend y als konstante GroBe und differenziert nach
den bekannten Regeln die Funktion nach z. Entsprechend ist bei der partiellen Ab-
leitung nach y die Variable z vorldufig als konstant anzusehen und nach y zu differen-
zieren. Will man die Tangentenanstiege fiir einen bestimmten Punkt P, berechnen,
dann setzt man in die partiellen Ableitungen, die ja wieder Funktionen von z und y
sind, die Koordinaten z, und y, dieses Punktes ein.

BEISPIELE

1. Wie groB ist der Anstiegswinkel o der
Tangente, die die Fliche mit der Gleichung
2=V~ — y® im Punkte Py(2;1;2,)
beriihrt und parallel zur y,z-Ebene verlauft?
Lésung: Die Funktion stellt nach Beispiel 2
aus 14.1. eine Halbkugel mit dem Radius
r = 3 dar. Fiir die partielle Ableitung nach y
erhilt man

L B Bid 218
0y Yo—at— 4

Sie bedeutet zunichst den Anstieg einer Tangente, welche in einem beliebigen Punkt

P(x; Y; V9 —ad — y’) parallel zur y,2-Ebene an die Halbkugel gelegt ist.
Setzt man nun z = 2, dann muB der Beriihrungspunkt auf der Kurve mit der Gleichung

z =79 —4 — 42 = |5 — 4 liegen (Bild 213), und der Tangentenanstieg fiir diese Kurve ist

[ oz ] ) Y
5; T2 V5 Ea y’
Die Schreibweise aa_z bedeutet hierbei, daB die partielle Ableitung der Funktion nach y
y =2
an der Stelle z = 2 zu betrachten ist.
Mit y =1 folgt dann schlieBlich die Ableitung
o2 =f,(2;1)=%=—;—=tma
9y Jomz 5—1
y=1

und der gesuchte Winkel mit & = 153°26’.
2. Man bilde die ersten partiellenmn der Funktion
2=32"+2y—y'—4z—56y+6
an der Stelle z = 2, y = —3.

24*
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Loésung: Die partiellen Ableitungen lauten allgemein

a—z=63::—}—y—4
oz

0z

— =z — 2y — 5.
oy e L

Durch Ein;setzen der Werte z = 2, y = —3 folgt

B
z=2 =

oz ox
y=-3
2] _2al@—3)_3,
Y |z=2 oy =
y=-3

3. Man bilde die ersten partiellen Ableitungen der Funktion
z=-e%cosy + Ja? —ﬁ:yz.

. Lésung:
2 o by —
ox Y22 — o2
o _ —e%siny - L
oy Va2 — o2

Der Begriff des partiellen Differentialquotienten wird nun formal auch auf Funktionen
von mehr als zwei Variablen iibertragen. Danach besitzt die Funktion

Y = [(@r; T3 o003 Z)

von n Variablen die n ersten partiellen Differentialquotienten

oy oy . %
ox,” O0x," ’Ox,

Dabei wird 0y/ox; definiert als der Grenzwert

9y _ Jim J@ e @i @+ b o5 -5 @a) — f(@05 -0

3%i3 0003 Tn)

0% o h

Um etwa 0dy/0x, zu berechnen, sind bei der Differentiation z, , x5,
x, als variabel zu betrachten.

BEISPIEL
4. Man bilde die ersten partiellen Differentialquotienten der Funktion

u=zsinz + In (22 — y°) = f(z; ¥; 2).

..., Z, als konstant,
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Losung: 2
— =2zco8x+ z
a? — y?
S )
oy 2 —y?
ou .
— =sinz.
0z

Da die ersten partiellen Ableitungen wieder Funktionen sind, kann man sie nochmals
partiell differenzieren und gelangt so zu dem Begriff der héheren partiellen Ableitun-
gen. Zum Beispiel ergeben sich fiir die zweiten partiellen Ableitungen der Funktion
z = f(x;y) vier Moglichkeiten mit folgenden Schreibweisen:

0z 0z
g (%) _ 0z 0 (-3_1:) 0%z

oz ozt = fzz(2;y) -W:axay:fﬂ(x;y)
0z 0z
* () ° (55
oy Rz ) 33/)_ *z i
27 —ayax—fvx(x»y) oy o = fw(@;y).
Ferner bedeutet z. B.
Bz

7280y = famy(239),
daB die Funktion z = f(x;y) erst zweimal partiell nach x und anschlieBend einmal

partiell nach y zu differenzieren ist.

BEISPIEL
5. Man berechne die 1. und 2. partiellen Ableitungen der Funktionen:

a)z=z“+5xy—%y3+3x——z—y+10,
b) z = 223 sin 2y.

Loésung:
a)z, =2z +5y+3 2y =5x—y——%
Zpp =2 2y =05 2y, =6 Zyy = —1
b)z, = 62%sin2y 2, = 42%cos 2y
2,y = 122 8in 2y Zyy = 122% cos 2y
25y = 122% cos 2y 2yy = —823sin 2y

Die Ubereinstimmung der beiden gemischten Ableitungen z,, und z,, in obigen Bei-
spielen ist kein Zufall. Es gilt ndmlich der
Satz von Schwarz

Unter der Voraussetzung, daB die Funktion und ihre partiellen Ableitungen stetig
sind, ist die Reihenfolge der partiellen Differentiationen gleichgiiltig.
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BEISPIEL
6. Man zeige fiir die Funktion

u=2—ytanz
z

die Gleichheit der gemischten partiellen Ableitungen 3. Ordnung #,y, und %,

Loésung: .
—2y y
Uy = pr tan 2z Uy = 7 oo’z
-2 2
u,, = —F-tan z u,' = z cos’z
o = 2 s,
TV 22 gos?z T 23 coslz

AUFGABEN

596. Man berechne die Ableitung z, der Funktion z =- 2® 4+ y® an der Stelle zy=1, y, =1
und stelle das Ergebnis anschaulich entsprechend Bild 213 dar.

Man berechne die 1. partiellen Ableitungen der Funktionen in den Aufgaben 597 bis 609.

598. u = 2% 4 62y — 22%yz + 3yz?

600, z = —2Y
2?4 g2
802. z = V' — 23 — 4
y

604. z = arctan =
z

606. u = e®lny 4 z%cos y

608. T = 2= l/gz= i 9)

Man berechne die 1. und 2. partiellen Ableitungen der Funktionen in den Aufgaben 610 bis

597. z = 2® — 8a%y + zy? + 16 — 20y + 2
23 2
599. f(a;y) = 22 EEEL
601, u= 21?2
a? + 92
603. z = cos (¢ + y) cos (z — y)
606. z = esinzy | gcos(z+y)

607. v = 1, 2;1 (1 + at) = f(p;1)
609. I, = I —23 _ — §(Ry; Ry
Ry + R,

618.
810, z = 25 + 22848 + 245
r—y
812. f(2;y) =
fziy) =~ Ty
614. z = Va® + 42
616. z — arctan — Ty
1 —2y
818. f(z:y) = In =¥
81N X
619.

Man berechne fiir die Funktion u = e#¥z die partielle Ableitung 3. Ordnung

611, u =2y + yz + 2z

14 zy
1 —zy

613. z =

615. 2 = 2 sin (x + y) cos (x — y)
817. f(z;y) = m =Y
zT—Yy

dxdyoz
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620. Man zeige fiir die Funktion u = (x — y)* die Gleichheit der partiellen Ableitungen 3.0rd-
nung gy, und %,y,.

621. Man weise fiir die Funktion % = 2% Insin (y — 2) die Richtigkeit der folgenden Gleichun-
gen nach:

8) Ugyy = Upyg;
b) uyy, = Ugyyo
622. Man zeige, daB die Funktion z = e¥ arcsin (z — y) die Beziehung

oz oz
— 4+ —= rfiillt.
e +ay z erfi

623. Man bestimme zz, 4 yz, fiir die Funktion 2z = 2z,
Y
624, Man berechne u, + uy + u, fir u = In(z® + 9° 4 2® — 3zy2).
E.

625. Man zeige, daB8 die Funktion z = e die Gleichung zz; + yz, = 0 erfiillt.

14.3. Das totale Differential

In 3.5. wurden fiir eine Funktion y = f(z) die Begriffe Funktionsinderung und
Differential behandelt. Analoge Betrachtungen werden nun auch fiir Funktionen von
mehreren Variablen angestellt.

Die Anderung Az eines Funktionswertes z = f(z;y), die dieser erfahrt, wenn die
beiden unabhéngigen Variablen z und ¥y um 4z und 4y gedndert werden, ist

dz = f(x + dz;y + dy) — f(z; 9).

Geometrisch bedeutet 4z die Hohendnderung eines Punktes, der auf der Fliche von P
nach P, verschoben wird (Bild 214). Das Differential d z 1aBt sich darstellen als die zu-
gehorige Hohenénderung bis zur Tangentialebene, die in P(x; y; z) an die Flache
z = f(x;y) gelegtist. Nun wurde in 3.5. gezeigt, daB fiir die unabhéngige Variable
bei Funktionen einer Variablen das Differential dz und die Differenz Az iiberein-
stimmen. Entsprechend kann auch bei den vorliegenden zwei unabhéngigen Variablen

dz=dz und dy=dy

gesetzt werden. Dagegen ist zu beachten, daB sich Differential dz und Differenz 4z
der abhédngigen Variablen wegen ihrer verschiedenen geometrischen Bedeutung im
allgemeinen voneinander unterscheiden. Das Differential 1aBt sich leicht mit Hilfe der
partiellen Ableitungen berechnen.

Zwei durch P(z;y;2) gehende und parallel zur z,z- bzw. y,2-Ebene liegende Ebenen
schneiden die Fliache in zwei Kurven. An diese Kurven sind in P die Tangenten gelegt.
Ihre Anstiegswinkel sind «, und «,. Die Ankatheten der beiden entstandenen recht-
winkligen Dreiecke sind dx und dy. Da tan «; =z, und tan g = 2, ist, haben
die Gegenkatheten die Léngen z;dx und z,dy. Die beiden Tangenten spannen eine
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Tangentialebene auf. Aus Bild 214 erkennt man, daB sich der Hohenzuwachs bis
zum Punkt P, dieser Ebene aus den Strecken z,dz und z,dy zusammensetzt. Es
ist also

dz = 2,dz 4 z,dy.
Man nennt

0z 0z :
dz = b dz 4+ a_y dy (139)

das vollsténdige oder totale Differential der Funktion z = f(x; y).
Fiir kleine Werte dx und dy gilt die wichtige Naherung dz ~ 4z. Hiervon wird in
der Fehlerrechnung (vgl. 21.2.) Gebrauch gemacht.

[
[
zyay |
i [
i
|
|
~~~~ i
[
[
|
|
__-__-;‘L"'--h.
-
s Y
W-:—;;—
- S ///

Bild 214 R'(x+dx; y+dy;0)

BEISPIEL
1. Man berechne 4z und dz der Funktion z =2z + y* fir =3, y=5, dz=0,3 und
dy = 0,2.
Loésung: Man erhiilt an der Stelle (3;5) den Funktionswert
2, = f(x;9) = 1(3;5) = 6 + 26 = 31.
Wird z um dz = 0,3 und yum dy = 0,2 vermehrt, dann ist
23 = f(z + dz; y + dy) = /(3,3; 5,2) = 6,6 + 27,04 = 33,64.
Damit wird
Az =2y — 2, = 2,64.
Fiir dz folgt
dz = 2dz + 2y dy = 0,6 + 2 = 2,60.
Tatsdchlich gilt also Az ~ dz.
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Die fiir 2 = f(z;y) angestellten Betrachtungen lassen sich wieder auf Funktionen
mit beliebig vielen Variablen erweitern.
Ist die Funktion

¥ =f(xy; %55 ...; %a)

gegeben und werden die unabhidngigen Variablen um die Werte dz,, dz,, ..., dz,
verindert, dann ergibt sich das totale Differential mit

_ Yy 9y oy
dy_a—xldxl-l- a—xadxg-l-"--Fa—x”dxn (140)

Fiir die Anderung dy = f(2, + d,; ...; 2y + dz,) — f(x;; ...; x,) des Funktions-
wertes y gilt bei kleinen Anderungen dz,, ...,dz, ebenfallsdie Naherung dy ~ dy.
BEISPIELE
2. Man berechne das totale Differential der Funktion z = z y.
Lodsung: Es ist nach (139)
dz =ydz + zdy. (I)

Das Ergebnis 1iBt sich auf einfache Weise geometrisch deuten. Man kann z==zy als
Fliche eines Rechtecks mit den Seiten z und y auffassen.
Eine VergroBerung der Seiten um dz bzw. .dy ergibt nach Bild 215 den Flichenzuwachs

dz=ydz + zdy + dzdy. (11)

Ein Vergleich mit (I) zeigt anschaulich den Fehler, der bei der Niiherung Az ~ dz gemacht
wird. Er ist gleich dem Produkt dz-dy. Fiir kleine Anderungen dz und dy kann dieses
Rechteck aber tatsichlich gegen die beiden anderen hinzu-
kommenden Rechtecke vernachlissigt werden. | dx-d)

3. Wie lautet das totale Differential der Funktion
B xy 3
x B3
u= 3
2 _

Vot —z = T

Losung: Fir die partiellen Ableitungen erhilt man © Bid 216

ou 1 ou —zy ou z2z

oz V¢ — 2 dy Vo — 2° 0z Vo2 :_zzT
Damit folgt nach (140)

du=_1__dx__.__x.¥_._dy+—-—£i-—-dz.

P AT A

AUFGABEN

626. Man berechne fiir die Funktion uw = 2y 4 yz + 2z die Funktionsinderung 4% und das
totale Differential du an der Stelle z = 2,y = 3,2 = 1, wenn die Verinderungen dx = 0.1,
dy = —0,2, dz = 0,2 gegeben sind.

627. Man bestimme 42 und dz fiir die Funktion z = z%/y an der Stelle z = 12, y = — 3 mit
dz =dy =0,2.
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628. Es ist das totale Differential der Funktion w = 322 — zy 4 2yz + 422 fir dz =dy =
=dz=10,25 ander Stelle z =2,y = —4,2 =1 zu bestimmen.
Man berechne fiir jede der Funktionen 629 bis 635 das totale Differential:

629. z = 423 — 622y% 4 4y° 630. z = = + Y
y z
631, 2 = a¥ 632. u = ez'+yl+z|
633. 2z =e?siny 634. w = In V2% + y* + 23

635. 2 = arctan zy

636. Welche Anderung 4o hat man annihernd fiir den Winkel « eines rechtwinkligen Dreiecks
zu erwarten, wenn die Ankathete b =28 m um 5 cm vergrélert und die Hypotenuse
¢ = 35m um 10 cm verkleinert werden?

637. Um welchen Wert @ndert sich die Fliache 4 eines Dreiecks, wenn die Seiten a = 10 m,
b = 16 m und der eingeschlossene Winkel ¥ = 60° sowie die Anderungen 4a =A4b=0,2m
und 4y = 1° gegeben sind?

14.4. Die Ableitung von Funktionen mit impliziter Darstellung

Die bisherigen Regeln fiir die Ableitung einer Funktion mit einer unabhdngigen
Variablen setzen voraus, daf3 die Funktionsgleichung in expliziter Form gegeben ist.
Eine Funktion kann aber auch durch einen impliziten analytischen Ausdruck dar-
gestellt werden, daB heiflt durch eine Gleichung, bei der die Variablen z und y sowie
simtliche Konstanten auf der linken Seite der Gleichung stehen (vgl. 1.3.3.). Bezeich-
net man den links stehenden Term mit F (z; y), dann lautet die implizite Darstellung
F(z;y) = 0. Nun ist es manchmal schwierig oder sogar unméglich, diese Gleichung
nach y aufzulésen, um zu einer expliziten Darstellung zu gelangen. Es wird daher in
diesem Abschnitt gezeigt, wie mit Hilfe der partiellen Ableitungen auch implizit dar-
gestellte Funktionen differenziert werden konnen. Zuvor mufl jedoch noch auf einige
Schwierigkeiten der impliziten Darstellung eingegangen werden. So ist einer ge-
gebenen Gleichung F(x;y) = 0 nicht sofort anzusehen, ob sie eine oder mehrere
Funktionen darstellt. Ist auBerdem eine Auflésung nach y nicht moglich, dann hat
man keine Vorschrift, um zu einem gewihlten z-Wert den zugehérigen y-Wert zu er-
mitteln. Man erhdlt lediglich durch Probieren Wertepaare (z; y), die die Funktions-
gleichung erfiillen. Und nur dann, wenn sich jedem gewéhlten z-Wert nur ein y-Wert
zuordnen liBt, stellt die Menge f der Wertepaare (z; y) eine durch F(z;y) = 0 de-
finierte Funktion dar. Als Beispiele seien die Gleichungen

2 —6y+8=0 (I
224yt —6y —27=0 (IT)
x5 — 4z%y — Batyt — 0y’ —23 =0 (111)
e 3cosz —2x2y —6siny =0 . (Iv)
Aus (I) erhilt man durch Umformung die explizite Darstellung
x4
¥=st3

und erkennt, daB jedes gewihlte z € R eindeutig auf ein y € [4/3; o) abgebildet
wird. (I) stellt also tatséchlich eine Funktion mit dem Definitionsbereich X = R und
dem Wertebereich Y = [4/3 ; oo) dar.
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Aus (IT) erhilt man

y=3+136 — 2.

Die Gleichung (II) stellt also zwei Funktionen
y=3+V36—z*=f()

y =3 — 36— = fy(x)

dar, deren Definitionsbereiche (X, = X, =[—6;6]) gleich und deren Werte-
bereiche (¥, = [3; 9], Y3 = [—3; 3]) verschieden sind. Beide Funktionen sind in der
Darstellung (IT) zusammengefa3t. Aus der Gleichung (III) 1laBt sich keine explizite
Darstellung fiir y gewinnen, da bekanntlich Gleichungen vom &. und héheren Grad
im allgemeinen nicht mehr 16sbar sind. Durch Probieren erhilt man zu einem ge-
wihlten z-Wert den y-Wert, z. B. zu =2 den Wert y=1. Da zu « =2 auch
weitere y-Werte gehéren koénnen, bleibt offen, ob (III) eine oder mehrere Funktionen
darstellt. Auch die Bestimmung des Definitions- bzw. Wertebereiches st6Bt auf
Schwierigkeiten. Dasselbe gilt fiir Gleichung (IV), die als transzendente Gleichung fiir
y nicht nach y auflosbar ist.

Fiir das Folgende wird angenommen, daBl die Gleichung F(z;y) = 0 die implizite
analytische Darstellung einer Funktion y = f(x) sei, auch wenn die Gleichung nicht
nach y auflésbar ist. Auch implizit dargestellte Funktionen haben als Bilder ebene
Kurven, denn man kann die Menge der Wertepaare (x; y), welche F (x;y) = 0 er-
fiillen, eindeutig auf eine ebene Punktmenge abbilden.

k sei die durch F(z;y) = 0 festgelegte Kurve. Die Ableitung y' der implizit dar-
gestellten Funktion f bedeutet geometrisch den Tangentenanstieg dieser Kurve k.
Zur Bestimmung der Ableitung betrachtet man F(z;y) =0 als Sonderfall der
Funktion z = F(x;y) von zwei unabhiingigen Variablen fiir 2 = 0. Dann ist ¥ nach
Bild 216 die Schnittkurve zwischen der Fliche mit der Gleichung z = F(z; y) und

zh

ZeF(x;y)

e

Bild 216
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der z,y-Ebene. In einem beliebigen Punkt P(z; y; 0) von k ist an die Fliche die
Tangentialebene gelegt, welche die z,y-Ebene in der durch P gehenden Tangente von
k schneidet. Man geht nun zum Punkt P,(z + dz; y + dy; 0) iiber, wobei dy das
zu dz gehorende Differential der Funktion f ist. Mit d2 und dy folgt fiir das totale
Differential der Funktion z = F(x; y):

dz = F.(z;y)dz + Fy(z;y)dy.

Da P, in der Tangentialebene liegt, ist nach der geometrischen Bedeutung des totalen
Differentials dz = 0:

0=F,(z;y)dz + Fy(z;y)dy.
Division durch d« ergibt

F,(z:y) + Fy(x;9)y' =0
bzw. unter der Voraussetzung Fy(z;y) 40

o _ Flzy) 141
7, @) o

Auf der rechten Seite von (141) steht ein Term, der im allgemeinen xz und y enthalt.
Ist F(z;y) = 0 nach y auflosbar, dann kann der Wert fiir y in (141) eingesetzt und
die Form y’ = f'(x) hergestellt werden. Sonst miissen zur Bestimmung der Ableitung
in einem Punkt beide Koordinaten = und y bekannt sein.

BEISPIELE

1. Man berechne den Neigungswinkel der Tangente, die im Punkt Pgy(1; 2) an die Kurve mit
der Gleichung

2 —3x'y+y*—-3=0
angelegt ist.
Lésung: Nach (141) folgt

Fy(z;y) —32% + 32

und fiir die Koordinaten von P,

dy 8
I:(i_;];:% = 3 = tan .

Damit wird « = 41°38".
2. Es ist die Tangentengleichung der Parabel mit der Gleichung
F(z;y) = y* —2pz =0

fiir den Beriihrungspunkt Pg(zy; y,) aufzustellen.
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Loésung: In der Punkt-Richtungs-Gleichung der Tangente durch P,

y_yn=m
T — X

ist der Richtungsfaktor m gleich der Ableitung g’ der Parabelgleichung an der Stelle P,.
Man erhilt :

Fp(@ai¥) _ _ 2P _ P,

m = (3 omr, = :
v ;=;n Fy (%43 Yo) 2y, Yo

Aus der Geradengleichung folgt damit

Y—% p

T — Xy Yo

oder nach Umformung
Y¥ — Yi = PT — PT,.

Da P, auf der Parabel liegt, miissen seine Koordinaten die Parabelgleichung erfiillen, also
muf gelten y; = 2pzx,. Setzt man diesen Wert oben ein, so erhilt man nach Umformung die
bekannte Gleichung der Parabeltangente:

YYo = p(x + ).

AUFGABEN

638. Man berechne die Neigungen der Tangenten, die an die Kurve mit der Gleichung y® — 3y +
+ z = 0 in den Schnittpunkten der Kurve mit der y-Achse angelegt sind.

639. Unter welchen Neigungen schneidet die Kurve mit der Gleichung F(z; y) = 2% + 62° —
—24zx + 6y = 0 die z-Achse?

640. Man bestimme die Ableitung y’ der Funktion (y + 2) sinz — siny = 0 an der Stelle (0; 0).

Man berechne die 1. Ableitungen der Funktionen mit den impliziten Darstellungen 641 bis

646.
641. 23 —ay? =0 642. zy + arccos Y22 — y® + ¢ = 0
2 2 2
643. 2y = y* 644. 23 + y3 —a® = 0 (Astroide)
645. (22 + ¥%)? = a?a? + b2y? 646. 1/, In (22 + y?) — Inc = arctan y/z

647. Unter welchen Winkeln schneiden einander die Kurven mit den Gleichungen

22+ 4y2— 100 =0 und 22— y2—20=0?

14.5. Maxima und Minima von Funktionen mehrerer unabhingiger
Verinderlicher

Die aus 4.2. bekannte Bestimmung von Extremwerten soll nun auf Funktionen von
mehreren Verdnderlichen iibertragen werden. Hierzu gibt es wieder zahlreiche An-
wendungen.

Man betrachte eine Funktion z = f(z;y), welche die in Bild 217 dargestellte, an-
nihernd halbkugelformige Fliche als Bild besitzt. Auf ihr gibt es einen Punkt E,
der hoher liegt als jeder Punkt seiner Umgebung. Die Funktion z = f(z;y) nimmt
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also an der Stelle (zg;yg) in bezug auf ihre Umgebung den maximalen Wert 2z an.
Man sagt, sie besitze fiir # = 2z und y = yg (ein relatives) Maximum. Entsprechend
besitzt eine Funktion an einer Stelle (zg; yg) ein (relatives) Minimum, wenn im
Funktionsbild der Punkt B (2g; yg; 25) tiefer liegt als jeder Punkt seiner Umgebung
(Bild 218).

Eine Fliche besitzt im Maximum- bzw. Minimumpunkt E eine waagerechte Tangen-
tenebene. Jede in der Fliche liegende und durch E gehende Kurve hat dort ebenfalls
einen Maximum- bzw. Minimumpunkt und somit eine waagerechte Tangente. Be-
trachtet man speziell die Kurven %, und k, parallel zur z,z- bzw. y,z2-Ebene, so

z=fix)ys

z=fuxy)

:Zg
4
X E.‘I{X;-;yffo)

Bild 217 Bild 218

X

folgt, daB die partiellen Ableitungen f,(zg; yg) und f,(zg; ¥g) gleich Null sind. Also
lauten die notwendigen Bedingungen fiir das Vorhandensein eines Maximums oder
Minimums

fa(@x; ys) = 0; fy(ze; ye) = 0. @
Diese Formeln liefern 2 Gleichungen zur Berechnung der unbekannten Koordinaten
zg und yg der Extremstelle.

BEISPIEL
1. An welcher Stelle nimmt die Funktion
2 =222+ 3zy + 2y — bz — 2y + 5 = f(z;¥)
einen Extremwert an, und wie lautet dieser?

Lésung: Die notwendigen Bedingungen lauten:
fe(z;y) =42+ 3y —65=0
fy@;y) =3z 4+ 4y — 2 =0,

Daraus ergibt sich die Extremstelle
(zg; yg) = (2; — 1)

und der extremale Funktionswert zu

ZE=1.‘
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Damit ist aber nur die Existenz einer waagerechten Tangentenebene im Punkte
E(2; —1; 1) bekannt. Eine Unterscheidung in Maximum oder Minimum ist noch nicht
moglich. Es kann sogar ein 3. Fall eintreten. So ist der in Bild 219 gezeigte Punkt J
einer Sattelfliche zwar der Maximumpunkt der Kurve k,, aber zugleich auch der
Minimumpunkt der Kurve k,. Obwohl also die Tangenten an beiden Kurven waage-
recht und damit die partiellen Ableitungen gleich Null sind, ist kein Extrempunkt der
Flidche vorhanden. Ein solcher Punkt heiBt Sattel- oder Jochpunkt. Aus diesen Griin-
den werden noch weitere Bedingungen angegeben, die hier nicht bewiesen werden

Bild 219

sollen. Zusammen mit (I) erhalt man dann die folgenden notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen fiir das Vorhandensein eines Extremwertes und fiir die Unter-
scheidung von Maximum und Minimum:

Existenz eines [ /- (ze; ¥s) =0  fy(2z; yg) =0

Extremwertes: { fez(®g; YE) - fw (e YE) — f2y (B, Y£) > O

Maximum: fzz(xg; yg) <O (und damit auch  fy,(2g; y5) < 0)
Minimum: fzz(®g; yg) > 0 (und damit auch  f,, (2g; yg) > 0)

(142)

Ist frz(xz; Yg) - fyy(xe; ¥5) — 2, (25; yg) < O, dannistkein Extremwert vorhanden.
Fir [, (xz; yg) - fyy(xe; y5) — f*_fw (zg; yg) = 0 sind ein Maximum, ein Minimum
oder kein Extremwert méglich, d. h., mit Hilfe der 2. Ableitung kann keine Entschei-
dung getroffen werden. Dieser Fall wird hier nicht weiter verfolgt.

BEISPIELE

1. (Fortsetzung):
Fiir obige Funktion folgt

fz2(2;—1) =4 fyy(2;“1)=4 fa:y(z;“l)=3
faz (25 — 1) £y (25 — 1) — £2,2; —1) = T > 0.

Die Funktion besitzt also an der Stelle (zg; yg) = (2; —1) einen Extremwert, und zwar
wegen f;,(2; —1) > 0 ein Minimum,
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2. Man berechne die Extremwerte der Funktion f(z; y) = 22® + 42y — 2%° + b.
Loésung: Aus
fz(x;3y) = 62 + 4y =0
f@:y) =4z — 62 =0
folgt
xg, =0 zgy = 2/3
Yp =0 Yes = —2/3.
Die 2. Ableitungen lauten
fez(@;y) =122 fy(z;9) = — 12y  fyy=4.
Fiir 2z, , yg; erhilt man
f22(05 0) - £,,, (05 0) — f3,(0;0) = — 16 < 0.

An der Stelle (0; 0) liegt also kein Extremwert vor.
Fiir zg,, yg, folgt

fza (—ﬁ—, ——2—) o (%;—%) —fay (%;——g-) =48>0

2 2
fzz(g,—?;—)—8>0.

An der Stelle E ; —3 besitzt die Funktion das Minimum f E; —E = Eg
3 3 3 3 27

3. In einem rechtwinkligen ebenen Koordinatensystem sind die drei Punkte A4 (z,; ¥,), B(2s; ¥p)
und C(z.; y.) durch ihre Koordinaten gegeben. Ein Punkt M (x; ) ist so zu bestimmen, dal
die Summe der Quadrate seiner Abstinde von den drei Punkten ein Minimum wird.

Lésung: Mit den Bezeichnungen des Bildes 220 soll also das Minimum der Funktion
g(u; v;w) = u? + v 4 w?

bestimmt werden. Driickt man u, », w durch Koordinaten aus, dann erhélt man
Hzsy) = (@ — Z6)* + (y — ya) + (z — 2)* + §71 ¢

+ ¥ — ) + (@ — 2)* + (¥ — yo)*
Es folgt dann

fz(@;y) = 2(x — 24) + 2(z — 2p) + 2(x —2,) =0

fo@s ¥) = 20y — Ya) + 2(y — o) + 2(y — y) = O 8
und daraus A
x=xa+zb+xc y=ya+yb+:’/c- 0 —)E
3 3 Bild 220

Der gesuchte Punkt M ist also der Schwerpunkt des Dreiecks A BC.
Wegen
foz(@; Y) = fyy(2;9) =6 >0  f (z;9)=0

foz (s :'/)/w(x; y) — /J:y(xs y)=36>0

liegt tatsdchlich ein Minimum vor.
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Die Bestimmung der Extremwerte 148t sich auch auf Funktionen von beliebig vielen
Variablen iibertragen. Ist die Funktion

Yy = oy 2e5 .05 %)

von n unabhingigen Veranderlichen gegeben, dann bildet man die »n partiellen Diffe-
rentialquotienten und setzt sie einzeln gleich Null: '

oy ay 2y
8x, 7 0wy =0, O, A
Aus den n Gleichungen lassen sich dann die Koordinaten z,, z,, ..., %, der Extrem-

stelle berechnen. Auf die entsprechenden hinreichenden Bedingungen kann hier nicht
eingegangen werden, da sie weitergehende algebraische Hilfsmittel erfordern.

BEISPIEL
4. Man bestimme den Extremwert der Funktion
u =%+ y? 422 —zy + 2z + =x.
Losung: Aus dem Gleichungssystem

Uy = 2 — y +1=0

Uy = —x + 2y =0
: u, = 2242=0
folgt
x3=—%; y‘i_:‘_!:—%‘; zp = —1 und damit ug=——§~.

Es laBt sich zeigen (u. a. durch Betrachtung der benachbarten Funktionswerte), da ein Mini-
mum vorliegt.

(Bei eingekleideten Aufgaben geht meist schon aus der Aufgabenstellung die Existenz und Art
des Extremwertes hervor.)

AUFGABEN
Man berechne die Extremstellen und -werte der Funktionen 648 bis 655.
648. z = 2% —xy + 2 + 3y 649. z =22 +3xy +y? —x— 4y + 8
650. z =a? + y2 — 4z — 6y + 7 651. z=5(x + 2y — 1) — (B® + 2y — %)
652. 2 = 322 — 4oy + 292 — 24z + 20y —5 653z =Y L _ L
27 x y
654, z =a%y? (1 —x — y) 655. z =22 — 3zy + 292+ 1

656. Fir f(x;y) =sinz 4 siny + sin (z + ¥) sind die im Bereich 0 £ 2 £ 1, 0y = L
liegenden Extremstellen und zugehorigen Extremwerte zu berechnen. 2 2

657. Eine Strecke { ist so in 3 Teile zu teilen, da8 deren Produkt ein Maximum ist.

658. Ein Dreieck wird festgelegt durch 3 Geraden mit den Gleichungen y=a + 2;
= —x+3; x —6=0. Man bestimme die Koordinaten des Punktes, fiir den die
Summe der Quadrate seiner Abstinde von den Dreieckseiten ein Minimum ist.

25 Analysis
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659. Das Volumen eines Quaders sei V. Wie groB miissen die Kanten sein, damit die Oberfliche
ein Minimum wird?

660. Ein Kanal besitzt einen trapezférmigen Querschnitt, dessen Fliache A gegeben ist. Wie
miissen Hohe & und Boschungswinkel & gewdhlt werden, damit der benetzte Umfang U ein
Minimum wird?

14.6. Maxima und Minima mit Nebenbedingungen

Bei vielen Aufgaben der Extremwertbestimmung sind die Variablen nicht unabhéngig
voneinander, sondern durch eine oder mehrere Nebenbedingungen miteinander ver-
kniipft.

BEISPIEL

1. Gegeben ist die Summe 28 =z + y 4+ z der Dreieckseiten z, y, 2. Wie grol miissen die
Seiten selbst gewihlt werden, damit die Dreiecksfliche A ein Maximum wird?

Loésung: Mit A wird auch 4? ein Maximum. Nach der Heronischen Formel folgt die For-
derung:
A% = f(z;y;2) = s(s — x) (s — y) (s — z) = Maximum,

wobei zwischen den Dreieckseiten aullerdem die Nebenbedingung

e y;2) =x+y+2—28=0
besteht.
Diese Aufgabe 1aBt sich auf 2 Arten 16sen. Man kann sie erstens auf eine Extremwertaufgabe
ohne Nebenbedingungen zuriickfiihren, indem man die Gleichung ¢(x;y;2) = 0 nach einer
Variablen, z. B. 2z, auflost und diesen Wert in die Funktion f(x; ¥; z) einsetzt. Man erhalt dann
mit 2 =28 — x — y eine Funktion von 2 Variablen:

g(x;y) =38 —2)(s—y)(x+y— ).
Nach den Methoden des vorigen Abschnitts ergibt sich
9z(@3y) = —s(s—y)x+y—s) +ss—2)(s—y) =0 (1)
gy@;y) = —s(s—2)(x+y —s) + s(s—x) (s —y) =0.
Da im Dreieck die Summe zweier Seiten groBer ist als die 3. Seite, gilt
s—y=+0und s —z 5 0.
Man erhélt aus den Gleichungen (I) nach Division durch sund &8 — y bzw. s — x
28 -2xz—y=0
2s —x—2y=0

und schlielich zp = yz = z5 = 25/3.
Das Dreieck muB also gleichseitig sein. Wegen

2 g2
gx:(xki;'lx):gw(xz;yz}=“§S’<0 gx,(xx;yx}=——3-
45t # s
922(%5 3 YE) * Gy (%5 3 YE) — 92, (255 ¥g) = Ts —5=3>0

liegt tatsdchlich ein Maximum vor.
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Die hier verwandte Losungsmethode hat den Nachteil, dal sie die Verdnderlichen
nicht gleichméaBig behandelt. Von den 3 zunéichst gleichberechtigten Dreieckseiten
nimmt z eine Sonderstellung ein, indem es eliminiert wurde. Man nennt solche Lo-
sungen unsymmetrisch. Fiir verschiedene Aufgaben mit groflerer Gleichungsanzahl,
z. B. aus der Ausgleichungsrechnung, ist aber gerade die Symmetrie der Losung not-
wendig. Auflerdem kann es Schwierigkeiten machen, die Nebenbedingung nach einer
Verinderlichen aufzulésen. Hier fiihrt ein 2. Losungsverfahren zum Ziel, das unter
Beschriankung auf eine Funktion z = f(r;y) von 2 Variablen und auf eine Neben-
bedingung ¢(x;y) = 0 anschaulich hergeleitet werden soll.

Bild 221

Der Funktion z = f(x;y) 148t sich bekanntlich eine Fliche im Raum zuordnen
(Bild 221), wéhrend man die Nebenbedingung ¢(x;y) = 0 als die implizite Dar-
stellung einer Funktion von einer unabhédngigen Veranderlichen auffassen kann. Diese
hat aber als Bild eine Kurve &’ in der x,y-Ebene.

Liegt fiir einen Flichenpunkt P(x; y; 2) die Grundrifiprojektion P’ auf der Kurve %/,
dann erfiillen dessen Koordinaten x, y die Nebenbedingung ¢ (x; y) = 0. Umgekehrt
stellt die Menge aller Punkte der Fliche, deren Koordinaten die Nebenbedingung
¢(x;y) = 0 befriedigen, eine in der Flache gelegenen Raumkurve k dar, die die
Kurve %’ als GrundriBprojektion hat.

Die Aufgabe, das Maximium oder Minimum der Funktion z = f(r;y) unter Be-
achtung der Nebenbedingung zu berechnen, bedeutet also geometrisch, das Maximum
bzw. Minimum dieser Raumkurve zu ermitteln.

Fir z =c = konst. erhidlt man aus der gegebenen Funktion die Gleichung einer
Hohenlinie der Hoéhe ¢ in der Form ¢ = f(x;y) bzw. f(x;y) —c = 0. Eine spe-

25%
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zielle dieser Hohenlinien beriihrt die Raumkurve % in dem gesuchten Extrempunkt £
(fur Bild 221 im Maximumpunkt). Die GrundriBprojektion £’ ist der Beriihrungspunkt
zwischen der Kurve %" und der Projektion der Hoéhenlinie f(x; y) — ¢ = 0. Wegen
der Berithrung haben beide Kurven in E’ dieselben Tangenten und damit auch die
gleichen Ableitungen. Nach (141) erhilt man fiir die Tangentenneigung von %’:

r_ _ p2(%39)
¥ =" o=y

und von der Projektion der Hohenlinie

fo(@s9)’
gleichgesetzt ergibt dies

_ @y ee(xy)
fu(@; y) Py(x;y)

Hieraus folgt, daB3 die Zahler bzw. die Nenner jeweils proportional sein miissen:

fz(x5y) ~@z(x;y) fu(@; y) ~y(z;y).

Der gemeinsame Proportionalitidtsfaktor wird mit — A bezeichnet und heil3t Lagrange-
scher Multiplikator. Dann folgt:

fo(x;y) = —A@s(2;y) @ y) = —dgy(x; y)
oder fo(x;y) + Apg(z;y) =0 @ y) + Agy(x;y) = 0. (1T)
Bildet man nun eine Funktion F(x;y) von der Form

F(z;y) = f(x:y) + ip(;9),

dann stellen die Gleichungen (II) die partiellen Ableitungen dieser Funktion dar.
Durch Zusammenfassung dieser Ergebnisse ergibt sich folgende Lagrangesche
Multiplikatorenregel fiir 2 Variable:

Um die Extremwerte der Funktion z = f(x;y) bei Beriicksichtigung der Neben-
bedingung ¢(x;y) = 0 zu bestimmen, setzt man unter Verwendung eines un-
bekannten Multiplikators A die Funktion

F(x;y)=flx;y) + Ap(x; y)

an. Bildet man ihre partiellen Ableitungen und setzt diese gleich Null, dann kann
man aus den beiden Gleichungen

Fyz;y) = fy(x;y) + Agy(z;9) =0
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in Verbindung mit der Nebenbedingung

p(r;y) =0
die Koordinaten xz, ¥z der Extremstelle und den Multiplikator 4 berechnen.

Die Frage, ob ein Maximum, Minimum oder Sattelwert vorliegt, ist hiermit noch nicht
entschieden.
BEISPIELE

2. Gesucht werden die Extremstelle und der Extremwert der Funktion f(z;y) = 22 + y2, wobei
zwischen den Variablen die Nebenbedingung ¢(x;y) =« + y — 1 = 0 besteht.

Bild 222

Losung: Man bildet die Funktion
Flay) =22+ +iz+y—1)

und erhilt durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen die Gleichungen
Fo(x;y)=224+1=0 '
Fy(z;y) =2y +41=0.

Daraus folgt = =y
und damit aus der Nebenbedingung « + y — 1 =0

1
xE:?/E=E-

Fiir den Funktionswert an dieser Stelle ergibt sich
1 1 1
/(3 ‘2‘) ~ 3

Bild 222 veranschaulicht das Ergebnis. E stellt einen Minimumpunkt dar.
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3. Aus vier gegebenen Strecken der Léngen a, b, ¢, d soll ein Viereck mit maximaler Fliache 4 ge-
bildet werden. Wie sind die Winkel des Vierecks zu wihlen?

Losung: Mit den Bezeichnungen des Bildes 223 ergibt sich fiir die Fliache
A= iadsinac—}— 3 be sin
2 2 4

oder, da mit 4 auch 24 ein Maximum wird,
fz;y) =24 =adsinz 4 besiny.

Die Nebenbedingung ergibt sich aus der Tatsache, dal man die Diagonale B.D aus den beiden
Dreiecken D BC und A B D berechnen kann:

BTz=a2+d'~’—2adcosx:b2+c2-—2bccosy
oder
@(x;y) =a% 4+ d? — 2ad cosx — b2 — ¢ 4 2bccosy = 0.

Damit bildet man
F(x;y) =adsinz + besiny + A(a® + d*> — 2ad cosx — b% — ¢ 4 2bccos y).
Aus den Gleichungen
Fp(x;y) =adcosz + 2ladsinz =0
Fy(xz;y) = bccosy — 22bcsiny =0
folgt
cosr = —2Asinz
cosy = 2Asiny.
Durch Division beider Gleichungen eliminiert man 4:

cos T sin x

cos y sin ¥

Bild 223

Daraus ergibt sich

sinycosx 4 cosysinx =0
oder
sin(x + y) =0.

Von den beiden Losungen = 4+ y = 0 und x 4+ y = n hat nur die zweite geometrisch einen
Sinn. Da daraus aber auch w 4,2 = = folgt, sind also die Winkel so zu wihlen, daB die Summe
azweier gegeniiberliegender Winkel 180° betrdgt. Das Viereck mit maximalem Flacheninhalt
ist deshalb ein Sehnenviereck, d. h., seine Eckpunkte liegen auf einem Kreis.

Die LacrancEsche Multiplikatorenregel 1Bt sich auch auf Funktionen von mehreren
Variablen und ebenso auf das Vorhandensein von mehreren Nebenbedingungen iiber-
tragen. Ohne Beweis wird hier die dann anzuwendende verallgemeinerte Lagrangesche
Multiplikatorenregel mitgeteilt :

Gegeben ist die Funktion

Y = f(@; @25 ...; Ty)
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von n Verdnderlichen, die durch m Nebenbedingungen

@1 (215 X9} .03 %,) =0

Xy} Xgy .oy X)) =0
@ (@1 Ty ) (I11)
P (T1; Tg5 .00 %) = 0

miteinander verbunden sind. Um die Extremwerte der Funktion zu bestimmen,
bildet man unter Einfithrung von m Multiplikatoren 4;, 4,, ..., 4, die Funktion

Flag o.osxa) = (@05 %) + 2@ 0005 Ta) + 000+ 2n @ (T3 0005 )

und setzt die partiellen Ableitungen gleich Null:

I

0
0

I

Fo(xy; .05 2,)
x”

sz(xﬁ---; ) (IV)

Floalltys coss a) =0,

Aus diesen n + m Gleichungen (III) und (IV) kann man die Koordinaten z;g,
Zsg, ..., Tng der Extremstelle und die Multiplikatoren 4;, 4,, ..., 4, berechnen.

Allgemeine Formeln fiir die Untersuchung, ob ein Maximum oder ein Minimum vor-
liegt, konnen hier nicht angegeben werden. Es muB fiir jede Aufgabe gesondert ent-
schieden werden und ergibt sich meist schon aus der Aufgabenstellung heraus.

Da die Multiplikatoren nur als HilfsgroBen eingefithrt wurden, wird ihr Wert selbst
meist nicht bendtigt. Man versucht deshalb, sie aus den

Gleichungen gleich am Anfang der Rechnung zu elimi-

nieren.

BEISPIEL
4. Gegeben sind die Parabel mit der Gleichung
1022 — 242y -+ 9y + 9z — 38y + 154 =0 4
und die Gerade mit der Gleichung
3z + 4y + 21 = 0. Pz

Gesucht wird der kiirzeste Abstand & der Geraden von der  pyq 294
Parabel.

Losung: Liegen P, auf der Parabel und P, auf der Geraden (Bild 224), dann gilt:
d? = f(xy5 %35 Y15 Y2) = (27 — )% + (y1 — y2)2
@1(2y5 T3 Y13 ¥a) = 102 — 24,9, + 9yi + 9z, — 38y, + 154 =0
@2 (15 X5 Y15 Ya) = 3%, + 4y, + 21 =0,
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Man bildet

F(zy;.592) = Fogs o5 Y2) + Aipr (@15 -5 Y2) + Ae@u (@15 05 98)
und erhilt

Folzgs oo 92) = 2(2 — 25) + 4,822, — 24y, +-9) =0 (V)
Frplzys oo5yy) = —2(2; — 23) + 4,3 =0 (V1)
Fy (5.5 42) = 2(yy — y2) + A (—242, + 18y, — 38) =0 (V11)
Fyp(mys oo592) = —2(y1 — 9) +4,-4 = 0. (VIIT)

Aus (V) und (VII) folgt durch Elimination von A,:
2y — %y 32z — 24y, +9

= P (IX)

Y1 — Y — 24z, + 18y, — 38

und entsprechend aus (VI) und (VIII) durch Elimination von 4,:
z, — 3 .
— (X)
Yy — Y2 4

Gleichsetzen von (I1X) und (X) liefert:

4 .

=g +1 (XI)

und schlieBllich (XI) in @, (z,; ...; ¥,) eingesetzt:
g =3 Y =5.

Damit erhilt man aus (X) und @, (25 ...5 ¥2):

Zyp = —3 Yo = —3
und schlieBlich fiir den gesuchten Abstand
d = 10.
AUFGABEN
661. Man bestimme die Extremstellen und Extremwerte der Funktion z =3 — % z—y

662.
663.

664.

665.

666.
667.

668.

unter Beachtung der Nebenbedingung 42% 4 4y — 9 = 0 und iiberlege sich anschaulich
wie in Bild 222, wo ein Maximum oder Minimum vorliegt.

Man berechne die Extremstellen und Extremwerte der Funktionen 662 bis 665 mit Neben-
bedingungen.

flzsy) =2y plasy) =2"+y* —a?=0
u =24 y3 |- 28 z+y+2=26
4 9 16
v=x+y+2 —+—+—=1
x oy 2
1 1
U =2xyz S I ST 1_ 3
x oy 2
Man behandle das Beispiel 1. aus 14.6. nach der LacraNGgEschen Methode.

Welcher Punkt P, der Hyperbel mit der Gleichung z? — y2 = 1 hat von dem Punkt P,(0; 1)
die kleinste Entfernung?

Die Gleichung einer Ellipse, deren Mittclpunkt mit dem Koordinatenursprung zusammen-
fallt, lautet 522 — 8zy + 5y2 — 9 == 0. Man bestimme die Halbachsen @ und b.
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669. Welches dem Kreis mit dem Radius » einbeschriebene Fiinfeck besitzt den gréfiten Inhalt?

670. Gegeben ist ein Sektor mit dem Inhalt 4. Wie gro8 muf} der Radius sein, damit der Sektor-
umfang ein Minimum wird?

671. Man bestimme den Kreiszylinder, der bei gegebener Oberfliche O das grofite Volumen be-
sitzt.

672. Die Zahl a ist so in 3 Summanden zu zerlegen, dall deren Produkt ein Maximum ist.

15. Mehrtfache Integrale
15.1. Fliichenbereehnung
15.1.1. Cartesische Koordinaten

b
Das [ntegral ff r) dz wurde als Grenzwert einer Summe entwickelt, als es galt, die

Fliche unter einer Xurve zu berechnen. Die in Rechtecke zerlegte Irliche hatte den
genitherten Wert

b
Y f(2) de,

r=aua

wobei jeder Summand f(x) Az ein solches Rechteck darstellte. Es ist abcr nun mog-
lich, bereits jedes einzelne Rechteck wiederum durch eine Summe von Flichenteil-
chen darzustellen. Man wihlt als solche Teilchen Recht-

ecke mit den Seiten 4x und Ay (Bild 225). yi

Ein ,,grofles” Rechteck hat dann angendhert den Inhalt y=1/

f(x)
> dy Aw;

y=0

die Summation erfolgt in Richtung der y-Achse bis zur
Kurve der Funktion mit der Gleichung y =f(z). Um die 0|
Gesamtfliche unter der Kurve zwischen den Abszissen  yjq 225

a und b zu erhalten, ist dann noch in Richtung der

a-Achsc von @ bis b iber alle ,,groflen‘* Rechtecke zu summieren. Man schreibt also
die Doppelsumme

b 1)
A=Y Y dydx.

=« ¥=0

Durch Grenziibergang gehen die Summen in Integrale iiber, und man erhilt:

b f(x)

A4 = f fdex

= Y=

dyda nennt man Flichendifferential.
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BEISPIELE

1.

Berechnung der Fliche des Viertelkreises (Bild 226).
Loésung: Man lege ein beliebiges Flichendifferential dz dy in den Kreis. Integriert man zu-
néchst in der y-Richtung, so lagert man gewissermafBen die Differentiale dz dy tibereinander
von y =0 bis y = s — 2% . Es ist dann, wie man sagen kann, ein Fadendifferential ent-
standen:

e

d4 = [dydaz.
y=0

Man beachte, daB bei dieser Integration  und auch dz konstant bleiben. Integriert man nun
tuber die Fadendifferentiale, die in Richtung z-Achse von 0 bis 7 nebeneinanderliegen, so er-
gibt sich die Viertclkreisfliche zu

r Yo
4 —f dydx
2=0y=0 Yk
1
<
3y
H
|
¢
[t il s
/{ 1x
Bild 226 Bild 227

Dieses Doppelintegral setzt sich aus einem inneren und einem duferen Integral zusammen.
Man berechne zunichst das innere Integral, zu dem das Differential dy gehort (d. h. also Inte-
gration in der Richtung der y-Achse, y ist die Integrationsvariable).

Symbolisch schreibt man:

.
A=fy
=0

x

_ T
1/7; ) L.~ T
0' * dz =f1/rz — x%dzx.
=0

Das verbleibende duBere Integral mit dem Differential dz hat konstante Grenzen und kann
nun berechnet werden. Man erhilt

P 1 p—
4

Man berechne die Fliche, die von den Kurven mit den Gleichungen y = z und y = Jz be-
grenzt wird (Bild 227).

Losung: Ein beliebig in die Fliche gelegtes Flichendifferential ist zunichst in Richtung
y-Achse von y = z bis y = Vx zu integrieren. Das so erhaltene Fadendifferential ist sodann in
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z-Richtung von 0 bis 1 zu integrieren, weil sich die Kurven fiir z = 1 schneiden. Man erhilt

also
1 Yz 1 1
A=f fdyd:a::fyl::m dxj;f(;(l/;—x)dx=<-g—xvg—%)

z=0y=z =0

1 .1.
o 6

16.1.2. AngepaBte Koordinaten

Oftmals vereinfacht sich die Berechnung mehrfacher Integrale, wenn man Koordi-
naten einfiihrt, die sich der zu berechnenden Fliche ,,anpassen‘‘. So erscheint es z. B.
zweckmiflig, bei der Berechnung ebener Flichen, die durch Drehung eines Radius-
vektors erzeugt werden, Polarkoordinaten anzuwenden. In der Ebene erhilt man dann
ein Flachendifferential (Bild 228), das von zwei Differentialen dr des Leitstrahles und
zwei Bogendifferentialen rdep um so besser rechteckformig begrenzt wird, je kleiner
man die Differentiale dr und d¢ ansetzt. Es ist also

d4 =rdrde.

Die Integration, d. h. das Ausfiillen der Fliche mit diesen Flichendifferentialen d 4,
erfolgt einmal in der Richtung des Leitstrahles (r-Richtung) und dann noch durch
Drehung des erhaltenen, nach O hin zugespitzten Fadendifferentials um den Ursprung
in Richtung des Argumentes ¢. Man kann also schreiben:

s r(9)
A= [rdrde. (144)

¢=@; r=0

Jntegrationsrichtungen

Fadendifferential £ 4 Iundgé’f{

A |

al
Bild 228 Bild 229

BEISPIELE

1. Berechnung der vom Leitstrahl bei der ersten Umdrehung iiberstrichenen Fliche der Spirale
mit der Gleichung r = a@ (¢ > 0) (Bild 229).

Loésungi Man legt in die Fliche ein beliebiges Flichendifferential d 4. Integriert man nun bei
konstantem ¢ ,,von-innen nach auBlen‘‘, so muBl man von 0 bis ag iiber die Variable r inte-
grieren; sodann wird in der ¢-Richtung mit der Variablen ¢ von 0 bis 2w integriert, also

s

2n ap 2
A=f frdrdq::f
o =0

g=0 r=

2n
- a?md,
3

2 2 - 2
oy a a
=0

il %
2 o 2
¢
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2. Berechnung der von der Kardioide » = 1 4 cos ¢ umschlossenen Fliche (Bild 230).
Loésung: Unter Beachtung der Symmetrie gilt das Integral

7t 14-cosp

™
= f errd(p fr2]1+c°s¢d f(l + 2 cos @ + cos?p) dp =
¢=0 r= ?=0
= + 2sin +— +—sin2 ‘n—iw
=9 @ 2 ' P ' 0— g T

AUFGABEN
673. Man berechne mit einem Doppelintegral die Fliche der Ellipse mit den Halbachsen @ und 6.
(674. Fir die Kurve mit der Gleichung
(2 + y2)2 — 2ay = 0
berechne man die umschlossene Fliche mit einem Doppelintegral.
675. Man berechne die von den Kurven mit den Gleichungen y = e2? und y = e® begrenzte
Fliache mit einem Doppelintegral (z = 0).

676. Mit einem Doppelintegral berechne man die Fliche, welche von der Kurve mit der Gleichung
r = sin @ cos ¢ umschlossen wird.

a’x dy-dz
Fadendxfferenba!

Scheiben-
i {

! diff
5

X
Bild 230 Bild 231
15.2. Volumenberechnung
15.2.1. Cartesische Koordinaten

Es bereitet keine Schwierigkeiten, das fiir die Flachenberechnung entwickelte Doppel-
integral nun fiir die Volumenberechnung zum dreifachen Integral zu erweitern. Ein
Volumendifferential (Quader) dx Ay Az liege im =, y,z-Koordinatensystem so, dalB
seine Seiten je zu den drei Raumachsen parallel laufen. Ein vorgegebencs Volumen
(im Bild 231 ist dies die Pyramide O.4 BC) kann mit diesen Volumendifferentialen
in den drei Achsenrichtungen nacheinander angenahert ausgefiillt werden:

1. Summation in Richtung der z-Achse ergibt ein Fadendifferential,

2. Summation der Fadendifferentiale in Richtung der y-Achse ergibt ein Scheiben-
differential,

3. Summation der Scheibendifferentiale in Richtung der z-Achse ergibt das ge-
samte Volumen.
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Diese Betrachtung fiithrt im Grenziibergang zu dem dreifachen Integral (in allgemei-
ner Schreibweise):

Zy Y 23

V=f f fdzdydx (145)

=21 Y= z2=2,

An einem Beispiel soll das Festlegen der Integrationsgrenzen und die Berechnung des
Integrales gezeigt werden. Die Parabel mit der Gleichung z = y2? rotiere um die
2-Achse. Das Volumen des entstehenden Paraboloides soll berechnet werden, wenn die
Hohe des Paraboloides A = 9 sei. In Bild 232 ist das Paraboloid in Grund- und Auf-
ri} dargestellt.

Man legt ein Volumendifferential d V beliebig in den Korper. Die Integration dieses
Differentiales in Richtung der z-Achse erfolgt von der Paraboloidoberfliche bis zum
Deckkreis des Korpers. Hat d V die Koordinaten x, y, 2, so bleiben bei dieser Inte-
gration # und y konstant, wahrend sich z dndert. Sein
oberster Wert ist 9. Hat d V von der z-Achse den Ab-
stand r = sz -+ y2, so ist der unterste Wert von z,
der einem Punkt der drehenden Parabel z = 72 ent-
spricht, gleich 72 = a2 4~ y2. Im Bild 232 ist diese
Parabel im Aufril angedeutet.

3 “Z“ Iy

Hohe des
Fadendifferentiates

Das Fadendifferential ist somit i W
9
dV, = [dzdyda.
z=z*+y* A !
A
Integriert man nun die Fadendifferentiale in Richtung & T A
der y-Achse, so legt man gewissermaflen einen ebenen Sl i
Schnitt durch das Paraboloid, der im GrundriB als !I E

Sehne senkrecht zur x-Achse im Kreis mit dem Radius
r, = 3 des Deckkreises erscheint. Bei dieser Integra-

tion bleibt x konstant, und y wandert von — ]/9 — x?

N

"I‘lllll/’/} S A

bis + J9 — a2.
Also ist das Scheibendifferential Scheiben-
differential im
+Vy9—2" 9 Grundri@
dV,= | [ dzdyda. Bild 232

y=—V0—2" z=2'+y?

Nun wird schlieBlich die Integration in Richtung der xz-Achse ausgefiihrt. Das
Scheibendifferential durchwandert das Paraboloid von * = —3 bis x = +3. Es
ergibt sich
+3 +Yo—2* 9
V= f f f dzdyd=.

z=-38y =—V9—;|:‘ 2=214+y*
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Die Integration hat sich in drei Schritten zu vollziehen (wobei — wie bei mehrfachen
Integralen iiblich — in den Zwischenrechnungen statt der Integrationsgrenzen nur
die Integrationsvariablen angegeben sind):

1. Integration nach z:
V= f f 2
zy

2. Integration nach y:

y® \+V9_—?
= — 2y — L -
14 f(Qy x?y 3)‘_}/9_1’ dzx

=f[2(9—x2)]/9 —?—g(g — a?) Vsa_——xz]dx=

wip dyde = [[(9 — 22 —y?) dyde;
zy

4 S—
= §xf(g —a2) )9 —2? da;
3. Integration nach «:
4 N
= [Qxf ]/9 — a2 dax —zfxz VQ — x? dz].

Beide auftretenden Integraltypen wurden bereits behandelt; es ergibt sich

1
V:%ﬂ:.

Das Beispiel zeigt das Spiel der Integralgrenzen. Beim inneren Integral hingen diese
(zumindest die untere) von z und y ab, beim mittleren Integral nur noch von z, und
beim letzten Integral sind beide Grenzen konstant. Daher kann dieses auch nur als
letztes integriert werden, da bei einer anderen Reihenfolge sonst das letzte Integral
beim Einsetzen der Grenzen wieder Variable in den Wert des Integrales einfiihren
wiirde.

15.2.2, AngepaBte Koordinaten

Fir die Berechnung vieler Korper, insbesondere Dreh-
korper, fiihrt man Zylinderkoordinaten ein. In dem im
Bild 233 dargestellten rdaumlichen Koordinatensystem
(; ¥; z) kann die Lage eines Raumpunktes festgelegt
werden durch die 3 Koordinaten ¢, r, z. Es bedeuten r
und ¢ die Pclarkoordinaten in der x,y-Ebene, und z gibt
die Hohenlage des Punktes iiber der x,y-Ebene an. Das
Volumendifferential ergibt sich zu

dV =rdzdrde. _ Bild 233



15.2. Volumenberechnung 399

Die Integration geschieht jetzt in Richtung der drei Zylinderkoordinaten :

1. in der z-Richtung;
2. in der r-Richtung;
3. in der ¢-Richtung.

Natiirlich kann die Reihenfolge der Integrationsrichtungen vertauscht werden; die
Hauptsache ist, dall das zu berechnende Volumen vollstindig mit den Volumen-
differentialen ausgefiillt wird und daB im letzten Integral konstante Grenzen auftreten.
Dieses letzte Integral mufl nur noch eine Variable mit ihrem Differential enthalten.
Als einfachstes Beispiel diene zunichst der Drehzylinder vom Radius 7; und der
Hohe h. Er stehe auf der z,y-Ebene so, dal} seine Achse auf der z-Achse liegt. Man
lege in das Zylinderinnere beliebig ein Volumendifferential. Die Integration in der
z-Richtung bei konstantem ¢ und r ergibt das Fadendifferential

3
dV1=frdzdrd<p.
2=0

Die nun erfolgende Integration in der r-Richtung liefert das Scheibendifferential

de_f frdzdrdq:

r=0 2=
Endlich ergibt die Integration in der ¢-Richtung das gesamte Zylindervolumen:

2 ry h 2

V=[ [ [rdzdrdp=[ [rkdrde=

@=0 r=0 2=<0 =0 r=0

21!:2 .
=hf%d<p=h’21 2n = nrh,
=0

Da bei diesem Integral alle Grenzen konstant sind, hitte man auch in beliebig an-
derer Reihenfolge integrieren kénnen, wovon man sich durch Nachrechnen leicht
iberzeugen kann. Man mache sich hierbei auch die geometrische Auffiillung des
Zylindervolumens mit den Volumendifferentialen klar.

BEISPIELE

1. Das im vorigen Abschnitt berechnete Paraboloid soll mit Zylinderkoordinaten ermittelt
werden.

Losung: Wenn man der Reihe nach in der z-, 7- und g-Richtung integriert, gilt das dreifache
Integral

T

f frdzdrd¢=ffr(9—r2)drd¢=
@ r

=0 z=r?
_ (B8 ap —Blor 8,
2 4 4 2
i e—

(-5 -

[

I

&
J
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2. Die Halbkugel vom Radius R werde von einem Zylinder vom Radius R/2 so durchdrungen,
daB der Kugelmittelpunkt auf dem Zylindermantel liegt. Man berechne das beiden Korpern

gemeinsame Volumen.

Losung: Bild 234a zeigt die beiden Korper passend in ein Koordinatensystem gestellt. Der
Grundkreis des Zylinders hat, wie man aus Bild 234b erkennt, in Polarkoordinaten die Glei-
chung r = R cosp. Da beide Korper in bezug auf die y, 2-Ebene symmetrischliegen, berechnet
man nur das gemeinsame Volumen auf der Seite der positiven 2-Achse, also die Hilfte des ge-
suchten Volumens. Die Integration erfolgt nun mit Zylinderkoordinaten in drei Richtungen:

Scheibendifferential

dV=r-dr-dy-dz R
Fadendifferential Z z

Bild 234

1. Integration in der z-Richtung von z = 0 bis an die Kugeloberfliche zum Punkte P.
P hat, wie aus A OP,P folgt, die z-Koordinate VR'*’ — r2,

2. Integration in der r-Richtung von r = 0 bis zum Umfang des Grundkreises, also
bis R cos ¢.

3. Integration in der @-Richtung von @ = 0 bis /2.

1. ergibt das Fadendifferential, welches durch 2. von innen nach aullen geschoben wird und
dabei das Scheibendifferential bildet. 3. dreht das Scheibendifferential durch das gesuchte
Halbvolumen mit der z-Achse als Drechachse.
Es gilt somit .
2 Reosg VRi- ¢
-g—: f f f rdzdrdzp=ffr]/R2—r2drdzp.

Die Substitution R? — r?2 =t mit —2rdr = d¢ fiihrt das Integral iiber in

=0 r=0 2=0 @ r

11
2 R? n
14 1 - 1 -~ |’ R3 .
— = — Vtdide =— | t V¢ dp ==~ [ (1 —sin3p)dp =
> 5 Vdtdy 3_[1/ - 3f( p)de
=0 t=R*sin%p @ @

HE:)

R3 cogtp 2 RS (m 2
= (q; 3 +eosq>)i0-—3<2 3).
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Man beachte wiederum an diesem Beispiel, dal eine Verédnderung der Reihenfolge der Inte-
gration hier nicht méglich ist. Wiirde man zum Beispiel zuerst nach r integrieren, so kime bei
der folgenden Integration nach z die Variable » wieder ins Integral. Man sieht wieder, da3
nur bei konstanten Grenzen die Integrationsreihenfolge beliebig ist.

AUFGABEN

677. Man berechne das Kugelvolumen mit cartesischen und mit Zylinderkoordinaten.

678. Man entwickle mit cartesischen und mit Zylinderkoordinaten die Volumenformel fiir den
Drehkegel.

V=o%sinSdpd:3dip

JIntegrationsrichtungen

9:Radial nach aulBen
von M bis Kugelrand

:Vertikal um dre halbe
Kugel von Paus

Bild 235 w: Horizontalum die Kuge!

679. Man berechne das Volumen des Rotationsellipsoides mit den Achsen2aund 25 (Drehachse2a)_

680. Eine Kugel (R) verschneidet sich mit einem Drehzylinder (R/2). Die Achsen beider Korper
fallen zusammen. Man berechne das beiden Kérpern gemeinsame Volumen.

681. Der Mittelpunkt einer Kugel ist zugleich Spitze eines Drehkegels. Man berechne das vom
Drehkegel ausgeschnittene Kegelvolumen.
Kugelradius: R; Kegelgrundkreisradius: R; Kegelhohe: 2 R.

682. Der Radius einer Kugel sei g. Auf dieser Kugel kann man einen Oberflichenpunkt durch
Kugelkoordinaten angeben:

1. Bogenabstand vom Pol (&),
2. Argument ¢ (Bild 235).

26 Analysis
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Veréndert man nun g, ¢ und ¢ um ihre Differentiale dg, dp und d#, so ergibt sich ein Vo-
lumendifferential

dV = g?sinddedpdd (Bild 235).

Man berechne mit diesem Differential das Volumen einer Kugel vom Radius R, indem man
der Reihe nach in den Richtungen g, ¢ und & integriert.

156.3. Schwerpunkt- und Momentenberechnung

15.3.1. Schwerpunkte und Momente von Bigen

Die Lage des Schwerpunktes eines Kurvenstiickes bestimmt man durch folgende
Uberlegung (Bild 236). In bezug auf die x-Achse hat jedes einzelne Bogendifferential
ein statisches Moment d M, = yds. Die Summe dieser Momente zwischen zwei all-
gemein mit (1) und (2) bezeichneten Grenzen

(2)
f yds
1)
mull gleich dem statischen Moment sein, das sich ergibt, wenn man sich die gesamte

Bogenlinge ,,im Schwerpunkt vereinigt’* denkt. Hat der Schwerpunkt die Ordinate
¥s, so muf} also gelten (vgl. 11.2.3.):

Y
(2) 2
fyds = sys T y=r{x)
6)) | i
oder ! !
@) 1 ' i
[yds N I S A B
Ys = ) . @ [ & X X2 A
) Bild 236

Die analoge Uberlegung fiir das statische Moment in bezug auf die y-Achse fiihrt
zur Abszisse xg des Schwerpunktes:
@
xds
gg= b, (IT)

Diese Formeln lassen sich ohne weiteres auf Parameterdarstellung und Polarkoordi-
paten iibertragen. Man erhalt

Ly

|2
fx(t) V&2 + g2 de [y Yz + § ae

xg= 1 5 ;o Ys= — (146)
[Va* + 2 [Vt +irde
[ 4L
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Mit # =rcosp und y = rsin ¢ folgt weiter:

@ o
fr(q:) Vr® F f2cos pdg fr(q,) }r2 & #isinpdg
Ty = L = 5 Ys = 22 r —— (147)
[V 7dp [T 74,
(2] o1

BEISPIELE
1. Bestimmung der Schwerpunktkoordinaten des Zykloidenbogens mit den Gleichungen

z=a(t —sint); y = a(l — cost).
Losung: Die Bogenlinge wurde bereits zu 8a ermittelt. Das Bogenlingendifferential ds er-
gibt sich mit # = a(1 — cost) und § =asint zu ds =a}2 Y1 — cost dt = 2a sin ¥/, dt.
Aus (146) folgt nun:
2n 2n

2r
t
zs=—2a [(¢ —sint)sin—dt = 2| [tsin—de — [sintsin £ at
8a 2 1 2 2
0 0 0

2n
=4

2r
leftsin—;—dtz (—2tcos-;~+4sin—;-—) L
1]

2 2rc
J, = sintsinidt=2 sinchosLdt=0.
2 2 2
0 0

AISO gilt:
Tg = — 47\'.' arm
4 i

Der Schwerpunkt liegt auf der mittleren Ordinate eines Zykloidenbogens, was auch aus der

Symmetrie der Kurve ersichtlich ist.

Fiir yg gilt
2n 2n 2n
Yyg= 1 a(l—cost)2asin-t—dt=1 sinidt— sin-t—costdt
8a 2 4 2 2
0 0 0
2n
.t 2
J, = sm—dt=—2cosi T
2 2 o
0

2n 2n
J, = sin—s—costdt= 2cosz~£-—l sinidt;
2 2 2
0 0

mit z = cos t/, ergibt sich: J, = —4/3. Also ist

a 4 4
=2 (44 %)= 24
= 4(+3) 3 ®

26*
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2. Bestimmung des Schwerpunktes des Bogens der Kardioide r =a(1 4 cos¢) fir 0 < ¢ < m.

Losung: Die Bogenlinge wurde bereits zu 4a berechnet. Das Bogenlingendifferential ist,
wegen 7 = —asing,

ds = Va2(1 + cos@)? + a? sinzzi de = 2a cos % de (vgl. 13.3.).

Also gilt nach (147):

kit

xs=i a,(1-|—cos<p)cos¢p-2acos£d<p=
4a 2
0
T
=2 [2cos2E (2co2® —1 cosg-d<p=
2 2 2 2
0
T

T

= a[(2 cos® %- — cos? %) dp = 211,[(2 cos®t — cos®t) d¢.
0

Beide Teilintegrale sind dem Typ nach bekannt; man erhalt schlieBlich

16 2 da
Zg = 2a — — ==
15 3 5
Fiir yg ergibt sich:
k17
1 . P
Ys= — | a(l 4+ cos¢)sing-2acos—dp =
4a 2
0

T
e 20082228in£0032008£d(p=
2 2 2 2 2

0
I
b 2

=2a [ cost* ¥ sin & dp =4a | costtsintdt = 4—“.
2 2 5

f
Die Koordinaten des Schwerpunktes sind also (4?0'; 4;0)

Nach der Definition des T'ragheitsmomentes 1aBt sich dieses fiir Kurvenstiicke berechnen,
indem man die einzelnen Bogendifferentiale mit dem Quadrat ihres Abstandes von
der Bezugsachse bzw. vom Pol multipliziert und die erhaltenen Produkte integriert.
Fir die x-Achse als Bezugsachse gilt:

@
I, =fy2ds (148a)
(1)




15.3. Schwerpunkt- und Momentenberechnung 405

Fiir die y-Achse gilt entsprechend:

(2)
I, = [=*ds (148D)
(1)

Neben diesen dquatorialen Trigheitsmomenten gibt es auch das polare Trdgheits-
moment mit dem Ursprung als Pol (Bezugspunkt). Es gilt hier offenbar:

(2)
5=L+g=fw+wms (148¢)
(1)

Die Ubertragung dieser Formeln auf die Parameterdarstellung und auf Polarkoordi-
naten ergibt:

&
I, = [y & + §* de
[
I
I, = [[=@OP Ve + & dt (149)
tl

[
I, = [{l= @ + [y )12} Va* + 32 dt

4

und
P
I, = frz sin?g ]/7'2 + r2dy
@
P2 -
I, = fﬂ cos?p Jr2 4 r2de (150)
P1
Ps
I, =fr2 ]/r2 + rde
P
BEISPIELE
1. Man berechne das dquatoriale Trigheitsmoment des Kreisumfanges in bezug auf einen Durch-
messer.

Losung: Legt man den Kreis mit seinem Mittelpunkt in den Nullpunkt des Koordinaten-
systems, so kann die z-Achse als Bezugsachse angesehen werden. Jedes Bogenlingendifferen-
tial hat dann den Abstand y von der z-Achse, und es gilt bei Parameterdarstellung:

SE]

1

I =4 [42ds = 4 [ R*sin®t ds.
0]

(=]
— ol
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Weil ds = V22 + #2dt = Rd¢ ist, folgt weiter

T kid

2 2
I, = 4B [sin?tdt = 2B [ (1 — cos 2) dt =
0 0

_2-=2R3£=2KRR2=20R2
0 2 2 2 i

= 2R3 (t — lsu'n 2t)
2

wenn U, der Kreisumfang ist.

4. Man berechne das dquatoriale Trigheitsmoment des Kreisumfanges in bezug auf eine Tangente.

Loésung: Man wihle die y-Achse als Tangente (Bild 237). Die Gleichung des Kreises heiflt in
Polarkoordinaten r = 2R cos@. Jedes Bogenlingendifferential hat von der y-Achse den
Abstand r cos g.
Also gilt

T T

2 2
I,= 2_/"r2 cos’pds = 2‘/.4122 costpds.
(i 0

Esist ds = + 2dp — Vi Ricos’p + 4R sinpdp= 0 R~ R | %
= 2Rdyp; somit ergibt sich
T
2
I, = 16 B [ costpdp = 3nRd = 3 U Re
y = coslpdp = 3n R = — U, R?. '
0 2 Bild 237

5. Man berechne das polare Trigheitsmoment der Kardioide » = a(1 + cos ¢) in bezug auf den
Ursprung als Pol.

Loésung: Esist mit ds = 2a cos ?/, dgp das folgende Integral anzusetzen:

™ ki kg
I,= 2frzds = 4u3f(l + cosg)? cos %d¢= lﬁa"fcos“ % cos %dtp =
0 0
T
n 2

= 16a3f0035%d¢=32a3fcos5tdt=

= 32a® (sint — Esin"t + l.sin5t
3 5

T

z 8 32
=320 2 — %2 a2,

8 HETIRET R

wobei Ux = 8a der Umfang der Kardioide ist.

-16.3.2. Schwerpunkte und Momente von Flichen

Die Berechnung des Schwerpunktes von Flichen erfolgt nach der gleichen Uberlegung,
wie sie in 15.3.1. fiir Kurven angestellt wurde: Man bildet die Summe der statischen
Momente aller Flichendifferentiale d A und setzt diese gleich dem statischen Moment
der ,,im Schwerpunkt vereinigt'* gedachten Fliche. Es gelten also die Formeln
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(cartesisch):

z-Achse als Bezugsachse

y-Achse als Bezugsachse

1 Zs Y2
ys=zz!z‘ y;/;‘ydydac

1 &
xS=ZI;[Zly;[y’xdydx

(151a)

(151b)

z und y unter dem Integral sind die jeweiligen Abstinde der Flichendifferentiale von

der y- bzw.

der x-Achse.

Liegt die Kurve, welche die Fliche begrenzt, in Parameterdarstellung vor oder in
Polarkoordinaten, so muf (151) auf diese Darstellungen abgewandelt werden. Dies
soll an Beispielen gezeigt werden.

BEISPIELE

1. Man berechne die Lage des Schwerpunktes der Fliche, die von den Kurven mit den Gleichungen
y=2 und y = V= begrenzt wird (Bild 227).
Losung: Die Fliche wurde bereits zu 4 = 1/6 ermittelt (15.1.1., Beispiel 2.) Nun gilt

wei [ [rvsmepd]

zOyz

Va:

6.1 ((x_ _3(2 _=\|'_ L
=6 f(x xz)dx_3(2 3)‘0_2.

=_f fxdydx—Gfxy

z2=0 y=2

V= dz =

=6f( z —xz)dx_6(gle/x —ﬂ)l1 %.

x

o

Der Schwerpunkt hat die Koordinaten zg=2/5; yg=1/2.

2. Man berechne den Schwerpunkt der von der Kardioide (r = 1 - cos ¢) umschlossenen Fliche
(Bild 230).
Loésung: Die umschlossene Fliche wurde zu 4 =3/, berechnet. Fiir die Schwerpunktkoordi-

naten gilt:

T 1+4cosg

ZS—A

g=—7 r=0 @
_2 (1 4 cos@)cosgpd -3
=on 12 ¢ de 6

+m 14coseg

=;11- rsingrdrde =

g=~m r=0

14cos

=2 fsmq: wd(p=£ (1 4 cosp)isinpdp =0

3n ) 3 0 9r

[

—-——f frcoszprdrdtp

14cose

f—coszp
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Also:
5
=— =0.
Xy = 6 Ys

3. Wo hat die Flidche, die von der z-Achse und der Kurve mit

den Gleichungen x =1t¢;y = 1 — t2 begrenzt wird, ihren
Schwerpunkt?

Losung: Die Kurve ist im Bild 238 dargestellt. Fiir die  Blld 238
Berechnung eines beliebig in die Fliche gelegten Flachen-

differentiales d A stehen die Formeln dy dz bzw. rdrde zur Verfiigung. Wahlt man die erste
Formel, so sind die Abstdnde von den Achsen cartesisch mit # und y anzugeben. Daher rechnet
man die gegebene Funktion in cartesischer Schreibweise durch Elimination von ¢ um. Man

erhilt y = 1 — 22 Nun gilt:
1 1—2t 1 1—2t

1
fxdydx und yg= 4 fydy dx
z=—1 y=0 z=-1y=0

N

Tg =

. 4
mit 4=2[(1—2%dz ="
J 3

Die Berechnung der Integrale ergibt:

3 1-a 3
xszzfxyo dx=zf(x—x3)dx=0
x x
3 [y t—= 3 3
=2 (L de =2 [ (1 — 222 + 2t)dax = = .
vy [T ar =G [u—2mpamas =g
@ @

2
zg = 0; i'ls=g-

s—|v—
(> 3R~

_2
-

Man beachte besonders, daf3 die unter den Integralen fiir zs und yg stehenden Va-
riablen # und y Koordinaten eines beliebigen Flichendifferentiales sind, also nicht

die laufenden Koordinaten der Kurve darstellen!

Die Berechnung der Trdgheitsmomente von Flichen erfolgt mit den Formeln, welche
ohne weiteres aus der Definition des Tragheitsmomentes abgeleitet werden konnen.

Fiir die x-Achse als Bezugsachse gilt (cartesisch):

2z Ys
L=[ [ydyda

T=2 Y=W

Fiir die y-Achse gilt entsprechend:

X Ys
I,= [ [e*dyda

=21 Y=Y

(152a)

(152b)
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Fir Polarkoordinaten gehen die Formeln iiber in

o r(®)
I, = f f r¥sin? p drde (153a)
p=¢, r=0
o 7(0)
TI= f fr“ cos? pdrde (153 b)
p=@, r=0

Das polare Trigheitsmoment mit dem Ursprung als Pol heiBt:

Z. Ye
I=[ [@+y?)dyds (152¢)
=, Y=Y
¢s  1(®)
I,= f fradrdq; (153c)
@=q r=0

Liegt die Funktion in Parameterdarstellung vor, ist es wie im Beispiel 3 angebracht,
die Funktion in die cartesische Form bzw. in Polarkoordinaten umzuschreiben.

BEISPIELE

4. Es soll das polare Triagheitsmoment der Lemniskatenfliche in bezug auf den Ursprung als Pol
berechnet werden (Bild 189, S. 344).

Loésung: Die Gleichung der Lemniskate heiit in Polarkoordinaten

r = a Ycos 2¢.
Unter Beachtung der Symmetrieeigenschaften der Kurve gilt fiir das gesuchte Tragheits-
moment:
3
4 a}/cos 2¢ H
a}cos 2¢
I, = 4f r3drde = fr‘ de = a‘fcosa2¢pd<p =
=0 r=0 [ 0 [

T
4 —

a at 1.
=Eq;[(1 + cos4gp)de = -é—(tp + Zsm 4¢p)

4
0

a
[0 2}
=]

5. Man berechne das dquatoriale Trigheitsmoment der Fliche, die von der Kurve mit den Glei-
chungen

x = cos t; y = cos?t + sin ¢
umschlossen wird, in bezug auf die y-Achse (Bild 196, S. 353).

Losung: Arbeitet man mit dem cartesischen Flachendifferential dydz, so ist die Gleichung
der Kurve in cartesischen Koordinaten aufzustellen. Es ergibt sich

y = cos?t 4+ V1 — cos?t =a? + }’i——?



410 15. Mehrfache Integrale

Diese Gleichung stellt den oberhalb der Geraden y = 1 liegenden Kurventeil dar. Der Rest-
teil der Kurve hat die Gleichung

y = a® — ]/1_—1:2.

Somit gilt fiir I,

1 24+ Yi-2°
I,,=2f fxzdydx=2fx2(x2+l/l-——a:"*—x’-—{—l/m)dx:
z2=0 y=azr~Y1—2* z

—4[2V1 2 da.
z

Mit der Substitution z = sin¢g, dz = cos pdg erhilt man

™
F]
I, = 4fsin2<p Y1 — sin?p cos pdgp = 4fsin2<p coslpdp =
=0 L4
- 1 1 1. 2 _ ™
=q;fsm22<pd<p= Eq',[(l — cos 4p)dp = 'Y ((p —-Zsm 4<p> . =

6. Man berechne das polare Trigheitsmoment der Flidche eines gleichseitigen Dreiecks von der
Seite a, wenn ein Eckpunkt Pol ist.

Losung: In Bild 239 ist P der Pol und r der Abstand eines Flichendifferentiales vom Pol. Die
Strecke P R hat die Lange

h

=hV1+tan_=5=hl/1+;”T:=Vﬁs'é'¥?=. P

cos @

Fiir Polarkoordinaten gilt:

Y
ki 1
G cuse
I,=2 f r*drde.
@

=0 r=0 A £ ﬁ; 8
Nun soll an Stelle von ¢ dic Variable x cingefiihrt werden, da sonst LL—I
der Integrand cos!p im Nenner erhélt und schwer losbar wird. Es ist  pjq 239
z x h
tang = —, also ¢ = arctan—, d¢ =——dz
h h h? + 2x?

Das Integral geht unter Beachtung der obigen Umrechnung von 4/cos ¢ {iber in

x
= , also: =z =

e
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Die Integration ergibt:

b (B2 a2)? 3 A 2
1

Y-

Da k= %V§ ist, folgt

£
2_

0

2 2 2 119 _
-2 3(3a a_)=10a ]/3_5(14‘/3

4 Tz 96 48 12

wenn A, die Dreiecksfliche ist.

16.3.3. Sehwerpunkte und Momente von Volumina

In diesem Abschnitt sollen im wesentlichen die Schwerpunkt und Momentenbe-
rechnungen an den technisch wichtigen Drehkérpern gezeigt werden. Die angestellten
Uberlegungen lassen sich sinngemaf auf beliebige Kérper erweitern.

Soll z. B. die Lage des Schwerpunktes eines Drehkegels ermittelt werden, dessen Hohe
h und Grundkreisradius 7, gegeben sind, so wiahlt man die Grundebene als Bezugs-
ebene und bildet fiir alle Volumendifferentiale die statischen Momente in bezug auf
diese Ebene. Die Summe dieser Momente muf} gleich sein dem statischen Moment,
welches das ,,im Schwerpunkt vereinigt gedachte‘ Kegelvolumen in bezug auf die
gleiche Ebene besitzt. Es gilt also (Bild 240) bei Zylinder-
koordinaten mit d V = rdrdedz

fffzrdzdrdq) = % nrihzg,

orz

wobei zg die Koordinate des Schwerpunktes 8 ist, der aus
Symmetriegriinden auf der z-Achse liegen mufl. Zur Fest-
legung der Grenzen liest man aus Bild 240 fiar die obere
Grenze 2, ab:

1=l{_z°; %y = (l_i)'
7 h g
Also gilt:
2r 71 h(l_%)
f f fzr dzdrde = Bild 240
=0 r=0 2=

B R e

27ch2 2 2¢3 ot
= -—— | — = + T3
2 \2 3, 4ri/lo

rl—i'th2i .

12
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Somit ergibt sich die Gleichung
1

15 ©hi = § nrthag
I
ST

Der Schwerpunkt des Drehkegels liegt im Abstand A/4 von der Grundebene.
BEISPIELE

1. Man berechne die Lage des Schwerpunktes fiir das Volumen der Halbkugel.

Losung: Aus Griinden der Symmetrie liegt der Schwerpunkt auf dem mittleren Radius OG
(Bild 241). Wahlt man die Auflageebene der Halbkugel als Bezugsebene, so hat ein beliebiges
Volumendifferential rdzdrdg von dieser Ebene den Abstand 2, sein statisches Moment ist
also zrdzdrde. Nun gilt nach den oben angestellten Uberlegungen (Bild 241):

9 2n R YR —¥?

E”Razs— f f f 2rdzdrde =

=0 r=0

1 1 Rt R kA
— R — ) drdp = — LS i I o

[ i & (5= )ap -2

@ 7

Also ist

Bild 241 Bild 242

2. Die Kurve mit der Gleichung =2 4- cos2 (0 < 2z =< =) rotiere um die z-Achse. Wo liegt
auf der 2-Achse der Schwerpunkt des entstehenden Drehvolumens?

Losung: Als Bezugsebene wihle man die z,y-Ebene (Bild 242). Dann hat jedes Volumen-
differential rdrdzdg von dieser Ebene den Abstand z und das statische Moment rzdrdzde.
Ist zg die Schwerpunktkoordinate, so gilt:

V-zsszfzrdrdquo.

per
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Integriert man in der Reihenfolge r, z, ¢ und beachtet man,
daB 7, = 2 4 cos z die obere Grenze fiir r ist, so ergibt sich

2r 7w 24cosz

v=/[ [ frdrdquo-_-%nz

@=0 2=0 r=0
und
2n 1 2+4cosz 9
f ffzdrdzdtp—— — 8.
@=0 2=0 r=0 4
Also gilt:
9 9
— nlzg = — n* — 8w,
2" g
sg= =16 _ o1,
2 9r
Fir die Berechnung der T'righeitsmomente von Volumina K x Bild 243

ist gemdB der Definition des Tragheitsmomentes jedes

Volumendifferential mit dem Quadrat seines Abstandes

von der Bezugsachse bzw. vom Pol zu multiplizieren, und die erhaltenen Produkte
sind zu summieren.

BEISPIELE
3. Man berechne das Trigheitsmoment der Kugel in bezug auf einen Durchmesser.
Losung: Unter Verwendung des Bildes 241 erkennt man sofort das Integral
2n R VR
L=2f [ [ rsdzdrdsp=~5nR5 —Vk-Rz,
=0 r=0 2=0
wobei V, das Kugelvolumen ist.

4. Man berechne das polare Trigheitsmoment der Kugel mit dem Mittelpunkt als Pol.
Man verwende Kugelkoordinaten (vgl. Aufg. 682 und Bild 235).

Losung: Der Abstand des Volumendifferentiales d V = g?sin & dpdpd® vom Pol ist g.

Also gilt
T 27 R

4 3
I, =f f fg smz9d9d¢pd19—- 2n2 = nRS = = V.R?.
4=0 ¢=0 p=0 = d

5. Man berechne das polare Trigheitsmoment eines Drehkegels in bezug auf seine Spitze als Pol!
Loésung: DasVolumendifferential g,dg,depdz (Bild 243) hat von O den Abstand g, und es gilt

2n R H
Io=f f fezeldzdeldsv-

=0 ;=0 z=2,
Hierbei ist ¢ = g, 4+ 22 und nach dem Strahlensatz

L
R

% = 015
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also geht das Integral iiber in

2r R
=f f f (91+22)eld2d91d¢—fff (@ + 7°))dzde,dgp =
= R(’l P o2
=B (e t2mn = v - 2m,

wenn ¥V, das Kegelvolumen bedeutet.

6. Die Strecke 4B = s fiihrt mit konstanter Drehgeschwindigkeit bei stets horizontaler Lage
eine Volldrehung so um die z-Achse aus, daf} sich hierbei der Punkt 4 lings der z-Achse von
der Hohe &, auf die Hohe h, hebt. Man berechne das Trigheitsmoment des unter der Strecke
liegenden Volumens in bezug auf die z-Achse.

Losung: Ein beliebiges Volumendifferential rdzdrdg mit dem Abstand r von der z-Achse
licfert zum Trigheitsmoment den Beitrag r*dzdrde. Fiir die Integration ist die obere Grenze
von z zu bestimmen. Hat die Strecke den Drehwinkel ¢ erreicht, so gilt fiir die hierbei erreichte
Hubhohe 4 & die Proportion (Bild 244):

z"
@:2n = Ah:(hy, — k)
an =l
27
zA
/'—‘_’.._. _hh"‘x\
%
""_'_..f‘_h“-h..x\\l
S/ 4 Ity
8.{ > -._»4::_//
Ly 3&(
y
X
Bild 244 Bild 245

hy — h
Dic obere Grenze fiir z ist also: zg = hy + Ah = by + t
heitsmoment: 2r
2T 8 2z

4
= [rrdzdrde =5 (b + hy).
=0 r=0 z=0 4

@. Nun gilt fiir das Trig-

Bei der Berechnung dieses Integrals beachte man, da3 bei der Integration nach z die Verin-
derliche p ins Integral kommt, welche bei der Integration nach r (,,Scheibendifferential®‘)
konstant bleibt und erst bei der letzten Integration nach ¢ zu integrieren ist.

Abschlieflend soll der in 11.3.1. hergeleitete Satz von STEINER nochmals unter Ver-
wendung mehrfacher Integrale entwickelt werden. Im Bild 245 ist ein Drehkorper
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mit der z-Achse als Drehachse in Zweitafelprojektion dargestellt. S ist sein Schwer-
punkt; die Drehachse geht also durch den Schwerpunkt (,,Schwerpunktachse*).
Das Trighcitsmoment des Koérpers in bezug auf die z-Achse ist allgemein

L =1Is= [[[ravV.
¢z

Denkt man sich alle Volumendifferentiale d V in die x,y-Ebene projiziert, so bleiben
dic jeweiligen r-Werte unverdndert, das heillt aber, jedes d V behéilt beim Projek-
tionsvorgang unverdndert sein Triagheitsmoment dls = r2d V. Daher kann im
folgenden eine Betrachtung fiir die in die x, y-Ebene projizierten Volumendifferen-
tiale durchgefiihrt werden, die unverandert auch fiir ihre eigentliche Raumlage gilt:
Die z-Achse werde parallel zu sich um @, nach der neuen Lage (a) geschoben. In bezug
auf diese Achse gilt:

dl, = r3dV.

Nunist 1% = (g — @)® 4 12 — a® = al — 2q,2 + »% Also folgt:
dl, = a3dV — 2apd V + r2d V.

Die Integration iiber das gesamte Volumen ergibt

I = a3V — 2a,[[[2d V + [[[reaV.

Fiir das mittlere Integral gilt andererseits nach den Eigenschaften des Schwerpunktes

Vs = [[[xdV.

Da xs = 0 ist, verschwindet also das Integral.
Es bleibt

1, =fffr2dv + Va?

oder

I, = Is + Vaj (154)

Gleichung (154) stellt den Satz von Steiner dar, der in 11.3.1. [vgl. (119)] fir Fla-
chentriagheitsmomente hergeleitet wurde.

AUFGABEN

683. Man berechne das polare Trigheitsmoment des Kreisumfanges, wenn der Mittelpunkt bzw.
ein Punkt des Umfanges der Pol ist.

684. Man berechne das polare Trigheitsmoment der logarithmischen Spirale r = e?, wenn der
Ursprung Pol ist (0 < ¢ < 2m).

685. Man berechne die Lage des Schwerpunktes des Halbkreisbogens in Parameter- bzw. in Polar-
koordinatendarstellung.

686. Wo liegt der Schwerpunkt der geschlossenen Kurve mit der Gleichung r = 2 — 2 cos ¢?
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687.

688.
689.

690.

691.

692.

693.

694,

695.

Wo liegt der Schwerpunkt der Kreisevolvente mit den Gleichungen

z = R(cost + tsint)

y = R(sint — t cost) o=st=mn)?
Man berechne das Trigheitsmoment der Kardioidenfliche in bezug auf den Ursprung.
Man berechne mittels Doppelintegrals die Fliche der Halbellipse (x = 0) und deren Schwer-
punktlage.
Man berechne das Trigheitsmoment einer rechtwinkligen Dreiecksfliche in bezug auf die
eine Kathete. (Gegeben sind beide Katheten @ und b.)
Man berechne mittels Doppelintegrals das polare Trigheitsmoment der Kreisfliche, wenn a)
der Mittelpunkt, b) ein Peripheriepunkt der Pol ist.
Fiir die gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecksfliche mit der Hypotenuse ¢ berechne man
das polare Trigheitsmoment in bezug auf den Scheitel des rechten Winkels als Pol. (Man
wihle die Katheten als Achsen eines cartesischen Koordinatensystems.)
Man entwickle eine Formel fiir das Tragheitsmoment des Drehzylinders, wenn die Drehachse
bzw. eine Mantellinie Bezugsachse ist. (Gegeben sind R und 4 .)
Man berechne das Triagheitsmoment des Volumens, das durch Drehung der Sinuskurve um
die z-Achse zwischen 0 und = entsteht, in bezug auf die Drehachse.
Man berechne das Tragheitsmoment des Volumens, das durch Drehung der Seilkurve
y = cosh z zwischen z = —a und z = 4 a entsteht, in bezug auf die 2-Achse als Dreh-
achse (,,Seilscheibe‘).

696. Man entwickle eine Formel fiir das polare Trigheitsmoment des Paraboloides, das durch
Drehung der Normalparabel y = 22 um die y-Achse entsteht. (Scheitel ist der Pol; Hohe =h.)

697. Wo liegt der Schwerpunkt des Normalparaboloides von der Hohe A?

16. Linienintegrale

16.1. Vektorielle Darstellung von Kurven und Feldern

Liegt in der x, y-Ebene eine Kurve in der Parameterdarstellung

vor,

x=za(); y=y

so konnen die Werte 2 (¢) und y(t) als die Koordinaten eines Vektors g auf-

gefalit werden: der durch cinen Pfeil symbolisch dargestellte Vektor hat seinen
Ausgangspunkt im Ursprung (Bild 246). Bei verander-

lichem Paramcter ¢ ,tastet’* der Vektor mit seiner vA
Spitze die Kurve ab. Dieser an den festen Ursprung
gebundene Vektor wird Ortsvektor genannt. Da er die
Kurve abtastet, kann er auch Kurvenvektor genannt
werden. : |
Mit den Einsvektoren i und j gilt fir x:

ebene Kurve 5

r=a)i+y0] (155)

Bild 246
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Die Kurve kann also durch den Vektor r = g(t) dargestellt werden. Fiir den Kreis
mit dem Ursprung als Mittelpunkt z. B. gilt, da die Parameterdarstellung = r cos ¢,
y=r sint ist,

t(t) =rcosti+ rsintj.

Ohne weiteres konnen diese Uberlegungen auf Raumkurven iibertragen werden, wenn
man noch die z-Achse mit dem Einsvektor f dazunimmt. Dann gilt:

Raumkurve

) =a@i+yOit+z0r (156)
Zum Beispicl ist die durch den Vektor
r=rcostt+ rsint] 4 —tf
2=

gegebene Kurve eine Schraubenlinie von der Ganghdhe h. Denn wandert ¢ von 0 bis 2,
so hat sich g, in der z-Achsenrichtung beginnend, um 360° gedreht; aullerdem aber
hat sich seine Spitze von 0 bis kb gleichmiBig gehoben, wie dic z-Koordinate zeigt.
Die Spirale liegt auf dem Mantel des Zylinders, dessen Grundkreis die Gleichung

22 + y2 = r2(cos2t + sin%l) = 1?2

hat. Man beachte, dal} sich der Betrag von g, also ||, natiirlich fiir den an den Null-
punkt gebundenen Vektor ¢ vergroBlert, wenn sich ¢ vergroflert; fiir ihn gilt

BEISPIEL

Man untersuche den geometrischen Verlauf der Kurve, welche durch den Ortsvektor

¢ =sinti-f sintj -+ tt 0=t=nr) z+
dargestellt wird. T
Losung: Esist # = sin¢ und y = sin?¢; also gilt y = a2, 3
d. h., die Projektion der Raumkurve ergibt einen Bogen der
Normalparabel in der z,y-Ebene. Weiterhin gilt: 2
=0 —» 2=0; y=0; 2=0 '}_z
Die Kurve beginnt im Ursprung. 11
t=§—> x == ,y:l;:~:54~1,57 T L1 -
) ) 0 t=0 1 2'x
t=n > z2=0; y=0; z =7~ 3,14 Bild 247

Die Kurve kehrt zur z-Achse in der Hohe © zuriick, wobei die Parabel in der z, y-Ebene wie-
der riickwirts durchlaufen wird. Im Bild 247 ist die Kurve in einer Raumskizze dargestellt.

27 Analysis
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Auch zur Darstellung von Feldern (Kraftfelder, Geschwindigkeitsfelder, Stromungs-
felder usw.) kann man sich der Vektoren bedienen. In diesem Falle ist, wenn man wie-
der zunichst ein ebenes Feld betrachtet, jedem Punkte P (x; y) ein Vektor zugeordnet,
der die in diesem Punkte vorliegende Feldgrofle (z. B. die Kraft) symbolisch dar-
stellt. Dieser von Ort zu Ort veranderliche Feldvektor werde mit § bezeichnet, seine
Komponenten sind §; und ¥, (Bild 248). Diese miissen also jeweils von den Koordi-
naten x und y abhéngig sein. Also gilt:

F =) + Folei y)
stationiires, ebenes Feld

¥ = Fy(z:9)i + Falz:y)] (157)

oder

Das durch ¢ dargestellte Feld heilit stationar, weil % nicht zusétzlich noch von der
Zcit abhangt. Die FeldgroBe ist also in jedem Punkte des Feldes konstant, sie ist
aber von Punkt zu Punkt verdnderlich.

Auf den Raum iubertragen ergibt sich analog

stationiires, rdumliches Feld

G =Fx:y;2)i+ Folw;9;2) ] + Falz;y;2) ¢ (158)
YA y
F, e +g4 -
y 4 TN |Y 4
0| X x al «x x
Bild 248 Bild 249

Beispiel fiir ein ebenes Kraftfeld: Im Ursprung befinde sich die elektrische Ladung
(+@). Das um diese Ladung erregte Kraftfeld wird nun durch den Vektor § dar-
gestellt, der die auf die positive Ladungseinheit (+-e) wirkende Kraft reprisentiert
(Bild 249).

Es ist T = Fii+ Faj.

Nach dem CouLomBschen Gesetz hat § den Betrag

Qe
F = gt
Aus Bild 249 liest man ab:
Fy=Fcosp = o= Qe
(172+ yZ)..

. )€ 1,
Fz =F sme = —72— ? — QC S ..A.g____g(
(xz _{_ yz)z
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Das Feld kann also wie folgt dargestellt werden:
x . . xi + yj
%:Qe—gt—f—Qe—y—31:Qe7yl3.
(@® 4 9)® (@® + y*)* (@® + 9%)*
Jedem Wertepaar «;y ist also ein Feldvektor & zugeordnet.

16.2. Difterentiation und Integration von Vektoren

Gegeben sei der zeitabhéngige Ortsvektor g (¢), der eine Raumkurve darstellt. Bildet
man die Differenz zweier benachbarter Vektoren g(t + 4¢f) — ¢(f), so stellt dieser
Differenzenvektor den im Bild 250 eingezeichneten Seknenvektor dar. Man bildet nun
den Vektor
r(t + 4t —z(t)
At ’

der mit dem Sehnenvektor die gleiche Richtung hat.
Fiir eine differenzierbare Kurve geht der Sehnenvektor
beim Grenziibergang (4¢ — 0) in einen Tangenten-
vektor als Grenzlage iiber. Man kann also schreiben:

i+ At —g@®) _._d_g
At =vh=i=75

lim
At—>0

Liegt der Vektor in Komponentendarstellung vor, gilt:
t¢+ 40 —x() _ @+ 4 —=x@t),  ylt+4) —y(@),

At = At i+ At 1+
z2(t + At) — 2(t)
—|—~————~—At f.

Der Grenziibergang ergibt, da bei i, j und f die Differenzenquotienten der Funktionen
z, ¥y und 2 stehen, den

Tangentenvektor an eine Raumkurve

i = @i+ gi + 3¢ (159)

Fiir eine ebene Kurve gilt entsprechend

Tangentenvektor an eine ebene Kurve

i =i+ §i (159a)

Fir die im Bild 247 dargestellte Kurve mit dem Ortsvektor
r =sinti 4 sin2¢j 4 ¢ ¢

27*
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ergibt sich fir den Tangentenvektor
L =costi+ 2sintcostj -+ f.

Speziell gilt: 1(0) =1+ f, die Kurve startet also vom Ursprung aus in der x,z-
Ebene unter 45° Anstieg gegen die x-Achse;

L (%) =i, die Kurve verlduft vertikal
i(m) = —i-+f§, die Kurve gelangt unter 45° Ansticg zur z-Achse.

Fiir eine ebene Kurve wurde bereits fiir das Bogenlingendifferential die Formel ent-
wickelt:

ds = Ja* - §2 dt.
Die Wurzel stellt den Betrag des Tangentenvektors dar:
IE] = V&t + 2.
Also gilt fiir das Bogenldngendifferential einer Kurve
ds = |¢|dt = |dg].
Die Formel gilt natiirlich auch fiir Raumkurven mit
# = FFFTE.

Dic Bogenlinge selbst liefert die Formel

%

(160)

Die Bogenlinge einer Windung der Schraubenlinie

/
r=rcosti-+rsintj+ O—L—tf
T

ist mit

. S =
: Vo ; h?
Iz = 1}!’ r? sin?t + 2 cos?t 4 —;

4

2w
/ 12 B e
$ ;]l/.rz - i di = 2n l/,.z e ia= I/[gm.)z 4 hE,
0
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16.3. Das Linicnintegral z)
Man betrachte ein Kraftfeld, das durch den Feldvektor
sy 2) = Fii+ Fai + Fyt

gegeben ist. In diesem Feld bewege sich unter dem Einflufl
der Feldkraft cin Massenpunkt lings der Raumkurve mit
dem @rtsvektor

5 :
T =x)i+y)i4=0)¢t. Bild 251

Um die von der Feldkraft am Massenpunkt verrichtete Arbeit zu berechnen, greift
man auf der Kurve den beliebigen Punkt P(x; y; z) heraus. Die Feldkraft ist dort &.
Das zu dicsem Punkt gchoérige Arbeitsdifferential erhdlt man, indem man die in
Kurvenrichtung liegende Tangentialkomponente von § mit dem Wegdifferential d s
multipliziert. Man bildet also, da ds = |dg]| ist (Bild 251):

dW == 1% |dy] cose,
das ist das skalare Produkt der Vektoren § und dy. Also gilt
dW = Fdg.
Die Arbeit zwischen zwei Punkten P; und P, lings der Kurve ist dann

Arbeitsintegral Lings einer Raumkurve

P,

W= [Edg (161)
Py

Zur Bercchnung des Integrales beachte man, dafl §§ von den drei Raumkoordinaten
z, ¥, z abhdngt. Da aber das Integral lidngs der Kurve gebildet werden soll, ist zu setzen

== a(t); y =1y (t); z=2z(t).
Somit ergibt sich, ausfithrlich geschricben, der folgende Rechengang:
P, [ t,
W= [Fdg = [Frdt = [|Py(e0); y(©); 20) i + Fale®); y(0); 2(0) i +
P,y [ t
+ Fy(e); y0:20) Y- [#0) 1 + g0 i+ 20 ] dt =

I
ZI[F155+F2?.1+F35] dt.
t ‘

Das Integral enthilt also letzten Endes nur ¢ als Veranderliche. Es hei3t Linicninte-
gral.
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BEISPIELE
1. Man berechne die Arbeit des Kraftfeldes

$ = (= + 9)i + zi + 22t
lings der Kurve

T =sinti+ sin?¢j + 2% 0=t=mn/2).
Losung: Es ist

I=-costi+ 2sintcostj+ 2¢¢F.
Léngs der Kurve gilt:

z =sint; y =sin%t; 2z =12,
Somit heiBt das Linienintegral

W = | [(sint + sin?¢)i -+ sintj+ ¢2sint ] - [costi+ 2sintcostj+ 2tt]dt =

sintcost + sin2¢cost 4 2sin®¢cost + 2¢3sint) dt =

o o
SE] vl —oofa

f(sintcost+ 3sin?t cost + 2t3sint) dt =
0

1 3 3
S | 2 o2 = 2 (n2 — 0.
2—{- +(2ﬂ: 12) 2(71: >

Das positive Ergebnis bedeutet, daB man beim Ablaufen der Kurve mit wachsendem Para-
meter zum Teil oder immer mit dem Kraftfeld schreitet.

2. Ein Korper der Masse m werde lings einer Windung der Schraubenlinie
N h
r=costi+sintj4+ — ¢t
2r

um % im Kraftfeld der Erde gehoben. Welche Arbeit ist aufzuwenden, wenn die z-Achse
vom Erdmittelpunkt weg zeigt?

Loésung: Fir das Kraftfeld gilt im gesamten Bereich der Spirale:
& = —mgt.
Also gilt fiir die Arbeit:

2n 2n

2n
W= |gdr=—mg|? —sinti+costi+—h—f dt = —mg hfdt=—mgh.
2x 2n
0 0 0

Die hier berechnete Arbeit verrichtet das Kraftfeld. Man selbst muBB aber, wenn man die Masse
gegen die Kraft des Feldes bewegt, die gleich groBe positive Arbeit aufbringen, die der Masse



16.3. Das Linienintegral 423

als potentielle Energie gegeben wird. Liefert das Gravitationsfeld positive Arbeit (der Korper
fillt langs der Spirale), so nimmt der Korper diese Arbeit als kinetische Energie auf. Man be-
achte also, daB das Arbeitsintegral stets die vom Kraftfeld verrichtete Arbeit angibt (und
nicht die, welche an einer im Kraftfeld bewegten Masse verrichtet wird).

. Um den Ursprun\g existiere ein Kraftfeld, bei dem alle Feldvektoren nach dem Ursprung hin
gerichtet sind. Thr Betrag ist proportional dem Abstand vom Ursprung (Proportionalitdts-
faktor = c). Welche Arbeit ist aufzubringen, wenn die Masse lings der Schraubenlinie
t=acosti+tasintf-+ b tt
2w
um eine Ganghohe bewegt wird?

Loésung: Fiir einen beliebigen Punkt P des Raumes mit den Koordinaten z, y, z ist der nach
P zeigende Ortsvektor mit der Spitze P

T =xi+ yi + =t.

Liegt P auf der Spirale, so ist t = . Die in diesem Punkte wirkende Feldkraft ist dann nach
Forderung der Aufgabe & = —cy. Also gilt

2n
W=f§?-dg=
0
2n

=f[—accosti—acsinti— ?tt].[—asinti—f—acosti—{- Eh—f] dt =
w

™
2w
. . h? h? 1
=+4c- a?costsint —a?sintcost — —¢t)dt=c|— ) = — — ch®.
4 2 2
Nach obigen Uberlegungen ist dann die aufzubringende Arbeit 1/, ch2.
. Man berechne in dem Felde vA

& = xy*t + 2%y
P 1
das Linienintegral f & dyx zwischen dem Ursprung und dem Punkte
P(1; 1) lings 0
a) der geradlinigen Verbindung y = -
b) der Normalparabel y — z2 0
c¢) und lings der z- und y-Richtung (Bild 252). dilil| 252

T.6sung:

a) y = z kann in Parameterdarstellung geschrieben werden: # =¢; y =t. Dann ist der
Ortsvektor der Geraden durch O und P:

r=ti+¢tf mit =1+4i.
Also heiflt das Integral fiir die Arbeit mit * =t und y = ¢:

1 1
W=f(t3i+tsi)(i+i)dt=f(t3—}—t"‘)dt:%,
0 0 =
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b) Eine Parameterdarstellung fiir y = 22 ist: z =t; y = 2
Der Ortsvektor der Parabel ist also
=1+ mit §=1i-4 2¢j.

Es folgt:
1 1

W=f(t5i+l"i)(i+2ti)dt=f(t5+2l5)dt=

2

¢) Der Integrationsweg setzt sich aus 0 A und A P zusammen. Fiir O A gilt: y == 0. Man kann
also schretben: x = 1; y = 0. Somit ist ¥, = ¢i, und es gilt:

1
Woa = [(O)idt=o0.
1]

Fiir 4 P ist z = 1; dic Parameterdarstellung fiir AP ist demnach z = 1; y = t. Somit folgt:
B =i
1

1
WAP:-[(tei-i—ti) (j)dt=ftdt: ,;_
J 0

Also ist W= IVOA ‘I- IVAP =

Il vo =

In dicsem Felde ergeben dic 3 verschiedenen Wege den gleichen Wert des Linienintegrales
P

fﬁdp

0

16.1. Das Linienintegral im Potentialfeld

Das letztc Beispiel gibt Anlafl zu der Frage: Unter welchen Bedingungen ist das
Linienintegral vom Wege unabhéngig? In den folgenden Untersuchungen, welche ohne
weiteres auf Raumfelder erweitert werden konnten, sollen nur ebene Felder zugrunde
gelegt werden.
1st das Feld mit dem Feldvektor

~ nl i : i H

i = }‘l{'rsy) 14 1f12(‘t'sy)l
gegeben und in ihm die Kurve mit dem @rtsvektor

r=x0i+y0]j,

t:

so kann man das Linicnintegral J &dz in skalare Schreibweise wic folgt um-
rechnen: Es ist b

dg = (xi + yj) dt =
=dzi + dyj.
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Also folgt fiir das Integral
ty (Z3;¥2) (z2; y2)
[§dr = [ (Fii + Fo) ei + dyj) = [ (Fide + Fody).
4

(Z1391) (@15 91)

Dieses Integral hat also den Integranden
Fy(z;y)de + Fa(z;y) dy,

der dann ein vollstindiges Differential einer Funktion W (x;y) ist, wenn die Schwarz-
sche Bedingung erfilllt ist:

oF, _ oF,
. dy oz’
Dann ist
ow ow
szFl-dx—I—Fg-dy:%.dx_}_W.dy
und

(@2 Ys)
de = W(xy, Yg) — Wy, 1) = Wo — Wy

(21;91)

Fir den Wert des Integrales entscheiden also nur Anfangs- und Endwert; d. h., das
Integral ist vom Wege unabhéangig.

Fiir das Beispiel 4 des letzten Abschnittes ist in der Tat die Scawarzsche Bedingung
erfiillt:

F, = xy? F, = a2ty
oF, oF,
T = 2zy r = 2xy.

Es gilt also der

Satz

Erfiillen die Funktionen der Komponenten des Feldvektors eines ebenen Feldes
die ScuwaRrzsche Bedingung, so ist in diesem Felde das Linienintegral vom Wege
unabhéangig.

Ein solches Feld hei3t Potentialfeld, und W ist die Potentialfunktion.

BEISPIELE

1. Fiir das elektrische Kraftfeld um die felderregende Ladung (+ @) im Ursprung wurde bereits
(vgl. 16.1.) der Feldvektor berechnet:

%=QeCﬂF~§i+ ywsg.
@+ (@42
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Bei fiir die Rechnung erlaubtem Verzicht auf die multiplikative Konstante Qe heien die

Terme fiir die Koordinaten:

F=—% - Fpm Y .
@+ 9T @+ 92
Es ist
1
oF, _ —3zy- @+ )% _  —3ay
5y @ +er 5
(*+ 972
1
8F, _ —3zy- (@442 _  —3zy
6z (@ + 9P 5
@+ 972

Also ist die Scaw arzsche Regel erfiillt.
(213 92)

Soll das Linienintegral f & dr vom Punkte A(z;y,) bis zum Punkte B(z,;y,) be-

(214

)
rechnet werden, spielt der Integrationsweg keine Rolle, da ein Potentialfeld vorliegt. Man

bestimmt die zu dem totalen Differential

S - y
dW = T dz + ey dy
@+ @+ y)?
gehorige Potentialfunktion W (z; y):
ow
dwW = a—W—dz + —dy,
ox oy
also ow .
oz el
@+ 92
z 1 dt
W = ——‘—de+‘l’(y)=‘é— E*I‘P(;'Ilr-
@+ y%)* t2
1 1
== —+9@¥)=——=—= t+ o).
10 Vet +

Nach (I) und (II) gilt weiter, wenn man ‘;LV bildet:
y

oW ___ 2 L de_ ¥y _
oy 3 ' dy .
2(2 + 42 (=2 + y)2
dp
S _0, @=0 (= const).
dy @ (= const.)
Somit heifit die Potentialfunktion

1

W=—"::'.:.
V2 + ¢

(9

(ID)

t=x’+y2
dt = 2zxdz
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Das Integral hat nun den Wert Wi(x,; y,) — Wi(z;; #,), also

{£a; ts)
Bl e b L
YA+t Vit o T

(@13 ¥1)

wobei r; und r, die Abstinde der Punkte 4 und B vom Ursprung sind.
Der Wert des Integrals hingt nur vom radialen Abstand der Wegendpunkte von der feld-
erregenden Ladung ab:

B
frooy—2)
Ty To
A —

Er stellt physikalisch den Potentialunterschied zwischen den Punkten 4 und B dar.

. Fihrt man einer abgeschlossenen Gasmenge mit den ZustandsgréBen p,, V,, T, eine Wirme-
menge @ zu, so geht sie in den Zustand p,, V,, T, iiber. Die Warmemenge dient zur Steigerung
der inneren Energie des Gases und zur Aufbringung der Expansionsarbeit. In Differential-
form gilt:

dQ=dU+pdV—mcudT—f—m—§RdV

Hieraus folgt durch Integration die gesamte Warmezufuhr @, die das Gas vom Zustand I in
den Zustand II fiihrt. Ist diese Uberfiihrung vom Weg abhingig? Wenn nicht, dann muf3 dQ
ein totales Differential mit den Variablen 77 und V sein und die Bedingung von Scawarz
erfiillen.

dQ = (me,) AT + (mIIjT) av.

[

1 _’—/
F,
Es ist oF, _ = oF, _ lnii 4+ 0.
E12 oT

Die ScEwarzsche Bedingung ist nicht erfiillt; es wird also je nach gewdhltem Weg von I
nach II (z. B. erst isobar, dann isochor, oder erst isotherm bis ¥, und dann isochor bis 7', usw.)
eine verschiedene Wirmemenge benétigt.

Dividiert man das obige Differential fiir dQ durch 7', so ergibt sich:

dQ mce,
— d7 4+ —— dV
T T +
Ny’ \—v—’
Fy F,
Jetzt gilt
oFy; 0F, _ 0
ov. —oT

also liegt ein totales Differential vor, und es gibt eine Funktion S(V; T'), die dieses Differential
hat. Nunmehr ist

f de Spr— 8
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unabhingig vom Wege. Die Funktion S beschreibt also den jeweiligen Zustand des Gases
selbst, da der Weg, auf dem das Gas in diesen Zustand gelangte, auf den Wert von § keinen
EinfluB hat. S heit Entropie und ist eine Zustandsgrdfe.

AUFGABEN
698. Man berechne fiir das Kraftfeld

§ =i+ g2+ 2t
die Feldarbeit lings der Kurve
£ = V3 sinti + cos tt
von 4 (¥3; 0;0) bis B(0; 0; —1).
699. Man deute den Verlauf der Raumkurve
r=sin®t i+ % (1 + cos 2¢)j + (tz—i;r t)f
und berechne fiir sie das Linienintegral im Felde
& =i+ 2yj+ 2t
im Intervall 0 <t < %

700. Man berechne fiir das Kraftfeld

i oq
=11 0 0
r Yy =z

die Arbeit lings der Kurve
g=]/§costi—|—cos2ti+g£f (0555—;—)
T

und deute den Verlauf der Kurve.

701. Man zeige, daB das Feld
[Pt p) v+ [ 4 ) g
Va2 + y? Va? + 2

ein Potentialfeld ist und berechne die Arbeit von P;(0;0) nach P,(3;4) einmal unter Ver-
wendung der Potentialfunktion, dann aber lings der Geraden P, P,.

702. Man zeige fiir das Integral
I

I
Q =f(mc,,dT i 'Ei:,f dV),
I

daB es wegabhingig ist, indem man vom Zustand I in den Zustand II folgende Wege wihlt:

a) isotherm, isochor,
b) isochor, isotherm.

(Man mache sich die Wege im p,V-Diagramm Kklar.)



Unendliche Reihen

17. Grundbegriffe

17.1. Definition der unendlichen Reihe

Bisweilen kommt es vor, dal} die Glieder einer unendlichen Folge addiert werden
sollen. Wenn z. B. die unendliche Folge

1 1 1

{uk}=17 E) g: Z’

gegeben ist, so ergibt sich bei Addition der einzelnen Glieder der Term
1 -1 1
1+§+ ?)——l- 4*—|-"'-

Zunichst zeigt sich aber hier eine Schwierigkeit. Denn eine Summe ist fiir diese un-
endlich vielen Summanden nicht definiert. Es liegt auch vorerst keine Berechtigung
vor, die Grundgesetze der Addition, also z. B. Kommutativgesetz, Assoziativgesetz,
ohne weiteres anzuwenden.

Verallgemeinert hat der genannte Term das Aussehen

Uy + Uy - Uz + Uy -

Es ist aber nun moglich, diesen Term zu definieren. Zu diesem Zwecke soll die Addi-
tion in der Weise geschehen, daBl von u, ausgegangen wird, dazu u, addiert, zu diesem
Ergebnis u; addiert,"dazu wieder u, addiert und in diesem Sinne weiter. Die so er-
haltenen Werte sollen mit s;, sy, 83, Sy, -.. bezeichnet werden und erhalten die Namen
Teilsummen oder Partialsummen des vorliegenden Terms. Also

$1 = Uy,

Sp = Uy + Uy,

83 = Uy + Uy + ug,

Sq = Uy + Uy + ug + uy, usw.

Diese Partialsummen bilden fiir sich eine Folge {s;}, {si} = 8y, S, 3, 84, ... . Sie ist
eine Partialsummenfolge der urspriinglichen Folge {u;}. Der angegebene Term

oo
U, + ug + ug + u4 + -+, kurz geschrieben Y u;, wird eine unendliche Reihe ge-
k=1
nannt. Er ist nichts anderes als eine andere Darstellung fiir die Partialsummenfolge.
Fiir eine vorliegende Reihe ist es oft nicht einfach, die formelméafige Berechnungs-

vorschrift fiir alle Glieder aus dem Anfang dieser Reihe zu ermitteln.
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BEISPIELE
. - | 1 1 1 . ,
1. Die Reihe 3} 7 =1+ 5 -+ ? -+ Z -+ ist nur eine andere Darstellung der Folge
k=1
1 1 1 1 1 1
=151 —; 1+ = =111 — o= =4
{si} + ) P) + 3 + P + 3 ol 1
03 . u 25
- > 2 » G » 12 3 -3
2. Gegeben ist die Reihe
1 1 1 1 1
R = — il it - =
2 o 6 +12+20+30+

oo
Durch Probieren ergibt sich die Berechnungsvorschrift fiir alle Glieder 3} - .
k=1k - (k + 1)
1

Die Reihe k§1 r(k1+ T iy + % + 11—2 + % + 3i0 -+ ... ist also nur eine andere Dar-

stellung der Folge
oo L 2.3 4.5
k 2 k] 3 s 4 » 5 ¥ 6 E g
o0
3. R(x)=1—2a+ a2 —a34+ — ... =3 (—2) ist eine geometrische Reihe. Das Bildungsgesetz
k=0

fiir die einzelnen Glieder sagt aus, dafl ein Glied aus dem vorangegangenen entsteht, indem
dieses mit — x multipliziert wurde. Hier liegt ein grundsitzlicher Unterschied gegeniiber den
ersten beiden Beispielen vor, denn dort sind alle Glieder Konstante, wihrend hier die Glieder
von R(x) Terme mit einer Variablen sind. Dieser Fall soll spiter eingehend behandelt
werden.

17.2. Konvergenz, Divergenz

Bei Betrachtung der drei vorhergegangenen Beispiele taucht nun die Frage auf, ob
diese Reihen, oder auch andere solcher Art, obwohl sie unendlich viele Summanden
besitzen, einen endlichen Summenwert haben.

Nur besonders einfache Fille gestatten es, hieriiber sofort Klarheit zu bekommen.

BEISPIEL

1. R =03+ 0,03 + 0,003 + 0,0003 + ---.
Dies ist eine geometrische Reihe, sie hat den Quotienten ¢ = 0,1. Nach Formel (31) ist die
Summe s = J,S = 1 A
1—-0,1 3

In den weitaus meisten Fillen ist die Ermittlung des Summenwertes nicht so einfach
wie hier.

Um den Begriff Konvergenz zu kliren, sollen von u, 4+ uy + wg + -+ + % + -~
nochmals die Partialsummen hingeschrieben werden, also

8 = Uy, Sp = Uy + Uy, S3= Uy + Uy | Ug, ...

Somit ist s, == u; + #y 4 u3 + -+ + u, dic n-te Teilsumme der unendlichen
Reihe. Sie hat » Glieder.
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Definition

Wenn mit wachsendem n die Teilsumme s, einem bestimmten Grenzwert s zu-
strebt, nennt man die Reihe konvergent, also lim s, = lim (u; + w3 + --- +

00 f—>00 7n-—>00
—|- Uy + -..) = Zlu” = 8,
n=

Dabei bezeichnet s den Summenwert der endlichen Reihe. Ist diese Bedingung nicht
erfiillt, so wird die Reihe als divergent bezeichnet. Sie heil3t bestimmt divergent, wenn

lim (u;, + g + --- + #,) = + 00 ist.

n—ro0

Ist die Reihe weder konvergent noch bestimmt divergent, so heil3t sie unbestimmi
divergent oder oszillierend divergent.

BEISPIELE

2. R=1+ é + Ti— + -é—- + ««.. Diese geometrische Reihe ist konvergent. Ihr Summenwert
ist R = 2.

3. R=1+4+2+ 3+ .... Diesc Reihe ist bestimmt divergent. Alle arithmetischen Reihen sind
bestimmt divergent.

=
4, R=sin%+sin32’5+sin"_," AETESS 8 B IR e

-

Diese Reihe ist unbestimmt divergent oder oszillierend divergent.

18. Konvergenzkriterien

Notwendige und hinreichende Bedinzung

Es ist verstidndlich, daBl nur konvergente Reihen von Interesse sind. Also ist es nun
die Aufgabe, Sitze oder sogenannte Konvergenzkritericn zu finden, die es entweder
stets oder unter gewissen Voraussetzungen gestatten festzustellen, ob eine vor-
gelegte Reihe konvergent ist oder nicht. Zwar gibt es allgemeine Konvergenzkriterien,
dic notwendig und hinreichend sind. Da aber diese Kriterien keine praktische Be-
deutung haben, soll zunichst die notwendige Bedingung angegcben werden. Diese ist

lim u;, = 0 (162)

k-—»co

Dic Glieder miissen also eine Nullfolge bilden. Ausdriicklich soll gesagt werden, dafl
dic Forderung (162) zwar notwendig, aber nicht hinreichend ist. Das heifit, wenn sie
cefiillt ist, braucht trotzdem die Reihe nicht konvergent zu sein. Dieser Sachverhalt
sall an eincr einfach aufgebauten Reihe, der harmonischen Reihe, verdeutlicht werden.
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BEISPIEL
1. R=1+ % + % + .... Die genannte notwendige Bedingung ist erfiillt, aber trotzdem ist

die Reihe bestimmt divergent. Es ist némlich moglich, aufeinanderfolgende Glieder der Reihe
8o zusammenzufassen, dafl deren Summe jeweils grofer als 1/2 ist:
1 1 1 1 1 1 1 :
R=1 1= il = = 4 = — e
+2 +(3+4)+(5+6_‘ 7+8)+( )+ -
Da hierbei unendlich oft ein Wert > 1/2 erhalten wird, so geht der Summenwert iiber alle
Grenzen, das heifit, die Reihe ist bestimmt divergent.

s

Alternierende Reihen , . I

: 1z
Darunter werden solche Reihen verstanden, die ab- —
wechselnd positive und negative Glieder haben, wie z. B. *E .
die Reihe B ...:1_'?__ _

11 1 ’ :
1——7+§——Z+—---. | Bild 253

Fiir diese gilt der Satz von LEIBNIZ:

Wenn die absoluten Betrige der Glieder einer alternierenden Reihe einsinnig
l (monoton) gegen Null abnehmen, so ist die Reihe konvergent.

Hier ist die Bedingung (162) notwendig und hinreichend.

Dieser Satz wird deutlich durch Bild 253, welches die Ineinanderschachtelung der ein-
zelnen Glieder zeigt. Dabei kommt es bei unendlich vielen Gliedern im Innern zu
einem Haufungspunkt S, der also als Zahlenwert der Summe angesehen werden muf.
Beim eingangs genannten Beispiel ist zu beachten, dafl durch die vorgenommene
Anderung der Vorzeichen in der harmonischen Reihe eine konvergente Reihe ent-
steht.

Wenn eine konvergente alternierende Reihe auch dann noch konvergiert, wenn vor-
tibergehend alle Glieder absolut genommen werden, so wird diese alternierende Reihe
absolut konvergent oder unbedingt konvergent genannt.

Konvergiert aber eine konvergente alternierende Reihe nicht, wenn alle Glieder po-

sitiv genommen werden, so wird sie bedingt konvergent genannt. Die Reihe 1 — 9 +
1 1 . . . .
+ 7 + ... ist somit bedingt konvergent, denn werden die absoluten Betrige

der Glieder genommen, so entsteht die bestimmt divergente harmonische Reihe.

Majorantenmethode

Hier handelt es sich um eine Vergleichsmethode bei Reihen mit nur positiven Glie-
dern.
Es sollen zwei Reihen R,=uy+uy+ -+ s+ -~ und

RB,=v, +vs+ -+ v+ -
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gegeben sein. Ist nun u, < v, fir alle =, so heiBt die Reihe R, eine Majorante oder
Oberreihe der Reihe R,, wihrend R, als Minorante oder Unterreshe von.R, bezeichnet
wird. Es gilt nun der

Satz

Gibt es zu einer Reihe R, = u, 4+ u, + --- mit nur positiven Gliedern eine kon-
vergente Majorante R, = v, + v, + ---, so konvergiert auch die Reihe R, und
ihre Summe ist héchstens gleich der Summe der Majorante.

BEISPIEL -
2. Die Reihe R, = % + —(15— + 11—1 + 516 + % + ..+ soll auf Konvergenz untersucht werden.

Lésung: Das allgemeine Glied ist %, =
schen Reihe

t 11 1 1 1
R=_ = = =0 Sy 000 it = —
=gt gty gt "ot =g

———, Damit kann R, als Minorante der geometri-
2n 4+ n

aufgefaft werden. R, ist somit konvergent, da %, < v, ist.

Das Quotientenkriterium

Diese Konvergenzprobe stammt vom franz. Mathematiker D’ALEMBERT (1717 bis
1783). Sie besagt folgendes:

Wenn bei einer Reihe R =u, + 4, + %3+ -+ + %, + --- von einem bestimmten

n an der Quotient B =< ¢ < 1 ist, so konvergiert die Reihe. Ist aber Yan1 >1,
n
so divergiert sie. "
Bei der praktischen Rechnung wird die folgende handliche Form benutzt:
. Un+y
lim [ =¢<1 (163)
n—oo | Un

falls der Grenzwert vorhanden ist. Fiir ¢ > 1 ist die Reihe divergent, fiir ¢ = 1 ist
das Verhalten der Reihe unbestimmt, d. h., das Konvergenzkriterium liefert keine ein-
deutige Entscheidung. Das Quotientenkriterium ist fiir die Konvergenz hinreichend,
d. h., wenn es erfiillt ist, ist die Reihe konvergent. Jedoch bedeutet Nichterfiillung
nicht unbedingt Divergenz.

Da hierbei die absoluten Betridge betrachtet werden, wird absolute Konvergenz fest-
gestellt.

BEISPIELE
2 2
3. Essoll die Reihe R = 11—! + 2—' + 2—' + .-+ auf Konvergenz untersucht werden. Der Summen-
wert der Reihe ist auf 3 Stellen zu berechnen.

28 Analysis
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2 ‘ 2
Lésung: Mit u, =:‘; und %,y = 2:11;! wird
(n + 1)
; 2
lim |Yatt| i B E D g B F DR m L (i+i —o0.
n—>o0 | Uy nso0  M° nooo(m+ 10?2 00 W nsoo\Mm M2

n!
Somit ist die Reihe konvergent. Der Summenwert der Reihe auf 3 Stellen wird:
R = 1,000 + 2,000 + 1,500 + 0,667 4 0,208 + 0,050 + 0,0097 + 0,0016 |
+ 0,0002 = 5,44.

Hier ist deutlich zu erkennen, wie am Anfang die Werte der einzelnen Glieder noch zunehmen,
wie aber die der weiteren dann sehr rasch so klein werden, daB ihr EinfluB vernachlissigt
werden kann.

4. Die Reihe R =

3 32 33
—~+

steats + ... ist auf Konvergenz zu untersuchen.

i : 3n 3n+l .
Losung: Mit u, =m und %,y =W wird
i [t DRy 3 1) 3
| Uy | o (n+ 1273 02 1+ L] 2 |
n

Die Reihe ist somit bestimmt divergent.
8. Die schon erwihnte ha.rmomsche Reihe 1 + — + + + -+ und die ihr ghnliche, aber-

alternierende Reihe 1 — — + —— i + — sollen mlttels des Quotientenkriteriums auf

Konvergenz untersucht werden.

Loésung: Da nur die absoluten Betrige in Betracht kommen, gilt fiir beide Reihen

11m|
n—wo(n“"

un+1
Uy

lim
n—>0

=1.

n—>o0o
14+ =
+ - |
Das Quotientenkriterium fiihrt also zu keinem Ziel. Es wurde aber schon gezeigt, daBB die
harmonische Reihe bestimmt divergent ist. Die andere, alternierende Reihe ist jedoch bedingt
konvergent.
Das Wurzelkriterium
Diese Konvergenzprobe stammt vom franz. Mathematiker CaucHY (1798 bis 1857,
Cauchy sprich koschi). Sie besagt:
Wenn bei einer Reihe R = u; + u; + ug + --- + %, + +-- von einem be-
stimmten » an 11l/|u,,l =< g <1 ist, so konvergiert die Reihe.

Fiir die praktische Rechnung wird die folgende handliche Form

lim Vju,| =g<1 (164)

n—00

benutzt, falls der Grenzwert vorhanden ist.
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Auch das Wurzelkriterium ist eine hinreichende Bedingung. Wenn es erfiillt ist, ist
die Reihe sicher konvergent. Da auch hier nur die absoluten Betrige in Rechnung
gehen, wird absolute Konvergenz festgestellt. Fiir ¢ > 1 divergiert die Reihe, fiir
¢ = 1 ist auch hier ihr Verhalten unbestimmt.

Wie gesagt gibt es, auBler bei alternierenden Reihen, kein handliches Kriterium, wel-
ches zugleich notwendig und hinreichend ist. Das Wurzelkriterium ist etwas starker
als das Quotientenkriterium. Letzteres ist schlieSlich nur ein Sonderfall des Wurzel-
kriteriums. Auf die Herleitung soll hier verzichtet werden.

BEISPIELE
6. Die Reihe R—3+ + + + + -+

untersuchen.

2+ (=1 ]
Lésung: Esist lim Y|u,| = llm
e n—0o0 Vl nl V 2n

Somit ist die Reihe konvergent. Mit Hilfe des Quotlent,enkntermms bekommt man

2+ (—1)"

ist auf Konvergenz zu

lim | %1 — lim 2n 2+ (=] 1 w _
nooo | Up | moo | 24 (=100 2n+ T 2+ (—1)n
TN IR Kt (el )
2 24+ (-1
Ist n gerade, so ergibt lim “ntl| den Wert i, ist » ungerade, so wird als Grenzwert 3/2
n—oo | Uy 6

erhalten.

Dieses Beispiel zeigt die Uberlegenheit des Wurzelkriteriums gegeniiber dem Quotienten-
kriterium.

Trotzdem wird bei der Konvergenzprobe meistens zuerst das Quotientenkriterium genom-
men, da es handlicher ist.

7. Die Reihe
1 1 1
R=tt+ o+ gt+pt
ist auf Konvergenz zu untersuchen.
Loésung: Leicht ist zu erkennen, da3 das allgemeine Glied u, = l—n lautet.

n
n—omo n—oo | W n—o00 V‘n” n—>o00

| SR n [
Damit ist lim |/|u,,| = lim l/l = lim . = lim i =0.
n
Also ist die vorgelegte Reihe konvergent.

8. Es soll nun anhand der Reihe R =1 + + + + . gezeigt werden, daB beide
Kriterien gleichzeitig versagen kénnen.

Upy n? 1 2
Loésung: Esist lim |-2!| = lim = lim =1,
n—o | Uy nooo (B + 12 e 1+ l
bei Anwendung des Wurzelkriteriums n
lim Viug| = lim |/L —limn * =1,
n—>0 n—oo || B nseo

wenn dabei die Regel von pE L’HospITAL (vgl. 5.3.) angewendet wird.

28+
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Es ist aber moglich, eine Vergleichsreihe aufzustellen. Es gilt namlich:
1 1 1 1 1
1+2—2+3—2+4—2+5—2+6—2+---<

En

’ 1 1 1 1 1 1 1
<1+2—2+2—2+4—2+4—2+4—2+4—2+8—2+-"+162+"'=

2 4 8 16 1 1 1 1
_1+27+4_2+8_2+1—65+“'_1+?+Z+§+B+""

Diese konvergente geometrische Reihe ist somit Majorante der zu untersuchenden Reihe, das
heiBt, jene ist also konvergent.

AUFGABEN

Die folgenden Reihen sind auf Konvergenz zu untersuchen. Bei der Reihe 703. ist auBerdem
der Summenwert auf drei Dezimalen zu ermitteln.

1,1 1 1. . 141 1t 1
703.R—4+10+28+82+ 704.R——1+V2_+V3_+V4_+,,.

2 3¢ 4 ' 2 98 2t
705.R—1+2—!+3!+;!—+"'- 706.R—1+2—!+§+4—!+"-.

1 1 1 3 5 7
R=— ey T08. R=1+4 — + — 4+ — + «oe,
. 1-2+3~23+5-25+ +2!+3!+4!+
3 1 3 1 3
e I R TR T

1 2 3 4
710. R=1+_+—3+—3+_(+""
e e e e

19. Potenzreihen
19.1. Erklidrung, Konvergenzradius, Konvergenzbereich

Eine Potenzreihe ist eine Reihe von der Form
00
P(z) = ag + a;2 + a32% + aga® + a2 + <+ + apa® + oo = 3 gt
£=0

Dabei sind die ag, @, @,, ..., a,, ... konstante Zahlen, x eine unabhéngige Variable.
Die Konvergenz der Potenzreihe hingt vom Wert der Variable z ab. Alle Potenz-
reihen konvergieren fiir « = 0. Weiterhin gilt der

Konvergenzsatz

Wenn P (z) fiir x = 4+ & (wobei & = 0 ist) konvergent ist, so ist sie das auch fiir
alle Werte z, fir die —¢ <z < 4 ¢ gilt.
Ist P(x) fir * = —¢ konvergent, so ist sie das auch fiir alle Werte z, fiir die

—fsx <+ ¢ gilt.
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Der groBte Wert &5, wird Konvergenzradius » genannt. Fiir den Konvergenzradius
r kann gelten: 0 < r < 4 oo. Bei » = 0 schrumpft er auf einen Konvergenzpunkt
zusammen. Wenn aber r — 4 oo, so wird die Reihe als bestindig konvergent be-
zeichnet. Zur Ermittlung des Konvergenzradius dient einmal das Quotienten-
kriterium. Dieses angesetzt ergibt

lim‘E“—ﬂ = lim Gnsn T —lim |2 .|2| <1, daraus
n—00 Uy n—ro0 a,z" n—ooo | Qn ’
1
|z| <« —————— =1lim , somit der
lim An+y n—oo | An+1
n—o0 | Gn
Konvergenzradius
; ayn
r = lim (1655)
n—s00 | Anty
Ahnlich ergibt sich mit Hilfe des Wurzelkriteriums:
) 1
= n 165b
lim J[ag| (165D)
n—>o0

Dabei gilt: fiir || <r konvergiert die Reihe,
fir || > r divergiert die Reihe,
fir |x| =7  ist das Verhalten der Reihe unbestimmt.

Oft gehort der Konvergenzradius nicht mehr dem Konvergenzbereich an. Deshalb
muB, wenn notig, das Verhalten der Reihe fiir x =  und # = —r besonders unter-
sucht werden.

Bei der Anwendung ist zu beachten, da3 a, und a,,; Koeffizienten der Reihe sind.
Sind die beiden Grenzwerte (165a) und (165b) vorhanden, so stimmen sie iiberein.

BEISPIELE
. . z a2 at
1. Die Reihe P(z) = T + T + 3 + T + .«. soll auf Konvergenz untersucht werden.
1 L+
Lésung: Der Konvergenzradius ist r = lim I | =1im |2 e = lim LI 1,
1 n—>00 | Tp+1 n—»o0 n n—o0
ebenso r = lim — = 1, denn der Nenner wird 1. Dies wird durch Anwenden der Regel von
n—0
, n o Inn . Inn
DE L'HosPITAL gefunden. (Man setze }n = z(n), Inz(n) = —, d.h,, Inz(o0) =lim — =
1 n n—o00 N
R (J—
= lim = =0, also z(co) = lim }n = 1.)
n—so 1 N0
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Anderseits ergibt sich Konvergenz aus

il g
n+1 an

R 1
=lim |- T
n

Up4q
Uy

= lim
n—00

lim
n—00

Es ist also Konvergenz vorhanden fiir alle z <1.
Im Grenzfalle z = 1 liegt die divergente harmonische Reihe vor.
Fir = —1 ist die Reihe alternierend und konvergiert, denn es ist

1 1 1 1 1 1
_1+?_§+I _+...__(1_?+_3__Z+_...),

Der in der Klammer stehende Ausdruck wurde schon als konvergent bewiesen. Somit ist die
Reihe konvergent fir —1 <z < +1.

2. Zu untersuchen ist die Reihe

2 g3 o
Pa)=242 4,2 4,2 4 ., :
(=) 7 + 7 + 3t -}-42 + .»+ auf Konvergenz
1

S . 1
Lo6sung: Der Konvergenzradius ist mit a, = — und au4; = m

n?

lim | | — lim Mz im (1+£+L)=1.
n—-o00 n nd

n—o0

A+ nso0 7

Fir z =1 wurde schon friiher gezeigt, dafl die Reihe konvergent ist. Fiir z = —1 ist die
Reihe alternierend und damit konvergent. Somit ist die Reihe konvergent fiir —1 <z < +1.

3. Zu untersuchen ist die Reihe

2 4
P(z) = % + ;—2 + :—: + % + .- auf Konvergenz.

Loésung: Mit a, = ﬁ und a,4; = (n—|——ll);’:i wird der Konvergenzradius
+1
r—lim | 28| = gim OED gy G H OO
n—o0 | A4 n—>00 n" n—00 n*
1\n
= lim (1 +—) (n + 1).
n—»00 n

Hier ist der Grenzwert eines Produktes zu bestimmen. Dabei gilt: Der Grenzwert eines Pro-
duktes ist gleich dem Produkt der Grenzwerte der einzelnen Faktoren. Also

r =lim (1+L)n-lim(n+l)=e-oo=oo.
n

n—oo0 n—-o00

Die Reihe ist konvergent fiir alle Werte —oo < 2 < + oo, das heilt, sie ist bestdndig kon-
vergent.

AUFGABEN

Die folgenden Reihen sind auf Konvergenz zu untersuchen.

2 4
7qu=%+%+;+%+m



19.2. Die MacrAURINsche Form der Reihe von TaYLOR 439

M2 P@) = =4 T4 2 T

i V2 V3 V4
z x5 a8

713. P(")=?+E+i§+%+ﬁ+ﬁ+"'

2 x3 4
714. P(z)=x+;—:;+§‘—+z;+..

19.2. Die Maclaurinsche Form der Reihe von Taylor

Fiir manche Zwecke ist es vorteilhaft, wenn eine Funktion y = f(z) als Potenzreihe
dargestellt wird. Zum Beispiel kann es erst dann moglich sein, eine Integration durch-
fithren zu koénnen. Es soll deshalb nach Moglichkeiten gesucht werden, f(x) als Reihe
darzustellen, d. h. nach Potenzen von x zu entwickeln.

Zum Beispiel kann nach Division folgendes geschrieben werden

f(x)——l——l—x—i—x“ B4 — ..

Das ist eine Reihenentwicklung, die als Naherungsformeln fiir Werte || €1 An-
wendung findet, da rechts die Glieder hoherer Ordnung vernachléssigt werden kénnen.
Entsprechend dem eben angefiihrten Beispiel wird eine Potenzreihe das folgende,
ganz allgemeine Aussehen haben

f@) = a, + a2 + agax® + agad + ...,

Damit wurde die Funktion f nach Potenzen von « entwickelt.

Es handelt sich nun darum, die unbekannten Koeffizienten a,, a;, a,, ... zu ermitteln.
Zu diesem Zwecke werden die Ableitungen f’ (z}, f" (z),... des Termes f(x) benétigt.
Es gilt der

Satz

Jede konvergente Potenzreihe darf gliedweise differenziert werden. Die neue
Potenzreihe hat den gleichen Konvergenzradius wie die urspriingliche.

Die Ermittlung der a,, a,, a,,... geschieht wie folgt:
In H@) = ag + a7 + a32% + aga® + agxt + a5 25 + ...

gilt f(0) = a,y, da rechts fiir = 0 alle Glieder verschwinden.
Wenn nun die Reihe fiir f(z) an der Stelle  konvergent ist, so ist es auch die ab-
geleitete Reihe

f' (@) = a; + 2a;3% + 3aga® + 4a,23 + Gagrt + -
und damit

f'(0) = a,.
Weiter wird

f'(x) =2a3+ 2-3azx + 3-4a,2® + 4 - 65a;2® + --
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und 1

170) =2a;, ap= 31 17(0),

["@)=2:3a3+2-3 -4a,x+ 3-4-5a52®+ ---
und

f'"(0)=2.3a, =3!a;, wennl.2.3 =3! gesetzt wird.
Somit ist

1
ay = 3:(0).

Mit diesen Werten wird der Ausdruck fiir @, erkannt. Dieser lautet a;, = (1/k!) f*)(0).
Durch Einsetzen dieser Werte in die Ausgangsreihe wird die Maelaurinsche Form
der Reihe von Taylor, d. h. die Entwicklung der Funktion f(z) nach Potenzen von z,
erhalten

/ )

/"(0) ,+/"'(0)

fx) = e (166)

x + ——

Notwendige Bedingung hierbei ist: f muBl an der Stelle « = 0 einen endlichen Funk-
tionswert haben und beliebig oft differenzierbar sein.

Wird nach einem bestimmten Glied die Reihe abgebrochen, so gibt es sog. Restglied-
abschédtzungen, mit deren Hilfe eine Schranke fiir den Wert der vernachldssigten
Glieder angegeben werden kann. Darauf soll hier verzichtet werden.

In Bild 254 ist (0) die Ordinate des Punktes P[0; f(0)], f' (0) = tan « der Anstieg der
in P angelegten Tangente. Der Wert f'(0) ist maBgebend fiir die Kriimmung in P
(vgl. 13.6.1.). Nun sollen die Kurven von zwei Funktionen mit den Gleichungen
y = f(x) und y = g(x) = f(0) + f'(0) x 4 [f''(0)/2!] «® + --- miteinander verglichen
werden. Dabei ist g eine ganzrationale Funktion n-ten Grades.

Unter Beachtung, daB an der Stelle x = 0 entwickelt

wird, bedeutet die Entwicklung bis zum y=fox)
4 yi y-.v(x)

1. Glied: Die Kurven der Funktionen f und g stimmen
iiberein im Punkte P,

N,

(>
2. Glied: Die Kurven der Funktionenf und g stimmen P é’i
iiberein im Punkte P und haben gleiche Tangen- = :‘\_@‘I <
tenrichtungen, i -
3. Glied: Die Kurven der Funktionen f und g stimmen X

iiberein im Punkte P, in Tangentenrichtung gyq 254
und Kriimmung.

Nicht jede Funktion 1d8t sich nach MACLAURIN in eine Potenzreihe entwickeln. Zum
Beispiel eignet sich die Funktion f(x) = 1/x nicht dazu, da sie und ihre Ableitungen
zwar differenzierbar, aber f(0), ' (0), f’'(0), ... nicht definiert sind.

Vor der Durchrechnung von Beispielen sollen noch weitere Formen der TayLoR-Reihe
abgeleitet werden.
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19.3. Die Hauptform der Reihe von Taylor

Fir manche technische Untersuchungen macht es sich nétig, nicht den Term f(x)
nach Potenzen von z an der Stelle z = 0, sondern den Term f(z + k) an der Stelle
x nach Potenzen von k zu entwickeln. Dabei soll voriibergehend z als konstant

und % als variabel betrachtet werden (Bild 255).
Zum Zwecke der Herleitung wird gesetzt

s y=flx)
flx +hk)=g(h) undbei Ah=0
f(x) = g(0). 3
Auf beiden Seiten werden die Ableitungen gebildet, da- S
bei soll  wieder variabel sein: m
0 W h x
f (@) =g'(0) ) xeh
1" (@) =g"(0) Bild 255
flll(x) — gIII(O)".. .
Nach MacLAURIN wird ¢ (k) nach Potenzen von k entwickelt:
0 r 0 ’I/ 0
o) =90 + L0 T pa | O gy
Mit den obigen Werten ergibt sich die
Hauptform der Reihe von Taylor:
fl@ + k) = f(z) + jf”h+”’”’hﬂ+’ (x)k3+ (167)

BEISPIEL

1- G b i t =
egeben ist f(z) Sy

Die ersten 4 Glieder sind zu ermitteln.

Losung: Nach (167) sind die ersten 3 Ableitungen von f(z) erforderlich.

coey

X I

, _ 12 7 _ __7_2__ L = e
/ (x) = —(1 — 31:)2, ' (x) = (1 = 32p s , (=) (1 — 32:)4’
damit
4 12h 36h2 10823
feth =15+ (1 — 3z)2 Ea (1 — 3z)° & (1 —3a)t
oder
4 4.3 4.32 4.3
et = et a s " T ® T =

. Essoll f(z + A) nach Potenzen von % entwickelt werden.

Die Schreibart der letzten Zeile gestattet es, bei Bedarf auch noch Glieder mit hoherer Potenz

von k sofort hinzuschreiben.
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Wird in (167) eine Transformation in der Abszissenrichtung so vorgenommen, daf3

:zunéchst * = a gesetzt wird, so ist

fat+m=f@+10n L@ gy

und mit A = 2 bekommt man eine andere Fassung der TaYLOR-Reihe

fa+z)=f@)+ Doy Tl Ty

(168)

Auch hier ist zu beachten, daB die Ausdriicke f(a), f'(a), f"’ (a),... konstante Werte

sind, ndmlich die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen an der Stelle 2 =

a.

SchlieBlich wird noch eine Fassung der TAYLOR-Reihe erhalten, wenn in (168) an Stelle

von z der Wert x — a gesetzt wird:

n a qi a
) =)+ P g —ap 4+ CD o _ap s
BEISPIEL
2. Gegeben ist die ganzrationale Funktion f(z) = 27 + 52* — 322 4 6. Sie soll an der
a = —2 nach Potenzen von z entwickelt werden.
Loésung: Mit (168) wird
’ 2 44 4 2
f—2 42 = f—2) + TR  LCR ) B
f(x) =2+ 5t — 322 + 6, f(—2) = —54
f(x) = T2® + 202% — 62, ' (—2) =300
1 (x) = 422% + 602 — 6, 1 (—2)= —1110
() = 2102% + 120z, 17 (—2) = 3120
f4)(x) = 84023 + 120, 4 (—2) = — 6600
f(6) (z) = 252022, 1) (—2) = 10080
18 (z) = 5040z, 16 (—2) = — 10080
(D (z) = 5040, 1 (—2) = 5040

Unter Beachtung der Fakultiten im Nenner wird

(169)

Stelle

f(—2 + ) = — 54 + 300z — 55522 + 5202° — 27524 + 8425 — 1428 + 2.

AUFGABEN

715. Gegeben sei die Funktion f(z) = 2% 4+ 62® — 9z 4 10. Zu ermitteln ist f(z + &) nach

Potenzen von h geordnet.
716. Die Funktion f(z) =

werden. Die ersten 4 Glieder sind zu ermitteln.

4 soll an der Stelle 2 4 = nach Potenzen von z entwickelt
— 3z
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19.4. Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen

Entwicklung der Funktion f(x) = sinx

Bei Anwendung der MacLAURINschen Form (166) werden benétigt

f (x) =sinz, f(0)=0,

f @) = cosz, Fo)=1,
f'(@) = —sina, #'(0) =0,
1" (@) = —cosz, 1"0) = —1,
¥ (x) =sinz, f®(©0) = o,
f®(x) = cos z, f®(0) = 1 usw.

Nach Einsetzen in die Reihe (166) ergibt sich fiir sin « die folgende alternierende
Reihe

— it = (170)

Die Funktion y = sinz ist eine ungerade Funktion, denn infolge der ungeraden
Potenzen von « auf der rechten Seite gilt sin (—x) = —sinx.
Zur Bestimmung der Konvergenz liefert (165a):

) a
r=lim |2
n—->o00

— lim (T 2)!
n!

Nn—o0

=lim (n 4 1) (n 4 2) = oo,

Ay

das heiBit, es gilt —oo < # < + co. Die Reihe ist also bestdndig konvergent.

Mit der Reihe (170) ist die Sinusfunktion, die anschaulich im Einskreis festgelegt ist,
analytisch definiert. Praktische Anwendung findet diese Reihe z. B. bei der Berech-
nung des Sinuswertes eines bestimmten Winkels, wobei # im Bogenmall eingesetzt
werden muB.

BEISPIEL
Es ist sin 24° auf drei Stellen genau zu bestimmen.

Loésung: Es ist arc 24° = 24 arc 1° = 24 - 0,017453 ~ 0,419.
Durch Einsetzen in (170) wird
gin 24° — 0,419 — 0—’%93 + %’3 — 4 e = 0,419 — 0,012 - 0,000 ... = 0,407.

Die Rechnung zeigt, daB bei der geforderten Genauigkeit von drei Stellen nur die
ersten zwei Glieder einen Beitrag liefern. Solche Reihen, bei denen schon die ersten
zwei, drei oder vier Glieder eine hinreichende Genauigkeit ergeben, werden schnell
konvergierend genannt. Es ist verstindlich, daB fiir die praktische Mathematik nur
solche Reihen von Bedeutung sind.
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Bei Betrachtung der Reihe sin 2 = 2 — 23/3! 4 25/6! — + ... kann gesagt werden,
daB sich die Kurve von f(x) =sinz durch Superposition der Parabeln z-ter Ordnung
auf der rechten Seite der Gleichung darstellen 14B8t. Je mehr Glieder rechts hinzu-
genommen werden, um so mehr schmiegen sich diese Parabeln, die deshalb den Namen
Schmiegungsparabeln bekommen haben, an die Sinus-Linie an. Im Bild 256 ist dies
veranschaulicht worden. Dabei bedeuten

. a8 28 2
[(x)=sinz, fi(z)=2 f@)=2z— 8’ fa(x)=x—g+m~
Die Funktion f(x) = sin # kann also durch Potenzfunktionen angendhert werden.

Da z. B. bei f4(x) nach der 5. Potenz abgebrochen wurde, so liegt eine Schmiegungs-
parabel vom 5. Grad vor.

J ]
V2 / 5

\ Y

™ |

.
\
oY

Blld 256

Entwicklung der Funktion f(x) = cos @

Hier ergibt sich dhnlich wie bei der Entwicklung von sin 2

f (@) = cos z, f0)=1,

f'(x) = —sinz 1 (0)=0,
f"’(x) = —cos z, f(0)=—1,
1" (@) =sinz, f'0)=o0,
f®(x) = cos z, f®(0) =1 usw.

Durch Einsetzen dieser Werte in die MacLAURINsche Form (166) wird die Reihe fiir
cos z erhalten:

28t b
cosx=1—ﬁ+z—!—ﬁ+—"'- (172)

Als gerade Funktion hat die Cosinusreihe nur gerade Potenzen von z. Es ist zu er-
kennen, daB die Beziehung cos(—z) = cos z Qiiltigkeit hat.

Wie die Sinusreihe ist auch die Cosinusreihe konvergent fiir alle —oo < 2 < + o0,
d. h., sie ist bestandig konvergent. Ubrigens kann auch noch durch gliedweises Diffe-
renzieren der Reihe fiir ein  als Ergebnis die Reihe fiir cos « erhalten werden.
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Entwicklung der Funktion f(x) = tan x
Es ist 1) =0,

1
F@ == Fo=1,
a 2 c * i i i x 1 ’ "

@) = ots::s‘;m == ::)232 =2 zt)nsz.cos“‘x =2if, 'O =0,
1 @) =20 + 1), 10) =2,
fO@) =2+ 11"+ 211 =20+ 311, f@ (0) =0,

fO@) =29+ 1" + 31" + 3117 =
= 2(ff® + 41" + 3f"%), f®(0) = 16
. usw.

Diese Werte in (166) eingesetzt, ergibt

tanx=x+%x3+éx5+;T75x"+--- (172)

Die Reihe konvergiert fiir alle |z| < /2. Auf die Entwicklung von f(z) = cotz
soll hier nicht eingegangen werden, da sie einerseits umfangreicher ist und anderer-
seits weniger Anwendung findet. Insbesondere 148t sich cot x um z = 0 nicht ent-
wickeln, da die Funktion dort einen Pol hat.

Entwicklung der Funktion f(x) = e*

Dieser Fall ist besonders einfach, da alle Ableitungen gleich der Funktion sind.
10)=1, fO) =1 f0) =1, f"0)=1, -, f®(0)=1.

Diese Werte in (166) eingesetzt ergibt

P x3 x4 Gl P
e=ltetgrtgitoteat T LW (47)
Hier muB bei Anwendung des Summenausdruckes 0! = 1 definiert werden.
"1 n! ) x

Die Konvergenz wird aus lim -- gefunden. Die Reihe fiir

nsoo (W + 1)1 a® _n_u:;n +1
e? ist konvergent fiir alle —ooc < z < + oo, d. h., sie ist bestdandig konvergent.
Nach der grundlegenden Forderung (162) iiber konvergente Reihen bedeutet das, da3
der Ausdruck 2"/n! fiir » — co gegen Null geht. Damit kann gesagt werden: Im
Fall = — oo wird »! ,,stirker unendlich‘‘ als z*.
Wird (173) gliedweise differenziert, so wird als Ergebnis die gleiche Reihe erhalten,
wie es ja auch sein muB.
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Das Bild 257 zeigt die Kurve der Funktion f(z) = e* und die Schmiegungsparabeln
hx)=1, fo(x) =1+ =z, fg() =1+ = + 2?/2!. Wird in der Reihe fiir e* als
Sonderfall x =1 gesetzt, so ergibt sich die schnell konvergierende Reihe fiir e:

1.1 .1, 1 1 1 = 1
—t+14241 L _
e=ttlt ot tatmot teon T T 2w 2188
| (173a)
7 116
]
;
i\ f
£ -
0 A
A
Bild 257

Ist f(z) = a®, so ergibt eine einfache Umformung a* = e?!®¢ und mit (173) wird

xlna (xlna)’ (xlna)3
21 3!

a =1+ + e

Entwicklung der Funktion f(x) = coshx

f(x) = cosh z, fo)y=1,
f' (%) = sinh x, 1'(0)=0,
f"’ () = cosh z, f'0)=1,
f"' (x) = sinh z, f'"©0)=0,
f® (x) = cosh z, f*(0) = 1 usw.

4

2
cosshav:l-k%—}-i

1 + . (174)

Da nur gerade Potenzen von z vorkommen, so ist cosh z eine gerade Funktion.
Die Konvergenz ergibt sich aus

| ey | e gl x?
1 li i im —8M
| U | T 2 P D)D)

d. h., fiir alle Werte —oo < z < + oo ist die Reihe konvergent.
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Die Reihen fiir cosh  und cos z haben groBe Ahnlichkeit, der Unterschied liegt nur in
den Vorzeichen. Die Verwandschaft wird sofort sichtbar, wenn an Stelle des z die
imaginire GroBe jx eingesetzt wird. Nunist j2 = —1, 3= —j, j*=1, j* =1],...
und damit schlieBlich:

(G2)* | (j=)¢ _ ot

ot TSl ot ot

coshjz =1+

Das ist aber die Reihe fiir cos z. Somit gilt cosh jz = cos z. Ahnlich ergibt sich::
cos jz = cosh 2. Diese Beziehungen finden Anwendung besonders in der Elektro-
technik.

Das Bild (258) zeigt die Kurve die Funktion f(z) = cosh # und die Schmiegungs--

z? x? x4
parabeln f;(x) =1, fy(x)=1+ o7 fs@) =1+ o1 tar
f yA f
fs G
% f
i fi
0 X
Bid 258

Die Gleichung von Euler

z? x® x* x°
Wird in der Potenzreihe ez =1 + x 4 37 + 37 + n + 1l + --- an Stelle des.
reellen Exponenten z der imagindre Ausdruck jz gesetzt, wobei also j2 = —1, so

ist zundchst

1 )2 1\3 PAY | 1 5
ej,,,=1_H-7H_(J2ac!) +(];!) +(1496!) Jr(15.%!) .

oder
. ® . a8 x4 .
F=ltie—gr—ligrtgy i

x5
H—

Das ist eine Reihe mit komplexen Gliedern. Solche Reihen sind etwas qualitativ Neu-
artiges. Sie haben besondere Gesetze, auf die hier nicht eingegangen werden soll.
Nach solch einem Satz ist es hier maglich, reelle und imagindre Teile.fir sich zu-
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sammenzufassen, also

x? x4

3 5
e”=(1—ﬁ+ﬂ—+---)+j(x—”—!+ 2 —+~--)-

3 B!

Die Ausdriicke in den Klammern sind aber die Potenzreihen fiir cos z und sin z. Es
gilt also die fiir die Elektrotechnik besonders wichtige

Gleichung von Euler

el = cosx + jsinz (175)

Wird in dieser Gleichung das Argument negativ genommen, so wird e-i% =
= cos(— z) + jsin (—z), also €% = cosz — jsinz. Bei Addition der Gleichungen

elz 4 eIz
fiir el und e1% ergibt sich cosz = ety
) ) , el — ez At B
lich sinz = —j ST —jsinh jz.

= cosh jz, bei Subtraktion schlieB-

AUFGABEN

717. Es ist die Cosinuslinie mit den Schmiegungsparabeln bis zum 4. Grade zu zeichnen.
718. Es ist zu beweisen, daBl die Reihe fiir a® bestindig konvergent ist.

719. Fiir f(x) = sinh z ist die Potenzreihe zu entwickeln und die Kurve der Funktion mit den
Schmiegungsparabeln bis zum 5. Grade zu zeichnen. AnschlieBend ist der Zusammenhang
zwischen Kreissinus und Hyperbelsinus zu zeigen.

720. Die Funktion f(z) = sin(z + =/3) ist in eine Potenzreihe bis zur 4. Potenz zu entwickeln.
!

721. Fir f(z) = e £ ist a) eine Potenzreihe bis zur 4. Potenz zu entwickeln, b) der Ausdruck
fir das n-te Glied aufzustellen.

19.6. Entwicklung der Binomialreihe .

(Beweis fiir die bereits im Band ,,Algebra-Geometrie‘‘ angefiihrte Reihe.)

Fir kleine ganze » konnen dem PascaLschen Dreieck die Binomialkoeffizienten ent-
nommen werden. Wird jedoch 7 sehr groB oder gar gebrochen, so wird diese Methode
umsténdlich bzw. versagt sie. Um die Entwicklung nach MacrLAURIN (166) durch-
fithren zu konnen, wird ermittelt:

Hz) = (@ + )", 1(0) = a*,
f'(@) =nla+ 2y, 1'(0) = nart,
(@) =n(n—1) @+ 2)2, f7(0) =n(n — 1) a2,

'@ =nn—1)n —2)(@+ 23, f"(0) =n(n — 1) (n —2)a"?,
allgemein: f®0)=nn —1)(n —2)--- (n — &k + 1) an*,
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Eingesetzt in (166):

i — - —
(@ 4+ )t = a® + %a’*‘lx—l— n—(n—z-iﬁa”"x’ + i 13)!("' 2) av8x8 | ...
v---l-n(n_l)(n_i)""(n_k+1)a’“‘x"+---

(176)
Diese Reihe ist giiltig fiir alle reellen Werte von =.
. nn—1m—2)...(n —k4+1)
Fir k!
genommen werden (vgl. Bd. ,,Algebra-Geometrie*). Mit dieser Vereinfachung erhilt
(176) die Form

(@ + 2)* = an +(1lz) ar-lg 4 (g)aﬂ—’x’ +(g)a”-3x3+ —1—(:) avkgk 4 ...

kann die kiirzere symbolische Schreibweise (Z)

Bei Betrachtung der GesetzméiBigkeit der Binomialkoeffizienten konnte der erste

Summand rechts vom Gleichheitszeichen den Faktor (g) haben.

Deshalb wird definiert (g) = 1. Aus der Definitionsgleichung ergibt sich (:) =1.

Ein Sonderfall ergibt sich in (176), wenn a = 1 ist, dies ist die

Binomialreihe

(142 =1+nz+ (;‘) @ + (’3‘) @+ (";) @k 4.0 | (176a)

Ist der Exponent » eine positive ganze Zahl, so bricht die Reihe von selbst ab. Ist das
nicht der Fall, so handelt es sich um eine unendliche Reihe. Die Konvergenz von (176)
ergibt sich aus:

nn—1)n—2)...(n —k+1) (n — k)

N /v B (k + 1)! gl
bm | = — -9 . kT D) o
!
3 =1
sl |ﬂ.-:-k.£ T LA N
o|k+ 1 a Eso0 l‘f‘";é' a a

d. h., fiir alle |2| < @ herrscht Konvergenz. Die Binomialreihe (176a) ist somit kon-
vergent fir |z| <1.

29 Analysis
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19.6. Reihenentwicklung durch Integration

Die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe 1a8t sich oft dadurch erméglichen,
daB zunichst die Ableitung dieser Funktion in eine Potenzreihe entwickelt und diese
dann gliedweise integriert wird. Dabei gilt der

Satz

Jede konvergente Potenzreihe darf im Innern ihres Konvergenzbereiches glied-
weise integriert werden.

Rethe fiir f(x) = arctanx

z

Esist arctan z = f dz. Wird der Integrand in eine Reihe entwickelt, wobei
d

_1
14 22
hier die Division schneller zum Ziele fiihrt als die Benutzung der Binomialreihe, so
gilt:

1

1T =1—2a2+ 2* — 2% + a® — + ..., konvergent fir |z| <1.
Mit dieser Bedingung ist es moglich zu schreiben

z

z
flj_—xx,=arctanx=f(l —a2 42t —a% 4 2P — +...)dz,
0 0

Somit wird

3 x5
arctanx:x—x—+3

a7 a?
_Z 4 ... <
3 7 + 9 + -zl S1 (177)

Sonderfall: Wird hier =1 gesetzt, so ist arctan1 =
=n/4.

Damit ergibt sich die recht langsam konvergierende
LEiBN1zsche Reihe:

L 1 1 1 1

g~ '-3gtg gty —t
Die Liinge eines Kreishogens (Entwicklung der Bogen-
linge nach Potenzen des Verhiltnisses Bogenhohe zu
halber Spannweite). Nach Bild 259 sind gegeben: s halbe
Spannweite, k Bogenhohe. Gesucht: b Bogenlinge.
Wird gesetzt hfs = 1, soist also b = f (k/s) = f(4). Nun ist tan¢/2 = hfs =4,
¢ = 2arctan 1, und auBerdem b = 2¢r. Der Hohensatz liefert s = h(2r — ),

1 js? s {1

Bild 259
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Werden die Werte fiir  und @ in den Ausdruck fiir b eingesetzt, so ergibt sich zunichst
1
b=2s (T + 1) arctan 4.

Wenn nun noch fiir arctan 4 die Potenzreihe (177) eingesetzt wird, so ist
1 LAY L
b=2a(7+i.)(}.——§—+F—7+ _)

Nach Multiplikation der Klammern und Ordnen nach Potenzen von 4 wird schlieB-
lich
2 2 2 2
= Sz 2 a4 S8 2 g8 ... <1.
b 2s(l+3ﬂ. 15). +35l_ 631.—}— ),1_1

BEISPIEL

1. Welche Linge b muB eine kreisférmig gebogene Eisenbahnschiene haben, wenn die Sehne
28 = 6500 mm lang und die Bogenhéhe % = 555 mm sein soll?
Lésung: Mit

= 2oomm _ 147077

P h 555 mm
T s 3250 mm

wird
2 2 2
b =6500 mm (1 — 0,170772 — — 0,170774 — 0,17077% — + ...) =
( i 3 15 + 35 7 t )

= 6500 mm (1 + 0,0194416 — 0,0001134 + 0,0000014 — 4 ...)
b = 6626 mm.

Spiegelablesung einer MeBgriBe. Bei der Spiegelablesung einer MeBgroBe entspricht
einem bestimmten Drehwinkel ¢ (in Grad) des Spiegels S p eine Auslenkung des Licht-
strahles L, die als Linge x auf einer um » vom Spiegel entfernten Skala abgelesen
werden kann. Es soll eine Funktion ¢ = f(z) mit <€ k durch eine Potenzreihe dar-
gestellt werden. Wie lautet damit die aufgestellte Néihe-

rungsformel, wenn bei 2 = 7,60m und z < 1m der sp
Winkel ¢ mit einem Fehler von 1°/; bzw. 19/, bestimmt |
werden soll? \
Nach Bild 260 gilt \ Ny

tan =7 ¢p=5arctani .p\"
Mit der Reihenentwicklung (177) wird daraus

1 [z 1 (z\* 1 (z)\5 : . x
¥ _5[7_3(7) +3(I) _+...]_ Bild 260

29*
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Nach Umrechnung des Winkels ¢ ins GradmaB wird

= [t R - )

90° =z x? at
"’=—7[‘—3—m+5—m— +]

U3

Fiir den groBtmoglichen Wert von z, sy = 1 m, wird mit 2 = 7,60 m

90° 1 1 1 1 1
¢_?'5,T0[1_§’73=+3'7,5*‘ +]

Das 2. Glied in der Klammer besitzt angenahert den Wert 0,006. Es kann demnach
bereits vernachlassigt werden, wenn ein Fehler von 19/, zugelassen ist.
Das 3. Glied in der Klammer besitzt angendhert den Wert 0,00006 und kann bei
einem zugelassenen Fehler von 19/y, unberiicksichtigt bleiben.
Damit heiflen die Naherungsformeln

20° x

fiir einen Fehler < 1%/, ¢ = —;;
T!

fiir einen Fehler < 1%, ¢ = ol [-;-:- =i 2 (...) ]

Reihe fiir f(x) = Inx
z

Wird in f i _:_ dz der Integrand als Reihe geschrieben, also rll-_ 1 —2 +

0
+ 2 — 28 + 2* — 4 -.-, eingesetzt und integriert von 0 ---z, so ergibt sich

2 3 zt 5
In (1 e E— Si— PR T—
n(l+z)== 2+3 4+5 4 ey 1<z=s +1.
Fir z =1 wird:
1 1 1 1
In2=1-3+3g-g+tg -+ =008

Die Reihe fiir In(1 + x) konvergiert zu langsam, sie eignet sich also schlecht zur
praktischen Rechnung. Deshalb wird eine andere Reihe hergeleitet. Durch Anderung
des Vorzeichens von z ergibt sich zunidchst die Reihe
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Durch Bilden der Differenz In (1 4+ 2) —In (1 — z) erhélt man eine neue Reihe:

1+ bt » x
(e S T ) lel < (178)

In

Wird hierin i i z = 2z gesetzt, so folgt daraus z = ;_;i
Schreibt man fiir die Variable wiederum z (statt z), so ergibt sich eine Form, die sich
fir das praktische Rechnen besser eignet:

x—1 1 fz—1 1 fx — 1\8 1 [z — 1V\?
we=2 251 +3 (3) +5 G +r T+ em0|em

=2 wird der angegebene Konvergenzbereich

1
Aus der obigen Substitution T te
erhalten, da dort |z| <1 ist.
Die Reihe (179) hat also eine umfassendere Giiltigkeit als die Reihe fiir In (1 + z).
BEISPIELE
2. Es soll fiir In 2 eine Reihe aufgestellt werden. .

Losung: In (178) wird z = 1/3 gesetzt oder in (179) z = 2, in beiden Fillen ergibt sich die
schnell konvergierende Reihe

1
In2=2 —— + -++) =0,693....
n ( + T 1215 t 5308 T ) 8

3. Es soll In 3 bestimmt werden.

Losung: Ahnlich wie in Beispiel 2 wird gefunden:

1n3=2( == +1—6_6+§§é+@§+ )=1,098"'-

Durch geschickte Kombination logarithmischer Reihen sind die Logarithmen der
nichsten Primzahlen ermittelt und damit die Logarithmentafeln aufgestellt worden.

AUFGABEN

722. w/6 ist mittels einer Potenzreihe (bis zum 5. Glied) zu berechnen.

z
723. Mit Hilfe von f = arcsin z ist eine Potenzreihe fiir arcsin £ und daraus eine Reihe

1—at
fiir /2 bis zum 5. Gliede zu entwickeln.

724. In der Reihe fiir die Linge eines Kreisbogens ist fiir b das allgemeine Glied zu ermitteln und
damit die angegebene Konvergenz zu beweisen.
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20. Anwendungen
20.1. Néherungsformeln

Die Hauptanwendung der Binomialreihe liegt in der Aufstellung von Niherungs-
formeln. Je nach geforderter Genauigkeit wird die Reihe an einer bestimmten Stelle
abgebrochen.

20.1.1. Wurzelausdriicke

BEISPIELE

1
1. Entwicklung von f(z) =VYa + 2z = (a + 7)2,
Loéaung: Mit (176) wird:

1/1 1) . 1(1 l)(l 2) .
RUN § L. 2\~ 2 2\ J\z2 ) ;-3

(a+z)2=a2+%a2 lx+2 22 a? x’-{-g 2 'y 2 a2 2%+

-,

+ o a2 244 ..., also

1 « 1 22 1 2 5
¥ = 14— — = e — )
= V‘;(*'z e 8@ T 6 s 18a T )

Die Koeffizienten lassen sich anders schreiben, damit ihre GesetzmiBigkeit zum Ausdruck
kommt:
— 2 : -3 .3.
}/a+x = Va(l.ki.%-#.x__’_ i.z_ ___1‘3_5_.1_‘ +__ ...).

Diese Reihe ist konvergent fiir |z| < a. Die vorstehende Entwicklung zeigt, daB8 vor der

Reihenentwicklung die einfache Umformung Va_—i-_;: = }/l; -/1+ X ebenfalls zum Ziele
a

gefiihrt hitte, wenn anschlieBend die Wurzel nach Potenzen von z/a entwickelt worden wiire.
Fiir a =1 wird:

1 1 1.3 1.3-5
¥V =14—z— 2 2® — b — e, )
Ite =l s 346" 2.4.6.8° " Izl <1

L)

2. Entwicklung von f(z) = Ya + 22 = (a + x3)2.

Loésung: Wird hier 22 = 2 gesetzt, so 1aBt sich die Reihe vom vorigen Beispiel verwenden,
also:

Ya+x’=lla'(1+;‘;—g';+ﬁ';;-ﬁ';+—"°), 12| < Va.

V1+z’=1+ix’-—Lx‘+%x‘——5—x‘+

2 8 128 = lel <.
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1

3. Entwicklung von f(z) = 1 =(a+ x)_—i.
Va-{-x
Losung: Bei dhnlicher Rechnung wie im ersten Beispiel ergibt sich:
1 1 1 132’ 1352‘ 1.3.5.7 =
==l - — .2 = =
=l E e e )

Ein Sonderfall wird erhalten fiir a = 1:
miao st S Ao SR DAt el <1
Vitz 2 8 128 : .
4. Die Funktion f(z) = V4 + 5z soll bis zur 4. Potenz von x entwickelt werden,

Loésung: Zunichst eine kleine Umformung mit anschlieBender Substit ution:

Y4+ 6z = l/1+—z_2}’l+z, z=%x.

1 6 12 ,. 1125, 5 6%
D = LT PR S < X280 s .
2v1+4" (l+2 s 8 16 e es” 16 T )

oder
4

Y3 + 6z = 2(1 + 0,6260z — 0,195322 + 0,12212% — 0,09542% + — -.), |z| < =
Die n-te Wurzel einer Zahl kann mit Hilfe einer Reihenentwicklung gezogen werden,
wenn vorher der Radikand so umgeformt wird, daf die Binomialreihe moglichst
schnell konvergiert.

BEISPIEL
5. Y41 ist auf 4 Dezimalen genau zu bestimmen.
Lésung: Es ist

e 5 5
VH—V36+5—V36(1+§E)—6V1+§E.

Wird nun z = % gesetzt und die Reihenentwicklung fiir 1 + z angewendet, 8o ergibt sich

]/ 5 1 2 1 126 &
6 —ef14+ 2.2 2. L —
1+ 36 6(1 + 236 3 1206 T 16 46656 128 1679616 )
= 6(1 + 0,060444 — 0,002411 + 0,000167 — 0,0000145 + —
Y41 = 6,4031.

20.1.2. Besondere Fille

Schubkurbelgetriebe. Der Kreuzkopfabstand ist nach Potenzen des Verhaltnisses
Kurbelradius zu Schubstangenliange zu entwickeln.

Nach Bild 261 sind gegeben: r Radius der Kurbel, s Lange der Schubstange, ¢ Dreh-
winkel, § Hilfswinkel.
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Gesucht: z Abstand Kurbelachse-Kreuzkopfmitte.
Wird das Verhiltnis % = 1 gesetzt, so ist gesucht z = f (g) = z(4). (Bei Dampf-

maschinen ist 1 &~ 1/5.)
Von Bild 261 ist abzulesen x = rcos ¢ + scos 6, und der Sinussatz sagt aus

sin sin . ro,
—_ = —g, also sind = — - sin ¢.
r s 8

Mit

s
— o\ e
cos § = J/1 —sin%é &
N
-«

2
xT=rcosp+ § 1—(%) sin? ¢

oder Bild 261
B (-—-cosgv+ l/l -( )su.ns )
Wenn hier das Verhaltnis r/s = 4 eingesetzt wird, so ist
x = (A cos @ + Y1 — Z%sinig).
Nun kann der Wurzelausdruck }1 — A%sin?¢p = J/1 + 2z mit z= —4%sin?p zu-

nichst nach Potenzen von z entwickelt werden. Unter Benutzung der Entwicklung

von f(z) = ]/l_—ﬁ ergibt sich
1 — A%sin?gp =1 — 4 A%sin?p — L Alsintp — L ASsinde — ...,
2 8 16

Wird dies oben in die letzte Gleichung fiir « eingesetzt, so ist
A
x = s(/lcosqv +1— 3 A%sin?p — ) =
1
= s[l + Acosp — 5 A%(1 — cos?q) — ]

Werden hierbei die Glieder hoherer Ordnung fortgelassen, so gilt fiir hinreichend
kleine Werte von 4:

= s(l + Acos ¢ — —;- 7.2—{-%-220052(;0), AL,

Zahlenbeispiel:

Es seien 8 =1,150m, ¢ = 60°, i=l=~i— und cosgp = -é-—
] 5
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Damit wird der Abstand

1 11,1 1 1
=1,150(1 4+ —- 2 -2 A 1t 11
i (+ 2 22 % 4)m’

xr =1,248 m.
Die genaue, aber umstindlichere Rechnung liefert den gleichen gerundeten Wert.

Pleilhihe eines Kreisabschnittes. Entwicklung nach Potenzen des Verhéiltnisses Bogen
zu Radius. b
Nach Bild 262 sind gegeben Bogen b und Radius ». Wird S A gesetzt, dann ist

gesucht h = /(%) = f(4).

Das Bild zeigt, daB rcos¢g 4+ h = r ist, also A = r(1 — cos ¢).
Mit b

b 0 b /’—\
29 = "y wird h = r(l — cosé-;_—).
hl ~
Nun ist nach (171)
x2 x4 z° ¥

cosx =1 —ﬁ-*-ﬂ_ﬁ_*-_""
Wird hierin ;

—

T 2r

eingesetzt, so ist Bild 262

b b\ 1 b\¢ 1 b\é
c“z—r:“(ﬂ)'ﬁ (ﬁ)‘n—(z—r) g+ =

Wenn schlieBlich zur Abkiirzung % = A gesetzt wird, so ergibt sich

2 L Iy
"‘="(25—21_24-4!+2=-6! _+"')

A2 At a8
h= it i3 ...
g ( § 384 T160s0 T )

Der Konvergenzradius ergibt sich aus
an 2¢23(n -+ 2)!

r = lim m
n—o0 2rnl

7n—o0

\:lim22(n+1)(n+2)=

Qni1

d. h., die Reihe ist konvergent fiir alle |4| < co. In Anwendungen durften aber nur
Werte 4 < = vorkommen.
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Zahlenbeispiel:
Es soll die Héhe des Kreisabschnittes bestimmt werden, fiir den das Verhiiltnis Bogen zu
Radius gleich 2 ist.
= L

Loésung: Mit 4 =2 wird A =17r(— P
& b '(8 384 T 26080

= r(0,500 — 0,0416 4 0,00138) = 0,4607.

Die Brinellsche Kugeldruckprobe. Eine Stahlkugel vom Durchmesser D in mm wird
mit einer Kraft F in kp in die blanke Oberflache eines Probestiickes gepreBt. Ist d in
mm der Durchmesser der Eindruckfliche (er muBl auf hundertstel mm genau an-
gegeben werden), so laBt sich nach BRINELL (TGL 8648) die Harte in kp/mm? be-
rechnen nach der Formel

H= 2F :
nD(D — YD — d?)

Mit Hilfe einer Potenzreihe soll diese Formel durch eine Naherungsformel ersetzt
werden.
Hierbei soll sein

02 =<=—-—=<05.

d
D
Zunichst ist

ﬁt?=D%t@y

Der Wurzelausdruck wird nun in eine Potenzreihe entwickelt:

B -l -5~ ) )

damit wird
oF
H =
1 (d\t 1/d\¢ 1 [d\®
=2 {p-2|t ~ 5 (3) ~5(3) ~w () -
oder i
H= bigg 14 1
3{ﬁ+Zﬁ+§ﬁ+ﬂ
und weiter
= 4F __4F 1
- 1d* 148 ~ nd? 1d® 1d*
2 — — see — e — — TN
"d(1+4D=+SD‘+ ) I+ Imtsp ™t
Mit Auwendung der Naherung

;&sl—xﬁ-x’

142
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(oder mit Hilfe der Division) wird
4F 1 a2 1 dt
H~ d’z(l_Z'ﬁ_ﬁ'“ﬁ‘)'

SchlieBlich kann noch zur Vereinfachung gesetzt werden

4 d
. 1,273, D =%
und man erhalt
F 1 .
?( —_ i"g & ).
Da i<1 st < 1.
D b
Zahlenbeispiel:

Mit % =« =02 ist a* = 0,04, o*= 0,0016

F F F
und H~ 1,273 ﬁ(l — 0,01 — 0,0001) ~ 1,273 = 0,99 ~ 1,26 rh

Anderseits ist mit % =a=0,5, a?2=0,25 und «* = 0,0625

und
F F
H ~ 1,273 z (1 — 0,0625 — 0,0039) ~ 1,19 o

20.2. Integration nach vorhergegangener Reihenentwicklung

Bei der Losung eines Integrales kann der Fall eintreten, daB sich trotz Anwendung der
bekannten Losungsverfahren das Integral nicht in einer geschlossenen Form losen
laBt. Dann steht das hier zu behandelnde Mittel zur Verfiigung. Der Integrand wird
in eine Potenzreihe entwickelt und das Ergebnis dann gliedweise integriert. Natiir-
lich muB eine Entwicklung in eine Potenzreihe iiberhaupt moglich sein. Von der zu
integrierenden Reihe muB Konvergenz gefordert werden. Es 1aBt sich nachweisen, da3
die mittels der Integration gewonnene neue Potenzreihe den gleichen Konvergenz-

radius wie die alte Reihe hat.

Integration irrationaler Funktionen

Die Bogenliinge der Parabel 2. Grades (Entwicklung

L

X

nach Potenzen des Verhéltnisses Bogenhdhe % zu halber
Bogenbreite s).

3
Nach Bild 263 sind gegeben s und k&, wobei <= AL, Bild 263

Die Bogenlange b soll also nach Potenzen von 4 entwickelt werden, d. h. b = f(4).

Die Parabel hat die Gleichung y = c22, also h = cs® oder ¢ =

h
— somit
§
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Um die Formel fiir die Bogenlinge s = f I/l + y'2 dz anwenden zu koénnen, sind
erforderlich

2
y =2 hx und 3/’2—4::'—:1:2

Dies eingesetzt, wird

& 8
2
bzfl/l—!—y" dx=/|/1+4%—x* dz.
] )

Nach Einfiihrung einer neuen Variablen
K2

z2=4 — 2
Py

1aBt sich der Integrand wie folgt als Reihe schreiben
1

= 1 1 1
o oy — 2 — 23 —
(14 2) 1+2z g7 +16z + -, 2] < 1.
Damit ist - 2 ; B, . - ‘
l+4—x —1+— s—4'x_§'16'8—8'z+
1 hS
+ﬁ '64'8?'23‘—4-“

Nun wird auf beiden Seiten integriert und das Verhaltnis i = A gesetzt. Es ergibt
sich dann ¢

2 2 4 10
— L2 %4 T 28 __ 8 o=
b .9(1—{—3}. 5).—{-7). 92. + )
Sindz. B. A=1m, s =4m, soist also l=% und
1 1 1 5
b=4(‘+§z—m+m‘ém+—"')m=4"“‘m'

BEISPIELE
0,656

1. Es soll f Vl + 2° dz gelost werden.
0

Losung: Mit Hilfe der Binomialreihe wird der Integrand in eine Reihe entwickelt. Mit der
1

Reihe fiir (1 2)—2—’ wobei z = 2 ist, wird erhalten

f}/l+x’dx—f(l+—x’——:c‘+ x’—%x“-{-— )dz, |z| < 1.

7 10 pl8
1 dz = T E 2% 4., .
f}/+x’x :c+ &t TRl T lz] <1
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Wenn nun fiir die obere Grenze z = 0,655 gesetzt wird, so ergibt die Zahlenrechnung
0,855

T
f]/1+ z‘dx=0655+m—0’? + — - =0,677.
0

. Es ist zu bestimmen

0,800
4 — xz
14 z’
Lésung: Der Integrand wird zunichst als Produkt geschrieben, d. h.

V) 1 1
f‘/‘:;z:dz=2f(l—%2)5.(1+x’)_?dx.

Nun gilt der Satz:

Zwei Potenzreihen diirfen miteinander multipliziert werden innerhalb des Bereiches, fiir den sie
gemeinsam absolute Konvergenz besitzen.

Im vorliegenden Falle konvergieren beide gemeinsam fiir |z| < 1. Die Reihen fiir die Fak-
toren des Integranden lauten:

1
1— "’z—l_lxz L VRN v Y. SOy SR
4 128 1024 32768 © 262144
-1 1 5 35
f e T tgsy B 8.0 35 0 L
@ =) 2Ty 6° Tisg® —

Werden diese beiden Reihen ausmultipliziert und nach Potenzen von x geordnet, so ergibt sich
fiir den Integranden I:
1 1 1 383 1 1541
I=1——2? -~ — —at + — — — 7 20 4 oo
8% 2% T128° T16° T10:a” T 26" " szes® *

Mit dieser Reihe ergibt sich

4 — 22 383
=2 ——zs—— — — a7
f‘/ dz (z at 0 + 2+ g @t

1 1541
s 10 e, 1.
* 2048 204012 ) =] <

Wird nun die obere Grenze z = 0,800 eingesetzt, so ist
0,800

Sy

dx = 2 (0,800 — 0,0213 — 0,0512 — 0,0005 + 0,0027 + 0,0112 4
+ 0,00008) = 1,482.

Integration transzendenter Funktionen
BEISPIELE

z
1. Das Integral f eZgin  dz la8t sich zwar in geschlossener Form losen. Wird aber der Integrand

in eine Potenzreihe entwickelt, so geniigen oft schon wenige ihrer ersten Glieder fiir eine hin-
reichende Genauigkeit.
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Losung: Die Verwendung der Reihen fiir €2 und sinz fithrt zum Ansatz:

: 2t 28
e‘smxm(l+a:+ + + +120+ +m+m+ )

2 o x? £
X("‘?“rzo"m + 362880 +)

Dieser Ansatz ist gestattet, da beide Reihen nicht nur absolut konvergent, sondern sogar be-
stindig konvergent sind.

Wird ausmultipliziert und das Ergebnis nach steigenden Potenzen von z geordnet, so ergibt
sich

B ™
et = 22 ____._.____._—_...,
HD0 = @ o Y 3090 630 22680

(die 4. und die 8. Potenz fallen dabei heraus.) Damit wird

T

» A B z? 8 x®
a: = = o EEL et |
fe sinz dz + + 127180 630 5040 26800
)
Zahlenbeispiel:
Das vorstehende Integral soll im Intervall 0,200 < z < 0,850 bestimmt werden.
0,850
e?sinz dz = —(0852 — 0,2?2) + —(0853 — 0,23) + (0,85‘ — 0,24) —
0,200

1 1
— —— (0,858 — 0,28) — —— (0,857 — 0,27) — .. =
180" )~ &30 )

= 0,34125 4 0,20204 + 0,04337 — 0,00209 — 0,00051 = 0,584.

2. Das Integral f = ~ T dz soll durch Reihenentwicklung gelost werden.

Loésung: Zur Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe ist der folgende Ansatz zﬁ
wihlen:

e:r:z_l= ; P —ao+alx+a,x3+a,x‘+a,z*+a&xs+...,
+ + + +

Die Ermittlung der Koeffizienten a,, a,, a,,... erfolgt durch Koeffizientenvergleich, d. h., nach
Multiplikation mit dem Nenner miissen auf beiden Seiten die Koeffizienten gleich hoher Po-
tenzen von z iibereinstimmen. Also:

z?
(x+ + "a+ “"+”‘+”°+ )(ao+a1x+a,x*+a,x=+a4x*+---},

x=aox+x’( + a1)+z‘(a°+ + s)+x‘(4+%+‘?+“s)+

+2° (120+ +rg 4 2 +a4)+x°( R +a5)+-



20.2. Integration nach vorhergegangener Reihenentwicklung 463

Damit wird @, =1 und alle Klammerausdriicke sind Null. Durch wiederholtes Einsetzen
wird gefunden:

a——l ;3 =0 a——L a; =0 a—1
1= T BT B=0 =Ty BT % T 30040

Werden diese Koeffizienten oben eingesetzt, so gilt:

1 1
fez—ldx—"f(l_—:”' ThA 7zo”+m"‘—+'")d”
schlieBlich

1 1

z
z 1
dz = __a — 2T — e,
fez—1 R LT xs 3600° T ormes0” T

Zahlenbeispiel:
1
f ez"' - dar = 1,0000 — 0,2500 -+ 0,0278 — 0,0002 = 0,7776.

Der Integralsinus

Bei der Untersuchung von gewissen Vorgingen, z.B. in der Elektrotechnik, hat das
Integral

z

f g dz = Si(z) (sinus integralis)
0

eine besondere Bedeutung. Weder eine Substitution noch partielle Integration
fithren zu einer Losung. Dieses Integral ist nicht in geschlossener Form l6sbar, d. h.,
es gibt mit den festgelegten Definitionen keine bekannte Funktion, deren erste Ab-
leitung den Integranden ergibt. Die Losung des Integrals fithrt auf eine neue un-
bekannte Funktion, die Integralsinus benannt wird.

Der Integrand laBt sich aber leicht als Reihe darstellen:

sin 1 . 1 28 b a2t

z —Z’S‘“"-z("—m+a—ﬂ+—"')—
2 a2t

=l-mits—at
und damit

z

. sin 23 a8 7

Sl(x)—f z P ggitEe T.omt T

0

Ahnlich wie die Reihe fiir sinz konvergiert auch diese Reihe sehr schnell. Sie ist
cbenfalls besténdig konvergent.
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Ohne Beweis sei angefiihrt

}‘i,l:oSi(z) ] f? dz = ;
0
Das GauBsche Fehlerintegral

Eine besondere Rolle in der Wahrscheinlichkeitsrechnung spielt das Fehlerintegral
von C. F. Gauss (1777 bis 1855). In der einfachsten Form kann es geschrieben werden

z

D () =6fe-x’dx. y

Es laBt sich ebenfalls nicht in geschlossener Form dar-
stellen. Auch hier filhrt die Reihenentwicklung zum
Ziel. Wird in der Reihe

2 3 4 REEER 1 72 3 X
¢=ltztoitmtagte o2 L F &
fir z = —a? gesetzt, so ergibt sich
P x
fe—"dxzf(l—z2+;—:—;—:+g—+---)dx
0 )

und schlieBlich

z

3 5 7 9
fe*“'dx:x—:i—l- d e + x +"‘,

3 "5.21 7.3179.41
0

konvergent fir |z| < co.

Bild 264 zeigt den Verlauf der Kurve der Funktion f(z) = e-*'. Die Kurve wird
auch Verteilungs-, Héufigkeits- oder Gausssche Glockenkurve genannt. Der Inhalt
der Fliache unter der Kurve im Intervall 0 < 2 <1 ist

1

. 1 1 1 1 1
fezdx—l—§+f0‘—4—2-+21—6—m+_"'—07747.
0

Ohne Beweis sei angefiihrt

/ e — VT
2
0
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Die Bogenlinge der Ellipse

Die Ellipse mit den Halbachsen a und b, wobei @ > b, hat nach Bild 265 die Para-
meterdarstellung « = asint, y = b cos .

Hierbei gilt:
firt=0 ist x=0, y=b,
fﬁrt:E ist x =a, y=0.
2
Mit den Differentialen do = acostdt,dy = —b - sint d¢ und dem Bogendifferential

ds =} (dx)® + (dy)?

wird

- b2 |
ds = } acos?t + bisin?t dt = a l/ cos®t + a—zsmetdt.

Nun ist bekanntlich die numerische Ex- vA
zentrizitdt ¢ festgelegt durch

[2 _ p2 _ ——-
£E= a 4 I S . [)(Prx;yJ
a ~< A
|

also o - ) 1' >

52 = — = 1 = a—z ) \ 9 b X
daraus folgt X

b2 . a

& = 1 — &

Bild 265

Wird dies oben eingesetzt, so gilt

ds = a Yeos?t + (1 — e?)sint dt = a J1— e*sin®t d¢

Die Bogenlinge ist dann
t T ——————
8§ = afVl — e¥sin?t dt.
0

Dieses Integral liBt sich durch keine elementare Funktion ausdriicken, es wird
elliptisches Integral zweiter Gattung genannt. Der Integrand

J1 — e®sin?t

30 Analysis
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wird nach Potenzen von £%sin?¢ entwickelt. Damit wird unter Benutzung von

1
L 1 1 1-3 1-3.5
—_ )\ — 1 - s T 2 3 __
=2 ==z ? 576" 5.4 6.8°
1 1 .
22628\ 2 — 1 — — .24in2f — doindf L e6ain6f —
(1 — £%sin?¢) 1 5 € sin®¢ 2——-4esmt 2-4.6esmt
1.3.
- ?347658 esin®t —---.

Mit dieser Reihenentwicklung wird

i

1 1 1.3
— 2sine dgint . 6in®
s__af(i stmt 2.4ssm£ 2.4_683111!
0

1-3-

5
=T 8f ...
246888"1‘ )dt

oder
¢ ¢ ¢

1.
s=al|t _lez sin2td¢ — ! & [sin“tdt — -—-3— e8| sinbtdt —
2 2-4 2.4.6

0 0 0
t

1-3-5
8 | sin8 — ...
2-4-6-86f81ntdt )
0

t
Fir die hier auftretenden Integrale, allgemein f sin®t dt = 8,, gilt die Rekursions-
formel

—1
= — Lt P tg . A
n n

Werden damit die in der Klammer stehenden Integrale gelost und fiir den Ellipsen-

quadranten ¢ = lzt gesetzt, so ergibt sich

T ™
2 2
Y =£ 14 1',2,2
fsmtdt i’ fsmtdt 5.4’
0 0
1 T
2 2
s g 1°3:5 ™ g L3857
sin 2.476 2 sinft db = 547578 2"
0 0
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Mit diesen Werten wird zunédchst der Viertelumfang erhalten

_U__(L_ 1,1 1 131
N R R T B R A S A
1.3 ,1-3.5 1 1.3.5 _ 1.3.5.7 1
T2.4.6°'2.4.6 2 2.4.6.8 2.4.6.8 2
Der volle Umfang ist
1 1.32 & (1.3.5 ¢
= — g2 _ — T MY, P — —
U_Q"“[l i (2.4) 3 (2-4-6) 5
1-3.5.7)\2 ¢
|
oder
1 3 5 175
Gt ;3 ] — s gl AN B e
o 2‘”‘(1 4% Ted® " 26% " 16384° )

Fiir praktische Rechnungen ist es besser, die gemeinen Briiche als Dezimalbriiche zu
schreiben :
U~2na(1—0,252 —0,046875¢* —0,019531255 —0,010681153 68 —-.+).

Zahlenbeispiel:

Es ist der Umfang der Ellipse mit den Halbachsen a = 26,5cm und b = 20,3 cm zu be-
stimmen.

Losung: Die numerische Exzentrizitit ergibt sich zu

. }26,5° — 20,3

= 0,6428.
26,5
U =27 26,5(1 — 0,1033 — 0,0080 — 0,0014 — 0,0003 — ---)
U = 148 cm.
AUFGABEN
725. Die Funktion f(x) = 317 soll bis zur 4. Potenz entwickelt werden.
V(7 —4x)*
3, —
726. Y9350 ist bis auf 4 Dezimalen zu berechnen.
1,100 0,350
727. [ V10 — * dz (3 Dezimalen). 728. [ V3 — 2 |5 —z dz (3 Dezimalen).
0 0
1 2
3 3
729. [ e' sin2z dz (4 Dezimalen). 730. [e% cosz dz (3 Dezimalen).
0 0
1 1
2 .
— sSInx
731. [sinz V1 + 2% dz (4 Dezimalen). 732. f —dz (3 Dezimalen).
0
0

30*
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2

cos T
733.[ g dz (4 Dezimalen).

1
734. Als elliptisches Integral erster Gattung wird definiert

x
dz -
e I
¥1 — k2sin?z
0

Es ist zu ermitteln

k14
Fl
dx
1
1 —_— e g
]/ 4amx
]



Einfiihrung in die Fehler- und Ausgleichungsrechnung

21. Fehlerrechnung fiir wahre Fehler

21.1. Fehlerarten

Um den Wert einer Grofle, z. B. der Strecke, der Temperatur oder der Stromstarke,
zu bestimmen, werden Messungen mit bestimmten Instrumenten und nach bestimm-
ten Methoden durchgefiihrt. Der erhaltene Mewert wird im allgemeinen nicht mit
dem wahren Wert der Grofle iibereinstimmen, da bei den Messungen Fehler auf-
treten. Man unterscheidet drei Arten von MefB3fehlern:

Grobe Fehler ergeben sich etwa durch Unaufmerksamkeit des Messenden (Beobachter)
oder durch Verwendung eines schadhaften Instrumentes. Ein grober Fehler tritt
z. B. auf, wenn bei der Messung einer Strecke an einem in cm geteilten MeBBband ein
Ablesefehler von 1 m gemacht wird, oder wenn ein beschadigtes Voltmeter, das bei
einem Mef3bereich von 10 V eine Ablesegenauigkeit von 1/,, V gestattet, die Span-
nung um mehrere Volt falsch angibt. Grobe Fehler liegen also weit iiber der erreich-
baren Ablesegenauigkeit. Man kann grobe Fehler erkennen, indem man mehrere
Messungen durchfithrt bzw. andere Messungs- oder Rechnungsproben beachtet. So
miifite z. B. die Summe der gemessenen Winkel eines Dreiecks 180° betragen. Nach
dem Bekanntwerden lassen sich diese Fehler rechnerisch beseitigen. Prinzipiell ge-
horen die groben Fehler zu den vermeidbaren Fehlern.

Systematische oder regelmiBige Fehler sind nicht immer vermeidbar und haben ihre
Ursache hauptsachlich in gewissen Mangeln des verwendeten Instrumentes bzw. in
der Art des MeBBvorgangs. Zum Beispiel sei ein MeBband von 20 m Liange um 1 cm zu

kurz. Bei der Messung einer Strecke von 250 m wird also ein Fehler von 250 m lem=

20 m

= 12,5 cm gemacht. Ein regelméfiger Fehler tritt auch auf, wenn ein Thermometer
einen Nullpunktfehler besitzt und somit beispielsweise alle Temperaturen um 2 grd zu
klein angibt. Regelmaflige Fehler haben daher immer das gleiche Vorzeichen. Diese
Fehler konnen entweder durch Berichtigung des Instrumentes vor der Messung ver-
mieden werden, oder man bestimmt durch Vergleich mit anderen Instrumenten und
MeBmethoden die Grof3e des Fehlers und beseitigt ihn nach der Messung durch An-
bringung einer Reduktion.

Zufillige oder unregclmiBige Fehler ergeben sich aus dem Zusammenwirken zahl-
reicher Fehlerursachen, die vom Beobachter nicht erfa3t und beseitigt werden konnen,
und sind daher nicht vermeidbar. Die Fehlerursachen sind Méangel im Instrument, die
trotz aller Sorgfalt bei der Herstellung auftreten, Unvollkommenheit der Me3metho-
den, personliche Fehler des Beobachters, z. B. Augenfehler, Witterungseinfliisse usw.
Die dabei auftretenden kleinen Teilfehler ergeben sich mit einer ahnlichen Zufallig-
keit wie die Zahlen 1 bis 6 beim Wiirfelspiel. Da positive und negative Vorzeichen
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gleich wahrscheinlich sind, werden sich einige der Teilfehler bei ihrer Vereinigung zum
zufilligen Fehler gegenseitig aufheben. Wie die Teilfehler bleibt der zufillige Fehler,
der auch Mef- oder Beobachtungsfehler heillt, unbekannt. Man begniigt sich mit ge-
naherten Werten.

Den Betrachtungen des vorliegenden Kapitels wird nur der zufillige Fehler zugrunde
gelegt.

In der Fehlerrechnung gibt es vor allem zwe: Aufgaben: Sind die Fehler gemessener
Grollen ndherungsweise bekannt, etwa geschitzt, und werden aus den gemessenen
GroBlen andere berechnet, dann ist zu zeigen, wie sich die Mefifehler auf die zu be-
rechnende Grofle auswirken. Hierdurch wird verhindert, dal3 bei der Rechnung eine
nicht vorhandene Genauigkeit vorgetduscht wird, also z. B. Dezimalstellen berechnet
werden, die wegen der Mel3fehler nicht gesichert sind.

Wird umgekehrt vorgeschrieben, mit welcher Genauigkeit eine Grofle aus Messungen
zu bestimmen ist, dann lassen sich mit Hilfe der Fehlerrechnung die einzuhaltenden
Meffehler berechnen und Entscheidungen iiber die zu verwendenden Instrumente
und MeBmethoden treffen.

21.2. Wahre Fehler

X sei der wahre Wert einer zu messenden Grofle und x der erhaltene MeBwert oder
Beobachtungswert. Dann definiert man als den wahren Fehler der Messung

e=X —z.

€ hat den Charakter einer Verbesserung, die man zur Beobachtung x addieren mu8,
um den wahren Wert X zu erhalten. Als zufélliger Fehler muB} ¢ relativ klein sein und
innerhalb bestimmter Grenzen bleiben. Bei mehreren Messungen ein- und derselben
Grofle werden die Beobachtungen x um den wahren Wert ,,streuen, d. h., die wahren
Fehler ¢ werden gleichwahrscheinlich positiv und negativ sein und annéhernd sym-
metrisch zum Wert ¢ = 0 liegen.

Da mit dem wahren Wert X auch der wahre Fehler ¢ unbekannt bleibt, begniigt man
sich hdufig mit seiner Schatzung, fiir die die Ablesegenauigkeit des MeBinstrumentes,
das Streuen der Beobachtungswerte x bei mehreren Beobachtungen sowie die Er-
fahrung des Beobachters die Grundlage bilden. Der geschitzte Wert von &€ wird mit
Ax bezeichnet und, da X unbekannt ist, mit doppeltem Vorzeichen angegeben. 4z
wird zur Beobachtung x hinzugefiigt und mit der Schreibweise X = x + dx aus-
gedriickt, dafl der wahre Wert mit groBer Wahrscheinlichkeit im Intervall

x—|dz| < X <z + |dx|

liegen wird. Haufig interessiert nicht der Fehler .1x selbst, sondern sein Verhéltnis
zu der zu messenden GroBe. Man nennt in diesem Zusammenhang

Az den ahsoluten Fehler,

% den relativen Fehler.

Der relative Fehler wird oft in Prozent angegeben.
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BEISPIELE

1. An einem Voltmeter wurde eine Spannung von 42,9 V abgelesen und der Meffehler mit
AU = +0,3V geschitzt. Dann ist

U=(42,94+03)V,
d.h., der wahre Wert ist im Intervall42.6 V < U < 43,2 V zu erwarten, der relative Fehler ist

AU _ +03V

= = 40,007 = +0,7%.
U azev T F £0.7%

2. Eine Strecke s, = 622,60 m wurde mit dem absoluten Fehler A4s, = 420 cm und eine
Strecke s, = 280,70 m mit dem absoluten Fehler A4s, = + 15 cm bestimmt. Fiir die re-
lativen Fehler erhalt man

Ao _ £20om _ 600032,
83 62260 cm
A_sz_ _ =+ 15 cm

=—— " — 40,00053.
38, 28070 cm

Der relative Fehler zeigt also besser als der absolute Fehler, daB3 der ersten Messung eine
groBere Genauigkeit als der zweiten innewohnt.

Haufig 1a8t sich eine GroBe nicht unmittelbar messen, sondern sie muB3 aus anderen,
durch Messung erhaltenen GroBen rechnerisch abgeleitet werden. Zum Beispiel sei
eine GroBe Y von k GroBen X, X,, ..., X, abhingig:

Y = f(Xy; Xp5 005 Xo). I
Die Messungen der X; haben die Werte «; ergeben, mit denen man aus (I) erhélt

Y =[xy @5 .05 ).
Es ist nun wichtig festzustellen, wie sich die wahren Fehler ¢; der MeBwerte auf das
Ergebnis der Rechnung auswirken, d. h., wie gro3 der wahre Fehler &, von y ist. Nach

dem Satz vom totalen Differential folgt

_ 9y 9y
dy— —a-};dxl + é‘x_g dzz + .. ‘+' a;dﬂ"j‘.

Man setzt dz; = ¢;. Da die ¢; relativ klein sind, gilt dy ~ 4y = ¢,, und man erhalt

oy dy oy
=& + o €g + oo0 e &k (180)

E
ox, I

3'2

(180) ist das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir wahre Fehler. Fiir praktische Aufgaben
werden die ¢; durch die geschitzten Fehler Ax; ersetzt. Da diese Fehler doppelte Vor-
zeichen besitzen, nimmt man sicherheitshalber den ungiinstigsten Fall an, daB sich
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in (180) alle einzelnen Fehleranteile summieren und gelangt so zur Definition des
absoluten Maximalfehlers:

d 2
Aym-—ﬂ:(’ Y VEN +---+|a—i Ax,) (181)

oy
+ ‘3—%' Axy

Ist y = f(x) eine Funktion von einer unabhingigen Variablen und hat x den Mef3-
fehler 4z, dann ergibt sich der Fehler Ay als Sonderfall von (181):

Ay = f'(x) Az (182)

Die Zahlenrechnung erfolgt mit dem Rechenstab. Man hiite sich dabei vor iiber-
triebenen Genauigkeiten. Es wird stets nach oben gerundet. Fiir den Fehler werden
nur ein oder hochstens zwei Ziffern (ohne die Nullen vor bzw. nach dem Komma) an-
gegeben. Nach dem Fehler richtet sich wiederum die Genauigkeit, mit der y selbst an-
gegeben wird.

Mit (181) bzw. (182) 1aBt sich noch der relative Maximalfehler

Ay, = Ay_;“ (183)

bilden.

BEISPIELE

3. Zur Bestimmung der nicht meBbaren Strecke 4 B = ¢ wurde ein Hilfspunkt C' gewihlt, und
dann wurden die Strecken a = 364,76 m, b = 402,35 m und der Winkel y = 68° 14’ ge-
messen (Bild 266). Die MeBfehler der Seiten und Winkel
wurden mit da = A4b = +5cm, 4y = 41’ geschitzt. Wie
groB ist ¢ und sein absoluter Maximalfehler?

Losung: ¢ ergibt sich als Funktionswert der gemessenen
GroBen aus

¢ =Va? + b2 — 2abcosy = j(a;b;y), (I1)
und man erhilt ¢ = 431,38 m. Nach (181) folgt

Acmaxzi(‘gz/la‘—F Ab’—l-Jac ‘)

Bei der Bildung der partiellen Ableitungen wird die Wurzel Bild 266
nach (II) durch ¢ ersetzt:
- - i |
Acmax=i(a_bccosy Aa‘%—[h c::cosyAb ” abzlnydy’).

Anmerkung: Um den Streckenfehler in cm zu erhalten, wird beim Einsetzen der Zahlen-
werte der Winkelfehler im BogenmaB angegeben, d. h., 1’ wird ersetzt durch
, T

1 = (,00020,
180 - 60
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Dieser Wert kann aus einer Tabelle entnommen werden. Weil die Berechnung der Fehler zu-
meist mit dem Rechenstab erfolgt, auf dem im allgemeinen der mit ¢’ bezeichnete Wert

180 - 60
T

= 3438

besonders gekennzeichnet ist, kann auch.

1’ 1

= 3438

gesetzt werden. Ebenfalls khnn man mit geniigender Genauigkeit die Werte der trigonometri-
schen Funktionen mit dem Rechenstab bestimmen.
Mit den gegebenen Zahlen folgt

365 — 402.0,371 0,05+ 402 — 365.0,371 0,05+ 365 - 402 - 0,929 ,
431 431 431 - 3438

Ademax = + (
Ac gx = (0,025 + 0,031 + 0,092) m,
Acmax = 10,148 m ~ 40,15 m.

Fiir die Strecke ¢ erhilt man

¢ = (431,38 + 0,15) m.

. Zur Berechnung eines elektrischen Widerstandes R wurden die Stromstiirke I = (15 + 0,3) A
und die Spannung U = (110 4 2) V gemessen. Gesucht wird der relative Maximalfehler von R.

Losung: Nach dem Oxmschen Gesetz gilt

U
R =7 ={U;D.

Nach Formel (181) folgt

R

ARmax = :I: (’ﬁdv

U
)

Zur Bestimmung des relativen Maximalfehlers wird durch R geteilt und IR = U beachtet:

|oR - ‘é‘}f
+]3141)—:l:(l e

 ABas . {1 AT U _ L {14U]| |41
am== == (| x |+ mwat]) = = (7] 7}
Die Zahlenwerte ergeben
4 Bmax 2 03
= = - 0,04
AR, E (110 15) =
Speziell fir Funktionen der Form
Y = flrr3 205 5 @) = @) @a(@s) - () (ITI)

erhilt man den relativen Maximalfehler leicht durch logarithmische Differentiation
(vgl. 3.7.). Man logarithmiert (IIT) und erhélt

Iny = In g, (%) + In @y(x,) + +++ + In @i (az).



474 21. Fehlerrechnung fiir wahre Fehler

Das totale Differential ergibt

dy _ @' (%) P (@) 4o P (@)
ACA da + Pa(2a) et e @i () “

Die Differentiale ersetzt man wieder durch die Fehler Ay, 4x; und erhilt den rela-
tiven Maximalfehler aus

d(lny) =

A Ymaz Py \Zy) "(xy) P2 (Xg) (3’2)
Ay, = = A
="y i( ow) 49| T [t 45Tt
o’ ()
ox (%) """‘D'

BEISPIELE

5. Von einem Zylinder wurde der Durchmesser D = (4,84 4 0,01) cm, die Héhe A = (6,74 +
+ 0,01) cm und durch Wégung die Masse m = (968,5 + 0,1) g bestimmt. Mit welchem re-
lativen Maximalfehler 1aBt sich daraus die Dichte g berechnen?

Losung: Es ist

m 4m
= —= = f(D; h;
& Vv nDh f m).

Man erhélt logarithmiert
4
Ing=In—+Inm—2InD —Ink
T

und fiir das totale Differential

d(lng) = dg=M_2dD_dh_
0 m D h

Daraus ergibt sich der relative Maximalfehler

AQmux ‘ J+|2¢1D|+~Ah‘)

970 u 4,84 6,74

= +(0,0001 + 0,0041 + 0,0015) = -+ 0,0057 ~ -+ 0,6%.

01 2.001 0,01
_i( )=

Man sieht, daf3 der Fehler der Wégung gegen die LangenmeBfehler vernachldssigt werden kann
und eine weitere Genauigkeitssteigerung fiir ¢ nur durch genauere Volumenbestimmung még-
lich ist.

Fiir die Dichte selbst erhdlt man ¢ = 7,81 gem= und fiir den absoluten Maximalfehler

Aomax = £0,0057 - p = + 0,045 gcm™2,
also
o = (7,81 £ 0,05) gcm™3.
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6. Ausder Linge ! = 118,5 cm und der Schwingungsdauer 7' = 2,180 s eines mathematischen
Pendels soll die Erdbeschleunigung g berechnet werden. Wie genau miissen ! und 7' bestimmt
werden, damit der absolute Maximalfehler von g nicht mehr als 4 1 cm s~2 betrigt?

Losung: Obgleich die Fehler A1 und A7 der zu messenden GréBen unbekannt sind, mu8} zu-
néchst eine Formel fiir 4 gmax aufgestellt werden. Man erhilt aus

T:2r:l/§:

4 2l
g=—m =11
42 — 8l .
Agmax=i(%4z‘+‘ Tf ATl):ilcms‘-. (IV)

Nun wird die Annahme gemacht, daB die Fehler in der Messung der Linge und der Schwin-
gungsdauer je zur Hélfte zum Fehler A gmax beitragen sollen. Aus (IV) folgt also

4n? B
~172-Al= 40,5 cm s~2

oder
T2
Al = 4+ —0,5ecms 2 = 40,06 cm,
42
82l B
_._.Ta_AT = 40,5cm s2
oder
T3
AT = + 0,5 cm s~2 = 4-0,00055 s.

8n2l

Die Pendellinge mii8te annihernd auf einen halben Millimeter und die Schwingungszeit auf
sechs zehntausendstel Sekunden bestimmt werden, um die geforderte Genauigkeit fiir g ein-
zuhalten.

AUFGABEN

735. Die Zahl © = 3,14159265 ... werde durch die Naherungswerte

22 355
g und 2z, = iis

ersetzt.
a) Wie groB sind die wahren Fehler von 2, und z,?

b) Welchen Fehler erhilt man fiir den Umfang eines Kreises mit dem Radius 7 = 5 m, wenn
man U unter Verwendung von z;, bzw. z, berechnet?

736. Der Durchmesser d eines Drahtes wurde unter Verwendung einer Schieblehre mit (0,361 -+
40,005) mm gemessen. Mit welchem relativen Fehler kann man daraus die Querschnitts-
fliche berechnen?

737. Von einem Quader wurden die Kanten mit
a = (32,3 4+ 0,1)cm, b = (12,0 + 0,1)cm, ¢ = (6,7 4+ 0,1) cm

bestimmt. Wie groB ist der absolute Maximalfehler des Quadervolumens?
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738.

739.

740.

741.

742.

743.

744.

745.

746.

Zur Bestimmung der Brennweite einer einfachen, bikonvexen Linse wurden die Gegenstands-
weite ¢ = 42,4 cm und die Bildweite &6 = 26,6 cm mit den MeBfehlern 4a = 4b = 40,1 cm
ermittelt. Wie groB ist die Brennweite f und ihr absoluter Maximalfehler?

Im rechtwinkligen Dreieck wurden die Hypotenuse ¢ = (130 4+ 0,06) m und die Kathete
a = (50 + 0,02) m gemessen. Welcher absolute Maximalfehler ergibt sich hieraus fiir den
Winkel «?

Bei der Widerstandsmessung mit der WHEATSTONEschen Briicke ergibt sich der zu be-
stimmende Widerstand aus

R,=R—° |
1000 — =
wobei

R = (1000 + 1) Q

der bekannte Widerstand und z = (765,8 + 0,3) die Maflzahl der am MafBstab abgelese-
nen Linge in mm sind. Mit welchem absoluten Maximalfehler erhdlt man den gesuchten
Widerstand R,?

Die drei Widerstiande
R, = (100 + 1)Q, R, = (50 4+ 1) Q, Ry= (250 + 2)Q
sind hintereinandergeschaltet. Wie groB ist firr die Spannung
U=(20042)V
die Stromstérke des durchflieBenden Stromes und ihr relativer Maximalfehler?
Die Widerstinde

R, = (350 +2)Q und R, = (100 4 1)Q

sind parallelgeschaltet. Man berechne den Ersatzwiderstand R und seinen relativen Maxi-
malfehler.

Mit welcher Genauigkeit erhdlt man y = Igsin«, wenn « = 24°10’ mit dem Fehler
Ax = + 2’ versehen ist?

Zur Bestimmung des Elastizitaitsmoduls eines Stahldrahtes wurden dessen Lénge ! =
= (2473 + 3) mm und der Durchmesser d = (0,292 4+ 0,001) mm gemessen. Durch eine
am Draht angreifende Kraft F = (1 4- 0,005) kp ergab sich eine Lingendnderung 6 =
= (1,750 + 0,005) mm. Den Elastizitdtsmodul erhilt man aus

. Fl
~7d\
(—d) o

2

Man bestimme £ sowie seinen absoluten und relativen Maximalfehler.

Ein Hohlzylinder hat den dufleren Radius 7; &~ 10 cm, den inneren Radius 7, ~ 8 cm
und die Héhe % =~ 12 cm. Mit welchen absoluten Fehlern miissen diese drei Groflen ge-
messen werden, damit der relative Maximalfehler des Volumens 4 0,29, betrigt?

g . S sin «
Der Brechungsindex einer Glassorte ergibt sich aus n = ——.
si

nfp

fallswinkel & ~~ 33°20" und Ausfallswinkel 8 ~ 21°45" gemessen werden, damit der rela-
tive Maximalfehler von n héchstens 4+ 0,001 betragt?

Wie ‘genau miissen Ein-
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747. Im Dreieck sollen die Seite b und die Winkel « und # gemessen und daraus die Seite a be-
rechnet werden.
a) Man stelle mit Hilfe der logarithmischen Differentiation die Fehlerformel fiir den rela-
tiven Maximalfehler von e auf.
b) Wie genau miissen b~ 220 m, o ~ 63°, f ~ 42° gemessen werden, damit sich & mit
dem relativen Maximalfehler

4 amax _ 4 0003
a
ergibt?
22, Ausgleichungsrechnung
22.1. Allgemeines zur Ausgleichungsrechnung

Die Ausgleichungsrechnung kommt iiberall dort zur Anwendung, wo zur Bestimmung
unbekannter Groen mehr Messungen als notwendig gemacht wurden.

Wurde z. B. eine Groe nicht nur einmal, sondern mehrfach gemessen, dann ergeben
sich wegen der zufilligen Messungsfehler voneinander abweichende Werte, d. h., die
Messungen widersprechen sich. Es besteht daher die Aufgabe, aus den vorliegenden
Messungen einen Mittelwert zu bilden, der dem wahren Wert moglichst nahekommt.
Er wird auch als giinstigster oder plausibelster Wert bezeichnet. Fiir den vorliegenden
einfachen Fall bildet man bekanntlich, meist ohne weitere Begriindung, das arith-
metische Mittel der MeBwerte.

Ein dhnliches Problem liegt z. B. vor, wenn zwei GroBen x und y direkt meBbar sind,
zwischen denen eine lineare Beziehung y = mx + b besteht. Die Konstanten m und
b sollen bestimmt werden. Ermittelt man durch Messungen zwei Wertepaare (z;; ¥;),
(%,; ¥2), dann lassen sich aus den Gleichungen y, = mx; + b, y, = mx, + b ein-
deutig m und b berechnen. Geometrisch veranschaulicht wird also durch zwei
Punkte eine Gerade gelegt. Bei VergroBerung der Zahl der Messungen erhélt man sich
widersprechende Gleichungen y; = mz; + b ( = 1, 2,...n), d. h., die zu den Werte-
paaren (x;;y;) gehorigen Punkte liegen nicht genau auf einer Geraden, sondern
,,Streuen‘‘ mehr oder weniger stark. Es gilt nun, giinstige Werte fiir m und b zufinden,
geometrisch also eine Gerade, die sich den vorliegenden Punkten am besten anpaft.
Als drittes Beispiel betrachtet man ein Dreieck, in dem die drei Winkel gemessen wur-
den. Wegen der Messungsfehler weicht die Summe der MeBwerte von 180° ab. Auch
hier sind giinstigste, den wahren Werten moglichst nahe kommende Werte fiir die
Winkel zu ermitteln, die aber gleichzeitig noch die Winkelsummenbedingung er-
fiillen.

Die allgemeinen Aussagen ,,giinstigste Werte‘* oder ,,Werte, die sich den Messungen
am besten anpassen‘‘, missen nun prézise analytisch formuliert werden.

Hierzu muf} die Verteilung der zufélligen Fehler untersucht werden. Mit den Hilfs-
mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathematischen Statistik gelangt
man zu folgender Ausgleichungsbhedingung:

Man erhélt die giinstigsten oder ausgeglichenen Werte der gesuchten GréBen, wenn
man die Beobachtungen mit Verbesserungen versieht, so daf
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1. die auftretenden Widerspriiche beseitigt werden und
2. die Summe der Quadrate der Verbesserungen ein Minimum wird.

Diese Methode der kleinsten Quadrate wurde unabhéngig voneinander von C. F. Gauss
und A.M. LEGENDRE am Anfang des 19. Jahrhunderts entwickelt und zeigte zu-
nichst bei der Losung astronomischer Aufgaben ihre groB8en Vorteile. Wenn auch eine
gewisse Willkiirlichkeit in ihr enthalten ist, so hat sie sich doch seit iiber 150 Jahren
bewdhrt und konnte durch kein besseres Verfahren ersetzt werden.

Die oben angefithrten drei Beispiele fithren zu drei verschiedenen Aufgaben der
Ausgleichungsrechnung, die der klassischen Einteilung entsprechen:

1. Ausgleichung direkter Beobachtungen

Hier werden die gesuchten GroBen, wie z. B. eine Stromstédrke oder eine Strecke,
direkt gemessen.

2. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen

Die gesuchten GroBen werden nicht unmittelbar gemessen, sondern aus anderen,
gemessenen Grofen abgeleitet.

3. Ausgleichung bedingter Beobachtungen

Zwischen den gemessenen GroBen bestehen noch Bedingungen, die streng erfiillt
sein miissen.

Im vorliegenden Kapitel wird das erste Problem ausfiihrlicher behandelt. Die beiden
anderen Probleme werden an einigen Aufgaben erklart.

22.2. Ausgleichung direkter Beobachtungen gleicher Genauigkeit

Eine GroBe X sei »-mal mit gleicher Genauigkeit (gleiche MeBinstrumente, gleiche
MeBverfahren usw.) gemessen, und man habe die Werte 1, I,, ..., I, erhalten. Die An-
zahl n der Messungen soll nicht unter 8 bis 10 liegen, da sich sonst die Zufilligkeit der
MeBfehler zu einseitig auswirken kann. Aus den Beobachtungen [; ist nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate der giinstigste Wert « zu bestimmen, der auch schein-
barer oder wahrscheinlichster Wert von X heiBt.

Man versieht die !; mit Verbesserungen v;, so dal die Widerspriiche verschwinden,
und stets gilt:

x:l;-l——‘u;, 'i=1,2,...,n. (I)

x ist so zu wihlen, dal3

v? = [vv] = Minimum (184)

ity

1

wird. Die eckige Klammer bedeutet ,,Summe aller »¥‘ und stellt die von Gauss
stammende Summensymbolik dar. Mit (I) folgt

o] =@ —L)P+ (& —l)* + -+ + (& — ln)* = f(2).
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Das Minimum ergibt sich aus

9_(5.‘;.‘.’1 =2 — L)+ 2@ —l) 4+ -+ 2(x —I,) = 0.

Daraus folgt
ne =10 +1l+ -+ 1,

2z = (185)

Der scheinbare Wert x ist erwartungsgemifl das einfache arithmetische Mittel aus
den n Messungen. Die Abweichungen v; der Beobachtungen I, vom scheinbaren Wert
heiflen scheinbare Fchler

vy =2 —I; 1=1,2,...,n. (186)

Je grofler n ist, um so ndher muBl der scheinbare Wert am wahren Wert liegen. Daher
stimmen fiir groBes n die v; anndhernd mit den ¢; iberein. Summiert man die n Glei-
chungen (186) und beachtet (185), dann folgt

_ O U
[v]—nx—[l]—nn 1 =0,

] =0 (187)

Die Summe der scheinbaren Fehler ist Null, was als Probe fiir die Bildung des arith-
metischen Mittels verwandt werden kann.

Die praktische Berechnung von x vereinfacht sich durch Verwendung kleinerer Zah-
len, wenn ein Naherungswert x, gewihlt wird:

x =1x5 + 0% (188)

Aus (186) ergibt sich
vy =29+ 6x — 1, = dx — (l; — x,).

Entsprechend (184) folgt jetzt aus der Bedingung [vv] = Minimum:

& = [ — )

n

(189)

BEISPIEL

Die Linge einer Strecke wurde achtmal gemessen und ergab die folgenden Werte: 164,35 m;
164,32 m; 164,36 m; 164,34 m; 164,39 m; 164,31 m; 164,35 m; 164,37 m. Man berechne nach
(188) und (189) den Mittelwert z und verwende die Probe (187).
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Loésung: Als Naherungswert wurde z, = 164,30 m gewihlt.

E,; vy

164,35 m | —0,001 m

164,32 ,, 0,029 ,,

164,36 ,, | —0,011 ,, [L—x]  039m
164,34 ,, | 0,009 ,, it == = =5 = 0,080/
164,39 ,, | —0,041 ,,
164,31 ,, 0,039 ,, =1z + 0z = 164,30 m + 0,049 m
164,35 ,, | — 0,001 ,,
164,37 ,, | —0,021 ,, Z=fe

! [l —zy] =0,39 m 0,077 m

— 0,075 ,,

[v]~ O0m

22.3. Der mittlere Fehler als Genauigkeitsmal

Fir die Messungen im vorigen Abschnitt war gleiche Genauigkeit gefordert. Es liegt
nahe, als GenauigkeitsmaB fiir die !; einen Mittelwert der v; zu bilden. Das arith-
metische Mittel ist ungeeignet, da [v] = 0 ist. Man konnte hochstens die Absolut-
werte der v; addieren und den sogenannten durchschnittlichen Fehler

_ 0wl
=4 =
bilden. Ein besseres Genauigkeitsmall ist aber der mittlere Fehler, der durch die
Formel

o]
n—1

meals (190)

definiert wird. Hier werden also die Quadrate der v; addiert. m gibt als Genauigkeits-
mal} die mittlere Abweichung einer Messung I; vom scheinbaren Wert, d. h. bei
grolem » annéhernd vom wahren Wert an. Man sagt auch, m ist ein Mal} fiir die
Streuungen der Messungen um den Mittelwert und nennt m Strewungsmafl. Die De-
finition des mittleren Fehlers hiangt eng mit der Methode der kleinsten Quadrate zu-
sammen. Wegen der Ausgleichungsbedingung [vv] = Minimum und der im folgenden
abgeleiteten Formel (191) hat der scheinbare Wert x gegeniiber anderen moéglichen
Mittelwerten, etwa dem geometrischen Mittel, den kleinsten mittleren Fehler.

Anmerkung: Héufig wird der mittlere Fehler unter Verwendung der wahren Fehler durch

m = :tl/[i:?

definiert, und zwar strenggenommen fiir » — co. Beim Ubergang zu scheinbaren Fehlern kann
dann néherungsweise fiir endliches » die Formel (190) abgeleitet werden.
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BEISPIEL

1. ‘Zur genauen Bestimmung der Linge eines Werkstiickes wurden von zwei Beobachtern A und B
je acht Messungen durchgefiihrt. Zu berechnen sind der scheinbare Wert, der durchschnitt-
liche und der mittlere Fehler aus jeder Messungsreihe.

Lésung: Die Beobachtungen sind in der folgenden Tabelle angegeben. Nachdem die Mittel-
werte x gebildet sind, werden die »; und v? berechnet und damit wird £ und m bestimmt. (187)

dient wieder als Probe.

x = (1282,0 + gg) mm

x = 1283,1 mm

t = j:%imm= + 0,2 mm

m= ;tl/-lgs mm = + 0,23 mm

x = (1282,0 + S—éi)

z = 1283,0 mm'

Beobachter A Beobachter B
ki & v l; v v

mm mm mm? mm mm mm?

1 1283,0 0,1 0,01 1283,0 0,0 0,00
2 1282,9 0,2 0,04 1283,5 —0,5 0,25
3 1283,4 —0,3 0,09 1282,4 0,6 0,36
4 1283,0 0,1 0,01 1283,0 0,0 0,00
5 1283,3 —0,2 0,04 1282,9 0,1 0,01
6 1282,8 0,3 0,09 1283,3 —0,3 0,09
7 1283,4 —0,3 0,09 1282,9 0,1 0,01
8 1283,0 0,1 0,01 1283,0 0,0 0,00
8,8 00 | o3¢ 8,0 0,0 0,72

)mm

t = i%mm: +0,2 mm

m = t

1/0,_:2 mm = + 0,32 mm

Nimmt man den durchschnittlichen Fehler als Genauigkeitsmal3, dann werden beide Me[3-
reihen als gleich genau beurteilt. Nach dem mittleren Fehler ist aber die linke MelBreihe genauer,
d. h. die Messungen sind sorgfiltiger oder mit einem besseren Instrument durchgefiihrt. Tat-
sachlich sind links die v; gleichmiBiger verteilt, wihrend rechts zwar einige Male v; = 0 ist,
dafiir aber auch groBere v; vorkommen. GréBere v-Werte fallen aber durch die Quadratbildung
bei der Berechnung des mittleren Fehlers sehr ins Gewicht.

Entsprechend dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (180) fiir wahre Fehler soll ein Fort-
pflanzungsgesetz fiir mittlere Fehler abgeleitet werden.
Eine GroBe z sei abhéngig von den GroBen « und y:

z=f(z;y)

Zur Bestimmung von z und ¥ wurden je » Messungen

Ilriza __,,E“

31 Analysis

bzw.

(1)



482 22. Ausgleichungsrechnung

durchgefiihrt und daraus die Mittel

r = — y —
gebildet. Weiterhin wurden die scheinbaren Fehler
= —1; '@3£=y—f¢ 1=1,2,...,n

sowie die mittleren Fehler der Messungen I; bzw. I;

S 'l/—“”*’] = iV [v?] ()

n—1 n—1
berechnet.
Werden in (I) fiir # und y die Werte der i-ten Messung l;, /; eingesetzt, dann ergibt sich

I = fli; 1), i=1,2,...,n. (III)

Zuniichst wird gezeigt, wie sich die mittleren Fehler m, m der Messungen I;, I; auf
die Genauigkeit der zu errechnenden GroBe I; auswirken. Man bildet wie in (186)

b=z —b=fy) —fll; L) =
:f(ll+vi’l-l+61)—f(llyzl)1 1::1727---:”’
und erhilt mit dem totalen Differential
é(=fz(l‘;fi)v(—l“fy(h;g")s;, 1=1,2,...,n.

Aus den n Werten #; soll analog zu (190) ein Mittelwert als GenauigkeitsmaB der I;
gebildet werden. Man quadriert

v} = fi(li; l-i) vi + fz(li; l-i) 72 4 2fz(li§ zi) fy(liQ zi) V375
und summiert
[55] = f2(L; B) ow) + 7208 1) [9%] + 2fa(t; 1) o0 1) [v7). (1v)

Die v; und 7; sind gleich wahrscheinlich positiv und negativ. Fiir grofles n gilt daher
[v%] &~ 0. Nach Division durch n — 1 folgt aus (IV)

. ) -\ [57]
L — 1) 2+ 1) 2

n —

und mit (II) und nach Radizieren

m = i—Vfi(zi; l)m® + f2(1;; I;) m?2, V)
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wobei )
[b2]

n—1

=+

der mittlere Fehler eines nach (IIT) berechneten Funktionswert I; ist.

Bevor das Problem der Fortpflanzung mittlerer Fehler weiter verfolgt werden kann,
ist eine wichtige Anwendung zu behandeln. Mit Hilfe von (V) kann man speziell aus
dem mittleren Fehler m der Messungen !; den mittleren Fehler m, des arithmetischen
Mittels x berechnen. Fiir die Funktion

_M_ b B b g
x——;-—;-f-n'f' —l—n—f(lvzaa---aln)

folgt durch Erweiterung von (V) auf » Variable

Y I N
e = iV(W) o *(azz) " +(az,.) "=

Mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels

mo [vv]
my = fﬁ = :{:Vm (191)
Imx:ﬂ
il

0|lll[.lii1 T T T I ]
Bild 267

Durch VergroBerung der Messungszahl n 148t sich also der mittlere Fehler von x ver-

kleinern, d. h. die Genauigkeit des Mittelwertes vergréoBern. Da man durch ]/7_L teilt,
wird bei einer VergroBerung von n die Abnahme von m, zwar am Anfang schnell,

31*
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spater aber immer langsamer vor sich gehen (Bild 267). Um z. B. den aus zehn Mes-
sungen berechneten mittleren Fehler m, auf die Halfte herabzudriicken, wiren
weitere 30 Messungen notwendig, was meist nicht 6konomisch ist. Eine giinstige
Messungszahl liegt bei » = 8 bis 10.

Nun kann das mit Gleichung (V) erreichte Ergebnis verallgemeinert werden. Praktisch
interessiert nicht ein Wert /; mit dem mittleren Fehler 7, sondern der aus den Mittel-
werten z und y nach (I) berechnete Wert z und sein mittlerer Fehler m,. Setzt man

in (V) fiir die mittleren Fehler m und % der Einzelmessungen I, bzw. I; die mittleren
Fehler

m

von x und ¥ ein, dann erhilt man aus

dz\2 dz\?
m= 2 /() ne+ (G =

den mittleren Fehler der Grée z = f(x;y).
Durch Ubergang zu k gemessenen GréBen folgt allgemein:
Gegeben sei die Funktion

Y= flag; @3 .05 %),

Die z; seien Mittelwerte aus mehreren Messungen, die die mittleren Fehler m; haben.

Dann ergibt sich der mittlere Fehler von y aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir
mittlere Fehler

N ay & ay 2 ay i
My = :i:l/(a ml) “+ (%; ma) sfes = (-a?kmk) (192)

BEISPIELE

2. Zur Bestimmung der unzuginglichen Entfernung e (Bild 268) wurden in einem Hilfsdreieck
die Strecke b und die Winkel o und § je achtmal gemessen. Die Melwerte sind in den ent-
sprechenden Tabellen in der Losung angegeben. Gesucht
werden
a) die Mittelwerte fiir b, o und f3,

b) die mittleren Fehler je einer Beobachtung dieser Grofen,

c¢) die mittleren Fehler des arithmetischen Mittels fiir jede
dieser GrofBlen,

d) die aus den Mittelwerten von b, o und S berechnete
Strecke e,

e) der mittlere Fehler von e. Bild 268
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Lo6sung: Die Rechnungen zu a) und b) erfolgen wie in Beispiel 1.
bi o v - Lk 2L : Bi % LAy
m cm cm? 1 1 1 1
318,28 2 4 63°26°40” | —15 225 | 76°56'40” 0 0
318,31 —1 1 63°26°00” 25 625 | 76°57°00” | —20 400
318,30 0 0 63°27°20” | —55 3025 | 76°55°00” 100 | 10000
318,25 5 25 63°25'40” 45 | 2025 | 76°56'40” 0 ]
318,34 —4 16 63°26'40”" | —15 225 | 76°58°00” | —80 6400
318,30 0 0 63°27°40” | —175 5625 | 76°57°00” | —20 400
318,29 1 1 63°26" 20" 5 25 | 76°55°20” 80 6400
318,33 -3 9 63°2500” 85 7225 | 76°57°40” | —60 3600
2,40 0 56 51720” 0 | 19000 53’20 I 0 | 27200
’ 20" 53’ 20"
b = (318 —+—g’—;—0)m o = 63°20" 4 bt p =176°50" + ————
b = 318,30 m a = 63°26'25" f = 16°56"40"
56 19000 " 7200
mzi]/";ﬁcm'=i2,80m m=;[:1 —s—)—?— = - 52" m :[;“/2 = 462"

Aus (191) erhilt man die mittleren Fehler der arithmetischen

2,8cm

= 4+ 1cm

5//
my= +——— 419"

V8

e ergibt sich als Funktionswert der gemessencn GroBen aus

b sin «
€=—.
sin 8

= f(b;x; B).

Die Rechnung mit den Mittelwerten von b, « und § ergibt

e = 292,26 m.

(VI)

Den mittleren Fehler m, von e erhdlt man nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (192) aus

0 2 7]
"y = ﬂ/(a—b m,,) " (afa

2 P 2
)+ )

sin &
M= £ l/(sin B

2 b coso
mb) + (__,_ m

sin

und unter Beachtung von (VI) folgt

my = i‘/(% mb)2 4 (e cot am,)? + (e cot fmp)?

)2 (—bsincxcosoc
a

)

318

2
Mg = il/(%—2 0,01) 4+ (292.0,50 - 9 - 10-5)2 + (292 - 0,23 - 11 - 10-5)2m
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mg= 4+10,9.-10~% + 1,8 104 + 0,5- 10~*m
mg= +¥3,2-104m = 40,018 m ~ + 0,02 m.
Fiir die unbekannte Strecke e erhidlt man abschlieBend

e = (292,26 + 0,02) m.

3. Mit einer vorhandenen MeBeinrichtung ergibt sich die Lange ! eines Werkstiickes aus einer
Messung mit dem mittleren Fehler m = 4 0,10 mm. Wieviel Messungen muf3 man annéhernd
ausfiihren, damit der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels m; = 4 0,02 mm betriagt?

Losung: Aus (191) folgt

d. h., es sind etwa 25 Messungen auszufiihren.

AUFGABEN

748. Der Durchmesser einer Kugel wurde achtmal gemessen und ergab in Millimetern die folgenden
Werte: 34,10; 34,18; 34,14; 34,08; 34,12; 34,14; 34,04; 34,12. Man berechne den Mittel-
wert des Durchmessers, den mittleren Fehler einer Beobachtung sowie des Mittelwertes,
das Kugelvolumen und seinen relativen mittleren Fehler.

749. In einem rechtwinkligen Dreieck wurden die Hypotenuse ¢ = 42,16 m und die Kathete
a = 25,78 m mit den mittleren Fehlern m, = m; = 42 cm gemessen. Gesucht wird die
Kathete b und ihr mittlerer Fehler m,.

750. Man betrachte in 21.2., Beispiel 3, die MeBfehler als mittlere Fehler und berechne den mitt-
leren Fehler von e. .

751. Bei der Durchfiihrung eines physikalischen Versuches wurde die Zeitdifferenz A¢f zwischen
zwei Ereignissen sechsmal bestimmt. Man erhielt die Werte 4,3s; 4,6s; 4,48; 4,28; 4,58;
4,4 3. Wie oft miilte man die Zeitmessungen durchfiihren, um fiir den Mittelwert der 4¢ den
mittleren Fehler m, = 40,03 s zu erhalten?

752. Um die Fliche eines Dreiecks zu bestimmen, wurden mit einem Lineal die Grundlinie ¢ =
= (11,31 £ 0,03) cm und die Héhe & == (7,44 + 0,03) cm gemessen. Welcher mittlere
Fehler ergibt sich fiir die Dreiecksfliche?

/_7’_1\

b

2\

iz

Bild 269 Bild 270

753. Um den Radius eines im Kreisbogen verlegten Gleises zu bestimmen, wurden eine Sehne
8 = (20 4 0,01) m und die zugehorige Pfeilhéhe p = (0,085 + 0,001) m gemessen. Man
berechne den Radius und seinen mittleren Fehler (Bild 269).
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754. Zur ,,optischen Messung* der Strecke s wurden unter Verwendung einer Hilfsbasis s; die
Winkel y; = 3°26"00” und y, = 5°43' 10” mit den mittleren Fehlern m,; = m,; =
= 410" gemessen (Bild 270). Die als fehlerfrei anzunehmende Basis betrigt b == 2 m. Man
berechne den relativen mittleren Fehler der Strecke s.

755. Wie genau sind in einem Dreieck die Winkel &« und f# zu messen, damit man y mit dem mitt-
leren Fehler m, = 42’ berechnen kann?

756. Um die Hohe % eines Turmes zu bestimmen, wurden in P der Winkel o = 19° 15’ und die
waagerechte Entfernung e = 254,30 m gemessen (Bild 271). Mit welcher Genauigkeit
miite diese Messung durchgefithrt werden, um 2 mit dem
mittleren Fehler m, = 4 1 dm zu erhalten?

757. Fiir eine bikonvexe Linse wurden zu verschiedenen Gegen- h
standsweiten g die zugehorigen Bildweiten b gemessen. Man P 3
erhielt die folgenden Wertepaare (g; b) mit Angabe in cm: e
(11,8;62,3), (62,5;11,7), (12,0;56,5), (56,7;11,8), (12,2;51,4), Bild271
(51,5; 12,0), (12,6; 45,6), (45,6; 12,5). Man berechne fiir jedes

Wertepaar die Brennweite, deren Mittelwert und dessen mittleren Fehler.

22.4. Ausgleichung direkter Beobachtungen verschiedener Genauigkeit

Bisher wurde angenommen, da83 die n Messungen zur Bestimmung einer Groe X von
gleicher Genauigkeit sind, d. h., alle MeBwerte /;( = 1, 2, ..., n) besitzen den glei-
chen mittleren Fehler m. Es kann aber auch vorkommen, daB3 die MeBwerte I; ver-
schiedene Genauigkeiten, also verschiedene mittlere Fehler besitzen. So kénnten fir
die Messungen verschiedene Instrumente oder unterschiedliche MeBmethoden ver-
wendet worden sein. Der Mittelwert = folgt dann nicht mehr aus Formel (185), diese
mul vielmehr verallgemeinert werden.
Zur Einfiihrung in das neue Problem wird zunéchst vom Fall gleich genauer Beob-
achtungen ausgegangen.
Die GroBe X sei zehnmal mit gleicher Genauigkeit gemessen worden, und man erhielt
die Werte

21’ AQ) vy “]‘10!

aus denen nach (185) der Mittelwert

A At F Ay
mw T 10 @

folgt. Aus irgendeinem Grund seien aber zuerst die Teilmittel

gt Ay b At At Ay

Iy 5

an

gebildet und man fragt nun, wie diese Teilmittel zum Mittelwert & vereinigt werden
konnen. Das einfache arithmetische Mittel aus den [; nach (185) ist nicht zu verwenden,
da die l; aus einer verschieden grof3en Anzahl von Beobachtungen 1, berechnet wurden
und daher nicht die gleiche Genauigkeit besitzen. Durch Zusammenfassen von (I)



488 22. Ausgleichungsrechnung

und (II) 148t sich aber fiir « schreiben

r = (11 + 12 + 13) +_(i4 + 15) + (16 + j'7 + j'8 + j'9 + 110)
10 ’
3L + 21, + 51,
3+2+5

Die Koeffizienten der I; bezeichnet man allgemein mit p;:

= 21l 4 pols + psly — [p2]
D1+ P2+ Ps (7]

mit p, =3, p,=2, ps=5.

Die Zahl p; gibt an, wieviele der urspriinglichen Beobachtungen 4, zur Bildung des
Mittels /; verwendet wurden und mit welchem Gewicht daher /; in die Berechnung des
Mittels « eingeht. Man nennt die Zahlen p; Gewichte. Das arithmetische Mittel x selbst
hat das Gewicht p, = [P], weil es aus » = [p] Messungen gebildet wird.
Ist m der mittlere Fehler der gleich genauen Messungen 4;, dann erhilt man die
Fehler von l;, I, und I3 nach (191) aus
m m m " m m
1= == g = —= = —;
1EI 7 2 Vr
Aus den ersten zwei Gleichungen folgt z. B.
P _m

Py My
Allgemein gilt der Satz

Die Gewichte verhalten sich umgekehrt proportional wie die Quadrate der mitt-
leren Fehler.

Fiir eine GroBe X seien nun » verschieden genaue Messungen
Ll ooy Uy

mit den mittleren Fehlern
My, My, .., My

durchgefiihrt und gesucht wird der Mittelwert x. Die [; sind jetzt im allgemeinen keine
Teilmittel und ihre unterschiedlichen Genauigkeiten riihren von der Messung selbst
her. Man kann dann aber jedes l; als Mittel aus einer Anzahl p; von gedachten, nicht
wirklich durchgefiihrten gleich genauen Messungen ansehen und sich nach obigem
Satz aus den mittleren Fehlern m; die zugehoérigen Gewichte p; berechnen. Fiir einen
beliebigen MeBwert, z. B. /;, kann das Gewicht p, = 1 gesetzt werden, da die Ge-
wichte nur Verhéltniszahlen sind. Die iibrigen Gewichte folgen aus

2 2
2 m%’ mgs sy Pn
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Der MeBwert mit dem Gewicht 1 heit Gewichtseinheit und wird meist mit J;, sein
mittlerer Fehler mit m, bezeichnet. Mit den bekannten Gewichten wird das all-
gemeine arithmetische Mittel gebildet:

xzplll'i_pﬁzs'!"""}'}"nln__;[}’_l] (193)
Py+Pat -+ Pa (7]
Multipliziert man die scheinbaren Fehler
vi_—_;c_-h i=1,2,...,n
mit den zugehorigen Gewichten p;
Piv; = Py — pely t=1,2,...,n
und summiert iiber ¢
[pv] = [p]= —[pl],
dann folgt wegen (193)
[pv] =0 (194)

was wieder als Probe verwandt werden kann.
Hat I; den mittleren Fehler m;, dann hat die GroBe I} = l_i_}/g:- nach dem Fehler-
fortpflanzungsgesetz (192) den mittleren Fehler m} = m, ]/p,-. Aus dem Verhéltnis

P mP _ mip;
i m o om
folgt p; = 1.

Satz

I Multipliziert man bei verschieden genauen Messungen /; jede mit der Wurzel aus

= Pi

ihrem Gewicht, dann haben alle GroBen [, 1/17‘ das Gewicht 1, sind also gleich
genau.

Mit Hilfe dieses Satzes 148t sich die Auswertung verschieden genauer Messungen auf
den Fall gleich genauer Messungen zuriickfiihren. Unter andérem lassen sich mit
diesem Satz leicht Formeln zur Berechnung der mittleren Fehler aufstellen. Die
Fehlergleichungen

vi=a —I; 1=1,2,...,n

multipliziert man mit ]/E

VITH’; = ]/17193 - Vﬁei
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und falt I} = ]/}T, l; als neue, jetzt aber gleich genaue Messungen, v} = V;, vy als

neue scheinbare Fehler auf. Durch Einsetzen dieser Fehler ]/}T, v; in (190) erhélt man
den mittleren Fehler einer Messung vom Gewicht 1 oder den Gewichtseinheitsfehler

T[f’ﬁ”} (195)

my = +

Entsprechend folgt fiir den mittleren Fehler einer Messung vom Gewicht p;, wenn p;
wie oben als Messungsanzahl gedeutet wird, nach (191)

S K, [poo)
Vo: pi(n — 1)
und fiir den mittleren Fehler des allgemeinen arithmetischen Mittels
y ——
my = =2 = 4 1/ 1P¥%] _ (196)
Viz] PIn—1)

Werden die scheinbaren Fehler v} = ]/[T, v; in die Ausgleichungsbedingung [v'v'] =
Minimum eingesetzt, dann folgt fiir den Fall verschieden genauer Beobachtungen die
Ausgleichungsbedingung

[pvv] = Minimum (197)

Wihrend in diesem Abschnitt das allgemeine arithmetische Mittel (193) aus dem ein-
fachen arithmetischen Mittel (185) abgeleitet wurde, kann auch die Ausgleichungs-
bedingung (197) an den Anfang gestellt und éhnlich wie in 22.2. die Formel (193) ab-
geleitet werden (vgl. Aufgabe 758).

BEISPIEL

Das Volumen eines Kérpers wurde nach verschiedenen Verfahren bestimmt. Fiir jedes Ver-
fahren wurden mehrere Messungen durchgefiihrt und daraus folgende Mittelwerte und mittlere
Fehler berechnet:

V, =(138,0 + 2,1) cm?® V, = (140,5 4- 3,0) cm3
Vs = (139,5 + 1,5) cm® V,= (138,5 4+ 1,8) cm?®
Vy = (141,5 + 3,4) cm?®
Man bilde aus den 5 Werten das allgemeine arithmetische Mittel sowie seinen mittleren Fehler.

Lo6sung: Nimmt man my = 43 cm® an, dann folgen die Gewichte aus

m} 9 m 9
L R =20 -2
T T s P T e
m3 9 m3 9
=20 - % _4 = = — 28
Ps =z T 2,95 Pz T 32a ™
p="0 -9 Log.
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Die weitere Berechnung erfolgt wieder in einer Tabelle.

Vi _ L ‘ pili v Piv; V40 Pivi¥;
cm® cm? pi cm? cm? cm?® cm® cm®

138,0 2,0 276,0 1,2 2,40 1,44 2,88
140,5 1,0 140,5 —-1,3 —1,30 1,69 1,69
139,5 4,0 558,0 —0,3 —1,20 0,09 0,36
138,5 2,8 387,8 0,7 1,96 0,49 1,37
141,5 0,8 113,2 —2,3 —1,84 5,29 4,23
10,6 [ 1475,5 0,02 10,53

Man berechnet zunichst die Produkte p;!;, bildet die Summen [p!] und [p] und erhélt nach (193)

.
x = _Lg_l_l . }-4—7-‘-)-’—§ cm?® = 139.2 cm?.
[p] 10,6

Dann berechnet man die scheinbaren Fehler v;, p;»; und macht die Probe [pv] = 0,02 cm? ~
= 0 cm?. SchlieBlich bildet man [pvv] und nach (196) den mittleren Fehler des allgemeinen
arithmetischen Mittels

[pev] 10,53 3
- Lol L L00% e om® = 4 0,5 o,
M= =t V10,6(5 =) o e o

Fiir das gesuchte Volumen folgt

V = (139,2 4+ 0,5) cm3.

Die Berechnungen von m, und m, sind hier nicht notwendig, da diese mittleren Fehler bereits
in der Aufgabe enthalten sind.

AUFGABEN
758. Man leite fiir den Fall verschieden genauer Messungen aus der Ausgleichungsbedingung
[pvv] = Minimum das allgemeine arithmetische Mittel (193) ab.

759. Zur Bestimmung einer Grofle wurden insgesamt 36 gleich genaue Messungen in 4 Gruppen
durchgefiihrt, und es liegen die einfachen arithmetischen Mittel der Messungen aus jeder

Gruppe vor:

1. Gruppe: 6 Messungen, Mittelwert: I, = 245,7
2. 10 ” 6 : 1, = 245,3
3. ., 4 " o i l; =243,9
4 % 16 W i 1 1, =244,8.

Man berechne das allgemeine arithmetische Mittel  aus den l;, den mittleren Fehler einer
Messung, die mittleren Fehler der Mittelwerte I; sowie den mittleren Fehler des allgemeinen
arithmetischen Mittels.
760. Es liegen die Ergebnisse von 5 Mefireihen zur Bestimmung der Erdbeschleunigung g vor:
g, = (980,2 + 2,0) cm s~2 g, = (983,6 + 3,5) cm 572
g; = (981,4 £+ 2,5) cm s72 g, = (978,5 + 4,0) cm s72
g5 = (983,0 + 3,0) cm s—2

Zu berechnen sind das allgemeine arithmetische Mittel und sein mittlerer Fehler.
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22.5. Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen

Bei der Ausgleichung direkter Beobachtungen wurde eine unbekannte GroBe direkt
mehrfach gemessen und daraus als ausgeglichener Wert das einfache bzw. allgemeine
arithmetische Mittel berechnet. Jetzt sind erstens mehrere unbekannte GroBen zu
bestimmen, und zweitens lassen sie sich nicht selbst messen, sondern sie miissen aus
anderen gemessenen GroBen rechnerisch abgeleitet werden. Eine Ausgleichung der
Messungsergebnisse setzt wieder voraus, dall mehr Messungen durchgefiihrt wurden,
als zur eindeutigen Berechnung der Unbekannten notwendig sind.

Der einfachste und zugleich haufiger vorkommende Fall liegt vor, wenn zwei Un-
bekannte gesucht werden, die mit den zu messenden GroBen durch eine lineare Be-
ziehung verkniipft sind (vgl. Aufg. 761). Dieser Fall soll behandelt werden.

In der Funktion

y=ax+b (I)

sind die Koeffizienten ¢ und b zu bestimmen. x sei eine willkiirlich wahlbare und zu-
néichst als fehlerfrei anzunehmende Variable. Zu jedem gewihlten Wert z;(¢ = 1, 2,
..., n) wurde ein Wert y; gemessen.

Fir n =2 konnte man aus den zwei Gleichungen y, =ax, + b, y,=ax;,+ b
eindeutig @ und b berechnen. Fiir n > 2 gibt es aber wegen der auftretenden Mes-
sungsfehler von y; keine Werte a, b, so da3 alle n Gleichungen %

y,-:a:ci-l-b, i=l,2,...,n, (II)

gleichzeitig erfiillt sind. Es treten Widerspriiche auf. Es kénnen also nur nach der
Methode der kleinsten Quadrate giinstigste Werte fiir @ und b ermittelt werden.
Geometrisch bedeutet die Aufgabe, daf eine Gerade g mit der Gleichung (I) zu zeich-
nen ist, von der n Punkte P;(x;; y;) gegeben sind.

Wegen der Messungsfehler liegen die Punkte nicht Lor®
genau auf einer Geraden, sondern streuen, und YA W
man muB die Gerade so legen, daB sie sich allen
Punkten moglichst gut anpaBt. Diese nach der
Methode der kleinsten Quadrate berechnete Gerade

heiBt auch ausgleichende Gerade. =
Man versieht die MeBwerte y; mit Verbesserungen o
v;, so daB in (II) die Widerspriiche beseitigt sind ¢ X; x
(Bild 272): e

Yi +vi=az; + b
oder

»w=ax; —y; + b, 1=1,2,...,n. (I11)

(ITI) stellt die Fehlergleichungen oder Verbesserungsgleichungen dar. @ und b sind
nun so zu wahlen, daB [vv] ein Minimum wird. Man bildet

v} = a?x} + yi + b% — 2ax,y; + 2abx; — 2by;
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und summiert tiber alle 3:

[v9] = a?[zx] + [yy] + nb® — 2a[zy] + 2ablz] — 2b[y] = f(a;b).
Die partiellen Ableitungen nach a und b werden Null gesetzt (vgl. 14.5.):

O] _ 9 4(xa] — 2[xy] + 2b(z] = O
Jda

0

[avbv] =2nb + 2a(z] —2(y] =0

oder
[zz]a + [2]b = [zy]
[x] a+n b=[y].

Die Gleichungen (IV) heiflen allgemein in der Ausgleichungsrechnung Normal-
gleichungen. Man erhilt fiir die ausgeglichenen Werte der Koeffizienten

(Iv)

_ lzyln — [2][y]
[rx] n — [x]?
b— [zz][y] — [xy] [x]

[zz]n — [a]?

(198)

Es sind noch die mittleren Fehler von a und b und zur Einschidtzung der Messung
selbst ist der mittlere Fehler der MeBwerte y; zu bestimmen.

Hierzu berechnet man zunéichst mit den Werten a und b aus den Fehlergleichungen
(ITI) die scheinbaren Fehler v, und bildet [vv]. Der mittlere Fehler eines MeBwertes
y; folgt dann aus

[vv]
n—2

— (199)

Da »n Messungen durchgefiihrt wurden, zwei aber nur zur eindeutigen Berechnung der
Unbekannten notwendig sind, stellt n — 2 die Anzahl der iiberschiissigen Messungen
dar. Man vergleiche (199) mit der Formel (190) firr direkte Beobachtungen. Dort ist
zur einfachen Grofenbestimmung nur eine Messung erforderlich, so dal » —1 iiber-
schiissige Messungen vorliegen. Auf den Beweis von (199) wird verzichtet.

Die mittleren Fehler von a und b erhilt man aus

_ n
"= " | Gn

e (200)
B [xz]
e = V[xx]n e
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Um z. B. m, zu berechnen, wird nach (198) a in Abhingigkeit von den Melwerten y;

betrachtet :

o= EYIn —[21[y] _ n@@ys + - + Zays) — 2] (1 + - + Ya)

[xx]n — [x]?

und das Fehlerfortpflanzungsgesetz (192) angewendet, wobei alle y; den gleichen

Fehler m besitzen:

[z2]-n — [a]?

1/, — )P m? 4

R

([xa]n — [«])?

1/t = 2nay (2] + [# + -

+ nfx? — 2nx,[x] + (2]

([xx]n — [2]?)?

Mg = + -
Mg = M
m, = m

¢ [n2lza] — 2n[x]? + n[x]? -

Auf gleichem Weg wird m, abgeleitet.

BEISPIEL

In der linearen Gleichung y = ax + b sind die Konstanten @ und b zu bestimmen. Es wurden
zu 10 gewahlten Werten z; die zugehorigen Werte y; gemessen. Die Wertepaare (z;; ;) sind
in der folgenden Tabelle angegeben. Es sind nach (198) @ und b sowie nach (199) und (200) die

mittleren Fehler zu berechnen.

([zz]n — [x]?)?

n
= [zx]n — [x]?

Losung: Man bildet in der Tabelle die Werte z7 und z;%; und summiert iiber alle :

2

Z; Yi i ZiYi Vi vi

4 3,3 16 13,2 0,9 0,81

6 5,3 36 31,8 0,0 0,00

8 7,4 64 59,2 —1,1 1,21

10 6,9 100 69,0 0,5 0,25

12 9,0 144 108.0 —0,6 0,36

14 8,6 196 120,4 0,9 0,81

16 10,8 256 172,8 —0,3 0,09

18 124 324 223,2 —0,8 0,64

20 12,0 400 240,0 0,7 0,49

22 13,2 484 290,4 0,5 0,25

130 88,9 2020 1328,0 4,91

Nach (198) folgt
= 1328,0-10 — 130 - 88,9 _ 1723 — 0,522
2020 - 10 — 1302 3300
. 88,9 — .
b— 2020 - 88,9 — 1328,0- 130 6938 — 2,102.

2020 - 10 — 1302

~ 3300
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Mit @ und b erhélt man nach (III) v;, v} und [vv] = 5,82. Der mittlere Fehler einer Messung ist

4,91

und die mittleren Fehler von a und b sind

3300

2020
= 0£V——= 0,7.
mp = & 3300+

Es ist daher sinnvoll, a nur auf zwei Dezimalen und b auf eine Dezimale anzugeben. Man er-
hilt fiir die gesuchte Gleichung

m=imvﬂl=ﬂm,

y =052z 4 2,1 V) Yil
oder ausfiihrlicher 121

y = (0,52 £ 0,05)x + (2,1 + 0,7).

In Bild 273 sind die den Wertepaaren (;; ;)
entsprechenden Punkte P; sowie die der
Gleichung (V) entsprechende ausgleichende 4~
Gerade angegeben.

Durch einen Kunstgriff lassen sich die 7 — T T T T T
Berechnungen von a, b und der mittleren 4 6 80 2N IB2022
Fehler vereinfachen. Man bestimmt nach  Bid 273

den Formeln

X

xsz%, ySZ%

die Koordinaten des Schwerpunktes S des gegebenen Punktsystems und legt durch S
ein neues Koordinatensystem mit den Achsen 2’ und y’ parallel zu den alten Achsen
(Bild 274). Die neuen Punktkoordinaten folgen aus

X=Xy iy Y= Ys— Yie
Es gilt dann

[2]1=0, [¥]=0

und aus (198) folgt -

[='y'] 0
(z'2]’ ’ Bild 274
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Die ausgleichende Gerade geht also stets durch den Schwerpunkt des gegebenen
Punktsystems. Im %', y’-System hat sie die Gleichung

x' ,
= ——%x,‘::} x'.
Aus (200) folgt
My= | e
}/[x'x’] ]/'n

Sind die Messungen ¥; von verschiedener Genauigkeit, dann bestimmt man ihre Ge-
. wichte p;, multipliziert die Fehlergleichungen (III) nach dem Satz aus 22.4. mit ]/E
und leitet auf gleichem Weg Formeln fiir @ und b ab, wie es fiir die Formeln (198) er-
folgte.

SchlieBlich sei noch auf den seltener vorkommenden Fall verwiesen, daf3 auBer den y;
auch die x; mit Fehlern behaftete MeBwerte sind. Man bestimmt dann die Gerade
derart, daB die Summe der Quadrate der (senkrechten) Abstinde der Punkte von der
Geraden ein Minimum wird (s. Aufgabe 763).

Bei einigen Anwendungen ist keine ausgleichende Gerade, sondern allgemeiner eine
Ausgleichsparabel n-ter Ordnung, zu bestimmen. So kann z. B. der Zusammenhang
zwischen den GroBen x und y von ihrer technischen oder physikalischen Bedeutung
her bekannt sein und eine ganzrationale Funktion n-ten Grades

Y = A& + Gy 2"t - oo bay X+ ay

darstellen, deren Koeffizienten auf Grund vorliegender MeBwerte durch die Aus-
gleichung zu bestimmen sind. In anderen Fillen soll die Art der gegenseitigen Ab-
hingigkeit zwischen « und y iiberhaupt erst bestimmt werden. Sind die Wertepaare
{(z;;y;) durch Messung bekannt und werden die zugehoérigen Punkte gezeichnet, dann
ist meist aus dem Bild zu erkennen, ob eine Parabel 2., 3. oder héheren Grades sich
den Punkten am besten anpalt, und es konnen ebenfalls durch die Ausgleichung die
Koeffizienten berechnet werden. Da der Rechenaufwand mit Erhéhung des Grades n
stark ansteigt, beschrinkt man sich moglichst auf Parabeln 2. oder 3. Grades.

Die Formelableitung ist prinzipiell wie bei der linearen Funktion. Soll zu » Werte-
paaren (z;;y;) z. B. die Parabel mit der Gleichung

Y = a,2® 4 a2 + a,
gefunden werden, dann bildet man die Fehlergleichungen
v; = % + ayx; + @y — Ui t=1,2,...,n.
Die Forderung [vv] = Minimum fﬁhft zu dem System der Normalgleichungen

n - ay + [x] @y + [2®] @y = [¥]
[x] @y + [#%] a; + [2%] @y = [2Y]
[2%] ag + [2%] @y + [2*] @y = [2PY].
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Mit Determinanten oder besser unter Verwendung des Gaussschen Algorithmus werden
die Koeffizienten a,, a,, @, berechnet. Auf die Berechnung der mittleren Fehler kann
hier nicht eingegangen werden. Bild 275

zeigt die zu den 6 eingezeichneten Punk-  yA
ten gehérende ausgleichende Parabel 5

2. Grades. "3“"
AUFGABEN 24

761. Firr die Abhiingigkeit des Widerstandes 77
eines metallischen Leiters von der Tempe- 0
ratur gilt innerhalb eines gewissen Tempe-
raturintervalls die Gleichung Bild 275

Ry = Ry + RyBT mit Ry Widerstand bei der Temperatur 7'
RO 39 ’ 9 O OC
B Temperaturkoeffizient.

Zu acht verschiedenen als fehlerfrei anzunehmenden Temperaturen 7' wurden die Wider-
stinde Ry gemessen. Man erhielt die Wertepaare (20°C; 1,66 Q), (30°C; 1,71 Q), (40°C;
1,76 Q), (50°C; 1,81 Q), (60°C; 1,86 Q), (70°C; 1,93 Q), (80°C; 2,00 ), (90°C; 2,05 Q).

Zu berechnen sind die Konstanten Ry und 8 (Rp =aT + b mit @ = Ry, b = R;) und
die mittleren Fehler m, m,, m, = mg, und meg.

762. Man berechne das Beispiel aus 22.5. durch Reduktion der Koordinaten auf den Schwer-
punkt S.

763. Esist die Formel fiir den Neigungswinkel « der ausgleichenden Geraden zu entwickeln, wenn
z; und y; mit Fehlern behaftete MeBgrofen sind. (Man reduziere zunachst auf den Schwer-
punkt.)

764. Man berechne fiir die gemessenen Wertepaare (10; 60), (30; 55), (50; 45), (70; 30), (90; 15),
(110; 15) nach der in Aufgabe 763 entwickelten Formel den Neigungswinkel der ausglei-
chenden Geraden.

765. Es ist das in 22.5. angegebene System der Normalgleichungen zur Bestimmung der aus-
gleichenden Parabel mit der Gleichung y = a,2% + a,x + a, abzuleiten.

766. Man bestimme zu den Punkten P, (2; 1), P,(4;4), P3(7;5), P4(10; 5), P5(12; 3), Pg(14;2)
die ausgleichende Parabel mit der Gleichung y = a,2® + @,z + @, (Verwendung einer
Rechenmaschine) und zeichne die Punkte und die Kurve.

767. Desgleichen fiir P,(0; 0,28), P,(5; —0,70), P3(10; —1,01), P,(15; —0,80), P5(20; —0,27),

P4(25; 1,10).
22.6. Ausgleichung bedingter Beobachtungen
Es werden mehrere, direkt meBbare GroBen x; (¢ = 1,2,...,n) betrachtet. Diese

GroBen seien auBerdem durch eine oder mehrere Nebenbedingungen
P (X, Tgy oy Ty) = 0, k=1,2,...,r

miteinander verkniipft, die streng erfiillt sein miissen. Werden die MeBwerte der
GroBen in die Nebenbedingungen eingesetzt, dann sind diese wegen der zufilligen
Fehler nicht erfiillt, sondern es ergeben sich Widerspriiche:

cpk(Il,le,...,l,,}=wk, k=1,2,...,7.

32 Analysis
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Man versieht deshalb wieder die MeBwerte mit Verbesserungen v;, an die zwet For-
derungen gestellt werden:

1. Die verbesserten MeBwerte !; + »; miissen die Nebenbedingungen streng er-
fiillen.

2. Die Summe der Quadrate der Verbesserungen muf} ein Minimum werden.

Es liegt also die Aufgabe vor, den Extremwert einer Funktion von mehreren Varia-
blen unter Beachtung von Nebenbedingungen zu finden (vgl. 14.6.). Es werden jetzt
die Verbesserungen v; als die eigentlichen Variablen betrachtet, die sich aus der
Ausgleichung ergeben.

Das Verfahren soll an einer iibersichtlichen geometrischen Aufgabe erklirt werden.

BEISPIEL
In dem Viereck A BC' D wurden die Winkel «,, «,, ..., a5 gemessen (Bild 276):
&, = 70° 15 o, = 46° 127 oy = 78° 56
«g = 67° 13’ s = 33° 507 g = 63° 36’
oy = 124° 59’ g = 97° 21",

Sie sind unter Beachtung der notwendigen Nebenbedingungen auszugleichen.

Lésung: Um die Anzahl r der Nebenbedingungen zu finden, wird zunichst folgende Uber-
legung angestellt: Ist eine Seite des Vierecks gegeben, dann geniigen 4 Winkel, um das Vier-
eck eindeutig zu konstruieren oder zu berechnen. Jeder
weitere hinzukommende Winkel liefert eine Bedingungs-
gleichung. Ist n = 8 die Zahl der gemessenen Winkel,
u =4 die Zahl der notwendigen Winkel, dann ist
n —u =r =4 die Zahl der iiberschiissigen Messungen
und zugleich die Zahl der Nebenbedingungen. Es ist also
stets r < n. Fiir dieses Beispiel ergeben sich folgende
Bedingungen:
& + oty + g — 180° =0
&3 + oy + 5 — 180° =0
oy + 3 — &y =0
&g + g — g = 0.

(I)

Bild 276

Die Bedingungen miissen voneinander unabhingig sein. Daher ist die Vierecksbedingung
oy + oy 4 g + x4 + 5 + xg — 360° = 0 neben den ersten beiden Gleichungen nicht mit zu
verwenden, da sie die Summe beider Gleichungen ist. Werden in (I) die gemessenen Werte ein-
gesetzt, dann ergeben sich die Widerspriiche

& + g + xg — 180° =w; = 3’

o3 4 oy + x5 — 180° = wy, = —1’ (In)
&y + g — &y =wy= 9
o - g — Og =w,= 5.
Man bringt an die Mefiwerte Verbesserungen an, so daf3 die Widerspriiche Null werden:
(o + 21) + (a2 + v) + (o + v5) — 180° =
(x5 + v3) + (% + v) + (5 + v;) — 180° =0 (I11)

(o + ) + (x5 + v3) — (7 + ;) =0
(x5 + v3) 4 (g + vg) — (g + vg) = 0.
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Die Differenz einer Gleichung von (III) minus der entsprechenden Gleichung von (II) ergibt

v+ v+ v+ w =0
vg+ vy + 5+ wp, =0
v+ v3— v, + w3 =0
v + vg — vg + wy = 0.

(Iv)

Nun ist das Minimum der Funktion [vv] = f(v;,..., ;) unter Beachtung der Nebenbe-
dingungen (IV) zu berechnen. Nach 14.6. bildet man mit den LacraNGeschen Multiplikatoren
die Funktion

8
F=E”%+}‘1('U1+7)2+vs+w1)+lz(va+”4+”5+wz) T+
=1
+ A3(vy + v3 — v; + wy) + A4 (vs + v — Vg + wy)

und setzt ihre partiellen Ableitungen gleich Null:

Fpy=2v+4 =0 (a) Fpo=2v;+2+4=0
Fpo=2v,+4,+4,=0 Fog=2vg+ 4 +4,=0 W)
Foa=2v3+21+4;,=0 Fop = 20, — 24 =0 (¢
Fpo=2v,+ 4, =0 (b) Fpg =203 — A4 =0 (d).

(IV) und (V) stellen ein System von 12 Gleichungen mit den 12 Variablenv; (: =1, ..., 8) und
A (k=1,...,4)dar. Werden aus den Gleichungen (Va) bis (Vd) die 4; berechnet, aus den rest-
lichen Gleichungen von (V) die Verbesserungen v,, v3, ¥; und vg und wird alles in (IV) eingesetzt,
dann folgt

3v, — V= Y= —w =—3
N —_ ’

3v,— v, — vg= —wy= 1

v, + vy — 30, = —wy=—9
v+ v — 3vg= —w, = —5".

Mit Determinanten bzw. mit dem Gaussschen Algorithmus folgt

vy =15; Y= 2,9; v, =4,5; v= 3,1

und damit
vy=—3; vg=—106"; U= —0,2; vg= —16".

Die ausgeglichenen Winkel sind
& + v, = 70° 16,5’ o5 + vy = 33°49,8’
oy + vy, = 46° 09’ og + g = 63° 34,4
g + vy = 78° 54,4 o, + v, = 125° 03,5
oy + vy = 67° 15,9’ og + vg = 97°24,1°.

Zur Probe werden diese Werte in die Nebenbedingungen eingesetzt, die bis auf Rundungsfehler
widerspruchsfrei erfiillt sein miissen. Der mittlere Fehler eines gemessenen Winkels ergibt sich

aus
mzi‘/@ﬂ=i VﬁﬂL L3
r 4

Auf den Beweis wird verzichtet.

32*
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AbschlieBend sei noch erwiahnt, daB bei vermittelnden oder bei bedingten Beob-
achtungen die Fehlergleichungen auch nichtlinear sein konnen. Mit Hilfe des totalen
Differentials bzw. des TayrLoRschen Satzes fiir mehrere Variable werden diese Fehler-
gleichungen naherungsweise in lineare verwandelt. Diese Rechnungen sind in der
Spezialliteratur fiir die Ausgleichungsrechnung enthalten.

AUFGABE

768. Gegeben sind die Hohen der Punkte 4 und B mit
H, = 153,625 m, Hg = 168,177 m. Um die Hoéhen der Punkte
P, und P, zu bestimmen, wurden die Hohenunterschiede h; hs
h, =8,053m, hy = —2,410m, hy = —5,652 m, h, = 6,492 m,
hy = —8,912m in der durch Pfeile angegebenen Richtung ge-
messen (Bild 277). Man berechne die ausgeglichenen Hohen- A
unterschiede k; + v, und damit die Hohen H, und H, der hs
Punkte P, und P,. Bild 277

s0

hy B

(]



Differentialgleichungen

23. Grundbegriffe. Aufstellen von Differentialgleichungen

23.1. Definition der Differentialgleichung

In Naturwissenschaft und Technik treten oft Probleme auf, deren mathematische
Behandlung das Losen von Differentialgleichungen?) erfordert. Auch in den voran-
gegangenen Abschnitten dieses Bandes wurden bereits einfache Dgln. gel6st, so z. B.
in 11.6. bei der Ermittlung des Weg-Zeit-Gesetzes fiir den Wurf senkrecht nach oben.
Auf einen senkrecht nach oben geworfenen Korper wirkt (wenn von anderen Kréften
wie Luftwiderstand usw. abgesehen wird) die Anziehungskraft der Erde und bewirkt
eine der Wurfrichtung entgegengesetzt gerichtete Beschleunigung

a= —g. 1)
Da a = (:‘1—1; ist, kann man aus

dv

=
durch Integrieren die Geschwindigkeit

v= —gt+ C, (II)
(C; Integrationskonstante) ermitteln.

Wegen v = -g—: ermoglicht ein nochmaliges Integrieren das Bestimmen des Weges

s=—%t’+€‘1t + O, (I1I)

(C, Integrationskonstante).

. Hat der Korper zu Beginn der Zeitmessung, fiir ¢ =0, die Geschwindigkeit v = v,
und ist der bisher zuriickgelegte Weg s = s,, so kann mit Hilfe dieser Anfangs-
bedingung das Weg-Zeit-Gesetz (III) eine fiir den betrachteten Fall giiltige spezielle
Form bekommen.

Aus (IT) folgt fir ¢t =0, v=19vy: €y =1,
aus (III) folgt fir ¢ =0, s =8,: Oy =3,

1) Im folgenden wird ,,Differentialgleichung‘* mit ,,Dgl. abgekiirzt
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Somit lautet das Weg-Zeit-Gesetz des Wurfes senkrecht nach oben unter Beriick-
sichtigung der Anfangsbedingung £ =0, v = v, s = s,

8§ = 8g -+ Vot — g e. (IV)

Dieses Ergebnis wurde aus Gl. (I) gewonnen, die man wegen

_ db . dzs
¢= a4 T ae
auch in der Form
d2s
&dﬁ_ +g=0 (V)

schreiben kann. Gl. (V) enthilt eine Ableitung (hier die 2. Ableitung) einer zu be-
stimmenden Funktion mit einer abhingigen (hier ¢) und einer unabhingigen Va-
riablen (hier ¢), die durch Integrationen in Form der Gl. (III) ermittelt werden
konnte. Allgemein gilt die

Definition

die mindestens eine Ableitung der gesuchten Funktion nach der unabhingigen

Eine Bestimmungsgleichung fiir eine Funktion einer unabhingigen Variablen,
Variablen enthilt, heifit eine gewohnliche Differentialgleichung.

Von der Richtigkeit der Losung (III) der Dgl., aber auch der speziellen Losung (IV),
kann man sich durch Ableiten von (III) oder (IV) und Einsetzen der Werte der Ab-
leitungen in (V) iiberzeugen.

Definition

Losung der Dgl. ist die Menge aller Funktionen, deren Funktionswerte und Werte
der Ableitungen die Dgl. erfiillen.

In der Dgl. (V) war die hochste Ableitung eine zweite. Man nennt eine solche Dgl.
eine Dgl. 2. Ordnung. Allgemein gilt:

stimmt die Ordnung der Dgl., d. h., in einer Dgl. n-ter Ordnung tritt als hochste

Die hochste in einer Dgl. vorkommende Ableitung der gesuchten Funktion be-
Ableitung die n-te auf.

Ein weiteres, einfach l6sbares Beispiel einer Dgl. trat in 11.4. auf. Beim radioaktiven
Zerfall ist (im Mittel) die Anzahl der in einer bestimmten Zeit zerfallenden Atome,
d. i. die Zerfallsgeschwindigkeit d»/d¢, proportional der Anzahl % der noch nicht zer-
fallenen Atome. Mit 4 als Proportionalititsfaktor (Zerfallskonstante des jeweiligen
Elements) erhilt man zur Beschreibung des Problems die Dgl. 1. Ordnung

L (V)

d¢
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Die Losung dieser Dgl. folgt aus

9% e _zae
n

durch Integrieren

Injn|=—it+C
zu
n = fe—#+C — L gCe—H,

Mit 4+-e¢ = K wird
n = Ke#, (VII)

Auch hier kann fiir eine Anfangsbedingung der Integfationskonstanten ein spezieller
Wert erteilt werden. Ist z. B. zur Zeit ¢ = 0 die Anzahl der noch nicht zerfallenen
Atome n,, so wird

ng = Ke® = K.
Damit gilt fiir diese Anfangsbedingung
n = mge, (VIII)

Bei beiden bisher betrachteten Dgln. lieferten die zum Losen erforderlichen Inte-
grationen zunichst eine Menge von Losungsfunktionen. Einzelne Losungsfunktionen
ergaben sich durch Belegen der Integrationskonstanten mit speziellen Werten. Man
nennt die Menge aller Losungsfunktionen einer Dgl. [z. B. Gl. (ITI) und (VII)] die
aligemeine Liosung der Dgl.

Das Losen der Dgl. (I) bzw. (V), die eine Dgl. 2. Ordnung ist, erfordert ein zweimaliges
Integrieren. Deshalb enthélt die allgemeine Losung (III) zwei Integrationskonstanten,
iiber die — sofern keine Anfangsbedingung gegeben ist — willkiirlich verfiigt werden
kann. Diese Integrationskonstanten werden auch als Parameter bezeichnet. Die Dgl.
(VI), eine Dgl. 1. Ordnung, lieferte nach einmaligem Integrieren die allgemeine Lésung
(VII) mit einer Integrationskonstanten (einem Parameter). Allgemein gilt — was hier
nicht bewiesen werden soll — der

Satz

Die allgemeine Losung einer Dgl. n-ter Ordnung enthélt genau » willkiirliche Para-
meter.

Legt man z. B. auf Grund einer Anfangsbedingung, fiir diese Parameter spezielle
Werte fest, so bekommt man eimne partikulire Losung der Dgl.

Die allgemeine Losung einer Dgl. kann man graphisch durch eine Kurvenschar dar-
stellen. Man nennt die Darstellung der Lésungsmenge einer Dgl. n-ter Ordnung, die »
willkiirliche Parameter enthélt, eine n-parametrige Kurvenschar. Einer partikuldren
Losung entspricht dann eine dieser Kurven, die man auch als Losungskurve oder
Integralkurve bezeichnet.
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Die durch Gl. (III) beschriebene Lésungsmenge der Dgl. s
(V) wird durch eine zweiparametrige Kurvenschar dar- ;
gestellt, nimlich durch quadratische Parabeln. Durch die
Parameterwerte C; und C, kann man die Koordinaten
des Scheitelpunktes der Parabel festlegen, durch Variie-
ren von C; und C, kann der Scheitelpunkt in jeden
Punkt der Koordinatenebene gebracht werden. In
Bild 278 ist die Losungskurve fiir die partikulire Losung
(IV) dargestellt.

~)

BEISPIELE

1. Gesucht ist die Gleichung y = f(x) der Menge aller Kurven, Bild 278
deren Subtangente die konstante Liange ! besitzt. Es sind
einige Kurven der Kurvenschar zuzeichnen, darunter die durch
den Punkt (0; 1/2) verlaufende. Die Richtigkeit der errechneten Gleichung ist zu iiberpriifen.

Loésung: Fir die Subtangente (Projektion des Tangentenabschnitts zwischen Beriihrungs-
punkt und Schnittpunkt mit der Abszissenachse auf die Abszissenachse) gilt (Bild 279)

tanr:y'=@»=l

dz 1

Das ist eine Dgl. 1. Ordnung mit z als unabhingiger und y als abhiingiger Variabler. Trennt
man die beiden Variablen bzw. ihre Differentiale
y
dy _ de A y-ff)
y U’
so erhilt man durch Integrieren

In|y| =3 +0

—
T
und daraus ! [ P
Zie ch i
y=+ el = 4 eC.el
Mit +4eC = K als Parameter lautet die allgemeine Lésung der Dgl.

z

y=KeT,

Die Menge aller Kurven, deren Subtangente die konstante Linge ! hat, ist eine einparametrige
Schar von Exponentialkurven. Die Werte der Anfangsbedingung = = 0, y = 1/2 in die all-
gemeine Losung eingesetzt, ergibt

1

— =K.e°
2
.
=5
Damit erhilt man als partikulire Losung
T
1 =
= — el
Y B e
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Bild 280 zeigt die zu dieser partikularen Losung gehorende Losungskurve sowie einige weitere
Kurven der Losungsmenge. Die Probe fiir die ermittelte allgemeine Losung
z

y=KeT

fiihrt man durch, indem man diese differenziert

und die als Funktionswert und Wert der 1. Ableitung erhaltenen Terme in die Dgl. einsetzt.
T

Man erhilt eine identische Gleichung. y = K el ist somit die allgemeine Losung der auf-
gestellten Dgl. (Da die Richtigkeit der Losung fiir einen beliebigen Parameterwert K nach-
gewiesen wurde, eriibrigt sich eine Nachpriifung der partikuliren Losung mit K = 1/2.)

. Ein Stromkreis mit einer Gleichurspannung E, einer Induktivitdt L und einem Gesamtwider-
stand R (Bild 281) wird zur Zeit ¢ = 0 geschlossen.

a) Wie heiflt die Dgl. des Einschaltvorganges?

b) Es ist zu priifen, ob I = -E: + Ke ! (K=Parameter) die allgemeine Losung der auf-
gestellten Dgl. ist.

¢) Wie hei3t die partikuldre Losung, die der Anfangsbedingung des Einschaltvorganges ge-
niigt?

Loésung:

a) Im geschlossenen Stromkreis mul die Summe der Spannungsabfille gleich der vorhan-
denen Urspannung sein:

U + uy = E.
Mit ug=7-R und u;,=1L- g—t{ erhilt man eine Dgl. y'f
1. Ordnung zur Beschreibung des Zeitverhaltens des Stromes:
IR+ L iif —F
bzw. -
L dI E X
e ] = s,
Rar " R \
b) Aus
R
E =)
I=_-+Ke L
R

Bild 280

erhilt man durch Differenzieren

R
dI R -t 3

=Kz T I “"""ﬁ

Die Terme fiir I und 4z in die aufgestellte Dgl. eingesetzt, = R
ergibt de
R R ,

P —-=t
-Ii(—K%e L )+%+Ke L —

| by

R Bild 281
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d. i. eine identische Gleichung. Da die gegebene Lésung sowohl einen willkiirlichen Para-
meter enthilt als auch die Dgl. erfiillt, ist sie die allgemeine Losung der Dgl.

¢) Da zur Zeit ¢ = 0 der Stromkreis erst geschlossen wird, muf} bis dahin I = 0 gelten; denn
die Stromstérke in einer Induktivitidt kann sich nicht sprunghaft &ndern. Diese Anfangs-
bedingung in

I=%+Ke_L

eingesetzt, ermoglicht das Bestimmen des der Anfangsbedingung entsprechenden speziellen
Wertes von K:

0=%+Ke°
k-2
R

Somit lautet die partikulire Losung

-=t
I=—§——£e L
B R T
R
1= Eli_ T Bild 282
R

Den Verlauf der Stromstérke in Abhéngigkeit von der Zeit zeigt Bild 282.

23.2. Aufstellen von Differentialgleichungen

Im 2. Beispiel des vorangegangenen Abschnitts wurde die Dgl. eines technischen Vor-
gangs, eines Schaltvorgangs, ermittelt. Das Aufstellen einer Dgl. ist ein wichtiger Teil
der mathematischen Erfassung und Losung eines naturwissenschaftlichen oder tech-
nischen Problems. Es soll deshalb anhand einiger Beispiele gezeigt werden. Sehr oft
ermoglicht das Zuriickgreifen auf bestimmte Grundgesetze den Ansatz.

BEISPIELE

1. Beim freien Fall eines Korpers von der Masse m ist der Luftwiderstand bei geringer Ge-
schwindigkeit dieser selbst proportional, bei hoheren Geschwindigkeiten dem Quadrat der
Geschwindigkeit, bei sehr groBen Geschwindigkeiten einer héheren als 2. Potenz. Es soll die
Dgl. des freien Falles mit Luftwiderstand bei Annahme eines quadratischen Widerstands-
gesetzes mit der Geschwindigkeit als abhéngiger Variabler aufgestellt werden.

Lo6sung: Das Grundgesetz der Dynamik lautet
F=ma.

Die beschleunigende Kraft F setzt sich zusammen aus der gleich gerichteten Gravitationskraft
Fg und der entgegengesetzt gerichteten Kraft des Luftwiderstandes FL:

F=Fg— F,

wobei Fg =mg und Fy = c? ist (¢ Proportionalitiatsfaktor).
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Also wird
ma=mg—cov?
mg =mg—cod.
d:

Die Dgl. lautet

()

2. Aneinem RC-Glied (Bild 283) soll eingangsseitig eine zeitlich verinderliche Urspannung e(¢)
anliegen. Die Abhingigkeit der Ausgangsspannung % von der Zeit ist durch eine Dgl. an-
zugeben.

Losung: Nach dem 2. KircEHOFPschen Satz (,,Die Summe aller Ur- o_Cv.Tq
T

spannungen in einer Masche ist gleich der Summe aller Spannungs-

abfille*) gilt ell) c I u

e(t) = ug + uc, Bild 283
wobei up =1 R und up = u ist.
Fir einen idealen Kondensator gilt die Strom-Spannungs-Beziehung

1—c%,
dt

Damit erhidlt man

du
=0— R+ u.
d¢ i
Das Ubertragungsverhalten des Vierpols wird also durch die Dgl. 1. Ordnung

du
RC T + u = e(t) (1)

beschrieben.

Man schreibt Dgln. der Technik, in denen die Zeit als unabhéngige Variable auftritt,
im allgemeinen so, dafl die abhéngige Variable mit keinem Koeffizienten behaftet ist
(insbesondere dann, wenn die abhéingige Variable linear auftritt). Bei dieser Schreib-
weise kann man aus der Dgl. sofort auch das statische Verhalten erkennen. Wenn im
Beispiel 2 die AusgangsgroBe des RC-Gliedes (nach langerer Zeit) in einen stationidren
Zustand iibergeht, miissen alle Ableitungen der Ausgangsgréfie nach der Zeit zu Null
geworden sein, und man entnimmt aus der Dgl.

U500 = €.

Anhand des Beispiels 2 soll auch noch erldutert werden, warum fiir viele Betrach-
tungen in Naturwissenschaft und Technik die Dgl. nicht nur wichtiger, sondern in
ihrer Aussagekraft auch viel umfassender als ihre Losung ist, die meist in Form der
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allein interessierenden partikuldren Losung angegeben wird. Die Dgl. (II) beschreibt
das Ubertragungsverhalten des elektrischen Baugliedes fiir jede beliebige Form der
EingangsgroéBe (Urspannung) e(¢). Es konnte also e (£) sowohl eine Gleichurspannung ¥
sein (die im Zeitpunkt ¢ = O zugeschaltet wird) als auch eine zeitliche veranderliche
Urspannung, z. B. E sin wt¢ oder E -¢. Eine Losung der Dgl. in der Form % = f(¢t)
kann aber stets nur fiir eine bestimmte Form der Eingangsgroe angegeben werden.

BEISPIELE
3. Es soll die Dgl. der elastischen Linie eines auf zwei Stiitzen gelagerten Balkens bei Einwirkung
eines positiven Momentes M aufgestellt werden.

Losung: Wird ein Balken von konstantem Querschnitt durch ein positives Moment auf Bie-

gung beansprucht (Bild 284), so wirken auf der Balkenunterseite Zugspannungen, verbunden

mit einer Lingung der Faser, auf der Oberseite Druckspannungen, verbunden mit einer Ver-

kiirzung der Faser. Eine bestimmte, dazwischenliegende Schicht, die neutrale Faser, behalt

ihre urspriingliche Lange bei.

Fiir ein Balkenelement von der urspriinglichen Linge 4z (Bild 285) kann man die Proportion
Az:0=41:a

aufstellen (¢ Kriitmmungsradius der neutralen Faser, 4! Lingung der Faser im Abstand a von
A==

der neutralen Faser).
w'~
e — 1

Hieraus folgt \\
Ax M
_ e
Nach dem HookEeschen Gesetz ist aber auch : X #

Al=5-4x=%-4]x YW
Bild 284
(¢ Dehnung, o Normalspannung, E Elastizitdts- T
modul), so daB3 man erhilt
B-4Z
e

Az

& e

-a

e=
()

Setzt man hierin den Wert fiir o aus der Biegespannungsformel oF-+- LX—

M
=78 Bild 285

ein (I Fliachentrigheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf die neutrale Faser), so wird

_E.I
€=
Fiir den Kriimmungsradius g gilt
3
_ 1 _|a+y2
e %] 7

[k Kriimmung, vgl. (136)].
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In dem zugrunde gelegten Koordinatensystem (Bild 284) mul} bei einem positiven Moment
y”’ < 0 sein, also kann man setzen

3
EI 1+y?2

0= —(F = — ———————

M yu

Diese Dgl. 2. Ordnung ist die Dgl. der elastischen Linie

3

M -
4 — (1 2)2 =, II1
Yy +EI( +y?) (I11)

Da die Durchbiegung des Balkens in den meisten praktischen Fillen sehr klein gegeniiber der
Balkenldnge ist, ist y’, das als Tangenswert des Neigungswinkels gedeutet werden kann, sehr
klein und y’2 kann gegeniiber 1 vernachldssigt werden. Die Dgl. der elastischen Linie nimmt
dann die wesentlich einfacher zu losende Form

M
yﬂ — (IV)

T T BI

an. Aus dieser kann fiir den jeweiligen Belastungsfall durch einmaliges Integrieren der
Neigungswinkel der elastischen Linie, nach zweimaligem Integrieren die Durchbiegung y im
Abstand x vom Auflager berechnet werden.

. Mittels des Impulssatzes soll die Dgl. der Raketenbewegung aufgestellt werden.

Losung: Der Impulssatz besagt: Die Anderung des Impulses ist gleich der von auBen ein-
wirkenden Kraft

i(m~v)=F.
dt

Nimmt man zunéchst als Naherung an, daBB die Wirkung der &duBeren Krifte vernachlassigt
werden kann, so ist F = 0. Zwischen zwei Zeitpunkten ¢ und ¢ + A¢ muB also die GroBe des
Impulses erhalten bleiben. Ist m die Masse und v die Geschwindigkeit der Rakete zur Zeit ¢,
dann fliegt zur Zeit t 4 At die infolge Treibstoffverbrauches kleinere Masse m — Am mit
der vergroBerten Geschwindigkeit v + Av weiter. Die in der

Zeit At ausgestoBenen Antriebsgase mit der Masse Am be- /> 44

sitzen eine Relativgeschwindigkeit v, gegeniiber der Rakete. ’ v O

v, ist der Geschwindigkeit v entgegengesetzt gerichtet, Am 4, 4. "”"34‘"’ <om
besitzt folglich die Geschwindigkeit v — v, (Bild 286). Ve y—l;ﬁ
Es gilt also Bild 286

m-v=(m—Adm) (v + 4v) + Am@ — vy) =
=m-v—v-dm+m-Av—Adm-dv+v-dm — vy -Am
Am-dv=m . A4v — v, - Am.
Dividiert man durch 4¢ und bildet den Grenzwert fiir A¢ — 0, so erhdlt man hieraus

do dm
v

O=m— —v, — ,
& & dt
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Dies ist die Dgl. der (idealen) Raketenbewegung

do ° dm

= e 22— A%
mdt vadt 0. | (V)

Sollen die duBeren Krifte nicht auBer Acht gelassen werden, so sind noch der Luftwiderstand
und die Anziehungskraft der Erde zu beriicksichtigen:

F =Fp+ Fg

mit Fy, = % ¥¥cpAmax (0 Dichte der Luft, ¢, ein geschwindigkeits- und formabhéngiger

Beiwert, Amax groBte Querschnittsfliche der Rakete) und Fg = —mg sin & (o SchuBwinkel).
Weiterhin miiBte bei groBen Geschwindigkeiten auf der linken Seite der Gleichung die rela-

r

tivistische Massendnderung v d:: mit in Rechnung gesetzt werden, so daBl die Dgl. der

Raketenbewegung genauer lautet

dv dm, dm e . .
— . — = = ¢, A — mg sin .
K TIREAT age ~ g 7 Owfimax =Ml

Die bisher behandelten Beispiele von Dgln. zeigen bereits eine Vielfalt des Ansatzes,
der in vielen- Fillen durch Verwenden verschiedener, fiir das jeweils vorliegende

Problem giiltiger technisch-physikalischer GesetzmaBigkeiten gefunden werden kann.
Einige Gesetze werden recht oft fiir das Aufstellen einer Dgl. verwendet, so z. B.

das Grundgesetz der Dynamik F =ma,
der Impulssatz (% (mv) = F,

die Gleichgewichtsbedingung fiir die Momente >M =0,

der Energiesatz SWu=XWa,
der 2. KircHHOFFsche Satz ' du= e,

oder auch die Tatsache, daB die zeitliche Anderung eines Zustandes dem jeweils
erreichten Zustand proportional ist (z. B. im Gesetz des organischen Wachstums).

Im folgenden soll noch eine Einteilung der Differentialgleichungen vorgenommen
werden. In allen bisherigen Beispielen von Dgln. traten stets nur die Ableitungen nach
einer Variablen auf. Solche Dgln. heilen gewdhnliche Differentialgleichungen!).
Als mogliches Einteilungsprinzip der gewohnlichen Dgln. wurde in 23.1. bereits die
Ordnung der Dgl. genannt. Eine gewohnliche Dgl. n-ter Ordnung mit den Variablen x
und y kann allgemein in der Form

D, y,y,y,. .., y¥M) =0 (201)

geschrieben werden.

1) Partielle Dgln., in denen die zu bestimmende Funktion eine Funktion mehrerer unabhéingiger
Variabler ist und demzufolge die auftretenden Ableitungen partielle sind, sollen in diesem Band
nicht behandelt werden
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Ist die Funktion @ eine rationale beziiglich des Funktionswertes ¥ und der Werte der
Ableitungeny’, ¥/, ..., ¥, so kann man auch von einem Grad der Dgl. sprechen, der
sich aus der hochsten Potenz von y und seinen Ableitungen ergibt. Besondere Be-
deutung fiir die Praxis besitzen lineare Dgln. (Dgln. 1. Grades),

a) da sehr oft in Naturwissenschaft und Technik lineare Zusammenhinge zwischen
dem Funktionswert ¥y und den Werten der Ableitungen y',y", ...,y be-
stehen; }

b) weil fiir lineare Dgln. spezielle, relativ einfache Losungsverfahren existieren (neben
numerischen und graphischen Losungsverfahren ist hier die Moglichkeit des
Losens mittels Analogrechner zu nennen).

Aus dem letztgenannten Grund werden auch oft nichtlineare Dgln. linearisiert, d. h.,

die Beschreibung durch eine nichtlineare Dgl. wird entweder fiir den gesamten De-

finitionsbereich oder innerhalb einzelner Intervalle durch eine in Niherung giiltige
lineare Dgl. ersetzt. So ist z. B. die lineare Dgl. 2. Ordnung (IV) ein im allgemeinen
den Anforderungen der Praxis mit hinreichender Genauigkeit geniigender Ersatz fir

die nichtlineare Dgl. (III).

Da in linearen Dgln. die Glieder mit y, ', ¥"', ..., ¥™ jeweils vom 1. Grade sind,

besitzt die lineare Dgl. n-ter Ordnung die allgemeine Form

In (@) Y™ + gua (@)y™ D + oo £ g1(2) Y + go(2) y = S(x) (202)

23.3. Difterentialgleichung einer Kurvenschar

Wie in 23.1. festgestellt wurde, kann die Losung einer Dgl. n-ter Ordnung als n-
parametrige Kurvenschar dargestellt werden. Wegen der grofleren Allgemeingiiltig-
keit der Aussage durch die Dgl. selbst kann es erforderlich sein, die zu einer n-para-
metrigen Kurvenschar gehorende Dgl. n-ter Ordnung zu bestimmen. Um n Parameter
zu ersetzen, werden n + 1 Gleichungen bendétigt. Eine Gleichung ist durch die Kur-
vengleichung selbst bereits gegeben, die n Gleichungen bekommt man durch »n-maliges
Differenzieren der Kurvengleichung.

die zugehorige Dgl. n-ter Ordnung durch Eliminieren der n Parameter aus den

Differenziert man die Gleichung einer n-parametrigen Kurvenschar n-mal, so kann
n + 1 Gleichungen ermittelt werden.

BEISPIELE
1. Die Dgl. der durch die Gleichung

z

y=Y—Ke * (x =0)

(Y und v Konstanten, K Parameter) dargestellten Kurvenschar ist aufzustellen.
x
Lo6sung: Ausy =Y — K e * erhilt man durch Differentiation
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Also ist
y=Y—1y
oder
w4y=7Y.

Dies ist eine lineare Dgl. 1. Ordnung. v und K bestimmen den Anstieg der aus dem Punkt

(0; Y — K) herausgehenden Kurven, denn fiir =0 ist y=Y — K und y’ = LS . Fiir
z—>o0 gilt y > ¥ (Bild 287). i

Gesucht ist die Dgl. der harmonischen Schwingung
' 8 = Csin (wt + @)
(w0 Konstante, C und ¢ Parameter).

Losung: Die Gleichung beschreibt eine zweiparametrige Schar sinusfé rmiger Kurven mit C als
Amplitude und ¢ als Phasenwinkel (der dem Ursprung nichstgelegene Anfangspunkt einer
Sinuswelle hat den Abszissenwert ¢t = —gp/w).

Die Differentiation ergibt yA
% = wC cos (wt + @) Y
d2s

& _ w2 .
a @2C sin (wt + @) v-re]

Somit wird wegen

) 0
& = C sin (wt + @) Bild 287
dz
i
oder
d2s
25—
an + w?s =0,

Die Dgl. der harmonischen Schwingung ist eine lineare Dgl. 2. Ordnung.
Die Dgl. aller Kreise ist aufzustellen.

Lo6sung: Die Gleichung eines Kreises in beliebiger Lage und mit beliebigem Radius kann ent-
weder durch

2+ yt+ax+by+c=0
oder durch
(2 — 2m)? + (¥ — ym)? = 12

mit @, b, ¢ oder Zm, ¥m, r als Parameter angegeben werden. Geht man von der zweiten Gleichung
aus und differenziert diese dreimal (da 3 Parameter enthalten sind), so wird

z—zm+ (¥ —ym)y’' =0
14+ @ —ym)y” +9y%=0
¥ —ym)y” + ¥y +2yy" =0
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Hier braucht man nur noch aus den letzten beiden Gleichungeh den Parameter ym zu ersetzen,
und man bekommt als Dgl. aller Kreise

¥y’ +y?) —3y"y =0,

eine Dgl. 3. Ordnung (und 3. Grades).
4. Wie heiBt die Dgl. aller Kurven, die alle Geraden durch den Ursprung rechtwinklig schneiden?
Lésung: Die Menge aller Geraden durch den Ursprung wird durch die Gleichung

y =mz
beschrieben.
Es ist also

yY=m
und damit

y=y'z (x %+ 0)

die Dgl. dieser Geraden.

Da y’ = y/x als Tangenswert des Richtungswinkels der Ursprungsgeraden gedeutet werden
kann, muB fiir die in allen Punkten (z;y) senkrecht dazu verlaufenden Kurven der Tangens-
wert des Richtungswinkels

’

y=- (y £ 0)

< |8

sein.
vYy+x=0 mit z =0, y+0

ist die Dgl. der Kurvenschar, die alle Ursprungsgeraden rechtwinklig schneiden.

24. Differentialgleichungen 1. Ordnung

24.1. Geometrische Deutung

In einer Dgl. 1. Ordnung tritt mindestens einmal der Wert der abgeleiteten Funktion
y' = f'(x) einer Funktion f auf, die zwischen einer unabhéngigen Variablen  und
einer abhingigen Variablen y besteht. Weiterhin kénnen x und y selbst noch vor-
kommen.

Gleichung (201) bekommt fiir die Dgl. 1. Ordnung die Gestalt

P(z;y;y)=0 (203)

Bei dieser Form spricht man auch von einer impliziten Dgl. 1. Ordnung. Im folgenden
sollen ausschlieBlich solche Dgln. 1. Ordnung behandelt werden, die sich eindeutig

33 Analysis
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nach y’ auflosen lassen. Diese sog. expliziten Dgln. 1. Ordnung koénnen allgemein in
der Form

Yy =9y (204)

geschrieben werden.

Der Dgl. (204) kann man eine anschauliche geometrische Deutung geben. Jedem
Wertepaar z;y des Definitionsbereiches der Funktion ¢ entspricht genau ein Punkt
der z,y-Ebene. Durch die Funktion ¢ ist jedem dieser

Punkte eine Steigung y' = @ (v;y) mit einem Winkel & = Yi
= arctan y’ zugeordnet (Bild 288). Ein Wertetripel (z;y;y")
bestimmt demnach ein Lintenelement, die Gesamtheit aller Y""“%
Linienelemente ergibt ein Richtungsfeld in der z,y-Ebene. : .
Alle Kurven, die in jedem Punkt die Richtung des Linien- X X
elementes haben, erfiillen die Dgl., sind Kurven der Losungs- Biid 288

menge der Dgl.

y

BEISPIEL
Welche Kurven beschreibt die Losungsmenge der Dgl. ¥’ = a?

Lo6sung: Die Dgl. besagt, daB in jedem Punkt des Richtungs-
feldes die Steigung des Linienelementes gleich dem Abszissenwert
dieses Punktes sein muBl. Zeichnet man z. B. die Linienelemente
nur fiir Punkte mit ganzzahligen Koordinaten, so erhélt man ein
Richtungsfeld wie in Bild 289. Die zu diesem Richtungsfeld ge-
horenden Kurven sind quadratische Parabeln mit der Gleichung
y=2a%*2+0C.

A e
A AIS

7
N

Bild 289

24.2. Isoklinenverfahren

In Bild 289 ist fiir alle Linienelemente mit gleichem Ab-
szissenwert der Richtungswinkel der gleiche. Die Parallelen
zur y-Achse sind also Linien, in deren simtlichen Punkten die Linienelemente die-
selbe Richtung besitzen. Solche Linien heilen Isoklinen.

Mittels der Isoklinen kann man sich — unter Vermeidung des oft recht miihsamen
punktweisen Zeichnens — das Bild des Richtungsfeldes verschaffen. Da fiir eine Iso-
kline

Yy =c (¢ = const.)

gilt, muB sich zu einer expliziten Dgl. 1. Ordnung immer eine Isoklinengleichung
p@;y)=c

bilden lassen.

Setzt man in der Isoklinengleichung fiir ¢ verschiedene Werte ein und zeichnet die
durch diese Gleichungen dargestellten Kurven, so erhilt man Isoklinen. Diese ergeben
ein Bild des Richtungfeldes, in das man mit guter Annéherung Losungskurven der
Dgl. einzeichnen kann.
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BEISPIELE

1. Das Richtungsfeld der Dgl. ¥y’ = —y/z (x & 0) ist durch Isoklinen zu zeichnen und die der
Anfangsbedingung =1, y = 1 geniigende Losung graphisch zu ermitteln.

Loésung: Zur Dgl. ¥ = —y/z erhidlt man als Isoklinengleichung — y/z = c¢. Lést man diese
nach y auf,

Yy = —cz,

so erkennt man, daB die Isoklinen Geraden durch den Ursprung mit der Steigung — ¢ sind.
In Bild 290 sind die Isoklinen fir ¢ = —2, —1, —1/2,0, 1/2, 1, 2 (die Isokline fiir ¢ = 0 ist
die 2-Achse) sowie die durch den Punkt (1; 1) gehende Lisungskurve gezeichnet (es ist, wie
spiter noch anhand der rechnerischen Lésung nachgewiesen werden wird, ein Ast der gleich-
seitigen Hyperbel mit der Gleichung y = 1/x).

Bild 290 Bild 291

2. Mit Hilfe des Richtungsfeldes der Dgl. ' =1 — y (wobei 2 =0, 0 <y <1 sein soll) ist
die vom Koordinatenursprung ausgehende Losungskurve zu ermitteln.

Losung: Die Isoklinengleichung der gegebenen Dgl. lautet
y=1—c.

Fiir ¢ =0, 1/4, 1/2, 3/4 und 1 erhilt man die Gleichungen von Parallelen zur z-Achse in den
Absténden 1, 3/4, 1/2, 1/4 und 0. Bild 291 zeigt die Isoklinen fiir die ausgewédhlten Werte von
¢ sowie die vom Ursprung ausgehende Losungskurve. Man erkennt diese als Kurve der
Gleichung y =1 — e™%.

Das Isoklinenverfahren stellt ein gut anwendbares graphisches Losungsverfahren fiir
Dgln. 1. Ordnung dar. Als besondere Vorteile sind anzusehen:

a) Es erméglicht, sich relativ schnell einen Uberblick iiber den Verlauf der Kurven
der Losungen und damit iiber die Losungen der Dgl. selbst zu verschaffen;

b) partikulire Losungen, die z. B. durch eine Anfangsbedingung bestimmt sind,
kénnen mit recht guter Genauigkeit ermittelt werden.

33+



516 24. Differentialgleichungen 1. Ordnung

24.3. Difterentialgleichungen 1. Ordnung mit trennbaren Yariablen

’

Kann in der expliziten Dgl. 1. Ordnung y

= @(x;y) die rechte Seite @(z;y) als

Produkt zweier Terme g(r) und %(y) geschrieben werden, die jeweils nur eine der
beiden Variablen enthalten, so entsteht die hdufig vorkommende Form einer Dgl.

Yy =g() - h(y)

(205)

Bei dieser Dgl. ist es stets moglich, die beiden Variablen zu trennen. Man nennt deshalb

(205) auch eine Dgl. 1. Ordnung mit trennbaren Variablen.
Zum Losen der Dgl. schreibt man g’ als Quotienten der Differentiale

d
o =9@ k),

trennt die Variablen
dy
k(y)

und integriert beide Seiten

dy _
jQwr‘f“”d“

g(x)dz

Die Berechnung der Integrale auf beiden Seiten liefert die Losung der Dgl.

BEISPIELE
1. Die Dgl. ¥’y + =0 (y 5= 0) soll gelost werden (vgl. 23.3. Beisp. 4).
Loésung:
Explizite Form
dy __ =
dz vy

Trennen der Variablen

ydy = —xdz.

Integrieren

2 2
% - % + 0.
Y
2

+L-¢

z2
2

Mit r = Y2C wird
x? + y: = 7,

Dies ist dic Gleichung von Kreisen, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt.
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2. Man lése die Dgl. ay +y=> (@0, y=+0b).

Lésung:
Explizite Form
dy_b—y
dz e
Trennen der Variablen
dy _  dz
y—0b a
Integrieren
Inly—bl=—=+0C
a
z x
—Z 40 e
y—-b: ie G+ =iec.e L

z

y=b+Ke o mit +eC =K.
=

Mit dieser Dgl. kénnen auch die Dgln.

L dI E .
T +I= = (vgl. 23.1. Beisp. 2)
Yy +y=7Y (vgl. 23.3. Beisp. 1)
y=1—y (vgl. 24.2. Beisp. 2)

als allgemein geldst betrachtet werden.

Beim vorstehenden Beispiel ergab sich nach dem Integrieren der linken Seite der Logarithmus
eines Terms. Ist dies auf mindestens einer der beiden Seiten der Fall, dann setzt man zweck-
miBig die Integrationskonstante gleich in der Form des L.ogarithmus einer Konstanten an.
Dies ist ohne Einschrinkung der Lésungsmenge méglich, denn C soll eine reelle Zahl sein, und
jedereelle Zahl kann als Logarithmus einer positiven Zahl dargestellt werden.

Im Beispiel 2 wiirde sich ergeben

ln|y—b|‘=—§+ln]K|

y—2b 7
ln—-——-— D — —
~ K ‘ a
z
yT—b=e“;

_z

y=0b+4 Ke o,

3. Man bestimme die partikuldre Losung der Dgl. des freien Falles mit Luftwiderstand (vgl. 23.2.
Beisp. 1)

il

c

mg

dv
— 2 —
dt+v c

fiir die Anfangsbedingung ¢t =0, » =0.
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Lésung:
Explizite Form

Trennen der Variablen

_ B =d¢ (v %+ V?lg’ vgl. weiter unten) .
c c

g— o
m

Die Integration der linken Seite geht auf das Grundintegral

fl ixxz = artanh x + C

zuriickzufiihren.
Man erhilt durch Integrieren

Vﬂ artanh va— v=t+ C.
cg mg

Die Anfangsbedingung ¢ = 0, v = 0 liefert fiir die Integrationskonstante
C=0.
Damit wird die partikuldre Losung

- V@a sanh l/ez :
c m
oder auch (mit l/ﬂ = k)
m

;;& ekt _ o=kt

v = ! ce——

c ekt | ek’

Wie man erkennt, néhert sich » nach langer Zeit einer konstanten Geschwindigkeit

mg
7,

v |t—>oo =

4. Aus der Dgl. der (idealen) Raketenbewegung (vgl. 23.2. Beisp. 4) soll v in Abhéngigkeit von m
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung ¢ = 0, m = m,, v = 0 berechnet werden.
Welche Geschwindigkeit vg bei Brennschlu8 (¢ = ¢g) ergibt sich fiir die Rakete A4, die eine
Masse von 12960 kg mit einem Treib- und Betriebsstoffanteil von 8930 kg besitzt? Die Aus-
stromgeschwindigkeit der Gase wihrend der Brenndauer von 71 s wird mit va = — 1950 m/s

als konstant angenhmmen.
Lo6sung: Die Dgl. der Raketenbewegung lautet

e dm
d¢ d¢
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Setzt man voraus, es bestehe nicht nur eine eindeutige Zuordnung der Werte von m und » zu
den Werten von £, sondern auch der Werte von » zu den Werten von m, so kann man die Dgl.
als Dgl. mit m und v als Variablen schreiben

mdv = vadm.

Trennen der Variablen

do=u dﬂ_
m
Integrieren
v =wvglnm 4+ C.

Die Anfangsbedingung m = m,, v =10 liefert

C = —uvyInm,.
Also ist
v = —vy (In my — Inm)
v= —vyln T
m

die partikuldre Losung der Dgl.
Hieraus erhdlt man durch Einsetzen von m, = 12960 kg, m;—z = (12960- 8930) kg =
= 4030 kg und vy = — 1950 m/s die BrennschluBgeschwindigkeit

vp = 2280 m/s.

Dieser Wert liegt iiber der tatsichlich erreichten BrennschluBgeschwindigkeit, da der Einflul
der Schwerkraft und des Luftwiderstandes (vgl. die in 23.2. am Ende von Beisp. 4 angegebene
Dgl.), die eine Verminderung der Geschwindigkeit um ca. 39, und ca. 199, (bei der Rakete A 4)
bewirken, vernachldssigt wurde. Der EinfluB der relativistischen Massendnderung kann ver-
nachldssigt werden, da vg sehr klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist. Die von der
Rakete A4 erreichte BrennschluBgeschwindigkeit betriagt vg = 1780 m/s.

24 4. Durch Substitution l6share Differentialgleichungen 1. Ordnung

In manchen Fillen kann eine explizite Dgl. 1. Ordnung durch eine geeignete Sub-
stitution auf eine Dgl. 1. Ordnung mit trennbaren Variablen zuriickgefiihrt werden.
Die rechte Seite der Dgl. y’ = @ (x;y) soll die Variablen # und y nur in der Ver-
bindung y/x (x 4= 0) enthalten:

y =y ( "J) (206)

xr

Diese Dgl. kann durch Einfiithrung einer neuen Variablen

u="Y
x
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in eine Dgl. mit trennbaren Variablen umgewandelt werden.
Aus u=% folgt y=ux
und nach Differentiation nach x
o
dz dz
Dies in (206) eingesetzt, ergibt

du
Ex'l'“ = y(u)

d 1
o= e —ul (2082)

Dies ist eine Dgl. mit den trennbaren Variablen 2 und %, aus der zunéchst u berechnet
werden kann. y folgt aus y = ux.

BEISPIEL
x —
Ly=jﬁ (z + 0).

Losung: Die Dgl. kann in der Form

y=1-%
x
geschrieben werden.
Die Substitution
.
x
und
, du
= — %
dz * g
liefern die Dgl. mit trennbaren Variablen
du
—zrz+u=1—u.
dz .
Explizite Form
du _1—2u-
dz z

Trennen der Variablen

du dz 1
2u—1 | =z (‘is:i:ﬁ.
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Integrieren
%ln|2u—1|= —In|z| +|C|

1n|2u—1|=21n|3|
x

2
2u—1=;t(£) .
x
Mit +0C* =K wird
1 K
=g (+3)

Treten die Variablen z und y in der Dgl. y’ = ¢(z; ¥) nur in der Verbindung
azx + by + ¢ auf

Yy =yplax +[by + ¢) (207)

so kann die Dgl. durch die Substitution

u=azx +by+c

auf eine Dgl. mit trennbaren Variablen zuriickgefiihrt werden. Wegen

u=az + by + c,

y=%(u—ax——c)
und
dy 1 ﬂ—a
dz b \dz
wird (207) zu
1 (dw
;(a—a)=w(u)
_du
= byu)+a (207 a)

In dieser Dgl. konnen die Variablen z und u getrennt und somit « berechnet werden.

y erhilt man durch die Riicksubstitution y = % (¥ —ax —c).
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BEISPIEL
2. Die partikulire Lésung der Dgl. ¢’ = (2 + y — 1)® (|z| < =/2) fiir die Anfangsbedingung
=0, y=1 ist zu bestimmen.
Lésung:
Substitution
u=z4+y—1
y=u—xz+4+1
dy _du _ 4,
dz dz
Dgl. fiir u
du _ 4w,
dz
Explizite Form

du
bl g,
dz T

Trennen der Variablen
du
14 u?
Integrieren
arctanu =z + C
u = tan(z + C).

=dz.

Riicksubstitution
z+y—1=tan(z+ C).
Anfangsbedingung
=0, y=1
1—1=tanC; C=0.
Partikulire Losung der Dgl.
y=1—2z 4 tanz.

Die beiden Typen y' = ¢ (%) und ¥ = y(az + by + c) sind spezielle Formen eines

allgemeineren Typs von Dgin.:

ax+ by + c)
=y 208
ey (ax +8y+7 (299)
Fiir diese Dgl. gibt es zwei verschiedene Losungswege, je nachdem die Determinante
b
p=|"
« P

gleich oder verschieden von Null ist.
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a) D=0 (aber b2+ p340, da sonst b = f =0 wire und damit bereits eine
Dgl. mit trennbaren Variablen vorléige).

Die Determinante kann nur dann den Wert Null besitzen, wenn die Elemente der
Zeilen einander proportional sind. Man kann also « = 4@ und f = Ab setzen, und

es wird

ax + by + c

ax + by + ¢

xx+By+y Alazx+bdby+c)+y—Aic

Substituiert man

4 =azx+ by + c,

so erhilt man wegen

du dy
T 2t

die Dgl. mit trennbaren Variablen

u=z—2y+1; y =

du dy
—=1—-2-—-=1
dz dz

Explizite Form
du 3

dz  2u—3°

Trennen der Variablen

(2u — 3)du = —3d=.
Integrieren

u? —3u=—-3z24+0C

du %
P a byl 208
dx @+ w(lu+y—}.c) (2082)
BEISPIEL
z—2y+1
3. = ———,
v 2z —4y —1
Losung: Es ist
=ls _4l=
Substitution
z—-2y+1 u

T 2z—4y—1 3Zu-3

U

-2 — T

2u —

(z—2y+ 12 —3(@—2y+ 1)+ 3z—C=0.
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Lésung
2?4 4y —day+ 22+ 2+ K=0 (K=—2—0).

Die Probe kann durch implizites Differenzieren und Auflésen der Gleichung nach y’ durch-
gefiihrt werden.

b) D40

Dann ist das Gleichungssystem
ax +by+c¢=0
az+py+y=0

eindeutig losbar. Die Losungen seien z, und y,.
Fiihrt man neue Variable ¢ und 7 durch

T=2+§& Y=Y+
ein, so wird wegen

dz =dé, dy=dy

gy =3y _dn_ (ax°+b?/o+°+aé+bn)=w(a£+bn)
dz ¢ aZg+ BYo+ ¥ + xé + By at + By
1
a-+b—
d
&‘?='f’ _‘f: (208b)
““1"5'3‘

Das ist eine Dgl. vom Typ ' = ¢ (%) , die nach dem hierfiir erlauterten Verfahren
gelost werden kann. Aus % erhélt man mit y = y, + % die Losung der vorgelegten Dgl.

24.5. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung
Eine lineare Dgl. 1. Ordnung besitzt die Form [vgl. 23.2., (202)]
9:1@) Y + go(@)y =8()  [g1(2) 5 0].

8 (x)
91 ()

gol2)

hl®)
malform der inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung

Dividiert man durch g, (z), so erhilt man mit

g(x), = 8(z) die Nor-

Y+ 9@y =s) (209)
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Im Falle s(z) = 0 liegt die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung vor

Y +gx)y=0

Die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung kann nach Trennen der Variablen gelost werden.

dy
Tz~ 9@y
dy
2= —g2)d
7 g(x) dx
In |y| = —fg(x)dx—!—lanl.

Damit wird die allgemeine Losung der homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung

go = K . 1@ (210a)

(Die allgemeine Losung der homogenen Dgl. soll von der der inhomogenen Dgl. durch
den Index h unterschieden werden, deshalb y;.)

Die inhomogene lineare Dgl. 1. Ordnung besitzt im Gegensatz zur homogenen Dgl.
ein Glied s(z), das nur die Variable z enthilt. Dieser Term s(z) wird auch als Stor-
funktion bezeichnet. Der franzosische Mathematiker LAGRANGE hatte die Idee, die
Integrationskonstante K in der allgemeinen Losung der homogenen Dgl. durch einen
Term mit der Variablen z zu ersetzen und diesen Term K (z) so zu bestimmen, da

Yy = K(x) e_f - Losung der inhomogenen Dgl. wird. Weil bei diesem Verfahren
die Integrationskonstante durch einen Term mit einer Variablen ersetzt wird, spricht
man von der Variation von Konstanten. Aus (210a) wird also

.y = K@) e 9@,

Differenziert

dy _ K'(x)e Jo@az _ K(z) g(x) e Joerds
dz
Einsetzen in (209) ergibt

- [o)dz

K@ e 179 _ K@) g@) o™ /"% 4 g(@) K(z)e = s(@)

K(@)e 17@% _ 5(2)

K'(x) = s(x) e“mdz.
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Das ist eine nach Trennen der Variablen l6sbare Dgl. Man erhédlt durch Integrieren

K@) =[s@)e"@®ax 1 0.
Damit ist der Term K (x) bestimmt. Setzt man ihn in den Ansatz

y=K@e /7%
ein, so erhalt man mit
y=e" Jo@)dz U‘s(x) L LY P 0] (209a)

die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl., denn (209 a) ist Losung der inhomogenen
Dgl. und enthdlt auch eine willkiirliche Konstante. Zum Loésen der inhomogenen
linearen Dgl. 1. Ordnung sind also zwei Schritte mit insgesamt zwei Integrationen
erforderlich :

1. Loésen der homogenen Dgl. durch Trennen der Variablen;
2. Losen der inhomogenen Dgl. durch Variation der Konstanten.

Schreibt man die rechte Seite von (209a) als Summe, so ist bemerkenswert, da8

der 2. Summand Ce™ /?®% die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Dgl.,

der1. Summand e~ /7®% f 8(x) o 119

Dgl. (fiir C = 0) darstellt.
Was hier fiir die lineare Dgl. 1. Ordnung festgestellt wurde, gilt auch fiir die lineare
Dgl. n-ter Ordnung.

d z eine partikulare Lésung der inhomogenen

Satz

Die allgemeine Losung einer linearen Dgl. n-ter Ordnung setzt sich aus einer
partikuldren Losung der Dgl. und der allgemeinen Losung der zugehorigen homo-
genen Dgl. zusammen.

BEISPIELE
1. y’+%=sinz (z 4= 0)

Losung:

Homogene Dgl.
v+ ZL=o.
z

Trennen der Variablen

d
W__2 yeo.
y &
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Integrieren
In|y| = —In|z| +In | K.
Allgemeine Lbsung der homogenen Dgl.

_K
Un 2
Variation der Konstanten
K (z)
gr x
K'(x)x — K ()
y==0E= 20,
Einsetzen in die Dgl.
K'(z)z — K(x) , K(z) _ .
pr + e sin z
L(I)_ =gin z.
x

Trennen der Variablen
dK(z) = xsinz dz.
Integrieren
K(x) =sinz — zcosx + C.
Allgemeine Lésung der inhomogenen Dgl.
=sinx —xcosx + C
x

_ C+sinz
o z

y — cos z.

. Ein Stromkreis mit dem ohmschen Widerstand R, der Induktivitit L und der Wechsel-
spannungsquelle e(t) = é sin w¢ wird zur Zeit ¢ = 0 geschlossen (Bild 292). Wie ist der zeit-
liche Verlauf des Stromes?

Lésung: Der 2. KikcHHOFFsche Satz erméglicht den Ansatz der Dgl.:

up +up=e

Ri+L(-i-3=ésinwt. 5
d¢ l——"i
Dgl. des Stromkreises elt} I
%%_i_%i:fésinwt. ' T ‘L
Homogene Dgl. Bild 202
di  Eimo.
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Trennen der Variablen

di_ _Eg.
t L

Integrieren
1n|il=——%t+ln|K|.

Allgemeine Losung der homogenen Dgl.

iw=Ke L,
Losungsansatz durch Variation der Konstanten

~ B,
i=K(t)e L,

R R
de —-=¢ R —=t
— =K' L —K@)—e L ,
T =K@e ® e
Einsetzen in die Dgl.
R R R
— =t - -
Epe Tk B Ty Brpe itz
L L

"Trennen der Variablen

¢ 2
dK () = A el sin wtdt.

Integrieren
2
L
K(t) = £ B £sinwt —wecoswt] + C.
L ( R)* s \L
—— + [}
L
Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.
¢ £
i= B el (Rsinwt —wLcoswt)+Ce L,

Fiir den Einschaltvorgang gilt die Anfangsbedingung ¢ = 0, v = 0.
Aus

é
O Fyan OTeDTO
1aBt sich fiir C' der Wert
éwL
0= ————
R + 2L2
errechnen, Damit wird die partikulire Losung zu

2 R
< (wLe Z'.,l_ Rsinwt — w L cos wt)-

iP: R? + w2L?
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In einem Wechselstromkreis bestehen zwischen Wirk-, Blind- und Scheinwiderstand die in
Bild 293 dargestellten Beziehungen (@ = arctan _@};_l'_; Phasenwinkel, R, Scheinwiderstand).
Ersetzt man auBerdem den Quotienten %, der die Dimension einer Zeit hat, durch die Zeit-
L
konstante 7 = T kann wegen
sinw——-;—uf-ll— ousgv—-—-'gm R, = VR? + 0?3

VR + ot L8 VR + ot "

die partikulire Losung in der Form

tp = 1% (sinqa e * + 008 @ sin w¢ — sin @ cos cut)
8

geschrieben werden. FaBt man noch die beiden letzten Summanden
in der Klammer mittels eines Additionstheorems zusammen, so
wird

é - Bild 208
iy = E; sinpe ¥ + sin(wt— ¢)|.

Fir ¢ — oo geht der erste Summand der rechten Seite gegen Null. Dieser Anteil des Stromes
wird deshalb auch als fliicktiger Anteil
¢
th= £ singe *
R,

bezeichnet. Der Anteil

gy = 1% sin (w¢ — @)
8

heilt der stationdre Anteil. Er beschreibt den Stromverlauf nach Abklingen des Einschalt-
vorganges. Bild 294 zeigt den Verlauf von ¢, tq und tg.

E‘

-f.ﬂ ¥ E.'h‘

simp Y

Bild 204

34 Analysis
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Bei Dgln., die einen technischen Sachverhalt zum Inhalt haben, kommt es nicht
selten vor, daB man partikulidre Losungen der Dgin. kennt. Dann kann ein Teil des
Losungsganges, insbesondere der sonst erforderlichen Integrationen, eingespart wer-
den.

Mit y, = f,(x) liege eine partikulire Losung der homogenen, linearen Dgl. 1. Ord-
nung vor, d. h., es sei

d
d_?::l + 9@y, =0.
Dann ist auch C y, = Cf, (z), worin C eine Konstante ist, Losung dieser Dgl.; denn

. dCy, dy,
es ist (da. iz — (o da:)

dy‘ ~ +9@) Cy, = C( +y(x)y1) =0.

Weil somit Cy, = Cf,(x) Losung der Dgl. ist und eine willkiirliche Konstante ent-
héalt, muB es die allgemeine Losung sein. Es gilt also:

kannt, so erhdlt man durch Multiplizieren mit einer Konstanten die allgemeine

Ist von einer homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung eine partikulire Losung be-
Losung.

Ist y, = f,(x) eine partikuldre Losung der inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung,
so kann nach Einfithren einer neuen, von z abhidngigen Variablen u die allgemeine
Losung mittels des Losungsansatzes

y=un+u
berechnet werden.
Es ist
dy d dy, du
dz~ dz  dz’

Nach Einsetzen in (209) erhilt man

W & i@ @ =),

Da vorausgesetzt wurde, daB y, partikuldre Losung ist, muB
T+ 9@ gy = s(a)

sein. Damit vereinfacht sich die Dgl. zu

d
a’% +g9@@)u=0,
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also einer Dgl. mit trennbaren Variablen, aus der % bestimmt werden kann. Man er-
kennt:

Ist von einer inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung eine partikuldre Losung be-
kannt, so geniigt eine Integration, um die allgemeine Lésung, zu finden.

Sind y, =f,(®) und y, = fs(x) zwei partikuldre Losungen einer inhomogenen
linearen Dgl. 1. Ordnung, so muf} gelten

dy, _
dz + g(x)y, = 8(2)
und

i@ =@,

Durch Subtrahieren der ersten Gleichung von der zweiten erhélt man

Wy
W —9) 1 e gy — ) = 0.

Ya — ¥ = fa(®) — f, (%) ist also eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung.
Wie oben dargelegt wurde, erhilt man aus einer partikuldren die allgemeine Losung
einer homogenen linearen Dgl. 1. Ordnung durch Multiplizieren mit einer Konstanten.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung kann man nunmehr als Summe
aus einer partikuldren Losung und der allgemeinen Losung der zugehérigen homo-
genen Dgl. ermitteln:

y=y%+Clys —y)-

Aus zwei partikuliren Losungen einer inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung
kann die allgemeine Losung ohne Integrationen bestimmt werden.

24.6. Au! Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfiihrbare Difterential-
gleichungen 2. Ordnung

Die implizite Dgl. 2. Ordnung besitzt die allgemeine Form

P,y 9,y)=0 (211)

die explizite Dgl. 2. Ordnung lautet

y' =9y (212)

Im folgenden sollen diejenigen expliziten Dgln. 2. Ordnung behandelt werden, die sich
auf Dgin. 1. Ordnung zuriickfiihren lassen.

34*
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Y =g )
Dieser Typ ist durch zweimaliges Integrieren lésbar (vgl. 23.1., Weg-Zeit-Gesetz fiir
den Wurf senkrecht nach oben).

BEISPIEL

1. Wie heiBt die Gleichung der elastischen Linie eines Trigers auf zwei Stiitzen (Linge l), der mit
einer konstanten Streckenlast g belastet ist (Bild 295)?

Losung: Die Dgl. der elastischen Linie lautet (vgl. 23.2., Beisp. 3)

"___y;
y El

Das Moment M im Abstand z errechnet 'sich aus der Gleichgewichtsbedingung fiir die
Momente zu

M=%(l:c—-x’).

Bsistalso (TN
7
v = — L gz —a. i M
2EI ql
% X
Zweimaliges Integrieren 4 ]
,_ 4 2 _ 2\, Bild 205
v = 2El(l2 3)"‘"
q 28 xt
=-—-2 (Z _Z)icz+0,
L. 2EI( 6 12)+ 1w+ G

An den Stellen 2 =0 und z =! muB y = 0 sein. Die beiden Bedingungen fiir das Be-
legen von C; und C; sind diesmal fiir zwei verschiedene Werte der unabhéngigen Variablen
vorgegeben. Man spricht in diesem Falle von Randbedingungen.

z2=0,y=0 liefert C, =0,

z=1,y =0 lefert C;, = 24gE‘I I,

Die Gleichung der elastischen Linie fiir den vorliegenden Belastungsfall lautet

Pz — 2% 4 o2
y= 24E ( + ).

¥’ =9
Man multipliziert beide Seiten mit 2y

’

2y'y" =29y,

. . 't d(y")
denn dann kann auf der linken Seite 2y'y

gesetzt werden.
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Aus

erhilt man

d(y?)
dz

d(y?) =2¢(y)dy
y*=2[9dy+C

y==x)2[eway+c,.

d
=200) 55

Damit ist die Dgl. 2. Ordnung auf eine Dgl. 1. Ordnung mit trennbaren Variablen
zuriickgefiihrt worden.

BEISPIELE
2.y’ =2e

Lésung:

; Anfangsbedingungen: z =0,y =0,y = —2.
Yy’ =2e¥
2y'y”" = 4evy’

d(y?) = 4e¥dy
y? =4V + O

y=0, y'=—2:

¢, =0
Y =27,

Wegen ¥’ |z=0 = —2 scheidet das positive Vorzeichen auf der rechten Seite aus.

y
= —202

Trennen der Variablen

¥
e 2dy = —2d=.

Integrieren
¥y
—2¢ 8 =—2z+4 C,.
z=0,y=0:
C’ = —2
-y
e 2 =1+4+2z
- YL =m@+2
2
y =—2In(1 + 2)

y = —In (1 + 2)%
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3. Schwingt in einer Ebene an einem Faden von der Linge ! eine Masse m (die Masse des Fadens
soll vernachlissigt werden), so spricht man von einem mathematischen Pendel. Es soll die
Schwingungsdauer des mathematischen Pendels berechnet werden.

Loésung: Zur Zeit ¢ sei der Auslenkwinkel « (Bild 296).
2
Die Trigheitskraft tangential zur Bahn ist ml %-;2—‘ = mla (im folgenden sollen die Ableitungen

nach der Zeit in der von NEwroN stammenden Schreibweise mit dariibergesetzten Punkten
dargestellt werden), sie wirkt im Abstand ! vom Aufhidngepunkt. Die Schwerkraft mg greift
an einem Hebelarm [sin« an. Die Momentengleichung beziiglich des Aufhingepunktes
liefert die Dgl. der Pendelbewegung

mi2x + mglsinx = 0. y

Vereinfacht

{aosa

&+%sina=0.

Mit 2& multipliziert

246 =—22 saina.
] u
Integriert E
) g >~
o =2 T cos o + Cy. Bild 296

Bei der groBten Auslenkung ist &« = amax und & = 0. Dies ergibt

01 = -2 _g' 608 Cmax -

& =+ %g (cos & — CO8 max) *

Betrachtet man nur den Ausschlag nach einer Seite, so kann eines der beiden Vorzeichen weg-
gelassen werden. Den Radikanden formt man unter Verwendung der Beziehung cosz =1 —

— 2 gin? % um,

& =21/L [sin® Zmex _ 5o X,
i 2 2

Trennen der Variablen

do

I (gine Fmex _ e &
2'/‘ (sm 2 gin 2)

Die Integration fiihrt auf ein elliptisches Integral, das durch Reihenentwicklung (vgl. Aufg. 734)
gelost werden kann, auf dessen Berechnung jedoch hier verzichtet werden soll. Fiir die Zeit-
dauer einer vollen Schwingung erhielte man

di =

] 1 . . Gmax 9 . . cmax
=2orn]/=(1 4+ = sins ZM8X 4 = gine Zmax |,
=2 ‘/g ( 4 sin 2 64 s 2 )
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Der aus der Physik bekannte Wert fiir die Schwingungsdauer ist ein Néherungswert, der
sich durch Abbrechen der Reihe nach dem 1. Glied ergibt.

Die vollstindige Berechnung soll unter der Voraussetzung kleiner Ausschlagwinkel « durch-
gefiihrt werden. Fiir kleine Winkel « gilt sin & =~ «. Die Dgl. der Pendelbewegung verein-
facht sich damit zu

-4

(damit ist die urspriinglich nichtlineare Dgl. linearisiert worden).

Fiir die Anfangsbedingung & = amax, & = 0 wird

0= ’g“ “x’nn.x

68 = & (ahax — o).

Trennen der Variablen

l da

d‘= T e—

7 Vol — a?

t= l/i arosin —— + C;.
9 G®max

t =0, x = 0 liefert

Cy=0

l . -3
t = |/ — arcsin .
g max

Bewegt sich das Pendel aus der Vertikallage bis zur gro8ten Auslenkung, so wird o = xmax
und ¢ ="T/4.
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Y'=9W) ¥V'=9&y) ¥y =9Hy)
In allen drei vorliegenden Fillen ist es méglich, die Dgl. mittels der Substitution

,_dy
.'/—a';—“
» __ du
v

auf eine Dgl. 1. Ordnung zuriickzufithren. Aus dieser wird zundchst » errechnet, an-
schlieBend durch eine zweite Integration y.

Y =9¥)

Die Substitution ergibt
du
Iz = ?®)

d. h. eine Dgl. 1. Ordnung mit trennbaren Variablen.

¥ =9 @:y)

Durch die Substitution entsteht die Dgl. 1. Ordnung
du
= =@ .

¥ =9 @usy)

Kann vorausgesetzt werden, dal die 1. Ableitung der Losung verschieden von Null
ist, dann ist y = f(x) eigentlich monoton, und es ist erlaubt die Substitution

und

= e— = ———t— = —

vorzunehmen. Damit wird aus der Dgl. ¥’ = ¢(y;¥’)

du

rride @ (u;y).
Dies ist eine Dgl. 1. Ordnung mit » als abhéngiger und y als unabhéngiger Variabler,
die auch in der Form

du

d__'/ = y)(y: u)

geschrieben werden kann.
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BEISPIELE
4, yn - y: = %

Losung: Mit y' =u, y"’ = gj wird die Dgl. zu
z

— —u =6,

dz

einer inhomogenen linearen Dgl. 1. Ordnung.

Homogene Dgl.

CLI u=0.
dzx
Trennen der Variablen
_d_u =dz.
u
Integrieren

In|u| =2+ In|K]|.
Losung der homogenen Dgl.
u, = Ke?.
Variation der Konstanten
u = K (z) e

dw = K’(z) e* 4+ K(x) e*.
dz

Einsetzen in die Dgl. ergibt

K’ (z)e* = e*

K@z =1
K@) =z+40C,
u = (C, + z)e”.

Riicksubstitution

dy
—d~;—(01+3:)0’.

Integrieren

y=0Ce*+ ze* —e*+ Cy; =e*(x — 1 + C,) + C,.
Allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

y =e%(z + C4) + C,.
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5. Fiir ein zwischen zwei Punkten P, und P, ausgespanntes Seil, das nur seinem Eigengewicht
als Belastung unterworfen ist und keine Biegesteifigkeit aufweist, gilt die Dgl.

d’y dy 2
H = = 1 =
da? . i (dz)

(H Horizontalkomponente der Seilzugkraft, ¢ Seilgewicht je Lingeneinheit). Die vorgenannten
Bedingungen sind bei einer Kette annihernd erfiillt, weshalb die Dgl. auch Dgl. der Ketten-
linie heiBt. Wie hiingt der Ordinatenwert vom jeweiligen Abszissenwert z ab?

q

Lo6sung: Es liegt eine Dgl. vom Typ y”’ = @(y’) vor. Setzt man y' = u sowie - =a, so
wird die Dgl. zu H

d—“:a}’l + 3.
dz

Trennen der Variablen

Integrieren

arsinhu = az + C,
u = sinh(az + C)).

Nochmaliges Integrieren liefert als Losung der Dgl.

y = 3 cosh(az + C,) + C,.
a

Die Integrationskonstanten konnen durch Anfangs- oder Randbedingungen bestimmt werden.
Als Randbedingungen kénnten z. B. die Koordinaten der Aufhéingepunkte gegeben sein.

AUFGABEN

769.
770.

771.
772.

7173.
714,

775.

776.

771.

Wie heiBt die Dgl. aller Tangenten an die Kurve mit der Gleichung y = 22??

Von der Gleichung 22 + y2 + Az + By + C =0 ausgehend soll die Dgl. aller Kreise
aufgestellt werden (vgl. 23.3., Beispiel 3).

Gesucht ist die Dgl. der Kurvenschar mit der Gleichung y = ¢3/z.

Wie heiBt die Dgl. aller Kreise mit dem Radius r, deren Mittelpunkte auf der z-Achse liegen?
Die Dgl. aller Parabeln in der Ebene ist aufzustellen.

Gesucht ist die Gleichung der Kurven, fiir deren Tangenten gilt: Der Beriihrungspunkt
teilt den durch die Schnittpunkte mit der y- und der z-Achse begrenzten Tangentenabschnitt
im Verhdltnis 1:2.

‘Die Dgl. aller Kurven, deren Subtangentenlinge das doppelte der Abszisse des Beriihrungs-

punktes ist, soll aufgestellt werden. Wie heiBt die Gleichung der Kurven?

Mittels des Isoklinenverfahrens ist die durch den Punkt (1:1) gehende Losungskurve der

2 — ¥ ;u ermitteln.
z

Dgl. y =

Die Dgl. Ty + y = K istzulésen (¢t =0, y = 0). Wie groB ist y fiir ¢ - co? Wie gro8
ist y zur Zeit ¢t = T'? Zu welcher Zeit ¢ (bezogen auf T') hat y 959, bzw. 99%, von ylt—o
erreicht?
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Man lése nach Trennen der Variablen:

78,y = = 9.y = L
y x
o
'780-y’=? 781. 2y’ —ay’ —y+b=0
782, y =22 +72—4 783. ' —zy + 2 Yy =0
yv—9
T84 ay — 1 =0 785. Ya' — 2y’ — 2* Vi@l + 43 = 0
786. Die Dgl. y’sinz = y In y ist zu lésen. Wie lautet die partikulire Losung, fiir die z = =/2,
y=1 gilt?
Fiir die Dgln. 787 bis 792 sind die partikulédren Lésungen zu ermitteln, die die angegebenen
Anfangsbedingungen erfiillen.
787, Y+l _0 z=my=11
zsinz y
8. Yy + 22 —1=0 z=2,y=1
789. y(1—a%) —1 —2y3=0 x=%,y=%V§
790. Y@+ 32) — 23 +4y?) =0 =110,y = 1,95
791, y' (2® — 28z + 160)—%=0 z =40,y = 1,045
792. y’(1 + 1128) — % =0 z=V11,y=16
Die Dgln. 793 bis 798 sind durch Substitution zu lésen.
793. Y =2z—y 9. yY=z+y
2
795. ¥ = z+y 796. y = zyt+y
z—y 22
2! 4 5yt , 2x—-3y+1
Y = 798. ¥y = —F——
.y 3zy . 6r—9y —1
799. Fiir ein System mit einfacher Speicherwirkung gilt die Dgl. T'2s + za = Kz, (¥a Aus-
gangsgroBe, z, EingangsgroBe, 7' Zeitkonstante, K proportionaler Ubertragungsfaktor mit
[K]= Ex—'}). Wie dndert sich die AusgangsgroBe z, in Abhingigkeit von der Zeit ¢, wenn
Ze,
2 = ¢t ist (c = const.)?
800. y —zy+22=0 801. y’ + 2y = e¥*
802. y —2zy + " =0 803.y' —ytanz +sinz =0
in®
804y me ¥t
gsinzcosz cosz
, -8 -4z
805. ¥y + 32y — 2e 2 =0 z=2, y=40
806. yY — 2y +x=0 z2=0,y=20
807. 2y’ + 2y =32 — 2z + 4 :::=l,y=1l2
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Die folgenden Dgln. 2. Ordnung sind auf Dgln. 1. Ordnung zuriickzufiihren und zu Iésen.

809. ¥y +y=0 810. ¥y’ + y =e*
811. y” + y = 22 812. y” 4 2y = %=
813. ¥y’ —y =¢e*

7 y =3
814. ¥y’ —y=—=x -’t=1{y,=5
815. 3 — 10y’ + a2 = 0 x=0{y=0

y¥=0

2 y =0

816. y' — 5y +3x—8=0 x=0{y,=3

817. ¥y + 3y  — 62+ 5=0 :c=—1{ ,

818.y" +y+a2+6=0 -0 ¥=0
z==r, Yy =

819. Fiir einen Triger auf zwei Stiitzen mit der Lange ! ist die Gleichung der elastischen Linie
fiir folgende Belastungsfille zu ermitteln:

a) Mittellast, M = i b) Dreieckslast, M = 2 [_x_ — (i)s] .
$ 3 |t l
26. Lineare Differentialgleichungen 2. und héherer Ordnung mit

konstanten Koeffizienten

25.1. Einfiihren eines linearen Differentialoperators
Eine lineare Dgl. n-ter Ordnung besitzt die allgemeine Form (202)
n (@) Y0 + gna (2)y"-D 4 - + 91 () ¥’ + go(@) y = S ().

Im folgenden sollen ausschlieBlich solche lineare Dgin. behandelt werden, in denen
alle g, (x) konstante reelle Zahlen sind. Dividiert man die vorstehende Dgl. noch durch

den Koeffizienten der hochsten Ableitung, so erhdlt man mit 9 a;, S(x)

= s(x)

n n
als allgemeine Form einer linearen Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

YO G YD st ayy + aoy = 8(2), @€ R (213)

Im Falle s(r) =0 heiBt die Dgl. homogen, fiir s(z) =0 inhomogen.

Zum Bilden der linken Seite von (213) werden folgende Operationen angewendet:

a) m-maliges Ableiten einer Funktion f: y = f(x) und Bestimmen der Funktionswerte
Yy, Y

b) Multiplizieren mit den Koeffizienten a; (! =0,1,...,n — 1);

c¢) Addieren der Produkte.
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Das Ergebnis der Anwendung dieser Operationen auf eine Funktion f: y = f(x) soll
durch einen Operator L, bezeichnet werden, d. h., es wird vereinbart

Laly] = ¥ + apay™D + - + ary’ + agy (214)

L, heiBt linearer Differentialoperator, L,[y] ein linearer Differentialterm .
Der lineare Differentialoperator besitzt folgende Eigenschaften:

1. Sind ¥, und y, die Funktionswerte zweier beliebiger, im betrachteten Intervall
stetiger und n-mal differenzierbarer Funktionen y, = f,(x) und y; = f3(x), so ist

Loy + Yol = Luly1] + Lnlysl (215)

GeméB der Definition des Operators muBl namlich gelten

Lalyy + 92] = (1 + y2)™ + Gpey (1 + ya)"D + o +
+ar(y + ¥ + a(yy + ¥a) =
=y + apa gV + o+ 0¥ + aghh +
+ Y + Gpa ¥V + o+ ay; + Gy =
= La[y,] + La[y,]-

Wie durch vollstindige Induktion bewiesen werden kann, gilt die Beziehung (215)
fiir beliebig viele Summanden.

2. Ist y, der Funktionswert einer beliebigen, im betrachteten Intervall stetigen und -
mal differenzierbaren Funktion y, = f, (x) und C eine Konstante, so ist

Ln [09'1] — OLs [3’1} (216)

denn es gilt
La[Cy,]) = Oy + Cag 3"~ Y + oo+ Cayyy + Cagy, = CLy[y,].

Mit Hilfe der Relationen (215) und (216) ist es nunmehr moglich, die Richtigkeit
folgender, fiir das Losen von linearen Dgln. wichtiger Satze zu beweisen:

Satz

Sind y, = f;(x) und y; = f3(x) Losungen einer homogenen linearen Dgl., so
ist auch y, + y; = f,(x) + fa(x) eine Losung.

Beweis: Sind y, = f,(x) und y; = f3(x) Lo6sungen der Dgl. L,[y] =0, so ist
La[y;] =0 und L,(y,] = 0. Wegen Gl. (215) wird dann aber auch La[y, + y,] =
. Ln[yl] e Ln[.’/z] =0.

Satz

Ist y, = f,(x) Losung einer homogenen linearen Dgl., so ist auch Cy, = Cf,(x)
eine Losung.
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Beweis: Nach Gl. (216) ist L,[Cy,] = CL,[y,]. Da y, = f,(x) Losung sein soll,
mull L,[y;] = 0 und damit auch L,[Cy,] = 0 gelten.

Aus den vorstehenden beiden Sétzen folgt:

Liegen mit y, = f,(x), ys = fa(%), ..., Ys = fu(x) » wesentliche!), voneinander
nicht abhdngige?) Losungen einer homogenen linearen Dgl. n-ter Ordnung vor, so
kann mit y = C,y; + Coys + Csys + -+- + Cpy, die allgemeine Losung an-
gegeben werden.

y=Cy, + Coys + -+ + Cypy, ist ndmlich nach der Aussage der obenstehenden
beiden Sétze Losung der Dgl.; da diese Losung n Konstanten enthilt, ist es die all-
gemeine Losung.

= u(x) + jv(x) Losung einer homogenen linearen Dgl., so sind auch y, = u ()

Ist eine komplexwertige Funktion der reellen Variablen « in der Form y = f(z) =
und y; = v(x) Losungen der Dgl.

Beweis: Ist y = f(x) Losungder Dgl., so muBl L,[y] = L,[u(z) 4+ jv(x)] = 0 sein.
Wegen (215) gilt dann auch L,[u(z) + jv(x)] = L,[u(x)] 4 jLs[v(x)] = 0. Diese
Gleichung wird aber nur durch L,[«(x)] = 0 und zugleich L,[v(x)] =0 erfiillt,
d. h., wenn y; = u(x) und y; = v(x) Losungen der Dgl. sind.
BEISPIEL
Mit y, =% und y, = e~?% liegen zwei Losungen der Dgl. ¥’ — y = 0 vor. Wie heilt die
allgemeine Losung?
Losung: Wie obenstehend bewiesen wurde, miissen auch y = C, e? und y = C, e~% Losungen
sein. Die allgemeine Losung erhilt man dann als Linearkombination der beiden Liosungen

y =C,e% 4 Cye2,

Probe: Es wird
Yy = C,e%* — Cye%
y’ = (6% + Cye?
y’' —y=Cie* 4 Che% — (C,e* 4 Cye %) = 0.

26.2. Die homogene lineare Difterentialgleichung 2. Ordnung

Wie in 25.1. dargelegt wurde, geniigt fiir das Losen der homogenen linearen Dgl.
2. Ordnung

Y' 4+ ay +ay=0 (217)

1) Wie leicht nachzupriifen ist, besitzt jede homogene lineare Dgl. die triviale Losung y = 0.
Diese soll nicht als wesentliche Losung gelten

3) Sind z. B. y, =1 und y, = sin®x Lésungen einer Dgl., so ist y; = cos 2z keine unabhiingige
Losung, da sie wegen cos 2z = 2sin? 2z — 1 eine Linearkombination der beiden erstgenannten
Losungen darstellt



25.2. Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung 543

zwei partikuldre, voneinander unabhdngige Losungen zu finden. Wie im folgenden ge-
zeigt wird, ist dies allein mit Hilfe elementarer Funktionen und durch algebraische
Operationen, also ohne Integrationen, maoglich.

Eine elementare Funktion, die die Dgl. y"' + a,¥" + aoy = 0 erfiillen soll, muf
nach Einsetzen des Funktionswertes und der Werte der Ableitungen in die Dgl. eine
Summe gleichartiger Glieder ergeben, die identisch Null sein kann. Eine Funktion,
deren Ableitungswerte einander und auch dem Funktionswert selbst proportional
sind, ist die Exponentialfunktion.

Zum Losen einer homogenen linearen Dgl. verwendet man den Ansatz
y=e=
und bestimmt die Konstante k so, daB y = e** die Dgl. erfiillt.
Aus y = e** folgt y' = ke*®, y'' = k?e**. Dies in die Dgl. (217) eingesetzt, ergibt
k2et® 4 a,kekz + agek® =0
ek (k2 + a k + ap) = 0.

Da e*2 fiir alle Werte der Variablen 2 verschieden von Null ist, muB

B+ ak+ag=0 (218)

sein. Man nennt (218) die der Dgl. (217) zugeordnete charakteristische Gleichung.
(Wie man bemerkt, kann man die charakteristische Gleichung aus der Dgl. dadurch
erhalten, daB man die Werte der Ableitungen durch Potenzen von & gleicher Ordnung
ersetzt.)

Aus der charakteristischen Gleichung errechnet man fir k die Werte

a 3
ko= —3 & ‘/% — aq (218a)

2
Je nachdem die Diskriminante i—l — a, groBer, gleich oder kleiner Null ist, sind drei
Félle zu unterscheiden:

2
1. ky und ky sind reell und voneinander verschieden % —ay> O).

Dann sind nach 25.1. y, = C,e¥* und y, = C,e¥* Losungen der Dgl. (217), und
die allgemeine Losung lautet

y = C,eb®  Cyekz (219a)

2. k, und k, sind gleich.
2
Dies ist der Fall, wenn % —a, =0 ist. Wegen k, =k, = —%1 ergabe sich

nur eine unabhéngige Losung y = Ce*=. Die allgemeine Lésung kann hier mit
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Hilfe der Variation der Konstanten bestimmt werden:
y = C(x)ek
y = C'(x)e*? + C(x)ker* = ek [C' (x) + kC(x))
Yy’ = C"'-(x)e"” + C' (x) ket + C' (x) ket + C(x)kiet* =
= [0 (z) + 2kC’ (z) + k*C(2)].
Die Terme fiir y, ¥’ und y"’ in die Dgl. (217) eingesetzt, liefert die Dgl.
e*?[C" () + (2k + a)) O’ (x) + (K + a1k + a,) C(x)] = 0.

2
Wegen e =0, k = — % und @, = %1 folgt daraus
C’l (x) — 0
C(z) = Cyz + C,.
Fithrt man noch —d6 = — %1 = k ein, so ergibt sich als allgemeine Losung der
Dgl.
y=(Cz+ Cy) e (219Db)

2
3. Kk, und ky sind konjugiert-komplex (% —ay < 0).

Mit%‘=6 und w = Vao—‘ff wird
ky=—-90+4jow
ky=—06 —jow.
Die Losung der Dgl. kann somit in der Form
y = Cyel=8+lokz 4 O e(—0—julz —
= e~%2(C,eloz | (Oye—lvz)

geschrieben werden. Mit Hilfe der Beziehungen el* =cosx 4 jsinz und
e~i% = cos z — j sin z laBt sich die Losung umformen zu

y = e=%[C, (cos wx + j sin wz) + Cy(cos wzx — j sin wz)] =
= e~ %2[(C, + C,) cos wz + j(C, — C,) sin wx].
Wie in 25.1. gezeigt wurde, miissen Realteil und Imaginérteil dieser Lésung selbst
Losung der Dgl. sein. Setzt man noch C; + C3=A und C; —Cyg= B und

bildet aus Realteil und Imaginérteil eine neue Losung, so erhdlt man diese in der
Form

y = e % (A cos wz + Bsin wx) (219c¢)
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BEISPIELE

1. Die Dgl. ¥” + a,%° + apy = 0 ist fiir a;, = 4 und
a)a, =3 b)a, =4 ¢) ay =5 zu loésen.
Lésung:
a) ¥y’ + 4y +3y=o0.

Charakt. Gleichung

k®+ 4k +3=0.
Losungen der charakt. Gleichung

ky=—1, ky= —3. TF“
Allgemeine Lésung der Dgl.

y =Cie~% 4 C,e—32

b) ¥’ +4y +4y=o0. TF,,,
Charakt. Gleichung ‘ .

K 4k +4=0. S

Losungen der charakt. Gleichung _|
by =y =k = —2. - =

Allgemeine Losung der Dgl. :__ = Zo ?Fd
y—o ¥ Gzt G Bild 207

°) ¥’ + 4y + 5y = 0.
Charakt. Gleichung P 0 P
2

1
K+ 4k +5=0.
2 1 r;’ rz
Losungen der charakt. Gleichung £ -t i G L
ky=—-2+4+j,kg=—-2—j -[ T
Yy = e—25(C,elz + Cye—i7). Bild 298 j

Allgemeine Losung der Dgl.

y=e"22 (4 cosz + Bsinz).

2. Eine Masse sei an einer elastischen Feder aufgehiingt und starr mit einem in einer Fliissig-

keit eingetauchten Dampfungskolben verbunden (Bild 297).

a) Die Dgl. der Bewegung der Gesamtmasse nach einmaligem Auslenken aus der Ruhelage
ist aufzustellen.

Das elektrische Analogon zu diesem Problem stellt der Reihenschwingungskreis dar (Bild 298),

der zur Zeit ¢t = 0 geschlossen wird.

b) DasStrom-Zeit-Gesetz des Reihenschwingungskreises ist ebenfalls durch eine Dgl. anzugeben.

c¢) Die Dgln. aus a) und b) sind unter Beriicksichtigung der Annahme, der Démpfungszylinder
sei nicht vorhanden (Reibungskraft F; = 0) bzw. der ohmsche Widerstand sei nicht vor-
handen (R = 0), zu ldsen: ungediémpfte freie Schwingung.

35 Analysis
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d) Die grundsitzlich méglichen Lésungen der Dgln. fiir Fg4 4= 0 bzw. R =+ 0 sind zu ermitteln
und zu diskutieren: geddmpfte freie Schwingung.

Lésung:

a) Bei einer Abwirtsbewegung der Masse tritt eine nach oben gerichtete Federkraft auf, die
proportional der Auslenkung ist

Fy = fs (f Federkonstante),
auBerdem eine geschwindigkeitsproportionale Reibungs- bzw. Démpfungskraft
Fy=ds (d Dimpfungsfaktor).
Pie der Bewegung entgegengesetzt, also ebenfalls nach oben gerichtete Massentriigheitskraft
- F,, =ms (m Gesamtmasse).
Die Gleichgewichtsbedingung liefert die Dgl.
ms +ds +fs=0

i+ 2t dazo,
m m

eine homogene lineare Dgl. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

b) Der Kondensator sei bis zur Zeit ¢ = 0 durch den Strom ¢, aufgeladen worden. Die Span-
nung am Kondensator sei dann %g. Wird zur Zeit ¢ =0 der Reihenschwingungskreis ge-
schlossen, so beginnt ein Entladevorgang des Kondensators mit einem StromfluB der
Stiérke ¢,. Das 2. Kircuuorrsche Gesetz ermdglicht den Ansatz

—Uc + i’Ra + Uy = 0.
Differenziert man diese Gleichung einmal nach der Zeit und setzt o =u, $3 =1, so

d¢ du
hilt =L— ud i=—-C—
erhilt man wegen u; = L at und 4 C T
1. ds dzs
(I TR T i

dz2q R ds 1 .
aetTatet="

Dies ist wiederum eine homogene lineare Dgl. 2. Ordnung.
¢) Nimmt man die Bewegung reibungsfrei an bzw. den ohmschen Widerstand mit Null
(beides ist real nicht voll zu verwirklichen), so vereinfachen sich die beiden Dgln. zu
8 + 1 8=0
\ m
bzw.
d2s¢ 1 .
ar T Ie'=
Da beide Gleichungen dieselbe Gestalt haben, geniigt es, fiir eine die allgemeine Lésung zu

0.

bestimmen. Nimmt man die Dgl. der mecharischen Schwingung und setzt noch £ =w},
80 erhilt man W

8§ +wis=0.
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Die zugehérige charakteristische Gleichung k? 4 w? = 0 hat die Losungen k, = jw, und
ky = —jw,.
Damit ergibt sich fiir die Losung der Dgl.

8 = C,elot 4 Cye—iot = C)(cos wyt + j sin wyt) + Cy(cos wyt — j sin wyt).

Wie in 25.1. gezeigt wurde, kann aus Real- und Imaginérteil eine neue Losung kombiniert
werden. Mit C, + Cy = A4, C, — Cy = B lautet somit die allgemeine Lésung der Dgl.

8 = A cos wyt + Bsin wyt.

Ersetzt man noch 4 und B mittels der Substitutionen 4 = Ksing und B = K cos¢
durch die Konstanten K und ¢, so erhidlt man nach Anwenden eines Additionstheorems als
allgemeine Losung der Dgl.

8 = K sin(wyt 4 ¢).

Dies ist die Gleichung einer harmonischen Schwingung mit der Amplitude K, der Kreis-
frequenz w, und dem Phasenwinkel ¢. Sowohl die Masse m des mechanischen Systems als
auch der Strom ¢ im Reihenschwingungskreis wiirden im angenommenen Falle eine harmo-

heiBt auch Kennkreisfrequenz

nische Schwingung ausfiihren. w, = ‘/L bzw. wy =
m

(Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems).
Die Konstanten K und ¢ konnen auf Grund der Anfangsbedingungen berechnet werden.
Im mechanischen System gilt: ¢ =0, 8§ = 8, &§ = v,.
Aus
8 = Ksin (wot + @), & = oK cos (wyt + @)
folgt

8y = K singp vy =w,K cos g
2

K = l/&ﬁ s (E) @ = arctan “odo,

Wy Yo

Damit erhilt man als partikulire Losung

2
8= ‘/sﬁ + (h) sin (wot -+ arctan ‘-UL‘“-).
. W, Y

Fiir den Reihenschwingungskreis heit die allgemeine Losung der Dgl.
i = K sin (wot + @)
mit
1
yLC’
Hier gelten die Anfangsbedingungen ¢ =0: 1 =0,vu =wuc =uz =1L él Durch Ab-
leiten der Losung der Dgl. bekommt man e

Wy =

g—: = wo K cos (wyt + @).
Die Losung und die vorstehende Gleichung liefern nach Einsetzen der Anfangsbedingungen
u
=0, K=—.
o wo L
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Die den Anfangsbedingungen gehorchende partikuldre Losung ist
§ = — sin wyt
agL

d)Ist Fy3340 bzw. R 4 0, so verldiuft der Schwingungsvorgang gedimpft. Die Dgln. sind
jetzt in der Form

8§+ id—é +is=0
m m
und
2 .
(Ll.' .1_2".1.1’+Li=_—0
de? L d¢ LC
anzusetzen.

Statt dieser soll im folgenden mit der Dgl.

¥+ 209+ ojy =0

gerechnet werden (im mechanischen Beispiel ist y = s, 26 = 4 , o= s , im elektri-
m m
schen Beispiel y =1, 26 = %_, ol = %)‘

Die charakteristische Gleichung
k4 20k +wf=0

hat die Lsungen
kyp= —6 + V6* — wid.

Je nachdem 6 < wy, 6 = w, oder § > w, ist, ergeben sich verschiedene Losungen der Dgl.
Die Berechnung dieser Losungen soll unter Verwendung der in der Technik verwendeten
KenngroBe, des Diimplungsgrades

o

Wo
erfolgen.

«)0<D<1, dh <.

Dies ist der Fall, wenn im mechanischen System die Dimpfung oder im Reihenschwingungs-
—

kreis der ohmsche Widerstand relativ klein ist (d <2 }/f_'r—n bzw. R <2 £) k, und

k, sind konjugiert-komplex: c
ky,=—06+] ng —&
oder, mit

we = Vwﬁ — &2,

by = ~0+ jwe, ky= —0 — jo,.
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Als allgemeine Losung der Dgl ergibt sich durch Kombination von Real- und Imaginérteil
y = e—%[C eive + Che—iwet] =
=e~%[4 coswet + Bsinwgt] (A =Cy+ Cy, B=C,— ()

y = e~ % K sin(wet + @) (K=}’A’+B’. @ = arctan %)

Das System fiihrt eine gedimpfte Schwingung aus. Die Amplituden K -e—% i#ndern sich
in Abhéngigkeit von &. ®, = Yo} — 6% = w, Y1 =D° ist die Eigenfrequenz der freien
Schwingung des geddmpften Systems, die um so mehr von der Kennkreisfrequenz w,
abweicht, je groBer der Dampfungsgrad D ist. Wegen w, < w, ist die Schwingungsdauer 7'
des gedimpften Systems stets groBer als die Schwingungsdauer 7', des ungeddmpften Systems
(Bild 299a).

Fiir das mechanische System lautet die allgemeine Losung der Dgl.

YA
8=2e 2m Ksm(l/—-—-‘i—;@t-l- ) K‘\
fiir das elektrische i
-E, 1 R? i \\{e ”
t=0 2L Ksm( L0 il +¢p) ~ .eﬂnmb,h?j
f)D=1,d.h. 6=, 5 ——
Die Losungen der charakteristischen Gleichungsind = [t < e -4
By = ky = —8. p
FI 2T
Nach (219b) heiBt dann die allgemeine Lésung d
der Dgl. pa
y = (Cit + Cyle—¥%,
Bild 299a
bzw. fiir das mechanische System
- y
-t
8= (Cit+ Cye M y-& %A coshyt+Bsinh yt)

A
und fiir den Reihenschwingungskreis G
a y=e Ut )

i=(Cyt+Cpe ZL'.

ol il
Die Systeme fiihren keine Schwingungen, d. h. g4 2901, :
periodische Bewegungen, mehr aus. Wie man zeigen
kann, hat die Funktion y = (Cz + C,)e %
hochstens eine Nullstelle (wenn C; == 0) und einen Extremwert. Der Fall D = 1 trennt
die fiir D > 1 aperiodisch verlaufenden Vorginge von den periodischen (fiir 0 < D < 1),
man nennt ihn deshalb den aperiodischen Grenzfall (Bild 209b).

Y»D>1, d. h > w,.
Das schwingungsfihige System ist stark gedampft. Die Losungen der charakteristischen
Gleichung sind

b= =8+ VP — b, ky=—8—1F —al.
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Mit y = V& — »t kann man die allgemeine Losung der Dgl. in der Form
y = e~%(C,e"t 4 Che—M)
oder auch, mit ¢; 4+ C, =4 und C, —C; =B,

y = e~%(A4 coshyt + B sinh pt¢)

schreiben. Diese Funktion besitzt ebenfalls héchstens eine Nullstelle (wenn C; &= 0 und
C, + 0 sowie C,C, < 0) und einen Extremwert. Der durch diese Funktion beschriebene
aperiodische Vorgang heilt der Kriechfall (Bild 299b).

Fiir die mechanische Schwingung nimmt die Lésung die Gestalt

d B _—

—iy at 7 . a2 f

= 2m —_— - = _—
s=e (A cosh V4 2 ¢t + B sinh 1/4 a t)

an, fiir den Reihenschwingungskreis

R S ——
. —ort ]ZR’ 1 . R? 1
1= 2L (Acosh E—L—Ct—f-lenhl/Z——Lz—L—Ct).

In allen drei betrachteten Fillen kénnen die den technischen Problemstellungen entsprechen-
den partikuldren Lésungen ermittelt werden, indem man die zu den Anfangsbedingungen
gehorenden Werte fiir C; und C, bzw. 4 und B bestimmt.

26.3. Die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Jede inhomogene lineare Dgl. 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann in der
Form

Y’ + a1y + agy = s(x) (220)

geschrieben werden.

Wie bereits in 24.5. ausgefiihrt wurde, setzt sich die allgemeine Losung einer linearen
Dgl. n-ter Ordnung aus der allgemeinen Losung (yn) der zugehorigen homogenen Dgl.
und einer partikuldren Losung (y,) der inhomogenen Dgl. zusammen:

Y=Y+ Y.

Damit ist — da der Losungsweg bei einer homogenen linearen Dgl. bereits bekannt ist
— fiir das Loésen einer inhomogenen linearen Dgl. nur noch erforderlich, ein Verfahren
zum Bestimmen einer partikuliren Loésung bereitzustellen. Dieses ist fiir den all-
gemeinen Fall das Verfahren der Variation der Konstanten. Bei gewissen speziellen
Formen der Storfunktion s(x) kann jedoch eine partikulire Loésung wesentlich ein-
facher, ohne das (allgemeingiiltige) Verfahren der Variation der Konstanten an-
wenden zu miissen, gefunden werden. Der Vorteil dieses Weges besteht darin, dal er
keine Integrationen erfordert. Dabei wird u. U. der folgende Satz angewendet werden
miissen.
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Satz
Besitzt eine inhomogene lineare Dgl. die Form

L, [y] = 8 (x) -I- 83(x)

und ist y,, eine partikuldre Losung der Dgl. L,[y] = 8,(), ¥, eine partikuldre
Loésung der Dgl. L,[y] = 83(x), soist

Yo = Yp1 + Yna
eine partikuldre Losung der Dgl. L,[y] = 8,(x) + 8;(x).
Beweis: Nach (215) ist
Ly [Yp1 + Ypa) = Lu[¥p1] + La[Ypel-

Wegen

L,[yp1) = 8,(x) und Ly[ypg) = 84(w)
ist auch

L[y, + Ypa] = 8, () + 85(x)
bzw.

Lu[yp] = 8, (x) + 8(s7),

was zu beweisen war.

Im weiteren sollen nun Dgln. mit folgenden Formen der Storfunktion geldst werden:
8(x) = Py (x) e*®

[Pm(x) ein Polynom m-ten Grades in x]
8(x) = Py, (x) cos Bz + Ppg(x)sin fx

[Pm () und P,q(x) zwei Polynome in x von hochstens m-tem Grad].

In beiden Fillen ist es moglich, eine partikulire Losung mittels eines Losungs-
ansatzes zu ermitteln. Die Richtigkeit der partikuliren Lésung kann durch die Probe
nachgewiesen werden.

s(x) = Py, (x)e*=
mit /
Pp(®) =po+ 1% + - + Paz™
Lbsungsansatz:
Yp = B ()

Bm(z) = bo + b].x + e 4+ bmxm,

wenn o« nicht Losungswert der charakteristischen Gleichung der zugehorigen
homogenen Dgl. ist. Der Grad des Polynoms B, (x) ist der gleiche wie der des
Polynoms P,, (x) in der Storfunktion.

Yp = B (X) 0%,
wenn « der Wert einer g-fachen Losung der charakteristischen Gleichung ist.
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Die Koeffizienten by, b,,..., by sind durch Koeffizientenvergleich nach Einsetzen
von ¥y, ¥5,..., %™ in die zu lésende inhomogene lineare Dgl. L,[y] = s(z) zu
bestimmen.

BEISPIELE

1.

y’' — 3y +2y=2z+1.
Loésung:
Homogene Dgl.

y' —3y +2y=0.
Charakt. Gleichung
k¥ —3k+2=0.
Lésungen der charakt. Gleichung
k=1, k=2.
Allgemeine Losung der homogenen Dgl.
yn = Cye® 4 C,e2,

Mit a(z) = 22 4+ 1 liegt ein besonders einfacher Fall vor, da die Stérfunktion nur ein Poly-
nom in z ist, d. h., der Lésungsansatz y;, = Bg(z)e** vereinfacht sichmit &« =0 und m = 1
zu

Y¥p = by + b1z (denn « = 0 ist nicht Lésung der charakt. Gleichung)

y{; =b
y;,’ =0.
In die Dgl. eingesetzt
0—3b, +2(b +b2)=22+1
2b,z 4+ (26, — 3b;) =22 + 1.
Der Koeffizientenvergleich liefert
b=1, j=2.
Also ist
yp=2z+2.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. erhilt man mit y = yy, + y, zu

y = Cye® + Cye¥ + z + 2.

Yy’ — 3y + 2y = e,

Loésung:

Da die zugehorige homogene Dgl. die gleiche wie in Beisp. 1 ist, gilt
yp = C10% 4 Cie'z,
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Mit s(z) = e3* und weil o = 3 nicht Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der-
Léosungsansatz

Yp= By(x)e=
Yp= bye®®
yp = 3bye®®

Yy = 9bye?z,
In die Dgl. eingesetzt
9b,e%” — 3 - 3bye?” + 2 byer = o3z

1
by = —
°T 2
yp=_;_eaz
y =Oleﬂ=+0,e”‘+%e”‘.

3. ¥y’ — 3y + 2y = 2ze%,

Loésung:
Auch hier ist wiederum

yp = Cye* + C,el?,

Losungsansatz fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Dgl.:
Yp = (b + b, 2)€**
yp = (35,2 + by + 3by)e¥®
Yy = (95,2 + 6b, + 9by)ed=,
Einsetzen in die Dgl. und Koeffizientenvergleich ergeben
3
b=1, b= G
Yp = ("’ - %) e’
3

= Cye% + Cpe?* + (z - ?) e,

4. ¥y’ — 3y + 2y = e2*,
Loésung:
yn = C 6% + Cye™e,

Der Wert &« =2 in 8(x) = e = P, (z)e>* ist (einfache) Losung der charakteristischen
Gleichung der homogenen Dgl. Also mu8 der Losungsansatz in der Form y;, = zB,(x)e?* er-

folgen
Yp = xbye?®

yl’, = bye?® + 2b,ze?”
Yy = 4bye’z + 4byzer”,
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Einsetzen in die Dgl. und Koeffizientenvergleich liefert

by=1
yp = xet?

y = Cye% + (C; + 2)e22,

6. y'—3y +2y=2x+1+4 e
Lésung:
Yh = 010’ + Ole“.

Die Storfunktion &(x) = 2z 4 1 4 €3* kann in zwei Summanden
8(x) =22+ 1 und &(z) = e%*

zerlegt werden. Eine partikulire Ldsung y, kann hier — gemdB dem am Anfang det
Abschnitts stehenden Satz — als Summe zweier partikuldrer Losungen y,; und yp, der Dgln,

y' -3y +2y=2z+1
Y’ —3y +2y=e"

ermittelt werden.
Aus Beispiel 1 kann man entnehmen

und

ypl = + 2:
aus Beispiel 4
Yps = zet”,

Somit ist

Yp==z+ 2 4 zel®

y=06% +(Cy + 2)e + 2 + 2.

8. yv'—3y =2z +1.

Loésung:
Homogene Dgl.
y' —3y =0.
Charakt. Gleichung
B—3t=0.

Losungen der charakt. Gleichung
ky=0, ky=3.

Allgemeine Losung der homogenen Dgl.
yn = C; + C,e?2,
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Mit s(x) =2z 4+ 1 = P;(x)e>? liegt der Fall vor, da « = 0 auch (einfache) Losung der
charakteristischen Gleichung ist. Also ist als Losungsansatz zu verwenden

Yp = x(by + by %) = byx + b, 22
yp = b + 26,2

Yp = 2b
Durch Einsetzen in die Dgl. und Koeffizientenvergleich erhélt man
5 1
j b= — 2 by = — —
° 9’ 3
¥p 3 9

y =0, + 0,82 — -:—(3z+5},

$(x) = Ppi(x) cos 3 + Pz (x) sinBx
Losungsansatz:
_ Yp = Bm(x) cos 3 & 4+ C,n(x) sin 3 &
it B, (x) =by + byx + - + bya™,
Cpn(x) =co+ €12 + +++ + cpa™,
wenn - jB nicht Losung der charakteristischen Gleichung der zugehérigen homo-

genen Dgl. ist. Sind P, (x) und P,,3(x) Polynome von hochstens m-tem Grade, so
sind fir B, () und C,, () Polynome m-ten Grades anzusetzen.

Yp = &7 [Bm () cos Bx 4 C,, () sin 3x],
wenn jS und —jB g-fache Losungen der charakteristischen Gleichung sind.
Die Koeffizienten by, b,,..., b, und ¢, ¢,,..., ¢, sind durch Koeffizientenvergleich
nach Einsetzen von y,, y;,.--, yg') in die zu lésende inhomogene lineare Dgl.
L,[y] = s(x) zu bestimmen.
BEISPIELE
7. ¥y’ — 3y + 2y = cos 2x.
Loésung:
yp = 0167 4 Cye?2,

Da jf =j2 und —jf = —j2 nicht Losungen der charakteristischen Gleichung sind, lautet
mit m =0, f =2 der Losungsansatz

Yp = bo cos 2z + ¢, 8in 22
Yp = —2bgsin 2z + 2¢, cos 2z

Yy = —4bgcos 2z — 4, sin 2.
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Einsetzen in die Dgl.
(—2by — 6¢) cos 2z + (6b, — 2¢,) sin 22= cos 2z.

Der Koeffizientenvergleich

—2by—6¢p =1
6by — 2¢, =10

liefert
B = — o) B
0 2—0! G = 20
yp=-—21—ocos2x—»2%sin2a:

y = Ce® 4 Gge”—$m2x—-%sin 2z.

8. ¥y’ — 3y 4+ 2y = z cos 22 — 2 sin 2z.
Lésung:
Yp = Cl&t —|— Cee".

Wegen m = 1, B =2 heillt der Losungsansatz fiir eine partikulire Losung
¥p = (bo + b,2) cos 2z + (¢p + ¢, 2) 8in 22
Yp = (by + 2¢,) cos 2z + 2¢,2 cos 2z + (—2b, + ¢;) sin 2z — 2b,z 8in 22
Yp = (—4by + 4c;) cos 22 — 4b,x cos 2z + (—4b; — 4cy) 8in 22 — 4¢, 2z 8in 2.
Nach Einsetzen in die Dgl. und durch Koeffizientenvergleich erhilt man das Gleichungssystem
—2by — 3b, —6cy +4¢, =0

—2b, —6c, =1
6by — 4b; — 2¢y — 3¢c; = —2
—6b, —2¢,=0
mit den Losungen
oMo, Lo 3
50° 200 ° 7 200’ 20

Die partikuléire Losung lautet

yp = —(%4-21—0:;)00821:-{-(217—30—%-’15)*3@293

y = Ce% + Cye?* — (i—;-{- 2%2:) cos 2z + (1—3— 22'2:) sin 2.
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9. ¥y’ + 4y = cos 2z
Losung:
Homogene Dgl.
Yy’ +4y=0.
Charakt. Gleichung
k*+4=0.
Losungen der charakt. Gleichung
ky,=j2, ky= —j2.
Allgemeine Losung der homogenen Dgl.
yn = C,ei%® 4+ (e i2% = 4 cos 2z + Bsin 2z.

Da k; =j2 =jf (und damit k, = —j2 = —jf, da komplexe Loésungen nur paarweise
konjugiert-komplex auftreten konnen) einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist,
lautet mit ¢ =1, m = 0, f = 2 der Lisungsansatz

yp = by cos 2z + z ¢y 8in 22
Yp = by cos 2z — 2xb, sin 22 + ¢, 8in 22 + 2z ¢, cos 22
Yp = —4bysin 2@ — 4aby cos 2 + 4¢y cos 22 — 4wcy sin 2.

Durch Koeffizientenvergleich ermittelt man

x
= —sin 22
Yo 4

y = Acos2zx + (B+%) gin 2.

Da bei dem zuletzt behandelten Lésungsansatz die Argumente der beiden trigonometrischen
Funktionen gleich sind, kénnte man diesen wegen

cos Bz + jsin fz = elfzr, cos Bz — jsin fzr = e~ibz

eifr 4 e~ifz . elfz — o—iBz
—, sinfr=——-—"——
2 2j

auch in der Exponentialform schreiben, z. B.

cos ffz =

by cos Bz + ¢, 8in fz = B,yeifz 4 Cye~ifz (B, C, Konstanten).

Das bedeutet, daB der 2. Losungsansatz auf den 1. Lésungsansatz zuriickgefiihrt werden kann.
Man erkennt auch die Ubereinstimmung der Bedingungen fiir o in e*% und +jg in
Py (x) cos fx + Ppg(x) sin fz.

Mit den beiden Lésungsansitzen kénnen nunmehr lineare inhomogene Dgln. mit
konstanten Koeffizienten fiir folgende Formen der Storfunktion gelost werden:

a) s(z) ist ein Polynom in z,

b) s(z) ist ein Exponentialterm der Variablen =,
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c) 8(x) ist ein aus Sinus- und Cosinusgliedern der Variablen x zusammengesetzter
Term,

d) 8(z) ist eine Summe von Termen der Form a) ... ¢),

e) &(x) ist ein Produkt von Termen der Formen a) und b) oder a) und c).

Es konnte noch interessieren, wie der Losungsansatz lauten mufl, wenn

f) s(x) ein Produkt von Termen der Formen b) und ¢) oder a), b) und c) ist.

Ohne auf diesen Fall weiter einzugehen, sei dafiir noch der Lésungsansatz gegeben.
Dieser stellt eine Erweiterung der anderen beiden Losungsansitze dar.

s(x) = €T [Py (x) cos Bx + P2 () 8in Bx]
Losungsansatz:
Yp = 0*® [Bn (@) cos B x + C,, () sinBx],

wenn « =4 j# nicht Losung der charakteristischen Gleichung der zugehérigen
homogenen Dgl. ist;

Yp = x2e*% [ B, () co8 3z 4 C, (x) 8in Bx],
wenn o + jB g-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist.

Auf die Richtigkeit dieses Losungsansatzes kann auf Grund der oben dargestellten Moglichkeit,
die trigonometrischen Terme des Argumentes fz durch Exponentialterme mit den Exponenten
jBz und —jBx auszudriicken, geschlossen werden.

Von besonderer Bedeutung sind die Losungsverfahren linearer inhomogener Dgin.
mit konstanten Koeffizienten fiir die Behandlung von Schwingungsvorgéngen. Auf
diese soll im folgenden Beispiel ndher eingegangen werden.

BEISPIEL

10. Eine an einer elastischen Feder aufgehéingte und mit einem Démpfungskolben starr ver-
bundene Masse wird durch eine erzwungene periodische Bewegung des oberen Federaufhdnge-
punktes (von auBen einwirkende Kraft F3 = F sinwt) zum Schwingen gebracht (in Annaherung
durch einen Schubkurbeltrieb realisiert, Bild 300).

Das elektrische Analogon ist der durch eine Wechselspannungsquelle (e = é cos wt) gespeiste
Reihenschwingungskreis (Bild 301).

a) Die Dgln. der erzwungenen mechanischen und der erzwungenen elektrischen Schwingung
sind aufzustellen.

b) Die Dgln. sind fiir Reibungskraft F; = 0 bzw. Widerstand R = 0 zu losen: ungeddmpjte
erzwungene Schwingung.

c) Die Losungen der Dgln. fiir F3 <0 bzw. R == 0 sind zu ermitteln und zu diskutieren:

],

geddmpfte erzwungene Schwingung.

Lésung:
a) Fiir die Systeme gelten die Dgln. (vgl. 25.2., Beisp. 2)
f

3+ ii—é + —s= Esinwt
m m m
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bzw.
d*¢  Rdi | 1
antTat e’
Anstelle dieser beiden soll im folgenden die Dgl.
¥y’ + 28y + oly = K,sin wt,

wé
= — —sin w?.

worin
d P
y=a, 26=;. wﬁ=£, Ko=;n—.
bzw.
R 1 wé
y=t, ZJ—Z,wg—LC, o==7

ist, gelést werden.

b) Die Lésung der homogenen Dgl. kann aus 25.2., Beisp. 2, iiber-
nommen werden

yh = Ky, sin(wet + ¢p).

Der Lésungsansatz fiir eine partikulire Ldsung

Yp = by cos wt + ¢, sin wit

ergibt
K, .
= in wt.
Yo . co's )
Somit wird
y = Kp sin (wot + ¢n) + —-}-z-o-—sin wt.
ol — w?
£
c) Die Lésungen der homogenen Dgl. = -L
§+209+aly=0 0O c
den in 25.2., Beisp. 2d, ittelt. Sie sind T
wurden in eisp ermi ie sin
o) yn = e~% Ky sin(wet + @n) fiir 6 < w, L

B) yn = (Cyt + Cy)e¥ fir 6 = w, ELALL

¥) yn = e~% (A4 cosh yt + Bsinh p¢) fiir 6 > w,.
Im folgenden soll nur der Fall &), der fiir ein schwingungsfihiges System gilt, weiter be-

trachtet werden.
Fiir eine partikuliire Lésung der inhomogenen Dgl. ist der Lésungsansatz

¥p = by cos wt + ¢y 8in wi
aufzustellen, wenn jo 4= j Yol — 82, d.h., wenn (wegen we = Yoo} — 62) @ =+ we ist (die
Frequenz der erregenden Schwingungw ist nicht gleich der Eigenfrequenz des Systems we).

Ableiten von yp, Einsetzen in die Dgl. und Koeffizientenvergleich ergeben

260K, (0 — ) K,

s = (@f — w?)? + (20w)?’ = (0} — 0?)? + (26w)2°




560 25. Lineare Differentialgln. 2. und héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Also ist

260K, cos ot 4 — @ =K,

{8 — @i + (20w) (@ — P + @oap P

Yp=—
oder, nach Zusammenfassen von Sinus- und Cosinusglied,

Yp = K cos (wt + ¢)?)
0} — w?

= iy und @ = arctan 5
V(@3 — @?? + (26w?) 20w

mit

Damit erhélt man als allgemeine Losung der inhomogenen Dgl.

y = e % K} sin (wet + @n) + K cos (wt + ¢).

Der erste Summand der allgemeinen Losung strebt fiir ¢ — co gegen Null. Man erkennt:
Die gedimpfte erzwungene Schwingung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen,

1. einem fliichtigen Anteil, beschrieben durch die fiir die Anfangsbedingungen giiltige Lisung
der homogenen Dgl.,

2. einem stationdren Anteil, beschrieben durch eine partikulidre Lésung der inhomogenen Dgl.,
deren Parameter von den Konstanten des schwingungsfihigen Systems und den von aufien
einwirkenden Grofien abhéngen.

Fiir den Reihenschwingungskreis ist der durch die partikulire Losung y, = K cos (wt + ¢)
beschriebene stationdre Anteil des Stromes mit

wé
K= -'Ko s L - é
V(0f — w?)? 4 (28w)? 1 M IR e 1\2
- Rk R 5
e~ )tz L R
und
B . LC’ — w? 2 oL
@ = arctan Do =D _ arctan ~————— = arctan —~——— =
‘o R R
- w
L
oL — LC’
— — arctan———~
R

tp = Ees cos (wt + ).

Dies ist das OnMsche Gesetz fiir Wechselstrom, worin

) 1\2
RE=VR2+(¢.0L—‘;&)

den Scheinwiderstand darstellt.

1) y, konnte auch in der Form K sin (wt? + @) angegeben werden. Die verwendete Darstellungs-
weise ist im vorliegenden Fall giinstiger, da die Storfunktion mit e = é cos w¢ angenommen
wurde
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Technisch interessant ist eine Untersuchung der Amplitude des stationdren Anteils, dem
sich die Schwingung des Systems mit wachsenden ¢ immer mehr anndhert. Fiir diese wurde

V(w2 — w?)? + (20w)?

errechnet. Es darf K, &= 0 vorausgesetzt werden, da sonst keine Einwirkung von aullen vor-
handen wire, also keine erzwungene Schwingung vorliegen wiirde. Auch ist 6 =0, da
sonst das System nicht gedimpft wire. w, ist die Kennkreisfrequenz (die Eigenfrequenz des
dampfungslos gedachten Systems). Bei einem bestimmten System hingt K von w ab, d. h.

K = f(w).
K nimmt einen maximalen Wert an, wenn der Nenner des fiir K errechneten Ausdrucks ein
Minimum wird. Jenes kann nur vorliegen fiir

L f(wf — w2 + 260 =0
dw

2(wE — w?) (—2w) + 802w =10

o = 0 scheidet als Losung aus (es ergibt, wie sich nachpriifen laBt, ein Minimum fiir K).
Also liegt ein Maximum vor bei

o = o =Yoi— 28 = w, Y1 — 2D°.

Man nennt = wy die Resonanzfrequenz. Wie man erkennt, ist im gedimpften System w;
immer kleiner als die Kennkreisfrequenz w, (im ungeddmpften System ist wr gleich der

Kennkreisfrequenz) und auch kleiner als die Eigenfrequenz we = }/wz — &,

25.4. Lineare Differentialgleichungen 3. und héherer Ordnung

Die in 25.1. bis 25.3. hergeleiteten Sitze und aufgestellten Losungsansitze gelten
fir lineare Dgln. n-ter Ordnung. Demnach ist auch der Losungsweg fiir lineare Dgln.
3. und #n-ter Ordnung der gleiche wie bei den ausfiihrlich behandelten Dgln. 2. Ord-
nung:

1.

2.

Bestimmen der allgemeinen Losung der zugehoérigen homogenen Dgl. mittels der
Losungen der charakteristischen Gleichung;;

Bestimmen einer partikuldren Losung der inhomogenen Dgl. mittels eines Losungs-
ansatzes;

3. Addieren beider Losungen zur allgemeinen Losung der inhomogenen Dgl.
BEISPIELE
1. ¥y —2y”" — 3y =2z + 1.

Losung:
Homogene Dgl.

¥y’ —2y”" —3y =0.
Charakt. Gleichung

k3 — 2k — 3k =0.
Losungen der charakt. Gleichung

ky =0, k,=—1, k;=3.

36 Analysis
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Allgemeine Losung der homogenen Dgl.
yn = C; + Cre% 4 C,e32,
Da « =0 einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Losungsansatz

Yp = x(bo ah blx)
yl = b + 2b,%

?/i)’ =2b,
¥y’ =0.
Der Koeffizientenvergleich ergibt
1 1
bo=—, b= ——
N R 3
oz
Yp= — 3 -+ 9

y=0C; + Cye® 4 Cye — "T'%o

2.y +y + 10y = e32,
Lo6sung:
Homogene Dgl.
¥’ +y +10y=0.
Charakt. Gleichung
B+ k+10=0.
Losungen der charakt. Gleichung
ky=—2, ky=1+j2, kg=1—j2.
Allgemeine Losung der homogenen Dgl.

yn = C,e 2% 4 €% (A cos 2z + Bsin 2z).

Losungsansatz fiir eine partikulare Lésung der inhomogenen Dgl.

Yp =bee

yp = —3bye3z
Yy = 9bje—z

¥y = —27bje3s,

Durch Koeffizientenvergleich erhilt man

1
by = —
b 20
1
— e
= Ty

y = C,e 2% 4 e%(4 cos 2x + Bsin 2z) — 210 e3z,




25.4. Lineare Differentialgleichungen 3. und héherer Ordnung 563

AUFGABEN
820. Die Dgl. y"”" — 7y’ + 12y = 0 ist zu 16sen und die Gleichung der Losungskurve zu be-
stimmen, die durch den Punkt (0; 2) geht.
821. y” 4+ 2y +y=0 \ 822. y + 6y’ + 13y =0
y =
823y”+5y’+4y=0, x:O{y;=1
824. y' — 5y +4y==x 825. ¥y’ — 3y + 2y = 2ze2
826. ¥y’ — 3y = (22 + 1)e3z 827. ¥y’ — 3y =2x 4+ 1 + e
828. y' — 4y +3y="T22+3 829. y"” + 6y + 25y = e3%
830. y' — 4y’ + 4y =sinz 831. y” + 2y’ + 4y = sin 22
832. ¥y —y' + g y = 5sin 52 — 23,75 cos 5z
833. ¥y’ — 10y’ 4 25y = 16e® 834. y'+y +y=2a2+22+3
835. ¥y’ — 5y’ + 6y = 4sin2z 836. y' + 3y —6y+3=0, x=0{ y =g
y =
837. Fiir ein Energieiibertragungssystem mit zweifacher Speicherwirkung gilt die Dgl.
Tixa + Ty%a + 2a = Kz,  (vgl. Aufg.799).
z, =0
Man berechne x4 fiir x, = const. und T; > 27T,, Anfangsbedingung: z, =0 { ‘; -0
=
838. ¥ —y’' +y —y=cos2x 839. ' + 4y + 3y = 22
840. y™) — 10y""" + 35y — 50y’ + 24y =0

36*



LOSUNGEN

1.a) m? b) mn
2. Vgl. Bild 302
3. a) Bild 303 b) Bild 304
c) Bild 305 d) Bild 306
YL Uxv.vxu Y} (UxVI\(VxU) i D
il — - - L
54 o o o = 54 = + s 84 o o . Y
b1 o o @ @@ O 4 = e 4 . .
34 e ¢« @ @ O 34 * 61+ N
24 o o0 o 24 “: : & R 5
1 o o0 o 7 G A
LB S e e | P e o SR P 29 »
0l 1 2 3 4 5 x g 1 2 3 # 5 x 1
S T e E e s e e et
e€Ux V, 0V xU 0 2 4 6 .8 x
Bild 302a Bild 302b Bild 303
YL F:ixky YA F: x>y YL Feoxdy
- ® e o o o ® » » -1 - L] - 8 o .
§4 » s s v s o o . 8- . 8 - . . . .
4 & 8 & % & @ . - — . . - " s 8 8 o o
E4 ® s s o » e o o 6 . s n & .. e o o
~ - - & » . = e o - L] e o o — . 8 a e o o L]
Y4 e o - s 8 0 0 4 a8 0 0 o 1,- . e o o o o
- = ® e o o o & & ~ LR A A - . " 5 0 0 0 0
24 = e e e v @ 2 * 0 0 s s @ 54 LI T T Y I ]
- - = & 0 o o o o = a ® 5 0 0 » 8 8 - * 5 * 8 ® 8 @
B T T W T T T T T T T L L L L T
ol 274 68 x ol 2747676 x ol 2 % 6 6 x
Bild 304 Bild 305 Bild 306
4. a) Bild 307 b) Bild 308 c¢) Bild 309
5.a) F(3) = {3, 6, 9} b)F(3)={1,2,4,5,6,7,8, 9}
c) F(3) = {1, 2} d)F(3)=1{1,2,4,5,7, 8}

6.a) F1 = {(x;9) |y |2} c U XU
b) F = {(;y) e+ y) = Ux U
) Fl={x;y)|ly>a)c UxU
d) Pl = {(x;y) |y teilt nicht 2} c U XU

Die Punkte von F-! hegen spiegelbildlich zu denen von F beziiglich der Spiegelachse y = z
des cartesischen Koordinatensystems.



Losungen

565

. a) eineindeutig

a) Fl={x;y)le=2y -1}V XV

b) F1={(@;y) |y + NDe=6cVxV

o) Fl={(z;y)lz=9*+ 1} VXV

b) eineindeutig

9. Fir F = {(z; y) | % y}

10.

11.

a) Bild 310
e) Bild 314

b) Bild 311
f) Bild 315

Bilder 318 bis 325

y=2x-1

Bild 307

Bild 309 Bild 310

¢) eindeutig

c) Bild 312
g) Bild 316

d) Bild 313
h) Bild 317

{x#Ny=6

34 .

L . . T

T T 1
6543210

|

- -2
. -3+
e

.5..

« -6

Bild 308

y= I 4x+3|

= N W~

x ¥

.

o

Bild 311



566 Lésungen

yn:u-lxl

s
M
o~
Oy
<1
- N W B ow

T34 73 3%
Bild 312 Biid 313

y=Ix+3]

A roN\L T W

w i g e g 7 I e
Bild 314

YA Bild 315

4-

3-/

2 Ix-yl =2 b
/ / Ix+1lely-21=2 4

-3- T T L L] -
-3 2 -10 1 x
Bild 316 Bild 317
I\
/’JFQ\\
Y] // 3 R
2 \
24 ¢ (
! 1
e 71 - !
| < 4-32-1.9 142/(3]l% x
210 1 2 & % g
o-74 . \ f
_2| \\ ! %
|

Bild 318 Bild 319 Bild 320
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567

Bild 321

Bild 323

12.8) F-1 ={(z;9) | |z| =y + 2},
b) F-1 = {(z; y) | 22 = 2y + 2 |y| — 3},
o) Fl={x;9) |zl = |y — 21
A Fr=(x;y)|ly—1|+ |z —2| <2},

i/
Bild 326 -4 \

L
r

Wy

— oG5
::’;
] 7

o

g

V4

P4
Bild 322

—
ok

-

'
O

<

_‘N“A‘;""
7
o
7

A ==
—
3T
5
Jd

==

ANl 2l)5 %
-1
[1] v
-2 J,
Bild 325
Bild 326
Bild 327
Bilder 328a,b
Bilder 329a,b
YA
61 F
5‘
‘(‘ 1
£
) —
2 /"".—‘
Jr~
-'3-2’1\'1-'3/ 23 %5 6x
"N
2] S~
S~
3 S~

Bild 327



568 Loésungen

“61-3) 3|14
I
-2
Bild 328b
: A
4 Fo
7 2 é
2 F 1.55
i o <z73 Fx
10 1 2 3x 4
Bild 329a Bild 329b
13.  Definitionsbereich Wertevorrat
a) —co <z < 400 —o <Y< 400
b) —co<z< 400 —o<y< +oo
o |z|s1 0<yst
d) —2=z< 4o 0=sy< +o00
e) —co << +00 4sy<+oo
f) lzl=4 —2<y<+o
g) —b=szrx< 4o —o<y=s4
h) —co <2< 4+ —1=5y=s1
i)—oo<z< 400 1sy=s3
k) l<z< 4o —co <Y< +o©
)—o<z< +o0 2<y< +o0
m) z=20 15y< +o00
14.a)f+g: X, =R\ {—2}, X,=R b)f=g
e)f=g d)f+g: X]=R\{0}s Xa=(0!+°°)
e)f+g: X, =R\ {0, £7/2, 427/2, £+ 37/2,...} f)f=g¢g
X, =R\ {£n/2, £37/2, £57/2, ...}
15. a) Bild 330 b) Bild 331 ¢) Bild 332 d) Bild 333
e) Bild 334 f) Bild 335 g) Bild 336 h) Bild 337

i) Bild 338 k) Bild 339
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2 3 4x

1

Bild 832

Bild 331

Bild 830

M |

14
o

-1
2

_3_
4

X

R

7 |
3
2
1
o
..1‘

W

Bild 333

Bild 334

y
b

0|

Bild 336

Bild 336
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7\ yA
1 11
- 7 T 0
-7.
Bild 337 Bild 338 Bild 339
2 1
16. a) 42 =2z b)y = )yt = — 2
z—1 4
Dy=t@te-3 owter-te_n He-_Z_
4 92 2506 —z)
2 2
g):—z-}-g?:l h)1;2/3+y2/3=1
ly=1—22 mit |z|<1 k)y=22z—1 mit 05z<1
17. a)z, =1, p= 1(1)0 i’;m =100mm, s(z)=100mmlgz (Bild 340)
g
100 mm .
b)z, =1, y = lm =25mm, §(z)=50mmlgz (Bild 340)
— -
A 2 3 A 5 6 7 8 910
1 2 3 4 56 8 10 20 30 40 60 10
Bild 340 = X
o-1 -2 -3 ~4 =
i_! T I L L L I 1 L 1 I ‘ L L
ll i —l T T T | ¥ L] i Ll I LR | 1 i L L] L ]
o1 2 3 4
b'¢
Bild 341
> ¥ W T ] ' T T * 17 T 1711
lt 0995099 098 Q96 Q%092 O3 a Q7 Q6 05 o
X =—
Bild 342
I T T T T ols 1T [ T 17 l T I JI | ] mrﬂ
0 ) 7 2 3 45 w
oo
Bild 343 ——x

xy¥



18.

19.

21.

22.

23.

c) Zg=—5,1, < 100 Irnm =4mm, 8(z)=4 mm/(z?— 25)
(Bild 341)
d)z, =0, 1, <100mm, s(z)=100mm (V1 —z2—1)
(Bild 342)

s(z) = 1000 mm ——  (Bild 343)
1+

i < 108%;

y=Ilgz=Ig 4 fir 108 <
cm cm

l, = 19(;% = 10mm; s(z)=10mm (lg ?—n + 13);
: ¢
vgl. Bild 344.
T d n
a) v = + — +« ———ms-1
60000 mm min™?
e a
b)m = w/6.10-3 - .
ym =/ gem™? mm? £
2
e)J =05- 1046.;1. " kg m?
g mm
dyF=10-5.". b,
g cms?
e) P = 0,0981 Fey -W f) T = 0,0634 V—l—-s
kp cmg! mm

a) gerade b) ungerade
c) weder gerade noch ungerade
d) gerade

e) weder gerade noch ungerade
f) weder gerade noch ungerade
g) gerade

i) weder gerade noch ungerade
k) gerade

1) weder gerade noch ungerade
m) ungerade

h) gerade

a)ﬂ/ = 0,6z + 0,34z + 2
Az

Ay

b) == =622 + 624z + 2(dz)2 — 1
Az

Av
— =4t 4+ 24t — 4
C)At +

a) 6,2; 4,7; 3,5; 3,23; 3,203
b)343; 133;37; 24,22; 23,1202
(3) 24; 14; 6; 4,2; 4,02
Bild 344

05

105+

1044~

10° -

1024~

0"+

107

07

m"ﬂ.

0

Mikro-
wellen

infrarot

Vsichtbar

ultraviolett

weich

hart

Radio-
wellenr

* Lichr

Rénfger-
strahlen



672 Losungen
24, —04; 0; 0,6; 1 (Bild 345) J-02%2+0,6x-1 §
dy _ _ 4 2z +4z
25. a')A:r:_ 22(z + Azx)?
dy_ 1t
Az Yo+ Az + V=
c dy_ _ ! 1
Az Ve Ve + Az (Vz + Vz + 4z)
26. a)y=—;—-x+§- b)y = —22 + 10

217.

28.

29,

30.

31.
32.
33.
34.

35.

36.

c)y=x+-g— Bild 345
dy=— 32 X=(=c0;0] ) y=(4—aP, X=(—oo;id]
z+1 3z 1, —
f)y = = =4+ —Vr—
Yy="—"+ By =" hy=+ Vv —2
i’l <1
: -z, T
iy = s x k)y = log,(z — 1)
= x—-*l; x>1
)y =e*? m)y = e®*
2r 2n 2n
b) 2F = 2 2n
a)w )Ic c) 3 d) 2= e)3w
) 2% 5= h) = = ) 2%
) w 2 w )
Asin2(wt — kx), kn <ot < (2k+ 1)~
a)y =/(t) = x 2
0, @k +1) o Swt<(k+ 1w

k=0, +1, +2,...
h)y=f(t)=Asin(-E—wt—k7c), ka<wt<(k+1)a, k=0, +1, +2,...

a)y = gs(z) = —22% 4+ 162 + 12 b)y = gs(z) = 0,622 — 22 — 5
©) ¥y =gs(z) = 0,22° — 1,22 + 22 — 4,21  d)y = ga(2) = —0,52° + 1,722 + 6,28
e) ¥ =ge(2) = —1,22% 4 2,827 — 1,82 + 8,4

a) 4,75; — 5,636 b) — 3,875; —6,28 c) —5,635; —3,5444
d) 5,4825; —4,60 e) 10,15; —8,0096

a) —2,0557 (linear: — 2,0562) b) —2,0173 (linear: —2,0180)

a) 7,91026  (linear: 7,91023) b) 7,92039  (linear: 7,92037)
95(0,1t) = 0,09999¢ — 0,00017¢2 (0 < ¢t < 3) a) 0,04997 b) 0,11969
g5(0,4 + 0,1¢) = 1,49182 + 0,14923¢ + 0,00739¢2 + 0,00029¢* (0 < ¢ < 3)

a) 1,56832 b) 1,66530

95(0,4 4+ 0,05¢) = 0,91652 — 0,02185¢ — 0,00158t2 — 0,00006t8 (0 <t < 3)

a) 0,88792 b) 0,85108

a)k=v+1 b)k=4—1» e)k=v—2 d)e=»—3
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37.

38.

39.

40.
41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.
48.

a)ap =3 — 2(k — 1) b)a, = 4, a, =4
c)a; =3,5, ap=4--2k2 dya, =2, ap = 2¥1 — (k4 1)
e)a, = 0,75, a; =0,75.2k1 fa, = —5, a4y =—-5+(—1)-8
1
1 — —, k ungerade
Qa=—y, a=q 2 ¢
—2, k gerade

1 \k-1
h)a, = —16, ak=—16-(-—-§)

a) fallend b) konstant c) fallend d) wachsend
e) wachsend f) wachsend g) nicht monoton h) alternierend
a)a; = (k+ 1)2 — 1, wachsend b)ay =4 — 2k, fallend
k+1
c)ay = (— %) , alternierend d) a; = (—1)¥ — 1 nicht monoton,
e)a; = I%?, fallend f) @, = 22°%, fallend
a) 10,5 b) 333,333 c) 8 d) 10,05 e) —5 f) 49
a)a + a?b~1 + a3b72 4 atb~3 + a%b~4 + a®bh-5
b) 23 — 222 4 22 c) 31 d) 84 e) —0,99 f) —2a 4 2a% — a®

(a + b)n p— ﬁ (n) an—" bh¥
v=0 \ ¥

6 6 4 6 2,5
)T L BT 3100+ o F w—20 4T >
u=1 2 p=1 p=1 p=1 -4
5 7
e) T (—1H(n+2) f) ¥ 2p-—1)
u=1 pu=1
Aufgabe 37: a)d = —2 b)d =0 f)d=3
Aufgabe 39: b)d = —2
a) —2,5; —32,5 b) —6; —178 c) —4,4; —57,2
d)—174; —96,2 e) —0,6; —1,8 f) —0,6; —178
g) —5; —65 h)18; 234
a)n =13, z3=—13 b)n, = 16, xm=—%; ny, =17, ;=10

c) Der Aufgabenstellung entspricht keine arithmetische Folge,
{yg}: yy=m(k — 1) + n; arithmetische Folge mit y, =2, d =m
Vor.: xy, =x; + (k — 1)d, k=1,2,3,...

Beh.: 8, = 3 = — [22, + (n — 1)d]
k=1 2
Bew.: n=1: . 5 =,
n=mn+1: 8n+1=%[2?¢1+("—1)d]+:¢1+nd
n+1
8p41 = —2+_ (22) + nd)

8y = 1;— (22 4 (0 — 1)d]



574 Losungen
49. 170336 50. 4496955
51. a) n=1: s =1
2
n=n+1: 8, = 7M2i_,1_) +n+1=”_+ifz_w
_(+1)(n+2)
S = R
2
n (n + 1)
8y = ————
2
b) n=1: s;=1
3 2 2
o n(n + 1)6(2n—|— 1) 1= 2n +3:n -I-utﬁn +12n 46
_(n4+1)(n+2)(2n+3)
Sa+1 =
6
n'(n’ 4+ 1) (20 4 1)
8y =
6
c)n=1: s=1
2 2 4 3 2 3 2
n =n-4 1: 8n+1=n——-~——(n4+ L) +(n—|—1)3=n +2ntt +47L4+12n.+12n—{—4
(n + 1)%(n 4 2)?
Sppy = s
4
2 (n 4 1)?
Sgr = —————
4
52. n?
53. Aufgabe 37: e) z, = 0,75, g=2 h)z, = —16, q¢=— é—
Aufgabe 39: c):::——l —_ fa, =4 =1
g : 1= 9° 9= B 1= % q P
54. q¢ < 0: alternierend; 0<g<1: fallend;
g = 1: konstant; g > 1: steigend
5 b - —
55. a) — b) — —V3 d) ¥2
a) 3 ) o c) —1¥ ) ¥
56. y, =lgxz,g¥ 1 =lgx, + (k — 1)lgg; arithmetische Folge {y;} mit

57.

58.
59.

y;=Ilgz, und d=Iggq
@mgt| 1 | 10 | 100 | 1000 | 10000

Yr 0 ! 1 | 2 3 | 4
Die Logarithmen der Glieder einer geometrischen Folge bilden eine arithmetische Folge.
a) —0,2; —6,35 b) —2,56; — 71,5456 ¢) 2500; 11179
d)—5; —35 e) 0,256; 16,63936 f) —6,4; —508 (6,4; 17.2)
a)n = 8, z, = 437,4 b)n =29, zy = 0,75
a)n =8, sg = 820 b)»n =6, sg = — 26,6
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60.
62.
63.
64.
65.

66.
67.

68.

69.

70.
73.
74.
77.
78.
81.

82.

83.

84,
85.

220 — 1 = 1048575 61. % (213 — 1) = 1023,875

11 Rohre; 8 Schichten
440, 466, 494, 523, 554, 587, 622, 659, 698, 740, 784, 831, 880
a) 337965 b) 53261
= —4°20';
55°30’, 51°10, 46°50’, 42°30’, 38°10’, 33°50", 29°30’, 25°10’, 20°50’, 16°30’
I =96,5m
120, 135, 151, 170, 190, 213, 239, 269, 301, 338, 379, 426, 478, 536, 601, 675, 757, 850, 953,
1070, 1200

751 Q
7 — (— gl 1 (gL
a) 1+=z b) 1 —(—2) . b (—a)r
1+ 1+ =z a+b
15a (23a) 71. 2,298 72. 7,6%
a) 5209,04 Mark b) 6783,52 Mark
3637,7 Mark 75. 0,039a-1 76. 16,1a
a) 24300a b) 0,18s c) 481d
46,18 79. 3,0 min 80. Auf das 1400fache
a) beschréinkt: 0<z,=4¢ b) beschrinkt: 0=2,=20
¢) n. u. beschrankt: 0=z, < oo d) beschrankt: —1<z,=3
e) n. u. beschriankt: 0=z, < o0 f) n. o. beschriankt: —o < X, =7,
g) unbeschrénkt: — 00 < Ty < 00 h) beschrdnkt: ~12=5z, =1
i) beschridnkt: —1=52, =1 k) beschrankt: —2=52, =1
1) beschrankt: 1<z, =3 m) n. u. beschrinkt: 89 =z, < o0
Die Folge wichst unbeschrinkt, denn es ist
n? n_\? s
x,,=:tr:,,_1-2(n—_i_—l—)z und 2(n+1) > 1,5 fir n = 8.
Es gilt also z, > 1,52,_, fir n = 8. Das bedeutet: abn = 8 wachsen die Glieder der
Folge {z,} schneller als die der divergenten geometrischen Folge mit ¢ = 1,5.
a)0 b) co c)0 d) 0 e) — oo f) oo
1 —
a)N>—l§_£2 N="7 BN >Vl (N=11)
Ig3
c) N >¢2 N = 10001 AN > —F"—— N =111
( ) W > )
4l
ON>— —82  (n_n0 f)1v>1i'il——4—6 (N = 100)
Ig(1 —¢) 2¢
a)c <0 b)le| <1 c)c>0
a) konvergent: ¢g=0 b) konvergent: g =0
c) bestimmt divergent: g = oo d) konvergent: g = —1
e) bestimmt divergent: g = oo f) bestimmt divergent: g = — oo
g) unbestimmt divergent h) konvergent: g =10
i) unbestimmt divergent k) unbestimmt divergent

1) konvergent: g =1 m) bestimmt divergent: g = co
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86.

87.

88.

89.

91.

92,

93.

94.

95.
96.
97.
98.

99.

1—e¢ b)g =a, N(s)>a_£

a)g=1, N(e)>

E

c)g=i, N(E)>|_.b_c.:...ad_|___e_c§ d)g:()’ N(£)>M
c ec? Ig |¢f
e)g=1, N(e)> %IJE)— flg=1, N(s)>(5+l/2?—245—52)/s
a) 1,562, b) 0,75z, c) % z, d) g z
Ny > 18le0 =)
Ig gl
a) N =17 b)N=17 c) N=4 d)N =29
s = % (b + Va2 + 82) 90. a)a, (2+ V2) b) 2a?
SN 2
a)M[m+n+}’mﬂ+n2] b)_("”'""—")ag
2mn 2mn
a) (4 +m) @ +V2)a, b) (2 + ©/2) a}
7 1 217 5
1 6
1 b) 1 — 1—
a) ) 3 c) 7
a) —6 b) 3/4 c) —17/9 d) 4 e) 12 f) 403
Vgl. Aufgabe 95
1
9 =
a) b)5 c) )
a)l b) 0 ¢l d)1 e)0 f) 0 g) —oo h) —1
1firz>0
a)y = N
{ —1firz <0
Nichthebbare Unstetigkeit bei * = 0, denn lim s 1, lim L2l —1
a>+0 || -0 ||

b) Nichthebbare Unstetigkeit bei = 0. Es existiert weder links- noch rechtsseitiger Grenz-
wert fiir x =0

c) Hebbare Unstetigkeit bei * = 0, denn wegen

sin L l =<1 fiir alle z ist
x

—|z|=«x sini =< |z| und deshalb lim z sin ;— =0
x

z-->0
d) Unstetigkeiten bei z; =0 und 2, = —1
Unstetigkeit bei z; = 0 hebbar, da lim f(z) = lim f(z) =2
z--++0 x——0
Unstetigkeit bei 2, = —1 nicht hebbar:
lim f(2) = o0, lim f(z) = —o0

z->—1+0 F—>—1-0



Lésungen 577

e) Hebbare Unstetigkeit bei z =4: lim —— 4

2430 Yz — 2

e =
f) Nichthebbare Unstetigkeit bei # = 1: lim In2*—! = —o0, lim In2%-! = + o0
2->1—-0 7—+1+0
AP —— N . z®
100. a) Hebbare Unstetigkeit bei  =0: lim — = lim — =0

a—++0 |Z]  as—0 ||

Izl =

b) Nichthebbare Unstetigkeit bei 2 =0: lim 2% =2, lim 2% = _

o—++0 - >—>—0 2
c) Hebbare Unstetigkeit bei # = 0: lim 222 =0

240
d) Nichthebbare Unstetigkeit bei 2 =0, +1, 42,...:

Sei k€@, dannist lim (z — [z]) =0, lim (z—[z])=1
>—k+0 k-0

1 1
e) Nichthebbare Unstetigkeit bei 2 =1: lim 2%~1 =00, lim 22-1 =0
=140 z—+1-0
f) Hebbare Unstetigkeit bei z = 1: lim ——2- =
s—>1+0 1 — ||
Nichthebbare Unstetigkeit bei * = —1:
1—z . 1—=z
im = 00, lim —o00
z>-1+0 1 — || 2>—1-01— |2|

101.8) y’ = lim (—4z + 24z) = —4«x b))y =1lm(—1,22—064z —2)=—12x — 2
4z—0 4z—0
c) v/ = lim (3,6 w® + 3,6udu + 1,2 4u) = 3,6u?
Adu—0
d)y’ = lim (0,622 + 0,6z 4% + 0,2 (42)® 4 0,6) = 0,62% + 0,6
4z—0

e)y =lim(8x +4d4x—12) =8z — 12 f)y’ =lim(—6x —34x + 14) = — 6z + 14
420 4z—0

, 1 \_ 1
— ‘A“»’f‘io(vmw;)‘w‘

B i 1 1
b’”‘«“£(‘v-<x+4x)+v-—z) Y

, . 328 4 3z dx + (dz)? 3 _
0) y = hm e — = -é— }/z
420 (x + Ax)fx +dz+ zlz
103. a) lim g—-"—: = 8z; f’: y’ =8z ist lberall definiert, also f tiberall differenzierbar
Az} =~

37 Analyss
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b)z<0: lim 4¥ = _y z>0: lim 4Y =1
4z>0dx 490 Az
z=0: lim 4Y- ym 4% _,
dz—>—0dx  sz>-0 Az
lim 4Y_ m 42l _,
dz—>+0 Az Az—>+0 Az
fist bei z = 0 nicht differenzierbar, da dort links- und rechtsseitiger Grenzwert des
Differenzenquotienten voneinander verschieden sind.
.4
c) Ahmo -Z = na"1; f’*y’ = mnan-! ist iiberall definiert, also f iiberall differenzierbar
Z—>
d) lim Ay =— E; /" und f sind bei & =0 nicht definiert, also ist f bei z =0 un-
420 Az x3

104.
105.

106.

107.

108.

stetig und somit dort nicht differenzierbar
e) Die Funktion f ist bei = 0 unstetig, daher dort nicht differenzierbar. Fiir z 4 0 ist

lim 4y _ 0; falso fir z &0 differenzierbar
4z—0 Az

.4
f) lim 5 — — sy fryf = — et ist bei £ = 1 und 2 = — 1 nicht erklirt;
dz—0dzx V1= 22 V1 = 22
f ist differenzierbar fir —1 <z < 1

Vgl. Losungen der Aufgabe 101!

a)y’ =8z — 6z — 5 b)y = — 242 + 23z + 1,9
, 15
c)y=?x5+8x5-——%x2+2 d)y' = —4aa® 4 6bx + ¢
e)y =32t —8 f) ¥ = 32%2 — 2ax — a3
8‘)y’=109r:-"—99:—4'-+- z3 b)y =4z — 22 428 4 528
3 7 13
i 3T, 2 3 iy 'y %
0)y=8x3+3x 3 42 ° d)y’=—%x 3 +14x 6 —9g-2
. 6 Lo 2b 3¢ , —24 6z— 82
a)y_2-|—x—a b)v(s)—a+—;3-+8—4 c)y =_—_xT"-_
d)y’ =3(—=z2 4 22-9) e)y = —3x¢
3 4
We ==Vt by = — 9y =1 oV
6>
, 1 53 2 1
Dy =——2—— —— oy ==+ fly = — ——
2Vb 3 2Vba 3 3 x:l;/; 27z
3 _ 6 _
g)y’:% 8:::}’95’-}-13.1:}/1:-}—31_ h)y’=—1:—iVx
- }/x 2]/2: 2
o, 2 1
)y =—l+t—§: kK)y = —324¢ 4 223 22
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109. a)—25%; 92°16 b) 0; 0° c) —1;135° d) —3; 108°26°

110.z, = -3, 2,=—2, z3=2
111. a) &, = 125°49", o, = 54°11’ b) & = 92°23’ c) ¢, = 85°14", &y =0°
112.a) P,(0; 0), @, = 90°; P,(1;1), @, = 53°8’

b) P,(1;1), ¢, =8°8"; P,(0;0) (Berihrungspunkt), ¢, = 0°

¢) P(—1; —3), ¢=20°14

113.8)z;, =1, =z, = % b)x;;y = + ]J{E-E;, Zaq = + V{_):I
114. z |1 2 3 4 5 6 v
y | 0 5 2 —3 —4 5 (Bild 346) 6-
v |11 0 —5 —4 3 16 7
115, 8) y = —22% + 522 — 2 b)y = 228 — 8z + 1 “
Q)y=—ad—z24+zx—1 4
116. 8) 40 b) — 14,79 )0 21
d —71,12 e) 4,71 1
i X
117.a)y=—%x3—2x2+—g—x+2 b)xo=—§— _;9_ rz 3 6
L o532 8 N
118.y = ?( — 32 — 62 4 8) -3
1 L
119.y=—zxs—xz+2 /
Bild 346
120.y = % (322 — 82 — 28) 121.y = — 0,5z + 3,75
122.a2 < 3b 123.b=i—
1 1

126.a) ¥y’ = (2 — 2?) —2z(z — 1)

b)y =(—1—2z) (2% + 2z) + 322+ 2) (1 — z — a?)

c)y =(—3a2 4 4) (22 — 62 + 5) + (22 — 6) (—2® + 42 — 1)

d)y = 322(22 — 22 4+ 1) + (22— 2) (2 — 2)

e) Y = (8x — 3)(2 — a®) 23 — 32°(42% — 32) + 3a2(422 — 3z) (2 — 23)

f) y’ = 82(2a% — 5)

)Y = (@ —1) (= — 1) + 22(x — 1) (@ — 1) + 322z — 1) (a2 — 1)
1

hy =(—1-22) 1 —Vz) = — (1 —2 —a?)
2l/r
4
. 4 1
127. 8)y' = — 13_(1+Vx)+ Tyl 4+E
3z Vx 4z Vx 12z Yz

37*
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e 6 —
by = (——1—_—%—- 2 )(1+]/5:c—l’:c°)+
z Yz 3Vx 3z¥=z

128.

129,

130.

131.

oy - (- o) -t -
V= 3a)x 3ya®
—%V;+ 1 _ :

’ i 2 X —
dy = U+ V)" + vy

a)y =b(c—dx) —d(a+ bz) + b(c + dz) — d(a — bx) = 2(bc — ad)

b)y = 4(z — 1)?

o) ¥ = 122(22% — 1)2 (6 — 24%) — 622(22% — 1)
d) ¥’ = 2a(az + b) (b — az)? — 2a(b — az) (az + b)? = 4ax(a2? — b?)

e) ¥ = an(azx + b)r2
2

2
= — b)Y = — —2— .
Y=~ VYT o
,_ 6224162+ 3
dy' = (3 + 4)?
,__12&:‘—{-181:3—{-10
by = (bx — 2a3)?
Wy =4 8x® — 50xt — 8a® + 5922 + 10z — 2
= (6 — )?
i) ,_—413+27x2—24x+5
Ve T B 2ap @+ 1p
,_ 1
DY=- i
My — L
Y T vzl —Yar
c)y’——-——l————
- 8__ 8 _\2
37z (1 - Vz)
e)y’— .._,..‘l__.—
Vz (a + Vz)?

33— 3, —
f)y = —6:c31/:c’+ 522 — 4z — 6]/x3+ 1
3V (2® — 22 —1)?
2z P z+1
z—1 x —
stante.

Es ist

f) y =2(2ax — b) (@ax? — bz +¢)

o)y = —2ab
(ax — b)?
o)y = — 1224 + 1223 — 422 4- 322 — 8
(328 — x + 4)2
,__ 22% —dx
gy @ ta_1p

_ 3t 4+ 1122 4 102 — 2

By ="ty
m)y = — 922 — 8x — 6
o (@ — 2)% 3z — 4)?
e 204 + 223 — 10z ¥z — 2Vz
RS (22 + 2y
d)y’=——_—-E-T—-
Yz (a + V=)
2x2]/;—3x2+l/;——;—
gy =

Vz (Yz — 2)?

. Die Funktionswerte unterscheiden sich nur durch eine Kon-
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132. a) Die Kurve steigt fir 22 < 1 und fillt fir 22 > 1

133. a) f nicht differenzierbar in z, = —2, 2, =2
f(—2—0)=—4, f(—2+0)=4, 2—-0=—4, f2+0) =4
b) f nicht differenzierbar in z, = 0
f(=0)=2, f(+0)=—2
c) f nicht differenzierbar in zy, = — 1, 2, =3
f(=1-0)=—4, f(—1+0) =4, f{B3—-0)=—4, {/3+0) =4

d) f nicht differenzierbar bei z, = —3
F(=3—0)=5 f(—3+0)=—5
e) f iiberall differenzierbar

134. a) y’ = sin 2z

b)y =

b)z;, =+ 1

f) f uiberall differenzierbar

2 cotx
sin? x

d) y’ = 2 cos z(z — cot z) —|—2sinx(1 + 1 )

sin? x

c)y =4cost—tsint

( 22 —3 cosx) (cotz — 2 cosz) + (2 tanz — 3 sin z) (— X + 2sinz)
cos?x

f) ¥ =2xcos2z — % sin 22

k)y’

’

m)y

135.a) v’
oy

ey

, 14 sinz —cosz
h)y' = ————"

(1+sinz)?

zcosx — sinx

x2

222 — 1+ 4zxsinx

1 + cosz

—s8in 22

cos 2x — sin 2z

1+ sinz
cos? x

gy = 2sin’z
136. a) ¢ = 70°32’

137.a) dy = (1222 — 4 z)dz

c)dy = —

138.a)

sin? x
Yy = — 1 _ 1
£ cos”a:(l-{—ta,nz)z_ 1 4 sin22
)y = __xsin 2z + 3 cos®z
y sint z
. . 2z

2zsinztan z + 2sinz +

)y = cos x

4 z2tan?z

b) y’ = 6 cos 2z + 2sin 22

d)y = 4 cos 4z
1 _—sinz

By =-

cos?x
h)y =2 cos?z

b) ¢ = 53°8 ¢) gy = 63°26, @, = 88°51
S dx
cos?z
L d)dy = dz

za

Ax =dz 2 1 0,5 0,1

Ay 1,80 0,60 0,225 0,033

dy 0,60 0,30 0,150 0,030

Ay —dy 1,20 0,30 0,075 0,003

4y d_ dy 2,00 1,00 0,500 0,100
y

Ay —dy 667 0,50 0333 0,001
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b) Az = dzx 2 1 0,5 0,1
Ay 0,80 0,700 0,462 0,1141
dy 2,40 1,200 0,600 0,1200
Ay —dy —160 —0,500 —0,138 —0,0059
éyd——dy —0,667 —0417 —0,220 —0,0402
Yy
% —200 —0714 —0297 —0,0517
Yy
Zeichnerische Darstellung: Bilder 347 und 348
vh
74 y=Qlx>-2
JA y=03x* /
-2 -1 0 Z 7 2 3 x
_}_
7 3
L
dy :n/1
S dy 3
0l 705 1 15 2,5 x ? -3

Bild 847 Bild 348

139.a) —49; —36; —12
c)1,16; —8,81; —22,66; — 1920

b) 0,00; 0,00; — 14,40; 24,00
d) 378; —670; 860; — 714; 288

140. a) — 27,07 b) —1,98 ¢) 5,97
141. a) y’ = 40z (22% — 1)®
b)y = (322 — 2) (1 — 28)° — 1522 (1 — a®)A(x® — 27)
3__
o)y =8(6— : (6:c—-2}’:c2)7 d)ff = e s
3z 2Vl —=
’ L 4_2
e) ' = 2 cos 2¢ fy' = st (1 — 22)
—2)22) 6z (1 — V1 + z2)°
gy = — 108 —27122) hyy — — Bz —V1+3)
V2:c }/1 + 22
sin
T 1 , 1-—
)y =——o=— Ky =— T_—z,f
4 m—l—o:l/x (
1 1
)y =——r——— my=— ————
2 cos? z }/tan z (14 2) }/1 — 28
T —
0y = 2V —1+4 2 0y = 1— 8z

Va2 —1(1 — Va2 — 1)? 21 — 2z — 2?22z — 3)2
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p)y’=—3(m——g q)y’=~—————3+x+2}/ii§
i—22 21— 22 Y1+ 2
r)y’=3x2—3x}/x2—1—1 8)y = — 32
3(x — 1) Y4a(z— 1)
142.a) v, = —rw sin wt, vy =rwcoswt; ay = —rw? cos wt, ay = —ro?sinw ¢
b) v, = 0: :L(O-}-nn) a, =0: t=-1—(£+nrr)
® w \2
v, = 0: —-1—»£~{—n7r a, = 0: t—L(O-i-nn:)
L ' FE P T
6% 4 292 , _ z(a® — %) 4 ax?
143.2)y = = T Y by = 2@ — ) +az
MY = o T duy )Y 9@ — 2)?
,_ *—ay (x2 + y?) 2z — a) — 2ax?
= < d)y’ =
©Y ax — y? )y y(a? + 2azx) — 2y(2? + y?)
i .
x 1 —=xcosy
,__ B+ , 2y
e e e h)y = ——— _
gy 55 (= — 1)t )y Y r——T——
i) y’:mg—_t—q: k) y,=w_
4y — 2zy — 2° 3xy? — 3y + 2«
hy = _xsz—_zxy_ m)y — Y52
z? + y° 5yt — 2zy
)y = xy?
(y+1)(4—-9) —yly+ 172 -2y
4. a)y = — = by = — s
Yy 4 Vrr — a2
145. 8) w0 + yyo = 1* b) yyo = p(x + ) o) X0 _¥¥% o 4
a? b2
146. f(z) v(x) = u(x)
f'(x) v(x) + f(z) v’ (x) = o' (x)
y u(x) ,
, ’ u' () — —— v'(2)
o = @ =@ O e
v(x) v(x)
’ ’ it (2:) —u(x) ’Ul(x)
= f(2) = u' (x) v
. ) (v (@)
147, tan oy — =, -
i 1 = 3 ’ an &y = 3
1—Inx
148.a)y’ =1+ Inx b)y =
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1 2
S — d G —
)y 2(1 — 2) Y= inea
,_logge 1 ,__cottlncost 4 tantlnsint
oy = T zln2 Bl xt= (In cos ¢)?
, |cot x| , mlge 7
gy =——r h)y =——=
2 ¥|In sin z| z z In 10
’ 1 , 3
i) y' = —a k)y =—;(log,elog,,x—}-log,xlogbe)
1) y'=‘}71—:_—.___._2 m)y'=%—tanx
x
n)y = : 0) y'=.—-———4—
zlnz sin4z - Intan 2z
,_ 4(Inu)® , 1
PY == Qy = ina
1
r)y = (;;'; 8) ¥y = —cotdz
149.2) ¥’ = 2¢In 2 b) ¥ = e*(2z + 2?)
0y = fﬂs_x_o__x__sﬁ d)y =a*z%1(zIna + a)
'3
e) @ = A - f) y’=_sinx.ecosz
2V
gy =1 h) v* = e%(cos u — sin u)
ef | et 4
(P i k o T
i) y 3 )y (o + o1
2.
l) y':- s m)y'=w-coswt.esinwl
Vl _02.('
)y = —Cn 0) ¥ = 2%e*(1 + In2)
2V1 + ar
I_ .I'__ *
Py =2 Qdy = Ty
1
1
, 2 - al—2
r)y = x—se & 8)y = * T
(1 —ap (2—31—‘;)

150.

a) y’ = zsinz (cos zlnz +

)

b)y’ = sinx-xcou(cotx —sginzlnz + cosx)
x

1\#
c)y'=(1+—;) [ln(l—f—

)—11J



151.

152.
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, b= 1 —l ’ 1 2 2
f) y’ = x1-cosz (sinxlnx + .1_:_..99.5?_)
g)y = avcosx (coszInz — zsin zIn 2 4 cos x)
_ w(z)v(z) — u(=)v'(2) s _Y—zylny

h)y =

[v(z)}

a)y’ = cos 2z,

L)y’ = —sin 2z,

-1

T —ze’

d)y =231+ 4hz),

e)y =2a"Ina,

223 — 322

(z—12°

g) ¥’ = 2z sin 2z + 222 cos 2z,

’

c)y

fy =

h) ¥y’ = e7(sin 2 + cos z),
i)y =—e7%— 2e22,
22+ 2x + 3
(1 — 2z — a22)2’
ax? 4 2ab:c‘
(az + b)?

1
m)y' = — ey,

3 3}’(1 —x)?

=
}/l—xi

etanz

k)y =

)y =

>

cosz’
Py = (1 + -;~ V;),

’”

a)y =cosz, y’'= —sinz, y
b)y'= —sinz, ¥y’ = —cosz,
’ 1 4 l 7
o)y =—, y' =— 5 Y
x z

’.

d)y’ =narl, y”’ =n(n—1)an3,

74

Ny 22 —zylnz

y’ = —2sin 22
y’' = —2cos2zx *
2
S —ap
Yy’ =22(7+ 12In z)
¥y’ = 4a*In2a
_ 20— 6"+ 6a
(z —1)°

Yy’ = (2 — 42?% sin 2z + 8x cos 22

y”’ = 2e%cosx
yu - e—z + 4e-2z
_ 228 + 622 4 18z + 14

(1 —2z — x2)3
. 2ab?
vy = (az + b)3
” 2
yo == 3_
9(1 — 2) Y(1 — z)®
yu J—— ,.__......_—.—-.1
(Y1 — =2

,, {1+ sin2zx)etanz

i cost z
gLy 3
4 4yz
= —cosz, Y)=sin«
Yy =snz, yW =cosz
2 6
;8’ y(4)= —;‘

Yy =n(n—1)(n — 2)a"-3,

Yy =nn —1)(n — 2) (n — 3)zn—4

e)y =u'v+uv,
YW = u® 4y v’ 4 6u 0"

7
Yy’ =u"v 4+ 2u'v 4+ uv”’,

+ 41&’0”’ + uv({)

200 __ a1t 17,5y ’
Yy =u"v+ 3u’v + 3u'v’ 4 uwv”,
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153 8) g = m1 b)) = (—1yi(n — 1)1
2n) n!
() = —— d) y\ ) = —————
°)y (1 — zyn+1 )Y (1 — z)n+t
e) y(n) = a" el f) y(n) = 2’(ln 2)"
x %o 1/ %
154. 2 = =9 =42}/
z 4 y==+ 8 l/a
155.a)y = 32® — 2z + 1 b)y =223 — 222 — 4
c)y=—4a+ 22—z 2
156. 2,4 157. Vgl. Abschnitt 3.9. 158.t, = 1s; a;, = — 0,5 m/s?

159. Nullst. zy, = 0; xy, =3; Max. bei zg; = 0; Min. bei g, =2; Wdp. bei zp =1
160. Min. bei 2z, = 4; Wdp. bei z = 2; Stufenp. bei z = —2

161. Nullst. zy, =0; xzy, =3; 2ay3= —3; Max. bei zp = % ¥2;

gy — % ¥2; Min. bei zg, = 0; Wdp. bei ap; = % V8w, = — % 8

. 4
162. Nullst. 2y, = 05 =z =4; aws = —4; Max.bel g = — V15;

Min. bei zg, = — % V15; Stufenp. bei z = 0; Wdp. bei zp, = % V%,
2 S
T =— o Y30
- - 1 ,—
163. Nullst. 2y, = 0; 2y, = V10; 2y; = — V10; Max. bei 25 = — 3 V30;
Min. bei g, = % ¥30; Wdp. bei zp =0
. 1 1 — . - 1 1 — . 1
164. Max. bei zg, = — — — J17; Min. bei g, = — + — }17; Wdp. bei Ty = —
2 2 2 2 2
165. Nullst. 2y, = 1; 2y, = —1; Max. bei g, = 0; Min. bei 25, =1; x5 = —1;
Wdp. bei zp, = % Vﬁ, Ty = — % V3
166. Nullst. 2y, = 0; 2y, =1; ays= —1; Max. bei zg = — m;
Min. bei zg, = ¥0,6; Stufenp. beix = 0; Wdp. bei zp; = }/6,—3; T = — 10,3
167. Nullst. zy, = 0; Min. bei zz = 0; Wdp. bei zp, = % Y30; ap,= — % ¥30;

Asymptote y =1
168. Nullst. zy = %; Polbei zp =0; Max. bei 2z =1; Wdp. bei 2y = 1,5;

z—>+4o00, y—>+0; = —o00, y—»> —0

169. Pol bei zp = 3; Min. bei 25, = 3 + }/ﬁ; Max. bei 25, = 3 — }/E,
Asymptote y =z + 3
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170.
171.

172.
173.

174.
175.

176.
171.

178.

179.

180.

Pole bei zp, =3; xpg = —3; Max. beizg, = 0; Asymptotey =2

Nullst. 2y = 0; Max. bei g, = 1; Min. bei gg = —1; Wdp. bei 2z, = 1/5,
Twa=—V3; ap;=0

Pol bei zp = —2; Min. bei zg;, = 2; Max. bei zgz, = —6; Asymptote y =2 — 1

Nullst. 2y = —1; Pol beizp = 1; Min. bei 25, = —1; Wdp. bei 2y = —2;
Asymptote y =1

Nullst. zy = —3; Polbeizp =3; Asymptote y =1
Max. bei zg = 0; Wdp. bei zp, = +1; 2Zpe= —1
4 4
Nullst. 2y, = 15 gy, = —1; Polst. bei zp = 0; Wdp. bei 2y, = V3, Zp, = — V3
Nullst. zy = —2; Polstelle bei zp = 0; Min. beizg =2; Wdp. beizy =6
Nullst. 2y, = —3; 2y, =0; 2zy3=3; Max. beizg= — V3;
Wdp. bei 2y = 4,404
Nullst. zy = 1; Min. bei zg = -:—
A . 1 . 1
Nullst. zy = 1; Min. bei zg = —; Wdp. bei zp = —
}/e e?

181. Nullst. zy = 1; Max. bei zg =e; Wdp. beizy = Ve
1 b
182. Definitionsbereich 0 < z < oo, Nullst. zy = 1; Max. bei 2z = e2; Wdp.bei g = e
lim B2 _ o, Im B2 _g
z—>+0 22 z->»+00 &
183. Nullst. zy ==k fir k=0; +£1; +2; ...

184.

185.
186.
187.

188.

189.
190.

191.

192,

Max. bei g, = % + mk; Min. bei 2g, = wk; Wdp. bei zyy = f + % k

Nullst. zy = 0; Max. bei zg = -;—; Wdp. bei zpy = %; z—>o00: y—>0

Nullst. zy = 0; Min. bei 2z = —1; Wdp. beizy = —2

Nullst. zy = 0;  Max. bei zg = 1; Wdp. bei zp = 2

Nullst. zy = 0; Min. bei zg, = 0; Max. bei 2z, = —2; Wdp. bei zpy; = —2 — V2,
Ty = —2+}/§; lim z%¢* =0; lim 2%e?* = 4 o0

z—>—00 z—+00

Nullst. zy = 1; Min. beizg =0; Wdp. beizyy = —1; lim (z — 1)e? = —0,

lim (z — 1)e* = o0 2>—00
22—+ 00

Max. bei zg = 0; Wdp. bei 2y, =1, 2gp,=—1; z—>00: y—>0; x> —00: y—>0

Min. beizg=1; 22— +0: y—»+o0; 2> —0: y->—00; 2> +00: y— 00

Nullst. zy = —:—n; Min. bei zg, = %; Zpy = 3 7 Max. bei 253 = %, Tp = % T

a)zg =1 b)m=%; o = 26°34’
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193. Max. bei 25, = %; Min. bei 2, = % n; Wdp. beizgy = 0, apy=r, 2ps =2
194. Min. yg = 0,0313 bei 2z = 3,32

5
196.y = —z + 196,y — yy = f'(z;) (= — ;)

8
198.y = 0,52% — 1,52% 4 2z; y = 0,52+ 0,5

197.y=%x3—%x2—3x+%

199. Quadrat mit der Seitenlange -% 200. 7,5 cm 201. 7cm

202.04 =z = 22,; OB=y=2y,

203.b=%}/§; =%V(§; b:h = 1:)2 204. tan @ = p
2 3 /7
v — v
205. tan « = —2—; o & 80°55 206.d = b = 2]/ —
Ss-g 2n
207. o = 45° 208. h = % V2 209. o = 31°43’
B 1
210. R, = R;; Puax — iF, 211. zp = Fy V3
l F Bcy3
212. 25 = — ¥3; e . ald
25 =3 V3 max= 575
213. 2 ~ 0,525 - I3 ~ 0,00262 . 1L 212, L
«LE > 5 Ymax ) Bl . 3

215. Die Schnittpunkte der Geraden mit den Schenkeln haben vom Scheitel die Entfernungen 2a
und 2%

216. AP = Ybe ALr=2; p=2
. 4 2
218. ap = 45° — % 219. p = 136°34/
220. a) Seiten a = b = %; b) Seiten a = é; b= —é‘; das Rechteck rotiert um die Seite b
ds dzs . S
221.v = I =15 —0,15¢t; a = J = —0,15. Wenn die Zeit ¢ in Sekunden und der Weg s
in Metern gemessen wird, so ist die Bremszeit 100 s und der Bremsweg 760 m
de dw d2¢
222. w = —— = @' (t); = —_— = = o' (t
©="3y =PW a="gr=Ju =¢'0
2
2923.0 = 92 _ 1,050 — 0,152 a= 52 _ 1,05 — 03¢
de¢ de2

Die Geschwindigkeit nach 3 Sekunden ist 1,8 m/s
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1 - 1 1
224, — — 3 225. 226. 0 227, ——
3 v 3 2
228. 1 229. —1 230. ;— 231.1
232. e 233. 1 234.1 235.n
236. - 237. 1 238. 1 239. 4
55 3 5
240.0 241, —3 242. 4 243. 0
1 , a
M.y = T 245.y" = ———
Va2 — 2 1 - a?x?
e x
Vl——zarc - ja® — z%arccos — — x
246.y" = 2T Saates 247,y = =g 8
V1 — 22 Va2 — 22
(a? 4- x2) arccot Z _az
a a
248. y' = ——— 249. y = ————— -
4 a? 4+ x? y a? + 2
xh
250. y’ = nx~larcsine 4+ —-—— 251.y" =
] — a2
252.y" = e S 253.y" = U 254.y" = N Y
V2 — 23 z Vet — 1 2(1 + ) Y
_— 2
255. y* = arctan x 256. y" = 2 |1 — g2 257,y = Q_t%a;“gw
+ x
258.y" = —l_ 259. y' = L 260.y" = — =i
}/1~x’ 1 4+ 22 2(x? + 1)
e’
261,y = -~ S
& 1-4-e2t
262. y’ == cosh 2x 263.y" = i
cosh® x
264y = — cosh 2z _ 4 cosh 2z _ 4 coth 2z
sinh?x cosh? x sinh®2x sinh 2%
265. y’ = wsinh « + cosh a 266. y* = coth a
_ 2 (9 4
267.y" = el Ll i) P SRS
tanh (2x + 3) sinh (4 2 4 6)
268. y’ = a tanh (ax 4 b) 269. ¥y’ = 2 sinh x cosh = sinh 2x
—1
Y = — cosl
270.y Snhigz 271.y’ = sinh x etosht
272. y’ = cosh?x 273.y’ = x + sinh x cosh
9y = — 2 275.y' = W
Va2 + 4 (1 — 42 Yartanh 2 z
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276.yf = —2—- Ay =— L
V3622 — 1 (1 —2) Y2z — 22
278.y’ = artanh 279. y’ = arsinh
—2
280.y = th 81.y =
y = arcoth 281. y %%+ 2
’ 2 ’ l
W2y = B3y = ——; |zl <1
x5 722 2 -
284. — — — +8z+C 285. — z% +C
5 2 + 8z + o +
2 =
286. —2cosxz 4+ C 287.-7—:1:s +C
1 1
288.*(:::———) +C 289.In |z| + C
b *
290.—;—::3-1—14::2—}-491:-{—0 201. rsint 4 C
292,88 + C 293.—;—u‘+5u+0
294. 0,3 295, — 2;8
296. 0 297, % (22 —1)
208. — 9 % 299. 6
300. — 0,9564 301, 156
5
302. % (g% — p?) 303. 16
3 __ s __
304.3a (Vz; — Vo) 305. 525"-
306. 2? a 307. —4 cos ¢
308.3 coshz + In |z| + C 309. ;i
310.7tanz + C
311.%arcothx+0 fir |z| > 1 oder —;—artanhx-i—c fir |2] < 1
312.2 — 5¢ 313.2ax 4 bax2 + C
314.~ 0,4 315. — 0,55
o . 4+r
316.

1;——arcoshu-i—C fir u> 1

317.
4

x_"+0
r
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2 L — 1 ,
318. = zVaz + C 319. — .pz + C
3 Inp
320. 66 321. % +1 322. u cos?z + C
2 3 12 © - :
323. % 22 22,6 _ 2 2 Lo c
272: 5:c 5x +C 324 2 In|m| +
r—nt4+n
z3-n axt™m ngqr "
325. b = c
3—n x+2—n r—n’+n+
k+n
anr " z? 1
26, 2~ 327.824+ % _ — .
3 k+n 52 z+ 3 Inr r+0
328. 12 329. — 28 + C
330. 3(e? — 1) 331.71n |z| + % 2®+C
T
332. abm(zy — 2y) 333. T +C
8 §— T
334. — 7 335. —
% z Vz +C n
3z 2 /Qr2z
336.1n 10 = 2,30259 337. Tz +e
338. 22 — 3= L + 322+ afx —In|z| + C 339.3—9
In3 40
340. % 341.22 342. —288 343.1,6 (Aabs = 2,5)
1 2 -
344.24 3 345.0,2310 346. 4,6 347. 3 V2
T 27 - b2 3 —
= = 349, 350.2 V2 y=—12
8.2 = ¢ 9.5, V: 351.y 21/
352. A = 2,08

353.

354.

356.

357.

359.

Die gleichseitige Hyperbel y = 1 ist fiir = 0 unstetig. Die Integration kann deshalb
z

mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln nicht durchgefiihrt werden -

il
2a
nhia whib
Va == 3“ Vb . —3b'— Vc =
V= (25—1 n~ 1,33
V. — 4mab? _ 4ma?b
7= ——— =

3 y 3

mhic

256

355. —— ~ 2,56

358.

315

3
2
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1
360.y = 22 ; Schicht eines Rotationsparaboloids; z-Achse ist Rotationsachse

1 Ly
361.2 = — cos (2y —1) 362.y= /=

V= w8

11 11
363, — (x,s - zls)
11 Ya?

364.

3656.

367,

369.

371.

373.

375.
3717.

379.

381.

383.

384.

386.

388.

390.

392.

Vy= ud [% - anx]x' %; und z, = a (zweischaliges Hyperboloid)

v, = nal [is + b3 y]v. (einschaliges Hyperboloid)

b |3 "
- 3Eb_ Ve ="0zp + C 366. — %cos2x+0
1 ooth (4 —32) +©C 368. —— (2az + b)* + C
3 12a
Injz+a|+C - 370.%(0‘—1)
gosta sinh (@ — ¢%zj + C 312. % — £
e ) "e T2
%—(x-i—sinhxcoshx) +C 374. — —;—(z—sinhz coshz) + C
In|sinz| + C 376.%lnla’+z’|+0
In |arcothm | + C 378. —0,1018
1 1 .
—1—21n|3x4——2|+0 380. — - In |sinh (2 — 122)| + C
1 a-4b 1
— —————In|2 —ax*|+C
bln = l 382 2k 1) [ | +
L NPUCYS RFPEVIIINS S ;
5smx 4sm:l:: 4smx+5smx+0
2 2 1
5(335—4)2 +C 385.—6— (artanh 3u)? + C
%sin 2?24+ C 387. ~ 17,39
cosl—ky 1
9. — (In | 2a2|)?
2o 389. - (In | 2a?))
Sl T 2 e
—Vat—22 4+ C 391.%&tcsin1+ %'y’a“—x’-i—()
a

x[;—urosiné—v_%—'—‘-f- 4;—" }"3—(4-}-14)”] +C



Lésungen 593

S 2
393. zVa? — 22 + C 304, _ Vm—2 +C
mx
395. — V1 + 22(22 — 2) + C
242 .
396. — Vx=+4x+29+ ln|x+2+ 22 + 4z + 29| + C
z 1 S
397, ————— 308. —In|3z+1+ V922 + 62 + 5|+ C
16 V16 + 22 3
399.% [(x — 2) sz — 4x —12 — 16 arcosh :c_;—%] +C
2 _
400.— —% 1 ¢ 401.‘/”‘—1(2x2+1)+0
4Y2* — 4 3a?
402. % arcosh(z — 1) + C 403. 2 artanh (tan —) +C
404. tan % +C 405. — % cot(3z + b) + C
406, 1n | 212 7. Yo (Ve — 13" + ©
" et 4 a a(n+ 1)
cosh 3
408. In ~ 0,978 409. aﬁz—2+ C
cos 51n
410. ~ 0,53 411. —V— arcsin =~ Vb
2
M2.5inz — - sindz + C 413. _éx__ + 0
3 2 Va? + b2
1
414. T ooniz + In|cosz| 4+ C 415. |
n\ sindz n\ sinfz n |\ sin2n—lz __ sin2n+1g
416.sinz — —
i (1) 3 +(2) B i(n—l) 5a=T 2ny1 ¢
417.%1n Ziil 418.—%cot3x+%cot3x—cotx+ c
n+2
419.;:%5 [(a + %) - a"+2] 420. % cosh®z — % cosh3z + coshz + C
1
421. bd . gb L= 2 2
T Ina (@ abe) 422. 2 [(In b) (In @)?]
2
423.2 [cos = — sin = | ~ 1,08240 42497 _ L
8 8 8 2
425.21In (x — 2b) + C 426. — % cotixz -+ % cotdz — Tcotz + C

38 Analysis
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427% [9 arcain & : 3 @+ 6z] +c
428.0 429.In («* — 2z +4) + C 430.2+%a’
431. 2 In (22 — 32+ 7) + = arctan 2=2 1 ¢
2 14T Y19
432.1n (arctanz) + C
3 7 z+1
433. = In (22 4 22 + 16) — — arctan —— 4 C
2 V15 arctan }/15 +
2 2 -
434.~1—- artanh A\ artanh b ~ 0,32 435. 1 In DI cas
2 4 2 cn b—cdn
3. 2.
436. L 3492 4724 C a3 L (23 ) o
2 Ina \ 3 2
a2 . . .
438.In l 439. 4 8in®x 4 8 sin%?x + 8sinz + C
a+1
a 1
440, b2 sinh — 441.12 42, ——— zm)8+1
sin| b T qm(s+l)(r+q p+tt 4+ C
443. —;- arsinh & ;’ 2ic 444. 1,8515
445, ~ 3,66
2
446, Zixatd (arcsin £ + E%), wobei a? — b2 =e? ist.
e a a

Die Resultate miissen gleich sein. Das beweist man,
1 indem man unterschiedliche C-Werte beachtet und
b) — oy cos2z + C; die beiden Ergebnisse gleichsetzt:

447. Losungen:  a) —é-— sinz + C

%sin2z+0=—%cos2z+01
i ., 1 .
?sm :c+C’=—-Z(cosza:—snnza:)+0’l
2:;in2:1:+(,T =—cos’~’x+sin2z+C_';
sin2x+coszx=61—6

1=0,—-C

Diese Bedingung ist aber mit dem Charakter der beiden Konstanten durchaus vertriglich.
Ein allerdings nicht exaktes Nachpriifen der beiden in der Form so unterschiedlichen Re-
sultate beniitzt den Ubergang zu einem bestimmten Integral.

448.0,068 449. 0,204 450. 8/15
451. 1. 571}"2 [(4 + 9a%c)32— (4 + 9a2b)32]  2.V1+ Q8 Q

452. V, = 5,3305; vV, = 0,1396
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453, Lo [-2E 8 454. (2 + sin 2) © 455. arcsin (z — 3) + C
26" |a(l + ab) ) ]
456. 0,2310 457, 47
3
458. Ay = 27 [V2 4+ In (V2 +- 1) 459. A = 3,53 460. 1
8 R e T
461.In|Inz|| =In3 = 1,0986 462.Vc Va + dc + % arsinh 212°
2
463.1,1941 464.2,3378
465.a,rcsmx—}/l 22+ C 466.——%ln|q—rxl—|-0
1 3 3 3
467, — — [+ S 224+ = 2)+0
4e4x( t +8"'+32)+

468.a [sinh k] (22 + 2a?) — 2 a x cosh -:—] +C
a

469. ¢ arctan ¢ — %ln 1+e)+C 470. x arccos -‘E —_ = i/b’- —a2x2 +C

471, — 2% cos x + 3x2sinx +6xcosx — Bsinx + C
472. 8,8395

473. a% [w(®d + cx) sin (wx + @) + ¢ cos (wz + ¢)] + C

474, % sinh % cosh v — % +C
175. 2 [(In )5 — 5(In z)* + 20(In )3 — 60(ln x)? + 120lnz — 120] + C

476. —cos x [% sinfz 4 55‘—; sin®z + — sm x] + —z+ C

477.lnTa:c3[3lnx—1]+C

478.8in x [% cos’z + — cos‘x + K52 cosdz + m cos x] + 1—2_8 z+C
16

479. — 480. — (1 —In2
35 2 (1=In2)

2n —1

481. 2L sinh z cosh2®-1 ¢ 4 fcosh2“*2 zdz
n

482. z (In )™ — mf(ln zym—1dzx

483. Nein! Aus [u dv folgtmit v =u;  du=du
dv=dv; v+ C=v+4+C

fudv:u(u—l—C)—f(v+0)du=uv+Cu—fvdu—deu=
=uv+Cu—fvdu—Cu=uv—~fvdu.

38*
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1—at
484.20 — 181g e = 12,1826 486

L) 2
" 2In |a] [“ * 2inla|
486. Aus sin2g¢ = —2a 4+ %- .folgt durch graphische Lésung fiir a = 0,125

487. ~ 985 488. 1,80 489. 0,999 '
2
490;9: (1nx——)-{-—0 91— 3z -3+ C
1 z+1 z+1
492, — = "l <1
2 72 V2 ‘
und
1n|x=+ 2x—1|+}’2a.rooth“."_1+0.f ”t1’>1
V2 ¥
1 3
493-5——+21n|:c—5|+0 4M.h—ln|x—ll+0

495.—x’+ ln|x—4|+ ln|x+2|+0

497.6In}z —1| —2In |z — 10| +8In |z + 3| + C
498.3In|z— 1|+ 6|z —3|+In|a*+1|+C
499.In |2| —2Injz— 1| +3In|z— 2| —4In|z+ 3|+ C
500.Injz —1|+2mln|z+3|—4ln|z+ 6|+ C
501.1n|(x'—4)1°(x+2)|+0

1

503. In " ”"'l

+C ' 505. 1,11

In |4% + 1| 4 arctan % 4 C

s — In |z —
507 4(95_1),+ (x_1)+14n|x 11+0C

1 1:}/3

508. ? In2 + — ~ 0,835 509. 1,63

2u? 4 ¥3
o2 4 =k = LA C
9 + su' 27 Vﬁarctan2 u]+

511.0,1862 512.0,1210

ub
510.9 [F -
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513. a;, = % m min—3

514. y,, = ?Tn ~ 2,3562

Skizze: Viertelkreisfliche mit Radius r = 3. Rechteck der Hohe 2,3562, das somit dem
Viertelkreis flichengleich ist.
h R2+ 2Ry + 312

515. 2,69; 5,95 516.ys =25 =0; 2g= — -~
Zg N Ys~ Ys = 2s s= g Bt Rt
517.ys=zs=0; zs=—h‘ 518.3/5—0, xs=ﬂ
4 3r
T 9 9
519, ot zy? 520. z5 = 20° Y5= 30
2 )
521. zg = %; 1)6=0: zg= Y (Dreieck); 2)a =b: zg = % (Rechteck)
522. 25 = 2,04; ys = 2,10 523. 2, b
3 3
e—2 e+ 1 12 1
524, 2g = ; = 525. xg = — ; )
ST %e—2' Y57 4o ST YTy
4 ez —1
526. M, = — 527. 2g = —nm; = 0; =
== o zs i3 Ys=0; 25=0
528.1. GurpiNsche Regel: 2. GuLpinsche Regel:
_ ndth 4 _mdfA R
12 M= 2
V=2TfysA AM=2TCys8
_ i . 0=0 _ Li 0=0
Ys = 6 Ys = 1
4 =9 8= Vr2 + h?
4 . #
5es + 1
529.0 =4 r? 530. 25 = —— = eb
Tr Zg 2 — 1) ys=-¢e% + 1
h a?+ 2ab + 302
531l.ys =25=0; = — —e———————— 532.4n?r (R
Ys = 2g S= Y TH 4 abia n?r (R + 1)
3 3 3
LTy = — ;3 = —yy=—2a 534. 25 = 1,5; ys= 0,
5325 =73 o= =1, % zs = 1,5; ys= 10,9
535. 25 — xsmhxj_cg_shz+l; =a:+sm%1a:cos}l§
sinh 4 sinh 2
3
536, 1571 537. I, = = pt
175 4
2 7
538. a) 5 mr2; b) = mr? 539. 367000 kg m?

540. 88569 wp &~ 2780000 (278000 mufl demnach die Dimension [L?] haben)
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h2
st 05, = LG — MG =W L= I+ 7 b — b + i)
1 3 3 3 I l?
IS, = E [llhl . h,(ll - lg)]; ] = IS’ + Z [ll(hl - hz) + l2h2]
a

542. I, = = (@*b +2¢; I, = % (2¢® + 3bc® — 3abe + a2b)

543. I, = = (@ +8a%b); I, = —239 [a= (3b o 7:}) + 02 @3a + b)]

544. I, = % [63d 4+ a(c® — b3)]); I, = % [bd3 + a®(c — b)]
2
545. I, = 5 I, = 1,1416
546. I, = % (In2)® —2 (In2)2 + 4In2 — 2 m 0,033
I, = iln2— 4 ~ 1,071
3 9
s 1 [1g0 1n |211| _ 360z — 90 27 125 =
48 z— a2 — 1 @—12 (@ + 1),
2 2 p3
548. 3% 549, T2H 550. 3,74
32
551. 94,66 552. 2,645 553. 0,292
554. 1,02 555. 0,5236 ~ %

556. a) Die Horizontaltangente geht durch P, (3; — 2), die Vertikaltangente durch P, (—1; 2).
b) 2® + y2 — 22y — 10z — 6y — 7= 0 (gedrehte Parabel).
c) Parameterbereich: (— o0; + 00)
Definitionsbereich: (—1; + o0)
Wertebereich: [—2; + o0)
557. a) 22 — y? = 1 (Einheitshyperbel)
Parameterbereich: (1; 4 o0)
Definitionsbereich: |z| =1
Wertebereich : (0; + o0)
b) z(y — 1) = 1 (transformierte Einheitshyperbel)
Parameterbereich: (—oo; +00) mitt =40 und t41
Definitionsbereich: (—oo; + 00) mitx == 0
Wertebereich : (—o0; + 00)
22 ¥

008, (r + a)? + (r — a)

;=1 (Ellipsengleichung)

t
x=2rcos -—; =0
2 Yy
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. ;
559. —— +* ¥" — 1 (Ellipse) 560.z2 — y3 = 1 (Einheitshyperbel)
(s—a) a? :
561y = 2 SmE
r—a-cost
fir a<r ist y'(0)=0 (horizontale Tangente durch P(0; r — a)
fir a =1r ist y'(0) = % (unbestimmt; Spitze)
fir a>7r ist y'(0)=0 (horizontale Tangente durch P(0;r — a)
562.a)y’ = L =26 o' ="Y_"% _4p yA
z 28

563.

564.

565.

566.

567.

568.

569.

571.

By = —cott; S 3 sin*lcost

z=acos?t; y=asin®t _
Sternkurve. Durchlauf beginnt fiir ¢ =0 bei P(a;0) ent- | x
gegen der Uhrzeigerbewegung I
i
r= -2 oder 7= — d : &
cos @ sin @
r"-""—_".-
y==z ‘/a i i r= G-o082¢g (Bild 349) Bild 849
a—x cos @
Fiir x von —a bis + a wird die Kurve im dritten und ersten Quadranten durchlaufen.
Fiir ¢t von — oo bis 4+ oo wird die gesamte Kurve von y = —oo bis y = 4+ oo durch-

laufen.

Fiir ¢ von 45° bis 90°: Kurventeil im 1. Quadranten
135° bis 225°: Kurventeil im 2. und 3. Quadranten
270° bis 315°: Kurventeil im 4. Quadranten

a) P sin 2 ¢ b)r=_.3sm<pcos¢
@ sin® @ 4 cos® @
Horizontaltangenten fiir ¢ = 0°; 60°; 180°; 240°

Vertikaltangenten fiir ¢ = 30°; 90°; 210°; 270°
T(Oo) = 7(900) = 7(1800) = r(2700) =0
4
7(30°) = r(60°) = r (210°) = r (240°) = 3
fnax = V2 fiir @ =45° und ¢ = 225°
¥’ (45°) = y'(225°) = —1.

a
s=2f}’l+y’=d:c=ef—e—1'8 = et — e @
0

8 == '—T)i 570. 8 = 6a

3

1
8§ =2 “—j:—xd:c=4l/§
V=
0
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B12.2 =0yt =z =1, y=H—%gt’ = —gt

.

2%
573.5 = [V + Adp = 2n V5
3n

2
Kreis um M (4; —2) durch den Ursprung

T

_ 1T oide — & = ua =
574.8—2[}/1+(pd(p 2V1+4+ln 2+‘/1+4

1]
576. Az = 3 a?; Az = 3 AKrels
576. A = 4w a? 577‘.A=%ab

57 1 (3n
578. 4 = 2L g2 3 79.4 = — (== —
i 640.1: 579 2 (4 )

R
580.V=2nf(R”—x2)dx=-;—1rR‘
]

E]

V= —2xn | R?sin’t Rsintdt = ;—N.R’

c\am

T
I’=1rfR’sin’<p(-—Rsin<p)d¢p= %"Ra
0

|3

2
581. V, = 2nf b2gin®t (—asint) dt = —:— nab?
0

|3

4
a? cos?tbcostdt = ?na’b

~
-
Il
[
E]
—

(=]

T
2
682. Ay, = 4n R [sintdt = 4n R
]

T

2
Ay = 4 B* [sin g dp = 4n 2
]
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601

n
583. Ay, = 27:f(1 — ¢')sinpdp = 2r (122 — nt — 22)
"0

3
584.AM,,=27rf(t— %) (14¢3)dt=3n
0
585.r=1p

586. & = —42%; 9 =322+ % (Evolute)

j 1 3 e
587.x=?}/2; y=—52; r=—?V3

588. K = —sinz; K(%;—l); r= —1 (Bild 350)

589. K = % hat kein Extremum. &=cost; 7 =sin? (Kreis)

590. Die Kurve ist der Kreis mit M (4; —2) und r = }/E,
Evolute degeneriert zu M (4; —2).

591. |ds| = |[dr| =62 )1 + 482d¢

Bild 350

V 43
soz.r= 4 - Y&+ A
2 2¢%a2?
b2 .
593.r = o Hohensatz Bild 851
594. Ebene entsprechend Bild 351 595. Kegelfliche entsprechend Bild 352

Bild 352

<Y
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596.f,(1;1) = 2 = tanax, o = 63°26 (Bild 353)

697.2, = 32% — 162y + ¥* + 16 2y = —8a + 2xy — 20
598. u, = 624 4 1822y — 4zyz uy = 62% — 2222 323 u, = — 223y + 9yz?
6z + 2y — 322 4zy

699. 2, = —MM8M ——— —

= (1—2p i g

¥t — 22 2 —

600.2, =y —«7¢— 2y = ——

TV @ EE @t

X
Bild 353
¥t — 22 22 4 22 2z
601. v, = 22 ———v«— u, = — IR w, =
T e e T @ ey Taty
& y
602.z, = — — =7
Z‘ z z' 2
603.z, = — sin 22 2, = —sin 2y
—y x
604. 2z, = I
= o ey
605. z, — yesinzv cos xy — eco8 (z+ W sin(x + y)
zy = zesinzy cos xy — ecos(z+y) sin(z + y)
5 T
606.“,=exll'ly u'=e——z35iny u,=2zcosy
Y
bv Do ov Yo Po
607. — = —vyy =" (1 + ¢ — = 20
op Yo o (1 + o) ot 5 ®
oT T 22 __ = }Ig_l

608. =
al }lgl g g2
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603

o1, Ry oI, R,
609 — = —1 ——— —_— =] —

R, (R + Ry)? oR, (R, + R,
610.z, = 5t + 62242 zy = 42y + 10y*

2pp = 202° + 122y

2.y = 2y = 1222y

Zyy = 42° + 40

8ll.u, =y+z Uy =122 U =y+z Ury = Uyy = U;; = 0
Upy = Upg = 1 Upy = Uyg =~ 1 Uy, = Uy =1
2y -2z
2. folxsy) = i) =
O L = o W9 = G
Jy) = — —4 Ly) = fop@sy) = 2E—Y) )= 1%
/u(z,y) (@ +y)3 lz'(x»y) fyz(x:.'/) (x + y)a I”(x’ y) - (z + y)ﬂ
2y 2z
13, 2z, = ——F— = —
613. 2z, 1= oyp 2, (1 — 2y
gy . _2(14zy)
Zpp = m 27y = 2z = W
S 4x2
W —ayp
614, 2, = —= 7y = —L
g V=2 + 42 YoVer g
= YT
T T
x3
Ty = ———sy
V=2 + o
615.2, = 2 cos 2z 2, = 2cos 2y
20 = —438in 22 Zyy =2y =0 Zyy = —45in2y
1 1
61&2"’_1—{-::2 z’_ﬁ_?
_ 2z _ 2y
ST =t SN TR
. 2y Ly 2= Ly 4zy
617 f; (z39) = — = . ty (z59) = pra— fzz (25 9) =y
2 (x2 + y? 4
frg ®59) = foz (®59) = —(_z(,—'—_y—z)z foy (3 9) =(z,+'1;z),
618.f, (x;y) = —cot fy (z;y) =coty fzz (x5 y) = —
sin*z

/zy (z;9) = fyz (z;9)=0

619. Ugy: = etz(1 4 3zyz 4 x?y?2?)

I” (z;y) = — sinty

620. uzy, = Uy, = (x — Y)*2[1 — 22+ (z — 2%) In (z — y)]
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2z
621. a) uzy, = u,y, =

b) Uyyr = Uzyy =

— 222 cos (y — z}

sin? (y — 2) sin®(y — 2)
ey
622, 2 = ——————— 2y =&Y arcsin (x — y) — ol
_ 2
1 - @ —y) - — P
1
623.z£=; W= Tzetyzy=——~=0
624. u, — 322 — 3yz " = 3y® — 3xz
2 4 o + 28 — 3zy2 y 2y 4 2 — Bayz
822 — 3ay 3
u, = S
T By 42— 3zyz Yoty tu z+y+z

xl

i 2 = 2.
625. Mit z, = —yi:“ e und Zy = —27;—2 e ¥ folgt die Behauptung

626. A = 0,76; du = 0,8

628.dw =4

22 — g2
z2y?

632. du = 202 +¥'+2'. (zdz + y dy + 2 dz)

630. dz = (ydz — zdy)

634‘dw_xdx+ydy+zdz

627.4z = —5,16; dz = —4,8
629.dz = 122(x — y?) dx + 12y (y — 2?) dy

631.dz = ya¥-'dx + 2¥Inxz dy

633. dz = e*(sin y dz + cos y dy)
635. dz — ¥4x +zdy

' 2 +y* + 2 1 4 a2y?
636. x = arccos 12
c
do=——4b  _bde _ _ 0062
Yoz — b2 cYet — b2
da = —21'~ da
637. 4 = —;-ab sin p
dA =295m?~ 3m2~ 44
7 1
638.y, =0 (¥)e=0=— 639. z; =0 [Y]e=0 =4
y=0 3 y=0
v=13 Wl-o = —+ 7y =2 [yl 2= —8
y=1V3 6 y=0
Z'/s=-—}l?T [¥]z=0 =—_1.. Ty = —2 Wlz=-2=—
y=-y3 6 yv=
640.—(—1-1=M dy =2 641_y'=i’fﬁz_
dz sinz — cosy dz |z=0 2ay
642.y’=ﬂ mit z = V1 — 22 + 42 J2? — 2

zz +y
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643.

645.

646.

647.

648.
649.
650.
651.
652.
653.

654.

655.

656.

657.

658.

659.

660.

w| =

: y—y*lny 5 Y
=27 7 44,y = — (L
4 z — xy*1 b4d. v (x)

o= 2+ )z — a*x
2(2? - y*)y — by
,_ X+
y =¥
z—y
Schnittpunkt (im I. Quadranten): P, (6; 4)
Schnittwinkel: 6 = 76°52’

Minimum zg = —3 bei zg= —1;ypg = —2
kein Extremwert

Minimum zp = —6 bei zg =2:yp =3
kein Extremwert

Minimum zgp = —59 bei zg=2; yp= —3
Maximum zgz = —1 bei 2p = —3; yp =3

5 Rl ein Maximum zp = 1
32

'S

SN —
e,
5
=
=
B
=
B
N
)
Il
w|ew

el
4

Aus f;(x;y) = 0; fylz;y) =0 folgt =y und damit cosz = ——%

3 s .
Maximum zg = > V3 hei xp =yg = %

flxsy) =a2y(l—a —y); zg=1yp = El' d. h., die Strecke ist in 3 gleiche Teile zu teilen.

Mit der HessEschen Normalform erhilt man
— oz — 2\2 _ w2
f(x;y)=a%+a%+a§=(y - (et =8F . o e
V2 V2

Die gesuchten Koordinaten lauten z = 113; y = 3

Sind K, K,, K, die Kanten, dann ist
0 =2(K\K, + K\ K3 + K, K;) = f(K;; K3 Ky)

B=
Es folgt K, = K, = Ky = V/V, der Quader ist ein Wiirfel.

U=2_i-+i—hcoto¢=f(h;oc)
sina«  h

Minimum bei « = E—, h= A }/3_
3 3
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661. Minimum zg, = —g— bei zg = IB(_J’ Ym =%
Maximum zg, = 38—9 bei zgy = — %, Ygs = — —:— (Bild 354)
662. Maximum zg, = % bei zg = %— 3. Yp = %}fz"
Maximum zgy = % bei xg, = — %Yf, Ygs = — %—Vz—

2 _
Minimum zgs = _a? bei zgs = — .f;_}/}a_, Yps = _;_}/2

2 - .
Minimum zg, = -—% bei zg, = % 12, ym=-— % V2

663. Minimum zg =2 bei 2z =yg =2
664. Minimum zg = 36 bei zp = 18; yp = 27
665. Minimum zg =1 bei zg =yg =1

2
666-33=y3=23=?3

667. /(z; y) = V2" + (1 — y)%

Plz;y) =28 —yt —1=0

) 1

IgL = ) V5, Ym =3
1 = 1
TEs = -3 V5’ !/Ea—_‘z

668.d3=/(x;y)=x9+y2,
o(x;y) =622 —8zy + 542 —9=0

. . 3
Maximum bei zg, —yg, = —, d. h.a =3 Bild 354

15}
Minimum bei gy = — yg, = VL_, d.h. b=1
2
669. A = f(x); x5 ...5 %) = %r’(sin «; + sin &y + +-- + 8in «;)

Ploagscs0) =0+ 0+ ...+ —2r =0  (Bild 355)
&, = &3 = ... =0 Das Fiinfeck ist regelmiBig.
670. U = f(r; b)) =2 + b

cp(r;b)=%rb—.4=0 rg=VA4 bg=2V4

671. f(r; h) = Pxh
@(r; h) =2rnh + 272 - 0=0

o _1/0. 4 _1/20
L 6r’ F 3n Bila 355
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672. f(z; y; 2) = z2y2
exsy;2)=24+y+z—a=0
a
Tp = =2p = —
‘B = YE B 3
a % Yarst
613.4=4f [dedy=mab
Z=0 y=0
®
2 V2singcosy
674. Polarkoordinaten: r = }2 sin pcosp; A= 2f fr drdep=1
e=0 r=0
©
1 e 2 singoose
675. A =[ fdyd.vz%e_l 676. 4 =2 rdrd¢p=%
=0yt =0 r=0
— e T
R VB—a Y =5 =y 2 RYR-#
= o 4 ,
6G77. 1V = 8 dedydx=?“R°; V=23 rdzdrdtp=é§"—R‘
r=0  y=0 =0 9=0 r=0 z=0
R YR—2* =®H ¢r R H
678. V=4 f dzdydx=%~wR’H; V=f f frdzdrdq::-;—nR’H‘
z=0 y=0 z=ri’z'+y' =0 r=0 z—g—-r
b
M owon Fort -t
670V — 2 rdrdedg = :;iab"'rr
=0 rsl Pl

R
2 YE’; i

680. V = 2f

=0 r=0 z;U

wR|

2 Y6 YR'—#

681.V=f f frdzdrdq::znsm(l—
920 r=0 232
2r = R
. 4r

682. V = e*sinfdpdé de =-é-R‘

@=0 =0 ¢=0
683.1,, = 2nR%; I, =4nR?

685. x5 = 0; ys=2;R

[1‘dzdrdq> =§ER"(I— -?-[/5)

684. I, = g(em —1)
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2(m? —
'686.xs=—§; yS=O 687.3}5-——‘ (e 2 G)R, ys=£R
5 b
T L+Cos@
35r
688. 1, = 2 3drde = &2
< f AR
=0 r=0
1
« @V
689. 4 = 2 d Tz T, da
. = 4 yx_?n'q,,xs=a»;y8:;
r=0 y=0
. ab’
(U0l = e 691. Iy = -é—nR“; Ly = -2—-1-:3'
@ @—.x
. ; at ct
()92.[,,:: f(x3-|—y2) dyde = — = —
24
L= oy
1 3 n 2r sinw
693. [, = -77:34!5; Sy = -:)—rr}ﬁk 694. ] — fra drdpde = %nz
v . =0 ¢=0 r=0
«“ 2 2
695.J — 3d 7| L = 3 e
% = s rdq;dg;:.ﬂ}. T(em_eda) ,{__2_(9.u_e—2a) 4 6a
t=0 ¢=0 r=0
2 Yh ok s
696. Ip= f f(rz+zz)rdzdrd¢=%(3+2h)
=0 r=0 2z=0
g 1
697-Zs=%h 698.f§-d3;=—-—(§+l/§)
T
2
T
1 1 2 H 1
609. Parabelbogen 4(0;1;0), B(1;0;0), O |55 w3 —=); L=[Fdz =+
272 1 o 3

ke
2
700. W = f ¥dy =1; Kurve klettert lings des parabolischen Zylinders y =2? —1 von
0
A(Y2; 1;0) bis B(0; —1;1)
701.3_f!=?_f_z=(_:~£y_+ 1)

Jy ox Va2 + y23
3

W= sz + ¥ + xy; Wpyp, = 17; f(’:‘ e ——) dx = 17
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Ir 11
702.fm+-§!-1dl’ +fmc,,dT = mRT, ln% + me, (Ty — T)
Ir !
Ir
fmc,,dT + ’”f,T*dV mey(Ty — Ty) + mRT, In 5
1
1

703. Das allgemeine Glied der Reihe ist %, = . Die konvergente geometrische Reihe mit

e 1
3n+1
dem allg. Glied u, = :%ﬂ ist Majorante, deshalb ist die vorgelegte Reihe konvergent.

704. Diese Reihe ist bestimmt divergent, da die Divergenz der harmonischen Reihe als Vergleichs-
reihe bewiesen wurde.

705. Da lim | 2221 | — 0, ist die Reihe konvergent. Thr Summenwert st 8 = 13,591.
Un

706. Da lim |- = 0, liegt Konvergenz vor.
u’l

707. Konvergent 708. Konvergent

709. Das Quotientenkriterium fiihrt hier nicht eindeutig zum Ziel. Mit dem allg. Glied

n = 2+2+:1)n~ wird mit Hilfe des Wurzelkriteriums
N 2E (=" _ . V2 (—1r_1
hm }ll nl "an;l/ ST lim T —73 <1,
2

somit ist die Reihe konvergent.

710. hm |." Uy | = 11m ———-h £= L< 1, da der Grenzwert lim Vn =1 ist
en n—>o00 ©

n—o0

(Regel von DE L'HOSPITAL). Also liegt Konvergenz vor.

+1
= lim g«n—n— = 2. Konvergenz fir —2 <z < 2.

Nn—o0

)
A1

1. r = lim

Nn—o00

712.r = lim /1 + i =1, also konvergent fir —1 Sz < 1.
n

R—-00

713. Konvergiert fir —1 Sz < 1.

714. r = lim

n—»o00

= o0, konvergiert fiir —oo < x < 4 o00.

Ap+1
715.f(x + k) = 25 + 62° — 9z + 10 + (52* + 182® — 9) - h + (102® + 18z) - h? +
+ (1022 + 8) - A3 + 5zhé + S

T6.f@+x) = — 5+ 2a— Shart g g

25 125 625
717. Bild 356

39 Analysis
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Losungen

f‘
\ 1
ﬁ ? f
P 0 : 7 e %
f - f
5 %
2 b
fix)=cos x fix)=1 Hlx)=1- % Hix)=1-5 4.
Bild 356
718. Man kann schreiben o = e?li¢ — e?, z = zIna.
Da aber die Reihe fiir e bestdndig konvergent ist,
so ist es auch die Reihe fiir a®. JA 5
z* z7 iyt
719.sinh z = —g— — + — + =y + ..., ist besténdig 7
konvergent. erd fur den Kreissinus ein imagi- 6
nires Argument genommen, so lautet dann die
Reihe 54
L. ) Pa® | jPas a7
St TH T T = +
- a3 o x? f
=j (x+3—'+5—'+;'*+) 3
sin j# = jsinhz (Bild 357) 24
720.sin(x+£)w-;—(}f§+x—V3x2———x3+ .
- T T L) 1 1 L Lt
= i T o X
Vx,+_) 3 2 1_’_ 12 3
-1 -2 f(x)=sinh x
721.8) e 3’—1—ix+- _Ielﬁs"‘ A
-3 f;(x)-x
+ 1944 -t 4] BoxeF
b 1 "
Yo e N
722. arctan — — — rad = eES (1 =k + -6
Vs 6 V3 & .
1 1 1
te mtm ) e
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3 . .3. 7
723. arcsinx = x + !--%—}—1 3-%5—4- 1-3 5-£

2

2 6
Sonderfall z = 1: ;i=1+%+%+~5— 35
724. Die Multiplikation der beiden Klammern ergibt, nach Potenzen von 4 geordnet:
1 1 1 1 1
14+ 21— —) -2 (= — — Bl———]—+ -
S R e R el

1 1 2
— 22n _ —2n 4
Il = & (2n-—1 2n+1) T haent D

= jen+2 2

(2n + 1) (2n + 3)

[%p41]

2n —1 2
=lim 4. 22" = lim 2*- z
n—>00 2n4+3 pow 3

2+ —
n
d. h., die Reihe ist konvergent fiir alle 4 < 1.

i 1 =a_1:(l+§z+_8£x2+2560x3+28160
V(7 —4z? V49

o231
Uy,

lim
7—» 00

725.

xt + ..-) =
21 441 271783 583442

7
= 0,2733 + 0,1041z - 0,049522 + 0,02512% + 0,01322% + --- |z| < vy
|
726. Y9350 = 21,0671

x
— — 1 1 1 1

VIO =2 de = Y10 (2 — — 25 — —— a8 — 18 ..,
" f Vil asiy (z 100 7200 ~ 208000 - 4352000 )

0

4
(121 < ¥10),
1,100

f Y10 — 2% dz = J10-1,08355 ~ 3,4265
0

0,350

S - 1 103 97
28. [V3— 25 —zde =I5 |z — 28 — —— a3 + — b —
78f}/ R V[x 20° " 1800° T 24000
0
0,350
_ 1889 . 10537, _
720000 43200000 o
= J15.0,34148 ~ 1,324 (121 < V3)
1

3

1
729. fe‘z' sin2z dz = [zz— —2—#—{— gz‘ £ 28 + 5281 210 — +]

8 ~0,1014
0

"~ 2520 113400
0

39+
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2
3
1
730. [ e% coszdz = ——x2 ——x‘—— Lo L s
fe i [x . 30 +180 500° T
o
1, 3
N 0,457
* 32680 © ]oN
1
2 1
p—— 1 1 T
731. [sinz VI + 2de = |~ 2% + Lot — 2 s 4] ~o0,1207
fsme + x2dx [2x+12 3 +1008 + ]Ow
(1]
1
732.ffﬂ-’fdx_0946
x
0
- 2 3:‘ xB 8 2
cos x x x
. dz=|lnz— - 2 4. ~ 00855
733f z [” satia deatas T ]1 '

78, [t .
Y1 —#*sin?z

w|:a |3

[1+—k=+—k4+— B+ ogas B+

256 16384
T
2
dx ™
_— & 1,0727 — &~ 1,685.
1 2
l/l — —sin?x
4
0

735.8) Az, = — 2z~ — 1,3-10° b)AU; ~ —1,3cm
dzy =1 — 2y —2,7:1077 4U, ~ —0,00027 cm

az A4 24d
736.4 =% = 44 _ 24d _ 0
T~ = 00805, = o = +28%
737.4V = 4 (bc|da| + ac |4b] + ab|dc|) = 4 68 cm?
738.f = _*® — 16,35 em
a
b2 da| + |a?4b]
Afmax = & -—-W_ = 40,05cm
739. & = arcsin g
c
yreppy | L S —ade |\ _ & 000038 = +1,3
Yer — a?| ¢ Yo —a?
x 1000 R |
AR, = — % AR _ OO pz)) = 4870
40.48; = + (f 1000 — = l+ (1000 — z)2 ’I) +

1-3 1-3.5\2 1-3.5.7\
— k2 8 ) ks
[1+ k+(2 4)k4+(2-4-6)k+(2-4‘6~8)

¥ ]
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741, 1—-——-({-—= U _o5a
R, + R, + R, R
Al AU| | 1
e (|G| + § 0ARIHIR +1ARD) = 2002
2. R= Tt _ 780
R, 4 R,
A e ( RAR, ’RAR,, )
R R? R: °
T43. 4y = cotx lge Ax = 46104
744. £ = 21100 kp mm-2

AEmax AF

E :t( F
AEmax = + 340 kp mm~2

5.4V = £2,7 om® = & (2riwh Ar| + |2rmh Ar,| + |F — r)n k)

Ary = 40,0012 cm, A7, = 40,0015 cm, 4k = + 0,008 cm

24d
|7+ 1

M

Anmax

746. = 40,001 = + (|cotax Aa| + |cot B AB])

Aa=:tl' Aﬁ=:i:016,

Adamax

747. a) i(‘%,+|cota-Aoc|+!cotﬁ-Aﬂ])

b)Ab = +£0,02m; Ao = 40,635 A8 = +0,3
748.d = 34,115 mm; m = 10,042 mm; my;= 40,015 mm
= (20790 + 30) mm?3

749.b = Y — a? = 33,36 m

2 R 5
my, = + V(? mc) + (F ma) = 40,03 m

750. m, = +0,11 m

2
Bla= 1 = 202
m%,  0,0009

‘¢ E h 2
752. my = + V(? m@) + (“2— mh) = :1:0,21 cm?

v3 2
153.r =2 4+ 2 o % A590m
8p 2 8p

8%
Der Fehler der Sehne hat also kaum EinfluB auf m,.

m,=il/(f;m,)z+( ﬁm,) — 4+ /04 +48m=4Tm
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154, 8 = % cot % cot y, = 333,15 m

b cot —b cot _7;;,1,
my = + 0008 . Ay, V + | ————2- . Ay,
4 sin? %‘— 2 sin? p,
2 2
'ﬂ=i]/(,1 )+ ( £ ) . Ay, = $+0,00095 ~ + 1-10-8
8 8in yy sin 2y,
m
155, ms = mg = —+ = 4 1,5
1£]
e 2
756. mj, = (tan o - m,)? + ( : m.)
cos? o
my =+ 2dm my = + 0,8’
757. f = (98,3 + 0,3) cm
758.z = I; + v;, !; hat das Gewicht p;
n
(pvv] = _21 pilz — L)
f=
n n n
M=Z2p,-(x—l‘)=0 T pr— X pli=0
dz i=1 i=1 i=1
5 l
> pi i
S = S -1
e ]
2 P
i=1

7569.z = 245,0; m, = +1,8; m; = 4+0,8; my= +£0,6; m3= 10,9
my = 4+0,5; my,= +03

760. g = (981,2 + 0,8) cm - 53

761.a = R, =‘0,00565% b=Ry= 154Q A ) P,
B=2 — 00037 = Y g/g
R, ’ °C p -
m=+008Q; m,= 00013 % S >,
1 ol Xi 57
e °C Bild 358

763. Firr die Geradengleichung y’ = ez’ = tan & - 2’ folgt
v; = (az; — y7) cos & = z} sinox — y;cosx (Bild 358)
[vv] = [2'2"] sin?2 &« — 2 [2’y’] sin & co8 & + [y'y’] cos? &

o[vv] . . 2[z'y']
— 7 pal 7 2y’ 2 oy’ 2
0w = [z'2z") 8in 200 — 2 [2'y’] cos 2;¢ — [y'y') 8in 2;x = O tan 26 = [mx’x’] v
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764. x = 152°34’
766.y = —0,1022 4 1,682 — 1,60 (s. Bild 275)
767.y = 0,012 — 0,24z + 0,26
768.w, = hy + by + by = —9 mm
wy= —hy + by + by = —10 mm
wy="h +h, — (Hg— Hy) = —Tmm
5
F = .21 V34 4wy + vy + vg — 9) + Aa(~v; + vg + v5 — 10) + A5(vy + vy — T)
1=
v, = 3,4mm; v,=—0,2mm; v;=159mm; v,=3,6mm; v;=26,1mm
hy + v, =8,056m, hy,+ vy=—2,410m, hg+ v3= —5,646m,
he + vy = 6,496 m, hy + v, — —8,906 m
H, = 161,681 m; H; = 159,271 m
769. y2 — dzy’ + 4y = 0 770.y (1 + y?) — 3y"2y’ =0
T.zy +y=0 772.y(1 4+ y?) =18
773.5y""2 — 3y"y") =0 4. zy2 =C
’ Yy . 1 1
775.y" = 255 y*=2Czx 776. vgl. 24.4., Beisp. 1: y = i + =
.y (1 —e '-"); Yltsoo = K3 Yli=r = 0,632K; tg50, = T In 20 ~ 3,00 T;
tgg% =T1In100 =~ 4,617
778. 22 —y2 =C 779.y = Cx
780. y = Y2e* 4+ C, Bly=C@—a)+b
21 2y
782.y(y’—-27)=2x"+§:¢:2—12x+0 83y = (1+Ce4)
2
784.y = Cz 785. % =% arcsin E‘-* = Va*—x“r c
1+=z atfa 4yt 2
Ktan > _ .
786.y = e 3 ¥p = | 787.y = ¥2(x cos  — sin z) + 127,3
188.y — 13 F 37 — a8 789.y=}/?§tan|:};§l ;+x+0295]
3 4
790.y = !Ltan —In (2 + 3u) - 12,25 Tz —20 . ___
2 V3 ) ’ 791y = ‘/m =20 4 562
z—8
2 Ko
792.y = VT—lartoan Vﬁx+255,1 798.y=2—1+ Ke
T94.y=Ket —z— 1 795.y=ztan[ln}/zﬂ+;;/§+0]

in Polarkoordinaten r = Ke?®
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Y= Iz 9.y==x % 1
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798.3x — 9y — 5+ K +4In|6x — 9y — 5] 799.2, = Kc(t—T)+Ce T
x3
800.y =2 + Ke? 801.y = %e’z+06"z
o cos x C
802.y = e (K — z) 803.y =
2 cos x
e
804. y = sinx + K tanx 803.y=c 2 ! (16136 _ 1 e“"')
[ 2
806.y=i(l+2x+79e") 807.y=i:z:’—£:r:+2-—1
4 4 3 z?
808. y = -_-:— (e2=r — ) 809.y = A sin(z + ¢)
e¥ .
810.y=-2——6‘le'3+6', 811.y = A sin(z + @) + 22 — 2
812,y = % e’ + Ce 2 813.y = e% (;—- + C'l) + Cye=
N 1
814.y = z + 1,29¢% — 4,08¢% B16.y = —— + = 4 = — —— (o102 — )
Attt ¢ ¥=500 * 100 ¥ 30 " 5000
816. y = —1,60 + 0,60z + 1,34eV5% 4 0,264~ V5%
817.y = — —;- z + 2% — 0,105e-32 — 0,22
818.y =4cosx — 2nsinz — 22 — 4
FBB (z 438 Fi3 x z\? z\®
19.8)y = —— (£ 2% = Z_w0(E)+3(=
819.2) y 16E1(l 318) DY = Teorr [71 (z)+ (z)]
820.y = C,e3%2 4 Chetr; y = Ce® + (2 — C)etz
821.y =e*(C, + C,2) 822.y = Ae ¥ sin(2x + ¢)
D SV 824. y = Cye + Cyer + % + %

825.y = Cye® + (Cy — 2z + a%)e??
z x
827.y =C; + (Cz+ E)e“—- 3(32:-{-5)

829.y = e~ A sin (42 + @) + 512 3@

2
826.y=C, + (C, + &2 + L5 o3
9 3
7 56 209
828.y = C1&*" + Cye” + o + S+ )
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830.y = e?z(Cy + Cyx) + 23—5 sin z 4+ é—% cosz = e’ (C, + C,x) + —;— sin (x -+ arctan —;—)

831.y = Kesin (32 + @) — % cos 2z

z
832.y = o2 Asin(z 4 @) + ocos 5z 833. y = e5%(C, + Cpx) + &*

-5 ]/3 1 5
834.y—=e 2 Asin( Zz+(p) +224+1 835.y= Esin2a:+ T cos 2z 4 C; e+ C,e?®
836. y — —21— — 0,381 el3Tr — 0,119¢-437r

-4 + 2 T —7T - 272 272
837.:c,,=K:ce{l—e o1 [E————le" — 2 _1¢ "] 3T = T”, T o
21’1 21,'1 1 I[.Ti = 4:!"%

2
838.y = Cie' + K sin (x 4 @) — i’)— sin2x 4 1—1—_) cos 2

2
839.y=01+0,e-¢+0,e—3‘+£:c~—-;—ﬁ+~:§—z"

840. y = C,e% + Cyet* + (3% + Cyels
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