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VORWORT ZUR 9. AUFLAGE

Die Mathematik ist fiir die Fachausbildung der meisten Berufe eine wichtige Grund-
lage. Nur wer die in seinem Beruf vorkommenden Berechnungen selbst ausfithren, wer
mit wichtigen Formeln sicher umgehen und wer das in der Mathematik geschulte lo-
gische Denken in der Praxis anwenden kann, ist in der Lage, an der Weiterentwick-
lung seiner Berufsarbeit und damit am Aufbau des Sozialismus aktiv mitzuarbeiten.
Die Gliederung dieses Buches wurde in Zusammenarbeit mit dem fritheren Staats-
sekretariat fiir Berufsausbildung festgelegt und sie ist vor dem im Jahre 1953 ver-
bindlich erklirten Lehrplan ,,Mathematik* entstanden. In den Thesen des Zentral-
komitees der Sozialistischen Einheitspartei Deutschlands iiber die sozialistische
Entwicklung des Schulwesens in der DDR heiBt es in der These 19 u. a.: . Fiir den
sozialistischen Aufbau sind Mathematik und Naturwissenschaften von grofer Bedeu-
tung. Diediberwiegende Mehrzahl der Berufe erfordert eine griindliche mathematisch-natur-
wissenschaftliche Ausbildung. Es ist deshalb notwendig, daf in der sozialistischen
Schule der Umfang und die Qualitit mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts
erhoht und zugleich in allen diesen Fiichern die Grundlagen der wissenschaftlichen Welt-
anschavung vermittelt werden.

Die neue zehnklassige allgemeinbildende polytechnische Oberschule wird einen star-
ken EinfluBl auf die Grundsitze und Lehrpline der Berufsausbildung nehmen. Mit
der Herausgabe der 8. bearbeiteten Auflage, in der Fehler beseitigt sind und neues
Aufgabenmaterial hinzugekommen ist, so lange zu warten, bis endgiiltige Lehrpliine
im Hinblick dieser entscheidenden Veridnderungen im Schulwesen der DDR vorliegen,
wiire verfehlt gewesen. Man muB dann zu einem spiteren Zeitpunkt iiber den Inhalt
und den Umfang dieses Buches diskutieren und festlegen, was in ihm, entsprechend
den neuen schulischen Gegebenheiten, zu verindern ist. Solange sollte der Mathe-
matiklehrer dieses Lehrbuch nach dem Entwicklungsstand der einzelnen Berufsschul-
klassen unterschiedlich benutzen. Wihrend in der einen Klasse nur die einfachsten
Aufgaben behandelt werden kénnen, wird es in anderen Klassen moglich sein, auch
schwierigere Aufgaben zu 16sen ; dabei muB vermieden werden, das Gedéchtnis mit aus-
wendig gelernten Rechenvorschriften zu belasten. Vielmehr sollen sichere Grundlagen
im mathematischen Wissen geschaffen werden, die zu wirklichem Kénnen fiihren.
Ubungsaufgaben sind jeweils nach groBeren Abschnitten zusammengefaBt und, so-
weit es méglich war, nach Schwierigkeitsgraden unterteilt.

Der vorgeschene Teil IT der ,,Mathematik fiir Berufsschulen‘ ist unter dem Titel
. Mathematik fiir junge Facharbeiter'* erschienen, und er ist ebenfalls fir den Ge-
brauch an den Berufsschulen gedacht. Beide Biicher sind fiir das Selbststudium
und fiir die Erwachsenenqualifizierung geeignet.

Die Verlagsredaktion
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L.
Arithmetik und Algebra

Die Arithmetik ist die Wissenschaft von den Zahlen (arithmos griech. , Zahl*). Aus
dem dringenden Bediirfnis der Menschen heraus, gleichartige Dinge abzuzihlen,
wurde bereits in vorgeschichtlicher Zeit der Zahlenbegriff gebildet. Die immer kom-
plizierter werdende Titigkeit lieB den Zahlenbegriff erweitern und gleichzeitig
Rechenregeln finden, nach denen schnell und sicher gerechnet werden kann. Das Wort
Algebra stammt aus dem Arabischen (al dschebr bedeutet Erginzung, Verbindung
getrennter Teile); es diente urspriinglich als Bezeichnung der Lehre von den Glei-
chungen und wird in diesem Buch auch so verwendet.

A.WIEDERHOLUNG DES GRUNDWISSENS

1.Das Rechnen mit natiirlichen Zahlen

a) Zihlen als Grundlage des Rechnens

Im Materiallager ecines Produk-
tionsbetriebes werden die fir die
Fertigung erforderlichen Vorrite
aufbewahrt. In der Kartei ist fur
jede Sorte eine besondere Lager-
bestandskarte angelegt, auf der
die Aus-und Eingiinge eingetragen
werden (Abb.1). Die Menge der
von einer Sorte vorhandenen

27
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Alb.1

Gewissenhaft und sorg-
sam muB mitdem Volks-
cigentum umgegangen
werden! Nur eine gut
gefithrte  Lagerkartei
148t jederzeit erkennen,
| wieviel Stiick von der
gelagerten Ware im
Augenblick vorhanden
sind.




Vertauschbarkeit der Summanden

Berechnet man 254134 5

und 254 5413,
so zeigt sich, daB beide Summen, die nur durch die Reihenfolge der Summanden von-
einander verschieden sind, den Wert 43 haben. Allgemein gilt:
Die Reihenfolge der S den ist beliebig; die S den sind inander ver-

tauschbar.

Durch sinnvolles Anwenden dieses Gesetzes kann man das Addieren vereinfachen.
In unserem Beispiel ist es einfacher, die Summanden in der zweiten Reihenfolge zu
addieren, weil sich die Einer der beiden ersten Glieder zu 10 crgénzen.

Beim Addi ist diejenige Zahl zu besti die so viele Einheiten enthalt wie alle Sum-

manden zusammen.

" Subtrahieren

Wird von einem Bankguthaben ein Betrag abgehoben, so muB3 der Buchhalter sub-
trahieren.

altes Guthaben abgehobener Betrag neues Guthaben
1850 DM 350 DM 1500 DM
1850 — 350 = 1500
Minuend minus Subtrahend gleich Wert der Differenz
——
Differenz

Die Zahlen 1850 und 350 werden ebenfalls Glieder genannt; 1850 ist der Minuend!),
350 der Subtrahend?). 1850 — 350 ist eine Differenz, deren Werr 1500 ist.

Die Subtraktion kann als die der Addition entgegengesetzte Rechenart bezeichnet
werden:

Wird von 1850 die Zahl 350 subtrahiert, so ergibt sich 1500. Wird zu 1500 die Zahl
350 addiert, so ergibt sich wieder 1850. Die Addition einer Zahl wird durch die Sub-
traktion der gleichen Zahl aufgehoben. Addition und Subtraktion werden deshalb
entgegengesetzte Rechenarten genannt.

Beim Subtrahi ist diejenige Zahl zu besti die man zum Subtrahenden addieren
muB, um den Minuenden zu erhalten.

Multiplizieren

Die Multiplikation kann als abgekiirzte Form der Addition gleicher Summanden an-
gesehen werden. In der Aufgabe 6 + 6+ 6 + 6 sind die vier gleichen Summanden 6
zu addieren. Abgekiirzt schreibt man dafir 4 - 6.

6+6+6+6=4-6

Zu demselben Wert kommt man, wenn man die sechs gleichen Summanden 4 addiert.

Man schreibt dann
4+4+44+4+44+4=06- 4.

1) lat. mis numerus,  die zu i Zah!'‘.
2) lat. numerus ,,die i Zahl'',




In 4.6 bzw. 64 ist die erste Zahl der Multiplikator!), die zweite der Multiplikand 2).
Der Ausdruck DB B e i
ist das Produkt?), sein Wert ist in beiden Fiillen 24.
Multiplikator und Multiplikand ecrhalten die gemeinsame Bezeichnung Faktoren.
Faktoren eines Produktes kénnen vertauscht werden, ohne da@ sich der Wert des
Produktes dndert.
Sollen fiir 4 Laboranten einer chemischen Fabrik je 6 Erlenmeyerkolben ausgegeben
werden, so findet man die Gesamtzahl 24 der benétigten Gerite, indem man multi-
pliziert. 4 . 6 - 2

Faktor mal Faktor gleich Wert des Produkts

(Multiplikator) (Multiplikand)
tem s S i
Produkt
Die Reihenfolge der Faktoren ist beliebig, die Faktoren sind untereinander vertauschbar.
Ein Produkt kann auch aus mehr als zwei Faktoren bestchen :
4.-7-5=28.5=140.

Auch bei Vorhandensein von mehr als zwei Faktoren ist der Wert des Produktes von
der Reihenfolge der Faktoren unabhéngig. Man wihlt die Reihenfolge so, daf sich
die Berechnung vereinfacht; z. B. wird die Aufgabe 4-7-5 einfacher in der Reihen-
folge 4-5-7 berechnet, weil das Produkt der beiden ersten Faktoren jetzt ein Viel-
faches von 10 ergibt.

4-7-5=4-5-7T=20.7=140

Beim Multiplizieren zweier Zahlen ist die eine so oft als Summand Zu setzen, wie die andere
Einheiten hat.

Potenzschreibweise

Ein Produkt aus mehreren gleichen Faktoren wird in abgekiirzter Form geschrie-
ben und Potenz genannt.

Man schreibt den sich wiederholenden Faktor nur einmal und gibt durch eine kleine
hochgestellte Zahl an, wievielmal er als Faktor stehen soll.

Der sich wiederholende Faktor ist die Grundzahl oder Basis. Dic hochgestellte Zahl,
die die Anzahl der Faktoren angibt, wird Hochzahl oder Exponent ) genannt.

2.2.9— zs/E"P‘"'“" (lies: zwei hoch drei, zwei zur dritten Potenz oder dritte
= \ Basis Potenz von zwei)
3.3=23% (lies: drei hoch zwei, zweite Potenz von drei oder drei
Quadrat)

Der Bedeutung der Kurzformen entsprechend ist 23 = 8§ und 32 = 9.

1) lat. multiplicator , Vervielfacher'*.

2) lat. multiplicandus numerus ,,die zu vervielfachende Zahl'".
3) lat. producere ,, hervorbringen**,

4) lat. exponere ,, herausstellen*,

10



Wurzelschreibweise
Umgekehrt bezeichnet man die Zahl, deren dritte Potenz 8 ergibt, durch %/S 2
Wurzelexponent /i/-l'! (lies: dritte Wurzel aus acht)
Basis oder Radikand
Man erhilt 8 =2, denn 2.2.2=38.

Ebenso bezeichnet ﬂi/—9 die Zahl 3, da deren zweite Potenz 9 gibt. Man l:i8t die 2 auch
weg und schreibt

V9 (lies: zweite Wurzel aus 9 oder Quadratwurzel aus 9).

Y9=3; denn 3-3=09.
Dividieren
Das Dividieren zweier Zahlen kann als abgekiirzte Form des Subtrahierens gleicher
Subtrahenden betrachtet werden. Danach ist bei der Aufgabe 20:4 zu bestimmen,

wievielmal die Zahl 4 von der Zahl 20 subtrahiert werden kann oder, wie man auch
sagt, wievielmal die Zahl 4 in der Zahl 20 enthalten ist.

20—4—-4—-4—4—14
5mal i3t sich die 4 von der 20 abziehen.

Man kann die Division auch als Umkehrung der Multiplikation auffassen. In der
Aufgabe 20:4 ist die Zahl gesucht, mit der man 4 multiplizieren muB, um 20 zu
erhalten. Die gesuchte Zahl ist 5. Die Zahl 20 ist der Dividend?), 4 der Divisor2) oder
Teiler, der Ausdruck 20:4 der Quotient®) und 5 sein Wert.

Sollen z.B. von 20 Arbeitern Brigaden zu je 4 Mann gebildet werden, so ergibt die
Division 20: 4, daB 5 Brigaden aufgestellt werden kénnen.

20:4=5 denn §5.4=20

20 & 4 =
Dividend durch Divisor gleich Wert des Quotienten
— ey
Quotient
Beim Dividi ist diejenige Zahl zu besti mit der der Divisor multipliziert werden

muB, damit sich der Dividend ergibt.

¢) Zusammengesetzte Zahlenausdriicke

Einen Ausdruck wie 10 + 2.3 — 15 : 5 nennt man Zahl druck
Er besteht aus einzelnen Gliedern, die durch Rechenzeichen verkniipft sind.

1) lat. dividendus numerus ,,dic zu teilende Zahl - *.
2) lat. divisor ., der Teiler**.
3) lat. quatiens ,,wie oft**,
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Reihenfolge der Rechenarten

Stehen zwischen benachbarten Gliedern an einer Stelle Additions-(Subtraktions)
zeichen, an anderen Multiplikations-(Divisions)zeichen, so gilt fiir die Reihenfolge, in
der die einzelnen Rechenoperationen auszufiihren sind, die folgende Vorschrift:
Das Multiplizieren und Dividieren ist zuerst auszufiihren, danach das Addieren und
Subtrahieren unter Verwendung der berechneten Produkt- und Quotientwerte, wenn
nicht ausdriicklich eine andere Reihenfolge vorgeschrieben wird.

Z. B. ist in der Aufgabe:
8+3-4

zunichst das Produkt 3 -4 = 12 zu berechnen, sodann die Summe 8 4 12 = 20 zu bil-
den; in der Aufgabe:
8§+12:4

ist zundchst der Quotient 12:4 = 3 zu berechnen, sodann die Summe 8 + 3 = 11
zu bilden.

Es gilt die Regel: Sind die Glieder eines Zahlenausdrucks auBler durch Additions-
und Subtraktionszeichen auch noch durch Multiplikations- und Divisionszeichen ver-
kniipft, so missen erst die Produkt- und Quotientwerte errechnet werden, ehe die
Additionen und Subtraktionen ausgefiithrt werden diirfen.

Multiplikation und Division gehen der Addition und Subtraktion voran.

Beispiel:
124+ 8:44+9—2.3
—— f—

4+ 2 40— 6

Ist keine Rechenreihenfolge vorgeschrieben, so werden Rechenvorteile ausgenutzt.
Z B. berechnet man 187 2254 13 in der Reihenfolge 187 + 13 + 225 und
75 -13: 25 in der Reihenfolge 75: 25« 13.

Klammern

Klammern, die Glieder eines Zahlenausdrucks zusammenschlieBen, bringen besondere
Vorschriften fiir die Reihenfolge der Berechnung zum Ausdruck. Die in Klammern
eingeschlossenen Glieder sind zunichst zu berechnen. Thre Werte werden dann an
Stelle der Klammerausdriicke fiir die weitere Berechnung des Zahlenausdrucks ver-
wendet. Fiigt man in dem obigen Beispiel Klammern ein, so indert sich das Er-
gebnis. Es ist z. B

(12+48):4+ (9—2).3

—— —

= 2 44+ 7T -3

0
—— e

5 + 21

I

26.



Dagegen ergibt (124+8:4+9—2)-3
— (124 2 +9-—2)-3
.
= 21 -3
= 63.

Man erhalt fiir (15 4+10):54+3- (5—1)

25 543 4

e’
5 + 12

I

LaBt man die Klammern weg, so ergibt sich nach der Regel tiber die Reihenfolge der

Rechenarten
154+10:5+3-5—1

- 15+ 2 + 15 —1

= 31
AUFGABEN
1. Bei der Inventur des Lagerbestandes wird eine Brigade von 5 Lagerarbeitern zum Zahlen
i tzt. Die Zahlerg i der einzel Lagerarbeiter sind folgende:
Lagerarbeiter Schrauben-
Norm 1 2 3 \ 4 | 5 bestand
M1,2 48 736 589 2706 50 009 12 060 ?
M1,7 209 38 072 54 022 8 672 7047 ?
M2 1234 567 89 10 111 21 314 ?
M 2,6 15 087 26 109 7321 67 089 R06 ?
M3 8417 5020 31248 876 30412 ?
Summe ? ? 2 ? ? ?

a) Wie groB ist der Schraubenbestand der einzelnen Sorten?
b) Wieviel Schrauben insgesamt wurden von jedem einzelnen Lagerarbeiter gezihlt?
¢) Wieviel Schrauben, alle Sorten insgesamt, sind am Lager?

2. In einem Laboratorium werden an 5 Arbeitsplatzen folgende Glasgerate benotigt:

Arbeitsplatz NT. 3 4 7 9 1
R , normal 12 85 18 16 125
Re laser, schwer schmelzbar 150 20 20 170 220
Becherglaser 250 ml 18 23 17 28 19
Becherglaser 500 ml 15 — 25 30 6
Biiretten 7 4 2 6 9

a) Wieviel Stiick werden von jeder Sorte benétigt ?
b) Wieviel Glasgerate werden insgesamt benotigt?

13



3.In einem Speicher zeigen die M gen der einzel

Getreid ten innerhalb eines Monats

folgende Verinderungen (Mengenangaben in Tonnen; »t'" bedeutet Eingang, ,,—' be-

deutet Ausgang):

Roggen 375 — 236 4165 — 175 -+ 336
Weizen 453 — 178 +-122 — 253 |- 378
Gerste 719 4 687 4181 — 587 — 908

Wieviel Tonnen weist der Speicher von jeder Getreidesorte am Monatsende auf?

4. Berechne
a) 5. 7.14 e) 50:13: 5.26
b) 25.19. 4 f) 135. 4:12: 9
c) 18.13. 5. 3 g) 175: 9.18:25
d) 12.15. 5. 21 h) 760-23:92:19

5. Eine Maschinen-Traktoren-Station bestellt folgende Feilen:
3 Dtz. Flachfeilen 300 mm, Hieb-Nr.0, Preis je Dtz. 38,— DM
2 1

”» » 300 ,, 5 N
4, 1) 300 ,, - 2 » ow on 4= .
8 . » 300 ,, 53 3 . .. 82—,
Es ist der Gesamtpreis der Feilen zu berechnen.

6. Berechne

a) 1205 - 7560 - 45 — 9828 : 378 b) (1205 + 7560) - 45 — 9828 : 378
€) 1205 4 (7560 - 45 — 9828) : 378 d) 1205 4 7560 - (45 — 9828 : 378)
) (1205 4- 7560) - (45 — 9828 : 378) f) 1502 + 7650 - 43 — 9288 : 387
g) (1502 -+ 7650) - 43 — 9288 : 387 b) 1502 + (7650 - 43 — 9288) : 387
i) 1502 + 7650 - (43 — 9288 : 387) k) (1502 + 7650) - (43 — 9288 : 387)
1) 1768 536: 231 — 31 - 75 - 35 — 1083 : 57 +43.76 —46

m) (1768 536 : 231 — 31) - 75 -+ 35 — (1083 : 57 +43) - 76 — 46
n) 1768 536 : 231 — 31 - (75 +- 35) — (1083 : 57 +43) - (76 — 46)
o) (1768 536: 231 — 31) - (75 |- 35) — (1083 : 57 -+ 43) - (76 — 46)

7.Von den in Thiiringen anldBlich der demokratischen Bodenreform enteigneten Flichen er-
hielten Land: 6157 Landarbeiter und landlose Bauern 38 529 ha, 10 319 landarme Bauern
31992 ha, 10 688 Kleinpichter 6629 ha, 2256 Umsiedler 17 588 ha, 7876 Industriearbeiter
und Angestellte 5870 ha, 695 Landgemeinden 25 444 ha, 34 Lehr- und Zuchtgiiter 17 044 ha

und das Land Thiiringen 28 240 ha.

a) Wieviel Hektar Land wurden aufgeteilt ?

b) Wieviel Hektar Land wurden auf Einzelbetriebe aufgeteilt ?

©) Wieviel Einzelbetricbe bekamen Land ?

8. Die Schafzucht bringt Wolle, Tleisch, Fett, Milch und hochwertigen Diinger.
In einer Gemeinde mit 50 landwirtschaftlichen Betrieben verpflichten sich 20 Bauern, 1 Schaf
mehr zu halten, 30 Bauern verpflichten sich, 2 Schafe mehr als bisher zu halten.
Wieviel Kilogramm Rohwolle werden dadurch in dieser Gemeinde jahrlich mehr als bisher

erzeugt, wenn weiBkopfige Fleischschafe mit einer
werden ?

Jahreswolleleistung von 5kg gehalten

9. Nach folgender Skizze soll eine Weide fiir Rinder angelegt werden:

a) Wieviel Meter ‘Weidedraht werden benotigt, wenn alle Zaune dreifach gespannt werden ?

b) Wieviel Pfosten mit 12 cm Durchmesser braucht

14

man bei 4 Meter Abstand ?



¢©) Wieviel Meter Spezialdraht werden fiir dieselbe Anlage bendtigt, wenn bei Verwendung
des Elektrozaunes der Draht an den AuBenziunen doppelt und an den Trennziunen
einfach gespannt wird ?

d) Wieviel Pfahle mit 6 bis 8 cm Durch-
messer braucht man beim Elektro-

zaun, wenn nur alle 15 Meter ein
Pfahl gesetzt wird ?

f=—780m

10. Ein Dampfer braucht fiir die Bergfahrt
auf einer 48 km langen Strecke 4 h und
fiir die Talfahrt 3 h. Welche Geschwin-
digkeit hat der Dampfer und welche
der Strom?

11.Ein im VEB Elbtalwerk Heidenau entwickelter Synchrongenerator DGB 17/8a hat eine
Antriebsdrehzahl von 750/min. Der Generator gibt eine Spannung mit einer Frequenz von

- 60-2
50 Hz ab. Wieviel Polpaare hat der Generator ? (Polzah] = fT)

12. Die Braunkohle ist zur Zeit die groBte Energiequelle der DDR. Die sicheren und die wahrschein-
lichen Braunkohlenvorriite betragen ungefdhr 50 Milliarden t. In etwa wieviel Jahren wiirde
dieser Vorrat erschépft sein, wenn durch techmsche Neuerungen und Verbesserung der Ar-
beitsorganisation eine jéhrliche Férdermenge von 400 Millionen t erreicht ist?

13.a) Die Produkte 3-3-3.3; 5-5-5; 7-7; 10-10.10-10
sind als Potenzen zu schreiben.
b) Welche Werte haben die Potenzen
2%; 5% 3%; 10%; 210 34; 4%; 10%?
¢) Die Zahlenwerte
1000; 10000; 1000000; 1 Milliarde; 1 Billion
sind als Potenzen mit der Basis 10 zu schreiben.
d) Welche Werte haben die zweiten Potenzen der Zahlen von 1 bis 20?
2 ergibt den Wert 16?

e) Welche Potenz mit der Basis
f) Welche Potenz mit dem Exponenten 2 ergibt den Wert 16?

14.a) Die folgenden aus Tabellen entnommenen Angaben sind als Zahlen des dekadischen
Zahlensystems zu schreiben.
3-10° L}_;P_ (Lichtgeschwindigkeit),

2-10° cknllji (Elastizitdtsmodul des Stahls),

2710 (Anzahl der in einem Kubikzentimeter enthaltenen Gasmolekiile).
b) Berechne

5.10% 4 8.10% 4 3.10 + 2;

3 4 42

5.25 4 2. 5%

15. Was ergibt
B = 5— = B 6 ey B s y
a) V27; V495 V32; V4: Y125 Vei; V6d; Ved; Vsi; V8I.
b 2.79; 3985 4.v25; 5.¥27; yio0.98; Voi.yse; yas.jeis

=
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16.a) Wie groB ist die Seite eines Quadrates, dessen Flacheninhalt 25cm?; 169cm?; 900cm?;
16 m?; 10000 m®; 62500 m?* betragt?
b) Was ergibt
. B e B
Vi64V9; V21 —Vie; 4.Y256—5.7243.
17. Die Geschwindigkeit, mit der ein Stein aufschligt, der die Hshe % durchfallen hat, wird

durch die Formel v =J2-g-/ berechnet, wobei g die Fallbeschleunigung bedeutet.
Wie groB ist v (in m/s) fiir 4 =45m und g=10 m/s??

2. Gemeine Briiche

Die Nennweite von Gasrohren und dic Gewindesteigung bei Gewindeverbindungen
werden in Zoll (") gemessen. Der Rohrinstallateur schneidet z. B. auf ein Gasrohr mit
dem inneren Durchmesser +” ein Gewinde
mit der Ganghéhe 4”. Hier treten Rechen-
groBen auf, die keine ganzen Zahlen sind,
sondern gebrochene Zahlen oder Briiche
(Abb. 2).

Gebrochene Zahlen werden also in der
Praxis benétigt und sollen deshalb niher
untersucht werden.

a) Grundbegriffe

Der Wert des Quotienten zweier natiirlicher
Zahlen gehért nur dann zur Folge der natiir-
lichen Zahlen, wenn der Divisor im Dividen-
den aufgeht, z.B. bei 8:4. Ist diese Voraus-  Abb.2. Der N dieser Gewi idwerk-
setzung nicht erfiillt, so ist das Dividieren im zeuge betragt § Zoll.

Bereiche der natiirlichen Zahlen nicht ausfiihr-

bar, z. B. bei 7:5. Wenn jeder Quotient zweier Zahlen in der Zahlenreihe enthalten sein
soll, muB die Folge der natiirlichen Zahlen durch neue Zahlen erginzt werden. Diese neuen
Zahlen stellt man folgendermafen her. Man teilt die Einheit der natiirlichen Zahlen, die 1, in
so viele gleiche Teile, wie jeweils der Divisor angibt, und nennt jeden einen Bruchteil der
Einheit. Der zu dem Divisor 7 gehorende Bruchteil der Einheit ist % (gelesen: ein Siebentel).
Aus ihm entstehen die neuen Zahlen, indem man fiir 1 der aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen setzt, z. B.

Diese neuen Zahlen werden Briiche genannt. Um also die Division stets ausfiihren zu kénnen, ist
man gezwungen, gebrochene Zahlen einzufiihren.

Jeder Quotient kann als Bruch geschrieben werden, 3 : 8 = . Den Dividenden nennt
man Zihler, den Divisor Nenner des Bruches. Der Bruchstrich hat dieselbe Bedeu-
tung wie das Divisionszeichen; er ist das Kennzeichen eines gemeinen Bruches.
Gemeiner Bruch
5 _Zahler, er zihlt die Anzahl der Teile (drei)

) “Nenner, cr nennt die Art der Teile (Achtel)
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Nenner stehende Faktor 2 ist also weggefallen. Auch bei anderen Briichen werden
zur Vereinfachung der Bruchform Faktoren weggelassen, die dem Zihler und dem
Nenner gemeinsam sind.

Der Bruchwert bleibt unverindert, wenn Zihler und Nenner durch dieselbe Zahl divi-
diert werden.

Der Bruch wird dabei um die sowohl im. Zihler als auch im Nenner als Faktor
enthaltene Zahl gekiirzt. Dic Zahl wird Kiirzungsfaktor genannt.

Kiirzen heiBt, Zahler und Nenner durch die gleiche Zahl dividieren.

Erweitern

Beim Wettlaufen ging der beste Liufer ; Sekunde vor dem zweiten durch das Ziel.
Diesem folgte der dritte Laufer {% Sekunden spiter.

Das Vergleichen der Zwischenzeiten wird durch die Verwendung gleichnamiger
Briiche erleichtert. Sagt man deshalb fiir ; Sekunde hier 150 Sekunde, so wird der
Unterschied der Zwischenzeiten besonders gut deutlich.

Wie der Bruchwert l%durch Kiirzen mit 5 die Form : annimmt, so entsteht aus %
die Form f:), wenn zugleich Zihler und Nenner mit 5 multipliziert werden.

Bei jedem Bruch veriindert sich nur die Form, nicht der Wert, wenn man Zihler und
Nenner mit derselben Zahl multipliziert. Diese Verinderung der Bruchform nennt
man Erweitern, dic Zahl selbst Evweiterungsfaktor.

Erweitern heiBt, Zahler und Nenner mit der gleichen Zahl multipli-
zieren. Der Bruchwert bleibt beim Erweitern unverandert.
Das Erweitern ist stets ausfithrbar, das Kiirzen nur, wenn Zihler und Nenner gleiche
Faktoren enthalten.

Auf den Hauptnenner bringen

Ungleichnamige Briiche, deren Werte zu vergleichen sind, werden durch Erweitern
gleichnamig gemacht. Sollen z. B. die Briiche

3
0

7 1
8" 1

>

der GroBe nach geordnet werden, so wird zunichst jeder so erweitert, daf alle Briiche
denselben Nenner erhalten. Er muB ein gemeinsames Vielfaches der einzelnen Nenner
sein, z. B. ihr Produkt 4 - 6 - 8 -15= 2880. Da dies jedoch bei der Berechnung im all-
gemeinen zu unnétig groBen Zahlen fiihrt, wihlt man das kleinste gemeinsame Vielfache.
Das ist die kleinste Zahl, in der alle einzelnen Nenner enthalten sind. Sie wird Haupt-
nenner genannt.

Gewohnlich erhilt man den Hauptnenner dadurch, daB man priift, welches Viclfache
des groBten Nenners die iibrigen Nenner enthilt.
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Der groBte Nenner des Beispiels ist 15, aufeinanderfolgende Vielfache von 15 sind
2.15=30, 3-15=45 4-15=60 usf;

8.15 =120 ist das kleinste Vielfache von 15, in dem die einzelnen Nenner des Bei-
spiels aufgehen. Man erhilt so 120 als Hauptnenner.

Es ergibt sich

.30

S = (Erwciterungszahl 30),
»

.

6 120 ( » 20),

7' Z 105

t=g « . .
Ew

i1 =

5 =12 ( o 8).

Nun lassen sich die gegebenen Briiche der GréBe nach ordnen:

u. 3. 5. 7

' 4’ 6’ 8
Sind Zahlen gegeben, fiir die man das kleinste gemeinsame Vielfache nicht unmittel-
bar erkennt, so geht man folgendermaBen vor.
Die gegebenen Zahlen sind entweder nur durch 1 und durch sich selbst teilbar und
heiBen dann Primzahlen, oder sie sind Vielfache anderer Zahlen und kénnen dann als
Produkte von Primzahlen dargestellt, d.h. in Primfaktoren zerlegt werden. Fiir die

Nenner der Briiche 3, 2, 7 1 ergibt das Zerlegen in Primfaktoren
4==93,
6=2-3,
8=29,
15=3-5.

In dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Nenner miissen die hchsten Potenzen
der in den Nennern auftretenden Primzahlen als Faktoren enthalten sein.
Als kleinstes gemeinsames Vieltaches entsteht

23.3.5=120.
¢) Rechenregeln
Die folgenden Regeln gelten in gleicher Weise fir Rechnungen, die mit Briichen, und
fiir Rechnungen, die mit ganzen Zahlen ausgefithrt werden, wenn man sich letztere

als Briiche mit dem Nenner 1 vorstellt (vgl. S. 17, uneigentliche Briiche). Kommen
gemischte Zahlen vor, so sind diese in unechte Rriiche umzurechnen.

Addieren und Subtrahieren

Die Summe oder Differenz gleichnamiger Briiche ist ein Bruch mit demselben
Nenner, dessen Zihler durch Addieren oder Subtrahieren der einzelnen Zihler ge-
wonnen wird.
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Ungleichnamige Briiche als Glieder von Summen oder Differenzen miissen vor
dem Addieren oder Subtrahieren gleichnamig gemacht werden, indem man sie in der
auf S. 18f. angegebenen Weise auf den Hauptnenner bringt.

1. Beispiel: ot

Hier geht der klcinere Nenner in dem mit 2 multiplizierten gréBeren Nenner auf, der
Hauptnenner ist also 36.

r=a §=10
127 36’ 18 36
7,6 _2,10_3

12718 56T 36 38

2. Beispiel: 3+£=%+110=¥3+1%=

Die Verwandlung einer gemischten Zahl in einen unechten Bruch ergibt sich also
i e a 7 _ 8

durch Ausfithren der Addition: 317) =3+ 5=

Multiplizieren

Bei der Multiplikation von Briichen ist die fiir das Multiplizieren ganzer Zahlen gegebene Er-
klarung (vgl. S.10) verwendbar, wenn der Multiplikator eine ganze Zahl ist. Esgilt dann

+24+2=

Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert, indem man seinen Zahler mit der ganzen
Zahl multipliziert und den Nenner beibehalt.

Sind nur Briiche die Faktoren eines Produktes, so macht sich cine Erklirung nétig,
wie fiir diesen Fall das Multiplizieren auszufiihren ist; sie muB so beschaffen sein,
daB sich auf jeden Fall in der Praxis damit etwas
anfangen LiBt: man berechnet beispiclsweise die
: Fliche eines Rechtecks, dessen Seiten 5und 8 Lin=
: : geneinheiten messen, indem man 5 und 8 mit-
g cinander multipliziert; es ergeben sich 40 Flichen-
o - einheiten. Messen die Seiten eines Rechtecks
T 2 und ';' Lingeneinheiten, dann soll sich natiirlich

—i

5
die Fliche eines Rechtecks in gleicher Weise da-
durch ergeben, daB man % und % miteinander

multipliziert.

Abb.3 zeigt ein Quadrat mit einer Lingeneinheit
Abb.3. Der Flacheninhalt eines Rechtecks )]s Seite. Es umschlieBt demnach eine Flichen-
wied durch das Produkt der beiden Seiten . . .

bestimmt. einheit.
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Die waagerechte Quadratseite ist in 5, die senkrechte in 8 gleiche Abschnitte ge-
teilt. Die durch die Teilpunkte gehenden Waagerechten und Senkrechten zerlegen
das Quadrat in 40 deckungsgleiche Rechtecke. Jedes dieser Rechtecke ist demnach
ﬁ des Quadrats und hat %} Flacheneinheit als Flacheninhalt.

Die graue Rechtecksfliche mit den Seiten 2 und [ enthilt 21 Rechtecke mit je

ﬁ) Flacheneinheit Inhalt, hat also f% Flacheneinheiten Inhalt.

Da 3-7=21, 5.8 =40 ist, gilt

Allgemein gilt:

Das Produkt gemeiner Briiche ist ein neuer Bruch. Sein Zahler wird gewonnen, indem
man alle Zahler multipliziert, sein Nenner, indem man alle Nenner multipliziert.

Py

1. Beispiel: 3

ol 2D
7 8.7 2

2. Beispiel (Ganze Zahl als Bruch mit Nenner 1 schreiben!):

5 4

4

5. Wir erkennen:

1 Wird ein Bruch mit seinem Kehrwert

o multipliziert, so ergibt sich 1.
Dividieren

Das Dividieren mit Briichen kann auf das Dividieren mit ganzen Zahlen zuriick-
gefiihrt werden.

. . 3 .
Beispiel: 5 : ist zu berechnen.

Man erweitert diesen Quotienten mit dem Produkt 5 -8 = 40 aus dem Nenner 5

- 3 ' o "
des Dividenden  und dem Nenner 8 des Divisors ;.

Man erhilt, weil sich beim Erweitern der Wert des Quotienten nicht dndert,

3.7 _ 3-40 7-40 L 24
T ="5 '—"_(3'8)'(7'5)*5'
also auch

8 _ 24

3. 24
~— 5 7 35
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16 9 693 487 4 9 5
ta -y Pmx—wm  9l-yn d2-g

3 1 i 7 9 5 12
5.2) 6 — 4, b Bz—m )6, —4, d8-—7-

6. Auf unebenem Gelinde waren die Ziegel unsachgeméfB gestapelt. Beim Abtransport der
Ziegel zum Arbeitsplatz der Maurer stiirzten einige Stapel um. Durch diese Stockung im
Materialnachschub erreichte die Maurerbrigade nur g ihrer sonstigen Tagesleistung (11900
Ziegel). Wieviel Ziegel wurden an diesem Tage verlegt?

4 1 5 3 7 11 3 8 T 2 5 19

M gtptetsteta Prtptptitots
5 5 4 13 19 9 3 3 5 17 11 5
Iptetstutntn Pstetotutate

8. Ein Personenkraftwagen verbrauchte vor der Generaliiberholurg 14% 1 Kraftstoff je 100 km
Fahrt. Danach verbraucht er nur noch 11% 1je 100 km Fahrt.

Wieviel Liter Kraftstoff werden durch die Generaliiberholung fiir je 100 km eingespart?

s 2 2.2 n_s ‘Hpd_4
9")3 2 l’)s 9 T d)s 15
5__ 8 7_ % 1 20 33
0.2 5—5 D~ v Ve

11. Die Leistung, die ein Elektromotor aufnimmt, betragt 13 kW. Wieviel Kilowattstunden
verbraucht der Motor in einer Woche (6 Tage), wenn er téiglich 8 Stunden lauft?

12.0) .13 b) 215 DR 4752

13.a) 2. 48 b) 2. 54 72 d 85. 2

14. Die stiindliche Produktion eines Schraubenautomaten betragt 1} kg Muttern M3. Wie
groB ist die Produktion in 8% Stunden?

9 7 15 12 18 90 4 5 11 9
Ba) ;5 Wy 9% nn P7sn
LY ) 82 6 2 1,121
16..) 85 55 b) 54 56 c) 30 72 80 d) 12 13 14

17.Eine elektrische Handbohrmaschine verbraucht in 3 Stunden 2} kWh. Wie groB ist ihre
Leistung (Energieverbrauch in 1 Stunde)?

18. Fiir die Anfertigung von 25 Fliigelschrauben wurden 6} Stunden benétigt. Wieviel Zeit war
fiir die Fertigung einer Fliigelschraube erforderlich?

19.a) ;j;’:45 b) ‘13 c)f}":n ‘d)%:m

20.1)%:14 b)el.l:G e):—:‘;:l(i d)lle:B

21.a) 65:3 b) 95: 7 ) 56:32 -
2 21 3 1.1

22.a) 3 %' c)135 o
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2

6, 1428 gal g2 148 44,1 8.4y gl6
23.0) 482 024 —177 154635052 b) (34.16 4 .11) 8

3,95 5.45 51.164).11
(7-91-2—612.16 54'165) 15

c)
(o2 +afa—12

3. Dezimalbriiche

In vielen Berufen, besonders in der metallverarbeitenden Industrie (z. B. Dreher,
Friiser, Feinmechaniker), wird die Schraublehre benétigt. Mit ihr kénnen Lingen
bis auf hunderstel Millimeter genau gemes-
sen werden. Abb.4 zeigt eine Schraublehre
fiir den MeBbereich von 150mm bis 175mm.
Man liest z. B. fiir den Durchmesser eines
Werkstiickes an der MeBhiilse 160 mm, an
der Trommel ;::J mm ab. Das Ergebnis
schreiben wir ,,160,35 mm‘.

Briiche, deren Nenner Potenzen von 10
sind, heilen Dezimalbriiche. Fiir sie wird
(durch die Stellenwertordnung des deka-
dischen Zahlensystems) die besondere

Schreibweise unter Verwendung des Kom-
ADbb. 4. Fiir den Durchmesser des gemessenen Werk- iy P s s
stilcks lesen wir an der Schraublebre 160,35 mm ab; ~ Mas ermoglicht, dic das Rechnen mit
der MeBbereich dieser Schraublehre liegt zwischen D(‘7ima]briichcn meist einfacher als das

150 mm und 175 mm. ’ = L =
Rechnen mit gemeinen Briichen gestaltet.

Mit wenigen Ausnahmen. sind unsere gesetzlich festgelegten MaBeinheiten dezimal unterteilt
und ihre nach dem Dezimalsystem fortschreitenden Vielfachen und Bruchteile mit besonderen
Benennungen verschen. Es ist z.B.

Im = 10dm= 100cm = 1000 mm,
1km? =100 ha =10000a =1 000000 m?,
1t = 10dz = 1000 kg,

1e =100° =10 000°¢,

a) Stellenwert im dekadischen Zahlensystem

Die Zahl 742 enthilt 7 Hunderter, 4 Zehner, 2 Einer. 7, 4 und 2 sind die Ziffern der
Zahl 742.

Jede Ziffer einer Zahl hat auBer ihrem Nennwert noch einen Stellenwert.

Im dekadischen Stellenwertsystem ist die Einheit einer Stelle das Zehnfache der Ein-
heit der rechten und ein Zehntel der Einheit der linken'Nachbarstelle. Deshalb kommt
man beim schriftlichen Darstellen von Zahlen mit den zehn Ziffern

1,2, 3,4,5,6,7,89,0
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Die von den Indern stammende Schreibweise der Zahlen im dekadischen Stellenwert-
system war etwa im 13. Jahrhundert den gelehrten und klosterlichen Kreisen Euro-
pas bekannt geworden. Es lag jedoch noch kein praktisches Bediirfnis vor, diese
Schreibweise einzufiihren, und man rechnete vorerst weiterhin mit rémischen Ziffern. .
Erst die starke Ausbreitung des Handels nach den Kreuzziigen erforderte eine bes-
sere, schnellere Zahlenschreibweise, als es mit den rémischen Ziffern moglich war.
Die Ziffernfolge setzen wir nun nicht nur nach links, sondern auch nach rechts fort.
Von der Einerstelle ausgehend, haben wir dann fiir die Nachbarstellen die Stellen-
werte Zehner bzw. Zehntel, fiir die {iberndchsten Stellen die Stellenwérte Hun-
derter bzw. Hundertstel usw. Die Einerstelle kennzeichnen wir durch ein Komma.

= Tausender
~I Hunderter
w Zehner
N Einer

w

Hundertstel @
Tausendstel »

Zehntel

Da die Stellenwertordnung iiber die Einerstelle hinaus nach rechts fortgesetzt wird,
koénnen Briiche mit den Nennern 10, 100, 1000 usw. in die Schreibweise des dekadi-
schen Zahlensystems eingeordnet werden, indem lediglich ihre Zahlerziffern in die
entsprechenden Stellen eingesetzt werden. Wir haben also

3 % =35 (gelesen: drei Komma fiinf)

62 —6,25 (gelesen: sechs Komma zwei fiinf)
% =03 (gelesen: null Komma drei)
B - . i
T 0,05 (gelesen: null Komma null finf)

ﬂ% = 0,028 (gelesen: null Komma null zwei acht)

usw.
Umgekehrt ist:  25,417= 25 + £ 4 L4 [T 954 47
3 8 1 _ s .
0.381 = & + 1 + 1o = 100 0.006 = g5
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Der Divisor ist ein Dezimalbruch. Enthalt der Divisor ein Dezimalkomma, so
verwandelt man ihn durch Erweitern des Quotienten mit einer geeigneten Potenz
von 10 in eine ganze Zahl und fithrt danach dje Division aus.

0,9789 _0,9789-10 9,789

08780 1.3 ==+ 20003

5 = I3 T = g = 9789:13

9,789 :13 = 0,753
68
39
0
Die Division gehtauf, und es ergibt sich eine endlicher Dezimalbruch, wenn die aus der Ziffern-
folge des Divisors bestehende Zahl auBer den Faktoren 2 und 5 nur solche Primfaktoren ent-
hilt, die auch in der aus der Ziffernfolge des Dividenden gebildeten Zahl als Faktoren enthalten
sind:
0,168 : 10,5= 1,68 : 105
1,68: 105 = 0,016
630

0
Dividend 2168 = 23.3.7

Divisor 2105=15 .3.7

Die Division geht auf, da die Faktoren 3 und 7 der Zahl 105 auch in der Zahl 168 enthalten
sind.
Geht die Division nicht auf, so ergibt sich ein Dezimalbruch, dessen Ziffernfolge beliebig
weit fortsetzbar ist. Das ist der Fall, wenn die aus der Ziffernfolge des Divisors bestehende
Zahl auBer den Faktoren 2 und 5 Primfaktoren enthalt, die nicht gleichzeitig Faktoren der
aus der Ziffernfolge des Dividenden bestehenden Zahl sind :
16,8 :1,65 = 1680 : 165
1680:165 =10,1818. ..
300
1350
300
1350

Dividend £168=23.3. 7
Divisor 2£165=15 .3.11

Die Division geht nicht auf, da der Faktor 11 der Zahl 165 nicht in der Zahl 168 enthalten ist,

¢) Runden

Wieviel Ziffern hinter dem Komma eines Dezimalbruches fiir das Rechenergebnis
Bedeutung haben, richtet sich nach der geforderten oder moglichen Genauigkeit. Oft
geniigen wenige Stellen. Man fiithrt eine Berechnung nicht mit mehr Dezimalstellen
aus, als nétig ist. Soll eine Summe auf zwei Dezimalstellen genau berechnet werden,
so kann man die Summanden vor dem Zusammenzahlen auf drei Dezimalstellen run-
den. Man rundet oder kiirzt die Dézimalzahl dann nach folgenden Rundungs-
regeln ab:
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1. Ist die erste weggelassene Ziffer kleiner als 5, so bleiben die mitgefiihrten Ziffern
unverandert.
Beispiel: Kiirze auf 2 Dezimalstellen ab! 3,14159 =~ 3,14

2. Ist die erste weggelassene Ziffer groBer als 5, so wird die vorangehende Ziffer um
1 erhoht.

Beispiel: Kiirze auf 4 Dezimalstellen ab! 3,14159 =~ 3,1416

3. Ist die erste weggelassene Ziffer eine 5, so wird die letzte mitgefihrte Ziffer er-

hoht, wenn der 5 Ziffern folgen, die von Null verschieden sind.

Folgen der 5 nur Ziffern Null, so pflegt man die letzte mitgefithrte Ziffer nur dann

um 1 zu erhohen, wenn sie ungerade ist. Die Zahl endet dann immer mit einer ge-

raden Ziffer.

Beispiel: 0,47 5123 ~ 0,48
3,26 5001 ~

;, =0,125000. .. =~ 0,12

—==0,175000... =~ 0,18
10

Kennzeichnung der letzten Ziffern

Beim Abkiirzen der Zahl 3,146 auf Zehntel erhilt man verschiedene Resultate, je
nachdem, ob man unmittelbar auf Zehntel oder erst auf Hundertstel und dann auf
Zehntel abrundet:

3,146 =~ 3,1

3146 =315 =32

Will man die hier vorliegende Zweideutigkeit vermeiden, so muB man jede nach dem
Runden als letzte mitgefithrte Ziffer auftretende 5 so kennzeichnen, daB man ihr an-
sieht, ob sie durch Aufrunden oder durch Abrunden entstanden ist. Dabei ist fol-
gende Kennzeichnung fiblich: Ist die 5 durch Aufrunden aus der 4 entstanden, so
wird sie tberstrichen. Man setzt iber sie einen Punkt, wenn die nachfolgenden
Ziffern abgeworfen sind. Beim weiteren Runden sicht man nun die 5 als eine Zahl
an, die kleiner als 5 ist und 5 als eine Zahl, die gréBer als 5 ist.

56149 =~ 5615 ~ 5,61
70651 =~ 7,065 ~ 7,07.

AUFGABEN
1.a) 20,047 + 0,806 + 37 4 6,02 4 0,089 41,23 419,765 4 5,043

b) 4,78 -+ 0,0066 + 5,947 4- 16,039 4 0,8714 4 6,7089 4 4,56 4 26,5192
©) 0,47 + 2,084 + 6,09 + 42,623 + 1,41 - 0,587 4 4,308 + 2,603

2.Vor dem Addieren ist jeder Summand aut 3 Dezimalstellen, das Ergebnis auf 2 Dezi-
malstellen zu runden.
a) 6,3287 + 0,03921 + 0,45035 + 2,87049 + 0,00357
b) 0,07982 + 0,18948 + 2,0065 + 0,9997 + 3,0096
c) 19,80958 +17,58946 - 8,79591 + 2,89996 +10,10269
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3.a) 66,0343 — 31,1475 b) 532,463 — 482,57 c) 0,6032 — 0,06897

4. Mit Parallel-EndmaBen wird der Kontaktabstand eines Unterbrechers gemessen.
Den Abstand fiillen folgende MeBblittchen: Ein MeBblattchen von 0,8 mm, eines von
0,3 mm und eines von 0,25 mm.
Wie grof3 ist der gemessene Kontaktabstand?

5.Tiir eine Bohrung wurden in der Zeichnung NennmaB und Toleranz angegeben. Das MaB
lautet: 30+9.9, Bestimme das GréBtmaB der Bohrung!

6. An einem Wohnhaus ist eine Blitzschutzanlage (Blitzableiter) anzubringen. Die verzweigte
Dachleitung hat die Streckenlangen 19,15 m, 2,05 m, 6,85 m, 3,08 m und die Gebdude-
leitung die Streckenlingen 4,36 m, 11,24 m, 2,85 m, 11,3 m. Wie viele Meter verzinkter
Rundstahl werden fiir die Anlage bendtigt ?

7.1Im Laboratorium eines Schmelzwerkes wird tir Versuchszwecke eine Legierung Rg 4 (Rot-
gul mit 49, Zinngehalt) zusammengestellt. Die Legierungsbestandteile sind :
117,6985 g Cu (Kupfer); 5,058 g Sn (Zinn); 2,520 g Zn (Zink) und 1,2645 g Pb (Blei).
Wieviel wiegt das Legierungsstiick?

8. Der Durchmesser einer Welle soll nach der Zeichnung 50~%% betragen.
Wie groB ist das KleinstmaB der Welle?

9.1In jede Ecke einer quadratischen AbSchluBplatte von 110 mm Seitenlinge wurde ein Loch
von 3,2 mm mit einem Randabstand von 5,5 mm gebohrt. Der Kontrolleur miBt mit der
Schieblehre den Abstand zwischen den beiden inneren Bohrlochwinden parallel zur Plat-
tenkante. Wie groB muB dieser Abstand sein?

10.a) 486- 0,879 b) 0,00785 - 9672 €) 0,056 - 0,350,475
11.a) 5275,31: 937 b) 30950,4: 768

©) 41,586: 478 d) 0,567: 756
12.a) 494,887: 7,31 b) 0,211491:0,0373

c) 0,45:0,576 d) 87:2,32

13.a) 601,92 — 200,64 : (246,08 — 1 93,28)
b) (10,6927 4 63,3973) : (9,0234 — 8,6359) 4 0,1158: 0,000375

14. Fiir einen Arbeitsauftrag werden folgende Mengen Stahl benotigt :

Lange in m ! i | A in mm Gewicht in kp/m

a) 14,25 Bandstahl 95.3 2,237
b) 8,75 R 20- 4 0,628
c) 8,05 . 170 - 4 5,338
d) 4,65 Flachstahl 20-18 2,826
) 5,70 5 32.12 3,014
f) 0,65 5 120- 6 5,652
2 0,08 101 0,079
h) = 12,05 Rundstahl 34 g 7,127
i) 0,55 0 325 o . 651,218
k) 7,60 Winkelstahl 35-35-4 2,1

1 0,35 - 65-100.7 8,77
m) 3,95 - 100 - 200 -10 23,0

1. Wieviel wiegt jede Profilsorte?

2. Wieviel wiegt das gesamte benotigte Material?

30



15. Auf einem Stiick Flachstahl von 28000 mm Linge sollen 13 Lécher angerissen werden, so-
daB ihre Mitten unter sich und die Mitten der beiden duBeren Licher von den Enden glei-
che Entfernungen haben. Wie groB ist der Abstand von Mitte zu Mitte Loch?

16. Der Sachbearbeiter fiir technisch begriindete Arbeitsnormen eines volkseigenen Betriebes
legt mit Aktivisten eine Arbeitsnorm fest. Fiir die Fertigung von 12 Arbeitsstiicken wer-
den folgende Zeiten gemessen: .
fiir Maschinenzeiten 273,5 min; fiir Handzeiten 164,3 min; fiir Verlustzeiten 62,6 min.
Wie hoch liegt der Preis des Arbeitsstiickes in DM, wenn fiir eine Stunde Arbeitszeit
ein Grundlohn von 1,10 DM und ein Leistungszuschlag von 0,22 DM festgesetzt wird?

17. In einer Schafzuchtgenossenschaft ist folgende Regelung getroffen worden: fiir jedes Schaf
ist vom 10. Tage nach der Geburt an 0,10 DM Haltungsgeld zu zahlen. Das Deckgeld be-
tragt je geborenes Lamm 5,— DM.

Wieviel DM hat ein Bauer jihrlich zu zahlen, der 5 Mutterschafe in der Genossenschaftsherde
hat, von denen geboren wurden:

1) am 18. 3. Zwillinge
2) am 20. 3. 1 Lamm
3) am 10. 4. 1 Lamm
4) am 15. 4. 1 Lamm
5) am 12. 4. Zwillinge ?

18. Zur Bekimpfung des Kartoffelkifers verwendet man meistens 35 kg/ha Stiube-Gesarol oder
8001/ha 0,49 iges Spritzgesarol.

a) Berechne die Menge Stiube- oder Spritz-Gesarol, die fiir 14,32 ha Kartoffelanbaufliche
benétigt wird!

b) Welche Unkosten entstehen (ohne das Spritzen), wenn 1 kg Stiube-Gesarol 1,10 DM und
1 kg Spritz-Gesarol 2,05 DM kosten ?

19. Ein Chemiefacharbeiter soll 187,51 Salzsiure (HCI) in TongefiBe abfiillen. Wieviel GefaBe
benétigt er, wenan 1 GefiB 7,51 faBt?

20. Der VEB Fahrzeugausriistung Berlin stellt Spezialbatterien fiir Zugbeleuchtung her. Bei
Reihenschaltung von 86 dieser alkalischen Elemente ergibt sich eine Gesamtspannung von
110 V. Wieviel Volt erzeugt jedes Element ?

21. Ein landwirtschaftlicher Betrieb verbraucht in einem Jahr (365 Tage) fiir 2 Pferde 2190 kg
Streustroh, fiir 12 Rinder 17 520 kg und fiir 16 Schweine 4940 kg.
Wieviel Kilogramm Stroh werden téglich je Tier der einzelnen Tierarten eingestreut?

22.1m Jahre 1950 entfielen in der DDR auf 10 000 Einwohner 15, im Jahre 1956 36,3 Stu-
denten. In Westdeutschland waren es 23,6 und 26,8 Studenten.
Wieviel mehr Studenten als in der DDR entfielen 1950 in Westdeutschland auf 10 000 Ein-
wohner und wieviel weniger im Jahre 1956?

23.Vier Schaltstufen hat ein stationdrer Elektro-Lufterhitzer, der im VEB Elektrowdrme
Débeln gefertigt wird. Er wird an 380 V Drehstrom angeschlossen und nimmt bei den ver-
schiedenen Schaltstufen die Leistungen 6, 12, 18 und 24 kW auf. Welcher Strom flieBt bei

N

den genannten Leistungen ? (] = T

24. Bei der Renovierung eines Lichtspieltheaters ist der Vorraum neu zu verputzen. Das Aus-
maB der Wandflichen ergibt 315,60 m*. Fir die Wandofinungen sind folgende Einzelflich
abzuziehen: 3,35 m?; 2- 3,80 m® und 12,50 m®.
Wie gro8 ist die Putzfliche im Vorraum?
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25. Zum Bau eines Rinderoffenstalles werden 306,05 m® Mauerwerk benétigt. Der Preis fiir 1 m®
Mauerwerk betragt 18,65 DM.
Wieviel DM muB die LPG fiir das Mauerwerk des Stalles aufbringen ?

26. Mauerwerk aus Hochlochziegeln ist durchschnittlich 1,20 DM je m? billiger als Mauerwerk
aus Vollziegeln. Wieviel DM Baukosten werden bei einem Wohnhaus mit 300 m3 Mauer-
werk eingespart, wenn Hochlochziegel statt der urspriinglich vorgesehenen Vollziegel ver-
legt werden ? ’

27.1n 8 Stunden kénnen zwei Maurer eine Ziegelwand mit 3,5 m* Rauminhalt auffithren. In der
gleichen Zeit montieren zwei Arbeiter eine Wand aus GroBblécken mit 25 m® Rauminhalt.
a) Wieviel Kubikmeter Ziegelmauerwerk errichten zwei Maurer in einer Arbeitswoche (48
Stunden) ?
b) Wieviel Kubikmeter Mauerwerk aus Grofiblocken kénnen zwei Montagearbeiter in der glei-
chen Zeit herstellen ?

28. Um cine sumpfige Wiese zu entwissern, wird eine Drinage angelegt. Dazu werden fiir den
Hauptstrang 185 Réhren mit einem Durchmesser von je 12cm und fiir die Seitenstringe
850 Rohren mit je 6 cm Durchmesser gebraucht.

Wieviel laufende Meter Rohrenstringe miissen verlegt werden, wenn jede Réhre 35 cm lang
ist?

29. Ein sowjetischer Thermoelektrogenerator TGK-3 setzt die Wirme einer Petroleumlampe in
elektrische Energie um. Er dient als Spannungsquelle fiir Rundfunkgerite. Er liefert eine
Heizspannung von 1,8..-2,2 V bei 0,5 A oder 1,1-..1,4 V bei 0,52 A. Zwischen welchen Gren-
zen liegt die von dem Thermoelektrogenerator abgegebene Leistung? (N = U - J)

30.1m TInstitut fir Hochspannungstechnik der Hochschule fiir Elektrotechnik Ilmenau wurde
ein Bandgenerator fir 2,4 MV und 1 mA gebaut. Welche Leistung kann der Generator ab-
geben? (N=U- J)

31. Merino-Fleischschafe bringen jéhrlich 4 bis 5 kg Wolle mit AB-Feinheit und einem Rein-
wollgehalt von 359,.
Wieviel Kilogramm Reinwolle werden von 260 Merino-Fleischschafen im Jahre gewonnen,
wenn im Durchschnitt je Schaf 4,5 kg Wolle anfallen ?

32. Verteile 157,5 kg Kunstdiinger auf 3 Girten, die 8a, 12,52 und 9,5a groB sind!

33. Eine im VEB Lokomotivbau Elektrotechnische Werke Hennigsdorf entwickelte Giiterzug-
lokomotive 120t Co— Co besitzt sechs ReihenschluBmotoren mit einer Leistung von je
y 7

N
530 kW. Welcher Gesamtstrom flieBt bei einer Fahrdrahtspannung von 3000 V? (] = —U)

34.1n der Ruminischen Volksrepublik wird ein Umformer fiir Hochfrequenzerwirmung gebaut.
Er besteht u. a. aus einem Asynchronmotor, der 130 kW abgibt. Sein Wirkungsgrad betrigt

N,
0,9. Wie groB ist die von dem Motor aufgenommene Leistung ? (.\"z‘l = %’)
35. Eine im VEB Transformatoren- und Réntgenwerk Dresden entwickelte Wechselspannungs-
priifanlage gibt eine Drehstromscheinleistung von 4950 kVA ab. Welcher Strom flieBt bei

N
der Spannung von 1,3 MV ? (] =

36.1n ciner Lehrwerkstatt befinden sich 17 Arbeitsplitze. Uber jeden Arbeitsplatz wirkt als
Oberlicht eine Leuchte mit einer Gliihlampe von 75 Watt Leistung. In der einstiindigen Mit-
tagspause werden die Leuchten nicht abgeschaltet. Wieviel DM spart der Betrieb in einem.
Jahr (360 Tage) ein, wenn in der Mittagspause die Leuchten abgeschaltet werden ? (1 kWh
kostet 0,08 DM). .
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B.RELATIVE UND ALLGEMEINE ZAHLEN

1. Relative Zahlen

Temperaturen kénnen iiber oder unter dem
Gefrierpunkt des Wassers liegen (Abb. 5),
Geldbetriage entweder ein Vermogen oder
cine Schuld sein. Gelindepunkte liegen iiber
oder unter dem Meeresspiegel. Geographi-
sche Breiten werden vom Aquator aus nach
Norden oder Siiden gezéihlt. Schnelldréher
spannen den Drehstahl so ein, daB der Span-
winkel gegeniiber dem Freiwinkel und dem
Keilwinkel entgegengesetzt zu zéiihlen ist.
Um Grofen zu zihlen, die wie die genann-
ten in gegenseitiger Beziehung stehen, wird
die Reihe der natiirlichen Zahlen zweimal
gebraucht. Die eine Reihe zihlt z. B. die
Temperaturgrade iiber, diezweitedieunter
dem  Gefrierpunkt. Zur Unterscheidung
dient ein vor die Zahlen gesetztes Vorzei~
chen. Man schreibt +-20° und spricht ,,plus
20°* fir 20° i ber dem Gefrierpunkt, —20°
(minus 20°) fir 20° unter dem Gefrier-
Abb. 5. Am Thermometer ist das Ablesen noch maglich : " :
wenn die Temperatur unter den Nullpunktsinkt. ~ punkt. Da sich die Vorzeichen von den
Rechenzeichen fiir Addition und Subtraktion
nicht unterscheiden, ist auf die verschiedene Bedeutung zu achten. Man erhilt die
urspriingliche Zahlenreihe als Reihe der positiven Zahlen, die zweite Zahlenreihe als
Reihe der negativen Zahlen. Gewdhnlich verwendet man bei positiven Zahlen das
Vorzeichen nur, wenn der Gegensatz besonders hervorgehoben werden soll, betrach-
tet also die Angabe 20° als gleichbedeutend mit + 20°.
Wir erweitern damit den Zahlenbereich. Die Unterscheidung von positiven und
negativen Zahlen erlaubt, die Wirklichkeit besser zahlenmiBig zu erfassen, weil
auch gegenseitige Bezichungen bestimmter Art wiedergegeben werden kénnen.
Weil in Zahlen, die mit einem Vorzeichen versehen sind, solche Beziehungen zum
Ausdruck kommen, nennt man sie auch relative!) Zahlen. Dic vorzeichenlose Zahl,
die den zwei entgegengesetzten relativen Zahlen gemeinsam ist, bildet den absoluten 2)
Wert (Betrag) der relativen Zahl. Die Zahlen + 20 und — 20 haben also den absoluten
Wert 20, die Zahlen + 3,5 und — 3,5 den absoluten Wert 3,5.

Als relative Zahl wird in der Metallbearbeitung die GroBe des Spanwinkels ausgedriickt.
Werkzeuge mit positivem Spanwinkel haben im allgemeinen schneidende, Werkzeuge mit
negativem Spanwinkel schabende Wirkung.

1) lat. relatio ,, Beziehung'*.

2) lat. absolutus ,,losgelost' .
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a) Vom Zahlenstrahl zur Zahlengeraden

Ist die Temperatur in einem Kithlschrank, die anfangs der AuBentemperatur 18°C
gleich war, durch die Wirkung der Kéltemaschine um 10°C gefallen, so ergibt sich als
neue Temperatur 18°C —10°C = 8°C. Der Differenzwert ist eine natirliche Zahl. Bei
einem Temperaturriickgang um 18°C kommt die Temperatur im Kihlschrank auf
18°C — 18°C. Dieser Differenzwert gehort nicht mehr zu den natiirlichen Zahlen, man
schreibt dafiir 0°C. Sinkt die Temperatur weiter, insgesamt etwa um 24°C, so wire die
Endtemperatur durch 18°C — 24°C zu errechnen. Diese Subtraktion kann im Gebiete
der natiirlichen Zahlen nicht ausgefiihrt werden. Die Temperaturskala wird unterhalb
des Nullpunkts in derselben Weise fortgesetzt, in der sie oberhalb des Nullpunkts
festgelegt ist. Die Endtemperatur wird als 6°C unter Null oder als —6°C bezeichnet.
Nachdem die Reihe der natiirlichen Zahlen durch
das Anfiigen der Null ergiinzt worden ist, wird der
zur Veranschaulichung der natiirlichen Zahlen
verwendete Zahlenstrahl iiber den Nullpunkt
hinaus zur Zahlengeraden verlingert (Abb. 6).

natiirliche Zahlen

1.2 3
relative Zahlen

b 3 2 -1 0 +1 +2 +3 +4

Abb. 6. Veranschaulichung der natirlichen Zahlen
auf dem Zahlenstrahl und der relativen Zahlen Auf der Zahl den wird die Di llung der

auf der Zahlengeraden relativen Zahlen méglich.

Legt man die Zahlengerade waagerecht, so stellt man auf ihr gewohnlich nach rechts
die positiven Zahlen, nach links die negativen Zahlen dar. Somit ist einem Punkt der
Zahlengeraden, der rechts von einem anderen Punkt liegt, immer die grofere von
beiden Zahlen zugeordnet. Die Richtung nach rechts wird die positive Richtung der
Zahlengeraden genannt.

Der absolute Wert einer relativen Zahl erscheint auf der Zahlengeraden als ihr Ab-
stand vom Nullpunkt. Zwei Zahlen, die rechts und links vom Nullpunkt liegen und
gleichen Abstand von diesem haben, heiBen entgegengesctzt gleiche Zahlen, so sind
z.B. + 5 und — 5 entgegengesetzt gleiche Zahlen.

Im Gegensatz zu den relativen Zahlen der Zahlengeraden nennt man die durch
den Zahlenstrahl veranschaulichten Zahlen auch absolute Zahlen.

Beim Rechnen mit relativen Zahlen treten die Zeichen+ und — einmal als Rechen-
zeichen, einmal als Vorzeichen auf. Um den Unterschied sichtbar zu machen,
schlieBt man die mit einem Vorzeichen versehenen relativen Zahlen in Klammern ein,
schreibt also z. B. (5) + (+7), (—5) - (—3).

b) Addieren

Zur Einfilhrung in das Addieren relativer Zahlen nehmen wir an, daB von zwei
Briidern der eine in einem Falle 5 DM besitzt, in einem anderen Falle 5 DM schuldet,
der zweite in einem Falle 7 DM besitzt, in einem anderen Falle 7 DM schuldet. Alle
Maoglichkeiten, die dabei eintreten kénnen, sind aufzuschreiben, und es ist anzugeben,
was beiden zusammen gehort. Beim Aufschreiben ist Geldbesitz durch das Vorzei-
chen ,,+*, Schulden sind durch das Vorzeichen ,,—** kenntlich zu machen.

Die Losung liBt sich angeben, ohne daB man besondere Regeln fiir das Rechnen mit
relativen Zahlen kennt.
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Die verschiedenen Formen der Summen sind

(+5) + (4+7) = +12; beide zusammen haben 12 DM Geldbesitz;

+d9+ (-T=-—2; ,, . " 2 DM Schulden;
=9+ H+HN=+2; ,, = . 2 DM Geldbesitz;
=9+ =7 =-12; & ,» 12 DM Schulden.

Fir das Addieren relativer Zahlen ergeben sich folgende Regeln:

1. Relative Zahlen mit gleichen Vorzeichen werden addiert, lntl:m man ihre absoluten
Werte addiert und dem S t das i V hen gibt.

|+ (5= (44 5)=
LD+ 0 =—@+6=—8

2.Zwei relative Zahlen mit verschiedenen Vorzeichen werden addiert, indem man ihre
bsol Werte subtrahiert und der Differenz das Vorzeichen der absolut groBeren Zahl gibt.

2+ (-8 =—6
(=5) + (+12) = +7

Der Summenwert ist auch fiir relative Zahlen von der Reihenfolge der Summanden
unabhangig.

¢) Subtrahieren
Da die Subtraktion die Umkehrung der Addition ist (vgl. S. 3), erhilt man z. B.

(+7) — (+5) = (+2), denn (+2), zum Subtrahenden (+5) hinzugefiigt, ergibt den
Minuenden (+7):

(+7) — (=5) = (4-12), denn (+12), zum Subtrahenden (—5) hinzugefiigt, ergibt den
Minuenden (47).

Auch unmittelbare Uberlegung 1iiBt uns dieses Ergebnis als richtig erkennen, wenn
wir wieder positive Zahlen als Geldbesitz (bzw. als ,mehr), negative Zahlen als
Schuld (bzw. als »weniger"') und den Differenzwert als Unterschied anschen, den das
Vermogen von A (erste Klammer) gegeniiber dem von B (zweite Klammer) zeigt.

Es bedeutet
(+7) — (+5)= (+2) A hat gegeniiber B 2 DM mehr,
(+5) — (7 = (—2) A hat gegeniiber B 2 DM weniger,
(=7 —(— 5) = (—2) A hat gegeniiber B 2 DM weniger,

(=5) = {=7)= (+2) A hat gegeniiber B 2 DM mehr,
+7) —(— 5) = (+12) A hat gegeniiber B 12 DM mchr,
(=5) — (+7) = (—=12) A hat gegeniiber B 12 DM weniger,

(+5) — (—7) = (+12) A hat gegeniiber B 12 DM mehr,
(=7) — (+5) = (—12) A hat gegeniiber B 12 DM weniger.
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Als Regel fiir die Subtraktion relativer Zahlen erkennt man:
Das Subtrahieren einer relativen Zahl kann durch das Addi der
gleichen Zahl ersetzt werden.
+7) — (+5) = +7) + (=5)=(+2)
=M= (=8 = =T+ #-5)=(2)
Die Subtraktionsregel zeigt, daB3 z.B.+ (—5) dieselbe Bedeutung wie — (+5) und
+ (4 5) dieselbe Bedeutung wie — (— 5) hat.
So ist auch +7) — (=9) — (+5) + (—8)
=7+ +9)— (+5)— (+8).
Nun entsprechen die positiven Zahlen der Zahlengeraden den natiirlichen Zahlen des
Zahlenstrahls. Man schreibt deshalb zur Abkiirzung der Schreibform an Stelle von
(+9) oft 9. Man erhilt dann
D+ +9) — +5)— (+8)=7+9—-5—-8=3,
Entsprechend ergibt sich
(+2) — (+13) + (—14) — (—15)
= (4+2) = (H13) — (H14) + (+15)
= 2 — 13 — 14 + 156 = 17 — 27
= (+17) — (+27) = — 10.
Nach einiger Ubung 1m Addieren und Subtrahieren relativer Zahlen wird auch noch
die Zwischenzeile, in der alle Glieder als positive Zahlen geschrieben sind, weggelas-
sen. Man rechnet dann z. B.
=5 — =N+ N— (9 + +2)=—-5—-383-T+9+2=—

d) Multiplizieren

Die Aufgabe 3- (+5) mit der natirlichen Zahl 3 als Multiplikator kann in
die Additionsaufgabe (+5) 4+ (+5) 4+ (+5) umgewandelt werden und ergibt (+15).
Dagegen lassen sich Aufgaben wie (+3) - (+5)

oder (—3) - (+5), bei denen beide Faktoren relative 1

Zahlen sind, nicht als wiederholte Addition gleicher 45

Summanden auffassen. r 4,1

Wir erinnfarn \fns, daB wir ir{ ‘der Bfuchrecl.mung das Pro- -75) 1 43 (+15)

dukt zweier Faktoren als Flacheninhalt eines Rechtecks 442

deuteten, dessen Seitenlingen den beiden Faktoren ent- e

sprechen. Diese Vorstellung wollen wir auch jetzt ver- -5 -4 [3-2 7 | +1 +I2 43 ek 5
wenden. " o o_‘ G

In Abb. 7 kann man die Abschnitte (+3) und (4 5) ]

der beiden im gemeinsamen Nullpunkt aufeinander (+15) I (-15)
senkrechtstchenden Zahlengeraden zugleich als Ab- Loy

schnitte 3 und 5 im Nullpunkt beginncnder Zahlen- —

strahlen auffassen. H

Das Rechteck I hat somit den Flachenmhalt . -
3.5= 15, und wir setzen auch (+3) - (+5)= (+15). Abh'-l'vmnﬂ’:ﬁxruzn,ii': oo
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Vermindern wir jetzt den ersten Faktor jeweils um eine Einheit, so ergibt sich

(+3) - (+5) = (+15),

(+2) (+5) = (+10),

1) - (+5) = (+3),
©) 45 =0.

Die Flicheninhalte der Rechtecke werden durch Zahlen ausgedriickt, von denen jede
um 5 kleiner als die vorhergehende ist.

Thre Darstellung auf der Zahlengeraden fithrt durch das Fortsetzen der Produkten-
bildung in den Bereich der negativen Zahlen.

Wir setzen also
(—1)- (+5)= (—95),
(—2)- (+5) = (—10),
(=3)- (+5) = (—19).
Die Faktoren (—3) und (4-5) stellen die Seiten des Rechtecks 1I dar. Sein Inhalt er-

scheint als negative GroBe. Der Inhalt des Rechtecks T wurde durch eine positive
Zahl ausgedriickt. Wir erhalten somit

(3 c¢o=c19 | [ca =19

Wir fahren in analoger Weise in der Produktbildung fort, indem wir den zweiten
Faktor jeweils um eine Einheit vermindern. Das ergibt

(+3) - (+5) = (+15), (~3) (+5) = (~15),
(+3) (4 = (+12), (-3)- -4 = (-12),
() (+1) = (+3), (3 1) = (-3).
“3)- © = O =3 0 = O
+3)- (1) = 3, 3 1= 3,
[+ 3 o=19 ] 9 C9=61)|

Dem Rechteck TV mit den Seiten (4-3) und (—5) wird also der Inhalt (—15), dem
Rechteck IIT mit den Seiten (—3) und (—5) der Inhalt (415) zugeordnet.

Die Festsetzungen lassen sich auch folgendermaBen deuten: Umlaufen wir die vier Rechtecke
vom Nullpunkt aus auf der waagerechten Zahlengeraden beginnend, so liegen die RechteckeI
und III zur Linken, die Rechtecke II und IV zur Rechten. Sie haben paarweise einen ver-
schiedenen ,, Umlaufsinn®, der sich in den paarweise verschiedenen Vorzeichen ihrer Inhalte
widerspiegelt.
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Fir das Multiplizieren relativer Zahlen werden somit folgende Vorzeichenregeln auf-

gestellt:

Multipliziert man zwei relative Zahlen miteinand: die gleiche Vorzeichen haben, so
ergibt sich eine positive Zahl.

Multipliziert man zwei relative Zahlen miteinand die hiedene Vorzeichen haben,
so ergibt sich eine negative Zahl. ~

Bei wiederholtem Anwenden dieser Regel erkennt man, dafB3 ein Produkt, aus mehr

als zwei

relativen Zahlen eine positive Zahl ergibt, wenn es keine oder cine gerade

Anzahl von negativen Faktoren enthilt, eine negative Zahl, wenn es eine ungerade
Anzahl negativer Faktoren enthilt.

Beispiele: 3 (=2 (=5) = (+3) (+10) = 430

(=3 (+2) - (+5) = (=3)- (+10) = —30
2 (=3 (=4 - (+5) = (— 6) - (—20) = 12

¢) Dividieren

Sind Dividend und Divisor relative Zahlen, so entsteht als Wert des Quotienten
wieder eine relative Zahl. Man erhilt

(+12): (+4) = (+3)
(+12): (—4) = (=3)
(=12): (—4) = (+3)
(—12): (4) = (—3)

weil - (+4) - (+3) = (+12),
weil (—4) - (—3) = (+12),
weil (—4)- (+3) = (—12),
weil  (44) - (—3) = (—12).

I

Dividiert man zwei relative Zahlen miteinander, die gleiche Vorzeichen haben, so ergibt
sich eine positive Zahl. Wenn die beiden relativen Zahlen leiche Vorzeichen haben, so
ist der Wert des Quotienten negativ.

Demnach ist auch ein Bruch positiv, wenn Zihler und Nenner gleiche Vorzeichen
haben, er ist negativ, wenn die Vorzeichen des Zihlers und Nenners verschieder sind.

+2 2 +2 2, -2 2. -2 2
If = S QN R B = S T8 B
+3 +s' -3 3’ -3 +3‘ +8 B}

AUFGABEN

L. Ein Stiick Werkzeugstahl wird beim Anlassen um 212 °C erwirmt. Wie hoch ist die AnlaB-
temperatur, wenn der Stahl vorher eine Temperatur von -+ 32°C hatte?

2. Der Dampfkessel einer Dampfheizungsanlage wird einer Druckpriifung unterzogen. Die
erste Druckprobe fand mit einem Kessel-Innendruck von 30at statt. Nachdem die SchweiB-
ndhte untersucht und ohne Fehler befunden wurden, steigerte man den Innendruck um
weitere 14 at. Mit welchem Uberdruck fand die zweite Prifung statt?

3. In der Gefrieranlage einer Fleischfabrik herrscht eine Temperatur von— 8°C. Welche Tempe-
ratur stellt sich ein, wenn durch Ausfall einer Kaltemaschine die Temperatur um 6 °C steigt ?

4.Tm Chemickombinat Bitterfeld wurden Versuche mit dem neuen Werkstoff Vinidur durch-
gefiihrt, um seine Haltbarkeit bei Untertemperaturen zu erforschen. Nachdem bei einer
Temperatur von —4°C keine Veranderungen festgestellt wurden, wurde die Temperatur fiir
den zweiten Versuch um weitere 15°C gesenkt. Bei welcher Temperatur fand die zweite
Untersuchung statt?

38



5. Beim Hartevorgang wird ein Stiick Werkzeugstahl auf +750°C erwarmt und in der Ab-
schreckfliissigkeit um 730°C abgekiihlt. Wie hoch ist die Temperatur des Stahles nach dem
Hartevorgang?

6. Der Siedepunkt von Glyzerin betrigt 290°C. Sein Erstarrungspunkt liegt 272°C tiefer. Der
Erstarrungspunkt von Quecksilber licgt 57°C tiefer als der von Glyzerin. Der Erstarrungs-
punkt der Luft liegt 174°C tiefer als der des Quecksilbers, wihrend ihr Siedepunkt 20°C
hoher liegt als der Erstarrungspunkt. Berechne die einzelnen Temperaturen!

7.Ein Flugzeug fliegt bei starkem Gegenwind, der mit einer Geschwindigkeit von 65 km/h
dem Flugzeug entgegenstromt. Dadurch erreicht das Flugzeug nur eine Reisegeschwindig-
keit von 430 km/h. Wie groB wire die Reisegeschwindigkeit des Flugzeuges bei Windstille?

8.a) (+27) + (+19) b) (+27) + (—19)  © (=27 + (19 &) (—27) + (=19
9.0) (427) — (419)  b) (427) — (—19) ©) (=27 — (+19) D (=27) —(—19)

10.a) (4417) — (—217) b) (—549) + 87 c) 96 — 487 d) — 556 — (— 655)
a) 3% —57 b —2+3 o —6Z—2% l-6l

12.a) 3,59 + (— 7,20) b) (—27.3) + (+72.3) c) 8,06 — (—17,26) d) 09— 0,15
13.2) (4+13) - (+18) b) (+16) - (—27) ©) (—12)-(+39)  d) (—15)-(—15)
oo (<) (+41)(=51) BED (D (+4D) 9 (1) 73 1)
15.a) (4 23.8) - (+14,2) - (—0,625) b) (—431,12) - (—0,025) - (+7.5)

) (40,45) - (—0,058) - (—0,72)

2. Allgemeine Zahlen

a) Begriff der allgemeinen Zahlen

Ein Mauerziegel hat eine Hohe von 6,5 cm, eine Breite von 12 cm und seine Léinge
betrigt 25 cm. Der Rauminhalt dieses Ziegels 1Bt sich errechnen, indem man die
unbenannten Zahlen miteinander
multipliziert : 6,512 -25=1950;
Héhe, Breite und Linge sind hier
mit Zentimeter benannt, daher er-
gibt sich der Rauminhalt in Kubik-
zentimetern als 1950 cm?®. Man zieht
meist das Ausrechnen mit der Angabe
der Benennung zusammen und be-
stimmt das Volumen aus 6,5 cm
.12cm - 25ecm =65 - 12 - 25 - cm
-cm - cm = 1950 cm®.

gl g .

In gleicher Weise wird das Volu- Abb.8. Der Quader gehort zu den Korpern, deren Rauminhaltdurch

men eines jeden Quaders berechnet,  eisfuche Berechnung ermiel werden kana, Lie Formel lautet:
V=a-b-c.
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Um das kurz und fiir alle Quader giiltig auszudriicken, fithrt man Buchstaben
ein. Man bezeichnet z. B. die Linge mit @, die Breite mit b, die Hohe mit ¢, den
Rauminhalt mit ¥ und hat dann in dem Ausdruck V=a-b - ¢ die For mel fiir den
Rauminhalt des Quaders. Ohne bestimmte Werte festzulegen, bringt sie zum Aus-
druck, nach welcher Rechenvorschrift der Rauminhalt aus den Seitenlingen zu be-
rechnen ist.

Wiederum wurde von den einzelnen Merkmalen der Gegenstinde, bei diesem Beispiel
von den unterschiedlichen Abmessungen der einzelnen Quader, abgesehen und nur
das Gemeinsame und Wesentliche, namlich die Abhingigkeit des Volumens von der
Linge, der Breite und der Hohe herausgestellt. Dies ist der Weg, der zu allge-
meinen Aussagen und Regeln fiihrt, die der Mensch fiir seine Titigkeit in steigen-
dem MaBe benétigt.

Uberall in Wirtschaft und Technik treten GroBen auf, deren Werte fiir jeden Einzel-
fall verschieden sind, die aber immer dieselben rechnerisch erfaBbaren Zusammen-
hiinge haben. Die GréBen werden durch Buchstaben bezeichnet, und der Zusammen-
hang wird durch Formeln wiedergegeben.

So gibt die Formel w = ﬁTf den Zusammenhang zwischen Prozentwert w, Grund-

wert g und Prozentsatz p, die Formel y = 5 den Zusammenhang zwischen Wichte y,

Gewicht P und Rauminhalt ¥ eines Kérpers an.

Die Buchstaben vertreten dabei alle GroBen, die in die betreffende Formel einge-
setzt werden kénnen. Die so verwendeten Buchstaben werden allgemeine Zahlen
genannt.

Schreibweise

Grundsitzlich kann jeder Buchstabe jede beliebige Zahl bedeuten. Im Verlaufe einer Berech-
nung diirfen jedoch die gleichen Buchstaben nur zum Bezeichnen gleicher Werte verwendet
werden.

Nur fiir einige Zahlen von besonderer Bedeutung sind ganz bestimmte Buchstaben festgelegt
worden. So bezeichnet man die in der Formel fiir den Kreisumfang auftretende Zahl, deren
gerundeter Wert 3,14 betrigt, mit dem griechischen Buchstaben 7 (gelesen: ,,pi*) und schreibt
U=m-d.

Allgemeine Zahlen werden meist durch kleine Buchstaben bezeichnet, z. B. a,b,c 9,z
Mitunter bringt man die Verwandtschaft von mehreren verschiedenen GréBen dadurch zum
Ausdruck, daB man fiir sie den gleichen Buchstaben verwendet, als Unterscheidungsmerkmal
aber an den Buchstaben unten rechts eine Nummer anfiigt (Index). Mit 4, (gelesen: ,,de eins*)
und d, (gelesen: ,,de zwei") bezeichnet man z.B. die Durchmesser von Grund- und Deckfliche
eines Kegelstumpfes.

Das zwischen zwei Zahlen stehende Zeichen ,, =" (Gleichheitszeichen) bringt kurz die Gleichheit
zum Ausdruck, z.B. 3,5 = 3% (gelesen: ,,3,5 gleich 3;-“) Das Zeichen == (Ungleichheitszeichen)
bringt die Ungleichheit zweier Zahlen zum Ausdruck, a==b (gelesen: ,,a ungleich b). Soll
angegeben werden, daB von zwei Zahlen die eine groBer bzw. kleiner als die andere ist, so ver-
wendet man das Zeichen > bzw. <:

a@>b (gelesen: ,a groBer als b*)
a <b (gelesen:,,a kleiner als b*)

Der Winkel ist also immer nach der gréBeren Zahl zu geofinet.
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b) Addieren und Subtrahieren

Eine aus allgemci'ncn Zahlen gebildete Summe, z.B. @+ b, 1aBt sich nicht ,,aus-
rechnen*, in vielen Fillen jedoch vereinfacht darstellen. Man kann fiir den Summen-
wert wiederum eine allgemeine Zahl einfithren und z.B. schreiben a -+ b=c. Das
Zusammenfassen der Summanden a und b zu einer Zahl wird jedoch auch durch
EinschlieBen der Summe in Klammern ausgedriickt. Den Summenwert gibt dann die
Zahl (@ b) an.

Die Verwendung allgemeiner Zahlen setzt zwar dem Ausrechnen Grenzen, hat aber
den Vorzug, GesetzmaBigkeiten in knapper Form deutlich zum Ausdruck zu bringen.
Das Gesetz der Vertauschbarkeit zweier Glieder einer Summe laBt sich, wenn man
die Glieder mit @ und b bezeichnet, jetzt in der allgemeingiiltigen Form schreiben:

a4+b=b-+4a

Das Gesetz ist, wie wir bereits wissen, auch fiir Summen von mehr als zwei Sum-
manden giltig. Fir drei Summanden lautet es:

a+b+c=a+c+b=b+ta+c=bt+ct+ta=ct+at+b=c+b+a.

Man lzann den Wert einer Differenz @ — b entweder durch eine allgemeine Zahl ¢
ausdriicken oder ihn als (@ — ) angeben. Das Gesetz der Vertauschbarkeit gilt fur
eine Differenz nicht. Das schreibt man in der Form

a—b=*=b—a
Als Differenzwert ergibt sich Null, wenn Minuend und Subtrahend gleich sind. Es gilt

Ferner ist bt+a—b=a+b—b=a.

¢) Mudtiplizieren

Eine Summe, die aus 5 gleichen Summanden @ besteht, wird zur Abkiirzung als
Produkt 5-a geschrieben.

a+a+a+t+at+a=5.a
. S WL - B

5 gleiche Summanden a

Entsprechend schreibt man fiir eine Summe, die aus ¢ gleichen Summanden & be-
steht, das Produkt ¢ - b.

b4+b+4+b+teee+bt+b=c:b
S Viate ol bl TR B

¢ gleiche Summanden b

Treten allgemeine Zahlen als Faktoren eines Produktes auf, so wird der Malpunkt
oft weggelassen, wenn Mifverstandnisse ausgeschlossen sind. Es ist also

[51(1:511. c-b=cb
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Man kann den Wert des Produktes ¢-b = p schreiben oder den Produktwert als
(c- b) angeben. Die Faktoren eines Produktes konnen auch gebrochene und nega-
tive Zahlen sein.
Auch mehr als zwei Faktoren konnen ein Produkt bilden. Immer ist der Wert eines
Produktes von der Reihenfolge der Faktoren unabhéi.ngigA Es ist also
ceb=0b+c
uad a-b-c=a-c-b=b-a-c=b-cca=c-a-b=c-b-a.
Fir a= 3, b= 5, ¢ =7 wird der Produktwert berechnet, indem das Produkt aus zwei
der Faktoren mit dem dritten Faktor multipliziert wird. Es gibt also folgende Mog-
lichkeiten:
3:5.7=15-1T=21.-5=3-35,
a-b-c=(@-b)-c=(@-c)-b=a-(b-c).

Die Faktoren Null und Eins

Es ist l-a'=a, a-b-1=a-b
Der Faktor 1 eines Produktes hat keinen EinfluB auf den Produktwert.
Dagegenist 0-a=0 und a-b-0=0.

Jeder Produktwert wird 0, wenn ein Faktor des Produktes 0 ist.

Potenzschreibweise

Sind die Faktoren eines Produktes einander gleiche allgemeine Zahlen, so wendet
man zur Abkirzung die Potenzschreibweise an.
Esistz.B. a-a-a-a-a=a® (gelesen: a hoch 5)

S ——

5 Faktoren a

und

a-a-a-...a-a=a"

_— (gelesen: a hoch n)
n Faktoren a

d) Dividieren
Den Wert des Quotienten a : b kann man ebenfalls durch eine allgemeine Zahl, z. B. ¢,
bezeichnen und a : b = ¢ bzw. Z = ¢ setzen oder in der Form (a : ) oder %—) schrei-

ben. Der als Bruch dargestellte Quotient kann oft durch Kiirzen oder Erweitern ver-
einfacht werden. Man erhiilt
1(5a) (5s80)

. _ Ba _ 1. o _51‘5!‘_ r_ .
5a.15a-—15a = i (575!).(10“),10“ = .2_0,5,,
+100 :(5a)
- _ 0354 T 354 _ 7a
(0,35a?) : (0,05 ad) = e = =



Besondere Fille

Sind Dividend und Divisor gleich, so hat der Quotient den Wert 1.

Ist der Divisor 1, so ergibt sich als Quotientwert der Dividend.

Ist der Dividend 0, der Divisor aber nicht, so ergibt sich der Quotientwert 0.

|a:a=L| Ia=l=i' |0:a=0J

Die Division a : 0 ist nicht ausfiihrbar. Um das zu erkennen, betrachten wir die Quotienten
1:10=0,1, 1:1=1, 1:0,1 = 10, 1:0,01 = 100 usw. Der Wert des Quotienten ist um so gré8er,
je kleiner der Divisor ist. Geht dieser gegen Null, so wird der Wert des Quotienten groBer als
jede Zahl, ist also selbst keine Zahl mehr. Daran &ndert sich auch nichts, wenn der Dividend 1
durch eine andere positive Zahl ersetzt wird. Mit einem solchen Quotienten kann man nicht
rechnen, deshalb ist die Division mit Null nicht statthaft.

Der Ausdruck 0 : 0 hat keinen Sinn. Wie in 21: 7 = 3 der Wert des Quotienten angibt, wie oft 7
in 21 enthalten ist, so miiBte der Wert des Quotienten 0: 0 angeben, wie oft 0 in 0 enthalten
ist. Wihrend 21 gleich 7 4 7 + 7 ist, also genau dreimal die Sieben enthilt, ist 0 = 0 +- 0 oder
0=04+0+4 0 oder 0=04 0+ 0+ -- -+ 04 0. Esist ganz gleich, wie groB die Zahl der
zueinander addierten Nullen ist. Deshalb kann fiir 0: 0 kein bestimmter Wert angegeben wer-
den; 0: 0 ist also ein sinnloser Ausdruck!

3. Allgemeine Zahlen in zusammengesetzten Zahlenausdriicken

" Die Formel 0=2- (@-b+ a-c+ b-c), nach der die Oberfliche des Quaders von
der Lange a, der Breite b und der Héhe ¢ berechnet wird, zeigt einen aus der be-
stimmten Zahl 2 und den allgemeinen Zahlena, b und ¢ durch Addition und Multi-
plikation ngeselzten Zahl druck.

Formelsammlungen enthalten mannigfaltige Arten solcher Ausdriicke.
Die Kraft

dy — dy
dl

halt bei einem Differentialflaschenzug einer Last  das Gleichgewicht; d, ist der Durchmesser
des groBen, dyder Durchmesser des kleinen Kettenrades. Derals KraftgroBe angegebene Zahlen-
ausdruck verkniipft die Zahlen 2, d,, d,und Q durch Subtraktion, Multiplikation und Division.
Mehrere durch Rechenzeichen in einem Zahlenausdruck vereinigte BuchstabengréBen
ordnet man, wenn ihre Reihenfolge nicht an Vorschriften gebunden ist, der Uber-
sichtlichkeit wegen gewshnlich nach dem Alphabet. Man gibt also a+ b+ ¢ als
Summe, @-b-c als Produkt der Zahlen @, b und ¢ an, obwohl die Werte fir die
Summe und das Produkt von der Reihenfolge der Glieder unabhéngig sind. Kommen
als Faktoren eines Produktes neben allgemeinen auch bestimmte Zahlen vor, so
schreibt man die bestimmten Zahlen an den Anfang; y mit ¢ und 3 multipliziert, er-
gibt 3ay, fiir x-2.z-3-5.y schreibt man 2-3-5-x-y.z=30xyz.

Eine bestimmte Zahl, z.B. 30, als Faktor vor einer allgemeinen Zahl, z.B.ayz, wird
Koeffizient (Beizahl, Vorzahl) genannt. Mit Koeffizient wird auch eine allgemeine Zahl
bezeichnet, die einen bekannten oder unverinderlichen Wert darstellt und als Faktor
neben einer unbekannten oder verinderlichen Zahl steht. So ist in a - x die bekannte
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Zahl a der Koeffizient der Unbekannten «, in (@ +b) - y die unverinderliche Grofe

(a+ ) der Koeffizient der verinderlichen GroBe . In : ab ist % der Koeffizient von
A 8 1 L v 5

a-b,in % 2 % ist - der Koeffizient von ; Gleichartig nennt man Zahlenausdriicke,

die bis auf ihre Koeffizienten aus denselben allgemeinen Zahlen in gleicher Weise zu-
sammengesetzt sind. So sind

3ab und 5ab, 2a(b+c) und a(b+ c) gleichartige Grofen
3ab und 5bc, 2a(b+c) und a(c+ d) ungleichartige Grofen.

a) Addition und Subtraktion

1. Beispiel: 3a+ 2a

Aus 3a=a+a+a und 2a=a-+a folgt fir die Summe
3a+2a=a+a+a+a+ u:{i_a

2. Beispiel: 3ab+ 5bc+ 2ab+Tbc

Hier erhalt man durch Verindern der Reihenfolge der Summanden

3ab+ 2ab+ 5bc+ The = 5ab+ 12bc.

Wie man bei der Subtraktion allgemeiner Zahlen verfihrt, zeigen folgende Beispiele.

1. 7a—4a=3a

2. Tbc — 3ab rfuub — 2bc="Tbc— 2bc+ 5ab— 3ab= 5bc +V27a£

3. 3a(b+0c)—2alb+0)=ab+o) -

Die gleichartigen Glieder einer Summe bzw. Differenz kénnen durch Addition bzw. Sub-
traktion ihrer Koeffizienten vereinigt werden. .

3ab 4 2ab=>5ab
T7bc —4bc =3bc

Zusammengesetzte Zahlenaunsdriicke, deren Glieder durch Additions- und Subtrak-
tionszeichen verkniipft sind, werden algebraische Summen genannt. Eine algebraische
Summe aus zwei Gliedern heit Binom!), aus drei Gliedern Trinom?), aus mehreren
Gliedern, deren Anzahl beliebig sein kann, Polynom3).

Aus dem Polynom

3ab+ 2ac—5+ab—3ac+ 8 ergibt sich durch Veréinderung der Reihenfolge der
Glieder der Ausdruck

3ab+ ab+ 2ac— 3ac— 5+ 8, durch Zusammenfassen der gleichartigen Glieder
das Trinom
4ab—ac+ 3.

1) lat. bis,, zweimal'", griech. nomos ,,das Zugeteilte'". 2) griech. tri- ,,drei-*". 3) griech. polys , viel'*,
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Auflésen von Klammern in algebraischen Summen

Klammern in zusammengesetzten Zahlenausdriicken geben eine Vorschrift far die
Reihenfolge des Rechnungsganges an. Diese Vorschrift kann meist nicht befolgt
werden, wenn in den Klammern allgemeine Zahlen eingeschlossen werden. Die Klam-
mern kennzeichnen dann nur, da8 der eingeschlossene Zahlenausdruck als ein Zahlen-
wert zu betrachten ist.

In den Ausdriicken

(@+0b)+ec @—b+c (@+b—c (a—bd)—c
andert das Weglassen der Klammern den Gang der Berechnung nicht, es ist also
@+b+c=a+d+c, (@—b)+c=a—b+c, (a+b)—c=a+b—c,
(@a—b)—c=a—b—c.
Ebenso ist a+(b+c]=(b+c)+a=b+c+a=a+b+c
und a+(b—c)=0b—c)+a=b—c+a a+b—c:

Dagegen ist
a—(b+c)=a—b—c und a—(b—c)=a—b+c,

wie man durch Einsetzen bestimmter Zahlen nachweisen kann:
15— (7T+ 3)=15—-10=5=15—-T—3; 11— 4—1=11—-3=8=11—4+ 1.
Hieraus ergebeun sich fiir das Weglassen oder Auflésen der Klammern folgende Regeln:

1. Eine Klammer, die ein Polynom als Glied einer Summe einschlieBt, kann ohne weiteres
fallen, wenn vor der Kl das Additi ichen oder kein Rech ichen steht.

u+(b+c+d):a+b+c+d
@+b+c)+d=a+btc+d

2. Wenn man dagegen eine Klammer auflést, vor der das Subtraktionszeichen steht, so
hat man die vor den einzelnen Gliedern der Klammer stehenden Zeichen jeweils durch
das gegenteilige zu ersetzen.

[a—p-—ctd=a—btec—d
a—(—b+c—d)=a—(c*bfd)zn—c+b+d:u+b—c+d.

Durch das Auflésen von Klammern koénnen algebraische Summen vereinfacht
werden.

Beispiel 1: (5a+3b)—3a=5a+3b—3a=2a+3b
Beispiel 2: 6ry — (5ry 4+ 2) = 6xy — bxy — 2=y —2
Beispiel 3: @y — ) — [y — 2% + 35)] — [(5x — 3y) —72])

In dem Ausdruck umschlieBen Klammern wieder Klammerausdriicke. Die zusammengehoren-
den Klammerpaare werden durch die gleiche Klammerform kenntlich gemacht. Man ver-
wendet () als ,,runde’, [] als ,eckige'', |} als ,geschwungene' Klammern. Das Auflosen
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ineinandergeschachtelter Klammern bleibt iibersichtlich, wenn man dabei eine bestimmte Rei-
henfolge einhalt, also etwa mit dem Auflésen der innersten Klammern beginnt. Man erhilt dann

2y —z— Iy — 2x — 3y] — [5x — 8y — 74
=2y—z—(y~2x—3y—5x+ 3y +7z)
=2y—z~[y—7z+7z}
=2y —z—y4Tx—1z
=Tx+y—8z

Einfiigen von Klammern

Umgekehrt diirfen aufeinanderfolgende Glieder einer algebraischen Summe in Klam-
mern eingeschlossen werden. Aus den vorhergehenden Gleichungen ergibt sich durch
Vertauschen der Seiten:
a+b+c= @+ +c=a+ (b4 ¢) und
a—btc=a—(b—¢); a—b—c=a— (b+o).

Wenn Glieder eines Pol in eine Kl i hl werden, so behalten sie
die vor ihnen stehenden Zeichen, wenn vor die KI. das Additi ich hri
ben wird; d. ist vor die ei: hl

Glieder jeweils das gegenteilige Zeichen
Zu setzen, wenn vor die KI, das Subtrakti ick hrieben wird.

2a+3b—4c—5d+ 6f = (2a+3b—4¢)— 54+ 6f,
=2a+ (3b—4c—5ri)+6j.
=2a+3b— (4c+ 5d— 6f).

b) Multiplikation von Polynomen

Ein Polynom als Faktor eines Produktes muB in Klammern eingeschlossen werden.
Ist z.B. 3 mit der Summe aus @ und b zu multiplizieren, so ergibt sich als Produkt
3. (a+ b). Nun ist
3 (a+b)=(a+b)+ (@+8) + (a+ b)
=a+b+at+bta+d
=at+at+a+b4+0b+4+5b
=3a+ 3b.
Das Produkt 3 (- 4) hat also cinen anderen Wert als der ohne Klammern geschrie-
bene Zahlenausdruck 3a + .
Entsprechend ist
X (@+0b)=xa+xb; 2a (4b-—- 5¢) = Sab—10ac;
d-(@a+b—c)=da+db— dc.
Eine algebraische Summe wird mit einer Zahl multipliziert, indem man jedes Glied der
Summe mit der Zahl multipliziert.
= R S
ab+c) = ab+ac
e—r - T
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Ausdriicke der Form
5x- (2y — 52) — 3y - Bx— 22) — 2z- (5x +4y)
werden vereinfacht, wenn man die Klammerausdriicke ausmultipliziert. Man erhalt
EURTghSs Sx- (2y — 5z) =10xy — 252z,
3y (Ba—22) = 9Yxy — 6yz,
2z (5x+ 4y) =10xz + 8yz,
dann fiir den urspriinglichen Ausdruck
(10xy — 25x2) — (9ay — 6yz) — (10xz+4 8y2)
und nach Auflosen der Klammern
10xy — 25az — ay + 6yz —10xz — 8yz
=xy— 35xz— 2yz.
Zur Abkiirzung des Rechenweges wird das Multiplizieren und das Klammernauf-
lésen in einem Rechengang ausgefiihrt. Vor einen Summanden, der bei dem Aus-
multiplizieren der Klammern entsteht, kommt das Additionszeichen, wenn vor den
zugehorigen Faktoren zwei gleiche, das Subtraktionszeichen, wenn vor ihnen un-
gleiche Zeichen stehen.
Produkte der Form (a + b) +(c + d) konnen durch wiederholtes Anwenden der
oben aufgestellten Regel umgeformt werden. Bezeichnet man zur Abkiirzung (@ + b)
mit &, so gilt
(@+b)elct+d) =k (c+d)=k-c+k-d.
Nun wird fiir # wieder (a+ b) eingesetzt:
(@+b)-c+@+b-d=cl@a+b+dat+d = (ac+be)+ (ad + ba)
=ac+ bc+ad+ bd.
Ebenso
(@4 b)e(c—d) = (@a+b)-c— (@a+b)-d = (ac+ bc)— (ad + ba)
=ac+ bc —ad—bd,
(@a—b)e(c—d)=(a—0b) - c— (@a—b)-d= (ac— bc) — (ad — bd)
=ac—bc—ad+ bd.
Das Produkt zweier Binome lif3t sich in eine algebraische Summe verwandeln, deren
Glieder die Produkte aus je einem Glied der beiden Binome sind. Das geometrische
Bild der Abb. 9 macht die arithmetisch begriindeten Zusammenhénge anschaulich.

a b - a b

le——q —

] fa- & -]
) ©,

o

(a-b)+fc-d) L

@+b)+(c+d)

(@+b) « (c-d) . {

Abb.9. Veranschaulichung der Multiplikation zweier Binome
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Auch wenn als Faktoren eines Produktes Polynome mit beliebig vielen Gliedern auf-
treten, fiithrt dasselbe Verfahren zum Ziel.

Vo @—btok—yta
=@—b+c)a—(@a—b+c)y+(@a—b+c) z
= (ax —bx+cx) — (@y — by + cy) + (az— bz + c2)
=ax—bx+cx—ay+by—cy+az—bz+ cz.

Sind zwei Pol iteinand Itiplizi so hat man jedes Glied des einen
Polynoms mit jedem Glied des anderen zu multiplizierer. Die dabei entstehenden

Produkte werden addiert, wenn sie aus Gliedern mit glei R t
wenn sie aus Gliedern mit ungleichen Rechenzeichen errechnet sind.

(Ba+5b—2) (Tc— 4d —1)
= 2lac—12ad — 3a + 35bc — 20bd — 5b—14c+ 84+ 2.

Wenn auch die Reihenfolge der Summanden beliebig ist, so hilt man beim Ausmultipli-
zieren doch eine bestimmte Ordnung ein. Hier wurden die Glieder der ersten Klam-
merinder gegebenen Reihenfolge mit jedem Glied der zweiten Klammer multipliziert.
Das Ausmultiplizieren von Klammerausdriicken ermoglicht oft das Vereinfachen zu-
sammengesetzter Ausdriicke. Man erhiilt zum

Beispiel: 252y — (4x— 5y) - By — 2x) + Bz + 5y) - (x— 2y)
= 25xy — (12xy — 822 — 1592 4 10xy) + (32 — Gxy + 5xy —109?)
=250y — (2229 — 8a2 —15%2) + (322 — xy — 1042
= 25xy — 22xy + 82 41592 + 322 — xy — 1042
= 11a%+ 2xy + 592

Die Schreibarbeit wird in diesem Beispiel verkiirzt, wenn man unter Beachtung der
Zeichenregeln Multiplizieren und Klammernauflésen in einem Rechengang ausfiihrt.
Das Zusammenfassen wird erleichtert, wenn man gleichartige Glieder untereinander
schreibt. Es ergibt sich dann:

25xy 4 8a2 41542

—12xy 4 3x2—10y2

—10xy

— baxy

+ Sxy

2xy+11a? 4 5y2

Durch Weglassen von Klammern entsteht aus dem eben betrachteten Zahlenausdruck ein
neuer, der einen anderen Wert hat.

25xy—4z—-5y»(3y—2z)+ (32 + 5y) -2 — 2y

=262y — 4x — 1552 4 102y + 34 + 52y — 2y
= 3224 402y — 1552 — 4x — 2.



Wichtige Formeln
Besonders wichtig sind die folgenden Ergebnisse:
(a+b2=(a+b)-(a+b=a+ab+ ab+ b2=a®+ 2ab+ b2,
(@—b2=(a—0b)-(a—b =a>—ab—ab+ b>=a®— 2ab+ b2,
(@a+b)-(a—b=a>—ab+ ab— b2=a>— 1?2
sowie
(a+b+c)=(la+ b+ clP=[a+b2+2-la+b]-c+c?
=a%4 2ab+ b2+ 2ac+ 2bc+ c?
=a?+4+ B4 24 2ab+ 2ac+ 2be,
(@+b—cp=(a+b—f=[a+bP—2-[a+b]-c+c
a®+ 2ab+ b2 — 2ac— 2bc + ¢
=a24 b2+ c®+ 2ab— 2ac — 2bc,
(@—b—c)t=(a—bl—c=[a—b2=2[a—b]-c+c?
a*—2ab+ b*—2ac+ 2bc+ ¢?
=a*+ b+ ¢*— 2ab— 2ac+ 2bc.
Von diesen Beziehungen werden die drei zuerst angegebenen haufig verwendet und
sind deshalb als Formeln einzupriigen:

Il

I

Das Quadrat der Summe zweier Zahlen ergibt die
um ihr doppeltes Produkt vermehrte Summe der
Quadrate beider Zahlen.

5 0 Das Quadrat der Differenz zweier Zahlen ergibt die
—b)2=a®>— 2ab + b2
[(a p=c il —l um ihr doppeltes Produkt verminderte Summe der
Quadrate beider Zahlen.
Fﬂ T BYela —b) = az_bgl Das Produkt aus der Summe und der Differenz

zweier Zahlen ergibt die Differenz der Quadrate bei-
der Zahlen.

F-{— b = a®+ 2ab + b |

Danach ergibt z. B.
E+1P2=242x+1; (22— 3)2= (22)2—2.22-3+32=422—122+49;
(B2 — 4v) - Bu+ 4v) = Ju> —1622

Auch beim Rechnen mit bestimmten Zahlen bringt die Verwendung der Formeln
Vorteile.

Beispiele:
752 = (104 5)2 =702+ 2-70 - 5+ 52 =70+ 52+ 2-70 - 5 = 4900 + 25 +4 700
=5625
682= (70 — 2)2="T02—2-70- 2+ 22 =702+ 22— 2.70 - 2 = 4900 + 4 — 280
= 4624
72-68= (104 2) - (70 — 2) =702 — 22 = 4900 — 4
= 4896

In jedem Falle kann aus der vorletzten Form das Ergebnis ohne Zwischenrechnung
im Kopfe ausgerechnet werden.
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¢) Binomische Formeln

Potenzen von (a4 b)

Aus (a+ b)®= a®+ 2ab+ b2 ergibt sich

(@+0)°= (a*+ 2ab+ b) - (a+ b) = a®+ a2b+ 2a2b+ 2ab%+ alb?+ b3

=a+ 3ab+ 3ab® 4 b

und (a+ b)*= (@®+ 3a2b+ 3ab®+ b%) - (a+ b)
=a*4 a’b+ 3a%b+ 3a%b% + 3a2b2 4 3ab®+ abd + bt
=a*4 4a*b + 6a2b? + 4ab®+ b

Auf diesem Wege kann jede Potenz des Binoms (a + b), deren Exponent eine natiir-
liche Zahl ist, als Summe dargestellt werden. Die Summanden zeigen ein einfaches
Bildungsgesetz. Als erster Summand steht die Potenz von @ mit dem Exponenten des
Binoms, als letzter dieselbe Potenz von b. Als Zwischenglieder ergeben sich Produkte
aus einer bestimmten Zahl, einer Potenz von @ und einer Potenz von b. Die Exponenten
von a nehmen von Glied zu Glied um 1 ab, wiihrend die Exponenten von b gleichzeitig
um 1 steigen. Bei jedem Glied ergibt die Summe der beiden Exponenten den Expo-
nenten des Binoms. Wie man die Zahlenkoeffizienten bestimmt, zeigt folgende Auf-
stellung, die man Pascalsches Dreieck nennt.

(@4 0)1=1-8" 1Bl trrureinrnreerernnrnanronennnes
(@F0)=1 @8- 2 @bl « B2 unnesnssnmmsnsssisie

(@a+0P3=1-a*+3-a*b+3-ab>+ 1.3
(a+bt=1-a"+4-a°b+6-ab>+4-ab®>+1.b*

Die Folge der Kocffizienten beginnt und endet jedesmal mit 1. Die Summe zweier
benachbarter Koeffizienten einer Zeile ergibt den zwischen ihnen stchenden Zahlen-
koeffizienten der nachsten Zeile. Man erhilt als Koeffizientenfolge fiir
T F A N 1 5 10 10 5 1, somit
(@+b)°=a®+ 5. a*b+10a30% +10a20% + 5a bt + b5,

Potenzen von (a — b)
Die Potenzen von (¢« — b) konnen in derselben Weise wie die von (@ + b) berechnet
werden. Schneller fiihrt jedoch folgende Uberlegung zum Ziel.
Da @ —b=a+ (—b) ist, erhalt man die fiir Potenzen von (¢ — b) geltenden Aus-
driicke aus den fir (¢4 b) entwickelten, wenn man jedesmal (— b) an die Stelle
von b setzt.
Nun ist (—0)2=(—b) - (—b)=+0b2

(= 0)P= (+ 6% - (— b) = =%,

(— 0= (= 89 (= b) = +Bt,

(—0)5= (+ 4 (— b) = —bs.

Potenzen von (—b) werden demnach bei geradzahligen Exponenten positive, bei
nicht geradzahligen Exponenten negative Zahlen.
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Man erhilt somit (@ — b)2 = a® — 2ab+ b,

(@ — b)® = a® — 3a2b + 3ab?— b3,

(a— b= a*— 4a%b + 64202 — 44 b3+ B8,

(@ — b)5 = a5 — 5a%b +104a%0% — 10425 + 5abt — b5,
Vor den aufeinanderfolgenden Gliedern der Polynome stehen abwechselnd positive
und negative Rechenzeichen.

d) Division von Polynomen

Anstatt eine Zahl durch eine andere zu dividieren, kann man den Dividenden mit
dem Kehrwert des Divisors multiplizieren. Nach dieser Regel gilt

(a+b—c):d=(a+b—c).;,=a<;lir+b‘;_c.l

d
a b c . . )
== +E—7=a.d+b.d—c.d.
Eine algebraische Summe wird durch eine Zahl dividiert, indem man jeden Summanden
durch die Zahl dividiert.
(e+b—c):d=2 o £
R
Beispiel 1: (6ab—12ac+18ad): (6a) = b—2c+43d
Beispiel 2: (12abc+ bed —15acd) : (3ad)
_ 12abe bcd_ 15acd _ 4be be bc _ 4be be 5¢
T 8ad "3ad” 3ad T 4 "3« 1 a ta.—

Division eines Polynoms durch ein Polynom
1. Beispiel: (85a+ 51b): (5a 4+ 3b)
Der Wert dieses Quotienten ist eine Zahl, die, mit (5a + 3b) multipliziert, (85a + 51b)
ergibt. Da 5@, mit 17 multipliziert, 854 ergibt und 17 - (5a+ 3b) = 85a + 51b ist,
erhalten wir

(85a 4 518) : (5a+ 3b) =17
2. Beispiel: (64> + 23ab+ 208?) : (3a + 4b)
Wir suchen eine Zahl, die, mit (3a 4 48) multipliziert, (642 + 23ab 4 2052) ergibt.
Man kommt hier zunichst auf 2a, weil 3@ - 24 den ersten Summanden 642 des Divi-
denden ergibt. Macht man die Probe durch die Berechnung des Produktes

2a(3a+ 4b) = 6a2+ 8ab,
so erkennt man, daB fiir den Quotientwert (2a) als Rest

(6a%+ 23ab 4 200%) — (6a%+ 8ab) = 15ab+ 2052
bleibt. Es gilt somit
. _ 15ab + 20
(6a®+ 23ab + 2002 : (3a 4 4b) =2a + o
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Fir den Quotienten (15ab + 2002): (3a + 4b) stellt man aus (15abd) : (3a) den
Wert (5b) fest. Da (50) - (3a+ 4b) = 15ab + 20b%ist, gilt 1222 +208" _ 5

3a+4b
Durch Einsetzen dieses Wertes erhilt man
(6a®+ 23ab+ 200%) : (3a+ 4b) = 2a + 5b

Das Divisionsverfahren 148t sich kiirzer darstellen, wenn man die von dem Dividieren mehr-
stelliger bestimmter Zahlen gelaufige Schreibform anwendet.

Kurzform: (6a® 4 23ab 4 200?) : (3a 4 4b) = 2a+ 5b
— (6a%+ 8ab) —_—

T 1bab+ 206°

— (15ab -+ 200%)

0

Nach der Ermittelung des ersten Summanden 2a des Ergebnisses wird der durch die Probe
2a- (3a + 4b) entstehende Zahlenausdruck so unter den Dividenden gesetzt, daB gleichartige
Glieder untereinander stehen, und dann der Rest errechnet. Der Rest, dient als Dividend zum
Feststellen des nichsten Summanden des Ergebnisses. Wenn der Divisor ein Faktor des
Dividenden ist, fiihrt das Verfahren schlieSlich auf den Rest 0; die Division geht auf.

3. Beispiel: Das Divisionsverfahren bleibt nur iibersichtlich, wenn Dividend und
Divisor geordnet sind, z.B. so, daB die Potenzen von a fallen, die von b steigen.
(21a® — 34a%b + 25b%) : (Ta+ 5b) = 3a% —Tab + 5b°
— (21a% + 15a2b) -
— 494%b + 2503
— (—494%b — 35ab?)
35ab*+ 25b°
— (35ab®+ 2509
0

Die Division geht auf, weil (7a + 5b) als Faktor im Dividenden enthalten ist. Esist

(Ta+5b) - (3a® —Tab+ 56°) = 214® — 494a2b + 35ab® + 1542b — 35002 + 250°
= 21a® — 34a%b + 2583,

Im folgenden Beispiel geht die Division nicht auf.

< b2 b3 bt
4. Beispiel: (az—ab—!—bz):(a—b)=tz+7+ra2 Rvsta—,
— (a2 — ab) 3

b b bt
B Titatetau—n
o b
-(=-3)
b!
o
b3 bt
- (7u- T el )
bl
F
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¢) Verwandeln von Summen in Produkte — Einfiihren von Klammern
Ausheben
Alle Glieder des Polynoms haben gemeinsame Faktoren.
Wir betrachten die von Seite 46 her bekannte Beziehung

(@+b—c) d=ad+bd—cd.

In dieser Gleichung vertauschen wir beide Seiten:

[7¢+bd—cd=(a+b7c)ﬂ

Fiir das Polynom ad +bd — cd der linken Scite steht auf der rechten Seite das Produkt
(a+ b— ¢) - d. Der den Gliedern des Polynoms gemeinsame Faktor d bildet den cinen
Faktor des Produkts. Der andere Faktor entsteht, wenn jedes Glied des Polynoms
durch d dividiert wird. Man sagt, d ist aus dem Polynom ausgehoben worden.

Der ausgehobene Faktor kann selbst ¢in Produkt sein oder auch Klammerausdriicke
enthalten.
1. Beispiel: 6abx — 9aby +12abz
Die Glieder des Polynoms haben das Produkt (3ab) als gemeinsamen Faktor. Es ist
6abx — 9aby +12abz = 3ab(2x — 3y + 42)
Wird (— 3ab) ausgehoben, so ergibt sich ' '
6abx — 9aby +12abz = (—3ab) - (—2x + 3y — 42)
2. Beispiel: 25(a + b)x + 35(a+ b)y
Der gemeinsame Faktor ist das Produkt 5(a + b).
5(a+0b) 55+ 5@+b)-Ty=>5(+b) (5x+T7y)

Gruppen von Gliedern des Polynoms haben gemeinsame Faktoren.

Schreibt man
ac+ad+ be+ bd= (ac+ ad)+ (be+ bd),

so enthalten die Glieder der ersten Klammer den gemeinsamen Faktor e, die der zweiten
Klammer den gemeinsamen Faktor b. Durch Ausheben des gemeinsamen Faktors er-
hilt man a(c+ d) + b (c + d). Die beiden Glieder dieses Binoms haben den Faktor
(c+ d) gemeinsam. Wird dieser noch ausgehoben, so ergibt sich

[ac+ad+be+bd—(c+d)- @+ |

Das aus 4 Summanden bestehende Polynom ist in ein Produkt verwandelt worden,
dessen Faktoren (a4 ) und (c+ d) heiBen. Das Umwandeln von Summen in
Produkte durch zweifaches Ausheben ist nur in speziellen Fillen moglich.

1. Beispiel: 2ac— 5ad — 2bc + 5bd = (2ac — 5ad) — (2bc — 5bd)
=a-(2c— 5d) — b - (2c — 5d)
= (2c— 5d) - (a — b)



2. Beispiel: 6ax — 4bx — 9ay + 6by +12az — 8bz
= (6ax — 4bx) — (9ay — 6by) + (12az — 8b2)
= 2x(3a — 2b) — 3y(3a — 2b) + 4z(3a — 2b)
= (3a — 2b) (22 — 3y + 42)

Anwenden der Binomischen Formeln
Ein Trinom, das die Form

at+ 2ab+ b2 oder a% — 2ab + b2
hat, wird ein vollstindiges Quadrat genannt, weil

a*+2ab+ b= (a+ b)? und a® — 2ab + b2 = (@—b)?
ist.
Fir ¢ =x und b="7 ergibt sich
a?=x?,
2ab=2.2.7 =14z,
PP=T2=49; a’+4ldx+449= (x4+7)2= (@47) (x+7).

Entsprechend ergibt sich fir @ = 3% und b= 20

a?= (3u)?®= 9u?,
2ab=2-3u-2v=12uv, ,
b= (20)2=4v%; 9u®—12u0+ 402 = (3u— 20)2 = (3u — 29) - (3u — 2v).
Vertauscht man die zu beiden Seiten des Gleichheitszeichens stchenden Ausdriicke

in der Formel
(@a+0j-(@a—b) = a%— b2,

uz—bzz({t+b)-(a—lrl

d.h., fiir die Differenz der Quadrate zweier Zahlen kann das Produkt aus der Summe
und der Differenz der Zahlen gesetzt werden.

so entsteht

Beispiel: 2522 —36y2= (5x+ 6y) - (5x — 6y).

Wir haben hier also weitere Méglichkeiten gezeigt, Polynome in Faktoren zu zerlegen,
d.h. Summen in Produkte zu verwandeln.

4. Allgemeine Zahlen in Briichen

Die Regeln fiir das Rechnen mit Briichen, deren Zahler und Nenner aus bestimmten
Zahlen bestehen, gelten ebenso fiir Briiche, die mit allgemeinen Zahlen gebildet sind.
Im folgenden soll daher nur auf einige Besonderheiten hingewiesen werden, die sich
beim Bruchrechnen aus der Verwendung allgemeiner Zahlen ergeben.
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a) Umformen

Da der Bruchstrich mit dem Divisionszeichen gleichbedeutend ist, ergibt sich

a+b — b
——={@fl) = o =

Beim Kiirzen werden Zahler und Nenner eines Bruches durch dieselbe Zahl dividiert:

=

Lo Ty

a-c c

Il

Das Kiirzen eines Bruches ist nur ausfiihrbar, wenn man seinen Zahler und seinen
Nenner in Produkte mit der Kiirzungszahl als Faktor verwandeln kann. Die Kiir-
zungszahl als groBter gemeinsamer Teiler von Zihler und Nenner wird oft erst er-
kennbar, wenn Zihler und Nenner in Faktoren zerlegt sind.

1 (bry)
1042y _2-5.x-2.y _ 2z
16%-9*  3.-5-x-y-y 3y’

(a=b)
20=30  2¥(a=b)"_" 2.
ba—5b bB-(a—b &'
:3
3ab _ 3ab ~ ab_
3a+3b 3-(atd) a-++b

Der Bruch ;"ibb ist weder durch @ noch durch & kiirzbar. Hier sind @ und b zwar
Faktoren des Zahlers, aber nicht Faktoren des Nenners.

Man erweitert einen Bruch, indem man seinen Zihler und seinen Nenner mit derselben
Zahl multipliziert.

a:cu»c. aﬁ—b"‘E (@402 _ ax+bx,
B bec’ c.d  c-d-x  c-dx’
(z+1)
241U (D (D 242041
=1~ (x—1)-(x4+1)  ~A—1

Das Gleichnamigmachen ungleichnamiger Briiche wird durch Erweitern ausgefiihrt. Als
Hauptnenner wird das kleinste gemeinsame Vielfache der einzelnen Nenner gewiihlt.
Das Zerlegen der Nenner in Faktoren, die selbst nicht weiter zerlegt werden kénnen,
zeigt, aus welchen Faktoren der Hauptnenner zu bilden ist und welche Erweiterungs-
zahlen fiir die einzelnen Briiche gelten.

a [25;5,’2 : 152;:; und 1813/ ergibt die Faktorenzerlegung der Nenner
12xy2=2-2-3.x-y-y,
1522y =3-5-x-x-y,
18xy =2-3-3-x-y.
Als kleinstes gemeinsames Vielfaches der Nenner ergibt sich
2.2.3.3-5-x-a-9-y=180x2y2,
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Sa . . 75 ax
Aus Toayt entsteht durch Erweitern mit (3. 5. x) der Bruch 180s15%"
aus — 2% entsteht durch Erweitern mit (2-2 - 3.y) der Bruch by
152%y 180 22y2°
1 - y L= _ T0xy
aus By entsteht durch Erweitern mit (25« - ) der Bruch 1807357

b) Addition und Subtraktion

Sind gleichnamige Briiche zu addieren und zu subtrahieren, so ergibt sich durch Addie-
ren und Subtrahieren ihrer Zihler der Zihler des Ergebnisses; sein Nenner ist der
den Gliedern gemeinsame Nenner.

et —G—y _ x4+

p) 2 =3 =7

Um die Summe oder Differenz ungleichnamiger Briiche als einen Bruch darzustellen,
miissen die Glieder gleichnamig gemacht werden.

«(152) -(12y) 10z )
BE— 2= 7= T5ax 4 24by —T0xy
122y 1542y 18xy 1802292

¢) Multiplikation und Division

Multipliziert man Briiche miteinander, so ergibt sich ein Bruch, dessen Zihler aus
dem Produkt der Zihler und dessen Nenner aus dem Produkt der Nenner der ein-
zelnen Faktoren besteht.

e - ace

—guere
=3 e

4 .
b cd-f ~ bdf

70 e
a f
Zwei Briiche werden durcheinander dividiert, indem man den Dividenden mit dem
Kehrwert des Divisors multipliziert.

a-d__ad

a . c a d
: e T b b
In beiden Fillen wird vor dem Ausrechnen der im Zahler und Nenner des Ergeb-
nisses stehenden Produkte moglichst gekiirzt, wenn im Zihler und Nenner gleiche
Faktoren enthalten sind:
:(5-7-a~n-z<y)

5a’b  Txy® _ 5.a-ab-Txy.y —— ay .
142y 100~ 2772y 2.5-a.5.5 = 1xp’
:[3a-(a+b)]
3a _ 15ab 3a  &@—b_ 3ala+tb)(@e—b) ~— a—b
a6 @—0 " afb 15ab  (a+0)36ab — b5
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d) Doppelbriiche
Das Umformen von Doppelbriichen kann auf verschiedene Weise erfolgen.

1. Die im Zéhler stehenden Briiche und die im Nenner stehenden Briiche werden zu
je einem Bruch vereinigt:

:8 'z
_8H+iv M 1(42)

x ' 8 Bx (644" .-4x — 644 a?
T 4 A#—16  (*—16).8x  2.(:*—16)
5”4 Tax
—_——— x

4 £

2. Erweitert man den Doppelbruch mit dem Hauptnenner der in seinem Zéhler und
seinem Nenner stehenden Briiche, so erhdlt man

8 x L2 [ 8 Ed
7z TF _ (_7+ s)'s” L Bafa?
e = T
AUFGABEN
1. Die Ausdriicke
&) p—gtrts B g—p—rts
Q) p—qg—r—s d) r—p—q+s
sind zu berechnen fiir
1. 2 3. 4
p= | —12 —18 4 5
q —3 -7 —13 + 9
y = +4 +10 +12 —16
s= +8 —15 + 17 + 2

2. Welche Zahlenwerte erhalt y fir ¥ =0,1,2, 3, 4,5,6,7,8, 9 in
a)y=2% b)y=2zx+41 c) y=2xr—1 d)y=3r—5 ey=3x+4

3. Welchen Wert hat @ + b - ¢ fiir

1. 2, 3 4. 5.
a= 18 +19 —6 + 2 -
b= 12 — 5 +5 —18 i
= 11 4 7 —1 — 9 —3
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4 Der Wert des Produktes z - y - z ist fiir

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
z= +2 —3 —8 +17 0,8 —12 + & —3}
y= +3 -3 +2 —1 —5 — 8 = 2} + 55
= +5 —6 +1 —1 9 0 + 3 0
in samtlichen Reihenfolgen der Faktoren zu berechnen.
5. Bezei gy die zuldssige Normalspannung fiir einen Stab vom Querschnitt F, so be-
rechnet man die Zugkraft, mit der man den Stab beanspruchen darf, nach der Formel

P=F-0,,.

Wie groB ist P fiir einen Stahlstab mit der zulassigen Normalspannung 34 kp/mm? und
400 mm? Querschnitt?

6. Fiir
L | e f 3.
u= 43 —10 12
v= 45 —3 6
w= +7 — 9 — 2 ist

a) % mit der Summe der Zahlen » und @ zu multiplizieren;

b) zur Zahl % das Produkt der Zahlen v und w zu addieren;

¢) die Differenz der Zahlen % und v mit der Zahl w zu multiplizieren;
d) von w das Produkt der Zahlen % und v zu subtrahieren;

e) die Summe der Zahlen v und w durch die Zahl % zu dividieren.

7. Der Ausdruck a 4+ b:¢c — d: e ist zu berechnen fiir

1 2 3. 4
a= 18 =8 +19 +10
b= 42 —24 —21 0
c= 6 + 2 -3 —9
d= 54 + 60 —32 — 6
e= 9 — + 8 —1

8. a) Wie heiBt der Quotient, dessen Dividend die Summe der Zahlen x und ¥ und dessen
Divisor z ist?

b) Welchen Wert hat dieser Quotient fiir

s 2 3. 4. 5.
r= 10 +19 —6 + 2 —8
y= 12 — & +5 —29 —1
= 11 + 7 -1 + 9 —3
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9.a) Wie heiBt der Quotient, dessen Dividend % und dessen Divisor die Differenz v — w ist?
b) Welchen Wert hat dieser Quotient fiir

1. 2 3. 4 5.
%= 15 —+12 0 2 0.3
= 7 —13 -1 3 B g
w= 4 -9 —19 i 1,14

10. Fiir die Produktion werden Fiihrungsklétze aus Messing benétigt. Jeder hat die Linge!
und als Querschnitt ein Trapez mit den Grundseiten a und b und der Héhe 4. Bei der Dichte
o wiegt ein Fithrungsklotz
m=4(@+0b)-h-lg
Fira=6cm, b =4cm, h =25cm, l = 3,5¢cm, p = 8,6 g/cm? ist
a) die Masse von einem Fiihrungsklotz in g,
b) die Masse von 250 Fiihrungskl6tzen in kg
zu berechnen.
11. Aus Zinkblech von der Stirke s =0,2cm ist emn Rechtkant mit der Breite b = 7,5 cm,
der Lénge / = 15 cm, der Hohe & = 3,5 cm anzufertigen. Die Masse des Hohlkérpers wird

nach der Formel
m=2(1b+1lh+bh)-s-p

berechnet, wobei p die Dichte bezeichnet. Sie betrigt fiir Zinkblech 6,95 g/cm?®. Wieviel
wiegt der Hohlkorper?

12. Durch Zusammenfassen gleichartiger Glieder sind zu vereinfachen

a) 3x+Txr+12x+ 57 4+ 9x +4 » b) 14m — 2m

¢) 5a+ 9a— 3a —7a d) a —10a + 6a

e) 10a+7b— 3a+ 2b . f) 9r — 8y — 5y — 6%

g) p+3¢—Tp—7q h) 2u 4 11v 4+ u —120

i) —4k 48— 5— 2k k) 132+ 6+ 5z — 18z

1) 4ab+13xy +7ab — 8zy m) 2xy — 5yz— bxy + 9yz -+ 3xy
n) f;—uv— : % o).15:7_—12:;

P) 7(a+b) — 5(a+b) + 3(a+ b) q) 8u(5x + y — 3z2) — u(5x 4y — 32)

1Y) 5a(b+ 20) + 3a(2d + ¢) — 2a (b + 2¢) —Ta(2d + ¢)
8) 8(a—b+c) —1la(d+e—f) + 6(@a—b+c)—a(d+e—f).
13. Die Ausdricke a) (v+4y) —z b) v —3) +2 ¢ @—y)—z d) x4+ (y+2),
erx+(y—2 Hr—(+2 Dr—@F—2 sind
1) in der durch die Klammern vorgeschriebenen Reihenfolge,
2) nach dem Auflésen der Klammern
zu berechnen fiir ¥ = 25, y =8, z=1T.
14. Die Ausdriicke a) (@ — b) — (c 4 d) b)a— (b—¢)+ 4,
€)a— (b—c+4d), d) @a—b—c)+d sind
1) in der durch die Klammern vorgeschriebenen Reihenfolge,
2) nach dem Auflésen der Klammern
fiir a = 50, b= 30, ¢ =7, d = 3 zu berechnen.
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15. Das Volumen eines Obelisken, dessen Grundfliche ein Rechteck mit den Seiten a; und bu
dessen Deckflache ein Rechteck mit den Seiten @, und b, und dessen Héhe 4 ist, wird nach
der Formel

h
V=120 +a)) b + (20, + ) - by)
berechnet.

Wie groB ist V fiir ¢y = 3m, b, = 2m, ay=1,5m, by=1m, h =12 m?

16.In den Ausdriicken a) [(@ — b)—cl—a b)a—(b—¢)]—a
c)a—[(b—c)—d] d)a—[b— (c—a)

sind die Klammern aufzulosen.

17.Nach dem Auflésen der Klammern sind durch Zusammenfassen gleichartiger Glieder zu

vereinfachen

a) (7a + 9b) + 4a b) 15a + (5a — 3b)
) 65— (3¢ -+ 2b) d) (8x — 5y) + 7y
e) 7— (3z— 5) f) 5u— (3— 2u)
g) 3u— (4u + 3v) h) 9— (8— 6u)

i) 5a— (3a+ 2¢) + (Ta — 4¢) k) (8% — 8y) — 5% — (3y + 22)

D (75 + 89) — (10p + 29) + p '

m) ¢+ (84 — 4c) —Td — (d — 3¢)

n) (97 —11s) + (10s — 47) — 57

©0) (6a+ 5b) — (Ta - 4b) + a

P) #— (29 + 32) + (52 — 8x+ )

a) (126 —7c) — (3a 4115 + 2¢) + 8a .

¥) 64 (2a + 8b — 3d) — (8a -+ 10)

8) (17p — 3¢ +17s) — (59 — 3s) —Tp

t) Ba—4) + (2a+7) — (46 +10) — (a —1)

u) (dab + 2bc —3ac) + (5ab — 4bc + 9ac) — (6ab — 5bc + 2ac)

V) (524 Bxy + 8y%) — (2% — 22y — 43%) + (22 — 5xy + 37

w) (3u%v — duv? — To3) — (uy + uo 49%) — (2020 — Su0?) 4 1123,
18.Nach dem Auflésen der Klammern sind durch Zusammenfassen gleichartiger Glieder zu

vereinfachen

a) 10a — [7b — (3a + 5b)] + [(4b — 9a) + 30]

b) [(2% + 33) — (¥ — 57)] — [(6x —Ty) + (37 + »)]

©) (5u — 3v) — [(2u — v) + (3 — 82)] + (v — v)

d) [55 — (T— 22)] — [(3x + 5) — 8x] + [2+ (T4 — 9)]

e) (3xy —Tx2) — lyz— [2xy — (4xz + 5y2) + 6y2] — xy)

f) a® — ([(* — Bab) — (a® + 2ab)] — (5a% — 3b%))

g) 3m — {4 — [n 4 (2m + 3)] — [(5m — 6) — 2n] + m) — 5n

b) ([5¢2 — (6cd + @%)] — [84% — (202 — 3cd)]}— (&2 - a¥).
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19.In dem Ausdruck @ — b+ ¢ — d sind

a) je zwei

b) je drei

aufeinanderfolgende Glieder in Klammern einzuschlieBen.
20. Der Ausdruck (x +3¥ —2) + (x+y—2) 4+ (x4 y — 2) ist

a) nach dem Auflésen der Klammern zu vereinfachen,
b) als Produkt zu schreiben.

21. Fiir die Zahlen

1 2, 3. 4.
r= 3 +10 —3 12
y= 5 -3 4 0
1= 4 + 8 1 —9
U= 2 -9 —5 7
v= 6 +-9 —32 —1
sind die Ausdriicke zu berechnen
a)x+y-z—u-v b) (*+93)-z—u-v
€) x4 y(z—u-v) d) #+9) (z—u-1)
e r+(y-z—wu- v ety (c—w- v

B (43 E—w- o

22.Die folgenden Produkte sind in Summen zu verwandeln

a) (x+9) -z b) (u—v) w c) a(b+ o)

d) e(f—g) e) (524 3y) -2 f) (4a— 5b) -7

g) 13- (5¢ + 2d) h) 9- (4u —70) i) (2a + 3b) - 5¢

k) 3z(8x —7Ty) D (—9) (12x —13) m) (2y — 2) - (45)

n) 5-(2a—1b)-¢ 0) 3x(4y —17) -z P) 2 (u+ 39) 2w

qQ (x—y+2-3 r) 5x(3x — 2y +7) s) 4(2a — 3b+ 5¢)-d

t) (8u—+Tv—3)- (—3) u) (45)- (12a—Tb+¢) v) 17xy- (x— 3y — 8)

w) (222 — 3x —1) - 3x x) (ay? 4 by —c)-3* y) (—38) (k+lz+4 msz?) -2

z) a?(2ab — 3b® — a?) - (—1).

23. Nach dem Auflésen der Klammern sind moglichst zu vereinfachen

a)d-(@a—b)+7 (b—a) b) (@a+b)-8— 9 (a—b)

€) 3-(x—y) + (*+ ) 10 d) 5-(a—b+e)+3c—a—10

e (x+y—2-13—2-(z—y—2) f) 6-(3a+ 2b+4 5¢) — (ba—b— 3¢) - 9
g) 8(9u—10v+3) — 2. (w+ 20— 5  h) sa(a—b) + 3b(a+b)

i) (27— 6y) - 3x — (3x —7y) - 5y k) (Ta+1)- 36— 2b(10a —13)

1) 84(5 —7c) — (34 + 8) - 6¢ m) 2. (a+ 3b) — 3- (2a— b) +5- (4a+ 5b)

n) 3x+42y) -4+ 6-(2x+3y) — (x—») -9
0) (+5) (2u —T7v) + (¥ — 5v) - (—3) — 2 (90 — 4u)
) (e d) - (+12) —11- (e — 5d) + (e — ) (— 13)
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Q) 3x(x—2)—z~(7—3x)+5x(2z—-3)

r) (2a — 5b) - 3¢ + (b — 3¢) - 5a — 2b(4c — a)

s) 5:0+3) - x—y@r47-4—Tx—4) .y

) a(Ta+2)- 3+ 52— 4a)-a— a(a -+ 6)

u) (742 — 8%+ 3)- 24 — 2x. (542 3x — 6) — (¢ —12x -+ 5) . 4#

v) 6¢c. (83a —17b+ 5d) — 5a(2b + 6c+d) +7b(3a+7c) — 5d(8¢c — a)
w) 6a%b? — (6b2 —7a?) -10ab — 5ab - (14a® 4 11ab —1202).

24. Nach dem Ausmultiplizieren sind moglichst zu vereinfachen

a) (% + ) (a+ b) b) (x +y)(@a—1b) ©) (x—y)(a+b)

d) (x—y)(a—1b) e) (x4 3)(x+7) B (x+5)(x—s

g) (* —17) (x4 6) h) (¥ —2)(x —1) i) (2a 4 5b) (3a -+ 2b)
k) (6a + b) (a — 7b) 1) (3a— éb) (2a + b) m) (7Ta — 3b) (4a — 5b)
n) (5y +1)(3 + 2y) 0) (74 4u)(2u — 9) P) (82— 5)(1+ 2)

q) (9 — 2v) (8 —Tv) ) (0,5% +17,2y)(1,2x + 0,3y)

) (L3a — 0,4)(0,2a —1,6)
1) (0,9m — 2,4) (L,1m + 0,4)
u) (0,2 — 0,30) (0,44 — 0,50)

25. Nach dem Ausmultiplizieren sind moglichst zu vereinfachen

a) (a+b+c) (x+ ) b) #+y@a—b—o ©) (a+b+c)(x—3y)
d) (6c— d)(8 — 3c — 54d) €) (r+ ) (x* — 2y + 37

f) (@ —b) (a® 4 ab + b?) 8) (4u® + 6uv 4 9v?) (2u — 3v)

b) (3x —17) (522 + 22+ 3) i) (L —y—3%(7— 6y)

k) (5u —7v) (842 — 6uv + dv?) D Ba—70—c)(a— 4b— 5¢)

m) (x*+ 3x 4 2) (* + 3x —10) n) (35a+ 40 —15)(5a — 26 — 3)

0) (2% +y—3)(2x — y + 3).

26. Durch Anwenden der Formeln auf S. 49 sind umzuwandeln

a) (a - 2b)? b) (22 — y)? ) (2c+ 3)2

d) (5— 24)2 e) (2% + 3y)2 ) (50— 4b)

g) (ab+ c)2 h) (x — 6y)2 i) (v — 5v) (u 4 5v)
k) (3% —7y) (3% +17y) 1) (10 + 32) (10 — 3%) m) (4% — 5y) (4 + 5y)
n) (x4 y+ 3) 0) (x — 2y — 3)2 P) (Ba— b+ 20)2

a) (54 4x— 32 ) (22— 3y + )2 s) (x4 2y)3

1) (27— y) u) (3a+ 2b)? v) (a— 3b)%

w) (5— 2¢)3 x) (3u + 4v)3 y) (x41)3

z) (x — 2)3

27. Zu berechnen sind mit Hilfe der Formel
a) (a + b)2 = a? + b% -+ 2ab die Ausdriicke
312;  522; 732; 104%; 205%; 301%; 4022; 503%; 1292; 1552
b) (a — )2 = a® + b2 — 2ab die Ausdriicke
39%;  282; 47%; 592; 68?; 7% 86%; 982; 1072; 1192; 2492
€) (@a+b) - (@a— b) = a2 — b2 die Ausdriicke s
28-32;43-37;51-49; 62 58; 79 . 81;93-87; 116 104; 249 . 251; 298 . 302; 388 412
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28. Nach dem Ausmultiplizieren der Klammern sind moglichst zu vereinfachen

a) (x4 (xr+5) — (x+2(x+ 4 b) (x4 6)(x — 5) + (x—1)(2—2)

©) (2a—3b)(@a—b) + (Ba+2b)(@a+b) A (5— 32 (T— 2x) — 3z — (1 — 22)
&) (x— 32+ (x+ 12 £) (25 — 3y)° — (35 — 29)2

g) (5a — 2)*+ (4a+ 3)(4a—3) h) @+b—0@FE+y+@—b—0c)(xr—»N

i) (57 + 29) Bx + Ty +10) — (62 + 5y + 3) (2x + 3y —1)
k) (3a — 4b) (a4 5b+1) — (@a— b +1) (3a— 26+ 1)

1) (x+1)(x+ 2)(x+ 3) m) (¥ —1) (¥ + 2) (¥ — 3)
n) (x—1)(x — 2)(x — 3) o) (3a+1)(2 — a)(5a— 2)
p) (2% — 3y) (3x — ¥) (¥ — 29) q) (52 —1)(2z+ 3)(3z+ 4)

¥) (5a — 2b)(a — 3b) (4a — b) + ab(73a — 410)

8) xy(5x — 4y) — (v — ¥) (2% + y) (* + 39)

t) (@a+b)3—a(@+ bd)(a—1D) u) 728 — (2% — 9)3 + x (¥ — 2y)®
v) [ba(a—2) — (a—3)(a+ 2)](3a+1)

w) (52 —79) (52 +79) [(5x +Ty)2 — (55 —T3)*).

29. Folgende Divisionen sind auszufithren

a) (18x 12y :6 b) (26a — 390b) :13 c) (45u + 600):15
d) (3ab+ 6ac): (3a) e) (27xy —18yz): (9y) f) (56a% — 49ab): (7a)
g) (2722 — 24xy + 39x2): (3%) h) (8ab + 2ac — 6ad): (2a)
i) (3x+ 4y — 2): (122) k) (2ab + 3bc — 4ac): (6abe)
1) (ax® 4 bxy 4 cy?): (v 9) m) (#* — 24% 4 3x — 4): 2%
30. Durch Ausfiihren der Division sind zu vereinfachen
a) (@®+ 8a+15): (a+ 3) b) (* — 5xy + 697 : (v — 2)
c) (42 — 2uv —1502) : (¥ 4 37) d) (22— z— 56): (z— 8)
e) (10224 x— 21): (52 —1T) f) (1242 — 47ab + 40b?% : (3a — 8b)
g) (21u® +16uv —162%) : (3u - 4v) h) (3542 — 86xy + 48y%): (Tx — 6y)

i) (6a? — a%b — 18ab® 4 5% : (3a — 50)

k) (62 1922y + xy* + 285°) : (24 +73)

1) (1023 4 22 — x — 28): (222 + 37 4 4)
m) (6a%h + a?b? —17ab® + 3b4) : (3a2b + Bab® — b?)

n) (21a® — 34a%b + 25b%) : (Ta 4 5b) 0) (15 — 2622y — 493%) : (3x —Ty)
p) (1624 — 8144 : (2% — 3y) q) (81at — 25604 : (3a - 4b).

31. Die folgenden Summen sind durch Ausheben eines Faktors in Produkte zu verwandeln
a) 5x 4 5y b) 2a— 2b ¢)x-at+x-b
d)p-m—q-m e)r-s—s-t f) 3ax 4 6bx
g) vy — »? h) 14ab— 21bc i) 3a® — 9ab
k) 4ac— 4a 1) 5a2410ab + 15ac m) 2x% 4 6xy — 82z
n) ab— 2b% 4 4b o) 24a® —12ab + 48a p) 5lzy +17y* — 34ay

q) 2 — 2%y + 2%

32, Glieder der folgenden Summen sind gruppenweise zu vereinigen und die Summen durch
wiederholtes Ausheben in Produkte zu verwandeln.

a) ax + ay + bx + by b) ax — ay + bx — by
c) ax + ay — bx — by d) ax — ay — bx + by
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e) 8ac+10ad 4-12bc 4 15bd
g) 15pg + 3p —10g — 2

i) 21a® —14ac—15ab -+ 10b¢
D p2—p+ 3pg— 3¢

f) xy —7r+ 8y — 56

h) 14ax — 49ay — 6bx + 21by
k) 24xz 4 30xy —12y: —15y2
m) 12xy 4 3% — 4y —1

n) 84ac —Tbc + 24ad — 2bd

0) 10ax + 8bx — 2cx —15ay —12by + 3¢y
P) 35a* — 42ac —10ab + 12bc 4+ 15a — 18¢
Q) ac—a—bc+b—c+1

Y) 15x2 —10xy + 3yz — 2y — 3z 4 2y.

33. Durch Anwenden der Formeln auf S. 49 sind in Produkte zu verwandeln

a) x2 4 2xy 4 2 b) u®— 2uv 4 22 c) 12— s?

d) a®+ 6ab + 9b e) 422 — dxy | 32 f) 4u —12uv 4 902
g) 4a% — 9b? h) 2522 +10x 41 i) 1 —16a

k) 36a% - 60ab + 2552 1) 4922 —1 m) #— gt

n) 1 —16at o) (4a + 5b)2 — 4b? P) 9a® — (3b — 2a)2

34. Folgende Briiche sind soweit wie moglich zu kiirzen

Sx +5y ax —ay ac+ad a*—ab

)ty Y s v+ D
2xy ab & 9t

= S = = & 1
) G 8xy D e L e )

5a%b — 4ab? i 120y — 162y p Sw—Tuv i) P

Ta%b — 3ab? 1542y —20xy2 (5u—Tv)2 3x +3y
my Y ETr—2y—14 o) 1500 —6a—205+8 y Tax+13av—Thr —13by

xy+Tx+3y+21 6ab 4 15a — 8b B Tax +13ay + Tbx + 13by
q)z,v—x—y-f-l ba+5b ')!i{’+3y=

¥ztrxr—z—1 5a®— 5% w— gt

A —yP a*— b 8a® — 275
LR W ) ar— g

35. Vereinfache die Ausdriicke
c d 2x 3x x
n D
3a+2b  5a+6b
a+b " atob
s

3x 44y 6x—Ty 4r — 10y Za+b+nc u+b+4c
) R R == =

b F—y r—y T a+te I

*x—2 7—3x 94 5x ax—bx ay—by
k) 15 15x +7157:7 b PSP R )

ax+bx ay+by 5x 5y
= s Ty D ety Aty
o) - ab b? ) a b

a*—2ab4 ¥ a®— 2ab+b? k. u=+2ab+b2+a2I2ab+E2"
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36. Fasse zu einem Bruch zusammen

Dir wi-t o efe
T = B
0i-3+i-h R s
Vit bg-tg?
D 4b;;3a_5b1—62a+a8# )2x;3y+5x:;6y_3zl;y
37. Zu einem Bruch sind zusammenzufassen
ax¥g  BEER ISR ag-d
Ye—w Oty Yuw S
i)a*sz—*»a% k)ziy—x’f? b F’%:‘T_bs-%lﬁ*‘u
a® a % x a a
™) G SaFF a—% D g L4 s
38. Vereinige zu einem Bruch
ottty D it e
o= n s SR =S
5z—3 b5z—4 7 4 2243
V5rFd ih RO P S oy e B o
oL —-2 b o+

x—86 x—4

z+41

39. Vereinfache so weit wie moglich

a) 252y %}'2 B Bat 50 G :_bﬁ)z, B) ;f’—z o
3a 16 utov wt
O—gile=1) PO T D
g 3% .7y 162 By 5w W= lue j 3a—0 54100 2044
4y 8z 63x Tv  15u® (4 +4v)® 4b+2 a*—4 6b6—3
k) 36.21b )} 18xz 2492 ) 19¢ 574
5a ' 15a 2792 0x? 23cd - 46cd
el e oy et sl
¢ = a8 a®+8a-+15"a+5
)z’+6;v+9A3x+9 42— 992 2x—3y
P 6r—16 2,—16 Y A Toay T45" ‘3 —3y
' y a a
a®*—3a+2 5a—5 @ b 3ts
@ —a—12 ‘2418 Y= Vs
atF TT3

5 [42040]



Ubersicht der verwendeten Zahlenarten

natiirliche Zahlen 1,2,3,4,5,6,7, ...
allgemeine Zahlen a,b,c,f,x,y,2, ...
1

unbenannte Zahlen 1,2, ... 703 T, 412,
benannte Zahlen 71) kg, ...5m, ... 9Feilen, ...n —L_—, ke
z min
absolute Zahlen 1,2,3,4,5,6,...1 l) ) ; a b, ..
relative Zahlen ~3,+5,.“+a,—x,...+§,—~ ,
positive Zahlen -F3.+7,-<-+b,+/,+y,.“+17,...+%,...
negative Zahlen —3,—5,u.—a,—d,—z.—;,.“—%,
ganze Zahlen 1, 2,3, 4,10, 24, 105, 765, ...
gerade Zahlen 2,4, 6,8, 68, 84, 106, 456, . ..
ungerade Zahlen 1,3,5,7,9,...
Primzahlen 1,8,5,7,11,13,17, 19, . ..
1 11 1 4
gebrochene  Zahlen 5, 7g, -+ -+ 06,008, ...
Gemeine Briiche
1 1 1 A |
Stammbruch TN g
1 4 9
echter Bruch 3513 Z (@<b),...
unechter Bruch, 1 .6 9 1 a
J S gk
gemischte Zahl R IR T o (P b,
s . 2 4 12 14 a 2z
uneigentlicher Bruch TYEY BT =
Dezimalbriiche
endlicher Dezimalbruch 0,25, 0,50, 0,75, . ..
periodischer Dezimalbruch  0,6363636363636. . .

nicht periodischer Dezimalbruch 3, 141 59. ..

Aus dieser Ubersicht der verwendeten Zahlenarten kann man feststellen, daB die begriffliche
Zuordnung einer Zahl an den Zusammenhang gebunden ist, in dem diese Zahl auftritt: z. B.
kann 5 als natiirliche Zahl, als ganze Zahl, als unbenannte Zahl, als absolute Zahl, als ungerade
Zahl oder als Primzahl betrachtet werden.
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C.GLEICHUNGEN

Um den Zinngehalt eines GuBstiickes aus Bronze
zu priifen, soll die Dichte p festgestellt werden
(Abb. 10). Seine Masse betrigt m = 1548¢g, es ver-
dringt beim Eintauchen in ein mit Wasser ge-
fiilltes UberlaufgefiB 180 cm?® Wasser und hat dem-
nach einen Rauminhalt von V = 180 cm3.

Die Abhingigkeit der Dichte p von der Masse
und vom Volumen V gibt die Formel

o=m:V

an, nach der p berechnet wird, wenn m und V
bekannt sind. Es ergibt sich ¢ = 1548 g : 180 cm3
= 8,6 g/cm?®. Fiir den Fall, daB  gesucht und g
und V gegeben sind, erfolgt das Berechnen nach
der Forrael Abb. 10. Bestimmung des RauminhaltsV eines
=7, unregelmaBig geformten Korpers. Wird auler-

m= Q- dem seine Masse m mit der Waage bestimmt,

7 » & e so 1aBt sich seine Dichte p aus der Gleichung
Wird V' gesucht, wihrend m und ¢ gegeben sind, = m: I’ berechnen. Durch Umformen erhalt

so wird nach der Formel man z.B. die Gleichung m = V- ¢ und kann
hieraus m berechnen, wenn ¥ und p gegeben
d.
V=m:p o

gerechnet. Alle drei Formeln stellen denselben Zusammenhang zwischen Masse,
Volumen und Dichte irgendeines Kérpers dar und es muB doch méglich sein, aus
ciner der drei Formeln die beiden anderen herzuleiten! Tatsichlich kann man
durch die Lehre von den Gleichungen erkennen, wie z. B. aus der Formel o=m:V
mit Hilfe bereits bekannter Rechenregeln die beiden anderen Formeln hergeleitet
werden koénnen. Dies gilt auch bei anderen Formeln, wie sie in der Naturwissen-
schaft und Technik stindig benétigt werden.

1. Begriff der Gleichung und ihre Arten
a) Allgemeines

Die Beziechung a+ b+ c=a+ c+ b stellt in der mathematischen Schreibform
einen Fall des Vertauschungsgesetzes der Addition dar, der, in Worten ausgedriickt,
lauten konnte: Sind zwei hlen & und ¢ zu einer Zahl a zu addieren, so ist es fiir
den Summenwert gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge addiert wird.

Daf3 beide Zahlenausdriicke trotz der veriinderten Form gleiche Werte haben, wird
durch das Gleichheitszeichen =" (gelesen: ,,gleich') ausgedriickt.

Allgemein wird die Verbindung zweier wertgleicher Zahlenausdriicke durch das
Gleichheitszeichen eine Gleichung genannt. Die auf beiden Seiten neben dem Gleich-
heitszeichen stehenden Zahlenausdriicke bilden die Seiten der Gleichung. Man spricht
auch von einer linken und einer rechten Seite der Gleichung. Die Seiten der Gleichung
diirfen vertauscht werden: Aus a =6 folgt b= a.
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b) Identische Gleichungen

Die Gleichungen werden nach verschiedenen Gesichtspunkten eingeteilt. Nach der
Art der in der Gleichung auftretenden ZahlengroBen unterscheidet man identische
Gleichungen und Bestimmungsgleichungen.

In der Gleichung
(a4 b)2=a%*+ 2ab+ b2
ist die eine Seite eine nach bestimmten Rechengesetzen ausgefithrte Umformung der

anderen Seite. Die Gleichung ist fiir alle Zahlen giiltig, die man fir @ und b einsetzt.
Gleichungen dieser Art werden identische Gleichungen genannt.

Beispiele:
at+b=0b+a,
c c c .
s A e Solche mathematischen Formeln
2 + 3 + 6 : sind identische Gleichungen, giiltig
a®— b= (a+ b)+(a —b), fiir alle Werte von a, b, c.
(@ — 8)3=a%— 3a%b + 3ab2— b3

¢) Bestimmungsgleichungen

In einer Bestimmungsgleichung kommt neben Zahlen, die bekannt sind oder fiir be-
kannte Werte stehen, wenigstens eine allgemeine Zahl vor, deren Wert unbekannt
ist. Die Gleichung wird als Bestimmungsgleichung bezeichnet, weil sie zum Be-
stimmen der Unbekannten dienen soll; das Gleichheitszeichen einer Bestimmungsglei-
chung schreibt alsu ver, Werte der Unbekannten zu ermitteln, fiirr die beide Seiten
gleich werden.

Zum Bezeichnen unbekannter GroBen einer Bestimmungsgleichung werden gewéhnlich die
letzten Buchstaben #, ¥, z verwendet, wihrend man fiir die allgemeinen Zahlen, die fiir be-
kannte Werte stehen, die ersten Buchstaben a, b, ¢. .. des Alphabets zu schreiben pflegt. Grund-
sétzlich darf auch in Bestimmungsgleichungen jeder Buchstabe zum Bezeichnen einer allge-
meinen ZahlengroBe herangezogen werden, gleichgiiltig, ob sie bekannt oder unbekannt ist.
So wird die in technischen Formeln festgelegte Bezeichnung beibehalten.

Formeln der Technik werden gewchnlich als Rechenvorschriften angesehen, nach
denen aus bekannten GroBen eine unbekannte ermittelt werden kann.

Man berechnet die Schnittgeschwindigkeit einer Hubséige nach der Formel
v=14-7-n.

1 ST
Bei dem Kurbelradius # = 0,12m und der Drehzahl n = 80 ergibt sich fiir die Un-

bekannte min
1 m
v=4-0,12[m]- 80 —,]=38,4 =0
min min
Die Formel ist d h eine Bestim leichung.

Der Verwendungsbereich techmischer Formeln beschrinkt sich aber nicht darauf,
bestimmte Zahlen an die Stelle von BuchstabengréBen einzusetzen und die
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unbekannte GréBe auszurechnen. Die Formel gibt vielmehr einen bestimmten Zu-

sammenhang der in ihr vorkommenden GroBen wieder. Fir jede dieser GréBen

kann sie eine Bestimmungsgleichung sein.

1. Beispiel:

Man stellt z.B. die als Hebelgesetz bezeichnete Gleichgewichtsbedingung fiir zwei an einem

Hebel angreifende Krifte P und Q mit den Hebelarmen a und b durch die Momentengleichung
P.a=Q-b

dar (Abb.11). Die Gleichung kann zum Berechnen einer GréBe f— a2 ——l——ﬂ -—1

A

dienen, wenn die anderen in ihr vorkommenden GroBen bekannt
sind. Ist z.B. a =12 cm, Q = 6 kp, b = 8cm, so erhilt man

P
% P.12cm = 6kp- 8cm.
Die rechte Seite der Gleichung ergibt den Wert 48 kpcm, die a
linke Seite ergibt denselben Wert nur fiir P= 4 kp. Abb.11. Das Hebelgesetz lautet:

Pa=0Q-b.

2. Beispiel:

Die Momentengleichung kann auch zum Bestimmen der unbekannten Gro8e in der folgenden
Aufgabe dienen:

An welchem Hebelarm muB eine Kraft von 15 kp angreifen, die bei einem Hebel das Gleich-
gewicht gegen eine am Hebelarm 10 cm wirkende Kraft von 6 kp herstellen soll?

Bezeichnet a hier die Unbekannte, so gilt

15kp-a= 6kp-10cm.

a= 4cm.
G=V.y &_ 3 . .
o= erpren Solche physikalischen Formeln sind Bestimmungsgleichungen.
P _Q 5 Sie dienen zum Besti einer Unbek
ca=Q-

d) Grad der Gleichung
Nach den Exponenten der in einer Gleichung vorkommenden Unbekannten richtet
sich der Grad der Gleichung.
In der Gleichung
4x=12

kommt die Unbckannte a nur in der 1. Potenz vor.
Man nennt die Gleichung deshalb eine Gleichung 1. Grades oder lineare Gleichung.
Die Gleichung
5-x2=20
ist eine Gleichung zweiten Grades.
Die Gleichung
23— Ba2+4 2x 4 6=>54

wird als Gleichung dritten Grades bezeichnet.
Allgemein gilt:

Der Grad einer Gleichung wird durch die hichste Potenz der in ihr vorkommenden Un-~

bekannten bestimmt.
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Da die Aufgabe, die Quadratseite x aus einem gegebenen Flicheninhalt F zu errech-
nen, auf eine Gleichung zweiten Grades (x*= F) fiihrt, nennt man allgemein die Glei-
chungen 2.Grades auch quadratische Gleichungen.

Ebenso heilen die Gleichungen 3.Grades auch kubische Gleichungen, weil die Kante x
des Wiirfels (lat. cubus,,Wiirfel) mit dem Volumen V' aus einer Gleichung 3.Grades
(x* =V) bestimmt wird.

4x=12
;= 3‘14:(} Gleichungen 1. Grades (lincare Gleichungen)
S5a2 =20 i 5 ) - )
P_F Gleichungen 2. Grades (quadratische Gleichungen) g
246 =10 , ey .
R Gleichungen 3. Grades (kubische Gleichungen)

2. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten

a) Das Auflosen von Gleichungen

Das Gleichheitszeichen einer Bestimmungsgleichung stellt emne Forderung: Es sollen
die Werte der Unbckannten ermittelt werden, die aus der Bestimmungsgleichung eine
identische Gleichung machen. Das Verfahren der Bestimmung solcher Werte heif3t
Auflésen der Gleichung. Die gefundenen Werte nennt man Lésungen oder Wurzeln:

?j:;t?;’:‘h“enéii:g;\cuhn“g"g ;ig z il(; x=1 ist die Losung der Bestimmungsgleichung.
Die Losung einer Bestimmungsgleichung wird durch Umformen ermittelt. Man ver-
wandelt die gegebenc Gleichung durch Rechenoperationen so, daB auf der einen
Seite allein die Unbekannte und auf der anderen Seite nur bekannte GroBen stehen.
Die Gleichung ist dann nach der Unbekannten aufgelsst worden.

Welche Rechnungsarten zum Auflésen einer Gleichung nétig sind, richtet sich
nach den vorkommenden Zahlenausdriicken. Die Rechnungsarten miissen bewir-
ken, daB die Unbekannte iboliert wird. Bei jedem Umformen muf} wieder eine rich-
tige Gleichung entstehen. Wird also durch eine Rechenoperation der Wert des auf
einer Seite der Gleichung stehenden Zahlenausdrucks verindert, so muB durch die
gleiche Rechenoperation auch der Wert des auf der anderen Seite stehenden Zahlen-
ausdrucks entsprechend geéndert werden.

Eine Gleichung bleibt richtig, wenn beide Seiten durch gleiche Rechnungsarten mit gleichen
Zahlen verandert werden.
Man darf z. B. beide Seiten einer Gleichung

um dieselben Zahlen vermehren, mit denselben Zahlen multiplizieren,
um dieselben Zahlen vermindern, durch dieselben Zahlen dividieren.



Einfache Beispiele

1. Beispiel: #—56=17

Addiert man auf der linken Seite 5, so wird # isoliert. Auf der rechten Seite muB ebenfalls 5
addiert werden. Es ergibt sich:

¥— 8 =1
x—5+5=7+5

E =12 Probe: 12 —5 =17

2. Beispiel: x 47 =22
In diesem Fall muB auf beiden Seiten 7 subtrahiert werden:

Probe: 15 + 7 =22

3. Beispiel: 4x = 20
In dieser Aufgabe kann # nicht durch Addieren oder Subtrahieren von seinem Koeffizienten 4
befreit werden; » wird aber isoliert, wenn man beide Seiten mit 4 dividiert:

4x = 20
4z
x= Probe: 4.5 =20
4. Beispiel: —: =9
Die linke Seite % wird durch Multiplizieren mit 7 in die neue Form x gebracht.
Fir die rechte Seite ist ebenfalls der 7fache Betrag zu setzen:
=9
7 =
x
— =9-7
7 7
= 63
# 2 Probe: i 9

Will man kurz angeben, durch welche Rechenoperationen die Gleichung umgeformt werden
soll, so schreibt man hinter einem senkrechten Strich am Ende der Gleichung mit den iiblichen
Rechenzeichen auf, was auf beiden Seiten der Gleichung zu rechnen ist:

x—5=17 |+5 A+T=22|—1
% =12 x=15
2 =

4r=20 | : ¢4 7= 9| -7
x x =63

I
llex

5. Beispiel: 19— x=8

Fiir das Auflésen dieser Gleichung gibt es verschiedene Moglichkeiten

entweder
19—z= 8 |+ = oder 19 — 8 | —19
19 = 8+x|—38 —x=—11] . (— 1)
11 = z x=11

Probe: 19 — 11 =8




6. Beispiel: Wird eine t
die FormelgroBen ebenfalls nach den oben bespr

Formel als Bestim leichung verwendet, so werden
I Regeln so daB die Unbe-

o g
bekannte isoliert wird. y = s ist nach G aufzulésen (vgl. S. 67).

G
= -7

G
V.

Il

V.

D N e
Il

I

N

7. Beispiel: Welchen Querschnitt F muB ein kurzer Pfeiler haben, wenn seine zulassige Be-

a‘nspruchung o= 7%betragen und er eine Belastung P=12,6 Mp aufnehmen soll?

P’
( Formel: ¢ = ?)

P
F

6 F=P |:0
=t
o

12600k 12600 k
Fes 220 SP o em2
kp 7 kp
St
cm’

F=1800cm?

b) Gleichungen in Verbindung mit algebraischen Summen und Klammerausdriicken

1. Beispiel: 3x -4 5= 26

Das Isolieren der Unbekannten # erfolgt durch zwei Umformungen. Subtrahiert man auf beiden
Seiten der Gleichung die Zahl 5, so ergibt sich 3x = 21; werden nun beide Seiten durch 3
dividiert, so erhalt man # =17.

Kurzform: 3r4+5=2 |—5
3x=21 |:3
=1 Probe: 3-7T+ 5= 21+ 5= 26

2. Beispiel: 11— 21= 3x-+419

Glieder mit # treten auf beiden Seiten auf. Man ordnet die Gleichung so, daB alle Glieder, die
den Faktor # enthalten, auf der einen, die iibrigen auf der anderen Seite stehen. Subtra-
hiert man auf beiden Seiten 3z, so erhilt man 8x — 21 = 19. Addiert man auf beiden Seiten
21, so entsteht 8x = 40; dividiert man beide Seiten durch 8, so ergibt sich ¥ = 5.

Kugzforms 1x—21=3x4+19 |— 3%
8x— 2 |+ 21
8x = 40 | :8
Probe: 11.5—21 = 55— 21 = 34
3.5419=15+4 190 = 34



3. Beispiel: 53 — by — 21+ 22x = 18x 17— 42— 51
Beide Seiten der Gleichung kénnen vereinfacht werden, bevor das Auflésen der Gleichung be-
ginnt. Man erhalt durch Zusammenfassen 17 -+ 32 = 14x — 34. Subtrahiert man auf beiden

Seiten 14z, so entsteht 3x + 32 = — 34. Subtrahiert man auf beiden Seiten 32, so ergibt sich
3x = — 66; dividiert man beide Seiten durch 3, so erhalt man » = — 22.
Kurzf 2
R 53 — 5x — 21 4+ 22x =182 4 17— 4x — 51 |zusammenfassen
17x + 32 = 14x — 34 | — 14%
3x+ 32=—34 |— 32
3x= —66 | :3
xr=—
Probe: 53 —5. (— 22) — 21 4 22. (— 22) =53 4 110 — 21 — 484 = — 342
18.(—22) + 17 — 4(— 22) — 51 = — 396 4 174 88 — 51 = — 342

4. Beispiel: ax4br=c¢
Sind @, b und ¢ bekannte Zahlen, so hebt man auf der linken Seite der Gleichung den gemein-
samen Faktor # aus und erhilt # - (@ + b) = ¢. Nun isoliert man #, indem man beide Seiten

der Gleichung durch (a + b) dividiert. Es ergibt sich # = ;T{c-_b .

Esarzioriily ax -+ bx=c¢ |# ausheben
- (@a+b=c |:(a+?
_ ¢
F=atb
; ¢ ¢ - el o bl
e et T T ab  atb -

5. Beispiel: 4x+ (12—7x) =15— (4% — 2)
Auf beiden Seiten der Gleichung stehen Klammerausdriicke, in denen die Unbekannte # vor-
kommt. Erst nach dem Auflésen der Klammern wird das Vereinfachen moglich.

S 4x+4 (12—72)=15— (4x— 2) | Klammern auflésen
4x412—Tx=156—4x+ 2 | zusammenfassen
12—3x=17— 4% |+ 4%
124 % =17 |—12
x=5
Probe: 4.54 (12—7-5)=20+ 12—35=—3
15— (4-6—2=15—(20—2)=—3

6. Beispiel: 6a®— 3b(x + 2a) = 3b(2a — 3x) — 4a (b — 2%)

Die auf beiden Seiten der Gleichung stehenden Klammerausdriicke enthalten die Unbekannte#.
Wir erhalten zunachst durch Ausmultiplizieren der Klammern

642 — 3bx — 6ab = 6ab — 9bx — 4ab+ 8ax
und durch Zusammenfassen
6a — 3bx — 6ab = 2ab — 9bx + 8ax.
Die Gleichung ordnen wir so, daB auf der linken Seite nur Glieder stehen, die # als Faktor

enthalten, auf der rechten Seite nur Glieder, die # nicht als Faktor enthalten. Zu dem Zwecke
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miissen wir auf beiden Seiten der Gleichung einen Ausdruck addieren, der auf der linken Seite
die Summanden 64* und — 6ab, auf der rechten die Summanden — 9bx und +- 8ax aufhebt.
Es ist also auf beiden Seiten der Ausdruck (—6a®+ 6ab + 9bx — 8ax) zu addieren. Er
enthilt mit entgegengesetzten Vorzeichen alle Glieder der linken Seite, die # nicht enthalten,
und alle.Glieder der rechten Seite, die # enthalten. Beim Addieren fallen links die Glieder
ohne #, rechts die Glieder mit » weg, und somit ist die Gleichung im gewiinschten Sinne ge-
ordnet. Wir erhalten dabei
6a® — 3bx — Bab : 2ab — 9bx + 8ax
— 6a® + 9bx + 6ab — Sax — 8a% 4 6ab + 9bx — 8ax

Durch Zusammentassen ergibt sich 6bx — 8ax — 8ab — 6a2.
Jeder Summand dieser Gleichung enthilt den Faktor 2. Wir dividieren daher jede Seite der
Gleichung, d.h. jeden einzelnen Summanden, durch 2 und erhalten
3bx — dax = 4ab — 342
Hebt man aus den Summanden der linken Seite den gemeinsamen Faktor x aus, so wird
%+ (30— 4a) = 4ab — 342
Die Division durch (35 — 4a) ergibt
_ 4ab—3a®
= 3—4a
Kurzform:
6a® — 3b (v + 2a) = 3b(2a — 3% — 4a(b— 2x) | Klammern ausmultiplizieren
6a® — 3bx — 6ab = 6ab — 9bx — 4ab -+ 8ax |zusammenfassen
6a® — 3bx — 6ab = 2ab— 9bx + 8ax |+ (—6a2+ 6ab+ 9br— 8ax)

6bx — 8ax = 8ab — 6a® | :2
3bx — 4ax = 4ab — 3a2 | # ausheben
% (3b— 4a) = 4ab — 3a? | : (36— 4a)
dab—3a®
P Rl 5

4ab — 3a?

10ab —11a®  51a2b — 24a® — 30ab?
"3b—4a 3

- 2 __ = —_—— —
+2“)_6“ e T 3b— 4a .

Probe: 6a* — 3b (

4ab—3a?
R v el
3b(-a 3 3b—4a)
— 3p.—6ab+a? :Lbz—l?.ubj-Ga’_—30ab‘+511{’b—24a’
3b—da Y ab—_4a = 3b—da

7. Beispiel: 5a(x + b) — 2b(x — a) + 3c(2x+ b) —a(8x -+ 17b) + b(5x — 3¢) — 2¢cx

= 5(2a+4 3b+ 4¢)
Kurzform:
Sa(x +b) — 2b(r — a) + 3¢(2x + b) — a(3x +Tb) + b (52 — 3¢) — 2¢x
= 5(2a + 3b+ 40) | Klammern links ausmultiplizierer
Sax + 5ab— 2bx + 2ab + 6cx + 3bc — 3ax —Tab + 5bx — 3bc — 2¢x
=502a+3b440) | zusammenfassen
2ax + 3bx + dox = 5(2a 4 3b + 40) | # ausheben
7+ (264 3b+ 40)= 5. (2a + 3b + 40) | : (2a+ 3b+ 4¢)

x=05
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Probe: 5a(5+b) —2b(5 —a) + 3c(2-54+b) —a(3-5+7b) +b(5-5—3c) —2.5.¢
= 25a 4 5ab —10b + 2ab 4 30c + 3bc —16a — Tab + 256 — 3bc — 10¢
= 10a ++15b + 20¢;
5-(2a+ 3b - 4c) =10a + 155 + 20¢

Klammern, in denen die Unbekannte vorkommt, miissen beim Auflésen der Gleichung
beseitigt werden.

Andere Klammern werden nur dann beseitigt, wenn sich dadurch die Gleichung ver-
einfacht. Das Ausmultiplizieren des auf der rechten Seite der Gleichung stehenden
Produkts hitte im 7. Beispiel zu keiner Vereinfachung gefiihrt, es hitte im Gegenteil
das Bestimmen der Unbekannten erschwert.

¢) Bruchgleichungen

Gleichungen, in denen Dezimalbriiche als Faktoren oder Summanden vorkommen,
werden unter Beachtung der Regeln fiir das Rechnen mit Dezimalbriichen wie die
Gleichungen behandelt, in denen nur ganze Zahlen auftreten. In den folgenden
Beispielen ist die Probe wegen Platzmangels weggelassen worden, sie muf jedoch in
jedem Falle durchgefithrt werden.

1. Beispiel:

.
5,7 (Tx— 20,7 +1,7- (10,4 — 2,7%) = 3,7- (15,4—4,7%) — (¥— 3,81) | Klammern auflésen
39,9x — 117,99 4+ 17,68 — 4,59x = 56,98 —17,39x — x + 3,81 | zusammenfassen

35,312 — 100,31 = 60,79 — 18,39 | +100,31 4 18,39x
35,31x 418,392 = 60,79 4 100,31 | zusammenfassen
53,7x = 161,1 | :83,7

»=3

Wie von der Bruchrechnung her bekannt ist, werden gemeine Briiche vor dem Addie-
ren bzw. Subtrahieren gleichnamig gemacht. Sie werden also durch Erweitern auf den
— beiden Seiten der Gleichung gemeinsamen— Hauptnenner gebracht. Wenn man jedes
Glied der Gleichung mit diesem Hauptnenner multipliziert, kann gekiirzt werden, so
daB bei allen Briichen der Gleichung der Nenner wegfillt. Die Darstellung wird ver-
einfacht, wenn nur die Produkte aus den Zihlern und den zugehoérigen Erweiterungs-
zahlen aufgeschrieben werden.

2.Beispiel: i -x+9_37'7=5%—%-(x—8) :\:ifnlg{::ptnenner -
3x+4-(9—T7%)=6-11—2. (v — §) | Klammern ausmultiplizieren
3x+ 36 — 28x = 66 — 2x |- 16 | — 364 2#
3x — 28x 4 2x = 66416 — 36 | zusammenfassen
— 23x — 46 | :(—23)

x=—2
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Man kann die vorgegebene Gleichung auch unmittelbar mit dem Hauptnenner multiplizieren.
Stellt man das Auflosen in der Kurzform dar, so ist es zweckmiBig, den zu jedem Bruch ge-
hérenden Erweiterungsfaktor zu notieren und den Lésungsgang etwa in folgender Form zu
schreiben: .

) T

S 9—Tx~ 1% 1°

=" = 0 -1

TPt Sy — g e—8) |12

3%+ 36— 28x = 66— 24 16 | + (27— 36)
—23r =46 | : (—23

Gleichungen, bei denen die Unbekannte a in Nennern von Briichen vorkommt,
werden zweckmiBig mit dem Hauptnenner multipliziert, so daB die Nenner beseitigt
werden.

3. Beispiel: 10ax - 2b7+75a mit Hauptnenner
) exsp‘xs . Br—a)(x+b) 2x+0b ' 3xr—a (8% —a) (x4 b) multiplizieren
10ax 2b 5a

(3z—a)(x+b)=;ﬂ-(3z—n)(x+b)+§ju» (8% -a)(x¥+b) kirzen
10ax'= 2b(3x — a) + Sa(r 4 b) | ausmultiplizieren

10ax = 6bx — 2ab + 5ax + 5ab | ordnen und zusammenfassen

Br—a)(x+0)

Sax — 6bx = 3ab |  ausheben
x(5a — 6b) = 3ab | : (5a— 6b)
_ 3ab
5a—6b
Kurzform:
«(3z—a) “(z+b)
~_ - ~
10ax 2b _ba

Br—aF0 545 T dr—a [6ek0) fa5—~a)
10ax = 6bx — 2ab+ 5ax + 5ab |+ (—5ax — 6bx)

5ax — 6bx = 3ab | ausheben
z(5a — 6b) = 3ab | : (5a— 6b)
3ab

Bruchgleichungen vereinfacht man vor dem Auflsen, indem man jedes Glied mit dem
Nﬂnnptnenmr multipliziert. Dann fallen durch Kiirzen bei allen Briichen der Gleichung die
enner weg.

a) Textgleichungen

In der folgenden Aufgabe ist die aufzulosende Gleichung nicht unmittelbar gegeben
sondern in Text eingekleidet, aus dem sich eine Gleichung aufstellen 14B8t.
Das 7fache einer Zahl, um 11 vermindert, ergibt das 5fache der um 3 vermehrten Zahl.

Wie findet man die Zahl aus diesen Angaben? Die Frage soll mit Hilfe einer Gleichung beant-
wortet werden.

Lésung: Die gesuchte Zahl wird mit #bezeichnet und die fiir » geltende Bestimmungsgleichung
aufgestellt. Man bringt deshalb zunéchst zum Ausdruck, was nach der Aufgabe fiir die Unbe-
kannte # gefordert wird. Ihr 7faches heiBt 7x, das um 11 verminderte 7fache ergibt 7x — 11,
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die um 3 vermehrte Zahl x heiBt x - 3, ihr 5faches 5 (¥ 4 3). Die Ausdriicke 7x —11

und 5- (¥ 4+ 3) sind gleichwertig, es ergibt sich somit als Bestimmungsgleichung fiir
Tx—11=5- (x4 3).

Das Auflosen der Gleichung ergibt

T2 —11=5x+15 | —b6x+411
2x= 26 |:2
=13

Probe: Das Tfache von 13 ist 91. Diese Zahl, um 11 verkleinert, ergibt 91 —11 = 80;
13, um 3 vermehrt, ergibt 16. Das 5fache von 16 ist 516 = 80. Die Zahl 13 erfiillt die in
der Aufgabe gestellten Forderungen.

Auch in der nichsten Aufgabe ist die aufzulésende Gleichung nicht unmittelbar gegeben. Statt
dessen wird ein Problem geschildert, wie es in der Praxis auftreten kann; es muf erst in die
Sprache der Mathematik iibersetzt und in Form einer Gleichung niedergeschrieben werden. Ge-
rade durch Losen von Textaufgaben wird geiibt, mathematische Begriffe und Regeln, die aus
Problemen der Umwelt entwickelt werden, wieder auf die Praxis anzuwenden, um neue Er-
kenntnisse zu gewinnen.

Wieviel Kilogramm Zink (Dichte 7 kg/dm?) sind mit 53,4 kg Kupfer (Dichte 8,9 kg/dm?®) zu
legieren, damit man Messing mit der Dichte 8,4 kg/dm?® erhélt?

Loésung: Ist die Masse des Zinks # kg, so werden aus 53,4 kg Kupfer durch Zusatz von » kg Zink

53,4
insgesamt (53 4 -} x) kg Messing hergestellt. Nach der Formel V = ’: sind das —B~9—dm1
53,4 4%
Kupfer und - dm" Zink, die zu 82 8.4+ dm?® Messing verarbeitet werden. Das Gesamtvolumen

ergibt sich als Summe der Volumen der Bestandteile. Man erhalt fiir das Gesamtvolumen also
die beiden Ausdriicke

(ﬂ + = )dm’ und

und zum Berechnen der Unbekannten # die Gleichung

534  x _ 5344z

8,9 7 8,4
Das Auflosen der Gleichung ergibt
x 53,4 +x
(i DR L i ‘
+ 7 8.4 | -84
50,4 41,22 = 53,4+ 7 | — (50,4 + #)

02x= 3 | :02

x=15.

Den 53,4 kg Kupfer miissen demnach 15 kg Zink zugesetzt werden.

Probe: Fiigt man 15 kg Zink zu 53,4 kg Kupfer, so erhdlt man 68,4 kg Messing.

38 4
Vi -dm?® oder 8 —- dm? Messing enthalten

.5;94, dm?® oder 6 dm?® Kupfer und T dmz oder 2 T,.clm" Zink.

l=6+2}.
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Fiir Textgleichungen lassen sich folgende Regeln angeben:

Das’ Aufstellen einer Besti mmungsgleichung
1. Die genaue Bezeichnung der Unbekannten wird festgelegt.

2. Alle Beziehungen der in der Aufgabe genannten GréBen werden mit
mathematischen Rechenzeichen aufgeschrieben, die Unbekannte wird
dabei wie eine bekannte GroBe behandelt,

3. Ein durch zwei verschiedene Zahlenausdriicke darstellbarer Wert wird
aufgesucht. Enthilt wenigstens der eine Ausdruck die Unbekannte, so
bildet er die eine Seite, der andere Ausdruck die andere Seite der Bestim-
mungsgleichung.

Das Auflssen der Bestimmungsgleichung

1. Jede Scite der Gleichung wird fiir sich soweit wie méglich vereinfacht.

2. Die Gleichung wird geordnet und danach wieder soweit wie méglich
vereinfacht.

3. Die Unbekannte wird isoliert.

Probe

1. Die Losung wird an Stelle der Unbekannten in die Ausgangsgleichung
eingesetzt.

2. Es ist zu priifen, ob der errechnete Wert den Bedingungen der Aufgabe
geniigt.

Zur Priifung der Richtigkeit der Losung von Textaufgaben geniigt es nicht, daB die gefundenen
Werte in die Gleichung eingesetzt werden; es konnte Ja schon beim Aufstellen der Gleichung
ein Fehler unterlaufen sein. Deshalb muf die Losung anhand des wirklichen Sachverhalts iiber-
priift werden. Allgemein spricht man vom Kriterium der Praxis, wenn durch mathematische
Operationen oder theoretische Uberlegungen gewonnene Ergebnisse am wirklichen Sachverhalt
iberpriift werden.

AUFGABEN

la)x43=8 b)8+r=3 ) x4+ 07=2 d 2 +r=5 e x+4+a=1>

2.a) x— 6=38 b)xr—5l=2 ¢ 75—x=21 d)3—x=7'5’ e r—c=d

3.a) 42 = 28 b) 35x =17 c) 1,47 = 42 d) 3}x =53 e px=gqg
x x x 5 L x
b)4=2,4 ¢)§-=1 d) 2—=37— e)—a—b

5.a) Im 2. Quartal produzierte eine Maschinenfabrik monatlich durchschnittlich 14 Maschinen
mehr, als der Monatsdurchschnitt des 1. Quartals ergab. So wurden im 1.Halbjahr ins-
gesamt 282 Maschinen fertiggestellt. Wie hoch war der Monatsdurchschnitt des 1. Quar-
tals?

b) In einen Spiilkessel wurden 160 1 Wasser von 62°C gefiillt. Wieviel Liter Leitungswasser
von 12°C miissen zugegoséeu werden, um eine Temperatur von 32°C zu erhalten ?
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6.In der Formel ¢ = t, — #, bedeuten ¢ Temperaturzunahme, # Anfangstemperatur, #, End-
temperatur. Die Gleichung ist aufzulésen nach

a) #, (Zahlenbeispiel: f, = 33,5°, ¢ =25,8°)
b) #, (Zahlenbeispiel: t, =18°, #="17,1°).
Anmerkung: Hier wie in den folgenden Aufgaben sollen die Zahlenwerte erst eingesetzt
werden, wenn die Gleichung aufgelost worden ist.
7.Der Spanquerschnitt F wird aus der Spanbreite b und der Spantiefe ¢ nach der Formel
F=b -t berechnet. Die Gleichung ist aufzul6sen nach
a) b (Zahlenbeispiel: F= 0,16 mm?, ¢= 0,2 mm)
b) ¢ (Zahlenbeispiel: F= 0,36 mm?, b=1,2 mm).
8. Die Masse m eines Korpers wird aus den! Volumen ¥ und der Dichte p nach der Formel

m =V . g berechnet. Die Gleichung ist nach V aufzul6sen. (Zahlenbeispiel: m = 24,03 kg,
o = 8,9 kg/dm?).

9. Bei gleichférmiger Bewegung wird der Weg s, der mit der Geschwindigkeit v in der Zeit ¢
zuriickgelegt wird, nach der Formel s = v - ¢ berechnet. Die Gleichung ist nach ¢ aufzu-
16sen. (Zahlenbeispiel: s = 66 km, v = 27,5 m/s)

10. Die Umfangsgeschwindigkeit v eines Schwungrades wird aus dem Durchmesser 4 und der
Drehzahl #» nach der Formel v= z - d - » berechnet. Die Gleichung ist nach »# aufzulésen.
(Zahlenbeispiel: v = 15,4 m/s, d = 500 mm, 7% = 31)

11. Eine Kraft P erzeugt an einer Kurbel vom Radius  das Drehmoment M = P - 7. Die Glei-
chung ist nach P aufzulésen. (Zahlenbeispiel: M = 13,42 kpm, » = 305 mm).

12. DurchflieBt ein elektrischer Strom mit der Starke I ein Stiick eines Leiters, das den Wider-
stand R hat, so berechnet man die Spannungsdifferenz U zwischen den Enden des Leiter-
stiicks nach dem Ohmschen Gesetz U = I - R. Die Gleichung ist nach R aufzulSsen.
(Zahlenbeispiel: U = 220 Volt, I = 0,55 Ampere)

13. Der Widerstand R eines elektrischen Leiters wird aus seinem spezifischen Widerstand g,

l
seiner Linge / und seinem Querschnitt F nach der Formel R = p - berechnet. Die Glei-

. 2
chung ist nach F aufzulosen. (Zahlenbeispie]‘ R=1430Q, p=0,0286 — ", I= 2km)
m
14.a) 87 +7=39 b) 8x —11 =16 €) 15+ 2 = 25 d) 51 —7x=2
15.a) pr4-g=7r b)a—br=c¢ c) 4d+ nx=17d d) smxr —n=p
16.a) 13y —19= 92+ 5 b) 29 4 14x = 5x + 2
€) 14—Txr=15— 8x d) 21x417=11247

17.a) 2 — 9x + 3 —Tx =12 —16x 413 —10x
b) 11 —x=5x+412—8x 47
c) 13y — 43 =112 477 — 22+ 8
d) 6747 —14r+ 23 — 372 =0,
18.a) ax — 5b = 3bx+ 2a b) ax +b=cx+d
c) dax + 3b — 5bxy = 3bx 4 8a— b d) 3ax - 6a® =14ab —Tbx
19.12% — (52 + 4) =7 — (23x —19)
20.37x — [59 — (25 — 4x) —Tx] = 47— (9x —17)
21.11x — 6(x — 3) = 3- (9 — ) + 47
22.4ax — 6a(x — b) =Tbx — 3b(4x — 5b)
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23.7,3x — (17,8x + 2,6) =19,3x — [15,6 — (5,2x 4+ 20,1)] — 6,4
24.2,8 (v — 2,6) + 22,97+ 5,2+ (0,7 — 22) = 2,1- (x + 2,6) — 27,84
25.(3.4 + 2,3a) - ¥ = 2,2a — (x + 2,6) - (2.32 — 3,4)
26.1,7- 2 — (x— 3,4) -m=m - (51 — m)

x . Tx—9 1 x—38

no ==, =
Bx+1+ —x_x+1_ 2x+3_x—4
T 10 30 12 20 15
7—4z 3x—5_ 1—16x 3
=% twm = § %
30.4%=3_3x4+2_x+1 5
g 9 ~ 3 " 12
312x+b 15b—8a_13x—a 2a—3b
) 33~ 33 6
a 2a—zx b—2x
By — 24 _Tb_
7+.’>bz ax+
Tx 49 1 19
L T Toie
23 2 1
Bw—r—stw
7 13 1 7 3
T 2T T8 —3r—% 8 —5%
2 3 43
37'x+4+x+3=x’+7z+12
3, 2 40 3

‘3. w+2) A—x—6 2x—86
39. Der Flicheninhalt F eines Kreisabschnitts wird nach der Formel
F=%[r(b—s) +s-4]

berechnet; dabei bezeichnet 7 den Radius des Kreisbogens, b seine Bogenlinge, s die Sehnen-
lange und / die Héhe des Kreisabschnitts. Die Formel ist nach

a) 7, b) b, c) s, d) %
aufzuldsen.
40. Das Gewicht G eines Keiles wird nach der Formel
o s OV y
6
berechnet ; dabei bezeichnet 4, die Linge der Keilschneide, a, die Lange des KeilfuBes, b die
Breite des KeilfuBes, & die Hohe des Keiles, y die Wichte. Die Formel ist nach
a) a, b) a,, c) b, d) &, ey

aufzuldsen.
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41. Der Widerstand R einer Stromverzweigung mit dem Widerstand R, des einen, R, des anderen
Zweiges wird nach der Formel
i 4 .1
R ™R 'Ry
berechnet. Die Formel ist
a) nach R, b) nach R,
aufzulésen.

42. Die Kapazitat C der in Reihe geschalteten 3 Kondensatoren mit den Kapazititen C,, C,
1 1 1
und Cyz wird nach der Formel =+~ + ~ berechnet. Die Formel ist nach den
C C, C, Cy
Kapazitaten C, C;, Cy, Cy aufzulésen.
43. Aus der Gegenstandsweite g und der Bildweite b wird die Brennweite f einer Linse nach

1 1

der Formel F = ) -+ i berechnet. Die Formel ist nach f aufgelost zu schreiben.

44. Zwei Dreher 4 und B, die zusammen 55 Werkstiicke anzufertigen haben, beginnen gleich-
zeitig mit der Fertigung. Nach wieviel Stunden haben sie ihren gemeinsamen Arbeitsauftrag
erfiillt, wenn 4 in der Stunde 5 und B 6 Werkstiicke anfertigt? .

45. Um wichtige Zeichen (Herstellungsnummern u.a.) in polierte Maschinenteile aus Stahl ein-
zuidtzen, verwendet man verdiinnte Salpetersiure. Wieviel Liter Wasser sind in § / konzen-
trierte Salpetersdure von der Dichte 1,5g/cm? zu schiitten, damit Atzfliissigkeit von der
erforderlichen Dichte 1,1 g/cm? entsteht?

46. Fiir den Gesamtwiderstand (Rges) zweier parallelgeschalteter Widerstinde (R, und R,)
1 l
gilt die Beziehung ﬁ»— =
Wie gro8 ist der eine der paral]elgeschalteten Widerstande, wenn der andere 50 Q und der
Gesamtwiderstand 27 Q betragt?

47. Durch Kalidiingung konnte die Kartoffelernte eines Bauern um 13,4% -erhsht werden
und betrug nun 22,68 t je ha. Wie hoch war sie auf ungediingtem Feld ?

48.In einer LPG sind zwei Brigaden fiir das Einbringen der Getreideernte eingesetzt. Durch
bessere Arbeitsorganisation benétigt die eine Brigade nur % der Gesamtzeit. Wieviel Stunden
benotigt die andere Brigade, wenn je Doppelzentner Getreide vom Méhen bis zum Drusch
fiir beide Brigaden eine Zeit von 14 Stunden festgestellt wurde ?

49. Wie wichtig es ist, im StraBenverkehr aufzupassen und sich umsichtig zu verhalten, zeigen
folgende Zahlen: 1957 und in den drei ersten Quartalen 1958 ereigneten sich im demokra-
tischen Sektor von GroB-Berlin 7800 Unfille, dabei im ersten Dreivierteljahr 1958 312 mehr
als 1957. Wieviel Unfille hatten wir 1957 und wieviel im Januar bis September 1958 ?

50. Das Stahlschrottaufkommen soll bis 1965 um 509, gesteigert werden. Die volkswirtschaft-
liche Bedeutung ersicht man daraus, daB eine Tonne Roheisen 6,5 mal so teuer ist, als eine
Tonne Schrott. Beide zusammen kosten 300,— DM. Wieviel kostet eine Tonne Schrott?

51. Buntmetalle sind fiir uns sehr wichtige Grundstotfe und es muB sparsam mit ihnen umge-
gangen werden, denn fiir eine Tonne Kupferschrott und eine Tonne Elektrolytkupfer werden
zusammen 5310,— DM gezahlt. Der Preis des Kupferschrotts betrigt aber nur 189 von
dem des Elektrolytkupfers. Wieviel kostet die Tonne Kupferschrott, wieviel die Tonne Elek-
trolytkupfer ?

52. Eine Baugrube ist durch einen Platzregen vollgelaufen und soll durch 3 Pumpen schnellstens
entleert werden. Die erste Pumpe allein benotigt fiir diese Arbeit 3 h, die zweite allein 4 h
und die dritte allein sogar 6 h. In welcher Zeit ist die Baugrube entleert, wenn alle drei Pum-
pen zugleich in Titigkeit sind ?
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53. Durch Einfiihrung technischer Verbesserungen konnte dic Produktionsauflage eines volks-
eigenen Werkes um 60 Werkzeugmaschinen gegeniiber dem Vorjahre erh6ht werden. Die
Produktionsauflage konnte um 711 iibererfiillt werden, wodurch eine Produktion erreicht

wurde, die 509 iiber der des Vorjahres lag.
‘Wie grof ist:

a) die Vorjalrsproduktion gewesen?

b) die Produktion des neuen Jahres?

54. Eine Brigade verpflichtet sich, Handwagen als Massenbedarfsartikel zusitzlich herzustellen.
Es wurden im 2. Quartal 36 Wagen mehr hergestellt, als der Monatsdurchschnitt des 1. Quar-
tals ergab. So wurden im 1. Halbjahr insgesamt 510 Wagen hergestellt. Wie hoch war der
Monatsdurchschnitt des 1. Quartals ? B

55.1In jedem Jahr, kurz vor Weihnachten, gehen die Helfer der Nationalen Front und verkaufen
Solidarititsmarken, um unseren alten, verdienten Menschen eine kleine Freude zum Fest zu
bereiten. Ein Helfer hatte Marken zu —,50 DM und 1,— DM; zusammen 23 Stiick im Werte
von 15,50 DM. Wieviel Marken zu —,50 DM und zu 1,— DM hatte er?

56. Fiir den Bau des Miiggelturmes sammelte eine Schulklasse Altmaterial und verkaufte es. Als
der Betrag dem Lehrer iibergeben wurde, legte dieser 2,— DM zu, ,,um den Betrag abzu-
runden*. Ein Schiiler brachte das Geld zur Post. Er mufite — ,20 DM Porto zahlen. Als er zu-
riickkam, sagte er: ,, Trotzdem ich von dem Geld das Porto zahlen muBte, habe ich nochﬁ;
mehr abschicken kénnen als der Betrag war, den die Klasse gesammelt hat.

Wieviel hatte die Klasse gesammelt ?

57. Die bessere Ausstattung mit Maschinen und die Anwendung neuer wissenschaftlicher Erkennt-
nisse in der sozialistischen Landwirtschaft fiihren zu einer wesentlichen Steigerung der tieri-
schen und pflanzlichen Produktion. So konnte z. B. das Eieraufkommen im Bezirk Schwerin
im Jahre 1957 im Gegensatz zu 1953 um die Halfte und noch 8 Mill. gesteigert werden. In den
beiden Jahren war der Ertrag zusammen 308 Mill. Eier. Wie hoch war das Eieraufkommen
19572

58. Der Warenumsatz mit der Sowjetunion, unserem gréBten Handelspartner, betrug in den
Jahren 1958 und 1959 13176 Md. Rubel, d. h. 1959 um 976 Mill, Rubel mehr als 1958. Wie
groB war der Umsatz 1958 und wie groB war er 1959?

59. Durch den stindigen Aufschwung der Volkswirtschaft ist es unserem Staate méglich, immer
groBere Investitionsmittel fiir den Wi bau berei So wurden 1954 é, 1955
ebenfalls 4, 1956 1, 1957 die Hilfte der 1958 hergestellten Wohnungseinheiten gebaut. Zu-
sammen waren es 402000. Wieviel Wohnungseinheiten entfallen auf die einzelnen Jahre?

60. Eine 350 cem Jawa, das 100000. Motorrad, seitdem wir diese Maschinen aus der CSR ein-
fiihren, wurde in der Tschechoslowakischen Botschaft einer Gruppe Junger Pioniere aus An-
1aB des 10. Jahrestages als Geschenk iiberreicht. Wie stark die Einfuhrkurve fiir diesen Ma-
schinentyp steigt, ist daraus zu ersehen, daB in den Jahren 1957 und 1958 2400 Maschinen
mehr eingefiihrt wurden als von 1948 bis 1956. Wieviel Maschinen wurden von 1948 bis 1956
und von 1957 bis 1958 (bis zur 100 000. Maschine) eingefiihrt?

61.In einem VE-Betrieb sollen drei Arbeiter, die Verbesserungsvorschlidge eingereicht haben,
ausgezeichnet werden. Da der Wert der Vorschlige unterschiedlich ist, muB die Hohe der
i Pramien unterschiedlich sein. Der erste Arbeiter soll 100 DM mehr bekommen als
der zweite, der dritte die Halfte des ersten. Zusammen stehen 900 DM zur Verfiigung. Wie
hoch ist die Primie jedes einzelnen Arbeiters?

62. Ein Elektrizititswerk berechnet fiir die kWh 0,40 DM und als monatliche Zzhlermiete 0,60 DM.
‘Wihlt der Abneh aber den ten Haushaltstarif, so muB er eine Grundgebiihr von
3,80 DM im Monat zahlen, wihrend die kWh mit 0,08 DM berechnet wird.

Von welchem Verbrauch an lohnt sich der Haushaltstarif ?
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3. Proportionen

@) Verhilinis zweier Zahlen und Proportionalititsfaktor

Zum Herstellen von Mortel fiir Mauerwerk aus Ziegelsteinen werden geléschter
Kalk und Sand im Verhdltnis 4 : 9 (gelesen ,,vier zu neun‘’) gemischt. Man braucht
zum Beispiel fir 120 7 Kalk 270 ¢ Sand. Man spricht vom Ubersetzungsverhiltnis
1:3 eines Fahrrades, wenn das Kettenrad mit den Pedalen eine Umdrehung, das
Hinterrad durch den Zahnkranz gleichzeitig drei Umdrehungen macht. Zeigt die
Anzeigetafel bei einem Handballspiel 6 : 8, so sagt man, das Torverhdltnis ist 6 zu 8.
Das Verhiiltnis zweier Zahlen erméglicht einen Vergleich der beiden Zahlen. Fiir
Zeichnungen wird das Verhiltnis einer gezeichneten zur wirklichen Linge als MaB-
stab der Zeichnung verwendet.

Die Ma@e fiir die Herstellung eines Werkstiicks sind aus der Werkstattzeichnung ab-
zulesen. Die Zeichnung kann in natiirlicher Grofe ausgefihrt werden, wenn das
Zeichenblatt dazu ausreicht und die MaBe ibersichtlich angegeben werden kénnen. Man
sagt dann, dic Zeichnung ist im ,,Mafstab cins zu eins** angefertigt und schreibt dafiir
. M1:1“ DieWerkstiicksabmessungen stimmendabei mit denen der Zeichnung iiberein.
Oft miissen aber groBc Werkstiicke verkleinert gezeichnet werden. In einer Zeich-
nung vom ,,MaBstab eins zu finf* (geschrieben M 1: 5) betragen die gezeichneten Ab-
messungen ein Fiinftel (3) der entsprechenden Abmessungen am Werkstiick. Umgekehrt
werden kleine Werkstiicke, wie Erzeugnisse der Feinmechanik und Optik, vergréBert
dargestellt, damit die MalBle deutlich eingetragen werden konnen. Sind gezeichnete
Lingen doppelt so groB wie die natiirlichen, so sagt man, die Zeichnung ist im
»Mafstab zwei zu eins‘* ausgefithrt und schreibt dafar M 2:1%.

Die MaBstibe fiir technische Zeichnungen sind genormt.

Alle Lingen derselben technischen Zeichnung sind bei Verkleinerung ein bestimmter
Bruchteil, bei VergroBerung ein bestimmtes Vielfaches der entsprechenden Lingen des
Werkstiicks. Bild und Original stchen jedesmal in dem durch den MafBstab angegebe-
nen Verhiltnis (Abb. 12).

Unter dem Verhaltnis zweier Groen a und b

versteht man den Quotienten % .

Abb.12.

Werkstiick neben technischer Zeichnung mit
dem MaBstab 1:2. In der Zeichnung sind
alle Langen halb so groB wie am Werkstiick.
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Jedes Verhiiltnis von zwei gleichartigen GréBen 1Bt sich als Verhiltnis von unbe-
nannten Zahlen schreiben und durch Erweitern oder Kiirzen umformen, z. B.
2cm: 30 cm oder 2: 30 oder 1:15. Jedes Verhiltnis wird von zwei Gliedern gebildet,
dem Vorderglied und dem Hinterglied.

a:b

7N
Vorderglied Hinterglied
des Verhiltnisses von a und b

Die genormten Verhiltnisse der MaBstibe werden bei verkleinerter Darstellung
mit dem Vorderglied 1, bei vergréBerter mit dem Hinterglied 1 geschrieben.

Ist zum Beispiel eine in der Zeichnung 150 mm lange Strecke in Wirklichkeit 375 mm
lang, so ergibt das Verhiltnis 150 : 375 mit dem Wert % als MaBstab der Zeichnung
M1:25.

Lingen einer in einem bestimmten MaBstab ausgefiihrten Zeichnung stehen zu
den ihnen entsprechenden natiirlichen Léngen im gleichen Verhiltnis. Bezeich-
net man mit &, a,, a;. .. Lingen der Bildstrecken, mit b, by, b, . . . die zugehéri-
gen wirklichen Lingen und mit m den MaBstab, so ist @,: b, = m, ay: b
@y:by=m. .., also auch @y =m- by, ay=m-by, ag=m-b,...; dabei ist fiir Ver-
kleinerungen m <1, fiir VergréBerungen m>1.

=m,

Allgemein gilt fiir einc im MaBstab s ausgefiihrte Zeichnung:
Ist x die Lange am Werkstiick, so ist die Linge in der Zeichnung y= m- x.

Wenn eine Folge von GroBen a,, ay, a;. .. aus einer Folge von GroBenb,,b,, b,
durch Multiplizieren mit dem gleichen Faktor m eutsteht, sagt man, die GréBen
@,. 0y, @y... sind zu den GroBen by, b,, b, ... proportional, und nennt 7 den Pro~
portionalitatsfaktor.

1. Beispiel: Fir eine im MaBstab 1: 2,5 ausgefithrte Zeichnungist m = | - = Zwischen

den Lingen des Werkstiickes und den Lingen der Zeichnung ergeben sich folgende Beziehungen:

Linge am Werkstiick | Linge in der Zeichnung
375 mm £ 375 mm =150 mm
275 mm £+ 275 mm =110 mm
175 mm £-175mm= 70 mm

Die drei Lingen 150, 110, 70 sind* zu den drei Langen 375, 275, 175 proportional, § ist Pro-
portionalitatsfaktor.

2. Beispiel: Nach dem Ohmschen Gesetz gilt fiir den Spannungsabfall U auf einem Leiter
vom Widerstand R bei der Stromstérke I die Formel U = R - I.

Der Spannungsabfall in einem Leiter ist der Stromstirke proportional, U ~ I.

Der Spannungsabfall in einem Leiter ist dem Widerstand proportional, U ~ R.
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b) Die Verhiltnisgleichung

Sind a, und a, Langen zweier Strecken auf der Landkarte, b, und b, die Langen der
entsprechenden Strecken in der Natur, so ist das Verhiltnis a, : a, gleich dem Ver-
hiltnis b, : b,. Liegt z. B. ein MeBtischblatt(MaBstab 1 : 25 000) vor, und ist @; =4 cm,
a,=5cm, dannist b, =1km und b, = 1,25km. Es gilt also @, : a, = b, : b,; eine
solche Gleichung heiBt Verhiltnisgleichung oder Proportion.

Sind R,, R, di¢ hintercinandergeschalteten Widerstande eines Stromkreises und U,
U, die an ihnen liegenden Teilspannungen (Abb.13a), so ergibt sich aus dem Ohm-
schen Gesetz

Uy:Us=R,: Ry

Die Widerstdnde und die Teilspannungen haben demnach das gleiche Verhdltnis und
das wird durch dieVerhaltnisgleichung zum Ausdruck gebracht. Die Einfithrung des
Begriffes ,,Verhiltnisgleichung® bietet Vorteile. In Form der Verhiltnisgleichung
148t sich z. B. die Beziehung zwischen hintereinandergeschalteten Widerstinden und
den dazugehérigen Teilspannungen besonders gut merken.

Ergibt sich fiir zwei Zahlenpaare a, b und ¢, d jeweils das gleiche Verhiiltnis, so kann
man beide Verhiltnisse durch ein Gleichheitszeichen verbinden.

a:b=c:d
oder

CIEY

c
d
Wir merken uns:

Werden zwei gleiche Verhiltnisse durch das Gleichheitszeichen verbunden, so entsteht eine
Verhiltnisgleichung oder eine Proportion.

a:b=c:d

Dividiert man die linken Seiten und die rechten Seiten der Gleichungen a= m-¢
und b= m-d durcheinander, so erhilt man

m -

o

b m-

|

oder
@:b=

o
[

In der Verhiltnisgleichung sind also nach S. 84 die Grofen @ und b zu ¢ und d pro-
portional. Insbesondere nennt man d die vierte Proportionale zu a, b und c.

Direktes und indirektes Verhiltnis

. " Ry R,
Die oben aufgestellte Gleichung
U,: =R, R; U Uz
+ -
besagt, daB bei Hintereinanderschalten von Wider-
stinden die an ihnen liegenden Spannungen den Wider- —
stinden proportional sind (Abb.13a). Widerstiindein Reihenschaltung
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Schaltet man die Widerstinde R, und R, parallel (Abb. 13b), so ergibt sich aus
dem Ohmschen Gesetz

L :I;=Ry:R,.

Das Verhiltnis der Stromstirken 7, und I, ist hier dem
Verhaltnis der Widerstinde R, und R, gleich.

Da g’ der reziproke Wert von 24 ist, sagt man, daB
1

Abb.13b.
Widerstinde in Paralle!schaltung

die Stromstirken der Zweige zu2 ihren Widerstinden
umgekehrt proportional sind. Die Stromstiirken stehen zu
den zugehorigen Widerstinden im umgekehrten oder indirekten (ungeraden) Verhiltnis.
Dementsprechend spricht man bei Hintereinanderschaltung auch von dem direkten
(geraden) Verhiltnis der Spannungen und der zugehérigen Widerstinde.

Proportionen sowohl mit direkten als auch mit indirekten Verhltnissen begegnen uns bei unserer
Arbeit haufig. Direkt proportional sind zum Beispiel Fahrpreis und Fahrstrecke bei der Reichs- :
bahn, Arbeitslohn und Arbeitszeit, Gasdichte und Gasdruck, zuriickgelegter Weg und Geschwin-
digkeit, Durchmesser zueinander passender Zahnrider und ihre Zihnezahlen, Héhe von Gegen-
standen und zur gleichen Zeit gemessene Schattenlingen dieser Gegenstinde, weil hier die eineGroBe
mit der anderen im gleichen Verhiltnis zu- oder abnimmt. Indirekt proportional sind Arbeits-
zeit und Arbeiterzahl bei Fertigstellen eines Arbeitsauftrags, Fahrtdauer und Geschwindigkeit,
Volumen und Druck einer Gasmenge, Drehzahlen und Raddurchmesser bei Ridertrieb, Stro-
mungsgeschwindigkeit und Rohrquerschnitte, weil hier die eine GroBe zunimmt, wenn die andere
abnimmt und umgekehrt.

Direktes Verhaltnis:
1. Zunahme entspricht Zunahme,
2. Abnahme entspricht Abnahme
Indirektes Verhaltnis:
1. Zunah scht Abnak

2. Abnahme entspricht Zunahme

Als Beispiel fiir direkte Proportionalitit sei noch die Federwaage angefiihrt.

Auf der Skala ciner Federwaage zeigen die in Abstinden von je 2,2 mm aufeinander-
folgenden Eichstriche eine Belastungsinderung von 200 p an (vgl. Abb. 30 auf S.107).
Die Schraubenfeder dehnt sich beim Belasten mit 1 kp um 11 mm, beim Be-
lasten mit 2 kp um 22 mm, bei dreifacher Last um 33 mm usw. Solange die Elasti-
zititsgrenze des Federstahls nicht erreicht wird, bleiben die Belastungszunahmen
mit den zugehérigen Dehnungen im gleichen Verhiltnis. Es ist 2 kp: 3 kp=3 und
22mm: 33 mm=3, also 2kp:3 kp= 22 mm: 33 mm oder, wenn man von den
MaBbezeichnungen absieht, 2:3 — 33.

Ein Beispiel fiir indirekte Proportionalitit ist in Abb. 14 dargestellt. Bei einer Hand-
blechschere ist die entsprechend dem Widerstand Q des Werkstiicks aufzuwendende
Kraft P von dem Lingenverhaltnis der Hebelarme der Schere abhiingig. Je groBer
der Kraftarm im Verhaltnis zum Lastarm ist, um so kleiner ist die aufzuwendende
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Kraft im Verhiltnis zum Schnittdruck.
Ist @ der Kraftarm, & .der Lastarm, so
gilt die Proportion P:Q=b:a, oder
anders geschrieben £ %. Das Ver-
haltnis von Kraft zu Last ist hier dem
reziproken Wert (Kehrwert) des Ver-
hiltnisses der zugehorigen Hebelarme
gleich.

In der Proportion a:b=c:d sind a
und ¢ Vorderglieder, b und @ Hinter-
glieder; a und d AuBenglieder, b und ¢
Innenglieder; @ und ¢, b und 4 sind sich
entsprechende Glieder.

Abb. 14.

Handblechschere. Hebelarme (a, b) und wirkende
Krafte (P, Q) sind umgekehrt proportional.

Bezeich bei der viergliedri: Proportion
Hinterglieder
|
a:b = c:d a:b = c:d atb=c:d
| | I
Vorderglieder Innenglieder vierte Proportionale
zua, b, c
*—AuBenglieder—

Die mittlere Proportionale
Gilt fiir drei Zahlen a, b und ¢ die Proportion @: b= b: ¢, so nennt man b die miltlere

Proportionale zu a und c. Die Proportion, deren Innenglieder einander gleich sind,
heiBt stetige Proportion. Da 2:4=4:8, ist 4 die mittlere Proportionale zu 2 und 8.

2 8

b ist mittlere Proportionale zu a und ¢

z.B. +

4:

oder 1:5=5:25
Die mittlere Proportionale zu zwei GroBen nennt man auch ihr geometrisches Mittel.
Im rechtwinkligen Dreieck z. B. erscheint jede Kathete als mittlere Proportionale zu
ihrer Projektion auf die Hypotenuse und zu der Hypotenuse; die Hohe ist die mitt-
lere Proportionale zu den beiden Hypotenusenabschnitten (vgl. S.194). Haben sich
bei einer zweimal durchgefithrten Messung die Werte s, und m, ergeben, so nimmt
man in besonderen Fillen als Mittelwert oder Durchschnittswert nicht wie fiblich

my + my

das arithmetische Mittel ——
my (vgl. auch S. 89).

, sondern die mittlere Proportionale aus ; und
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¢) Umformen von Proportionen

Proportionen lassen sich auf viele Arten umformen. Aus

o Brarp s e __ &
a:b=c:d oder =
ergibt sich, wenn die linke Seite mit £, die rechte mit g erweitert wird,
O] SR
bf dg’

Der Bruchwert andert sich nicht, wenn man den Bruch mit einer Zahl erweitert.

Riefbopaction a:b=c:d kannalsoin (a-f): (b-f)= (c-g:(d-g

umgewandelt werden.

Wenn man die beiden Glieder des einen Verhiltnisses einer Proportion mit einer Zahl,
die beiden Glieder ihres zweiten Verhiltnisses mit einer anderen Zahl multipliziert,
bilden die Produkte wieder eine Proportion.

Produktengleichung .
Multipliziert man beide Seiten der Verhéltnisgleichung

a = (7
b a
mit dem Produkt b-d, so entsteht
a c
% »brd=7»b-zl,
also
a-d=1b-c.

Die Gleichung besagt:

Fiir jede Proportion ergibt das Produkt der AuBenglieder denselben Wert wie das Produkt
der Innenglieder.

Aus a:b=c:d
S

folgt asd=0"b.c

Die zweite Gleichung wird auch die zu der Proportion gehorende Produktengleichung
genannt. Durch die Produktengleichung kann die Richtigkeit einer Proportion ge-
prift werden. Die Proportion 2: 3 = 22: 33 ist richtig, denn 2 - 33 = 3. 22.

Dient eine Verhaltnisgleichung als Bestimmungsgleichung fiir eine der GroBen, die
in der Verhaltnisgleichung vorkommen, so erfolgt das Auflésen der Gleichung nach
der betreffenden Unbekannten am einfachsten mit Hilfe der zugehorigen Produkten-
gleichung. Man erhalt aus

a-d a-d bc
WSS VSsge  BESE,. =72

indem man beide Seiten der Produktengleichung jedesmal durch den Faktor der zu
berechnenden GréBe dividiert.
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Beispiele:
a:3=4:6; a-6=3-4; 3:6=09:1,2; 5-09=3-1,2; b=—"—4

5:6=1¢:9; ¢c-6=5-9;

1 1 X
=1 id; 4-6="T7-1—_-; =
6:7 5 d; d-6="1 5 a

Umgekehrt kann das Aufstellen von Proportionen mit Hilfe der Produktengleichung
erfolgen.

Beispiel:

Fiir das Gleichgewicht zweier an einem Hebel angreifenden Krifte P und Q mit den Hebel-

armen a und b gilt die Momentengleichung
P.-a=Q-b.

Aus ihr folgt, wenn beide Seiten der Gleichung durch a - Q dividiert werden, die Proportion
P:@="b:a,

d.h., die Krifte verhalten sich umgekehrt wie die zugehérigen Hebelarme.

Gleichgewicht herrscht z.B., wenn P=15kp, Q = 25kp, a = 0,75 m, b = 0,45 m.

Dann ist

15kp- 0,75 m = 11,25 kpm, 25kp - 0,45 m =11,25 kpm

und
15kp _ 0,45m 3

25kp  0,75m 5"

Als Produktengleichung gehort a-d =b- ¢ gleichzeitig zu folgenden Proportionen:

@ 2b=resd, d:b=c:a, b:a=d:c, cia=d:b,
a:c=b:d, d:c=b:a, b:d=a:c, c:d=a:b.
Demnach bleibt eine Proportion richtig, wenn man
ihre Seiten miteinander, ihre Innenglieder miteinander,
ihre AuBenglieder miteinander, die AuBenglieder mit den Innengliedern
vertauscht.

Fiir die stetige Proportion @ : b= b : ¢ heiBt die Produktengleichung b -b=a - ¢ hzw.
b® = a - ¢. Fir die mittlere Proportionale oder das geometrische Mittel b folgt daraus
b=Ya-c

Die Proportion 3:b=b:12 ergibt b2= 36, b =36 = 6 (vgl. S.87).

Die mittlere Proportionale (geometrisches Mittel) zu zwei GréBen ist gleich der
Quadratwurzel aus dem Produkt der beiden GréBen?).

Mittlere Proportionale zu aj und ap: Yaj+ ag
1) Vom i Mittel ist das arithmetische Mittel zu iden. Zu zwei Grofen ay, ay ist das arith-
metische Mittel die halbe Summe: m = “'— “*. Ob man zur i das arithmetische oder das

Mittel nimmt, entscheidet der jeweilige Sachverbalt.
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Fortlaufende Proportionen

Haben mehr als zwei Zahlenpaare g]eicheAVerhﬁltuiswerte. gilt also etwa fiir die
6 Zahlen ay, b,, a,, by, ag, by

TR

bl = bz - b! :
so ist nach dem Vertauschungsgesetz fiir Proportionen auch

a ﬂ a4 by a by

L [ ag by’ as by

Man bringt derartige Zusammenhinge zwischen den 6 GréBen durch die als
fortlaufende Proportion bezeichnete Schreibform

) @ :ay:ag=b;:b,: by
zum Ausdruck. Haben z.B. drei #hnliche Dreiecke die Grundlinien &, 8 g und
die zugehorigen Héhen oy, hy, 1y, so gilt die Beziehung g, : gy: gg=hy: hy: hg.
Fiir die Schwingungszahlen n,, n,, 7, der Téne des Dur-Dreiklangs gilt die Proportion
' Ny iNnging=4:5:6.

Haben die Riemenscheiben eines Deckenvorgeleges die Durchmesser 320 mm, 440 mm und
560 mm, so gilt fiir die entsprechenden Ri hwindigkeiten v;, v, und v, die Proportion

v tvg= 8:11:14.

Bei Maschinenbronze gilt fiir die Bestandteile  an Kupfer, y an Zinn und z an Zink die Pro-
portion
xiy:z=43:5:2.

Wie aus fortlaufenden Proportionen viergliedrige Proportionen entstehen, zeigen die
oben angegebenen Formen.

Wie man aus zwei verschiedenen Proportionen, in denen ein gemeinsames Glied vor-
kommt, eine fortlaufende Proportion aufstellt, zeigt das folgende

Beispiel:
Die Proportionen @;:a,= 2:3 und a,:a,= 4:5 sollen zu einer fortlaufenden Proportion
vereinigt werden.

a, ay.

. _ e @y
Es gilt e —

3 und & &
Nun werden beide Verhaltnisgleichungen mit geeigneten Faktoren multipliziert, so daB die
beiden Glieder, die a, enthalten, gleich werden.

g s i . o I
Man multipliziert beide Seiten der ersten Verhaltnisgleichung mit i der zweiten mit 3 und

erhalt dann “sl,=& und & %

BB g,
12 12 15'dh

& 5. G

s —13—15 und a, :ay:a;=8:12:15.

Betrachtet man die erste Proportion in der urspriinglichen Form, so erkennt man, daB ihre
rechte Seite mit 4 erweitert werden muB und die rechte Seite der zweiten Proportion mit 3,

damit die der gemeinsamen Zahl a, entsprechenden Glieder gleich werden.
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Fiir einen Proportionalititsfaktor m erhilt man aus

@ ayiag=by1by: by
ay=m-by, G=m- by, az=m-by

da 24—, 5 = m, % _m st
b, by by

d) Schlufrechnung

Eine Proportion bringt die Verhiltnisgleichheit von GroBen zum Ausdruck und
dient als Bestimmungsgleichung, wenn eine der GroBen unbekannt ist.

Der Aufbau des Sozialismus in der DDR bringt auf vielen Gebieten groBe technische Umwal-
zungen mit sich. So werden z. B. in der Bauindustrie neue Verfahren eingefiihrt, mit denen
schneller und billiger gebaut werden kann. Ein neues Verfahren ist die Serienfertigung nach
Takten, bei dem die Arbeitsproduktivitat erheblich gesteigert werden kann. Nach Berechnungen
der Deutschen Bauakademie wird die Pro-Kopf-Produktion an schliisselfertigen Héusern im
Jahre 1962 im Vergleich zum Jahre 1957 um fast das Zweifache gestiegen sein. Nach diesen Be-
rechnungen wiirde eine Brigade von 10 Bauarbeitern im Jahre 1961 17 Wohnungseinheiten
bauen. Wieviel Wohnungseinheiten wiirden 45 Brigaden mit jeweils 10 Bauarbeitern nach der
angegebenen Arbeitsproduktivitdt im Jahre 1961 bauen?

Lisung:

Die Anzahl der im Jahre 1961 zu bauenden Wohnungseinheiten ergibt sich aus der Proportion
: 3
x-1 =17 45 bildet und nach x auflést: » = 765

5=17: x, indem man die Produktengleichung

Auch ohne die Proportion aufzuschreiben, kommt man durch folgende Uberlegung zum Ziel.
Um die einander zugeordneten GréBen iibersichtlich darzustellen, schreibt man in einer Zeile
die in dem Aufgabentext stehende Aussage so auf, daB die der gesuchten GréBe entsprechende
an das Satzende kommt (Aussagesatz). In der nachsten Zeile schreibt man die in dem Frage-
satz genannten GroBen mit derselben Reihenfolge wie im Aussagesatz als Antwort auf die ge-
stellte Frage auf (Antwortsatz). Man schlieft dabei von dem gegebenen Verhaltnis auf den ge-
suchten Wert. Deshalb wird dieses Rechenverfahren Schlufrechnung genannt.

Fir die vorliegende Aufgabe lautet der SchluBrechnungssatz:

1 Brigade baut 1961 17W i iten (A tz)

45 Brigaden bauen 1961+ 17 - 45 Wohnungseinheiten  (Antwortsatz)
| |

die 45 fache Anzahl ["aie 45fache Menge |
e S L

Es werden 1961 von 45 Brigaden 765 Wohnungseinheiten gebaut.

Ist der Proportionalititsfaktor, der zu den einander entsprechenden Grofen gehort,
nicht so leicht erkennbar wie bei der vorangehenden Aufgabe, so fiihrt man die
SchluBrechnung in einzelnen Schritten aus, die vom Aussagesatz ausgehend iber
einen Hilfssatz zum Antwortsatz*fihren.

2. Beispiel mit direktem Verhiltnis:

Das groBte Wasserkraftwerk der Welt entsteht in der Nihe von Stalingrad an der Wolga. Es
wird im Jahre 1960 fertiggestellt sein und dann jihrlich eine Energie von 14 Milliarden Kilo-
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wattstunden abgeben. Der mittlere Bedarf fiir die Haushalte von 5 GroBstidten (je 500000 Einw.;
der Anteil der Haushalte am Elektroenergieverbrauch liegt bei 79,) betrigt 350 Megawattstunden.
Wieviel GroBstiddte kénnte dieses Kraftwerk nach seiner Fertigstellung versorgen?

Lisung:

350 Megawattstunden reichen fiir die Versorgung von 5 GroBstadten. (Aussagesatz)

Grolistadten. (Hilfssatz)

10 Megawattstunden reichen fiir die Versorgung von

35
Il |
der 35. Teil dem 35. Teil

14 Milliarden Kilowattstunden reichen fiir Versorgung von _—"; - 1,4.10° GroBstidten.

| | (Antwortsatz)

das 1,4 -10%fache [dem1,4- 10%fachen|

g 5 1
Es ergibt sich 315 1,4-10° = e 1,4-10% = 200000,

also konnte dieses Kraftwerk 200000 GroBstidte versorgen.

3. Beispiel mit indirektem Verhiltnis:

Eine Brigade von 8 Arbeitern erfiillt ihre Norm in 35 Stunden. In wieviel Stunden wiirden
bei derselben Arbeitsweise 7 Arbeiter diese Norm erfiillen ?

Die Ausfithrung eines Auftrages mit weniger Arbeitskraften als urspriinglich vorgesehen ver-
lingert bei ungeanderter Arbeitsweise die Arbeitszeit ; die Vermehrung der Arbeitskrafte wiirde
die Arbeitszeit verkiirzen. Wenn die Arbeitsweise bleibt, muB das Zahlenverhéltnis der Arbeiter
dem reziproken Wert des Verhltnisses ihrer Stundenzahlen gleichgesetzt werden.

Losung: Hier stehen Arbeiterzahlen und ihre Arbeitszeiten im umgekehrten Verhaltnis. Wird
die gesuchte Stund hl mit » bezeict , so gilt die Proportion

8:T=2x:35

5.
und ergibt als Produktengleichung T-2x=35-8, also ¥ = 3"7 5 s x=40.

Der SchluBrechnungsansatz heift :
8 Arbeiter .......i..n DYAUCHOn «+ie oio/sis siessisivinisioe s nsoans: 35  Stunden.
1 Arbeiter (der 8te Teil) braucht (8mal so lange) ........ 35 - 8 Stunden.

5.8
7 Arbeiter (das 7fache) brauchen (den 7ten Teil der Zeit) 17— Stunden.

7 Arbeiter erfiillen, da §5_;—$ =40 ist, die Norm in 40 Stunden.

Verlangt die Praxis die Lésung einer derartigen Aufgabe, so kann ihr rechnerisches Ergebnis
oft nur als grobe Niherung fiir den tatsichlichen Sachverhalt gelten. Inwieweit die verinderte
Anzahl der Arbeiter die geforderte Leistung erreicht, ist nicht zuletzt von Fragen der Arbeits-
weise, der Anzahl der vorhandenen Maschinen und Gerite, des vorhandenen Platzes usw. ab-
hiangig.

7 SchluBrech £.

enthalten mehr als zwei Paare proportio-
naler GroBen. Der gesuchte Wert wird durch Zerlegen der Aufgabe in einfache
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SchluBrechnungsaufgaben berechnet, die jedesmal nur zwei Paare proportionaler Gré-
Ben enthalten.

4. Beispiel:

Bei einer Dampfkesselanlage mit 6 Feuerungen reicht der Kohlenvorrat von 148,5 t fiir 315

Tage. Wieviel Tage reichen 110t bei 5 Feuerungen?

Lésung: Bei 6 Feuerungen reichen 1485t fiir ........... e 7R a5 o VoW e e 315 Tage.

Bei 1 Feuerung  reichen 148,5 t fiir | die 6fache Zeit| «..ovvnvvnnnn 315 6 Tage.
| I = tul)

der 6te Teil
e
Bei 5 Feuerungen reichen 148,5 t fiir | den 5Sten Teil der Zeit | .......

[ das

che

cil der Zeit |

Bei 5 Feuerungen reicht 0,1t fir [dcn 148, 5ten
|

der 148, 5te Teil

. . = 315-6-110
Bei 5 Feuerungen reichen 110 t fir | das110facheder Zeit - 5, 1;5 ——Tage.
9 i

I
[ 110fache .
)
315-6-110

Man erhalt — SAEE 280. Der Kohlenvorrat 110t reicht fiir 5 Feuerungen 280 Tage.
11485 e

Die Darstellung kann verkiirzt werden, indem nur die erste und die letzte Zeile des Ansatzes
aufgeschrieben werden. Die fir den Ubergang von 6 auf 5 Feuerungen und von 148,5t auf
110 t nétigen Schliisse sind dann im Kopfe auszufithren.

e) Proportion und Schlufrechnung beim Interpolieren

Der Techniker wendet das
Rechnen mit Proportionen
bzw. die Schlufirechnung
an, wenner mit Zahlentafeln
arbeitet und Zwischenwerte
ermitteln muB. Er interpo-
liert dann (interpolare lat.
,ibermalen, abindern').

Abb. 15 zeigt eine Tabelle
der Quadrate fiir die Zahlen
1,00, 1,01, 1,02 usw. Wir
stellen uns die Aufgabe, den
Wert fiir 2,3462zuermitteln.
Aus der Tafel ergibt sich

2,342 = 5476,

ar - Abb.15. Ein Facharbeiter muB beim Benutzen einer Zahlentafel schnell und
2,35%= 5523 . sicher interpolieren konuen.
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Den Wert fiir 2,3462 enthilt die Tafel nicht, man kann ihn aus den Tafelwerten an-
genéhert finden, wenn man das in dem Bereich von 2,340 bis 2,350 vorhandene An-
wachsen der Grundzahlen mit dem der zugehérigen Quadratzahlen vergleicht.

Von 2,340 auf 2,350 wachsen die Grundzahlen um 10 Einheiten ihrer 3. Dezimale,
gleichzeitig wachsen die zugehérigen Quadratzahlen von 5,476 auf 5,523 um 47 Ein-
heiten ibrer 3. Dezimale. Von 2,340 auf 2,346 wichst die Grundzahl 2,340 um 6 Ein-
heiten ihrer 3. Dezimale. Welchen Zuschlag « die 3. Dezimale von 2,3402 — 5,476
erhalten muB, um den Wert fiir 2,3462 zu ergeben, kann aus der Proportion

10:6=147:x

berechnet werden. Dabei wird zur Vereinfachung angenommen, daB in dem Bereich
von 2,34 bis 2,35 das Anwachsen der Grundzahl dem der zugehorigen Quadratzahl
proportional ist. Man erhilt aus der Produktengleichung
10-x=47-6
=47T')“, x =282~ 28,
somit 2,3462 = 5476 4 0,028 = 5,504. .

Der SchluBrechnungsansatz zum Berechnen des Zuschlags x heif3t:
10 Einheiten Grundzahl-Zuwachs ergeben..... 47 Einheiten Quadratzahl-Zuwachs
1 Einheit Grundzahl-Zuwachs ergibt ...... 4,7 Einheiten Quadratzahl-Zuwachs
6 Einheiten Grundzahl-Zuwachs ergeben .. 4,7 - 6 Einheiten Quadratzahl-Zuwachs
4,7.6 = 28,2 ~~ 28; zu 5,476 kommt 0,028, also ist 2,3462 = 5,504 (genauerer Wert 5,503 716)
AUFGABEN
1. Das in Abb.16 skizzierte Knotenblech fiir eine Tragerver-
bindung ist im MaBstab 1: 2,5 zu zeichnen.
2.Fiir den im MaBstab 1:5 gezeichneten Querschnitt
eines Maschinenrahmens (Abb. 17) ist die BemaBung ein-
zutragen.
3. Die Verhaltnisse

60

a) 78 mm : 52 mm, b) 2,4kp: 7,8 kp,
c) 3:0,25, d) 0,4:4,
e) 1,5:1,25, f)3:23, g) 51 :13

sind durch kleinste ganze Zahlen auszudriicken.

4. Aus einer rechteckigen Fithrungsplatte von 250 mm Lange,
125 mm Breite und 20 mm Dicke ist parallel zu ihren
Seiten in Flichenmitte ein quadratischer Durchbruch mit
25 mm Seitenlinge herauszuarbeiten. AuBerdem erhilt die
Fiihrungsplatte in den vier Ecken mit gleichem Abstand
vom Rand noch je eine Bohrung von 12 mm Durchmesser. Abb.16. Kunotenblech
Die Abstande der Bohrungen betragen 60 mm (Breitseite)
und 160 mm (Langsseite).
Es sind die MaBe fiir eine Zeichnung M 1: 5 zu errechnen.

5.An Hand von kleinen Werkstiicken aus der Feinmecha-
nik und Optik sind die MaBe fiir VergréBerungen im
Mafistab M 2:1, M 5:1, M10:1 zu berechnen.

6. Der Tisch einer Hobelmaschine verschiebt sich in 2,5s
um 67,5 cm, in 7,2 s um 194,4 cm. Sind Dauer und GroBe
der Verschiebung proportional ? Abb.17. Maschinenrabmen
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7. Aus den Proportionen
a) x:12=15:45 b) 21:y=3:1} c) 0,14:1,14 = z: 57
d) 32,5:0,39 = 250:w
sind die durch Buchstaben bezeichneten Zahlenwerte zu ermitteln.

8. Eine Glithlampe, die (kalt) 240 Ohm Widerstand hat, und eine Heizspirale werden hinter-
einandergeschaltet an eine Taschenlampenbatterie angeschlossen. Ein Voltmeter zeigt als
Spannung an der Glithlampe 3,3 Volt, an der Heizspirale 1,2 Volt an. Welchen Widerstand

-hat die Heizspirale?

9. Welche Kraft halt an einem Hebel der Last Q = 35 kp das Gleichgewicht, wenn sich der

Lastarm zum Kraftarm wie 2: 7 verhalt?

10. Die Riemenscheibe eines Motors hat 150 mm Durchmesser und macht 1200 Umdrehungen
in jeder Minute. Bei welchem Durchmesser macht die getriebene Riemenscheife in der Mi-
nute 240 Umdrehungen?

11. 5 m Flachstahl von 16 mm Breite und 7 mm Dicke wiegen 4,395 kp. Wieviel wiegen 8 m
Flachstahl von 40 mm Breite und 8,5 mm Dicke?
12. Welchen Wert hat die mittlere Proportionale zu
a) 4,2 und 2,29 b) 0,42 und 2,29 c) 0,42 und 0,229 d) 21,8 und 2,91
e) 21,8 und 29,1 f) 32,7 und 194 >g) 327 und 194?
“13. Aus der fortlaufenden Proportion a:b:c=12:14:15 sind
a) drei viergliedrige Proportionen abzuleiten
b) Werte fiir @, b, ¢ mit dem Proportionalitatsfaktor m = 1,5 zu bestimmen.
14,Aus a) x:y= 3:4, y:z=5:17
b) »:y= 2:3, x:z2=23:4
) ¥:2=10:21, y:z2=8:9
ist #:y:z als fortlaufende Proportion zu schreiben.

15. Wieviel Kupfer, Zinn und Zink werden fiir 1000 kg Maschinenbronze gebraucht, wenn sich
die Anteile dieser Metalle an der Legierung wie 43: 5: 2 verhalten?

16. Welche Schwingungszahlen haben die zum Dur-Dreiklang gehérenden Tone, wenn der Grund-
ton (n)) durch den Kammerton a mit 440 Hz gebildet wird? (n;:ny:ny= 4:5:6).

17. Beim Auflegen des Riemens auf eine Scheibe eines Deckenvorgeleges mit dem Durchmesser
320 mm ist die Riemengeschwindigkeit 1,256 m/s. Welche Riemengeschwindigkeiten ent-
stehen, wenn man Scheiben mit den Durchmessern 440 mm und 560 mm verwendet, die
gleiche Drehzahl der Vorgelegewelle vorausgesetzt?

18.Fir die tagliche Erzeugung von 1600t Roheisen werden in einem Eisenhiittenkombinat
5300 t Eisenerz gebraucht. Wieviel t Eisenerz werden {iir einen Monat (30 Tage) bei einer
taglichen Erzeugung von 4800 t Roheisen bendtigt?

19. Eine Eisenbahnstrecke steigt auf 240 m um 3 m an. Wie gro8 ist bei gleicher Steigung der
Héhenunterschied nach 3,6 km?

20. In einem Betrieb werden taglich 220 kg Mangan verarbeitet. Mangan ist ein Bestandteil

* des Braunsteins. In 250 g Braunstein sind nach analytischen Bestimmungen 140 g Mangan
enthalten. Wieviel kg Braunstein benotigt der Betrieb téglich?

21. Mit einem Bagger von 50 PS Leistung werden in 8 Stdn. 560 m® Erde bewegt. Wieviel m®
Erde bewegt ein 60-PS-Bagger in 12 Stdn.?

22. Zum Pflastern einer StraBe von 1500 m Lange und 12 m Breite benétigten 36 Steinsetzer
bei 8stiindiger Arbeitszeit insgesamt 30 Tage. In welcher Zeit wird bei gleichen Arbeits-
bedingungen eine 1200 m lange und 16 m breite StraBe von einer Brigade, der 24 Stein-
setzer angehoren, fertiggestellt?
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23.Um die Arbeitsproduktivitit durch Ausnutzen innerer Reserven zu steigern, wurde im VEB
‘Schwermaschinenbau Leipzig eine Drehmaschine alteren Typs zum Kernlochbohren einge-
richtet. Vorher wurde bei einem Werkstiick eine Bohrung von 150 mm voll ausgebohrt, da-
bei ergab sich ein Spineabfall von 4,8 kg. Nun blieb ein Kernstiick von 120 mm Durch-
messer fiir weitere Bearbeitung iibrig.
Wieviel Prozent Abfall des Materials wurden fiir die Produktion gewonnen?

24. Ein groBer Reichtum im Gebiet der DDR ist die Braunkohle. Im Jahre 1936 wurden 101 Mill.
Tonnen gefordert; im Jahre 1957 ist die Produktion auf 216 Mill. Tonnen gestiegen. Eng ver-
bunden damit ist die Erzeugung von Elektrizitit: so wurden z. B. 1936 14 Milliarden kW
erzeugt; 1960 wird diese Zahl bedeutend groBer sein, und zwar wird dann das Verhiltnis
wie 28: 83 sein. Wieviel Milliarden kW werden 1960 erzeugt werden ?

25.Ein Behalter wird durch 3 gleich starke Zuleitungsrohre in 4 Stunden mit Wasser gefiillt.
Wie lange dauert das Fiillen, wenn eine Réhre geschlossen wird, die Auslaufgeschwindigkeit
der beiden anderen Réhren aber konstant bleibt ?

26. Wieviel g Natriumsulfat (Na,S0,) sind in 370 ml 3,59 iger Natriumsulfatlésung enthal-
ten?

27.Die im VEB Synthesewerk Schwarzheide verwendete Kontaktmasse enthilt in 100g 5g
Thoriumoxyd (ThO,). Wieviel Thoriumoxyd sind in einer Ofenfiillung von 3,5 t enthalten ?

28. Ein duBerst gefahrlicher und gefraBiger Schadling, der iiberall bekdampft werden muB, ist die
Ratte, dusch die auch Seuchen iibertragen werden. Beobachtungen haben ergeben, daB
10 Ratten bei Getreideernihrung jihrlich 375 kg Getreide fressen.

a) Errechne den volkswirtschaftlichen Schaden, den eine Jahresnachkommenschaft von
12 Ratten in einem Weizenspeicher verursachen kann, wenn jede sechsmal 8 Junge
wirft ?

b) Wieviel Kilogramm Weizenmehl gehen dadurch der Volksernihrung verloren, wenn 100 kg
Weizen 80 kg Mehl ergeben ?

©) Wieviel Menschen kénnten damit ihren Jahresbedarf decken, wenn er je Kopf der Be-
volkerung 55 kg betrigt ? /

29. Die Melkmaschine erleichtert das Melken und spart Zeit ein. Die Maschinen kénnen von
Arbeitskraften bedient werden, die nicht melken konnen, Nur das Nachmelken muf3 von
einem geiibten Melker ausgeliihrt werden.

Beim Handmelken rechnet man mit 0,6 kg Milch je Minute.

a) Wieviel kg Milch melken 3 Melkerinnen in %Stunden?
b) In welcher Zeit werden von 2 Personen taglich 18 Kiihe gemolken, deren durchschnitt-
liche Tagesleistung 12 kg Milch betrigt ?

30. Beim Riibenhacken leistet ein Arbeiter bei Handarbeit im Durchschnitt 0,03 ha je Stunde.
Welche Zeit benétigen 4 Arbeiter zum Hacken eines 1,86 ha groBen Riibenfeldes ?

31.Das Vereinzeln der Riiben ist eine der miihsamsten und zeitraubendsten Arbeiten. AuBer-
dem fillt es zeitlich oft mit der Heuernte zusammen. Es kommt deshalb gerade bei dieser
Arbeit darauf an, durch Auswahl geeigneter Geriite und Arbeitsverfahren den Bedarf an
Handarbeit zu verringern. Nach der veralteten Methode werden die Riiben zunichst mit
der Hacke ,,verhackt' und dann in einem zweiten Arbeitsgang verzogen. Wesentlich vor-
teilhafter ist es, beide Arbeitsginge zu vereinen und mit dem Krehl die Riiben zu vereinzeln.
Ein Arbeiter erreicht folgende Stundenleistungen:

1. Verhacken mit der Blatthacke , 3 a
2. Verziehen 1} a
3. Vereinzeln mit dem Krehl 1f5a
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a) Wieviel Stunden brauchen 4 Arbeiter zum Vereinzeln von é ha Riiben nach diesen beiden
Methoden ?
b) Setze die Arbeitszeit bei den Verfahren 1. und 2. gleich 1009, und berechne den prozen-
tualen Zeitbedarf bei dem anderen Verfahren!
32. Folgende Quadratzahlen sind durch Interpolieren zu bestimmen:
738,42; 490,7°; 683,6%; 340,3%

Gegeben ist
7382 = 544 644 4902 683% = 466 489 340° =115 600
739 = 546 121 4912 6842 = 467 856 3412 =116 281

33. Bestimme durch Interpolieren
V97.8; V49,5; V567.3; 10,174
aus den gegebenen Werten
Y97 = 9,849 Vo =17
V98 = 9,899 V50 = 7,071

23,812 V0,17 = 0,412
23,833 70,18 = 0,424

D.DIE FUNKTION

1. Graphische D. 11 zum Vergleichen von GréBen

a) Darstellung durch Strecken

Die stindige Weiterentwicklung der Industrie in der Deutschen Demokratischen Re-
publik fithrt zur Steigerung unseres AuBenhandels und damit gleichzeitig zur Erho-
hung des Lebensniveaus der Bevolkerung. Im Jahre 1954 wurde Handelsware im
Werte von 4,7 Md. Rubel ausgefithrt. 1958 stieg unser Export auf den Wert von
7,6 Md. Rubel an.

Den Exportanteil einiger Linder zeigt folgende Tabelle:

1954 (1000 Rubel) I 1958 (1000 Rubel)

Bellpariony ..« o oo, o bl Cu R | 95 409 ‘ 145 689
China ... 390 981 532 953
Frankreich | 11 150 33 726
Indien | 19 327 37478
Tschechoslowakei . | 291 875 602 511
Sowjetunion : | 2 346 992 3383817
Ungarn .......ooevemeeniiinn ] 187 571 244 959
Vereinigte Arabische Republik ...........cooeen. 12 875 107 404

Die vielen Zahlen der Tabelle erschweren das Vergleichen; dazu kommt, daB die
Linder alphabetisch geordnet sind und nicht ihrer Bedeutung nach fiir unseren
AuBenhandel. Die Ubersicht wird erleichtert, wenn die Zahlen durch Streckenlingen
dargestellt werden. In Abb. 18 sind die dem Millionen-Rubel-Wert der Handelsware
entsprechenden Strecken auf waagerechten Geraden so aufgetragen, daB alle auf
einer Senkrechten anfangen. Bei dieser Anordnung sind die zu den Strecken gehéren-
den Bezeichnungen davor leicht leserlich angegeben.
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Abb.18. In i Lander exportierte (in Mill. Rubel), graphische Darstellung durch Strecken

Die folgende Tabelle enthalt Werte der Scherfestigkeit von SchweiBstellen einer Alu-
miniumlegierung, die durch Versuche in dem Werkslaboratorium ermittelt worden
sind. Auch hier wird die Ubersicht durch die groBe Anzahl erschwert.

Scherfestigkeit

Versuch K feoa®

1 380

2 380

3 420 i

4 390 430] -

5 425 st

6 395 il 7 7

b 410 _514,9 L I

8 390 s

9 440 S 4001

B e i 3]

10 420 < 9 i

11 420 S ;

12 415 -8 3801

13 410 % 370 i |

14 390 S : g

15 460 = -d60%

16 440 £ )] | [ 1] |

17 380 , 1234567890 RBRBEIHTBIVH |

18 415 : ] Versuchs Nr

19 355 '

D: von igkei ten einer Al
20 430 legierung durch Strecken

Die Festigkeitswerte schwanken. Diese Schwankungen kénnen bildlich iibersicht-
licher dargestellt werden als durch Zahlen. In Abb.19 sind Strecken in gleichen
Abstéinden senkrecht zu einer Geraden nebeneinander gezeichnet. Ihre Lingen sind
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den Uberschiissen proportional, um die die beobachteten Festigkeitswerte @iber dem
Wert 350 liegen.

b) Darstellung durch Flichen

Zum Darstellen von GroBen kann man mannigfaltige Arten der Veranschaulichung
wiihlen. Sind z. B. LindergrofBen zu vergleichen, so stellen Quadrate mit entsprechen-
den Flicheninhalten den Unterschied deutlicher dar
als Landkarten, die mit ihren vielfach gegliederten
Grenzen in gleichem MaBstab gezeichnet sind.
Zur Veranschaulichung vonLagerbestanden eignen sich
gleich breite Rechtecke, deren Linge der Menge ent-
spricht. Unterschiedliche Schraffierung der anein-
andergrenzenden Streifen oder der wie Siulen neben-
einandergestellten Rechtecke (Abb.20) kann die Art
der Bestande kennzeichnen.
Die Zusammensetzung eines Werkstoffs zeigt meist ein
in Sektoren aufgeteilter Kreis an. Die Grofle der Sek-
toren entspricht dem Prozentgehalt der Bestandteile
(Abb. 21). Veranschaulichungen dieser Art lassen sich
leicht deuten und prigen sich darum besser als die
nackten Zahlen ein.
Zeichnungen, die zum Veranschaulichen von GroBen
dienen, werden hische D: 11 oder Di
genannt. Je nach der Darstellungsweise spricht man von
Punktdiagrammen (Abb. 22a), Streckendiagrammen
(Abb. 18 und 19), Liniendiagrammen (Abb.22bundc),
Streifendiagr Sindemdi (Abb. 20) und Abb.'Z().Ddarslell!mgvon Lagerbestanden
4 urch Flachenstreifen
Kreisdiagrammen (Abb.21). AuBer der Art der Dar-
stellung ist fiir die Anlage eines Diagramms die Wahl
zweckmaBiger Einheiten zu iberlegen, damit auch
groBte und kleinste Werte auf der Zeichenfliche ange-
geben werden konnen.

Flachstahl
Rundstahl
Vierkantstahl
Sechskantstahl
Stahlblech
Rundmessing
Secnskantmessing

2. Graphische Darstell empirischer Funktionen

@) Darstellung des Verlaufs der Tagestemperatur nach
Beobachtungsrethen

An einem Ort werden wihrend eines Apriltages fol-

Abb. 21. Darstellung von Bestandteilen
gende Lufttemperaturen beobachtet: ciner Legierung durch Sektoren

Uhrzeit h: 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24.
Temperatur°C: 7,6 6,0 56 7,4 10,0 124 13,8 14,2 140 124 10,2 96 9,2
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Die Tabelle 1iBt wohl er-
kennen, daB sich die

1% Temperatur je nach der
e Tageszeit indert. Den Zu-
sammenhang  zwischen

72 Temperatur und Tages-
a: 7 zeit gibt aber dic graphi-
gm s¢ he Dz.lrstullung.', fleut-
E licher wieder (Abb.22a).
g9 Um Platz zu sparen, sind
l§ . i}l der Abbildung nur die
Uberschiisse der Tempe-

7 raturen iber 5°C durch
Strecken entsprechender

Linge dargestellt. Die

Rk 98 15 .20 .7 % Strecken stehen senk-

Jn Stupden recht auf der waagerech-
R ten Ausgangsgeraden.
Sie haben voneinander
gleiche  Abstinde und
i i T 7% bringen damit zum Aus-
druck, daB in gleichen
Zeitabstinden beobach-
tet wurde. Die Endpunk-
te der Strecken ergeben
cin Punktdiagramm, das
dos Ansteigen und Sin-
ken der Lufttemperatur
fir den Verlauf eines
Tages deutlich anzcigt.
Das Diagramm gibt aber
trotzdemdenZusammen-
hang von Temperatur
und Tageszeit nur unvoll-
kommen wieder, da die
Temperaturen nur in Ab-
stinden von zwei Stun-
Abb.22D. E des P 2u einem Kurvendi den abgelesen wurden
unddie Temperaturwerte
sich sprungweise dndern. In Wirklichkeit andern sie sich innerhalb dieses Zeitraumes
allmahlich.
Um die Temperaturen zu erfassen, die zwischen den angegebenen liegen, wiren wei-
tere Beobachtungen nétig. Je mehr Beobachtungen erfolgen, um so dichter liegen die
Diagrammpunkte nebeneinander. Sie ordnen sich zu einer gekrilmmten Linie. In
Abb.22b ist diese gekriimmte Linie skizziert. Die Kurve bringt zum Ausdruck, daB

el

bkt

Abb.22a. Abhingigkeit der Temperatur von der Tageszeit (Punktdiagramm)

On

)

£

L)

}¢;mizr4mmmzzu
{04l ‘Tdgeszeit in Stunden i
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zu verschiedenen Tageszeiten in der Regel verschiedene Lufttemperaturen herrschen.
Das Erginzen eines Punktdiagramms zu eincm Kurvendiagramm erscheint gerecht-
fertigt, wenn die sich dndernden GréBen von einem Wert zum nichsten nicht sprung-
weise, sondern flieBend
tibergchen.

Oft verbindet man, um
die Zeichnung zu verein-
fachen, bzw. um die er-
mittelten Temperaturen
als Punkte im Diagramm
hervortreten zu lassen,
je zwei Nachbar-
punkte durch Strecken
(Abb. 22¢). Der gebro-
chene Streckenzug weicht
dann vielfach von der
Kurve ab. Er wiirde zum
Beispiel um 4" die tiefste
Temperatur mit5,6°Can-
geben, wahrend der Kur-
venverlauf gegen 3h30™
die tiefste Temperatur Abb.22¢. Gebrochener Streckenzug

mit 5,5°C erwarten 1aBt.

Je hiufiger die Beobachtungen einander folgen, die zum Anfertigen des Dia-
gramms ausgewertet werden, um so richtiger wird die als Ergidnzung des Punktdia-
gramms gezeichnete Kurve den Zusammenhang der dargestellten GréBen angeben
und um so sicherer lassen sich aus dem Kurvenverlauf die zusammengehorigen
Werte ablesen.

0 12 1% 16 18 20 2 W
Tageszeit in Stuhden. ... -

ik

b) Registrierkurven

Auch bei dichter Beobachtungsfolge sprechen die ermittelten Temperaturen die Ab-
héngigkeit der Tagestemperatur von der Tageszeit nur lickenhaft aus. Um diese Zu-
sammenhinge laufend zu erfassen, wurden besondere Gerite konstruiert. So regi-
striert z. B. der Barograph jede Veranderung des Luftdruckes, der Thermograph die
der Temperaturen in Abhingigkeit von der Zeit.

Beim Thermograph (griech. thermos, warm®, graphein ,,schreiben’) ist das freie Ende
eines Bimetallstreifens mit cinem Schreibstift verbunden. Je nach der Temperatur
verindert der Schreibstift seine Lage. Er gleitet dabei auf einem Papierstreifen, der
um eine Trommel gelegt ist. Die Trommel wird durch ein Uhrwerk gleichmaBig
gedreht, und der Schreibstift zeichnet seine jeweilige Stellung ununterbrochen in
ciner Temperaturkurve auf (Abb.23a). Durch Diagramme selbstregistrierender
Gerate konnen auch Vorginge erfait werden, deren rascher Ablauf von uns
selbst wertmiBig nicht genau erfaBt werden kann. Als weiteres Beispiel sei
das Indikatordiagramm zum Berechnen der Arbeit einer Dampfmaschine genannt
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(Abb. 23b). Den Schreibstift ver- ¢
schiebt der Indikatorkolben durch
cine Geradfithrung in der Lings-
richtung einer Trommel. Diese dreht
sich gleichzeitig im Takt der Hin-
und Riickbewegung des sich im
Dampfzylinder bewegenden Kolbens
vor- und riickwirts. Jeder Punkt
des Diagramms gibt den bei einer
bestimmten  Kolbenstellung — im
Dampfzylinder herrschenden Druck

an. Abb.23a. Der Thermograph zefchnet Schwankungen
der Temperatur auf einer durch cin Ubrwerk bewegten
¢) Der Funktionsbegriff Belustirtrommt] 20§

LiBt man bei der Betrachtung
der in Abschnitt b) besprochenen
Kurvendiagramme beiseite, was die
Beispiele unterscheidet und hebt
das ihnen Gemeinsame hervor, so
erkennt man, daB jedesmal eine
verinderliche GréBe von einer an-
deren abhingt. Eine Bezichung
dieser Art zwischen zwei veridnder-
lichen GréBen nennt man einen
funktionalen Zusammenhang. Man
sagt: Der Luftdruck ist eine Funk-

tion der Zeit, die Tagestemperatur Abb.23D. Der Indikator zeichnet den im Zylinder
ist eine Funktion der Zeit dcr einer Kolbendampfmaschine herrschenden Druck
— 3 2 =t auf eine Trommel, die mit der Kolbenbewegung
Zylinderdruck ist eine Funktion der um ihre Achse gedreht wird.
Kolbenstellung.

In anderen Fillen wird eine verdnderliche GroBe durch mehrere andere bestimmt. So ist der
Rauminhalt V' einer abgesperrten Gasmenge sowohl von ihrem Druck # als auch von ihrer
Temperatur T abhadngig. Ihr Rauminhalt V ist eine Funktion der beiden Verinderlichen P
und 7.

Nach der Zahl der GréBen, die zur Bestimmung des Wertes einer Funktion willkiirlich wihlbar
sind, unterscheidet man zwischen Funktionen, die von einer Veranderlichen, und Funktionen,
die von mehreren Verinderlichen abhangig sind.

Funktionen, bei denen die Art der Abhingigkeit nur durch Beobachtung einzelner
Wertepaare oder durch selbstregistrierende Apparate erfaBbar ist, heifen empirische
(d. h. durch Erfahrung gewonnen) Funktionen. Wird z. B. die Abhiingigkeit der Luft-
temperatur y von der Tageszeit x untersucht, so betrachtet many als empirische
Funktion der verinderlichen GréBe x. Durch Beobachten wird festgestellt, wie hoch
die Lufttemperatur y bei einer willkiirlich gewihlten Tageszeit a ist.

Der Funktionsbegriff enthilt zwei wesentliche Merkmale der Wirklichkeit, die Ver-
dnderung und den Zusammenhang, und hat daher groBe Bedeutung fiir die Praxis.
Die Darstellung des funktionalen Zusammenhangs durch eine Formel vereinfacht
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und erleichtert die Verwendung. Beispielsweise ergibt sich aus der Formel y = 4,942,
daB ein im luftleeren Raum x Sekunden lang fallender Kérper die Strecke y Meter
zuriicklegt. Aus der Funktionsgleichung kénnen weitere Erkenntnisse iiber die Fall-
bewegung abgeleitet werden. Man bemiiht sich deshalb, auch in anderen Fallen zu
einer empirischen Funktion die zugehorige Funktionsgleichung zu finden.

3. Lineare Funktionen
a) Funktionsgleichungen

Gibt die Gleichung y = §x — 4 den Zusammenhang zwischen den veranderlichen
GroBen x und y an, so versteht man unter x eine willkiirlich wihlbare Zahl. Zu jedem
gewihlten x-Wert gehért ein ganz bestimmter y-Wert, den man aus der gegebenen
Gleichung errechnet. Man gewinnt aus der Funktiony =3 x — 4 z. B. folgende
Wertetabelle, wenn fiir x nacheinander die angegebenen Werte eingesetzt werden:

x 1 ¥
_3 _6 Die allgemeinen Zahlen x und y sind hier
0 ] nicht Unbekannte einer Bestimmungsglei-
+3 _2 chung, sondern verinderliche GréBen (Va-
+6 0 riable) einer Funktionsgleichung.
+9 +2

Die Veriinderliche (x), die willkiirlich gewihlt werden kann, wird die unabhéngige, die
Verinderliche (y), deren Wert sich nach dem Wert der anderen richtet, die ab-
hingige Variable genannt.

x ist also ein Zahlenwert, der willkiirliche Einzelwerte in beliebiger Reihenfolge an-
nehmen bzw., wenn man von irgendeinem Wert ausgeht, wachsen oder abnehmen
kann. In der Funktionsgleichung erscheinen die Zeichen x und y als Sammelbezeich-
nungen fiir beliebig viele zusammengehoérige Einzelwerte.

Funktion
(Funktionsgleichung)

unabhingige Veranderliche
abhiingige Veranderliche

b) Geometrische Darstellung

Die Werte der unabhingigen Verinderlichen x einer Funktion sind beliebige positive
oder negative Zahlen und kénnen durch eine Zahlengerade veranschaulicht werden;
auf einer zweiten Zahlengeraden lassen sich die Werte der abhingigen Veranderlichen
y darstellen. Nun ordnet die Funktionsgleichung den x-Werten bestimmte y-Werte
zu. Der Zusammenhang kommt bei der bildlichen Darstellung am einfachsten zum
Ausdruck, wenn die beiden Zahlengeraden mit einem gemeinsamen Nullpunkt O
rechtwinklig zueinander gezeichnet werden, so daf sie die Achsen eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems bilden.
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Das  lelive Konrd

Gewdhnlich legt man die Gerade der x-Werte waagerecht und nennt sie die x-Achse
der Zeichenebene. Die Gerade der y-Werte steht auf der x-Achse senkrecht als y~Achse
der Zeichenebene. Auf jeder dieser Achsen wird eine Richtung als positive Rich-
tung festgesetzt und durch eine Pfeilspitze angedeutet (Abb.24). Die beiden
Achsen zerlegen die Zeichenebene
in vier Quadranten. Den 1. Quadran- |
ten begrenzen die positiven Teile |
beider Achsen, den 2. Quadranten J
grenzen der negative Teil der x-
Achse und der positive der y-Achse, ’
den 3.Quadranten die negativen
Teile beider Achsen und den 4. Qua- ‘
dranten der positive Teil der x- |
Achse und der negative Teil der ‘\
|
|
|
i

2. Guadrapt - LOuaarant

4 =
3.Gwadrant 4 Gwadrant

y-Achse ab. Die Quadranten folgen
aufeinander entgegen dem Uhr-
zeigerdrehsinn.

Durch jeden Punkt der Zeichenebe-
nelaBtsicheine Parallele zurx-Ach-

se ziehen, die die y-Achseschneidet, |
und eine Parallele zur y-Achse, die

die x-Achse schneidet. Die auf den
Achsen entstehenden Abschnitte werden vom Nullpunkt aus gemessen und mit einem
positiven oder negativen Vorzeichen versehen, je nachdem, ob der Schnittpunkt auf
dem positiven oder negativen Teil der Achse entsteht. Durch die Parallelen wird
jedem Punkt der Zeichenebene ein Wertepaar w, ¥ und umgekehrt jedem Wertepaar
x, y ein Punkt der Zeichenebene zugeordnet. Weil jeder Punkt der Zeichenebene den
Abstinden von den Achsen zugeordnet wird, nennt man die Abstinde auch Koor~
dinaten (lat. coordinare mzuordnen) des Punktes, die Achsen Koordinatenachsen,
den Achsenschnittpunkt Koordinatenanfang. Inshesondere bezeichnet man den Ab-
stand eines Punktes von der y-Achse als die Abszisse, den Abstand von der x-Achse
als die Ordinate des Punktes und unterscheidet zwischen der a-Achse als Abszissen-
achse und der y-Achse als Ordinatenachse. In Abb. 24 ist 04 Abszisse, O B Ordinate
des Punktes P;.

e ——p,

% i

Py =2

i : Rl it

Abb.24. Das rechtwinklige Koordinatensystem

Zur Darstellung von Punkten in einem rechtwinkligen Koordinatensystem verwendet man ge-
wohnlich Millimeterpapier. Dieses ist mit Geraden bedruckt, die sich im Abstand von je 1 mm
rechtwinklig schneiden.

Die Zuordnung erméglicht, jedes einer Funktionsgleichung geniigende Wertepaar x,y
durch einen Punkt der Zeichenebene darzustellen; die einzelnen Punkte gehoren zu
dem Diagramm der Funktion. Ergeben sich in einem Bereich von x-Werten zu diesen
stets bestimmte y-Werte, so liegen die zugehorigen Punkte auf einer Kurve, deren
Form sich nach der Art der Funktion richtet.
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Linien, die Zusammenhidnge zwischen
veranderlichen GréBen zum Ausdruck
bringen, werden Kurven genannt. Die
Fieberkurve eines Kranken erhidlt man,
wenn man bei der graphischen Darstel-
lung der Korpertemperaturen die beob-
achteten Werte durch eine Zickzacklinie
verbindet. Im eigentlichen Sinn bedeutet
Kurve eine krumme Linie (lat. curvus
s, krumm').

Zum Zeichnen von Kurven steht nur in
einzelnen Fillen ein besonderes Gerat
(Zirkel) zur Verfiigung. Im allgemeinen
kénnen Kurven meist nur angendhert
richtig gezeichnet werden. Man verwen-
det dabei Kurvenlineale (Abb. 25). An
einem Kurvenlineal wihlt man eine Stelle
des Randes so aus, daB der Linealrand 3
méglichst vier aufeinanderfolgende Kur-  Abb.25. Beim Zeichnen von Kurven leistet das Kurvenlineal
venpunkte trifft. Dann verbindet man gute Diesste.

aber nur die beiden inneren Punkte,
indem man dem Linealrand folgt, und

verschiebt danach das Lineal so weit, 80 O e
daB der nachste Punkt am Linealrand
liegt. 70

¢) Die Funktion y=mx

8

S
S

Die Schnittgeschwindigkeit », mit
der ein Werkstiick auf einer Werk-
zeugmaschine bearbeitet wird, bildet
bei jeder Drehzahl » eine Funktion
des Werkstiickdurchmessers d (Abb.
26). Den aritimetischen Ausdruck

8

Schnittgeschwindigkeit in min
~
S

3

fiir den Zusammenhang zwischen 05 1 15 2 25 3 35 4 45§
5 B e o Durchmesser in mm
und d liefert eine einfache Uber-

e + titine Abb.26. Schnittgeschwindigkeitsdiagramm einer Tisch-Schnell-
[e?ilmb' Nach' jeder Drehung der b L e, Der Zusammenhang zwischen dem Werk-
Spindel hat ein Punkt am Umfang  stickdurchmesser und der Schnittgeschwindigkeit bei bestimmten

I g
des Werkstiicks einen Kreis be- Drehzablen wird durch gerade Linien wiedergegeben.
schrieben.

Die Kreislinie hat die Linge 7 d, wenn das Werkstiick den Durchmesser @ hat. Istn

die Anzahl der Umdrehungen in der Zeiteinheit, so betrigt der in der Zeiteinheit
g s

zuriickgelegte Weg das n-fache von wd. Als Schnittgeschwindigkeit ergibt sich

v=mnd-n.

Wird der Durchmesser d in Millimeter und fiir 2 die Drehzahl je Minute angegeben,
so ergibt sich die Geschwindigkeit » in mm/min. Will man v in m/min angeben, wie
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es in der Technik iblich ist, so muB man die rechte Seite der Gleichung durch 1000
dividieren und erhilt die

. 3 . d in mm
Schnittgeschwindigkeitsformel Y o=,  in 1/min
1000 v in m/min

Hier ist d die unabhingige Variable, v die abhéngige Variable und ;‘—00% konstant:

Bezeichnen wir zur besseren Ubersicht die unabhingige Variable d mit x, die ab-

héngige Variable » mit y und die Konstante ;’040:;— mit m, so erhalten wir die Funk-

tionsgleichung in der allgemeinen Form

Yy =mx
Graphische Darstellung

Die graphische Darstellung der Funktionsgleichung y = ma findet man durch fol-
gende Uberlegung. Gehoért zu einem Wert a, der Wert v, durch die Gleichung
vy = m - x; und ist in Abb. 27 auf der x-Achse
die Strecke OA; = x;, auf der y-Achse die
Strecke O B, =y, abgetragen, so schneiden
die zu den Achsen durch 4, und B, gezogenen
Parallelen einander in P,. Der Punkt P, ge-
hort dem gesuchten Diagramm an.

Es bezeichne ebenso y, den Wert, den die Glei-
chung y,= mx, dem Wert x, zuordnet. Zeich-
net man die Gerade OP,, gibt auf dera-Achse .
Aysoan,daB 0A4,=x, ist,undzieht durch 4, die
Parallele zur y-Achse, die OP, in P, schneidet,
so gilt nach dem Strahlensatz die Proportion

APy APy
04, — 04,
. A4,Py oy : APy _
Nun ist oA m, also ist auch o4 = m

Losen wir dicse Gleichung nach 4,P, auf, so ergibt sich ~ A,P,= m .04, .

Da ferner OAy=wx,, wird A,Py,=m-x,, d.h, A,P,=y,.

P, ist ein zweiter Punkt des Diagramms. Auch
jedes weitere Wertepaar x, y, das der Glei- i
chung y= max geniigt, ergibt Diagramm- :
punkte auf der Geraden OP,. Ii

Das Bild der Funktion y= mx ist eine \Winkel abhiinglg von m g

durch O gehende, unbegrenzte gerade Linie,
deren Richtung gegen die Achsen durch den B
Wert m bestimmt wird (Abb. 28). L

0

Abp.28. Bild der Funktion y =mzx
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Zeigt umgekehrt ein Diagramm ein Stiick einer durch den Koordinatenanfang gehen-
den Geraden, so besteht in diesem Bereich Proportionalitit zwischen den Koordinaten
der Diagrammpunkte. Als Beispiel diene das

S D, Schaubild:
s 5 2

*
S

Die Untersuchung der Zugfestigkeit von Stahl ergibt
Diagramme der in Abb. 29 dargestellten Art. Ein Probe-
stab wird in eine ZerreiBmaschine eingespannt und ge-
dehnt, bis er zerreiBt. Die GroBe der jeweiligen Zugkraft
und die erzielte Lingenanderung werden an MeBinstru- /‘/
menten abgelesen oder selbsttitig aufgezeichnet. Durch { P
die senkrecht zu einem Quadratmillimeter des Quer-

schnitts wirkende Kraft ergibt sich die Zugspannung o,

durch die L anderung der I inheit die Deh-

nung &. Zusammengehorige Werte sind die Koordinaten

der Diagrammpunkte. 0 10 20 30 40
Von O bis P verlauft das Diagramm der empirischen Dehnung € in%
Funktion geradlinig, Spannung und Dehnung zeigen
sich in diesem Bereich proportional, und es gilt die
Funktionsgleichung y = m - #. Man schreibt die Glei-
chung als Ausdruck fiir das Hookesche Geselz 0 = E - . Der Proportionalitatsfaktor E ist
eine dem Werkstoff eigentiimliche Konstante und wird Elastizititsmodul genannt.

Y
S

kp/mm?

u
&
A

[
S

Spannung 0 in

S

Abb.29. Spannungs—Dehnungs-Schaubild

d) Die Funktion y = mx+b

Bereits auf S.86 wurde darauf hingewiesen, daB bei einer Federwaage innerhalb
ibres MeBbereichs die Lingeninderung der Schraubenfeder der Belastungsanderung
proportional ist, also dem Hookeschen Ge-
setz folgt. In Abb.30 ist dieselbe Feder-
waage viermal mit verschiedenen Belastun-
gen skizziert. Die Aufhingepunkte O, 4,
A,, A; haben gleiche Abstinde auf einer
waagerechten Geraden. F bezeichnet das
Ende der unbelasteten Feder. P, P, und
P, bezeichnen die Federenden, wenn die
Waage mit 1 kp, 2 kp, 3 kp belastet ist. Die
Federenden P, P, und P, ragen um die
Verlingerungen A4,P; —OF, A,P,—OF,
AyP;— OF unter die durch F gezeichnete
waagerechte Gerade, und es ist (A, P,—OF):

(43P, —OF) : (4,P,—0F) =1:2:3. . S -
Da auch 04, :0A4,:04;=1:2:3ist, gilt

4,P,—OF _ A,P,—OF _ A,P,—OF
et = = 3 =m,
04,

04, 04,

wenn m den Proportionalitatsfaktor bezeichnet.
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Somit liegen die Punkte F, P;, P, und P, nach dem Strahlensatz auf einer Geraden.
Setzt man OF = b und betrachtet die Gerade 04, als Abszissenachse, die Gerade OF
als Ordinatenachse (deren positive Richtung der Richtung der Zugkraft entsprechend
nach unten gezeichnet ist), so erfiillen die Koordinaten 04 — x und O B — y eines
an beliebiger Stelle der Geraden F Py liegenden Punktes P die Gleichung

Durch Umformen entsteht daraus

y—b=m-x, y=m-x+5b.

Die Funktionsgleichung ¥ = max + b liefert als Diagramm eine gerade Linie (Abb. 31).
Sind 7 und b von Null verschiedene feste Werte, so hat der Schnittpunkt der Geraden
mit der y-Achse vom Nullpunkt den Abstand b (denn fiir x = 0 ergibt sich y=p),
und ihre Richtung gegen die Koordinatenachsen bestimmt der Wert .

Die zu der Funktionsgleichung y = §a — 4 gehérende Gerade (vgl. S.103) schneidet
die x-Achse im Punkte mit den Koordinaten x = -+ 6, ¥ =0 und die y-Achse in dem
Punkte mit den Koordinaten x =0, y= —4. Bei dieser Geraden ist m — § und
b=—4.

Eine Gleichung, in der neben konstanten GréBen nur dic ersten Potenzen der beiden Verdnder-
lichen x und y vorkommen, kann stets auf die Form y = mx -+ b gebracht werden. Wertepaare
%y, die derartigen Gleichungen geniigen, konnen als Koordinaten von Punkten gedeutet
werden, die auf einer Geraden liegen. Funktionen, deren Diagramme gerade Linien ergeben,
werden lineare Funktionen genannt.

Das Bild der Funktion
y=mx-+b

ist eine gerade Linie, deren

Richtung gegen die Koordinaten-

achsen vom Wert m und deren

Schnittpunkt mit der y-Achse

vom Wert b bestimmt wird.

Abb. 31, Bild der Funktion

Graphische Auflésung von Gleichungen

Die graphische Darstellung der Funktionen kann zum Lésen von Gleichungen ver-

wendet werden.

In der Bestimmungsgleichung $x — 6 =0 ist mit x ein bestimmter, zunéchst

unbekannter Wert bezeichnet. Dagegen bedeutet x in der Funktionsgleichung
= Jx— 6 eine willkiirlich wihlbare GroBe, zu der im allgemeinen ein von Null

verschiedener Wert y gehort:

108



0 —6

1 -

2 —3 b

4 0 il

5 +3

6 +3 +7
Der Wert & = 4, der y=0 ergibt, erscheint -
in dem Bild der Funktion (Abb.32) als i
Abszisse des Schnittpunktes der Geraden
vy = $x— 6 mit der a-Achse. -2
Zur graphischen Losung der Gleichung -3

ax4+b=0 o

zeichnet man mit Hilfe von zwei Wertepaaren
fiir x und , die der Gleichung y=ax+b ge- =
niigen, eine Gerade. Sie ist das Bild der Funk- -6
tion. Der gesuchte x-Wert ist die Abszisse des
Schnittpunktes der Geraden mit der x-Achse. Abb.32. Graphische Losung ciner Gleichung

e) Graphische Fahrpline Auszug aus Fahrplanblatt:

Funktionszusammenhinge, die Halle (Saale) — LEIPIIg Hbf

einer Folge bestimmter Zahlen 'E,,,,,,.,’,, - %3546 i 20 37 780

eine zweite Folge zuordnen, —2rmtses RPIE S 3 § 8 8

werden je nach dem Verwen- ' & E

dungszweck durch Tabellen i s & g ] 3

oder Diagramme dargestellt. g ¥ .k 3 3 g & £y

Die tabellarische Anordnung 3 § 33 g 5 £ k]
S Ecaung S R e

verwendet man, wenn viele der 15 = 7; 15

Funktion gentigende Zahlen- i T A
paare gebraucht werden, das |
Diagramm ldBt man sprechen,
wenn es auf eine Ubersicht
iiber den Funktionsverlauf an-
kommt.

Beide Darstellungsweisen zei- |
gen ihre Vorteile bei Fahr- |
planen. Kursbiicher verzeich-
nen zusammengehorende Orts-
und Zeitangaben der Fahrt
eines Zuges in Tabellenform.

ADb.33. Auszug aus einem
Fahrplanblatt der Reichsbahn 8 ) 2 : 18,




Fiir den Betriebsablauf sind graphische Fahrpline notwendig, die durch ein geometri-
sches Bild Ubersicht iiber den Lauf der Ziige ciner Bahnstrecke gewéhren (Abb. 33).
Im Kursbuch steht z. B. folgende Tabelle als Fahrplan eines Eilzuges, der zwischen
Leipzig und Cottbus verkehrt:

Die graphische Darstellung des
Planes ist dem Prinzip nach in
Abb. 34 wiedergegeben. Auf einer
waagerechten Geraden, die sich
vom Abfahrtsort des Zuges als
Koordinatenanfang nach rechts er-
streckt, sind ancinanderstoBend die
von Haltepunkt zu Haltepunkt
durchfahrenen Strecken aufgetra-
gen. Die Koordinatenachse fiir die
Uhrzeiten der Abfahrt und Ankunft Abb.34. Prinzipskizze zum graphischen Fahrplan

ist als abwirtsgerichtete Senk-

rechte gezeichnet. Bei dieser Darstellung ist angenommen, dafB der Zug zwischen
zwei Stationen mit konstanter Geschwindigkeit fahrt, so daB das Weg-Zeit-Gesetz

Ez TSR e
Weg in km Zeit i ;.§ LB ,,Eg; A
3 g S E E5
Leipzig Hbf. . 00 |ab 6.28 3 = S e S&
Somm it 0, :
Eilenburg ... | 247 |an 654 g4 207 AL A1 ReY0) Mg <
ab  6.58 ik : i e
i
Torgau ..... 52,4 an  7.22 i) % ] e
ab  7.24 2 | | il
! b
Falkenberg . . 70,4 an  7.42 | 5 ; |
ab  8.00 H i |
: e
Doberlug- 7h983 i 3 i B
Kirchhain 93,0 an 822 | |
usw. I * i
i i =
s
|
[

Zeitt N

s=uv-t

gilt, Die Strecke s wird mit der Geschwindigkeit v in der Zeit ¢ durchfahren. Bezeich-
net man die Zeit ¢ mit «, den Weg s mit yund die konstante Geschwindigkeit v
mit #, so erkennt man die bekannte Funktionsgleichung
y=m-x,

deren graphisches Bild eine gerade Linie ist. Es ergibt sich in jedem Abschnitt als
Weg-Zeit-Diagramm ein Stiick einer geraden Linie. Wegen des Aufenthalts auf den
verschiedenen Stationen erscheinen diese Stiicke voneinander getrennt.

Da aus dem graphischen Fahrplan Entfernungen zwischen einzelnen Stationen und
Minutenzahlen fir Abfahrt oder Ankurft kaum mit der notigen Genauigkeit erkennbar
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sind, werden diese besonders angegeben. Die Entfernungen stehen am Kopfe des
Planes, die Minutenzahlen fiir Abfahrt oder Ankunft bei jedem Abschnitt des Dia-
gramms (vgl. Abb.33).
4, Beispiele fiir nichtlineare Funktionen
Die Formel fiir die gleichmiBig beschleunigte Bewegung eines Kérpers lautet
s=131b.8

Darin bedeutet s die Linge des Weges, der in der Zeit ¢ zuriickgelegt wird, und b den
Wert der bei dieser Bewegung un-

veranderlichen Beschleunigung.
Fiir = 0,2 cm/s? ergibt sich die
Wertetabelle
&
t [in s] s [in cm] B i
i
0 0 e ;
1 0,1 i i
2 0,4 Sl
3 0,9 S
4 1,6 iasd =
5 2,5 i
6 3,6 gl b
7 4,9 ik § |
8 6,4 i /
9 8,1 i
Das Diagramm zeigt Abb.35. Es
ergibt sich eine gekriimmte Linie. '[7 i z:
In der zugehérigen Funktions- LER R

gleichung s=3b-¢% tritt die  Abb.35.Weg-Zeit-Diagramm der gleichmabig beschleunigten Bewegung
Verinderliche ¢ in der zweiten

Potenz auf. Hier begegnet uns ein Beispiel fiir nichtlincare Funktionen, von denen
im folgenden die Rede ist.

a) Die Funktion y = x*

Ein Quadrat von der Seitenlinge x hat den Flicheninhalt 2. Die zu einer beliebigen
Quadratseite x gehérende Quadratfliche y wird somit durch die Funktionsgleichung
y = a® angegeben. Da die Gleichung die zweite Potenz der unabhingigen Verander-
lichen x enthalt, héhere Potenzen von «x in ihr aber nicht vorkommen, heit y=ax?
eine Funktion zweiten Grades oder auch eine quadratische Funktion.
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Durchlduft die Quadratseite eine Reihe von x-

Werten, so nimmt die Quadratfliche GréBen an,
die jeweils den Quadraten der x-Werte entspre-
chen (obere Tabelle).
x
0
0,5
1
1,5
2
3
x
—0,5 +0,25
-1 +1
—1,5 +225
-—2 +4 ADbb.36. Die Parabel y=21*
—3 +9

Die graphische Darstellung der zusammengehérenden Werte ergibt als Bild eine ge-
kriimmte Linie. Sie beginnt bei x= 0 mit y =0, entfernt sich von der x-Achse
zunichst nur wenig und verliuft dann steil aufwirts (Abb. 36, 1. Quadrant).

LaBt man die einschriinkende Vorstellung fallen, daB die x-Werte Quadratseiten, die
y-Werte Quadratflichen darstellen, und setzt fiir x auch negative Zahlen ein, so erhélt
man z. B. die zusammengehorigen Werte der unteren Tabelle (Abb. 36, 2. Quadrant).
Als Diagramm der quadratischen Funktion y = x? entsteht die Kurve der Abb.36.
Man nennt sie Parabel.

Die Parabel verlauft in den ersten beiden Quadranten und beriihrt die x-Achse im
Koordinatenanfang. Er bildet den Scheitel der Parabel. Zu jedemx-Wert erhilt man
einen Parabelpunkt mit positivem y-Wert. Umgekehrt gehdren zu jedem positiven
y-Wert zwei entgegengesetzt gleiche x-Werte. Die auf Millimeterpapier gezeichnete
Parabel y = «* ist zur angeniherten Ermittlung von Quadratzahlen und Quadrat-
wurzeln verwendbar.

In dem Bild der Funktion ¥ = 42 erscheint das Quadrat der Zahl #, zu der ein Punkt auf der
#-Achse gehort, jedesmal als y-Wert des entsprechenden Parabelpunktes. Umgekehrt ist der
jedem y-Wert eines Parabelpunktes entsprechende #-Wert die Quadratwurzel dieses y-Wertes.

Das Bild der Funktion y= x2 ist eine Parabel.

Die Funktion y = ¢ x2

Jede Kurve der Abbildung 37 (I, II und III) zeigt das zu y = x? gehérende Dia-
gramm fiir den Bereich von x= —2 bis x= +2. Da die Langeneinhert fiir die
Darstellung der Koordinatenwerte bei Abb.37a die Hilfte, bei Abb.37¢ das Doppelte
der fiir Abb.37b gewihlten Lingeneinheit ist, erscheint der Parabelbogen I gegen II
im MaBstab M 1: 2 verkleinert, der Parabelbogen III im MafBstab M 2 :1 vergroBert.
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a)

+3

\m +2 /

S

8 [42040)

.

+1
. : s

Abb. 37. Die Parabel y=2?in verschiedenen Koordinatensystemen
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Man denke sich jetzt die Kurven I und IIT auf das Koordinatensystem der Abb.37b
gelegt (Abb.38). Wihrend in Abb.38 der Kurve II die Funktionsgleichung y = a2
entspricht, lauten fiir I und IIT in diesem Koordinatensystem die Funktionsgleichun-
gen nicht mehr y = x2. Vielmehr heif3t die Funktionsgleichung zu I jetzt y = 22, die
zu III y = 4«2 In beiden Fillen kann die Richtigkeit durch Ausrechnen von be-
stimmten Wertepaaren nachgepriift werden. Wir erkennen:

Das Auftreten der Faktoren 2 bzw. } in den Gleichungen y = 2x? bzw. v = }a? ver-
andert die Art der zu y = a? gehorenden Kurve nicht.

Abb.38. Die Parabeln I und III der Abb.37 nchmen andere Funktionsgleichungen an, wenn sie im
Koordinatensystem der Parabel II gezeichnet werden.

Dasselbe gilt fiir jeden konstanten Faktor ¢, der von 0 verschieden ist. Die Funktions-

gleichung y = ¢ - &% ergibt als Diagramm eine Parabel. Ihre Gestalt richtet sich nach

dem Wert des Faktors ¢. Dieser kann auch negativ sein. Fir ¢= —1 entsteht aus
= —a? folgende Wertetabelle:
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£ ¥ I i 8 ~ 1|
24 —_16 } Lig ;* !
3 — 9 1
12 4 | 47 =
it —1
0 0 (6
=4, —1 +5
—2 — 4
—3 —9 +§
R et P e
Das zugehoérige Diagramm kann aus der in dem- | I L2 :
selben Koordinatensystem gezeichneten Parabel | |
y=2a? durch Umklappen um die x-Achse hergestellt - 1 7 |
werden. y = —«? stellt dann die zur a-Achse sym- | 1] |
metrische Parabel von y = 2 dar (Abb. 39). -3 '{ R ED
: -1 by
Das Bild der Funktion y = c x2 ist eine |
Parabel (Abb. 40). -2 |
| -3 ' -+
3 .* 2
= -5 N
£ |
8 4
7 v
ko -8

ADbD.39. Die Parabeln y=cx* fir =+ 1

i | g |
53 B R e r i BE DD Abb.40. Bild der Funktion y =c

b) Die Funktion y = %

Fiir eine cingeschlossene Gasmenge, deren Temperatur sich nicht verindert, besteht
zwischen Gasdruck und Gasvolumen ein Zusammenhang, der rechnerisch durch das
Boyle-Mariottesche Gesetz ausgedriickt wird. Sind #; und V; zusammengehérende
Werte fiir Druck und Volumen bei einem Zustand einer Gasmenge, p, und V, die
entsprechenden Werte bei einem anderen Zustand derselben Gasmenge, so gilt nach

diesem Gesetz
P Vi=pVs,

d.h., das Produkt aus Druck und Volumen ergibt fir jeden Zustand, den die ein-
geschlossene Gasmenge annimmt, den gleichen Wert.
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Danach wiirde Sauerstoff, der mit einem Druck von 150 at in eine Stahlflasche von 401 Inhalt
gepreBt wurde, bei einem Druck von 15 at einen Raum von 4001 beanspruchen und einen
Raum von 60001 bei einem Druck von 1at fiillen. In jedem Zustand der eingeschlossenen
Sauerstoffmenge ergibt das Produkt aus Druck und Volumen den Wert 6000 Literatmosphéren.

Bezeichnet man das Gasvolumen mit ¥, den Druck mit p und den konstanten Pro-
duktwert p -V mit ¢, so gilt
p-V=c.

Hieraus ergibt sich durch Umformen die Funktionsgleichung

p=c- :,

die p als Funktion von V darstellt.

Die Gleichung bringt zum Ausdruck, daB indirekte Proportionalitiit zwischen zusam-
mengehorigen Werten von
Druck und Volumen be-
steht. Verdoppelt man
z.B.das Volumen, sosinkt |
der Druck auf die Halfte. |

Fir eine Gasmenge, die
lcm® Rauminhalt bei
dem Druck 1kp/cm? hat,
ist ¢ = 1kp-cm. Zusam-
mengehorende Werte sind
in der folgenden Tabelle
aufgestellt:

i " " R .

Oy

i

Druck in at

N

v » ; | ! ‘
[in cm?] [in kp/cm?] ,, i

Fop b VYolumen izl

o o e o
S

e~ o o

Abb. 41. Abhangigkeit zwischen Druck und Volumen cines Gases

Es ergibt sich das in Abb.41 dargestellte Diagramm. Die entstehende Kurve weicht
von der Parabel ab; sie wird Hyperbel genannt.

Diegleiche Kurve gehort zu der Funktionsgleichung § = % fir positive x-Werte, bei

der die Veréiinderlichen nicht mehr an eine bestimmte Bedeutung gebunden sind. Der
unabhiingigen Verinderlichena diirfen auBer Null (vgl. S. 118) alle Werte der Zahlen-
geraden beigelegt werden; die abhéingige Veranderliche y ergibt sich als ihr Kehrwert.
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Fiir die Funktion ¥ = 4, zeigt Abb. 42 das Diagramm, das der folgenden Wertetafel
entspricht: %

- : .
-5 | =% |+t | +s
—4 -1 | +i +4
—3 -3 +1 +2 4
— -1 | +1 +1 s2] \
S8 k
=4 -2 #9 +i S yo# .
-1 —4 | e + Y T )
-1l = | 45 |+ P

Das Bild der Funktion y = - ist eine =

(gleichseitige) Hyperbel. 5 -3

‘ -4
Kurvendiskussion i e

Jedes Paar zusammengehorender
Werte der Tabelle bestimmt einen AbD. 42. Bild der Funktion y = :

Punkt der Hyperbel. Die Kurve be-

steht aus zwei getrennten Asten. Der eine Ast verliuft im ersten Quadranten,
der zweite im dritten. Das Vertauschen der x-Achse mit der y-Achse éindert den
Kurvenverlauf nicht. Jeder Ast hat die Winkelhalbierende des ersten und dritten
Quadranten als Symmetrieachse. Die beiden Aste liegen symmetrisch zur Winkel-
halbierenden des zweiten und vierten Quadranten. Wegen dieser doppelten Symme-~
trie bringt eine Drehung um 180°, die in der Zeichenebene um den Koordinaten-
anfang als Drehpunkt ausgefiihrt wird, den einen Hyperbelast mit dem anderen zur
Deckung. Die Hyperbel liegt hier zentrisch-symmetrisch zum Koordinatenanfang.
Weitere Besonderheiten der Kurve ergeben sich, wenn die x-Werte tiber den gezeich-
neten Bereich hinaus wachsen oder abnehmen. Der im ersten Quadranten liegende
Ast ndhert sich mit wachsendem und der im dritten Quadranten liegende mit ab-
nehmendem « der x-Achse, fallt aber auch dann nicht mit der a-Achse zusammen,
wenn der Betrag von x groBer wird als jede noch so groBe Zahl. Man erhilt folgende
Wertetabellen:

x ¥y x ¥
+10 o llo —10 = -1'0
+100 % i"% —100 — 6
+1000 + ﬁ —1000 _ic:f»?)
+10000 +m+m —10000 = m‘%
usw usw.
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Man sagt, die Aste der Hyperbel nihern sich asymptotisch der x-Achse, und nennt
die x-Achse auch Asymptote der Hyperbel.

Fir x =0 ist aus y = % kein Funktionswert berechenbar, weil man nicht durch Null divi-

dieren kann. Somit ist die Funktion an der Stelle x — 0 iiberhaupt nicht erklart. DaB die Be-
trage der Funktionswerte um so mehr anwachsen, je mehr sich die »-Werte der Stelle
# = 0 ndhern, geht aus der folgenden Tabelle hervor :

x y x ¥
0,1 10 —0,1 — 10
0,01 100 —0,01 — 100
0,001 1000 — 0,001 — 1000
usw. usw. usw. usw.

Wird der Betrag von #x immer kleiner gewihlt, so erhidlt man fiir den Betrag von y eine
immer groBere Zahl. Die Hyperbelaste nahern sich also auch asymptotisch der y-Achse; die
y-Achse bildet die zweite Asymptote der gleichseitigen Hyperbel.

Der Verlauf der Funktion y = L zeigt, daB die Division fiir den Divisor 0 ihren Sinn verliert.
x

AUFGABEN
1. Den Kaloriengehalt von je F T bR
100 g kochfertigem Gemiise & pi | [
veranschaulicht ~ Abb. 43. Erbsen . i
Wieviel Kalorien kommen PETTIS 1.3 e i B S R B S
auf die einzelnen Sorten? ; ks"h[rdben — s i
2. Die Steigerung der Kalisalz- Sc{,nlftb:{):fz‘
gewinnung in der Deutschen Spargel i |
DemokratischenRepublik ist _ Spinat
durch ein Siulendiagramm Steinpflze
darzustellen. | Weibkraut |
| Wirsing -
Sie betrug in 1000 t (K,0): - B rRE jp ?rzﬂ T
1945 176 1952 1346 i | Kalorien je m’ig 6

1946 685 1953 1378
1947 737 1954 1463 Abb.43. Zu Au‘gabel
1948 950 1955 1552
1949 1170 1956 1556
1950 1336 1957 1604
1951 1409 1958 1650

3. Die Erdélforderung in Ruménien seit der Griindung der Sowjetisch- Ruménischen Erdsl-
gesellschaft ist durch ein Diagramm zu veranschaulichen. Sie betrug in Millionen
Tonnen
1945 4,6; 1946 4,1; 1947 3,8; 1948 4,3;

1949 4,7; 1950 5,3; 1951 6,5; 1952 8,3
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4. Letternmetall fiir Handsatz enthilt 289, Antimon, 679% Blei und 5% Zinn, fiir Maschinen-
satz (Linotype) 12% Antimon, 839 Blei, 59 Zinn, fir Maschinensatz (Monotype)
199, Antimon, 729% Blei, 9% Zinn.

Die Zusammensetzung ist durch Kreisdiagramme zu veranschaulichen (1009 £ 360°)!
5. Die Braunkohle ist fiir viele Industriezweige ein wichtiger Grundstoff. Die DDR steht in der

Braunkohlenférderung an erster Stelle in der Welt und steigert die Forderung standig (s. Ta-
belle).

—— Die Tabelle zeigt, daB die Férderung des Jahres 1957 — setzt
Br"aunkul\le- man die Leistung des Jahres 1950 gleich 1009, — bereits um
Jahr forderung 559, hoher lag.
im Mill. Tonned; a) Fertige zum Vergleich der Forderleistungen ein Siulendia-
1950 137,0 e st
1951 151,2 b) Errechne die jihrliche prozentuale Erhéhung der Férderung
1952 158,5 und stelle die Ergebnisse in einem Kreisdiagramm (1009,
1953 172,7 — 360°) dar!
19i:!4 181,9 6. Durch die Arbeiten der Nationalpreistriger Prof. Dr. Rammler
1955 200,6 und Dr. Bilkenroth ist es gelungen, zur Verkokung Braunkohle
19-’:6 205,9 anstatt der bisher notwendigen Steinkohle zu verwenden.
19:_77 212,6 Das ist fiir uns von besonderer Bedeutung, denn dieser so-
1958 215,0 genannte Braunkohlenhochtemperaturkoks macht uns von

Steinkohleneinfuhren unabhéangiger.

Bisher wurden produziert:

1955 c.vveenn 458000 t 1957 ..
1956 ...oovn 732000 t 1958 ..

. 782000 t
... 995000 t

Zeichne ein Diagramm!

7.In der Nahrungs- und GenuBmittelindustrie betrug im Jahre 1955 der Anteil der volks-

eigenen Produktion 64,8% und der der privaten Produktion 11,5%. Die genossenschaftliche
Produktion war mit 23,79, beteiligt.
Im Jahre 1957 waren die Anteile folgendermaBen verteilt:

volkseigene Produktion .. . 66,19%

private Produktion ...... . .. 10,6%

genossenschaftliche Produktion ........... 23,4%
Im Sektor der volkseigenen Produktion entfielen auf zentral geleitete Betriebe 36,5%, auf
die ortlich geleiteten 29,69%. Diese Verteilung ist in 2 Kreisdiagrammen zu ver: haulichen!

8.1n der DDR setzt sich immer mehr die GroBblockbauweise durch und ihr Anwendungsbereich
wird stindig groBer (s. Tabelle) 1950=100%/,.

Jahr | Produktion von Betonfertigteilen Jahr | Produktion von Betonfertigteilen

1951 1429 1955 5139
1952 207% 1956 9549
1953 2599 1957 13009
1954 3839, 1958 15689,

Fertige zur Veranschaulichung ein Diagramm an!

9. Der Vorteil moderner Maschinen und Gerite besteht im Erleichtern und besseren Ausfithren
der Arbeiten sowie im Ersatz menschlicher und tierischer Arbeitskrafte.
Bei der Getreideernte ist in den letzten 100 Jahren durch die Entwicklung neuer Ernte-
hi und - eine i Erleichterung der Arbeit eingetreten.
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Mit einer Sense kénnen 2 Personen in einer Stunde 6a mihen und binden,
Mit einem Ableger und 2 Pferden kénnen 2 Personen in einer Stunde 32 a méiihen und binden.
Mit einem Mahbinder und einem Traktor kénnen 2 Personen in einer Stunde 45 a mihen und

binden.

Mit einem Zapfwellenbinder kénnen 2 Personen in einer Stunde 50 a méhen und binden.

a) Berechne die Steigerung der Arbeitsproduktivitit in Prozenten von Maschine zu Maschine !

b) Fertige ein Kurvendiagramm mit den Ergebnissen der Aufgaben an!

10.In den Jahren1955, 1956, 1957 und 1958 wurden insgesamt 1620 Millionen Einheiten Insulin
hergestellt. Die jahrliche Produktion ist in einem Diagramm darzustellen. Es sind dic Werte
der folgenden Tabelle zu verwenden.

Jahr Mill. Einheiten Insulin Jahr ‘ Mill. Einheiten Insulin
1955 360 1957 390
1956 410 1958 | 460

11. Die DDR als Land des Maschinenbaues produziert auch Revolverdrehmaschinen und ist in

der Lage, jahrlich davon eine besti

schnittlich hergestellt:

mmte Anzahl zu exportieren. Es wurden je Monat durch-

Jabr

1952
1953
1954
1955
1956
1957
1958

monatliche Produktion in Stiick

23
19
30
44
49
47
50

Jahr |  jabrlicher Export in Stick

126
103
167

58
153
123

134

In einem Diagramm soll gezeigt werden, wieviel der hergestellten Revol\crdrehmaschmen
alljahrlich unserer Industrie zur Verfiigung gestellt wurden.

12. Zu unseren wichtigsten und begehrtesten AuBenhandelsartikeln gehéren die Erzeugnisse der
Fotoindustrie. So wird in groBen Mengen Fotopapier exportiert.

Jahr

Export an Fotopapier in 1000m?

Jahr | Export an Fotopapier in 1000 m*

1953
1954
1955

563
1314
1853

1956
1957
1958

Stelle die Werte der Tabelle zeichnerisch in einem Siulendiagramm dar!

13. Die Zahlen der folgenden Tabelle zeigen die Steigerung der Elektroenergieerzeugung in den
Jahren 1951 bis 1958 (in Mill. kWh). Veranschauliche die Steigerung durch Zeichnen eines
Diagramms !

Jahr ‘ Energieerzeugung in Mill. kWh

T
Jahr | Energieerzeugung in Mill.kWh

1951
1952
1953
1954

120°

21463
23183
24247
26044

1955 28695
1956 31182
1957 32735
1958 34874



14. Auf einer Wetterstation wurden folgende Monats-Durchschni peraturen festgestellt:

Jan. 8°C Apr. 16°C Juli 28°C  Okt. 18°C
Febr. 10 °C Mai 20°C Aug. 27°C Nov. 12°C
Mirz 12°C Juni 25°C Sept. 24°C Dez. 10°C

Lin Temperatur-Zeit-Schaubild ist anzufertigen.

15. Die folgenden Temperaturreihen sind von einer landwirtschaftlichen Forschungsanstalt
1. an der Erdoberfliche im Freien, 2.im Abstand von 15 cm iiber der Erdoberfliche im
Freien an einem Junitag festgestellt worden.

ot 16,7°C 19,4°C 10h 22,6°C 18,8°C 20 19,7°C 21,6°C
2h 15,6°C 18,4°C 120 25,0°C 20,5°C 22 17,8°C  20,5°C
4h 151°C 17,8°C  14h 26,4°C 22,0°C 241 15,9°C 19,5°C

6 15,9°C 17,4°C 16t 259°C 22,9°C
8h 17,56°C 17,5°C 18t 22,4°C 22,6°C
Temperaturkurven fiir beide MeBreihen sind in einem Koordinatennetz zu zeichnen.

16. Nach dem Kursbuch ist fiir die zwischen Halle und Leipzig verkehrenden Personenziige
ein graphischer Fahrplan aufzustellen.

17. Die Geschwindigkeit, die ein frei fallender Koérper nach der Zeit ¢ erreicht, wird nach der
Formel v = g - ¢ berechnet (¢ = 9,81 m/s?). Stelle v als Funktion von ¢ graphisch dar und
lies ab, wie groB v fiir £ = 24s und ¢ fir v = 30m/s ist!

18. Die Umfangsgeschwindigkeit eines sich drehenden Rades ergibt sich aus der Formel

med-n
60

v= inm/s,
wenn der Durchmesser @ (in m) betragt und das Rad in jeder Minute » Umdrehungen macht.
Fiir a) n= 26, b) n =37, ¢) n= 53
sind die zu ¢ = 0,1 m; 0,2m; 0,3 m gehorenden Werte fiir v zu berechnen und in einem
Koordinatennetz zur graphischen Darstellung des Zusammenhangs zwischen v und @ zu
verwenden.

19. Das zur Funktionsgleichung
a) y==x+ 2, b) y = 2x—1, ) y=3%z+1, d) y=—x+3
gehorende Diagramm ist zu zeichnen.

20. Aus der Gleichung 360° = 4008 ist ein Diagramm aufzustellen, das zur Umwandlung von
Altgrad in Neugrad dient.

21. Aus der Gleichung 1PS = 0,736 kW ist ein Diagramm aufzustellen, das zur Umwandlung
von PS in kW dient.

22. Der in der Zeit ¢ durchfallene Weg errechnet sich aus s = L¢#* (¢ = 9,81 m/s?). s ist als
Funktion von ¢ graphisch so darzustellen, daB aus dem Diagramm
a) die zu ¢/ =1,2s gehorende Fallstrecke,
b) die fiir die Fallstrecke s = 30 m nétige Zeit entnommen werden kann.

23. Das zur Funktionsgleichung

a) y = 0,22% b) y=1,22% c) y=—0,122 d) y=—1,122
gehorende Diagramm ist im Bereich von ¥ = — 3 bis ¥ = + 3 zu zeichnen.

24, Die zu
n)y=i, b)y=f, C))’=%- d)y=:—
gehorenden Diagramme sind zwischen ¥ = — 5 und # = + 5 in einem Koordinatennetz
darzustellen.
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E.GLEICHUNGEN ERSTEN GRADES
MIT ZWEI UNBEKANNTEN

1. Zur Einfithrung

Die Verwertung von Altmaterial stellt dem Techniker oft Aufgaben, zu deren Losung
Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten herangezogen werden.
Beispiel:
Aus zwei Sorten Altbronze, und zwar

Altbronze Sorte 1 mit 80% Kupfer und 209, Zinn (GuBbronze 20),

Altbronze Sorte 2 mit 90% Kupfer und 109 Zinn (GuBbronze 10),
sollen hergestellt werden

1500 kg GuBbronze mit 869, Kupfer und 149, Zinn (GuBbronze 14).
(Die genormte Benennung der Bronze nach DIN 1705 richtet sich nach ihrem Zinngehalt.)
Lésung:
Die erforderlichen Mengen der Sorten1 und 2 sind unbekannt. Wir bezeichnen sie mit ¥ und y
und versuchen, aus der Aufgabenstellung einen Zusammenhang zwischen beiden GréBSen zu
gewinnen. Es findet sich sofort eine einfache Beziechung: Beide Mengen, d.h. » kg der Sorte 1
und ¥ kg der Sorte 2, sollen zusammen 1500 kg der GuBbronze ergeben. Es besteht also die
Gleichung

%+ y =1500.

Sie reicht zum Bestimmen der Werte fiir # und y nicht aus, da alle moglichen Wertepaare »
und y die Summe 1500 ergeben, z.B.

x= 500, y=1000

x =600, y= 900

x=1700, y= 800
Um aus diesen Wertepaaren das richtige herauszufinden, suchen wir nach einem weiteren Zu-

sammenhang zwischen x und y. Ein solcher zeigt sich uns, wenn wir den vorgegebenen Zinn-
oder Kupfergehalt der drei Legierungen in Rechnung setzen. Die erste Sorte enthalt 80%
Kupfer, die Menge » kg also # - :)00 kg Kupfer. Die Menge ykg der zweiten Sorte enthalt ent-
sprechend y-l%kg Kupfer. In den 1500kg der herzustellenden GuBbronze miissen dagegen
86% Kupfer, das sind 1500- l—?okg Kupfer, enthalten sein. Es ergibt sich hieraus die Be-
ziehung
80 90 86
x‘m+y-ﬁ:1500»l—m-

Auch diese Gleichung gibt nur einen Zusammenhang zwischen # und y an.

i 5 ird 500 50 L0 .50,
Fir x= 500 wird 500 100~{—y 100—1500 05"
40000 + 90y = 129 000,
90y = 89 000.
G . 8900
Es ergibt sich also fir »= 500 y= =0
Entsprechend wird fir x= 600 y= 900
und fiir #=1700 y="0.
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Ein Vergleich mit den moglichen Wertepaaren der ersten Gleichung zeigt, daB das Wertepaar
x = 600, y = 900 fiir die beiden Gleichungen

x 4+ y =1500
By i =1500" 10

gleichzeitig gilt. Dieses Wertepaar ist daher die Lésung der Aufgabe. Fiir 1500 kg der geforder-
ten GuBbronze werden 600 kg der ersten Sorte und 900 kg der zweiten Sorte gebraucht.
Auch auf anderen Gebieten treten Fragen auf, die mit Hilfe von Gleichungen mit
mehreren Unbekannten beantwortet werden kénnen. In der Ernahrungswirtschaft
soll beispielsweise festgestellt werden, wieviel Hammelfleisch und Bohnen ein Werks-
kiichenessen enthalten muB, um den Bedarf an EiweiB und Fett zu decken. In der
Hauswirtschaft soll berechnet werden, wie in einem Zweifamilienhaus die Kosten fiir
den jahrlichen Bedarf an Heizmaterial zu verteilen sind, wenn im Erdgescho8 3, im
ObergeschoB 4 Heizkorper im Betrieb sind.

2. Graphisches Lo L1

Gegeben sind zwei Gleichungen ersten Grades

x+2v=_8
3x—y=3|

Aus ihnen sollen die Unbekannten x und y bestimmt werden. Das Ermitteln soll jetzt
nicht durch Aufstellen von Wertetabellen erfolgen, wobei der Zufall bestimmt, ob
in beiden Tabellen ein gemeinsames Wertepaar erscheint, sondern mit Hilfe der gra-
phischen Darstellung.

Jede der beiden Gleichungen kann als Funktionsgleichung betrachtet werden, die
die verinderlichen GroBen x und v miteinander verkniipft. Bringt man sie auf die
uns bekannte Form linearer Funktionsgleichungen, bei der y fiir sich auf der linken
Seite steht, so ergibt sich

y=—fx+4
y=3x—3

Als zugehérige Diagramme entstehen gerade Linien. Es geniigen jedesmal zwei
Wertepaare fiir x und y, um diese Geraden zu zeichnen. Man erhilt fir

x+ 2y =8 die Punkte P; mit den Koordinaten x, =0, y, =4
und P, mit den Koordinaten x,= 8, y,=0, fir

3x — y =3 die Punkte P; mit den Koordinaten xz=0, y;=—3
und P, mit den Koordinaten x, =1, y,=0.
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Abb.44 zeigt die beiden geraden Linien.
Ihr Schnittpunkt S hat nach der Figur
die Koordinaten =2, y=3; er ge-
hort sowohl zu der Geraden PP, als
auch zu der Geraden PyP,.

Fiir das Wertepaar x = 2, y= 3 sind
die beiden Gleichungen richtig. Es ist
somit die durch graphische Darstellung
ermittelte Losung der Aufgabe.

Probe: Wenn man fiir x den Wert 2,
fiir y den Wert 3 einsetzt, erhilt man
aus der ersten Gleichung 2+42-3=8,
aus der zweiten 3.2 — 3= 3.

Das graphische Losungsverfahren setzt
peinlich genaues Zeichnen der Dia-
gramme voraus. Die Genauigkeit der .y, 44 Graphische Losung sweier Gleichungen mit zwes
graphisch ermittelten Werte héingt von Unbekannten

der Genauigkeit der Zeichnung ab.

P Tl

Um zwei lineare Gl mit zwei Unbek zu lésen, zei man
die geraden Linien, die den b Gleich h Die Koordi des
Schnittpunkts der Geraden ergeben die Werte der Unbekannten.

3. Arithmetische Losungsverfahren

Dienen zwei Gleichungen zum Bestimmen zweier unbekannter GréBen x und ¥, so
bezeichnet in beiden Gleichungen sowohl « eine bestimmte Zahl als auch y. Jeder
dieser unbekannten Werte wird einzeln berechnet. Man leitet dazu aus den vorgeleg-
ten Gleichungen eine neue ab, die nur noch eine der unbekannten GréBen enthilt.
Das Berechnen jeder Unbekannten wird auf das Auflssen einer Gleichung mit
einer Unbekannten zuriickgefiihrt. Das Aussondern einer Unbekannten aus den Glei-
chungen des Systems wird Eliminieren (lat. eliminare ,iiber die Schwelle schaffen’’)
genannt. Die Elimination 1d8t sich durch drei Verfahren erreichen.

a) Einsetzungsverfahren

1. Beispiel:
2x4+y =19
3xr—4y=1
Aus der ersten Gleichung folgt y =19 — 2x. Setzt man den Ausdruck 19 — 2z an die-
Stelle von y in die zweite Gleichung, so erhilt die zweite Gleichung die neue Form
3x— 4. (19— 2x) =1.
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Sie enthalt nur noch die eine Unbekannte # und ergibt

3x— 164 8r= 1 |+ 76
11x="177 g i |
¥=1
Wird dieser Wert in y =19 — 2« an die Stelle von # gesetzt, so entsteht
y=19— 2.7
y=19—14
y= 5

Die Probe ergibt:
2.7+ 5=19 fiir die erste Gleichung,
8.7 --4.5= 1 fiir die zweite Gleichung.

2. Beispiel
bx+ 2y = 61
x—3y= 2
Aus der zweiten Gleichung folgt nach demselben Verfahren
z= 2+ 3y,

durch Einsetzen des Ausdrucks 2 + 3y an die Stelle von x in der ersten Gleichung entsteht
5. (24 3y) + 2y =61

10+ 156y + 2y = 61 | —10
17y = 51 | =17
y=3
x= 2+3-3

x=11

Probe: 5. 114 2.3=61
11— 3.3 = 2

Bei dem Einsetzungsverfahren wird eine der Gleichungen des Systems nach einer der
in ihr vorkommenden Unbckannten aufgelost und der sich ergebende Ausdruck an
Stelle dieser Unbekannten in die zweite Gleichung eingesetzt. Es entsteht eine
Gleichung mit einer Unbekannten.

b) Gleichsetzungsverfalren

Beispiel:

b5x —y= 56

224+ y=35

1.Weg: Werden beide Gleichungen nach y aufgeldst, so erhilt man
y= 5x — 56,

y= 35— 2x.

In beiden Gleichungen soll y den gleichen Zahlenwert haben, d.h.,die beiden linken Seiten sind
einander gleich, also auch die beiden rechten Seiten. Setzen wir sie gleich, so erhalten wir:
bx — 56 = 35 — 2x | 4 (2% + 56)
1% =91 [

S=1_3
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Setzt man diesen Wert fiir # in y = 5% — 56 ein, so ergibt sich

y= 5-13— 56

y= 65— 56 Probe: 5-13 — 9= 56
9 2-134 9= 35

2.Weg: Durch Auflésen nach ergibt die erste Gleichung

_56+y

m—
35—y

die zweite ==

z

Die durch Gleichsetzen der rechten Seiten gewonnene neue Gleichung heiBt jetzt
564y 35—y |

5 2 P
Multipliziert man beide Seiten mit 10, so ergibt sich
124 2y =175 — 5y |+ (5y —112)
Ty= 63 | :7
=9
56 49
Daraus r= —;‘;-
65
E=grm=1s

Bei dem Gleichsetzungsverfahren werden die Ausdriicke einander gleichgesetzt, die
sich durch Auflésen der beiden Gleichungen nach derselben Unbekannten ergeben.
Es entsteht eine neue Gleichung mit einer Unbekannten.

¢) Additionsverfahren

1. Beispiel: 15% — 8y = 29

5% 4 4y = 23

Das Eliminieren einer Unbekannten gelingt auch, indem man nach geeignetem Umformen die
beiden linken und die beiden rechten Seiten der Gleichungen addiert. Die beiden Summen sind
einander gleich, da Gleiches zu Gleichem addiert wurde.
LaBt man z.B. die erste Gleichung unverandert und multipliziert die zweite Gleichung mit 2,
so entsteht
152 — 8y = 29

' 10x + 8y = 46 |

Werden die linken Seiten und die rechten Seiten der Gleichungen addiert, so ergibt sich
25% =175, also '

z= 3
Diesen Wert setzt man etwa in die zweite Gleichunggn:
5-344y=23
4= 8
y=2
Pyobe: =

15.3—8.2— 29
5.344.2—23



2. Beispiel:
Um den Wert fiir y auf die gleiche Art zu bestimmen, die den Wert fiir » geliefert hat, multi-
pliziert man die zweite Gleichung mit (—3) und erhilt so

+15x — 8y =29

—15x —12y = —69 |
Die Addition der linken und der rechten Seiten ergibt
—20y = —40
y = 2 usw.

Die Gleichungen wurden in beiden Beispielen durch das Additionsverfahren aufgelést.

3. Beispiel:

Diese Gleichungen kénnen erst nach dem Additionsverfahren aufgelést werden, nachdem beide
Gleichungen moglichst vereinfacht worden sind. Auf einer Seite sollen jedesmal nur zwei Sum-
manden stehen, von denen der eine den Faktor x, der zweite den Faktor y enthalt, wihrend
die andere Seite von den Unbekannten befreit ist.

Tx— 5y

Aus =g 7 entsteht 7x — by="Ty— 28, Tx —12y = — 28;
y—
2
aug EE_ 5 entsteht Sx By= 92, #-b Sy=—198.
711
Kurz dargestellt, erhdlt man nun folgenden Auflésungsgang:
Tx— 12y 28 4 o=
x4 2y 22 |.86 =
6x+ 12y = 132 +
13x = 104 |:13
x = i
—Tx—14y= —154 +
—26y= —182 | : (—26)
=1
Probe: =
T8—5.7_21_, 3-842.7 38 _,
17— 3 7’ 8411 19 "
Nachdem die eine Unbel te ermittelt ist, kann auch durch Einsetzen ihres Wertes die andere

bestimmt werden. Man erhalt hier, wenn an die Stelle von # in der zweiten Gleichung des ver-
einfachten Systems der Wert 8 eingesetzt wird,

84 2y=122|—8
2y=14| : 2
y= T
Bei dem Additionsverfahren werden die Gleichungen zunichst méglichst vereinfacht
und geordnet. Dann werden die Koeffizienten der einen Unbekannten durch Umfor-
men in beiden Gleichungen entgegengesetzt gleichgemacht, so daB durch Ad-
dieren der Gleichungen diese Unbekannte eliminiert wird.
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Jedes der drei Verfahren fithrt zum Ziel. Welches Verfahren im einzelnen Falle den
geringsten Rechenaufwand erfordert, richtet sich nach der Form der gegebenen
Gleichungen. Unter Umstéinden wird man auch das zum Berechnen der einen Un-
bekannten verwendete Verfahren wechseln, wenn die andere Unbekannte dabei ein-
facher ermittelt wird.

4, Losbarkeit

Die Zahl der Wertepaare « und y, die eine einzige Gleichung mit den beiden Un-
bekannten x und y befriedigen, ist unbegrenzt. Lassen sich Zusammenhiinge zwischen
den beiden unbekannten GroBen x undy durch mehrere Gleichungen ausdriicken, so
geniigen zwei dieser Gleichungen zam Bestimmen der beiden Unbekannten. Aller-
dings miissen die Gleichungen zwei Bedingungen erfiillen.

1. Es 1éBt sich z. B. keinWertepaar finden, das gleichzeitig fiir die beiden Gleichungen

x+9=3
at+y=4

richtig ist.
Es gibt kein Zahlenpaar « und ¥, dessen Summe sowoh] 3 als auch 4 ergibt. Diese
beiden Gleichungen widersprechen cinander. In allgemeiner Form geschrieben, sind
ax +by=c
ax+by=d

zwei einander widersprechende Gleichungen, wenn ¢ und 4 voneinander verschie-
den sind.
Bei der graphischen Darstellung (Abb. 45) schneidet die zu der Gleichung

x4+ y=3
gehérende Gerade die Koordinatenachsen in den Punkten Py und Q,, die im Ab-
stand +3 vom Koordinatenanfangspunkt licgen. Die zu der Gleichung

x+y=4
gehérende Gerade schneidet die Achsen in den
Punkten P, und @, mit dem Abstand + 4
vom Koordinatenanfangspunkt.
Die Geraden P,Q, und P,(), verlaufen parallel
und haben keinen Schuittpunkt. Deshalb gibt
es kein den beiden Geraden gemeinsames
Wertepaar. Ebenso gehéren zu den Gleichungen

ax+by=c und

ax+by=4d
als Bilder parallele gerade Linien.
sebarkeiteheds o e
Erste Losbarkeitshe Die G AUb.45. Paraliele Geraden im Koordinaten-
diirfen sich nicht widersprechen. system



2. Auch zu dem Gleichungspaar
x+y=3
2x+2y=26
gehort kein bestimmtes Wertepaar als Losung. Jedes Wertepaar «,y, fiir das die
eine Gleichung richtig ist, erfiillt zugleich die andere. Hier entsteht aus der ersten
Gleichung die zweite, wenn ihre beiden Seiten mit 2 multipliziert werden. Die eine
Gleichung ist also von der anderen abhéngig.

Allgemein ausgedriickt, sind die beiden Gleichungen

ax +by =c

ax-f+by-f=c-f|

voneinander abhiingig. Die zweite Gleichung ist aus der ersten durch Multiplizieren
mit dem Faktor f hervorgegangen, und deshalb konnen beliebig viele Wertepaare an-
gegeben werden, die beiden Gleichungen geniigen. Zu beiden Gleichungen gehort bei
der graphischen Darstellung dieselbe Gerade. Deshalb entsteht kein Schnittpunkt.

Zweite Losbarkeitsbedi Die Gleick diirfen nicht inander abhingig sein.
Aus den Gleichungen
ax+ by=c
dx +ey=f

die widerspruchsfrei und voneinander unabhingig sind, kann ein Wertepaar fiir x
und y bestimmt werden. Die beiden Gleichungen bilden ein System von Gleichungen
zum Bestimmen der Unbekannten x und y.

5. T, fgaben mit zwei Unbek

Bestimmungsgleichungen zum Berechnen mehrerer unbekannter Werte in Textauf-
gaben werden aufgestellt, wie wir es bei den Gleichungen mit einer Unbekannten
gelernt haben.

Man setzt zunachst Bezeichnungen fiir die unbekannten GréBen fest und bildet dann
aus den Angaben des Textes so viele Gleichungen, wie Unbekannte zu bestimmen
sind.

Um Gleichungen aufzustellen, die voneinander unabhingig sind, muf8 man darauf
achten, daB zu jeder Gleichung andere Zusammenhinge zwischen den Unbekannten
\'er\\'ondvt werden.

Beispiel:

Ein Wasserbecken kann durch zwei Pumpen gefiillt werden. Férdert die erste Pumpe 2 Stun-

den und die zweite 9 Stunden, so werden # des Beckens gefilllt. Férdert aber die erste Pumpe

5 Stunden und die zweite 6 Stunden, so fehlt %7 an der Fiillung des Beckens. In welcher Zeit
kann das Becken durch jede Pumpe allein gefiillt werden?

Liosung:

Die erste Pumpe braucht » Stunden, die zweite y Stunden zum Fiillen des Beckens. Das
Becken fa3t die Wassermenge 1.
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Erste Aussage des Textes:
Die erste Pumpe fordert in x Stdn. die Wassermenge 1,

in 1 Stde. die Wassermenge ;— ’
F . 2
in 2 Stdn. die Wassermenge %

Die zweite Pumpe fordert in y Stdn. die Wassermenge 1,

in 1 Stde. die Wassermenge i
b4
in 9 Stdn. die Wassermenge -z

Aus der ersten Aussage des Textes ergibt sich die erste Gleichung:

2 9 4
=5
Zweile Aussage des Texles:
Die erste Pumpe férdert in 5 Stdn. die Wassermenge : i
6
die zweite Pumpe fordert in 6 Stdn. die Wassermenge b
Aus der zweiten Aussage des Textes ergibt sich die zweite Gleichung
5 6 _9
% Ty 10
Das Gleichungssystem
2 9 4 |
CA
5,6 9
x Ty 10
. 1
ist nach x und y aufzuls Um die Rech zu vereinfachen, setzen wir — =%, — = v und
erhalten % ¥y
4
T 5
2u 4 9o 5 ‘ 5
9 |
5 = 9
Su—+ 6v 10 ’ (—2)
|
l 10u + 450 =4 +
9
— 10— 120 =——
! u v 5 .
11
33v = - ’ 33
5
— { = Fiihren wir wieder x und y ein, so wird
157 1
1 v=7=r_.alsoy=l5
10u+ 45 =4 JX' 1” =
fow= undu=;=10, alsoz:]O.
=L Die erste Pumpe kann das Becken in 10 Stdn allein
* =10 fiillen, die zweite in 15 Stdn.

130



Probe:

Die erste Pumpe braucht zum Fiillen des Beckens 10 Stunden, sie fiillt in 1 Stde. % des Beckens;

1

die zweite Pumpe braucht zum Fiillen des Beckens 15 Stunden, sie fiillt in 1 Stde. %

Beckens.
Im ersten Falle fordert die erste Pumpe 2 Stdn. und fiillt dabei % des Beckens; die zweite

des

Pumpe férdert 9 Stdn. und fiillt —195 des Beckens.
2,8 _1 ;8 _4
sts=5ts~%
Das Ergebnis stimmt mit der ersten Aussage iiberein, da ; des Beckens gefiillt werden.
Im zweiten Falle férdert die erste Pumpe 5 Stdn. und fiillt fo des Beckens; die zweite Pumpe

fordert 6 Stdn. und fiillt % des Beckens.
5 , 86 _5 ,4_9
wTE=nTo=10

Das Ergebnis stimmt mit der zweiten Aussage iiberein, daB % des Beckens gefiillt werden.

Zusammenfassung

Enthalten Gleichungen ersten Grades zwei Unbekannte, so sind zum Bestimmen
ihrer Werte zwei Gleichungen notig, welche die Zusammenhinge zwischen den un-
bekannten und bekannten GroBen zum Ausdruck bringen. Diese Gleichungen ergeben
nur dann eine Lésung, wenn sie widerspruchsfrei und voneinander unabhéngig sind.
Die Losung kann graphisch gefunden werden. Dann ergeben sich die Werte der Un-
bekannten als Koordinaten des Schnittpunkts der beiden geraden Linien, die den
gegebenen Gleichungen entsprechen. Die arithmetische Losung liefert nach der Eli-
mination einer Unbekannten die gesuchten Werte einzeln durch Auflésen einer Glei-
chung ersten Grades mit einer Unbekannten. Zur Kontrolle der Richtigkeit sind die
errechneten Werte in die Ausgangsgleichungen einzusetzen; bei Textaufgaben geniigt
das Einsetzen in die aufgestellten Gleichungen nicht. Um zu priifen, ob Fehler beim
Aufstellen der Gleichungen gemacht wurden, muB kontrolliert werden, ob die Rechen-
ergebuisse die Vorschriften des Aufgabentextes erfiillen.

AUFGABEN

Die Aufgaben 1. und 2.sind graphisch und rechnerisch zu 16sen. Fiir die rechnerischen Lésun-
gen ist ein Lésungsweg zu wihlen, der moglichst wenig Rechenaufwand erfordert.

la) |x+y=23 b) |xr—y=5 c) |9xr—5y=3
r=y+5 y=T—=% y=82—13|

d) |27+ 3y =45 e) | 7x—9y=11 f) | 6x — Ty =43
2%:59—53;, 3y= 4;—17’ } 14y=5z+5\

2.a) [z= Ty—19 b) | y= 142 c) |2x=38y—9

#=17— 5y‘ ’ =13— 2x |2x=y+5

d) [6y=8—13x e) |12x=9—11y f) 6y="Tx— 4

}6y=5x—28 4x=3y—171 llsy=4+29z
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5.a)

)

6.a)

b)

)

d)

7.a) |

<)

e)

lz4+y=24 b) 2x+3y_23| c) | 1224 5y =19
lz—y:ln' '3::—}-2}'— | 4x+5y=3‘
| 8’;+l5y=101’ e) 14x—39y=—92’ 33x 4 28y = —155
127 — 5y= 69 2% + 26y = + 31 22x — 35y =+ 4
7%+ 4y =10,3 } b) |1,3x — 2y = 2,4‘
6r— 5y = 0,4 0,9 — 5y = 1,3
0,57 4 0,2y = 0,58 d) [04x— 0,5y = 0,03 |
‘07x—03y 0,29 | 1,12+ 0,2y = 0,87 |
| % x
{3"'1_9 b) g"9’=1
x x
’?Jrz B
3::-—273/—10 d) 1—5—x+y=4
‘f’_+,’2i=_4;. z—§y=l2
3—5.(3y—2x)=3-(3v— 2y)
|5. (59 — 23 —40— 3 (5x—2
| 10 (5y — #) = 64+ 11. (3x+ 7)
| 22+ Ty =36+ 8- (3x— 2y)
M;Syﬂ_7x—8y+4=l]
6 7 |
Sr—dy 41, Grdy—4 |
4 10 |
zx—2 bx 42 Tx 46 3x+4
|4 ta Bed By, p Toily Brile,,
4x+2_v__w =91+2y 5*—2‘+1,
5 3 10 |
| 22+ 3y=15a-+0b b) 5x— 4y=a + 9b
‘|3x+2y=5a—b‘ ‘—4x+5y=a—9b‘
ax — by = a® — 2ab— b? d) axr — by = a3 — 2a%b — b
bx + ay = a* + 2ab— b? ‘—bz+ay=a3+2ab2~b3
ax=2by +5b ) —2bx —5b
a' v? a® 4 b*
#+9 a+b X_yv—'ai_?»b

8.Eine MessingguBlegierung von 35 kg enthalt 12 kg mehr Kupfer als Zink und auBerdem
1 kg Blei. Wieviel Kilogramm Kupfer und wieviel Kilogramm Zink enthilt die Legierung?

9. Wieviel Kilogramm Stahl mit 0,5% Kohlenstoffgehalt und wieviel Tonnen GrauguB mit
2,5% Kohlenstoffgehalt ergeben — zusammengeschmolzen — 12 Tonnen mit 1,45%, Koh-
lenstoffgehalt ?

10. Die Welle einer einfachen Seilwinde hat 20 cm Durchmesser, die Kurbel 55 cm Lange. Die
zum Heben einer Last erforderliche Kraft ist um 50 kp kleiner als die Last. Wie gro8 sind
Kraft und Last? (Anleitung: Hebelgesetz P-a = Q - b)
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11. Um beim Zerspanen von Metallen die Schneidfahigkeit der Werkzeuge zu erhalten, wird
mit einer Emulsion geschmiert und zugleich gekiihlt. Die Emulsion wird durch Mischen von
gefettetem Mineralol (Dichte 0,8 g/cm®) und moglichst weichem Wasser hergestellt. Die
Mischung muB fiir Schneidwerkzeuge hoherer Festigkeit die Dichte 0,98 g/cm?, fiir Schneid-
werkzeuge niederer Festigkeit die Dichte 0,992 g/cm?®, bei Schleifarbeiten die Dichte
0,996 g/cm® haben.

Wieviel Liter gefettetes Mineralél und wieviel Liter weiches Wasser kommen fiir die ein-
zelnen Bearbeitungsarten auf 10 Liter Emulsion?

12. Zum Herstellen von Radern legiert man 189,2 kg Kupfer (Dichte 8,8 g/cm®) mit Zinn
(Dichte 7,2 g/cm?®) zu Bronze mit der Dichte 8,6 g/cm?®.
Wieviel Kilogramm Zinn sind nétig, und wieviel Kilogramm Bronze ergeben sich?

13. Dem Kiihlwasser eines Kraftfahrzeugmotors setzt man ein fliissiges Frostschutzmittel von
der Dichte 1,129 g/cm® zu, um das Einfrieren zu verhindern. Die Mischung bleibt bis zu
—30°C fliissig, wenn ihre Dichte mindestens 1,06 g/cm? ist.

Wieviel Liter Frostschutzmittel und wieviel Liter Wasser kommen auf 20 Liter Kiihlfliissig-
keit bei niedrigster Dichte?

14. Zwei ineinandergreifende Zahnrader mit dem Ubersetzungsverhiltnis 5:11 werden durch
zwei andere Zahnréader ersetzt, die je 5 Zahne mehr haben. Das Ubersetzungsverhaltnis ist
nun 1:2.

‘Wieviel Zihne hat jetzt jedes Zahnrad?

15. Von zwei zweizifferigen Zahlen ist die zweite um 1 kleiner als das Doppelte der ersten Zahl.
Setzt man die erste vor die zweite, so entsteht eine vierziffrige Zahl, die um 5 gréBer ist
als das 52fache der zweiten Zahl. Wie heillen die Zahlen?

16. Teilt man eine zweizifirige Zahl durch ihre Einerziffer, so erhélt man 12 Rest 2. Vertauscht
man die Ziffern der Zahl und teilt die so entstandene Zahl durch ihre Einerziffer, so ergibt
sich 9 Rest 8. Wie hei3t die Zahl?

17. Trennt man eine vierzifirige Zahl in der Mitte in zwei zweiziffrige Zahlen und teilt die ur-
spriingliche Zahl durch die Summe dieser beiden zweizifirigen Zahlen, so ergibt sich 38
Rest 36. Subtrahiert man von der ersten der zweizifirigen Zahlen 4 und addiert zur zwei-
ten 4, so verhalten sich die so entstandenen Zahlenwerte wie 1: 2. Wie heiBt die Zahl?

18. Spiritus enthilt Alkohol und Wasser. Aus zwei Sorten Spiritus von verschiedenem Alkohol-
gehalt und Wasser wird Spiritus vom Gehalt 409, hergestellt. Man mischt entweder 48 1
der ersten Sorte und 16 1 der zweiten mit 56 1 Wasser oder 50 1 der ersten Sorte mit 101
der zweiten und 60 1 Wasser. Wieviel Prozent Alkohol enthalten die beiden Sorten?

19. Salpetersdure mit der Dichte 1,5 g/cm? ist mit Wasser so zu verdiinnen, daB 10 1 mit einer
Dichte 1,1 g/cm? entstehen. (Losung rechnerisch und graphisch )

20. Aus Schwefelsdure von der Dichte 1,833 g/cm?® ist durch Zusetzen von Wasser 27,5 kg Siure
mit der Dichte 1,1 g/cm?® herzustellen. Wieviel Liter Wasser und konzentrierte Siure sind
zu vermischen? (Losung rechnerisch und graphisch!)

21. Verlangert man die kleinere Seite eines Rechtecks um 3 cm und verkiirzt die gréBere um
2 cm, so entsteht ein Quadrat, dessen Flacheninhalt um 22 cm? groBer ist als der Inhalt
des Rechtecks. Wie groB sind die Rechteckseiten?

22. Schachten 2 Arbeiter gemeinsam 4 Tage lang, so wird % eines Fundamentgrabens ausge-
hoben. Arbeitet der erste 6 Tage und der zweite 15 Tage, so wird die Halfte des Grabens
fertig. Wieviel Zeit brauchte jeder Arbeiter allein, um den Graben auszuschachten?

23. Vermindert man die Spannung U eines Stromkreises um 50 Volt und den Widerstand um
20 Ohm, so flieBen im Stromkreis 5 Amp. Vermehrt man die Spannung um 20 Volt und den
Widerstand um 60 Ohm, so flielen 2 Amp. Wie groB sind die urspriingliche Spannung und
der urspriingliche Widerstand? (1 - R = U)
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24. Seit 1945 und besonders seit Beginn des 1. Fiinfjahrplanes erfolgt ein systematischer Auf-
bau der Universititen und der Hochschulen. In den Jahren 1951 und 1958 studierten ins-
gesamt 119 822 junge Menschen. Die Zahl der Studenten des Jahres 1956 148t sich leicht
errechnen; sie ist niamlich zufallig gleich der Differenz der Jahre 1958 und 1951 und betragt
64 178. Wieviel Studenten hatten wir in den Jahren 1951 und 19587

25. GroB ist die Schar der freiwilligen Aufbauhelfer in der DDR, weil unsere Menschen ‘wissen,
daB wir alles das, was wir uns aufbauen, fiir uns schaffen. So betrug z. B. die Summe, die
1957 und 1958 in Berlin durch f{reiwillige Arbeit aufgebracht wurde, rund 32 Mill. DM. Das
Verhiltnis von 1957 zu 1958 war wie 9:16. Wie groB waren die Summen 1957 und 1958 ?

26.Zu ciner Geburtstagsfeier kaufte eine Hausfran 6 Flaschen Rotwein und 4 Flaschen WeiB-
wein und bezahlte 88,— DM. Zwei Tage spiter trat eine Preissenkung ein, und zwar wurden
die Preise pro Flasche um 2,— DM gesenkt. Sie hitte jetzt fiir dasselbe Geld 8 Flaschen Rot-
wein und 5 Flaschen WeiBwein erhalten kénnen.
Wieviel DM kostete urspriinglich 1 Flasche Rotwein und 1 Flasche WeiBwein ?

27.Im Rahmen des Nationalen Aufbauwerkes soll eine rechteckige Griinfliche mit Baumen ge-
setzt werden. Hatte man zwei Reihen mehr genommen und je Reihe einen Baum mehr ge-
setzt, wiren 23 Biume mehr notig gewesen. Hitte man aber eine Reihe mehr genommen
und pro Reihe zwei Biume mehr gesetzt, wiren sogar 29 Biume zuwenig gewesen.
Wieviel Baume und wieviel Reihen waren vorhanden ?

28.Dem Aufruf des Berliner Tierparks folgend machte sich eine Klasse einer Berufsschule, die
aus 10 Jungen und 12 Miadchen bestand, auf einem Ausflug daran, Kastanien zu sammeln.
Es wurden 56 kg Kastanien gesammelt. Die Madchen hatten besser abgeschnitten als die
Jungen. Beim nichsten Ausflug wollten die Jungen das bessere Ergebnis erreichen. Aber
obwohl sie ihr altes Ergebnis um die Hilfte steigern konnten, die Madchen nur den 4. Teil
mehr hatten als beim ersten ,,Sammelausflug’, hatten sie doch gewonnen. Zusammen hat-
ten sie diesmal 75 kg Kastanien gesammelt. Wieviel Kilogramm Kastanien hatte jeder Junge
und jedes Madchen gesammelt?

29.Um die Steckenpferdbewegung zu unterstiitzen, verpflichteten sich zwei Abteilungen einer
Schleiferei fiir optische Gerite — in der ersten Abteilung waren 18, in der zweiten 20 Per-
sonen beschiftigt — ihre Norm iiberzuerfiillen. Im ersten Monat wurden es 246 Stiick. Im
zweiten Monat erarbeitete die erste Abteilung durch Zufall soviel wie die zweite im ersten
Monat und umgekehrt. Diesmal brachten es beide Abteilungen auf 248 Stiick. Wieviel produ-
zierte jede Abteilung im ersten und im zweiten Monat ?

30. Die schnelle Entwicklung der Industrie in den sozialistischen Landern zeigt folgendes Bei-
spiel: Steinkohle ist bekanntlich ein wichtiger Rohstoff. In den Jahren 1938 und 1956 wurden
in der Sowjetunionzusammen 4185 Mill. Tonnen Steinkohlen gefordert; 1950 betrug die Férde-
rung die Differenz beider Zahlen, namlich 1889 Mill. Tonnen. Wieviel Tonnen wurden 1938
und wieviel Tonnen 1956 gefordert ?

31.In einem GroBbetrieb ergaben in einem Monat die Reparaturkosten an Maschinen und der
Betrag der AusschuBware zusammen 22 800 DM. Bei einer Produktionsbesprechung verpflich-
teten sich die Werktitigen, ihre Maschinen sorgfiltiger zu behandeln und sorgfiltiger zu
arbeiten. Im nichsten Monat konnten die Unkosten fiir Reparaturen um };, der Betrag fiir
Auschuliware sogar um } gesenkt werden, so daBl die Gesamtunkosten nur noch 17 680 DM.
betrugen. Wie hoch waren die Unkosten der beiden Positionen in den beiden Monaten ?

32.Im demokratischen Sektor von GroB-Berlin wurden fiir Feierabend- und Pflegeheime in
den beiden Jahren 1953 und 1957 13 546 000 DM ausgegeben. Im Jahre 1957 waren es
5104 000 DM mehr als 1953. Wieviel DM wurden 1953 und 1957 ausgegeben und wie hoch
war die prozentuale Steigerung ?
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33.1In welchem MaBe Wi ftler in den sozialistischen Lindern ausgebildet werden, zeigt
folgendes Beispiel: In der Sowjetunion und in den USA beenden jahrlich von 1 Million Men-
schen 416 das Studium als Ingenieure, und zwar im Verhiltnis 35 zu 17. Wieviel Ingenieure
verlassen jahrlich in der Sowjetunion und in den USA die Hochschulen?

34.Von einer Berufsschule gehen die FDJler zweier Klassen Altstoff sammeln, Das Geld, das
sie beim Verkauf der Altstoffe erhalten, spenden die FD Jler fiir den Neuaufbau des Miiggel-
turmes. Wenn zu dem Geld, das die Klasse A fiir ihre Altstoffe bekommen hat noch 4 DM
hinzukédmen, hitte sie dreimal so viel als die Klasse B. Wenn aber die Klasse B zu ihrem
Geld noch 1 DM bekime, hitte sie halb so viel wie die Klasse A. Wieviel Geld erhilt jede
Klasse fiir die gesammelten Altstoffe beim Verkauf?

35.Im Rahmen des Austausches von Studenten zwischen der Sowjetunion und der DDR be-
trug die Anzahl der Studenten aus der SU und der DDR 410 in einem Semester. Im folgen-
den Semester schickte die DDR 109, mehr, die SU dagegen 59, weniger, zusammen waren
es jetzt 424 d ‘Wieviel Stud wurden im ersten, wieviel im zweiten Semester
ausgetauscht ?

II.

Geometrie

Die Geometrie (griech. ge ,,Erde”, metrein ,,messen‘), urspriinglich die Lehre von
der Landvermessung, ist in Agypten aus der Notwendigkeit hervorgegangen, die
jedesmal durchUberschwemmung des Nils verwischten Flurgrenzen wiederherzustellen.
Dariiber hinaus verfiigten die Agypter schon vor 5000 Jahren iiber das notwendige
Wissen, gewaltige Bauwerke (z. B. die Cheopspyramide), zu errichten. Diese Tat-
sachen sind ein treffendes Beispiel, wie die produktive Tatigkeit der Menschen zum
Ausgangspunkt aller Erkenntnisse der AuBenwelt wird.

Heute versteht man unter Geometrie die mathematische Wissenschaft, die ebene
und rdumliche Gebilde zu beschreiben, vergleichen, konstruieren und messen lehrt.
Der Zweig der Geometrie, der sich auf das Untersuchen von Gebilden beschrinkt,
die vollstindig in einer Ebene verlaufen, wird Planimetrie (lat. planum ,,Ebene’) oder
auch ebene Geometrie genannt (Dreieck, Viereck, Kreis u.a.).

Als Stereometrie (griech. stereos ,,fest') bezeichnet man den Zweig der Geometrie, der
Gebilde behandelt, die man nicht in einer Ebene unterbringen kann, die sich also in
den auBerhalb einer Ebene liegenden Raum erstrecken (Quader, Kugel, Kegel, Zy-
linder u.a.).

Trigonometrie (griech. trigonon ,,Dreieck) wird das besondere Gebiet der Geometrie
genannt, das Zusammenhinge zwischen den GréBen von Seiten und Winkeln der
Dreiecke erfaBt.
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Die genannten Zweige der Geometrie haben in der modernen Wissenschaft und
Technik eine hervorragende Bedeutung. So ist in der Industrie, besonders in den
metallverarbeitenden Zweigen, die Schaffung neuer Elemente, Maschinen oder
Formen ohne die Geometrie undenkbar. In der Geodisie, der Lehre von der Erd-
vermessung, ist die Trigonometrie als wichtiges Hifsmittel unentbehrlich. Auch die
Nautik, die Astronomie und verschiedene Gebiete der Physik benutzen als Grund-
lage ihrer Berechnungen und Forschungen vorzugsweise die Geometrie oder eines
ihrer Teilgebiete.

A.WIEDERHOLUNG DES GRUNDWISSENS

1. Geometrische Grundbegriffe

a) Allgemeines

Will man z. B. die GréBe eines Zim-
mers bestimmen, dann benétigt man
drei Angaben: seine Linge, seine
Breite und seine Héhe. Man sagt auch,
das Zimmer besitzt drei Ausdehnun-
gen oder Dimensionen (lat. dimensio
»Abmessung®). ssen wir das Zim-
mer als einen Kérper auf, dann wer-
den wir viele dhnliche Korper fest-
stellen: Ziegelstein, Zigarrenkiste und
Streichholzschachtel haben Zdhnliche
Gestalt. Diese und auch alle anderen
Korper sind drei-dimensional.
Betrachten wir Werkstiicke, Geriite
oder Maschinen eines Betriebes, so
stellen wir fest, daB diese Gegen-
stinde bei aller Verschiedenheit immer wicderkehrende Formen zeigen oder aus
Teilen bestehen, die bestimmte Grundformen erkennen lassen (Abb. 46).

Die stofflichen Eigenarten (Farbe, Gewicht usw.) dieser Gegenstinde interessieren
uns jetzt nicht, denn fiir die folgenden Betrachtungen sind es unwesentliche Merk-
male. Die immer wiederkehrenden Grundformen der Gegenstinde, also bestimmte ge-
meinsame Merkmale, werden fiir uns wesentlich. Indem wir die stoffliche Eigenart
der uns umgebenden Kérper beiscitelassen, befassen wir uns nur mit ihrer Form;
dabei bilden wir den Begriff des geometrischen Korpers:

Ein geometrischer Kérper ist ein abgegrenzter Teil des Raumes. Einfache geome-
trische Kérper sind Wiirfel, Quader, Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel und Kugel
(Abb. 47).

Abb. 46. Geometrische Grundformen im chemischen Labor. Wir
erkennen Kegel, Zylinder, Kugel und Quader

136



Abb. 47. Modelle geometrischer Grundformen: Wiirfel, Quader, Prisma, Zylin Pyramide, Kegel, Kugel

Ein Kérper wird durch seine Oberfliche abgegrenzt. Bei der Kugel bestcht die Ober-
fliche aus einer in sich geschlossenen gekriimmten Fliche, bei anderen Kérpern,
z.B. beim Quader, setzt sie sich aus mehreren c¢benen Flachen zusammen. Von den
Fliachen, die den Korper begrenzen, stoien je zwei in Kanten ancinander. Sie werden
als Abgrenzung der Flichen Linien genannt. Die Kanten des
Ecken. Jede Kante wird durch zwei Ecken begrenzt. Sie werden als Abgrenzung
einer Linie auch Eckpunkte genannt oder als Punkte bezeichnet. Aus diesen Vor-
stellungen entstehen als geometrische Grundbegriffe

der Punkt ohne Ausdehnung,

die Linie mit nur einer Ausdchnung, der Linge,

die Flache mit den zwei Ausdchnungen Linge und Breite,

der Kérper mit den drei Ausdehnungen Linge, Breite und Hohe.

Kérpers enden in seinen

Der Punkt hat keine Ausdeb das einzige K ichen ist seine Lage.
Die Linie hat eine Ausdehnung, die Flache hat zwei Ausdehnungen, der Korper hat drei
Ausdehnungen.

Man unterscheidet gerade und krumme Linien, ebene und gekritmmte Flichen.

Eine gerade Linie wird auch kurz eine Gerade genannt, cine ebene Fliche Ebene.
Durch Zeichnungen oder Modelle werden geometrische Gebilde anschaulich darge-
stellt. Dabei sollen in der Regel Punkte mit groBen, Linien mit kleinen Buchstaben
der Druckschrift, Ilichen durch groBe Buchstaben der lateinischen Schreibschrift
bezeichnet werden.

b) Die gerade Linie

Abb. 48 zeigt ein Stick der in der Zeichenebene & ver-
laufenden Geraden g, die selbst nach beiden Seiten un-
begrenzt ist. Man bezeichnet die Gerade auch durch zwei
auf ihr an beliebigen Stellen liegende Punkte P und Q
als die Gerade PQ.

Ein durch einen Punkt A4 abgegrenzter Teil einer
Geraden heilit Strahl. Liegt an beliebiger Stelle des
Strahls der Punkt X, so bezeichnet man ihn als den
Strahl AX (Abb.49). Abb.19, Strah! und Strecke
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Ein beiderseits durch Punkte abgegrenztes Stiick einer Geraden wird als Strecke
bezeichnet. Strecken werden entweder durch kleine Buchstaben oder durch die An-
gabe ihrer Endpunkte bezeichnet. Durch die Schreibform BC = @ wird zum Aus-
druck gebracht, da die in Abb.49 gezeichnete Strecke BC oder 4 heift. Wenn es not-
wendig wird, in der Bezeichnung die Strecke BC von der durch B und C gehenden

Geraden zu unterscheiden, schreibt man BC fiir die Strecke und BC fiir die Gerade.

Ein durch einen Punkt abgegrenzter Teil einer Geraden heiBt Strahl.
Ein durch zwei Punkte ab Stiick einer Geraden heiBt Strecke.

Durch einen Punkt einer Ebene kénnen unzihlig viele gerade Linien gelegt werden,
die vollstiindig in diese Ebene fallen. AuBerdem sind ungezihlte gerade Linien denk-
bar, die durch denselben Punkt gehen, aber auBerhalb der Ebene verlaufen. Alle diese
Geraden unterscheiden sich durch ihre Richtung.

Durch zwei Punkte 148t sich nur eine Gerade legen. Sie ist von allen zwischen den
beiden Punkten méglichen Verbindungslinien die kiirzeste Verbindung der beiden
Punkte. Die Strecke miBt die Entfernung oder den Abstand ihrer beiden Endpunkte.

Die ki Verbind lini ischen zwei Punkten ist die Gerade.

Zwei in verschiedenen Richtungen verlaufende gerade Linien g und /, die in einer
Ebene & liegen, schneiden einander in einem Punkt S (Abb.50). Gehéren sie nicht
derselben Ebene an, so schneiden sie einander nicht. Man sagt dann, die geraden
Linien sind windschief, sie verfehlen oder kreuzen einander. In Abb. 51 liegt die Geradeg
in der Ebene &, die Gerade / in der Ebene &%, Beide Geraden schneiden sich nicht.
Die Schnittlinie s zwischen & und &% schneidet ginGund/in L.

Gleichgerichtete Geraden haben keine Schnittpunkte, sie werden parallele Geraden
oder kurz Parallelen genannt. Von mehreren parallelen Geraden liegen je zwei immer
in einer Ebene.

Diese Bezichung nutzt der Maurer aus, wenn er mit Hilfe zweier paralleler An-
schlaglatten eine ebene Wand verputzt.

In Abb.52 liegen @ und b in %, @ und ¢ in &%, b und ¢ in o,

Abb. 50. Zwei sich schnei- Abb. 51. Die beiden Abb. 52. Die drei Ge-
dende Geraden g und ¢ Geraden g und Isind ¢ raden a,b undc sind
windschief parallel
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¢) Die Ebene

Die Lage einer Ebene ist durch zwei ein-
ander schneidende oder zwei parallele
Geraden bestimmt. Auch durch eine
Gerade und einen aufBerhalb der Ge-
raden liegenden Punkt oder durch drei
nicht in einer Geraden licgende Punkte
ist eine Ebene festgelegt (Abb. 53).

Diese verschiedenen Moglichkeiten hingen
zusammen. Durch zwei Punkte ist eine Ge-
rade bestimmt. Deshalb kann eine der Lage-
bestimmung dienende Gerade durch zwei
Punkte ersetzt werden. Fiir zwei einander
schneidende Geraden sind nicht vier Punkte
zu zdhlen, sondern nur drei, weil die bei-
den Geraden den Schnittpunkt gemeinsam
haben. An die Stelle der beiden parallelen
Geraden treten ebenfalls nur drei Punkte,
weil eine Parallele zu einer Geraden durch
einen Punkt eindeutig festgelegt ist. Die

Abb, 53. LangenmebBgerat von Abbé mit Dreipunktlagerung.
Fin FeinmeBgerat erhalt in der Regel drei Stellschrauben als
Fiibe, so dal es ohne zu wackeln auf der Unterlage steht

ersten drei Moglichkeiten der Lagebestimmung fiir eine Ebene sind also gleichwertig damit,
daB die Ebene durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte geht.

Da jede Ebene allseitig unbegrenzt ist, sind fiir die Lage zweier Ebenen zwei Fille
moglich. Entweder schneiden zwei Ebenen einander in einer Geraden, oder die Ebenen
treffen nicht zusammen, sind also parallele Ebenen. Die Zwischendecken eines

Wohnhauses z B. sind parallele Ebenen.

Liegt in einer Ebene ¢, die zu anderen Ebenen ¢&,, & parallel ist, eine Gerade g,
so ist diese Gerade zu den Parallelebenen parallel. Jede weitere Ebene &7 die diese
Gerade enthiilt, schneidet die Parallelebenen &, ¢y in Parallelen gy, gy zu der Ge-

raden g, (Abb.54).

Eine Gerade kann zugleich
in viclen Ebenen liegen. Diese
gehen durch Drehen uin die
Gerade ineinander tiber. Man
nennt deshalb die gemein-
same Schnittlinie der Ebenen
auch ihre Achse (Abb.55).

Abb.54. Die Schnittgeraden g,, 2, &
zwischen der Ebene % und den Parallel-
ebenen &, &,, 6, sind parallel

Abb. 55. Dic Gerade g liegt in den
drei Ebenen G, Gy, G,
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Abb. 56. Gerade Linien, die Abb.57. Gerade Linien auf gewdlbten Flachen
auf einem Kegelmantel liegen

In ebene Flichen kann man gerade Linien legen, die in beliebigen Richtungen ver-
laufen. In gekrimmte Flichen kann man im allgemeinen keine Geraden legen. Nur
einzelne krumme Flichen kénnen gerade Linien, die in bestimmter Richtung verlaufen.
ganz in sich aufnehmen. Die Mantellinien eines Kegels sind z.B. von der Spitze des
Kegels ausgehende und auf der Mantelfliche liegende gerade Linien (Abb.56);auf Wal-
zenflichen und Wellbleche lassen sich in einer Richtung gerade Linien legen (Abb. 57).

AUFGABEN UND WIEDERHOLUNGSFRAGEN

1. Ein Stiick Flachstahl hat die Form eines Quaders.

a) Skizziere den Quader und bezeichne seine Eckpunkte durch die Buchstaben 4, B,C,- +«
b) Welche Kanten und Ecken gehoren zu den einzelnen Quaderflichen?

¢) Welche Kanten und Flachen stoBen in der Quaderecke 4 zusammen ?

d) Welche Kanten gehoren Geraden an, die zu 4 E parallel sind ?

e) Welche Kanten gehoren Geraden an, die zv 4 E windschiet sind ?

f) Welche Quaderflichen gehoren zu parallelen Ebenen?

g) Welche Quaderflachen schneiden einander in der Quaderkante 4 B?

h) Welche Quaderecken liegen einander in den Begrenzungsflichen gegeniiber, welche liegen
sich im Raum gegeniiber?
i) Welche Quaderflichen sind zur Kante 4 E parallel ?

2. Wieviel Ecken, Kanten, Flachen hat ein Quader?

3. Aus wieviel Finzelflachen seizt sich die Oberflache eines Quaders zusammen?

4. Welche Lagen zueinander kénnen zwei gerade Linien haben?

5. Wie unterscheiden sich Gerade, Strahl und Strecke?

6. Welche Kanten einer Pyramide gehoren zu windschiefen Geraden?

7. Warum steht ein dreibeiniger Tisch stets fest, wihrend ein vierbeiniger hiufig ,,wackelt"?
8. Wie kann eine Ebene festgelegt werden ?

9. Welche Lagen zu einander kénnen

a) zwei  b) drei Ebenen haben?

10. Auf welct gekriimmten"“' hen konnen gerade Linien gezeichnet werden? -
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2. Winkel

a) Mefgerite

Zwischen zwei Strahlen, die von einem gemeinsamen Ausgangspunkt nach verschie-
denen Richtungen verlaufen, liegt ein Winkel. Der Richtungsunterschied der Strah-
len ist fir die GroBe des Winkels bestimmend.

Beim Bearbeiten eines Werkstiickes ist es hiufig notwendig, Winkel festzustellen und
nachzupriifen. Fir WinkelgroBen, die sich oft wiederholen, gibt es feste MeBwinkel.
Man verwendet einen solchen z.B., um beim Anfertigen eines Sechskants die
Winkel zwischen den Seitenflichen zu kontrollieren. Feste 90°-Winkel dienen im
Maschinenbau und beim technischen Zeichnen zum Festlegen und Priifen rechter
Winkel. Winkel von 90°, 60°, 45°, 30° und Winkel, die sich durch Addition oder Sub-
traktion daraus ergeben, werden oft mit Hilfe der Winkellineale (Zeichendreiecke)
aufgezeichnet.

Winkel, die beim Herstellen
eines Werkstiicks einzuhal-
ten sind, fiir die aber keine
festen MeBwinkel zur Ver-
fiigung stehen, werden z. B.
mit einer Schmiege nach-
gemessen; die Schenkel der
Schmiege sind beweglich
und kénnen an einem Win-
kelmefgerat oder nach dem
Muster des Werkstiicks ein-
gestellt werden. Winkel-
mefBgerite  dienen  zum
Messen beliebiger Winkel
(Abb. 58). Bei besonderen
Anspriichenandie Genauig-
keit der Messung wird die
WinkelgréBe mit dem No-
nius abgelesen.
Eineinfacher Winkelmesser
ist der Transporteur mit
einem Halbkreis, der vom ' - -
h[ir'(‘lpunkt aus durch Ra- Abb.58. Feste MeBwinkel und WinkelmeBgerite: a) Schlosserwinkel,
dien in 180 Teile geteilt ist. b) Schmiege, c) i ink e) Uni i

Mit ihm wird die Winkel-

grofe bei geometrischen Figuren auf ganze Grad genau abgelesen; Bruchteile
werden geschitzt. Beim Zeichnen von Winkeln vorgeschriebener GroBe kann man die
Schenkelrichtung mit dem Transporteur festlegen.

Sehr genaue Winkelmessungen miissen bei der Landvermessung durchgefiihrt
werden. Der Landmesser legt von seinem Standort aus Richtungen nach oft weit ent-
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fernten Gelandepunkten fest. Das dabei verwendete WinkelmeBgerét heiBt Theodolit.
Der Theodolit trigt ein Fernrohr, das sowohl um eine senkrechte als auch um eine
waagerechte Achse drehbar ist. so daB mit ihm Winkel in der Waagerechten und in
der Senkrechten gemessen werden kénnen.

b) Bezeichnungen

Durch zwei von einem Punkte ausgehende Strahlen entsteht ein Winkel, die Strahlen
heiflen seine Schenkel, ihr Ausgangspunkt wird Scheitel des Winkels genannt.

Zum Bézeichnen von Winkeln verwendet man meist kleine Buchstaben des griechi-
schen Alphabets, vor die das Zeichen < (gelesen: Winkel) gesetzt wird. Man bezeich-
net einen Winkel mit dem Scheitelpunkt A oft auch kurz durch < 4 (gelesen: Winkel
bei 4) odgr durch < XAY (gelesen: Winkel ix-a-ypsilon), wobei mit X ein beliebiger
Punkt auf dem einen, mit Y ein beliebiger Punkt auf dem anderen Winkelschenkel
benannt wird (Abb.60). Die GréBe des Winkels richtet sich nach dem Richtungs-
unterschied der Schenkel.

Wird ein Schenkel eines Winkels in einer Ebene festgehalten, wihrend sich der andere
in der Ebene um den Scheitel dreht, so verindert sich die WinkelgréBe. Wenn der
bewegliche Schenkel von der Richtung des festen Schenkels aus so weit gedreht wird,
bis die Ausgangsrichtung wieder erreicht ist, so hat er einen Vollwinkel iiberstrichen.
Der Vollwinkel wird bei der alten Winkelteilung (Altgradteilung) in 360 gleiche Teile
eingeteilt, die man Grade nennt. 1 Grad (abgekiirzt 1°) wird in 60 Minuten (abge-
kiirzt 60°), 1 Minute in 60 Sekunden (abgekiirzt 60”) unterteilt. Nach der neuen
Winkelteilung (Neugradteilung) hat ein Vollwinkel 400 Neugrad (abgekiirzt 4008),
1 Neugrad hat 100 Neuminuten (abgekiirzt 100%), 1 Neuminute hat 100 Neusekunden
(abgekiirzt 100%).

Altgrad: Neugrad:
1° = 60' = 3600" 18 = 100° = 10000°c
I'= 60" 1°= 100

Man gibt im allgemeinen die WinkelgréBe als positive Zahl an, wenn der Winkel
durch Drehen des Schenkels gegen den Uhrzeigerdrehsinn entstanden ist, bei Dre-
hen des Schenkels im Uhrzeigerdrehsinn als nega- Nord

tive Zahl. Nord

Bei der Landvermessung wird als Neigung oder Azimut einer
in einer waagerechten Vermessungsebene verlaufenden
Strecke 4 B der Winkel angegeben, den ein vom Punkt 4

aus nach Norden zeigender Strahl im Sinne der Uhrzeiger- 602 8
drehung iiberstreicht, bis er in die Richtung 4 B kommt.

Betragt dieser Winkel 60°, so betragt das Azimut der in ent- 240°
gegengesetzter Richtung verlaufenden Strecke B4 240°, weil

der von B ausgehende und nach Norden weisende Strahl 71

durch eine Rechtsdrehung um B von 240° in die Richtung Abb.59. Das Azimut der- Strecke 4B

der Strecke BA gebracht wird (Abb. 59). betragt 60°, das der Strecke BA 240°
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Abb.60. Spitzer Winkel Abb.61. Rechter Winkel Abb.62. Stumpfer Winkel
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Abb.63 . Gestreckter Winkel Abb.64.

Uberstumpfer Winkel

Die Hilfte des Vollwinkels wird gestreckter Winkel, ein Viertel des Vollwinkels rechter
Winkel (abgekiirzt R) genannt. Ein gestreckter Winkel hat also die GréBe 180° = 2008
= 2R (Abb.63), ein rechter Winkel hat die GroBe 90° =1008=1R (Abb.61). Ent-
stehen am Schnittpunkt von zwei Geraden rechte Winkel, so sagt man auch, die ge-
raden Linien stehen rechtwinkli; krecht oder I ht aufeinander. Die eine Gerade ist
dabei die in einem Punkt auf der anderen Geraden errichtete Senkrechte; auf der
einen Geraden liegt auch das von einem ihrer Punkte auf die andere Gerade gefillte
Lot. Der Schnittpunkt der beiden Geraden ist sein FuBpunkt.

Winkel, die zwischen 0° und 90° liegen, heillen spitze Winkel (Abb. 60), solche zwi-
schen 90° und 180° stumpfe (Abb. 62) und Winkel zwischen 180° und 360° iiber~
stumpfe bzw. erhabene Winkel (Abb. 64).

c) Winkel an Ebenen, Geraden und in Kreisen

Winkel zwischen zwei Ebenen

Soeben dachten wir uns den Winkel entstanden durch
zwei von einem Punkte ausgehende Strahlen. Winkel
entstehen aberauch zwischenzwei einanderschneidenden
Ebenen. So liegt z. B. zwischen einer schiefen Ebene und
der (gedachten) Horizontalebene der Neigungswinkel.
Der Keilwinkel ist ein Neigungswinkel. Er liegt zwischen den
Ebenen, die in der Schneide zusammentreffen und den Keil
begrenzen. Er ist gleich dem Winkel, den zwei in einem Punkt

der Schneide errichtete Senkrechte bilden, die in den Begren-
zungsebenen des Keils verlaufen (Abb. 65).

65.

Abb.
Der Keilwinkel beim KreuzmeiBel

Winkel zwischen Ebenen und Geraden

Ist z. B. mit einem MeiBel ein Span von einem Werkstiick abzutrennen, so ist fiir die
Wirkung auBer der GroBe des Keilwinkels am MeiBel auch die Richtung des MeiBels be-
stimmend. Die Neigung seines Schaftes gegen das Werkstiick kannalsWinkel einer Gera-
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den gegen eine Ebene angesehen
werden. Der eine Schenkel die-
ses Winkels ist diese Gerade,
sein Scheitelistihr Schnittpunkt
mit der Ebene. Den anderen
Schenkel erhilt man, wenn man
den FuBpunkt des von cinem
Punktder Geradenaufdie Ebene
gefallten Lotes mit dem Scheitel-
punkt verbindet. Ist in Abb. 66

- Abb.66. Neigungswinkel ciner Ge-
S der Schnittpunkt der Geraden raden gegen eine Ebene Abb.67. x,fund ysind
g mit der Ebene , F der FuB- Winkelzwischen Ebene
o (Erdoberflache) und

punkt des vom Punkt P der Geraden auf & gefillten Lotes, S0 iSt Geraden (Spannseil)
<X PSF = « der Neigungswinkel der Geraden g gegen die Ebene .
Auch die Verspannung eines Mastes bildet mit dem Erdboden den Winkel einer Geraden gegen
eine Ebene. Das Spannseil ist der eine Winkelschenkel, den anderen Schenkel ergibt die Ver-
bindung zwischen den Fiien des Mastes und des Spannseils (Abb. 67).
Winkel an Geraden einer Ebene
Verldngert man einen Schenkel eines Winkels « iiber seinen Scheitel hinaus, so ent-
steht zwischen dieser Verlingerung und dem anderen Schenkel des Winkels a ein
neuer Winkel #; « und # heiBen Nebenwinkel und ergeben zusammen 2 R (Abb. 68).
Die Summe zweier Nebenwinkel ist 180°.
Als Kurs eines Schiffes wird der Winkel n bezeichnet, den seine Fahrtrichtung mit der nach
Norden zeigenden KompaBnadel bildet. Sein Nebenwinkel ist der zwischen der Fahrtrichtung
und der Siidrichtung liegende Winkel, in Abb. 69 der Winkel f3.
Werden beide Schenkel eines Winkels « iiber den Scheitel hinaus verlingert, so ent-
steht zwischen den Verlingerungen ein dem Winkel a gleichgroBer Winkel y, der
mit « den Scheitel gemeinsam hat. a und y heiBen Scheitelwinkel (Abb.70). Jeder
Winkelschenkel ergibt mit seiner Verlingerung tiber den Scheitel hinaus eine Gerade.
Drcht man den einen Schenkel des Winkels a um den Scheitel S so weit, daB er auf
den anderen Schenkel fillt, so kommt auch scine Verlingerung mit der Verlingerung
des anderen Schenkels zur Deckung. Die GroBe der Drehung wird sowohl durch « als
auch durch y gemessen.

Scheitelwinkel sind einander gleich.

1 Ry

Abb.70.Anzwei sichschnei-

denden Geraden treten zwei

Paare von Scheitelwinkeln
auf, a=y und g =4

Abb.69. Der Kurs des Schiffes
wird durch x gemessen; 7 ist
der Nebenwinkel des Kurses

Abb.6S. » und # sind Nebenwinkel;
&+ 3=180°
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Zwei Winkel in beliebiger Lage, deren Summe 2R ergibt, heien Supplementwinkel;
zwei Winkel werden Komplementwinkel genannt, wenn ihre Summe 1R ergibt. Neben-
winkel gehéren mit zu den Supplementwinkeln.

Abb.71 zeigt zwei in einer Ebene liegende Ge-
rade g und g,, die von einer dritten Geraden / in
den Punkten 4, und 4, geschnitten werden. Jeder
Schnittpunkt ist Scheitel von 4 Winkeln, 4, von ay,
B1. 1. O und Ay von ay, By, 72, 8. Nach ihrer Lage
werden diese Winkel zu Paaren aus je einem Win-
kel am ersten und zweiten Schnittpunkt geordnet
und bezeichnet. Winkelpaare, die in bezug auf die
geschnittenen Geraden g, und g, und zugleich in be-
zug auf die schneidende Gerade £ gleichartig liegen,

werden Stufenwinkel, Gegenwinkel oder gleichlie- \ 5’
" % 2
gende Winkel genannt, also

92

ayund ap, B und By, 7, und y,, O, und 4.
Winkelpaare, die in bezug auf die geschnittenen — Abb.71. \Vi&keldan z“him&md“' die
Geraden g; und g, ungleichartig, in bezug auf die von s g e
schneidende Gerade / aber gleichartig liegen, heiBen

entgegengesetzte Winkel, also Stufenwinkel
ayund &, fyund yp, 3 und fy, 6 und a,.
Winkelpaare,diein bezugaufdie geschnittenen Gera-

den g, und g, und in bezug auf die schneidende Ge-

rade/ ungleichartigliegen, heiBen Wechselwinkel, also entgegengesetzte
ayund p,, fyund 8, 9, und oy, 6, und f,. Winkel S
Parallele gerade Linien sind gleichlaufend. Die an

ihren Schnittpunkten mit einer weiteren Geraden

entstehenden vier Winkel haben daher bei gleicher Wechselwinkel
Lage jedesmal dieselbe Grofe.
Wenn die beiden Geraden g und g, parallel liegen

(Abb.72). so sind je zwei Stufenwinkel und je zwei
Jechsalwinkell dine sielic § 58 Abb. 72. Beispicle fir Stufenwinkel
se \ o - 5
Wech l\mlnl\vl Ll}ldncler gleich, je zwei entgegen Wikt i
gesetzte Winkel sind Supplementwinkel. kel an Paralielen

fenwink Wechselwinkel

An zwei geschnittenen Parallelen sind je zwei S 1 und je zwei ein-

ander gleich, die S je zweier Winkel ergibt 180°.

Umgcekehrt verlaufen die von der Geraden / geschnittenen Geraden g, und g, parallel,
wenn

je zwei Stufenwinkel und je zwei Wechselwinkel einander gleich und

je zwei entgegengesetzte Winkel Supplementwinkel sind.

Tragt man also den gleichen Winkel in zwei Punkten einer Geraden als Stufenwinkel
an, so bilden die nicht auf der Geraden liegenden Winkelschenkel ein Parallelenpaar.
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Winkel im Kreise (4
Zieht man vom Mittelpunkt M eines ‘
Kreises nach zwei beliebigen Punkten 4
+M
Peripherie-

und B der Kreislinie Strahlen, so ent- ‘
steht ein Zentriwinkel oder Mittelpunkts- A el
winkel (Abb.73). % 4

A

Von einem Punkt C der Kreislinie nach
zwei beliebigen Punkten 4 und B der
Kreislinie gezogene Strahlen bilden
einen Peripheriewinkel oder Umfangswinkel (Abb.74).

In beiden Fillen sagt man, der Winkel steht iiber dem Kreisbogen, der zwischen seinen
Schenkeln liegt.

Abb.73. Zentriwinkel Abb. 74. Peripheriewinkel

@) Rechnen mit WinkelgroPen

Fiir das Rechnen mit WinkelgréBen ist die Altgradteilung etwas unbequem. In den
folgenden Beispielen wird zur Ubung bis auf Sekunden gerechnet, obwohl MeBergeb-
nisse nur selten diese Genauigkeit erreichen.

Die Addition der gleichbenannten Zahlen in der Aufgabe
45° 28" 34" 4 42° 37’ 48"

ergibt zunichst die Summe ~ 87° 65" 82",

Nun ist 82" =1"22" also  87° 65’ 82" = 87° 66’ 22,

weiter ist 66’ =1° 6’, also 87° 66’ 22" = 88° 612".

Bei der Aufgabe ‘
45° 28’ 34" — 42° 37" 48",

wird die Subtraktion der Sekundenzahlen ausfithrbar, wenn man 1’ von den im
Minuenden stehenden 28’ in 60" verwandelt und zu den 34" des Minuenden hinzufiigt,
als Minuend demnach 45° 27" 94" betrachtet. Durch ein entsprechendes Verfahren
wird auch das Subtrahieren der Minutenzahlen méglich. Man verwandelt 1° der im
Minuenden stehenden 45° in 60’ und zihlt diese zu den 27’ des Minuenden. Die Auf-
gabe nimmt dann die Form an

44° 87 94" — 42° 37 48" = 2° 50 46"

Die Multiplikation der einzelnen Winkeleinheiten in der folgenden Aufgabe er-
gibt zunéchst
(45° 28" 34") -7 = 315°196’ 238",
Nun ist 238" = 3’ 58", also 315°196’ 238" = 315°199’ 58”.
Da 199’ = 3°19’, ergibt sich durch Verwandeln 315°199’ 58" = 318°19’ 58”.
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Auch bei Divisionsaufgaben der Form

(42°37 487): 9
werden die einzelnen Winkeleinheiten dividiert. Man beginnt das Dividieren bei der
hochsten Einheit, verwandelt den etwa verbleibenden Rest in die nichstniedere
Einheit, addiert ihn dann zur gleichen Einheit des Dividenden und fiihrt die Division
dieser Summe aus.

So ergibt sich 42°37 48":9 = 4° 44 1‘{
6°
397
1
108"
0

Der Rest 6° ergibt 360°. Zahlt man die 37’ des Dividenden dazu, so erhilt man 397. Bei der
Division 397": 9 bleibt der Rest 1’ oder 60”. Zusammen mit 48” des Dividenden ergeben sich
108", so daB schlieBlich die Divisionsaufgabe 108" : 9 auszufiihren ist.

Umrechnungen

Werden bei WinkelgroBen in Altgrad statt Altminuten und Altsekunden dezimale
Teile des Altgrades geschrieben oder werden WinkelgroBen in Neugrad verwendet,
so vereinfachen sich die Berechnungen nach den Regeln der Dezimalbruchrechnung.
Sind WinkelgroBen, die in Altgrad angegeben sind, in Neugrad umzuschreiben, so
folgt aus 360° = 400¢ die Gleichung 1° = (3)2. Entsprechend ergibt sich 18 = (£5)°-

360° = 400¢
° 10\¢
r=(y) =1e
= 09

Das Umrechnen wird an folgenden Beispielen erliutert.
1. Umrechnung von Altminuten und Altsekunden in Dezimalteile des Altgrads.
Fiir 45° 28 34" verwandelt man zunichst 28’ 34” in Sekunden.
Man erhalt, da 28" = 28. 60” = 1680”, 28’ 34" =1714".
1° 1714°
3600 3600 °
1714:3600=17,14:36 und 17,14: 36 = 0,476.

Aus 1= folgt 1714" = Nun ist

Man erhilt somit 45° 28’ 34" — 45,48°,

2. Umrechnung von Dezimalteilen des Altgrads in Altminuten und Altsekunden.
-0,6
63° > 37,8° 1°
i 42,63° ist 0,63° = = =378, o =1" ist.
Bei 3° ist 0,6 100 60 37,8, da 60 ist

Also ist 42,63° = 42° 37,8,
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Weiter gilt 0,8 =g = 60—48 , weil 60—1 ist.

Man erhalt daher 42,637 = 42° 37" 48”.
8. Umrechnung von Altgrad in Neugrad.

41. 604 51

° 2511°
°41'51” erha ie in 1.) 63° —63°4 221" Nun i
Aus 63°41'51” erhilt man (wie in 1.) 63 +( 3600 ) 63° 4 3600 un ist
108 2511° 2511 108 108 2511 108 L2 51
o — 63 . Ll N, e, oemRR T T S G TR
O =035 GOy —Zep T~ '@ O FEioeg D T ieeSs

Es ergibt sich also 63° 41’ 51" = 70,77508 = 708 77¢50¢C,

4. Umrechnung von Neugrad in Altgrad.
\©
37868075 = 37,68758 = (37,6875» 120) = 33,91875° = 33°55'7,5".

In neueren Tabellenbiichern sind Umrechnungstafeln fiir Altgrad in Neugrad und
umgekehrt enthalten.

AUFGABEN

1. Ein a) spitzer, b) stumpfer, ¢) erhabener Winkel ist zu zeichnen. Seine GroB8e soll zun4chst
geschitzt, dann mit dem Winkelmesser bzw. mit dem Transporteur gemessen werden.

2.Mit dem Winkelmesser bzw. mit dem Transporteur sind Winkel von 27°, 73°, 100°, 132°,
206°, 254° und 320° zu zeichnen.

3. Mit den Zeichendreiecken sind Winkel von
a) 90°, 60°, 45°, 30°;
b) 15°, 75°, 105°, 135°, 315°
zu zeichnen.

4.Zu @ = 63° ist ein a) Komplementwinkel, b) Supplementwinkel, ¢) Nebenwinkel, d) Schei-
telwinkel zu zeichnen und zu berechnen.

5. Fiir o« =112° 30’ und # = 37° 50’ ist a) die Summe, b) die Differenz zu berechnen. ~

6. Welcher Winkel 1. in Altgrad, 2.in Neugrad liegt zwischen den Mittellinien zweier benach-~
barter Zahne eines Zahnrads mit a) 50, b) 80, ¢) 160 Zidhnen?

7. Welche Beziehungen zwischen den Winkeln ergeben sich, wenn
a) zwei gerade Linien g, und g, einander,
b) zwei Parallelen p; und p, eine Gerade / so schneiden, daB ein Winkel von 56° entsteht?

8. Beim Schruppen von FluBstahl ist der Hobelstahl unter dem Freiwinkel x = 12° gegen die

Schnittfliche eingespannt, der Keilwinkel miBt / = 68°. Wie groB sind der Spanwinkel p
und der Schnittwinkel 6? [y = 90° — (x 4 f}) und § =« + f3]

9. Auf der Drehbank wird ein Kegel gedreht. Der Oberschlitten der Drehbank ist um 12° 40
aus der Nullstellung verdreht. Welche Grile hat der Kegelwinkel ?
(Formel: Kegelwinkel = 2 . Einstellwinkel).

10. Es sind je 2 Flachstahle auf Gehrung zu einem Flachwinkel von a) 90°, b) 76° 30/, ¢) 45°
zusammenzuschweiBen.
Unter welchem Winkel sind jeweils 2 Flachstahlstiicke abzuschragen?
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11. Das Azimut der in einer horizontalen Vermessungsebene liegenden Strecke 4B betragt
a) 56,48°, b) 144,35¢. Welches Azimut gilt fiir BA?

12. An die in der horizontalen Vermessungsebene liegende Strecke 4B mit dem Azimut o
schlieBt sich die Strecke BC mit dem Azimut . Wie gro8 ist der ,,Brechungswinkel* ABC
fiir
a) o = 76,238, [ =151,308;

b) o =122,648, [ = 240,468.

13. Nach einer Meldung der Wetterwarte dreht sich der Wind von
a) ONO iiber O nach SO, b) SW iiber W nach WNW.
Wieviel Grad betragt die Drehung?

3. Einfache geometrische Konstruktionen
a) Zeichengerite

Zuam Ausfithren geometrischer Kon-
struktionen sind an Geriten grund-
sitzlich nur Zirkel und Lineal erforder-
lich. Leichter und schneller {ithrt man
die Konstruktionen jedoch aus, wenn
man auch Zeichendreiecke (Winkel-
lincale) verwendet. Diese sind so her-
gestellt, daBaneiner Eckeein90°-Win-
kel, an den beiden anderen Ecken
Winkel von 45° oder an der zweiten
cin Winkel von 30°, an der dritten
cin Winkel von 60” liegen.

Zum Herstellen technischer Zeichnun-
gen dienen Zeichenmaschinen, dic mit
ciner Parallelfithrung fir eine Reif-
schiene und mit einem Teilkopf zum
Zeichnen von Winkeln vorgeschriebe-
ner Grofle versehen sind (Abb. 75).
In der Werkstatt werden beim Ubertragen
von Mallen aus einer Werkstattzeichnung
auf ein Werkstiick besondere Gerite ver-
wendet, Mit der Reifinadel am Parallel-
reiBer werden von der waagerechten Reil3-
platte aus Male des Hohenmalstabes auf
das Werlkstiick iibertragen. Der Spitzzivkel
oder, wenn seine Spannweite nicht aus-
reicht, der Stangenzirkel dient zum Ubertragen von Entfernungen, die am StahlbandmaB ab-
gegriffen sind, auf das Werkstiick und zum Schlagen von Kreisen. Der Zentrierwinkel ermoglicht
durch zweimaliges Anlegen, die Mitten von Wellen zu bestimmen. Das Streichmaf wird zum
Apreilen von geraden Linien verwendet, die parallel zu den Kanten des Werkstiicks verlaufen.

Abb. 75. Mit der Zeichenmaschine konnen auch schwierige tech-
nische Zeichnungen schnell unid sicher ausgefihrt werden
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b) Das Konstruieren von Senkrechten mit Zeichendreiecken

1.Aufgabe: Auf einer gegebenen Geraden g ist in einem ihrer Punkte F die Senkrechte zu
errichten.

Man legt den einen der beiden Rinder des Zeichendreiecks, die den 90°-Winkel ein-
schlieBen, so an die gegebene Gerade g daf sein Scheitel nicht auf dea Punkt F zu
liegen kommt. Dann legt man em
Lincal mit cinem Rand / an den
Rand des Zeichendreiecks, der A2 ¢
dem 90°-Winkel gegeniiber liegt.
Wihrend man das Lineal festhilt,
verschiebt man das Zeichendrei-
eck, an dem Lineal gleitend, so
weit, dal} der zweite zum 90°-
Winkel gehorende Rand ein Stiick
einer durch F gehenden Geraden
wird (Abb. 76). Diese Gerade steht
auf g senkiecht.

Beweis: Sind die Ecken des Zei-
chendreiecks in der ersten Lage
mit A, B, und C,, in der zweiten
Lage mit 4,, B, und C, bezeichnet, soist < By = < B,, denn sie bilden Stufenwinkel
an der geschnittenen Geraden /. B,C, und B,C, liegen somit auf parallelen Geraden.
Diese werden von der Geraden g in C; und F geschnitten. Als Stufenwinkel an Par-
allelen sind demnach < B,C,4, und < ByF A, gleich. Nun ist X B,Ci4, = 90°; also
ist auch < ByFA; = 90°, d.h. die Gerade B,C, steht auf g senkrecht.

2. Aufgabe: Auf eine gegebene Gerade g ist von einem auBerhalb gelegenen Punkt P das

Lot zu fallen.

Diese Aufgabe wird wie Aufgabe 1 ausgefiihrt. Ist die erste Lage des Zeichendreiecks
passend gewihlt, so wird das Zeichendreieck so verschoben, daB in der zweiten Lage

Abb.76. Auf der Geraden g wird im Punkte F die Senkrechte
errichtet

B,C, durch P geht (Abb.76). !—
{
c) Das Konstruieren paralleler Geraden mit
Zeichendreiecken C P 8,

Aufgabe: Gegebenist eine Gerade g und auBerhalb p

ein Punkt P. Die durch P gehende zu g :'

parallele Gerade p ist zu konstruieren.
Man legt einen Rand des Zeichendreiecks an A2
die Gerade g und den Rand / eines Lineals an — }Z =% 7
den zweiten oder dritten Rand des Zeichen- P e L
dreiecks. Man halt das Lineal fest und verschiebt L////
an ihm das Zeichendreieck, bis scin urspriing- e
lich an g liegender Rand durch P geht; er bildet _ny
dann ein Stiick der Parallelen # (Abb.77a—c).

Abb. 77a.
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Abb. 77b. Abb.77a bisc. Zur Geraden g wird die durch den Punkt P gehende Parallele konstruiert Abb.77c.

Beweis: In jedem Falle entstehen an der Geraden / gleiche Stufenwinkel; der eine
liegt zwischen / und g (erste Lage des Zeichendreiecks), der andere zwischen / und p
(zweite Lage des Zeichendreiecks); deshalb ist p | g.

d) Das Konstruieren von Winkeln bestimmter Grofe

Zwischen je zwei Randern der gebréuchlichen Zeichendreiecke liegt entweder ein Win-
kel von 90° oder ein Winkel von 30°, 45° oder 60°.

1.Aufgabe: Ein Winkel von 30°(45°, 60°) ist an eine gegebene Gerade g in einem auf ihr
L den Punkt P

Losung: Es wird verlangt, daB8 ein Schenkel des Winkels auf der Geraden g, der
Scheitel des Winkels im Punkt P liegt. Die Ecken des Winkellineals sollen wegen
ihrer unvermeidlichen Abnutzung nicht verwendet werden. Man zieht zunéchst zur
gegebenen Geraden g cine beliebige Parallele p und legt das Zeichendreieck mit dem
einen den vorgeschriebenen Winkel begrenzenden Rand A4, B, an die Parallele p.
Dann legt man an p ein Lineal /, halt dicses fest und verschiebt das Zeichendreieck,
bis der andere den Winkel einschlicBende Rand A4,C, durch P geht. Diesem Rand
entlang wird der zweite Schenkel des Winkels gezeichnet (Abb.78).

/
/<\ /
/

CZ/(, C /145° s0° /
30 7 % / /1
[ e g e/AlAl Y, » V]
PSR WY (i ] (R I 77
R oAl 1L e K bl S i

N
- el | ‘[ p

5, 7 B | 7 | ]
Abb. 78. An die Gerade g werden im Punkte P Winkel von 30°, 45° und 60° aﬁgeuagen

Beweis: Die durch 4,C, bestimmte Gerade schneidet die parallelen Geraden g und .
Die an A4,C, liegenden Stufenwinkel und Wechselwinkel sind einander gleich.
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Durch das Antragen der Winkel von 30°, 45°, 60° sind gleichzeitig die Nebenwinkel 150°, 135°,
120° an g in P angetragen.

Durch verschiedenes Anlegen des Zeichendreiecks entstehen vier Lagen desin Pan g angetra-
genen Winkels.

2.Aufgabe: Ein Winkel von 30°, (45°, 60°)
ist s0 an eine gegebene Gerade g
anzutragen, dafBl ein Schenkel
durch den auBerhalb der Ge~
raden liegenden Punkt P geht.
Losung: Der eine Winkelschenkel des
Zeichendreiecks liegt auf der zu g gezo-
genen Parallelen . Der andere geht durch - .
den Punkt P, und der Winkelscheitel ist %73, DUt den Puskt P vird cioe Gerade gelegt, e
cin Punkt der Geraden $. Die Konstruk-
tion erfolgt wie bei der vorhergehenden Aufgabe (Abb.79).
Weitere Aufgaben:
1. Welche weiteren WinkelgréBen entstehen durch Addieren oder Subtrahieren je zweier
Winkel der Zeichendreiecke?
Lisung:
2) 30° - 45° =757 (Abb. 80a) b) 45°+ 60° = 105° (Abb. 80D) c) 45° —30° =15° (Abb.80c)

a)

Abb.80. Durch

die Winkel von 75° ,105° und 15°

2. Es sind Winkel zwischen 0° und 90° aufzuzeichnen, die mit Hilfe der Zeichendreiecke in
zwei gleiche Winkel geteilt werden konnen.
Losung:
a) 30° = 2.15° (Abb.8la), b)60° = 2. 30° (Abb.81Db), c)90° = 2. 45° (Abb. 81¢)

‘ 309

60°
o
30° 90
457
450
b) <)

Abb. 812 —d. Halbieren und Dritteln spezieller Winkel mit Zeichendreiecken
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3. Es sind Winkel zwischen 0° und 90° aufzuzeich-
nen, die mit Hilfe der Zeichendreiecke in drei

gleiche Winkel geteilt werden konnen.

Lisung:
a) 45° = 3.15° (Abb.81a),
b) 90° = 3. 30° (Abb.81d).

Abb.81d.

B. PLANIMETRIE

Der Feldmesser zeichnet am Me[-
tisch auf ein mit Zeichenpapier be-
spanntes Reiflbrett Linien, dienach
festgelegten Gelindepunkten wei-
sen und von der Gestalt eines Ge-
landestiicks ein geometrisch rich-
tiges Bild ergeben. Der Kartograph
verarbeitet die MeBtischaufnah-
men zu Gelindeplinen und Land-
karten (Abb.82). Die Teile der
Erdoberfliche werden auf ebene
Kartenbliitter abgebildet. Die Bil-
der gehdren somit zu den Figuren
der Planimetrie (vgl. S. 135).

1. Die Dreiecke
a) Arten
Drei in ciner Ebene gezeichnete ge-
rade Linien konnen zueinander vier
verschiedene Lagen einnchnien.
1. Die drei Geraden sind zuein-

ander parallel und haben keinen
Schnittpunkt;

Abb.82. Kartograph bei der Arbeit
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die drei Geraden gehen durch einen Schnitt- 9,
punkt;

von den drei Geraden verlaufen zwei zuein-

ander parallel, sie werden beide von der dritten

Geraden geschnitten; es entstehen zwischen

den drei Geraden zwei Schnittpunkte; P
keine der Geraden verlauft zu einer der beiden % /
anderen parallel; es entstchen drei Schnitt-

o0

-

punkte. hader it paralle indiden elnDrleck
Im vierten Fall bilden die drei geraden Linien
ein Dreieck (Abb. 83). Ihre Schnittpunkte sind
die Ecken, die Strecken zwischen den Schnitt-
punkten sind die Dreieckseiten. Zwischen den
Seiten liegen die Winkel des Dreiecks.
Werden die Eckpunkte eines Dreiecks mit den
Buchstaben A4, B, C bezeichnet, so bezeichnet
man abgekiirzt mit A4 BC das Dreieck, mit a o
die Seite BC, mit b die Seite AC und mit ¢ die B e e P
Seite A B, mit « den Winkel BAC, mit f den
Winkel 4 BC und mit y den Winkel AC B des Dreiccks. Es gilt der Satz:

In jedem Dreieck ergibt die Winkelsumme 2R.
Wird namlich in einem Dreieck A BC zu A B die Parallele durch C gezogen, so ent-
stehen neben dem Dreieckswinkel y die beiden Winkel 6 und ¢ (Abb.84).
0, y und & ergeben zusammen einen gestreckten Winkel, es ist also
O+ y+ =180,
Nunist &= « (Wechselwinkel an Parallelen),
&= f (Wechselwinkel an Parallelen);
man erhalt also auch
a+ B+ y=180°.

Deshalb kénnen in einem Dreieck zwar zugleich drei spitze Winkel, aber héchstens
ein rechter oder ein stumpfer Winkel vorkommen. Man unterscheidet zwischen spitze

inkli inkligen und pfwinkli; Dreiecken (Abb. 85).
P 60°
50 50° 303
a b ¢
Abb.85. Spi inkli Dreieck (a), inkliges Dreieck (b), stumpfwinkliges Dreieck (c)
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Verlingert man eine Seite eines Drei-
ecks tiber eine Ecke hinaus, so ent-
steht zwischen der Verldngerung und
der anderen Seite, die denselben
Endpunkt hat, ein AuBlenwinkel des
Dreiecks. Zu jedem Dreieck gehoren
demnach sechs AuBenwinkel, die in
Abb.86 mit a;, &5, By, Po. V1. Ve

bezeichnet sind. a; und «,, f; und el
Bs. 7, und 7y, sind als Scheitelwinkel

Par 71 d-zl'h A\Jaz e
Je emnander gleich. B2
Jeder AuBenwinkel ist Nebenwinkel AEb: 56 Die:Aubenwinkeleites Drsiscks

zu dem Dreieckswinkel mit dem-
sclben  Scheitel und erginzt ihn
zu 180°. Nach dem Satz von der
WinkelSumme im Dreieck wird ein
Dreieckswinkel auch durch die
Summe der beiden anderen Innen-
winkel zu 180° erginzt. Daraus A -~ AN B

folgt der Satz (Abb. 87): Abb, 87. Der AuBenwinkel bei C ist gleich der Summe der
Innenwinkel bei A nnd B

Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist der S ichtanli L inkel gleich.

AN

Abb. 88. Ungleichseitiges Dreieck (), gleichschenkliges Dreieck (b), gleichscitiges Dreieck (c)

Nach der Lange der Seiten unterscheidet man ungleichseitige Dreiecke, in denen alle

drei Seiten verschieden langsind (Abb. 88 a), gleichschenklige Dreiecke mit einem Paar

gleich langer Seiten (Abb. 88 b), und gleichseitige Dreiecke mit drei gleich langen Seiten

(Abb.88c).

Man erkennt die Richtigkei't folgender Satze:

1. In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten groBer als die dritte Seite, die Dif-
ferenz sweier Seiten kleiner als die dritte Seite.

2. In jedem Dreieck liegt der gréBeren von zwei Seiten der gréBere Winkel, dem gré-
Beren von zwei Winkeln die groBcre Seite gegeniiber.



3. In jedem Dreieck liegen gleichen Seiten gleiche Winkel und gleichen Winkeln
gleiche Seiten gegeniiber.

Deshalb liegen in gleichschenkligen Dreiecken, in denen die gleichen Seiten
Schenkel, die ungleiche Scite Grundlinie oder Basis und die der Grundlinie gegeniiber-
liegende Ecke Spitze genannt werden, an der Grandlinie zwei gleiche Basiswinkel.
Jeder AuBenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen

Dreiecks ist daher doppelt so groB wie ein Basiswinkel. D=
Wird in Abb. 89 der Schenkel BC des gleichschenkligen )
Dreiecks 4 B C iiber die Spitze C hinaus um CD = B C ver- _
langert und D mit 4 verbunden, so sind 4, B und D von C
gleichweit entfernte Punkte und liegen auf dem um C iiber c
B D geschlagenen Halbkreis. Bei jeder GréBe, die x4 C B 2a
annehmen kann, gilt <r B A D = 90°. 26
Es ist namlich (Abb.89) <{ A C D=2« als AuBenwinkel an
der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks 4 BC, <L ACB =26
als AuBenwinkel an der Spitze des gleichschenkligen Drei- 6‘1 Q
ecks ADC.
; RS
2\ 4 20 = 180° (Nebenwinkel), also
Abb.80. Der Peripheriewinkel BA D
&+ d6=090° iber dem Durchinesser 5D belris 190

Man kann z.B. die Strecke DB als festliegend ansehen und den Punkt 4 auf dem Halbkreis,
der BD als Durchmesser hat, verschieben. Der Winkel B4 D ist immer ein Rechter.

Da seine Schenkel durch die Endpunkte B und D des Kreisdurchmessers gehen, sagt man auch,
der Peripheriewinkel BA D liegt im Halbkreis, und es ergibt sich der Satz:

Jeder Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter Winkel.

Dieser Satz stammt von dem Griechen Thales aus Milet, der etwa 600 Jahre vor unserer Zert-
rechnung gelebt hat (vgl. S.202).

In gleichseitigen Dreiecken betrigt jeder Winkel 60°.

Im rechtwinkligen Dreieck heilen die den rechten Winkel einschlieBenden Seiten
Katheten, dic ihm gegeniiberliegende Seite heiBt Hypotenuse. Die an der Hypotenuse
liegenden Winkel betragen zusammen 90°,

b) Kongruenz von Dreiecken

Gleichsinnige und leichsinnige Kongruenz

Der Facharbeiter auf dem Bauplatz oder in
der Werkstatt arbeitet nach Lichtpausen der
im Konstruktionsbiiro gezeichneten Plédne.
Jede Pause stimmt mit demOriginalin Gestalt
und GréBe genau iiberein. Figuren, die wie
diese durch Aufeinanderlegen vollstindig

i Abb.90. Originalzeichnung und Lichtpause sind
zur Deckung gebracht werden kénnen, nennt ¢ deckungsgleich Z

man deckungsgleich oder kongruent.
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Beim Herstellen der Lichtpause wird die Riickseite des durchsichtigen Zceichenblattes
auf dic lichtempfindliche Schicht gelegt. So entsteht ein Rild, das durch blofes Ver-
schieben in der Bildebenie mit dem Original zur Deckung gebracht werden kann. Man
spricht in diesem Falle von gleichsinniger Kongruenz (A1 90).

Wiirde man die Vorderseite des Zeichenblattes

auf die lichtempfindliche Schicht legen, so .

entstitnde als Kopic das Spiegelbild des /7

iginals. Original und Bild wiirden erst zur

Deckung kommen, wenn das eine wmgeklappt

und verschoben wirde. Dieser Fall der Kon- '
gruenz zweier Figuren wird als ungleichsinnige \3 |
Kongruenz bezeichnet. Will man ein Original- b
schriftstiick fotokopieren, so fertigt man zu-

nichst ein Negativ an. Negativ und Original ;. 41 original und Nesativ einer Fotokopie zeigen
sind ungleichsinnig kongruent (Abb.91). in der Linienfihrung ungleichsinnige Kongrucnz
Punkte, Strecken und Winkel kongruenter

Figuren, die beim Aufeinanderlegen zur Deckung kommen, entsprechen einander. Be-
zeichnet man Strecken und Winkel einer geometrischen Figur als ihre Stiicke, so gilt:

Entsprechende (homologe) Stiicke kongruenter Figuren sind einander gleich.

Kongruente Figuren konnen geometrisch konstruiert werden. Kreise mit gleichen
Radien, Quadrate mit derselben Seitenlinge sind kongruent.

Zum Konstruicren von Dreiecken bendtigt man von den drei Seiten und den drei Win-
kelu nur insgesamt drei Stiicke; dabei mull ein Stiick cine Seite sein. Im allgemeinen
sind alle aus den gleichen drei vorgegebenen Stiicken konstruierten Dreiecke kongruent,
und zwar gleichsinnig oder ungicichsinnig kongruent. Es sind hinsichtlich der vorge-
gebenen Stiicke folgende vier Falle moglich.

1. Die drei Seiten sind gegeben. b
Beispiel: a=4cm, b=5cm, ¢= 6cm. c

Ausfiihrung:

Man zeichnet die Strecke A B == ¢, schlagt um A4
den Kreis mit dem Radius b, um B den Kreis mit
dem Radius a. Beide Kreise schneiden einander in €
(bzw.C,) . Durch Verbinden von € (bzw.Cy) mit 4 und
B entsteht das Dreieck ABC (bzw. ABCy) (Abb. 92).

Die Schnittpunkte C und C; der Kreise entstehen nur,

wenn @b > ¢, d.h. @> ¢ — b ist. Die Dreiecke ABC N \\ 17
und A BC, sind ungleichsinnig kongruent und kommen nur N\ e
2ur Deckung, wenn das eine um 4 B umgeklappt wird. A
3 ; N\
Es gilt allgemein: N /
S A
1. Kongruenzsatz X C;
Dreiecke, die in den drei Seiten iibereinstimmen,  \y, 92, Konstruktion cines Dreiccks aus

sind kongruent (Merkzeichen: SSS). drci Sciten (S8S)
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Anwendung:

An eine gegebene Gerade gistin
einem Punkite P cin gegebener
Winkel XAY =« unter Ver-
wendung von Zirkel und Lineal
anzutragen.

Ausfiilrung (Abb. 93): Umden
Scheitel 4 des gegebenen Win-
kels o wird ein Kreis mit be-
liebigem Radius geschlagen,
der den Schenkel 4 X in B, den
Schenkel 4 Y in C schneidet.
Mit demselben Radius wird der Abb. 93. An einer Geraden in cinem Punkte cinen Winkel antragen
Kreis um P geschlagen, der g

in O schneidet. Dann schlagt man um Q den Kreis mit dem Radius BC, der den um P ge-
schlagenen }(reis in Sbzw. S, schneidet. Der Strahl PS (bzw. PS,) bildet mit g den Winkel x.
Da AABC mit APQS bzw. A PQ S, in den drei Seiten ibereinstimmt, sind die Dreiecke kon-
gruent, ihre entsprechenden Winkel also gleich.

2. Zwei Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel sind gegeben.:
Beispiel: b=4cm, ¢="7cm, a=70°,

Ausfiihrung:

Man zeichnet die Strecke 4 B— ¢, tragt
an AB in 4 den Winkel BAX (bzw.
BAX)) = «an, schligt um 4 den Kreis
mitdem Radiusd, der 4 X inC (bzw.4 X,
inCy) schneidet, und verbindet B mit C
(bzw.Cy). Esentsteht das Dreieck 4 BC
(bzw. A BC)), das die verlangten Eigen-
schaften hat (Abb. 94).

Fiir die GréBe der Seiten besteht keine Be-
schrankung, der Winkel muB aber Kleiner
als 180° sein.

Allgemein gilt:
2. Kongruenzsatz

Dreiecke, die in zwei Seiten und dem

eingeschlossenen Winkel iiberein-

stimmen, sind kongruent (Merk-

zeichen: SWS), AbD. 94. Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und
dem eingeschlossenen Winkel (SWS)

3. Zwei Seiten sind gegeben und der Winkel, der der groferen von beiden Seiten gegen-
tiberliegt.

Beispiel: a=4cm, b= 5cm, B = 60°.
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Ausfiihrung:

Man zeichnet die Strecke BC = a,
tragt an BC in B den Winkel C BX
(bzw. CBX,) = f an und schligt
um C mit dem Radius & den Kreis,
der BX in4 (bzw. BX, in 4,) schnei-
det. Verbindet man A4 (bzw. 4,)
mit C, so entsteht das Dreieck 4 BC
(bzw. A;BC), das die gegebenen
Stiicke enthélt (Abb. 95).

AuBer der Bedingung b >> a besteht fiir
die GroBe der beiden Seiten keine Be-

schrankung. Der Winkel muB kleiner als x4 = S
180° sein.

Abb, 95. Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Seiten und dem
der groferen Scite gegeniiberliegenden Winkel (SSW)

Allgemein gilt:
3. Kongruenzsatz

Dreiecke, die in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der gréfieren von beiden Seiten iiber~
einstimmen, sind kongruent (Merkzeichen: SSW ).

4. Eine Seite und zwei Winkel sind gegeben.

1. Beispiel:

c=6cm, a =75° f=45°

Ausfiihrung:

Man zeichnet die Strecke 4 B=¢, trigt
an AB in A den Winkel BAX (bzw.
BAX,) =«, in B den Winkel ABY
(bzw. ABY;)=f an und erhilt als
Schnittpunkt von 4X mit BY (bzw.
AX, mit BY;) den Punkt C (bzw. C,).
Das Dreieck 4 BC (bzw. A BC,) hat die
verlangten Eigenschaften (Abb. 96).

2. Beispiel:
¢c=6cm, f=45° y=60°

Ausfiihrung:

Die Konstruktion ist auf zwei Arten
maglich. Wird zunichst aus den GréBen
der gegebenen Winkel nach dem Satz
von der Summe der Dreieckswinkel der

\
dritte ermittelt (« =180°— f— y), so ¥ty
: < : . A
wird die Konstruktion wie im ersten
i - Abb 96. Konstruktion eines Dreiecks aus zwei Winkeln und
Beispiel ausfiihrbar. Verwendet man der cingeschlossenen Seite (WSW)
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aber die gegebenen Stiicke zu der Konstruktion,
so zeichnet man die Strecke 4 B = ¢, trigt an
AB in B den Winkel A BX (bzw. ABX,) = 8,
an BX (bzw. BX,) in einem beliebigen Punkt P
(bzw. Py) den Winkel BPY (bzw. BP,Y}) = y an
und zieht zu PY (bzw. PY,) durch A die Paral-
lele, die BX in C (bzw. BX, in C,) schneidet.
Das Dreieck A BC (bzw. A BC)) hat die verlang-
ten Eigenschaften (Abb. 97).

Abb. 97. Konstruktion eines Dreiecks aus einer Seite und zwei Winkeln (SWw)

Fiir die GroBe der Seite besteht keine Beschrankung; die Summe der beiden Winkel muB aber
kleiner als 180° sein.
Allgemein gilt:

4. Kongruenzsatz
Dreiecke, die in einer Seite und zwei zu ihr gleich tig li den Winkel iib
sind kongruent (Merkzeichen: WSW oder SWW).

5. Sonderfall:

Zwei Seiten sind gegeben und der Winkel, der der kleineren der beiden Seiten gegeniiber-
liegt.

Beispiel: a=3cm, ¢=5cm, a = 30°

Ausfiihrung:

Man zeichnet die Strecke 4 B=c¢=5 cm. In A tragt manan 4 B XBAX (BAX,))=a
an, schliigt um B mit dem Radius a den Kreis, der 4 X in Cyund G, (bzw. AX, in C,
und C,) schneidet, und verbindet B mit C; und C, (bzw. mit Cg und C,). Die Drei-
ecke 4 BC, und 4 BC, (bzw. A BC, und A BC,) haben die verlangten Eigenschaften.
Sie haben die beiden Seiten @ und ¢ sowie den Winkel a gemeinsam, sind aber nicht
kongruent (Abb. 98).
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Wenn ¢ > a ist, schneidet der um B
mit Radius @ geschlagene Kreis den
Schenkel A4 X des in 4 angetragenen
Winkels & nur, wenn o ein spitzer
‘Winkel und a groBer als das von B auf
A X gefallte Lot ist. Es ergeben sich
zwei verschiedeneDreiecke, von denen
daseine beiCyeinenspitzen,dasandere
bei C, einen stumpfen Winkel hat.

|
Zwei Dreiecke, die in zwei Sei~ |
ten und dem der kleineren von |
ihrten gegeniiberliegendenWin- |
kel iibereinstimmen, sind nur  \u1, 3. Die Dreiecke 4 BC, und 4 BC, haben S JL—
kongruent, wenn der der gré- zwei Scitenund einen Winkel gemeinsam und =i
Beren Seite gegeniiberliegende sind doch nicht kongruent ¢

Winkel bei beiden spitz oder
bei beiden stumpf ist.

Die Kongruenz zweier Dreiecke 4,B,C; und A,B,C, bringt man kurz durch die
Schreibform A 4,B,C, = AA,B,C, (gelesen: Dreieck 4,B,C; kongruent Dreieck

A,B,C,) zum Ausdruck.

Anwendungen

Die Kongruenz von Dreiecken 148t oft besondere Eigen-
schaften geometrischer Figuren erkennen. Werden z. B. in
dem gleichschenktigen Dreieck A BC von den Eckpunkten
A und B aus die Lote AD und BE auf die Schenkel BC
bzw. A C gefillt, so entstchen die Dreiecke A DCund BEC
(Abb.99). Da die Schenkel AC und BC gleich lang sind,
auBerdem die Winkel A DC und BEC als Winkel an den
FuBpunkten D und E der Lote je die GrBe 90° und beide
Dreiecke den Winkel bei C  gemeinsam haben, gilt
NADC = /\ BEC (SWW), also auch AD = BE.

c

Abb. 99. In einem gleichschenkligen
Dreieck sind die auf den Schenkeln
senkrechten Hohen gleich lang

Wie die Kongruenz von Dreiecken bei bestimmten Konstruktionen benutzt wird, zeigt auch

folgendes
Beispiel: Der gegebene Winkel X AY ist zu halbieren.

Man schlagt um den Scheitel 4 mit beliebigem
Radius einen Kreis, der AX in P, AY inQ schnei-
det. Dann schligt man um P und Q mit ebenfalls
beliebigem, aber gleichem und geniigend grofem
Radius Kreise, die sich in S schneiden. Der von 4
nach S gezogene Strahl halbiert <C XAY.

Verbindet man S mit P und Q, so gilt A P = AQ,
SP=SQ. Die Dreiecke 4 PS und AQS, die AS als
Seite gemeinsam haben, stimmen in den drei Sei-
ten iiberein und sind deshalb kongruent (SSS). In

ihnen sind <{ PAS und <(QAS entsprechende
Stiicke; also gilt LPAS = <QAS, d.h. 4S hal-

biert <{ X4Y (Abb. 100). Abb.100. Das Halbieren eines Winkels

11 [42040]
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¢) Axiale Symmetrie

Ein Original und sein Negativ
zeigen in der Linienfithrung un-
gleichsinuig kongruente Bilder
(vgl. Abb.91). Das eine Bild mu8
umgeklappt werden, ehe cs mit
dem anderen zur Deckung ge-
bracht werden kann. Zwei Figu-
ren, die so in einer Ebenc liegen,
daB die eine mit der anderen
durch Umlegen um eine Gerade
derselben Ebene zur Deckung
kommt, nennt man in bezug auf
die Gerade symmetrisch oder spie-
gelbildlich. Die Gerade heiBt ikire
Symmetrieachse (Abb. 101 und
102).

Stellt man ein Stiick Spiegelglas
mit einem geradlinigen Rand
senkrecht auf ein Blatt Papier,
auf das eine Figur gezeichnet ist
so erscheint als Spicgelbild eine
symmetrische Figur. Der Rand der Spiegel-
fliche ist die Symmetrieachse.

Zwei Punkte oder Gerade symmetrischer Figu-
ren, die beim Umklappen um die Symmetrie-
achse zur Deckung kommen (z. B. 4, und 4, oder
A, B, und 4, B, in Abb.101), werden auch ein-
ander entsjrechend oder zugeordnet genannt.
Fir axiale Symmetric gelten folgende Sitze:

Abb.101. DieDreiecke A B, C,und 4, ByC;liegen symmetrisch zur Geraden g

1 Die Verbindungsstrecke zweier zugeordneter
Punkte (z.B. C,.C,) steht auf der Achse senk-
recht und wird durch diese halbiert. Die Achse
ist also die Mittelsenkrechte der VerLindungs-
strecke.

l

!’..L ".

wmn‘sn @\{
AT, [N ;
AN CO KB

2. Schneidet eine Gerade die Symmetrieachse
(z.B. 4,C,), so geht auch die zugeordnete Ge-
rade (4,C,) durch diesen Schnittpunkt Der
von beiden Geraden gebildete Winkel wird
durch die Achse halbiert. Einer Parallelen zur
Achse entspricht eine Parallele zur Achse im

ST
Y
CYTE

ARL,
L

23
Sve,

5,

gleichen Abstand; eine zur Achse senkrechte AbE. “’?4"‘“3'95;1"“?::'“(‘;"‘ e“;mf)thmiedc-
& 2 eisernen Chorgitter (Ausschnitt).
Gerade fallt mit der zugeordneten zusammen.  An welcher Stelle ist die axiale Symmetrie gestort?
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3. Jeder Punkt der Symmetrieachse hat von zwei zugeordneten Punkten gleiche Ent-
fernungen, jeder Punkt der Symmetrieachse ist sich selbst zugeordnet,

Aus den angefiihrten Satzen folgen eine Reihe weiterer GesetzmaBigkeiten z. B.:

Punkte auf den Schenkeln eines Winkels, die vom Scheitel gleich weit entfernt sind, liegen zur
Halbierungslinie des Winkels symmetrisch. Oder: Die Spitzen gleichschenkliger Dreiecke mit
gemeinsamer Grundlinie Jiegen auf der Symmetrieachse der Dreiecke.

Durch Ausnutzen von Symmetriecigenschaften benétigt man fiir manche Konstruk-

tionen nur Zirkel und Lineal:

Grundkonstruktionen mit Zirkel und Lineal

1. Zu zwei Punkten 4 und B ist die Symmetrie-
achse zu konstruieren. Eine Strecke AB ist zu
halbieren. Zu einer Strecke AB ist die Mittel-
senkrechte zu konstruieren.

Ausfiihrung:

Um 4 und B sind mit gleichen Halbmessern, die
grofer als 425 sind, Kreise zu schlagen. Sie
schnciden einander in C und D Die Gerade CD
ist die Symmetrieachse zu den Punkten 4 und B.

Sie halbiert die Strecke A B in E und ist die
Mittelsenkrechte der Strecke 4 B (Abb.103).

2. In einem Punkt E einer Geraden g ist die
Senkrechte zu errichten.

Ausfiihrung:

FEin um E mit einem beliebigen Radius geschla-
gener Kreis schneidet gin A und B. Um A und B
sind Kreise zu schlagen, deren Radien einander
gleich und groBer als AE sind. Sie schneiden
sich in C. Die Gerade CE steht senkrecht auf g
(Abb.104).

3. Von einem Punkt C aus ist auf eine Gerade g
das Lot zu féllen.

Ausfiihrung:

Ein mit gentigend groBem Radius um C geschla-

gener Kreis schneidet gin 4 und B. Um 4 und B

sind Kreise zu schlagen, deren Radien cinander
s B . & .

gleich und groBer als AT sind. Sie schneiden

einander in D. Die Gerade C D schneidet g in E.

CE ist das von C auf g gefillte Lot (Abb. 105).

11%

ﬁ\\

Abb. 108. Konstrukt

la

ion der Mittelsenkrechten

)

|

Abb.104. Auf einer

E ] 9

Geraden wird eine Senk-

rechtecrrichtet

c

>

D

Abb.105. Auf eine Gerade wird ein Lot gefallt
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4. Der Mittelpunkt eines Kreises ist zu be~
stimmen.

Ausfiihrung:

Auf der Kreislinie sind drei beliebige
Punkte 4, B und C zu markieren. Nach 1.
ist zu A und B und zu B und C jeweils die
Symmetrieachse zu konstruicren. Beide
Symmetrieachsen schneiden einander im
Kreismittelpunkt M (Abb. 106).

AUFGABEN /
1. In einer Ebene sind vier gerade Linien so zu Qﬁ’.‘:e.l)'::m:;:'f.‘."fﬁ:.’: ::’
zeichnen, daB a) 0, b) 1, ¢) 3, d)4, gebenen Kreis

e) 5, f) 6 Schnittpunkte entstehen.

2. In einer Ebene liegen a) 2, b) 3, ¢) 4, d) 7, e) » Punkte so, daB cine Gerade nie mehr als
zwei dieser Punkte enthalt. Wieviel gerade Linien lassen sich zeichnen, die je zwei der
Punkte verbinden ?

3. Aus
a) ay=4,5cm, b = 52cm,
b) b, = 5,5cm, 4,8cm,
€) a;=46cm, 47°,

d) ¢, =6,2cm,

e) u; = 6,0cm,

U] =g
f) ag=4,4cm, 6,4 cm, A" @»@tg_@_
sind Dreiecke zu konstruieren. 15 20—~
4. Zu einem gegebenen Dreieck ABC ist ein ~— _—
Dreieck zu zeichnen, das symmetrisch liegt
in bezug auf
a) AB als Achse,
b) die auf AB in B errichtete Senkrechte s als Achse,
) eine beliebige, die Verlangerungen der Seiten 4 B, BC, CA schneidende Gerade gals Achse.

5,0 cm,

Abb. 107. Bohrungen eines GuBstiickes

5.Tn einem gleichschenkligen Dreieck 4 BC ist die Spitze C mit dem Mittelpunkt der Grund-
linie D verbunden. Durch Eigenschaf-
ten kongruenter Dreiecke ist zu be-
griinden, daB
a) CD den Winkel 4 CB halbiert,
b) CD auf 4B senkrecht steht.

6.In ein GuBstiick mit unbearbei-
teten Kanten sind nach Zeichnung
(Abb.107) Locher zu bohren.
Wie wird das Werkstiick angerissen?

7.Es ist eine Abdeckplatte mit Fiih-
rungsschlitz anzufertigen. Die MaBe
sind aus Abb. 108 zu entnelimen.
Wie ist die Platte anzureiBen? Abb. 108. Fiihrungsschlitz einer Abdeckplatte
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8.1In der Stirnflache eines Stiickes Rundstahl vom Durchmesser d =120 mm ist der Mittel-
punkt anzureiBen. Ein Zentrierwinkel ist nicht vorhanden.
Wie wird das AnreiBen ausgefiihrt?

9, Zwischen zwei Gelandepunkten 4 und B steht ein Haus so, daB die Punkte gegenseitig nicht
sichtbar sind. Ein Landvermessér hat die Entfernung A B festzustellen und auf der Ver-
lingerung von A B iiber A hinaus einen Punkt G abzustecken, der von 4 die Entfernung e
hat. Er wahlt einen Gelandepunkt C,
von dem aus 4 und B sichtbar sind,
und miBt die Strecken 4C und BC.
Dann steckt er aut der Verlangerung
von A C den Punkt D so ab, dall CD
=AC ist, und auf der Verlangerung
vou BC den Punkt E so, daB CE
= BC ist. Er mit die Strecke ED.
Auf der Geraden E D steckt er, von D
aus gemessen, die Strecke DF = ¢ ab,
miBt CF und verlingert die Strecke
CF iiber C hinaus um CG=CF

(Abb. 109).
a) Warum gibt die Linge der Strecke

E D zugleich die Lange 4B an? £ ] o
b) Warum erfiillt der PunktG die ge- Abb.109. Gelandeskizze, zu Aufgabe 0 und 10

stellte Bedingung?
10. Durch eine Zeichnuny in verkleinertem MaBstab (1 : 1000) ist die Entfernung der PunkteA vnd
Bder Abb. 109 fiir folgende Angaben zu ermitteln: A C=590m, BC=430m, 54 CB=13"

11. Von den Endpunkten einer 460 m langen Standlinie 45 aus sind nach einem unzuging-
lichen Punkte C die Winkel BA C == 32° und 4 BC = 70° festgestellt worden. Durch eine
Zeichnung im MaBstab 1: 1000 sollen die Entfernungen A4 C und BC ermittelt werden.

2. Die Vierecke
a) Allgemeines

Haiufiger als Dreiecke
begegnen uns im tag-
lichen Leben Flachen-
stiicke, die von 4 Sei-
ten begrenzt sind,
deren Rinder also :
Vicrecke bilden. Man L " (]
denke z. B. an die ;

Formen der Hiuser
(Abb. 110), an unsere
Wohnriume oder an
die Querschnitte von
Profilstihlen.  Wir

WCrd?‘n dle 1n_ dCl' Abb. 110. Bei den Formen der Hiuse: iibe w
Praxis erforderlicher cinen Wohn i

g g

T ‘~

gen die Vierecke. Das Bild zeigt
neubau 1n Grolplattenbauweise.
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Berechnungen ausfithren konnen, wenn wir die Ge-
setzmaBigkeiten der Vierecke beherrschen.

Zwischen vier in eine Ebene gelegten geraden Linien
w, x, ¥, z, von denen nicht zwei untercinander
parallel sind und sich nicht mehr als zwei in einem
Punkte schneiden, entstehen sechs Schnittpunkte, .
die in Abb.111 mit 4, B, C, D, E und F bezeichnet
sind. Vier dieser Schnittpunkte, die so ausgewdhlt w
sind, daB nur jedesmal zwei auf einer der vier Ge-
raden liegen, bilden die Ecken des Vierecks A BC D.
Die vier Strecken AB=a, BC=b,CD=c¢ und
DA =d, die zwei aufeinanderfolgende Ecken ver-
binden, heiBlen Sciten. Die Strecken AC = e und
BD =/, die je zwei gegeniiberliegende Ecken ver-

binden, sind die Diagonalen des Vierecks. Zwischen A ﬂ
je zwei in einer Ecke zusammentreffenden Seiten 4 8
liegen die Winkel des Vierecks. Abb. 112. Die Winkel eines Vierecks ergeben

zusammen 360°
In jedem Viereck ergibt die Winkelsumme
4R=1360°. ¢+ 8+ y + 6= 4R= 360°

Zerlegt man das Viereck A BC D etwa durch die Diagonale BD in die Dreiecke A BD
und BDC (Abb.112), so ergeben die Dreieckswinkel zusammen cinerseits die GréBe
2. 2R und anderseits die Summe aller Viereckswinkel.

Nach.der Lage der gegeniiberliegenden Sciten zueinander unterscheidet man folgende
Arten von Vierecken:

Das Parallelogramm (im weitcren Sinne) hat zwei Paare paralleler Seiten,
das Trapez hat ein Paar paralleler Seiten,
das Trapezoid hat keine parallelen Seiten.

Im gewdhnlichen Sprachgebrauch versteht man unter Parallelogramm das Viereck, das zwei
verschieden lange Paare paralleler Seiten hat und schiefwinklig ist (Rhomboid). Das Trapezoid
wird gewdhnlich als all ines Viereck bezeich

b) Parailelogramme

Nach den Winkeln und der GréBe der Seiten unterschieden, bezeichnet man

das rechtwinklig-gleichseitige Parallelogramm als ~ Quadrat (Abb.113a),

das schiefwinklig-gleichseitige Parallelogramm als ~ Rhombusoder Raute (Abb.113b),
das rechtwinklig-ungleichseitige Parallelogramm als Rechteck (Abb.113c),

das schiefwinklig-ungleichseitige Parallelogramm als Rhomboid (im gewéhnlichen
Sprachgebrauch Parallelogramm) (Abb. 113d).
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d I3

/3
A a 5 A B
Abb.113a. Das Quadrat: a=b=c= Abb. 113 b. Der Rhombus oder die Raute: a=b=c=d
D ¢ c 0 c C
J a,

3 5 3 2
a A a 8

Abb. 118 ¢. Das Rechteck a=c¢, b=d

Abb. 113d. Das Rhomboid oder (im gewdhnlichen
Sprachgebrauch) Parallelogramm: a=¢, b=d

Alle Parallelogramme haben die folgenden Eigenschaften:

1. Je zwei benachbarte Winkel ergeben zusammen 180°.

N

Beweis:

Je zwei gegeniiberliegende Seiten des Parallelogramms sind parallel; deshalb sind je zwei

benachbarte Parallelegrammwinkel (in Abb. 114
o und B) zugleich entgegengesetzte ‘Winkel (an
denParallelen 4 D und BC) und ergeben zusam-
men 180",

Je zwei gegeniiberliegende Winkel sind gleich
grofl.

Beweis:

Jeder Parallelogrammwinkel wird durch seinen
benachbarten Winkel auf 180° ergénzt (Abb. 114).
Die beiden Winkelx und y liegen einander gegen-
iiber und sind gleich groB, weil beide Supple-
mentwinkel des Winkels g (und ¢§) sind.

Je zwei gegeniiberliegende Seiten sind gleich
lang.

Beweis:

Die in Abb.115 eingezeichnete Diagonale 4C
zerlegt das Parallelogramm ABCD in die Drei-
ecke ABC und CDA. Die Dreiecke haben die
Seite A C gemeinsam. Im Parallelogramm sind
gegeniiberliegende Seiten parallel. Aus AB || CD

D ¢ (4
7
a,
b
of
A a B

Abb. 114. Im Parallelogramm ist die Summe zweier
benachbarter Winkel 180°; zwei gegenitberliegende
Winkel sind gleich gro8

D c 4
a
]
3
A a B8
Abb.115.Im sind je
gende Sei ich lang. DieDi halbi ich



folgt ¥ BAC = 4 DCA (Wechselwinkel an Parallelen), und aus BC || DA folgt
¥ BCA = < DAC (Wechselwinkel an Parallelen). Nach dem Kongruenzsatz W SW gilt
AABC = ) CDA, demnach AB = CD, BC = DA (homologe Stiicke).

4. Die Di len halbieren einander.

Beweis:

Die in Abb. 115 eingezeichneten Diagonalen 4 C und BD schneiden einander in E und zer-
legen das Parallelogramm A BCD in die beiden Paare von Dreiecken AABE und ACDE,
ABCE und ADAE. Es gilt <xAEB= < CED (Scheitelwinkel) und, wie bereits be-
wiesen, < BAE = < DCE, AB = CD. Nach dem Kongruenzsatz SWW ergibt sich
AABEZ=CDE, somit AE = CE, BE = DE (homologe Stiicke).

5.In rechtwinkligen Parallel (Quadrat, o c C
Rechteck) sind die Diagonalen gleich lang.

Beweis: B

In Abb. 116 sind durch Einzeichnen der Diagonalen
AABC und A BA D entstanden.

Die beiden Dreiecke haben die Seite 4B gemeinsam;
aulerdem gilt BC =4 D (gegeniiberliegende Parallelo- y. a g
grammseiten), <ABC = 90°, < BAD = 90° (Winkel
im Rechteck), also < ABC =< BAD. Daraus folgt
NAABC= ABAD (SWS),AC== BD(homologe Stiicke).

Abb. 116. Die Diagonalen eines Recht-
ecks sind gleich lang

6. In gleichseiti Parallel D (5 c D i c
(Quadrat, Rhombus) stehen die Diago-
nalen aufeinander senkrecht und hal-
bieren die Parallelogrammwinkel.

Beweis:

Die durch Einzeichnen der Diagonalen
AC und BD in Abb. 117 entstandenen A a y: A a V3
Dreieckspaare ARG und €D4, ABD Abb. 117. Die Diagonalen eines Quadrats (4) und eines
und CDB sind kongruent. Das ist als Rhombus () stehen aufeinander senkrecht. Sie halbieren
Parallelogrammeigenschaft bereits be- die Parallelogrammyvinkel

wiesen. Da AB=BC=CD= DA ist,

sind 4 und C zugeordnete Punkte zur Symmetrieachse BD und B und D zvgeordnete
Punkte zur Symmetrieachse 4 C. Deshalb oilt AC1 BD und <BAC = < DA ¢,
¥XBCA = A DCA, 4ABD = S CBD, < ADB = 4 CDB.

¢) Weilere Vierecke

Im Trapez (Abb. 118) werden die beiden ) ¢ ¢ H
parallelen Sciten Grundlinien (4 B= a, g 7
CD = ¢) und die nichtparallelen Seiten o s b i
Schenkel (A D=d, BC=1b) genannt. &f - Mittellinie XE
Die an einem Schenkel eines Tra- é /
pezes liegenden Winkel ergiinzen sich / A
als entgegengesetzte Winkel an Par~ A a G 8
allelen zu 180°, Abb. 118. Die Mittelparallele im Trapezist [
(a+ 6=180°, g+ y = 180°) wie die l::‘lb:" s?.:,fe il:rlrcidre? ;ersaufle;m;;?e:ng

168



Die Strecke EF = m zwischen den Schenkelmitten E und F heit Mittellinie des Tra-
pezes.
Die Mittellinie des Trapezes verlauft parallel zu den Grundlinien und wird daher auch
Mittelparallele genannt. Sie ist gleich der halben Summe der beiden Grundlinien (das arith~
metische Mittel der beiden Grundlinien).

_a+c
-2
Beweis: é
1. Die durch F zum Trapezschenkel d gezogene Parallele schneidet @ in G und die Verlingerung
von ¢ in H. Es wird
AGBF ~ ) HCF (SWW), also auch
GF = HF (homologe Stiicke kongruenter Dreiecke), also
GH
6F ==
Wegen AG ||DH und AD ||GH ist AGHD ein Viereck mit zwei Paaren paralleler Seiten
also ein Parallelogramm. In ihm sind gegeniiberliegende Seiten einander gleich, mithin gilt

AD=GH
AD GH
= 5 F'= »
und, da AE 3 G 3
AE =GF.

In AGFE ist demnach ein Seitenpaar gleich und parallel, AGFE ist ein Parallelogramm.
it gilt

Somit g AB||EF|CD, d.h.

die Mittellinie des Trapezes verlduft zu den Grundlinien parallel.

2. Da gegeniiberliegende Parallelogrammseiten einander gleich sind, ergibt sich weiter

AG=EF = DH. s
Aus AG= AB — BG
und DH=DC+ CH
folgt durch Addi
N teren 4G4 DH—AB— BG4 DC+ CH.
Nun ist BG = CH (homologe Stiicke kongruenter Dreiecke)
und AG= DH =EF,
also 2-EF=AB+ DC,

= j;”

Die Mittellinie des Trapezes ist halb so gro8 wie die Summe seiner Grundlinien.

Im gleichschenkligen Trapez (Abb. 119) sind die
Schenkel gleich lang, die an jeder Grundlinie lie-
genden Winkel einander gleich und die Diagonalen
gleich lang.

Anleitung zum Beweis:

Die durch den Eckpunkt C des Trapezes zum Schenkel
AD gezogene Parallele CE ist ein Schenkel des gleich-
schenkligen Dreiecks E BC, dessen Basiswinkel den Win-
keln an der Trapezgrundlinie A B gleich sind. Die beiden
Diagonalen des Trapezes sind homologe Stiicke kongruen- Abb.119. Das gleichschenklige Trapez;
ter Dreiecke, die eine Grundlinie gemeinsam haben. =@, y=d; b=d; AC=BD
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Als Viereck besonderer Art ist das Deltoid (Drachen-
viereck; Abb. 120) zu nennen. Es hat zwei Paare
gleicher Seiten, die in einander gegeniiberliegenden
Ecken zusammenstoBen, und zwei gleiche Winkel,
deren Scheitel die anderen Ecken sind; es ist also
eine axialsymmetrische Figur.

In der folgenden Ubersicht sind die verschiedenen
Arten von Vierccken zur vergleichenden Betrach-

tung zusammengestellt.

Ubersicht iiber die Arten des Vierecks

Unregelmifiges Viereck

Besondere Formen
des Viervecks

B

Abb.120. Das Drachenviereck (Deltoid):

a=b,c=d, a=7y

Besondere Formen
des Parallelogramms

Unregelma-
&iges Viereck
(Trapezoid)

(Jede Diagonale zerlegt das
Viereck in Dreiecke beliebiger
Gestalt und Groe.)
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Drachen-
viereck
Deltoid)

(Eine Diagonale zerlegt das Viereck
in gleichschenklige Dreiecke.)

(Ein Seitenpaar ist parallel.)

Trapez

(Ein Seitenpaar ist parallel, das
andere gleich lang.)

Parallelogramm
(Rhomboid)

(Je zwei gegeniiberliegende Seiten
sind parallel.)

Rhombus
(Raute)

(Gleichseitiges Parallelogramm)

Rechteck

twinkliges Parallelogramm)

GQuadrat
(Regelmafiges
Viereck)

(Gleichseitig-rechtwinkliges
Parallelogramm)



3. Das Berechnen geradlinig begrenzter Flichen

Als Profil bezeichnet man die UmriBlinien des ebenen Querschnitts eines Werkstiicks
(Abb.121). Form und GréBe des Querschnitts spiclen in der Technik eine wichtige Rolle.

Sohiingt z.B. dieDurchbiegung
eines Freitragers bei einer be-
stimmten Belestung von der
Form und GroBe des Quer-
schnitts ab. Die Berechnung
des Gewichts geht bei vielen
KorpernauchvomQuerschnitt
aus. Fiir das Ermitteln tech-
nisch  begriindeter  Arbeits-
normen bilden FlichengroBen
bei Friszeiten, Hobelzeiten,
Zeiten fir das Feilen u.a. die
Berechnungsgrundlagen.

a) Quadrat und Rechteck

Sind die mit a bezeichneten Lingen der Seiten cines Quadrates oder die mit @ und b
bezeichneten Langen der Seiten eines Rechtecks ganzzahlige Vielfache einer Langen-
einheit, so passen an cine Seite genau a Quadrate, deren Seiten gleich dieser Langen-
einheit sind und die deshalb der Lgngencinheit entsprechende Flicheneinheiten heillen.

Diese a Flicheneinheiten setzen sich zu einem Strei-
fen zusammen, der eine Lingencinheit breit ist. Des-
halbsind a solcher Streifen bzw. a - @ Flicheneinheiten
notig, um das Quadrat (Abb. ), und b solcher
Streifen bzw. - a Flicheneinheiten nitig, um das
Rechteck (Abb.123) zu bedecken.

Das Quadrat mit der Seitenlinge a enthalt a* a=

Flicheneinheiten. |

=1g?

Das Rechteck mit den Seiten @ und b enthilt a- b

Flicheneinheiten.

Die Seitenlingen des Quadrats der Abb.122 und des
Rechtecks der Abb.123 sind mit 5 cm 5 und
3 cm so gewahlt, daB 1 cm als Lingeneinheit pafBt
und 1 em? die entsprechende Flicheneinheit bildet.

Scitenlingen 5,1 cm und 3,2 cm wiirden, als ganze
Vielfache der Lingencinheit 1 mm geschrieben, 51 mm
und 32 mm heiBen. Die entsprechende Flicheneinheit

bzw.

a=5em 25

1cm’

—-———
Abb. 122, Flacheninhalt des Quadrats:

a=5cm

=75 ¢

Tem?

Abb. 123. Flicheninhalt des Recht-
ecks: F=a-b



wire 1 mm? und der Flicheninhalt des Quadrats (51 - 51) Iﬂnl‘Z:‘ZGO] mm2=26,01 cm?,
der Flicheninhalt des Rechtecks (51 -32) mm?2 = 1632 mm? = 16,32 cm?.

In ahnlicher Weise 1aBt sich dieser Gedankengang zum Bestimmen des Flacheninhalts von
Quadraten und Rechtecken durchfiihren, wenn die Seitenlingen in Form gemeiner Briiche
gegeben sind, nicht jedoch, wenn sie als Zahlen wie }2, # (unendliche, nichtperiodische Dezi-
malzahlen) angegeben sind. Man gibt dann die Seitenlingen mit beliebiger Anniherung an
ihren wirklichen Wert in dezimalgeteilten Einheiten an und berechnet daraus nach der obigen
Vorschrift den Flacheninhalt mit entsprechender Genauigkeit.

Um zeitraubendes Ausrechnen zu ersparen, werden die zu gegebenen Seitenlingen
gehérenden Flicheninhalte von Quadraten als sogenannte Quadratzahlen in
Zahlentafeln zusammengestellt. Aus den Tabellen kann auch die Linge der Seite
cines Quadrates abgelesen werden, dessen FlichengréBe gegeben ist.

b) Rhomboid

In Abb.124 sind zu dem Rhomboid A BC D dic von C und D auf die Gerade 4 B ge-
fillten Lote CG und DH gezeichnet. Da im Rhomboid gegeniiberliegende Seiten
gleich lang sind, entstehen zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke CG B und DHA.
Es zeigt sich, da das Rhomboid 4 BC D mit dem Rechteck C D HG flichengleich ist.
In diesem bildet eine Rhomboidseite die eine Rechteckseite; die andere Rechteckseite
miBt die zu dieser Rhomboidseite gehérende Hohe
des Rhomboids.

Man erhilt somit den Flicheninhalt des Rhomboids
sowic aller Parallelogramme als das Produkt aus einer

~

Seite und der zugehorigen Hohe. | ha
Der Flicheninhalt des Parallel ist gleich 1
dem Produkt aus einer Seite und der zugehorigen |
Hohe. H A a G 8

Abb. 124. Flacheninhalt des Parallelo-
gramms: F=a- h,

¢) Dreleck und Trapez
Ein Parallelogramm wird durch jede Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt, die in den drei
Seiten ibereinstinimen und deshalb kongruent sind. So wird in Abb. 125 das Parallelo-
gramm A BDC durch die Diagonale BC in die kongruenten Dreiccke A BCund CD B
zerlegt. Jedes der Dreiecke ist halb so grofy wie das Parallelogramm. Da dessen
Flicheninhalt gleich dem Produkt aus Grundlinie und zugehériger Hohe ist, ergibt
sich fiir den Fliacheninhalt des Dreiecks ' = Yc. /7, .
s - s . h
Nach Abb.125finden wir inanalogerWeise F = o"‘
b il
und F = qlb
aund b gehorigen Hohen verstanden.

DerFlicheninhalt eines Dreiecks ist das halbe Pro-
dukt aus einer Seite und der zugehsrigen Hohe.

-IL,J
Abb.125

, unter 2, und %, die zu den Seiten

F=%}ah,=}bl=1}

“lacheninhalt des Dreiecks: F=




Die besonderen Parallelogramme werden durch Einzeichnen einer Diagonale in Paare von be-
sonderen Dreiecken zerlegt, so z. B. ein Quadrat in zwei gleichschenklig-rechtwinklige Drei-
ecke, ein Rechteck in zwei ungleichseitig-rechtwinklige Dreiecke. /
Die Diagonale eines Rhombus die die spitzen Rhombuswinkel halbiert, teilt den Rhombus in zwei
gleichschenklig-stumpfwinklige Dreiecke, die andere Diagonale, die die stumpfen Rhombus-
winkel halbiert, teilt ihn in zwei gleichschen -spitzwinklige Dreiecke. MiBt in diesem Falle
ein Rhombuswinkel 60 Grad, so entstehen als Rhombushalften gleichseitige Dreiecke.
Verbindet eine Diagonale eines Rhomboids die Scheitel der spitzen Rhomboidwinkel, so erhilt
man ungleichseitig-stumpfwinklige Dreiecke, verbindet sie die Scheitel der stumpfen Winkel,
so sind ungleichseitig-spitzwinklige Dreiecke Halften des Rhomboids.

Das Trapez ABCD mit den Grundlinien AB=a D ¢ Cc 6
und CD = ¢ zerfillt durch die Diagonale BD in die
Dreiecke A BD und C D B (Abb. 126). Fiir das Drei- h
eck A BD ist DE die zu a gehorende Iohe, fiir das h
Dreieck CD B st BG die zu ¢ gehorende Hohe. .
Da die Seiten A B und DC auf parallelen Geraden
liegen, ist DE = BG = h. Als Flacheninhalt ergibt A &

sichAABD= !

9

a

1 Abb. 126. GBS
ca-h und ACDB = -c¢-h. Flacheninbalt des Trapezes: F="—5"—

2

Durch Zusammensetzen findet man als Flicheninhalt des Trapezes

2B 0 WEDE,

F=1 2

Da 17 (a+ c) die Mittelparallele m des Trapezes ergibt, gilt auch F=m-h.

Der Flicheninhalt eines Trapezes ist das Produkt aus seiner Mittelparallele und seiner
Héhe.

F=m-h

d) Drachenviereck (Deltoid) und allgemeines Viereck (Trapezoid)

In Abb.127 sind die Punkte 4 und C die zur Diagonale BD = f symmetrisch liegen-
den Ecken des Drachenvierecks A BCD. Es zerfillt

durch f in die kongruenten Dreiecke BDA und BDC. .
AE = ; ist die zur Seite f gehérende Hohe des Dreiecks
BDA . Deshalb ist sein Flicheninhalt 4 e £ c
1 e 1 i
s Fe=1/¢e
der des Deltoids das Doppelte, also F = »;—f~ e.
Der Flicheninhalt eines Deltoids ist gleich dem halben
Produkt der beiden Diagonalen. A

Abb. 127. Flicheninhalt des
Drachenvicrecks: F=} e+ f
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Quadrat und Rhombus konnen als Sonderfille des Deltoids angesehen werden. Man
findet dann aus der Diagonale e eines Quadrats den Quadratinhalt %e?, aus den
Diagonalen ¢ und f eines Rhombus den Rhombusinhalt te-f.
Wird ein allgemeines Viereck durch eine Diagonale in
zwei Dreiecke zerlegt, so kann die Vierecksfliche F als
Summe der beiden Dreiecksflichen berechnet werden.
In Abb.128 zerteilt die Diagonale AC das Trapezoid
ABCD in die beiden Dreiecke A BC und ACD. Ist BE
das von Bauf AC, DG dasvonD auf AC gefillte Lot, soist

F=}AC-BE+1} AC-DG=} AC(BE+ DG). & =

Abb.128. Flicheninhalt des allge-
meinen Vierecks

D

o

AUFGABEN
1. Die Parallele durch einen gegebenen Punkt C zu einer gegebenen Geraden 4 B ist nur mit
Zirkel und Lineal zu konstruieren, und zwar
a) mit Hilfe gleicher Stufenwinkel,
b) mit Hilfe eines Parallelogramms.

2. Es ist zu begriinden, daB ein Parallelogramm vorliegt, wenn in einem Viereck
a) je zwei gegeniiberliegende Winkel gleich sind,
b) je zwei gegeniiberliegende Seiten gleich sind,
¢) ein Paar gegeniiberliegender Seiten gleich und parallel ist,
d) die Diagonalen einander halbieren.

3. Es ist zu begriinden, da8 die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten
zur dritten Seite parallel verlduft und halb so lang wie diese ist. (Anleitung: Als Hilfslinien
ziehe man die Parallele durch den Mittelpunkt einer der beiden Seiten zur anderen Seite
und die Parallele durch den Schnittpunkt der beiden Seiten zur dritten.)

4. Von einem Wiirfel, dessen Kante 5 cm lang ist, wird durch einen in bestimmter Weise ge-
fiihrten ebenen Schnitt ein Teil abgetrennt. Als Schnittfigur soll entstehen 1. ein Rechteck,
von dem eine Seite die Wiirfelkante, die andere Seite die Diagonale der Wiirfelseitenfliche
ist, 2. ein Rhombus.

a) Die Restkorper sind in einer Skizze darzustellen.
b) Die Oberflache des Restkorpers einschlieBlich der Schnittflache ist auf einem Zeichen-
blatt als zusa ha de Figur zu zeict ,s0 daB ein Modell angefertigt werden kann.

5. Der Flacheninhalt eines Quadrates von der Seitenldnge a) 31 cm b) 73 mm ¢) 15,23 m ist
1. zu berechnen,
2. aus einer Quadratzahlentabelle zu entnehmen.
Um wieviel % weicht der Tabellenwert von dem berechneten Wert ab?

6. Bis zu welcher Hochstlast kann man einen Quadratstahl 14 mm - 14 mm auf Zug bean-
spruchen, wenn seine Zugfestigkeit oy = 34 kp/mm? betrigt?

7.Ein Stiick Quadratstahl von der Zugfestigkeit op = 70 kp/mm? wird mit der Gesamt-
belastung 20 230 kp beansprucht. Wie gro8 sind die MaBe des Querschnitts zu wahlen?
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8. Berechne die Flicheninhalte folgender Quadrat- und Flachstahlquerschnitte (MaBe in mm):

1. 6. 6 16- 1,5

2. 8. 8 18- 1,6

3. 10- 10 25- 2,5

4. A1 30 2,5

5: 12.12 18- 4

6. 1515 50 2,5 .
7. 16- 16 35- 5

8. 20- 20 30-15

9. 2525 4012
10. 3030 18. 8

9. Fiir ein Einfahrtstor sollen gemauerte Pfeiler mit quadratischem Querschnitt und folgenden
Seitenldngen hergestellt werden:
a) 103 cm, b) 116 cm, c) 129 cm.
Wieviel Quadratzentimeter enthilt die Querschnittsfliche des Pfeilers ?

10. Eine Verstrebung, die zur Versteifung eines Krangeriistes dient, hat einen quadratischen

Querschnitt mit 14 mm Seitenlinge. Mit welcher Kraft darf die Strebe belastet werden,
wenn die zuldssige Belastung 7 kp auf 1 mm® Querschnitt betrigt?

11. Eine E-Lok besitzt eine Zugkraft von 30 t. Welche Abmessungen muf} der quadratische
Querschnitt des Zughakens besitzen, wenn 1 mm* Zughakenwerkstoff 8 kp bei 6facher Sicher-
heit aufnimmt ?

12. Berechne die GroBen der Scherfliche fiir folgende Bleche (MaBe in mm):

HEE $ | e | 5 ] @& | =
Breite 480 } 550 175 380 225 I 405 530
Starke 2,5 ‘ 0,52 0,22 1,13 0,44 ‘ 0,2 2,25

13. Berechne folgende Winkelstahlquerschinitte (MaBe in mm; vgl. Abb.129):

a b d
1. 20 20 3
2. 35 35 4
3. 55 55 6
4. 75 75 12
5. 65 100
6. 100 150 14
7. 30 60 7 Abb. 120. Querschnitt von
8. 65 130 12 Winkelstabl

14. Die Giebelflichen eines Hauses, das bis zum Dachrand 6,6 m und bis zum Dachfirst
10,8m hoch ist, sollen von 3 Maurern geputzt werden. Wieviel m? Putzfliche muB jeder
Maurer schaffen, wenn die Breite des Hauses 9,2 m betragt? .

15. Der FuBboden einer Theaterbiihne hat die Form eines Trapezes. Die vordere Breite ist
10,5 m, die hintere 8,3.m. Wieviel m? sind zu dielen, wenn die Biihne 9,2 m tief ist?
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16. Es gilt, in unseren VE-Betrieben sparsam mit Material und Werkzeugen umzugehen. Des-

halb muB jede Arbeit vor Beginn von dem Facharbeiter sorgsam durchdacht und sorgfaltig
vorbereitet werden. Wie kann man in folgender Aufgabe Material und Arbeitszeit durch
gute Anordnung einsparen ?
Aus cinem Stahlblech 700 mm - 1200 mm - 2 mm sind gleichseitige Dreiecke auszuschneiden,
die als Warnschilder verwendet werden sollen. Die Seitenlinge eines Dreiecks betrigt 200 mm.
Wieviel Dreiecke erhalt man bei giinstigster Anordnung ? Wieviel Prozent betrigt der Ver-
lust ?

17. Berechne folgende I-Stahlquerschnitte (MaBe in mm; vgl. Abb. 131):

B ‘ o | e ‘ t
1. 550 [ 200 19 30
2. 120 120 T 11
3. 400 300 14 26
4 200 200 6 15

Abb. 131. Querschnitt von I-Stahl

18. Fiir das in Abb. 132 dargestellte Stanzstiick ist die Flache zu errechnen.

19. Bei einem Schwungrad ist der Kranz mit der Nabe durch eine massive Scheibe verbun-
den. Welchen Flacheninhalt hat der in Abb.133 schraffierte Querschnitt (oberhalb der
Welle) fiir die angegebenen Abmessungen?

77
I 57
- 1 ]
S
x
Bt ~ S
o
Ni J
S
3
< 10 {=— N
24—w| B T
o
A 4 d
= =]
T., 3 S
» I-.—— 36 —={
69
Abb.132. Stanzstick; zu Aufg. 15 Abb. 183. Querschnitt eines Schwungrades
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0 Abb.134.

20. Die Grenzen eines Grundstiicks Grenzen eifies: Grandstitks

bilden das Viereck 4BCD
(Abb. 134). Seine Diagonale
AC ist 153,7m, das von B auf
A C gefallte Lot BB’ist 47,2m,
das von D auf 4 C gefallte Lot
DD’ 63,5m lang. Wie grof3
ist der Flicheninhalt des
Grundstiicks?

63,5m

)
o,

S —

N2

21.Die Abb. 135 ist der Lageplan
von 6 Feldern kleinbauerlicher
Betriebe. Durch Zusammen-
schluBl zu einer LPG konnte
der bestehende Feldrain von
0,5 m Breite mitgepflugt wer-
den. Wie groB ist der Flichen-
inhalt des ganzen Feldes?

Abb 185.
Aufnahme cines Flurstiicks €

4. Der Lehrsatz des Pythagoras

Rechtwinklige Dreiecke
werden in der technischen
Praxis vielfach verwendet.
Der Maurer setzt aus MeB-
latten bestimmter Lingen
ein rechtwinkliges Dreieck
zusammen und priift damit
rechte Winkel (Abb.136).
Die besonderen Eigenschaf-
ten rechtwinkliger Dreiccke
waren schon im Altertum
bekannt.  Wahrscheinlich
benutzten bereits die alten

Agypter fast 2000 Jahre vor K
s e Abb.136. Prifen eines rechten Winkels mit MeBlatten, deren Lingen sich v.i~
Anfang unserer Zeitrech- 3:4:5 verhalten

12 (420 40] 177



nung bei Erd- und Bauarbeiten 2
eine in 12 gleiche Abschnitte un-

terteilte Schnur zum Abstecken 0

rechter Winkel.

@) Das Kathetenquadrat ol C

InAbb.137ist ACDE (I) einQua- L
drat, dessen Seite AC eine Kathete
desrechtwinkligen Dreiecks A BC

ist. Durch den Eckpunkt E ist die

Parallele zur Hypotenuse A B ge-

zogen, die BC in G schneidet.

ABGE (II) ist als Viereck mit

zwei Paaren paralleler Seiten

ein Parallelogramm (waagerecht
schraffiert).

Da AE als gemeinsame Grund-

linie g, AC als zugehérige Hohe

fiir I und II betrachtet werden Abb.137. Beziehungen am Kathetenquadrat
konnen, sind beide Figuren ent-

sprechend der Inhaltsformel F=g-h flachengleich.

Dreht man II mit A als Drehpunkt so um 90°, daB sich AE mit AC deckt,
so kommt AB auf die Seite AJ des iiber der Hypotenuse gezeichneten Qua-
drates zu liegen, EG als CH auf das von C auf A B gefillte Lot, das 4 B in F
und die Quadratseite JL in K schneidet. Das schraffierte Parallelogramm geht
aus der Lage II in die Lage III iiber. Das Parallelogramm 11T hat mit dem Rechteck
AJKF (IV) die Grundlinic g=A] gemeinsam; = AF kann als zugehorige Hohe
fiir beide angesehen werden. Daher sind IIT und IV entsprechend der Inhalts-
formel F= g - & flichengleiche Figuren.

Aus I=1I, II = III, III =1V folgt
I=1V.

Fiir AC=b, AB=A]=c¢, AF=q ergibt sich

7 —

b?=gq-c.
Die entsprechenden Uberlegungen ergeben fiir das mit der Kathete BC gezeichnete
Quadrat BNPC
BNPC=FKLB, alsofir BC=a und BF=p
at=p-c.
Beide Fille sind in dem Satz des Euklid zusammengefaBt (Abb.138 und 139):
Das Quadrat iiber einer Kathete eines tec:htmnkllgen Dreiecks hat demelbtn Fllchemnhnlt

wie das aus dem 6rigen Hy itt und der H:

[rd]  [=od]
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Abb. 138 und 139 .Satz des Euklid: b*=q- ¢; a’=p-.¢ Abb. 140. Satz des Pythagoras: a®+ b¥=¢?

b) Das Hypotenusenquadrat

Bringt man die heiden Dreiecke A BC in Abb. 138 und 139 zur Deckung (Abb. 140),
so erkennt man:

Wihrend sich die beiden Hypotenusenabschnitte g und p zur Hypotenuse A B = ¢
zusammenfiigen, bilden das rechte und linke Rechteck zusammen ein Quadrat, dessen
Seite die Hypotenuse ¢ ist. Das Entsprechende ergibt sich auch, wenn man die linken
und die rechten Seiten der Gleichungen a*=p-¢ und b*=g.c jewecils addiert.
Man erhélt als Summe der linken Seiten a2+ 2, als Summe der rechten Seiten
pe+qge=clp+g)=c-c=c

Weil Gleiches zu Gleichem addiert wieder Gleiches ergibt, gilt die neue Gleichung
a*+ b?= ¢®. Dieser Zusammenhang zwischen den Katheten  und b und der Hypo-
tenuse ¢ rechtwinkliger Dreiecke wird Satz des Pythagoras genannt. In Worten:

Im rechtwinkligen Dreieck ergibt die Summe der Quadrate iiber den Katheten das Qua-~
drat iiber der Hypotenuse.

Der Lehrsatz des Pythagoras wird vielfach angewendet. Er 1aBt sich auch in der
Form a® = ¢® — b? schreiben und besagt dann:

Im rechtwinkligen Dreieck ist jedes Kathetenquadrat gleich der Differenz aus Hypotenusen~
1 L 4

und and K

|{L2=Cz~b2| b2 =2 — 42




1. Beispiel:

Es ist ein Quadrat zu kon-
struieren, das denselben
Flacheninhalt wie die Sum-
me von drei gegebenen
Quadraten mit den Seiten
a, b und ¢ hat.

Lésung (Abb. 141): Man
zeichnet P, P, = a, errich-
tet auf Py P,in Pydie Senk-
rechte P, Py="b, errichtet
auf Py Pyin Py die Senk-
rechte Py Py= ¢ und zeich-
net das Quadrat mit der
Seite Py Py. In A Py Py Py
ist a®+ 0= P, Py, und
in A\ Py Py Py ist

PP+ ¢ = P P, also

@+ b + 2= P P

2 Beispiel:

Es ist ein Quadrat zu kon-
struieren, das denselben
Tlicheninhalt wie die Dif-
ferenz zweier gegebener:
(uadrate mit den Seiten
a und b hat.

Lisung (Abb. 142): Man
zeichnet Py Py= a, tragt
an Py Py in Py & P, P X
= 90° an und schligt um
P, mit dem Radius b den
Kreis,der Py X in Pyschnei-
det. Da PyPJ* + at=102
¢ilt I, P2 =0 — a2

3. Beispiel:

Die Hohe h eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der
Seitenldnge a ist zu be-
rechnen.

c
Abb. 141. Zu Beispiel 1

AU, 142, Zu Beispicl 2

Lésung (Abb. 143): Der FuBpunkt D der Hohe CD
im gleichseitigen Dreieck A4 B C ist zugleich der Mit-
telpunkt der Dreieckseite 4 5. In dem bei D recht-
winkligen Dreieck 4 DC gilt TD® 4 AD*=4C°
oder CD®*= AC*—A4D% d.h.

2
Blles g8 (,“,) i

2
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¢) Das Hohenguadrat

Zu dem rechtwinkligen Dreieck 4 BC der
Abb.144 wird das Quadrat ACDE iiber
der Kathete AC = b gezeichnet, sowie das
Rechteck AJKF, dessen Seiten AJ =c¢
die Linge der Hypotenuse und JK =g
die Linge des Hypotenusenabschnitts A F
haben. Ferner zeichnet man das Quadrat
FQRC iber der Hohe CF= h. Auf der
Rechteckseite A ] ist die Strecke AU = ¢,
auf der Rechteckseite FK die Strecke
FV=q abgetragen; AUVF ist demnach
ein Quadrat mit der Seitenlinge ¢ und
UJKV ein Rechteck mit den Seiten
UJ=pund JK=gq.

Das Dreieck A FC hat bei F einen rechten
Winkel. Seine Katheten haben die Langen
hund g, seine Hypotenuse hat die Lange b.

Abb. 144. Hohensatz: k*=p-q

Nach dem Satz des Pythagoras gilt in diesem Dreieck

V2=n2+4 ¢%,
nach dem Satz des Euklid gilt im Dreieck A BC

=c.q.
Da c=p+ ¢, ist = (p+q) - g=p-q+ ¢* mithin gilt

Btqt=p-q+q°,

B=p-q.
k2 gibt den Flicheninhalt des Quadrats an, dessen Seite die Linge % hat, p - ¢ den
Flicheninhalt cines Rechtecks mit den Seiten p und ¢. Es gilt der Satz:

Das Quadrat iiber der Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist mit dem Rechteck aus den
beiden Hy bechnitten Azchenoleick

?

d) Das Verwandeln eines Rechtecks in ein Quadrat

Soll ein Rechteck in ein Quadrat verwandelt werden, so ist die Seite eines Quadrats
so zu bestimmen, daB sein Flacheninhalt dem des gegebenen Rechtecks gleich ist.

Zur Konstruktion der Quadratscite kann der Satz des Euklid verwendet werden
(Abb.145). Ist @ die groBere Seite des gegebenen Rechtecks, b die kleinere, so hat man
ein rechtwinkliges Dreieck A BC zu zeichnen, in dem die Hypotenuse 4 B =aq, cin
Hypotenusenabschnitt 4D = b ist. Der Scheitel C des rechten Winkels entsteht als
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ndlung eines in ein iches Quadrat

i
1

Abb.lés. .. .nach dem Satz des Euklid Abb. 146,

«..nach dem Héhensatz

Schnittpunkt der auf A B in D errichteten Senkrechten mit dem tiber 4 B geschlage-
nen Halbkreis. Die Kathete AC ist dann die verlangte Quadratseite.

Sie kann auch durch Anwendung des Hohensatzes konstruiert werden (Abb. 146).
Wenn dabei AD=a und DB =b als Hypotenusenabschnitte gezeichnet werden,
und C, wie oben beschrieben, konstruiert wird, so ergibt CD die gesuchte Quadrat-
seite.

AUFGABEN

1. Der Querschnitt eines Quadratstahls betragt 40 mm - 40 mm. Es ist die Querschnittsseite
eines Quadratstahls
a) von doppelter, b) von halber Querschnittsfliche

zu berechnen und zu konstruieren.

2. Fine Raumdiagonale eines Quaders, der 12 cm lang, 4 cm breit und 3 cm hoch ist, soll be-
rechnet werden.

3. Die Seitenldnge s eines Quadrates, das

a) den dreifachen, b) den fiinffachen Flacheninhalt
cines gegebenen Quadrats mit der Seitenldnge @ hat, ist auf verschiedene Arten zu kon-
struieren.

4. Auf der Drehbank wird ein spitzer Kegel gedreht, dessen Hohe 150 mm und dessen groBer
Durchmesser 100 mm betragt. Wieviel mm lang
ist der Weg, den der DrehmeiBel zuriicklegt? i)

5. Die Spitze eines kegelfsrmigen Daches soll | A
7,5m iber der Grundflache liegen, die 5,4 m
Durchmesser hat. Wie lang muB der Zimmerer
die Dachsparren schneiden?

6.a) Bestimme den Anlauf » des Frasers aus der
Frastiefe @ und dem Durchmesser D des \
Frésers (Abb. 147)!

{Anleitung: x ist die Hohe im rechtwinkligen
Dreieck ABC.) s

b) Wie groB ist der Anlauf, wenn Smm tief LX~ .
gefrist wird und der Fraser einen Durchmes-
ser von 120 mm hat ? Abb.147. Anlauf cines Frasers

-
|
|
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7. Nach Abb. 148 soll mit den Schenkeln einer Spezial-
schieblehre der nicht unmittelbar meBbare Durch-
messer d einer Riemenscheibe bestimmt werden.
a) Zeige, daB Dreieck 4 BC rechtwinklig ist!

b) Zeige, daB BD und 4 D bekannt sind!
¢) Berechne zuerst CD und dann 4C = d!

8. Dic Schenkelenden eines rechtwinklig gebogenen
Abdeckbleches mit den Schenkellangen 200 mm
und 150 mm sollen durch gerade Schienen mit-
einander verbunden werden. Auf welche Langen
miissen dieSchienen zugeschnitten werden,wenn die
Verbindung durch LichtbogenschweiBen erfolgt?

9. Ein Pultdach hat 6 m lange Dachbalken und 7,50 m
lange Sparren. Berechne die Dackhéhe (Abb. 149). Abb. 148. Messen einer Riemenscheibe

10. Die Volkspolizei-Abteilung Feuerwehr verwendet
zur Bekampfung eines Brandes in 18,5 m Hohe eine
Leiter von 20 m Lange. Wie weit steht die Leiter

Sparren
unten von der Wand ab? o Dachhéhe
11. Die Seite eines Quadrates ist zu konstruieren, das &
die GroBe der Oberfliche eines Wiirfels von der Dachbalken

Kantenlange a hat.

12. Die Spannweite 4,4, eines Dachbinders (Abb. 150)
betragt 9,25 m. Er hat ein gleichseitiges und zwei
stumpfwinklige gleichschenklige Dreiecke, deren
Schenkel 3,25 m lang sind. Wie hoch iiber 4.4,
liegen "

a) die Punkte B, und B, des Untergurts?

b) der Punkt S am Dachfirst?

Wie lang sind

c) die Sparren 4,S und 4,S,

d) die Stiitzstreben nach den Mitten C, und C, der Abb. 150. Dachbinder
Sparren 4,S und 4,S?

13. Ein Antennenmast soll in 15 m Hohe durch 4 gleichlange Drahtseile verankert werden. In
der Erde bilden die Anker die 7 m vom Mast entfernten Ecken eines Quadrates. Wie lang
ist ein Drahtseil, wenn der Dnrchhang nicht beriicksichtigt wird ?

Abb. 149. Pultdach

5. Verhiltnisgleichheit und Ahnlichkeit
a) Der Parallelensatz

Sind die Fundamentalpunkte vines Thermometers durch den Schmelzpunkt des Eises
und den Siedepunkt des Wassers festgelegt. so kann der Fundamentalabstand in
100 Grade mit Hilfe einer Schar von Paralellen eingeteilt werden, die voneinander
geniigend kleine gleiche Entiernungen haben (Abb.151). Das Thermometer wird
dabei so auf die Parallelenschar gebracht, daB sein Nullpunkt 0°C auf der mit 0
bezeichneten Parallelen, der Siedepunkt 100°C auf der mit100 bezeichneten liegt.
Die Parallelen zwischen diesen teilen den Abstand von 0°C bis 100°C in 100 gleiche
Abschinitte. Den geometrischen Sachverhalt zeigt Abb. 152.
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Abb.151. Anfertigen einer Thermometerskala Abb.152. Zym Beweis des Parallelensatzes

Auf einer Geradena sind die Punkte A4y, 4,, ... 4, in gleichen Abstinden abgetra-
gen Die durch diese Punkte zu a gezogenen Senkrechten pg, py. ... py sind par-
allele Geraden, die in gleichen Abstinden verlaufen und die Gerade bin By, By, . . .
By schneiden. Man zicht nun durch By, B,, ... By, Parallelen zu a. die jeweils p,
inCy, pyinCy, ... pyin Cgschneiden und dabei auf diesen Geraden senkrecht stehen.
Es gilt Ay, =Cy By, 414, =C, B,, ...Ag4;y=CyByy, weil Gegenseiten von Recht-
ecken einander gleich sind.

Somit ist auch CyB, = C; B, = --- = CyByy. AuBerdem sind in den grauen Drei-
ecken die mit ;7 bezeichneten Winkel alle einander gleich, weil jeder dieser Winkel als
Nebenwinkcl eines Rechteckswinkels 90° mif3t.

Auch die mit # bezeichneten Winkel sind gleich groB, weil sie gleichliegende Winkel
an Parallelen sind. Nach dem Kongruenzsatz WS W folgt daraus, daB die grauen
rechtwinkligen Dreiecke CoBy B, C,B, B,, . . . Cy By By, kongruent sind. Insbesondere
sind ihre Hypotenusen als homologe Sciten kongruenter Dreiecke cinauder gleich.

ByB, = B,B,= B,B,= B,B,=---= B, B,

Das Ergebnis dieser Uberlegung kann in dem Satz ausgesprochen werden:

Schneidet eine Schar von Parallelen, die vonemnnder glu:he Alntinde haben, eine beliebige
gerade Linie, so hen auf dieser zwisch barten Parallelen gleiche Abschni

Auch dic Umkehrung dieses Satzes gilt:
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Zeichnet man durch Punkte einer Geraden, die von-
einander gleich weit entfernt sind, in beliebiger Rich-
tung parallele gerade Linien, so haben die benachbarten
Parallelen gleiche Abstiande. (Fithre den Beweis nach
dem vorangehenden Vorbild durch.)

Den Parallclensatz verwendet man z. B. zum Losen der
folgenden

Aufgabe:

Die gegebene Strecke PQ ist in 5 gleiche Teile zu teilen.
Lisung (Abb. 153): Man tragt auf einem Strahl PX 5 gleiche  Abb.153. Teilen einer Strecke As\
Strecken P4, 4,4,,..., A;Ayabund zieht durch 4, 4,,... 4, in 3 gleiche Teile

zu A;Q die Parallelen. Sie schneiden PQin T, Ty, Ty, Ty-

b) Strahlensitze

Werden zwei gerade Liniena und b, die einander in einem Punkt S schneiden, von den
Parallelen p;, p, und p, geschnitten, die voneinander nicht gleiche Abstinde haben,
so entstehen sowohl auf den Geraden als auch auf den Parallelen Strecken verschie-
dener Lange (Abb.154). Die zwischen S und
derselben Parallelen oder zwischen denselben
zwei Parallelen liegenden Strecken werden
inand prechende Abschnitte der Geraden
genannt, z.B. 4, S und B, S, 4,S und B,S
oder A;S und ByS, auch 4,4, und B, B,,
A,A; und B, B; oder 4,4, und B, B;.
Abschnitte der Geradena sind den entspre-
chenden Abschnitten der Geraden b propor-
tional, d.h., es verhiilt sich z. B. 4,4, zu 4,S
wie By B,zu B,S. Kann namlich bei zwei Ab-
schnitten der einen Geraden, z. B. 4,4, und

\ 3

A,S diesclbe Strecke auf A;4, m-mal, auf // \\

A,S n-mal abgetragen werden, so entstehen T T

auf der Geraden Teilpunkte, die voneinander W 5,\ \ 4
gleich weit entfernt sind. Diedurch diese Teil- % 3

punktezu p,, p, oder p, gezogenen Parallelen
zerlegen dieentsprechenden Abschnitte B, B,
und B,S der anderen Geraden ebenfalls in  bzw. 2 gleiche Teile. Somit gilt
A Ay:A,S=m:n und By By:B,S=m:n, also

A A,: 4,5 = B B,: B,S.
Haben 4,4, und 4, S kein gemeinsames MaB, so kann mit beliebiger Annaherung eine Strecke

bestimmt werden, die das gemeinsame MaB ersetzt. Dann ist auch fiir diesen Fall die Giiltig-
keit der Proportion gerechtfertigt.

Abb.154. Zum 1, Strahlensatz

eispiele fiir weitere Proportionen aus Abschnitten der Geraden:

4,S:4,S= B,S: B,S, A,S:4,S~= B,S: B,S, Ady:4,4,= B B,: B,R,.
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Das Ergebnis wird zusammengefaBt im

1. Strahlensatz

Werden gerade Linien, die einander in einem Punkt schneid. von Parallel hni
s0 verhalten sich zwei Abschnitte auf einer Geraden wie die henden Ahschni
auf jeder der anderen Geraden.

Auch die zwischen den Geraden a und b entstehenden Abschnitte 4, B, , Ay By, A3B,
konnen zum Bilden von Proportionen herangezogen werden. Dabei entspricht der
zwischen zwei Geraden liegende Parallclenabschnitt dem Abschnitt auf jeder der Ge-
raden, der von S bis zum Schnittpunkt mit der betreffenden Parallelen reicht.
Wird etwa durch B, die Parallele zu a gezo-
gen, die 4, B, in C schneidet, so entsteht das
Parallelogramm 4,C B, 4,,indem 4,C = 4, B,
ist (Abb.155).
Die beiden Geraden B4, und B,S werden
von den Parallelen 4, S und C B,in 4, und C
bzw. S und B, geschnitten. Somit ist
SB,:SBy=A4,B;: A,C. Nunist 4,C=A4,B,,
man erhalt also SB,: SBy,= A, B;: A,B,.
Da SB,:SB,=SA4,:S54, ist, gilt auch
SA,:SA, =4, B, :4,B,. Auf dieselbe Weise
kann die Giiltigkeit folgender Proportionen
gezeigt werden:

SA4,:SA4,=A4A;B,:A4B,,

SB,:SBy=A,B,:4,Bs,

SA,: SA;=A4,B,:A3B;,

SB,:SBy=4,By: 4B, . Abb.155. Zum 2. Strahlensatz

Die Zusammenfassung ergibt den

2. Strahlensatz

Werd de Linien, die einanderin einem Punkt S schneiden, von Parallelen geschnitten,
o' verhalted sich zwel hen denselben Geraden liegende Parallelenabschnitte wie die
ihnen prechenden von S aus Abschnitte jeder der Geraden.

Umkehrung des 1. Strahlensatzes:

Wenn angenommen wird, dafl in Abb.154 die Punkte 4, und 4, auf 2 und die
Punkte By und B, auf b so zu S gleichartig liegend gezeichnet sind, dafB SA4,:54,
= SB,:SB, ist, so sind'die Verbindungsstrecken 4, B, und 4, B, parallel. Ware
niamlich 4, B, nicht zu 4, B, parallel, so kénnte durch Ay 2u A, B, die Parallele ge-
zeichnet werden, die S B, in einem Punkt By’ neben B, schneiden wiirde. Dann wiirde
aufer der Proportion SA4,:S4,=SB,:SB, noch die Proportion SA,:SA43=SB,:SBy
bestehen. Ein Vergleich beider Proportionen lehrt, daB SBy =SBy scin muB, By
also mit B, zusammenfillt.
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Somit ergibt sich der
3. Strahlensatz
Werden gerade Linien, die einander in einem Pnnh schneiden, von anderen Geraden 0 ge-

schnitten, daB je zwei Abschnitte auf einer k Geraden sich wie die

den Abschnitte auf einer and hni Geraden verhalten, so sind die schneidend,
Geraden einander parallel, daB die henden Abschnitte zum Schnitt~
punkt gleichartig liegen.

Werden durch den Schnittpunkt S der Geraden a und b andere Gerade gelegt, von
denen die Parallelen geschnitten werden (in Abb.154 die Gerade c), so entstehen
durch die Schnittpunkte weitere Abschnitte. Einander entsprechende Abschnitte
sind proportional. Dic fiir die Geraden @ und b

durchgefithrten Uberlegungen gelten bei jedem '—b‘*‘

durch S gehenden Geradenpaar, das die Paral- =

lelen p,, p, und p, schneidet. Die Strahlensitze _

werden z. B. angewendet beim Losen der folgen-

den s c 8y d 5
Aufgabe: ¥

Zu drei gegebenen Strecken a, b und ¢ ist die vierte
Proportionale d zu konstruieren.

Losung (Abb.156): Man tragt auf dem einen Schenkel
SX eines beliebigen Winkels XSY die Strecken
SA,=a und 4,4, = b, auf dem anderen Schenkel SY ARG
die Strecke SB = ¢ ab und zieht zu 4, B, die Parallele ; d:r mr‘::: ;:0_ A5

durch 4,, die S Y in B, schneidet. Darm 1st BB,=d. portionale X

Teilung einer Strecke

Ein zwischen den Endpunkten P und Q einer Strecke liegender Punkt T'; zerlegt die
Strecke PQ in die Teilstrecken PT,; und QT (Abb.157a). Der Quotient g;:’ ist das
Teilungsverhiltnis der Strecke PQ fiir den Punkt T,. P 7 a

Fallt T; mit der Mitte M der Strecke PQ zusammen, ) ——————
so nimmt das Teilungsverhiltnis den Wert 1 an, weil

dann PM = QM ist (Abb.157b). Wird PQ durch die P M e}
Punkte Ty, T, Ty, T, infiinf gleiche Teile geteilt, so gilt b) p—————
PT 1 Pr, .2
0T, — 4’ o1, 3’ c) p}-—d—‘—-‘-—o—-lr’ £ 7R 8
PT5 o 3 7PT‘ . i y & Abb.157. Iunere Teilungeiner Strecke
oT. — 2 or, =1 (Abb.157¢). . "
Das Teilungsverhiltuis nimmt fiir Punkte zwischen P 2 U e
und der Mitte M der Strecke PQ Werte an, die kleiner ~
als 1 sind, es ist also ein echter Bruch. Fiir Punkte zwi- PTi : BT;<1
schen Q und M wird es groBer als 1, ist also ein unechter P M A &
Bruch (Abb.158). Zu jedem Wert des Quotienten Z%'
gehort zwischen P und Q ein Teilungspunkt 7',. k pn/:an),
Bildet man fir einen Punkt 7,, der auf der Geraden Abb.158. Jeder Lage des Teilungs-

= . 5 . - punktes entspricht ein bestimmter
P(Q auBerhalb der Strecke PQ liegt, den Quotienten Wert des Teilungsverhaltnisses
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g;‘", so ergibt sich ein echter , :7”'.07" < A
% " L
Bruch, wenn 7', auf der Verlinge- 5 }:—-—l
rung von PQ iiber P hinaus liegt.
Zum Beispiel ist in Abb. 159a p a =
PE, B = b) 2 —
o= 1 Liegt T, dagegen auf
der Verlingerung von P(Q iiber PTg: GTg>1 o
Q hinaus, so wird (?;“ ein unech- Abb.159. AuBere Teilung einer Strecke

QT,

ter Bruch, in Abb.159b der Wert ;. Auch in dem Gebiet der Verlingerungen der
Strecke PQ wird jedem Wert des Quotienten 'T[" ein bestimmter Punkt T, zuge-

ordnet. Der Punkt 7', wird deshalb auch T(‘i]llhgiplxnkt der Strecke P(Q genannt,
und zwar duBerer Teilungspunkt T, im Unterschied zu dem inneren Teilungspunkt Ty:

Jedem Wert des Teilungsverhiltni: hen zwei Teil kte; der eine teilt die
Strecke innen, der andere auBlen in dem angegebenen Verhaltnis.

Konstruiert man die Teilungspunkte einer gegebenen Strecke fiir ein vorgeschrie-
benes Teilungsverhiltnis, so verwendet man die Strahlensitze.

Beispiel: 5 Teile
Eine gegebene Strecke PQ ist innen
und aullen im Verhéltnis m:n=15:2
zu teilen.

Lisung(Abb.160) : Man zeichnet durch
P und Q parallele Gerade in belie-
biger Richtung und trigt auf ihnen
PC= PD=m (5 gleiche beliebige
Teilstrecken) und QFE = n (2 Teil-
strecken derselben Grifle) ab. Die Ge-
rade D E schneidet PQ in J, die Ge-
rade C E die Verldangerung von PQ in
A. Jteilt PQ innen, A4 teilt PQ auBen
im Verhidltnis m:n = 5:2 von P
aus. [ ist der innere, 4 der AduBere
Teilungspunkt.

2 Teile
—

Abb.160. Innere und duBere Teilungeiner Strecke

¢) Ahnlichkeit

Die Ausfriisungen am Rand und die Offinungen verschiedener Formen und Weiten im
Inneren eines Fahrradschraubenschliissels passen zu den zahlreichen Kopfen und
Muttern der Halteschrauben, die zum Aufbau eines Fahrrades notig sind. Die ver-
schieden groBen Sechskantlocher haben alle die gleiche Form regelmiBiger Sechsecke
(Abb. 161). Sie sind einander :ihnlich.

Geometrische Figuren werden ahnlich genannt, wenn sie die gleiche Form haben. Ihre GroBe
kann verschieden sein.
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Ahnliche geometrische Figuren von glei-
cher GroBe sind kongruent. Ahnlichkeit
besteht  beispielsweise zwischen allen
gleichseitigen Dreiecken sowie zwischen
allen Quadraten oder allen regelmiBigen
Sechsecken verschiedener GroBe. Auch
alle Kreise sind einander dhnlich.

Ahnlichkeitslage

In Abb.162a bis d sind jedesmal zwei
Quadrate so angeordnet, daBl die Ver-
bindungslinien cinander entsprechender
Eckendurch einen Punkt gehen. Die bei-
den Quadratelicgen bei Abb. 162a, bundc

Abb.161. Annliche Sechsecke im Fahrradschlissel

b)

c)

Abb.162a bisc. Quadrate einer Ebene
in Ahnlichkeitslage

d)

Abb.162d. Quadrate verschiedener Ebenen
in Ahalichkeitslage
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in einer Zeichenebene, bei Abb.162d in verschicdenen Zeichenebenen. Man be-
zeichnet in allen vier Féllen die Lage der Quadrate zueinander als Ahnlichkeitslage.
Den Schnittpunkt der geraden Linien, die entsprechende Eckpunkte verbinden,
Dennt man den Ahnlichkeitspunkt beider Quadrate, die geraden Linien selbst Ahn~
lichkeitsstrahlen. Man erkennt, daB die entsprechenden Seiten der éhnlich liegenden
Quadrate parallel verlaufen. Bei der Anordnung im Raum sind die Ebenen. in denen
die Quadrate liegen, parallel zueinander.
In entsprechender Weise lassen sich alle regelmiBigen Vielecke gleicher Eckenzahl in
Ahnlichkeitslage bringen.
Um zu einem beliebigen Viereck ABCD ein
ahnliches in Ahnlichkeitslage zu erhalten, zeich-
net man voneinembeliebigen Ahnlichkeitspunkt
S aus nach den Ecken Ahnlichkeitsstrahlen
(Abb.163), nimmt auf einem, z.B. S4, den
Punkt 4, an und zieht durch 4, die Parallele
zu A B bis zum Schnittpunkt B, mit SB, durch
B, die Parallele zu B C bis zum Schnittpunkt C,
mit SC, durch C, die Parallele zu CD bis zum
Schnittpunkt D, mit S Dund verbindet D, mit4,.
Nach dem Strahlensatz gilt dann

SA4:S4, = SB: SB,

SB: 5B, = S¢: 5C,

SC:5C, = SD: SD,
Folglich gilt auch SD: SD, = SA:S4,,
und nach der Umkehrung des 1. Strahlensatzes
ist DA || D, A,.

Abb. 168. Zwei dhnliche Vierecke in Abnlichkeitslage

Fiir die beiden Vierecke in Ahnlichkeitslage ergeben sich daraus folgende Eigenschaften:

1. AB:4,B, =BC: BiC,=CD:C,D,=DA: D, A, (2.Strahlensatz),
d.h., die sich entsprechenden Seiten stehen alle in dem gleichen Verhaltnis.
2. ¥ABC = % A4,B,C,
¥ BCD = ¢ B,C,D,
¥CDA = $C,D4,
¥ DAB = < D 4,B, (Winkel mit paarweise parallelen und gleichgerichteten Schenkeln)
d.h., die sich entsprechenden Winkel sind gleich.
Die Vierecke A BC D und Al Bl ClDl werden auch dhnliche Vierecke in Khnlichkeitslage genannt.
Jedes dem Viereck 4,B,C,D, kongruente Viereck in anderer Lage ist dem Viereck 4 BCD
ebenfalls dhnlich.
Wird die entsprechende Uberlegung mit einem Vieleck beliebiger Eckenzahl durch-
gefiihrt, so ergibt sich allgemein:

Ahnliche Vielecke sti im Verhaltnis der einands henden Seiten iiberein,
sie haben gleiche Winkel h d henden Seiten.

Umgekehrt gilt der Satz:

Vielecke, bei denen einander entsprechende Seiten das gleiche Verhiltnis haben und gleiche
Winkel einschlieBen, sind einander ihnlich; sie kénnen in mlnlichkaiuhge gebracht werden.
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Um die Ahnlichkeit zweier Figuren kurz zum Ausdruck zu bringen, schreibt man
zwischen ihre Bezeichnungen ein liegendes s (Anfangsbuchstabe von lat. similis
,dhnlich”). So wird A4, B,C; ~ A4, B,C, gelesen ,,Dreieck 4, B, C; dhnlich Dreieck
4, B,Cy".

Ahnnliche Dreiecke

Schneidet die Parallele zur Seite A B eines Dreiecks A BC die Seite AC in 4;, die
Seite BC in By, so befinden sich A4 BC und A4,B,C vom Ahnlichkeitspunkt C aus
in Ahnlichkeitslage.
Es ist NABC~NAA,B,C,
und es gelten die Beziehungen
a:ay=b:bh=c:c,
a=o, B=f, ry=n-
Umgekehrt sind zwei Dreiecke A BC und 4, B,C, in beliebiger Lage &hnlich, wenn
zwei von diesen sechs Bedingungen erfiillt sind. Es sind dabei folgende vier Fille zu
unterscheiden:
1. Die beiden Dreiecke stimmen
in zwei Seitenverhiltnissen iiber-
ein, z.B.
a:b=a;:b und a:c=a:¢
(Abb. 164a).
Um zu beweisen, daB A4 BC
~ A4, B,C, ist, tragt man von C
aus auf CA4 die Strecke C 4, = by,
auf CB die Strecke C B, = @, ab

und verbindet 4, mit B,. Nach der Umkehrung des Strahlensatzes folgt aus a:b=a,:b,
daB A B | 4,B,. Es ergibt sich somit A 4 BC ~ A4, B,C.

Abb.164a. Ahnliche Dreiecke (a:b=a,:by, a:c=a,:¢,)

a-c
Ferner ist 4,B,:c=a,:a oder A4,B,= —‘—a~ und ¢, :¢=ga,:a nach Voraussetzung oder
¢
q=""% dh 4,B,=0.

Es ist also AA,B,C = A\4,B,C

und  A4;B,C, ~ AABC. 4
. g 7
2. Die beiden Dreiecke stimmen by " \as
im Verhiiltnis zweier Seiten und
dem eingeschlossenen Winkel 2 v A 3,

iberein, z.B. a:b=a.:b,
v =7, (Abb.164Db).
Da y = y, ist, 1aBt sich A4,B,C, so auf AABC legen, daB C, auf C, C,4, als C4, auf C4,

C,B, als CB, auf CB zu liegen kommt. Wegen CB,: CAy = CB: CA ist 4,B, |4B, d.h.
A\ A4,B,C ~ AABC, also auch A4,B,C, ~ AABC.

Abb.164b. Ahnliche Dreiecke (a:b=a,:b;, y=7,)

w

. Die beiden Dreiecke stimmen im Verhiltnis zweier Seiten und dem Winkel
iiberein, der der gréBeren Seite gegeniiberliegt, z.B. a:c=a,:¢,, y =1y und
¢>a (Abb.164c).
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Da y = y, ist, laBtsich A4,B,C, (e

so auf A ABC legen, daB C, auf

C,CBy= aauf CBund 4, soauf 4 Cq

CA liegt, daB AyB, = ¢, wird. Es 7
3 . . c 1

gilt dann CB:BA = CB,: Byd, Ay 7 B,

und, da A, mit 4 auf CA gleich-

artig liegt, AB ||A,B, (Umkeh- A Ay 2] 8

rung des 1. Strahlensatzes). Abb.164¢. Ahnliche Dreiecke (a:c=a,:¢;, y=7,, c>~a)

Folglich ist A4ABC ~ AA,B,C,

also auch AABC ~ AA,B,C,.

o

L

Die beiden Dreiecke stimmen in zwei

C
Winkeln tiberein, z.B. a = anL Y= o
(Abb.164 d). #
Da y =y, ist, 1aBt sich A4,B,C, so auf 4 8, 7
AABC legen, daB C, auf C, 4, nach 4, 1 %,
auf C4 und B, nach Ryauf CB zulicgen 2 r o 3
7 0

kommt. Dabei ist < CAyBy=a, und

wegen « =n; auch < C4,B, = < CAB, Abb.164d. Ahnliche Dreiecke (v= 2y, y=7,)
d.h. A,B, |AB (gleiche Stufenwinkel).

Somit gilt LAAyBC ~ ANABC und wegen A A,5,C = Ad B C

auch AA,}.!’,Cl ~ AABC.

So ergeben sich fiir Dreiecke die vier Ahnlichkeitssitze:
Dreiecke sind ahnlich, wenn sie iibereinstimmen
1.in zwei Seitmverhiltniuun,
2.im Verhiltnis zweier Seiten und dem eingesChlossenen Winkel,
3.im Verhiltnis zweier Seiten und dem Winkel, der der grofleren Seite gegeniiberliegt,
4.in zwei Winkeln.

d) Proportionen im Dreieck

Mit Hilfe der Strahlen- und Ahnlichkeitssitze lassen sich weitere GesetzmiiBigkeiten
am Dreieck ermitteln.

Mittelparallele

Ist im Dreieck A BC der Mittelpunkt der Seite AC mit c
D, der Mittelpunkt der Seite BC mit E bezeichnet
(Abb.165), s0 gilt CD:CA=1:2 und CE:CB=1:2.
Es sind also die Verhiltnisse der Abschnitte cinander
gleich, die durch die Geraden DE und 4 B auf den Ge-
raden CA und C B entstehen. Demnach sind DE und A B
parallele gerade Linien, und fiir die auf ihnen entste- Abb.165. Mittelparallele im Dreieck
henden Abschnitte gilt -
DE:AB=1:2 (Umkehrung des 2. Strahlensatzes).

Die Verbindungslinie der Mitten zweier Dreieckseiten ist zur dritten Seite parallel und
halb so groB wie diese; sie wird Mittelparallele genannt.
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Schwerlinie

Die Strecke, die den Mittelpunkt einer Dreiecksseite mit der gegeniiberliegenden
Ecke verbindet, hei3t Schwerlinie oder Mittel le des Dreiecks (sie verlduft durch
den ,,Schwerpunkt** der Dreieckfliche).
In Abb.166 sind die beiden Schwerlinien AE und BD
eingezeichnet. Sie schneiden einander in dem Schwer-
punkt S. AE und BD bilden ein Geradenpaar, das
durch die Parallelen A B und DE geschnitten wird.
Demnach geltendie Proportionen4 S : ES=AB: DE und
BS:DS=AB: DE. Nun ist AB: DE = 2:1, also auch
AS:ES=2:1 und BS:DS=2:1.
Wird die Mitte von A B mit F bezeichnet, so ergibt  Abb.168. Dic drei Schwerlinien
dieselbe Uberlegung, daB die Schwerlinien BD und CF SR R
von ihrem Schnittpunkt im Verhiltnis 2 : 1 geteilt werden. Dieser Schnittpunkt fillt

auf S, da nur ein Teilpunkt die Strecke BD von der Ecke B aus in dem Verhiltnis
2:1 teilt.

Die drei Schwerlinien eines Dreiecks gehen durch einen gemeinsamen Punkt. Dieser
teilt jede Schwerlinie vom Eck kt aus im Verhaltnis 2: 1,

Winkelhalbierende

Im Dreieck ABC der Abb.167 sei CD die Halbierungslinie des Winkels 4 CB = y.
Die zu CD durch B gezogene Parallele schneidet die Verlingerung von AC iber
C hinaus in E. Es gilt die Proportion

AD:DB=AC:CE.

Nun ist XACD=<XCEB= %y (Stufenwinkel an Parallelen)
und ADCB= 4 EBC= }y (Wechselwinkel an Parallelen),
folglich XEBC= <BEC

und BC=CE.

(Gleichen Winkeln eines Dreiecks liegen gleiche Sciten gegeniiber, vgl. S. 156, Satz 3).

Wird in der oben angegebenen Proportion Abb.167. Der Tnnenwinkel ‘
CE durch BC ersetzt, so erhilt man bei € wird haibiert. Es ist 7

AD:DB = AC: BC.
AD:DB=AC: BC.

Die Halbierungslinie eines Innenwinkels
teilt die ithm gegeniiberliegende Seite
eines Dreiecks innen im Verhiltnis der
den Winkel einschlieBenden Seiten. i i) 8

Ist zur Halbierungslinie CG des AuBenwinkels BCX = ¢ (Abb.168) die Parallele
durch B gezogen, die AC in H schneidet, so ergibt sich {CBH = XCHB= 36
und HC = BC. Es gilt AG: BG=AC: HC, somit auch
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AG:GB=AC: BC (Abb. 168).

Abb.168. Der AuBenwin-
Die Halbierungslinie eines AuBenwin~ ;il;sl:igc; 222’:2’:",;};’
kels teilt die ihm gegeniiberliegende
Seite eines Dreiecks auBen im Verhilt~
nis der den zugehorigen Innenwinke]
einschlieBenden Seiten.

Proportionen im rechtwinkligen Dreieck

Im rechtwinkligen Dreieck 4 BC mit den Katheten 4C = b, BC = a und der Hypo-
tenuse A B = ¢ wird vonC auf A B das Lot CD = I gefillt. Es zerlegt das Dreieck
ABC in die bei D rechtwinkligen Dreiecke 4 DC

und C D B (Abb.169). Die Dreiecke A BC, AC D und 2

CBD sind einander dhnlich, weil sie in den Winkeln
ibereinstimmen. Sie enthalten alle einen rechten
Winkel. Ferner ist XA CD= <A BC= B, weil beide
vom Winkel BCD zu 90° erginzt werden. Der Win-
kel f kommt also in allen drei Dreiecken vor, somit
stimmen sie auch im dritten Winkel iiberein.

Fiir die beiden Teildreiecke ADC und BDC gilt  pomse msnar e iy roeyaryisen
daher die Proportion

AD:DC=CD:DB.

In Worten: Die kleinere Kathete verhilt sich zur groBeren Kathete in dem einen
Dreieck wie die kleinere Kathete zur groferen Kathete im anderen Dreieck.
Bezeichnet man die Hypotenusenabschnitte A D und BD mit ¢ und p, so erhilt man

oder M=p-q.

Das heiBt:
Die Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist mittlere Porportionale zu den beiden Hypo~

(Hsh

Fiir die beiden Dreiecke ACD und A BC 1aBt sich die Proportion

AD:AC=AC:AB bzw.
ablesen (kleinere Kathete zur Hypotenuse).

Da man fiir die beiden Dreiecke C BD und A BC die Proportion

erhilt, kann man zusammenfassend sagen:

Jede Kathete eines rec.htwmklxgan Dreiecks ist rnmlere Proporhmh zu der Hypotenuse
und dem unter der Kathete li d

AUFGABEN
1. Die Konstruktion der vierten Proportionalen & zu drei gegebenen Strecken @ =1,5cm,
b= 6,2cm und ¢ = 3,5 cm ist auf verschiedene Arten auszufiihren.

2. Teile eine gegebene Strecke PQ im Verhltnis 7: 3 nach dem 1. Strahlensatz!

194



3. Erldutere die am Ende des 3. Strahlensatzes (S.187) stehende Voraussetzung!

4. Welche Proportion gilt fiir zwei Hohen eines beliebigen Dreiecks und die zugehorigen
Seiten? (Die Hohen sind zugleich Seiten rechtwinkliger Dreiecke, die in den Winkeln iiber-
einstimmen.)

5.Lin Pultdach hat 6m lange Dachbalken 4B, S
7 m lange Sparren 4S und daher eine
Hohe BS von 4,5m (Aufg.9 auf S.183). Nach D
den auf 45 in gleichen Abstanden liegenden
Punkten C und D gehen von der Mitte E |
des Balkens A B bzw. von B die Streben EC, c f
ED und BD (Abb. 170). Die Lingen der Stre- I’

|

ben sind zu berechnen. (Anleitung: Als Hilfs-
linien sind die von C und D auf 4 B gefillten A E E 3 B
Lote CF und DG zu verwenden.)

Abb.170. Stdtzstreben im Binder eines Pultdachs;
6.Zwischen zwei Punkten A4 und B steht in zu Aufg.5
ebenem Gelande ein Haus und verdeckt die
gegenseitige Sicht (Abb.171). Der Feldmesser
legt, um die Strecke 4B von den Endpunkten
bis zum Gebéaude abstecken zu konnen, eine
Hilfsgerade AC, auf die von B aus das Lot
BF gefallt werden kann. Er miBt 4 F = 665
und BF= 383,1 m. Dann gibt er auf 4C die
Punkte D und E so an, daB die auf AC in D G
und E errichteten Senkrechten von der ge-
dachten Geraden 4 B in den nahe am Haus lie-
genden Punkten G und H geschnitten werden.
Er mibt AD = 2324m und AE — 411,2m, A 0 E £ ¢
Ermittle die zum Festlegen von G und H er- Abb.171. Gelandeskizze: zu Aufg. 6
forderlichen Langen DG und EH !
7.7u den gegebenen Strecken @ —7cm und ¢
=3,5cm ist die mittlere Proportionale 4 zu
konstruieren.

6. Aus der Kreislehre

Jeder Punkt der Kurbel einer i Betrieb befind-
lichen Seilwinde beschreibt eine Kreisbahn. Die
Kurbel selbst iiberstreicht eine Kreisfliche.
Kreislinien werden auch von allen Punkten eines
Maschinenteils beschrieben, der sich um eine
Achse dreht (Abb172). Kreisflichen treten bei
Materialquerschnitten haufig auf.

a) Entstehung und Eigenschaften des Kreises
Kreisfliche und Kreislinie

Eine Kreislinie wird von dem Endpunkt 4 einer
Strecke AM beschrieben, die in einer Ebene um
ihren festen Endpunkt M gedreht wird. Die
Strecke AM iiberstreicht bei der Bewegung eine
Kreisfliche. Die Kreislinie schlieBt sich, wenn die

Abb. 172. Jeder Punkt einesrotierenden Maschi~
nenteils fiihrt eine Kreisbewegung aus
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Strecke AM wieder in ihrer Ausgangslage anlangt.
Die geschlossene Kreislinie wird kurz Kreis oder
Peripherie des Kreises genannt. Sie bildet den Um-
fang des Kreises und die Abgrenzung der Kreisfliche
Auch die Kreisfliche bezeichnet man oft kurz als
Kreis, M wird Kreismittelpunkt oder Zentrum ge-
nannt, die Strecke AM bestimmt den Radius oder
Halbmesser 7 des Kreises (Abb. 173).

Jeder Punkt der Peripherie eines Kreises hat vom
Kreismittelpunkt die gleiche Entf

Kreisbogen und Sehne

Ein Stiick der Kreislinie heiB3t Kreisbogen (Abb. 174).
Zwei an verschiedenen Stellender Peripherie licgende
Punkte P und Q sind zugleich Endpunkte zweier
Kreisbogen, dic zusammen den Kreisumfang er-
geben. Man neunt deshalb den einen der Kreisbogen
den Erginzungsbogen des anderen.

Die Strecke, die zwei Endpunkte eines Kreisbogens
verbindet, heiBt Sehne des Kreises. Um Kreisbogen
und Sehne zwischen den Punkten P und Q zu
unterscheiden, schreibt man fiir den Kreisbogen
I,’b. fiir die Sehne PQ. Jede durch den Kreis-
mittelpunkt M gehende Sehne CD heiBt Durch-
messer des Kreises. Der Durchmesser ¢ hat die
doppelte Linge wie der Radius 7. Es ist

d=2r.

Jeder Kreisdurchmesser zerlegt den Kreis in zwei zu
ihm symmetrisch liegende Halbkreise.

Zentriwinkel und Peripheriewinkel

Jeder zwischen zwei Radien liegende Winkel heilBt
Zentriwinkel (Mittelpunktswinkel) des Kreises. Wie
dic Endpunkte der Radien zugleich Endpunkte
zweier Kreisbogen sind, bilden auch die Radien zwei
Zentriwinkel. Jeder gehort zu dem Kreisbogen, der
zwischen seinen Schenkeln liegt, man sagt auch
,iiber dem er steht. In Abb.175 steht der Zentri-
winkel @ iiber dem Kreisbogen b, der Zentritriwinkel
o' iiber dem Erginzungsbogen b'. Dabei ist
o+ o = 360°
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Abb.173. Kreisfliche und Kreislinie

Kreisbogen

Abb.174. Kreisbogen und Sehnen
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b
Abb.175. Zentriwinkel



Die Verbindungslinien eines Punktes der Kreislinie
mit zwei anderen Kreispunkten bilden die Schenkel
eines Peripheriewinkels. In Abb. 176 steht der Peripherie-
winkel ¢, iiber dem Bogen b. Da jeder Punkt des Ergin-
zungsbogens Scheitel emnes solchen Peripheriewinkels
sein kann, ist die Zahl der iber einem Kreisbogen
stehenden Peripheriewinkel (py, @3, - . .) unbegrenzt.

Tangente und Sekante

Zu cinem Kreis konnen gerade Linien drei verschie-

dene L.agen einnehmen (Abb.177):

. Die gerade Linie (g) verliuft auBerhalb des Kreises
und hat mit ihm keinen Punkt gemeinsam.

—

o

. Die gerade Linie (f) beriihrt den Kreis und
hat mit ihm einen Punkt gemeiusam, den
Berithrungspunkt (B).

Die gerade Linie ¢ wird Tangente des Krei-
ses genannt.

w

. Die gerade Linie (s) schneidet den Kreis,
sie hat mit ihm zwei Punkte (P und Q)
gemeinsam.

Die gerade Linie s hei3t Sekante des Krei-
ses. Der im Innern des Kreises liegende
Abschnitt der Sekante heiit Sehne.

Abb.176. Peripheriewinkel

Se\‘°n‘e

Tangente

@

Abb, 177. Gerade Linien in verschiedenen Lagen zu

Krei itt und Krei itt

Das von zwei Radien eines Kreises und dem zwi-
schen ihren Endpunkten liegenden Kreisbogen ab-
gegrenzte Stick einer Kreisfliche wird Kreisaus~
schnitt (Kreissektor) genannt (Abb. 178). Das von
einer Sehne und dem Kreisbogen zwischen ihren
Endpunkten begrenzte Stiick wird Kreisabschnitt
(Kreissegment) genannt.

Segmente findet man z.B. als Querschnitte von Schei-
benfedern, auch bei Querschnitten von Wellen
mit ausgearbeiteten Sitzflichen fiir Mitnehmerteile,
die der sicheren Ubertragung der Drehbewegung
dienen (Abb. 179).

einem Kreis

Abb.178. Kreisausschnitt und
Kreisabschnitt

Der Form von Kreissektoren angenihertsind oft Ventilatorenfliigel. Auch Blechstiicke,
die fir Trichtermintel und Spitzhauben zugeschnitten sind, haben die Form von
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Kreissektoren. Die Statistik verwendet zur graphi-
schen Darstellung von prozentualen Anteilen hiufig
Sektoren (Abb. 21 auf S. 99).

b) Kreissehne

Da die Endpunkte 4 und B ciner Kreissehne 4 B auf
der Kreislinie liegen, siud ihre Entfernungen vom
Kreismittelpunkt M gleich groB, und zwar gleich Abb.179. “'"kz‘:fe‘;:;:if:gmem‘drmisem
dem Radius 7. Deshalb liegt M auf der Symmetrie-

achse von A B. Diese halbiert die Sehne A4 B, die

beiden Zentriwinkel AM B, den Kreisbogen A B so-

wie seinen Erginzungsbogen. AuBerdem steht sie auf

A B senkrecht (Abb. 180). Die Lange s der Sehne 4 B

ist abhingig von ihrem Abstand a vom Kreismittel-

punkt. Da dasvon M auf 4 B gefillte Lot MF, das die-

sen Abstanda angibt, aufder Symmetrieachsevon 4 B

liegt, gilt fiir AAFM nach dem Satz des Pythagoras

AF*= AM®— MPF?,

2 d
(i) =r_ g,
2 A
S —yr_a, Abb.180. Die Symmetricachse der
2 Kreisschne
s=2.)r —a.
d a2
Aus r=3 bzw. 2= e folgt
s\2 az s? 1
=% .=z A T T 2 _ g2 442
(2) 4 a: 3 i ( a¥); s d: @
s = }/ziz — 4a2.

Die Ergebnisse zeigen, daf alle Sehnen eines Kreises, die den gleichen Abstand a vom
Mittelpunkt haben, gleich lang sind. Je groBer der Abstand a ist, um so kleiner ist
die Liinge s der Schne. Umgekehrt haben zwei gleich lange Sehnen eines Kreises den
gleichen Abstand vom Kreismittelpunkt.
Es gelten somit fiir einen Kreis bzw. fiir Kreise mit gleichen Durchmessern folgende
Sitze:

1. Sehnen mit gleichen Abstinden vom Kreismittelpunkt haben gleiche Lingen.

2.Haben Sehnen hiedene Abstinde vom Kreismittelpunkt, so hat die Sehne mit dem
kleineren Abstand die groBere Linge.

Auch die Umkehrungen dieser Sitze gelten:

1. Gleich lange Sehnen haben gleiche Abstiinde vom Kreismittelpunkt.
2. Von verschieden langen Sehnen hat die groBere den kleineren Abstand vom Kreis-
mittelpunkt:
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¢) Kreistangente

Zu parallelen Sehnen eines Kreises gehort als gemeinsame Symmetrieachse der zur
Sehnenrichtung senkrechte Kreisdurchmesser. Die Mittelpunkte der Sehnen, die ein
Kreis aut parallelen Sekanten ausschneidet, liegen demnach auf dem zur Sehnenrich-

tung senkrechten Durchmesser B; B, (Abb. 181).
Je mehr sich die Abstande, die die Sckanten vom
Kreismittelpunkt haben, der Grofe des Kreis-
radius nihern, um so mehr niahern sich die Se-
kanten den auf B, B, in B; und B, errichteten
Senkrechten ¢, und #,. Die Geraden # und Z, sind
Grenzlagen dieser Sekanten. Sie berithren den
Kreis in B, bzw. B,, also jede nur in einem
Punkte. Offensichtlich bilden sie mit dem Durch-
messer B; B, rechte Winkel. Die Geraden ¢ und
t, heiBen Tangenten des Kreises. By und B, sind
die Beriihrungspunkte, M/ B; und M B, dic Beriih-
rungsradien. Kreistangenten liegen in der Ebene
des Kreises.

Fiir Kreistangenten gelten folgende Sitze:

Abb.181. Kreistangente als Grenzlage paralleler
Sekanten

1. Der nach dem Beriihrungspunkt einer Tangente gezogene Radius steht auf der Tangente

senkrecht.

2. Die auf einer Tangente in ihrem Beriihrungspunkt errichtete Senkrechte geht durch den
Kreismittelpunkt.

Abb.182. Die Backen einer Schieblehre beriihren
den Rundstahl

Die Backen einer Schieblehre werden
an ein Stiick Rundstahl als parallele
Tangenten seines kreisformigen Quer-
schnitts angelegt (Abb.182) und ergeben
durch ihren Abstand den Kreisdurch-
messer.

Wir halten fest:

Eine in der Ebene eines Kreises lie-
gende Gerade schneidet den Kreis in
zwei Punkten, wenn ihr Abstand
vom Kreismittelpunkt kleiner als der
Kreisradius ist.

Sie beriihrt den Kreis in einem Punkt,
wenn ihr Abstand vom Kreismittel-
punkt gleich dem Kreisradius ist.
Sie verlduft aufBerhalb des Kreises
oder verfehlt den Kreis, wenn ihr
Abstand vom Kreismittelpunkt gré-
Ber als der Kreisradius ist.

199



Konstruktionen von Tangenten eines Kreises
Es kommen folgende Aufgaben vor:

1.In einem Punkt des Kreisumfangs ist an den Kreis
die Tangente zu legen (Abb. 183).

/Cﬁ\

Lésung: Man verbindet den gegebenen Punkt B der
Kreisperipherie mit dem Kreismittelpunkt M und
erhilt als Tangente die auf MB in B errichtete
Senkrechte.

2.Von einem Punkt auBerhalb des Kreisesist an den
Kreis die Tangentezulegen (Abb.184).

Lésung: Man verbindet den auBerhalb des Kreises Abb.183. Tangente an den Kreis in einem
liegenden Punkt P mit dem Kreismittelpunkt M Punkte der Peripherie

und konstruiert den Kreis, der MP als Durch-

messer hat. Dieser schneidet den gegebenen Kreis B,

in By und B,. Die Geraden PB, und PB, sind die

beiden maéglichen Tangenten, weil nach dem Satz

des Thales <t MB, P und < MB,P rechte Winkel

sind.

Aus Abb.184 ersicht man, daB MP die ge-
meinsame Symmetrieachse der gezeichneten
Kreise ist. B, und B, liegen symmetrisch zu
MP, und es gilt BB, | MP. Die Strecke
B, B, wird Beriihrungssehne der Tangenten
P B, und P B, genannt. Abb.184. Tangente an den Kreis von einem Punkteaus

5,

Die Beriihrungspunkte der von einem Punkt an einen Kreis gelegten Tangenten liegen
zur Verbindungslinie des Punktes mit dem Kreismittelpunkt symmetrisch.
Weiter folgt aus der Symmetrie, da P B, = P B, ist.
Fiir die von einem Punkt an einen Kreis gelegten Tangenten sind die vom Tangentenschnitt-
punkt bis zu den Beriihr k ichenden Abschnit inander gleich.
Wegen der Symmetrie gilt auBerdem
IMPB,= <XMPB,.
Der Mittelpunkt eines Kreises, der gleich~

zeitig zwei gegebene gerade Linien beriihrt,
liegt auf der Halbierenden des Winkels der

beiden Geraden. \N\\
Diese Bezichung findet beim Zentrierwinkel b
V;i\vendungA : \\\\\\\\‘.\\\\“

Der eine Rand der Mittelschiene eines Zen-
trierwinkels (Abb. 185) halbiert den Winkel
zwischen seinen Schenkeln. Legt man ihn mit
seinen Schenkeln in zwei verschiedenen Lagen
an den kreisférmigen Querschnitt eines Rund-
stahls und reiBt jedesmal lings des Randes der
Mittelschiene auf der Querschnittsfliche eine
Gerade an, so ergibt ihr Schnittpunkt den ABi5 185 Bosiiimmen s i idipurites dties
Kreismittelpunkt. gegebenen Kreises mit dem Zentriwinkel
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d) Winkel am Kreis

AuBer Zentriwinkeln und Peripheriewinkeln betrach-
tet man als Winkel am Kreis noch Sehnentangenten~
winkel. Sie liegen zwischen einer Kreistangente und
einer durch den Berithrungspunkt gehenden Sehne.
Zu demselben Bogen 4 B gehoren in Abb.186 der
Peripheriewinkel APB =«, der Zentriwinkel
AMB=f und der Sehnentangentenwinkel
ABT =y.

Zusammenhang zwischen Zentriwinkel und Peripheriewinkel

Der Zusammenhang zwischen dem Zentriwinkel — Abb.186. Peripheriewinkel, Zentriwinkel und
AMB = und dem iber demselben Bogen ste- 59“““'““5""““‘:‘:;'::‘[1Z"“ demn, - Kreis:
henden Peripheriewinkel APB = « ist leicht zu

erkennen, wenn ein Schenkel des Peripheriewinkels durch den Kreismittelpunkt
geht. In Abb.187a ist der Scheitel P des Peripheriewinkels AP B der Schnittpunkt
des Kreises mit der Verlingerung von AM. Das Dreieck BMP ist gleichschenklig,
weil M B und M P Kreisradien sind. Daher ist auch < BPM ein Basiswinkel, CAM B
ein AuBenwinkel an der Spitze.

Deshalb ist XAMB=2- XAPB.

Wie wir erkennen werden, gilt diese GesetzmiiBigkeit nicht nur fiir den besonderen
Fall der Abb.187a, sondern allgemein.
Wird der Scheitel P des Peripheriewjnkels AP B so gelegt, daB der Scheitel M des
Zentriwinkels zwischen den Schenkeln A P und BP des Peripheriewinkels (Abb.187b)
oder auBerhalb des Peripheriewinkelraumes (Abb. 187¢) liegt, so ergibt der Durch-
messer PD die Zentriwinkel AM D und BM D und die Peripheriewinkel AP D und
BPD, fiir die nach der vorangehenden Uberlegung jeweils gilt

XAMD=2.- XAPD
und XBMD=2-<BPD.

P
\ 0
73
A 8
0 A
b) <)
Abb.187. Der Zentriwinkel ist doppelt so grgﬁ wie der dber Kreisbe
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Daher ist auch in Abb. 187b:

YAMD+ XBMD=2.(SAPD+ ¥ BPD),
d.h. <XAM B =2.JAPB,
und in Abb.187c:

XAMD — ¥BMD=2. (XAPD— X BPD),

d.h. <SAMB =2.XAPB.
In jedem Falle gilt der Satz:
1.Ein Zentriwinkel ist doppelt so groB wie jeder iiber d lben Kreish hende Peri~
pheriewinkel.

Hieraus folgt unmittelbar:
2. Die iiber d lben Bogen stehenden Peripheriewinkel eines Kreises sind einander gleich

Als Sonderfall ist der bereits auf S. 156 abgeleitete
Satz des Thales zu merken :
Steht ein Peripheriewinkel iiber einem Halbkreis
(Abb. 188), so ist der zugehorige Zentriwinkel ein ge-
streckter Winkel, der Peripheriewinkel selbst also 90°.

Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter

Winkel.

Zusammenhang zwischen Zentri-, Peripherie- und Abb.188. Zum Lehrsatz des Thales
Sehnentangentenwinkel
Verschiebt man den Scheitel P, des Peripheriewin-
kels APy B auf dem Kreis so, daBer in die Lagen P,
und P; kommt (Abb.189), so bleibt die Winkel-
groBe unverindert. Je dichter P, an B riickt, um
so mehr nahert sich die durch P, und B bestimmte
Gerade der durch die Tangente BT in B gegebenen
Grenzlage; der Sehnentangentenwinkel ist dabei die
Grenzlage des Peripheriewinkels. Es 1Bt sich vermu-
ten, daB der Sehnentangentenwinkel dieselbe GroBe
hat wie die Peripheriewinkel iiber demselben Kreis-
bogen.Den Beweis dafiir bringt folgendeUberlegung:
In Abb. 189 beriihrt die Tangente BT den Kreis um
M in B. Deshalb gilt XM BT=90°. Durch B geht e 1% Perisbrlevinkel « und Sebaen-
die Sehne 4 B, und es ist XA BT= 90° — XABM. &roB wie der zugehorige Zentriwinkel 7
Da AM=BM und XM BA= < MA Bist, ergibt sich
XAM B =180° — 2. SABM =2 (90° — XABM) = 2. XABT.

In Worten:

1. Ein Zentriwinkel ist doppelt so groB8 wie ein iiber d Iben Kreisb hender Sehnen~
tangentenwinkel.

Oder:
2.Ein Sehnentangentenwinkel ist jedem Peripheriewinkel gleich, der iiber demselben Kreis-
bogen steht.

Mit Hilfe dieser Sitze 16st man z. B. folgende
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Aufgabe:

Gegeben ist die Strecke 4B und die Gerade BT (Abb.190).
Es soll ein Kreis konstruiert werden mit der Strecke 4 B als
Sehne und der Geraden BT als Tangente.

Lésung: s ABT ist Sehnentangentenwinkel. Man findet den
Kreismittelpunkt M als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
von AB mit der auf BT in B errichteten Senkrechten. Der
Kreisradius ist MB.

Auf dem Bogen BA des Kreises (Abb. 189), der nicht zwischen
den Schenkeln des Winkels 4 BT verlauft, liegen die Scheitel
von allen Winkeln, deren Schenkel durch 4 und B gehen
und die dieselbe GréBe wie <*ABT haben. Man sagt des-
halb, dieser Kreisbogen faBt Winkel der gegebenen GriBe
als Peripheriewinkel.

Abb.190. Kreis, der die Strecke 4 B als
Sehneund die Gerade BT als Tangente hat

e) Lage zweier Kreise zueinander

Werden Getriebe, die eine kreisende Bewegung mit parallelen Wellen iibertragen, in
Draufsicht gezeichnet — und das ist bei der Konstruktion eines solchen Getriebes
erforderlich—so erhilt man Kreise, die je nach Art des Getriebes verschiedene gegen-
seitige Lage haben.

Zum Beispiel zeigt eine zweistufige Riemenscheibe (Abb.191) zwei um einen gemein-
samen Mittelpunkt Mmit verschiedencn Radien geschlagene konzentrische Kreise. Bei
einem Exzenter liegen die beiden Kreismittelpunkte M; und M, zwar innerhalb des
groBen Kreises, fallenaber nicht zusammen. Man nennt die Kreise exzentrisch (Abb. 192).

I
113
I
Abb. 191. Konzentrische Kreise bei einer

Zweistufigen Riemenscheibe Abb.192. Exzentrische Kreise bei einem Exzenter
Im Planetengetriebe lduft

ein aulcnverzahntes klei-

nes Stirnrad in einem gré- _

Beren innenverzahnten -

Zahnrad (Abb 193). Das

Bild zeigt deshalb einen

kleinen Kreis um M,, der

den grofen um M, voninnen .\ 105 Kreise, die sich Abb. 194. Kreise, die sich schneiden, beim
beriihrt. Bei einem Ridder-  voninnen beriihren, beim Radertrieb mit Mehriachiibersetzung
trieb mit Mehrfachiiberset- Ransimastiobe

zung zeigt die Zeichnung neben konzentrischen und sich beriihrenden Kreisen auch
zwei Kreise, die sich in zwei Punkten schneiden (Abb.194).
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Entsprechend  sind
fiir zwei Stirnrader,
dieineinandergreifen,
oder fir einen Rei-
bungstrieb zwei ein-
ander von aufien be-
rihrende Kreise ge- Abb.105. Kreise, die sich Abb, 196. Kreise, die sich verfehlen,

zeichnet (Abb.195). von auBen beriihren, beim beim Riementrich
Reibungstrieb

Erfolgt die Kraftiibertragung von der treibenden zur getriebenen Welle durch Riemen,
so zeigensich Kreise, von denen der eine ganz auBerhalb des anderenverliuft (Abb.196).
Die Lage zweier Kreise zucinander 1st durch die GréBe ihrer Radien #, und 7, und
die Zentrale, das ist die Verbindungsstiecke M;M, = ¢ der Kreismittelpunkte, be-
stimmt. Ist 7, > #,, so ergibt sich folgende Ubersicht:

¢ gleich 0: Die Kreise sind konzentrisch (Abb.191).

¢ kleiner als 7; — #,: Die Kreise sind exzentrisch (Abb.192).

cgleich v, — 7, Die Kreise beriihren sich von innen (Abb.193).
¢ groBer als 7 — 7, und kleiner als 7, 4 #,:  Die Kreise schneiden sich (Abb.194).

¢ gleich 7, + 7,: Die Kreise beriihren sich von auBen (Abb. 195).
¢ groBer als 7, + 7,: Die Kreise verfehlen sich (Abb.196).

Die Verbindungsgerade der beiden Kreismittelpunkte ist zugleich die Symmetrieachse fiir
beide Kreise. Sie geht deshalb durch den Beriihrungspunkt, wenn beide Kreise einander be-
riihren, und ist die Mittelsenkrechte der gemeinsamen Sehne, wenn die Kreise einander schneiden.

[) Gemeinsame Tangenten zweier Kreise

Bei offenem Riementrieb wird die Drehung der einen Welle auf die andere durch Rie-
menteile iibertragen, die als &uBere Tangenten an zwei Kreisen erscheinen (Abb.197).

Abb. 197. Beim offenen Riementrieb 8, Abb.108. Aulere Tangenten
begegnen uns dulere Tangenten an
zwei Kreisen
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Abb.198 zeigt zwei Kreise um M, bzw. M, mit den duBeren Tangenten B, By
und By By. AuBer den Berithrungsradien M, B, =7, und M,B, =1, ist noch die
Parallele zu B, B, durch M, gezeichnet, die M, B, in C; schneidet. Da die Beriih-
rungsradien auf ihren Tangenten senkrecht stehen, ist B,C,M, B, cin Rechteck und
die Seite B,C, = 7, also M,C; =1, —17;; C, ist Scheitel des rechten Winkels M,C,M,.

Bei gekreuztem Riemen-
trieb erscheinen dieRiemen-
teile als innere Tangenten.
In Abb.199 sind die Berith-
rungsradien M,D, = 7, und
M,D,=r7,, dazu die Par-
allele zu D, D, durch M, ein-
gezeichnet, die die Verldn-
gerung von M,D, in E;
schneidet. Es entsteht das
Rechteck D, DyM,E,, in
dem D,E =7, wird. Deshalb
gilt My E,= r, + 7,, und E, Abb. 109, Innere Tangenten
wird Scheitel des rechten
Winkels M, E\M,.

Konstruktion der gemeinsamen Tangenten

Aus den obigen Betrachtungen ergibt sich ein Weg zur Konstruktion der gemein-
samen Tangenten beider Kreise.

AuBere Tangenten (Abb.200): Man zeichnet den Kreis, der MM, als Durch-
messer hat (Thaleskreis), und schligt um M, mit dem Radius 7, — 7, einen Hilfs-
kreis, der den ,, Thaleskreis' in C; und Cy’ schneidet. Durch M, und C,, M, und Cy
legt man Gerade. Sieschneiden den Kreisum, inden Berithrungspunkten B, und By'.
Zu M,C, und M,C/ zicht man Parallelen durch M,, sie schneiden den Kreis um M, in
den Berithrungspunkten B, und By'; By B, und By’ By’ sind dic auferen Tangenten.

Abb. 200. Konstruktion der iuBeren Tangenten
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Innere Tangenten
(Abb. 201): Man zeich-
net wieder den Kreis, der
MM, als Durchmesser
hat, und schlagt um M,
mit dem Radius 7, + 7,
einen Hilfskreis, der den
Kreis iber MM, in E,
und Ey’ schneidet. Durch
M, und E,, M, und E/
legt man Geraden. Sie
schneiden den Kreis um
M, in den Berithrungs- Abb. 201. Konstruktion
punkten D; und Dy'. Zu  der inneren Tangenten
M, D, und M,D; zieht
man Parallelen durch M,, sieschneiden den Kreis um M, in den Beriithrungspunkten
D, und D,'; D, D, und Dy Dy’ sind die inneren Tangenien.

Aus der Tatsache, daB die Mittelpunkte der bei der Konstruktion verwendeten Kreise auf
der Geraden M, M, liegen, geht hervor, daB beide Tangentenpaare symmetrisch zu M,y
liegen und einander auf der Symmetrieachse in 4 bzw. J schneiden.

Die in Abb. 200 auf B, B, senkrecht stehenden Beriihrungsradien M, B, und M, B, bilden ein
Parallelenpaar, das die Geraden M, M,und B, B, schneidet. Deshalb gilt nach dem Strahlensatz:

M B, M4
MyB, ~— M,A"

Entsprechend gilt in Abb. 201 fiir die Berithrungsradien M,D, und M,D,, die auf D,D, senk-
recht stehen, :

M\D, M,J

M,D, — M,]’

Die Zentrale MM, wird von ] innen, von 4 auBen im Verhiltnis der Radien der gegebenen
Kreise geteilt. Die Abschnitte der duBeren Tangenten zwischen den Beriihrungspunkten sind
einander gleich, ebenso die entsprechenden Abschnitte der inneren Tangenten.

Die hier ausgefiihrte Konstruktion setzt voraus, daB 7 > 7y und My My > 7, + v, ist. Liegen
die Kreise so, daB ¢ = 7, + 7, ist, so erhalt man 2 4uBere Tangenten und eine innere, die im
Bertihrungspunkt der beiden Kreise auf M, M, senkrecht steht. Fiir N <<+,
ergeben sich nur die beiden &uBeren Tangenten, fiir ¢ — 7y — 7, nur eine duBere, die im Be-
rithrungspunkt der beiden Kreise auf M, M, senkrecht steht. Ist ¢ < 7, — 7y, so sind weder
innere noch #uBere Tangenten moglich.

AUFGABEN

1. Bei einem Kurbeltrieb ist die Schubstange ! = 2300 mm, die Kurbel » = 315 mm lang.

a) Wie groB ist der Hub?

b) Welchen Abstand hat der Kreuzkopfzapfen von der Achse der Kurbelwelle, wenn die
Richtung der Kurbel zur Richtung 1. der Schubstange, 2. der Kolbenstange recht-
winklig ist?

2. Wie weit ist das Blatt einer Schrotsige von der Achse eines 1 m dicken Fichtenstammes
entfernt, wenn der Schnitt in dem Stamm die Lange s = 80 cm erreicht hat?
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3. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Peripheriewinkeln, die iiber Erginzungsbogen
eines Kreises stehen?

4. Gegeben sind eine Gerade g, auf ihr ein Punkt B, auBerhalb von ¢ ein Punkt 4. Der Kreis
ist zu konstruieren, der g in B beriihrt und durch 4 geht.

5. An einen gegebenen Kreis sind Tangenten zu legen, die zu einer gegebenen Geraden
a) parallel, b) senkrecht verlaufen.

6. Mit gegebenem Radius 7 sind alle Kreise zu zeichnen, die gleichzeitig zwei einander schnei-
dende Geraden g, und g, beriihren.

7.Man konstruiere die gemeinsamen Tangenten zweier verschieden groBer Kreise, die einander
a) von auBen periihren, b) schneiden.

8. Aus Pappstreifen werden wie in Abb.202
drei Reihen kreisformiger Scheiben ge-
stanzt, die als Einlagen in Schraubdeckel
verwendet werden. Der Scheibendurch-
messer ist d = 55 mm.

a) Welche Breite muBl der Pappstreifen
wenigstens haben?

b) Ein Stiick des Streifens mit drei aufein-
anderfolgenden Scheiben in jeder Reihe
ist im MaBstab M 1: 2 zu zeichnen.

239

Abb.202.Pappstreifen, aus dem Kieisscheiben gestanzt sind

9. Um einen gegebenen Punkt P sind alle Kreise zu zeichnen, die einen gegebenen Kreis mit
dem Mittelpunkt M beriihren. P liege
a) auBerhalb, b) innerhalb des um M geschlagenen Kreises.

10. Gegeben sind Kreise um M/, mit dem Durchmesser ¢, = 6 cm und um M, mit dem Durch-
messer d, = 4 cm, deren Mittelpunkte den Abstand ¢ = 7 cm haben. Mit dem Durchmesser
d = 5 cm sind Kreise zu zeichnen, die beide gegebenen Kreise beriihren.

7. Seh und T: ieleck
Die Seiten von Vielecken, deren Ecken auf der Peri-
pherie eines Kreises liegen, sind Sehnen dieses Kreises.
Deshalb werden derartige Viclecke Sehnenvielecke ge-
nannt. Sehnenvielecke sind einem Kreis einbeschrieben; -
der Kreis (Umkreis) ist dem Vieleck umbeschrieben. 1 sob.208

Der Mittelpunkt des Kreises ist von allen Ecken gleich- ~——f—
weit entfernt; er ist deshalb der Schnittpunkt der )
Mittelsenkrechten aller Seiten des Vielecks (Abb.203).
Einem Vieleck kann nur dann ein Kreis umbeschrieben
werden, wenn die Mittelsenkrechten aller Seiten einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben.

Vielecke, deren Seiten Tangenten desselben Kreisessind,
heiBen Tangentenvielecke. Das Tangentenvieleck ist die-
sem Kreis umbeschrieben, der Kreis (Inkreis)dem Tan-
gentenvieleck einbeschrieben. Der Mittelpunkt des ein-
beschriebenen Kreises hat von allen Seiten des Vielecks

Sehnenvieleck

Abb.204.
Tangentenvieleck
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denselben Abstand und ist deshalb der Schnittpunkt der Halbierenden aller Winkel
des Vielecks (Abb.204). Einem Vieleck kann nur dann ein Kreis einbeschrieben wer-
den, wenn die Halbierungslinien aller Vieleckswinkel denselben Schnittpunkt haben.

a) Umhkreis und Inkreis des Dreiecks

Im Dreieck ABC (Abb.205) ist M der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten der Seite 4 B mit der Mittel-
senkrechten der Seite BC. Dann ist AM = BM und
BM =CM, daher auch AM =CM. M ist zugleich
ein Punkt der Mittelsenkrechten von AC, also ist
M der Mittelpunkt des Umkreises. Das heiBt:

Um jedes Dreieck laBt sich ein Kreis beschreiben.

In Abb.206 ist M der Schnittpunkt der Halbierungs-
linien der Winkel BAC und A BC des Dreiecks ABC.
Da jeder Punkt der Halbicrungslinie eines Winkels
von seinen Schenkeln gleiche Abstéinde hat, gilt fir
die von M auf die Seiten A B, BC und CA gefillten
Lote MZ, MX und MY zunichst MZ = MY und
MZ=MX, folglich auch MX=MY. Da nur
die Punkte der Winkelhalbierenden von den Schen-
keln gleiche Abstiande haben, ist M auch ein Punkt
der Halbierungslinie des Winkels 4 CB. Also ist M
Mittelpunkt des Inkreises, der AB in Z, BCin X A
und AC in Y beriihrt. Abb.206. Inkreis eines Dreiccks

In jedes Dreieck lafit sich ein Kreis einbeschreiben.

Die von demselben Eckpunkt des Dreiecks bis zum Berithrungspunkt mit dem Inkreis
reichenden Seitenabschnitte sind einander gleich (Tangentenabschnitte). Es gilt also

AZ=AY, BZ=BX und CX=CY

und (AZ+BZ)+ (BX+CX)+ (CY+AY)=AB+BC+CA
oder 2.AZ+4+2.-BZ+2.CX =R us,
wenn der halbe Dreiecksumfang mit s bezeichnet wird.
Es ergibt sich (AZ+BZ)4+CX=s
oder, da AZ+ BZ = c ist, CX=s—c:
Ebenso erhilt man aus (BX+CX)+AY=s,
AY=s—a
und aus (CY+AY)+BZ=s,
BZ=s—b.

Fir die Abschnitte der Seiten des Dreiecks vom Eckpunkt bis zu den Berithrungs-
punkten des Inkreises gilt
AZ=AY=s—a, BZ=BX=s5—b, CX=CY=s—c;
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b) Sel ievecke, Tangentenvierecke

In einem Sehnenviereck A BCD (Abb.207) sind je
zwei gegeniiberliegende Ecken — etwa B und D —
zugleich Scheitel von Peripheriewinkeln des Um-
kreises, die iiber Ergéinzungsbogen stehen. Da die
Summe der zugehorigen Zentriwinkel 360° ergibt,

ist X ABC + < ADC — 180,
ebenso XBAD+4 < BCD =180°.

In jedem Sehnenviereck erginzen sich gegeniiber-
liegende Winkel zu 180°.

Abb 207. Sehnenviereck
Umgekehrt gilt:

Um ein Viereck, in dem zwei gegeniiberli de Winkel Suppl inkel sind, laBt sich
ein Kreis beschreiben.

Zu den Sehnenvierecken gehéren Drachenvierecke, deren ungleiche Seiten rechte Winkel ein-
schlieBen, gleichschenklige Trapeze, Rechtecke und Quadrate.

Im Tangentenviereck A BCD (Abb.208) beriihren die
vier Seiten einen Kreis. Mit E ist der Berithrungs-
punkt auf AB, mit F der auf BC, mitG der auf CD
und mit H der auf DA bezeichnet. Da die Abschnitte
zweier Kreistangenten von ihrem Schnittpunkt bis
zu den Beriihrungspunkten einander gleich sind, ist

AE =AH, BE=BF, CF=CG, DG=DH.
Der Umfang des Tangentenvierecks 1aBt sich des-
halb durch 2.AE +2.BE+2.CG+ 2-DG
oder durch 2.-AH-+2.DH-+2.BF+2.CF Abb.208. Tangentenviereck
ausdriicken. Es ergibt sich AB+CD=BC+AD.

Im Tangentenviereck ergeben je zwei gegeniiberliegende Seiten die gleiche Summe.

Umgekehrt gilt:

Einem Viereck laBt sich ein Kreis einbeschreiben, wenn je zwei gegeniiberliegende Seiten
die gleiche Summe ergeben.

Zu den Tangentenvierecken gehéren die Drachenvierecke, die Rhomben, die Quadrate so-
wie solche Trapeze, bei denen die Summe der Schenkel gleich der Summe der Grundlinien ist.

¢) Regelmifige Vielecke

Ein Vieleck, das lauter gleiche Seiten und zwischen je zwei aufeinanderfolgenden
Seiten gleiche Winkel hat, wird ein regelmaBiges Vieleck genannt.
Teilt man einen Vollwinkel, dessen Scheitel der Mittelpunkt M eines Kreises ist,
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durch Radien in » gleiche Winkel und verbindet je zwei
benachbarte Schnittpunkte zwischen Winkelschenkel und
Kreislinie geradlinig, so ergeben die Verbindungslinien
die # Seiten des regelmiBigen n-Ecks, das dem Kreis
um M einbeschrieben ist. Man sagt auch, der Kreis ist
dem Vieleck umbeschrieben.

Jede Seite und die beiden durch ihre Endpunkte gehen-

den Radien bilden ein gleichschenkliges Dreieck mit der

Spitze M, das als Bestimmungsdreieck des regelmafBigen — avb.209a. Regelmaiges Vieleck
n-Ecks bezeichnet wird (in Abb.209 a schraffiert). mit; Deshewangsdréiedk

Das Bestimmungsdreieck

In jedem Bestimmungsdreieck eines regelméBigen n-Ecks betridgt der Winkel an der
Spitze %. Umgekehrt kénnen nur gleichschenklige Dreiecke Bestimmungsdreiecke

regelméBiger Vielecke sein, bei denen ein ganzes Vielfaches des Winkels an der Spitze
360° ergibt. Diese Einschrinkung muf3 bei der Wahl der zwei Bestimmungsstiicke
fiir ein Bestimmungsdreieck beriicksichtigt werden.

Wenn der Winkel an der Spitze nicht so einfach wie bei 30°, 45°, 60°, 90° hergestellt werden
kann, bestimmt der Techniker die zu einem gegebenen Umbkreisradius gehorende Seitenlange
des Vielecks meist mit Hilfe einer Kreisteilungstabelle.

Aus dem Bestimmungsdreieck eines Vielecks erhilt man durch Halbieren seines
Winkels an der Spitze das Bestimmungsdreieck fiir das Vieleck mit der doppelten
Eckenzahl. Ist die Eckenzahl gerade, so kann durch Ver-
doppeln des Winkels an der Spitze das Vieleck mit der
halben Eckenzahl hergestellt werden. Zum Beispiel ist
beim regelmiBigen Achteck an der Spitze des Bestim-

mungsdreiecks ein Winkel von isgf = 45° vorhanden. Der
entsprechende Winkel betrigt %: 22,5° fiir das regel-

miBige Sechzehneck und &fo =90° fir das Quadrat

(Abb.209b).

Die einzelnen Bestimmungsdreiecke eines regelmaBigen — Abb.209b. Bestimmungsdreiecke
Vielecks sind kongruent.

Jeder Vieleckswinkel setzt sich aus je einem Basiswinkel von zwei benachbarten Bestimmungs-
dreiecken zusammen. Da alle Basiswinkel der Bestimmungsdreiecke gleich groB sind und die
beiden Basiswinkel eines Bestimmungsdreiecks seinen Winkel an der Spitze auf 180° erginzen,
o
hat jeder Winkel des regelmiBigen #-Ecks die GroBe 180° — 360° 5
n

o
Fiir Werte von #, die nur mit Zirkel und Lineal konstruierbare Winkel 3807 ergeben, ist auch
n

die Konstruktion des regelmaBigen 7-Ecks mit diesen Zeichengeraten moglich.
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Umkreis und Inkreis regelméBiger Vielecke

Der zur Konstruktion des regelmiBigen Viel-
ecks A;A,4; . . . A, mit dem Radius r umden
Punkt M geschlagene Kreis ist der Umkreis des
Vielecks (Abb.210). Die kongruenten gleich-
schenkligen Dreiecke 4,4,M, A,A;M, A;A,M
...sind die Bestimmungsdreiecke des Vielecks.
Die von M auf 4,4,, 4,4,, 434, . .. gefill-
ten Lote MB,, MB,, MB, . . . fallen aufein-
ander, wenn die Bestimmungsdreiecke zur
Deckung gebracht werden. MB; = MB,
= MB, . . . sind deshalb Radien g eines Krei-
ses um M, der die Seiten 4,4,, 4,45, 434,. ..
in By, By, By. .. beriihrt. Er wird Inkreis des

regelmiBigen Vielecks genannt. Abb.210. Umbkreis und Tnkreis eines regelmafigen
Viclecks

Jedes regelmaBlige Vieleck hat einen umbeschrieb und einen einbeschrieb Kreis;
beide Kreise haben denselben Mittelpunkt.

Bezeichnet a die Seite eines regelmiBigen #-Ecks, # den Radius seines Umkreises, p den
Radius des Inkreises, so ist im Dreieck 4, M B, (Abb.210) die Hypotenuse 4, M = 7, die

Kathete B, M = p, die Kathete 4, B;= % . Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt also

w ocenl iy

Eol B und Schlii

Fir regelméBige Vielecke mit gerader Eckenzahl, die 'i
Querschnitte von Muttern sind (Abb. 211), betriagt das
Eckenmaf} e='2r. die Schliisse!weite s =2.QA Ein I?urchmesj R B
ser des dem Vieleck umbeschriebenen Kreises verbindet zwei  Sehlisselweite s eines Sechs-
gegeniiberlicgende Ecken. Verbindet man diese Ecken mit lanioptolns
einer Nachbarecke, so entsteht ein Dreieck, das nach dem
Satz des Thales rechtwinklig ist (Abb. 212). Eine Kathete
ist die Schliisselweite s, die andere die Seitenlinge @ und die
Hypotenuse das EckenmaB e. Deshalb gilt nach dem Lehr-
satz des Pythagoras

€2 = 52 4 a2 oder e=7Vs®+ a%

Das regelméBige Vieleck als Tangentenvieleck

Legt man an den Kreis, der mit dem Radius # um M geschla-

gen ist, in den Eckpunkten A;, 4,, A;... A, des einbe- Abb.212. EckenmaB ¢ und
. b Ima B V 1 k T t tst ht Schliisselweite @ bei einem re-
schriebenen regelmiBigen Vielecks Tangenten, so entste gelmaBigen Achteck
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das dem Kreis umbeschriebene Tangentenvieleck
C,C,C;. .. C, (Abb.213).

Die Tangenten in 4; und A, schneiden einander in
C,, die in A, und 4, in C,usw. Fiir die Tangenten-
abschnitte gilt C,4, = Ci4,, Cyd,= Cy4,, Cyd,
= Cy A usw. C, liegt deshalb auf der Symmetrieachse
von 4, 4,, C, auf der Symmetrieachse von Ay Az usw.
Die Dreiecke C;MA,, C,MA4,, C,MA,, C,M Ay usw.
stimmen in den Seiten A,M, A,M, A;M usw.,
in den rechten Winkeln C,4,M, C4,M, C,A,M,
CodyM usw. und in den Winkeln A4,MC,, A,MC,,
A;MC,y, A;MC, usw., von denen jeder die GroBe
360°

Ty hat, iiberein. Abb. 213. Regelmabiges Vieleck als
Tangentenvieleck

Die Dreiecke sind also kongruent und ergeben paarweise zusammengesetzt die kon-
gruenten gleichschenkligen Dreiecke C,MC,, C,MC, usw. Das Tangentenvieleck
C,CyCy . . .C,, setzt sich aus kongruenten gleichschenkligen Dreiecken mit der Spitze
M zusammen, es ist demnach regelmiBig.
Wird die Peripherie eines Kreises in n gleiche Teile geteilt, so sind die Teilpunkte Ecken
eines dem Kreis einbeschriebenen regelmiBigen n-Ecks und auch Berithrungspunkte eines
dem Kreis umbeschriebenen regelmafigen n-Ecks.
LaBt man das n-Eck C,C,Cy... C, eine Drehung von 32600
n
um M ausfithren und kommt dabei der Beriihrungspunkt A,
von C, C, auf den Punkt D,, in dem M C, den Kreis schnei-
det, C, nach E, auf der Verlingerung von MA,, C, nach E,
auf der Verlingerung von M Ay, so wird (Abb.214)
E\E,| 4,45, weil E,E, | MD, und 4,4, | MB, ist.

Demnach gilt die Proportion

£2

Abb.214. Jeder Kreis hat ein

E\E,:A,A3=MD,: MB,. einbeschriebenes und ein um-

beschriebenes n-Eck

Wird die Seite des umbeschriebenen n-Ecks mit ¢ bezeichnet,
so erhilt man

cia=r:p,; c:a-£< \/

Bei einem Rollenlager (Abb. 215) beriihren die
Querschnitte der % Rollen einen Kreis von innen
in den Eckpunkten 4,, 4,...4, cines einbe-
schriebenen regelmiBigen n-Ecks. Die den
Rollenquerschnitten und dem Kreis gemein-
samen Tangenten ergeben ein umbeschriebenes
regelmiBiges n-Eck C,C,Cy. .. C,.

‘Wenn sich zwei aufeinanderfolgende Rollen be-
riihren, liegen die Berithrungspunkte der Rollen-
querschnitte Fy, Fy, Fy...F, so auf MC,,

C2
MC,, MCy ... MC,, daB CF, = C4,, Abb.215. Rollenlager
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C,Fy=Cy4,, C,Fy = Cyd; ... C, F, = C,A, ist. Die Mittelpunkte G, Gy, G; . . . G,, der Rollen-
querschnitte ergeben sich als Schnittpunkte der in F,, Fy, Fy. .. F, auf C,M,C,M, C4M ...
C, M errichteten Senkrechten mit 4, M, 4,M, A;M ... A, M oder auch als Schnittpunkte
der Winkelhalbierenden zu <t 4, C, M mit 4, M, zu < 4;,C, M mit 4y M usw.

Das regelméBige Viereck (Quadrat)

Der Winkel an der Spitze des Bestimmungsdreiecks fiir ein regelmaBiges Viereck

A, A, A3 4, (Quadrat) miBt =
drates, das einem um M mit dem
Radius 7 geschlagenen Kreis ein-
beschrieben ist, als Endpunkte
zweier senkrecht aufeinanderste-
hender Durchmesser (Abb. 216).
Da das Bestimmungsdreieck
A, A, M in diesem Falle recht-
winklig ist, ergibt der Lehrsatz
des Pythagoras

= A0 + A1

Wird die Viereckseite mit a, be-
zeichnet, so erhdlt man wegen
AM=AM=1r
a2=272,
ag=7v-12=~14142 .7,

Als Umfang u, des Quadrats ent-
steht
wy=4r /2256568 7.

Als Flicheninhalt ergibt sich
Fy=(r- 12)*=¢

Das regelméBige Sechseck

Das Bestimmungsdreieck fiir das
regelmiBige Sechseck ist gleich-
seitig, weil der Winkel an der
Spitze M die GroBe 60° hat. Man
erhilt dieEckpunkte BB, ... By,
indem man den Radius 7 mit dem
Zirkel sechsmal hintereinander
als Sehne des Umkreises abtrigt
(Abb.217).

360° — 90°.

Man ecrhilt also die Eckpunkte eines Qua-

Az=B5=Co

Au=B7=Cr3 £

bg=Cr5
c,&&

A1=B7=C1

By=Cy

FAr=B;3=Cs

Abb.216. Regelmibiges Vicreck, Achteck und Sechzehneck

Cs
: k\lyﬂé =G

Abb.217. Regelmabiges Sechseck, Dreieck und Zwolfeck
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Fir die Sechseckseite gilt also =7,
fir den Umfang Us =@‘ 1
fiir den Flacheninhalt F¢=6-1B B, - MP,

wenn P der FuBpunkt des von M auf B, B, gefillten Lotes ist. Dabei ist
e Fan— S 2 2 3
MP*— BM*—B,P*—ri— (;) =n_2-3n
4 ¥ v -
MP =5 Y3~ 17321 =7.0,8660,
die halbe Schliisselweite des Sechskants mit dem Eckenmaf 27. Man erhilt

1 ¥ 5 3 T 3
Fg= 6-?% ?]/3 = ?124/3 =t 1,73212 = 2,5981 72

Das regelmiBige Dreieck
Uberspringt man beim Verbinden der sechs Kreisschnittpunkte B jedesmal einen,
so entsteht das regelmiBige (gleichseitige) Dreieck Ay 4y 4,. Die Dreiecksseite a, kann
als Kathete 4, 4, des bei 4, rechtwinkligen Dreiecks A, A, B, berechnet werden. Da
A, By= 27, A,B,=7 ist, ergibt sich aus Aﬁf—ATBlzé A 42

af =272 —7r =472 — =37 und a; =713 ~1,73217.

Als Umfang erhilt man =
Ug=3.7Y3 = 51962 . 7.

Dadie Héhe 4,Q des Dreiecks 4;4,4, die Linge A;M + MQ =7+ }r=3r hat, ist
sein Flacheninhalt
Fy=34,4,-4,0=%-7-y3- 37 = ir.Y3 = 1,299072.

Weitere Berechnungen ergeben folgende Tabelle:

RegelmaBige Vielecke
(Umkreisradius 7)

Eckenzah! Seite s Umfang 4 | Flacheninhalt F

3 7.Y3 =1,73217 7313 =5,1962r 7 3Y3 =1,2000

4 7-V2 =1,41427 7.4.Y2 = 5,65687 272

6 4 67 7. 3 .18 =2,5081 2

8 7-¥2 — V2 —0,7654~ 7 8.V2—V2=61220r | #.2.72— 28984,

12 7 V2—V3=05176r | r.12.)2— 3 =6,2117» 392

16 rJ2—Va 412 r16-)2— Y+ 12 na. Y212
=0,39027 =6,24207 =3,06162
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AUFGABEN

1. Ein Werkstiick, dessen Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck von @ = 20 mm Seitenldnge
ist, soll so ausgebohrt werden, daB die Wandstarke an den diinnsten Stellen w = 2 mm
betrigt. Welcher Bohrerdurchmesser ist zu wahlen?

2. An ein Stiick Rundstahl ist ein Dreikant anzufeilen, dessen Querschnitt ein gleichseitiges
Dreieck mit der Seitenkante @ = 30 mm ist. Welchen Durchmesser d muf der Rundstahl
wenigstens haben?

3. Bei einem Stiick Vierkantstahl (Produktionsform) hat der Querschnitt die Seitenlingen
AB = 45 mm, BC = 30 mm, CD = 25 mm und DA = 40 mm. Es soll eine Bohrung von
20 mm Durchmesser so ausgedreht werden, da die diinnsten Wandstarken an allen Seiten
gleich sind. Der Mittelpunkt der Bohrung ist anzureillen.

4. Bei einem Rollenlager hat der AuBenring den Innendurchmesser 4 und umschlieBt 8 Rollen,
von denen je zwei benachbarte einander beriihren. Die Querschnitte der Rollen und die
AuBenseite des Innenringes sind dem Schnitt durch den AuBenring einzuzeichnen.

5. Welche Seitenlinge kann der Querschnitt cines Dreikants héchstens haben, das aus einem
Rundstahl von 20 mm Durchmesser gefrist wird?

6. Das EckenmaB ¢ einer Sechskantmutter betrigt 98 mm. Wie groB sind
a) Seitenkante, b) Schliisselweite?

7. Bei einer Vierkantmutter betragt die Schliisselweite 22 mm. Wie groB ist das Eckenmal?

8. An einem Bolzen von 20 mm Durchmesser ist ein quadratischer Zapfen mit moglichst groBet
Seitenlinge anzufeilen. Wie grof3 ist die Seitenlinge des Zapfenquerschnitts?

9. s ist eine Vierkantmutter mit der Schliisselweite 14 mm aus Rundstahl anzufertigen.
Welchen Durchmesser muB der Rundstahl mindestens haben ?

10. Aus einem Bolzen von 110 mm Durchmesser ist eine moglichst grofie Sechskantmutter an-
zufertigen.Welche Schliisselweite hat die Mutter?

8. Kreisberechnungen

Bei einer Kreisfliche ist vor allem die
Kenntnisvon Umfangund Inhalt wichtig.
Beide GroBen lassen sich berechnen,
wenn der Durchmesser des Kreises be-
kannt ist (Abb. 218).

a) Der Kreisumfang

In Abb.219 ist AA‘MAﬁ das Bestim- . o5 Aus dom Durchmesser einer Kreisflache lassen
mungsdreieck eines regelmiBigen n-Ecks, sich deren Umfang und Inhalt berechnen

das dem um M mit dem Radius 7 géschla-

genen Kreis einbeschricben ist. Es ist also 4,4,= @, und 4,M =A,M =7. Die Hal-
bierungslinie des Winkels 4,0 A, schneidet den Kreis in Dy, 4,D; =A4,D; = a3,
sind Seiten des demselben Kreis einbeschriebenen regelmiBigen 2n-Ecks.

Da A;4,< A,D; + A,D,, also 4, < 2 - ay,, ist, sind auch die n-fachen Werte in dem-
selben Sinn ungleich, und es ergibt sich #-@,<2n - ay,, d.h.:
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Der Umfang des elmm Kreis unbeuhnebenen regelmiBigen n-Ecks ist kleiner als
der Umfang des d Kreis ImaBigen 2n-Eck:

Die in den Punkten 4, und 4, an den Kreis gelegten Tangenten schneiden einander
in C;. Cy4, und C,4, sind Hilften der Seiten ¢, ecines dem Kreis mit dem Radius
7 umbeschriebenen regelméBigen n-Ecks. Wird
auch in D, die Tangente an den Kreis gelegt, die
AC, in E; und A4,C, in E, schneidet, so ist
E,E, = c,, eine Seite des dem Kreis umbeschriebe-

nen regelmaBigen 2n-Ecks. Az

Es gilt E\D,=E A, = E,D,=E,A,

und E,E,< E\C, +C,E,, also auch &

E1E2+A1El 3= E2A2<E1C1 +C1E2+A151+E2A2 'c,

oder 2l 0w Gy (RS
2n-cgu<n-c,, d.h.: Abb.219. Vom r;zr:l:ii[ﬁgen Vieleck zum

Der Umfang des einem Kreis mbw:hnebenen regelmaBigen n-Ecks ist grofer als der
Umfang des d lben Kreis umb ImaBigen 2n-Eck

Der Kreisumfang bildet bei VergréBerung der Seitenzahl fir das Wachsen des Um-
fangs einbeschriebener Vielecke die obere, fiir das Abnehmen des Umfangs umbe-
schriebener Vielecke die untere Grenze.

Das Berechnen ergibt folgende Werte, wenn d der Kreisdurchmesser ist:

Eckenzahl Umfang des
cinbeschriebenen Vielecks | umbeschricbenen Vielecks

3 2,598 08 - d 5,196 15 .4
6 3,000 00.d 3,464 10 - d
12 3,10583.d 3,215 39.d
24 3,13263 .4 3,159 66 - d
48 3,139 35 - 3,146 09 . d
96 3,141 03 . 3,14271 .4
192 3,141 45-d 3,141 87 . d
384 3,141 56 - d 3,141 66 - d
768 3,141 58 d 3,141 61 -d
1536 3,141 59-d 3,141 60 - d

DerUmfangeines Kreises mit dem Durchmesser d liegt zwischen 3,141 59 und 3,141 604d.
Den Zahlenfaktor, mit dem man den Kreisdurchmesser & multiplizieren muB, um den
Kreisumfang U zu erhalten, bezeichnet man mit dem griechischen Buchstaben 7 (ge-
sprochen pi). Es ist )
U=mn-d=2nr (fir d eingesetzt 27).

7 ist eine Zahl, die sich nicht in der Form eines Bruches darstellen 14Bt, die aber
beliebig genau errechnet werden kann. Naherungswerte sind auf 2 Stellen genau
3,14 oder 3;, auf 4 Stellen genau 3,1416,

Koiemta
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b) Der Kreisinhalt

Der Flacheninhalt eines Kreises liegt zwischen den Inhalten regelmaBiger Vielecke,
die dem Kreis einbeschrieben und umbeschrieben sind. Die Vielecksflichen nihern
sich der Kreisfliche um so mehr, je gréBer die Eckenzahl ist.

Die Berechnung fiihrt hier, wenn mit » der Kreisradius bezeichnet wird, zu folgenden
Werten:

Inhalt des

Biksizal Vielecks ! Vielecks
3 1,299 04 . 2 5,196 15 .2
6 2,598 08 . »2 3,464 10 - »2
12 3,000 00 - »2 3,215 39 - 2
24 3,105 83 - 22 3,159 66 - »2
48 3,132 63 .12 3,146 09 - »2
96 3,139 35. 72 3,142 71 .92
192 3,141 03 . »2 3,141 87 . 2
384 3,141 45 .2 3,141 66 - »2
768 3,141 56 - 2 3,141 61 . »2
1536 3,141 58 - »2 3,141 60 - 2

Der Flicheninhalt des Kreises, der mit dem Radius 7 geschlagen ist, ergibt

F=m. 7 oder F:n~§
_ 4 a_ @
(" gy T T)'
2
Flacheninhalt des Kreises F'= n;i = ar

¢) Der Kreisring

Zwei konzentrische Kreise mit den Durchmessern d; und d, (Abb.220) begrenzen
einen Kreisring. Sein Flicheninhalt ist die Differenz der Kreisflichen:
ay? 2,2

F=n.F—=. 4—=r}~(d,2—d22)4

Nunist d2—dy*= (& + dy) - (d, —d,) (vgl. S. 54).
Nennt man a,= 4 ';ﬂ den mittleren Ringdurchmesser,

_ di=d
w="

die Stirke des Ringes,

so erhilt man fir die Ringfliche

F=gn-d, w.

Abb.220. Kreisring

Flacheninhalt des Kreisringes | F = % (4, + dy) (d, — d,)
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d) Der Kreisausschnitt (Sektor)

SchlieBen die beiden zur Abgrenzung eines Kreisausschnitts gehé-
renden Radien 7 des Kreises den Zentriwinkel a ein (Abb.221),
so gilt fir die Lange b des Kreisbogens die Proportion

b:2rm=0a:360. S
o2 Kreisausschaitt
Hieraus ergibt sich b=m. TR,
o d : o
fir reg somit b_n.éao.d_

Der Umfang des Kreisausschnitts ist demnach

360 + 7
Umidtn gggd = “ae0 ¢

Fiir die Sektorfliche F gilt die Proportion

F:(7?-m) = a: 360
und ergibt

- B e, B O s, B
Fem g0 =% 55 4 =7 1 ¥
Da F= n~3§0412 = ; (n io ) 7 und 7 - iQ) 7 = b, kann man auch setzen
F= ? &2
PR P o . 3 _ ber .
Flich It des Kr h F:,—,:-%T)J*_T b—:tlsor
e) Der Kreisabschnitt (Segment)
Ein Abschnitt eines mit dem Radius # um den Punkt M ge- A
schlagenen Kreises werde durch die Sehne AB = s und den :
Bogen AB = b begrenzt und habe die Hohe & (Abb.222).
Dann ergibt sich als Umfang des Kreisabschnitts
U=b+s. B
Die Fliche des Kreisausschnitts kann als Differenz des Krcis-
— Abb.222, Kreisabschnitt

ausschnitts ABM (= —) und des Dreiecks ABM (=s-

berechnet werden und ergibt, wenn mit % die Bogenhohe bezeichnet wird,

F=b»r s.t—b=r-(b—~s)+h-s.

2 2 2



Der Zusammenhang mit dem zugehoérigen Zentriwinkel A M B = « ist fir den

Bogen b durch b=m- -7 dargestellt.

180
Tabellen, die fiir einen Kreis mit dem Radius 1 die Bogenlingen zu beliebigen Win-
keln angeben, enthalten gewohnlich auch Angaben fiir die GréBen %, s und F.

Werte dieser Art enthalt das,,Tabellenbuch
Metall fiir den Unterricht an Berufs- und
Fachschulen'’, 4.Aufl., S.48 und 49. Die
Zahlenangaben gelten fiir » =1, sind also
tiir andere Werte » umzurechnen.

Beispiel 1: Fiir den Oberteil eines Fensters
(Abb. 223) sind die Spannweite (Sek
lange) s = 1,60 m und die , Pfeilhohe"
(Bogenhdhe) & = 0,40 m gegeben. Die GroBe
dieses Teils der Fensterfinung (Fliche des
Kreisabschnitts) F soll aus der Tabelle ent-
nommen werden.

Liosung: Zunichst ist der Kreisradius » zu
bestimmen; 7 ist Hypotenuse in dem recht-

Abb.223. Oberteil cines Bogenfensters

$ und (» — h), ergibt sich also nach dem Lehrsatz des

winkligen Dreieck mit den Katheten 5

Pythagoras aus der Gleichung

s\2

— (=) .

= (r—h?2+ (2)

52
r==72—27h+h’+7,

52
Qph = h2 4 >
2rvh=ht 4 i
8rh=4h*+s?,

_ s 4042416 0,64 +256 32

= .2

8k — 8.04 804 =t

Da der Radius 1 ist, gelten die Tabellenwerte. Es ergibt sich, auf 2 Stellen gerundet, fiir die
Bogenlange b = 1,85 m, fiir die Flache F= 0 44 m2 fiir den zugeho-

rigen Zentriwinkel & = 106°. 4
0,25ym
Beispiel 2: Bei einem Fensteroberteil mit der Spannweites= 1,50 m
und der Pfeilhdhe /= 0,25 m erhilt man nach Beispiel 1
252 52 25 9, 1,25m
yo 40280 415 o, °,+,2£=1,25_ 1,25
78.0,25 2
Zu diesem Flachbogenfenster gehort der Kreisradius » = 1,25 m.
Fiir den Radius 1 m ergibt sich die entsprechende Spannwexte 5
by
aus der Proportion 1,25:1 =1,5:5, zu
ek~ Th
1,5 5
=g L ;
m
dieentsprechende Pfeilhéhe hyausder Proportion1,25:1=0,25: hyzu W
0,25
=22 o (Abb. 224).
1 Abb.224. Zu Beispiel 2
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Zu diesen fiir den Radius 1 geltenden Werten ergibt die Tabelle die Bogenlange b, = 1,29, die
Flache des Kreisabschnitts F; = 0,165, den Zentriwinkel a; = 74°,
Fiir » =1,25(m) bleibt x — 74°, man erhalt aber

b=b.7=129.1,25 1,61 (m),

und F =F;-72=0,165.1,252 = 0,26 (mi).

Wird nimlich die zum Radius 1 gehérende Flache durch
Fy=}%-1.1,29—1-1,2(1 — 0,2) = 0,165
berechnet, so entsteht die zum Radius # =1,25 gehérende Flache durch
F =%-r-1,29~1~%~1,2-r(r—0,2-r)
=F; 7 =F; 1,25 = 0,165 - [/ = 0,258 ~ 0,26.

Aus den zum Radius 1 gehorenden Tafelwerten der Lingen ergeben sich die zum Radius #
gehorenden Langen durch Mu]tiplika{ion mit . Aus dem zum Radius 1 gehérenden Tafel-
wert der Flache ergibt sich die zum Radius » gehtrende Flache durch Multiplikation mit #2.

AUFGABEN

1. Um ein Wagenrad von 550 mm Durchmesser soll vom Schmied ein Stahlreifen gelegt werden.
Auf welche Lange muB der Bandstahl zugeschnitten werden, wenn fiir die FeuerschweiBung
noch 160 mm Zugabe erforderlich sind?

2. Das Antriebsrad des sowjetischen GroBlastwagens Typ Mammut hat einen 4uBeren Reifen-
durchmesser von 1800 mm. Um wieviel bewegt sich das Fahrzeug bei einer Umdrehung des
Rades?

3. Auf der Drehbank wird eine Welle mit dem Durchmesser 90 mm und der Lange 450 mm
einmal iiberdreht. Wie lang wird der Span (FlieBspan), wenn der DrehmeiBel bei jeder Um-
drehung der Welle um 1,5 mm vorriickt?

4. Welchen Umfang hat die Querschnittsfliche von Rundstahl mit 5 (8; 10; 11; 16; 25; 29;
38; 46; 52; 74; 155) mm Durchmesser?

5. Welchen AuBendurchmesser haben Stahlrohre mit einem duBeren Querschnittsumfang von
69,1 (157,1; 44,0; 182,2; 88,0; 37,7; 150,8; 56,6; 94,2; 141,4) mm?

6. Wie groB ist der Blechbedarf in mm? fiir 20 kreisformige Blechscheiben mit einem Durch-
messer von 27 (105; 17; 43; 33) mm, wenn der Verschnitt 259, betrigt?

7. Welche Querschnittsfliche hat ein Stahlrohr, dessen AuBendurchmesser
a) 22 mm und dessen Wandstarke 2 mm,

b) 16 , o 55 2,5 mm,
18, ” o9 3 mm,

d) 28, , » » 6 mm,

e) 50 , ”» o 7 mm betragt?

. Welchen Scheibendurchmesser hat eine Unterlegscheibe, deren Querschnitt eine Kreisring-
fliche von

a) 13,36 mm? mit einem Lochdurchmesser von 1,8 mm,

b) 491 , , " .o 43,
) 259,77 ,, ., " " o 10,5 4
d) 671,52 ., , ., " ,o2L0 ,,
e) 6016,92 ,, , W . 58, ist?
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9. Fiir ein Schmalfilmgerat soll nach Abb. 225 eine rotierende drei-
teilige Belichtungsscheibe angefertigt werden. Der Scheiben-
durchmesser ist ¢ =120 mm. Wie groB ist der Blechbedarf (ohne
Beriicksichtigung des Verschnitts) fiir die Belichtungsscheibe?

10. Es ist das Blech fiir einen Trichter zuzuschneiden, dessen oberer
Rand 120 mm Durchmesser hat und dessen Seitenlinge 110 mm
betragt. (Die AusfluBofinung des Trichters soll nicht beriicksich-
tigt werden.) Mit welchem Zentriwinkel ist der Trichtermantel
anzureiBlen, und wie groB ist die Mantelfliche?

Abb.225. Dreiteilige
Belichtungsblende

11. Fiir einen Ventilator sind Fliigel in der Form von Kreissektoren
mit der Bogenlinge b= 66 mm und dem Zentriwinkel a = 21°
anzufertigen. Welchen Durchmesser hat das Fliigelrad?

12. Ein Brunnenschacht hat einen inneren Durchmesser von 1,5m. Die Wand ist aus 38cm
dickem Klinkermauerwerk hergestellt. Wie groB ist die gemauerte Ringfliche?

13. Eine Torbogensfinung soll hergestellt werden. Der Maurer erhilt folgende MaBe:

Sehne s=3,8m, Radius ¥ = 2,755 m,
Hohe h=0,76 m, Zentriwinkel x = 87°.

Die Bogenlange und die Segmentflache der Offnung sollen berechnet werdens

14, Aus einer kreisformigen Blechplatte (d=1,2 m) sollen 16 gleichgroBe Locher (d = 4 cm)
gestanzt werden. Die Lochmitten liegen 12 cm vom Rand entfernt und sind auf der Platte
gleichmaBig verteilt.

a) Fertige eine Zeichnung (M 1:10) an! s
b) Berechne den Umfang des die Lochreihe umschlieBenden Kreises! 1
c) Welchen Flacheninhalt hat die Blechplatte nach dem Ausstanzen?

15. Aus einem zylindrischen Baumstamm von 3 m Linge und kreis-
formigem Querschnitt von 75 cm Durchmesser soll ein méglichst
starker Balken von quadratischem Querschnitt hergestellt wer-
den. Wie groB sind die Querschnittskante des Balkens und der
beim Bearbeiten entstehende Abfall (in Prozenten)?

16. Eine Schleifscheibe von 350 mm Durchmesser hat eine Drehzahl

1
n=1470 == Wie groB ist die Umfangsgeschwindigkeit Abb. 226. Ringformiger
. R . y = . " Stiit: f
in km/h? (Mit dieser Geschwindigkeit wiirde ein sich lésendes EERRLEY
Teilchen tangential davonfliegen.)
17. Auf einen ringférmig ausgebildeten Stiitzzapfen (Abb. 226, d, = 30 mm; d, = 60 mm)
wirkt eine Kraft von P=1500 kp. Wie groB ist der Druck (Druck = Kraft : Flache)?

9. Ellipse

a) Grundeigenschaften

Wird ein Rohr mit kreisformigem Querschnitt schrig zur
Rohrrichtung durchschnitten, so entsteht als Schnittfigur
eine Ellipse (Abb.227). Da in der Rohrrichtung auf den Man-
tel des Rohres parallele gerade Linien gelegt werden kénnen, —Abb.227. Schacidet man ein

. " n v 3 . Kreisrohr schrig an, so entsteht
verbindet jede dieser Mantellinien einen Punkt P; des eine Ellipse
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kreisformigen Rohrquerschnitts mit einem Punkt P,der Schnittellipse. Der Kreis
wird durch parallele Gerade auf die Schnittebene als Ellipse projiziert. Man sagt
deshalb auch:

Die Ellipse ist die Parallelprojektion eines Kreises auf eine Ebene, die zur Kreisebene schrag

liegt.
Abb.228 zeigt zwei Kugeln?) gleicher GroBe, — prrmm— i
die genau in einen Zylinder passen. Die cine | i
beriihrt die Zylinderwand im Kreise & und i
die Ebene der Schnittellipse im Punkte F, ,
die andere beriihrt die Zylinderwand im
Kreise k,, dic Ellipsenebene im Punkte F,.
Durch den Punkt P der Ellipse geht cinc
Mantellinie, die im Schnittpunkt 4 mit dem
Kreis %, die obere, im Schnittpunkt B mit
ky die untere Kugel beriihrt. In der Ellipsen-
ebene ist P mit F; und F, verbunden. P
und PF, sind Abschnitte zweier Tangentcn,
die von P an die obere, PB und PF, Al- |
schnitte zweier Tangenten, die von P an dic
untere Kugel gelegt sind. Nun schneidet dic
durch PA und PF, bestimmte Ebene dic
obere Kugel in einem Kreis, fiir den P4 und
PF, Abschnitte der von P ausgehenden
Tangenten sind. Die durch PB und PF, be-
stimmte Ebeneschneidet die untere Kugel in
einem Kreis, fiir den PBund PF, Abschnitt.-
der von P ausgehenden Tangenten sind.
Es gilt also PA = PF, und PB= PF,,
weil diese Strecken jeweils Tangenten an
denselben Kreis sind.
Die Ebenen der Kreise k, und &, liegen rechtwinklig zur Zylinderachse. Bei jeder Lage
des Punktes P auf der Ellipse gibt demnach PA + PB den unverinderlichen Ab-
stand AB der parallelen Kreisebenen an. Thm gleich ist auch PF, + PF,.
Daraus folgt:

Die Summe der Entfernungen eines Ellipsenpunktes von zwei festen Punkten (den Brenn~

punkten) ist konstant.

Abb.228. Die Dandelinschen Kugeln

b) Konstruktion

Um Rohrleitungen fiir Gas, Wasser oder Dampf mit Kesseln, Pumpen usw. sicher zu
verbinden, werden Ilansche von vielerlei Formen verwendet; ovale erinnern haufig
an die Form einer Ellipse. Ist eine Ellipse anzureiBen, so wird, wenn kein Ellipsen-
zirkel zur Verfiigung steht, gewohnlich die ,,Fadenkonstruktion® oder ,,Girtnerkon-
struktion®* verwendet.

') Zuerst verwendet von dem belgischen Ingenieur Dandelin (17904—1847), man nenntsie deshalb die Dandelinschen Kugeln,
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Fadenkonstruktion
Man schlagt in die Zeichenebene zwei Drahtstifte an die Stellen der Brennpunkte F,
und F,, legt um beide einen geschlossenen Faden und spannt ihn durch die Reifinadel
oder den Zeichenstift. Dann verschiebt man den Zeichenstift so, daB der Faden immer
gespannt bleibt. Die Stiftspitze P beschreibt dabei eine Ellipse. Es audert sich bei
allen Stellungen des Zeichenstiftes weder die Fadenlinge / der Schlinge, noch der Ab-
stand F F,= 2e; somit bleibt bei jeder
Lage des wandernden Punktes P unver-
andert PF,+ PF,=1— 2¢.

Die Kurve, die der Punkt P beschreibt,
hat zwei Symmetrieachsen (Abb.229). Sie
ist symmetrisch zur Geraden F,F, und
schneidet diese Symmetricachse in den
Punkten 4, und 4,. Ferner ist sie symme-
trisch zur Mittelsenkrechten der Strecke
F,F, und schneidet diese Symmetrieachse
inden Punkten B, und B,.

A, und A, werden Hauptscheitel, B, und B,
Nebenscheite! der Ellipse genannt.

Dabei ist  4,F, = é, und  A,F, = é AF, = 4,F, =
A A, = AF,+ Fpd, =1 —2e,
1—2e
F|B|=FQBI=F182=F:Bn= 2
BB, <F,B, +F,B,, also BB,<l—2e, d.h BB,<A,4,.
Man nennt deshalb 4,4, die groBe Achse, BB, die kleine Achse der Ellipse. Wenn
M der Achsenschnittpunkt ist, heiBt 4,M =A4,M = a die grofe Halbachse,
B,M = B,M = b die kleine Halbachse der Ellipse.
Esist Fi A, + A, Fy = Fy Ay + A, Fy, = A4, 4, = 2a. Also gilt nach dem obigen Satz
auch fiir jeden anderen Punkt P der Ellipse

F, P+ PF,=2a

Da F, B, + B,F,= 2a, und F, B, = B,F,, ist F;B,= B,F,= a. Ebenso ist F; B,
=F, By = a und im rechtwinkligen Dreieck F; M B; nach dem Lehrsatz des Pytha-
goras Fy By®=F, M*+ B, M?, d.h.

Sind die Achsen 2a und 2b einer Ellipse gegeben, so erhilt man die Brennpunkte
F, und F, auf der groBlen Achse durch den um einen Nebenscheitel mit der grofien
Halbachsea geschlagenen Kreis. Die Lange der Fadenschlingeist /=2 (a + }a? — 5?).

und im Dreieck F,B,B,

Angendherte Konstruktion

Die Ellipse kann zwar nicht mit einem gewohnlichen Zirkel gezeichnet werden, aber
die in der Nahe der Scheitel verlaufenden Ellipsenbogen werden oft durch Kreisbogen
ersetzt, deren Mittelpunkte auf den Symmetrieachsen liegen und deren Radien pas-
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send bestimmt sind. Vorgegeben seien die
groBe Achse A;A4, und die kleine Achse
B, B, (Abb.230). Man zieht durch B, die Par-
allele zur Achse A,4,, durch 4, die Parallele
zu B, B,, die einander in C schneiden. Von C
aus fallt man das Lot auf 4,B, bis zu den
SchnittpunktenG, mit 4,4, und K, mit B, B,.
G, ist der Mittelpunkt eines Kreises, der sich
in 4, dem Verlauf der Ellipse anschmiegt,
K, der Mittelpunkt des entsprechenden Krei-
ses fiir den Scheitel B,. Die Mittelpunkte G,
und K, der Kriilmmungskreise fiir die Schei-
tel 4, und B, ergeben sich durch die Sym-
metrie. Der Ubergang von dem Bogen des Kriimmungskreises fiir den einen Scheitel
zum Bogen des benachbarten ist mit einem Kurvenlineal zu erginzen.

Die Begriindung fiir die angegebene Konstruktion wird hier iibergangen, da sie mehr mathe-
matisches Wissen voraussetzt, als in diesem Buche vermittelt werden kann.

Abb.230. Naherungskonstruktion einer Ellipse

¢) Umfang

Eine Formel zur genauen Berechnung des Ellipsenumfanges kann auch mit den
Hilfsmitteln der hoheren Mathematik nicht aufgestellt werden.

Fiir die Berechnung des Ellipsenumfanges wird folgender Ausdruck entwickelt:

U—tma- (-Gt F e — b G Bt dfoer—

wobei a die groBe Halbachse und € als Abkiirzung fiir 5— gesetzt ist.

Die Zahl der durch die geschwungenen Klammern zusam gefaBten Glieder ist unbegrenzt, wie
durch die am Ende stehenden Punkte angedeutet wird. Aus der Schreibform der angegebenen
Glieder erkennt man das Bildungsgesetz der folgenden Glieder. Der Wert fiir U ergibt sich um
so genauer, je mehr aufeinanderfolgende Summanden des Klammerausdrucks aufgeschriecben
und berechnet werden. Die Berechnung selbst ist zeitraubend, auch wenn der errechnete Wert
nur auf zwei Stellen genau angegeben werden soll. Deshalb verwendet der Techniker Naherungs-
formeln.

Von den in der Praxis verwendeten Niherungsformeln ist die einfachste

Dabei bezeichnet D die groBe, d die kleine Ellipsenachse.
Eine genauere Niherungsformel ist

U:T(D-ﬁ-d)—i;—],’D‘d’

Sie wird z. B. bei der Erdmessung zum Berechnen von Meridianbogenlingen verwendet.
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Beispiel:
Es soll der Umfang einer Ellipse berechnet werden, deren groBe Achse 10 m und deren kleine
Achse 6 m lang ist.
Wir haben D=2a=10m, d=2b=6m,
" —— % e 4m 4
=Va® — P —=}25m®— 9m?— = = =
e=Ya? —p*=)25m*— 9m?=4m, ¢ el s

Losung:
1. Naherungsformel: U=m=- 2 _f" 4
1
= 701:1;»‘6111 =m-8m=25,13m
2. Naherungsformel: U= 3; (D +d)— 1, VD-d

.—_34” (10m 4-6m) — 2 {10m-6m

=x-12m—7z-3,873m=n-8127Tm = 25,532

Nach dem zuerst genannu‘en Verfahren ergibt der Ellipsenumfang unter Beriicksichtigung von
16 Summanden, auf 3 Dezimalen genau berechnet, U = 25,527 m.

d) Inhalt K Ky
—

Abb.231 zeigt noch einmal das in Abb.227 dargestellte
Rohrmodell. Die Ebene, die durch die Rohrachse und die
Hauptachse 4,4, der Ellipse geht, schneidet den Kreis in
C, und C,. Das Rohr wird in den Mantellinien C,4, und
C,4, geschnitten. G, und G, sind als Punkte des Kreisdurch-
messers C,C, willkiirlich angenommen. Die durch G, zu
A4, C, gezogene Parallele schneidet 4,4, in E,, die durch G,
gezogene Parallele in E,. Nach dem Strahlensatz gilt die
Proportion

E\E,: GGy =4A,4,: C,C; . T,

Der Kreisdurchmesser C, C, hat die Lange der Nebenachse Abb.231. Zur Berechnung der
der Ellipse. Aus der Proportion folgt deshalb Ellipsénfiiche

E\E, a _a

GE =% E\E,= -G, G,.
Legt man durch G, und G, rechtwinklig zu C, C, die Kreissehnen H, K, und H, K, und
durch E, und E, rechtwinklig zu 4,4, die Ellipsenschnen P,Q, und P,Q,, so werden
P,H,K,Q, und P,H,K,Q, Rechtecke, P,Q; = H, K, und P,Q, = H,K,.
Das Trapez H, H, K, K, hat den Flicheninhalt Fi= } - (H, K, + H,K,) - G,G,.
Das Trapez P; P,Q,0Q, hat den Flicheninhalt Fy =% (P,Q, + P,Q,) - EyE,.

" . Fn E;E; Fir _a a

Es ergibt sich also 7_; =G6," -—I‘T =iy F= b - Fy.
Die gleiche Beziehung gilt fiir jedes in derselben Weise dem Kreis einbeschriebene
Trapez und das entsprechende der Ellipse.
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Haben benachbarte Trapeze eine Grundlinie gemeinsam, so ergibt die Summe der
dem Kreis einbeschriebenen Trapeze den Kreisinhalt um so genauer, je kleiner der
Abstand der Parallelseiten gemacht wird. Die Summe der entsprechenden Trapeze
in der Ellipse strebt dem Ellipseninhalt F zu. Die Summe aller Trapeze der Ellipse
ergibt nach der obigen Formel das Z.-fachc der Summe der zugehérigen Trapeze des
Kreises. Der Kreis hat den Radius & und die Fliche 7z - b2, Es gilt also fiir den Fla-
cheninhalt F¥ der Ellipse F= 7. 42. ;,F=n-u<b oder, wenn man @ = Lzl b= ;
setzt, F = ’Z D.d.

Flicheninhalt der Ellipse F=mab="D.4

Beispiel:

Eine Ellipse mit der groBen Achse D =10 m und der kleinen Achse d = 6 m hat den Fla-

cheninhalt
F=7D.a=7 10m 6m=n 15m = 471m.

e) Der Korbbogen

Da genaue Ellipsen nicht durch Schla-
gen von Kreisen gezeichnet werden kon-
nen, setzt man z. B. Abgrenzungen fir
Flansche, Bégen zur UI)(-r\\'(')llnu);r von 3 g
Fenstern und Tiiren so aus Kreisbogen
zusammen, daf die entstehenden Formen
Ellipsen dhneln.
Die Mittelpunkte der Kreisbogen liegen : | L
immer auf den Symmetrieachsen der aus Ot -
ihnen zusammengesetzten Bogenform. .
Taz dm..“ :.lhl dq Radien gibt s verschie- Abb.232. Der obere Fensterteil wird durch eine Korb-
dene Moglichkeiten, z. B. folgende: bogenform abgeschlossen
1. Gegeben ist die groBe Achse 4,4,, ihr
Mittelpunkt ist M. Auf 4,4, wihlt
manzwei Punkte G,,G, beliebig, aber so,
daB G,M = G,M . Auf der Mittelsenk-
rechten von 4,4, sind die Punkte K,
und K, ebenfalls beliebigangenommen,
aber so, dal M K, = MK, (Abb. 233).
Aus Symmetriegriinden ist

G K = Gy K, = G Ky = G,K,,
3 Abb.233. Korbbogen aus Kreisbogen, deren Mittelpunkte
auflerdem ist 4,G, = G,d,. auf dem Achsenkreuz beliebig angenommen sind
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Verlangert man  K,G, um G, P, =G, 4,, K,G, um G,P,=G,4,,

KyGyoum GOy =G4y, KyGy um G0, = G4,
so liegen Py, A4; und Q; auf einem um G, geschlagenen Kreis, P,, 4, und Q, auf
einem um G, geschlagenen Kreis. Ferner liegen P, und P, auf einem Kreis mit dem
Mittelpunkt K; und @, und Q, auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt K,. Durch
Py, Py, Q) und Q, gehen also je zwei Kreise, deren Zentrale jedesmal durch den
Punkt geht, der beiden Kreisen gemeinsamist. Je zwei Kreise haben demnach in Py,
P,, Q, und Q; gemeinsame Tangenten. An diesen Stellen geht der eine Kreisbogen
in den sich anschlieBenden ohne Knick iber.
Die um K, und K, geschlagenen Kreise schneiden die Symmetrieachse K\ K, in
B, und B,.
Die aus den Kreisbogen 4, Py, P,B, P, und P,4, zusammengesetzte Bogenform
wird in der Architektur ein Korbbogen genannt (Abb. 232). Die geschlossene Kurve
wird z. B. als Umrandung von Flanschen verwendet. Thre Form hingt von der
Lage der Kreismittelpunkte auf den Symmetrieachsen ab.

2. Wihrend in Abb.233 die Kreismittel-
punkte auf den Symmetricachsen be-
liebig gewihlte Abstinde vom Achsen-
schnittpunkt haben, bilden in Abb. 234
die auf der groBen Achse liegenden
Kreismittelpunkte mit je einem der auf
der kleinen Achse liegenden cin gleich-
seitiges Dreieck. Dabei ist 4,G,
=G,Gy = G,4,.

3. In Abb. 235 entspricht die Lage der
einzelnen Mittelpunkte zueinander den
Vorschriften fiir Gasrohrflansche. 2wei symmetrische, gleichseitige Dreiccke bilden

Abb.234. Korbb Kreisbégen deren M

Die angegebenen Konstruktionen fiir den Korb-
bogen sind Versuche, eine der Ellipse moglichst
4hnliche Figur auf einfachem Wege herzustellen.
Ein Vergleich beider Kurven zeigt aber auf den
ersten Blick, daB der Korbbogen an die Schon-
heit der Ellipsenform nicht heranreicht.

AUFGABEN

1. Aus 10mm starkem Flachstahlist ein Flansch
von 124 mm Linge und 84 mm Breite anzu-

fertigen. Der Flansch soll die Form einer B,
Ellipse erhalten, in der Mitte eine Bohrun; 4

P A - > 8 Abb.235. Korbbogen als Umrandung eines Gasrohr-
von 45mm Durchmesser und rechts und links Aanscios

davon auf der Langsmittellinie je eine Boh-

rung von 17 mm Durchmesser haben, fiir die der Abstand von Lochmitte zu Lochmitte
86 mm betragt.

a) Der Flansch ist unter Verwendung der Fadenkonstruktion anzureiBen.

b) Welches Gewicht hat der Flansch, wenn die Dichte des Stahls = 7,86 g/cm? betragt?
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2. Welchen Flacheninhalt hat eine Ellipse, deren groBe Achse 15cm und deren kleine Achse
11 cm betragt?

3. Den Rand eines elliptischen Beetes gibt ein Gartner mit Hilfe einer Schlinge an, die er um
zwei in 6 m Abstand eingeschlagene Pfihle spannt. Die Schour der Schlinge ist 12,80 m
lang. Berechne
a) die groBe und die kleine Achse der Ellipse,

b) die Umrandung nach einer der Naherungsformeln,
c) den Flacheninhalt des Beetes.

C. STEREOMETRIE

In der Planimetrie wird gelehrt, wie Berechnungen an ebenen Flichenstiicken mit
geradenoder krummen Begrenzungen, z. B. an Dreiecken, Vierecken, Kreisenund Ellip-
sen, ausgefithrt werden. Entsprechende Berechnungen machen sich auch fiir raum-
liche Gebilde nétig, da sie z.B. die Grundlage vieler Gewichts- und Preisberech-
nungen bilden. Zu den Aufgaben der Stereometrie gehort das Berechnen von Ober-
fliche und Rauminhalt geometrischer Kérper, die von ebenen und auch von ge-
kriimmten Flichen eingeschlossen sind, z.B. fiir Quader, Zylinder, Kegel, Kugeln.
Dabei werden an das Vorstellungsvermégen hohe Anforderungen gestellt. Wéahrend
nimlich die in der Planimetrie betrachteten Gebilde unmittelbar auf einem Zeichen-
blatt darstellbar sind, ist das bei raumlichen Gebilden nicht moglich. Man ist ge-
zwungen, sich die Objekte selbst vorzustellen, zur Erleichterung werden Modelle und
Abbildungen herangezogen. Im Fachzeichnen wird das Anfertigen zweckmaBiger
ebener Bilder von riumlichen Gegenstinden gelehrt.

1. Wiirfel und Quader

Alsfertige Erzeugnisse der Produktion findet manWiirfel selten.
DieBaustoffindustrie produziert dagegen Quaderin grofierZahl,
z. B. Mauerziegel (Abb.236) und Mauersteine, Balken und Boh-
len, Pfosten und Latten. In anderen Produktionszweigen, z. B.
der metallverarbeitenden Industrie, treten Wiirfel und Quader
als Formen von zugeschnittenen und vorgearbeiteten Werk-
stiicken auf, die erst durch die weitere Bearbeitung ihre end-
giiltige Gestalt erhalten. Zugeschnittene Werkstiicke stellen
den eigentlichen Werkstoffverbrauch dar und bilden die
Grundlage fiir die Berechnung des Werkstoffbedarfs.

a) Oberfliche

Den Wiirfel begrenzen sechs Quadrate, die seine Oberfliche
bilden. Hat der Wiirfel die Kantenlingea (Abb.237links),sohat
jedes dieser Quadrate den Flicheninhalt a® Als Oberfliche
des Wiirfels ergibt sich somit

2 Abb.236. Der Mauerziegel —
0=6-a der bekannteste Quader



Die Oberfliche eines Quaders setzt

sich aus 6 Rechtecken zusammen
(Abb. 237 rechts). Haben je zwei die Sei- @
tenlingen @ und b, 2 und ¢, und bund ¢,
so ergibt sich als Quaderoberfliche e 4
Abb.287. Der Wiirfel ist eine Sonderform des Quaders, er ist
O0=2. (ab+ac+ bo). ein Quader mit lauter gleichlangen Kanten

Da der Wiirfel als eine Sonderform des Quaders mit den Kanten a=b=¢ an-

gesehen werden kann, folgt aus der Formel fir die Quaderoberfliche
O=2-(a-a+a-a+a-a)

auch die Formel fiir die Wiirfeloberfliche: 0 = 6a2

Wiirfeloberflache 0= 6a*

Quaderoberfliche I O=2(ab+ ac+ be) ]

b) Rauwminhalt
Der Rauminhalt eines Wiirfels oder eines Quaders wird durch das Vielfache einer
Raumeinheit gemessen. Als Raumeinheiten bezeichnet man Wiirfel, deren Kan-
tenlingen Léngeneinheiten sind. Zugrunde liegt das Kubikmeter (1 m?), ein Wiirfel
mit der Kantenlinge 1 m. Davon abgeleitete Raumeinheiten sind z. B. das Kubik-
dezimeter (1 dm?), das Kubikzentimeter (1 cm®), das Kubikmillimeter (1 mm?). Esist:
1 m3= 1000 dm3 = 1000 000 cm?® = 1000 000 000 mm?3,
1dmd= 1000 cm® = 1 000 000 mm?,
lem?= 1000 mm3.
Bei Wiirfeln und Quadern, deren Kantenlingen ganze Vielfache einer Lingeneinheit
sind, kann der Rauminhalt unmittelbar bestimmt werden (Abb.238a u. b).

Abb. 238. Modell zum B
des Rauminhalts eines Wiirfels (a)

und eines Quaders (b)
| T T 1A

(b)

(T 17
© (T 1]
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An eine Kante von der Seitenlinge @ = 6 cm passen genau 6 Kubikzentimeter neben-
einander und bilden eine Reihe. Beim Wiirfel sind 6, beim Quader von der Hohe
b= 3 cm sind 3 solcher Reihen nétig, um die vordere Fliche zu bedecken. Es liegen
also beim Wiirfel @ - @ = 36, beim Quader a - b =18 Einheitswiirfel an dieser Seiten-
fliche und bilden eine Schicht. Den Wiirfel fiillen 6, den Quader von der Tiefe
¢=4cm fiillen 4 Schichten aus. Es ergibt sich

als Rauminhalt des Wiirfels V= a® = 63cm® = 216 cm®,
als Rauminhalt des Quaders V=1a-b-c=6-3-4cm®= 72cmd

Wiirfelinhalt

Quaderinhalt V=a-b-c

Diese Formeln gelten auch dann, wenn die Kantenlingen eines Wiirfels oder eines Quaders
nicht durch ganze Anzahlen gleicher Langeneinheiten angebbar sind. Zum Beweis ist der auf
S.171 f. beim Berechnen des Flacheninhalts angedeutete Gedankengang auf die RaumgroBen
zu iibertragen.

AUFGABEN

1.Zum Herstellen von Gelenkstiicken werden als Rohlinge Wiirfel zugeschnitten. Wieviel
Kilogramm wiegt ein Wiirfel, dessen Kantenlinge 65 mm ist, wenn der ‘Werkstoff die Dichte
7,85 g/cm® hat? (m =17 p)

2. Ein Klempner fertigt einen wiirfelfsrmigen offenen Blechbehalter an, der 151 Wasser faBt.
a) Welche Kantenlinge hat der Behalter?
b) Wieviel Quadratmeter Blech werden fiir seine Anfertigung benéotigt ?

3.Um aus einer rechteckigen Blechtafel von 48 cm Lange und 30 cm Breite einen offenen
quaderformigen Kasten herzustellen, werden an den Ecken gleiche Quadrate ausgeschnit-
ten. Welchen Rauminhalt hat der Kasten nach dem Aufbiegen der Seitenteile, wenn die
Quadratseite

a) 5cm, b) 6cm, ¢) 7cm lang ist?

4.1In einer Lehrwerkstatt werden von Lehrlingen Bankhammer ange-
fertigt. Dazu werden aus 38-mm- Quadratstahl Rohlinge von 130 mm
zugeschnitten.
‘Wieviel Kilogramm Stahl sind fiir 20 Bankhdmmer erforderlich, wenn
die Dichte 7,86 g/cm?® betrdgt? (Schnittverlust soll nicht beriicksich-
tigt werden.)

]
5. Aus einer Blechtafel, die 400 mm breit und 600 mm lang ist, soll ein 2
Klempner einen moglichst groBen Wiirfel anfertigen. Wie groB ist
das Volumen des Wiirfels?
6. Aus 1 mm dickem Blech wird ein Kondensatorbecher von 100 mm *
Linge, 50 mm Breite und 80 mm Tiefe angefertigt. Wieviel wiegt der o =
Becher, wenn die Dichte des Werkstoffs 7,85 g/cm? betragt? T
7. Wieviel wiegt der in Abb. 239 dargestellte Bolzen aus Stahl fo—30%—o
(Dichte 7,86 g/cm?)? Abb.239 . Stahlbolzen
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8. Welchen Querschnitt hat Quadratstahl mit der Dichte 7,86 g/cm3, wenn 1 Meter 12,560 kg
wiegt?

9. Welchen Laderaum hat ein bedeckter Giiterwagen, der im Lichten 7,92 m Kastenlange,
2,75 m Kastenbreite und 2,20 m Kastenhéhe hat?

10. Fiir ein Einfamilienhaus wird die 9,6 m lange und 8,7 m breite Baugrube bis auf die Unter-
kante des Kellerpflasters 1,5 m tief ausgehoben. AuBerdem werden fiir die Fundamentgra-
ben 24,8 m* Grundfliche bei 0,30 m Tiefe und zum Hinterfiilllen der Fundamentmauern
18,0 m® Baugrund gebraucht. Wieviel Kubikmeter sind abzufahren?

11.Die Ladeckésten (Pritschen) einiger gebriuchlicher Lastkraftwagen haben folgende Aus-
maBe:

Lénge . . 40m 4,4m 5,0 m
Breite . . 2,06 m 2,3 m 2,35 m
Hohe . 047Tm 0,465 m 0,5m
Nutzlast . 3000 kg 3500 kg 6000 kg

a) Berechne fiir jeden Wagen das Fassungsvermogen des Kastens!

b) Priife nach, ob bei einer Beladung mit Sand (Dichte 2,1 g/cm?) oder mit Schlacke (Dichte
0,7 g/cm?) die zulidssige Ladegrenze erreicht wird oder nicht und gib an, wieviel Kubik-
meter von jedem dieser Stoffe hochstens geladen werden diirfen!

12. Die Durchschnittsertrige an Heu von 2,75 ha Wiese und 1,95ha Feldfutter betragen
4500 kg/ha und 6000 kg/ha. Ein Kubikmeter loses Heu wiegt 80 kg. Errechne den Raum-
bedarf fiir das Heu!

13. Eine LPG will den Strohertrag von 51 ha Wintergetreide, 38 ha Sommergetreide und den
Heuertrag von 40 ha Wiese einlagern.
Wieviel Kubikmeter Scheunenraum benétigt sie, wenn fiir 1 ha Wintergetreide 120 m?, fiir
1 ha Sommergetreide 95 m? und fiir 1 ha Wiese 90 m* Scheunenraum erforderlich sind ?

14.1n einem Garten befindet sich ein aus Ziegeln gemauerter Wasserbehilter, der einen wiirfel-
férmigen Hohlraum mit 125 cm Kantenlinge einschlieft.
Wieviel Liter Wasser kann der Behilter aufnehmen ?

15. Ein Wasserbehilter soll fiir eine Wasseraufnahme von
a)3m?, b)4md c)5m?
mit wiirfelférmigem Hohlraum gebaut werden.
‘Wie lang muf3 die Kante des Hohlraumes sein ?

16. Die Montagebauweise fiihrt zu einer erheblichen Erhéhung der Leistung unserer Bauwirt-
schaft. Im volkseigenen Wohnungsbau werden zum Beispiel zum Uberdecken von Fenstern
und Tiiren Stahlbetonstiirze verlegt.

Ein Sturz ist 1,61 m lang und hat einen Querschnitt von 7,5 cmX 24 cm.

Berechne das Volumen!

17.Fiir den Versand der Erzeugnisse eines Werkes werden rechteckige Kisten verwendet.

Die MaBe sind: a = 120cm; b = 60 cm; ¢ = 45 cm.

Infolge eines Verbesserungsvorschlages sollen wiirfelformige Kisten verwendet werden.

a) Wieviel Zentimeter muB die Linge einer Kante betragen, damit das Volumen unver-
4ndert bleibt ?

b) Wieviel Quadratmeter wertvollen Materials werden in einer Woche (6 Tage) eingespart,
wenn taglich 65 Kisten benotigt werden ?

18. Ein Grabenbagger baggert stiindlich im Tagebau einen Graben mit 4 m Tiefe, 0,9 m Breite
und 30 m Linge.

Wieviel Kubikmeter werden in 8 Stunden abgetragen ?



19. Ein gummibereifter Plattformwagen mit einem Laderaum von 6 - 2,5 0,5 m wird mit Kar-
toffeln beladen. 1 m? Kartoffeln wiegt 650 kg.

a) Ist der Wagen voll ausgelastet, wenn seine Tragfihigkeit 5 t betrigt?
b) Stelle die gleichen Berechnungen fiir eine Ladung Zuckerriiben an, wenn 1 m® Zucker-
riitben 700 kg wiegt!

20. Der Trog eines Schiffshebewerkes hat eine Linge von 85 m, eine Breite von 12 m und eine
Wassertiefe von 2,50 m. Die gesamte Eisenkonstruktion des Troges wiegt 1600 t.
a) Welchen Raum nimmt die Wassermenge ein ?

b) Wie schwer ist der mit Wasser gefiilite Trog?

2. Prisma und Zylinder

a) Grundeigenschaften

Prismen

Bei kantigen Stangen umschlieBenden Werkstoff
drei oder mehr Ebenen, die einander in par-
allelen geraden Linien schneiden. Das von einer
kantigen Stange durch zwei parallele Ebenen
abgegrenzte Stiick heiBt Prisma (Abb. 240).

Prismen aus Glas werden im Physikunterricht bei
optischen Versuchen verwendet. Beim Durchgang
des Sonnenlichtes durch ein dreiseitiges Glasprisma

2 . - ! Abb.240. Prisma mit regelmaBigem Sechseck als
wird das Lichtstrahlenbiindel aus seiner Bahn abge- Grundfidche

lenkt und in Spektralfarben aufgelost.
Die optische Industrie baut in Fernglaser dreiseitige Glasprismen zur Verkiirzung der Tubus-
lange ein (Prismen-Feldstecher).

Hat ein Prisma # parallele Kanten, so entstehen als Grundflichen oder als Grund-
und Deckfliche zwei kongruente n-Ecke, deren Seiten Grundkanten des Prismas ge-
nannt werden (Abb.241). Die iibrigen parallelen Kanten sind die Seitenkanten des
Prismas. Alle Seitenkanten eines Prismas sind gleich lang. Je zwei Seitenkanten
grenzen mit den beiden in derselben Ebene liegenden Seiten der Grundflichen ein
Parallelogramm ab, eine der Seitenflichen
des Prismas. Das n-seitige Prisma hat als
Seitenflichen #  Parallelogramme  mit
gleichlangen parallelen Seiten. Ist die
Grundfliche ein regelmiBiges Vieleck, so
stimmen auch die zweiten Seitenpaare Héhe

aller Seitenflichen des Prismas iiberein. Seitenkanten
Wiirfel und Quader gehéren zu den Pris- Grundkanten
men. Wenn die Seitenkanten, wie bei Grondfiiche
Wirfeln und Quadern, mit den Grund-  Apb.241. Prisma mit dreieckiger Grund- und Deckiliche

Deckfliche

| Seitenfliche
Parollelogramm)
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flichen und damit auch mit den Grundkanten rechte Winkel bilden, spricht man
von geraden Prismen, in allen anderen Fillen von schiefen Prismen.

Der Abstand der beiden Grundflichen gibt die Ho6he des Prismas an. Beim geraden
Prisma ist die Hohe gleich der Seitenkante, beim schiefen Prisma ist sie kleiner als
die Seitenkante.

Alle Seitenflichen zusammen ergeben den Mantel des Prismas. Eine parallel zu den
Seitenkanten auf einer Seitenfliche liegende Gerade wird Mantellinie des Prismas ge-
nannt.

Zylinder

Der Kreiszylinder begegnet uns bei Wal-
zen und Rundstangen (Abb 242). Wir
denken uns die Entstehung eines Zylin-
ders folgendermalfen.

Wir errichten in dem Punkt P der Peri-
pherie eines Kreises auf der Kreisebene &

die Senkrechte (Abb. 243). Sie iiber-
streicht, wenn P +die Kréisperipherie
durchliuft, eine Zylinderfliche. Der Kreis {

wird Leitkrers der Zylinderfliche genannt. Abb. 242, Jede Rundstange ist ein Zylinder

Diese Senkrechte bildet in jeder Lage cine

Mantellinie des Zylinders. Eine parallel v &
-~ x 9 2

zu der Kreisebene gelegte Ebene o o

schneidet die Zylinderfliche in eincm (-

zweiten Kreis, der dic Grofe des Leit-
kreises hat. Die beiden Kreise grenzen
als Grund- und Deckkreis einen geraden
Kreiszylinder ab. Die Mittelpunkte M,
und M, der Kreise verbindet die Achse,
der Abstand der beiden Kreisebenen heif3t
Hoéhe, das von Grund- und Deckkreis ab-
gegrenzte Stiick der Zylinderfliche Mantel
des Zylinders.

Abb.243. Zylinder

b) Oberfliche

Alle Seitenflichen eines geraden
Prismas sind Rechtecke. In jedem
dieser Rechtecke besteht ein Seiten-
paar aus gleich langen Prismen-
seitenkanten. Die Seitenflichen las- / D
sen sich deshalb in einer Ebene mit

den gleichen Seiten so aneinander

legen, daf3 ein als Abwicklung des Abb.244. Abwicklung eines Prismas
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Prismenmantels bezeichnetes Rechteck entsteht (Abb. 244). Fiir dieses Rechteck wird
die eine Seite durch den Umfang - ciner Grundfliche bestimmt, die andere Seite
durch die Prismenhéhe 4. Fir ein gerades Prisma betrigt also die GroBe der
Mantelfliche
M=uwu-h,

die GroBe der Oberfliche

0=M+2.G=u-h+2.G,
wenn G den Inhalt einer Grundfliche angibt.

Beispiel:
Bei einem geraden Prisma, dessen Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlange
@ = 6cm bildet und dessen Héhe % =10 cm ist, ergibt sich:

M=3-6cm-10cm = 180 cm? (drei Rechtecke mit den Seiten @ und h),

G

Il

% 6cm. %Vﬁcm = !)}/icmi2 (Dreieck mit der Seite @ und der Hiihe—; V§),

()

M+26=180cm?+ 2. 9.V3cm?=18- (104 V3) cm2 =18 .11,732cm2 ~ 211,2 cme,

Der entlang einer Mantellinie auf-
geschnittene Mantel eines Zylin-
ders kann so aufgebogen werden,
daB eine ebene Fliche entsteht
(Abb. 245). Bei cinem geraden
Kreiszylinder ergibt der auf eine
Ebene abgerollte Mantel ein Recht-
eck; eine Rechteckscite wird dem
Grundkreisumfang, die andere der
Linge der Mantellinie gleich. Da
die Linge der Mantellinie mit der
Zylinderhohe % iibereinstimmt, er- ADb.245. Abwicklung eines
gibt sich als Hrnsers

Zylindermantel h

Dabei bezeichnet d den Grundkreisdurchmesser. Fiir die Groge der Zylinderoberfliche

ergibt sich . 1
0=2~n-%+n-d~h=n~d(§—+h).

Beispiel:

Bei einem geraden Kreiszylinder, dessen Grundkreis d — 10 cm Durchmesser hat und dessen

Hohe & =15 cm betragt, ergibt sich

M =3,14-10cm -15cm = 471 cm?,
0 T
G = 3.14~1Tcm’=18.§cml.
O =4Tlcm? 4 2.78,5cm® = 628 cm? oder
0 =314-10- (5 +15) cm® = 3,14 - 200 cm® — 628 cm?.
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¢) Rawminhalt des Prismas
Gerade Prismen

Wird ein Quader als Prisma, das Rechteck mit den Quaderkanten @ und b dabei als
seine Grundfliche G, die Kante ¢ als Prismenhohe /4 angesehen, so geht die Formel
V=a-b-c fir den Quaderinhalt in die Form

V=G h

iber. Das Produkt aus Grundfliche und Héhe ergibt den Rauminhalt.

Man erkennt sofort, dal} nach derselben Formel der Rauminhalt eines jeden ge-
raden Prismas mit einem rechtwinkligen Dreieck als Grundfliche berechnet werden
kann. Ein zur Grundfliche 4 BC D des Quaders senkrechter Diagonalschnitt A CGE
(Abb.246) zerlegt die Grundfliche in die beiden kongruenten p 6
Dreiecke 4 BC und CDA und halbiert den Quader. Beide
Quaderhilften sind gerade Prismen, das eine mit dem recht- ks F
winkligen Dreieck CDA als Grundfliche. Fir beide ist die .

Quaderscite ¢ die Hohe. Wird die Formel ¥, = “"2¢ fiir den
Rauminhalt der einen Quaderhilfte in der Form V;= 'i.;rb e oLl
geschrieben, so gibt G; =“;b den Flicheninhalt der Grund-

fliche und % = ¢ die Héhe eines geraden Prismas an, dessen A a 8
Grundfliche ein rechtwinkliges Dreieck ist. Das Produkt aus — abb.246. Rauminhalt des
Grundfliche und Héhe gibt also auch fiir gerade Prismen, eI
deren Grundflichen rechtwinklige Dreiecke sind, den Rauminhalt an, weil jedes
rechtwinklige Dreieck Hilfte eines Rechtecks ist.

In Abb.247a ist ein fiinfseitiges gerades ) N ——
Priﬁmaskizziert.dasdurchebene.”‘ichnilte T £
in gerade Prismen mit rechtwinkligen

;[
Dreiecken als Grundfiachen zerlegt ist. E {{ A
Besonderszeigt Abb. 247b, wie die Grund- it u 62
fliche 4 BC D E zunichst durch die Dia- £ i 6, 2
gonalen 4C und 4D in Dreiecke und _~TGR LE.._\ s
diese durch ihre Hohen in rechtwinklige 4 S o A
Dreiecke Gy, Gy, Gy, G,, Gg, Gq zerlegt 43 = /
werden, deren Summe die Grundflache des ABb B Bl-'u Al i 24‘|Bz i ¢ k.
funfseitigen Prismas ergibt. Ebenen, die i Pt grm'zdﬂa'che’i.:'re:;::f::lgigjrlngis::;

auf dieser Grundflache senkrecht stehen,
zerschneiden das fiinfseitige Prisma in sechs Prismen gleicher Hohe, deren Grundfiichen die
sechs rechtwinkligen Dreiecke sind.

Ein n seitiges gerades Prisma kann durch Ehenen, die auf der Grundfliche senkrecht
stehen, in dreiseitige gerade Prismen mit rechtwinkligen Dreiecken als Grundflichen
zerlegt werden. Die Grundflichen G, G,, Gy... dieser dreiseitigen Prismen er-
geben zusammen die Grundfliche G des n-seitigen Prismas, und die Prismen haben
die Hohe % gemeinsam. Somit wird der Rauminhalt des #-seitigen Prismas

V=G 4G h+Gy-h+...= G +Go+Gy+...) - h=G-h.
Auch bei geraden Prismen mit beliebigen Grundflichenist V=G - k.
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Schiefe Prismen

Platten gleicher Form und Dicke, die genau iibereinander-
gelegt werden, ergeben ein gerades Prisma, dessen Raum-
inhalt das Produkt aus Grundfliche und Héhe bestimmt.
Dieselben Platten, etwas gegeneinander verschoben gestapelt Abb.248. Rauminhalt des schiefen
(Abb. 248), ergeben einen treppenartigen Koérper mit un- Prisinas
verdndertem Rauminhalt. Die Form des TrePPenki)’rPers

nihert sich, wenn die Platten
gleichmiBig verschoben sind, :

um so mehr der Form eines \
schiefen Prismas, je diinner ‘\
die Platten sind; auch f
dasschiefe Prismaergibt de
halb das Produkt aus Grund-
fliche und Hohe den Raum-
inhalt.

4

\
3

Prismeninhalt Abb. 249a. Alle Q

te sind einander

d) Cavalierisches Prinzip

Den Gedanken, Korper in
Platten oder Schichten zu <
zerlegen, um deren Raumin-
halt zu vergleichen, verwen-
dete zuerst der italienische
Mathematiker Bonaventura
Cavalieri, der am Anfang
des 7. Jahrhunderts in Bo-
logna Iebte.

Betrachtenwirzwei nebenein-
anderstehende (gleich hohe)
Korper, deren horizontale
Querschnitte in jeder Hohe
einander flichengleich sind,
so konnen wir uns die beiden
Kaorper aus diinnen Schichten
aufgebaut denken; je zwei
Schichten, die in der gleichen
Hohe liegen, haben dann
gleichen Rauminhalt. Da sich
beide Korper aus diesen
Schichten zusammensetzen,

miissen beide das gleiche Vo-  Apb. 249c. Die beiden Stéfic verschiedener Platten machen das Cavalic-
lumen haben. rische Prinzip recht deutlich.

Das Cavalierische Prinzip lautet:

Zwei nebeneinanderstehende (gleich hohe) Korper haben das gleiche Volumen, wenn
jede horizontale Ebene beide Korper in Figuren von gleich lacheninhalt schneid
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e) Rauminhalt des Zylinders

Man stellt auf eine Ebene neben einen Zylinder mit dem Grundkreisradius » bzw. der
Grundfliche G = zr7* und der Hohe 4 ein Prisma mit der gleichen Hohe /& und der
gleichgroBen Grundfliche G. Parallelebenen zur Grundebene schneiden den Zylinder
und das Prisma in Flichen, die den Grundflichen kongruent sind. Der Rauminhalt
des Prismas ist V= G- h. Jede Parallelebene zur Grundebene ergibt fiir Zylinder
und Prisma Schnitte, die gleichen Flicheninhalt haben. Als Rauminhalt des Zylin-
ders ergibt sich daher nach dem Satz des Cavalieri ebenfalls V =G - ) oder
V=n-7-h,
gleichgiiltig, ob der Zylinder gerade oder schief ist. Fithren wir den Grundkreisdurch-

5 5 5 d
messer d = 27 ein, so ist, weil » = 9

V=n.<i;-)2»h=%="’.

(Nur beim geraden Zylinder ist der Grundkreisdurchmesser gleich dem Zylinder-
durchmesser!)

2
Rauminhalt des Zylinders V=anr . h=mn- i h

AUFGABEN

1. Ein 500 mm langer Sechskantstab aus Messing (Dichte 8,4 g/cm?) hat ein EckenmalB von
20 mm. Wie groB sind
a) die Grundfldche G, b) die Mantelfliche M, ¢) die Oberfliche O,
d) der Rauminhalt V, e) die Masse m?

2. Masse m und Oberfliche O des Fiihrungsstiickes aus GrauguB (Dichte 7,6 g/cm?) sind nach
den in Abb. 250 angegebenen MaBen zu berechnen.

3. Masse » und Oberfliche O der Fiihrungsplatte aus Bronze (Dichte 8,6 g/cm?) sind nach den
in Abb. 251 angegebenen MaBen zu berechnen.

4. Der in Abb. 252 dargestellte Bolzen aus Stahl (Dichte 7,86 g/cm?) soll angefertigt und ver-
chromt werden. 1
a) Wie groB ist die Masse des Bolzens?
b) Wie groB ist die zu verchromende Fliche?

25|

20,

——9:#-1

b—— 1720

Abb.250. Fithrungsstiick Abb.251. Fithrungsplatte Abb.252. Stahlbolzen
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5.Ein Kaufhaus erhalt einen Vorbau, der von 4 gemauerten Rundsiulen von 6,20 m Héhe

getragen wird.
Wieviel Kubikmeter Mauerwerk ist fiir eine Sdule herzustellen, wenn der Durchmesser

a) 72 cm, b) 82 cm, €) 92 cm groB ist?
Wie groB ist in jedem Fall diec zu putzende Mantelfliche einer Siule?
Berechne den Mortelbedarf bei 1,5 cm Putzdicke!

6. Ein runder Stahlbolzen von 50 mm Durchmesser hat einen 50 mm langen Vierkantansatz
von 30 mm Kantenlange. Wieviel wiegt der Bolzen, wenn die Gesamtlinge 130 mm be-
tragt (Dichte 7,86 g/cms?) ?

7. Ein Vierkantbolzen aus Messing von 20 mm Kantenliange hatan beiden Seiten zylindrische
Ansitze. Der eine Ansatz hat einen Durchmesser von 18 mm und eine Linge von 25 mm,
der andere Ansatz einen Durchmesser von 12 mm und 15 mm Lange. Die Gesamtlinge
des Bolzens betridgt 135 mm (Dichte 8,4 g/cm?).

a) Wieviel wiegt der Bolzen? b) Wie grol ist seine Oberfliche?

8. Der Querschnitt eines Dammes ist ein gleichschenkliges Trapez. Die Dammsohle ist 38 m,
die Krone 12 m breit, und der Damm ist 7,20 m hoch. Wieviel Kubikmeter Boden sind fiir
1 km Dammlinge aufzuschiitten?

9. Der Katalog einer Verkaufsstelle fiir Chemiegerate verzeichnet Becherglaser mit folgenden
Angaben:

50 80 100 mm

Hone 70
Weite 30

100 160 I 200 mm

Wieviel fassen die einzelnen Sorten?

10. Ein liegender zylindrischer Treibstofibehzlter einer Tankstelle ist 2,20 m lang und 0,92 m
weit. Wieviel Liter Treibstoff fiillen ihn 0,23 m hoch?

11.Eine LPG hat zur Konservierung von Futter 3 Silos. Jeder Silo hat einen inneren Durch-
messer von 3,00 m und eine Hche von 4,00 m. Berechne den Rauminhalt!

12. Der Motor des IFA F 9 hat drei Zylinder, einen Hub von 78 mm und eine Bohrung (Innen-
durchmesser des Zylinders) von 70 mm; bei 3600 Um-
drehungen pro Minute leistet der Motor 30 PS.

a) Wie groB ist der Gesamthubraum?

b) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit (in km/h) hat
ein Kolben des Motors bei der obengenannten Dreh-
zahl?

13. Wieviel Mauerziegel sind erforderlich zum Bau eines
Giebels, der die Form eines gleichschenkligen Drei-
ecks von 12 m Grundlinie und 5 m Hohe hat, wenn
die Mauer einen Stein stark (d.h. 25 cm stark) auf-
gefiihrt wird und fir 1 m3 Mauerwerk 400 Steine
benétigt werden ?

14. Beim Wiederaufbau von Kulturstitten miissen oft-
mals scheitrechte (das heiBt: nicht gewélbte) Mauer- ////////w//y/////
bogen aus Naturstein hergestellt werden, bei denen so- 7 ////
/%.
b) Berechne die Masse des Steines (Dichte von Sand-

genannte Hakensteine Verwendung finden (Abb.253).
stein 2,5 kg/dm3)| Abb.253. Hakenstein

a) Berechne die fehlenden Kantenlangen des per-
spektivisch gezeichneten Hakensteines!
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3. Pyramide und Kegel
a) Grundeigenschaften

Pyramide

Auf dem westlichen Nilufer erheben sich die Steinkolosse der Pyramiden, die Grab-
stiitten der Pharaonen. Die Cheopspyramide, die grofte vonihnen, ist etwa 2800 Jahre
vor unserer Zeitrechnung erbaut worden. Sie hat als Grundfliche ein Quadrat von
etwa 230 m Seitenliinge, ihre Héhe erreicht 147 m (Abb. 254).

Diese monumentalen, die Jahrtauseende iiberdauernden Bauwerke kiinden von dem
hohen Stand der geometrisch-technischen Fertigkeiten und Kenntnisse im alten
Agypten. Sie lassen aber auch gleichzeitig ahnen, unter welchen unmenschlichen
Bedingungen und unter welchen Strapazen die Sklaven der Agypter mit den da-
maligen primitiven Hilfsmitteln diese Pyramiden errichtet haben.

Seitenkante

Seitenfliche

Grundkante Grundfliche
Abb.255. Pyramide mit regel-

Abb.254. Pyramiden am Nil mibigem Sechseck als Grund-

flache

Bei einer n-seitigen Pyramide (Abb. 255) bildet ein #-Eck die Grundflache. An diese
stoBen als Seitenflachen Dreiecke, die durch je eine Vielecksseite und einen nicht in der
Vielecksebene liegenden Punkt bestimmt sind. Der den Dreiecken gemeinsame Punkt
ist die Spitze, die Sciten der Grundfliche sind die Grundkanten, die anderen Dreieck-
seiten die Seitenkanten. der Pyramide. Das von der Spitze auf die Grundfliche ge-
fillte Lot wird als Héhe der Pyramide bezeichnet. Die Seitenflichen bilden den
Mantel der Pyramide.

Eine Pyramide mit gleichlangen Seitenkanten wird gerade genannt. Eine gerade
Pyramide heiBt regelmaBig, wenn die Grundfliche ein regelmiBiges Vieleck ist.
Bei regelmiiBigen Pyramiden fillt der FuBpunkt des von der Spitze auf die Grund-
fliche gefillten Lotes auf die Mitte der Grundfliche.

Kegel

Formen von Kegeln bilden sich beim Aufschiitten von Sand, Kohle oder anderem kérnigen
Material (Abb.256). Die GroBe der kreisformigen Grundfliche richtet sich nach dem aufge-
schiitteten Material und der Schiitthohe. Bei gleicher Hohe bedeckt ein Haufen trockener Sand
eine grodere Bodenflache als Weizen.

Pyramiden und Kegel finden wir z. B. als Dacher von Tiirmen, als Verzierungen an Bauwerken
und als Spitzen an Werkstiicken.
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Mantellinie

Grundfidche
Abb.257. Kegel

Verbindungsgerade zwischen Punkten ciner Kreislinie und einem Punkt auBerhalb
der Kreisebene liegen auf einer Kegelfliche. Der gemeinsame Punkt der Verbindungs-
linien ist die Spitze. Der durch Kreisfliche und Kegelfliche abgegrenzte Korper heifit
Kegel (Abb.257), die Kreisfliche scine Grundflache, das von dem Grundkreis bis zur
Spitze reichende Stiick der Kegelfliche Kegelmantel, das Stiick einer auf ihm liegenden
Geraden Mantellinie. Das von der Kegelspitze auf die Grundfliche gefillte Lot ist
die Hohe des Kegels. Bei einem geraden Kegel fillt der FuBpunkt dieses Lotes auf
den Mittelpunkt des Grundkreises, und alle Mantellinien sind einander gleich. Ein
schiefer Kegel besitzt diese Eigenschaften nicht.

b) Oberfliche l

Pyramide

Die Oberfliche einer Pyramide ist die Summe aus der Grundfliche und allen
Seitenflichen. Bei einer geraden Pyramide mit cinem regelmiBigen n-Eck als Grund-
fliche G sind die Seitenflichen » kongruente Dreiecke; hat eine Seitenfliche den In-
halt 7, so ergibt ihre Oberfliche

O=G+n-1I.
Kegel

Der Mantel eines geraden Kegels kann in eine
Ebene ausgebreitet werden, wenn er entlang einer
Mantellinie aufgeschnitten wird (Abb.258). Er er-
gibt dann einen Kreissektor, dessen Radius die
Kegelmantellinie und dessen Bogen der Umfang
des Kegelgrundkreises ist.

Hat der Grundkreis den Radius?, also den Umfang 277, und die Mantellinie die
Linges, so ergibt sich nach der Formel auf S. 218 fiir den Kegelmantel

M=} 2rr.s=m-7.s.

Mantel das Kegels
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Da die Fliche des Grundkreises G = 7-#2 betrigt, erhilt man fir die Kegeloberfliche
O=m-7v-s+a-r*=m-r-(s+7).

Wird der Grundkreisdurchmesser d eingefiihrt, so ergibt sich

d a\ 1
O=n~?~(s+?)=zn~d(2s+d).

¢) Rauminhalt

Hilfssatz

Das Parallelogramm ABCD ist die Grundfliche der in
Abb.259 dargestellten Pyramide S (ABCD). Eine zur
Grundfliche parallele Ebene &’schneidet die Seitenkante
AS in4,, BS inB;, CS in C, und DS in D,. Dabei
ist 4,B,||4AB, B,C,|BC, C,D,||CD und D4, D4
(Schnittlinien von Seitenflichen mit parallelen Ebenen).
Da AB||CD und BC |AD, ist auch 4,B,!|C,D; und
B,C, | A,D,, d.h. A,B,C, D, ist ein Parallelogramm. Die
Diagonale BD zerlegt das Parallelogramm ABCD in die
kongruenten Dreiecke ABD und DCB, die Diagonale
B, D, das Parallelogramm AlB,C¥D1 i}'x die kongruenten Abﬁ?ﬁiﬁ?iﬁﬁ?ﬂii::mh
Dreiecke A,B,D; und D,C,B,. Die Diagonalebenc BSD

zerlegt die Pyramide S (4 BCD) in die dreiscitigen Pyramiden S (4 BD) und S (DCB).
Die Grundflichen der beiden Pyramiden liegen in einer Ebene und haben gleiche Fla-
cheninhalte, die Spitzen der Pyramiden fallen zusammen, und die Parallelebene
zur Grundfliche schneidet die Pyramiden in gleichen Dreiecken. Nach dem Satz
Cavalieris haben die Pyramiden gleichen Rauminhalt.

Eine Pyramide, deren Grundfliche ein Parallelogramm ist, wird durch eine Ebene, die
zwei gegeniiberliegende Seitenkanten enthilt, in zwei dreiseitige Pyramiden gleichen Raum-
inhalts zerlegt.

Pyramide

Ein dreiseitiges Prisma ABCDEF (Abb.260) wird durch zwei
Ebenen, von denen die eine die Punkte B, C und D, die andere
die Punkte C, D und E enthilt, in drei dreiseitige Pyramiden
C(ABD), C(BDE) und D(CEF) zerlegt.

Die Pyramiden C(ABD) und C(BDE) entstehen durch die
Schnittebene BC D aus det Pyramide C (A BE D), deren Grund-
fliche ABE D ein Parallelogramm ist. Nach dem Hilfssatz gilt
also C(ABD)= C(BDE).

Aus der Pyramide D(BEFC), deren Grundfliche BEFC ein
Parallelogramm ist, entstehen durch die Schnittebene CDE die
Pyramiden D (BCE) und D (CEF), fiir die ebenso

Abb. 260. Zerl it
it D(BCE) = D(CEF) Aty P s
gilt. Pyramiden
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Nun bezeichnet C(BDE) dieselbe Pyramide wie D(BCE). Es ergibt sich also

C(ABD)= C(BDE)= D (CEF).
Die Summe der drei Pyramiden ergibt aber den Prismeninhalt.
Wird mit G die Prismengrundfliche, mit % die Prismenhohe bezeichnet, so hat die
Pyramide D (ABC), die vorher C (ABD) genannt wurde, ebenfalls die Grundfliche G
und die Hohe 4. Als Rauminhalt der dreiseitigen Pyramide ergibt sich

V=1G .- h.

Allgemein: Ein #-Eck als Grundflache G einer Pyramide kann etwa durch Diagonalen, die
von einer Ecke aus gezogen sind, in (n — 2) Dreiecke, die Pyramide durch ebene Schnitte von

der Spitze nach je einer Diagonale in (n — 2) dreiseitige Pyramiden aufgeteilt werden. Bezeich-
net man die Grundflichen der dreiseitigen Pyramiden mit G,, G,, Gy .. .G, ,, so gilt

Gt Gt Gyt Gy y=G.
Jede der dreiseitigen Pyramiden hat mit der n-seitigen die Hohe % gemeinsam. Fiir die drei-
seitigen Pyramiden geben §G, - 4, §Gy-h, -+ G, 5+ h den Rauminhalt an. Als Rauminhalt
der n-seitigen Pyramide entsteht
V=36 h4+}3Gy-h+ 3Gy - h+4 - 4G, 4-h
=4 G+ G+ G+ Gyo) -k
=4-G-h.

Rauminhalt der Pyramide

Kegel

Die Formel fiir den Rauminhalt des Kegels kann nach dem Cavalierischen Prinzip
aus der Pyramide gewonnen werden. Wir beschrejten jedoch einen andercn Weg.
Die Flache eines Kreises 1aBt sich beliebig genau durch die eines Vielecks gentigend
groBer Eckenzahl annihern, das dem Kreise einbeschrieben ist. Ebenso kann man
den Rauminhalt eines Kegels als Grenzwert des Rauminhalts einer Pyramide ent-
standen denken, deren Grundfliche mit wachsender Seitenzahl sich einem Kreis als
Grenzwert nihert. Hat der Kreis den Radius #, der Kegel die Hohe &, so wird
G = m7?, und es entsteht als Formel fiir den

Rauminhalt des Kegels

AUFGABEN

1. Die Grundflache einer geraden Pyramide ist ein regelmiBiges Sechseck von @ = 5 cm Sei=
tenlange, die Pyramide ist 2 =12 cm hoch. Wie groB sind
a) eine Seitenkante s, b) die Grundfliche G, ¢) eine Seitenflache F,
d) die Mantelflache M, e) die Oberfliche O, f) der Rauminhalt V?

2. Das regelmiBige Vierflach (Tetraeder) ist eine von vier kongruenten gleichseitigen Drei-
ecken begrenzte Pyramide. Wie groB sind Oberfliche O und Rauminhalt ¥, wenn die Sei-
tenkanten die Lange @ = 5 cm haben?
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3. Werden zwei kongruente Pyramiden, deren Grundflichen Quadrate sind und deren Kanten
die Lange a haben, mit den Grundflachen aneinandergesetzt, so entsteht ein von acht kon-
gruenten gleichseitigen Dreiecken begrenzter regelmaBiger Achtflichner (Oktaeder). Wie
groB sind Oberflaiche O und Rauminhalt V?

4. An ein Stiick Quadratstahl 50 mm - 50 mm soll eine pyramidenformige Spitze von 114 mm
Hoéhe angeschmiedet werden.

a) Welche Rohlange ergibt die richtige Spitzenhohe, wenn 5% durch Abbrand verloren-
gehen?

b) Wieviel wiegt das Werkstiick bei einer Gesamtlinge von 250 mm (Dichte 7,85 g/cm3)?

5.Aus 1 mm starkem Zinkblech ist ein pyramidenformiges achteckiges Laternendach mit
einem EckenmaB von 280 mm und einer Héhe von 210 mm anzufertigen. Wieviel wiegt das
Laternendach, wenn 1 m? Zinkblech 7,18 kg wiegt?
Hilfswerte:

v ] ; .
s | ». 0,765 70,924

n Seitenzahl, a Seitenlinge, » Umkreisradius, ¢ Inkreisradius.

6. Ein gerader Kreiskegel hat den Grundkreisdurchmesser d — 40 mm, die Mantellinie
$ = 29 mm. Wie groB sind
a) die Kegelhéhe #, b) der Kegelmantel M,
c) die Oberflache O, d) der Rauminhalt ¥ des Kegels?

7. Ein rechtwinkliges Dreieck hat die Katheten a =18 cm und ¢
b = 24 cm. Das Dreieck dreht sich einmal um die kleine, das
andere Mal um die groBe Kathete. Die Hypotenuse iiberstreicht
in beiden Fillen Kegelmantel. In welchem Verhaltnis stehen
a) die Miantel, b) die Oberflichen, ¢) die Inhalte der Kegel?

8. Zwei rechtwinklige Dreiecke, das eine mit 9cm und 12cm lan-
gen Katheten, das andere mit 5 cm und 12 cm langen Katheten,
ergeben aneinandergelegt ein Dreieck 4BC, dessen Seite AC |————— >
die Lange 14 cm hat (Abb.261). Dreht sich das Dreieck ABC
um die Seite 4 C, so iiberstreichen 4B und BC Kegelmintel.
Wie groB sind
a) die Oberfliche O, b) der Rauminhalt V des Doppelkegels? 4

. Abb.261. Achsenschnitt.
9. An ein Stiick Rundstahl von 70 mm Durchmesser ist eine 150 mm eines Doppelkegels

lange runde Spitze angeschmiedet. Die Gesamtlinge des Werk-
stiickes ist 170 mm. Masse » und Oberfliche O des Werkstiickes

®
sind zu berechnen (Dichte 0 = 17,85 g/cm?), —~ 0
10. Wieviel wiegt der in Abb. 262 dargestellte Spitzsenker mit
Zylinderschaft aus Schnellstahl (p = 8,1 g/cm?)? l
11.Ein Kelchglas mit einem Offnungswinkel von 60° ist 6 cm hoch 8
gefiillt. Welchen Rauminhalt hat die Fiillung ? 1
12.Ein zu einem geraden Kreiskegel aufgeschiitteter Haufen Sand 8

[)
soll mit Lastkraftwagen von 3000 kg Ladefihigkeit abgefahren 2
werden. Um festzustellen, wieviel Fahrten erforderlich sind, ¢ e
wird der Umfang des Grundkreises durch Abschreiten auf 22 m b5
geschitzt, die Hohe des Haufens wird auf 2 m geschiitzt. Wieviel

Fahrten sind danach nétig (Dichte von Sand 1,8 g/cm?3)? Abb.262. Spitzsenker

243



4, Pyramidenstumpf und Kegelstumpf

Trennt man von einer Pyramide
. Ergénzungspyramids ar 5=
mit der Grundfliche G, durch 4 " E’%’gﬁ[”

einen Schnitt parallel zur Grund-
fliche den oberen Teil ab, so
blexhlemPytam:demtumpfubng Pym”" en

(Abb.263). Man nennt die abge- ‘stumpf
schnittene Pyramide auch Er-
ginzungspyramide, die zur
GrundflicheG, paralleleSchnitt-
fliche Deckfliche G, und den P 5
Abstand der Deckfliche von , » g
der Grandfiiche. Hohe B das Poeos Byt Abb.264. Kegelstumpf

Pyramidenstumpfes Entsprechendes gilt fiir den Kegelstumpf (Abb.264).

a) Oberfliche
Pyramidenstumpf

Die Oberfliche des Pyramidenstumpfes setzt sich aus der Grundfliche, der Deckfliche
und aus Trapezen als Seitenflichen zusammen.

Ist der Pyramidenstumpf der Rest einer geraden Pyramide
mit einem regelmaBigen n-Eck als Grundfliche, so sind alle
Seitenflichen kongruente gleichschenklige Trapeze. Werden
die Parallelsciten einer Seitenfliche mit 4, und a,, die Tra-
pezhohe mit 2’ bezeichnet, so ergibt sich als Mantel des Pyra-
midenstumpfes (Abb. 265)

M= ﬂz (ay+ a5) - I,

als Oberfliche des Pyramidenstumpfes Abb. 265. Zur Berechnung der
. Mantelflche eines Pyramiden-
O=.2 (u’+a2) 'hl+G1+Gz' stumpfes
Kegelstumpf

Der Mantel des Kegelstumpfes bleibt iibrig, wenn vom Mantel M, des Kegels mit
der Grundfliiche G, der Mantel M ,des Ergénzungskegels abgetrennt wird, der die Grund-
fliche G, hat. Sind 7, der Radius der Grundfliche G, und §, die Mantellinie eines ge-
raden Kreiskegels, so hat sein Mantel die Grofe

My=m-7-5.
Der Erginzungskegel mit dem Grundkreisradius 7, und der Mantellinie s, hat den
Mantel

My=m 155.
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Den Mantel des Kegelstumpfs ergibt demnach der Aus- B
druck !

M=m-7-—7 #5,.

In ihm kommen die GroBen s, und s, vor, die am Kegel-
stumpf nicht auftreten. Sie werden deshalb durch die
Mantellinie s des Kegelstumpfs ersetzt. Abb.266 zeigt einen
Achsenschnitt des Kegelstumpfs. Die Schnittebene geht
durch die Mittelpunkte des Grundkreises und des Deck-
kreises, daher auch durch die Spitze des Erginzungs-
kegels. Sie schneidet die Mintel in Mantellinien, den
Grundkreis und den Deckkreis in parallelen Durchmessern.
Eine Mantellinie und die Verbindungslinie der Spitze mit Abb.266. Zur Berechnung der

e ' = Mantelflache eines Kegelstumpfes
den Kreismittelpunkten erscheinen demnach als ein von
der Spitze ausgehendes Geradenpaar, die Radien als Abschnitte eines von diesen
Geraden geschnittenen Parallelenpaars. Mithin gilt nach dem ersten Strahlensatz die
Proportion

Spis;=17:7 unddamit s,-7=s-7,.

AuBerdem ist S5 =85+5,.

Setzt man fiir s; diesen Ausdruck in die vorangehende Gleichung ein, so ergibt sich
Spr = (S+ %) 7,
Sp N =S7y+ Sy 75,

Sn—r)=s-7,

si7y
" —7,

Wird in dem Ausdruck fiir M die GroBe s, durch s+ s und s, durch den Bruch

S 7y 5
— ersetzt, so erhilt man
—T7s

"
-7, 5.7,
M= rls i T e un
| +rl—rz Ty —7y

Sy =

77 75
= st(rl—f- ii) —@s 2

'i 7)—72
s
=%—h [rn—7) + 7 7] — 1t
s
= (n*—nry+nry—r?)
. L B
e (n?—7?)
qT-s
=n’_72-(71—r2) (+r) =m-s(ry+1y):

Mantel des Kegelstumpfes I M =gs(r,+7,) |

Fir die Oberfliche O des Kegelstumpfes ergibt sich
O=as(n+n) +an+ ard=als(n+n) + 2+ 72,
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Werden die Kreisdurchmesser d, = 2r, und d,= 27, eingefiihrt, so gehen die Formeln
fiir den Mantel Gber in —
M= 0,4y,
fiir die Oberfliche in
0= T2s(d+d) + d*+ d7].

b) Rawminhalt
Hilfssatz
In Abb.267 ist die dreiseitige Pyramide S(4,B,C,) mit
der Spitze S und der Grundflache 4, B, C, dargestellt. Die
parallel zur Grundfliche gelegte Ebene & schneidet die
Seitenkanten SA, in 4,, SB, in B,, SC, in C,. Dabei
werden als Schnittlinien von Seitenflichen mit parallelen
Ebenen
A,By || 4,By, ByC, || BCy, Cod, || G4y,
als Winkel mit paarweise parallelen Schenkeln
XA4,B,Cy= <A;B,C;,  ¥IB,Cody= IB,Ci4,,
X Cy4yBy= < C;4;B; .

Nach dem Strahlensatz gilt Abb. 267. Zur Ableitung des
AyBy  S4; SB Hilissatzes

4,8, ~ S4; ©B'
ByCy _ 5By _ SG
B;G;  SB;, <SG
Caly  SCy _ 5dy

C;4,  5C, S4y
Fallt man von S das Lot auf die Grundfliche 4,B,C,, das diese in F; und & in F,
trifft, so schneidet die durch SA4, und SF,; bestimmte Ebene die Grundfliche in 4,F),
die Deckflache in A,F, und es gilt

A1F1H AzF?.- B

S4, — SF,’

wo SF,= h, die Hohe der Erginzungspyramide, SF; = J; die Hohe der Pyramide
S (4,B,Cy) und F,F,= Iy — hy die Hohe & des Pyramidenstumpfes ist. Die Deck-
fliche 4,B,C, ist die dem MaBstab /i : Ay entsprechend verkleinerte Grundfliche
A,B,C,. Bezeichnen a, und %, cine Seite und die zugehorige Hohe der Grundfliche,
a,und k,, die entsprechenden GroBen der Deckfliche, so gilt auch a,: @, = hg : by und

Pay gy = Nt by
Aus G, = }a,- b, und G, = }a,- I, folgt

Gy, Gha,  ay Pay By By hy?
G, ayhy, a4 ke hy by Bt
oder o
Vge _
VG, "
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Bei einem Pyramidenstumpf, der
von einer #-seitigen Pyramide ab-
getrennt ist, erhilt man dieselbe
Proportion, desgleichen fiir einen
vom Kegel abgetrennten Kegel-
stumpf (Abb. 268):

2.2 Abb. 268. Zur des i eines Py
GriGy=In®: hy™ und cines Kegelstumpfes —

Die GréBen der Grund- und der Deckfliche eines P: id fes (Kegel. fes)
verhalten sich wie die Quadrate der Abstande von der Spitze der Erginzungspyramide
(des Erganzungskegels).

Pyramidenstumpf
Um den Rauminhalt des Pyramidenstumpfes zu berechnen, gehen wir davon aus, da
cin Pyramidenstumpf tibrigbleibt, wenn von der Pyramide mit der Grundfliche G,
und der Hohe 7, die Erginzungspyramide mit der Grundfliche G, und der Héhe A,
abgetrennt wird.
Die erste Pyramide hat den Rauminhalt
Vi=3G I,
die zweite hat den Rauminhalt
Vo=14Gy- hy,
der Stummpf hat somit den Rauminhalt
V=13G, - ly— 3G, h,.
In diesem Ausdruck sind die GroBen 2, und k, verwendet, die am Pyramidenstumpf
nicht vorkommen; sie werden auf folgende Weise entfernt.
Zwischen hy, hy, und der Hohe & des Pyramidenstumpfes besteht der Zusammenhang
Iy = I+ he. Wird in dem Ausdruck fiir V die Hohe 2, durch 2+ hyersetzt, so erhiilt man
V=13G (h+h)— 3} -Gs- s,
=}[Gy A+ Gy hy— Gy g]
=316y b+ B3 (G — Gyl -
Nun ist VG, : VG = hy: hy.
Wird hier an die Stelle von %, die Summe %+ h, gesetzt, so ergibt sich
VGo: VGy=hy: (b + D),
hy-YGy= (lh + hy) - }Gs.
by YGy=h - YGot hs- 1Ge.
By Y6y — Iy Y Gy =1 VG,
Iy (Y6, — VGy) = - }Gs.
h-VG,

B i
" VG, —VG,
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Wird dieser Bruch in dem Ausdruck fiir ¥V an die Stelle von 7, gesetzt, so erhédlt man

1VG,

(6 G-

= %[G,- b+
Schreibt man G,— G,= (JG,)* — (JG)* = (JG, + 16G.) - (JG, — VGs), so ergibt sich

V=1[G, k411G, (G, + VG)] = 44 [G, + G, - VGy+ Gs)
und als Formel fiir den

Rauminhalt des Pyramidensturipf lV:;.l‘h(Gl+]/G,GZ+GZ)J

Kegelstumpf
Bei einem Kegelstumpf ist
Gy=r7nn? Gy==zrd,
wenn 7, der Grundkreisradius, #, der Radius der Deckfliche ist. Die Formel fiir den
Rauminhalt lautet
: V=1h(ar?+ Vant arl+ anl).

Nach Ausheben des allen Summanden gemeinsamen Faktors z entsteht tiir den

Rauminhalt des Kegel £ V=%-h(r,2+7112+722)

Da die Hohe % eines geraden Kegelstumpfes eine Kathete,
die Differenz 7, — 7, die andere Kathete und die Mantel-
linie s die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks
bilden (Abb.269), gilt die Gleichung:

S2=R2+ (rn—1)%.
Werden die Durchmesser d;= 27, und d,= 27, einge-
fiihrt, so entsteht als Formel fiir den Rauminhalt des

Kegelstumpfes Abb.269. Beziehungen zwischen
i Grund- und Deckkreisradien, Man-
V= G h(d2+ dy- dy+ dy?). tellimic und Hohe eines Kegel-

stumpfes

o1

hre 4]

AUFGABEN

1. Grund- und Deckflache eines geraden Pyramidenstumpfessind regelmaBige Sechsecke. Die
Grundfliche hat das EckenmaB e, = 80 mm, die Deckflache
e, = 64 mm, die Seitenkante des Stumpfes miit s = 17mm
(Abb. 270). Zu berechnen sind

a) die Hohe A des Stumpfes,

b) Seitenkante s, und Hohe k, der Erganzungspyramide,
¢) die Hohe 4’ einer Seitenfliche des Stumpfes,

d) seine Mantelflache M,

e) seine Grundfliche G, und seine Deckfliche Gy,

f) seine Oberfliche O,

g) sein Rauminhalt V. ABb. 270. Zu Agggabe 1
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Abb. 271. Zu Aufgabe 2

2.Ein Turm hat einen quadra-
tischen Dachboden von 6,60m

Seitenldange. Das Dach setzt

sich aus den Manteln einer

Pyramide und eines Pyrami-

denstumpfes zusammen, jede

Traufenkante hat als Grund-

kante des Stumpfes von der

in der gleichen Seitenflichelie-
genden Seite des Dachbodens

0,50 m Abstand. Die Deck-

flache des Stumpfes bildet

zugleich die Grundfliche der

Pyramide und hat 4,20 m Sei-

tenlange. Vom Dachboden hat

die Deckfliche 1,60 m, die

Turmspitze 11,60 m Abstand

(Abb. 271).

a) Wieviel Quadratmeter
Blech werden gebraucht,
um das Dach zu decken,
wenn 10 %, zur errechneten
Dachflache fiir Uberlap-
pung zugeschlagen werden?

b) Wie groB ist der iiber dem
Dachboden liegende Dach-
raum?

3. Wieviel wiegt das in Abb. 272
dargestellte Werkstiick (Ge-
senk), wenn die Dichte
o = 7,85 g/cm?® betrigt?

| ¥
. L4
s ]
» 1
|
|
;
50
X4~
-

a)

s

]

T
75
20

50

Abb.272. Gesenk, AmboBeinsatz
zum  Herstellen  gleichartiger

Schmiedeteile. a) AufriB,
b) b) Grundri, c) Ansicht

Abb.278. Abschroter, AmboBeinsatz
zum Abtrennen.
b) a) AufriB, b) GrundriB, c) Ansicht
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4. Wieviel wiegt der in Abb. 273 dargestellte Abschroter? (Dichte 7,85 g/cm3.)

5. Der SockKel eines Denkmals hat die Form eines Pyramidenstumpfes. Grund- und Deckfliche
sind regelmaBige Achtecke. Die Grundkante ist 2,40 m lang, die Kante der Deckfliche 2 m
und die Seitenkante 1,20 m. Wieviel Mauerwerk enthalt der Sockel?

6. Der Stumpf eines geraden Kreiskegels (Abb. 274) hat als oberen

Durchmesser d, =112 mm, als unteren d; = 140 mm, als Mantel-

linie s = 50 mm. s

a) Welche Hohe & hat der Stumpi?

b) Welche Hohe %, und Mantellinie s, hat der Erganzungskegel? 5

¢) Welchen Winkel « bilden die Mantellinien, die den auf eine
Ebene abgerollten Kegelstumpfmantel abgrenzen?

d) Wie groB ist die Mantelfliche M?

€) Wie groB ist die Oberfliche O?

f) Welchen Rauminhalt V hat der Stumpf?

7.Das Flammrohr eines 860 mm langen Dampfkessels hat die
Form eines abgestumpften Kegels, der auf der einen Seite den
Durchmesser 450 mm, auf der anderen den Durchmesser 280 mm AbD.274. Zu Aufgabe 6
hat. Wie groB ist die Heizfliche?

8. An Abzugsrohre von 80 mm Durchmesser sind als Rohrhauben Kegelstumpfmintel aus
1,5 mm starkem, verzinktem Stahlblech anzusetzen. Die Hauben sollen 50 mm Hohe und
320 mm lichte Weite haben.

a) Zum Herstellen einer Schablone sind die Lingen s; und s, der Mantellinien des Voll-
kegels und Erginzungskegels zu berechnen sowie die Winkel zwischen den Mantellinien
des Stumpfes, die die Schablone begrenzen.

b) Wieviel wiegt eine Haube, wenn 1 m? Blech 11,76 kg wiegt?
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FACHWORTVERZEICHNIS

Abkirzungen:

ar. =arabisch, grch. = griechisch,

lat. = iateinisch, taliemsch,

frz. = franzosisch, — siehe die Erklarung dieses Wortes.

abkiirzen, - runden.
abschrecken,stark erhitzte Gegenstinde plstzlichabkihlen.

Abszisse, dic [lat. abscissus, ,abgetrennt**], der Rechtswert,
der Abstand eines Punktes von der y-Achse des Koordi-
natensystems.

,die[greh. basis, ,Grundlage' ‘], Grundlinie, Grundseite,
Grundzahl.

Beizahl, die, - Faktor einer unbekannten oder veriinder-
lichen GroBe.

Beschleunigung, das Verhaltnis von Geschwindigkeitszu-
nahme zu Zm gibt die auf eine Zeiteinheit bezogene Ge-

absolut [lat. ubsolulus, Jlosgelost ‘], fiir sich nicht

urc! zu anderem gebunden

chwi ung an.

Achse, Gerade, die durch ihre Lage ausgezeichuet ist,
Schaittlinie von Ebenen.

ddi [lat.addere,, ,hi i L] Ad-

Dreieck, dessen
Grundlinie die Seite und dessen Spitze der Mittelpunkt
eines regelmaligen Viclecks ist.

-

eine Strecke oder ein Winkel, die fiir

dition ist erste t,
lesen - plus.

ahalich, Kurzzeichen ,, ~** zwischen der Bezeichnung geo-

Tiguren, ? die Ubereinsti

der Form geometrischer Tiguren ohne Riicksicht auf ihre
Groe.

Algebra, die [ar. al dschebr, ,Erganzung'*], die Buchstaben-
rechnung.

Altgrad, der, - Grad.

ichen 4,

ge-

die Konstruktion einer geometrischen Figur der Grole
nach vorgeschricben sind.

Betrag, Wert der Zahl ohne Ricksicht auf ihr — Vor-
zeichen, auch absoluter Betrag genannt.

Bildweite, Abstand zwischen Linse und Schirm, auf demein
Bild entworfen wird.

Billion, die [frz.billion], Zahlwort zur Bezeichnung von
1000 000 000 000.

ifen [lat. bis,, zweimal*], dient zum Messen der

ntsprechend, in

analog, [arch analogos .,glei
Ve des

ha

iibertragbar, sinngemi anwendbar, gleichartig.

Analyse, die [grch. analysis ,, Auflosung*], das Zerlegen
eines Stoffes in Grundstofie, Zergliederung.

Kquator, der [lat.aeguare , gleichmachen’'], groBter Kreis
der Erdkugel, dessen Ebene auf der Erdachse senkrecht
steht.

Arithmetik, die [grch. arithmos ,
Zahlen zu rechnen, Rechenkunst.

Zahl*], die Kunst, mit

Asymptote, dic [grch.a-, nicht"",-sym-,.zusamment”, - piptein
. fallen' ], Naherungsgerade; eine Gerade, dic sich einer be-
liebig weit fortsetzbaren gekrimmten Linie immer weiter
nahert, ohne sie zu erreichen.

at, Kurzform fiir Atmosphire,MaBeinheit des Dampfdruckes;
1 at=1kp/em?,

auflésen, eine Gleichung wird anfgelsst, indem man sic s
umformt, daB eine Seite nur aus einer GroSe besteht;
Auflosen einer Klammer: Der Zahlenausdruck wird um-
geformt, so daB dic — Klammer wegfillt.

aufrunden, — runden.

heb fahiren zum U — algebra-

ischer Summen in die Form eines — Produktes.

AuBenglieder, das 1. und 4. Glied einer - Proportion.

AuBenwinkel, der Winkel zwischen einer Seite und der Ver-
lingerung einer benachbarten Seite eines Vielecks.

axial [lat. axis,, Achse'*],auf eine — Achse bezogen.

Azimut, der, auch das [ar. azimut,, Richtung**], bei der Land-
vermessungderin ciner waagerechten Ebene vonder Nord-
richtung aus im Sinne der Uhrzeigerdrehung gemessene
Winkel.

Barograph,der [grch. barys, schwer ‘graphein, schreiben*'],
Gerit, das den Luftdruck selbsttiliz aufzeichnet.

Temperatur ; besteht aus zwei verschiedenen, aufeinander-
gewalzten Metallblechen, die sich bei gleicher Erwarmung
verschieden stark dehnen, so da sich der Bimetallstreifen
bei Anderung der Temperatur kriimmt .

Binom, das [lat. bis,, zweimal'*, grch. nomion ,,das Zugeteil-
te**], zweigliedrige <umme

ied zweier Strecken,
die bei einem Linienzug der Landesvermessung aufeinan
derfolgen.

Breite, die geographische Breite eines Ortesder Erdoberfliche
ist der Winkel, den fur diesen Ort der Erdradius mit der
Ebene des - Aquators bildet.

Brennpunkt, — Ellipse;der Punktauf der groBen Halbachse
ciner Ellipse, der von den Endpunkten der klcinen Achse
um die Lange der groBen Halbachse entfernt ist.

Bruch, der Quotient zweicr Zahlen, die erste ist der
Zihler, die zweite der Neaner, zwischen beiden steht
der Bruchstrich. Dezimalbriiche haben Potenzen
vou 10 als Nenner und werden durch Einordnen in
die Schreibweise dekadischer Zahlen ohne Nenner geschrie-
ben. Der Bruehstrich ist ein Kennzeichen gemeiner
Briche. Briiche mit dem Zahler | sind Stammbriche. Bei
echten Brichen ist der Zihler kleiner, bei unechten
groer als der Nenner. Bei uneigentlichen Brichen ist
der Zhler ein ganzes Vielfaches des Nenners,

Biirette, die[frz. burette,,Kinnchen '], Mabrobr zumgenauen
Abmessen von Flissigkeitsmengen.

disch [grch. deka, , zehn'*], aus Gruppen von je 10 Lin

heiten aufgebaut, zehnteilig.

del

Deltoid, das[grch. delta, vierter Buchstabe des griechischen
Alphabets], ein aus zwei — glcwhsrhenkhgen Dreiecken
Viereck, Dra
dezimal [lat. decimus ,,der Zehnte*'] —» dekadisch. Das De-
zimalsystem ist der Zahlenaufbau mit der Grundzahl ro.
Die Dezimale ist eine Stelle einer im Dezimalsystem ge-
schriebenen Zahl.
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Di

eine im D Zahl.

gonale, dic[grch. dia,, durch'* gonia, ,, Winkel "], Strecke,
die zwei nicht benachbarte Ecken eines Vielecks verbindet.

Diagramm, das [greh. dia ,,durch** gramma ,,Geschriebe-
nes* ], Zei die d von GroBen dar-
stellt.

Dichte, das Verhiltnis von, Masse zu Volumen, gibt die
Masse der Raumeinheit ines Stoffes an.
Diff die [lat. differentia, , U 1,
schied, Ergebnis der Subtraktion.
direkt [lat. dircctus, ,gerade gerichtet®

gerade

Flansch, der, Ansatz zum Verbinden von Rohrenden.
Flaschenzug, Geriit,daszum Heben von Lasten Rollen ver-
wendet.

Fliigelschraube, Schraube mit fligelformigen Ansatzen am
Kopf, die das Drehen mit der Hand erleichtern.
fund

lat. f ,Grundlage']gr
Funktion, die [lat. functio ,, Verrichtung*], Vorschrift, die
einer verinderlichen GroBe eine andere zuordnet.

F i dlccmcn Zu-
zwischen a Groben ausdrickt.

Diskussion, die [lat.discussio,,Untersuchung**], Erorterung,
Deutung.

Dnndend, der [lat.dividere , teilen''], die Zahl, die geteilt
wird

Dmnan,dm [lat. divisio, , Teilung*'],die vierte Grundrechen-
art, das Teilen.

Divisor, der [lat. divisor, , Teiler**],der Teiler; die Zahl, durch
die geteilt wird.

Doppelbruch, cin Bruch, in dessen Zéihler und Nenner
Briiche stehen.

Drachenviereck — Deltoid.

Dreh das [lat. “],die GroBe
der Drehwirkung, die cine Kraft an einem um eine Achse
drehbaren Korper hervorbringt.

Durchmesser, dic Sehne eines Kreises, die durch seinen Mi
telpunkt geht.

Ebene, die cinzige Flichenart, bei der die Verbindungs-
gerade zweier Flichenpunkte stets vollstindig in der
Fliche verlauft.

Eck 8, das, Abstand nder Ecken eines
regelmaligen Vielecks mit gerader Eckenzahl.

Elastizitat, dic [grch.clauncin, zichen' ], dieFahigkeit cines
Korpers, die durch eine Kraft hervorgebrachte Anderung,
seiner Form beim Aufhoren der Kraft rickgingig zu
machen.

Elastizititsmodul, der [lat. modulus ,, Mal*'], Zahlenwert
der den Widerstand eines Werkstoffes gegen Formiinde-
rungdurch Zugkrafteoder Druckkrafte kennzeichnet .

eliminieren (lat.climinare, iber die Schwelle bringen*'], be-

Punkt auf

des Lotes, das
cine Gerade gefalltist, mit der Geraden.

Ganghihe, die Strecke, um die sich ein Punkt der
Schraubenachse bei einer Umdrehung der Schraube ver-
schiebt.

Gehrung, Abschrigung am StoB zweier Leisten verschie-
dener Richtung.

Geometrie, dic [greh. ge,,Erde*!, metrein , messen'*], ur-
spriinglich die Lehre von der Landvermessung. Wis:
schaft, die cbene und raumliche Gebilde behandelt.

geometrisches Mittel - Mittel.

Geschwindigkeit, das Verhiiltnis von Weg zu Zeit, gibt die
auf eine Zeiteinheit bezogene Anderung der Weglange an.

Gewindesteigung - Ganghohe.

gleichnamig — Bruch.

gleichschenklig, Bezeichnung fiir ein Dreieck mit zwei glei-
chen Seiten, Bezeichnung fir ein —»Trapez, dessen nicht-
parallele Seiten gleich lang sind.

Gleichung, Ausdruck fiir die Gleichheit zweier Zahlenaus-
driicke, dic Seiten der Gleichung genannt werden. Glei-
chungen, die nur fir bestimmte Werte der in den Zahlen-
ausdriicken vorkommenden GroBen gelten,sind Bes tim-
mungsgleichungen.

Gleich das, Gleil die i be-
stehen und einander erganzen.

Grad, der [lat.gradus,,Schritt**], 1.) MaBeinheit der Winkel-
messung; LAltgrad (1°)ist o des Vollkreises. 17

nuten (60°), 1 =60 bekundcu (hﬂ ). 1 Neugrad (1%) 15!4”"

60 \[i~

seitigen, z.B. in zwei Gleichungen mit zwei U
die eine Unbekannte,
Ellipse, die [grch. ekleipsis ,,Ausbleiben*

geschlossene

des Vollkreises. 1#=100 (100°), 1°=100 Neu-
sekunden (100°); 2.) Hochste— Potenz der Unbekannten
einer Gleichung.

b (grch. graphein, **,zeichnerisch.

Kurve, die als schiefer Schnitt eines K
steht,

ent-

Grundlinie, dic ungleiche Seite des gleichschenkligen Drei-

empirisch [greh. empeireia,,, Erfahrung' ‘] erfahr
auf Erfahrung beruhend.

Emulsion, die [lat.emulgere, ,ausmelken' ], Flissigkeit, in
der kleine Tropfchen einer anderen schweben.

Energie, die [grch.en, in'*,ergon, , Arbeit' ‘], Arbeitsvermo-
gen eines Korpers.

erweitern, Zahler und Nenner eines Bruches werden mit der-
selben Zahl multipliziert. Dabei verandert sich der Wert
des Bruches nicht.

Exponent,der (lat. e, heraus'* ponere, stellen‘*], Hochzahl,
die bei Potenzen und Wurzeln hochgestellte Zahl.

nnen!md: [lat.ex , heraus'* centrum, ,Mittelpunkt*‘], Be-

ar Kreise, deren nicht

fallen.

Faktor, der [lat. facere, ,machen‘'], Zahl, mit der eine andere
multipliziert wird.

252

ceks, jede T des — Trapezes.

Grundrechnung, die vier Arten der Grundrechnung sind
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division.

Grundton, der tiefste Ton einer schwingenden Saite.

Grundzahl, der sich wiederholende Faktor einer - Potenz.

Halbachse, die Hilite des groBten bzw. kleinsten Durch-
messers einer — Ellipse.

Hirtevorgang, die Erhohung der Harte metallischer Werk-
stoffe durch Erwirmen und anschlieBendes plotzliches Ab-
kithlen.

H; das Kleinste
Nenner.

Hauptscheitel, der Endpunkt des groBten Durchmessers
einer Ellipse.

Vielfache einzelner

Hebel, fester Korper, der um eine Achse drehbar ist.



Hebelarm, die Entfernung einer an einem Hebel wirksamen
Kraft von seiner Drehachse, auch Kraftarm bzw. Lastarm
genannt.

Hebel die
an einem Hebel wirksam sind.

Hochwert — Ordinate.

Hochzahl — Exponent.

Héhe, die Lange des von einem Punkt auf eine Gerade bzw.
Ebene gefallten - Lotes.

homolog[srch. komos,  gleich**,logos, , Wort, Lehre* ‘], gleich-
liegend, entsprechend.

Hyperbel, die [grch. hyperbole,,UbermaB ‘], Kurve, die als
Schnitt der beiden Teile eines Doppelkegels mit einer
Ebene entsteht.

H die[grch. inein, sichunt %
die dem rechten Winkel gegeniberliegende Seite cines
rechtwinkligen Dreiecks.

Hz [nach Heinrich Hertz, 1857 bis 1804, Physiker, Prof.
Kiel, Karlsruhe, Boun], Abkiirzung fir Henz(\muemhm

fiir Krafte, die

KompaB, der [it. compas ,,Kompal''], Gerat zum Bestim-
men der Himmelsrichtungen.

K. 1 : at Erei 7

[lat.
Winkel, der einen anderen zu 90° erginzt.
Kondensator, der [lat.condensus ,,dicht**], Gerat zum Auf-
speichern elektrischer Ladungen.
kongruent [lat. congruere ,ibereinstimmen'], iibereinstim-
mend, deckungsgleich.

[lat. cum , ‘, centrum , Mittel-
punkt' '], mit gleichem Mittelpunkt, gleichmittig.

konstant [lat. constans, fest' ‘], unveranderlich.

K ion, die [lat.

. 4, das
Figuren aus i

Stiicken.
Koordinate, die [lat. co-,,zusammen'*, ordinare, ,ordnen"'],
der Abstand, den ein Punkt einer Ebene von einer ihrer
Geraden hat. Durch die Abstande von zwei aufeinander
senkrechtstehenden geraden Linien (Koordinatenachsen)
wird ein Punkt festgelegt. Die Abstinde werden auf den
Achsen von ihrem Schnittpunkt (Nullpunkt) aus gerech-
net. Dieeine Achse(gewnhnhch wnaﬂerﬂ‘hlnngennmmcni

wird x-Ach y-Achseoder

fiir 1Hz=1 je Sekunde.
identisch [lat. idem, ,derselbe* '], ibereinstimmend.
Index, der [lat. index,, Anzeiger*], K ichen, Untersck
dungszeichen.

Indikator, der [lat.indicare ,,anzeigen‘‘], Ge:
Druckverlaui im Zylinder der Dampfmaschine, des Ver-
brennungsmotors anzeigt.

indirekt [lat.in- , un-*‘, directus , gerade gerichtet''] ent-
gegengesetzt gerichtet, ungerade, umgekehrt .

Inkreis, Krei

Innenglied, da:

Innenwinkel, Winkel zwischen zwei benachbarten Seiten
eines Vielecks.

I lation, die [lat. i **],das Errech-
nen von Zahlenwerten einer Funktion, die zwischen zwei
benachbarten bekannten Werten der Funktion liegen.

der die Seiten eines Vielecks berithrt.

2.und 3. Glied einer - Proportion.

isolieren [frz.isoler, ,absondern* ‘], absondern, vercinzeln .

Kalorie, die [lat.calor ,,Wirme*‘], MaBeinheit der Warme-
menge. 1 Kilokalorie (1 keal) erwarmt 1 kg Wasser von
14,5°C auf 15,5°C.

Kapazitat, dic [lat.capax , fassungsfahig*'], das Fassungs-
vermogen, die Aufnahmefihigkeit.

Klrlo‘r-ph, der [grch.chartes ,,Blatt'’, graphein , schrei-

, Landkartenzeichner.

die [greh. kathetos ,,Senkrechte' ‘], jede Seite eines

rechtwinkligen Dreiccks, die an seinem rechten Winkel
liegt.

Kegel, Korper, der in eine Spitze ausliuft, mit emem ge-
krimmten Ol il, der sich ineine Eb
ten laBt.
Kehrwert,der Wert, mit dem eine Zahl zu multiplizierenist,
damitsich 1ergibt.Der Kehrwertzu 5ist },denn 5

Kilowatt, das [nach James Watt, 1736 bis 1819, engl. In-
genieur], technische MaBeinkeit der elektrischen Leistung.

Klammer, Zeichen, das in einem algebraischen Ausdruck
eine Vorschrift fiir die Reihenfolge der Berechnung an-
deutet.

Knotenblech, Blech, das an den AnschluBpunkten von Fach-
werktragern Krifte tibertragt.

Koellizient, der [lat.cum , mit‘ efficere | bewirken''], Bei-
zahl, Zahlenfaktor.

Ordinatenachse genm‘mh

Korbb aus Kreisb

Bogen-
form.

Leistung, das Verhiltnis von Arbeit zu Zeit, gibt die in einer
Zeiteinheit verrichtete Arbeit an.

linear [lat.linea,, Linie' ‘], geradlinig.

Lot, das, eine gerade Linie, die senkrecht auf einer anderen
steht.

Mant.

Mantellinie, eine Gerade, die auf dem Mantel eines Korpers
verlauft.

Minuend, der [lat. minuere , Kleiner machen'*], die Zahl,
von der eine andere subtrahiert wird.

, Teil der Oberfiache eines Korpers.

minus [lat. minus, weniger**], Bezeichnung fiir das Rechen-
zeichen der Subtraktion und fiir das Vorzeichen negativer
Zahlen.

Mittel, das, Mittelwert (Durchschnittswert), der nach be-
stimmter Vorschrift aus mehreren Werten einer GroBe er-
rechnet wird. Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist

Hilfte ihrer Summe; das geometrische Mittel zweier

Zahlenist die Quadratwurzel aus ihrem Produkt.

Mittellinie, die Strecke, die zwei Seitenmitten in einem
Vieleck verbindet.

Mittelpunktswinkel, ein Winkel, dessen - Scheitel der Mit-
telpunk: eines Kreises ist.

k die im Mi einer Strecke auf ihr

errichtete Senkrechte.

die [lat. ,schrag*‘],in einem
Dreieck die Strecke, die eine Seitenmitte mit der gegen-
iiberliegenden Ecke verbindet.

Mittelwert — Mittel.

mittlere Proportionale [lat. proportio, ,EbenmaB‘], (geo-
metrischesMittel) zu den beiden-» AuBengliedern heiGt bei
einer viergliedrigen — Proportion jedes der — Innenglie-
der, wenn die Innenglieder einander gleich sind. Dasselbe
wie geometrisches Mittel, denn a:b=b: ¢ laBt sich auch
schreiben b=}q . ¢ ; b ist die mittlere Proportionale oder
das geometrische Mittel zu @ und b.
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Molekil, das [lat. mbles, , Masse' ], das Kleinste Teilch,

Dreieckl! ,1623 bis 1662 franz.

Stoffes, das noch die gleichen chemischen Eigenschaften
wie der Stoff hat.

Moment, das - Drehmoment.

Multiplikand, der [lat. multiplicare , vervielfaltigen''], die
Zahl, die - multipliziert wird.

Gelehrter]. Werden aufeinanderfolgende Potenzen cines
Binoms in Summen verwandelt, so lassen sich die Koeffi-
zienten der Summanden so in Zeilen ordnen, daf jeder
Koeffizient als Summe der beiden ihm in der vorhergehen-
den Zeile berachbarten erscheint. Die Zahlen filllen dann
eln gleichschenkliges Dreicck aus.

die [lat.
die 3.Gr ,das

o, Vervielfat 9,

der [lat.
Zahl, mit der multipliziert wird.

1. die

, Vervi

Nebenwinkel, der Winkel zwischen dem einen — Schenkel
eines Winkels und der Verlingerung des anderen iiber den
Scheitel hinaus.

negativ [lat. negare, verneinen' '], negative Zahlensind Zah-
len, die Kleiner als 0 sind, z.B. —1, —2,—3 usw.
Neaner, die Zahl, die bei cinem gemeinen Bruch unter dem
13
Bruchstrichsteht,z. B. die Zah! 15 in -
15

Nennmas8, das MaB, auf das sich Angaben iiber Abmessun-
gen von Bohrungen oder Wellen beziehen.

die fiir ein Rohr Weite.

Nennwert, bezeichnet den Wert einer Ziffer im Unterschied
zu ihrem Stellenwert und Zahlenwert. So hat in 345 die
Ziffer 3 den Nennwert 3, den Stellenwert Hunderter und
stellt den Zahlenwert 300 dar.

Neugrad, der, > Grad.

Nonius, der [nach Pedro Nunez, 1492 bis 1577, portug.
Mathematiker in Coimbral, eine neben der Hauptteilung
eines Sie ver-
wendet gewohnlich eine in 10 gleiche Abstande geteilte
Strecke, die 9mm lang ist, und ermoglicht dann d s
Ablesen von Zehnteln eines Millimeters.

Norm, die lat. norma,  Richtschaur'*] dic auf der Grundlage

aller
Richtzahl fir Arbeitsaufwand, Materialverbrauch u. a.

Obelisk, der [grch. obeliskos, SpieBchen' '], der Korper wird

ie, die [greh. peri ,,um'", pherein , tragen*'], die
" rumme Linie, die cine Kreisfliche begrenzt.
Pfeilhdhe, der groBte Abstand, den ein Punkt eines Kreis-
bogens von der zum Bogen gehdrenden Sehne hat.
Planimet; die [lat. planum , Ebenc'', grch. metrein
,,messen' ‘], ebene Geometrie. Der Teil der Geometric,
der sich auf Untersuchung ebener Gebilde beschrinkt.
plus [lat. plus, ,mehr* ‘], Bezeichnung fur das Rechenzeichen
der Addition und fiir das Vorzeichen positiver Zahlen.

Polynom, das [grch. polys,,viel'*,nomion, , Zugeteiltes' ] ein
Zahlenausdruck, der aus mehreren Summanden besteht.

Positiv [lat. positus, hergestells Bezeichnung fiir Zahlen,
die grofer als 0 sind, z.B. +1, +2, +3 usw.

Potenz, die [lat. potentia, Macht‘‘], das Produkt aus emner
Anzahl gleicher Faktoren (n Faktorena) wird abgekiirzta”
geschrieben (gelesen: a hoch ) und mte Potenz von a ge-
nannt.

Primfaktor, der [lat. primus , erster'’, facere ,,machen'"],
Primzahl, ganze Zahl, die nur durch sich selbst und durch
Eins teilbar ist, deshalb nicht als Produkt aus anderen
ganzen Zahlen dargestellt werden kann.

Prinzip, das[lat. principium, , Anfang*‘],der Grundsatz.An-
gabe, die als Grundlage weiterer Uberlegungen dient.

Prisma, das, Saule mit ebenen Seitenflichen zwischen par-
allelen Seitenkanten.

Produkt, das (lat. producere, ,hervorbringen‘*], das Ergebnis
der Multiplikation.

Produktion, die [lat. producere, hervorbringen' ‘], die Giiter-
erzeugung.

Profil, das [frz. profil ,, Querschnitt*], die Umrandung des
Querschnitts, der rechtwinklig zur Langsrichtung eines
Gegenstands gefihrt ist.

auch Spitzsaule genannt. Seine bildet ein
Rechteck oder Quadrat, je zwei der gleichlangen Seiten-
Kanten treffenin der Gr
gelegenen Firstkante zusammen.

Ohm, das [nachGeorgSimon Ohm, 1789bis1854, Professorder
Physik in Miinchen], MaGeinheit des elektrischen Wider-
stands, abgekiirzt: Q. Den elektrischen Widerstand 1 Q
hat bei 0° C ¢in Quecksilberfaden von 1 mm* Querschnitt
und 106,3 cm Lange.

Ordinate, dic [lat.ordinare, ordnen‘], der Hochwert, der
Abstand eines Punktes von der 2-Achse, = Koordinate.

Parabel, die [grch. parabole ,,Gleichnis' '], Bezeichnung fur
eine Kege!schnittart. Die Kurve entsteht als Schnitt zwi-
schen dem Mantel eines Kegels und einer Ebene, die zu
einer Mantellinie parallel liegt.

parallel [greh. para, ,neben'", alleloi, cinander' ‘] gleichlau-
fend. Parallele sind gerade Linien, die mit einer schnei-
denden Geraden gleiche Stufenwinkel bilden und unver-
dnderlichen Abstand haben.

Parallelogramm, das [grch. para,,neben'*, alleloi , cinan-
der**, graphein, ,schreiben*‘], ein Viereck mit zwei Paaren
paralleler Seiten.
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P ion, die [lat. proportio ,, EbenmaB**], der Ausdruck
fur die Gleichheit der Werte von Verhaltnissen,z.B. 5:15

In der viergliedrigen Proportiona : :d ist d die vierte

Proportionale, in der stetigen Proportion n:m=m: p ist

m die mittlere Proportionale; fortlaufende Proportion
: igih.

Pultdach, cin Dach, das nur nach einer Seite abfallt.

Pyramide, dic [srch. pyramis, ,Pyramide''], ein Korper mit
ebenen Begrenzungsfiichen, ein Vieleck bildet die Grund-
fiiiche, die Scitenflichen sind Dreiecke, die in der Spitze
der Pyramide zusammentrefien.

Pythagoras, Lehrsatz des [nach Pythagoras, griech. Philo-
soph, 580bis301 v.u.Z.],die Summe zweier Quadrate, deren
Seiten die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks bilden,
ergibtden T’ inhalt des Gber der
neten Quadrats.

Quader, der [lat.quadrus ,,viereckig'‘], ein durch sechs
Rechtecke abgegrenzter Korper, von denen je zwei gegen-
iiberliegende gleich groB sind.

Quadrant, der[lat. quadrare, viereckig machen* ], eines der
vier Gebiete,
gerade Linien die Ebene zerlegen; Viertelkreis.




Quotient, der [lat. guotiens ,, wievielmal' ‘], das Ergebnis der
Division zweier Zahlen; das Verhiltnis zweier GroBen.

Radius, der [lat.radius, ,Stab, Strahl*‘], derHalbmesser eines
Kreises, einer Kugel; Abstand des Mittelpunkts vomUm-
fang cines Kreises bzw. von der Oberflache einer Kugel.

Rechteck, das, ein Viereck mit vier rechten Winkela.
Rechtkant, das — Quader.
Rechtswert — Abszisse.

regelmiBiges Vieleck, ein Vieleck, in dem die Seiten und
die Winkel einander gleich sind.

elativ [lat. relatio,,Bezichung'*], die Lage der Zahlen, die

positives oder negatives Vorzeichen haben, ist auf den
Nullpunkt der Zahlengeraden bezogen. Diese Zahlen wer-
den deshalb relative Zahlen genannt.

Resultat, das [lat.resultare, ,zuriickspringen' ‘], das Ergebais
emner Berechnung.

Sehnentangentenwinkel, der Winkel zwischen einer Kreis-
sehne und der Tangente, die den Kreis in einem Sehnen-
endpunkt beriihrt.

Sehnenvieleck, cin Vieleck, dessen Seiten Sehnen eines
Kreises sind; das Sehnenvicleck ist dem Kreis einbe-
schrieben.

Sekante, dic [lat. secare, schneiden' ], Gerade, dieeinen Kreis
schneidet. Sie hat mit dem Kreis zwei Punkte gemeinsam.

Sektor, der [lat.secare ,,schneiden‘*], der Kreisausschnitt,

das zwischen einem Kreisbogen und den Radien nach sei-

nen Endpunkten liegende Flachenstiick.
die T
Dampf verwandelt.

, bei der sich eine Flissigkeit in

Sparren, der, ein Balken, der dic Verschalung eines Daches
tragt.

spezifisch [lat. species ,,Art' '], kennzeichnend, fir den be-
treffenden Stoff charakteristisch.

die Strecke, die fiir Vermessungen im Gelinde

reziprok [lat. . zurii +], als

(umgekehrten) Wert einer Zahl a bezeichnet man :
— Kehrwert.

Rhomboid, das [greh. rhombos,  Steinbutt**], das schiefwink
tige Parallelogramm, dessen benachbarte Seiten verschie-
dene Lange haben.

Rhombus, der [greh. rhombos,, Steinbutt* ‘], dasgleichseitige
Viereck mit schiefen Winkeln, Raute.

Rollenlager, das, Gleitvornichtung fir Wellen zur Vermin-
derung der Reibung. Zwischen zwei Ringen liegen Rollen,
die sich bei der Drehung der Welle auf den Rollbahnen der
Ringe abwilzen.

runden, das Weglassen von Ziffern, die in den letzen Steilen
ciner Dezimalzahl stehen. Man spricht von aufrunden,
wenn die letzte mitgefiihrte Ziffer dabei um 1 erhoht wird,
von abrunden, wenn sie nicht erhoht wird.

‘Scheitel, der Schnittpunkt der Schenkel eines Winkels; der
Schnittpunkt einer Kurve mit einer Symmetrieachse.

Scheitelwinkel, verlangert man die Schenkel cines Winkels
iiber den Scheitel hinaus, so entsteht zwischen den Ver-
lingerungen der Scheitelwinkel des gegebenen Winkels.

‘Schenkel, jeder einen \\mkel begrenzende Strakl; fede
von zwei iten, jede zur
liegenden Seite nicht pmuele Scite eines —» Trapezes.

herfliche. di
seitlich verschoben wird

Schieb(e)lehre, auch Schublehre, Gerit zum Messen der
Dicke von Werkstoffen.

Jder beim Abscheren

Abstand zweier
chraubenkopfes oder einer Mutter.

Flachen

eines

Schmiege, die, WinkelmaB, dessen Schenkel verstellbar
sind.

Schwerlinie, in cinem Dreieck die cinen Eckpunkt mit der
Mitte der gegeniiberliegenden Seite verbindende Strecke.
Die drei Schwerlinien schneiden einander in dem Schwer-
punkt der Dreiecksfliche.

Schwi hl, die Zahl der
Zeiteinheit erfolgen.

die in der

Segment, das [lat.segmentum , Stickchen'"], das zwischen
einem Kreisbogen und der zugehorigen Sehne liegende
Flachenstick, der Kreisabschnitt.

Sehne, dic, eine Strecke, die zwei Punkte einer Kreislinie
verbindet.

festgelegt wird.

Stereometrie, dic [grch. stereos , starr** metrein, messen' '],
der Teil der Geometrie, der sich mit raumlichen Gebllden
befaBt.

Strahl, der durch einen Punkt begrenzte Teil einer geraden
Linie.

Strecke, cin durch zwei Punkte abgegrenztes Stiick einer
geraden lec

d, der [lat. *],dieZahl, die
bei der Grundrechenart Subtraktion, dem Abziehen, sub-
trahiert, wird. Das ist-—
gelesen,,minus'*.

Summand, der [lat. summia , Gesamtzahl*], jede Zabl, die
ciner anderen vird. Das
ergibt eine Summe. Aus positiven uiid negativen Summan-
den entsteht eine algebraische Summe.
1 inkel, der [lat. suppl ..Erginzung*']
cin Winkel, der einen anderen zu 150° erganzt.

symbolisch [grch.symbolos ,,Kennzeichen''], sinnbildlich.

die [greh.s) messen'],
GleichmaB, Spiegelgleichheit. In der Geometrie spricht
tan von Symmetrie zweier Figuren einer Ebene in bezug
auf eine Achse, wenn durch Umklappen um diese Gerade
dic eine Figur mit der anderen zur Deckung gebracht wer-
den kann. Die Figur, die sich aus den beiden zusammen-
setzt, wird axial-symmetrisch (achsensymmetrisch)
genannt. Eine ebene Figur ist symmetrisch in bezug
auf einen Punkt (zentrisch-symmetrisch), wenn eine Dre-
hung um 180°, die man die Figur in ihrer Ebene um den
Punkt ausfihren 1a8t, die Figur mit sich zur Deckung
bringt.

System, das, dic Z von Glei in
denen dieselben Unbekannten auftreten, bildet ein Glei-
chungssystem. Das Zusammenstellen von Ziffern zum Bil-
den von Zahlen ist ein Zahlensystem.

Tangente, dic [lat.tangere , berihren''], Gerade, die eine
Kurve in einem Punkt beriihrt. Der Punkt, den die Kurve
und die Tangente gemeinsam haben, wird Berihrungs-
punkt genannt, die \Lrlnudum,s:lrcrke zwischen dem

einer K und dem Kreis-

rmuelpunkt heiBt Beriihrungsradius.

Beriihr

Teiler, der, eine ganze Zahl, von der eine andere cin
Vielfachesist. Der groBte gemeinsame Teiler zweier Zahlen
ist die groBte ganze Zahl, die in beiden aufgeht. Z.B. ist
fiir 42 und 56 der groBte gemeinsame Teiler die Zahl 14.
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T die [lat it'‘], das
MaB fir den Wirmezustand emcs l\orch wird gcwohn-
lich inGrad (%) (C

Theodolit, der [(ar.alhidade ,,Arm'‘], WinkelmeBgerit, das

Dei der L wird.

Thermograph, der [greh. thermos, ,warm'*, graphein, ,schrei-
en''], Gerit, das die Veranderung des Warmezustands
laufend aufzeichnet.

Toleranz, die [lat. tolerare, ,ertragen‘ ‘], der Unterschied zwi-
schen der groBten und kleinsten Abmessung, die fiir ein
Werkstiick zulassig ist.

T der [lat i 4, einein-

(umgekehrten, indirekten) Verhaltnis, wenn die eine in
demselben MaBe zu- oder abnimmt, in dem die andere ab-
oder zunimmt.

Verlustzeit, dic Zeit, die cin Arbeiter wahrend der Auftrags-
erledigung fir personliche und sachliche Verrichtungen
braucht, die aber nicht in unmittelbarem Zusammenhang
mit dem Arbeitsauftrag steht.

Vielfache, das, eine Zahl, in der eine andere als Faktor ent-
halten ist. Das Kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer
ganzer Zahlenist die kleinste ganze Zahl, in der jede die-
ser Zahlenals Faktor enthaltenist. Soist zu 18, 24 und 60
die Zahl 360 das kleinste gemeinsame Vielfache.

faches Gerat zum Messen von Winkeln und zum Antragen
von Winkeln bestimmter GroBe. Gewohnlich ist auf einem
halben Kreisring ans Blech oder durchsichtigem Material
die Skala (Gradeinteilung) angebracht.

Trapez, das [¢rch. trapeza,, Tisch''], ein Viereck mit cinem
Paar paralleler Seiten. Ein Viereck, in dem keine paralle-
len Seiten vorhanden sind, bezeichnet man als Trapezoid.

Trigonometrie, die [lat.tres, drei*, greh. gonia ,, Winkel ",
metrein ,,messen'*], das Teilgebict der Mathematik, das
zur Berechnung von Seiten und Winkeln eines Dreiecks
Zusammenhénge zwischen ihren GroBen aufstellt und
anwendet.

Trinom, das [lat.tres, drei*’, grch. nomion ,, Zugeteiltes*
ein Zahlenausdruck, der aus drei Summanden besteht.
Umfangswinkel, cin Winkel, dessen Schenkel durch zwei
Punkte einer Kreislinie gehen und dessen Scheitel ein drit-

ter Punkt der Kreislinic ist, auch Peripheriewinkel.

Umkrei

Ungleichheitszeichen, GroBen, die durch das Ungleich-
heitszeichen = verbunden sind, sind verschieden, ohne
daB zum Ausdruck gebracht wird, welche von beiden die
groBere ist. Das Zeichen == bedeutet ,,nicht gleich, ver-
schieden von'', das Zeichen - bedeutet , kleiner als'*,
das Zeichen > bedeutet , grofer als'*

Unterbrecher, der, cin Gerit, das schnell hintereinander
den elektrischen Strom unterbricht.

variabel [lat. variare, ,wechseln* ‘], veranderlich, Eigenschaft
von GroBen, die nicht an einen bestimmten Wert gebun-
den sind.

verfehlen, sich, Ausdruck fiir die Lage von zwei geraden
Linien, die nicht in einer Ebenc liegen, einander also
nicht schneciden, ohne parallel zu sein. Man sagt auch,
die Geraden sind windschief

Verhiltnis, der Quotient zweier gleichartiger GroBen. Zwei
GroBen stehen im geraden (direkten) Verhaltnis, wenn
dieeinein demselben Mal zu- oder abnimmt, in dem auch
die andere zu- oder aBnimmt; sie stchen im ungeraden

der durch alle Ecken eines Vielecks gehende Kreis.
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das, Gerat zum Messen von Spannungsdifiercn-
zen in Volt.

Volumen, das [lat. volumen ,,Gerolites*'], der Rauminhalt
eines Korpers.

Vorgelege, das, cine Welle, die mit Riemenscheiben oder
Zahnridern ausgeriistet zur Regelung der Drehzahl zwi-
schen Antrieb und Arbeitsmaschine geschaltet wird.

Vorzeichen, die Zeichen,,+*‘und,,—*‘zur Kennzeichnung
relativer Zahlen.

Wichte, die, der Quotient aus Gewicht und Volumen eines
Korpers, gibt das Gewicht der Raumeinheit cines Stoffes
an, wird auch das spezifische Gewicht genannt und in
P kp

b e angegeben.

2D

e

windschiefsind zwei Gerade, die nicht in ciner Ebene liegen
konnen. Sie schneiden sich nicht und sind nicht parallel.

Winkel, wird durch zwei von einem Punkt ausgehende Strah-
len gebildet und in —» Grad (Altgrad oder Neugrad) ge-
messen.

Wiirfel, ein Kérper, der von sechs quadratischen Flichen be-
grenzt wird.

Wourzel, als Wurze! aus einer vorgegebenen Zahl bezeich-
net man eine zweite Zahl, die potenziert, d.h. wiederholt
mit sich selbst multipliziert, die erste Zahl ergibt. Es ist

e

V'8 (dritte Wurzel aus 8) = 2, weil 2 =8 ist. 3 wird Wur-
zelexponent genannt.

Zihler, die in cinem gemeinen Bruch dber dem Bruch
strich stehende Zahl, z. B. die Zahl 13 in :3

5

Zentrale, die [lat. centrum , Mittelpunkt'‘], die Mittel-
punktslinie; die Strecke, die die Mittelpunkte zweier Kreise
verbindet.

Zentriwinkel, det <

Zentrierwinkel, Gerat zum AnrciBen des Mittelpunkts bei
kreisformigen Quersrlmillcn

Ziffer, cin
den die zehn Ziffern 0, 1 .2, .., 8,9 verwendet.

wer-



abhangige Variable 103, 105
abkiirzen 29
Abszisse 104, 109
absolute Zablen 34f.
Abwicklung 233f.,240
Achse, Koordinaten- 103 ff.

—, Symumetrie- 162 ff., 223

—. Zylinder- 233

—n der Ellipse 23
Achteck 210,213
Addieren 8i.

— allgemeiner Zahlen 41,56
relativer Zahlen 35
von Dezimalbriichen 26
von gemeinen Briichen 10
von Polynomen 39

— von WinkelgroBen 146,152
Additionsverfahren 126 f.
ahnliche Dreiecke 191
Ahnlichkeit 18811,

—slage 189,191

—spunkt 190

—ssiitze 192

—sstrahlen 174, 190
Algebra 7
algebraische Summe 44 ff., 72
allgemeine Zahlen 30 fi.
Altgrad 1421.,1471.
Arithmetik 7
arithmetisches Mittel 89, 169
Ast (Hyperkel) 1171.
Asymptote 118
auflssen von Gleichungen 708.
— — Klamme:n 451.
aufrunden 29
Ausdehnung 136
ausheben 581.,74ff.
AuBenglied 8711.
AuBenwinkel 155f.
AuBere Tangente 204f,

— Teilungspunkt 188
axiale Symmetrie 162
Azimut 142,149

Barograph 101
Basis 10,156

—winkel 156,210
Beizahl 43
Berihrungs-punkt 199

—radius 199 1.

—sehne 200
Beschleunigung 111
Bestimmuogs-dreieck 210

—eleichung 68 £i.,108

—stiick 210
Binom 44,50
Bogenhohe 218 {.
Bogenlange 210 1.
Boyle-Mariottesches Gesetz 115
Brechungswinkel 149
Breite, geographische 33
Brennpunkt 222f.

Bruch, gemeiner 15 ., 53 .

—, Dezimal- 24 i.

—gleichung 751,

SACHREGISTER

Bruchrechnung 17
—strich 16,55
—wert 17

Cavalicrisches Prinzip 2361.,242

Dandelinsche Kugeln 222
deckungsgleich 156
dekadisch 24f., 33 ff.
Deltoid 170, 173
dezimal 24,1471, 171
Dezimalbruch 24 £.,75
Dezimale 93
Dezimal-komma 25£.
telle 28 f.

—system 24
Diagonale 166 ff.
Diagonalschaitt 235
Diagramm 99 ff., 1181.
Differenz 9

— allgemeiner Zahlen 41,56

— relativer Zahlen 35
direktes Verhaltnis 86
Dividend 11
Dividieren mit allgemeinen Zahlen 42,

56

— — Dezimalbriichen 271.

— — gemeineri Brichen 21f.

— —natirlichen Zahlen 11f.

— — Null 118

— — Polynomen 511.

— —relativen Zahlen 38
Divisionszeichen 11,16,55
Divisor 11
Doppelbruch 22,58
Drachenviereck 170,173
Dreiecke 153fi. .

—, rechtwinklige 177 fi.

—, regelmaBige 214 ff.
Dreieck, Pascalsches 50
Durchmesser 196,211,2151.
Durchschnittswert 87

Ebene 136 ff.

echter Bruch 16

EckenmaB 211,214,215
einbeschricbener Kreis 207 . 2111,
Einerstelle 25,27 fi.

Einheit 8

einschlieBen 156,158
Einsetzungsverfahren 124 f.
eliminicren 124 ff.

Ellipse 221 fi.

empicisch 99, 1021.

endlicher Dezimalbruch 28
entgegengesetzte Winkel 145
entsprechend 84,91, 185 ff.
Ergarzungsbogen 106,198 200
erhabener Winkel 143, 148
erweitern 171..26, 551..75
Euklid, Satz des 178 5.
Exponent 10,50, 69
exzentrische Kreise 203

Fadenkonstruktion der Ellipse 222f.,
227

Faktoren 10,17
—, allgemeine Zablen als 41
—, Dezimalbriiche als 26,75
—. gemeine Briiche als 20
—. Polynome als 46,53
Fall-beschleunigung 15
—strecke 121
Flache 136,139,171,287
—neinhert 20,171
fachengleich 178
Flacheninhalt 171 §.
— dor Ellipse 255f.
— der Vielecke 213 1.
— der Vierecke 1711
— des Dreiecks 172f.
— des Kreises 2171.
Flansch 227
fortlaufende Proportionen 90
Freiwinkel 148
Funktion 07, 103 fi.
—sgleichung 103 .
FuGpunkt 1431.,161, 239f.

Gartnerkonstruktion der Ellipse 222f.
gebrochene Zahl 15
gemeiner Bruch 15ff.,53 1.
gemischte Zahl 16f.,19
Geometrie 136
geometrische Darstellung 103,

— Konstruktionen 149

—s Mittel 87, 89
Gerade 136 fi.
gestreckter Winkel 143
gleichartige Grofien 44 ,84
gleichgerichtete Gerade 138
Gleichicitszeicuen 40,67 f.
gleichnamige Briiche 19 £, 55f.
gleichschenkliges Dreieck 1551.,210

— Trapez209
gleichseitiges Dreieck 155

— Parallelogramm 168,170

— Vicleck 2183
Gleichsetzungsverfahren 125f.
gleichsinnige Kongruenz 157
Gleichung 7,671.,70

—, Funktions- 103ff.

—, Verhiltnis- 85ff.

— mit zwei Unbekannten 122 i,
Glicder 8,11,411.
Gradteilung des Winkels 142
graphische Darstellung 97 fi.

— Fahrpline 109

— Losungsverfahren 1231., 128f
groBter gemeinsamer Teiler 55
Grundrechenarten 8
Grundzahl (Basis) 10

Halbachsen der Ellipse 223
halbicren einer Strecke 163

— eines Winkels 161
Halbierungslinie 1931
Halbkreis 156,202
Hauptnenner 181.,55,58
Hauptscheitel der Ellipse 223
Hebel 69,89




Hebel-arm 69, 87, 89
—gesetz 69
Hochwert 177
Hockzah] 10
Hohe der Pyramide 239
— des Kegels 240
— des Zylinders 2331.
— im Dreieck 172
— im Parallelogramm 172
— im Trapez 173
‘Hohen-quadrat 181
— satz 181, 194
honologe Stiicke 157, 173f.
Hyperbel 1164f.
Hypotenuse 87, 156
—-nabschnitt 87,178,181 ,194
—nquadrat 179

Identische Gleichung (8, 70
Index 40
indikator 102
Indirektes Verhaltnis 86£.,92,116
Inkreis 207f., 211
innen-glied 871.

—ring 215

—winkel 155
innere Tangente 2051.
innerer Teilungspunkt 187,
interpolieren 93, 951.
isolieren 70 8.

Kante 136,140

—nliinge 2281.

Kathete 87, 156, 1781,
Kathetenquadrat 1781,
Kegel 135,140,239 1.

—fliche 140,240

—mantel 240

—mantellinie 140,240

—oberfliche 240

—stunipf 244 ff.

Kehrwert 16,20 1.
Keilwinkel 143
Klammer 10f..45.53

—ausdruck 13, 451..72

—form 45
Kleinstes zemeinsames Vielfaches 18f.

55
Koeffizient 431,50
Komplementwinkel 145
Kongruenz 156 1.

—sitze 1574f.,161, 168
Konstante 105, 106, 108
Konstruktionen, geometriscne 1491,
Konstruktion von Dreiecken 157 ff.
konzentrische Kreise 203
Koordinaten 104,1071.

—achsen 104, 108

—anfang 104 107,112

—system 104 1.

Korbbogen 227
Korper 136
Kreis 195 T

—abschnitt 197,218,220

—ausschnitt 197, 218

—berechnungen 215 ff.

—hogen 80, 1974f.,218 ff

—durchmesser 106,216,225

—=bene 233,240
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Kreisflache 105,215,217
—linie 195f.,210,240
—peripheric 233
—radius 217f.

—ring 217

—scgment 107
—sehne 198

—sektor 1971.,240
—tangente 198 f1.,200
—umfang 210 2151.
—zylinder 2331.

Kriimmungskreis 224

kubische Gleichungen 70

Kugel 135f.,222

Kurven-diagramm 101 1., 116£.
—lineal 105, 224 c

kirzen vop Briichen 17,21 .42,

Kirzungsfaktor 17, 55

Leitkreis 233
lineare Funktion 103, 108
— Gleichung 69ff.
Linie 136
—ndiagramm 99
Lot 150,163
lotrecht 143

Malpunkt 41
Mantel, Pyramiden- 239

—, Kegel- 240

—, Zylinder- 233
MaGeinheit 24
MeBwinkel 141
Milliarde 14
Minuend 9 35 41
Minuszeichen 8. 33
Mittel, aii thmetisches 89.160

—, geometnisches 87, 89
Mittellinic 168 169
Mittelparallele im Dreieck 192

— im Trapez 168f. 178
Mittelpunkt 164,167 ,211
Mittelpunktswinkel 146, 196
Mittelsenkrechte 1631.,203, 207 1.
Mitteltransversale 103
Mittelwert 87
mittlere Proportionale 87, 80, 104
Mementengleichung 69, 89
Multipiikand 10
Multiplikation 9f.

— von allgemeinen Zahlen 411.

— von Briichen 101.,56

— von Dezimalbriichen 261.

— von Polynomen 46

— von relativen Zahlen 361.

— von WinkelgroBen 146
Multiplikator 10,19, 36

Naherungswert 216
Neben-achsc 225
— -scheitel der Ellipse 223
— -winkel 144f.,148,152,155f.
negative Zahlen 3311., 57
Nenner 1611. .38, 5411.,751.
NennmaB 30
Nennweite 15
Nennwert 24
Neugrad 142,148
Nonius 141

Obelisk 61

Oberfiiche 137, 2281
Ordinate 104
Ordinatenachse 104, 108
ordnen 73f.,127

Parabel 112.

Parallelen 138£.,150

Parallelensatz 183f.,225

Paraliclogramm 1661.,241

Pascalsches Dreieck 50

Peripherie 196, 200
—winkel 146,197, 201f.

Pieilhohe 219

Planimetrie 135,153

Pluszeichen 8, 33

Polynom 44 fi.

positive Zahlen 336.

Potenz 101.,42,50

Primfaktor 18,28

Primzahl 18

Prisma 232 ff.

Produkt 10
Produktengleichung 88 1.
Proportion 831f.

proportional 84f.,107,185

Proportionale, mittlere 87, 89
Proportionalitat 86£.
—sfaktor 83f.,01,107
Punkt 136 f.

Pyramide 135, 23011,
—nstumpf 244

Pythagoras, Satz des 1798,

Quader 1351., 2281,
Quadrant 104,112,117
Quadrat 166.,171,213

quadratische Funktionen 111
— Gleichungen 70
Quadratwurzel 11, 89, 112
—zahl 10, 49

Querschritt 171

Quotient 11,16, 21f.,27f.

Ralius 196 ff
Raum-diagonale 182
—inhalt 30f. 2281,
Raute 166£.,170
Rechen-arten 8,13
—operation 12, 70f.
—zeichen 8,11, 33f,
Rechteck 99,166 ff.
rechter Winkel 143
Rechtswert 177
rechtwinkliges Dreieck 154,177 fi.,194
regelmiBige Viclecke 209 ff.
Reihenfolge der Rechenarten 12f.
-— der Faktoren 42ff.
relative Zahlen 33ff.
reziproker Wert 16,86,92
Rbomboid 166 fi.
Rhombus 166 ff.
Rollenlager 212
runden 28f.

Scheitel der Ellipse 228
— der Parabel 112
— des Winkcls 142
— winkel 144,155,168



Schenkel 142,144,156,1681.
Schieblehre 30,199
Schiiisselweite 211,214 1.
SchluBrechnurg 911i.
Schmicge 141
Schnittgeschwindigkeit 105
Schniftwinkel 148
Schraublehre 24
Schwer-linie 193
—punkt 103
Sechseck, regelmabiges 188,213
Sechzehneck 210,218,214
Segment 1971.,218
Sehne 196
Schnen-tangentenwinkel 201 .
— vieleck 207
— viereck 209
Seiten der Dreiccke 1551
— der Vierecke 1661.
—verhaltniz 1911,

Sektor 107, 218
—fliche 218
senkrecht 143
Senkrechte 150,163
Spannweite 219
Spanwinkel 34
Spiegelbild 157,162
spitze Winkel 142
Spitze 156,230 ff.
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