Aufgaben: Differentialrechnung Klasse 11

1. Gegeben ist die Funktion f(x) = 1/9 x3 - x ; xeR

a) An welchen Stellen hat f(x) die Steigung 27?

b) Die Steigung von f(x) an der Stelle x = 1,5 ist -0,25. Geben Sie ohne
Rechnung eine weitere Stelle mit der gleichen Steigung an.
Begrinden Sie Ihre Vermutung.

c) In welchen Punkten hat f(x) eine waagerechte Tangente? Geben Sie
die Gleichung an.

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an f(x) im Ursprung.

e) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an f(x) im Punkt P (u |
f(u) ).

f) Welche Gerade schneidet f(x) in N ( 3 | 0 ) senkrecht?

2. Gegeben ist die Funktion f(x) =x*/4 -3/4 x -1 ; x e R
a) Bestimmen Sie die Nullstellen sowie die Punkte mit waagerechter
Tangente und geben Sie die zugehérigen Steigungen an.
b) Die Tangenten an f(x) in x = 1 und x = - 1 schneiden sich auf der y-
Achse. Begriinden Sie diese Behauptung.

3. Gegeben ist die Funktion f(x) = -x* + 2x3 ; x e R

a) Untersuchen Sie f(x) auf Schnittpunkte mit der x - Achse und Punkte
mit waagerechter Tangente.

b) t(x) ist die Tangente an f(x) in P ( 1 | f(1) ). Bestimmen Sie die
Gleichung der Tangente. Ermitteln Sie die Schnittpunkte von t(x) mit
f(x).

c) In welchem Punkt hat f(x) eine Normale mit der Steigung 1/8?
Geben Sie die Gleichung der Normalen an.

4. Gegeben ist die Funktion f(x) = x3-6x2+9x; X e R
a) Zerlegen Sie f(x) in Linearfaktoren und zeichnen Sie den Graphen.
b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an f(x) in x = 2 und
zeichnen Sie diese Tangente in das Koordinatensystem von a).
c) Bestimmen Sie den Punkt P (u | f(u) ) so, dass die Tangente an f(x)
in P parallel zur Tangente an f(x) im Ursprung ist.
d) An welcher Stelle hat f(x) die kleinste Steigung?

5. Ein Stein wird mit der Anfangsgeschwindigkeit vO = 7 m/s senkrecht
nach oben geworfen. Das Weg- Zeit- Gesetz lautet:
s(t) =vot-1/2gt2mitg =10 m/s?

a) Nach welcher Zeit t ist die Geschwindigkeit des Steins Null?

b) Berechnen Sie die maximale Steighdhe.



Lésungen

Aufgabe 1

a)f(x) =1/9x3-x; f(x) =1/3x2-1
Steigung bei x0 hat den Wert 2, f'(x0) = 2 ... X3, =% 3

b) f'(x) = 1/3 x2 - 1 ist eine Parabel und damit achsensymmetrisch
aus f'(1,5) = -0,25 folgt f'(-1,5) = -0,25

c) Eine waagerechte Tangenten an f(x) liegt in den Punkten vor, wo die Steigung 0 ist

fi(x)=0=1/3x2-1..x1,2=+3
f(N3) = -2/3 V3 ; f(-V3) = 2/3 V3 ... P(N3 | -2/33) ; Q(-V3 | 2/3 V3)
Die Tangenten sind Geraden, die parallel zur x-Achse verlaufen
t1(x) = -2/3 V3 ; t2(x) = 2/3 3
d) f'(x) =x2/3-1...(x) = -x
e) Tangente in P (u|f(u)) ... f'(u) = 1/9 u3-u ... t(x) = (u2/3-1) x - 2/9 u3
f) Gerade ist Normale in N(3 | 0) ... n(x) = -1/2 x + 3/2

Aufgabe 2

a) f'(x) =x3-3/2x Nullstellen 2 und -2

Punkte mit waagerechter Tangente P1(0 | -1) ; P2,3 (+ V(3/2) | -25/16)
b) Tangente bei x =1 und x = -1

ti(x) =-1/2x-1 t2(x) =1/2x-1 t1,t2 schneiden sich in P(0 | -1)
Aufgabe 3

a) f(x) = -x* + 2x3 ; f'(x) = -4x3 + 6x2
Nullstellen: 0 (dreifach) und 2
waagerechte Tangente: Berihrpunkte P(0 | 0) ; Q( 3/2 | 27/16)
b) Tangente bei x = 1: t(x) = 2x-1
Schnittpunkte von t(x) mit f(x) : -x* + 2x3-2x + 1 =0
P(1 | 1) ist doppelte Nullstelle, d.h. Polynomdivision
(x4 +2x3-2x+1): (x2-2x+1)=-x2+1
mit Punkt Q(-1 | -3) als zweiter Schnittpunkt von f(x) und t(x)
c) Steigung der Normalen ist 1/8
X = 2 ist eine Losung von -4x + 6x2 + 8 = 0 (Probieren!), keine weiteren Lésungen
n(x) =1/8x-1/4
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Aufgabe 4
a) f(x) = x3 - 6x2 + 9x = x (x-3)2 4
P(0 | 0), Q(3 | 0) Berihrungspunkt .l
b) f'(x) =3x2-12x+9; X0 =2 R

—h

Tangente t(x) = -3x + 8 (%)
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Fl) =% -6+ 0 ' ) =32 12+ 9

Die Tangente im Ursprung hat die Steigung

f'{0y=9

Die gleiche Steigung hat jede dazu parallele Tangents,
also auch die durch F"(u | f(u))

=93 -12u+9=9=>1=0,u, =4

U =0=f{u)=f(0)=0=F,(0]0)

Uy =d =f(u,)=f(4)=4 =P, (4| 4)

D00 =F -+ 0 () =33 120+ 8
f'{x) ist die Steigungsfunktion von f(x),
das ist eine nach oben gedffnete Parabel.
Deren Minimum ist thr Scheitelpunkt,
dort hat f'{x) eine waagerechte Tangente.
Bedingung: f"{x)=0
") =6x-12=0=x=12
An der Stelle x = 2 hat f (x) die geringste Steigung.
f(2)=2=InP(2] 2) hat f(x) die geringste Steigunyg.
Sie hat dort den Wert f{2)=-3
Aufgabe 5
a) T s 1o 2
5(t]=wn-t—§g-t mit g= =z Wy = =
Vil =5'(t)=v,—a
vitl=0e=v,-gt=0=t=07s
Nach 0,7 s hat der Stein eine Geschwindigkeit von v(t) = 0 m/s
b) Die maximale Steighdhe:

st = —% gt+v, ist eine nach unten gedffnete Parabel,

deren Scheitel beschreibt die maximale Wurfhdhe

Bedingung far Scheitel:

s'(ti=v(1)=0s1t=075 siehe Teil a

Maximale Hohe: s(0,7) = 2,45 m. Die maximale Steighdhe betragt 2.45 m.



