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1. Funktionen

1.1. Funktionen und ihre Darstellungen

1.1.1. Der Funktionsbegriff

Um zu einer mathematisch einwandfreien Definition des Funktionsbegriffs zu kom-
men, gehen wir zundchst von cinem Beispiel aus. Wir betrachten alle Bewohner
eines FDGB-Feriendorfes und die in diesem stehenden Bungalows. Die Bewohner
des Dorfes bilden cine Menge. Hier begegnen wir dem mathematischen Begriff
»-Menge'‘. Wir diirfen ihn nicht mit dem Wort , Menge* der Umgangssprache ver-
wechseln, das haufig gleichbedeutend mit ,,viel* benutzt wird.
Wir bezeichnen die Menge der Bewohner mit X. Ebenso fassen wir die Bungalows
des Dorfes zu der Menge Y zusammen. Eine Menge im mathcmatischen Sinne ist
durch die Angabe der einzelnen Objekte, die zu ihr gehdren. d.h. durch die Angabe
ihrer Elemente, bestimmt. Die Feriengiste bzw. die Bungalows des Dorfes sind
also die Elemente der Menge X bzw. der Menge Y. Wir ordnen nun die Elemente
der beiden Mengen einander zu, und zwar wollen. wir jedem durch seinen Namen be-
zeichneten Urlauber aus der Menge X den Bungalow aus der Menge Y zuordnen, in
dem er wolint. Dabei sollen die auftretenden

I%. ';f:;;éf 1 §;>M Ziffern die Nummern der Bungalows bedeuten
E. Ebel X3 (s. Abb.1.1.a). °

£ Richter Xy Zur besseren Ubersicht wollen wir jetzt die Ferien-
‘Z g:gz;g;>2 §:>‘yz giste, die Elemente der Menge X, mit x;, x,, 73
4 Richtor X usw. und die Bungalows als Elemente der Menge Y
A. Singer Xg mity,, ¥, Y3 usw. bezeichnen. Wir erhalten dann
B Drager 3 X J; die Abb. 1.1.b als Darstellung der Zuordnung.
R Bauer *u Man kann statt durch die Abbildung1.1.b die
: : { Zuordnung auch durch eine Menge von Paaren
Abb. 1.1. a p aus je einem Urlauber und dem zugeord-

neten Bungalow angeben. Dabei verabreden wir,

den Urlauber innerhalb eines jeden Paares stets an erster Stelle anzufihren, d . h., wir
ordnen die Paare. Es ist iiblich, die geordneten Paare in Klammern zu setzen. Wir
erhalten so folgende Menge von geordneten Paaren:

(@15 915 (223 915 (235 91)5 (@45 9)5 (258 %a)5 (%3 Ya)5 (%93 W)

(@43 Ya)3 (%93 Ya)3 (103 Ya)s - - -
Wir erkennen nun an dieser Zuordnung folgende wichtige Eigenschaften: Jedem
Urlauber ist ein Bungalow als sein Ferienheim zugeordnet, aber es ist ibm auwch nur
ein Bungalow zugeordnet.
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Diese Tatsache bringt man durch die Redeweise ,,jedem Feriengast ist eindeutig ein
Bungalow zugeordnet* zum Ausdruck.

Kehrt man die Richtung der Zuordnung in dem betrachteten Beispiel um, indem
man jedem Bungalow die in ihm wohnenden Urlauber zuordnet, so zeigt sich, dafi
diese neue Zuordnung nicht mehr eindeutig ist. Jetzt gehoren namlich zu jedem
Bungalow im allgemeinen mehrere Bewohner.

Die durch die erste Zuordnungsvorschrift erzeugte Menge von geordneten Paaren
heifit eine Funktion.

Wir wollen nun die an dem eben behandelten Beispiel erkannten Eigenschaften in
allgemeiner Form zusammenfassen.

» Definition
‘Wird jedem Element x einer Menge X eindeutig ein Element y einer Menge Y zugeordnet,
so entsteht dadurch eine Menge von geordneten Paaren. Diese Menge von geordneten
Paaren heift Funktion.

Funktionen werden itblicherweise mit f, g, %, ¢, 9 usw. bezeichnet. Um auszudriicken,
daB das Paar (x; y) zur Funktion f gehort, schreibt man auch y = f () [bzw. y = g ()
usw.]. Fir das Zeichen 2 konnen alle Elemente der Menge X, denen etwas zugeordnet
wird, beliebig eingesetzt werden. Man nennt x die unabhiingige Verdnderliche (Varia-
ble). Hat man nun fiir z ein Element eingesetzt, dann liegt das zugeordnete Element
(auch der Funktionswert genannt) fest. Das Element, das fiir  eingesetzt werden
darf, hingt also vom zuerst fiir # gewihlten Element ab. Deshalb heilit ¥ auch ab-
hiingige Variable.

Im Unterricht beschiftigen wir uns fast ausschlieBlich mit ganz speziellen Funktio-
nen. Bei ihnen sind die Mengen X und Y nicht Mengen von irgendwelchen Objekten
(im Beispiel waren es Menschen und Héuser), sondern beide sind Mengen von reellen
Zahlen. Die Menge X von reellen Zahlen, denen etwas zugeordnet wird, heiit Defi-
nitionshercich (DB), und die Menge Y der zugeordneten reellen Zahlen wird Werte-
vorrat (WV) genannt.

Eine Funktion kann nun auf verschiedene Arten dargestellt werden.

a) Man gibt die Zuordnungsvorschrift in Worte gekleidet an, wie es im Beispiel ge-
schehen ist. ' )

b) Die Funktion wird dadurch gegeben, daB man alle geordneten Paare aufschreibt,
die zu ihr gehoéren. Das kann auch in Form einer Tabelle, bei der in der ersten Zeile
oder Spalte die Elemente  und in der zweiten Zeile oder Spalte die Elemente y
stehen, geschehen. Eine solche Tabelle wird Wertetabelle oder Wertetafel genannt.
Diese Darstellung einer Funktion ist natiirlich nur dann méglich, wenn die betrach-
tete Funktion aus nur endlich vielen geordneten Paaren besteht, wie das im Bei-
spiel der Fall ist. Bei den im Unterricht behandelten Funktionen gibt eine Werte-
tafel nur eine Auswahl aus der gesamten Menge der geordneten Paare.

¢) FaBt man die geordneten Paare einer Funktion als Koordinatenpaare beziiglich
eines Koordinatensystems auf, dann kann man eine Funktion auch graphisch dar-
stellen, indem man die zu den Paaren gehorigen Punkte in dieses Koordinaten-
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system einzeichnet. Die graphische Darstellung einer Funktion heit auch das Bild
der Funktion.

d) Bei den meisten der in der Schule behandelten Funktionen kann man die Zuord-
nungsvorschrift in Form einer Gleichung, eines analytischen Ausdrucks, darstellen.
Dieser analytische Ausdruck gibt an, durch welche Rechenoperationen man zu einer
vorgegebenen Zahl x des Definitionsbereiches die zugeordnete Zahl y des Werte-
vorrats finden kann. Bei der Angabe des analytischen Ausdrucks der Funktion muB3
stets der Definitionsbereich mitgenannt werden. Es gentigt z.B. nicht, den analyti-
schen Ausdruck y = ]/l—l-—x zur Darstellung einer Funktion anzugeben; denn fiir
# = —5 ist Y1+ « im Bereich der reellen Zahlen gar nicht definiert. Die vollsténdige
Angabe muB heilen: y = ]/1+—x (DB: —1 < x < o0). Der Definitionsbereich einer
Funktion muB auch angegeben werden, um Einschrinkungen einer Funktion
deutlich zu machen. So sind z.B. die durch die analytischen Ausdriicke y = «?
(DB: —oco <o < +o00) und y=2? (DB: —1 <z < 2) gegebenen Funktionen von-
einander verschieden, denn die zweite Funktion enthilt weniger geordnete Paare als
die erste. So gehort z. B. das geordnete Paar (—5; 25) zur ersten Funktion, aber nicht
zur zweiten. Unterbleibt die Angabe des Definitionsbereichs, so nimmt man still-
schweigend an, da der Definitionsbereich aus allen den reellen Zahlen besteht, fiir
die 1 + z definiert ist.

Ein weiteres Beispiel fiir einen analytischen Ausdruck einer Funktion ist y = a2
(—oo <z <+ 00). Er besagt, daBl man den der Zahl x zugeordneten Wert y da-
durch erhilt, indem man « quadriert.

Die Schreibweise y = f(x) bedeutet, dal y der zu x gehérige Funktionswert ist, der
durch irgendeine Zuordnungsvorschrift geliefert wird. Mit y = f(x) wird also nicht
die gesamte Funktion bezeichnet, sondern nur der zu x gehorige Funktionswert.
Dennoch sagt man der Kiirze wegen hiufig: die Funktion y = f(z).

1.1.2. Graphische Darstellung von empirisch gefundenen Funktionen

Funktionen, deren Wertetafeln aus statistischen Angaben oder durch Beobachtun-
gen gewonnen werden, also nicht nach analytischen Ausdriicken berechnet werden
konnen, nennt man empirisch gefundene Funktionen. Das graphische Darstellen in
einem Koordinatensystem ergibt eine Folge voneinander getrennt liegender Punkte.
Die Punktfolge kann nur durch Bereitstellen weiterer Wertepaare verdichtet werden.
Als Beispiel einer empirisch gefundenen Funktion sind die in Leipzig an einem
Apriltage beobachteten Temperaturen durch die folgende Wertetafel angegeben.

Uhrzeit: 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 Uhr

Luft-
temperatur: 7,6 6,0 5,6 7,4 10,0 12,4 13,8 14,2 14,0 124 10,2 96 92 °C

Bei der graphischen Darstellung (Abb.1.2.) sind nur die Uberschiisse iiber §°C
durch Strecken entsprechender Linge dargestellt, die auf einer waagerechten Geraden
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Abb. 1.2

Abb. L3,

senkrecht stchen. Die Endpunkte der Strecken bilden ein Punkidiagramm der
empirischen Funktion, das das Ansteigen und Sinken der Lufttemperatur an diesem
Tage deutlich macht. Das Diagramm gibt den Zusammenhang zwischen Tageszeit
und Lufttemperatur nur unvollkommen wieder. Die Temperaturen wurden in Ab-
stinden von zwei Stunden abgelesen. Die in der Tabelle angegebenen Temperaturen
dndern sich deshalb sprungweise, sie verindern sich aber in Wirklichkeit allmihlich.
Dieses Verhalten deutet die in Abbildung 1.3. skizzierte Kurve an, die durch die
Diagrammpunkte gelegt ist. [Punktdiagramme kann man nicht immer in ein Kurven-
diagramm umwandeln (z. B. Diagramme, durch die die Produktion verschiedener
Jahre miteinander verglichen wird).] Das Verbinden von derartigen Punkten ist
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Abb. 1.4, Der Barograph zeichnet Schwankun- Abb. L.5. Der Thermograph zeichnet Schwan-
gen des Luftdrucks auf einer durch ein Uhr- kungen der Lufttemperatur auf einer durch
werk beweglen Trommel auf ein Uhrwerk bewegten Trommel auf

aber problematisch, weil es ja durchaus sein kann, dall die Kurve zwischen zwei
zu verbindenden Punkten cin ganz anderes Verhalten zcigt, als es eigentlich der
Funktion entspricht. Das bedeutet, dall ein neu ermittelter Punkt dann moglicher-
weise nicht auf dem gezeichneten Diagramm liegt.

Welche Werte die Temperatur zwischen zwel Beobachtungen wirklich hatte, 148t die
Kurve nur vermuten. Da auch durch cine dichtere Beobachtungsfolge die liickenlose
Erfassung des Zusammenhangs zwischen Temperatur und Tageszeit nicht erreicht
wird, wurden Gerdte konstruicrt, die derartige Zusammenhinge laufend erfassen.
8o registriert der Barograph (Abb. 1.4.) die Verinderung des Luftdrucks, der Thermo-
grapk die der Temperatur in Abhingigkeit von der Tageszeit (Abb. 1.5.). Durch Dia-
gramme sclbstregistricrender Apparate kénnen auch Vorgidnge erfalt werden, deren
rascher Ablauf eine unmittelbare Beobachtung unméglich macht.

. Aufgaben

1. Zur Beobachiung eines Krankheitsverlaufs wurden an sieben aufeinander folgenden Tagen
jedesmal frith 6 Uhr und abends 18 Uhr die folgenden Korpertemperaturen gemessen,

1. 2, 3. 4. 5. 8. 7. Tag
6h: 37,3 38,6 38,2 38,4 30,7 38,8 37.4°C
18h: 38,9 39,0 38,9 40,1 40,0 38,0 37.2°C

0) Die Korpertemperatur ist in Abhangigkeit von der Uhrzeit graphisch darzustellen,
b) Geben Sie Definitionsbereich und Wertevorrat an!

2. Die folgenden Luftdruckwerte wurden vom Barographen eines Flugzeugs registriert.
Hohe k in km: 0 2 4 6 8 10
Luftdruck b in Torr: 760 598 470 370 291 229
Die Luftdruckwerte b sind in Abhangigkeit von der Héhe graphisch darzustellen. .

3. Letternmetall fiir Handsatz enthiilt 289 Antimon, 679, Blei und 59, Zinn, fiir Maschinen-
satz (Linotype) 129, Antimon, 839 Blei und 6%, Zinn, fiir Maschinensatz (Monotype) 199,

Antimon, 729, Blei und 99 Zinn. Die Bestandteile sind fiir jede Sorte durch Sektoren
eines Kreises (1009, = 360 Grad) zu veranschaulichen (Kredsdiagramm). (L)



4.

9.

Die jahrliche Kalisalzgewinnung der DDR betrug in 1000 t:

1945: 176; 1949: 1170, 1953: 1378; 1957: 1604;
1946: 685; 1950: 1336; 1954: 1463: 1958: 1650;
1947: 737; 1951: 1409; 1955: 1552; 1959: 1644;
1948: 950; 1952: 1346; 1956: 1556, 1960: 1666.

Die Steigerung ist durch nebeneinander gezeichnete gleich breite Rechtecke entsprechender
Hohe zu veranschaulichen (Sdulendiagramm).

Die Elektroenergieerzeugung der DDR betrug in den Jahren

1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959 1960
21,5. 23,2 24,2 26,0 28,7 31,2 32,7 34,9 37,2 40,3
Milliarden kWh.

Ein Diagramm der Steigerung ist zu zeichnen.
Setzt man die Produktion von Betonfertigteilen fiir die GroBSblockbauweise der DDR fiir
1950 mit 1009, an, so crgab sie fir

1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958
1429, 207 % 259 % 383% 513 % 954 % 1300% 1568 %.

Es ist ein Diagramm anzufertigen.

. Auf einer Wetterstation wurden die folgenden Monats-Durchschnittstemperaturen fest-

gestellt.

Jan. : 8°C April: 16°C Juli : 28°C Okt.: 18°C
Febr.: 10°C Mai : 20°C Aug.: 27°C Nov.: 12°C
Mirz : 12°C Juni: 25°C Sept.: 24°C Dez. : 10°C

Die Durchschnittstemperaturen sind durch ein Diagramm zu veranschaulichen.

. Die Braunkohle ist ein wichtiger Grundstoff fiir viele Industriezweige. Die Braunkohlen-

forderung der DDR steht in der Welt an erster Stelle. Sie betrug in den Jahren

1950 1951 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959
137,0 151,2 158,56 172,7 181,9 200,6 206,9 212,6 2150 214,8 Mill.t.

a) Zum Vergleich der Forderleistungen ist ein Saulendiagramm anzufertigen.

b) Die jahrliche prozentuale Erhohung der Forderung ist zu berechnen. Die Ergebnissc
sind graphisch darzustellen.

,

Die Erleichterung der Arbeit bei der Getreideernte durch die Entwicklung neuer Ernte-
maschinen zeigt die folgende Zusammenstellung.

Mit einer Sense kénnen zwei Personen in einer Stunde 6 a mahen und binden.

Mit einem Ableger und zwei Pferden kénnen zwei Personen in einer Stunde 32 a mahen und
binden. '

Mit einem Mahbinder und einem Traktor kénnen zwei Personen in einer Stunde 45 a mihen
und binden.

Mit einem Zapfenwellenbinder konnen zwei Personen in einer Stunde 50 a miahen und binden.
Wieviel Prozent betrigt die Steigerung der Arbeitsproduktivitit von Maschine zu Ma-
schine? (L)



10. Von den in der DDR produzierten Revolverdrechmaschinen wird jahrlich eine bestimmte An-
zahl exportiert. Im Durchschnitt wurden monatlich hergestellt:

1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958 1959 1960
23 19 30 44 49 47 50 46 47 Stiick,

exportiert wurden jahrlich
126 103 167 58 153 123 134 154 192 Stiick,

In einem Diagramm soll gezeigt werden, wieviel der hergestellten Revolverdrehmaschinen
jahrlich fiir die Industrie der DDR zur Verfiigung gestellt wurden.

1.2. Ganze rationale Funktionen ersten, zweiten und dritten Grades

1.2.1.Die konstanten Funktionen

Wir geben ein weiteres Beispiel fiir eine Funktion: Allen reellen Zahlen soll als Funk-
tionswert jeweils die Zahl 3 zugeordnet werden. Der Definitionsbereich dieser Funk-
tion umfaflt also alle reellen Zahlen 2 mit —oo < x < + oo. Der Wertevorrat ent-
hilt nur die eine einzige Zahl 3. Die Funktion selbst besteht aus allen geordneten
Paaren (x; 3), in denen z irgendeine reelle Zahl bedeutet. Diese Paare lassen sich hier
natiirlich nicht angeben, da es unendlich viele sind. Man kann die betrachtete Funk-
tion aber auller durch die oben angegebene wortliche Zuordnungsvorschrift noch
auf zwei andere Arten darstellen, und zwar durch den analytischen Ausdruck
y = f(x) = 3 und durch das Bild der Funktion. Dieses Bild stellt im kartesischen
Koordinatensystem eine Parallele zur z-Achse dar, die durch den Punkt (0; 3) auf
der y-Achse geht. Funktionen, die durch eine Gleichung der Form y = ¢ (¢ konstant)
beschrieben werden, nennt man konstante Funktionen. Ihre Bilder im kartesischen
Koordinatensystem sind Parallelen zur z-Achse im Abstand ¢. Dabei verlaufen die
Parallelen im I. und II. Quadranten, falls ¢ > 0, und im IIL. und IV. Quadranten,
falls ¢ < 0 gilt. Ist ¢ = 0, so ist die z-Achse Bild der Funktion.

1.2.2.Die identische Funktion

Ordnet man jede reelle Zahl z sich selbst zu, so bekommt man eine Funktion, die aus
allen Paaren (x; x) besteht, wobei fir x alle reellen Zahlen mit —co <z <+ oo
eingesetzt werden diirfen. Auch bei dieser Funktion kann man nicht alle unend-
lich vielen Paare angeben. Ihr analytischer Ausdruck heifit y = x. Die graphische
Darstellung dieser Funktion ist eine Gerade, die Winkelhalbierende des I. und
III. Quadranten.

Die durch den analytischen Ausdruck y = x gegebene Funktion heiBt die identische
Funktion oder Identititsfunktion.



1.2.3. Die ganzen rationalen Funktionen

’ Definition:

Die ganzen rationalen Funktionen sind diejenigen Funktionen, dle sich aus den konstanten
Funktionen und der Identititsfunktion dureh Addition, Multiplikation oder Subtraktion
zusammenselzen lassen.

Die in der Definition erwahnten Rechenoperationen mit Funktionen sollen so aus-
gefiihrt werden, da man die jeweils zu einem Wert von x gehdrenden Funktions-
werte addiert, multipliziert oder subtrahiert. Die Division ist in der Definition aus-
driicklich ausgeschlossen. Folgende Beispiele sollen die Definition veranschaulichen.

B Beispiel 1:

Konstante Funktion: filz) =—17

Identische Funktion: filz) ==

Multiplikation von f,(x) mit sich selbst: folz) = 22

Multiplikation von f,(z) mit f,(z): folz) = 2?

Wiederholte Addition von f,(x): fslx) = 423

Wiederholte Addition von f,(z): fe(z) = 322

Subtraktion der Funktion f4(x) von f4(x): f(z) = 4% — 3a?

Wicederholte Addition von f,(x): felz) =5z

Addition von f,(z) und fg{z): folz) = 42° — 32% 4 bz

Addition von f,(z) und {,(z): flx) =42 — 322+ 52— 17
[ ] Beispiel 2:

Konstante Funktion: fi(x) =8

Identische Funktion: folz) =2

Wiederholte Multiplikation von f,(z): falx) = a8

Wiederholte Multiplikation von },(z): folz) = 23

Wicderholte Addition von f,(x): fs(z) = T2

Addition von f,(z) und f,(x): folx) = a® + T3

Addition von f, (x) und f4(x): f(x) =284+ 72+ 8

Der Exponent der vorkommenden hochsten Potenz der Verdnderlichen x heillt der
Grad der ganzen rationalen Funktion. So ist im Beispiel 1 eine ganze rationale Funk-
tion dritten Grades und im Beispiel 2 eine solche sechsten Grades entstanden. Die
gewonnenen Erkenntnisse kann man allgemein in folgender Erklirung zusammen-
fassen:

Die Werte einer ganzen rationalen Funktion lassen sich durch die Gleichung

y=f®)=az*+a, 2" 14+ .-+ ay2>+a,x+4a, (a,=+0)
darstellen. Dabei bezeichnet n eine natiirliche Zahl und heilt der Grad der ganzen

rationalen Funktion. Die Buchstaben a,,a,_,, .. ., a,, a,, a; bezeichnen konstante
Koeffizienten. Diese kénnen beliebige Zahlen sein. So gilt im ersten Beispiel: a;=4;
a,=—3; a,=>5; a,= —7. Im zweiten Beispiel ist a;=1; a;,=0; a,=0; a3=7;

a,=0; a;,=0; a,=8. B _
Auch die Funktion y = 24+ 0,62 — 2 x + } }/ 2 ist eine ganze rationale Funk-
tion mit a, = $; a3 =0,6; a, = 0; a, = }/E; a, =} ]/5.
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1.2.4.Spezielle ganze rationale Funktionen

a) Lineare Funktionen

Setzt man in dem allgemeinen analytischen Ausdruck einer ganzen rationalen Funk-
tion # = 1, so erhilt man eine ganze rationale Funktion ersten Grades mit der Glei-
chung ¥ = a,x + a,. Es ist iiblich, in diesem Fall die Koeffizienten ¢, und a, in m
und 7'y umzubenennen, so dal} der analytische Ausdruck die Form y=max+ n an-
nimmt. Die graphische Darstellung der durch diesen Ausdruck dargestellten Funk-
tion ergibt im kartesischen Koordinatensystem eine Gerade. Daher nennt man die
ganzen rationalen Funktionen ersten Grades auch lineare Funktionen.

Die Lage des Funktionsbildes im Koordinatenkreuz richtet sich nach den Werten
von m und n. Spater wird gezeigt, daB m den Neigungswinkel der Geraden gegen
dic x-Achse und 7 den Abschnitt bestimmt, den die Gerade auf der y-Achse ab-
schneidet.

Die lineare Funktion, deren analytischer Ausdruck

y==2z—4

ist, enthilt z. B. die Zahlenpaare (— 3; —6), (0; —4), (3; — 2), (6;0), (9; 2),
die man als Koordinaten von Punkten der Geraden deuten kann. Da einc Gerade
durch zwei ihrer Punkte bestimmt ist, geniigen zwei dieser Zalilenpaare zum Zeichnen
des Funktionsbildes. Die Gerade verlauft vom Punkt P (0; — 4) zum Punkt @ (6;0)
(Abb.1.6.). Ist der analytische Ausdruck eincr Funktion nach der abhiingigen Varia-
blen aufgelést, wie das bei y=mz 4+ n der Fall ist, so spricht man von der expliziten
Form. In allen anderen Fillen spricht man von impliziter Form. In impliziter Form
wiirde die oben durch y= §x— 4 angegebenc Funktion z, B. durch 2 — 3y —12=10
angegeben,

Dic explizite Form ist fur die Berechnung der Wertetafel vorzuzichen.

Als Nullstellen ciner Funktion bezeichnet man Werte von z, fiir die sich als Funktions-
wert i = 0 ergibt. An diesen Stellen liegen die Schnittpunkte des Funktionsbildes
mit der z-Achse,

Die Funktion y = mx ergibt fiir t=0 auch [

y =0, d.h., dic entsprechende Gerade geht | 4
durch den Nullpunkt des Koordinaten- |
kreuzes.

y=n stellt die Parallele zur z-Achse dar,
die die y-Achse bei n schneidet.

1) Der Buchstabe n darf hier nicht mit dem vorher ebenso |
Iwzeichneten Grad einer ganzen rationalen Funktion ver- |
wechselt werden.

Abb. 1.6.




1.

2.

b)

Aufgaben

Das zu den folgenden analytischen Ausdriicken gehérende Funktionsbild ist zu zeichnen.
a) y=2z+2 b) y =2z—1 e y=3z+1 d) y=—2+3

Die folgenden in impliziter Form gegebenen analytischen Ausdriicke sind in expliziter Form
zu schreiben. Dabei sei I. y abhingige Variable, II. x abhéngige Variable.

a) z+y—23=0 b) z—y =25 e) 2z 4 3y =45

d) Tz —9y =11 e) 6z —T7y —43 =0 ) 22 =9— 11y (L)

. Die Geschwindigkeit, dic ein frei fallender Korper nach der Fallzeit ¢ erreicht, wird nach der

Formel v =gt berechnet (g == 9,81 m - s7%). » ist in Abhéngigkeit von ¢ graphisch dar-
zustellen. Aus dem Bild ist zu entnehmen, wie groB v fiir £ = 253 und ¢ fiir ¥ = 30 ms™! ist.

. Auf Grund der Bezichung 360° = 4007 ist ein Diagramm zu zeichnen, das zur Umrechnung

von Altgrad in Neugrad dient. (L)

. Auf Grund der Bezichung 1 PS = 0,736 kW ist ein Diagramm zu zeichnen, das zur Umrech-

nung von PS in kW dient.

Quadratische Funklionen

Wir wollen jetzt ganze rationale Funktionen zweiten Grades betrachten. Die all-
gemeine Form ihrer analytischen Ausdriicke ist (n = 2):

Yy=a*+ax+a, (a 0.

Man schreibt statt dessen auch: y =ax? 4+ bx + ¢. Dabei sind ¢ 0, & und ¢
konstant. Ganze rationale Funktionen zweiten Grades heifen auch quadratische
Funktionen.
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Beispiel 3:

Der Weg s (in cm), der mit der konstanten Beschleunigung b (in cm - s72) in der Zeit £ (in s)

zurilickgelegt wird, kann nach der Formel

s=1be*

berechnet werden.

Der analytische Ausdruck fiir die Abhingigkeit der Weglinge ¢ von der zur Zuriick-

legung des Weges benotigten Zeit ¢ enthilt keine hohere als die zweite Potenz der unab-

hiéngigen Variablen ¢,
t(ins)|0|1|2|3|4|5|6|7|8|9
s(inem) | 0 | o1 |04 ] o9 | 16| 25|36 |49 |64]s1

Es ergibt sich als Bild der Funktion mit dem analytischen Ausdruck s = 0,1 cm - s~24?
eine gekriitmmte Linie (Abb. 1.7.).
Beispiel 4:

Der analytische Ausdruck y = az® + bx 4+ c geht fiira = 1,5 = 0 und ¢ = 0 in die Form
y = 2* iiber. Man erhilt fiir den Bereich —3 < z < + 3 z.B. die Wertetafel



Abb. 1.7, Abb. 1.8,
z|—3|~2,5 l—2|—1,5 ‘—1]-—0.5 ]0 [+ﬂ.5 ]+'l[+1,5 |+2’+2.5 |+3
y|+9|+6.25 44| +225 | +1]| 40250 [+o25|+1]+2.25 | +4] +625] +9

und damit die in Abbildung 1.8. gezeigte graphische Darstellung, eine sogenannte Noy.
mul- oder Binkeitsparabel, Die sich nach dem positiven Teil der Ordinatenachse 6ffnende
Kurve verliuft im ersten und zweiten Quadranten und hat dic Ordinatenachse als Sym-
metrieachse. Die Parabel leriihrt die Abszissenachse im Nullpunkt des Koordinaten-
systems. Der Nullpunkt bildet den Scheitel dieser 'arabel. Als Ordinaten der Punkte einer
sorgfiltig gezeichneten Normalparabel orhilt man annihernd die Quadratzahlen zu den
Abszissenwertern.

Fir e=1, b 40 und ¢ = 0 erhilt man als gra-
phische Darstellungen der Funktionen Parabeln,
die sich von der Parabel der Abbildung 1.8. nur
durch ihre Lage im Koordinatensystem unter-
scheiden. Sie sind némlich gegeniiber letzterer
parallel zu den Koordinatenachsen verschoben.

B Beispiel5:
‘ y=x*—4x+3 (Abb, 1.9.)

Abb. 1.0,




Bei den bisher betrachteten quadratischen Funk- prompmsn o g
tionen bat der Koeflizient des quadratischen '

und als graphische Darstellung cine an der
z-Achse gespiegelte Normalparabel (Abh. 1.10.).

l, R ”g
Gliedes @ den Wert 1. Die Diagramme sind | \ 3 g :f f
jedesmal Normalparabeln, die sich nach der Seite L i i S i/i
der positiven y-Achse 6ffnen. i Pt gl |
Man erkennt, daB sie sich fir a = —1 nach | Q s ‘ |
der negativen Richtung der y-Achse 6ffnen. ;
Zum Beispiel ergibt sich fiir y = — 22 als Werte- \ R / |l
tafel i \ el |
5 i el
:[-—3[—2|—1]0|+1|+2|+3 1
v [ =9 —sf—r]o]—i]-4}-0 -
|
|
|
I

=

Ist der Koeffizient des quadratischen Gliedes
a= + 1, so wird durch das Verwenden ciner
Schablone der Normalparahbel das Aufstellen der
Wertetafel aberfliissig.

Durch den analytischen Ausdruck y = f(x) =
= ax?+ bx+ ¢ wird eine Parabel dargestellt,
deren Syvmmetrieachse zur Ordinatenachse par-
allel verliuft. Die Parabel 6ifnct sich fiir posi-
tive Werte von @ nach der positiven Seite, fiir
negative nach der negativen Seite der Ordi-
natenachse. Der Parabelscheitel hat die Abszisse
_-b . die Ordinate -2%¢— 6" . Man orhilt dieso [
20’ 4a* £
Koordinaten, wenn man den analytischen Aus- =
druck auf dieForm y=g(x) = (2 +d)*4e bringt. |

) ) b d4ac— bt
Es gilt dann: —d = — 35, und e = T da® ~ Abb. 1.10.

= P,

e e C._-¢

-

—— L

. Aufgaben
1. Aus dem Bild der Funktion y = ® sind naherungasweise die folgenden Werte zu entnchmen.
a) 0,75%; 1,356%; 1,85%; 2,15% 2,652
p) V0,62; V1,2; V1,75; V2,3; 12,8

2. In ein Koordinatensystem sind die Bilder der folgenden Funktionen zu zeichnen.

y=4a% y=2% y=22% y=— 3% y=—2% y=— 22t

3. Die folgenden TFunktionen sind graphisch darzustellen,
n) y=2a*+2 b) y=a*— 2 ¢ y=2at—2 d) y=—2—2
e) y=2z*+3 ) y=—22*43 9) y=32*—2 h) y=—32*—2
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4. Fiir die Bilder der folgenden Funktionen sind die Scheitelkoordinaten zu ermitteln und dic
Lagen der Symmetrieachse anzugeben.

8) y= (z— 5)? b) y=—(—5° ¢ y= x4 2) i) y=—}(z+2)?
e) y= (z-+ 2,57 —3 Hy=—iz+262—3
a9 y=:]—,(ri:—3_.6)2—|—4 h) y=— L(z—38*+4 (L)
T = Iyﬂ.._. e —
of 1\24- %X—S
e
2
(RTINS A,
-4 f3 n}\ il
il Abb. 112,
f Abb. 1.13.
-5} y :
ik 3t ;
Albb. 1,11, 2t i
1.2.5. Gianze rationale Funktionen i e |
dritten Grades B g |
5 e | (A ‘
Die analytischen Ausdriicke der ganzen o # |
rationalen Funktionen dritten Grades (n = 3} £ I {
haben dic folgende allgemeine Form: ki |
y=a,x*+ a,x* 4 ayx +a;, (ay +0), 3l

Die Abbildungen 1.11., 1.12, und 1.13. zei-
gen die graphischen Darstellungen von ; fis
ganzen rationalen Funktionen dritten Gra- '
des, die fir deren Verlauf typisch sind.

V=x%13x%4 3x-7

1.2.6. Nullstellen ganzer rationaler
Funktionen

Will man sich einen Uberblick iiber den
Verlauf einer Kurve, die das Bild einer
Funktion darstellt, im Koordinatensystem
verschaffen, so ist es vorteilhaft, die Lage i i
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1 L

-3 -2 -\ 0

Abb. 1.14.

Y

y=xtx-2

q4x

Abb. 1.15.

gewisser zur Kurve gehorenden Punkte mif
speziellen Eigenschaften zu ermitteln. Zu diesen
speziellen Punkten zdhlen unter anderem auch
etwa vorhandene Schnittpunkte der Kurve mit
der Abszissenachse. Charakteristisch fiir diese
Punkte ist, daB ihre Ordinaten, d.h. die Funk-
tionswerte der durch das betreffende Bild dar-
gestellten Funktion, gleich Null sind. Die Werte
von «, denen bei der betrachteten Funktion der
Funktionswert ¥ = 0 zugeordnet wird, nannten
wir in 1.2.4. die Nullstellen der Funktion. Aus
den Kenntnissen, die wir itber den Verlauf der
Bilder von linearen Funktionen haben, kénnen
wir entnehmen, daB diese Funktionen mit Aus-
nahme der konstanten Funktion genau eine
Nullstelle haben. i
Untersuchen wir nun die durch die Gleichung
y =22 —x — 2 (Abb. 1.14.) gegebene Funktion
auf Nullstellen. Wir haben dazu alle Werte von z,
denen durch die angegebene Gleichung der Wert
y = 0 zugeordnet wird, zu ermitteln. Das be-
deutet, dafl wir alle geordneten Paare von der
Form (x; 0) finden miissen. Nach den Regeln,
die im Abschnitt ,,Quadratische Gleichungen‘
wiederholt werden, finden wir die beiden Paare
(—1; 0) und (2; 0). Es miite nun noch bewie-
sen werden, daB3 dies auch alle Paare der Form
(x; 0) sind. Diesen Beweis wollen wir jedoch
nicht fiihren.

Die betrachtete Funktion hat also zwei Null-
stellen, namlich 2, = —1 und z, = 2. Das im
vorigen Beispiel gefundene Ergebnis bedeutet
nun aber nicht, daB alle ganzen rationalen Funk-
tionen zweiten Grades im Bereich der reellen
Zahlen zwei Nullstellen haben miissen.

Die durch die beiden folgenden analytischen
Ausdriicke gegebenen Funktionen sind Beispiele

dafiir: () y=af— 20+ 1;

(II) y = 2® — 22 4 2.

Die erste Funktion besitzt nur die eine Nullstelle z; = 1, und die zweite hat in ihrem
Definitionsbereich, dem Bereich der reellen Zahlen, iiberhaupt keine Nullstelle

(s. Abb. 1.15.).
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Zusammenfassend koénnen wir feststellen, dall eine ganze rationale Funktion zweiten
Grades im Bereich der reellen Zahlen hichstens zwei verschiedene Nullstellen hat.
Dieses Ergebnis liBt sich verallgemeinern zu dem

Sotz:
dede ganze rationnle Funktion n-ten Grades hat im Dereleh der reellen Zahlen hiehstens n
verschiedene Nullstellen.

Auch diesen Satz kénnen wir hier nicht beweisen.

1.2.7. Extremwerte und Wendepunkte ganzer rationaler Funktionen

In der Abbildung 1.16. ist das Bild der ganzen rationalen Funktion dritten Grades
mit dem analytischen Ausdruck y = j2® — {2 — Sx + 6 dargestellt. Sie hat drei
Nullstellen: z; = —3; 2, = 2; &, = 4. Aufler diesen Nullstellen gibt es aber noch wei-
tere Punkte des Funktions-
bildes, die besondere Eigen- .
schaften aufweisen, so z. B. {1 : :1
die Punkte H und T. Der i B
Punkt H liegt nimlich in be-
zug auf seine Umgebung am
hochsten. Damit ist aber nicht
gesagt, dal H der hochste
Punkt des TFunktionsbildes
iibethaupt sgein mull; denn
auflerhalb einer Umgcbung
von H kann es Punkte geben,
die hoher als H liegen, z. B.
den Punkt P,. Ganz entspre-
chend liegt der Punkt 7' in
bezug auf scine Umgebung am
tiefsten. Der Punkt 7' ist je-
doch nicht der tiefste Punkt =i
iiberhaupt. Der P’unkt P, liegt:
z. B, tiefer als T'.

Xy

;e
3¢}

Abb. 1.16. By -3

’ Delinition:
Ein Funktionswert einer gegehenen Funktion, der innerhalh elner passend gewiililten Um-
gebung der grioDte ist, heilit ein (relatives) Maximum der Funktion. Ein Funktions~
wert einer gegebenen Funktion, der Innerhall einer passend gewiililten Umgebung der
kleinste ist, heibtein (relatives) Minlmum der Funktion. Maxima und Minima heilen
Extremwerlte.

2[00 1301] 17



Der Zusatz ,,relativ’‘ in der Definition soll an-
deuten, dal} sich die Eigenschaft, grofter oder
kleinster Funktionswert zu sein, nur auf eine
gewisse Umgebung bezieht.

Die in Abbildung 1.16. dargestellte Funktion
dritten Grades hat also zwei Extrema, ein Maxi-
mum an der Stelle zz = —1 und ein Minimum
an der Stelle 27 = 3.

Es gibt jedoch ganze rationale Funktionen, die
weder Maxima noch Minima besitzen. Ein Bei-
spiel fiir derartige Funktionen ist die mit dem
analytischen Ausdruck y =%+ 1. Ihre gra-
phische Darstellung ist in Abbildung 1.17. wie-
dergegeben. Die Abbildung lilit erkennen, dald
es im gesamten Kurvenverlauf keinen Punkt
gibt, der in bezug auf irgendeine Umgebung der
héchste oder ticfste Punkt wiire. Betrachtet man
némlich einen beliebigen Punkt der Kurve, so SR |12
findet man in jeder seiner Umgebungen links

einen tiefer gelegenen und rechts einen héher =31
gelegenen Punkt. il
Mit Hilfe der Differentialrechnung, dic in diesem

Buch jedoch nicht behandelt wird, lift sich nun ]
ein Satz beweisen, der iiber die Anzahl der Ex- :

trema bei ganzen rationalen Funktionen Aus-
kunft gibt: 7l

' Satz:

Jede ganze ralionale Funktion n-ten Grades hat Abb. 1.17.
hichstens n — 1 Extrema.

Betrachten wir noch einmal die Abbildung 1.16., so sehen wir, dal} die Kurve in
ihrem Verlauf Abschnitte besitzt, in denen sie unterschiedlich gekriitmmt ist. Durch-
liuft man die Kurve im Sinne wachsender z-Werte, so stellt man fest, dal) ihre Kriim-
mung in Richtung der positiven y-Achse gesehen zunichst konkav ist. Das dndert
sich in dem Augenblick, in dem man den Punkt W durchliuft. Von diesem Punkt
an ist die Kriimmung der Kurve in der gleichen Richtung gesehen konvex. Beim
weiteren Durchlaufen dndert sich dann die Art der Kriimmung nicht mehr.

> Deflinition:
Punkte, in denen sich der Krismmungssinn elner Funktionskurve dindert, heilen Wende~
punkte der Funkliouskurve.

Die in der Abbildung 1.16. dargestellte Funktionskurve hat also einen Wendepunkt
bei (1; 3). Allgemein gilt folgender Satz:
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> Satz:

Jede ganze rationale Funktion n-ten Grades hat hichstens n — 2 Wendepunkte.

Die Untersuchung der graphischen Darstellung einer Funktion auf Nullstellen, Ex-
trema und Wendepunkte nennt man Kurvendiskussion. Die Kenntnis derartiger
besonderer Punkte erleichtert wesentlich das Zeichnen der graphischen Darstellung
einer Funktion.

1.3. Potenzfunktionen y = 2" (n=0,1,2,...)

1.3.1. Potenzieren

Der Potenzbegriff

Als Abkiirzung fiir ein Produkt aus »n gleichen Faktoren @ wurde auf Vorschlag des
Mathematikers RENE DEscarRTEs (1596 bis 1650) die Schreibweise a* eingefiihrt.
Das Symbol a* wird n-te Polenz von o genannt und ,,a hoch »n* oder auch ,,@ zur

n-ten (Potenz)‘‘ gelesen.

. Exponent oder Hochzahl
Esgilt:a-a-a...a-a
=a" = b— Potenz

\Basis oder Grundzahl

n Faktoren a

a wird als Basis oder Grundzahl,
n als Exponent oder Hochzahl,
a" und b als Polenz bezeichnet.

Stellt man aus einer Zahl @ durch Anfiigen eines Exponenten » die Potenz a* her, so
sagt man, ,,@ wird mit » potenziert‘‘.

Als Potenzrechnung bezeichnet man das Rechnen mit Potenzen, fiir das bestimmte
Regeln zu beachten sind.

Die Erklarung des Symbols a setzt fiir die Basis a keine Einschrinkung fest. Als
Exponent n wird eine natiirliche (ganze positive) Zahl vorausgesetzt, die groBer
als 1 ist.

Obwohl zu einem Produkt wenigstens zwei Faktoren gehoéren, benutzt man auch
die Schreibweise a!, nennt sie die erste Polenz von a und setzt sie gleich a.

(1) a'=a

Produkte, die nur aus Faktoren 1 bestehen, haben den Wert 1. Deshalb sind alle
Potenzen mit der Basis 1 gleich 1.

2y 1r=1
Eine Potenz, deren Basis eine positive Zahl ist, ist eine positive Zahl.
(+52=(+5) - (+5)  (+5)=-+5%=+ 125.
2% 19



Eine Potenz mit negativer Basis ist eine positive Zahl, wenn der Exponent eine
gerade Zahl ist.

(—2)t=(—-2)-(—2) - (—2) (—2)=+29= +16.
Eine Potenz mit negativer Basis ist eine negative Zahl, wenn der Exponent eine
ungerade Zahl ist.

(2P =(=2) (-2 (-9 =—2=—8.
Da fir jede ganze Zahl n die Zahl 2 gerade, die Zahl 27 + 1 ungerade ist, gilt
allgemein

(+a)r=+an
(_ a)zn =+ a2n’
(— @)+l — _ gan+1,

Um das Vorzeichen einer Potenz von dem Vorzeichen der Basis zu unterscheiden,
wird eine mit Vorzeichen behaftete Basis einer Potenz in Klammern eingeschlossen.
Es gilt

(— )" = (+ a),

(_ a)2n+1 —_ (+ a)2u+1’

(@ — b)) = (b — a)?",

(a — byl = — (b — g)2n 1,

. Aufgaben

1. Folgende Potenzen sind zu berechnen.
e) 27; - 7% 3% 6% 2% 10% 13t
n Ay s s @ @ G by ahn apn o @Hn @
¢ 0,3'; 0,3% 03% 0,02'; 0,023 0,025 0,12!; 0,122 0,123 0,21

2. Was ergibt

a) 4 mit 3; 5 mit 2; 10 mit 4; 2 mit 6; 6 mit 2
b) ? mit 3; 3 mit 2; 3 mit 4; 1 mit 6; 2 mit 1 potenziert ?

3. Welche Zahl ist gleich
a) der ersten Potenz von  12,3;  2,34; 0,765; 80,56; 5,806,
b) der zweiten Potenz von  17;  0,018;  1,1;  0,13; 2,5,
¢) der dritten Potenz von 0,03; 0,4; 0,5; 0,12; 1,5?

4. Welche Zahl ist gleich der Potenz mit

3o

der Basis 2 9 0,2 }

und dem Exponenten 9 2 5 4 ' 2
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5. Welche Zahl ergibt sich, wenn

die Zahl 5595 19 0,7 0,02 % %
in die 1. 2. 3. 4, 5. 6.
Potenz erhoben wird ? ,

6. Wie lautet das kleinste gemeinsame Vielfache der folgenden
Zahlen ?

a) 42; 63; 72 b) 108; 117; 156 e) 225; 315; 525
(L: a bis ¢)

7. Nachder Uberlieferung hat ARcuiimEDES den ersten Potenzflaschen-
zug konstruiert. Die Abbildung 1.18. zeigt ein Modell mit drei
losen und einer festen Rolle. Bei % losen Rollen wird eine Last Q

durch die Kraft F = —2%— im Gleichgewicht gehalten. Wie gro8
ist F fiir 3, 4, 5 lose Rollen, wenn die Last Q = 512 kp betrigt ? (L)

8. Berechnen Sie die folgenden Potenzen!

a) (—1)h —1h (=1% —1% (—1)% —1% (—1)% —14

b) (—2) —2% —2% (=24 (—2)% —2% (—2)9 —2u q
©) (+10)5; (—10)2; — 103 +10%; (—10); —10%; .
(—10)>; —10%® (L:abisc) Abb. 1.18.

9. Ermitteln Sie die Folf_jenden Summen bzw. Differenzen von Potenzen!
@) #+3%  HP--TH (8 — (—6)%  (— 1324 (—bp
b) (=3P + (=2 (FII (1% (44 (—2)5 4
e) 1,22 —0,2%; 0,71* 4 0,17%; 0,5 + 0,05%; 1,113 — 0,111 (L: a bis ¢)

Zusammenfassung

Addieren und Subtrahieren heifien Rechenoperationen der ersten Stufe. Das
Multiplizieren und das Dividieren sind durch wiederholtes Addieren bzw. Subtra-
hieren entstanden und werden als die Rechenoperationen der zweiten Stufe be-
zeichnet. Das durch wiederholtes Multiplizieren entstehende Potenzieren nennt man
eine Rechenoperation der dritten Stufe. Fiir die Rechenvorschrift a” sagt man:
,,@ ist mit » zu potenzieren‘, oder ,,a ist in die n-te Potenz zu erheben‘.

’ Die n-te Potenz der Grundzahl a ist das Produkt aus n gleichen Faktoren a.

3

a®=a-asa-a+...-a-asa

n Faktoren a

Das Symbol a* ist fiir jede beliebige Zahl a erklirt, wenn = eine natiirliche Zahl ist.
Das Ausfithren der durch a" gekennzeichneten Rechenvorschrift wird Potenzieren
genannt.
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. Aufgaben

1. Die folgenden Zahlen sind zu berechnen.

1\ 1 23 2 5\2 . (—5)2 5 52
a) (—67) b) i ¢) 3 d) 33 e) (— 7) 1) 7 9) e h)y ——

2. Die folgenden Zahlen sind als Summen zu schreiben, deren Summanden méglichst Vielfache
von Potenzen mit der Basis 10 sind.

a) 3456 b) 50050 ¢) 708090 d) 2010300 (L: a bis d)
3. Welche Zahlen konnen durch zwei Neunen dargestellt werden ?
4. Was ergibt 0" fur jede natirliche Zahln (n=0)?
5. Wie wird die Zahl 625 als Potenz mit dem Exponenten

a) 1 b) 2 c) 4 geschrieben? (L: a bis c)
"6. Wie wird die Zahl 4096 als Potenz mit der Basis
a) 2 b) 4 e) 8 d) 16 e) 64 1) 4096 geschrieben ?

7. Der mittlere Erddurchmesser betragt etwa d = 12740 km. Berechnen Sie den Rauminhalt ¥
der Erde in km?® nach der Formel V = %d“! (L)

8. Die Flichkraft im Radkranz eines Schwungrades wachst mit dem Quadrat der Umlauf-
geschwindigkeit. Auf das Wicvielfache erhoéht sich die Fliehkraft, wenn die Umlauf-
geschwindigkeit des Schwungrades auf das 1,6fache (1,9fache, 2,1fache) ansteigt ? (L)

1.3.2. Potenzrechengesetze

Bei den Potenzrechengesetzen handelt es sich um Regeln fiir das Rechnen mit
Potenzen, dessen Ergebnis wicder Potenzen liefert.
Addieren und Subtrahieren von Potenzen

Summen und Differenzen von Potenzen kénnen nur dann zusammengefalBt werden,
wenn die Potenzen sowohl in der Basis als auch im Exponenten iibereinstimmen.
T3s ist z. B. 3a2 + 242 = 542 und 1053 — 45% = 6%, dagegen lassen sich a3+ a2 oder
b> — a? nur zusammenfassen, wenn fiir die Variablen @ und b Zahlen eingesetzt und
die angegebenen Potenzen berechnet werden kénnen.

Multiplizieren und 1)ividieren von Potenzen mit gleichen Basen

Das Produkt der Potenzen a™ und a® enthilt insgesamt m 4 n Faktoren ¢ und kann
daher als Potenz mit der Basis ¢ und dem Exponenten m 4 n geschrieben werden.
Es gilt

(4) amt.q" = qmtn

und entsprechend

(5) am™+.a”.aP =amtn+tp,
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Potenzen mit gleichen Basen werden miteinander multipliziert, indem man die Basis mit
der Summe der Exponenten potenziert.

Durch Vertauschen der Seiten entsteht aus der Gleichung a™ - a" = a™** die Form

6 amtt=am.a".

m

Der Quotient der Potenzen a™ und a™ heilit a™ : a™ oder Z" .

Ist m > n, so entsteht durch Kiirzen gleicher Faktoren des Zihlers und des Nenners
im Zahler ein Produkt aus m — n Faktoren @, im Nenner 1. Man erhilt somit

m

a —
a™:a" = a= a™ ® (wenn m > n).
¢ m
Ist m <n, so entsteht durch Kiirzen des Bruches —Z , im Zihler 1 und im Nenner
a*~ ™, also
m . n — am j— 1
a” a4’ = a‘; = ah-—}n (Wenn m < n).
m am—n fiirm >n
M ==
m .
a prr firm <n

. Aufgaben

Durch Zusammenfassen gleichartiger Potenzen sind die folgenden Ausdriicke zu vereinfachen.

1. a) 3a®+ 5a°— 24a° b) 762 — 3b%— 20
2 a) o+ §2°— b b) 39— 3y2+ 42
3.a) 76"+ 6a®*— 3an b) 9a? — 2aqP — 4 aP
4.a) baP 4+ 3a"' —2agP — 24g™} b) 5041 + 6bm — 2 pntl - 2pm
e) 2gmtn | 3Jymin _ gmin | gmin d) 11 ym " — 5ym P — Gum " - 2ym "

e) (a+ b))t 4 (@ — )™ ! + 2(a + b)mt® — 3(a — )™ ' (L: a bise)

Produkte aus Potenzen mit gleichen Basen sind durch einen Potenzausdruck darzustellen.

5. a) a” - ad. b) 25 . gm c) yn . ym d) 3z . p2 e) u? .yl 1) 220, zsb
6.a) 2a°-5a2 h) 322 .47 e)éy‘-%y’ d)%b-gb2 e) $ut-uf (L: abise)
7. ﬂ) a2 . g2 b) 23 . xntd c) yn+2 . yn—2 d) p3—n . p3+n e) el yun+d
8. a) Qaltn. _1_ al—n IJ) Zh—m _l_xun—n c) Hpm+en . 2pin—2m d) Qc5-9n . 26511—'
4 m 3
9, a) a®-a® a? b) 28 2. 2® e) 2b07-7H1-4.5°
10. a) g™ 2. gdm . g2m+d b) b2 . p2THY. h2 ) ¢ntl. glm2n . cIn—2 (L: a bis ¢)
11. a) a*- (a®* — @) b) a?- (a® + a?) e) a®. (a® — a?) d) 2. (z* 4 2%)
12. a) ab?®- (a®b + a?) b) (mf*n® — m?n) - m*n® e¢) r%s%. (r* — r?s8%) (L:a bisc)
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13. a) ab. (a® + a* — a?) b) p*- (pP— P + D) e) r. . (rP—1rS4 1)

14. a) (12 + 12) . (14 — 19) b) (m*— m) - (m® — m*) ¢) (a* — a)- (a® + a)
15. 0) (a® — bY + ¢%) - (a% + b¥ — ¢?) b) (28 4 y® — 2) - (2% — y* — 2°)
€) (a""zb — 5 a,b"“a) Lg% . pT d) (2 z- y2+n — 3. yn—l) Lgn2, yn+l

e) 3%.‘;2".(_b)4-:c~(—li4)~a2~b"—3-z"-4-x""~b~(—1)’

1) 2'% (—x)P -y (— %) cgdnTl L ynTR, g3 % J2? (—y)?-z (L:abisf)
6at 12a° 9y  50° 3¢ 2? c’ a® 8y° 5.20
16. 9) 22 . lea” 207, 90 L °_. Sy, o2
2 3u?’ 4dat 35 ' 1068 ¢ 18’ Bax ) Te a-z °) 9y8 ' n-2°
25 y-: a’bs xmym+l attepy g2+l yZn—l .
.a) T w0 i (Liabiso)
18 20a® 4 10g* 125" — 8"  36c° 4 18c° — 27¢" 4844 32a° — 40a®
: 5a? ’ 4bt : 9c® ! 8a? '
8zt -+ 122% — 2412°
iz (L)
19 120°2° — 18a’z® 22a°H° — 11a26*  2la*m®+ 14a®m* . 8aly! — 6a’y?® L
: 6ats? ’ [1a2b* ’ 42a*m? ’ 2443y° L)

Multiplizieren und Dividieren von Potenzen mit gleichen Exponenten

Wird die Potenz @™ mit der Potenz d™ multipliziert, so erhidlt man a™ - b™, ein
Produkt aus m Faktoren a und m Faktoren b. Andert man die Reihenfolge dieser
Faktoren und ordnet sie zu Paaren a - b, so entsteht ein Produkt aus m Faktoren
(@ - b), also eine Potenz mit der Basis (a - b) und dem Exponenten m.

8 am-b™= (a-b)™.

b Potenzen mit gleichen Exponenten werden mitelnander multipliziert, indem man das
Produkt der Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert.

Aus g™ .bm™ = (a - b)™ entsteht durch Vertauschen der Seiten

9 (e-b)™=am.bm.

Als Quotient der Potenzen ¢™ und b™ entsteht a™: 6™ = —Z—:,"'—. Da der Zihler dieses
Bruches m Faktoren a, sein Nenner m Faktoren b enthilt, kann der Bruch als Pro-
dukt aus m Faktoren %,
(10) a™:b™ = (a:b)™ oder Z—: = (%)m-

Man erhiilt den Quotienten zweier Potenzen mit gleichen Exponenten, wenn man den Quo-
tienten ihrer Basen mit dem gemeinsamen Exponenten potenziert.

d.h. als m-te Potenz des Quotienten a : b angesehen werden.

Aus —Z% = (%)m entsteht durch Vertauschen der Seiten

a )m am

(11) (? =pm
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. Aufgaben

Die folgenden Produkte sind moglichst einfach zu berechnen.

1.a) 89.125° B) 20.5% ¢ 42.25% d) (;)(1%)

o (L) (12w (2 2)- (12 0 (02 o)

v (—or (15 w(—sg) om0 () (GE) @isabie)
4o (@ yP- Gt B (Bab) (24 o) (ay)- @A™ ) (abe)tn-amin. pn. o
5)5)/ g%: ,,T'iii._:%; | o 16%(3%)3 @ 2 (9 2)4

S (385ab): (15b0)° I (5Lt (68y2) o (142): 120y

7.a) (zy — y?)®: (2 — 2y)®  b) (abc+ ab)®: (b + be)®  e) (ab+ b%)":(a® -+ ab)"

(L: abisc)
Potenzieren von Polenzen

Nach der Erklirung des Potenzbegriffes bezeichnet (¢")™ abgekiirzt das aus m
Faktoren a® bestehende Produkt. Da jeder Faktor a® selbst ein Produkt aus =
Faktoren a vorstellt, enthilt (¢")™ insgesamt m mal » Faktoren a und ist somit ein
Produkt aus m - » Faktoren a, also die Potenz a™- . Dieselbe Uberlegung ergibt
fir (™) die Potenz a* ™ =a™ " *. Es gilt

(12) (a®)™ = (a™)" = a™*".

Eine Potenz wird potenziert, indem man fhre Basis mit dem Produkt der Exponenten poten-
ziert.

Es gilt entsprechend

am*n — (an)m — (a”')".

. Auigaben

\\;. a) (109 b) (10%) ¢) (a*)® 4 ()2

2 A) (a") b) (%" ) (c*) d) (@)

3;”:.) (zn+iye b) (P e) (am)r! d) (o™*)" (L:a bisd)
4. a) (@ y°) b) (55 2 °) (a6 c) d) (a°- b o)

Boa) (@R @)™ b) @) (™) e (254 (4a%® &) (1,252 (827 (L:abisd)
6. Dic folgenden Potenzen sollen mit Hilfe einer Zahlentafel berechnet werden, die nur die
zweiten und dritten Potenzen der Zahlen von 1 bis 100 enthalt.

a) 54 b) 7¢ c) 212 a) 3°
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Die folgenden Ausdriicke sind in Summen zu verwandeln.
7. a) (x4 1) b) (1— 2)® e) (2a 4 b) d) (a—2b)* (L:a,c)
8.2a) (0,1z40,2y7 b) (0,5a—0,35)° e (1,2z+ 1,1yP d) (0,14a— 1,35 (L:a,b)

9. a) (2y — %)4 b) (% + 3)E (L:a, b)

3)4 (L:a)

2 4
10. a) (0,1c 4 0,4d)° — (0,2 — 0,3d)° b) (z-{——3—> —(2— 2

1.3.3. Erweiterung des Potenzbegriffs
Das Symbol a°

Als Abkiirzung fir ein Produkt aus n Faktoren @ wurde die Schreibweise a” ein-
gefithrt und als n-te Potenz der Zahl a bezeichnet. Die Definition versagt fiir n = 0.
Nur durch eine Erweiterung des bisher erklirten Potenzbegriffs kommt man hier
zum Ziele. Setzt man fiir @® bei allen von 0 verschiedenen a den Potenzwert a® = 1
fest, so bleiben fiir das Symbol a° die fiir positive ganze Exponenten entwickelten
Rechengesetze giiltig.

Der Ausdruck a° soll eine Potenz mit der Grundzahl @ und dem Exponenten O sein.
Damit auch fiir diese Potenz die erarbeiteten Regeln gelten, ist sie so festzusetzen,
daB z.B. die Potenzregel a™ - @ = a™** erfiillt ist, wenn der Exponent m durch 0 er-
setzt, wird. Man erhilt a° - a® = a®*", a¢° - a” = a® und muB daher a® = 1 festsetzen.

Fiir die 0-te Potenz einer beliebigen von 0 verschiedenen endlichen Zahl wird der Potenz-
wert 1 festgesetzt.

0° dagegen ist nicht definiert und daher ein sinnloses Symbol.

1.3.4. Potenzfunktionen y = z"(n =1, 2,3, ...)

Wir haben im Abschnitt 1.2.3. die ganzen rationalen Funktionen n-ten Grades
kennengelernt. Thre Werte lielen sich durch die Gleichung
Y=0a,z" + ay_x" '+ .-+ a,x+ a,

darstcllen. Dabei waren die Koeffizienten a,=+0, a,_,, .. ., @;, a, beliebige kon-
stante Zahlen. Wir wollen nun einen Spezialfall untersuchen, in dem alle Koeffi-
zienten aufler @, gleich Null sind und @, den Wert 1 hat. Der analytische Ausdruck
nimmt dann die Form y = x* an. Fiir n lassen wir zunéchst alle von Null ver-
schiedenen natirlichen Zahlen zu. Funktionen, deren analytische Ausdriicke die
Form y = z" haben, heiBen Potenzfunktionen. Die Potenzfunktionen mit natiir-
lichen Zahlen n = 0 als Exponenten sind also spezielle ganze rationale Funktionen

n-ten Grades.
Wir wollen nun den Verlauf der graphischen Darstellungen der Potenzfunktionen

mit natiirlichen Exponenten untersuchen. Dabei betrachten wir zunichst Potenz-
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funktionen mit geradzahligen Exponenten n (» =2k mit ¥=1,2,3,...) und
dann Potenzfunktionen mit ungeradzahligen Exponenten # (n = 2k+4 1 mit

k=0,1,2,3,...).

1.3.5. Potenzfunktionen y = 22
(k=1,2,3,...)

Fiir k=1 erhilt man die quadratische Funktion
y = 2%, Thr Bild ist die auf Seite 11 als Normal-
parabel bezeichnete Parabel zweiten Grades. Wie
diese verlaufen auch dic fiir k= 2; 3; ... ent-
stehenden Parabeln vierten und sechsten Grades
im I. und II. Quadranten symmetrisch zur
y-Achse mit dem Scheitel im Koordinaten-
ursprung (Abb. 1.19.). Alle diese Parabeln haben
die Punkte (—1; 1), (0; () und (1; 1) gemeinsam,
Es sei darauf hingewiesen, dall die Parabeln
hoheren als zweiten Grades keine Kegelschnitte
sind. Nur die Parabel zweiten Grades kann als
Schnittfigur durch cinen Schnitt eines geraden
Kreiskegels mit ciner Ebene crzcugt werden.
Der Vollstindigkeit halber erwiihnen wir noch
dic Potenzfunktion, die sich fir k=0 ergibt.
Sie hat die Gleichung y = 2% Nun wurde aber
in der Potenzrechnung definiert: a? = 1 fiir alle
a -} 0. Also ist das Bild der Funktion mit der
Gleichung % — 2" fiir alle 2 4= 0 eine Parallele
zur z-Achse im Abstand 1 oberhalb der «-Achse.
Fiir =0 gibt cs keinen zugeordneten Funktions-
wert, da 0% nicht definiert ist. Man sagt, die
Funktion hat bei = 0 cine Liicke. Diese ist in
Abbildung 1.20. angedeutet.

1.3.6. Potenzfunktionen y = x%* +!
(k=0,1,23...)

Fir k=0 entsteht y =z, eine gerade Linie,
die durch den Koordinatenursprung und die
Punkte P, mit den Koordinaten z, = 41,
#, = +1 und P, mit den Koordinaten x, = —1,
3, = —1 hindurchgeht (Abb. 1.21.).

Die fiir & = 1 entstehende Parabel dritten Grades
y = a8 ergibt nach der Wertetafel

i
I
;3
[

Abb. 1.21.
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z|—2|—1|—5}0|+é|+L|+2 | ¥

ST Tl Talwilw |
eine durch den Koordinatenursprung gehende Kurve,
die im I. und III. Quadranten zentralsymmetrisch zum
Ursprung verliuft. Der Ursprung ist ein Wendepunkt
der Kurve. An dieser Stelle kriimmt sich die aus dem |
III. Quadranten kommende Kurve beim Eintritt in den |
I. Quadranten nach der anderen Seite (Abb. 1.22.).
Einen gleichartigen Verlauf nehmen auch die Bilder der
Funktionen y = « (Parabel finften Grades), y = x7 (Pa-

rabel sichenten Grades) usf. Mit der Geraden y = « haben 3
diese Parabeln die Punkte P, und P, und den Ursprung
gemeinsam. £

P

1.4. Potenzfunktionen y = z" (n=1,2,3,...)

1.4.1.Das Symbol a—"

Der Ausdruck a=® soll eine Potenz mit der Grundzahl a !
und dem Exponenten —# {(n eine natiirliche Zahl) sein.
Damit auch fiir diese Potenzen die erarbeiteten Regeln
gelten, sind sie so zu deuten, dall z. B. die Potenzregel
a™ . g"= a™*n erfillt ist, wenn der Exponent s durch —»
ersetzt wird. Man erhilt a7 -a* =a " =@a" =1, also

das gleiche wie be ai“ - @"; deshalb setzt man fest: Abb. 1.22,

(13) "=~ (a==0).

an

Eine Potenz mit negativem Exponenten Ist gleich dem reziproken Wert (Kelirwert) der mit
dem entsprechenden positiven Exponenten potenzierien DBusis,

. Aulgnben

1. Bestimmen Sie die folgenden Zahlen!

- 7 6 (a— b (=)
a) 4.5 1] a0 c} B (a— by d) 5 Y
2, Die folgenden Ausdriicke sind so umzuformen, daB keine Briiche mehr auftreten.
1 1 4 11 a
R Ry O ry _—y
3. Die folgenden Quoticnten sind in méglichst einfacher Form ohne Bruchstrich zu schreiben.
ma yz aa b'l ﬂ-"_) 2:1_“ b!ﬂ—l yl—ﬂll
2y PEFE] c) gntm ) Zm—n ) pan—b Yt
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4. Die folgenden Ansdriicke sind soweit wie maglich zusammenzufassen.

a) ¥4 -3 b) z7% 4+ 2! e) 27" 4 zt% (L:a bis¢c)
5. Formen Sie die folgenden Zahlen so um, daf nur Potenzen mit positiven Exponenten auftreten!
a) 3178 b) 4273 ¢) z71 d) y* e) 2yt

1.4.2. Potenzfunktionen y =2~ 2 (k= 1,2,3,...)

Die bisher untersuchten Potenzfunktionen umfaBten nur diejenigen, bei denen die
Exponenten natiirliche Zahlen sind. Wir hatten sie fiir # 4= 0 als spezielle ganze
rationale Funktionen erkannt. Nun wollen wir entsprechend der Erweiterung des
Potenzbegriffs unsere Untersuchungen auf Potenzfunktionen mit negativen ganzen
Zahlen als Exponenten ausdehnen. Ausdriicklich sei hier vermerkt, dafl diese Potenz-
funktionen keine ganzen rationalen Funktionen sind.

Die zu k=1 gehorende Funktion y =z 2= 51; enthilt z.B. die folgenden Zahlen-

paare.
T —4|—3|—2’—1|+1 +2 |48 |+4

1 1

T B I I R I O I B

Zu k= 2 gehort dic Funktion y = 74 = — und die folgende Wertetafel.

2
z |—4 |—3 [—2 -1 |+1}4+2 |43 |+4

1

1 1 1 1 1 .
¥ |t terl T T [ e T

Jede der beiden graphischen Darstellungen besteht aus zwei Zweigen (Asten), von,
denen der eine im I. Quadranten, der andere im II. Quadranten liegt (Abb.1.23.),
Fir beide Funktionen verlaufen die Zweige symmetrisch zur y-Achse und haben

die Punkte P, mit den Koordinaten
7, = +1, y, = +1 und P, mit den Koor-
dinaten xy = —1, ¥y, = +1 gemeinsam.
Die Kurvenzweige nihern sich um so
mchr der x-Achse, je mehr der Betrag
von x zunimmt, sie nihern sich um so
mehr der y-Achse, je mehr er abnimint.
Man sagt, sie niahern sich den Koordi-
natenachsen asymptotisch. oder die Ko-
ordinatenachsen sind Asymptolen der
Kurvenzweige.

Die Funktionen y = 272 und y = 27 sind
fiir « = 0 nicht erklart.

Dieselbe Art des Verlaufs zeigen alle
Kurven, die sich fiir Funktionen ¢ = x7%*
ergeben. Abb. 1.23,
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1.4.3. Potenzfunktionen y = x=@-1 (k=1,2,...)

Fir k=1 z.B. ergibt sich die Funktion y =271 = -i— und die folgende Wertetafel.

IR IEs

| 33

Entsprechend gehort zu &k = 2 die Funktion y =27 = ? und die folgende Werte-
tafel.

|+2|+3|m

._.
,_

_%|_1|_2(+2|+1|+—|+§|n

z|—3|—2|—1|—% +1 |+2l+3,...
o|-2| -t =1 | —e |48 |41 [+2]+2]-

Die Bilder der beiden Funktionen bestehen jedesmal aus zwei Zweigen (Asten), von
denen der erste im I. Quadranten, der zweite im I11. Quadranten liegt (Abb.1.24.).

Die Funktion y = % crgibt einen Kegelschnitt, ndmlich eine gleichseitige Hyperbel,

die zentralsymmetrisch zum Koordi-
natenursprung und symmetrisch in be-
zug auf die Winkelhalbierenden des
Konrdin atenkreuzes licgt. Die Funktion

Y= - hcfcrt cine Kurve, die mit der
Kurve y=-— ! den Punkt P, mit den

Koordlnateu xr=-+1, 1= +1 und
ten Punkt P, mit den Koordinaten
&y~ —1, y,= — 1 gemeinsam hat. Beide
Funktionen sind ebenfalls fir x =0
nicht erklirt. Thre Kurven haben die
Koordinatenachsen zu Asymptoten.
Die sich fir Funktionen y=a (231
ergebenden Kurven zeigen alle die
gleiche Art des Verlaufs.

Abb, 1.24
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1
1.5. Potenzfunktionen y = 2" = Jz (n = 2,3, 4,.. .)

1.5.1.Radizieren (Wurzelrechnung)

Durch Potenzieren entsteht aus einer gegebenen Zahl @ und dem gegebenen Expo-
nenten n die Potenz b= a". Sind in der Gleichung a"=b die Zahlen b und =
(b nichtnegativ, n = 2, natiirlich) gegeben, so kann der Zusammenhang auch

durch a = T/—b (gelesen: n-te Wurzel aus b) angegeben werden.
Eine Zahl b = 0 mit einer Zahl % radizieren heillt also, die Zahl @ zu bestimmen, die

mit % potenziert b ergibt. Diese Zahl ¢ wird mit % bezeichnet.

n
» Unter ﬁ (b = 0) versteht man die nichtnegative Zahl, deren n-te Potenz b ergibt.

a9 (Y6)'=b 0 =0

Entsprechend bezeichnet }/b» die Zahl, die mit n potenziert b ergibt, d.h. die
Zahl b.

(15) Vor=b (b= 0).

Avufeinanderfolgendes Radizieren und Potenzieren mit derselben Zahl heben ein-
ander auf. Dabei ist b immer auf nichtnegative Zahlen zu beschrinken.

’ Radizieren und Potenzieren sind einander entgegengesetzte Rechenoperationen.

1.5.2.Der Begriff der Wurzel

In }/b = a nennt man a und % die n-te Wurzel aus b,
b den Radikanden der Wurzel,
n den Exponenten der Wurzel.

Das Bestimmen von ﬂ[/g nennt man Ziehen der n-ten Wurzel aus b oder Radizieren
von b.

1.5.3.Irrationale Wurzeln

GemiB der Definition "}/l_) =a (az=0,b=0) ist Vb ohne weiteres angebbar, wenn
der Radikand als Potenz dargestellt werden kann, deren Exponent gleich dem
Wurzelexponenten ist. So ist

5 oe 11 1\3 1
_ 195 A VR =) — ~— i
V32 = 2, weil 25 = 32; |/27 . Well(a) = 5 ergibt.
Wurzelausdriicke dieser Art ergeben ganze Zahlen oder Briiche und gehoren zu den
rationalen Zahlen.
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Fiir Ausdriicke wie 2[/@, f/é, 5]/ﬁ) dagegen kann der Radikand nicht als Potenz
einer ganzen oder gebrochenen Zahl dargestellt werden, deren Exponent gleich dem
Wurzelexponenten ist. Wurzeln dieser Art sind weder durch ganze Zahlen noch durch
Briiche angebbar. Sie gehéren zu den érrationalen Zahlen, die durch rationale Zahlen
beliebig angendhert werden kénnen.

]  Beispiel 6:
]/5 liegt zwischen 1 und 2; denn 12 =1 und 22 =4
tlz < 2 < 29,
1/ 2 liegt zwischen 1,4 und 1,5; denn 1,42 = 1,96 und 1,52 = 2,25
(14% < 2 < 1,5%),
]/E liegt zwischen 1,41 und 1,42; denn 1,41 = 1,9881 und 1,422 = 2,0146
(1,412 < 2 < 1,422).

Durch Angeben weiterer Dezimalstellen kommt man dem wirklichen Wert fiir }/—2 un-
begrenzt niher, erreicht ihn aber nie. Er liegt zwischen 1,41421 und 1,41422, da

1,41421% < 2 < 1,41422? jst.

@ Aulgaben

O0m) Gwre: Ger g (Fma

3 - 6 4 4 5
2.V36; Ve4; Ve4; Ves; Vie; V81; Ve1; V243

L omns  (em)

s - 4 3__ . 3 . 3

3. ¥0,027; V256; 10,0256; V0,064; V0,25; V0,125; V0,0121; V0,008 (L)
- 3_/ 5 - 3 n 4 3 __
aver; Voo, V2t Vet b2 Va—yPs Va—by; Vabs V2

5. Radizieren Sie!

Va:2+2:c+-l; Yat+ 2ab 4 82; Var—2a4-1; Ym*+ 4m + 4 (L)

6. Was crgibt

3. 2 i mooa_ o o 3 3 ’
Vot Gat ) Uiy —Vims Vo—pit st Verdp— (o—a);

(?’Z)a N+ b)2; (Va2 + y3)2 : (:;’z‘?)a? (L)

7. Die gesctzlich vorgeschriebene Bremsverzogerung firr nach 1958 gebaute Kraftwagen mit
einer Hochstgeschwindigkeit bis 100 km - h~! betragt mindestens 4,0 m .82, Die Bremsver-
zogerung fur den ,,Trabant'* betragt 6,5 m .s ™2,

Welche Geschwindigkeit darf ein ,,Trabant* haben, wenn er mit seiner Bremswirkung auf
8 = 125 m zum Stchen kommen soll? Wieviel Sekunden betrigt die Bremszeit (2) ?

(Formeln: v=V2bs; t—= V-‘%S) (L)
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8. Als' Bruchpotenzen sind zu schreiben:
_ 5 3 4 6 r m_ . n__
V5; V2; Vis; V3; Vaz; Vn; Vuto; Va2t d?; VYan—gn.

9. Als Wurzeln sind folgende Ausdriicke zu schreiben:
1 1 1 1 1 1 1 1

3? 2—3_. 5T 4_5—. a:2 . ?/3 . u4 . b? 250-5. 16015; 4—0.5. 810'25.

10. Was ergibt
1 1

3_ i n__ m — L
V2, Ya+b% Var; Yae—ym: @)%; (@—2ab+ )% 1
11. Als Bruchpotenzen sind zu schreiben:
5 3. _ 5 3 4 q_ n_ o
V280, V(—3)%; V23, ¥7r; V(=2 V55 Ver; Yat; V(a4 b)2.
12, Vor dem Multiplizieren sind die Wurzeln in Bruchpotenzen zu verwandeln:
83 _ 4 5 3 3_ 6_
Va~Va; Vo Ya; VYb-Yb; VyVy (L)
13. Welche Werte haben die folgenden Wurzeln ?
¥36; Va9; V81; V100; Vi21; Vidd; V0,16; V2500; V0,64; 10,0081

3 . 3__ 3 5 5 5 3

14.V27; Ve4; Vi25; V32; V243; V100000; V0,008

15. Welche Formen konnen fiir die folgenden Wurzelausdriicke angegeben werden, in denen
« und b positive Zahlen sind ?

_ 3_ 3_ 3 5 5 2n_ 2n-1_ 3__ 5 .
Ya?; Va; Va®; VYa-b; Va-b; Vb2; VYa®82; Vb; =~ Vb; V(@ b)*; Vo
16. Wie in Aufgabe 12 sind zu berechnen:

_ 3 6_ 3_ 4 6__ _ 3_ 6_ _3_ 9 . 5_ 8 6__ 6_
Ve V= -Vz; VYa -Ya-Va; Vb Vb -Vbo; Va-Ya -Va; Va®-Va; Va®- Va2
. 5 __
Yo -Va? . (L)
17. Welche Zahlen sind gleich folgenden Potenzen ?

1 1
a) 83 b) 16* ¢) 10005 d) 243%2

18. Folgende Produkte sind zu vereinfachen.

1 1\6 1 1\—8
o Ta7) w T g a0
1
1.5.4.Das Symbol a™

1
Der Ausdruck ¢ * soll eine Potenz mit der Grundzahl @ und dem Exponenten % sein.

Damit auch fiir diese Potenz die erarbeiteten Regeln gelten, ist sie so festzusetzen,

daB z.B. die Potenzregel (a™)" = a™* erfiillt ist, wenn m = % ist.
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1\n 1
Man erhilt (a ”) =a® " = al = g und muf} daher festsetzen:

1
’ a™ bedeutet die Zahl, deren n-te I’otenz a ist. In der Wurzelschreibweise heiBt diese

n,—
Zahl Va (n-te Wurzel aus a).

1 n
(16) a" =Va (az=0)

2
Um auch a ? als Potenz mit der Basis ¢ und dem Exponenten P. bezeichnen zu
q
2
konnen, ist ¢ 7 so zu deuten, daB die Potenzregel (a™)" = g™  * erfiillt ist, wenn

q ¥4
q

d »
=q¥9 = aP.

m= - und z = ¢ gesetzt wird. Dann gilt ( a%)

P
a 9 ist somit als Zahl festzusetzen, deren g-te Potenz ar ergibt. In der Wurzelschreib-

weise heilt diese Zahl q}/a_P.

P g
(17) a?7=Ja? (a=0)
P .
’ a 9 bezeichnet die Zahl, deren g-te Potenz aP ergibt.

1.5.5. Wurzelgesetze
- 1
Das Symbol nl/a ist nach Definition mit dem Symbol a » gleichbedeutend. Das Rech-

nen mit Wurzelausdriicken geschieht deshalb nach den Regeln fiir das Rechnen mit
Potenzen.

Addieren und Subtrahieren

Summen und Differenzen von Wurzelausdriicken lassen sich nur bei gleichen Radi-
kanden und gleichen Wurzelexponenten zusammenfassen.

]  Beispiel 7:
27254+ 4725 =6V25=6-5=30
[l  DBeispiel 8:
cVat+td Va=(c+d) Va
. Aufgahen
1. V41 4 2V41; 3Y15+V15; 7V7T +4V7; 2Vi1+ 9Vil; 5Vi3—V13;
3_ 3 4 4 3 _ 3__ 5 5 4 4
3V12+ 6V12; 5Vs+ 2V8; 3¥2—2V2; 4V3—3V3; 8YV5— 4V5
2.0) 3V7T—5V2 — Vi1 4+ 3V2 —VT+ V11 + 2V2
b) 4V5+ 5V3 —3V5 — 7V11 + 6V5+ 8V11 — 2V3  (L:a,b)
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8.8) aVZ4 BT _ T by 2V3— y¥3 =I5 0 al5+ 15
sa) 5Vot 20— 3Vt 3% by 6¥a_ sVa—4lat 7Va

o 2alzt 3bVa—3bVz—2a¥s @ 3eVa—2ylat 3cba—2g¥a  (L:and)
8. Nach dem Radizieren sind zusammenzufassen :

a) TV6d— 3V 8+ 2/37— 318+ 3027 + Vo

b V@ar—(3a) 106 o 15—1Z @ Yo — (Va8

Multiplizieren und Dividieren von Wurzelausdriicken mit gleichen Wurzelexponenten
1 1 1 1 1 1
”7,— n,_. — P - n— n,— 7N S — — n
Va - Yb=an-br=(a-b)*=Va-b; Ja:Vb=am:b"=(a:b)» =}a:b.
‘Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden multpliziert (dividiert), indem das Pro-
dukt (der Quotient) der Radikanden mit dem Wurzelexponenten radliziert wird.

Ebenso gilt n}/cf b= n]/;z . 7i/b und n]/; Th = ﬂ]/;z . "l/g

Das Produkt (der Quotient) von Wurzeln, deren Exponenten verschieden sind, kann
durch einen Wurzelausdruck dargestellt werden, nachdem man gleiche Wurzel-
exponenten hergestellt hat.

Man erhalt
m-. n_ 1 1 . L _1 _1
Va ) Vb =am b= qgnn. pmn = (gnym (d™)m " = (a® - bmym-n = }/a" bpm

@ Avfgaben

1.0) V2.¥8; V2.V50; 2.Yé4-3.V4; V128-8.Y2; 7V3-4V6.2V18; . (2V256)°
8 3 3. 3 3 3 3 2 3_ 3 3_ 3 3 3
b V2.¥32; V¥25.V5; 3YV9.6V3; (Vs); 2V2.3V3; 4V4-5/Y9; V54.V32
2.0) V3-V12; VY6.Y24; Vi8.V50; Vi5.V5.¥12; Ve.¥2.V48
b) VEV.‘HVM, V3u-V2v - V24uv; Va+ &-Va—b-Va2— b2

n n

3 3 3 o m__ m_ m z T
e) Y1222y V30xyz Vi5y2? ; Va3 - Van—s ; V2. V2. Yam=5; Y@+ )= v-V(a+ by

o o 3. 8 3__ 3 a_ 3_ 3___8_
3.V5.Y10; V27.Y6; Vi6-V20; ¥28.V32; V2ab?-V3a?h; V2zy . Vay?

s.a) Veecr; Va'c?; Vurorw?; Va2b*c®d®; V9a2d; V25z1°; V4a?h?; V(a — b)%ct

3 3 3 3 3 3 3
b) Vo*; ¥Ym*n®; V(wv)P; Va®d2;  V2m®+ 6m3; VS::’y“; V644283

3 3 3 n
5. Vasde; Vadbic?; V82%y; VBlayt; V6z2H; V24e®+2; V(a+ b (L)
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I

. Dic folgenden Polynome sind durch Umformen der Glieder méglichst zu vereinfachen:

a) 5-V18+ 6.V32— 4-V50+ 3.¥72— 2.Yo8

b) 20-V12+ 5.V715—7-V48+ 8.V27— 6.V108
3_ 3 3 3 3

¢) 8:V40+ 7-¥135—5-V40 + 6-V135+ 3-V320

3__ 3__ 3 3 3
d) 9-¥320— 4-Y135 — 2-V625+ 10. Y40 — 3 - Y40

3 3
e) Y82+ 84+ V2743 + 2Ty  (L: a bis d)

a) (34+7V5)-(2—V5)

b) (4-V3—-3-¥5—2-Y6)-(2-¥Y3+-3-Y5—4-¥6) (L:a, b)
Die folgenden Wurzeln sind zu berechnen:
a) V%; }/65; VS—GE; Vﬁ; Vl,_5
mit Hilfe von V2= 1,414; V3 =1,732; V6 =2,236; V6 =2,450; V7 = 2,646;
3_ 3_ 3__ 3__ 3 : S 3_ 3
b) ¥54; Va8; ¥s1; V¥i89; V500; V0,08; ¥3,087; V0,32
3 8 3 3
mit Hilfe von ¥2 = 1,260; V3 =1,442; ¥4—1,587; V5= 1,710;

3 8 8 3_
V6=1817; V7=1913; ¥9=2080; V10= 2,154.

9.0) (Y22 — V60— 3Va+ V10b) -Y6ab b) (Y3z+ V5y— 2-Vz4-V15y) . V5zy
3 3 8 \ 8 3 3__ 3\ 3_
c) (Va,z— Va b + Vor ) Yabe d) (V:ﬁy + Vyzz— V::zz) -Va:yz
e) (;a"“b—f— ;ab"."—i— ;;azb"—z) ;’a_l; 1) (';a"‘—”bH— ';azb""z—}— "}l'a,’b"") . ';a’_b’
(L:a,c,e)
10.0) (3+V5) b (54 1V3)* e) (V5 —2) a (3—12)

11.

12

13.

14.

15.

16.
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a) (2¥7T+17V2) b)) (3V5+5Y3)" e (2V3—3V5) @) (3V6—2V7)® (L:a,c)

a) (T+2V5)-(7—2V5) b) (5Y3+7)-(5Y3—17) ¢ (5V3—4V2)- (5V3+ 4V2)

a) (Va:-f——y+V;:_)(Vx+—y—}/;) b) (a+ Va2 — b2) - (@ — Va® — b2)
c) (x+V1—x2)-(a:—V1—z’) d) (Vu+v+ Vu—v)-(yu—l— v—Vu—v) (L:abisd)

Yiz, Vso, V54 Y98, ¥i5. Vit Y48 V50 Vioo . V3 . V32 V1%
¥3°' V5 V6 V2 V300 Ve V15 Y12 Yioooo Vs ¥z V5

s 8 3 3 8 3 8 s 3 8
V54 V24 V320 V128 V250 ¥88 V189 V1458 4-V864 V48 |3
8 3_° 3 3_ 8___°* 3 » 3 __ > 3 H _ 3_+ 83
Y2 V3 V5 Y2 V432 V297 Y448 V2000 3-V4 V6 Vsl
Yoz, Vi8a, V&, Vo Vo V5ap Ve Vom . Vp 3
Vo' V2a' Yz Voo ¥z Ym o g Im o Vya




- ;z"T '}7(a—f— b ;z_b. f’(a—b)‘””. VYaz — 52
N R F (S T

s Vm Ve Ve e V2 Voks Ve Vol o
{ 3 2

w2 VI Y ;?2 e
w. jfrens i jlesbr, * (w)

Potenzieren und Radizieren von Wurzelausdriicken

Ist "}/& (a = 0) mit m zu potenzieren, so erhilt man
n,_\™ 1y\m m 1
(va)" = ()" &% = @

In der Wurzelschreibweise gilt somit

as) (Va) = Yam

> Anstatt eine Wurzel mit einer Zahl zu potenzieren, kann ihr Radikand mit der Zahl poten-
ziert und diese I'otenz mit dem Wurzelexponenten radiziert werden.

Da ein Bruch ohne Wertinderung gekiirzt oder erweitert werden kann, bleibt der
m
Wert der Potenz @ » ungeindert, wenn der Exponent % gekiirzt oder erweitert
wird.
m
Der Wurzelausdruck ]/a—"‘ = a n andert somit seinen Wert nicht, wenn Zihler und
Nenner des Exponenten durch einen gemeinsamen Faktor geteilt oder wenn Zihler

und Nenner des Exponenten mit derselben Zahl multipliziert werden.

Es gilt:
(19) Yam =~ Yam-z,

Durch dieses Kiirzen oder Erweitern der Wurzelexponenten kénnen Wurzeln mit
ungleichen Wurzelexponenten in Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten verwandelt
werden.

- —'"l /n 131 L 1\l
Ist Ja mit m zu radizieren, so erhilt man |/ Ja = (a” )m =atm = (a’")” .
In der Wurzelschreibweise lautet diese Gleichung:

m— n
n m — nem
e JVa=)"Va="Va.

Eine Wurzel kann mit einer Zahl radiziert werden, indem man ihren Wurzelexponenten
mit der Zahl multipliziert und den Radikanden mit diesern Produkt radiziert.
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Von rechts nach links gelesen besagt die obige Gleichung:

Anstatt eine Zahl mit einem Produkt zu radizieren, kann die Zahl nacheinander mit den
Faktoren des Produktes radiziert werden. Die Reihenfolge ist dabei gleichgiiltig.

L
Bei einem Wurzelausdruck V Va konnen die Wurzelexponenten vertauscht werden.

Er kann auch durch eine Wurzel ersetzt werden, deren Wurzelexponent das Produkt
der gegebenen Wurzelexponenten ist.

@ Aufgaben
8__ 4_ 6_ 4 10__ 4 2n_ n__ 3 4n
1. V5% ¥3; V715 Y13ty V325 Vate; Vzt; Yamn; Vzoyt; Vabptm (L)

2. Wie lauten die Wurzeln

_ 3 __ 4 _ 5 3__ _ 4 n__
a) ¥5; V25 V33 V15 V35 V235 Ve Ya
nach dem Erweitern der Bruchexponenten mit 2 ?
. 8_ 4 6_ 3 4 3
b V3; V5: V2 Ve; ¥y ¥3; Vz;  Van
mit den Wurzelexponenten 12¢ (L: a, b)

3. Unter einer Wurzel sind zusammenzufassen

_ 3 _ 3 5 3 2n__ b5m 3r 4z n__ m__
¥5-¥2; ¥3-Y2; V2.V2; Vazs. Vz2eb; [z, V2o t; ¥z V2d. (L)

a_ b 3_ 5
4.a) V272 b) ¥2:¥2  (L:b)
3 8
5.a) Va?-Va? b) Va®:Va®  (L:a)
e 3/b ;_3 b 3
6.a) V;V; b) VTV; (L: a)
3__ 9 6_ 4 3 —_—
7.a) Vo7 -Vat . V2b b) ¥22-V22:¥Vz (L:e, b)
3 4 4 3
8.a) Y@+ b Va+ b)Y b) Ve—b):¥ea—b) (L:a,b)

9. V?’;, T/E 1/1/3_3 V%; 3l/‘lillg; 41/%
10. j/ E Ei/f’?“— ; V% VV::T;'; Vf’%(a_'—*bﬁ; i/f’m (L)
11. ‘/3V3— 1/2-:}5/2_; Fi'//5-yg; VE—, i/3z2-:/2_z; V2a-|/§; V3a-l’§;

3 — 6 — 4 P
12. a) 3~|/;/x_y+ 6.]’}’}7,_41/%’;:,,_2-1/?’?3/

6
473

Pu— 3
wa ) lemy—e irmy—sVlsmsre /ey @
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1.5.6. Zusammenfassung der Rechengesetze fiir Potenzen und Wurzeln

Zunichst war die Potenz nur fir natiirliche Zahlen als Exponenten erklirt. AuBer
den Bemerkungen zum Addieren und Subtrahieren dieser Potenzen wurden die finf
Rechenregeln

am_an:anﬁn, am:qt =q™ " (m>n),
a™ - bm=(a-b)", am:b"m"=(a:b)", (@™)"=am™"
aufgestellt. Dann wurde der Potenzbegriff erst auf alle ganzzahligen und schlieBlich

auf beliebige rationale Zahlen (Briiche) als Exponenten erweitert, und zwar so, dal
die Rechengesetze auch fiir diese Potenzen giiltig bleiben.

’ Nach dieser Erweiterung des Potenzbegriiies fassen die Formeln
at".a"=a™t"; a™. b= (@a.b)™; (@) =am""

die Itegeln fiir das Itechnen mit Potenz- und Wurzelausdriicken zusammen; m und n
sind dabei beliebige rationale Zahlen.

. Aulgaben
1. Wie werden Potenzen mit gleichen Basen multipliziert ?
2, Fiir welche Werte gilt z¥ = y* 1 (L)
3. Warum ist (@ — )2 = (b —a)%, (1 — 2} = (x — 1)*?
4. Welcher Unterschied besteht zwischen (@ — b)? und (b — a)?, wenn a verschieden von b ist ?
5. Die Potenzausdriicke (2%)2 und 2(3*) sind zu berechnen. (L)
6. Die Ausdriicke (— 3 z°)* und [(— 3 x)?]® sind zu berechnen. (L)

7. Aus einem Zylinder mit dem Durchmesser d und der Hohe 2 wird ein Kegel mit demselben
Grundkreisdurchmesser und derselben Hohe herausgedreht. Wie groB ist der Restkorper ? (L)

8.a) 40 - (202 +a®)—8.(a*+a®) — 3a®(2a* —4a®) 4 2a* (6a* — 3 a?)
b) (a® — a?) - (a® + a) e) (a2 — a) - (a® + af) d) (15+13)-(1—13) (L:abisd)

9.a) a’:a® b) a'?:a e) b°: 58 d) ﬂl—‘ ; (ﬂ' bsx"’y_f
am °  a@?l%’ ztyt
409 _ 4
10. a) (54a®+ 9a?): 3a%;,  (16a® — 4a%) -24%; 28aty — Ayt

Ta?y?

b) (au + aI+l) . a.‘b‘; (4 a2m—2 . 8 am+2) . aZ
11, a) @*-a"%;, @ -a% m® - m™; 172. 173; g2 g
b) a’:a7%; at:a73; ms: m2; r4: % g2:gt

) (a2 (a%)% (5% (m?)® (L: a bis c)
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1.5.7. Umkehrfunktionen

Wir haben im Abschnitt 1.1.1. die Funktionen als Mengen von geordneten Paaren
kennengelernt. Als Beispicl soll hier noch einmal die uns bereits bekannte Funktion
mit dem analytischen Ausdruck y = 2? angefiihrt werden (Abb. 1.8.). Die durch ihn
bestimmte Menge von geordneten Paaren enthélt u.a. auch folgende in der ersten
Wertetafel zusammengestellten Paare:

z |—3|—2|—1]0(1}2]3 Y 91 4| 101419

y | 9] 4] 1|]0}|1]4]9 z |—3|—=2|—1]0(|1]2}3

Jedem Wert 2 aus dem Definitionsbereich ist hier wie bei allen Funktionen eindeutig
ein Wert y des Wertevorrats zugeordnet. (Der Definitionsbereich besteht bei dieser
Funktion aus allen reellen Zahlen, der Wertevorrat enthalt alle reellen Zahlen y mit
y = 0). Nun wollen wir die Bestandteile eines jeden geordneten Paares vertauschen.
Dadurch wird jetzt jedem Wert y ein Wert fiir  zugeordnet. Wir erhalten eine neue
Menge von geordneten Paaren. Einige von ihnen sind in der zweiten Wertetafel auf-
gefiihrt. Diese neue Menge von geordneten Paaren ist nun aber keine Funktion, denn
die gegebene Zuordnung der Zahlen ist nicht mehr eindeutig. So sind z.B. der Zahl 9
aus der ersten Zcile die beiden Zahlen 3 und —3 der zweiten Zeile zugeordnet.
Soll bei der Vertauschung wiederum eine Funktion entstehen, so miissen wir den
Definitionsbereich der gegebenen Funktion z.B. auf alle reellen Zahlen x mit x = 0
einschrinken. Das bedeutet, dall von dem Bild der ersten, nicht eingeschrinkten
Funktion nur noch die rechte Parabelhilfte iibrig bleibt. Von den als Beispiel an-
gefiihrten Paaren der beiden Wertetafeln bleiben dann nur noch folgende Paare iibrig:

z 0|1|2|3 y|0~11|4|9
y |ofj1]4]o z |Jo|1]|2]3

Jetzt ist in der zweiten Wertetafel der Zahl 9 nur noch eine Zahl, nimlich die 3,
zugeordnet. Dasselbe gilt fiir alle anderen Werte y, die nicht in der Wertetafel auf-
gefithrt werden. Damit ist die Menge der geordneten Paare, die wir durch Vertau-
schung erhalten haben, ebenfalls eine Funktion. Wir nennen sie die Umkehrfunk-
tion oder inverse Funktion ! zu der auf den Definitionsbereich x = 0 eingeschrankten
Funktion mit der Gleichung y = 2?. Bei der Umkehrung einer Funktion vertauschen
sich, wie wir am Beispiel gesehen haben, Definitionsbereich und Wertevorrat. Es ist
daher vorteilhaft, bei der Umkehrfunktion die Bezeichnung der Variablen zu ver-
tauschen, um die iibliche Bezeichnungsweise fiir unabhingige und abhiangige Variable
zu erhalten:

:c|0|1|2|3 xl0|1|4|9

y |[o]1]4]o y [o]t]z2]3

1 Hier set ausdriicklich darauf hingewiesen, daB be“ide Bezeichnungen gleichwertig sind.
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1
1.5.8. Die Potenzfunktionen y = x» = jx (n = 2, 3, 4, .. J)

Man kann nun auch, ohne die Menge der geordneten Paare zu betrachten, aus der
Gleichung der gegebenen Funktion direkt die Gleichung ihrer Umkehrfunktion
erhalten, falls die Funktion durch einen analytischen Ausdruck gegeben ist. Die
Gleichung der gegebenen Funktion lautete:

y=f(xy==a* (DB: 2z =0; WV: y=0).
Wir fassen nun x als abhingige Variable auf und lésen die Gleichung nach z auf:

x=gly)=Vy (DB: y= 0; WV: z = 0).
Deﬁmtlonsberelch und Wertevorrat sind hier auf Grund der Definition der Wurzel
festgelegt. Das ist der analytische Ausdruck der Umkehrfunktion in expliziter Form.
Die Riickkelr zur alten Variablenbezeichnung liefert schlielllich :

y=glz) = ]/; (DB: 2 =0; WV: y=0).
Genauso erhillt man aus dem analytischen Ausdruck der Funktion y = f(z) = an

den analytischen Ausdruck der zu ihr inversen Funktion = g(y) = ]/y in ex-

pliziter Form. Tauscht man schlieflich noch die Variablen aus, so erhilt man

y=glx)= V_ Unter der Funktion y = g(z) = ]/x — e e
soll im folgenden fiir jede natiirliche Zahl # > 1 s
stets die Funktion verstanden werden, die jedem
Argument x cine nicht negative Zahl y zuordnet.
Die Abbildung 1.25. zeigt den Verlauf der graphi-

schen Darstellung der Funktioneny — g, (z) = }

und y=g,(x)= 3]/_ der fir die graphmchcn Dar-

stellungen der Funktionen ¥ = g(z ]/_ typisch
ist. Die Verwendung des 1Wurzcls,ymbols erfordert _
eine Einﬁchriinkung des Definitionsbereichs aller -
Funktionen y = g(x f derartige Funktionen

sind nur fir nlchtnega.tlvc # erklirt. Zu den SRS
Bildern der Funktionen y = g(z) = % gelangt | 84

man auch auf andere Weise. Tauscht man die
Koordinaten des Punktes P, (x,; &,) gegeneinander

; 7 4
aus, so daB daraus der Punkt P,(x,;y,) mit o “?‘1_ <
x, =1, und ¥, = x, entsteht, so stellt man fest, | . i :
daB die Bilder dieser Punkte symmetrisch be- % SRR
ziiglich der Geraden y = x liegen (Abb. 1.26.). | & b £ ‘
Anders ausgedriickt: Der Punkt P, geht aus dem - 1 : o X
Punkt P, durch Spiegelung an der Geraden i = x :’i"[_xz i __J

hervor. Entsprechend kann man jeden Punkt des
Bildes der Funktion ¥ = f, () = «* an der Geraden




y =z spiegeln. Er geht dann in den
Punkt iiber, dessen Koordinaten gegen-
iiber dem urspriinglichen Punkt ver-
tauscht sind. Das aber ist nach der Er-
klarung der Wurzelfunktion ein Punkt
des Bildes der Funktion y =g, (x) = J/z.
Dabei gehen alle Punkte mit # = 0 der
rechien Halfte des Funktionsbildes von

¥ = f1{x) =2® in das Bild der Funktion
y=g,{x)= V; iiber. Die andere Hilfte
{(die Punkte mit x <{0) wird durch das
Spiegeln in das Bild der Funktion
y=h, (x) = —} x iiberfiihrt (Abb.1.27.).
,  Die Bilder der Funktionen y = f, ()
| bzw. y =g,(z) bzw. y =k (x) sind

e
yehaxE<o) | charakteristisch fiir alle Funktionen
Abb. 1.27, y =f{x) = a" baw. y = g(x) = wij; hzw.

y=hiz) =— ?E mit geradem Expo-
nenten bzw. Wurzelexponenten n. Die Potenzfunktionen y = 2% (k=1,2,3,..)
mit ungeradem Exponenten sind allerdings in ihrem gesamben Definitionsbereich
umkehrbar. Man kann jedoch die apalytischen Ausdriicke ihrer Umkehrfunktionen
explizit nur mit Hilfe von zwei Gleichungen angeben, Geht man z.B. von y = a?
aus, so erhilt man als analytischen Ausdruck der zugehérigen Umkehrfunktion:

yzai/zr,fa]laz;_‘_’o und y=—1/j:c, falls z < 0.
In impliziter Form lassen sich beide Gleichungen zu y* = = zusammenfassen.
Will man dic Umkehrung einer beliebigen Funktion mit der Gleichung y == f(x) bil-
den, so hat man darauf zu achten, dafi bei dieser Umkehrung tatséchlich eine Funk-
tion entsteht, d.h., dall die Zuordnung nach der Umkehrung wieder eindeutig ist.
Ist das nicht der Fall, so ist die gegebene Funktion in ihrem Definitionsbereich nicht
umkehrbar. Sie kann jedoeh in Teilbereichen ihres Definitionsbereiches umkehrbar
sein, wie das im Beispiel ¥ = 2® der Fall war. Zum Beispiel ist eine konstante Funk-
tion mit der Gleichung ¥ = ¢ (¢ konstant) in ihrer Gesamtheit nirgends umkehrbar,
man kénnte sie hochstens auf jeweils ein einziges geordnetes Paar einschrinken und
dieses dann umkehren.
Bildet man von der inversen Funktion einer gegebenen Funktion wiederum die Um-
kehrung, so erhiilt man die urspriinglich gegebene Funktion.

. Aulgnben

1. Die Funktion y = —2? ist. im Bereich —2 =z < 2 graphisch darzustellen, und der Verlauf
der Kurve ist zu beschreiben. Vergleichen Sie den Kurvenverlauf mit dem Bild von y = z3!
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2, Der Flacheninhalt eines Quadrats ist abhiangig von der Quadratseite darzustellen. Aus der
sich ergebenden Kurve ist zu entnehmen, bei welcher Seitenlinge das Quadrat den
Flacheninhalt 3 hat.

3. Die Funktion y = — z2ist im Bereich —3 < # < 0 und 0 < z < 3 graphisch darzustellen,

und der Verlauf des Diagramms ist zu beschreiben. (L)
1

4. Fiir welchen Wert von z ist die Funktion a)y = 1 ; b y= L ; e y= nicht
. T z—3 z+ 2
erklirt ?
5. Die Bilder der Funktionen a)y= 1%2; b) y.= ;}_—3 sind zu zeichnen und zu

beschreiben. (L: a)
. Wie erhilt man das Bild der Funktion y= ]/;, ohne die zugehorige Wertetafel zu
verwenden ? (L)
7. Das Bild der Funktion y = v; ist durch Spiegelung des Bildes der Funktion y = «* fiir

z = 0 an der Geraden y = z zu gewinnen.

5 —_
8. Das Bild der Funktion y = ]/9: ist durch Spiegelung des Bildes der Funktion y = 2% fiir
z = 0 an der Geraden y = z zu gewinnen.

&

9. Die Kantenlinge y eines Wiirfels ist abhdngig vom Rauminhalt « darzustellen. Dem zugehori-
gen Bild ist zu entnehmen, bei welcher Kantenlinge der Wiirfel den Rauminhalt 5 hat.

10. Das Bild der Funktion y = ]/;’ ist nach einer Wertetafel punktweise zu konstruieren und der
Verlauf der Kurve ist zu beschreiben. (L)

1.5.9. Zusammenfassung

Die graphischen Darstellungen der Potenzfunktionen y = 2" ergeben bei gerad-
zahligen positiven Exponenten # Kurven, die symmetrisch zur y-Achse im I. und
II. Quadranten und mit dem Scheitel im Koordinatenursprung liegen. Bei ungerad-
zahligen positiven Exponenten » entstehen Kurven, die durch den I. und III. Qua-
dranten zentralsymmetrisch zum Koordinatenursprung gehen. Der im I. Quadranten
liegende Kurventeil kriimmt sich nach der positiven y-Achse zu, der im III. Qua-
dranten nach der negativen y-Achse, der Wendepunkt der Krimmung liegt im
Koordinatenursprung. Fiir negative geradzahlige Exponenten n entstehen Kurven mit
zwel voneinander getrennten Asten (Zweigen). Der eine Ast liegt im I. Quadranten,
der andere im II. Quadranten, symmetrisch zum ersten in bezug auf die y-Achse.
Die Aste nihern sich den Koordinatenachsen asymptotisch. Auch fiir negative un-
geradzahlige Exponenten n entstehen Kurven mit zwei Asten. Der eine Ast liegt im
I. Quadranten, der andere liegt zentralsymmetrisch zum ersten in bezug auf den Ko-
ordinatenursprung im III. Quadranten. Die Aste nihern sich den Koordinatenachsen
asymptotisch. Die fiir n = — 1 entstehende Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel.

Dic graphischen Darstellungen der Funktionen y = "]/E liegen beziiglich der Ge-
raden y — x symmetrisch zu den graphischen Darstellungen der Funktionen y = z»
mit x= 0. Sie beginnen im Koordinatenursprung und verlaufen nur innerhalb des
I. Quadranten. Dem Spiegelbild der Funktion y = 22 mit a < 0 entspricht im

IV. Quadranten die graphische Darstellung der Funktion y -— — ‘/Z:.
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. Aufgaben

1. Was gilt fiir die Koordinaten #,; %, und z,; y, der Punkte P, und P,, die auf der Parabel
a) y = z® axjalsymmetrisch;  b) y = 2° zentralsymmetrisch liegen ? (L: a, b)

2. Auf welche Weise konnen
a) die axialsymmetrischen Teile der Bilder der Funktionen y =22 und y = V; bzw.y = — }/ z

3 3
b) die zentralsymmetrischen Teile der Kurven y = % und y = V; (x=0) bzw.y = — V— z
(z < 0) zur Deckung gebracht werden? (L: a, b)
.
3. Welchen Verlauf nimmt das Bild der Funktion
a) y = z%; b) y=2z"22
4. Was ergibt ein Vergleichen der Bilder der Funktionen y = —xl— und y = Lz ? (L)
x
5. Warum existiert die Funktion y = "l/—x nur firz =2 07?
6. Fir die Funktion y = ,,V:Lz ist
a) einc Wertetafel zu berechnen, b) das Bild punktweise zu konstruieren,

¢) der Kurvenverlauf zu beschreiben. (L)

1.6. Exponentialiunktionen

1.6.1. Potenzfunktionen ¥ = z¢ (¢ eine beliebige reelle Zahl)

In den Abschnitten 1.3. bis 1.5. haben wir die Potenzfunktionen kennengelernt. IThre
analytischen Ausdriicke hatten die Form y = z¢. Alle diese Funktionen entstanden
so, dal} bei fester Zahl ¢ jedem Wert der Basis x ein Funktionswert y zugeordnet
wurde. Dabel war ¢ zunidchst auf die natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... beschrinkt.
Dann wurde der Bereich der fiir ¢ zugelassenen Zahlen schrittweise erweitert, und
zwar wurde als erstes die Zahl Null hinzugenommen und dann die Potenz fiir alle
ganzzahligen Exponenten definiert. SchlieBlich wurden dann fiir ¢ beliebige rationale

Zahlen g (g == 0) zugelassen. Wir wollen nun die Potenz auch fiir Exponenten er-

kliren, die nicht rational sind, die also nicht in der Form -2 mit ganzen Zahlen p und

q dargestellt werden kénnen. Solche irrationalen Zahlen sind z.B. alle Quadrat-
wurzeln, deren Radikanden keine Quadratzahlen (und auch keine Quotienten von
Quadratzahlen) sind, und alle Kubikwurzeln, deren Radikanden keine Kubikzahlen
und keine Quotienten von Kubikzahlen sind. Es gibt jedoch noch weitaus mehr irra-
tionale Zahlen. Die Menge der irrationalen Zahlen besteht nidmlich gerade aus
allen unendlichen, nicht periodischen Dezimalbriichen. Die Gesamtheit der ratio-
nalen und irrationalen Zahlen nennt man reelle Zahlen. Wollen wir eine irrationale
Zahl als Dezimalbruch hinschreiben, so ist das nicht moéglich; denn wir kénnen
immer nur endlich viele Stellen des Dezimalbruchs schreiben. Wir miissen uns also
beim numerischen Rechnen mit irrationalen Zahlen mit rationalen Naherungswerten
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dieser Zahlen begniigen. So schreiben wir z.B. fir 2 je nach der geforderten
Genauigkeit:

V2 =14 (1,4 < Y2 <1,5, weil 1,42 <2 <1,5%);

V2 =~ 1,41 (1,41 < V2 <142, weil 1,412 < 2 < 1,42?);

V2 =~ 1,414 (1,414 < V2 < 1,415, weil 1,4142 < 2 < 1,415%);

V2 ~ 1,4142 (1,4142 < 2 < 1,4143, weil 1,41422 < 2 < 1,4143)  usw.

Auf die gleiche Art berechnen wir auch eine Potenz mit irrationalem Exponenten c.
Wir stellen zunédchst ¢ durch einen rationalen Naherungsdezimalbruch mit geforderter
Genauigkeit dar und erhalten so fiir jeden Wert von x einen eindeutig bestimmten
Funktionswert y = a¢ mit der geforderten Genauigkeit. Dabei miissen wir aus Griin-
den, die in 1.6.2. erliutert werden, 2 > 0 voraussetzen.

B  Beispicl 9:

3VE ~ 31.4 ~ 4,6; 3V_2 ~ 31,41 ~ 4’71; 3VE ~ 31,414 ~ 4,727;

3}/E ~ gl 4,7283 .. .
Das Verfahren, nach dem hier die rationalen Néherungswerte fiir 3/2 berechnet
wurden, lernen wir spéater kennen. Ohne Beweis sei hier noch bemerkt, daf die Nihe-

rungswerte fiir 3 V2 einer einde utig bestimmten reellen Zahl zustreben und um so

dichter bei dieser Zahl liegen, je genauer der Niaherungswert fiir }/ 2 im Exponenten
angegeben wird. Diese Zahl wird jedoch von den Naherungswerten nie erreicht,da man
auch fiir }/ 2 stets nur eine geniherte Dezimalzahl angeben kann. Ebenso streben bei
jeder anderen Basis z > 0 die Funktionswerte y = 2°* (n =1, 2, 3,...) einer ein-
deutig bestimmten reellen Zahl a° zu, falls die Ndherungswerte ¢, der reellen Zahl ¢
zustreben. Damit haben wir die Potenzen fiir beliebige reelle Exponenten erkléirt. Fir
sie gelten die gleichen Rechengesetze wie fiir Potenzen mit rationalem Exponenten.

1.6.2. Die Exponentialfunktionen mit der Gleichung ¥ = a* (a > 0)

Bei den Potenzfunktionen ist die Basis variabel und der Exponent konstant (z.B.
y = x%). Jetzt soll der Exponent variabel und die Basis konstant sein (z.B. y = 27).
Die so entstehenden Funktionen nennt man Exponentialfunktionen.

[l  Beispiel 10:
y=2%(e=2)
Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, ist die Potenz 27 fiir jede reelle Zahl als Ex-
ponent erklirt. Daher ist der Definitionsbereich der durch die Gleichung y = 2% gelieferten
Funktion die Menge aller reellen Zahlen. Um die graphische Darstellung dieser Funktion

zeichnen zu kénnen, schreiben wir uns einige zu ihr gehoérenden Paare in Form einer Werte-
tafel auf.
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1 1
-— 2'_3 = —_——= — = 3
3 =g =012
1 1 é
-_ 2 2‘2 = = —---.—_02.- I
22 4 3 .
1 1
— 1 2_1 = - == = 5
g =3 0P
— o3 _ 1 _ L _ono7

b2 =
o |
per
-
b

(rationaler Naherungswert)

0 20 = 1
% 2t — 12 = 1,414
(rationsler Naherungswert)
21 = 32 .
22 - 4 i e i J
29 = .} Abb. 1.28.

Die graphische Darstellung der Funktion zeigt Abbildung 1.23.

Beispicl 11:
y = 10% (a = 10)

Auch diese Funktion ist fiir alle recllen Zahlen definiert, Wir stellen einige geordneto Paare
zu ciner Wertetafel zusammen.

z ¥
1 1
— N1 =—=—— — .° —0,1
! 4 10t 10
1 31 1 : )
—_ 10 =—, = =0,316  (rationaler Niherungswert})
2 102 V10
0 100 = 1
% I{}% = Vﬁ) = 3,18 (rationaler Naherungswert)
1 101 = 10

In der Abbildung 1.28. ist das Bild dieser Funktion dargestellt.

Beispiel 12:
y=(—2)

Wir stellen eine Wertetafel zusammen.



z Y
1 1 -
— 3 (—2)-3 ::E)?—Tz——o,12)
_ 1 1 =
— 2 | (—2)2 == 1 0,25
— 1 (—2)1 —%2 =—05
1 — 1 1
-5 (—2) 3 = ] = V‘_? nicht definiert
(—2) -
— 1
—_ 1 (—2)y 3= 1 [ =i— nicht definiert
3 (—2?® V=
— 1
- % (—2) ¢= 1 I = i/—: nicht definiert
(—2) —2
0 (— 2)0 = 1
4
% -2t =Yz nicht definiert
1 —
% (—2)3 = 1/— 2 nicht definiert
% —2} = V-2 nicht definiert
2 (— 2)2 = 4
3 | (20 =—s

Diese Funktion ist, wie wir schon an der Wertetafel erkennen kénnen, nicht fir alle Werte
von z definiert. AuBlerdem wechseln die vorhandenen Funktionswerte stindig ihr Vor-
zeichen. Das Bild dieser Funktion ist keine zusammenhéngende Kurve mehr. Ahrlich
verhalten sich alle Exponentialfunktionen mit negativer Basis. Die Funktion mit der
Gleichung y = 07 ist fiir alle reellen Zahlen x mit x == 0 definiert. Ihr Bild ist die Abszis-
senachse ohne den Ursprung. Wegen der ungewdhnlichen Eigenschaften der zuletzt ge-
nannten Funktionen schrinken wir bei der Betrachtung von Exponentialfunktionen
deren Bagsis a auf positive reelle Zahlen cin. Wir untersuchen also nur Exponentialfunk-
tionen mit der Gleichung y = a%, wobei @ > 0 gilt.

Beispiel 13:

v=(z)

Um uns einen Uberblick iiber den Verlauf der graphischen Darstellung dieser Funktion
zu verschaffen, stellen wir eine Wertetafel zusammen. Wir beriicksichtigen dabei die Be-

z
ziehung —;— = 51?
fiir beliebige reelle Exponenten z gilt. Auf Grund dieser Beziehung kénnen wir bei der
Aufstellung der Wertetafel die Wertetafel des Beispiels 10 benutzen.

=27%, die uns aus der Potenzrechnung bekannt ist und die auch
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z Y YA
gL
-3 | 2 o Al
— 2 22 =4 B
-1 21 =2
—1 28—y ~ 1,414
(rationaler Naherungswert} i
o | 2 = g
1 - 1
—_— 2 =— = -— = 0707 L
2 o8 V2 7 :
(rationaler Naherungswert)
1 1 |
— l i o e -
1 2 a1 2 — D,J N |
1 1 | L 1 \‘-L..._ L |
2 2-2 __22—= I =0,25 kgt s et IR R Y 2 B
1 1
-3 = - - - _ P
31 270 =gr= g =015 spp 10

Die Abbildung 1.29. zeigt das Bild dieser Funktion. Beim Vergleich dicser graphischen
Darstellung mit dem Bild der durch ¥ = 2% beschriebenen Funktion stellen wir fest, dal
gie durch Spiegelung an der Ordinatenachse auseinander hervorgehen.

Begriinden Sie diese Festotellung!
Delsplel 14:
l I
= (’10)
Zur Aufstellung eciner Wertetafel kiénnen wir wieder auf Grund der Beziehung

x
( 1 ) = L = 1077 die Wertetafel aus Beispiel 11 benutzen.

10 102
z ¥
—1 101 = 10
—_ ; 10é = V_I_O = 3,16 {rationaler Niherungswert)
0 100 = 1
1 -1 1 1 . . o
— 10 =——=—= (L,b316 (rationaler Naherungswert)
2 b
1 1
= ==
1 1070 = cp =5 = 0.1

Das Bild dieser Funktion ist ebenfalls in Abbildung 1.29. dargestellt.

I
@  Verglcichen Sie auch hier wieder die Bilder der durchy — 107 und y —= (%) beschrichenen
Funktionen!
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Bl Beispiel 15: R%

3

In der Naturwissenschaft und in der Technik 81 X

tritt hiuflg eine Exponentialfunktion auf. deren = P

Basis eine irrationale Zshl ist. Der rationale ;

Naherungswert dieser Zahl auf drei Dezimal- g

stellen genau ist 2.718. Man bezeichnet sie

iiblicherweise mit e. 5

e — 2,718281828459 . . .

Dic Abbildung 1.30. zeigt das Bild dieser Funk- .

tion. L f
. Vergleiche es mit den Funkiionsbildern der Abbil- 2 /

dung 1.28.! i
Zusammenfassung _§_—:;/9 R .

Die Bilder der Exponentialfunktionen mit der

Gleichung y = o (@ > 0} gehen alle durch den A, .30,

Punkt mit den Koordinaten (0: 1), denn fir alle

Basen a der Exponentialfunktionen gilt a®—= 1. Siamtliche IFunktionswerte der von
uns betrachteten Exponentialfunktionen sind positiv. Die Bilder der Exponential-
funktionen, fiir deren Basen a >>1 gilt, steigen im ganzen Definitionsbereich mit
wachsendem Exponenten x. Strebt » gegen — oo, so néihern sich die IKurven asym-
ptotisch dem negativen Teil der x-Achse. Gilt far die Basen @ der Exponentialfunk-
tionen 0 <Ca <_1, so fallen dicse in ilirem ganzen Definitionsbereich mit wacehsendem
Exponenten z, und ihre Bilder nihern sich dabei asymptotisch dem positiven Teil
der xz-Achse.

@  Wie verlduft das Itild der Bxponentivlfunktion wit der Busis 0 =17

I
@  Verpleichen Sie die Bilder der Exponentialfunilioncn y = und y = (—1) miteinander
a
(@ > 0)!

1.7. Die Logarithmusfunklion mit der Gleichung y = log, 2 {(a = 2; 10)

1.7.1. Der Begriff des Logarithmus
Das Logarithmieren als zweile Umbkehrung des Potenzierens
Die Gleichung
b=a" (a>0)
gibt einen Zusammenhang der drei Zahlen «, » und b an. Sind zwei der Zahlen
gegeben, so ist die dritte Zahl durch diese Gleichung bestimmt. Die Gleichung ist

nach derjenigen Zahl aufzulésen, die durch die gegebenen Zahlen ausgedriickt werden
soll.
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Es sind drei Fille méglich:

1. Gesucht b, gegeben a =35, =n=3.

Durch Potenzieren ergibt sich b=5*=5-5 5=125,
allgemein:

21y b = an.

2. Gesucht a, gegeben b =125, = =3.

Durch Radizieren ergibt sich aus 125=4a® oder a® = 125

allgemein:

1
(22) a=7b bzw. @ =b" mit 5=0.

3. Gesucht n, gegeben b =125, a=>5.
Die Gleichung 125 = 5 oder 5*=125

ist nach » aufzulésen. Wir erkennen in diesem Zahlenbeispiel sofort, daB » gleich 3
ist. Es mul} aber eine besondere Rechenoperation eingefithrt werden, durch die eine
solche Gleichung in allen Fillen aufgelost werden kann. Diese - Rechenoperation
wird Logarithmieren genannt. Die Auflésung der Gleichung 57 = 125 nach n wird
geschrieben n = log; 125 (gelesen: # ist gleich dem Logarithmus der Zahl 125 zur
Basis 5).

Das Kurzzeichen ,,log* ist die Abkiirzung des Wortes ,,Logarithmus*. Es ist aus logos (griech.
,sWort*‘) und arithmos (griech. ,,Zahl*‘) durch den Schotten Joirn NErER gebildet worden, der
im Jahre 1614 dic erste von ihm berechnete und iibersichtlich angeordnete Tabelle zusammen-
gehorender Potenzwerte und Potenzexponenten veroffentlichte. Da der griechische Mathe-
matiker EukvLID, der um 300 v. u. Z. gelebt hat, das Wort ,,logos‘* als Bezeichnung des Exponen-
ten einer Potenz verwendete, kann das Wort ,,Exponentzahl* sinngema8 dic Ubersetzung des
Wortes ,,Logarithmus'* sein.

Lost man die Gleichung a® = b nach » auf, so ergibt sich entsprechend
(23) n=log, b

(gelesen: n ist gleich dem Logarithmus von b zur Basis a).

Wie aus a® = b durch Radizieren die Gleichung a = 'i/lj entsteht, so entsteht durch
Logarithmieren die Gleichung » = log, b. Das Radizieren wird deshalb die erste,
das Logarithmieren die zweite Umkehrung des Potenzierens genannt.

In der Gleichung b = ¢ kann, wie eben ausgefiihrt wurde, » auch Logarithmus der
Zahl b zur Basis ¢ genannt werden. In der durch Logarithmieren erhaltenen Gleichung
n = log, b bezeichnet man & auch als Numerus (lat. ,,Zahl*), der zur Basis a den
Logarithmus » hat.
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Das Potenzieren und seine Umkehrungen

Potenzieren Radizieren Logarithmieren
(1. Umkehrung) (2. Umkehrung)
b =a" a,=n]/;) (a=0; b=0) n =1log,b(a>0;b>0)
b =5 =125 a=125=5 n =log, 125 = 3
b Potenz a Wurzel n Logarithmus l
a Basis b Radikand b Numerus
n Potenzexponent n Wurzelexponent a Basis

Der Logarithmus einer Zahl

Die Gleichung n = log; 125 ist gleichbedeutend mit der Gleichung 57 = 125.
Beide Gleichungen besagen, dall 5 mit n potenziert 125 liefern soll. Es ergibt sich
n=3, also 3 = log; 125. Schreiben wir allgemein » = log, b und a™ = b, so gilt:

>
n

4%

Der Logarithmus einer Zahl b > 0 zur Basls a > 0 ist der Exponent n, mit dem a poten-
ziert werden mug, damit sieh b ergibt.

Beispiel 16:

Als Basis wird zunachst 2 gewahlt.

Dann ist z. B. der Logarithmus von 16 gleich 4, denn 2! = 16; aus 24 = 16 folgt
log, 16 = 4. ‘

Ebenso folgt aus

29=8 log, 8 =3; 21 = log,2=1;

22 =4 log,4 =2; 20=1 log, 1 =

Deispiel 17:

Als Basis wird 3 gewahlt.

Dann ist z. B. der Logarithmus von 81 gleich 4, denn 3* = 81; aus 3'= 81 folgt
log, 81 = 4.

Ebenso folgt aus

33 =27 log, 27 = 3; 3t=3 log,3=1;

3= 9 log, 9=2; =1 log, 1 =10.

Deispiel 18:

Als Basis wird 10 gewahlt.

Dann ist z.B. der Logarithmus von 10000 gleich 4, denn 104 = 10000; aus 10*= 10000
folgt log,, 10000 = 4.

Ebenso folgt aus

103 = 1000 log,, 1000 = 3; 10 = 10 log,e 10 = 1;
102 = 100 log,, 100 = 2; 100= 1 log,, 1=0.
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Alle Logarithmen, die zu derselben Basis gehoren, bilden ein Logarithmensystem.
Man bezeichnet die Logarithmen zur Basis 2 kurz als Zweter-Logarithmen, die zur
Basis 3 als Dreier-Logarithmen usf. Die Beispiele lassen erkennen, daf3 gleiche Log-
arithmenwerte bei verschiedenen Basen im allgemeinen zu verschiedenen Numerus-
werten fiihren: Die Zahl 4 ist der Logarithmus von 81, wenn man als Basis 3 wihlt,
sie ist der Logarithmus von 16, wenn man als Basis 2 wéhlt. Hine Ausnahme bildet
die Zahl 1:

’ Der Logarithmus von 1 ist in allen Logarithmensystemen glcieﬁ 0.
Aus a®—1 folgt fur jede positive Zahl a:

(24) log,1=0.

Ferner gilt folgender Satz:

» Der Logal;ithmus der Basis ist in jedem Logarithmensystem gleich 1.
Aus o = a folgt fiir jede positive Zahl a:

(25) log,a=1.

’ Jede positive Zahl, die von 1 verschieden ist, kann Basis eines Logarithmensystems sein.

@ Auigaben
1. Berechnen Sie die folgenden Logarithmen!
a) log, 32 b) log, 64 e) log, 243 d) log; 729 e) log,, 100000 {) log,, 1000000 (L:abisf)
2, Berechnen Sie die folgenden Logarithmen!
a) logas B logass o logos ) logggy  © log,, 0,1 ) log,, 0,01 (L:a,o,e)
3. Berechnen Sie die folgenden Logarithmen!
5 10_ 4__ 5_ _ i
a) log, V2 b) log, V2 e) 10g3V3 d) log,V3 e) log, V10 1) log,, V10 (L)

4. Zu welchen Numeri gehort der Logarithmus a) 2; b) 3; ¢) 4 in den Logarithmensystemen
mit den Basen 2, 3,4,5,67? (L: a, b)

5. Warum ist die Zahl 1 als Basis eines Logarithmensystems ungeeignet ? (L)

1.7.2.Die Zehnerlogarithmen

Da man als Basis eines Logarithmensystems jede positive von 1 verschiedene Zahl

wiihlen kann, sind unendlich viele Logarithmensysteme méglich. Es sind jedoch nur

zwel in Gebrauch:

1. das System der Zehnerlogarithmen mit der Zahl 10 als Basis,

2. das System der natiirlichen Logarithmen mit der in der héheren Mathematik eine
Rolle spielenden Zahl e = 2,718 . . . als Basis.
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Die Besonderheit der Zehnerlogarithmen

In unserem auf der Grundzahl 10 beruhenden dekadischen Zahlensystem nehmen
die Logarithmen zur Basis 10 eine besondere Stellung ein. Wie bereits festgestellt
wurde, folgen aus den Beziehungen

10°= 1 die Gleichungen log,, 1=0;
10'= 10 log,, 10=1;
102= 100 log,, 100=2.

Die Zehnerlogarithmen dekadischer Einheiten sind durch Abzihlen feststellbar.
Steht die Ziffer 1 einer dekadischch Einheit in der
1., 2., 3. usf. Stelle links von der Einerstelle (bei 10, 100, 1000 usf.), so ist
1, 2, 3 usf. der zur Zahl gehérende Zehnerlogarithmus, denn

10 = 101, 100 = 102, 1000 = 103 usf.
Steht die Ziffer 1 in der

1., 2., 3. usf Stellerechts von der Einerstelle (bei0,1, 0,01, 0,001 usf.), soist
—1, —2, —3 usf. der zur Zahl gehorende Zehnerlogarithmus, denn
0,1 =1077,0,01 =1072, 0,001 = 1073 usf.

Im folgenden werden nur die Logarithmen zur Basis 10 benutzt. Man nennt sie
Zchnerlogarithmen, dekadisehe Logarithmen, auch Bricessche Logarithmen, weil der
englische Mathematiker HENRY BrIGGs (1556 bis 1630, Oxford) als erster eine Werte-
tafel fiir Zehnerlogarithmen berechnete. Zur Bezeichnung der Zehnerlogarithmen
wird das Symbol ,log, in ,lg'‘ verkiirzt. Man schreibt also fiir log,, 100 =2
kiirzer 1g 100 = 2.

»lg* bedeutet ,,log,,‘ oder , Logarithmus zur Basis 10*

Die Logarithmen der Zehnerpotenzen sind im dekadischen Logarithmensystem
ohne weiteres angebbar (vgl. untenstehende Tabelle).

Die Logarithmen der anderen Zahlen dagegen kénnen. nicht ohne weiteres ange-
geben werden. Man erkennt aber z.B., daB3 Ig 2 eine zwischen O und 1 liegende Zahl
ist. Die Zahl 2 liegt ja zwischen 1 = 10° und 10 = 10!. Ebenso ist 37,2 eine Zahl
zwischen 10 = 10 und 100 = 102, also liegt 1g 37,2 zwischen 1 und 2. Fiir den Log-
arithmus einer jeden Zahl, die keine Zehnerpotenz ist, lassen sich zwei aufeinander-
folgende ganze Zahlen als obere und untere Schranke feststellen. Fir Ig 0,078 sind
—2 und — 3 die beiden Schranken, denn 0,078 liegt zwischen 0,01 und 0,001, und es
ist 12 0,01 = —2 und lg 0,001 = — 3. Weitere Beispiele zeigt die folgende Tabelle.

10 000 = 104, alsolg 10000 = 4
1000 =105, , lg 1000=

lg 5623 liegt zwischen 4 und 3

3
100=10,, , lg 100= 2 ig 2;)57 » ” ; " ?
10 = 10, » g 10= 1 g » » »
—10° - lg 2, 1, 0
1 =109, » 1g 1= 0
0,1 =107 lg 01=— ig 0,7 ” 0 0, —1
> ’ 2 ’ O 04 _1 —2
0,01=102 , Ig 0,01=-2 g Y » » ”»
g lg 0,005 2] 0 -2 ”» -3

0,001 =1073, ,, Ig 0,001 =—3
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1.7.3. Die Logarithmusfunktion y = log,x (@ = 2; 10)

Wir wollen nun die Umkehrfunktionen zu den Exponentialfunktionen bilden. Alle
Exponentialfunktionen mit positiver Basis liefern in ihrem gesamten Definitions-
bereich (Menge der reellen Zahlen) bei der Umkehrung wiederum Funktionen, man
sagt, sie seien in ithrem gesamten Definitionsbereich umkehrbar.

Die Umkehrfunktionen zu den Exponentialfunktionen heiBen Logarithmusfunk-
tionen. Wir erhalten ihre Gleichungen auf folgendem Wege:

Exponentialfunktion Logarithmusfunktion

z=g(y) =log, y

y=g(x) =log,x (Riickkehr zur iblichen
Variablenbezeichnung)

(26) y= f{x) =a® (27)

Der Definitionsbereich aller Logarithmusfunktionen y = log,x(a > 0) umfafit alle
positiven reellen Zahlen.

Warum gibt es keine Logarithmusfunktion, die auch fiir negative Werte der unabhingigen
Variablen definiert ist?

Die Bilder aller Logarithmusfunktionen schneiden die x-Achse bei x = 1.

. Erkliren Sie diese Eigenschaft aus der entsprechenden Eigenschaft der Exponentialfunk-
tionen!

Bl  Beispicl 19:
y = log,z (a =2)

Die Umkehrfunktion zu dieser Logarithmusfunktion ist die durch y = 2% beschriebene
Exponentialfunktion. Um den Zusammenhang zwischen diesen beiden Funktionen zu
verdeutlichen, stellen wir Wertetafeln der beiden Funktionen einander gegeniiber:

y = log, « (explizit)

— 2z ..
y xr=2¥ (implizit)
z ¥ x v
1 1
— -3 —_ . T _—
3 2 5 8 3
1 1
— -2 1 K _2
2 2 4 4
1 1
—1 2-1_ — —1
2 2
0 20 1 1 0
1 21 =2 2 1
2 22 =4 4 2
3 23 8 8 3
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" Die Abbildung 1.31. zeigt das Bild der

Funktion mit dem analytischen Aus-
druck y=log,x. Vergleichen wir die
Bilder der durch ¥ = 2% und y = log,x
beschriebenen Funktionen, so stellen
wir fest, daB sie durch Spiegelung an

der Winkelhalbierenden des ersten -/
und dritten Quadranten auseinander
hervorgehen.

Begriinden Sie diese Feststeliung!

Beispiel 20:

Abb. 1.3L.
y=Ilgz (a=10)

Wie die Gleichungen 2 = lg 100 und 10? = 100 gleichbedeutend sind, so sind es auch die

Gleichungen ¥ = lgz und 10¥ = z, wenn man allgemein fir
den Numerus z und fiir den Logarithmus  setzt. Will man die
Funktion y =lgz graphisch darstellen, so findet man die
Koordinaten fiir Punkte der Kurve am bequemsten ans der
rechts stehenden Form der obigen Gleichung. Setzt man 7. B.
fir y die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 ¢in. so ¢rgeben sich fir z die
Werte 1, 10, 100, 1000, 10 000, Wir erhalten dic nebenstchende
Wertetafel.

Hie kann leicht durch weitere Wertepaare erginzt werden.
Dicse erhalten wir, indem wir wieder den Zusammenhang zwi-

xz y=Ilgx
1 0
10 1
100 2
1000 3
10 00D 4

schen der betrachteten Logarithmusfunktion und ihwer durch y = 104 beschriebenen

Umkehrung ausnutzen,

y = lg x (explizit)

— z
y=10 z = 10% (implizit)
z y z Yy
_2 w22 L _o0 0,01 2
oo
1
—_— _1 p— —_— —— —
1| w0 o =010 0,10 1
1
— L e L Lo 0,32 -1
2 Yio 2
1 1 £ pis 1
= I = ~ - 1
; 10 J10 1,78 1,78 n
1 Y _vio =~ 1
5| 10F =yio =38 3,16 :
2 | o3 _tioe - 2
| 10f =Ti00 < a6 4,64 :
3 w0f  —¥1000 ~ 5,62 5,62 2
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Unter ihrer Beriicksichtigung nimmt die Kurve y = Ig 2 den in der Abbildung 1.32. dargestellten
Verlauf, wenn gleiche Strecken als Einheiten der beiden Koordinatenachsen gewihlt werden.
Die Kurvenpunkte, die zu z-Werten zwischen z = 0 und z = 1 gehéren, haben negative y-Werte,
deren absolute Betrige um so gréfer werden, je mehr die z-Werte abnehmen.

Die Kurvenpunkte kommen dem negativen Teil der y-Achse um so niher, je mehr sich die z-Werte
der O nihern.

Tir z = 1 ist y = 0, die Kurve schneidet die z-Achse, Zu z-Werten, die groBer als 1 sind, gehiren
positive y-Werte, Mit demn Anwachsen der z-Werte iiber x = 1 hinaus nehmen die y-Werte nur
allmihlich zu, sie erreichen erst fiir x = 100 den Wert 2, werden aber fur wachsende z-\Werte
heliebig groB. Das Diagramm muB also schon fiir verhiltnismaBig kleine z-Werte abgebrochen
werden,

Die Genauigkeit, mit der das Ablesen von y-Werten und damit das Bestimmen von
Logarithmen an der Abbildung 1.32. erfolgen kann, geniigt nur bescheidenen An-
spriichen, Sie wird besser, wenn man die Darstellung der Funktion auf einen kleinen
Bereich beschrinkt und die y-Werte in gréflerem Mallstab als die z-Werte abtragt.
In der Abbildung 1.33. ist die Ordinateneinheit das Zehnfache der Abszisseneinheit.

Abb. 1.32.
.
[ | Ileispicle: f
Das Bild der Funktion y=lg=z 10
ergibt 09
in Abb. 1.32, in Abb. 1.33. 051
lg 2 = 0,3; lg 2 = 0,30; 071
lg 3 = 0,5; g3 = 048; 06
lg 4 = 0,6; Ig 4 == 0,60; asl
lg6=0,7; lg 6~ 0,78; b
lg 8 = 0,9; lgg 8 == 0,00, a4
/K]
Fir den praktischen Gebrauch werden 52
die Logarithmenwerte berechnet und
in Logarithmentafeln zusammenge- %/

faBt. Sie sind im allgemeinen irratio- Ot —fi5 gy
nale Zahlen und werden auf ¢ine den * :
Bediirfnissen der Praxis entsprechende

Stellenzahl gerundet. Abb, 1.33.
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[}  Beispiel 21:
y=Inz (a=e)

Genauso wie fiir die dekadischen Logarithmen wird fiir die natiirlichen Logarithmen ein
besonderes Symbol benutzt. (Man schreibt statt ,,log,’* kiirzer ,,In‘* [lat. logarithmus
naturalis]). Das Bild der Funktion y = In z ist in der Abbildung 1.31. dargestellt.

@ Auigaben

1. Zwischen welchen einander folgenden ganzen Zahlen liegt
a) 1g0,0056; b) 1g0,78; e) lg17,5; d) 1g321; ) lg2468; 1) 1g827207 (L)
2. Mit Hilfe der in Abbildung 1.32. dargestellten Kurve sind Niherungswerte fiir 1g 5, 1g 7,
1g 9,1g 11, 1g 12, 1g 13, 1g 14, Ig 15, 1g 16, 1g 17 anzugeben!
3. Bestimmen Sie aus der Kurve der Abbildung 1.33.
Ig 1,5; 1g 2,5; Ig 3,5: lg 4,5, Ig 5,5; Ig 6,5; Ig7,0; lg17,5; lg8,5!

1,7.4. Gesetze fiir das Rechnen mit Logarithmen

Da Logarithmen als Exponenten anzusehen sind, ergeben sich die Gesetze fiir
das Rechnen mit Logarithmen aus den Gesetzen fiir das Rechnen mit Potenzen. Bei
den im folgenden hergeleiteten Rechengesetzen verwenden wir fir ,,Logarithmus
an Stelle von ,lg" das Symbol ,log”, um zum Ausdruck zu bringen, daB diese
Gesetze nicht nur im dekadischen Logarithmensystem, sondern auch in jedem an-
deren gelten. '

Der Logarithmus eines Produktes

Fiir 16 = 32 und 64 = 43 ergibt sich als Produkt 16 - 64 = 42 - 43 = 42+3 = 45,
In logarithmischer Schreibweise lauten dieselben Zusammenhinge

log, 16 =2; log, 64=3 und log, (16 -64)=24 3.
Wenn die Basis 10 benutzt wird, ergibt sich z.B.

100 = 102, 1000 = 10%; 100 - 1000 = 102 - 10° = 102*3= 10> bzw.
log;, 100 =2, log,,1000 = 3; log,, (100 - 1000) =2+ 3 =5.

Wenn in der Gleichung log,, (100 - 1000) = 2 4 3 fiir 2 der Ausdruck log;, 100 und
fiir 3 der Ausdruck log,,1000 eingesetzt wird, erhilt man

log,, (100 - 1000) = log,, 100 4+ log,, 1000.
Allgemein :

Ist p=a" und ¢ =a™, so ergibt sich als Produkt p - ¢g=a" - a™ =a"™.
In logarithmischer Schreibweise gilt

log, p=mn, log,g=m und log,(p-q)=n+m.
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Setzen wir in der letzten Gleichung fiir » und m die Ausdriicke log, p bzw. log, ¢ ein,
so erhalten wir

log, (p - ) = log, p + log, g.
Fiir Logarithmen der gleichen Basis gilt also der Satz:
Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der Summe der Logarithmen seiner
Faktoren. ~
Es 148t sich leicht nachweisen, daf3,die Regel auch fiir Produkte von mehr als zwei
Faktoren richtig ist. Wir merken sie uns in der Form:

> Ein Produkt wird logarithmiert, indem man die Logarithmen seiner Faktoren addiert.
(28) log (a-b)=1loga+logd

]  Beispiel 22:
Aus lg 10 = 1 und 1g 100 = 2 findet man lg (10 - 100) = 1 + 2, d.h.lg 1000 = 3.

[ ] Deispiel 23:
Aus den gegebenen Werten
lg 2 =~ 0,30 und lg 3 ~ 0,48 findet man lg (2 - 3) = 0,30 + 0,48, d.h.1g 6 =~ 0,78.

Der Logarithmus eines Quotienten

In log (a-b)=loga+ logb setzen wir « - b=c, also a = ;) , dann entsteht

log c = log»z + log b oder long =logc¢—logh.

In Worten: Der Logarithmus eines Quotienten (Bruches) ist gleich der Differenz der
Logarithmen von Dividend und Divisor (Zahler und Nenner). Wir merken uns:

> Ein Quotient (Bruch) wird logarithmiert, indem man vom Logarithmus des Dividenden
(Ziihlers) den Logarithmus des Divisors (Nenners) subtrahiert.

(29) log Z— =loga—1logd

[l  Beispiel 24:

Aus 1g1000 = 3 und lg 100 = 2 findet man Ig ') =3 — 2 =1; d.h. Ig10 =1.
B  DBeispiel 25:

Aus lg 8 = 0,90 und lg4 = 0,60 findet man lg% =~ 0,90 — 0,60 = 0,30; d.h. g2 = 0,30.
@  Deispiel 26:

Aus lg2 = 0,3 und lg 10 = 1 findet man Ig 126 ~03—1=—0,7;, d.h. lg0,2 = —0,7.

Der Logarithmus einer Potenz

Wir betrachten die Gleichung 81 = 3%. Durch Quadrieren ergibt sich 812 = (3¢%)2 oder
812 =32-4,
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Die erste und die dritte Gleichung lauten in logarithmischer Schreibweise
log,81 =4 und log;812=14-2.

Setzt man in der letzten Gleichung fiir 4 den Ausdruck log, 81 ein, so erhilt man
log, 812 =2 - log, 81.

Allgemein :

Wir setzen p = a” und erheben beide Seiten der Gleichung in die m-te Potenz.
So erhalten wir aus

p =a"
pm — (an)m
pm —qr-m,

Die logarithmische Schreibweise ergibt

fiir die erste Gleichung log, p=

fir die dritte Gleichung log, (p™) =m - n.

Setzen wir in der letzten Gleichung fiir » den Wert log, p ein, so wird
log, (p™) = m - log, p

Diese Gleichung bedeutet:

Man erhilt den Logarithmus der Potenz p™. indem man den Logarithmus der Grund-
zahl p mit dem Exponenten m multipliziert.

> Eine I'otenz wird logarithmiert, indem man den Logarithmus ihrer Basis mit dem Potenz-
exponenten multipliziert.

(30) logpm™=m-logp

[ Beispicle:
Ig10=1; 1g(10°) =2-1g10=2-1=2; g2 ~03:1g(2) =3-1g2 ~3-0,3=0,9;

Ig23)=—38-1g2=~—3:0,3=—0,9.
Das Rechnen mit Wurzelausdriicken geschieht bekanntlich nach den Regeln fiir
das Rechnen mit Potenzen. ” 1
Den Logarithmus des Wurzelausdrucks yp? p™ gewinnt man also, indem man
den Logarithmus des Radikanden p mit »7% ultipliziert bzw. durch den Wurzel-

exponenten m teilt.

]  eispicle:

3_
lg 1000 = 3; lgVIOOO—lg 10003 _ 4. 1g8~090; Ig¥s — 88 <290 _ 30,
3 T3 - 3 73
3
g 100 — 2; Ig V100 — lé%’: %— 0,67
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@ Aufgaben

1. Warum wird das Logarithmieren die zweite Umkehrung des Potenzierens genannt ?

-2, Welche Bezeichnungen sind in der Gleichung n = log, b fiir @, b und » gebrauchlich ?

3.

Warum sind die Logarithmen zugleich Exponenten ?

4, Welcher Unterschied besteht zwischen y = lg z und y = log 2 ?
*

6.

10.

11.

13.

14.
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Wie lauten die Formeln fiir die logarithmische Berechnung eines Produkts, eines Bruches,
einer Potenz, einer Wurzel ? .
Warum ist

n)lgd 4+ lgd=1g12; lg3+1g5=1g15; Ig24+1g2+1g2=1g87?
b) lg9—lg3=1g3; lg8—Ig2=1g4; lg18 —1g3=1g6?
¢ lg2=1Ig8; lg 3 =}§1g27; Ig3 =1}1g81(L); Igs=11g6251

. Berechnen Sie log 11!

. Fir welche Basis gehért zum Logarithmus 2 der Numerus 121, zum Logarithmus 3 der

Numerus 343 ?

. Welche Logarithmen zur Basis 3 ergeben die Numeri 9; 81; 243; 3; %; %?
. Berechnen Sie aus den Logarithmuswerten lg 3 =~ 0,4771 und Ig 4 =~ 0,6021 die Logarithmen

fir folgende Zahlen: 9; 12; 16; 36; 27!

Berechnen Sie aus den Werten lg 2 =~ 0,3010 und 1g 10 = 1 die Logarithmen. fiir folgende:
Zahlen: 20; 200; 2000; 0,2; 0,002!

Wie lautet der Logarithmus zur Basis 10 fiir folgende Zahlen: 0,03; 0,3; 30; 400; 40000;
0,0004 7

. Der Logarithmus von 3,1 betrigt rund 0,4914. Ermitteln Sie die Logarithmen fiir 31; 310;

31000; 0,31; 0,031!

Welche Logarithmen ergeben sich fiir die Zahlen 56,78; 567,8; 0,5678; 0,05678, wenn
g 5,678 ~ 0,7542 ?

Ermitteln Sie aus

lg 9~ 0,9542 den Wert fiir Ig 3, lg 144 =~ 2,1584 den Wert fur Ig 12,
lg 49 ~1,6902 ,, ,, ,, lg7, lg 16 =12041 ,, ,, ,, lg2,

lg 121 =~ 2:0828 ” 3 ”» lg 11’ lg 625 ~ 2’7959 » L] ’” lg 5!

. Berechnen Sie aus den Werten lg 210 = 2,3222, g 5 =~ 0,6990 und Ig 7 = 0,8451 die Log-

arithmen fiir 42; 4,2; 35; 30!



2. Analytische Geometrie
der .Geraden und des Kreises

Werden geometrische Gebilde (Kurven, Flichen) mit Hilfe rechnerischer (analy-
tischer) Verfahren untersucht, so spricht man von analytischer Bebhandlung der
Geometrie oder kurz von analytischer Geometrie.

Man unterscheidet dabei geometrische Gebilde, die in einer Ebene liegen, von solchen,
die sich in den Raum erstrecken. Im Mathematikunterricht der Berufsschule werden
mit Ausnahme der Abiturklassen nur in einer Ebene liegende gerade Linien und
Kreise behandelt. Man beschrinkt sich also auf ein Teilgebiet der analytischen Geo-
metrie der Ebene. Fiir die Untersuchungen im Kapitel 1 wurde bereits zur graphi- -
schen Darstellung von Funktionen ein Bezugssystem benutzt: das rechtwinklige
Koordinatensystem. Die Koordinaten der Punkte, die einem zu untersuchenden Ge-
bilde angehoren, verkniipft eine Gleichung. So ist z.B. y = mx + n die Gleichung
einet geraden Linie, wenn x und y die veranderlichen Koordinaten der Punkte der
Geraden, m und » konstante Zahlen bedeuten. Fiir andere geometrische Gebilde gelten
andere Gleichungen. Gleichungen stellen ein Hilfsmittel der analytischen Geometric dar.

Bereits bei altgriechischen Mathematikern, z. B. bei AroLroxits von PercE (3. Jh.v.u.Z.),
findet man Methoden, die dem Wesen der analytischen Geometrie entsprechen. Spiter wurden
sie von dem Franzosen PiERRE FERMAT (1601 bis 1665) wicder angewandt. Systematisch, exakt
und im wesentlichen erschépfend hat sie der bedeutende franzisische Philosoph und Mathema-
tiker RENE DESCARTES (1596 bis 1650) dargestellt (latinisierte Form des Namens: Cartesius), der
deshalb als der Schopfer der analytischen Geometrie bezeichnet wird. Die Entwicklung dicser
mathematischen Disziplin wurde wesentlich durch den Aufschwung der Astronomic im 16. und
17. Jahrhundert (KErLER, KOPERNIKUS u.a.) gefordert; andererseits wirkten die neuen mathe-
matischen Hilfsmittel mit ihren vielfiltigen Anwendungsmoglichkeiten befruchtend auf dic Ent-
wicklung einer neuen Mechanik durch NEwTon. Der Deutsche GorrFriED WILNIELM LEiBNIZ
{1646 bis 1716), der Englinder Isaac NEwTox (1643 bis 1727) und der Schweizer LEONIARD
EviLEer (1707 bis 1783) haben die Gedanken von DEscarTEs weiterentwickelt.

2.1. Punkt und Strecke

2.1.1. Der Punkt im Koordinatensystem

Umn in einer Ebene die Lage eines Punktes P eindeutig bestimmen zu kénnen, gehen
wir von zwei in der Ebene festgelegten Geraden, den Koordinatenachsen, aus, die
im am héufigsten benutzten Koordinatensystem aufeinander senkrecht stehen. Ihren
Schnittpunkt bezeichnen wir mit O und legen die Lingeneinheit fest. Die eine Gerade
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Abb. 2.1. Abb. 2.2,

wird z-Achse (Abszissenachse), die andere y-Achse (Ordinatenachse) genannt. Auf

den Achsen tragen wir von O aus die Lingeneinheit als O E_ bzw. 5E; ab. Im allge-
meinen wihlt man die Bezeichnung der Achsen so, wie es die Abbildung 2.1. zeigt.

Ein um den Punkt O drehbarer Strahl, der zunichst mit der positiven z-Achse
zusammenfillt, kommt mit der positiven y-Achse zur Deckung, wenn er um + 90°
gedreht wird, d.h. entgegengesetzt dem Uhrzeigerdrehsinn. Durch diese Bewegung
des Strahls wird der positive Drehsinn in der Ebene bestimmt.

Von dem gegebenen Punkt P aus fillen wir Lote auf die beiden Achsen (Abb.2.2.).
Ihre FuBpunkte P’ und P’ begrenzen auf den Achsen Abschnitte, denen reelle Zahlen
entsprechen. Sie werden mit = und y bezeichnet und heilen die Koordinaten des

Punktes P. Man nennt O P’ = z! die Abszisse, PP’ = y die Ordinate des Punktes P
und schreibt dafiir P(x; 7). Auf diese Weise werden jedem Punkt der Ebene ein-
deutig zwei Zahlen x und y zugeordnet. Umgekehrt entspricht jedem Zahlenpaar
(z; y) eindeutig ein Punkt.

Man nennt O den Koordinatenursprung. Die z-Achse nennt man im allgemeinen
Abszissenachse, die y-Achse Ordinatenachse. Da sich die beiden Achsen unter einem
rechten Winkel schneiden, nennt man dieses System ein rechtwinkliges Koordinaten-
system. Es wird auch als kartesisches Koordinatensystem bezeichnet.

Il Beispiel 1:
Der Punkt P (Abb. 2.2.) hat die Abszisse z = 3,5 und die Ordinate y = 2,5, wenn wir

als Einheiten O £ und OF” jeweils 1 cm wahlen.

2.1.2. Linge einer Strecke

In einem rechtwinkligen zy-Koordinatensystem sei ein Punkt P durch seine Koor-

dinaten # und y, kurz P(z;y), gegeben. Die Linge der Strecke OP ist gesucht
(Abb.2.3.). P’ sei die senkrechte Projektion von P auf die z-Achse. Das Drei-
eck OP' P ist rechtwinklig. Nach dem Satz des PyrHaGoRAs ergibt sich

OP = yar + 42
1 Hierbei ist die MaBzahl der Strecke O P’ gemeint.
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B Beispiel 2: Y

Zu P (2,8;2) (Abb.2.3.) gehort 4P

OP = 2,82+ 2,02= V11,84 ~ 3,44. - !
Es seien jetzt zwei Punkte, P, (z,;y;) und by
P, (2,; ¥,), gegeben. Gesucht ist die Lange der :
Strecke P, P, (Abb.2.4.). Die Projektionen der !
Punkte P, und P, auf die z-Achse seien @, bzw. 0 * P! x
@,. Die Parallele zur x-Achse durch P, schneidet

P,Q, in R. Das Dreieck P, R P, ist rechtwinklig. App.2.3.

Seine Katheten sind P, R = Q,Q, = x, — , und

RP, =y, — vy, Nach dem Satz des PYTHiGORaS ergibt sich als gesuchte Linge
einer Strecke

(1) PyPy= (s —x)2 + (Y2 — Y1)*.

[  Beispiel 3:
Fiir P, (1; 1) und P, (3,8; 3,0) (Abb. 2.4.) ergibt
P P,=V38—12+(3—1)2= V2,82 + 2% =~ 3,44.

Die Herleitung dieser Formel erfolgte nur fiir Punkte im ersten Quadranten; sie
ist jedoch fiir jede Lage der Punkte P, und P, giiltig.

y
Y
pz" ____________________
Y ——
pr
"
0 0 X
Abb. 2.4. Abb. 2.5.

2.1.3. Koordinaten des Mittelpunkts einer Strecke

Man erhilt die Koordinaten x, und y,, des Mittelpunktes M einer Strecke aus den
Koordinaten ihrer Endpunkte P, (z,; y,) und P, (,; y,) durch folgende Uberlegung:
Werden von P, M und P, die Lote P, P,, M M’ und P,P, auf die z-Achse und die
Lote P, P,”, MM" und P,P," auf die y-Achse gefillt (Abb.2.5.), so gilt:
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PO _ P PO P
P’Py PP, P’Py PP,
PM 1. o ' -

Da PP, 2 ist, ergibt sich

Zm— 2% L gpa =% 1 garaus folgt

Ty— T,y 2 Yo— Y, 2 B

2y — 20,= 22 — 15 2Yn— 201 = Y2 — Y1,
@) mm=1’1+-7?2. _Nty:

2 = JYm™T T3

» Die Koordinnten des Mitielpunkts einer Strecke sind die arithmetischen Mittel aus.den
entsprechenden Koordinaten ihrer Endpunkte.

. .»\'u!gnbcn

1. Die Linge s der Strecke 17,?2 ist zu berechnen.

a) P (152), P,(4:6) (L) b) P,(9; 14), P, (4;2)
e) P, (3;8), P,(—3;8)(L) d) P, (—1;—2), P,(0;8)
e) P, (0;0), P,(0:8) (L) f) P,(1,4;33,1), P,(16,4; —2,9).

Tragen Sic die Streclke PE in ein Koordinatensystem ein, und iiberpriifen Sie das Ergebnis!

2, Die Koordinaten des Mittelpunkts M der Strecke O P mit P (8; —3) sind zu ermitteln. (L)

2.2. Analytische Geometrie der Geraden

2.2.1. Die allgemeine Form der Geradengleichung

Gegeben sei die Gleichung
Az + By+ C=0,

wobei A, B und C zunichst verschieden von Null sein sollen. Die Gleichung 148t sich
folgendermaBen umformen:

A C
y=—p%*— 3
Setzt man hierin — —g— =m und — jg = n, so erkennt man, daB die Gleichdng

Ax + By + C = 0 die implizite Form der Geradengleichung y =mx + n ist. Um-
gekehrt 1Bt sich jede Gleichung ¥y = mz + n ummformen in mz — y + »n = 0 und da-
mit auf die Form 4. + By + C = 0 zuriickfiihren.
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Man bezeichnet die Gleichung
3) Ax+By+C=0

als die allgemeine Form der Geradengleichung. Wir lassen jetzt die Einschrinkung
beziglich der Koeffizienten fallen. Fir A = 0 ergibt sich eine Parallele zur x-Achse,
fir B= 0 eine Parallele zur y-Achse. Es konnen nicht 4 und B gleichzeitig Null
sein, da in einer Geradengleichung mindestens eine Variable enthalten sein mul.

Fir 4 = B =0 ist jedoch diese Bedingung nicht erfiillt.

2.2.2. Die kartesische Form der Geradengleichung

Wie wir gezeigt haben, 148t sich aus der allgemeinen Gleichung der Geraden mit
B -- 0 die Gleichung

4 y=mz4+n

herleiten (Abb. 2.6.). Diese Form nennt man die kartesiseche Form der Geraden-
gleichung.

Diese Form der Geradengleichung ergibt fiir den Punkt mit der Abszisse 2 =.0 die
Ordinate y = n». Man nennt den Abschnittn, der durch die Gerade vom Koordinaten-
Ursprung aus auf der y-Achse entsteht, die Verschiebung der Geraden.

Fir einen Punkt P(z, ) der Geraden

gilt y }

y=mzr-+n, p
also ’/

—_y="

m=——. y-n!
Aus der graphischen Darstellung er- — :y
gibt sich < < '

Y= _ tana — 0 X A
also

Abb. 2.6.

(5) m = tane.

In der kartesischen Form der Geradengleichung gibt m den Tangenswert des Rich-
tungswinkels « der Geraden an. Man nennt m den Riehtungsfaktor, den Anstieg oder
die Steigung der Geraden.

Ist in der allgemeinen Gleichung A4 = 0, so ergibt sich fiir die kartesische Form
m = 0, man erhilt also y = n. Die Gleichung stellt die Gerade dar, die parallel zur
x-Achse verliuft und die y-Achse in » schneidet. Fiir den Spezialfall = = 0 fallt die
Gerade mit der z-Achse zusammen.

Fiir B=0 erhilt man Az+C=0, = — —Sr = ¢. Die Gleichung stellt eine Gerade

dar, die parallel zur y-Achse verlduft und die a-Achse in ¢ schneidet. Fiir den Spe-
zialfall ¢ = 0 fillt die Gerade mit der y-Achse zusammen.
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Ist C =0, so ergibt sich y=mxz Y y
fir die kartesische Form der Gera- /

dengleichung. Da sich fiir x = 0 auch

y =0 ergibt, verliuft die Gerade /{

durch den Ursprung. x o x
Fiir den Steigungswinkel a der Ge- 0l x-0 / 0l g =450
raden y = ma + n gilt (Abb. 2.7.):

Fiir m = 0 bzw. a = 0° wird jedem

beliebigen x der Funktionswert n o - %

zugeordnet. Die Gerade verliuft

parallel zur z-Achse. Y , y
Fir 0 <m <1 ist 0° <o < 45°% /// N \

fiir m = 1 ist a = 45°; \\\

aus m > 1 folgt 45° < o < 90°. //a . \\\h .

In diesen Fillen (m > 0) verlauft die
Gerade in der Richtung vom dritten
zum ersten Quadranten. /
Mit wachsendem m steigt die Gerade ¢
immer steiler an. Der Fall, daB

& = 90° wird, mul} ausgelassen wer- y y
den, dain y = m x4 n dann m gréBer

als jede angebbare Zahl wiirde. \
Fir m < —1 ist 90° < a < 135°% \Q AN
x

N \900< < 1359
\)

()
3
o]
A
R
A
(Ta]
o
[+]
Q

fir m = — 1 ist a = 135°; 0 X \\\<ZA d
aus —1 <m <0 \ a = 135° 0\\

folgt 135° < « < 180°. N

In diesen Fillen (m < 0) verliuftdie ) \ f) . ™ .
Gerade in der Richtung vom zweiten B <o <160
zum vierten Quadranten. Abb. 2.7.

2.2.3. Die Punktrichtungsform der Geradengleichung

Jede Gerade ist durch einen festen Punkt P, (z,; %,) und den Steigungswinkel o bestimmt
(Abb. 2.6.). Fiir jeden von P, (z;; ¥,) verschiedenen Punkt P(x; y) der Geraden gilt:

Y= _ tana = m.

Tz —
Daraus ergibt sich als
Punktrichtungsform der Geradengleichung
(6a) y—y=m(x—x)
oder

(6b) y=mx —mx, + y;.
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Vergleicht man diese Form der Gleichung mit der kartesischen Form, so erkennt
man, daB — ma; + y, = n ist.

Bei der Wahl des Punktes P waren nur die beiden Einschrankungen gemacht worden,
daB er auf der Geraden liegt und nicht mit P, zusammenfillt. Die Abszisse z kann
daher jeden Wert im Definitionsbereich und damit die Ordinate y jeden Wert im
Wertevorrat der Funktion annehmen. Deshalb bezeichnet man x und y als variable
Koordinaten und P(x; y) als variablen Punkt.

Die zur Herleitung der Punktrichtungsgleichung notwendige Einschrinkung P &+ P,
kann nunmehr fallengelassen werden, denn die Koordinaten des Punktes P, erfiillen
die Gleichung.

2.2.4. Die Zweipunkteform der Geradengleichung

Eine Gerade ist durch zwei feste, nicht zusammenfallende Punkte P,(z;; y,) und
Py (x,; y) bestimmt (Abb.2.8.). Fir jeden von P, und P, verschiedenen Punkt
P(x; y) der Geraden gilt auf Grund des Strahlensatzes die

Zweipunkteform der Geradengleichung.

Yy—y, _ Ys — Yy y
T—xy Ty—x,

(@125 T + @),

Man schreibt sie hiufig auchin der Form

()

B y—yp=2"Y ().

Ty — X,

Es ist also /
_le—=)(—y) @

Y—un T, — 1, > / 0

y—yp =" B b,
2 — ) 2 — T}
Abb. 2.8.
y = Yo— Y T — 2y — 1) — ¥ (2 — 2))
z, — 7, ' T, —x, ’

9 — yz_ylx x‘.’yl_xlyz‘
@ v P + Ty — 2,
Wir erkennen, daBl @:m und —x-z--z%'z‘yz:nist.

Der Fall z;, = z, muB-a.usgleschlossen werden, da sonst im Nenner 0 entstehen wiirde.
Sind die Punkte P, und P, so gegeben, daB entweder z, = z, oder y, = v, ist, so
liegen P, und P, auf einer Parallelen zur y-Achse im Abstand z, bzw. auf einer Par-
allelen zur z-Achse im Abstand y,. Die Gleichung der Geraden lautet dann z = z,
bzw. y = y,.

Die zur Herleitung der Zweipunkteform notwendige Einschrinkung P 4 P, und
P = P, kann nunmehr fallengelassen werden; denn die Koordinaten der Punkte P,
und P, erfiillen die Gleichung.
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Fir P, (0; b) und P,(a; 0) ergibt die Zweipunktegleichung
y—b_—b
z  a’

ay—ba=—bz;

ay+ br=ab,
) L+Z=1.

Diese IForm der Gleichung der Geraden wird Abschnittsgleichung genannt, weil die
in ihr vorkommenden Konstanten die durch die Gerade entstehenden Achsenab-
schnitte angeben.

. Aufgaben

1. Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, fiir die gegeben ist
a) m= -.}; n=3; b) m = —1, der Abschnitt 5 auf der positiven z-Achse;
e) m = —4, der Punkt P, (0; — 1,5) auf der Geraden;
d) a=45°% n=4,3. (L:a,b)
Uberlegen Sie, wie man die Geraden zeichnen kann, ohne die Gleichuné aufzustellen!

2, Es ist die Gleichung der Geraden aufzustellen, die durch den Punkt P, verliuft und fiir die
gegeben ist

a) m = 2,5, P, (3;4); b) m=1, P, (—6; —6);
¢) m=—1,5, P! (—8;—9); d) m=—1, P, {0;0). (L:a,b)

Zeichnen Sie die Geraden in ein Koordinatensystem!

B

3. Die Gleichung der Geraden durch die Punkte P, und P, ist zu bestimmen.

a) P, (+5;+46), P,(4-7;+8); b) P,(—4;—3), P,(+4;+3);
e) P, (+3;+43), P,(—3;+3); d) P, (+3;+3), P;(+3;—3);
e) P (+3;+3), P, (—3;—-3) P (+3;—3), P, (—3;+4+3)

ﬂ) Pl (+ 115; +416)’ P2(+2:0; +4’3);
h) P, (—2,8; —3,7), P,(—3,7; —2,8). (L:a,c,e,g)

™~

. Die Geradengleichungen der Aufgabe 2 sind in die allgemeine Form der Geradengleichung
iiberzufithren. (L)

5. Die Geradengleichungen der Aufgabe 3 sind in die allgemeine Form der Geradenglejchung
iiberzufithren. (L:b,d,f, h)

6. Es ist die Gleichung der Geraden zu bestimmen, die durch die Punkte P, (a; 0) und P, (0; b)
verlauft. Geben Sie die Lage der beiden Punkte an, und zeichnen Sie die Gerade! Formen Sie
die Gleichung in die Abschnittsgleichung der Geraden um! (L)

68



7. Fithren Sic die Geradengleichungen
a) Az + By+ C=0, b) y=mz+n

in die Abschnittsgleichungen iiber!
Untersuchen Sie diese Gleichungen fiir die Fille, in denen eine der konstanten GréBen gleich
Null ist! Unter welcher Bedingung ist die Abschnittsgleichung nicht anwendbar? (L)

0. Dic folgenden Geradengleichungen sind in die kartesische Form iiberzufiihren.
a) 3z4+4y4+5=0 b) — T+ 9y—3=0
e) —24z—18y-+06=0 d) 14x+3,25y—1,8=0
e) 38756z —4=10 N 014—01y=0 (L:a,c,e)
9. Wo schneiden die folgenden Geraden die Koordinatenachsen ?
a) 17z4 10y —34=0 by —9z—B5y+17=0
e) y=2,1zr—14 d) y=—11,T=z+ 7,6
z x
e)4—3+§5=1 n ﬁjuﬁ:l

Der Anstieg der Gleraden ist zu bestimmen. (L: a, ¢, e)

2.2.5. Der Schnittpunkt zweier Geraden

[l Beispiel 4:

Es soll der Schnittpunkt der beiden Geraden g, und g, be-
stimmt werden, die durch die Gleichungen 3z +y—7=0
bzw. 22—y —3 =10 gegeben rind. Da der Schnitt-
punkt P, mit den unbekannten Koordinaten (x,; %)
auf beiden Geraden liegt (Abb. 2.9.}, miissen diese Koordi-
naten beide Gleichungen erfiillen, es gilt also

3z, +y—T7=0

und

2z,—y,—3=0.

Dieses Gleichungssystem kann nach den Losungsver-
fahren fiir Gleichungen mit zwei Unbekannten gelost
werden. Die Losung x, = 2, y, = 1 ergibt die Koordi-
naten des Schnittpunktes P, (2; 1).

Es seien zwei Geraden durch ihre Gleichungen in der
allgemeinen Form
A2+ Biy+0C,=0 bzw. Azt Byt C,=0

gegeben, wobei die Koeffizienten von x und y vorerst
verschieden von Null sind. Die Koordinaten des Schnitt-
punktes Py(x;; y,) sind dic Lésung des Gleichungs- =
systems, das die beiden Gleichungen bilden. |




Man erhilt daraus die Ausdriicke
(4,B,— A, B))xy= B,C,— B,C, und (4,B,~— A,B,))y,=A4,0,—A4,C,.

Ist (4,B,— A,B,) 0, so sind die Gleichungen eindeutig lésbar. Es existiert also
ein Schnittpunkt. Aus (4, B, — 4, B,;) = 0 folgt

A, By+ 4, B,
und wegen B, == 0 und B, == 0 weiterhin

A Ay

By ' B,
Sind also die Richtungsfaktoren der beiden Geraden voneinander verschieden, so
existiert ein Schnittpunkt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, sind also die Richtungs-
faktoren der beiden Geraden gleich, das heilit, gilt

A _ A

B, By’
80 gibt es keinen Schnittpunkt; die beiden Geraden laufen parallel oder fallen zu-
sammen. Fir den Fall, daB in einer Gleichung oder in beiden Gleichungen einer der

beiden Koeffizienten von x und y gleich Null ist, haben entsprechende Relationen
Giltigkeit.

2.2.6. Der Schnittwinkel zweier Geraden

Sind zwei Geraden ¢, und g, durch die Gleichungen
y=mz+n und y=mx+ n,

gegeben, so bestimmen m, = tan «; und m,= tan o, die Winkel a, bzw. a,, die die
Geraden mit der positiven Richtung der 2-Achse bilden. Als Schnittwinkel zweier
Geraden g, und g, bezeichnet man den Winkel, der von der Geraden g, iiberstrichen
wird, wenn man sie im positiven Dreh-

sinn um den Schnittpunkt bis zur y

Deckung mit der Geraden g, dreht. Fiir

den Schnittwinkel ¢ der Geraden (Abb. \
2.10.) ergibt sich dann ¢ = a, — o

und folglich

tan «, — tan a,

tang = tan (0 — o)) = ——— L I
1+ tana, - tana, 6

oder
my —m, /
(11) tang = m- @, %,

0 r
Dabei muB vorausgesetzt werden, daB 9
@ == 90° ist. Dieser Fall wird spéter be-
trachtet. Abb. 2.10.
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2.2.7. Parallele Geraden

Da fiir parallele Geraden o, = a, gilt, ist auch m; = m,. Umgekehrt kann man
sagen: Gilt fir zwei Geraden mit dem Anstieg m, bzw. m, die Beziehung m, = m,,
so sind die Geraden parallel.

. Beispiel 5:

Die Geraden 4z — 2y 4 15=0 und 6 x — 3y 4 17 = 0 laufen parallel, da sich fiir
beide Geraden nach dem Umstellen der Geradengleichung derselbe Anstieg m = 2 ergibt.

2.2.8. Zwei zueinander senkrechte Geraden

Sind die gegebenen Geraden zueinander senkrecht, so ist

o, = o + 90°, also

_ _ oy sin(a; +90°  —cosa, = —1
my = tan a, = tan(a; + 90%) = cos (&, +90°) ~  sina;,  tana,
Da tana;, = m,, ergibt sich m, = — mi
1

@  Beispiel 6:

Der Anstieg der Geraden 3z + 5y 4 10=0 ist m, = —%. Die Gerade 10z — 6y + 11=0
bat den Anstieg m, = %. Die beiden Geraden stehen also aufeinander senkrecht.

. Aufgaben
1. Der Schnittpunkt der Geraden ist zu bestimmen.
Wy=3c—1; y=—%2+6% D 2+y—2=0; z+3y—10=0
e) 5r—2y+10=0;52—T7y—15=04d) 32—42z+13=0; 1124+ Ty —104=0

e)%+%=l; 4 —2y—1=0 1) 0824 04y—12=0; 22+y—3=0

Wy=32-3; y—20+62=0 hy—matb; %+ %: 1. (L:a,fh)
Die Rechnungen sind mit Zeichnungen zu vergleichen. Welche Anforderungen an die Ge-
nauigkeit der Zeichnungen kann man stellen ?
2, Die Gleichungen der Seciten a, b, ¢ eines Dreiecks sind:
y="17—3z, r=3y—1, z4+Ty+11=0.

Bestimmen Sie die Koordinaten der Ecken des Dreiecks! Bestimmen Sie die Gleichungen fiir
die Seitenhalbierenden des Dreiecks und deren Schnittpunkt! Die Berechnung ist mit einer
Konstruktion zu vergleichen. (L)

3. Der Schnittwinkel der Geraden ist zu bestimmen.
a) y=—2x+ 16; y=—%x+§ b) 2y—z=1; 3y=42+4+2

— —0: gy —2—= 2 Y _q, 2_ Y _ :
e)3z—y+5=0; Txe—y—2=0 d)4 5 1,3 3 . (L:a,c)
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. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind:

a) A(—2;4), B(2; —3), 0(3;5);
b) A(—4; —5), B(7;—3), C(3;5).
Die Winkel des Dreiecks sind zu bestimmen. (L: a)

. Die Seiten a, b, und ¢ eines Drejecks werden gebildet von den Geraden

a) 8z+3y—83=0, 6x—5y+3=0, z+4y—14=0;
b) 3z 4y—52=0, 4z—y—6=0, z—5y+8=0;
¢) 419z 4 513y 4 718=0, 8072 — 629y —205=0, 635z 421y — 316=0.

Die Koordinaten der Eckpunkte und die Winkel des Dreiecks sind zu bestimmen. (L: a)

. Die Gleichung der Parallelen durch P, (z,; 7,) zu der gegebenen Geraden g ist zu bestimmen.

a) P(5;3) 2z—3y—12=0 b) P,(—2;—3) 5x+6y—27=0
¢) P,(2;3) 9z+10y—80=0 d) P,(4; —1) 2z —y+5=0

e) P,(5;7) 2z+4+3y+8=0 f) P,(5;13) 32—y—2=0

0 P(—2%2 T +L=1 B Peiy) o 4L =1. (Liso)

. Die Gleichung des Lotes von P,(z; y,) auf die gegebene Gerade g ist zu bestimmen.

a) P, (2;3) Te—8y—2=0 b) P,(3;5) 62z+5y—11=0
¢) P(—3:4) 102—9y+11=0 d) P,(5;13) 9z—3y+5=0. (L:a,c)

. Es sind die folgenden Sitze aus der Planimetrie analytisch zu beweisen:

a) Die Héhen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.
b) Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

e) Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden in einem Dreieck teilt die Seitenhalbierenden
im Verhiltnis 2: 1.

d) Die Streckensymmetralen eines Dreiecks schneiden einander in einem Punkt.

Anleitung: Es ist ein moglichst giinstiges Koordinatensystem festzulegen. (L: a,b)

. Beim Drehen ist die Schnittgeschwindigkeit v (in m - min~!) abhingig von der Umdre-

hungszahl # (in min™!) und vom Durchmesser d (in m) des Werkstiickes gemal der Formel
v=d - = - n. Durch welche Kurve wird die Funktion bei festem n dargestellt ?

a) Es ist in einem d;v-Koordinatensystem die Funktion fir n, = 30 min~! darzustellen.
Die d-Achse soll Durchmesser von 0 bis 400 mm enthalten, die v-Achse Schnittgeschwin-
digkeiten von 0 bis 120 m - min™1.

b) Ebenso sind die Kurven der Funktionen fiir: n, = 37,5; n, = 47,5; n, = 60; n;, = 75;
ng = 95; n, = 118; ny = 150 in demselben Koordinatensystem zu zeichnen.

¢) Beim Schnelldrehen werden hohe Umdrehungszahlen und somit hohe Schnittgeschwin-
digkeiten erreicht. Es ist ein Nomogramm fiir die Umdrehungszahlen #n, = 1000 min™;
n, = 1460 min™'; ny, = 1500 min™!; n, = 2400 min—! aufzustellen. Aus dem Nomogramm
goll die Schnittgeschwindigkeit fir n;, d = 350 mm; n,,d = 110 mm; n,,d = 320 mm
abgelesen werden. (L)



2.3. Analytische Geometrie des Kreises

2.3.1. Erklirung und Mittelpunktsgleichung des Kreises

Die Kreislinie (Peripherie des Kreiscs) ist die geschlossene Linie, deren Punkte alle
von einem festen Punkte (Mittelpunkt oder Zentrum des Kreises) den gleichen
Abstand haben.

Wir wahlen den festen Punkt M als y
Mittelpunkt des Kreises so, daBl er

mit dem Koordinatenursprung O zu-

sammenfillt (Abb. 2.11.). Alle Punkte P

des Kreises haben von O die konstante I
Entfernung 7. Es sei P ein beliebiger 7 =y

Punkt des Kreises. Fillen wir von ihm i

aus die Lote auf die Achsen, so erhalten 0 7 (.|7 r

wir die Koordinaten 0Q = x und QP =y
des Punktes P. Die Verbindung O P ist
der Radius r des Kreises. Nach dem Satz
des PyTHAGORAS gilt dann:

22t g2 = o2
oder

y =4+ ]/rz — 12 Abb, 2.11.

Wir haben dicse Beziehung fiir einen beliebigen Punkt P auf der Peripherie des Kreises
gefunden, sie gilt also fiir alle Punkte des Kreises. Fiir Punkte, die nicht auf der
Peripheric des Kreises liegen, gilt z2 + 2 &= 72,

Da der Mittelpunkt des Kreises mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt, gilt
somit als Mittelpunktsgleichung des Krei-

ses: Y Y

(12) @ 4+ y2 =12 P(x;y)
I

2.3.2. Die allgemeine Gleichung }

des Kreises T

|

Der Mittelpunkt des Kreises mit dem !

Radius 7 sei jetzt der Punkt M (c; d) des {

Koordinatensystems. Wir nehmen cine ‘D %

Parallelverschicbung des Systems vor, !

derart, daf} der Koordinatenursprung O’ {

mit dem Mittelpunkt M (¢;d) des Krei-

ses zusammenfillt (Abb. 2.12.). 0 C I p

Fir die IKoordinatentransformation er-

gibtsicha’' =z —c¢; y =y —d. Abb. 2.12.
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Die Mittelpunktsgleichung des Kreises 2+ 3’2 =172 geht dadurch iiber in die
allgemeine Kreisgleichung

(13) (x—c)2 + (y—d)2 =12,

Deispiel 7:

Die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M (4;5) und dem Radius r = 3 lautet
@—4P+(y—5*=9.

Durch Ausmultipliziercn und Zusammenfassen gleichartiger Glieder entsteht daraus die
Gleichung

2?4 y2— 8z — 10y 4-32 =0.

Die Gleichung gehort als spezielle Form zu den Gleichungen zweiten Grades mit zwei
Verinderlichen « und . In ihr kommen auBer einer Konstanten nur die zweiten und
die ersten Potenzen der Variablen x und y vor, und ihre zweiten Potenzen haben
gleiche Koeflizienten.

Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M und dem Radius 7, und zcich-

nen Sic ihn!

a) b) e) a) e) i) 9 h)
M 0;0 0:0 0;6 10; 0 2; —3 2,5; 1,5 —2;—5 3;0
r 4 1,732 12 14 5,831 3 7 3,7
(L:a,c,e)

Dic Gleichung des Kreises mit dem Mittelpunkt M (r; 0) und dem Radius 7 ist zu bestimmen. (L)

. Esist dic Gleichung des Kreises zu bestimmen, der durch den Ursprung geht und dessen Mittel-

punkt gegeben ist.

a) M(3;4) b) M(—12;5) e) M(—1;—1T) d) M(4;—13)
¢) M(—3,5; —6) f) M(0; 6) 9) M;a) h) M(0;c)
1 M(©O:1) ) Ma;0) k) M(7;0) 1) M(3.3;0)

Der Kreis ist zu zeichnen. (L:a, g, h)

. Bestimmen Sie den Mittelpunkt und den Radius der Kreise, die durch folgende Gleichungen

gegeben sind!

a) 2* + y* = 64 b) (z—3)4-(y + 1) =36
e) 224 (y—2)! =18 (L:a,c) d) 224 (y+2)>=18
e) (T4 2)2 +y2 =49 f) (x— 1,52+ (y — 3,3)2 =8l

5. Ein Kreis, dessen Mittelpunkt die Koordinaten (1; 4) hat, soll durch den Punkt P,(5:6)
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2.3.3. Die Gleichungen der Tangenten

Ist P)(z,;y,) ein Punkt des um den Koordinatenanfang O mit dem Radius r ge-
schlagenen Kreises a? 4+ y2 = r2 (Abb. 2.13.), so gilt
z? 4yt =1

Die Gleichung der Geraden, die durch O und
P, geht, ergibt sich nach der Zweipunkte-
form der Geradengleichung (s. S. 67)

p
_ 00— 0y, —x,0 '
¥y= 0—uz, ¢+ 00—z b
0 ]
Der Koeffizient von x ist der Richtungs-
faktor m, des Radius OP;. !

Der Radius OP; hat den Richtungsfaktor

—Y% _ N
— z

Punkte P11 gelegtle Tangente ¢ steht auf dem

Radius OP, nach dem Beriihrungspunkt
senkrecht und bhat somit wegen

. Die an den Kreis im

m; =

Abb. 2.13.

p =90°+ a und tanp = tan 90°} a = — cota = —ta,:w
den Richtungsfaktor m = — % .
1
Die Punktrichtungsform der Tangentengleichung lautet somit
Y—u xy
14) —s—=— —-
(14) x— ¥ Yy

Daraus folgt
Yh— 4 =—27 +x? und xx, +yy, = 2 + g,
Da z,2+ y,2 = 72 ist, erhilt man schlieBlich als Gleichung der Tangente an den Kreis

(15) @y + yy, = r2

[  Beispiel 8:

Die Gleichung der Tangente im Punkte P, (3;4) des Kreises 2?4 y* = 25 lautet
S +4y=25 y=—2=z+ 61; ihr Richtungsfaktor —32 ergibt den Richtungs-
winkel ¢ = 143,1° und den Achsenabschnitt n = 6%.

Hat die Gleichung des Kreises die allgemeine Form (z — ¢)?+ (y — d)? = 72, 80 er-
halt man durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems die allgemeine
Gleichung der Kreistangente im Punkte P,

(16) (®x—e) (@ —c)+ (y—d) (y1—d) =72,
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B Beisplel:
Die Tangente dea Kreises (z -+ 3)? + (y + 5)' = 289 im Punkte P,(+-5; -+10) lautet
(2 + 3)(5 + 3) + (y -+ B)(10 + 5) = 269,

Abb. 2.14.
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82+ 15y = 190,
y=—paz+122

Der Radius M P, hat den Rich-
tungsfaktor i:-, die Tangente
in P, hat den Richtungsfaktor
_%. DaB die Tangente auf
dem Beriithrungsradius senk-
recht steht, zeigt die Beziehung

£ ()=

Die Abbildungen 2.14. und

© 2.15. zeigen, welche Falle za

unterscheiden sind, wenn
von einem Punkt P, aus an

Abb. 2.15.



2.3.4. Schnittpunkte von Kreis und Gerade vl

Gegeben seien der Kreis

(x— o+ (y—dpp =12
und die Gerade

y=mx+n.

Die Koordinaten ihrer Schnittpunkte erfiilien
beide Gleichungen. Es gilt also fir einen Schnitt-
punkt Py (2,; ):

R

ity i
\:,/ T

und

¥, =mz; + n.

Diescs Gleichungssystem lost man zweckmillig Abb. 2.16.

durch Anwendung der Substitutionsmethode. Je

nachdem, ob es keine, eine oder zwei (reelle} Losungen hat, haben der Kreis und dic
Gerade keinen, einen oder zwei gemeinsame Punkte. Im ersten Fall schneidet die
Gerade den Kreis nicht, im zweiten ist sie Tangente und im dritten Fall Sekante.

Il Ueispici 10:
Fir den Kreis 2 +4* = 1lunddieGe- [ 7 7 7 7
rade y = — 1,5z + 3 (Abb. 2,16.) crhilt |
man die folgende Gleichung fiir x,: |
3,26z — 0z - 8=0. l_
Dieze Gleichung hat Lkeine (reellen) |
Wurzeln; es ist nimlich

— .9_:I:V__2_3 I:
LY ¥ I

Il DBeisplel 11:

Fiir den Kreis (x—3 4- (y —4)* =2 |
und die Gerade ¥y =—x + 9 (Abb. 2.17.)
ergibt eich die Gleichung
7,2 — 8z, + 16 = 0.

Sie hat die Doppelwurzel z;, = 4. Durch
Einsetzen dieses Wertes in eine der Glei-
chungen (zweckmalBig die Geradenglei-
chung) erhilt man y, = 5. Die Gerade
y = —zx + 9 ist demnach Tangente an
den Kreis im Punkte P (4; 5). Abb. 2.17.

F

7 R T S B R Ry e e
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B  Beispiel 12:

Fiir die Gleichung des Kreises
(z— 1) 4 (y—2)*= 5% und die
Geradengleichung 3 = 2x — 2
(Abb, 2,18.) erhalt man durch
die Gleichung

5a,— 18z, —8 =10

zwei Wertepaare. Die Gerade ist
Sekante des Kreises und schnei-
det diesen in den Punkten

P,(4; 6) und P, (—0,4; —2,8).

Abb.218.

. Aufgoben

1. Die Gleichung des Kreises durch die Punkte P,(—5; 6) und P,(8; —4), dessen Mittelpunkt
a) auf der z-Achse,
b) auf der y-Achse
liegt, ist zu bestimmen, (L:a)

2, s ist die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der durch die Punkte P,(10;9) und

P,(4; —5) geht und dessen Mittelpunkt anf der Geraden 32 — 2y — 17 = 0 liegt. (L)
3. Es ist die Gleichung des Kreises durch P,, P, und P, zu bestimmen.

P, o) (0:0) b (—1;2) e (4 (12
P, (5; 0) (3; —8) (10; 2) (4; 1)
Py (3; 4) (16; — 15) (—2;—6)  (9;6) (L:a,c)

4. Die Gleichungen der Kreise durch P,(1; 2) und P,(— 3; 6) mit dem Radius r = 4 sind auf-
zustellen. (L}

5. Es ist zu untersuchen, ob das Vicreck 4 (—3:0) B(1;8) C(5:86) D (4; —1)ein Sehnen-
viereck ist. (L)

6. Es ist die Linge der Sehne zu bestimmen, die der Kreis aus der Geraden ausschneidet. Ver-
gleichen Sie mit einer Konstrulition!

a) 4 yt= O 20z— 165y —21=0
b) z* 4 4* = 36; 4rxr—3y+24=0
e) 2%+ y* = 100; 42+ 3y—50=0 (L:a)
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3. Gleichungen

3.1. Lineare Gleichungen

Der Grad einer Gleichung, in der die Variablen nur als Potenzen mit natirlichen
Zahlen als Exponenten auftreten, wird durch diese Potenzen bestimmt. Kommt in
einer Gleichung nur eine einzige Variable vor, so ist der Grad der Gleichung einfach
gleich dem Exponenten der hochsten Potenz der Variablen.

[l  Beispiele:

4z 4 9 = 0 (Gleichung ersten Grades, auch lineare Gleichung genannt)

0,72% 4 35z = 9 (Gleichung zweiten Grades, auch quadratische Gleichung genannt)
223 4 Tx = 0 (Gleichung dritten Grades, auch kubische Gleichung genannt)

3a% — §at + 18 = 2z (Gleichung vierten Grades)

Treten in einer Gleichung mehrere Variable auf, so ist der Grad der Gleichung die
groBBte Exponentensumme der vorkommenden Variablenprodukte.

. Beispiele:

-y =4 ist eine Gleichung zweiten Grades, denn die Exponentensumme des vorkom-
menden Variablenprodukts x'y! ist gleich 2.

223y 4+ 922y + y3 = 8 ist eine Gleichung vierten Grades, denn die gro8te Exponenten-
summe ist im Produkt z3y' gleich 4.

*
4z 4+ y — 2z 4 =0 Gleichung ersten Grades mit drei Variablen;

252y 4+ 3,82 =19 Gleichung zweiten Grades mit drei Variablen;
22+ 4yz— 8 =3z Gleichung zweiten Grades mit drei Variablen;
5x3%y =1 Gleichung vierten Grades mit zwei Variablen;
a*z + 3bty =¢ Gleichung ersten Grades beziiglich der Variablen z, y und c. Be-

ziiglich der Variablen b ist diese Gleichung jedoch vierten Gra-
des, und beziiglich der Variablen a ist sie zweiten Grades.

Wir beschéftigen uns zunichst mit der Losung von linearen Gleichungen, d.h. von
Gleichungen ersten Grades.

Eine Gleichung mit einer Variablen lsen bedeutet, die Menge der Zahlen aus einer
vorgegebenen Zahlenmenge zu ermitteln, die die Gleichung zu einer wahren (rich-
tigen) Gleichheitsaussage machen, wenn man diese Zahlen an Stelle der Variablen
in die Gleichung einsetzt. Man sagt auch kiirzer, daB die gesuchten Zahlen die Glei-
chung erfiillen miissen. Die Menge dieser Zahlen heiflt die Losungsmenge oder
kurz Losung der gegebenen Gleichung. Die vorgegebene Zahlenmenge, aus der die
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Elemente der Losungsmenge ausgesucht werden miissen, heift Lésungsgrund-
menge. Von der Wahl der Losungsgrundmenge hingt es wesentlich ab, ob eine
Gleichung cine Losung hat oder nicht.

f  Beispiel 1:
Man lose die Gleichung 42 = 15, wobei die vorgegebene Losungsgrundmenge die Menge
der rationalen Zahlen sein soll. Die Losungsmenge enthilt ein einziges Element, namlich
die rationale Zahl 115 . Setzen wir sie an Stelle der Variablen z in die gegebene Gleichung

ein, so erhalten wir die wahre Gleichheitsaussage 4 - 14—5 =15,

DBeispicl 2:

Man lose die Gleichung 4z — 15, wobei die Grundmenge jetzt die Menge der ganzen
Zahlen sein soll.

Die Losungsmenge ist in diesem Fall leer, es gibt namlich keine ganze Zahl, die die gege-
bene Gleichung erfiillt. Man sagt: die Gleichung ist unl6sbar.

Wenn im folgenden keine Bemerkung iiber die Losungsgrundmenge gemacht wird,
so soll stets die Menge der reellen Zahlen Losungsgrundmenge sein.

@  Beispiel 3:
Man lose die Gleichung 3z = 21.
Diese Gleichung wird nur von der Zahl 7 erfiillt. Mit anderen Worten heif3t das: Nur wenn
man die Zahl 7 fir die Variable z in die Gleichung einsetzt, wird aus dieser eine wahre
Gleichheitsaussage, namlich die Gleichheitsaussage 3 -7 = 21. Die Losungsmenge der
gegebenen Gleichung besteht also nur aus der Zahl 7.

Deispiel 4:

2z 4 4 = 22 — 8; diese Gleichung wird von keiner reellen Zahl erfiillt; die Losungs-

menge ist also leer. Man sagt: die Gleichung ist unlésbar.
[ ]

] Beispiel 5:
4z +9 =z + 4+ 32 + 5; die Losungsmenge dieser Gleichung umfaBt alle reellen Zah-
len, denn die Gleichung wird von allen reellen Zahlen erfiillt. Derartige Gleichungen hei-
Ben identische Gleichungen (beziiglich der Menge der reellen und auch der komplexen
Zahlen).

Das Losen einer Gleichung ersten Grades mit einer Variablen wird durch Umformen
der Gleichung erleichtert. Damit erreicht man, daB die Variable isoliert wird. Auf
der einen Seite steht dann nur die Variable, auf der anderen kommen nur bekannte
Zahlen vor. Bei diesen Umformungen hat man darauf zu achten, dal durch sie die
Lésungsmenge der gegebenen Gleichung nicht verindert wird. Ein Beispiel soll das
verdeutlichen: Die Losungsmenge der Gleichung 2z = 6 enthélt nur die Zahl 3.

Quadriert man nun beide Seiten der Gleichung, so erhilt man die neue Gleichung
42? = 36. Die Losungsmenge dieser Gleichung enthélt aber auler der Zahl 3 noch
die Zahl — 3. Durch das Quadrieren ist ein neues Element zur Losungsmenge hinzu-
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gekommen. Die beiden Gleichungen sind also nicht gleichwertig. In vielen Fallen
lassen sich allerdings derartige Umformungen nicht vermeiden. Um sicher zu sein,
daB die gefundenen Zahlen wirklich Losungen einer gegebenen Gleichung sind, muB3
man deshalb auf jeden Fall eine Probe machen, indem man diese Zahlen an Stelle
der Variablen in die gegebene Gleichung einsetzt und nachprift, ob dadurch wirklich
eine wahre Gleichheitsaussage entsteht.

Bei anderen Umformungen von Gleichungen konnen auch Elemente der Losungs-
menge verlorengehen. Solche Umformungen sind unzuléssig.

B  Beispiel 6:

Man l6se die Gleichung 4« (x 4 8) = 12(x + 8).

Wie man durch Einsetzen nachpriiffen kann, enthilt die Losung die beiden Elemente
z, =3 und z, = —8. )

Geht man von der gegebenen Gleichung zur Gleichung 42 == 12 iiber, indem man beider-
seits durch = + 8 dividiert, so erhalt man als Losung der letzten (leichung nur ein Ele-

ment, ndmlich z; = 3. Das andere Element x, = — 8 ist also verlorengegangen. Man darf
daher nicht eine Gleichung beiderseits durch einen Auvsdruck dividieren, der dic Variable
enthalt.

Bei der Losung von Gleichungen mit zwei Variablen handelt cs sich darum, die Menge
der Zahlenpaare zu ermitteln, die die Gleichung erfitllen. Die Losungsmenge einer
Gleichung mit zwei Variablen ist also eine Menge von geordneten Zahlenpaaren.

. Deispiel 7:
3z +2y=17
Wie wir aus der Lehre von den Funktionen schon wissen. enthédlt die Losungsmenge

dieser Gleichung unendlich viele Zahlenpaare. Finige von ihnen sind z.B. die folgenden:
S 9): (3 —1): (—5: 11): (@ — 1}, (1. 32
(15 2); 3 — 1 (=53 10; (65 — )5 (35 30)-
Genauso wie bei den linearen Gleichungen mit einer Variablen mufl man auch hier
mit den betrachteten Losungen Proben machen, indem man die in Frage kommenden

Zahlenpaare in die Ausgangsgleichung einsetzt.

3.1.1.Gleichungen in Verbindung mit algebraischen Summen
und Klammer ausdriicken

. Beispicl 8:
3x+5 =26
Das Isolieren der Variablen 2 erfolgt durch zwei Umformungen. Subtrahiert man auf
beiden Seciten der Gleichung die Zahl 5, so ergibt sich 3z = 21; werden nun beide Seiten
durch 3 dividiert, so erhalt man x = 7.
Will man kurz angeben, durch welche Rechenoperationen die Gleichung umgeformt
werden soll, so schreibt man hinter einem senkrechten Strich am Ende der Gleichung

mit den iblichen Rechenzeichen auf, was auf beiden Seiten der Gleichung zu rechnen
ist (,,Rechenbefehl*):

6 [001301] 81
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Kurzform:

3xz4+5=26 |—5
3z=21 |:3
x= T

Probe: Die linke Seite ergibt 3.7 + 5 = 21 4+ 5 = 26 und stimmt also mit der rechten
iiberein.

Beispiel 9:
53 — 52— 21 4 222 =182+ 17 — 42 — 51

Beide Seiten der Gleichung konnen vercinfacht werden, bevor das Auflésen der Gleichung
beginnt. Man crhilt durch Zusammenfassen 17z + 32 = 142 — 34. Subtrahiert man
auf beiden Seiten 14z, so entsteht 3z - 32 == — 34. Subtrahiert man auf beiden Seiten 32,

50 ergibt sich 3z == — 66; dividiert man beide Seiten durch 3, so erhilt man z = — 22.
Kurzform: '
53 —5x—21+ 222z = 18z 17— 42— 51 | zusammenfassen

17z + 32 = 14z — 34 |— 14z

3z +32=—34 |— 82

3z = —66 |:3
r=—22

Probe:

linke Seite 53—5-(—22)— 214+ 22.(—22)=53 4+ 110 — 21 — 484 = — 342
rechte Seite 18- (—22) -+ 17— 4(—22) — 61 = —396 + 17 + 88 — 61 = — 342
Vergleich: — 342 = — 342

Beispiel 10:
ax+bx=c (a+b=E0)

Sind «, b und ¢ bekannte Zahlen, so klammert man auf der linken Seite der Gleichung den

gemeinsamen Faktor x aus und erhalt z - (@ 4+ b) = ¢. Nun isolicrt man «, indem man
c

a+ b ’

beide Seiten der Gleichung durch (g -}- b) dividiert. Es ergibt sich =

Kurzform:

ax + bz =¢ |z ausklammern

z-(@at+b=c |:(a+b)

¢
x_a—l—b
Probe:
[ ¢ _actbc c-(u4b)_
a'a+b+b'a+b_ atbdb at+b =¢



8%

Beispiel 11:

602 — 3b(x + 2a) = 3b(2¢ — 3z) — 4a(b— 2z) (3b—4a=+0)

Dic auf beiden Seiten der Gleichung stehenden Klammerausdriicke enthalten die
Variable . Wir erhalten zunichst durch Ausmultiplizieren der Klammern

6a%? — 3bx — 6ab = 6ab — 9bx — 4ab 4 Sax

und durch Zusammenfassen

6a® — 3bx — 6ab = 2ab— 9bx + Sccx.

Die Gleichung ordnen wir so, daB auf der linken Seite nur Glieder stehen, die  als Faktor
enthalten, auf der rechten Seite nur Glieder, dic x nicht als Faktor eathalten. Zu dem
Zwecke miissen wir auf beiden Seiten der Gleichung einen Ausdruck addieren, der auf
der linken Seite die Summanden 6a2 und — 6ab, auf der rechten die Summanden — 9bx
und + 8az beseitigt. Es ist also auf beiden Seiten der Ausdruck (— 6a? 4 6ab | 9bx —
— 8az) zu addieren. Er enthilt mit entgegengesetzten Vorzeichen alle Glieder der
linken Seite, dic z nicht enthalten, und alle Glicder der rechten Secite, die z enthalten.
Beim Addicren fallen links die Glieder ohne z, rechts dic Glieder mit 2 weg, und somit
ist die Gleichung im gewiinschten Sinne geordnet. Wir crhalten dabei

6a®? — 3bx — 6ad _ J 2ab — 9bx + 8ax
— 6a2 4 9bx 4 6ab — 8ax o l — 6a® 4 6ub +4- 9bxr — 8ax.
Durch Zusammenfassen ergibt sich
6bx — 8ax = 8ab — 6a’
Jeder Summand dieser Gleichung enthilt den Faktor 2. Wir dividieren daher jede Scite
der Gleichung, d.h. jeden einzelnen Summanden, durch 2 und erhalten
3bx — dazx = 4ab — 3a

Klammert man aus den Summanden der linken Seite den gemeinsamen Faktor z aus, so
entsteht z - (3b — 4a) = 4ab — 3a%

Die Division durch (3b — 4a) ergibt

4ab — 3a?
3b—4a

Hier erkennen wir, daB es notwendig war, 3b — 4a == 0 vorauszusetzen.

A\l

X ==

Kurzform:
6a® — 3b(z + 2a) = 3b(2a — 3x) — 2a(b— 22) | Klammern ausmultiplizieren

6a? — 3bx — 6ab = 6ab — 9bz — 4ab -+ 8az | zusammenfassen

6a2 — 3bx — 6ab = 2ab — Ybx -} 8ax | + (— 64+ 6ab + 9bx — 8ax)
6br — Bax = 8ab — ba? [:2
3bxr — 4ax = 4ab — 3a® | # ausklammern
z- (3b — 4a) = 4ab — 3a? l: (36— 4a)
o 4ab —3a®
3b —4a
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Probe:

dab — 3a? 10ab — 1142 51a2b — 240® — 30ab?®
2 el — @Ba2— 3. S .
6 3b( 3b— 4a +2“) 6a*—3b —53 44 3b - 4a :
4ab— 3a? 4ab — 3a?
36(2a—3_3b_4a )—4a(b—2-43b_4a )—
— 3D — 6ab 4 at 4 362 — 12ab + 60,2_—300,12_2 4 51"2b,i,,2é‘f
=2 T8 —4a " 3b— 4a = 3b— 4u

» Klamniern, in denen dic Variable vorkommt, miissen heim Auilésen der Gleichung heseitigt
werden.

Andere Klammern werden nur dann beseitigt, wenn sich dadurch die Gleichung

vereinfacht.

3.1.2. Textgleichungen

In der folgenden Aufgabe ist der Zusammenhang zwischen einer unbekannten und
anderen, bekannten GroBen nicht durch eine aufzulésende Gleichung unmittelbar
gegeben, sondern in einen Text eingekleidet, aus dem sich eine Gleichung aufstellen 148t.

]  Deispiel 12:

Das 7fache einer Zahl, um 11 vermindert, ergibt das 5fache der um 3 vermehrten Zahl.
Wie findet man die Zahl aus diesen Angaben? Die Frage soll mit Hilfe einer Gleichung
beantwortet werden.

Lésung: Die gesuchte Zahl wird mit x bezeichnet. Man bringt zunichst zum Ausdruck,
was nach der Aufgabe fiir die Zahl x gefordert wird. Ihr 7faches heilit 7z, das um 11 ver-
minderte 7fache ergibt 7x — 11, die um 3 vermehrte Zahl z heiBt = + 3, ihr 5faches
5 - (z 4 3). Die Ausdriicke 72 — 11 und 5 - (x + 3) sollen gleich sein, es ergibt sich somit
als Gleichung fiir z: Tx— 11 =5 (x4 3).

Das Auflésen der Gleichung ergibt:

Tx— 11 =86z + 15 |—5:v+11
2x = 26 [:2
x=13..

Zur Priifung der Richtigkeit der Losung von Textaufgaben geniigt es nicht, dal die
gefundenen Werte in die Gleichung eingesetzt werden; es kénnte ja schon beim Auf-
stellen der Gleichung ein Fehler unterlaufen sein. Deshalb muB die Losung an Hand
des wirklichen Sachverhalts Gberprift werden.

Probe: Das Tfache von 13 ist 91. Diese Zahl, um 11 verkleinert, ergibt 91 — 11 = 80;

13, um 3 vermehrt, ergibt 16. Das 5fache von 16 ist 5 - 16 = 80. Die Zahl 13 erfiillt die
in der Aufgabe gestellten Forderungen.

Auch in der nichsten Aufgabe ist die aufzulésende Gleichung nicht unmittelbar
gegeben. Statt dessen wird ein Problem geschildert, wie es in der Praxis auftreten
kann; es mub erst in die Sprache der Mathematik iibersetzt und in Form einer
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Gleichung niedergeschrieben werden. Gerade durch Losen von Textaufgaben wird
geiibt, mathematische Begriffe und Regeln, die aus Problemen der Umwelt ent-
wickelt werden, wieder auf die Praxis anzuwenden, um neue Erkenntnisse zu ge-
winnen.

Beispiel 13:

Wieviel Kilogramm Zink (Dichte 7 kg - dm™3) sind mit 53,4 kg Kupfer (Dichte
8,9 kg - dm3) zu legieren, damit man Messing mit der Dichte 8,4 kg - dm—3 erhalt ?

Lisung: Aus 53,4 kg Kupfer werden durch Zusatz von z kg Zink insgesamt (53,4 4 x) kg
Messing hergestellt. Nach der Formel V = 2 sind das 53’; dm?® Kupfer und %dm“
Zink, die zu %dm’ Messing verarbeitetgwerden. Das (:‘resamtvolumen ergibt sich

als Summe der Volumina der Bestandteile. Man erhalt fiir das Gesamtvolumen also die
beiden Ausdriicke

53,4 x 53,44 x . .

— - 3 — - - a five a (Y
( 59 + 7 ) dm® wund 8.4 dm® und daraus fiir 2 die Gleichung
534 =z 534+ =z

8,9 7 8,4

Das Auflosen der Gleichung ergibt
x 534+ «x

bta="5a |84
50,4 1,22 =534+ 2 |— (604 + x)
0,20:= 3 |:0,2
z = 15.

Den 53,4 kg Kupfer miissen demnach 15 kg Zink zugesetzt werden.
Probe: Fiigt man 15 kg Zink zu 53,4 kg Kupfer. so crhialt man 68,4 kg Messing.

Gssfdm" oder 8 ,17—dm” Messing enthalten

-
834 dm? oder 6 dm?® Kupfer und 1,_75 dm? oder 2717 dm?® Zink .

8.9
81 =6+ 2L

Richtlinien fiir

das Aufstellen einer Gleichung nach einem Aufgabentext:

1. Es wird festgestellt, was unbekannt ist.
2. Alle Beziehungen der in der Aufgabe genannten Gréfien werden mit mathema-

tischen Rechenzeichen aufgeschrieben, die unbekannte Gréfic wird dabei durch
eine Variable (z, y, %, 0. 4.) bezeichnet.

3. Es wird festgestellt, zwischen welchen Ausdriicken eine Gleichheitsbeziehung

existiert. Enthilt wenigstens der eine dieser Ausdriicke die Variable, so bildet
er die eine Seite, der andere Ausdruck die andere Seite der Gleichung:
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das Losen der Gleichung:

1. Jede Seite der Gleichung wird fir sich soweit wie moglich vereinfacht.

2. Die Gleichung wird geordnet und danach wieder soweit wie moglich verein-
facht.

3. Die Variable wird isoliert;

die Probe:

1. Die Elemente der Losungsmenge werden an Stelle der Variablen in die Aufgabe
eingesetzt. )

2. Die Losung ist nur dann richtig, wenn ihre Elemente den Bedingungen der
Aufgabe geniigen.

@ Auigaben
1.a) x4+ 3=8 h) 84+ 2=3 e) x4+ 07=2
2.a) x—6=28 b) 2— 51 =2 e) 7,5—x=21
3. a) 4= 28 b) 35z= 17 ¢) 1,42 = 42
oa) o o=2 b T =24 o5 =1 d)%::;-—_ll—
5.a) 8¢+ 7=239 b) 3x—11=16 e) 154 22=26
6.a) prg=r b) a—bx=c e) 4d + nx="1d
7.a) 132 —19=9x2+ 5 b) 29 + 140 =52+ 2 e) 14— T7x= 16— 82 (L:a)
8.a) 2— 921+ 3 —Tx=12— 162+ 13 — 10z
) 1l —z=>5x+12—8e4-7 (L:a)
9. a) ax — 5b= 3bzx + 2a b) ax+b=cx+} d
¢) 4ax+ 3b— Bbx=3br+ 8a—b .(L:a)
10. 12z — (bx + 4) =7 — (232 — 19)
11. 372 — [59 — (25 — 42) — Tx] = 47 — 9z — 17) (L)
12. 7,3z — (17,82 -+ 2,6) = 19,3z — [15,6 — (5,22 + 20,1)] — 6,4 (L)
13. 3,4+ 2.3a) - 2= 2,2a — (z+ 2,6) - (2,3 — 3,4) (L)
14 %_ 73::;—9 25%_.@;8 L) 15 x;{;)l+33—0x_a:;;1=2x2—({)—‘3_x1—54
16. 4;4—3 _ 3:5; 2 =x—;— 1_155 - 2:1:242— b _15b3g 8a _ 13x33—a, _2a;3b (L/)
18. Im zweiten Quartal produzierte eine Maschinenfabrik monatlich durchschnittlich 14 Ma-
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schinen mehr als der Monatsdurchschnitt des ersten Quartals ergab. So wurden im ersten
Halbjahr insgesamt 282 Maschinen fertiggestellt. Wie hoch war der Monatsdurchschnitt
des ersten Quartals ?



19.

20.

21.

24.

|
[

26.

27.

In der Formel At = ¢, — t, bedeuten At Temperaturzunahme, ¢, Anfangstemperatur, ¢, End-
temperatur. Die Gleichung ist aufzulosen nach

a) ¢, (Zahlenbeispiel: ¢, = 33,5°, 4t = 25,8°), b) ¢, (Zahlenbeispiel: ¢, = 18°, A¢ = 7,1°).

Anmerkung: Hier wie in den folgenden Aufgaben sollen die Zahlenwerte erst eingesetzt
werden, wenn die Gleichung aufgelést worden ist.

Die Masse m eines Korpers wird aus dem Volumen V und der Dichte ¢ nach der Formel
m = V - p berechnet. Die Gleichung ist nach ¥V aufzulésen (Zahlenbeispiel: m = 24,03 kg;
¢e= 89kg -dm™3).

Bei gleichformiger Bewegung wird der Weg s, der mit der Geschwindigkeit v in der Zeit ¢
zuriickgelegt wird, nach der Formel s = v - ¢ berechnet. Die Gleichung ist nach ¢ aufzu-
l1sen (Zahlenbeispiel: ¢ = 66 km, v = 27,5 m -s71).

. Die Umfangsgeschwindigkeit » eines Schwungrades wird aus dem Durchmesser d und der

Drehzahl n nach der Formel v = 5 - d - n berechnet. Die Gleichung ist nach n aufzulosen.
(Zahlenbeispiel: » = 15,4 m - 871, d = 500 mm, = =~ 3%)

DurchflieBt ein elektrischer Strom mit der Stirke I ein Stiick eines Leiters, das den Wider-
stand R hat, so berechnet man den Spannungsabfall U zwischen den Inden des Leiter-
stiicks nach dem Ohmschen Gesetz U = I - R. Die Gleichung ist nach R aufzulésen (Zahlen-
beispiel: U = 220V, I = 0,55 A).

Der Widerstand R eines clektrischen Leiters wird aus seinem spezifischen Widerstand o,
seiner Linge ! und seinem Querschnitt A nach der Formel R = o - % berechnet. Die Glei-

chung ist nach 4 aufzulésen (Zahlenbeispicl: R =143 (), 0 = 0,0286 Q . mm?- m~', [ == 2 km).

. Die Masse m‘eines Keiles wird nach der Formel

mzal,'%z\% b-hep

berechnet; dabei bezeichnet ¢, die Linge der Keilschneide, a, die Linge des Keilfulles,
b die Breite des KeilfuBes, & diec Hohe des Kciles, g die Dichte. Die Formel ist nach

a)a, b)a, ¢ b d) i e) o aufzulisen.

Um wichtige Zeichen (Herstellungsnummern u. a.) in polierte Maschinenteile aus Stahl ein-
zuiitzen, verwendet man verdimnte Salpetersaure. In wieviel Liter Wasser ist § 1 konzen-
trierte Salpetersiaure von der Dichte 1,6 g - cm™2 zu schiitten, damit Atzfliissigkeit von der
erforderlichen Dichte 1,1 g - cm™ entsteht? (L)

In einer LPG sind zwei Brigaden fiir das Einbringen der Getreideernte eingesetzt. Durch
bessere Arbeitsorganisation benétigt die eine Brigade nur 2 der Gesamtzeit. Wicviel Stun-
den benétigt die andere Brigade, wenn je Dezitonne Getreide vom Mahen bis zum Drusch
fir beide Brigaden zusammen eine Zeit von 14 Stunden festgestellt wurde ?

. Buntmetalle sind fiisr uns sehr wichtige Grundstoffe. und deshalb muB sparsam mit ihnen

umgegangen werden, denn fiir eine Tonne Kupferschrott und eine Tonne Elektrolytkupfer
werden zusammen 5310, MDN gezahlt. Der Preis des Kupferschrotts betrigt aber nur
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189, von dem des Elcktrolytkupfers. Wieviel kostet die Tonne Kupferschrott, wicviel
die Tonne Elektrolytkupfer?

29. Durch Einfithrung technischer Verbesserungen konnte die Produktionsauflage eines volks-
eigenen Werkes um 60 Werkzeugmaschinen gegeniiber dem Vorjahre erhoht werden. Die
Produktionsauflage konnte um } iibererfiillt werden, wodurch eine Produktion erreicht
wurde, die 509 iiber der des Vorjahres lag.

Wie groB ist: a) die Vorjahrsproduktion gewesen, b) die Produktion des neuen Jahres ?

30. Die bessere Ausstattung mit Maschinen und die Anwendung neuer wissenschaftlicher Er-
kenntnisse in der sozialistischen Landwirtschaft fithren zu einer wesentlichen Steigerung
der tierischen und pflanzlichen Produktion. So konnte z.B. das Eieraufkommen im Bezirk
Potsdam im Jahre 1960 im Gegensatz zu 1955 auf einen Stand gebracht werden, der 16 Mill.
mehr als das Doppelte betrug. In den beiden Jahren war der Ertrag zusammen 277 Mill.
Eier. Wie hoch war das Eicraufkommen 1960?

31. Durch den stiandigen Aufschwung der Volkswirtschaft ist es unserem Staate moglich, immer
groBere Investitionsmittel fiir den Wohnungsbau bereitzustellen. So wurden 1954 3}, 1955

ebenfalls 4, 1956 1, 1957 die Halfte der 1958 hergestellten Wohnungseinheiten gebaut. Zu-
sammen waren es 402 000. Wicviel Wohnungseinheiten entfallen auf die cinzelnen Jahre ¢

32. In cinem VE-Betrich sollen drei Arbeiter, die Verbesserungsvorschlage eingereicht haben,
ausgezeichnet werden. Da der Wert der Vorschlage unterschiedlich ist, muf3 die Hohe der
cinzelnen Pramien unterschicdlich sein. Der erste Arbeiter soll 100 MDN mchr bekommen als
der zweite, der dritte dic Halfte des ersten. Zusammen stehen 900 MDN zut Verfiigung. Wie
hoch ist die Pramie jedes cinzelnen Arbeiters? (L)

33. Ein Lastkraftwagen fahrt mit 40 km - h™! Geschwindigkeit von 4 nach einem 260 km ent-
fernten Orte B. Von B fihrt cine Stunde spiter ein Personenkraftwagen mit 70 km h™1 Ge-
schwindigkeit nach 4. Nach wicviel Stunden Falhrzeit begegnen die Wagen einander ? (L)

34. Ein Becher besteht aus einer Legierung von Gold und Kupfer. Er wiegt in Luft gewogen
176 g, in Wasser gewogen 162,3 g. Welcher Feingehalt crgibt sich daraus, wenn fiar Gold
19,25 g - em™?, fiir Kupfer 8,75 g - cm™3 gerechnet wird? (L)

3.2. Quadratische Gleichungen

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet
ar’+br+c=0.

In der Gleichung aa? 4 bz 4 ¢ = 0 nennt man ax? das quadratische Glied, bx das
lineare Glied, ¢ das absolute Glied.

In einer quadratischen Gleichung darf das quadratische Glied nicht fehlen, wohl
aber eins der beiden anderen.

Bei der Losung der quadratischen Gleichung ax? + b2 4+ ¢ = 0 soll die Menge der
reellen Zahlen bestimmt werden, die, an Stelle der Variablen « eingesetzt, eine wahre
Gleichheitsaussage ergeben. Fir die Variablen a, b und ¢ sind in jedem einzelnen
Fall bestimmte Zahlen eingesetzt zu denken.
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3.2.1. Die gemischt-quadratische Gleichung
Aus der aligemeinen Form aa® 4 bx + ¢ = 0 geht durch Division durch & (a -}: 0)

b ¢
2 _— -— =
z* + Pean u 0
hervor.
Setzt man % = p und % =g, so entsteht 22 + px 4+ ¢ = 0.

Diese Form einer quadratischen Gleichung wird als Normalform der gemischiguadra-
tischen Gleichung bezeichnet. Sie enthilt neben dem quadratischen auch das linearc
Glied.
Als rein quadratisch bezeichnet man die Gleichung 2* + ¢ = 0, weil in ihr das linearc
Glied fchlt.
Da jede positive Zahl das Quadrat zweier dem Betrag nach gleicher Zahlen mit ver-
schiedenen Vorzeichen ist, ergibt sich eine Zweiermenge als Losung der rein quadra-
tischen Gleichung. So folgt aus 2% — 49 = 0 zunichst 2° = 49 und dann x =+ J49
und x = — 1/19, also x =7 und x = —7. Man unterscheidet die beiden Elemente der
Losungsmenge durch die Indizes 1 und 2 und schreibt z, = 7, x,= —17.
Der Betrag der Elemente wird einer Quadratwurzeltabelle entnommen. Soll 2? gleich
einer negativen Zahl sein, so gibt es beziiglich der Grundmenge der reellen Zahlen
keine Losung, weil das Quadrat jeder reellen Zahl positiv ist.
Heifit die Gleichung 22 + px = 0, fehlt also das absolute Glied, so erhilt man durch
Ausklammern des Faktors £ den Ausdruck z(2 4+ p) = 0. Da ein Produkt nur dann
Null wird, wenn einer seiner Faktoren Null ist, wird die Gleichung erfiillt, wenn x= 0
oder z 4+ p = 0 gilt. Die Elemente der Losungsmenge dieser Gleichung sind dann
2, =0 und 2, = —p.
Die linke Seite der Gleichung 2% 4+ 2kx + k* = 0 ist das Quadrat des Binoms « |- k.
Schreibt man die Gleichung in der Form (x + k) (x 4+ k) = 0, so erhilt man nach
dem Vorhergehenden x, = —k und z, = —k. Die Gleichung (z + k)*> = 0 hat als
Losung nur eine Zahl, eine sogenannte Doppellosung, dic Lésungsmenge enthilt
also nur ein Element.
Fiir die Gleichung (x + k)% = d ergeben sich wegenx + &k = -i- jd und 2 + k = — J/d:
wy=—k+|d w=—k—YVd
Die Losung der letzten Gleichung weist auf einen Weg hin, durch den auch die
Normalform der gemischt-quadratischen Gleichung ohne weiteres losbar wird. Man
schreibt fiir 22 + px 4 g = 0 zunichst 22 + px = —g¢. Dann ergiinzt man die linke

Seite der Gleichung durch Hinzufiigen des Summanden (g )2 zum Quadrat des
Binoms (x—l— -g») und addiert, damit die Losungsmenge erhalten bleibt, diesen

Summanden auch auf der rechten Seite.
Durch diese quadratische Erginzung entsteht die Gleichung

= 8- (8] -
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mit ihrer Loésung

xlz—;__i_l/g - q,

o _ P _(»
2= T V(z

Diese zwei Elemente der Losung existieren beziiglich der reellen Zahlen nur, wenn
der Radikand (ﬂ> — q des Wurzelausdrucks groer oder gleich Null ist.

Gehort zu dem quadratischen Glied einer quadratischen Gleichung ein von +1
verschiedener Faktor, so ist die Gleichung durch diesen Faktor zu dividieren, bevor
das Auflosungsverfahren eingeleitet wird.

Wurzelsatz von VIETA

Zwischen den Koeffizienten p und ¢ der Normalform 2* -+ px + ¢ = 0 und den Lisungsclemen-
ten 2, und z, besteht ein einfacher Zusammenhang.
Addiert man z, zu z,, so ergibt sich

T, =—p. Die Summe der beiden Elemente ergibt den mit entgegengesetztem
Vorzeichen versehenen Koeffizienten des linearen Gliedes.

Multipliziert man , mit 2,, so erhilt man

T, X, =q. Das Produkt der Losungselemente ergibt das absolute (ilied.
Diese Zusammenhinge fand der franzosische Mathematiker Frango1s VieTa (1540 bis 1603).
Die dem Satz des Vikta entsprechende Zerlegung der Koeffizienten der Gleichung

P+ pzt+q=0
148t sich bei kleinen ganzzahligen Losungsclementen leicht erraten. Zum Beispiel ist bei der Glei-
chung #® — 82 + 15 = 0 der Koeffizient — 8 = — (3 4 5) und das absolute Glied 15 = 3- 5.

Die Erfiilllungsmenge besteht daher aus den Zahlen 3 und 5.

. Aufgaben

1.a) 22 —81 =0 b) 22— 3,24 =0 e) 22 —0,36=0

2, a) 322—10,83=0 b) 52° = 11,25 e) a2 — 12 =51 — 2a%

Boa) 2f — =404 T2 b) 8224 2o =324 0 o (t—3)(x+3)=55

o) (22— 3) + (22 4 3)2 = 50 b) 3z + )+ (32— 7)t = 260
5.a) 22— 1,52=0 b) 322—x=0 ¢) 322+ 42=0

6. a) ?— 142+49=0 b) 2 — 8z + 16=0 e) (z+ 4)2= 100

7. a) (2z— 1)t = 841 b) (3z — 6)2 = 576 ) 2,3z 4+ 5,7)2 — 200

8.a) 224 42— 165=0 b) 22— 62— 187=0 e) 22— 1224+ 32=0 (L)

9. a) 22— 192 —42=0 h) 22 — 132 — 48 =0 e) 2+ 2—30=0
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3

32 =0

10.a) 22+ 1,32 —09=0 b 22— 1,70 +016=0 o o®—12z+3
1.8) 3224 22— 133—=0 b) 322 — 22— 8=0 ¢ 22— 52— 18=0 (L)

12.0) 722 — 3x =522+ T2 — 8 b) 11224 22 =8a2 4+ 92— 2
¢) Bx— 52— (x4 1) = (x+ 3)* d) x4 1 — Bx+ 1)’ = 22+ 1) (L)

3.2.2. Zeichnerische Lésuﬁgsverfahren fir quadratische Gleichungen

Die Elemente der Losungsmenge der quadratischen Gleichung az?+4 bx+c=0
stimmen mit den Nullstellen der Funktion ¥y = aa? + bz + ¢ und damit auch der Funk-

tion y = 2® + % x+ % iiberein. Das Bild der Funktion kann nach dem Aufstellen

einer Wertetafel gezeichnet werden.

Ohne eine solche Wertetafel zu verwenden, kann das Bild auch gezeichnet werden,
wenn die Koordinaten des Parabelscheitels berechnet werden und dann eine Scha-
blone der Parabel y = #? durch Parallelverschiebung mit ihrem Scheitel an die Stelle

des Scheitels der Parabel y = 2% 4 %x + 5— gebracht wird.

Das Bild zeigt, daB je nach den Koeffizienten a, b und ¢ dic Kurve von der z-Achse
entweder an zwei Stellen geschnitten oder an einer Stelle berithrt oder gar nicht
geschnitten wird. Im ersten Fall gibt es zwei Nullstellen und zwei Losungselemente
der Gleichung, im zweiten Fall eine Nullstelle und ein Losungselement der Gleichung
und im dritten Fall keine Nullstelle und keine Losung der Gleichung.

Fir die Darlegung eines weiteren Verfahrens zur graphischen Losung quadratischer
Gleichungen wird von der Normalform 2?  px 4 g = 0 ausgegangen. Man formt
sie in 2 = —px — ¢ um und fragt nach den Losungsmengen der Gleichungen y = #?
und ¥y = —px — ¢. Die graphische Darstellung der in diesen Losungsmengen ent-
haltenen Zahlenpaare in einem Koordinatensystem ergibt eine Normalparabel
(Losungsmenge der Gleichung y = 2?) und eine Gerade (Lésungsmenge der Gleichung
¥ = —px — q). Je nachdem, ob diec Gerade die Parabel meidet, beriihrt oder schnei-
det, enthalten die beiden Losungsmengen kein gemeinsames, ein gemeinsames
Zahlenpaar oder zwei gemeinsame Zahlenpaare. Nehmen wir an, (x,, ,) sei ein sol-
ches gemeinsames Zahlenpaar. Dann erfiillt es beide Gleichungen, d.h.

p=2" und ¥y =—pr,—¢
sind wahre Gleichheitsaussagen. Daraus folgt x> = —px;, — ¢q oder die ebenfalls
wahre Qleichheitsaussage z,2 + px, + ¢ = 0.
Die erste Komponente z; des betrachteten Zahlenpaares gehort also zur Losungs-
menge der Gleichung #? 4+ px + ¢ =0.
Die Elemente der Losungsmenge der Gleichung 22 + px + ¢ = 0 werden demnach
durch die Abszissen der Schnittpunkte zwischen der Parabel und der Geraden an-
gegeben.
Es hingt von p und q ab, ob die Parabel von der Geraden in zwei Punkten geschnitten,
in einem Punkt oder in keinem Punkt beriihrt wird.
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1.

Aufgaben
Es sind Naherungswerte der Losungen folgender Gleichungen graphisch zu bestimmen.
a) 24 6x+ 3,26=10 b} 2* — 7,22+ 9,96 =0 ¢ a®+24x—2,56=0

Das zugehorige Bild ist nach dem Ermitteln der Scheitelkaordinaten mit Hilfe der Schablone
der Parabel y = 2* in das Koordinatennetz einzuzeichnen. Die Zeichnung ist jedesmal durch
cine Wertctafel fur die Koordinaten der Kurvenpunkte zu kontrollieren. (L: a, b)

. Die Losungen der folgenden Gleichungen sind naherungsweise mit Hilfe der Normalparabel

und einer Geraden zu bestimmen.

a) 4+ 2x—3=0 h) 2* —2:—3=10 e) 224+ 2—3,75=0 (L:a,b,c)

3.2.3. Textaufgaben, die auf quadratische Gleichungen fiihren

Die Losung ciner nach den Angaben eines Aufgabentextes angesetzten Gleichung
wird durch Nullstellen derjenigen Funktion bestimmt, dic den Zusammenhang der
in der Aufgabec genannten GréBen angibt. Dabei ist es moglich, daB der Existenz-
bereich der Funktion Giber as Gebiet hinausreicht, das fiir den Zusammenhang der
Aufgabe in Frage kommt. Dunn scheiden unter Umstidnden Nullstellen der Funktion
als Losung der Aufgabe aus. Daherist in jedem Falle zu priifen, ob ein aus der Gleichung
errechnetes Losungselement Antwort auf die in der Aufgabe gestellte Frage gibt.
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. Iiir den oberen Tril

Aunfpuben

Um ein Rechteck von 40 ¢cm Lange und 21 cm Breite ist ein zweites gezeichnet, dessen
Seiten von den Seiten des ersten Rechtecks iiberall gleiche Abstdnde haben. Wic groB ist
dicser Abstand, wenn sich die Rechteckflachien wie 4 : 7 verhalten? (L)

. Ein Eisenbahnzug braucht fir eine 120 km lange Strecke 15 Minuten weniger Fuhrzeit,

wenn seine Durchsehnittsgeschwindigkeit um 2 km - h=! gesteigert wird. Wie groB ist die
Geschwindigkeit nach der
Steigerung 7 (L)

Eine zweiziffrige Zahl hat
die Quersumme 12, Divi-
diert man die Zahl durch
das Produkt ihrer Ziffern,
s0 erhilt man 2 Rest 5.
Wie heiBit die Zahl? (L)

eines Flachbogenfensters
(ALbL. 3.1.) betrigt die
Spannweite s==1,60m in

X
HH

einem Kreis vom Durch- : '

messer d = 2,40 m. Die L/
Pleilhohe & ist zu be- !
rechnen. (L) Abb. 3.1. Oberteil eines Bogenfensters



5. Zur Feststellung der Brinellhirte wird eine Stahlkugel von d = 10 mm Durchmesser auf
einc ebene Fliche eines Werkstiicks gepret. Die Breite des Eindrucks betrigt dabei
b = 6,4 mm. Die Eindrucktiefe % ist zu berechnen.

6. Von einem Orte 4 fihrt ein Kraftwagen nach einem 90 km entfernten Orte B. Gleichzeitig
fahrt von B ein Kraftwagen nach A4, der in einer Stunde 20 km melr zuriicklegt. Er braucht
fiir die ganze Strecke 30 Minuten weniger Fahrzeit als der erste. Mit welcher Geschwindigkeit
fahrt der von A abfahrende Kraftwagen ?

7. Wie tief ist ein Schacht, wenn das Aufschlagen eines Steines auf die Schachtsohle 8,5
Sekunden spater gehort wird ? (Fallbeschleunigung g = 10 m - s72, Schallgeschwindigkeit
¢c=340m-s!) (L)

Zusammenfassung

Rechnerisch werden rein-quadratische Gleichungen durch Ziehen der Quadrat-
wurzel gelost. Gemischt-quadratische Gleichungen z24 px 4 ¢=0 werden im
allgemeinen zunichst durch quadratische Erginzung auf die Form

2
e 5) = —a+ (3] o
gebracht. Nach dem Radizieren entsteht x + % 4+ l/— q+ —;)

Die Losung enthalt die Elemente

Im a,llgemelnen benutzt man diese Formeln sofort.

Es sind z; und z, reelle Zahlen, wenn (»g)z — g =0 ist.

Es gilt x; + 2= —pund 2, - 2, = q.

Zeichnerisch erhilt man die reelle Lésung einer quadratischen Gleichung durch Er-
mitteln der Nullstellen der zugehorigen quadratischen Funktion. Das Bild wird ent-
weder durch punktweise Konstruktion nach einer Wertetafel oder durch Parallel-
verschiebung einer Parabelschablone gezeichnet. Man erhilt die Losung auch als
Abszissen der Schnittpunkte einer Normalparabel mit einer Geraden.

. Aufgaben

1. Welche quadratischen Gleichungen kénnen ohne Radizieren gelost werden ?

2. Wie lauten die Normalformen quadratischer Gleichungen mit den folgenden Losungen ?

a) v, =+43; z,=+4 b) r,=+43; z,=—4¢ e) 2, =—3; zT,=—4

3. Was gilt fur die Gleichung 2? 4 px 4+ ¢ = 0, wenn die Parabel y = z® von der Geraden

y = — pz — q nicht geschnitten wird ?

4. a) Dividiert man eine zweiziffrige Zahl, die die Quersumme 11 hat, durch das Produkt ihrer
Ziffern, so erhillt man 2 Rest 18. Die Zahl ist mit Hilfe eincr quadratischen Gleichung
zu bestimmen.

b) Fiir welche quadratische Funktion ergeben sich die Nullstellen durch die Losung dieser
Gleichung ?

¢) Wie lautet der Definitionsbereich dieser Funktion ?

d) Welche Beschrinkung des Giiltigkeitsbereichs ist fiir die Losung zu beachten ?

e) Welche Nullstelle der Funktion kommt fiir die Losung der Aufgabe nicht in Frage ?
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3.3. Bruehgleichungen

Gleichungen, bei denen die Variable im Nenner von Briichen vorkommt, werden
kurz DBruchgleichungen genannt. Im allgemeinen ist es zweckmiBig, derartige
Gleichungen mit dem Hauptnenner der vorkommenden Briiche zu multiplizieren
und so die Nenner zu beseitigen. Danach stellt man durch Ausmultiplizieren von
Klammern und Zusammenfassen gleichartiger Glieder die Normalform der Gleichung
her, die nun in gewohnter Weise geldst wird.

B Beispiel 14:

10az 2 5a mit Hauptnenner
Bz—a)(z+b =xz4+b' 3xz—a (32 — a) (z + b) multiplizieren
10a¢x . 2 ba -
Brza) e b) 3z —a)(@ 4 b)= P Bz—a)z+b)+ 5 — (Bz—a)letb) (kirzen
10az = 2b(3x — a) + 5a(zx 4 b) |ausmultiplizieren
10az = 6bx — 2ab + 56z + 5ab |ordnen und zusammenfassen
Bax — 6bx — 3ab 'z ausklammern
z(5a — 6b) = 3abd | : (Ba — 6b)
___38ab
®=5a—6b
Kurzform:
(3z—a) (x4 b)
10ax 2b\/ 5a ,
Br—a)ztrd) z+5 T Be—d | -e+8) Bz —a)
10ax = 6bx — 2ab + 5ax + 5ab | 4+ (— Baz — 6bx)
5ax — 6bz = 3ab | ausklammern
z(ba — 6b) = 3ab |:(5a — 6b)
__ 3ab
= 5a—6b

’ Beim Ldsen von Druchgleichungen beseitigt man die Briiche durch Multiplizieren heider
Seiten mit dem IIauptnenner.

Die anschlieBende Probe hat hier aber nicht nur wie bei den linearen und quadra-
tischen Gleichungen den Zweck, die Richtigkeit der Rechnung zu kontrollieren,
sondern sie soll auch zeigen, ob das durch richtiges Rechnen erhaltene Ergebnis als
Losung der Aufgabe in Frage kommt. Deshalb ist sie immer durchzufiihren. Die
Bruchgleichung
2z
Trri Tt T o1
fithrt z.B. auf die quadratische Gleichung 2>+ 2. — 8 = 0 mit der Losung , = 2,
2z, = —4. Doch fir x,= —4 wiirden die Nenner der Bruchgleichung gleich Null,
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was nicht zulissig ist (die Division durch Null ist nicht erklirt). Also kommt x,-- —4
als Element der Losungsmenge der Bruchgleichung nicht in Frage; die Losung ent-
hélt nur z; = 2.

@ Aufgaben

1 3
1-—+—5bx'——+ (L)
2 7x+9_2i_1_9_ E_2x+3_2»§
" 10z 3 6z~ 5 2z 12
s 1B, 17 3
‘2z —14 247 12z—84 3xr—21 8x—56
2 3 43
4':&:—{- 4+x+3=x2+7x+12 (L)
2¢+9 16—z o 211 z—4
5.0) 5o — —— Z+ 1 = 27 b) : T2 T 18
6z+4 15—22 7-(z—1) 8z—15 10 b6:—9
6. 4 ——F 3 =35 D el 97" 8 3z_15 M
_ — 5
7.:7: 4+:v: 2= 56
z+2 x4+ 6 22+ 8z+ 12
5z 6
b et s st w_sare -0 M
6z 5 3.(2z+1)
9'9:—5+x—2_x2—7x+10
10. 3z—2 =zz—12 45

z—5 4r—3 42— 23z 15

11. Der Widerstand R einer Stromverzweigung mit dem Widerstand R, des einen, R, des ande-
1

ren Zweiges wird nach der Formel % = R + F berechnet. Die Formel ist
2

a) nach R,, b) nach R, aufzulbsen.

12. Die Kapazitit C der in Reihe geschalteben 3 Kondensatoren mit den Kapazititen *,, C,

und C; wird nach der Formel —é = + —- + % berechnet. Die Formel ist nach den
23

Kapazititen C, C,, C,, C; aufzulsen (L fir C und C,).

13. Aus der Gegenstandsweite g und der Bildweite b wird die Brennweite f einer Linse nach der
Formel —; -1 + %— berechnet. Die Formel ist nach f aufgelost zu schreiben.
q
14. Eine Baugrube ist durch einen Platzregen vollgelaufen und soll durch drei Pumpen schnell-
stens entleert werden. Die erste Pumpe allein benétigt fiir diese Arbeit 3 h, die zweite allein
4 h und die dritte allein sogar 6 h. In welcher Zeit ist die Baugrube entleert, wenn alle drei

Pumpen zugleich in Titigkeit sind ? (L)
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3.4. Wurzelgleichungen

Bei Wurzelgleichungen ist die Variable im Radikanden von Wurzelausdriicken
enthalten. In den hier betrachteten Fallen kommt die Variable nur in Quadrat-
wurzelausdriicken vor. Diese Quadratwurzeln sind durch ein- oder mehrmaliges
Quadrieren zu beseitigen. Da das Quadrieren die Lésungsmenge der gegebenen Glei-
chung verandert, hat auch hier die Probe nicht nur den Zweck, die Richtigkeit der
Rechnung zu kontrollieren, sondern sie soll auch zeigen, ob das durch richtiges Rech-
nen erhaltene Ergebnis als Losung der Aufgabe in Frage kommt. Die Wurzelglei-
chung z + 2 + /12 + 2z = 0 z.B. fiihrt iiber z+ 2= — J12 + 2z auf die quadra-
tische Gleichung z°> + 2x — 8 = 0 mit der Losung x, =2, 2, = —4. Doch die
Waurzelgleichung ist nur fir xz,, aber nicht fir z, erfillt! Es gehort also nur
%y = — 4 zur Losung.

@ Auigaben
1.a2) 3z +4-V4z+1=8 b 22+3-V3z—5=5 (L)
2.a) Va-i 2v+ Vo —22=1V2a v Vet bz—Ve—bz=V2a (L)
3.0) V2464 3.V2--10—2.Y2-(z—3)—=0

B3 ¥z 10 Vel 642 V2 (z—3) (L)

%. Warum ist es bei Wurzelgleichungen notwendig, die Giiltigkeit der errechneten Losung
an der Ausgangsgleichung zu priifen ?

Die folgenden Aufgaben sind verschiedenen Gebieten entnommen.

Aus der Elektrotechnik

5. Das clektrische Lichtnetz einer Wohnung mit einer Spannung U = 220 V ist mit 6-A-Siche-
rungen abgesichert. Mit welcher elektrischen Leistung darf das Lichtnetz hochstens be-
lastet werden ? (L)

6. Durch cinen starken Wind sind zwei Telefonleitungen mit einem Querschnitt 4 = 3,14 mm?
zusammengeschlagen, so dafl ein KurzschluB entstanden ist. Die Entstérungsstelle der
Deutschen Post milt vom Leitungsanfang aus tiber die KurzschluBstelle hinweg einen Ge-
samtwiderstand von 120 Q. Wie weit ist die KurzschluBstelle vom Leitungsanfang ent-
fernt, wenn o = 0,018 Q - mm?- m~! betragt? (L)

7. Ein Elektromonteur der PGH , Kraftanlagen*‘ wird beauftragt, beim,,VEB Kohlenhandel* an .
einen vorhandenen Stromkreis des 220-V-Netzes einen Elcktromotor mit einer mechanischen
Leistung von 3 PS und einem Wirkungsgrad von 7 = 0,8 anzuschliefen. Der Stromkreis ist
mit 10-A-Sicherungen abgesichert und wird bereits mit 300 W belastet. Kann der Elektro-
motor ‘betrieben werden, ohne die Sicherungen zu iiberlasten? (L)

8. Vom volkseigenen Starkstromanlagenbau ist die Trafo-Station eines GroBbetricbes auf
eine Wirkleistung von 40 kW vergroflert worden. Mit dem Einschalten der Anlage ist der
Leistungsfaktor auf einen Wert von cos ¢ = 0,5 gesunken. Ein Mitglied der sozialistischen
Brigade des Anlagenbau-Betriebes erhalt den Auftrag, die Kapazitat £ des neuen Phasen-
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10.

11.

12,

13.

7

schieber-Kondensators fir den giinstigsten Wert des Leistungsfaktors, cosg = 1, zu be-
rechnen. Der Transformator wird hochspannungsseitig mit 1000 V/50 Hz gespeist. Bestim-
men Sie die Kapazitat des Phasenschieber-Kondensators! (L)

. In einem mit tropischen Zierfischen besetzten Aquarium ist infolge einer Stromunterbrechung

an der Aquarienheizung die Temperatur von 28°C auf eine fiir die Zierfische gefihrliche
Temperatur von 17 °C gesunken. Um die wertvollen Tiere zu retten, wird eine 200-W-Heizung
unmittelbar an das Lichtnetz angeschlossen und in das mit 120 1 Wasser gefiillte Aquarium
gebracht. Nach welcher Zeit wird die urspriingliche Temperatur wieder erreicht ? (L)

An eine 6 km lange Kabelleitung ist am Ende ein Telefon angeschaltet. Der Leitungswider-
stand Rj, verhalt sich zum Widerstand R des Teclefones wie 2: 1. Der Gesamtwiderstand
der Reihenschaltung wird mit 900 Q) gemessen. Um die giinstigsten Widerstandsverhilt-
nisse fiir eine einwandfreie Ubertragung der Sprache zu ermitteln, miissen Leitungs- und
Telefonwiderstand ermittelt werden. Berechnen Sie Ry und R;! (L)

In einem kapazitiven Stromkreis einer elektronischen Stcuereinrichtung liegen u.a. zwei
Kondensatoren C, und C, parallel zueinander. Der Kondensator C, ist schadhaft geworden
und muB ausgewechselt werden; seine Kapazitit ist jedoch nicht bekannt. Aus der vorhande-
nen Beschreibung der Steuercinrichtung kann entnommen werden, daB sich die Kapazitit
von O, zur Gesamtkapazitat C' wie 1:3 verhalten mul. Mit Hilfe einer R-C-L-MeBbriicke
wird die Kapazitit des Kondensators C, mit 500 pF bestimmt. Wie groB mufl €, scin und
welchen Wert hat die Gesamtkapazitat ? (L)

Die Werkstatt cines MeBgeritewerkes bekommt ein Vielfach- > @A
meBinstrument zur Reparatur, bei dem die Skale fiir den

SpannungsmeBbereich unleserlich geworden ist. Ein Elcktro-

mechaniker der Werkstatt wird damit beauftragt, die Spannungs.

meBbereiche festzustellen. Der Mechaniker legt zunéchst eine

Spannung an und mift bei Vollausschlag des Instrumentes an der i
Drehspule einen Strom von 3 mA. Ferner enthilt das Instrument

fiir den SpannungsmeBbereich 4 Widerstinde; es muf} also ent- Abb. 3.2.

sprechend 4 SpannungsmeBbereiche haben. Die Widerstinde

sind so bemessen, daB bei einem Gesamtwiderstand von 1588 Q) R, fiinfmal groBer ist

als R, aber fiinfmal kleiner als B,, und R, ist finfzigmal groBer als R, (Abb. 3.2.). Bestim-
men Sie dic 4 SpannungsmeBbereiche! (L)

Das Entwicklungskollektiv eines volkseigenen Betricbes hat  *
den Auftrag erhalten, einen relaisgesteuerten Impulsgeber zu Impulsgerit
entwickeln. Der Impulsgeber soll die Impulse in bestimmten

Zeitabstinden geben. Ferner wird die Bedingung gestellt, da3 )_{ H
die Zeitdaner der Impulsgdbe durch Betitigen eines Relais ver- G G
lingert wird. Die Entwicklungsgruppe hat entschieden, die zeit- 9 Jmpulsgeder
liche Verlangerung der Impulsgabe durch 2 Kondensatoren zu
erreichen, die iiber Relaiskontakte einmal so in den Stromkreis b,
des Impulsgebers geschaltet werden, daB sie in Reihe liegen,

zum anderen so, daB sie parallel zueinander liegen. In Reihe ge- Ig—
schaltet soll die Kapazitit C der beiden Kondensatoren €| und

C, 8 uI (normale Impulsgabe), und parallel geschaltet soll die l_
Kapazitit der beiden Kondensatoren 50 uF (Zeitverlingerung der G

Impulsgabe) betragen (Abb. 3.3.). Wie groB muB} die Kapazitat v /mpulsgeber

der beiden Kondensatoren C, und C, gewihlt werden ? (L) Abb.3.3.
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14.

Im Fernsprechverkehr ist es besonders wichtig, daB die beiden Leitungen einer Doppel-
leitung symmetrisch sind, d.h., beide Leitungen miissen moglichst gleiche Widerstands-
verhiiltnisse aufweisen, um Verzerrungen beim Ubertragen der Sprache auf ein MindestmafB
herabzusetzen. Zwei Techniker sind dabei, eine solche Doppelleitung auf ihre Symmetric zu
priifen. Zunichst messen sie den Schleifenwiderstand (beide Leitungen in Reihe) mit 600
und dann schalten sie beide Leitungen parallel und messen einen Widerstand von 270 Q).
Bei der Parallelschaltung der beiden Leitungen muB eine dritte Leitung als MeBleitung be-
nutzt werden, die einen Widerstand von 120 Q hat. Sind die Leitungen symmetrisch ? (L)

Aus der Metallindustrie

15.

16.

17.

18.

19.

Fiir einen Schiffsmotor sollen in einem Werk des volkseigenen Schwermaschinenbaues mit
Hilfe einer Kurbelzapfen-Drehmaschine die Tragzapfen der Kurbelwelle bearbeitet werden.
Der Trigerring fiir die DrechmeiBel hat einen Durchmesser d = 1640 mm. Fiir das Matcrial
ist eine Schnittgeschwindigkeit » = 10,3 m - min~! vorgeschrieben. Welche Drchzahl » muB
der Dreher cinstellen 7 (L)

Im Labor eines volkseigenen Werkzeugmaschinenbaubetriebes soll die maximale Schnittkraft
des Drehmeif3els einer neuen Drehmaschine bestimmt werden. Die Maschine ist mit einem An-
triebsmotor von 8 PS versehen. Es wurden Werkstiicke mit 240 mm Durchmesser bei 80 Um-
drehungen je Minute bearbeitet. Welche maximale Schnittkraft F kann erreicht werden ? (L)

Firr Handbohrmaschinen sollen in einer volkseigenen Werkzeugmaschinenfabrik die Zahn-
radgetricbe hergestellt werden. Die Getriebe miissen mit einer Evolventenverzahnung ver-
sehen werden, wobei ein Ubersotzungsverhiltnis von 1:3 vorgeschrieben ist. Der Achsen-
abstand fir das aus zwei Zahnradern bestehende Getriebe liegt mit 48 mm fest. Mit welchen
Abmessungen miissen dic beiden Teilkreisdurchmesser dg, und d, in den Fertigungsunter-
lagen angegeben werden ? (L)

Ein Absolvent der Ingenieurschule fiir Schwermaschinenbau hat die Masse eines aus
zwei Teilen bestehenden Kompressorkolbens zu bestimmen. Der fiir eine Exportmaschine
bestimmte Kolben hat eine Masse von 320 kg. Da die Kolbenteile einzeln nach dem Aus-
land transportiert werden miissen, mull die Masse jedes Teiles bestimmt werden. Um die
Masse zu ermitteln, nutzt der Absolvent die Hebelgesetze aus; er stellt fest, daB sich der
Kolben im Gleichgewicht befindet, wenn sich die Hebelarme wie 2 : 3 verhalten. Wieschwer
ist jedes der beiden Kolbenteile ? (L)

Ein Konstrukteur des ,,VEB Pressenbau‘ ist dabei, eine neue hydraulische Presse zu kon-
struicren. Im Verlauf seiner Konstruktionsarbeit muf} er die beiden Seiten des rechteckigen
Vollstempels berechnen. Fiir den Vollstempe) ist bei einem Umfang von 90 cm cine Fliache
von 500 cm? Inhalt festgelegt. Welche Abmessungen muBl der Stempel haben ? (L)

Aus der Bauwirtschaft

20.

98

Der .,VEB Bauunion ‘¢ soll auf einem Bahnhof einen neu angelegten Bahnsteig iiberdachen.
Fiir die Uberdachung ist eine Pilzdecke vorgesehen, die von Betonsaulen mit einer Abmessung
von 12cm - 12 cm getragen werden soll. Unter Beriicksichtigung aller einwirkenden Fak-
toren — Eigengewicht, Schneelast, Winddruck usw. — wird jede einzelne Saule mit einem
maximalen Gewicht von 3,6 Mp belastet. Um die zuléssige Spannung o, d. h. die vorgeschrie-
bene Beanspruchung der Saulen, nicht zu iiberschreiten, muB der Statiker des Betriebes die



21.

23.

24.

25.

26.

27.

7*

'so aufgebaut werden, daB die zu jedem Streckbalken gehorenden zwei

in einer Siule auftretende Spannung berechnen, wobei das Eigengewicht und eine ungleich-
méBige Beanspruchung der Saule unberiicksichtigt bleiben. Berechnen Sie die Spannung

einer Saule! (L)
Ein volkseigener Betrieb erhalt eine neue Montagehalle mit m

ciner stihlernen Dachkonstruktion (Abb. 3.4.). Die Zugbinder +
der Dachkonstruktion haben einen Querschnitt 4 = 8,2 cm? l
und sind bei einer Lange I = 28 m je Band mit einer Zugkraft

F = 12 Mp belastet. Damit bei Temperaturschwankurigen I
keine unzulissig hohe Beanspruchung der Bénder entsteht, l
muB die zusitzlich auftretende Zugkraft berechnet werden.
Fiir die Berechnung wird eine Temperaturanderung von Abb. 3.4.

4+ 40°C, wobei sich eine Langenanderung I = 4 0,9 cm er-

gibt, zugrunde gelegt. Das Elastizitﬁtsmodul hat eine GroBe von E = 2 100000 kp - ecm™2.
Berechnen Sie die zusitzliche Zugkraft F

[=28m

zus! (L)

. In einem Institut fiirr Baustoffkunde unserer Republik ist der CaQ- und Si0,-Gehalt von

4 m® Tonerdezement zu bestimmen. Beide Oxyde nehmen nach den bisherigen Erfahrungen
509 der Gesamtmenge ein, wobei der CaO-Gehalt etwa 4mal hoher ist, als der Si0,-Gehalt.
Die restlichen 509, sind andere Bestandteile. Wie hoch ist der Gehalt an CaO und SiO, in
den zu untersuchenden 4 m? Tonerdezement ? (L)

Fiirr dic HO ist eine neue Gemiisehalle errichtet worden, deren Bodenfliche mit Hochofen-
zement der Giiteklasse 325 zementiert wurde. Nachdem der Boden ausgetrocknet ist und seine
vorgeschriebene Druckfestigkeit erreicht hat, soll ein FuBbodenbelag verlegt werden. Nach
3, 7 und 28 Tagen wird die Druckfestigkeit des Bodens gepriift, wobei festgestellt wird, dal
nach 7 Tagen die Druckfestigkeit um 75 kp - m~2 grofer geworden ist als nach 3 Tagen, und
nach 28 Tagen werden 100 kp - m—% mehr als nach 7 Tagen gemessen. Wie gro3 war die Druck-
festigkeit bei jeder Messung und nach wieviel Tagen war die vorgeschriebene Druckfestig-
keit erreicht, wenn zusammen 700 kp - cm™2 gemessen wurden? (L)

Eine Produktionsgenossens;:haft des Zimmererhandwerks soll fiir ein
Wohnhaus das Dach errichten. Die Holzkonstruktion des Daches soll

Strebens#ulen je 2 m kiirzer sind als die Streckbalken, wobeidie Streben-
sdulen rechtwinklig zueinander angeordnet sein sollen (Abb. 3.5.). Apb. 3.5.
Wie lang miissen die Streckbalken und Strebensiulen sein ? (L)

Ein Aussichtsturm, dessen obere Plattform ein Quadrat darstellt, soll von einer Produktions-
genossenschaft des Maurerhandwerks gebaut werden. Die Plattform des Turmes soll 24 m?®
grof sein, wobei die duBere Turmkante 4 m gréBer sein soll als die Kante der in der Mitte
vorgesehenen quadratischen Aunfstiegsluke. Wie groB muB die PGH die duflcre Turmkante
und die Kante der Aufstiegsluke mauern ? (L)

8 m?® kunstharzgetrinktes Buchenholz mit einer Dichte von 0,94 kg - dm™=3 (bei 159, Feuch-
tigkeit) sollen auf einem Wagen, der fiir eine maximale Nutzlast von 10 Mp bestimmt ist,
transportiert werden. Konnen dic 8 m? Buchenholz aufgeladen werden, ohne die Nutzlast
des Wagens zu iiberschreiten ? (L)

Eine Bautischlerei hat den Auftrag erhalten, Balken mit einer Breite b — 8 cm fiir eine Uber-
dachung herzustellen. Nach Tabelle ist firr den Balken ein Widerstandsmoment W = 620 cm?®
vorgeschricben. Mit welcher Hohe kb miissen die Balken zugeschnitten werden ? (L)
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28. Tiir cine Biicherei hat ein Tischler des ,,VEB Holzbau* ein groBercs Regal anzufertigen. Da

29.

dic ermitteclte Biicherlast fiir das Regal verhaltnismaBig groB sein wird, soll das Regal von
der Seitenwand nach den mittleren FuBbalken jeweils eine Strebe

crhalten. Fir beide ist einc Abmessung von 8 cm - 8 cm vorge-

schen. Jede Strebe soll durch cinen einfachen Brustversatz mit

dem FufBlbalken verbunden werden; sie wirkt entsprechend der Strebe
durchgefithrten Berechnung mit ciner Scherkraft H = 800 kp

in horizontaler Richtung auf den Fuflbalken (Abb. 3.6.). Wie X

lang mufl der Tischler das Vorholz belassen, damit dic auf- H —a]
tretende Scherkraft sicher aufgenommen wird ? (L)

FuBbalken
In cinem Labor sollen die Dichten einer Holzfaserhartplatte, Abb. 3.6

ciner Holzfaserdimmplatte, ciner mechrschichtigen und ciner

zweischichtigen Holzspanplatte bestimmt werden. Der ausfithrende Laborant stellt fest, da
alle 4 Platten zusammen eine Dichte von 2,1 kg - dm~2 haben. Eine Versuchsreihe, bei der
die Platten mchrere Male ausgewagt wurden, hat crgeben, daB die Dichte der Holzfaser-
dammplatte um 0,75 kg - dm™ und die der mehrschichtigen Holzspanplatte um 0,4 kg - dm™
kleiner ist als die der Holzfascrhartplatte. Ferner wurde festgestellt, dafl dic Dichte der
zweischichtigen Holzspanplatte genau so groB sein muB wie die der Holzfaserdammplatte.
Wie grof ist die Dichte jeder Platte? (L)

Aus dem Bergbau

30.

31.

32.

33.

Mchrere Geologen sind dabei, die Ticfe einer Steinkohlenlagerstitte, iiber der sich eine Ton-
decke befindet, zu erforschen. Da die Lagerstitte verhaltnismaBig tief ist, wird die Ticfe
mit Hilfe kiinstlicher Explosionen ermittelt. Die bei den Explosionen entstchenden Erschiit-
terungswellen pflanzen sich im Ton mit 3000 m - s~! fort. Mit welcher ungefialiren Ticfe der
Lagerstatte kann gercchnet werden, wenn an den MeBinstrumenten fiir Hin- und Riicklauf
der Wellen eine Zeit von 3,21 s ermittelt wurde ? (L)

Bei Anwendung der Sprengseismik miissen die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten v der Er-
schiitterungswellen in den verschicdenen Gesteins- und Erdschichten bekannt sein. Ein
Geologe wurde beauftragt, dic Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Erschiitterungswellen
in ciner Steinsalzader fiir Vergleichszwecke zu ermitteln.

Der Geologe fiihrt die fiir diesen Zweck erforderliche Explosion in einem Steinsalzschacht
an ciner Stelle durch, an der die Steinsalzader cine Stirke von 800 m hat. Die Ausbreitungs-
zeit der Wellen in einer Richtung ermittelt er mit 0,16 s. Wie groB ist die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit im Steinsalz ? (L)

Eine sozialistische Brigade der Bergbauverwaltung hat zu entscheiden, welche von zwei
Kohlelagerstiatten aus wirtschaftlichen Erwigungen rentabler ist als dic andere. Das eine
Lager hat 42 m Deckgebirge und 12 m Kolle, das andere 36 m Deckgebirge und 8 m Kohle.
Welche Lagerstatte ist wirtschaftlicher ?

.Hinweis: Je kleiner das Verhiltnis Deckgebirge : Kohle (D : K), desto wirtschaftlicher ist

der Abbau. (L)

In einem Schacht betriigt das Verhaltnis Deckgebirge : Kohle 2,4:1, bei einer Gesamt-
abmessung von 52 m. Welche Abmessungen haben Deckgebirge und Kohle ? (L)
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3.5. Systeme linearer Gleichungen mit zwei und mehr Variablen

3.5.1. Graphisches Losungsverfahren

Die Gleichung ax 4 by = ¢, die neben gegebenen Zahlen @ &= 0, b == 0, ¢ die Varia-
blen z und y enthilt, hat eine bestimmte Lésungsmenge, die aus unendlich vielen
geordneten Zahlenpaaren (x; y) besteht. Die graphische Darstellung dieser Lisungs-
menge ergibt cine gerade Linie. Die Losungsmenge der Gleichung = 4+ 2y = 8 ergibt
bei der graphischen Darstellung die Gerade, die durch die Punkte P, mit den I{o-
ordinaten ; = 0 und ¥; = 4 und P, mit den Koordinaten 2, = 8 und y, = 0 geht.
Die graphische Darstellung der Ldsungsmenge der Gleichung 3x—y =3 ist die
Cerade durch die Punkte P; mit den Koordinaten vy =0 und 3 = —3 und P, mit
den Koordinaten 2, =1 und g, =0

(Abb. 3.7)). Die Abbildung 3.7. zeigt, e

dall beide Geraden einander im
Punkt S schneiden, dessen Koordi-
nuaten xg= 2 und yz= 3 der Zeich-
nung entnommen werden kdnnen.
Die Schnittpunktkoordinaten treten
als Zahlenpaar in den Lésungsmen-
gen der beiden Gleichungen auf; beide
Gleichungen werden erfiillt, wenn
denWert 2 und  den Wert 3 enthilt.
Betrachtet man

T + 2y:8i
3c — y=23!

i

als System von zwei Gleichungenmit 4,1 oo

zwei Variablen, so kann man sagen,

daB die Koordinaten x = 2, y =3 des Schnittpunktes der beiden Geraden die Losung
des Gleichungssystems darstellen; die Losung wurde also graphisch gewonnen. Das
graphische Losungsverfahren setzt genaucs Zeichnen voraus.

Um ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen graphisch zu
losen, stellt man ihre Losungsmengen in einem Koordinatensystem graphisch dar.
Das ergibt zwei Geraden. Dann ermittelt man den Schnittpunkt dieser beiden Ge-
raden. Er gehért beiden Losungsmengen an. Secine Koordinaten sind die Lésung
des gegebenen Gleichungssystems, da sie beide Gleichungen gleichzeitig erfiillen.
Das Gleichungssystem ist nur dann eindeutig losbar, wenn als graphische Darstel-
lungen der Losungsmengen wirklich zwei einander schneidende Geraden auftreten.

3.5.2. Arithmetische Lésungsverfahren

Soll ein System von zwei Gleichungen arithmetisch gelést werden, so leitet man dazu
aus den vorgelegten Gleichungen eine neue ab, die nur noch eine der beiden Variablen
enthilt. Das Losen des Gleichungssystems wird auf das Liosen einer Gleichung mit
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einer Variablen zuriickgefithrt. Das Aussondern einer Variablen aus den Gleichungen
des Systems wird Eliminieren (lat. eliminare , vertreiben‘) genannt. Die Eli-
mination lif3t sich durch drei Verfahren erreichen.

Gleichsetzungsverfahren

Deispiel 15:
52— y=2>56
i 22+ y=235

1. Weg: Werden beide Gleichungen nach y aufgelést. so erhalt man

y = bx — 56,

y= 35— 2=z.

In beiden Gleichungen sollen fiir die Variable y die gleichen Zahlen eingesetzt werden,d.h.,

die beiden linken Seiten sollen einander gleich sein, also auch die beiden rechten Seiten.
Setzen wir sic gleich, so erhalten wir:

bx—56=35— 2=z« |+(2x+56)
Tx=91 [:7
z=13.

Setzt man diese Zahl fir z in y = 52 — 56 ein, so ergibt sich

y= 5-13— 56

y = 65— 56

y= 9.

Probe: Tir die linken Seiten der Gleichungen ergibt sich 5. 13 — 9 = 56

und 2.13 4+ 9 = 35; das stimmt mit den rechten Seiten iiberein.

2. Weg: Durch Auflésen nach a ergibt dic erste Gleichung x = M'
5

dic zweite z = :—h — Y

die durch Gleichsetzen der rechten Seiten gewonnene neue Gleichung heiit jetzt
56+y_ 35—y

- 5 . 10.
Multipliziert man beide Seiten mit 10, so ergibt sich
112 4+ 2y =175 — 5y | + (5y — 112)
- Ty= 63 |:7
y= 9.

Daraus folgt z =

X
5 5

. Bei dem Gleichsetzungsverfahren werden die Ausdriicke einander gleichgesetzt, die
sich durch Auflosen der beiden Gleichungen nach derselben Variablen ergeben.
Iis entsteht eine neue Gleichung mit einer Variablen. DaB man dabei unter
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Umstinden geschickt und auch weniger geschickt vorgehen kann, zeigt das Beispiel.
Beim ersten Weg treten hier im Gegensatz zum zweiten keine Briiche auf, er ist also
vorzuziehen.

Einsetzungsverfahren
B Beispiel 16:

2¢+y =19
3r—4y= 1

Aus der ersten Gleichung folgt ¥ = 19 — 2z. Setzt man den Ausdruck 19 — 2z an die
Stelle von y in der zweiten Gleichung ein, so erhilt die zweite Gleichung die neue Form

3z—4-(19—-2x)=1.

Sie enthilt nur noch die eine Variable 2 und ergibt

3z— 76+ 8x= 1 4176
a=T77 l:11
z= 7.

Wird diese Zahl in y = 19 — 2z an die Stelle von x gesetzt, so entsteht

y=19— 2.7
y=19—14
y= 5.

Die Probe ergibt:

2.7 + 5= 19 fiir die linke Seite der ersten Gleichung,
3.7—4.5= 1 fur die linke Seite der zweiten Gleichung; das stimmt mit der jeweils
rechten Seite iiberein.

o Hatte man die erste Gleichung auch erst nach x auflosen konnen? Wire das geschickt gewesen?
Bei dem Einsetzungsverfahren wird eine der Gleichungen des Systems nach einer der
in ihr vorkommenden Variablen aufgelést und der sich ergebende Ausdruck an

Stelle dieser Variablen in die zweite Gleichung eingesetzt. Es entsteht eine
Gleichung mit einer Variablen.

Verfahren der gleichen Koeffizienten
B Beispicl 17:

152 — 8y = 29

5x 4 dy = 23|

Das Eliminieren ciner Variablen gelingt auch, indem man durch geeignetes Umformen
dic- Koeffizienten dieser Variablen in beiden Gleichungen ihrem Betrage nach zur
Ubereinstimmung bringt. Dann werden die beiden linken und dic beiden rechten Seiten der
Gleichungen addiert bzw. voneinander subtrahiert, so daBl die Variable mit den
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betragsgleichen Koeffizienten eliminiert wird. LaBt man z.B. die erste Gleichung un-
verindert und multipliziert die zweite Gleichung mit 2, so entsteht

{15z — 8y =29 |

|

| 1024 8y = 46| .

Werden die linken Seiten und die rechten Seiten der Gleichungen addiert, so ergibt sich

26x =15, also £ = 3.

Diese Zahl setzt man etwa in die zweite Gleichung ein und erhilt y = 2. Auf die Probe
soll hier verzichtet werden. Sie ist jedoch bei allen Gleichungen unerliBlich.

I Beispiel 18:

Tx — by
f——m = =
R
3z + 2_1/_2
z+ 11

Diese Gleichungen kénnen erst nach dem Verfahren der gleichen Koeffizienten gelost
werden, nachdem beide Gleichungen maéglichst vereinfacht worden sind. Auf einer Seite
sollen jedesmal nur zwei Summanden stehen, von denen der eine den Faktor z, der
zweite den Faktor y enthilt, wahrend die andere Seite von den Variablen befreit ist.

Aus l;—:% = 7 erhalt man 7Tx — 5y = Ty — 28 und daraus 7z — 12y = —28;
aus 3::_'4_-121_1/ = 2 erhilt man 3z 4 2y = 2z 4 22 und daraus z 4 2y = 22.

Kurz dargestellt, ergibt sich nun folgender Losungsweg:

Te—12y= — 28 + 1+
z+ 2y= 22 |- 6 (—=1T)
6x+ 12y = 132 +
132 = 104|:13
x = 8
—Te— 4y = —154 B I+
— 26y = — 182 : (— 26)
y=1
Probe :
78—=5-7_21 . 3:8+2.-7_38_,
7T—4 3 7 g+ 11 197 7~

Nachdem die cine Komponente des gesuchten Zahlenpaares ermittelt ist, kann man
sie in eine Gleichung einsetzen und dann die andere Komponente bestimmen.

Bei dem Verfahren der gleichen Koeffizienten werden die Gleichungen zunéchst mog-
lichst vereinfacht und geordnet. Durch Multiplizieren jeder der beiden Gleichungen
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mit einer geeigneten Zahl kann erreicht werden, dafl die Koeffizienten der cinen
Variablen iibereinstimmen. Beim Addieren oder Subtrahieren der beiden Gleichungen
wird dann diese Variable eliminiert. Dann werden die Koeffizienten der anderen
Variablen durch Umformen in beiden Gleichungen gleichgemacht, so dafl durch
Addieren bzw. Subtrahicren der Gleichungen diese Variable eliminiert wird.

o Aulgaben

Dic Aufgaben 1 und 2 sind graphisch und rechnerisch zu losen. Fiir die rechnerischen Losun-
gen ist ein Losungsweg zu wahlen, der moglichst wenig Rechenaufwand erfordert.

1. a) 1x+y=23 . Y} |:r:—y= i ¢) Y9r—5y=3 i
z=y+5“ ]’ y:7—x. i y=8:c—13‘
2.0 |z= Ty—191 b) jy= 1+z | ¢ [22=38y—9
x=17— 5y y=13 — 2z 2rx=y+5 ’
3. a) ix+y=24 b) |22+ 3y =23 ¢) :12:::—} 5y =19
:x—y=10 3x+2y=22' }41:—% S5y=3 |
4.a) Tx+4y=103| b Te) 0,5z -+ 0,2y=0,58“
6x— 5y= 04 092 —5y=13; X (L: a, b)
LY _ y_x_ — L i
5.0 (g o=9 b | g—g=1 ¢ |3z—2 10‘
LY _ Y _ LY __ 4 L .
2—i—5—10 ;6+4—9 3+2 t (L: a, b, ¢
G.a) [3—5-By—22)=3 Br—2y) | D ri“x;?ey*m_”_f’v’i*“":l!
/
5-(by—22) =49— 3. (52— 2%) 5z — dy+ 17 . bx oy —4 ‘“)
4 - 10 :
7. a) |2:c-|—3y—5a+b b) i 52 —4dy=a+ 9b
3x+2y—5a—b i—4x+ S5y=0a—9b
e) axr—by=a®— 2ab— b?| d) ; x—by*a,"—Zazb—b‘”
bz + ay = a® 4 2ab — b* | 1—bx+ay—a3+2ab2—b"‘ (L: a bis d)

Ein Gleichungssystem von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen ist nur dmm
eindeutig lésbar, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

> 1. Die Gleichungen diirfen einander nicht widersprechen.

Ein Widerspruch besteht bei dem Gleichungssystem

r+y=3 ‘

z+y=4 " .
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Es gibt kein Zahlenpaar, fiir das die Summe der Komponenten sowohl gléich 3 als
auch gleich 4 ist. Bei der graphischen Darstellung der Losungsmengen zeigt sich
kein Schnittpunkt der entsprechenden Geraden, sie verlaufen zueinander parallel
(Abb.3.8.).

Dasselbe gilt, wenn das Gleichungssystem auf die |
Form

ax + by =c, |

azx+by=d|

(¢ 4= d) gebracht werden kann.

’ 2. Die Gleichungen missen voneivander unabldingly
sein.

Die Gleichungen
z+y =3

24+ 2y=6

sind voneinander abhdingig.

Abb. 3.8.

Wird die erste Gleichung mit 2 multipliziert, so entstcht dic zweite. Alle Zahlen-
paare x und y, die der ersten Gleichung geniigen, erfilllen auch die zweite. Bei der
graphischen Darstellung der Losungsmengen fiillt die zur ersten Gleichung gehorende
Gerade auf die zur zweiten gehérende. Es ergibt sich kein eindeutig bestimmtes
Zahlenpaar als Losung des Gleichungssystems.

Dasselbe gilt fiir das Gleichungmeystem

ac + by =c¢
kax+ kby= ke,

’ Eln System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen hat nur dann ein eindeutig
bestimmtes Zuhlenpaar als Lisung, wenn die helden Glelehungen widerspruchsfrei und
voneinunder nnabhiinglg sind.

3.5.3. Textaufgaben mit zwei Variablen

BeiTextaufgaben sind Zusammenhinge unbekannter und bekannter GriBen in Worten
gegeben. Diese Abhidngigkeit ist durch Gleichungen anszudriicken, die einander nicht
widersprechen und zugleich voncinander unabhingig sind.

Beim Aufstellen der Gleichungen wird wie bei Gleichungen mit einer Variablen
verfahren. Besonders zu beachten ist, dafl in jeder Gleichung andere Zusammenhinge
benutzt werden,

. Aufgahen

1. Die Welle einer einfachen Seilwinde hat 20 em Durchmesser, die Kurbel 55 cm Linge. Die
zum Heben einer Last @ erforderliche Kraft ¥ ist um 50 kp kleiner als die Last. Wie groB
sind Kraft und Last ? (Anleitung: Hebelgesetz F, . a = F,. b)
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)

-t

10.

11.

12,

. Zwei ineinandergreifende Zahnrader mit dem Ubersetzungsverhaltnis 5 : 11 werden durchzwei

andere Zahnriider ersetzt, die je 5 Zahne mehr haben. Das Ubersetzungsverhaltnis ist nun
1:2. Wieviel Zahne hat jetzt jedes Zahnrad ? (L)

. Von zwei zweiziffrigen Zahlen ist die zweite um 1 kleiner als das Doppelte der ersten Zahl.

Setzt man die erste vor die zweite, so entstcht cine vierziffrige Zahl, die um 5 groBer ist als
das 52fache der zweiten Zahl. Wie heilen die Zahlen ? (L)

. Teilt man eine zweiziffrige Zahl durch ihre Einerziffer, so erhalt man 12 Rest 2. Vertauscht

man die Ziffern der Zahl und teilt die so entstandene Zahl durch ihre Einerziffer, so ergibt
sich 9 Rest 8. Wie heilt die Zahl? (L)

. Verlangert man die kleinerc Scite eines Rechtecks um 3 cm und verkiirzt die groBerc um

2 em, so entsteht ein Quadrat, dessen Fliacheninhalt um 22 cm? gréBer ist als der Flichen-
inhalt des Rechtecks. Wie grof} sind die Rechteckseiten ? (L)

. Schachten 2 Arbeiter gemeinsam 4 Tage lang, so wird 4 eines Fundamentgrabens ausgehoben.

Arbeitet der erste 6 Tage und der zweite 15 Tage, so wird die Halfte des Grabens fertig.
Wicviel Zeit brauchte jeder Arbeiter allein, um den Graben auszuschachten ? (L)

. Im Rahmen des Nationalen Aufbauwerkes soll eine rechteckige Griinflache mit Biaumen be-

pflanzt werden. Hatte man zwei Reihen mehr genommen und je Reihe einen Baum mehr
gesetzt, waren 23 Baume melir notig gewesen. Hatte man aber eine Reihe mehr genommen
und in jede Reihe zwei Baume mehr gesetzt, waren sogar 29 Baume zuwenig gewesen. Wic-
viel Biume und wieviel Reihen waren vorhanden ? (L)

. Zwei Abteilungen einer Schleiferei fiir optische Gerate verpflichteten sich — in der ersten

Abteilung waren 18, in der zweiten 20 Personen beschiftigt —, ilire Norm iiberzuerfiillen. Im
ersten Monat produzierten beide Abteilungen 246 Stiick. Im zweiten Monat erarbeitete jeder
Mitarbeiter der ersten Abteilung soviel wie jeder aus der zweiten im ersten Monat und
umgekehrt. Beide Abteilungen brachten es auf 248 Stiick. Wieviel produzicrte jede Abtei-
lung im ersten und im zweiten Monat? (L)

. In der Hauptstadt der DDR wurden fiir Feierabend- und Pflegeheime in den beiden Jahren

1953 und 1957 13 546 000 DM ausgegeben. Im Jahre 1957 waren es 5 104 000 DM mehr als
1953. Wieviel DM wurden 1953 und 1957 ausgegeben und wie hoch war dic prozentuale
Steigerung ?

Von einer Berufsschule gingen die FDJler zweier Klassen Altstoff sammeln. Das Geld, das sie
beim Verkauf der Altstoffe erhiclten, spendeten die FDJler fiir den Neuaufbau des Miggel-
turms. Wenn zu dem Geld, das die Klasse A fiir ihre Altstofle bckommen hat, noch 4 MDN
hinzukiamen, hatte sie dreimal soviel wie die Klasse B. Wenn aber die Klasse B zu ihrem Geld
noch 1 MDN bekame, hitte sie halb soviel wie die Klasse A. Wieviel Geld crhilt jede Klasse
fur die gesammelten Altstoffe beim Verkauf?

Eine MessingguBlegierung von 35 kg enthilt 12 kg mehr Kupfer als Zink und auBerdem
1 kg Blei. Wicviel Kilogramm Kupfer und wieviel Kilogramm Zink enthialt die Legicrung ?

Wicviel Kilogramm Stahl mit 0,59, Kohlenstoffgehalt und wieviel Tonnen Graugufl mit
2,59, Kohlenstoffgehalt ergeben — zusammengeschmolzen — 12 Tonnen mit 1,459, Kohlen-
stoffgehalt ? (L)
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13. Um beim Zerspanen von Metallen dig Schneidfahigkeit der Werkzeuge zu erhalten, wird mit
einer Emulsion geschmiert und zugleich gekiihlt. Die Emulsion wird durch Mischen von
gefettetem Mineraldl (Dichte 0,8 g - em™?) und moglichst weichem Wasser hergestellt. Die
Mischung muB fir Schneidwerkzeuge héherer Festigkeit die Dichte 0,98 g - cm ™3, fiir Schneid-
werkzeuge nicderer Festigkeit die Dichte 0,992 g-cm™3, bei Schleifarbeiten die Dichte
0,996 ¢ - cm~3 haben. Wieviel Liter gefettetes Mineralol und wieviel Liter weiches Wasser
kommen fiir die einzelnen Bearbeitungsarten auf 10 Liter Emulsion ?

14. Zum Herstellen von Ridern legiert man 189,2kg Kupfer (Dichte 8,8 g - cm™?) mit Zinn
(Dichte 7,2 @ em™2) zu Bronze mit der Dichte 8,6 g - cm™. Wieviel Kilogramm Zinn sind
notig, und wieviel Kilogramm Bronze ergeben sich ? (L)

15. Spiritus enthéilt Alkohol und Wasser. Aus zwei Sorten Spiritus von verschiedenem Alkohol-
gehalt und Wasser wird Spiritus vom Gehalt 409, hergestellt. Man mischt entweder 48 1 der

ersten Sorte und 161 der zweiten mit 56 1 Wasser oder 501 der ersten Sorte mit 101 der
zweiten und 60 1 Wasser. Wieviel Prozent Alkohol enthalten die beiden Sorten ? (L)

16. Salpetersidure mit der Dichte 1,5 g - cm™ ist mit Wasser so zu verdiinnen, daB 10 | mit der
Dichte 1,1 g - em™? entstehen. (Losung rechnerisch und graphisch!)

3.5.4. Gleichungssysteme mit mehr als zwei Variablen

So wie zum eindeutigen Lésen eines Gleichungssystems mit zwei Variablen zwei von-
einander unabhédngige und widerspruchsfreie Gleichungen nétig sind, miissen zum
eindeutigen Losen eines Gleichungssystems mit mehreren Variablen ebenso viele
voneinander unabhéingige und widerspruchsfreie Gleichungen vorliegen, wie Variable
in diesem Systementhalten sind.

Losungsverfahren

Gleichungssysteme mit drei und mehr Variablen kénnen graphisch nicht gelost wer-
den, weil in einem ebenen Koordinatensystem nur Zahlenpaare durch Punkte dar-
gestellt werden konnen. Das arithmetische Losungsverfahren beruht — wie bei den
Gleichungen mit zwei Variablen — auf dem Gedanken, aus den Gleichungen durch
Eliminieren einer Variablen ein neues Gleichungssystem herzustellen, das eine Varia-
ble weniger enthidlt. Das Verfahren wird fortgesetzt, bis nur noch eine Gleichung
mit einer Variablen ibrig ist.

Diese Gleichung wird dann nach der betreffenden Variablen aufgelost. Das Ein-
setzen ihres Wertes macht nacheinander die Ermittlung der Werte der iibrigen Varia-
blen maglich.

Fiir das Gleichungssystem

(1) bxz+3y—2z= 4
(2) 7Tx—2y+4+32=16
3) 2x—58y+4z= 7

wird im folgenden ein Losungsweg angegeben.
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Das Eliminieren der Variablen z kann z. B. mit den Gleichungen (1) und (3) erreicht
werden. Multipliziert man (1) mit dem Faktor 2, so entsteht (1a) 10x + 6y — 4z = 8.
Durch Addieren der Gleichungen ’
(la) 10x+6y—4z= 8 und
(3) 2x — 5y +42= T entsteht die Gleichung
(4) 1224 vy = 15.
In dieser Gleichung kommen nur noch die Variablen x und y vor. Das Eliminieren
von z gelingt auch, nachdem man (1) mit dem Faktor 3 und (2) mit dem Faktor 2
multipliziert hat. Man erhalt
(1b) 152+ 9y —6z=12 und
(22) 14x—4y+ 62z=32.
Durch Addieren von (1b) und (2a) ergibt sich
(8) 29x+ 5y =44.
Zur Elimination von y stehen nun die Gleichungen (4) und (5) zur Verfiigung. Mul-
tipliziert man noch (4) mit dem Faktor 3, so ergibt sich diec Gleichung:
(4a) 60z + 5y = T75.
Wird (5) von (4a) subtrahiert, so erhilt man
(6) 3lx=31, also x=1.
Durch Einsetzen dieses Wertes in (4) ergibt sich
12-14+y=15, y=3.
Durch Einsetzen beider Werte in (1) entsteht
5.14+3.3—-22=4, z=25.
Probe: Fiir die linken Seiten der gegebenen Gleichungen ergibt sich bei
(1) 5.143.3—2.5=5+9 — 10— 4, bei
2 7-1—-2.34+3.5=7-—6 4 15= 16 und bei
(3) 2-1—-5-3+4.5=2—-15+4 20=717, das stimmt mit den jeweiligen rechten Sciten
iiberein.

Gleichungssysteme mit mehr als drei Variablen kénnen durch ein entsprechendes
Verfahren gelost werden. Man eliminiert z.B. aus der ersten und zweiten, aus der
ersten und dritten, . .., aus der ersten und letzten Gleichung des Systems ein und
dieselbe Variable, so daB ein neues Gleichungssystem entsteht, das eine Variable
und eine Gleichung weniger enthilt.

Fiir das neue System wird das Verfahren wiederholt, und so wird fortgefahren, bis
sich schlieBlich eine Gleichung mit einer Variablen ergibt. Nach dem Aufldscn
dieser Gleichung setzt man die fiir diese Variable crmittelte Zahl in eine Gleichung
des Systems ein, die zwei Variable enthilt, ermittelt den Wert der zweiten Varia-
blen und fahrt so fort, bis alle Werte bestimmt sind.
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In welcher Reihenfolge die Variablen eliminiert werden, ist dabei belanglos.
Sind die linearen Gleichungen voneinander unabhéngig und widerspruchsfrei und
stimmt ihre Anzahl mit der der Variablen iiberein, so gibt es genau eine Losung,
d.h. fir jede Variable einen bestimmten Zahlenwert. Die Probe ist mit simtlichen
Gleichungen des Systems durchzufithren. '

1.

-

6.

9.

10.

11.

Aufgahben

3z 4+ 2y+2z =11 2 jr—y= 2 3] o+ 4y= 21
224 3y—2z =14 z4+y=—1 2z -} 3z= 27

5z —4y—6z= 4| (L) r—z2=—5] 12y + 152 =128 (L)
ol —2y+1lz= 1 5. |52 — 3y =11

i71§x+ ty 12z2=-3 32+ 4u=10

2o —3%y+ fz=—8' (L) 15y —8u= T

. 4s—5:= 6] (1)

Line dreiziffrige Zahl hat die Quersumme 15. Dic zweite Ziffer der Zahl ist das arithmetische
Mittel aus der ersten und dritten Ziffer. Die Summe der ersten beiden Ziffern ergibt das Vier-
fache der dritten Ziffer. Wie heilt die Zahl ?

. Dividiert man eine dreiziffrige Zahl durch die Summe ihrer ersten beiden Ziffern, so erhilt

man 49 Rest 11. Dividiert man dieselbe Zahl durch die Summe der ersten und dritten Ziffer,
so ergibt sich 66 Rest 3. Dividiert man sie durch ihre Quersumme, so kommt 37 Rest 18
heraus. Wie heiBt die Zahl? (L)

Ein Wasserbehilter faft 630 Liter. Er wird gefiillt, wenn gleichzeitig durch drei Roéhren
30 Minuten lang Wasser zuflieBt. Dabei liefert die erste Rohre in einer Minute 7 Liter mehr
als die zweite und dreimal soviel als die dritte. Wieviel Liter flieBen durch jede Roéhre in
einer Minute ?

Ein Wasserbecken kann durch drei Pumpen gefiillt werden. Fordert die erste Pumpe zwei
Stunden lang und die zweite Pumpe neun Stunden, so werden vier Fiinftel des Beckens ge-
fullt. Fordert die erste Pumpe funf und die dritte Pumpe vier Stunden, so fehlt noch ein
Sechstel an der Fiillung des Beckens. Férdert die zweite Pumpe funf und die dritte acht
Stunden, so wird das Becken gerade voll. In welcher Zeit wird das Becken durch jede Pumpe
allein gefiillt ? (L)

Drei Stiick Silber, das erste mit dem Feingehalt 0,750, das zweite mit dem Feingehalt 0,585,
das dritte mit dem Feingehalt 0,800 wiegen zusammen 270 g. Werden die ersten zwei Stiicke
zusammengeschmolzen, so erhalt die entstandene Legierung den Feingehalt 0,700. Werden
das zweite und das dritte Stiick zusammengeschmolzen, so entsteht Silber mit dem Fein-
gehalt 0,600. Wieviel Gramm wiegt jedes Stiick ?

Zur Herstellung arztlicher Geriate werden 4,5 kg Neusilber benétigt, das 609, Kupfer, 309,
Zink und 109, Nickel enthilt. Zur Verfiigung stehen drei Sorten Neusilber, von denen
die erste aus 529, Kupfer, 269, Zink und 229, Nickel,

die zweite aus 59 9, Kupfer, 309, Zink und 119, Nickel,

die dritte aus 639, Kupfer, 319, Zink und 69, Nickel besteht.

Wieviel Kilogramm von jeder Sorte sind zu nehmen ? (L)
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4.1.

4. Winkelfunktionen
und ebene Trigonometrie

Die Winkelfunktionen

4.1.1. Die Sinusfunktion

1.a) Fertigen Sie ein Gelenkviereck an, bet dem alle Seiten die gleiche Liinge haben (Rhom-
bus)! Bewegen Sie das Viereck so, dafi ein Imnenwinkel alle Winkel von 0° bis 180°
durchlduft! Wie verdndert sich dabei der Flicheninhalt des Rhombus?

b) Zeichnen Sie Rhomben mit den Seiten a = 5 cm und den Winkeln a; = 10°; ay = 20°;
ay = 30°% ... ay, = 170°/ Messen Sie die zugehirigen Hohen hys hys hys o .. Ry,
und bestimmen Sie die Flicheninhalte Ay; Ay; Ay: ... Ay! Welcher Flicheninhalt
ergibt sich fir ay = 0° und «;q = 180°2

¢) Stellen Sie den Flicheninhalt A des Rhombus als Funktion des Winkels « graphisch
dar [A = f(a)]!

d) Berechnen Sie die Flicheninhalte der Rhomben mit den Seiten @ == 5 cm und den Win-
keln o = 30°; 45°; 60°; 90°; 120°; 135°; 150°, tndem Sie die jeweilige Hohe rechnerisch
ermitteln! Vergleichen Sie mit den umiter b) gefundenen Werten! Wie fiigen sich die
Werte fiir « = 45° und o = 135° ¢in?

e) Wie dndert sich die graphische Darstellung der Funktion A = f(a), wenn Sie a = 3 cm
(7 cm) wahlen?

2. Dreht sich eine Spule gleichférmig in einem homogenen Magnetfeld, so wird in thr eine
Wechselspannung U induziert. Diese dndert stindig thre Grifle und wechsclt thre Polari-
tit in regelmdfiigen Zeitabstanden. Zeichnen Sie den Verlauf der Spannung U in Abhin-
gigkeit vom Drehwinkel a wihrend einer Umdrehung der Spule!

Der Flacheninhalt 4 eines Rhombus héngt bei ge-
gebener Seitenlinge vom Winkel « ab. Ebenso hingt
die in einer Spule induzierte Spannung U vom Winkel «
ab. Die Abhingigkeit ist in beiden Féllen von gleicher
Art; sie liBt sich aber durch keine der bisher behan-
delten Funktionen ausdriicken. Im folgenden werden
wir diese Funktion niher bestimmen.

Es sei ein rechtwinkliges wv-Koordinatensystem mit
gleicher Teilung auf den Achsen gegeben (Abb. 4.1.).
Ein Winkel z entsteht dadurch, daB man einen Strahl
um seinen Anfangspunkt O (0; 0) von der positiven
u-Achse als Ausgangslage aus dreht. Als positiven

Abb. 4.1.

111



Drehsinn legt man fest, da die positive u-Achse durch Drehung um 90° in die posi-

tive v-Achse ibergefithrt wird.

Um O sei ein Kreis mit beliebigem Radius r gezeichnet. Der bewegliche Schenkel

des Winkels 2 schneide den Kreis im Punkt P (u; v). Dreht sich der Strahl um O bis

in die Ausgangslage zuriick, so hat er die vier Quadranten des Kreises iiberstrichen,
und der Punkt P ist auf der Peripherie des Kreises einmal herumgelaufen.

. Von P sei das Lot auf die u-Achse gefdillt und der Fufipunkt mit Q bezeichnel. Wie bewegt
sich @, wenn P, von der Ausgangslage auf dem positiven Teil der u-Achse beginnend, einen
vollen Umlauf ausfihrt?

Im Verlauf der Drehung des Strahls dndert sich mit dem Winkel z die Lénge

des projizierenden Lotes % des zugehodrigen Punktes P,(n=1; 2; 3;...). Im

I. Quadranten vergrofiert sich die Lange des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel

z(0° < x < 90°) von 0 bis r (Abb. 4.2.). Im II. Quadranten verkiirzt sich die Linge

des Lotes P,Q, mit wachsendem Winkel a (90° < 2 < 180°) von r bis 0 (Abb. 4.3.).

Uberschreitet der Winkel den Wert 180°, so nimmt die MaBzahl des Lotes negative

Werte an, und zwar nimmt siec im III. Quadranten von 0 bis —r ab und steigt

im IV. Quadranten von —r bis 0 an. Die mit Vorzeichen versehene Maflzahl des

Lotes P,Q, hangt bei konstanter Linge des Radius OP=r(r > 0) eindeutig vom

Winkel z ab.

Wir bilden nun das Verhéltnis projizierendes Lot PQ . Dieses Verhaltnis (der Radius O P
Radius OP

ist zunichst konstant) hingt ebenfalls eindeutig vom Winkel 2 ab, und dndert sich in

gleicher Weise wie das projizierende Lot FQ) selbst. Bedenkt man, daBl nach dem
projizierendes Lot PQ
RadiusOP

Strahlensatz fiir die Winkel « das Verh.éiltnis auch fiir veranderte

Radien jeweils gleich ist, so erkennt man, daBl das Verhéltnis %ﬁ nmt vom Winkel z,

nicht aber vom Radius O P abhingt.

Da die MaBzahl des projizierenden Lotes PQ gleich der Ordinate » des Punktes P ist,
kann das Verhéltnis auch lauten:

Ordinate v: MaBzahl des Radius 7.
Dieses Verhiltnis nennt man den Sinus (sin)! des Winkels z.

1 ginus (lat.), Rundung, Woélbung

y Abb. 4.2. Abb. 4.3. Abb. 4 4.
v
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» Erkléirung 1: Das Verhtiltnis der Ordinate v des auf der Peripherie lauienden Punktes P zur
MaBzahl des Radius r des Kreises um O nennt man den Sinus des Winkels x (Abb. 4.4.).

1 sine=22 (@ =<c=<360°) oder sine=—.

Fiir beide Gleichungen gilt: r 3= 0. In der zweiten Gleichung ist v mit Vorzeichen.
von r jedoch nur die Maflzahl zu verwenden.
Die Funktion, welche die Abhdngigkeit des Verhiltnisses

Ordinate : Ma0zahl des Radius
vom Winkel ausdriickt, heilit nach Erklarung 1 Sinusfunktion. Als Funktionszeichen
wird dabei das Symbol sin benutzt.

Bezeichnet man den Wert des verinderlichen Quotienten mit y, so erhidlt man die
Funktion

y=sinzx.
. Ermitteln Sie mit Hilfe der Abbildung 4.1., in der r konstant ist, die Funktionswerte der

Sinusfunktion fir die Winkel x = 0°; 90°; 180°; 270°; 360°! (Im IIl. und IV. Qua-
dranten nimmt sin x negative Funktionswerte an.)

4.1.2. Die Kosinusfunktion

Bei der Drebung des Strahls OP um O in Abbildung 4.1.

indert sich mit dem Winkel z auch die Projektion OQ v
des Radius auf die u-Achse (Abb. 4.5.).

Das Verhiltnis Projcktion OQ: Radius OP, das auch
lauten kann v

Abszisse u: MaBzahl des Radius 7,

hingt ebenfalls nur vom Winkel « ab. Dieses Verhaltnis
nennt man den Kosinus (cos) des Winkels .

Abb. 4.5.

» Erkliirung 2: Das Verhiiltnis der Abszisse u des auf der Peripherie laufenden Punktes P zur
Mabzahl des Itadius r des Kreises um O nennt man den Kosinus des Winkels x.

09

(2) eosx=—= (0°=Z2x=<360°) oder cosxz= 2.
T T

Fiir beide Gleichungen gilt: 7 == 0. In der zweiten Gleichung ist wieder nur die MaB-
zahl von r zu verwenden.
Die Funktion y, welche die Abhingigkeit des Verhiltnisses

Abszisse : MaBzahl des Radius

vom Winkel z ausdriickt, heift Kosinusfunktion:
y = coszx.

. Ermitteln Ste die Funktionswerte der Kosinusfunktion fir die Winkel x = 0°; 90°; 180°;
270°; 360°! Im II. und II1l. Quadranten hat u megaiive Werte. Daher nimmt y = cos x
in diesen Quadranten negative Funktionswerte an.
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4.1.3. Die Tangensfunktion

Ply;
Eine weitere Winkelfunktion erhalten wir durch das Ver- fuv)
hiltnis /
%
Ordinate »: Abszisse u, 4
das ebenfalls nur vom Winkel = abhingt (Abb. 4.6.). Fiir u u

x=0%istv=0und u=r {r & 0), a]so% = 0. Mit wach-

sendem z nimmt % zu. Wenn der Winkel z sich dem
Wert 90° nihert, wichst der Quotient 1;51 tiber alle Gren- Abb. 4.6.
zen, (Dieser Fall kann mit der Funktion y = —i- verglichen

werden, wenn sich  dem Wert 0 nihert.) Fir & = 90° existiert demnach kein Tan--
genswert. Das gleiche gilt fur x = 270°.

Im II. Quadranten ist der Quotient % negativ. Das Verhaltnis 5- wichst mit zu-
nehmendem Winkel und erreicht fiir & = 180" den Wert 0. Der Quotient % zeigt im
II1. Quadranten das gleiche Verhalten wie im I. Quadranten, und im IV. Quadran-
ten verhilt er sich wie im IT, Quadranten.

Erkliirung 3: Das Verhiiltnis der Ordinate ¢ zur Ahszisse a des aul der Periplherie lunfenden
PPunktes P nennt man den Tangens' des Winkels x.
v ] ) o F -
(3) tanz = _— (0° < o < 360°; 2= 90°; = == 270°).
Die Funktion %, welche dic Abhiingigkeit des Verhiltnisses
Ordinate : Abszlsse

vom Winkel » ausdriickt, heilit Tapgensfunktion:

y=tlanx.

4.1.4. Die Kotangensfunlktion

Als vierte Funktion am Kreis betrachten wir das Ver-
hiltnis der Abszisse % zur Ordinate » (Abb. 4£.7.). Abh. 4.7.

’ Erklirung 4: Das Verhiiltnis der Abszisse u zur Oridinate v des aul der Peripherie lnufenden
P'unkies P nennt man den Kotangens des Winkels x.

(4) cotz= % (0° < < 360%: = ==100°).
Die Funktion g, welche die Abhiingigkeit des Verhiltnisses
Abszisse : Ondinate

1 tangere (int.), beriliren.
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vom Winkel z ausdriickt, heiBt Kotangensfunktion:
y =cotx.
Nahert sich der Winkel 2 im I. Quadranten von gréBeren Winkelwerten her dem
Wert 0, so wichst der Quotient % und damit die Funktion ¥ = cot 2 iiber alle Gren-
zen. Fir x = 0° existiert die Funktion y = cot « nicht. Das gleiche gilt fiir x = 180°
und x = 360°.
Im IT. und im IV. Quadranten haben die Tangensfunktion und die Kofangens-
funktion negative Funktionswerte.
Zweiweitere nicht so bedeutende Winkelfunktionen sind der Sekans und der Kosekans
eines Winkels. Der Sekans (sec) des Winkels « (Abb. 4.1.) ist das Verhiltnis
Radius OP: Projektion 0Q.
Der Kosekans (cosec) des Winkels x ist das Verhiltnis
Radius O P: Projizierendes Lot PQ.

Fiir die Umrechnung gelten die Gleichungen:

und cosecx =

secxr = .
cosx smx

@ Auigaben

1. Zeichnen Sie um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems mehrere konzentrische
Kreise, und legen Sic in den I. Quadranten einen Strahl, der in O beginnt!

a) Bestimmen Sie jewecils das Verhaltnis ,,Ordinate des Schnittpunktes des Strahls mit dem
Kreis zur Maflzahl des zugehorigen Radius‘!

b) Vergleichen Sie die einzelnen Ergebnisse miteinander!

e) Wie dndert sich das Verhdltnis im I. Quadranten, wenn sich der Winkel dndert?

d) Beurteilen Sie, warum die Sinusfunktion durch das Verhéiltnis von Ordinate zur MaBzahl
des Radius und nicht durch die Ordinate allein definiert wird!

e) Welche besondere Rolle spielt der Kreis, der die Liangeneinheit als Radius hat?

f) Fithren Sie die Untersuchungen auch im II. Quadranten durch!

2. Um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems sci ein Kreis mit dem Radius r ge-
zogen. Von O geht ecin Strahl aus, der den Kreis im Punkt P (u; v) schneidet und mit dem
positiven Teil der Abszissenachse den Winkel  bildet. Wie groB ist jeweils sin x, wenn fiir
die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden?

a)r=8,v=4 b) r=3;v=1 e) r=13; v=—35
d =3, v=4 e) u—2;v=—1,5 ) u=v=2
g u=—1,v=3 h) r=cv=ua i) u=biv=a (L:a,d, e, i)

3. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Sinus die folgenden Werte annimmt?
a) % bh) 2}:— % d01 e —03 104 g) —08 h) 09 (L:a,d, f,h)
Beachten Sie, daf sich jeweils zwei Winkel ergeben! Uberlegen Sie, wie man die Aufgabe mog-
lichst leicht losen kann!

i) Warum ist 1,1 als Funktionswert des Sinus nicht méglich?
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10.

11.

-
(13

1.

-

. a) bis ¢) Beantworten Sie die Fragen der Aufgaben 1 a, b und e fiir das Verhiltnis ,‘,Ab-

szisse des Schnittpunktes P des Strahls mit dem Kreis zur MaBzahl des zugehorigen Radius‘‘!
d) Fiihren Sie die Untersuchungen auch im II. und III. Quadranten durch!

. Wie groB sind fiir den in Aﬁ.fgabe 2 geschilderten Sachverhalt die Werte von cos x, wenn fiir

die Symbole die folgenden Werte gesetzt werden?
a) r=3; u=2, b)) r=2; u= V—g e) bis i) Siehe Aufgabe 2e bisi! (L:b,c.1)

. Bestimmen Sie die Kosinuswerte der folgenden Winkel nach Erklirung 2 durch Messung

am Kreis!
a) 22,5° b) 45° e) 67,5° d) 135° e) 202,5°  337,5° (L:a,d)

Zeichnen und messen Sie die Winkel, firr die die Kosinusfunktion die in Aufgabe 3a bis h
angegebenen Werte annimmt! (L: b, e, h)

. Zeichnen Sie um den Anfangspunkt O eines uv-Koordinatensystems einen Kreis mit dem

Radius 7!

Wie verindert sich a) die Ordinate », b) die Abszisse u eines Punktes P, der die Kreislinie,
vom Punkt P, (r; 0) beginnend, im mathematisch positiven Drehsinn durchliuft? Ziehen Sie
daraus TFolgerungen fiir den Verlauf der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion!

Fiir welche Winkel ist sin * = cos ? In welchen Fillen ist sin 2 == — cos z? (L)

. Vergleichen Sie miteinander:

a) sin 30° und cos 60°, ¢) sin z und cos (90° —z), 0° < z < 90°,
h) sin 60° und cos 30°, d) cosx und sin (90° —z), 0° < z < 90°! (L: a, b)

Tragen Sie in einem uv-Koordinatensytem in O an den positiven Teil der u-Achse den Winkel
35° an, und suchen Sie auf seinem freien Schenkel (im I. Quadranten) die Punkte P, und P,
auf, deren Abszissen u; = 4 bzw. u, == 6 sind! Messen Sie in beiden Fillen die Ordinaten v,
und v,, und bestimmen Sie die Quotienten —3} und —Zl!

1 2

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Ihre Feststellung! (L)

Bestimmen Sie fir die Winkel a) 30°, b) 60°, ¢) 120°, d) 150° am Kreis im uv-System das
Verhiltnis v: « durch Messung! Kommt es auf den Radius des Kreises an? (L: a, d)

2. Welche Werte hat tan x am Kreis im »v-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel x

gehorenden Strahles mit dem Kreis die folgenden Koordinaten hat?

a) u=4; v=3 b)) u=v=1 e) u—=—4; v=2
d) u=2;, v==—1,5 e u=—0,9; v=—0,6 f) Abszisse b; Ordinatea. (L: b, e)
Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Tangens dic folgenden Werte annimmt!

Al B3 94 b —1 e })Y3 n—} (Libd

. Tragen Sic im wv-Koordinatensystem in O an den positiven Teil der u-Achse den Winkel 35°

an, und suchen Sie auf scinem freien Schenkel (im I. Quadranten) die Punkte P, und P,,
deren Ordinaten v, = 6 bzw. v, == 8 sind!

Messen Sie in beiden Fallen die Abszissen #; bzw.u,, und bestimmen Sie die Quotienten
U, Uy

-~ und -=!

N vy

Was stellen Sie fest? Begriinden Sie Thre Feststellung! (L)
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15. Bestimmen Sie am Kreis nach Erkliarung 4 durch Messung die folgenden Funktionswerte!
a) cot 15° b) cot 75° e€) cot 105° d) cot 165° e) cot 195° ) cot 255° (L:a,c,d)

16. Welche Werte hat cot z am Kreis im uv-System, wenn der Schnittpunkt P des zum Winkel z
gehorenden Strahles mit dem Kreis die in Aufgabe 14 aufgefithrten Koordinaten hat? (L:a,b,f)

17. Zeichnen und messen Sie die Winkel, fiir die der Kotangens die folgenden Werte annimmt!
)t B2 25 d—08 e Y5 bh—5 (Lic,f

18. Stellen Sie, soweit moglich, die Werte der vier Winkelfunktionen fiir z = 0°; 90°; 180°; 270°;
360° in einer Tabelle zusammen! (L)

19. In einigen Lehrbiichern der Matbematik werden die Winkelfunktionen am rechtwinkligen
Dreieck erklart.

a) Wenden Sie die Erklirungen 1 bis 4 auf das rechtwinklige Dreieck 4 BC in Abbildung 4.7.
an!

b) Erkliren Sie die Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck! Welcher Beschrankung
unterliegen diese Erklarungen?

4.2. Der Zusammenhang der Winkelfunktionen

Die Da,l;legungen im Abschnitt 4.1. iiber die Winkelfunktionen kénnen in folgenden
Faustregeln zusammengefaflt werden:

Ordinate Abszisse

* MaBzahl des Radius Sinus 2. MaBzahl des Radius Kosinus
Ordinate Absuisse
" Abszisse = Tangens Ordinate. = Kotangens

Fir alle vier Verhédltnisse wurde die Abhdngigkeit vom Winkel & festgestellt.
Die Verhéltnisse vir ur viu TR,
stellen die Funktionen sin x cos & tan & cot &
des Winkels x dar.

Aus der Zusammenstellung entnehmen wir, daB die Verhéltnisse, die Tangens und
Kotangens erkliren, fiir denselben Winkel & zucinander reziprok sind. Die Tangens-
und die Kotangensfunktion eines Winkels haben reziproke Werte. Fiir die Werte der
Sinus- und der Kosinusfunktion eines Winkels gilt eine derartige einfache Bezichung
nicht.

4.2.1. Die Bilder der Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen koénnen im rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt
werden. Hierzu verwendet man die Winkel x als Abszissen und die Funktionswerte y
als Ordinaten der Kurvenpunkte. Die Abbildung 4.8. stellt das Bild der Funktion
y=sinx im Bereich 0° < x < 360° dar. Die Funktionswerte wurden einer Dar-

117



vf st
0
s U € I~
pANRY I I EVAN
AN NNIA el
AN\, %% 0 i
= X
| a| | 30° 9° 7l 20 /60°
W 04 4
NN/ W
N/ \ N/ N
Y -
-07
2ar-2m, (r=1)
Abb. 4.8,

stellung im wv-Koordinatensystem entnommen, in der dem Radius des Kreises der
Wert 1 gegeben wurde. In diesem Einheitskreis (Abb. 4.8., linker Teil) geht die
Gleichung (1) iber in

(la) sinx = PTQ=1%

Die MaBzahl der Linge des Lotes PQ im Einheitskreis entspricht also jeweils dem
Sinus des entsprechenden Winkels x.

Es ist zweckmiBig, auf der Abszissenachse des xy-Systems als Einheit die Linge des-
jenigen Bogens zu wihlen, den der Zentriwinkel 1° auf der Peripherie des Einheits-
kreises ausschneidet. Man rollt dazu den Einheitskreis auf dem positiven Teil der
x-Achse vom Ursprung O aus ab und erhilt eine Strecke, die dem Vollwinkel 360°
entspricht.

Um ein Bild der Funktion zu zeichnen, reicht es praktisch aus, wenn man den rechten
Winkel im Einheitskreis in sechs gleiche Teile teilt und die zu einem Winkel von 15°
gehorende Bogenlinge naherungsweise durch die Sehne ersetzt.

Wie ermiticlt man in der Abbildung 4.8. fir einen gegebenen Winkel den zugehorigen Kurven-
punki?

Aus der Abbildung 4.8. ist ersichtlich:

Die Werte der Sinusfunktion y = sin « liegen zwischen y = —1 und y = + 1. Es gilt
also der Wertevorrat: —1 <y < +1.

Im I. und IV. Quadranten ist die Sinusfunktion eine steigende, im II. und III. Qua-
dranten eine fallende Funktion. Im Bereich 0° < & < 360° ist jedem Winkel x ein
Funktionswert y = sin « eindeutig zugeordnet. Diese Aussage kann man jedoch nicht
umkehren.

@  Wicviel Winkelwerte gehiren a) im allgemeinen zu einem gegebenen Funktionswert, b) zu
y=—+1lL,y=—1y=07

Dagegen wird im Bereich 0° < x < 90° jedem Winkel « ein Funktionswert
¥ (0= y = +1) umkehrbar eindeutig (eineindeutig) zugeordnet. Man sagt auch: Die
Funktion y = sin x bildet die Menge der Winkel x (0° < o =< 90°) auf die Menge der

118



v
R Plu;v)
| yesinx v I
Ply. 1
. (4;v) g R A
= Q u 0 U
v 1
I
. | ) o 5
0° ¥ x 0 “—Y‘—A y =
Abb. 4.9, Abb. 4.11. Abb. 4.12. K
Abb. 4.10.

yroos x

reellen Zahlen zwischen 0 und +1 (0 =<y < +1) eineindeutig ab (Abb. 4.9.). Die
Abbildung 4.10. zeigt das Bild der Funktion ¥ = cos z, das in dhnlicher Weise wie
das der Sinusfunktion gezeichnet wird. Als Ordinaten y hat man die entsprechenden
Abszissen « im Einheitskreis des uv-Koordinatensystems zu verwenden.

Zur Konstruktion des Bildes der Tangensfunktion in Abbildung 4.11. wurde an den
Einheitskreis im Punkt 4 (1; 0) die Tangente (Haupttangente) gelegt. Der den Win-
kel x erzeugende Strahl schneidet die Tangente in R. Nach dem Strahlensatz gilt

AR:1=v:u.
Da »:u = tan x ist, ergibt sich
AR=tanz.

Der Abschnitt AR auf der Haupttangente im Punkte A des Einheitskreises stellt
also den Tangens des Winkels x geometrisch dar.! Liegt der Winkel  im II. oder
III. Quadranten, so schneidet der bewegliche Schenkel des Winkels z die Tangente
nicht. Der den Tangens des Winkels x darstellende Abschnitt der Haupttangente wird
in diesem Fall von der Verlingerung des beweglichen Schenkels iiber den Scheitel O
hinaus gebildet (Abb. 4.12.). Auf dieser geometrischen Darstellung der Funktions-

1 Diese geometrische Deutung 148t die Bezeichnung Tangens fiir das Verhiltnis v : 4 der Koordinaten elnes Kreis-
punktes verstindlich werden.
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werte beruht das Konstruktionsverfahren fiir das
Bild der Funktion y = tan z (Abb. 4.13.).
In &dhnlicher Weise erhdlt man das Bild der
Kotangensfunktion (Abb. 4.14.). Hierzu wird an
den Einheitskreis im Punkt B (0; 1) die Tangente
(Nebentangente) gelegt.
Der bewegliche Schenkel des Winkels « schneidet
diese Tangente in T. Die Dreiecke OT B und O QP
sind dhnlich; somit gilt die Proportion:
BT:1=u:v.
Da wu: v = cotx ist, ergibt sich
BT = cot z.

Der Abschnitt BT auf der Nebentangente im
Punkte B des Einheitskreises stellt also den Ko-
tangens des Winkels  geometrisch dar.

Im III. und IV. Quadranten wird der den Ko-
tangens des Winkels x darstellende Tangenten-
abschnitt von der Verlingerung des beweglichen
Schenkels iiber den Scheitel O hinaus gebildet
(Abb. 4.15.). Bei der Konstruktion des Bildes
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Abb. 4.16.,

der Funktion ¥ = cot  hat man als
Ordinaten die Tangentenabschnitte

BT zu verwenden (Abb.4.16.). In
den Abbildungen 4.13. und 4.16.
zeigt der Verlauf der Kurven an-
schaulich, daB die Funktion y = tanx
fiir x = 90° und x=270°, die Funk-
tion y = cotx fir z = 0°, x = 180°
und x = 360° nicht definiert ist.

Beachten Sie, daB die Funktions-
werte der Tangens- und Kotangens-
funktion nicht die Strecken AR

bzw. BT selbst, sondern deren MaB-
zahlen, also unbenannte Zahlen sind!

4.2.2. Die Vorzeichen der Winkelfunktionen

_3_

J

VN

Der Radius r ist stets positiv, aber die Malizahlen der Projektion 0Q und des proji-

zierenden Lotes P@Q bzw. die Koordinaten «» und v nehmen je nach dem Quadranten
das positive oder negative Vorzeichen an. Die Vorzeichen von # und v bestimmen

damit das Vorzeichen der Winkelfunktionen fiir die Winkel dieses Quadranten.

Vorzeichen der Winkelfunktionen in den vier Quadranten

I

11

101

IAY

sin

[
tan
cot

++++

+

++ |

|+

@  Leiten Sie die Vorzeichen aus den Erklirungen der Winkelfunktionen her!

4.2.3. Beziehungen zwischen den Funktionen bei gleichem Winkel

Dividiert man in der Zusammenstellung auf S.117 die erste Gleichung durch die zweite

und die zweite durch die erste, so erhilt man:

Ordinate _ sinz b
Abszisse = cosz

Abszisse
Ordinate =~ sinz
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Hieraus ergeben sich fiir den gleichen Winkel # die Grundformeln

sin @
(6) tanx =

cos

cos
{6) ecotx = ——-

sin &

@  Sprechen Sie diese Bezichungen in Worten aus!
Fiir welche Winkelwerte hat die Formel (B), fiir welche die Formel (6) keine Giiltigkeit?

Durch Multiplikation der Gleichungen (5) und (6) findet man
(7) tanx.ecotx =1,
. Lésen Sie Gleichung (7) nach tan x bzw. nach cot x auf!
Sprechen Sie die sich ergebenden Beziehungen in Worten aus!
Nach den Erklarungen (1) und (2) ist sinx = % und cos z = % Werden die beiden

Gleichungen quadriert und anschlielend addiert, so ergibt sich:

. P2 u? 2+ u?
(sinx)? 4 (cosz)? = wta=—F

Wie aus den Abbildungen 4.4., 4.5. und 4.6. hervorgeht, gilt nach dem Satz des
Pyraacoras v® + u? = 12 fir jeden Punkt P(u; v) im L bis IV. Quadranten.
Hieraus ergibt sich:

(sin )2+ (cos )2 =1.

An Stelle von (sin x)? bzw. (cos x)? schreibt man vereinfacht sin®x bzw. cos?x. So
crhélt man

(8) sin?z -+t eos®x=1.
. Lésen Ste die Qleichung (8) nach sin x bzw. nack cos xz auf!

Einige weitere Beziehungen gehen aus der Abbildung 4.17. hervor. In der Abbil-
dung 4.17.a wurde im I. Quadranten der Winkel z, in der Abbildung 4.17.b der
Winkel (90° — ) eingezeichnet.

oA v
] 7] :%(U;;V,)
r
P{U,‘V) V1
r X
4
Y = Abb. 4.17a. 0°x . Abb. 4.17b.

0 u el u oy G Ty
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Auf Grund der Erklirungen der Winkelfunktionen (1) bis (4) gelten die folgenden
Gleichungen:
1

sin (90° — z) = KT' tan (90° — z) = L,
1

c0s(90° — ) = % cot (90° — z) = %
1

Da die Dreiecke O QP und 0,@, P, kongruent sind, kann man setzen:
uy=v und v, = u.

Wendet man die Erklirungen der Winkelfunktionen nochmals an, so ergeben sich
aus den obigen Gleichungen die Komplementbeziehungen:
) sin (90° — x) = cos x, tan (90° — x) = cotax,

cos (90° — x) = sinx, cot (90° — z) = tanx.
Durch die Formeln in der zweiten Zeile werden die Namen Kosinus und Kotangens
verstindlich: complementi sinus (abgekiirzt cosinus) bedeutet Sinus des Komple-
mentwinkels, complementi tangens (abgckiirzt cotangens) bedeutet Tangens des
Komplementwinkels. Die Kosinus- bzw. die Kotangensfunktion nennt man die Ko-
funktionen zur Sinus- bzw. zur Tangensfunktion und umgekehrt.
Die Beziehungen (8) kénnen zu folgender Aussage zusammengefalBt werden:

> Die Funktion eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Komnplementwinkels
(Komplementbezichung).

Dic Formeln (5) bis (8) werden verwendet, um aus gegebenen Werten einer Winkel-
funktion entsprechende Werte anderer Winkelfunktionen zu berechnen. Mit Hilfe
der Formeln (9) werden Werte der entsprechenden Kofunktion des Komplement-
winkels ermittelt.

Il  Beispiel 1:

Gegeben ist sin z; = } ]/—i Es ist tanz, zu bestimmen. Hierzu ist es erforderlich, daB zu-
nichst tan 2 durch sin x ausgedriickt wird.

sinzx

Nach (5) ist tan x = und nach (8) cosx = ]/1 — sin®x. Indem wir fiir cos z den
z

. . sinx
Whurzelausdruck einsetzen, erhalten wir: tanz = '—f::-'I;- .
V1 —sin’z
-

L 5 . . gV 2
Fir sin 2, =} ]/2 ergibt sich daraus tanz, = ~V2V S =

no—

[l Beispiel 2:
Bekannt scien die Werte der Sinusfunktion fiir die Winkel z = 30°; 45°; 60°,
Welche Werte hat die Kosinusfunktion fur diese Winkel?
Esist cos 30° = sin (90° — 30°) = sin 60°;
cos 45° = sin (90° — 45°) = sin 45°;
cos 60° = sin (90° — 60°) = sin 30°.
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@ Aufgaben

1. a) Tiir die Sinus- und die Kosinusfunktion ist zwischen 0° und 90° von 10° zu 10° eine drei-
stellige Tafel aufzustellen.
Anleitung: Zeichnen Sie den I. Quadranten eines linheitskreises, und tragen Sie die Winkel
10°; 20°; 30°; ...; 80° ein! Wiahlen Sie als Radius 1 dm! Die Funktionswerte kann man
so auf zwei Dezimalstellen genau bestimmen und die dritte Dezimalstelle schatzen (Milli-
meterpapier!). Kosinus- und Sinusfunktion haben den gleichen Wertevorrat; die Funk-
tionswerte sind aber anderen Winkeln zugeordnet. Welcher Zusammenhang ergibt sich
daraus fiir die Funktionen % == sin # und y = cos z?

b) Stellen Sie auch fiir den II. Quadranten eine Wertetafel der Sinus- und der Kosinus-
funktion auf! (L)

2. a) Stellen Sie eine dreistellige Tafel der Tangens- und der Kotangensfunktion zwischen 0°
und 90° von 10° zu 10° auf!
Anleitung: Es ist tan 2 die MaBzahl des Haupttangentenabschnittes, cot x die Mafzahl
des Nebentangentenabschnittes.
Welchen Zusammenhang beobachten Sie an den Funktionen y = tan z und y = cot x?

b) Stellen Sie auch fiir den IT. Quadranten eine Wertetafel der Tangens- und der Kotangens-
funktion auf!

ol
&
£

Stellen Sie die Nullstellen der Sinus- und der Kosinusfunktion zusammen! (Darunter sind
die Stellen x zu verstehen, fiir die sin x = 0 bzw. cos £ = 0 ist.)

b) Stellen Sie diejenigen Stellen zusammen, an denen y = sinz und y = cos z die Werte
~+1 und —1 annehmen! (L)

-~

. In cinem Kreis mit dem Radius r ist eine Sehne von der Liange ! mit dem zugehérigen Zentri-
winkel « gezeichnet. Das Lot vom Kreismittelpunkt auf die Sehne halbiert Zentriwinkel und
Schne.

a) Stellen Sie die Funktion auf, welche die Beziehung zwischen halbem Zentriwinkel, halber
Sehne und Kreisradius ausdriickt!

b) Wie groB ist in einem Kreis vom Durchmesser 7 cm die Sehne zum Zentriwinkel 20°;
80°; 140°?
Anleitung: Benutzen Sie zur Bestimmung die Tafel aus Aufgabe 1! (L)

[91]

. Bestimmen Sie graphisch durch Interpolation an der Sinus- bzw. Kosinuskurve die folgenden
Funktionswerte!

a) sin 5° b) sin 78° e) sin 175° d) sin 258°
e) cos 25° f) cos 62° g) cos 118? h) cos355° (L:a.b,h)

6. Entnehmen Sie der graphischen Darstellung der I'unktion y === sin 2 die Winkel, deren Sinus
die folgenden Werte haben!

a) 0,35 h) 0,70 e) — 0,30 d) — 0,65 (L:a,d)

7. Entnchmen Sie der graphischen Darstellung der Funktion y == cos x die Winkel, deren Kosinus
die folgenden Werte haben!

a) 0,40 b) 0,125 e) — 0,45 d) — 0,140 (L: b, d)
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8.

10.

-
iy

13.

o

-
<

15.

a) Die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion sind im I. Quadranten in ein und dasselbe
2y-Achsenkreuz zu zeichnen.

Spiegeln Sie die Kurven an der Parsllelen zur y-Achse durch den Punkt mit der Abszisse
x = 45°! Zeichnen Sie dazu entweder (1) nur das Bild einer der beiden Funktionen oder (2)
beide Funktionen lediglich im Bereich von 0° bis 45°, und vervollstindigen Sie die Zeich-
nungen durch Spiegelung!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet?

b) Zcichnen Sie die Bilder der Sinus- und der Kosinusfunktion nun auch im II. bis IV. Qua-
dranten! Nutzen Sie die Moglichkeit der Spiegelung an der Parallelen zur y-Achse durch
den Punkt mit der Abszisse z = 225°!

Durch welche Beziehungen wird das Verfahren analytisch begriindet? (L)

. Bestimmen Sie durch Interpolation an der Tangens- bzw. Kotangenskurve die folgenden

Funktionswerte!

a) tan 73°
e) cot 39°

b) tan 11°
f) cot 66°

e) tan 107°
g) cot 107°

d) tan 191°

h) cot 294° (L: a, e)

Entnehmen Sie der graphischen Darstellung der Funktion y = cot z die Winkel, deren
Kotangens die folgenden Werte hat!
a) 2,10 b) 0,83 e) —0,50

d) —1,50 (L:a,b)

. Leiten Sie aus den nachstehenden Werten der Sinus- und der Tangensfunktion die ent-

sprechenden Werte der Kofunktionen her! (L)

T | 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°
sin x 0 0,174 0,342 0,5 0,643 0,766 0,866 0,940 0,985 1
tan T 0o 0,176 0,364 0,577 0,839 1,192 1,732 2,747 5671 —

2. Beschreiben und vergleichen Sie den Verlauf der Kurven der Sinus- und der Tangensfunk-

tion im Bereich von 0° bis 90°!
Welche Punkte haben die beiden Kurven gemeinsam ?

Beweisen Sie die Formeln

a) sinz = J1 — cos®x, b) cosz = }/l—si;ﬁ! (L: a)

. Bestitigen Sie die Richtigkeit der Beziehungen

und

a) 14 tanlz = 1

3 b)1+cot2:€=-l
cos’z 8

in®z

! (L:b)

Aus den Funktionen y = sinz; y = cosz; y = tan z; y = cot z konnen jeweils die drei
anderen Winkelfunktionen bestimmt werden.
Leiten Sie die Bezichungen her, und vervollstindigen Sie die nachstehende Tabelle!

ausgedriickt
durch sin x oS ¥ tan z cot x
gesucht
sin — J1—cos’w
cos ¥ V 1 —sin*z —
tan x —
cot 2 —
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16, Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke!

R) cosz-tanzx b) sinz-cotx e) cOS T
cot x
i t —
L e) — 0% 1) tanz- 1 —sin®x (L:a,e)

tan x cot x

17. (iegeben sind die folgenden Funktionswerte.

a) sin 30°= 0,5 b) tan 45%°=1 ¢) cos 120°= — 0.5
d) tan 0°=20 e) cot 270° =0 I) sin 13°=0,2250
W cos 40° = 0,7660 L) tan 308° = —1,280 i} cot 59° = 00,6009

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tabelle in Aufgabe 21 die iibrigen Funktionswerte der Winkel!
(L: a, d, e, i)

18. Berechnen Sie aus den gegebenen Funktionswerten jeweils die Werte der drei anderen Win-
kelfunktionen!

u) Bi.na::ﬁ h} eosz:% ¢) tanx =3

d) cot:’c:],"rs e) si.nz:%) ) cosz:—-%l:ﬂ%—}/g

q) tanx:% h) cotz=2-}/§ i) Binz:—é

k) tma.w::% 1) tanx=—1 m) cotx:ﬁ—-Z (L: a, g, h, k)

@  Schileruultrag

Fertigen Sie das in Abbildung 4.18. dargesieliie 1] oot x —»=
Gerdt zum Bestimmen der Werte der Winkelfunk- I 1
tionen an! - ~
Es besteht aus einem durchscheinenden Deckbintt mit i ~
dem Vollkreis und dem Durchmesser sowie aus einem Ty
Grundblatt mit dem Quadrat wnd dem Quadranten. P t

=

@

Auf den Quadratseiten kann man fiir den mit dem
Durchmesser  eingestellten, Winkel wnmiitelbar die
Funktionswerle sinz, cos2, tanx (0° = » = 45% und
cot = (45° =< x = 90°) ablesen. Fithren Sie den Be-
weis! Wie findet man die Tangenswerte fiir Winkel : X
zwischen 45° und 907 und die Kotangenswerle fir hi) e BT 1
Winkel zwischen 07 und 4572

Beurteilen Ste die Genauigkeit, mit der Sie die Funk-

tiomswerte an Threm Gerdl ublesen kénnen! Abb,. 4.18.

/
A,

. A BN

t nx—-—\ ~

=
(=1
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4.3. Die Tafeln der Winkelfunktionen

Die Werte der Winkelfunktionen sind iiberwiegend irrationale Zahlen. Sie sind in
Tafeln zusammengefalB3t, die
das Aufsuchen des Wertes y = f(x) einer Winkelfunktion f(x) zu einem gegebe-
nen Winkel z
sowie das Aufsuchen des Winkels « zu einem gegebenen Funktionswert f(x)
ermoglichen.
Im folgenden wird stets auf das Tafelwerk von Beyrodt/Kiistner Vierstellige Log-
arithmen — Zahlen, Werte, Formeln Bezug genommen.

4.3.1. Aufsuchen der Funktionswerte bzw. der Winkel

. Erliutern Sie die Begriffe ,,steigende Funktion'* und ,,fallende Funktion', indem Sie im
I. Quadranten bei jeder der vier Winkelfunktionen angeben, wie sich der Funktionswert bei
einer Anderung des Winkels dndert!

Die Tafel 13 enthilt unter Ausnutzung des Umstandes, dafl die Kosinusfunktion die
Kofunktion zur Sinusfunktion ist, die Funktionswerte fir ¥ = sin # und y = cos
(0° =< = < 90°). Entsprechend enthilt die Tafel 14 die Funktionswerte fiir y = tan «
und y = cot x.
Die Winkel im Rahmen auf der linken Seite und oben bilden den Tafeleingang fiir
- die Funktion y = sin ¢ (y = tan z), die Winkel im Rahmen auf der rechten Seite
und unten den fir die Funktion y = cos z (y = cot z). Dabei sind die Winkel fir
die Funktionen Kosinus bzw. Kotangens in entgegengesetzter Folge aufgefiihrt.
Die Funktionswerte sind jeweils zwei Winkeln zugeordnet. Einerseits stellen sie den
Sinuswert (Tangenswert) eines Winkels dar, andererseits den Kosinuswert (IKotan-
genswert) des Komplementwinkels.

[}  Beispiel 1:

sin 21,0° = 0,3584; cos (90° — 21,0°) = cos 69,0° = 0,3584

tan 63,2° = 1,980; cot (90° — 63,2°) = cot 26,8° = 1,980
Da die tabellierten Funktionswerte fast alle gerundet sind, miiite eigentlich geschrie-
ben werden: sin 21,0” = 0,3584. Man verzichtet jedoch wie auch bei den Logarith-
men auf diese Unterscheidung im Schriftbild.
Ist der Winkel gesucht, so liest man bei gegebenem Sinusfunktionswert (Tangens-
funktionswert) die Gradzahl in dem Winkelrahmen ab, der die linke Spalte und die
obere Zeile bildet. Bei gegebecnem Kosinusfunktionswert (Kotangensfunktionswert)

findet man die Gradzahl in dem Winkelrahmen, der die rechte Spalte und die untere
Zeile bildet. '

Il  Beispiel 2:

sinz= 0,4664 cosx = 0,2284 tan z -—= 0,7400 cot z —= 10,99
z = 27,8° r — 76,8° x = 36,5° = 5,2°
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Aufsuchen der Funktionswerte y = f(x) mit Interpolieren

Ist der Winkel mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad gegeben, so hat man zu
interpolieren. Fiir das Interpolieren gelten bei dezimal geteiltem Grad die gleichen
Regeln wie beim Rechnen mit Logarithmen.

Deispiel 3:
y = sin 13,27°,

Aus Tafel 13 entnimmt man die Funktionswerte fiir sin 13,20° und sin 13,30°, zwischen
denen der gesuchte Funktionswert liegt.

7n° [sin 13,20° = 0,2284]

o | 2.
% 100 |sin 13,27° = 0,22 . J D
sin 13,30° = 0,2300
Nach dem Einsetzen in die Interpolationsformel d == plOg ergibt sich:
16 -7
=21 _q1,2~11.
d 10

Man addiert 11 Zehntausendstel zu 0,2284 und crhilt y = sin 13,27° := 0,2295.

Deispiel 4:

y = cos 52,14°

cos 52,10° = 0,6143

cos 52,14° = 0,61..

cos 52,20° = 0,6129
Wichst der Winkel um 10 Hundertstelgrad, so fillt der Funktionswert um D == 14 Zehn-
tausendstel.
Wichst der Winkel um n = 4 Hundertstelgrad, so fallt der IFunktionswert um d Zchn-
tausendstel.
44

Die Eigendifferenz berechnet man zu d = l_i 0 = 5,6, gerundet 6. Man subtrahicrt 6 Zehn-

tausendstel von 0,6143 und ‘erhz'i.lt y == cos 52,14° = 0,6137.

Beispiel 5:
y = tan 68,44°

tan 68,44° = 2,526 =22 =52=~5
40,005
tan 68,44° = 2,531

Ist der Winkel in sexagesimaler Teilung, also in Grad, Minuten und Sekunden ge-

”os

geben, so hat man vor der Benutzung der Tafeln die Minuten (') und Sekunden (") in
dezimale Teile eines Grades umzurechnen. Fiir die Umwandlung von m’ bzw. s” in
Grad gelten folgende Formeln:

128



60’ = 1° 60" — (i)

60

r_ 1 ° ” __ 1 °
I'= (%) = (3600)
. (m o & — s \°
m o= (60) = (3600)

Ibeispiel G:

17° 13’ 25” sind in Grad und Dezimalgrad zu verwandeln (auf 2 Dezimalstellen).

13\° 25 \°
’ 70 ” Q
13" = (—) =~ 0,21 25" = (3_—600) == 0,007

60
Ergebnis: 17° 13' 25" =~ 17,22°

Es gibt auch Tafeln der Winkelfunktionen, dencn die sexagesimale Teilung des
Winkels zugrunde gelegt ist.

Aufsuchen der Winkel x mit Interpolieren

Steht der gegebene Funktionswert nicht in der Tafel, so hat man beim Aufsuchen des
Winkels zu interpolieren.

9

DBeispiel 7:
tan z = 0,3652.

Der gegebene Funktionswert liegt zwischen den in der Tafel 14 verzeichneten Werten
0,3640 und 0,3659, zu denen die Winkel 20,00° und 20,10° gchoren:

" n° [tan 20,00° = 0,3640

105|100 |tan 20,0 0= 0,3652| ¢| D
tan 20,10° = 0,3659
Nach dem Einsetzen in die Formel n = tLDl(—) ergibt sich: » = 121,91_0 =63..=~6.

Man addiert 6 Hundertstelgrad zu 20,00° und erhilt 2 = 20,06°.

Beispicl 8:

cos x = 0,8768

6= 28,700 n = 3% ~ 4
+ 0,040
r=  28,74°

Soll der errechnete Winkel in sexagesimaler Teilung ausgedriickt werden, so hat man an-
schlieBend urrzurechnen: '
z = 28,74° (0,1°=6"; 0,01° = 36")
0,7°=17.6" =42
0,04°=4.36" = 144" = 2’ 2¢”
x = 28°44' 247,
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4.3.2. Die Winkelfunktionsleitern auf dem Rechenstab

Werden die Punkte der Sinuskurve mit den Abszissen x = 0°; 10°; 20°;...; 90°
senkrecht auf die y-Achse projiziert, so erhilt man eine Darstellung der Funktion
y = f(x) = sin z in Form einer Funktionsskale. Auf der Funktionsskale in Abbildung
4.19. sind auf der Einheitslinge 0 . . . 1 die Punkte, die den Winkeln 0°; 10°; . . .; 90°
entsprechen, markiert. Stark gerundete Werte der Sinusfunktion kénnen somit auf
dieser sogenannten Doppelleiter abgelesen werden.
Die Teilung der Funktionsskale in Abbildung 4.19. ist eine Sinusteilung der Ein-
heitslinge 0 . .. 1.
Die Sinusfunktionsleiter auf der Riickseite des Rechenstabes unterscheidet sich von
der eben beschriebenen dadurch, daf die Logarithmen der Sinusfunktion abgetragen
sind. Auf dem Normalrechenstab sind auf einer Linge von 25 cm die Logarithmen
der Zahlen 0,1 bis 1 aufgetragen. Dementsprechend sind bei'der Sinusleiter die Log-
arithmen der Funktion y = sin x im Wertebereich 0,1 <y < 1 abgetragen und mit
den zugehdrigen Winkelangaben versehen. Da 0,1000 = sin 5,74° ist, beginnt die
Sinusleiter auf dem Rechenstab mit 5,74° (Abb. 4.20.).
Die Sinusleiter ist auf die logarithmische Skale D des Rechenstabes abgestimmt.
Somit kann man zu einem gegebenen Winkel x im Bereich 5,74° < x < 90°
119" den Funktionswert y = sin x ablesen. Umgekehrt findet man zu einem ge-
| gebenen Funktionswert y im Wertebereich 0,1 <y =<1 den zugehorigen
J Winkel.
Lgpe  Wegen der Komplementbeziehung cos ¢ = sin (90° — x) kann die Sinus-
funktionsleiter auf dem Rechenstab auch dazu benutzt werden, zu ge-
, gebenen Winkeln x im Bereich 84,26° = 2 = 0° den Kosinuswert zu finden
0" und umgekehrt.
. . Stellen Sie eine Sinusfunktionsleiter her, indem Sie auf etnem Kartonstreifen auf
einer Strecke von 250 mm Léinge die Logarithmen der Werte der Sinusfunktion

- L4
| “0 fiir folgende Winkel auftragen: 10°; 20°; 30°; 40°; 50°; 60°; 70°; 80°; 90°! Uber-
legen Sie, mit welchem Faktor Sie die Mantissen der Logarithmen multiplizieren
miissen !
05—130° Schreiben Sie die Winkelwerte an! Vergleichen Sie Ihre Sinusleiter mit der auf

dem Rechenstab!

Bei der Tangensfunktionsleiter auf dem Rechenstab sind die Logarithmen
der Tangensfunktion, y = tan «, ebenfalls fiir den Wertebereich 0,1 <y <1
F2°  abgetragen und mit den zugehérigen Argumenten versehen.

N Da 0,1000 = tan 5,71° und 1,000 = tan 45° ist, reicht die Tangensleiter auf
dem Rechenstab von 5,71° bis 45°. Man kann also auf dem Rechenstab die
N natiirlichen Zahlenwerte der Tangensfunktion nur im Bereich 5,71° < z < 45°
r10°  ablesen, und umgekehrt.

Abb. 4.19. Abb. 4.20.
4 v r_ v e
57%° B
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Wegen der Komplementbeziehung cot z = tan (90° — x) kann die Tangensleiter
verwendet werden, zu gegebenen Winkeln x im Bereich 45°<a = 84,29° den Ko-
tangenswert zu finden und umgekehrt. Aulerdem findet man auf dem Rechenstab
fiir Sinus und Tangens kleiner Winkel eine gemeinsame Leiter. Sie reicht von 0,57°
bis 5,73° entsprechend den Funktionswerten 0,01 bzw. 0,1 fiir Sinus und Tangens.
Es ist sin 0,57° = tan 0,57° = 0,0100. Da sich beim Funktionswert 0,1000 die zuge-
horigen Winkelwerte bei Sinus und Tangens in den Hundertstelgraden unterscheiden
(5,74° bzw. 5,71°), ist fir den Winkel der mittlere Wert 5,73° zu nehmen. Diese
Leiter 1aBt sich auBerdem fiir die Kosinusfunktion und die Kotangensfunktion im
Bereich 89,43° = x = 84,27° verwenden. '

@  Stelien Sie eine Tangensleiter her!

4.3.3. Kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen

Falls bei der Losung einer Aufgabe die Genauigkeit des Rechenstabes ausreicht, aber
kein Stab mit Winkelfunktionsleitern zur Verfiigung steht, benutzen wir zum Auf-
suchen der Funktionswerte die Tafeln der Winkelfunktionen und rechnen im iibrigen
mit dem Rechenstab. Diese Methode wird als kombiniertes Tafel-Stab-Rechnen
bezeichnet. Sie hat insbesondere auch Bedeutung bei Winkelfunktionswerten, die
auf dem Rechenstab nicht unmittelbar abgelesen werden konnen.

. Geben Sie diese Bereiche des Rechenstabes an!

I  Beispiel 9:
x=14-8,7-7,1 sin44,6°
Wir finden in Tafel 13 sin 44,6° = 0,7022. Mit dem Rechenstab berechnen wir den Aus-
druck % - 8,7 - 7,1.0,702. Es ergibt sich x = 21,7.

] DBeispiel 10:

36,6 - sin 55,7°

sin x = 32,3
In Tafel 13 finden wir sin 55,7° = 0,8261. Mit dem Rechenstab berechnen wir den Aus-
druck ﬁ%@_ﬁ und finden sin z=0,936. Nun suchen wir in Tafel 13 den Winkel auf.

Es ergibt sich = — 69,4°.

[l  Beispiel 11: -

= 2,73 - tan 73,4~ - cos 3,5°
- 6,84

Den Funktionswert tan 73,4° finden wir nicht auf dem Rechenstab. Wir kénnten tan 16,6°
ablesen und davon den reziproken Wert nehmen. Desgleichen kénnten wir cos 3,5° als
sin 86,5° ablesen, aber nur mit geringer Genauigkeit. Deshalb suchen wir tan 73,4° in

Tafel 14, cos 3,5° in Tafel 13 auf und berechnen den Ausdruck
Wir erhalten z = 1,34.

6,84
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4.3.4. Beziehungen zwischen Funktionswerten von Winkeln
aus verschiedenen Quadranten (Quadrantenbeziehungen)

Die Werte der Winkelfunktionen fiir Winkel des I. Quadranten werden aus den Ta-
feln 13 und 14 entnommen. Aber auch die Funktionswerte von Winkeln in den Qua-
dranten IT bis IV konnen mit Hilfe dieser beiden
Tafeln bestimmt werden.

Es sei xp; ein Winkel im IT. Quadranten (Abb. 4.21.),
Auf Grund der Erklirungen (1) bis (4) gelten die
folgenden Gleichungen:

Sin Ty = _}:Q ] tan T = EQ— +
: o .
coszy = 22, cobay — 29 . Abb.4.21.
T PQ

Spiegelt man das Dreieck OQ P in Abbildung 4.21, an der »-Achse, so erhilt man das
Dreicck 0@’ P’ im L. Quadranten. Der Winkel POQ = (180° — z;;) entspricht dann
dem Winkel P'0Q. Weiter ist PQ ~ '@ und 0Q = —0Q! Setzt man in die obigen
Gleichungen eir und beriicksichtigt, dafl

77

Y
L)

= gin (180° — 2yy), = tan (180° — z1y),

e ©
< <

09 _ cos (180° — 1), ~ = cot {180° — zpy)

QL

T P
ist, so ergibt sich:
sin ;= &in (180° — &), tan z; = — tan (180° — ),
cos &y = — ¢o0s (180° — xy)), cot xy; = — cot (180° — ).

Diese Gleichungen setzen die Winkelfunktionen eines Winkels im II. Quadranten
zu den cntsprechenden Winkelfunkticnen des im
I. Quadranten gelegenen Supplementwinkels in
Bezichung.

Die Quadrantenbezichung fiir den ITI. Quadranten
erhiillt man mit Hilfe einer Spiegelung des Dreiecks
O P() in Abbildung 4.22. am Koordinatenursprung
des wv-Koordinatensystems. Das bedeutet, dal
dieses Dreieck um O um den Winkel 180° gedreht
wird. Man erhilt wiederum ein Dreieck 0@’ P’ im
I. Quadranten, und der Winkel QO P = (z;;— 1807)
entspricht dem Winkel ' OP’.

@  Fithren Sie die Untersuchungen iiber die Winkel-
funktionen im I11. Quadranten weiler! Abb. 4.22,
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'Die Quadrantenbeziehung fiir den IV. Quadranten

wird mit Hilfe einer Spiegelung des Dreiecks OQ P -
mit dem Winkel POQ = (360° — x}y) an der u-Achse /
gewonnen (Abb. 4.23.). /

@  Fiikven Sie die Untersuchungen iiber die Winkelfunk-
tionen im I V. Quadranten selbst durch!

Zwischen den Winkelfunktionen, die zu Winkeln
in héheren Quadranten gehéren, und den Winkel-

funktionen des entsprechenden Winkels im 1. Qua- .

dranten gelten die folgenden Beziehungen. Abb, 4.23.

. Quadrant

(10) sinz;; = sin(180° —ay) tan x;; = —tan (180" — )
cos &y = —cos (180° —ap) cot & = —cot (180° — x,;)

III. Quadrant

(11) sin 2;;; = ~ sin (@;;; — 180°) tan @, = tan (aq, — 180°)
€08 &y = — cos (#y; — 180°) cot 2y = cot (xr; — 180°)

IV. Quadrant

(12) sin ayy = — sin (360° — 2y) tan oy — — tan (360° — ay)
cos ¥y =  cos (360° — xy) cot wpy = — eot (360° — ay)

Die Bezichungen (10) bis (12) fithren die Winkelfunktionen im II. bis IV. Quadranten
auf die entsprechenden Funktionen im I. Quadranten zuriick,

[l DBeispiel 12:
cos 1529: = — cos (1807 — 152Y) = — cog 28°

- Deispiel 1:3:
cot 215° —=  cot (215° — 180%) = cot 35"

B Deispicl 14:
tan 312 = —- tan (360~ — 312°) = — tan 48

Allgemein:

Um den Wert einer Winkelfunktion zu einem Winkel 2 (807 < 2 < 360°) zu ermitteln,
sucht man in den Tafeln 13 bzw. 14 den Wert der gleichen Funktion fir den Winkel
180° — z,  — 180° bzw. 360° — = auf. Zur schnellen Vorzeichenbestimmung cient
die Tabelle auf 8. 121.

Man erkennt, dali bei jeder der vier Funktionen jedes Vorzeichen genau zweimal
vorkommt. Bei einem gegebenen Funktionswert eines Winkels 2 findet man infolge-
dessen fiir den Winkel (im Bereich von (° =< x < 360°) zwei Ldsungen.

*
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Belspiel 15:

sin z = 0,9664

Der Funktionswprt ist positiv, also liegen die Winkel x im I. und II. Quadranten.
z; =z (0°< 2 < 90%; zpp= 180°—2 (0° < z < 90°).

Aus der Tafel entnimmt man z = 75,1°.

Demnach ist z; = 75,1°; xp; = 180° — 75,1° = 104,9°.

Beispiel 16:

cos x = —0,7145

Der Funktionswert ist negativ. also liegen dic Winkel = im II. und IIT. Quadranten,
rpp = 180°—z  (0° < 2 < 90°) zrp=180° 4=z (0° < x < 909

Aus der Tafel entnimmt man r = 44,4°.
Demnach ist z;; = 180° — 44,4° = 135,6°; ;= 180° | 44,4° == 224 .4°.

Aufgahben

Ubungen im Tafelrechnen

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die folgenden Funktionswerte!

1. a)
e)

i)
n)
2. a)
e)

i)

n)
3. a)
e)

i)

n)
4. a)
e)

i)

n)

5. a)

e)

sin 12° b) sin 84° e) sin 3° d) sin 29°

sin 37° 1) sin 135° g) sin 97° h) sin 200¢

cos 2° k) cos 17° 1) cos 32° m) cos 51°

cos 68° 0) cos 150° p) cos 101° q) cos 213° (L:a,e.i,m,n, q)
tan 21° b) tan 58° e) tan 5° d) tan 12°

tan 31° f) tan 120° g) tan 91° h) tan 261°

cot 8° k) cot 13° 1) cot 64° m) cot 76°

cot 87° o) cot 110° p) cot 249° q) cot 96° (L: a.c.i.m,n, q)
sin 58,11° h) sin 63,44° e) sin 87,15° d) sin 34,26¢

sin 19,24° 1) sin 147,87° ¢) sin 219,73° h) sin 331,12°
cos 22,94° k) cos 17,32" 1) cos 37.22° m) cos 9,67°
cos 1,12° o) cos 177.13° p) cos 209,65° q) cos 348,48° (L:a.ec.i.m.n, q)

tan 1,92° D) tan 17,44 ¢) tan 28,55° d) tan 39,67°
tan 41,72° f) tan 216.36 g) tan 298,47° h) tan 154,41
cot 14.74° k) cot 26,59 1) cot 34.53° m) cot 43.88"
cot 53,46°- o) cot 224,33  p) cot 337,29 q) cot 135.23° (L:a.c.i,m,n,q)

sin 0,2° b) sin 0,83° e) sin 1,77° d) sin 2,6
tan 0,2° tan 0,83° tan 1,77° tan 2,6°
sin 3,25° I) sin 4,71° ) sin 5,0° h) sin 9,1
tan 3,25¢ tan 4.71° tan 5,0° tan 9,1° (L: a. c.-e, ¢)

6. Bis zu welchen Winkeln stimmen dic Werte der Sinus- und der Tangensfunktion

a)

€)
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auf vier Dezimalstellen, b) auf drei Dezimalstellen iiberein?
Begriinden Sie diese Erkenntnisse am Kreis, und formulieren Sie sie! (L: a, b)



7.

10.

Verwandeln Sie die sexagesimale Teilung der folgenden Winkel in die dezimale (auf zwei
Dezimalstellen)!

a) 16° 18’ b) 38°24' e) 79°39 d) 24°25

e) 20° 30" 30” f) 54° 3" 48" g) 78°52" 33" h) 0° 513" (L:b,d,{)
. Rechnen Sie die folgenden Winkelangaben in Grad, Minuten und Sekunden um!

a) 27,1° b) 14,9° e) 34,12° d) 50,08°

e) 68,47 f) 73,57¢ g) 7,93° h) 40,28° (L:a, b, c)

. Berechnen Sie im Bereich 89,00° < z < 89,10° die Werte der Tangensfunktion fiir Hundert-

stelgrad durch lineare Interpolation (Tafel 14)! — Vergleichen Sie die Ergebnisse mit den
Werten der Tangensfunktion in der untenstehenden Tabelle! Diese sind einer genaueren
Tafel entnommen. Bilden Sie die Differenzen zwischen den interpolierten und den in der
Tabelle stehenden Funktionswerten! ’
Beurteilen Sie fiir verschiedene Intervalle von z die Moglichkeit, bei der Tangensfunktion
Imear zu interpolieren!
z | 89,00°| ,01° ,04°

,09° | ,10°

,02° l ,03°

,05° I ,06°

,07° I ,08°

tanz | 57,29 | 57,87 | 58.46 | 59,06 | 59,68 | 60,31 | 60,95 | 61,60 | 62,27 | 62,96 | 63,66

Suchen Sie die folgenden Funktionswerte auf!
a) tan 87,88° b) tan 89,05° e) cot 1,33° d) cot 2,87° e) cot 0,92° (L:a,b)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Tafeln 13 und 14 die Winkel, denen die folgenden Funktionswerte
zugeordnet sind!

11.

12.

13.

a) sin z = 0,2756 b) sin z = 0,6157 e) sin z = 0,8829 d) sin z = 0,4787

e) sin z = 0,2990 f) sin £ = —0,5105 ¢g) cos z = 0,0454 h) cos z=0,9921

i) cos x = 0,1547 k) cos = —0,6858 I) cos x=10,7325 m) cos x = —0,9724
(L: a, b, c,d)

a) tan z = 0,0699 b) tan z = 0,2679 e) tanx = 1,483 d) tanzx = —0,9725

e) tan xz = 0,1495 f) tanxz = —0,4536 g) cot x = 1,865 h) cot x = 0,3115

i) cot z = 2,592 k) cot z = —3,420 1) cot z=—>5,730 m) cot z = 0,0052
(L:e, f, g, h)

a) sin z = 0,6407 b) sin z = 0,4711 e) sin z == 0,8308 d) sin x = —0,6300

e) sin x = 0,6070 f) sin z = 0,0081 g) cos z = 0,1700 h) cos z = 0,3473

i) cos t =—0,9872 k) cos z = 0,0037 1) cos x = —0,0323 m) cos z = 0,9999
(L:i. k.1, m)

Rechnen Sie die gefundenen Winkel in sexagesimal geteilte Grad um!

14. Bestimmen Sie die Winkel z. die den folgenden Funktionswerten zugeordnet sind! (L: ¢. d. e)

a) b) e) d) e) n )
sin = 0 1 —0,5 0,3746] —0,7314 0,1500 | —0,0728
cos a 0 1 —1 0,7071| —0,9336 0,2358 | —0,7005
tan a 0 1 2 — 3 —0,4452 0,9387 | —0,0120
cot x 0 1 —3 — 16,50 0,1700 | —1,319 | —2,439
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Ubungen mit dem Rechenstab

15. Stellen Sie am Rechenstab fest. in welchem Bereich die Sinusfunktionsleiter gilt!
Die Unterteilung wechselt. Wie viele Teilbereiche mit verschiedener Unterteilung gibt es?
Beschreiben Sie die Unterteilung! Was bedeutet in jedem dieser Bereiche ein Skalenteil?

A

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes!

16, a)
e)
i)
17. a)
e)
i)
18. a)
e)
i)
19.

sin 85°
sin 10,4°
sin 323,83°

tan 43°
tan 6,15°
tan 354,21°
sin 2°
tan 1,07°
cos 89,08°

b) sin 72° e)
f) sin 7,42° 9)
k) cos 22° 1)
bh) tan 37,2° c)
f) tan 186,35° q)
k) cot 48° )]
b) sin 5,5° e)
I) tan 2,96° g)
k) cot 86° 1)

sin 61,5¢ d) sin 24,3°
sin  5,95° h) sin 213,38°
cos 57,6° m) cos 73,27°
tan 22,22° d) tan 17,29°
tan 42,4° bh) tan 283,55°
cot 54,2° m) cot 79,66°
sin 1,92° d) tan 0,75°
cos 85° h) cos 87,3°

cot 84,9° m) cot 88,63°

Losen Sie, soweit moglich, die Aufgaben 3 und 4 mit Hilfe des Rechenstabes!

(L:a,d, g, k)
(L: b, f, k)

(L:e, g 1)

Vergleichen Sie in den verschiedenen Teilbereichen des Rechenstabes die Genauigkeit mit
der der Tafel!

Bestimmen Sie mit Hilfe des Rechenstabes die Winkel, die den folgenden Funktionswerten
zugeordnet sind!

20. a)
e)

i)

21. a)
e)

i)

22,a) sin x = 0,09
e) tanz = 0,0323 f)
i) cos z = 0,0226 k)

sin z = 0,99 b) sin x = 0,87
sin x = —0,194 {) sin z = 0,111
sin z = 0,276 k) cos x = 0,23
tan x = 0,97 b) tan xz = 0,83
tan x == 0,123 f) tanz = —0,337
tan z — 0,856 k) cot z=0,17

b) sin z = 0,082
tan x = 0,0122
cot z = 0,07

e)
9)
}]

e)
9)
1)

e)
9)
)]

sin #=10,654  d) sin z = 0,358

sin z = 0,722 h) sin x = —0,533

cos * = 0,872 m) cos x = 0,433
(L:a, b, c, d)

tan z = 0,755 d) tanz = 0,444

tanz = —0,842 h) tan z = 0,229

cot x = 0,778 m) cot z=10,100
(L:e, f, g, h)

sin 2 = 0,054 d) tanz = 0,017

cos z = 0,08 h) cos x = 0,045

cos z = 0,061 m) cot z==0,0118
(L:i. k.1, m)

23. Losen Sie, soweit moglich, die Aufgaben 13 mit Hilfe des Rechenstabes!
Beurteilen Sie die Genauigkeit des Rechenstabes in den verschiedenen Teilbereichen!

Anwendungen

24. Beweisen Sie das folgende Formelsystem (0° << z < 90°)!
II. Quadrant

I1I. Quadrant

IV. Quadrant
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sin (180°—2)= sinz
cos (180° — v) = — cos @
sin (180° 4+ 2) == — sin z
cos (180° + a) = — cos z
sin (360° — z) = — sin
cos (360° —z) =  cosz

tan (180° — z) = — tanz
cot (180° —z) == — cot x

tan (180° + z) = tanz
cot (180° 4+ ) = cot x

tan (360° — z) == — tanx
cot (360° — ) = — cot =



23,

26.

28.

a) Im II. bis IV. Quadranten kénnen die Winkel z auch durch folgende Bezichungen aus-
gedriickt werden (0° < 27 < 90°):
90° + 2'; 270° —2’; 270° 4 2!
Stellén Sie unter dicsen Bedingungen Quadrantenbezichungen fiir die vier Winkelfunk-
tionen auf! Zeichnen Sie am Kreis entsprechende IFiguren!

h) In welchen Fillen sind die von 90° bzw. 270° ausgchenden Quadrantenbezichungen den
von 180° und 360° ausgehenden Bezichungen (10) bis (12) bzw. denen in Aufgabe 24 vor-
zuzichen?

e) Fiihren Sie auf verschicdene Arten auf Funktionen b\\
im I. Quadranten zuriick: sin 110,43°; cos 200°; . i
tan 290,86°; cot 185°! {/ -
a) Berechnen Sie die zu ecinem bciicbigen Zentriwinkel « DN s /
gehorige Sehne s, den zugehorigen Kreishogen b und v
die Pfeilhohe A (Abstand der Bogenmitte von der

Schne) cines Kreises mit dem Radius 7 als Funktionen
des Zentriwinkels, und stellen Sic diese Funktionen
graphisch dar (Abb. 4.24.)!

b) Wic lauten die analytischen Darstellungen fiir die

Funktionen 8 («); Z(a) und % (o) am Einhcitskreis?
(L: b) Abb. 4.24.

. Dic Fliache eines Kreissegments iiber der Schne s, das von dem Kreisbogenz begrenzt wird,

berechnet man als Differenz aus dem Kreisscktor zum Bogen’g und dem gleichschenkligen
Dreieck iiber der Schne s als Basis, dessen Spitze im Kreismittelpunkt liegt.

a) Wic gro8 ist die Fliche des Kreissegments zum Zentriwinkel « == 54° in einem Kreis mit
dem Radius r = 1 m?

b) Berechnen Sic die Pfeilhohe & des Segments aus Aufgabe a!

¢) Von cinem Segment sind die Sehne s = 5,40 m (Spannweite s) und dic Pfeilhohe 2 == 0,50 m
(Bogenhohe k) gegeben. Berechnen Sie dic Flache des Kreissegments und den zugehorigen
Zentriwinkel!

d) Stellen Sic -
1) den Sektor zum Bogen b cines Einheitskreises,
2) den Flacheninhalt des gleichschenkligen Dreiecks tiber der Sehne s als Basis, dessen
Spitze itn Mittelpunkt des Jinheitskreises liegt, _
3) das Kreissegment ither der Sehne s, das von dem Kreisbogen b begrenzt wird, als Funk-
tionen des Zentriwinkels o analytisch und graphisch dar! (L) ’

Berechnen Sie den Umfang der Breitenkreise, auf denen folgende Orte licgen:
a) Berlin (p == 52,4°N; 1= 13,1°0),

b) Moskau (p = 55,8° N; A== 37.6°0),

¢) Johannesburg (Republik Studafrika) (@ == 26,2°8; 1 == 28,1° 0),

d) La Plata (Argentinien) (@ == 34,9°8; 4 = 57,9° 0),

e) Peking (¢ == 39,8°N; 4= 116,5°0),

1) Thr Heimatort!

137



4. Das rechtwinklige Dreieck

Konische Zapfen (auch Kegelzapfen oder kurz , Kegel genannt) konnen auf der
Drehmaschine durch Schrigstellen des Oberteils am verschiebbaren Werkzeug-
schlitten, des sogenannten Langssupports, gedreht werden (Abb.4.25.a und b).
In der Mathematik bezeichnet man einen solchen Korper als Kegelstumpi (Abb.4.26.).
Die Symbole {, D und d werden in der Technik zur Bezeichnung der GréBen eines
Kegelzapfens verwendet.

Der Einstellwinkel des Lingssupports § hingt vom Kegelwinkel « ab; es ist f = —;-
(Abb. 4.25. b).

In der Praxis wird die Gestalt des Kegels nicht durch den Winkel « angegeben, son-

dern durch die Verjiingung % (Fachbezeichnung: Kegel 1: ), Das bedeutet, daBl
der Durchmesser D sich auf einer Zapfenlinge von 2 mm um 1 mm vermindert

Abb. 4.26,

Spannherz

Drehstahi : =
Werkzeugsshlitten

s



(Abb.4.27.). Hat der Kegel die Linge 1, so
verjiingt er sich von D auf d, das hei}t um
(D —d). Wendet man den Strahlensatz auf
die Figur in Abbildung 4.28. an, so gilt:

liz=(D—d):1.

|
Die Verjingung % betriagt also 2 I_ < '___I a7 | L
Sowohlin Abbildung4.27. als auch in Abbil-
dung 4.28. sind ,,Kegel 1 : 4 dargestellt. Abb. 4.27.
Fiir das Arbeiten auf der Drehmaschine ist
¢s notig, aus der Vorschrift 1: x den Ein-
stellwinkel 8 des Supports, also letztlich
den Kegelwinkel « zu bestimmen.

Abb. 4.28

@ | Bestimmen Sie geometrisch den Kegelwinkel o, wenn die Verjingung 1: 4 betrigt!
2. Ein Turm wirft auf eine waagerechle Ebene einen Schalten vom der Liinge l, wihrend
die Sonne unter dem Winkel o gegen die Horizonlallinie gesehen wird. Die Turmhohe h
ist aus der Schatlenlinge I und dem Winkel « 2u bestimmen.
Die Bearbeitung technischer oder naturwissenschaftlicher Probleme fithrt hiufig zu
Aufgaben, in denen in eciner Figur Zusammenhéinge zwischen Streckenverhiltnissen
und Winkeln an Dreiecken auftreten. Die rechnerische Losung solcher Aufgaben ist
mit Hilfe der ebenen Trigonometrie! maglich.

4.4.1. Die Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

Dic Winkelfunktionen wurden im Abschnitt 4.1. mit Hilfe eines Kreispunktes P (u; v)
im Kreis mit dem Radius r erklirt. Das entstehende Dreieck OQ P ist rechtwinklig
(Abb. 4.4.). In bezug auf den Winkel x werden PQ als Gegenkathete und 0Q als
Ankathete bezeichnet.

Am rechtwinkligen Dreieck O@QP gelten sauf Grund der Erklarungen (1) bis (4), Ab-
schnitt 4.1., die folgenden Beziehungen:

" Gegenkathete Ankathete
snY¥ = —w—————— i cosxr = H
Hypotenuse Hypotcnuse
tanz — Gegenkathete cobz = Ahkn,t-l_l_c_:te_.
" Ankathete " Gegenkathete

In der Abbildung 4.29. werden drei recht-
winklige Dreiecke (4BC, 4,8,C und
A,B,C) dargestelit. Die Dreiecke sind
dhnlich, deshalb gilt:

o _ BC _ Bl _a 4 &
4B  AB Ay By ¢ 8

b Tri-pono-melrie (griecl.}), wirtlich: Drei-Winkel- oder Drei-Eck-Messung; frei: Dreiecksberechnung,

Abb. 4.29.
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Dieses Verhiltnis (Gegenkathete fiir den Winkel o : Hypotenuse) ist aber nach der
Erklarung (1), Abschnitt 4.1., gleich dem Sinus des Winkels a. Das gilt fiir alle &hn-
lichen rechtwinkligen Dreiecke mit dem Winkel a:

. a
sing = —-.
[

Die rechtwinkligen Dreiecke der Abbildung 4.30.
stimmen in der Hypotenuse ¢ iiberein.

. Wo liegen die Scheitel C, der rechien Winkel aller A ¢ 8

Dreiecke, die ¢ als Hypotenuse haben?
Abb. 4.30.
Der Winkel mit dem Scheitel 4 nimmt zu, wenn

man vom Dreieck A BC, zum Dreieck A BC, und von diesem zum Dreieck 4 BC,
iibergeht. Es gilt die Ungleichung

oy < &g < 3.
Mit dem Winkel o wichst die zugehorige Gegenkathete a, . Da die Hypotenuse ¢ kon-
stant bleibt, wichst mit dem Winkel auch das Verhaltnis der Gegenkathete zur
Hypotenuse; es ist

a a. a

v
Allgemein gilt:
Wenn im reéhtwinkh'gen Dreieck ein Winkel wichst, so nimmt auch der Quotient aus
Gegenkathete und Hypotenuse zu. Im rechtwinkligen Dreieck ist also das Verhéltnis
der Gegenkathete eines Winkels zur Hypotenuse eine Funktion des Winkels. Um-

gekehrt hangt der Winkel von dem Verhaltnis der Gegenkathete zur Hypotenuse ab.
Diese Abhingigkeit wird durch die Sinusfunktion ausgedriickt:

. a
(13) sina = _-

’ Satz 1: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Sinus eines Winkels der Quolient aus der Gegen-
kathete dieses Winkels und der IIypotenuse.

«

. b ofi
b und “ durchgetfiihrt

Analoge Betrachtungen konnen fiir die Seitenverhéltnisse 7Cb——,
werden. Dabei ergeben sich

b
(14) cose = <
(15) tana =3,
(16) eot e = %-

’ Satz 2: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kosinus eines Winkels der Quotient aus der
Ankathete dieses Winkels und der IHypolenuse.

> Satz 3: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Tangens eines Winkels der Quotient aus der
Gegenkathete und der Ankathete dieses Winkels.
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’ Satz 4: Im rechtwinkligen Dreieck ist der Kotangens eines Winkels der Quotient aus der
Ankathete und der Gegenkathete dieses Winkels.

’ Uniersuchen Sie auf Grund der Gleichungen 13 bis 16 die Grenzfille o = 0° und a = 90°!
Halten Sie ¢ konstant, und weisen Ste nach, daf} die Ergebnisse mit den Werten der Winkel-
funktionen fiir diese Winkel iibercinstimmen!

Auf Grund der Sitze 1 bis 4 gelten im rechtwinkligen Dreieck folgende Bezichungen:

a:c=sin & = cosf, b:c = cosa=sin g,

a:b=tan a = cot f, b:a=cot «=tanf. (y = 90°)

@  Driicken Sie diese Beziehungen in Worten aus, und leiten Sie die Formeln (35) und (6), .4b-
schnitt 4.2., her! !

Im rechtwinkligen Dreieck ist der Flicheninhalt 4 = } ab. Wir driicken nach (13)
und (14) die Katheten durch die Hypotenuse und Winkelfunktionen von a aus:

(17 A =%c‘-" sine cos .

4.4.2. Berechnung spezieller Funktionswerte

Triir die Winkel 30°, 45° und 60° koénnen die Werte der Winkelfunktionen durch die
Anwendung von Sitzen aus der Planimetrie berechnet werden. Fiir den Winkel 30°
verwendet man hierbei ein gleichseitiges Dreieck (Abb. 4.3%). Es ergibt sich:

sin 30° = g—:a = —é;
cos 30° = k:az—‘i}/gza =—1—l/§;
2 2
o_8.p_ .89 14,
ta,n30—2.h—2.2]/3—3l/3, -%/3‘
cot30° =h: 2 =2Y3.2 — V3,
2 2 v 2 V A a ) B
@  Bestimmen Sie die Werte der vier Winkelfunktionen fiir den Abb
Winkel 60°, indem Sie ein glcichscitiges Dreieck (Abb. 4.31,) ~ Abb-4.3L
zugrunde legen!
0 ¢
Die Funktionswerte fiir den Winkel 45° konnen mit Hilfe
eines Quadrates ermittelt werden (Abb. 4.32.). W
Es ergibt sich: d-avZ
_ _ a
sin45° =a:d=a:a})2=13V12;
cosds’ =a:d=a:a2=13%V2; &
tan45°=a:a=1; A a B
cot 45° =a:a = 1. Abb. 4.32.
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9 Verwandeln Sie die Funktionswerte fiir die Winkel 30°, 45° und 60° in Dezimalzahlen! Ver-
gleichen Sie die Ergebnisse mit den Angaben in den Tafeln 13 und 14!

Wir wissen, daB tan « groBler wird als jede angebbare Zahl, wenn z gegen 90° strebt,
und ebenso cot z, wenn 2 gegen 0° strebt. Dafir verwendet man das Symbol:

tan x — co, falls x — 90°
cot © — oo, falls x — 0°,

gelesen: ,,tan x (cot x) wird groBer als jede angebbare Zahl, falls » gegen 90° (gegen 0°)
strebt ‘. -

Die auf diese Weise berechneten Funktionswerte und die fiir 0° und 90° werden in
der folgenden Ubersicht zusammengefaBt.

x 0° 30° 45° 60° 90°
sin © 0 é % VE 5 ]/_3 1
cos z }V3 172 3 ]
tanz 0 1Y3 1 V3 (c0)
cot = (00) VE 1 % ]/_3 0

Die gedachtnismiBige Beherrschung dieser Funktionswerte ist vorteilhaft. Dabei
genugt es, wegen der Komplementbeziehungen (9), wenn man sich nuf die Folgen
der Sinus- und Tangenswerte einprﬁgt. Fir die Sinuswerte kann man dazu die fol-
gende Gedéachtnisstiitze benutzen:

z 0° 30° 45° 60° 90°

e | 1Yo Ly e e N

4.4.3. Die Logarithmen der Winkelfunktionen

Zur Erleichterung trigonometrischer Berechnungen wendet man auch auf die Werte
der Winkelfunktionen das Rechnen mit Logarithmen an. Um ein doppeltes Auf-
schlagen von Werten zu vermeiden (1. Aufschlagen des Funktionswertes, 2. Auf-
schlagen des Logarithmus des Funktionswertes), wurden die Logarithmen der Win-
kelfunktionswerte tabellarisch in den Tafeln 2 und 3 des Tafelwerks erfafit.

Die Tafeln der Logarithmen der Winkelfunktionen sind in gleicher Weise zu hand-
haben wie die Tafeln der Werte der Winkelfunktionen. Dabei ist zu beachten, daB die
Winkelfunktionswerte iiberwiegend kleiner als 1 sind und somit Logarithmen mit
negativen Kennzahlen haben.

[ | DBeispiel 17:

sin 23,3° = 0,3955
Ig sin 23,3° = 1g 0,3955 = 0,5972 — 1
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In den Tafeln 2 und 3 sind alle Logarithmen mit negativer Kennzahl auf die Kennzahl
—10 gebracht worden, die aus drucktechnischen Griinden fehlt. Es muB also jeweils
—10 erginzt werden. In Tafel 2 steht zum Beispiel fiir

Ig sin 23,3° der Wert 9,5972; das beaeutet: Ig sin 23,3° = 9,5972 — 10.

In der Rechenpraxis subtrahiert man beim Aufschlagen der Logarithmen von der
Form9, .. .;8,...;7,...; usw. im Kopfe die Zahl 10underhdlt 0, ... —1;0, ... —2;
0, ... —3; usw. Umgekehrt ist zu einem gegebenen Logarithmus mit negativer Kenn-
zah] vor Benutzung der Tafel die Zahl 10 zu addieren. Infolge der dezimalen Teilung
des Grades ist die Interpolation dieselbe wie beim Rechnen mit Logarithmen. Aus
der Tafel 4 entnimmt man die Logarithmen der Sinus- und Tangenswerte fir Winkel
von 0° bis 5° und die Logarithmen der Kosinus- und Kotangenswerte von 85° bis 90°
mit einer Genauigkeit von Hundertstelgrad unmittelbar, durch Interpolation mit
einer Genauigkeit von Tausendstelgrad. :

Werte der Winkelfunktionen Logarithmen der Funktionswerte

(Tafeln 13 und 14) (Tafeln 2, 3 bzw. 4)
[ | Beispiel 18: sin 21,87° 0,3725 9,5711 — 10 =0,5711 — 1
. Beispiel 19:  cos 31,58° 0,8519 9,9304 — 10 = 0,9304 — 1
. Deispicl 20:  tan 69,43° 2,664 0,4257
. Beispiel 21: cot 86,68° 0,0580 8,7630 — 10 -0,7635 — 2

Beim Rechnen mit den Logarithmen der Werte der Winkelfunktionen von Winkeln
tiber 90° miissen die negativen Vorzeichen auller Betracht gelassen werden. Denn
Logarithmen von negativen Zahlen existieren im Bereich der reellen Zahlen nicht.
Man mu8 also in diesen Fillen mit den absoluten Betrdgen der Werte der Winkel-
funktionen rechnen. Im iibrigen gelten dann die gleichen Gesetze, die fiir das Rech-
nen mit den Logarithmen bei Winkeln im I. Quadranten erklart wurden.

[l Deispiel 22:

Ig cos 152°

Der Funktionswert cos 152° ist negativ. Deshalb wird der Logarithmus des Betrages
des Winkelfunktionswertes angegeben: lg | cos 152°| = 0,9459 — 1.

]  Beispiel 23:

lg | tan z| = 0,4389 (tan z < 0)

In diesem Falle soll der Wert der Winkelfunktion, zu dem der Logarithmus angegeben
ist, negativ sein. Man bestimmt zunichst den im I. Quadranten liegenden Winkelwert
und erhilt == 70° Unter Beriicksichtigung der Vorschrift tan z < 0 findet man als
Losungen:

z, = 180° — z = 110°; 2, = 360° — x = 290°,
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4.4.4. Berechnungen am rechtwinkligen Dreieck

Da im rechtwinkligen Dreieck immer der rechte Winkel gegeben ist, sind zur Bestim-
mung dieses Dreiecks nur noch zwei Stiicke nétig. Dazu kénnen die Hypotenuse, die
beiden Katheten, einer der spitzen Winkel, der Flicheninhalt und andere Stiicke in
gecigneter Zusammensetzung dienen. Beschrianken wir uns auf die Seiten und Winkel
(primare Stiicke), so sind vier Falle méglich (Abb. 4.33.).

Gegeben konnen.sein:

1. die Hypotenuse und ein Winkel;

2. cine Kathete und ein Winkel;

3. cine Kathete und die Hypotenuse;

4. die beiden Katheten. Abb. 4.33.

A ; T8
. Stellen Ste fiir dus Dreieck in Abbildung 4.33. alle miglichen Fille zusammen!

Die Berechnungen werden in zwei Schritten durchgefiihrt:

1. Die Aufgabe wird unter Verwendung der allgemeinen Symbole (a, b, c; &, §; 4 usw.)
gelost (Allgemeine Losung).
Dabei missen oft Winkelfunktionen hinzugezogen werden.
2. Die gegebenen speziellen Zahlenwerte werden verwendet (Zahlenmallige Lo-
sung).
In den folgenden Beispielen erfahren die Symbole a, b, ¢ und A4 wihrend der Losung
cinen Bedeutungswechscl. Wihrend diese Symbole in der allgemeinen Losung als
GroBen verwendet werden, sind sie in der zahlenmédBigen Lésung als Symbole fir
Zahlenwerte anzusehen. '

B Beispiel 24:

(1. Fall der obigen Zusammenstellung):
Gegeben: ¢ = 51,90 m; o = 52,55°.
Gesucht: 1) ¢ (inm); 2) b (in m); 3) f(in Grad); 4) 4 (in m?).

Allgemeine Lésung (@, b, ¢, A bedeuten Grifien):
b

1) sin = 2 2) cosx = —
c c
"a=c-sina b=c-cos «a
3 = 90° — 4 A=1csin«- cos
» 8 « 4 2o smarcosy N. L.
Zuahl Gifige Los a, b, ¢, A bedeuten Zahlen-
ahlenmffige Losung ( 51,90 17152
werte) : . x
sin 52,55° | 0,8998 — 1 +
1) ¢ = 51,90 . sin 52,55¢
a— 41,21 @ 1.6150
2) b= 51,90 . cos 52,55° 51,90 1,7152
b= 31,56 cos 52,55° | 0,7839 — 1 +
3) f= 90° — 52,55 = 37,45° b 1,4991
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4) A=1.51,90° sin 52,55 - cos 52,55° -

N. L, L,

A = 650,3 2

. i 31,902 | 1,7152 - 2] 3,4304
Die Stiicke des Dreiecks sind: sin 52,55° 0.8908 — 1 n
a=41,21m; b=31,56m; c==51,90m; | cos52,55° 0,7839— 1 | +
&= 52,55°; = 37,45° y=90°; 0.5 06990 —1 | +

A = 650,3 m2. 4 2.8131

4.4.5. Berechnungen am gleichschenkligen Dreieck

Das gleichschenklige Dreieck wird durch seine Symmetrieachse, die zugleich die
Hoéhe %, auf der Grundlinie ist, in zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegt
(Abb. 4.34.).
Da man das gleichschenklige Dreieck auf das rechtwinklige zurickfithren kann, ge-
niigen zwei Stiicke, um die fehlenden Stiicke und den Fliacheninhalt zu berechnen.
Beschrianken wir uns auf’die primédren Stiicke (Basis, Schenkel und einen der Winkel).
so konnen die gegebenen Stiicke in folgender Zusammenstellung auftreten:

1. die Basis und ein Winkel,

2. der Schenkel und ein Winkel,
3. die Basis und der Schenkel.

Stellen Sie fiir das Dreieck in Abbildung 4.34. alle moglichen
Fille zusammen !

Vergleichen Sie mit den moglichen Zusammenstellungen beim
rechtwinkligen Dreteck!

Deispicl 25:

(2. Fall der obigen Zusammenstellung):
Gegeben: ¢ = 15,2 cm; y = 76,8°.
Gesucht: 1) « (in Grad); 2) ¢ (in em); 3) 4 (in cm?).

Allgemeine Lisung (a, b, ¢, A bedeuten GQrofien):

1) a=90°_%

Abb. 4.34.

3) 4— é ¢ b
y he . .
cos o = Is kann auch die Gleichung (17) auf die
y rechtwinkligen Teildreiecke angewandt
h, = a cos 9 werden.
A=%~2a-sin%-a«cos% A=2-721— a'zsinr;—'—cos%
A———azsin%cos% A:azsi.n%cos;’
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Zahlenmdfiige Lisung
(a, b, c, A bedeuten Zahlenwerte): N. L.
1) o = 90°— 38,4° — 51,8° 2 0.3010
2) c=2- 152 sin 38,4° 152} LI8IS +
o— 18.88 sin 38,4° | 0,7932 —1 | +
3) A = 15,22 sin 38,4° - cos 38,4° ¢ 1,2760
A=1124
D_ie Stiicke des Dreiecks sind: N. L, L,
— — s -
o= 28—881"'2 cmis 0 o 15,22 1,818 | 2.3636
¢ = 19,88 cm = 15,9 em; sin 38,4° 0,7932 —1| +
o= f=51,6°% cos 38,4° 0,8941 — 1 +
y = 76,8°;
= 112,4 cm?®. 4 2,0509

4.4.6. Berechnungen am regelmiBigen n-Eck

Von einem Punkt O seien n Strahlen in einer Ebene so gezogen, daB je zwei Strahlen
360°

einen Winkel von ¢ = miteinander bilden. Wird diese Figur, wie in Abbildung
4.35. angedeutet, um den Punkt O um den Winkel ¢ = %— gedreht, so kommt sie

mit sich selbst zur Deckung (Radialsymmetrie).

Abb. 4.35. Abb. 4.36.

Wir nennen die Punkte der Strahlen, die durch Drehung zur Deckung gebracht wer-
den, einander entsprechende Punkte. Verbinden wir die entsprechenden
Punkte A, B, C, D, E der Reihe nach miteinander, so entsteht ein Vieleck, in dem
alle Seiten und Winkel einander gleich sind, denn sie gelangen durch Drehung um den

Winkel ¢ = 360° Jur Deckung (Abb. 4.36.).

n
Ein Vieleck, dessen Seiten und dessen Winkel einander gleich sind, heit regel-
miibig. Dreht man das regelmiBige Vieleck A BCDE um den Punkt O, so gelangen
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nicht nur seine Seiten und Winkel zur Deckung, sondern es decken sich auch die
Strecken OA, OB, . . ., OE und ebenso die von O auf die Seiten gefillten Lote

OF, 0G, ..., OK. Der Punkt O ist demnach von allen Eckpunkten und allen Sciten
des regelmiBigen Vielecks jeweils gleich weit entfernt.

Allgemein gilt:

>

Die Abbildung 4.37. stellt ein regelméaBiges Achteck
dar. Jedes der gleichschenkligen Dreiecke (z.B.
A ABM) kann als ein Bestimmungsdreieck ange-
sehen werden. Die Berechnung des regelmiBigen
Vielecks 14Bt sich auf die Aufgabe zuriickfiihren,
ein Bestimmungsdreieck mit den Mitteln der Tri-
gonometric zu berechnen. Wir kénnen dabei die
Ergebnisse der Berechnung des gleichschenkligen
Dreiecks anwenden.

10*

Jedem regelmiiBigen Vieleck lift sich ein Kreis umbeschreiben (Umkreis) und ein Kreis
einbeschreiben (Inkreis). ‘.
]

Deispiel 26:

Abb. 4.37.
Gegeben ist die Seite 3,, = 8,41 dm des regelméiBigen bb
Zwolfecks. Wie grof ist der Winkel des Zwolfecks? Wie gro8 sind die Radien des Inkreises
und des Umkreises sowie der Umfang und der Flicheninhalt?

Das Bestimmungsdreieck fiir diese Aufgabe zeigt die Abbildung 4.38. M
Gegeben: §,, = 6,41 dm; ¢ = 3—(13% = 30°.

Gesucht: 1) ¢ (in Grad); 2) 7, (in dm); 3) 7; (in dm);
4) up, (in dm); 5) 4,, (in dm?).
Allgemeine Losung (r,, 7, Uy, 81, A, bedeuten Griflen):

(Zur Vereinfachung wird im folgenden s, = s gesetzt.) u
"€ @ . @ 8 @ 8
1) — = 900—— 2 —_ = 3 T = T —
)2 ) )sm2 5 Tu )cot2 Ty
e =180°—¢ 'ru——-——i— ’ri=i-cotip—
2-sin 2. 22 B
2 A
%) uy,— 126 5) Ay =122 =6r, =35 cot ¥ Sn 8
Abb. 4.38.
Zahlenmdfige Losung (7, i, ;5. 815, A,, bedeuten Zahlenwerte):
6,41 6,41 - cot 15°°
1 = 180° — 30° = 150° 2 = 3 = Tl
) e ° ) T 2 - sin 15¢ ) 7y 2
r, = 12,39 r; = 11,96
%) u,=12-6,41 5) A, = 3. 6,412 cot 15°
Uyq == 76,92 A, = 460

Die Sticke des Zwolfecks sind:
89 ="6,41dm; ¢=150°; r,=12,39dm; r;= 11,96 dm; u,, = 76,92 dm; A,,—= 460 dm?,
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Mit der Konstruktion und Berechnung regelmafliger Vielecke hat sich im Altertum
der griechische Mathematiker und Physiker ARCHIMEDES beschéftigt. Er lebte von
287 bis 212 in Syrakus. ARCHIMEDES berechnete die Vielecke allerdings planimetrisch,
da ihm dje Mittel der Trigonometrie noch nicht zur Verfigung standen. Er ver-
wendete die Methode der einem Kreis ein- und umbeschriebenen regelméBigen Viel-
ecke auch, um das Verhiltnis von Umfang zu Durchmesser eines Kreises zu bestim-
men. Mit Hilfe des 96-Ecks fand er, dal3 dieses Verhiltnis zwischen 3%’ und 3;—2

liegt. Er gab 3—;— und 3;—? als Nidherungswerte fiir die Zahl 7w an. Um seine Leistung
richtig zu wiirdigen, miissen wir bedenken, daf3 er weder die Dezimalzahlen noch das
Stellenwertsystem kannte. ARCHIMEDES suchte seine wissenschaftlichen Erkennt-
nisse auch fiir die Zwecke der Praxis nutzbar zu machen.

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts stellte einer der berithmtesten deutschen Mathe-
matiker, CARL FRIEDRICH GAUss, eine allgemeine Theorie der regelmiBigen Viel-
ecke auf. In dicsem Zusammenhang entdeckte der damals Neunzehnjihrige, daB das
regelmifige 17-Eck mit Zirkel und Lineal konstruicrbar ist. Die Thcorie der regel-
méBigen Vielecke ist in dem bedeutenden Werk von Gauss Disquisitiones arithme-
ticae (Arithmetische Untersuchungen) dargestellt, das 1801 in Leipzig erschien.

4.4.7. Anwendungsaufgaben

Bci der Losung von Anwendungsaufgaben mit Hilfe der Trigonometrie sucht man
zuniichst nach einem fiir die Berechnung geeigneten rechtwinkligen Dreieck.

[ ] Deispiel 27:

Welchen Anstiegswinkel hat eine Schraube mit metrischem Gewinde, deren Gewinde-
durchmesser d = 11,4 mm und deren Ganghothe A= 2,0 mm betragt?

Lisung: Aus Abbildung 4.39. ergibt sich:

h
tana_hﬁ
tan o — _20mm__
and = 11,4 mm

Mit dem Rechenstab berechnet man tan a = 0,0559.

Aus Tafcel 14 ergibt sich o = 3,2°. 114,

Ergebnis: Die Schraube hat einen Anstiegswinkel —Abb. 4.39.
von 3,2°,

]  Deispicl 28:

Der in Abbildung 4.40. dargestcllte Bolzen soll ge-
drcht werden. Wie groB sind Supporteinstellwinkel
und Kegelwinkel? (Vergleichen Sie auch mit den
Ausfiihrungen auf S. 138!) Abb. 4.40.
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Losung: Allgemein gilt: tan % = B;d = i . p—[_d
das heillt, der Tangens des halben Kegelwinkels ist gleich der halben Verjiingung.
I vorliegenden Fall ist tan . = 116 —= 0,1000.

Aus Tafel 14 ergibt sich %‘ ~ 5,71° und damit « = 11,42°,

Ergebnis: Der Supporteinstellwinkel betrigt etwa 5,71°; der Kegelwinkel etwa 11,42°.

P Beispiel 29:

Bei der Deutschen Reichsbahn werden Steigungen durch Schilder der in Abbildung 4.41. a
dargestellten Form gekennzeichnet. Die Aufschrift besagt. dafl auf 40 m waagerechte
Entfernung 1 m senkrechte rhebung kommt; die gleiche Steigung halt auf den néchsten
830 m Streckenlinge an (Abb. 4.41. b; nicht malstiblich). Wic groB ist der Hohenunter-
schied I zwischen Anfang 4 und Ende C, dieses Streckenabschnittes?

Lésung (mit Hilfe der trigonomelrischen Methode):

1 H
SN ST m
tan o 10’ Sina B0 m 0 830

H=—= 81_30 - sin o m.

Es ist nicht notwendig, Winkel « zu
bestimmen; wir konnen vielmehr sin o
durch tan a ausdricken.

Abb.4.41.a

lan &

Bi.D. a4 = —-- —
Y1+ tena

E.
1
si.na: 30772}/1 . A ﬁ‘?
Vl 4 1 Ve tiin 1B
1600 e
Dann ergibt sich H = U~ Abb.4.41.b
Y1601
Mit dem Rechenstab berechnet man H = 20,75 m.

Ergebnis: Der Hohenunterschied betrigt rund 20,8 m.

. Lisen Sie die Aufgabe auch, ohne dafy Sie die trigonometrische Methode anwenden, und
vergleichen Ste die Ergebnisse!

@ Aufgaben

Ubungen im Tafelrechnen

1. a) Igsin 19,5° b) lgsin 31,67° ¢) lgsin 93,5° d) lgsin 17°42°
e) lg cos 73,92° ) lgcos 37.57° ¢) lg|cos 224,7°| h) lg cos 45°22° 45" (L)

|
2. a) lgtan 21,28° ) Igtan 50,68° ¢) lg tan 187,55° d) lg tan 47° 33’
e) Ig cot 38,95° f) lgcot 45,08° g) Ig [co’o 101,54°| h) lgcot 2°5° 12 (L: a, b, ¢)

-
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3. Stellen Sie die folgenden Funktionen graphisch dar!

a) y =lgsinz b) y=Igcosx e) y=Igtanzx d) y=lgcotx

Anleitung: Benutzen Sie die Tafelwerte fiir z == 15°; 30°; 45°; 60°; 75°! Verwenden Sie fiir

a und b bzw. fiir ¢ und d ein gemeinsames Koordinatensystem! Beschreiben Sie den Verlauf

jeder Funktion!

Untersuchen Sie insbesondere die folgenden Fragen:

1) Wie verlaufen die Funktionen in der Umgebung von # = 0° und & = 90°?

2) Fitr welche Winkel 4ndern sich die einzelnen Funktionen besonders stark, fiir welche beson-
ders wenig?

3) Haben die Kurven zu a und b bzw. die zu ¢ und d Symmetriecigenschaften?

. Welche Beziehungen bestehen zwischen
a) lgtanz und lgcotz; b) Igsinz, lgcosz und Igtanz; e) lgsinz, lg cos z und Ig cot z?

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Beziehungen fiir einige selbstgewahlte Beispiele lg tan z und
Ig cot z aus lg sin z und lg cos x!
Gibt es eine entsprechende Beziehung auch zwischen lg sin = und lg cos z? (L)

Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen die Winkel aus dem ersten Quadranten!

6.a) lgsin =0,6093— 1 b) Igsin «a =0,3775—1 ¢) lgsin y=0,5717T—1
d) lg cos ﬂ =0,2700 —1 o) lgcosa =0,9900 — 1 f) g cos ,3 =0,2356 —1 (L)

6. a) lg tan z = 0,1387 b) lg tan § = 0,8003 e) lgtan y = 0,6486 — 1
d) Ig cot y=0,3688 e) lg cot f=0,1888 f) lg cot a = 0,9800 (L)

7. Bestimmen Sie zu den nachstehenden Logarithmen der Winkelfunktionen die zwischen 0°
und 360° liegenden Winkel !

a) lgsin z=—=0,8810 — 1 (sin z > 0) b) lg!sin x| =0,9750 — 2 (sin z < 0)
¢) lgcos x=0,9996 — 1 (cos z > 0) d) lg|cos z| = 0,3075 — 1 (cos z < 0)
) lgtanz = 0,2764 — 1 (tanz >0) f) lg|tanz|=0,9000 — 2 (tanz < 0)
9) lg cot z = 0,7718 (cot z > 0) h) lg|cot 2| = 1,2700 (cot £ < 0) (L: a, b, ¢)

Aus der Geometrie

8. Berechnen Sie die Seiten, Winkel und Flacheninhalte der rechtwinkligen Dreiecke 4 BC
(y = 90°), von denen folgende Stiicke gegeben sind!

a) a=12,7cm; b =49cm b) a=548m; b="74,54m

0) a = 420 m; ¢c =645m d) a = 14,54 cm; ¢ =29,08cm

e) ¢ = 125 m; a = 35,60° f) ¢ = 10,50 cm; = 40,30°

g) a =63 mm; «=—40,30° h) b = 80,70 m; f=62,30° (L:a,b,c)

9. In einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 4.42.) sind die folgenden Stiicke gegeben.
a) ¢ =1850m; p=4,20m b) ¢c=18,50m; h=4,30m

e) h=g=35cm d) h—2242m; b=2530m £ Ahb.442.
e) p=10,2cm; o= 37,50° f) ¢c=420m; ¢=2,53m ) .

g) a=605cm; hA=152cm h) p=18,18m; ¢=3,88m he

Berechnen Sie jeweils die fehlenden Seiten, die Winkel und den , /o f 8 8
Flacheninhalt, und konstruieren Sie die rechtwinkligen Drei- g p

ecke! (L:e, f, g) ¢ -
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10. In einem gleichschenkligen Dreieck (Abb. 4.43.) sind die folgenden
Stiicke gegeben.
a) ¢ = 125 m; h,=85m D) a = 3,70 m; ¢c=2,50m
e) a =>5,70m; ¢ =3,50m d) ¢ = 19,64 cm; y = 55,40°
e) ¢ =75,92dm; a«= 52,62° f) h,=4,786 m; y=32,10°

Berechnen Sic jeweils die fehlenden Seiten und Winkel sowie den
Flicheninhalt, und konstruieren Sie die gleichschenkligen Dreiccke!
(L:a.b,c) Abb. 4.43.

11. Von einem Rhombus sind die Seite @ = 12,5 cm und der Winkel « = 45° gegeben. Berechnen
Sie die Lange der beiden Diagonalen des Rhombus und den Flacheninhalt!

12. In einem regelmifigen n-Eck ist a) der Umkreisradius 7, b) der Inkreisradius r; gegeben.
Zeigen Sie, daB der Fliacheninhalt des regelmiBigen #-Ecks

180° 180°
- cos ——

. . . 180°
im Falle a) a, = nr,?sin , im Falle b) 4, = nr? tan

ist! (L: a)
13. Berechnen Sie Seite, In- und Umkreisradius sowie Flicheninhalt fiir folgende regelmiBigen
n-Ecke!
ayn="T 8 =132cm b) n =10; r, =23,5cm
e) n=5; r,=174dm ) n= 8 A=234Tm? (L:a,b)
14. Ein Punkt P liege a cm vor der AufriBtafel, b cm vor der KreuzriBtafel und ¢ cm iiber der
GrundriBitafel; der Schnittpunkt der RiBachsen sei O.
a) Welche Winkel bildet die Verbindungsstrecke PO mit den Projektionen P’O, P"0 sowie
P07
b) Bestimmen Sie die Winkel fiira = 3, 8 = 2 und ¢ = 2,5 sowohl mit Hilfe des darstellend-
geometrischen als auch mit Hilfe des trigonometrischen Verfahrens! (L: a)

Aus der Physik und der Technik

15. Am éufleren Ende eines Tragarms mit Zugstange hingt eine Last F = 400 kp (Abb. 4.44.).
a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maBstibliche Zeich-
nung Gréfe und Richtung der auf den Tragarm und auf /.
die Zugstange wirkenden Teilkrifte fir die Neigungswinkel

o = 30°; 45°; 60° der Zugstange gegen den Tragarm! 7
b) Handelt es sich um Zug- oder um Druckkrifte?
¢) Berechnen Sie trigonometrisch die GroBe der Teilkrafte fiir ' fa
die angegebenen Neigungswinkel! (L) 4
16. Am Ende eines Tragarms mit Stiitze hingt eine Last F — 400 kp 1

(Abb. 4.45.). Abb. 4.44. f ~400kp

a) Bestimmen Sie geometrisch durch eine maBstibliche Zeich-
nung Grofle und Richtung der auf den Tragarm und auf die Y,
Stiitze wirkenden Teilkrafte fir die Neigungswinkel a = 30°; ﬂ
45°; 60° der Stiitze gegen den Tragarm!

b) Werden Tragarm und Stiitze auf Zug oder auf Druck bean-

sprucht? F -400kp
e) Berechnen Sie die GroBle der Teilkrifte fiir die angegebenen ’
Neigungswinkel! Abb. 4.45.
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17. Ein Ausleger soll 2000 kp tragen und ist mit einem Seil von
5000 kp Tragfahigkeit abzufangen (Abb. 4.46.). Wie grofl muf}
das Mal} x mindestens werden, wenn die Tragfahigkeit des
Sciles nicht iiberschritten werden soll?

18. Eine Kiste, die 220 kg wiegt, wird mittels einer Schrotleiter
abgeladen (Abb. 4.47.).
Bei welchem Winkel a beginnt die Kiste zu gleiten, wenn
zur Uberwindung der Reibung 17 kp erforderlich sind? (L)

19. Eine Kiste, die 96 kg wiegt, soll auf einer unter 25° gegen

diec Horizontalebene

geneigten Holzrampe hochgezogen

werden.

a)

b)

€)

)

Bestimmen Sie trigonometrisch und geometrisch die Ab-
hingigkeit des Hangabtricbs H und des Normaldrucks N
vom Neigungswinkel « der Rampe!

Berechnen Sie unter Beriicksichtigung der Gleitreibung die
Grifle der erforderlichen Zugkraft! Die Reibungszahl fiir
Holz auf Holz ist im Mittel 4 = 0,18.

Berechnen Sie den Neigungswinkel g der Rampe, bei wel-
chem der Hangabtrieb H gleich der Reibung R wird (Rei-
bungswinkel g)!

Zeigen Sie. daBl der Tangens des Reibungswinkels g gleich
der Reibungszahl pist! (L:a,b)

20. Aus einem Rundstahl mit dem Durchmesser d = 60 mm soll
ein regelmiBiges Fiinfkant gefrist werden (Abb. 4.48.).
Bestimmen Sie

a)
b)

die Seite s; des Fiinfkants,

den prozentiualen Verlust an Querschnittsfliche! (L: a)

Lichtbrechung

<Seil 5000 kp Tragkraft

- X ——

F =2000kp
Abb. 4.48.

R17kp

SO

V62204
Abb. 4.47,

fu .

fi

Abb. 4.48.

Fallen Lichtstrahlen unter dem Winkel a aus Luft in ein optisch dichteres Medium ein, so
werden sie von ihrer urspriinglichen Richtung zum Einfallslot hin derart gebrochen, daf3 das
Verhiltnis des Sinus des Einfallswinkels a zum Sinus des Brechungswinkels 8 gleich der
Brechungszahl » des optischen Mediums gegeniiber Luft ist.

Brechungsgesetz: :f’n S —=n

in f
Bei umgekehrtem Strahlengang ist die Brechungszahl n” = % .

21. Ein Lichtstrahl fallt unter dem Einfallswinkel a == 15°; 30°; 45°; 60°; 75°; 90° aus Luft in

Wasser. Die Brechungszahl fiir den Ubergang von Luft in Wasser ist n = 4.

a) Berechnen Sie die zugehérigen Brechungswinkel !

b) Stellen Sie die einander zugeordneten Werte von Einfalls- und Brechungswinkel in einer
Tafel zusammen!

22, Beim Durchgang durch eine planparallele Platte wird ein Lichtstrahl parallel verschoben.
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a) Wie groB ist die Parallelverschicbung, die ein
Lichtstrahl durch cine planparallele Glasplatte
von d = 10 cm Dicke bei einem Einfallswinkel
« = 60° erfahrt (n = 3)?

b) Bestimmen Sie den Gang des Lichtstrahls geo-

metrisch!

Stellen Sie die Verschiebung des Lichtstrahls

als Funktion des Einfallswinkels o graphisch Abb. 4.49.

dar! (L: a)

£3, Auf ein Glasprisma (Brechungszahl n = §), dessen 1720
brechende Flichen einen Winkel £==60° bilden,
fallt ein Lichtstrahl<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>