AUSGEWAHLTE
KAPITEL
DER MATHEMATIK

far Ingenieur- und
Fachschulen



Ausgewihlte Kapitel
der Mathematik

fiir Ingenieur- und Fachschulen

von G. Ose, G. Lochmann, G. Schiemann, Dr. habil. H. Baumann, W. Kérner
2. Auflage
Mit 125 Bildern, 87 Tabellen, einem Anhang zur Nomographie (78 Tafeln), 2 Beilagen

und 257 Aufgaben mit Losungen

1

VEB FACHBUCHVERLAG LEIPZIG



AUTOREN

Als Lehrbuch

an den Fachschulen der Di hen Demokratischen Republik eingefiihrt
Staatssekretariat fiir das Hoch- und Fachschulwesen

Berlin, den 4. September 1965

Federfithrung :

Studiendirektor Gertrud Ose
Ingenleurschule fiir Bauwesen, Leipzig
Autoren der einzelnen Teile:

NOMOGRAPHIE
Giinther Lochmann

W iter am der fiir Ver
»Friedrich List*, Dresden
MATRIZENRECHNUNG
Fachschuld Gerhard Schi

fir Lelpzig
LINEAROPTIMIEBRUNG

Studiendirektor Gertrud Ose
Ingenieurschule fiir Bauwesen, Leipzig

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN DER STATISTIK
Dozent Dr. rer. oec. habil. Horst Baumann

K; , Leipzig, W iche Fakultiit

PRAKTISCHES RECHNEN

Willy Korner s
im VEB Wi lich-T i Zentrum Kri

Pirna-Sonnenstein

Das Manuskript wiirde begutachtet im Institut fiir ik der fir A und
Bauwesen, Weimar. Institutsleiter: Prof. Dr. habil. H. Matzke

Die Lektorate wurden durchgefithrt von:
Fachschuldozent Horst Beinhoff, Ingenieurschule fiir Kraft- und Arbeitsmaschinen ,,Rndol!

Diesel”, Melﬂen — Prof. Rudoli Fucke, fiir und
Dresden — i Robert Georgi, i fiir und
Zwickau — Dipl.-Math. Gerhard GroBe, i fiir tschaft ,, Dr. Robert Mayer*,
Zittau — Fachschullehrer Dieter Haupt, I fiir und
Karl-Marx-Stadt — Dipl.-Math. Klaus Kulke, i fiir i tschaft ,, Dr. Robert

Mayer*, Zittau — Dipl.-Math. Karl-Heinz Miller, Leiter des Rechenzentrums im Institut fir
Datenverarbeitung, Dresden — Dipl.-Math. Dr. rer. occ. Achim Renner, Institut fiir Okonomie der
Deutschen Bauakademie, Leipzig — Dipl.-Math. Georg Seltmann, I. Imstitut fiir angewandte
Mathematik der TU Dresden

Redaktionsschlui: 15. 2. 1967

ES20C2(10B1)

Copyright by VEB Fachbuchverlag Leipzig 1967
Verlagslektor: Alfred Sommer

Satz und Druck: Druckhaus ,,Maxim Gorki", Altenburg

Vv icht unter der Li 114—210/51/67 »
13,—




GELEITWORT

In den letzten Jahrzehnten hat sich eine stiirmische Entwicklung in der mathemati-
schen Wissenschaft vollzogen. Gleichzeitig ist die Mathematik immer stérker in alle
Zweige der Produktion eingedrungen, und zwar nicht nur in die rein technischen
Gebiete, die eng mit Messen, Regeln und Steuern zusammenhangen, sondern auch in
solche Gebiete wie Planung, Leitung und Organisation. Durch diese Entwicklung
wird auch der Mathematikunterricht an den Ingenieur- und Fachschulen vor neue
Probleme gestellt.

Um die erhéhten Anforderungen des wissenschaftlich-technischen Fortschrittes er-
fiillen zu konnen, wurde im Jahre 1963 ein neuer verbindlicher Lehrplan fiir das

Fach Math tik an den I ieur- und Fachschul eingefuh.rt der den inter-
nationalen Entwncklungstendenzen Rechnung tragt Durch die in diesem Plan er-
hobene Forderung nach weitgehender oretischer Interpretation der ein-

zelnen Stoffgebiete und durch die Aufnahme neuer mathematischer Einzeldisziplinen
ergab sich die Aufgabe, in méglichst kurzer Zeit ein neues Lehrwerk fiir den Mathe-
matikunterricht zu schaffen.
Der vorliegende Band ,,Ausgewihlte Kapitel der Mathematik fiir Ingenieur- und
Fachschulen® schlieBt diese im Jahre 1963 begonnene Arbeit ab. Die ersten beiden
Biinde ,,Algebra und Geometrie fiir Ingenieur- und Fachschulen® und ,,Analysis
fiir Ingenieur- und Fachschulen® vermitteln ein auf den Grundbegriffen der Mengen-
lehre fuBendes mathematisches Fundament. Der letzte Band dagegen enthilt einige
Gebiete der Mathematik, die fiir die Praxis besonders wichtig sind und deren Behand-
lung es erméglichen soll, daB die Stoffdarbietung in zahlreichen technischen und
okonomischen Fichern in hohem MaBe rationalisiert und praxisbezogen gestaltet
werden kann. Damit wird die Grundlage fiir ein erfolgreiches Wirken der Absolventen
der Ingenieur- und Fachschulen in den verschiedenen Bereichen der sozialistischen
- Industrie gelegt.
Der grofien Einsatzbereitschaft der Autorenkollektive und des Verlages ist es zu
verdanken, daB das gesamte Lehrwerk trotz vieler Schwierigkeiten in verhéltnismaBig
kurzer Zeit entwickelt werden konnte. Es sei daher an dieser Stelle gestattet, den
Autorenkollektiven aller drei Binde sowie dem VEB Fachbuchverlag Leipzig den
Dank des Instituts fiir Fachschulwesen der Deutschen Demokratischen Republik
auszusprechen.
Moge es dem vorliegenden Lehrbuch gelingen, fiir Lehrkrifte und Studierende ein
wertvolles Handwerkszeug zu sein, sowohl fiir die Gestaltung eines qualitativ hoch-
tehenden Math tikunterrichts als auch zur Hebung des Bildungsniveaus
unserer Studierenden zum Nutzen unserer sozialistischen Gesellschaft.

Karl-Marx-Stadt, Juli 1966 Institut fiir Fachschulwesen der
Deéutschen Demokratischen Republik
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VORWORT

Das vorliegende Lehrbuch, das eine Erweiterung des bisherigen Lehrmaterials fiir
das Grundlagenstudium im Fach Mathematik darstellt, behandelt Stoffgebiete der
angewandten Mathematik, die sowohl fiir die Ausbildung von Ingenieuren der ein-
zelnen technischen Disziplinen als auch fiir die Ausbildung von Ingenieurskonomen
der verschiedenen Fachrichtungen besonders wichtig sind : Nomographie, Matrizen-
rechnung, Linearoptimierung, Mathematische Grundlagen der Statistik sowie Prak-
tisches Rechnen einschlieBlich einer Einfiihrung in die maschinelle Rechentechnik.

Diese Gebiete wurden bis jetzt nur teilweise in Lehrbriefen fiir das Fachschulfern-

studium einiger Fachrichtungen behandelt.

Vor den Autoren lag deshalb eine dreifache Aufgabe:

1. Ausder Fiille der einzelnen Stoffgebiete war eine Auswahl zu treffen, die sich sowohl
im Sinne einer gediegenen Grundlagenausbildung als auch, bedingt durch den vor-
gesehenen Umfang und den Charakter des Buches, in der Hauptsache auf eine Ein-
fiihrung beschrinken muBte. Es war deshalb nicht méglich, den einen oder den
anderen Abschnitt noch ausfithrlicher darzustellen, so wie es manchem Leser viel-
leicht wiinschenswert erscheinen wiirde. Die behandelten Grundlagen sollen es
dem Studierenden der Ingenieur- und Fachschulen ermoglichen, in den Spezial-
fachern der Ausbildung und nachfolgend in der Praxis einfache Probleme losen
zu konnen. AuBerdem sollen sie ihn befihigen, seinen spateren Aufgaben ent-
sprechend, mit Hilfe der Literatur tiefer in die einzelnen Problemkreise einzu-
dringen.

2. Der ausgewihlte Stoff muBte unter Wahrung der im Lehrplan geforderten Wissen-
schaftlichkeit methodisch so aufbereitet werden, daB das Lehrbuch fiir alle
Studienformen der Ausbildung von Ingenieuren, Ingenieurékonomen — und auch
Okonomen — benutzbar ist.

. Als letztes in der Reihe der Mathematiklehrbiicher fiir Ingenieur- und Fachschulen
war endlich die Ubereinstimmung in den mathematischen Grundbegriffen mit
den vorangehenden Binden herzustellen. Bei der im allgemeinen auBerhalb der
Hochschulliteratur noch iiblichen Darstellung der Gebiete der angewandten Mathe-
matik war auch dieser Teil der Gesamtaufgabe nicht immer leicht.

Die Nomographie wurde aufgenommen, weil sie fiir den in der Praxis tétigen In-
genieur und Okonomen ein wertvolles, leider zum Teil noch viel zu wenig beachtetes
Hilfsmittel darstellt. Mit Nomogrammen lassen sich Uberschlagsrechnungen leicht
durchfiihren; mit ihnen kann man sich in verhiltnismaBig kurzer Zeit einen Uber-
blick iiber den Charakter der Losungen bestimmter Probleme verschaffen, der sonst
nur durch eine genaue Berechnung mit erheblichem Zeitaufwand zu bekommen
wiire. Endlich sind Nomogramme auch zum laufenden Gebrauch an Maschinen un-
bedingt erforderlich.

w



8 Vorwort

Die Matrizenrechnung darf heute in der mathematischen Ausbildung an den In-
genieurschulen nicht mehr fehlen, da dieses Gebiet im Zusammenhang mit der
Entwicklung der maschinellen Rechentechnik immer mehr an Bedeutung gewon-
nen hat.

Die Linearoptimierung trigt dem Problemkreis der optimalen Entscheidungen
Rechnung. Die Beschrinkung auf die ausfithrliche Behandlung der grundlegenden
Verfahren und auf die kurze Charakterisierung weiterfithrender Methoden erfolgte
aus methodischen Griinden im Zusammenhang mit den bereits genannten Umfangs-
bedingungen.

Die Mathematischen Grundlagen der Statistik sind fiir viele Problemkreise, die der
mathematischen Durchdringung erschlossen wurden, ein wesentliches Arbeitsmittel.
Das gilt inshesondere fiir die Bearbeitung empirischen Zahlenmaterials und fiir die
Notwendigkeit, aus diesem Material die Moglichkeit exakter perspektivischer Pla-
nung auf den verschiedensten Gebieten zu erschliefen.

Im letzten Teil konnten lehrp]anbed.mgt, nur lma.ppe allgememe Ausfuhrungen tiber
numerisches Rechnen und iber t werden. Zusétz-
liche Gebiete, die der steigenden Bedeutung der Datenverarbeltung auch im Fach-
schulwesen Rechnu.ng tragen, gehoren nicht mehr in die mathematische Grundlagen-
ausbildung; sie sind gpeziellen Unterrichtsfichern vorbehalten.

In der Art der einzelnen behandelten Gebiete liegt es, daB eine streng wissenschaft-
liche theoretische Grundlegung im Rahmen eines Fachschullehrbuches nicht méglich
war. Fiir alle Autoren muBte es das Ziel sein, dle hauptsichlichsten Verfahren ver-
stindlich damulegen und sie, den matl i Vor 1igen der Studieren-
den entsprechend, in die Theorie einzuordnen. Dabei wird, soweit es moghch war, vom
Beispiel ausgegangen, und auBerdem wird der gebotene Stoff auch am Beispiel er-
ldutert, wihrend allgemeine Ableitungen teilweise nicht gebracht werden kénnen.
Trotzdem ist versucht worden, Allgemeingiiltiges fiir alle Fachrichtungen heraus-
zuarbeiten. Deshalb tragen auch die meisten der Beispiele und Aufgaben sowohl in der
Thematik als auch in den Zahlenwerten nur Demonstrativcharakter. Wo eine men-
gentheoretische Interpretation moglich ist, wird sie gegeben; der in der Mengenlehre
verankerte und prézisierte Funktionsbegriff wird verwendet.

Der Herausgeber und die Autoren wissen, daB die vorliegende Fassung des Buches
noch manche Wiinsche offenlassen wird. Wir richten deshalb an alle Benutzer, vor
allem an die Fachschullehrer, die Bitte, durch kritische Hinweise dazu beizutragen,
daB das Werk weiter verbessert werden kann.

Das Gutachten wie die Lektorate haben mit ihren kritischen Stellungnahmen und
Bemerkungen bereits wertvolle Hilfe bei der Gestaltung des Lehrbuches geleistet.
Dafiir sei an dieser Stelle dem Mathematischen Institut der Hochschule fiir Archi-
tektur und Bauwesen in Weimar sowie allen Lektoren sehr herzlich gedankt.

Die Verfasser
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1. Nomographie

1.1. Grundbegrifte der Nomographie
111 Aufgabenstellung der Nomographie

In allen Bereichen der Wirtschaft und Technik treten in steigendem Mafl Probleme
auf, die eine umfangreiche und teilweise schwierige Zahlenrechnung erfordern. In all
diesen Fillen wird angestrebt, die vorliegenden Aufgaben schnell, sicher und mit
moglichst geringem Aufwand zu lésen und die Ergebnisse in einer ibersichtlichen und
anschaulichen Form darzustellen. Dazu bieten sich verschiedene Hilfsmittel an, z. B.
die Verwendung von Zahlentafeln (Logarithmentafeln u. a.), des Rechenstabes, der
verschiedenen Arten von Rechenmaschinen und -automaten sowie von zahlreichen
graphischen Verfahren. Der Einsatz solcher Hilfsmittel muB allerdings sinnvoll sein,
d. h., die gewonnene Genauigkeit der Ergebnisse und die Einsparungen an Zeit und
Arbeitskraft miissen im richtigen Verhéltnis zu dem notwendigen Aufwand fir die
Anschaffung und den Einsatz der Hilfsmittel stehen (vgl. dazu auch 5. Praktisches
Rechnen). Die Nomographie?) stellt solche Hilfsmittel in Form von Rechentafeln
oder Nomogrammen bereit.

Nomogramme sind graphische Darstellungen von vorliegenden GesetzmaBigkeiten
und Formeln, die es gestatten, zu beliebigen Ausgangswerten eines bestimmten
Bereiches das zugehorige Ergebnis abzulesen.

Bei den einfachen graphischen Darstellungen ist fiir jede spezielle Aufgabe ein geson-
dertes Diagramm anzulegen. So ist z. B. bei der graphischen Losung einer kubischen
Gleichung die zugehorige kubische Parabel zu zeichnen, und ihre Schnittpunkte mit
der Abszissenachse sind zu bestimmen. Dagegen werden in der Nomographie Rechen-
tafeln fiir alle Aufgaben eines bestimmten Typs angelegt, die fiir jeden gewiinschten
speziellen Wert (in dem geforderten Bereich) gelten. Ein Nomogramm liefert also
beispielsweise die Losungen fiir alle zu untersuchenden kubischen Gleichungen; zu
den gegebenen Koeffizienten konnen die zugehérigen Losungen abgelesen werden.

In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Arten der Nomogramme be-
handelt. Damit kénnen die meisten der in der Praxis vorkommenden Funktionen in
Form von Nomogrammen dargestellt werden, wobei jeweils die einfachste und tiber-
sichtlichste Moglichkeit auszuwahlen ist. In besonders schwierigen Fallen konnen
Anleitungen aus der angegebenen weiterfiihrenden Literatur entnommen werden.

1) nomos (griech.) Gesetz, graphein (griech.) schreiben
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Das Nomogramm kann auch von denen benutzt werden, die die zugrunde liegenden
GesetzmaBigkeiten nicht kennen. Es soll daher stets mit einer Erlduterung, z. B. in
Form eines Ableseschemas, versehen werden.

Bei jeder graphischen Methode treten Ungenauigkeiten durch die Zeichnung selbst
oder durch Ablesefehler auf. Es mull darauf geachtet werden, dafl diese Fehler
moglichst klein gehalten werden und daB die Genauigkeit fiir das jeweilige Anwen-
dungsgebiet ebenso wie in dem vorkommenden Wertebereich ausreicht. Dazu sind
die Hinweise fiir die praktische Herstellung von Rechentafeln, die iiberall eingefiigt
sind, zu beachten.

In jedem Nomogramm werden Funktionen dargestellt, die in der Naturwissenschaft,
Technik oder Okonomie vorkommen. Es muB daher auf die Grundbegriffe der Funk-
tionenlehre und die Elemente der graphischen Darstellung zuriickgegriffen werden,
die bereits im Band ,,Analysis fiir Ingenieur- und Fachschulen‘ behandelt sind [2]."
Sie werden hier kurz wiederholt und in der fiir die Nomographie notwendigen Weise
ausgebaut.

Die Nomographie ist ein verhéiltnismiBig junger Zweig der Mathematik. Wenn auch
in Landkarten und anderen Darstellungen Vorlaufer von Nomogrammen gesehen
werden kénnen, so erfolgte doch eine systematische Behandlung der Netztafeln erst
1846 durch Lavanng?!). Die Fluchtlinientafeln gehen auf p’OcacNE?2) (1884/85)
zuriick. In der Folgezeit trugen SOREAU, GERSEWANOW, SCHWERDT, GLAGOLEW,
LuokEy u. a. zur Entwicklung der Nomographie bei [5, 10].

1.1.2. GroBe, Zahlenwert, Einheit

In den meisten Anwendungen der Mathematik treten Beziehungen zwischen Grofen
auf, die durch die Angabe eines Zahlenwertes und einer MaBeinheit bestimmt sind.
Solche Grofen sind z. B. Masse, Zeit, Kraft, Kosten usw. So sind in Grundgesetzen
der Physik, wie

F=m-a (F Kraft, m Masse, @ Beschleunigung)

v=mn-d-n (v Geschwindigkeit, d Durchmesser, n Drehzahl),

alle auftretenden Variablen physikalische Gré8en. Dabei wird definiert

GroBe — Zahlenwert mal Einheit.

Grofensindz.B. v =5 ;, s =10 km = 10000 m, F =8 kp. Die Zahleﬁwerte sind 5,
10, 10000 und 8, die Einheiten %, km, m,kp. Wie das zweite Beispiel zeigt, verhalt

sich das Produkt aus Zahlenwert und Einheit wie ein gewdhnliches Produkt. Wenn
der eine Faktor (Einheit) verkleinert wird, muB der andere Faktor (Zahlenwert) ent-
sprechend vergroBert werden, damit das Produkt denselben Wert behilt.

1) LEoN LALANNE, geb. 1811, franzésischer Ingenieur
?) PEILIBERT MARIA D’OCAGNE, geb. 1862, Professor der Mathematik in Paris
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Im folgenden werden unter den iiblichen Formelzeichen immer GroBen verstanden.
Bei graphischen Darstellungen sind die der Grofe zugeordneten Zahlenwerte durch
Léngen zu veranschaulichen. Fiir diese Zahlenwerte werden je nach den verwendeten
Achsen die iiblichen Bezeichnungen fiir Variablen 2, y, z oder ;, ,, ... verwendet:

GroBe u, FEinheit [«], Zahlenwert z — [T"]

4 1eich

Entsprechend der obigen Erklirung gibt es GréSengleich Einh¢
und Zahlenwertgleichungen. Dabei ist eine Gréfengleichung eine solche, in der alle
Formelzeichen GroBen bedeuten. Es ist zu beachten, daB in allgemeinen GroBen-
gleichungen empirische Faktoren als GréBen zu behandeln und daB Umrechnungs-
faktoren nicht erlaubt sind. Die obengenannten allgemeinen Gleichungen der
Physik sind GréBengleichungen. In diese Gleichungen dirfen GréBen in beliebigen
Einheiten eingesetzt werden, z. B. der Durchmesser d in der zweiten Gleichung in mm
oder in m. Das Ergebnis, hier die Schnittgeschwindigkeit v, liegt dann jeweils in der
entsprechenden Einheit vor. Werden alle GréBen in solchen Einheiten verwendet, die
nach den Grundgleichungen aufeinander abgestimmt sind (sogenannte kohérente?)
Einheiten), so gelten die GréBengleichungen in derselben Form auch fiir die entspre-
chenden Zahlenwerte. Da aber in der Praxis hiufig nichtkohirente Einheiten benétigt
werden, muB die Rechnung und damit auch das aufzustellende Nomogramm durch
das Einfithren von Umrechnungsfaktoren fiir diese Einheiten vorbereitet werden. Die
GroBengleichung verliert dann ihre Allgemeingiiltigkeit. Dies soll am Beispiel der
oben erwithnten Gleichung fiir die Umfangsgeschwindigkeit: gezeigt werden, wobei
folgende Einheiten zu beriicksichtigen sind :

[d] = mm, [#] =min?, [v] =m st

Aus v =7+ d - n folgt durch Erweitern mit den vorgeschriebenen Einheiten von d
und 7

d n s g
— «—— mm min?,
mm min~?

V="T.

Die Geschwindigkeit » wiirde sich jetzt jedoch in mmmin-! ergeben. Um auf die
vorgeschriebene Einheit zu kommen, sind die Umrechnungsbeziehungen 1 m =
= 1000 mm und 1 min = 60 s in Form von geeigneten Quotienten

im 1 min
1000 mm * 60s ’

deren Wert 1 ist, als Erweiterungsfaktoren anzufiigen:

d n — 1 Im 1 min
mm min?! min 1000 mm 608

V=m7

1) cohaerentia. (lat.) Z h

2 Ausgewithlte Kapitel
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Kiirzen und Zusammenfassen ergibt

kg ] n

= . — e —1
60000 mm mint

v

Dies ist eine GroBengleichung, denn die Formelzeichen bedeuten GréBen. Die
Gleichung ist jedoch nicht mehr allgemeingiiltig, sondern fiir die geforderten Ein-
heiten zugeschnitten; sie heiit daher hnittene GréBengleich Der entstan-
denen Gleichung kann sofort entnommen werden, in welchen Einheiten die GréBen d

= — Zahlenwerte sind und
min’

sich » in ms~? ergibt. Diese Form der Gleichung ist exakt und erlaubt im Bedarfsfall
auch durch entsprechende Umrechnung einen Ubergang zu anderen Einheiten.
Wenn die obige Gleichung noch durch ms-! geteilt wird, ergibt sich mit den Ab-
kiirzungen fiir die Zahlenwerte

und 7 einzusetzen sind, damit die Ausdriicke mim und

d n g
om’ ¥ T mint * T et

die Zahlenwertgleichung

P ™
= 80000 “Y"

Damit ist eine Funktionsgleichung fiir reelle Variablen entstanden, die die Grundlage
fiir die graphische Darstellung in cinem Nomogramm bildet und die alle nétigen
Umrechnungsfaktoren enthélt. Die Zahlenwerte @, y, z mit der angegebenen Be-
deutung kénnen auf Achsen eines Koordinatensystems oder auf beliebigen Skalen
dargestellt werden.

Bei der Umwandlung der Gleichung sind die Einheiten wie gewohnliche Faktoren be-
handelt worden. Das beschriebene Verfahren fiihrt exakt zu den Gleichungen. die
fiir die Anlage der Nomogramme bendtigt werden.

BEISPIELE

1. Die Masse von Stahldréihten (in kg) ist aus der Lange I (in m) und dem Durchmesser d (in mm)
zu berechnen, wobei fiir die Dichte ¢ = 7,85 kg/dm?® zu setzen ist. Die entstehende Gleichung
ist als Zahl, leick zu schreib

Losung: Die Gleichung fiir die Masse lautet
m =g+ V, wobei fiir V=%d’~l zu setzen ist.
Mit dem gegebenen Wert fiir ¢ erhilt man
kg =
=78 —.—d.]
" am 2

und durch Erweitern mit den vorgeschriebenen Einheiten
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L )i-i-mm‘-m-ﬁ.
m!

T om=18- = (—
4 \mm/ m
Die Umrechnungsbeziehungen 1 m = 10 dm und 1 dm?® = 10* mm? sind in geeigneter Form
als Quotienten anzufiigen: i
d\ 1 - kg 10dm 1dm?
dm®* 1m 10*mm®

m=186 — (
4 \mm
Daraus entsteht durch Kiirzen, Zusammenfassen und Dividieren durch kg
L3 o .
mm m’

m

m
— =6,16-102
kg 8

Nach Einfiihren der Zahlenwerte

z =

mm
ergibt sich die fiir eine spitere Nomogrammkonstruktion bendtigte Zahlenwertgleichung

z2=6,16-10"32%.y.

2. Die Gleichung fiir die Leistung
pt-e
t
) mit den Einheit;
[¢] = min,

ist in eine Zahl
[P] =P8

[F] = kp,

[8] = cm,
zu iiberfiihren.
Losung: Das Einfiihren der geforderten Einheiten fiir die 3 unabhéngigen Variablen ergibt

F
P kp om kpf:m.
& mm
min
" . im 1 min _. ” 3 s
Das Anfiigen der Umrechnungsquotienten 0 0 fiihrt zunéchst auf die Leistungs-
cm B8
. kpm . " 1PS . = .
einheit ——, die noch durch den Quotienten uf die gewiinschte Einheit PS
8 75 kpms—t
zuriickgefithrt wird.
i
P_kp'em kpem 1m 1 min 1PS
T ¢t min 100cm 60s 75kpms

min
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Kiirzen, Zusammenfassen und Einfiihren derl Abkii fiir die Zahl te

P
PS

8 ¢
mSTe AT WELE WS

ergibt die gewiinschte Zahlenwertgleichung

L am

z, =
¢ 250000 =z,

AUFGABEN
1. Die Formel fiir die Schnittgeschwindigkeit
v =ndn
ist fiir eine Rechnung mit den Einheiten
[?] = mmin7, [d]=mm, [z]=

vorzubereiten und als Zahl leick zu schreib

2. Die Masse m eines Rohres, bezogen auf die Léinge, wird nach der Formel

T=ret+ e

ist in eine Zahlenwertgleick mit den f d

berechnet. Dabei bedeuten d die lichte Weme & die Wanddicke und e die Dxchte Die Gleichung
Einheit

@ =mm, (= mm, [ = kgdnt, [ ] = kgt

3. Die Kraft F, mit der die Platten eines Kond t inand iehen, betrigt
g U%-A
F=-0.5—=
2 a?
As

Hierbei sind ¢, = 8,86 - 1012 Vm die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums, U die Span-

nung zwischen den Platten, A die Fliche einer Platte und d der Plattenabstand.
Die GroBengleichung ist fiir die Einheiten

[U1=V, [4]=om? [d]=mm, [F]=mp

zuzuschneiden.
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1.1.3. Aufhau von Leitern
1.1.3.1. Reguliire Leitern

In der Nomographie werden die den GréBen u zugeordneten Zahlenwerte z = [%
durch Abschnitte auf einer Kurve dargestellt. Die mit einer Punktfolge (Teilung) fiir
die verschiedenen Zahlenwerte versehene Kurve heiBt Leiter oder Skale, die Kurve
ist der Triger der Teilung.

Im einfachsten Fall ist der Trager eine Gerade, und die Teilungspunkte sind gleich-
abstindig, wie das z. B. von den Achsen des cartesischen Koordinatensystems oder
den iiblichen Linealen her bekannt ist. Solche Leitern heifen regulir oder linear.
Davon sind die Funktionsleitern zu unterscheiden, bei denen die Teilpunktabstinde
aus Funktionswerten einer nicht-linearen Funktion zu ermitteln und demzufolge un-
gleich sind, z. B. bei der Teilung des Rechenstabes. Weiterhin treten in der Nomo-
graphie krummlinige Leitertriger auf.

Zuniichst soll der Aufbau der reguliren Leiter untersucht werden. Als Trager der
Leiter wird eine orientierte Gerade mit einem Anfangspunkt A gewihlt. Wenn alle
Werte z einer linearen Punktmenge 2, < » < z, auf der Leiter dargestellt werden
sollen, wird zuniichst dem Anfangspunkt 4 der Wert 2, zugeordnet. Zu jedem Wert
 soll dann ein Punkt P gehéren, so daB die Strecke 4P proportional zu z — 2, ist.
Die endgiiltige Linge der Strecke wird durch die Wahl der Zeicheneinheit oder Eins-
lange I, bestimmt, das ist die Linge, die fiir die Einheit von = gewéhlt wird. Die
Lange der Strecke AP ist dann (Bild 1)

ES
]

P y
X I X L]
o x ]
T 1
Bild 1
Der Abschnitt auf der Leiter wird im G zu der D 11 im Band ,,Analysis fiir
I ieur- und Fachschulen* zur Vereinfach der folgenden Gleich X statt s(x) ge-

nannt. Seine Abhéingigkeit von  ist jedoch stets zu beachten.

In Bild 1 ist I, der Abstand zweier beliebiger Teilstriche, wenn diese zu aufeinander-
folgenden, ganzzahligen Werten von z gehéren. Ist %, =0 (die Leiter beginnt mit
dem Nullpunkt), gilt insbesondere X =1, x. Beim cartesischen Koordinaten-
system sind beide Achsen in dieser Weise geteilt, X =1,z und ¥ =1, -y, wobei
meist I, =1, ist.

Gleichung (1) heiBt Gleichung der reguliiren Leiter und stellt den Zusammenhang
zwischen dem an die Teilung geschriebenen Zahlenwert = und der dafir vom Anfangs-
punkt an abgetragenen Linge X dar. Mit dieser Gleichung kann einerseits der Ab-
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stand jedes Teilpunktes vom Anfangspunkt berechnet und andererseits aus einem
abgemessenen Abstand der (vielleicht nicht angeschriebene) zugehorige Zahlenwert
ermittelt werden. Die Herstellung der reguliren Leitern erfolgt jedoch meist ohne
Benutzung der Leitergleichung durch for‘ogesetztves Abtra,gen gleicher Strecken

Die Wahl der Zeicheneinheit I, hingt von dem dar den Wertebereich und der
sur Verfiigung stehenden Leiterlinge Xy, ab, die z. B. durch die BlattgroBe be-
stimmt wird. Je groBer I, gewéhlt wird, um so feiner 1a8t sich die Leiter unterteilen.
Ist eine Leiter fiir die Werte ,, ..., #, anzufertigen, so mufl

Lz (% — %) = Xomax

gelten, damit die Teilung auf der vorhandenen Lénge untergebracht werden kann.
Daraus ergibt sich als Bedingung fiir die Wahl der Zeicheneinheit

'

1

@)

Nach Moglichkeit sollen fiir I, immer ganze Zahlenwerte gewa.hlt werden, damit sich
die Teilung einfach herstellen 148t. Wenn sich dabei der Bruch in Glcwhung (2) z. B.
zu 11,8 mm ergibt, so wird im allgemeinen I, = 10 mm gewéhlt und nur in Ausnahme-
fillen, wo ein geringes Uberschreiten des Platzes zuldssig ist, auf I, = 12 mm auf-
gerundet.

Hiufig wird statt der Zeicheneinheit , der MaBstab m, als Verhiltnis m, = %’] eingefiihrt. So

ul) l’:‘m angegeben. Auch die MaB-
P

stabsverhiiltnisse auf allen Landkarten sind so zu verstehen, wobei im Zihler und Nenner
Liingen stehen, so daB m, dimensionslos ist. Ein derartiges MaBstabsverhiltnis hat jedoch nur
fiir die reguliire Leiter einen Sinn, da sich fiir eine Funktionsleiter dieses Verhiltnis von Punkt

wird dlso beispielsweise der MaBstab fiir die Kraft mit m, =

zu Punkt éndert. Deshalb wird hier die allgemeingiiltige Zeicheneinheit [, verwendet.

BEISPIELE

1. Die Zeicheneinheiten fiir die verschied Teil des iiblichen Dreikantmafstabes sind
zu ermitteln.

Losung: Die Zeicheneinheiten sind
lp, =50 mm (1: 20)

=40 mm (1: 25)

1, =20 mm (1: 50)
,=133mm  (1: 75)
10 mm  (1:100)
z 8 mm (1:126)

-~
I

~
I

Die in Klammern augefiigten MafBstabsverhiltnisse sind auf eine darzustellende Linge von
1000 mm bezogen.
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2. Esist eine reguliire Imber zur Da.rstellung der Kmft F in kp mit der Zeicheneinheit I, = 10mm
und dem Anfangspunkt 0 b beispiel ¥ = 6 kp)

Lésung: Mit dem Zahlenwert z = % lautet die Gleichung der Leiter

F

X=10mm:.z=10mm - —
kp

Zu dem Zahlenwert 6 gehort der Abstand X = 60 mm (Bild 2).

o
‘[7 5 "35 0 kp
X=60
(= — 1
Bild 2

3. Fiir die Stromstiirke I ist eine reguliire‘Leiter im Bereich 0,5-+-5,0 A auf einer Linge von hoch-
stens 100 mm herzustellen.

a) In welchem Abstand vom Anfangspunkt ist der Strich fiir 7 = 1,8 A anzubringen?

b) Eine Ablesung fithrt auf einen nicht beschrifteten Punkt im Abstand 38,5 mm vom An-
Welche 8 stiirke gehort zu diesem Punkt?

Lésung: Esist 2 = 7‘;—, 29 = 0,5, @, = 5,0, Xmax =100 mm.
Aus Gleichung (2) ergibt sich

Xiax  _ 100 mm

< =
T ag—wz 50—05

= 22,2 mm.

Es wird I, = 20 mm gewihlt. Die Leiter zeigt Bild 3.

/ [ T T g [ ! | I |
s 1 2 3 4 5
Bild 3

la

X=

a) Nach Gleichung (1) ergibt sich fiir = 1,8 ein Abstand

X = l(x — %) = 20mm (1,8 — 0,5) = 26 mm.

b) Fir X = 38,5 mm gilt wieder nach Gleichung (1)

38,56 mm

,6 = 2,425.
20 mm +0 e

f R

Zu dem abgelesenen Wert gehort die Stromstirke

I=zA=2425A.
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4. In Bild 4 ist das Indik: di m einer Dampf; hine mit dem Kolbendurch
d = 220 mm gegeben. Es ist die Arbeit in kpm zu bereohnen‘) die die Maschine wiihrend einer
Umdrehung verrichtet. Der durch Plani en Flicheninhalt des abgeschl

senen Gebietes betrigt A — 1140 mm?,

2
at

[

Bild 4

Losung: Die gesuchte Arbeit W wird bestimmt durch
Vs Vs Vi
W=[paV — [pdV = [ (@ —p)dv.
LA LA Vi

Dabei sind ¥, und V, die Volumina, die zu den beiden Endlagen des Kolbens gehoren. Fiir
das Volumenelement gilt

dV=gds mit g= % = 38013 mm®.

P, und p, geben den Druckverlauf in Abhingigkeit vom Kolbenweg s fiir die beiden Be-
wegungen (obere und untere Kurve in Bild 4) an.

Andererseits wurde durch Planimetrieren die von der Kurve hl Fliche ittel
die sich aus den geometrischen GréBen, d. h. den dargestellten Lingen X und Y, ergibt:

x, X, x,
A= [¥,dX — [ Y,dX = [ (¥; — ;) AX = 1140 mm?,
X, X, X,

1) Dieses Beispiel ist nur fiir Schulen mit hend weitgehender Ausbild in der Integral-
rechnung gedacht
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Dabei sind ¥, und ¥, wiederum die zu der oberen biw. unteren Kurve gehorenden Werte

von Y.
Die Verbindung zwuwhen den beiden Integrs.len wird iiber die Glemhungsn der Leitern her-

£

gestellt, wobel zur V der S ise in den fiir die

Integrale f pdV und f Y dX geschrieben wird.

Aus Bild 4 ist zu enf.nehmen, daB der Druck p in at und der Kolbenweg ¢ in m angegeben sind,
ihrend der Kolb t in mm? gegeben und die Arbeit in kpm gefordert wetden

Fiir diese Einheit wird die Gleick fiir W hni ‘wobei die U ):

gen 1at=1kpem?und 1 em? = 100 mm? in Quotlentenform verwendet werden.

W=fpd7=quda=
- | 1

—2 2
T O S . L et [
mm? at m 1lat 100 mm?
1

]

2
1 q p ds
(S, I S Py
100 mm? f at m P
i
Auf den Achsen des Bildes 4 sind die Werte fiir s und p nach den Gleichungen

X=l o=l >
m

Vo by =12
v =40
abgetragen, wobei I, = 150 mm und I, = 2,5 mm abzulesen sind. Fiir das Differential gilt
entsprechend
ds

ax =1,. 22
m

Im Ausdruck fiir W sind d
? Y ds dX

—_———y — =

,’ m [

2
50 daB sich unter Verwendung von 4 = [ ¥ dX ergibt
/ 1

2
1 ¢ 1 ¢ 4
W = o i | T KR = g s g ke
100 mot 7,7, 2 100 T

Das Einsetzen der Zahlen liefert schlieBlich

1 1140 mm?
W=_—_—.380183: —MM = 3
100 150 mm - 2,5 mm kpm &
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Hinweise fiir die Herstellung von Leitern

Je nach den Anforderungen an die Genauigkeit der Leiter ist die Unterteilung zu
wihlen. Sind 2, und %4, zwei aufeinanderfolgende Zahlenwerte der Leiter, so ergibt
sich fiir den Abstand der zugehérigen Teilstriche

AX =l (Tpy1 — Tp) =1, - A,

Az ist die Sehrittliinge oder Stufe der Leiter und bestimmt die Feinheit der Teilung.
Sie ist bei den reguliren Teilungen konstant und wird so gewahlt, daB der Abstand
zweier Teilstriche mindestens 1 mm betrigt (4X = 1 mm). Unter dieser Voraus-
setzung sind Stufenwerte im allgemeinen mit 1, 2 oder 5 Einheiten zu wéhlen.

Die Strichlangen sollen nicht kleiner als 1 mm und nicht gréBer als 10 mm sein.
Unterschiedliche Strichlingen verbessern die Ablesemoglichkeit. In Bild 2 wurden
beispielsweise folgende Léingen gewahlt:

Striche fiir 0,1; 0,2 usw. 1,5 mm lang

sy » 0,8;1,6 ,,  25mm
» o 1233, 4 mm
5 » 0;6 , 6 mm

Hiufig wird es vorkommen, vor allem bei Funktionsleitern, daB von einer fertigen
Leiter ein Bild mit einer anderen Zeicheneinheit bendtigt wird. Es ist dann méglich,
alle Teilpunktabstinde mit einem Proportionalititsfaktor umzurechnen. Meist wird
aber der zeichnerische Weg bevorzugt, wobei Leitern aus Genauigkeitsgriinden
moglichst nur verkleinert werden sollen. (Bei einer VergroBerung wiirden auch die
Ungenauigkeiten mit vergroBert.)

Die Konstruktionen der Bilder 5 und 6 sind nach den‘Strahlensitzen sofort ver-
standlich. "

In Bild 5 wird eine Leiter AB mit der Zeicheneinheit I, durch Zentralprojektion auf
eine Leiter A’ B’ mit der Zeicheneinheit I/ verkleinert. Nach dem zweiten Strahlen-
satz ist

v:1,=4C:4C, 8
- B
U ==1,
AC —5
B¢
4
5
% 3
3 2
2
=i
7 RS >
Bild 5 I ‘
: T 0 0

7
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Die gewiinschte kleinere Zeicheneinheit ;, ergibt sich durch geeignete Wahl der
Strecken A’C und AC.
Nach Bild 6 kann die Leiter 4 B mit der Zeicheneinheit I, durch eine Parallel-
projektion in die Leiter A B' mit I, iibergefiihrt werden. Hier gilt nach dem ersten
Strahlensatz :

l;:l,,:A_B':Z—B
1

ll
* 4B

ia

7
1
= Yy
Bild 6 00

Der gewiinschte Wert von I, wird durch die Wahl der Strecke 4B’ erreicht, die
unter beliebigem Winkel an AB angetragen wird.

Die genannten Konstruktionen kénnen auch fir die anschlieBend zu behandeln-
den Funktionsleitern angewandt werden. Durch die beschriebenen Verfahren (Zen-
tralprojektionen bei parallelen Leitern, Parallelprojektionen bei nichtparallelen
Leitern) wird die Art der Teilung nicht veréndert, wihrend z. B. die Zentralpro-
jektion bei nichtparallelen Tréigern eine Verzerrung der Teilung ergibt, wie spéter
gezeigt wird.

AUFGABEN

4. Fir den Widerstand R in Ohm ist eine regulire Leiter mit dem Anfangspunkt R, = 20Q
auf einer Liinge von 75 mm anzulegen. Welcher Bereich kann auf der Leiter untergebracht
werden, wenn Teilstriche fiir je 0,5 Q unter der Bedingung 4 X = 1 mm anzubringen sind?

5. Fiir die Skale eines Tach soll ein Geschwindigkeitsbereich von 0 bis 120 km/h mit einer
reguliiren Teilung auf dem Bogen eines Kreissektors mit dem Zentriwinkel von 150° dar-
gestellt werden. Wie groB muB der Radius der Skale mindestens gewihlt werden, damit die
Teilstriche fiir je 2 km/h einen Abstand von 4X = 1 mm haben?

Anleitung: Fir die auf dem Kreishogen gemessenen Liingen gelten die iiblichen Leiter-
gleichungen.
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1.1.3.2. Funktionsleitern

Im Gegensatz zur Teilung der reguliren Leiter sind die Teilungsabschnitte einer
Funktionsleiter nicht proportional zu den dargestellten Zahlenwerten, sondern pro-
portional zu den zugehérigen Funktionswerten. Solche Leitern sind z. B. von der
logarithmischen Teilung des Rechenstabes bekannt. Unter ihrer Verwendung gelingt
es dort, die Multiplikation zweier Zahlen auf ein einfaches Aneinandersetzen zweier
Strecken zuriickzufiihren. In &hnlicher Weise werden in der Nomographie schwierige
Zusammenhinge von Variablen dadurch vereinfacht, daf bestimmte funktionale
Zusammenhinge schon im Aufbau der Teilungen erfaBt werden.

Funktionsleitern kénnen beispielsweise aus der graphischen Darstellung einer
Funktion f: y =f(z); (z;y) € RxR (vgl. [1]) gewonnen werden, wie dies in
Tafel 11) gezeigt ist. Die Leitern fiir # und y sind in der iiblichen Weise regular geteilt.
Werden die z-Werte der Abszissenachse iiber die Kurve fiir f: y = f(z) auf die
Ordinatenachse projiziert, so entsteht auf ihr neben der urspriinglichen reguliren
Teilung fiir y = f(x) eine ungleichférmige oder Funktionsleiter fiir z. Auf dieser
sind die Funktionswerte /() mit einer Zeicheneinheit, die sich hier aus der Anlage
der Zeichnung ergibt, aufgetragen, aber die Zahlenwerte 2 angeschrieben. Die Leiter
beginnt fiir x, = 0 an einer Stelle f(z,) ~ 1,35.

Die Zuordnung der Punkte P einer Funktionsleiter zu den darzustellenden Zahlen-
werten z aus der linearen Punktmenge z, < # < , erfolgt also iiber die Funktions-
werte f(z) bei der Funktion f. .

Nach der Wahl eines Anfangspunktes 4 auf einer orientierten Geraden, der dem
Werte %, zugeordnet wird, und der Festlegung einer Zeicheneinheit I, ergibt sich
fiir die Léinge der Strecke X — AP (Bild 7)

X =1[f () — f(z)] (3)

A P

[ T T T T T 1] T 7

r | I e
. X l

T — 1

Bild 7

Damit ist die Gleichung der Funktionsleiter gewonnen. Die Gleichung (1) fiir die
regulire Leiter ergibt sich als Sonderfall f(z) = .

Die Leitergleichung ist die Grundlage fiir die Berechnung der Strecken X, d. h. der
Teilstrecken, die zu den Zahlenwerten = gehoren. Nur in Fillen, in denen einfache
Konstruktionen bekannt sind, kann auf die punktweise Berechnung der Leiter nach
Gleichung (3) verzichtet werden. Allerdings setzt die Anwendung von (3) die Kennt-
nis der analytischen Darstellung der erzeugenden Funktion oder einer Wertetabelle
fiar alle benotigten Punkte der Teilung voraus. Ist die Funktion dagegen, vielleicht
aus einer Versuchsreihe, nur als grob unterteilte Wertetafel oder als graphische Dar-

1) Die Tafeln sind im Anhang enthalten
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stellung gegeben, so ist fiir die Herstellung der zugehorigen Leiter nur das mit Tafel 1
beschriebene graphische Verfahren (oder ein spiter zu behandelndes Néherungs-
verfaliren) moglich.

Die Zeicheneinheit I, ist jetzt die Lange, die fiir die Schrittlinge 1 von f(z) benutzt
wird. Zwei Punkte der Leiter liegen also um I, voneinander entfernt, wenn sich die
zugehorigen Funktionswerte um 1 unterscheiden. Die Wahl von I, hingt wiederum
von der zur Verfiigung stehenden Teilungslinge Xpmex und dem geforderten Werte-

bereich ab.
=
L= e @ @

Dabei ist fmin(2) der kleinste und fuax(x) der groBte Wert der Funktion y = f(x)
in dem darzustellenden Bereich. Diese Werte brauchen durchaus nicht an den
Intervallgrenzen zu liegen.

Der Abschnitt X der Teilung ergibt sich mit Vorzeichen. Bei negativem Vorzeichen
ist er entgegengesetzt zur Orientierung der Geraden abzutragen.

Fir die praktische Herstellung der Leitern gilt das im vorangegangenen Abschnitt
Gesagte.

Fiir den Abstand zweier Teilpunkte, die zu den Zahlenwerten %, und %, mit
Ax = %4y — %, gehoren, gilt

AX = L[ @) — [@n)] ~ b+ [ (@) - A2

Der Abstand 4 X ist also bei gleicher Schrittlinge Az veranderlich, so daB die Fein-
heit der Teilung an verschiedenen Stellen unterschiedlich ausfillt. Um der Forderung
AX = 1mm zu geniigen, muB daher unter Umsténden die Schrittlinge Az ab-
schnittsweise verdndert werden, wie das z. B. von den logarithmischen Teil

des Rechenstabes bekannt ist.

Entsprechend der Art der dem Leiteraufbau zugrunde liegenden Funktionen werden
die Leitern eingeteilt; die wichtigsten sind

Potenz- und Wurzelleitern mit f(z) = a" bzw. f(z) = HV;
Logarithmische Leitern mit f(z) =1g =
Trigonometrische Leitern mit f(x) = sin x, f(x) = cos x usw.

Logarithmische Leitern

Bei den Funktionsleitern kommen die logarithmischen am héufigsten vor. Dabei
ist zu beachten, dafl wegen

lim lgz = —o0
20

eine logarithmische Leiter nie mit dem Punkt x, = 0 beginnen kann.
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Die Mantissen der dekadischen Logarithmen wiederholen sich fiir die Intervalle der
Numeri von 10™ bis 10"+ mit m € G (G Menge der ganzen Zahlen).

Ein solches Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zehnerpotenzen heifit
Mantisseneinheit. Die Logarithmen der Intervallgrenzen unterscheiden sich um 1,
so daB fiir eine Mantisseneinheit gerade die Strecke I, benétigt wird. Die logarith-
mische Teilung zwischen 1.und 10 stimmt mit der zwischen 10 und 100 iiberein usw.
Bei gedruckten logarithmischen Leitern wird daher meist am Anfang und Ende eine
10 stehen, an die noch der jeweilige Exponent zu schreiben ist.

Da logarithmische Leitern hiufig in verschiedenen Zeicheneinheiten benstigt werden,
lohnt sich das Anlegen einer sogenannten logarithmisehen Harfe. Mitihr wird nachderin
1.1.3.1. beschriebenen Zentralprojektion eine logarithmische Teilung mit der Zeichen-
einheit 7, auf eine solche mit der Zeicheneinheit I, verkleinert. Eine solche Harfe ist
als Beilage 1 angefiigt. Aus ihr kénnen die benétigten logarithmischen Teilungen
entnommen werden. Ihr Aufbau ist schematisch und verkleinert in Bild 8 dargestellt.
Gegeniiber der Leiter mit I, =250 mm liegt im gleichen Abstand I, der Pol P.
Alle Teilpunkte der Leiter sind mit P verbunden. Unterhalb der Figur liegt eine
Millimeterteilung. Damit eine logarithmische Leiter mit der MaBeinheit 2/ entsteht,
ist diese Lange auf der Millimeterteilung abzulesen und vom Endpunkt senkrecht
nach oben zu gehen. Auf diese Senkrechte projiziert das Strahlenbiischel eine Leiter
mit der geforderten Zeicheneinheit //, da sich nach der Anlage der Zeichnung dic
Teilungslénge und der Polabstand wie 1:1 verhalten. Damit die Projektionsstrahlen
die Senkrechte unter moglichst giinstigen Winkeln schneiden (Genauigkeit), soll der
Pol P in der halben Héhe der Teilung liegen.

0 —
|
/B
%"
-6
/
/?—5
|
: /’/—4
P — [
S
"
e |
R N 7‘J—
0 , 1 20 250
s —. i
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BEISPIELE
1. Esist eine logarithmische Leiter mit dem Wertebereich 0,2 < z < 15 auf einer Teilungslinge
von hichstens 60 mm anzulegen.
Losung: Nach Gleichung (4) ist mit Xmax = 60 mm
L < 60 mm _ 60 mm _ 60 mm
“T 1g15—1g0,2  1,1761 — (0,3010 — 1)  1,8751

~ 32mm.

Fiir d.s.s endgultlg gewiihlte I, = 30 mm wird die Teilung mit dem Stechmkel ode1 nut Hllfe
eines Pap aus der Logari harfe und mehrf;

abgetragen, bis sie den geforderten Wertebereich umfaflt (Bild 9). Dafiir sind hier drei Man-
tisseneinheiten nétig, deren Anfangs- und Endpunkte mit den notigen Zehnerexponenten ver-
sehen werden. Der geforderte Bereich von 0,2 bis 15 ist in Bild 9 besonders hervorgehoben. Fiir
den praktischen Gebrauch kénnte er mit Hilfe der Harfe leicht noch weiter unterteilt werden.

4'2 | BB T llyllll] 7'51 L L X
w01 0%1 0-1 - 100
Bild 9
2. Es ist eine P leiter fiir die Funkti leick f(z) = a® bei einer maximalen Gesamt-

linge Xmax = 120 mm zu konstruieren. Fiir z sollen die Zahlen von — 10 bis 4 10 aufgetragen
werden. Welchen Abstand X vom Skalenanfang hat der Strich fiir z = 3,85? Welcher Wert z
gehort zu dem Punkt, der im Abstand 12,8 mm vom Anfangspunkt der Leiter liegt?
Losung: Es ist gegeben /(x) = x’ Xmax = 120 mm, z, = — 10, z, = + 10. Zuniichst ist
nach Gleich (4) di inheit [, zu besti f(z) = 2* nimmt zwischen z = — 10
und z = +10 den klemsben Wert bei z = 0, den groBten Wert bei = 410 an:

fmin(@) =0, fmax(z) = 100.

Damit folgt nach (4)

I =

Es wurde I, = 1 mm gewiihlt. Die Leitergleichung lautet dann
X = 1mm [2? — (—10)*] = 1 mm (z* — 100).
Die Teilpunktabstinde ergeben sich negativ, sind also vom Anfangspunkt z, = 4 10 nach

links abzutragen (Bild 10). Die Teilpunkte fiir positive und negative Zahlenwerte fallen zu-
sammen.

[T T4 I | [ o) X
Lm 38, 6 7 18 :ly i

0 1

Bid 10

Fiir z = 3,85 ist

X = 1mm (3,86* — 100) = — 85,2 mm.
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Fiir den gesuchten Punkt ist X = — 12,8 mm, also
—12,8 mm = 1 mm (z* — 100)
z* = 87,2
z=4 V87,2 = £ 9,34.

©w

. Es ist eine Kehrwertleiter fiir f(z) = L zu entwerfen.
.z

Loésung: Nach (3) gilt fiir die Gleichung dieser Leiter

g (2 -1),
x

%o,

Als Anfangspunkt z, kann jeder Punkt auBer z, = 0 gewihlt werden, da lim 4 0.
zg—0 Zo
Es ist dagegen méglich, die Leiter mit x, = oo beginnen zu lassen, da lim 1 =0.

Zp—+00 To
Als Beispiel wird eine reziproke Leiter mit /, — 80 mm und dem Anfangspunkt co nach der
Gleichung

X=80mm~i
x

aus einer Wertetabelle aufgestellt.
szI50|20|10J5|4|3|2|1,5|1]0,8

0 4 8

1,6

Die fertige Leiter zeigt Bild 11.

Sl TRR D | a
Y § 7
Bild 11

4. Ein MefBglas hat die Form eines Kegels, der auf die Spitze
gestellt ist (Bild 12). Dabei verhilt sich der Radius zur zu-
gehorigen Mantellinie wie 1:3. Es ist die Gleichung der
Eichteilung fiir das Volumen aufzustellen, die an der Mantel-
linie anzubringen ist.

Bid 12
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Losung: Gesucht ist die Beziel ischen den an die Teilung zu schreibenden A
Zahlen fiir das Volumen und dem Abstand X von der Spitze. tm?
Hat die Fliissigkeit den Punkt P erreicht, so ist das Volumen der Fliissigkeit — w0
V="T1rn
3
. X
Laut Aufgabenstellung ist 7: X = 1:3,also r = 3 Nach dem Satz von PyTHA- o

GORAS folgt -

—— X2 2 =
=10 =p= 2 —=XJ2
yxXz—+ l/x S - ¥

Dies in die Volumengleichung eingesetzt, ergibt

2
V= XT —XV?——X‘]/2
—
Somit ist
3 =3
X 81 v v s
272 B
und mit V = z cm? 1
3, — 3, — =
X =2,09Yxom=209mm - Jz. E %
Diese Gleichung fiir das Auﬁmgen der Vol rken an der Gefiwand ist die B
Gleich einer Funkti iter von der Form (3) zwischen den Zahlenwerten
= 'La des Volumens und den dafiir vom Anfangspunkt z, = 0 aus abzutragen- —0
cm’

-
den Lingen X. Die erzeugende Funktion ist die Wurzelfunktion f(z) = J z, die Bild ¥
Zeicheneinheit I, = 20,9 mm und der Anfangspunkt z, = 0. Die nach dieser
Gleichung hergestellte Leiter zeigt Bild 13.

. Es ist eine Leiter fiir f(z) = sin2° in dem Bereich von 0° bis 120° mit der Leiterlinge
Xmax = 90 mm zu entwerfen.
Lésung: Die Zahlenwerte # des Winkels liegen in dem Intervall 0 < < 120; jedoch tritt
der groBte Funktionswert nicht fiir x, = 120, sondern fiir 2 = 90 auf. Es ergibt sich nach (4)

s = ;’u% =90 mm.
Die Gleichung der Leiter lautet damit
X = 90 mm sin z°.
Daraus miissen mit Hilfe einer Sinus-Tabelle die Teilpunkte berechnet werden. Die Leiter

ist in Bild 14 dargestellt. Die Leiter ist von 90° bis 120° riicklaufig und iiberdeckt den Bereich
von 60° bis 90°.
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20 110 00
Bild 14

Fiir die Herstellung einer solchen trigonometrischen Leiter kann neben der beschriebenen
punktweisen Berechnung auch die Konstruktion verwendet werden, die von der Definition
der Winkelfunktionen her bekannt ist. Diese ist in Tafel 2 fiir Winkel zwischen 0° und 90°
durchgefiihrt.

Projektive Leitern

Wegen ihrer besonderen Bedeutung fiir die Anwendungen sollen dic projektiven
Leitern noch genauer betrachtet werden. Zu diesen gehort schon die im Beispiel 3
behandelte Kehrwertleiter. Sie kann auBer durch die beschriebene punktweise Be-
rechnung auch mit Hilfe einer geeignet durchgefiihrten Zentralprojektion aus einer
reguliren Leiter erzeugt werden, wie dies in Tafel 3 dargestellt ist.

Durch den Nullpunkt einer beliebigen, reguliren Leiter (regz) mit der Zeichen-
einheit J, wird unter beliebigem Winkel eine ‘Gerade gelegt und auf ihr die fir dic
reziproke Leiter geforderte Zeicheneinheit I, abgetragen. Der so gefundene Punkt P
ist der Pol einer Zentralprojektion. Auf einer Parallelen zur ersten Geraden durch
den Punkt + 1 der reguliren Leiter erzeugen die Projektionsstrahlen von P zu den
entsprechenden Teilpunkten der reguliren Leiter die geforderte reziproke Teilung
(rez z). Der Projektionsstrahl zum Teilpunkt O schneidet die reziproke Leiter im
Endlichen nicht, der zur reguliren Leiter parallele Projektionsstrahl ergibt den
Punkt 4 oo auf der reziproken Leiter. DaB die beschriebene Konstruktion tatséch-
lich die vorher berechnete reziproke Leiter liefert, ergibt sich leicht aus den in
Bild 15 dargestellten Verhéltnissen. Der Projektionsstrahl von P verbindet die
Punkte auf der reguliren und der reziproken Leiter, die zum gleichen Zahlenwert z
gehoren. Der Abstand zwischen dem Anfangspunkt oo der reziproken Leiter und dem
Punkt z ist X. Nach dem zweiten Strahlensatz ergibt sich

+
<
L=X fe=k,  a=1 B R
. bz oz Y

und nach Vereinfachen +

x=i 1l 3

Yy
Y

reg x

Bild 15 Iy X
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Das ist dieselbe Leitergleichung wie in Beispiel 3, in die noch der spezielle Wert, fiir
die Zeicheneinheit ei tzen igt. Die Zeicheneinheit I, der reguliren Leiter l1aBt
gich herauskiirzen, so daf3 sie beliebig gewéhlt werden kann. Damit ist es moglich,
den Wertebereich und die Genauigkeit der Teilung zu beeinflussen.

Es ist nun zu untersuchen, wie sich die Gleichung der Leiter éndert, wenn die beiden
Parallelen nicht mehr durch die Punkte 0 und 1 der reguliren Leiter, sondern durch
zwei beliebige Punkte mit dem Abstand b gehen. AuBerdem soll auf der einen Paralle-
len bis zum Pol P eine beliebige Strecke a abgetragen werden und die entstehende
Leiter nicht mehr mit oo, sondern im Punkt mit 2, beginnen, in dem die beiden
Leitern einander schneiden. Die entstehenden Verhéltnisse sind im Bild 16 dar-
gestellt. :

)

regx

% X
Bild 16 L b //_L Ao =!
Die durch diese allgemeinere Projektion entstehende Leiter heifit projektive Leiter

(in Bild 16 mit proj z bezeichnet). Fiir die Lange X, bis zu einem Punkt 2 auf der
reguliren Leiter gilt &

Xo =lo(z — ).

Der von P ausgehende Projektionsstrahl zu diesem Punkt x schneidet auf der pro-
jektiven Leiter zu demselben Zahlenwert » eine Strecke X heraus, fiir die nach dem
Strahlensatz gilt

1___ X, _ lo(z — =) — T — %
o Xotb  hE—z)+b b
0
b

und
X = a(x — zo)
= (5)

1—"o+l—
o
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Darin sind @, b und I, Strecken,  und %, Zahlenwerte. Der Zihler hat also die Dimen-
sxon einer Lange, wihrend der Nenner dimensionslos ist. Es kann deshalb eine

heneinheit I, mit der Di ion einer Linge ausgeklammert werden. Weiterhin
ist zu beachten, dEB alle GroBen auBer « Konstanten sind, so daB die Gleichung fiir
X in die Form

A B
R A1) ®)

gebracht werden kann. Durch Kiirzen kann stets erreicht werden, daB die Variable
im Nenner den Faktor 1 besitzt.

Die erzeugende Funktion f der projektiven Leiter ist eine gebrochen rationale
Funktion mit linearem Zihler und Nenner. Die vorher abgeleitete Gleichung fiir die
Kehrwertleiter ist ein Sonderfall davon mit 4 = 0, B =1,0=0.

Soll nun fiir eine spezielle Gleichung, z. B.

2z —3
=20 mm =Tz’
die projektive Leiter hergestellt werden, so kann die mithsame punktweise Be-
rechnung aus der Leitergleichung durch die beschriebene Konstruktion ersetzt werden.
Es wire moglich, aus den gegebenen GréoBen I,, 4, B und C die fir die Konstruktion
benétigten GroBen Iy, a, b und %, zu berechnen. Dies konnte durch Vergleich der
Koeffizienten von (5) und (6) durchaus erfolgen. Einfacher und anschaulicher ist je-
doch die Konstruktion der Leiter aus 3 markanten Punkten, die im folgenden ge-
zeigt wird.
Die Nullstelle der Funktion f liegt bei

22 —3 =0
2, =15.

Zu diesem Wert gehort X =0; er ist damit Anfangspunkt der projektiven Leiter.
Der Pol (Unendlichkeitsstelle) der Funktion f ergibt sich durch Nullsetzen des
Nenners

z+2=0

xp = —2.

Der zugehérige Punkt der projektiven Leiter liegt im Unendlichen.
Das teilweise Ausfithren der Division liefert

(2z~3):(x+2)=2_z12.
Fiir z — oo gilt

X=g20mm(2—m)_wm,
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da der echt gebrochene Rest gegen Null geht.
Aus den so bestimmten 3 Punkten

x oo
Llo‘m|4o
mm

kann die Projektion leicht ermittelt werden (Tafel 4). Es wird eine beliebige regulire
Leiter, z. B. mit I, = 10 mm, gewéahlt. Durch den Anfangspunkt 1,5 wird unter be-
liebigem Winkel, z. B. einem rechten, eine Gerade gelegt, die die projektive Teilung
tragen soll. Eine Parallele dazu durch den Punkt = —2 der reguliren Leiter
und eine Parallele zur reguliren Leiter im Abstand 40 mm schneiden einander im
Pol P der Projektion. Die letztere Parallele liefert den Punkt + oo auf der projektiven
Leiter. Die gesamte projektive Leiter kann nun leicht mit der gewinschten Fein-
teilung projiziert werden. Insbesondere liefern die in Tafel 4 gestrichelt gezeichneten
Projektionsstrahlen die oben berechneten Punkte. Die projektive Teilung &ndert
sich nicht, wenn eine andere Zeicheneinheit 7, oder ein anderer Winkel zwischen den
beiden Leitern gewihlt wird.
Fir die Konstruktion kénnen auch andere als die benutzten Punkte herangezogen
werden, wobei dhnlich vorzugehen ist, wie dies anschlieBend fiir die projektive
Interpolation gezeigt wird.
Sind umgekehrt 3 Paare von zusammengehérigen Werten (z;X) gegeben, so konnen
nach (6) aus 3 Gleichungen die Konstanten A, B und C berechnet werden, so daB
bis auf die willkiirliche Zeich heit die Gleichung der Leiter bestimmt ist.
Dxe pro]ektlve Leiter tritt in manchen Anwendungen z. B. bei der WHEATSTONESChen
lbar auf. GroBere Bedeutung erlangt die projektive Ver-
zerrung von ga.nzen Nomogrammen, wenn in bestimmten Bereichen die Genauigkeit
einer Teilung vergroBert werden soll. Hier soll noch auf die wichtigste Anwendung
beim Zwischenschalten von Werten in ungleichmiBig geteilten Leitern, die sogenannte
projektive Interpolation hingewiesen werden.
Vorgelegt sei eine grob geteilte Funktionsleiter, deren Abbild tz entweder
unbekannt oder kompliziert ist. In Tafel 5 ist die senkrecht liegende Leiter nur mit
* den ganzzahligen Teilpunkten vorgegeben. Diese Leiter soll weiter unterteilt werden.
Die Feinteilung kann niherungsweise nach der GesetzmaBigkeit der projektiven
Leiter vorgenommen werden. Die Genauigkeit ist dann immer noch wesentlich besser
als bei linearer Interpolation.
Da eine projektive Leiter durch drei Punkte bestimmt ist, wird fiir jeweils drei
Punkte der vorgegebenen Leiter das Zentrum fiir die Projektion einer beliebigen re-
guliren Leiter konstruiert. Dazu wird in den Anfangspunkt 1 der gegebenen Leiter
der gleichbezifferte Anfangspunkt einer reguliren Leiter gelegt (vgl. Tafel 5), die
unter beliebigem Winkel angetragen wird. Die Punkte 2 und 3 der regulidren Leiter
werden mit den gleichbezifferten Punkten der Funktionsleiter verbunden. Der
Schoittpunkt dieser beiden Strahlen ist das Projektionszentrum P;. Von diesem
aus kann die Feinteilung leicht auf die senkrechte Leiter iibertragen werden. Die
regulire Leiter ist aus Griinden der Genauigkeit mit einer solchen MaBeinheit zu
wihlen, daBl ihre Gesamtlinge groBer ist als der ihr entsprechende Bereich der

T P
Brii lh1na unm
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gegebenen Leiter. Fiir die nichsten drei Punkte ist das Verfahren zu wiederholen.
Nur wenn die gegebene Leiter selbst eine prolektxve ist, ist das Verfahren exakt.
Dann b ht das Projektic um nur ei timmt zu werden und gilt fiir
die gesamte Leiter.

AUFGABEN
6. Wie lautet die Gleichung fiir die untere logarithmische Teilung des normalen Rechenstabes
(Teilungsliinge 250 mm)? Fiir die Punkte 2 = 2, 5, 8 sind die Teilpunktabstiinde zu berechnen
und am Stab nachzumessen.

. Es ist eine gegenldufige reguliire Leiter mit f(z) = — « fiir den Zahlenbereich von 10 bis 20
auf einer Lange von 80 mm anzulegen.

8. Eine Kubikleiter mit f(x) = & ist auf einer Liinge von hdchstens 100 mm mit dem Zahlen-
bereich von 0 bis 5 zu entwerfen.

. Fiir f(z) = 10z — 22 ist eine Leiter im Bereich 0 < z < 10 mit Xm = 75 mm anzulegen.
10. Fiir f(x) = tan 2° ist eine Leiter mit dem Wertebereich von 0° bis 60° auf einer Linge von
hochstens 90 mm
a) rechnerisch i
b) mit der der Tafel 2 entsprechenden Konstruktion

1t ‘Welche Feinteilung der Leiter ist moglich?

11. Es ist die projektive Leiter

-

©

2z + 1
2z — 12

X = 20 mm

fiir den Bereich —4 < 2 < 4 zu konstruieren.

12. Zur M eines unbel Wid des B, wird in der Elektrotechnik die WHEATSTONE-
sche Briickenschaltung verwendet (Bild 17). Léngs eines Drahtes 4 B mit der Linge 1000 mm
wird ein Schleifkontakt so lange verschot bis ein Gal G keinen Anschlag an-
zeigt. Dann ergibt sich der unbekannte Widerstand G

7 X
By = 5 B, " "
=1__# |
wober R, ein bek Vergleichswid d
ist. Wenn am Draht 4B eine Teilung fiir die
6

Zahlenwerte x =% angebracht wird, so ergibt

sich R, jeweils sofort durch Multiplikation aus A B
diesem abgelesenen Wert mit R,. Es ist die Be- X y

ziehung zwnscheu der abgetra.genen Lénge X und

dem % z auf: 11 / 000 mm

und in die N 1 der Leitergleichung zu L

bringen. Von welcher Art ist diese Leiter? Die {I

Teilung ist in einer Verkleinerung 1:10 zu kon-
struieren. Bild 17
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13. Beim Eichen eines MeBinstrumentes werden einzelne Punkte einer Teilung ermittelt (Bild 18).
Die Teilung ist niherungsweise in Zehntel zu unterteilen.

! ﬁIS ) 7‘5 !
Bud1s 6 7 g 8

14. Die kubische Leiter aus Aufgabe 8 ist im Bereich 2 < z < 5, hend von den Teilpunk
zu ganzzahligem z, nahemngswe)se m.lt pro]ektlver Interpollmon auf Zehntel zu unterteilen.
Diese Unterteilung ist mit berech Teil zu

1.1.4. Darstellung von Funktionen in verschiedenartigem Netz

1.1.4.1. Einflu8 der Leiterteilung auf die Gestalt von Kurven
Wihrend eine Variable auf einer Leiter dargestellt werden kann, sind zur Dar-
stellung der beiden Variablen 2 und y einer Funktion f: y = f(x) zwei Leitern
nétig. Diese werden im allgemeinen senkrecht zueinander angeordnet und ergeber.
dann das cartesische Koordinatensystem.

Werden durch die Teilpunkte beider Leitern Parallelen zu der jeweils senkrecht
stehenden Leiter gezogen, entsteht ein sogenanntes Netz, im einfachsten Fall z. B.
das Millimeterpapier.

Im Gegensatz zum cartesischen Koordinatensystem konnen die beiden Leitern ver-
schiedene Teilungen tragen. Dadurch wird natiirlich die Form der dargestellten
Kurven beeinfluBt.

Werden auf beiden Achsen zwar die reguldren Teilungen beibehalten, aber die
Zeicheneinheiten unterschiedlich gewihlt, so behalten die Kurven ihre grundsatzliche
Gestalt bei und werden nur verzerrt. In den Bildern 19 und 20 sind eine Gerade, eine
kubische Parabel und ein Kreis aus Wertetabellen einmal mit gleichen, ein zweites
Mal mit unterschiedlichen Zeicheneinheiten auf den Achsen dargestellt. Dies fithrt
zu einer Stauchung der Kurven, insbesondere dndert sich die Steigung der Geraden,
und aus dem Kreis entsteht eine Ellipse. Diese MafBstabsinderung ist von Vorteil,
wenn ohne VergréBerung des Zeichenblattes in Richtung der y-Achse noch weitere
Punkte der Kurven mit erfat werden sollen.

Werden dagegen auf den beiden Achsen unterschiedliche Arten der Achsenteilung
gewihlt, so bewirkt das eine grundsitzliche Verformung der Kurve, eine gekriimmte
Kurve kann in eine Gerade iibergehen oder umgekehrt. In den Bildern 21 und 22
sind eine Gerade i

y=22—3; =0

und eine Parabel



40 1. Nomographie

Y
10
y+8x-1-0 \ [ y=x3
% x2ey?=25
3
4
-1
T T T
43 '_7_'1231, %
2
34
-4
-5
-0
Bild 19 Bild 20

Bild 21 Bild 22
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mit Hilfe ihrer Wertetabelle einmal in einem Koordinatensystem mit zwei reguldr
geteilten Achsen und dann in einem System mit einer reguliren und einer quadratisch
geteilten Achse dargestellt. Im ersten Fall ergibt sich als graphische Darstellung
der linearen Funktion bekanntlich eine Gerade, als solche der quadratischen Funk-
tion eine Parabel. Bei der zweiten Darstellung ist die Parabel zu einer Geraden ge-
streckt, aus der Geraden dagegen ist eine Parabel entstanden.

Bei der Herstellung von Nomogrammen ist es giinstig, moglichst solche Kurven zu
verwenden, die sich einfach und genau zeickhnen und ablesen lassen. Am geeignetsten
sind die Geraden. Es wird deshalb versucht, durch geeignete Wahl der Achsenteilun-
gen die auftretenden Kurven als Geraden darzustellen (Geradstreckung der Kurven).
Dies 1Bt sich bei jeder Kurve erreichen, allerdings ist der Vorteil beim Zeichnen
der Kurven durch erhohten Aufwand bei der Anlage der Leitern zu erkaufen.
Hiiufig lohnt sich das erst, wenn in ein Netz eine groere Anzahl von Kurven einzu-
zeichnen ist. ?

Es ist anzustreben, einige wenige, aber vielseitig verwendbare Achsenteilungen zu
benutzen. Dazu gehoren neben den reguliren Leitern vor allem die logarithmischen
Leitern. Die entsprechenden Funktionsnetze oder Gitterpapiere sind mit verschiedenen
Zeicheneinheiten im Handel erhiltlich. Die wichtigsten sollen in den folgenden
Abschnitten behandelt werden, wobei entsprechend der oben aufgestellten For-
derung fiir jedes Netz die Gruppe von Funktionen angegeben werden soll, die in
diesem Netz Geraden ergeben.

1.1.4.2. Millimeterpapier

Beim Millimeterpapier sind auf beiden Achsen regulire Leitern aufgetragen, die
nach (1) durch die Gleichungen

X =l,(z — )
Y =l,(y — %)

beschrieben werden. Als Zeicheneinheiten sind dabei unter Beachtung von (2) nach
Moglichkeit [, und J, mit 1, 2, 5, 10, 20, ... mm zu wéhlen. Die vorgedruckte Teilung
ist gemaf der gewihlten Zeicheneinheit zu beziffern.

Es ist aus der analytischen Geometrie bekannt, daB in einem solchen (cartesischen)
Koordinatensystem alle linearen Funktionen mit der Gleichung

)

8)

Geraden ergeben, wobei m den Anstieg und b den Achsenabschnitt auf der Ordinaten-
achse bedeuten. Die durch die Funktionsgleichung (8) gegebene Funktion kann in
einem durch die Gleichung (7) charakterisierten Millimeternetz graphisch dar-
gestellt werden, wobei die Punktkoordinaten x und y Zahlenwerte sind.

Fiir die Lingen X und Y, die als Abstand eines beliebigen Punktes P von den
Achsen abgetragen werden miissen, ergibt sich nach Bild 23 eine der Funktions-
gleichung (8) entsprechende Beziehung:
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_Y-B y P
=™
Y=MX+B 9) =
o
b x
Bild 23 X

.

Dabei sind M und B wiederum Steigung bzw. Ach bschnitt. Die Gleich
(8) und (9) sind gleichbedeutend, wenn die Anfangspunkte beider Leitern glelch
Null sind und die Zeicheneinheiten gleich groB gewéhlt werden. Deshalb braucht auch
meist nicht zwischen den Beziehungen (8) (fiir die Zahlenwerte) und (9) (fiir die
Liingen) unterschieden zu werden. Wenn nun aber infolge der Anforderungen, die an ein
Nomogramm gestellt werden, diese Bedingungen nicht eingehalten werden kénnen,
also %40, yo=4 0 und I, 41, gewihlt werden miissen, ist zwischen den Koeffi-
zienten 7m und b der Funktionsgleichung (8) und den die Zeichnung bestimmenden
GroBen M und B in (9) zu unterscheiden. Der Zusammenhang wird tber die Leiter-
leichungen (7) hergestellt und kénnte zur Herleitung von allgemeinen Formeln be-
nutzt werden.

Praktisch geniigt es jedoch,

1. aus dem gegebenen Wertebereich und dem Format die Zeicheneinheiten zu
berechnen,

2. zwei beliebige Wertepaare auszuwihlen und durch die sich aus ihnen ergebenden
Punkte die Gerade zu legen.

Dabei muB aus Griinden der Genauigkeit allerdings noch beachtet werden, daB die
entstehende Gerade die Koordinatenachsen nicht zu flach schneidet. Notfalls muB
nachtréglich die Zeicheneinheit einer Leiter geindert werden.

Auch die umgekehrte Aufgabe ist wichtig, wenn zu einer Zeichnung, die etwa aus
ciner Versuchsreihe entstanden ist, die zugehérige Funktionsgleichung bestimmt
werden soll. Wenn auf Ml]]lmeterpapler eine Gerade entsteht, so liegt eine lineare
Funktion zugrunde. Die Koeffizienten m und b der Funktionsgleichung (8) sind aus
2 geeigneten Wertepaaren (x;y), die aus der Zeichnung abgelesen werden, zu er-
mitteln.

BEISPIEL
Die Beziehung

= o)

zwischen der Wanddicke & emes Beisernen Lei hres und dem lichten Durchmesser
d ist in einem Di llen. Der Durck d soll zwischen 0 und 3,25 mm

varii Das Di soll ein Rechteck von etwa 80 mm Breite und 60 mm Hohe bilden.!)
'

<

Aufgabenstellung nach [8]
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Losung: Mit den Zahlenwerten z = @, und y = . ergibt sich die Gleichung
: m mm
y =16z 4 8.

Diese Gleichung ist von der Form (8). Laut Aufgabenstellung ist v, = 0, 2, = 3,25; daraus
folgt durch Einsetzen y, = 8, y, = 60. Die y-Leiter braucht also eigentlich erst bei 8 zu
beginnen. Da im Verhiltnis zum G fang des Bereiches die Einsparung gering ist,
werden um einer glatten Teilung willen folgende Intervalle gewahlt:

0=2=32
0=y =60.

Nach (2) ergibt sich

80 mm
l,§mz24,6mm

60 mm
L=——=1 ‘
"= "g0 =

Mit I, = 20mm, I, = 1 mm sind die Leitern in Tafel 6 angelegt. Die Gerade wird mit
Hilfe zweier geeigneter, nicht zu nahe beieinander liegender Punkte mit den Koordinaten
z=0, y=8
rx=2, y=40

ichnet. Die hende Gerade schneidet keine der Koordil h zu flach, so daB
nachtriiglich nichts mehr an den Zeicheneinheiten gedndert zu werden braucht.

1.1.4.3. Einfach-logarithmisches Papier

Beim einfach-logarithmischen Papier, auch halblogarithmisches oder mm-lg-Papier
genannt, ist eine Achse reguliir, die andere logarithmisch geteilt. Wenn die Abszissen-
achse die lineare ist, lauten die Gleichungen der Leitern
X =1, (x — %)
= ( o (10)
Y =1l,(gy — gy

Bei handelsiiblichem Papier ist die Zeicheneinheit I, festgelegt, z. B. mit 40 mm,
62,5 mm, 90 mm, 100 mm, 125 mm, so daB die Wahl von [, nur in gewissen Grenzen
méglich ist. Fiir die ginstigste Wahl von I, gilt das in 1.1.4.2. Gesagte.
Entsprechend der Aufgabenstellung ist zu untersuchen, welche Funktionen im
einfach-logarithmischen Netz Geraden ergeben. Fiir die Geraden gelten dabei wieder
die in Bild 23 dargestellten Verhaltnisse und die Gleichung (9) fiir die abgetragenen
Lingen. Um den gesuchten Zusammenhang y = f(z) zu finden, werden die Glei-
chungen (10) in (9) eingesetzt, wobei zur Vereinfachung der Rechnung 2z, =0,
Yo = 1 angenommen wird. (Eine Verschiebung der Leitern andert nichts am Cha-
rakter der dargestellten Funktion.)
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Y=MX+B
l,-lgy =M,z + B
1, B
Jev=(ai)s+ L
Mit den Abkiirzungen

c=Ml, g_Z
l' lll
entsteht
Igy =cxz+4d
oder y = 10°% = 10°* . 10¢ = (10°)7 . 104,

und mit den nochmaligen Abkiirzungen

ergibt sich endgiiltig

Die Untersuchung zeigt also, daB eine Exp tialfunktion auf einfach-logarithmi-
schem Papier eine Gerade ergibt. Deshalb werden zweckmiBigerweise die folgenden,
in der Praxis haufig vorkommenden Funktionsgleichungen wie

Fyy = Fgp e (Seilreibung),

I =TI, (Absorption),

t
n=mnye b (Zerfallsgleichung),
by = by (Zinseszinsgleichung),

auf diesem Papier dargestellt, da sie dann als Geraden erscheinen.

Die Darstellung erfolgt wiederum aus 2 geeignet gewihlten Punkten der entstehenden
Geraden, nachdem die Zeicheneinheiten nach den tiblichen Gesichtspunkten gewihlt
wurden. Sollen beispielsweise die durch die Funktionsgleichungen

y=4; y=e; y=2°; y=15; y=1%; y=05°

gegebenen Funktionen im einfach-logarithmischen Netz dargestellt werden (Tafel 7),
so wird zunéichst I, = 10 mm, I, = 40 mm gewihlt. Zum Zeichnen ist die Abszisse
2z =0 zu empfehlen, da sie fiir jede Funktion y =1 liefert. Fiir z = 2 ergeben
sich als entsprechende Funktionswerte y = 16; % ~ 7,39; 4: 2,25; 1; 0,25. Dadurch
sind alle Geraden festgelegt, es entsteht ein Geradenbiischel.
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In Tafel 8 sind in einem Koordinatensystem mit gleicher Teilung wie in Tafel 7 die
Funktionen mit den Gleichungen

y =052 y=2% y=227 y=282°
dargestellt. Als geeignete Punkte wurden gewahlt

(0;05), (051), (0;2), (0:8)
und (2:2),  (24), (2:8), (—2:2)
Die entstehenden Geraden bilden eine Schar von Parallelen.

Wie aus den Beispielen hervorgeht, beeinfluBt die Basis @ in Gleichung (11) die
Steigung der entstehenden Geraden, withrend der Faktor b den Abschnitt auf der
Ordinatenachse bestimmt.

Diese Tatsache wird spater haufig benutzt werden. Bei allen Darstellungen ist zu
beachten, daB auf der Ordinatenachse nur positive Werte aufgetragen werden konnen.
Schwierigkeiten sind nicht zu erwarten, da Exponentialfunktionen nur fir a > 0
definiert sind und fir positives b auch immer positive Funktionswerte liefern.

Ist beim einfach-logarithmischen Papier die Abszissenachse logarithmisch und die
Ordinatenachse reguliir nach den Gleichungen

X =1L (gz —lg=z)
Y =10y —y)
geteilt, so zeigt eine entsprechende Rechnung, daB die Funktionen, deren Funktions-

gleichung
y=algz+b (13)

ist, als Geraden dargestellt werden kénnen. Logarithmen mit beliebiger Basis lassen
sich durch einen entsprechenden Faktor, der in @ emgeht in dekadische Loganthmen

(12)

umrechnen. Damit kénnen bei ver 1 A ilungen erwartungsg

die Umkehrfunktionen zu (11) als Geraden dargestellt werden.

BEISPIELE

1. Eine Leidener Flasche wird durch einen Leinenfaden 1 tladen. Dabei wird folgend,

Abnahme des Potentials & ([@] = Volt) in der Zeit ¢ ([t] = Sekunde) beobachtet:!)

% ‘ 0 | 30 | 60 ‘ 90 \ 120 ‘ 150 ‘ 180
% ) 1640 ’ 1350 | 1120 | 930 | 780 ‘ 660 ‘ 560
Das Abnah tz fiir das P ial ist 11

Aufgabenstellung nach [5]
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Losung: Es mul zuniichst versucht werden, die MeBreihe auf geeignetem Netz als Gerade
zu erhalten. Dies gliickt (annihernd) anf mm-lg-Papier (Tafel 9). Dabei ist

:c=-z—, 2,=0, Il;=05mm
s
y= %, %=2-105 [,—625mm.
Da sich auf einfach-logarithmischem Papier eine Gerade ergibt, gilt nach (11) eine Gesetz-
miBigkeit der Form
y=>b-a%.
Zur Bestimmung von @ und b sind zwei Punkte zu wihlen. Zundchst liegt es nahe, den Punkt
mit =0 zu verwenden, da das die Rechnung vereinfacht. Der zweite Punkt darf aus
Genauigkeitsgriinden nicht zu nahe am ersten und muB maglichst genau auf der Geraden
in Tafel 9 liegen. Durch Einsetzen der Punktkoordinaten
2=0, = 1640
z =150, y =660
in (11) findet man
1640 = b-a® — b = 1640
660 = b - 2% = 1640 - a1
_150 560
~ [ 1640
Logarithmische Rechnung ergibt a = 0,9939. Damit ist
y = 1640 - 0,9939

oder mit den physikalischen GroBen
s
& =1640.0,9939° . V.

. y=Inz istin geelgnet gewiihltem Netz als Gerade darzustellen
Lésung: Um eine D: 11 als Gerade p d Gleic} (13) im Netz (12) zu er-
lichen, erfolgt zunéchst die Us in den dekadischen Logarithmus:

y=lhz=230261gz.

Dies entspricht (13) mit a = 2,3026, b = 0. Die Darstellung in Tafel 10 erfolgt mit
l; = 62,5mm, [, =20mm, %=1, % =0 aus den Punkten z =1, y =0 und 2 = 10,
y = 2,30.
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1.1.4.4. Doppelt-logarithmisches Papier

Bei doppelt-logarithmischem Papier, kurz auch logarithmisches oder lg-lg-Papier ge-
nannt, tragen heide Achsen logarithmische Teilungen:

X =1.(lgz —lgz)

(14)
Y=13gy —lgy)
Dabei ist meist I, =1,. Im allgemeinen liegen beide Zeicheneinheiten durch das
verwendete Papier fest.
Um zu untersuchen, welche Funktionen auf lg-lg-Papier Geraden ergeben, werden
die Gleichungen (14) in die Gleichung (9) der darzustellenden Geraden eingesetzt.
Dabei wird zur Vereinfachung wieder z, =y, =1 angenommen, was ohne Ein-
hrinkung der Allgemeinheit méglich ist.

Y=MX+B
Ligy=M-l,lgz+ B

Igy=(1£'[-li-)lg1:-i—£
lll ll!
Mit den Abkiirzungen

n=M :—" und ¢ = l£

v v

entsteht

lgy=n-lgaz+c

y = 10781+ — (10%€ )" . 10°

und schlieBlich mit 4 = 10° und unter Beachtung von 10%€? =z

Das ist die Gleichung einer Potenzfunktion.

Im lg-1g-Netz werden also Parabeln und Hyperbeln vom n-ten Grad, die der Gleichung
(16) mit # > 0 bzw. n < 0 geniigen, zu Geraden gestreckt.

Die Darstellung auf logarithmischem Papier kann nur fiir positive Werte der Variablen
vorgenommen werden, eine etwaige Vorzeichenrechnung ist gesondert durchzufithren.
In den Tafeln 11 und 12 sind einige Potenzfunktionen im lg-lg-Netz mit
l, =1, =50mm dargestellt, wobei jeweils zwei Punkte zur Bestimmung der
Geraden benutzt wurden.

Fiir die Potenzfunktionen mit den Funktionsgleichungen

_.42._.__._‘._L. Y g
y=2iy=aiy=mny=Vuy=rv=pmv=0giv=75
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eignet sich neben dem fiir alle giiltigen Punkt (1;1) z. B. der Punkt mit & = 2, wozu
fiir die verschiedenen Funktionen die y-Werte 8; 4; 2; 1,41; 1,19; 0,707; 0,5; 0,25
gehoren. Es entsteht ein Geradenbiischel (Tafel 11).

Dagegen werden fiir die Potenzfunktionen mit den Funktionsgleichungen

y=0,1}/z—; y=0,5]/§; y=]/;; y=3]/;

Punkte mit der Abszisse # =1 und den y-Koordinaten 0,1; 0,5; 1; 3 sowie
Punkte mit der Abszisse + = 4 und den y-Koordinaten 0,2; 1; 2; 6 gewihlt.
Es ergibt sich eine Schar von Parallelen (Tafel 12).

der entstehenden Geraden bestimmt, withrend durch den Faktor b der Achsen-

Als Ergebnis ist festzuhalten, daB der Exponent 7 in Gleichung (15) die Steigung
abschnitt beeinflut wird.

BEISPIEL
0. LummER stellte an einer Gliihlampe Versuche iiber die Abhiingigkeit der hl
Energie von der Temperatur des Kohlefadens an. Fiir die von der Oberfliche 1 cm? in 1s
hlte Energie S, in cal, ergaben sich bei der Temperatur 7' ([T] = °K)
folgende Werte:1)
Y/ i
K ' 1309 \ 1471 ‘ 1490 | 1565 ‘ 1611 | 1680
c_fT ‘ 2,138 ’ 3,421 ‘ 3,507 | 4340 I 4,882 ‘ 5,660
Diese Ve hsreihe ist nach Auft: der Wertepaare auf lg-lg-Papier zu einer (angeniher-
ten) Formel auszuwerten!
T S
Lo Mit z = —, = —
dsung T ' YT

und I, = I, = 100 mm sind die den Wertep der Tabelle prechenden Punkte in ein

doppelt-logarithmisches Netz (Tafel 13) eingetragen. Die Punkte bilden annihernd eine
Gerade. Um die unbekannten Gréflen & und n der Gleichung (15) zu ermitteln, werden der
erste und der letzte Punkt eingesetzt.

y="b.a"
2,138 = b - 1309*
5,660 = b - 1680"
Durch Logarithmieren ergeben sich die Gleichungen
12,138 = n - 1g 1309 + Ig b
1g 5,660 = n - 1g 1680 + 1g b

1) Aufgabenstellung nach [5]
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aus denen durch Subtraktion zunfichst 7 bestimmt werden kann:

_ 135,660 —1g2,138 _ 0,7528 — 0,3300

= = =39~ 4.
™= 1g1680 —1g1309  3,2253 — 3,169 =
SchiieBlich folgt fiir b aus einer der beiden Gleichungen
b= 2080 71 10mm,
1680¢
Damit, ist
y=T1-10"8.24
oder mit den physikalischen GréBen
T\4
‘S =17,1.10"3 (;E) cal.
—_—
1.1.4.5. Beliebiges Funktionsnetz
Wenn auch die behandelten Funktic piere die Geradstreckung von zahlreichen

Kurven gestatten und noch weitere, hier nicht erwihnte Netze (z. B. mit Sinus-
Teilung) zur Verfiigung stehen, so lassen sich doch wichtige Kurven nicht mit Hilfe
von vorgedruckten Funktionspapieren in Geraden verwandeln.

Vor allem verbietet das Auftreten von additiven GrdBen in der Funktionsgleichung die
Anwendung von logarithmischen Papieren.

Es bleibt dann nur die Moglichkeit, ein spezielles Netz im Einzelfall herzustellen,
wie das am Beispiel der Funktion mit der Gleichung

y =10z — ?

gezeigt werden soll. Diese Funktion soll im Bereich 0 < z < 10 als Gerade darge-

stellt werden.

Im cartesischen Koordinatensystem, das im Bild 24 mit %, = g, =0, I, = 7,6 mm,

I, = 2 mm angelegt ist, ergibt sich eine Parabel aus der folgenden Wertetabelle :
z10[1|2l3|4|5|6|7|8|9l10
v |0 | 9 | 16|20 24| 2 |2¢4|2[16] 9]0

Eine Geradstreckung in einem der bekannten Funktionsnetze ist wegen der Summen-
bildung nicht méglich.
Werden die Achsen jedoch nach den Gleichungen

X =110z — 2?)

Y=1-y
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2 y=10t-x?

3
Loy e a Ty

[

(S

Bud2d 0

geteilt; so ergibt sich durch Einsetzen in die Funkti leich

Y _ X

s 7

oder ' *
v=1 x

A

Das ist eine lineare Beziehung und fiihrt nach (9) zu einer Geraden. Wenn fiir die -
Teilung 75 mm zur Verfiigung stehen, so liegen genau die Verhaltnisse laut Aufgabe 9

25
20
75
3 y=10x-x2
v
53
E X
a T T T T
7 2 3 4 ¢
BUd2s 1) g 8 7 6
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vor, Der groBte Wert fiir 102 — #? im betrachteten Intervall ist 25, also

76 mm

M= = 3 mm.
Mit dieser Zeicheneinheit wird im Bild 25 die 2-Achse unterteilt, wobei die Leiter von
5 bis 10 wieder riicklaufig ist. Die y-Teilung wird beibehalten. Die beiderseits des
Maximums liegenden Parabeldste fallen in Bild 25 zu-einer Geraden zusammeh.
Mit diesem Beispiel wird besonders deutlich, daB das Bildungsgesetz der Funktions-
gleichung im Aufbau der Leiter beriicksichtigt werden kann, so daB als graphische
Darstellung eine Gerade entsteht.

Zusammenfassung

Eine Funktion mit der Gleichung y = f(z) wird in einem geeigneten Netz als Gerade dar-
gestellt.

Netzart Act il Funkti leick
mm-mm-Netz X =l (x — ) y=mz+b
Y =1,y —y)
mm-lg-Netz X =l(z — ) y=b.a*
Y =1L(gy —lgy,)
1g-mm-Netz X =1l(lge —Igz) y=algz+b
Y =1,(y — y)
1g-1g-Netz X =l(lgx —1gz,) y="b.an
Y =1l,(gy — g y)
AUFGABEN
15. In Tafel 14 ist die Abhiingigkeit der Linge ! eines Drahtes von seiner Belastung F' dargestellt.

Die (unterhalb der Proportionalitétsg: giiltige) Bezieh ischen diesen beiden GroBen
ist zu ermitteln. 8

16. Bei einem Versuch zum freien Fall wurde der von einem Kérper zuriickgelegte Weg nach
jeder 1/,, Sekunde gemessen. Dabei ergaben sich folgende Werte:

t

1 1 2 3 4 5 6 7

32

- \ 48 l 19,2 | 432 ' 76,2 \ 119,9 I 172,6 | 234,9

mm
Es ist der Kurvenverlauf auf doppelt-1 ithmischem Papier aufzuneh und die Gleich
fiir das Fallgesetz g

s ={()

aufzustellen.
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17. Die Gleick fiir die adiabatische Zustandsind eines idealen Gases
P V¥ =1, V5
ist in einem geeignet gewiihlten Funkti tz als Gerade darzustellen. Dabei ist » das Ver-

hiéltnis der spezifischen Wirmen bei konstantem Druck und konstantem Volumen und fiir
Luft gleich 1,4 zu setzen. Die Ausgangswerte sind p, = 1 at, ¥, = 1 dm?; als Bereiche der
Darstellung sind zu wihlen

P <5, Y
o1=E <25 o1s o=

Die Breite der Darstellung soll 100 mm nicht iiberschreiten.
18. Die Funktion mit der Gleichung

1
=42
y=k

ist in einem geeigneten Netz fiir den Bereich 0,1 < z < oo als Gerade darzustellen.

19. a) Welche Funktion wird auf doppelt-1 ithmisok Papier durch die Gerade, die durch
die Punkte (1;1) und (2;4) geht, dargestellt?
b) Welche Funktionen entsprechen den Parallelen zu dieser Geraden?

20. a) Auf geeignetem Funktionspapier ist die zur Funkti leick y = 2,77 geh d
Kurve als Gerade zu zeichnen.
b) Welche Funkti prechen den Parallelen zu dieser Geraden?

1.2, Netztateln

1.2.1. Einfiihrung in den Aufhau von Netztafeln

Mit den.in 1.1.4. bereitgestellten Hilfsmitteln kann nunmehr der Aufbau einer der
beiden wichtigaten Gruppen von Nomogrammen, der Neizafeln, beschrieben werden.
Dabei wird von der Darstellung von Funktionen in einem Netz ausgegangen. Wih-
rend bisher ausschlieBlich Funktionen mit zwei Variablen behandelt wurden, liegt
das eigentliche Aufgabengebiet der Nomographie in der graphischen Darstellung von
Funlktionen mit dres umi mehr Variablen, wie sie in der Praxis hauﬁg vorkommen
(z. B. Schnittgeschwindigkeit einer Drehmaschine v = ndn, Normzeit in Abhingig-
keit von Vorbereltu.ugs- und AbschluBzeit, Stiickzeit und Anzahl der produzierten
Stiicke ty =, + nt, u. a.). Fiir die Darstellung einer Funktion mit drei Variablen
ist an sich ein rdumliches Koordinatensystem nétig. Da jedoch eine solche Form fiir
den praktischen Gebrauch vollig ungeeignet, ist, sind fiir Funktionen mit mehr als
2 Variablen ibersichtliche ebene Nomogramme zu entwickeln.

Soll eine Funktion mit der Gleichung ¥ = f(=;2) und den drei Variablen #, ¥, z in der
Ebene dargestellt werden, so ist das nur fiir einzelne bestimmte Werte einer der Varia-
blen moglich. Wird z. B. fiir z der feste Wert ¢, eingesetzt, so stellt y = f(x; ¢,) eine
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Funktionsgleichung fiir die beiden Variablen z und y dar, der eine Kurve in der
Ebene entspricht. Fiir andere Werte ¢, ¢5, ... fiir 2z ergeben sich andere Kurven
y=f(z;¢cy), ¥y = f(2;C5), ..., 80 daB insg mt eine Kur tsteht, die zu-
sammen mit den zwei Scha,ren der Koordinatenlinien (Parallelen zu den Koordinaten-
achsen) eine Netztafel bildet.

Die Variable 2, die jeweils fiir eine Kurve der Schar mit konstantem Wert belegt
wird, heiBt Parameter?) der Kurvenschar. Statt z kann auch « oder y als Parameter
gewihlt werden. Es ergeben sich dann im allgemeinen andere Scharen.

Wird beispi ise in der Funktionsgleichung y = -+ z die Variable y als Parameter
festgehalben, so folgt mit y = C

z=—ux4C.

Das ist die Funktionsgleichung einer Geraden mit dem Anstieg m = — 1 und dem
Achsenabschnitt O. Fir verschiedene Werte von C entsteht in einem 2, z-Koordi-
natensystem eine Netztafel, die wegen ihrer Gestalt Diagonaltafel heiBt (Bild 26). Sie
enthalt drei Kurvenseharen

die Schar der Parallelen zur Ordinatenachse % = const.

die Schar der Parallelen zur Abszissenachse z = const.
die Schar der unter 45° fallenden Geraden y = const.
z
N
s
N
&
%
e
N
X
Bild 26 Xx=const

Auf jeder Linie der Schar besitzt eine der drei Variablen immer den gleichen Wert,
weshalb die Linien auch manchmal a-, y- oder z-Gleicher heilen.

1) P (griech.) Vergleichsmaf; math. Hilfsvariable oder hier und in den folgenden Ab-
schnitten: unterscheidende Konstante in einer Funkti har (vgl. unbesti: Integral)
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Eine Netztafel besteht stets aus einem solchen Netz von drei Kurvenscharen. Die
Kurven konnen auch gekrimmt sein oder ungleichméBige Abstande (Funktions-
teilungen) haben. In jedem Punkt der Ebene schneiden einander drei Linien, je eine
aus jeder Schar. Die drei Werte «, ¥ und z geniigen der zugrunde liegenden Funktions-
gleichung, hier also der Gleichung y = z + 2. Es ist natiirlich ynwesentlich, ob die
durch den Punkt gehende Linie einer Schar eingezeichnet ist oder als Zwischenwert
geschitzt werden muB. )

Die im Bild 26 schematisch dargestellte Netztafel ist in Tafel 15 mit allen Teilungen
ausgefiihrt, so da mit ihr Aufgaben der Form y = 2 + z gelost werden kénnen. Ein-
gezeichnet sind die Beispiele 7 + 4 = 11 und 3,4 + 8,9 = 12,3, wobei von den
Werten fiir # und z ausgegangen und das Ergebnis an den Enden der y-Gleicher ab-
gelesen wird. Die im zweiten Beispiel notige Interpolation ist ohne Schwierigkeit
moglich.

Die behandelte Netztafel erfiillt alle Anforderungen, die an ein Nomogramm zu
stellen sind: Sie laBt sich einfach und mit geniigender Genauigkeit herstellen, ist
iibersichtlich und 148t sich leicht benutzen. Zwischenwerte konnen einfach ermittelt
werden. Es ist selbstverstindlich, daBl der Aufwand fiir die Herstellung der Netztafel
zur Losung von so einfachen Berechnungen nicht gerechtfertigt ist, es sollen lediglich
die wesentlichen Merkmale einer Netztafel an diesem einfachen Beispiel erlautert
werden.

Wird auf die Funktionsgleichung y = x - z dasselbe Verfahren angewandt, so ergibt
sich mit y = C in der z, z-Ebene die Kurvenschar

Das sind gleichseitige Hyperbeln, die entweder nach einer der bekannten Konstruk-
tionen oder mit Hilfe einer Wertetabelle erzeugt werden missen. Die Netztafel ist
in Tafel 16 dargestellt, als Beispiele sind 7 -5 = 35 und 6 - 8,5 = 51 eingezeiﬂmet.
Dieses Nomogramm erfiillt die obigen Forderungen nicht, die Herstellung ist schwierig
und mit Ungenauigkeiten behaftet, die Interpolation ungenau.

Bei der Anlage einer Netztafel ist also anzustreben, daB die dritte Schar aus-Geraden
besteht. Dies kann durch geeignete Wahl des Parameters und der Teilungen auf den
Koordinatenachsen in vielen Fillen erreicht werden. AuBerdem ist zu beachten, daf
das Interpolieren auf den Achsen stets einfacher und genauer moglich ist als zwischen
den Linien der dritten Kurvenschar. Daher soll méglichst die Variable als Parameter
gewiihlt werden, fiir die nur einzelne Werte erforderlich sind.

In den folgenden Abschnitten werden die analytischen Darstellungen der Funk-
tionen mit drei Variablen hergeleitet, die in den behandelten Funktionsnetzen Netz-
tafeln ergeben, in denen alle drei Scharen geradlinig sind. Dabei kann unmittelbar
an 1.1.4. angekniipft werden. Damit die dort hergeleiteten Formeln direkt iibertragen
werden kénnen, soll zunichst vereinbart werden, daB die Variablen # und y immer
auf der Abszissen- bzw. Ordinatenachse aufgetragen werden und die Variable z
als Parameter gewéhlt wird. Spéter kann diese Einschrankung fallengelassen werden.
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1.2.2. Netztafeln mit regulirem Netz

In einem reguldren Netz, das meist unter Verwendung von Millimeterpapier her-
gestellt wird, kann nach 1.1.4.2. die lineare Funktion mit der Gleichung

y=mzx+b (8)
als Gerade dargestellt werden. Bei der Wahl verschiedener Werte m; bzw. b; fiir m

bzw. b ergibt sich jedesmal eine Schar von Geraden, im ersten Fall ein Strahlenbiischel,
im zweiten eine Schar von Parallelen (Bilder 27 und 28).

y=mx+b;

7

Bild 27 Bild 28

>
>

Es bestehen somit zwei Moglichkeiten, eine als Parameter behandelte dritte Variable z
zu beriicksichtigen.

Wird der Parameter z durch dxe Verinderlichkeit des Abschnitts b erfaBt und daher
b = Bz gesetzt, so folgt mit m = A4 aus (8)

Diese Gleichung gibt an, welche Gruppe von Funktionen als Netztafeln im reguliren
Netz dargestellt werden kann. Sie heilt deshalb Schliisselgleichung fiir die genannte
Netzart. Es handelt sich bei (16) um Funktionen, in denen die Variablen = und z
durch Addition verbunden sind, wobei noch beliebige konstante Faktoren 4 und B

- auftreten konnen. Fiir jeden Wert des Parameters z ergibt sich je eine Gerade mit
anderem Achsenabschnitt (vgl. Bild 28). Es entsteht eine sog 1te Parallelentafel
Das im vorigen Abschnitt behandelte Beispiel y =z + 2z gehort zu dieser Funk-
tionsgattung. Trotz der Moglichkeit, zusitzliche Faktoren A und B beriicksichtigen
zu konnen, gilt auch hier die Feststellung, dal einfache Funktionen der Form' (16)
die Anlage eines Nomogramms nur selten erforderlich machen.




56 1. Nomographie

Von groBerer Bedeutung fiir die Anwendungen ist dagegen die zweite Moglichkeit
fiir die Beriicksichtigung des Parameters. Dazu ist in (8) m = 4z und b = B zu

setzen:

Mit dieser Schliisselgleichung sind Funktionen erfaflt, bei denen die Variablen # und z
durch Multiplikation verbunden sind, wobei noch eine multiplikative und eine addi-
tive Konstante beriicksichtigt werden. Fiir jeden Wert des Parameters z ergibt sich
eine Gerade mit veranderter Steigung. Entsprechend den Verhiltnissen von Bild 27
entsteht eine Strahlentafel. Da das Interpolieren fiir die Variable z schwierig ist
(zwischen Geraden verschiedener Steigung lassen sich schwer Zwischenwerte schét-
zen), eignet sich diese Netztafel vor allem fiir solche Funktionen, bei denen fiir z nur
einzelne Werte benétigt werden.

Es ist noch zu bemerken, da8 in den Schliisselgleichungen statt z ein beliebiger Term
f(2) stehen kann, so daB z. B. auch eine Funktion mit der Gleichung y = 4z2" + B
dargestellt werden kann. Da bei konstantem z auch f(z) eine Konstante ist, dndert sich
dadurch nur die Lage der einzelnen Linien der Kurvenschar zueinauder

Auch wenn der Parameter z in beiden S den der Schliisselgleichung auftritt,
z. B. y = Awz + Bz, andert sich nichts Wesentliches, es llegt dann allerdmgs
weder eine reine Strahlentafel noch eine reine Parallelentafel vor.

‘Wenn nun zu einer Funktion der Form (16) oder (17) eine Netztafel zu entwerfen ist,
so werden zunéchst aus den geforderten Bereichen fiir die Variablen nach denin 1.1.3.
gegebenen Richtlinien die Achsenteilungen festgelegt und anschlieBend fiir jeden ge-
forderten Wert des Parameters aus 2 Punkten (oder Steigung und Achsenabschnitt)
die Geraden der Schar bestimmt.

(17)

BEISPIELE]
1. Die Grundformel der Pr k g ist als Ni fel d 11

Losung: Der Prozentwert P ergibt sich aus dem Grundwert ¢ und dem Prozentsatz p nach
der Beziehung

- P q. .
100
Wenn es sich z. B. um die Bestimmung der Zinsen von Spark inl mit b
festen Prozentsiitzen handelt, liegt es auf der Hand, p als Parameter zu wihlen. Mit den Zahlen-
werten

e @ P p
“wn’ YTwox' Ty

entsteht die Gleichung

_—
Y= 1007
Das entspricht (17) mit 4 = —, B =0 und fithrt zu einer Strahlentafel im Millimeter-

100
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netz. Nach der Wahl geeigneter Zeicheneinheiten, auf die hier wegen ihrer Einfachheit nicht
weiter eingegangen werden soll (vgl. Tafel 17), werden die Geraden des Biischels aus je 2
Punkten gezeichnet, wobei die Tatsache verwendet wird, daB jeder Strahl durch den Ursprung
geht. Fiir jeden bendtigten Wert des ZinsfuBes ist nur noch ein zweiter Punkt zu ermitteln,
z. B.

z2=05, z=05000 - y=25.

Ablesebeispiel in Tafel 17: G = 3600 MDN, p = 3% - P = 108 MDN.
Auf entsprechende Weise lassen sich andere Anwendungen der Grundformel der Prozent-
rechnung, z. B. die Normerfiillung, darstellen.

. Es ist ein Nomogr fiir die Schni hwindigkeit

v=mndn

T im n Netz zu entwerfen. Die Drehzahlen sind dabei Werte der abgeleiteten Norm-
zahlreihe R 20/3 mit dem Stufensprung ¢ = 1,4:

n = 112, 160, 224, 315, 450, 630, 900, 1250 min-1.

Folgende Bereiche fiir d und v sind zu beriicksichtigen

Y <200.

mint

0=

2 <160, 0%
mm m
Fiir die waagerechte bzw. senkrechte Leiter steht eine Gesamtlinge von 160 mm bzw. 100 mm
zur Verfiigung.

Als Beispiele sind einzuzeichnen: 4

Beim Abdrehen einer Welle mit d = 80 mm soll eine Schnittgeschwindigkeit von
v = 120 mmin~? nicht iiberschritten werden. Welche Drehzahl ist zu wihlen?

Welche Schni ht, wenn eine Welle vom Durchmesser d = 150 mm
mit einer Drehzahl n = 112 min~? bearbeitet wird?

Losung: Die Umf der GroBengleick fiir die geforderten Einheiten ergibt (vgl.
Lésung der Aufgabe 1) é

v b d n

mmin~! = 1000 mm min1’

Es ist ratsam, die Drehzahl 7 als Parameter zu wihlen, da von ihr nur einzelne bestimmte 4
Werte benotigt werden, wihrend fiir die beiden anderen Variablen alle Zwischenwerte in den
geforderten Intervallen auftreten kénnen. Mit

d
= am’ YT mmmt’ T mint
folgt
e M
Y= 1000 °*

Das ist eine Funktion der Form (17) mit 4 = ﬁ(ﬁ B =0, die zu einer Strahlentafel filhrt.
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Fiir die Zeicheneinheiten auf den Achsen gelten nach (2) die Ungleichungen

160 mm
I, = =1mm
=160 — 0

100 mm
l,§m=0,5mm.

Mit diesen Zeicheneinheiten werden die Ach ilungen in Tafel 18 legt. Zur Ermitt]

der Strahlenschar wird auBler = = 0, y = 0 fiir jeden Strahl je ein weiterer Punkt bereehne(:
z. B.

=50, 2z=1250 — y=1964.

Dabei ist zu beachten, daB aus G igkeitsgriinden solche Punkte zur Festlegung der
Strahlen benutzt werden, die moglichst weit vom Anf: k £ sind.

Im fertigen N sind die Beispiele einget: Im ersten Fall fithren die Pfeile
fiir ¢ =80mm und v = 120 mmin—* nicht direkt auf eine Linie fiir #. Da das vorgegebene
v nicht iiberschritten werden darf, wird die kleinere Drehzahl n = 450 min—! gewithlt. Das
zweite Beispiel fiihrt auf v ~ 53 mmin-1,

1.2.3. Netztafeln mit einfach-logarithmischem Netz

In 1.1.4.3. wurde gezeigt, daB in einem einfach-logarithmischen Netz mit reguliirer
Abszissen- und logarithmischer Ordinatenachse eine Exponentialfunktion

y=b-a* (11)

fiir konstantes a und b eine Gerade ergibt. Dabei zeigte sich, daB die Basis a die
Steigung der Geraden beeinfluBt, wihrend der Faktor b den Abschnitt auf der
Ordinatenachse bestimmt. Es gibt auch hier wieder zwei Moglichkeiten, den Para-
meter z einer Funktion mit drei Variablen zu beriicksichtigen, indem entweder der
Faktor b oder die Basis a variiert wird. Dementsprechend ergeben sich zwei Schliissel-
gleichungen fiir Netztafeln im mm-lg-Netz. Im ersten Fall lassen sich mit b = 4z
GesetzmiBigkeiten von der Form

(18)

als Parallelentafel darstellen. Dagegen ergibt sich mit @ = z und b = 4 aus (11)

7 (19)

Da die verdnderliche Basis die Steigung der Geraden beeinfluBt, entsteht eine
Strahlentafel.

In beiden Féllen handelt es sich um Exzponentialfunktionen. Wihrend bei (18) die
Basis konstant ist und die Variable z als Faktor auftritt, kann mit (19) eine verinder-
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liche Basis erfaBt werden. Bekanntlich konnen fiir y nur positive Werte auf der
logarithmischen Leiter aufgetragen werden; etwaige Vorzeichenrechnungen sind
gesondert durchzufiihren.

Bei logarithmischer Abszissen- und regulirer Ordinatenachse (Ig-mm-Netz) folgt ent-
sprechend aus (13), daB Funktionsgleichungen

y=Algz+ Bz (20)

als Parallelentafel und

als Strahlentatel darstellbar sind.
Uber die Erfassung eines Terms f(z) statt des Parameters z und iiber die Anlage des
Nomogramms gilt das in 1.2.2. Gesagte.

BEISPIELE

1. Es sind zwei N fiir die ittlung des Zeitwertes W einer Anlage von W,=
— 800 TMDN Beschaffungswert bei einer jihrlichen Abschreibung von p = 10, 15, 20, 25%
zu entwerfen. Beim ersten Nc soll eine 1 auf den urspriinglichen Be-
schaffungswert bezogene Abschreibung zugrunde gelegt werden. Beim zweiten Nomogramm
ist die Abschreibung auf den am Jak fang giiltigen Zeitwert zu beziehen.

Losung: Im ersten Fall liegt die Beziehung vor

W1=W.,—W‘,-%-nzwo(1— Tpo%)'

Dabei bedeutet n die Anzahl der Jahre.

Mit KZ = z als Parameter sowie £ =7, y= WlN

und W, = 800 TMDN ist
— 800 (1—’—’) = 800 — 8zz.
100

eine lineare Funktion der Form (17) mit 4 = —8, B = 800, die nach den Richtlinien des
vorigen Abschnittes als Strahlentafel im mm-Netz dargestellt werden kann (Tafel 19). Die
‘Wahl der Zeicheneinheiten bereitet keine Schwierigkeiten. Die Leiter fiir » braucht natiirlich
nur den Bereich der Zeit zu erfassen, in dem der Anlagewert abgeschrieben ist (bis 7 = 10).
Alle Geraden gehen durch den Punkt 2 = 0, y = 800. Auf jeder Geraden wird ein weiterer
Punkt berechnet, z. B. fiir 2 =20,z =5—>y = 0.

Im zweiten Fall ist der Wert der Anlage nach einem Jahr auf

w1 — 2
100
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abgesunken. Dies hat fiir das zweite Jahr als Anfangswert zu dienen, der wiederum mit dem
Faktor (1 = %) zu multiplizieren ist, so daB sich nach zwei Jahren der Wert

p\2

¢ [ %

(- i%)

ergibt. Nach n Jahren ist demnach der Zeitwert

Wy= W,( = %)".
Mit entsprechenden Abkiirzungen wie oben gilt
y = 800 (1 - ﬁ)x
Das ist eine Exponentialfunktion, bei der auch die Basis verinderlich ist, so daB sie der
Form (19) pricht. Allerdings tritt entsprechend den Bemerkungen in 1.2.2. an die Stelle
.des Parameters z ein Term f(z) = 1 — %0 . Das #indert aber nichts Grundsitzliches. Die

Darstellung hat im mm-lg-Netz zu erfolgen. Die Wertebereiche werden wie in Tafel 19 ge-
wiihlt, wobei allerdings die logarithmische y-Teilung nicht bei Null beginnen kann. In Tafel 20
wird ein logarithmisches Netz mit 1y = 62,6 mm verwendet. Fiir z = 0 sowie fiir jedes z
gilt wieder y = 800. Zum Zeichen der Geraden des Biischels ist je ein weiterer geeigneter
Punkt durch logarithmische Rechnung zu itteln, z. B. ist fiir z =20 und fir = = 10

=800 (1 = 22}~ 500. 080 — g3
Y 10 e

Der Vergleich der beiden Nomogramme (Tafeln 19 und 20) zeigt, daB fiir das erste Jahr die
Ergebnisse gleich sind, da auch die Anf: te fiir die Abschreibungen iibereinsti

Dann aber geht die Abschreibung im zweiten Fall viel langsamer vor sich, wihrend bei kon-
stanter Abschreibung schon nach einigen Jahren der Wert Null erreicht ist.

Ablesebeispiel: n =8, p=109, W, = 160 TMDN
W, = 340 TMDN,
. Die Gleichung der Seilreibung lautet !

©

Fgy = Fgy o000,

Dabei ist Fg, die Kraft, die zum Heben einer Last Fs, erforderlich ist, wenn das Seil um

einen Pfosten geschlungen ist (Bild 29). « ist der Umschli gswinkel im B B, u der
Reibungskoeffizient.
53
-

Bild 20 32
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a) Fiir u# = 0,3 ist eine Netztafel fiir die Bereiche
osas2m, 1= %<y
kp

zu entwerfen, deren Breite 120 mm und deren Héhe 86 mm nicht iibersteigen soll.

b) Eine zweite Netztafel soll fiir das Verhiltnis Iy in Abhingigkeit von g und o in den
Bereichen Fsp

0=a=2m Ol=u=s06

mit den gleichen Ab wie vorher h tellt werden.

Lésung:
a) Fiir z = 0,3 und mit der Einheit Kilopond fiir die Krifte gilt

&_:Eﬁ.eo.s«
kp

kp
und mit den Zahlenwerten
Fg Fsy
=0, y=— 2= — 1
kp ' kp

y = (e"%)%-z.

Das ist ein Gesetz der Form (18) mit 4 = 1, a = %% = 1,35. Die Netztafel ist damit auf
mm-Ig-Papier zu entwerfen und ergibt eine Parallelentafel. Aus den angegeb Intervallen
fiir  und z folgt aus der vorliegenden Gleichung

2, =0, =1 = o= 1
Ty =27, 2,=10 = y,~ 66.

Fiir y wird deshalb der Bereich 1.--100 gewihlt. Wegen der v . Hohe ist ein

Papier mit J, = 40 mm geeignet. Die Variable z wird auf der reguliren Abszissenachse mit
120 mm Z

2w
abgetragen (Tafel 21). Zur Bestimmung der Geraden der Schar wird zuniichst die Tatsache
verwendet, daB aus z = 0 folgt y =z, d.h., die Teilungen fiir F, und Fs, stimmen am

linken Rand der Tafel iiberein '(das stellt aueh eine gute Hxlfe fiir d.le Interpo]a.txon von z
dar). Ein weiterer Punkt ist durch logarithmische Rech

ly=

z=2n, z=1 - y=136"~ 6,59.
Die iibrigen Linien der Schar kénnen durch Parallelverschiebung erhalten werden.

Abloosbeiapisls oo %’i (=160°), ‘Fg;=8kp -» Fs = 17,5kp.

b) Fiir die zweite Aufgab 1k wird die vorgelegte Gleich in der Form

geleg
Fgy

7o, = (e¥)* |
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geschrieben und ergibt mit

Py

z=a, y=FSi und z=p
eine Gleichung der Gestalt (19)

y = ().
Dabei ist 4 =1, und statt, z steht f(z) = e%. Das Nomogra.mm 1aBt sich also auf mm-lg-
Papier als Strahl f llen. Aus den v Intervall fiir z und 2

ergibt sich fiir y

z, =0, =01 —> yo= 1
T, =27, 2,=0,6 > y,~ 434.

Wie vorher werden der Bereich 1--- 100 fiir y und dieselben Zeicheneinheiten gewshlt (Tafel 22).
Fiir alle Strahlen gilt z = 0, y = 1. Weitere Punkte sind logarithmisch zu berechnen, z. B.

z=2r, 2z=01 > y= (") =% ~ 1,87.
Ableschoispiel: & = 2F , p— 03 — 18 _g19.
6 Te

Das Beispiel entspricht genau demjenigen, das in Tafel 21 eingetragen wurde.

1.24. Netztateln mit doppelt-logarithmischem Netz

Analog zu den Betracht
Gleichung

in den vor Abschnitten folgen aus der

y=>b-a" (15)
in 1.1.4.4. fiir das Ig-lg-Netz die Schliisselgleichungen fiir Netztafeln, wenn der Fak-

tor b oder der Exponent » verinderlich angesetzt wird.
Tm ersten Fall entsteht mit b = Az

Aaxn (22)
die Schliisselgleichung fiir eine Parallelentafel.
Werden dagegen in (15) fiir den Exponenten n verschiedene Werte 1 ergibt

sichmitd =A4,n =2

als Sehliisselgleichung einer Strahlentafel. Diese Funktion entspricht in ihrem Aufbau
der Gleichung (19), es ist jedoch die Bedeutung des Parameters mit der der unab-
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hiingigen Variablen vertauscht. Da sich Zwischenwerte fiir den Parameter schlecht
ablesen lassen, wird diejenige Variable als Parameter gewihlt, von der nur einzelne
Werte auftreten. Je nachdem, ob diese GréBe als Basis oder Exponent auftritt, ist
(19) oder (23) als Grundlage fiir die Netztafel zu wihlen.

Auch bei der Darstellung im Ig-lg-Netz ergibt sich die Notwendigkeit, etwaige Vor-
zeichenrechnungen gesondert durchzufiihren.

BEISPIELE

1. Die Rentabilititsziffer R eines Betriebes ist das Verhiltnis von Gewinn @ und Gesamt-
selbstkosten K ausgedriickt in Prozenten. Fiir diese Funktion sind mit Werten von G bis
1500,— MDN, von K bis 4000,— MDN und von R bis 1009, die mdglichen verschieden-
artigen Netztafeln aufzustellen und kritisch miteinander zu vergleichen.

Loésung: Die Funktion lautet

108 ¢
BR=——.
K
Es ist sofort ersichtlich, daB8 von den Schliisselgleichungen (16) bis (23) nur die Gleichungen
(17) und (22) in Betracht kommen. (16) entfillt, da die Variablen nicht durch Addition ver-
bunden sind. (18), (19) und (23) setzen veriinderliche Exponenten, (20) und (21) logarithmische
Funktionen voraus.

a) Um die vorliegende Funktion in die Gleichung (17) zu iiberfithren, wird umgeformt in

a=-Ltxp
100
. R K aq
Mxtz=%a.lsl>ammeterundz=ﬁ, y= mfo]gc
=L
Y= 100
Das entspricht (17) mit 4 = %, B = 0. Die Darstellung ergibt danach eine Strahlentafel
im reguldren Netz. Wenn das Nomogramm auf einem Blatt 80 mm mal 80 mm untergebracht
werden soll, gelten fiir die Zeicheneinheiten nach (2) die Ungleic}
1, <80mm _ 60 mm
000
L 80mm _ 053 mm,
1500

die mit , = 0,02 mm und [, = 0,05 mm_erfiillt werden. Das fithrt zu den Achsenteilungen
in Tafel 23. Fiir den Parameter werden die Linien fiir 10, 20, ..., 100 eingetragen, die alle
durch den Ursprung gehen. Die Bestimmung von weiteren Punkten und damit das Einzeichnen
der Strahlenschar ist ohne Schwierigkeiten moglich.

Ablesebeispiel: K = 1600 MDN, @ = 1200 MDN — R = 75%,.
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b) Mit -
K R

G
=N’ YTy fTimN

geht die vorgelegte Gleichung in
y=100z1.2

iiber, die mit 4 = 100, n = — 1 der Gleichung (22) entq)richt.

Die Darstellung im doppelt-logarithmischen Netz hangb in bezug auf die Zeicheneinheiten
von dem zur Verfiigung stehenden Papier ab. Es mége ein Netz mit I}, =, = 62,6 mm be-
nutzt werden (Tafel 24). Da keine logarithmische Teilung mit Null begmnen kann, miissen
die Variablen demnach mit einer passend gewihlten Zehnerpotenz beginnen, z z. B. mit
100, y mit 10. Die Linien fiir den Parameter werden aus jeweils zwei Punkten bestimmt (oder
aus jeweils einem Punkt, durch den sie parallel zur ersten Linie zu legen sind), z. B.

z2=200, =z= 200, y=100
z=2000, y= 10

Ablesebeispiel wie bei a).

c) Die vorliegende Gleichung kann auch in der unter a) hergeleiteten Form nach (22) als
Parallelentafel im 1g-1g-Netz d.n.rgeste].lt werden. wobei wie bei a) R als Parameter auftritt.
Die D llung erfolgt auf d 1b ischen Papier wie bei b), fiir die Wahl der
Wertebereiche und das Zeich der Geradenschar gelten dhnliche Ut wie dort.
Das Ergebnis zeigt Tafel 25. Ablesebeispiel w1e bei a) u.nd b)

Ein Vergleich der Tafeln 23, 24 und 25 fiir dieselb fy zeigh sichst einen Vorteil
der reguliir geteilten Leitern hinsichtlich glemhblelbender Genanuigkeit im ganzen Bereich,
withrend bei den logarithmischen Leitern ein gewisser Bereich gar nicht darstellbar ist,
andere Gebmte mammengedruckt sind. Dagegen besitzen die Tafeln 24 und 25 bessere

terp iten fiir den P: zumal sich Zwisch te des P:

lexcht aus der logarithmischen Teilung auf der Senkreck 2 = 10® besti lassen, die
von den Parameterlinien geschnitten wird. Deshalb wird den logarithmischen Netztafeln der
Vorzug zu geben sein, wobei noch auf Grund der speziellen Aufgabenstellung (K und G
gegeben, R gesucht bzw. K und R gegeben, G gesucht) zwischen den Tafeln 24 und 25 zu wihlen ist.

. Fiir die Zustandsgleichung eines idealen Gases

j14
L
const

ist eine Netztafel zu entwerfen. Es soll dabei von einer Gasmenge ausgegangen werden, die
bei einer Temperatur von 7, = 200°K und einem Druck von p,= 1at ein Volumen
Vo =2 dm® besitzt. Als Parameter ist die Temperatur zu wihlen. Die Linien fiir 7' = const
stellen dann die iiblichen Isothermen dar. Fiir p und V sind die Intervalle

0,2 S =2, 3 s St =10
dm?
zu wéhlen.
Losung: Die Zustandsgleichung kann in der Form

2V _mVo
T 7,
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geschrieben werden. Das Einsetzen der gegebenen GroBen und anschlieBendes Umformen
ergibt

p 1 [T\ (V \
at 100 \°K) " \dm?®
T
Mltx:d%, y=£ und 2= g als Paramet ht die Gleich
1
= ———— g1
¥=q z

Sie entspricht (22) mit 4 = ﬁ, n = —1 und ergibt eine Parallelentafel. Die Netatafel

ist also auf lg-lg-Papier anzulegen, das mit I, =, = 100 mm verwendet wird (Tafel 26).
Die erste Gerade der Schar fiir den Parameter mit z = 200 wird aus den Punkten mit den
Koordinaten z = 1, y = 2 und = = 10, y = 0,2 gezeichnet, die iibrigen parallel dazu durch
Punkte mit 2 = 10 (rechter Rand der Netztafel).

Ablesebeispiel: p =0,8at, T =250°K — V =3,1dm?

1.2.5. Netztafeln mit heliebigem Netz

Die bisher behandelten Funktionsnetze sind wohl die am meisten benutzten, doch
fithrt ihre Anwendung nur in den Féllen zu einer geradlinigen Kurvenschar fiir den
Parameter, in denen die darzustellende Funktionsgleichung einer der Schliissel-
gleichungen (16) bis (23) entspricht. Ist dies nicht der Fall, so muB in Kauf genommen
werden, da8 die dritte Kurvenschar krummlinig ist. Das Beispiel der Hyperbeltafel
in 1.2.1. hat die Schwierigkeiten der Anlage und der Benutzung gezeigt. Eine andere
Moglichkeit besteht darin, ein spezielles Funktionsnetz zu konstruieren und dabei
durch geeignete Wahl der Art der Achsenteilungen eine lineare Beziehung zwischen
den dargestellten Léngen herzustellen. Dies wurde in 1.1.4.5. fiir eine Funktion mit
zwei Variablen behandelt. In der entstehenden Beziehung tritt jetzt noch die dritte
Variable z als Rarameter auf, wodurch eine Schar von Geraden erzeugt wird.

An einigen Beispielen soll das Verfahren erldutert werden:

a)y = ax® + bz
Erforderliche Achsenteilungen X =1, 2% ¥ =1,+y

Einsetzen ergibt 2 a X + bz
. T

la

r=¥

X +blyz=AX + Ba.
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1 1 1
b) i = + .
Erforderliche Achsenteilungen X =1, %, ¥ —1,.
Einsetzen ergibt LA ) + S
ly ly z
=T 1 B
Y —7:X+l'7 =4X +—.
c)y =sinz + sinz
Erforderliche Achsenteilungen X =1l sinz, ¥ =1,.y
Einsetzen ergibt Lo X + sinz
[

=L X 4 lsinz = AX + Bsinz.
'z

TR < h

-Der Parameter z kann in den 1den linearen B: zwischen X und ¥
in beliebiger Form vorkommen, da er fiir eine einzelne Gerade der Schar konstant ist.
Lediglich der Abstand zwischen den einzelnen Geraden wird durch den Term, mit dem

der Parameter eingeht, z. B. % oder sin z, beeinfluBt.

Es geniigt nun nicht mehr, nur die Achsen mit der nétigen Funktionsteilung zu ver-
sehen. Zur Fiihrung der Ableselinien mu8 das ganze Netz der Koordinatenlinien ein-
getragen werden.

Allerdings darf deren Dichte nicht beliebig gesteigert werden, um die Ubersichtlich-
keit und Ablesegenauigkeit nicht zu gefihrden. Auch die Forderungen iiber die Fein-
heit der Teilung sind zu beachten, die Unterteilung ist u. U. abschnittsweise zu ver-
andern. /

Sollte ofter dieselbe Teilung, z. B. die quadratische, in verschiedenen MaBstaben
bendtigt werden, so lohnt sich die Anlage einer Harfe entsprechend der Logarithmen-
harfe.

BEISPIEL
Fiir die Kreisringfliche 4 = = (R* — %) ist ein Nc mit einem Gerad fiir den
Parameter 4 zu entwerfen. Als Intervalle sind zu wihlen:
o= =<5, o= <5, 0s -4 <3000
mm mm mm?

Die GroBe des Nomogramms soll 100 mm mal 100 mm nicht iiberschreiten.
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Losung: Die A leich wird zunéchst
A _p_p
ki

1
R=rit4

ki3
RV (r\ 1 4
mm) ~ \mm, = mm?

Mit den Abkii fiir die Zahl te
s L ——
“mm' YT mm’ . mm?

folgt
yl_zs+L'z |

ki3

Diese Glemh\mg it unter den Schliisselgleichungen mohb enthalmn Es ist sofort ersichtlich,
daB zu einer li hen den d ellten
ngen und damit zu einer Geradenschar fiihren:

X=l-a, Y=l

Da der Parameter z nicht im Faktor von X vorkommt, der die Steigung der Geraden be-
stimmt, sondern nur im Term fiir den Achsenabschnitt, ergibt sich eine Parallelenschar fiir
die z-Linien. '

Es wird I, =1, =1 gewihlt, da der Wertebereich und der v b Platz fiir beide
Achsen gleich sind, und nach (4)
1< 200mm 600 mm
50 — 0

bestunmt Damit werden die Leitern in Tafel 27 a.ngalegt

Zur B der Gerad har werden nach der die Werte des Parameters z, fiir die
die Linien zu zeichnen sind, hier also z = 0, 250, 500, ..., 3000, zur Berechnung von Punkten
gewihlt. Dazu sind diese Werte entweder in die Gleiclmng fiir die Zahlenwerte

=22 4 .l.z
kg

oder in die Gleick ischen den dargestellten Léingen X und ¥ (mit l, =l =1=
= 0,04 mm)
17=X+0,04mm‘2

einzusetzen.
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Hier bietet die zweite Moglichkeit Vorteile, da die Geraden mit den zu berechnenden Lingen
genauer konstruiert werden konnen als aus Zahlenwerten, fiir die kein genaues Netz vor-
handen ist.

Alle Geraden besitzen den Anstieg M = 1. Jede einzelne Gerade kann dann leicht aus dem
Achsenabschnitt auf der Y-Achse bestimmt werden. Dieser ergibt sich fir X = 0 aus

y—Q0tmm o
™

2. B. fiir 2= 1000, ¥ = 2% 1000 — 12,7 mm.
™

Ablesebeispiel: r =38mm, R =46mm - 4 = 2100 mm?®.

Zusammenfassung

Eine Funktion mit der analytischen Darstellung y = f(x; 2) ergxbt in einem geeigneten Netz
eine Geradenschar mit dem Parameter K wobei der Parameter im allgemeinen die Steigung
oder den Ach bschnitt der Gerad influBt

Fiir die gebriiuchlichsten Funkti ]&utend]e“" Igleicl
Netzart Parallelentafel Strahlentafel
mm-mm-Netz y= Az + Bz y=Axz+ B
mm-lg-Netz y = Aa"z y=Az*
lg-mm-Netz y=Algz+ Bz y=Azlgz+ B
*  lglg-Netz y = Aanz y = Aaz?

Statt z kann auch ein Term in z stehen.

AUFGABEN
21. Fiir
y=2a
‘ist eine Netztafel mit den Parameterwerten z = 1, ‘—;—, %, %, %
a) mit reguliir geteilten Achsen
b) mit logarithmisch geteilten Achsen

zu zeichnen.
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22. Auf einem geeigneten Funkti fer ist die Netztafel fiir

y=logx

mit den Parameterwerten z = 1,6; 2; e = 2,718; 4; 10; 20 und mit emer geradlinigen
Schar zu entwerfen.

23. Die Arbeitsproduktivitit P eines Betriebes wird durch das Verhéltnis des nach Pl i
berechneten Wertes W der Produktion in einer besti Zeit zur Zahl 4 der Produktions-
arbeiter angegeben. Es ist eine Netztafel im Millimeternetz mit der Abszisse' W zwischen 0
und 2000 TMDN und den Parameterwerten 4 = 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 1000 zu
entwerfen.

24, Fiir das Ut gsverhiltnis eines Getriebes gilt

N %
i=-2,

%a

Dabei sind z, und 2, die Zihnezahlen fiir die beiden Réder. Fiir dieses Gesetz ist eine Netatafel
von etwa 120 mm mal 150 mm im reguléiren Netz fiir die Intervalle

10 <2, <120, 20 <2, <280

s

10, —
21—5; 14 1; V10; V2; 2,4; 3,6 zu entwerfen.

und fiir die Werte ¢ =

10,
Ablesebeispiel: z, =95, i= }10, z,="?
26. Die Zinseszinsformel lautet

_ FAL
b,,_b,(1+m) .

Dabei sind b, Anfangsbetrag, b, Endbetrag, p P und # die Anzahl der Zinstermine
(meist in Jahresabstinden). Es ist eine Netztafel fir ba mit 0 =7 <10 und mit
P =2; 255 3; 4; 5; 6% ansalegon. b

26. Zur K ichnung der Forménderung beim Kal hen wird der Stauchgrad ¢ eingefiihrt.

Darunter wird der natiirliche Logarithmus des Léngen-
verhiltnisses von Ausgangslinge Ly und Endlinge Le des |

Stauchkérpers verstanden (Bild 30).1) Pty
Fiir die Bezichung , F
Ls
=In=
? L.’ LJ

Le

Le= Lge™® Bild 30

|
die auch in der Form ]
I
[

1) Aufgabenstellung nach K1essLur, Angewandte Nomographie
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b

geschrieben werden kann, ist ein N mit den B

s <100, 1= <100, 0g=4
cm cm

zu entwerfen. Hohe und Breite der Tafel etwa 100 mm.
Ablesebeispiel: Ly =20cm, ¢=08, Le=71

27. Bei der Hi 1l von Rund ial durch Schmieden wird mit dem Verschmiedungsgrad
M gerechnet. Darunter ist das Verhiltnis des A o hnitts zum Q hnitt des
Endproduktes zu verstehen. Es gilt

4 4 i

oder

AL B

1473

Fiir diese Formel ist eine Netztafel mit den Bereichen

1S M <10,

ot

und den Durch fiir das A ial

da = 240, 300, 400, 500, 600 mm herzustellen.!)
Tafelabmessungen 100 mm mal 100 mm
Ablesebeispiel: dg = 300mm, M =3, de="?

28. Auf doppelt-logarithmischem Papier ist ein Nomogramm zur Auswertung der Formel

palLl. E _®
75 kp ms?
in den Bereichen

:—1 =0,5; 1; 2; 5; 10; 20; 30; 50; 100; 200,
m

10kp < F=10®kp, 1PS=<P=<100PS

anz 3
Tafelabmessungen: 100 mm mal 100 mm

Ablesebeispiel: F = 200kp, v =5ms™, P=71

29. Ftu‘ die Auigabe lt Bemplel 2in 1.2.2. ist ein Nomogramm auf doppelt-logarithmischem Netz
100 mm mal 100 mm.

1)  Aufgabenstellung nach KIESSLER, Angewandte Nomographie
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30. Fiir die jerende Geschwindigkeit » beim waagerechten Wurf gilt

v = Vo + g'P.

Dabei sind v, die Anf: hwindigkei
g = 9,81 m/s® dip Fallbeschleunigung und t die Zext (Blld 31).

Fiir die Werte », =0, 10, 20, 30, 40, 50 m/s ist im Intervall
0 = t/s < 10 eine Netztafel mit geradliniger Schar herzustellen.
Tafelabmessungen: 100 mm mal 150 mm

Ablesebeispiel: t =88, v,=30msl, v=17

hier Riol

31, Fiir die Hohlspiegel- bzw. Li leich

+

Q=
| =
~| =

ist eine Netztafel mit geradliniger Schar herzustellen.
e =1,2,4610; lem=<g b<oo
cm

Tafelabmessung: 80 mm mal 80 mm
Ablesebeispiel: g=3om, f=2cm, b=1

1.3. Leitertafeln

1.3.1. Doppelleitern und Leiterpaare fiir zwei Variablen

Ebenso wie die Darstellung der durch y = f(x) gegebenen Funktion
in einem beliebigen Netz als Vorstufe zu den Netztafeln angesehen
werden kann, soll vor der Behandlung einer zweiten groBen Gruppe
von Nomogrammen, der Leitertafeln, die Darstellung von y = f()
als Doppelleiter und Leiterpaar beschrieben werden.

In der zu 1.1.3.2. gehorigen Tafel 1 waren an der Ordinatenachse
bereits nebenei.nander Tei.lu.ngen iur % und y = f(z) aufgetreten, wo-

bei orige Werte in gleich Hohe stehen. Eine solche
Darstellung hech“ lleiter, sie ist sch h nochmals in Bild 32
gezeigt.

Die Doppelleiter ist im Grunde nichts weiter als die graphische Dar-
stellung der Wertetabelle einer Funktion auf einem geraden Triiger.

Dabei konnen je nach der Art der Funktion beide Seiten regulir
oder eine Seite regular und die andere nach einer beliebigen Funk-

fix) T

tion geteilt sein oder auch beide Seiten Funktionsteilungen tragen. Bid sz




72 1. Nomographie

y=4x
y 0 7 7 3 4 s
+ —— 4 — | L Bild 33
T T T
X 0 7 ? 3 4 5 3 7
y=3x
07 2 3 4 S 0
”L' L : 1 |l| | |I| L I } L Bild 84
x 01 2 3 4 5 b
y=lg x
y 0 02 04 06 08 1 4 %
g oy o Lo ) ) Bildss
T T T T T 1T T T
X 2 3 4 567891 520 30
=160 .
o 00 _r 8000
y/Torr 7|z:; 7{0 7fp 7{0 7fa m 770 —— | 7000
1 T T T T T T T T J=
x[mb 960 980 1000 1020 1040 90
- 6000
Jede der in 1.1.3.2. behandelten Funktionsleitern kann zu Pa
einer Doppelleiter ausgebildet werden, wenn neben die nach T S0
einem bestimmten Gesetz geteilte Leiter noch eine regulare ,WT 1
Leiter gelegt wird. In den Bildern 33 bis 36 sind Doppelleitern 70 44000
fiir einige Funktionen angegeben, die sofort verstandlich sind.
Solche Doppelleitern werden gelegentlich an MeBinstrumenten | 3000
angebracht, an denen das Ergebnis in verschiedenen MagBein- 60
heiten abgelesen werden soll. Alte Thermometer sind z. B. oft
nach Celsius und Réaumur geteilt. Ein weiteres Beispiel ist die 5042000
in Bild 36 dargestellte Umrechnungsbeziehung fiir Druckan- ]
gaben in Torr und in Millibar. .
Die Darstellung der wichtigsten Funktionen, z. B. der trigono- 404
metrischen Funktionen, in Form von Doppelleitern liefert L 1000
handliche Hilfsmittel zur Bestimmung der Werte dieser haufig
gebrauchten Funktionen. 304
- 509
BEISPIEL L
. 3 20 1 300
Auf einer Leiterlinge von 100 mm ist eine Doppelleiter fiir die Be- L
ziehung zwischen Durchmesser d und Fliche 4 eines Kreises fiir
0=<d=<100mm anzulegen. w0t 1?5
Losung: Fir die Darstellung von Eow

_t# A4 _=m(ady 0~ 0
4 mm? 4 \mm Bild 87
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wird von einer reguléiren Leiter fir = 4 ausgegangen (Bild 37). Mit y = A—2 folgt
mm mm’

y = 0,785 2.
Fiir besondere ganzzahlige Werte von y werden die zugehorigen z-Werte nach

I V.
’ l/o,vss

berechnet und dann der Wertetafel entsprechend abgetragen, z. B.

p:|

y= ~ 10 ' © 20 \ 50 100 500 ‘ 1000 | 5000
mm'

z=i 3,57 ‘ 5,05 \ 7,98 11,29 l 25,2 | 35,7 ‘ 79,8
mm

hnet oder niherungsweise, etwa

Fiir den praktischen Gebrauch miiiten weitere Punkte
projektiv, interpoliert werden.
Die beiden inander liegenden Teilungen einer Doppelleiter konnen auch auf-
getrennt und die beiden Triger parallel zueinander verschoben werden. Dann ent-

steht ein sogenanntes Leiterpaar. Das ist in Bild 38 fiir y = % 2? (vgl. Bild 34) ge-
schehen. :
/ J: /
y Yyt P w8
/

~
~
~.

Bild 38 /

Zum Ablesen werden jetzt aber noch Geraden benétigt, die einander zugeordnete
Punkte der beiden Leitern verbinden, die Zuordnungsgeraden. Da die eine Leiter
durch eine Parallelverschiebung von der anderen gelést wurde, sind auch diese Zu-
ordnungsgeraden untereinander parallel.

Ein praktisch wichtiges Beispiel fiir ein Leiterpaar ist die A- und D-Leiter beim
Rechenstab, denen das Gesetz y — 22 (in logarithmierter Form lgy = 21g2) zu-
grunde liegb. Die Zuordnungsgeraden verlaufen senkrecht zu den beiden parallelen
Triigern und werden durch den Léuferstrich dargestellt.
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1.3.2. Leitertafeln mit parallelen Leitern

Der Grundgedanke der Doppelleiter oder des Leiterpaares fir Funktionen mit zwei
Variablen soll nun auf Funktionen mit drei Variablen iibertragen werden. Dazu sind
drei Tréiger notig, von denen jeder die Leiter einer Variablen enthilt. Drei Punkte,
die einander zugeordnete Werte der Variablen darstellen, sollen auf einer Geraden
(in einer Flucht) liegen. Das entstehende Nomogramm heiBt Leitertafel oder Flueht-
linientafel. .

Die Lage der Geraden zueinander kann verschieden sein. Zundchst werde die Tafel
mit drei parallelen Leitern betrachtet. Die einfachste Form einer solchen Leitertafel
ist in Bild 39 dargestellt. Auf den drei Leitern sind die Variablen #, , z mit gleichen
Anfangspunkten und Zeicheneinheiten abgetragen, wobei die Leitern gleichen Ab-
stand voneinander besitzen. Da aus den geometrischen Zusammenhiingen (Mittel-
linie eines Trapezes) sofort die Beziehung

Z=2(X+7)
ersichtlich ist, folgt wegen X =1.2, ¥ =1.y,Z =1-.2 auch
1
z=?($+y)»

d.h., die drei auf der Ablesegeraden liegenden Werte der Variablen z, ¥ und z (in
Bild 39 sind das die Werte 3,11 und 7) geniigen dem Gesetz fiir die Bildung des
.arithmetischen Mittels.

Die Ablesegerade darf nicht fiir jede Aufgabe eingezeichnet werden, da dadurch
die Leitertafel bald unbrauchbar wiirde.

X v 4 y
e I-;Ix‘yl . ﬁ7_ 7
0 0 Lo X 2 Y
| | | RI
~ - - aQ /
B P S /8
~ L >
k- .l N
N -
LB & R
0 b a

Bild 89 Bild 40
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Mit diesem einfachen Beispiel ist das Grundprinzip der Leitertafel eingefithrt. Die
Verhiltnisse von Bild 39 brauchen jetzt nur noch so verallgemeinert zu werden,
daB auch andere Funktionen erfaBt werden konnen. Dazu sind die Leiterteilungen
nach Art und Zeicheneinheit und die Abstinde zwischen den Leitern zu variieren.
In Bild 40 ist der Aufbau einer solchen Leitertafel dargestellt. Die Anfangspunkte
der drei Leitern sind mit Py, @o, R, bezeichnet. Die Mittelleiter teilt den Abstand
der AuBenleitern im Verhéltnis b:a. Eine Ablesegerade PR erzeugt auf den drei
Leitern die Abschnitte

X=P,P, Y=FE, Z=00.

Es ist zu untersuchen, in welcher Beziehung diese drei Strecken zueinander stehen.
Die Hilfslinie PT verlaufe parallel zu PyR,. Dann gilt nach dem Strahlensatz

'§Q:TE —P5:PT

(Z—X):(Y—X)=b:(a+Db).
Aus der Produktgleichung

(Z —X)-(@+b) =b(¥ — X)
folgt

Z@+b) =aX+bY.

Tragen die Leitern Funktionsteilungen nach den Gleichungen

X =4[ (@) = f(=o)]
Y =bLI(y) — f2 o)

Z =l[f3(2) — f5(2)]
so gilt
(@ + ) Lilfa (2) — falzo)] = aly [y (@) — fr(2o)] + bL[fa(y) — fa(wo)]. '(24)

Vor den eckigen Klammern stehen konstante Faktoren, fir die zur Abkiirzung
4, B bzw. C gesetzt werden kann.

Clfa(2) — fs(20)] = A[H(®) — f1(=)] + B Ua®) — fa(w0)] (25)
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Fir £,(o) = fa(yo) = f3(20) =0 gilt insbesondere

C-fs@) =4 -f,(a) + B myT] (25a)

Die Gleichung (25) heiBt Sehliisselgleichung fiir die Leitertafel mit drei parallelen
Leitern. Wie besonders aus der speziellen Form (25a) gut zu erkennen ist, lassen sich
solche Beziehungen als Leitertafeln darstellen, bei denen ein Term f(z) mit der
Variablen z als Summe zweier Terme mit den Variablen z und y gebildet wird.
Dabei konnen konstante Faktoren 4, B, C' sowie Summanden F1(%o)s fa(¥o), f3(zo)
auftreten. Wie an den spiiter zu behandelnden Beispielen gezeigt wird, ist es héufig
nétig, eine vorliegende Funktionsgleichung erst durch Umformen, z.B. durch
Logarithmieren, in eine Form zu bringen, die der Schliisselgleichung (25) entspricht.
Fiir die Herstellung der Leitertafel wird der Zusammenhang zwischen den Faktoren
4, B und C der vorgelegten Gleichung und den fiir das Anlegen der Zeichnung wich-
tigen Strecken a, b, 1y, I, und Iy benétigt. Aus einem Vergleich der Gleichungen (24)
und (25) folgt, daB die Faktoren der einen Gleichung in demselben Verhaltnis zu-
einander stehen miissen wie diejenigen der anderen. Es ist also

@+bl:al,:bl,=C:4:B
oder
@+olk _

bl
T 2

al, -
47 B

Diese Beziehung muB durch geeignete Wahl der Zeicheneinheiten und der Leiter-
abstéinde befriedigt werden. Aus den beiden letzten Briichen 1aBt sich das Abstands-
verkdilinis der Leitern ermitteln: -

-5 (26)

CIEY

Das Abstandsverhiiltnis wird also sowohl durch die Faktoren 4 und B als auch
durch die Zeicheneinheiten der beiden A leitern bestimuit.

Aus der gewiinschten Breite des Nomogramms ergeben sich dann die Abstéinde a
und b selbst.

Fiir die Zeicheneinheit der Ergebnisleiter (z-Leiter) folgt aus dem Vergleich des ersten
und zweiten bzw. ersten und dritten Bruches der obigen Gleichung

lz=—'—'ll=—'—'l2 27)

Wiihrend sich die Zeicheneinheiten der z- und y-Leiter nach den iiblichen Gesichts-
punkten frei wihlen lassen, ergibt sich die Zeicheneinheit der z-Leiter zwangslaufig
nach Gleichung (27). Zur Bestimmung des Anfangspunktes der z-Leiter kann die
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Gleichung (25) herangezogen werden, indem aus allen vorkommenden konstanten
Summanden der Funktionswert f(z,) und daraus 2, selbst ermittelt werden. Jedoch
wird z, meist einfacher aus den An:fangswerten 2, und ¥y, bestimmt (s. Beispiel 1).
Die Anlage einer Leitertafel hat insgesamt in folgenden Schritten zu erfolgen:

1

[

Die vorgelegte Funktionsgleichung ist so umzuformen, daB sie der Schliissel-
gleichung (25) entspricht. Dabei sind die Art der Funktionsteilungen der Leitern
und die Faktoren 4, B und C abzulesen.

. Mit Hilfe der iiblichen Formeln (2) bzw. (4) sind die Zeicheneinheiten der Aus-

gangsleitern (z- und y-Leitern) aus der Zeichenlinge und dem Wertebereich fest-
zulegen und damit diese beiden Leitern anzulegen.

. Nach (26) sind das Abstandsverhiltnis der Leitern und aus der Gesamtbreite der

Tafel die Abstéinde selbst zu ermitteln.

. Die Zeicheneinheit der Ergebnisleiter ist nach (27) zu berechnen. Nachdem der

Anfangspunkt ermittelt wurde, kann die Ergebnisleiter angelegt und damit die
Leitertafel vervollstandigt werden.

BEISPIELE

1.

Fiir die Funktion 2z + 3y + 6 = 2z ist eine Leitertafel mit den Bereichen 10 < z, y <20
sowie der maximalen Breite 80 mm und der Hohe 100 mm anzulegen.
Lésung: Die vorgelegte Gleichung entspricht ittelbar der Schliisselgleich (25), wobei

alle Leitern regulir zu teilen sind [f,(x) = = usw.]. Die Faktoren der Gleichung sind 4 =2,
B =3, C = 2. Fiir die vorgeschriebene Hohe folgt nach (2)

100 mm

= l,_ﬂ=10mm.

Aus (26) folgt fiir das Abstandsverhiltnis

das unter Beachbu.ng der zulassxgen Breite mit @ = 30 mm, b = 45 mm befriedigt wird.
Fiir die Z it der leiter gilt nach (27)

Derselbe Wert ergibt sich auch aus dem zweiten Teil der Formel (27).

Als letztes fehlt noch der Anf: kt der Mittellei Dazu werden die Anfangswerte
= 10, y, = 10 in die vorli de Gleich tzt; sie ben z, = 28. Es wiire zwar

auch moghch dxe Glemhung durch Hinzufiigen der Anfangswerte #, und y, formal in die

i iiberzufithren und daraus den Anfangswert von z abzulesen:

2z 4+3y=22z—6
2(x — 10) + 3(y — 10) = 2z — 6 — 20 — 30 = 2(z — 28),
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doch ist das vor allem bei Funktionsleitern umsténdlicher als das Einsetzen der Anfangswerte.

Nunmehr liegen alle Angaben vor, so daB die Leitertafel sjprechend Tafel 28 J!
werden kann.

Zur Kontrolle der Konsﬁmktmn gind in Tafel 28 zwei Aufgabenpaare eingezeichnet, die
jed 1 zu dem gleichen Ergebnis fithren:

=10, y=12 > z=31
z=13, y=10 — z=31

und .

z=14, y=16 —» z=41

=17, y=14 - z=41.
Durch die Schni kte der Abl den muB die z-Leiter hindurchgehen, und zwischen
diesen Punkten 31 und 41 museen auf lhl‘ 10 Emhelten liegen. Nach der Wahl der AuBen-
leltem ist die Mittellei jedoch kann diese Konstruktion die

h mcht da sie ef its nicht genau genug ist und da es andererseits bei
komplizierten h schwierig ist, geeignete Aufgabenpaare zu finden.
. Fiir die Gleichung
z= b z? }/_y
2

ist mit den Bereichen

152510

01=y=100

eine Leitertafel herzustellen. Maximale Tafelbreite 80 mm, Tafelhthe 100 mm.
Loésung: Da die Sohlusselglemhung eme Addmon der vorkommenden Terme in 2 und y ver-
langt, muB die vorli Gl 1 werden.

lgz=2lgz + — lgy+lg05

Das entspricht (25) mit 4 =2, B= —;— C =1 sowie drei logarithmischen Termen, die
logarithmische Texlungen fux al]e Leitern erforder]:ch machen.

Aus den v hen und der len Hohe folgt nach (4)
100 mm
I, —_—=1
S 0 — 151 00 zmm
100 mm 100 mm
= = 33,3 .
hS 010l "2y ~ oomm
Wird I, = 30 mm gewiihlt, so neh die geforderten drei Manti inheiten eine Gesamt-

linge von 90 mm ein. Mit /, = 90 mm erhilt auch die z-Leiter dieselbe Hohe.
Aus (26) folgt

a _Al, 2-30mm 4
J h L 90mm
2
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Mit @ = 40 mm, b = 30 mm wird die geforderte Breite eingehalten. Fiir die Zeicheneinhei
der Mittelleiter ergibt sich nach (27)

l,—— +— .90 mm = 25,7 mm.

Dieser unbequeme Wert muB beibehalten werden, da er durch die iibrigen GroBen bestimmt
ist. Die zugehorige logarithmische Teilung wird aus der Harfe entnommen, die hierbei von be-
sonderem Wert ist.

Der Anft spunkt der Mittelleiter ergibt sich durch Einsetzen:

z,=%zg y,,z%-l-}/(_),_l=0,158.

Mit diesen Angaben kann Tafel 29 angelegt werden. Die Teilung der Mittelleiter wird, ebenso
wie die der anderen, mit Hilfe eines Papierstreifens aus der Harfe entnommen, ist jedoch

ichst bei 0,158 und bis 1 zu iibertragen, ehe die iibrigen Mantisseneinheiten
wiederholt angesetzt werden konnen.
Auch hier ist es ratsam, zur Kontrolle zwei Aufgab ick von denen jedes
Pm a.uf dasselbe Ergebnis fiihrt. Dabel smd nach Moghchkext solche Paare zu wihlen, deren
zum i eine M z. B.
=1, =4 - z=

z2=2 y=02 - z2=1
z=2 y=2 - 2=10
=5 y=064 > 2=10.

Die in Tafel 29 ei Abl den beg; auf der z-Leiter eine Mantisseneinheit
mit Iy = 26,7 mm.

Bei den blshengan Betrachtungen waren die Faktoren 4, B und C stets positiv. Bei
negativen Faktoren miissen die Gleichungen (26) und (27) hinsichtlich des Vor-
zeichens dadurch erfiillt werden, da entweder eine oder mehrere Zeicheneinheiten
oder das Abstandsverhiltnis negativ gewahlt werden. Negative Zeicheneinheit be-
deutet, daB die Leiter gegenlaufig zu teilen ist. Dagegen muB noch vereinbart
werden, was unter negativem Abstandsverhilinis zu verstehen ist. In Ubereinstim-
mung mit der Erklirung der inneren und &uBeren Teilung in der analytischen
Geometrie wird festgelegt (Bild 41a, b, c)

1. Der Abstand b ist von der z-Leiter in Richtung zur z-Leiter, der Abstand a von der
z-Leiter in Richtung zur y-Leiter zu messen.

2. Nach rechts gerichtete Strecken sind positiv, nach links gerichtete Strecken sind
negativ.

Dadurch ergeben sich folgende Méglichkeiten :

1.a>0, b>0 DiezLeiter ist Mittelleiter (Bild 41a).
2.a<0, b>0 DiezLeiter ist rechte AuBenleiter (Bild 41b).
3.a>0, b< 0 DiezLeiter ist linke AuBenleiter (Bild 41c).
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z y X y Zz x

Blld 41 Bild 41b Bild 41¢

Es muB noch bemerkt werden, da8 dasVerhiltnis @ : b = — 1 nicht gewiihlt werden
darf, da dann die Gleichungen versagen und die z-Leiter ins Unendliche riickt.

Die z-Leiter kann also zur AuBenleiter gemacht werden, wenn ein negativer Faktor
auftritt. Dann werden die Leitern miteinander vertauscht. Beispielsweise wird' statt
z — y =z die Gleichung # =z + y dargestellt, wobei die z-Leiter zur Mittelleiter
wird. Im allgemeinen ist es jedoch handlicher, die Ergebnisleiter zur Mittelleiter zu
machen und negative Faktoren der Schliisselgleichung durch gegenliufige Leiter:
teilungen zu beriicksichtigen. Dabei ist dann allerdings die gegenldufige Leiter so zu
verschieben, daBl die bendtigten Wertebereiche wieder in gleicher Hohe liegen.
Daranuf ist vor allem bei der Festlegung der Anfangspunkte der Leitern zu achten
(vgl. das folgende Beispiel).

Von der Moglichkeit, die Ergebnisleiter als AuBenleiter anzulegen, wird vor allem
in zusammengesetzten Nomogrammen Gebrauch gemacht, wenn die Ergebnisleiter
eines ersten Teilnomogramms Ausgangsleiter in einem sich anschlieBenden zweiten
Nomogramm werden soll (vgl. 1.4.).

BEISPIEL
3. Der Wirky d 7 einer Maschine ist durch
Pe
= P

gegeben, wobei Pe die Nutzleistung und Pj die aufg dte Leistung in gleicher MaBeinheit
bedeuten.

Eine Leitertafel ist zu konstruieren mit den Bereichen 1 bis 50 PS fiir Pe und P; sowie der
Breite 80 mm und der Hohe 100 mm.

Loésung: Mit den Abkii fiir die Zahl te

ergibt sich z= =
Yy
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und durch Logarithmieren

lgz=1gz—lgy.
Der Vergleich mit (25) liefert 4 =1, B = —1, C =1 und zeigt die Notwendigkeit logarith-
mischer Ack il Da die Bereiche fiir die 2- und y-Leiter gleich sind, ist nach (4)

100mm _ 100 mm
=1gs50—1g1 1,699

Mit [, = I, = 50 mm wiirde nach (26) folgen

Das ist jedoch nicht zulissig. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, gibt es zwei Moglichkeiten.
‘Wenn es erforderlich ist, daB die z-Leiter AuBenleiter wird, etwa wegen eines sich anschlieBen-
den weiteren N iles, so muBl der auf der - oder der y-Leiter, allerdings auf
Kosten des darzustellenden Bereiches oder der G igkeit, die Zeicheneinheit geindert
werden, z. B. I, = 40 mm, I, = 30 mm. Dafiir ergibt sich das Verhdltnis a:b= —3:4,
das mit @ — —60 mm, b = 80 mm so befriedigt wird, daB auch die zuldssige Breite einge-
halten werden kann.

Hier soll jedoch eine AuBenleiter gegenliufig geteilt und z. B. l; = —50 mm gewiihlt werden.
Dann ist nach (26) @:b = 1 und damit @ = 40 mm, b = 40 mm. |

Die Zeicheneinheit der Mittelleiter folgt aus (27)
o —2 . O _A0mR 5 mm = 25 mm.
a+b A 80 mm
Fiir die Berecl des Anfangspunktes der Mittelleiter ist zu beachten, daB wegen der
Gegenliufigkeit der y-Leiter der Wert y, = 50 mit zp =1 und zy = Zo 0,02 auf gleicher
Hohe liegt. Yo

Die Anlage der Leitertafel (Tafel 30) bereitet nun keine Schwierigkeiten mehr. Die Mittelleiter
ist aus physikalischen Griinden natiirlich nur bis 7 =1 sinnvoll.

Die Leitern konnen bei Bedarf nachtriglich auch iiber ihre Anf te hinaus verld t
werden.

Ablesebeispiel: Pe=20PS, P;=30PS — 7 =067.

1.3.3. Leitertafeln mit nicht parallelen Leitern

Drei Leitern gehen von einem Punkt aus

Wiihrend die Leitertafeln mit parallelen Leitern solche Funktionen erfassen, bei
denen ein Funktionsterm?) gleich der Summe zweier anderer Funktionsterme ist,
kann eine weitere Gruppe von Funktionen in einer Leitertafel dargestellt werden,
bei der die drei Leitern von einem Punkt ausgehen. Dabei soll ‘hier nur der einfache
Fall betrachtet werden, daB die Leitern gleiche Winkel einschliefen (Bild 42).

1) Term in einer Variablen (bei UnmiBverstindlichkeit im Text auch kurz als Term bezeichnet)
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Die Leitern sollen in O beginnen. Die Mittelleiter halbiert den Winkel 2«. Eme be-
liebige Ablesegerade schneidet die Leitern in den Punkten P, @, R. Die Abschnitte
auf den drei Strahlen seien X, Z und Y. Es ist zu untersuchen, in welcher Beziehung
diese Strecken zueinander stehen.

Der Fléicheninhalt des entstandenen Dreiecks O PR ist gleich der Summe der Inhalte
der Dreiecke O PQ und OQR. f

AOPR = A\ OPQ + A OQR

2 XYsin2 =~ XZsina -+~ YZsina
2 2 2
Wird diese Gleichung durch % X YZsin « dividiert, so folgt

sin 200 1 1
Zane Y TX

= *
Mit sin 26 = 2 sin & cos & wird schlieBlich

20080 1
z —xtY

(28)

Fiir X, ¥ und Z sind die Gleichungen der Leitern einzusetzen, wobei im Hinblick
auf die hauptséchlich interessierenden Anwendungen verschiedene Vereinfachungen
zugelassen werden sollen. Insbesondere soll angenommen werden, daB die Leiter-
teilungen mit dem Funktionswert Null beginnen. AuBerdem sollen die Zeichen-
einheiten auf den AuBenleitern gleich 1, =1, = gesetzt und die Mittelleiter mit
Iy =2l cos & geteilt werden. Die dann entstehenden Leitergleichungen
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X =1-f,(2)

Y=1-fa(y) (29)
Z =2lcos & fy(2)

werden in (28) eingesetzt, so daB die Schliisselgleichung

1 1 1
P UL N 0
RO R@TRG | (30)

entsteht. Wie die Schliisselgleichung (30) zeigt, werden durch die beschriebene
Tafelart Funktionen dargestellt, bei denen der Kehrwert eines Funktionsterms
gleich der Summe der Kehrwerte zweier anderer Funktionsterme ist.

Solche Gleichungen kommen in der Physik héufig vor, z. B. bei der Parallelschaltung
von elektrischen Widerstanden und in der Optik. Da hier nur einfache Anwendungen
interessieren, soll nicht allgemein auf die Beriicksichtigung von Faktoren in der
Schliisselgleichung (30) eingegangen werden. Die Teilung der z-Leiter wird besonders
einfach, wenn & = 60° gewihlt wird, da dann 2 cosx =1 und damit Iy =1 ist,
d. h., die Mittelleiter besitzt dieselbe Zeicheneinheit wie die AuBenleitern. Doch ist
dann das Nomogramm durch die groe Spreizung der Leitern unhandlich. AuBerdem
148t die Genauigkeit infolge flacher Schnitte der Ablesegeraden zu wiinschen iibrig.
Der Winkel wird deshalb aus dem zur Verfiigung stehenden Platz (Héhe &, Breite k,
vgl. Bild 42) bestimmt durch

k
tan & = % (31)
Auf den AuBenleitern steht dann als groBte Zeichenlinge zur Verfiigung
k h
Xm_ymx=2sinu=cosa . (82)
BEISPIELE
1. Es ist ein N fiir das Li geset;
i 1.1
g b
zu entwerfen. Hierbei bed | die Br: ite, g die Geg dsweite und b die Bildweite.

Sowohl b als auch g sollen zwischen 0 und 120 mm variieren.
Hohe und Breite der Tafel sind mit 120 mm vorzusehen.
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Losung: Die Zahlenwertgleichung lautet

1 1

z

1
Y
Dies icht der Schliisselgleict (30) mit li Teil auf den Leitern.

Nach (31) ist

tan o = %:k:GOmm:lZOmm=l:2,
o = 26,6°.

Fiir das Anlegen des Nomogramms wird nicht der Winkel, sondern das Verhsltnis 1:2 fiir
tan & verwendet.
Aus Gleichung (32) ergibt sich

120 mm
Xmox = ¥Ymax = m = 134 mm,
1< 13‘:;(’;’“ =1,12mm

Mit dem glatten Wert [ = 1 mm lauten die Gleichungen der Leitern nach (29)

X=1mm-z

Y=1mm-.y

Z = 2 mm - cos 26,6° - 2 = 1,79mm - 2.
Statt aus der unbequemen Zeicheneinheit kann die Mittelleiter leicht hergestellt werden,
wenn zwei Punkte der AuBenleitern mit gleichem Zahlenwert miteinander verbunden werden.

Diese Abl de schneidet dann die Mittelleiter in einem Punkt mit dem halben Zahlenwert,
denn es ist fiir z =y

1 1 1 2 z

o R AL JRPY | =,

z z 2 z z =" & 2
Danach kénnen alle Punkte der Mittelleiter in Tafel 31 besti werden.
Ablesebeispiel: g =100mm, b=50mm — f= 33,3mm.

. Zur Berechnung der Maschinenhauptzei beim p den Formen (z. B. Hobeln oder
Schleifen) spielen die Geschwindigkeit beim Arbei g va, die Geschwindigkeit beim Riick-
lauf v; und die mittlere Geschwindigkeit vy eine Rolle.

Fiir
2 4.4
Om v | ¥

ist in den Bereichen

0s —2 <100, 0<—=*

m

i = 1%

eine Leitertafel herzustellen, Hohe % = 80 mm, Breite k¥ = 120 mm.
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Lésung: Mit den Zahlenwerten

Va Ur Ym
=—t, y=
mmin’

z= =
mmin-’ mmin-!

bt die Zahl ertgleick

1 . 1 + 1

Char i

7

Esistalso fy(e) =, (o) =y wd fifd) = =
Weiter folgt tan o = 3:4, « = 36,9° und

120 mm

Xmax = Ymax = -————— = 100 2
mex = Tmex = 5 cin 36,0° o
Danach kann
lleOmm:lulm
100

gewiihlt werden, so daB die Leitergleichungen lauten

X=1mm-.z
Y=1mm-.y

Z = 2 mm - cos 36,9° - =0,8mm-z.

®
2
Das danach angelegte Nomogramm zeigt Tafel 32.

Ablesebeispiel: vy = 30 mmin~}, v = 90mmint, ovm=45 mmin~1,

Im letzten Beispiel konnte der Faktor 2 leicht durch eine entsprechende Zeichen-
einheit der Ergebnisleiter erfaBt werden. Wenn ein solcher Faktor bei einem der

Summanden oder auftritt, kann er durch verschiedene Zeicheneinheiten

1 b

fi(=) falz)
1, und I, beriicksichtigt werden. Es sind dann die entsprechenden Leitergleichungen
mit I, <=1, in (28) einzusetzen, wobei diese GroBen so zu wihlen sind, da8 das
vorgelegte Gesetz erfiillt wird. Wenn solche Fille haufig auftreten, konnen allgemeine
Formeln zur Erfassung von Faktoren 4, B und C dhnlich wie in 1.3.2. hergeleitet
werden.
Eine weitere Moglichkeit zur Beriicksichtigung ungleicher Faktoren bei den Sum-
manden besteht darin, die Winkel zwischen den Leitern verschieden zu wahlen.
Wenn « der Winkel zwischen 2- und z-Leiter und 8 der Winkel zwischen z- und y-
Leiter ist, lautet die (28) entsprechende Gleichung

sin(x+f) sinf  sina
—z ~xt¥y-
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in die die Leitergleich el t sind. Fir «==f ergeben sich also un-
gleiche Faktoren bei den Summanden. Fiir diese Tafelform wird auf die angegebene
weiterfiihrende Literatur verwiesen.

Zuwei parallele Leitern werden von einer dritten geschmitten

In Bild 43 ist der grundsétzliche Aufbau einer Leitertafel mit zwei parallelen Leitern
dargestellt, die von einer dritten Leiter geschnitten werden. Wegen ihrer Gestalt
wird diese Art der Leitertafel haufig als N-Nomogramm bezeichnet.

A

Biaes B

Die z-Leiter beginnt im Punkt P, die parallele y-Leiter in R,; die letztere ist gegen-
liufig geteilt. Die z-Leiter hat ebenfalls den Anfangspunkt P, und endet in R,; ihre
Liinge ist P,R, = a. Eine Ablesegerade erzeugt auf den drei Leitern die Abschnitte
X, Y und Z.

Der Zusammenhang zwischen diesen drei Abschnitten wird durch Anwendung des
Strahlensatzes ermittelt:

X:Y=2%:(a—2). (33)

Auf der #- und y-Leiter seien beliebige Funktionsteilungen X =1, - f, (®),
Y =1, fy(y) aufgetragen. Wiire auch auf der z-Leiter eine solche beliebige Teilung
Z =1y - f3(z) angebracht, ergiibe sich eine Schliisselgleichung von einer so speziellen
Form, daB diese kaum Anwendung finden konnte. Deshalb wird fiir die ganze rechte
Seite von (33) gesetzt

Lo fatd) = 2,

oder, nach Z aufgelost:
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Lsfa(2)
- 34
o= Ls’: () +1 ©4)
Die Schliisselgleichung lautet dann, wenn noch L, = % gesetzt wird,
f 1 (@)
= 35
hia) =37 (35)

Damit ist die Division und — nach Umformung — auch die Multiplikation von zwei
Funktionstermen in einer Leitertafel darstellbar. Das wire zwar auch durch eine
Leitertafel mit drei parallelen Leitern moglich, doch miite dafiir die Gleichung erst
logarithmiert werden, damit sie mit der Schliisselgleichung (25) iibereinstimmt. Die
entstehenden logarithmischen Teilungen sind aber in manchen Fillen, z. B. in zu-
tzten Nomogr storend.

Die Glelchung (34) der Ergebnisleiter ist die einer gebrochen rationalen Funktion
mit f5(2) und entspricht der Gleichung (6) der projektiven Leiter. Jedoch ist an die
Stelle der Variablen z jetzt der Term L,f,(2) getreten, wobei 4 =1, B=0,C =1
gilt. Die z-Leiter ist also nicht unmittelbar eine projektive Leiter fiir z, sondern ent
steht durch projektive Umformung der zu fg(2) gehdrigen Funktionsleiter.

sa

BEISPIEL

3. Geht ein Lichtstrahl von einem Medium in ein optisch dichteres iiber, so wird der Strahl
nach dem Einfallslot hin gebrochen (Bild 44). Die Brechzahl # (Brechungsindex) ist fiir jeden
Stoff charakteristisch.
Fiir das Brechungsgesetz

_sina

sin §

ist eine N-Leitertafel zu entwerfen. Fir dle Brechzahlen fol-

gender Stoffe sind dere Marken k
Luft I Wasser | Kronglas ' Diamant
t | s | s | 2e Bild ¢4 [

Tafelhohe 125 mm, Tafelbreite 60 mm.
Unter welchem Winkel wird ein Lichtstrahl gebrochen, der unter « = 27° auf Kronglas fallt?

‘Welche GroBe hat der G: inkel der Totalreflexion (&« = 90°) fiir Wasser?
Loésung: Die li de Funktionsgleicl ist von der Form (35) mit f,(z) =sinz,
In(y) =siny, f(2) =z=n.
dle - und yLelter konnen ichst die Zeicheneinheiten gewihlt werden. Aus dem
pt h folgt, daB8 die Winkelbereiche 0---90° sinnvoll sind.
T MRS

sin 90° — sin 0°
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Mit dieser Zeicheneinheit konnen die z-Leiter von unten nach oben und die y-Leiter von
oben nach unten mit einer Sinusteilung versehen werden (Tafel 33).

Die Anfangspunkte P, und R, begrenzen die Mittelleiter mit Py R, = a, wobei in P, zugleich
ihr Anfangswert liegt. Nach Gleichung (34) gilt fiir die 2-(n-)Teilung mit L = 1

2 1
Z= = -—].
s z4+ 1 = (1 z+ l)
Da im vorli den Fall f5(2) ittelbar gleich der Variablen z ist, liegt eine gewthnliche

projektive Leiter vor, die in iiblicher Weise durch Projektion aus einer reguliren z-Leiter ge-
wonnen werden kann (vgl. 1.1.3.2.). Dazu sind drei Punkte zu wihlen, z. B.

z l 0 l 1 | oo

z 0 2 a
2

Als Triiger der reguliiren Leiter kann die 2-Leiter verwendet werden, die mit der projektiven
Leiter denselben Anfangspunkt P, hat. Der Pol P der Projektion liegt auf der y-Leiter, da
er parallel zur reguliren Leiter den Punkt oo in R, erzeugen muB (Bild 45). Die be-

liebige regulire Lelbertedung wu'd 8o gewihlt, daB der interessierende Bereich der z-Leiter
mit nicht zu flach schneid wird. Die reguliire Teilung und die Pro-

jektionsstrahlen sind nur zur Anlage der Tafel 33 nétig und konnen im endgiiltigen Nomo-
gramm weggelassen werden.

Die geforderten Aufgaben sind in Tafel 33 eingetragen:

a=27°, =n=156 (Kronglas) - B =17,5°
o=190° n=133(Wasser) — f=48,5°.

Zusammenfassung oo
Dres parallele Leitern
Schliisselgleichung R

Clfs(2) — fa(z0)] = A[f1(2) — h(zo)] +
+ Blf2(y) — f2(y0)]

Al,

Teilungen:
)

X =4h(@) — hi)] P

Y =Ll — f(»)] ]

Z =Lfs(2) — falz)] I
Abstinde der Leitern: ]

b  Abstand zwischen z- und z-Leiter A

a  Abstand zwischen z- und y-Leiter .

E 2

)

/ Bild 45
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Zeicheneinheit der z-Leiter
a C 5 C
[ s
a+b A a+b B
Drei Leitern gehen von einem Punkt aus und schliefen gleiche Winkel « ein
Sohliisselgléichung
1 1 1
AR A= AT
Teilungen
X =1 fi(2)
Y =119
Z =2lcos o fy(2)
Hohe der Tafel h, Breite der Tafel k
k
tan o = °h
k h

rxmu=ynux= Y —
2gino cos o

Zwei parallele Leitern werden von einer dritten geschnitten

Schliisselgleichung
_h@®
b=t
Teilungen
X =1bhL-f()
Y=10h" fiy)
Z=a L - f3(2)
L-fs(z) +1

Dabei ist a Liinge der z-Leiter und L =

]

AUFGABEN
32. Die folgenden Zuordnungen sind durch Doppelleitern darzustellen

a) kW und PS (1 kW = 1,36 PS)
b) cm und Zoll (1” = 2,54 cm)

33. Auf einer Liinge von 120 mm ist eine Doppelleiter fir f(z) = sinz° mit 0 = z° < 360°
anzufertigen. 2
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34, Fiir die Gleichung

eine Leitertafel anzulegen (Hohe 150 mm, Breite 90 mm).
35. Fiir die Masse von Stahldriihten gilt

m=p- %d’l,

wobei ¢ = 7,85 kg/dm® zu setzen ist. Unter Verwendung der Umformung aus Beispiel 1
in 1.1.2. ist eine Leitertafel mit den Bereichen

herzustellen (Hohe 100 mm, Breite 80 mm).
36. Eine Leitertafel ist fiir

in den Bereichen 1 <,y < 10 anzulegen (Hohe 100 mm, Breite 80 mm).
37. Fiir die Gleichung von Aufgabe 3 ist eine Leitertafel in den Bereichen

u

15— <150
5_v =

0,01§i§1
mm

und mit 4 = 10 cm? anzulegen. Die Kraft F ist in Millipond anzugeben (Hohe 120 mm,
Breite 75 mm).

38. Der Scheinwiderstand fiir die Reil hal eines Ohmschen und eines induktiven Wider-
standes ist:
Z = VR + o*I2.

Zur Auswertung dieser Formel ist eine Leitertafel mit der Kreisfrequenz o = 2nf = 3143
in den Bereichen 8
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0= = 300, 0§£§1

|
H

zu entwerfen (Hohe 150 mm, Breite 100 mm).

39. Eine Leitertafel zur Berecl her Schraubenfedern ist nach der zugesck
GroBengleichung

d\?® Tzul
,002 (—) -
000 (mm) kpem—2
r

mm

F= kp

in den Bereichen

1% <10 wa 10" <100
mm mm

zu entwerfen. Es bedeuten F die Last, » den mittl Wind durck und @ die
Dicke des Drahtes; fiir die zulissige Spannung ist zu setzen 7zm = 3500 kpem=2 (Hohe
120 mm, Breite 80 mm).

40. Es ist eine Leitertafel mit drei parallelen Leitern zu entwerfen, deren Absta.nde a und b sich wie
1:2 verhalten und auf denen logarithmische Leitern mit gleichen Z
sind.
Welche Funktion wird durch diese Leitertafel dargestellt?

41. Welche Form einer Leitertafel mit reguliren Leitern kann fiir die Funktionsgleichung

R= k R;{ (Parallelschaltung von zwei Widerstinden)
1
ange det werden? (Anlei : Umformung der Funktionsgleichung)
42. Die Beziehung fiir die WEEATSTONESChe Briickenschaltung
R, X
R, L— I—X

(vgl. Aufgabe 12), wobei L = 1000 mm die Lange des MeBdmhtes ist, soll in Form einer
N-Leitertafel da.rgeatellt werden.

. Bereiche: 0 < —% ’ <100

0= = 100

Bl ol o

0

1A

= 1000

Hohe 100 mm, Breite 80 mm
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1.4. Zusammengesetzte Nomogramme

1.4.1. Verkniipfung von Nomogrammen

Mit den bisher behandelten Netz- und Leitertafeln konnen Funktionen mit drei
Variablen dargestellt werden. Liegt die Aufgabe vor, in der Praxis héufig vorkom-
mende Funktionen mit vier und mehr Variablen zu erfassen, so kann das mit Hilfe
von zusammengesetzten Netz- und Leitertafeln geschehen. Dazu ist die vorliegende
Funktion in Teilfunktionen mit jeweils drei Variablen aufzuspalten, und fiir diese
sind mit den bekannten Methoden die zugehérigen Nomogramme zu entwerfen. Die
entstehenden Teilnomogramme sind in geeigneter Weise zu verkniipfen. Liegt z. B.
eine Funktionsgleichung mit vier Variablen

v = f(z;y;u)
vor, 8o kann es gelingen, einen Teil
2 =fi(a:y)

abzuspalten, der nur die Variablen # und“y enthalt. Mit der Hilfsvariablen z geht
dann die urspriingliche Funktionsgleichung in

v = fy(zu)

iiber. Damit wird die vorgelegte Funktion mit vier Variablen in zwei Schritten ge-
" bildet, wobei allerdings zusétzlich eine Hilfsvariable auftritt, so daB jetzt insgesamt
fiinf Variablen vorkommen. Es muB bemerkt werden, da8 die Aufspaltung der Funk-
tion in Teilfunktionen, die nur jeweils zwei unabhingige Variablen enthalten, nicht
in allen Fillen moglich ist. Der beschriebene Weg ist jedoch in zahlreichen praktisch
wichtigen Fillen anwendbar. Die Teilnomogramme konnen als Netz- oder Leiter-
tafeln in bekannter Weise angelegt werden. Es sind jetzt nur Hinweise nétig, wie
diese miteinander zu verkniipfen sind. In den meisten Féllen wird die Verbindung
iiber Leitern erfolgen, auf denen die Hilfsvariable (im obigen Beispiel z genannt)
in den beiden Teilnomogrammen aufgetragen ist. Lediglich die Verbindung von
zwei Netztafeln kann im Ausnahmefall iiber die Kurvenschar fiir den Parameter
erfolgen, wenn in beiden Teilnomogrammen die Hilfsvariable als Parameter auf-
tritt.
Wenn die zwei Leitern, iiber die die Verkniipfung erfolgen soll, in Richtung wie
Orientierung, in der Art der Teilung und in der Zeicheneinheit iibereinsti S0
kénnen sie unmittelbar zur Deckung gebracht werden oder, wenn dies aus Griinden
der Ubersichtlichkeit nicht ratsam ist, als Leiterpaar nebeneinander liegen, wobei
eine Parallelenschar die Fithrung beim Ubergang vom Nomogramm 1 zum Nomo-
gramm 2 iibernimmt (Bild 46). Die Nomogramme kénnen dabei Netz- oder Leiter-
tafeln sein.
Wenn die beiden Leitern parallel liegen und dieselbe Teilung, jedoch verschiedene
Zeicheneinheiten haben, so kann die Verbindung iiber die Projektionsstrahlen einer
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r4 p 4
y N,
Bild 46
Z
e
/ N,
N
i
Bild 47
/4
Z
N,
Bild 48 A
AZ B

Zentralprojektion zwischen parallelen Leitern erfolgen (Bild 47, vgl. auch 1.1.3.1.
und Bild 5). Liegt das Projektionszentrum zwischen den Leitern, kann gleichzeitig
eine Richtungsumkehr der Leitern erzielt werden.

Stimmen die Leitern in der A7t ihrer Teilung iiberein, liegen jedoch verschieden (z. B.
unter rechtem Winkel zueinander), so kann der Ubergang zwischen ihnen je nach der
geforderten Richtung entweder durch Parallelprojektion (Bild 48) oder durch Spiege-
lung iiber eine sogenannte Leitlinie A C' nach Bild 49 erfolgen. In beiden Fallen
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=l
~

Bild 49

Bild 50

werden auf Grund der Strahlensitze Abschnitte der einen Leiter 4 B in dhnliche Ab-
schnitte der Leiter BC iiberfiihrt, wobei gleichzeitig die Zeicheneinheit gedndert
werden kann.

Bei den bisher beschriebenen Konstruktionen iiber den Ubergang zwischen zwei
Leitern brauchen héufig die Fithrungslinien nicht eingezeichnet zu werden, da sie
durch ein ohnehin vorhandenes Netz oder eine einfache Anweisung fiir den Ubergang
ersetzt werden kénnen.

Unterscheiden sich schlieBlich die beiden Leitern in der Art ihrer Teilung, so bleibt
nichts anderes iibrig, als alle entsprechenden Teilpunkte durch Zuordnungslinien zu
verbinden (Bild 50). Dem Aufbau dieser sogenannten Zapfenschar liegt keine ein-
fache Konstruktion zugrunde, so daB alle bendtigten Linien einzuzeichnen sind.
Die Genauigkeit ist insbesondere bei Interpolation nicht sehr gut.

In den meisten Fillen hat die Hilfsvariable keine praktische Bedeutung, so daB
ihre GroBe nicht interessiert. Es kann also hiufig die Bezifferung der z-Leiter ent-
fallen, und die Verbindungslinien kénnen in beliebigem Abstand gezogen werden.
In Bild 46 z. B. kann die Schar von ungleichabstindigen Parallelen durch die
Linien eines beliebigen Netzes ersetzt werden, die die Fithrung bei der Ablesung
iibernehmen.

Alle bisherigen Betrachtungen gelten fiir beliebigen Aufbau der Teilnomogramme.
In den folgenden Abschnitten wird die Verkniipfung der verschiedenen Arten von
Nomogrammen behandelt, wobei nur noch ergiinzende Angaben nétig sind.

'
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1.4.2. Verbindung von Netztafeln

Die beschriebenen Methoden kénnen auf die Verbindung von Netztafeln angewandt
werden, wie am Beispiel

v =[(%;9;%)
mit der Zerlegung

z=f(zy)
v = fy(z;u)

gezeigt werden soll.

Bei dem Aufbau des Nomogramms nach Bild 51 ist die Leiter der Hilfsvariablen in
beiden Netztafeln Abszissenachse. Wenn die Teilungen fiir z iibereinstimmen, kénnen
die beiden Teilnomogramme unmittelbar aneinandergelegt werden. Die Ablesung
erfolgt in der angedeuteten Weise, wobei der Wert von z nicht interessiert. Dasselbe
Verfahren ist natiirlich auch moglich, wenn die z-Achse in beiden Netztafeln Ordi-
natenachse ist. .

/ y

=0
0

/ 2,

Z 5'1 z R v
Bild 51 Bild 52

S

Liegen dagegen die z-Achsen verschiedenartig, so wird eine Spiegelung iiber eine
Leitlinie entsprechend Bild 49 vorgenommen. Beim endgiiltigen Nomogramm nach
Bild 52 wird die Spiegelungsschar nicht mehr eingezeichnet, es braucht nur bei der
Ablesung der jeweils interessierende Wert iiber die Leitlinie projiziert zu werden.
Vom Teilungspunkt P, des gegebenen z-Wertes verlduft die Ableselinie iiber die
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Bild 58

7

Linie, die zum gegebenen Wert des Parameters y gehort, zur Leitlinie: Die Ver-
langerung bis zur z-Achse (P,;) ist nicht notig, die Ablesung geht sofort weiter auf der
waagerechten Projektionslinie zum Punkt P,; und von dort iiber die Linie zum
gegebenen % auf die Ergebnisleiter ». Die Ableselinie P, P, P; P, P, heit Lauflinie.
Eine Beschriftung der z-Leiter ist unnotig.

Falls in beiden Teilnomogrammen die Hilfsvariable z die Rolle des Parameters
spielt (Bild 53), 148t sich die Verbindung der Netztafeln durch Verlangern der Schar
der z-Linien herstellen (Bild 54). Die Ablesung erfolgt in der in Bild 54 angedeuteten
Weise. Hier ist also Voraussetzung, daB die Kurvenschar fiir den Parameter in beiden
Teilnomogrammen vdllig gleichartig ist, was nur in Ausnahmefillen erreicht werden
kann. Wenn sich das zweite Nomogramm noch entsprechend Bild 55 in das erste
hineinschieben 1aBt, evtl. unter Veréinderung der Anfangspunkte der Leitern, ent-
steht eine handliche Tafel, die nach dem eingezeichneten Schema zu verwenden ist.
Die Leitern fiir » und » sind dann wegen der gréBeren Ubersichtlichkeit an den
rechten bzw. oberen Rand herausgezogen worden.

Der Aufbau der Teilnomogramme erfolgt nach den Richtlinien von 1.2., wobei
allerdings bei der Anwendung der Formeln beachtet werden muB, daB der Parameter
nicht mehr in allen Fallen mit z bezeichnet werden kann.

Bild 54 Bild 55
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BEISPIELE
1. Bei Rohren gilt fiir die Masse je Liingeneinheit die Formel

% =n(ds + &) o.

Es bedeuten @ die lichte Weite, s die Wandstéirke und ¢ die Dichte. Fiir die gebriuchlichen
MaBeinheiten gilt die Gleich

.
i d 8 8 \*¥ [
kgm1 0001 [(mm) (mm) i (mm) ].kgdm“ !

Tiir diese F ion ist eine Netztafel mit den Bereichen
0= -4 <100,
mm \
0= - <10,
mm
@ _ 27 (Aluminium); 7,25 (GuBeisen); 8,4 (Messing); 8,9 (Kupfer);

kgdm® 1 4 (Blei)
zu entwerfen.!)

Losung: Mit den Abkiirzungen r
T

s Y= y U=

d
mm kgdms,” ° kgm
ergibt sich die Gleichung
v = 0,001n(yz + 22) u.
Wird fiir die Klammer die Hilfsvariable z eingefiihrt, so entstehen die Teile
z=yz+ a®
»=0,00ltzu.
a) Teilnomogramm z = yx + a*
Da in d:eser Funktmnsglemhung eine Addition vorkommt, verbietet sxch eine Dmte]lung

im 1 hen Netz. Die Gleich icht auch nicht i den Schli
gleichungen (16) und (17) fiir das mm-Netz. Wenn jedoch x als Parameter gewmhlt wird,
ergibt sich eine lineare Beziehung zwmchen y und z, wobei der P: sowohl die Stei

als auch den Abschnitt der J Ter hepinfln Rt
Aus den Bereichen

0=2z<10, 0=y=100
folgt durch Einsetzen
0 <z < 1100.

Aufgabenstellung nach [5]
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Blld 56

Um einen einfachen Anschlu.B an das zweite Tel.lnomogramm zu erhalten, wird die Hilfs-
variable z auf der Abszi Mit den Z !, = 0,1 mm und
ly=1mm wird nach dem Schema von Bild 56 das Koordi 1 Die Gerad
des Biischels fiir die Parameterwerte z = 1,2, 3, ..., 10 werden jeweils aus geelgneten Punk-
ten (z;y) ermittelt.

Im endgiiltigen Teilnomogramm (oberer Teil von Tafel 34) wird die z-Teilung nicht an-
gebracht, da diese Hilfsvariable nicht interessiert.

b) Teilnomogramm » = 0,001mz%

Da die 2-Teilung aus dem ersten Nomogmmm reguliir ist, kommt auch hier nur ein Millimeter-
netz in Betracht. Die vorli icht jetzt ittelbar (17) mit 4 = 0,001,
B = 0. Es ergibt sich also eine Strahlentafel, wobei z als Abszisse festliegt und « als Parameter
zu wiihlen ist. Dies ist auch insofern sinnvoll, als nor e inzelne Werte von u ben6tigt werden.
Die Zeicheneinheit I, = 0,1 mm ist vom vorh N hriek Mit
l,=2mm fiir die vertlkale Teilung wird der untere Teil von Tafel 34 angelegt, wobei das
zwelte Nomogramm so weit nach unten gezogen wird, daB sich die beiden Geradenscharen
nicht storen. Die Geraden fiir » = 2,7; 7,25; 8,4; 8,9; 11,4 werden jeweils aus zwei Punkten
mit den Koordinaten (z;v) ermittelt. An die Linien fiir den Parameter ist nur die Materialart
angeschrieben, da das fiir den praktischen Gebrauch geniigt.

Ablesebeispiel: d = 80 mm, 8 = 5 mm, Material Kupfer — % = 11,9 kgm1,
2. Fiir die Gleichung

el
ne
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ist eine zusammengesetzte Netztafel (Maschinenkarte) auf doppelt-l ithmiscl Papier
anzulegen.

Bereiche:

152 <00, 015 <10,
min

L = 10, 20, ..., 100, L— ll 22, 45, 90, 180, 360.
mm min—!
Es bedenten:
L die Drehlinge,
» die Umdret des Werkstiick

s den Vorschub,
tn die Hauptzeit (Schnittd fiir die Drehléinge L).

Lésung: Mit
b L 38
=2 y=—, u= —, =
min mm min mm
ht die Zahl Teich
_ 4
= uy ’
die in
z=4
z
3
zZ=Uuv
zu zerlegen ist.
Beide Gleichungen besitzen die Form der Schliisselgleick (22) fiir doppelt-logarithmisck
Netz und ergeben Parallelentafeln.

a) Teilnomogramm z = %

Auf Grund der geforderben Werte mt es ratsam, y als Parameter zu wiihlen. Die Zeicheneinheiten
werden nach T pier etwa mit I, = I, = 50 mm gewah]t dabel
wird z auf der Ordinatenach Fiir die vorgegeb Werte des Par
werden Punkte zur Ermittlung der Linien der Geradenschar berechnet. Danach kann die linke
Hilfte von Tafel 35 angelegt werden Die Werte 1---100 fiir die Hilfsvariable z sind nicht
an die Al da sie nicht bendtigt werden, dern lediglich die
Werte 10-:-100 fiir den Parameter y. (Die Numerierung der Diagonalen stimmt mit der Be-
zifferung eines Teils der z-Leiter iiberein.)

Die z-' Tellung wird, mxt der Leitlinie auf den rechten Rand iibertragen und steht dort mit der-
selben Z inheit als A Jeiter fiir das zweite Teilnomogramm zur Verfiigung.

b) Teilnomogramm 2z = uv

Da fiir % nur einige Werte vorgesehen sind, wird es als Parameter beniitzt, v w-u-d auf der
Abszissenachse mit der durch das Netz festli den Zeicheneinheit und dem g¢ Be-
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reich aufgetragen. Die Geraden der Schar werden wieder aus geeigneten Punkten ermittelt,
wobei fiir die Anlage des rechten Teiles von Tafel 35 die nicht angeschriebenen Werte der
Hilfsvariablen z bendtigt werden.

Ablesebeispiel: s=10,6mm, 2 =22min"!, L=100mm — f#, ~ 7,6 min. (Der Wert
der Hilfsvariablen z s 13 ist ohne Bedeutung.) Die Lauflinie geht entsprechend den vor-
gegebenen Werten vom rechten Teil des Nomogramms nach dem linken.

1.4.3. Verbindung von Leitertafeln

Die Darstellung einer Funktion mit vier Variablen durch eine zusammengesetzte
Leitertafel soll am Beispiel der Funktionsgleichung

Die Darstellung dieser Funktionen in Form von Leitertafeln ist schematisch in
Bild 57 gezeigt, wobei auf Einzelheiten (Zeicheneinheiten, Abstandsverhaltnisse usw.)
nicht eingegangen wird. Es ist jedoch schon angedeutet, daBl die u-Leiter auf Grund
der Division durch u gegenlaufig geteilt ist.

(O

X ‘z

_,

T 1
D
T T T

Ll

'

T T TTTTT

<
D
<IN

z=xy

Bild 67

Die Verbindung der beiden Teilnomogramme muf iiber die z-Leiter erfolgen. Im
genannten Beispiel sind beide z-Leitern logarithmisch zu teilen. Durch geeignete
Wahl der iibrigen Zeicheneinheiten und der Abstéinde 1Bt es sich erreichen, daB
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T T TTTTT

Bild 68

auch die Zeicheneinheiten der beiden z-Leitern iibereinstimmen. So ist die in Bild 58
angedeutete Vereinigung der beiden Nomogramme zu einer zusammengesetzten
Leitertafel oder Verbundtafel méglich.

Das Ablesen erfolgt in zwei Schritten, die auch in Bild 58 angedeutet sind: Durch
die Punkte zu den gegebenen - und y-Werten wird eine Ablesegerade gelegt. Durch
deren Schnittpunkt mit der z-Leiter und den Punkt fiir den gegebenen u-Wert geht
eine zweite Ablesegerade, die im Schnittpunkt mit der »-Leiter das Ergebnis anzeigt.
Auf der Leiter fiir die Hilfsvariable z schneiden sich die beiden Ablesegeraden.
Dort liegen die Dreh- oder Zapfenpunkte der Fluchtlinien; deshalb heilt sie Zapfen-
linie. Der Wert der Hilfsvariablen wird im allgemeinen nicht benétigt, daher ist eine
Bezifferung der Zapfenlinie nicht erforderlich. Gelegentlich wird auf ihr eine be-
liebige reguldre Teilung angebracht, damit der Schnittpunkt der ersten Geraden als
Ausgangspunkt fiir die zweite Gerade festgehalten werden kann.

Die Zerlegung der Funktion in Teilfunktionen ist an sich willkiirlich, zu vermeiden
ist nur eine Form, bei der die Hilfsvariable in beiden Teilnomogrammen auf der
Ergebnisleiter erscheint, da dann das Aufstellen einer gemeinsamen Gleichung fiir
die z-Leiter umsténdlich wird.

In manchen Fillen ist es zu empfehlen, die z-Leiter in beiden Teilnomogrammen zur
AuBenleiter zu machen, indem’ z. B. durch Wahl einer negativen Zeicheneinheit
(gegenliufige Teilung) ein negatives Abstandsverhéltnis erzeugt wird. Die beiden
Teilnomogramme liegen dann auf verschiedenen Seiten der Zapfenlinie, so daB
die Ubersichtlichkeit groBer wird. Dieser Aufbau ist vor allem zu empfehlen, wenn
die beiden Leitern fiir die Hilfsvariable nicht zur Deckung gebracht werden kénnen,
sondern durch eine Zapfenschar verbunden werden miissen. Andererseits kann durch
einen solchen Aufbau das Nomogramm zu breit und damit unhandlich werden. All-
gemeine Regeln lassen sich nicht aufstellen, in jedem Einzelfall muB die Anordnung
gewihlt werden, die ein handliches und nicht zu stark verschachteltes Nomogramm
ergibt, bei dem die Ablesegeraden die Leitern nicht zu flach schneiden.
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BEISPIELE
1. Der Leistungsbedarf P eines Motors ist
P= Fv
L]
Hierbei sind F d1e Lut, v die Geschwmdxgkelt und 7 der mechanische Wn-kungsgmd
Fir den prak h sind die Bereiche 0,1 <7 =<1; 10kp < F < 100 kp;

0,1 ms—! < v =<3 ms! vorgegeben. Es ist eine Leitertafel mit der Hohe 180 mm und Breite
100 mm zu entwerfen.

Losung: Mit
_F _ v - T
3—5, y= g ¥=m ¥WS kpma?
heit die Zahlenwertgleichung
w= ﬂ.
u

Sie entspricht damit im Aufbau dem oben behandelten Beispiel und den Verhiltnissen von
Bild 58.

a) Teilnomogramm 2z = zy

Logarithmieren ergibt gz =Ilgz +lgy und damit Ubereinsti mit der Schliissel
gleichung (25) mit A =B =C =1 Alle Leitern erhalten logarithmische Teil Nach
4) folgt
180 mm
1, ——— =180
s S 1,100 —1g 10 e
B, < —B0BIm o
ig3—1g0,1

Mit 1, = 180 mm, [, = 120 mm 148t sich nach (26) das Abstandsverhiiltnis ermitteln:
a A-l, 1-120mm 2

5 B-l, “1.180mm 3

das zuniichst versuchsweise mit @ = 20 mm, b = 30 mm befriedigt werden soll. Nach (27)
gilt fiir die z-Leiter I, =72 mm, und aus 2, = 10, y, = 0,1 folgt fiir den Anfangspunkt

2o = 1. Mit diesen Wetten geht die Zapfenlinie in das zweite Teilnomogramm ein.
Mit den berech heiten und Leiterabstinden kann die linke Hilfte von Tafel 36
angelegt werden.
b) Teilnomogramm w = z
u

Wieder ergibt L ithmieren eine Gleich der Form (25)

lgw=Ilgz—1gu,
wobeijetzt 4 =1, B = —1,C = 1 ist. Die z-Leiter liegt vom v N
her fest (I, = 72 mm, z, = 1). Fiir das geforderte Intervall gilt:

= -—280mE _ igomm.

“= g1 —1g0,0
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Bei der durch Bild 58 gegebenen Anordnung der Leitern ist die u-Leiter wegen des negativen
B gegenliufig zu teilen, also I, = —180 mm mit %, = 1, u, = 0,1.
Die Leiterabstéinde sind 1t. Bild 58 mit d und e bezeichnet, es gilt:

/
Falls d =50 mm und e =20 mm gewiihlt werden, fallen die y- und w-Leiter zusammen
(a = e). Das bringt keine Schwierigkeiten mit sich, da sich die beiden Teilungen an verschie-
denen Seiten des Triigers anbringen lassen.
Mit dieser Wahl der Leiterabstéinde wird die geforderte Tafelbreite eingehal

b+ e+ d=100 mm,

es braucht also nachtriiglich nichts mehr geiindert zu werden. Fiir die Zeioheneinheit der
w-Leiter ergibt sich nach (27)

3 . 2 «l, = 51,43 mm.

l'”=d+e 4

Aus zp=1,u, =1 folgt wy=1.

Damit kann die Tafel 36 vervollstandlgt. werden.

Ablesebeispiele:

a) F=60kp, v=2ms?, =05 - P=240kpms;

b) P=20kpms™!, 7=0,64, v=025ms? —» F=0>512kp.

. Es ist eine zusammengesetzte Leitertafel zur Ermittlung der Masse m (in kg) von Eisenrohren
(e = 7,85 kgdm™?) zu entwickeln, die die Léinge !, den #uBeren Durchmesser D und den
inneren Durchmesser d haben.

Bereiche: 0 < =100

Maximale Hohe und Breite 100 mm
Losung: Fiir die Masse gilt die Formel

m=g-%(D’—d‘)l.

Mit dem gegebenen Wert fiir ¢ und den vorgegebenen Einheiten ergibt sich entsprechend
den Umformungen in 1.1.2., Beispiel 1:

g2 ()4

und mit den Abkiirzungen
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= y= U=—, v=—

4 L

s s
mm mm m kg
= 6,16 10-3(y* — %) - u.

Diese Gleich soll als Verbundtafel mit der Zerl

2=y —a?
v =6,16: 10222y

dargestellt werden.

Um im ersten Teil inheitliche Leiterteil zu erhalten, wurde als Hilfs-
variable 2* gewihlt.

Wahrend die erste Gleichung berews der Schliisselgleic} (25) pricht, wird dies fiir die
zwei ich erst durch L i icht:

lgv=2I1gz+lgu+1g (6,16 . 10-%).

Daraus ergibt sich, daB im ersten Teil die z-Leiter quadratisch, im zweiten log-
arithmisch zu teilen ist. Fiir z stehen sich also zwei nichtkongruente Leitern gegeniiber, die
nach Bild 50 in 1.4.1. durch eine Zapfenschar verbunden werden.

Dafiir ist es mtaam, die Leltert.a{el nach Bild 59 anzulegen Die z-Leitern sollen also in beiden
Teil B8 sein. Die Zeich iten auf den beiden z-Leitern sind so
zu wihlen, daB der wxchhgate Bereich mit geniigender Genauigkeit {ibertragen wird.

- e
e fie == T

\\.
\\

3~
—

8
E{S]
313

Bild 50

a) Teilnomogramm 2? = y® — a*

Es ergibt sich laut (25) eine Leitertafel mit 4 = —1, B=1, C =1 und quadratisch ge-
teilten Leitern. ¥
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Zeicheneinheiten :
100 mm
= 100° — 0 = 0,01 mm
100 mm
ly § 50 —0 = 0,0044 mm
Wenn eine geringe Eins des Zahlenbereiches auf der y-Leiter zugelassen wird,

kann [, = 0,00 mm und J, = 0,005 mm gewiihlt werden.

b Bl 1.0,01 mm 2
2 wird rechte AuBenleiter mit @ = — 20 mm, b = 40 mm.

a 4 —20mm 1
l,= ———.—.0,01 =0,
N T ———] 0,01 mm ,01 mm

Anfangspunkte: o =10, ¥ =10, zo —0. Die 2,-Leiter umfaBt damit einen Bereich von
0 bis 100, sie wird jedoch im endgiiltigen Nomogramm nicht beziffert (Tafel 37).

b) Teilnomogramm v = 6,16 - 1078 2*»
Aus dem Vergleich von
Igv=21gz+1gu+1g(6,16-10°%)

mit (25) findet man A = 2, B =1, ¢ = 1. Der aus dem linken Teilnomogramm stammende
Bereich von z (0+--100) kann nicht vollstindig iibertragen werden, da die logarithmische
Teilung nicht mit Null beginnen kann.

Als wichtigster Bereich wird der von 10 bis 100 herausgegriffen.

lp < —0WB __ _ 460 mm
1g 100 — Ig 10
100 mm
< ———— =768mm
luungO—lgi

Endgiiltig wird gewihlt I, = 100 mm, [, = 75 mm.
d _Al, _ 2-75mm 3

% "Bl 1-100mm 2

d=30mm, e¢=20mm

Mit diesen MaBen und der Breite des 1. Nomogramms ergibt sich eine Gesamtbreite von
90 mm, so daB fiir die Zapfenschar noch etwa 10 mm zur Verfiigung stehen. Der Abstand der
2-Leitern ist beliebig, er ist nur so zu wihlen, daB die Zuordnungsgeraden nicht zu steil ver-
laufen.

Anfangspunkte: z = 10, up =1 — v, = 0,616.
Damit kann die vollstindige Tafel 37 angelegt werden.

Ablesebeispiel: d = 50 mm, D = 60 mm, l=5m — m=34kg.
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14.4. Verbindung von Netz- und Leitertafeln

Es ist durchaus méglich, die Teilfunktionen, die bei der Zerlegung der darzustellenden
Gleichung entstehen, teilweise durch Netztafeln und teilweise durch Leitertafeln dar-
zustellen. Die Verbindung ist einfach moglich, wenn eine Leiter der Leitertafel
gleichzeitig als Achse der sich anschlieBenden Netztafel verwendet werden kann.
Alle behandelten Verkniipfungen lassen sich natiirlich auch auf mehr als zwei
Nomogramme anwenden. Dabei ist es hiufig nittzlich, zwischen Netztafeln Leiter-
tafeln zwischenzuschalten, da so der Ubergang vereinfacht wird, indem Leitlinien,
Zapfenscharen usw. gespart werden. Das gilt vor allem dann, wenn Additionen auf-
treten, die unmittelbar auf die Schliisselgleichung der Leitertafel fiihren.

Vergleich zwischen Netz- und Leitertafeln

Es entsteht nun tiberhaupt die Frage, welche Tafelart fiir eine bestimmte Anwendung
vorzuziehen ist. Allgemeine Regeln lassen sich nicht aufstellen. Die Netztafel ist, vor
allem wenn krummlinige Scharen oder pezielle Funktic tze zugel werden,
umfassender anzuwenden als die Leitertafel, die einen speziellen Aufbau ihrer
Schliisselgleichung besitzt. Die Netztafel gestattet weiterhin einen besseren Einblick
in die Bigenschaften der dargestellten Gesetze (Kurvenform usw.), withrend die Leiter-
tafel ein reines Recheninstrument darstellt. Die Leitertafel ist dagegen iibersichtlicher,
besitzt einen einfacheren Aufbau, benétigt haufig weniger Platz bei gleicher Ge-
nauigkeit, und alle GroBen lassen sich leicht auf den Leitern ablesen, wihrend bei
der Netztafel fiir den Parameter nur einzelne Werte erfaBt werden kénnen. Bei der
Ablesung einer Leitertafel wird ein Hilfsmittel (Lineal o. &.) und eine glatte Unter-
lage benstigt, die Netatafel enthilt alle zur Ablesung nétigen Fithrungslinien in sich
selbst. Eine Netztafel behalt ihre Struktur auch bei einer Deformation, z. B. durch
Falten oder Verbiegung, bei der Leitertafel dagegen wird die Ablesegerade u.U. ein
anderes Ergebnis liefern.

BEISPIEL

Fiir die Aufgabenstellung 1t. Beispiel 2 des vc Abschnittes ist ein N
herzustellen, das aus einer Leiter- und einer Netztafel zusammengesetzt ist.

Losung: Die Gleichung

v=26,16.10"3(y% — 2% u

mit den Teilgleichungen

A=yt — 20

v =6,16.10" 22
legt es nahe, den ersten Teil wegen der direkten Ubereinsti g mit der Schliisselgleichung
(25) als Leitertafel beizubehalten und aus Tafel 37 zu iibernehmen. Dagegen kann die zweite
Teilfunktion als Netztafel dargestellt werden, die ittelbar an die quadratische Leiter

% =1,-2* fir die Hilfsvariable angeschlossen werden kann. Dadurch wird das quadra-
tische Glied im Leiteraufbau beriicksichtigt, so daB eine lineare Beziehung zwischen den der-
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gestellten Lingen tibrigbleibt. Die Achse fiir » kann also regulir geteilt werden, Als Parameter
wird u gewihlt, es ergibt sich guf Grund des 1i Z h eine Geradensch
Tm Grunde ist ein Netz mit quadratischer Teilung fiir z und linearer Teilung fiir v erforderlich.
Da aber fiir z die Werte nicht benotigt werden, sondern nur Fithrungslinien fiir die Ablesung,
kann das Nomogramm auf mm-Papier angelegt werden (Tafel 38). Die angeschriebenen
Werte von z werden nur bei der Anlage des N zur Ermittl der P it
linien aus zwei Punkten (z;v) gebraucht. Als Ablesebeispiel ist wiederum wie in Tafel 37
d=50mm, D=60mm, l=5m — m~ 34kg eingetragen, jedoch ist in diesem Bereich
das vorliegende Nomogramm ung Als zweites Ablesebeispiel wurde noch d = 80 mm,
D=110mm, ! =12m — m~ 420kg eingetragen.

Das Beispiel zeigt, daB durch die Kombination von Netz- und Leitertafel die mit groBen
Ungenauigkeiten behaftete Verwendung einer Zapfenschar gespart werden kann.

Die Losung diirfte die giinstigste sein, da eine D: Alung der Funktion durch zwei Netztafeln
die Anlage eines speziellen, doppelt-quadratisch Netzes fiir die erste Teilfunktion verlangt
hiitte.

AUFGABEN
43. Fiir die Formel

=Y
* = ok
ist ein N aus zwei N fel fzub Mit der Gleichung kann die Wanddick
s eines Rohres von der lichten Weite d berechnet werden, das einem Druck p ausgesetzt ist,
wenn die zuldssige Hochstbelastung k betréigt.

Bereiche: 0 < —L— <75
kpem?

100 = L =< 1000
mm

kpc’; — L 500, 600, 700, 800, 1000, 1500, 2000

0= <30
; mm
44. Fiir den Vergleich verschiedener Fordermengen von Kohle wird auf einen gleichen Wasser-
gehalt hnet. Fiir die Kohl m mit dem W gehalt w (in %), die der Menge
M mit dem Wassergehalt W entspricht, gilt
m(100% — w) = M (100% — W).

Es ist ein kombiniertes N aus zwei gleichartigen N feln mit den Bereick
o= M <500
t7 ¢
$,g=0.10,20,30,4o
o 0

zu entwerfen.
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Ablesebeispiel: m = 700 t, w = 40%, W — 30%, M = ?
Es ist zu tiberlegen, wie auf Grund der Gleichartigkeit d tstehenden Teil mme die
Tafel vereinfacht werden kann.

45. a) Fiir folgende Formeln ist je eine Netztafel mit dem Parameter n auf doppelt-logarith-
mischem Papier mit I, — I, = 50 mm anzufertigen:

1. v=mdn

mit den Intervallen fiir
den Durchmesser 1= -2 <10,
mm
die Lk T PSR T 1 § 1{ é 50
mmin-!

und mit den Drehzahlen » = 32, 51, 80, 128, 202 min-1.

2. r=L
n8

mit der Werkstiicklinge L = 1 m = 1000 mm, den Intervallen fiir
den Vorschub 012 <10,
mm
die Schnittzeit 01 -——T— <10
min
und denselben Werten fiir die Drehzahlen wie bei v = ndn.

b) Beide Teilnomogramme sind mit Hilfe der Kur har fiir den P: 7 zu einem
Nomogramm zu verkniipfen.

46. Fiir die Gleichung 5

==
ns

ist in den Bereichen

10 =L <1000,
mm

eine Verbundleitertafel mit der Zerlegung
Bl omd e 2
n 8

anzulegen (Hohe 150 mm, Breite 100 mm).
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47, Fiir den Wirmedurchgang durch eine Wand gilt

Q = kAAt,
wobei @ die Wirmemenge, A die Fliche, 4¢ das Temperaturgefille und k die Wirmedurch-
gangszahl bedeuten.
Es ist ein kombiniertes Netz- und Leitertafel zu entwerfen mit folgenden An-
gaben:
k
keal m—2 h~ grd—
5 (Glas 0,3 cm dick)

3,7 (Stahlbeton 5,0 em dick)
3,0 (Stahlbeton 12,0 om dick)

2,1 (Holz 5,0 om dick)
1,7 (Ziegel 25,0 cm dick)
1,3 (Ziegel 38,0 cm dick)
1,1 (Ziegel 51,0 cm dick)
A4 At Q
1 — £10; 1= — =50; 1< ——— =1000
Smr T “gaT = kealh™*
48. Die beiden Gleichungen aus Aufgabe 45 sind fiir beliehiges L in folgender Zerlegung dar-
zustellen .
n=-— (Netstafel)
nd

h =sn (Leitertafel)

T= (Netztafel).

:'|h

Ablesebeispiel: d = 60mm, v =50mmin~!, s§=0,8mm, L=1000mm - T =1



2. Matrizenrechnung

2.1. Die Matrix?)
2.1.1. Anwendungsheispiele aus Okonomie und Technik

Die Matrizenrechnung hat in den letzten Jahren fiir die schnelle Erfassung und die
quantitative Auswertung 6konomischer und technologischer Prozesse immer groBere
Bedeutung gewonnen. Sie ist zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel geworden. So
lassen sich z. B. fast alle statistischen Ermittlungen in Matrizenform auswerten.
Hierzu zwei einfache Beispiele:

Die Tagesproduktion eines Betriebes ergab fiir die Produkte 4, B und C die folgende
Qualitatsverteilung:

Produkte
\ A B c
Qualitat
Q 120 95 84
I 440 290 76
IT 56 130 120
IIT 20 85 130

Das rechteckige System dieser Qualititsmatriz 1a8t erkennen, daB die Zeilen und die
Spalten von unterschiedlicher Bedeutung sind. Die einzelnen Spalten lassen die
Gesamtmenge je Produkt, die einzelnen Zeilen hi die Gesamtmenge der
einzelnen Qualititen stiick- oder mengenmagBig erkennen.

In einem GroBbetrieb ergab sich im Monat Januar fiir die einzelnen Teilbetriebe
folgender Verbrauch an Energie und Hilfsstoffen:

W Kohle (t) | Strom (MWh)| W % | Holz (ms
Botrish ohle (t) rom ( ) asser (m?) olz (m?)

A 600 37,6 5000 60
B 450 50,0 3200 80
C 320 42,8 2500 30

1) icula (lat.) das V ichnis, die Ordnung, die Anord
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Wiihrend in der zuerst angefiithrten Qualititsmatriz die Spaltensummen die Gesamt-
produktion der einzelnen Produkte 4, B und € und die Zeil men die G b
zahl der Produkte je Qualitit angeben, lassen sich bei der Verbrauchsmatriz nur die
Elemente der einzelnen Spalten sinnvoll addieren. Die Spaltensummen geben den
Gesamtverbrauch der 3 Teilbetriebe an Kohle, Strom, Wasser und Holz an. Die Addi-
tion der El te der einzelnen Zeilen hingegen ist zunichst wenig aussagekraftig,
da ungleichnamige GroBen nicht zusammengefat werden konnen. Werden jedoch
die einzelnen verbrauchten Mengen jeweils mit dem entsprechenden Kostenfaktor &y
multipliziert, so geben die einzelnen Zeilensummen die in jedem Teilbetrieb an-
fallenden Gesamtkosten K; fiir den Monat Januar an.

2.1.2. Die Koeffizientenmatrix

Werden fiir die in der Verbrauchsmatrix gegebenen Mengen die Kosten fiir Kohle
mit k&, MDN/t, fiir Strom mit k, MDN/MWh, fiir Wasser mit &, MDN/m?® und fiir
Holz mit ¥, MDN/m? eingesetzt, ergibt sich das folgende Gleichungssystem :

K, =600 k, + 37,5 ky + 5000 k; + 60 &,

K, =450 ky + 50,0 ky + 3200 kg - 80 &y

Ky =320 ky + 42,8 Iy + 2500 kg + 30 &y

Die Koeffizienten dieses linearen Gleichungssystems stimmen mit den Elementen
der gegebenen Verbrauchsmatrix iiberein. Die Matrix

600 37,5 5000 60
f® =450 50 3200 80
320 42,8 2500 30,

ist die zu dem gegeb linearen Gleichungssystem gehorige Koeffizientenmatrix.
Allgemein kann jeder Matrix eine lineare Beziehung und umgekehrt jeder linearen

Beziehung eine Matrix zugeordnet werden.

In diesem Abschnitt wurden als Anwendungsbeispiele fiir Matrizen eine Qualitiits-
matriz, eine Verbrauchsmatriz und die Koeffizientenmatrix gezeigt. Aufgabe der
Matrizenrechnung ist es nun zu untersuchen, wie derartige rechteckige Systeme
sinnvoll miteinander verkniipft werden kénnen, und zu definieren, welcher Zusam-
menhang unter den einzelnen Verkniipfungen jeweils verstanden ywerden soll. Das
wird in 2.2., Relationen und Operationen mit Matrizen, geschehen.

2.1.3. Definitionen, Begriffe, Symbolik

Die in 2.1.2. zwischen dem System ki, ks, ..., k,, den Kosten je Einheit, und dem
System K, K,, ..., K,, den Gesamtkosten je Teilbetrieb, dargelegten linearen Be-
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zichungen haben die allgemeine Form:

Ay ky + Gypky + o+ Ganky = K,
gy by + Aoy + -+ Ggakn = Ky

Ay By + Aok + oo+ Gnkn = K

Die Bézieh\mgen sind durch das Schema der Koeffizienten eindeutig festgelegt. Ein
solches rechteckiges Schema wird Matrix genannt.

Definition:

Eine Matrix ist ein rechteckiges, nach m Zeilen und » Spalten geordnetes Schema
von m - n Elementen.

Dabei sind m und » natiirliche Zahlen: m € NY), n € N.

Es erweist sich als zweckmiiBig, die Matrix als selbstindige mathematische GroBe an-
zusehen und sie durch ein mathematisches Symbol zu kennzeichnen.

Als Symbole fiir Matrizen dienen die groBen Frakturbuchstaben bzw. in der Schreib-
schrift die groBen deutschen Buchstaben. Im Druck kénnen Matrizen auch durch
fette oder halbfette Antiquabuchstaben gekennzeichnet werden. AuBerdem ist es
zulssig, Matrizen durch Unterstreichen groBer Buchstaben zu symbolisieren.

Die Zusammengehérigkeit der Elemente wird durch Zusammenfassen in einer Klam-
mer dokumentiert.

Es gilt also:

Am1 Qm2 -« Cmn

'
Neben runden Klammern sind auch eckige Klammern und senkrechte Doppelstriche
zur Kennzeichnung von Matrizen zugelassen.

AuBerdem kann eine Matrix dadurch symbolisiert werden, da8 das allgemeine
Element a;, das als Reprisentant aller m - n-Elemente gilt, in Klammern gesetzt
wird.

(36)

Ay -er Qin Qyy oo i
..... = (ax) oder e e | =lagl

.
A1 « o G Am1 -+ Cmn

1) N': Symbol fiir die Menge der natiirlichen Zahlen (vgl. [1])
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Durch die doppelten Indizes ist die Stellung jedes einzelnen Elements ay im System
eindeutig festgelegt. So steht das Element a,, im Kreuzungspunkt der zweiten Zeile
und der dritten Spalte.

Bei jedem ay gibt also das ¢ die Nummer der Zeile und das & die Nummer der Spalte
an, in deren Kreuzungspunkt das Element a;; steht. Die Menge der Elemente einer
Zeile der Matrix bilden einen Zeilenvektor und die Menge der Elemente einer
Spalte einen Spaltenvektor.

Jede Matrix hat m Zeilenvektoren und n Spaltenvektoren,

In der in 2.1.1. aufgestellten Qualitdtsmatrix konnen die vier Zeilenvektoren als
Qualitétsvektoren und die drei Spaltenvektoren als Produktionsvektoren bezeichnet
werden.

Vektoren werden durch kleine Frakturbuchstaben bzw. in der Schreibschrift durch
kleine deutsche Buchstaben gekennzeichnet. AuBerdem kénnen Vektoren in allen
den fiir Matrizen zugelassenen Formen durch entsprechende kleine Buchstaben sym-
bolisiert werden, so z. B. durch Unterstreichen kleiner Buchstaben oder durch Fett-
oder Halbfettdruck kleiner Antiquabuchstaben. Die Stellung der einzelnen Vek-
toren innerhalb des Matrizensystems wird ebenfalls durch Indizes gekennzeichnet.
Um die Zeilenvektoren und die Spaltenvektoren zu unterscheiden, soll festgelegt
werden, bei Zeilenvektoren den Index stets hock und bei Spaltenvektoren den Index
tief zu setzen.
Es ist also:

! N
1)

ot = (ay, @i, ..., @) und o =

Amik

Mit Hilfe von Vektoren kann eine Matrix wie folgt dargestellt werden:

a?
A= : oder B= (b, by, ..., 0y,)
am
Diese Darstellung von Matrizen stimmt formal mit der Darstellung von Vektoren
tiberein. Wird eine Matrix wie die Matrix 9 als Spaltenvektor geschrieben, dann

sind dessen Elemente af Zeilenvektoren. Wird die Matrix umgekehrt, wie die Matrix
B, als Zeilenvektor geschrieben, dann sind seine Elemente by, Spaltenvektoren.
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2.1.4. Typ der Matrix

Nachdem die Matrizen in 2.1.1. und 2.1.2. nach ihrem Inhalt untersucht und unter-
schieden wurden, sollen sie jetzt nach ihrer Struktur untersucht werden.

Die Anzahl der Zeilen und Spalten bestimmen den Ty;p der Matrix. Man sagt:

Eine Matrix mit 7 Zeilen und » Spalten ist eine Matrix vom Typ (m,n) oder eine
(m, n)-Matrix.

Allgemein wird der Typ éiner Matrix gekennzeichnet, indem die Anzahl der Zeilen
und der Spalten tief und in Klammern gesetzt werden. Man schreibt:

wobei der Zeilenindex ¢ von 1 bis m und der Spaltenindex & von 1 bis 7 lauft.
Wihrend die Symbolik

A = (aa)
nur allgemein kennzeichnet, daB irgendeine Matrix vorliegt, gibt die Symbolik

Wim,my = (@ik)m, n)

an, daB es sich um eine Matrix von einem ganz bestimmten Typ, ndmlich vom Typ
(m, n), handelt. :
Eine Matrix vom Typ (2,3) wird demnach allgemein wig folgt geschrieben:

G Gz O3
Wz.0) = (

Qg1 Ggp Qg
Zeilenvektoren sind also Matrizen vom Typ (1, n) und Spaltenvektoren sind Matrizen
vom Typ (m, 1).

Ist im Sonderfall die Anzahl m der Zeilen gleich der Anzahl » der Spalten, liegt eine
quadratische Matrix n-ter Ordnung vor; so ist z. B.

xr U a
A=y v b
z w ¢

eine quadratische Matrix dritter Ordnung. Wie bei Determinanten [1] sind auch hier
Haupt- und Nebendiagonale zu unterscheiden. So sind zum Beispiel in der gegebenen
Matrix z, v, ¢ die Elemente der Haupt- und 2, v, @ die Elemente der Nebendiagonalen.

I Zu jeder quadratischen Matriz 9 existiert die zugehorige Determinante det A = (A |.
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Wiihrend die Matrix

(s o

zum Beispiel das rechteckige Koeffizientenschema des linearen Gleichungssystems

Y= %+ 22,

Y2 =52, + 61,
darstellt, hat die zugehorige Determinante
12

det A =
et oA 5 6

den festen Wert — 4. Der Wert einer zweireihigen Determinante ist bekanntlich gleich
der folgenden Differenz:

Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus Produkt der Elemente der
Nebendiagonalen.

1:6—=56:2=—4

Jede Determinante driickt einen Zahlenwert aus, wiihrend eine Matrix eine An-
ordnung von Elementen ist und keinen Zahlenwert besitzt.

2.1.5. Einige besondere Matrizen

Es sollen nunmehr einige Matrizen auf die Besonderheit ihres strukturellen Aufbaus
hin untersucht werden.

2.1.5.1. Die Nullmatrix
Definition :

Eine Matrix heit dann und nur dann Nullmatrix, wenn alle ihre Elemente Null
sind.

Im Falle einer einreihigen Matrix spricht man auch vom Nullvektor. Die Nullmatrix
kann jeden Typ annehmen. Es ist jedoch nicht iiblich, bei der Nullmatrix den Typ
im Symbol mit anzugeben. So ist beispielsweise die aus zwei Zeilen und drei Spalten
bestehende Nullmatrix

000
D=(000)
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und die aus m Zeilen und n Spalten bestehende Nullmatrix

0 0...0
g_f0 0.0
0 0.0

Das Symbol © ist nicht die Zahl Null, sondern der grofie Buchstabe .

2.1.5.2. Die transponierte Matrix

Definition:

Vertauscht man in einer gegebenen Matrix die Zeilen gegen die entsprechenden
Spalten oder umgekehrt, so erhilt man die transponierte Matrix*) AT,

Aus U, o erhilt man die transponierte Matrix A7, ) und aus a(m, ) den transpo-
nierten Vektor afl, .

BEISPIEL
Zur Matrix
1 4
A=|5 6
3 9,

ist die transponierte Matrix AT zu bilden.
Loésung:
Nach der Definition sind die Zeilen gegen die henden Spalten zu ver h

Es ist -
ar_ (153
4 6 9

9T wird auch gestiirzte Matriz genannt. Die gestiirzte Matrix der gestirzten Matrix
ist wiederum die urspriingliche Matrix. Es gilt demnach:

1) Neben AT findet man in der Literatur als Symbole fiir die transponierte Matrix noch %’ und
1. Tn diesem Buch soll ausschlieBlich das Symbol AT benutzt werden
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Bei einreihigen Matrizen ist fiir

a
7]
A=a=| ~ AT = aT = (a, ay ... a,)
am
. und fiir
by
by
B=0b=(0by... ) BT =DT= )
bn

Eine einzeilige Matrix ist die Transponierte einer einspaltigen Matrix und umgekehrt.
Diese Eigenschaft wird oft im Drucksatz ausgenutzt. Da die Spaltenvektoren im
Druck meist viel Platz benotigen, wird an ihre Stelle gern der gestiirate Spaltenvektor,
némlich der Zeilenvektor aT, gesetzt.

2.1.56.3. Besonderheiten einiger quadratischer Matrizen
Definition:

Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente auBerhalb der Hauptdiagonalen
Null sind, heiBt Diagonalmatrix.

a 0 O
D=0 b 0
0 0 ¢

Definition :

Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente der Hauptdiagonalen Eins und
alle anderen Elemente Null sind, hei3t Einheitsmatrix.

Firn =3ist € =

= -
<
-

allgemein ist € =

(=1
.
—
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Definition:

Eine quadratische Matrix heiBt symmetrisch, wenn sie ihrer Transponierten gleich
ist.

det 9 ist dann einé symmetrische Determinante.
Zum Beispiel ist (

7 3 8
A=|3 11 6] eine symmetrische Matrix.
5 6 8
Es ist: I A=UA" und @y =ay (39)

Im einzelnen ist: a! = a,, a® = a, und a® = q;.
Definition :

Eine Matrix, deren Elemente in der Hauptdiagonalen alle Null sind, wahrend die
zur Hauptdiagonalen symmetrlschen Elemente sich jeweils nur durch das Vor-
hen unterscheiden, heilt antimetrische oder schiefsymmetrische Matrix.

Zum Beispiel ist
0 —3 a
A= 3 0 1] eine antimetrische Matrix.
—a —1 0
Fiir antimetrische Matrizen gilt stets
AT — — 9 (vgl. 2.2.3.). (40)
2.2, Relationen und Operationen

Aufgabe der Matrizenrechnung, des Matrizenkalkiils?), ist es, zwischen linearen Syste-
men, die durch die Elemente der jeweiligen Matrizen gegeben sind, Beziehungen auf-
zudecken und zu untersuchen sowie diese Systeme durch entsprechende Operationen
sinnvoll zu verkniipfen. Da Matrizen rechteckige Systeme, bei denen lediglich die An-
ordnung der Elemente entscheidend ist, und keine Zahlenwerte darstellen, sind die fiir
das Rechnen mit Zahlenwerten bekannten Rechenoperationen nicht ohne weiteres
auf die Matrizenrechnung iibertragbar. Es ist deshalb notwendig, die einzelnen Ver-
kndipfungen von Matrizen sorgfiltig zu definieren und den Giiltigheitsbereich der ein-
zelnen Definitionen exakt abzugrenzen. Ahnliche Uberlegungen muBten in der Arith-
metik bereits beim Aufbau der einzelnen Zahlenbereiche durchgefithrt werden. So
sind z. B. die Subtraktion und die Division im Bereich der natiirlichen Zahlen nur
begrenzt und erst im Korper der rationalen Zahlen unbeschrankt durchfiihrbar. Im
folgenden Abschnitt sollen die Verkniipfungen im einzelnen definiert werden.

1) Kalkiil von caleulus (lat.) Rect in zum Rech auf dem Rechenbrett; Rechnung
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2.2.1. Gleichheit zweier Matrizen

In 2.1.2. wurde als Anwendungsbeispiel u. a. die Verbrauchsmatrix fiir den Monat
Januar betrachtet. Wenn der Verbrauch fiir den Monat Februar dem fiir den Monat
Januar gleich sein soll, dann muB jeder Teilbetricb im Monat Februar von jedem
Posten genau die Menge verbrauchen, die er im Monat Januar benétigt hat. Es darf
weder ein zusdtzlicher Verbrauch hinzukommen, noch diirfen weitere Teilbetriebe
in die Untersuchung einbezogen werden.

Entsprechend wird auch die Gleichheit zweier Matrizen definiert.

Definition:

Zwei Matrizen sind einander nur dann gleich, wenn sie vom gleichen Typ sind
und wenn sie in allen ihren entsprechenden Elementen tibereinstimmen.

So folgt zum Beispiel aus
Gy Gy Gy —3 5 8
Gy Gy ay) \ T 4 6)’
ap=—3 @;=5 a=8

gy = 7 ag =4 Gy = 6.

Im Gegensatz hierzu sind bekanntlich Determinanten einander gleich, wenn sie den-
selben Wert haben, wihrend die Elemente verschieden sein kénnen.

Fiir
3 1 2 —2

= d =

4 (1 3) . 2 (1 3)
ist A B,
aber

dobu=|> 1| _gat 3|2 2| =58

et = | =8:de =3 g|=%
also ist det A = det B.
2.2.2. Addition und Subtraktion von Matrizen

Wenn aus den Verbrauchsmatrizen der Monate Januar, Februar und Marz die Ver-
brauchsmatrix fiir das I. Quartal gebildet werden soll, setzt das voraus, daB die zu
addierenden Matrizen vom gleichen Typ sein miissen und daB jeweils die einander
entsprechenden Elemente der drei Monatsmatrizen zu addieren sind. Dasselbe gilt
sinngeméB fiir die Subtraktion. Um aus der Quartalsmatrix den Verbrauch fiir die
Monate Januar und Februar zu ermitteln, sind die Elemente der Matrix des Monats
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Mirz von den entsprechenden El ten der Quartalsmatrix zu subtrahieren. Die
Definition fiir die Addition und die Subtraktion von Matrizen entspricht wiederum
vollkommen diesem Sachverhalt.

Definition:

Maitrizen werden addiert oder subtrahiert, indem die einander entsprechenden
Elemente addiert oder subtrahiert werden.

Das bedeutet, daB nur Matrizen von gleichem Typ addiert oder subtrahiert werden
kénnen.

Ist A+ B =C = (ca),
dann ist jedes Cik = @ix + Dik.
BEISPIEL

Es sind die Matrizen

%= (“u C 1 "'u) — B = (bu by bla)
g1 @z Oy, O bae by
zu addieren.
Losung: Nach der Definition ist jedes cg = ag -+ by, also:
(au ) “xs) (bn by bxs) . (”'u +by @yt by @yt bn)
@21 Oz g, LIS PP B @o1 + ba Qoo + Do gy + by

Hierbei ist es offensichtlich gleich, ob zur Matrix % die Matrix 8 oder umgekehrt zur
Matrix B die Matrix 9 addiert wird, denn bei Vertauschung der Matrizen wird
lediglich in den Elementen der Summenmatrix die Reihenfolge der Summanden
vertauscht, wihrend der Wert der Elemente unverandert bleibt.

Es gilt also:

A4+ B=B+ A (41)

Ebenso gilt:

A+B+E=A+B)+C=UA+ (B +E).
| Die Addition von Matrizen ist kommutativ und assoziativ [1].
Ferner gilt:

AL OD=UA

Die Nullmatrix spielt bei der Addition und der Subtraktion von Matrizen die gleiche
Rolle wie die Zahl Null bei der Addition und Subtraktion von Zahlen.
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Die Nullmatrix muB nach der Definition der Addition und der Subtraktion von
Matrizen stets vom Typ der urspriinglichen Matriz sein. Es ist zum Beispiel :

a, b, 4 0 0\ (a bl)
a; by 0 0/ \a, b,
2.2.3, Multiplikation einer Matrix mit dem Faktor k

Sind in der in 2.1.1. gegeb Verbrauchsmatrix die in jedem der ersten drei Monate
des Jahres verbrauchten, Mengen gleich, so ergibt sich die Verbrauchsmatrix fiir das
L. Quartal durch einfache Multiplikation aller Elemente der Matrix fiir den Monat
Januar mit drei, Umgekehrt kann bei gleichbleibendem Verbrauch der Monatsver-
brauch durch einfache Division aller Elemente der Quartalsmatrix durch drei er-
mittelt werden.

Diesem Tatbestand entspricht die folgende

Definition:

Eine Matrix wird mit einem Faktor % multipliziert, indem jedes Element der Matrix
mit k¥ multipliziert wird.

Die Division einer Matrix durch k kann als Multiplikation mit dem Faktor % auf-
gefaBt werden; sie ist somit auch in der obigen Definition enthalten.

Fiir k > 0 und & € NV 1Bt sich die Multiplikation einer Matrix mit dem Faktor % auf
die Addition von Matrizen zuriickfiihren. So ist z. B. fiir k = 2

2(“11 g als) - (au LT a13)+ (”'11 LT “13)_ (2“11 2ay, 2“13)
g1 Qg G, Qg1 Qgp gy ~ \gy gy Gy 2ay 205 204
Hinweis: Wahrend bei der Multiplikation einer Matrix mit einem Faktor k jedes Element

der Matrix mit dem Faktor & zu multiplizieren ist, sind bei der Multiplikation einer Determinante
mit dem Faktor £ nur die Elemente einer Reihe mit dem Faktor % zu multiplizieren. Es ist:

k(”u ‘ln) (k“fu k“:z)
P21 g, Fay  kag,

-7 2 —21 6
oder 3 = ,
( 4 —) ( 12 —15)

a, ! kay, ka kay; @
aber k| Gz = u R 1 G
Gy Gy L) | kagy  ag
- 3 -7 2 l =21 6 —21 2|
= 4 —50 " 4 57| 12 — |
3 (36 — 8 =105—24 =105 — 24

81 = 81 = 81



2.2. Relationen und Operationen 123

Die Regel fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Faktor ist umkehrbar.

Haben alle Elemente einer Matrix einen gemeinsamen Faktor k, so kann dieser
vor die Matrix gestellt werden.

Auf diese Weise ist es oft mdglich, bei betragsmiiBig sehr grofen oder sehr kleinen
Zahlen fiir die weitere Rechnung bequemere Ausdriicke zu erhalten.

BEISPIELE
Es sollen in den folgenden Matrizen die Elemente weitgehend vereinfacht werden.
875 625
1. A=
(1375 250)

Lésung: Der gemeinsame Faktor 125 ist vor die Matrix zu stellen.

2112575
- 12

0,00670 — 0,00042
~ \0,00028  0,00300
Losung: Der gemeinsame Faktor 10-3 ist vor die Matrix zu stellen.
6,7 —0,42
B =10
0,28 3

Fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Faktor k haben das kommutative, das
assoziative und das distributive Gesetz Giiltigkeit. Diese seien unter Verzicht auf eine
Beweisfiihrung genannt:

Kommutatives Gesetz: kA = Ak (42a)
Assoziatives Gesetz: EQYA) = RHA = k1A (42b)

Distributives Gesetz: | (B + 1)U = BA &+ 19 | (42c)

Die in 2.1.4. angefiihrte Eigenschaft antimetrischer Matrizen, die durch die Gleichung
AT =—A

ausgedriickt wird, kann nunmehr an einem Beispiel erlautert werden.
Wird die antimetrische Matrix dritter Ordnung
0 3 —1
A=|—-3 0 2
1 -2 0
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mit dem Faktor — 1 multipliziert, so ergibt sich die Matrix

0 -3 1
—A= 3 0 —2
—1 2 0,

Andererseits erhilt man durch Transponieren der gegebenen a.'ntimetrischen Matrix %

0 -3 1
At = 3 0 —2
—1 2 0,

d. h., es ist im Beispielfall
A =—9

Auf den allgemeinen Beweis wird verzichtet.

Die bisheri Op mit Matrizen sind sehr einfach. Sie sollen, ehe naéh einigen
Ubungen zu emem der Sohwarpu.nkte der Matrizenrechnung, der Multiplikation mehrerer
Matrizen mitei wird, nochmals kurz faBt werden.
Die Definiti furdle""“‘dle“‘“ und die Subtraktion von Matrizen sowie
fiir die Multiplikation mit einem Faktor % lieBen sich sinnvoll erkliren. Sie stimmen mit den
in den Beispielen du.rohgefu.hrben Uberl vollk iiberein. Gleichheit zweier
Ma.mzen‘ d im G zur Gleichheit von D i nicht Zahlenwertgleichhei
Ubereinsti in allen esnander entsprechenden Bl Addition und Subtraktion
sind im G zur Zahl hnung nicht unbeschriinkt durchfithrbar. Sie bleiben auf
Matri: vom gleichen Typ beschri kt. Dabei sind jeweils die einander entsprechendsn

Elemente zu addieren bzw. zu subtrahieren. Bei der Multiplikation (Division) mit einem Faktor
k sind alle Elemente der Matrix mit dem Faktor k zu multiplizieren (dividieren).

AUFGABEN
49. Es ist die Formel
kU + B) =kA+ kB

an einem Beispiel vom Typ (3,4) zu erliutern.
50. Die folgenden Matrizen sollen addiert bzw. subtrahiert werden.

a) 5 6 7 4 v w 2
8 —6 3 2 w y z r &
b) 5 8 7 -9
7 4) — 7 ‘6)
—6 9, —5 —8
) 3 7 —11 —11 8 15 -7 5 4
5 —6 2] + 4 7 8) — 9 3 7
4 5 T 21 3 5 36 —15 —8,
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51, Das Ergebnis der Aufgabe 50¢ ist mit dem Faktor 3a zu multiplizieren.
52. Es soll gezeigt werden, daB fiir Aufgabe 50b die Gleichung

A—B=U+(—B)

Giiltigkeit hat.
21 —12 21 7T —4 7
53. 15 33 —48 ] —(+3) 5 11 —16
—9 0 —15 -3 0 -5
54, Fiir Determi: die einer q ischen Matrix zugeordnet sind, gilt:
|| = kn| 9.

Diese Formel ist an einem Beispiel mit n = 3 zu erliutern.

2.24. Multiplikation mehrerer Matrizen
2.2.4.1. Multiplikation zweier Matrizen

Elementar gesehen hat die Multiplikation zweier Matrizen die Substitution zweier
linearer Gleichungssysteme zum Inhalt. Beispiele hierzu ergeben sich im téiglichen
Leben in groBer Anzahl. An einer einfachen Rohstoffberechnung sollen sowohl der
Inhalt als auch der Rech 1g der Matri Itiplikation geklart werden.
Fiir die Produktion der Endprodukte E, und E, werden die Zwischenprodukte Z, und
Z, und fiir diese wiederum die Rohstoffe B;, B, und R, bendtigt.
Im einzelnen werden gebraucht:

Fiir eine Einheit B,: 3 Einheiten Z, und 4 Einheiten Z,,
fiir eine Einheit E,: 2 Einheiten Z, und 3 Einheiten Z,,
fiir eine Einheit Z,: 1 Einheit R, und 2 Einheiten R,,
fiir eine Einheit Z,: 2 Einheiten R, und 3 Einheiten Rj.

Dieser Sachverhalt 148t sich gleichungsméBig wie folgt ausdriicken:

E,=32,+4%, Z,=1R, + 2R,
E,=2Z,+ 3%, Zy=2R;+ 3 R,.
Die zu den einzelnen Gleichungssy gehorigen Koeffizientenmatrizen sind :

a_(®* oot 2
_23) _(023
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Die Bérechnung des Rohstoffverbrauchs fir je eine Einheit der Endprodukte erfolgt
durch schrittweises Einsetzen?):

Z<« R,
s i 30RO 2R) 4 40, + 28, + 3Ry
Ey, =2(1R, + OR, - 2R;) + 3(0R, + 2R, + 3R,).
A Itiplizieren der Kl n und Zusammenfassen der entsprechenden Summan-
den ergibt:

E,—=(3-1+4.0)R, +(3-0+4-2)R,+ (3-2+4-3)R,

TI1/2
By=(2-1+3-0)R +(2-0+3-2)Ry+(2-2+3-3)R,

SchlieBlich fiihrt das Ausrechnen der Klammerausdriicke zur endgiiltigen Losung:

E, =3R, + 8RB, + 18R,
E, =2R, + 6R, -+ 13R,.

Fir 1 Einheit B, werden also 3 Einheiten R,, 8 Einheiten B, und 18 Einheiten R,
und fiir 1 Einheit &, 2 Einheiten R,, 6 Einheiten B, und 13 Einheiten R; benotigt.
Diesem Gleichungssystem, das durch Substitution des Systems II in das System I
entstanden ist, ist die Koeffizientenmatrix

€= 3 8 18

(2 6 13)
zugeordnet,.
Die Koeffizientenmatrix ist in dem angenommenen Beispiel gleich der Verbrauchs-
matrix fiir das geplante Produktionsprogramm.
Die gleiche Matrix ergibt sich, wenn die Matrizen % und % in folgender Weise mit-
einander verkniipft werden.

3 4\ (102 (3.144.0 3.044.2 3.244.3
2 3 '(0 2 3)”(2-1+3.o 2.043.2 2.24+3.3

/s

Die rechte Seite der Gleichung stimmt dabei vollkommen mit den Koeffizienten der
rechten Seite des Systems III/2 iiberein.
Das Ausrechnen der Elemente des Systems fithrt schlieBlich zu dem folgenden Er-
gebnis: -

€A . B = [

3 4 1 0 2 3 8 18
23'023)_2613

1) Das Symbol Z < R, gelesen R eingesetzt in Z, bed hier, und entsprechend an allen fol-
genden Stellen, daB das System R in das System Z eingesetzt werden soll
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Mit allgemeinen Elementen geschrieben :

(“u ”'m) . (bu bz bla) - (Cu C12 c1:;)

21 Qg by by Doy, C21 Ca2 Co3

Die in dieser Weise vorgenommene Verkniipfung der Matrizen % und % soll Matrizen-
produkt genannt werden.

Die Matrizenmultiplikation hat also eine lineare Substitution zum Inhalt. Dem Einsetzen
eines Systems B (Matrix %) in ein System 4 (Matrix ) entspricht die Multiplika-
tion der Matriz % mit der Matriz B in der Reihenfolge A B:

Definition: | A B2 4 <« B (43a)

d. h., die Matrix 9 ist mit der Matrix B von rechts multipliziert.

Das Beispiel 148t klar erkennen, -wie eine solche Matrizenmultiplikation ausgefiihrt
wird :

Das Element 3, das in der Matrix € im Kreuzungspunkt der ersten Zeile und der
ersten Spalte steht, ist dadurch entstanden, daB jedes Element der ersten Zeile der
Matrix 9 mit dem entsprechenden Element der ersten Spalte der Matrix 8 multi-
pliziert wurde und die erhaltenen Produkte anschlieBend addiert wurden. Eine so
erhaltene Produktsumme nennt man skalares Produkt. Diese Bezeichnung ist der
Vektoralgebra entnommen. Das Element ¢,; = 3 ist also das skalare Produkt der
ersten Zeile der Matrix 9 und der ersten Spalte der Matrix 8.

In der Vektorschreibweise geschrieben ist

¢y = a'by.

Ebenso ist das Element 18 das skalare Produkt der ersten Zeile der Matrix 2 und der
dritten Spalte der Matrix B: ¢,3 = albs, und das Element 13 ist das skalare Produkt
der zweiten Zeile der Matrix 9 und der dritten Spalte der Matrix B: cy3 = a2b;.
Ebenso sind die Elemente

€y =a'b, =8

Cy = a2b; =2

Cgp = 2B, = 6 skalare Produkte.
Das nachfolgende Beispiel zeigt nochmals deutlich, daf jedes Element ¢y der Produlkt-
matrix € das skalare Produkt der i-ten Zeile der Matrix % und der k-ten Spalte der
Matrix B ist:

‘o = atby,

und wie diese Skalarprodukte zu bilden sind.

(2 3 7) 2 ‘;:; (2x+3y—|—7z 2u-+30+Tw 2a+3b+7c 15)
y o =

813 “\8z+ y+32z 8u+t+ v+3w 8a+ b+3c35

zwel
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Die Multiplikation der Matrix % vom Typ (2,3) mit der Matrix 8 vom Typ (3,4) von
rechts ergibt die Produktmatrix € vom Typ (2,4). E
In der Symbolik des Matrizenkalkiils geschrieben?):

Yz * Ba.o) = Caar-
Da bei der Matrizenmultiplikation jedes Element der Zeilenvektoren von % mit jedem
Element der Spaltenvektoren von 98 multipliziert werden mu8, ist die Matrizen-
multiplikation nur moglich, wenn die Zeilen von 9 und die Spalten von B gleich viel

Elemente haben. Das bedeutet, da die Matrix 9 o viel Spalten haben muB, wie die
Matrix 8 Zeilen hat. Diese Bedingung wird als Verkettung bezeichnet.

Am Typ der Matrizen 9 und % ist zu ersehen, ob die Ma.tﬁzenmultip]jkation'mégﬁch
und von welchem Typ die Produktmatriz € ist. Die Produktmatrix € hat so viel
Zeilen wie die Matrix 9 und so viel Spalten wie die Matrix %B.

Typ €
Nim. w) ¢ Bn, ) = Cm. )

Verkettung

Das Produkt zweier Matrizen kann nunmehr wie folgt definiert werden:
Definition:

Unter dem Produkt einer (m, n)-Matrix % mit einer (n, p)-Matrix % in der Reihen-
folge 9 - B versteht man die (m, p)-Matrix € = % - B, in der jedes Element cy
das skalare Produkt der i-ten Zeile von 9 (des Zeilenvektors af) mit der k-ten
Spalte von B (dem Spaltenvektor b;) ist.

Esist: ¢y =al- by

Die Matrizenmultiplikation wurde aus der linearen Substitution hergeleitet. Daraus
folgt, daB die Matrizenmultiplikation in der Regel nicht kommutativ sein kann.

Im Ausgangsbeispiel bedeutet das den sinnlosen riickwértigen Produktionsverlauf.
Das System A der Zwischenprodukte wiirde in das System B der Rohstoffe eingesetat.

Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ, d. h., im allgemeinen sind % - B und
9B - U verschiedene Matrizen, sofern sie iiberhaupt in beiden Reihenfolgen verkett-
bar sind.

Auf weitere Besonderheiten der Matrizenmultiplikation wird in 2.5.3. eingegangen
werden. Zunichst sollen aber einige praktische Hinweise fiir die Matrizenmultipli-
kation erfolgen.

1) Gelesen: Matrix % zwei drei mal Matrix 9B drei vier ist gleich Matrix € zwei vier
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2.2.4.2. Das Schema von Falk

Bei umfangreichen Matrizen, wie sie fast ausschlieBlich in der Praxis vorkommen,
wird der fiir die Multiplikation nétige Rechenaufwand sehr groB. Selbst wenn die
Rechenarbeit hlieSlich von Maschi erledigt wird, kommt es doch gerade
wegen des Umfanges der Matrizen darauf an, ein HochstmaB an Ubersichtlichkeit
beim Rechengang zu gewihrleisten und dariiber hinaus die Zwischenergebnisse
laufend durch entsprechende Proben iiberpriifen zu kénnen. Das Schema von FALK?)
hat den groBen Vorzug, daB es diese beiden Forderungen maximal erfiillt. Bei der
Multiplikation 9 - 8 werden die Matrizen % und B nicht wie bisher nebeneinander
gestellt. Vielmehr wird die Matrix % mit ihrer linken unteren Ecke an die rechte obere -
Ecke der Matrix 9 angefiigt. Im weiteren Verlauf werden wie bisher die skalaren
Produkte gebildet. Aus der Anordnung der Matrizen % und % im Schema ergibt sich,
daB das fiir die Produktmatrix € freibleibende rechte untere Rechteck des Schemas
Platz fiir genau m Zeilen und p Spalten hat. Jedes Element ¢, der Produktmatrix €
steht dann im Kreuzungspunkt der i-ten Zeile von % und der k-ten Spalte von B,
deren skalares Produkt es ist. Das linke obere Rechteck des Schemas bleibt frei.
In dieses Rechteck kann zur besseren Ubersicht die geforderte Multiplikation ein-
getragen werden.

Schema von Falk

P
ni B
n
—
m A A B m
r

BEISPIELE
1. Gegeben sind die Matrizen:

) o=y

Es sollen die Matrizenprodukte % - B und B - % gebildet werden.
Losung:

1) Sicurp FALK, Professor an der TH Braunschweig
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In beidén Aufgaben sind die Vektoren, deren skalares Produkt jeweils das Element c,, angibt,
durch Schmtﬁemng hervorgehoben Das wird zur besseren Vernnsohauhch\mg des Rechen-
vorganges auch in den niich ispielen noch fiir einzelne Elemente erfol

2. Gegeben gind die Matrizen®

14
2 1 —3
91=( ) 8= 2 3
-1 0 2
—1 2

Die Matrizenprodukte % -8 und B - % sind zu bestimmen.

Losung:
1 4
A-B 2 3
—1
2 1 -3 756
-1 0 2 -3 0
Multiplikationsproben

Weitgehende Sicherheit fiir die Richtigkeit der ermittelten c; 1aBt sich entweder
durch die Zeilensummen- oder durch die Spaltensummenprobe erreichen. In beiden
Fillen konnen Fehler in den ¢, nur dann iibersehen werden, wenn sich in der be-
treffenden Zeile oder in der betreffenden Spalte zufillig mehrere Fehler kompensieren.
Um die Zeilensummenprobe durchzufiihren, wird an die Matrix 8 der Zeilensummen-
vektor b als zusitzliche Spalte angefiigt. Der Zeilensummenvektor wird als Spal-
tenvektor wie alle anderen Spalten von % ebenfalls mit den einzelnen Zeilen von
multipliziert und der so entstehende Spaltenvektor ¢ an die Matrix € als zusatzlicher
(p + 1)-ter Vektor angefiigt. Der Spaltenvektor ¢ ist gleich dem Zeilensummenvektor
der Matriz €.

Multiplikati dell mit Zeilensu probe:
b} b
oA A B=C c

Esist also A -b =c.
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Das Verfahren soll zunachst an je einer Losung der Beispiele 1 und 2 gezeigt werden.

zu 1 zu 2, X
2 0 2 1-3
-1 3 -1 0 2
4 —6 1 4 -2 1 5
3 4 2 12 14 1 2 0
—4 -1 7 2

Merke:

Beim Aufstellen des Schemas Zeilensummenvektor als zuséatzliche Spalte anfigen.
Die Produktmatriz zeilenweise berechnen und keine neue Zeile beginnen, ehe die vor-
hergehende diberpriift ist.

Die Richtigkeit dieses Verfahrens ist einleuchtend. Die Elemente der Matrizen sind

Zahlenwerte, Skalare, deshalb ist das fiir die Zahlenrechnung giiltige distributive

Gesetz

(@ + b)ec =ac + be

auch fiir die Probe der Matrizenmultiplikation anwendbar.

Manchmal ist es giinstiger, nicht mit der Zeilensummenprobe, sondern mit der Spalten-
summenprobe die Richtigkeit der Losung zu iiberpriifen. Im Schema ist dann der
Spaltensummenvektor a der Matrix 9 als zusétzlicher Zeilenvektor hinzuzufiigen.

Multiplikationsmodell mit Spaltensummenprobe:

B
A A-B=C
a c

In diesem Falle ergibt der Spaltensummenvektor a der Matrix % mit der Matrix B
von rechts multipliziert (@ <— B) den Spaltensummenvektor ¢ der Matrix €.

a-B=c

Die beiden bereits mit Hilfe der Zeilensummenprobe iiberpriiften Matrizenprodukte
der Beispiele 1 und 2 sollen anschlieBend nochmals mit Hilfe der Spaltensummen-
probe iiberpriift werden.
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Die Richtigkeit der Spaltensummenprobe ergibt sich ebenfalls aus dem distributiven
Gesetz. Das soll abschlieBend fiir den speziellen Fall zweier Matrizen mit allgemeinen
Elementen gezeigt werden.

by 2%

by ' 2%
L3H L) @y byy + Qb @11 b15 + @120
Qg1 L] Q9111 + Ggabyy Gy b1s + Ggpbyy

O+ Ay G+ as (;111 + )by + (@11 + @) b1z +
+ (@10 + B20) by + (@12 + a5) bye

Der allgemeine Aufbau des Farkschen Schemas fiir zwei Matrizen mit Zeilen- und
Spaltensummenprobe laBt sich durch allgemeine Symbole wie folgt darstellen:

Multiplikati dell mit Zeilen- und Spalt obe

P

Bn, n) ( 331)
n,

Um, ny A B =Cm,p 3c
(m, 1)

84(1,m) 8¢(1,9)

Die Vektoren sind mit kleinen deutschen Buchstaben (3 Spalten-, 3 Zeilensummen-
vektor) bezeichnet. Die Kla; n geben den Typ der Matrix, die Indizes bei den
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren die zugehérige Matrix an.
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Im nachfolgenden Beispiel sollen beide Proben gezeigt werden.

1 0 2 3

3 —1 0 2

0 2 1 3

1 0 0 1

2 0 —1 il
1 2 3 4 0 11 4 5 20
2 0 3 0 i} 4 6 6 16
3 4 0 0 15 —4 6 17
1 0 —1 0 1 3 -2 0 1
7 6 5 4 2 33 4 17

Selbstverstandlich geniigt fiir das Losen des Multiplikationsmodells stets nur eine
Probe. Die zweite Probe wurde nur iibungsweise durchgefiihrt. Die Produktmatrix
ist bei Anwendung der Zeilensummenprobe zeilenweise und bei Anwendung der
Spaltensummenprobe spaltenweise zu berechnen. Jede fertige Zeile bzw. Spalte ist
sofort auf ihre Richtigkeit zu dberprifen. Erst dann sollte mit der Berechnung der
néchsten Zeile bzw. Spalte begonnen werden.

2.2.4.3. Kommutative Matrizen, Nullteiler

In 2.2.4.1. wurde bereits die Ungiiltigkeit des kommutativen Gesetzes fiir die Matri-
zenmultiplikation nachgewiesen. Neben dem Matrizenprodukt %% existiert fiir die
beiden Matrizen % und B das Matrizenprodukt B nur in zwei Sonderfillen:

1. bei quadratischen Matrizen,
2. wenn der Typ von ¥ gleich ist dem Typ von BT.

Auch in diesen beiden Fillen ist jedoch im allgemeinen A B <= B .

1. Fall:
5 20 g (12
- (—1 3) - ( 1 3)

-1 2 1 2 0] 2

e 13 4 o —1 3| 2
2 0| —2 4 2 —1 2| —4 6| 2
-1 3 4 7|11 1 3)]—-19]8

AB + BA
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2. Fall;

-1 3
w—(

produkte % B und BY ungleich sind.

0
2 -1 65

oo Ba,9 = Ca.z)

4

1

B=|-3 2

-1 0
Schon am Typ der beiden Matrizen % und B ist zu erkennen, daB die beiden Matrizen-

Bs. * Weas) = Claa)

41 -1 3 0 2
AB —3 2 BA 2 —1 6
—1 0
41 —2 11 5 14
.—1 3 0 —13 5 —8 2 7 —11 10 6
2—-1 6 6 0 -1 0 1 -3 0 —~2
i 2 5 -7 5

Also ebenfalls: AB 4= BA
Bei quadratischen Matrizen kann es vorkommen, da8 das Matrizenprodukt AB dem
Matrizenprodukt B gleich ist. Solche Matrizenpaare werden vertauschbare oder
kommutative Matrizen genannt. Ahnliche Abweichungen von sonst allgemein-
giiltigen Regeln kommen bereits beim Rechnen in den einzelnen Zahlenbereichen vor.
So ist z. B. 42 = 24, obwoh! Basis und Exponent nicht vertauschbar sind.

AbschlieBend sollen zwei Beispiele fiir kommutative Matrizen gebracht werden:

—1 1 —4 3
2 ae (3 3) st 1)
—4 3 |—t 1 1] 0
uB 9 2| 1 BYA 3 1| 4
o 13112 —4 3| 13112
—3 11| 8 92|—3 1| 8
%P = BY
2 —3 1 2 —1 6
2 w= [0 1 —2 g=(—2 2 2)
2 —1 1 0 -5 4
2 -1 8 2 —3 1 0
ag | —4 2 2 BY 0 1-2 [-1
0 -5 4 2 —1 1 2
2-3 1| 16 —13 10 2 —1 6| 16-13 10 | 13
0 1-2| —4 12 —6 4 2 2| -4 12-6 | 2
21 1| 8 —9 14 0 —5 4 8 —9 14 | 13
4 —3 0| 20-—10 18
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Um hmals beide Pr lichkeiten zu zeigen, wurde im letzten Beispiel einmal mit der
Zeilensummenprobe und einmal mit der Spal

Ebenso ist es moglich, daB das Produld 2weier Matrizen dw Nullmatriz ergibt, obwohl
keine der beiden Matrizen selbst eine Nullmatriz ist. Derartige Matrizenpaare nennt

man Nullteiler.
Beispiele fiir Nullteiler sind :
2 —6 4 4 —3 1
1. A= 4 —12 8 B=(2 6 —1
1 3 — 1 7105 —2
4 —3 1 2
AB 2 6 —1]|717
1 105 —2 | 95
2 —86 4]0 0 0 0
4—12 8|0 0 0 0
-1 3-2|0 0 0 0
AB =0

1o

8

]

|

[CR
|
W o
|
o
=

&

Il
i —
-
PR
N—

2
8
]
(SIS

1 -2 4|00
-2 3 —5|00

-1 1 —1]00
AB =0

Aus den nachfolgenden Beispiefen sind leicht die folgenden Beziehungen zu erkennen :

AEC=C- A=Y (44Db)

Die Nullmatrix und die Einheitsmatrix spielen also bei der Matrizenmultiplikation
die gleiche Rolle wie die Null und die Eins bei der Multiplikation von Zahlen.
Es ist 5 —3 4 0 0 0 0

0 i 3)-{0 0)=(0 O

3 12 16, 0 0 0 0

und
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und 5 —3 4 1 0 O\ 5 —3 4
0 1 3)-10 1 0}f={0 1 3
3 12 16 0 0 1 3 12 16,

2.24.4.  Multiplikation mit der Diagonalmatrix

Da in der Diagonalmatrix alle nichtdiagonalen Elemente gleich Null sind, ergeben
sich bei der Multiplikation mit der Diagonalmatriz gegeniiber der allgemeinen Matri-
zenmultiplikation wesentliche Vereinfachungen.

BEISPIEL

Es soll fiir die nachstehenden Matrizen % und ® sowohl das Produkt %D als auch das Produkt
DY gebildet werden.

Lésung:
3 -2 1 —1 0 0
U=|—4 1 3 D= 020
2 —1-2 00 1
-1 0 0 |-—1 3 -2 1 2
AD 0o 2 o0 2 DU -4 1 3
0 0 1 1 2 —-1-2|-—1
3 -2 1|—-3—-4 1]|—6 -1 00 -3 2-1| -2
—4 1 3 4 2 3 9 020 —8 2 6 0
2 —1-2|-2-2-2|-6 001 2 —-1-2|-1

Die allgemeine Darstellung 18t das Bildungsgesetz der Produktmatrix klar er-
kennen:

dy 0 0 Oy Gy Gy
AD =6, 0 d 0 DA=C, Gy Gy Gy
0 0 dy g Gy Oy

Gy Gy Gy | @ydy Gyady Gydy dy 0 0 |andy aypdy ayd;
Ay Gy Gpy | Gpdy Gppdy agydy 0 dy 0 |aydy Ggdy agdy

Gy Gy Qg3 | Gndy Ggdy agydy 0 0 dy|ands agds asgds

i = aady Cir = @ed;
Ergebnis:
I Eine Matrix 9 wird mit einer Diagonalmatrix ® von rechts (links) multipliziert,

indem jedes Element einer Spalte (Zeile) von 9 mit dem Element der entsprechen-
den Spalte (Zeile) von D multipliziert wird.
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AUFGABEN

In den Aufgaben 55 bis 70 ist jeweils mit Hilfe des Schemas von Farx das Produkt U8 zu
bilden und eine Probe durchzufithren.

ay Lo
55. % = (a, b, ¢;) B:(b,) 56. A= bl) B = (ap by ¢5)
Cy G

£
@31 @z Gyg -+ Gan z,
57. A = [ %o s %23 - Tam

B Bmz 3 + -+ Cmn.

. 1
5 2 1
59. A= (3 0 2) B= (l

3
1
0
3 21 4 1
60.?(:(5—1 2) i %=( 2—2)
0 2 3 -3 —1

6 0 1
5 70 6 ;gl
62.A=(3 -8 4 7 . B = _0 3.ip
6 02 1 N
6 0—1
17 4 2 ;':(‘)
63.4=(0 3 1 0 8={, 5 o
001 2
001
4 1
64. _3: g 02 ¢
= - =\ 6 2-—1
1 0
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&

=

I
—
oW o
®w O N3
N

Q

=
>
=
I
W o W
> o N
S =
SNS—
&8
I
Sonm
O~ o
= o o
S—

100

6. =0 1 o B =
001 : —3
2 4 4 7

ss.sn=(7 s) sa=(3 1) 69 91=<—2 a) %:(_ﬁ g)
6 2 —4 8
—1 0 0 4 7 2 6

70. % = 030) Y 0—1—2)
002 1-4 3 o

Es soll versucht werden, in den Aufgaben 71 bis 76 neben dem Produkt % - B jeweils auch das
Produkt %B - A zu bilden.

3 —1 1 -3 2 3 5 3
71.91:(6 2) sa=(0 4) 72.m=(3 1) ‘B=(1 2)
0 1 49
3 0 —1
73.9(=(1 . 4) 93=<2 —3) 74.ﬂ=(7 0) y5=(lg 1 :)
4 2 . 31
15
12
123 ? 7 -3 1 72 0
maei) e ) wan(g7) e 1%
G :

In den Aufgaben 77 bis 84 sind die Matrizenpaare % und B nach Nullteilern und kommu-
tativen Matrizen zu untersuchen.

1 2 -3 5 713
7. A= 2 4 —6 B=1211
—2 —4 6 3 3 5

1—-2 4\ 2 4-2
8.UA=(3 1 5 B=|—1-2 1
2 4 0 -1 -2 1
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4 1
3908 5 70
7. A= =
(1020) B (03
11
13 2 0 —16 —49 —11 —28
ou-(pf) o-(l)  ma=(N7Y) e (0T
4 8 7 —2 2 —1 ], ]
pam(t?) o= ma-(7)  w-(37)

o
-
]
I
—
@

6 0 3 0 0
21 B=(0 3 0
0 1 0 0 3

2.2.4.5. Anwendung der Multiplikation zweier Matrizen

Darstellung eines linearen Gleichungssystems in Matrizenform
Wird im linearen (m,n)-System

Yy =y %y + G1a%s + Gia% + o0k 1an

Yo = Uy %y + Gpp®p + Bgg%g + -+ + A2 Tn

Ym = Cma %y + Oma%p + Gma%s + o CmaTn

Y1 Lo
Y2 gy Gyp Uyg --- (n Za
8 Ayy Qg Aoy ... Qg i

y = L= | O O n wmd =

Am1 Oz Cm3 - - - Cmn
Ym Tn

gesetzt, so ergibt sich die sehr iibersichtliche matrizenméBige Schreibweise des
linearen Systems:

Durch Bilden des Matrizenproduktes 9 mal ¢ 188t sich leicht dberprifen, daB die
rechte Seite des Gleichungssystems diesem Produkt gleich ist (vgl. Aufgabe 57).

Diese einfache Schreibweise verkiirzt nicht nur wesentlich die Schreibarbeit, sondern
erhoht auch auBerordentlich die Ubersichtlichkeit. Sie wird deshalb gern zur Dar-
stellung von Operationen, so u. a. auch bei der Ableitung der Kehrmatrix, angewandt.
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MatrizenmiBige Darstellung von Materialverbranchsnormen

Beim Erfassen technologischer und ékonomischer Z hinge ergeben sich in

den meisten Fillen folgende Teilschritte:

1. Erfassen der quantitativen Verhaltnisse und Abhingigkeiten,

2. Aufstellen der Produkti trix und Aufspalten in Untermatrizen,

3. Durchrechnen des Matrizenmodells,

4. Uberpriifen des vorgeschenen Programms auf seine Durchfiihrbarkeit.
SchlieBlich macht sich gegebenenfalls das

5. Aufstellen und Uberpriifen eines neuen Programms notwendig.

Diese fiinf Arbeitsstufen sind am nachfolgenden Beispiel deutlich erkennbar.

1. Erfassen der quantitativen Verhilinisse

Ein Betrieb stellt die Produkte 4, B, C und E her. Zur Fertigung werden auBer
dem Zwischenprodukt D die Rohstoffe f, g und & benétigt. Tm einzel liegt folgend
mengenmifige Abhangigkeit, bezogen auf je eine Einheit der Produkte 4, B, C,
D und E, fest:

Materialverbrauchsnorm A Materialverbrauchsnorm B
Material B: 12,5 Material f: 0,3

Material E: 2,5 Material g: 4
Materialverbrauchsnorm C Materialverbrauchsnorm B
Material D: 7,1 Material g: 10

Material f:0,8 Material h: 2,2

Materialverbrauchsnorm D
Material E: 10,4
Material ¢: 3

Aus den Materialverbrauchsnormen ist zu erkennen, daB B und E sowohl End- als
auch Zwischenprodukte sind.

2. Aufstellen der Produkti triz

Um den kausalen!) Zusammenhang zwischen dem Einsatz und dem Produktions-
ausstoB festzuhalten, werden sogenannte Umsatzmatrizen aufgestellt. Im vorliegen-
den Falle soll in die Umsatzmatrix der Bedarf fiir je eine Einheit der vier Endprodukte
eingesetzt werden. Die den Betriebsablauf eindeutig bestimmenden GréBen, in
unserem Falle die Menge der Fertigprodukte, werden als DurchsatzgroBen be-
zeichnet. DurchsatzgroBen konnen beispielsweise die Mengen der eingesetzten Roh-

1) causa (lat.) Umché, Grund
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stoffe oder die Lohnkosten, der Verbrauch an Elektroenergie, Heizmaterial oder Wasser
u. a. sein.

Das Aufstellen der Umsatzmatrizen erfolgt mit Hilfe von erfahrungsstatistischen
Werten und setzt griindliche Kenntnisse aller technologischen Zusammenhinge
innerhalb der einzelnen Betriebe voraus. Die Umsatzmatrix soll nicht nur Auskunft
iiber die benotigten Rohstoffe, sondern iiber den gesamten mengenmiifigen Ablauf des
Produktionsprozesses geben.

Aus den Materialverbrauchsnormen entnehmen wir folgende mathematischen Zu-
sammenhénge :

I A=125B+26F (II) B=03f+ 49
E = 10g +22h
Um den Rohstoffbedarf fiir A zu bestimmen, ist zuniichst das System (II) in das
System (I) einzusetzen: I« IL
In Matrizenform gebracht, bedeutet das die Multiplikation

03 4 0

12,6 2,5)(
( )(o 10 2,2

)=(3,75 %5 55).

Die erste Gleichung des zur Rohstoffmatrix gehérenden Systems lautet somit:
A =315f + 159 + 5,5h.
Die Gleichung fiir B ist der Materialverbrauchsnorm sofort zu entnehmen:
B=03f+4g.
Fiir das Produkt C ergeben sich folgende Beziehungen:
D 0=71D+08f, D—104E +3g, E—10g-+ 22h.
Daraus ergibt sich C durch schrittweise Substitution wie folgt:
0=11D+ 08f ="13,84E + 21,39 + 0,8f =
=0,8f + 769,7g + 162,45%

Firr das Produkt E erhilt man wiederum aus der Materialverbrauchsnorm sofort
die Gleichung

E = 10g + 2.2h.

Der G tbedarf an Zwischenprodukten und Rohstoffen fiir je eine Einheit der
vier Fertigprodukte 4, B, ¢ und E, der aus der Materialverbrauchsnorm und aus
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den von ihr abgeleiteten vier Gleichungen ermittelt wurde, ergibt, spaltenweise
beneinandergesetzt, die Umsatzmatri

1X:

4 ' B c E
4 1 0 0 0
B |125 1 )} 0
ol o o L 0
E | 256 0 7138 1
Dl o o 710
f 375 03 08 0
g |75 4 597 10
3 56 0 16245 22

Die so gewonnene Umsatzmatrix 11 kann in die Rohstoffmatrix # (unter dem Strich)
und die Matrix % der Fertig- und Zwischenprodukte (iiber dem Strich) aufgespalten

werden:
_(®
u= ( )

B und R sind Teilmatrizen der Matrix 11. Aus i ist der Rohstoffbedarf einschlieBlich
des Bedarfs fiir die Zwischenprodukte und aus $§ der Umschlag aller Produkte inner-
halb des Betriebsablaufs, der z. B. fiir den Transport und die Lagerung von Interesse
ist, zu erkennen.

8. Durchrechnen des Matrizenmodells

Fiir den Monat Februar soll der Betrieb folgende Auflage haben:

12 t Produkt 4, 96 t Produkt B,
5t Produkt C, 34 t Produkt E.

Um den Rohstoffbedarf und den gesamten mengenmiaBigen Umsatz fiir die gegebene
Planauflage zu ermitteln, ist die Umsatzmatrix 11, die fiir je eine Mengeneinheit
aufgestellt wurde, mit dem Vektor v, der in diesem Falle die geforderten Planzahlen
als Elemente enthilt,

12

’
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zu multiplizieren:

A B ¢ E
4 1 0 0 0 12
B| 125 1 0 0 246
c 0 0 1 0 12 5
E 25 0 7384 1 96 4332
D 0 0 71 0 51~ 35,5
f 375 03 08 0 3¢ 77,8
g | 75 4 7597 10 5422,5
13 55 0 16245 22 953,05

In Matrizenschreibweise wird diese Aufgabe durch die Gleichung
Uw =5

ausgedriickt. Bei Aufspaltung von 11 in die Teilmatrizen § und $ lautet die Matrizen-
gleichung

B (¥ )
()=
4. Uberpriifen des vorgesehenen Programms

Der Teilvektor ¢ des Vektors b = f gibt den Rohstoffbedarf fiir die vier Produkte

A, B, C und E an, wihrend der Teilvektor p wichtige betriebstechnische Hinweise
geben kann. So 148t der Teilvektor p z. B. erkennen, daB insgesamt 433,2 t vom
Produkt E produziert werden miissen, wovon fast 370 t als Zwischenprodukt in das
Endprodukt C eingehen. Es ist zu iiberpriifen, ob die Kapazitit des Teilbetriebes
fiir die 433 t ausreicht. AuBerdem sind Transport und Lagermoglichkeiten fiir diese
Mengen zu beriicksichtigen und der Arbeitskrifteplan ist dementsprechend aufzustel-
len. Schon dieses eine Beispiel zeigt, daB die gesamte Umsatzmatrix 11 bzw. der Be-
darfsvektor b weit aussagekraftiger als die Teilmatrix R bzw. der Teilvektor t sind,
aus denen lediglich der Rohstoffbedarf fiir das geplante Programm zu ersehen ist.

5. Aufstellen und Uberpriifen des neuen Programms

Falls beispielsweise die Rohstoffe fiir das vorgesehene Produktionsprogramm nicht
ausreichen, muB ein neues Programm aufgestellt und iiberpriift werden (s. hierzu
Aufgabe 87).

2.2.4.6. Matrizen von Matrizen

In 2.2.4.5. wurde die Produktionsmatrix in die beiden Untermatrizen (Blocke) R,
die Matrix der Zwischen- und Endprodukte, und ®, die Rohstoffmatrix, aufgeteilt.
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Wie in diesem Beispiel kann jede Matriz in Blocke aufgespalten werden ; sokann z. B.
die Matrix

m11 | 9Ili I mm
U % [
in sechs Blocke aufgeteilt werden.

Das Aufteilen in Untermatrizen bringt bei der Multiplikation von Matrizen be-
sonders dann wesentliche Erleichterungen, wenn es durch geschickte Aufteilung ge-
lingt, daB einzelne Bldcke solche speziellen Matrizen wie die Nullmatrix, die Einheits-
matrix oder eine Diagonalmatrix ergeben (s. Aufgaben 85, 86). Das ist beispielsweise
bei der Matrix

9 =

s 000 o
0—1 0| 0 o
0 0 2 I 0 o0
= | ————
1 0 0| 4 —2

0 —1 | moglich.

Ebenso macht sich in der Praxis bei sehr umfangreichen Matrizen eine Aufteilung in
Blocke notwendig, msbesondere dann wenn der Umfang der Matrix die Kapazitit
der zur Verfiigung st den R ten iibersteigt (vgl. 5.3.11.).

Im folgenden Beispiel sollen die Matrizen % und B nach Aufteilung in Blocke mit-
einander multipliziert werden.

QIll mlﬁ B1!. 5815
A= B =
Wy Ago By Bsa
Abgesehen davon, da die Elemente der beiden Ma,tnzen selbst Matrizen sind und
deshalb bei der Multxphka.tlon zweier El te die Ver g zu beachten ist, wird

die Multiplikation in der bisherigen Weise durchgefiihrt.

%l Q[g %21 %22 Q181 ﬂ11 + 912! %El %21 $lﬂ + mﬂ %2

(%11 wlﬂ) ” ($11 %1:) - (@11 Glﬂ)
Aoy Wy By Ba Co Gy

(%u SlIi:) . (5311 f812) - (%u$n + %2 By Upy Bre + Une %a:)
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BEISPIEL

Die Matrizen

1—-2 3 0 6 1 2 4 0 3 1
0 2—-1 3 2-1 1 3 1 0-2
o= -1 0-2 3 1 2 wnd B — 0 5—-2—-1-—1
2—-1 0 1 2-3 4 -7 3 0 4
3 1 2-2 0 1 —2-3-1-1 1
-2 0 1 2-1 0 8 4 5 8 2
sollen nach Zerl in Blécke miteinand ipliziert werden.

Losung: 1. Vorteilhafte Zerlegung in Blocke

1-2 3 0! 6 1 2 4 0 : 3 .1
0 2-—-1 3 2 —1 1 3 1 0 -2
-1 0-2 3 1 2 0 5-—2 -1 -1
A= 21 0 1 23 8= 4-7 3 0 4
3 1 2-2 0 1 —2-3-1 —1
-2 0 1 2 -1 0 8 4 5 8 2
Die gestrichelten Linien L ick die I Zerl in Blécke.
2. Multiplikation nach Zerlegung in Blocke:
a) Uy By + Wy By = Cyy
2 4 0 6
1 3 1 5
QIll%l‘l 0 5 —2 3
4 -1 3 0
1-2 30 0 13 —8 5
0 2—1 3|14 —20 13 7
—1 0—-2 3|10 -3 13 | —12
2—-1 01 7T -2 2 W
-2 -3 —1| —6
NoBa | g 4 5| 17
6 1 —4 —14 —1 | —19

2 -1 —12 —10 —7 | —29
1 2 14 5 9 28
2 —-3| —28 —18 —17 | —63
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mu mu ot 9[13 By = @n
0. 13 —8\ —4—14 —1 —4 —1 —9
14 —20 13 —12 —10 —7 2 -3 6
10 —35 18 4 5 o) | 2t-3 2
7 -2 2 —98 —18 —17 —21 —20 —15
b) ﬂn%u + Uy By = €y
3 1| 4
0—2|—2
%11 Bya —1—1|—2 1 0
0 4| 4 Uy B 8 10
1-2 30 0o 2| 2 6 1 2 10
0 2-13 1 9| 10 2 -1 | —10 —10
-1 0-23| —1 13| 12 1 2 15 20
2-1 01 6 8| 14 2-3 | —26 —4 | —30
% By + Upy By = [
02 2 8 2 10
19 —10 0 ~9 9
—113 5 5] | 14 18
6 8 —26 —4 —20 4
°) Uz Byy + ApeBye = €y
2 4 0] 6
1 3 1 5
Ay By 0 5-2 3 ) -2 -3 —1|—6
4 —7 3 0 Azz Bre 8 4 5| 17
31 2—2|—1 39 —9| 2 01| 8 4 5| 17
201 2| 4—-171 4|_9 —10| 2 3 1] -
Uy By, + UpeBy = €,
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d) wm%u + ?I”TB” = Gzz
3 1| 4
0—2 |2
U By 121 |2 1 1] 0
0 4| 4 Uss Bz 8 2 |10
31 22| 79 [—2 01 8 2 |10
201 2|7 5 |—2 ~1 0 1-1] o

I

Uy Bys  + Upa By €

L G =157

3. Losungsschema nach FALK:

2 4 0 3 1 10
1 3 1 0 —2 3

0 —2 | -1 —1 1

AB 4 -7 3 4 4

—2 -3 -1 | -1 1 |-6

8 4 & 8 2 27

1—-2 3 0! 6 1| —4 —1 —9 2 10 -2
0 2—-1 3: 2-1 2-3 6 —9 9 |[-—22
-1 0-2 3 1 2 24 —30 22 14 18 48
2 -1 0 1 2 -3 | —21-20—16 —20 4 |—72
3 1 2-2. o0 1 7 43 -4 15 —7 |—b54
-2 0 1 2. —1 0 6 —14 5 -6 4 | —5

AUFGABEN

In den Aufgaben 85 und 86 ist das Produkt % - 8 .
a) mit Hilfe des Schemas von FALK in der bisherigen Weise,

b) durch Zerlegen in Bldcke zu bilden. Dabei ist die fiir den Rech tinstij Zerl
in Teilmatrizen zu suchen.

8. . 5 4-3 5

0 1001

2 8 6-3 5 0101

A= 3—6 9 0 0 B=(00 11
0 2 5—-6 1 0001

-1 0—-2 4 0 0001
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86. 5—4 3 5 0 /11 0 1
—2 8 6 3 5 1 0 1-2
A= 3 6—9 0 0 B = 02 0 O
0 2—-5 6 1 00 1 0
-1 0 2-—-4 0 0o 0 0 1
87. Im Anwend beispiel Materialvert 2} m (2.2.4.5.) stehen vom Rohstoff g nur 4000 ¢

zur Verfiigung. Nach. Beruckslchtlgung des unbedingt notwendigen Bedarfs der vier Produkte
wird folgende Aufteilung vor

Podukt |4 | B | ¢ | F
Menge | 4t | sot | a4t | 34¢

Es ist zu iiberpriifen, ob die 4000 t des R hstoffes g fiir die vorgeseh Produktion ausreichen ;
der zu den neuen Planzahlen gehorige Bedarfsvektor b ist aufzustellen:

Hinweis: Um zu iiberpriifen, ob die 4000 t ausreichen, wird zunichst nur der Vektor T
des Rohstoffes g (7. Zeile der Matrix 11) mit dem neuen Durchsatzvektor b, multipliziert.

88. In dieser Aufgabe wird der Durchsatz durch die Lohnkosten bestimmt.
In einem chemmchan Betrieb werden an sechs Apparateeinheiten die Arbeiter wie folgt nach
den acht Lohngruppen fiir Produktionsarbeiten entlohnt:
Apparateeinheit 1: 1 Arbeiter Lohngruppe 1

3 Arbeiter Lohngruppe 4
2 Arbeiter Lohngruppe 7
Apparateeinheit 2: 2 Arbeiter Lohngruppe 3
1 Arbeiter Lohngruppe 5
1 Arbeiter Lohngruppe 6
1 Arbeiter Lohngruppe 8
Apparateeinheit 3: 2 Arbeiter Lohngruppe 2
1 Arbeiter Lohngruppe 4
1 Arbeiter Lohngruppe 8
Apparateeinheit 4: 2 Arbeiter Lohngruppe 1
1 Arbeiter Lohngruppe 5
2 Arbeiter Lohngruppe 8
Apparateeinheit 5: 3 Arbeiter Lohngruppe 2
1 Arbeiter Lohngruppe 5
2 Arbeiter Lohngruppe 7
Apparateeinheit 6: 1 Arbeiter Lohngruppe 1
2 Arbeiter Lohngruppe 3
3 Arbeiter Lohngruppe 5
1 Arbeiter Lohngruppe 8

Der Stundenlohn betrage in den einzelnen Lohngruppen:

Lohngruppe I 1 I 2 | 3 I 4 | 5 | 6 | 7 l 8

MDN [ 150 | 1,65 | 1,65 | 1,80 | 195 | 2,10 | 235 | 2565
Es ist die Lok ix fiir den G betrieb auf: llen. Mit Hilfe der Matuzenreclmung
sind die Lohnkosten der einzel App: inheiten und des G tbetriebes fiir eine

Stunde zu ermitteln.
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2.2.4.7. Multiplikation von mehr als zwei Matrizen

Die Multiplikation von mehr als zwei Matrizen ist auf die Multiplikation von zwei
Matrizen zuriickzufithren und stellt eine mehrfache lineare Substitution dar.

Eine Rohstoffberechnung soll das wiederum zeigen.

Es ist der tdgliche Rohstoffbedarf fiir die Produktion von 30t vom Produkt 4,
und 20 t vom Produkt 4, zu ermitteln. Fir eine Einheit vom Produkt 4, werden
0,5 Einheiten vom Zwischenprodukt B, und 0,6 Einheiten vom Zwischenprodukt By
und fiir eine Einheit vom Produkt 4, 0,4 Einheiten vom Zwischenprodukt B, und

0,7 Einheiten vom Zwischenprodukt B, bendtigt. Ferner werden

r die Zwischen-

produkte folgende Rohstoffe gebraucht.
Fiir eine Einheit B,: 0,3 Einheiten vom Rohstoff C;

0,3 3
Fiir eine Einheit B,: 0,3 5
0,4
0,4 s
Fiir eine Einheit By: 0,6 5
0,3 -
0,2 .

Die Gesamtproduktion und die

einzelnen verbrauchten Mengen lassen sich in fol-

gende drei Gleichungssysteme zusammenfassen.

I R =304, +204,

Dem Gleichungssystem I entspricht die Matrix

A =(30 20)

I A, =05B,+06B,
A4, =04B, + 0,7B,

Dem Gleichungssystem II entspricht die Matrix

B —

(0,5 0 0,6)

04 07 0

oI B, =030,+05C, +03C,
B, =03C; + 0,4C; + 040,
B, =0,6C, 4+ 0,3C; 0,20,
Dem Gleichungssystem III entspricht die Matrix
03 05 03 0
€={03 0 04 04
0 06 03 02
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Um die benotigten Rohstoffmengen zu ermitteln, muB eine zweimalige lineare
Substitution durchgefiihrt werden.

I« IT<« III
Dabei ist es gleich, in welcher Reihenfolge substituiert wird.
a) (I« II)<« IOI b) I« (II< III)

Im Falle a) wird zunéchst das System IT der Zwischenprodukte in das System I der
Endprodukte eingesefzt, und so werden die benétigten Zwischenprodukte ermittelt.
SchlieBlich wird das System IIT der Rohstoffe in das System (I/II) der Zwischen-
produkte eingesetzt. Im Falle b) wird zuerst das System III der Rohstoffe in das
System II der Zwischenprodukte eingesetzt und schlieBlich das so gewonnene neue
(IT/III)-System in das System I der Endprodukte. Beide Wege fiihren zum gleichen
Endergebnis.

Auf die Matrizenrechnung iibertragen, verlangt die zweifache Substitution, daB ein
Matrizenprodukt aus drei Matrizen gebildet wird.

A« B« C2%-B-C

Dem Fall a) entspricht dann die Produktbildung (A®)-€ und dem Fall b) die
Produktbi]dxyng A - (BE).

Esistalso:| A-B-C=(AB)-C=A- (BEC) (46)

Das assoziative Gesetz der Multiplikation gilt auch fiir die Multiplikation von
Matrizen.

Je nachdem, in welcher Reihenfolge die Matrizen miteinander multipliziert werden,
erfolgt eine Erweiterung des Schemas von Falk nach rechts oder nach unten. Im
ersten Falle ist nur die Spaltensummenprobe, im zweiten Falle nur die Zeilensummen-
probe anwendbar.

Fall a): (I« II)« IIT 0,3 0,5 0,3 0
2 (AB)E | 05 0 06| 03 0 04 04

04 07 0 0 06 03 02
30 20 23 14 18 11,1 223 179 92
30 20 23 14 18 11,1 223 179 92

Fallb): I« (II< III) 03 05 03 0 1,1
2 9(BE) 03 0 04 04| 11

0 06 03 02|11

05 0 06 |015 061 033 0,12 | 1,21

04 07 0 0,33 020 040 028 | 1,21

30 20 11,1 223 179 9,20 | 60,5
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Fiir das vorgesehene Produktionsprogramm werden 11,1 Einheiten vom Rohstoff
R,, 22,3 Einheiten vom Rohstoff R,, 17,9 Einheiten vom Rohstoff R; und 9,2 Ein-
heiten vom Rohstoff R, benétigt.

Das allgemeine Modell fiir die Multiplikation dreier Matrizen nimmt stets eine der
beiden Formen an:

[t % B €
B BE 32 A AB (A ‘_8) €
A A(BE) 3s 8 8g 83
mit Zeilensummenprobe mit Spaltensummenprobe

In beiden Fillen steht im linken unteren Feld der linke Faktor, dem sich die restlichen
Faktoren nach oben oder nach rechts oben anschliefien.

BEISPIEL
Es ist das Produkt ABE fiir Y
. 4 —2
F g 4 2 0 0 2—4
a=1o0 3 1 2) B={" ; = "]
0 2 ¢ (1 0 2)
0—-7 4 1
3 1
zu bilden. AbschlieBend ist die Anzahl der in den beiden Anord jeweils zu bildend:
Skalarprodukte zu vergleichen. ¢
Losung: mit Zeilensummenprobe: mit Spaltensummenprobe :
0 2 —4 | —2 4 —2
1 0 2 3 -2 0
v 2 —
4-2| -2 8-2 |—14 % @l e 2 g
3 1 1 0 2
-2 0 0 —4 8 4
0o 2 2 0 4 6 5 4—2 0|12 —14|—14 24 —76
3 1 1 6 —10 -3 0 3 1 2 0 4 4 0 8
— 4 1 9 4 —50
5 4-—-2 0| —14 2476 |—66 b 1 B
0 3 1 2| ¢ 0 8 12 5 0 3 3[2 —1| —1 58 —118
0-7 4 1 9 34 —50 | —7
Essind 4-343:3=(4+3)-3, Essind3-2+3-3=3(2+43),
also 21 Skalarprodukte zu bilden. algo 15 Skalarprodukte zu bilden.

Die gezeigten Schemata lassen sich fiir eine beliebige Anzahl von Matrizen erweitern.
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e R e e
Ay L
Ay €Ay Ay 32
95 Ay A Ay Véa’
Up—y Wpy -+ Wy Wy Ay dn—1
Ay U Upg -+ Wy W A | 3
Kfireminas & bR gioh
%o | %, ¥,
Wy | Wy Wy | U Uy | Uy Uy W Uy | 20, Uy U Ay O,y
G| G | & R EN

Die Matrizenmultiplikation ist fiir unbegrenzt viele Faktoren durch

M

b on

fithrbar unter der Voraus-

g, daB die einzel

in der beak

R,
ten

7 der verkettbar

sind. Unabhiingig von der Anzahl der Faktoren hat die Produktmatrix stets so viel Zeilen
wie die erste und so viel Spalten wie die letzte Matrix (vgl. Aufbau des Schemas von Favx).

Ui, m * A2y * Aoy * Wiy Ay * ooy = Amey

Welche der beiden Anordnungen im einzelnen Falle vorteilhafter ist, hingt auBer von
solchen Erwigungen wie Papierformat und GroBe der Matrix, vor allem von der An-
zahl der zu berechnenden Skalarprodukte ab (vgl. Beispiel S. 151).

Anordnung im Schema von FALk nebeneinander:

58( n.p)
Co.0) Dan
Aim, A Bm, ) ABEC(m, ¢ ABEDim.n)
3 3y 33 3,

Es sind

spiel 8. 151).

mp + mq + mr = m(p + ¢ + r) Skalarprodukte zu bilden (vgl. Bei-
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Diese Anordnung ist besonders vorteilhaft, wenn die erste Matrix % eine Zeilenmatrix
ist, denn dann ist m = 1.

Anordnuﬁg im Sch von FALK untereinand
Dia.n) 1
Co.0) €Dy 2y |-
Bin, py BEDen.n 23
Wim, ny ABEDim. 1y EA

Es sind pr 4+ nr 4+ mr =r(p +n + m) Skalarprodukte zu bilden (vgl. Bei-
' spiel S. 151).

Diese Anordnung ist besonders vorteilhaft, wenn die letzte Matrix ® eine Spalten-
matrix ist, denn dann ist » = 1.

Allgemein gilt: Ist die Produktmatrix vom Typ (m, r) und ist m < r, so ist es vorteil-
haft, das Faigsche Schema von links nach rechts aufzubauen. Ist dagegen m > 7,
so ist es giinstiger, wenn von oben nach unten gerechnet wird. Bei sehr umfangreichen
Matrizen schreibt man die Ausgangsmatrizen und die Matrizen fir die Zwischen-
produkte getrennt auf die einzelnen Blétter, die dann im Sinne der Farxschen An-
ordnung aneinandergefiigt werden. :

AUFGABEN

Es sind die folgenden Matrizenprodukte jeweils in der in der Aufgabe gegebenen Faktorenfolge
zu bilden:

6 3
S T I Y o
T8 3 \-86 3 5 -

41
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2 1
2163 10 101
90.%=(2 3 0 1 8=, , c=(222)
1210 A=
047 5 3—6 0 —;:i
91.m=(321) 23=(32 8—7) e= ,
56 2 41 5 3 i @

-2 0 1 5 — Gt 8
92. A= (—3 —1 4) %:( 3 4—2 C=( 4— «m=(2 _1 0)
—1.2 9 -1 3

3 0-—6 2 —3
3 4 5 6 0
mal Y w-( 0 @=(l_7 ) ®=(0_2)

3 6 2 7T 4

2.3. Die Kehrmatrix
23.1. Definition der Kehrmatrix

Neben der Matrizenmultiplikation ist in der Matrizenrechnung die Berechnung der
Kehrmatrix von besonderer Bedeutung. Ebenso spielt die Kehrmatrix bei der Losung
einer grofien Anzahl praktischer Probleme eine auBerordentliche Rolle. So wird mit
Hilfe der Kehrmatrix in 2.5.1. der Riicklauf nicht restlos aufgearbeiteter Rohstoffe
quantitativ erfat. In 2.5.2. wird die Teilumkehr der Kopplungsmatrix zur Struktur-
matrix mit Hilfe der Kehrmatrix durchgefiihrt.

Die Elemente der Matrix

Ay Gy - gy

sollen die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems

Y1 =A%y + A% o ATy
Yg = Qg1 @) + Qgply + o+ + A2y Ty

Yn = @@y + Apay + oot App @y
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sein, das durch die Matrjzengleichung
p=A-z mit

Y ¥y
Ya Ay Gy n £
y = 9 = Gy Qg Q2 r=
Any  Qng Qnn
Yn T
ausgedriickt werden kann.
Wird das angegebene Gleichungssy nach den Variablen x,, %,, ..., @, aufgelost,

so erhalt man das sogenannte inverse Gleichungssystem

Ty = oYy + Ge¥s v+ X Yn
onYy + xp¥s + o+ %en Yo

Ty = O Y1 + %n2¥2 + 0+ %anYns
dessen Koeffizientenmatrix

Il

Ty

G331 O --. B1n
Ggy  Ggp ... G2p
On1 Gng +o- Gun

als Kehrmatrix oder inverse Matrix zu 9 bezeichnet und durch 9[-* symbolisiert wird.
Dieser Vorgang wird Umkehrung des Gleichungssystems genannt.

Aus y =g (47a)
erhilt man durch Umkehrung

="y, (47D)
Wird in den Gleichungen

p=9eg uwnd ="y
auf den rechten Seiten fiir ¢ und 1) wechselweise jeweils die rechte Seite der anderen
Gleichung eingesetzt, ergeben sich die Gleichungen

p=%A- Ay und y=AT Ax.

In 2.2.4.3. wurde gezeigt, daB die Matrix 9 durch Multiplikation mit der Einheits-
matrix € reproduziert wird. Die Einheitsmatrix € ist die Matrix, mit der % von
rechts oder von links multipliziert wiederum 9 ergibt.
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Aus
9=« Ay und z=A1-A-;

folgt daher:

‘ A AT =Y. A =G (48)

A und A sind demnach vert hbare oder k we Matrizen.

Die Kehrmatrix %~ ist die Matrix, mit der die urspriingliche Matrix % von rechts
oder von links multipliziert die Einheitsmatrix & ergibt.
Das Matrizenprodukt 9 - -1 = € kann als Analogon?) zum Produkt a - b der reellen
Zahlen a und b =% = a1 angesehen werden. In Analogie hierzu wird die Kehr-
matrix zu ¥ mit Y- symbolisiert.
Die Tatsache, daB das Matrizenprodukt A%~ die Einheitsmatrix € ergibt, wird bei

der Probe zur Uberpriifung der aus der urspringlichen Matrix errechneten Kehr-
matrix benutzt.

Es mubB sein:
Q1 Gyp ... Gy Oy Ggg ... Oy 1 0 e @
@g1 @gp «.v Gan | [ Opy Kop oo o | _ 01 .. 0
Oy Gn2 Ay Xn1 Knz Xnn 00 1

Es bleibt nun die Frage offen, wie zu einer gegebenen Matrix die zugehérige Kehr-
matrix berechnet wird. Das entsprechende Verfahren kann erst dargelegt werden,
nachdem durch den folgenden Abschnitt Kenntnisse iiber Determinanten vermittelt
bzw. wiederholt worden sind.

2.3.2. Einiges iiber Determinanten

Ob zur Matrix 2 die Kehrmatrix 2! iiberhaupt existiert, ist von der zugehdrigen
Determinante det % abhiingi

Deshalb ist es notwendig, auch im Zusammenhang mit der Bestimmung der Kehr-
matrix mit Hilfe von Adjunkten, sich nochmals kurz zusammenfassend mit Deter-
minanten zu beschéftigen. Dabei soll weitgehend auf die Behandlung der Deter-
minanten in [1] zuriickgegriffen werden.

Determinanten haben im Gegensatz zu Matrizen einen ganz bestimmten Zahlenwert.
Der Wert einer dreireihigen Determinante kann beispielsweise mit Hilfe der Regel von
SARRUS bestimmt werden.

1) Analogon (griech.) gleichartiger Fall
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Fiir vier- und mehrreihige Determinanten erfolgt die Bestimmung des Wertes der

Determinante durch Entwicklung nach einer Reihe [1].

Ehe auf die Entwicklungssitze fiir Determinanten ausfiihrlicher eingegangen werden

kann, sollen die bei der Entwicklung nach einer Reihe bendtigten Sitze und De-

finitionen ohne Beweisfithrung nochmals zusammengefaBt werden.

Fiir das Rechnen mit Determinanten gelten u.a. die folgenden Regeln (Beweis-

fiihrung vgl. [1]): .

1. Sind simtliche Elemente einer Reihe Null, dann ist der Wert der Determinante
Null.

2. Determinanten mit gleichen oder proportionalen parallelen Reihen haben den
Wert Null.

3. Ein allen Elementen einer Reihe einer Determinante gemeinsamer Faktor kann
vor die Determinante gesetzt werden.

4. Wird zu einer Reihe einer Determinante ein Vielfaches einer Parallelreihe addiert,
so iindert sich der Wert der Determinante nicht.

5. Werden eine Zeile und eine Spalte einer Determinante gestrichen, so ergeben die
restlichen Elemente, zu einer neuen Determinante zusammengefat, die zu dem im
Kr gspunkt der gestrichenen Reihen stehenden Element gehérige Unter-
determinante. .

6. Die Unterdeterminante ist, je nachdem die Summe der Indizes des zugehorigen
Elements gerade oder ungerade ist, mit einem positiven oder einem negativen Vor-
zeichen versehen.

Man sagt: Das zur Unterdeterminante gehirige Element steht an gerader oder an
ungerader Stelle. .

Solche mit Vorzeichen verseh Unterdeterminanten heiBen Adjunkten.
Adjunkten werden durch grofe Buchstaben iiglich doppelten Indizes gel -
zeichnet. A,q ist die zum Element a,, gehorige Adjunkte.

Nach dieser kurzen Zusammenstellung der fiir die Entwicklung nach einer Reihe
benbtigten Lehrsiitze, Erklirungen und Definitionen soll nunmehr auf die Ent-
wicklungssitze ausfithrlich eingegangen werden.

Entwicklungssitze fiir Determinanten
Lehrsatz:

‘Werden die Elemente einer Reihe, d. h. einer Zeile oder einer Spalte, jeweils mit
der zugehérigen Adjunkte multipliziert und anschlieBend die Produkte addiert,
80 ergibt die Produktsumme den Wert der Determinante.

Die n-reihige Determinante
@y Gy Gy --- G1n

A= (g Goy Gog ... Gon

Any Gpg CQpg -« Qnn
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kann entweder nach einer Spalte (zum Beispiel der 3. Spalte)
A =aydy5+ Ay + -+ Gy dn
allgemein :

n
A=Y ay Ay (firi=F)
o=1

oder nach einer Zeile (zum Beispiel der 2. Zeile)
A =a5 45 + Ay Ags + g5 dgs + o+ Gondsn
allgemein :

A=Y ap Ay (firi—4k)
o=1

entwickelt werden.
Es ist also:

" n
Y tigArg = X agi Ay = A (fiari = k) (49)
e=1 e=1

BEISPIEL
Es ist der Wert der Determinante

5 4-3 2
12 8 —6 4
D=
—10 -7 7 -3
14 13 —6 8

zu berechnen.

Losung Um die Berechmmg zu vereinfachen, wird die Determinante mit Hilfe der Deter-

f daB in der Reihe, nach der die Determinante entwickelt
werden soll, bis auf ein Element moglichst alle anderen Elemente Null werden. Es ist dann
nur ein einziges Produkt g 4 zu bilden, da in allen anderen der Faktor ag. gleich Null ist.
Die n-reihige Determinante wird auf diese Weise auf eine (n — 1)-reihige Determinante redu-
ziert. Dieses Verfahren ist fiir jede n-reihige Determinante anwendbar, wenn es auch in vielen
Fillen sehr aufwendig ist. Ein in jeder I{mswht okonomischeres Verfahren zur Berechnung
von Determi wird in 2.4.5. geb

5 oA=8 2 Von der zweiten Zeile ist das Doppelte der ersten

D= 12 8 —6 4 | und von der vierten Zeile das Dreifache der ersten

| —10 —7 7 —3 | Zeile zu subtrahieren, wihrend zur dritten Zeile
“ 13 —6 s das Doppelte der ersten Zeile zu addieren ist.
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& 4=d 2 a, = 2 steht an ungerader Stelle. Um die zuge-
B 20 0 hérige Adjunkte Ay, zu ermitteln, ist deshalb vor
- 01 1 die prechende Unterd inante der Faktor
— 1 zu setzen.
—-11 3 2
4 =3 2| yon der ersten Zeile st das Vierfache der zweiten
D=2(—-1)] 1 11 Zeile, und von der dritten Zeile ist das Einfache
1 3 2 der zweiten Zeile zu subtrahieren.
0= =2 by, = 1 steht gleichfalls an ungerader Stelle. Des-
D=-2(1 1 1 halb ist wiederum vor die By, bestimmende Unter-
0 2 1 determinante der Faktor — 1 zu setzen.

-1
D=(=2(+ 1)(—1)( 2

D=2(-7+4=-8

K

Hinweis: Der Einfachheit halber 1i8t man die runden Klammern vor den Determinanten
in der Praxis weg und multipliziert den vor der Adjunkte stehenden Faktor mit —1.

Fiir die Entwicklung der Kehrmatrix nach Adjunkten ist auBerdem die Beziehung

n n
> apAry = Y, @A fiir i<k von Bedeutung.
e=1 e=1

Es soll deshalb fiir » = 3 die Produktsumme sowohl fiir i = k, als auch fiir i 4 &

ermittelt werden.

Ay Gyp Ogg
A = ay Gy Gy

Qg1 gy Agg

Wird die Determinante nach der 2. Zeile entwickelt, so ist
3
ZlazaAza =Gy Ay + Ay Ay + Ay Agg = 4.
o=
In diesem Falle ist i =k = 2.

TIst ¢ == k, wird z. B. fiir ¢ = 1 und fiir ¥ = 2 eingesetzt, entsteht

3
21 A9y = @y Agy + Grp Ay + 15 Ag,
-

Es sind jetzt die Elemente der ersten Zeile mit den entsprechenden Adjunkien der

2weiten Zeile multipliziert worden.
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Das ergibt:

i q
|11 g3

U1z l
g1 Qgy

Oy Oy @y Gy

+

—ay

Ugp a3 i g Qg

Genau wie die dreireihige Determinante nach einer Reihe entwickelt wurde, kann um-
gekehrt die Produktsumme wiederum zu einer dreireihigen Determinante zu

gefaft werden, wenn die Vorzeichen und die einzelnen Elemente in den Adjunkten
entsprechend angeordnet sind. In der vorliegenden Produktsumme koénnen die
zu den Adjunkten gehorigen Elemente ihrem Vorzeichen entsprechend Elemente
der zweiten Zeile sein. Die drei zweireihigen Adjunkten lassen sich dann wie folgt zu
einer dreireihigen Determinante zusammenfiigen. Diese Determinante soll mit A
bezeichnet werden. Es ist dann:

|
Wy Az Gag

A =|ay ay a5 | =0.
(g1 Ay Ggy
In der Determinante A stimmen alle entsprechenden Elemente in der ersten und
zweiten Zeile iiberein. Der Wert der Determinante A ist daher Null. Das fiir n — 3
Gezeigte ist fiir jedes beliebige 7 nachweisbar.
Allgemein gilt:
I Werden die Elemente einer Reihe der Determinante mit den entsprechenden Ad-

junkten einer Parallelreihe multipliziert, so hat die Produktsumme den Wert
Null.

Es ist also:

n i =Afiri=k
DEG@»’AQE :pg ;o Ao {:0 fiir §ek B (50)

AUFGABEN
94. Es ist die algebraische Summe der zu den Matrizen der Aufgabe 49¢ geilﬁtigen drei Deter-
minanten zu bilden.

95. Es ist der Wert der zu den Matrizen in den Aufgaben 77 und 78 gehérigen vier Determinanten
zu berechnen.

96. Es ist der Wert folgender D inanten zu t

a) 2 0 —4—1
3 6 1 1

D=1l3_13 12 1

2 3 3 1

b) 5 —1—1 3
-3 4 2-1

P=| 9_10-6 3

| —¢ 14 4-5s
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‘2.3.3. Berechnung der Kehrmatrix mit Hilfe von Adjunkten

4 sreo1

Um die Koeffizienten des inversen Gleichungssy zZu eln, muf das gegeb
System

Y1 = @n®y + @y + ot Gna
Yo = Gy %y + Aga®y + -+ Aoy

Yn = 1%y + Gne%y + -* + Auay

nach y, &, ..., z, aufgelost werden (vgl. 2.3.1.). Die Auflosung des Systems kann
mit Hilfe von Adjunkten erfolgen. Zu diesem Zwecke werden alle Gleichungen des
Systems je mit der entsprechenden Adjunkte einer Spalte, also mit Ay, Az,,, ooy Aggy
multipliziert, so zum Beispiel mit den Adjunkten der zweiten Spalte.

Fiir k£ = 2 ergibt sich:

Y- App = Aya (@11 % + A1p%p + -+ + Q)
Yo Agy = Agy (@@ + g%y + +++ + G2aTn)

Y+ Ang = Apa (@1 %y + Ape®y + -+ ApnTy)

Beide Seiten des Systems addiert und entsprechend zusammengefaBt ergibt:

@y (@1 Ays + Gy Agy + o+ + Gpy Ang)
+ %y (@19 dsa + Gga gy + -+ GngAue)

+ @ (tan sz + App Aoy + -+ + CunApe)
=0+ Az, + 0404+ 0=
= Aux,.

Y14se + Yados + 0o+ Ypdne =

+

Auf der rechten Seite ergeben alle Klammerausdriicke mit Ausnahme des zweiten
den Wert Null. In diesen Klammern wurden jeweils die Elemente einer Spalte mit
den entsprechenden Adjunkten einer parallelen Spalte multipliziert (vgl. 2.3.2.).
Lediglich in der Klammer der zweiten Zeile werden alle Elemente der zweiten Spalte
der Matrix mit der zugehérigen Adjunkte multipliziert. Diese Klammer ergibt also
den Determinantenwert 4.

Es ist demnach

Y1 41s + Yados 4+ Y dpe = Az,

oder allgemein:

Y14 + Yodor + o+ Yndu = Az
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und nach x; aufgelost:

Auys + Anys +- + Aun

T = )

Da im Nenner des Bruches der Determinantenwert A steht, ist #; genau dann
berechenbar, wenn das System quadratisch und der Wert der Determinante 4 == 0
ist.

Quadratische Matrizen, deren zugehorige Determinante det 9 == 0 ist, heiBlen regu-
lLire Matrizen im Gegensatz zu singuldren Matrizen, bei denen die zugehorige Deter-
minante det % = 0 ist.

Die Umkehrung der Matriz W ist genaw dann méglich, wenn die Matrix A quadratisch
und ihre zugehorige Determinante det 9 == 0 ist, d. h., wenn die Matriz A eine
requlire Matrix ist.

Die Auflosung des gegebenen linearen Systems nach den x; mit Hilfe der oben ent-
wickelten Formel wird Cramerseher Hauptfall genannt. Das gegebene System zeilen-
weise nach x,, z,, ..., @, aufgelost, ergibt das inverse System :
T = ‘Z‘ (Anys + Ay + -+ Auys)
1
@y = 7 (At + Anye + -+ Aueya)

1
@y = — (An¥r + Az + -+ Auntn)-

Die Koeffizientenmatrix dieses inversen Systems ist die Matrix:

Ay Ay oo Ap
1 Ays Aoy ... 4
-1 12 22 n2
W=gu|. " "
Ay Agy ... Ay

Diese Matrix, in der man jedes Element durch det U zu dividieren hat, ist die ge-
stiirzte Matrix der Adjunkten.

Die gestiirzte Matriz der Adjunkien heiBt adjungierte Matrix und wird mit .4 ge- ‘
kennzeichnet.

Fiir die Ermittlung der Kehrmatrix ergibt sich nach den bisherigen Uberlegungen
folgender Losungsweg:

setzt man in der transponierten Matrix UAT jedes Element durch die entsprechende

Um die Kehrmatrix %! einer gegebenen reguliren Matrix 9 zu bestimmen, er-
Adjunkte und dividiert die so erhaltene adjungierte Matrix q durch det 9.
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Es ist also:

-1 1 r
T det

Uaa (51)

Zur Erlduterung sei die zu der Matrix 2. Ordnung

ay,
A= ( E 12) gehoérende Kehrmatrix 9! berechnet.

g1 Gy, 4
Es ist
A = (a“ a“) und damit Upq = (An A-ﬂ).
d1z Gay, Ay Apy,
Aus Y4 erhilt man durch Multiplikation mit dem Faktor de'l; % die Kehrmatrix:

o1 — 1 [An Ay
det A \4,, 4,,

und durch Berechnung der zur gegebenen Matrix % gehdrenden Adjunkten schlieBlich :

1 Ggy —Oyg
A =
det % (_ gy “11)
Werden die Elemente der adjungierten Matrix %,y mit dem Faktor
ziert, dann entstehen die Glieder:
4y Ay A
det %’ det A’ det %"
Die durch den Wert der Determinante dividierten Adjunkten heien reduzierte
Adjunkten.

Die Elemente der Kehrmatriz ! sind also reduzierte Adjunkten.

1
det A

multipli-

allgemein

BEISPIEL
1. Es ist die Kehrmatrix zur Matrix

256 30 18
A= 5 6 3 zu bilden.

10 11 7
Losung:
Bei der Bildung der Kehrmatrix mit Hilfe von Adjunkten sind folgende Teilschritte zu
beachten:

1. Uberpriifen der Umkehrbarkeit der gegebenen Matrix.
2. Aufstellen der adjungierten Matrix aq.

3. Dividieren der Matrix %aq durch det .

4. Probe.
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Zu 1. Der gemeinsame Faktor 5 der Elemente der ersten Spalte wird vor die Determinante
gesetzt und in der neuen Determinante von der ersten Zeile das Fiinffache der zweiten Zeile
und von der dritten Zeile das Doppelte der iten Zeile subtrahiert.

5 30 18 0 0 3
detA=5(1-6 3|=5|1 6 3
2 11 7 0—1 1
03
det?l:ki(«l)‘ v ‘=—5(+3)=—
-1 1
Da det A = 0 ist, ist die Matrix ¥ regulir, und 9! existiert.
Zu 2.
30 30 18
= = =— =—12 4;, = =—18
4u ’11 7' 3 da {11 ‘ o +‘6 3‘ ==
18 25 18
= =— = =—5 Adgp=— =1
A“‘ ‘10 7‘ =5 4u= +’ 7| T=8 A |5 3‘ =
30 25 30
= = = Ag = =0
4n +|1011‘ ‘ 11‘ = @ +'5 6] =
Zu 3. Division von Agq durch det 9 = — 15
3 4 6
9 —12 —18 -5 5 T
1 1 1
ot =l <8 =5 15 | = = - -
x 1 5 5 3 3 1
1 5
-5 2 0 L 0
3 3
Zu'4. Probe
3 4 6
25 30 18 Si 5 5 1 0 0
1 1
= — = = 0 1 0
5 6 3 3 3 1
1 5
= 0 0 1
10 11 7 3 3 0
Die zur Matrix
25 5 10
B=[30 6 11
18 3 7
gehorige Kehrmatrix 8-1 ist
. 9 —5 —5
Brl=—_—|—12 —5 25



2.3. Die Kehrmatrix 165

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist durch Nachrechnen zu iiberpriifen.

Die Matrix B ist nichts anderes als die gestiirzte Matrix % des vorangegangenen
Beispiels.

Es gilt also in diesem Falle: B

B = AT

Die Kehrmatrix 8! wiederum ist, wie aus dem Ergebnis zu ersehen ist, die gestiirzte
Matrix der Kehrmatrix %-1. .
Damit ist am Beispiel gezeigt, daB

LsB-l — @)= @ | st 52)

Dieser Zusammenhang ist allgemeingiiltig :

I Die Kehrmatrix der transponierten Matrix ist gleich der Transponierten der Kehr-
matrix.

Der Bewess fiir die Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes soll an dieser Stelle nicht gefiihrt
werden.

BEISPIEL

2. Es ist zu untersuchen, ob die Matrix % umkehrbar ist:

4 8 4
A= (10 20 10
5 7 8

Lésung: In der zugehérigen Determinante

4 8 4
det A = | 10 20 10
5 7 8

werden aus der ersten Zeile der gemeinsame Faktor 4 und aus der zweiten der gemeinsame
Falktor 10 vor die Determinante gesetzt.

121
121
5 7 8

det A = 40 =0

In der ersten und zweiten Zeile sind alle entsprechenden Elemente gleich: Der Wert der
Determinante ist deshalb 0. 9 ist also eine singulire Matriz. U~ existiert nicht.

AUFGABEN

Zu den folgenden Matrizen ist jeweils die Kehrmatrix zu bestimmen.

97. 1 —5 98. /2 1 0O 99. 5 30
—0,04 1 01 2 —1 -3 1

3 0 1 4 0 2
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100. /3 6 0 101, /10 2 1 102. /3 1 4
(2 1 4) ( 3 10 3) (l 2 3)
0 2 5 2 3 10 4 3 6
Anleitung: In den Aufgaben 101 und 102 sind die Elemente der Kehrmatrix durch gemeine

Briiche auszudriicken.

103. 1 0—1-3

2—-1 0 3
-2 3 1 2
4 0 -2 -3

104. Mit den Matrizen

1 -2 4 2 4 -2
A=(3 -1 5 und B = 12 1
\2 4 0, -1 2 1

ist die Richtigkeit der Gleichung 9 - B - B~ = U zu zeigen, indem B ermittelt und die

drei Matrizen nach dem Schema von FArx mit Einschalten der Sp be mit-
einander multipliziert werden.

2.4. Der verkettete GauBsche Algorithmus?)

Die Berechnung der Kehrmatrix mit Hilfe von Adjunkten’laBt zwar die Bedingungen,
unter denen eine Matrizenumkehr iiberhaupt nur moglich ist, und die Zusammen-
hénge zwischen der urspriinglichen Matrix und der Kehrmatrix klar erkennen; das
Verfahren ist aber andererseits so aufwendig, daB es fiir die Umkehr von Matrizen
groBeren Umfangs ungeeignet ist. Es kommt darauf an, ein Verfahren zu finden, das
iibersichtlich und besonders fiir Rechenmaschinen geeignet ist. Ein solches Schema
1Bt sich aus dem Gavussschen Algorithmus heraus entwickeln.

24.1. Problemstellung

Der Gavusssche Algorithmus wird ausfiihrlich im Band ,,Algebra und Geometrie fiir
Ingenieur- und Fachschulen‘ [1] behandelt.
Er hat das Ziel, das lineare Gleichungssystem

@1 %y F Cray + o0 F Gy =Gy

U@y + Aga®y + 00 F Cpn ¥y = dp

Ty + ng®y + 2+ Gpn T =
1) Die Bezeichnung fiir dieses Rechenverfahren ist nicht immer einheitlich. Oft wird es auch
,-abgekiirzter Gaufscher Algorithmus* oder ,modernisierter Algorithmus* genannt. Das Ver-
fahren selbst wird von verschied Seiten L 80 z. B. bei CHOLESKY (1924) und
bei BaxacrTEWI0Z (1938). Es muB jedoch angenommen werden, daB Gauss (vgl. 4.7.1.) selbst
bereits die Méglichkeit der Verkettung bekannt war, das Verfahren aber zu seiner Zeit wegen

des Fehlens der dazu no dig: fiir die Praxis keine Bedeutung hatte
und deshalb auch von Gauss nicht weiter verfolgt wurde
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durch fortgesetzte Elimination der Variablen @y, @,, ..., #, in der zweiten bis n-ten
Gleichung in das gestaffelte Gleichungssystem

by @y + b1p@y + oo+ byaa = by
bop®y ++++ + boa @y = by

umzuformen. Das gestaffelte b-System wird dann schrittweise von x, beginnend iiber
Zy-1, Ty-g bis zu 2, aufgelost.

Die Elimination der Variablen erfolgt mit Hilfe des Additionsverfahrens [1].

Der Gauvsssche Algorithmus in der bisher behandelten Form hat den Nachteil, da
bei groBeren Gleichungssystemen umfangreiche Schreibarbeiten notwendig sind. Es
muB deshalb das Ziel sein, einen Weg zu finden, der okne Einschalten der Zwischen-
systeme vom rechteckigen a-System sofort zum gestaffelten dreieckigen b-System fiihrt.

2.4.2, Das Verfahren des verketteten Algorithmus

Die folgenden Betrachtungen sollen sich nur auf Gleichungssysteme beschrinken,
deren zugehorige Koeffizientenmatrix reguldr ist, d. h., det % == 0 (vgl. [1]). .
Dabei wird aus dem Gaufschen Algorithmus schrittweise der verkettete Algorithmus ent-
wickelt. s

Aus dem nachfolgenden Gleichungssystem sollen die Variablen 2; und , bestimmt
werden.

3z + 3@, = 3 %y + A%y = 4y
155, — 122, =69 Aoy Ty + Qoo %y = @ty
Um die Schreibarbeiten auf ein MindestmaB zu reduzieren, werden nur die Koeffi-

zienten und die absoluten Glieder in das Lésungsschema iibernommen und die
Variablen weggelassen.

3 3| 3
15 —12| 69

Um 2, aus der zweiten Gleichung zu eliminieren, ist die erste Gleichung mit — 5 zu
multiplizieren und zur zweiten Gleichung zu addieren. Die erste Gleichung eines jeden
Systems wird in diesem Zusammenhang Eliminationsgleichung genannt. Der Faktor,
mit dem die Eliminationsgleichung zu multiplizieren ist, bewirkt mit der anschlieBen-
den Addition, daB int der zweiten Gleichung des Systems das Glied z, mit dem Koef-
fizienten a,, verschwindet (a3, =0). Der Faktor, der die Elimination der Variablen
bewirkt, soll dem Koeffizienten a;; der Variablen 2 entsprechend mit ¢;; bezeichnet
werden.
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Im vorliegenden Falle ist

92 931

—an

allgemein ¢y =

7 16
nT=3 by

Die Eliminationsgleichungen, die ersten Gleichungen der beiden Systeme, des a-
Systems und des a’-Systems, werden zum neuen dreieckigen b-System zusammen-
gefaBt. Durch das Element c; wird dieses schlieBlich zum rechteckigen System er-
génzt. AuBerdem wird in einer zuziiglichen (dritten) Zeile der Losungsvektor an-

gegeben.
3 3 3 by by b,

—5 | —27 | 5¢ culbn by

3 -2 l Ty Tg |

Um vom rechteckigen a-System unmittelbar zum gestaffelten bfc-System iibergehen
zu kénnen, ist es notwendig, die Abhéingigkeit der b, und der ¢4 von den a;; zu unter-
suchen. Das gleiche gilt fiir die a; und die b,.

Die beiden Systeme in einem Schema zusammengefaft, ergeben:

3 3] 3 { ay  ap |4
15 —12| 69 Gy Ay | a
3 3| 3 by by | b
—b | —27| 54 Cy | Do | by
3 —2 | N g
=3 —2). T = (21,%).

Die erste Zeile des a-Systems wird als Eliminationsgleichung unverdndert in das
b-System iibernommen.

Es ist also: by = ay; big =ay, by = ag.

Als niichstes Element ist das Element ¢y, der Faktor, mit der die Eliminations-

gleichung zu multiplizieren ist, zu ermitteln.

15

Es ist: cn=?3:—5 Cy =

o bll ¥
Das Element b,, ergibt sich schlieBlich wie folgt:
by = — 12+ (—5)-3 bgp = gy + €y * bya-

Zum SchluB wird das b-System nach den Variablen z; aufgelost.
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. b!
Es ist: Ty = —o z,_-b;
Zy = —2
_3-3(=2 _ b by
Ty = 3 Ty = b
% =3

Bei groBeren Systemen lassen sich die Elemente cy ebenfalls zu einer Dreiecks-
matrix € zusammenfassen. Die Elemente der Matrix € sind unterhalb der Haupt-
diagonalen angeordnet. Im Recl h des verk 1 Algorithmus werden die
beiden Matrizen B und € zu einer Matrix zusammengefaBt, in der die Elemente der
Hauptdiagonalen und die dariiberliegenden Elemente die Elemente der Matrix B
und die unter der Hauptdiagonalen liegenden Elemente die Elemente der Matrix c
sind. N

Das lineare Gleichungssystem mit zwei Variablen 148t den Weg erkennen, der zum
verketteten Algorithmus fithrt. Wie die Berechnung der Elemente der Matrix B und
der Matrix @ im einzelnen erfolgt, soll an einem Gleichungssystem mit vier Variablen
entwickelt werden:

I, . 2%, + 32, — 23 = 20 IL ay, %) + @y, + 3%y + A%y = @,
— 6z, — b, + 2z, = —45 A By + Qgg®y + (oa®y + Gogy = Ay
20, — 5%, + 623 — 62, = — 3 A%yt Ugpp < Ggg¥y + ATy = Qg

4w, + 67, + 225 — 3y, = 58 @y @y + Qga®y + Aga®y + Aga®y = Oy

Die Anwendung des Gaussschen Algorithmus ergibt das Schema

I 2 3 -1 0 20 I ay  ap @y ay|a
—6 —5 0 2 | —45 gy @y Qg3 Qo | Uy

2 —5 6 —6 | —3 a3 O3 (g3 gy | U3

4 6 2 -3 58 Uy Qg Og3 Gy | Oy

3 4 -3 2 15 Cu| ap ap @y |a@

—1| —8 7 —6 | —23 o | 2 s | G
-2 0 4 -3 18 co | T G | %

2 1 -2 7 Cyn | @y @y | @

0 4 -3 18 Cop | @iy G | 4

—4 5 | —10 ¢y | @y | @y’

Zur Berechnung der vier Variablen z;, iz, %y, %, werden nur die vier Eliminations-
gleichungen benétigt, die im Druck hervorgehoben sind. Die Koeffizienten der vier
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Eliminationsgleichungen bilden, wie auf S.168 gezeigt wurde, die Elemente der
Matrix 9. In das vereinfachte Rechenschema werden nur noch die Elemente der
Ausgangsmatrix %, der beiden Dreiecksmatrizen 8 und € sowie die zugehorigen
Absolutglieder der Gleichungen in der folgenden Anordnung geschrieben :

L. 2 3 -1 0 20 IO oay ay a ay|a
-6 —5 0 2| —45 Gg1 Gy Gy Gy | Gy
T 6 —6| —3 a3
4 6 2 —3| 38 ay
2 3 —1 0| 20 b,
4 —3 2 15 b,
—1 2 1 -2 7 bs
_2 0 5| —10 by
1 7 3 —2

r=(1,7,8,-2) T = (¥, Ty, 25, 2y)

' Die direkte Abhiangigkeit der b; und cy von den ay; ist aus den Matrizen 91, o', A"
auf 8.169 zu erkennen.

T

aller Elemente

Hinweis: Es ist ratsam, beim Studium der folgenden all i B
parallel die Berechnung mit den Koeffizienten des Systems I durchzufiihren.

Die Elemente der ersten Zeile von B stimmen iiberein mit denen der ersten Zeile
von 9:

by =an by =ay, byy =y, b = ay,.
Zur Berechnung der iibrigen Zeilen von B werden die Elemente der Marizen 9, 9’
und A" benotigt.

Es ergibt sich die erste Zeile der Matrix 9’ mit den Elementen a};, indem die Elemente
der ersten Zeile von 9 mit

n

Cy =—5—

multipliziert und die Produkte zu den entsprechenden Elementen der zweiten Zeile
von ¥ addiert werden, in Formeln:

by = @3y = gy + Oy by,
bag = afy = Qg + Cybyy

P (-
by = @y = gy +- 0y byy
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Entsprechend ergeben sich fiir die iibrigen Zeilen von ':

Qg = g + Cpbyz Ay = Ggy + Cibie
gy = Ag3 + Cg1b1g gy = 43 + Carbag
Ay = gy + Carbia @y = Byg + Cbg )
Die El te der Koeffizient trix %' berechnen sich nach dem gleichen Verfah-
ren, wobei die El te der Eliminati ile von 2’ mit
= a5 T b s(—=b
Ll Ak (agz + Ca1b1) ¢ (—boe)
28 Y
bzw. \
at
Cqg = _4:’ = (@ge + Carb1a) : (—ba)
22

multipliziert und zu den entsprechenden Elementen der vorletzten bzw. letzten
Zeile von %" addiert werden, in Formeln:

bys = gy = G4q + Caallis = gy + Corb1a + CanDas

byy = Gy = @y + O30y = Ayy + C1brg + Coaba
und

Gy = g + Caalhy = Qg + Cubis + Caabeg

Gy = @y + 03053 = gy + Carbrg + Caabaa-
SchlieBlich erhilt man das Element afj durch Multiplikation der Eliminationszeile
von A"’ mit \

@

Cy3 = _—:‘g‘a = (@3 + Caab1s + Canbas): (— Dya)
und Addition zu den Elementen der letzten Zeile von %'":

byg = a4y = Gy + Caglyy = gy + Caabrg + Cazbes + Casbos.

Zusammenfassend ergibt sich die folgende Ubersicht.

Berechnung von B

1. Zeile: by =ay

by =0y
by =0y
by =y

2. Zeile: by, =gy + Co1byp
byg = Qgy + Co1b1s

by = Gag + Ca1byg
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3. Zeile:  byy = gy -+ Caybyg + Cgobpg
by = @aq + Ca1b1g + Coabyy
4. Zeile: by = @y + Cyybyy + Copbyg + 43,

Berechnung von €
1. Spalte: ¢y = ag:(—by)

g1 = gy :(—byy)

Oq = @y :(—byy)
2. Spalte: ¢y = (ayy + C31012) 1 (— bya)

Caa = (@ag + Ca1b15): (—Dyp)
3. Spalte: ¢y = (ags + Cuybys + CaaDag) : (— bgg)
In gleicher Weise lassen sich die Formeln fiir die Absolutglieder berechnen.
Es ist

b =a,

by =ay + by

by = a3 + €515y + Cyby

by = g + €451 + c4oby + 0g5b5.

Die Variablen #,, ,, 2,, %, ergeben sich durch Auflésung des gestaffelten Gleichungs-
systems mit der Dreiecksmatrix B wie folgt:

Ty =Dby: by

@y = (bg — b3y%,) : byg

% = (by — bay @3 — byy,) : by

#y = (by — bia®y — 13y — byey) : byy. !

Aus den fiir ein Gleichungssystem mit vier Variablen abgeleiteten Formeln liBt sich
erkennen, dafl es unabhéngig von der Anzahl der Variablen ein allgemeines Gesetz
zur Berechnung der Elemente von B und € geben muB. Folgende Formeln sind all-
gemeingiiltig?):

i = agi + caby + Ciabor + Cigbgy -+ 4 1y biy p Fiir s < &

bi =a; +coabi + coby + cigby 4+ ¢p iy (53)
cip = "t bie + Cigbor t::cb“ ot Gkabeak g o >k

1) Auf den Beweis soll an dieser Stelle verzichtet werden
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Die Formeln (53) lassen erkennen, daB in d#hnlicher Weise wie bei der Matrizenmulti-
plikation Skalarprodukte zu bilden sind. Im einzelnen gilt:

by = ay -+ skalares Produkt i-te Zeile von € (53a)
mal k-te Spalte von B #

b; =a; -+ skalares Produkt i-te Zeile von € (53b)
mal Spalte der Absolutglieder von B

¢ = (@ + skalares Produkt i-te Zeile von € (53¢)
mal k-te Spalte von B): (—bx)

Auch bei der Berechnung der #; sind Skalarprodukte zu bilden. Es gilt allgemein :

@ = [b; — (Bin®n + bi,n-1%ua + oo+ B, i1 @era)] 2 i (54)
Bei den «; wird ebenfalls zuerst das skalare Produkt gebildet.
BEISPIEL
Das nachstehende lineare Gleick mit vier Variablen ist mit Hilfe des verketteten
Algorithmus zu 16sen.
2 — 22+ 373 — dry= —2
@ — 3%, + brg— 6ay,= —4
z; — 42, + 673 — 8z —9
@ — Tog + 1023 — 102, = —13
Losungsschema: allgemein:
1 -2 Gy Gip Gy Oy Gy
i -3 Gg1 Gy Oy Gy | Oy

Gy Gz G5y Oy | G

Gy Qg Qg Gy (G

by
bB

bs

by

t=05432) T = (1, g, T, 7y)
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Loésungsschritte:
Beginnend mit der ersten Zeile von B wud abwechselnd eine Zeile von 8 und eine Spalte
von € schri ise in der nach ihenfolge ermittelt:
1. Schritt: by = ay; und
b =a; (1. Zeile B-Matrix)
2. Schritt: ¢y = "—: (1. Spalte G-Matrix)
—m
3. Schritt: by = agp + Coy by und
by = ay + cyby (2. Zeile B-Matrix)
4. Sohritt: ¢ = &d‘%& (2. Spalte G-Matrix)
—Vs2
5. 8chritt: gy = g + by + Caabar und
by = ag + ¢y by + Cgby (3. Zeile B-Matrix)
6. Schritt: ¢y = ﬂg.tcn_b;ﬂ& (3. Spalte 6-Matrix)
— Va8
7. Schritt: by = ag + cubuk + Caabor + Cagby und
3 by =@y + cuby + Caaba + Ciaby (4. Zeile B-Matrix)
AbschlieBend ist das flelte Gleick ystem mit der Koeffizientenmatrix B mit z,
begi: d nach den Variablen z;
4o, = —1z,+0.2=—3 — 12,4 2.3—2.2=—2
=2 z3 =3 Ty= 4
2 —2-4+8.3—4.2=—2
=05
Das allgemeine Lo h fiir den verketteten Algorithmus fir ein lineares
Gleichungssystem mit n Variablen sieht also wie folgt aus:
Gy Gig  Ggg Gy oo eeoee A | G
Qg Ggg  Ggg Ggg .. ..e.. Ay | Gy
Qg  Qgp Gy Bgy ... ..... g, | ag
e w 0% . . .
Any  @pg  Apg Gpg -0 ceenn Apn |
by bip big by o by | by
bay Dy s cowene ban | by
C31 byg oo e bya | bs
Cn1  Cng Cn,n-1| ban | a
T T T3 Xy Tn-1 T
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2.4.3. Rechenproben?)

Eine so komplizierte Rechenoperation, wie sie der verkettete Algorithmus darstellt,
erfordert die laufende Kontrolle der Zwischenergebnisse. Die by-Elemente der Matrix
B werden mit Hilfe der Zeilensummenprobe iiberpriift. Zu diesem Zwecke wird im
bisherigen Losungsschema der Matrix 9 als weitere zusitzliche Spalte die Zeilen-
summenspalte mit den Elementen s; (s. Modell S. 177) angefiigt. Fir jedes s; gilt
dann:

8i = Zﬂ @i + ;. ik (55)
i=1

Mit dieser Spalte werden die gleichen Umformungen wie mit allen anderen Spalten
der Matrix 9 durchgefiihrt. Die Umformung dieser Spalte fiihrt zu den Elementen

bt = 8; + €8y + CiaSy + -+ €;,i18i1-

Die Werte #; miissen bei richtiger Rechnung die Zeilensummen der Matrix B
einschlieBlich der Spalte b ergeben, also

t=3ba+b, 1=k (56)
k=1

Die cy-Elemente der Matrix € werden mit Hilfe der Spaltensummenprobe tberpriift.
Zu diesem Zwecke werden die Zeilen der Matrix % durch eine weitere Zeile mit den
Spaltensummen o, ergénzt. Lediglich aus Platzgrinden wird diese (n -+ 1)-te Zeile
als erste Zeile iiber das gesamte System geschrieben. SchlieBlich werden die Zeilen-
und Spaltensummen der Matrix 9 durch das im Kreuzungspunkt der Zeilen- und
der Spaltensummen stehende Element X' kontrolliert.

Es ist

E=Y8=3 . . ©7)
k=

Am Ende jeder Spalte der cy ist als weiteres zusitzliches Element das aus der
(n + 1)-ten Zeile, der Spaltensummenzeile der Matrix 9, hervorgehende ¢y zu be-
stimmen. Die Elemente der (n + 1)-ten Zeile sind mit o; bezeichnet, entsprechend
sollen die Probenelemente zu den Spalten von € mit 7; bezeichnet werden. Die 7,
werden wie die c;; berechnet. Es ist:

T = (0 + 7ybue + Tabor + -+ 1 Be-n,8) 1 (— )

Die 7, sind gleich den Spaltensummen von € vermindert um 1:

a
=Y 6p—1. (58)
i=k+1

1) Vgl. hierzu Losungsschemata S. 177
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Die Richtigkeit dieser S formel soll fiir 7, fiir den Fall s =4 gezeigt werden.
Behauptet wird:
4
=Y ¢y —1.
i=z,
4
Es ist: 3 oy = 9 + O + Ga
i=2 ot
7= 9 _ Ottt (b = aw; vgl. 8. 171)
—by —ay

et
L + ¢+t Cu
11

s
n=2XYecy—1
=3

i ist nichts anderes als der im Losungsscl vernachlissigte Faktor ¢;;= — 1,

derled1ghoh1mA gangssystem zur Elimination der Eliminat; leichung (s.2.4.2.)
benétigt wurde. Das gleiche gilt fiir alle anderen Elemente c“ = —1, Beim Zu-
sammenschieben der beiden Dreiecksmatrizen € und B

=B

;0 0 0 b1y i by by
Gy Cp 0 0 e 0 byy byg by
Ca1 Caz Cgg 0 0 0 by by
Cq1 Caa Ca3 Caa 0 0 0 by

konnte auf die c¢;-Elemente verzichtet werden, da sie im Gegensatz zu den by;-
Elementen fiir den weiteren Rechengang nicht benétigt werden. Bei der Spalten-
summenprobe der ¢ treten sie jedoch wieder in Erscheinung.

Im folgenden Beispiel soll das lineare Gleichungssystem I von S.169 unter Ein-
schaltung aller Proben mit Hilfe des verketteten Algorithmus gelost werden.

BEISPIEL
1. 25 4+85— 7 = 20
— 6z, — 52, + 2z, = —45

2@ — b5y + 62y, — 62, = —3

4z, + 67, + 223 — 32, = 58
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2 -1 7 =17 30 31 o, 0, 03 o0 c |Z
2 3 —1 0 20| 24 a |8
-6 —5 0 2 |—45|—54 a, | s,
2 =85 6 6| =8| —6 a | &
4 6 2 —3| 58| 67 a, | 8
2 3 -1 0 20| 24 b |t
4 2 15| 18 by |t
2 -2 7 6 by |t
0 5(—10| —5 by |ty
= 1 1 -5 -1
1 7 3 -2 X xg Xy
t=(1,7,3-2) T = (%, Tg, %3, %)

Die Proben fiir das Gleichungssystem erfolgen entweder wie bisher, indem die vier
fiir die Variablen ®, bis x, gefundenen Zahlenwerte in jede der vier Gleichungen des
Systems eingesetzt werden, oder in abgekiirzter Form. Bei der abgekiirzten Form
der Probe werden diese vier Zahlenwerte jeweils mit der zugehérigen Spaltensumme
multipliziert. Es gilt dann:

0% + 03y + 0323 + -+ 042 + 0(—1) =0.

Das Verfahren eignet sich besonders fiir das maschinelle Rechnen. Es schlieBt jedoch
einander kompensierende Fehler nicht aus. Im obigen Beispiel ergibt das skalare
Produkt aus der Spaltensummenzeile und der Losungszeile der Variablen, vermindert
um die Summe der absoluten Glieder:

214 (=17 +7-3+ (=7)(—2) + 30(—1) =0.

Das Losungsschema des verketteten Algorithmus einschlieBlich aller Proben, der
Proben fiir die by, die ¢y, die b; und die z;, hat nunmehr folgendes Aussehen:

Oy o z
A a 8
B
IS b t
T
3

Um fir die Elemente der Hauptdiagonalen moglichst ganzzahlige Werte zu bekom-
men, durch die b; muB ja bei der Berechnung der c; dividiert werden, ist es oft
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ratsam, eine Vertauschung der Gleichungen innerhalb des Systems vorzunehmen
(s.2.4.6.). 2
BEISPIEL
2. Folgendes Gleichungssystem soll nach den Variablen x; aufgelést werden
4z, + 22, + 225 — 22y = 14
@+ %+ 4wy — 4y =10
o — 2p+3wy— wy= T
22 — 2a, + day + 82, = 25
Losung: In diesem Falle geniigt es bereits, die 1. Gleick als vierte Gleick zu setzen

‘und die iibrige Reihenfolge unverindert zu lassen, um im
Briiche zu vermeiden.

8 0 13 1 56 8
10 12
7 9
25 37
14 200
10 12
-3 -3
11 19
_im|_w
2 2
/

AUFGABEN
In den Aufgaben 105 bis 111'sind die linearen Glelchungssysceme mit Hilfe des verketteten
Algorithmus einschlieBlich aller Proben zu lésen.
105. EX + 323 — 22, = —1
22— 7, =—6
—3x, + 2, — 4wy 2x,= 4
4x, — bz + = —3

106. - Ty— T3— = 0
22 — 2,4+ 22, = 66
3z, + 2z, —3z,= T4

0,62, — 3z + 22, = 15
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107, —a;, + 27, — 4z, =—3
@ 432, + 6z 4+ zy= 11
—2 4 32, — 132, + 122, = 1

o+ 20+ 3m 4 3m= 9

108. EX + 23 —22,+ 3z;=—15

22,4+ 323 — 3 — 225= 17
2w, + 4x, + by — 42, + 22, = 2
32, — 62, + 324 — bz — 1225 = —16
7y — 2% + 233 + T2, + 27 = —2
109. 22+ Tt 2= 6

2z, + 23+ 2= 6

203+ o+ =T
2 + 22 2y =12
4+ 2+ 2ry=11

110. o+ T+ 23+ T4+ zg= 15 ~

2 + 22, + dxg+ 8z + 16z, = 57
2 4 32, + 9z 4 272, + 8l =179
@y + 4x, + 1625 + 64z, -+ 2567, = 463
2, -+ 52, -+ 262, + 1262, + 62525 = 975

111, T+ 7 = 2
z,+ %, = 2

H— Zy— 2= —1

32, + 2 — Zg= 3

Tag + Szy— zg= 11
2z, — 10z, — 525 = —13

2.4.4. Reihenvertauschung bei b;; = 0

Der verkettete Algorithmus setzt zunichst voraus, daB alle Elemente by; der Haupt-
diagonalen ungleich Null sind. Ist diese Vi tzung nicht gegeben, miissen ent-
weder die Zeilen oder die Spalten der Matrix so vertauscht werden, daB in der
Hauptdiagonalen keine Nullelemente mehr auftauchen.

Diese Vertauschungen sind ohne jeden Einfluf auf die Losungen, denn em(, Ver-
tauschung der Zeilen bedeutet ja ledxghch eine Vertauschung der

und die Vertauschungen der Spalten eine Vertauschung der Variablen mnerha,lb des
Gleichungssystems.

In gleicher Weise kann verfahren werden, wenn die b;; zwar nicht gleich Null, aber
angenahert Null sind oder sich fiir den weiteren Rechengang ungiinstige Terme, z. B.
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Briiche, ergeben (Beispiel S. 178). Bei dem in Aufgabe 109 gegebenen Gleichungs-
system konnen Briiche in der Hauptdiagonalen ohne jede Vertauschung anfangs
dadurch vermieden werden, daB das Aufspalten der Matrix nicht mit der ersten,
sondern mit der letzten Zeile begonnen wird.

4 4 4 4 4 40 60
2 1 1 0 0 5
0 2 1 1 0 5
0 0 2 1 1 % 1t
1 0 0o 2 1 12 16
1 1 0o 0 2 11 15
176 220
R 9
Tl ou
2 2
7 1
1 1
11 15
2 1 0o 3 4

t=1(21,0,34)

Die Lisung des Gleichungssystems

2%, + 3%, — " x3 o= 20
4z, + 63, + 223 — 3z, = 58
— 6, — 52, + 2¢, = —45
2%, — 5%, 6z, — 62, = —3

fiihrt bereits in der zweiten Zeile zum Nullelement in der Hauptdiagonalen (b, = 0).
Diese Schwierigkeit kann durch Zeilenvertauschung iiberwunden werden. Wird die
zweite Zeile als vierte Zeile geschrieben, und die iibrige Reihenfolge unverindert bei-
behalten, ergibt sich das bereits in 2.4.3., S. 177, geloste Gleichungssystem.
Ebenfalls kénnte das Gleichungssystem durch Vertauschung der iten. und der
dritten Spalte ohne Schwierigkeiten wie folgt gelost werden.
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2y Ty X x,
2 7 -1 -7 30| 31
2 —1 3 0 20 | 24

4 2 6 -3 58 | 67
—6 0 —5 2 |—45 |—54
2 6 —5 —6 —3| —6

2 —1 3 0 20| 24

-2 4 0 -3 18| 19

3 1 57 | 129
B S ¢ =7 | ==
it 5 5 5
-t -3 2173|271
—1 -2 1 —1
1 3 7 —2
zy Ty Ty Ty
1=01,7.3,-2)

Bei groBeren Gleichungssystemen wiirden sich bei mehrmaligen Vertauschungen
umfangreiche Schreibarbeiten notwendig machen, die sich vermeiden lassen, wenn
die Umformungen in' der folgenden Weise vorgenommen werden. Sobald in der
Hauptdiagonale ein Nullelement auftaucht, werden die ndichsten Elemente der be-
treffenden Spalte nach der Formel der b-Elemente berechnet. Das nichste von Null
verschiedene Element wird als Diagonalel ¢ ger 1. AnschlieBend werden
die Elemente der zu diesem Diagonalelement gehérigen Zeile bestimmt. In gleicher
Weise wird mit den folgenden Spalten verfahren. Dabei werden die jeweils bereits
fertigen Zeilen iibersprungen. Die Diagonalelemente werden zur Kennzeichnung
quadratisch umrandet. Die Diagonalelemente und alle ihnen in der Zeile folgenden
Elemente sind b-Elemente. Die b-Elemente sind im nachfolgenden Losungsschema
halbfett gedruckt. Diesden Diagonalelementen in der Spalte folgenden Elemente sind
¢-Elemente, soweit sie nicht bereits als b-Elemente festgelegt sind. Alle El te des
neuen Systems werden in der bisherigen Weise berechnet (s. 2.4.2.). Beim Bilden
der skalaren Produkte ist lediglich die verdnderte Zuordnung der Zeilen und der
Spalten zu beachten. Es sind jeweils die Zeilen und Spalten einander zugeordnet, in
deren Schnittpunkt das Diagonalelement steht.

BEISPIEL

Das oben geldste lineare Gleich ' soll hr mit Hilfe des verketteten Algorith-
mus ohne Vertauschung der Zeilen oder der Spalten gelost werden.
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Losungs- 2 —1 7T -1 30| 31 o, o, a0y o |2
schema:
G | &
ay | 8
ay | &
O | 4
.
bl tl
b, | t,
b! t!
\
bl t‘
L T3 T
T T T
Der Losungsweg soll abschlieBend nochmals schrittwei: fgezeigt werden. Zu jedem Schritt
sind die Formeln angegeben, aus denen hervorgeht, wie die einzel Elemente entstanden
sind. Dabei sind die im Anschlu an den ausfiihrlichen L& g b Zuord
der Spalten und der Zeilen zu beachten.
Losungs- 2 —1 7. =T 30 | 31  b-Elemente sind in den einzelnen
weg: Schri wiederum halbfett gedruckt.
2 3 —1 0 20 [ 24 .
¢ 6 3 =31 56T Sohrite
=8, =b 0 ol i Diagonalelemente der 1. u. 2. Spalte
2 -5 6 —6 | —-3|—6 &
by =an = +
' 20 | 24 o
byp = Ggx + Caybyy
[ e @y + Cabu
15 | 18 = —by,
2. Schritt
20| 24

Diagonalelement der 3. Spalte
18 | 19 Dok = an + Coibye + Caabuk

@43 + Cubia + Casbas
- bls

15 | 18 s =
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E] 3 —1 .0 20| 21 3. Schritt
Diagonalelement der 4. Spalte
—2 0 4| -8 18| 19
byk = gk + by + Canbar + Caobar
3 [4] -8 2 |15 18 '
by = Qg + Carbra + Caabag + Caobos
— 2 __1. 2, i by = @y + cyby + Ciabs + Casba
4 2 4
5 ;
-1 1 =7 -t
1 7 3 -2

Anerkung: Rechengang fiir ¢,y ist im Modell durch Kreise gekennzeichnet.

Es sind folgende Zuordnungen?) gegeb
Spalte 1. 2. 3. 4.
[ R
Zeile 1. 3. 2. 4.
AUFGABEN

Die folgenden Gleichungssysteme sind mit Hilfe des verketteten Algorithmus ohne Vertau-
schung der Zeilen oder der Spalten zu losen.
112, 22, — Bz, + xy— 2z + dws= T
—4a, + 62, — 223 + By — 6a; = —10
62, — 9z, + Bzy — dzy + 10z, = 17

2z — da, + 32 + 22, — 375 = 5
—2z, + By — 32y + 27, — 7= 1
113. @ — 22, + 43y — 32, + 2%,= 4
—2x, + 42, — 8wy + 8xy — Sxz= —5
Bz, — 4z, + 92, — Bz, + 475 = 7
2y + 22, — 205 + 3y + 275 = —10
2z, + 27, +3z4+ ;= —5
2.4.5. Berechnung von det %
Mit Hilfe des verketteten Algorithmus wurde die quadratische Matrix
Gy G Gy .- Gp1 Gan
Gy Ggy  Bgg ... Ogp-1 Gon
S R
@p-1,1 Gn-12 @n-138 ---  Gn-1, n-1 Cn-1,n

Any Gpz Gng .- An,n-1  Gan

1) Auf diese Zuordnung wird in 2.4.5. weiter eingegangen
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in die Dreiecksmatrix

b1y big byg ... by bin
0 by byy ... by py ban
0 0 by ... by pa ban
0 0 0 ...bpy 1 Dpan
000 ...0 bun

umgeformt (vgl. auch [1]). _

9B ist dadurch entstanden, daB wiederholt ein Vielfaches der Elemente einer Zeile von
9 zu den Elementen einer anderen Zeile von 9 addiert oder subtrahiert wurde. Nach
den Determinantengesetzen dndert sich der Wert einer Determinante nicht, wenn
zu einer Reihe ein Vielfaches ciner Parallelreihe addiert oder subtrahicrt wird.
Demnach gilt fiir die beiden den Matrizen % und B zugeordneten Determinanten :

det A = det B.

Nach den Entwicklungsformeln fiir Determinanten (s. 2.3.2.) ist det B wie folgt zu
berechnen :

det B = by, By, Doy bag ... by a1 ban
0 Bggens Brger B
By=|:+cvemeans . B, = by, By,
0 0 ... bp1n1bean
00 ...0 bun
det B = by, by, By, byy ... bgny Daa
| By, = by By,
== v bpr bpan
0 ...0 bun
det B = by, bypbeg Bay byy oo ban-1 ban
‘ B | T EEHR S i By = by By,
B0 by e
0 .0 bun

SchlieBlich:
det B = by bogbysbyy ... Bys

bp-1,n-1 by
B, s = ( " l(')” 1 "bx’ ") und B, s = bp-1, 116
'nn

Also ist: Bet B = b11byabagbas - -+ by-s, mo1ban (59)
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| det % ist gleich dem Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen der Matrix 8.
Anders ausgedriickt:
| det % ist gleich dem Produkt der Diagonalelemente by

BEISPIEL
Zu berechnen ist der Wert der Determinante
1100 2
0 21
4=/21100
02110
00211
Losung:
4 4 4 4 4 20
1 1 0 0 2 4
1 0 0 2 1 4
2 1 1 0 0 4
0 2 1 1 0 4
0 0 2 1 1 4
4
0
—4
8
44
= A=A (=11 §

A=—44

Soll fiir das Glelchu.ngssystem im Beispiel S. 182/183 der Wert der Koef.ﬁz:entendetermnante

berechnet werden, so ist zu beachten, daB eme Ver g worden ist, die
der Vertauschung zweier Reihen einer Di pricht. Das Zuord h auf
S. 182 zeigt, daB in emem Fa]le eme groBere G. hl vor einer klei steht. Das
Produkt der gek te gibt daher nach den Determinantengesetzen

den mit — I multiplizierten Wert dzr zugehorigen Determinante an. Es ist

5
D=2-4-4~(_z) (—1)
D=40
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AUFGABEN

Mit Hilfe des verketteten Algorithmus sind die folgenden D i zu berech
114. 1 0 1-3 115. 1 2-12
2—-1 0 3 3 0 15
-2 3 1 2 1-2 03
4 0-—-2 -3 —2 -4 1 6
116. .1 3 6 2 117. |1 —4 5 3 2 118. | =1 5 —1 3
312 4 0 1 2-3 4 2 -3 4 —~1
6 3 25 3—-5 1 26 —6 9 —10 3
53 2 4 5 4 3-21 [ 4 4 14 —6
7 2—-1 3 4
2.4.6. Rang der Matrix
Definition:

Der Rang einer quadratischen Matrix ist gleich der Ordnungszahl r der nicht
verschwindenden Unterdeterminante groBter Ordnung.

Gesucht ist der Rang der quadratischen Matrix

1 3 38 7

3 5 9 11

= 2 -2 6-2
—~1 1—~3 &

Der Wert der zugehérigen Determinante D = det A soll mit Hilfe des verketteten
Algorithmus berechnet werden :

5 7 15 21 48
1 3 3 7 14
3 5 9 1 28
2 -2 6 —2 4
—1 1 -3 5 2

7 14
. —10 | —14

—0,5
—1,5
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In der dritten Spalte sind auBer dem ersten Element alle weiteren Elemente Null.
Auch durch Zeilen- oder durch Spaltenvertauschung kann daher in dieser Spalte kein
von Null verschiedenes Element fiir die Hauptdiagonale gewonnen werden.

Der Wert der vierreihigen Determinante ist deshalb gleich Null. Werden die vierte
Zeile und die dritte Spalte, in deren Schnittpunkt das Element Null steht, gestrichen,
so hat die dabei entstandene Unterdeterminante D,, den Wert — 16, Die in der vier-
reihigen Determinante nicht verschwindende Unterdeterminante groBter Ordnung
ist dreireihig.

Die gegebene Matrix 9 ist deshalb vom Rang r = 3.

Der Rang der Matrix hitte ebenso durch Entwicklung der zugehdrigen Determinante
D = det A nach ihren Unterdeterminanten b t werden konnen (vgl. 2.3.2.).
Dabei zeigt sich, daB auBer D,; noch weitere dreireihige Unterdeterminanten nicht
verschwinden. Fiir die Rangbestimmung reicht jedoch der Nachweis fiir das Nicht-

verschwinden einer einzigen Unterdeter ler Ordnung aus. AbschlieBend
sollen die gegebene vierreihige Determinante D nach der ersten Spalte entwickelt
und zwei (Dy; und D,g) der 16 moglichen dreireihi Unterd inanten be-
rechnet werden.
1 83 7
p=|0 —¢ 0 —10| _ 0
0 —8 0 —16
0 4 0 12 v
5 9. 1 1 3 7
Dy=|—2 6—-2 D=8 & 11 i
1-3 5 2 -2 -2
8 0 26 1 3 7
= 0 0 8 =|0—4 —10
1 -3 5 d 0 —8 —16
=—(—3)-64 = (64 — 80)
Dy =192 Dy =—16

Fiir quadratische Matrizen gelten hinsichtlich des Rangs der Matrix folgende Be-
ziehungen:
Fiir regulire Matrizen gilt » = n. Der Rang r der Matrix ist gleich der Anzahl n
der Reihen.

Entsprechend gilt fiir singulire Matrizen r < n. Die Differenz d =n — r wird als
Defekt oder Rangabfall oder auch als Nullitiit der Matrix bezeichnet.
Fiir nichtquadratische Matrizen vom Typ (m,n) ist der Rang

imFalle m>n r=n

und im Falle m<n r=<m.
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Der Rang r einer Matrix ist hochstens gleich der kleineren der beiden Zahlen .
und 7 (vgl. nachstehende Beispiele).
r=mn bzw. r = m setzt stets voraus, daf die Gleichungen des Systems bzw. die
Vektoren der Matriz voneinander unabhingig sind.

BEISPIELE
1. Gesucht ist der Rang r der Matrix
3 5 2 8
A=|(3 7 2 7
02 0-—1
Losung:
6 14 4 14|38
3 5 2 8 |18
3 7 2 7 (19
0 2 0 —1 1
0 o o [}
3 5 2 8 (18
2 0 —1 1
0 0f 0
oo o t=2
S NS R
Um den Rang r mit Hilfe des verk Algoritt besti zu kénnen, wurde als vierte

Zeile der Nullvektor hinzugefiigt. Die erste und die dritte Spalte sind voneinander abhiingig.
In der Hauptdiagonalen sind nur zwei von Null verschiedene Elemente moglich.

2. Gesucht ist der Rang der Matrix

2 2 §—4 Loésung: 0 24
2 4 1-1 0 3
A= | —4—-424 ¢ 0 6
0 2—4 .5 0 !—6
6 12 5—5 0] 3
0| 18

0| 3

o| 3

o] o

0| o

0| o

r=3 0
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Zwischen den 4 Spal ktoren besteht folgende lineare Abhéngigkeit:
2a, + 2a; + 20, = g

2 3 —4 2

2 1 —1 4

ol —4 | +2 | -4 ] +2 6 =1 -4

0 —4 5 2

6 5 -5 12

oder 2a; + 2a; + 204 — a3 = 0.

Lineare Abhangigkeit liegt stets dann vor, wenn zwischen den Zeilenvektoren
oder zwischen den Spaltenvektoren einer Matrix der folgende Zusammenhang be-
steht:

€10y + €y + -+ Cpap =0,
wobei nicht alle ¢; gleich Null sind.

Eine solche lineare Abhiingigkeit ist nicht immer sofort an der Matrix zu erkennen
[1]. Ob eine lineare Abhéngigkeit vorliegt, kann, wie die Beispiele gezeigt haben,
mit Hilfe des verketteten Algorithmus iiberpriift werden.

Nichtquadratisehe Matrizen sind weder regulir noch singulir.

Falls die entsprechenden Vektoren voneinander unabhiingig sind, werden die Ma-
trizen zeilenreguliir fir » =m < » und spaltenreguliir fir r =n < m genannt.
Quadratische Matrizen sind wegen r =m =n zugleich zeilenregulir und spaltenregulir,
also allgemein regulir. .

AUFGABEI.W
Es ist der Rang folgender Matrizen zu b
2 —6 3 2 —6 3 4
119. A= —-1' 1 —-1— 120. A = ——1— 1 —-1— —3
: 3 2 ) 3 2 3
1 3 4 1 3 4 1
) 1 4 26 3
2 —4 1 8 4=1~% 8 0
121 A= (0 5 -2 3) 1222 = —-6 3 0 0—1
1 -3 0 2 4 0 1 3-—-2
2 1-30 ¢4
1 234 4
2 31 55
123. A= 1 3 3 7 2
5 6 5 8—2
3446 1
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2.4.7. Berechnung der'Kehrmatrix mit Hilfe des verketteten Algorithmus

Nach der Definition ist die Kehrmatrix 9[-! die Matrix, die, mit der Matrix 9 von
links oder von rechts multipliziert, die Einheitsmatrix ergibt (vgl. S. 156):

,,Lm—1~91=m-m—1=@

Fir n =3 gilt demnach:

O Gz Gy3\ cfogy Ky Gy 100

(g1 Gpp gy |- | gy &gy 3] =(0 1 0
.

g1 3z Qg ¥31  Xgp g, 001

Die Elemente der ersten Spalte der Einheitsmatrix sind die_skalaren Produkte der
entsprechenden Zeile von 9 und der ersten Spalte von -1,

@110y + Grp0kg + Qg0 =1
I agon + ag0m + Aoy =0
Q3101 + Agptkgy + Ag305 = 0
In Matrizendarstellung :
Agy = 1.

Entsprechend sind die Elemente der zweiten Spalte der Einheitsmatrix die skalaren
Produkte der entsprechenden Zeile von ¥ und der zweiten Spalte von -1,

A% + Grp0igy + Aia05 = 0
IL @y o1 + @gporay + @ggoxgy = 1
Q1013 + Qgpkgy + Gggotgy = 0
In Matrizendarstellung :
ALy =1,

Ebenso sind die Elemente der dritten Spalte der Einheitsmatrix die skalaren Produkte
der entsprechenden Zeile von % und der dritten Spalte von A-1.

Q11043 + G1a0p5 + G1z0ty = 0
IIT agioy5 + Bgpotng + Gggote5 = 0
Q31013 + Agpkg + Agyngy = 1

In Matrizendarstellung :
ALy = .
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In den Gleichungssy 1 bis I1I bestehen die rechten Seiten, die Spaltenvektoren
)1, 2, Y, jeweils aus einer Spalte der Einheitsmatrix €. Die oy sind die zu be-
stimmenden Variablen, withrend die y-Vektoren als Elemente die absoluten Glieder
enthalten. Die Gleichung

die Definitionsgleichung fiir die Kehrmatrix, ist ein spezieller Fall der allge
Gleichung

\

der Definitionsgleichung fiir die Matrizendivision, (s. 2.4.8.). Die Matrix ¥ setzt sich
aus den Spaltenvektoren der zu besti den «-El te der Kehrmatrix 9

%11 Lot %13
L = | % Ty = | %22 Ly = | *e3
%31, 3o 33

zusammen, wihrend die Matrix §) die Einheitsmatrix € mit den Spaltenvektoren

1 0 0
pi=|0 ge=|1 9y =|0
0 0 1

zum Inhalt hat.

Das Bestimmen der Kehrmatrix 9[- erfolgt also durch die Losung der durch die
Elemente der Koeffizientenmatrix 2 und der Einheitsmatrix € festgelegten n Glei-
chungssysteme.

Um die n Gleichungssysteme 16sen zu kénnen, wird im Schema des verketteten
Algorithmus an die Matrix % die Einheitsmatrix € mit den absoluten Gliedern der
Gleichungssysteme als Spalten angefiigt (s. Beispiel S.192). Alle Elemente der
Einheitsmatrix € werden als absolute Glieder bei der Umformung genau wie die bis-
herigen Glieder behandelt. Die entsprechenden El te des neuen Syst werden
also wie die Elemente der Matrix 8 des neuen Losungsschemas ermittelt. Fir die
Proben werden die Elemente der Einheitsmatrix € mit in die Zeilensummen und die
Spaltensummen aufgenommen. Durch die Ausdehnung der Operationen auf die
Einheitsmatriz G wird diese genau wie die Matriz % in zwei Dreiecksmatrizen auf-
gespalten. Dabei sind in der umgeformten Matrix alle Elemente oberhalb der Haupt-
diagonalen Null, alle Elemente der Hauptdiagonalen eins, wihrend die Elemente
unterhalb der Hauptdiagonalen verschiedene Werte annehmen kénnen. Die Elemente
der durch das Umformen der Einheitsmatrix gewonnenen beiden Dreiecksmatrizen,
der Nullmatrix und der Gammamatrix!), sind ebenfalls in die Zeilensummen-
probe aufzunehmen. Zum SchluB wird das gestaffelte B-System n-mal nach den
Spalten der durch das Umformen der Einheitsmatriz € entstands Matriz I' aufgelost.

- 1) Zur Gammamatrix gehéren auch alle El te der Hauptdi len
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0
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0 —2 —3
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Keh

2. Matrizenrechnung

d

Es ist die zur Matrix

BEISPIEL

192

S

OO O

(=2 =

- o oo

—0,2
—2 —56
-1 —27
0 —9
1 23
h firn =4:
Oz O3 04

8

—19
—9
=3

2t

All

4
Qg4
A3q
Qaq

1

1
Vas

Va2
Va2

1

Y2
bss | a1
Va1

bz
baa
Ty

g1
g2
X43
Zaq

%31
&g
X33

X3

21
o
Gog

&oq

%1
12
X13
14
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Die Anordnung der «-Elemente laBt erkennen, daB das Losungsschema nicht sofort
zur Kehrmatrix 9! fiihrt, sondern zunichst die Transponierte der Kehrmatrix
(AT (linke untere Ecke des Schemas) bestimmt wird. Das ist bei der Durchfithrung
der Probe (rechte untere Ecke des Schemas) zu beachten. Um die erste Spalte der
Einheitsmatrix zu ermitteln, sind die Zeilen der Matrix 9 nicht mit der ersten Spalte,
sondern mit der ersten Zeile der a-Elemente skalar zu multiplizieren. Allgemein sind
bei der Probe fiir eine Spalte der Einheitsmatrix jeweils die skalaren Produkte der
Zeilen von %[ mit der entsprechenden Zeile von (U-2)T zu bilden.

Das all Lo h fiir die Berechnung der Kehrmatrix mit Hilfe des
verketteten Algonthmus hat einschlieBlich aller Proben folgendes Aussehen.

o e | z
A € 3
B o t
(&1 r
T
(AT €
AUFGABEN
Fiir d.1e gegebenen Matrizen % ist
a) isen, daBl die K h ix YL existiert, und
b) die Kel ix Y2 zuk ).
1 0 —1 2 5 6 3
gl 27=L=2 9 125 A=[10 11 7
R - " \as 0 s
0 1 2 —5
Die Aufgaben 126 und 127 amd durch Vertauschen der Zeilen so zu losen, daB Briiche im
ffelten BC-System v den werden.
3 1 4 5 30
126. A= |1 2 3 127 A=|—-1 -3 1
4 3 6 4 0 2
128./129. Esist nochmals zu den in den Aufgaben 126 und 127 geget Matrizen die Kel ix

zu berechnen. Dabei sind okne Vertauschung der Zeilen im gestaffelten BC-System Briiche
weitgehend zu vermeiden.
In ﬂIelcl.\cr Weise sind die Kehrmatrizen in den folgenden beiden Aufgaben zu berechnen.

3 4 6 3 21
130. A= |1 4 2) 131. A=|[1 0 2)
5 1 3 4 1 3
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2.4.8. Matrizendivision

Da es in der Matrizenrechnung keine Multiplikation im Sinne der Zahlenmultiplika-
tion gibt, kann es auch keine Umkehrung der Multiplikation, keine Division von
Madtrizen im Sinne der Zahlendivision geben. Es muB deshalb wiederum definiert
werden, welche Verkniipfung von Matrizen als Matrizendivision bezeichnet werden
soll. In 2.4.7. wurde bereits auf die Definitionsgleichung fiir die Matrizendivision (61)

A-X=9
hingewiesen.
Nach dieser Gleichung ist die Matrix ¥ die Matrix, mit der die Matrix 9( von rechts
multipliziert werden muB, um das Matrizenprodukt ) zu erhalten.
Aus

\

.Om A-x2=9
folgt AW X =919y
C.2=919
2=%19

Das Matrizenprodukt 19 = X kann wiederum als Analogon zum Produkt
by = x der reellen Zahlen yund b = %, also —:— = w, angesehen werden (vgl. 2.3.1.).

Deshalb wird diese Operation als Matrizendivision bezeichnet.
Da fiir die Matrizenmultiplikation das Kommutativgesetz nicht gilt, existiert neben
(I) noch

(II) %HA=9.
Aus HA=9
folgt QA =9 %A
£€E=9 %

=9 A

In beiden Fillen ist Voraussetzung, daB 9 regulir ist.

Entsprechend dem nichtkommutativen Charakter der Matrizenmultiplikation sind
also bei der Matrizendivision zwei verschiedene Aufgaben zu unterscheiden. Die
Losung beider Divisionsaufgaben kann mit Hilfe der Kehrmatrix erfolgen. Die tat-
séichliche Ausfiihrung der Matrizendivision, also die Berechnung der Matrizen-
produkte A-19) und YA, erfolgt jedoch meist nur in den Fillen durch Multiplika-
tion, in denen die Kehrmatrix 9-! ohnehin bekannt ist. In der Aufgabe AX = 9)
zum Beispiel erfolgt die Berechnung der Matrix X in gleicher Weise wie die Berech-
nung der Kehrmatrix %-, nur wird an die Stelle der Binkeitsmatriz € die Matriz §)
ins Losungsschema eingesetzt. Als Ergebnis erscheint dann in der linken unteren Ecke
des Schemas nicht Z, sondern Z*. Bei der Probe werden die einzelnen Spalten von )
wieder dadurch ermittelt, daB die skalaren Produkte der Zeilen von 9 mit der jeweils
entsprechenden Zeile von XT gebildet werden (rechte untere Ecke des Schemas,
S. 195).
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BEISPIEL
Gegeben sind die Matrizen

3 2 1 5 0 0
A=[1 0 2 g=(3 70
413 10 15 5

Es ist die Matrix ¥ zu bestimmen, mit der die Matrix % von rechts multipliziert werden mus3,

um die Produl ix B zu erhalten. Zur Vermeid von Briichen werden die Zeilen im
Lésungsschema vertauscht.
Loésung:

A-X=P (1)

Die Matrix % ist gesucht; sie wird mit Hilfe des Gavssschen Algorithmus entsprechend der
Gleichung % - A1 = € berechnet.

Losungsschema: »
’ 8 3 6 18 22 5 62
1 0 2 3 7 0 13
4 1 3 10 15 5 38
3 2 1 5 0 0 11
1 0 2 7 0 13
—4 1 -5 | -2 —13 5 |—14
-3 —2 5 5 —10 0 Ergebnis:
—8 —3 —1 3 5 4
3 —2 0 3 7 0 x=|—-2-8 —5
5 —8 1 10 15 5 A0 1 =2
4 —5 —2 5 0 0
Allgemeines Losungssehema fiir die Matrizendivision:
o =
A B 3
\SB
€ - 9} t
T
& B

Die Matrix ¥ konnte auch wie folgt berechnet werden:
U Y- XE=AT-P

2=91. 8.
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AUFGABE
132. Gegeben sind die Matrizen

103 717 17
A= 416 und P={(16 35 27
—3 1 2 1 1 27

Es ist die Matrix B zu berechnen, mit der % von rechts multipliziert P ergibt.

2.5. Anwendung der Matrizenrechnung

Die Matrizenrechnung kann sowohl in der Technik der einzelnen Industriezweige als
auch bei 6konomischen Untersuchungen vielseitig angewendet werden. Dabei reichen
in'den meisten Fillen die im Lehrbuch behandelten Methoden zur Lésung des
Problems aus. Ein sehr einfaches Beispiel ist die in 2.2.4.5. gezeigte Ermittlung
von Materialverbrauchsnormen.

Bei mehrstufigen oder bei gekoppelten Betrieben gibt die Matrizenrechnung die
Mbglichkeit, Folgeerscheinungen einer geplanten MaBnahme in allen Produktions-
stufen quantitativ zu erfassen, was sonst bei der Verkettung der einzelnen Teil-
betriebe nicht mit der fiir die sozialistische Planwirtschaft erforderlichen Exaktheit
méglich ist. Das gilt besonders auch fiir solche Prozesse, in denen ein Teil der Produk-
tion fiir die eigene Produktion wieder benétigt wird.

Ein charakteristisches Beispiel hierzu ist die betriebliche Verbindung einer Kohlen-
grube mit einem Kraftwerk. Um Energie zu erzeugen, wird Kohle gebraucht. Ein Teil
der erzeugten Energie wird aber wiederum fiir die Forderung der zur Energieer-
zeugung notwendigen Kohle benotigt. Das gleiche Problem tritt auf, wenn Teile der
in der letzten Produktionsstufe erzeugten Produkte oder Abfallprodukte wieder in
den Beginn des Produktionsprozesses oder cine der vorangegangenen Produktions-
stufen eingesetzt werden.

Weiterhin kénnen mit Hilfe der aufgesbellten Matrizenmodelle beispielsweise die
Betriebsiiberwachung, die Kost g und viele Planungsaufgaben wesentlich
erleichtert werden. Aus den angefiihrten Anwendungsmoglichkeiten sollen nunmehr
einige Beispiele ausfiihrlicher behandelt werden.

2.5.1. Aufstell einer Koppl trix
fiir dreistufigen Produktionshetrieh =
mit Riicklauf nicht restlos aufge- @
arbeiteter Rohstoffe ay

%bz

Ausgangspunkt fiir das Aufstellen eines Matri- ba Betrieb IT 11,

zenmodells oder einer Kopplungsmatrix ist in s
den meisten Fillen das konomisehe FluBbild. \ bz
v Y3

Flubbild: 11, Betrieb 11T B,

v 03 Lfa
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Das FluBbild zeigt den Produktionsablauf in einem dreistufigen Betrieb. Das hier
entwickelte ckonomische Flufbild wird sich sehr oft vom technologischen Flupbild,
das in den isten Fallen detaillierter sein muB, wesentlich unterscheiden. Im 6ko-
nomischen FluBbild bilden alle dkonomisch zusammenfaBbaren Produktionsstufen
eine Einheit. Bei einfachen Verhiltnissen werden die quantitativen Abhangigkeiten
durch Zahlenwerte im FluBbild ausgewiesen, so daf die Kopplungsmatrix sofort aus
dem FluBbild heraus aufgestellt werden kann. Sind die quantitativen Abhéngigkeiten
im einzelnen nicht so einfach zu iiberblicken, werden fiir die einzelnen Produktions-
stufen Umsatzmatrizen aufgestellt und die Kopplungsmatrix mit Hilfe der Matrizen-
multiplikation bestimmt. Im FluBbild sind die Umsatzmatrizen fir die einzelnen Teil-
betriebe, die aus statistischen Angaben iiber einen lingeren Zeitraum hinweg ge-
wonnen wurden, mit 11; bezeichnet. 11; und 11, sind die Umsatzmatrizen der Betriebe I
und IL. 1, ist die Umsatzmatrix fir den von der Endstufe III nach Betrieb I er-
folgenden Riicklauf, wihrend die Umsatzmatrix fir den Produktionsausstof, die
Fertigprodukte, mit B, gekennzeichnet ist. Die Durchsitze durch die Teilbetriebe
sind mit b, bis b, und die Ausgiinge mit.a, bis az gekennzeichnet, wobei ay den Riick-
lauf an I und f, den AusstoB der Fertigprodukte zum Inhalt haben, e ist der Einsatz-
vektor der Rohstoffe. Seine Elemente lassen die Mengen der jeweils eingesetzten
Rohstoffe erkennen. Beim Aufstellen der Umsatzmatrizen wird vom ,,theoretischen®
Einsatz ausgegangen. Es wird angenommen, daB jeweils nur je eine Einheit jedes
Rohstoffes in den ProduktionsprozeB eingesetzt wird.

Aus dem FluBschema ist zu erkennen, daB d; in 1, b, in U, und g in 11, bzw. by in
B, eingesetzt wird. Nach der Definition der Matrizenmultiplikation bedeutet aber
ein jedes solches Einsetzen die Multiplikation zweier Matrizen. Aus dem FluBschema
ergibt sich daraus der folgende matrizenméBige Zusammenhang:

by=oa3+e
To, =0y =D,
(1) ag = Uydy = U W0y =y
ag = Ugby = Uy U, U, 0,
fa = Baby = By U, U, by
Um die Ausbeute f, ermitteln zu kénnen, muB noch der in b, enthaltene und bisher

noch unbekannte Vekéor ag errechnet werden. Wird in die oben fiir ag ermittelte Formel
b, = a4 + e eingesetzt, so ergibt das:

az = Uy Up Uy (a5 + €).

Biese Gleichung wird schrittweise nach ay aufgelost:
Ca; = U Uy Uy a5 + Ul Use
(€ — U U Uy) ag = Up Uye
a3 = (€ — Uy U, 1) Uy U, Uye.
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Einfacher als ag ist b, zu berechnen:

by =0a3+e
by =[(€ — Ug U Uyt Uy U U, + E] e
Die letzte Gleichung 148t sich zu
by = (€ — U U Uy) e
zusammenfassen.
Diese Gleichung kann nur richtig sein, wenn
(@) (€ — U U ) WU Uy + € = (€ — U U, Uy)?

ist, was es zu beweisen gilt.

Um den Ausdruck zu vereinfachen, wird 113U, 11; = 9 gesetzt. Das ergibt:
€E—W1A+E=(E— A

Diese Gleichung wird gliedweise von links mit der Matrix (€ — %) multipliziert. Das

ist auf Grund der Art der Matrizen méglich, weil

1. Verkettbarkeit besteht (Matrix, Kehrmatrix, Einheitsmatrix),

2. det % <= 0 vorausgesetzt werden kann und

3. die Umformung édquivalent ist (was allerdings im Rahmen dieses Buches nicht be-

wiesen werden kann). Somit erhilt man

E—-WE—-A'A+(CE—AE=(C—A (E— M.

Unter Anwendung der bereits entwickelten Satze folgt daraus

A+ (€ - =C
€ =G
Damit ist nachgewiesen, da$ die Gleichung (2) richtig ist.
Fir die Kehrmatrix (€ — 11311, ;) soll fernerhin der Einfachheit halber kiinftig
in allen Formeln die Bezeichnung 11 eingefiihrt werden. Es ist dann
b= fie
a, = by =1, 1le
(3) ag=by, =11, Tle
a = U, U, 1, Tle
fa = Byll, 1, e
Die einzelnen Durchsitze und Ausgiinge stellen Matrizenprodukte dar, die in der
Mehrstufennormtabelle formelméaBig zusammengefaBt sind. Daneben ist zur Berech-

nung der einzelnen Matrizenprodukte das Multiplikationsmodell nach dem Schema
von FALK entwickelt (vgl. S. 199).
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FluBhild, Mehrstufennormtabelle und Multiplikati dell sind verschied Dar-

stellungsweisen des gleichen Sachverhalts. .
Mehrstufennormtabelle
FluBhild formelmiBig
—— 5
vh=a+e =
Botriob I 1l B | B—BlA) =1
l O 5% mu
b, by | u,fit
: ;
3 . Betrieb iI U, o R
. A =
1, [N A,
11, Betrieb ITI B, a | WeMu, i
l Qs l fs fa B, ulﬁ
. ¢
Multiplikationsmodell
i
n | wi
u, | wu,i

1, |

B, | B, 1

Aus den Gleichungen (3), S. 198, ist zu erkennen, daB zur Berechnung der effektiven
Auslastung der Teilbetriebe die Zeilen der Matrizenprodukte des Multiplikations-
modells jeweils mit dem Einsatzvektor e, der die Mengen der einzelnen eingesetzten
Rohstoffe enthalt, zu multiplizieren ist. Die Summe der Elemente des dabei ent-
stehenden Spaltenvektors zeigt die Gesamtauslastung der betreffenden Betriebsstufe
unter Beriicksichtigung des vorgegebenen Rohstoffeinsatzes an. Die Berechnung der
Auslastung der Teilbetriebe erfolgt bei der Kopplungsmatriz also auf der Grundlage
der Rohstoffeinsiitze. Ebenso werden auf der Grundlage der Rohstoffeinsétze die Mengen
der Fertigprodukte ermittelt. In den meisten Féllen sind jedoch nicht die Rohstoff-
mengen vorgegeben, sondern es sind vielmehr aus den dem Betrieb fir die Fertig-
produkte vorgegebenen Planzahlen die Auslastungen der einzel Betriebsstufen
und die benétigten Rohstoffe zu ermitteln. Zu diesem Zweck muf8 die Kopplungs-
matriz zur Struktur- oder Planmatrix wmgeformt werden.
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2.5.2. Teilumkehr der Kopplungsmatrix zur Strukturmatrix

Zur Fertigung der Produkte P, und P, werden die Rohstoffe R, R, und R, ein-
gesetzt. Aus jedem der drei Rohstoffe konnen jeweils beide Produkte hergestellt
werden. Der Rohstoff Ry ist ein Abfallprodukt, das in bestimmten Mengen anfillt.
Es soll der Bedarf an R, und R, unter Beriicksichtigung des Anfalls von R, fiir ein
vorgegebenes Produktionsprogramm bestimmt werden. Die Auslastung der Teil-
betriebe und die von P; und P, produzierten Mengen beim Einsatz von je einer Ein-
heit der drei Rohstoffe sind aus der nachstehenden Kopplungsmatrix zu ersehen.

Kopplungsmatrix
‘Rl R2 Ra
Betrieb I - 1,10327 1,06522 1,13548
Betrieb IT 1,49188 1,30835 1,60361
Betrieb I1T 1,00389 0,92122 0,87841
Riicklauf an Betr. I 0,10327 0,06522 0,13548
Produkt P, 0,85548 0,31195 0,66984
Produkt P, 0,05076 0,54233 0,12108

Anmerkung: Um fiir die in diesem Beispiel angefiihrten Zahlenwerte eine absolute Genauigkeit
auf drei Stellen nach dem Komma zu gewiihrleisten, sind zwei Schutzstellen mitgefiihrt. Da die
einzelnen Elemente der Matrix ]ewells mit den DurohsatzgroBen zu multlphzleren sind, ergeben

sich immer dann, wenn die G gkeit der Ergebni: ix nicht i hert ist, be-
sonders fiir 8k U )i relativ groBe nicht tragbare Abweichungen.
Niheres iiber Runden, G igkeitsdefinition und S llen ist in 5.1.2. und 5.1.3. nach-

zulesen.

Schematisch kann die Kopplungsmatrix wie folgt dargestellt werden:

b t
R, | R, | Ry
Dl
a 43| o |0
Aa
(R oo fo

Die Durchsitze und die Einflufgropen sind die Teilvektoren, mit denen die Blicke der
Kopplungsmatriz zu multiplizieren sind. Die Elemente des Durchsatzvektors b sind
die zu bestimmenden Mengen der Rohstoffe R, und R,. Fest vorgegebene Grofen
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werden in diesem Zusammenhang als EinfluBgrofen bezeichnet und zum Vektor t
zusammengefaBt. EinfluBgroBe ist im vorliegenden Falle lediglich Ry.

Aus der schematischen Darstellung der Kopplungsmatrix ergibt sich die Kopplungs-

gleichung:
(5)-=(,)

Nach Aufspaléen der Matriz § in Blécke kann die Kopplungsgleichung auch wie folgt
geschrieben werden:

a=0nd + Ot
f=0nb + Dot

In diesem Gleichungssystem sind die EinfluBgréBen t und die bendtigten Fertig-
produkte | vorgegeben. Zu besti sind b und a:

b =05 — Q' Dt ”
a = 0y (0 — 05'0ut) + Dot
a = 0305 f + Qa2 — Qg1 Vi Do)t

Das Schema der Strukturmatrix siecht demnach wie folgt aus:

i t
PP Ry
D,
a g: Ona' | Oz — D050
43
b [ 2| o — D5 O
2

Wie das Schema erkennen liBt, kann aus der Kopplungsmatriz nur dann die Struktbur-
matriz abgeleitet werden, wenn die Teilmatriz Qg quadratisch und reguldr ist. Die
Planmatrix muB also immer so aufgestellt werden, daBl die Anzahl der Durchsitze
und die Anzahl der Fertigprodukte ibereinstimmen.

Das zu erreichen setzt griindliche Kenntnis sowohl des technologischen Ablaufs als
auch der konomischen Z hinge voraus. Die durchgerechnete Strulktur-
matrix hat in dem angefithrten Zahlenbeispiel folgendes Aussehen:
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Strukturmatrix
Ausgangs-

zahlen it Py ) B
R, 1,21024 —0,69614 —0,72639
R, —0,11327 1,90904 —0,15526
D, 1,21456 1,26552 0,16870
D, 1,65734 1,45914 0,21679
Dy 1,11060 1,05980 0,00617
A, 0,10830 0,04561 0,05034

Um die Auslastung der einzelnen Produktionsstufen und die Mengen der benétigten
Rohstoffe zu ermitteln, ist jede Zeile der Strukturmatrix mit dem Vektor, der als
Elemente die vorgegebenen GroBen Py, P, und R, enthélt, zu multiplizieren.

Aus der Strukturmatrix ist zu erkennen, daB fiir eine eingesetzte Einheit R, 0,72639
Einheiten R, und 0,15526 Einheiten R, eingespart werden. Die negativen Vorzeichen
in der ersten und zweiten Spalte sind wie folgt zu erkliren. Die Kopplungsmatrix
8. 200 148t erkennen, daB R, besonders fiir die Produktion von P, und R, besonders
fiir die Produktion von P, geeignet ist. Fiir die Produktion von einer Einheit P,
werden 1,21024 Einheiten R, benotigt. Dabei werden gleichzeitig gewisse Mengen P,
produziert, wodurch eine Einsparung von 0,11327 Einheiten R, eintritt. Umgekehrt
werden fiir die Produktion von einer Einheit P, 1,90904 Einheiten R, benotigt und
durch die gleichzeitige Produktion von P, 0,69614 Einheiten R, eingespart.

Das kleine Beispiel zeigt, da durch die Matrizendarstellung ein umfassender Ein-
blick auch in die Einzelheiten des Produktionsgeschehens erméglicht wird.




3. Linearoptimierung

3.1. Einfiihrung

3.1.1. Problemstellung

Unter den Problemen, vor die sich Industrie und Wirtschaft gestellt sehen, neh
die optimalen Entscheid find eine bedeutende Stellung ein. Es handelt sich
dabei darum, aus der Vielzahl der moglichen Losungen fiir eine gestellte Aufgabe die
unter bestimmten Gesichtspunkten optimale!) Lésung herauszufinden. Bei der
Kompliziertheit der Probleme, die es heute zu bewiltigen gilt, ist es nicht mehr még-
lich, optimale Lésungen allein auf Grund gesammelter Erfahrungen zu ermitteln,
sondern es sind wissenschaftliche Methoden nétig, um richtige Entscheidungen zu
treffen. Unter ihnen nehmen die mathematischen Methoden eine Vorrangstellung
em.

Bei der Ermittlung optimaler Entscheidungen ist das grundleg
Hilfsmittel die Optimierungsrechnung. Zu ihr gehéren die Differentialrechnung, be-
stimmte Methoden der Wahrscheinlichkeitslehre und der mathematischen Statistik
sowie die lineare, die nicht-lineare und die dynamische Optimierung [36].

Die lineare Optimierung wird bereits weitgehend in der Industrie und in der Wirt-
schaft verwendet, da eine Vielzahl der zu losenden Probleme auf lineare Zusammen-
héinge fithrt. Selbst ein Teil der nicht-linearen Probleme a8t sich noch auf lineare
Ansitze zuriickfithren, die sehr brauchbare Niherungslésungen ergeben (vgl. 3.4.3.).
Die Linearoptimierung?) nimmt durch diese weitgehende Anwendbarkeit in der
Praxis eine zentrale Stellung innerhalb der Optimierungsrechnung ein.

4 +h $300h

Die Linearoptimierung umfaBt diejenigen mathematischen Verfahren, die das
Maximum oder das Minimum einer linearen Funktion unter einschrinkenden Be-
dingungen fiir die Variablenbelegung ermitteln.

Die Bestimmung eines Extremwertes ist aus der Differentialrechnung bekannt. Sie
wird dort auf niché-lineare Funktionsgleichungen einer oder mehrerer unabhéngiger
Variabler angewendet. Die Voraussetzung dafiir, da ein Extremwert vorhanden
sein kann, ist die Differenzierbarkeit der Funktion mindestens in einer gewissen Um-
gebung des relativen Maximums oder Minimums; die notwendige Bedingung fiir seine

1) Optimum (lat.) Bestwert
2) Nach der englisch ick Linear-Progr ing; in der Li auch noch als
Linearprogrammierung zu finden
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Existenz ist bei etner unabhéngigen Variablen durch die Gleichung f' (x) = 0 gegeben,
die erfiillbar sein muB. Bei mehreren unabhéingigen Variablen miissen entsprechend
die partiellen Ableitungen den Wert Null annehmen kénnen.
Fiir die Extremwertberechnungen linearer Funktionen versagen die Methoden der
Differentialrechnung. Lineare Funktionen sind zwar differenzierbar, da aber ihre
ersten Ableitungen stets konstant sind, kann die fiir einen Extremwert bestehende
notwendige Bedingung nicht erfiillt werden. Die Frage nach dem Extremwert einer
linearen Funktion geht bei den Problemen der Linearoptimierung von wesentlich
anderen Gesichtspunkten aus als in der Differentialrechnung. Sie wird erst sinnvoll
durch die stets mit auftretenden Nebenbedingungen.
Die mathematische Behandlung und Durchdringung der Linearoptimierung kann
heute als abgeschlassene Theorie betrachtet werden. Diese ist allerdings nicht mit
en hen Hilfsmitteln zu bewiltigen. Sie 1aBt sich mit Hilfe
der Matrizenrechnung darstellen geht aber in ihren wissenschaftlichen Anforderungen
weit iiber den Rahmen dieses Lehrbuches hinaus.
Die Verfahren dagegen beruhen auf algebraischen Grundlagen und sind im Gegensatz
zur Theorie verhaltnismaBig einfach. Es werden Algorithmen?) entwickelt, die ein
rationelles Losen kleinerer Probleme ohne Rechenautomaten erméglichen, die aber
auch fiir Probleme mit einer groBen Zahl von Variablen auf Rechenautomaten iiber-
tragbar sind (vgl. 3.4.2.).
Erste Arbeiten zur mathematischen Losung von Problemen der Linearoptimierung
erschienen 1939 von Prof. J. W. KanTorowiTscH in Leningrad?). Die Forschung
wurde wihrend des zweiten Weltkrieges vor allem in den USA fortgesetzt. Nachdem
ihre Bedeutung und ihre Anwendungsmoglichkeit fiir die Wirtschaft erkannt worden
war, wurde die Forschung auf diesem Gebiet sehr intensiv betrieben. Einen beson-
deren Aufschwung nahm die Entwicklung, nachdem DaN1zic 1947 ein Verfahren zur
Losung des allgemeinen linearen Optimalproblems gefunden hatte, das er als Simplex-
methode?) bezeichnete.
Obwohl man heute auch noch andere Methoden kennt, kommt der Simplexmethode
mit ihren Weiterentwicklungen und Abarten eine besondere Bedeutung zu. Sie ist
auf alle Probleme der Linearoptimierung anwendbar und ist verhiltnismaBig ein-
fach zu handhaben.
Aus der groBen Zahl der Probleme, die mit Hilfe der Linearoptimierung gelost
werden kénnen, seien zur Einfiihrung die folgenden genannt:

Produktionsplanung

Esist fiir einen Betrieb ein Produktionsprogramm so aufzustellen, daB die Herstellung
der vorgesehenen Produkte einen maximalen Reingewinn erbringt. Die Herstellung
wird bestimmt durch den firr die bendtigten Maschinen bekannten Maschinenzeit-
fonds?) in einem bestimmten Zeitabschnitt und durch die Maschineneinsatzzeiten
je Einheit des Produktes.

1) Algoritt (arab.) hanisi Rechenverfahren (vgl. Gaussscher Algorithmus [1]).
Weiteres in 5.3.7.

2) ,,Math ische Methoden in der O; isation und Planung der Produktion‘ (russ.)

3) vgl. 3.2.3.1.

4) Fonds (franz.) Vorrat an bestimmten Mitteln, hier Arbeitszeiten der Maschinen
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Ebenso kann nach der maximalen Zahl der erzeugten Produkte in einem festgelegten
Zeitraum gefragt sein, wobei die zur Verfiigung stehenden Mengen der Rohstoffe und
der Rohstoffverbrauch je Einheit des Produktes der Berechnung zugrunde gelegt
werden konnen. Auch die Minimierung der Selbstkosten oder die Maximierung des
Deviseneinganges konnen Ziele der Produktionsplanung sein.

Mischungsberechnung .
Zur Fiitterung eines Viehbestandes ist die billigste Mischung herzustellen, die die zur
Aufzucht nétige Mindest: an einzelnen Nahrstoffen enthilt. Fiir die Futter-

mittel, die verwendet werden iénnen, sind der Gehalt an diesen Nahrstoffen und der
Preis je Einheit bekannt.

Transportplanung

Die Belieferung von n Verbrauchern durch m Erzeuger mit einem austauschbaren
Gut ist so zu planen, daB eine bestimmte Zahl von Routen mit einem minimalen
Transportaufwand (transportierte Einheit mal km) gefahren wird oder daf die Ge-
samtlkosten des Transportes ein Minimum werden. Dazu miissen die Linge der Fahr-
strecken von jedem Erzeuger zu jedem Verbraucher bzw. die Transportkosten je
Einheit des transportierten Gutes bekannt sein.

Um eine optimale Entscheidung fiir einen Problemkreis zu finden, wie er etwa dem
genannten entspricht, sind 5 wesentliche Arbeitsabschnitte zu bewdltigen:

1. Abschnitt: Das Aufstellen des allgemeinen Modells

Dieses stellt die mathematisch genaue Formulierung des Problems
unter Verwendung allgemeiner Zahlensymbole dar.

2. Abschnitt: Die Aufbereitung des Problems

Sie besteht darin, daB alle notwendigen Daten ermittelt werden. Dazu
gehoren die Einsatzgrofen, wie Kapazitét, Materialbedarf, Maschinen-
zeitfonds, Gewinn oder Unkosten je Einheit des Produktes, einerseits
und die auf das Problem zutreffenden technisch-Skonomischen Kenn-
zahlen, wie Verbrauchsnormen, Maschineneinsatzzeiten, Wegeléngen,
andererseits.

3. Abschnitt: Das Aufstellen des speziellen mathematischen Modells

In das allgemeine Modell werden die ermittelten Daten eingesetzt
(vgl. 3.1.2.).

4. Abschnitt: Die Losung des Modells

Das vorliegende Lehrbuch vermittelt Grundkenntnisse zur Losupg von
Normalaufgaben der Linearoptimierung. Diese sollen den Ingenieur wie den
Ingenieurdkonom befihigen, so weit in die Probleme einzudringen, daB er sie
erkennen lernt, um spiter kleinere Aufgaben auf betrieblicher Ebene selbst
16sen zu konnen, und daB er bei groBeren Probl in ;prechendem MaBe
iiber den Gesamtkomplex orientiert ist.
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Theoretische Grundlagen werden unter Verzicht auf Beweise nur in dem MaBe
herangezogen, in dem sie zum Verstindnis der Probleme wie auch der weiter-
fithrenden Literatur unbedingt nétig sind; auf eine allgemeine Darlegung wird
im Rahmen dieses Lehrbuches bewuBt verzichtet.

5. Abschnitt: Die Auswertung der Losung
Die erhaltene Losung erfordert eine Umsetzung in die Praxis unter
Beriicksichtigung aller gegebenen technischen, technologischen und
okonomischen Gegebenheiten. Da es vielfach verschiedene gleich-
wertige Losungen fiir ein Problem gibt, die Varianten!) genannt
werden, ist aulerdem zu entscheiden, welche dieser Varianten fiir die
praktische Ausfiihrung die giinstigste ist.

3.1.2. + Das allgemeine mathematische Modell der Linearoptimierung

Mathematische Modelle2) spiegeln ganz allgemein einen Teil der Wirklichkeit in
mathematischer Formulierung wider.

Da die Vielzahl der Verflechtungen und gegenseitigen Beziehungen innerhalb der
Wirklichkeit sehr groB ist, muB fiir das Modell eine Auswahl getroffen werden, die eine
Vereinfachung des Problems bedeutet. Dabei darf das Ziel der gestellten Aufgabe
nicht verschoben werden, das Wesentliche des Problemkomplexes mu deutlich er-
kennbar und die Moglichkeit der rechentechnischen Behandlung gewihrleistet sein.
Wenn diese Gesichtspunkte beachtet werden, laBt jedes Modell Erkenntnisse iiber
bestehende Z whéinge gewinnen, die ohne die mathematische Formulierung
und Lésung nicht oder nur viel unklarer oder auch unvollstindiger ermittelt werden
konnten.

Die Auswahl der EinfluBgroBen, die fir einen ProzeB als entscheidend angesehen
werden sollen und die deshalb in das Modell aufgenommen werden miissen, ist im
allgemeinen recht schwierig und erfordert eine enge Zusammenarbeit zwischen
Ingenieuren, Ingenieur-Okonomen und Mathematikern.

Zuerst soll ein solches Modell fiir ein vereinfachtes Problem aus der Produktions-
planung (vgl. S. 204) aufgestellt werden.

Die Probleme miissen allerdings im Rahmen des Lehrbuches eine noch wesentlich
weitergehende Vereinfachung als in der Praxis erfahren; auBerdem sind alle
Zahlenwerte bewuBt einfach gewdhlt. Nur so ist es moglich, die mathematischen
Grundlagen des Gebietes ohne besondere Schwierigkeiten fiir eine erste Einfiih-
rung darzulegen.

Modell fiir ein optimales Produktionsprogramm

Ein Betrieb ist mit der Herstellung zweier Produkte P, und P, beauftragt.
Der Reingewinn betrégt fiir

P, je Einheit des Produktes 20 MDN, fiir

P, je Einheit des Produktes 10 MDN.

1) Variante von varius (lat.) versehieden; hier veriinderte, aber gleichwertige Losung
%) Modell (ital.) Muster, Nachbildung
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Zur Fertigung eines jeden Einzelproduktes werden je 3 Maschinen benétigt. Die
Maschinenzeitfonds, die fiir einen bestimmten Zeitraum nicht tberschritten werden
kénnen, und die Durchlaufzeiten der Produkte durch die Maschinen sind aus Tabelle 1
zu entnehmen. Es ist fiir den in Frage kommenden Zeitraum ein Produktionsprogramm
so aufzustellen, daB ein maximaler Reingewinn erzielt wird.

Fiir die Modelle der Optimierungsrechnung muB an erster Stelle das Optimalitits-
kriterium festgelegt werden, d. h., es ist diejenige GroBe auszuwahlen, fiir die das
Optimum gesucht ist.

Dieses Optimalitatskriterium ist im vorliegenden Falle der Reingewinn, der durch die
Produktion erzielt wird. Die Reingewinne je Einheit der Produkte sind bekannt.
Damit hingt der maximale Gesamtgewinn nur noch von der Stiickzahl der beiden
Produkte P; und P, ab, die mit , und x, bezeichnet werden sollen.

Tabelle 1
Maschinen Durchlaufzeiten Maschinenzeitfonds
h h
P; Py
M, 30 10 3000
M, 40 30 6000
M, 10 20 2000

Der mit diesen Stiickzahlen zu erzielende Reingewinn laBt sich mathematisch durch
die Gleichung .

20z, 4 10z, = z - max

beschreiben, d. h., ; und @, sollen so bestimmt werden, daB z einen maximalen Wert
annimmt. Der Wert von z ist also noch nicht bekannt, man nennt z einen variablen
Parameter.

Da die Gleichung die analytische Darstellung einer linearen Funktion ist, die das Ziel
des Produktionsprogramms angibt, nennt man diese Funktion die Zielfunktion des
Modells. Diese wird, wie ersichtlich, vom Optimalitdtskriterium her bestimmt. Die
beiden Variablen entscheiden mit ihrer Belegung, welchen Wert z im Hochstfall an-
nehmen kann. Sie heiBen deshalb Entscheidungsvariablen?).

Die Daten der Tabelle 1 beschrinken jedoch die Moglichkeiten fiir die Variablen-
belegung der Zielfunktion und geben damit der Frage nach dem Extremwert erst
einen realen Sinn.

Die erste Zeile der Tabelle besagt, daB », Produkte der ersten Art eine Bearbeitungs-
zeit von 30 - x; Stunden durch die Maschine M, erfordern und », Produkte der

1) In der Literatur teilweise auch ProzeBvariable genannt
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anderen Art eine Bearbeitungszeit von 10 - 2, Stunden durch dieselbe Maschine. Die
Summe dieser Zeiten darf aber den Fonds von 3000 h nicht iiberschreiten. Dieser
Tatbestand 148t sich in Form einer Ungleichung ausdriicken :

302, + 10, < 3000.

Diese Ungleichung ergibt zusammen mit den Ungleichungen, die fiir die beiden
anderen Maschinen entsprechend der zweiten und dritten Zeile in Tabelle 1 aufzustel-
len sind, das System der Nebenbedingungen:

30z, + 10z, < 3000

40z, + 302, < 6000

102; + 202, < 2000. f
In diesen Nebenbedingungen treten die Kennzahlen (technische Daten) als konstante
Koeffizienten und die EinsatzgroBen als konstante Absolutglieder auf.
Da die Mengenzahlen #, und =, fiir praktische Probleme nur Sinn haben, wenn sie

nicht negativ sind, miissen die Nebenbedingungen noch durch die Nichtnegativitits-
bedingungen ergédnzt werden:

=0 2, = 0.

Damit ist das mathematische Modell gefunden. Die Problemstellung fiir das optimale
Produktionsprogramm heit nunmehr in mathematischer Formulierung:

Fiir die
Zielfunktion?) 202, + 10z, =2 (1))
ist unter den
Nebenbedingungen (11) 30z, - 102, < 3000
(12) 402, + 302, < 6000
(13) 10z, + 20z, < 2000

mit den
Nichtnegativitiits- z, =0
bedingungen %y =0

das Maximum zu berechnen.

Mathematische Modelle, bei denen alle Koeffizienten und die Absolutglieder der
Nebenbedingungen bekannt und konstant sind, heiBen deterministische Modelle2).

1) Im Zusammenhang mit den Modellen wird die analytische Darstellung der Zielfunktion nur
ku:z als ,,er].funktlon“ bezeichnet; sonst wird zu besonderer Kennze)chmmg statt ,,Funktions-
11 i die B Gleict der Zielfunktion‘‘ gebraucht
2) determinare (lat ) begrenzen, abgrenzen
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Verallgemeinerung

Von dem entwickelten Einzelmodell gehend, soll das allgemeine Modell auf-
gestellt werden.

Die Zahl der Entscheidungsvariablen ist in den seltensten Fiillen auf zwei beschrankt;
sie sei gleich n. Mit c; als den Konstanten, deren Wahl durch das Optimalitéts-
kriterium entschieden wird (wie Gewinn je Einheit des Produktes), ergibt sich all-
gemein die analytische Darstellung der

Ziolfunktion
1%y + Co%p + o+ ¥y =2,

deren Maximum oder Minimum gesucht wird.
Bezeichnet man die Kennzahlen mit a;; und die EinsatzgroBen mit a; (it Beispiel
Durchlaufzeiten und Maschinenzeitfonds), so lauten, ebenfalls in allgemeiner Form,
die
Nebenbedingungen (1) @, + @;% +-+ a2 S 0

(2)  @n® + Gy®y + ot G2uT, § Ay

(m) @m® + Gma®s +++++ CunTa £ A

mit den

Nichtnegativitits- 2, =0

bedingungen 520
z, = 0.

Die Nebenbedingungen bleiben bei diesen Modellen nicht allein auf die Kleiner-
Gleich-Beziehungen beschriinkt; es treten auch GroBer-Gleich-Beziehungen auf. Ein-
zelne Nebenbedingungen kénnen sogar in Form von Gleichungen gegeben sein. Zu
Maximierungsaufgaben gehort aber im Normalfall stets die Kleiner-Gleich-Beziehung.

Eine besonders einfache Darstellung erfahren die Modelle der Linearoptimierung durch
die Matrizenschreibweise. s
Mit der Kennzahlenmatrix

Q1 Gyp - Qan
@py Qgp .. C2n
A =
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und den Vektoren

¢y zy ay 0

Cy EN ay 0
= = a= 0D =

Cy T Gy 0

lautet das Modell fiir die Maximierung:

Zielfunktion - Ty =z ;
Nebenbedingungen Ar=<a (62)
t=o

Im folgenden werden nur Maximierungsprobleme behandelt, was ohne Einschrin-
kung des Gesamtproblems geschehen kann, da Maximierungs- und Minimierungs-
aufgaben so in wechselseitiger Beziehung stehen, daBl die eine stets in die andere
iiberfithrt werden kann (vgl. 3.2.3.5.).

BEISPIELE

1. Es sollen zwei Produkte 4 und B aus den Grund ialien 7, und m, h 11t werden,
fiir welche die Kennzahlen bekannt sind. AuBlerdem sind auch die Einsatzzahlen fiir die Arbeits-
krifte und die Kennzahl der fiir das Produkt A bendtigten Spezialmaschine bekannt?).
Tabelle 2 gibt die Aufwandszahlen je Einheit des Produktes an. Dabei stehen fiir einen be-
stimmten Zeitraum folgende Kapazititen zur Verfiigung, die nicht iiberschritten werden
diirfen:

Material m, : 10000 t
Material m,: 10000 t
Arbeitskriifte: 300
Spezialmaschinen: 3
Tabelle 2
Material Material Arbeits- Spezial-
Lroduky my My krifte maschinen
t t
A 2 10 0,2 0,005
B 16 5 0,4 —

1) In Anlehnung an eine D

g zur optimalen Produktionsvariante nach [34]
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Gesucht ist das mabhemamche Modell fiir ein Prodnktlonsprogramm, demn Opnmahtats-
kriterium die Zahl der h den Produkte bei den g
ist.

Losung: Es handelt sich um eine Maximierungsaufgabe, bei der die groBte Anzahl der
Produkte gesucht wird. Die Zahl der Produkte 4 sei mit z; und die Zahl der Produkte B mit
2, bezeichnet. Thre Summe soll ein Maximum werden. Daraus ergibt sich die Gleichung der
Zielfunktion .

z, + ¥ = 2z — max.

((2)

Die Nebenbedingungen werden durch die Beschrinkungen im Aufk und durch die
Aufwandszahlen in Tabelle 2 besti

(21) 22, + 16z, < 10000  (m,)

(22) 10z, + Bz, < 10000  (m,)

(23) 0,2z, + 04z, = 300 (AK)

(24)  0,0052, = 3 (M)

mit Ty, Ty = 0
Anmerkung: Die Nich ivitd ding wird weiterhin immer in dieser Kurzform
in die Modelle aufgenommen.

. Fiir ein Tieraufzuchtprogramm stehen 3 Futtermittel 4, B und C zur Verfiigung, die zwei
u.nentbehrhche Nahrstoﬁ"e N, und N, enthalten Tabelle 3 gibt den Anteil dieser Nihrstoffe

]e M (ME) der F 1 an; dazu sind in der dritten Zeile die Preise je ME
in MDN aufgenommen.
Tabelle 3
A B 4
N, 0,2 0,4 0,1
N, 0,3 — 0,2
P (MDN) 17 4 8

Eine Mischung aus den 3 Futtermitteln soll mindestens 12 ME des ersten und 8 ME des zweiten
Niihrstoffe thalten; sie soll auBerdem méglichst billig sein.

Es ist zu ermitteln, wieviel ME eines jeden Futtermittels fiir diese Mischung genommen
werden miissen und was die Mischung kostet.

Wie lautet das mathematische Modell dieser Aufgabe?

Losung: Das Optimalititskriterium sind die Kosten, die ein Minimum werden sollen. Daraus
ergibt sich die Gleick der Zielf i wenn die benotigte Menge von A mit z;, die
d Mengen hend bezeichnet werden:

172, + 42, + 823 = 2 — min

(3)
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Die Nebenbedingungen werden aus den ersten beiden Zeilen der Tabelle 3 ermittelt.

(31) 0,2z, + 042, + 0,1z, =12 (V)
(32) 0,3z, +020,= 8 (N
mit @, %, v =0
Jetzt treten in den Nebenbedi GroBer-Gleich-Beziel auf, da die Aufgabe der

im Futter enthaltenen M inheiten an Nil ffen eine Mindest be ist, die nicht
unterschritten werden darf.

3.2. Die Losung des linearen Optimierungsproblems
3.2.1. Allgemeine Grundbegriffe

In den folgenden Ausfithrungen werden die wichtigsten Grundbegriffe erldutert, die
zum Verstandnis der Losungsverfahren der Linearoptimierung nétig sind. Damit
soll eine Einordnung in die theoretischen Grundlagen gegeben werden, die sich aller-
dings auf Wesentlichstes in el tarer Darstellung beschrinken muB. Es wird aber
fiir den interessierten Leser moglich sein, sich mit Hilfe der in [1] gegebenen Grund-
lagen sowie der Matrizenrechnung, wie sie im vorliegenden Buch geboten wird, in die
tiir ihn in Frage kommende Literatur wie [29], [36] u. a. einzuarbeiten und damit noch
tiefer in das Gebiet einzudringen.

Der n-dimensionale Raum

In geometrischer Deutung bildet die Menge aller geordneten Zahlenpaare die Ebene,
die Menge aller geordneten Zahlentripel den dreidimensionalen Raum.

In der Linearoptimierung treten im allgemeinen Modelle mit mehr als zwei oder drei
Variablen auf. Die Losung eines Modells mit » Variablen erfordert die Berechnung
eines n-Tupels von Zahlenwerten.

Ein solches #-Tupel 1aBt sich geometrisch zunichst nicht mehr deuten. Man hat
jedoch die Verhaltnisse des zwei- und dreidimensionalen ,,Raumes‘ verallgemeinert
und definiert:

Die Menge aller geordneten n-Tupel bildet den n-dimensionalen Raum. Jedes
n-Tupel bestimmt einen ,, Punkt* dieses Raumes.

Der n-dimensionale Raum wird kurz mit R, bezeichnet.

Konvexe!) Punktmengen
Definition:

Eine beliebige Punktmenge des n-dimensionalen Raumes R, heiBt konvex, wenn
auBer zwei ihr zugehorigen Punkten P, und P, auch alle Punkte der Verbindungs-
strecke P, P, mit zur betreffenden Menge gehdren. i

1) konvex (lat.) nach auBen gewolbt, erhaben
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Bild 60 und Bild 61 zeigen zwei konvexe und zwei nicht-konvexe Punktmengen in
der Ebene.

Jede konvexe Punktmenge besteht im allgemeinen aus zwei Teilmengen: aus der
Menge der inneren Punkte und aus der Menge der Randpunkte.

Kann man einen Punkt P; einer konvexen Menge M in eine Teilmenge M,; ein-
schliefen, die ganz in M enthalten ist (My; = M), so heit P; innerer Punkt der

Bild 60

Bild 61
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Menge. Ist die Binschliefung eines Punktes P, dagegen nur so moglich, daB die Menge
M, nicht véllig in M enthalten ist, so heiBt P, Randpunkt der konvexen Menge
(Bild 62). !

Unter den Randpunkten konvexer Mengen nehmen die extremalen Punkte [29] eine
besondere Stellung ein.

Definition:

nicht innere Teilpunkte einer Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte der

Extremale Punkte einer konvexen Punktmenge sind diejenigen Randpunkte, die
Menge sein konnen.

Bild 62 Bild 63

In Bild 63 kann jeder Randpunkt (z.B. E) auler 4, B, C und D als innerer Teil-
punkt der einzelnen n-Eck-Seiten angesehen werden. Fiir die genannten vier Punkte
dagegen ist es in keiner Weise moglich, eine zur Menge gehérende Strecke zu finden,
in der sie als innere Teilpunkte enthalten sind. Es handelt sich also bei diesen vier
Punkten um Extremalpunkte. Bild 60a z. B. zeigt eine konvexe Punktmenge, deren
Randpunkte simtlich Extremalpunkte sind.

Konvexe Punktmengen, die allseitig begrenzt sind, heiBen besehriinkt; ist das nicht
der Fall, so sind es unbeschriinkte Mengen.

Zur Veranschaulichung dieser Eigenschaft sollen wieder der zwei- und der drei-
dimensionale Raum herangezogen werden. Alle geschlossenen Figuren der Ebene
sind beschriankte konvexe Punktmengen, wenn sie der gegebenen Definition (S. 212,
konvexe Punktmengen) geniigen.
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Bild 60a wiederum stellt eine solche Punkt-
menge dar, Bild 60b dagegen eine un-
beschrinkte konvexe Punktmenge des R,.
Im R, sind alle regelméaBigen Vielflache,
die Kugel oder das Ellipsoid einerseits und
ein in der Achsenrichtung unbegrenzter
Zylinder andererseits als Beispiel an-
zufiithren.

Die Hyperehene

Eine lineare Funktion mit zwei Variablen
bestimmt, auch wieder geometrisch be-
trachtet, eine Gerade in der Ebene, d. h.,
sie umfaBt eine Teilmenge aller geordneten
Zahlenpaare. Im dreidimensionalen Raum
R, beschreibt eine lineare Funktion mit
drei Variablen eine Ebene als Teilmenge
aller geordneten Zahlentripel.

In entsprechender Verallgemeinerung defi-
niert man nunmehr:

Eine lineare Funktion mit » Variablen
bestimnit eine Hyperebene des n-dimen-
sionalen Raumes."

Wendet man diese Bezeichnung konse-
quent fiir alle » an, so folgt daraus, daB
die Gerade die Hyperebene des zweidimen-
sionalen ,,Raumes‘‘ R, ist.

Konvexe Polyeder?)
Definition:

Beschriankte konvexe Punktmengen,
die von Hyperebenen begrenzt sind
und die eine endliche Anzahl extremaler
Punkte haben, heiBen konvexe Polyeder.

Die Extremalpunkte konvexer Polyeder
werden Eckpunkte genannt. Es sind also
z. B. alle regelmiBigen n-Ecke im R, und
alle regelméBigen Vielflache im Rgkonvexe
Polyeder. UnregelmigBige n-Ecke und Viel-
flache gehéren nur dann zu den konvexen

1) Polyeder (griech.) Vielflach

a)

>

6)

&

Bild 84

)
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Polyedern, wenn keine der begrenzenaen Hyperebenen die Punktmenge durchdringt,
da sie dann nicht mehr konvex ist (vgl. Bild 61b).

Die konvexen Polyeder des R, werden speziell konvexe Polygone') genannt; durch diese be-
sondere Bezeichnung erspart sich die Angabe des zugehorigen Raumes.

Konvexe Polyeder und Stiitzebenen

Es soll zunichst wieder der R, betrachtet werden. Zwischen einem konvexen Polygon
und einer Geraden, die das Polygon nicht durchdringt, kénnen folgende Beziehungen
bestehen:

Der Durchschnitt von Gerade und Polygon ist

1. leer; er besteht .
2. aus einem Punkt, der dann Eckpunkt des Polygons sein muB, oder
3. aus der Punktmenge einer das Polygon begrenzenden Strecke (Bild 64).

Im R; kann der nicht-leere Durchschnitt zwischen einem konvexen Polyeder und
einer ganz auf einer Seite dieses Polyeders liegenden Ebene aus einem Eckpunkt, aus
der Punktmenge einer begrenzenden Kante des Polyeders oder aus der Punktmenge
einer begrenzenden Fliche des Polyeders bestehen.

Definition :

Hyperebenen, die mit einem konvexen Polyeder nur Randpunkte gemeinsam
haben, heilen Stiitzebenen.

Im R, handelt es sich in diesem Falle um Stiitzgeraden.

3.2.2. Die graphische Lisung

3.2.2.1. Systeme linearer Ungleichungen mit zwei Variablen

Die Losur gen von Systemen linearer Ungleichungen mit zwei Variablen

5

lassen sich im R, graphisch darstellen.

Vorbetrachtung
Eine lineare (Funktions-)Gleichung der Form
11 %; + Gy = Gy

hat als Losungsmenge die Menge der geordneten Paare (z,; @,), die die Gleichung er-
fiillen.
L = (2 %) | (%15 %) € BX BA ap ) + ay5% = ay) [1]

Diese Menge der geordneten Paare kann als Punktmenge einer Geraden g aufgefalt
werden, die der gegebenen linearen Gleichung unter Bezugnahme auf ein cartesisches

1) Polygon (griech.) Vieleck
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Koordinatensystem (2, ; ©5) entspncht Durch diese Gerade g wird die Ebene in zwei
Halbebenen geteilt, fiir die je eine der beiden Ungleichungen

a4 a2, $ 0y gilt

BEISPIELE

1. Es ist die Gerade g= 2z1 + 4z, — 8 =0 zu zeick und zu h fiir welche
Halbebene die GroBer-Bezieh fiir welche die Kleiner-Beziehung gilt.
Loésung:
Da die Geradengleicl in der All inform geg ichnet man sie vorteilhaft
durch i der Achsenabschnitte (z; = 0 bzw. z, = 0) Die Gerade schneidet danach

die z,-Achse in (0; 2) und die %,-Achse in (4;0).
X

1
—7]
L

i X,
AN \\\\\\\\\\\\\\\\\W

Bild 65

Fiir die geforderte Untersuchung wird in jeder der belden Halbeb (Bild 65) ein beliebi
Punkt gewsihlt, dessen Koordinaten in die Kurv der Gerad: i sind.

Py(2;3): 2:244.-3—-8>0
Py(—1;1): 2-(—1)+4-1—-8<0

Durch die Wahl weiterer Punkte in den einzelnen Hslbebenen la.Bt sich zeigen, daB sich die
GroBenbeziehung nicht #ndert. Das Ergebnis des vorli ispiels lautet deshalb:

Fiir die Halbebene, die P; enthilt, gilt die GroBer-Bezieh ; fiir die Halbeb
mit P, die Kleiner-Beziehung.

Man erkennt, daB die Entscheid iiber die Art der Beziehung bereits nach der Unter-
suchung eines Punktes gefiillt werden kann.
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X2 2. Esist die Lo ge der Ungleich
2 —a, =0
mit (z3;%,) e R X R graphisch darzustellen.

Lésung: Die Gerade x, — 2, = 0 ist die unter 45°
igende Winkelhalbierende des Koordi 9

X systems.
Da es sich um eine GréBer-Gleich- Bezlehung handelt,
wird die Losungsmenge durch eine Halbebene ein-
schlieflich der beg Gerade dargestellt
9 (Bild 66).
i Die beiden Punkte 4 (0; —1) und B (1;0) erfiillen
Bild 66 beide die GroBer-Beziehung, so daB die der Grenz-
geraden g zugeordnete Halbebene die untere ist.

AUFGABEN

Die folgenden Punk sind graphisch d 11
133. {(z15 %) | (%13 %) e RX R A 2y < 5)
134. (2,3 %5) | (13 2) € RXR A\ @ — 33, — 6 =0}

135. {(z3; 2,) | (%15 %) e RX R A 73+ 3 < 0}

System mit zwei Ungleichungen
Liegt ein System mit zwei Ungleichungen vor, 5o ergibt sich die Lisungsmenge

dieses Systems als Dur itt der beiden ei Losung gen,
z. B. 1)y + a2 <a;
@)y, + anz; < a,,
L = {(wy; %) | (%13 %) € RX BN a3y + 330 S a1 A 0y 2, + 3%, < 1)

In der graphischen Darstellung erhilt man den Teil der Ebene, der beiden den Un-
gleichungen zugeordneten Halbebenen gleichzeitig angehort (L = L, N L,); dazu
kommen zwei Halbgeraden als zugehérige Grenzen, wenn die Glemhheltsbezxehunﬂ
mit enthalten ist.

BEISPIEL

3. Es ist graphisch festzustellen, welche Wertepaare (,;x,) € R x R die Ungleichungen
0 z—2m,=2
(2) 2+ 2, =<6 erfiillen.

Lﬁsung: Die zu (1) und (2) gehérenden G den werden ick und die zu-
d schraffiert. Der in Bild 67 doppelt schraffierte Teil der
Ebene emschhethh der stark ausgezogenen Halbgemden enthalt die Punktmenge, die dem
Durchschnitt der beiden einzel Das Ergebni zelgt, daB die
beiden voneinander u.nabha.ngxgen und sich nicht widersprechenden U gen als
Liosung eine unbeschrinkte konvexe Punkt haben.
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AUFGABEN
136. Kann die Lo eines

zwei Ungleichungen mit zwei Variablen auch

Jeer sein? Es ist

a) fe 1l welche Ungleichhei

gungen dann gelten und welche Eigenschaft

die beiden Grenzgeraden haben miissen;

Lond P’ 11

b) ein entsp Beispiel
graphisch auszuwerten.
137. Die Losungsmenge des Systems
(1) 3z, —2z,=< 6
(2) 3a,+5z,=15
ist graphisch zu bestimmen.

Systeme mit mehr als zwei Ungleichungen

S5
SS>

5
5SS

>
OO
<SS
S5

S
SIS
=
S
S

t:
(SO
s

X
’\t‘
N
>

<>
‘.‘
<3
"‘

S
e
S

Bild 67

Bei den Problemen der Linearoptimierung liegen im allgemeinen mehr als zwei Un-

gleichungen vor (vgl. 3.1.2.).

Zunidchst sollen Ungleich mit Kleiner-Gleich-Bezieh

betrachtet werden,

wobei aber stets die Nichtnegativitatsbedingungen der mathematischen Modelle als
Ungleichungen mit in das System einbezogen sind.

Satz:

Die Losungsmenge eines Ungleichungssystems der Form

Ar=a
t=0o

(63)

wird bei » Variablen durch ein konvexes Polyeder im n-dimensionalen Raum dar-
gestellt, falls die Ungleichungen vertriiglich sind.

Als vertriiglich werden Ungleichungen bezeichnet, die einander nicht widersprechen.
Dieser Satz kann allgemein hier nicht bewiesen werden. Die beiden folgenden Bei-
spicle zeigen den Sachverhalt durch die graphische Darstellung fiir n = 2.

BEISPIELE

4. Es ist die Lo fiir das Ungleick

(1) 2 +22,<16
(2) 62, + 5z, = 60

(3) = T
@ = =0
(5) 7= 0

_graphisch zu ermitteln.
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Lésung:
Jede Ungleict i eine Halbeb: inschlieBlich der G: den. Die Gerade g,
wmi mm Hxlfe des Abschmttes auf der x,-Achse und des Richtungsfaktors, g, mit Hilfe beider
1 Der Durchschnitt aller Halbeb ist ein konvexes Polygon
in Gestalt eines Fu.nfecks Die einzelnen Halbebenen sind in Bild 68 durch Pfeil und durch
ilweise Schraffur Alle inneren Punkte sowie dic Randpunkte stellen den Bereich
B der Insungsmenge des Systems dar, der durch die Ungleichungen (4) und (5) auf den
1. Quad des Bezugssystem:
beschrankt ist. X
5. Desgl. fiir 72\

1) 3z, 4+ 4z, <24 74
(2) z, + 2,562, < 20
(3) —22,+ 35, < 6

4) 2z, — 2,=<10 5
® =0 ¥
(6) 2= 0 7

Loésung: Nach Bild 69 um-
schlieBen die Geraden, die zu den
Ungleichungen (1), (3), (4) so-
wie (5) und (6) gehoren, wieder
ein konvexes Polygon, wihrend
die Gerade, die die durch (2)
bestimmte Halbebene begrenzt,
auflerhalb verliuft. Infolgedessen
hat die Ungleichung (2) keinen
" Einfluf auf die Begrenzung der
Losungsmenge. Sie steht aber auch
nicht im Widerspruch zu den
anderen Ungleichungen, da jeder
Punkt des konvexen Losungs-
polygons auch (2) erfiillt.

Eine Ungleichung eines Sy-
stems, die keinen EinfluB auf
die Bildung der Losungsmenge
nimmt und die zu den anderen
Ungleichungen nichtim Wider-
spruch steht, heiBt dberfliissig.
Man kann sie ohne Anderung
der Losungsmenge aus dem
System aussondern.

Bei der technisch-6konomischen B
Deutung des angewandten Pro-
blems aber vermittelt auch eine ITTITITITINTVITITIIn

iiberfliissige Ungleichung wert- 3 g 0| 723 4 /5 6 7 8>{ L
volle Einblicke. Darauf wird in

-3.2.2.2. noch eingegangen. Bild 69
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P P

Da es bel mehr als zwei Variablen u. U. schwierig und zeitaufwendig ist, iiberfliissige
Ung fzufinden, und da sie andererseits fiir den Praktiker a.ussn,gekraitlg
smd sondert man sie im allgemeinen nicht aus. Die Losungsverfahren der Linear-
optimierung erfordern eine solche Aussonderung nicht, sie enthalten im Ergebnis
auch fiir diese Ungleichungen eine entsprechende Aussage.

Zu Minimierungsproblemen gehort im Normalfall ein Ungleichungssystem der Form

Ar=a

g i (64)

TFiir ein solches System kann der Losungsberelch unbeschrinkt sein, wie es fiir das
folgende Ungleichungssystem mit zwei Variablen zutrifft.

3
Q) —g#n+ Bz 6 P2
(2) 3z + 22, = 15

X2
9,
(3) —3z,+25,= 0 9 5
4 % =0 x
7.
P
5]
i
3
2.

frrrrrrrT™

(5) 2= 0

Die graphmche Darstellung der einzelnen Halb-
cbenen in Bild 70 zeigt, daB der Losungsbereich B
in Rlchtung positiver 2, und x, nicht begrenzt ist.
Er stellt eine unbeschrankte konvexe Punktmenge
dar. Die Unglelchung (5) 2, = 0 erweist sich auBer-
dem als tiberflissig.

Es gibt aber auch unter den Problemen der Linear- 14
optimierung solche mit Ungleichungssy of . .
die sowohl GroBer- als auch Kleiner- Gleich-Be- 7 2 3 4 3\%

9>

X1

<+

ziehungen enthalten.
Bild 70
(65)

Bei diesen Systemen kann es vorkommen, daB die Losung ge leer ist. Als Beispiel
wird wieder ein Ungleichungssystem in zwei Variablen gewéhlt.

(1) z <6
@) —m+ 32,53
B) —zm+ =m=2
@ = =0
) 0.
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Aus der graphischen Darstellung (Bild 71)
ist ersichtlich, daB es keinen Punkt im R,
gibt, der allen Halbebenen gleichzeitig ange-
hort. Die Ungleichungen sind unvertriglich;
ihr Durchschnitt ist leer.

Eine leere L ge 148t bei Probl

der Praxis darauf schlieBen, daB entweder
das mathematische Modell nicht richtig auf-
gestellt wurde oder daB das vorliegende Pro-
blem nicht mit den Mitteln der Linearopti-
mierung gelost werden kann.

AUFGABEN

5 Fiir die folgenden Ungleict sind

Bild 71 die Losungsbereiche zu zeichnen. “Es ist, fest-
zustellen

a) welcher Art die Losungsmenge ist, b) ob es iiberfliissige Ungleichungen gibt,
c) ob die Ungleichungen vertriiglich oder unvertriglich sind.

138. (1) zy + 2, < 55 139. (1) 3z, +42, < 12
(2) 32, + 2, < 90 (2) bz —4z, = 40
®) 7 <45 ®) 7= 0
(4) =0 4) 7= 0
(5) = 0

140. (1) 3z, + 4z, <12 141, (1) %, + 22, = 80
2) b5z —4z, <40 (2) 3z, + 2z, = 240
3) z= 0 (3) 7 = 20
(4) = 0 (4) z= 0

142, (1) —a;+22,< 6 143. (1) —a;,+225, < 6
(2) 2z, + 3z, =24 (2) 22, +3z,= 24
(3) 2z, — =z,=16 3) 22,— =z, < 16
@) =0 @ 5= 0
(5) 22 0 (5) = 0

14, (1) —=z,+22,< 6

(2) 2z, + 3z, =24
B) 2z, — 2,16
(4) — 2z, + 42, = 20
. (3) z=0
(6) = 0

3.2.2.2. Mathematische Modelle mit zwei Variablen
Die im vorangehenden Abschnitt besprochenen Ungleichungssysteme stellen im

mathematischen Modell die einschrinkenden Nebenbedingungen fiir die in der Ziel-
funktion enthaltenen Entscheidungsvariablen dar.
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Das im Normalfall durch die Nebenbedingungen bestimmte konvexe Polyeder ent-
halt die Erfillungsmenge des Ungleichungssystems. Aus ihr sind diejenigen n-Tupel
der Entscheidungsvariablen zu bestimmen?), die die Zielfunktion zu einem Maximum
(Minimum) werden lassen.

Man nennt deshalb die Punktmenge des konvexen Polyeders den Bereich der zuliissigen
Losungen des Modells.

Die graphische Lésung des Modells ((1)) aus 3.1.2. (S. 208) erldutert diesen Tat-
bestand.

Das Modell lautet:
Zielfunktion 202, + 10w, = z — max (1))
Nebenbedingungen (11) 30z, 4 10z, = 3000 ‘
(12) 40z, + 302, = 6000
(13) 10z, + 202, < 2000
mit y, z, = 0.

Es wird zunichst, 3.2.2.1. entsprechend, das durch die Nebenbedingungen bestimmte
Polygon gezeichnet (Bild 72). Dabei ist festzustellen, da die Punktmenge des Vier-
ecks P, P, P, P, diejenige ist, die allen Ungleichungen geniigt. Die Ungleichung (12)
mit der Grenzgeraden g, ist deshalb eine iiberfliissige Ungleichung.

Das Maximum der Zielfunktion ist im Bereich des konvexen Polygons zu suchen, das
den Bereich B der zulassigen Losungen umfaBt. Zu diesem gehoren sowohl alle inneren
Punkte als auch alle Randpunkte.

Die graphische Darstellung der Zielfunktion selbst ergibt bei verinderlichem Para-
meter z eine parallele Geradenschar in der Ebene. Wenn es einen Punkt P, gibt, der
z zu einem Maximum werden la8t, muB dieser Punkt der Durchschnitt zwischen dem
Bereich der zuldssigen Losungen und einer der Geraden sein.

Um einen solchen Punkt zu finden, greift man aus der Schar der Geraden (z,) eine mit
willkiirlich gewahltem z heraus?). Es ist vielfach iiblich und 148t spéter deutlich die
Zusammenhénge mit der analytischen Losung erkennen, wenn man z =z, =0
wihlt.

Diese Hilfsgerade (z, = — 2,) mit dem Richtungsfaktor — 2, die durch den Koordi-
natenursprung geht, wird in das Diagramm eingezeichnet.

Mit (z,) ist bereits eine zulissige Losung des Problems gefunden; sie ist durch die
Koordinaten des Punktes P, gegeben. Es ist #; = 0, x, = 0 und damit auch der Wert,
der Zielfunktion gleich Null.

Diese Losung entspricht dem ,,Nullprogramm* der Produktion : Es wird kein Produkt
hergestellt, ein Gewinn kann demnach noch nicht erzielt werden; die Maschinen
stehen in vollem Umfang zur Verfiigung. Nunmehr wird die Gerade (z,) parallel in
Richtung wachsender Achsenabschnitte verschoben, was eine VergroBerung des z-
Wertes bedeutet. In Bild 72 ist eine dieser Parallelen (z3) eingezeichnet. Der zu (z,)
gehorige Zahlenwert z; kann z. B. durch die Koordinaten von Py(0;100) ermittelt
werden. Diese ergeben, eingesetzt in die Zielfunktion, z; = 1000. Die maximale

1) Wenn die Losung des Problems Varianten (vgl. 3.1.1.) hat, gibt es mehrere #-Tupel, anderen-
falls nur ein einziges (vgl. S. 227/228)
%) (z,) mit n ¢ N wird als Symbol zur Bezeichnung einzelner Geraden der Schar gewshlt
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Losung wird aber erst durch die Gerade erreicht, die durch P, geht, da diese dann
Stiitzgerade mit dem gréBten ,-Achsenabschnitt ist. Eine weitere Verschiebung ist
nicht moglich; die Gerade wiirde den Bereich der zuléissigen Losungen verlassen.
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Bild 72
Durch die Koordinaten von P, ist die Losung des Problems?) bestimmt:
z, = 80
z, = 60
und Zmax = 20 - 80 + 10 - 60,
Zmax = 2200.
1) Auf eine h ische Schreibweise der Losung wird wegen der Besonderheit des

Problems (vgl. auch: Analytische Losung) verzichtet
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Das optimale Produktionsprogramm lautet:

Es sind in dem vorgesehenen Zeitraum 80 Produkte 4 und 60 Produkte B her-
zustellen, wenn unter den gegebenen Bedingungen ein maximaler Reingewinn erzielt
werden soll; dieser betrigt 2200 MDN.

Mit diesem Ergebnis ist die rein mathematische Aufgabe gelost. Die graphische Dar-
stellung ermoglicht aber ein noch tieferes Eindringen in die gesamte Problematik
durch die Deutung der iberfliigsigen Ungleichung, die zur Grenzgeraden g, gehort.
Der Zeitfonds der Maschine M, nimmt keinen Einfluf auf das Maximalprogramm.
Damit ist aber nicht gesagt, daB diese Maschine nicht zum Einsatz kime; sie ist ja
zur Herstellung der Produkte unbedingt nétig. Die Gerade g; macht jedoch eine Aus-
sage tiber den Zeitfonds dieser Maschine. Er wird, da g, auBerhalb des Polygons ].legt
auch bei dem Maximalprogramm nicht ausgelastet. Um f llen, in wel
MaBe diese Maschine bei dem berechneten Programm eingesetzt werden muB, ver-
schiebt man die Gerade bis zum Durchgang durch P,: (g3). Der benétigte Zeitfonds wird
geringer. Er 148t sich berechnen, wenn man die Koordinaten von P, in die zu (12)
gehorende (leichung einsetzt, da es sich nicht um einen beliebigen Punkt der durch
die Ungleichung bestimmten Halbebene, sondern speziell um einen Punkt der
Geraden handelt. Es ergibt sich aus (12)

4080 + 3060 =5000, d.h,

die Maschine M, wird fiir das Optimalprogramm nur mit 5000 h beansprucht,
wihrend M; und ’Vla eine volle Auslastung erfahren.

An 3 weiteren einfachen Modellen soll mit 3 Zielfunktionen bei gleichbleibenden
Nebenbedingungen gezeigt werden, wie sich eine Anderung der Zielfunktion auswirken
kann.

Zielfunktion 22, + 3w, =z — max ((4a))
2z, + @, =2z —>max ((4b))
3%, + 37, =z - max ((#))

Nebenbedingungen. (41) 22, + 2, < 24
(42) —4dx,+ 3z, =12

(43) 2 < 10
(44) = T
mit oz, 2= 0

Die Bilder 73a, b, ¢ zeigen die Losungen dieser 3 Modelle. Aus ihnen ist folgendes er-
sichtlich:

1. Die Nebenbedingungen bilden ein konvexes Polygon; es existiert fir jede Ziel-
funktion ein Maximalwert, der stets auf dem Rande des Polygons liegt.

2. Die Maximallésung wird im allgemeinen in einem Eckpunkt angenommen ; welcher
Eckpunkt in Frage kommt, héingt von den Koeffizienten in der analytischen Dar-
stellung der Zielfunktion ab (Bild 73a u. b).
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Hat die zur Zielfunktion gehorige Gerade die gleiche Richtung wie eine das Polygon
begrenzende Gerade, so besteht der Durchschnitt zwischen der Maximalgeraden der
Zielfunktion und der Menge der zuléssigen Losungen aus der Punktmenge einer
Polygonseite, zu der dann zwei Eckpunkte gehéren.

Die drei Losungen heifien:
(4a) Zmax = 31
(4b) Zyax = 22
(4c) Zmax = 36

Der Leser iiberzeuge sich von der Richtigkeit der Zahlenwerte durch Einsetzen der
Koordinaten der entsprechenden Eckpunkte, die den Diagrammen zu entnehmen
sind. Fiir 4c ergibt jeder Punkt der Strecke E, E, (z. B. Eg) denselben Maximalwert.

Die mit Hilfe der einzelnen Modelle im R, gewonnenen Erkenntnisse erfahren durch
das Eckenprinzip von Danrzig ihre Verallgemeinerung fiir den R,, die ohne Beweis
als Satz gegeben wird.

gen bestimmten konvexen Polyeder des n-dimensionalen Raumes ihr Optimum

Eine lineare Funktion mit » Variablen nimmt auf dem durch die Nebenbedingun-
in mindestens einem Eckpunkt an.
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Wird das Optimum in mehr als einem Eckpunkt erreicht, so wird es in gleicher Weise
in allen den Punkten des Polyeders angenommen, die zwischen diesen Eckpunkten
liegen. Diese konnen zu einer Kante oder zu einer begrenzenden Flache des Polyeders
gehoren. Die dann vorhandenen unendlich vielen Losungs-n-tupel fiir den Optimal-
wert sind Varianten der Losung.

Um noch weitere Einsichten in die Zusammenhinge zu vermitteln und bestimmte
Probleme der analytischen Losung vorzubereiten, wird als Beispiel einer graphischen
Losung das Modell ((2)) aus 3.1.2. behandelt.

BEISPIEL
1. Zielfunktion Z; + ¥, = z —> max ((2)
Nebenbedingungen  (21) 2z, + 162, < 10000  (m,)
(22) 10z, + 52, < 10000  (my)
(23) 0,22, + 042z, < 300 (AK)
(24) 0,005z, = 3 (M)
mit Ty, Ty = 0
Es ist fiir einen bestimmten Zeitraum das optimale Produktionsp phisch zu er-
mitteln.

Lésung: Um ein iibersichtliches Diagramm zu erhalten, das eine gute Moglichkeit: der Aus-
“wertung bietet, ist es zuerst notig, sich iiber die GroBe der Zeichnung und iiber den anzu-
wendenden MaBstab Klarheit zu verschaffen (1.1.3.1.).

Zu diesem Zwecke seien fiir die Nebenbeding die Ach bschnitte der einzel
Geraden zusammengestellt.

@1) 2y = 5000 #y = 625
(22) 3, = 1000 g = 2000
(23) 3y = 1500 Zyg = 150

(24) = 600

Die Achsenabschnitte z,;, ;5 und @, fallen aus der igen GroB d heblich heraus.
Man wiihlt deshalb fiir die Zeichnung dieser drei Geraden die Rlchtungsfakmren

1 1
m=—g my=—2 und my=—7.

Auf Grund dieser Uberlegungen wird das zur Verfiigung stehende Blatt eingeteilt und das
Losungspolyeder gezeichnet (Bild 74). Es ist festzustellen, da8 das System der Nebenbedin-
gungen wieder eine iiberfliissige Ungleichung (22) enthilt.

Die Gerade der Zielfunktion ist unter 135° geneigt. In diesem Falle ist es zweckmanger,
die Hilfsgeraden nicht durch den Ursprung gehen zu lassen; es wurde (z’) gewihlt.
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Die Parallelverschiebung von (z') ergibt, daB die Zielfunktion im Eckpunkt P, ihr Maximum
annimmt.

und zmax = 600 4 450
Zmax = 1050
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Ergebnis: Das Produktionsprogramm erreicht fiir den in Betracht gezogenen Zeitraum mit
der Herstellung von 600 Produkten A und 450 Produkten B einen maximalen Produktions-
ausstoB von 1050 Produkten.
Die graphische D 1
Gesamtproblems gehoren.

a) Die Materialien m, und m, werden nicht voll ausgelastet.

Die Kennzeichen dafiir sind die folgenden:

g, ist eine Begrenzungsgerade des Polyeders; die horige Ungleichung ist d: h nicht
iiberfliissig, ihre Grenzgerade verliuft aber oberhalb des Losungseckpunktes. Dagegen ge-
hért g, zur iberflissigen Ungleichung, sie verliuft vollig auBerhalb des Bereiches der zu-
lissigen Losungen. P

1t aber noch weitere Einsichten, die mit zur Losung des
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b) Durch Verschiebung der Geraden g, und g, durch den Losungseckpunkt P, 18t sich der
tatsichliche Materialverbrauch ermitteln.
Die Koordinaten 2, = 600 und z, = 450 miissen die zu g} und g} gehérenden Gleichungen
erfiillen.
Es ist

g1 =22 + 16z, =a, - 2600 + 16 - 450 = 8400 = a,
und .
95 =102, + 5z, = a; — 10-600 + 5 - 450 = 8250 = ay.
Daraus ergeben sich als UberschuB '

vonm; 10000t — 8400t = 1600t wund

vonmy, 10000t — 8250 t = 1750 t.

Dieselben Werte sind auch durch Ablesen der Ach bschnitte der hob Gerad,
unter sprechender U hnung zu gewi N

c) Aus dem Diagramm ist endlich noch zu erkennen, de die das Produktionsprogramm be-
herrschenden EinfluBgroBen die Zahl der Arbeitskriifte (g;) und der Spezialmaschinen (92)
sind.
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2. Kurz vor dem Anlauf des eben aufgestellten Produkti amms falle fiir lingere Zeit

eine der Spezialmaschinen aus. Es ist mit Hilfe des Diagramms zu untersuchen,

a) wieviel Produkte bei iinderten iibrigen Nebenbedi h it werden

konnten und

b) ob das geplnnte Programm mit 1050 Produkten durch 'mégliche Veriinderungen in den
iiten trotz des Maschi hterhalten werden kann.

Losung zu 2a): Das Modell veréindert sich nur in der Nebenbedingung
(24) 0,005z, <2

Es wird das Di mit dieser And g noch einmal ichnet (Bild 75). Das Maximum
wird jetzt auch im Punkt P, emaxcht da dieser aber eine {Lageveranderung erfahren hat,

ergibt sich

Ergebnis zu 2a): Der Ausfall der Maschine hat zur Folge, daB vom Produkt 4 200 Stiick
weniger, vom Produkt B dagegen 100 Stiick mehr erzeugt werden kénnen; der Produktionsaus-
stol betragt 950 Produkte.

Es ist eine Verschieb der Produkti des Produktes B eingetreten.

Aus dem Diagramm ist weiterhin zu ersehen, daB auch bei diesem Programm die Materialien
m, und my noch nicht voll aufgebraucht werden, obwohl die Relationen jetzt andere als vorher
sind.

Loésung zu 2b): Die zu erzeugende Menge der Produkte 4 ist durch die zum Einsatz kom-
menden Spezialmaschinen mit z, = 400 festgelegt.

Sollen wieder 1050 Produkte erzeugt werden, so ist zu untersuchen, ob es moglich ist, von
Produkt B 650 Stiick herzustellen. Es wird im Diagramm der Punkt P} (400; 650) marlkiert,
und es werden die Geraden g, und 95 80 verschoben, daB sie durch dlesen Punkt gehen. Das

t eine Erhhung der Mad von m, und der Zahl der Arbeitskrifte.
Beredk dieser Erhoh
my: 2z, + 162, = af
2. 400 - 16 - 650 = 800 + 10400
| af = 11200

AK: 0,22, + 0,47, = af
0,2 - 400 + 0,4 - 650 = 80 + 260
a} = 340
Ergebnis zu 2b): Der AusstoB von 1050 Produkten kann mit 400 Produk’aen A und 650

Produkten B bei folgenden MaBnahmen gewihrleistet werden:

Erhohung der-Menge des Materials m, von 10000 t auf 11200 t und Erhshung der Zahl der
Arbeitskriifte von 300 auf 340.
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AUFGABE
145. Es ist das mathematische Modell ((5)) graphisch zu losen.

Zielfunktion b5z + 3%, = z — max ((5))
Nebenbedingungen ~ (51) 4 2, <14

(62) 4z, + 9z, <81

(53) 2 <11

mit gy = 0

3.2.3. Die analytische Lisung
3.2.3.1. Vorbetrachtungen

Das graphische Verfahren ist auf Probleme mit zwei Variablen beschrinkt. Bei drei
Variablen wire eine graphische Losung wohl theoretisch noch méglich, bei mehr
Variablen dagegen versagt das Verfahren ganz. Deshalb kann fiir solche Probleme
nur eine analytische Methode zum Ziel fiihren, wie im folgenden dargestellt werden
soll.

Da das Eckenprinzip von Dantzrc fiir jedes n-dimensionale Problem gilt, bleiben
die fiir den R, im Hinblick auf die graphische Methode erliuterten Grundlagen die-
selben.

Es sei noch einmal zusammenfassend wiederholt:

Der Bereich der zulissigen Losungen wird durch die Nebenbedingungen auf ein
n-dimensionales Polyeder beschriinkt, auf dessen Rand die Zielfunktion ihr Maximum
in mindestens einem Eckpunkt annimmt. Die Koordinaten dieses Bckpunktes stellen
das n-Twpel der Entscheidungsvariablen dar, das die¢ Zielfunktion zu einem Mazimum
werden lift.

Zwischen dem graphischen und dem analytischen Losungsweg besteht der folgende
grundlegende Unterschied :

Bei der graphischen Losung wird jede der Nebenbedingungen unabhingig von der
anderen betrachtet. Durch Verwendung der in der Kleiner-Gleich-Beziehung ent-
haltenen Gleichung wird Stiick fiir Stiick der Rand des zweidimensionalen Polyeders
gezeichnet und so vom Rand aus das Gebiet der zulassigen Losungen ermittelt.
Die analytische Losung dagegen kann diese Art des schrittweise konstruktiven Vor-
gehens nicht iibernehmen. Es ist im R, nicht méglich, die von Hyperebenen be-
grenzten Halbriume, die durch die einzelnen Ungleichungen mit » Variablen dar-
gestellt werden, auch einzeln zu ermitteln und zu dem Lésungspolyeder zusammen-
zusetzen. Fir das analytische Losungsverfahren, das fiir alle % > 2 anwendbar
sein muB, ergeben sich deshalb zwei Forderungen: Die Nebenbedingungen sind als
ein geschlossenes System von Ungleichungen zu behandeln, das in seiner Gesamtheit
alle Punkte des Losungspolyeders enthilt. Unter diesen Punkten muf derjenige
Eckpunkt gefunden werden, dessen Koordinaten den Extremwert der Zielfunktion
bestimmen.
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Dieser Grundgedanke liegt dem Simplexverfahren zugrunde.

Anmerkung: Ein Simplex ist jedes konvexe Polyeder im Ry, das n + 1 Ecken besitzt, z. B. im
R, das Dreieck, im R, das Vierflach. Jedes n-dimensionale Polyeder 1iBt sich in entsprechende
Simplexe zerlegen. Das Iterationsverfahren?) der Simplexmethode beruht auf dieser Tatsache.

Die Erfiillungsmenge eines Ungleichungssystems ist aber nicht unmittelbar zu be-
rechnen. Dieses System muB erst in ein System von Gleichungen verwandelt werden,
was durch Hinzufiigen sogenannter Schlupfvariablen zu jeder einzelnen Ungleichung
geschieht. Diese Schlupfvariablen stellen den Ausgleich zwischen der Kleiner- und
der Gleichbeziehung dar.

Gegeben sei das-folgende Modell:
Zielfunktion 42 + 22, + 623 =z —>max ((6))
Nebenbedingungen (61) 2z, + 122, + 23 <75

(62) 28z, + 8z, =62

(63) 7=, + 35z, 4 625 < 98

(64) 10z, + 9, < 90

mit 2y, %, %3 = 0

Die Nebenbedingungen gehen durch Einfiihrung der Schlupfvariablen w, in das
hstehende Gleich m iiber
(-t 4

(61) 2w, + 12z, + x5+ wy =175

(62)" 28w, + 8z, + w, =62
(63) T, + 35z, + 6, + wy =98
(64)" 102z, + 9zq + w, =90

AuBerdem bezieht man in dieses Gleichungssystem zur Berechnung des Opﬁl;ﬂa.]—
wertes sofort die Funktionsgleichung der Zielfunktion in der Form

(65)" 4=z, + 2z, + 6z —2z2=0

mit ein. Es ist damit ein inhomogenes unterbesti Gleich ystem zu lésen
[1], das im Beispielfall 5 Gleichungen mit 8 Variablen, zu denen auch z gehért,
enthalt.

In der Verallgemeinerung dieses Falles von n = 3 Variablen sollen die wichtigsten
Grundlagen, auf denen die Durchfiihrung des Simplexverfahrens beruht, zusammen-
gestellt werden.

1. Aus einem System von m Ungleichungen mit # Variablen z;, ¢ =1... 7,

(11) A%y + Q%+t Gy S0
(Lm)  am®y + Cpa®y + o+ + CpnTn = O

1) iterativ (lat.) wiederholend
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ergibt sich durch Einfithrung von m Schlupfvariablen wy, k =1...m, das System
der Gleichungen
(21)  ap® +ap% +ectaaT +w =0,
I’ s s5isnEsEEE ™ 3R A6 K
(2m)  am® + Ama®y + -+t Qe @y + W =G

Dieses ist ein lineares inhomogenes und unterbestimmtes Gleichungssystem mit m
Gleichungen und n 4 m Variablen.

gefunden werden konnen, dafl man n beliebige Variablen als freie Variablen wihlt.

Ein Solches System hat im allgemeinen unendlich viele Losungen, die dadurch
Die iibrigen m Variablen lassen sich in Abhéngigkeit von ihnen berechnen [1].

2. Neben den Entscheidunggvariablen des Gleichungssystems unterliegen auch die
Schlupfvariablen der Nichtnegativititsbedingung, da sie den Differenzbetrag
zwischen beiden Seiten der zum Modell gehdrenden Ungleichungen darstellen:

o720 und wy,...,wp 2 0.

3. Eine Losung des Optimierungsproblems heiBt zuliissig, wenn fiir alle Variablen
diese Nichtnegativititsbedingung erfiillt ist.

Haben in einer zuldssigen Losung die » freien Variablen den Wert Null und sind
die iibrigen m Variablen alle positiv, so liegt eine Basislosung vor.

Die von Null verschiedenen Variablen bilden eine Basis, sie heiBen Basisvariablen,
wihrend die iibrigen als Nichtbasisvariablen bezeichnet werden.

In jeder Basislosung entspricht das n-Tupel der Entscheidungsvariablen einem
Eckpunkt des Bereichs der zuldssigen Losungen (vgl. S.223).

Daraus geht herw;r, daB die Zahl der Basislosungen endlich ist. Unter ihnen gibt es
mindestens eine, die den Maximalwert fiir z liefert (vgl. 8.227), also Optimallésung ist.

4. Zur Berechnung der Optimallésung bezieht man in das Gleichungssysfém I
(vgl. 0.) die Funktionsgleichung der Zielfunktion in der Form

n
Yexi—z=0
i=1
mit ein.
Damit hat man ein Gleichungssystem von m + 1 Gleichungen mit n 4 m 4 1
“Variablen zu l6sen:

7 Entscheidungsvariablen, m Schlupfvariablen, 2 als variabler Parameter.

Fiir dieses erweiterte System ist z stets eine Basisvariable, die aber eine gesonderte
Stellung einnimmt (vgl. S. 237).
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Mit der Einbeziehung der Zielfunktion in das Gleichungssystem wird es méglich,
z gleichzeitig mit den Variablen einer Basislosung zu berechnen; auBerdem kann im
Verlaufe der Rechnung sofort erkannt werden, ob das Optimum bereits gefunden
ist oder nicht.

Das Simplexverfahren geht bei der Berechnung von einer ersten Basislosung, der
Anfangslisung, aus und ermittelt schrittweise die Optimallosung. Es gehort daher
zu den Iterationsverfahren.

Die Iterationsschritte sind Transformationen?!) des aus dem gegebenen Modell ent-
wickelten Gleichungssystems, die, geometrisch gedeutet, von Eckpunkt zu Eckpunkt
des Losungspolyeders filhren. Dabei enthilt das Verfahren die Moglichkeit in sich,
Eckpunkte zu ,,iberspringen®, was eine ,,automatische* Verminderung der Anzahl
der Iterationsschritte bedeutet.

3.2.3.2 Die Simplextransformati

An dem Modell ((1)) soll das Simplexverfahren auf der Grundlage der linearen
Algebra entwickelt werden. Es wird absichtlich auf das einfache Beispiel mit zwei
Variablen zuriickgegriffen, um die Durchsichtigkeit der Darstellung zu gewahrleisten
und um den Vergleich mit der graphischen Losung (vgl. 3.2.2.2.) zu ermdglichen.
Das Verfahren liBt sich dann ohne weiteres auf jede Anzahl von Variablen iiber-
tragen.

Anmerkung: Die Gleichung die in den folgenden Ausfithrungen &uftreten, sind zum
Zwecke der Entwicklung des Rech h auf der beili den Ubersichtstafel (Beilage 2)
geordnet zusammengestellt. Es ist ratsam, beim Studium dieses Abschnittes diese Tafel mit
hinzuzuziehen.

Das auf Seite 223---225 graphisch geloste Modell ((1)) lautet:
Zielfunktion 20z, + 102, = z — max ((1))
Nebenbedingungen (11) 30z, + 102, < 3000

(12) 40z, + 30w, < 6000

(13) 10z, + 202, = 2000

mit x,, 2, =0

Bestimmung der Anfangslisung

Durch Einfithrung der Schlupfvariablen in die Nebenbedingungen und durch Um-
stellung der Gleichung der Zielfunktion entsteht das Gleichungssystem I.

(11) 80z, + 10z, + w, = 3000
(12) 40z, 4 302, + wy = 6000
I (13) 10z, + 20w, + wy = 2000
(14) 20z, + 102, —z= 0

mit @y, Xy, Wy, Wy, Wy, 2 =0

1) Transformation (lat.) Umformung; hier Umformung eines Gleichungssystems in ein anderes
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Es liegen 4 Gleichungen mit 6 Variablen vor, so daB 2 Variablen als Nichtbasis-
variablen mit dem Wert Null zu belegen sind.

Fiir die Anfangslésung (1. Basislosung) wihlt man stets die Entscheldnngsvarmblen
als Nichthasisvariablen.

Das System I enthélt dann in jeder Gleichung nur eine Basisvariable (alle wj sowie'z),
deren Werte sofort ablesbar sind. Lost man das System nach den Basisvariablen auf,
so erhdlt man die Basisdarstellung der Anfangslosung:

(11)  w, = 3000 — 30z, — 10z,

(12)  w, = 6000 — 402, — 30z,

(13)  wg = 2000 — 10%; — 202,

(14) —z= 0— 20z, — 10,
Diese Basisdarstellung zeigt die Abhangigkeit der Basisvariablen von den Nicht-

basisvariablen. Da die letzteren in unserem Falle gleich Null sind, erhdlt man die
folgende

Anfangslésung:
Nichfbasisvariable Basisvariable
% = w; = 3000
z, =0 w, = 6000
wg = 2000
z = 0

Diese Losung entspricht derjenigen, die man im graphischen Verfahren durch die
‘Wahl der ersten Zielgeraden (z,), die durch P,(0;0) hindurchgeht, erhilt. Die in ihr
enthaltenen Werte der Entscheidungsvariablen sind also die Koordinaten eines
Eckpunktes des Lﬁsungspolyeders ; die Anfangslosung ist eine Ecklosung.

Diese erméglicht auch sofort eine Deutung des Produktionsprogramms. Es wird
kein Erzeugnis produziert (Nullprogramm); der Reingewinn 2 1st, demzufolge gleich
Null. Die Schlupfvariablen geben genau die einzel M itfonds an, die
noch in voller Hohe zur Verfigung stehen. Die Schlupfvariablen sind also nicht nur
notwendige Zusatzvariablen, sondern sie haben eine wichtige Bedeutung, die aus
den folgenden Umrechnungen noch klarer werden wird.

Eine Verbesserung der Anfangslsung kann nur erfolgen, wenn eine Entscheidungs-
variable zur Basisvariablen wird. Das kann aber allein durch den Austausch mit
einer der Basisvariablen in der Anfangslésung geschehen: ;<> wy.

Eine Transformation des Gleichungssystems I in ein System II hat das Ziel, wieder
Gleichungen zu bekommen, die jeweils nur eine der neuen Basisvariablen enthalten.
Dann ist erneut eine Basisdarstellung moglich, aus der sich die verbesserte Losung
sofort entnehmen 1aft.
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Vorbereitung der 1. Transformation
1

Zur Besti: der Austauschvariablen sind zwei Uberlegungen nétig:

1. Die Gleichung der Zielfunktion 202; + 10@, = z liBt erkennen, daB z in gréBerem
MaBe von 2, als von z, bestimmt wird (Vergleich der Koeffizienten). Es ist des-
halb im allgemeinen iiblich, die Variable mit groBtem positivem Koeffizienten in
dieser Funktionsgleichung (hier «,) als neue Basisvariable zu wéhlen.

2. Nach dieser Feststellung ist zu ermitteln, gegen welches w; die Variable z; aus-
getauscht werden kann.
Dazu bildet man die Quotienten ¢ aus dem Absolutglied der Gleichungen (11)... (13)
und aus den entsprechenden Koeffizienten der neuen Basisvariablen z;. Das er-
gibt fir

(11) g, =3000:30 = 100 = gpin
(12) g, = 6000 : 40 = 150
(13) g5 = 2000: 10 = 200

Fiir (14) entfallt die Quotientenbildung, da diese Gleichung die Variable z ent-
halt, die nie aus der Basis eliminiert wird.

Satz:

Der kleinste nichinegative Quotient gibt jeweils an, gegen welche Basisvariable
auszutauschen ist.

Die Richtigkeit dieses Satzes, der allgemein nicht bewiesen werden soll, ist auf
Grund der folgenden Uberlegungen einzusehen: Man wihle w, als Austausch-
variable fiir 2,; damit sind %, und w, die neuen Nichtbasisvariablen mit dem Wert
Null. Sie treten beide in der Gleichung (12) auf; aus dieser Gleichung erhilt man
demnach

(12) », = 6000:40 =150 und mit dieseni Wert aus
(11) 30150 + w, =3000; w, = —1500

Dieses Ergebnis widerspricht der Nichtnegativitdtsbedingung fiir die Schlupf-
variablen (vgl. S.234), so daB w, nicht Austauschvariable sein kann. Fiir w, als
Austauschvariable wiirden die beiden anderen Schlupfvariablen negativ, so da nur
die zu g gehdrende Schlupfvariable aus der Gleichung (11) fiir den ersten Austausch
in Frage kommt: ;<> w,. Die nachfolgende Transformation bestitigt, daB in
diesem Falle die Nichtnegativitatsbedingungen erfiillt werden. Negative Quotienten
kénnen ebenfalls, wie spatere Beispiele zeigen, vorkommen. Sie sind jedoch nicht
fiir das Austauschkriterium verwendbar, da sonst auch die Bedingung, dafl alle
Variablen nichtnegativ sein miissen, verletzt wiirde.
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1. Transformation des Gleichungssystems

Da die beiden Variablen 2, und w, in (11) enthalten sind, wird diese Gleichung nach

der neuen Basisvariablen 2, aufgeldst; den fiir #, erhaltenen Term setzt man in die
anderen Gleichungen ein und eliminiert damit z, aus diesen Gleichungen.

@1) & =100 — 3=
@2) 40 (100 - % @

13(30—40.%)4-10,(0—40

- ;—Owl) + 302, + w, = 6000 oder

1
%)+w2=6000—-40-100

T (@23 10 (100 —ta- 3iow,) + 202, + w5 = 2000 oder

Ty

@4y’ 20 (100 — a:z

(
(

x,(10—20-§)+w,(0—20-;—0)——z=0

Nach Berechnung der Klammerinhalte erhilt man das neue Glei
21 L 1 = 100
@) o+ ot gwm =
©2) —?x,—iwl—{—wz = 2000
I 50 1
(23) gh— 3% + wg = 1000
(24) %Ox,—éwl — 2z = —2000

20—1o-i)+w,(0—1o —)+w,_2000—10 100

! w,)+10x=—z=0 oder

—20-100

chungssystem :

Da wieder nur je eine Basxsvamble in jeder der Glelchungen entha,lten ist, findet

4,77,

Ql
Gleich:

man durch Umstellung die Basi: g des vor

00— 1

@) == Lom— iy
@2) w, = 2000_?;,+;wl
@3) w, = 1000—?224-%“;1
@) —2=—2000— Doyt 2w

BERY



3.2. Die Lasung des linearen Optimierungsproblems 239

Daraus folgt als
1. verbesserte Losung

Nichtbasisvariable Basisvariable
z, =0 2z, = 100

wy =0 w, = 2000

wg = 1000

und 2z = 2000

Diese sagt aus, daB die alleinige Herstellung des Produktes 4 mit #; = 100 Stiick
einen Reingewinn von 2000 MDN ergibt.
Die Belegungen der Schlupfvariablen geben die unausgenutzte Arbeitszeit der Ma-
schinen an. Diese ist fiir die Maschine M, gleich Null (volle Auslastung), wihrend
sie fiir M, noch 2000 h und fiir M noch 1000 h betragt.
Die Belegungen der Entscheidungsvariablen entsprechen geometrisch den Koordinaten
des Eckpunktes P; (100;0), durch den die Zielgerade (z,) hindurchgeht (vgl. Bild 72).
Es handelt sich also wieder um eine Ecklosung des Ausgangsmodells. Die Lagen der
Geraden g, und g5 zu (2,) bestitigen die Tatsache, daB bei dieser Losung die Zeitfonds
w, und wj; nicht aufgebraucht werden.
Die Aufnahme von z, an Stelle von 2, in die Basis hétte eine Ecklosung fiir den
Punkt P, (0;100) als erste verbesserte Losung ergeben; allerdings, wie das Diagramm
zeigt, mit z < 2000. Da die Gerade (z,) noch keine Stiitzgerade ist (vgl. S. 216), kann
die vorliegende Losung nicht Optimallésung sein. Es muB eine weitere Verbesserung
geben. :
Vorbereitung der 2. Transformation
Die Gleichung (24) in der Form

2= 3 & — 2w, + 2000

sagt aus, daB z nur fiir #, > 0 zunehmen kann, dagegen fiir w, > 0 abnehmen wiirde.
Folglich ist x, als neue Basisvariable zu wahlen. Das analytische Kennzeichen der
méglichen Verbesserung besteht also darin, dap die Gleichung der Zielfunktion noch posi-
tive Koeffizienten enthdlt.

Wie bei der ersten Verbesserung werden die Quotienten aus den Absolutgliedern von
II und den Koeffizienten von z, gebildet:

@) ¢ = 100;%:300
(22) q2=2000:%)=120
50
(23) g5 =1000: 7 = 60 = guin

(24) entfallt
Auf Grund,der Bedingung w; = 0 muB jetzt x, gegen w, ausgetauscht werden.
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2. Transformation des Gleichungssystems

Man 16st (23) nach der neuen Basisvariablen x, auf und setzt den erhaltenen Term in
die weiteren Gleichungen ein. Bei sofortigem Zusammenfassen der Variablen ergibt
sich

1

, 3
(B3) @y = 5wy — 5wy + 60

1 1 1 3 1
6O st gty tus(0—Fox) — 100560
, 4 50 1 50
e w (-5 +Fom) +e(0-Fg)tm
2
3+3

)+w3(0—9.3)_ 2 =_2000—¥-60

mr
2000 — 2. 60

BY  w, (

Nach Berechnung der Klammerinhalte geht ITI’ in das neue Gleichungssystem III
iber:

2 1

(31) +%w1 — 5% = 80

(32) —  wyt wy—  wy = 1000
1 3

(33) + o — + 50 ¥s = 60
3 1

(34) -5 —gwa—z=—2200

Ohne da8 man erst in die Basisdarstellung umformt, kann aus ITI die 2. verbesserte
Losung sofort abgelesen werden:

Nichtbasisvariable Basisvariable
w; =0 z, = 80

wy =0 wy = 1000

z, = 60

und 2z = 2200

Die jetzige Basislosung enthélt eine neue Ecklésung. Die Zielgerade geht durch den
Punkt P,(80;60). Sie hat, wie Bild 72 zu entnehmen ist, mit dem Bereich der zu-
lissigen Losungen nur noch diesen Eckpunkt gemeinsam, ist also Stiitzgerade. Es
handelt sich deshalb bei der 2. Verbesserung bereits um die Optimallosung. Die in
der Basis enthaltene Schlupfvariable w, gibt an, daB nunmehr allein M, nicht voll
ausgelastet ist. Die Gleichung (12) des Ausgangssystems ist demnach, wie schon
von der graphischen Darstellung her bekannt, eine iiberfliissige Gleichung. Thre Ein-
beziehung in die Rechnung nimmt keinen EinfluB auf den Maximalwert, 18t aber
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“sofort, durch die genaue Zahlangabe iiber die Nichtauslastung einer Maschine einen
Einblick in das Produktionsgeschehen zu.

Die Tatsache, daB es sich bei der 2. verbesserten Losung um die Optimalldsung
handelt, ist analytisch aus der z-Zeile des Systems III zu erkennen. Die Gleichung (34)

wird nach z aufgelost:

(34) z=—iwl—iw3+2200.
5 5

Die Variablen w, und w, sind Nichtbasisvariablen mit dem Wert Null. Eine weitere
Transformation des Gleichungssystems III wiirde w; > 0 oder w; > 0 ergeben
und damit nach (34) den Wert von z nur verkleinern (negative Werte fiir die Variablen
sind nicht zuléssig). Es bestitigt sich also, daB der fiir z gefundene Wert der Maximal-
wert; ist.

Die analytische Losung (Ecklosung) des Modells ((1)) stimmt mit der graphischen

iiberein:

%, = 80
zy = 60
Zmax = 2200

mit einem freien Maschinenzeitfonds von 1000 h fiir die Maschine M,.

3.2.3.3. Der Simplexalgorithmus

Bei der Transformation der Gleichungssysteme ist festzustellen, daB sich gewisse
Rechenvorginge mehrfach wiederholen. Es liegh also der Bestimmung der Optimal-
l6sung mit Hilfe der Simplextransformationen ein bestimmter Algorithmus zugrunde.
An Hand der Ubersicht iiber die Transformationen nach Beilage 2 sollen die ein-
zelnen Schritte des Simplexalgorithmus erarbeitet werden.

Vorbereitung fiir den Ubergang zu einem neuen Gleichungssystem

1. Regel:

Die z-Zeile gibt mit einem ihrer positiven Koeffizienten die Nichtbasisvariable an,
die nun in die Basis iibernommen werden soll. .

Anmerkung: Bei positiven Koeffizienten mit voneinander verschiedenen Werten wihlt man
im allgemeinen den groBeren.

Nach Beilage 2:
(14) = 23 (24) - z,.

Die Spalte der neuen Basisvariablen heiBt Schliisselspalte. Nach Beilage 2:
System I — 1. Spalte; System II — 2. Spalte
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2. Regel:

Es werden fiir die einzelnen Gleict 1 die Qun ten aus dem Absolutglied
und dem jeweiligen Koeffizienten der Schli palte gebildet. Die Gleichung mit:
Gmin > 0 enthélt die Basisvariable, die nunmehr Nichtbasisvariable werden muB.

Nach Beilage 2:
(11) > w, und (23) = ws.
Die Zeile dieser Gleichung nennt man Sechliisselzeile.
Im Kreuzungspunkt von Schliisselspalte und Schliisselzeile steht der Koeffizient der
neuen Basisvariablen, der Hauptelement?) genannt wird2).
Nach Beilage 2:
System I : 1. Spalte und 1. Zeile — 30

System II: 2. Spalte und 3. Zeile — %)
Umrect egeln fiir das Aufstellen des neuen Gleichungssystems

3. Regel:

Die Schliisselzeile wird als erste umgerechnet, indem man alle ihre Elemente durch
das Hauptelement teilt.

Nach Beilage 2:
(11):30 > (21) und (23): 53—0 - (33)

Die iibrigen Zeilen werden nach folgender Regel elementweise umgerechnet :

4. Regel:

Koeffizient der neuen Zeile
ist gleich
Koeffizient der urspriinglichen Zeile
minus
Produkt aus

Koeffizient der Schliisselspalte und
jeweils entsprechendem Koeffizienten

der umgerechneten Schliisselzeile.

Nach Beilage 2:
(22) > (12) — 40 - (21) oder (23) — (13) — 10-(21) wusw.
1) auch Pivot-Element; pivot (franz.) Zapfen, Angel

%) Diese Bezeichnung ,,Element‘* bezieht sich bereits auf die Berechnung mittels der Simplex-
tabelle, die die Matrix der Koeffizienten enthilt
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Das Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis in der z-Zeile keine positiven Koeffizienten
mehr enthalten sind.
Nach Beilage 2:  (34) — optimal

Die Simplextabelle

Zur Verkiirzung des Verfahrens rechnet man, den entwickelten Regeln entsprechend,
in einer Tabelle, der Simplextabelle, in die nur die Koeffizienten und die Absolut-
glieder der Gleichungssysteme aufgenommen werden.

Tabelle 4
Nummer Basis- Rechen-
der variable | vorschrift T Xy Wy Wy W an q
Gleichg.
(11) w, 30] 10 1 0 0 [ 3000|| 100« 8z
(12) W, 4013 0 1 0 6000 150
(18) Wy 10({20 0 0 1 2000 | 200
(14) —z ' 2010 0 0 0 0 —

4

Ss

Fiir das vorangehend berechnete Beispiel ergeben sich drei Tabellen (Tab. 4 bis 6),
die die Glelchungssysteme T bis ITT enthalten. Der Aufbau der Tabelle 4 (Gleichungs-
system I) sei spaltenweise erléutert:

1. Spalte: Die Gleichungen werden mit Doppelziffern numeriert; die erste Ziffer
gibt die Nummer der Tabelle innerhalb der Rechnung an, die zweite Ziffer
die Nummer der Zeile.

2. Spalte: D1e Ba,slsvs,rla.blen der A.nfangslosung, die nach dem Glelchungssystem In

wurden, erscheinen jeweils in der Zeile der Gleichung, in der
sie auftreten.

3. Spalte: Die Rechenvorschrift wird erst von der zweiten Tabelle an eingetragen.

4. bis 8. Spalte: Diese Spalten enthalten die Koeffizientenmatrix des ersten Glei-
chungssystems. Dabei ist zu beachten, daB in jeder Zeile (Gleichung) die
Koeffizienten fiir alle vorkommenden Variablen aufgenommen werden,
und zwar in der Reihenfolge: Entscheidungsvariable — Schlupf-
variable; z allerdings steht nur in der Basis der letzten Zeile (Ziel-
funktion), da es stets Basisvariable ist und nie ausgetauscht wird.

9. Spalte: An die Koeffizi trix schlieBt sich der Vektor der Absolutglieder an.

10. Spalte: Diese ist den Quotienten aus den Absolutgliedern und den Koeffizienten
der Schliisselspalte vorbehalten und bleibt zunéchst unausgefillt.

Die Anfangslésung, die aus dem System I gewonnen worden war, ist auch der
Tabelle 4 zu entneh Der Zahl t der Inen Basisvariablen steht jeweils
in der Spalte der Absolutglieder. Die auBer den Basisvariablen im Kopf der Tabelle
stehenden Variablen sind Nichtbasisvariablen mit dem Wert Null.
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Es sind also fiir die Anfangslésung die

Nichtbasisvariablen und die Basisvariablen

z, =0 w; = 3000
xz, =0 wy = 6000
wy = 2000

undz = 0

Nach Ermittlung der Schliisselspalte und der Schliisselzeile in Tabelle 4 wird die
zweite Tabelle (Tab. 5) erarbeitet. Das erfolgt genau nach den gegebenen Regeln
(S. 241 und 242).

Tabelle 5
N“;;,n 2 Basis- Rechen- .
Gleichg. variable vorschrift % % W W W Om q
1 1
(21) @y (11):30>21)| L |5 | 550 © 100 | 300
50 4
(22) Wy (12)—40-21)| 0 |5 |—5 1 0 | 2000 | 120
1 ?
(23) wy (13)—10-(21)| | O 5_30—501 1000 60< Sz
10 2
(24) —z | (4)—20.@1)| 0 |5 =5 0 0 |—2000 —
4
Ss

Die Reshenfolge fiir das Aufstellen der neuen Tabelle sei im folgenden kurz zusammen-
gestellt:

— Numerierung

— Eintragung der Basis mit der neuen Basisvariablen

— Eintragung der Rechenvorschrift, beginnend mit der Vorschrift fir die Um-
rechnung der Schliisselzeile (in der Tabelle besonders gekennzeichnet).
Diese Rechenvorschrift, geltend fiir jedes einzelne Element der jeweiligen Zeile,
umfaBt in Kurzform die 3. und 4. Umrechnungsregel.

— eigentliche Rechnung entsprechend der Vorschrift, auch wieder mit der Um-
rechnung der Schliisselzeile beginnend.

Die Arbeitsteilung: Eintragen der Rech schrift — Rechnen nach dieser Vorschrift
macht die Umrechnung iibersichtlicher und sollte immer erfolgen. Wird eine noch-
malige Uberpriifung der Rechnung nétig, so wird diese durch die notierte Rechen-
vorschrift wesentlich erleichtert.
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Fiir alle weiteren Tabellen, die bis zur Optimallosung erforderlich sind, gilt dieselbe
Reihenfolge der Erarbeitung.
Aus Tabelle 5 ist die

1, verbesserte Losung
abzulesen (Basisvariable — Absolutglied)
Basisvariablen Nichtbasisvariablen
z, = 100 zy =0
wy = 2000 w, =
wg = 1000
und z = 2000

Da in der z-Zeile noch ein positiver Koeffizient enthalten ist, wiederholt sich der
Algorithmus und fithrt zur nichsten Tabelle (Tab. 6).

Tabelle 6
Nu;:l‘ler Basis- Rechen-
Gleichg. variable vorschrift T Ty Wy Wy Wy O q
i 2 1
ST 2 P 80 —
(31) o |@)-5-@) 1 0 I 0 —
*(32) w, (22)—5_; (33 0 0 —1 1 —1]| 1000 =
1 3
== dain 2 60 —
(33) EN == 33)| 0o 1 = 0 5
10 3 1
(34) —z (24)— 3 (33| 0 0 — = 0 - e —2200 —

In der z-Zeile der Tabelle 6 stehen fiir die Nichtbasisvariablen nur noch negative
Koeffizienten, deshalb ist die zweite verbesserte Lésung, die aus dieser Tabelle abzu-
lesen ist, zugleich die Optimallésung.

Basisvariablen Nichtbasisvariablen
x, = 80 w; =0
w, = 1000 wy =0
z, = 60
und z = 2200

Die SchluBfolgerungen, die aus dieser Optimallsung zu ziehen sind, wurden bereits
im Anschlu} an die graphische Losung (S. 225) dargelegt.

In Tabelle 7 sind die drei Tabellen fiir dieses Bei

iel so zusam gefaBt, wie sie

13

bei der fortlaufenden Rechnung geschrieben werden.
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gSp

Anschliefend ist, unter Einbeziehung der Variantenberechnung (3.2.3.4., 1. Sonder-
fall), ein Ablaufschema fiir den Simplexalgorithmus aufgestellt.

Anmerkung: Es wurde als Abkiirzung fiir Basisvariable BV und fiir Nichtbasisvariable NBV
benutzt.

Ablaufschema?) fiir den Simplexalgorithmus

Anfangslésung : gssystem mit
Schlupivzmablen

1. Simplextabelle

Schliisselspalte Spalte mit groBtem
mit neuer BV : = nichtnegativem Koeff.
der NBV in der z-Zeile

|
Schliisselzeile mit' Zeile mit kleinstem Quo-

neuer NBY  : = tienten aus Absolutglied
und positivem Koeff.
/ der Schlisselspalte

T
Austausch der Variablen
1. Umrechnen der Schliisselzeil
2. Umrechnen der iibrigen Zeilen

[
Gibt es in der z-Zeile noch einen Koeffi-
zienten der NBV > 0?
| [
Ist in der z-Zeile mindestens ein Koeffi-
zient der NBV = 0?
| [
& ®

Variante der
Optimallésung

Optimallésung

Erklirung der Symbole und Kistchenf in 5.3.6.
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Rechenkontrollen

Wihrend der Berechnung einer Simplextabelle und nach ihrer Fertigstellung ist es

moglich, die Rechnung zu kontrollieren, so da8 sich Rechenfehler immer wieder be-

seitigen lassen.

Bei dem in den vorangehenden Darlegungen beschriebenen Aufbau der Simplex-

tabelle sind die folgenden Kontrollen anwendbar:

1. Mit der Zeilensummenprobe (vgl. Matrizenmultiplikation) wird die laufende
Rechnung iiberprift. Die Simplextabelle wird um zwei Spalten erweitert (vgl.
Tab. 7).

Die 8-Spalte der Ausgangstabelle enthilt die Summe der Koeffizienten und des
Absolutgliedes der jeweiligen Zeile.

Die Rechenvorschriften der niichsten Tabellen werden entsprechend auch auf
die S-Spalte angewendet.

Die Rechenkontrolle fiir alle Tabellen muf dann ergeben, daB die Summe der
Zeilenelemente (Koeffizienten und Absolutglied) jeder Zeile vermindert um das
zur Zeile gehérende Element der S-Spalte gleich Null ist. Dieses Ergebnis wird in
die D-Spalte (Differenzspalte) eingetragen. Wird mit Dezimalzahlen gerechnet,
was in der Praxis meist der Fall ist (Tischrechenmaschinen!), so kann die Kontrolle
natiirlich kleine Abrundungsfehler enthalten. :
Mit dieser Kontrolle ist es moglich, die Rechnung einer jeden Zeile zu kontrollic-
ren, ehe man zur nichsten ibergeht.

Anmerkung: Sind die Absolutglieder wesentlich groBer als die Koeffizienten, so kann man

zum Ausgleich auch einen um eine Zehnerpotenz verkleinerten Wert addieren. In Tabelle 7
wurde stets mit a;/100 gerechnet. Die Kontrollméglichkeit wird davon nicht beeinfluBt.

Ebenfalls zur Kontrolle kénnen die beiden nichsten Tatsachen benutzt werden:

2.1. In der z-Zeile einer jeden Tabelle haben die Koeffizienten der Basisvariablen
bei richtiger Rechnung stets den Wert Null.

2.2, Die Spalten der Basisvariablen ergeben ohne die Koeffizienten der 2-Zeile stets
eine Einheitsmatriz, wenn sie in der Reihenfolge aneinandergesetzt werden, die
der Zeile der Basisvariablen entspricht.

Diese Tatsache folgt aus den Simplextransformationen, deren Ziel es ist, stets nur eine
Basisvariable in einer Gleichung zu haben.!)
In Tabelle 7 z. B. ist die Reihenfolge der Basisvariablen z,, w,, %,. Die zugehorigen
Spaltenvektoren bilden die Einheitsmatrix €(3,3):

100
010
001

3. Endlich kann man auch noch die Werte der Entscheidungsvariablen, die sich fir
die Optimallésung ergeben haben, in das Modell einsetzen und so die Uber-
einstimmung mit dem berechneten Optimalwert fiir z und mit den aus den Be-
legungen der Schlupfvariablen sich ergebenden Aussagen feststellen.

1) Bei ausreichender Ubung kann dieses benutzt werden, um die Simplextabelle zu verkleinern
(vel. [29])
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Fiir das berechnete Modell findet man fiir die
Zielfunktion 20 - 80 + 10 - 60 = 1600 +- 600
Zmax = 2200
und fir die
Nebenbedingungen (11) 30 - 80 + 10 - 60 =3000>w, = O

(12) 4080 -+ 30 - 60 = 5000 < 6000 — w, = 1000
(13) 10 -80 + 20 - 60 =2000 >wy= O

Ein Betrieb hat die Moglichkeit, kurafristig aus Abfallstoffen drei Produkte Py, Py, P; zu-

siitzlich zu erzeugen, deren Reingewinn je Einheit der Produkte 10 MDN, 6 MDN und 4 MDN
betrigt.

Es ist zu untersuchen, in welcher Anzahl die Produkte hergestellt werden miissen, damit der

fiir dieses Z prog; t groB ist.
Die Verk h und die vorhand Kapazitiiten sind der Tabelle 8 zu entnehmen.
Tabelle 8
Material Verbrauchsnormen vm;}andene
enge
P, P, Py
A, 2 1 6 300
A, 6 5 2 540
A, 4 2 4 320

Loésung: Das Optimalititskriterium ist wieder der Reingewinn. Die Zahl der drei Produkte
wird mit @;, &,, @5 bezeichnet, so daf auf Grund der Gewinne pro Stiick die Zielfunktion
lautet

102, + 62, + 4x; = z — max.

()

Die zugehorigen einschréinkenden Nebenbedingungen werden mit Hilfe der Tabelle 8 auf-
gestellt:

(1) 2m 4+ 2+ 6z 300 (A)
(12) 6z, + 5z, + 22, <540 (A
(13) 4z, + 20, + 42, 320 (A)
mit ), Ty Zg= O

Dieses Modell ((7)) wird durch Einfiihrung der Schlupfvariablen in ein Gleichungssystem um-
gewandelt, das die Grundlage zum Tabellenrechnen bildet.

(11) 2z + @+ 6y 4wy = 300
(12) Bz, + bz, + 22, + 1w, = 540
(13) 4z, + 2%, + 47y + wy =320
(14) 102, + 62, -+ 42 —z= 0
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Da vier Gleichungen mit 7 Variablen vorliegen, erfolgt die Lisung des Systems durch Be-
stimmen von drei Nichtbasisvariablen. Als solche werden wieder die Entscheidungsvariablen
mit dem Wert Null belegt.

Die Anfangslosung lautet nach dieser Festsetzung

Nichtbasisvariabl Basisvariablen
2, =0 w; =300
2, =0 w, = 540
=0 wy = 320

und z= 0

Nunmehr beginnt die Rechnung, wie sie in Tabelle 9 enthalten ist. Nach den vorausgehenden
Ausfithrungen eriibrigt sich eine nochmalige Erla ung. Zu beachten ist allerdings, de8 die
Quotientenbildung fiir die Zeile (21) entfillt, da der Koeffizient der Schlisselspalte den
Wert Null hat (Division durch Null nicht erklirt!).

Aus der Tabelle ist ersichtlich, daB das fiir zwei Entscheidungsvariablen erarbeitete Ver-
fahren ohne jede Schwierigkeit auch bei mehr Variablen angewendet werden kann.

Anmerkung: Das Nachrechnen der Tabelle 9 als selbstindige Ubung ist unbedingt durch-
zufiihren mit Anwendung der moglichen Kontrollen (S. 248).

Die Optimallosung heiBt:
Nichtbasisviriabl Basisvariabl
wy =0 . z, = 65
wg =0 2, = 30
x3 =0 w, = 140

und 2z =830

Fiiad

Danmit ist die optimale Belegung der Entscheid variablen sowie zmax

x = 65
z, = 30
z; = 0

und Zmax = 830

Diese Losung sagt aus, daf aus dem vorhandenen Abfallmaterial 65 Stiick von P; und 30
Stiick von P, mit einem Reingewinn von 830 MDN erzeugt werden kénnen, Das Material 4,
wird dabei nicht voll aufgek ht; die He llung des Produktes P; wird als ungiinstig er-
kannt, da 2, in der Simplextabelle als Nichtbasisvariable mit dem Wert Null erscheint.

AUFGABEN

Es sind die folgenden Modelle fiir Maximierungsprobleme analytisch zu losen mit Zeilen-
summenprobe,

Anleitung: Bei der Berechnung ist zu beachten, daB negativen Quoti keine A

fiir den Variabl )} werden kann. Ihre Einbeziel wiirde eine neg:
Entscheidungsvariable zur Folge haben, also aus dem Bereich der zulissigen Losungen
herausfiihren.
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146. a) Modell ((4b)), S. 225
b) Modell ((4a)), S. 225
Die erhaltenen Losungen sind mit den durch das graphische Verfahren erhaltenen Ergeb-
nissen zu vergleichen.

147. a) Zielfunktion 2z, + 2, =2z—>max
Nebenbedingungen (1) 4z, - 4z, < 28
@ 2z <10

@) —x+3z=< 9
mit =z, 2= 0

b) Zielfunktion 2%, + 3z, = z - max
Nebenbedingungen (1) 4z, + 42, < 28
@2 2z, <10

@) —2,+3,=< 9
mit 2, z= 0

Die Modelle enthalten die gleichen Zlelfunkmonen wie in Aufgabe 146; durch die neuen
Nebenbedingungen werden die Ergel andert. G g?

148, Zielfunktion 32 + 3 =2z—> max
Nebenbedingungen (1) 22, + 2, < 20
(2) 6z, + x,<48
() 3 +4x, <54
mit 2, = 0
149. Modell ((5)), S. 232

150. Modell ((2)), Aufgabenstellung S. 210
Die Rechnung ist
&) mit dem Einsatz von 3 Spezialmaschinen und
b) mit dem Einsatz von nur 2 Spezialmaschinen durchzufiihren.

Auch hier zeigt der Vergleich mit der graphischen Losung (S. 228 bis 231) die bestehenden

Zusammenhiginge.
Tabelle 10 (Aufgabe 151)

A, A, B Kapazitit
Rohstoff T t 4 3 2 108
Rohstoff TT t 4 3 6 300
Maschine 1 h — 05 5 200
Maschine 2 h 04 — 2 100
Reingewinn MDN 6 7 16
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151. Ein Betrieb stellt zwei Erzeugnisse A und B her; dabei kann A zwei Fertigungswege durch-
laufen (A, A,), withrend das bei B nicht der Fall ist.
Fiir die Rohstoffe und die Maschinen, dle zur Ferhgung benotigt werden, sind die Kenn-
zahlen und die Eins: 6Ben fiir einen besti nach Tabelle 10 bekannt.
Es ist mit Hilfe der Simplexmethode zu berechnen, wieviel Produkte A auf ]edem der Fertx
gungswege und wieviel Produkte B in dem in Frage k
werden miissen, wenn der Reingewinn (vgl. Tab. 10) moglichst groB werden soll.

3.2.3.4. Sonderfiille

1. Sonderfall: Es existieren mehrere Optimallésungen

Wenn in der z-Zeile der Simplextabelle fiir die Nichtbasisvariablen nur noch negative
Koeffizienten vorhanden sind, ist die Optimallésung gefunden, die in diesem Fall
die einzige ist.

Wenn dagegen in der z-Zeile fiir die Nlchtbaslsvsmablen teilwelse oder iiberhaupt
die Koeffizienten Null auftauchen, ist ein weiterer Variab lich

Dieser fithrt jedoch stets zu demselben Wert der Zielfunktion, so daB man bei
Durchfithrung eines solchen Austausches eine Variante der Optimalldsung erhilt.
Die folgende, nur teilweise angefiihrte Aufgabe soll diesen Tatbestand erlautern.
Eine Maximierungsaufgabe habe die Zielfunktion

2, + 27, + 6y = z —> max : (8))

Zum Modell, das hier nicht vollsténdig angefithrt wird, gehoren zwei Nebenbedin-
gungen, die das Einfithren von zwei Schlupfvariablen erfordern. Im Verlauf der
Rechnung erhalt man die dritte Transformation, wie sie Tabelle 11 zeigt.

Tabelle 11
Nr. Basis 2 5 23 wy wy [ q
(31) EN 1 2 -3 -2 8
(32) 2, 0 1 2 2 1 6
(33) —z 0 0 0 —5 0 —20

Mit dieser Tabelle ist die Optimallésung gefunden, da es keinen Koeffizienten in der
z-Zeile mehr gibt, der gréBer als Null ist. Die Losung heiit:
Basisvariablen Nichtbasisvariablen
= 8 23 =0
2= 6 w; =0
und z =20 w, =0
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Um die Bedeutung der Null-Koeffizienten (in der z-Zeile) fiir die Nichtbasisvariablen
@3 und wy zu erkennen, schreibt man die z-Zeile der Tabelle entsprechend als Gleichung :

(33) 2=0-2,4+0-2,+0-23 — 5w, + 0w, + 20.

Aus ihr ist zu ersehen, daB sich z bei Aufnahme von z; oder von w, in die Basis dem
Wert nach nicht mehr dndern kann (Koeffizient Null), wihrend eine Aufnahme von
w, in die Basis den Wert fiir z verkleinern wiirde. Daraus folgt:

Der Koeffizient Null, der in der z-Zeile fiir eine Nichtbasisvariable vorkommt,
kann als positiver Koeffizient gewertet werden, und es ist ein weiterer Variablen-
austausch moglich, falls in der Spalte des Null- Koeffizienten mindestens ein Koeffi-
zient vorkommt, der grofer als Null ist.

Diese einschrankende Bedingung muB erfiillt sein, damit es auch mindestens einen
Quotienten 0 < ¢ < oo gibt, der Voraussetzung fiir eine Berechnung im Bereich
der zuldssigen Losungen ist. Es ist also festzustellen, daB die gefundene Optimal-
lésung eine erste Variante ist; weiterer Variablenaustausch fiihrt zur Berechnung
anderer gleichwertiger Varianten.

Von Tabelle 11 ausgehend, wird »; gegen z, ausgetauscht (gmin = 3), so daB man
Tabelle 12 erhdlt. -

Aus ihr ist die 2. Variante der Optimallésung zu entnehmen.

Basisvariablen Nichtbasisvariablen

2= 2 2, =0

z3= 3 w; =0

und z =20 w, =0
Tabelle 12
Nr. Basis x; o5 %y wy wy a q
(41) £ 1 —1 0 -5 -3 2
(42) 2 N 1 ! 3
) s 7 3
(43) —2z 0 0 0 —5 0 —20
Tabelle 13

Nr. Basis kN %3 Z3 wy We- a q
(51) z 12 6 1 0 20
(52) Wy 0 1 2 2 1 6
(53) —z 0 0 0 —5 0 —20
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Aus denselben Uberlegungen heraus kann, wieder von Tabelle 11 ausgehend, auch
w, gegen @, ausgetauscht werden. Es ist dabei ¢min =6, da ein negativer Quotient
nicht zuléssig ist. Tabelle 13 enthélt diese Transformation, nach der es eine 3. Variante
gibt:

Basisvariablen ~ Nichtbasisvariablen

2z, =20 xy =0
wy= 6 23 =0
und z =20 w, =0

Dieselbe Tabelle erhilt man auch, wenn, von Tabelle 12 ausgehend, w, gegen
ausgetauscht wird (gmin = 6). Ein weiterer Austausch nach dieser Tabelle ergibt
keine neue Variante, sondern wiirde wieder auf Tabelle 11 zuriickfiihren.

Die drei Belegungen fiir die Entscheidungsvariablen heilen somit:
z =8 2 =2 x; =20
2, =6 23 =0 2= 0
23 =0 x3 =3 2= 0

Optimallosung  Optimallésung  Optimallésung
1. Variante 2. Variante 3. Variante

Alle drei Tabellen enthalten dieselbe z-Zeile, das Kennzeichen dafiir, da es sich zwar
um verschiedene, aber gleichwertige Losungen handelt.

Die Kontrolle iiber die Zielfunktion bestatigt diese Tatsache:
Ziefunktion  ®, + 2%, 4 623 =2z — max

Optimalldsung

1. Variante 8+2:6+6:0=20
2. Variante 2+2~0+6-3=§
3. Variante 20+2-0+6-0=§

Okonomisch ist die Losung des Modells folgendermaBen zu deuten :
Ein Produktionsprogramm von 3 Produkten P,, P, und Py ist bei gegebenen Kapa-
zitéitsbeschrankungen zweier benotigter Materialien optimal, wenn
1. nur die Produkte P, und P, in der errechneten Menge hergestellt werden ; die durch

w, und w, vertretenen Kapazititen werden bei dmsem Programm vollin Anspruch
genommen;
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()

. dasselbe Programm wird ebenfalls unter voller Inanspruchnahme der Kapazitaten
realisiert, wenn nur P, und P; in den errechneten Mengen hergestellt werden;

3. auch eine ausschlieBliche Herstellung von P, sichert das Optimalprogramm.

Dabei wird die zweite Kapazitéit (w;) nicht einmal voll ausgelastet.

Wiederum kénnen es im Einzelfall nur 6konomisch-technologische Gesichtspunkte
sein, die entscheid lches der mathematisch véllig gleichwertigen Programme
realisiert werden soll.
Es sei endlich noch die geometrische Deutung des vorliegenden Problems gegeben.
Durch die beiden Nebenbedingungen und die Nichtnegativitdtsbedingung fiir die
. Entscheidungsvariablen ist ein konvexes Polyeder im R, gegeben. Dieses wird von
zwei durch die Nebenbedingungen bestimmten Ebenen und durch die drei von den
positiven Achsen #,, ¥, und x; aufgespannten Ebenen begrenzt.
Die durch die Zielfunktion bestimmte Ebene muB mit dem Losungspolyeder drei
Eckpunkte gemeinsam haben, da es drei gleichwertige Optimallosungen gibt, die
nach dem Satz von Dantzie Ecklosungen sind. Das ist nur moglich, wenn die Ebene
der Zielfunktion mit einer der beiden Polyederebenen, die den Nebenbedingungen
entsprechen, zusammenfillt. '
Den drei Losungen zufolge mufl im ersten Fall der Eckpunkt in der (x;;,)-Ebene
liegen, im zweiten Fall in der (2;2;)-Ebene und im dritten Fall auf der «,-Achse.
Die iibrigen, unendlich vielen Lésungen (Varianten), die es dann noch gibt und die
den Punkten der zwischen den genannten Ecken liegenden Polyederebene ent-
sprechen, kann man durch Linearkombinationen erhalten, auf die im Rahmen dieses
Buches nicht eingegangen werden kann [29].

2, Sonderfall: Die Ausartung des Problems

Eine Ausartung oder Degeneration®) liegt dann vor, wenn in der Basis einer Simplex-
tabelle eine der Basisvariablen den Wert Null annimmt. Die Ursache dazu liegt
immer in der vorangehenden Tabelle, in der gmi, nicht eindeutig bestimmbar ist.
Dieser Sachverhalt sei an einem formalen Beispiel gezeigt. Bei der Berechnung einer
Maximierungsaufgabe habe sich Tabelle 14 als zweite Transformation ergeben.

Das Programm ist noch nicht optimal, da in der z-Zeile fiir %, ein positiver Koeffizient
steht. Damit ist die Schliisselspalte bestimmt. Bei der Festlegung der Schliisselzeil
ist folgendes festzustellen: Der Quotient g,y entfallt als Kriterium fiir die weitere
Berechnung, da er negativ ist. Die beiden anderen Quotienten gy, und g, haben
denselben Wert, so daB die erste oder die zweite Zeile gleichberechtigt als Schliissel-
zeile gewihlt werden kann.

In Tabelle 15 ist zuerst (21) als Schliisselzeile der Berechnung zugrunde gelegt;
in der nachfolgenden Tabelle 16 die Zeile (22).

Mit Tabelle 15 ist die Optimallésung gefunden; die Basisvariablen sind

@y=14, w,=0, wy="7"und z=22
Tabelle 16 ist auch wieder eine Optimaltabelle mit den Basisvariablen

2z, =0, ®,=4, wy=T7 und z=22

1) Degeneration (lat.) Entartung
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Tabelle 14
Nr -Basis oy %y w,y wy Wy a q
(21) A 1 2 2 0 0 8 4 52, Tab.15
(22) W, 0 1 3 1 0 4 4 5z, Tab.16
(23) w, 0 | —1 2 1 3 | entfallt
24) | —2 0 3|—2 o0 o —10
%
Ss
Tabelle 15
Nr. Basis z; Ty w,y Wy W a
' 1
(31) z, = 1 1 0 0 4
1
(32) Wy =i 0 2 1 0 0
1
(33) Wy - 0 3 0 1 7
3
(34 | —z2 -5 0 —5 0 0 —22
Tabelle 16
Nr. Basis £ S w, wy Wy ay
(41) EA 1 0 —4 —2 0 0
(42) %3 0 1 3 1 0 4
(43) wy 0 0 5 1 1 7
44) | —2 0 0 -1 -3 0 —22

Aus dem Vergleich der beiden Maximallosungen ist ersichtlich, dal die Basislosung
fiir die von Null verschiedenen Basisvariablen dieselbe ist, unabhingig davon, welche
der beiden in Frage kommenden Zeilen als Schliisselzeile gewahlt wurde.

Man kann in diesem Falle die beiden Losungen nicht als Varianten bezeichnen, da die

Belegungen der Entscheidungsvariablen die gleichen sind.
2 =0
x, =4

Es geniigt deshalb, bei einer Ausartung nur eine Optimallésung zu berechnen. Es ist
allerdings nicht immer so wie im Beispielfall, daB die Berechnung nach jeder der
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Schliisselzeilen mit gleighem ¢ auch die Optimallésung ergibt. Bei beliebiger Wahl
einer der in Frage ko den Schliisselzeilen kann es vorkommen, da3 nach einer
Anzahl von Iterationsschritten die Ausgangstabelle wieder erreicht wird. Die Berech-
nung mufl dann mit der néchsten der ,gleichberechtigten Schliisselzeilen durch-
gefithrt werden. Um sich diesen ,,Irrweg* zu ersparen, wende man die folgende Regel

an, deren Beweis nicht gegeben werden kann:

Tritt in einer Simplextabelle mehrfach derselbe Quotient fiir eine Schliisselspalte
auf, so sind die Koeffizienten der ersten Schlupfvariablen durch die entsprechen-
den Elemente dieser Schliisselspalte zu teilen. Der kleinste dieser Quotienten, die
auch negativ sein kénnen, bestimmt die zu wihlende Schliisselzeile [29].

Sollten diese Zusatzquotienten nicht alle ihrem Wert nach verschieden sein, so
wendet man dasselbe Kriterium der Reihe nach so lange auf die nachsten Schlupf-
variablen an, bis eine eindeutige Festlegung der Schliisselzeile moglich ist. Diese
tritt auf jeden Fall bei einer der Schlupfvariablen ein, falls es iiberhaupt eine weitere
Lésung gibt.

In dem angefiihrten Beispiel erfolgt die Entscheidung durch dieses Kriterium bereits
bei der ersten Schlupfvariablen und verweist auf die erste Zeile als Schliisselzeile
(Tab. 17).

Tabelle 17
Nr. | en Ty W We Ws a | 9min | G,
(21) 2 2 0 0 8 5
(22) o 1 3 1 0 4 4 3:1=3

Die Anwendung dieser Regel kann erhebliche Rechenarbeit ersparen; sie sollte
immer bei ausgearteten Problemen angewendet werden, da sie sehr schnell die auf
jeden Fall giinstigste Zeile ermittelt.

AUFGABEN

Die folgenden Modelle sind zu berechnen:

152. Modell ((4c)), S. 225

153. Zielfunktion % + %, =2z—>max
Nebenbedingungen (1) 4z, + 4z, <28
2 2x =10

B) —2,+3x,= 9
mit Zys z,= 0

154. Zielfunktion 62, + 2z, = 2 > max
Nebenbedingungen (1) x4+ 2, =60
@ Bm+ =90
3) z, <45

mit %, = 0
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Das Ergebnis der Aufgabe 153 ist mit Hilfe der graphischen Darstellung des Modells zu
begriinden.

Anleitung: Bei der ersten Transformation der Aufgaben 153 und 154 ist es giinstig, z, als
neue Basisvariable zu wahlen.

3.2.3.5. Das duale Problem

Aus jedem Modell der Linearoptimierung 18t sich ein mit ihm in engem Zusammen-
hang stehendes zweites Modell ableiten; man sagt, daBl zu jedem primalen Problem
ein duales gehort. Ohne die theoretische Begriindung geben zu konnen, die auch
wieder weit iiber den Rahmen des vorliegenden Lehrbuches hinausfiihren wiirde, soll
dieses Dualitatsprinzip im folgenden dargelegt werden, da seine Kenntnis wesentliche
Vorteile bei der Losung einzelner Aufgaben bieten kann.

Es gilt der Dualititssatz?):

Zu jedem primalen Problem der Linearoptimierung, das einen endlichen Optimal-
wert z, besitzt, gehort ein duales Problem, dessen Optimallosung denselben Wert
fiir zq hat:

Ist dabei der Optimalwert fiir das primale Problem ein Minimum, so ist der duale
Optimalwert ein Maximum und umgekehrt.

Diese Tatsache ermdglicht es, primale Minimierungsaufgaben wieder auf Maxi-
mierungsaufgaben zuriickzufiihren?).

Das duale Problem wird ebenfalls mit dem Simplexalgorithmus gelost. Seiner Losung
ist auBer dem gemeinsamen Optimalwert auch die Losungsmenge des primalen
Problems zu entnehmen.

Ermittlung des dualen Problems
Als primales Problem sei Modell ((3)) von S.211/212 der Ermittlung zugrunde gelegt.

Zielfunktion 170, +4 @, + 8 3 =2, > min ((3))p
Nebenbedingungen (31), 0,2z, 4 0,4z, 4 0,17, = 12

(32), 03w, +02z,= 8

mit 2y, Ty, T3 = 0.

\
Zu dieser Primalaufgabe gehért das in Tabelle 18 aufgeschriebene Koeffizienten-
schema, das die 2,3-Koeffizientenmatrix der Ungleichungen, den Spaltenvektor der
dazugehérigen Absolutglieder und den zur Gleichung der Zielfunktion gehdrenden
Zeilenvektor enthalt.

1) Dualitit (lat.) Zweigliederung, Ver hbarkeit
2) Uber die Methoden der unmittelbaren Losung von Minimierungsaufgaben, die neben den
Schlupfvariablen noch die Einfithrung sog. kiinstlicher Variablen erfordern, vgl. [29, 33, 36]
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Durch Transponieren dieses Schemas entsteht das duale Schema (Tab. 19). Dieses
enthilt nunmehr eine 3,2-Koeffizientenmatrix mit dem entsprechenden Spaltenvek-
tor der neuen Absolutglieder und dem Zeilenvektor fir die Gleichung der dualen
Zielfunktion.

Tabelle 18
Ty Ty T3 3
(L 02 04 01 12
(2)p 0,3 0 0,2 8
2 17 4 8 min
Tabelle 19
Y1 Y be
(1)a 0,2 0,3 17
(2)a 0,4 0 4
(3)a 0,1 0,2 8
Za 12 8 max

Nach dem zweiten Schema erfolgt das Aufstellen des dualen Modells. Es enthilt in
drei Ungleichungen nur noch zwei Variablen!) y; und y,. Die Absolutglieder sind
gleich den Koeffizienten in der Gleichung der primalen Zielfunktion; die Koeffizien-
ten von z4 dagegen sind die Absolutglieder des ersten Problems.

Somit ergibt sich das duale Modell:

Zielfunktion 12y, + 8y, = 2q — max ((3))a
Nebenbedingungen (31)g 0,2y, + 0,3y, =< 17

(32)a 0.4y, < 4

(33)0 01y, +02y, < 8

mit Y1 ¥z 0

Die allgemeine Darstellung in Matrizenschreibweise zeigt deutlich die Zusammen-
hinge der beiden Probleme.

Primales Modell

b7y =z, — min
Ar=a
r=o

n Variablen
und m Ungleichungen

Zielfunktion
Nebenbeding.

Duales Modell

aTy = zg - max
ATy <b
H=o

m Variablen
und 7 Ungleichungen

1) Uber die Deutung dieser Variablen als Scheinkosten vgl. [37); [38, S. 41]



3.2. Die Losung des li Optimierungsprobl 261

Die Losung des Dualproblems

Un die Zusammenhinge zwischen den Losung beider Syst richtig ver-
stehen zu kénnen, werden das primale und das duale Modell zu Gleichungssystemen
mit Hilfe von Schlupfvariablen umgeformt.

Primales Gleichungssystem.:

(11), 02z, + 042, + 0,12, — w, = 12 3 Entscheidungs-,
(12), 03z, + 0,2z, — wy = 8 [2 Schlupfvariablen
(13), 172, + 42, + 8xy —z=0

mit, Ty, g, Xy, Wy, Wp =0

Anmerkung: Die Schlupfvariablen, die den Ausgleich zur GrbBet-Bkziehgg herstellen
sollen, miissen diesmal abgezogen werden. Uber die Konsequenzen, die sich daraus fiir das un-
mittelbare Rechenverfahren ergeben, vergleiche man die auf S. 259 angegebene Literatur.

Duales Gleichungssystem:

11 =

(11)g 0.2y, + 0.3y, + v, 177, Entscheidungs-,
(12)g 0.4y, + 7 = 3 Schlupfvariablen
(13)a 0.1y, + 0.2y, + v = 8 *

(14 129, + 8y, =ag= 0

mit Y15 Yo V1 Va V3= 0

Das zweite Gleichungssystem soll analytisch gelost werden. Es liegen 4 Gleichungen
mit 6 Variablen vor; als freie Variablen werden wieder die Entscheidungsvariablen,
hier , und y,, mit dem Wert Null belegt. Daraus ist die Anfangslosung bestimmt :

Nichtbasisvariablen Basisvariablen
=0 v =17
Yp =0 v, = 4
vy = 8
2= 0 '

Diese ist die Grundlage zur Berechnung der Simplextabelle (Tab. 20). Im allgemeinen?)
interessiert die Losung des dualen Problems nicht. Die Berechnung dient in der
Hauptsache dazu, auf dem Wege iiber die Maximierung auch die Lésung des Minimal-
problems zu erhalten.

1) Vgl. FuBnote 1, S. 260
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Tabelle 20
Nr. | Basis |Rechenvorschrift| %,  y, vy Vg b q
(11) v, 1 0 0 17 | 8
(12) vy 0 4 «-10
(13) vy 0 0 ! 8 | 80
(14) —z 0 0 0 o | -

1) v |(1—02-@)| 0 03 1 - 0 15 | 50

1
2
5
@) | ¢ | [12:04002 1t 0 0o 5 0 10 | —
1
T

(23) vy | (13)—0,1-(22) | © 0 — § o

24) | —z |(14)—12-(22)| O g 0 30 W

(31) v | (21) —0,3 -(33) o o0 1 _% _ % &

(32) ¥, | (22)— 0.(33) i 0o o0 % -

@ | o o 10 5 5| w
64 | —z |@—8.@| 0 o [0 —: —d0|—400]|

Bestimmung der primalen Losung aus der dualen Tabelle
1. Zmin = Zmax = 400 (Dualititssatz).
2. Die Variablen beider Gleichungssysteme sind paarweise einander so zugeordnet,
wie die folgende Ubersicht zeigt:
dual primal

Entscheidungsvariable <~  Schlupfvariable

Schlupfvariable <« Entscheidungsvariable

Basisvariable <> Nichtbasisvariable

Nichtbasisvariable < Basisvariable
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Das ergibt fir das behandelte Beispiel die nachstehende Tabelle der Variablenpaare

dual: Y18 Yom 1B VaNB VsNB Zmax

primal: WiNB  WeNB  TiNB %eB 3B Zmin

Diesen Variablen werden die mit (— 1) multiplizierten Werte der letzten Zeile dér
dualen Simplextabelle zugeordnet, so daf eine dreizeilige Tabelle entsteht:

Y18 Yom V1B VznB VsNB Zmax
wWiNB W2nB  Yinp Y2B X3 Zmin
0 0 0 20 40 400

Die beiden umrandeten Zeilen enthalten die

Optimalldsung des primalen Problems:

Basisvariablen Nichtbasisvariablen
‘ 2y = 20 2 =0
x3 = 40 wy, =0
und z =400 wy = 0.

Daraus ergibt sich als Losung des Modells ((3)),

T, =
Ty =
Ty =

Sex.

|

Zmin =

Vergleicht man die Werte der Entscheidungsvariablen des Minimierungsproblems
mit der letzten Zeile der Dualtabelle (20), so erkennt man nach den obigen Dar-
legungen, daB die volle Losung der Primalaufgabe unmittelbar aus der dualen Tabelle
zu entnehmen ist; die umrandeten Koeffizienten der Schlupfvariablen in der letzten
z-Zeile sind lediglich mit (— 1) zu multiplizieren.
BEISPIEL d

Berech eines Schichtplanes?)

Ein Arbeitstag von 24 Stunden soll in vier Schich ingeteilt werden, begmnend mit 0 Uhr.,

Jeder Arbeiter hat, begriindet durch die Art der Arbext zwei Schichten hintereinander ab-

1) Aufgabe nach [33]
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zuleisten, darf aber nur jeden zweiten Tag eingesetzt werden. Die notige Besetzung der ein-
zelnen Schichten ist unterschiedlich und verlangt als Mind hl 4, 8, 8, 6 Arbeitskrifte. Die
Mindestzahl der Arbeitskrifte, mit der dieser Schichtplan erfiillt werden kann, ist zu be-
rechnen.

Losung: Die gegebene Sachlage wird durch die folgende Ubersicht geklirt.

Schicht I 1I usl v
beginnende Arbeiter ) Z, %5 EA
Arbeiter aus der
vorherigen Schicht EA £ £ 2y
Gesamtzahl der
Arbeiter je Schicht T+, Tt Tytx, Xyt
Mindestzahl an Arbeitern 4 8 8 6
Aus dieser Ubersicht lassen sich die Gleich der Zielfunktion und die Nebenbedi
fiir den ersten Tag sofort erkennen.
Zielfunktion 2y + 2, + %3 + 2, = z > min
Nebenbedingungen z; + =z, =8
2y + %3 =8
Z3 47, =6
2 +ay=4

Dieselbe Ubersicht konnte fiir den zuweiten Tag aufgestellt werden, etwa mit der Bezeichnung
; fiir die entsprechende Anzahl der Arbeitskrifte.
Da aber im Zahlenwert die ; und die Z; einander gleich sind, gelten die Nebenbedingungen
fiir beide Schichttage in derselben Form.
Am zweiten Schichttag arbeiten jedoch andere Arbeitskrifte, so daB die Gleichung der Ziel-
funktion, die die Gesamtzahl der Arbeitskrifte minimieren soll, die Form

4 4

Y2 -+ Y = z—>min

=1 i=1
annimmt. Weil aber

4 <
2= 2%
=1 i=1

ist, erhdlt man als Modell des Schichtplanes das folgende:

4
Zielfunktion 2¥; =z —> min (9))
i=1
Nebenbedingungen (91) 2, + @, =8
©2) ota, 28
(93) Tyt 2, =26
94) =z, +z =4

mit @, 2, ¥, =0
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Die Aufgabe wird zweckmiBig unter Verwendung des Dualitéitsprinzips gelost. Uber die
Tabellen 21 und 22 erhiilt man das duale Modell.

Tabelle 21 : Minimierungsproblem Tabelle 22: Maximierungsproblem
2l T3 3 24 3 Y1 Y2 Ya Ya bx
1 1 0 0 8 1 0 0 1 2
0 1 1 0 8 1 1 0 0 2
0 0 1 1 6 0 1 1 0 2
1 0 0 1 4 0 0 1 1 2
2 2 2 2 | min 8 8 6 4 | max
Zielfunktion 8y, + 8y, + 6y + 4y, = 24 —> max ((9))a
Nebenbedingungen (91)a ¥ +y =<2
92)a  y+v =2
(93)a Yo+ ¥s =2
(94)a Ys+ 9 =2

mit oy, Yo Yar Ya=0

Das duale Modell hat die gleiche Anzahl von Variablen wie das primale. Es hat als Maxi-
mierungsproblem aber den Vorteil, ohne kiinstliche Variablen (vgl. FuBnote 2, S. 259) gelost
werden zu konnen. AuBerdem sind die Koeffizi der Zielfunktion nicht alle einander
gleich, so daB die Wahl der ersten Schliisselspalte einfacher ist (vgl. Aufgabe 1652).

In der dualen Optimaltabelle erscheint eine Null fiir eine der Nichtbasisvariablen; das weist
darauf hin, daB es fiir die Aufgabe mehr als eine Losung gibt (vgl. Aufgabe 155b).

Die Optimallosung, die man erhilt, wenn in der Simplextabelle y, oder y, zuerst in die Basis
iibernommen werden, lautet:

z =0
z, = 8
zz =0
% = 6
Zmin = 28

Die Verteilung auf den Schichtplan sieht danach folgendermaBen aus:
Schicht I II I v

Gesamtzahl der Arbeiter je Schicht 2; +2, 2+ 22+ 23 3+
0+6 0+8 840 046

6 8 8 6
| e |

Das bedeutet, daB die vier Schichten auf nur zwei zusammenfallen, zu denen 6 bzw. 8 Arbeiter
gehoren, also je Tag 14 Arbeiter.

Die Uberpriifung zeigt, daB mit diesem Ergebnis Zielfunktion und Nebenbedi erfiillt
werden.
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AUFGABEN

155. a) Die fiir das hende Beispiel gegebene Losung des Schichtplanes ist durch Berech-
nung der entsprechenden Simplextabelle zu priifen.
b) Eine Variante der Optimallo hat das Erget

=6, =2, =6, 2=0.

Wie sieht der Schichtplan jetzt aus? Wieviel verschiedene Gruppen von Arbeitskriften
miissen eingesetzt werden?
\

156. Das folgende Modell ist mit Hilfe des Dualititsprinzips zu lésen:

Zielfunktion 4z, + 162, + 1023 = z - min
Nebenbedingungen (1) 0,5z, + 0,22, + z; = 14

(2) 22, + @5 2 11

mit 2, 2, 3= 0

Anmerkung: Es wurden zur Einfilhrung Modelle mit nur oberen Grenzen (Kleiner-Gleich-Be-
ziechung) und mit nur unteren Grenzen (GroBer-Gleich-Beziehung) behandelt. Beide konnen
— unter Beachtung des Dualitdtsprinzips — mit dem all i Simplexverfak gelost,
werden. Dariiber hinaus ist es moglich, Probleme mit unteren Grenzen direkt durch Einfiihrung
der bereits erwéhnten kiinstlichen Variablen zu 1ésen.

In der Praxis kommen auBerdem hiiufig Probleme vor, die in den Nebenbedingungen obere und
untere Grenzen sowie Gleichungen enthalten. Auch sie sind mit Hilfe der kiinstlichen Variablen
losbar. Daneben hat man aber fiir derartige Aufgaben weitere spezielle Method ickel
(vgl. vor allem [29, 33, 36] und entsprechende Einzelversffentlich )

3.3. Das Transportproblem als Spezialfall der Linearoptimierung
3.3.1. Allgemeine Grundlagen

Die Transportoptimierung ist ein Spezialfall der Linearoptimierung, dem in der

Planung groBte Bedeutung zukommt. Die gesetzlichen Bestimmungen tragen dieser

Bedeutung Rechnung.

Es handelt sich dabei in erster Linie um die Minimierung der Giiterstréme fiir aus-

tauschbare Giiter zwischen Erzeugern und Verbrauchern, wie den Transport von

Ziegeln, Kies, Benzin, Ol u. a. Nach den Erfahrungen, die bei der Anwendung dieser

Planungsmethode gemacht worden sind, kann eine Senkung der Transportwege-

lingen bzw. der Transportkosten erreicht werden, die zwischen 109, und 30%,

liegt.

Die letzte Angabe 148t bereits erkennen, daB es zwei Optimalititskriterien gibt:

1. den Gesamttransportaufwand (tkm)?), falls die Beforderung des Gutes mit gleich-
artigen Transportmitteln moglich ist, oder

2. die Gesamttransportkosten (MDN), wenn verschiedenartige Transportmlttel Ver-
wendung finden miissen.

1) Gewihlt wird Tonne (t) als MaBeinheit; je nach beford Gut kann es natiirlich auch
eine andere MaBeinheit sein
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Die Grundlage der Berechnungen bilden neben den Produktionskapazitéten und den
Bedarfsmengen im ersten Falle die Entfernungen (km) oder im zweiten Falle die
Transportkosten (MDN je t) zwischen Erzeuger und Verbraucher.

Diese Transportkosten ermitteln sich entweder aus den einzelnen km-Preisen und
bilden die reinen Transportkosten, oder sie setzen sich aus den reinen Kosten und dem
Preis der Wareneinheit zusammen. Das letztere ist dann nétig, wenn die Herstellungs-
kosten fiir eine Produktart bei den verschiedenen Herstellern unterschiedlich sind.

Als Spezialfall der Linearoptimierung ist das Transportproblem prinzipiell auch mit
Hilfe der Simplexmethode 16sbar.

Die besondere Form jedoch, die das mathematische Modell hat, macht das Simplex-
verfahren durch die GroBenordnung der meisten Probleme sehr arbeitsaufwendig,
wiihrend das Transportmodell andererseits die Moglichkeit enthilt, fiir seine Losung
aus dem allgemeinen Simplexverfahren spezielle Verfahren zu entwickeln, die den
Rechenaufwand verringern.

3.3.2. Das mathematische Modell der Transportaufgabe

Entwicklung an einem Beispiel

Drei Erzeuger E; sollen vier Verbraucher V; mit einem bestimmten Gut versorgen
(vgl. 8. 205). Die Zuordnung von Erzeuger zu Verbraucher ist so zu planen, da8
der Transportaufwand in tkm ein Minimum wird.

Fiir einen bestimmten Zeitraum sind bekannt:

die Produktionskapazititen der Bedarf
der Erzeuger der Verbraucher
E, 20% VvV, 17%
E, 15¢ V., 18%
E, 20t V; 8%
551 V, 12¢
551

Die Entfernungen in Kilometern von jedem Erzeuger zu jedem Verbraucher sind
in einer Entfernungsmatrix in Tabelle 23 zusammengefaBt. Bezeichnet man die
noch unbekannten Liefermengen des Erzeugers E; zum Verbraucher Vj mit z, so er-
héilt man Tabelle 24 als Matrix der Liefermengen, die um die Spalte der Kapazititen
und um die Zeile der Bedarfsmengen ergénzt ist.

Tabelle 23: Entfernungsmatrix
v, v, \8 Y,

E, 11 3 8 15
E, 6 2 5 1
E, 1 6 7 4
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Tabelle 24: Matrix der Liefermengen

Kap.

Vi \A Vi .V, b

E, Z1 Z12 Z13 Z1g 29
E, T Zap Tag g 15
B,y 31 T2 a3 T34 20
Bedaxt 17 18 8 12 55

Da im vorliegenden Beispiel Bedarf und Kapazitit in ihrer Summe einander gleich
sind, handelt es sich um ein ausgeglichenes Problem.

Der Gesamttransportaufwand @, der ein Minimum werden soll, berechnet sich aus den
beiden Matrizen und ergibt die

Zielfunktion @ = 11z, + 3z, + 823 + 151,
+ 6@y + 2% + Bxy + Wy
+ %y + 62y + Ty + 425, — min.

Diese Zielfunktion unterliegt einschrinkenden Nebenhedingungen, die sich aus Kapa-
zitét und Bedarf nach Tabelle 24 sowie aus der Nichtnegativititsbedingung ergeben.
Sie lauten:

(11) 2y + @1y + @3 + 234 = 20 =
(12) 2y, + tg + g + g = 15 den Zeilen von
a2 23 e Tabelle 24 entsprechend
(13) @5y + g + @y + @y = 20
und

(21) @y + @y + @y =17
gz; :15 i :22 i :32 . 1: den Spalten von

13 L 33 Tabelle 24 entsprechend
(24) @y + By + By =12
mit  zy = 0 fiir alle 7 und k.

Damit ist fir die gegebene Aufgabe das mathematische Modell gefunden.

Allgemeine Formulierung des Modells
Bezeichnet man mit

¢ii die Entfernung von E; zu Vi in km bzw. die entsprechenden Trans-
portkosten in MDN, . '

a; die Produktionskapazititen von E;

b, den Bedarf von V,,

2 die Liefermengen, so kann man wieder zwei Matrizen aufstellen:
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die Entfernungsmatrix (Kostenmatrix) der ¢y und die Matrix der Liefermengen zy,
die beide in Tabelle 25 zusammengefaBt und durch die Kapazitéten a; und die Be-

darfsmengen by ergénzt sind.

Tabelle 25
VvV, V, V. Kap.

E, C11 C12 Cin a
T T2 T1n

E, G Coz Can as
g1 Taa Zan

E, GV Cma Con -
7 Tm 7 T Lo

Bedarf by by b,

Fiir das ausgeglichene Problem gilt die Grundbedingung

m n
Z a; = 2 b
i=1 k=1

Das Modell 148t sich unmittelbar aus Tabelle 25 entnehmen.

Zielfunktion G =c¢),2y; + €% + -
+ 0%y + Coppe + o

+ Cm%m + Cma%me + 0

Nebenbedingungen (11) xy; + @, + -
(12) @y + @ + -

(1m) Oy + Zma + -

21) =z +xy +-
(22) @y + @y +--

(2m)  @1n + Zan + oo

mit 2 = O fir alle ¢ und ¥ (Nichtnegativita

+ C1n %10
+ Can%2n

+ Coan Tpp —> MID

+ T =0
+ Tpa =0y
+ ZTpn = am
+ Tm = b
+ T = by
+ Zna = b

(67)
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In Summenschreibweise 148t sich das Modell iibersichtlicher darstellen:

m
Zieltunktion =3 3 oz ol
i=1 k=1
n
Nebenbedingungen 1) Yap=a b=y Do, 8
= (68)
mn
@ Pma=b | k=12..n

mit x5 =0 fiir alle ¢ und %

Die Besonderheiten des Transportmodells

1. Das Transportmodell unterscheidet sich von dem allgemeinen Modell der Linear-
optimierung vor allem dadurch, da$ die Nebenbedingungen in Form von Gleiehun-
gen gegeben sind.

Diese Gleichungen ergeben ein inhomog lineares Glleichungssystem von m - »n
Gleichungen mit m - n Variablen.

Dabei bilden sich zwei Gruppen; jede Variable kommt in jeder Gruppe nur einmal
vor, auerdem haben alle Koeffizienten den Wert Eins.

2. I Dag System dieser m + n Gleichungen kann stets um eine Gleichung ver-

mindert werden, die linear von den anderen Gleichungen abhéngig ist.

Der Nachweis fiir diese Behauptung 1i8t sich fiir dze Nebenbedingungen des Modells auf
S. 268 dadurch fiihren, indem man zelgt daB beispi ise die Gleichung (24) implizit in den
anderen Gleichungen enthalten ist. Man addiert die Gleichungen (11) bis (13) sowm die Glei-
chungen (21) bis (23) und erhiilt die Summen

81 =Ty + Zpp + Zig + Ty + Ty + Tpp + Tag + Tay + Ty + Fag - Zag + Ty = 55

=2y + Ty + 2 + %y + Ty + 2 T @1+ Tag + %y =43

Die Differenz s, — s, ergibt genau die Gleichung
(24) N + @y + 2y = 12
Den all, inen Nachweis dieser Ei haft kann man erbringen, wenn man den Rang des

Gleict der Nebenbedingungen besti Er ist bei m + n Gleichungen, deren
Koeiﬁzwnten siimtlich den Wert eins haben, stets » =m -+ n — 1. Das bedeutet, daB eine
von den m 4 n Gleich von den and bhiingig ist (vgl. 2.4.6. und [1]).

3. Die analytische Losung der Transportaufga.be kann ohne Schlupfvariablen erfolgen,
weil die Nebenbedingungen bereits ein Gleichungssystem bilden. Es 1st folghch aus
der Menge der zuldssigen Losungs-n-Tupel der Entscheidungsvariablen dasj
Tupel zu bestimmen, das die ZieMunktion zu einem Minimum werden 1a8t. J edea
Losungs-n-Tupel enthélt mn Variablen. Das sind mehr Variablen als Gleichungen,
so daB wieder zwischen Basisvariablen und freien Nichtbasisvariablen zu unter-
scheiden ist.

1) Vgl. 4.1.24.
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Weil sich das System auf m - n — 1 unabhéngige Gleichungen reduziert, ist es im
Falle der Widerspruchslosigkeit stets durch 7 -+ n — 1 von Null verschiedene Basis-
variablen l6sbar.

Die Nichtbasisvariablen werden auch beim Transportproblem mit dem Wert Null
belegt. Damit wird aus dem Bereich der zuldssigen Losungen wieder eine Basislosung
bestimmt. Diese legt die Zahl der einzelnen Transportwege (m + n — 1) fest und gibt
im Falle der Optimallosung den geringsten Transportaufwand an.

3.3.3. Die Losung des Transportproblems

Die Berechnung erfolgt wie bei der allgemeinen Simplexmethode in zwei wesentlichen
Teilen:

1. Ermittlung einer beliebigen Anfangslosung,

2. schrittweise Verbesserung dieser Anfangslosung.

Bemerkenswert ist dabei, daB die Berechnungsverfahren nicht unmittelbar vom

Modell der Transportoptimierung ausgehen, sondern daf die Anfangslésung wie die
weiteren Verbesserungen sofort in die Matrix der Liefermengen eingetragen werden.

3.3.3.1. Anfangslésung nach der aufsteigenden Indexmethode

Diese Methode wird an dem unter 3.3.2. angefiihrten Problem erliutert. Von Tabelle 23
ausgehend, die als Tabelle 26 noch einmal aufgenommen ist, legt man die Matrix
der Liefermengen mit Kapazititen und Bedarfsmengen an, 148t aber zunéchst die
Felder der y frei (Tab. 27).

Tabelle 26: Entfernungsmatrix Tabelle 27: Matrix der Liefermengen

v, Y, Y, V, v, v, v, v, |®”
E, 1 3 8 15 E, 20
| E, 6 2 5 1 E, 15
E, 1 6 7 4 E, T 20
Bodart 17 18 8 12 55

Auf diese freien Felder werden nun die zu transportierenden Mengen verteilt. Dafiir
schreibt die aufsteigende Indexmethode die folgende Regel vor:

Es sind diejenigen Felder (i k) mit der héchstmoglichen Zahl von Mengeneinheiten
zu besetzen, die in der Entfernungsmatrix (Kostenmatrix) die kleinsten Koef-
fizienten ¢, aufweisen, beginnend mit dem am niedrigsten besetzten Feld.
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Bei dieser Verteilung wie bei den weiteren Verteilungen ist zu beachten, daB

1. die durch Kapazitét und Bedarf gegebenen Beschrankungen (Nebenbedingungen)
beriicksichtigt werden und daB

2. die Zahl der besetzten Felder, die man Knotenpunkte nennt, nach den voraus-
gegangenen Darlegungen (Basislosung) stets m - n — 1 betrigt.

Das letztere ist bei richtiger A dung der Ind; thode im allgemeinen fiir die An-
fangslésung gewahrleistet, sollte aber immer kontrolliert werden, um Schwierigkeiten
in der weiteren Berechnung zu vermeiden.

Der Regel entsprechend besetzt man in Tabelle 27 unter Beachtung aller Bedingun-
gen der Reihe nach folgende Felder (zur besseren Ubersicht Tab. 26 und 27 heraus-
schreiben) :
@®: (31) mit 17 t (Spaltensumme!)
Damit ist der Bedarf von V, gedeckt; (11) und (21) werden durch einen Strich
gesperrt.

®: (24) mit 12 t (Spaltensumme!)

Bedarf von V, gedeckt; (14) und (34) werden gesperrt.
®: (22) mit 3 ¢ (Zeilensumme!)

Es ist nunmehr die Kapazitéit von E, ausgeschopft; (23) wird gesperrt.
@: (12) mit 15t (Spaltensumme!)

Bedarf von V, gedeckt; (32) wird gesperrt.
Die letzten Belegungen ergeben sich jetzt ohne Riicksicht auf die GroBe der Feld-
koeffizienten, allein im Hinblick auf die Randbedingungen :
®: (33) mit 3 t und
®: (13) mit 5 t.
Tabelle 28 enthilt diese Feldbesetzung und stellt somit die Anfangslosung des
Problems dar.
Kontrolle: 1. Die Zahl der Knotenpunkte betriigt 6 =3 + 4 — 1.

2. Die Randbedingungen sind simtlich erfills.

Damit ist eine erste Basislosung gefunden. Tabelle 28 enthilt nur die Werte der

Basisvariablen; den freien Feldern sind die Nichtbasisvariablen mit der Belegung
Null zuzuordnen. 5

Ergebnis: G, =(156-3+5-8+3.24+12.14+17-1+3.7) tkm
G, = 141 tkm

Dieses Ergebnis stellt in bezug auf das Optimum eine Niiherungslésung dar.
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Tabelle 28: Anfangslosung

Kap.
v, Ve \8 \A %
E, - 15 5 = 20
E, _ 3 — 12 15
E, 17 - 3 — 20
Bedact 17 18 8 12 55

Die aufsteigende Indexmethode ist in verschiedener Hinsicht vorteilhaft:

— sie ist einfach und durchsichtig in der Anwendung;

— sie bedarf keiner Zwischenrechnung;

— sie liefert meist eine Anfangslésung, die in verhiltnisméBig wenig Schritten zur
Optimallésung fiihrt.

Demgegeniiber steht allerdings ein Nachteil :
— die letzten Felder, die besetzt werden miissen, haben oft ungiinstig hohe Feld-
koeffizienten.

Dieser Nachteil wird aber bei der folgenden schrittweisen Verbesserung wieder auf-
gehoben.

AUFGABEN

Die Anfangslosung fiir einen Transportplan ist nach der aufsteigenden Indexmethode zu be-
stimmen. In Aufgabe 157159 sind die Matrizen der c;; einschlieBlich der beschréinkenden Rand-
bedingungen @; und b, gegeben.

157. Tab. 29

158. Tab. 30

159. Tab. 31

Tabelle 29: Entfernungsmatrix
A, A, A; A A, a;

B, 10 2 9 15 8 170
B, 12 3 5 7 9 100
B, 13 6 4 4 11 90
by 100 70 60 90 40 360
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Tabelle 30: Kostenmatrix

v, V., V, V, a
E, 3 6 12 15 | 100
E, 12 s 2t 9 70
E, 7 3 13 2 60
E, 12 8 710 40
by 2 80 120 50 270

Tabelle 31: Kostenmatrix

A B c D | &
E 4 12 15 2 6
F 3 7 10 16 10
G 14 6 3 5 4
by 4 8 2 6 20

3.3.3.2. Iteration nach der Distributionsmethode

Die Distributionsmethode?!) erméglicht eine Verbesserung der Anfangslésung durch
eine Umverteilung der Mengen, die die Anfangslosung bilden.

Eine solche Umverteilung kann aber nicht beliebig vorgenommen werdén. Sie muB
es durch eine bestimmte Systematik erméglichen, die Zuordnungen von Erzeuger
zu Verbraucher so zu veréindern, daB unter Beibehaltung der Zahl der Knotenpunkte
und, unter Einhalt der Nebenbeschrink ein geringeres Transportaufkommen
erreicht wird.

Die Systematik der Umverteilung

1. Umwverteilungswege

Eine Umverteilung kann nur in einem rechtwinkligen Polygonzug erfolgen. Dieser
hat als Eckpunkte besetzte Felder und ein Leerfeld (L); der Polygonzug muB sich
durch senkrecht aufeinanderstehende Seiten schlieBen lassen. Es ist aber nicht nétig,
daB die Eckfelder eines solchen Polygonzuges unmittelbar nebeneinanderliegen,
sondern es kénnen sich dazwischen Felder befinden, die nicht von der Umverteilung
betroffen werden.

1y distributio (lat.) Verteilung; diese Methode ist auch bekannt als Steppi
(engl.) Stein-StoB-Methode
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Polygonzug der Umverteilung

nach Tabelle 28: allgemein :
(12)——(13) c d
|
(22— (24) L— e
| )
(33)——(34) @
mit (34) als Leerfeld mit L als Leerfeld

Ein besonders einfacher Polygonzug ist das Rechteck, das natiirlich den oben genann-
ten Bedingungen geniigen muB.

Umverteilungsrechteck
nach Tabelle 28: allgemein :
(12y——(13) LI——c
| |
(32)——(33) a b
mit (32) als Leerfeld mit L als Leerfeld

2. Grundprinzip der Umverteilung

Die Umverteilung der Mengen beginnt in einem Feld, das in glelcher Zeile oder
Spalte mit dem Leerfeld liegt, und besetzt von ihm aus das Leerfeld mit einer Menge,
die durch die Spalten- und Zeilensumme begrenzt wird. Uber die anderen Felder
des Umverteilungsweges wird der Ausglemh vorgenommen.
D1e Bilder 76 und 77 zeigen das Prinzip einer Umverteilung, bei der Spalten- und
1men erhalten bleiben. Dié Pfeile innerhalb des Umverteilungsweges deuten
an, von welchen Feldern eine Menge z subtrahiert wird, die zum néchsten Feld zu
addieren ist.

=X —————————————— dx
(1) ( 1(2)
O+x —-F
E] 0+x e-x
1(’) 1(3)
a-x B . pyx ———— b+x
Bild 76 Bild 77

3. Durchfithrung der Umverteilung
Unter Einhaltung der gekennzeichneten Wege sind zwei Regeln zu beachten :

Vorzeichenregel

Die Felder des Umverteilungsweges werden abwechselnd mit Plus und Minus ver-
sehen, wobei das Leerfeld stets ein Pluszeichen erhilt.
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Diese Festsetzung entspricht der Subtraktion und der Addition einer bestimmten
Umverteilungsmenge, wie sie in den Bildern 76 und 77 durch + # und — 2 gekenn-
zeichnet ist. ¢

Mengenregel

Innerhalb eines Polygonzuges wird stets die kleinste Menge umverteilt, die sich
auf einem mit Minuszeichen versehenen Feld befindet.

Diese Regel bestimmt die Menge, die umverteilt werden kann, ohne daB die Neben-
bedingungen verletzt oder die Zahl der Knotenpunkte geéindert wird.

Die folgenden Umverteilungen erliutern den Inhalt beider Regeln.

5+ 6- Umverteilung 11 Ly
T — von 6 ME — |
8- I+ Transportgut ergibt 2 6
9-— g+ L—11
T Umverteilung
L+ 7- — von 2 ME —_ 2 5
1 Transportgut ergibt |
5—8+ 3—10
Die Feldbewertung

Eine jede Umverteilung der beschriebenen Art ist aber nur dann sinnvoll, wenn
eine bestimmte Menge des Transportgutes von einem Feld mit hoher km-Zahl auf ein
anderes mit geringerer km-Zahl gelegt werden kann. Um die giinstigste Moglichkeit
der Umverteilung planvoll finden zu kénnen, fihrt man eine sogenannte Feld-
bewertung durch.

Diese soll an Hand der Anfangslésung, die fiir die in 3.3.3.1. gegebene Aufgabe ge-
funden wurde, erldutert werden.

Die Tabellen 32 und 33 geben noch einmal die Entfernungsmatrix und die Anfangs-
l6sung dieser Aufgabe an (vgl. S. 277).

Die Feldbewertung wird fiir alle Leerfelder durchgefiithrt. Zuerst ist der Umver-
teilungsweg festzulegen.

Das Feld (32) der Tabelle 33 z. B. kann iiber folgenden Weg besetzt werden:

(33)- — (32)* — (12)- — (13)*.

Danach muB entschieden werden, ob diese Umverteilung zu einer Verminderung des
Transportaufkommens fiihrt. Dazu schreibt man die den Feldern des Verteilungsweges
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zugeordneten km-Zahlen in derselben Reihenfolge und mit demselben Vorzeichen
auf

@3- @2 (120 13

-7 46 -3 48

Die Umbesetzung (33) — (32) bringt demnach eine Verminderung um einen Trans-
portkilometer je Tonne mit sich (—7 + 6 = — 1), wihrend die ausgleichende Um-
besetzung (12) — (13) eine Zunahme von fiinf Transportkilometern je Tonne zur Folge
hat (—3 + 8 = + 5). Damit wiirde insgesamt eine Zunahme von 4 tkm erreicht, so
daB diese Umverteilung ausscheidet.

Tabelle 32: Entfernungsmatrix Tabelle 33: Anfangslosung
\A V. A\ Vi v, Vs Vs Vi K: b
E, 1 3 8 15 E, - 5 - 20
E, 6 2 5 1 E, - E 12 15
E, 1 6 7 4 E, 17 = 3 — 20
Bedart | 49 18 8 12

In Kurzform nimmt man die Bewertung durch Bildung der Stimme der mit Vorzeichen
versehenen km-Zahlen vor, wie es nachstehend fiir drei Felder der Tabelle 33 ge-
zeigt ist.

Leerfeld Umverteilungsweg Bewertung
(32) (33)- — (32)* — (12)~ — (13)+ —7+4+6—3+8=14
(23) (13)- — (23)* — (22)- — (12)* —8+5—2+4+3=-2

@1) (22 — (21)+ — (31)- — (33)* — (13)- — (12)*
—246—1+7—8+3=+5

Auch die Bewertungszahlen der ibrigen Leerfelder der Anfangslosung haben positive
Bewertungszahlen. Da nur eine negative Bewertungszahl eine Einsparung an tkm
mit sich bringt, fithrt allein die Besetzung des Feldes (23) zu einer verbesserten
Lésung. Der Umverteilungsweg ist in Tabelle 33 einschlieBlich der Vorzeichen ein-
gezeichnet. Auf Grund der Mengenregel lassen sich drei Mengeneinheiten umver-
teilen. In Tabelle 34 ist die entsprechende Veréinderung vorgenommen, die zur
1. verbesserten Losung fiihrt.
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Tabelle 34: Verbesserung (Optimallosung)

Yo W Ve W | o
E, = 18 2 = 20
E, = = 3 12 15
E, 17 — 3 — 20
B“t‘“f 17 18 8 12

Die Bewertungszahlen der Leerfelder, die Tabelle 34 enthélt, lauten:

(11): +9 (14): +11 @1): +7
@2): +2 (32): + 4 (34): +1.

Da alle Zahlen positiv sind, ist keine Verbesserung mehr moglich. Tabelle 34 stellt
den Optimalplan des Problems dar. Aus seiner Feldbesetzung ergibt sich im Zu-
sammenhang mit der Entfernungsmatrix (Tab.32) das Minimum des Transport-
aufwandes:

Guin =(18-34+2-84+3-54+12-1+17-1 +3.7) tkm
Glnga = 135 thm.

Wenn man fiir jeden Iterationsschritt den Transportaufwand berechnet — was im
allgemeinen geschehen sollte —, so 148t sich Gy, aus @, einfacher nach folgender
Regel ermitteln :

Der neue Transportaufwand G, ist gleich der Differenz aus dem alten Aufwand
G, und dem Produkt aus der Emsparung je transportierte Einheit und der um-
verteilten Menge.

Allerdings setzt diese Berechnung voraus, da vorher kein Rechenfehler gemacht
wurde.

3.3.3.3. Iteration nach der modifizierten Distributionsmethode

Da die Bewertung der Leerfelder nach der allgemeinen Distributi thode vor
allem bei groBeren Problemen sehr arbeitsaufwendig ist, wird sie bei der modifi-
zierten!) Distributionsmethode unter Beibehaltung der Grundprinzipien so schemati-
siert, daB die Bestimmung aller Polygonziige fiir die Besetzung der Leerfelder weg-
{éllt und sich allein auf das fiir die Besetzung giinstigste Feld reduziert.

1) modifizieren (lat.) abwandeln, auf das rechte Mal} bringen



3.3. Das Transportproblem als Spezialfall der Linearoptimierung 279

Das Verfahren wird, um Vergleichsmoglichkeiten zu geben, wieder an dem bereits
gelosten Beispiel entwickelt, ausgehend von der Entfer trix (Tab. 35) und
der Anfangslosung (Tab. 36).

Das abgeinderte Verfahren ermittelt fiir alle Felder fiktive') Kosten, auch Potentiale?)
genannt [29] das sind Kennzahlen, die der Entfem\mgsmatnx zugeordnet werden
und die eine relative Bewertung in bezug auf die Knotenp ermoglich

Tabelle 35: Entfernungsmatrix Tabelle 36: Anfangslésung

v, Y, V.V, LR T
B, i1 3 8 15 E, - 1 5 - 20
E, 6 2 5 1 E, = 3 = 18 15
Ey 1 6 7 .4 E, 17 —- 8 - 20
Bedart 17 18 8 12 55

Die Berechnung der fiktiven Kosten

Diese wird zunichst schrittweise durchgefiihrt.

Es ist eine Hilfstabelle nétig (Tab. 37), in die man unter besonderer Kennzeichnung
(Kreise) die ¢y der in der Anfangslosung besetzten Felder eintrigt. Diese Tabelle
wird durch die Spalte der »; und die Zeile der w; ergéinzt, deren Werte die Grundlage
zur Ermittlung der fiktiven Kosten f bilden. In Tabelle 38 sind in alle Leerfelder die
Symbole fiir die noch unbekannten Zahlenwerte der f eingetragen. Der Zusammen-
hang, der zwischen den f aller Felder und den HilfsgroBlen v;, w; besteht, ist durch
die Gleichung

fie = v + wp fiir alle ¢ und & (69)
festgelegt.
Tabelle 37 Tabelle 38
Vi \£ Vs Va i A Ve Vs \A Vy
N ® ® E, fu ® ® fu Y
E, ® @ E | fua @ fs @ Vg
E, @ i E, @ faa @ fsa Vg
Wi Wy wy Wy  w wy

1) fiktiv (franz.) angenommen, nur erdacht

2) Potential (lat.) Wirksamkeit, Einflufl
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Fir die Gleichung (69) sind aber, je nach der Art der Felder (%), zwei Fille zu
unterscheiden.

1. Fiir die Knotenpunkte muB

2. fiir die Leerfelder aber gilt

Die erste Bedingung erméglicht es, nach Tabelle 38 mit Hilfe der eingetragenen km-
Zahlen (Knotenpunkte) die folgenden Gleichungen aufzustellen:
Das ist ein Gleich ystem von 6 Gl g
(1) v +w;=3  mit 7 Variablen (v; und w;). Es ist also, unter der
@) v+ w,=8 Annahme einer freien Variablen (Nichtbasisvaria-
ble), der ein bestimmter Wert zugeordnet werden
@) wyhan, =32 kann, légbar. Zur Vereinfachung der Rechnung
) votw, =1 wihlt man den Wert Null fiir diese Nichtbasis-
(6) vytw =1 v.a.ria,ble. Da es gleic]{gﬁlti.g ist, welche der _Va-
riablen zur Nichtbasisvariablen gemacht wird,
(6) v+ wy=17 nimmt man zweckméiBig diejenige, zu der in Spalte
oder Zeile die meisten Knotenpunkte gehéren.
Im Beispiel wird v, gleich Null gesetzt. Damit ergeben sich fiir die anderen Variablen
der Reihe nach die Werte

(1) w,=3 3) v,=-—1 6) vy=—1
2) w;=38 “4) wy= 2 B) w= 2.

Diese Werte werden in die vorbereitete Tabelle eingetragen, so daB sich Tabelle 39
ergibt.

:nh

Tabelle 39
\A V, Vs V. v
E, fn ® ® I 0
E, fa ® fas O] —1
E, @ 2 © @ fsa =1
Wy 2 . 3 8 2

Nunmehr kénnen auch die fi = v; + w fiir die Leerfelder ausgerechnet werden.
fu= 0+2=2 fa=—1+8=1
fu= 0+2=2 fa=—1+3=2
fu=—1+2=1 fs(=“1+2=1-
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Tabelle 40 enthilt neben den vorher berechneten v; und w; nun auch diese f;; sie
stellt damit die vollstindige Matrixz der fiktiven Kosten dar.

Tabelle 40: f;,-Matrix

\'A Vs Vs V. v
E, 2 ® ® 2 0
E, 1 ® 7 @ —1
B, ® 2 @ 1 o |
wg 2 3 8 2

Relative Bewertung der Felder

Durch die Subtraktion der f;-Matrix von der c¢;-Matrix (Entfernungsmatrix) er-
gibt sich die dy-Matrix der Differenzen, die als Matrix der Feldbewertung oder
Bewertungsmatrix bezeichnet wird.

11 @ ® 15 2 ® ® 2 9 @ © 13

65 O|]-|1® 7@)]=|5 ©-2 @

® 6 @ 4 ® 2 @1 @ 4 © 3
cg-Matrix  —  fy-Matrix = dg-Matrix

In allen drei Matrizen sind die K.notenpunkte besonders gekennzeichnet. Aus der
Bewer trix ist ersichtlich, daB sie durch die Differenzbildung den Wert Null
erhalten haben. Die Bewertungszahlen der Leerfelder sind groBer oder kleiner als
Null. Es kann auch vorkommen, da die Bewertungszahl eines Leerfeldes gleich Null
wird, was aber bei dem vorliegenden Beispiel nicht der Fall ist.

Die Bewertungszahlen dy; geben die Kostenverinderung bei der Umverteilung einer
M inheit an. Die Besetzung von Leerfeldern mit

dy > 0 fiihrt zu einer Verschlechterung des Planes: die ,,Kosten!) werden, ge-
messen am bereits vorliegenden Plan, groBer;

dy < 0 filhrt zu einem verbesserten Transportplan; die ,,Kosten“ werden ent-
sprechend niedriger;

dg = 0 @ndert die ,,Kosten* nicht.

Wird ein mit Null bewertetes Leerfeld besetit, so ergibt sich eine Variante des bereits

ermittelten Planes, die im Falle der Optimallosung fiir die Realisierung des Transport-
planes giinstiger sein kann als die zuerst gefundene Losung.

1) Die Bewertung durch fiktive Kosten ist auch bei der Berech des Transp fwandes
anzuwenden
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Die Ermittlung der Bewertungsmatrix

Die in den einzelnen Schritten dargelegte Ermittlung der Matrix der Feldbewertung
kann man praktisch so durchfiihren, daB eine kombinierte Matrix der ¢y, f; berechnet
wird, aus der sich schnell und iibersichtlich die d;,-Matrix der Bewertung ergibt.
Tabelle 41 und 42 zeigen diese beiden Matrizen.

Tabelle 41: Kombinierte ¢, f;;-Matrix Tabelle 42: Bewerﬁungsm‘trix
1 2 3 4 |y iy 12 3 4
1 ® ©® 13
1 (L2050 5|8 2| o 2 5 © -2 ©
3 4 3
61|® 5,4 |®
2 / ® 57| | -1
L / /
3 |®@ () 6 2 Y @ 40-1
wy 2 3 8 2

Dabei wird die Matrix der ¢y, f; in der nachstehenden Reihenfolge aufgebaut:

1. Eintragung der ¢y in die oberen Dreieckfelder mit Kennzeichnung der Knoten-
punkte;

2. Eintragung der fu = ¢y fiir diese Knotenpunkte in die unteren Dreiecksfelder;

3. Berechnung der v; und der w; mit Hilfe der Knotenpunkte;

4. Berechnung der f; fiir die Leerfelder.

Die Differenzbildung ¢y — fu = dy, fithrt zur Matrix der Feldbewertung (Tab. 42).

Anmerkung: Da die Tabellen der fiktiven Kosten nur Hilfstabellen sind, kann man, wie es in
den beiden letzten Tabellen ausgefiihrt ist, die Feldbezeichnung allein mit den entsprechenden
Ordnungszahlen durchfiihren.

Hat man im Aufstellen der Bewertungsmatrix mit Hilfe der fiktiven Kosten einige
Ubung erlangt, so kann das Verfahren wesentlich gekiirzt werden:

Die km-Matrix wird mit hinreichend groBer Feldeinteilung und mit Kennzeichnung
der Knotenpunkte abgeschrieben. Nachdem alle v; und w; berechnet sind, erfolgt fiir
die Bewertung der Leerfelder gleichzeitiy mit der Berechnung der f; die Differenz-
bildung ¢ — fi.

Da positive dy zu keiner Planverbesserung fithren, interessiert nur ihr Vorzeichen,
nicht aber ihr Zahlenwert. Deshalb versieht man in diesem Falle die km-Zahl des be-
werteten Leerfeldes nur mit einem Pluszeichen (Tab. 43).

Ist dagegen dy;: < 0, so wird die volle Differenzzahl zusitzlich in das entsprechende
Feld geschrieben.
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Tabelle 43 enthilt diese Kurzform der Bewertung; sie hat dieselbe Aussagekraft wie
Tabelle 42. Auch aus ihr ist ersichtlich, daB nur die Besetzung des Feldes (23) eine
Planverbesserung mit sich bringen kann. Durch die Kennzeichnung der Knoten-
punkte ist der Umverteilungsweg sofort sichtbar. Die Umverteilung von drei Mengen-
einheiten (vgl. Anfangslésung Tab. 33) ergibt die 1. verbesserte Losung (Tab. 44).

Tabelle 43: Bewertungsmatrix

1 2 3 4 v;
1 1+ @ 15+ 0
2 6+ @ @ —1
3 ® 6 4+ —1
Wy 2 3 8 2
Tabelle 44
Kap.
vy V, Vs V. t
E, = 18 2 - 20
E, = — 3 12 16
E, 17 — 3 = 20
Bogart 17 18 8 12

Aus ihr ist der Transportaufwand im Zusammenhang mit den km-Zahlen der
Tabelle 35 zu berechnen:

G, =(18-3+2-8+3-5-+12-1+17-143.7) tkm
Gy = 135 tkm.

Um die Moglichkeit einer weiteren Verbesserung zu finden, wird eine neue Feld-
bewertung durchgefiihrt, deren Ergebnis Tabelle 45 ist.

Tabelle 45
1 2 3 4 v;
1 11+ ® ® 15+ 8
2 6+ 2+ ® @ 5
3 @ 6+ @ 4+ 7
Wi —6 —5 0 —4
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Da sich jetzt fiir alle Leerfelder d;; > 0 ergibt, liegt, wie es schon mit der allgemeinen
Distributionsmethode gefunden wurde, mit der 1. Verbesserung bereits der Optimal-
planvor: Gy = Gy,

Aus der Entwicklung des analytischen Losungsverfahrens einer Transportaufgabe
ist zu erkennen, daB den beiden Hauptteilen (Anfangslosung und schrittweise
Verbesserung) wieder ein Algorithmus zugrunde liegt. Dieser besteht, ausgehend von
der Anfangslésung in den beiden bis zur Optimallosung immer wiederkehrenden
Operationen Bewertung und Umverteilung.

Der Ablauf der Berechnungen ist in dem Ablaufschema auf S. 285 noch einmal zu-
sammengefaft.

BEISPIEL

Vier Fabriken eines Bezirkes erzeugen ein gleiches Produkt, das von 6 zentralen Abnehmern
gebraucht wird. Die Transportkosten je Einheit des Produktes sind fiir alle Routen von Fabrik
zu Abneh in der Kost ix (Tab. 46) 1it. Die Kapazititen der Fabri~
ken und die Bedarfshohen der Abnehmer je Quartal sind die folgenden:

Kapazitit F, F, F, F,
t 2300 1400 1700 1100
Bedarf A, A, A, A, A, A,
t 1300 700 900 1200 600 1800

Tabelle 46: Kostenmatrix (MDN je t)

4, A, A, A, A Aq
Fy 3 8 3 9 8 12
F, 1 3 4 10 13 8
F, 6 4 6 5 6 4
F, 19 12 8 9 7 T
Es ist der optima.]e Transportplan fiir den Zei eines Quartals aufzustellen; die ent-
Tr ukosten sind zu berechnen.

Lésung: In der Tabelle fur die Anfangslosung (Tab. 47) werden Ka.pazlbat und Bednri m
der MaBeinheit 100t Die Verwendung der auf:
gewiihrleistet eine zuldssige Anfangslosung mit 9 =4 + 6 — 1 von Null verschxedenen Basis-
variablen.

Anmerkung: Die in Tabelle 47 hinter den einzel Mengen stehend: deten (O)
Zahlen geben die Reihenfolge an, in der die einzel Felder beim Aufstellen der Anf:
losung belegt wurden. Aus Tabelle 46 und Tabelle 47 ergeben sich die Gesamtkosten Ga.

Ga=1009-3+12-94+2.84+13-14+1-34+6-4411.44+4.7+7.7) MDN
Ga = 31200 MDN
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Ablaufschema des Transportalgorithmus

1. Transportplan: = Anfangslésung

m n
Gi=2 Zl":kxm

i=1 k=

|
|
Matrix der Feldbewertung

1. Eintragung aller ¢ mit Kennzeichnung der Knotenpunkte
2. Berechnung der v; und w;, mit Hilfe der Knotenpunkbe

3. fu: = v; + wy fiir alle Leerfelder

4. dy:= cg — fu fir alle Leerfelder

|
< Gibt es nur Iﬁchtnegative da? )
‘ |
® G'r)

( Ist mindestens ein dy = 0? >

| |
@ ®

| | |
Aufstellen eines neuen | Variante der Optimaler
Transportplanes Optimallssung Transportplan
1. Feld mit maximalen |—d|
wihlen ; bei Varianten mit Minimaler
dyg =0 Transportauf-
2. Polygonzug fiir die Umver- wand: Gin
teilung bestimmen
3. Leerfeld mit - versehen,
die anderen Felder abwech- @
selnd mit — und +
4. Kleinsten Wert der Felder
mit Minuszeichen um-
verteilen

]
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Tabelle 47: Anfangslésung

Kap.

A A, A, A, A, A, 100pt
F, — = ol Bl LB 23
Fo|o® =2 - 14
T, 1 T10 N
F, 1 o1 B (O T

Bodart

Bedart | 43 7 g 12 6 18 | e

Durch die Matrix der 1. Feldbewertung (Tab. 48) wird der fiir die Umnverteilung giinstigste
Polygonzug (Tab. 49) gefunden, der das Feld (11) zum neuen Knotenpunkt macht. Eine Be-
setzung der Felder (12) oder (34) mit der Bewertungszahl Null wiirde eine Variante der
Anfangslésung geben. Das 1i8t man hier unberiicksichtigt, da die Berech g von Varianten
nur bei Optimalldsungen sinnvoll ist.

Tabelle 48: 1. Feldbewertung Tabelle 49: Polygonzug fiir die 1, Umverteilung
1 2 3 4 5 6| 11 2 38 4 5 6
1 [ 0 o @1 o !
2 @ ® 4+ 10+ 13+ 8§+ | 5 2
3|60 @ 6 s5lle @ |—4a )
4 |19+ 12t 8 9 @ @ -1 ¥
w| 6 8 3 9 8§ 8 -

In den Polygonzug sind die Feldbesetzungen eingetragen, damit die Menge, die umverteilt
werden kann, schnell ersichtlich ist. Es sind hier 2 ME (d. s. 200 t), deren Umsetzung auf die
1. verbesserte Losung (Tab. 50) fiihrt.

Die Ermittlung der Transportkosten @, ergibt

G, = 30600 MDN.

Die 2. Feldbewertung (Tab. 51) zeigt, daB es zwei Méglichkeiten der Verbesserung gibt. Das
absolut hoher bewertete Feld (34) muB besetzt werden, da damit die groBere Verminderung
der Kosten je umverteilte Mengeneinheit verbunden ist. Den zugehérigen Polygonzug mit
den entsprechenden Feldmengen zeigt Tabelle 52. Es werden 400 t mit einer Einsparung von
3 MDN je Tonne umverteilt. Daraus ergibt sich die 2. verbesserte Losung (Tab. 53).

Auch diese Losung ist wieder zu bewerten (Tab. 54). Nunmehr sind alle Bewertungszahlen
positiv, d.h., Tabelle 53 stellt den Optimalplan dar. Die minimalen Transportkosten be-
tragen 2

Gmin = 29400 MDN.
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Tabelle 50: 1. verbesserte Losung

Kap.
A, A, A, A A A 00
F, 2 - 9 12 - - 23
F, 11 3 - - - - 14
F, — 4 - - - 13 17
F, — = = = 6 5 11
Bedarf
o 13 7 9 12 6 18

Tabelle 51: 2. Feldbewertung

Tabelle 52: Polygonzug fiir die 2. Umverteilung

1 2 3 5 6 v 1 2 3 4 5 6
1| ® 8 @ @ 8 12¢| 0 1
2 | @ @ 4+ 10+ 13+ 8+ |—2 2
3l @ o e ©|-1t
e f1or 12+ 8 oBH g @ 2 4
e 3 5 3 5 5
Tabelle 53: 2. verbesserte Losung
Kap.
| & & a A A A |8
F, 6 — 9 8 — — 23
F, 7 7 — = — —_ 14
F, — — — 4 — 13 17
¥, = - = = 6 5 11
Bedarf
100 % 13 7 9 12 6 18
Tabelle 54: 3. Feldbewertung
1 2 3 4 5 6
1 ® 8 12+
2 (0] )] 4+ 10+ 13+ 8+
3 6+ 4+ 6+ ® 6+ @
4 19+ 12+ 8+ 9+ @ ®
wi 3 5 3 9 8 8
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Die Bewertungszahl Null fiir Feld (15) in Tabelle 54 sagt aus, daB es fiir den Optimalplan

noch eine Variante durch das Besetzen dieses Feldes gibt. Tabelle 55 und Tabelle 56 enthalten

den Umverteilungsweg und den neuen Transportplan.
7

Tabelle 55: Polygonzug fiir die 3. Umverteilung ~ Tabelle 56: 2. Variante der Optimallésung
1 2 3 4 5 8 A A A A A AT
1 -8 F, |6 — 9 2 6 —| 23
2 |7 7 = = — =| 1
3 +4 Fp [ — — — 10 — 71 17
4 F|- - — — — 1|1
Bedetly3 7 9 12 6 18

Die Berechnung der Kosten nach Tabelle 56 fiihrt auf das bereits gewonnene Ergebnis, wie
es bei einer Variante sein muB.

(Text zu den Tabellen 57 bis 64 auf S. 289 oben)

Gyar = 29400 MDN = Gmin

Tabelle 57: Kostenmatrix

Tabelle 58: Anfangslésung

A A A Af A A AL A LAy A
F, 3 8 3 9 8 12 F,
7, 1.3 4 10 13 8 ¥,
Fy 6 4 6 5 6 4 F,
F,| 1912 8 9 7 7 ¥,
Bedart! 13 7 9 12 6 18
Tabelle 59: 1. Feldbewertung Tabelle 60: 1. verbesserte Losung
1 2 3 4 5 6|4y A A, A, A A A KRR
sl @ @ 12t F, | 2 - —| =3
2| @ ® 4 10v 13+ 8 |—5 ¥, |-t — | 4a
36 @ o 50 e @ |4 F | ~ 18|
4 (19 12+ 8 9 @ @ |—1 Fl- 2 - - ¢ s u
w6 8 3 9 8 8 e

100t
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Bei der praktischen Durchfiihrung einer Berechnung erweist es sich als zweckmiBig, den durch
dlB Feldbewertung bestlmmten Polygonzug jeweils in die vorangehende Losungstabelle ein-

Eine 11 der fiir die Handrechnung unbedingt
notigen Tabellen (Tab 57-.-64) zeigt, wie eine solche Rect g ohne Zwisch tizen durch-
zufiihren ist.

Tabelle 61: 2. Feldbewertung Tabelle 62: 2. verbesserte Losung
1. Variante der Optimallésung
12 3 4 5 6 |un A A A A A AT
L@ s ® @ 8 12¢| 0 ¥, |6 — 9 -8 23
2| ® @ 4 8+t —2 F, 7T 7 - = 14
3 6r 4 6+ ] @ | —1 Fg |— — — *4 17
4 (190 122 8 B gl 2 F|- - - - 1
w8 5 38 9 5 5 Beamf|y3 7 9 12 6 18
Tabelle 63: 3. Feldbewertung Tabelle 64: 2. Variante der Optimallésung
9 5 i Kap.
1 2 3 4 5 6 v A A, Ay Ay Ay A | 100%
11 @ 8 @ @ 12t ] 0 F, |6 — 9 2 6 —| 23
2| ® ® 410+ 13+ 8 |—2 Bl7 7 — — — —| 1
3 6t 4+ 6+ @ 6+ @ |—4 F, |- — — 10 — 17| 17
4 19+ 12+ 8+ 9t @ @ |—1 F, |- = = = = 11| 1
7 3 5 3 9 8 8 Bedart
Wy 1"00 T3 7 9 12 6 18
AUFGABEN
160. Es Lst der optmm.le Trmsportpla.n fiir die in Tabe].le 65 geg bene K ix, die zugleick
die enthilt, zu b

161. Desgl. fiir Tabelle 66.
162. Desgl. (einschlieBlich der Varianten) fiir Tabelle 67.

163. Drei Fahrzeugparks P‘ stellen ihre Fahrzeuge vier Baustellen By, zur Verfngung Die Fahr-
zeuge sind den B: 80 d. daB die G glinge der Anfahrt ein Minimum
wird.

Es vertiigt P, iiber 20, P, iiber 8 und P, iiber 13 Fahrzeuge, wihrend B, 4, B, als GroB-
baustelle 21, B; 7 und B, 9 Fahrzeuge benétigt. Die Entfernungen in Kilometern sind in
Tabelle 68 enthalten.
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Tabelle 65

I I 1III v

ai

1 3 5 6 12 62
2 4 7 9 7 58
3 13 3 9 12 76
4 8- 8 12 15 43
b 16 85 112 26
Tabelle 66
A, A, A, A, A, a
E, 6 3 5 11 4 185
E, 1 6 4 5 12 100
E; 5 16 8 10 15 130
E, 13 15 20 2 9 85
by 50 170 70 90 120
Tabelle 67
1 2 3 4 a;
1 4 1 6 13 13
2 7 3 4 12 7
3 3 4 6 8 9
4 9 10 7 9 12
5 8 13 5 8 6
6 12 18 4 7 18
by 23 14 17 11
Tabelle 68: Entfernungsmatrix
B, B B B
P, 10 3 8 7
P, 3 7 4 1.
P, 5 2 3 6
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164. Drei Kiesgruben beliefern sechs Verk her. Die K itze des Transportes sind in
Tabelle 69 angegeben.

Tabelle 69: Kostenmatrix
A\ Vs \A \'A Vs Ve

K, 0 3 18 7 15 9
K, 2 12 4 1 6 11
K, 5 2 13 6 14 3

Fiir einen bestimmten Zeitraum betriigt das Aufkommen der Kiesgruben fiir
K, K, K,

210t 150t 130°¢,
der Verbrauch dagegen beliuft sich in demselben Zeitraum

fiir v, v, v, v, A/ A
auf 100t 60t 90t 80t 1104 50t
Es ist der optimale Transportplan aufzustellen; die Minimalkosten sind diesem Plan ent-

sprechend zu berechnen.

\

3.3.4. Sonderfille

1. Sonderfall: U: lichene Transportprobl
In der Praxis stimmen im allgememen Beda.rf nnd Kapazitat nicht iiberein. In
diesem Falle spricht man von bl Diese lagsen sich jedoch

stets auf das Normalproblem guriickfiihren.

1. Fall: Uberwiegt die Kapazitit, so wird ein fiktiver Verbraucher eingefiihrt, dessen
Bedarf gleich dem vorhandenen Produktionsiiberschuf ist.

Tai>Xh
=T b+ by

Die Entfernungen des fiktiven Verbrauchers V, vom Erzeuger bzw. die ihm zuzu-
schreibenden Transportkosten sind natiirlich gleich Null zu setzen.

Der Transport von einem Erzeuger zum fiktiven Verbraucher bedeutet zunéchst
Lagerung bei diesem Erzeuger (die Lagerunkosten werden vernachlassigt).
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2. Fall: Bei nicht gedecktem Bedarf wird ein fiktiver Erzeuger E; eingesetzt, dessen
Kapazitit gleich der fehlenden Bedarfsmenge ist.

Ta; <Xbh
Ya;i+a =Y b

Auch hier werden die Felder der Entfernungs- oder Kostenmatrix, die dem Erzeuger
E; zugeordnet sind, mit Null besetzt.

Fiktive Erzeuger diirfen nicht ohne weiteres eingesetzt werden, vor allem nicht bei
umfassender Optimierung. Uber die in diesem Falle bestehenden Méglichkeiten
vgl. [27, S. 17].

Die Berechnung einer durch eine fiktive Spalte oder Zeile erweiterten Tabelle erfolgt
wie im Normalfall. Allerdings werden bei der Bestimmung der Anfangslosung die
Felder des fiktiven Verbrauchers bzw. Erzeugers zulefzt besetzt.

BEISPIEL

Drei Betonwerke L; beliefern vier B: llen By. Die K ix gibt die jeweiligen Trans-
portkosten von L; zu By fiir die Einheit (ME) des transportierten Gutes in MDN an (Tab. 70).

Tabelle 70: Kostenmatrix

Bl B2 Bs Bi
L 10 3 8 7
Ty 3 7 4 1
Ty 5 2 3 6
Die Produktionshéhen der B betragen in einem besti Zei fiir
Ll L! LS

230ME 160ME 140 ME
Ind Tben Zei besteht folgender Bedarf der Baustellen
B, B, B, B,

190ME 60ME 150ME 40ME
Es sind die minimalen Transportkosten mit Hilfe eines Optimalplanes zu ermitteln.
Loésung: Es ist

Ya; = 530 ME
b =440ME und damit

S — T = 90ME
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. Die Tabelle der Anfangslésung muB deshalb zusétzlich die Spalte B, des fiktiven Verbrauchers

(Baustelle) mit einem Bedarf von 90 ME erhalten.
In Tabelle 71 ist die Reihenfolge der Feldb g angegeben; daraus ist ersichtlich, daB

das Feld (1) als letztes besetzt wurde.
Tabelle 71: Anfangslosung

Kap.
B, B, By B, B, ]Vf]g
I 08— o6 — 900 230
T, 120l — = 40— 160
L, - 60 80 = - 140
Bedarf
ME 190 60 150 40 90
Fiir die Anfangslosung betragen die Transportkosten
G = 2020 MDN.
Nunmehr léuft der Algorithmus wie bei einem normalen Problem ab.
Die Tabellen 72---75 enthalten die Berechnungen bis zur Optimallésung
Gmin = 1740 MDN .
Die erste Feldbewertung (Tab. 72) enthilt zwei Moglichkeiten der Vert : Umverteil

auf Feld (12) und auf Feld (14). In Tabelle 73 sind die beiden Umverteilungswege einge-
zeichnet. Man sxeht daB sle vo]].lg unabhiingig voneinander sind. Deshalb kann man beide
Umver

Das Ergebnis llegt in Tabelle 74 vor.

Tabelle 72: 1. Feldbewertung Tabelle 73: Umverteilungswege nach Tab. 72

1 2 3 4 f | B,

1| ® [Fe ® 0 90
2| oy T o4 o |—7

3 sl @ e o [—5

wy 10 7 8 8 0

Die zweite Bewertung (Tab. 75) bringt nur noch positive Bewertungszahlen aufier der Null
auf Feld (31). Deshalb liegt mit Tabelle 74 bereits die Optimallésung vor, die jedoch noch eine
zweite Variante hat, die hier nicht ausgerechnet wurde.

Nach dem Ergebnis fiir das vorli de Beispiel wird die Differenzmenge von 90 ME im

Betonwerk L, gelagert und kann von da aus anderwemg Verwandung finden.
Zu bemerken ist noch, daB es bei gro P glich ist, daB die Um-
verteilung auch eine Anderung in der Besetzung der fiktiven Spalte mit sich bringt.
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Tabelle 74: 1. verbesserte Losung (1. Variante der Optimallésung)

B, B B B B E
L, 30 B0 10 40 90 230
L, 160 — — — - 160
L, — — 140 — — 140
Bedarf
ME 190 60 150 40 90
Tabelle 75: 2. Feldbewertung
1 2 3 4 f v;
1 (D) ® ® ® . © "o
2 ® T+ 4+ 1+ 0+ —17
3 BE 2 o 6 o T =5
Wy 10 3 8 7 0
AUFGABE :
165. Vier E beliefern vier Verbraucher mit einem hb Gut. Die Kostenmatrix
ist in Tabelle 76 gegeben. In einem Monat erzeugen
E, E, E, E,
0t 60t 90t 50t
und verbrauchen
\A Vy Vs \4
10t Tt 100t 25 t.

Welches sind die minimalen Transportkosten?
Welche Mengen des erzeugten Gutes werden nicht ausgeliefert?

Tabelle 76: Kostenmatrix
Vl Vﬂ Vs VA

E | 3 7 6 16
E, 8 5 9 7
E, 14 3 10 12

E, 4 11 12 15
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2. Sonderfall: Ausgeartete Transportprobleme

Wie bei jedem Problem der Linearoptimierung liegt auch beim Transportproblem
eine Ausartung vor, wenn in einer Zwischenlésung oder in der Optimallosung eine
Basisvariable den Wert Null annimmt (vgl. S. 256).

In der Transporttabelle macht sich das dadurch bemerkbar, daB sich die Zahl der
Knotenpunkte vermindert und weniger als m + n — 1 betragt.

Eine olche Verminderung tritt immer nur dann auf, wenn zwei negativ anzusetzende
Felder eines Umverteilungsweges mit der gleichen kleinsten Mengenzahl x;; (Basis-
variablen) belegt sind. Die Ursachen der Ausartung liegen also im allgemeinen auch
in der vorangehenden Tabelle. Bild 78 zeigt das Prinzip eines solchen Umvertei-
lungsfalles.

* 50 2 30
- *80 100
@ 4
*60 20} 80 1,
G
a) b
Bild 78

Bei der Art des Transportalgorithmus entsteht nun eine besondere Schwierigkeit da-
durch, daB man nicht ohne weiteres erkennen kann, welche der beiden in Frage
kommenden Variablen w; als Nichtbasisvariable und welche als Basisvariable mit
dem Wert Null zu wihlen ist. Das kommt daher, daB es prinzipiell gleich ist, bei
welchem Feld die Umverteilung begonnen wird. Es steht nur fest, daB eines der
entstandenen Leerfelder, L, oder L,, mit Null belegt werden muf3. Die Klérung er-
folgt bei der Feldbewertung. Die fiktiven Kosten lassen sich nur bei entsprechendem
AnschluB iiber die Knotenpunkte berechnen. Das fiihrt zwangsldufig zur richtigen
Wahl dieser Null-Bagisvariablen. Stehen zwei Felder zur Wahl, so wihlt man zweck-
miBig dasjenige mit kleinstem ¢y zur Belegung mit Null. Diese Belegung wird
dann nachtraglich noch in die vorangehende Losungsmatrix eingetragen. Falls es
sich in der weiteren Berechnung eines Problems als notwendig erweist, kann auch
diese Null wie jede andere Belegung umverteilt werden.

BEISPIEL

Als Beispiel wird von Aufgabe 157 die Kostenmatrix (Tab. 77) und die Anfangslésung (Tab.78)
iibernommen (vgl. S. 296).

Die Feldbewertung (Tab. 79) weist nach, daB durch die Besetzung der drei Leerfelder (22)
(23) und (25) eine Verbesserung des Planes erzielt werden kann.

In Tabelle 80 ist zuerst die Umverteilung von 60 ME auf das Feld (23) vorgenommen worden.
Der Umverteilungsweg ist in Tabelle 78 bereits ei ick Die verb Losung (Tab.80)
enthiilt jetzt einen Knotenpunkt weniger. Die erforderliche Zahl von 7 K k ist
nicht mehr vorhanden; es liegt eine dusartung vor.
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Tabelle 77: Kostenmatrix

Tabelle 78: Anfangslosung

A, A, Ay A, A A, A A Ay A | o«
B, 10 2 9 15 8 B, 60 70 - — 40 [ 170
B,| 12 3 5 7 9 B, | 40 — — | 100
B,|] 13 6 4 4 11 B | - - i i
b, | 100 70 60 90 40 | 360
Tabelle 79: 1. Feldbewertung
4 5 v;
1 15+ ® 0
2 @ of| 2
3 @ 11+ —1
Wi 10 5 5 8
Tabelle 80: 1. v te Losung tet)
4 A,y Ag Ay As a;
B, 60 70 — — 40 170
B, 40 — 60 — — 100
B, — - — 90 — 90
by 100 70 60 90 40
Tabelle 81
1 2 3 4 5 v
1 ® ® 9 15 ® 0
2 ® 3 ® @ 9 2
3 13 6 @ @ 1 2
wy 10 2 3 ? 8
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Nunmehr ist die Feldbewertung, wie Tabelle 81 zeigt, nicht vollsténdig durchfiihrbar. Die
Berechnung der v, und wy, stockt bei v, und 2,, da kein Anschluf-Knotenpunkt vorhanden ist.
Ein Leerfeld muB durch Besetzen mit Null zum Knotenpunkt werden; es kann nur (24) mit
cse =T oder (33) mit cg3 =4 sein. Wegen des kleineren Wertes wird cgy als Knotenpunkt
gewihlt. Die Tabellen 82 und 83 geben die verbesserte Losung mit voller Zahl der Knoten-
punkte und die vollstindige Bewertung dieser Losung wieder.

Die weitere Verbesserung, die nach Tabelle 83 moglich ist, wird in Aufgabe 166 berechnet

Tabelle 82: Tabelle 83: 2. Feldbewertung
1. verbesserte Losung mit 7 Knotenpunkten
A A A A A |a 1 2 3 4 5 v
B, 60 70 — — 40 170 1 ® 9t 15+ B 0
B, | 90 — e — — [100 2 | ® 3Blg 7+ oFEl |2
B, - — 0 %0 - 90 3 |13 6+ @ @ 1~ 1
b, | 100 70 60 90 40 we |10 2 3 3 8
AUFGABEN S

166. Die zweite Feldbewertung (Tab.83) des vorangehenden Beispiels zeigt zwei Moglichkeiten
der Planverbesserung.
Es ist die Verbesserung durchzufiihren,
a) die ohne Ausartung méoglich ist. Nach nochmaliger Bewertung ist die Aufgabe zu Ende
zu fiihren. Was ergibt sich?
b) die auf eine nochmalige Ausartung fiihrt. Die beiden Lo
167. Fiir die in Aufgabe 158 (Tab. 30) ermittelte Anfangslésung ist die Optimallésung zu berechnen.

168. Desgl. fiir Aufgabe 159 (Tab. 31). Alle Umverteilungsmoglichkeiten, die sich bei den Be-
wertungen ergeben, sind zu untersuchen.

ge sind zu v

3.3.5. Weitere Lisungsverfahren

Als weitere Methode zur B ng einer Anf: 16
Verfahren genannt (z. B. [36]). Dieses erfordert aber im allg
Rechnung eine groBere Zahl von Iterationen als die Indexmethode.

Dagegen liefert die Approximationsmethode!) von VoGEL [27] meist Anfangslésungen, die
der Optimallésung sehr nahe kommen und die bei gewissen Problemen bereits als gute Nihe-
rungslésungen ohne weitere Rechnung verwendet werden konnen.

Von den weiteren Verfahren zur Losung des Transportproblems sei neben der Ungarischen
Methode [29] noch die Methode der losenden Summanden [24] von KaNTOROWITSCH/LURIE
(vgl. 8. 204) genannt. Dieses fordert allerdings die volle Durchreck eines Probl bis zur

wird vielfach das |Nordwestecken-
i bei der hfolgend

1) Approximation (lat.) Annéherung
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Optimallésung, ohne daB man wie bei der Distributi hode zuliissige Zwischenld
erhiilt. Das Verfahren weist aber zwei wesentliche Vorteile auf:

— esist findlich gegen und

— es oglicht eine Nachrech eines vorli den Optimalpl bei notwendig werden-
der Anpassung an Veréinderungen im Bedarf und im Aufkommen (d. h., es ist keine vollige
Neuberechnung nétig).

Bei der Distributionsmethode muB man in solchen Fillen eine Neuberechnung durchfiihren.

3.4. SchluBbetrachtungen

Im folgenden soll noch ein kurzer Uberblick iiber die weiteren Anwendungsmoglich-
keiten der Linearoptimierung, iiber den Einsatz von Rechenautomaten fir die
Losung groBer Aufgaben und iiber weitere Optimierungsarten gegeben werden. Die
Fiille der Probleme, die dabei behandelt werden konnte, sprengt bei weitem den
Rahmen des vorliegenden Lehrbuches und greift auch weitgehend in Spezialgebiete
der Technologie und der Okonomie iiber.

Es ist deshalb nur méglich, unter ordnenden Gesichtspunkten die hauptsachlichst
Probleme in allgemeiner Formulierung zu erwihnen, ohne selbst hierbei vollstandig
sein zu konnen. Fir den Einzelfall muB auf die einschligige Literatur verwiesen
werden?).

3.4.1. Anwendungsmoglichkeiten

Die Grundlage der Linearoptimierung ist das lineare deterministische Modell (vgl.
8.208), das bekannte und konstante Parameter (Koeffizienten und Absolutglieder)
enthilt. Dieses ist vor allem auf drei Problemkreise anwendbar.

Verteilungsprobleme

Zielsetzung: Es soll durch eine giinstigste Verwendung von EinsatzgréBen, die in
. beschrinkten Mengen vorhanden sind, das Optimum eines gestellten Zieles erreicht

werden.

Hierzu gehéren vor allem Probleme der Produktionsplanung. Zu den behandelten

kommen noch die folgenden hinzu:

Fiir einen Sortimentsplan sind die Proportionen, in denen die einzelnen Erzeugnisse

hergestellt werden sollen, vorgeschrieben (z.B. @ :%,:2; =1:1,5:4). Unter

optimaler Ausnutzung der zur Verfiigung stehenden EinsatzgréBen ist dieser Sorti-

mentsplan zu berechnen.

Bei vorgeschriebenem Produktionsplan kénnen fiir die Herstellung der einzelnen Pro-

duktarten verschiedene Technologien angewendet werden. Die Selbstkosten sind

dadurch zu minimieren, da8 fiir jede Produktart die geeignetste Technologie bestimmt

wird, wobei die Aufrechterhaltung der Produktionsauflage gesichert sein muB.

1) vgl. Literaturverzeichnis
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Auswahlproblem

Zielsetzung: EinsatzgroBen, die zunichst keiner Beschrinkung unterliegen, sollen
so zusammengestellt werden, daB bei minimalem Verbrauch der Mittel oder bei
geringsten Kosten, die durch den Verbrauch entstehen, ein gestelltes Ziel erreicht
wird.

Solche Probleme sind u. a. die folgenden:

Ernéhrungspline: Fir eine zielgerichtete Erndhrung (Diét) sind bestimmte Nah-
ru ittel so z llen, daB eine unbedingt erforderliche Menge an Nahr-

werten oder an Wirkstoffen bei minimalem Gesamtquantum oder bei minimalen
Ausgaben fir die Nahrung garantiert wird.

Futterpline: Sie enthalten dasselbe Problem in bezug auf Futtermittel, deren Zu-

sam g so legen ist, daB sie die auf jeden Fall notwendigen Néhrwerte
in vorgeschriebenen Mengen enthalten.
Pline fiir tige Misch mit geg 1 Anforderungen, wie z. B. Heizstoff-

mischungen. Einzelne Bestandteile, deren Heizwerte bekannt sind, sollen so gemischt
werden, daB ein vorgegebener bzw. maximaler Heizwert erreicht wird.

Ahnliches gilt auch fir Gasmischungen, fir Legierungen u. a.

Zuschnittprobleme: Durch geeignete Anordnung auszuschneidender Teile aus ge-
gebenem Material ist ein minimaler Abfall zu erzielen. )
Schichtpline: Bei minimalem Einsatz von Arbeitskraften miissen die Forderungen
eines Schichtplanes erfiillt werden, wobei im allgemeinen noch weitere Bedingungen
auftreten als die im Beispiel (S. 263) angefiihrten.

Die beiden genannten Problemkreise erfordern eine Losung mit dem allgemeinen
Simplexalgorithmus, wihrend der folgende dritte Problemkreis, soweit er lineare
Probleme betrifft, mit dem Transportalgorithmus gelost werden kann.

Zuteilungsprobleme

Zielsetzung: Bei beschrinkten Mengen vorhandener EinsatzgroBen ist eine optimale
Zuteilung der Mengen so vorzunehmen, daB bekannte Forderungen bei minimalem
Aufwand befriedigt werden. .

Neben dem besprochenen allgemeinen Transportproblem, das auch fir die Zu-
fithrung elektrischer Energie zu den Verbraucherzentren Anwendung findet, umfaBt
das Zuteilungsproblem noch vielerlei verschiedene, z. T. erweiterte Probleme:

Das Transportproblem mit Kapazititsbeschrinkung

Dieses besteht darin, daB fiir einzelne Strecken des Transportplanes nur eine be-
stimmte Menge an Transportgut beférdert werden kann. (Die Zahl der Knoten-
punkte bleibt dann nicht mehr m + 2 — 1.)

Der zusammengesetzte Transportplan

s wird nicht nur die Anfahrtstrecke der Wagen eines Wagenparks zu den ersten
Einsatzorten minimiert (vgl. Aufg. 163), sondern Hin- und Riickfahrt fiir den Fall,
daB die letztere von einem anderen als dem ersten Binsatzort erfolgt.
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Die Leerfahrtminimierung

Diese verlangt eine Minimierung aller Leerfahrten von der Anfahrt eines Fahrzeuges
iber die Leerfahrten zwischen Entlade- und Beladestellen bis zur Riickkehr in den
Standort.

Das Standortproblem

Das Optimierungskriterium fir die Losung dieses Aufgabenkomplexes ist die Lage
eines Betriebes, eines Kiihlhauses o. 4. sowohl zu den Liefer- als auch zu den Ab-
nehmerbetrieben. Die Losung erfolgt als sogenanntes mehrstufiges Transport-
problem1).

3.4.2. Der Einsatz von Rechenautomaten

Viele Praxisprobleme sind so umfangreich, daB sie mit dem Rechenautomaten gelost
werden miissen.

Der in der DDR vor allem zur Verfiigung stehende Digitalrechner ZRA I (ZeiB-
Rechen-Automat I) hat aber eine verhiltnismiBig beschrinkte Speicherkapazitiit
(vgl. 5.3.12.). Es ist deshalb wichtig zu wissen, welchen Begrenzungen die Anzahl
der Gleichungen und die Anzahl der Variablen unterliegen, wenn Modelle der Linear-
optimierung mit diesem Automaten berechnet werden sollen.

Fir die allgemeinen Probleme der Linearoptimierung lautet die einschriinkende
Ungleichung?) .

M + 2) (n + 3) < 3755 (70)

mit m als Anzahl der Nebenbedingungen und » alsAnzahl der Entscheidungsvari-
ablen. Fiireine bestimmte Zahl der Nebenbedingungen 148t sich nach (70) die mégliche
Anzahl der Entscheidungsvariablen berechnen, z. B.

10 15 30

m =

309 217 114

n =

Die entsprechende Ungleichung?) fiir Transportprobleme mit m Lieferwerken und »
Verbrauchern heiBt

Im+@m+&gm% (71)

!) In der Weiterentwicklung der Lésung dieses Problems bemiiht man sich allerdings, nicht nur
die Transportfrage, sondern auch I itionsfragen u. a. mit einzubeziel

*) Die Kapazititsbegrenzungen sind aulier vom Automaten auch vom Programm abhiingig; es
gibt Pr fiir spezielle Lé hoden, bei denen die Grenzen héher liegen
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Hier sieht die Zuordnung zu denselben Werten von m folgendermaflen aus:

m=| 10 15 30

n < | 260 190 103

Um trotz der verhiiltnismaBig kleinen Speicherkapazitit des ZRA I auch groBere
als die durch (70) und (71) begrenzten Probleme rechnen zu koénnen, wird z. B.
hinsichtlich der Produktionsplanung daran gearbeitet, den Automaten durch be-
sondere Formen der Dateneingabe fiir die Verarbeitung einer groBeren Zahl von
Daten zu erschlieBen [25].

Bei Transportproblemen reduziert man die Koeffizientenmatrix vor der Berechnung,
soweit es moglich ist. Das kann erreicht werden, wenn Lieferbeziehungen durch die
gegenseitige Lage von Erzeuger zu Verbraucher oder durch bestehende notwendige
Vereinbarungen bereits festgelegt sind. Dann konnen (unter gleichzeitiger Korrektur
von Kapazitat und Bedarf) die entsprechenden Spalten- oder Zeilenvektoren aus
der Matrix gestrichen werden. AuBerdem ist es méglich, durch das Zusammenfassen
verschiedener, sehr nahe beieinanderliegender Verbraucher die Variablenzahl herab-
zusetzen.

Die Losungsverfahren der Linearoptimierung sind groBtenteils fiir den ZRA T pro-
grammiert; die Programme liegen in den Rechenzentren vor.

3.4.3. Weitere Optimierungsarten

Die Linearoptimierung gehort als mathematische Methode, die fir Planungsfragen
Anwendung findet, zusammen mit anderen Methoden in das Gebiet der Planungs-
forschung, das auch unter dem Namen Operations Research?) bekannt ist.

Sie ist von allen Verfahren, die mit diesem Oberbegriff umfaBt werden, das aus-
gereifteste und hat bis jefzt in der Praxis die breiteste Anwendung gefunden.

Die Voraussetzungen, die fiir das entsprechende Modell notwendig sind, werden
in der Praxis weitgehend erfiillt oder konnen in guter Niherung als erfiillt betrachtet
werden. Wenn das aber nicht mehr der Fall ist, gibt es weitere Methoden der Opti-
mierung, die dann angewendet werden konnen.

Die parametrische Optimierung

Es kommt in der Praxis hiufig vor, daB fiir einen mit den Mitteln der Linearopti-
mierung errechneten Optimalplan die Parameter nicht dauernd konstant bleiben,
sondern sich im Planungszeitraum #ndern. Dann entsteht die Frage, ob und in
welchem MaBe der Plan an Realitdt verliert.

1n zwei Spezialfillen kann das Problem mit Hilfe der Simplexmethode geldst werden,
und zwar sogar so, daB der bereits vorliegende Plan als Grundlage der Untersuchung
genommen werden kann. Dadurch eriibrigt sich eine véllige Neuberechnung.

1) operation (engl) Untersuchung, Forsch
research (engl.) Verfahren, Wirkung
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Die eine Form der Nachrechnung ist méglich, wenn sich nur die Koeffizienten der Ziel-
funktion éndern. Von der Simplextabelle her gesehen heiBt das, daB allein die letzte
Zeile eine Veréinderung erfihrt. Diese besteht darin, daB zu den entsprechenden
Elementen ein additiver Parameter hinzukommt; deshalb heiBt dieser spezielle
Fall der linearen Optimierung auch pammetnsche Optimierung. Geometrisch be-
deutet die alleinige Xndemng der Koeffizienten in der Gleich der Zielfunktion
die Beibehaltung des Bereichs der zuldssigen Losungen. Bei einer Zielfunktion im
R, éndert sich mit den Koeffizienten die Richtung der Zielgeraden. Der zusitzliche
Parameter in der z-Zeile der Tabelle gibt an, innerhalb welcher Grenzen die Koeffi-
zientenwerte liegen konnen, ohne daB eine bereits vorliegende Ecklosung aufgegeben
werden muB, und fir welche Parameterwerte eine andere Ecklésung eintritt. Der
Optimalwert verindert sich natiirlich in jedem Fall, wihrend, wie dargelegt, die
Struktur des Planes in gewissen Grenzen erhalten bleiben kann.

Nehmen dagegen in einem Pl itraum allein die Absolutglieder der Nebenbed

gen andere Werte an, so kann in diesem zweiten Falle die para,met.nsche Optl.mxenmg
auf das duale Problem ebenso angewendet werden wie vorher auf das primale.
Wenn sich jedoch die Koeffizienten der Nebenbedingungen éndern, so fihrt das zu
sehr komplizierten Problemen, fiir die eine Zuriickfiihrung auf die Linearoptimierung
nicht mehr méglich ist.

Die konvexe Optimierung

Die Bedingung der Linearitit der Zielfunktion und der Nebeubedmglmgen ist nicht
fiir alle Probleme der Praxis aufrechtzuerhalten. Modelle, fiir die eine derartige Ab-
weichung zutrifft, werden mit Hilfe der nicht-linearen Optimierung gelést.

L]

, —

Xpg Xz X1 X2 X3
X X1

Bild 79

Aber auch hier gibt es in gewissen Grenzen einen Spezialfall, auf den die Linear-
optimierung noch anwendbar ist. Das trifft zu, wenn die Zielfunktion des Modells
‘nicht mehr linear ist, die Nebenbedingungen aber noch lineare Gleichungen oder Un-
gleichungen sind.
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Die graphische Darstellung einer Zielfunktion mit zwei Variablen ergibt dann nicht
mehr eine Gerade, sondern eine gekriimmte Kurve. Ist diese Kurve bei einem
Maximalproblem von oben konvex und bei einem Minimalproblem von unten
konvex (Bild 79), so kann man sie abschnittsweise durch Sehnen einer Geraden hin-
reichend annahern. Die aus Bild 79 ersichtliche Unterteilung bedeutet durch die
dann notwendig werdende Zerlegung von ;, in @y mit k¥ =1,2,... eine Ver-
mehrung der Zahl der Variablen. Damit erhoht sich der Rechenaufwand z. T. be-
trachtlich.

Wendet man auf das so zerlegte Problem die Linearoptimierung an, die wegen der
Kriimmungsart der Kurve konvexe Optimierung heilt, so ergibt sich eine gute
Naherungslésung. Im Falle starker Kriimmung ist das Verfahren aber nicht mehr
anwendbar, und man muB zur nicht-linearen Optimierung iibergehen.

Die dynamische Optimierung

Diese befaBt sich mit zeitabhingigen linearen wie nicht-linearen Problemen.

Die Bestimmung der Parameter, also der Ausgangsdaten, als Grundlage des Modells
stellt den Techniker, Technologen und Okonomen vor noch groBere Schwierighkeiten
als bei den vorgenannten Problemen einschlieBlich der Linearoptimierung mit
ihren Regelfallen. Um fiir die dynamlsche Optimierung brauchbare Ausgangsdaten
zu erhalten, stellt die Mathematik ein weiteres Hilfsmittel xmt den Methoden der
statistischen Analyse zur Verfiigung (vgl. Teil 4.).

Die ganzzahlige Optimierung

In den Fillen der Linearoptimierung, in denen die Entscheidungsvariablen Symbole
fiir eine gesuchte Anzahl sind, miissen die fiir solche Probleme berechneten Losungen
ganzzahlig sein.

Das Verfahren von GoMoRY ermoglicht es, daB eine bereits ermittelte Optimallosung,
die nicht ganzzahlig ist, schrittweise in eine solche umgerechnet werden kann [33].

Es muB noch besonders betont werden, daB der Wert aller Verfahren, die eine
quantitative Erfassung und optimale Losung von Problemen der Praxis ermoglichen,
mit der Giite und Zuverldssigkeit der verwendeten Parameter steht und fallt. Jede
Nachlassigkeit bei ihrer Ermittlung mindert den Wert einer Berechnung oder macht
sie vollig wertlos.

Die Planungsforschung fiihrt schlieBlich tiber ihr eigentliches Gebiet der Lésung von
Pla.nu.ugsaufgaben hinaus in das Gebiet der Kybernetik!). Diese wendet mathematische
Modelle, die in der Planungsforschung entwickelt wurden, zur Losung der ihr eigenen
und sehr verzweigten Fragestellungen an.

Andererseits aber bestehen zwischen den in der Technologie und Okonomie wichtigen
mathematischen Theorien Zusammenhinge, die kybernetischen Charakter tragen
[32, 38]. Die wissenschaftliche Forschung wird auf diesen Gebieten noch iiber die
bereits bestehenden Erkenntnisse hinaus zu Ergebnissen kommen, die sich weit-
gehend auf die Praxis auswirken kénnen.

1) Kybernetik (griech.) Kunst des Steuermanns; G.Kravus: ,Kybernetik ist die Theorie der-
dynamischen, selbstregulierenden und selbstorganisierenden Systeme‘
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4.1. Grundbegriffe
+.1.1. Einfiihrung

Zur Lenkung und Leitung technischer und 6konomischer Prozesse kommt man im
.gegenwirtigen Zeitpunkt nicht mehr ohne Anwendung der Statistik aus. Die sich
stindig weiterentwickelnde Automatisierung des Produktionsablaufes, die Kom-
pliziertheit der innerbetrieblichen sowie der gesamtvolkswirtschaftlichen Ver-
flechtungen erfordern da,her von jedem Ingenieur und Okonomen anwendungs-
bereite mathematisch ische Kenntnisse. Sie dienen dazu, naturwissenschaft-
liche, ‘technologische und sozialokonomische Vorgéinge quantitativ zu erfassen, sie
zu untersuchen und qualitativ zu beurteilen.

Das Anwendungsgebiet der Statistik und ihrer mathematischen Verfahren reicht
sehr weit; es erstreckt sich, von der Industrie ausgehend, iiber das Verkehrswesen,
den Handel, die nichtmateriellen Bereiche (z. B. Sport und Gesundheitswesen) bis
zur Auswertung der verschiedensten Fragen, die die Bevolkerungsbewegung be-
treffen. Die Statistik bildet somit ein unentbehrliches Hilfsmittel fiir eine exakte
Analyse und Planung auf allen Gebieten der Volkswirtschaft.

Dic praktischen Verfahren der Statistik beruhen auf mathematischen Methoden.
Diese sollen in den nachfolgenden Ausfiithrungen vermittelt werden. Vorher wird auf
das Rechnen mit zwei wichtigen Symbolen, dem Summenzeichen und dem Produkt-
zeichen, eingegangen. Die entsprechenden Rechenregeln sind sowohl fiir das Ver-
stindnis dieses Lehrbuchteiles als auch fiir das weiterfithrende Studium statistischer,
wirtschaftsmathematischer und spezieller 6konomischer Literatur wichtig.

4.1.2. Das Summenzeichen
4.1.2.1. Die Bedeutung des Summenzeichens

Das bekannte Summenzeichen Y, ist ein Kurzzeichen zur Symbolisierung einer
Summe. Der Vorteil in der Anwendung dieses Symbols besteht darin, da man mit
ihm umfangreiche Summenausdriicke in eine kurze und iibersichtliche Form bringen
und mit diesen bestimmte Rechenoperationen ausfiihren kann, ohne die Summe
selbst zu kenmen. Beispielsweise kann die Summe der ersten zehn Kubikzahlen



306 4. Math e Grandl der Statistik

folgendermaBen geschrieben werden:
10
1+ 844 729 4 1000 = Y o°
z=1

Dabei ist jedoch zu beachten, daB die Summationsvariable (hier z) nur ganzzahlige
Werte (x € G)!) annehmen darf. Um die betreffende Summe genau definieren zu
koénnen, sind die untere und die obere Summationsgrenze anzugeben. Belegt man die
Summationsvariable mit derjenigen ganzen Zahl, die untere (obere) Summations-
grenze ist, so erhélt man den ersten (letzten) Summanden der Summe.

Umgekehrt gelangt man von der symbolischen Schreibweise zur ausfiihrlich ge-
schriebenen Summe, indem man die Summationsvariable eine (im allgemeinen echte)
Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen durchlaufen 1a8t. Diese Teilmenge beginnt
mit dem Zahlwert der unteren Grenze und schliet mit dem der oberen Grenze.

Die folgenden Beispiele zeigen die Anwendung des Summenzeichens:

6
24+4+6+8+10+12 =7 22,
=1

248416324 64— 3 (—2),
A=1

2,3, 4,6 6,7 X & 8 att
lbgtgtatestats =2 a1 Xt

z’;(z,z_ 1) =lz°;s(2z+ 1) =749+ 11 +13.
A=4 =

Vielfach ist es aber iiblich und auf Grund der Aufgabenstellung auch nétig, die
einzelnen Summanden durch ein mit Index versehenes allgemeines Zahlensymbol
darzustellen, wie es in den vorangegangenen Teilen des Lehrbuches bereits verwendet
wurde. Dann stehen am Summensymbol die Grenzen des Summationsindexes, der
nunmehr nur dem Bereich der natiirlichen Zahlen angehéren kann.

’ 10
Ay + ap + o+ ay =‘21“i,
15
a5bs + @gbg + e+ Aysbyy = _Es‘libi:
&

8
PLEL S EEER B

b
L

bS bC
5 e a’

6
Z
i=4

_b‘
_u.

‘). @ ist das Symbol fiir den Bereich der ganzrationalen Zahlen; vgl. [1]
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Allgemein:

n
20 =ap + sy + o Gy + Oy - ++4

R neN m<n (72)

Die Anzahl der Glieder dieser Summe betrigt (n — m -+ 1), mit m als unterer und
7 als oberer Summationsgrenze.
Mitunter wird eine andere, auf Gauss zuriickgehende Summensymbolik verwendet.
Man schreibt dapn an Stelle von

z"] a; auch [a],
i=1
so daB gilt
n
2 a; = [a].
i=1

Gelesen: Summe aller @; das bedeutet die Summation sémtlicher auftretenden
a;-Werte.

i

4.1.2.2, Die Regeln fiir das Rech mit dem 8 ich

Wie in 4.1.2.1, ausgefiihrt wurde, konnen bei Verwendung des Summenzeichens mit
den allgemei Termen bestimmte Rechenoperationen durchgefiihrt; werden, ohne
dafB} die einzelnen Summanden oder die Summe selbst bekannt sind. Dies geschieht
auf Grund der nachfolgend abgeleiteten Rechenregeln, die auch in ihrer Umkehrung
giiltig sind.

1. Regel

. . : | -
Ist iiber eine endliche Anzahl von Summen zu summieren, so kann man auch iiber
jeden Summanden dieser Summen einzeln summieren und danach die sich er-
gebenden Zwischensummen addieren.

¥ @+ ) = 3o+ X (73a)
i=1 =1 i=1

Beweis:

Z04 ) = @+ b) + (@2 ba) oo o0+ ) =
=(ay+ag+-+ @) + 0y + by + oo+ by) =
= i“i + ibi

i=1 i=1
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Fir die Subtraktion gilt die entsprechende Regel :

F@—b) = Yai— T (73b)
t=1 =1 ., =%

Es ist dabei zu beachten, daB diese Rechenregeln nur fiir die Addition und Sub-
traktion von Summen gelten. Ist iiber ein Produkt zu summieren,

n
2ai-bi,
i=1
so sind stets zuerst die Multiplikationen auszufiihren und anschlieBend die Produkte

a; - b; zu addieren.
Es gilt somit allgemein

Sa-bit Yo Tb (n>1) | Y (74)
i=1 =1 i=1

2. Regel

Steht hinter einem Summenzeichen im allgemei Summanden ein konstanter
Faktor, so kann dieser vor das Summensymbol geschrieben werden.

n n
Yea;=c-Ya; (75)
i=1 i=1
Beweis:
n
e =C- +C Ayt Cra, =
i=1
n
=c-(a+a+-+a,)=c- .Elai
i=
3. Regel

Sind zwei mit Summensymbolen geschriebene Summen zu addieren, so kénnen
diese durch eine Summe ausgedriickt werden, wenn die allgemeinen Summanden
iibereinstimmen und die untere Grenze der zweiten Summe sich unmittelbar an
die obere Grenze der ersten Summe anschlieBt. Als Summationsgrenzen werden
dann die untere Grenze des ersten und die obere Grenze des zweiten Terms
gesetzt.

ﬁa,- + ia,- = iai (m < n) (76)

i=1 i=m+1 i=1

1) Es ist zu iiberlegen, welche Belegungen fiir @; und b; in dieser Formel das Gleichheitszeichen als
Sonderfall zulassen.
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Beweis:

Ya; + Efli = (@ + g+ -+ ap) + @miy + Cmro + o+ @) =

i=1 i=m.

”
=0, + G+ -+ Ap + Uiy + Apig + 0y = Z“i

SchlieBt sich die untere Grenze der Lwexten Summe nicht unmittelbar an die obere
Grenze der ersten Summe an, so gilt

m n n m
2o+ Yai=Ya + Ya; (k< m< n) (77a)
P = A = N = )

und
n n n k-1
Xai+ Ya = Yo — Ya (m <k <n) (77b)
P = A = ¥

Beweis:

firk<m< n:
m n
_Zlai -+ _gai = (ay + @+ o+ @ + Gy ot ay) +

+ (@ + Gy ot A+ Oy + 0+ @) =
=@+ a3+ -+ Gty + ot Ot Ay oo a,) +
+ (@ + Gpry + -+ @) =_Ziﬂi + .Zk“:
i= i=,

firm < k< n:

._Zlai + _;kai = (1 + g+t am) + (G + Gy + o+ @) =

=[a,+ ay++ apn + (@ni1 + Cpes + et @) +
+ G+ Qg+ @] — (@i F Bgg ot Hy) =

k=1
= Zui Ya;
=1 i=mt1
4. Regel
Steht hinter einem Summenzeichen nur eine Konstante, so kann das Summen-
symbol weggelassen werden, wenn man die Konstante mit der Anzahl der Sum-
manden multipliziert.

'Z"c:(-n—m—kl)-o (m < n) (78)

i=m




310 4. Mathematische Grundlagen der Statistik

Beweis:
n n m—1
Po= Tr= T o (o wopenf demfe b opush i =
=m =1 6=l n Summanden ¢ (m—1) Summanden ¢
=c+ct-fec=n—m+1)-c.
[n—(m—1)] Summanden ¢

5. Regel

Ist eine endliche Summe von Funktionstermen zu differenzieren, so kann jeder
Term einzeln differenziert und danach die Summe gebildet werden.

3 ot = E £t (19)

Beweis:

= i_ip(z) = 2 @ + fal@) o+ fal@)] =

= h@ + s h@) ot o he) = 5 @)

4.1.2.3. Die Transformation des Summationsindexes

In vielen Féllen macht sich bei der Anwendung des Summensymbols eine T7ans-
formation des 8 11 d erforderlich, um mit den gegebenen Summen
leichter weiterrechnen zu kénnen. Diese Transformation fiihrt zu keiner wertmifBigen
Verinderung der Summe und deren Glieder, sondern stellt lediglich eine formale
Umgestaltung der Summenausdriicke dar.

Hat man in der Summe
n
Ya:i  (m<n)
i=m i

den Summationsindex 7 auf den neuen Index k entsprechend der T'ransformations-
gleichung @ =k — ¢ + m zu transformieren, wobei ¢ eine Konstante darstellt, so
ergibt sich als neuer allgemeiner Summand @;_gm. Aus ¢ = m folgt dann fiir die
untere Summationsgrenze m =k — ¢ 4+ m und somit k =c¢; fir ¢ =n geht die
obere Grenze tiber in n =k — ¢ + m, das heiBt, k =n 4 ¢ — m.

Es gilt daher

nt+e—m

Zaf Za;_m.. ’ (80)

i=m
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Die Ubereinstimmung der Glieder beider Summen zeigt die austiithrliche Schreib-
weise :

D R T

ntc—m
Zli-stm = Goorm + Gorsoorm + 7+ @ =
=C Al

=Op + Gy +o A e

BEISPIELE
1. Man berechne aus den Zahlen

a | 2|3 |5 |6 |t

NI ERERE

5
a) Y-z,
i=1
5 5
b) Za;- Xz
i=1 =1
Losung:
5
a) Yag-2;=2-34+3-2+45-7T+6.5+10.3=107
i=1 ==
5 5 .
b) Nag- BN =(2+3+5+6-+10)-(3+2+7+543) =520
=1 i=1 =

o

. Es ist zu berechnen
6 6
2z + 5) + X(3z —4).
z=1 z=1

Losung:

8
22z 4+ 5) + %(32&—4): %(2x+5+32—4)= %(5x+1)=
z=1 z=1

z=1 z=1
[ [
=5z + X1=5-2146-1=111
z= z=1 =
3. Man transformiere in dem Ausdruck
n

Xy (m < n)
=m

den Summationsindex i auf & mittels der Transformationsgleichung i =k + m — 2.
- \
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_ Lésung:
allgemeiner Summand @y
untere Grenze Com=k+4+m—2->k=2
obere Grenze n=k+m—2->k=n+2—m
Es gilt also

wobei unter a eine Konstante verstanden werden soll.
Losung:
12
Ya=(12—-5+1)- a—Sa
i=5

4.1.2.4. Doppelsummen

In vielen praktischen Aufgaben treten Anordnungen von Elementen in folgender
Form auf:

@1 Ggg .- Ogn ay
Qg Ggg ... Ggn L
Omy Amg -+ Gmn U
by by ... 0, 8

wobei die Elemente Zahlenwerte oder GréBen darstellen (vgl. 2.1).

Gelten nun in obiger Tabelle folgende Beziehungen zwischen den einzelnen Elementen :
@y + Gt @y =y
Qg1 + Qo + o+ Qap =0y

Amy + g+ Uy =

und Ay + @y ot A =0y
@y + gy ot Ay =Dy

”’1n+a2u Fet ama —bm
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so gilt allgemein

(1) kf;la,.,‘ —a; (i=1,2,...,m) fir die Zeilensummen
und

(II) iﬁla‘-, =b (k=1,2,...,n) fir die Spaltensummen.
Da nun weiterhin

m
S=a+a+-+an= 'Zlai

n
§ = b+ byt by = by sty
folgt hieraus unter Verwendung der Gleichung (I) bzw. (II) fir die Gesamtsumme

8 =@y + @y + oo Gun Gy F Bgp + oA G 0 F CGm
+ Gme + o Gan

= % i‘lm = ‘:: f“:‘k (81)
1 k=11i=1

i=1k=

m

Ein Vergleich der beiden Doppelsummen 2 Z“ik und Z Ea,,, zeigt, daB die
Reihenfolge der Summation vertauschbar 1st

AUFGABEN

169. Man berechne den Preisindex von Laspryres!?) fiir vier Waren nach der Formel

$ (
3 fgn g
=
Ty = —
Zp” - g
i=1
Dabei bedeuten
" Preis der i-ten Ware im Berichtszeitraum
2" Preis der i-ten Ware im Basiszeitraum
q® Verbrauchsmenge der i-ten Ware im Basiszeitraum.

1) Unter dem Prmsmdex varsteht man die Entwmklung der Preise ausgewahlter Waren vom
zum B i unter Bertick der vert hten Mengen
LaspEYRES, ETIENNE; deutscher Statistiker, 1834 bis 1913
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Foloend istisches Material ist gegeb g
Ware A Ware B " Ware Ware D
{0 —,50 MDN | 1,60 MDN 1,056 MDN 2,50 MDN
0. | —,45 MDN | 1,25 MDN 1,— MDN 1,50 MDN
@ 1000 kg 800 kg 1100 kg 100 kg

170. Es ist zu berechnen

n
Zay
i=1
n

fiir a) a;: 1,3,4,7,2, 10; b) a: 3,26, 10, 13, 5.

171. Es ist der mittlere Fehlerl)

n n
(2 — 7)? Dy
= |/ = mit 7=t
1 n
fiir folgende MeBwerte zu berechnen:
2 7,9,10, 12, 14,
172. Es sind folgende Reihen unter Verwendung des Su ichens d 11

a) 24+4+6+8+10
b)  1/2 + 3/4 + 5/6 4 7/8 + 9/10 + 11/12
¢) 1—4+9—16-4 25— 36.

173. Man berechne die Ausdriicke

S 3 (628
—_— 6. 6).
W 2 gy b B+

174. Man berechne die lineare Streuung nach der Formel

n -
PR
i=1
n
aus dem Zahlenmaterial der Aufgabe 171.
1) Diese wie alle entsprechenden weiteren Aufgaben sollten mit fiinfstelligen Logarithmen ge-

hnet werden. Die Losungen zu den Aufgaben wie zu den Beispielen sind mit der vollen
Ziffernfolge angegeben. Uber das Runden bei der praktischen Auswertung vgl. 5.1.2.
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4.1.3. Das Produktzeichen

4.1.3.1. Die Bedeutung des Produktzeich

Das Produktzeichen IT%) ist das Kurzzeichen fiir die Symbolisierung eines Produktes.
Auch mit diesem Symbol lassen sich bestimmte Rechenoperationen ausfithren, ohne
daB das Produkt selbst oder die einzelnen Faktoren bekannt sind.

Allgemein wird das Produkt aller a; (i =m, m+1,...,7) mit Hilfe des Produkt-
zeichens IT wie folgt geschrieben:

n meN :
1_I=Im¢l-' =On GG oy m<n (82)

Gelesen : Produkt aller a;, von ¢ gleich m bis n.

Der Term a; stellt darin den allgemeinen Faktor mit i als Multiplikationsindex dar;
m und n sind die Multiplikationsgrenzen. Die Anzahl der Faktoren des Produktes
betriigt (n — m -+ 1) mit 7 als unterer und n als oberer Grenze. .

Ist zum Beispiel die Belegung
a, =3, a,=5, ay=4, o =2, a;=12
gegeben, so folgt aus Formel (82), wenn m =1 und 7 =5,
5
Tl =a; @y a5-a,-a5=3-5-4-2.12 = 1440.
i=1 —

Hat man dagegen das Produkt aus den ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, 9, 11 zu bilden,
so kann dies dargestellt werden durch

8
1.8.5.7-9.11 = [[@2 —1).
z=1

Fiir das Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis # folgt dann

1.2 n=nl%=T[= (83)

z=1

4.1.3.2. Die Regeln fiir das Rechnen mit dem Produkizeich

Analog zum Summenzeichen gibt es auch bei dem Produktsymbol bestimmte
Rechenregeln, nach denen gerechnet werden kann, ohne daB das Produkt bzw. die
einzelnen Faktoren niher bekannt sind.

1) I1: Pi — groBer Buchstabe fiir das P des griechischen Alphabets
2) n!: gelesen ,,n Fakultidt'
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1. Regel

Ist eine endliche Anzahl von Produkten zu multiplizieren, so kénnen auch die
Multiplikanden und Multiplikatoren einzeln multipliziert und danach die sich
ergebenden Zwischenprodukte miteinander multipliziert werden.

n

(e b) = o 1 (84a)

i=1

Beweis:
1;[1('1:' i) = (ay - by) - (@y - by) o (@y - by) = . r
=(ay -y ay) - (by by by) = J;Ilai .il;llbi

Fir die Division gilt entsprechend :

Ist eine endliche Anzahl von Quotienten zu multiplizieren, so kénnen auch die
Dividenden und Divisoren einzeln multipliziert und danach die sich ergebenden
Zwischenprodukte dividiert werden. <

2

ﬁ(az:ba) = ﬁa;:ﬁb( (84b)
=1 i=1 =1

Es ist zu beachten, daB diese Rechenregeln nur fiir die Multiplikation von Produkten
und Quotienten gelten! Sind dagegen Summen oder Differenzen zu multiplizieren,

ﬁ (ai + b)),
=1

so sind stets zuerst die Additionen bzw. Subtraktionen auszufiihren, und anschlieBend
ist zu multiplizieren.

Mo b)+ et T (>1) | (85)

t=1

2. Regel

Steht hinter einem Produktzeichen ein konstanter Faktor, so kann dieser vor das
Produktsymbol geschrieben werden, wenn man ihn mit der Anzahl der Faktoren
des Produkts potenziert.

1‘13[1(0 ;) =ct- ']:[lal« (86)

1) Vgl. FuBnote S. 308
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Beweis:
'_Hi(ﬂ ca) =(cay) - (6 ap) e (C ) =
= (e 0er0) (@ g ) =" [T
n Faktoren ¢ =t
3. Regel

Sind zwei mittels Produktzeichens geschriebene Produkte miteinander zu multi-
plizieren, so konnen diese durch ein Produktsymbol ausgedriickt werden, wenn
die allgemeinen Faktoren iibereinstimmen und die untere Grenze des zweiten
Produkts sich unmittelbar an die obere Grenze des ersten Produkts anschlieBt.
Als Multiplikationsgrenzen werden dann die untere Grenze des ersten und die

obere Grenze des zweiten Produkts angesetzt.

Mo Mo =Ma  (m<mn)

i=1 i=m+1 i=1

Beweis:

m n
TLa: - T1ai= (a1 02 - @) (@miy* Bz =+ Gn) =
i=1 i=m+1

n
= (@) @y -+ Q- Ay~ O +** ) = Hla'i
i=

(87)

SchlieBt sich die untere Grenze des zweiten Produktes nicht unmittelbar an die

obere Grenze des ersten Produktes an, so gilt allgemein:

m n n m
Ia:-ITa: =Jla: - [Ta: (k< m<n)
=1 i=k =1 =k

und
m n n k—1
IMai-TTa;i=1Tla:: I[Ta (m < k<n)
=1 i=k i=1  d=m+l

Beweis:

firk<m<n:

m n
Tlai - T1a: = (@y - @ -+ @ - Qgiy -+ Am) X
i=1 i=k

X (@ Qpyr = O * Wy ++* @A) =

= (g« By -er A gy oo G~ Ay =" By) X

n m
X (@ @y -+ am) = @i [1a:
i=1 i=k

(88a)

(88b)
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firm< k< mn:
m n
‘l'Ila« . _I'Ika« = (@1 ag -+ Ap) - (G - Apiy o+ Gy) =
= i=

=[ay-05 O (Bmsy* Amea *+* Gg) X
n

k=1
X @ ey oo U] (@miy * Trg =+ Bmy) = [[ae ¢ TTas
=1 i=mtl

4. Regel

Steht hinter einem Produktzeichen nur eine Konstante, so kann das Produkt-
symbol weggelassen werden, wenn man die Konstante mit der Anzahl der Faktoren
potenziert. Die Anzahl dieser Faktoren ergibt sich nach der Vorschrift: Obere
Grenze minus untere Grenze plus eins.

ﬁ ¢ = gn—m+l (m < mn) (89)

i=m

Beweis:
n n m—1
Me=]Ilc: [Tec=(c-c-c):(c-c0) =
o= =1 i=1 Paktorenc (m — 1) Faktoren ¢
ot —(m—1) 1
= — —(m-1) — gn-m
s =i ==
AUFGABEN

175. Man berechne aus den Zahlen
a;|2|3|5|6l10

AR
b

a) IT(a; +2)
=1

5 5.

b) ITa + [1%-
i=1 =1

176. Es ist zu berechnen

6 6
a) 1'[(24:+5)~H{3z—4)

z=1

7
b) I3

i=4
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177. Man berechne aus den Zahlen
a;: 3,5,4,9
,das geometrische Mittel nach der Formel

4
G = I1a;.
i=1

4.2, Die Mittelwerte
4.2.1. Die Bedeutung der Mittelwerte und ihre wichtigsten Arten

Die Mittelwerte spielen in der statistischen Analyse eine groBe Rolle. Man bezeichnet
sie auch als statistische MaBzahlen. Der Mittelwert charakterisiert eine zu unter-
suchende Reihe von MeBwerten durch einen einzigen Wert und ermoglicht den Ver-
gleich verschiedener MeBreihen, die dasselbe Merkmal betreffen (z. B. Zugfestigkeit,
Durchmesser einer Welle, Montageleistung usw.).

Die fiir die Praxis wichtigsten Mittelwerte sind

. das arithmetische Mittel (z oder 4)

. das geometrische Mittel (% oder @)

. das quadratische Mittel (Q)

. das harmonische Mittel (H)

. der Zentralwert oder Median (Z oder Z)

. der hiiufigste Wert, das Dichtemittel oder der Modalwert (D).

Bei den ersten vier Mittelwerten gehen die einzelnen Beobachtungs- oder MeBwerte
wertmdfig in die Berechnung des Mittels ein, wihrend bei den beiden letzten Mittel-
werten die Beobachtungswerte nur nach ihrer Lage innerhalb der Beobachtungsreihe
beriicksichtigt werden. Daher bezeichnet man den Zentralwert und den haufigsten
Wert als Mittelwerte der Lage.

Mit diesen sechs statistischen MaBzahlen sind jedoch noch nicht alle Mittelwerte
erfaBt; denn im mathematischen Sinne kann jeder Wert, der zwischen dem kleinsten
und dem groBten Wert einer MeBreihe liegt, als Mittelwert aufgefaBt werden.
Welcher Mittelwert im einzelnen bei einer statistischen Untersuchung heranzuziehen
ist, hiingt jeweils von der zu untersuchenden Erscheinung, von dem Zahlenmaterial
und vom Untersuchungszweck ab.

OO O b

4.2.2. Die fiir die Praxis wichtigsten Mittelwerte
4.2.2.1. Das arithmetische Mittel
Das arithmetisehe Mittel einer Reihe von Beobachtungswerten ist der bekannteste

und in der statistischen Praxis am héufigsten benutzte Mittelwert. Er wird im all-
gemeinen Sprachgebrauch als Durchschnittswert bezeichnet und findet Anwendung
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zum Beispiel bei der Berechnung des durchschnittlichen Materialverbrauchs, der
durchschnittlichen Produktion innerhalb eines bestimmten Zeitraumes, des durch-

hnittlichen Tag tzes einer Verkaufsstelle, bei der Ermittlung des durch-
schnittlichen Monatslohnes pro Arbeiter, des durchschnittlichen Pro-Kopf-Ver-
brauchs an den einzelnen Nahrungs- und GenuBmitteln sowie bei der Berechnung des
Durchschnitts vieler technischer MeBreihen.

Das einfache arithmetische Mittel

Das einfache arithmetische Mittel wird berechnet, indem die S aller statistisch
Beobachtungswerte durch ihre Anzahl dividiert wird.

FormelmiaBig wird das einfache arithmetische Mittel aus den » Beobachtungswerten
2y, Ty, ..., T, wie folgt definiert:

T A 2+ Ty
n

T =

=t ma bt ) (902)

Unter Verwendung des Summensymbols:

% g (90b)
=_t=1 __ 1 B
r= n 'n,-;lz'
BEISPIEL
1. Bei der Us hung der Zugfestigkeit o von F hl M 20 wurden folgende MeBwerte
gefunden.
(kp/mm?): 37,5 41,2 39,3 42,8 36,9
38,56 39,8 38,9 37,1 38,4

Man berechne die durchschnittliche Zugfestigkeit aus diesen MeBwerten.
Loésung:
= 1
=15 (37,6 + 41,2 4 39,3 - 42,8 - 36,9 -- 38,56 + 39,8 + 38,9 + 37,1 4 38,4)

7 = 39,04

Die durchschnittliche Zugfestigkeit betrigt 39,04 kp/mm?.

Das gewogene arithmetische Mittel

Das arithmetische Mittel tritt bei praktischen Berechnungen sehr oft in gewogener
Form auf. Zur Herleitung dieser Formel soll von folgendem Beispiel ausgegangen
werden.
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BEISPIEL
2. Die Ui } der Bearb it von 20 Stiick eines bestimmten Erzeugnisses ergab
« Bearbeitungszeit - Bearbeitungszeit
Stiicknummer in Minuten Stiicknummer in Minvten
1 53 1 5,3
2 6,2 12 5,5
3 5,8 13 6,1
4 5,3 14 5,3
5 5,8 15 4.8
6 4,9 16 52
7 53 17 5,3
8 5,8 18 6,1
9 58 19 4,9
10 4,9 20 5,2
Es ist die durchschnittliche Beart it je Stiick dieses Erzeugnisses zu berechnen.
Lésung: Da einzelne Bearbei ) Is auftreten, kann folgende primdre Ver-
teilungstafel aufgestellt werden:
Bearb it Hiiufigkei
in Minuten Auftretens
4,8 einmal
4,9 dreimal
5,2 zweimal
5,3 sechsmal
5,56 einmal
5,8 viermal
6,1 zweimal
6,2 einmal

Statt nach Formel (90a, b) simtliche Beobachtungswerte zu addieren und durch ihre Anzahl
(20) zu dividieren, gelangt man auf den gleichen Durchschnitt, wenn man jede Bearbeitungs-
zeit mit der Hiufigkeit ihres Auftretens multlplmert diese Produkte addiert und durch die

G hl aller in die U:

dividiert.

48.14+49.-34+52.24+53-6+55-1+458:446,1:-2462-1

T =

,44

Die durchschnittliche Bearb

1+3+2+6+1+44+2+1

it pro Erzeugnis betriigt dann 5,44 Minuten.

Die Faktoren, mit denen die Bearbeitungszeit zu multiplizieren ist, werden als
Hiufigkeiten oder Gewichte (; oder z;) bezeichnet, da sie angeben, wie oft bzw. mit
welchem Gewicht der betreffende MeBwert z; in die Berechnung des Mittels ein-
gehen soll. Der Nenner setzt sich dann aus der Summe aller Haufigkeiten zusammen.
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Allgemein kann das gewogene arithmetische Mittel wie folgt definiert werden:

= 1 hy + T3hg + o+ yhy
S T Rt hyt ot By (91a)
unter Verwendung des Summensymbols :

n

. BN 4 3

Sy _leih,- (91b)
Xk kit
i=1 i=1

Wird zur Vereinfachung die Gesamtzahl der Beobachtungswerte gleich N gesetzt?),
also ]

=2 Sum ©1c)
i=1

Ein Vergleich der beiden Ausdriicke (90b) und (91c) zeigt, daB das einfache arith-
metische Mittel ein Sonderfall des gewogenen Mittels ist, der genau dann eintritt,
wenn die Héufigkeiten (Gewichte) fiir alle Beobachtungswerte x;(¢ =1,2,...,#)
gleich sind, das heifit, wenn gilt

I) kh=h (=1,2,...,n).

Beweis:

Unter Zugrundelegung der Beziehung (I) geht Formel (91c)'iiber in
p 13

(ILa) =5 i;z‘h.

Daraus folgt nach (75):

— 1 3
(IIb) z=7 'hi;f“

1) Aus dem Zusammenhang heraus ist dieses N nicht mit dem Symbol fiir den Bereich der
natiirlichen Zahlen zu verwechseln



4.2. Die Mittelwerte 323

und nach (92)

() N=3h=h-n.

i=1

Substituiert man (III) in (ITb), so ergibt sich
w  F=i%a
= n =1 :

also das einfache arithmetische Mittel.

Bei vielen praktischen Aufgabenstellungen ist das zu untersuchende Zahlenmaterial
nicht in Form von Einzelwerten (Beobachtungswerte der Urliste), sondern gruppiert,
d. h. durch eine Hiiufigkeitstabelle, gegeben. Bei der Berechnung des arithmetischen
Mittels setzt man in diesem Falle voraus, daB sich die Beobachtungswerte gleich-
miBig iber jede Gruppe verteilen und somit alle Werte innerhalb einer Gruppe
durch ihre Gruppenmitte reprisentiert werden konnen. An die Stelle der nicht bekann-
ten Einzelwerte treten in der Formel (91¢) dic Gruppenmitten m;, die mit der Anzahl
h; der Elemente je Gruppe zu multiplizieren sind. Die Formel lautet dann

- 1 2 n
z=— 2 mihy  mit N = 3k (93)
N £ -1
BEISPIEL
3. Auf einer tisch arbeitenden Dret hine werden Wellen bestimmter Abmessung

hergestellt. Zur Konn-o].le werden die Durchmesser der Werkstiicke iiberpriift. Es ergibt sich
dabei folgende Hiaufigkeitstabelle fiir die in Mikrometern gemessenen Abwemhungen vom
NennmaB. ¢

Gruppeng Héufigkeiten?)
in pm in Stiick
15,0---20,0 2
20,0---25,0 5
25,0-:-30,0 18
30,0--:35,0 32
35,0---40,0 35
40,0---45,0 20
45,0---50,0 8
Es ist das arith ische Mittel Z zu b h

1) Fillt ein MeBwert auf die Gruppengrenze, so wird je ein halber Wert den beiden angrenzenden
Gmppen dnet. Um eine eindeutige Eingruppierung zu erreichen, konnen die Gruppen
auch wie fo]gt gebildet werden:

15,0--- unter 20,0
20,0--- unter 25,0 usw.
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Lésung: Da die Einzelabweichungen wertmiBig nicht bekannt sind, werden alle MeBwerte
innerhalb einer Gruppe durch die jeweilige Gruppenmitte ersetzt. Man geht dabei von der
auf 8. 323 dargelegten Annahme aus, daB sich die einzelnen Beobachtungswerte einer jeden
Gruppe angendhert gleickmépig auf die Gruppe verteilen und somit die Gruppenmitten als
Durchschnittswert der Elemente einer jeden Gruppe aufgefaBt werden kénnen.

Damit ergibt sich folgendes Rechenschema:

Grupy Gruppenmi Hiiufigke 5
in pm my hy mihy
15,0---20,0 17,5 2 35,0
20,0---25,0 22,5 5 112,5
25,0---30,0 27,5 18 495,0
30,0---35,0 32,6 32 1040,0
35,0---40,0 37,5 35 1312,5
40,0---45,0 42,5 20 850,0
45,0---50,0 47,5 8 380,0
n n
3y = 120 imghy = 4225,0
=1 i=1
T 4225,0 = 35,21
x = m . ,0 = 35,
Die durchschnittliche Abweict vom N 8 betriigt 35,21 pm je Welle.
Die mathematischen Eigenschafteu des arithmetischen Mittels
Die in diesem Abschnitt hergelei thematischen Eigenschaften dienen einer-

seits der vereinfachten Berechnung des arithmetischen Mittels und bilden anderer-
seits die Grundlage bestimmter Aufgabenstellungen.

1. Eigenschaft

Die Summe der Abweichungen der einzelnen Beobachtungswerte vom anth-
metischen Mittel ist gleich Null (Schwerpunktseigenschaft des arithmeti )
Mittels).

é(x,- — B =0 94)

Beweis:

n - n _n n 1 n
Y@ — B)hy = Yk — T 3 hy = 3 vy — ¥ N Y wh; =
i=1 i=1 i=1 =1 i=1

n n
=Y ah — Yah =0
i=1 i=1
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2. Eigenschaft

Subtrahiert man von den zu mittelnden Beobachtungswerten dieselbe konstante
Zahl ¢, so dndert sich auch das arithmetische Mittel um diese Zahl c.

%g(xf—c)h,:i —c (95)

Beweis:
lNE h, 2 2 h, Eh —1 Z h L N'=
_i l(x'._c)‘.__[i lxii_ci_li]__i lz‘.i__.c.

xhi—c=% —¢

[
|-
g

Diese Eigenschaft wird zur vereinfachten Berechnung des arithmetischen Mittels
angewendet. Fiir das Beispiel 3 ergibt sich dann mit ¢ = 32,5 folgendes vereinfachtes
Rechenschema:

Gr red'uzier!,e Hiufigk 3
mg 2 i R (my — ¢)hy
17,5 —15 2 — 30
22,6 —10 5 — 50
27,5 -5 18 — 90
32,5 0 32 )
37,5 + 5 35 +175
42,5 +10 20 -+200
47,5 +15 8 +120
n n
Th; = 120 X (my — )by =325
i=1 i=1
= A=
7 == (% — 32,6)h; + 32,5 = 35,21
NEY
3. Eigenschaft

stanten Zahl ¢, so multipliziert sich auch das arithmetische Mittel mit dieser

Multipliziert man die zu mittelnden Beobachtungswerte z; mit derselben kon-
Zahl c.

—I—N_Z”:lc-x,»h,-=c-:'c (96)
&
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Beweis:

n
%Elmmh‘:—l-v sz,h,_c —Zz‘h =c.z
= i=

4. Eigenschaft

Dividiert (multipliziert) man alle Hiufigkeiten mit derselben konstanten Zahl c,
so éndert sich das arithmetische Mittel nicht.

n "
o
i= s
§ 07)
i=1°
Beweis:
n
Xre = = Nwghg Z’-‘c’k "
=1 € _ € in —izx‘h g
=it =1 i =
ﬁ A = 2"'."4 2l ¥E
i=10 i=1 i=1
5. Eigenschatt
Das arithmetische Mittel besitzt die quadratische Mini i haft, das heifit,
die Summe der Quadrate der Abstinde aller Beobachtungswerte vom arith-
metischen Mittel ist kleiner als der Abstand von irgendeinem anderen Wert.

3 (5 — 3)*h; = Minimun (98)
&

Beweis:

Man geht aus von
n
S(k) = _Zl(% — k)*h;
=

und untersucht, fiir welchen Wert von k die Funktion S ein Minimum hat (Extrem-
aufgabe). Die Losung ergibt sich, indem die Funktion S nach & differenziert und die
erste Ableitung gleich Null g wird.

k)
g =288 _ 4 g(x, — Bk =

o o — it =
p: (—17‘3?; i =

n

= F 205 — Bhi(—1) = — 2 3(a, — Wik,
i=1 =1
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Aus 8’ (k) = 0 folgt

n
—2 3w — k)b =0
=1
" n
Sk — & $hi =0
=1 i=1
Daehy
b= izl
ki
i
k=L Fan
—Fiqx' i

das heiBt, fir ¥ = % nimmt die Funktion S einen Extremwert an. Die Art des Ex-
tremums wird an Hand der 2. Ableitung untersucht.

S =-— 2';"‘(% — bk,

) = —2 3 (— 1) by
i=1
S (k) = 2N

Da stets N > 0, folgt hieraus fir die 2. Ableitung 8" > 0. Dies stellt aber die Be-
dingung fiir ein Minimum dar. Die Ausgangsfunktion § hat daher an der Stelle

k=%

ein Minimum.

6. Eigenschaft

Das arithmetische Mittel einer Gesamtmasse ist gleich dem gewogenen arith-
metischen Mittel der gemittelten Teilmassen, wobei die Zahl der Elemente
(genannt ,,Umfang*) dieser Teilmassen die Gewichte (Haufigkeiten) darstellt.

(99)

Beweis:
m _ 1 m
1. Teilmasse: Umfang Ny = Yk = Yahy
st 141
n

2. Teilmasse: Umfang N, = ih,«; %y 1 > xhy
=+l

Nﬂ i=m+1
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n _ 1
Gesamtmasse: Umfang N = Y k;; T =5 Xk
=1 =1
[1 Sahe| - +[1 Sk - W,
= . fromensd X4 . — @, .
TN+ % Ny A= i:| i PR ‘] 1=
N, + N, N, + N,
n » n
leehﬁle‘h.v Dok,
T i=m+: = $= . T
==y — =555 .gl:c,h, z
AUFGABEN
178. Es ist das aritt ische Mittel aus fol den Zahlen zu b h
a) a | 3| 4|78 |
|l 1] 3] 5] 2
b) - @ | 253 | 268 | 260 | 260 | 273 | 264

b | || w] s8] 5] 1

179. Die Planerfiillung fiir die sieben Betriebe einer VVB betrug
Betrieb A 1059, bei einem Plan in Hohe von 1000000 MDN
Betrieb B 1019, bei einem Plan in Hohe von 5000000 MDN
Betrieb C  108%, bei einem Plan in Hohe von 2500000 MDN
Betrieb D 98%, bei einem Plan in Hohe von 3000000 MDN
Betrieb E 1029, bei einem Plan in Hohe von 1000000 MDN
Betrieb ' 929, bei einem Plan in Héhe von 2000000 MDN
Betrieb G 1109, bei einem Plan in Hohe von 4000000 MDN.

Wie hoch war die durchschnittliche Planerfiillung der VVB?

4.2.2.2, Das geometrische Mittel

Das einfache geometrische Mittel

Allgemein wird das einfache geometrische Mittel aus den n Beobachtungswerten
@y, Ty, ..., T, Wie folgt definiert:

(100a)

(100b)

Es muB dabei vorausgesetzt werden, daB simtliche Beobachtungswerte positiv sind,
dasheiBt z; >0 (1 =1,2,3,...,n).
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Fiir die Berechnung dieses Mittels verwendet man die Logarithmenrechnung.

Nach dem Logarithmieren der beiden Seiten in (100b) und anschlieBender Umfor-
mung ergibt sich das sogenannte logarithmische Mittel

:
gi=L Ylga (101)
" =1

Der Logarithmus des geometrischen Mittels ist gleich dem arithmetischen Mittel
der Logarithmen aller zu mittelnden MeBwerte.
Das gewogene geometrische Mittel

Auch bei dem geometrischen Mittel gibt es eine gewogene Form, die jedoch in der
Praxis wenig benutzt wird. Sie lautet

N n
g=]/TIa% mit N=YXh

i=1 i=1

oder in logarithmischer Form

ki lg @

=1

z]»—

Die praktische Anwend des g trischen Mittels

Das geometrische Mittel wird vor allem in der 6konomischen Statistik angewendet.
Dort dient es zur Berechnung des durchsehnittlichen Wachstumstempos oder der
durchschnittlichen Zuwachsrate von zeitlichen Entwicklungen. Unter dem durch-
schnittlichen Wachstumstempo bzw. der durchschnittlichen Zuwachsrate versteht
man die durchschnittliche prozentuale Entwicklung, das heiBt auf wieviel Prozent
(Wachstumstempo) bzw. um wieviel Prozent (Zuwachsrate) sich die untersuchte
Erscheinung von Zeitraum zu Zeitraum verdndert. Die Verwendung des arith-
metischen Mittels wiirde in diesem Falle zu einem falschen Ergebnis fiihren.

BEISPIELE

1. In der Mont ilung eines Maschinenbaubetriebes ickelte sich die Montagelei
von 1960 bis 1966 wie folgt.

1960---1961 Steigerung auf 1029, der Vorjahresleistung
1961---1962 Steigerung auf 104%, der Vorjahresleistung
1962---1963 Steigerung auf 1039, der Vorjahresleistung
1963..-1964 Steigerung auf 1069, der Vorjahresleistung
1964...1965 Steigerung auf 106%, der Vorjahresleistung
1965---1966 Steigerung auf 1109, der Vorjahresleistung.

Wie groB ist das durchschnittliche jéhrliche Wach ?
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Loésung: Da das durchschni jéhrliche Wact po aus einer Entwick-
lung zu berechnen ist, muB die Formel (100a) herangezogen werden. Dabei ist zu beachten,
daB — unabhiingig davon, ob nach dem Wach oder der Zuwachsrat agh ist —
die Prozentzahlen sbeta in Form der ,,f ung auf« dsoviel Prozent ang t werden

hreibt man anstell hlen 1029, 104%,... die

der P;

miissen. Da 1009, = m,

entsprechenden Zahlenwerte 1,02; 1,04; ....

$ = 1,02-1,04. 1,08 1,06 - 1,06 - 1,10
Daraus folgt nach (101)

1
lg# = & (g 1,02 +1g 1,04 +1g 1,03 + 21 1,06 + Ig 1,10)

% = 1,0514.

Das durch ittliche jihrliche Wack betriigt 105,14%, das entspricht einer durch-
schnittlichen jihrlichen Zuwachsrate von 5, 14% Die Montageleistung stieg also im Durch-
schnitt pro Jahr auf 105,149, bzw. um 5,14%,.
Liegt anstatt einer prozentualen Entwicklung eine absolute Entwicklung vor, so ist
es bei der Berechnung des Wachstumstempos nicht erforderlich, erst auf die prozen-
tuale Entwicklung umzurechnen und dann die Formel (100a) anzuwenden. Es
kann vielmehr sofort aus der gegebenen absoluten Entwicklung die durchschnittliche
prozentuale Steigerung ermittelt werden, wie folgendes Beispiel zeigt.
2. In einer W hinenfabrik werden besti Maschinen fiir den Export hergestellt.
Die Exporcheferungen entwickelten sich in den letzten 5 Jahren wie folgt:

1962 20000 Stiick
1963 20200 Stiick
1964 21008 Stiick

1965
1966

22058 Stiick
23161 Stiick.

h

+

Es ist die durch

Losung: Bei Verwendung der Formel (100a) mufl

hnittliche jih:

Jich

7
Zu

zu

iichst eine U:

in die relative Entwicklung vorgenommen werden,

1962---

1963 -

1964 -+

1965

wobei aber fiir die weitere R

@ )

1963 20200 1,01
20000 —
21008
1964 50200 = 1,04
1965 22008 1,05
21008 ~
23161
1966 220858 = 1,05,
h nur die Q

b ht werden. Es ergibt sich dann

200 21008 22058 23161

20000 20200 21008 22058"

R
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Nach dem Kiirzen im Radikanden verbleibt unter dem W nur der Quotient aus
der Stiickzahl des letzten Jahres (1966) und der Stiickzahl des 1. Jahres (1962)

4 j—
fii1) F 23161
20000

2 = 1,0374.

Die durchschnittliche jihrliche Zuwachsrate betriigt also 3,74%.

Bezeichnet man allgemein die absoluten Entwicklungszahlen mit @, @, ..., %,, S0
148t sich die Formel fiir das durchschnittliche Wachstumstempo wie folgt darstellen:

n—-1 —

Ty
= —=.1009 102
"= . 100% (102)

Da in (102) der Radikand das Verhéltnis Endglied zu Anfangsglied ausdriickt, kann
diese Formel auch in den Fillen angewendet werden, wo die prozentuale Entwick-
lung iiber einen groBeren Zeitraum gegeben ist, wie das folgende Beispiel zeigt.

3. Die Produktion von Wechsel toren stieg in der DDR von 1959 bis 1963 um 53,49%,.

‘Wie groB ist die durchschnittliche jihrliche Zi h

Losung: Es liegt hier eine Gesamtsteigerung auf 153,49, vor, das heiBt, der Quotient aus
Endglied und Anfangsglied der absoluten Entwicklung betriigt 1,634, also

B 1,55,
z
Wird dieser Wert in Formel (102) eingesetzt, so ergibt sich

4
¥1,534 . 100%,

W=
W = 111,20%,
das spricht einer durchschnittlichen jéhrlichen Zuwachsrate von 11,29%,.
AUFGABEN
180. Es ist das trische Mittel aus folgenden Zahlen zu berechnen
a) 1, 3, 4, 17, 2, 10
b) 3, 2, 6 10, 13, 5
‘u,-|3|4l7|8|11

¥ YRR
181. Die ind ielle Produktion an Roheisen stieg in der DDR von 1955 bis 1963 um 41,8%.
Man berechne das durchschnittliche jihrliche Wachstumstempo.
182. In der DDR wurden im Jahre 1958 38422 Stiick PKW und
im Jahre 1963 84290 Stiick PKW produziert.
Wie gro8 ist die durchschnittliche jihrliche Zuwachsrate?
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183. Die Produktion eines Industriebetriebes stieg in der Zeit von 1960 bis 1965 wie folgt:

1960---1961 Steigerung um 5%
1961.--1962 Steigerung um 39,
1962.--1963 Steigerung um 7%
1963---1964 Steigerung um 9%,
1964---1965 Steigerung um 13%,.

a) Wie hoch ist die durchschnittliche jiihrliche Zuwachsrate fiir diesen Zeitraum?
b) Wie hoch ist die Produktion im Jahre 1965, wenn 1960 15000 kg produziert wurden?

4.2.2.3. Das quadratische Mittel

Das quadratische Mittel hat als selbstédndiger Mittelwert keine praktische Bedeutung.
Die Berechnungsformel bildet jedoch die Grundlage fiir dxe quadmtwclw Streuung, die
auch als mittlere quadratische Abweichung oder Standard; ichnet wird.
Das einfache quadratische Mittel aus den n Beobachtungswerten @y, By, ..., T Wird
wie folgt definiert:

Q=|Atshtta (103a)
/ = .

oder unter Verwendung des Summenzeichens:

—1/1 & .
Q= VT 21 =} (103b)

Das gewogene quadratische Mittel hat dann die Form

2 i 2
0= ”21_—"1“"”“; b,y =ﬁl hi (1042)
I 2

oder
1 x n
Q= |7 Xath; N=3hk (104b)
N & =
BEISPIEL
Wie grof§ ist das quadratische Mittel aus den Zahlen
a) z: 2, 8 6 7, 10
b) @ | 2| 3] 6| 7|10
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Losung:
a) Q=V%(2ﬂ+3*+62+7=+102)
Q = 6,2929 °
1
b) Q=l/ﬁ(2*~2+3“-4+6’~3+7’-5+105-1)
Q = 5,7562
4.2.24 Das har ische Mittel

Bei bestimmten Untersuchungen in der konomischen Statistik wird das harmonische
Mittel angewendet. Dieser Mittelwert ist der Reziprokwert des arithmetischen Mittels

der reziproken Einzelwerte und wird allgemein definiert durch:

oder

und

oder

BEISPIELE

1. Wie gro8 ist das harmonische Mittel aus den Zahlen

a)
b)

242 3, 4, 6, 8, 9
m | 3| 4| 6|8 |0
R EEE

n
SR TP S
£2 1 i Ty sty Tn
H= —% einfaches harmonisches Mittel
i=1 _;;
H— . & N=3h
L B L =
N o <
H=- T N=Yk gewogenes harmonisches
oy 9 =¥ Mittel
i=1 %@

(105a)

(105Db)

(106a)

(106b)



334 4. Math ische Grundl der Statistik

Lésung:
5
a) H=
1 1 1 1 1
stategtyty
H = 5,0704
b " 12
: — 2 L 3 1 1 4 L 2
R S i B
H = 5,2048
In der Statistik wird das h ische Mitte] dann ang det, wenn der Durchschnitt aus dem

Verhiiltnis zweier GréBen zu berechnen ist.

2. Auf zwei Webautomaten verschiedener Konstruktion wird ein und dasselbe Erzeugnis her-
gestellt. Der Automat A hat eine Leistung von 30 m/h, der Automat B eine Leistung von
50 m/h. Wie hoch ist die durchschnittliche Produktion pro Stunde, wenn auf der Maschine A
240 m und auf der Maschine B 400 m produziert wurden?

Lésung: el
Es ist der Durchschnitt aus den hiedlichen Leistungen (m/h) zu ermitteln, wobei die
produzierten Mengen () die Gewichte (k;) darstellen.
64
= > 1
35+ 240 + g5 - 400
H=40

Die durchschnittliche Leistung betréigt demnach 40 m/h.
Auf denselben Wert gelangt man durch folgende Uberlegung:

30 m/h entspricht bei 240 m einem Zeitaufwand von 8 Stunden,
50 m/h entspricht bei 400 m einem Zeitaufwand von 8 Stunden.

Zur He llung von insg 640 m Gewebe benotigt man dann mit diesen beiden Maschinen
16 Stunden, das bedeutet einen Durchschnitt von 640 m:16 h — 40 m/h.
3. Wie andert sich die Durchschnittslei; wenn bei gleicher Wek hwindigkeit wie in der

vorangehenden Aufgabe auf dem Automaten A 160m und auf dem Automaten B 300 m
hergestellt werden?

Lésung:
460
= 2 160 L 300
5190+ 55°
H = 40,588

Die durchschnittliche Leistung betrigt 40,59 m/h.
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AUFGABEN

184. Ein Kmftwaéen legt eine Strecke von 250 km zuriick. Davon fihit er 100 km mit einer Ge-
schwindigkeit von 50 km/h und 150 km mit einer Geschwindigkeit von 90 km/h. Wie hoch ist
die Durchschnittsgeschwindigkeit fiir die 250 km?

185. Man berechne das quadratische und das harmonische Mittel aus folgenden Zahlen

a) 1, 3 4 7, 2, 10
b) 3, 2, 6, 10, 13, 5
c) a; 3 4 7 8 11

l
n | 2] 1 ]3] 5] 2
d) @ 1 2 4|

| 3]s 7] ¢ |1

4.2.2.5. Der Zentralwert oder Median

Neben den bisher behandelten Mittelwerten — arithmetisches Mittel, geometrisches
Mittel, quadratisches Mittel, harmonisches Mittel —, bei denen die einzelnen MeBwerte
&y, Ty, ..., T, wertmiPig in die Berechnung des Mittels eingehen, gibt es noch die
Mittelwerte der Lage, bei denen nur die Stellung der einzelnen MeBwerte zueinander
von Bedeutung ist. Zu dieser Gruppe von Mittelwerten gehort der Zentralwert oder
Median, zu dessen Ermittlung die Beobachtungswerte der Urliste der GroBe nach zu
ordnen sind.

Fiir eine MeBreihe mit einer ungeraden Anzahl von Beobachtungswerten ist dann
der Median der mittelste Zahlenwert, dessen Ordnungszahl man nach der Formel

n+1 ’
= (107a)

(n Anzahl der MeBwerte) findet.

Fiir eine MeBreihe mit einer geraden Anzahl von Beobachtungswerten gibt es nicht
nur einen, sondern zwei mittlere Werte, deren Ordnungszahlen sich aus den Formeln

n n
5 und g1 (107b)

ergeben, wobei # wieder die Anzahl der MeBwerte angibt.

In diesem Falle legt man als Zentralwert das arithmetische Mittel aus diesen beiden
mittelsten Werten fest. Dariiber hinaus kann jedoch auch jeder beliebige Zahlen-
wert zwischen den beiden mittelsten Beobachtung ten einschlieBlich dieser selbst
als Median aufgefaBt werden, da alle diese Werte die gleiche mathematische Eigen-
schaft, die sogenannte lineare Minimumeigenschaft des Zentralwertes, besitzen
(vgl. Seite 338).
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BEISPIELE

1. Wie groB ist der Median fiir die MeBreihe des Beispiels 1 in 4.2.2.1. (Zugfestigkeit von Form-
stahl M 20)?

Lésung: Die MeBwerte werden der GréBe nach geordnet und anschlieBend durch Abziihlen
der bzw. die Zentralwerte ermittelt.

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.
36,9 371 37,56 384 385 389 39,3 39,8 41,2 428

Da es sich um eine gerade Anzahl von MeBwerten handelt, existieren zwei mittlere Elemente,
und zwar das

-;L-te Element: 5.Element: 38,5 =%,

und das
n &
(? + 1) -te Element: 6. Element: 38,9 = z,.

Im Falle einer gera.den Anzahl von MeBwerten ist es nun iiblich, nicht mit den beiden Zentral-
werten Z, und Z, zu arbeiten, sondern das arithmetische Mittel aus beiden anzusetzen:

F o+ E, 385+ 389
z - 2

Der Zentralwert betréigt 38,7 kp/mm?.

Die Berechnung des Zentralwertes aus gruppiertem Material zeigt das folgende Bei-
spiel.

2. Bei der Kontrolle der Durchmesser von 120 Wellen ergab sich nachstehende Haufigkeits-
tabelle fiir die in Mikr Ab vom NennmaB.

Gruppengrenzen Hiufigkeiten

in pm in Stiick
15,0-:-20,0 2
20,0-+-25,0 5
25,0---30,0 18
30,0---35,0 32
35,0---40,0 35
40,0---45,0 20
45,0---50,0 8

Es ist der Median dieser Verteilung zu berechnen.
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Losung: Die Ordnungszahl des Zentralwertes betragt 12'— = 60, das heiBt, der 60. MeBwert

entspricht dem Median?). Es wird jetzt durch Bildung der Kumulreihe ermittelt, in welche
Gruppe dieses 60. Element entfillt. Die Kumulreihe ergibt sich durch auflaufende Swmmie-
rung der Gruppenhiufigheiten.

Gruppengrenzen Hiufigkeiten Kumulreihe
in ym in Stiick in Stiick

15,0::-20,0 2 2
20,0-+25,0 5 7
25,0-:-30,0 18 25
30,0---35,0 32 57

[ 350--400 35 92
40,0---45,0 20 112
45,0---50,0 8 120

Das 60. Element liegt in der Gruppe 35,0 pm bis 40,0 um, da die Ordnungszahlen fiir die Ele-
mente dieser Gruppe von 58 bis 92 laufen. Als Naherungswert fiir % kann nun die Gruppen-
mitte angenommen werden, also

=31,

;!
o

Der Median betragt 37,5 wm.

Mit Hilfe einer linearen Interpolation kann jedoch ein verfeinerter Median gefunden
werden. Man setzt dabei — analog zum arithmetischen Mittel — voraus, daB sich
die einzelnen MeBwerte annahernd gleichméBig auf die Gruppen verteilen. Folgende
Gegeniiberstellung fiihrt dann auf die gesuchte Proportion.

Ordnungszahl des letzten 57 I 35,0 untere Gruppengrenze
Elementes der Vorgruppe 3 :L
SO—J |
Ordnungszahl des Zentralwertes (35,0 4 x) gesuchter Zentralwert
35 5,0
Ordnungszahl des letzten
Elementes der Hauptgruppe 92 40,0 obere Gruppengrenze

Die Proportion lautet
z:50=3:35
z = 0,43,

1) Bei gruppiertem Zahlenmaterial mit gerader Anzahl von Beobachtungswerten wird als Median
nur der MeBwert mit der Ord hl /2 beriick
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daraus folgt
%z =350+ 043
Z =3543.

Der verfeinerte Median betrigt 35,43 pm.

Der Zentralwert besitzt eine bestimmte mathematische Ej haft, die als lineare
Minimumeigenschaft bezeichnet wird. Man formuliert diese wie folgt:

Die Summe der absoluten Betrige der Abweichungen aller MeBwerte vom Median
ist kleiner als von irgendeinem anderen Wert.

Allgemein dargestellt

Tla—Elh< Sla— kb fira b (108)
= i=

Auf den Beweis dieser Eigenschaft soll im Rahmen dieses Lehrbuches verzichtet werden.

In der Praxis wird der Median dem arithmetischen Mittel dann vorg , wenn

a) bei gruppiertem Material die untere bzw. obere Grenze der beiden &uBersten
Gruppen fehlen (offene Fliigelgruppen),

b) unter den Beobachtungswerten einige extreme Werte auftreten, die das arith-
metische Mittel stark beeinflussen und zu einer fiktiven Gré8e machen wiirden,

c) sich wertméaBige Verinderungen der MeBwerte unterhalb und oberhalb des
Zentralwertes nicht auf den Mittelwert auswirken sollen.

AUFGABE

186. Bei der U hung von Textilf: ffen wurden die Pflanzenfaser Flachs und die Tier-
faser Wolle auf ihre ReiBllinge analysiert. Es ergaben sich fiir je 400 Versuche folgende
Hiufigkeitsverteilungen:

Flachs: ReiBlinge Anzahl der *Wolle: ReiBlinge Anzahl der

[Gruppenfasern] in km | Versuct [Gruppenf ]mkm Versuch
30...40 14 10...11 40
40--50 25 11-.-12 150
50---60 55 12---13 110
60---70 100 13::14 s
70-+-80 120 1415 20
80---90 7 15---16 5
90---100 16

Es ist der verfeinerte Median fiir beide Verteilungen zu berechnen.
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4.2.2.6. Der hiufigste Wert, das Dichtemittel oder der Modalwert

Auch der Modalwert ist bis zu einem gewissen Grade von den Einzelwerten unab-
hingig. Er ist definiert als derjenige Wert einer Menge von MeBwerten, der am hdufig-
sten auftritt. Daher findet man das Dichtemittel, indem man die Haufigkeit %; be-
trachtet und das zu der len Hiufigkeitszahl gehorende Einzelelement, abhest
Fiir Beispiel 2 in 4.2.2.1. (8. 321) ergibt sich dann aus der priméren Verteilungstafel
der Zahlenwert

D =53,

also ein Dichtemittel von 5,3 min.

Bei gruppiertem Zahlenmaterial kann — analog zum Median — eine verfeinerte
Berechnung mittels Interpolation vorgenommen werden. Statt angenihert die Mitte
der am stirksten besetzten Gruppe als D anzusetzen, werden dabei die Haufigkeiten
der beiden Nachbargruppen mit beriicksichtigt.

Die Berechnung wird an Beispiel 3 in 4.2.2.1. (S. 323) gezeigt.

Grupp Hiufiokei

in pm in Stiick
15,0---20,0 2
20,0-:-25,0 5
25,0-:-30,0 18
30,0---35,0 32
35,0---40,0 35
40,0---45,0 20
45,0---50,0 " 8

Ausgangspunkt ist die Gruppe mit der maximalen Héufigkeit hmax = 35. Der zu
berechnende Wert D liegt also zwischen 35,0 und 40,0. Als Naherungswert wiirde sich
ergeben =

D =315,

d. h. 37,5 pm, als Dichtemittel.
Zur verfeinerten Berechnung werden die Héufigkeiten der beiden Nachbargruppen
in die Betrachtung einbezogen. Bei symmetrischer Verteilung, z. B.

G' vy o Hﬂ' kei
in ym in Stiick
30,0---35,0 52
35,0---40,0 35

40,0---45,0 20
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wiirde das Dichtemittel tatsachlich auf die Gruppenmitte 37,5 um entfallen. Jede
Verianderung der Haufigkeiten der Vor- und Nachgruppe fiihrt jedoch zu einer Ver-
schiebung von D. Es mufl daher hier eine Gegeniiberstellung der Haufigkeiten und
der Gruppengrenzen vorgenommen werden, aus der sich die Proportion ableiten laBt.

Hiufigkeit 32—| ,—35,0 untere

der Vorgruppe : Gruppengrenze

Hiufigkeit . 35 (35,0 4 #) Dichtemittel

der Hauptgruppe

15 (5,0 — )

Haufigkeit 20 40,0 obere

der Nachgruppe Gruppengrenze
Die Proportion lautet Das Dichtemittel errechnet sich dem-

nach aus
z: (50 —wx)=3:15 D =350+ 083
z =0,83. l zu 35,83 pm.

Gruppen, die wie die oben erwihnte Hauptgruppe eine groBere Haufigkeit haben als
ihre Nachbargruppen, sollen kurz als ,Haufungsstellen“ bezeichnet werden (vgl.
,relatives Maximum® in der Differentialrechnung).

Es gibt auch MeBreihen mit mehreren Haufungsstellen. Fiir solche Reihen existieren
dann auch mehrere Dichtemittel. In diesem Fall charakterisiert das arithmetische
Mittel nicht die Gesamtreihe; seine Berechnung hat keinen Sinn. Es muB hier jeder
,,Gipfelbezirk® (mit je einer Haufungsstelle) gesondert betrachtet und seine Dichte-
mittel berechnet werden.

AUFGABE

187. Fiir das Zahlenmaterial der Aufgabe 186 in 4.2.2.5. ist der verfeinerte Modalwert zu bé-
rechnen.

4.2.2.7. Die GroBenbeziehungen zwischen den Mittelwerten

Zwischen dem arithmetischen, g trischen, quadratischen und har ischen Mittel
aus den n MeBwerten einer MeSreihe bestehen hestimmte GriSenbeziehungen.
Bezeichnet man den kleinsten MeBwert mit %y, den groBten MeBwert mit Zpax,
so gilt allgemein fiir verschiedene z; > 0 ( =1, 2, ..., n)

Tan < H<3<T< Q< Tpax (109a)
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und fiir gleiche z;, >0 (i =1,2,...,%)

P S — (109b)

Der Beweis dieser GroBenbeziehungen soll nur fiir eine] MeBreihe aus zwei Einzelwerten gefiihrt
werden. Der allgemeine Beweis fiir n Beobachtungswerte z,, s, ..., ¥, fiihrt iiber den Rahmen des
Lehrbuches hinaus, so daB darauf verzichtet wird.

Beweis:
a) Sind z, und @, zwei beliebige positive MeBwerte, so gilt
H<z

oder
2

T T <V .
LT )
Denn es ist
22,2,
2+ 2y
s34
# + 22,7, + 23 < e

datal < 2, 7y(2f + 22,703 + a3)
0 < zy7y(af — 22,7, + 23)

0 < 2,25(m; — @)%

< Yz %

Diese Ungleichung ist sowohl richtig fiir , > =, als auch fir , < %,, so daB damit
auch die Ausgangsbeziehung

H<#

richtig und bewiesen ist.
Sind beide MeBwerte gleich, also @, = ,, so wird (z; — @) = 0, das heilt, es ergibt
s 0 = 22, (%; — )%,
daraus folgt
H =gz,
b) Sind x; und x, zwei beliebige verschiedene MeBwerte, so gilt

z2<Q
oder

2+ 7 i + 23
2 <l/ 2 -
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Denn es ist

o} 2mm + 23 o} + 4

o time el ot @

4 2
2} + 22,2 + 45 < 247 + 223
0 < (2 — mp)™

by b
35 35
30 30
251 251
20 20

. X
75 15-
10 0

x

5 5 /,
n. " " n X
%omammwawmoﬁom%ﬁ ﬁomo&umswmowom%ﬁ
Bild 80 Bild 81

Diese Ungleichung ist sowohl richtig fiir 2, > =, als auch fiir #, < x,, so daB damit
auch die Ungleichung
zT<Q bewiesen ist.
Ist @, = x,, so wird die Ungleichung zu der Gleichung
0 = (%, — @)%
und somit Z = Q.
¢) Entsprechend laBt sich der Beweis fiir < Z fithren, so da8 durch die drei Teil-

beweise die Richtigkeit der Formeln (109a) und (109b) nachgewiesen ist.

Zusatz: die Ungleichung Z < @ gilt, fiir sich genommen, auch fiir MeBwerte z; < 0 (vgl. Defi-
nition von Q).

Zwischen dem arithmetischen Mittel, dem Median und dem Modalwert kénnen bei
eingipfligen Héufigkeitsverteilungen (Verteilung mit einer Haufungsstelle) folgende
GroBenbeziehungen bestehen :

z<z<D Z=%=D z>z>D.
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Welche dieser drei Bemehu.ngen bei gegebenem gruppiertem Zahlenmaterial auftritt,
héingt von der Art der Héunfigkeitsver ab. Die graphische Darstellung dieser
Haufigkeitsverteilung kann nun auf verschiedene Weise erfolgen.

Tragt man in einem rechtwinkligen Koordinatensystem auf der horizontalen Achse
(Abszissenachse) die Gruppengrenzen und auf der Ordinat hse die Haufigkeit
auf und zeichnet iiber jeder Gruppe ein Rechteck von der Hohe &; ein, so ergibt sich
ein sogenanntes Treppenpolygon oder Staffelbild.

Zeichnet man dagegen in das Koordinatensystem die Punkte P;(m;; k;) mit m; als
Gruppenmitten ein und verbindet sie geradlinig, so erhilt man ein sogenanntes
Hiutigkeitspolygon.

An Beispiel 3 in 4.2.2.1. (S.323) soll der Unterschied in der Darstellung veranschau-
licht werden (vgl. Bilder 80 und 81, S. 342).

hi
7N
X
+ + + + =
a1
Bild 82, Rechtssteile Verteilung
L
/ \
1 X X
x/ \x
R 2
o

Bild 83. Symmetrische Verteilung
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Die Lage der Mittelwerte %, Z und D hiingt nun von der Schiefheit der Verteilung ab.
Bei einer rechtssteilen Verteilung (rechtsseitige Asymmetrie) (Bild 82, S. 343), wic sie
im obigen Beispiel auftritt, gilt

z<Z<D,
bei einer symmetrischen Verteilung (Bild 83, S. 343)

B=%=D
und bei einer linkssteilen Verteilung (liniksseitige Asymmetrie) (Bild 84)

z>2%>D.

h

\
/L

Bitd 84. Linkssteile Verteilung

Diese Grofenbeziehungen folgen aus den verschiedenen Eigenschaften dieser Mittel,
und zwar beim

arithmetischen Mittel : Schwerpunktseigenschaft
Median: lineare Minimumeigenschaft

Dichtemittel : Mazimum der Hiufigkeitsverteilung.

AuBer der Darstellung in Form von Héufigkeitsverteilungen, aus der sich unmittelbar
die Anzahl der Beobachtungswerte innerhalb einer bestimmten Gruppe ablesen
1aBt, gibt es noch die Summenverteilung. Diese umfaBt die kumulierten Haufigkeiten,
wie sie zur Berechnung des Zentralwertes aus gruppiertem Material erforderlich sind.
Auf der Abszissenachse werden in diesem Falle die Gruppengrenzen, in Richtung der
Ordinatenachse diber den jeweiligen Gruppengrenzen die kumulierten Hiufigkeiten
aufgetragen. Es ergibt sich dann das Summenpolygon, das fiir obiges Beispiel die
aus Bild 85 ersichtliche Form hat.
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Bild 86 zeigt die S verteilung in skizzierter Darstell
Aus der Summenverteilung kann stets die Gesamtzahl der MeBwerte bis zu einer be-
stimmten Gruppe abgelesen werden.

100

50

r .
1 g J/
i ; ¥ o——
750 200 250 300 350 490 450 500_L e A
5 0 450 500y V1]
Bild 85 Bild 88

h

x—%

AUFGABEN
188. Bel Quahtatauberprufu.ngen werden in emem Gliihlampenwerk 400 Speziallampen einer
ie auf ihre B ht. Dabei ergibt sich folgende
Huuﬁgkaltstabelle .
Brennd Hiiufigkei Breniid Hiufigkei
in Stunden in Stiick in Stunden in Stiick
0. 50 5 250---300 120
50---100 10 300--350 110
100---150 8 350:--400 50
150---200 26 400---450 8
200---250 60 450---500 3

Es sollen folgende Teilaufgaben gelost werden:

a) Berech des arith ischen Mittels z,
b) Berechmmg des Zentnlwertes z,
¢) Berechnung des D Is D,

d) hische D llung der Haufigkeits- und S verteilung.




346 4. Math ische Grundl der Statistik

189, Die Transportleistung stieg in der DDR von 1956 mit 3194 Mio tkm auf 6201 Mio tkm im
Jahre 1963. Wie hoch war die durchschnittliche jihrliche Zuwachsrate?

190. Bei einer Priifungsarbeit ergeben sich in 4 Semi uppen folgende Durchsch

Seminar A, A, A, Ay

Durchschnitts- 2,51 2,23 2,81 2,79
note

Zahl der Schiiler 25 23 28 20

Man berechne den G durchschnitt fiir saimtliche vier Seminargruppen.

191. Die Produktion von Elekt; gi gung ickelte sich in der DDR wie folgt:

Jahr | 1958 1 1959 | 1960 | 1961 l 1962 | 1963

Produktion | 34874 47450

in GWh

37248 ’ 40305 42515 ' 45063

a) Wie hoch war die jihrliche Durchschnittsproduktion fiir diesen Zeitraum?
b) Welches durchschnittliche jahrliche Wachstumstempo ergab sich?
¢) Wie hoch war die durchschnittliche jihrliche absolute Zunahme?

192. Bei der Us hung der Streckg: o5 von Manganvergiitungsstahl 30 Mn 5 ergaben sich
folgende MeBwerte in kp/mm?:

442 485 47,8 540 495 474 451 484 47,1 548
46,9 52,6 432 48,3 47,6 48,1 448 51,9 49,9 42,4
437 51,3 485 46,2 46,0 46,7 51,6 453 538 55,0
48,2 42,8 47,9 450 47,3 44,0 445 47,1 488 478
50,6 53,1 43,8 454 44,1 49,1 46,9 47,5 50,0 48,3

a) Es ist aus diesem Urmaterial (Urliste) zu berect
aa) das arithmetische Mittel,
ab) der Median.

b) Es ist die Haufigkeitstabell f: llen, indem G: ‘; mit einer Gruppenbreite von
1 kp/mm?, ausgehend von der unteren Grenze 42,0 kp/mm?, gebildet werden. AnschlieBend
ist aus diesem gruppierten Material

ba) das arithmetische Mittel,
bb) der Median zu ermitteln.
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4.3. Die statistische Strenung
43.1. Die Bedeutung der Streuung und ihre Arten
Es geniigt im allgemeinen nicht, MeBreihen durch die Mittelwerte allein zu charak-

terisieren und zu beschreiben, da zwei MeBreihen aus verschiedenen Beobachtungs-
werten z. B. ein und dasselbe arithmetische Mittel besitzen konnen.

1. MeBreihe (z): 1 4 8 13 18 =
2. MeBreihe (y): 5 6 8 11 14 7 =88.

Ein Vergleich beider Reihen zeigt, daB zwar & = ¥ ist, daB sich jedoch die empiri-
schen Werte beider MeBreihen durch die Lage zu dem betreffenden Mittelwert
unterscheiden. Diese Ausbreitung der Beobachtungswerte um einen feststehenden
Wert nennt man die Strenung, zu deren Berechnung verschiedene Streuungsmage zur
Verfiigung stehen. Die in der Praxis am hiufigsten benutzten Streuungsmafe sind

1. die Variationsbreite (Spannweite) R,

2. die durchschnittliche Abweich (lineare Streuung) d,

3. die mittlere Abweichung (mittlere quadratische Abweichung, quadratische Streu-
ung, Standardabweichung) .

4.3.2. Die fiir die Praxis wichtigsten Str 8
4.3.2.1. Die Variationsbreite
Das am einfachsten zu berechnende Streu B ist die Variationshreite oder

Spannweite R. Sie ist definiert als Differenz zwischen dem grépten und dem kleinsten
Beobachtungswert einer Mefreihe: y

Fiir die beiden MeBreihen (z;) und (y;) sind die Spannweiten

R =18 —1=17
Ry,=14—5= 9.

Da die Spannweite nur zwei MeBwerte einer Reihe beriicksichtigh und die Ver-
teilung aller iibrigen Werte unberiicksichtigt laBt, kann dieses Streuungsmall nur
bei Beobachtungsreihen von geringem Umfang angewendet werden. Je grofer die
Anzahl der MeBwerte wird, um so weniger ist R als Streuungsma8 geeignet.
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4.3.2.2, Die durchschnittliche Abweichung

Die durchschnittliche Abweichung oder lineare Streuung d wird definiert durch

d=ii|x.~—M|h.-; N=ﬁ:h.- (111a)
NS =1

Die durchschnittliche Abweichung oder lineare Streuung d ist das gewogene
arithmetische Mittel aus den absoluten Betrigen der Abweichungen der Einzel-
werte von einem feststehenden typischen Wert M der MeBreihe. Dabei wird fiir
M entweder der Median # oder das arithmetische Mittel Z angesetzt.

Firh; =1 (i =1,2,..., n) geht die Formel (111a) iiber in

d=i£‘.|wa—MI (111b)
%

g

N

Liegt gruppiertes Material in Form einer Haufigkeitstabelle vor, so werden an Stelle
der unbekannten Einzelwerte z; die Gruppenmitten m; angesetzt

1 n n
d==Y|mi— M|k N =Yk, (111c)
NS &
BEISPIELE
1. Die durchschnittliche Abweichung vom Median fiir die beiden MeBreihen (z;) und (y;) ergibt.
sich nach Formel (111b):
1
MeBreihe (z): dy = — (|1 — 8] + |4 — 8| + |8 — 8] + |13 — 8| + |18 — 8))
d, = 5,2.

1
MeBreihe (y;): d2=F(|5—8| +16—8| + |8 — 8| + |11 — 8i 4 |14 — 8])
dy=28.

Aus d, > d, folgt, daB die Elemente der zweiten Beobachtungsreihe enger um den Mittel-
wert, 8 liegen als die Elemente der MeBreihe (z;).

2. Esist fiir Beispiel 2, S. 321 (in 4.2.2.1.) die durchschnittliche Abweichung vom Median zu
berechnen.

Losung: Die primire Verteilungstafel lautet

o [ | Re N
148 1 55 1
49 3 5.8 "
52 2 6.1 2
53 6 6.2 1
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Berechnung des Zentralwertes:

Die Ord: hlen der beiden mittel Elemente sind

2_10 uwnd —4+1=11
2= un '2'+—,

so daB sich ergibt
z, =53 T, =53 z=253.

Die durchschnittliche Abweichung errechnet sich dann nach der Formel (111a)
d=033,

das heiBt, die durchschnittliche Abweichung der Einzelwerte vom Median betriigt 0,33 Mi-
nuten.

Dieses Streuungsmaf findet jedoch in der Technik bei der statistischen Qualitits-
kontrolle und anderen speziellen Priifverfahren zur Uberwachung und Verbesserung
der Produktion keine Anwendung. Man benutzt es lediglich bei der Untersuchung
sozial-6konomischer Erscheinungen, wenn es um eine einfache und schnelle Berech-
nung der Streuung fiir Vergleichszwecke geht.

4.3.2.3. Die mittlere Abweichung

Die mittlere Abweichung s, auch mittlere quadratische Abweichung, quadratische
Streuung oder Standardahweichung genannt, ist das in der mathematischen Statistik
gebriuchlichste StreuungsmaB. Fiir eine MeBreihe aus n Beobachtungswerten z,,
2y, ..., ¥, wird die mittlere Abweichung definiert durch

2

[ 1 —
s:VN__lzZ(x,-;x)zh.-; N=

1=

> ki (112a)

=g

1

wobei s stets auf das arithmetische Mittel Z bezogen wird. Fiirh; = 1(: =1,2,...,n)
geht die Formel (112a) iiber in

(112h)

T s

Liegt gruppiertes Material in Form einer Héufigkeitstabelle vor, so werden an Stelle

der unbekannten Einzelwerte 2; wiederum die Grupp m; ang;

L S m—@rhs N =Yk (112¢)
==

v
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Im Nenner der Formeln (112a, b, ¢) steht die um eins verminderte Gesamtzahl der

MeBwerte. N — 1 bzw. n — 1 stellt hier die Anzahl der voneinander unab!

Beoba,chtungswer\;e dar. Man sagt in diesem Falle, daB die Zahl der Frelhextsgmde
— 1 bzw. n — 1 betrigt.

Fiir die beiden MeBreihen

=388
=838

L (@):1 4 8 13 18
2 ():5 6 8 11 14

<oy

ergeben sich nach Formel (112b) folgende mittlere Abweichungen :

1. MeBreihe

5= l/-i—[(l —8,8)2 -+ (4 —8,8)2+ (8 —8,8):+ (13 —8,8)2+ (18 — 8,8)2].

Nach der Subtraktion und dem anschlieBenden Potenzieren ergibt sich dann

8= l/-i— (60,84 + 23,04 + 0,64 + 17,64 + 84,64).

Die mittlere quadratische Abweichung fiir die erste MeBreihe betrigt somit
8, = 6,8338,

2. MeBreihe

s§= Vé [(5—8,38)2+ (6 —8,8)+ (8 —8,8)>+ (11 — 8,8)2+ (14 — 8,8)].

Nach der Zusammenfassung des Radikanden und anschlieBendem Radizieren ergibt
sich fiir die mittlere quadratische Abweichung der zweiten MeBreihe
8, = 3,7013.

In der sozial-Gkonomischen Statistik wird die Standardabweichung oft mit o be-
zeichnet und ‘wie folgt definiert:

1 5 il
o= VT;;; (z; — )%k

n:r=l/l 5 Y (z — Z)?,

wobei die Uberlegungen iiber die Zahl der Frelheltsgmde keine Beruckslchtlgung
finden. Diese beiden Formeln entsprechen dem in 4.2.2.3. behandelten quadratischen
Mittel Q.

bzw.
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BEISPIEL
Es ist fiir Beispiel 2, 8. 321 (in 4.2.2.1.) die mittl Al
iﬁsung: Arithmetisches Mittel # = 5,44;

5= ms 5441+ (49 — 5,44) .3 4o + (6,2 — 5,44)2- 1]

1
8= l/l—é - 3,4880

8 = 0,42847.

h

Die mittlere Abweick der Bearbei it vom aritk i Mittel betrigt je Erzeugnis
0,428 Minuten.

Da das arithmetische Mittel Z meist eine gebrochene Zahl ist, gestaltet sich die Be-
rechnung der Standardabweichung sehr umsténdlich. Ein Runden von & vor der
Differenzenbildung und vor dem Quadrieren wiirde zu Fehlern fithren. Man kann in
diesem Falle die bei dem arithmetischen Mittel behandelten mathematischen Eigen-
schaften zur vereinfachten Berechnung der Streuung s anwenden, indem man die
Abweichungen nicht von %, sondern von einem giinstigeren Wert & bildet. Die ver-
einfachte Berechnungsformel fiir s? ergibt sich dann wie folgt (vgl. FuSnoten 1 und 2):

1 X = 1 2 -
(I =g ,».Zl(m" — P =5 — E[(z; — k) + (b — 2)Ph =
=¥ 1_ 7 [Zm— k)2hi 4 2 X (5 — k) (B — Z) ki + X (k — %)%k
Nach Anwendung der Rechenregeln fiir dag Sum ichen geht Formel (I) tber
in
(IT) = 1_ 7 [X (@i — k)2hi — 2 — k) Lz — k) s + (k — %)2 Thi.

Wendet man nun auf das mittlere Glied die Beziehung (95)
@—k =% S~k

an und setzt im letzten Glied
F=g Lok uwd Th=N,

1) Fiir das Quadrat der mittleren Abweichung findet sich in der Statistik auch die Bezeichnung
Varianz

2) Bei den folgenden Ableitungen werden bei dem Summenzeichen die unteren und oberen
Grenzen weggelassen 4
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so ergibt sich

) ot = o S e — Bh = 5 B0 b Sle— B b+

e dsa -

=N;_l{z(z,_k)zh - CREY Y U k—Vm.h]}

= ¥ [T 0t = SIS — DAE+ RSk — Suhl) =

= 57 { S — Bk — (S — B AR+ 5[ — bl =
W = {(z-—k)zﬁ-—l[wz.—k)hd]ﬂ}

| i~ §Z@
oder

82=2(§:’;)1hi_;\'{1[2(zi2\_’ Iif)hi}2 (113a)

Fiir Formel (113a) kann auch geschrieben werden

N

s’=s{.—r_l~5§. (113Db)

wobei definiert ist

st: Varianz, bezogen auf die Konstante %,
%;: arithmetisches Mittel aus den um % reduzierten Einzelwerten.

Aus Formel (113a) folgt fiir MeBreihen mit geringem Umfang, indem %k =0 gesetzt
wird :

_ Xaih; ¥ (114)
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Fiir das obige Beispiel ergibt sich dann folgende vereinfachte Berechnung der
Streuung:

k=53
(=08 14+ (—04):3+(—01)-24+0.64+02-1+05-4+08-2+09-1
= 20
T = 0,14; 7} = 0,0196
r o (ZOBF 1 (0434 (0P 24026+ 02 +0,5°-4 40,82 +09-1
L 19
. 388
KT
. 3,88  20.0,0196
2= - —
19 19
o 1/3488
AT
s =0,42847.

Bei gruppiertem Zahlenmaterial sind in der Formel (113a) die Werte 2; durch die
Gruppenmitten m; zu ersetzen. ;

Zum Vergleich von Streuungen verschiedener MeBreihen ist es erforderlich, das
StreuungsmaB s nicht absolut, sondern bezogen auf das arithmetische Mittel der
betreffenden MeBreihe auszudriicken. Dieses relative StrenungsmaB, das als Variations-
koeflizient oder Variabilititskoeffizient bezeichnet wird, gibt an, um wieviel Prozent
die MeBwerte im Durchschnitt vom Mittelwert abweichen. Der Variationskoeffizient
wird definiert durch

v :% . 1009 (115)

Fiir obiges Beispiel ergibt sich

042847 o
vt 100%,
v =7,88%.

AUFGABEN
193. Man berechne fiir das Zahl terial der Aufgabe 188, Seite 345,

a) die Standardabweichung s,
b) den Variationskoeffizienten v.
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194. Es ist unter Zugrundelegung der in Aufgabe 192, Seite 346, gefund Hiufigkeitstabell
zu berechnen

a) die Standardabweichung s,
b) der Variationskoeffizient .

195. Wie gro8 ist fiir das Zahlenmaterial der Aufgabe 190, Seite 346, die lineare Streuung um das
arithmetische Mittel?

'196. Man berechne aus der MeBreihe
4,5,8,11, 15
a) die Spannweite,
b) die durchschnittliche Streuung um den Median,
¢) die mittlere Abweichung.

44. Die Methode der kleinsten Quadrate

44.1. Die Entwicklungsrichtungen empirischer Zeitreihen

Unter einer Zeitreihe oder dynamischen Reihe versteht man die Entwicklung einer
okonomischen Erscheinung in der Zeit, das heiBt eine Aufeinanderfolge von empiri-
schen Werten, die einem bestimmten Zeitpunkt oder Zeitraum zugeordnet sind. In
jeder Zeitreihe kommt eine bestimmte Entwicklungsrichtung, die als Grundrichtung,
Entwicklungstendenz oder Trend!) der Reihe bezeichnet wird, zum Ausdruck. Die
Entwicklungstendenz ist bei den einzelnen Zeitreihen verschieden stark ausgepragt,
je nachdem, ob stérende Faktoren periodischer (Saisonejnfliisse) oder zufalliger Art
auf die zu untersuchende Entwicklung einwirken. Es werden in der Statistik sechs
verschiedene Grundrichtungen unterschieden :

1. progressiv steigend 2. geradlinig steigend 3. degressiv steigend

=)

4. progressiv fallend 5. geradlinig fallend 6. ‘degressiv fallend.

Die Begriffe ,,progressiv und ,,degressiv'‘ geben dabei die Art der Verinderung
der Entwicklungsrichtung an, die in den Bildern 87...92 skizziert ist.

Die Entwicklungsrichtungen, die sich bei den statistischen Zeitreihen nur in der
Tendenz durchsetzen, sind aus der Differentialrechnung bekannt, wo folgende Be-
ziehungen gelten:

progressiv steigend:  y' > 0; y'' >'0 konvexer Verlauf der Kurve
geradlinig steigend: y' > 0; y”’ =0 linearer Verlauf der Kurve
degressiv steigend:  y' > 0; y"” <0 konkaver Verlauf der Kurve
progressiv fallend:  y' < 0; 4" <0 konkaver Verlauf der Kurve
geradlinig fallend:  y' < 0; y"’' =0 [linearer Verlauf der Kurve
degressiv fallend: ¥y <0; ¥’ >0 Fkonvexer Verlauf der Kurve

g

1) Trend (engl.) Grundrich eines istisch erfaBten Verlaufe
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\
In 4.2.27. wurde ausgefilhrt, daB die graphische Darstellung der empirischen
Hinufigkeitsverteilung ein Treppen- bzw. Haufigkeitspolygon ergibt. Auch die Dar-
stellung von Zeitreihen liefert stets einen Polygonzug, da es sich hier um empirisches
Zahlenmaterial handelt, das als solches nicht in geschlossener analytischer Dar-

Y Yi Y

X X x
Y Y Y

X X X
Bilder 87---92

stellung zusammengefaBt werden kann. Fiir weitergehende Analysen ist es jedoch
erforderlich, die Gleichung einer Funktion bestimmten Typs zu finden, deren gra-
phische Darstellung den Polygonzug ersetzt. An diese Funktion, die den empirischen
Verlauf in seiner Grundrichtung widerspiegeln soll, miissen zwei Forderungen gestellt
werden.

a) Sie soll sich ,méglichst gut* an die statistischen Werte anp

b) sie soll jedoch nicht jede Schwankung des empirischen Materials berﬁcksi(;htigen,
gsondern die Tendenz, den Trend, innerhalb des zu untersuchenden Zeitraums
veranschaulichen.

Die Forderung b) bedeutet eine Abstraktion von den mehr oder weniger groBen zu-
falligen Schwankungen, denen eine jede dkonomische Erscheinung unterworfen ist.
Eine Funktion, die nach der Methode der kleinsten Quadrate (Methode der kleinsten
Quadratsumme) ermittelt wird, erfiillt beide Bedingungen. '
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4.4.2, Die Methode der kleinsten Quadrate zur Berechnung der Trendfunktion
4421,  Das Wesen der Methode der kleinsten Quadrate

Die Methode der kleinsten Quadrate wurde von dem deutschen Mathematiker GAUss
im Z thang mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Untersuchungen ent-
wickelt. Sie ist jedoch nicht nur auf das Gebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung be-
schrinkt, sondern kann auch auf die Analyse von Zeitreihen sowie allgemein zur
Berechnung von Niherungsfunktionen auf der Grundlage empirischen Zahlenmaterials
angewendet werden. Der Grundgedanke dieser Methode ist die Berechnung einer
Funktionsgleichung y = f(x) aus gegebenen statistischen Beobachtung: ten,
wobei fiir die Funktion f folgende Bedingung gelten muB:

Die Summe der Quadrate aller Abweichungen der einzelnen Funktionswerte
y; von den henden statistischen Werten s; soll ein Minimum ergeben?).

15

@ 8 =(ss —y)*+ (52 — ¥)* + -+ (82 — ¥»)* > min

8= i(&i — ¥:)? > min (116a)
i=1
1
oder
8= i [s: — f(z:)]* - min (116b)
i=1

Diese Summe (Abweichungsquadratsumme) ist eine Funktion. Die Forderung, sie
zu einem Minimum zu machen, wird als Gausssche Minimumbedingung bezeichnet.

4.4.2.2 Die allg ine Herleitung der Normalgleichungen fiir eine Niiherungs-
funktion m-ten Grades

Die Trendfunktion f ist eine Niherungsfunktion, die als ganze rationale Funktion
m-ten Grades angesetzt werden kann und deren Koeffizienten a; herechnet werden
miissen.

Die Gleichung einer ganzen rationalen Funktion m-ten Grades lautet allgemein:
f@) = ap + a2 + ay2® + - - apam.

Man ersetzt nun in (116b) die f(x;) durch die entsprechenden Terme a, + a,z; +

+ ag@} 4 -+ an2? und erhilt

Im 8= Z” (i — @ ;alx,» — @y} — -+ — 4,72 — min
i=1

1) Daher die Bezeichnung ,,Methode der kleinsten Quadrate* oder ,,Methode der klei
Quadratsumme**
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In dieser Funktionsgleichung sind bekannt

die statistischen Werte & (i=1,2..,mn
die Zeitwerte (Jahre o. &.) g2 (t=1,2,...,m)
und unbekannt die Koeffizienten a; (j=0,1,...,m)
der zu berechnenden Néherungsfunktion S.

Diese Koeffizienten, die so berechnet werden miissen, daB fiir sie die Funktions-
gleichung (IT) ihr Minimum annimmt, sind also die Variablen der Funktion. Daraus
folgt, daB das Minimum einer Funktion mit (m + 1) unabhéngigen Variablen
(@, @y, .., @) gefunden werden muB. Dazu sind die partiellen Ableitungen 1. Ord-
nung zu bilden und gleich Null zu setzen. Das ergibt ein Gleichungssystem; aus dem
die gesuchten Koeffizienten der Trendfunktion berechnet werden konnen. Die
Gleichungen dieses Systems werden als Normalgleick bezeich
Unter Beriicksichtigung der Regeln fiir das Rechnen mit dem Summenzeichen er-
gibt sich dann?)

"
1et.

a8

rrite T [— 2(8; — @g — @y %; — A2} — - — Aual)]
o8 ; :

(LIT) 20 = 3 [— 2%;(s; — @g — Q& — Ay} — - — am27Y)]
o8 22 i
0, = T [— 2ak(s; — ag — Oy % — AT’ — -+ — A 2]')]
o8 n 2 m
T 3 [— 2a (si — ag — @, % — A} —+o— A7)

Nach dem Nullsetzen der partiellen Ableitungen (III) und nach anschlieBender Um-
formung ergibt sich das System der Normalgleichungen:
Y =—an fa X+ a4, Y2} A+t g Dl
Soi =ao T+ 0 Taf + a5 Taf + -+ ap Tap (117)
Ysia} =a, Yo + ay Y} + ay Xl + -+ ay Lal'

Tep =aoTap + 0, Tt + 6y Taist o+ o Dalr.

!
Ads diesem Gleichungssystem konnen also, wie bereits dargelegt, die gesuchten Koeffi-
zienten a;(j =0,1,2,...,m) der Trendfunktion f: y =@y + @2 + 22+ e +apa™

1) In den folgenden Darstellungen wird auf die Angabe der S i ich
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nach den bekannten Methoden berechnet werden. Die dazu erforderlichen GroBen
ny X8, N&F, ... , N&a;
Za, Xaf, Xaf, ... , Xan
lassen sich aus dem statistischen Material besti

Auf die Beweisfithrung, da8 es sich hierbei tatsiichlich um das Minimum der Abweichungs-
quadratsumme handelt, soll im Rahmen dieses Lehrbuches verzichtet werden.

In der Regel kommt man in der statistischen Analyse der Zeitreihen mit ganzen
rationalen Funktionen 1. und 2. Grades aus. Im Falle einer linearen Grundtendenz
nimmt das Gleichungssystem zur Berechnung der Koeffizi der linearen Funk-
tion die Form

X8 =ay-m+a, Y

11
s = ay L + ay Yot e

an, und bei einer degressiven bzw. progressiven Tendenz zur Berechnung der Koef-
fizienten der quadratischen Funktion geht das System (117) iiber in

Tsi =ag-n + a; T x4 ag Yt
2% = ag Xu; + a, Yaf + ay Ya} (118b)
s} =ay Lot + ay ¥ af + ay Tt

Die praktische Berechnung soll an folgender Aufgabe veranschaulicht werden.

BEISPIEL )
Die Produktion von Wechsel: t verlief in der DDR von 1955 bis 1963 wie folgt:

Jahr |1955 1956 1957 1958 1959 1060 1961 1962 1963

1000 Stiick' 205 226 263 283 263 287 306 320 403

a) Wie lautet die Gleichung der Trendfunktion 1. Grades fiir diesen Zeitraum? .
b) Es sind der empirische Verlauf sowie die lineare Trendfunktion graphisch in einem Ko-
ordinatensystem darzustellen.

Losung: a) Das empirische Zahlenmaterial wird in Form einer Tabelle dargestellt, wobei
den Jahren zur vereinfachten Berechnung als Zeitwerte die Ordnungszahlen von 1 bis 9 gu-
geordnet werden. Aus dem-ersten Teil der Tabelle werden dann die erforderlichen GroBe

n Be Taws  Xew Xel,
die im Gleich (118a) enthal sind, ittelt.
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empirische Werte
Jahre Zeitwerte x; (1000 Stiick) 8%, z3
8
1955 i 205 205 1
1956 2 226 452 4
1957 3 263 789 9
1958 4 283 1132 16
1959 5 263 1315 25
1960 6 287 | 1722 36
1961 7 306 2142 49
1962 8 329 2632 64
1963 9 403 3627 81
n=9| Sa=4 s = 2565 S5 = 14016 Sat = 285

Die Normalgleichungen lauten dann

2565 = 9a, + 45a,

14016 = 45a, + 2854;.

Nach der Additionsmethode ergibt sich

@y = 185,75

a, = 19,85.

Die Gleichung der linearen Trendfunktion lautet dann

(IV) y =186,75 + 19,85z.

In der folgenden Tabelle werden die empirischen Werte den Funktionswerten (Trendwerten)
gegeniibergestellt (vgl. Bild 93).

5 205 | 226 | 263 | 283 | 263 | 287 | 306 | 320 | 403
% 206 | 225 | 245 | 265 | 285 | 305 | 325 | 345 | 364
di=s—yi| —1 | +1 | +18| +18 | —22 | —18 | —19 | —16 |+39

b) Vgl. Bild 93
ch Hilfe der Trendfunktion (IV) ist es nun méglich, Trendwerte, die iiber den untersuchten

zu

Der Niherungswert fiir das Jahr 1964 ergibt sich dann

durch Substitution des Zeltwer";es 2 = 10 in die Funktionsgleichung (IV)

1964: =10 y = 384000 Stiick.
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3204
3001
280
260

2401
2201 r

200 X
200

1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 X
7 2 3 4 5 6 7 '8 9
Bild 98

Die Niherungswerte fiir 1965 und 1966 betragen

1965: =11 y = 404000 Stiick
1966: x =12 y = 424000 Stiick.

Aus der Definition der Minimumbedingung folgt, daB die Methode der kleinsten
Quadrate ihrem Wesen nach ein arithmetisches Mittel, angewandt auf Zeitreihen,
darstellt. Nach den mathematischen Eigenschaften fiir das arithmetische Mittel
gelten die Bezichungen

(Va) 8 =¥ (¥; — 7)? = Minimum (quadratische Minimumeigen-
schaft)

(Vb) Y@ —z) =0 (Schwerpunktseigenschaft) .

Beide Bedingungen sind von der berechneten linearen Funktion erfiillt, denn (Va)
entspricht dem Ansatz

(VIa) 8= ¥(si — %:)? > min
und (Vb) der Gleichung
(VIb) (s —g) =0.
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4.4.2.3. Die vereinfachte Berechnung der Trendfunktion

Werden die Zeitwerte x; (i =1,2,..., n) so angesetzt, daB die Bedingung

Tath1 =0 (k=1,2,...,m) (119)

erfiillt igt, so reduziert sich das Gleichungssystem (118a) fiir eine lineare Funktion
auf -

Y8 =agen

120
Yo = 0 Yat W

und das System (118b) fiir eine quadratische Funktion auf

Y8 =ay-n+ayya}
Tsiw =a; 2k (120D)
Tsiaf = aXaf + a; Yaf

Diesen Ansatz erhilt man jedoch nur, wenn man der einen Halfte der Zeitabschnitte
positive und der anderen Hilfte negative x;-Werte zuordnet.

Dabei sind, gleiche Abstinde der z;-Werte vorausgesetzt, zwei Fille zu unterscheiden :

1. die Beobachtungsreihe umfaBt eine ungerade Anzahl von statistischen Werten,
2. die Beobachtungsreihe umfaBt einc gerade Anzahl von statistischen Werten.

Im Falle einer ungeraden Anzahl von si-Werten muB zuniichst das mittelste Glied
der Reihe nach dem Term - -|2_ i

(Ordnungszahl des Zentralwertes) bestimmt

werden, wobei n die Gesamtzahl der empirischen Werte darstellt. Dem mittelsten
Zeitabschnitt ordnet man dann den Zeitwert Null zu, die zeitlich friiheren Be-
obachtungsintervalle “erhalten —1, —2, —3, ... und die zeitlich spiteren +1,
+2, +3, ... im Ansatz.

Bei einer geraden Anzahl von s;-Werten miissen dagegen die beiden mittleren Glieder,

also das %-te und (% + 1)-te Zeitintervall, mit —1 und + 1 angesetzt werden,

wiihrend " den vorangehenden Zeitabschnitten die ungeraden negativen Zahlen
—3,—5,—7,... und den folgenden Zeitabschnitten die ungeraden positiven
Zahlen +3, 45, +7, ... zugeordnet werden. In beiden Fillen ist_dann die Be-
dingung (119) erfiillt.
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Zur Veranschaulichung der verkiirzten Trendberechnung greifen wir auf das Zahlen-
material des Beispiels in diesem Abschnitt zuriick.

Jahre Zeitwerte empirische Werte e o
G %
1955 —4 205 —820 16
1956 -3 226 —678 9
1957 -2 263 —526 4
1958 —1 283 —283 1
1959 =0 263 0 0
1960 +1 287 -+ 287 1
1961 +2 306 +- 612 4
1962 +3 329 -+ 987 9
1963 +4 403 + 1612 16
n=29 =0 38 = 2565 Y% = 1191 > =60
2565 = 9a,
1191 = 60a,
a, = 285 a, = 19,85

Die Naherungsfunktion lautet dann in analytischer Darstellung
(vII) = 285 + 19,85z.

Dabei ist zu beachten, daB die Funktion (VII) als Definitionsbereich fiir den Zeitraum von

1955 bis 1963 \
—4=Z2< 44 ‘

und die in 4.4.2.2. gefundene Funktion (IV) fiir den gleichen Zei den Definitionsbereict
+i1sz<+9

besitzt. Bei Beriicksichtigung dieses hiedlichen Definitionsbereiches ergeben sich fiir

beide Funkti die gleichen Funkti te.

y = 285 .19,85z
Jahre | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 | 1963

2 —4| —8| —2|—=1| o0 | +1|+2 | +3] +4
v 206 | 225 | 245 | 265 | 285 | 305 | 325 | 345 | 364

y = 185,75 + 19,852
Jahre | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959 | 1960 | 1961 | 1962 | 1963

z +1 | +2 | +3 | +4 | +5 | +6 [ +7 | +8 | +9
Y 206 | 225 | 245 | 265 | 285 | 305 | 325 | 345 | 364
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4.4.24. Der Grad der Anpassung der Trendfunktion an den empirischen Verlauf

Da die Trendfunktion einen dynamischen Mittelwert darstellt, kann man den Grad
der Anpassung an den empirischen Verlauf mittels der Formel fiir die mittlere
Abweichung (quadratische Streuung) messen (vgl. 8. 350). Dazu setzt man

Ty =8
und
z =y

und erhilt als Grad der absoluten Anpassung

(121)

Fiir die relative Streuung, fir den Grad der relativen Anpassung ergibt sich der
Variationskoeffizient

o

o=y 190% (122)

n

wobei als Bezugsbasis das arithmetische Mittel der statistischen Werte s;, also
§ = Y}8;:m, steht.
In dem Beispiel dieses Abschnittes betragen die absolute und die relative Anpassung

3596

o=|—5= 19,989; das sind 19,989 T Stck.
1 9
wnd o =229 1009, = 7,0137%.
AUFGABEN
197. Die Spareinlagen pro Kopf der Bevolkerung bei den Kreditinsti der DDR ickel
sich wie folgt:
Pro-Kopf-Betrag Pro-Kopf-Betrag

Jab in MDN Jalir in MDN
1952 111 1958 650
1953 140 1959 810
1954 206 1960 992
1955 276 1961 1151
1956 344 1962 1226

1957 515
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Man ermittle die Gleichung der Trendfunktion 2. Grades fiir diesen Zeitraum und berechne
den absoluten und relativen Grad der Anpassung der Trendfunktion an den empirischen
Verlauf.

198. Die folgende Tabelle zeigt die Entwicklung des Einzelhandelsumsatzes pro Kopf der Be-
vélkerung in der DDR von 1951 bis 1962.

'

Umsatz pro Kopf Umsatz pro Kopf
Jakie in MDN ST in MDN
1951 1170 1957 1990
1952 1370 1958 2200
1953 1510 1959 2430
1954 1650 1960 2610
1955 1760 1961 2780
1956 1840 1962 2760
Es ist
a) die Gleichung der li Trendfunktion fiir diesen Zei f llen und

b) der absolute und relative Grad der Anpassung der Trendfunktion an den empirischen
Verlauf zu berechnen.

199. Die industrielle Produktion an chemischen Apparaten, Pumpen und Kompressoren ent-
wickelte sich in der DDR wie folgt:

® Produktion

Jahe in Mill. MDN
1955 207,8
1958 3943
1960 585,8
1962 770,2
1963 8031

Man ermittle die lineare Néherungsfunktion, die dem Trend der durch obige statistische
Zahlen gegebenen empirischen Entwicklung entspricht, und interpoliere die fehlenden Werte.

4.5. Die lineare Regression und Korrelation

4.5.1. ' Die lineare Regression

4.5.1.1. Das Wesen und die Bedentung der Regression

In 4.2. und 4.3. wurden die MeBreihen jeweils nur in bezug auf ein meBbares Merk-
mal X untersucht. Zur Charakterisierung dienten dabei die aus den einzelnen Beob-

achtungswerten errechneten Mittelwerte und StreuungsmaBe; die graphische Dar-
stellung der Verteilung dieser MeBwerte erfolgte in Form eines Haufigkeits- und
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Summenpolygons. Bei vielen statistischen Untersuchungen liegen nun zwei MeBreihen
(¥;) und (y;) mit den Merkmalen X und Y vor, die daraufhin untersucht werden
sollen, ob zwischen ihnen eine bestimmte Abhiingigkeit besteht. Dabei werden in den
meisten Fillen keine eindeutigen funktionalen Zuordnungen existieren, sondern
zwischen den MeBwerten x; und y; wird ein sogenannter korrelativer') Zusammenhang
bestehen. Darunter versteht man den Zusammenhang zwischen zwei Variablen X
und Y, deren einzelne MeBwerte z; und y; bestimmten statistischen Gesetzen unter-
liegen. Zu jedem Wert der Variablen X gehoren dann verschiedene Werte von Y,
deren Verteilung jedoch durch X bedingt ist. Ebenso ist jedem Wert der Varia-
blen Y eine bestimmte Verteilung von X zugeordnet. Dieser korrelative Zusammen-
hang wird auch als stochastischer?) Zusammenhang bezeichnet. Die Untersuchung
dieser Beziehungen kann nun mit Hilfe der Regression?) erfolgen. Die Regressions-
gleichung, die nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet wird, ist dann die
analytische Darstellung der Zuordnung zwischen den beiden Variablen X und Y.

Im folgenden wollen wir uns auf lineare Regressionsgleichungen®) beschrénken.

4.5.1.2. Die Berechnung der linearen Regressionsgleichung

Die Berechnung der linearen Regressionsgleichung soll an folgender Aufgabe dar-
gestellt werden.

In einem metallurgischen Betrieb wird fiir Forschungszwecke an 25 Stahlstiben
gleicher Linge und gleichen Querschnitts, aber unterschiedlichen Kohlenstoffgehalts
die Zugfestigkeit og gemessen. Es ergeben sich folgende MeBwerte:

C-Gehalt (X) o8 () C-Gehalt (X) | om(Y) C-Gehalt (X) os(Y)

in % in kp/mm?® in % in kp/mm?® in 9% in kp/mm?*
0,10 35,8 0,15 38,7 0,25 47,3
0,30 52,2 0,55 78,3 0,70 92,9
0,15 40,0 0,60 82,2 0,55 75,8
0,60 84,9 0,20 41,1 0,65 86,0
0,70 88,5 0,40 61,0 0,70 92,3
0,20 43,4 0,40 62,5 0,40 65,0
0,50 72,1 0,25 50,1 0,65 88,8
0,20 44,5 0,60 80,0 0,30 55,1
0,30 56,8

Es ist die Abhéingigkeit der Zugfestigkeit vom Kohlenstoffgehalt zu untersuchen.
Zur Untersuchung des Zusammenhanges zwischen Zugfestigkeit und Kohlenstoff-
gehalt werden die in der Urliste ungeordneten Wertepaare (z;; ¥.) nach der unab-

1) korrelativ (lat.) einand hselseitig bedi d

%) gtochastisch (griech.) mutmaBlich; wird verwendet, wenn eine GroBe eine zweite beeinfluBt,
sie aber nicht ausschlieBlich bestimmt

3) Regression (lat.) Riickbildung

4) Von linearer Regression spricht man, wenn man den korrelativen Zusammenhang zwischen
X und Y durch eine Gerade darstellen kann
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hiingigen Variablen X (Kohlenstoffgehalt) geordnet und in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem als Punkte eingetragen (Bild 94).

% l Y | x I Y I x ' Y | X l Y
0,10 35,8 0,25 47,3 0,40 62,5 0,60 82,2
0,15 38,7 0,25 50,1 0,40 65,0 0,60 84,9
0,15 40,0 0,30 52,2 0,50 72,1 0,65 86,0
0,20 41,1 0,30 56,8 0,55 75,8 0,65 88,8
0,20 43,4 " 0,30 55,1 0,55 78,3 0,70 88,5
0,20 4.5 0,40 61,0 0,60 80,0 0,70 92,3

0,70 92,9
Y Es zeigt sich hier keine funktionale
Zuordnung zwischen X und ¥, da
%15 zu ein und demselben z-Wert

t mehrere y-Werte gehoren und so-

850+ % X mit eine Streuung bei der abhén-

[ gigen Variablen vorliegt. Aber

[ x trotz dieser Streuung kommt so-

x wohl in der Tabelle als auch in der

t x graphischen Darstellung eine be-

750 x stimmte GesetzméBigkeit zum Aus-
L druck, die darin besteht, daB mit
x wachsendem X auch ¥ zunimmt.

Mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate kann man nun eine
lineare Funktion mit der Funk-

650+ x tionsgleichung

X X

O F=ae+ax

bestimmen, die sich dem Punkte-
ssol 3 schwarm moglichst gut anpaBt.
! Diese Gerade wird als Regressions-
X oder Beziehungsgerade bezeichnet.
X R Nach dem Gaussschen Minimum-
o prinzip (116a) gilt
ot x M 8= % (y: — ¥)?*—>min?).

bzw.

x (ITD) 8 (ag; ay) = 3 (i~ 29— a3 %:)?
— min

T e o e P —
Q0 010 020 030 040 050 060 670 X 1) Die Summationsgrenzen werden weg-
Bild 04 gelassen
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mit y;: MeBwerte der abhiingigen Variablen (Zugfestigkeit in kp/mm’),
#;: MeBwerte der unabhéngigen Variablen (Kohlenstoffgehalt in %),
a,: unbekanntes Absolutglied der Regressionsgleichung,
a,: unbekannter Koeffizient der Regressxonsglelchu.ng, der den Anstieg der
Regressionsgeraden, also den Zuwachs von y je Einheit von z angxbt Dieser
Richtungsfaktor wird auch als Regressionskoeffizient bezeick

Nach dem partiellen Differenzieren des Funktionsterms S (a,; @,) nach @, und g, und
anschlieBendem Nullsetzen der Ableitungen ergeben sich folgende Normalgleichungen:

(IVa) Sy —ayn —ay xx; =0
(IVD) Yy — ag La — g xaf =0.
Dividiert man (IVa) durch #, so erhilt man

) 2y 2% _ 0

n i n
bzw.
(VIa) y—a,—ax=0
und nach a, aufgelost
(VIb) @y =Y — ;7.
Aus der Gleichung (IVb) folgt nach Substitution von (VIb)
Yy — [ — a@) Ly — oy Xaf =0
Yy —y Yai + 0% Y —a; Yt =0

/
und fiir @, (Regressionskoeffizient)

———%’;ﬁ”__xy%: . (123a)

Die lineare Regressionsgleichung (I) lautet dann

B SR ot ) Vi

S v T z) (124)
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Fiir die numerische Bestimmung des Regressionskoeffizienten a, ist es giinstiger,

diesen wie folgt umzuformen

_ X — 2 — )
Xz — =P

a

oder
— n XY — N DY
T aXed — (Zw)f

L%

(123b)

(123¢)

Fiir obiges Beispiel ergibt sich folgende Rechentabelle, in der zur Vereinfachung von
jedem 2;-Wert 0,40 und von jedem y;-Wert 70,0 subtrahiert wird.

x; Y; 2;— 0,40 | y; — 70,0 | (2;—0,40)(y;—70,0) | (2; —0,40)* | (y; — 70,0)* | =;y;
0,10 358 | —0,30 —34,2 10,260 0,0900 1169,64 3,580
0,15 | 40,0 | —0,25 | —30,0 7,500 0,0625 900,00 6,000
0,15 38,7 —0,25 —31,3 7,825 0,0825 979,69 5,805
0,20 41,1 —0,20 —28,9 5,780 0,0400 835,21 8,220
0,20 434 | —0,20 | —26,6 5,320 0,0400 707,56 8,680
0,20 44,5 | —0,20 —255 5,100 0,0400 650,25 8,900
0,25 473 | —0,15 —22,7 3,405 0,0225 515,29 11,825
0,25 50,1 —0,15 —19,9 2,985 0,0225 396,01 12,525
0,30 52,2 | —0,10 —17,8 1,780 0,0100 316,84 15,660
0,30 55,1 —0,10 —14,9 1,490 0,0100 222,01 16,530
0,30 56,8 | —0,10 —13,2 1,320 0,0100 174,24 17,040
0,40 61,0 0,00 — 9,0 0,000 0,0000 81,00 24,400
040 | 625 0,00 | — 7.5 0,000 0,0000 56,25 25,000
0,40 65,0 0,00 — 5,0 0,000 0,0000 25,00 26,000
0,50 72,1 +0,10 + 2,1 0,210 0,0100 4,41 36,050
0,55 758 | +0,15 | + 58 0,870 0,0225 33,64 41,690
0,55 783 | +0,15 + 83 1,245 0,0225 68,89 43,065
0,60 | 80,0 | +0,20 | +10,0 2,000 0,0400 100,00 48,000
0,60 82,2 +0,20 +12,2 2,440 0,0400 148,84 49,320
060 | 849 | +020 | +149 2,980 0,0400 292,01 50,040
0,65 86,0 [ 40,25 +16,0 4,000 0,0625 256,00 55,900
0,65 88,8 | 40,25 +18,8 4,700 0,0625 353,44 57,720
0,70 88,5 [ 40,30 +18,5 5,550 0,0900 342,25 61,950
0,70 92,3 | +0,30 | 4223 6,690 0,0900 497,29 64,610
0,70 92,9 | +0,30 [ +22,9 6,870 0,0900 524,41 65,030

10,40 | 1615,3 0,40 | —134,7 90,320 0,9800 9580,17 764,440

Daraus folgt nach (95)

0,40
25

4 0,40 = 0,416

T =

134,7

= — o + 70,0 = 64612,
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nach (123 c) der Regressionskoeffizient :

a; =

a, = 94,983

25 - 90,320 — 0,40 - (—134,7)
25 - 0,9800 — 0,16

und nach (124) die Regressionsgleichung:

7 = 64,612 + 94,983 - (z — 0,416)
¥=

25,099 + 94,983z,

giiltig im Definitionsbereich
0,10 < z < 0,70.

Der Regressionskoeffizient a, gibt
nun an, um wieviel Kilopond je
Quadratmillimeter die Zugfestig-
keit zunimmt, wenn der Kohlen-
stoffgehalt um 19, ansteigt. Dies
entspricht bei einer Zunahme des
Kohlenstoffgehaltes um 0,10%,
einer Zunahme der Zugfestigkeit
um 9,4983 kp/mm?,

Zur Berechnung der Streuung um
die Beziehungsgerade verwendet
man die mittlere Abweichung,
wobei die Zahl der Freiheitsgrade
(n — 2) ist.

BE= V Z(y‘ — g | (125)

1
s=|/5" 70,90
s = 1,7558,

die Streuung betrigt demnach
1,7558 kp/mm? (Bild 95).

T

8501

6501

5501

350
00
Bild 956

070 020 030 01/0 050 06‘0 970 X
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Neben der linearen”Regressionsgleichung
(¢9) §=ay+ oz,

in der a,, der Regressionskoetfizient, den Anstieg der Geraden zur x-Achse, also den
durchschnittlichen Zuwachs von y pro Einheit von z angibt, kann theoretisch stets
eine zweite Regressionsgleichung berechnet werden. In dieser tritt als unabhingige
Variable das Merkmal Y und als abhingige Variable das Merkmal X auf. Die
analytische Darstellung dieser Funktion lautet

(VII) Z = by + byy.
Hierin driickt b, als Regressionskoeffizient den Anstieg der Beziehungsgeraden zur
y-Achse, also den durchschnittlichen Zuwachs von  pro Einheit von y aus. Nach An-

wendung der Methode der kleinsten Quadrate auf die Funktion (VII) ergibt sich fiir
die Regression von z auf y:

_ N aYi — N u DY
S 7 Lt

Fiir obiges Beispiel betrigt die Regression von « auf y

b= 2311,8800
17 221360,16
b, = 0,0104.
Da es sich bei diesen statistischen Untersuchungen um stochastische Abhéingighkeit

handelt, ist meist nur eine Regression von Bedeutung und sinnvoll, in diesem Beispiel
also nur die Funktionsgleichung (I). Diese trigt mit ihrer Zuordnung y(x) der Tat-
sache Rechnung, daB das Merkmal Y (Zugfestigkeit) von dem Merkmal X (Kohlen-
stoffgehalt) abhingt.

4.5.2. Die lineare Korrelation

Wie in 4.5.1.2. ausgefithrt wurde, gibt der Regressionskoeffizient @, den durchschnitt-
lichen Zuwachs des Merkmals ¥ pro Einheit des Merkmals X an. Geometrisch bedeutet
dies den Anstieg der Regressionsgeraden zur Achse der unabhingigen Variablen
X. Der Regressionskoeffizient ist jedoch kein MaB fiir die Stérke des Zusammenhanges
bzw. fiir den Grad der Abhangigkeit zwischen den beiden Merkmalen X und Y.

Zur Messung des Grades der Abhiingigkeit verwendet man

a) den Korrelationskoeffizienten .,
b) das BestimmtheitsmaB B,
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4.5.2.1. Der Korrelationskoeffizient 7.,

Der Korrelationskoeffizient r,, einer MefBreihe mit den Wertepaaren (xy; 1), (a5 ¥s),
<+ (%o} yp) ist ein MaB fiir die Straffheit des linearen Zusammenhanges zwischen
den ;- und den y;-Werten und ist definiert als

e T —2) @i~y
T YSew — 2 S — 9

Der Korrelationskoeffizient r,, kann daher geméB Definition alle Werte von —1
bis + 1 annehmen, so daB stets gilt

(127a)

—1=Zr,, =41,
Bei 75 < 0 [wenn Z(2; — Z) (y: — ¥) < 0] spricht man von einer neﬁnﬁven (un~
gleichsinnigen) Korrelation, das bedeutet, zu grofen Werten von X gehoren kieine

Werte von Y und umgekehrt. 7., > 0 [wenn Z(x; — ) (y; — g) > 0] w'r'u‘d dagegen
als positive (gleichsinnige) Korrelation bezeichnet, das bedeutet, zu grofen Werten
von X gehoren grofe Werte von ¥ und umgekehrt. r,, = +1 baw. r:= —1:gibt
eine vollstindige positive bzw. vollstindige negative Korrelation an,; bei 7., =0
existiert tiberhaupt keine Abhiingigkeit zwischen X und Y.

Wird nun der Korrelationskoeffizient 7,, durch Erweitern mit 7 -umgeformt,
so geht die Formel (127a) iiber in b=
1 - —
T 2Em D -
(127b)

= 1 1 '
]/—n LS S

n—1
Darin stellt der Radikand auf der rechten Seite der Gleichung das Produkt der
Varianzen von x und y, also s2 und 2 (Formel 112b) dar. Definiert man weiterhin
o i 1 ;- v
Y(wi— 2) (Y —y) = a1 [E’Ciyi — &nz—y‘] = Szy (12,8)

als Kovarianz zwischen den z;- und y;-Werten, so folgt fiir den Korrelationskoef-
fizienten 7,

n—1

Toy = 2L (127¢)
N, ®

Aus dem Regressionskoeffizienten @, (123b), dem Korrelationskoeffizienten 7., und
den Streuungen s, und s, lassen sich dann noch folgende Zusammenhiinge herleiten:

1 = -
B -G, s Tam AWM . e g
2w —2° a ! 3l — 7 % 1—8:',' %

n—1

a; =

=y o um
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und fiir den Korrelationskoeffizienten

Ty =% (1274d)

%

4.5.2.2. Das Bestimmtheitsma B,

In der Praxis wird in vielen Fillen statt des Korrelationskoeffizienten r,, das Be-
stimmtheitsma B, verwendet. Dieses Bestimmitheitsmaf einer MeBreihe mit den
Wertepaaren (z,; yl) (%25 Ya), - - » (%n; ¥n) ist definiert als

Sy
8

(130a)

—®
By =13y =

B,y kann daher nur die Werte von 0 bis 1 annehmen. Fiir eine streng lineare Ah-
hiingigkeit zwischen X und Y gilt dann By, = 1. Liegt iiberhaupt kein Zusammen-
hang zwischen beiden Variablen vor, so ist Bz, = 0.
Verwendet man zur Darstellung des BestimmtheitsmaBes B,, den Korrelations-
koeffizienten r,, nach Formel (127d), so erhilt man

2
By=a- 2 (130Db)

2
Sy

Setzt man nun fiir die Varianzen von  und y nach Formel (112b)

2

1 5 1 A
&= == > (2 — z)? und 8§ = (@ — 7) ein,

so folgt
oy E(I: —z)p i — 2P
By =a}- = : (131)
P D2\ 7 i — YR
Da nach (123a) und (124) gilt

@ —9) =ai(z: —2),
nimmt schlieBlich das BestimmtheitsmaB folgende Form an

—— X@—?
B, = LT (132)
P D S
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das heiit:
Das BestimmtheitsmaB B,, einer MeBreihe mit den Wertepaaren (z,; yy), (%2; ¥2),
., (%4 Yu) ist das Verhiltnis der Streuung der aus der Regressionsgeraden be-
rechneten Funktionswerte zur Gesamtstreuung.
Aus der Rechentabelle des Beispiels in 4.5.1.2. und der Formel (113b) ergeben sich
fiir die Varianzen von z und y

o _ 0,9800 25 (0,40\2
%="9s “au\2

82 = 0,040567;

e 9580,17 2_5 —134,7\2
v 24 24 25

s = 368,9336
und fiir die Kovarianz nach Formel (128)
- 0,40 - (—134,7)
=g [ 90,320 — 2—5]
8y = 3,853133 > 0.
Daraus folgt fiir ., und By, nach (127¢) und (130a)

3,853133
Ty = m—e————
1/0,040567 - 368,9336
74y = 40,996
o 2
— (4 0,996)2 — 3,8531

0,040567 - 368,9336
B, =0,992.

Der Korrelationskoeffizient fiir vorstehende Aufgabe beti‘iigt T2y = + 0,996 oder
99,6%, das Bestimmtheitsma8 B,, = 0,992 oder 99,2%. Es liegt daher eine sehr
starke positive Abhiingigkeit der Zugfestigkeit vom Kohlenstoffgehalt vor.

AUFGABEN
200. Ea mt die Regresewnsglewhung sowie der Grad der Abhiingigkeit der Bruchdehnung vom
1t fiir f 25 Mo zu berechnen.

C-Gehalt | Bruchdeh C-Gehalt Bruchdel C-Gehalt | Bruchdehnung
in % din Y in 9% din % in % éin Y,
0,70 9,9 0,10 30,6 0,55 16,4
0,40 22,1 0,60 14,9 0,15 30,4
0,15 28,6 0,30 24,9 0,20 27,9
0,60 12,0 0,70 11,0 0,20 31,0
0,25 24,8 0,40 20,5 0,65 11,0
0,65 12,4 0,20 20,4 0,30 23,0
0,50 20,2 0,70 12,1 0,25 26,0
0,30 26,1 0,40 19,0 0,60 13,1
0,55 17,6 :
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201. Bei der Ul h des Einfh der relati uftfeuchtigkeit auf den Feuchtigkei
gehalt bei Faserstoffen wurden bei Wolle folgende MeBwerte ermittelt.
rel. Luftfeuchtigk. ¢ ‘Wassergehalt W rel. Luftfeuchtigk. ¢ W halt W
in % (X) in % (¥) in % (X) in % (Y)

10 5 70 17
90 26 20 9
20 8 40 13
40 12 40 11
50 14 50 12
70 18 70 19
80 21 80 22
90 25 90 24
10 4 50 13
10 6 50 17

Man berechne:

a) die Beziehungsgerade § = a, + a2,
b) die Streuung um die Beziehungsgerade,
c) den Korrelationskoeffizienten 7,,,

d) das BestimmtheitsmaB B,,.

4.6. Die Kombinatorik
4.6.1. Das Wesen und die Bedeutung der Kombinatorik

In Wirtschaft und Technik treten sehr héufig Aufgaben auf, bei denen nach bestimm-
ten Anordnungen und Zusammenstellungen von Elementen einer Menge gefragt wird
oder bei denen die Anzahl dieser Elemente zu berechnen ist. Aufgaben dieser Art
gehoren in das Gebiet der Kombinatorik oder Kombinationslehre?). Sie beschéftigt
sich mit den Gesefzen der Z tell und méglichen Anordnungen von end-
lich vielen, beliebig gegebenen Elementen einer Menge X. Zur Bezeichnung der Elemente
werden als Symbole Ziffern oder Buchstaben verwendet. Gleiche Elemente werden
stets durch gleiche Symbole, verschied durch unterschiedliche Symbole aus-
gedriickt. Die Zusammenstellungen aus diesen Elementen heiBen auch Kom-
plexionen?).

Treten in zwei Komplexionen nicht genau die gleichen Elemente auf, wie z.B. die
aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5 gebildeten Zusammenstellungen

123 und 1453,

1) kombl.meren (lat.) verbinden, verlmupfen
%) Kompl (lat.) Z
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* oder sind die Elemente in unterschiedlicher Anzahl enthalten
122344 wund 112344,

so gelten diese Zusammenstellungen stets als verschied

Sind dagegen in zwei Komplexionen genau die gleichen El te in der gleichen An-
zahl, nur in unterschiedlicher Anordnung enthalten, so unterscheidet man bei den
kombinatorischen Aufgaben, je nachdem, ob diese Komplexionen als gleich oder ver-
schieden a.ufgefaBt werden sollen, .

a) Zusammenstellungen ohne Beriicksichtigung der Anordnung,
b) Zusammenstellungen mit Beriicksichtigung der Anordnung.

Die Zuordnung zu der einen oder anderen Art hingt dabei von der Natur der zu
lésenden Aufgabe ab.

Einige praktische Beispiele aus dem Verkehrs- und Nachrichtenwesen, der Lager-
haltung und der Rechentechnik sollen die Bedeutung der Kombinatorik veranschau-
lichen.

1. Das Morsealphabet besteht aus den beiden Elementen Punkt und Strich. Wieviel
verschiedene Zeichen kénnen aus diesen Elementen gebildet werden, wenn man
festlegt, daB nicht mehr als fiinf Elemente je Zeichen verwendet werden sollen?

2. Wieviel Fernsprechanschliisse lassen sich insgesamt im Selbstwéhlverkehr ein-
richten, wenn nur finfstellige Rufnummern verwendet werden sollen? Wie gro§
ist die Zahl der Anschlisse, die allgemein zur Verfiigung stehen, wenn die Ruf-
nummern, die mit Null beginnen, fiir Sonderanschliisse freigehalten werden?

3. Bei der Lagerhaltung kennzeichnet man héufig Material unterschiedlicher Ab-
messung und Rohstoffzusammensetzung durch Farbmarkierungen. Wieviel ver-
schiedene Sorten Rohre konnen gekennzeichnet werden, wenn drei Farben zur
Verfiigung stehen und jede Sorte mit drei verschiedenfarbigen Ringen am unteren
Ende des Rohres markiert wird?

4. Bei der Programmsteuerung von Maschinen sowie auf dem Gebiete der Statistik
zur Erfassung und Auswertung von dkonomischen Daten besitzt die Lochkarte
eine groBe Bedeutung. Sie ist nach dem Dezimalsystem aufgebaut und besteht aus
80 Lochspalten zu je 10 Lochstellen, die mit 0 bis 9 beziffert sind. Wieviel ver-
schiedene Lochkombinationen sind méglich, wenn jede Lochreihe nur einmal
gelocht werden darf und nicht gelochte Reihen unzulissig sind?

4.6.2. Die verschiedenen Arten von Komplexionen
In der Kombinationslehre werden drei verschiedene Arten von Komplexionen unter-
schieden ?

1. die Permutationen
2. die Variationen
3. die Kombinationen.

Jede kombinatorische Aufgabe 1a8t sich auf eine dieser drei Arten zuriickfihren.
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4.6.2.1. Die Permutationen

Man bezeichnet jede Komplexion, in der alle n gegebenen Elemente in irgendeiner
Anordnung nebeneinanderstehen, als Permutation?) dieser » Elemente.

Da es bei diesen Permutationen nur auf die Reihenfolge der Elemente ankommt,
folgt daraus, daB zwei Permutationen derselben n Elemente dann und nur dann
einander gleich sind, wenn die Reihenfolge in beiden Zusammenstellungen iiberein-
stimmt. Unterschiedliche Anordnung der Elemente bedeutet stets verschiedene
Permutationen.

Permutati voneinander verschied El b

Aus den beiden Elementen
1 und 2

konnen die Permutationen

12 und 21
gebildet werden. Die Anzahl der Permutationen betrigt

Pp=2=1.2
Der Index 2 gibt hier die Anzahl der zu permutierenden Elemente an.
Sind die drei Elemente 1, 2, 3 gegeben, so ist es moglich, jedes dieser drei Elemente
an die erste Stelle zu setzen und alle Permutationen der zwei restlichen Elemente

(P, =1 2) folgen zu lassen. Man erhélt dann

123 213 312
132 231 321.

Die Anzahl der Vertauschungen ist daher
Py=6=1.2.3.

Bei vier Elementen 1, 2, 3, 4 gibt es
P,=24=1.2.3.4

Permutationen, da jedes der vier Elemente an erster Stelle stehen kann und fiir die
iibrigen drei Elemente Py = 1 - 2 - 3 Permutationen existieren.

1) Permutation (lat.) Tausch, Vertauschung
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Allgemein ergibt sich fiir die Anzahl der Permutationen aus # verschiedenen Elemen-
ten:

Die Anzahl P, der Permutationen von n voneinander verschiedenen Elementen
ist gleich dem Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 2,

Py=1-2-...-(n—1).n (133a)

Beweis durch vollstandige Induktion:

a) Der Satz ist fiir » = 1 und n = 2 richtig.

b) SchluB van k auf k + 1: Wenn der Satz fiir n» = k als bewiesen angenommen wird
und somit Py =1:2.....(k—1) -k gilt, so ist er auch fiir die nichst hohere An-
zahl von (k - 1) Elementen, d. h. fiir » =k +- 1, richtig; denn jedes der (% + 1)
Elemente kann an die erste Stelle gesetzt werden, so da (k 4 1) Arten von Per-
mutationen unterschieden werden kénnen, indem jedesmal die mit dem gleichen
Element beginnenden Permutationen zu einer Art zusammengefaBt werden. Die
Permutationen jeder einzelnen Art erhdlt man dann, indem man auf das erste, die
Art kennzeichnende Element alle Permutationen der restlichen % Elemente folgen
laBt, fir die nach Voraussetzung P =1-2....-k Anordnungsmoglichkeiten
existieren. Daraus folgt fiir die Anzahl der Permutationen aus (k 4 1) verschiedenen
Elementen

Py =Py (k+1)=1-2-...-k-(k+1).

Fiihrt man als abkiirzende Schreibweise fiir das Produkt aller natiirlichen Zahlen
von 1 bis » das Symbol 2! ein, also

1.2....-n—1)-n=mn!
(gelesen: n Fakultit), so geht die Formel (133a) iiber in

I P, =n! (133b)

Man beachte, daB das Symbol »! nur fiir nichinegative ganzzahlige Werte von n gilt mit der
Festlegung 0! = 1! = 1; [1].
Fiir n! mit 2 =0,1,2, ..., 10 ergibt sich dann

0r=1
1t=1
21=2
31=6

41 =24

51 =120
6! = 720
7! = 5040
8! = 40320
9! = 362880

10! = 3628800.
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Ist nicht nur die Anzahl der einzelnen Permutationen zu berechnen, sondern sind
diese auch darzustellen, so ist es erforderlich, die Vertauschungen in eine tbersicht-
liche und eindeutige Reihenfolge zu bringen, damit keine Permutation iibersehen
oder doppelt angesetzt wird. Da man von der natiirlichen Reihenfolge der Elemente

1,2,3,...

bzw. a,b,¢c,...

ausgeht und die Permutationen wie in einem Worterbuch anordnet, bezeichnet man
dies als lexikographische Anordnung oder Reihenfolge. Es wird hierbei zwischen einem
s»,htheren® und einem ,,niedrigeren Element unterschieden. So sagt man, das
Element 2 bzw. b sei auf Grund der natiirlichen Reihenfolge hoher als das Element
1 bzw. a oder umgekehrt 1 bzw. @ sei niedriger als 2 bzw. . Fiir die lezikographische
Anordnung gilt folgende Vorschrift:

Man beginnt mit der Permutation, die die Elemente in der natiirlichen Reihenfolge
umfaBt. Die zweite Permutation ergibt sich dann, indem man in der vorangehenden
Anordnung von rechts nach links gehend, das erste Element, das niedriger ist als ein
rechts von ihm stehendes, aufsucht und dieses Element durch das nichst hohere aller
hinter ihm stehenden Elemente ersetzt. Dabei bleiben die vorangehenden Elemente
unverdndert, wahrend die noch fehlenden in der natiirlichen Anordnung folgen.

Fir die vier Elemente 1, 2, 3, 4 ergibt sich nach obiger Vorschrift folgende lexiko-
graphische Anordnung

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321.
Stehen zwei Elemente einer Pe i ihrer tirlick Reihenfolge, so bilden

diese eine Inversion.
-In der Permutation

3241
stellen die Elemente

3 und
3 und
2 und
4 und

)

jeweils eine Inversion, insgesamt also vier Inversionen, dar. Die Anzahl ist in den einzelnen
Anordnungen unterschiedlich. Werden in einer beliebi Per ion aus 7 ied
Elementen zwei benachbarte Elemente miteinander ver ht, dann dndert sich die
Anzahl der Inversionen stets um 1. Sie nimmt um 1 zu, wenn die zwei zu permutierenden
Elemente vor der Ver k keine I ion bild und um 1 ab, wenn beide Elemente
vorher ent, der natiirlichen Reihenfolge stand also eine I ton zum Ausdruck
brachten.
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Per i von n El ten, die nicht alle voneinander verschieden sind

Aus den Elementen
a, by, by ¢
konnen nach Formel (1331b) insgesamt
P,=4!=24
Permutationen gebildet werden. Die lexikographische Anordnung lautet

(1) abybye (7) byabe  (13) byabse (19) cab,b,

(2) abych, (8) byach, (14) byach; (20) cabyb,

(3) abybsc 9) bybyac (15) bybyac (21) cbyab,

(4) abych, (10) b,byca (16) bybica (22) cbybea

(5) acbby  (11) bycad, (17) bycab, (23) chyaby

(6) acbyd, (12) bychya (18) byeh;a (24) cbybia.

Werden nun die Indizes 1 und 2 als Unterscheidungsmerkmal weggenommen, so
fallen je zwei der 24 Permutationen zu einer zusammen, und zwar diejenigen, in
denen eine Vertauschung der beiden Elemente b, und b, auftritt.

z. B. achb, und achyb; werdenzu acbb

-oder bycb,a und bycha werden zu beba usw.

Die Anzahl der Permutationen reduziert sich demnach auf

Sind nun allgemein unter den n Elementen n, gleiche Elemente, so fallen — da fiir
n, Elemente n,! Permutationen existieren, die sich in diesem Falle nicht voneinander
unterscheiden — insgesamt 7,! Permutationen zu einer zusammen, und die Gesamt-
zahl der méglichen Vertauschungen betrigt

]
P — l _
b !

In diesem Symbol P ist n, kein Exponent, sondern gibt nur an, wieviel Elemente
gleicher Art auftreten.
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Existieren mehrere Gruppen gleicher Elemente, so ergibt sich aus obigen Uber-
legungen:

Die Anzahl der Permutationen von 7 Elementen, unter denen sich 7, gleiche
Elemente einer ersten, 7, einer zweiten Art usw. befinden, betrigt

Pl (134)
L YRR

BEISPIELE
1. Auf wieviel verschiedene Arten lassen sich die Elemente
a,b,c,d, e
anordnen? »
Losung: Nach Formel (133b) ergeben sich P; = 120 Permutationen.

2. Wieviel P i gibt es bei folgenden EI

1,1,2,3,3,3,4,4,5,6,6,6,6?
Lésung: Nach Formel (134) ergeben sich

_ 13t
T 21.31.21. 41

Pz = 10810800.
3. Wieviel Permutationen gibt es bei den Elementen
a,b,cd,e,f,
die mit
a) a, b) adb, c) cfd beginnen?
Losung:
a) Da das Element a fest an der ersten Stelle verbleibt, diirfen nur die restlichen fiinf Elemente
permutiert werden. Es gibt somit )
Py = 120 Permutationen,
die mit @ beginnen.
b) Es gibt nur vier zu permutierende Elemente.
P, = 24 Permutationen

beginnen daher mit ad.
¢) Mit ¢fd beginnen P, = 6 Permutationen.



4.6. Die Kombinatorik ) 381

4.6.2.2. Die Variationen

Unter Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse (Ordnung) versteht man
die aus k EI ten bestehenden Zusam tzungen, die sich aus den n Ele-
menten unter Beriicksichtigung ihrer Anordnungen innerhalb der Komplexionen
bilden lassen.

Es wird hierbei zwischen

1.7 stellungen mit Wiederholung
2. Zusammenstellungen ohne Wiederholung

unterschieden, je nachdem, ob in diesen Komplexionen gleiche Elemente auftreten
oder nicht.

Variationen ohne Wiederholung

Bei den drei Elementen 1, 2, 3 stellen die Variationen 1. Klasse die Elemente selbst
dar:

12 3,
ihre Anzahl ist
VP =3.

Die in der Klammer stehende hochgestellte Zahl gibt die Klasse der Variationen an.
Die Variationen 2. Klasse ergeben sich durch eine Anzahl jeweils zweier Elemente
und deren verschiedene Permutationen :

12 21 31

13 23 32.
Die Anzahl betrigt

VP =3.2=86.
Die Variationen 3. Klasse ergeben sich, wenn alle drei gegebenen Elemente heraus-
gegriffen und permutiert werden. Dies ist jedoch identisch mit den Permutationen
von diesen drei Elementen.

123 213 312

132 231 321,
ihre Anzahl ist gleich

V9 =P;=38.2.-1=86.
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Sind im allgemeinen, Falle » Elemente gegeben, so ist die Anzahl der Variationen von
diesen » Elementen zur

1. Klasse: V® =n,
da die Variationen mit den Elementen selbst iibereinstimmen.
2. Klasse: V® =n.(n—1),

da jedes der » Elemente mit den iibrigen (» — 1) Elementen in einer Komplexion
auftreten muB.

3. Klasse: V® =n-(n—1)-(n —2),

da jede der n - (n — 1) Variationen zur 2. Klasse mit den restlichen (n — 2) Ele-
menten verbunden wird.

123 213 312 ..o nl2

124 214 314 n13

12n 21n 31n nl(n — 1)
132 231 321 n21

134 234 324 n23

13n 23n 32n n2(mn —1) '

1n(n —1) 2n(n — 1) 3n(n — 1) ... n(n — 1) (n — 2)

Fiir die Anzahl der Variationen von # Elementen zur k-ten Klasse ohne Wieder-
holung gilt dann:

Die Anzahl der Variationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wieder-
holung betrigt

VO =n-(n—1)c- @ —k+2)-(n—k+1) (135)

Beweis durch vollstindige Induktion:

a) Der Satz ist fiir ¥ =1 und k% = 2 richtig.
b) Wenn 7 > 1 und % eine der bestimmten Zahlen

1,2, om0 (8 — 1)
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ist und der Satz fiir & =m als bewiesen angenommen wird und somit richtig ist,
folgt daraus auch die Richtigkeit fiir & =m + 1, das heiBt fiir -die Variationen
(m + 1)-ter Ordnung; deny fir jede Variation m-ter Ordnung betrigt die Anzahl
der restlichen, nicht in dieser Variation vorkommenden Elemente (n — m). Setzt
man nun der Reihe nach jeweils eines dieser restlichen (» — m) Elemente an das
Ende der betrachteten Variation m-ter Ordnung, so ergeben sich (n — m) Variationen
(m + 1)-ter Ordnung. Fiihrt man dies fiir alle

Vi =n-(n—1)+...-(n —m + 1)
m-ter Ordnung aus, so lassen sich daraus simtliche Variationen (m + 1)-ter Ordnung
bilden, und zwar jede nur einmal. Thre Anzahl ist dann (n — m)-mal so groB wie fiir
die Variationen m-ter Ordnung, also

Vi = ypm . (n —m) =n-(n—1)-...- (n —m -4 1)+ (n —m).

Daraus folgt fiir ¥ =m + 1 die Formel (135).

Variationen mit Wiederholung

In den bisherigen Variationen trat jedes der n» Elemente nur einmal auf. Es ist aber
auch moglich, daB sich die Elemente unbeschrinkt oft wiederholen. Zusammen-
stellungen dieser Art werden Variationen mit Wiederholung genannt.

Bei den drei Elementen 1, 2, 3 stellen die Variationen 1. Klasse mit Wiederholung
die Elemente selbst dar:

1 2 3,
ihre Anzahl ist demnach
Vuwd =3.

Die Variationen 2. Klasse mit Wiederholung ergeben sich, indem jedes dieser drei
Elemente mit jedem, auch mat sich selbst, in einer Komplexion auftritt,

1 21 31
12 22 32
13 23 33.

Die Anzahl betrigt

VuP =3.3 =3 =0,
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Bei den Variationen 3. Klasse mit Wiederholung wird jede der neun Variationen
2. Klasse nochmals mit jedem der drei Elemente verbunden.

111 211 311
112 212 312
113 213 313
121 221 321
122 222 322
123 223 323
131 231 331
132 232 332
133 233 333

Insgesamt ist die Anzahl der Variationen 3. Klasse mit Wiederholung

Vw® =9.3 =38 =27,

Liegen im allgemeinen Falle 7 El te vor, so konnen folgende »? Variationen zur
2. Klasse mit Wiederholung gebildet werden:

11 21 31 nl
12 22 32 s n2
1n  2n 3n nn

Allgemein gilt dann fiir eine beliebige k-te Klasse:

Die Anzahl der Variationen von 7 Elementen zur k-ten Klasse mit Wiederholung
betrigt |

Beweis:

a) Der Satz ist richtig fiir k = 1 und & = 2.

b) Wenn der Satz fiir k¥ = m als bewiesen angenommen wird und somit richtig ist,
so gilt er auch fir ¥k =m + 1; denn die Variationen (m + 1)-ter Ordnung er-
geben sich aus den laut Voraussetzung vorhandenen n™ Variationen m-ter Ordnung,
indem man zu einer jeden von ihnen der Reihe nach jeweils eines der gegebenen
n Elemente am Ende hinzufiigt. Die Anzahl betragt dann

VD = Yol o g = p . m = p™H,

Dies ist aber gleich der Aussage des Satzes fir k = m + 1.



4.6. Die Kombinatorik 385

BEISPIELE
1. Man berechne die Anzahl der folgenden Variationen \
a) V®, b) Fw®, o) Vo®, d) V.

Losung:
a) VP =7.6.5-4-3=2520
b) Vul®=3t=81
o) VuP=5=25
Q VO =5.4=20
2. Wieviel verschiedene Variationen 4.Klasse mit und ohne Wiederholung gibt es von den
Elementen
a) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9;
b) 1,3,57 01

Loésung:
a)  Vwly = 104 = 10000; Vi =10.9-8.7 = 5040
b) Vuwl = 5¢= 625; Vo = 5.4.3.2= 120

4.6.2.3. Die Kombinationen

Unter Kombinationen von » Elementen zur k-ten Kla.sse (Ordnung) versteht man
die aus % Elementen bestehenden Zusam 1, die sich aus den
n Elementen ohne Beriicksichtigung ihrer Anordnung innerhalb der Komplexionen

" bilden lassen.

Auch bei den Kombinationen wird — wie bei den Variationen — zwischen

1. Zusammenstellungen mit Wiederholung
2. Zusammenstellungen ohne Wiederholung

unterschieden, je nachdem, ob in diesen Komplexionen gleiche Elemente auftreten
oder nicht.

Kombinationen ohne Wiederholung

Bei den drei Elementen 1, 2, 3 stellen die Kombinationen zur 1. Klasse die Elemente
selbst dar:

1 2 3,
ihre Anzahl ist

op =3.
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Die Kombinationen 2. Klasse ergeben sich, wenn zu jedem Element — soweit mog-
lich — noch ein in der natiirlichen Anordnung folgendes Element hinzugefiigt wird.

12 23
13
Die Anzahl betrigt
o =3.

Es muB hierbei beachtet werden, daB eine Vertauschung innerhalb der Kom-
plexionen zu keiner neuen Kombination fiihrt, da zum Beispiel die Zusammen-
stellungen

12 und 21

zwar verschiedene Variationen, aber ein und dieselbe Kombination zum Ausdruck
bringen. Daher werden zweckméBigerweise die Elemente in den einzelnen Kombi-
nationen ihrer natfirlichen Reihenfolge nach geordnet.

Kombinationen zur 3. Klasse:
123
OP==1.

Hat man im all inen Falle n El te, so betragt die Anzahl der Kombinationen
von diesen n Elementen zur

1. Klasse:
/ C:,” =,

da diese Kombinationen mit den Elementen selbst iibereinstimmen.

2. Klasse:
o n(n—1)
=13
Dies folgt aus der Anzahl der Variationen zur 2. Klasse V{? = n(n — 1), wenn man
von denjenigen Variationen, die sich durch die Anordnung ihrer Elemente vonein-

ander unterscheiden, stets nur eine Zusammenstellung herausgreift. Dabei fallen bei
zwei Elementen jeweils

P,=2!=2
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Komplexionen in eine zusammen, also

Ve an—1
=2 = (1.2)
12 23 (m—1)n
13 24
14 25

1n—2) 2(—1) ...

1n—1) 2n
in
3. Klasse:
o® _nmn—1)(n—2)
iy

1.2.3

Von den méglichen Variationen zur 3. Klasse Vi = n(n — 1)(n — 2) treten jeweils
P; = 3! = 6 Zusammenstellungen auf, die sich nur durch die Anordnung ihrer

Elemente voneinander unterscheiden, daher
oo — V,‘,” n(n —1) (n—2) 2)
CH 1.2.3

Fiir die Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wiederholung er-
gibt sich dann allgemein:

Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wieder-
holung betrigt

V_,‘,"’_n(n—l)(n—2)-»~(n—k+1)

(k) —
O Py 1.2-3.-k (137a)

Auf den Beweis soll hier verzichtet werden. .

Fiir Quotienten der Art, wie sie auf der rechten Seite der Formel (137a) vorkommen,
wurde von LEoNHARD EULER 1) eine abkiirzende Schreibweise eingefiihrt. Unter der
Voraussetzung, daB 7 eine reelle (n € R) und k eine natiirliche (k € N) Zahl bedeu-
tet, gilt

12 k (138)

n(n——l)---(n—k-l»l)__(u)

Das Eulersche Symbol ( :) wird gelesen: n iiber k.

1) LeoNHARD EULER; izerischer Mathematiker, Physiker und Astronom, 1707—1783
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Nach Formel (138) 148t sich zum Beispiel das Symbol g als ein Quotient darstellen,

dessen Nenner das Produkt der natiirlichen Zahlen von 1 bis 3 darstellt und dessen
Zshler ebenfalls aus drei Faktoren besteht, beginnend mit 6, jeder folgende um 1
Kkleiner als der vorangehende,

8\  6.5.4
(3)"1.2.3 =120

Unter Verwendung dieses Symbols ergibt sich dann fiir die Anzahl der Kombinationen
von 7 Elementen zur k-ten Klasse ohne Wiederholung:

o =(3) wzh (137b)

mit » als Anzahl der gegebenen Elemente und & als Klasse der Kombination.

Im Band ,,Algebra und G trie fiir I ieur- und Fachschulen® [1] wird das EuLrrsche
Symbol ausfiihrlich behandelt. Es seien an dieser Stelle nur noch einmal die wichtigsten diesbeziig-
lichen Formeln zusammengestellt:

1. (?):n - fir neR
2 n + n\_(o+1 fiir n e R, k ¢ N\ {0}
C\k k1) \k+1 (Summeneigenschaft)
y 1 K\ k41
3. (:)4—(”‘; )++(n4k_ )=("+k+ ) firneR, keN
n firnelN, keN
& (k)=0 und n <k
n n fiir n e N, k ¢ N\ {0}
5a) |, =(n—-k und 2 >k
(Symmetrieeigen-
sohaft)
b n\_[n i fir k=2 und k=0
5] =\0) = (Sonderfall)
BEISPIELE
1. Esist die Anzahl der Kombinati ohne Wiederhol aus

a) 5 Elementen zur 2. Klasse,
b) 8 Elementen zur 4. Klasse,
o) 2 Elementen zur 2. Klasse zu berechnen.
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Losung: ‘

a) Cg”=(:)=%=10

) o0 = (8) =182
0 o =(Y)=ties

2. Wieviel Kombinationen zur 4. Klasse von den 6 Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 beginnen mit
a)1, b)2, ¢ 3, d) 13, e) 124?
Lésung:

) Da, es gich um Kombinationen zur 4. Klasse handelt, kénnen auf das Element 1 nur jeweils
drei der restlichen 5 Elemente fol gen. Die Anzahl ergibt sich daher aus der Anzahl der Kombi-
nationsmdglichkeiten der fiinf Elemente 2, 3, 4, 5, 6 zur 3. Klasse.

5\ 5-4-3
(3)=1-2.3=1°

1234 1245 1346 1456
1235 1246 1346
1236 1256 1356

b) Auf das Element 2 konnen nur noch die restlichen vier Elemente 3, 4, 5, 6 bis zu Erﬁillnng
der Klassenzahl folgen.

<) 4
3) =
2345 2346 2356 2456
¢) Auf das Element 3 konnen nur die Elemente 4, 5, 6 folgen.
8 1
3=
3456

d) Es bleiben die drei Elemente 4, 5, 6 iibrig, aus denen die Kombinstionen zur 2. Klasse zu
bilden sind.

3
(3)-2
1345 1346 1356
e) Auf 124 kann nur noch eines der beiden Elemente 5 und 6 folgen

g

1245 1246.
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Fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung sind neben den bisherigen Betrachtungen noch
folgende drei Aufgabenstellungen von Bedeutung.

I. Wieviel Kombinationen von » Elementen zur k-ten Klasse gibt es, die von den
n Elementen m vorgegebene enthalten (m < k)?

Da m Elemente von den n vorgegeben sind, fehlen bei den Kombinationen k-ter
Ordnung aus den restlichen (n — m) Elementen jeweils noch (k¥ — m) Elemente bis
zur erforderlichen Klassenzahl k. Es sind daher aus diesen (» — m) Elementen die
Kombinationen zur (k — m)-ten Klasse zu bilden und diese zu den vorgeschriebenen
Elementen hinzuzufiigen. Es ergibt sich somit:

Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wieder-
holung, die m vorgegebene Elemente aus den » enthalten, betrigt

(139)

n—m k—m

otk-m _ (”—‘m) (m <k)

\

BEISPIEL

3. Wieviel Kombinationen ohne Wiederholung von den 6 Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 zur 4. Klasse
enthalten die Elemente 2 und 6?

Losung:
Nach Formel (139) ergibt sich mit » = 6, k¥ = 4 und m = 2

o =(;)=e.

Es sind das die 6 Kombinationen

1236 1246 1256 2346 2356 2456.

IT. Wieviel Kombinationen aus » Elementen zur k-ten Klasse gibt es, die von den
n El ten m vorgeg nicht enthalten?
Da keines dieser m vorgegebenen Elemente in den Kombinationen zur k-ten Klasse
auftreten soll, diirfen sie nicht in die Bildung der Kombinationen einbezogen werden.
Es bleiben somit nur die restlichen (n — m) Elemente iibrig. Daraus folgt:
Die Anzahl der Kombinationen von 7 Elementen zur k-ten Klasse ohne Wieder-
holung, die von m vorgegebenen Elementen aus den n keines enthalten soll,
betrigt

ot =("3") m=n (140)
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BEISPIEL

4. Wieviel Kombinationen von den 6 Elementen 1,2, 3,4, 5,6 zur4. Klasse enthalten die Ele-
mente 2 und 8 nicht?
Losung:
Nach Formel (140) ergibt sich mit n = 6, k = 4 und m = 2

4
o =(4)=1.

s ist dies die Kombination
1345.

1IT. Wieviel Kombinationen aus n Elementen zur k-ten Klasse gibt es, die
mindestens eines von den m vorgegeh aus den n El ten enthalten?

Die Anzahl ergibt sich als Differenz aus der G tzahl der moglichen Kombinationen
und der nach Formel (140) berechneten Zusammenstellungen. Daraus folgt:
Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse ohne Wieder-

holung, die mindestens eines der m vorgegebenen Elemente aus den » Elementen
enthalten, betragt

) I n n—m
o =0, —= (k) —( : ) (141)

BEISPIEL

5. Wieviel Kombinati von den 6 El ten 1,2, 3, 4, 5, 6 zur 4. Klasse enthalten mindestens
eines der 2 vorgegebenen Elemente 2 und 6?

Losung:

Aus Formel (141) folgt fir n = 6, k =4 und m = 2
CP — O = 14.

Die Anzahl der Kombinationen betrigt 14.

Kombinationen mit Wiederholung
Allgemein gilt fiir die Kombinationen mit Wiederholung:

Die Anzahl der Kombinationen von 7 Elementen zur k-ten Klasse mit Wieder-
holung betrigt

ow(h_‘n(n+l)---(n+k~1) _(n+k—l)
W= =

1.2k k (142}

Auf den Beweis dieser Formel soll im Rahmen dieses Lehrbuches verzichtet werden.
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BEISPIEL

6. Esist die Anzahl der Kombinati mit Wiederholung von den 6 El 1,2,8,4,5, 6 zur
a) 1. Klasse,
b) 2. Klasse,
c) 8. Klasse zu berechnen.

Losung:
Nach Formel (142) ergibt sich

6
a) firn =6,k =1: Cw:”=(1)=6,

das sind die Elemente selbst
1 2 3 4 5 6
7 -6
b) fiirn = 6, k = 2: Cw,‘f’:(z):*:ﬂ
11 22 33 44 55 66
12 23 34 45 56
13 24 35 46
14 25 36

15 26
16

13
c) firn =6, k = 8: Cw“:’=(8)=l287.

AUFGABEN

202. Wie lautet die 400, P ion aus den El a, b, ¢, d, ¢, { bei lexikographischer An-
ordnung?

203. Wieviel Kombinationen zur 3. Klasse von den Elementen 1 bis 8 enthalten keines der Ele-
mente 1, 2, 37

204. Wieviel verschiedene Skatspiele kann ein Spieler erhalten, wenn er von den 32 Blatt jeweils
10 bekommt?

205. Wieviel verschiedene Sk
206. Wieviel Permutationen gxbf. es aus den Elementen g, a, a, b, < 6 und die wievielte Permu-

le konnen i an 3 Mitspiel ilt werden?

tation ist bei lexik Anordnung die Zi g cbacaa?
207. Wie lautet die 13. Kombination mit Wiederholung zur 6. Klasse von den drei Elementen
a,b,c?
208. Wieviel Moglichkeiten gibt es im Zahlen] fiir
a) einen Zweier,
b) einen Dreier

c) einen Vierer,

d) einen Fiinfer?
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" 209. Wieviel Kombinationen 4. Klasse von 7 Elementen ohne Wiederholung gibt es, wenn min-
destens eines der 3 vorgegebenen Elemente aus den 7 enthalten sein soll?

210. Wieviel Kombinationen 4. Klasse von 7 Elementen ohne Wiederholung gibt es, wenn keines
der drei vorgegebenen Elemente aus den 7 enthalten sein soll?

211. Wieviel Kombinationen 4. Klasse von 7 Elementen ohne Wiederholung gibt es, wenn alle 3
vorgegebenen Elemente aus den 7 enthalten sein sollen?

212. Das Morsealphabet besteht aus den beiden Elementen Punkt und Strich.
‘Wieviel verschiedene Zeichen konnen aus diesen Elementen gebildet werden, wenn man fest-
legt, daB nicht mehr als fiinf Elemente je Zeichen verwendet werden sollen?

213. Wieviel Fernsprechanschliisse lassen sich insg im Selbstwiihlverkehr h wenn
nur finfstellige Rufnummern verwendet werden sollen? Wie gro8 ist die Zahl der Ansuhlusse,
die allgemein zur Verfiigung stehen, wenn die R die mit 0 begi fiir Sonder-

anschliisse freigehalten werden?

214. Bei der Lagerha.ltung kennzeichnet man hiufig Materiali hiedlicher Ab
und R durch Farbmarkierungen. Wieviel hiedene Sorten
Rohre kénnen gekennzeichnet werden, wenn drei Farben zur Verfiigung stehen und jede Sorte

mit drei verschiedenfarbigen Ringen am unteren Ende des Rohres markiert wird?

215. Bei der Prog ung von Maschinen sowie auf dem Gebiet der Statistik zur Er-
fassung und Auswertung von Gkonomischen Daten besitzt die Lochkarte eine grofie Be-
deutung. Sie ist nach dem dekadischen System aufgel und besteht aus 80 Loahspa.lben
zu je zehn Lochstellen, die mit 0 bis 9 beziffert sind. Wieviel hiedene Lochkombi
sind moglich, wenn jede Lochreihe nur einmal gelocht werden darf und nicht.gelochte Reihen
unzuliissig sind? K

216. Bei der Qualititskontrolle wird aus einer Produkti ie eine besti Anzahl Erzeug-

nisse ausgewihlt und ht. Aus dem Ergebnis der Stichprobe schlieBt man dann auf die
Qualitit der gesamten Sene,

Wieviel k lichkeiten gibt es bei einer Produktionsserie von
1000 Stiick, wenn die Shchprobe einen Umfang von

a) 10 Stiick,

b) 50 Stiick haben soll?

217. Der Leiter eines Montagebetriebes will sich iiber den Einsatz seiner Mitarbeiter einen stindi-
gen Uberbllck verschaffen. Er bedient sich dabei einer Magnetwfel mit ein- und mahr~
bolen, die jeweils einzelne Mitarbeiter i Es sind hi
Farben bzw Farbzusammenstellungen erforderlich fiir

8 Ingenieure

28 Meister

55 Facharbeiter.
Es ist die Anzahl der hieds Farben fiir folgende Vari zu berech
) Einfarbige Symbole.
b) Zweigeteilte Symbole, die gleich- oder verschiedenfarbig sein konnen. .
c) Dreigeteilte Symbole, die gleich- oder verschiedenfarbig sein konnen.
d) Viergeteilte Symbole, die gleich oder verschieden sein kénnen.

e) Ubersichtliche Markierung:
Ingenieure  einfarbig
Meister zweifarbig (nicht spiegelbildlich), zweigeteilt

Facharbeiter dreifarbig, dreigeteilt.
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4.9. Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

4.7.1. Al ine Betrachtu sur Wahrscheinlichkeitsrech

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung, die die Gr\mdlage der mathematischen Statistik
bildet, ist schon verhiltnisméBig alt. Sie entstand im Verlaufe des 17. J: ahrhunderts
im Zusammenhang mit dem Bestreben, die Erfolgschancen bei Gliicksspielen zu
berechnen. Als Begriinder der Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man
die Mathematiker PAscAL (1623 bis 1662) und FermaT (1601 bis 1665) ansehen.
Zur Weiterentwicklung trugen in den vergangenen Jahrhunderten im wesentlichen
die Arbeiten von HUYGENS (1629 bis 1695), J. BErNouULLI (1654 bis 1705), MOIVRE
(1667 bis 1754), LaPLACE (1749 bis 1827), Gauss (1777 bis 1855) und Porsson (1781
bis 1840) bei. LaPrAor fiithrte erStmals eine genaue Definition des Begriffes Wahr-
scheinlichkeit ein, die man heute als klassische Definition bezeichnet, und formulierte
die Regeln fiir das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten. Im Verlaufedes 19. und 20. Jahr-
hunderts befaften sich auch russische Mathematiker mit den Problemen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, unter anderem TSCHEBYSOHEFF (1821 bis 1894) und
Markow (1856 bis 1922). Der sowjetische Mathematiker KoLMoGOROW begriindete
mit seinen Arbeiten die heutige moderne Wahrscheinlichkeitsrechnung, indem er sie
zu einer exakten mathematischen Disziplin machte und den axiomatischen Begriff
der Wahrscheinlichkeit einfiihrte.

In den letztey Jahrzehnten hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir die Praxis eine
immer grofere Bedeutung erlangt. Heute kommt man bei 6konomischen und tech-
nischen Berechnungen ohne sie nicht mehr aus. Sie bildet die Grundlage der Ver-
sicherungsmathematik, der Stichprobentheorie, der statistischen Qualitatskontrolle
und wird auBerdem in-der Wirtschaft zur Leitung und Planung der Produktion sowie
in der Physik, der Biologie und der Chemie angewendet. Anhand einiger vereinfachter
Belsplele soll die praktische Bedeutung und die Au.fgabenstellung der Wahrschein-
li itsrechnung ver: haulicht werden.

1. Bei der Untersuchung von je 500 Stérungen an einem automatischen Webstuhl
wurde festgestellt, daB im Durchschnitt

266 Storungen durch Fadenri$3,
145 Stérungen durch Stromausfall,
54 Storungen durch Ausfall einer Baugruppe

und 35 Storungen sonstiger Art

hervorgerufen wurden.
Wie gro88 ist die Wahrscheinlichkeit fiir jeden der vier gesondert ausgewiesenen
Ursachenkomplexe?  *

2. Von der Giitekontrolle eines Produktionsbetriebes wird festgestellt, daB in den
iiber einen lingeren Zeitraum unter gleichen Bedingungen produzierten Losen in
Hohe von 750 Stiick im Durchschnitt 15 Stiick je Los AusschuB sind. Wie gro
ist die AusschuBwahrscheinlichkeit?
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3. Bei der Untersuchung der Produktion eines Betriebes ergab sich, da$ im Durch-
schnitt 929% der Gesamtproduktion fehlerfrei waren und 50%, davon das Giite-
zeichen Q hatten. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dag ein Erzeugnis dieses
Produktionsbetriebes das Giitezeichen Q besitzt?

4. Ein Gerit enthilt 5 Baugruppen, die bei Funktionstiichtigkeit einwandfrei
arbeiten miissen. Die Zulieferbetriebe garantieren fiir jede einzelne Baugruppe eine
Funktionssicherheit von 85%. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Funk-
tionstiichtigkeit des gesamten Gerites, wenn die Baugruppen ohne weitere
Priifung verwendet werden?

Die folgenden Abschnitte sollen eine Einfiihrung in die Probleme der Wahrschein-
lichkeitsrechnung geben. Dabei werden sich die Ausfiihrungen auf den klassischen
Wahrscheinlichkeitsbegriff und seine Anwendung beschrianken?).

4.7.2. Zufillige Ereignisse

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschaitigt sich mit den in Natur und Gesellschaft
auftretenden zufilligen Erscheinungen (zufdlligen Ereignissen), die Massencharakter
haben, und untersucht deren GesetzmiiBigkeiten. Der Massencharakter einer solchen
Erscheinung kommt darin zum Ausdruck, daB sie sich unbegrenzt oft oder in einer
groBen Anzahl wiederholt bzw. wiederholen 1a8t.

Unter den zufilligen Ereignissen versteht man solche Ereigni die bei bestimmt
gegebenen Bedingungen eintreten kinnen, aber nicht unbedingt eintreten miissen.

Man sagt dann, das Eintreffen des Ereignisses sei vom Zufall abhéingig.’
Der Begriff des zufilligen Ereignisses soll an folgenden Beispielen veranschaulicht
werden.

1. Wirft man eine Miinze auf den Boden, so kann entweder ,,Zahl* oder ,,Wappen®
nach oben zeigen. Welches der beiden Ereignisse eintritt, kann jedoch nicht vor-
hergesagt werden. Das Ergebnis des Versuches (Werfen der Miinze) — ,,Zahl
oder ,,Wappen* — bezeichnet man als zufalliges Ereignis.

2. Wiirfelt man mit einem , idealen* Wiirfel, so kann entweder das Ereignis ,,1‘ oder
2 oder ... oder ,,6° auftreten. Da das Wurfergebnis nicht vorausbestimmt
werden kann, spricht man auch hier von zufélligen Ereignissen.

3. Die Gesamtproduktion eines Betriebes wird auf AusschuB untersucht. Fiir jedes
einzelne Erzeugnis gibt es entweder das Ereignis ,,fehlerfrei‘ oder ,,Ausschufl*.
Da man nicht voraussagen kann, ob das zu iiberpriifende Erzeugnis das Pradikat
. fehlerfrei® oder ,,Ausschu8* erhélt, liegen wieder zuféllige Ereignisse vor.

Diesen zufilligen Erscheinungen und Ereignissen stehen die deterministischen gegen-

iiber. Unter den deterministischen Ereigni versteht man solche, bei denen man
unter bestimmien gegeb Bedingungen das Ereignis mit Bestimmtheit voraussagen
kann.

1) Als weiterfithrende Literatur vgl. vor allem [40, 45, 46].
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Die Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen auf Grund der Zufalligkeit
der zu untersuchenden Erscheinungen und Ereignisse niemals unmittelbare SchluB-
folgerungen fiir den konkreten Einzelfall zu. Die berechnete mathematische Wahr-
scheinlichkeit wird sich erst bei einer geniigend gro8en Anzahl von Einzelversuchen
durchsetzen, das heilt, die Regeln und Formeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gewinnen erst bei einer geniigend groBen Anzahl von Einzelfallen Giltigkeit. So be-
deutet zum Beispiel eine Wahrscheinlichkeit von 0,50 (509%,) fiir das Eintreffen eines
bestimmten Ereignisses nich¢, daB bei 10 Versuchen dieses Ereignis unbedingt fiinfmal
auftreten muB; es kann vielmehr auch bei allen 10 Versuchen bzw. in keinem ein-
zigen Versuch eintreffen. Erst mit groBer werdender Versuchsanzahl wird sich fiir die
Wahrscheinlichkeit der Wert 0,50 durchsetzen.

Bezeichnet man die zufilligen Ereignisse mit A;, so kann man nun weiter unter-
scheiden.

1. Die Ereignisse 4,, 4,, ..., A, werden als die einzig méglichen bezeichnet, wenn
unter bestimmten gegebenen Bedingungen eines dieser Ereignisse unbedingt ein-
treten muB,

z. B. a) ,,Zahl" und ,,Wappen* sind die einzig moglichen Ereignisse, die beim Werfen einer
Miinze eintreten kénnen.
b) ,,1%, ,,2%, ..., ,,6“ sind die einzig moglichen Ereignisse, die beim Wiirfeln mit einem
Wiirfel auftreten kénnen.
c) ,fehlerfrei” und ,,AusschuB* sind die einzig mdglichen Ereignisse bei der Unter-
hung des Produkti 3

2. Die Ereignisse 4;, 4,, ..., 4, sind unvereinbar, wenn das Eintreffen des einen Er-
eignisses das Eintreffen des anderen vollkommen aussehlie8t,

z. B. a) ,,Zahl* und ,,Wappen* sind bei einem Wurf mit einer Miinze unvereinbare Ereignisse,
da das Eintreffen des Ereignisses ,,Zahl“ das Eintreten des Ereignisses ,,Wappen*
vollkommen ausschlieft.

b) 1%, ,,2 ..., ,,6* sind bei einem Wurf mit einem Wiirfel unvereinbare Ereignisse, da
das Eintreffen eines dieser sechs Ereignisse das Auftreten der iibrigen ausschlieBt.

c) Bei der Priifung eines Erzeugnisses auf ,,fehlerfrei* oder ,,AusschuB* sind diese beiden
S R Al iteinander, da sie sich i hEaR,

Zwischen den einzelnen Ereignissen kénnen nun bestimmte weitere Beziehungen be-
stehen, die im folgenden untersucht werden sollen. Zur Darstellung dieser Relationen
wird auf die Formulierung und die Symbolik der Mengenlehre zuriickgegriffen [1].

3. Wenn unter bestimmten gegebenen Bedingungen aus dem Eintreten des Ereig-
nisses A stets das Eintreten des Ereignisses B folgt, so bezeichnet man 4 als
Teilereignis von B und schreibt

AcB oder Bo A (143)

(gelesen: A zieht B nach sich bzw. 4 ist ein Teilereignis von B),
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z. B. das Werfen einer ,,2 mit einem Wiirfel sei das Ereignis 4, das Eintreffen des Ereigni!
,»gerade Zahl“ sei B. Dann gilt

AcB,

da A ein Teilereignis von B ist.

. Wenn unter bestimmten gegebenen Bedingungen die Ereignisse 4 und B stets
zugleich eintreten bzw. nicht eintreten, so bezeichnet man 4 und B als gleich-
wertige oder diquivalente Ereignisse und schreibt

(144)
Es gilt in diesem Falle
A — B und gleichzeitig B <= 4,
z. B.: Hat man einen sechmiﬁgvgn Wiirfel, dessen Seiten hiedenfarbig gel ich

Bede (Erei

sind, und ordnet man der roten Seitenfliche (Ereignis 4) eine b
B) zu, so stellen das Eintreten des Ereignisses 4 (rote Seitenfliche) und das Eintreten des Er-

eignisses B (die der roten Seitenfliche d ) aq 1 Ereignisse dar, so
daB gilt,
A < B und gleichzeitig B — 4,
also A=B.
. Unter der (logischen) § der Ereignisse 4 und B versteht man dasjenige

Ereignis C, in dem mindestens eines der beiden Ereignisse 4 und B eingetreten ist.
Man schreibt

(145)

(gelesen: O ist gleich 4 vereinigt-mit B),

z. B.: Das Werfen einer ,,2° sei das Ereignis 4, das Ei ffen des Ereigni ,,6 sei B, Dann
versteht man unter dem Ereignis

C=AuB
das Eintreten von 2 oder 6 (da bei einem Wurf mit einem Wiirfel das Eintreten von % und 6
nicht méglich ist).

. Unter dem (logischen) Produkt der Ereignisse 4 und B versteht man dasjenige
Ereignis C, in dem gleichzeitig das Ereignis 4 und B eingetreten ist. Man schreibt

(146)

(gelesen: C ist gleich A geschnitten mit B),
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G

10.

11.

2. B.: Das Werfen einer ,,2* sei das Ereignis 4, das Ei ffen des Ereigni: »gerade Zahl*
sei B,
Dann versteht man unter dem Ereignis

C=A4nB
das Eintreten des Ereignisses ,,2°.

Unter der (logischen) Differenz der Ereignisse 4 und B versteht man dasjenige
Ereignis C, bei dem das Ereignis A eingetreten, das Ereignis B jedoch nicht ein-
getreten ist. Man schreibt

(gelesen: C ist gleich der Differenz von 4 und B),

z. B.: Das Werfen einer geraden Zahl sei das Ereignis 4, das Eintreten des Ereignisses ,,2°
sei B. Dann versteht man unter dem Ereignis

C=4\B

das Eintreffen entweder von 4 oder von 6.

. Ein Ereignis wird als sicheres Ereignis £ bezeichnet, wenn es unter bestimmten

gegebenen Bedingungen unbedingt eintreten muB,

z. B.: Das Werfen von ,,1* oder von 52 oder . oder von ,,6* stellt das sichere Ereignis &
dar, da eine dieser sechs A i muB. 2

g

. Ein Ereignis wird als unmagliches Ereignis & bezeichnet, wenn es unter bestimm-

ten gegebenen Bedingungen niemals eintreten kann,

z. B.: Das Werfen einer 7 stellt ein unmégliches Ereignis ¢ dar, da der Wiirfel nur die Augen-
zahlen 1 bis 6 aufweist.

PP PSPt

Zwei Ereignisse werden als einander entg Ereigni wenn

bei Nicht-Eintreten von 4 das Erelgms vy emtreben musB. 4 nennt man dann das
zu A komplementiire Ereignis. Es gilt stets

AvA=F ud And=gp (148)

z. B. das Werfen des ,,Wappens‘ sei das Ereignis 4.

Das Ereignis ,,Zahl* ist das zu 4 komplementiére Erelgms A. Dann ist es sicher,
daB eines der beiden Ereignisse eintreten muB: A v 4 = B,

und es ist unmbglich, daB beide Ereignisse gleichzeitig eintreten:

And=g.
Unter dem Ereignisfeld % versteht man die Menge M aller zufélligen Ereignisse,

die bei einer bestimmten Aufgabenstellung unter bestimmten gleichbleibenden
Bedingungen eintreten oder nicht eintreten kénnen. Die méglichen Ereignisse
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bilden dann die Unter- oder Teil des Ereignisfeldes. Die aus nur einem
Element bestehenden igen) Teil bezeichnet man als die
elementaren Ereignisse 4,, 4,, ..., A,. Zum Ereignisfeld % gehoren ferner das
sichere Ereignis E, das unmégliche Ereignis @ sowie die aus den unter 5., 6., 7.
und 10. angefithrten Operationen hervorgehenden Ereignisse.

4.7.3. Die klasgische Definition der Wahrseheinlichkeit

Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses 4 mit
P(A) und definiert:

Die Wahrscheinlichkeit P (4) fiir das Eintreten eines Ereignisses 4 ist gleich dem
Verhiltnis der Anzahl der dem Eintreten des Erexgmsses 4 gunstlgen zur Gesamt-
zahl aller méglichen Ereignisse (Versuch )-

&

Dies ist die von LAPLACE aufgestellte klassische Definition des Wahrscheinlichkeits-

begriffes. Dabei ist zu beachten, daB die Gesamtzahl aller moglichen Versuchs-

ergebnisse (Ereignisse) nur die miiglwhen und unvereinbaren Ereignisse enthalten

darf und diese stets gleich wahrscheinlich sein mii

Wird dann die Anzahl der dem Eintreten des Ereignisses 4 giinstigen Versuchs-

ergebnisse mit 7 und d.le Gesamtzahl aller unvereinbaren und gleich méglichen Ver-
hsergebnisse mit n bezeichnet, so ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit

P(4) = g (149)

Aus (149) folgt, daB der Lapracesche Wahrscheinlichkeitsbegriff nur auf Ereignis-
felder mit einer endlichen Anzahl von Elementarereignissen anwendbar ist.

Neben dieser klassischen Definition gibt es noch andere Wahrscheinlichkeitsdefi-
nitionen (statistische, geometrische, axiomatische), auf die in diesem Rahmen jedoch
nicht eingegangen werden kann.

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit P(4) soll an folgenden einfachen Beispielen
veranschaulicht werden.

BEISPIELE .
1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit P (4) fiir das Eintreffen des Ereignisses ,,gerade Zahl*
bei einem Wurf mit einem Wiirfel?
Losung:

Die G hl der einzig moglick inb und gleich wahrscheinlichen Ereignisse
betriigt n = 6, nimlich die Zahlen 1, 2, ..., 6. Die Anzahl der fiir das Eintreffen des Ereignisses
»,gerade Zahl* giinstigen Fille betragt m = 3, nimlich 2, 4, 6. Daraus ergibt sich

3
PA =5

P(4) = 0,5.



400 4. Mathematische Grundlagen der Statistil

2. Vgl. erste Aufgabenstellung in 4.7.1., S. 394.

Losung: -
n = 500 )
. 266
Fadenrif my = 266 P(4y) = zo5 = 0,632 = 53,2%
145
Stromausfall mg = 145 P(4,) = 50 = 0,290 = 29,0%,
. 5
Ausfall einer Baugruppe m; = 54 P(4y) = 500 = 0,108 = 10,8%,
. 35
sonstige Storungen my =35 P4, = 500 = 0,070 = 7,0%.
3. Vgl. zweite Aufgabenstellung in 4.7.1., S. 304,
Losung:
15
n = 1750; m =15 P(4) = 750 = 0,020 = 2,0%.

4. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit: P(4), daB man bei einmaligem Ziehen einer Karte aus
- einem Skatspiel

a) eine Zehn,

b) eine Eichel-Karte,

c) eine Eichel-Zehn erhilt?

Losung:
a) n = 32 Karten insgesamt; m = 4, da viermal die Zehn enthalten ist.
s ’
P(4) = g5 = 0,125 2 12,5%
b) n = 32 Karten insgesamt; m = 8, da insgesamt 8 Eichel-Karten enthalten sind.

8
P(4) = 55 = 0,250 = 25,0%
¢) n = 32 Karten insgesamt; m = 1, da nur einmal die Eichel-Zehn enthalten ist.
1
P(4) = o5 = 0,03125 = 3,125%,.
32
Aus der Definition der Wahrscheinlichkeit ergibt sich weiterhin :
1. Die Wahrscheinlichkeit fir ein sicheres Ereignis £ betrigt

(150)
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da in diesem Falle alle » moglichen Ereignisse giinstig sind, das heiBt m =# und
somit
n
PE) =2 =1.

2. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein unmdgliches Ereignis @ betragt

da in diesem Falle kein einziges der moglichen Ereignisse giinstig ist, das heiBt,

m = 0 und somit
0
P(z)=7=0.

3. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein mogliches, aber nicht sicheres Ereignis 4 betragt

0<P)<1 (152)

da in diesem Falle stets die Anzahl der giinstigen Ereignisse kleiner als die Gesamt-
zahl aller méglichen Ereignisse ist, das heiBt m < n, und somit stellt P(4) einen
echten Bruch dar.

4. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis 4, das dem Ereignis A entgegengesetzt
ist, betragt

Pd)=1—P(4) (153)

da die Summe der beiden Ereignisse 4 und 4 ein sicheres Ereignis E darstellt, das
heiBt

P(4) + P(4) =1.

5. Wenn ein Ereignis 4 ein Peilereignis von B ist, das heiBt, das Ereignis 4 zieht
das Ereignis B nach sich (4 < B), dann gilt

P(4) < P(B) (164)

Denn die dem Ereignis 4 giinstigen Fille bilden eine Untermenge von der Menge
der dem Ereignis B giinstigen Fille, und somit ist

my < mg,
das heiBt

T4 T8

n n

oder P(4) < P(B).
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4.74. Die Addition und Multiplikation von Wahrscheinlichkeiten
4.74.1. Die Additionsregel fiir Wahrscheinlichkeiten

Das Additionstheorem 148t sich wie folgt formulieren :

Fiir zwei unvereinbare Ereignisse 4, und 4,, deren Wahrscheinlichkeiten P (4,)
und P(4,) betragen, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines der beiden
Ereignisse, das heiBt entweder 4, oder 4,, glelch der Summe der beiden Einzel-
wahrscheinlichkeiten.

| Ptiv 40 = PLy + Pla) (155a)

Allgemein gilt dann fiir n paarweise unvereinbare Ereignisse

| Py 430 d) = PU) + P(4) + -+ P(4) (155b)

BEISPIELE

1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit P(4), daB man beim einmaligen Ziehen aus einem Skat-
spiel entweder eine Sieben, eine Acht oder eine Neun erhilt?
Lésung:

Es handelt sich hier um pa.arwelse u.nve:embare I‘}rexgmsse, da stets nur eines dieser Ereignisse
auftreten kann. Die Einzelwah

fir Eroignis , Sicben® (4,):  P(4,) — —

)
fiir Ereignis ,,Acht" (4;): P(d;) = %-
fiir Ereignis ,Neun (dy): P(dg) = —

so daB sich als Wahrscheinlichkeit fiir die logische Summe aus den Ereignissen 4,, 4, und 4,
nach Formel (155b) ergibt

1 1 1 3
P(d) =P(dud,04dy) = P(4) + P(4y) + P(dy) = 5 + g + 5 = 5 = 0375.
Auf das gleiche Ergebnis gelangt man auch durch folgende Uberl, In dem K piel

befinden sich n = 32 Blatt, darunter viermal eine Sieben, viermal eine Acht und viermal eine
Neun, die alle ein giinstiges Ereignis darstellen, also m = 12. Nach Formel (149) erhilt man
dann

12 3
P(4) = P(4,0 4,0 4) = 35 = 5 = 0375



4.7. Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung 403

2. In einer U/me befinden sich 5 schwarze (Ereignis 4,), 12 weiBe (Ereignis 4,), 23 rote (Ereignis
Aj) und 20 griine (Ereignis 4,) Kugeln. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB man
beim Ziehen eine rote oder eine griine Kugel erhdlt? '

Losung:

Da es sich um die Wahrscheinlichkeit fiir die logische Summe aus den Ereignissen 45 und 4,
handelt, ergibt sich nach Formel (155b)

P() = P43y 4) = P(4q) + P(4) = =0,717.

+so

Hat man nun nicht zwei paarweise unvereinbare Ereignisse, sondern zwei beliebige
Ereignisse 4, und A, vorliegen, so gilt folgender Additionssatz:

Fiir zwei beliebige, sich nicht notwendig einander ausschlieBende Ereignisse A4,
und 4,, deren Wahrscheinlichkeiten P(4,) und P(4,) betragen, ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten eines der beiden Ereignisse, das heift ent-
weder A, oder A,, gleich der Summe der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten ver-
mindert um die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten sowohl des Ereignisses 4,
als anch des Ereignisses 4,.

P(4,0 4,) = P(4,) + P(4,) — P(4; 0 4y) (156)

BEISPIEL
3. Bei Stichprobeniiberpriif einer Abfiill hine ergab sich, daB xm Durchschnitt be
900 Paketen von 1000 das Gewicht im vq hriek Str h (@ 4 &) g bleibt,

bei 560 Paketen zwischen a g und (a + &) g liegt und bei 625 Paketen das Gewicht groBer
oder gleich dem Nenngewicht a g ist.

Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, daB das Gewicht eines Paketes unter der unteren zu-
lassigen Grenze (@ — &) g liegt?

Losung:

Ereignis 4,: Gewicht liegt im v bereich (a -+ ¢) g.

900
Pl4y) = 1505 = 0:900

Ereignis 4,: Gewicht ist groBer oder gleich dem geforderten Nenngewicht @ g.

P(4,) = . = 0,625
( 1000

Ereignis 4, = 4, n 4,: Gewicht liegt zwischen a g und (a + ¢) g.

ao
P(dy) = P(4yn 4y) = 7505 = 0,560
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Nach Formel (156) gilt dann
P(4, v 4y) = P(4y) + P(4,) — P(4;0 4y)
P(4, u 4;) = 0,900 + 0,625 — 0,560
P(4, u 4;) = 0,966.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Gewicht eines Paketes im vorgeschriebenen Streuungs-

bereich liegt oder groBer als das Nenngewicht a g ist, betrigt 0,965 = 96,5%. Daraus folgt fiir
die Wahrscheinlichkeit, daB das Gewicht eines Paketes unter der unteren zulissigen Grenze

(a — &) g Liegt,
0,035 = 3,6%.

4.7.4.2. Die Multiplikationsregel fiir Wahrscheinlichkeiten

Das Multiplikationstheorem 1a8t sich wie folgt formulieren:

Fiir zwei voneinander unabhiingige Ereignisse 4, und 4,, deren Wahrscheinlich-
keiten P(4,) und P(A,) betragen, ist die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten
sowohl des einen Ereignisses (4,) als auch des anderen Ereignisses (4,) gleich
dem Produkt der beiden Einzelwahrscheinlichkeiten.

| Plaind) =Py - PU) (157a)

Allgemein gilt dann fiir n voneinander unabhiingige Ereignisse

| P(A;n Ay0 -0 4,) = P(4,) - P(4,) - P(4,) (157b)

BEISPIELE

1. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei zweimali Werfen einer Miinze beide Male das
Ereignis ,,Zahl* eintritt?

Losung:

Ereignis 4,: ,,Zahl* beim ersten Wurf,
Ereignis 4,: ,,Zahl* beim zweiten Wurf.

Es handelt sich hier um voneinand bhingige Ereignisse, die Wahrscheinlichkeiten be-
tragen
1
Py =7
1
P(dy) = 5
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Da sowohl das Ereignis 4, als auch das Ereignis 4, eintreffen soll, gilt nach der Formel (157a)

1 1
P(4)=P(4n 4y) = P(4) - P(d) = 5 -5
P({4) = 1
4)=7-
2. Vgl vierte Aufgabenstellung in 4.7.1., 8. 395,
Losung: Fir jede einzelne Baugruppe wird eine Funktionssicherheit (Ereignis ,,fehlerfrei)

in Hohe von P(4;) =085 (i =1,2,...,5) garantiert. Damit das Geriit einsatzfihig ist,
muB jede Baugruppe fehlerfrei sein, das heiBt, es muB sowohl das Ereignis 4,, als auch 4,,
als auch ... als auch 4; eintreten. Die einzelnen Baugruppen sind voneinander unabhingig,
80 daB nach Formel (1567b) folgt

P(d) = P(4;n 430+ n 4) = P(4y) - P(4y) -+ P(4y)

P(A) =0,85° = 0,444.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Funktionieren eines Gerites olme weitere Prnfu.ug der ve:-
wendeten Baugruppen betriigt 0,444 (44,4%). Die Wahrsck keit fiir ein nicht ei

fithiges Geriit ist dann
P(d)=1— P(4)
P(4) = 0,556 (65,6%)-

4.743. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten

In den bisherigen Ausfiilhrungen wurden jeweils voneinander unabhiingige Er-
eignisse zugrunde gelegt. Darunter versteht man solche Ereignisse, bei denen das
Eintreffen des einen Ereignisses (4,) sich nicht auf die Bedingungen fiir das Ein-
treffen des anderen Ereignisses (4,) auswirkt. Die Wahrscheinlichkeiten P(4,)
und P(4,) bezeichnet man dann als unbedingte Wahrscheinlichkeiten.

Dies trifft jedoch nicht auf alle Aufgabenstellungen zu. In einer Reihe von Féllen
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses 4, unter deg Voraus-
setzung zu bestimmen, daB ein zweites Ereignis 4; schon mit einer bestimmten
Wahrscheinlichkeit eingetreten ist. Diese Wahrscheinlichkeiten nennt man be-
dingte Wahrscheinlichkeiten und schreibt dafiir P(4,/4,).

Sie ist gleich dem Quotienten aus der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, N 4,
und der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses A, vorausgesetzt
P(4,) > 0. Es gilt dann

_ P(4,n4y) =
Payja) = ZGu | P(4,/4) =

fiir P(dy) > 0 fiir P(4;) > 0

P(A;n 4,)
P(4,) (158b)
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Fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten nimmt dann der Multiplikationssatz folgende
Form an:

[ Pl 049 =Py - P(a,14) = P4y - Playia) | (158¢)

das heiBt:

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses 4, N 4, ist gleich dem
Produkt aus der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, (bzw. 4,) und der bedingten
‘Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, (bzw. 4,), berechnet unter der Voraussetzung,
daB das Ereignis 4, (bzw. 4,) schon eingetroffen ist.

BEISPIEL
Dieser Sachverhalt soll an der dritten Aufgabenstellung in 4.7.1., S. 395, erliutert werden.

Losung des Beispiels 3: Bezeichnet man mit 4, das Ereignis , fehlerfrei* und umb A, das
Ereignis ,,Giitezeichen Q*, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des 4,

0,92 und fiir das Eintreffen des Ereignisses 4, 0,50. Da jedoch nur solche Erexgmsse das Gute

zeichen Q erhalten konnen, die fehlerfrei smd setzt das Eintreffen des Ereignisses 4, voraus,
daB das Ereignis 4, schon eing ist. Es handelt sich also um eine bedingte Wahrschein-
lichkeit, die mit P(A4,/4,) bezeichnet wird. In der Aufgabe kommt dies in folgender Formu-
lierung zum Ausdruck:

929}, der Gesamtproduktion fehlerfrei, davon 509, Giitezeichen.

Es gilt somit
P(4) =002
P(A4/4;) = 0,50

und fiir die Wahrscheinlichkeit P(4, n 4,) nach Formel (1568¢)

P(dy 0 4,) = 0,92 0,50 = 0,46.

Die Wahrscheinlichkeit, da8 ein E is das Giitezeichen Q besitzt, betrigt 0,46 (46,0%).

4.7.44. Die totale Wahrscheinlichkeit

Die totale Wahrscheinlichkeit soll an folgendem Beispiel erldutert werden.

BEISPIEL

Zwei Betonplattenwerke liefern gleiche Fertigteile an eine GroBbaustelle. Dabei umfa8t die
Lieferung des Betriebes I 600 Stiick mit einer AusschuBquote von 2%, und die des Betriebes IT
900 Stiick bei einem AusschuBprozentsatz von 1,5%. Zwecks Uberpriifung wird aus einer be-
liebigen der beiden Lieferungen ein Fertigteil entnommen.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB man gerade ein AusschuBteil erhdlt?
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Loésung: Ereignis 4,: Fertigteil aus der Lieferung des Betriebes I,
Erelgms A,: Ferhgtell aus der Lieferung des Betriebes IT,
B: Fe icht nicht den A d

Bekannt sind aus der Aufgab 1l die bedingten Wahracheinlichkei
P(B/4,) = 0,020
P(B|4;) = 0,015.
Nach Formel (149) ergibt sich fiir die unbedingten Wahrscheinlichkeiten fiir 4, und 4,
600 2

Pl =500 = 5"
900 3
P)= 150 = 5

Gesucht ist die unbedingte Wahrscheinlichkeit P(B) das heiBt die Wahrscheinlichkeit fiir
ein Fertigteil, das nicht der TGL en prick ig vom Herstelh

Da das nicht der TGL entsprechende Teil entweder vom Betrieb I oder dem Betmb II produ-
ziert sein muB und sich die Ereignisse 4, und 4, gegenseitig ausschlieBen, muB sich das Er-
eignis B zusammensetzen aus

entweder (4, n B) oder (d4,n B).
Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt dann der Additionssatz (155a)
(I) P(B) = P(4,nB) + P(4,n B).

Wendet man weiterhin auf die Glieder der rechten Seite von (I) den Multiplikationssatz fiir
beliebige Ereignisse (158¢) an, so geht (I) iiber in

P(B) = P(4,) - P(B|4,) + P(4,) - P(B|4,) (169)

Diese Gleichung ist ein Spezialfall des Satzes iiber die totalen Wahrscheinlichkeiten.
Fiir das vorliegende Beispiel ergibt sich

2
P(B) = 5" 0,020 4 -z— - 0,015

P(B) = 0,017.
AUFGABEN
218. Bei der Qualititskontrolle werden gleiche E: i die auf hied Maschi
produziert wurden, auf ihre Zugfestigkeit gepruft Dabei wird festgestellt, daB8 im Durch-
schnitt 989, der auf der Maschine I her isse, 929, der nu.f der Maechme I
und 89%, der auf der Maschine ITI produzierten Er: isse den A

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, “daB

a) zwei auf den verschiedenen Maschinen I und II
b) zwei auf den verschiedenen Maschinen I und III
c) zwei auf den verschiedenen Maschinen IT und IIT

h tellte T isse die erforderliche Zugfestigkeit besi 9
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219. In zwei Betrieben I und II werden i t 9000 Elekt; toren gleichen Typs produziert,
die ein dritter Betrieb fiir die Weiterverarbeitung benttigt. Die Wahrscheinlichkeit, da

ein gelieferter Motor im Betrieb I hergestellt wurde, betrigt 2/3; die Wahrscheinlichkeit,
daB ein geliefertes Erzeugnis sowohl der TGL entspricht als auch im Betrieb I produziert

wurds, ist 5/9.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da8 ein Erzeugnis der TGL icht, unter der Voraus-

setzung, ein Produkt des Betriebes I zu sein?
220. In einem Produktionsbetrieb arbeiten drei ische TaktstraBen. Statistische Unter-
h haben nun ergeben, daB fiir jede der drei TaktstraBen im Durchschnitt folgend

Ausfallwahrscheinlichkeit je Schicht besteht:
TaktstraBe I P(4,) = 0,08
TaktstraBe II ~ P(4,) = 0,13
TaktstraBe IIl  P(4,) = 0,19.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf wihrend einer Schicht
a) keine der drei TaktstraBen ausfillt,
b) alle TaktstraBen ausfallen,

¢) wenigstens eine der drei TaktstraBen ohne Sto beitet?
221. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB sich unter drei aus einem Skatspiel gezogenen Karten

a) eine ,,Zehn*

b) mindestens eine ,,Zehn‘

befindet?

222, Es wird mit einem Wiirfel sechsmal gewiirfelt. Wie groB ist dann die Wahrscheinlichkeit,
daB keine ,,Sechs* fallt?

223. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB bei seck ligem Wiirfeln mit einem Wiirfel
mindestens eine Sechs fillt?

4.7.4.5. Die ZufallsgroBen

Diskrete und stetige ZufallsgroBen

In 4.7.2. wurde dargestellt, daB sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit den zu-
filligen Erscheinungen (Ereignissen), die Massencharakter besitzen, befaBt und
deren GesetzméBigkeiten untersucht. Dabei wurde stets nur die Frage gestellt, wie
groB die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten bzw. Nichteintreten eines Ereignisses
A unter bestimmten Bedingungen ist. Zur weiteren Untersuchung und Beschreibung
solcher zufélligen Massenerscheinungen sind nun Zahlenangaben iiber die Versuchs-
ergebnisse in ihrer Gesamtheit erforderlich. Diese Zahlenangaben sind nicht konstant,
sondern werden auf Grund zufilliger Einfliisse vartieren.

Unter einer zufiilligen Variablen oder ZufallsgroBe X versteht man dann eine solche
veranderliche GroBe, die unter bestimmten konstanten Bedingungen — durch den
Zufall bedingt — unterschiedliche Werte annehmen kann. Dabei tritt jeder Wert
dieser ZufallsgroBe mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit auf.
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Man unterscheidet zwei Arten von Zufallsvariablen:

1. diskrete Zufallsgrofien
2. stetige ZufallsgroBen.

Eine diskrete (diskontinuierliche) Variable liegt dann vor, wenn sie endlich oder
abzihlbar unendlich viele Werte @y, @, ..., %y, ... annehmen kann. Diese Werte ;
nennt man die Realisierungen der ZufallsgroBie X.

Bei einer stetigen GroBe kann dag jeder beliebige Zahl t eines bestimmten
vorgegebenen Intervalles auf der Zahlengeraden angenommen werden.!)

So stellen z. B. die verschiedenen Ergebnisse der Wiirfe mit einem Wiirfel eine diskrete
Zufallsvariable dar, da nur die natiirlichen Zahlen von 1 bis 6 als Realisierungen z;
der ZufallsgréBe X auftreten konnen.

Man schreibt dann

A ={X=1i) (=12,..,6).

Weitere diskrete ZufallsgroBen sind die Anzahl der durch Stérungen ausfallenden
Maschinen wéhrend eines bestimmten Zeitr , die qualitativen Ereignisse ,,fehler-
frei* und ,,fehlerhaft*, denen man die Zahlen 1 und 0 zuordnen kann, usw.
Beispiele fiir stetige ZufallsgroBen sind unter anderem die MeBwerte fir die Zug-
festigkeit und die MeBwerte bei Gewichts- und Léngenmessungen. Stetige Zufalls-
variablen treten in der Technik allgemein iiberall dort auf, wo Abweichungen von
einem vorgegebenen Nennmaf vorkommen kénnen.

Man schreibt dann

A={z, <X S ).
z, und , stellen die Grenzen des Intervalles dar, innerhalb dessen die Realisierungen

der ZufallsgroBe X, die dem Ereignis 4 zugeordnet wurde, liegen, wenn das Ereignis
A eintritt.

4.7.4.6. Die allgemeine Verteilungsfunktion

Hat man eine ZufallsgroBe X statistisch zu unter hen und zu charakterisieren,
so0 muB man die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten, das heiBt die Wahrscheinlich-
keiten fiir alle Werte, die die zufallige Variable X annehmen kann, kennen.

Im Falle einer diskreten Zufallsverinderlichen X gibt die Verteilung

PX =

= p(x;) (160)
die Wahrscheinlichkeit an, mit der die ZufallsgroBe X den Wert «; annimmt.

*) vel. [1]
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Die theoretische Verteilungsfunktion wird definiert durch die Funktionsgleichung

Flo)=Fx(e) =P(X <2) = TPE =2) = 3 p(xﬂ (161)

worunter man die Wahrscheinlichkeit versteht, daB die Zufallsvariable X einen Wert
annimmt, der kleiner als ein vorgegebenes  ist. Die unter dem Summenzeichen
stehende Symbolik z; < z\driickt aus, daB iber alle #; < z zu summieren ist. Fir
die Summe aller p(z;) muB dann gelten

P(®1) + p®s) + -+ P(2y) o= ;p(w;) =1—| (162)

da das Eintreffen eines beliebigen Ereignisses aus der Gesamtzahl aller moglichen
Ereignisse ein sicheres Ereignis £ mit der Wahrscheinlichkeit P(E) =1 darstellt.
Als Beispiel zur Erliuterung der Verteilung und der Verteilungsfunktion diskreter
ZufallsgroBen nehmen wir das Werfen eines Wiirfels.

Die Zufallsvariable X kann in diesem Falle als Realisierungen die Werte z; =
(:=1,2,...,6) annehmen, so daB gilt

4;={X=14 i1=12,..,6.
Die dazugehérigen Wahrscheinlichkeiten sind

pE)=PX=i)=5 "=

Dje Funktionswerte der Verteilungsfunktion lauten dann nach (161)

fir e<1:F(1) =P(X <1)=YP(X =)= Xp(x:) =0,
7<1 - <l
da ein Wurf mit einer Augenzahl kleiner als 1 ein unmégliches Ereignis & mit der
Wahrscheinlichkeit P(@) =0 ist;
firz=2: F@=P(X<2) =YP(X=x)=3 pl)= %
<2 <2

da ein Wurf mit einer Augenzahl kleiner als 2 eine Wahrscheinlichkeit von P(4,) =

= % besitzt;

fire=3: F3) =P(X <8)=YP(X =ua) =zz<g)(ﬁ?.‘) =

<8

=P(X=1)u{X=2)=P(X=1)+ P(X=2) = %
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Es handelt sich hier um die Wahrscheinlichkeit, daB entweder eine 1 oder eine 2

geworfen wird.

Firz =4: F@ =P X <4)=Yp@)=P(X=1u{X=2u{X=3}) =—;—.
<4

Dies stellt die Wahrscheinlichkeit dar, daB entweder eine 1 oder eine 2 oder eine 3 ge-

worfen wird.

Fire =5: F(5) — PX < 5) = Tp) =5
z7<b

firo=6: F(6) =P(X <6) = Tp@) =<,
;<6

fiir & > 6: PX<6)=Yp) =1,
=8

da ein Wurf, bei dem eine der 6 Augenzahlen auftreten muB, ein sicheres Ereignis
E mit der Wahrscheinlichkeit P(E) =1 darstellt. Die graphische Darstellung
dieser diskreten Verteilungsfunktion (Bild 96) liefert eine Treppenkurve (vgl. 4.2.2.7.).

Fh=Zp(x;)

ol o ok ok ol oo

0 2 3 4 5 6 X
Bild 96

Analog zur Berechnung des arithmetischen Mittels und der quadratischen Streuung
bei statistischen MeBreihen (vgl. 4.2.2.1. und 4.3.2.3.) kann man die Verteilungs-
funktionen durch den Erwartungswert (Mittelwert) sowie durch die Varianz niher
charakterisieren. Unter dem Erwartungswert einer diskreten ZufallsgroBe X, den
man mit EX, uy oder u bezeichnet, versteht man das gewogene arithmetische Mittel
aus den moglichen Realisierungen z; dieser ZufallsgroBe X und den dazugehérigen
Wahrscheinlichkeiten p(2;), also

_px = TPt pm) bt 2 p(E) o 16
b =EE 2@+ B+t PR T wts)
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Dea fiir den Nenner von (163a) Y p(%;) = 1 gilt, geht die Formel fiir den Erwartungs-
,wert iiber in %

| e = BX =1 p) + s plo) - 2 pa) +o | (103D)

oder
pr =EX = Ya;- p(xi)—’ (163¢)
*
wobei iiber alle ¢ =1,2,...,%,... zu summieren ist.
Die Varianz einer diskreten ZufallsgroBe X wird dann wie folgt definiert
ok =D*X =E(X — BX)* = (% — px)? - p(x:) (164)
+

Als mittlere quadratische Streuung ergibt sich die Quadratwurzel aus der Varianz o%
oxr = ]/ o — px)? - ple).
Im obigen Wiirfelbeispiel betragt der Erwartungswert:

1 1 1 1 1 1
’uz:EX=1”6_+2'T+3“€+4'?+5'?+6“€
px=EX =35

die Varianz:
o% = D*X = 2,9167
die Streuung:
ax = 1,7078.
Der Erwartungswert liegt daher angenahert zwischen
356—17=18 wund 35417 =52.
Fiir die stetigen Zufallsgréfen ergibt sich fiir die theoretische Verteilungsfunktion F

F@@) = Fe() =P(X <) —P(— o< X< o) = [ p(a)dz | (165)

Man versteht darunter die Wahrscheinlichkeit, daB die stetige ZufallsgroBe X einen
Wert annimmt, der kleiner als ein vorgegebenes = ist. p(x) stellt eine nichinegative
inegrierbare Funktion dar, die als Dichtefunktion oder Wahrscheinlichkeitsdichte
bezeichnet wird.
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Geometrisch kann man F(z) = P(X < %) als die links von einem vorgegeHenen z
gelegene Fliche der Dichtefunktion p () interpretieren.

PX)

-0 X X
Bild 07

Es gilt dann die Beziehung?)

+00
fp(z) dz =1 (166)

die an die Stelle der Gleichung (162) bei diskreten Verteilungsfunktionen tritt.
Fiir den Erwartungswert E X und die Varianz o* einer stetigen ZufallsgroBe X ergibt
sich analog zu den Formeln (163c) und (164) bei diskreten Grofen

+00
ur = EX =fz. p(z) dz (187)

-0

0% = D*X =E(X — EX)? :77:1: — ux)? p(r)dz (168)

—o0

4.74.7. Einige spezielle Verteilungen

Die Binomialverteilung
Zur Erklirung der Binomial- oder BERNoULLI-Verteilung gehen wir von folgendem
Beispiel aus.

1) vgl. [2]
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BEISPIEL

1. Ineiner Urne befinden sich schwarze und weiBe Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit, eine sch
Kugel (Ereignis 4) zu ziehen, betrigt P(4) = p und fiir eide weiBe Kugel (Ereignis )
P (4) = ¢. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in » Ziigen x; schwarze und (n — z;) weiBe
Kugeln zu ziehen?
Nach jeder einzelnen Ziehung soll die gezogene Kugel wieder in die Urne zuriickgelegt werden!

Lésung: Werden k 2 Kugeln aus der Urne entn — mit Zuriickl —, 80 kénnen
folgende zufiillige E:
A4 zweimal schwarz 2 nullmal weiB

AA A4  einmal schwarz, einmal weil A einmal weiB, einmal schwarz

a4 nullmal schwarz -4 zweimal weiB.

Fiir die Wahrscheinlichkeiten ergibt sich nach dem Multiplikationssatz fiir voneinander un-
abhdngige Ereignisse

P(And)=P4)-Pd)=p-p=1p*
PAnd)=P4)-PA)=p-g=pq
P(And)=P)-P(d)=q-p=qp
PAnd)=Pd)-Pd)=q-g=g*

und somit fiir die Wahrscheinlichkei teilung, wenn die Zufall dnderliche X — Anzahl
der schwarzen Kugeln — die Werte z, = 0 (0 schwarze Kugeln), 2, = 1 (1 schwarze  Kugel),
+» ¥y = n (n schwarze Kugeln) annehmen kann:
P(X =0)=plz) =¢*
P(X =1)=p(=)=2gp
P(X =2)= p(z;) =p*
ZP(X =i)= Z_]p(zi) =¢+2p3+p=@+pl=1,

da eines dieser vier Ereignisse (A nd,And, And, AnA) unbedingt eintreten’ mu.B
Fiir k = 3 Kugeln erhiilt man bei Zuriickl Igende Moglichkeiten mit den entsp
Wahrscheinlichkeiten.

444 P(X =3) = play) = (dreimal schwarz)

AAA, AAA, AAA P(X =2) = p(x;) = 3p’q (zweimal schwarz, einmal weiB)

AA4, A, 44 P(X = 1) = p(z,) = 3p¢® (einmal schwarz, zweimal weiB)

AAA P(X=0)=p(z) =¢ (nullmal schwarz)

SPX =i)=3p)=¢+3p¢+ 3¢+ =g+ pP=1.

T T
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Fithrt man diese Betrachtungen fort, so ergibt sich im allgemeinen Falle fiir ¥ =n
Ziehungen mit Zuriicklegen unter Anwendung des binomischen Lehrsatzes [1]

P(X =0) = pa)) = (2) P

PE =1)=p@) = (}) pe?

PE =n=p@) = ;)

sowie

TPE =i = o) =@+ o = () o + () w4
()t

Die Wahrscheinlichkeit, in % Ziigen z; schwarze und (» — ;) weiBe Kugeln zu ziehen
(mit Zuriicklegen), ist demzufolge .

PE =) =p@) = ;) % g+~ (169)

Die Parameter der binomischen Verteilung sind # und p. Ist #; <0 und z; > n,
so gilt
PE =) = p(e) = () 7 % =0.

Fiir p =g = 1/2 liegt eine symmetrische Verteilung vor.

Die Gleichung der Verteilungstunktion fiir die Binomialverteilung lautet dann
F@o)=PX <) = ZPX —2) = 5 (1) 2 = (170)
%<z z<z\%i.
BEISPIEL
2. a) Man berechne die th ische Wahrscheinlichkei teilung fiir eine Stichprobe vom

Umfang 7 =40 aus einer Produktionsserie von N = 10000 Stiick und einem AusschuB-
prozentsatz von p = 10%.
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b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB unter den 40 ausgewihlten Stiick genau 10
AusschuBstiicke sind?

¢) Welche Wahrscheinlichkeit ergibt sich fiir hochstens 5 AusschuBstiicke in der zugrunde
gelegten Stichprobe?

Loésung: a) Da die zu hende Produkti ie einen verhiltnismiBig groBen Um-
fang hesxtzt kann die Au.fgabe als eme Vcrtedung mit Zuriicklegen au.fgefa.Bt werden. Die
‘Wahrsch keit fiir ein A k wird als konstant angenommen und betrigt
P(A) = p 0,10. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen eines fehlerfreien Stiickes ist dann
PA)=qg=1—p=0090.

Nach Formel (170) ergibt sich im Beispi 1l fiir die Binomialverteilung

SPX =) = Sp) = (‘“’) 0,900 4 (“)o,w £0,90% - -
z<z zi<z 0 1

+(ag)o1on 090+( )oww

Die Ausrechnung liefert dann folgende Einzel- und Summenwahrscheinlichkeiten fiir die ver-
hisdens, Anzahl AnsschuBsbticl

Wahrscheinlich- | g R
Anzahl der Kkeitsverteil T
AusschuBstiicke () P(; =ve‘.) =‘;1(§‘) ZP(X =i)= 21’(97:)
0 0,0148 0,0148
1 0,0657 0,0805
2 0,1423 0,228
3 0,2003 0,4231
4 0,2058 0,6289
5 0,1647 0,7936
6 0,1067 0,9003
7 0,0576 0,9579
8 0,0264 0,9843
9 0,0104 0,9947
10 0,0036 0,9983
1 0,0011 0,9904
12 0,0003 0,9997
13 0,0001 0,9998

b) Aus der Binomialverteilung fiir #» = 40 und z; = 10 folgt dann
40
P(X = 10) = p(ay) = (10) 0,10 0,90% = 0,0036,

das heiflt, die Wahrscheinlichkeit, daB unter den 40 ausgewéhlten Stiick der Stichprobe sich
genau 10 AusschuBstiicke befinden, betriigt 0,0036 (0,369%).
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¢) Die Wahrscheinlichkeit, da8 in der Stichprobe hochstens 5 AusschuBstiicke sind, ist
P(X <5) = $p@) = P(X = 0) + P(X = 1) +-+ P(X = 5) = 0,7036.
=0
Die Wahrscheinlichkeit betriigt also 0,7936 (79,36%).

Der Erwartungswert und die Varianz der Binomialverteilung ergeben swh aus den
Formeln (163c) und (164).

O px=EX = Tap) = Lo () oo arn=
—o+(}pet 42 (3) et 4t 0t (1) ot () =
=np|(* et (P 7 ) et ok (LD ) ema (D) o=

p(g+ P

a (¢ + p) =1, gilt fiir den Erwartungswert der Binomialverteilung

) ok =DiX = Tle— plple) = S — uxl - () 77

Nach dem Ausmultiplizieren und Umformen des allgemeinen Summanden in (II)

folgt
an =3 () e — 2 B (1) e+ a3 (1) pae
d Fiir die erste Summe kann dann geschrieben werden
et () 7 e =nn — 0 9 + 0o,
fiir die zweite Summe nach den Formeln (I und 171)
S () #ars = o,
fiir die dritte Summe nach Formel (162)

3()ro=t
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so daB die Gleichung (III) iibergeht in
ok =n(n — 1) p® + np — 2n2p? 4 nPp? = np(1 — p).
Die Varianz der Binomialverteilung betragt daher

(172a)

und die Streuung

(172b)

Fiir obiges Beispiel ergibt sich unter Verwendung der Formeln (171) und (172)
px =EX =40.0,10 = 4,0

und

2 (1%

=D*X=40.0,10-0,90 = 3,6

“ox = 3,6 = 1,8073,

das heiBt, der Erwartungswert liegt bei 4 und die Streuung bei angeniihert 2 AusschuBstiicken.

Die hypergeometrische Verteilung

Wie in den vorangehenden Ausfithrungen dargelegt wurde, geht man bei der Binomial-
verteilung davon aus, daB die aus einer beliebig grofen Ausg g heit ausgewdhl-
ten Einheiten wieder zuriickgelegt werden mii damit die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten des Ereignisses 4 konstant bleibt. Fiir den Umfang der Ausgangs-
gesamtheit wurde dabei keine Einschriinkung getroffen. Demgegeniiber wendet man
die hypergeometrische Verteilung dann an, wenn eine Stichprobe vom Umfang =
ohne Zuriicklegen aus einer endlichen Grundgesamtheit vom Umfang N vorliegt.
Die Aufgabenstellung fiir eine hypergeometrische Verteilung soll an folgendem
Beispiel erlautert werden.

In einer Urne befinden sich insgesamt N Kugeln, von denen s schwarz und (N—s)
weil} sind. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, in » Ziigen ; schwarze und (n — ;)
weiBe Kugeln zu ziehen? Die gezogenen Kugeln werden nicht wieder in die Urne
zuriickgelegt !

Nach der Kombinatorik gibt es fiir das Ziehen von # Kugeln aus einer Grundgesamt-

heit vom Umfang N ( 1:) Moglichkeiten. Dabei lassen sich s schwarze Kugeln auf ( :;)
verschiedene Weise ziehen, wihrend fiir die weiBen Kugeln (2’__; Moglichkeiten
existieren. Jede der Kombinationen fiir die schwarzen Kugeln liBt sich dann
mit jeder der ("N:a:) Kombinationen fiir die weiBen Kugeln verbinden, so daB sich
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nach Formel (149) fiir diese hypergeometrische Verteilung ergibt

N —
P(X =2) = p() = —‘)%\)’—‘) (173)

Fihrt man als Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer schwarzen Kugel entspre-
chend der vorhandenen Anzahl

¥ =
¥ =P

ein, so geht (173) mit s=Np und ¢=1—p dberindie Formel (174) fiir.die
hypergeometrische Verteilung
B0
x; n— @

P(X =) =pla) = M (174)
(%)
Der Erwartungswert £ X und die Varianz betragt dann

N—n
N-1

% =D*X =npq (176)

Fir N =30, n =3, p = 0,2, z, = 1 ergibt sich z. B. bei hypergeometrischer Ver-
teilung der Elemente
30 - 0,2\ (3008
P =) = plE)=t- L AL
X ==) =pl) = 30)
(3
P(X =1) = 0,408
ux = 0,6

o =0,447.
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Im Vergleich dazu die Werte fiir eine Binomialverteilung
P(X=1)=0,384

nx =0,6

0% = 0,48.

Die Normalverteilung

Im Gegensatz zu den bisher behandelten Verteilungen diskreter ZufallsgréBen ist
die Normal- oder Gavss-Verteilung eine sietige (kontinuierliche) Verteilung. Fiir
eine stetige Zufallsvariable gibt es eine Wahrscheinlichkeitsdichte, im Gegensatz
zur diskreten Zufallsvariablen ist hier die Wakrscheinlichkeit im Einzelpunkt Null.
Diese Gausssche Dichtefunktion oder Wahrseheinlichkeitsdichte wird definiert durch
die Funktionsgleichung

_f(z—p
e 2 (—oo <2< +00) (177)

@ @;p o) =

1
J2na?

mit e =2,718281828 ... und = = 3,141592653 ... sowie u (Erwartungswert) und
o? (Varianz) als Parameter der Normalverteilung. Bei bekanntem Erwartungswert
# und bekannter Varianz o ist dann die Wahrscheinlichkeitsdichte eindeutig be-
stimmt.

Aus der Differentialrechnung [2] ergibt sich fiir das Maximum und fiir die Wende-
punkte der Dichtefunktion

Fmax = H
Ty =up4o.
Nach (165) lautet die Gleichung fiir die Verteilungsfunktion der Normalverteilung

z

3 [N
P(X < 2) = B(x; 41, 0%) :f<p(z;;t, o) dz = 1 nfe_ T dz | (178)

2no

Sie gibt an, wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB X einen Wert annimmt, der
Kkleiner als ein vorgegebenes z ist.
Nach (166) gilt dann

+o0
[o@; u ot de=1 (179)
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Fiir die Parameter 4 =0 und ¢ =1 gehen die Gleichungen (177) und (178) iiber
in die normierte oder standardisierte Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilungs-
funktion. Es ist dann

9@;0, 1)=ﬁe‘? (—o0 < 2 < +00) (180)
und
/ z
®(z;0, 1) =i/%fe_7 dz (181)

Die graphische Darstellung der Normalverteilung ergibt fiir 4 = 0 und verschiedene
o Kurven der Art, wie sie in Bild 98 dargestellt sind.

Ein Vergleich der verschiedenen Werte von ¢ zeigt, daB die Gausssche Glockenkurve
um so steiler verliuft, je kleiner die Streuung o ist.

Fragt man nun nach der Wahrscheinlichkeit, da ein Wert zwischen zwei fest vor-
gegebenen Schranken ¢, und #, liegt, so geht Formel (178) dber in

i3
Ph<X<ty =f¢p(z; #, 0% da.
&

Bild 08
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Dies entspricht dem Anteil der unter der Glockenkurve ¢ (2;u,0%) zwischen #, und #,
gelegenen Fliche an der Gesamtfliche.

In der th n Statistik haben folgende Intervalle eine besondere Be-
deutung:

{u—1.0<X<pu+1-0}: P(X—pu|<1-0)=06827, das heiBt, 68,27%
aller Werte liegen im sogenannten einfachen Streuu.ngsbereich._

-2 .0<X<pu+2-0): P(|X—pu|l<2 0)=009545 das heiBt, 9545%
aller Werte liegen im sogenannten doppelten Streuungsbereich.
{p—3-0<X<pu+3-0}: P(|X—p|<3 0)=09973 ~ 1, das heifit, ,fast*
simtliche Werte der Zufallsvariablen X (insgesamt 99,739%,) liegen im dreifachen
Streuungsbereich.

Analog dazu ergeben sich bei vorgegeb Prozentséitzen folgende Streuungs-
bereiche

P(|X —ul<k-0)=095 fir k=1,960

P(|X —ul<k-0)=099 . fir k=2576

P(|X —pyl <k-0)=0999 fir £k =3201.
Die Berechnung der Gaussschen Wahrscheinlichkeitsdichte sowie der Verteilungs-
funktionen wird an Hand von Tabellen vorgenommen, die in Tabellensammlungen
und in der angefiihrten Spezmlhberatur zu finden sind. Dort wird auch umfassender

auf die gesamte Problematik gowie auf die prakt.lschen Anwendungsmoghchkelten
auf dem Gebiet der statistischen Qualititskontrolle eingegangen.



5. Praktisches Rechnen

5.1. Numerisches Rechnen

5.1.1. Einfiihrung

Bei praktischen Anwendungen der Mathematik in Technik und Wirtschaft sind im
allgemeinen solche Aufgaben zu 16sen, die sich sowohl hinsichtlich ihrer Aufgaben-
stellung als auch in den zu wihlenden Methoden héufig von den Verfahren und Vor-
stellungen unterscheiden, die sonst in der Mathematik verwendet werden. Deshalb
soll eine Reihe von Hinweisen zum numerischen Rechnen besonders festgehalten
werden. Diese beziehen sich sowohl auf das elementare Zahlenrechnen als auch auf
gewisse Verfahren der Mathematik, die besonders fiir die Durchfiihrung von prak-
tischen Rechnungen aufgestellt worden sind. Dabei wird grundsitzlich nur das
Prinzip erldutert werden. Die numerische Mathematik stellt einen umfangreichen,
fast selbstindigen Zweig der Mathematik dar, iiber den zahlreiche zusammen-
fassende Darstellungen existieren [3, 52, 53].

Fertigkeiten im praktischen Rechnen sind fiir Ingenieure, Techniker und Okonomen
aller Richtungen von groBer Wichtigkeit. Leider werden héufig die Belange des
praktischen Rechnens sehr stiefmiitterlich behandelt. Fille, in denen qualifizierte
Menschen bei der Durchfiihrung einfachster Rechnungen regelrecht versagen oder
sich zumindest mit groBem Formelapparat statt einfacher rschlagsrechnungen
abquilen, sind nicht selten. Mathematische ,,Laien‘ kénnen oft gefiihlsmaBig die
GroBenordnung eines Resultat hnell hitzen als ein ,,Fachmann®, der sich za
sehr an die ,,exakte Rechnung klammert. Und es wirkt dann immer peinlich, wenn
man sich nach langer Rechnung ,,nur um einige Zehnerpotenzen geirrt hat.

Die Durchfihrung von Rechnungen im Kopf, das Uberschlagen, Schiitzen und
néherungsweise Rechnen miissen laufend geiibt werden. Auch der Einsatz modernster
Rechenautomaten verlangt, daB Aussagen iiber die Art, die Vorzeichen, die Tendenz,
die Anzahl usw. der Resultate schnell getroffen werden kénnen.

5.1.2. Grundbegriffe des numerischen Rechnens

Die Grundbegriffe des numerischen Rechnens sollen an Hand einiger Beispiele
(Tabelle 84) erliutert werden, auf die spater immer wieder Bezug genommen wird.
Dabei wird fiir einige mathematische Probleme die Losung als Symbol und als
Zahlenwert angegeben.
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Tabelle 84
Lid. N ische
Nr. Mathematisches Problem Symbol D:g:;;ﬂfnz
Verhaltnis Kreisumfang zum Durcl ™ 3,141592653- .-
2 | Verhaltnis Wiirfeldiagonale zur Seite V3 1,732050807 .-
Zahlenwert fiir das Volumen eines 3,58 42 875
Wiirfels mit der Seite 3,6
4 Reelle Losung der Gleichung
o — 162° 4 527 — 49 — 0 z 12,009980069 - --
5 . g2 0,301029996 - -
97
6 = 1,732142857 .-
7 sin® 30° 0,03125

Haufig ist mit dem Symbol allein eine Vorschrift zur Berechnung der Zahl verbunden
(Beispiele 2, 3, 5,6, 7), die sich allerdings, wie in den letzten drei Beispielen, nicht in
wenige Worte kleiden 1aBt. Das Symbol charakterisiert die Zahl in ihrer vollen
Genauigkeit. Es ist deshalb zu empfehlen, solange wie méglich mit den mathematischen
Symbolen zu rechnen, und erst am SchluB der Rechnung die Zahlenwerte einzu-
setzen.

Die ziffernméBige Darstellung der durch das Symbol gekennzeichneten Zahl soll
die numerische Darstellung der Zahl genannt werden.

Diege Darstellung erfolgt im Dezimalsystem?l). Fir andere Zwecke, etwa bei der
Verwendung in Rechenautomaten, ist auch das Dualsystem?) iblich (vgl. [1]).
Weitere Darstellungen sind denkbar. In der Tabelle 84 sind, soweit notwendig, je-
weils neun Dezimalziffern nach dem Komma angegeben worden. Die Punkte in
1,2, 4, 5 und 6 deuten an, daB zur genauen Darstellung noch weitere Ziffern not-
wendig sind. Die durch das Problem oder das Symbol gelieferte Vorschrift gestattet es,
prinzipiell jede noch so weit rechts vom Komma stehende Dezimalziffer der be-
treffenden Zahl zu bestimmen, wenn es unter Umstéiinden auch mit betrachtlichem
Aufwand verbunden ist. Dabei wire es eigentlich, bis auf die Félle endlicher Dezi-
malbriiche (Beispiele 3 und 7), notwendig, stets die angedeuteten Punkte fiir die
noch fehlenden Stellen mitzuschreiben.

BEISPIEL

Die Fliche 4 eines Kreises mit dem Radius 7 = 2 cm ist zu bestimmen.

Losung: Es ist 4 = 2. 7. Wenn fiir = eine D: 11 mit fiinf Dezimalziffern gewihlt
wird (r = 3,14159...), ergibt sich mit » = 2 em

A = 2%.3,14159... cm? = 12,56636... cm?

-

1) decem (lat.) zehn
?) duo (lat.) zwei; auch Biniirsystem von bini (lat.) je zwei, ist iiblich
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Diese Darstellung erweckt den Eindruck, da8 alle Ziffern bis zur fiinften Dezimalstelle richtig
sind und nur noch weitere Stellen hinzukommen. Das ist jedoch falsch, wie eine Rechnung
mit einer genaueren Darstellung von w zeigt, die 4 = 12,56637 ... cm® ergibt.

Wie das Beispiel zeigt, ist die Darstellung einer Zahl mit den Punkten unzweckmaBig,
da sie zu falschen Schliissen fiihren kann.

Fiir die Praxis des zahlenmiBigen Rechnens ist deshalb prinzipiell eine Beschranking
auf eine bestimmte Anzahl von Stellen und ein Abbrechen der Zahl nétig. Anstelle
der exakten Zahl wird also ein (hinreichend genauer) Niiherungswert verwendet. So
werde im obigen Beispiel fiir = der Wert n* = 3,14 als Néherung benutzt. Es ent-
steht mit A* = 12,56 cm? ebenfalls eine Niherung fiir die Losung.. Es ist nun zu
untersuchen, wie sich der durch die Verwendung von =* entstandene kleine Fehler
(der sogenannte Abbrechfehler) auf A* auswirkt. =* heiBt der numerische Wert der
Zahl n. Ein anderer numerischer Wert wire n** = 3,14159, falls mit héherer
Genauigkeit gearbeitet werden mulB.

Der numerische Wert einer Zahl ist ein hinreichend genauer Naherungswert mit
einer begrenzten Anzahl von Stellen.

Er ist ein Ersatzwert fiir die unhandliche numerische Darstellung, der mit einem
Fehler behaftet ist und dessen EinfluB auf die folgende Rechnung abgeschitzt werden
muB. Mit solchen Ersatzwerten muB laufend gerechnet werden. Diese Rechnungen
unterliegen bestimmten Regeln und Gesetzen.

Zur Unterscheidung von den exakten Rechnungen soll das Rechnen mit nume-
rischen Werten als numerisches Rechnen bezeichnet werden.

Numerisches Rechnen ist im téiglichen Leben in den.vielfiltigsten Formen not-
wendig. MeBergebnisse und Resultate statistischer Erhebungen sind numerische
Werte, denn die zu erfassenden GroBen kénnen nur mit einer beschrinkten Ge-
nauigkeit angegeben werden. Alle wissenschaftlichen und technischen Untersuchungen
sind, sobald Zahlenrechnungen auftreten, numerische Rechnungen im obigen Sinne.
Das gleiche gilt fiir Bilanzierungen, Planungen, Kalkulationen, sobald mit genéher-
ten GroBen gearbeitet wird. In all diesen Fillen muf man sich iiber die GroSen-
ordnung des Fehlers und die Giite des Ergebnisses eine genaue Vorstellung ver-
schaffen.

Runden

Um den beim Herstellen numerischer Werte entstehenden Fehler moglichst klein

zu halten, wird die letzte stehenbleibende Stelle gerundet. Dies geschieht nach

folgenden Regeln:

1. Ist die erste wegzulassende Ziffer 0; 1; 2; 3 oder 4, so wird abgerundet, das heiBt,
die stehenbleibenden Ziffern werden nicht verindert.

2. Ist die erste wegzulassende Ziffer 6; 7; 8 oder 9, so wird aufgerundet, das heiBt,
die letzte stehenbleibende Ziffer wird um 1 erhoht.

3. Ist die erste wegzulassende Ziffer eine 5, so gelten folgende Anweisungen:
a) Folgen auf die fragliche 5 noch weitere von Null verschiedene Ziffern, so ist
aufzurunden.
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b) Folgen auf die fragliche 5 keine weiteren Stellen oder nur noch Nullen, so ist
fiir das Runden die A7t dieser 5 entscheidend.

Ist bekannt, daB die 5 durch Aufrunden entstanden ist, so wird abgerundet.

Ist bekannt, daB die 5 durch Abrunden entstanden ist, so wird aufgerundet.

Ist von der fraglichen 5 nicht bekannt, durch welche Art von Runden sie ent-
standen ist, oder ist sicher, daf sie eine ,,genaue* 5 ist (das heiBt, daB sie iiber-
haupt nicht durch Runden entstanden ist), dann, wird so suf- oder abgerundet,
daB die letzte stehenbleibende Ziffer gerade wird.

Die letzte Regel hat den Zweck, daB bei einer groBeren Menge von Zahlen durch-
schnittlich ebenso oft abgerundet wie aufgerundet wird. Dadurch vermeidet man
auBerdem bei einer nachfolgenden Division durch 2 ein erneutes Runden.

Die obigen Festlegungen entsprechen den TGL 0-1333 vom Juli 1962. Sie gelten
nicht fiir das Geld- und Finanzwesen.

Die gerundeten Zahlen sind teils groBer, teils kleiner als die exakten Werte (Run-
dungsfehler). Es ist jedoch nicht zu empfehlen, die Art der Rundung durch be-
sondere Zeichen anzudeuten und diese in der folgenden Rechnung zu beachten. Der
Mehraufwand an Arbeit wird nicht durch einen entsprechenden Gewinn an Ge-
nauigkeit gerechtfertigt. Ist der durch die Rundung bedingte Genauigkeitsverlust
zu hoch, 8o soll die Rechnung mit einer groieren Anzahl von Stellen durchgefithrt
werden. .

BEISPIEL

2. Die numerischen Darstellungen aus Tabelle 84 sollen auf zwei bzw. vier Stellen nach dem
Komma gerundet werden.

Lésung: 2
Numerischer Wert, gerundet auf

Lid | gymbol

Nr. v 2 Stellen nach dem Komma I 4 Stellen nach dem Komma
1 T 3,14 (1) 3,1416 2)
2 3 1,73 () 1,721 (3a)
3 3,58 42,88 (3b) 42,8750 1)
4 z 12,01 @) 12,0100 @)
5 g2 0,30 (1) 0,3010 )

7

8 5 1,73 ) 1,7321 It
7 sin® 30° 0,03 (1) 0,0312 (3b)

In Klammern ist der jeweilige Rundungsfall angegeben. Nr.4, letzte Spalte, zeigt, daB beim
Aufrunden unter Umstéinden mehrere Zehneriibertrige auftreten konnen.

Fehler und Genauigkeit
Es ist notwendig, diese Begriffe etwas genauer zu umreiBen.

Die Differenz zwischen einem Naherungswert z* einer Zahl und ihrem exakten
Wert % heiBt absoluter Fehler 42* der Naherung. Es gilt also

Ao* = 2% — g,
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Im allgemeinen kann der Fehler nicht genau angegeben, sondern nur in seiner
ungefihren GroBe abgeschitzt werden. Dabei interessiert nur der Betrag und
nicht das Vorzeichen. So ist bei Rundungen auf zwei Stellen nach dem Komma
| Aw*| < 0,005 = 0,5 10-2, bei Rundungen auf vier Stellen nach dem Komma
| Az*| < 0,00005 =0,5 - 10—,

Ein Vergleich der Beispiele 3 und 7, besonders unter den auf zwei Stellen nach dem
Komma gerundeten Werten, zeigt, daB das Ergebnis fiir Beispiel 3 eine groBere Aus-
sagekraft besitzt als das fiir Beispiel 7, obwohl fiir beide Werte der absolute Fehler
in der gleichen GroBenordnung liegt. Dies lehrt, daB es in vielen Fillen praktischer
ist, den Fehler in bezug auf die Groenordnung der Zahl zu betrachten.

Das Verhaltnis des absoluten Fehlers zum exakten Wert der Zahl z heiBt relativer
Fehler o (z*) der Néaherung.

Ax* z* —z Azx*
&= N
z z z*

o(¥) =

Der relative Fehler wird héufig in Prozenten ausgedriickt. Es geniigt, den relativen
Fehler auf wenige Stellen anzugeben. Deshalb wird bei seiner Berechnung im all-
gemeinen auch der Niherungswert z* als BezugsgroBe gewéhlt, da  selbst nicht
bekannt ist.

BEISPIEL

3. Fiir die im Beispiel 2, Spalte 3, angegebenen Werte sollen die Betriige der relativen Fehler
(in %) begtimmt werden.

Lésung:
Lfd. Nr. | Symbol | Relativer Fehler
1 n 0,051%
2 V3 0,129%,
3 3,58 0,012%
4 z 0,000179%
5 g2 0,34%
6 ” 0,129,
56 2%
7 gin® 30° 4,0%
Fiir die Praxis des Zahl h ist es wichtiger, daB man statt der GroBe des

Fehlers die Anzahl der Stellen der Nitherung kennt, auf die man sich verlassen kann.
Dazu werden die Begriffe fiihrende Null und bedeut§ame Ziffer eingefiihrt.

Alle Nullen, die vor der ersten von Null verschiedenen Ziffer einer Zahl stehen,
werden fiihrende Nullen genannt. Sie dienen normalerweise nur zur Festlegung
der Kommastelle.

So besitzt 1g 2 eine und sin® 30° zwei fithrende Nullen (siehe Tabelle 84). Stehen vor
dem Komma Ziffern, die von Null verschieden sind, so ist es nicht iiblich, noch
fiihrende Nullen anzugeben.
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Eine Ziffer in einer Niherung «* heiBt bedeutsam, wenn

1. der Betrag des absoluten Fehlers Ax* kleiner ist als eine halbe Einheit der-
jenigen Stelle, auf der die Ziffer steht, und

2. sie nicht fithrende Null ist.

Statt bedeutsamer Ziffer wird hier auch verbirgte oder gesicherte Ziffer geschrieben
werden. Entsteht die Néherung nur durch Rundung, so sind alle Ziffern bedeutsam. ’

In den folgenden Beispielen sind die verbiirgten Ziffern halbfett gedruckt:

n | z, | z,* | 14z
1 112,351 112,354 0,003
.2 112,351 112,359 0,008
3 112,351 112,347 0,004
4 112,351 112,346 0,005
5 12,00998 12,0100 0,00002
6 12,00994 12,0100 0,00006
7 0,0081718 0,0081712 0,0000006
8 0,0081718 0,0081717 0,000000 1

Die Ziffern, in denen (von links beginnend) die Niherung mit der Zahl iiberein-
stimmt, miissen nicht unbedingt mit den bedeutsamen identisch sein, wie die Beispiele
2 bis 7 zeigen.

Die gesicherten Ziffern bestimmen die Genauigkeit einer Naherung.

Unter absoluter Genauigkeit ist dabei die Angabe der Stelle zu verstehen, an der
(nach rechts hin) die letzte bedeutsame Ziffer steht.

In den oben angefiihrten Néherungen ist beispielsweise bei z,* und #y* eine absolute
Genauigkeit bis zur zweiten Stelle nach dem Komma vorhanden. Man sagt auch,
diese Zahlen sind auf zwei Stellen nach dem Komma genau, wobei der Zusatz nach
dem Komma unbedingt angegeben werden muB, um' die hier vorliegende absolute
Genauigkeit auch zum Ausdruck zu bringen.

Die Anzahl aller verbiirgten Ziffern ohne Riicksicht auf die Lage des Kommas
heiBt die relative Genauigkeit der Néherung.

So besitzen }, @3, x} und «} eine fiinfstellige Genauigkeit, oder auch: Sie sind auf
tiinf Stellen genau. Entsprechend sind z3 und «} auf vier, ¥ auf sechs und « auf
drei Stellen genau.

Ist jedoch die absolute Genauigkeit maBgebend, so gilt: #%, #% und &7 sind auf zwei,
3 auf vier, 2§ auf drei, 2% auf fiinf, «} auf sechs Stellen und z% auf eine Stelle nach
dem Komma genau.

Die nicht gesicherten Ziffern sind als iiberflissige Ziffern zu betrachten und unter
Rundung wegzulassen. Sie belasten ohne Nutzen die nachfolgende Rechnung und
téuschen eine nicht vorhandene Genauigkeit vor.
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Bemerkungen zur Schreibweise

Es ist unhandlich, beim numerischen Rechnen die Niherungswerte bestindig durch
besondere Zeichen (hier *) von, den exakten Werten zu unterscheiden. Da letztere
bei empirischen Werten im allgemeinen sowieso nicht bekannt sind und bei mathe-
matischen Symbolen (sofern sie fiir unendliche Dezimalbriiche stehen) nicht angege-
ben werden konnen, wird bei numerischen Rechnungen grundsétzlich nur mit nume-
rischen Werten gearbeitet und auf deren besondere Kennzeichnung verzichtet, d. h.
einfach = = 3,14 geschrieben. Damit ist gemeint, daB fiic den exakten Wert w der
Ersatzwert 3,14 gewéhlt wird. Dabei werden nur bedeutsame Ziffern angeschrieben
Auch das Gleichheitszeichen bekommt beim numerischen Rechnen einen neuen
Sinn. Eigentlich diirfte nur das Ungeféhr-Zeichen (a) in numerischen Rechnungen
verwendet werden, da ja keine exakte Gleichheit vorliegt, denn alle GroBen und Be-
ziehungen sind mit kleinen Fehlern behaftet. Es wird jedoch vereinbart, daB das
Gleichheitszeichen beim numerischen Rechnen die Gleichheit im Rahmen der vor-
handenen Genauigkeit zum Ausdruck bringt (numerisehe Gleichheit). Es steht zwi-
gchen dem mathematischen Symbol und dem zugehérigen numerischen Wert oder
innerhalb der fortlaufenden numerischen Rechnung. In diesem Sinne ist die folgende
Rechnung vollig korrekt:

n- )3 =3,14159 - 1,73205 = 544139 (181)

Jedesmal liegt nur eine Genauigkeit im Rahmen der gewihlten sechsstelligen Ge-
nauigkeit vor. Das Gleichheitszeichen ist hier als ,,Gleichheit bis auf einen Fehler
in der sechsten Stelle* aufzufassen. So sind auch die beiden folgenden Gleichungen
durchaus zulissig: -

97
V3 =1,132; = = 1732

Doch darf jetzt nicht

—
V3=5

geschrieben werden; denn jetzt werden zwei mathematische Symbole durch ein
Gleicheitszeichen verbunden, das dann im exakten Sinne gilt. Nunmehr ist das
Zeichen ~ angebracht. Die Anzahl der notierten Stellen charakterisiert die Ge-
nauigkeit der Zahl. Uberfliissige Ziffern téuschen eine nicht vorhandene hohere
Genauigkeit vor und sind grundsitzlich wegzulassen. Falls (181) in der Gestalt

- )3 =3,14159 - 1,73205 = 5,44139 09595 (182)

geschrieben wird, wire zu vermuten, daB das Resultat auf zehn Stellen nach dem
Komma genau ist. Dies ist offensichtlich nicht der Fall, denn es gilt

n+]3 = 544139 80927 ...

Die letzten f‘nf Stellen in (182) sind iiberfliissig. Es ist gedankenlos, sie aufzuschrei-
ben, nur weil sie beim Ausrechnen mit der Maschine mit entstehen. Das konsequente
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Weglassen iiberfliissiger Stellen erspart es, laufend die Genauigkeit der Werte ge-
sondert anzuschreiben, um die verbiirgten von den unbedeucse,men Ziffern zu
trennen.

Sind die letzten gesicherten Ziffern zuféllig Nullen, so sind diese mltzuschrelben um
die vorhandene Genauigkeit zum Ausdruck zu bringen, z. B.

3,683 + 2,717 = 6,300.

Das Ergebnis besagt, dal drei bedeutsame Stellen nach dem Komma existieren.
Aus einem Ergebnis 6,3 wére diese Tatsache nicht mehr zu erkennen. Umgekehrt ist
es nicht gestattet, einem Dezimalbruch Nullen anzufiigen, wenn die dann angegebene
Genauigkeit nicht gesichert ist. Schwierigkeiten entstehen, wenn bei poﬂen Zahlen
die verbiirgten Ziffern allein vor dem Komma stehen. Sind z. B. von einer Zahl
6130000 nur vier Stellen als gesichert zu betrachten, so muBl das entweder durch
besondere (z. B. kursive) Schreibweise der nur zum Auffiillen benétigten Nullen oder
durch Abtrennen von Zehnerpotenzen angedeutet werden :

6130000 bzw. 6,130 - 108.

BEISPIEL .
4. Es ist die Fliche eines Kreises mit dem Radius 7 = 215 mm mit = = 3,14 zu bestimmen.
Losung: Bei formaler Ausfiihrung der Rechnung ergibt sich
A = 215%. 3,14 mm?® = 145146,5 mm?.

Auf Grund der wenigen Stellen fiir = sind jedoch nur die ersten drei Stellen wirklich ge-
sichert, so daff nur maximal vier Stellen angegeben werden diirfen.

A = 145100 mm? = 1,451 - 10° mm?.

Jede tbertriebene Genauigkeit erschwert die Rechnung. Nur selten werden bei
technischen Rechnungen mehr als vier Stellen Genauigkeit benétigt. Die Forderung
nach einer auBergewéhnlich hohen Genauigkeit in einer Rechnung ist oft nur das
Zeichen einer schlechten Theorie, die ihr zugrunde liegt.

Ist eine vielstellige Rechnung trotzdem notwendig, so ist es ratsam, sie zunéchst
mit weniger Stellen, etwa nur mit Hilfe des Rechenstabes, durchzufiihren. Mit einer
solchen Vorrechnung werden dann die genaueren Werte kontrolliert.

AUFGABEN

224, Dw folgenden Zshlen sind auf drei Stellen hinter dem Komma zu runden, so daB sie gleiche
halten. Die Betriige der absoluten und relativen Fehler (letatere

in %) sind anzugeben.
a) 17,3208 b)  —1,532099 c) 0,09998
d)  2,09949 e) —0,007155 ) 0,6565
@ 1857309  h) 17683215 i) —6,88251

225. Die in Aufgabe 224 angegebenen Zahlen sind auf drei bedeutsame Ziffern zu runden, so da
sie gleiche relative Genauigkeit erhalten. Die Fehler sind wie in Aufgabe 224 zu vermerken.
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5.1.3. Rechnen mit numerischen Werten

Ausgehend von den in 5.1.2. eingefithrten Begriffen der absoluten und relativen
Genauigkeit sollen im folgenden einige Regeln fiir dag praktische Rechnen ange-
geben werden. Dabei wird bewuBt auf die vollstandige Theorie der Fehlerfortpflan-
zung verzichtet, sondern es werden entsprechend dem iiblichen Vorgehen bei der
Durchfithrung von numerischen Rechnungen Hinweise iiber die Anzahl der not-
wendigen und zuléssigen Stellen und iiber die Giite eines Ergebnisses gegeben. Da-
durch wird es méglich, besonders empfindliche Stellen einer Rechnung zu erkennen,
d. h. die Stellen, wo eine erhohte Genauigkeit erforderlich ist. Andererseits kénnen
geeignete Hinweise ein etwaiges Mitfilhren von unnétigen Stellen ersparen.

Die in die Rechnung eingehenden Werte sind in der Regel selbst numerische Werte
(etwa MeBwerte). Da im Laufe einer lingeren Rechnung bestiindig gerundet werden
muB, iberlagern sich die Rundungsfehler mit den Fehlern der Eingangswerte. Um
den durch sie dargestellten Informationsinhalt méglichst wenig durch die Rechnung
zu verfilschen, werden die Zwischenresultate mit mehr Stellen notiert, als die
Eingangswerte an sich verlangen. Die Rechnung wird dann mit sogenannten Schutz-
stellen durchgefiihrt. Diese werden in diesem Kapitel zur Unterscheidung von den
geltenden Stellen durch Kleindruck angedeutet. Im allgemeinen geniigt eine Schutz-
stelle, denn weitere Stellen erhohen ohne weiteren Nutzen die notwendige Rechen-
arbeit.

Fiir eine genauere Fehlerabschiitzung, vor allem bei sehr empfindlichen Rechnungen,
sind die Regeln der Fehlerfortpflanzung zu verwenden, bei denen fiir den absoluten
und relativen Fehler dhnliche Regeln gelten, wie sie hier fiir die Genauigkeit an-
gegeben werden [563, S. 56 bis 110].

Addition und Subtraktion

Bei der Addition von numerischen Werten sollen nach Méglichkeit alle Sum-
manden dieselbe absolute Genauigkeit besitzen, das heiBt, die bedeutsamen
Ziffern sollen bis zu derselben Stelle reichen. Dann besitzt auch das Ergebms eine
Genauigkeit bis zu dieser Stelle.

Ist beispielsweise =+ }/3 zu addieren, so ist zu bilden
m+ )3 = 3,1416 4 1,7321 = 4,8737,
daéegen wiire folgende Rechnung ungeschickt:
T+ )38 =3,1416 + 1,73 = 4,87.

Die hohe Genauigkeit des ersten Summanden kommt durch die wenigen Stellen
des zweiten nicht zur Wirkung. Das Resultat kann also auch nur mit zwei Stellen
nach dem Komma angeschrieben werden. Gedankenlos und falsch ist es, die Zahl
4,8716, die durch formale Addition entsteht, als Resultat anzugeben. Ein Vergleich
mit der korrekten vierstelligen Rechnung zeigt, daB die letzten zwei Stellen darin
sinnlos und sogar falsch sind.
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Da die Fehler der einzelnen Zahlen positiv oder negativ sein kénnen und sowieso
der ungiinstigste Fall zu betrachten ist, in dem sich diese Fehler vergrofern und
nicht au.fheben, gelten alle Uberlegungen zugleich auch fiir die Subtraktion.

Wenn in einer Summe Glieder mit unberschledhcher Genauigkeit auftreten, be-
stimmen die Summanden mit der geringst b G igkest die absolute Ge-
nauigkeit der Summe. Die geltenden Stellen der Summe reichen nicht weiter als in
diesen Gliedern. Man nennt diese deshalb die fir die Gt igheit entscheidend
Glieder.

BEISPIEL
1. 19,3872 19,38,
4,572068 4,57,
6,8821 6,88,
4,01 4,01
11,61592 11,61,
12,84 12,84

50,30, = 59,31

Hier entscheiden der vierte und sechste Summand iiber die Genauigkeit der Summe.
Es wird mit einer Schutzstelle gerechnet, d.h., es wird in die dritte Stelle nach dem
Komma gerundet, dann addiert und schlieBlich das Resultat mit zwei Stellen nieder-
geschrieben. Weitere Stellen haben keinen Sinn.

Mit den Zahlen werden auch ihre (absoluten) Fehler addiert. Auf Grund unterschied-
licher Vorzeichen dieser Fehler heben sich diese teilweise gegeneinander auf, doch
muB man in ungiinstigen Féllen mit einer Héufung rechnen, wenn sehr viele fiir die
Genauigkeit entscheidende Glieder oder, was héufig ist, wenn alle Summanden die
gleiche absolute Genauigkeit besitzen. Es tritt dann ein Genauigkeitsverlust ein. Bei
weit mehr als zehn fiir die Genauigkeit entscheidenden Summanden ist damit zu
rechnen, daB eine oder mehr Stellen an Genauigkeit verlorengehen.

Besondere Vorsicht ist bei der Subtraktion geboten, wenn die Zahlen sich fast weg-
heben, oder mit. anderen Worten, wenn eine Differenz fast gleicher Zahlen zu bilden
ist. Beispielsweise sei im Verlauf einer Rechnung zu bestimmen

D = sin 61° — sin 60° = 0,8746 — 0,8660 = 0,0086.

Die Wahl vierstelliger Sinuswerte liefert auch ein auf vier Stellen nach dem Komma
genaues Resultat, doch sind von diesen nur zwei bedeutsam. Bei der Bildung von
Differenzen fast gleicher Zahlen wird die relative Genauigkeit des Resultates stark
vermindert.

Wird das Ergebnis nun mit einer groBen Zahl multipliziert, 8o kann bei oberflich-
licher Arbeitsweise der Genauigkeitsverlust unbemerkt bleiben. Die Gefahr ist
dann besonders gegeben, wenn die Zwischenrechnung nicht vorliegt, wie es bei
Rechenautomaten der Fall ist. Differenzen fast gleicher Zahlen sind héufige
Fehlerquellen numerischer Rechnungen. Sie sind deshalb nach Moglichkeit zu ver-
meiden. Dazu ist es notwendig, die Aufgabe formelméBig anders zu lésen. Im obigen
Fall kann D auch in der Form

D =2 - cos 60,5° - sin 0,5° = 0,008594
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gebildet werden, wobei eine vierstellige Logarithmgntafel fiir die Rechnung aus-
reicht. Auch ein Rechenstab hétte bereits ein besseres Ergebnis geliefert. Durch
Reihenentwicklung, Umstellung in der Reihenfolge von Rechenschritten oder andere
Hilfsmittel lassen sich solche Genauigkeitsverluste haufig vermeiden.

Multiplikation und Division

Ahnlich wie bei Addition und Subtraktion gelten auch hier fiir beide Grundrechen-
arten gleichartige Gesetze, wobei jetzt die relutive Genauigkeit der beteiligten Operan-
den fiir die Genauigkeit der Resultate bestimmend ist.

die gleiche Anzahl bedeut Ziffern (die gleiche relative Genauigkeit) zu
wiihlen. Diese ist dann auch fiir das Resultat verbindlich.

I Bei der Multiplikation und Division sind, soweit méglich, fiir alle Operanden

Unter Operanden werden dabei entweder die zu multiplizierenden Faktoren oder
die Dividenden und Divisoren verstanden.

BEISPIELE

2. m-lg2 =3,1416-0,30103 = 0,94572 (stell. Rechnung)

3. 3,6°.s8in°30° — 42,8.0,0312 = _1,3_4 (3stell. Rechnung)

4 V32 — 1,732051: 12,00908 — 0,1442176 (Tstell. Rechnung)

5. %ﬂi’ —0,8478 (4stell. Rechnung)

Falls die relative Genauigkeit der Operanden nicht iibereinstimmt, so besti die
Operanden mit der geringsten (relativen) Gt igkeit die relative Genauigkeit des

Resultates. Das Produkt oder der Quotient besitzt nicht mehr bedeutsame Ziffern
als einer dieser Operanden. Man bezeichnet deshalb die Operanden mit der geringsten
Stellenzahl als die fiir die Gt igkeit entscheidenden. Bei allen Genauigkeitsbetrach-
tungen ist hier die Lage des Kommas innerhalb der Operanden von untergeordneter
Bedeutung (im Gegensatz zu Addition und Subtraktion).

BEISPIELE
6. 19,837 . 0,0475 - 12,95388 = 19,8, - 0,0475 - 12,9; = 12,2, = 12,2

7. 18,3522 . 2,47 - 5,8821 = 18,3,% - 2,47 - 5,88, = 489, = 4890 — 4,89 - 10°

In beiden Aufgaben bestimmt jeweils der vorletzte Faktor die Anzahl der gesicherten
Ziffern des Produktes. Im letzten Ergebnis dient die kursiv gedruckte Null nur zum
Auffiillen bis zum Komma, ohne daB sie eine bedeutsame Ziffer ist. Schutzstellen
werden im Endresultat nicht mehr mitgeschrieben.

Bei umfangreichen Aufgaben empfiehlt es sich, auch hier alle Operanden bis auf eine
Schutzstelle zu runden, um die Rechnung nicht unnétig zu belasten. So ist

4,835 - 12,66673* - 105,639 _ 4,835 - 12,66, - 105,6, _ 8195,
185,642 - 503,7 - 0,176662  185,6, - 593,7 - 0,1766; 1946,

= 4,209, =4,209.
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Der erste bzw. vorletzte Opera@d bestimmen die vierstellige Genauigkeit des Resul-
tates.

Ahnlich wie bei der Addition sind bei der Multiplikation und Division bei einer groBen
Anzahl von Operanden Genauigkeitsverluste durch Haufung der Fehler zu erwarten.
Bei Produkt- und Quotientenbildungen ist bei weit mehr als zehn fiir die Genauigkeit
entscheidenden Operanden damit zu rechnen, daB eine oder mehr Stellen an Genauig-

" keit verlorengehen.

Bei Addition und Subtraktion ist die absolute, bei Multiplikation und Division die
relative Qenauigkeit fir die Giite des Resultates entscheidend. Da alle Grundrech-
nungsarten im stéindigen Wechsel auftreten, ist dauernde Sorgfalt beziiglich der ent-
stehenden Fehler notwendig. Dabei hilft die schon mehrmals erwihnte Regel, bei
numerischen Rechnungen jeweils nur die verbiirgten Stellen (bei Zwischenresultaten
zuziiglich einer Schutzstelle) aufzuschreiben. Die Anzahl der notierten Ziffern ist
stindig ein MaB fiir die Genauigkeit der Zahlen.

BEISPIEL

8. 0,00320 - 17,48576 — 753,20661 - 0,03276 -+ 0,65201 - 3,76590
= 0,00329 - 17,4, — 753,3, - 0,03276 + 0,66201 - 3,7659,
= 0,0576, — 24,67, + 2,4564, = 0,05, — 24,67, + 2,45
= — 22,16, = —22,16

Es wird jeweils zuerst gerundet, und erst dann werden die vorgeschriebenen Rechen-
operationen ausgefiihrt.

Dadurch vermeidet man umfangreiche und unnétige Zahlenrechnungen. Der ge-
samte Rechengang zeigt, daB das Resultat nur mit den angegebenen vier Stellen ver-
biirgt ist. Der entscheidende EngpaB fiir die Genauigkeit des Resultates ist der zweite
Faktor des mittleren Gliedes, wie leicht zu erkennen ist. Dieser Effekt tritt ein, obwohl
einmal alle Faktoren die gleiche Stellenzahl nach dem Komma aufweisen und zum
anderen der erste Faktor eine noch kleinere relative Genauigkeit besitzt. Es kann also
aus den vorgegebenen Werten nicht ohne weiteres auf die Giite des Resultates ge-
: schlossen werden. Diese Schwierigkeit tritt besonders dann auf, wenn bei automati-
scher Rechnung die Zwischenresultate mit zu grofier Stellenzahl bestimmt und die
Schutzstellen nicht mehr unterschieden werden.
Es ergibt sich daraus die Forderung, alle in eine Rechnung eingehenden Zahlen der
gleichen Kategorie') (etwa die Elemente einer Matrix, einer Tabelle o. &.) und die ent-
sprechenden Zwischenwerte in derselben Gréfenordnung zu halten. Dann ist es leichter
moglich, fiir eine Anzahl gleichartiger Rechnungen und Resultate eine globale Fest-
legung iiber die Genauigkeit zu treffen. Es vereinfacht sich auch die maschinelle
Durchfithrung der Rechnung, wenn besténdig Zahlen der gleichen GréB8enordnung
auftreten.

Halblogarithmische Schreibweise von Zahlen

Um extrem groBe bzw. kleine Zahlen iibersichtlich zu notieren, ist es ratsam, Ziffern-
folge und GroBenordnung zu trennen. Der gleiche Gedanke liegt auch der sogenannten

1) Kategorie (griech.) Gruppe oder Klasse, in die etwas eingeordnet wird
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Gleitkommadarstellung in elektronischen Rechenautomaten zugrunde. Dazu wird
von der vorliegenden Zahl eine Zehnerpotenz so abgetrennt, da die bedeutsamen
Ziffern in der ersten Stelle vor dem Komma beginnen.

BEISPIELE
9. 42,876 = 4,2875 - 10!

10. 0,03125 = 3,125 - 102
11. 630000 = 6,300 - 10°

Allgemein bedeﬂtet dies, daB eine Zahl  in der Gestalt
z=m-10" (n€@)
geschrieben' wird, wobei die sogenannte Normierungsforderung
1<m<10 (183)

beachtet werden muB.

In etwas groBziigiger Entlehnung eines Begriffes aus der Logarithmenrechnung heiflt
m die Mantisse der Zahl ; sie charakterisiert die Folge der geltenden Ziffern. Wie das
letzte Beispiel zeigt, spart man bei halblogarithmischer Schreibweise groSer Zahlen
die Angabe von Fiillnullen (0). Die ganze Zahl  heift Exponent von z; dieser charak-
terisiert die Gr6Benordnung der Zahl.

Die halblogarithmische Darstellung von Zahlen wird vor allem verwendet, wenn
Zahlen unterschiedlicher GroBenordnung im Laufe einer Rechnung vorkommen.

Die Zahlen lassen sich dann iibersichtlicher schreiben, Rechen- und besonders
Kommafehler werden leichter vermieden.

Alle Zahlen bis auf die Null lassen sich in die halblogarithmische Gestalt bringen.
Diese Ausnahmerolle der Null bereitete auch den Konstrukteuren von Rechenauto-
maten Schwierigkeiten. Es wird vereinbart, daB die Zahl Null einfach durch das
Symbol 0, ohne Angabe einer Mantisse oder eines Exponenten, bezeichnet wird. Von
dieser ,,exakten‘* Null unterscheiden sich solche Werte, die nur im Rahmen der
gegebenen Rechen- oder MeGg igkeit gleich Null sind. Dann ist die halblogarith-
mische Schreibweise durchaus berechtigt. Heiflt es beispielsweise ,, Zwischen zwei
MeBpunkten einer elektrischen Schaltung besteht eine Spannung von 0,0 - 10-3 V¥,
s0 bedeutet dies, dafl die Messungen auf 0,1 mV genau durchgefiihrt wurden und im
Rahmen dieser MeBgenauigkeit keine Spannung anliegt.

Falls bei einem Zwischenresultat die Forderung (183) nicht erfiillt ist, muB erneut cine
Zehnerpotenz aus der Mantisse abgespaltet und der Exponent entsprechend veréndert
werden. Dieser Vorgang heiBt Normalisieren. So ist

0,00763 - 10-2 = 17,63 - 10-5
1793,8 - 1027 = 1,7938 - 1030,

Besteht umgekehrt die Notwendigkeit, eine Zahl mit einem vorgeschriebenen Expo-
nenten weiterzuverwenden, so soll die dazu notwendige Umformung der Zahl Ein-
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richten genannt werden. Soll etwa z = 7,63 - 10-* auf den Exponenten — 1 eingerich-
tet werden, so ist jetzt z = 0,00763 . 10-* zu schreiben. Ausgehend von obigem Bei-
spiel ist dann auch folgende Schreibweise berechtigt:

0,0-10-3V = 0,000 10-1 V = 0,0000 V.

Mit diesen Begriffen lassen sich Regeln fiir das Rechnen mit halblogarithmischen
Zahlen formulieren.

Addition und Subtraktion mit halblogarithmischen Zahlen

Wie aus den Regeln der Potenzrechnung sofort folgt, konnen Zahlen in halblogarith-
mischer Darstellung nur dann addiert oder subtrahiert werden, wenn sie gleiche
+Exponenten besitzen. Ist daes mcht von vornherein der Fall, so sind sie vor der Rech-
nung auf den groften vork E. 17 emzunchten

Zahlen mit gleichen Exponenten werden addiert bzw subtrahiert, mdem man ihre
Mantissen addiert bzw. subtrahiert und den g en Expc hst
beibehélt. Das Resultat wird anschlieBend wieder normalisiert.

BEISPIELE
2. 7,314.10° 3. 7,314.10°°
+2,042 - 10~ +8,538 - 108
—3,815- 10 15,852 - 10~° = 1,5852 - 10-2

6,441 - 102

+1,68 .10 } - 0,063 .10 ¢ - 0,016, 10~
48,6228 - 104 0,86228 - 10-3 0,862, - 10-°
10,192, - 10-8 = 1,0193 - 10~

14, 9314 1073 } 9,314 .10 } 9,314 . 102

Multiplikation und Division mit halblogarithmischen Zahlen

Die Multiplikation und Division von Zahlen mit ungleichen Exponenten bereitet
keine Schwierigkeiten. Aus den Regeln der Potenzrechnung folgt sofort, daB zwei
Zahlen in halblogarithmischer Schreibweise multipliziert bzw. dividiert werden, indem
die Mantissen multipliziert bzw. dividiert und die Exponenten addiert bzw. subtra-
hiert werden. Das Resultat ist wieder zu normalisieren.

BEISPIELE
15. 5,39737 - 102 - 1,771 - 10% = (5,397, - 1,771) - 10-2+* = 9,558, - 10® = 9,559 - 10*
16. 5,39737 - 10-2: 1,771 . 10* = (5,397, : 1,771) - 1024 = 3,047, - 10~ = 3,048 - 10—¢

Bei fortgesetzten Multiplikationen und Divisionen empfiehlt es smh die Mantissen-
und Exponentenrechnung voneinander zu trennen.
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BEISPIEL

17. Esist
g=l@=%ec
(bc —a)a

mit den Werten a = 6,732 - 1013, b = 4,927 - 10~ und ¢ = 8,663 - 10! zu berechnen.

Loésung:
- (6,7322 . 1026 — 4,927% . 10-20) . 8,663 - 101 =
(4,927 - 8,663 - 10~ — 6,732 - 10-13) . 6,732 . 1028
= (6,7322 — 0,04927?) - 8,663 " 10-%. 101 =
(4,927 - 8,663 - 10~ — 6,732) - 6,732 10-13.1071®
_ (4532,—0,00,)-8663 .,  4531,-8,663 ..
(4,268, — 6,732) - 6,732 2,463, - 6,732
=_%.wﬂ= —%.10;=—2,a@7!-10'=
= —2,367- 10°
AUFGABEN
226. Die Differenz
D = cos 23,6° — cos 23°
ist mit vierstelligen Funktionstafeln
" a) direkt
b) unter Beachtung des Additi
cosx — cos f = ‘—-2sino%ﬁsino-‘2;ﬁ—

zu berechnen. Die beiden Resultate sind beziiglich der erzielk G igkeit zu v
2217. 21,635 - 0,0173 — 79,48 - 6,350

0,6161 0,0199 827,8

228. 13825  17,00043 T 173959
229. Es ist
4= b j ¢ a j— c
mit den Werten
a) a=4,83.10%; b=19,66-10% c=385.10"7; d=683.10"
b) a=167-10%; b=0540.104; c=833.10%; d=285.104

allein mit Hilfe des Rechenstabes zu bestimmen.
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5.1.4. Rechenpliine und Rechenformulare

Um eine umfangreiche und komplizierte Rechnung fehlerfrei durchfithren zu kénnen,
muB sie gut vorbereitet und weitgehend schematisiert werden, so daB die Verfolgung
des Rechenganges keine groBe Aufmerksamkeit mehr erfordert. Der Rechner kann
sich dann auf die jeweiligen Rechenoperationen konzentrieren und so Fehler beim
Einstellen, Ablesen und Aufschreiben der Zahlen sowie bei der Benutzung der Rechen-
hilfsmittel, Rech hinen, Funktionstafeln o. &. vermeiden. Es miissen moglichst
umfassende Kontrollen eingebaut und angewendet werden. Dies alles erfordert eine
besondere Form der Vorbereitung einer Rechnung sowie Ordnung und Disziplin bei
ihrer Durchfiihrung.

Im folgenden sollen die wichtigsten Gesichtspunkte fiir die Anlage eines Rechen-
planes dargestellt werden.

h

Analyse und Schematisierung des R g

Als Anweisung fiir eine Rechnung liegt im allgemeinen eine mathematische Formel

vor, die jedoch héiufig den Rechengang nur global festlegt und die Art und Reihen-

folge der einzelnen Rechenschritte nicht eindeutig vorschreibt. Fiir die praktische

Rechnung ist der Rechengang in eine genau festgelegte Folge von einzel Ope-

rationen aufzulésen, wobei auch alle Hilfsarbeiten, wie Aufsuchen in Tabellen, Inter-

polleren und alle Kontrollen fest einzuplanen sind. Dabei ist natiirlich die Form der
g zu wihlen, die den geringsten Aufwand erfordert.

Anufstellen von Rechenformularen

Nachdem auf die beschriebene Weise der Rechenablauf festgelegt worden ist, muB er
im nachsten Schritt in die Form einer Tabelle gebracht werden.

BEISPIEL

1. Eine Ellipse mit den Halbachsen @ =4 und b =3 soll unter Beachtung der Ellipsen-
gleichung

AN |
a? b
fiir die Werte 2 =0; 0,5; 1;...; 4
punktweise berechnet werden.
Losung: Wegen der Symmetrie geniigt es, die Koordinaten fiir die Punkte des ersten Qua-
dranten zu ermitteln. Es ist

=—b-}/aﬁ—zf mit i=0,75 und  a* = 16.
¥ a a
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Fiir die Reck ._‘,Wl.-l'd“ d Sch b tzt .
z ot a® — z? Va2 — 22 y
@© ® ® ® ®
@ 16— @ ® 0,75-®

0 0 16 4 3
0,5 0,25 15,75 3,97 2,98
t 1 15 3,87 2,90
1,5 2,25 13,75 3,11 2,78
2 4 12 3,46 2,60
2,5 6,25 9,76 3,12 2,34
3 9 7 2,65 1,99
3,5 12,25 3,75 1,94 1,46
4 16 0 0 0

Alle Spalten werden durchnumeriert, die Nummern werden in Kreise geschrieben.
Drei I?berschriftszeilen charakterisieren den Gang der Rechnung. In der ersten Zeile
werden auf alle Fille die Spalten gekennzeichnet, in denen die Eingangswerte (hier )
und die Resultate (hier y) stehen. Ferner konnen die einzelnen Operationen mit
Hilfe der iiblichen Formelzeichen erldutert werden, soweit nicht zu umfangreiche
Ausdriicke entstehen.

Die zweite Zeile enthélt die Spaltennummern.

In der dritten Zeile werden die einzelnen Schritte der Rechnung in besonders ein-
pragsamer Weise vermerkt. Dabei wird jede Zahl, die fiir die betreffende Operation
aus einer anderen Spalte entnommen werden muB, durch die betreffende Spalten-
nummer gekennzeichnet. So bedeutet z. B.

D3: Die in der gleichen Zeile in Spalte 1 stehende Zahl soll in das Quadrat er-
hoben werden und das Resultat in die betreffende Spalte (hier Nr. 2) ein-
getragen werden.

16 — @: Von der Zahl 16 soll die in Spalte 2 stehende Zahl abgezogen werden. .-

usw.

Die Rechnung ist so weit in Einzelschritte aufzuldsen, daB keine Zwischenresultate
mehr auf gesonderten Zetteln notiert werden miissen. Falls MaBeinheiten auftreten,
miissen alle Zahlen derselben Spalte mit der gleichen Einheit behaftet sein, die dann
grundsatzlich nicht mitgeschrieben wird. Sie kann bei Bedarf in der Uberschriften-
leiste angegeben werden. Soweit es moglich ist, werden jeweils die Werte einer Spalte
nacheinander gerechnet, um routi aBiges Rechnen zu ermdglichen.

Falls sehr viele Rechenoperationen auftreten und relativ wenige gleichartige Probleme
durchzurechnen sind, ist es zu empfehlen, die Zeilen und Spalten des Schemas mit-
einander zu vertauschen. Die Erlduterungen stehen dann in den ersten drei Spalten,
jeder neue Fall erfordert eine weitere Kolonne (vgl. Beispiel 3).

Ein Rechenschema in Tabellengestalt ist iibersichtlich und in allen Schritten auch
von anderen Personen zu-kontrollieren. Falls eine Rechnung sehr haufig auftritt,
lohnt sich die Anfertigung von gedruckten Rechenformularen. Dazu ist eine besonders
sorgfaltige Vorarbeit notwendig. Fiir das Formular sind alle iiblichen Vorschriften
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(Schriftleisten, Heftrand, Normschrift, Schreibmaschinenvorschub u.a.) zu be-
achten.

Kontrollierharkeit der Rechnung

Man muB stets darauf gefaBt sein, daB sich trotz aller aufgewendeten Sorgfalt Fehler
in die Rechnung einschleichen. Dabei sind nicht die kleinen und unvermeidlichen
Abweichungen der numerischen Werte gegeniiber den exakten Darstellungen, sondern
es ist direktes falsches Rechnen, bedingt durch menschliches oder maschinelles Ver-
sagen, gemeint. Es gibt so viele Moglichkeiten dafiir, wie falsches Abschreiben, Ab-
lesen, Eintasten, Einstellen, falsche Vor- und Rechenzeichen, falsches Funktionieren
der Geréite und Maschinen, Vertauschen von Seiten, Zahlen, Tasten, Tabellen usw.,
daB bestindig Fehler erwartet werden miissen. Ganz besonders mufl darauf hin-
gewiesen werden, daB sich durch ein gutes AuBeres (und dazu gehért auch eine gut
leserliche Schrift) her Flichtigkeitsfehler von vornherein vermeiden 1a8t.

Man kann nicht kritisch genug gegen eigene und fremde Rechnungen sein. Auch in
gedruckten Vorlagen kénnen Fehler, und seien es nur Druckfehler, vorhanden sein.
Deshalb bemiihe man sgich, Mittel und Wege zur Kontrolle der laufenden Rechnung
und der Resultate zu finden. Die Moglichkeiten dafiir hingen stark vom speziellen
Problem ab, allgemeine Regeln lassen sich schwer angeben. Ublich sind: Summen-
kontrollen, Einsetzproben, Rechnung mit zwei verschiedenen Hilfsmitteln, etwa
erst Rechenstab, dann Rechenmaschine, Differenzbildung bei Zahlenkolonnen, Auf-
tragen der Ergebnisse, teilweise oder vollstindige Wiederholung der Rechnung,
Parallelrechnung von zwei Personen usw. Eine bloe Wiederholung der Rechnung
stellt jedoch nur eine schwache Kontrolle dar, da oft auch der Fehler wiederholt
wird. Eine Rechnung mul} auch so angelegt sein, daB sie von anderen verfolgt und
kontrolliert werden kann, deshalb darf keine Nebenrechnung fehlen, und jedes
Zwischenresultat muBl vermerkt sein.

BEISPIELE

2. Die Funktion y = 2% ist fiir die Werte z = 0,1; 0,2; 0,3; ... mit Hilfe einer fiinfstelligen
Logarithmentafel zu tabellieren.

Losung: Wegen lgy = zlgz wird folgendes Rechenschema verwendet:

T gz lgz z-lgx lgy y
@ ® O] ® ® @
Ig@® Umrechn. D6 Umnrechn. A Numerus
1t. Tafel von (2) R von (@) zu ®
- 0,1 0,00000 — 1 | —1,00000 —0,10000 0,90000 — 1 6 0,79433
0,2 0,30103 — 1 | —0,69897 —0,13979 0,86021 — 1 6 0,72478
0,3 0,47712 — 1 | —0,52288 —0,15686 0,84314 — 1 6 0,69685
usw.

Man beachte die Hilfswerte in den Spalten 3; 5 und 6, die auf Grund der Besonderheiten der
Logarithmenrect mit nied hrieben werden miissen. 4 ist die Tafeldifferenz der
Logarith fel. Es wird spal ise gerechnet.
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3. Esist die in der Nihe von z, = 0,6 li de Nullstelle z* der Funkti

y=sin:c——1—+l
z

mit Hilfe des NEwronschen Naherungsverfahrens zu bestimmen. [2]

Losung: Ausgehend von einer Nitherung z, wird durch
. n 1 1
A%y =—Yp:Yp = — (sm Zy — — + l) 3 (cos Ty + —1)
Ty z,

eine Verbesserung zu z,, ermittelt.
Wegen der groBeren Anzahl von Rechenschritten werden Zeilen und Spalten im Rechen-
schema miteinander vertauscht.

n . @ 1 2 3
zy @ 0,6 0,63 0,6204
180
— ® 57,206 - @ 34,4 36,10 36,062
sin z, ® sin ®° 0,56 0,589 0,5886
COS Ty ® cos 3° 0,82 0,808 0,8083
1:2, ® 1:® 1,67 1,687 1,6888
1:a,? @ @* 2,79 2,520 2,5243
Yn @+1-0® —0,11 0,002 —0,0002
Yn ®+0® 3,61 3,328 3,3326
Ay [ —-®:@® 0,03 —0,0008 0,00006
Zpia [B) @+© 0,63 0,6294 0,62946

Fiir die Losung gilt demnach 0,6204 < z* < 0,6295

AUFGABEN

230. Die beiden Funktionen

231.

-

fat a=xMN 1+4z’
gind fiir —1 < z < +1 in Schritten von 4z = 0,1 zu tabellieren. Die grafische Darstellung
der Funkti hat eine b k te Gestalt.
Die Nullstelle der Funktion

g: y=sinz—Inz

ist durch NEwToNsche Niherung zu besti: Als A rt soll z; = 2 verwendet
werden.
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5.2, Tischrechenmaschinen
5.2.1. Einfiihrung und Uberblick

Neben Rechenstéiben werden Tischrect hinen am meisten als Rechenhilfs-
mittel verwendet. Ihr Einsatz mutet dem Rechner keine besonderen geistigen An-
strengungen zu und bringt die Vorteile, die mit jeder ziffernmaBig (digital)) durch-
gefiihrten Losung einer Aufgabe verbunden sind :
1. Jedes Ergebnis kann bis in die letzte Stelle exakt ermittelt werden. Diese For-
derung muB gerade bei allen Buchhaltungsproblemen erfiillt werden.
2. Jede noch so umfangreiche Rechnung kann so wiederholt werden, daB jedes
Resultat genau mit den gleichen Ziffern wieder entstehen muB.
3. Die Genauigkeit der Resultate kann ohne Steigerung des gerateméaBigen Aufwan-
des erhéht werden.
Tischrechenmaschinen sind in vielen Arten und Fabrikaten allgemein verbreitet, sie
sind fiir zahlreiche Verwaltungsaufgaben unentbehrlich, Trotz oder gar wegen des
Aufkommens elektronischer Rechenautomaten ist ihre Verwendung fiir technisch-
wissenschaftliche Berechnungen unumgiinglich, so da8 jeder Ingenieur in der Lage
sein muB, solche Maschinen bedienen zu kénnen.
Jede Tischrechenmaschine ist zunachst fiir die Durchfithrung von Additionen ein-
gerichtet. Das gilt insbesondere fiir die einfachen Addier- bzw. Saldiermaschinen?).
Nach der Anzahl der auf ihnen méglichen Grundrechenarten (Spezies), namlich
Addition und Subtraktion, werden diese Maschinen auch Zwei-Spezies-Maschinen
genannt.
Durch eine zusétzliche Einrichtung, einen seitlich verschiebbaren Sehlitten, der selbst
Zahl- und Speichereinrichtungen trégt, Jassen sich Multiplikationen mit Zehner-
potenzen realisieren. Dadurch wird es moglich, den Multiplikations- bzw. Divisions-
vorgang in eine Folge von relativ wenigen Additionen bzw. Subtraktionen, verbunden
mit entsprechenden Schlittenverschiebungen, aufzulosen.
Maschinen mit verschiebbarem Schlitten werden als erweiterte Addiermaschinen be-
zeichnet. Diese sind fiir alle vier Grundrechenarten eingerichtet, jedoch ist u. U. der
Bedienungsaufwand fiir die einzelnen Operationen unterschiedlich. Von den ein-
fachen, handbetriebenen ,,Kurbelmaschinen* abgesehen, kénnen dabei entweder
drei (Addition, Subtraktion, Division) bzw. alle vier Grundrechenarten automatisch
ausgefithrt werden. Solche Maschinen werden als Halb- bzw. als Vollautomaten
bezeichnet.
Im folgenden soll insbesondere die Handhabung der erweiterten Addiermaschinen er-
lautert werden. Da die einzelnen Maschinentypen in ihrem Grundaufbau iiberein-
stimmen, ist es moglich, ohne sich auf ein spezielles Fabrikat festlegen zu miissen,
die prinzipielle Arbeitsweise zu erliutern und eine Anzahl Hinweise fiir den prak-
tischen Gebrauch zu geben. Dabei muB grundsatzlich betont werden, daB genau wie
etwa beim Gebrauch einer Schreibmaschine nur durch vielseitige Ubung die not-
wendige Fertigkeit und Sicherheit fiir die rationelle Bedienung erlangt werden kann.

!) digit (engl.) Fingerbreite, Ziffer
?) saldieren — abrechnen
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5.2.2. Grundaufbau und Zahldarstellung

Entsprechend den drei an jeder Rechenoperation beteiligten Zahlen (1. Operand,
2. Operand, Resultat) miissen drei Einstell- bzw. Ableseeinrichtungen vorhanden
sein. Diese werden schlechthin Werke genannt. Es existieren:
1. das Umdrehungszihlwerk U
IL. das Resultatwerk R
IIL. das Einstellwerk E

Die angefiihrten romischen Zahlen kennzeichnen auch auf den Maschinen die ent-
sprechenden Werke (Bilder 99, 100, 101).

Das Einstellwerk

Dieses Werk dient in erster Linie zur Eingabe von Zahlenwerten. Durch Einstellung
von Hebeln bzw. Bedienung einer Tastatur lassen sich in jeder Stelle die entsprechen-
den Ziffern erzeugen, die in einer Anzeigevorrichtung sichtbar werden. Die einzelnen
Stellen sind, auch in den anderen Werken, von rechts beginnend durchnumeriert
(Bild 99). Eine besondere Eintastung des Kommas erfolgt nicht. Seine Lage innerhalb

I

_—
I
o

4 /( = 4
Bild 99. einer T 11 (U), 2 ®),
3 k (E), 4 F & Schlitten, § K

h

der Zahlen, insbesondere der Zwi und Endresultate, muB durch Uberschlags-

* rechnungen verfolgt werden. Durch verschiebbare K ‘ken (K hieb
148t sich, besonders bei gleichartig sich wiederholenden Rechnungen, die Stellung
des Kommas festhalten.

Das Resultatwerk '

Hier entsteht bei den ersten drei Grundrechenarten das Resultat der Rechnung. Das

Resultatwerk umfaBt etwa doppelt so viel Stellen wie eines der beiden anderen Werke.
* Dadurch gehen besonders bei der Multiplikation keine Resultatstellen verloren. Das

Resultatwerk ist in dem beweglichen Schlitten eingebaut.
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Das Umdrehungsziihlwerk

Jede Maschine enthélt eine Hauptwelle, die bei Addition oder Subtraktion einmal
gedreht werden muB. Der Antrieb erfolgt entweder von Hand (Kurbelmaschinen)
oder iiber eine Kupplung durch Motorkraft. Die Anzahl der Umdrehungen dieser

Bild 100.
werk (R), 3
8 Multiplikatorwerk

215. 1 (U), 2 Resultat-
(B), 4F & Sohlitten 6 Loschtasten, 7 Kommaschicber,

Bild 101, Halbautomatische Rechenmaschine Cellatron R 31, 7 ‘Umdrehungszihlwerk (U), 2 Resuitat-
werk (R), 3 (E), 4 F 5 Schlitten, 6 L

Hauptwelle wird durch das Umdrehungszihlwerk registriert. Befindet sich dabei der
Schlitten in der Grundstellung, d. h., die Stellen mit gleichen Nummern von E und R
liegen iibereinander, so wird bei jeder Drehung in der letzten Stelle von U jeweils eine
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Eins addiert. Ist der Schlitten um eine Stelle nach rechts verschoben, wird die Eins
in die zweite Stelle eingetragen, bei Verschiebung um zwei Stellen entsprechend in die
dritte Stelle usw. (Bild 102). Die Kenntnis dieser Tatsache ist fiir das Versténdnis
der Multiplikation wichtig. Das Umdrehungsziihlwerk befindet sich ebenfalls im
Schlitten und hat etwa die gleiche Stellenzahl wie das Einstellwerk.

HEEDEEE
CITTTTITTITIIT] .
[(TTTTT =

[ I
| |

Bild 102. Schlitten um zwei Stellen nach rechts verschoben

Bei jeder Subtraktion wird je nach Schlittenstellung in der betreffenden Stelle von
U jeweils um 1 zuriickgezahlt. Bei haufigen Subtraktionen, insbesondere bei der Durch-
fithrung der Division, muB positiv gezihlt werden. Dazu kann die Zahlrichtung in U
durch einen Hebel umgestellt werden. Man sagt, das Umdrehungszéhlwerk wird
negativ geschaltet. Dann wird bei jeder Subtraktion in der betreffenden Stelle eine
Eins addiert, bei jeder Addition jedoch subtrahiert.

Funktionstasten

Zur Auslésung der einzelnen Rechenoperationen und anderer Vorginge sind an
allen Maschinen gewisse Funktionstasten vorhanden. So existiert auf alle Fille fir
jedes Werk eine Lischtaste (oder Loschhebel), die ebenfalls durch die entsprechende
romische Zahl gekennzeichnet ist. Bei halb- oder vollautomatischen Maschinen
kénnen durch weitere Funktionstasten die Operationen ausgelost, der Schlitten ver-
schoben oder andere Vorgiinge eingeleitet werden. Die Wirkungsweise dieser Tasten
wird im Zusammenhang mit den Rechenoperationen erldutert.

Zahldarstellung

Die einzelnen Werke sind zunichst nur dafiir eingerichtet, jeweils eine positive ganze
Dezimalzahl g aufzunehmen. Durch Festlegung der Kommastellung (Komma-
schieber) konnen auch Dezimal-

y briiche dargestellt werden (Bild 103).

DEEEEEEREGEEE S -

Da die Stellenzahl begrenzt ist, ist
x=g=27805 auch die Darstellbarkeit von Zahlen

- beschriinkt
0 2 5

(el ]0]0]0_]0] [7]2]0]s] Um die Ubungsaufgaben auch auf

x=g-107=27,805 einfacheren Maschinen nachrechnen

Bild403. Zahldarstellung zu konnen, wird in den folgenden
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Darlegungen grundsétzlich eine Maschine mit sechs Stellen in E und U und zwélf
Stellen in R vorausgesetzt. In ein solches sechstelliges Werk kann hochstens die
Zahl 999999 eingetragen werden. Die gréBte im Resultatwerk mogliche Zahl ist
demnach

999 999 999 999. (184)
Wird diese Zahl um 1 e}héht, miiite eigentlich

1{ 000 000 000 000

entstehen. Die Ziffer 1 in der 13. Stelle geht jedoch verloren, es wird nur der einge-
rahmte Teil angezeigt, es erscheint wieder die Zahl Null. Fiir den groBten Teil der
Aufgaben reicht die Stellenzahl (die Kapazitiit) der Werke aus, doch kann bei manchen
Rechnungen der Fall eintreten, daB die Zahlen ,,iiberflieBen*. Da dann gerade die
wichtigen fiihrenden Stellen verlorengehen, ist besondere Vorsicht notwendig. Man-
che Maschinen zeigen deshalb eine solche Kapazitatsiiberschreitung durch ein Signal
(Glockenzeichen) an.

Umgekehrt entsteht beim Abziehen einer 1 von dem urspriinglich geléschten Werk
jetzt die Ziffernfolge (184). Um die Darstellung der negativen Zahlen zu demon-
strieren, wird weiter riickwirts gezahlt. Es entstehen der Reihe nach die folgenden
Einstellungen :

000 000 000 000 0
999 999 999 999 —1
999 999 999 998 —2
999 999 999 997 -3
999 999 999 991 —9
999 999 999 990 —10
999 999 999 989 —11

Die vorderste Ziffer kann als Vorzeichen gedeutet werden. Ist diese 0, gilt die Zahl

als positiv, ist sie 9, als negativ. Die negativen Zahlen erscheinen dabei als sogenannte

Komplemente?). Sie sind Ergénzungen zu 10¢ bzw. 10%2. Die Ziffern des Betrages

werden nach folgenden Regeln gefunden:

1. Alle rechts von der letzten nicht leeren Stelle liegenden Nullen ergeben wieder

Nullen. i

2. Die letzte nicht verschwindende Ziffer wird zu 10 ergiinat.

. Alle nach links folgenden Stellen sind zu 9 zu erginzen. Dabei ergeben alle von
links her fithrenden Ziffern 9 fithrende Nullen, die im allgemeinen nicht geschrieben
werden brauchen.

Die erste 9 links stellt das Minuszeichen dar.

w

) )t (lat.) Ergii
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BEISPIEL
Die in R stehende Ziffernfolge 999 927 384 000 ist als negative Zahl zu deuten.

Lésung:
999 927 384000
s
l l X 12. ll. Nummer der verwendeten Regel
- 72 6 16000
AUFGABEN

232. Die folgenden Einstellungen sind als negative Zahlen zu deuten:
a) 999 999 999 173 b) 999 917 300 000
c) 990 991 730 000 d) 900 000 000 001
e) 999 900 000 000 f) 987 654 321 000
g) 999 999 000 000 h) 989 999 999 999

233. Folgende negative Zahlen sind als Komplemente zu schreiben:

a) —25 b) —2 500
) —25 000 001  d) —999
6) —1735970 000 f)  —9 999 999 999

g —90 000 000 000  h) —90 000 000 001

5.2.3. Addition

Jeder Stelle der drei Werke ist ein Zahnrad mit zehn Zéhnen zugeordnet, das mit einer
Ziffernrolle (Zéhlrolle) zur Anzeige der jeweiligen Stellung verbunden ist. Bei jeder
Drehung der Hauptwelle werden die Zahlrollen des Resultatwerkes um die Werte
weitergedreht, die in den zugeordneten Stellen von E eingestellt sind. Steht z. B. in R
die Zahl 250 und in E die 143 (Bild 104), so wird bei Addition die letzte Zahlrolle von
R um 3 Einheiten, also von 0 auf 8 gedreht. Die zweite wird von 5 um 4 Zahne auf 9,
die dritte um einen Zahn weiter auf 3 gebracht. Als Resultat erscheint in R die Summe
250 + 143 = 393.
Falls bei diesem Vorgang in R die Ziffer 9 iiberschritten wird, muB das sich links an-
schlieBende Zahlrad noch zusétzlich um eine Ziffer weitergedreht werden. Es erfolgt
ein sogenannter Zehneriibertrag. Zu seiner Verwirklichung sind besondere technische
Emnchbungen vorhanden. Steht in der nichsten Stelle bereits die Ziffer 9, so wird
daraus eine 0 und ein erneuter Ubertrag in die darauf folgende Stelle wird notwendig.
Auf diese Weise kann der Ubertrag der Reihe nach noch durch mehrere Stellen und
evtl. durch die ganze Zahl hindurchlaufen. Die Addition erfolgt demnach im Innern
der Maschine in zwei Schritten, die dem Bedienenden allerdings kaum bewuBt
werden :
1. Weiterdrehung der Zihlrollen von R um die in den jeweils zugeordneten Stellen
von E stehenden Werte (Bildung der Halbsumme H) und Registratur von noch
offenen Zehneriibertragen U, die in Bild 105 durch * angedeutet werden.
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Blld 104. Additlon.”

nnm m a) vor Ausfithrung,

b) nach Ausfithrung

&

2. Ausfithrung der Zehneriibertrige, der Reihe nach von rechts nach links fortschrei-
tend. Dabei konnen neue Zehneriibertriige notwendig werden (in Bild 105 durch
(*) angedeutet).

Die beiden Schritte kann mah an von Hand bedienten Maschinen beim langsamen

Durchdrehen der Kurbel deutlich beobachten, insbesondere auch das Fortschreiten

vielfacher Zehneriibertrage. Ein Ubertrag, der iiber die Kapazitit der Maschine

hinausgeht (@) in Bild 105), geht verloren.

¢ [PEEEEE ] ,

£ },,
9999991817922 H  Halbsummen

@ 0 % (0 % % U Ubertrige

R [o]oJoJoJo]o]7]8]8]0]3]2] Summe

Bild 105. Addition und Zehneriibertriige

Um die praktische Durchfithrung der Rechenoperationen zu erliutern, werden die im

" einzelnen notwendigen Arbeitsgéinge in der Gestalt einer Tabelle zusammengestellt.
Um wirklich rationell rechnen zu kénnen, muB erreicht werden, daB die dort an-
gegebenen MaBnahmen durch vielfiltige Ubungen schlieBlich routinemaBig erledigt
werden. Als Inhalt der Werke E, R bzw. U sind die Zahlen zu verstehen, die nach Aus-
fithrung der angegebenen Mafinahmen in dem betreffenden Werk erscheinen. Bleibt
der Inhalt bei einem Vorgang unverdndert, wird der alte Inhalt nicht nochmals auf-
gefiihrt.
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Bedeutung der Symbole:
a — E Die Zahl o wird in das Einstellwerk eingetastet.

+  Die Hauptwelle der Maschine wird einmal (im positiven Sinne) gedreht, oder
auch: Es wird die [+]-Taste gedriickt.

Arbeitsplan fiir die Addition @ 4 b:

Inhalt der Werke
Nr. MafBnahme ] | R | U
1 Alle Werke léschen 0 0 0
Schlitten in Grundstellung bringen
Kommaschieber setzen
2 a—>E a
3 —+ a 1
4 E loschen 0
5 b—E b
6 + a+b|l 2

Bei der Addition weiterer Summanden werden die Schritte 4, 5 und 6 laufend wieder-
holt.

Bei zahlreichen Maschinentypen erfolgt die Loschung von E (Schritt 4) automatisch
nach beendeter Addition, wenn nicht durch eine besondere Taste (R-Taste oder
Repetitionstaste?)) die Loschung verhindert wird. Die Summe entsteht auch bei mehr
als zwei Summanden stets in R. Das Umdrehungszihlwerk gibt die Anzahl der Sum-
manden an (Postenziihler). Die Postenzahl dient als gewisse Kontrolle dafiir, da8 kein
Summand vergessen wurde.

Die Zahlen werden in E und damit auch in R zur vollen Ausnutzung der Kapazitit
méglichst weit rechts eingetragen. Bei ganzen Zahlen nimmt die Stelle Nr. 1 die Einer
auf. Bei der Addition von Dezimalbriichen wird zunéchst festgestellt, wieviel Stellen
maximal nach dem Komma auftreten. Entsprechend werden sowohl fir E als auch
fiir R die Kom hieber eingestellt und erst danach die Rechnung ausgefiihrt.

AUFGABEN

234. Die Stellung der Kommaschieber und der Stand des Umdreh ihlwerkes nach beend
Rechnung soll vor Ausfiihrung der folgenden Additionen angegeben werden:

a) 753 49 811 b) 978 536 - 999 998
c) 17,985 4 578,2 d) 38527 -+ 662,853 -+ 88,1

) 1.983,2
888,44

+37 785,625 4
+ 600,2
+ 7 852,98

+ 71855

1) repetere (lat.) wiederholen
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5.2.4. Subtraktion

Die Durchfiihrung der Subtraktion unterscheidet sich nicht wesentlich von der

Addition. Die Hauptwelle der Maschine muf riickwérts (negativ) gedreht werden,

so daB die Zéhlrollen des Resultatwerkes um die in E stehenden Werte zuriickgestellt

werden. Dabei miissen beim Ubergang einer Zéhlrolle von 0 nach 9 wieder ent-

sprechende Zehneriibertrage in die nichste Stelle ausgelést werden, die sich u. U.

auch durch die ganze Zahl hindurch fortpflanzen kénnen.

Die einzelnen fiir die Subtraktion notwendigen Schritte werden in dem folgenden

Arbeitspl gestellt. Darin bedeutet

— Die Hauptwelle der Maschine wird einmal im negativen Sinne gedreht, oder auch:
es wird die [=]-Taste gedriickt.

Die negative Drehung der Hauptwelle wird bei Hand: hi der durch Drehung der

Kurbel in negativem Sinne oder bei manchen Maschinen durch Umschaltung eines Hebels und

positiver Drehung der Kurbel erreicht.

Arbeitsplan fiir die Subtraktion @ — b

Inhalt der Werke
Nr. MaBnahme B | R I U

1 Alle Werke 16schen 0 0 0
Schlitten in Grundstellung bringen
Kommaschieber setzen

2 a—E a
3 a 1
4 E léschen 0
5 b—>E b
6 — a—b| 0

Bei Addition oder Subtraktion weiterer Zahlen werden die Schritte 4, 5 und 6 laufend
wiederholt, wobei in 6 entweder + oder — betétigt werden muB.

Ist das Resultat negativ, erscheint automatisch das Kompl t der Zahl. Es ist
also nicht notwendig, die Betrage der zu subtrahierenden Zahlen zu vergleichen, um
das Vorzeichen der Differenz zu ermitteln. Es muB nur noch unterschieden werden
konnen, ob das Resultat als direkte Zahl oder als Komplement vorliegt. Dies ist, falls
nach links noch freie Stellen bleiben, immer méglich.

BEISPIELE
1. a—b=1 911 — 1753
Losung:
000 000 001 911 = (R)?) } vor Ausfithrung
000 753 = (E) der Subtraktion
El 000 000 001 158 = (R) nach der Subtraktion
X Zahl positiv

1) Das Zeichen (...) bedeutet ,,Inhalt von . ..
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2. a—b=068 —2 195
Lésung:
000 000 000 685 = (R) } vor Ausfiihrung
002 195 = (E) der Subtraktion
E] 999 999 998 490 = (R) nach der Subtraktion

S — 1510  Zahl negativ

Statt eine (positive) Zahl zu subtrahieren, ist es prinzipiell auch méglich, ihr Kom-
plement zu addieren.

BEISPIELE
3. a—b=1911 —"753 = —"753 + 1911
Losung:
999 999 999 247 = (R) } vor Ausfithrung
001 911 = (E) der Addition
- 000 000 001 158 = (R) nach der Addition
x Zahl positiv
4. a—b=685— 2195 = —2195 + 685
Losung:
999 999 997 805 = (R) } vor Ausfilhrung
- 000 685 = (E) der Addition
999 999 998 490 = (R) nach der Addition
“ — 1510 Zahl negativ

Auf diese Weise lassen sich mehrere Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen addieren,
ohne daB die Zwischenresultate und deren Vorzeichen verfolgt werden miissen.

Bei der Subtraktion einzelner Zahlen ist es selbstversténdlich einfacher, den Betrag
als das Komplement einzutasten.
_Da bei einer Subtraktion in U jeweils um 1 riickwérts gezéhlt wird, zeigt das Um-
drehungszéahlwerk nach beendeter Rechnung die Differenz der Anzahl der Additionen
und der Anzahl der Subtraktionen an. Werden mehr Subtraktionen durchgefiihrt,
wird die Differenz negativ und erscheint auch in U als Komplement. Beziiglich der
Kommastellung gilt das unter Addition Gesagte.

AUFGABE
235. Die Stellung der Kommaschieber und der Stand des Umdrehungsziihlwerkes nach beendeter-
Rechnung soll vor Ausfiihrung der folgenden Rec g gegeben werden:
a) 17958 — 8653
b) 825,85 — 926,7288 - 81,621
¢) —17,882 — 529,58 — 11,82 + 47,015 32 — 112,629 - 772,4831
d) 66224 4 553,18 — 991,3058 — 66,1239 -+ 3340 — 0,045 51
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Addition und Subtraktion mit hoherer Genanigkeit

Trotz der beschrinkten Stellenzahl der Werke, insbesondere des Einstellwerkes,
lassen sich auch ,Jangere‘* Zahlen mit der Maschine addieren. Das Verfahren wird
zunéchst an einem Beispiel erldutert :

BEISPIEL

5. Es ist w-+ V2 auf 12 Stellen nach dem Komma genau zu bestimmen. Dabei ist
w = 3,141 502 653 590 und }2 = 1,414 213 562 373

Lésung: Die Zahlen werden in Teile zerlegt, wobei das folgende Lisungssechema verwendet
wird:

Zahlenabschnitte
Zahl 1 2 3
L2 3, 141 592 | 653 590
V2 1, | 414 213 | 562 373
8 4, Summe der 1. Abschnitte
8y 555 805 Summe der 2. Abschnitte
8 1] 215 963 * Summe der 3. Abschnitte

472 4, | 555 808 | 215 963

Die Ziffernfolgen der Summanden werden in mehrere Abschnitte von etwa gleicher
Stellenzahl zerlegt, die getrennt addiert werden. Eventuelle Ubertrige an den Trenn-
stellen sind in die voranstehenden Abschnitte zu itbernehmen.

Bei Subtraktionen muB durch Uberschlagsrechnung vermieden werden, daB das End-
resultat. als Komplement erscheint.

BEISPIEL

6. Eg__ ist 8= ]/5— 7 auf 12 Stellen nach dem Komma zu bestimmen.
(V3 =1,732 050 807 569)

Losung: Zur Ve id von Kompl wird —8 =r — V3 errechnet.
Losungsschema
Zahl 1 2 3
™ 3, 141 592 | 653 590
V3 1, | 732 050 | 807 569
D, 2, Differenz der 1. Abschnitte
D, ... 999, [ 409 542 Differenz der 2. Abschnitte
Dy ... 999 | 846 021 Differenz der 3. Abschnitte

x—V3| 1, |409 541 | 846 021
Also ist § = —1,400 541 846 021
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Die Diffe der Abschnitte 2 und 3 besi ]eweﬂs fu.hrende Ziffern 9. Diese sind als
negativer Ubertrag zu deuten und entsprechend zu beriick
AUFGABEN

236. Es ist 47 durch fortgesetzte Addition auf 10 Stellen nach dem Komma zu berechnen, wobei
eine Schutzstelle in der Rechnung mitzufithren ist.

237.2Y2 — ﬁ ist auf 12 Stellen nach dem Komma genau zu bestimmen.

5.2.5. Multiplikation

Die Mn.ltiplikstion zweier Zahlen wird auf fortgesetzte Addition des einen Faktors
(des Multiplikanden) zuriickgefiihrt.

Um 2
a-b=065782-9165

zu berechnen, miite der Multiplikand @ so oft addiert werden, wie der Multipli-
kator b angibt. Dazu wiren im vorliegenden Fall 9165 einzelne Additionen notwendig.
Unter Ausnutzung der Schlittenbewegung kommt man allerdings mit bedeutend
weniger Aufwand aus. Dazu wird der Schlitten entsprechend der Stellenzahl des
Multiplikators (hier um drei Stellen) nach rechts verschoben. Steht @ in E, so wird
bei jeder Drehung der Hauptwelle jetat das Tausendfache von a addiert, entsprechend
wird U jeweils um 1000 vergroBert. Nach neun Additionen steht in U die Zahl 9000
und in R der Wert a - 9000. Dann wird der Schlitten um eine Stelle nach links be-
wegt und entsprechend der zweiten Ziffer von b eine Addition durchgefiihrt. Ergebnis:
9100 in U und @ - 9100 in R. Auf diese Weise fortfahrend, wird in U die Zahl 9165
aufgebaut. Dazu sind insgesamt nur 9 + 1 4 6 + 5 = 21 Additionen notwendig.
In R ist das Produkt a - b = 602892030 entstanden.

Unter der Voraussetzung, da nicht mlt einer vollautomatischen Ma.schme gerechnet
wird, entsteht folgender Arbeitsplan :

Inhalt der Werke
Nr. MaBnahme o) R U

1 Alle Werke I6schen 0 0 0
Schlitten in die Ausgangsstellung
entsprechend der Stellenzahl von b
bringen

Kommaschieber setzen
Automatische Loschung von E

abstellen
2 a—>E a
3 b—>TU a-b| b

Dabei bedeutet b — U, daB der Multiplikator b ziffernweise in das Umdrehungszéhl-
werk hineingekurbelt wird. Unter Ausnutzung evtl. abwechselnder Additionen und
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Subtraktionen kommt man unter Umstanden mit noch weniger Operationen aus, als
die Quersumme des Multiplikators angibt. Dazu wird, falls eine Ziffer groBer als 5
ist (unter Umsténden auch bei Gleichheit), die vorhergehende um 1 hoher eingestellt
und dann subtrahiert. So entsteht 9165 aus

1 Addition in Stelle 5: (U) = 10000
1 Subtraktion » s 4:(U)= 9000
2 Additionen » »  3:(Uy= 9200
3 Subtraktionen ,, ,, 2:(Uy= 9170
5 39 » » 1:(Uy= 91656

* mit insgesamt nur zwolf Kurbeldrehungen bzw. Einzeladditionen oder -subtraktionen.
Dabei ist es zu empfehlen, den Multiplikator von links nach rechts, also mit der hoch-
sten Stelle beginnend, aufzubauen, um auch hier mit der iiblichen Leseart der Zahlen
in Ubereinstimmung zu bleiben. Der Schlitten muB dazu zuerst in die Ausgangs-
stellung (jetzt vier Stellen nach rechts) gebracht werden.

Bei vollautomatischen Maschinen (Bild 100) ist ein spezielles Multiplikator-Einstellwerk vor-
handen. Bei diesen Maschinen wird durch eine gesonderte -Taste die Multiplikation ausge-
16st, die dann ohne #uBere Eingriffe automatisch abliuft.

Die Lage des Kommas ist beim Rechnen mit Dezimalbriichen vor Beginn der
Rechnung in allen drei Werken durch Kommaschieber zu kennzeichnen.

Dabei hat das Produkt in R so viel Stellen nach dem Komma wie in den beiden Fak-
toren zusammen auftreten. Zur besseren Ubersicht sind die Faktoren, falls méglich,
moglichst weit rechts einzustellen bzw. in U zu erzeugen. Es empfiehlt sich, bei gleich-
artigen Aufgaben die Kommastellungen fest zu wihlen, auch dann, wenn bei ein-
zelnen Faktoren rechts Stellen freibleiben. Als Multiplikator wird der Faktor ge-
wiahlt, der sich mit den wenigsten Kurbeldrehungen herstellen 1a6t. Dies ist in der
Regel der Faktor mit der geringeren Stellenzahl.

AUFGABEN
238. Die folgenden Multiplikationen sind alle mit der gleichen K. instell durchzufiit
a) 17,38.2154; b) 8135,2 - 620,881
c) 1,857 49,57; d) 7852.19,8
e) 6,851 639,06
239. Die folgenden Multiplikati sind mit moglick nigen Kurbeldrehungen auszufiihren.
Die Anzahl ist anzugeben.
a) 5739 .375; b) 9099 - 478
c) 686-7088; d) 87322-19939

e) 1004-997
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Multiplikation mit erhéhter Genauigkeit

Wie bei der Addition gelingt es durch Zerlegung der Zahl in Abschnitte, aueh lingere
Zahlen miteinander zu multiplizieren. Wird unter a, bzw. b, der vordere und unter a,
bzw. b, der hintere Abschnitt einer Zahl @ bzw. b verstanden, so errechnet sich das
Produkt a - b nach der Formel

a-b=(a;+ ag) - (by + bs) = 1B + (@1 + a3by) + pbs.

Hierin ist der letzte Summand so klein, daB er im allgemeinen nur iiberschlagswei
ermittelt zu werden braucht, um Rundungseinfliisse zu beriicksichtigen. Die Durch-
fithrung der Rechnung wird wieder an einem Zahlenbeispiel dargelegt.

BEISPIEL

1 7
1. Esist - V2 auf 10 Stellen genau zu bestimmen. Die Rechnung ist mit einigen Schutzstellen
durchzufithren. -

Lésung: Die einzel Zshlenabschnitte werden tichst als ganze Zahlen betrachtet, ent-
sprechend den Angaben in der linken Spalte des Schemas multipliziert und so in die be-
treffende Zeile eingetragen, daB die schraffierten Flichen frei bleiben. A

Lésungsschema
- o semiy. i .
1 2 stellen

a=m 3,14159 265359
b=V2 | 141421 356237

ab, 4,4428 679939

agh, 037527

ayb, 111915

ayby

a-b 4,4428 829381 48

Resultat: a-b= 4,442 882 938

Es geniigen zwei Sck llen. Die begrenzte G igkeit der eingehenden Zahlen erfordert
auf alle Fille, daB noch gerundet wird.

Besondere Hinweise zur Multiplikation

Das Produktvorzeichen wird im Kopf bestimmt, wihrend die Maschinenrechnung
den Betrag des Resultates liefert. Das Rechnen mit Komplementen ist auf Addition
und Subtraktion beschrinkt. Beim Berechnen von Produkten aus drei Faktoren muB
nach der ersten Multiplikation das Zwischenresultat aus R wieder in das Einstellwerk
iibernommen werden. Diesér Vorgang heifit Riickiibertragung. Diese ist u. a. auch er-
forderlich, wenn eine Summe mit einer Zahl multipliziert werden mu8, also ein Term
der Gestalt (@ + b + ¢ + --+) - z gebildet werden soll. Die Summe entsteht zunichst
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in R, zur Durchfithrung der Multiplikation muB sie nach E rickiibertragen werden.
Eine Reihe von Rechenmaschinen haben dazu eine besondere Taste mit der Be-
schriftung ,,R* oder ,,Rii“. Durch Betétigung dieser Taste werden die Ziffern in R,
die je nach Schlittenstellung gerade iiber den Stellen von E stehen, nach dort iiber-
nommen und anschlieBend das gesamte Resultatwerk geléscht. Mit dem Schlitt
kann also auch die Zahl verschoben und so in eine giinstige Lage nach E zuriick-
gebracht werden.

BEISPIEL

2. Esist a = 1,25992 in die dritte Potenz zu erheben. Da a gerundet ist, braueht:a’ nur auf
etwa sechs Stellen genau ermittelt zu werden.

Losung: Nach Ausfiihrung der ersten Multiplikation' ist der in Bild 106a angegebene
Stand der Werke erreicht. Von dem Produkt in E i i nur die vord Stellen. Der
Schlitten muB also vor Ausfiihrung der Riickiibertragung so nach rechts verschoben werden,

DAGEOHRA
0 1T5[8|7]319|8I4[0]5[4 I

[112]5]9]9]2] &
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daB die ersten Stellen des Produktes nach E iib: werden (Bild 106b). Nach erneuter
Multiplikation mit @ ist schlieBlich das Resultat (Bild 106¢) entstanden. Wie aus dem Er-

;
gebnis (a® ~ 2) folgt, ist im Rahmen der angegebenen sechs Stellen a = Ve

AUFGABEN
240. Man berechne n? auf 10 Stellen genau.

241, Es ist das Quadrat der Zahl o = 1,414 213 566 58 auf 12 Stellen zu berechnen. Am Re-
sultat liBt sich ablesen, auf wieviel Stellen a mit dem Wert von Y2 iibereinstimmt.

242. Es ist 2% mit moglick nigen Multiplikati zu berech
Anleitung: Ausgehend von 2° = 512 ist 272 durch dreimaliges Quadri zu besti
’ 17,76
243, Der Vektor a = | — 3:332 ist mit dem Skalar A= 12,387 zu multiplizieren. Die
21,781
des Resul ktors sind auf vier Stellen nach dem Komma zu runden.

P

244, Es ist eine Tabelle der Werte n! fir n = 1,2,..., 15 aufzustellen. Dabei ist zuerst 15!

glich tionell (durch geschickte Zusamment: g der Faktoren) zu ermitteln und dann

die Tabelle durch schrittweises Mutliplizieren zu errechnen. Der Wert fiic 15! ergibt sich
damit zum zweiten Mal (Kontrolle!).

245. Es ist eine Tabelle der Potenzen aF fira = 2,3,...,9 und k= 2,3, ..., 10 aufzustellen.
Dabei sollen zuniichst die hochsten Potenzen mit moglichst weni| Multiplikati er-
rechnet werden, die sich dann zur Kontrolle bei der schrittweisen Multiplikation nochmals
ergeben.

5.2.6. Skalarprodukte
Bei zahlreichen Rechenverfahren kommen Terme der Gestalt

n
@y by + agdy + agbg + -+ a,b, = Zl“ibi
L=

vor, also Summen einfacher Produkte. Es ist moglich, solche Produktsummen oder
Skalarprodukte (vgl. 2.2.4.1., S. 127) ohne Aufschreiben von Zwischenresultaten zu
berechnen. Die Teilsummen laufen automatisch in R auf, da jede Multiplikation aus
einer Anzahl von Einzeladditionen besteht und die dabei auftretenden Summanden
jeweils der schon vorhandenen Summe hinzugefiigt werden. Falls eines der Produkte
negativ wird, ist es nicht notwendig, zuerst den Betrag zu ermitteln und diesen ge-
sondert von der bereits vorhandenen Teilsumme abzuziehen. Es wird durch eine
Folge von Einzelsubtraktionen gerade das Komplement des Produktes erzeugt und
sogleich addiert. Dazu wird das Umdrehungszihlwerk negativ geschaltet, so daB trotz
Ausfiihrung von Subtraktionen in U kein Komplement entsteht. Bei vollautomatischen
Maschinen kann durch eine Taste (Minusmultiplikation) das Komplement auto-
matisch gebildet und addiert werden. Das Resultat entsteht in jedem Fall vorzeichen-
richtig, ganz gleich, welche Vorzeichen die einzelnen Teilsummen getragen haben.
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Alle Teilprodukte miissen mit der gleichen Kommastellung errechnet werden. Da bei
vielen Problemen die Zahlen a,, a,, ... einerseits und die by, b,, ... andererseits jeweils
in der gleichen GroBenordnung liegen, lassen sich die Kommasgchieber fir E und U
und damit auch in R fiir alle Produkte fest einstellen. Dann ist eine laufende Addition,.
der Teilprodukte gestattet.

Nach diesen Vorbemerkungen ergibt sich folgender Arbeitsplan fiir die Bildung von
Skalarprodukten :

Inhalt der Werke
Nr. MaBnahme B R U

1 Alle Werke loschen 0 0 0
Kommaschieber setzen
Automatische Loschung von E
abstellen

a, —>E ay
Schlitten in die Ausgangsstellung
bringen

b T ay - by b,
E und U léschen 0 0
a,—~E a,
Schlitten in die Ausgangsstellung
bringen

8 b, —>TU a by +aby | by

oG W o

Bei weiteren Summanden werden die Schritte 5, 6, 7 und 8 entsprechend mit ag, by;
ay, by; ... wiederholt.

BEISPIEL

Esist § = 15,382 3,17 — 48,221 ¢ 4,18 + 24,96 - 9,29 zu berechnen.

Losung: Die jeweils ersten Faktoren kommen nach E, da sie mehr Stellen besitzen. Das
Komma wird in E um drei, in U um zwei und in R um fiinf Stellen nach links versetzt ein-
gestellt.

Es entstehen der Reihe nach die folgenden Zwisch b
Nr. des Inhalt der Werke
Schrittes E | R | U
1 0 0
2,3,4 015,382 | 000 004 8,76 094 | 000 3,17
5,6,7,8 | 048,221 | 999 984 7,19 716 | (—) 4,18
5,6,7,8 024,960 | 000 007 9,07 556 | 000 9,29

Trotz negativer Zwisch ht das Resultat betrags- und vorzeichenrichti
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AUFGABEN

246. Die Summen
a)§= 107,3 -0,018 + 325,2 0,165 — 488 - 0,096,
b)S=—7789-156 -+ 95663-24 — 3680134

sind zu berechnen.

247. Es soll das Skalarprodukt der beiden Vektoren

+0,8176 —26,85
[ —o6627 4 b [ 3362
o=\ 404343 "™ =\ +60,25
—0,6003 —21,08
bestimmt werden.

248. Es ist durch Nachrechnen zu priifen, daB
2, = 21,83; x, = — 14,67; 23 = 86,20; z, = 6,85

die Lo des folgenden Gleick sind:
2,853 2, — 0,697, — 9,003z, — 9,856z, = — 762,87
6,007z, — 11,698 7, + 11,620z, — 16,783z, = 1191,23
7,085z, + 17,3857, — 6,804, — 10,9612, = — 580,42
3,667z, + 521 z,— 25,17 z,= 352,00

Die Differenzen zwischen den linken und den rechten Seiten sind anzugeben.

5.2.7. Division

Der Divisionsvorgang wird #hnlich wie bei der manuellen Réchmmg in eine Folge von
Subtraktionen aufgeldst.

Es wird festgestellt, wie oft der Divisor vom Dividenden abgezogen werden kann.
Diese Anzahl stellt den Quotienten dar. Um mit wenigen Subtraktionen auskommen
zu kénnen, wird wie bei der Multiplikation die Moglichkeit der Schlittenverschiebung
ausgeniitzt. Um die Kapazitét des Umdrehungszihlwerkes, in dem der Quotient ent-
steht, voll zu nutzen, wird zundchst der Schlitten ganz nach rechts gebracht, der
Dividend in die linke Seite von R addiert und der Divisor in E so eingestellt, daB sofort
cine, aber nicht mehr als 9 Subtraktionen méglich sind. Bild 107 a zeigt fiir das Beispiel
24594000000 :240360

dic entsprechende Einstellung. Das Umdrehungszéihlwerk ist negativ zu schalten,
damit in U der Quotient nicht als Komplement erscheint.

Der Divisor wird in dieser Schlittenstellung von dem Dividenden so oft wie moglich
abgezogen. Die erste Stelle von U zeigt die Anzahl der Subtraktionen an (Bild 107 b).
Der verbleibende Rest in R ist kleiner als der Wert in BE. AnschlieBend wird der
Schlitten um eine Stelle nach links geriickt und, falls méoglich, erneut subtrahiert.
In Bild 107c ist diese Verschiebung bereits ausgefiihrt, eine Subtraktion ist aller-
dings noch nicht méglich, als nichste Resultatstelle erscheint 0. Wird der Schlitten
nochmals um eine Stelle geriickt, so sind dann insgesamt zwei Subtraktionen moglich,
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das Resultat ist in Bild 107d dargestellt. In dieser Weise wird die Rechnung fort-
gesetzt, bis schlieBlich in U das endgiiltige Resultat und in R der verbleibende Rest
tanden sind. Als Resultat des in Bild 107 dargestellten Divisionsvorgangs ergibt
sich 102 321, Rest 124 440.
Bei der Division wird die Stellung des Resultatkommas am besten nach Eintragung
der beiden Operanden durch einen Uberschlag ermittelt und entsprechend der Komma-
schieber eingestellt. Es ist iiberhaupt dringend zu empfehlen, beim Maschinenrechnen
laufend im Kopf das Vorzeichen, die GréBenordnung und evtl. auch den Wert der
ersten Ziffer des Resultates zu verfolgen, um grobe Irrtiimer weitgehend auszu-
schlieBen. So kann bei einer Division, falls der Divisor ungiinstig eingestellt war, der
Fall eintreten, daB gerade die ersten Ziffern des Quotienten verlorengehen. Bild 108a
zeigt die falsch eingestellten Eingangswerte und Bild 108 das entsprechend falsche
Resultat. Man vergleiche damit das Resultat in Bild 107e.

[ooJoTo]o]0] 1
[oT2T4]519 4 ooJoTe]oTe] z

9 [o]2]«]o]3]6] m

( [lz[32]s] 1 )
[eoToToJofo]olo]4]2]6]0] x
b [0T2T«Jo]3]é] =

Bild 108. Division mit falsch eingestellten Werten

Statt beim Divisionsvorgang laufend darauf zu achten, ob die Differenz in R noch
groBer als der Divisor ist, wird besser so lange subtrahiert, bis der Rest in R das Vor-
zeichen wechselt, was an der Komplementbildung und am Glockenzeichen zu er-
kennen ist. Dann wird der Schlitten nach links geriickt. In der nachsten Stellung wird
nun so lange addiert, bis wieder das Vorzeichen umschlagt. Auf diese Weise kann
durch abwechselnde Addition und Subtraktionen der Quotient leichter ermittelt
werden.

Bei etwa auftretenden negativen Zahlen wird die Maschinenrechnung nur mit den
Betriagen durchgefithrt und das Vorzeichen nachtraglich hinzugefiigt.
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Der Ausfiihrung der Division a:b liegt also folgender Arbeitsplan zu Grunde:

Inhalt der Werke
Nr. MaBnahme B R U
1 Alle Werke 16schen 0 0 0
Schlitten ganz nach rechts bringen
U negativ schalten
Automatische Loschung von
E abstellen
2 a—E a
+ a 999 999
E und U léschen 0 0
3 b—E b

Dividend und Divisor moglichst weit links und in solcher
gegenseitiger Lage eingeben, dal wenigstens eine, aber nicht
mehr als 9 Subtraktionen moglich sind.

4 Divisor solange von R subtrahieren, bis das Vorzeichen um-
schlagt.

5 Schlitten um eine Stelle nach links verschieben

6 Divisor so lange zu R addieren, bis das Vorzeichen um-

schlagt
Schlitten um eine Stelle nach links verschieben

8 Wiederholung mit 4, solange sich der Schlitten noch nicht,
in der Grundstellung befindet.

Ergebnis: | & |Rest| Quotient
Bei halb- und vollautomatischen Maschinen kann sowohl die Ubernahme des Divi-
denden aus dem Einstellwerk in das Resultatwerk (Schritt Nr. 2, sogenannte Divisions-
vorbereitung) als auch der eigentliche Divisionsvorgang (Schritt 4 bis 8) durch Tasten-
druck ausgelost werden. Dabei besteht leicht die Moglichkeit, daB bei zu kleinem
Divisor, insbesondere falls versehentlich b = 0 wirksam wird, der Divisionsvorgang
kein Ende findet. An diesen Maschinen ist deshalb eine Taste Divisions-Stopp vor-
gesehen, durch die der Divisionsvorgang sofort unterbrochen werden kann. Dem An-
fanger ist zu raten, sich iiber die Lage dieser Taste rechtzeitig zu informieren, um die
Maschine bei Fehlbedienung wieder abschalten zu kénnen. Notfalls ist der Netz-
stecker zu ziehen.

Wird der Divisionsrest wieder in den linken Teil des Resultatwerkes gebracht und die-
Division fortgesetzt, entstehen weitere Stellen des Quotienten. Auf diese Weise kann,
die Genauigkeit des Resultates gesteigert werden.

IK

AUFGABEN
249, Der Wert der folgenden Quoti ist zu berechnen:
a) 64066 : 208; b) 38911 : (—233);
) 9690138 : 2799; d) —305787483 : (—12321);
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250. a) 39,772 : 0,326; b) —1220,951: 36,23
c) 32,83335:0,04509; d) 71986,9685 : (—53,135);
251. Man besti auf sechs gesicherte Dezimalen
a) 47,8827:736,98; b) 0,0685 : 0,008538
c) 853,27 :(—6197,3); , d) 670349 : 0,670 346

252. Man berechne auf drei Stellen nach dem Komma genau (zusiitzlich eine Schutzstelle in der
Zwischenrechnung):

6,837 28,27 77,69 - 8,3007

* g1 208 ®) 5133+ 0,3418
c) (38,678 - 4,359 — 122,32) : 4,657; d) (5,270,385 — 3,55 - 1,736) : 0,1467.
253. Die Losungen des li Gleich 5y
11,382 — 2649y = — 4,53
18,27z 4 14,33y = 39,27 sind zu bestimmen.
Anleitung : Das Gleick ist zun#ichst mit all, inen Zahlensymbolen als Koeffi-
zienten formelmiiBig aufzulosen. In diese Formeln sind die vorgegel Werte ei
Die Rect ist lichst rationell zu gestalten (Rech h )
5.2.8. Berechnung von Quadratwurzeln

Mit einer Tischrechenmaschine ist es in einfacher Weise moglich, auch Quadrat-
wurzeln zu berech Es wird sichst die GroBenordnung der gesuchten Wurzel
%= }/a mit @ > 0 bestimmt. Dazu muB der Radikand @, vom Komma ausgehend,
in Gruppen zu je zwei Ziffern nach links bzw. nach rechts hin eingeteilt werden, je
nachdem, ob besetzte Stellen vor oder fiihrende Nullen nach dem Komma vor-
handen sind. Die Anzahl dieser Gruppen entspricht der Anzahl der Stellen vor oder
der Nullen nach dem Komma in der gesuchten Wurzel. Aus der ersten oder den
ersten beiden Gruppen wird ein Naherungswert =, fiir die Wurzel (im Kopf oder mit
dem Rechenstab) bestimmt, der mit der Maschine mehrmals verbessert wird.

Dazu muB zu x, eine Korrektur 42z so bestimmt werden, da8

. 2, =2, + Az
eine bessere Néherung fiir z = ﬂ ist. Dies verlangt
a2 = (%, + A2)? =2} + 22,- Az 4 (42 ~a (185)
Da =, bereits eine Nitherung fir }/z; darstellt, wird A« klein gegen , scin, so dafl
(4 )% in (185) vernachlissigt werden kann.
Es wird also 4z so bestimmt, ‘da
2} + 2wy- dx =a
wird. Daraus entsteht wegen z,== 0

xo+2Az=%
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oder, nachdem auf beiden Seiten x, addiert wurde,

2%, + 24 = 2(z, + dz) = 2zl=zi+:vo
0

@ = % (% + :ci,,) (186)

cine Formel, die die grobe Néherung «, wesentlich zu verbessern gestattet.
BEISPIEL

1. Esistz=V2 durch einen Iterationsschritt nach (186) zu bestimmen.
Losung: Als Niherung dient 2, = 1,4. Dann wird

1 2 1
= (14 +2) =14 +142 187,
@ 2( +1’4) 5 (L4 +1,428) (187)
7, = 1,414,

Auf der Maschine ist lediglich die Division a : 2, = 2 : 1,4 durchzufiihren.

Die neue Néherung =, als Mittelwert der alten Néherung w, und dem Quotienten
a:%, besteht zundchst aus den Stellen, die in den beiden Zahlen gemeinsam vor-
handen sind [in (187) fett gedruckt]. Dazu kommt die halbe Summe der beiden
Reste, die leicht und ohne Rechenmaschine bestimmt werden kann.

Der Wert ; wird in gleicher Weise weiter verbessert. Denn, ausgehend von (186),
gilt allgemein

x..+1=%(x,.+zi) fir n=0,1,2,... (188)
n

BEISPIEL
2. Die Losung von Beispiel 1 ist weiter zu verbessern.

Losung : Mit(188) wird 2 bestimmt und die Rechnung nochmals
gestellt:

2o =14 a:x, =1,42857
z =1,414 a:z; =1,41442
2, =1,41421 a:z, =1,41421

Bei jedem Iterationsschritt verdoppelt sich etwa die Anzahl der endgiiltig errech-
neten Stellen. Nur diese werden zur Korrektur herangezogen. Das Verfahren wird
beendet, wenn im Rahmen der Kapazitit der Maschine keine Verbesserung mehr
moglich ist. Dies tritt nach zwei, spitestens nach drei Schritten ein, da das Ver-
fahren sehr rasch konvergiert, wenn ein einigermaflen giinstiger Ausgangswert z,
vorliegt.

Solange es die Kapazitét der Maschine zulaBt, wird nach der Formel (188) gerechnet.
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Bei Anwendung der Beziehung

a—a

ST n=0,12,... (189)

A% = Bpyq — @ =

die sich aus (188) durch beiderseitige Subtraktion von x, ergibt, laBt sich eine
weitere Korrektur ermitteln, die die Stellenzahl der Wurzeln nochmals verdoppelt.

BEISPIEL
3. Ausgehend von dem obigen Resultat im 2. Beispiel wird
2 —a% 2—1,414212 2 — 1,9999899241 =

az=21-%_2—L =
¥ =T34  2.141421 2,82842
0,0000100759
= Sami - — 0000856287

also ist Y2 = 1,4142135624.

Zur Ubung und schematischen Zusammenstellung der Rechnung werden noch zwei
weitere Quadratwurzeln errechnet.

BEISPIELE

4. Man bestimme & = } 767 auf 10 giiltige Dezimalen.

Losung: Es existieren zwei Zifferngruppen vor dem Komma, also besitzt die Wurzel zwei
Stellen vor dem Komma, sie hat die Gestalt

T="9 8, ...

Als erste Nitherung dient 2, = 28.

Losungsschema:
n | £ [ a:z,
0 28 27,3928
1 27,69 27,6995
2 27,6947 27,6948

Nachverbesserung nach (189):

767 — 23 __ 767 — 766,99640809 _ 0,00359191

2= = toamed 55,3804

= 0,0000648483
also 2 = V767 = 27,69476485 .

5. Man bestimme = = }0,0000783 auf 10 Stellen genau.

Loésung: Es existi zwei Ziffe mit Nullen nach dem Komma, also hat die
Waurzel zunichst zwei Nullen nach dem Komma, sie hat demnach die Gestalt z = 0,00 ...
Der Rechenstab liefert als erste Nidherung x, = 0,0088.
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Lésungsschema:

n l @i | a:z,

0,00889772
0,00884845
0,00884873

0,0088
0,008849
0,00884872

0
1
2

Nachverbesserung :

0,0000783 — 0,0000782998456384 _ 0,0000000001543616 _
diers 0,01769744 =T oomera

= 0,0000000087222
also z = 1/0,0000783 = 0,008848728722 .

AUFGABEN

254, Man berechne auf 10 (bed Stellen

a) 16852 b) ¥0,000818

I}

255. Esist die Liinge der Di len eines Rechtecks mit den Seiten @ = 36,28 cm und % = 58,19 cm
mit der gleichen (absoluten) Gt igkeit wie die der vc t GriBen zu besti
(eine Schutzstelle wihrend der Rechnung).

256. a) Die Liinge (der Betrag) des Vektors

4,82
a=| 12,98
—6,27

ist zn berechnen.
b) Welche Komponenten hat der zugehorige Einheitsvektor?

257. Zur Berechnung einer Kubikwurzel wird zu einer Niherung z, durch Addition von

ey
Ao =2"% (190)
3zj .

eine wesentlich verbesserte Niherung ermittelt.

a) Die Formel (190) ist, ausgehend von (z, + 42)® = a, zu beweisen.

8 —
b) Es ist V2 auf 10 verbiirgte Ziffern zu bestimmen.
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5.3. Programmgesteuerte Rechenautomaten

5.3.1. Problemstellung

Die frither in zahlreichen Wirtschaftszweigen vorherrschende schwere korperliche
Arbeit (Bergbau, Transport, Bauwesen u.a.) ist in zunehmendem MaBe durch
technische Hilfsmittel erleichtert worden. Es ist ein wichtiges Merkmal der Technik,
daB physisch schwere Arbeiten durch Maschinen erledigt bzw. erst moglich werden.
Auf dieses Ziel waren in der Hauptsache die technischen Bestrebungen der ver-
gangenen Jahrhunderte ausgerichtet. Demgegeniiber gewinnt in jiingster Zeit ein
anderes, nicht minder wichtiges Merkmal der Technik steigende Bedeutung, namlich
die Méglichkeit, monotone, sich mit gewisser RegelmaBigkeit wiederholende Arbeits-
géinge durch technische Einrichtungen erledigen zu lassen. Man denke etwa an solche
Arbeiten in FlieBbéndern, die im Einzelfall keine groBen Krifte verlangen, jedoch
durch ihre gleichméfBige Wiederholung bald mehr zu einer geistigen Anstrengung
werden. Hier helfen Automaten oder gar TaktstraBen. Auch fiir Vorgange wie das
Abza.hlen, Numerieren, Beschnften oder Registrieren von gleichen oder ahnlichen

tinden oder Vorgéingen, die in groBen Stiickzahlen vorkommen, sind Maschi-
nen moglich. Es handelt sich hier um geistige Arbeit, die mechanisiert und auto-
matisiert wird. Dem gleichen Zweck dienf, auch der Einsatz von Buchhaltungs-
maschinen oder MeB-, Steuer-, Regel- und Kontrolleinrichtungen. So stellt die Durch-
fithrung von Zahlenrechnungen, besonders wenn ein Problem sehr oft in d@hnlicher
Weise, nur mit abgednderten Zahlenwerten oder mit groBer Genauigkeit, erledigt
werden muB, monotone geistige Arbeit dar. Auch hierfiir werden schon seit einigen
Jahrzehnten Maschinen und neuerdings komplette Automaten, sogenannte Rechen-
automaten, eingesetzt. Diese liefern die Ergebnisse in der Regel schneller, praziser
und haufig sogar billiger, als es mit den herkommlichen Rechenhilfsmitteln (Rechen-
stab, Tischrechenmaschine, Nomogramm, Tabelle usw.) auch in gut organisierten
Rechenbiiros méglich ist. Oft kann jedoch kein Vergleich dariiber angestellt werden,
da die Losung komplizierter Probleme iiberhaupt erst durch Rechenautomaten
méglich wurde. Sie sind speziell dafiir eingerichtet, numerische Berechnungen aus-
zufithren, aber auch vorgeschriebene Entscheidungen zu erledigen und Informationen
zu speichern. Ein Rechenautomat ist wie jede andere automatische Einrichtung so
konstruiert, daB alle vorgesehenen Operationen, fiir die er gebaut und eingestellt
wurde, mit hoher Geschwindigkeit und groBer Sorgfalt, gepaart mit zahlreichen
Kontrollen, ausgefiihrt werden. Unterlduft bei dem Bau oder der Bedienung ein
Fehler, werden also falsche Anweisungen erteilt, so werden sie mit der gleichen
Prézision, natiirlich falsch, erledigt. Ein solcher Automat verhilt sich wie ein ge-
wissenhafter Sklave, der jeden Auftrag mit groBter Sorgfalt erledigt, jedoch nie
nach dessen Sinn und Nutzen fragt. Ein Automat besitzt keine Phantasie, kann also
keine eigenschopferische, geistige Arbeit leisten oder keine grundsétzlich neuen
Ideen hervorbringen. Er bleibt ohne den bedienenden Menschen eine leblose Maschine.
Deshalb sollte man B hnungen wie Elektr gehirn oder gar Denkmaschine,
wie man sie immer wieder findet, vermeiden. Sie wecken falsche Vorstellungen. Ein
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Rech tomat ist letzten Endes nur ein hochkompliziertes Werkzeug in den
Hinden von Menschen, die es in den materiellen oder geistigen Produktionsprozessen
einsetzen.

5.3.2. Analog- und Digitalrechenautomaten

Man unterscheidet zwei grundlegende Typen von Rechenautomaten: Analog- und
Digitalrechenautomaten.
Analogrechenautomaten

FaTon hnisch

Hier werden die in einem math n oder Problem vorkommen-
den GrdBen durch geeignete physikalische GroBen ersetzt, die den gleichen Gesetz-
miBigkeiten geniigen. Das mathematische Problem wird durch ein leiohter zu be-
herrschendes, analoges physikalisches Problem gelost.

Als Beispiel moge der Rechenstab betrachtet werden. Multiplikation und Division
werden auf das Aneinanderfiigen von Strecken zuriickgefithrt. Den arithmetischen
Operationen mit Zahlen entsprechen analoge Operationen mit geeigneten physikali-
schen GroBen, hier Léngen. Eine Steigerung der Rechengenauigkeit verlangt im
allgemeinen groBere Sorgfalt bei der Herstellung des Rechenstabes. Die Fertigungs-
toleranzen!) bestimmen also wesentlich die Genauigkeit und setzen einer Steigerung
bald eine Grenze.

Moderne Analogrechenautomaten verwenden im allgemeinen die elekirische Spannung
als analoge VergleichsgroPe. Die verschiedenen, als Rechengréfen auftretenden Span-
nungen werden durch elektronische Bausteine entsprechend dem vorliegenden
Problem verkniipft. Auch hier verlangt eine groBere Genauigkeit enger tolerierte
Bauelemente und gréBere Sorgfalt bei der Herstellung des Rechenautomaten, erhoht
jedoch nicht dessen Umfang. Analogrechenautomaten werden fiir spezielle Probleme
eingesetzt und ermoglichen dort ohne grofie Vorbereitungen und mit relativ geringem
Aufwand einen Uberblick tber die Lé oglichkeiten, da die eingehenden Para-
meter leicht abgedndert und so verschiedene Variationen untersucht werden kénnen.
Hierin und in den geringen Anschaffungskosten liegt ihr Vorteil gegeniiber den
Ziffernrechenautomaten.

Digitalrechenautomaten
Das Wort digital bedeutet soviel wie ,,mit Ziffern arbeitend ‘.

Ein Digital- oder Ziffern-Rechenautomat verwendet also auch intern die ziffern-
miiBige Darstellung von Zahlen.

Dies geschieht durch technische Bauelemente, die durch genau voneinander ab-
gegrenzte Zustinde oder Einstellungen den Wert einer Ziffer darstellen konnen.
Durch Wiederholung und Koppelung dieser Bauelemente werden alle Ziffern einer

1) tolerantia (lat.) Duldung, hier technisch zuliissige Abweick vom vorgeschriebenen Mafie
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Zahl und die Rechenoperationen realisiert. Die Moglichkeit zur Verwirklichung
digitaler Rechengerite bieten Zahnrider oder Zahnst mit wohldefinierten Rust-
stellungen, die jeweils einer bestimmten Ziffer entsprechen. Zahnriader und Zahn-
stangen sind wesentliche Bestandteile mechanischer Rechenmaschinen. Will man mit
ihnen eine hohere Rechengenauigkeit erzielen, mufl man die Anzahl der Bauelemente
vergroBern, da im allgemeinen fiir jede vorkommende Stelle wieder die gleichen
Typen verwendet werden. Eine Vergroferung der Rechengenauigkeit verlangt
groBeren Aufwand, also etwa mehr Zahnrider, ohne dafl jedoch deren Fertigungs-
giite erhoht werden muB. Dies ist ein grundsétzlicher Vorteil aller Digitalgerite.
Moderne Digitalrechenautomaten verwenden elektrische und elektronische Bau-
elemente, die bei hoher Funktionssicherheit auch hohe Rechengeschwindigkeiten er-
méglichen. Sie besitzen in der Regel zwei extreme und wohldefinierte Betriebszustiinde
(Relais angezogen oder abgefallen, Rohre oder Transistor von Strom durchflossen
oder gesperrt, zwei mogliche Magnetisierungsrichtungen, Tmpuls positiv oder negativ
usw.), so daB Zahlensysteme mit der Grundzahl 2 (Dualzahlen) eine wichtige Rolle
spielen. Zur Darstellung vielstelliger Zahlen und anderer umfangreicher Informationen
und fiir deren Verarbeitung ist ein entsprechend hoher Aufwand an Bauelementen
notwendig.

Digitalgerite sind also gegeniiber etwa vergleichbaren Analoggeriten wesentlich
umfangreicher und aufwendiger und entsprechend teuerer. Jedoch haben sie den
Vorteil universeller Verwendbarkeit. Wihrend Analoggerste nur auf wenigen fir sie
zugeschnittenen Gebieten eingesetzt werden, besitzen Digitalgerite ein breites An-
wendungsfeld auf vielen Gebieten der Wissenschaft, der Technik und der Verwaltung,
wobei manche Einsatzmoglichkeit noch zu erschlieBen ist. Dabei denke man nicht nur
an die Moglichkeit zur automatischen Durchfihrung von Rechenarbeiten. Viel
wichtiger sind Probleme jeder Form der Daten- und Informationsverarbeitung.

Der Hauptvorteil der Rechenautomaten wird von Laien oft in ihrer tiberraschend
hohen Arbeitsgeschwindigkeit gesehen. Einzelne Rechenoperationen werden oft nur
in Bruchteilen von Milli- und sogar Mikrosekunden ausgefiihrt. Diese duBerst kurzen
Operationszeiten kénnen jedoch nur dann sinnvoll ausgeniitzt werden, wenn es ge-
lingt, eine ginnvolle Folge von Operationen ohne &uferen Eingriff ablaufen zu
lassen. Deshalb ist als wesentlichstes Charakteristikum eines Rechenautomaten die
Moglichkeit der automatischen Steuerung eines Rechenprogrammes zu nennen. Das
Herstellen von Programmen, das Programmieren, wie man kurz sagt, ist die wich-
tigste Vorbereitungsarbeit zur Durchfiihrung automatischer Rechnungen.

5.3.3. Grundsitzlicher Aufbau von Rechenautomaten

Ein Rechenautomat wirkt in gewisser Weise wie ein automatisiertes Rechenbiiro,
beide sind im Aufbau miteinander vergleichbar (Bild 109). Ein Rechenbiiro kann als
cine in sich abgeschlossene Einrichtung aufgefat werden, die auch raumlich in
einem oder mehreren zusammenliegenden Zimmern untergebracht ist. Den dort
beschiftigten Menschen, den Rechnern, stehen auBer den iiblichen Biirohilfsmitteln
einmal Tischrech hi zum anderen speziclle Formulare und Tabellen zur
Verfiigung. Von auBen werden an das Rechenbiiro zweierlei Arten von Informationen
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herangetragen: einmal das durcl hnende Verfahren als Rechenvorsehrift, etwa
in der Gestalt besonders hergerichteter Rechenformulare, und zum anderen die
Zahlenwerte, mit denen die Rechnung begonnen werden soll (die Eingangswerte).
Dazu ist in irgendeiner Weise eine Verbindung mit der AuBenwelt notwendig, die
,,Eingang® genannt werden soll.

Der Rechner veranlaBt die Entgegennahme neuer Eingangsinformationen. Dabei

werden die Zahlen teils in die Rech hine, teils in Formulare und Tabellen iiber-
nommen. Entsprechend der Rechenvorschrift werden in der zeitlich richtigen Reihen-
folge die Rechenoperationen auf der Rech hine 16st, Zwischenresultate
an vorgeschriebener Stelle notiert und eventuell in Abhiingigkeit von den Ergebni
Rechenbiiro
L Rechner
Rechenvorschrift— " = 7 =
Eingangswerte —\»-| »Engang" Lmne & orane -t , Ausgang” —p Resultate

Bild 109. Aufbau eines Rechenbiiros

Rechenautomat

L Leitwerk l

Programm —
Zahlen  —

Bild 110. Aufbau eines Rechenautomaten

der weitere Ablauf der Rechnung festgelegt. Entstehen dabei Werte, die vom Auf-
traggeber verlangt wurden, so werden diese als Resultate, entsprechend geordnet
und dargestellt, iiber einen ,, Ausgang® der AuBenwelt wieder zuginglich gemacht.
Zwischen den einzelnen Teilen eines Rechenbiiros besteht ein InformationsfluB, der
in Bild 109 durch Pfeile angedeutet wird.

Ein dhnlicher Aufbau kann einem Rechenautomaten zugrunde gelegt werden. Er
ist im allgemeinen auch #uBerlich eine in sich abgeschlossene Anlage, die, grob ge-
gliedert, die in Bild 110 angegebenen Baugruppen enthilt. Das eigentliche Rechen-’
werk nimmt dabei in der Regel nur einen verhéltnismiBig kleinen Raum ein. Es er-
ledigt die arithmetischen Grundoperationen. Das Speicherwerk stellt eine besondere
Baugruppe dar, die sowohl Zahlen (Eingangswerte und Zwischenresultate) als auch
das Rechenprogramm fiir lingere Zeit festhalten kann. Das Leitwerk steuert das
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Zusammenspiel der einzelnen Baugruppen, das im folgenden noch genauer studiert
werden muB. Im Gegensatz zum Rechenbiiro mit dem nur symbolisch angedeuteten
Ein- bzw. Ausgang sind Eingabe und Ausgabe selbsténdige und wichtige Teile eines
Rechenautomaten. Da in seinem Innern die Informationen verschliisselt und fiir die
elcktronische Verarbeitung besonders angepaBt dargestellt werden, muB die Eingabe
die von den Eingabemedien?) (Lochband, Lochkarte usw.) kommenden Zahlen und
Befehle abgreifen, umformen und auf Grund der unterschiedlichen Arbeitsgeschwin-
digkeiten zeitlich anpassen. Die entgegengesetzte Aufgabe kommt der Ausgabe zu.
Zu ihr gehort oft ein (mechanisches) Druckwerk, das dann entsprechend den vor-
liegenden Resultaten und in Abhéngigkeit von dem verlangten Druckbild ange-
steuert werden muB. Ein- und Ausgabe werden mit dem gemeinsamen Begriff
periphere Geriite belegt. Wie die Erfahrungen zeigen, mindert die mangelhafte Aus-
riistung eines Rechenautomaten mit peripheren Anlagen betrichtlich dessen Wert.

5.3.4. Mathematische Grundlagen

Wie in 5.3.2. bereits erwihnt, werden die Bauelemente in den elektronischen Rechen-
anlagen im allgemeinen nur in zwei extremen Betriebszusténden verwendet. Dann
ist von vornherein eine hohe technische Sicherheit gewahrleistet, da Abweichungen
der Betriebsdaten, wie sie durch unterschiedliche Fertigung oder VerschleiB entstehen,
in gewissem Umfang ohne Einfluf} auf die Betriebsfihigkeit des Automaten sind. Es
ist nur notwendig, daB die beiden Betriek tinde sicher vonei der unterschieden
werden kénnen. Diese technisch bedingte Zweiwertigkeit verlangt eine besondere
Form der Informationsdarstellung. Als Grundlage der Logik wird eine Elementar-
information verwendet, fiir die es nur zwei Moglichkeiten gibt. Diese wird allgemein
Bit?) genannt. Aus diesen Bits werden alle im Automaten vorkommenden Zahlen
und Rechenanweisungen, die sogenannten Befehle, ganz gleich welcher Gestalt, auf-
gebaut. Die beiden Moglichkeiten eines Bits werden mit 0 (Null) oder L (symbolische
Eins zur Unterscheidung von der Ziffer 1) bezeichnet. Im folgenden werden einige
Beispiele fiir zweiwertige Informationen angegeben :

Méglicher Zustand

Informationstriger 0 L
Elementarspeicher leer, geloscht gefiillt, erregt
Lochkarte, Lochstreifen

(an vorgegebener Stelle) ohne Loch mit Loch

Relais abgefallen angezogen o
Rohre, Transistor stromlos stromfiihrend
Lampe dunkel hell
Vorzeichen positiv negativ
Ventil geoffnet gesperrt
Antwort auf Entscheidungen Nein Ja

1) medium (lat.) hier im Sinne von ,,Mittel
2) Ablkiirzung fiir binary digit (engl.) zweiwertige Ziffer
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Dezimalsystem

Zur Vorbereitung des Folgenden werden einige bekannte Tatsachen iiber das allen
Lesern vertraute Dezimalsystem zusammengestellt.

1. Es existiergn zehn Ziffern, die kleinste ist die Null.
2. Alle Zahlen werden durch ein Stell y mit Stellenwertfaktoren in der Gestalt von
Zehnerpotenzen dargestellt. .
3. Die Ziffer 0 charakterisiert eine fehlende Zehnerpotenz.
So hat die Zahl 73071 den Wert
7-10443-10° 4 0.10% 4 7.10 4 1 - 10°,
Alle Ziffern werden je nach der Lage innerhalb der Zah! mit Zehnerpotenzen multipliziert, und
die Produkte werden addiert.
4. Die Multiplikation (Division) mit einer Zehnerpotenz bewirkt lediglich eine Links- (Rechts-)
Verschiebung der Ziffern.
5. Die Addition (und Subtraktion) von Zahlen wird auf 10 - 10 = 100 Elementaraufgaben, das
Kkleine B d-Hins, zuriickgefithrt. Entsprechend werden fiir die Multiplikation
(und Division) die 10 - 10 = 100 Aufgaben des kleinen Einmaleins benétigt.
Liegt eine Zahl als Bruch Z:N (Z € @, N € G) vor, so kénnen folgende Fille ein-
treten:

6. Der Dezimalbruch Z : N bricht ab (7 : 125 = 0,056).
7. Injedem anderen Fall liefert Z : N einen periodischen Dezimalbruch (7:26 = 0,2692307 ...).

Ferner gilt:

8. Ist eine Zahl nicht in der Gestalt Z: N darstellbar, so entspricht ihr ein ni htperiodisct
Dezimalbruch (irrationale Zahl).

Alle unter 1 bis 8 aufgefiihrten Sitze gelten fast wortlich auch fiir jedes andere
Zahlensystem mit beliebiger Grundzahl g > 1, wenn man die 10 durch g und das
Wort ,,Dezimal- entsprechend ersetzt. Die Wahl der 10 als Grundzahl ist an sich
willkiirlich, sie hat ihre Ursache in den 10 Fingern der beiden Hande, die zuerst zum
Zihlen und Rechnen dienten. Dabei stellt die 10 nicht einmal die praktischste Lésung
dar (die 12 wire wegen der giinstigen Teilbarkeit in mancher Hinsicht geeigneter ge-
wesen), doch hat sich das Dezimalsystem im téaglichen Leben auch international so
durchgesetzt, daB fiir eine Anderung keine Moglichkeit mehr besteht.

Dualsystem

Die Grundzahl ist hier g = 2. Jede Dualstelle wird durch ein Bit realisiert. Eigen-
schaften des Dualsystems:

1. Es existieren zwei Ziffern, namlich 0 und L.

2. Alle Zahlen werden durch eine Summe geeigneter Potenzen von 2 dargestellt.

3. Die Ziffer 0 charakterisiert eine fehlende, die Ziffer L eine vorhandene Potenz von 2
des betreffenden Exponenten.
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BEISPIELE

1. 105=64+32+8+1=
=1.2041.2540.2041.2540.2240.2141.20=
= LLO LOOL

2. 73071 =21 4 212 4 QU | 210 4 95 4 954 95 4 93 4 924 914 90—
= L 000L LLOL OLLO LLLL.

Das letzte Beispiel zeigt, daB die duale gegeniiber der dezimalen Darstellung etwa
die dreifache Anzahl von Ziffern verlangt. Das Schriftbild wiére fiir den téglichen
Gebrauch unbequem und unhandlich. Der Vorteil des Dualsystems kommt durch die
einfachen Méglichkeiten zur technischen Verwirklichung der Speicher- und Rechen-
vorginge im Automaten zum Ausdruck. Obwohl der Benutzer in der Regel die in-
terne duale Darstellung nicht benétigt, ist es vorteilhaft, zum Verstédndnis der Wir-
kungsweise eines Automaten sich eine Vorstellung vom dualen Zéhlen und Rechnen
zu verschaffen (ausfiihrliche Behandlung beider Systeme in [1]). Tabelle 85 gibt zum

Tabelle 85
dezimal dual dezimal dual
0 0000 16 L 0000
1 000L 17 L 000L
2 00LO 18 L 00L0
3 O60LL 19 L O0LL
4 0L00 20 L 0L00
5 O0LOL 21 L OLOL
6 OLLO 22 L OLLO
7 OLLL 23 L OLLL
8 L1000 24 L 1000
9 LooL 25 L LOOL
10 LOLO 26 L LOLO
11 LOLL 27 L LOLL
12 LLOO 28 - L LLOO
13 LLOL 29 L LLOL
14 LLLO 30 LLLLO
15 LLLL 31 LLLLL

Vergleich die Zahlen von 0 bis 31 in dezimaler und dualer Form. Die Dualziffern
werden beim Schreiben, von rechts (beim Komma) beginnend, in Gruppen zu je vier
Bits, zu sogenannten Tetraden?), zusammengefaf3t. Bei lingeren Dualzahlen schreibt
man oft an Stelle der Tetraden sofort die dezimalen Werte. Es werden also die Zahlen
von 0 bis 15 als Ziffern eines Zahlensystems mit der Grundzahl ¢ = 16 (Sechzehner-
system oder Hexadezimalsystem) aufgefal3t.

1) tetra (griech.) vier
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BEISPIEL

3. 73071 = L 000L LLOL OLLO LLLL =
=1 1 13 6 15 oder 1.1.13.6.16

4. Die Multiplikation (Division) mit einer Potenz von 2 bewirkt lediglich eine Links-
(Rechts-) Verschiebung der Ziffern.

BEISPIELE

4. LOL. L0=  LIOLO (13- 2= 26)
5 L LOOL - L 0000 = L LOOL 0000 (25 - 16 = 400)
6. LOOLOOLLO: 10 = LOOLOOLL (204: 2 = 147)
7. LOLLO0000: LO000 = LOLLOO (352: 8= 44)

5. Die Addition (und Subtraktion) von Dualzahlen wird auf nur 2 - 2 = 4 Elemen-
taraufgaben des kleinen Eins-und-Eins zuriickgefithrt. Diese sind

040=0; 0+L= L;
L+0=L; L+L=L0.

Nur bei der letzten entsteht ein Ubertrag in die nichste Stelle. Zur Erlduterung
der Addition wird in allen beteiligten Zahlen jeweils die gleiche Stelle betrachtet.
In den beiden Summanden mégen dort dig Ziffern @ und b stehen. Weiterhin
kann noch ein Ubertrag U aus der vorhergehenden Stelle auftreten. Die GroBSen
a,bund U gelten als duale Eingangswerte fiir

die Berechnung der entsprechenden Resultat- Tabelle 86
ziffer. @, b und U sind dabei gleichberechtigt. — Eingangswerte | U,
Es miissen also nur vier Fille unterschieden
werden, die in Tabelle 86 dargestellt sind. Darin 0
bedeutet: U; den erneuten Ubertrag in die 0
niichste Stelle und S die Ziffer, die im Resultat 0
in der betreffenden Stelle erscheint. L

S
0
L
0
L

HEee
e
Heoo

BEISPIEL

8. 456= L0 LLOL
249 — LLLLLOOL
L LLLL 00L Ubertrige

204 = L 00LO OLLO

Auch das kleine Einmaleins besteht nur aus 2 - 2 = 4 einfachsten Aufgaben:
0.0=0; 0.-L=0;
L.0=0; L.-L=L.

Die praktische Multiplikation zweier Dualzahlen reduziert sich damit auf bloBe
Verschiebungen und Additionen.
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BEISPIEL
9. LLOL-LLOLO (= 13.26)
LLOL
LLOL
0000
LLOL
0000
LOLOLOOLO (= 338)
Ahnlich einfach verlaufen die inversen Rechenoperationen Subtraktion und
Division.
6. Der Dualbruch Z: N bricht ab, falls NV eine Potenz von 2 ist.
BEISPIELE
10. 45: 8 =5,625 = I0L, LOL
11. 3:64=0,046875=  0,0000 LL

7. Trifft 6. nicht zu, so liefert Z: N einen periodischen Dualbruch:

BEISPIELE
12. 1: 3=10,333... = 0,0LOL LOLO LOLO ...

13. 1:10=0,1 = 0,000L LOOL LOOL ...
Man erkennt, daB abbrechenden Dezimalbriichen nicht unbedingt endliche Dual-
briiche entsprechen mii Diese Feststellung ist wichtig, da ein groBer Teil der

Eingabewerte Dezimalzahlen mit begrenzter Stellenzahl sind. Diese erscheinen
dann in einem Automaten mit volldualer Darstellung in der Regel als periodische
Dualbriiche, die nicht vollstindig angegeben werden kénnen. Als Folge der unver-
meidlichen Abbrech- oder Rundungsfehler werden die Zahlen nicht exakt dar-
gestellt.
8. Eine Zahl, die kein Bruch ganzer Zahlen ist, liefert einen nichtperiodischen Dual-
bruch (= = LL, 00L0 0100 00LL LLLL...).
Zahlreiche Rechenautomaten verwenden die Zahlen in der dualen Darstellung.
Sie erméglicht es, relativ einfach aufgebaute Rechenwerke einzusetzen, die ent-
sprechend wenig Material und Kosten erfordern.
Die Umrechnung der Zahlen aus dem Dezimal- in das Dualsystem heiBt Konver-
tierung?), der umgekehrte Vorgang Riickkonvertierung. Beides sind Operationen, die
in jedem dual rechnenden Automaten neben den Grundrechenarten zur Verfiigung
stehen. Eine Umrechnung von Hand ist nicht notwendig und bei der groBen Anzahl
der zu verarbeitenden Zahlen auch nicht sinnvoll.
Moderne Automaten rechnen im Dezimalsystem. Dazu werden die Zahlen nur ziffern-
weise dual verschliisselt. Die einfachste Moglichkeit dafiir besteht darin, fiir jede
Dezimalziffer die zugehorige Tetrade anzugeben (direkte Verschlisselung). Dann
ware

73071 = OLLL 00LL 0000 OLLL 000L.

1) convertere (lat.) verwandeln
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Jeder Dezimalziffer werden also grundsitzlich vier Bits zugeordnet. Von den ins-
gesamt moglichen 16 Tetraden?) werden allerdings nur 10 genutzt, die sechs restlichen
(die sogenannten Pseudotetraden) diirfen nie auftreten. Tritt dies trotzdem ein, liegt
ein technischer Fehler vor, der durch laufende automatische Kontrolle entdeckt
werden kann. Dezimal rechnende Automaten besitzen damit eine erh6hte technische
Sicherheit, sie bediirfen keiner Konvertierungs- und Riickkonvertierungsoperationen
und entsprechen in ihrer Arbeitsweise mehr den im téglichen Leben iiblichen dezi-
malen Rechnungen. Diesen Vorteilen steht im Vergleich zu dual rechnenden Auto-
maten ein hoherer Aufwand gegeniiber, da dezimale Rechenwerke wesentlich
komplizierter als duale sind.

Feste und variable Wortlinge

Ein grofer Teil der Rechenautomatentypen ist beziiglich der Speicher so eingerichtet,
daB fir jeweils eine Zahl ein Speicherplatz (Speicherzelle, kurz Zelle genannt) vor-
gesehen ist. Jede Zahl hat die gleiche Linge, d. h. die gleiche, einheitlich fiir den
ganzen Automaten festgelegte Anzahl von Bits. Eine Zelle kann weiterhin je einen,
bei manchen Automaten auch jeweils zwei oder drei Befehle (eine Befehlsgruppe)
aufnehmen. Da eine Zelle wahlweise eine Zahl oder eine Befehlsgruppe enthalten
kann, werden beide Begriffe in mancher Hinsicht gleichwertig behandelt. Es ist des-
halb fiir sie der gemeinsame Oberbegriff Wort geprigt worden. Automaten der oben
geschilderten Art besitzen feste Wortlinge. Dabei trigt jede Zelle eine sie kennzeich-
nende Nummer, ihre Adresse. Man sagt, der Speicher ist wortweise adressiert. Bei
Automaten mit fester Wortldnge sind auch die Rechenwerke auf diese Lange ein-
gerichtet, alle Rechenoperationen werden mit der vollen Stellenzahl durchgefiihrt,
unabhéngig davon, ob die Zahlen das ganze Wort belegen oder nicht. Entsprechend
ist auch die Dauer der Operationen von der Anzahl der besetzten Stellen unabhangig.
Die mogliche Genauigkeit wird durch die Wortlinge beschrinkt. Bei der Auslegung
eines Automaten mit fester Wortldnge ist man zu einem Kompromil gezwungen.
Ein zu kurzes Wort beschrinkt die Genauigkeit, ein zu langes erhéht die Rechen-
zeiten, ferner wird der Speicherraum nicht optimal genutzt.

Die angefiihrten Schwierigkeiten umgeht man durch eine andere Organisation des
Speichers, die allerdings nur bei der Verwendung von (ziffernweise dual verschliissel-
ten) Dezimalzahlen sinnvoll ist. Es wird in jeder Speicherzelle jeweils nur eine Ziffer
(Zeichen) aufbewahrt, der Speicher ist ziffernweise (zeichenweise) adressiert. Dic
Zahlen werden durch die Adresse ihrer ersten Ziffer zu den Rechenoperationen auf-
gerufen. Das Ende der Zahlen und die Lage des Kommas werden durch besondere
Bits gekennzeichnet. Automaten dieser Art arbeiten mit variabler Wortlinge. Von
besonderem Vorteil ist dabei die vollig freie Wahl in der Aufteilung des gesamten
Speicherraumes.

Festes und gleitendes Komma

Fiir die Darstellung von Zahlen in Rechenautomaten ist es wichtig, eine Angabe fiir
deren GroBenordnung, oder, was auf das gleiche hinauskommt, fiir die Lage des
Kommas zu haben. Bei fester Wortlinge kann eine grundsétzliche Vereinbarung

1) siehe Tabelle 85, linke Seite
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derart getroffen werden, daB einheitlich fiir alle Worte des Automaten eine feste
Stelle das Komma trigt. Moglichkeiten sind (Bild 111):

1. Komma am Anfang des

rC x ] ‘Wortes, alle Zahlen sind be-
y x1<7 tragsmifig kleiner als 1.
2. Komma am Ende des Wor-
| X | tes, es treten nur ganze
xganzzahllg 2 Zahlen auf.
3. Komma an fester Stelle im
[ 5 X e 1 Innern des Wortes, die Zah-
ganzer Anteil von x g \len konnen einen ganzen
und einen gebrochenen An-
Bild 111. Zahldarstellungen im festen Komma teil besitzen.

Alle drei Arten werden mit dem Stichwort Zahldarstellung im festen Komma belegt.
Diese ermdglicht, das Rechenwerk des Automaten relativ einfach zu gestalten. Auf
der anderen Seite sind jedoch die Méglichkeiten zur Darstellung von Zahlen be-
schrinkt. Um moglichst viele giiltige Ziffern zu verwerten, miissen auch die links ge-
legenen Stellen genutzt werden. Oder mit anderen Worten: An der Spitze der Zahl
diirfen nicht zu viele fithrende Nullen stehen. Es ist jedoch darauf zu achten, daB
keine Zahlen, auch keines der zahlreichen Zwischenresultate, den zulassigen Bereich
itberschreiten. Sonst entsteht ein Uberlaut, der angezeigt wird und gewohnlich den
Automaten anhilt, da die nachfolgende Rechnung sinnlos werden kann. Beim Rech-
nen im festen. Komma muB man im voraus die GroSenordnung der vielen Zwischen-
ergebnisse iibersehen und eventuell durch Multiplikation mit geeigneten MaBstabs-
faktoren dafiir sorgen, daB die bedeutsamen Ziffern den Bereich weder nach links
noch nach rechts verlassen. Im ersten Fall entsteht Uberlaufstopp, im zweiten ver-
ringert sich die relative Genauigkeit. Da ein Wort nur eine begrenzte Stellenzahl hat
(etwa 10 bis 100 Bits), sind auch die zulissigen GroBenordnungen von Zahlen sehr
beschrénkt.

Die angefiihrte Schwierigkeit wird umgangen, indem auch innerhalb des Automaten
die in 5.1.3. erliuterte halblogarithmische Darstellung von Zahlen benutzt wird.
In Rechenautomaten wird dabei oft ¢ = 2 als Grundzahl gewahlt. Dann muB ver-
langt werden, daB die Mantisse m einer Normierungsforderung

05<|m|<1

geniigt. Die GroBenordnung der Zahl wird durch den Exponenten angegeben.

BEISPIELE
14.2= —1000 = —01 -10* = —O0,LLLLLOL.2®
15.2, = 0,0625 = 0,625-101= 0.2

Zur Darstellung von Zahlen in halblogarithmischer Darstellung wird das Wort in
zwei im allgemeinen fest begrenzte Abschnitte eingeteilt, in denen Mantisse und
Exponent getrennt gespeichert werden. Dabei ist es notwendig und sinnvoll, beide mit
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Vorzeichen zu versehen. Bild 112 zeigt die Zahlen des obigen Beispieles in der in-
ternen Darstellung. Eine solche Wiedergabe von Zahlen wird auch als Gleitkomma-
darstellung bezeichnet. Die Verwendung von Zahlen im gleitenden Komma ermdglicht
einen sehr weiten Bereich der zulissigen Grofenordnungen. Der Programmierer
braucht im allgemeinen keine gesonderten Uberlegungen mehr zur Vermeidung von
Bereichsiiberschrei 1 anzustellen.

=3

z=|t|t t L1101 0fo]t oro]
- ]

z=[0]t 0 00000 o]i]oo L]
[N .

Vorzeichen Ziffern Vorzeichen Ziffern
der Mantisse des Exponerten

Bild 112, Zahldarstellungen im beweglichen Komma

Die Rechenwerke fiir Gleitkommazahlen sind verstindlicherweise komplizierter, in
der Regel existiert je eines zur getrennten Verarbeitung von Mantisse und Exponent.
Auch Konvertierung und Riickkonvertierung im gleitenden Komma erfordern er-
heblich groBeren Aufwand.

5.3.5. Aufbereitung von Problemen

Ein wi haftliches, technisches, 6konomisches oder anderes Problem, das mit

Rechenautomaten bearbeitet werden soll, ist erst sorgfiltig aufzubereiten, ehe die

maschinelle Bearbeitung méglich ist. Diese Arbeit kann oft so umfangreich sein, da

sich bei der Bearbeitung von Einzelfillen der Einsatz eines Automaten nicht mehr
lohnt. Der Vorteil der Rechentechnik wird gerade dann besonders wirksam, wenn

Rechenarbeiten vorliegen, die sich in ihrem Grundaufbau immer wiederholen und

sich nur in dem zu verarbeitenden Zahl terial unterscheiden, denn dann sind die

Vorbereitungsarbeiten nur einmal durchzufiihren. Diese bestehen etwa in folgenden

Schritten :

1. Problemstellung: Es ist ratsam, den Sachverhalt der Aufgabenstellung zu fixieren,
Abgrenzungen zu treffen und Teilziele festzulegen. Eine klare und einwandfreie
Festlegung eines zu bearbeitenden technischen, 6konomischen oder organisatori-
schen Problems bereitet oft mehr Schwierigkeiten als die eigentliche Program-
mierung.

2. Mathematische Formulierungen: Durch Abstraktion und Idealisierung ist es
mdglich, den Sachverhalt der Aufgabenstellung in mathematischer Symbolik dar-
zustellen (Aufstellung eines mathematischen Modells!) des jeweiligen Problems).
Im allgemeinen sind das Gleichungen oder Ungleichungen, Differentialgleichungen
oder Berechnungsvorschriften, ferner insbesondere bei organisatorischen Problemen

1) vgl. dazu auch 3.1.2.



5.3. Pr teuerte Rech tomat; 479

auch Ketten von Fallunterscheidungen, Listen o. 4. Ferner sind Randbedingungen,
Sonderfille und Genauigkeitsforderungen festzulegen.

3. Auswahl des numerischen Losungsverfahrens: Da einerseits zahlreiche mathe-
matische Aufgabenstellungen keine direkten formelmiBigen und exakten Losungen
besitzen (man denke étwa an das umfangreiche Gebiet der Differentialgleichungen)
und weil andererseits die Anwendung von Rechenautomaten die Auflsung des
Rechenprozesses in arithmetische Grundoperationen und gewisse logische Ent-
scheidungen verlangt und die Anzahl der Stellen und damit die Genauigkeit der
Zahl begrenzt ist, sind besondere Rechenverfahren auszuwihlen. Dies ist die Auf-
gabe der numerischen oder praktischen Mathematik, die mit dem Aufkommen der
Rechenautomaten verstindlicherweise stark an Bedeutung gewonnen hat. Die
Verfahren sind so auszuwiahlen, daf bei ertriglichem Rechenaufwand die durch den
RechenprozeB unvermeidlichen G igkeitsverluste ein f legendes MaB nicht
iiberschreiten.

4. Schematisierung des Rechenablaufes: Der zeitliche Ablauf und die mogliche Ver-
flechtung einschlieBlich aller Wiederholungen des Rechenprozesses ist moglichst
anschaulich und wirksam darzustellen. Methoden und Beispiele dazu werden in den
nichsten Abschnitten ausfithrlicher behandelt. Eine klare Planung des Rechen-
ablaufs stellt die wesentlichste Vorbereitung fiir die eigentliche Programmierung
dar.

5. Programmierung: Darunter wird die Herstellung des Maschinenprogrammes ein-
schlieBlich der Eingabeanweisungen verstanden. Der gesamte RechenprozeB be-
steht aus einzelnen Rechenoperationen, die dem Automaten Schritt fiir Schritt
vorgeschrieben werden miissen. Diese Einzelanweisungen nennt man allgemein
Befehle, ihre Gesamtheit in der richtigen, dem Problem angepaBten Reihenfolge
das Programm. Es ist die Arbeitsvorschrift, nach der die gesamte Rechnung und die
dazugehorige Organisation abléuft. Letztere kann einen betrachtlichen Teil der
Gesamtarbeit des Automaten darstellen. So werden solche Operationen wie das
Bereitstellen neuer Operanden, das Abspeichern der Resultate, die Durchfiihrung
von Entscheidungen, das Abandern von Befehlen, das Suchen in Listen usw. durch
organisatorische Befehle ausgelost, denen die eigentlichen arithmetischen Operatio-
nen gegeniibergestellt werden miissen. Auf Einzelheiten der Programmierung wird
spiter eingegangen werden.

6. Programmerprobung: Das fertiggestellte Programm ist praktisch nie fehlerfrei.
Es ist an Hand von Testbeispielen unter Umsténden stiickweise zu erproben. Erst
ein vollstémdig, auch hinsichtlich méglicher Varianten gepriiftes Programm kann
fiir Nutzrechnungen freigegeben werden.

7. Durchfiihrung der Rechnung: Als letztes folgt schliefilich die eigentliche Berech-
nung des geforderten Problems und die anschlieBende Auslieferung der Resultate.
Man versieht die Beschreibung der Programme mit sogenannten Regieanweisun-
gen, die die Wiederholung einer Rechnung mit erprobtem Programm auch nach
lingerer Zeit ohne das Studium seiner Einzelheiten ermdglicht. Die Regiean-
weisungen liefern Einzelheiten iiber die Eingabe und die Bedienung eines Pro-
gramms und des Automaten; sie geben Auskunft iiber die Bedeutung der an-
gegebenen Werte.
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Die Schritte 1 bis 4 sind auch dann notwendig, wenn kein Rechenautomat zur Ver-
fiigung steht, das Problem also mit anderen, einfacheren Hilfsmitteln gelést werden
muB. Die Au.fsbellung emes Rechenablaufplanes (Schritt 4) ist auf alle Fille noch

itest d unabhi vom Typ des Automaten, wihrend die Schritte 5 bis 7
“lutoma.tgebunden sind. Bei der Aufstellung des Rechenprogrammes miissen die zur
Verfiigung stehende Speicherkapazitét, die zu erwartende Rechenzeit, die Genauig-
keit der Rechnung und die entstehenden Kosten aufeinander abgestimmt werden.
Damit bestimmen wesentliche Maschineneigenschaften letzten Endes auch die
moglichen Problemstellungen und die zu wihlenden Losungsverfahren. Durch-
greifende Kontrollen sind mit einzuplanen, die méglichst sowohl technische als auch
durch das Verfahren bedingte Fehler erfassen und anzeigen, soweit das nicht auto-
matisch erfolgt. Die Verantwortung fiir nicht oder zu spiit erkannte Fehler kann im
Prinzip nicht dem Automatenhersteller oder dem Wartungspersonal zur Last gelegt
werden.

5.3.6. FluBbildtechnik

FluBhilder oder FluBdiagramme schematisieren in ibersichtlicher Weise den Ablauf
einer Reclmung und werden deshalb vielfach angewendet. Besonders dem Lernenden
geben sie einen raschen und einprigsamen Uberblick iiber die Verﬂechtu.ng und Zu-
ordnung einzelner Teile des Programmes. Grundlage bildet ein neuer Typ von
Gleichungen, die sogenannten Rechenplanglemhu.ngen (allgemein kurz Plangleichlm-
gen genannt). Hier wird dem Gleichheitszei zur Andeutung des Berech

vorganges eine Richtung erteilt. Das neue Zeichen wird zur Untersoheldlmg jetzt
Ergibtzeichen genannt. Zur Kenntlichmachung wird ein Doppelpunkt vorgesetat.
Die Iterationsformel zur Berechnung von ]/_ a [vgl. (188) auf Seite 464] lautete

1
Tt =5 (z,. + i). (188)
wobei 2, ein Naherungswert fiir ]/Eist. Als Plangleiohung setzt man (188) in der Ge-
stalt an
1

Lpy P == N (xn I %)
Diese Plangleichung sagt jetzt aus, daB sich 2,4, durch zahlenmaBige Ausrechnung
des auf der rechten Seite stehenden Terms ergibt. Die durch das Ergibtzeichen : =
ausgedriickte Beziehung ist nicht symmetrisch. Die linke Seite ergibt sich stets aus
der rechten. Eine Umkehrung ist nicht méglich.
Das Ergibtzeichen kann in zweierlei Hinsichten, die jedoch auf das gleiche hinaus-
laufen, aufgefaBt und auch entsprechend gelesen werden.

BEISPIELE
1
1. Zpyi= 2 (x,, T i)
Qy

2. S:=sin*a —cos?ux
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S @k

ki=k+1
8:=8 + ayy
mi=1

g = .

o=

. Lesart: ... ergibt sich au% ...

Fiir die rechts stehenden Zahlensymbole werden die Zahlenwerte eingesetzt; der
gesamte Term wird ausgerechnet. Das Ergebnis wird mit dem links stehenden
Symbol bezeichnet (Beispiele 1 und 2). Dabei ist genau der durch den Ausdruck
angedeutete Rechenweg einzuhalten. Fiir Beispiel 2 heift das, daB die Differenz
der Quadrate der angegebenen trigonometrischen Funktionen, nicht aber der
negative Cosinus des doppelten Winkels zu bilden ist, obwohl beide GroBen
wegen sin?a — cos? « = —cos 2« einander gleich wiren. Die Beispiele 3 und 4
lehren, daB ein rechtsstehendes Zeichen wieder fiir den gesamten Ausdruck ver-
wendet werden kann. Hierin unterscheiden sich Plangleichungen ganz wesentlich
von den gewdhnlichen Gleichungen, denn die Schreibweise mit dem iiblichen
Gleichheitszeichen hiitte in diesen Beispielen keinen Sinn.

2. Lesart: ... wird gleich ... gesetzt.

Beim Setzen von Anfangs- und Ausgangswerten ist diese Lesart besonders niitzlich
(Beispiele 5 und 6). Im 3. Fall heiBt das, daBl der momentane Wert von & um 1 zu

vergrofern ist.
Entsprechend Beispiel 4: Zu dem zur Zeit vorliegenden Zahlenwert von S ist

a7, zu addieren.

Beim Aufstellen von FluBdiagrammen werden die Plangleichungen in Kistchen
eingetragen, deren duBere Form einen Hinweis auf die Funktion im Rechenablauf gibt.
Folgende Typen werden unterschieden :

1. Operationskéstchen:

2. Druckkistchen:
3. Fragekiistchen:
4. Organisationshinweise:

5. Besondere Angahen:

oo[J(L

Weitere Typen fiir spezielle Anwendungen existieren noch bzw. sind méglich. Hier
werden nur die wichtigsten Arten behandelt, um das Prinzip der FluBbildtechnik zu
erliutern. Die FluBbildzeichen sind noch nicht allgemein standardisiert.

Bemerkungen zu den oben angegebenen Zeichen :
Zu 1. Es umfaBt jeweils eine Plangleichung.

Zu 2. Es kann ebenfalls eine Plangleichung eingetragen werden, deren Resultat ge-
druckt werden soll.
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Zu 3. Es enthalt eine meist formelmiBig gehaltene Frage, die nur mit Ja oder Nein
beantwortet werden kann (Alternativirage). Je nach der Antwort verzweigt
sich der Rechengang.

Zu 4. Organisationshinweise sind :

@ Anfang der Rechnung

@ Halt der Rechnung

Zu 5. Es kommen in Frage:

@ Antwort Ja
® Antwort Nein

@ Fortsetzungsmarke (Konnektor)?)

in Auswertung einer Frage

Konnektoren werden verwendet, wenn das Fluldiagramm wegen Platzmangels an
einer anderen Stelle fortgesetzt werden muB. Sie sind méglichst zu vermeiden.
Unterschiedliche Grofen der Zeichen je nach dem vorliegenden Inhalt sind erlaubt.
Die einzelnen zu einem Programm gehérigen Késtchen werden durch Leitlinien zur
Andeutung des Rechenablaufes verbunden.

BEISPIELE

7. Es ist eine Tabelle fiir a mit den zugehérigen Argumenten zu drucken, wobei die Argumente
bei @ = a, beginnen und bei @ = a, enden sollen. Die Schrittweite betrage 4a. Ferner wird
gefordert, daB die berechneten Wurzelwerte nicht mehr als 4+ & vom wahren Wert abweichen.

Erldauterung: Fiir ¢y = 10, 4e = 2 und a,, = 20 entsteht die

nebenstehende Tabelle 87. Tabelle 87
Losung: Die Quadratwurzeln werden durch mehrfache An- a | ]/E
wendung der Formel (188) bestimmt. Dabei muB die Rech-
nung auf Grund des vorgeschriebenen héchst zuldssigen Feh- 10 3.1623
lers so oft wiederholt werden, bis schlieBlich i
12 3,4641
|41 — 2Zal <& (191) 14 3,7417
wird, d. h., zwei aufeinanderfolgende I i te sich um ig i’gggg
‘weniger als heid Die B ichen in (191 »
i g G 20 44721

sind notwendig, da die Differenz z,,, — x, wechselnde Vor-
zeichen besitzen kann.

Bild 113 zeigt den Ablauf des Programms Es besteht aus zwei memandergescha.chtelben
Zyklen. Der innere bewirkt die iterative B g der Quad urzel aus u, der muBere das
Weiterriicken in den Zeilen der Tabelle. Simtliche F
entscheidungen. Die Werte a,, 44, a,, , und ¢ sind vorgegebene, wiihrend a, z,, und 2,4,
HilfsgroBen der Zwisck hnung sind. Anfangs wird a auf den Anfangswert a, gebracht (1)
und dann gedruckt @. (@ setzt den Anfangswert der Iteration, die in @) und (® so oft wieder-
holt wird, bis die Differenz aufeinander folgender Resultate betragsmiBig kleiner als ¢ wird.

1) (lat.) fiigen, verbinden
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2, ist dann die’gesuchte Wurzel, die gedruckt werden kann (8). Falls @ den Wert a,, noch nicht

erreicht hat (7), so wird nach Erhoh des Ar die g g W
wobei als erstes der neue Radikand gedruckt wird (2). Anderenfalls erfolgt Halt (8). Auf die
an sich notwendige Diskussion weiterer Einzelheiten des FluBdiagramms wird verzick

Xp i=Xp 41

& & ® & e

Bild 118. fir eine Q!

8. Es ist das Produkt zweier Matrizen

Ay G .. Gy .. Gy by by o byg o by
U= B G -« - | und B=| by big .. by .. bya
Gy Gmg -+ O -+ Cmp b1 bpg « o by - bps

elementweise zu berechnen (vgl. 2.2.4.1.). Die Elemente der Produktmatrix sind

2 i=1,2,...,m und %
_ b = 22 e0s
Cik ’Eﬂa w  fir { P (192)
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Lésung: Das zugehorige FluBdiagramm ist in Bild 114 dargestellt. Hier liegen drei ineinander-
geschachtelte Zyklen vor. Im umersten wird schnttweme das Skalarprodukt (192) aufgebaut.
Dabei ist unter S die Jewel]s foel Tei zu tehen. Die Op i ® und ®
werden hend den p S den des Skalarprodul auch p- ma,l durchgefiihrt, wobei

der Laufindex ! sich bei jeder Wiederholung um 1 erh¢ht. Der mittlere Zyklus dient zur Be-

®0 060 006

®

Bild 114. FluBdiagramm ,,Multiplikation zweier Matrizen*

rechnung der Elemente einer Zeile der Produktmatrix, withrend der #uBere Zyklus deren ein-
zelne Zeilen der Reihe nach bestimmt. Die meisten Informationen in diesem FluBdiagramm
betreffen das Setzen (@), (), @) und Weiterzahlen von Indizes bzw. die Durchfiihrung von
Entsche;dungen iiber ihren Stand (®, (®, @). Eine eigentliche arithmetische Operation erfolgt
nur in ®. In (@ wird jeweils ein fertig errechnetes Element der Produktmatrix weggespemhert
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Der zur Organisation der Rechnung notwendige Aufwand ist im Vergleich dazu relativ hoch.
Dies ist eine allgemeine Erscheinung. Je groBer der Grad der Automatisierung einer Rech-
nung, desto hoher ist der Organisationsaufwand. Das Rechnen mit Indizes ist beim Program-

mieren immer wieder notwendig. In den Recl sind dazu b dere Hilfsmittel

haffen worden (Ind gister).

5.3.7. Algorithmische Programmbeschreibung

FluBdiagramme beschreiben die Losung einer Aufgabe mit Riicksicht auf den zeit-
lichen Ablauf der numerischen Rechnung. Die formelméBige Losungsvorschrift, fir
die praktische Durchrechnung hinreichend schematisiert und geordnet, wird als der
Algorithmus?) jhrer Lésung bezeichnet. FluBdiagramme sind eine Moglichkeit zur
Darstellung von Algorithmen. Sie sind einprigsam, jedoch etwas starr und erfordern
relativ viel Zeichenarbeit. Wegen spezifischer Maschi igenschaften wird die end-
giiltige Form der Fludiagramme oft erst nach Abschluf der Programmerprobung
festgesetzt. Trotzdem geben sie im allgemeinen kein getreues Abbild des Maschi-
nenprogramms, ganz abgesehen davon, daB sie bei umfangreichen Problemen viele
Seiten fiillen und damit auch keine rechte Ubersicht bieten. Aus den angefiihrten
Griinden geht man bei den Vorbereitungsarbeiten fiir automatisch zu bearbeitende
Berechnungen allgemein wieder von FluBdiagrammen ab und beschréinkt sich auf
eine duBerst klare Gliederung und Schematisierung der gesamten Programmbeschrei-
bung. Diese wird in wohl umrissene Teilabschnitte zerlegt, die mit Nummern (Mar-
ken) verschen werden. Zur Beschreibung der Teilaufgaben kénnen weiterhin Plan-
gleichungen verwendet werden. Durch Einfiigung textlicher Erléuterungen, Angabe
spezieller Verfahren usw. wird das Verstindnis des Programmablaufes erleichtert.
Dabei wird die Form nicht bis ins einzelne vorgeschrieben. Wenn die Erlanterung von
Einzelheiten fiir die Aufstellung und das Verstindnis des Programmes nicht not-
wendig ist, geniigen allgemeingehaltene Anweisungen. Umgekehrt lassen sich die
Algorithmen auch ohne FluBdiagrammsymbole bis in alle Einzelheiten genau be-
schreiben. Eine solche Festlegung von Verfahren soll algorithmische Programmbe-
schreibung genannt werden. Einzelheiten zu ihrer Aufstellung werden bewuft nicht
in Regeln gefaBt, um kein starres Schema festzulegen, sondern an Hand von Bei-
spielen erlautert.

BEISPIEL

1. Es ist unter den gleichen Voraussetzungen wie im Beispiel 7 des vorigen Abschnittes eine
Quad Itabelle 11
Losung:

Marke Beschreibung

1 a:=a,
2 Druck a; &, : = &,
3 Ty 1= 0,5 (a1 2y + 7,);

falls |@p4; — | < € ist, weiter mit 4,
sonst x, : = ¥4, und Wiederholung mit 3

4 Druck x,; falls a = a, ist, erfolgt Halt,
sonst @ : = @ + Aa und Wiederholung mit 2

1) vgl. 3.1.1,, 8. 204



486 5. Praktisches Rechnen

Diese Beschreibung legt alle Einzelheiten fest, ohne auf spezielle Maschineneigen-
schaften einzugehen. Mit der Kenntnis des Ergibtzeichens ist diese algorithmische
Programmbeschreibung sofort und ohne weitere Erlauterungen verstindlich. Ist die
Angabe von Einzelheiten nicht notwendig, so geniigt etwa die folgende Beschreibung :

TFiir die Werte a = a,; a, + 4a; ...; a, ist durchzufiihren:

1. Drucke
2. Iterative Berect g und hlieBender Druck von Va.
BEISPIEL
2. Die Berechnung des Produktes der beiden Matrizen von Beispiel 8 des vorigen Abschnittes
ist mit der algorithmischen P; beschreibung darzuleg,
Lésung:
Marke Beschreibung
1 tv=1
2 k=1
3 l:=1; 8:=0
4 8:= 8+ ayby; fallsl < pist, wird L: =141
und Wiederholung mit 4, sonst weiter mit 5 _
5 cx:=S; falls k < m ist, wird &z =k -+ 1
und Wiederholung mit 3, sonst weiter mit 6
6 Falls 1 < n ist, wird ¢ : = ¢ + 1 und Wieder-
holung mit 2, sonst Halt

Werden bei einer duBerst detaillierten algorithmischen Beschreibung von Program-
men sorgfaltig genormte Symbole zugrunde gelegt und fiir die Struktur der Be-
schreibung unbedingt einzuhaltende Formen mit fest umrissenem Zeichenvorrat fest-
gelegt, so entsteht die Moglichkeit, diese Programmnotierung unmittelbar, umgesetzt
auf ein geeignetes Eingabemedium, in den Automaten einzugeben. Dieser stellt dann
mit Hilfe eines Ubersetzungsprogrammes das eigentliche Maschinenprogramm ohne
menschliches Zutun her. Der Vorgang und das Verfahren werden automatische
Programmierung genannt. Diese setzt sich immer mehr durch und ist bei neueren
Automaten die iibliche Art der Programmherstellung. Eine sehr oft verwendete al-
gorithmische Sprache ist in [49] dargestellt.

5.3.8. Struktur und Arbeitsweise eines Rechenautomaten

Im Rahmen dieses gedrangten Uberblicks iiber die Wirkungsweise von Rechenauto-
maten soll nur auf den wichtigsten Typ, auf die Einadref hi ing; gen
werden, da sich dieser in der Entwicklung des Rechenmaschinenbaus durchgesetzt
hat. Andere Arten, insbesondere die Fiinf- und DreiadreBmaschine, spielten in der
Entwicklung eine wichtige Rolle. Es sollen solche Begriffe erliutert werden, die
zum allgemeinen Wissen gehoren, wenn man sich mit Rechenautomaten beschaftigen
will. Die hier vermittelten Kenntnisse werden beim Studium von Bedienungsan-
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g’

leitungen, Programmieranweisungen und Prospekten fir Rechenautomaten gewdhn-
lich vorausgesetzt.

Zur Erlduterung der EinadreBmaschine werden zunichst die fiir den internen Rechen-
vorgang wichtigen Baugruppen Speicherwerk, Rechenwerk und Leitwerk betrachtet
(siehe 5.3.3.).

Der Automat kann sowohl aus den numerierten Zellen seines Speichers die dort
stehenden Informationen herauslesen, wobei der Speicherinhalt erhalten bleibt, als
auch neue errechnete Zahlen in einer vorgeschriebenen Speicherzelle eintragen. Die
Befehle miissen also die Adressen der Zahlen enthalten, die an der jeweiligen Operation
beteiligt sind. Das sind bei den iiblichen Rechenoperationen drei Stiick, die beiden
durch die Rechnung zu verkniipfenden Operanden und das Resultat. Bei einer
Dreiadrefimaschine werden ihre Adressen einzeln im Befehl angegeben. Bei der
Fiinfadrefmaschine kommen dazu noch zwei weitere Adressen, die erstere nennt den
Speicherplatz des Befehls, der bei positivem Resultat als nichster verarbeitet wird,
die zweite wird entsprechend bei negativem Ergebnis wirksam. Damit lassen sich
Entscheidungen realisieren.

Bei der Einadrefmaschine wird durch eine generelle Vereinbarung iber die Speiche-
rung eines Operanden und des Resultates und durch organisatorische Befehle erreicht,
daB in jedem Befehl jeweils nur eine Adresse steht, durch die eine neue Zahl in den
RechenprozeB einbezogen wird. Der EinadreBbefehl enthilt im einfachsten Fall eine
Angabe iiber die Art der durchzufiihrenden Operation und die eine Adresse (Bild 115).

Op Adr J
Bild 115, Ei (©Op) O il, (Adr) AdreBteil

Die grundsiitzliche Vereinbarung besteht darin, daB vor Ausfihrung jedes Befehles
der erste Operand bereits in einem besonderen Speicher zur Verfiigung steht, in den
dann auch das Resultat eingetragen wird. Speichereinrichtungen fiir ein Wort oder
nur einen Wortteil, die fiir bestimmte Funktionen im Automaten vorgesehen sind,
werden Register genannt. Im Gegensatz zum eigentlichen Speicherwerk, dem Haupt-
speicher, stehen die Informationen in den Registern unmittelbar, ohne besondere
Such- und Zugriffszeiten, zur Verfigung. Der angefithrte Sonderspeicher heiBt
Resultatregister (auch Rechenwerksregister) und wird durch R gekennzeichnet. Unter
(R) st diejenige Zahl zu verstehen, die jeweils in Reingetragen ist. Bei der Ausfithrung
eines EinadreBbefehles wirkt (R) als erster Operand. Der zweite Operand wird durch
die Adresse des Befehls bestimmt. Beide Zahlen werden auf Grund der Operations-
angabe im Befehl rechnerisch verkniipft und das Resultat wieder nach R gebracht.
Durch diese besondere Art der Befehlsabarbeitung wird die logische Struktur des
Automaten bestimmt, die aus Bild 116 hervorgeht.

Deutlich werden dort die beiden Baugruppen Speicherwerk und Rechenwerk erkannt.
Zum Speicher mit seinen ab 0 adressierten Speicherplatzen gehort auf alle Falle
noch eine im allgemeinen auch aufwendige Binrichtung, die Zellenwihler genannt
werden soll. Sie hat eine Doppelfunktion. Einmal miissen die im néchsten Schritt
benétigten Zahlen oder Befehle aus der durch die jeweilige Adresse bestimmten
Speicherzelle herausgeholt werden. Dieser Vorgang wird mit Lesen, teilweise auch mit
Horen in Anlehnung an die bei Schallaufzeichnung durch Magnetbénder iibliche
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Sprechweise, bezeichnet. Zum anderen muB der Zellenwihler die Eintragung eines
neuen Resultates bei den Speicherbefehlen gewihrleisten, dieser Vorgang wird
Schreiben, teilweise auch Sprechen (siehe oben) genannt. Der Zellenwihler umfaft
also unter anderem Lese- und Schreibverstérker einschlieSlich der dazu notwendigen
Ansteuerungen.
Vom Speicher- und Rechenwerk abgesehen, werden die verbleibenden Baugruppen,
die im Bild 116 dargestellt sind, unter dem Begriff Leitwerk zusammengefaBt. Das
Leitwerk iibernimmt die zentrale Steuerung des Automaten und organisiert das
Zusammenspiel aller Baugruppen.
Zum Leitwerk gehort zunichst eine Einrichtung, die zentrale Steuerkette genannt
werden soll. Sie bestimmt den zeitlichen Ablauf der zu einem Elementarzyklus ge-
horigen Teiloperationen. In einem solchen Zyklus wird jeweils ein Befehl des Pro-
gramms vollstéindig abgearbeitet. Da dazu eine Reihe von Einzelschritten gehéren,
enthilt die zentrale Steuerkette eine Anzahl (hier fiinf) Stellungen, wobei zur fol-
genden erst dann iibergegangen wird, wenn die vorhergehende erledig ist. Bild 116
gibt nur eine vereinfachte Darstellung des Prinzips einer EinadreBmaschine. In
Wirklichkeit sind die Bauelemente der Steuerkette mit dem gesamten Leitwerk und
mit den anderen Baugruppen des Automaten durch Signal- und Riickmeldeleitungen
so verflochten, daB rein &uBerlich und auch von den logischen Schaltplanen her eine
klare Trennung nicht so ohne weiteres moglich ist. Zum Verstdndnis der Wirkungs-
weise des Automaten ist die besondere Darstellung der Steuerkette jedoch von Vor-
teil.
Als zweite wichtige Einrichtung des Leitwerkes ist das Befehlsregister (BR) zu
nennen. In ihm steht jeweils der Befehl, der wihrend des betreffenden Zyklus ab-
gearbeitet wird. Dabei wird vorausgesetzt, daB zu Beginn des Zyklus der neue Befehl
bereits im Befehlsregister enthalten ist, wihrend mit dem letzten Takt des Zyklus
der nichste Befehl herangeholt wird. Das Befehlsregister ist so eingerichtet, daB Teile,
evtl. nur einzelne Bits des Befehls, zu unterschiedlichen Zeiten entsprechend den von
der Steuerkette kommenden Impulsen abgefragt, entschliisselt und als Steuersignale
den Baugruppen der Maschine zugeleitet werden.
Ein weiteres Hilfsregister, der Befehlsziihler (BZ), registriert jeweils die Speicher-
platzadresse des Befehls, der als nichster ausgefiihrt werden soll. Der Befehlszéhler
ist in seiner Lange so dimensioniert, daB gerade eine Adresse darin aufbewahrt werden
kann.
In Bild 116 kennzeichnen dick ausgezogene Linien die Verbindungen, iiber die voll-
stindige Zahlen oder Befehle geleitet werden, wihrend die anderen, diinner gezeich-
neten Pfeile den Weg von Steuersignalen angeben. Die eingetrag Marken charak-
terisieren jeweils den durch die Steuerkette bestimmten Zeitpunkt, zu dem der be-
treffende Weg geoffnet wird. Wihrend der einzelnen Takte der Steuerkette werden
folgende Schritte der Befehlsabarbeitung erledigt:

@: Bei allen arithmetischen Operationen werden hier die beiden Operanden bereit-
gestellt. Der erste Operand kommt grundsitzlich aus dem Resultatregister, der
zweite wird auf Grund der Adressenangabe im Speicherwerk gelesen und ebenfalls
ins Rechenwerk gebracht.

: Auslésung der Operation. Befehle fiir arithmetische Vorgénge liefern Steuer-
signale fiir das Rechenwerk (a); sogenannte organisatorische Befehle bewirken
Steuerungen im Leitwerk. Diese sind die folgenden:
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fa

. Bei einem Haltbefehl wird in der zentralen Steuerkette (symbolisch) ein
Schalter geoffnet, der die Abarbeitung des nichsten Befehles verhindert (b).
Ein erneuter Start der Rechnung kann dann nur durch ein #uBeres Signal,
etwa durch Handbedienung, erfolgen.

2. Bei Speicherbefehlen steuert die Adresse die Schreibseite des Zellenwéhlers. Der
Inhalt von R wird zur angewiihlten Speicherzelle transportiert (c). Dabei kann
zusétzlich noch befohlen werden, ob (R) erhalten bleibt oder ob das Resultat-
register geldscht wird. Nach einer Loschung steht die Zahl Null in R.

3. Die Vorgange bei Sprunghefehlen werden noch gesondert erlautert. Es wird

hier der Schalter (d) wirksam.

@®: Das Resultat der Rechnung wird wieder nach R gebracht. Dieser Takt entfallt
bei organisatorischen Operationen.

@: Bereitstellung des nichsten Befehls. Der Inhalt des Befehlsz'a‘,h_lers, d. h. die
Adresse des nichsten Befehls, wird zur Leseseite des Zellenwahlers iiberfiihrt.
Damit kann der neue Befehl im Hauptspeicher gelesen und ins Befehlsregister
eingetragen werden.

®: Im allgemei stehen zeitlich nacheinander abzuarbeitende Befehle auch in
aufeinanderfolgenden Zellen des Hauptspeichers. Es muB also in jedem Elemen-
tarzyklus nach dem Lesen des neuen Befehls der Befehlszihlerstand um 1 erhoht
werden, um beim niichsten Durchlauf der Steuerkette den folgenden Befehl ins
Befehlsregister holen zu kénnen. Dazu ist dem Befehlszihler eine Zahleinrichtung
zugeordnet (in Bild 116 durch [+ 1] angedeutet), durch die (BZ) um 1 erhoht
wird.

Nach Ausfithrung des Taktes ® folgt, falls kein Haltbefehl vorlag, wieder der Takt (D),

d.h., der nichste Befehl wird abgearbeitet. Die Steuerkette ist geschlossen. Der be-

sténdige Umlauf eines Steuersignales (oft Steuerbit genannt) bewirkt die fortlaufende

Abarbeitung der gespeichert vorliegenden Befehle, also des gesamten Programms.

‘Wirkungsweise der Sprungbefehle

Sprungbefehle unterbrechen die fortlaufende Abarbeitung der gespeicherten Befehle.
Durch sie wird die Rechnung an einer anderen, durch die Adresse des Sprungbefehles
gekennzeichneten Stelle des Programms fortgesetzt.

Die Ausfiihrung eines Sprungbefehles besteht darin, im Takt @ die Adresse (die
Sprungadresse) in den Befehlszihler zu bringen. Dazu wird in der Verbindung vom
Befehlsregister zum Befehlszihler (symbolisch) ein Schalter geschlossen (d). Der alte
Inhalt des Befehlszihlers wird durch die Sprungadresse iiberschrieben.

Zur Verwirklichung von Entscheidungen miissen zusitzlich noch bedingte Sprung-
"befehle eingebaut werden. Ein bedingter Sprungbefehl wird nur dann als Sprung-
befehl wirksam, wenn eine vorgeschriebene Bedingung (etwa das Vorliegen eines
positiven Resultates) erfiillt ist, anderenfalls wird der Befehl iiberlaufen, bewirkt also
keine Anderung am momentanen Zustand des Befehlsziihlers. Die Bedingbarkeit ist
in Bild 116 durch einen zusétzlichen, vom Vorzeichen des Resultates (4-) gesteuerten
Schalter angedeutet, der das SchlieBen des Schalters (d) verhindern kann. Die Takte
@ und (® werden auch bei Sprungbefehlen wie oben beschrieben ausgefiihrt. Da bereits
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im Takt @ die Sprungadresse in den Befehlszihler iibernommen worden ist, wird im
Takt @ der Befehl, der unter der Sprungadresse steht, ins Befehlsregister gebracht.
Mit der EinadreBmaschine ist ein gewisser Abschlufl der Automatenentwicklung
erreicht worden. Ein groBier Teil aller gegenwirtigen Rechenautomaten sind im
Prinzip EinadreBmaschinen. Doch zeigt die Praxis des Programmierens, daB fir die
zahlreich notwendlgen Adressenrechnungen technische Hilfsmittel angebracht sind.
Dies fithrt zu einer wesentlichen Erweiterung der EinadreBmaschine, indem zusétz-
lich zu dem bereits erlduterten Rechenwerk noch ein spezielles Adressen-Rechen-
werk und Indexregister zur Speicherung von Adressenangaben hinzukommen
(Einzelheiten dazu in [48], Seite 69—81). Weiterhin gehéren zu jedem Automaten
periphere Aggregate zur Ein- und Ausgabe von Informationen bzw. zur Speicherung
grofer Datenmengen.

Der technische Aufbau von Rechenautomaten kann in diesem gedringten Uberblick
nicht dargelegt werden. Solche Kenntnisse sind fiir den Benutzer von Rechenauto-
maten im Grunde auch nicht notwendig, wenngleich beim tieferen Eindringen in die
Probleme auch die Technik der Automaten studiert werden mufl (vgl. [50, 54, 55]).

5.3.9. Programmbeispiel fiir eine einfache EinadreBmaschine

Zur Demonstration wird ein Programm fiir eine gedachte EinadreBmaschine mit
einfachstem Befehlsschliissel angegeben. Unter diesem Begriff wird die Gesamtheit
aller in einem Automaten méglichen Befehle verstanden. Vor der Darlegung des Bei-
spiels muB zunichst der Befehlsschliissel erlautert werden. In der folgenden Zusam-

tellung der vorgesehenen Befehle stehen in der ersten Spalte die Symbole, die
in die Programmformulare eingetragen werden. Die zweite Spalte gibt die ausfiihr-
liche Bezeichnung des Symbols. In der dritten Spalte bedeutet 4 die in dem jeweiligen
Befehl angegebene Adresse, (A) ist der Inhalt der betreffenden Zelle. Man beachte,
daB bei den Sprungbefehlen d.le Adresse A selbst, und nicht (4), in den Befehls-
zéihler gebracht wird.

Befehlsliste:
0};?:1231115- Bezeichnung Wirkung des Befehls
+ s ® =@+
= minus (B) :=(B) (A)
X mal (R) :=(R
8 Speichern ohne Loschen | (4) :=(R); (R) bleibt erhalten
8 Speichern mit Loschen | (4) :=(R); danach (R):=0
—- Unbedingter Sprung (BZy:=A
@— | Sprung bei plus (BZ):= A, falls (R) > 0 ist
©- ' | Sprung bei minus (BZ)y:= A, falls (R) < 0 ist
D Druck Druck von (R), danach (R):= 0
H Halt Haltbefehl
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Mit diesen Befehlen entsteht das auf Seite 493 angegebene Programm zur Auf-
stellung einer Quadratwurzeltabelle, dessen prinzipieller Ablauf bereits ausfiihrlich
erldutert wurde. Alle Befehle und die dem Programm fest zugeordneten Zahlenwerte
(die Programmkonstanten) sowie die fiir die Speicherung von Zwischenresultaten
vorgesehenen Arbeitszellen werden auf einem Programmformular notiert.

Nach sorgfaltigem Studium des FluBdiagramms (Bild 113) bzw. der Programm-
beschreibung (S. 485) fiir dieses Beispiel ist das Verstdndnis des vorliegenden Pro-
gramms einfach. Es wird vorausgesetzt, daB sich das gesamte Programm bereits im
Speicher befindet, zur Eingabe sind besondere Hinweise notwendig.

Im Programmformular steht links zuniichst eine Spalte fiir die Speicherplatz-
adressen. An dieser Stelle im Hauptspeicher steht der rechts angegebene Befehl. Der
dick eingerahmte Teil kennzeichnet die Informationen, die wirklich in den Speicher
des Automaten eingegeben werden. Durch Abinderung der Werte von @, da und
a, konnen beliebige Quadratwurzeltabellen erzielt werden. Genauere Festlegungen
iiber die Darstellung der Zahlen in dem gedachten Automaten wiren im Grunde
noch zu treffen. Die Arbeitszellen miissen von Programm und Zahlen freigehalten
werden. Sie werden erst wihrend der Rechnung beschrieben und dienen als Speicher
tiir Zwischenresultate. Beim Aufstellen von Programmen, die ohne Programmier-
hilfsmittel unmittelbar in der im Automaten verwendeten Form aufgeschrieben
werden (Programmieren im Maschinencode?)), werden die Befehlsadressen zuletzt
eingetragen. Die jeweils zu verwendende Zahl wird zunéchst unter ,,Symbolische
Adresse’ vermerkt, die wahre Adresse ist dann am SchluB zum Befehl hinzuzufiigen.
In der Spalte mit der Uberschrift (R) wird der jeweilige Inhalt des Resultatregisters
nach Ausfihrung der in der gleichen Zeile stehenden Operation notiert. Die Er-
lauterungen schlieBen sich an die Gliederung der algorithmischen Programm-
beschreibung Seite 485 an. Fiir den Ablauf des Programms wird vorausgesetzt, daB
durch eine Generalléscheinrichtung im Automaten zu Beginn der Rechnung alle
Register geloscht werden. In R steht also am Anfang die Zahl Null. Deshalb kann
durch die Addition im 1. Befehl (der in Zelle O steht) sofort der Ausgangswert nach
R gebracht werden. Beachtenswert ist die Bildung des Betrages, die nicht durch
einen Befehl direkt verwirklicht werden kann (Zeile 11—13). Diese Operation muB
programmiert werden. Ein GréBenvergleich (zwischen %,,; — %, und ¢) wird durch
Differenzbildung auf eine Vorzeichenentscheidung gefiihrt, die durch bedingte
Sprungbefehle (P— bzw. ©—) ausgewertet wird. Die gleiche Bemerkung gilt fiir
den Test auf Tabellenende.

Das Beispiel gibt eine Vorstellung dafiir, daB fiir einfache Probleme die Program-
mierung fir eine EinadreBmaschine ohne groBie Anleitung verstanden werden
kann. Schwierigkeiten entstehen dann, wenn das Programm Rechnungen mit Adres-
sen oder, was auf das gleiche hinausléuft, mit Indizes verlangt.

5.3.10. Rechenkontrollen

Wie bei der Handrechnung miissen auch bei der automatischen Durchrechnung
groBerer Probleme Rechenfehler durch Proben und Kontrollen erkannt und MaB-
nahmen zu ihrer Beseitigung eingeleitet werden. Man geize nicht mit Rechenzeit,

1) code (franz.) Gesetzbuch; hier im Sinne von ,,Befehlsschliissel*
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Speicher-| Befehl Symb. "
I;latz Op | Adr| Adr. (R) Erlduterungen
0 + | 33 a, a, 1. Festlegung des Tabellen-
-1 S |38]| @ a anfanges
2 D 0 2. Druck a
3 + | 30 2 5 Festlegung des Iterations-
4 2 |"36 Ty 0 anfanges
-5 -+ 38 a a 3. Durchrechnung von
6 2 36 £ a:x,
7 =+ 36 g a:z, + T, Tp1:= 0,5 (2:2, + 2,)
8 | x|3t] o5 Tni
9 8 37 Tpia
10 — 36 Ty Tpiy — T
1 |o-| 14
12 8 | 39 H 0 Bildung des Betrages
3 | = |3]| H P
—>14 — 32 € | %41 — Zn| —&
15 8 39 H 0 Entscheidung
16 |o—| 20 |Zasy — T | < &2
17 + 37 Lppy Tni1 Riickstellung des
18 8 | 36 2, 0 Tterationswertes
19 - 5
—20 + | 36 , , 4. Druck des Resultates } a
21 D 0
22 =+ 38 a a
23 - 35 Ay a—a, Test auf Tabellenende
2 |o—~| 20
25 g 30| B 0
26 + 38 a a Weiterzahlung im
27 + 34 Aa a4+ da Argument
28 - 1
—29 H
30 1, 0000 Zahl z,
31 0, 5000 5 0,
g§ 1(0)1 888(1) : Zo vorgegebene Zahlenwerte
34 2, 0000 , da
35 | 20,0000 |. . a,
36 Arbeitszelle z,
37 » Tnt1
38 - a
39 » H
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denn der eventuell groBere Aufwand macht sich durch die erhéhte Sicherheit wieder
bezahlt. Die Richtigkeit der Resultate muB weitestgehend gewiéhrleistet werden. Die
Mbglichkeiten fir Kontrollen werden durch das Problem bestimmt. Im folgenden
sollen nur einige allgemeine Hinweise genannt werden.

Mit Summenkontrollen wird ein gegebenes und zu iibertragendes Zahlenmaterial ge-
priift. Wird zum Beispiel in einer Matrix noch eine zusitzliche Spalte der negativen
Zeilensummen mit gespeichert, so ergibt dann die Summe jeder jetzt um ein Element
erweiterten Zeile den Wert Null. Diese Summen werden automatisch gepriift oder
ausgedruckt. Damit 146t sich die Richtigkeit der Lochung oder der Ubernahme in
den Speicher kontrollieren. Eventuell aufgetretene Fehler sind dann leicht zu
lokalisieren. Falls durch die Summenbildung die Gefahr der Bereichsiiberschreitung
gegeben ist, kann diese durch abwechselnde Addition und Subtraktion verringert
werden. Bei Rechnungen mit Matrizen erweist sich die Mitnahme von Zeilensummen
durch die Rechnung als wirksame Kontrolle wihrend des gesamten Rechenvorgangs
(vgl. 2.2.4.2., 8. 130---133 und 3.2.3.3., S. 248). In gleicher Weise kann durch Sum-
menbildung die Eingabe erprobter Programme gepriift werden. Man addiert einfach
alle Befehle und Konstanten wie Zahlen und merkt sich das Resultat, die sogenannte
Programmsumme. Eventuelle Uberschreitungen des Zahlenbereichs sind zu unter-
driicken.

Einsetzproben: Ermittelte Losungen werden in die Ausgangsgleichungen eingesetzt
und damit festgestellt, wie weit diese den geforderten Bedingungen entsprechen.
Damit entsteht auch eine Aussage tiber die erzielte Genauigkeit.

Bei Doppelrechnungen werden bestimmte Programme oder Teile davon zur Kontrolle
grundsitzlich zweimal durchgerechnet und die Resultate verglichen, die bis auf
die letzte Stelle iibereinstimmen miissen. Doppelrechnungen erweisen sich gegen zu-
fallige (technisch bedingte) Fehler wirksam, systematische Fehler konnen im all-
gemeinen nicht erkannt werden.

Kontrolle auf Symmetrie: Bleiben gewisse Symmetriceigenschaften des Zahlen-
materials (Matrizen, Feldverteilungen) auch nach der Rechnung erhalten, so kénnen
diese zur Kontrolle verwendet werden; dabei darf jedoch die Symmetrie im Pro-
gramm nicht beriicksichtigt werden. Es liegt dann ebenfalls eine gewisse Doppel-
rechnung vor, deshalb gilt das dort Gesagte.

Bei Berechnungen von Funktionswerten bieten sich entsprechend dem Charakter der
betreffenden Funktion unter Umstinden besondere Kontrollen an. Hat man z. B.

einen Funktionswert y ]/E berechnet, so mu3
|2 — 3| —e<0
bei einem geeigneten Wert von & sein. Bei den trigonometrischen Funktionen ist
|sin? & 4 cos?ax — 1| —e < 0
eine brauchbare Kontrolle, wenn zu einem vorgegebenen Argument & sowohl der
Sinus- als auch der Cosinuswert berechnet werden muB.
5.3.11. Beurteilung von Rechenautomaten

Im folgenden sollen einige Gesichtspunkte zum Vergleich von Rechenautomaten
verschiedener Typen dargelegt werden.
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Rechengeschwindigkeit : Sie wird entweder durch Angabe von Zeiten fiir die Dauer
der einzelnen Grundoperationen oder aber durch die Festlegung der Anzahl von
Operationen je Sekunde mitgeteilt, die im Mittel abgearbeitet werden konnen.
Beide Angaben sind mit Vorsicht zu werten, da neben den arithmetischen Ope-
rationen bei der Abarbeitung eines Programms zahlreiche Organisationsoperationen
zu erledigen sind, die ein Programm auch zeitlich stark belasten kénnen. Einen
besseren Vergleich zwischen verschiedenen Automatentypen beziglich ihrer
Rechengeschwindigkeiten erhilt man, wenn auf jedem Automaten das gleiche
Programm durchgerechnet wird und die Rechenzeiten fiir die gesamte Durch-
rechnung gegeniibergestellt werden.

Die Bedeutung der Rechengeschwindigkeit fiir die Beurteilung eines Rechen-
automaten wird oft iiberbewertet. Die folgenden Punkte sind jedoch in gleicher
Weise entscheidend fiir den Wert eines Automaten.

. Speicherkapazitit: Es wird die Anzahl der Zahlen oder Befehle oder bei variabler

Wortlinge die Anzahl der Ziffern oder Zeichen angegeben, die maximal im Speicher
untergebracht werden kann. Bei 6konomischen und organisatorischen Problemen
sind oft umfangreiche Speicherkapazitiiten notwendig. Wertvoll ist die Moglichkeit
zur schrittweisen VergroBerung des Speichers durch Anschaffung von weiteren
Zusatzgeriten.

. Periphere Gerite: Die Bedeutung der peripheren Gerate wurde bereits angedeutet.

Sie bestimmen entscheidend die Méglichkeit zum vielseitigen und bequemen
Einsatz der Rechenanlage.

AnschluBméglichkeiten fiir verschiedenartige Ein- und Ausgabegerite (Lochband,
Lochkarte, Schreibmaschine, Fernschreiber, Magnetband, Schnelldrucker mit der
Mbglichkeit zur Text- und Tabellengestaltung, Schreib- und Zeichengerite,
Analoganzeige usw.) sind von hohem Wert.

. Kontrollen und technische Sicherheit: Trotz der hohen Rechengeschwindigkeit er-

geben sich hiufig Rechnungen, die sich iiber viele Stunden hinziehen, wihrend
der kein Rechenfehler entstehen darf. Man muB also eine weitgehende technische
Sicherheit fiir alle Teile des Automaten fordern. Dabei sind die Bedingungen
wesentlich hérter als etwa bei einem Fernsehempfanger oder einem anderen
elektronischen Geriét, bei dem ein gelegentlich kurzzeitiger Fehler im allgemeinen
keinen EinfluB auf die weitere Funktion hat. Bei einem Rechenautomaten geht
ein falsches Resultat in die nachfolgende Rechnung ein und macht diese auch
dann wertlos, wenn kein neuer technischer Fehler auftritt. Da diese trotz sorg-
filtiger Bauweise nie véllig zu vermeiden sind, miissen umfassende Kontrollen
eingebaut oder programmierbar sein. Es muB gewihrleistet werden, daB jeder
auftretende Fehler moglichst kurz nach seinem Entstehen registriert wird.

. Wartungsarbeiten und Unterhaltungskosten: Beide mochten moglichst niedrig

liegen. Moderne Rechner bediirfen kaum mehr einer téglichen Wartung und
eines stindigen Personals dafir.

. Programmierbarkeit und Programmbibliothek: Das bequeme und schnelle Her-

stellen der Rechenprogramme hiingt wesentlich von dem Befehlsschliissel ab, der
dem Automaten zugrunde liegt. Die Moglichkeit zur Verwendung leicht zugéng-
licher und universell anwendbarer Programmiersprachen und zur Einrichtung von
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Programmbibliotheken erhoht den Wert des Automaten. Die Grund istung
‘mit Bibliotheksprogrammen wird gewdhnlich mit der Maschine mitgeliefert bzw.
steht dem Benutzer kostenlos zur Verfiigung.

5.3.12. Beispiele spezieller Automaten

In diesem Abschnitt sollen aus der Vielzahl der Rechenautomatentypen zwei heraus-
gegriffen werden, dle bel uns m groBeren Stiickzahlen eingesetzt sind. Sie stehen da-
mit auch einem al tzerkreis zur Verfiigung.

Rechenautomat ZRA 1
Es handelt sich um einen Rechenautomaten mittlerer Geschwindigkeit, der ur-
spriinglich wesentlich zur Losung wi haftlich-technischer Aufgaben projektiert

worden war. Der ZRA 1 (Zeiss-Rechenautomat 1) wurde in dem VEB Carl Zeiss Jena
entwickelt und bis 1964 in mehreren Dutzend Exemplaren in Serie gebaut, die im
wesentlichen zur Deckung des Inlandbedarfes dienten. Damit ist der ZRA 1 in der
Deutschen Demokratischen Republik trotz zahlreicher Ergi gen, die in einzel
Rechenzentren hinzugefiigt worden sind, zu unserem Standardautomaten der
Mittelklasse geworden [51].

Bild 117. des ZRA 1

Der Automat wird von einem gesonderten Kommandopult aus bedient (Bild 117).
Die Eingabe von Zahlen und Befehlen erfolgt durch Lochkarten iiber einen speziellen
Kartenabtaster, Lochstreifen-Eingabe und -Ausgabe kann nachtriglich eingebaut
werden. Die Ausgabe der Resultate geschieht in der Regel auf einem Drucker, der
in der urspriinglichen Anlage auf 60 mm breite Streifen alle Zahlen untereinander
schrieb, dabei konnen bis zu 12 Zeichen auf einmal ausgegeben werden. In sehr
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vielen ZRA 1-Stationen sind in der Zwischenzeit Zusatzeinrichtungen zur Gestaltung
von Tabellen geschaffen worden.

Die eigentliche Rechenelektronik ist in einem dreiteiligen Schrank untergebracht, -
der auch den Speicher mit der zugehérigen Ansteuerung enthalt. Auerdem gehoren’
noch Stromversorgungs- und Netzgerite zum Automaten.

Die gesamte fiir Rechen- und Steuervorginge notwendige Elektronik ist aus Ferrit-
kernen aufgebaut. Sie umfaBt Rechenwerk, Leitwerk, Register und Speicher-
ansteuerung (Zellenwiihler), so daB fiir die an sich verschiedenartigsten Baugruppen
die gleichen Bauelemente verwendet wurden.

Die Wortlinge betrigt (intern) 48 Bits (Bild 118). Es ist sowohl Festkomma- als
auch Gleitkommaarithmetik méglich, wobei letztere in der Regel angewendet wird.
Die Mantisse umfaBt neun Dezimalziffern, wihrend der Exponent von —19 bis
+19 variieren kann. Die darstellbare Genauigkeit und der mégliche Zahlenbereich
reichen fiir alle praktischen Probleme aus. Die Speicherkapazitat betrigt 4096 Worte,
dazu kommen acht Schnellspeicher.

I SZ l Exponenf [ . ' Man!/ ' d ; I

P S ST TN VY S S T T S W0 M W [ S

Gleitkommazahl (Eingate) "

T T T T T ) T
I 14 I Rechenteil | Test [ﬁ'ansparll Adr - Opl Adresse l
Ll T 1 S T | T I L T T 7T e O M ] T (O R ¢
Befehl (schematisch)
Bild 118. W im ZRA 1. (82)

Der ZRA 1 wird fiir fast alle vorkommenden techmschwnssenschafthchen Berech-
nungen eingesetzt, soweit nicht extrem hohe Arbeit; hwindigl oder S -
ka,pa,zma.ten notwendig werden. Durch Erg&nzungen und Anderungen wird der
Automat in zunehmendem MaBe auch fiir 6konomische Probleme (vgl. 3.4.2.) und

teilweise sogar fiir Buchhaltungsarbeiten verwendet.

Klcinrechonautomat SER 2h

Dieses Gerit, das als Kleinrechner projektiert worden ist, stellt auch duBerlich eine
ansprechende Einrichtung eines modernen Biiros dar (Bild 119). Es ist fiir kleinere
Konstruktionsbiiros und besonders fiir Verwaltungsstellen mit sich héufig wieder-
holenden Rechenvorgéingen gedacht. Da die Bedienung gegeniiber GroBgeriten
wesentlich einfacher, stindiges Wartungspersonal nicht erforderlich und der An-
scha,ﬂ'u.ugspreis niedriger ist, wird ein rentabler Einsatz auch dann gewahrleistet
sein, wenn eine bestdndige Ausla,stung nicht gegeben ist. Der Wert eines Klein-
rechners besteht gerade darm, daB ein bestindiger, operativer Einsatz ohne Be-
achtung von Rechenzei ungsplinen moghch ist.

Der Rechenautomat hat auBer].lch die GroBe eines Schreibtisches, in dessen linker
Seite alle wesentlichen Aggregate untergebracht sind. Eine elektrische Schreib-
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maschine dient als Ein- und Ausgabeeinrichtung. Mit ihr konnen die zu verarbei-
tenden Daten und die Befehle in den Rechner eingegeben werden.

Als zusitzliche Eingabegerate existieren zwei Lochband-Lesegerite. Der Speicher
besitzt 127 Plitze fiir 10stellige Dezimalzahlen (zuziiglich Komma und Vorzeichen)
und getrennt davon 127 Speicherplitze fiir je drei Einzelbefehle. Die auf den ersten
Blick geringe Speicherkapazitit ist jedoch der einleitend dargelegten Konzeption
des Rechners angepaft, da die Eingabe iiber Lochband als duflerer Speicher mit
unbegrenzter Kapazitit a,ufgefaﬂt werden kann. Unbequem erscheint die starre
Trennung in Befehls- und Zahlensp

Bild 119. Kleinrechenautomat SER 2b

Der Automat stellt eine ausgesprochene Einadref hine ohne Erwenberung durch
Indexregister dar. Er benutzt Gleitke hlen mit 10stelliger M wobei
auch intern mit Dezimalzahlen gerechnetwu‘d Der Exponent (lner Kommainformation
genannt) kann von 0 bis — 7 variieren. Durch die Verwendung von Dezimalziffern
werden Konvertierung und Riickkonvertierung und die dabei entstehenden Fehler
grundsitzlich vermieden, was besonders den Einsatz des Rechners bei kaufménni-
schen Rechnungen rechtiertigt.
Del' elektronische Teil des Rech tomaten ist aus Halbleiterbauel ten (Tran-
sistoren und Dioden) in gedruckten Schaltungen aufgebaut. Damit wird die gedréangte
Bauweise verstindlich.

5.3.13. Anwendungsmoglichkeiten und Ausblick

Die ersten Rechenautomaten wurden vornehmlich fiir militarisch-technische Zweck
(Durchrechnung von GeschoBbahnen) entwickelt. Doch auch auf vielen anderen
Gebieten der Technik, in denen umfangreiche Rechenarbeiten auftreten, werden
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Rechenautomaten in steigendem Umfang eingesetzt. Hier sind zu nennen: Hochbau,
Tiefbau, Flugzeug- und Raketenbau, Schiffbau, Briicken- und StraBenbau, Kern-
technik, Bau von Energieanlagen. Daneben werden Rechenautomaten auch fir die
Lésung rein wissenschaftlicher Probleme verwendet, wobei auch solche Gebiete wie
Medizin, Landwirtschaft, Sprachwissenschaften, in denen bisher keine engen Be-
ziehungen zur Mathematik bestanden, ihr Interesse bekunden. Zahlreiche Zweige
der Wissenschaft, an der Spitze die mathematische Logik und die numerische
Mathematik, aber auch viele technische Gebiete haben durch das Aufkommen
der elektronischen Rechentechnik starke Impulse zu ihrer Welterentmcklung er-
halten. Neben diesen nun schon klassischen Gebi der R ik werden
Rech ten all in zur Verarbeltung umfangreicher Datenmengen ein-
gesetzt. Dabei kann es sich etwa um die Auswertung von MeBserien, von Volks-
zahlungen oder Inventuren, um Bilanzierungen, um die Gestaltung von Fahrplénen,
um Platzkartenreservierung, Aufstellung von Stundenplinen, Produktionsplénen
u. a. handeln. Mit den letzten Beispielen kommt man zu der in den letzten Jahren
immer stérker in Erscheinung tretenden Anwendung mathematischer Methoden in
der Okonomie. Neben den zuerst automatisierten Buchhaltungsproblemen treten
Planungs- und Optimierungsaufgaben auf. Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die
automatische Regelung von Produktionsprozessen. Hier sind Gerite mit besonderen
Eigenschaften, die auf den speziellen technologischen ProzeB zugeschnitten sind,
sogenannte ProzeBrechner, entwickelt worden. Sie werden eingesetzt bei der Steue-
rung von Kraftwerken, von Chemieanlagen, von Hochéfen, WalzstraBen usw., also
iiberall dort, wo in einem umfangreichen und mehr oder weniger stetigen Produktions-
vorgang zahlreiche MeBwerte beriicksichtigt werden miissen, um eine sichere und
mdglichst optimale Fahrweise zu erzielen. Diese MeBwerte werden in dem Rechner
zu Steuersignalen fiir den Fertigungsprozel umgesetzt.

In den vergangenen zwanzig Jahren seit dem Aufkommen der ersten Rechen-
automaten sind zahlreiche Typen von Rechenautomaten entwickelt worden. Viele
davon wurden in mehr oder weniger groBen Stiickzahlen in Serie gebaut. Je nach der
vorgesehenen Anwendung, den gewihlten Bauel ten und angeschlossenen
Aggregaten entstanden die unterschiedlichsten Gerite. Angesichts dieser Vielfalt
sind die Grenzen zu bena,chbarten Gebieten nicht so scharf zu ziehen. So besmzen
komplizierte Steuerung htungen, moderne Fernmeldever 1
Swherungsanlagen usw. manchmal bald den Charakter von Rechenautomaten. Auch
in hochkomplizierten Maschinen wie Buchungsmaschinen, gewissen Lochkarten-
maschinen, modernen Schreibautomaten u.a. werden oft Bauteile und gewisse
Arbeitsweisen, die bei Rechenautomaten iiblich sind, verwendet. So kann man sich
einen Schreib- oder Setzautomaten vorstellen (vielleicht gibt es so etwas sogar
schon), der mit einem adressierbaren Speicher mittlerer Grofe verbunden ist. Ge-
wisse haufig wiederkehrende Buchstabenfolgen, Worte, Sitze oder ganze Passagen
aus Briefen oder anderen Schriftstiicken werden von der Schreiberin wihrend der
ersten Niederschrift zusammen mit allen Steuersignalen fiir die Schreibmaschine in be-
stimmte Spelcherzellen iibernommen. Beim erneuten Auftrecen dieser Begr]ffe geniigt
eine einzige Auslosung, um sie von der Maschine automaiti hreiben. Ein
solcher Automat wirkt wie eine Schreibmaschine mit wesentlich vergréBerter Tasten-
zahl, bei deren Anschlag nicht nur ein einzelner Buchstabe, sondern ganze Satzteile
und mehr geschrieben werden konnen. Eine solche Anlage miiBite teilweise direkt
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programmierbar sein, um einen gewissen Schreibkomfort wie selbstindiges Ab-
teilen, Ausgleich des rechten Randes, unterschiedlichen Wagenvorschub je nach
Buchstabenbreite, Ankiindigung von Zeilen- und Seitenende, Papierwechsel, Schrift-
artenwechsel, Steuerung von parallel geschalteten Schreibmaschinen usw. auto-
matisch zu bewirken.

Man erkennt, wie Prinzipien der Technik von Rechenautomaten auch in solche
Gebiete eindringen, die im Grunde nichts mit numerischen Rechnungen mehr zu
tun haben. Solche Geriite haben mit den Rechenautomaten nur noch die folgende
Eigenschaft gemeinsam: Auf Grund genau vorgeschriebener Regeln und Verfahren,
die durch gewisse Einstellungen und Eingabeinformationen festzulegen sind, wird
eine Folge von Steuersignalen fiir eine Ausgabeeinrichtung ausgelést.

Die elektronischen Rech tomaten im engeren Sinne haben einen gewissen Abschluf3
in ihrer Entwicklung gefunden. Sie werden wohl noch schneller, billiger, komfortabler
und wartungsfreier werden, doch liegt das Schwergewicht der weiteren Entwicklung
mehr auf dem Gebiet komplizierter Steuerungseinrichtungen, die den Charakter
von Datenverarbeitu 1 erhalten. Hierzu gehéren Steuerungen und Uber-
wachungen von technischen und technologischen Prozessen (in Kraftwerken, Ver-
bund- und Verkehrsnetzen, bei Informationsiibertragungen, Fertigungsvorgingen,
Taktstrafien usw.). Ein weiterhin wichtiges Gebiet ist eine Automatisierung aller
Buchhaltungsprobleme, wie Buchungsvorgéinge (Sparkassen, Banken, Handel, Wirt-
schaft), Inventuren, Statistiken (Meldeimter) mit ihren millionenfach gleichen
Routinearbeiten. Es wird deshalb immer mehr iiblich, statt von elektronischer
Rechentechnik umf der von elektronischer Datenverarbeitung zu sprechen.
Mit dieser Aufzihlung sind die Anwend oglichkeiten fir Rech tomaten
durchaus nicht erschopft.

Es ist in den néchsten Jahren mit einem sténdig steigenden Einsatz von Rechen-
automaten und ganz besonders von elektronischen Datenverarbeitungsanlagen in
den verschiedensten Zweigen der Wirtschaft, der Verwaltung, der Forschung, der
Lehre usw. zu rechnen. Dies bringt eine Umwiilzung vieler gewohnter Vorgénge und
Erscheinungen des gesellschaftlichen Lebens mit sich. Die automatische Datenver-
arbeitung stellt einen wesentlichen Anteil der vor uns stehenden technischen Revo-
lution dar. Jeder Ingenieur muB deshalb heutzutage Kenntnisse iiber das Wesen und
die Anwendungsmoghchkexten der elektronischen Rechentechnik und der automa-
tischen Datenverarbeit i Fachgebiet besitzen, wenn er seine Aufgaben
umfassend und mit den modemsten Mitteln 16sen will.
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(E)’ A
F o appe10e )V e
mp

. Mitz = %, Xmax = 75 mm, 2, = 20, AX = 1 mm und 42 = 0,5 ist

'S

AX =1, Az,

und nach (2)
I5(%n — %) < Xmax
_ 76 mm

z,,g—xl;‘“—q-z.,_ S + 20 = 57,5.
s =

Es kann maximal der Bereich von 20 Q bis 57,5 Q auf der Leiter untergebracht werden.
5.. Gegeben: 2y =0, z, = 120, 4X = 1 mm, 4z = 2.

Esistl,=£ =0,5mm,

Az
Xmax = 0,6 mm (120 — 0) = 60 mm.
Aus b = Xnmax folgt §6£r=60mm,
r=22,9mm.
6. Esistz,= 1, z, = 10. Fiir die d lende Manti: inh “stehenZﬁOmmzurVerﬁig!‘ﬁ.xg,

so daB I = 260 mm.
X =250mm (Igz —1g1) =250 mm.lgz
z=2 X =250mm.0,301 = 75,25 mm,
=5 X = 250 mm - 0,699 = 174,75 mm,
z=8 X =250 mm - 0,903 = 225,75 mm.

1. Bsist fmax(®) = — 10, fmin(2) = — 20, somit
80 mm
1 e
S (o o™

Leitergleichung X = — 8 mm (z — 20); s. Bild 120. Die Leiter beginnt mit z = 20, X = 0.

l T T T T ] T T T T |
F & 0
Bild 120
100 mm
. Zeicheneinheit 1, < =
eicheneinheit 1, < P 0,8 mm

Gleichung der Leiter X = 0,8 mm - 23.
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Die Leiter wird punktweise bestimmt, z. B. aus -
x|0l1|2|3|3,5|4l4,5|5

4 I 0 | 0,8 l 6,4 ‘ 21,6 \ 344 ‘ 51,2 ‘ 72,9 | 100
mm

Leiter s. Bild 121.

I T T T T F
g2 3 35 4 s

Bild 121
9. Es ist fmin (%) = F(0) = £(10) = 0 und fmax(2) = f(5) = 25

Leitergleichung X = 3 mm (10z — 22). Von z = 5 an ist die Leiter wieder gegenliufig. Die
Leiter ist als z-Achse in Bild 25 (Seite 50) dargestellt.

10. f(2) = tan 2°, 2, = 0, 7, = 60, Xmax = 90 mm,

90 mm

€ —————— =520 .
? = tan 60° — tan 0° o

ZweckmiBigerweise wird I, — 50 mm gewihlt. Mit X = 50 mm - tan 2° konnen beliebige
Punkte der Teilung berechnet werden:
x|0'10|20|30|40]45|50160
e

0 l8,8

18,2 \ 28,9 ’ 42,0 I 50 \ 59,6 I 86,6

Die Leiter kann ebenso nach Tafel 39 mit Hilfe eines Kreises mit Radius 50 mm konstruiert
werden. Doch ist diese Konstruktion fiir > 45 kaum noch brauchbar.

Die Schrittlinge kann von Az = 1 am Anfang auf etwa 42 = 0,3 am Ende der Teilung ver-
kleinert werden.,

2z +17 9,6
11.X=20mm2x_12=20mm(1+m)
z=—35 X=0
z=26 - X =00
z=00 X = 20 mm.

Die Konstruktion der Leiter aus diesen drei Punkten zeigt Tafel 40.
12, Ausz = -‘;\md Y =1000mm — X  folgt

X

#= 1000 mm — X

und X = 1000 mm —%—,
z 41
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Dies ist die Gleichung einer projektiven Leiter mit 4 =1, B =0, C = 1, I, = 1000 mm.
Die im MaBstab 1 : 10 verkleinerte Leiter hat die Gleichung

X = 100 mm —— = 100 mm (1——‘—).

z+1 z+41
Die Konstruktion der projektiven Leiter erfolgt z. B. aus folgenden drei Punkten (Tafel 41):
z=0 X=0

z=1 X=50mm
=00 X =100 mm
Die Teilung zwischen den Punkten 4 und B ist an dem MeBdraht der WHEATSTONEschen
Briicke anzubringen.
13. Die Konstruktion und das Ergebnis der projektiven Interpolation ist in Tafel 42 dargestellt.

14. In Tafel 43 wurden zuniichst die Punkte fiir ganzzahlige = im Intervall 2 < z < 5 von der
Kubikleiter aus Aufgabe 8 iibertragen. Fiir die Punkte 2, 3, 4 bzw. 3, 4, 5 der Kubikleiter und
beliebige regulire Leitern wurden Projektionszentren P, und P, konstruiert und die Punkte

fiir die Zehntel iibertragen. Im mittleren Teil der Leiter heiden sich die Ergebnisse der
beiden Projektionsbiischel. Endgiiltig miiite dort der Mittelwert genommen werden. An der
unteren Seite der Leiter sind zum Vergleich die aus der Leiterglei X = 0,8 mm 2? be-

rechneten Teilpunkte der Kubikleiter angetragen. Die Abweichung ist in der Mitte der Inter-
valle zwischen den ganzzahligen Werten am groBten.

15. Da sich bei der graphischen Darstellung in Tafel 14 auf Millimeterpapier eine Gerade ergibt,
liegt eine lineare Funktion mit der Gleichung

y=mz+b
l

vor, wobei z = L, y= ist.
kp

Folgende Punkte knnen abgelesen werden
z=0, y=15830
z=5 y=15920
und ergeben eingesetzt
15830 =0+ b
156920 =5m + b.
Daraus folgt b = 15830, m = 18 und
y =18z + 15830

!
—_—= 18 — + 15830.
mm +

16. Das Auftragen der Werte auf 1g-1g-Papier ergibt eine Gerade (Tafel 44), die zugehorige Funk-
tionsgleichung lautet also

y=>b-an
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Mit den Punkten # = 1, y = 4,8 und z = 5, y = 119,9 folgt daraus

48=0-1n
1199 = b5
und weiter b = 4,8 sowie
M9 gn onlgs=1g 1199 — Ig48
8
1g11909—1g48 _ 20788 —0,6812 _ 13976
- g5 . 0,6989 ~ 0,6989
Damit ist
=48.2°
2 .
248 (L) —48. 1024 £
mm 1 s*
32
smd0 (00 B2 s L gg B a1y
2 g 2

17. Das Einsetzen der gegebenen Werte fithrt zu
pe Vb4 =1ab- (1dmd)t

\mdmitx=L, y=£zn
dm?® at
y= 214,

Das ist eine Gleichung von der Form (15), so daB die Darstellung im lg-lg-Netz zu erfolgen hat,
das etwa mit I, = I, = 50 mm gewahlt wird (Tafel 45). Die Gerade 1iBt sich z. B. aus den
Punkten z = 1 y= 1 und z = 0 1,y = 25,1 zeichnen, wobei sich der letztere durch logarith-
mische Rechnung ergibt.

18. Die z-Achse ist reziprok, die y-Achse regulir zu teilen:

X—10mm.L
&

= Smm-y.

Dann ergibt sich zwischen X und ¥ eine lineare Beziehung und damit eine Gerade

s o
Y= % X 4+ 10 mm.
Die Punkte # = o0, ¥ = 2 und z = 0,1, y = 12 dienen zum Zeichnen der Geraden (Tafel 46).
19. a) Die Funktionsgleichung lautet nach (15)
y=>b-a".
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20.

21.

22.

23.

24.

Das Einsetzen der gegebenen Punkte ergibt
1=5b-1n } b=1

4=0.-2" | n=2,

also Yy

b) Die Parallelen zu der Geraden haben die Gleichungen y = Cz?, wobei ¢ beliebige Werte
annehmen kann.
In Tafel 47 sind einige Kurven dieser Schar fiir verschiedene C' dargestellt.

£l

a) Die Darstellung hat auf mm-lg-Papier zu Zum Zeick der Geraden konnen die
Punkte =0, y = 1 und = 3, y = 19,68 benutzt werden.

b) Die Parallelen zu y = 2,77 haben die Gleichung y = C - 2,77, In Tafel 48 sind einige Kur-
ven dieser Schar fiir verschiedene C' dargestellt.

a) Die Netztafel mit reguliir geteilten Achsen enthilt Kurven fiir die einzelnen Werte des
Pa die durch Wertetabell ittelt werden miissen (Tafel 49).

b) Nach Gleichung (23) ergibt sich im lg-lg-Netz eine Strahlentafel (Tafel 50). Zu beachten ist,
daB jetzt im Gegensatz zu a) nur positive Werte von z und y dargestellt werden konnen. Alle
Geraden gehen durch den Punkt z = 1, y = 1. Fiir jede Gerade wird ein zweiter Punkt zum

Zeichnen berechnet, 7. B. z — % z=9,y=3.

Nach den Regeln fiir Logarithmen gilt
lgz
=1 . Ly
y=log; @ gz

Dies entspricht Gleichung (21), wobei fiir den Faktor z der Term li steht. Im lg-mm-Netz
g z

tsteht eine Strahlentafel. Fiir das Zeich wirdderﬁira[le(}emdengﬁltigal:‘nnkt z=1,
y = 0 sowie ein weiterer gewihlt, z. B. z = 10, z = 10, y = 1 (Tafel 51).

Der Zusammenhang lautet
W
P=—,
A4

Mit den Abkiirzungen

4
~ TMDN' ™ Angahl der Avbeiter
¥ TMDN/Anzabl der Arbeiter
ht die Funktionsgleich y= ;, die 1t. Gleichung (17) mit% statt z eine Strahlen-

tafel im reguliren Netz ergibt, die mit den Zeicheneinheiten I, = 0,05 mm, ly =10 mm in
Tafel 52 dargestellt ist. Alle Geraden gehen durch den Ursprung, auBerdem wird jeweils
noch ein zweiter Punkt verwendet, z. B. z = 200, 2 = 2000, y = 10.

Mit @ =2,y =2z und z = { folgt y = z - 2. Da ein reguliires Netz gefordert ist, wird diese
Gleichung 1t. (17) als Strahlentafel mit dem P: z=4d 1it.
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25.

26.

27.

120 mm
Zeicheneinheiten 1, < —1,09
== 10— 10 mm
150 mm
1< 10E0.
1S 350 g0 _ B

Mit I, = 1mm, I, = 0,5mm wird Tafel 53 angelegt. Fiir jede Gerade werden zwei Punkte
berechnet, z. B. i = 3,6: 2, = 10, z, =36 und 2z, =50, 2z, = 180.

10,
Ablesebeispiel: z, = 95,5 = 10 — 2, = 120.

Da die Basis der Exp tialfunktion nur einzelne Werte h b ht und sich
daher als Parameter eignet, wird von den méglichen Forzhen (19) und (23) die erstere bevorzugt.
Mit den Abkiirzungen

? ba
=n,z=1 e B
z=mn, 2 +1 s Y ; olgt

y=2,

das auf mm-lg-Papier eine Strahlentafel ergibt. Die Anlage der Tafel 54 erfolgt mit I, = 10mm
und /, = 250 mm, wobei in y-Richtung nur ein kleiner Bereich benétigt wird.

Die vorgelegte Gleichung ist von der Form (18) und fiihrt damit zu einer Parallelentafel im
mm-lIg-Netz. U
Mit
- S Y ]
= y_cm’ Bie=s cm
entsteht
y=z-e2=z-(e)* =2-0,368%
P et 100 mm
h sl = 0 25 mm
100mm 50 mm.

S
¥ =1g100 —1g1

Es wird mm-lg-Papier mit !, = 40 mm gewahlt und die Abszissenachse mif I, = 20 mm
unterteilt (Tafel 55). Zum Zeichnen der Geraden kann die Tatsache Verwendung finden, da
fiir z = 0 gilt y = 2, d. h., im Schnittpunkt auf der y-Achse stimmt der Wert des Parameters
mit der Ordinate iiberein. Fiir eine Gerade wird ein zweiter Punkt berechnet, z.B. z = 100,
2 = 4, y = 1,83, alle iibrigen Geraden verlaufen parallel zu dieser.

Ablesebeispiel: L, = 20 cm, ¢ = 0,8 — L, = 9,0 cm.
Da fiir d, nur einzelne Werte bendtigt werden, wird es als Parameter gewdihlt. Mit

oM, y=-, am e
mm mm

ergibt sich y = 2~ - 2. Das ist eine Gleichung von der Form (22) und ergibt im lg-lg-Netz
eine Parallelentafel. Die geforderten Bereiche lassen ein Papier mit | = 100 mm zu (Tafel 56).
Firz =1 ist y =z wie in Ubung 26. Weitere Punkte werden méglichst mit Quadratzahlen
fiir & gebildet, z. B. z = 240, z = 4, y = 120.

Ablesebeispiel: d; = 300 mm, M = 3 - d, = 173 mm,
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28. Entsprechend den geforderten Werten wird v als Parameter gewihlt. Mit
F P

Y= z=

. v
T kp’ S m s1

folgt y = % zz.

Das entspricht (22) und fithrt auf lg-lg-Netz zu einer Parallel fel. Die v hrieb
Abmessungen und Wertebereiche erfordern ein Papier mit I = 50 mm (Tafel 57). Die Ge-
raden werden aus geeigneten Punkten bestimmt, z. B. z — 2, 2=175y=2und z =2,
z =150, y = 20.

Ablescbeispiel: F = 200kp, v = 5ms! —» P — 13,3 PS.
29. Mit denselben Abkiirzungen wie in dem genannten Beispiel gilt

=T a2
Y= To00 **
Die Darstellung im lg-lg-Netz erfolgt als Parallelentafel auf der Grundlage von Gleichung (22).
Die Intervalle von z und y kénnen wegen der logarithmischen Teilung nicht mehr mit Null
beginnen. Es werde etwa 2, = Yo = 10 gewihlt. Die geforderten Intervalle und Abmessungen
werden mit ! = 62,6 mm eingehalten (Tafel 58). Die Geraden werden aus geei Punk-
ten bestimmt, z. B.

z2=450, =10, y=— 14,14
=100, y=141,4.
Die Ablesebeispiele fiihren auf dieselben Ergebnisse wie in Tafel 18,

30. Das vorgelegte Gesetz wird umgeformt:
0 =0} 4 g2 =

" m?
= v} 4 9,812 s 2,
< m?
Division durch —- fithrt zu
8

() = ()« some (.

v, wird als Parameter gewiihlt. Mit den Abkiirzungen

st = —_Y%

wmgr Ueom sSpt
folgt

y? = 06,242 4 22,
Da diese Gleichung keiner behandelten Schliisselgleick g e icht, ist ein speziell
Funkti legen. Quadratisch geteilte Leitern fithren auf einen linearen Zusammen-

hang.
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31.

3

%]

3

@

34.

Das geiord.erte Intervall fiir  und die Werte fiir z erfordern fiir  einen Bereich von 0 bis 120.
Dabher folgt fiir die Zeicheneinheiten

100 mm
L= 150 1mm
150 mm i
L, = e —o = 0,0104 mm, gewahlt /, = 0,01 mm.
M.lt diesen Einheiten Lst fiir Tafel 59 ein quadratisches Netz 1 Die Geraden sind aus
igr Punkten zu besti z. B.

z2=0, z=0, y=0
=10, y=981.
Ablesebeispiel: ¢ =8s, vy=30ms? — v =84 ms1.

Mit f als Parameter und den Abkiirzungen

b
LT B &
cm cm cm
folgti+.1_=i,
z Y z
Da diese Gleick unter den behandelten Schliisselgleick nicht vorl ist ein

spezielles Netz mit Kehrwertleitern anzulegen, damit ein linearer Zusammenhang zwischen
den Zeichenléngen entsteht.
Die Leitern werden nach

mit %)=y, =00 und l, =, = 80 mm geteilt. Diese Leitern entsprechen der in Bild 11
dargestellten. Zum Zeichnen der Geraden in Tafel 60 kann

z=o00,y=2 und y=o00, =2

verwendet werden.

Ablesebeispiel: g=3cm, f=2cm — b=6cm.

. In beiden Féllen handelt es sich um proportionale Umrechnungen, so daf swh ;eweﬂs beide
Teilungen der Doppelleitern als regulire Leitern mit hiedlichen Z er-
geben, die prechend Tafel 61 angelegt werden konnen.

. Aus einer Funktionstabelle fiir sin z wird an eine reguliire Leiter eine Sinusleiter mit ! = 60mm

hend Tafel 62 angel

Lt T=—, Y=—"7, 2=
T kp’ Y= et PS
entsteht z = 71—5 2y und durch Logarithmieren

1
=1 1 Ig —.
Igz=lgz+lgy+lg oo
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Durch Vergleich mit (25) ergibt sich 4 = B= C =1. Alle Leitern sind logarithmisch zu
tei.len.
heneinheiten der AuBenlei I, =75mm, [, =150 mm
Abstandsverhiiltnis nach (26)a:b=2:1.
Mzt a =60 mm, b = 30 mm wird die vorgeschriebene Breite der Tafel eingehalten. Fiir die
heneinheit der Mittelleiter gilt nach (27) l; = 50 mm.

Der Anf; kt der Mittelleiter ergibt sich aus :zo—l,yo-—lzuzo=i-—-00133 Da-
mit kann Tafel 63 ange]egt werden. 7%

Ablesebeispiel: F =5kp, v =6ms?1—>P=0,4PS.

35. Nach dem angefithrten Beispiel folgt mit

36.

37.

B, e, B
mm m kg
die Zahlenwertgleichung
z=6,16-10"%. 2%y
und durch Logarithmieren

lgz=21gz +1gy +1g (6,16 - 10-3).

Der Vergleich mit (25) filhrt zu A = 2, B =1, C = 1. Alle Leitern sind logarithmisch zu
teilen, !, = 50 mm, I, = 25 mm.

Abstandsverhéiltnis @ :b=1: 1, ¢ =40 mm, b = 40 mm. Die Mittelleiter ist mit {; — 12,5 mm
und 2z, = 6,16 - 10~ anzulegen. Die Leitertafel ist in Tafel 64 dargestellt.

Ablesebeispiel: d = 2 mm, I = 50 m - m = 1,2 kg.
Logarithmieren ergibt
lgz=3lgz—1lgy

4 =3,B= —1,C = 1. Auf den AuBenleitern ist je eine logarithmische Einheit aufzutragen,
wobei eine Leiter gegenliufig zu teilen ist, J; = 100 mm, /, = —100 mm. Daraus folgt
@:5=23:1 und mit der Breite 80 mm: a = 60 mm, b = 20 mm. Die Mittelleiter ist
mit J; = 25 mm und 2, = 0,1 anzulegen (Tafel 65).

Ablesebeispiel: =4, y=6-—>2z=10,7.
Mit A = 10 cm? und den Zahlenwerten
el Gl g B
v YT mm’ mp

wird das Ergebnis von Aufgabe 3 iibergefiihrt in
2=4,52-10 =
Y

Nach dem Logarithmieren kann 4 = 2, B= —2, ¢ = 1 abgelesen werden. Die gegebenen
Wertebereiche fiihren zu I, = 120 mm, l, = — 60 mm. Fiir die Lemerabsbande folgt @ : b =
=1:2 und @ = 25 mm, b = 50 mm. Die Mittelleiter erhilt die Z i Iy = 20 mm
und den Anfangspunkt 2, = 0,102 (Tafel 66).

Ablesebeispiel: U =30V, d=0,02mm — F=10*mp=1p.
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38.

39.

40.

Die v 1 Funktionsgleick wird in der Form
7% = R? + o*L?

geschrieben. Wenn der gegebene Wert von @ emgesetzt und du.rch Q2 dividiert wird, folgt
unter Beachtung von 1Qs = 1 H die

(2) - () oo (3.

die mit
o R L 2
Q H Q
in

2= a2 4 9,86 108 42

iibergeht. Der Vergleich mit der Schlusselglelchung (25) zeigt, daB alle Leitern quadratisch
geteilt werden miissen. Als Z sind dann }; = 0,0015 mm und
l; = 150 mm zu wihlen.

Leiterabstinde: @ :b=10:9,86 und @ = 50mm, b = 49,3 mm

Mittelleiter: Iy = 0,000755 mm, 2z,=0.

Das damit hergeatellu} Nomogramm (Tafel 67) zeigt, daB ein Gebrauch erst etwa ab R =
= 50Q, L = 0,1 H maglich ist.

Ablesebeispiel: R =160Q, L=0,88H — Z =319Q.

Wenn der gegebene Wert fiir 7,1 und die Abkiirzungen

SR S S
" mm’ y_mm’ " kp
tzt werden, ht die Zahlenwertgleich
S
Yy
und nach dem Logarithmieren

lgz=31gz—Igy +1g7.

Alle Leitern sind logarithmisch zu teilen, die y-Leiter gegenliufig, Zeicheneinheiten I, =
= 120 mm, I, = — 120 mm. Abstand der Leitern @ : b = 3 : 1, ¢ = 60 mm, b = 20 mm. Die
Mittelleiter ist mit I; = 30 mm und z, = 0,07 anzulegen (Tafel 68).

Ablesebeispiel: d = 1,6 mm, r =30mm — F = 0,77 kp.

Esist  =Il,=103 und @ :b=1:2.
Aus der fortlaufenden P; ion in Abschnitt 1.3.2.

P

C:4:B=(a+b)l:al :bl,

folgt
C:4:B=3:1:2.

Diese wird mit 4 =1, B =2, C = 3 befriedigt.
(Es kénnen auch Vielfache dieser Zahlen gewiihlt werden, in der Schliisselgleichung 1iBt sich

. dann kiirzen.)
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Da die Leitern logarithmisch geteilt sind, folgt nach der vereinfachten Schliisselgleict (25a)

3lgz=1gz 4 21gy
oder
B=z-y.

41. Die Umformung ergibt

1 1 1
==t E
. R, R, R . :
Mit den Zahlenwerten 2z = a’ y= o e o entsteht die Gleichung
11,1
2. x ' y®

die vollstiindig dem Beispiel 1 aus 1.3.3. entspricht, so daB Tafel 69 nach den dort gegebenen
Hinweisen angelegt werden kann.

42. Durch Umformung entsteht

R, x
R, 1000mm — X
R, b.q
Q  mm
R, - X
=m0 1000 —
Q o mm

und mit z=£‘i, y:ﬁ, z=i
Q Q mm

_ z
y 1000 —z

Dies entspricht der Schliisselgleichung (35) fiir die N-Leitertafel. Die AuBenleitern werden

mit I, =, = 1 mm regulir geteilt. Da I, = 1 ist, entspricht die rechte Seite f,(z) und hat

nach der Herleitung von Formel (34) eine solche spezielle Form, daB die z-Leiter ebenfalls
2 . .

1000 =2 in Gleichung (34)

| &

reguliir zu teilen ist. Man bemerkt dies auch, wenn man f,(2) =
einsetzt; dann folgt
Z==2_.2,
1000
Die Anlage der Tafel 70 bereitet nun keine Miihe mehr, die Mittelleiter wird so zwischen die
AuBenleiter gelegt, daB die vorgeschriebene Breite eingehalten wird, und mit der Zeichen-
einheit ﬁ regulir unterteilt, wobei @ = 125 mm berechnet wurde.

Ablesebeispiel: R, =50Q, X =250 mm — R, =16,7Q.

43. Die Zerl der gegebenen Funktionsgleichung in

[

Lpd
2
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44.

ergibt 2 Gleichungen der Form (17), die als Strahlentafeln auf mm-Papier angelegt werden
kénnen. Im ersten Teilnomogramm wird p als Abszisse mit }, = 1 mm und ¢ als Parameter
gewihlt (Tafel 71). Die vertikale z-Teilung wird mit I, = 0,005 mm angelegt, ohne beziffert
zu werden. Von dieser Teilung geht das zweite Nomogramm aus, in dem % die Rolle des
Parameters spielt. Die s-Leiter ist mit [ = 2,5 mm angelegt.

Ablesebeispiel: p = 20kpem™, d = 500mm, k= 1000kpem=? — s = 5mm.

Mit der Hilfsvariablen % ergeben sich die beiden Teilfunktionen
h=m (100% — w)
ho=M(100% —

Als Parameter wird w bzw. W gewihlt. Ent: hend Gleick (17) hen Strahl
tafeln im mm-Netz (Tafel 72). Die vertikale Achae fiir die Hilfsvariable ist nicht gesondert
eingezeichnet.

Ablesebeispiel: m = 700 t, w=40%, W =30% —>M =600t.

Da beide N t sind, braucht nur eines verwendet und dabei m und M
bzw. w und W auf denselben Teil abgel zu werden. Das Ablesebeispiel fithrt dann
entsprechend der gepunkteten Linie auf W = 600 t im linken Teilnomogramm.

45, Beide Gleich b hend (22) Parallelentafeln im lg-lg-Netz. In beiden
Tafeln wird 7 als Parameter gewahlt (Tafel 73 und 74) Bei geel, ‘Wahl der Zeich
emhe)ten haben die Linien fiir den Parar in beiden N den gleichen Abstand

46.

der. Wird das N von Tafel 74 um die s-Achse umgeklappt, so da8 die
T-Teilung nach unten gerichtet ist, konnen die beiden Scharen zur Deckung gebracht
werden. Damit lassen sich beide Teilnomogramme ubar die Linien fiir den Parameter mit-
einander verbinden, wobei die Teil an verschied Seiten des N an-
zubringen sind (Tafel 75). Wihrend die Teilungen fiir d und s gleich gerichtet sind, sind die
v- und 7'-Leitern entgegengesetzt gerichtet, so daB fiir 7' eigentlich eine weitere Schar von
Netazlinien einzutragen wire. Sie sind der besseren Ubersicht halber jedoch weggelassen und
auch nicht unbedingt notlg, da bei genugendet Feinheit der 7-Teilung die Werte genau
genug abgel und die vorh linien zur Fithrung benutzt werden kénnen.
Ablesebeispiel: Fiir d = 8 mm, » = 4 mmin™? ist 7 = 128 min~? zu wihlen; mit s=
=3 mm ergibt sich 7' = 2,6 min.

Mit

n (3

Yy=—, 2=—oH

mm min-t’ mm min

folgt fiir die erste Leitertafel z = 2 und lgz=1gax—1gy.

Y
Zeicheneinheiten der AuBenleitern: I, = 75 mm, [, = — 50 mm
Abstinde: @:56=2:3, a=20mm, b =30 mm
Ergebnisleiter fiir z: I; = 30.mm, z, = 0,01.

i e b G A ey, e alg P sdie. Ewelte: Deltertatel wasiss und
g
mm min uw

lgv=Igz —lgu.
AuBenleitern: I; = 30 mm 1t. 1. Teilnomogramm, I, = — 75 mm.
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47.

48.

50.

510

52.

Absténde: d :e=5 :2,d = 50 mm, e = 20 mm.
Ergebnisleiter fiir v: 5 = 21,43 mm, v, = 0,001. 4

Die Triiger der y- und v-Leiter fallen die Teil werden auf
Seiten des Tragers bracht. Die Zapfenlinie wird nicht beschriftet (Tafel 76).

Ablesebeispiel: L = 100 mm, # = 200 min~}, s = 0,8 mm — 7' = 0,6 min

Wegen der beschrinkten Anzahl der geforderten k-Werte liegt eine Verwendung von % als
Parameter in einer Netztafel nahe. Mit % wird zunéchst die andere durch die Bauausfiihrung
b Grofe 4 fafit

Netatafel z = k- 4

Leitertafel @ = z- 4t baw. 1gQ =Igz+Igdt.

Da in der Lei Teil erforderlich sind, liegt auch fiir die Netztafel
eine Darstellung im Ig-lg-Netz 1t. Gleichung (22) nahe. Das Netz wird mit ! = 62,56 mm ge-
withlt, so daB auch fiir die Einheit der z-Leiter in der anschlieBenden Leitertafel ! = 62,6 mm
festliegt. Dieselbe Einheit wird auch fiir die A¢-Leiter benutzt. Fiir die Abstéinde folgt @ : b = 1
und fiir die Q-Leiter I, = /2 mit Q, = 1 kealh~? (Tafel 77).

Ablesebeispiel: 4 = 5 m?, Stahlbetonwand 12 cm dick, 4¢ = 5grd — @ = 75 keal/h.

Die Gleich
lassen.
Die Anlage der N feln erfolgt 1t. Gleichung (22) auf Ig-lg-Papier. Die logarithmischen n-
und k-Leitern werden mit ¢ in einer Leitertafel zusammengefaBt. Bei der Koppelung durch
die Leitertafel ist zu beachten, daB die s-Leiter Mittelleiter werden muB, damit sich nach
beiden Seiten Netztafeln anschlieBen konnen (Tafel 78).

Ablesebeispiel: d = 60 mm, v = 50 mmin~!, (».= 265 min~?), s = 0,8 mm, L = 1000 mm

thalt

t 7 Variable, von denen sich 2 (» und &) eliminieren

- T = 4,7 min.

5 (5+u 6+v T4+w 4+a:) 0 (—i 1;) c)(_; 12 g)
8 —6 3 24t B -
HY 8o 3 A -1 17 —11 23 20

—3a 30a O
0 —6a 9a
—33a 69a 60a

5 8 -7 9 -2 17
7T 4)+|-7 —6) = 0 —2)
—6 9, 5 8 -1 17

0
53. |0
0

55. (a

0 0
00
0 0

18y + by - by + 010 0)

a -
56. |, -
C

2 a-b, a ¢
a byoby byegy

a3 Cby cyncy
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An®; + Uy + g%y 4 v Ganp

%)+ @p% + @g%3 A+t Gy
57.

A1y + CmgTs + AmgTy +** 1+ Amnn,

o
»

-5 =1

13 —2

( s_u) w (919 eo.(m )
2 12

16—39+51 —37 51 50 42 27

( 22 —6 62.|87 —56 —48

61 _39 57 —25 —8 —23 48 —4 —1
22 7 1
1 6 10 5
15 19 3 18 36 21 —18
63. 6 0 64.] 18 —12 —25 30

4 0 -3 4
37 30 1 7

gg 3 2 6

65. 66.[4 0 1
52 3 40
00

o, (
-3,
—12 14 g = 8]
69. 6 6 70.[—-9 0 -3 —6
12 16, 2-8 6 0O
3 —13 156 -7
7 m=(6 i sw=( e 8)
13 12 19 18
299 = (i 1) su=("3 )
g 1-2 &
73. UB = ( 12 15) BA=(3 6 —14
14 —4 4,
110 9 62
26 47
4. AB = (35 0 14) %g[=(65 96)
25 1 12

9 12 15
. w9 (2 %) W(w 26 )
v \29 40 51
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/26 —8 30 30
—8 b8 172 —18 675 9
M-AB=\ 3 172 626 6 By ( 9 71)
30 —18 6 36,
0 0 0 —7 —14 21
7. AB=|(0 0 O BY= 2 4 —6
0 0 0 —1 -2 3
0 0 0 10 —8 28
8. AB=({0 0 O BUA=|—-5 4 —14
0 0 0 —5 4 —14
79. Weder Nullteiler noch vertauschbar.

56
—8,

17 3 2 6
mao- (1Y ou(t )
176 399
81. AB=BA= ( 0 5)
20 —8 22
w02 Y ouo(®
—8 —7
83.$[B=$9[=(21 6)
24 15 O
84, B =BA= (21 [ 3)
12 0 3
85. E s (ﬁu@ + ﬂlﬁo ﬂll 2’12 + ull %gg)
U € + UpaD Ay Byg + Apo By
86. 6 — (AnBu + 45,0 AyuBy, + Aan)
: An By + A0 A Byy + Ag, D,
4 A
130 B
4 c
3304 | &
87:bi= 284 | D
422 J f
30088/ ¢
746,6 h

)

nicht vertauschbar.

vertauschbar.

nicht vertauschbar.

vertauschbar.

vertauschbar.
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Ly Tsils g Ty Ly Ly Ty 1,50 11,60
4, /1 0030020 1,55 10,00
4, fo 0201101 1,65 7,55
gs 402010001 180§ _ | 1025
-4, 20001002 1,95 11,30
4,103 001020 g»;g 13,30
A 3001 » ki
e W g2 O 2,65 64,00
6 3 9
2 7 9
4 1 5
46 28 46
gg. 4 7 8| 70 69 139 90. ABE = (20 10 20
—6 3 5(—10 8| —2 9 4 9
7 5| 440 523 | 963
8 3| 530 576 | 1106
-7 -3
5 3-6 0 [ J—"
6 2 8 —1T 2 ol
4 1 5 3% 0 1
Mo 4 7| 52 15 61 —7[ —110 —223
3 2 1|3 14 3—11| —99 —160
5 6 2| 69 20 28 —36| —195 —359
8 12 10 152 58 98 —54| —404 —742
—448 —637
92, ABED = (8 —32  36) 3. 9123@<D=(_1288 _13)
94, —884 — 962 — 81 = — 1927.
95. Aufgabe 77: det A = 0 det B = 0
Aufgabe 78: det A = 0 det B =0
2 0 —4-—1
5 6 —3
5 6 —3 0
9.9) |; 43 16 o =—(1- i—1§ 1(15 =
4 3 —1 0 -
= —s;—:a:—;; —ene-| T 2w
= =0 | g 4| =50

b) D = — 6.

0 0-—1
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11 8 1,25 6,25
97. 1= — =( <
0,8 (0,04 1) (0,05 1,25)
i 1
8§ 8 4
it 2 3 1 1
98.det A =8 Wyy=( 6 2 —4 o= T e
. -3 38 2
3 3 1
8 8 4
1 —6 —6 3 1 —3 —30 24
W'g—1=_i_2_ 6 10 —5 100.9[“:—69‘ —10 15 —12
12 12 —12 & =0 ==
" 91 —17 — 4 3 6 —5
101.2(-1=—l —24 98 —27 102.%[—‘=—; 6 2 —5
—11 —26 94 -5 -5 5
—19 —9 -3 8
-2 -1 0 1
g
108.97 =\ 55 _97 —9 23
12 6 2-—8
11
2 4-—2 0 =
& 2 B
12 1| L o L
8 4
101
104. 12 1|—3 5 0
1—-2 4|—4 8 0 1 -2 ¢
3—1 65| 02 —2 3 —1 5
2 40| 816 0 2 4 0
6 1 9| 44 —2 6 1 9

105.z=(—2, 2,3, 4)

107.2=(1, 1, 1, 1)

109. Umordnen der Gleichungen
5., 4., 1., 2., 3. Gleichung
t=(2103,4)

112. Zuordnung:
Spalte 1. 2. 3.
Ll

Zeile 1. 4. 5.

106. Vierte Gleichung als erste setzen:
£ = (30, 10, 8, 12)

108.1 = (—3, 3, 4, 5, —2)

110.1=(5, 4, 3,2, 1)

lg=(,1,1,1,1,1)
Losung:

4. £ =(14, 14, 13,0, 2)
4
2.

weo
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113. Zuordnung: Losung:
Spalte 1. 2. 3. 4. 5 t=(—8,27521)
L S
Zeile 1. 3. 5. 2. 4

114.D=1-(—1)-(—3)-
D=—111

116.D=1-(—S)~(—4)-%

D=8
= <
118.D=—1-7-2(—7—78-)
D =156
H9.r—=2 120.r=2 120.r=3
3l =1 1
0 05 1—05
G , ,
2UT=15 4 3 2
215 —1 05

127. Zeilenfolge 2—3—1 Al=

128. Gestaffeltes System Aufgabe 126

ohne Zeilenvertauschung:
-3 [5] -3

2 3

mra e 5y

15.D=1-(—6)- _%).9
D=90

117.D=1-1-(—28):20-8

D = — 4480
122.r =56 123.r =3
4 6 3
5 5 5
1 1
1= | =~ —1 =
125. % 3 3
b 9 &
3 3

°
126. Nach Vertauschung der ersten und zweiten Zeile werden Briiche im gestaffelten System ver-
mieden.

3 6 q
5 5
=1 _6 _2
5 5
1 1 -1
1 1 1
T 72
1 i 5
2 6 12
-1 -1 1
129. Gestaffeltes System Aufgabe 127
ohne Zeilenvertauschung:
=
—3 1
+ -1 [0
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130. Gestaffeltes System 131. Gestaffeltes System
0 I
2 (Y
—4
5 8 3 . ’
® 8 7 L2 = &
5 5
1 3
-1 — P — 0 -1 — =
g g 3 g 1 1 1
1
19 17 1 = 1 &
= 5 5
56 56 7
1 24 %

132. 8=|0 -3 1

2 5 1 /?

133. Bild 122 -
=5 / 5 X
Bild 122 a%/’
; /
134. Bild 123
‘?A
0 N

Bild 128
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%,
[ X
%,
-3
Bild 124 Q
3
0 2 va
Bild 125
135. Bild 124 '57

136. Die Losungsmenge ist leer, wenn
a) eine Gerade als obere Grenze (<), die andere als untere Grenze (=) gegeben ist, und wenn
die beiden Geraden parallel sind.

137. Bild 125

a) b) c)
138. beschriinkte konvexe Menge; keine vertraglich
139. leere Menge; (3) iiberfliissig; unvertriglich
140. beschrinkte konvexe Menge; (2) tiberfliissig; vertriglich
141. unbeschrinkte konvexe Menge; (1) iiberfliissig; vertriglich
142, unbeschriinkte konvexe Menge; (4) iberfliissig; vertriglich
143. beschrinkte konvexe Menge;  (4), (5) iiberfliissig; vertriiglich
144. leere Menge . unvertriiglich

145.2, =11 23 =3 2Zmax = 64
Anleitung: Bei den Aufgaben 146 bis 154 sind die Werte fiir die Entscheidungsvariablen
und fiir z angegeben. Es sind aber auBerdem stets auch die Werte der Schlupfvariablen, die
sich aus der Losung ergeben, zu deuten.

146.8) 2, = 10 2, =2 2zmax = 22
b)ay= 5 2,=7 2zmax=31
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7. 8) 2= 6 2, =2 zmax=12
b)a;= 3 2,=4 2max=18.
Die Bereiche der zulissigen Losungen werden durch zwei verschiedene konvexe Polygone
dargestellt; deshalb ergeben sich trotz gleicher Zielfunktionen zwei verschiedene Losungs-
Eckpunkte.
148. 2, =7 2,=06 2zmax=2T
149. vgl. 145
150.1. A: 600 B:450 zmax = 1050 Produkte
2. A:400 B:550 zmax = 950 Produkte
3. 4:800 B:350 2zmax = 1150 Produkte
151.4,: 0  A4,:10 B:39  zmax = 694 MDN
152. 1. Variante: ; =10 2,=2 2=236
2. Variante: 2, = 5 2,=17 2z=36
153. 1. Variante: #; = 5 2,=2 z= 17
2. Variante: , = 3 2,=4 2= T
154.a) 1. Variante: 2, =30 2,= 0 2z=180
2. Variante: z; =15 x,=45 2= 180
b) Die Zielgerade hat die gleiche Richtung wie die zur Ungleichung (2) gehérende Grenz-
gerade. Das Maximum wird in den beiden unter 154a) angegebenen Eckpunkten sowie
in allen weiteren Punkien der horigen Strecke
155. b) Schicht I II I v
AKX je Schicht 6+0 642 246 640
== | — |-

Es miissen 3 verschiedene Gruppen von AK eingesetzt werden: 6, 2, 6.

156.dual: g, =8 Yy =2 zmax =134

primal: 2, =6 2,=0 2mm=134
157. G4 = 2320 tkm  158. G, = 2230 MDN
159. G4y = 178 MDN  160. Gmyn = 1470 MDN
161. Gmin = 2375 MDN 162. Gmin = 310 MDN (3 Varianten)
163. Gmin = 117tkm 164. Gpmin = 2960 MDN
165. Gmin = 1130 MDN.

Es verbleiben 5 t bei Z,, 15 t bei £, und 40 t bei E,
166. 8) Gmin = 2160 MDN

Die dritte Feldbewertung zeigt, da8 es eine Variante der Optimallésung gibt, wenn Feld
(25) besetzt wird. Diese Variante enthiilt nur noch 5 Fahrtrouten (nochmalige Ausartung).
b) Der zweite Losungsweg ergibt sofort die unter a) gefundene zweite Variante; wird in
dieser (22) mit Null belegt, so erhélt man die andere Variante.
167. Gmin = 2090 MDN
168. Gmin = 154 MDN )
Die zweite Verbesserung ist ausgeartet; sie stellt bereits die Optimallosung dar, da fiir die
beiden It. Bewertung moglichen Verbesserungen nur eine Umverteilung der Null in Frage
kommt.
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Lo 27100 n 0,
169. Iy, = 3188 = 0,848 2. 84,8%
170.a) 45 b) 6,5

171.7 =104 §=2,7018

5, 8 2z—1 (] ;
172.2) 3122 b) X 2 c) z (—1)i+42
z=1 z=1 T i=1

173.3) 1/3 + 2/5 + 3/7 + 4/9 = 506/316 = 1,606;  b) 1380

174.2,08

175.8) 5+5.12 11 - 13 = 42900
b)2-3-5.6.10+3-2.7-5-3 = 2430

176. a) — 28302674400; b) 37+ = 3¢ = 81

.
177.V3-5-4-9 = 4,8206

178. 1) % — 7,154 b)c—264  =—264-+ % — 264,333

105.1 410154+ 108-2,5+98-3 + 102-14-92.24-110-4

179 et —102,7%
180.3) 34478  b) 5,3481  c) 6,6419
181. V1,418 - 1009 = 104,46% . .
182, 17,01%
183.2) 7,35% D) 21380kg
184 68,182 kn/h
185.2) Q= 54620 b) @ —7,6608 ) @ =7,5602 d)Q — 3,7683

: H—2,5193 H—43575  H=60401 H=24412

186. Flachs: 7 = 70,50; Wolle: 7 = 12,09
187. Flachs: D = 72,86; Wolle: D = 11,73
188. a) T — 280,625

b) % = 287,917
¢) D = 202,857
189. 8,65%
190. 2,59

191.8) 41242,5 GWh  b) 106,35% c) 2515,2 GWh

192. aa) 7 = 47,856
ab) F=417; 5, =476 F,=4718
ba) % = 47,86
bb) 7 = 47,67

193.0) s = 76,986  Formel (113b) & =275
b) v = 27,439
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194.4) s =3,1736  Formel (113b) k — 48,5
b) v = 6,639
195.d = 0,21
" 196.a) R=11 b)d=34 c)s=4,5056
197 a) y = 513,90 + 121,37z + 6,9822

b) o= 1412.;7:35938 v = 6,169,

198. 8) y = 2005,83 -+ 75,61

¥ me ]/4% —59371; =269

199. Jahre | z
1955 1
1958 4 n=>5
1960 6
1962 8 y = 187,95 4 68,27z
1963 9
Jahre I 1955 1956 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963
Yi | 256,2 324,5 392,8 461,0 529,3 597,6 665,8 734,1 802,4

200.7 = 0,40/25 + 0,40 = 0,416; z;-Werte um 0,40 verkleinert
7 =14,8/25 + 20 =20,592; y;-Werte um 20,0 verkleinert
25 - (—33,710) — 0,40 - 14,8 848,670 -
= = — = —34,867; = 35,097
A 25-0,9800 — 0,016 24,34 %
7 = 35,007 — 34,8672

8= l/-—- - 47,63 = 1,4391

09800  25.040° 2434

g = 250 20040 _ 292 _ 0,040567

2= "o 24.95° 600

(nach Formel 113b)

, 123962  25.14,8 3077146

2 — - = — 51,285767

K 24 24. 250 60 0

(nach Formel 113b)

by = i [~33,710 %5’48] —1,41445 (nach Formel 128)

—1,41445
" = Jo,040567 - 51,285761

B,y = (—0,981)* = 0,962 (nach Formel 130a)
201.7 = 50 + 1,6 = 51,5; z;-Werte um 50 verkleinert
g=—1/6+156=14,8; y;-Werte um 15 verkleinert
203450 —30-(—4) 69120
2014700 — 900 203100

—0,981 (nach Formel 127¢)

B =0,23582; a, = 2,65527
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202.

203.

204.

20!

St

207.

208.

a) § = 2,66527 + 0,23582z

i
Bo =]/% 3e=13m
e Vls

2
c) 8= 14001 20308 28100 o 771,31568  (nach Formel 113b)

. 850 20.(—4) 16984

&= T Ty ke = 44,60474 (nach Formel 113b)
Spy= 1 Tga50 — 308 _ 18189474 (nach Formel 128)
19 20
181,8947
ray = —————— = 0,980

/771,3158 - 44,6947
d) By, = 0,980 = 0,960
Mit @ beginnen Py = 120 Pemutatlonen

mit b beginnen P; P 240
mit ¢ begi P; P i i 360
mit d begi P P i i 480
unter den letzten 120 befindet sich dxe 400 Permutation.
Mit da beginnen Py = 24 P 384
mit db begi P, P i i 408
unter den letzten 24 befindet sich d.lB 400. Permutnhon
Mit dba begi P,=6P t 380
mit dbc begi P, P i i 396
mit dbe beginnen Py P i i t 402
unter den letzten 6 befindet sich die 400. I’ermumhon
Mit dbea begi P, = 2 Permutagi 398
mit dbec begi P, Per i 400, also die 400. Permutation: dbecfa

10 Kombinationen

32
= 64512240
(o

32\ (22\ (12\ 32!
'(10)'(10)'(10)—(10:)5-2!

206.

PEin = 60

mit ¢ beginnen P{'® — 30 Permutationen

mit b beginnen P2 = 10 Permutationen, insgesamt 40
mit ca beginnen P{» = 12 Permutationen, insgesamt 52

mit chaa begi P, = 2P ionen, i b4, also ist cbacaa die 55. Permutation.
Die 13. Kombination mit Wiederholung lautet aabbcc
a) (920) = 4005 b) (9??) = 117480

c) (10) = 2555190 d) (?) = 43949268



526 Lésungen

o () ()
wn(j) -

4
o =4
211, (1)

212, Vu® + Va® + Vo + Vud + Vul® = 62

213. Anschliisse insgesamt: 105 = 100000
Sonderanschliisse : 10t = 10000
allgemeine Anschliisse: 90000

214, P, =6
215. 10%

216. a) ( & )

»(%)

50

217. a) 91 Farben
b) 10 Farben, denn Vw{ = 10° = 100 (V@ = 81)
c) 5 Farben, denn Vu® = 5° =125 (Vwd® = 64)
d) 4 Farben, denn V() = 44 =256 (Vi = 81)
e) 8 Ingenieure: 8 Farben
28 Meister: C¥ = 28
55 Facharbeiter: C® =56,
8 Farben reichen also msgesamt aus, wenn dxe Ingenieure einfarbige, die Meister zwei-
farbige und die Fachark le erhalt
218.a) P(4,)- P(4,) = 0,96 - 0,92 = 0,8832
b) P(4,)- P(4;) = 0,96 - 0,89 = 0,8544
o) P(dy)- P(4,) = 0,92 0,89 = 0,8188

219, Betneb I (Ereignis 4): P(4)=2/3
spricht TGL (Ereignis B): P(4 n B) = 5/9
gesucht: P(B/A)

P(4 0 B) = P(4) - P(B/4)
_P4nB) _5 3 5
P(B/A)—W_T?—?—o.sasa
220.8) P(d,) - P(4,) - P(4;) = 0,648324
b) P(4,) - P(4,) - P(A ) = 0,001976
¢) Das Ereignis,, eine arbeitet* ist das K )! drereignis zu ,,alle fallen aus®,

P(4) =1 — 0,001976 = 0,998024
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e

()

e G0 ) B
= 0,30(;:;21 0,0339 4(-3:({2)008 = 0.3(33325)

oder: Das Ereignis ,,mindestens eine Zehn“ ist das Komplementiirereignis zu ,,keine Zehn*,
also

221.a) P(4) = ) =0,3048

(28
Pa)=1— 3L _ 03305
30
3
222, Ereignis ,,6% — A; Ereignis ,nicht 6% — 4; P(4) = —2-

8
P= (%) =0,3349

223, Komplementirereignis zu ,keine 6: P = 1 — 0,3349 = 0,6651
224. Es werden der Reihe nach der GroBen z*, |42*| und |o| angegeben.

a) 17,321; 0,00015; 0,00087%

b) —1,532; 0,000099; 0,0065%

o) 0,100;  0,00002; 0,020%

d)  2,009; 000049;  0,023%

e) —0,007; 0,000155; 2,2%

f)  0656; 00005  0,076%

g) 185,740; 0,0001; 0,000054%,

h) 1768,322; 0,0005; 0,000028%,

i) —6,883; 0,00049; 0,0071%,

225. Bedeutung der GrdBen wie in Aufgabe 224.
a) 173; 0,02085;  0,12%
b) —1,53; 0,002099;  0,14%
c) 0,1000%); 0,00002; 0,020%
d) 2,10; 0,00051; 0,0249%,
e) —0,00716; 0,000005; 0,070%
f)  0656; 00005  0,076%
g) 186; 0,2601; 0,14%,
h) 1770 oder besser 1,77 - 10%;

1,6785; 0,095%
i) —6,88; . 0,00251; 0,036%,

1) Es empfiehlt sich hier, auch die Null in der vierten Stelle nach dem Komma anzugeben, da in
diese Stelle gerundet wurde. Trotzdem liegt nur eine dreistellige Genauigkeit vor, da die Ziffer 1
erst durch Zehneriibertrige entstanden ist.



528 Lésungen

226. a) D = 0,9171 — 0,9205 = —0,0034

b) D= —2.sin 23,25° - sin 0,25° —
= —2.0,3947 - 0,004363 = —0,003444

227. 0,478, — 504,6, = 0,4, — 504,6, = — 504,2, — — 504,

228. 0,1405, — 0,001 10, -+ 0,004758, = 0,1405, — 0,0011; -+ 0,0047, — 0,144, — 0,1442

4% 4,83 102 6,83 - 10 _
%) 566.10° 585 107 4,83 108 1 3,85 107
_ 483100 683100 483 . 683 .
(9,66 — 0,04) - 10°  4,83.10% ~ 9,62 183
= 0,502 - 1077 — 1,414 . 107 = (0,502 — 1,414) - 1017 —
= —0,912. 107 = —9,12.. 101
. 1,67 - 103 2,85 - 104 B
) 54010 —833.10° 1,67 107 L 833 108
1,67 10~ 2,85 104 1,67 2 s5

- s o I : Y
=640 —083)-10°  833.10° 457 0 —ga3 0=

=0366- 107 — 0,342 10! = 342

Da der Rschenstn,b zur Losung dieser Aufgabe verwendet werden sollte, war es nicht méglich,

noch zusi llen in der Recl g zu verwerten.
230. Da die Funkti leick das Ar x nur als Quadmt enthilt, konnen die symme-
trisch zur y-Achse gel Werte insam hnet werden.
z 1—22 | YT—a?| 14422 1
& z 1142 % Y2
@ ® ® ® ® @
@ |1+eor| 1:6 ®@-® | ~@+6]
[} 1 1 1 1 0 -2
40,1 0,99 0,995 1,04 0,962 0,033 —1,957
40,2 0,96 0,980 1,16 0,862 0,118 —1,842
40,3 0,91 0,954 1,36 0,735 0,219 —1,689
+0,4 0,84 0,917 1,64 0,610 0,307 —1,527
+0,5 0,75 0,866 2,00 0,500 0,366 —1,366
+0,6 0,64 0,800 2,44 0,410 0,39Q —1,210
+0,7 0,51 0,714 2,96 0,338 0,376 —1,052
+08 0,36 0,600 3,56 0,281 0,319 —0,881
+0,9 0,19 0,436 4,24 0,236 0,200 —0,672
+1,0 0 0 5,00 * 0,200 — 0,200 —0,200
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231. Es ist iterativ 4y = @y — yp: ¥, mit

Yp=sin 2, —Inz, und
zu bestimmen.

Y =cos x, —1:a,

n @ 1 2 3
Ty 2 2,24 2,2193
180
T 3) 57,296 - @ 114,6 128,34 127,16
@ 180 — ® 65,4 51,66 52,84
s8in z, (5 sin @° 0,91 0,7843 0,7972
[EEN ® cos @° —0,42 —0,6203 —0,6040
Ig, @ Ig® 0,30 0,3502 0,3463
Inz, ® 2,3026 - (1) 0,69 0,8064 0,7974
1:a, ® 1: @ 0,5 0,4464 0,4506
Un ®,| &-@® 0,22 | —0,0221 | —0,0002
v, @ ®— —0,92 | —1,0667 | —1,0546
— Az, @ @:@ | —02¢ 0,0207 0,0002
Tpna @ ®—@ 2,24 2,2193 2,2191
Als gesicherter Wert fiir die Nullstelle kann 2x = 2,219 angegeben werden.
232.a) — 827 233. a) 999999999975
b) — 82700000 b) 999999997500
c) — 9008270000 c) 999974999999
d) — 99999999999 d) 999999999001
e) — 100000000 e) 998264030000
f) — 12345679000 £) 990000000001
g — 1000000 g) 910000000000
h) — 10000000001 h) 909999999999
234.a) 10564; (U) = 2; Kommaschieber rechts von Stelle 1
b) 1978534; (U)=2; s » IR
c) 596,185 (U)=2; » w oo s 4
d) 1136,223; (Uy =3; » w4
e) 49117,6309; (U) = 6; -1 5 .
235. a) 9305 ;5 (U)y=0; » ”» FET |
b) — 19,2578; (U)=1; » woom om B
¢)  147,58742; (U) = +-2; »” » s » 6
d)  9458,10479; (U)=0; % n » o» B
236. Zahl 1 2 3 4
Ed 3, 14159 26535 9
kg 3, 14159 265356 9
3 3, 14159 26635 9
T 3, 14159 26535 9
8, | 12,
A 56636
8, 1| 06140
A 3| 6
in | 12, 56637 06143 6

47 = 12,5663706144
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237.  Zahl | 1 2 3 4
Ve 1, 414213 562373 1
vz 1, 414213 562373 1
8, 2,
S, 828426
8, 1 124746
A 2
2.72 2, 828427 124746 2
IE] 1, 732050 807568 9
D, 1,
D, 096377
D, ...999 317178
D, ...999 3
2Y2-73 | 1, 096376 317177 3
-2.Y2 — V3 = 1,096376317177
938.a) 37436,52
b) 50509911112
<) 92,05149
d) 15546,96

e)  4378,20006

239.a) 2152125;
b)  4349322;
)  4862368;
d) 1741113358;
e)  1000988;

240.

* negative Kurbeldrehungen

notwendige Kurbeldrehungen:

Zahl 1 2 3
a=m 3,14159 265359

b=m 3,14159 265359

ab, 9,8695 877281

ash, 083364 9
a,b, 083364 9
ayb, 0
a-b 9,8606 044010 8

72 = 9,860604401

IR L B
R N A
2 4 1r44 ¥

1 43

I

4424 5% =11

4

8
8
4
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241, Zahl 1 2 3
a 1,41421 356658
b=a | 141421 356658
ab, 1,9999 899241
agh, 050438 | 931
asb, 050438 | 931
ash, 127
a 2,0000 000118 | 989

Also ist a® = 2,00000001190

Essei 4 =a— V2 die Abweichung des Wertes ¢ von ﬁ Dann errechnet sich aus

@ = (4+ V2R =4°42-4-V2+ 2 = 2,00000001190

da A2 vernachliissigt werden darf. Die Zahl a stimmt also in den ersten neun Ziffern mit }2

der Wert
4= 1190 108 = 0,42 102,
2.V2
iiberein.
242. 2 = 512
218 = 262144

2% — 68719476736

Zur Berechnung des letzten Quadrates ist wieder ein Rechenschema anzulegen.

Zahl 1 2 3 4
a=2%| 68719 476736

b=2%| 68719 476736

asb, 4722 | 300961

agh, 32760 821184

ab, 32760 821184

agby 227277 213696
ab 4722 366482 869645 213696

243. A-a=

Also ist 27 = 4722366482869645213696

219,9931
— 54,2798
74,5697
269,8012
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244.15! = (2-15)- (5-14) - (3-4-6) - (7-13) - (8-12) - (9- 11) - 10 =
= (30-70-72) - (91-96) - 99 - 10 = 1512 - 8736 - 99 - 1000 =

1=

2= 2. 11=
3= 3. 21=
41= 4. 31 =
5l= 5- 41=
6l= 6. 5!=
M= 7. 6!=
8l= 8. Tl=
9= 9. 8!=
10! =10 9! =
111 =11-10! =
121 =12.111 =
131=13.12! =
141 =14-13! =

1

2

6
24
120
720
5040

40320

362880
3628800
39916800
479001600
6227020800

87178201200

15! = 15 - 14! = 1307674368000

245. Es wird zunéichst fiir jede Grundzahl a die 5. Potenz als Produkt der 2. und 3. Potenz er-

13208832 - 99 - 1000 = 1307674 368000.

mittelt. Durch Quadrieren entsteht dann sofort a®,

I~ 2 | 3 4 5 6
I 2| & 9 16 25 36
3 8 27 64 125 216
4 16 81 256 625 1296
5 32 243 1024 3125 7776
6 64 729 4096 15625 46656
7 128 2187 16384 78125 279936
8 266 6561 65536 390625 1679616
9 512 | 19683 262144 | 1953125 | 10077696
10 | 1024 | 59040 | 1048576 | 9765625 | 60466176
N\ 3 8 9
2 49 64 81
3 343 512 729
4 2401 4096 6561
5 16807 32768 59049
6 117649 262144 531441
7 823543 2097162 4782969
8 5764801 16777216 43046721
9 40353607 134217728 387420489
10 | 282475249 1073741824 | 3486784401

246.a)  8,7414,
b) —12,3672.
247.a-b = 39,691268
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248. Es werden fiir alle Gleichungen die Resultate S; der linken Seiten nach Einsetzen der an-
gegebenen Losungen und die Differenzen D; zwischen diesen Werten und den vorgegebenen
rechten Seiten angefiihrt.

8, = — 762,87349; D, = —0,00349
S,= 1191,23203; D,= 0,00203
Sy = — 58942141; D, = —0,00141
Sy=  351,09701; D, — —0,00299.
249.a) 311 250. a) 122 251.a) 0,0649715
b) 167 b) —337 b) 8,02296
) 13462 o) 728,11 ) —0,137684
d) 32123 d) —1354,79 d) 1000004
Die letzte Ziffer der letzten Aufgabe brauchte sprechend der P Problemstell an sich
nicht mehr angegeben zu werden. Da an ihrer Stelle eine bed lose Fiillnull geschrieb

werden miiBte und die Zahl nur knapp iiber 1000000 liegt, ist ‘die gewiihlte Schreibweise
trotzdem zu empfehlen.

252. a) 1,578, — 1,343, = 0,235
G448, _ 5603
175,104, ——
*
¢) (168,161502 — 122,32) : 4,557 = 45,841502 : 4,557 = 10,059, = 10,060

d) (2,02895 — 6,16280) : 0,1467 = — 4,13385 : 0,1467 = — 28,179, = — 28,179.

b)

253. Das Gleichungssystem

oz +bhy=c
g% + bpy = ¢,
hat die Losung

@10y — A3Cy

oD _wh=ab D
) D ab, — azb, ’

so daB nach folgendem Schema gerechnet werden kann:

®© | ® | ©® | ® |00-00

¢ = — 4,53 | ¢, =39,27 by = —26,49 | b, = 14,33 D, = 975,3474

a,= 11,38 | a, = 18,27 ¢ =— 4,53 | cg=39,27 D, = 529,6557

a; = 11,38 | a, = 18,27 by = —2649 | b, = 14,33 D = 647,0477
und daraus

% =D, :D=1,50738; y=D,:D = 081857
Die Probe liefert (in Matrizenschreibweise)
(11,38 = 26,49) ) (1,507 38) _ (— 4,5299349)
18,27 14,33/ \0,81857 39,2699407
Eine genauere Untersuchung an Hand dJeser Resultate wiirde zeigen, daB die fiir die Lsung

Llicl

Ziffern wi alle sind.

&
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254.8) n | Zy | a:z,
0 82 83,56
1 82,78 82,7736
2 82,7768 82,7768
oo @2 _ 0852 — GSSLOBBGIB2 _ oooee 0o
22, 2. 82,1768
also ist
¥ 6852 = 82,77680835
b) = | 3 | a:z,
0 0,028 0,02921
1 0,02860 0,0286013
2 0,0286006 | 0,0286007
- 0,000818 — 0,00081799432036 =00 20223
2-0,0286006
also

J0,000818 = 0,02860069929 .

266.d = Y + 5 = V47023146 om  mit  V4702,3145 = 68,67;,
also ist

= 68,57 cm.

256.5) |a| = VaZ + a + af — V231,0257 = 15,199, = 15,20

0,317
b)e,=( 0854
— 0,413

257.a) Aus (zy + Az)® = a§ + 323 Az + 324(42)? + (dx)® =a folgt, da die Glieder mit
(42)* und (Ax)® vernachliissigt werden konnen, die Beziehung

2} + 323 Az = a oder 32idx =a — z}
und daraus die Gleichung (190).

b) Es wird 2, = 1,26 als A t mit dem Rechenstab besti Die weitere Rech-
nung erfolgt am besten wieder in einem Rechenschema.
N RON I NS S 2

Ty @ 1,26 1,25992

z2 ® @* 1,5876 1,5873984064

g @ @ 2,000376 1,999995000191488

a—z,| ® [ e—&@ | —0,000376 0,000004999808512

322 ® 3.-® 4,7628 4,7621952192

Azg @ ®:6® | —0,000079 0,00000104989

3
V2 = 1,250921050.
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SACHWORTVERZEICHNIS

Abbrechfehler 425

Abhingigkeit, lineare 189

Abweichung, durchschnittliche 347£.
—, mittlere quadratische 332, 347, 349
Abweichungsquadratsumme 356
Addiermaschine 442

—, erweiterte 442

Addition mit Tischrechenmaschinen 447
—, numerische 431

Additi 1 fiir Wahrscheinlichkeiten 402¢.

binomischer Lehrsatz 415
Bit 4711, 476

CuoLESKY 166
Cramerscher Hauptfall 162

Darstellung, numerische 4241,
Danrzic 204

Defekt 187
Dx tion 256

Adjunkten 157

—, reduzierte 163

Adresse 476, 491
Adressen-Rechenwerk 491

ALGOL 486

Algorithmus 204, 485

—, Gaussscher 166

— —, verketteter 166,174, 177
Alternativirage 482
Analogrechenautomat 468
Anfangslésung 235, 271
Anordnung, lexikographische 378

A Grad der absol 363
—, — — relativen 363
Approximationsmethode von VoeEL 297
Ausartung 256

Ausgabe 471

Auswahlproblem 299

BaNacHiEwIcz 166
Basis-darstellung 236
16sung 234

— -variable 234

Befehl 471, 479, 487ff.
—, organisatorischer 487
Befehlsregister 489

— -schliissel 491

— -zihler 489 3
Bereich der zulissigen Losungen 223
BerNoULLI 394
BestimmtheitsmaB 3711
Binomial-koeffizient 388
— -verteilung[413ff,

degressiv 354

Denkmaschine 467
Determinanten 116, 120, 122, 156ff., 183 ff.
—, Entwicklungssitze 157
—gesetze 157

Dezimalsystem 424, 472
Diagonaltafel 53
Dichte-funktion 412f., 420

— -mittel 319, 3391., 344
Differenz, logische 398

— fast gleicher Zahlen 432
digital 442, 468
Digitalrechenautomat 300, 468 ff.
Distributionsmethode 274ff.

—, modifizierte 2781f.

Division, numerische 433

— mit Tischrechenmaschinen 459 ff.
Divisions-Stopp 462

D’OcacyE 16

Doppel-leiter 71

— — -summen 312ff.
DreiadreBmaschine 486
Druckwerk 471

Dualitéitssatz 259

Dualsystem 424, 469, 472F.
DurchsatzgroBen 140, 196f., 200

Eckenprinzip von Danrzic 227, 232, 256
Eck-1osung 236

— -punkt 215f.

EinadreBmaschine 486

EinfluBgroBen 200

Eingabe 471
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Eingabemedium 471
Eingangswerte 431, 470
Einheit 16
Einheitengleichung 17
Einrichten 435

Einsatz, theoretischer 197
Einstellwerk 443
Eins-und-eins 472, 474
Elektronengehirn 467
Eliminationsgleichung 167
Entscheidungsvariable 207
Entwicklungsrichtung 354
Ereignis, deterministisches 395 -
—, einzig mogliches 396
—-feld 398

—, komplementires 398

—, sicheres 398, 400, 410

—, unmégliches 398, 401

—, zufilliges 395 ff.

Ereignisse, dquivalente 397
—, entgegengesetzte 398, 401
—, mogliche 398, 401

—, unabhiingige 404

—, unvereinbare 396, 402
Erfassung des Riicklaufs 197f.
Ergibtzeichen 480fF.
Erwartungswert 411£.;417, 419
Erzeuger, fiktiver 292

EvLEer 387

Exponent 435, 472, 477

Fakultit 315

Farx 129, 1521,

Fehler 426

—, absoluter 426, 431
—, relativer 427, 431

— -fortpflanzung 431
Feldbewertung 276
FERMAT 394
Festkommadarstellung 476
Fluchtlinientafeln 74
Fliigelgruppe 338
FluB-bild 4801f.

— —, 6konomisches 199
— -diagramm 480ff., 484
Freiheitsgrad 350
FiinfadreBmaschine 486
Funktions-netze 41, 445
— -taste 445

Gavss 166, 394
Genauigkeit; 426, 4281F., 432, 434

Genauigkeit, absolute 428, 431£., 434
—, relative 428, 431, 434
—, iibertriebene 430
Gerad

1 i
ung von Ex

— — Logarithmenfunktionen 45
— — Potenzfunktionen 47
Geriite, periphere 471, 495
GERSEWANOW 16

Gesetz, assoziatives 121, 150

—, distributives 131

—, kommutatives 121, 123, 128
Gitterpapiere 41

GLAGOLEW 16

Gleichheit, numerische 429
Gleichheitszeichen 429
Gleichungssystem 459

—, lineares 139

—, inhomogenes lineares 2331., 270
Gleitkommadarstellung 435, 476 {f.
Gomory 303

GroBe, physikalische 16
GroBengleichung 17

—, zugeschnittene 18
Grund-richtung 354

—-zahl 472, 477
Gruppen-grenze 323

— -mitte 323

Hiufigkeit 321, 3391.
—, kumulierte 344
Haufigkeits-polygon 343
— -tabelle 323
Halb-automat 442

— -ebene 217

Haltbefehl 490

Harfe, logarithmische 30
Haupt-element 242

— -speicher 487

— -welle 444, 447, 450, 453
Hexadezimalsystem 473
HuyeExs 394
Hyperebene 215

Index-methode, aufsteigende 271fF.
— -register 485, 491

Interpolation, lineare 337

—, projektive 37

Inversion 378

Tterationsschritt 464, 482

Kanrorowrrscs, J. W, 204
KaxNrorowrTscH-LURIE 297
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Kapazitit 446

Knotenpunkt 272, 274
Kormocorow 394

Kombination 375, 385
Kombinatorik 374fF.
Komma-marke 443

— -schieber 443, 445, 450, 454, 458, 461
Komplement 446, 4501., 459
Komplexion 374f.

Konnektor 482

Kontrollen 440, 480, 492, 495
Konvertierung 475, 478
Kopplungsgleichung 201
Korrelation, lineare 370ff.
Korrelationskoetfizient 370, 372f.
Kosten, fiktive 279ff.

Kovarianz 371

Kubikwurzel 466

Kumulreihe 337

Kybernetik 303

LALANNE 16

Larrace 394
Lauf-index 484

— -linie 96

Leiter, Fanktions- 28
—, Gleichung 21, 28
—, logarithmische 29
— -paar 73

—, Potenz- 29

—, projektive 34

—, regulire 21

— -tafeln mit parallelen Leitern 74
— — mit nicht parallelen Leitern 81
— —, Verbindung 100
—, trigonometrische 29
Leit-linie 93, 482

— -werk 470, 487, 489
Loch-band 471

— -karte 471
Loschtaste 445
Luckgy 16

Mantisse 435, 477
Mantisseneinheit 30
Markow 394
Maschinencode 492
MaBzahl, statistische 319
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Matrix 113f., 483
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— der Liefermengen 267ff.
—, Diagonal- 118, 136

—, Einheits- 118, 135, 248

—, Entfernungs- 267 ff.

—, Kehr- 155f., 161 f., 190ff.
—, Koeffizienten- 112

—, Kopplungs- 196, 199
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—, Multiplikation mit dem Faktor k 122
—, Null- 116, 121, 135

—, Plan- 201

—, quadratische 115, 118, 187
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—, Rang 186
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—, spaltenregulire 189

—, Struktur- 200£f.

—, symmetrische 119

—, transponierte 117, 162

—, Typ 115, 128

—, Umsatz- 140, 197

—, Verbrauchs- 112

—, zeilenreguliire 189
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— -division 194f.

— -gleichheit 120

— -kalkiil 119

—, kommutative 134, 156

— von Matrizen 143, 145ff.

—, Multiplikation zweier 125ff.

—, Multiplikation von mehr als zwei 149
— -produkt 127f.

—, reguldre 162, 187, 189

—, singulére 162, 187

— -subtraktion 120

—, Teil- (Blocke) 142ff.

Median 319, 335ff.
Mehrstufennormtabelle 199

Methode der kleinsten Quadrate 354 ff.
— — lésenden Summanden 297

—, Ungarische 297

Millimeterpapier 41
Minimum-bedingung, Gausssche 356
— -eigenschaft, lineare 338

— —, quadratische 326
Minusmultiplikation 457

Mittel, arithmetisches 319, 344, 360 .
—, Eigenschaften des arithmetisch
—, einfaches arithmetisches 320

—, einfaches geometrisches 328 1.

—, geometrisches 319

324fF.
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Mittel, gewogenes arithmetisches 320 ff.
—, gewogenes geometrisches 329

—, harmonisches 319, 333

—, logarithmisches 329

—, quadratisches 319, 332

Mittelwert der Lage 319, 335
Mittelwerte 3191F.

— und ihre GroBenbeziehungen 340fF.
Modalwert 319, 3391.

Modell 478

—, allgemeines mathematisches 205 .
—, deterministisches 208, 208

—, duales 260

—, primales 2591,

— der Transportaunfgabe 267

MorveE 394

Multiplikation, numerische 433

— mit Tischrechenmaschinen 453
Multiplikations-grenze, untere und obere 315
— -index 315

— -modelle 129F., 144, 1511F., 199

— -regel fiir Wahrscheinlichkeiten 404
Multiplikator-Einstellwerk 454

N-Nomogramm 86

Niherungs-funktion 3561.

— -wert, 425, 427, 429, 463
Nebenbedingungen 2081.

Netz 39

Netztafeln 52

— mit doppelt-logarithmischem Netz 62
— — einfach-logarithmischem Netz 58
— — regulirem Netz 55

—, Verbindung von 95
Nichtbasisvariable 234
Nichtnegativititsbedingung 208£.
Nomogramm 15
N tzte 92

Nomographie 15
Nordwesteckenverfahren 297
Normal-gleichungen 3561.

— -verteilung 420ff.
Normalisieren 435
Normierungsforderung 435, 477
Null, fiihrende 427, 463
Nullitdt s. Defekt

Nullteiler 135

Operand 433, 461, 479, 489
Optimalititekriterium 207
Optimierung, dynamische 303
—, ganzzahlige 303

Optimierung, konvexe 302

—, lineare 203 1.

—, parametrische 301
Optimierungsrechnung 203
Ordnungszahl des Zentralwertes 335 \

Papier, doppelt-logarithmisches 47
—, einfach-logarithmisches 43
Parameter, konstanter 298

—, variabler 207

— der Kurvenschar 53

Pascar 394

Permutation 3751.

Plangleichung 4801F., 485
Planungsforschung 301

Porsson 394

Polyeder, konvexes 215

Polygon, konvexes 216

—-zug 355

Postenzéhler 449

Problem, duales 259f.

—, primales 2591,

Produkt, logisches 397

—, skalares 127

— -zeichen 3151,

Programm 479

— -beschreibung, algorithmische 485
— -bibliothek 495
Programmieren 469, 479
Pr ierung,
progressiv 354
ProzeBrechner 499
Pseudotetrade 476
Punkt, extremaler 214
—, innerer 213

— -menge, konvexe 212

ische 486

Quadratwurzel 463 ., 482

Randpunkt 214

Rangabfall s. Defekt
Raum, n-dimensionaler 212
Rechen-automat 300, 467fF.
— -biiro 469

— -formulare 4381F., 469

— -geschwindigkeit 495

— -pléine 4381F.

— -schema 439

— -werk 470, 487, 489

— -werksregister 487
Rechnen, numerisches 425ff.
Regieanweisung 479



Sachwortverzeichnis ' 543
Register 487 Streuungsbereich 422
Regression, lineare 365ff. Stiitz-ebene 216
Regressions-gleichung, lineare 365 — -gerade 216

— -koeffizient 367

Reihe, dynamische 354
Reihenvertauschung 179
Repetitionstaste 449
Resultat-register 487

— -werk 443
Riick-konvertierung 475, 478
— -iibertragung 455

Runden 425

Saldiermaschine 442

Schema von Fark 129fF., 152f.
Schlitten 442

Schliisselgleichung fiir Leitertafeln 761f.
— — Netztafeln 55ff.
Schliissel-spalte 241

— -zeile 242

Schlupfvariable 233f.
Schreibweise, halblogarithmische 434ff., 477
Schrittlinge der Leiter 26, 29
Schutzstellen 431 ff.

ScawerpT 16
Schwerpunktseigenschaften 324, 344, 360
Sechzehnersystem 473

SER 2b 497

Simplex 233

—, Ablaufschema 247

— -algorithmus 241 ff,

— -methode 204

—-tabelle 243ff.

— -transformation 2351f.
Skalarprodukt 457 ff., 484

SoreAv 16

Spalten-summenprobe 131£., 151f.
— -vektor 114, 118
Speicher-befehl 490

— -kapazitit 301

— -platz 476

— -werk 470, 487, 489

Sprechen 489

Sprung-adresse 490

— -befehl 490

Staffelbild 343
Standardabweichung 332, 347, 349
Stellenwertsystem 472
Strahlentafel 56

Streuung, lineare 347ff.

—, quadratische 332, 347, 349, 363
—, statistische 3471f.

Substitution, lineare 127, 149

Subtraktion mit Tischrechenmaschinen 450ff.
Suchzeit 487

Summations-grenze, untere und obere 306, 310
— -index 306

— -transformation 310

— -variable 306

Summe, logische 397

—, Spalten- 313

—, Zeilen- 313

Summen-polygon 344

— -verteilung 344

— -zeichen 305 ff.

Symbol, Eulersches 3871.

Teilumkehr 200

Tetrade 473
Tischrechenmaschine 442fF., 469
Transport-algorithmus, Ablaufschema 284
— -aufwand 266

— -kosten 266

— -problem 266 ff.

— —, ausgeartetes 295

— —, ausgeglichenes 268£.

— —, unausgeglichenes 291
Trend 354

— -funktion 356 ff.
Treppenpolygon 343
TSCHEBYSCHEFF 394

Uberlauf 477

Ubertrag 426, 447, 450, 474
Umdrehungszihlwerk 443f., 449, 451
Umverteilung 274 ff.

Ungleichung, lineare 2161f.
Unterdeterminante 157

Variabilititskoeffizient 353

Variante 206, 228, 253 ff.

Varianz 351, 371, 412, 418f.

Variation 375, 381ff.

Variations-breite 347

— -koeffizient 353, 363

Vektor 114

Verbindung von Netz- und Leitertafeln 106
Verbraucher, fiktiver 291

Verkettung 128

Verteilung, BERNoULLIsche 413, 415, 417
—, Binomial- 4131F.



544 Sachwortverzeichnis

Verteilung, Gausssche 420

—, Hiufigkeits- 343

—, hypergeometrische 418ff.

—, Normal- 420ff.

—, spezielle 413ff,
Verteilungs-funktion, allgemeine 409 .
— -probleme 298

— -tafel, primére 321

Vollautomat 442

Waol

po, durchschnittliches 329
Wahrscheinlichkeit, bedingte 405
—, klassische 3991T.

—, totale 406f.

—, unbedingte 405
Wahrscheinlichkeits-dichte 412, 420
— -rechnung 394 ff.

Wert, hiufigster 319, 339f.

—, numerischer 425, 429, 431

Wort 476

— -léinge, feste 476 F.

— —, variable 476ff.

Zihlrolle 447, 450
Zahlenwert 16

Zahlenwertgleichung 17

Zapfen-linie 101

— -punkt 101

— -schar 94

Zeicheneinheit 21 ff., 281.

Zeilen-summenprobe 130, 132, 151 ff., 248

— -vektor 114

Zeitreihe, empirische 354

Zelle 476, 487

Zellenwihler 487

Zentralwert 319, 3351,

Zielfunktion 207£. ‘

Ziffer, bedeutsame 427 fF., 430

—, gesicherte 4281F.

—, iiberfliissige 428f.

—, verbiirgte 428ff., 466

Ziffern-rechenautomat 468 ff.

— -rolle 447

ZRA 1 300, 496 L}

ZufallsgroBen, diskrete und stetige 408f., 412,
420

Zugriffszeit; 487

Zusammenhang, korrelativer 365
Zuteilungsprobleme 299
Zuwachsrate, durchschnittliche 329
Zyklus 482, 484
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Die Simplextransforms

htionen fiir Modell ((1))

q
Zielfunktion: 20z, + 10z, = z - max (1) | 30z, | + 102y + w, — 3000 100 «—
Nebenbedingungen:(11) 80z, + 10z, < 3000
(12) 40z, + 30z, < 6000 : (12) | 40z, | + 30z, + = 6000 | 150
(13) 10z, + 20z, < 2000 (13) | 10z, | + 20z, +wy = 2000 | 200
mit %, @z 0 (14) | 202, | + 10z, —e = 0| =
1 1 1 1
[ED] == 5 2 — 55w + 100 @1 z + (g%t ® = 100 | 300
(22) 2, Auolg.hv+squIS.%vuws.MaoSIS;S (22) al%u. IWS_+E. = 2000 120
w b
50 1
(23y’ A —10. 1v+ w, ?IS.PT 105 = 2000 — 10 - 100 (23) Fal-g @ + 1wy = 1000 | 60«
, 10 2
(24) H olv+E-Aoluoucvlu = 0-—20-100 (24) TH|—3m —z = —2000 —
y 1011 3 1 2 1
O ntw (grig) +wm-gg) - 100-3-0 CUNEE tHm g = 80
@ o (-3 (0t 200000 ©2) - mtw— = 1000
ur " 1 . s
@_xﬂgﬁllé«.fao (33) % — % + 50 ¥s = 60
; 10 1 3 10 3 1 _
(34) s_A|1+ﬂ ®v+ s.?ll.w —2 =—2000- .60 34 —-2w —tw -2 =—2200
Basislisungen

Ausgewahlte Kapitel, Beilage 2

Zu I.: Anfangslosung Zu IL.: 1. verb. Losung Zu II1.: Optimallosung
Basis- Nichtbasis- | Basis- Nichtbasis- | Basis- Nichtbasis-
variablen iabl i iabl iabl variablen
w, =3000 2z,=0 2= 100 2,=0 2= 80| w,=0
w, =6000 ;=0 wy =2000 1w, =0 w, =1000 | wy =0
wy = 2000 wy = 1000 z, = 60
z = 0 z = 2000 z =2200




