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WURIE - Schillerzeitung liir Mathematik

ierausgegeben vom FiW-aitiv der Sektion lathematik an der Fried-
rich=Schiller~Universitit Jena. Die Zeitung erscheint monatlich
zun; Mreis von 0,20 ilbi, destellungen sind an die kathematik-
learer der EOS5, 385 oder SpS zu richten. Finzelbestellungen kin-
nen direkt an unsere Adresse eingesandt werden,
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ilitarbeiter: K.Fischer, [.,kkeiBner, N.Kuse, H,Peuker,
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6% Jena
Helmhol tzweg 1
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[9-14-6 8 1842 L. 175

Ein Jahr Schillerzeitung WURIEL
I1it dem vorliegenden Heft erscheint unsere Schiilerzeitung be-
reitc im 2.Jahrgang. Wir nehmen dieses "Jubil&dum" zum AnlaB fiir
einen kurzen Riick- und Ausblick. liber das Ziel, welches sich das
PDI-Aktiv der Sektion Mathematik der F.-Schiller-Universitit Je-
na rit der Herausrabe der "Wurzel"™ gestellt hat, 1st bereits
meh-uals geschrieben worden (s.Heft 1/67 oder 5/67). Das Pro=-
sraan der fachlichen Artikel des 1.Jahrganges war unfangreich
ur:l o recislungsreich., "ir brachten Artikel {iber die verschie-
dunoiuss. Gobiete der Mathematik und eine Fiille von Aufgaben.
Auch das Programm fur den 2.Jahrgang soll allen Anspriichen in
dieser Richtung geniigen.
Tie die steigenden Abonnentenzahlen beweisen, kBnnen wir unser
Arlicpen im wesentlichen als erreicht ansehen. Trotzdem muB
auf einen Mangel hinrewiesen werden. Unser Ruf nach intensiver
iiitarbeit a 1 1 e r Leser ist fast ungehdrt verhallt, wenn
nan von den Linsendunzer der Aufgabenldsungen absieht. Aus die-
sem Grunde wiederholen wir unsere diesbeziigliche Bitte hier
nochmals: Vir sind fiir jede Kritik, fiir jeden Vorschlag zur in-
Laltlichen Gestaltung unserer Zeitschrift, fir Einsendung von
interessanten Aufraben (zur evtl., Verdffentlichwun:) und natiir-
lich fir eingesandte LOsungen zu unseren Aufgaben schr dankbar.
wir hoi'fen, daB es in diesem Jahr zu ciner breiteren lLeserdis-
kusgion komnt.

Die Redaktion



Der kiassische mhnnlﬁo Aussagenkalkil)

Im Heft 12 der "Wurzel" hatten wir erléutert, daB e3 bel Be-
schrénkung auf einen Teil unserer natiirlichen Sprache -die
Aussazesiéitze- mdglich ist, das SchlieBen von Wahrheitswerten
gewisser Aussagen auf Wahrheitswerte anderer Aussasen "in For-
meln" zu erfasser.
Will man einen de:rartigen ﬁbergann zu einer formalen Beschrei-
bung zewissger Gesetzmiligkeiten vollziehen, so. ist es ndtiz,
zunéchst einen gewissen Apparat von Reseln usw. (Kalkiil senannt)
zu schaffen. Dicser Kalkill muB, soll er das Gew'inschte leisten,
bei jeder konkreten Deutung (Interpretation) mit den inhaltli-
chen Vorstellunzern fiber den zu formalisierenden Bereich iiber-
einstimmen.
Wir wollen nun in diesem Helt zeigen, wie man fiir den Bereich
der Aussagen eine geeignete formale ("logische") Zeichensprache
konstrulert und wie man ihre Interpretation vornimnt.
In das Alphabtet @ unseres Kalkiils nehmen wir folsende Zeichen
auf: a=D_{’ {pyv yA v y—> &>, (, )},
wobel das Zeicien p eventuell mit Unterscheidunssindex verwen-
det werden dari.
Aus der MNense 'y aller endlichen Folgen von Zeichen aus C¥
(2. 3. ist pjaav P> cine Folge aus Tigg) wihlen wir nun die-
Jenizen Zeich:enreilen aus, die "sinnvolle Gebilde™ —wir sazen
"Ausdriicke"- unsercr *Sprache sein soullen. (Dabei haben wip im
Auze, dald dio =2 spiter als Aussagenvariablen, die Zeicien
~3yA,4V =, e als "nickt", "und", "oder", "wenr - so",
" =ansn dann, wenn" jedeutet werden sollen.)
Uazu geben vir fiir die ienge aller Ausdriicke folgende Krzeu-
rinzeremel (induktive Definition) an:
anfanpsgehritt: Jedes Zeichen P; ist Ausdrucik
Induktionsschritt: 3ind die Zelchenreihon ¥4 und H,
Ausdriicke, 80 sind es auch die folgenden Zeichen-
reihen: ~llay (3114 Ha), (H,ly HE)' (H'l - Ha), (H.IH Hade

" AbschluB: AuBer den aufgefithrten gibl es keinc weite-

A ren Zeichenreihen, die Ausdruck sind.

ir betrachten ein Beigpiel:
i Zelchenreile ~ ((pyA0,) = 95) ist ein Ausdruck.



Begriindung: p,, P, sind Ausdrilcke, also auch (p11\p2). P3 ist
Augsdruck, also auch ( (p,'/\pe) - pa). SchlieBlich folgt:
~ ((pqA Py) = p3) iet Ausdruck.

Ubgggsbeisgiala: Priifen Sie nach, ob die folgenden Zeichenrei-
hen Ausdriicke sind: PaAvv Doy ((DqA PRV (~ P3))

Betrachtet man die hier gezcbene Definition des Ausdrucks ge=
nauer, so stellt man fest, da3 sic nach dem Vorbild unserer
Sprache aulgectellt wurde: Sie widerspiegelt, wie man aus Aussa-
gen mit Hilfe von "nicht", "und", "oder" usw. neue Aussagen bil-
den kann.
Wormal gesehen sind unseve Ausdriicke jedoch noch bedeutungslose
Zeichenreilen, die erst eciner Interpretation bediirfen. Das Ziel
der zu wihlenden Interpretation soll es nun sein, jedem Ausdruck
eindeulig einen Vahrheltgwert O oder 1 zuzuordnen.
Dazu hren wir den Begrif( der Belegung £ der Variablen Py ein. |
De " inition:

 heiflt Belegung der Py =p f ist eine eindeutige Ab-

bildung der Menge aller py in {0,1}.
*{y4) ist also ein eindeutig bestimmter ¥ahrheitswert aus {0,1}.
Nan kdnnte an dieser Stelle fragen, weshalb Py nicht mit einer
Aussage belegt wird. dierauf geben uns die ﬁberlegungen von Heft
12 Auskunft: Da der “ert zusammengesetzter Aussagen zufolme der
verausgesetonten Txtenslonalitft nur ver den Wahrheitswerten der
Binzelaussazen abhingt, ist es sicher sinnvoll, pP; mit einem
“ahrheitswert zu beloszn, ‘
Wir bezeichnen nun den Vahrheitswert, den ein Ausdruck H bei
vorgezebener Belegung 7 annimmt, mit Yert(H,f) uud definieren
ihn intiktiv wie folgts:

Azfanzoschritt: Bestahit I nur aus dem Zeichen Pi»

se 1st vert{H,f) = f(pi).
Induktionsgelritt:
Ist 1 elne Zeichenreilic

der Torem so ist Uert(i,f)
~'?1 =ye nou(Eert(H1.f))
iy A L) =np SECTert{ll, 1), Tert{i,, ©)
(!,Ti v . =np vel{ﬂert(ﬁx, },?ert(ﬂg,F})
{21-+ 15) =0 seq(iert(ﬂ1.f),?ert(ﬂn,f))
T e L), 2o Ha (iert{ly,£),%ert(i,, £},



(Dabei sind "non", "et" usw. die in Heft 12 definierter Boole-
schen Funktionen.)

Betrachten wir cin Beispiel:

Es sel die Belegung f mit f(pq) = 0, £(p,) = 1 und £(p) belie—
big sonst gegeben. Wir bestimmen Wert(H,f) fiir den folgenden
Ausdruck H: ((pq=> py) = (~pyv py))

Nach Definitior. ist
Wert((pq = Py)sf)=seq(Wert(p,,£),ert(p,,£))
=8eq(£(p4),1(p,))
=geq(0,1}
=1
Ferner hat man:
Wert(~ Pqsf)

nOn(Wert(pq.f))
non(f(p4))
non(0)

= 1

Alsoc ist
Wert(evp1\r pa),f)=VQICWart(n-pﬁ,f),wert(pg,f))
. avel(1,£(p,))

=vel(1,1)
=1

SchlieBlich ist

Wert(H,)=seq(Wert((py — 1,),f),Yert((vpyv p,),£))

=3eQ(1|1)
=1

{ibungsbeispiele:
1. Man bestimme “ert(H,f), wenn H der Ausdruck

((Pq+p,)A (P >Pp3)) > (Pq=Pp3)) ist und
f(p1) - f(Pa) - f(Pg) =0
2. Man suche eine Belegung £, so daB Wert(H,f) = 0, wenn der
Auodruck H = ((py =p,) = (P> = pq)) ist.

Den wie oben aufgebauten Kalkiil (bestehend aus formalen Aus—
driicken und ihrer zweiwertigen Interpretation) nennt man
klassischen zwelwertigen Aussagenkalkiil.!)

Rolf Lindner

wiss, Aspirant
an der Sektion Mathenatik
der Triedr.-Schiller-lnivers.
Jena
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AUFGABEN (Serie 1/68)
9.Klasse: (9.23)

(9.24)

10.Klasse: (10.23)

(10,24)

11/1".Klasse:
(11/12.23)

(11/12.25)

——

Gegeben selen zwel verschiedene Parallelen
und zwei Punkte A und B auf der einen Pa-
rallelen. Man halbiere nur mit Hilfe des Li-
neals die Strecke AB.

Drei Freunde trafen sich im Café: der Bild-
hauer Weiss, der Geiger Schwartz und der
Maler Rot. "Es ist doch komisch, daB einer
von uns weiBe Haare, der andere schwarze
und der dritte rote Hsare hat, daB aber
keiner von uns die Haarfarbe hat, auf die
sein Name hinweist", bemerkte der Schwarz-—
haarige. "Ja, du hast recht", sagte Weiss.
Welche Hasarfarbe hat der Maler?

Man 16se die Ungleichungen:
B) X +xt +x4+1>0
b) |tan x|+ |cot x| < 2
Eann man einen Viirfel so schneiden, daBl als

Schnittfléche ein regelméBiges Sechseck
entsteht?

Ist es mioglichk, aus den Zahlen

1 1 1
[l E].a-' En.nnn
eine unendliche peometrische Reihe’ B0 auszu-—-
withlen, dali ihre Summe ; ergibt?

23 st 24 zelsen, dab 42 4 1%5n - 1 fir alle
n=t"m]Tehen p durch € teilbar ist.

PREISAUFGABE (P. 13)
‘| Man stelle

e

die quadratische Gleichung auf, deren ‘Vur-

zeln x4 und x, folgenden Gleichungen geniigen:
Xq¥p + Xq + X5 - M= 0
X X, = m(x1 + xa) + 1 =0, wobei m#¥ -1,
Unter welcher Bedinsung sind diese VWurzeln reell?

ang existiert penau ein» roelle Iﬁsg der Gleichun:x?




Fiir jeden vollstéindigen Losungsweg der Preisaufgabe erhiélt der
Einsender einen Wertpunkt., PFiir fiinf Wertpunkte erhédlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben,entscheidet das Los (unter AusschluBR des Rechts-
weges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&éllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
LSsungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum
30. des jeweilipen Erscheinungsmonats (Datum des Postatempels)

an unsere Adresse einzuschicken.

ACHTUNG =~ ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG -~ ACHTUNG - ACH

Bei der Kontrolle der eingesandten Ldsungen haben wir
bemerkt, daf ein Einsender die Angaben iiber Name, Klas=

se und Schule auf seiner Einsendung vergessen hatte.

Jir bitten daher, daB sich derjenige Einsender bei uns
meldet, der die Aufgaben (P.7), (P.8) und (10.13) auf
einem Blatt bei uns eingesandt hatte. ‘

Wir machen gleichzeltig darauf aufmerksam, daf in Zukunft
nur solche Einsendungen bewertet werden kdnnen, bei denen
Name des Finsenders, Klassenstufe und die von ihm besuchte
Schule angegeben sind.

Aufgaben zur Graphentheorie
(siehe much Heft 7/8/67 "Elementare Einfiihrung in die

Graphentheorie"I)

1. Zwel Mopedfahrern ist der Treibstoff ausgegangcn. Sie stehen
mit einem leeren 21-Behi'lter und einem leeren 51-Behdlter
an der LandstraBe. Ein vorbeikommendrnr Motorradfahrer ist
bereit, jedem Mopedfahrer ciner Lit-r ‘reibstoff abzumeben.
Er fiihrt einen gefliillten “1-"ehilter Treibrtoff mit sich,
Wieviel Umschiittunren sind minicstens erforderlich, um je-
dem !lopedfahrer ~encu einen Liter Treibstoff abzumessen?
Die Umcchiittungen sollen so vorgenommen werden, daB bei
Jeder Umfiillung ein Behilter géinzlich gefiillt oder ein
Behélter génzlich releert wird. 7ie gro? ist die miniusle
Anzahl der Unschiittungen, wenn sich am knde je cin Liter
Treibstoff im 21=-3ehiilter und im 51=Behiélter belfinden
eollen?



Anleitung: Man 13se das Problem mit graphentheoretischen
Mitteln. Die Piillzusténde der drei Behilter
deute man als Knoten eines Graphen. Fiillzusténde,
dle durch erlaubte Umschiittungen auseinander hervor-
gehen, verbinde man durch gerichtete Bogen.

2. Das StraSenbahnnetz einer Stadt werde durch folgenden unge-

richteten Graphen dargestellt.
Enoten: Haltestellen

Bdégen: Teilstrecken

a) Existiert eine solche Fahrtroute, die Jede Tellstrecke
genau einmal enthélt? (Wieviele solcher Fahrtrouten
mit der geforderten Eigenschaft?)

b) Existiert eine geschlossene Fahrtroute? (Startpunkt=
Zielpunkt)

c) Wann existiert eine geschlossene Fahrtroute im StraBen-
bahnnetz?

Anleitung: Die Ordnung der Kreuzungspunkte muB in die Hber—
legungen einbezogen werden!

Fiir vollsténdige LSsungen dieser Aufgaben {iber Graphentheorie
werden Wertpunkte vergeben.

e — o —— ———— ————— —————————————— =

1) (PuBnote von Seite 5) In einer letzten Fortsetzung wollen
wir an einigen Beispielen zeigen, wie man mit den Aus-
driicken dieses Kalkiils ,rechnen” kann.




Die Spiegelung am Krels - eine geometrische
Abbﬂdﬂl'IIHInuuiulunhullhunlndungon!

fiblicherweise wird bei der Ldsung geometrischer konstruktions-
aufgaben vorausgesetzt, daB als Konstruktionshilfsmittel Zir-
kel und Lineal dienen. Es gibt auch eine Reihe von Aufgaben,
die man mit dem Zirkel allein 18sen kann (sieke Aufgabe (9.23)),
mit Zirkel und Lineal jedoch kann man mehr Aufgaben 18sen.
Welche Konstruktionsaufgaben kann man aber mit dem Zirkel allein
10sen? Diese Frage wurde im 1%. und 18. Jahrhundert von den
Geometern MOHR und MASCHERONI beantwortet. Sie fanden den iiber-
raschenden
S a t z: Jede Aufgabe, die mit Zirkel und Lineal geldst werden
kann, l&8t sich schon mit dem Zirkel allein 18sen.

Dabei muB man voraussetzen, daB eine Gerade dann als gegeben
anzusehen ist, wenn zwel ihrer Pumkte bekannt sind, denn mit
dem Zirkel allein kann man keine Gerade ziehen (aber man kann
auf Grund dees angegebenen Satzes z.B. beliebig viele Punkte ei=-
ner durch zwel gegebene Punkte festgelegten Geraden einzeln
konstruieren).
Im Rahmen dieser Artikelserie wird u.a. der Satz von MOHR und
MASCHERONI bewlesen werden. Dabei werden wir nicht den von den
Entdeckern des Satzes angegebenen Konstruktionen folgen, sonderp
wir werden mit der "Spiegelung am Kreis", einer geometrischen
Abbildung arbeiten.
Allgemein spricht man in der Geometrie von einer Abbildung,
wenn jeaem Punkt P (der boene oder auch des Raumes) eindeutig
ein Bildpunkt P' zugeordnet ist. Man nennt P den Originalpunkt
zu P'. Fir die Splegelung am Kreis gibi es folgende
Definition:
Gegeben ist ein Kreils - Spiegelkreis genannt - mit
dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Das Bild eines
Punktes P ( # M) ist derjenige Punkt P' auf dem
Strahl MP, fir den WB'.WP = r° gilt.
Es bedeutct allgemein AB die Lénze der durch die Punkte A und
B festgelegten Strecke.
Aus der Definition folgen unmittelbar die nachstehenden Eigen-
schaften der Abbildung:



1) Ist P eln Punkt auf der Peripherie des Spiegel-
kreises, so stimmt sein Bild mit P i{iberein:
es ist ja dann MP = r, aus der Definitionsglei-
chung HP'.HP = r° wird WB'ep = r2, hieraus folgt
=2,

2) Ist P ein Punkt auwernalb des Spiegelkreises, so
liegt sein Bild P' im Inneren des Spiegelkreises,

denn es ist
P > r, folglich

< 1,

&l

und demzufolge WP' = £ = r. £ < p,
MP MP

3) Ist das Bild von P der Punkt P', so ist das Bild
von P' der Punkt P, denn es ist dle Definitions=~
gleichung WBY.#P = r° gleichbedeutend mit
TE.iD' = r2, Bei der Spiegelung am Kreis werden
Original- und Bildpunkt einfach vertauscht.

Diese drel Eigenschaften rechtfertigen iiberdies den Namen "Spie-
selung" am Kreis.

Auf Grund der Definition kann dem Mittelpunkt M des Spiegel-
kreises kein Bild zugeordnet werden. Damit auch M ein Bild be-
kommt, fiigt man kiinstliech zur Ebcne noch einen "unendlich fer-
nen Punkt" hinzu und setzt fest, daB er das Bild von M ist.

" Der Kathetensatz fiir rechtwinklige Dreieckc gibt eine Mdglich-

keit, bei gegebenem Spieselkreis zu einem gegebenen Punkt P
dessen Bild P' zu konstruieren.

FaBt man nimlich TP und TBY

als Hypotenusenabschnitte ei-

nes rechtwinkligon Dreiecks
auf, so0 hat wemen MPVeIP = r°
die an *® anliegende Kathete
die Lénge r. Es folszt als

Konstruktionsvorschrift:

; Liegt P innerhaldb des Spiezel=-

kreises, so errichite man auf *P in P die Senkrechte, zeichne

im Zchnittpunkt B dicser Senkrechten mit dem Kreis die Tanvwente,

diese schneidel den fitrahl P in P', Liegt P auBerhalb des 'pie-

fi~nlkreisces, so zeichnet man durch P eine Tangente an den Spie-

Jellpede, von Ber’ihrungspunkt B £f111¢ man das Lot auf den

10



Strahl MP und bekommt als LotfuSpunkt den Punkt P'. Es sollen
jetzt die Bilder von Geraden und Kreisen untersucht werden.
Man sieht sofort: das Bild einer Geraden durck M ist diese Ge-
rade selbst, denn liegt ein Punkt P auf einer solchen Geraden,
so liegt P' nach Definition auf dem Strahl MP, also auch auf
dieser Geraden. Das Bild eines Kreises mit M (dem Mittelpunkt
des Spiegelkreises) als Mittelpunkt und dem Radius a ist ein
Kreis mit demselben Mittelpunkt und dem Radius ra- % .
Es sei nun g eine Gerade die nicht durch M geht. F sei der
FuBpunkt des Lotes von M auf g und F' dessen Bild. Ist P ein
beliebiger Punkt von g, P!
sein Bild, so gilt °

B .08 = UF'.UF, hier-
sus folgt: ' _WE ,
2 - W WP
Auf Grund dieser Seltenver-
hEltnisgleichheit sind die
Dreiecke MFP und MP'F' &hnlich,
- weil sie ja auch noch den Win-
kel bei M gemeinsam haben. Da das Dreieck !FP bei F stets einen
rechten 'inkel hat, hat das Dreieck IP'F' bei P' stets elnen
rechten Winkel. Nach dem Satz des Thales folgt nun:
wandert P auf der Geraden g, so wandert P' auf einem Kreis mit
dem Durchmesser MF'. So ergibt sich der
S & t z: Das Bild einer nicht durch H verlaufenden Geraden ist

| s | ein Kreis durch Ii, der in i eine zu g parallele Tangen—

P

te hat. Das Bild eines durch M verlaufenden Ereises ist
eine Gerade parallel zur Tangente des Kreises in M.
Diese Eigenschaft, nimlich daf bei Spiegelung am Kreis Geraden
auf Kreise abgebildet werden, wird sich beim Bewels des Satzes
von [IWiR und MAGUH.? I als sehr niitzlich erweisen.

Al~ n”chstes ist zu untersuchen, welche geometrischen Figuren
sici: als Bilder belirsti -er Kreise ergeben.

Bérner
vins3, Mitarbeiter
an !cr Tektion Mathematik
- :» Ppirdrich=Schiller-
Yiniversittit Jena

11
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(P.112:(eingesandt von Siegfried Brandt sus Wurzbach)
X YX 1
A EE TR € TS TS 4

Y _ X - YX und
Ve e Bl ¢ g o @ Sl o I . |

Z - ZXY - 1
Wr 2+ 1 - XTI+ X - XY+ I+ %7
(°.19):(eingesandt von Michael Schulze aus Karl-Marx-Stadt)
Bs gilt sicher (a - b)° 2 9
2?2 - 2ab + b2 2 0
a2 ¢ b2 2 2ab
Da ab > 0 ist, kann ich durch ab dividieren, ohne daB
die Relation geiindert wird, und erhalte:

a b
P *a

2 2

(2.20):(ebenfalls von Michael Schulze)
“enn man ein Blatt Papier in 5 Teile zerreilt, so kom-
nen 4 neue Blétter hinzu. Daraus folgt, daB bei Divisi-
on der Anzshl der urspriinglich vorhandenen Bldatter
durch 4 der gleiche Rest entsteht wie bei Division der
Anzahl der spdter vorhandenen Blétter durch 4,
Auf die Aufgsbe angewandt, bedeutet das, daB

1967 = 4.k + 5 (k ganz)

sein mufl, Dies ist nicht der Fall, so dal man auf diese
Weise nie 1967 Teile Papier erhalten kann. i

(11/12.19): Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion.
Die Behsuptung gilt fiir n= 1 :
2! =1 =2 =«1=1= 1.1}
Vir nehmen an, die Behauptung gelte fiir n und zeigen,
daB sie dann auch fiir n + 1 gilt. Es ist:
11! + 22! % ... + nen! + (n + 1)(n + 1)!
' (n+1)! =1+ (n+1)(n+ 1)
(n+2)n+ 1) =1
(n+2) -1

L]

12
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Der klassische zweiwerlige Aussagenkalkiil 1l

Wir betrachten das Ubungsbeispiel 2 aus Teil I unserer Aus-
fiihrungen in der "Wurzel", Heft 1/€8.
Wenn Wert(((p;—» p2)—»(p> > p1)),f) = 0 sein soll, so muB (siehe
Definition von seq) Wert((p;—p:),f) = 1 und
Wert((p, > p1),f) = O gelten. Letzteres ist aber der Fall, wenn
f(py) = 0 und f(p,) = 1 ist.
Neben diesem Ausdruck, dessen Wert bei geeigneten Belegungen
gleich O oder 1 sein kann, gibt es - das {iberlegt man sich sehr
leicht - auch Ausdriicke, deren Wert bei jeder Belegung gleich O
bzw. gleich 1 ist. Wir werden uns im weiteren besonders fir sol-
che Ausdriicke interessieren, die "richtige logische Schliisse" be-
schreiben, und sagen:
Definition:

Ein Ausdruck H heiBft ailgemeingiltig =,

Fiir jede Belegung f ist Wert(H,f) = 1 .

Der oben betrachtete Ausdruck ist nach dieser Definition sicher
nicht allgemeingiiltig, dagegen sind die Ausdriicke

1) (~ (p1AP2)E»( A~ Divea P2)) und

(2) (~ (pivp)e>(~ P1A ~ P2)) - de Morgansche
Regeln genannt - allgemeingiiltig, wie man leicht durch Bele-
gungen priift. Der Ausdruck

{3) (pv ~ p) ist ebenfalls allgemeingiiltig.
Begriingung: Es ist Wert((pvap),f) = vel(f(p), non f(p)) = 1,
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da stets f(p) # non £(p) gilt.

Nimmt man sich nun das Rechnen in der Arithmetik zum Vorbild fiir
das "Rechnen" in unserem EKalkiil, so stellt man fest, daB noch
elne wichtige Frage zu beantworten ist: "Wann sind zwei Ausdriik-
ke gleichwertig?"

Vom Standpunkt unserer Vor‘iberlegungen betrachtet, -2ift das
aber: Ausdriicke sind (inhaltlich) gleichwertig, wenn ihre Wahr-
heitswerte bel jeder Belegung iibereinstimmen. Hieraus folgt die
Definition:

Ausdriicke Hy und H, heiBen semantisch ﬁquivalent

(kurz H, dqsen Hg) = bf Fir jede Belegung f ist

Wert (Hq.f) = Wert (Hz,f).

Beispiele:

1) Es ist ((~pqvPylvp,) dgsem (~p,vp,) (4)
2) Bs ist ( Pq—p, ) Hgsem (~pavpy) (3)
3) Bs ist ((pqvP,yADz)égsen ((PqAaP3) v (PyAD;)) (6)
4) Bs ist ((~pyAP) vP,) Hasenm D, (7)

(Priifen Sie ¢as nach!)

Man zeigt nun leicht den folgenden

S at z: H, dqsem H, genau dann, wenn (Hﬁt-HE)
allgeneingiiltig.

Beweis: Yenn H, dgsem Hyy, 50 2ilt fiir jedes f Wert(H,,f) =
= Jlert(H,,f), wormus nach Definition von dq folgt:
Wert((H,l;i-HQ),f) = 8daq(Wert(H,,f), Wert(H,,f)) = 1, d.h.
(Hje»H,) ist allcem=ingiltiz. Analog schlieBt man in
umgekehrter Richtune.
Mit diesen wenigen Hilfsmitteln kdnnen wir nun bereits an die
logische Analyse einer elementarmathematischen Aussage gehen, so
daB die Vorteile unserer Formalisierung in etwa deutlich werden.
Wir analysieren den Satz:
"Sind die Zahlen a und b gleich, so sind auch ihre Quadrate
gleich".
Hierzu flihren wir folgende Abkiirzungen fiir die konkreten Aussa-

gen ein: Aqt a =D
2 2
Unser Satz 188t sich dann wie folgt sufschreiben:
Voraussetzungen: 1) Wenn Aqy s0 A, und 2) A,
Behauptung: A

2
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Fiir den Bewels der "Richtigkeit"™ dieses Schlusses geniigt es
aber zu zeigen, da8 der Ausdruck H: (((pq-pz)/\pﬂ)-»pg) in
den Aussagenvariablen P4q und Pp allgemeingiiltig ist. Dies k&n-
nen wir in der Tat:
Mit (5) gilt H &gsem (((~Py vV Py)A P I->DP5),
welter mit (6) H dgsem (((~ p14p1)v(p2A p,‘)}—rpe), also mit
(7) H &gsem ((ppAP4)—>P,), d.h. wegen (5)
H Hqsem (~(p2,\ p1)v pa). woraus mit (1) folgt
H #gsem ((a pov ~ Pq)vDy), d.h. H &gsem ((~p2vpj)v ~ p1)
Wegen (4) und (3) folgt damit ((~v P, vPy)VA py) ist allgemein-
giltig, d.h. H ist allgemeingiiltig, was zu zeigen war,

Rolf Lindner

wiss. Aspirant
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Univers.

Achtung Knobelfreunde!

Die folgende Aufgabe ist als Anwendung der Planungsmethode PERT
(siehe "Wurzel" Ni.10/67 und 11/67) gedacht. Fiir vollstiéndige
Losungen dieser Aufgabe werden geméB den Bestimmungen fiir die
Preisaufgaben Wertpunkte vergeben.
Ein Sportwettkampf soll organisicrt werden (das Beispiel ist
etwas ldealisiert beziiglich der Beteiligung) Folgende Dis-
ziplinen kommen zur Austragung:

1. 100m-Lauf €. KugelstoBen
2. 200m-Lauf 7. Speerwerfen
3. 1500m~-Lauf 8. Hammerwerfen
4, Weitsprung 9. Diskuswerfen
5. Hochsprung 10, Stabhochsprung

An den einzelnen Disziplinen beteiligen sich 5 Sportler nach
folgender Tabelle:

Tabelle I Disziplinen

| Teilnehmer 1121 3| 4|56 7] 8]1]9]10
1 X X X p.4 X
2 X | x X | x X
3 p'd X X X X
4 X X X x x
5 x| X X | x X

16



Fir die Einzelwettbewerbe liegen folgende Dispositionen fiir die
Zeitdauer vor:
Tabelle IT
Disziplin) 1 | 2 ) 5 | w | 5| 6|2 |8 s | 10|
Zelt '15' | .ao'l 30" I 60" lso' l 450 lgo' lso' l 90" | 30'|

Der Wettkampf soll unter Beriicksichtigung weiterer Bedinsungen
geplant werden:

1. Jedem Teilnehmer ist die Beteiligung gem#f Tsbelle I zu
garantleren (d.h. startet ein Teilnehmer in mehreren Dis-
ziplinen, so miissen diece zeitlich nacheinander abgewickelt
werden).

2. Fir die Laufdisziplinen steht nur eine Anlage zur Ver-
figung, d.h. sie miigsen zeitlich nacheinander asblaufen.

3. Die Gesamtdauer fiir den Sportwettkampf soll mdglichst
kurz sein,

Aufgabe: Man plane den Sportwettkempf mit Hilfe der Planungs-
methode PERT,

Anwendung der 3piecelure am Kreis

Aufpabe: Gegebern sel ein Kreis 8, und zwel Punkte P, und ¥, Es
ist ein Kreis zu konstruleren, der durch die gegebenen
Punkte geht und %, senkrscht schneidet (Orthogonalkreis)
Konstruktionsbesch“eibung:
M, sel der Mittelpunkt des zegebenen Kreises. Wir wihlen das
Zentrum O des Spiegelkrelises J 80, daB es auf R1 liegt. Der
Radius von J sei r = GP; (m8glich, da beliebig wihlbar). P,
bleibt dadurch bel der Spiegelung erhalten (geht in sich iibsr).
Die Spiegelung von P, an J ergibt PS (in der Konstruktions-
zeichnung wurden die Konstruktionshilfslinien fiir die Splege-
lung von PE' Q und R1 weggelassen, die Konstruktionsanleitung
dazu wurde im I, Teil der Artikelserie "Spiegelung am Kreis -
eine geometrische Abbildung . . .", Heft 1/68 gegeben).
Die Spiegelung wvon f4 ergibt R3- R1 geht durch das Zentrum des
Spilegelkreises, also ist R} eine Gerade, die die Gerade GM4 in
Q' senkracht schneidet.
Laut Aufgabenstellung ist jetzt ein Kreis zu konstruieren, der
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durch P} und P} geht und R 4 senkrecht schneidet:

Man errichte in § PTFT dle Senkrechte (Mittelsenkrechte), i

Schnittpunkt mit Ra ergibt M,. Der Kreis um M, mit dem Radius

r, = P} = HEPE schneidet Jin A. Der Kreis durch A, Py, P, ist

der gesuchte Orthogonalkreis., Sein Mittelpunkt ist H3.

Bemerkung: In der Konstruktionsbeschreibung wurden elementare
Konstruktionen, wie die Konstruktion der Tangente von
einem gegebenen Punkt an einen gegebenen Kreis, die
Konstruktion der Mittelsenkrechten und die Konstruk-
tion eines Kreises durch drei gegebene Punkte weg-
gelassen.

Konstruktion:

Der Leser iliberpriife die Richtigkeit der Konstruktion.
18



Aufgaben (Serie 2/68)

9.Klasse: (9.25) Folgendes Glelchungssystem ist zu ldsen:
12 + y2 =68 (1)
Xy = 16 (2)
(6.26) Es ist zu zeigen, daB 11
teilbar ist.

10 _ 1 qureh 100

10.Klasse: (10.25) Man beweise, daB .
cos(% o) = cos(% ) - sinx ist.

(10.26) Man beweise folgende Aussage:
Wenn die Winkelhalbierende eines Dreiecks
gleichzeitig Mittelsenkrechte ist, so ist
das Dreieck gleichschenklig.

11/12.Klasse:
(11/12.25) Man beweise, daB fiir alle natiirlichen n
(n>1) gilt:
%+%+I}+...+%“>?n
(11/12.26) Es sei (x - 1)(x = 2)...(x = 100) =
100

Man bestimme die Koeffizienten 399 und 28400 °

Preisaufgabe (P. 14)
Neben der Preisaufgabe (P.14) werden als Ferienpreisaufgaben
fiir Leser aller Klassenstufen noch die Aufgaben (10.19) und
(10.20) ausgeschrieben.

(P.14) Im Dreieck AABC sei der Winkel o doppelt so
groB wie der Winkel B.
Weiterhin gilt: AB = c, AC = b,
Zu bestimmen ist die Lénge der Seite BC.

Fir jeden vollstédndigen Losungsweg der Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhilt d-r Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
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Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten niecht unter die Gewin-
ner fdllt, nimmt er automatisch an der n#chsten Auslosung teil.
Die Losungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis
zum 30. des jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststem—
pels) an unsere Adresse einzuschicken.

Die Spiegelung am Kreis - eine geometrische Abbildung mit
inferessanten Anwendungen Il

Im Teil I wurde die geometrische Avviiaung "Spiegelung am Kreis"
definiert, und es wurden einige Figenschaften hergeleitet. Ins-
tesondere wurde gezeigt, da8 die Rilder von Geraden gewisse
Kreise sind und daf Kreise durch den Mittelpunkt M des Spiegel-
kreises auf Geraden abgebildet werden. Nun wird das Bild eines
nicht durch M verlaufenden Kreises gesucht. s sei K ein scicher
Kreis und es mige ¥ aullerhalh von
(el X liegen. Von ¥ aus wird eine Tan-
cente an K gelegt {(Rerithrurgspunk:
2), eine beliebige Sekante durch
M schneide ¥ in P und §¢. Dann Zilt
au? uruuu_uer Sekantensatzes:

NEY = WP . Ve .

Fir die Bildpunkte P', 4', B' folgt

aus der Definition der Abbildung:
oy - oy
— — = c % 2.2 3
Mp' . WMoY . I, _ T E(L\ =(IB7~,
I W7 (¥R)° \NB/

Hieraus erkennt man (Umkehr. des Se ekantensatzes!): durchléuft

P den Kreis X, so durchlaufer die Bildpunkte P' ebenfalls einen
Kreis. Ist nun K ein Kreis, in dessen Innerem der Punkt X liegt,
so gelangt mar zu analogen FErgebnisser auf Grund des Sehren-
satzes. Man bekommt n&mlich genau dieselben Gleicrhunger wie

oben, wenn man in diesem Falle durch M die kiirzeste Sekne legt
und einen Endpunkt mit B bezeichnet {(der Leser fiihre diess
Schliisse im einzelnen durch!). Insgesamt erszibt sich der

5 a t z: Das Bild eines beliebigen nicht durch M gehendern Kreises
ist ein Kreis.

Nun ktnnen wir zu allen Piguren, die nur aus Geradenstiicken una
20



Kreisbdgen bestehen, die Bilder konstruieren (siehe Figur 2).
Y ibrigens kann man aus den bis
jetzt hergelelteten S&tzen ohne
groBe Milhe die SchluBfolgerung zie-
hen, daB bel Spiegelung am Kreis
die Winkel ihre GrdBe nicht ver-
dndern. Dabei muB man unter dem
Schnittwinkel zweier sich in zweil
~ Punkten schneidenden Kreise den
Figur 2 Schnittwinkel ihrer Tangenten in
den Schnittpunkten verstehen und beriicksichtigen, daB8 die in den
beiden Schnittpunkten entstehenden Winkel wegen der Symmetrie
der beiden Kreise (Symmetrieachse ist die Verbindungsgerade der
Mittelpunkte) gleich sind. Wird mwn ein Winkel von den sich im
Scheitel S schneidenden Geraden a und b gebildet, so sind dis
Bilder dieser Geraden Kreise, die sich im Mittelpunkt M des Spie-
gelkreises und S', dem Bild von S schneiden. Die Tangenten in M
sind parallel zu a und b, also ist der Originalschnittwinkel
gleick dem Schnittwinkel in M und dieser gleich dem Schnittwin-
kel in S'.
Trotz dieser "Winkeltreue" findet bel der Spiegelung am EKreis
eine erhebliche Verzerrung der Figuren statt und manche geo-
metrischen Elgenschaften der Originalfiguren sind im Bild nicht
mehr anzutreffen. So sind z.B. die Bilder zweier Kreise mit ge-
nmeinsemen Mittelpunkt (sog. konzentrische Kreise) im allgemei-
nen nicht wieder konzentrisch.
Wir wollen nun zeigen, daB man zwel nicht konzentrische Kreise
durch Spiegelung an einem geeignet ge-

gis
LS

wEhlten dritten Kreis 1in zwei konzen-

. C//”——\\>\ trische Kreise liberfilhren kann. Die gege-
benen Kreise migen wie in Figur 3 in-

\\\\__”/} einanderliegen, die Gerade ACDB sei Ver-

bindungsgerade der Mittelpunkte. Der
gesuchte Splegelkreis soll der Mittel-
punkt X haben, der aus Symmetriegrinden auf der Geraden ACDB
liegen wird, und der Radius sei r. Wir bezeichnen jetzt mit PQ
die Lénge einer Strecke mit den Endpunkten P und @ &°'f der Gera-
den ACDB und vereinbaren, da8 P3 pesitiv ist, wenn P links von

Figur 3
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Q liegt, andernfalls ist es negativ zu nehmen. Beli dieser Fest-
setzung gilt némlich 2iir jeden Punkt R die Regel PQ = PR + RQ,
und es ist immer RP = -PR. Die Bildkreise liegen genau dann kon-
zentrisch, wenn A'C' = D'B' gilt. Um hieraus X zu bestimmen,
schreiben wir diese Gleichung auf Grund der eben genanntean Re-
gel in der Form
A'X + XC' = D'X + XB',

aus der Definition der Abbildung folgt hieraus

r°  r T r2

"X~ *18 -

Betrachtet man AX als Unbekannte x und driickt die anderen X ent-

haltenden GroBen durch AX aus (z.B. DX e DA + AX), s0 bekommt

man die quadratische Gleichung
X?(DB - AC) + 2AC » 4D + X - AB « AC + AD = O.

Thre Diskriminante ist AS°AD® + (DB - AC)+ABsAC-AD,

unter Benutzung der obigen Regel rechnet man aus, daB sich hier-

fir die stets positive GrdBe AC+AD+BD<BC ergibt, d.h. die qua-

dratische Gleichung hat zwel Ldsungen. Es gibt also zweil Punkte,
die man als Mittelpunkte von Spiegelkrelsen nehmen kann (der

Radius ist beliebig), so daB die Bilder der gegebénen Kreise kon-

zentrische Kreise werden. Man kann zeigen, daR einer dieser “it-

telpunkte im Inneren des kleineren, der andere im AuBeren dr -
griBeren Krelses liegt.

Als Anwendung behandeln wir folgende Aufgabe:

Gegeben sind zwei ineinanderliegende, nicht konzentrische Krei-

se K, und K2. Zwischen beide Kreise

werden weitere, !.C.1 von innen. K2 von
auBen beriihrende Kreise einbeschrie-

ben (FPigur 4).

a) Auf welcher Linie liegen die Mit-
telpunkte dieser Kreise?

b) Auf welcher Linie liegen die
Beriihrungspunkte?

c) K, und K, mGgen so beschaffen sein, daB sich die Kette der
einbeschriebenen Kreise schlieB8t. Unter dieser Voraussetzung
s0ll gezeigt werden: zeichnet man eine andere solche Kette,
80 schlieBt sich diese ebenfalls,

Die Aufgabe ist leicht zu l5sen, wenn man durch Spiegelung an

einem geeigneten Kreis K, und K2 in konzentrische Kreise iiber-
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fithrt. Bei der Spiegelung am Kreis werden ja aus sich beriihren-
den Kreisen wiederum sich beriihrende
Kreise, =o daB man nun die in Figur
5 vorliegende Situation zu betrach-
ten hat. In dieser Figur erkennt
wan sofort, daB sowohl die Mittel-
punkte der beriihrenden Kreise als
auch die Beriihrungspunkte auf je
einem Kreise liegen. Ferner ist zu
sehen, dsB es gleichgiiltig ist, an welcher Stelle man mit einer
Kette einbeschriebener' Kreise beginnt, wenn sich eine solche
Kette schlieBt, so schlieBen sich alle (sie gehen ja durch
Drehung um den Mittelpunkt der konzentrischen Krelse auseinan-
der hervor). Dieser Sachverhalt gilt dann auch fiir die Figur 4,
wenn man die Spiegelung am Kreis wieder riickwérts ausfiihrt.

Im nichsten Heft wird in einer letzten Fortsetzung der in Teill I
angekiindigte Satz tiber die Konstruktion mit dem Zirkel allein
bewiesen werden.

Bdrner

wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

L5sungen — —

(11/12.20): Wir fiihren die Losung fiir Vielecke mit geradzahli-

gen Seitenzahlen durch. P Pr 2

Zu jeder Ecke P; des Viel-

ecks gibt es eine, dile

P ihr diametral gegeniiber-

fJ Liegt (B,y)s da das Viel- |
eck regelmiéfiig und die An-

zahl der Eckpunkte gerad-

zahlig ist. Fir die Quadra- Bz Pt Pn

te der Abstédnde zu einem beliebigen Punkt A der

Peripherie gilt:

(TF)° + (:u?z)z boeet (TP50)° = ((u?,,) + (B, 1))

+ ((APQ) + (AP 2) Yoot ((Iﬁ—) + (I?en)g).
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Die Strecken Iﬁz und AP, (i = 1,...,n) sind nach
dem Satz des Thales jeweils Katheten im rechtwinkligen
Dreieck AAP.P mit der Hypotenuse 2R. Dann ist:

i 3 e B 2
(AF)° + (AP, ;)" = (2R)
Man erhdlt als die gesuchte Summe 4nRg.
Im Spegialfall n= 13, K = 1 erhdlt man 4.10 = 4{,

n+i

(9.213: ZunBchst wird das Parallelogramm ABCD durch die Diago-
nale AT in die veiden kongruenten 2 2 2y €
Dreiecke AABC und AACD pe- 2
teilt. Es glilt nun, daB AE

und BH Seitenhalbierende im %
Dreieck AABC sind. Daher I
teilt AE die Strecke BM im Verhdltnis 2:1. Analog wird
TM von AF im Verhdltnis 2:1 geteilt. Jomit wird BD 4n
drei gleiche Teile geteilt.

(11/12.21)t Der Punkt O liege im Inneren des Tetraeders ARBCD.
Wenn wir den Punkt C mit den Eckpunkten des Tetra-
eders verbinden, erhalten wir vier Pyramiden: ABCO,
ABDO, ACDO, BCDO. Es ist klar, daf dis Summe der Vc-
lumina dieser vier Pyramiden gleich ¢em Volumen des
Tetraeders ist. Bezeichnen wir den Flécheninhalt der
Seitenfléchen des Tetrseders mit 3, seine HBhe mit h
und die Abstédnde von O zu den Seitenfléchen mit h,,
hz, h5. ha, s0 erhalten wir:

1 1

& a5 °) 1
3 Sh = 3 bh,1 + 3

Sh, + 3 Sh; + 3 Sh,

,oder h = h, + h, + hy + h, .

Druckfehlerberichtigung!
In der Nr.1/68 ist uns ein bedauerlicher Druckfehler unterlau-~
fen. Auf der Seite ¢ (1.Abschnitt, 4.Zeile) muB es statt:

++e die man mit dem Zirkel allein 13sen kann ...
richtig heifen:

++e dle man mit dem Lineal allein 13sen kann ...
Wir bitten, dieses Versehen zu entschuldigen.
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iierausgegeben vom FWJ-aativ Jer Sektion h.atiematik an der Fried-
rich=5Schiller-Universitat Jena. Die Zeituny erscheint monatlich
zw. i‘reis von 0,20 [DN. desteilungen sind &n die iathematik-
lenrer der EO0S, 385 oder $pS zu richten. Einzelbestellungen kon-
nen direkt an unsere Adresse eingesandt werden.

iledaktion: Leitung: Eike Hertel, Giinter Horn
Ifitarbeiter: K,Fischer, H.leifner, N.Kuse, H,Peuker,
H,Schirrmeister, L.Staiger, W.Ulbrich,
R, Wackernagel

a.sch.oift der Redioktion: Sek}ion Mathematik
ena
llelmholtzweg 1
"WURZEL"=Redaktion

Primzahlen |

Man sagt, die Primzahlen bilden die Bausteine beim multiplika-
tiven Aufbau der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3,.... Was versteht
man eigentlich unter einer Primzahl? Bekanntlich ist das Pro-
dukt zweier natiirlichen Zahlen wieder eine natiirliche Zahl.
Also gibt es natiirliche Zshlen, die sich sls Produkt von gwel
natiirlichen Zehlen, die beide grdBer als 1 sind, darstellen
lassen. Andererseits gibt es natiirliche Zahlen, die nicht Pro-
dukt von zwel natiirlichen Zahlen groBer als 1 sind, z.B. 2, 3,
5, usw. Solche Zahlen wollen wir Primzahlen nennen.
Definition:
Eipe Primzahl ist eine natiirliche Zahl groBer als 1,
die nicht Produkt von zwei natiirlichen Zahlen griBer
als 1 ist.
Wir stellen fest:
S at z 1: Eine natiirliche Zahl p ist dann und nur dann Prim-
S l zahl, wenn sie genau zwei natiirliche Teiler (1 und p)

hat. -

Bemerkung: Die natiirliche Zahl b heiBt Teiler der
natiirlichen Zahl a (in Zeichen b/a), wenn es eine
natiirliche Zahl ¢ gibt, so daBl a = bc gilt.

Beweis des Satzes 1:

wir haben zu zeigen: 1) tine Primzall hat nur zwel Teiler.

2) Hat eine natiirliche Zahl p pensu zwei Teiler, dann ist sile

i'"".r




Frimzahl. Der Beweis wird indirekt gefiihrt, d.h., wir gehen von
der gegenteiligen Annahme aus und fiihren diese auf einen Wider-
spruch.

1) Annshme: Die Primzahl p hat einen weitersn Teiler a,

1< a< p. Dann ist p =sb und 1< b= 2 <p, Algo miiBte p zu-

sammengesetzt sein im Widerspruch zur Primzahleigenschaft.

2) Hat p zwei natiirliche Teiler, so0 muB p > 1 sein.

Annshme: p ist keine Primzahl. Dann muB es eine Zerlegung

p =ab, 1 < a < p, geben. Da wére aber auch a ein Teiler von p,
und p hétte menr als zwel Teiler. Widerspruch!

S atz 2: Jede natiirliche Zakl n > 1 besitzt wenigstens

einen Primteiler.

Beweis:
n hat wenigstens einen Teiler gridBer als 1, z.B. n selbst. Unter

den Teilern von n, die grdBer als 1 sind, gibt es einen klein-
sten p, p > 1. p ist Primzahl. Denn wiire p zusammengesetzt,

p = ab (a,b > 1), 80 wiire p > a, und a widre ein kleinerer Tei-
ler von n als p.

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, n = ab (a,b > 1 und ohne Be~
schrénkung der Allgemeinheit a < b), so0 besitzt n sogar wenig-
stens einen Primteiler s+/n. Denn wegen a s b ist n > a? bzw,

& s\/n, und a hat nach Satz 2 mindestens einen Primteiler p, der
dann auch n teilt und p s as/n. Damit haben wir den

Batz 3t Jede zusammengesetzte Zahl n = ab (a,b > 1) hat
wenigstens einen Primteiler s\/n.

Wieviel Primzahlen gibt es? Diese Frage beantwortete schon
Euklid.

S atz 4: Es gibt unendlich vicle Primcahlen.

Beweis: (indirekt)

Annahme: Es gibt nur endlich viele Primzahlen Pqr Poseees Ppe Wir
fiihren diese Annahme auf einen Yiderspruch, indem wir bildent

(1) P=pgepPyenep, + 1
Ick behaupte, P enthiili eine weitere l'rimzahl, die mit keiner der
Primzahlen Pqrsees P, bercin-tinnl.. Hpch Tatz 2 bocitzt nimllch
P mindestens einen irimteilur . i+ re otan q = 'y (V" ¥ k 5 n),
80 wire q ein Teiler vi ¥ uni ven ataearh, miiut.e al;o noed.

(1) auch ein Teiler v 0 1 no9s, v neiarldi- picht seirn Voo,

d.bi. unnere Arncadwes o0 0



Nun wenden wir uns dem eingangs erwihnten multiplikativen Auf-
bau der natiirlichen Zahlen zu. Dieser wird ausgedriickt in dem
Fundaementalsatz der Zahlentheorie
S I. Jede natiirliche Zahl n > 1 1EB8t sich als Produkt

von Primgzshlen

D = PqPyte+«*Pp

darstellen.
II. Diese Darstellung ist, sbgesehen von der Reihenfol-

ge der Faktoren, eindeutig.
Der Fundamentalsatz besteht alsoc aus zwel Teilen:
I. Die Existenz einer Primfaktorszerlegung
II. Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
Der Beweis von I ist siemlich einfach, von II dagegen recht
schwierig, weshalb wir ihn auf den gweiten Artikel verachieben
wollen. Wenden wir uns dem Beweis von I zus
Die Existenz ei Primfalkto H
Nach Satz 2 hat n wenigstens einen Primteiler p,. Wir kdnnen an-
nehmen, D, ist der kleinste Primteiler von n. Dann ist n = p,04.
Entweder ist ny = 1, dann ist n gleich der Primzahl p, (Und man
ist fertig!), oder n, > 1. Im letzteren Fall wlederholen wir das
Verfahren: Nach Satyu 2 ha® n, wenigstens einen Primteiler Pos
den wir wieder als den kleinsten Primteiler von n, annehmen kdn-
nen. Folglich ist n = P4PoN;. Bol Fortsetzung des Verfahrens er-
hélt man schlieBlich r : pPaPs®««« Pylye Dabel ist n > n4 >.ce> Dyt
Dsher muB an eine Stelle k = r kommen, so daB n = 1 ist. Jetzt
bricht dss Verfahren ab, und es ist n = p,‘pa-...-pr als Produkt
von Primzahlen dargestellt.
In der Darstellung n = P4Po*eee Py konnen gewisse Primzahlen
eéinander gleich sein. FaBt man gleiche Primzahlen zuseammen, S0

erhiilt man die kaponische Zerlegung von n in Primfektoren:

(2) n-= p1a1p2az' LR 'pkAHl

In (2) sind die py verschiedene Primzahlen, die a,; natiirliche
Zahlen.

Ir. rer. nat. habil.
: ». Vréatzel

~~uent an éer Sektion Mathematik
¢or Friedr.-Schiller-Universitét
Ccena
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AUFGABEN (Serie 3/68)

9.Klasse: (9.27) Gegeben sei ein Kreis S. Es ist der geometri-
sche Ort der Mittelpunkte der Sehnen, die
durch einen Punkt A flihren, gu bestimmen.

(9.28) Man bestimme a so, da8 die Gleichungen
X +ax + 1= 0 und x4 + axa +1=20
eine gemeinsame Ldsung haben.

10.Klasse: (10.27) Gesucht ist eine positive ganze Zahl, deren
Hédlfte ein vollstéindiges Quadrat, deren
Drittel eine vollstéindige Kubikzshl und
deren Fiinftel eine vollsténdige 5.Potenz ist.

(10.28) Man beweise:
Ist die Summe von 3 natiirlichen Zahlen durch
6 teilbar, so ist auch die Summe der 3.Po-
tenzen dieser Zahlen durch 6 teilbar.

11/12.Klasse:

(11/12.27) In einem Easten befinden sich 28 rote, 20

griine, 20 blaue, 10 weiBe und 10 schwarze

Kugeln. Wieviel Kugeln muB man mindestens

herausnehmen, um 15 Kugeln von einer Farbe
zu erhalten?

(11/12.28) Es ist zu zeigen, daB die drel Strecken, die
die Mitten der gageniiberliegenden Kanten ei-
nes Tetraeders vertinden, sich in einem Punkt
schneiden und durch diesen halbiert werden.

—— —
e —— —

Preisaufgabe (P. 15)

Auf der Strecke AB = a sei der Punkt N gegeben, s0 daB

I = x ist. Men errichte uber AN das gleichschenklige Drei-

eck AAMD mit der Héhe UJ, = giq und iiber MB dag gleich-

schenklige Dreieck ABMC mit der Hine 7C, = %qﬁ.

a) Man gebe den Flécheninhalt des Viecrecks ABCD els Funice
tion von x an: FABCD = f(x).

b) Welchen Grenzen unterliegt der Flicheninhalt Fypon

bel gegebenem " —_—— ) e

-




Fiir jeden vollsté@ndigen Lisungsweg der Preisaufgabe erhidlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir fliinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheldet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

‘Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner féllt, nimmt er automatisch an der nichstem Auslosung teil.
Die L8sungen sind unter dem Kennwort "Wurszel-Preisaufgabe" bis
zum 30, des Jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststem-
pels) an unsere Adresse einzuachickon.‘

Die Spiegelung am Kreis - eine geometrische Abbildung mit
interessanten Anwendungen Ill (SchiuB)

Wie angekiindigt soll jetzt der Satr von MOHR und MASCHERONI iiber
die Konstruktion mit dem Zirkel allein bewiesen werden. Zu die-
sem Zweck geben wir zundchst drei mit dem Zirkel allein durch-
gufiihrende Grundkonstruktionen an. In jedem Falle ist der Sple-
gelkreis K (Mitfelpunkt M, Radius r) vorgegeben.
GRUNDEKONSTRUKTIONEN:
G1) Gegeben ist ein beliebiger Punkt P. Es ist das Splegelbild
P' von P bezliglich K mit dem Zirkel allein zu konstruieren.
Fall a) Der Kreis um P mit dem Radius PM
K Q1 schneide X in zwei Punkten Q, und Q,.
Zeichnet man um Q und Q, Kreise mit
dem Radius Q¥ (= QLN = r), so liegt
— XP deren Schnittpunkt P' auf dem Strahl
‘P,und es ist P' das Bild von P, denn

. die gleichschenkligen Drelecke Q,MP
Figur 1 " 5 1

2 uné Q,!%P' haben den Winkel bei M ge-
meinsam, sie sind also ihnlich, und es gilt daker

= = I23‘1 , daraus folgt WP - M7 = rﬁ .
E T
I 8

Fall b) Cer Kreis um P mitv dem Radius T™W schnei-
+ det K nicht oder berihrt ihn. In die-

sem Falle ver-n-facht (sieche¥ ) man

.iv Strecke I'P iiber P hinaus bis zu

cinem Punkt P, (in Figur 2a ist n = 3),

Figur2a iir aen kall a) zutrifft.




P, kenn nach a) auf Pl':l abgsbildet werden, und durch Ver-n-fachen
der Strecke lA!P;1 erhiilt man P* 3 denn es ist

2 2
n WL 2 L.

H:Pn n-P MP

% Wie mar sllgemein eine Strecke AB mit
dem Zirkel allein verdoppelt, lehrt Fi-
gur 2b. Man beschreibt um B mit dem Ra-
R dius AB einen Kreis und beschreibt dort
bei A beginnend das regelmiBige Sechseck
ein. Durch Wiederholung dieser Konstruk-

Figur2b tion kann man AB auch ver-n-rnc'hen.

G2) Gegeben ist eine beliebige Gerade g durch swei ihrer Punkte
A und B. Es ist das Spiegelbild g' von g mit dem Zirkel
allein zu konstruieren.

Nach einem Satz aus Teil I ist g' ein Kreis durch M, der in M

eine zu g parallele Tangente hatv.
/R Hat er den Mittelpunkt X, so ist
2MX = MFY, wobei F der LotfuBpunkt
/B des Lotes von M auf g und F' dessen
/ Bild ist. Fermer ist

2 2
lel = I_-_' = % = 2“ = m' d.h.
R T

K

/é N das Bild H von X hat von M den 4op-

:\_: \g pelten Abstand wie F, Da umgekehrt
Figur3 X das Bild von H ist, lautet die

Konstruktion: man konstruiere H durch Schneiden der Kreise um

A (Radius AM) und B (Radius BN) und ermittle nach G1) das Bild

X von H. Der Kreis um X durch ¥ ist g'.

G3) Gegebed ist ein beliebiger Ereis X,. ¥s ist das Spiegelbild
K5 von K. nit dem 2irkel sllein zu konstruieren.
Es geniigt, den Mittelpurkt X des Bildkrelses Kﬁ zu bestimmen,
denn der Radius ergibt sich, wenn man einen Tunkt des Original-
kreises pgeméf G1) abbildet. %ir betrachten den Fall, daB der
“ittelpunkt W des Spilegelkreises auBerhaldb von K, liegt. Die
Tenpente von 4 an K, beriihre Kq in B, das Bild B' von B ist
dunn Beriinrunzspunkt der Tangente :BB' an K) (siehe Teil 11!),
Von B féllen wir das 1ot auf ¥X und erhaltrn den iufipunkt X,.

1



11 ist also das Bild von M bei einer Spiegelung an K1. Auf
Grund der Ahnlichkeit der Drei-
ecke MXI,B und MB'X gilt

4 —
8 %¥a= = also
A . W, =K5 - B5"= 2, a.n,
X ist das Bild von X, bei der
K Spiegelung an K. Man erhiélt also
) P2 X, indem man M (nach G1) ) an
Figur % 541 das erhaltene Bild an K spie-

gelt. Fir den Fall, daB K, den Punkt M umschlieBt, ergibt sich

dieselbe Konstruktionsvorschrift, der Leser mdge das nachpriifen!

Die Komstruktion l#Bt sich jedenfalls mit dem Zirkel allein

durchfiihren.

Nun kdnnen wir den Satz, daB jede 2irkel-lineal-Konstruktion

schon allein mit dem Zirkel durchfilhrbar iat, ohne Schwierig-

keiten beweisen:

Jede Zirkelkonstruktion besteht doch darin, deB man aus gegebe-

nen (zuweilen im Verlsuf der Komstruktion noch beliebig annehm-

baren) Punkten neue Punkte konstruiert, indem man folgende

Tétigkeiten ausfilhrt:

a) Je zwel gegebene Punkte verbinden und den Schnittpunkt der
Verbindungsgerader ermitteln,

b) zvel gegebene Punkte verbinden, um einen gegebenen Punkt ei-
nen Kreis beschreiben und die Schnittpunkte von Gerade und
Ereis ermitteln, \

c) Schnittpunkte von Kreisen um gegebene Punkte ermitteln.

Alle drei Tétigkeiten lassen sich mit dem Zirkel allein sus—

fihren. Fiir a) verwandelt man nach Grundkonstruktion G2) die

Geraden, dle ja nicht voll gezeichnet vorliegen, durch Spiegeln

an einem weitgehend willkiirlich wihlbaren Spiegelkreis K in

Ereise, die dann voll gezeichnet werden kdnnen. Ihr vom Mittel-

punkt M des Spiegelkreises verschiedener Schnittpunkt wird nach

Grundkonstruktion G1) an K gespiegelt und ergibt den gesuchten

Schnittpunkt der Geraden. Bei b) verwandelt man die Gerad> und

den Krels nach Grundkonstruktion G2) und G3) in zwei Kreise,

deren Schnittpunkte durch abermaliges Spiegeln die gesuchten

Punkte ergeben. Zu ¢) braucht n.n ohnehin nur den Zirkel.

e



Damit ist der Satz bewlesen. Der Beweis gibt zugleich ein Re-

zept, wie man bei jeder vorgelegten Aufgabe vorgehen kann:

Man iiberlegt sich eine Lineal-Zirkel-Ldsung und fihrt die ein-

gelnen Schritte wie bei a), b), ¢) angegeben mit dem Zirkel al-

lein sus! Dieser LSsungsweg wird jedoch manchmal recht unstbnd-

lich werden, und es gibt oft kiirzere LOsungswege. Als Beispiel

sel folgende Aufgabe genannt:

K P Gegeben ist eine Kreislinie K und
ein Punkt P auf K, gesucht ist die
Tangente durch P an K. Zur Lésung
wihle man einen Punkt Q auf K, be-
schreibe um Q einen Kreis 11 durch

T P, der K in 8 echneidet. Der Kreils
um P durch S schneidet xq im Punkt
Kq Figur5 P, der ein Punkt der Tangente ist.

Der Beweis fir die Richtigkeit der Konstruktion ist iiber den
Satz vom Sebnen-Tangentenwinkel leicht zu fiihren und soll dem
Leser iUberlassen bleiben.

W. Borner

wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Sghiller—Universitﬁt
era

Mathematikolympiade 1968

Am 20. und 21.Januar fanden die Bezirksausscheide der VvII. Olym-
piade Junger Hayhenatiker statt. "Wurzel"-Mitarbeiter besuchten
die Olympiaden der Bezirke Gera und Erfurt und brachten Tolgen~-
de interessante Lsungen mit:

Olympiadeklasse 10/1.Aufgabe

Beweisen Sie folgende Aussage:

Die Winkelhalbierende je eines Innenwirkels jedes Drelecks teilt
die gegeniiberliegende Seite in Abschnitte, von denen jeder klei-
cer ist als die dem Innenwinkel anliegende Dreiecksselte durch
e¢inen Endpunkt des betreffenden Abschnitts.

L5sung (von Thomes Grellmeamn, 35 Wilh. v. Huixboldt Nordhausen)
o%, In 4iRC gilt:

Cie Summe der Innen~inkel im Lr-deck ist 70
x + 4c + FALC = 1BG”



180° =a + B + v
3ADC =%y +p
d.b.: ¥ ADC > By

Da den grdSeren Winkel im Dreleck
immer die grdBere Seite gegeniiber-
liegt,folgt, daB im Dreieck A ADC

R O 8 } > a 1st. Entsprechend gilt auch im
ABDC a > e. Das Gleiche erh&lt man durch zyklische Vertauschung
auch fiir die durch die anderen Winkelhalbierenden gebildeten Ab-
schnitte.

Somit ist die Aussage fiir nicht entartete Drelecke bewlieszen.

Olympiadeklassen 11/12/2.Aufgabe
Es ist das Produkt ) ,
81n5%+£4n15° ¢ 81025° +84n35° +81n85° + 84055° + 84065° +81n75° - 81085° 1n
einen Ausdruck umzuformen, der aus natilrlichen Zahlen lediglich
unter Anwendung der Rechenoperationen des Addierens, Subtrahie-
rens, Multiplizierens, Dividierens sowie des Radizierens mit na-
tirlichen Wurzelexponenten gebildet werden kann.
Ldsung (von Harald Stibbe EOS Lobenstein)
Die Aufgabe kann geldst werden unter Verwendung der beiden Addi-
tionstheoreme
(1) 2s8in x *Bin y =cos(x=y) - cos(x+y)
(2) 2cos x *coB y =coe(x=y) + cos(x+y)
Nach (1) und mit Rilr‘tsicht darauf, da8 cos90° =0, erhllt man
281n5°81n85° = ¢0s80° )
Znin15°nin'?5° = c0860°
281n25°81n65° = cos40® > Multiplixation
281n35%81n55° = cos20°
v2 sina5° =1 J
1

%6V B =cos20°coes0°c0s60°¢0880° , wegen cos60° =%
ergibt sich 32.v2 8 =c0320°c0540°c0380°
Unter sténdiger Verwendung von (2) ergibt sich
64.v2 S =(cos20° + cos60°)c0380°
= (coszo" + -:lu_;)cm;ﬂﬂo
1282 5 = 2¢6520%c0s80° + cosfO®
zcost)® + et 4 c"-r:"'in .

-1 ~
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Olympiadeklassen 11/12/4.Aufgabe
Es sel y = £(x) eine fiir alle reellen Zshlen x definierte Funk-
tion, die fiir alle x folgende Gleichung erfiillt:
1) f(x +1) = (x + 1)L(x)
AuBerdem sei y = g(x) eine ebenfalls fiir alle reellen x defi-
nierte Funktion. Fiir alle x sei f(x) von O verachleden.
Beweisen Bie: Die Funktion ¢(x) = f£(x)-g(x) erfillt genau dann
fir alle reellen x die Gleichung
(2) p(x + 1) = (x + 1) p(x) ,
wenn g(x) eine periodische Funktion mit der Periode 1 ist.
Lsung (von Mathias Christ, EOS Armoldi, Gotha)
Eine periodische Funktion mit der Periodenlinge 1 muB der Glei-
chung g(x) = g(x + 1) geniigen. ;
Ich setze in der Gleichung ¢(x + 1) = (x + 1)+¢p(x) die Funktion
p(x) = £(x)+g(x) ein und erhalte
f(x + 1eglx + 1) = (x + 1)£(x) eg(x)
Da y = £(x) dle Gleichung (1) erfiGllt, kann man schreiben
(x + 1)£(x)+g(x) = (x + 1)£(x)+g(x)
Diese Gleichung kann ich durch 2£(x) dividieren, da £(x) fiir
alle x von 0O verschieden ist.
(3) (x + 1)eg(x + 1) = (x + 1)eg(x)
Ich nehme an, daB x $-1 und kann jetzt durch (x + 1) dividieren:
glx + 1) = g(x)
Durch équivalentes Umformen bin ich zu dieser Bedingung gekom-
men., Die Gleichung (2) ist also genau dann erfiillt, wenn diese
"Bedingung" gilt, d.h. wenn die Funktion g(x) eine periodische
Punktion mit der Periodenléinge 1 ist. Fiir x = =1 erhalte ich
(in (3) eingesetzt) 0-g(0) = Oeg(=1)
Die Gleichung ist fiir jede Junktion g erfiillbar. Die Funktion
g(x) kann deshalb an der Stelle x = =1 eine Sprungstelle suf-
welisen,

(11/12.22): Vine Zahl kann bei Division durch n die keste
- U0, 1,...,1n=1 lassen. Das sind inspesart n verschie-

1
H

dene Reste., leil n41 7riilen ool Lei der Division
durceh n nindectens ein Fest zweinsl guftreten. lide

¢ i fTereny van diesen Ledden Yanien, die den pleichen



Rest lassen, 1st durch n teilbar.
(Die Ldsung wurde von Hugo Reinhardt, EOS Heiligen-
stadt, K1.12B eingesandt)

(10.21): Es gilt: - 8ina cos
— tan a + cot « cosa*'ﬂﬁ

2

& gl 2 + CO
sgn oeCco8

= 8ln

(10,22): Aus (2) folgt x, y> O
und  lg(xy) = 3, d.h. xy = 1000
Unter Verwendung von (1) ergibt sich:
I x(x - 90) = 1000
x2 = 90x = 1000 = O
:‘1/2-#5* 20251-1000
= &5 . 55
==10 entfédllt als Ldsung, da x > O.
Man erhélt als Ldsung fiir das Glelchungssyatem:
x = 100
undy-‘lo

(9.23): 1.Analysis

In der nebenstehenden Figur gilt besziig- S
lich des Straehlpunktes S nach dem

Strahlensatz £ = § . Besiiglich des

b
Strahlpunktes T gilt § = 3 . 4

Dann erhdlt man nach Multiplikation
2 2
a _ b
od = el M

Daraus folgt, da a, b 4 0, a = b. A Q b 8
2.Konstruktion

Es wird ein Punkt S so gewdhlt, daB die zu IB parallele
Gerade Aie Seiten XS und BS des Dreiecks AABS schneidet
(8. Skizze). Dann werden dle so entstandenen Schnitt-
punkte mit den Punkten A und B durch Geraden verbunden,
die im entstandenen Trapez Diagonalen sind. Die Gerade,
die vom Schnittpunkt dieser Geraden und vom Punkt S be-
stimmt wird, halbiert AB. (Beweis folgt aus 1,)

35
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Primzahlen Il

Wir miissen noch den zweiten Teil des Fundamentalsatzes der Zsh-
lentheorie beweisen, der besagte, daB die Zerlegung einer natiir-
lichen Zahl in Primfaktoren bis suf die Reihenfolge der Fakitoren
eindeutig ist. Hiersu stellen wir eine Vorbetrachtung an, die
auch fiir sich interessant ist. Wir wollen uns iiberlegen, was der
groBte gemeinsame Teiler zweier natiirlichen Zahlen ist und wie
dieser berechnet werden kann.
Es seien a und b zwei natiirliche Zahlen. Beide hsben gewisse ge-
meinsame Teiler. Beispiel: a = 30, b = 45, gemelsame Teiler sind
1, 3, 5, 15. Unter diesen gemeinsemen Teilern gibt es elnen
gréBten d, in dem Beispiel d = 15. Wir nennen d den grifSten ge-
meinsamen Teiler von a und b und schreiben (a,b) = d. Zwel Zah-
len heiBen teilerfremd, wenn d = 1 ist, z.B. (14,15) = 1.
Eigenschaften de Bten gemeinsamen Tei a,b) = d:
1) d4/a und d/b.
2) Ist t irgendein Teiler von a und b, t/a und t/b, dann gilt
auch t/d.

Es sei a, > a, > 1. Gesucht ist (a4,a;) = d.
Man teile a, durch a, B0 oft es geht, d.h. daB ein kleinerer
Rest als a, verblelbt:
(3) a4y = Q48 + 83, 05 a5 <8, .
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Man wiederhole das Verfahrem mit a, und as!
(8) a, = q2a3 + 8, 0z 8, < a3 1
usw. bis _ }
(5) & o= qpo8p gty Osay<a, 4.
Die Zahlen a,, 8zpc0008) bilden eine abnehmends Folge. Es sind
nicht-negative ganzc Zahlen. Folglich muB einmal nach endlich
vielen Schritten der Fall eintreten, daB der Rest O ist. Das sei
. im nidchsten Schritt der Fall, slso 81 = 01
(6) -1 = %1%y © .
Dann ist a, = d. Wir beatéitigen das, indem wir die beiden Eigen-
schaften von 4 dberpriifen:
Nach (6) ist a /e, _4 und nach (5) a /a _, uew., 8lso nach (4)
und (3) a /a5, a /a4, Das ist die Eigenschaft 1) von 4. Nun zur
Eigenschaft 2): t/a, und t/a,, daun nach (3) t/az, nach (4) t/a,
usw. nach (5) t/a,.
Beispiel:
Gesucht 1st (133,91) = d:
133 = 191 + 42,
91 = 2442 + 7,
42 = 6-7, " d.he. d= 7.
Jetzt konnen wir den entscheidenden vorbereitenden Satz fiir den
Bewels der Eindeutigkeit der Priamfaktorzerlegung darlegen.
S atz 5: Sind a und b natiirliche Zahlen, und ist ihr Produkt
[zzggggzz: a+*b durch eine Primzahl p teilbar, dann ist wenig-
| stens eine der Zahlen a, b durch p teilbar.
Beweis: -
Zu zeigen: Aus p/a-b folgt p/a oder p/b. Bilden wir (p,b). Da
p Primzahl ist, kommen fiir (p,b) zwei Werte in Frage: Entweder
ist (p,b) = p oder (p,b) = 1. Im ersten Fall ist p/b, und wir
sind fertig. Im zweiten Fall folgt aber aus (p,b) = 1 sofort
(ap, ab) = a. Wegen p/ap und p/ab folgt aus der Eigenschaft 2)
des groBten gemeinsamen Teilers p/a. Und wir aind ebenfalls
fertig.
Folgerung sus Satz Y: ;
Ist p Primzahl und gilt p/a1az-...-an, dann ist wenigstens eine
der Zahlen Bar 8pyeeey 8 durch p teilbar.
Reweis als Ubungsaufpgabe!

H
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Eindeutigkeit der orzerle H
Nehmen wir an, es gibt natiirliche Zshlen, dle zwel verschiedene
Primfaktorzerlegungen zulassen. Unter diesen Zshlen gibt es ei-
ne kleinste Zahl n: :
B = PqPpeees Py = dydpeees dy ¢

(pi, q - Primzahlen). Aus p1/n folgt p,‘/qﬂqao...-qs und nach
Satz 5 muB Pq wenigstens eine der Primszahlen g,y Qoe--+y 9y tel-
len, etwa p1/q4. Da p4 und q, beide Primgahlen sind, kann nur
Pq = Q4 sein. Dann muB

n' = B = ppeeiionp e Gpreneng
sein. Weil aber n' < n ist, hat n' nach Voraussetzung eine ein-
deutig bestimmte Primfaktorzerlegung. Polglich muB r = s gein
und, falls die Primzahlen py, Q4 der Grﬁﬁa nach geordnet sind,
Pp = o p3 = q3..... Pp = Qg Also war unsere Aannahme falsch,

denn auch n hat eindeutige Primfaktorzerlegung.

Dr. rer. nat. habil.
E. Krétzel

Dozent &n der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitdt
Jena -

e

AUFGABEN (Serie 4/68)

9,Klasse: (9.29) PRir welche ganzzahligen k erfiillen die
Lﬁaungeﬁ des Gleichungssystems

kx - 2y =3

3x +ky = &4
die Bedingungen x > 0, y <0 ?

(9.30) Bs ist zu zeigen, daB n5 = Sn3 + 4n fir je-
des natiirliche n durch 120 teilbar ist.

o

10,Klasse: (10.29) Man zerlege % - in zwel Polynome, deren

Summe % + % ist.

(10.30) Man bestimme den geometrischen Ort aller
Punkte, deren Differenz der Quadrate der Ab=-
stéinde zu zwel gegebenen Punkten A und B
konstunt ist.




11/12.Klasses
(11/12.29) Bs ist zu beweisen, da8 man unter 1000
genzen Zeblen sinige so auswihlen kann, daB

- ihre Summe durch 1000 teilbgr ist.
(11/12.30) Man bestimme

2 fiir 0 s « < 90°,
_ ;; 2+ :72 + 2coa?a .
Prois&uqube (P.16)

Bs ist su loigon, daB unter drei natiirlichen Zahlen, die der
Gleichung a2 + b2 = &2 geniigen, mindestens eine durch
drei tellbar ist.

Fir jeden vollstiéndigsn L3sungsweg der Preisaufgebe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir filnf Wartpunkte erhiilt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat nushr als drel Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
£E11t, nimmt er sutomatisch an der nichsten Auslosung teil. Die
L5sungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Prelsaufgabe" bis zum
%0, des jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststempels)
an unsere Adresse einzuschicken.

Elekironische Dalenverarbeitung -
Notwendigkeit oder Modeerscheinung

In den letzter beiden Jshrem hédufen sich in Publikationsorganen
wie Zeitungen, Zeitszhriften, Rurdfunk und Fernsehen Beitrége,
in denen Begriffe wie Kybernetik, "echentecrnik, Operations-
forschung und Elektronische Datenverarbeit:.nr suftauchen. Der
unvetelligte Leser kann zu dem Schlu8 kommen, da8 es heute Mode
ist, besviumte mathematische Disziplinen zum Gespréchsgegen—
stand zu machen, atwa so, wie vor 10 Jahren iiber Sputniks, Sa-
telliten und Rakeien diskutiert wurde. Um die Bedeutung der
Elektronischen Datenverarbeitung richtig einschétzen und bewsr-
ten zu kdnnen, ist es erforderlich, die stiirmische Entwicklung
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unserer sozialistischen Wirtschaft, besonders im letzten Jahr-
zehnt, zu betrachten. Es steht auBer Zweifel; moderne Produk-
tionaprozesse haben einen solchen Grad an Kompliziertheit er-
reicht, da8 ihre Planung und leitung nach althergebrachten Er-
fahrungswerten vdllig unzursichend ist. Die Idsung der grofen
Aufgaben bei der vollen Entfaltung des eatwickelten gesell-
schaftlichen Systems des So~ialismus mit dem neusn Skonomischen
System als seinem Kernstick, prizise formuliert in den Beschliis-
sen des VII, Partelitages der SED, erfordert neue wissenschaft-
liche Methoden der Planung und Leitung.
Viele Beisplele aus der Praxis weisen aus, daB mathematische
Prinzipien vorziliglich fiir die Leitungstlitigkeit und die Model-
lierung volkswirtschaftlicher Prozesse genutzt werden kdnnen.
Es geht darum, solche mathematischen Prinzipien wie Rechentech-
nik und Datenverarbeitung in voller Breite in Wissenschaft,
Wirtschaft und Technik zum Einsatz zu bringen. Elektronische
Datenverarbeitung ist also keine Modekrankheit, sonderm ein un-
entbehrliches Hilfsmittel bel der weiteren Entwicklung.unserer so-
zialistischen Gesellschaftsordnung. Eine ganig Anzahl wichtiger
Beschliisse unserer Partei- und Staatsfiihrung geben dieser SchluB-
folgerung ein gesetzliches Fundament.
Die erfolgreiche Anwendung der Elektronischen Datenverarbeitung
in der Praxis ist abhéingig von vielen Faktoren. Solche Faktoren
sind zum Beispiel: >
Fntwlcklung mathematischer Modelle fir komplizierte Produktions-
prozesse
- fiir die Planung
= 1in der wissenschaftlichen
Forschung,

Exakte zahlenméiige krfassung der fiir den modellierten Prozes
charakteristischen Kenngréilen,
Heranbildung von Kadern fiir die Elektronische Datenverarbeitung,
Aufbau von Rechenzentren, ausgeriistet mit modernen Rechenanlagen.
V3llig zu Kecht steht die Installierung von modernen Rechenanla-
gen nicht an erster Stelle. Die Aufstellung einer Rechenanlage
schlieft lediglich eine umfangreiche Etappe intensiver Vorbe-
reitungsarbeiten ab.
Im folpgenden sollen einige Ausfiihrungen zum Problem "Heranbil-
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dung von Kadern fiir die EDV" gemacht werden. Dieses Ausfiihrungen
erheben keinen Anspruch auf Vollstéindigkeit und absolute Aktua-
litdt, da en den gustéindigen staatlichen Einrichtungen noch in-
tensiv an Berufsbildern und Ausbildungsprogrammen fiir Kader der
EDV gearbeitet wird. Es werden an dieser Stelle nur mathematisch
orientierte Berufe diskutiert.
ch it ir Datenverarbei J
Erforderliche Yorbiiﬁung: Erfolgreicher‘hbaohluﬁ der 10-klassi~
gen polytechnischen Oberschule.
Die Aunbilduns erfolgt in spesiellen Berufsschulklassen und
dauert zwei Jahre. (Im Bezirk Gera befinden sich solche Berufs-
schulen u.a. in Jena, Gera und Ssalfeld)
Der zukiinftige Facharbeiter erwirbt wébrend der Berufsausbildungs
- erweiterte Kenntnisee in Mathematik
- Spegzialkenntnisse iiber Informationsdarstellung auf moder-
nen Datentrégern (Lochkarten, Lochband, Masgnetband)
- praktische Erfahrungen mit modernen Datenerfassungsanlagen
—~ theoretische und praktische Kenntnisse in maschineller
Datenverarbeitung (Sortiermaschinen, Tabelliermaschinen,
Hollerith- und Arithmasystem)
- Elemente der EDV
Daneben werden die fiir die allgemeine Berufsausbildung obliga-
torischen Fiéicher gelehrt.
Technischer Rechner:
Erforderliche Vorbildung: Besuch der Erweiterten Oberschule.
Die Ausbildung erfolgt zur Zeit in der Form: Abitur mit Fach-
arbeiterbrief. Der gukiinftige Technische Rechner erwirbt wéhrend
der Berufsausbildung: “
- Kenntnisse liber einfache mathematische Ldsungsverfahren
(Algorithmen) und ihre Darstellung (FluBbildtechnik)
- Kenntnisse iiber Aufbau und Struktur von Ziffernrechenau-
tomaten und deren Programmierung
- Erfahrungen in der praktischen llandhabung von Rechenauto-
maten und in der Erprobung von selbstgefertigten Programmen.
Im Berufsbild und Ausbildungsprogramm des Technischen Rhechners
sind in absehbarer Zeit Verédnderungen gzu erwarten. Der Beruf
Technischer Rechner wird in der Regel als Vorstufe fir eine wei-
tere Qualifizierung betrachtet. '
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ti gistent: )
Erforderliche Vorbildung: Abitur und Facharbeiterbrief (Techni-

scher Rechner).
Die Ausbildung erfolgt im Abendstudium und dauvert zwei Jahre.
Der zukiinftige Mathematisch-Technische Assistent erwirbt wihrend
, selner Ausbildung:
~ unfangreiche Kenntnisse in Mathematik
- speszielle Kenntnisse in Numerischer (Prektischer) Mathe-
matik
- theoretische Grundlagen iiber mathematische Modelle in Oko-
nomie und Leitungstétigkeit
- Kenntnisse iiber Aufbau und praktische Handhabung problem-
orientierter Programmsprachen (z.B.. ALGOL 60) _
- umfangreiche Erfahrungen in der Bedienung von Rechen-

anlagen.
Ingenieur fiir Programmierung:

Erforderliche Vorbildung: Abgeschlossene Berufsausbildung und
' lingere Titigkeit in der Praxis.
Die Ausbildung erfolgt in einem zwel jéhrigen Direktstudium an
einer Fachschule fiir Programmierungsingenieure. (Solche Fach-

schulen befinden sich u.a. in Rodewlsch und Dresden.)

Der zukiinftige Ingenieur fiir Programmierung erwirbt wiéhrend
seiner Ausbildung (entsprechend der Spezialrichtung der Fach--
schule: i

- Spezialkenntnisse in Mathematik und Rechentechnik

- technische Kenntnisse fiber den Aufbau von Rechenanlagen
(Elektronik) -

- umfangreiche Kenntnisse und praktische Handhsbung von
Programmierungssprachen (Maschinensprachen, maschinen-
orientierte Sprachen, problemorientierte Sprachen)

- Kenntnisse auf dem Gebiet der mathematischen Modellierung
dkonomischer Prozesse. N

Diplom-Mathematiker:

Erforderiiche Vorbildung: Abitur

Die Ausbildung erfolgt an einer Universitét oder Hochschule in
einem 5-jdhrigen Direktstudium. {iver daie Ausbildung eines
Diplom-Mathematikers wurde bereits in "Wurgel"-Nr.7/8/67 be-
richtet. N
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An der Priedrich-Schiller-Universitiit Jens wird in den néchsten
gzwel Jahren ein Rechenszentrum mit einer modernen Rechenanlage
aurgebaut. Interessierte Leser, die dle Absicht hsben, einen der
aufgefiinrten Berufe zu ergreifen, finden im Rechensentrum der
Universitit ein sehr interessantes Betdtigungsfeld.

H. Peuker

wissenschaftlicher Mitarbeiter
an der Sektion Mathewatik
der Priedr.-Bcgilloriﬂnivernitﬂt
ena

LOSUNGEN =

(P.12): (eingesandt von Hugo Reinhardt, EOS Hoiligenstadt. K1.12)

a) Es sei: ’[]'f ﬂ;ﬂ )Al,lB-‘IEO
g-q ')“20-“20

l1 bzw. Ié seien die Mittelpunkte der Kreislinien
kﬂ bzw. ka.
-Der Schanittpunkt von
kﬂ und ké im Inneren
des Drelecks AABC sel P.
Nach dem Peripheriewin-
kelsatz gilt: |
3 APB = 3 APC = 120°,
Damit ist P der gesuchte
Punkt von dem aus alle
Seiten unter einem Win-
¥el von 120° erscheinen.
Zweli Kreisbogen konnen
gich nur zweimal schnei-
den (vorausgesetzt, daB
ihre Mittelpunkte nicht aufeinander liegen). Da der
eine Schnittpunkt vop k, und k, der Eckpunkt A ist,
kann es innerhald von oABC nur einen Schnittpunkt von
k1 und ka geben.

b) D,E und F seien die Schnittpunkte der Geraden, die
durch die Punkte A, B und C gehen und senkrecht zu
XP, BP und TP verlsufen. Nach dem Peripheriewinkel—
satz folgt, daB &ie Winkel 3 AFB und ¥ AEC 60° betra-
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gen. Damit gilt auch 3 BDC = 60° und Dreieck ADEF
ist gleichseitig.
¢) Jeder Punkt P, im Inneren des Dreiecks AABC hat die
gleiche Summe der Entfernungen zu den Seiten des
_ Dreiecks ADEF.
Bewels: Man verbinde dem Punkt P, mit D, Eund F. In
den entstandenen 3 Teildreiecken gilt dann:

AiE_ = 5534 + 5552 - 5523 ' h = HShe des ADEF,

h,y b o h - Abstiéinde von den Dreleckseiten.

Hieraus folgt h = h1 + h2 “ h5 = konstant.
Da nach b) die Punkte A, B, C auf den Seiten des
Dreiecks ADEF liegen, ist die Summe der Entfernungen
der Punkte Pn zu A, B und C dann ein Minimum, wenn
die Summe gleich h ist. Dies iat aber nur bei dem
Punkt P der Fall.

(P.13): (eingesandt von H.-J. Riethmiiller, EOS Heiligenstadt,

Klasse 11)
Wird in beiden Gleichungen (nach dem Vietaschen Satz)
Xq+X, durch p und xXq°Xy durch q ersetzt, entateht foldgen-
des Gleichungssystem:

(1) Q-p-n=0

(2) q+mp+1=0
Daraus ergibt sich:

4 (Die Division durch m + 1
P==03%1 ist wegen m4 =1 miglich)
= =1 :
und g=m - 1

Die gesuchte quadratische Gleichung lautet also:
=X +m-1=0

11/2.%:\/,;"+1-m
-%IVE-E

Hieraus folgt: 1) Wenn m < 2: Beide Wurzeln sind reell,

2) Wenn m = %: Es existiert genau eine
reelle Losung.




(10.23): a) x5+14+::+1>0

14-(::-1-_1)-&1-&1*0
(:4 + 1) (x+1)>0
Hieraus folgt immer:

1 x+1>0
2. x +1>0
und somit x> -1
b) |tan x|+ |cot x|< 2
| ban x| < 2 -l

lten x|= 2 < =|g=t=|
ten®x - 2|tan x|+ 1 < O
(|tan x|- 1)2 <0
Dieser Fall ist jedoch niemals m8glich, d.h. fiir
keln x ist diese Ungleichung erfiillt.
(eingesandt von Peter Kannemann, BOS Schleusingen, 10.Kl)

(11/12.23): Die Bummenformel fiir die unendliche geometrische

Relhe lautet: g _
-q
Nach Bedingung der Aufgabe soll S = # sein, folglich

1
Ak
7a9 + q = 1

" Diese Gleichung wird erfiillt, wenn a; = %3 und q = %3
Dann lautet die geometrische Reihe:

1
S = %"' ('2:,")2 + (‘5,')5 Foset (E})k *arse
Tatséichlich besitzt diese geometrische Reihe die

Summe 1} (wovon man sich leicht iliberzeugt). Man kann
|| also sus den Zahlen:

1! %’ %' ""%ﬂi e e
eine unendliche geometrische Reihe mit der Summe -;
auswihlen.
(eingesandt von Hugo Reinhardt, EOS Helligenstadt,
Klasse 12)

(11/12.24): Es ist zu seigen, daB 4" + 15n - 1 fiir alle natiir-

|| lichen Zahlen n durch 9 teilbar ist.
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Es gllt also:
+15n - 1=x (1)

(3+ D% +150=-1=x (2)
3% 4 0387 4 (3322 4lle (B3P 4

+n3+1+1%0~-1=x

3n + n'}n-q Yoot (2)5 + 18n = z
32(3%2 4 no3%" Y et 2&;:11 + 2n) =x (3)

Aus Gleichung (3) ist zu erkennen, da8 x durch 9
teilbar ist.

(eingesandt von Elisabeth Giinther, BOS Weimar,
Klasse 11B,)

(10.24)3

Durch die Eckpunkte K, L, P des gegebenen Wiirfels le-
gen wir eine Fbene (die Schnittflliche ergibt ein
gleichseitiges Dreleck). Ei-

ne zu dieser Ebene parallele

Ebene legen wir durch den R ™M
Punkt A, die Mitte der Kante .
KM. Die sich ergebende
Schnittfléche ist ein ebenes

Sechseck. Dieses Sechseck ist /
regelmiiBig, well alle 6 Sei- / c
ten gleich der halben Flichen-

diagonale des Wiirfels, d.h. p = f

untereinander gleich sind, und
weil die Innenwinkel, deren Schenkel zu den Seiten des
Dreiecks KLP parallel sind, gleich dessen AuBenwin-

keln, d.h. gleich 120° sind.

-

(10.25):

Nach Additionatheoremen gilt:
cos(§ + a) = cosg-comx -.su%-sim
= % V3comx ~ %ﬂim
cos(§ - &) . = cosgecom: + aix%-aim
= % V3e.comx + %sim

Daraus folgt die Richtigkelt der Aussage.
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WURIEL - Schillerzeitung filr Mathemalik

Heruusgescben vom Fd—.atlv der Sektiorn Lkatcematik an der Fried-
~igh=Sechiller-Universitut J=na. Die Zeitung erscheint monatlich
zw. ireis von C,2C L, pestellungen sind an die Liathematik-
le..rer der EUS, Ji3 oder <p3 zu richten, Finzelbestellungen kon=-
qen direkt an unsere i.dresse eingesandt werden.

ledaktion: Leitung: Bike liertel, Ginter llorn
i‘itarbeiter: K.Fischer, li.leiBner, N.Kuse, H,Peuker,
li.5chirrmeister, L.S%aiger, ﬁ.Ulbrich,
R, Vlackernagel

. Sehrift der iediktion: Sektion Lathematik
67 Jena -
Helmholtzwez 1
"TURZEL"=-Redaktion

S

Primzahlen Il (SchiuB)

Es soll jetzt ein Verfahren beschrieben werden, wie man eine
Primzshltefel aufstellen kenn. Wir wollen alle Primzahlen ange-
ben, die kleiner oder gleich einer gegebenen Zahl x sind. Falls
x nicht allzu gro8 ist, kann man hierzu ein sehr altes und ein-
faches Verfahren benutzen:

Das Sieb des Eratosthenes: Stellen wir uns zum Beispiel die Auf-
gabe, alle Primzahlen s 50 anzugeben. Wir schreiben zundchst
alle natilrlichen Zshlen von 2 bis 50 auf: 2, 3, 4, 5, 6, «.ey 50.
2 ist Primzahl, wir lassen die 2 stehen und streichen alle Viel-
fachen von 2: 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27,
29, 31, 33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49. Dann nehmen wir uns
die 3 vor und streichen alle Vielfachen von 3:s 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49. Jetzt strel-
chen wir alle Vielfachen von 5¢ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 49. Streichen wir noch alle Vielfachen
von 73 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, &7.
Stehen bleiben alle Primzahlen s 50. Die Streichung der Viel-
fachen von 11, 13 usw. braucht nicht mehr vorgenommen zu werden,
sie ist schon erfolgts man bedenke 112 > 50,

Fin interessantes und wichtiges Problem ist die Angabe der An-
zahl aller Primzahlen s «. iiblicherweise bezeichnet man mit w(x)
jene Anzahlfunktion. Zo ist m(2) = 1, =(3) = 2, n(4) = 2,

n’%) = 3, n(5?) = 15. Das Sieb von “ratosthenes liefert uns eine
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Methode, =n(x) zu bestimmen, wenn x(/X) bekannt ist. Streichen
wir aus der Reihe der natiirlichen -Zahlen von 2 bis x slle Prim-
gahlen s +/X-und ihre Vielfachen weg, 80 bleiben die Primzahlen
> v/X und s x stehen. Ihre Anzahl ist x(x) - x(\/X). (In unse-
ren Belsplel mit x w 50 sind das die Primzahlen 11, 13, 17, 19,
23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. x(50) = 15 und 11:('\/55)- x(8) = &
wegen /50 < 8. Also ist x(50) -~ x("/50)= 11.) Nun bestimmen wir
diese Anzahl auf andere Weise: Die Anzahl der Zahlen von 2 bis

x ist [x]=- 1. Dabei ist [x] das grSBte Ganze von x (x braucht
keine ganze Zehl zu ‘sein!), z.B. ist [2] -‘2.[\/50] = 7. Da wir
alle Vielfachen von 2 gestrichen haben, ist von ([x] - j E’ ab-
guziehen. Ziehen wir weiter die Anzahl der Vielfachsa von 3, 1}1,
ab, so haben wir die Anzahl der Vielfachen von 2. 3.[2—!]. guvie
abgezogen und miissen sie wieder hingufiigen. Bis dahin haben wir

erhalten: [x] - 1 - E] _ !‘ﬂ M [x]

Ziehen wir nunmehr ‘die Anzahl der Vielfachen von 5, [f , ab, so
miissen wir entsprechend [2—-5] [ X ] wieder hinzufiigen. Das ist
aber zu viel! Denn die Anzahl der Vielfachen von 2:3:5 haben wir
Ja Jetzt doppelt hinxugefﬁgt Also miissen wir sie einmal wieder
abziehen, d.h. 255—5 . Damit aind wir jetzt auf

-1 - 5] - 3] - [8] + [ + Bl - -]

gekommen. Und so geht das weiter, bis wir alle Primzahlen s /X
ausgeschdpft haben. Wir erhalten:
n(x) - n(VE) = [x]-1- Z[—J Z[W

i<i<k
Die Reihe beateht aus 1:(‘\/_ ) solcher Summen. Die Summation ist
folgendermaBen zu verstehen: In der ersten Summe lduft i von 1
bis n(+/x), d.h. in [3_: kommen alle Primzahlen s /X nacheinan-
der vor. In der zweiten Summe laufen ebenfalls i und j von 1 bis
n(V/X), aber es muB immer die Bedingung i < j erfiillt sein. Usw.!
Berechnen wir nach dieser Formel w(50):

n(50) = n(~/50) + [50]-1 = Z [%] + Z [%,]-
1

i<)
'Z[ ; ] *Z[Ppop p]
P!P*P
lej<k A3k 1*-:.1«:&“:1l L
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Primgzehlen s V50 : pqy = 2, p2-3. Pz = 55 Py = 7. %(V0) = 4.

sleos n(s0) = & + %9 - ([28] + [3§] + [3] + [3]) + (4] ~
o [28] + 28] + 28] + [538] + [s3)) - (E38] -
v [39] + [l + [5B]) + (355l

=53 -(25+16+10+7)+B+5+3+3+2+1) -
=(1+1+0+0)+0

=535 ~-58 +22-2m15
U i it in der vertell
Die Aussiebung 188t die Vermutung aufkommen, daB die Primszahlen
beim Portschreiten in der Folge der natiirlichen Zahlen immer sel-
tener werden. Jedenfalls treten UnregelmiBigkeiten auf, die sich
jedem Gesetz zu entziehen scheinen. Das wird unterstiitst durch
die Tatsache, da8 man in der Folge der Primzahlen beliebig groBe
Licken entdecken kann. So befindet sich unter den n aufeinander-
folgenden Zahlen (n+1)! + 2, (n+1)! + 3, ..., (n+1)! + (n+1) kei-
ne einzige Primzahl, da die erste durch 2, die zweite durch 3,
die letzte durch n+1 teilbar ist (Es ist k! = 1.2¢,..°k). Ande-
rerseits gibt es Primzshlen p, p+2 mit dem minimalen Abstand 2.
Beispiele solcher Primzahlzwillinge sind 3,5; 5,73 11,133 17,193
29,31; 41,433 2309,2311. Wir wissen bis heute nicht, ob es un-
endlich oder nur endlich viele solcher Primzahlawillinge gibt.
Trotz dieser UnregelmiBigkeiten sahorch’c die Primgahlfunktion
w(x) einem Gesetz. Schon GauB vermutete, daB n(x) fiir sehr groBe
x sich ungefihr wie IJ— verhilt ‘*’. Einen ersten Schritt in
dieser Richtung tat 1850 Tchebychef. Er zeigte, daB fiir hinrei-
chend groBe x die Ungleichungen

f s < ™ <8 roas

richtig sind. Mit ziemlich tiefliegenden funktionentheoretischen
Hilfsmitteln bewiesen 1896 Hadamard und de la Vallée-Poussin ‘

®(x)elog x
n(x) ~ 1%; , d.h. zl__i;n.. - -1,

Lange Zeit glaubte man nicht an die Existenz eines elementaren
Beweises fiir diesen Primzahlsatz, so daB seine Entdeckung im
Jahre 1948 durch Selberg und Erdds eine echte mthmtische Sen-
sation bedeutete. - Uber die Anniherung von =(x) durch m
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gibt folgende Tabelle einigen AufschluB:

x (x) Ig:};log ) 4
103 168 1,159
10* 1 229 1,132
105 9 592 1,104
106 78 498 1,084
107 664 579 1,071
108 5 761 455 1,061
10% | 50 847 478 1,053

(*) Unter log x verstehen wir immer den matiirlichen Logarithmus.

Dr. rer. nat. habil.
E. Krldtzel

Dozent an der Sektion Mathematik
der Friodr.—Bogillor-ﬂnivaraitﬁt
ana

Aufgaben (Serie 5/68)

9.Klasse: (9.31) Man 13se folgende Ungleichung:
|12 - x]+|4 - x|]- 15 O.

(9.32) BEs ist zu zeigen, daB ein konvexes Viereck,
dag eine Symmetrieachse besitzt, ein Sehnen~
oder Tangentenviereck ist.

10.Klasse: (10.31) Es seifn]a.b und ¢ ganze Zahlen. Man zeige
(10.32) Drei Primzehlen (grBBer als 10) bilden eine

arithmetische Folge. Zu zeigen ist, daB die
Differenz der Folge durch 6 teilbar ist.

11/12.Klasse: .
(11/12.31) Man beweise, daB fiir alle natiirlichen n
(n 2 2) folgende Gleichung gilt:
(1= = a1 - 5) = 252

(11/12.32) Man schneide ein regelméBiges Tetraeder so,
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| I daB ein Quadrat als Schnittfléiche entsteht.

Preisaufgabe (P.17)

Es wird in Sachen Brown, Jomes und Smith verhandelt. Im
Laufe der Untersuchungen machten diese folgende Aussagen:
Brown: "Ich beging die Tat nicht.”

"Jones war es sbenfalls nicht."
Jones: "Brown war es nicht."

"Smith war der Téter."
Smith: "Ich habe es nicht getan."

"Brown tat es."
Es ist bekannt, daB einer gweimal liigt, ein anderer zwei-
mal die Wahrheit sagt, der dritte einmal liigt und einmal
die Wahrheit 2552. Wer war der Téter?

Fir jeden vollsténdigen Lisungsweg der Preisaufgabe erhilt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheldet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner féllt, nimmt er automatisch an der nédchsten Auslosung teil.
Die Ldsungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Prelsaufgabe" bis
zum 30, des jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststem-
pels) an unsere Adresse einzuschicken.

Ausbildung an der Sektion Mathematik

Die Meisterung der wissenschaftlich-technischen Revolution ver-
langt in steigendem MaBe die Anwendung mathematischer Methoden
in der Praxis und damit den Einsatz von Mathematikern in allen
Bereichen der Volkswirtschaft. In der Planung unserer Republik
ist bis 1980 der Einsatz von 4000 elektronischen Datenverarbei-
tungsanlagen vorgesehen. Wenn man annimmt, daf pro Anlage nur
3,5 Mathematiker bendtigt werden, ist klar ersichtlich, daB der
enorme Zuwachs an mathematischen Kadern ein dringendes Bediirf-
nis ist. Die steigenden Anforderungen auf dem Gebiet der Mathe-
matik verlangen such eine enorme Intensivierung des Mathematik-
unterriehts in der Schule. Wie schnell es gelingt, die Mathe-
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matik als starkes Hilfsmittel in allen Bereichen unseres ge-
sellschaftlichen Lebens einsetzen zu kOnnen, héngt davon ab, in-
wieweit es auch kilnftig in wachsendem MaBe hochqualifizierte
Mathematiklehrer an den Schulen geben wird, die eine moderne
mathematische Denkweise zum Allgemeingut aller werden lassen.
Diese Entwicklung bringt fiir die Sektion Mathematik groBe Auf-
gaben in der Ausbildung und Forschung mit sich. Uver die Ent-
wicklung der Studentenzahl, die im Hauptfach Mathematik studie-
ren, geben folgende Tabellen auskunft:

Tabelle I Mathe-Diplom|Mathe-Physik-~ | insgesamt
Lehrer

Zahl der immatrikulier-

ten Studenten 1962 20 30 50

ab 1969 werden Jj&hrlich

immatrikuliert 80 120 200

Tabelle II
Gesamtzahl der Studen-

ten, die im Hauptfach *

Mathematik studieren
1968 193 161 354
1972 400 480 880

In den folgenden Ausfiihrungen sollen der Ausbildungsgang eines
Diplom-Mathematikers, bzw. eines Mathematik-Physik-Lehrers, so-
wie die Einsatzmdglichkeiten nach Beendigung des Studiums dar-
gelegt werden. Dabel werden wir suf die Ausbildung in der Elek-
tronischen Datenverarbeitung nicht eingehen (siehe dazu "Wurzel"
Nr.4/68).

Die Erfahrung lehrt, daB es fiir einen zukiinftigen Mathematiker
oder Lehrer nicht ausreicht, nur iliber gutes mathematisches Wis-—
gen zu verfiigen. Von einem Absolventen unserer Universitat

wird deshalb verlangt, daB er iiber eine hohe Allgemelnbildung
verfiigt und die GesetzmiéBigkeiten unserer gesellschaftlichen
Entwicklung voll begreift, um seine Eenntnisse fir die Meiste-
rung aller organisatorischen und OSkonomischen Probleme der wis-
serschaftlich-technischen Revolution nutzbar machen zu kdnnen.
Dementsprechend ist das Studium nicht auf die Mathematik allein
beschrénkt. Das Grundstudium eines Diplom-Mathematikers mit 5-
jéhriger Ausbildungszeit erstreckt sich fiber 3 Jahre und umfaBt
folgende Aushildungsbereiche:

Differential-Integralrechnung, Lineare Algebra, Algebra, Nume-
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rische Mathematik, EDV, Funktionentheorie, Wahrscheinlichkelts-
rechnung, Experimentalphysik, Mechanik, Elektrodynamik, Dialek-
tischer und Historischer Materialismus, Marxistische Philoso-
phie, Politische Okonomie, 2 Sprachen, Sport (wahlweise).

Tn den entsprechenden Vorlesungen werden die Grundlagen vermit-
telt, die jeder Studierende braucht, um spiter auf einem Spezial-
gebiet eine hohe Qualifikation erlangen su kinnen.

Die Ausbildung der Diplom-Mathematik- und Lehrerstudenten er-
folgt in der Regel getrennt. Der Lehrstoff ist in belden Aus-
bildungsbereichen schon vom ersten Studienjahr an suf spesielle
Anforderungen zugeschnitten. Fiir die Lehrerstudenten stehen ne~
ben den oben genannten Vorlesungen noch spezielle Physikvor-
lesungen, Psychologievorlesungen, Hospitationen und ein Pida-
gogisches Einfilhrungspraktikum (nach dem 3.Semester) im Ausbil-
dungsprogram.

Die Lehrerstudenten, deren Gesemtstudienzelt 4 Jahre betrigt,
absolvieren nach dem 3.Jahr ein 3-monatiges Schulpraktikum. Hier
werden sie unmittelbar an den Schulen auf ihren verantwortungs-
vollen Beruf des Lehrers vorbereitet. Das letzte halbe Jahr dient
ihnen vor allem zum Anfertigen ihrer Staatsexamensarbeit. AuBer-
dem besteht in diesem Semester die M3glichkeit, durch den Besuch
von Sperislvorlesungen noch etwas tlefer in einzelne Gebiete der
Mathematik (z.B. Zahlentheorie, Geometrie) einzudringen, als das
im Laufe des Grundstudiums der Fall ist.

Fiir Diplom-Mathematiker schlieBt die Grundsusbildung mit einem
6-wochigen Berufspraktikum in verschiedenen Betrieben (z.B. VEB
Carl Zeiss Jena, VEB Keramische Werke Hermsdorf) eb. Die letzten
beiden Jahre sind einer spezialisierten Ausbildung in einem
Teilgebiet der Mathematik gewldmet. Das Ziel dieser Ausbildung
ist es, den Studenten suf einem Teilgebliet der modernen Mathe-
matik so welt zu filhren, daf er in seiner Diplomarbeit ein
Forschungsthema bearbeiten kann., D.h., nach 5 Jahren soll sich
der Student auf einem Spezialgebiet an der oberen Grenze des bis-
her Bekanntén befinden und berelts mithelfen, in wissenschaft-
liches Neuland vorzudringen. An unserer Sektion besteht die Mdg-
lichkeit einer Spezialisierung in Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Numerischer Mathematik, Analysis und Kybernetik. Dabei werden in
Zukunft die Abteilungen Rumerische Mathematik und Wahrscheinlich-
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keitsrechnung den griSten Teil der Studenten erfsssen. Dlie Ein-
satzmSglichkeiten der in diesen Richtungen spezialisierten Stu-
denten sind sehr vielfdltig. Bereits heute kSnnen unsere Absol-
venten sus einer Vielsahl ginstiger Angebote suswihlen. Auch in
Zukunft werden immer mehr Mathematiker mit guter Kenntnis der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und der Fumerischen Mathematik in al-
len Gebieten der Wirtschaft (GroBbetriebe, VYerwaltungszentren,
staatliche Planung) und in den Forschungsinstituten aller Wissens-
gebilete, wie £.B. Medlzin, Landwirtschaft, Biologie, Physik, usw.,
gebraucht. »

Da eip 5-jéhriges Studium micht ausreicht, umfassende mathema-
tische Kenntnisse zur Befriedigung aller Bediirfnisse der Wirt-
schaft, der Forschung und der Entwicklung eines leistungsfihigen
Hochschulkadernachwuchses su vermitteln, glbt es fiir die erfolg-
reichsten Studenten weitere Formen einer schnellen Ausbildung,
die mit der Promotion (Brlangung des Doktorgrades) abschlieSen.
Die seit langemiiblichen Aspiranturen erstrecken sich diber drei
Jahre. Rie schlieBen sich unmittelbar an die Diplompriifungen an.
Bis zur Promotion bedeutet das eine Gessmtstudienzeit von 8 Jah-
ren. Um der Forderung unsersr Gesellschaft nach hochqualifizier-
ten Mathematikern schneller nachkommen zu kdnnen, sollen fir be-
sonders begabte Btudenten zwel gusltzliche Studienjahre einge-
richtet werden, die den Charakter eines Forschungsstudiums tra-
gen und den Studenten ohne vorherigen Erwerdb eines Diploms gzur
Promotion filhren.

Auf der anderen Seite wird daran gedacht, einem Teil der Studen-
ten ein 4-jéhriges Studium zu ermdglichen. Ohne ein Diplom wir-
den diese Studenten die Universitdt nach AbschluBpriifungen ver-
lassen und kdmten zum Beispiel als Mathematiker mit mittlerer
Qualifikation einen Tell der Aufgaben bei der Bedliemung von
Rechenautomaten iibernshmen.

H. Oswald

wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der Friadr.-Scl}iller-Univera.
ena
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(P.14): (eingesandt von Rolf Schmidt,Spezialschule des VEB Carl

Zeiss Jena, Klasse 10)
AD ist Winkelhalbierende
des 3 x, BD = y,
TD= a - y. Das Dreieck
AABD ist gleichschenklig,
da ¥ ABD = B und
3 BAD = %z = @, folglich 4
gilt AD = BD = y.
AADC~ AABC da 1. 3 DCA = ¥ BCA
2. 3CAD = 4 = B = 3 ABC = B
Es gelten folglich die Proportionen:
I.b:ec=(a~-y):y
IT. a:t b=Db : (a~Yy)
aus I. folgt:
by = ca - ¢y
ca® y(b+ c) folglichy = a-B-—f—c-
aus II. folgt:
bz = a? - 8y

I. in II. eingesetzt ergibt:
2 2 2 c

LA e
v% = a%(1 - g5 = &gty

a? = b(b + ¢)

BC=a=+B0b + ¢c)

(9.22):
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Es sei d = ax, + -by,4. Nimmt man an, daB a nicht durch
d teilbar ist, s0 kann man a in der Form a = qd + r
mit O < r < 4 darstellen. Deraus folgt r = a - qd.
Setzt man obigen Term fiir 4 ein, so gilt
r = a - q(ax, + by,) = a(1 - qx,) + b(-aqy,)
= ax; + by,
mit x5, = 1 - qx; und y, = - qy,
Da r < d, ist 4 alsc niecht die kleinste positive Zahl
der Form ax + by. Das ist aber ein Widerspruch zur An-
nahme. a ist also durch d teilbar. Analog zeigt man, daB



b durch d teilbar ist. 4 ist also ein gemeinsamer Teiler
von a und b. Men geigt noch, daB jede Zahl der Form
ax + by durch (a,b) teilbar ist.
Es gllt ax + by = (a,b)+sx + (a,b)-ty
= (a,b)(sx + ty)
Daraus folgt dann d = (a,b).

(9.24):

(eingesandt von Reinhard Beyer, EOS P3Bneck, Klasse 9)

1. Alle drei Freunde kénnen weiBe, schwarze und rote
Haare besitzen. :

2. Haarfarbe (aller drei Freunde) ist nicht mit dem Na-
men identisch (\).

3. Aussage von Weiss: "Ja du hast recht" (Antwort fiir
den Schwarzhaarigen (>C)).

Hieraus ergibt sich folgende Tabelle:

Bildhsuer Weiss Geiger Schwartz Maler Rot

A w 2@
x R |
r xC =

Der Maler ist also schwarzhasarig.

(9.25):

(eingesandt von Hans Rainer Schumann, EOS Naumburg,
Klasse 9)

Ix. Xy =16 (folglich x ¢ 0, y ¢ 0)
II'. y=1
II'. eingesetzt in I. ergibt:
12+(1%)2-62
z2 § 256 _x + 256 - 68
x X
x4 + 256 = 68x2

xt + 256 - 68x°= O

x° = 34 t /TTSE =258
2 = 34 £ /00
I~ 30

]
n

"
]
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Es ergeben sich also folgende Ldsungspaare und nur

dlese: rg.2], [2,8], [-8,~2], [-2,-8]

(9.26)

Be 16t 10 -1 (M -1+ 1% s v 114 1)

In der zwelten Klammer steht ein Ausdruck von 10 Sum-
manden, dle alle auf 1 enden. Folglich endet die Summe
auf die Ziffer 0. Da auch der erste Faktor durech 10
teilbar ist, muB das Produkt ein Vielfaches von 100 sein.

(10.26)1

(eingesandt von Hans Rainer Schumann, EOS Naumburg,
Klasse 9)
Im Dreieck AABC sei die Winkelhalbierende CF gleich-
zeitig Mittelsenkrechte:
Denn gilt: ¥ ACF = 3 FCB  und OF L 1B
folglich ¥ AFC = ¥ CFB = 90°
Hieraus folgt fiir die Dreiecke AAFC und AFBEC:
1. Die Dreiecke stimmen in einer Seite, CF, iiberein.
2. Die Dreiecke stimmen in swel der Seites CF anlie-
genden Winkeln {iberein:
a. ¥ ACF = ¥ FCB
b. ¥ AFC = ¥ CFB = 90°
Dann folgt nach dem Kongru-
enzsatz:

AAPC & ACFB R F 8
Hieraus folgt AT = BT, d.h. AABC ist 5lnichschonklig.

(11/12.25): (eingesandt von Hugo Reinhardt, EOS Heiligenstadt,

Beweis durch vollatiindige Induktion:

Pir n = 2 ist die Behauptung richtig. Ich nehme nun
an, die Behnnptung sel tﬁr n - k richtig, d.h. es
gil‘btsk ? %-ﬁ- veoe +-2u z

Ich beweise nun, da8 die Behauptung auch fiir

n = k+1 richtig istx

Sk+1-8k+-1%23 w-i- """F‘l Sk 2k Er'.l

k k+1
Sgsq > B + 3 = 'i y 8180 By 4 > 5
Damit ist die Bahaugtung_;ﬁr_gpdo- n richtig.

“ Klasse 12)
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WURIEL - Schillerzeitung Hir Mathematik

iierausgesebon vow Hid-a.tiy Jer Sektion satvematik an der Fried-
~izaeschiller=Urivers.tut J2na. Die Zeitun; erscheint monatlick
i ireis von (,2C iDil. uvestellungen sind an die EKathematik-
le. :vr der E05, )85 oder 5pS zu richten. Finzelbestellungen kon-
q¢-. direkt an unsere Ldresse eingesandt werden.

i .aktiop: Leitung: Eike Hertel, Ginter Horn )
: Fitarbeiter: K,Fischer, ii.l.eiBner, N.Kuse, H.Peuker,
iII,Schirrmeister, L.Sfalger, W.Ulbrich,

R.Vackernagel

+ sSck.ift der dcd.ktion: Sektion hMathematik
69 Jene
{lelmholtzweg 1
"wIURZEL"=Redaktion

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkisrechnung |

In der Natur gibt es Vorglinge, deren Auugah; ungewi8 ist. Das
heiBt, wenn der Vergang unter bestimmten Bedingungen abléuft, so
kann man nicht mit Bestimmtheit vorhersagen, welches Ergebnis
eintritt. Man sagt such, daB der Vorgang zuféllig abléduft. Ein
einfaches Belspiel fiir einen solchen gufflligen Vorgang ist das
Wirfeln mit einem Wiirfel. Der Wiirfel wird in einen Wilrfelbecher
gelegt, dieser wird mehr oder weniger stark geschilttelt, und zu-
letzt wird der Becher umgestiilpt. Das Ergebnis eines solchen
Vorgangs wird durch die Augenzahl bestimmt, die auf der Oberseite
des Wiirfels zu sehen ist. Unter den oben beschriebenen Umsténden
ist es nun unmdglich, mit Bestimmtheit vorherzusagen, welches Er-
gebnis eintritt. Das bedeutet nicht, daB der Vorgang an sich gu-
féllig ist, denn nach den Gesetzen der Mechanik 1&8t sich bel ge-
nauester Kenntnis der Umsténde, unter denen das Wiirfeln stattfin-
det, das Ergebnis eindeutig vorhersagen. Es ist also hier die Un-
kenntnis eines Teils dieser Umstéinde, die uns zwingen, den Vor-
gang als zufdllig zu betrachten.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschédftigt sich mit der mathe-
matischen Beschreibung solcher zufélligen Vorgénge. Was mathema-
tische Beschreibung ist, wird in folgendem klar werden.

Das Elementarereignis

Als Elementarereignis bezelichnen wir ein m3gliches Ergebnis des
zufélligen Vorgangs. Beim Wiirfeln ist jede der Zaghlen 1, 2, 3, 4,
5, 6 ein Elementarereignis. Wir sagen auch: Die Menge der Elemen-
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tarereignisse ist E= (1, 2, 3, 4, 5, 6). Die erste und leich-
teste Aufgabe bel der mathematischen Beschreibung eines zufiélli-
gen ?organga ist die Bestimmung der Menge E der Elementarereignis-
se. Beim Wilrfeln hat die Menge E endlich viele Elemente. [Das muB
nicht unbedingt der Fall sein. Wenn wir zum Beispiel die Brenn-
dauer einer Glilhlampe untersuchen (indem wir diese Brenndauer als
zuféllig ansehen), so kommen im Prinzip alle m3glichen Zeiten in
Betracht. Die Menge E enthélt hier unendlich viele Elemente.] Wir
betrachten ein weiteres Beispiel. Das Ziehen der 6 Zahlen bei der
Wettart "6 aus 49" 1st ein zufllliger Vorgang. (Von der Zusatz-
zahl sei hier einmal abgesehen.) Ein Flementarereignis ist hier
Jede Auswahl von 6 Zahlen aus 49 Zahlen. Die Reihenfolge, in der
die Zahlen gezogen werden, spielt hier keine Rolle. Folglich kén-
nen wir ein Elementarereignis durch eine Menge der folgenden Form
kennzeichnen: e = {nﬂ, Dy Dy Dy, Ng, ns} wobei die n; ganze
Zahlen sind und 1 s n, < 49 gilt. Die Menge E besteht also aus
Elementen der Form e. Diese Elemente e sind selbst auch wieder
Mengen. Nach den Rechenregeln der Kombinatorik kann man ausrech-
nen, daB die Menge E [" ] SPaeeabiig it - 13 983 816
Elemente hat.
Das Freignis
Wir kommen wieder auf das Beispiel des Wiirfelns zuriick. Man kann
zum Beispiel beobachten, ob die Augenzahl kleiner oder gleich 3
ist. Das tritt ein, wenn das Ergebnis eine 1, eine 2 oder eine 3
ist. Anders ausgedriickt: Wenn wir das Ergebnis eines Wiirfelvor-
gangs mit e bezelichnen, so beobachtet man, ob e zur Menge A (mit
A= {1, 2, 3}) gehdrt. Man stellt also die Frage: Ist e € A?
(lies: ist e Element von {1, 2, 3}?). Wir stellen fest, daB die
Menge A enthalten ist in der Menge E. Das s0oll nichts weiter be-
deuten, als daB jedes Element von A auch ein Element von E ist.
Man schreibt auch A € E (lies: A enthalten in E). Zum Beispiel ist
1€ A und auch 1 € E.
Definition:

Jede Menge A, die in E enthalten ist (A & E), heiBt

ein Ereignis.

Wir sagen nun, daB bei einem zuf#lligen Vorgang das Ereignis A
eingetreten ist, werm das Ergebnis des zuftlligen Vorgengs ein
Element von A ist.
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Mit dem Begriff "Ereignis" verbindet sich folgende Vorstellung:
Man kann jeden beliebigen Tatbestand, den man an dem gzufédlligen
Vorgang beobachten will, dadurch beobachten, daB man feststellt,
ob das Ergebnis des zufilligen Vorgangs in elner bestimmten Men-
ge A ¢ E liegt. Wenn man zum Beispiel beobachten will, ob die
Augenzahl beim Wiirfeln eine gerade Zahl ist, so beobachtet man,
ob das Ergebnis in der Menge A = {2, 4, 6} liegt.

Die Elementarereignisse sind ebenfalls Ereignisse (im oben defi-
nierten Sinn). Es gilt némlich {2} & E= {1, 2, 3, 4, 5, 6}

oder {5) & E. Allgemein: {n} & Emit 1 s n s 6.

Wolfgang Radecke

Student an der Sektion Mathema-

tik (Abt. Wahrscheinlichkeitsr.)

der Friedr.—chiller—Universitat
ena

—

Aufgaben (Serie 6/68)

a.Klasse: (9.33) Man bestimme in einem konvexen Viereck ABCD
den geometrischen Ort aller Punkte O im In-
neren von ABCD, fiir die die Fléche der Vier-
ecke OBCD und OBAD gleich ist.

(9.34) Man beweise die Ungleichung

o
x° + y© o+ 22 2 Xy + X2 + yz

10.Klasse: (10.33) Man 18se die Gleichung
(tan x)%1% * = (cot x)

cCOosS ' X

(19.3%4) Man beweise, daB sich das Polynom
(x - a)g(x - b)2 + 1 .(a und b ganze Zahlen)
in ein Produkt zweier Polynome mit ganzzah-
ligen Koeffizienten zerlegen 1l3ft.

11/12.Klasse:
(11/12.33) Wenn die Zshlen 82, b2, ¢ (a° # b°) eine
arlthmetische Folge bilden. so gilt dies eben-

falls fur-s— ’ E‘T; ’ _E
(11/12.3%4) Ist es mbglich, eine Potenz von 3 zu finden,
die auf die Ziffern 0001 endet?

€4 .



Preisaufgabe (P. 18)

Gegeben seien n Geraden in der Ebene, von denen keine zwei
parallel sind. Es ist bekannt, daB durch den Schnittpunkt
von je zwei Geraden noch eine dritte Gerade geht. Man be-
weise, daB alle Geraden durch einen Punkt gehen!

Fiir jeden vollsténdigen Lésungsweg der Preisaufgabe erh&lt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir finf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Nertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB} des
Rechtsweges). '

Falls ein Besitzer von fiinf Nertpunkten nicht unter die Gewinner
féllt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil. Die
Lisungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe' bis zum
30. des jeweiligen Frscheinungsmonats (Datum des Poststempels)
an unsere Adresse einzuschicken. '

Einfilhrung in die Rechentechnik |

Ziel der mit diesem Beitrag erdffneten Fortsetzungsreihe ist es,
den interessierten lLeser in die Problematik der digitalen Rechen-
technik und Elektronischen Datenverarbeitung einzufiihren.

V6llig zu Recht werden die Anwendung der Rechentechnik und der
Einsatz von Datenverarbeitungsanlagen zu Schwerpunktaufgaben bei
der weiteren Entwicklung unserer sozialistischen Wirtschaft er-
¥18rt. Diese zur Zeit sehr aktuellen Disziplinen der Mathematik
gestatten es, Prozesse der Ckonomie, Technix, Planung und Leitung
wissenschaftlich zu durchdringen und mit hohem Effekt zu gestal-
ten. Ein einfaches Einfiihrungsbeispiel soll zeigen, wie erfolg-
reich die Mathematik bei der Ldsung Gkonomischer Aufgaben ange-
wendet werden kann.

Beispiel 1: Das klassische Transportproblem

In einem bestimmten Territorium (Kreis, Bezirk usw.) ist ein
Produkt von Erzeugern zu Verbrauchern zu transportieren (siehe
skizze). Solche Transporte kénnen sein: Zementtransport von Ze-
mentwerken zu Baustellen, Kohletranport von Brikettfabriken zu
den Lagerplédtzen des Kohlehandels. Ein Transportbetrieb wird be-
auftragt, den Transport des Produkts so zu organisieren und
durchzufiinren, daB der Bedarf eines Jjeden Verbrauchers gedeckt
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und die Lieferkapazitit keines Erzeugers iiberschritten wird.
Welche {iberlegungen wird der Transportbetrieb anstellen?

Er wird versuchen, den Transportauf- -
trag unter Einhaltung der bereits
formulierten Bedingungen so rationell
als mdglich, d.h. mit einem minimalen
Aufwand an Transportkosten zu erledi-
gen. Dabei kinnen als Transportkosten
in Frage kommen: Kosten fiir verbrauch-
ten Kraftstoff, der fiir die Ausfilhrung des Transportauftrags er-
forderliche Zeitaufwand u.a. Im Beispiel soll als MaB fiir den
Transportaufwand die Einheit tim (Tonnenkilometer) benutzt wer-
den, ein Ma8, das in Kraftverkehrsbetrieben hiufig verwendet
wird.

Nachdem das Problem der Transportaufgabe inhaltlich formuliert
jst, wird in einer néchsten Etappe ein mathematisches Modell
aufgebaut. Das bisher in Worte gefaBte Transportproblem ist
durch mathematische GrdBen, Gleichungen usw. auszudriicken.
Zundchst werden einige giinstige Bezeichnungen gewéhlt.

Erzeuger: E,, EE’ «eey By Es mdgen m Erzeuger vorhanden sein.

Verbraucher: V1, V2, P Vn Die Anzahl n der Verbraucher wird
in der Regel grdBer sein als die
Anzahl der Erzeuger.

Lieferkapazitét des Erzeugers E;: ay i=12, ..., m
Bedarf des Verbrauchers Vj: bd J=1 2y eeey n
Menge des zu transportierenden Produkts vom

Erzeuger Ei zum Verbrauc-er Vd= xij i=1, 2y susy,

J= 1, 2, ssoey N

Die Werte dieser doppelt indizierten GroBen sind gesucht. Der
erste Index gibt die Nummer des Erzeugers, der zwelte die des
Verbrauchers an.

Transportaufwand fiir den Transport einer Einheit des zu trans-

portierenden Produkts von Ei nach ij c13 i=1,2, ¢ccp
. 3.1' 2' aeey n

Diese Werte miissen gegeben sein, damit ein Vergleich einzelner
Transportvarianten beziiglich des Aufwands angestellt werden
kann. Die Indizes i, ] sind wie bei den Xy 4 zu deuten.

Es ist nun mdglich, das gestellte Transportproblem mathematisch
zu formulieren. Der Einfachheit halber wird gunéichst ein Spe-
2ialfall mit m = n = 2 betrachtet. E; liefert an Vq X44 Ein-
heiten und an V, x4, Einheiten des Produkts.

;
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Die Gesamtmenge X4q + Xq5 die E4 liefert , darf die Liefer-
kapazitit a, nicht iiberschreiten.
Folglich gilt:

Xqq * %qp 8%y
Analoge Betrachtungen beziiglich
E2 liefern:

X1 * X2 = 8
Andererseits erhdlt V, von E, xq9 Einheiten des Produkts und
von E, X5, Einheiten. Die nach V, transportierte Gesamtmenge
Xqq * Xoq muB mindestens gleich dem Bedarf von V1<sein. also:

Xqq * X9 2 By

Entsprechend ergibt sich fiir V,: X4, + X55 2 b,
Sicher ist es sinnvoll zu fordern, daB alle zu transportieren-
den Mengen nichtnegativ sind:

Xqq 2 0, x5 2 0, X4 2 0y X5 2 0
Die Skonomische Interpretation negativer Transportmengen wiirde
seltsame und unreale Effekte liefern (Transporte vom Verbraucher
zum Erzeuger). Der Gesamttransportaufwand kann folgendermaBen
dargestellt werden:
Unter der Annshme, daB sich der Transportaufwand proportional
zur transportierten Menge veréndert gilt:

By ==¥y 1 S4q°%Fqg

By V4 8 €pq"Xpq

By—=Va it Cqpt¥q

By==mNg 3. %55
Gesamttransportaufwand:

B = Cqq'Xqq * Cqp'Xq2 * C1"X2q T C27%22
Gesucht wird eine solche Transportvariante, fir die z einen
minimalen Wert annimmt.
Es ist leicht nachzupriifen, daB die Arbeitshypothese iiber die
Proportionalitét zwischen Transportaufwand und tramsportierter
Menge bei einer ganzen Reihe von praktischen Beispielen nicht
zuléissig ist. Durch passende Wahl der MaBeinheit fiir die zu
transportierende Menge 1&Bt sich die Proportionalitét aber 1in
den meisten Fillen erzielen (z.B. statt MaBeinheit: t Zement
- MaBeinheit: LEKW-Ladung Zement). Die Zusammenstellung aller
mathematischen Beziehungen zum Transportproblem ergibt:

Z = Caq*Xqq * Cqz'Xqp *+ Cpq'¥Xpq + CpptXpp —>min
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Nebenbedingungen:

Xqq4 + X4 S 84 Gegeben:

Xaq t X5p 385 €11 v 12 v C29 0 22
x11+x212b1 8~1|32|b1|b2
Xqp + X35 2 D, Gesucht:

X992 0y x4 20 Xqq » Xqp 0 Xpq 9 Xpp
X54 2 0, X5 20 Zpin

Die allgemeine Gestalt des klassischen Transportproblems lautet

folglich:

f=1 j=1
Nebenbedingungen:
IiJSai 1-1, 2’ sseyg I
J=9
z: xid P bd J=1, 2y «ecsy n
im1q
ja 1| 2' seaay N

Es ist Aufgabe des Mathematikers, das Transportproblem zu ana-

lysieren und folgende Fragen zu beantworten:

1. Unter welchen Bedingungen ist das Problem l8sbar?

2. Ist die Ldsung, falls sie exlistiert, eindeutig?

%. Nach welchem effektiven Verfahren kann die L&sung konstru-
iert werden?

H. Peuker

wissenschaftlicher Mitarbeiter
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller~-Universitét
Jena

Lésungen %

Losungsbesprechung zur Ferienpreisaufgabe (10.19)
(Die angegebene Lisung wurde von Hans Rainer Schumann, EOS
Naumburg, Klasse 9, eingesandt)

A. Analysis

Gegeben 1st die HZhe h,, die Seitenhalbierende s, und der Um-
kreisradius r.

Angenommen, das Dreieck AARC wdre das gesuchte. A und B sollen
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auf der Geraden g liegen. Dann ist durch die HGhe h, die Ent-
fernung des Punktes C von g bestimmt. Durch den Schnittpunkt des
Kreises mit dem Radius s, um C mit
der Geraden g ist der Mittelpunkt

S der Strecke AB bestimmt. Auf der
Senkrechten zu g im Punkt S liegt,
da diese Senkrechte Mittelsenkrech-
te ist, und da der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten im Dreieck
der Mittelpunkt des Umkreises ist,
eben dieser Mittelpunkt.Ein weiterer geometrischer Ort fiir die-
sen Mittelpunkt ist suBerdem der Kreis mit dem Umkreisradius r
um C (denn es muB gelten: M = r). Deshalb ist der Kreis mit dem
Umkreisradius r um M ein geometrischer Ort fiir A und B, d.h. A
und B sind Schnittpunkte dieses Kreises mit g.

B. Konstruktion

Die Konstruktionsbeschreibung ergibt sich aus der Analysis.

Ich zeichne eine Gerade g. Auf dieser lege ich einen beliebigen
Punkt F fest (1). In F errichte ich eine Senkrechte zu g (2).
Auf dieser trage ich von F aus die Héhe h, ab (3), ihr Endpunkt
ist C. Um C schlage ich dann mit dem Radius s, einen Kreisbogen
(4). Ein Schnittpunkt wird mit S bezeichnet (5). In S wird eine
Senkrechte errichtet (6). Dann wird um C mit dem Umkreisradius

r ein Kreisbogen geschlagen, der die in S errichtete Senkrechte
in M schneidet (7). Um M wird dann mit dem Umkreisradius r ein
Kreisbogen geschlagen, der g in A und B schneidet (8). AABC ist
das gesuchte Dreleck.

C. Beweis

Der Bewels ergibt sich aus den einzelnen Schritten der Konstruk-
tion:

FC = hc (%)
hc'L g (1, 2)
5, = [oi} (4)
M=r (6, 7)
MK=VWE=r (8)
AS = SB, da VS Mittelsenkrechte ist (6)
WLl g (6)

Hieraus ist zu erkennen, daB das konstruierte Dreleck AABC den
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gegebenen Bedingungen geniigt.
D. Determination
Damit der Kreisbogen mit dem Radius s, um C die Gerade g be-
rihrt oder schneidet, muB gelten: S, 2 hc .
Fir s, > h, gibt es zwel Schnittpunkte und somit auch zwel Mog-
lichkeiten, das Dreieck zu konstruieren. Die Dreiecke sind un-
gleichsinnig-kongruent. Ist 8, = hc' so gilt:

AF = BF, sowie 3 AFC = 3 CFB = 90°.
Dann folgt nach dem zweiten EKongruenzsatz: AAFC ¥ AFBC, d.h.
AT = BC. Das entstehende Dreieck ist gleichschenklig.
Damit der Kreis um C mit dem Radius r die Senkrechte in S
schneidet oder beriihrt, mu8 gelten: r 2 BF.
Im rechtwinkligen Dreieck ASFC gilt:

SF = \/QE_:_EEW. also r 2 \/sg - hg ‘

Schneidet der Kreis mit dem Radius r um C die Gerade MS zweimal
(r > B, = hc ) und gilt fiir beide Schnittpunkte H1 und_l{2
ﬁ;:;§ < r so ergeben sich zwel Dreiecke, die nicht kongruent sind.

Analysis, Konstruktion und Bewels der angegebenen L&sung sind
in allen Teilen richtig, Jjedoch fehlen in der Determination ei-
nige Betrachtungen. An den Anfang der Determination gehdrt die
Voraussetzung 2r > S, 2 b, (I)
Die Bedingung, sie wurde hier nur teilweise angegeben, ist all-
gemeingilltig, d.h. sie gilt auch fiir das zu konstruierende
Dreieck. Folgerichtig miissen dann wie in der angegebenen L3sung
eine Untersuchung der Pélle S, > h, s, = h, und die Herlei-

tung der Beziehung r » 1 és - hg' (I1)

erfolgen. Weiterhin hat der Eilnsender richtig erkannt, daB fiir
H;TES < r zwel nichtkongruente Dreiecke entstehen. Warum wurden
diese Beziehungen nicht weiter angewendet, d.h. welche Beding—
ungen miissen sc ' hc und r erfiillen, damit eine bzw. zwei
nichtkongruente Lisungen entstehen?
Die Determination hétte so fortgefiihrt werden konnen:
Man betrachte folgende Skizze und setze dabei die Giiltigkeit von
(I) und (II) voraus.

CN ﬂ & » g = m = X

Es gilt:

= 1?4 02 - 82 (I11)
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auBerdem x s Tr (1IVv)

My r und F;!n.-;g (v)
N C Es sei nun
d EE=h +x<r
he x <T -h, , dann gllt
12 = r2 - h2 - s2 < r2 - 2rh_ + h?
c c c c
£ 7 sg > 2r~hc (Vi)

Da alle Umformungen Equivalent waren, existleren zweil nicht-
kongruente Lésungen genau dann, wenn (VI) gilt.
Héchstens eine L3supg existiert, wemn NS < r gilt

2
d.h. s s 2rh, (VII)

Ist T > hc , 50 gilt [hc - x| <r, es existiert somit mindestens

eine Losung. Fir r s h, gilt
HS=h -x<rs W5 genau dann, wenn

1
2h_r > 85 (VIII)
Eine Zusammenfassung ergibt:
genau zwei nichtkongruente Lésungen existieren, wenn
2h,r < 82 ,
keine Ldsung existiert fir r < hc & 2h r = sz ’
in allen anderen Fillen existiert genau eine Ldsung (bis auf
Kongruenz). .
Entartete Dreiecke werden nicht als LOsung zugelassen.

(11/12.26): (eingesandt von Hans Dietrich Gronau, EOS “"Friedr.
Engels" Neubrandenburg, Klasse 11)
Nach dem Wurzelsatz von Vieta gilt:

8, -[l]xi (xi sind Lésungen (hier: 1, 2, ...y 100))
fm1 n= 100 N

1
0
| i x4
84 = - im1
' x
=9 J

; 0
‘99"2’1

Auf unseren Fall angewandt ergibt sich, da8

1, P, «eey 100 die [Osungen (xi) der Gleichung
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n-ten Grades sind (Produktdarstellung der Gleichung).
Entsprechend folgt:

0
- agg = §f ie jgg . 101 = 5050

im1

agg = - 5050
h 8400 =

(9.30): Es ist n5 - 5n5 + 4n=(n-2)n=-MDnln + 1)(n + 2)
ein Produkt von 5 aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
und daher durch 5! = 120 teilbar.

(9.28)

x = x, sel eine gemeinseme L&sung beider Gleichungen,
d.h. es gilt:
x5 + 8ax, +1 =0 und xﬁ +ax2 +1=0

0 (o]
Daraug erhalten wir: "
_ u
X, + ax, = - 1 und e + 8o - = 1

Dividieren wir die erste Gleichung durch die zwelte
Gleichung, so erhalten wir

=+ el X0 + ax
0 ) ) )
3 =3 Xo = 1
'J(o + axo IO + BIO
Fiir x. = 1 liefern beide Gleichungen den Wert a = - 2

0

ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACH

Unser Mathematik-Spezialistenlager des Bezirkes Gera ||
(Sommerlager) findet in diesem Jahr vom 12. bis 24.
F August in Bad Kdstritz statt. Da das alte Internat

des Institutes fiir Lehrerbildung seit diesem Jahr

l baupolizeilich gesperrt ist, konnen in diesem Jahr
leider nur 65 bis 70 Schiiler eingeladen werden. Die
|| betreffenden Schiiller haben ihre Einladungen bereits
erhalten. Wir bitten diese Schiiler, dem Rat des Be-
zirkes, Abteilung Volksbildung, mitzuteilen, ob sie
in das Lager anreisen werden.
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Einfilhrung in die Wahrsdheinlichkeitsrechnung 11 (SchiuB)
Die Wahracheinlichkeit
Wir stellen uns vor, da8 wir einen zufélligen Vorgang beliebig
oft unter gleichen Bedingungen ablaufen lassen kdnnen. Dabei be-
obachten wir jedesmal, ob ein gewisses Ereignis A eintritt oder
picht und notieren uns das. ,1" soll bedeuten: A ist eingetreten,
,O" soll bedeuten: A ist nicht eingetreten. Auf unserem Notliz-
zettel entsteht bei der Beobachtung z.B. eine Folge der Form:
0ﬁ01000110111100001111ﬂ010... Sel n die Anzahl der Beobachtungen
und k die Anzahl der Elnsen bei n Beobachtungen. Die Zahl %
neiBt relative Héufigkeit des Ereignisses A. Wir berechnen nun
nach jeder Beobachtung, d.h. fir jedes n, die Zshl % und stellen
fest, daPf % um einen bestimmten Wert schwankt.
Jeder kann selbst nachpriifen, da8 beim Wiirfeln die relative Héu-
figkeit des Ereignisses A = {1} um den Wert % schwankt. Das glel-
che gilt auch fiir die Ereignisse A = {2}, A = {31. ceey, A= {6}
Das bedeutet nicht, daB die relative Héufigkeit & exakt gleich
% ist, sondern daB sie gleichmiiBig um den Wert % schwankt.
Wenn wir das Ereignis A = {1, 2} beobachten, so stellen wir fest,
daB die relative HEufigkeit um den Wert % = % schwankt.
Definitiont

D Als Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A bezeichnen

wir denjenigen Wert P(A), um den die relative Héufig-
keit schwankt.
Diese Definition ist nicht als exakte mathematische Definition zu
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verstehen. Sie 801l uns nur vermitteln, was wir uns unter der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses vorzustellen haben.

Die Erfahrung zeigt, daB die Schwankungen der relativen Héufig-
keit kleiner werden, wenn wir die Anzahl der Versuche erhdhen.
Wir stellen nun folgende Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit
P(A) fest:

)

(2)

(3

(4)

Da ! das Verhiéiltnis der Anzahl der Einsen der Folge zur
Gesnmtzahl der Versuche ist. gilt O ¢ 5 s 1. Daher ist
auch 0 < P(A) s 1.

Wenn A = E ist, so besteht dle notierte Folge nur aus
Einsen. Weil in F alle m8glichen Ergebnisse des zufil-
ligen Vorgangs enthalten sind, liegt Jedes Ergebnis in
E. Also ist dle relative HAufigkeit X = 1. Deshald ist
auch P(E) = 1. Wir bezeichnen das Eruignis E als das
sichere Ereignis, es tritt immer ein.

Wenn wir beobachten, ob ein Ereignis A nicht eintritt,
80 beobachten wir damit wieder ein Ereignis, das wir mit

% bezeichnen. In 1 sind alle diejenigen Elemente enthal-
k

ten, die zwar in E liegen aber nicht in A. Wenn.— die
relative Hiufigkeit von A ist, so ist =% —q - ]E: aie

relative Héufigkeit von X. Es gilt daher:

P(R) = 1 - P(4)
Saien A und B 2wel Ereignisse, die keine Elemente ge-
meinsam haben. Mengentheoretisch heift das, daB
AN B=¢ ist (lies: A geschnitten B ist gleich der
leeren Menge. Die leere Menge ist diejenige Menge, die
keine Elemente enthiélt.)
Wir beobachten nun das Ereignis A u B (lies 4 vereinigt
mit B). A u B ist dasjenige Ereignis, das sowohl die Ele-
mente von A als auch die Elemente von B enthédlt. Sei k
die relative Héufigkeit des Ereignisses A und l die re-
lative Héufigkeit von B. Dann ist die relative Hhufig-
keit von A v ]3-]‘—%l = % + %. Das gilt nur unter der Be-
dingung A n B = ¢ « Wenn némlich das Ereignis A eintritt,
80 tritt B nicht ein und umgekehrt. Deshalb addieren sich
die Anzahlen der FEinsen k und 1. Daraus ergibt sich nun:

Wenn An B =g, so gilt P(A u B) = P(A) + P(B)
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Ein Beispiel fiir die Eigenschaft (4) ssi hier gegeben:
Wir betrachten wieder unser Standardbeispiel, das Wiirfeln. Sei
A= ({4) und B = {5}. Dann gilt An B = ¢, auBerdem wissen wir
P(A) = P(B) = %. Daraus k5nnen wir P(A y B) berechnen:
P(AUB) = P(A) + P(B) = 3 + 2 = 3.
Das Ergebnis stimmt mit unseren Beobachtungen uberein, die wir
beim Wirfeln machen kdnnen.
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung beschiftigt sich nun ganz all-
gemein mit solchen Funktionen P und den Mengen E.
Definition:
P ist ein Verteilungsgesetz (oder Wehrscheinlichkeits-
D maR) tiber der Menge E, wenn P jeder Teilmenge A ¢ E
eine reelle Zahl P(A) (lies P von A) zuordnet und fol-
gende Beilingungen erfiillt sind:
(1) 0 s P(4) <1
(2) P(E) = 1
(3) P(R) = 1 = P(A)
(4) Falls An B =3$, so gilt P(A u B) = P(4) + P(B).
Das sind gensu die vier Eigerschaften, die wir aus der Deutung
der Wahrscheinlichkeit als relative Hdufigkeit hergeleitet haben.
Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man jetzt wie
folgt formulieren:
Fir einer zufélligen Vorgang sind dle Menge E und das Ver-
teilungsgesetz P zu bestimmen. P wird zum Beispiel aus der
Bedingung bestimmt, daB fir jedes Ereignis A die relative
Héufigkeit um den Wert P(A) schwankt.
Behauptung (Beweis als Ubungsaufgabe):
Wenn wir beim "Wiirfeln" festleg-n, daB fiir jedes Ereignis der
Form {1} gilt P({1)}) = z mit 1 = 1, ..., 6, 80 kann man fir je-
des Ereignia A die Wahrscheinlichkeit P(A) mit Hilfe der Be-
dingungen (1) bis (4) berechnen.
Zur Einfilinrung in die Vabrscueinlichkeitsrechnung empfehlen wir
folgendes Buch:
B. Gnedenko, A. Ckhintschin:"Flementare Finfiihrung in die Wahr-
gcheinlichkeitsrechnung" (Klsine Schiilerbiicherei).
¥. Radecke

Student an der Saktion Mathematik
{Abt. Wanracheinlichkeltsrechnung!
dey Priedr.-3chilier-Injiversitét
Joena
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Aulgaben (Serie 7/8/68)

9.Klasse: (9.35)

(9.36)

10.Klasse: (10.35)

-

(10.36)

11/12.Klasse:
(11/12.35)

(11/12.36)

Es ist folgende Behauptung zu beweisen:
Wenn p1. Py und p3 Primzahlen sind, so da8

E(p1 + p3) 1st, so ist p, - p; = P5 - Py
durch 6 teilbar.
Gegeben seien zwel einander schneidende Krei-
se K; und Ke. Ihre Schnittpunkte seien P und
S. Man beweise, daB der Punkt T des Kreises
K,y filr den gilt TP = TS, ein Punkt der Tan-
gente in P an xz ist.

4B, AC und ID seien dreil Kanten eines Tetra-
eders. Man zelge, da8 sich die Ebenen, die
euf AB, IC und AV senkrecht stehen, in einem
Punkt schneiden.

Man beweise die Ungleichung
5(x - 1) < © -1¢ 5xu(x -1) firxo>1

Man 18se die Gleichung

vV x +/ %x-49 + \/ x - vV 4x-49 = \/ 1%

Man beweise
ainﬁa + cos

6“ + 331n2a-cosaa = 1

!l

;raisoquobe (P.19)
Man zeige: Die Beziehung Z([ n - ‘ID -2

m

ist dann und nur dann richtig, wenn n eine Primzahl ist.

Preisauigabe (P. 20)

Man priife, ob der Ausdruck {((p«>q)—>(~p v q)) erfilll-
bar oder allgemeingiiltig ist.

Fir jeden vollsténdigen Lésungsweg der Preisaufgabe erhélt der
Eilnsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhilt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender filnf
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Wertpunkte haben, entscheldet dss Los (unter Ausschluf des
Rechtsweges). .

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewimner
£811t, nimmt er sutomatisch an der nlchsten Auslosung teil. Die
Lésungen sind unter dem Kenawort "Wursel-Preisaufgabe” bis sum
30. dea jeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststempels)
an unsere Adresse einzuschicken.

Achtung: EinsendeschluB filr die Preisaufgaben (P.19) und (P.20)
ist der 30. August 1968.

-_____.—-—-—————“__._._'——__'——-—————"—_—_-_"'—_—
Einfiihrung in die Rechentechnik II
In letzten Beltrag ("Wurzel"-Nr.6/68) wurde ein einfaches Trens-
portproblem formullert, decsen mathematisches Modell folgende
Gestalt hatte:

(1) z = Z Z cs.ox s —>min Die Gesamttransportkosten
1374 sollen minimal werden.

-

imq Jm1

(2) i SUPTETE pey Die Lieferkapazitht a, des
e Ergeugers E; darf niocht tiber-

schritten werden.
(3) zt x4 > bd j= 1, ceep m Der Bedarf bj des Verbrau-
t:h,e:-*s_vl.j muB mindestens ge-
deckt werden.
(4) X4y 20 1i=1 ..., 0 Die zu transportierenden
J=1 «cop B Mengen Xy 4 des Produkts dir-
_ fen nicht negativ sein.
Es handelt sich um eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen.
Die Funktion z, Zielfunktion genannt, soll einen Extremwert,
néimlich einen minimalen Wert annehmen. Die Nebenbedingungen
liegen in Gestalt der Ungleichungssysteme (2), (3) und (4) vor.
Fin Satz von Werten xia,tﬂr den z minimal wird,heiBt optimale
Lésung des Transportproblems.
Den Mathematiker jnteressiert vor allem die Frage nach der
Existenz einer optimalen Losung.
Durch Addition aller Ungleichungen des Systems (2) entsteht:

itm1 =1 i md

im1
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Analog liefert das System (3) nach der Addition:

o TF s

=1 1a1 J=1
Da die linken Seiten von (5) und (6) identisch sind, kann ge-
schluBfolgert werden:

(P Z by s Z 8y
Jeq 1m1 .

Die Skomomische Interpretation vom (7) lautet:

Der Gesamtbedarf £ by aller Verbraucher darf die Gesamtliefer-

kaplzitlt_z;ai aller Erzeuger nicht iiberschreiten. (7) ist not-

wendig und hinreichend filr die Existenz einer optimalen Ldsung

fir das Transportproblem. Auf einen streng mathematischen Beweis

muB hier verzichtet werden.Da die 8; und bJ gegeben sind, ist

vor der Konstruktion einer optimalen L3sung des Transportproblems

die Existenzbedingung (7) zu priifen. Prinzipiell sind drei Pille

mBglich:

Fall I: ZIb, < Zay

Fall II: Ebd = Zay

Fall III: zbj > Lay

Durch einen mathematischen Trick lassen sich die Félle I und

IITI auf den Fall II gzuriickfiihren.

Im Fall I wird das Transportproblem durch die Einfiihrung eines

fiktiven Verbrauchers V, , mit dem Bedarf oy =484 ~fby er-

weltert. Die in der optimalen Losung auftauchenden Werte fiir

xtn+1 eind als nicht anzuliefernde Restbesténde des Erzeugers Ei

zu werten. Im Fall III ist es sinnvoll, die Erweiterung des

Transportproblems durch die Einfiibhrung eines fiktiven Erzeugers

Em+1 mit der Lieferkapazitét a .1 -ﬁ;bd —gzgi vorzunehmen. Ent-

sprechend sind die Werte xh+1j in der optimale? Lésung als unge-

deckter Bedarf des Verbrauchers Vd zu deuten. Uberlogungen zur

Wahl geeigneter ©4 41 bzw. Cns soien“dem Leser iiberlassen.

Es ist also ausreichend, dle weiteren Uberlegungen fiir das Trans-

portproblem auf den Fall II zu beschrénken. Fiir diesen Fall ge-

stalten sich die Nebenbedingungen (2) und (3) als Gleichungs-

systeme, so daB das Transportproblem folgende Gestalt hat:

z2 = xzcijxid-a-min Exij = a i=1, ..., m summiert iiber j
xij 20 Exij = bJ J=1, ..., n summiert iiber i
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Wie kann die optimale Lisung konstruiert werden?

Da die Hilfsmittel der klassischen Differentialrechnung bel
dieser Extremwertaufgabe versagen, i{st es notwendig, besondere
Ldsungsverfahren zu suchen. )

Fiir den Spezialfall m = n = 2 ist ein Ldsungsverfahren schnell
gefunden. Die einfache Gestalt des Problems:

(11) 2z = Cqq¥qq + Cqp¥qp + Cpa%aq ¥ C22¥p2 —PRIR
(2') xqq + Xyp = 8q¢ Xpq * X2 = 8
(3') Xqq * Xpq = Dpy Tqp * X2 = P
(8') xqq 2 01 Xqp 20 Xpq 20, X5 2 0
legt die Vermutung nahe, deB mit (2') und (3') ein lineares
Gleichungssystem von 4 Gleichungen fir & Unbekannte mit einer
eindeutigen LYsung vorliegt. Das ist aber nicht so.Wird von der
Summe der beiden Gleichungen von (2') die erste Gleichung von
(3') subtrahiert, so entsteht:
(xqq * Tqp)-+ (Xpq + Xpp) = (Xqq # Xpq) = 84 + 8 = By
Xqp * Xpp = 8qt 8 =Dy
Anderarseits folgt aus der Existenzbedingung fiir die optimale
Lisung: ba -8y te - b,
Es zeigt sich, daf die gzweite Gleichung won (2') fiberfllissig
1st, da sie aus den {ibrigen gewonnen werden ksnn.
Durch Umformen von (2') und (3') kbnnen folgende Besiehungen
gewonnen werden:
aus (2') folgts I) 112 - '«1 - !11
IT) x5 = 83 = X9
sus (3') folgtilIl) X5q = by = Xy
II1 in IT eingesetzt: IT') x5 = 85 = b, ¢ X4
. Pinsetzen von I, II' und III in dle Zielfunktion liefert:

8 = OqqXyq * ©42(8q = Tqq) + €2q(Dg = Xqq) ¢ Opp(85 = Bq ¢ Xqq)
Nach dem Ordnmen entsteht:

2 = (qq = 12 = Cpq * ©22)%q47 ¢ Cra%q + (Cpq = C22)%a ¢ C22%
In der Zielfunktion kommt nur noch die Unbeksnnte xX,4 VOT. Wird
z als lineare Funktion von X,4 aufzefabt, so gilt bel vorléu-
figer Vernachléisaigung der Nebentedingungen X4- 2 0, X54 2 0
und Xoo 2 0:
pefinitionsbereich: x4 2 0
Wertehereich (Bg sind drel PFlle zu unterschaidern. i@
> Dy g2 2 ; - M

a) €q4=C427Cp1*C0on 2 C,bq t (B 2 a2t b CoaBy
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b) 844=645=Cq*ezp = 01 2z = Spoay + (0pq = c55)b) + ep0,
©) ©4170427931*0xp < 03 B 5 8y + (854 = 0yp)by + Oy,
Wann nimmt 2z einen minimeslen Wert an?
8) 2 = cpp8 + (659 = ex0)by + cyomy  flr x4y = O
P)z = S o8 + (c21 - °22)b1 + Cyo8, fir x,, beliebig
(% hiingt ilberhsupt micht von X,4 8b)
¢) 3 kann beliebig kleine Werte anmehmen, wenn x44 &eniigend
gro8 gewihlt wird.
Eine optimale L3sung ist leicht komstruisrbar. Die Auswertung
der Nebenbedingungen

1) xqp = &4 - xyq -

II*) X, = 2, = b, + Xq4 Ly 2 0

IIT) Xyq = by = X4, X3q 20

liefert folgende Resultate:

2) x14 = max(0, b, - &) (*)
X4 = 8y = nax(0, b, - 12) Es existiert genau eine opt.
Xyq = by - max(0, b, - a5) L3sung. Die max-Bedingung

Xp = 85 = by + max(0, b, - a;) folgt aus der Niehtnegativi-
tdtsforderung fiir X550
b) max(O, b, —12) S Xy S nin(aq. b1) Es existieren unendlich

Xgp = By = Xy viele optimale Lisungen. Die untere
o = 85 = by + x4y Grenze des Variationsbereiches fiir
X4 = b, - X4 Xy4 folgt aus der Forderung x,, 2 0,

die obere aus den Forderungen
X5 2 0O und X4 2 0.

c) Xqq = lin(aﬂ. b1) Es existiert genau eine optimale
X = 8y - nin(uq, bq) Losung. Die Nichtnegativit&tsbe-
X4 = by - min(a,, hq) dingung ist erfiillt auf Grund der

X5 = 85 - by + nin(aﬂ, b1) Existenzbedingung fiir die optimale
L3sung 8y +a, - b1 + b2

| (*) Die Bezeichnung

nax . . grifte
x® in (“1' ®oy seey un) bedeutet x ist die kleinste der Zahlen

a." 32| sy I;no

Ein Zahlenbeispiel soll die theoretisch angestellten Untersu-

chungen beleben.

Von 2 Miithlen 11 und E, mit den Lieferkapazitéiten &4 = 5t und
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a = 4% soll Mehl su 2 GroSblckerelen \Z und V, mit dem Bedarf
by = 6t und b, = 3t transportiert werden. Die Entfernungen fir
den Tranmsport belaufen sich auf
E,.l—-b V.lz Cqq = 20km
E.‘-—) sz Cqo = 410km
Ea——b Vqt Cpq ™= 40km
Ea——t VZ: Cho = 20km
Wie ist der Mehltransport auszu-
giinren, damit der Gesamttransportaufwand minimal wird?
Zunfichst wird die Existengzbedingung fiir die optimale Losung
gopr?ft: a, + 8 = 5t + 4t = Ot
'b1 + ba s 6t + 3t = Ot
Ergebnis: Es existiert eine optimale L3sung!
Konstruktion der optimalen Lisung: '
S4q = 12 ~ ©21 + Cpp = (20 - 10 = 40 + 20)km = - 10km
cqptq + (Cpq = Cpp)bq + Cpp8p = (10+5 + (40 - 20)6 + 20+4)tkm
= 250tkm
Offensichtlich liegt Fall c) vor.
Es existiert genau eine optimale Lbsung:
Xq4q = min(5t, 6t) = 5t
2" 5t = 5t = 0%

X5q = 6t = 5t = 1%
Xpn = 4t - 6t + 5t = 3¢
Minimaler Gesamttransportaufwand:

= - 10.5tkm + 250tkm = 200tkm
BEs ist aufféllig, da8 auf der kiirzesten SBtrecke E1-—a-v2 nichts
transportiert wird, ein Resultat, das nicht unmittelbar zu er=
warten war. '
Theoretisch 1é8t sich die soeben dargestellte Lésungsmethode auf
Transportprobleme beliebiger Dimension (beliebiges m und n) ver-
allgemeinern. Ohne den expliziten Versuch einer solchen Verall-
gemeinerung vornehmen zu miissen, kann sofort vorausgesagt werden,
da8 der erforderliche Rechenaufwand enorm wird. Fir einen mensch-
lichen Rechner wiire es aussichtslos, etwa eine Transportaufgabe
mit 30 Erzeugern und 100 Verbrauchern nach dem angegebenen Ver-
fahren ldsen zu wollen. Dabei ist die Dimension m = 30 und
n = 100 fiir praktische Belange keineswegs iibertrieben hoch. Es
besteht also ein echter AnlaB fiir den Mathematiker, sich fol-
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genden Problemen rzuzuwenden:

1. Ermittlung von hinreichend einfachen LSsungsverfahren fiir die
Transportaufgabe (notfalls Niéherungsverfahren). _

2. Realisierung des Ablaufs der Zahlenrechnung durch Rechenma-
schinen.

Immerhin treten im oben erwihnten Beispiel mehrere Tausend Zah-

lenwerte als gegebene Eingangsdaten auf ( 3000 Werte fiir Cy 40

30 Werte fir a,, 100 Werte fiir bj).

Das Aufsuchen von praktisch brauchbaren Lésungsmethoden fiir die

verschiedenartigsten mathematischen Probleme bildet den For-

schungsgegenstand der Numerischen Mathematik und Verfshrenstech-
nik, einer speziellen Disziplin der Mathematik.

Mit der Darstellung von Lisungsverfahren in einer Form, die die

Anwendung von Rechenmaschinen erlaubt (d.h. mit der {bersetzung

der Rechenvorschriften einer Lésungsmethode in eine "Sprache",

die von Rechenmaschinen "verstanden" wird), besachéftigt sich u.a.

die Rechentechnik, ebenfalls eine spezielle mathematische Diszi-

Plin. Im weiteren werden sich die Betrachtungen auf Probleme der

Rechentechnik beschrénken.

Ohne auf eine spezielle Rechenmaschine bezug zu nehmen, kann

etwa die Methode zur Bestimmung der optimalen Lésung eines

Transportproblems der Dimension m = n = 2 wie in Tabelle I (Sei-

te 84) dargestellt werden.

Welche SchluBfolgerungen erlaubt die schematische Darstellung

fiir die Ldsung des Transportproblems?

1. Der mathematische Hintergrund und die inhaltliche Bedeutung
der Zwischenresultate sind verlorengegangen. Die Ldsung des
Transportproblems wurde auf Addition, Subtraktion, Multipli-
kation und GréBenvergleich von Zshlen zuriickgefiihrt. Die ein-
zelnen Rechen- bzw. Vergleichsvorsehriften gestatten, die
Transportaufgabe zu 18sen, ohne die Skonomische Problematilk
zu kennen. Die Anforderungen an die Qualitéiten des Rechen-
hilfsmittels (menschlicher Rechner oder Rechenmaschine) sind
sehr gering: Addition, Subtraktion, Multiplikation von Zah-
len, Auswertung von Zahlenvergleichen.

2. Mit Hilfe der angegebenen Vorschriften kann Jedes lGsbare
Transportproblem der Dimension m = n = 2 gelést werden. Sie
stellen ein universelles Arbeitsprogramm fiir das Rechenhilfs-
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mittel dar, das nur eimmal durchdacht und formullert werden
braucht. Die Aufstellung des Arbeitsprogramms muf sehr sorg-
filtig erfolgen. Jede mdgliche Situation beim Lisungsprozel
muB erfaBt werden.
Beispielaweise fehlt im angefiihrten Arbeitsprogramm fiir des
Transportproblem die Existensbedingung fiir die optimale LGsung.
Ist in einem konkreten Zahlenbeispiel die Existenzbedingung ver-
letst, so ist fiir dieses Zahlenbeispiel das Arbeitsprogramm nicht
anwendbar. (Der Leser kann natiirlich sofort das Arboituprosrllm
entsprechend erginzen.)
Nach der Abarbeitung des Arbeitsprogramms liegt die optimsale
L3sung sahlenmiiBig vor. Das Transportunternehmen kann jetzt die
tatsiichliche Gestaltung des Transportauftrags so organisieren,
de8 der Gessmttransportaufwand minimal wird. Es ist lediglich
notwendig, die berechneten Zahlenwerte wieder mit einem Skono-
mischen Sinn su versehen, sie Skonomisch zu interpretieren.
Etwa: Xq4 = 5t bedeutet: Vom Erzeuger 31 werden zum Verbraucher
Y1 Xq4q = 5t Mehl transportiert, usw.
Werden alle bisher angestellten Untersuchungen zum Einfihrungs-
beisplel zussmmengefaSt und verallgemeinert, so ergibt sich:
Die 1L3sung eines Problems aus Okonomie, Technik und anderen Berei-
chen der Wissenschaft unter dem Einsatz der Mathematik vollzieht
sich in mehreren Etappen. Eine mSgliche Etappengliederung des
Lésungsprozesses wire die folgende:
1. Formulierung des Problems
2. Aufbau eines mathematischen Modells
3. Entwicklung bzw. Auswahl eines geeigneten Lisungsverfahrens
4, Aufstellung eines Arbeitsprogramms fiir das Rechenhilfsmittel
5. Abarbeltung des Arbeitsprogramms durch das Rechenhilfsmittel
6.Interpretation des Ergebnisses
Die weiteren Beitriége werden sich besonders auf die Etappen 4 und
5 konzentrieren. Zwischen diesen belden Etappen bestehen enge
Wechselbeziehungen.

H. Peuker

wissenschaftlicher Mitarbeiter
an der Sektion Mathematlk
der' Friedr.-Schiller-Universitit
Jena
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Lésungen '

Losung der Aufgaben der IMO 1967 ("Wurzel"-Nr. 9/67)

2. Aufgabe: In einem Tetraeder habe genau eine Eante eine Linge,

I die grbtBer sls 1 ist. Man zeige, daB dann fiir das
Volumen V des Tetraeders V s g gllt.

Es sel ohne Beschréinkung der Allgemeinheit CD > 1,

| 1E = EE, 1B = x. Es gilt:

Ve 3P,pooh s EECEDE . Es st

TE*s 1 - ¥ 1inm Dreleck AABC, da kei-
ne der Seiten AC oder BC lénger als
1 ist. Anslog TEs 1 - F "
' Men erh¥lt: V s 3-3(1 -.f) >

D

s 331 - + B

1124

3. Aufgabe: Es seien k, m und n positive ganze Zahlen, wobel
m+k+1 eine Primzahl groSer als n+1 ist. Wir fiihren
die Bezeichnung c = 8(s+1) ein. Man beweise, daB
das Produkt (cm+1-ck)(c-+2-ck)-...-(cm+nfck)
durch das Produkt CqCp%e .= Ch teilbar ist.

(Ldsung von Rolf Benedikt, EOS Dresden-Siid)

CaCo%eeeoCy -Ilpa = n!«(n+1)!

Sei q = m+r mit 1 s r s n, » ganz

Dann gilt: ¢, - ¢, = qéq + 1) - k(k + 1)

q +q- -k

q

= q2 - k2 +q-k
(e -k)(q+k) +qg-Kk
—en = (g -k)q+k+1)
Dann ist T (cq = ¢;) = ((m+1-k)(m+k+2) ) ((m+2-k)(m+k+3)) -
qemy esoo((m+n~k)(m+n+k+1))
= ((m+1=-k)(m+2-k)+...(m+n=-k))-
s((mek+2)(mek+3) s, ..« (m+n+k+1))
Sei u = (m+1-k)(m+2-k)+...+(m+n-k) und
v = (m+k+2)(m+k+3) ... (men+k+1)
Sowohl u als auch v 5ind Produkte von n aufeinanderfol-
genden ganzen Zahlen. Daher gilt: n! teilt u.
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Da (m+k+1)v ein Produkt von n+1 aufeinanderfolgenden gan-
zen Zahlen ist, teilt (n+1)! das Produkt (m+k+1)v. Da aber
(m+k+1) eine Primzahl ist, die griBer als (n+1)! ist, gilt
((n+1)!,(m+k+1)) = 1. Daraus ergibt sich, daf (n+1)! ein
Teiler von v ist. Somit ist die Behauptung bewlesen.

6. Aufgabe: Bel einem Sportwettkanpr wurden m Medaillen im Lau-

fe von n Tagen (n > 1) verliehen. Am 1.Tage wurden
1 Medaille und 7 der iibrigen m-1, am 2.Tage 2 Me-
daillen und v des pun verbliebenen Restes verliehen
usw. SchlieBlich wurden am n-ten Tag gerade n Me-
daillen vergeben, ohne daB noch welche {ibrig blie-
ben. Wieviel Tage dauerte der Wettkampf und wieviel
Medaillen wurden insgesamt verliehen?

(Ldsung von Rolf Benedikt, EOS Dresden-Siid)

Die Anzahl der Medaillen, die am k-ten Tage vergeben wur-

de, sei gleich a. Nach Aufgabenstellung gilt danmn ,f_’_';i- mn.

8y =1+ (m - 1)
|a2-2+;(m-—a1—2)
posn .
ay = k+'7(ll~§1ai - k)

‘
Aﬂ.n—nq-v}(n-ﬁqai-ﬂ)
(die allgemeine Formel fiir a, gilt auch fir an)

Beyq ~ 8= 14 ;‘7("" -a) |7
78178 = 7 =1 - 8y

78,4 = 6ay + 6 Es ergidbt sich eine Rekursions-
8, = Fay,q - formel f?ir die Folge {a},
giltig fir 1 s ks n - 1

k=13 a1=£az-‘l

-G ey -1 =1

= %(Z-...-(%(%&n -1) = V=) =1) =1
= (Z)"""nn - (-Z)""2 - cee= (-Z) -1
oy = (Pntn - 6Bt + 6w (F)U(n-6) + 6
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Andererseits gilt fir a4t
8y =1+ ;(n - 1)

= ;(n + 6)
Folglich gilt:
;(n +6) = (%)“’(n ~6)+6 |7
B+6 =Fua(n=-6)+ a2 | -6
n = Zf2 -6 |, 3 ® und n patiirliche Zahlen

Fir n = 6 ergibt sich die Lisung m = 36
Gibt es noch andere Lisungen? Wegen n > 1 gilt &' 2 6.
Eine Potenz von 7 kann nicht durch eine Potenz von 6 teil-
bar sein (bel natiirlichen Exponenten). Daher muB, um eine
weitere LSsung fir m zu erhaltén, (n - 6€) durch 6~' teil-
bar sein, d.h. n = 6 = 2:6"~7 (2 natiirlich, z 2 1).
Es gilt aber offensichtlich fiir alle k: 6% > k
' also auch 6"' >n-1>n-6

_ und fiir 22 1 267 > n - 6
Das ist aber ein Widerspruch zu 26" ' = n -6
Das bedeutet es gibt keine andere L3sung als n= 6, m = 36
Damit ergeben sich ay = a, = a; = 8, = ag = 8= 6
Das heiBt, es wurden in 6 Tagen téglich 6 Medaillen verge-
ben, so daB insgesamt 36 Medaillen vergeben wurden.’

(8.2): Man zeige, daB alle Glieder der Folge

= 2, -x 1
X0 Tn+1 !gii__

a) grbtBer als g
b) nicht gréBer als 2 sind.
Der Bewels erfolgt durch vollstiindige Imduktion:

Indnktionnanfnng:fg <xys2
Es gelte nun ; <X, S 2

Zu zeigen ist % < Xpq S 2
Beweis: o) ‘fiir 1 g x, < 2 gilt:

J .
§<-§+-5‘1§52n+1-?+~51—ns'5+'51—n$

B) fir % <x, <1 gllt:



“; < !g + ; S X .15 !é +1s52

(S.4): D und E seiea Mittelpunkte der Strecken IB und BEC des
Dreiecks AABC. Der Punkt M liegt auf AC. Msn zeige:
Wenn MB < A0, dann gilt such ME » TE.

(Lssung von Martira Hudemann, EOS Geschwister Scholl
Magdeburg, Klasse 12) ‘
BT sei die Senkrechbe von B auf IC, DU und EV geien die
Senkrechten von D und E auf AT.
Nach dem Strahlensatz gilt:
iU = TO W =TV
) M= T: WD = ID
ME = UF (gleichschenklige Dreiecke)
2) ¥D < ID: 10 > WU (wegen a>f folgt a > b)
folglich: NV > TV
Das bedeutet aber: UE > TE
Es gilt also: eus ND < ID folgt ME > TE

Vv

r
lu
R

(10,20): E3 sei y = O. Dann folgt aus der 2.Bedingung
£(x)+£(0) = £(0), d.h., entweder f(x) m 1, was aber mit
£(x) + £(3y) = £(x+y) im Widerspruch steht, oder f(0) = O.
Es Bel y = = x. Dann gilt:
£(x) + £(~x) = f(x-x) = £(0) = O ,
folglich f(x) = - £(-x), d.h. die gesuchten Funktionen
sind ungerade.
Sei y = 1. Dann gilt:
£(x)f(1) = £(x), f(x) ¢ 0, x # 0, folglich £(1) = 1.
Man zeigt leicht durch vollstEndige Induktion, daf fir
jede natirliche 2shl k gilt: f(k) = k.
Aus den Betrachtungen filr y = « x folgt, daB f(-x) = - x
ist (x patiirlich), d.h. f(x) = x fir elle ganzen 2ahlen.
Es 1lst zu zeigen % - %{%% = f(%) b« 0,

d.h. f(%).f(b) e f(a):

Durch Anwendung der 2.bedingung erhilt man
£(8)er(n) = FEEP) w eln).

Fs wilt also fir elle Briiche f(x) = x.
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Durch Ausdehnung von f(x) suf die irrationalen Zshlen
erhéilt man fiir diese ebenfalls das Ergebnis f(x) = x.
Diese Ausdehnung erfordert aber eine umfangreiche Un-
tersuchung der Funktion (Monotonie usw.), die {iber den

L_Rahnan einer solchen Aufgabe hinausreicht.

(10.28): Es gilt l’+b5+c5-(a+b+c) = g(a~1)(a+1)+

+b(b=1)(b+1)+e(e-1)(ec+1)
Dieser Ausdruck ist durch 6 teilbar, da jedes Produkt
von 3 sufeinanderfolgenden natiirlichen Zshlen und da-
mit auch die Summe solcher Produkte durch 6 teilbar ist.
Damit sind aber a3+b3+05 und a+b+c entweder gleichzei-
tig beide durch 6 teilbar oder nicht durch 6 teilbar.

(9.29): Durch Aufldsen des Gleichungssystems nach x und y er-

halten wir -k + 8 4k -
x =t und y = Er—:—z

Da der Ausdruck (k° + 6) immer positiv ist wird x posi-
tiv, wenn 3k + 8 > 0 gilt. y wird negativ bei 4k - 9 < 0.
k muB also folgenden Unglaichungen eniigen:
k)_z,k“ngder-';(k‘E
Wegen der Ganzzahligkeit von k erhalten wir als Ldsungen:
-2, =1, 0, 1, 2.

(1'0.29')

Wir formen den Ausdruck F - 9 um.

Eagilts--- ‘ba mgﬂ_l Mlub_l

Offensichtlich ist damit die A%fgabe 50165t, denn die
b a-b
Summe von — und " ist & ?*e

(10.30):
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Es seien A und B die gegebenen Punkte. M und N seien
zwel Punkte, die die Bedinsung erfiillen. ™
Dann gilt: AR - WB? = a2 (1)
AR - B2 = a2 (2)
wobeli 4 eine gegebene Konstante sei.
Durch Gleichsetzen erhalten wir
AM2 - MB? = AN2 - WB? (%) R cCo [}
Von den Punkten M und N féllen wir die Lote MC und WD




auf AB. Wir ver#indern (3) zu (4):
(I - W02) - (WF - WT2) = (W2 - RD?) - (WB2 - WB?).
(4) ist gleichwertig mit AC? - BT = AD* - BD* (5)
bzw. (AC + BC)(AT - BC) = (AD + ED)(AD - BD) (6)

wobel (AT + EC) = XD + BD = 1B (7)
Nach Division von (6) durch AB erhelten wir
AT - =10 - ¥D (8)

Aus (7) und (8) folgt AC = AD und BC = BD, 4.h. D und
C fallen zusammen. M und N liegen also suf einer Ge-
raden, die senkrecht zu AB verléuft. Wir zeigen jetzt,
die Differenz der Quadrate der Abstéinde von Punkten,
die auf einer Semkrechten zu AB liegen, zu den Eck-
punkten A und B, ist eine konstante GrdBSe. Féllen wir
ein Lot von M auf AE, dann gilt:

A2 = WC? + 1AC?

B2 = WC2 + BC?
Daraus folgt:AM? - B2 = AC?2 - BC? = a2 (9)
Damit haben wir gezeigt, daB der geometrische Ort der
Punkte, deren Differenz der Quadrate der Absténde von
zwel gegebenen Punkten A und B konstant ist, eine Ge-
rade senkrecht zu AB ist.
Unm den gefundenen geometrischen Ort zu konstruleren,
muB man die Lage des Punktes C auf AB bestimmen.
Aus (9) erhalten wir AC? - BG2 = a°
oder (AT + BC)(AT -~ BC) = a°

oder KXB(AT - BC) = d° woraus folgt
2
ic - =L

AB
Wegen AC + BC = AB erhalten wér
AC - (AB =-AC) = %% woraus folgt

T = 31« £)

AB
oder 2KC.AB = AR* + 4°
Zur Konstruktion von AC muB man die Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten AB und d kon-
struieren.Man findet AC als Abschnitt der Hypotenuse
des recrtwinkligen lreiecks. Die Hypotenuse wird durech

die Hihe in zwel Abschnitte geteilt, von denen einer
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die Liénge 2AB und der andere die Linge AC hat.
Anmerkung: Statt X¥2 ist immer (I!)2 zu lesen!

(P.16):

Wir nehmen an, daB keine der Zahlen a, b, ¢ durch 3
teilbar ist. Dann lassen sich diese Zahlen in folgen-
der Form darstellen:
a =g + 3N, (1) N“I ganze Zahl oder O, =1, 2,
bmpg + 5H2 (2) N2 ganze Zahl oder 0, g= 1, 2,
Cmy+ 3!(3 (3) H3 ganze Zahl oder 0, y=1, 2,
oy By y 2ind also die Reste bel der Teilung durch 3.
Unter Verwendung von (1), (2) und (3) gilt dann die
Gleichgng (x +5N1)2 + (g +25Hé)2 = (y + 5N3)2
oder o~ + 2:3aN, + 9H$ + B+ 23N, + 9N§ =

= y? + 2:3yN; + ON3

oder y - aa - 2

- 3((2aH, + 51«2) + (2pN, + 383) - (2yN3 + 3§3))  (4)
Diese rechte Seite von (4) atellt sich also 1n der Form
3N, mit N ganzzahlig, dar.
Es muB also auch der Ausdruck 72- 32 - 32 durch 3 teil-
bar sein. Es ist nun leicht zu zeigen, deB bel den Wer-
ten, die fiir g, B, y laut Annahme auftreten kdnnen, der
Ausdruck y° - ¢° - g° niemals durch 3 teilbar ist. Unse-
re Annahme war also falsch, d.h. mindestens eine der drei
Zahlen a, b, ¢ ist durch ? teilbar. Die bei dieser Auf-
gabe verwendete Methode des indirekten Beweises ist eine
der wichtigsten Beweismethoden der Mathematik. Sie hat
ihre Grundlage in Sétzen der mathematischen Logik. Es
sel in diesem Zusammenhang filr diejenigen Leser, die sich
etwas néher mit der Logik beschéftigen wollen, auf die
Artikelserie "Das klassische zweiwertige Aussagenkalkiil™
in den Heften 12/67 bis 2/68 verwiesen.

(11.12/30): Es gilt 2 - 2 _

V2 + \/2(1 + costa) /2 + \/hcos?2a

2 . 2
V2 + 2cos2a  V 2(1 + cos2a)
Nach Additionstheorem folgt: = = sca

Daraus erhalten wir

cosa
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Evariste Galois - Mathematiker und Patriot

In den frilhen Morgenstunden des 30. Mai 1832 fand in Paris ein
Pistolenduell statt - fiir die ‘amalige Zeit war das sicher nichts
Besonderes. Auch daB einer der Duellanten schwer gevroffen zu
Boden sank, war wohl der "Normalfall” fir den Ausgang 21ines sol-
chen Duells. Nicht iiblich war aber, daB der Getroffene nach dem
Duell allein auf dem Wege liegend zefunden wurde - seine Sekun-
danten hatten ihn verlassen. Das Mysteridse dieses Duells wird
jedoch noch deutlicher, wenn man die weiteren Ereignisse ver-
folgt. ;

Der Getroffene - ein Mitglied der "Gesellschaft der Freunde des
Volkes", einer Vereinnigung der progressivsten Republikaner der
damaligen Zeit - verstarb einen Tag nach dem Duell im Kranken-
haus. Als sich seine Freunde trafen, um Einzelheiten des Begréb-
nisses zu besprechen, das zu einer Demonstration der Republika-
ner werden sollte, trat pldtzlich Polizel auf und verhaftete den
griBten Teil der Anwesenden, obwohl das Duell und auch diese Zu-
sammenkunft "geheim" geblieben waren. All das berechtigt zu der
Annahme, deB das Duell wahrscheinlich durch Intrigen der Polizei
und mit ihrer Hilfe zustande gckommen war. Wer war das Opfer die-~
ser Intrigen, zu dessen Begriibnis - .trotz der MaBnashmen der Po-
lizei - zwei~ bis dreitausend Republikaner anwesend waren? Das
Opfer war ein junger Mann, von dem dar deutasche Mathematiker
Felix Klein sagte: "Um 1830 leuchtete ein neuer Stern von unge-
ahntem Glanze am Himmel der reinen Mathematik auf, um freilich,
einem Meteor gleich, sehr bald zu verldschen: Evariste Galois."
Ein Mann, dessen Name heute jedem Mathematiker bekannt ist.
Worir liegen nun die Ursachen fiir das tragische Ende dieses her-
vorragenden nathematischen Genies? Um diese Frage beantworten zu
kdnnen, muB man sich die Geschichte Frarkreichs im ersten Drit-
tel des 19. Jahrhunderts uud die Entwicklung des Jungen Galois
vergegenwdrtigen.

Evariste Galois wurde am 25. Oktober 1311 in Tourg-la-Reire bel
Paris als Sohn des spédteren Firgermelsters dieser Stadt geboren.
Im Jahre 1823 trat Galois in das Zollege louis-le-Grand ein, der
griGten uid wichtigsten Schule zur Erziehung veon loyal=n nter-
tanen des K3nigs im damaligen Paris. La% 4die Z3chule ikr Zr -
z:ehungsziel nicht bei alien Schilern verwirklichen konnte, be-

93



weisen die Namen Robespierre, Victer Hugo - und eben Evariste
Galois, die alle Schiller von Louis-le-Grand waren.

Der junge Galois 1litt unter der Abgeschiedenheit und Strenge,
die das Internat beherrschten. Seine Lehrer begzeichneten ihn als
zerstreut und vertriiumt. Er muBte die vorletzte Klasse noch ein-
mal wiederholen wegen nicht ausreichender Leistungen. Um der
Langeweile der Hauptgegenstinde Griechisch und Latein zu ent-
gehen, begann Galois zum ersten Mal am Mathematikunterricht
teilzunehmen, der an der Schule nicht obligatorisch war!

Mit 16 Jahren begann also Galois sich erstmalig mit Mathematik
zZu beschéftigen, und er war vom ersten Tage an von ihr fasgi-
niert - er war von da an "von einer Leidenschaft fir die Mathe-
matik besessen.” An der Schule wurde elementare Geometrie nach
Euklid und elementare Algebra unterrichtet. Bald befriedigte ihn
der Unterricht nicht mehr, er konnte von seinen Lehrern kaum
noch etwas lernen, denn er studierte in seiner Freizeit die Wer-
ke der damals bedeutendsten franzdsischen Mathematiker Legendre
und Lagrange. Er widmete sich besonders der Algebra, deren Un-
vollkommenheit gegeniiber der Geometrie ihn nicht befriedigte -
man konnte damals die allgemeine Ldsung von Gleichungen zweiten,
dritten und vierten Grades angeben, iiber Gleichungen héheren
Grades gab es keine allgemeingiiltigen Aussagen.

Bereits nach einem Jahr verdffentlichte Galois seine erste Ar-
beit, den Bewels eines Satzes iiber die periodischen Kettenbriiche,
in einer mathematischen Zeltschrift. Sie enthielt noche keine
wesentlichen Ergebnisse - diese "sparte" er auf fir ein Manu-
skript, das er an die Académie frangaise (der franzdsischen
Akademie der Wissenschaften) zur Begutachtung schickte. Dieses
Manuskript enthielt dle Grundgedanken der heute als "Galoische
Theorie™ bekannten Methode zur Untersuchung von nlgebraischen
Gleichungen, die sich wesen*lich auf die von Galois entwickelte
Gruppentheorie stiitzt.

Die Neuheit und Tiefe dieser Gedanken erschwerten naturgemié8 das
Verstéindnis dieser Arbeit. Jedenfalls ist das Manuskript "ver-
lorengegangen', nachdem es dem bekannten Mathematiker Cauchy zur
Begutachtung geschickt worden war.

Das war die erste groBe Enttduschung im Leben des Jjungen Galois,
der die berechtigte Hoffnung hatte, mit dieser Arbeit bekannt,
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wenn nicht beriihmt zu werden. Die zweite Enttiuschung folgte,
als Galois die Aufnahmeprilfung an der Ecole polytechnique, an
der er Mathematik studiersn wollte, zum zweiten Male nicht be-
stand. Auch hier muf angenommen werden, daB seine Antworten auf
die Pragen des Priifers nicht verstanden wurden, well sie "zu
mathematisch” waren. Auch seine zweite an dle Akademie einge-
sandte Arbeit wurde von Poisson als unversténdlich und unvoll-
sténdig abgelehnt.

Inzwischen entwickelte sich der heranreifende Galois zu einem
der "glilhendsten Republikaner" (Alexandre Dumas), sicher nicht
guletzt wegen der Tatsache, daB sein Vater, ein demokratisch ge-
sinnter Mann, von den reaktionfiren KEréften in den Tod getrieben
wurde. Galois begann, aktiv fiir seine Uiberzeugung einzutreten.
So nshm er an den revolutioniren Kimpfen im Jshre 1830 in Paris
teil und griindete danach einen Disskusionszirkel Gleichgesinnter.
Seine wissenschaftliche Arbeit blieb unbekannt, sein mathemati-
schee Genie unerkannt, sber der Polizei war er durch seine poli-
tische Aktivitit als Aufriihrer bekannt, und sie suchte nach Mit-
teln, um gegen ihn einschreiten zu konnen. So wurde er im Mai
18%1 nach einem Bankett, suf dem in vorgeriickter Stunde miB~-
fE11ige AuBerungen gegen den Kénig Louis Phillppe gefallen waren,
verhaftet. Er muBte allerdings nach einer vierwdchigen Unter-
suchungshaft freigesprochen werden. Aber bereits einen Monat
spéter, am 14. Juli 1831, dem Erinnerungstag des Bastillestur-
mes, wurde er erneut verhaftet und diesmal auf Grund von ge-
filschtem Beweismaterial zu sechs Monaten Frelheitsentzug ver-
urteilt. Seine Strafe muBte Galois in Sainte-Pélagie verbiiBen.
Galois verbrachte insgesamt mehr als 9 Monate seines kurzen Le-
bens im Geféngnis.

In der Nacht vor dem Duell, das vier Wochen nach seiner Haft-
entlassung stattfand, verfaBte Galois sein "Mathematisches
Testament"” in Form eines Briefes an Auguste Chevalier. Obwohl
der Brief noch im gleichen Jahr verdffentlicht wurde, verging
noch ein halbes Jahrhundert, bevor die Bedeutung der Arbelten
Galois' erkannt und er als einer "der genialsten Mathematlker
aller Zeiten" (Perron) gewiirdigt wurde. Uber seinen hervorra-
genden mwathematischen Leistungen gsollte man jedoch nicht ver-
gessen, auch die politische Tédtigkeit von Fvariste Galois ge-
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biihrend zu wiirdigen. Er stand mit der akaderischen Jugend wvon
Paris in den ersteon Reihen bei den Kimpfen gegen die Reaktion
in jenen bewegten Jahren der Geschichte Frankrei:ha.1)

E. Hertel Prof. Dr. 0. Stamfort

wiss. Assistent .
an der Sektion Mathematik

der Friedr.-Schiller-Universitit

Jena

1)Interesaierta Leser verweisen wir auf den Roman von Leopold

Infeld: Wen die GOtter lieben. Die Geschichte des Evariste
Galois. Schinbrunn-Verlag Wien 1954,

Leichte I(o-sl fiir die Ferien

Dér Unfang eines Vorderrades eines Wagens mifSt 1,6m,
der eines Hinderrades 2,25m. Zu bestimmen ist die iiir-
zeste Strecke, die der Wagen zuriicklegt, bis beide Ri-
derpaare eine ganzzahlige Anzahl von Umdrehungen aus-
gefiih»t haben. :

Wie groB izt die rlumliche Diagonale eines Wiirfels, des-
sen Oberflache in Quaedratzentimetern zahlenméifig mit dem
Rauminhalt in Kubikzentimetern iibereinstimmt?

Iésen Sie folgendes Gleichungssystem:
|x|+|¥l =2 .

Ix + y|=1 firx>y

Aus einer Holzplatte soll ein Quadrat herausgesédgt wer-

den. Wie kann man ohne MeBgerédte machpriifen, ob das her-

ausgeschnittene Viereck tats&ichlich ein Quadrat ist?

Ein Wagen, vor den > Pferde gespannt sind, fahre in ei-
ner Stunde 15km. Mit welcher Geschwindigkeit l&uft
jedes Pferd?

(Die Aufgaben wurden aus der Broschiire von P. J. Germanowitsch
"pufgaben fiir mathematische Schiilerwettstreite", Volk und
Wissen Volkseigener Verlag Berlin 1963, entnommen)
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Stephan Heinrich: Die X. IMO Moskau 1968

Die X. - eilne Jubillumsolympiade, eine Olymplade, die allen
Teilnshmern Tage voller Freude und schOne Eindriicke von der
Sowjetunion brachte. '

Als elne der ersten Mannschaften trafen wir acht Jungen aus der
DDR auf dem Moskauer Flughafen Scheremetjewo eln, wo wir sofort
von unserer Dolmetscherin Alla, sle studlert Germanistik an der
Lomonossow-Universitiit, empfangen wurden. Auf die BegriiBung folg-
te elne Fahrt durch das abendliche Moskau, wir sahen dle dicht
gedringt stehenden Hochhéuser, das Zentrum mit seinen alten,
achdnen Gebiuden, fuhren idber breite StraBen und durch Autotun-
nel - wir erlebten Moskau als eine Zukunftsstadt. Voller neuer
Eindriicke - wir besuchten alle zum ersten Mal die UdSSR - er-
relchten wir unser Quartier, eln Schulinternat, das fir dle
Olympiade zur Verfigung gestellt worden war und Jeder Menn-
schaft zwel wohnliche Zlumer bot. Nur die Delegationslelter, dle
vor dem Wettkampf keinsn Kontakt zu den Schilern aufnehmen
durften, wohnter. im Hotel Rossia.

ZunBchst hlef es nun fiir uns, sich auf die Klgusuren zu konzen-
trleren. Widhrend der Vormittagszeit der nichsten zwel Tage je~
doch besichtigten wir die Stadt. Stets standen Busse berelt,
trotzdem waren die Fahrten recht anstrengend, zumal sich Moskau
Uber eine groBe Fléche hinstreckt und das Internat ziemlich

welt entfernt vom Zentrum lag. Anfangs waren wir dariber be-
sorgt, denn milde wollten wir uns nicht zum Wettkampf stellen -
aber wir hatten unsere Gastgeber unterschlitzt., Jeder Nachmittag
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vor den Klausuren war fiir Erholung vorgesehen, Jja es wurde so-
gar streng darauf geachtet, daB keine Mannschaeft irgendwelche
Touren unternshm. Wir acht aus der DDR nutzten die frele Zeit,

um ein wenlg spazieren zu gehen, Volleyball, Baskethall oder
Tischtennls zu splelen oder uns suf den Zimmern auszuruhen.

Jeder von uns dachte in diesen Tagen an die groBe Entscheidung.
Niemand war schon Jetzt aufgeregt, auch hatten wir wegen unserer
wochenlangen lntensiven Vorbereltung nichts zu befilrchten, doch
eln Gefihl der UngewlBhelt l1lieB uns nicht los. Und dieses Ge-
fiihl ging em Mittwoch, dem ersten Klausurtag in eine fir alle
spiirbare Aufregung iiber, zumal sich das Olympladekomitee um eine
halbe Stunde verspétet hatte. Wir wartetern zusammen mit allen an-
deren Teilnehmern 1n einem Flur, unterhielten uns ein wenlg oder
schwlegen. Andere Mannachaften versuchten, sich durch Lieder und
laute Rufe, die unserem "Hip - Hip - Hurra!" &hnelten, zu beruhi-
gen. S5till wurde es ersat bel der Eréffnung der Olympilede, nach
der alle Schiiler auf acht Rdume - in Jeden Reum eln Vertreter Je-
der Mannschaft - vertellt wurden. Mit einem letzten "Tol - tol -
toi" und ein paar sufmunternden Worten verabschiedeten die noch
verbliebenen jeden von uns, dann galt es, 1n den vier Stunden
allein gegen die Aufgeben, die Nervositédt und die eigenen
Schwidchen zu ké&mpfen.

An beiden Tagen wurden im Vergleich zum Vorjahr doch recht leich-
te Aufgeben gestellt, auch war die Geometrie erstaunlich wenig
vertreten, so daB mittags, wenn wir uns eilner nach dem anderen
in der Vorhalle versammelten, Jjeder erzdhlen konnte, daB alles
geklappt hatte. Auch mit den Ungarn und den sowjetischen Teil-
nehmern kamen wir gleich ins Gespréch. Sie berichteten ebenfalls,
daB ihnen die Aufgaben leicht, Ja sogar zu leicht gefallen sind.
DaB nun méglicherwelse jeder kleinste Fehler, jede Fliichtigkeit
iiber dle Preise entschied, war allen klar.

Aber warum sollten wir uns um die Arbelten sorgen, vor uns stand
elne lange Ferlenwoche in einem fremden Land. Manchmal noch
flackerten ein paar Gedanken an die Klausur auf, vielleicht ent-
stand sogar elne Unterhaltung dariiber, jedoch sténdlg stiirmte

80 viel Neues auf uns eln, dalB diistere oder fragende Erinnerungen
keinen Platz fanden.

Gleich am Donnerstag besuchten wir den Moskauer Zirkus, bewunder-
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ten die Leistungen der Artisten una lachten iber Oleg Popow, den
berihmten Clown. An den nichsten Tagen besuchten wir dle Tret-
Jakow-Galerie, dle Kreml-Gebiude, den letzten Wohnort Lenins in
Leninsklje Gorki und schlieBlich das Mausoleum.

DaB Herr Dr. Bausch und Herr Titze, unsere Delegationsleiter,
sich Jjetzt durch unsere Arbeiten hindurchfinden, Ja manchmal hin-
durchwilhlen mufBten, hattem wir inmitten der turbulenten Stunden
v81llig vergessen. Erst am Sonntagabend, kurz vor der Abfahrt nach
Leningrad, wurden wir wieder daran erinnert, als némlich das Er-~
gebnls bekanntgegeben wurde. Finf Erste! Drel Zwelte! Beste
Mannschaft! - Jjubelte es in uns noch als wir im Bus saBen. Eini-
ge von uns schwiegen, andere waren ausgelassen, alle nahmen froh
die Gliickwiinsche anderer Mannachaften entgegen:. Welche wunder-

- baren Tage konnten wlr nun verbringen, die herrliche Stadt Lenin-
grad und dazu die st&ndige Freude iiber unsere Erfolge.

Umso schwerer aber wurde der Mlttwochabend, der fir uns Abschied
von der Stadt an der Newa bedeutete. Wie gern hitten wir alles
noch einmal erlebt - den Besuch des Winterpalals, der Peter-
Pauls-Festung, des Petershofes. Wie gern hétten wir noch tage-
lang in der Ermitege verwellt, doch die letzten Stunden in der
Sowjetunlion waren angebrochen. Dle Slegerehrung, ein letzter Ein-
kaufsbummel durch Moskau, ein Vormittag in der DDR-Botschaft und
schlieBlich der Empfang beim Minister fiir Volksblldung, auf dem
dle Mitglieder unserer Mannschaft mit Medaillen und Prémien aus-
gezelchnet wurden, beschlossen die fiir alle unvergeBlichen

zwel Wochen der X.IMO,

Preisaufgaben P. 21/1...6

Als Preisaugaben stellen wir heute dle Aufgaben der X,IMO,

Wie iblich erhélt der Einsender fiir jeden vollsténdigen Lisungs-
weg elnen Wertpunkt. Als EinsendeschluB gilt dle Verdffent-
lichung der Ldsungen in irgendwelchen Zeltungen oder Zelt-
schriften, spitestens aber der 30.0ktober 1968 (Datum des Post-
stempels). Die L&sungen sind unter dem Eennwort "Wurzel-Preis-
aufgabe" an unsere Adresse einzuschicken.

Wir bitten, jede Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschik-
ken und auf jedem Blatt Name, Klassenstufe und Schule des Ein-
senders anzugeben,
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X. Intemationale Mathematikolympiade

Erste Klausur

1. Man beweise, da8 genau ein Dreieck existlert, bei dem die

MafB8zahlen der Seitenléngem aufelnanderfolgende natilrliche
Zahlem sind und einer der Winkel doppelt so groB wle elner
der belden anderen 1lst.

2. Es sel p(x) deas Produkt aller Ziffern der im Dezimalsystem

gegebenen Zahl x. Man ermittle alle positiven ganzen Zahlen
x, fir die p(x) = x° - 10x - 22 gllt.

3. Fir dle reellen Zshlen a, b, ¢ mit a o O sei folgendes

Gleichungssgstem mit den Variablen X4y Xpy seey X gegeben:
axy + bxq + € = X,

2
ax2 + bx2 + ¢c= x3

ax gt o g v Xy
lxi + bxn +co= x4
Ferner sel A = (b - 1)2 - 4ac,
Man bewelse, dafl das System im Berelch der reellen Zahlen
fir a) A <0 keine Ldsung
b) A= 0 genau eine Lisung
¢) A'>0 mehr als eine Lisung hat.

Zweite Klausur (Aufgaben nur sinngemiB)

41

Man beweise folgende Behauptung: In einem beliebigen Tetra-
eder 1dBt sich immer ein Eckpunkt so finden, dal man aus
den Léngen der von 1hm ausgehenden Kanten eln Dreieck kon-
struieren kann,

. Die Funiction f(x) sel reellwertig und fiir alle reellen x

definiert. Welterhin existiere eine posltive reelle Zahl
a, so daB fiir alle reellen x gllt '

£(x + 8) = 3 +V £2(x) - (£(x))?

Man beweise, daB f(x) periodisch ist, d.h. daB es elne re-
elle Zaghl b glbt mit f(x + b) = £(x).

Weiterhin gebe man fir a = 1 ein Beisplel einer solchen
Funktion an.
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6. Man berechne fiir beliebiges natirliches n

s

Ku-f

wobel [z] dle groBte ganze Zahl bedeutet, die z nlcht
iiberschreltet.

Aufgaben (Serie 9/68)

(A1)

Man priife mit Hilfe der Aussagenlogik, ob folgender

SchluB richtig ist:

Voraussetzungen: 1. Wenn ein n-Eck ABC...K regulér ist, so
188t es sich einem Kreis eilnbeschrei-
ben.

2. Das n-Eck ABC...K 1st nicht regulér.

SchluB8: Das n-Eck ABC...K 188t si¢h keinem Krels einbe-

schreiben.

(42)

Man zeige, daB dle Summe zweiler Primzehlzwlllinge stets
durch 12 teilbar ist, vorausgesetzt,dafll die Primzahlen
groBer als % sind.

(43)

Man 18se folgendes Glelchungssystem:
X(y +z)=5
y(z + x) = 8
z{x + y) = 9

(A4)

Gegeben selen eine Gerade g und zwel Punkts P1 und P2 suf
derselben Seite von g. Man konstrulere elnen EKrels durch
P1 und P,, der g beriihrt.

(Diese Aufgabe 1ldBt sich vorteilhaft durch Splegelung am
Kreis 13sen.)

(45)

Ea goelte x + y=u + v

12 +y2 = u2 +V2

Man beweise, daB dann fiir natiirliche n immer gilt
1432 = ul4vl

(Man zelge zuerat Xy = u.v)

(46)

Gegeben sel ein Quadrat mit der Seitenlénge a. Um jeden
Eckpunkt werde ein Kreisbogen mit dem Radius a geschlagen.
Es entsteht im Inneren eine tdnnchenfdormige Fléche. Man
berechne ihren Fléacheninhalt.
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Was ist ein Beweis?

Der Mensch besitzt die FPahigkelt, Erscheinungen und Verh&ltnils-
se selner Umwelt durch die Sprache in Aussagen widerzusplegeln.
Besagt eine Aussage, dafl sich gewlsse Dinge in einer bestimm-
ten Weise verhalten und verhalten sich diese Dinge tatséchlich
in der ausgesagten Weise, so wird die Aussage als wahr bezeich-
net. Verhalten sich aber die Dinge, iiber die eine Aussage ge-
macht wird, nicht in der ausgesagten Welse, so wird die Aussage
als falsch bezeichnet. Die Aussagen, die in der Mathematik ge-
macht werden, werden so prézise formuliert, dal sle entweder
elnen gegebenen mathematlischen Sachverhelt genau widerspiegeln
oder ihn aber verfehlien. Mit anderen Worten: Eine Aussage in
der Mathematlk ist entweder wahr oder falsch, etwas Drittes

glbt es nicht (Tertium non datur). Dieses der mathematischen
Denkweise zugrunde liegende Prinzip ist das "Prinzip vom aus-
geachlossénen Dritten'". Das "oder" in dem Satz "Eine Aussage 1st
wahr oder falsch" i1st ein ausschlieBendes "oder", d.h. "Es gibt
keine Aussege, die sowohl wahr als auch falsch ist" (Prinzip
vom ausgeschlossenen Widerspruch). Diesen Sachverhalt faBt der
Loglker zusammen unter dem "Satz der Zweliwertigkeit". Die Lo-
glk des Mathematikers ist also "zwelwertig", elne mathematische
Aussage kann nur mit wahr oder falsch beurteilt werden. Es sei
Jedoch darauf hingewiesen, daB nur die Rede davon ist, daB ei-
ne Aussage wahr oder falsch ist, daB aber keineswegs behauptet
wird, defl man von Jeder Aussage entacheiden kann, ob sie wahr
oder falsch ist. So gibt es durchaus in der Mathematik zahl-
reiche Aussagen, fir die bis heute nicht entschieden ist, ob sle
wahr oder falsch sind. Als Beisplel sel folgendes ungeldste Pro-
blem erwdhnt: Durchmustert man die Menge der natiirlichen Zahlen,
so findet man Primzahlen, deren Differenz 2 betrégt, sogenannte
Primzahlzwillinge wie zum Beispiel (5,7), (17,19), (101,103).
Unterhalb 1 000 000 gibt es 8164 solche Zwlillinge. Man vermutet,
daB es unendlich viele Primzahlzwillingé gibt. Die Aussage "Es
glbt unendlich viele Primzehlzwillinge' ist bis heute noch nicht
als wehr oder falsch nachgewiesen, aber natiirlich trifft genau
eines von beiden zu.

Aus wahren Aussagen kann man durch SchlieBen neue wahre Aussagen
herleiten. Was ein SchluB ist, soll an einem Beispiel verdeut-
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licht werden.
(P1) Alle Menschen sind sterblich
(I) (Pa) Sokrates ist ein Mensch

(K) Sokrates 1st sterblich
Das vorstehende Schema stellt einen SchluB der, in dem aus den
Bédtzen "Alle Menschen sind sterblich" und "Sokrates ist eim
Mensch" der Satz "Sokrates lst sterblich" erschlossen wird. Dile
SHtze (P1) und (Pa) nennt man die Prémlissen (das bedeutet so
viel wie "Voraussetzungen") und den Satz (K) dle Eonklusiom
("SchluBfolgerung") des Schlusses. Jeder SchluB enthélt min-
destens elne Prémlisse und eine Konklusion, uhd wir pennen ihn
giltig, wenn sich aus der Annahme der Wahrheit der Prémissen
die Wahrheit der Konklusion erglbt, wie das im Belspiel der Fall
igt. Man beachte dabel, daB in dem vorliegenden SchluB weder die
Wahrhelt der Prémissen behauptet wird, noch dle Wahrheit der
EKonklusion. Vielmehr handelt es sich lediglich darum, daB die
Konklusion wahr ist, wenn es die Priamissen sind. So wiirde auch
folgendes Schema elnen gliltigen SchluPR wiedergeben:

(P1) Alle Menschen sind unsterblich
(II) (P,) Sokrates 1st ein Mensch

(E) Sokrates ist unaterblich
obwohl die Prémisse (P,) und die Konklusion (K) als Aussagen
falsch sind. Auch das folgende Schema liefert einen giiltigen
SchluB, obwohl eine der Prémissen (Pz) eine falsche Aussage dar-
stellt

(P1) Alle Frauen sind sterblich

(PE) Sokrates ist elne Frau

(K) Sokrate:;; ist sterblich
In Gegensetz zu Relspiel. (II) stellt diesmal die Konklusion el-
ne richtige Aussage dar.
Es 1st allgemelin geldufig, daB unter den wissenachaftlichen Ar-
gumenten den Bewelsen eine ausgezelchnete Bedeutung zukommt. Ein
Bewels ist eine Folge von giiltigen Schliissen, deren erste Pri-
missen walre Aussagen sind (z.B. berelits hewlesene Sitze) oder
zu den Voraussetzungen gehdren, unter deren Giiltigkeit eine Aus-
sage, dle man dann auch Behauptung nennt, als wahr nachgewiesen
werden soll. Eine EKonkluslon als Ergebnls elnes giilltigen Schlusses
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wird zur Primisse beim folgenden gilltigean Schlufi. Nach endlieh
vielen solchen gllltigen Schlilesen ergibt sieh als Konklusion
des letzten Schlusses dle zu beweisende Behauptung. Der gesamte
Bewels zerfillit somit in elne endliche Folge von giltigea
Schlilssen, vergleichbar mit einer Kette, dle aus endlich vielen
Gliedern eufgebaut ist.
Im folgenden sollen nun die wichtigsten Bewelsverfahren der
Mathematik an einfachen Belsplelen vorgestellt und diskutiert
werden.

E. Milller-Pfelffer

Oberassistent
an der Sektlon Mathematlik
der Friedr.-Schiller-Universitit
Jena

ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACH

Die Artikelserle "Tinfilhrung in die Rechentechnik”
(letzter Beitrag in Nr.7/8/68) wird in Nr.10/68
fortgesetzt.

Losungen I

~

(9.31): (Losung von Hans Rainer Schumann, EOS Neumburg, 9.K1 )
|12 ~ x|+|# - x|-15 0

12 - x]+|4 - x| < 1
2 -x firx <2
|12 -x=0 fiirx= 2
x -2 firx>2
4 - x firx < 4
|4 - x|= O fir x = 4
x-4 firx> 4
1. ¥ £ 2 folglich x < 4 2. x> 2, x5 4
|12 - x|+|4 - x]s 1 |2 - x|+ |4 -~ x|< 1
2=-X + 4 =-x5 1 X-2+4-x51
6 - 2x s 1 21
x 2z 2,5 Wilderspruch! Es existiert

kelne Ldésung fiir
2 <xs 4
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3.x> 2, x> 4
|2 ~ x|+|4 - x|s 1
X-2+XxX-451
xs 3,5
Aus 1. bls 3. folgt, daB die Unglelchung im Bereich der
_ﬂ_feellen Zahlen keins Ldsung hat.

(9.34): (Losung von Bernd Nikutowski, EOS Neubrandenburg, 9.Kl.)
“ Voraussetzung: x, y, z reelle Zahlen

Behauptung: x2 + 32 + z2 Z Xy + X2 + ¥z

Bewels: Annghme: Die Behauptung lst wahr:

x4 y2 + 2% 2 Xy + X2 + yZ

12 + yz + z2 - Xy ~-Xxz-yz 20

Multiplikation mit 2:

2x2 + 2y2 + 222 - 2Xy - 2x2 - 2yz 2 0
Entsprechend der 2.binomischen Grundformel
geordnet:

12 - 2xy + y2+ x2 ~ 2X2z + z2 + y2 - 232 + 22 20
(x-y°2 + (x-22 + (3=-2220

Diese Aussage 1st offensichtlich wahr. Da nur
Equivalent umgeformt wurde, ist damit asuch die

“ Behauptung wahr.

(10.33): Eine LSsung ist nur sinnvoll fiir tan x > O d.h.
(1) kew < x < kem + % k=0, t1,.%.
Dann 1st wegen tan x +» cot x = 1

(tan x)sin > (tan x)—cos x
Es ergebsn slich:
I. sinx = -cos x
daraus f2lgt tan x = -1 d.h. x = %n + kn
II. tan x = J folglich x = kn
" III. tan x = 1 folglich x = I + kn
Die Ergebnisse I. und II.stehen 1m Widerspruch zu (1).

u Somit 1st x = % + It die einzig mdgliche Losung.

(11/12-2%): (Ldsung von Hugo Reinhardt, EOS Heiligenstadt, 12.Kl.)
I Die gegebenen Zashlen sind: 841 8Bor «-ey 84409
Ich bilde nun dle Summen:
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84 + 85

8 + 8, + ag

a; + 8y + 85 + ... + 84509

Bei Division dleser Summen durch 1000 kdnnen die
Reste 0, 1, 2, ..., 999 auftreten, Aas sind inagesamt
1000 verschiedene Zahlen.

LiBt eine der oben sngegebenen Summen bei Division
durch 1000 den Rest O, so ist die Bedingung der Auf-
gabe erfiillt. L&Bt kelne der Summen den Rest O, so
muB bei den 1000 Summen ein Rest zweimal auftreten.
Man bildet nun die Differenz der beiden Summen, die
den glelchen Rest lassen und erhélt eine Tellsumme,
die durch 1000 tellbar ist.

(11/12.31): (Ldsung von H.-P.Miiller, John-Schule Leuna, 10.Kl.)

“1

Bewels durch vollstédndige Induktion:
I. Fir n = 2 1st die Behauptung richtig
(1-p=3 3+3-%
II. Man nehme nun an, die Behauptung sel fir n = k

richtig, d.h. es gilt:

(1= = Feeer(t = o) = p = B30

IIT. Man bewelse nun, daB diese Behauptung auch fiir
n =k + 1 richtig ist:
Behauptung:

(1= = PeeeeeCt = g = yy2) =

k + 2
=72k + 2 = P41

Bewels: Py 4 = Dy (1 - (E%sz)
K+ 1, (k+1)2-1

Py = — 2k +
I‘k2+2k=k+2
+ 2(E+’1)

Damit trifft die Behauptung fir jedes n zu.
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(11/12.32) 3

ABCS sel das regelméidige Tetraeder. Eiln Quadrat er-
gibt sich als Schnittfléche,

wenn der Schnitt so gefihrt

wird, daB er durch die Mit-

ten D, E, F und G der Ken- A

ten AB, BC, GS, SA des Tetra- b
eders gefihrt wird. A
DaB die Strecken CD, DE, EF und FG gleichlang sind

als Verbindqungsstrecken zweler Seitenmlitten 1n kon-
gruenten Drelecken 1st leicht zu sehen.

Zunéchst zelge man noch, daB dle Innenwinkel des Vier-
ecks DEFG rechte Winkel sind. Es gilt:

GD || BS, EF {| BS, DE || AC und FG || AC in den ent-
sprechenden Seitenfléchen des Tetraeders. Da im re-
gelm#iBigen Tetraeder die gegenilberliegenden Kanten AC
und BS senkrecht zueinander stehen, folgt somit die
Behauptung.

SchlieBlich wird noch gezeigt, daB DEFG ein ebenes
Viereck ist. Dies folgt z.B. aus der Parallelitédt von
5D und EF.

£

(11/12.33);

(Losung von Elisabeth Glinther, EOS Weimar, 11.Kl.)
Voraussetzung: ag, b2, 02 (a2 / b2) bilden eine
. ari?hmet%sche Folge
Behauptung: 5+’ o+a’ a+b bilden ebenfalle eine

aritowsiische Folge

Bewels: Laut Vorau- setzung gilt:

a2 + b2 + czln %(32 + 02) (1)
Behauptet wird :
1 1 13, 1 1
b+c F c+e T mib * 5( bc T a+b) (2)

(cera)(a+b)+(bre)(a+b)+(bre)(c+a) _ g%a+b+b+c2
b+c)(c+a)(a+b b+c)(a+b)

a2 + b2 + c2 + 3(ab+ac+bt) = %(a+2b+c)(c+a)

a2 + b2 + c2 + 3(ab+ac+be) = %(ac+az+2bc+2ab+c2+ac)

a2 + b2 + c2 + 3(ab+ac+be) %(a2+2ab+230+2bc+c2)

82+b°+e8 = %(a2+02) (3)
Da (3) und (1) &quivalent sind, ist die Behauptung

bewisesen.
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Einfilhrung in die Rechentechnik lil —

In Fortfiilhrung der blsherigeh Beltrige zur Rechentechnik sollen

im folgenden einige Probleme untersucht werden, die sich bei der

Losung von Aufgaben aus verschiedenen Berelchen mit Hilfe von

Rechenanlagen ergeben.

Ein erstes Problem ist die ﬁbersetzung von Lﬁsungsverfahrén in

Arbeitsprogramme fiir das Réchenhilfsmittel (siehe auch "Wurzel"

Nr.7/8/68). Es erscheint sinnvoll, folgende Fragen zu beant-

worten:

1. Gibt es allgemeingiltige Prinzipien bei der inhaltlichen
Charakterisierung von Ldsungsverfshren?

2. Welche Formen der Darstellung von Ldsungsverfahren haben sich

als geelgnet erwiesen?
3, Wie kann eine Rechenanlage eln Arbeltsprogramm automatisch

realisieren?
zu 1. Der Begriff des Algorithmus
Der Begriff des Algorithmus ist keineswege elementar zu defi-
nieren. Er ist Gegenétand der Untersuchungen in der mathematischen
Kybernetik. Hier soll eine heuristische Beachreibung angegeben
werden, dle nach einigen geelgneten Prézislerungen fir dle wel-
teren ﬁberlegungen ausreicht.
_____“ Ein System von Vorschriften, nach denen ein vorgelegtes

Problem geldst werden kann, s0ll Algorithmus heiBen.
Der Verdeutlichung der Notwendigkelt, die Vorschriften in einer
bestimmten Relhenfolge anzuwenden, dient dle 1.Prédzislerung:
] Ein Algorithmus i1st elne endliche Folge von Vorschriften.
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Das Attribut "endlich" weist darauf hin, daB der LOsungsweg nach
endlich vielen Sechritten beendet seln scll, eine Einschrénkung,
dle bei’ theoretischen Untersuchungen nicht serforderlich ist.
2.Prézisierung:

Ein Algorithmus A(V,S) besteht aus

einer endlichen Menge V von Vorschriften und

einer logischen Struktur S, die dlese Vorschriften zu einer

Folge ordnet.
Diese zwelte Prézislerung erleichtert die Beantwortung der Frage
nach ginstigen Formen der graphlschen Darstellung won Algorith-
men.
zu 2. Darstellungsformen fiir Algorithmen
Durch eine geschickte Interpretation kdénnen interessante Bezishun-
gen zwlschen Darsteliungsforlen fir Algorithmen und der Graphen-
theorie aufgezelgt werden.
Werden die Elemente der endlichen Menge V als Knoten eines Graphen
und die Elemente der logischen Struktur S als gerichtete Bigen,
die aufelnenderfolgende Vorschriften verbinden, gedeutet, so
kann der Algorithmus A(V,S) als endlicher gerichteter Graph dar-
gestellt werden.
Ein einfaches Beisplel soll die bisherigen Ausfilhrungen erlédutern:
Problem: Eln nicht ganz wohlerzogener Junge gestaltet den Ablauf

des Morgens. '
Voraehriften: Schlafen, Aufstehen, Morgentoilette, Friihstiicken,
Information am Ealender, Horem, Schauen.

Algorithmus: E@ﬁgggﬂ

Iet es Sonntag?l—ﬂﬁi T 1
[T Hat Mutter schon a Welter-
3 mal gerufen? schlafen

Aufestehen

4
[Schaut Mutter zu?l——e(}——

Hénde und Gesicht

- waschen, Ziéhne Friihsticken}—={Ende|

putzen usw.
11




Das Belspiel zeigt, da8 in einem Algorithmus auch Fragen vor-
kommen ktnnen, von deren Beantwortung der weitere Ablauf des
Geschehens abhéngt. Dieser Sachverhalt wird sich sehr bald als
duSerst vortellhaft erweisen. Im weiteren beschriénken sich dile
Untersuchungen auf Algorithmen zur Losung mathematischer Pro-
bleme. Die Verallgemeinerung auf andere Bereliche sel dem Leser
liberlassen.
Zunichst sel ein formaler Aspekt hervorgehoben. Sicher 1st es
gerechtfertigt, dle Vorschriften (Enoten des Graphen) auf eine
méglichst geringe Menge von Typen zu standardisieren, um bei der
Darstellung von Algorithmen ein bestimmtes MaB an Einheitlich-
kelt zu garantieren. Folgende Standardlsierung hat sich bewéhrt:
1. Anwelsungskéstchen
- (rechteckig)
Der Inhalt des Anwelsungskédstchens 1st in der Sprache der
Rechentechnik formuliert. Er ist folgendermaBen zu deuten:
"Die VWerte der Groflen x und y werden durch die Vorschrift f
miteinander verknipft. Das Resultat erglbt den Wert der Gro-
fe n."
Dgs Symbol ,:="heiBt Ergibtzeichen und unterscheidet sich vom
ilecichheitszeichen durch einen Richtungssinn., Der Inhalt des
Anveisungskistchens 1st keine Gleichung, sondern eine Vor-
schrift, deren Ausfiihrung richtungsgebunden ist. Zundchst
wird der Wert des rechts vom Ergibtzelchen stehenden Ausdrucks
craittvelt und dann der links vom Ergibtzeiéhen stehenden GroBe

Bsp.: [z:= f(x,7)]

sureordnet. Insbesondere hat die spezilelle Vorschrilftd
ii:é;i;ﬂ] ginen Sinn. &le bedeulett "Der Wert der Grille 1
wird um 1 vermehrt und ergibt den neuen Werl der Grille 1.
Wlfensichtlich kann durclr eine derartige Vorschrift ein Z3hl-
vorgeni realisiert werden. Eine Gleichung der Gestslt 1 = i+1
witpe doremen cionlos,
Frasekiastehent ey, (a < b? ~-QD

pasjicrunded)

s Gepensatz zum AnweisungekEstclhen, In dem nls Resultat in
geaer Falle ein Wert auftritt, liefert die Auswertung des In-
“alts des Fragekistchens ein logisches Ergetnis, die Antwort
"ja" oder "nein". Der Innelt des Fragekdstchens ist stets so
2u formulliercn, da3 als Frgetnis genau elne der Antworten
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"ja" oder "nmein" zulissig ist. Komplizierte Fragen miissen in
éine Folge elementarer Fragen aufgeldst werden. Um 2.B. fest-
zustellen, ob elne Zahl z gréfer, kleiner oder gleich Null
ist, sind mindestens zwel FragekEstchen erforderlich., Die
Ausglinge fiir die Antworten "ja" und "nein" kdnnen auch an an-
deren Stellen des Fragekiigtchens plaziert werden.

3. Orga.nisationskiistchefu Bsp. : % (.P é)
(quadratisch, kreleférmig)
Organisationskiistchen vermitteln keine Vorschriften. Sie die-
nen der Marklerung besonderer Stellen des Graphen, insbesondere
des Anfengs, des Endes und solcher Stellen, an denen aue liber—
sichtlichkeitsgriinden eine Teilung des Graphen in zwel Kompo-
nenten sinnvoll erschelnt. ,

Ein Beispiel s0ll das Zusammenwirken der einzelmnen Typen von

Késtchen demonstrieren.

Bsp.: Auflbsung der quadratischen Gleichung Ax2 + Bx + C = O

Va {+l - X, 3;'\/_- <y m, >}

vor

Es liegt kelne
Gleichung vor

Die Normalform
der quadrati-

schen Gleichung
X%+ P + q

Die Diskri-
minante wird
berechnet

— — e — — p— ] — —

keine reelle
Losung

zwel reelle

Lésungen eine reelle Doppellésung
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Ein endlicher gerichteter: Graph, der einen Algorithmus dar—
stellt, heilBt FluBbild oder.FluBdiagramm; die Darstellungs-
methode FluBbildtechnik, Ein FluBbild zeigt neben der Anzahl und
der Art der Vorschriften sehr deutlich die ganze Dynamik des
Algorithmus. :

H. Peuker

wissenschaftlicher Mitarbeiter
an der Sektion Mathematik
.der Friedr.-Schillér~Universitit
Jena

-

Aufgaben (Serie 10/68)

(A7) Gegeben sei die Strecke AB. Man bestimme im Raum den Eeo—
metrischen Ort aller Punkte, von .denen aus. dle Strecke AB
unter einem Winkel von 120° erscheint.

(AR) Fs wird mit 3 Wirfeln gewirfelt. Wie grod.ist die Wehr-
_schelnllchkeit dafur, ‘defl sich aus den gewurfelten Zahlen
eine gerade Zahl Zusammenstellen 188%7

(A¢) Man beweise, daB at i pt ﬁz.g' igt, wenn a+b 2 1 und
a, b > 0 gilt. “

A1) Die Glieder einer unendlichen arithmetlsecehen Reihe seien
-l
panze Zahlen. Man beweige, dal die uummcn dhrer. al fern

keine arithmetische Hejac blli,n.
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lan zelige: Bs gibt umendiich viele Primzatilen der Form

-
+
AN

1, t LA - L e -. 2 - - Lo - u = . L)
toenieltung: Man bilde 2P =27+3.5.....p-1, %o alle Primzahlen
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Preisaufgabe (P.22) ’

Gegeben seien eln Krels K und zwel Punkte P, und P,. Gesucht
ist derjenige Kreis durch '_F’,1 und PE,_der K beriihrt.

Fir jeden vollsténdigen Lésungsweg der Preisaufgabe erhdlt der
Einsender elnen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhélt der Ein-.
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drel Einsender fiinf
Wertpunkte heben, entscheldet das Los (unter Auasschluf des
Rechtsweges). _

Falls ein Besitzer von finf Wertpunkten nicht unter dle Gewlnner
fallt, nimmt er automatisch an der n&chsten Auslosung teil., Die
Losungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum
30. des jewelligen Erscheinungsmonets (Datum des Poststempels)
an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs- bzw.
Aufgebenblédtter mit dem Namen des Einsenders, selner Adresse
urd der von ihm besuchten Schiule versehen sein miissen. Finsen-
dungen, -bel denen diese Angahen Ffehlen, kinnen nicht beriick-
slehtigt werden.

Druckfehlerberichtigung

Durch elnpn‘Ubermlttlupgafehler wurde in der Nr.9/68 die Aufga-
be 5 der THO 1068 lelder falseh gestellt. Der Ausdruck unter dem
Wurzelzeichen muR lautén: a-f(x) - (?(x))

Wir bitten, diesen Pehler zu entschuldigen.

e e e e —m - e anw —mtmm ——e— - [e—— . —

Unser Malhen":mk Spezlahslenlager

Bas diesjihrige h@mmell””'T Tand vom 17, Vie 24hugust in Bad
Fay

Kostrilz strtb, Etwa 70 ‘LJtICL natien die Méglichkelt, in dem
Fachveranstaltungen nauva hU”@Lnlﬂﬂﬁ aut verschiedenan Gebieten

der Mathematik zu erwerven. Faclbicher acs der :111*'1'u£& WNBETED
Ackvion und Tind AthL.hr“ wit Betvedern dlanten den Schillern

dazu, ihr Fizven in den heusa 2tolTpebicton o festigen. In den

niaclisten Auacpeben Cer "Foreel® 27 hen wiv eicolie in Scwaerlager

pehaltene VorteZps vordffendt e, In den Toserolym; dole ovrelen
Len viele Seivcler »oobh rate Meoc-odnan, Oile Ooalan crtied Lan

Puchprimion.



Natiirlich kam neben der Arbeit auch dle Erbolung nicht zu kurz.
Sportfest, FuBballturnier und Gymnastikabend blldeten einen Aus-
gleich fir das lange Sitzen am Vormitteg. Ein Lichtbilldervor-
trag Uber die IMO in Sofia von Ludwig Stalger, ein EKinobesuch
und ein sehr interessanter Tucholsky-Abend waren kulturelle Hohe-
punkte des Lagers. Zum AbaschluBabend, der mit elnem grofen Rost-
bratwuratessen elngeleitet wurde, boten Schiiler und Betreuer ein
buntes Programm. - Viele Gelegenhelten boten rich, dle Freund-
schaft zwischen Schiilern und Betreuern zu festigen. Offene Dis-
kussionen iiber aktuelle politische Themen gehtrten genauso zum
Tagesablauf wle Gespréche iiber dle Gestaltung des Lagers. Viele
Schiiler halfen durch groBe Einsatzbereitschaft, das Leben im
Lager interessant und erlebnisreich zu gestalten. -
Wir mdchten achon jetzt alle interessierten Schiiler auf unsere
nécheten Lager im Februar und im Juli 1969 hinweisen. Wir freuen
uns sehr iiber Hinwelse zur noch interessanteren Gestaltung des
Lagerlebens und sind gern bereit, Fragen zu beantworten. Sendet
Eure Zuschriften an die "Wurzel™-Redaktion.

Das Betreuerkollektiv

Was ist ein Beweis? Il
In ersten Tell dieser Artikelserle ("Wurzel" Nr.9/68) hatten wir
zuletzt festgestellt, daBl eiln Bewels in elne erdliche Folge von
giltigen Schliissen zerfdllt. Folgendes Beisplel so0ll dies beleuch-
ten. Eg B0oll der Satz bewlesen werdsn, oder genauer: Folgende Aus-
sage s0ll als wahr nachgewlesen werden:
Wenn &, b und n natiirliche Zahlen sind und der gréfie gemeinsame
Teller 4 = (a,b) von a uud b ein Teiler von n ist, so ist die
Glelchung ax + by = n nit ganzen Zehlen x und y l&sbar.
Im folgenden Bewels weirden die Schemata, die giiltige Schlisse wi-
dersplegeln, formal vereinfacht aufgeschrieben, indem man allge-~
meln ein Schema (P1) ‘e

(Pa) .

(Py) oee

(K) LR
elnes giiltigen Schlusses durch (P,), ..., (Pn)==%>(K) abkilrzt.

116



Links stehen die Priémissen, auf der rechten Selte des Folge-
pfeiles =3 steht die Konklusion (z.B. a= b, b= ¢ =g = ¢),.
Nun beginnt der Bewels:
(1) a, b natiirliche Zahlen (P1). a sel gréler oder gleich b
(a2 D) (P2)==%>a =pb+ry P421 0sTy<bH, pyund 1,
ganz (K). Das bedeutet:
Wenn a 2 b ist, 5o setzt sich a additiv zusammen aus einem
ganzzahligen Vielfachen p1b von b und einem Rest r,, fir
welchen r, < b gllt. Der durch das Schema skizzierte gﬁltige
SchluB kiénnte noch in eine Relhe von Teilen, die ilhrerseilts
gliltige Schlilsse darstellen, aufgeltat werden. Da wir Jedoch
das Rechnen mit ganzen Zahlen voraussetzen, kann der Kiirze
halber (1) als giltiger SchluB genommen werden. Fiir den
Fall, daR T4 > 0 iat, wird entsprechend (1) weltergeschlos-
sen.
(2) b, T4 natiirliche Zahlen (Pq), 0 <r»r
P, 2 1, 0s r, < T, (K)
(%) T4y Ty natilrliche Zsghlen (Pﬁ), 0 < Ty < Ty (P2)==4>
=>»r, = PaTy + Tzy Qs r3 < T, (K)
Diege SchluBkette wird fortgesetzt, bls sich in
(n+1) Tooqr T natiirliche Zghlen, 0 < r < r =
S=PTyq T Praa™n n+ 1
die Zahl LS als Null ergibt. Das muf eintreten, da es nur

1 <b (Pe) =>b = DpyT +Ip,

+ T

endlich viele naturliche Zahlen gibt, die kleliner als Ty sind.
Pallt man dle einzelnen skirzzlierten giiltigen Schliisse zu einem
Schema zusamwuen, ergibt sich folgendeg System von Gleichungen:
i == p_1".3 + 1‘.1
b = p?I,} + I'?

(S) Th = P?,T‘z + .T'z)

The2 ™ Pl v Ty

Cpd ¥ Faeqtn
Lue der letztsn Ueils sron (8) folat, del L ¢in Teiler von T
1t 3 oLl DL S RS Ard. -
1st, waofiir rnh:'n_.1 goxativiebin wird
" 1 i Lo gy X g (F., o= hS {1
1nl n-1 (P1)' La-n Fatpaq ¥ Uy \FpJess Inl'um? (%)

rplrnoq (Pady mple. s (Po), Yred 7 Praalnen * Thq (P5);m$’
==brn|rn_5 (x)
1Y



UeS.W,
rn|r2 (P1), rn]r,.l (PE)' b = p,ry + T, (P3) ==>rn|b (K)
rplry (By)y rylo (Py), & = pyb + vy (Pg) =»r a (K)
Damit gllt:
r o (B)), ryla (By)=>r 14, 4 = (a,b) (K)

(Im welteren s0ll auf Kennzeichnung der wahren Aussagen links von
"—a" dqurch das Prémissensymbol (Pi) verzlchtet werden. Dasselbe
gllt fiir die Kennzeilchnung der Aussage(n) rechts von "==" durch
das Konklusionssymbol (K).)
Wenn andererselts + ein Teiler von a und b ist (z.B. t = d), so
kann wile folgt geschlossen werden:

t}a, tlby, ry = a=- pqd (aus (S‘))a=='.>t]r1

tlry_pr tlog gy oy = xp 5 = Py g => iy
Setzt man t = 4, so ergibt sich inzgesamt der Schlul

rnld., dlrn=>d =r,
Aus den Gleichungen des Systema (S) erglbt slch welter
r1 a a_P1b, ‘_|"‘2 = b-PEI‘,“ =D-I‘2 = b-Pa(&-qu) = "Pza"'(""':pqu)b
T4 = a-p4b, 1, = —pea+(1+p1p2)b, Tz = T -P3rp,=>
U, S.W,
Tp-2 = Bp_o8%K, 5By by o, Xy 5 ganz, ry_q = hy_qa+k, 4b,
ho 9 kn_1 ganz,
T, = T, >~ P Tp 4= d = r, = hna+knb, hn, kn ganz
Mit x' = h und y' = L sind also ganze Zahlen gefunden, die die
Glelchung x'a + y'b = 4 16sen. Durch Multiplikation dileser
Gleichung mit der ganzen "ahl m = 3 ( nach Voraussetzung lst d
ein Teiler von n) ergib% sich achlieRlich
x'a + y'b = 4, % = m=3>(x'm)a + (y'm)b=md = n

Mit X, < x'm uad Yo " y'm sird somit ganze Zahlen gefunden,
welche dle Gleichung ex + by = n ldsen. Damit 1st der Satz in dem
Falle bewlssen, da a & b, Ist a < b, so vertausche man Im obigen
Boweis die Rollen von a und b. Mit dleser Bemerkung ist der Satz
vollstindig bewiesen.

(Bemerkung: Da dis linke Selte der Gleichung ax + by = n fiir be-
liebige ganze Zahlen x und y immer ein Vielfaches von d ist, muf

auch n ein Vielfaches von 4 sein. Das bedeutet, daB die Glelchung
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ax + by = n kelne Losung besitzen kann, wenn 4 keln Teiler von

n lst. AuBerdem erkennt man sofort, deB der Satz richtig bleibt,
wenn von a, b und n nur vorausgesetzt wird, daB sie ganze Zehlen
sind. Sind zum Beispiel bd und n negativ, s0o gibt es nach dem be-
wiesenen Satz Zahlen x, und y, dle dle Gleichung ax, + (-b)you-n
13sen, denn a, -b, -n sind dann natiirliche Zahlen und geniigen so-
mit den Voraussetzungen des Satzes. Dann folgt aber a(-xo)+by°=n.
g0 deB x = “Xor T = ¥, die Gleichung ax + by = n ldsen. Der Fall,
daB eine oder auch mehrere der Zahlen a, b, n gleich Null =sind,
ist leiecht zu behardeln und kann vom Leser selbst erledigt werden.
Es i1st somit folgende Aussage als wahr nachgewliesen:

Die Gleichung ex + by = n, wobel a, b und n ganze Zahlen sind,
ist mit ganzen Zehlen x und y dann und nur denn l8sbar, wenrn

d = (a,b) eln Teller von n ist. Das Verfahren (S), mit welchem der
groBte gemelnsame Teller zweler ganzer Zahlen berechnet werden
kann, wird als Euklidischer Algorlithmus bezelchnet.)

Der oben ausfiihrlich dargestellte Bewels ist seilner Natur nach
eln "direkter" Bewels,wle man sagt. Die zu bewelsende Behauptung
wird direkt durch elne Relhe von gliltigen Schliissen aus Prémissen
gefolgert, dle als wahr gelten.

Im ni3chsten Beltrsg werden wir uns mit dem sogenannten "indirek-
ten" Bewels besachdftigen.

Dr. habil. E. Miller-Pfeiffer

Oberasslstent
an der Sektion Mathematilk
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jdena

[3sungen ‘ = |

(10.32): Primzahlen, die grdBer als 10 sind, lassen sich immer in
der Form 6n + 1 oder 6n - 1 darstellen. Da dle drel gege-
benen Primzahlen eine arithmetiasche Relhe bilden sollen,
milssen sle sich, wie sich leicht zeigen 1&Bt, in der
Form én + 1 oder 6n - 1 darstellen lassen. Somit hat -

d= Pz = Pp = Pp = Py die Form 6n und ist somit durch

6 teilbar.

B!

(P17): Von den meisten Einsendern wurde Brown als alleiniger Té-

119



ter bezeichnet. Auf den ersten Blick erhé&lt man scheinbar
nur diese Aussege. Dleses Ergebnis zeugt aber davon, daB
diese Einsender eben nicht slle Félle betrachtet haben.
Wir erhalten n&mlich als Ldésung folgende Aussage:

"Smith und Jones waren die Tadter" oder

"Brown war der T&éter".
Wir geben hier keine Ldsung an, sondern verwelsen nur
dareuf, deB man bei Untersuchung des vorgegebenen Aussa-
gensystems mit Hilfe eilmer Wahrheitswerttabelle, in der
als Gesamtaussage (A A B A C)

(A - Browns Aussage

B - Smith Aussage

C - Jones Aussage)

(siehe auch "Wurzel" Nr.1/68 bis 2/68 "Der klassische
zweiwertige Aussagenkalkiil") auftritt, unbedingt bei rich-
tiger Bestimmung der Wahrheitswerte zu obigem Ergebnis ge-
langt. Dieser Weg fiihrt bei solchen Aufgaben immer zum
Ziel.

)

(P1

O

Folgendes gilt:

m, n, n-1 sind ganze Zahlen

% = a + %, a, b ganze Zahlen, m > b 2 0, folglich:
n-1 n 1 b_1_ b-1
m “m " an~%t*tm T m=2* g
1.Fall b z 1
- -1
b1, o, folgllch[ﬁ]—[—m—]=a —a=0
2,Fall b = 0
a.+2--i=a+-:’l=a—’|+m—;;l1
J’:‘olglich[lﬁ':]—[n;[':I =a- (a-1) = 1

Also (Eﬂ-—FE%—) = 1 zZenau dann, wenn b = O, also wenn
a, d.h. m mafl Teiler von n sein. Hieraus folgt:

ﬁ =
:E( Eﬂ—-naq ) = 2 wenn es genau zwel my gibt, die Teiler
e

von n s3ind. n muB fclglich eine Zabl sein, die nur zwel

Teiler besitzt, d.h. mull eine Primzahl sein.
(Losung eingesandt von Rolf Schmldt, Spezialschule Carl

Zeiss Jena, Klasse 10E,)
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"WIRZEL"-Redaktion

Einfiihrung in die Rechentechnik IV

n "Yurzel"-Nr.10/68 wurde gezeigt, daB die Tlufbildtechnik eine
zeeignete Methode zur grarhischen Darstellung von Algorithmen re-
précentiert. Bei der Erarbeitung eines FluBbildes ist der darzu-
stellende Algorithmus beziiglick aller auftretenden Speziszlfille
zu durchforschen. Beim Beisplel der Auflésung der quadratischen
Gleichung Ax2 + Bx + C = O war dle Beriicksichtigung des Spezial-
falles A = O im Interesse der universellen Anwendbarkeit des
Algorithmus unbedingt notwendig.
#arden Flufbilder bzw, Teile von FluBbildern hinsiehtlich ihres
Aufbaus analysiert, kristallisieren sich eine Reihe von Elemen-
tartypen heraus. Diese Flementartypen sollen im folgerden an Hand
von Belspielen diskutiert werden.
1. Das unverzwelgte FluBfbild:
Beispiel: Ein ganzzahliger Geldbetrag B ist mit einer mini-~
melen Anzahl von Geldscheinen und Minzen auszuzahlen.
Vo= {+, =, o3
Das Symbol " =~ " bedeutet "ganzzahlige" Division. Das
Resultat der ganzzanligen Division ist stets der
ganze Antell des wahren Quotienten.
Die GrisBen A; stellen die Anzahl der auszuzashlenden Geldscheine
bzw. -muinzen im Werte zu i Mark dar. 1 = 1, 2, 5, 10, 20, 50,
13C. Dle GrdBen R und D sind Hilfsgr3dRen.
Der Zﬁsammenhang zwischen dem wohlbe.annten Euklidischen Alge-
rithmus und dem dargestellten Algorithmus ist offensichtlich.
Das Fluflbild wird bei der Realisierung des Algorithmus in ei-



nem Zuge von <@> bis <@> durchlaufen. Es treten keine Verzwel-
gungen suf, daher der Name: unverzweigtes FluBibild.
R: = B Aint = B10

)
D: = A10-1O

D: = A1OO-100
igr = 7

.
AEO.; R#20 B e Ky
1
D: = A50°20 A, = RD
EEE: &
Q)

2. Das einfach verzweigte FluBbild:
Beispiel: Von 3 gegebenen Zahlen A, B, C 1lst die groBte suszu-
suchen. M = max{4, B, C}, V= { > }

),
H

(-
Auch im Falle der Mehrdeutigkeit des Maximums liefert der Al-
gorithmus das richtlge Ergebnis.

Bei der Realisierung des Algorithmus wird genau ein Zweig des
FluBbildes genau einmsl durchlaufen.



3.

4.

124

Das induktiv verzykelte FluBbild:
Beisplel: Es ist das arithmetische Mittel & von n Zahlen
a, zu bilden.

V= {+’ iy <}

Bel der Darstellung des Algo-

rithmus durch ein unverzweigtes
FluBRbild wéren fiir unterschied-
liche Werte von n (Zahlenreihen
unterschiedlicher Linge) geson-

. derte Fluflbilder erforderlich.

—;jggﬂ Der Leser stelle sich ein unver-

zweigtes FluBbild flir den Fall

n = 100 vor! Die Rilickkopplung,

"der Zyklus', gestattet, den Al-

» gorithmus fir die Bildung des

arithmetischen Mittels beliebig vieler Zahlen durch gin Flub-

bild derzustellen. In das Frapekéstchen ist jeweils nur der
aktuelle Wert von n einzutragen. Dariiberhinaus kann bei
bekanntem n sofort (vor der Rechnung) angegeben werden, wie
oft der Zyklus durchlaufen wird, daher der Name induktiv ver-
zykeltes Flufbild.

Das iterativ verzykelte Fluflbild:

Beispiel: Es ist ein Ndherungswert y fir Va, a > Oymit
5-stelliger Gepauigkeit zu berechnen. Der Algorith-
mus wird nur angegeben, die mathematischen Hinter-
griinde an spéterer Stelle tehandelt. Ausgehend von
einem beliebigen Anfangswert y, > O wird folgende
Vorschrift realisiert:

1 a
Yq = 5(¥s + 30)

1 a
Y5 = 5{yq + }1)

1 a
Yieq = 2073 + 5.

‘Die Werte von For Jqr Jor een Ty y1+1’ v
stellen eine Folge von immer besseren Néherungs-
werten fir \/a der. Das Verfahren wird abgebrochen,



wenn die geforderte Genauigkeit erreicht ist.
V= {""o = oy 4y L <}

a)

)

T = T141

®

Von der Aufgabenstellung her interessieren die Werbte von T4 Too
Yzr oo iiberhaupt nicht. Gewilnsclhit wird der letzte Wert der Folge
als Ndherungawert y. Deshalb stellt das FluBbild b) den gleichen
Algorithmus dar.

In der durch b) dargestellten Version des Algorithmus treten stets
nur zwel aufelnanderfolgende Niherungswerte flir v/a suf. Die Vor-
schrift [Y: = y] kann als "{berschreibungsvorschrift™" interpretiert
werden. Ein Zahlenteispiel soll die Wirkungsweise dez Algorith-
mus demonstrieren.

a=2 7o =1

yOT1,OOOOOOI y1=1,500000! 5=, 416667 y3=1,4142161 y,=1, 414214

S |2,000000 1,333333 1, 411764 1, 414211
|
| 3,00000% 2,833333% 2,828431 2,828427| y=1,41421
lo,5000u0 | -0,083333| -0,002451|  ~0,000002

Offensichtlich 1st es beim iterativ verzykelter Fluffbild nicht
mbgiich, vor Beginn der Rechnung die genaue Anzzhl der Durchléu-
fe durch den Zyklus zu testimmen. Das Beispiel lehrt, daB die
Durchlaufzahl sowohl vom Anfangspunk? Yo als auch von der gefor-—
derten Genauigkelt abhidngt.Allerdings erlaubt die hdhere Mathe-
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matlik, die maximale Durchlaufzahl genau abzuschétzen, wenn Yo
und die Genauigkeitsschranke bekannt sind.
Bei der Darstellung von komplizierten Algorithmen in einem
FluBblld treten natiirlich die aufgefiihrten Elementartypen ge-
mischt auf. Bel der Uberfiihrung eines FluBbildes in ein Arbeits-
programm fiir das Rechenhilfsmittel 1&8% slch die Eenntnis der
Elementartypen mit Vorteil verwenden.

H.

Leiter der Elnsatzgruppe Datenverarbeitung
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitidt
Jena

Peuker

Aufgaben (Serie 11/68)

(A13) Es selen k, m, n drei ganze Zahlen, wobei k und m Prim-
zahlen sind. Man beweise, daB man eine solche Zahl x fin-

den kann, fir die gilt:

k| mx + n

(A14) Man 18se folgende Gleichung:

VX + 3 = 41 + VX + 8 - 6-/%x-1 = 1

Man konstrulere ein Dreieck ABC, von dem dle Strecken
c=14B, k = 3§1, 1= I§2 gegeben sind, wobei S, Schnitt-

(415)

und S

punkt der Mittelsenkrechten
a) Schnittpunkt der
b) Schnittpunkt der

2
Winkelhalbierenden

Hoéhen ist.

(A16)

Es gelte: 1) Flir jedes Paar

(a,b) reeller Zshlen gilt ent-

weder a > O oder a = b oder a < b.
2) Es ist a < b.
Priifen Sie mit Hilfe der Aussagenlogik, ob dann der SchluB:

"Es ist nicht a 2 b" gilt.

(A17)

Es ist 2zu beweisen: Genau dann, wenn es einen Punkt P gibt,
der von den Eckpunkten eines ebenen Vierecks gleiche Ab-
sténde hat, 1st das Viereck konvex und seine gegeniiberlie-
genden Innenwinkel ergénzen sich zu 180°,

(a18)

Es ist zu zeigen, daB gilt

1 1024 16
(1 + Eﬁﬁ) < 5




Preisauigabe (P. 23)

Fir welche Werte von a besitzt das folgende Gleichungssystem

genau eine Losung:

x> + y2 =z

X+y +2=a

Fiir jeden vollsténdigen Losungsweg der Preisaufgabe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir finf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drel Elnsender finf
Wertpunkte haben, entscheldet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von finf Wertpunkter nicht unter die Gewlnner
£811%, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil. Die
L8sungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum
30. des Jjeweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststempels)
an unsere Adresse elnzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungs- bzw.
Aufgabenbldtter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchter Schule versehen seln miissen. Einsendungen,
bei denen diese Angaben fehlen, kénnen nicht beriicksichtigt
werden.

Was ist ein Beweis? lli

Der sogenannte "indirekte" Bewels beruht auf dem am Anfang dar-
gelegten Satz der Zwelwertigkeit. Wird elne Aussage &ls wahr an—
genommen und folgt daraus durch eine Reihe von giltigen Schliis-
sen, wobel die @ls wahr angenommene Aussage einmal oder auch
ofter die Rolle einer Prédmisse Ubernimmt, eine Aussage, die nach-
weisbar falsch ist (man sagt auch, daf sich ein Widerspruch er-
glbt), so muB nach dem Satz der Zwelwertigkeit die als wshr an-
genommene Aussage in Wirklichkeit falsch sein, was dann die Be-
hauptung eines zu bewelsenden Satzes liefert.
Zwel Beispiele sollen diese Bewelsmethode illustrieren.
1) ~/Z2 ist keine rationale Zahl
Bewels (indirekt): Man macht die Annahme, daB ~/Z eine rationale
Zahl ist. (Die Aussage "/2 ist rational" wird als wahr ange-
nommen). /2 1st rational bedeutet /27 = Ef wobel p und q gan-
ze Zahlen sind.
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L]
/2 = Es#\/'é = -E. mit (p',q') = 1 (Der Bruch %: entsteht aus

dem Bruch E durch Kiirzen von gemelnsamen Tellern von p und q).
VZ=Re—s2- E}§==>2q}2 = p'?
p' = 2n=32q'" = J+m2‘=) q';2 = 2m2—=-> q' iat eine gerade Zehl,

q' = 2n=»(p',q') = 2. Das steht im Widerspruch zu (p',q') = 1.
Die Annahme, daB die Aussage "/2 ist rationael" wahr ist, fiihrt
zum Widerspruch, sc dafl nach dem Satz der Zwelwertigkelt die Aus-
sage "\/2 ist rational” in Wirklichkeit falsch 1st. Das bedeutet
aber, daB /2 keine rationale Zahl ist. {Solche Zahlen nennt man
irrational. /2 ist also irrational).

2) Betrachtet man ein Schachbrett, von dem zwei Felder, die an

den Enden einer Diagonale liegen, weggenommen sind, so hat

=% p' 1st elne gerade Zehl,

man einen Bereich B vor sich, der aus 62 Feldern besteht. Zur
Verfigung stehen weiterhin Dominosteine, die so gre¢B8 sind,
dal ein Jjeder von lhnen genau zweli Felder

des Bereiches B iiberdecken kann (siehe
Abblldung). Es erhebt sich die Frage, ob

man mit 31 solchen Dominosteinen den Be- 8
reich B so iiberdecken kann, daf kein
Feld frei bleibt. ]

Behauptung: Es existiert keine Ubver-

deckung der angegebenen Art.

Beweis (indirekt): Angenommen, es gibht eine,ﬁberdeckung.
Dann iiherdecken die 31 Dominosteine insgesamt 31 weifle und
%1 schwarze Felder, wenn ian sich den Berelch B nach Art eines
Schachbrettes schwarz-we .} gemusftsrt denkt, denn Jeder Stein
tiberdeckt auf jzden Fall ein schwarzes und ein weibBes Feld.
Der Berelch B hat aber nismals zgleichviel schwarze und weille
Telder, da die vom Schachbrett weggencmmenen Felder, 4da sie
auf einer Diagonalen liegen, immer von gleicher Fiarbung sind.
Is entsteht also ein Widerspruch. Die Annahme, daB eine iber~
deckung der verlangten Art existiert, ist f¢lsch, und die BRe-
hauptung damit bewiesen.

Dr. habil. E. Miller-Pfeiffer

Cberassistent
an der Sektion Mathematik
der Triedr.=-Schillier-Universitét
Jena
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Lésungen — =—

(F.20): Die Aufgabe (F.20) wurde von den meisten Einsendern so
geldst, wie die nachstz=hende Ldsung von Rpoland Engelmann
(ECS saalfeld) angibt:

Um zu prifen, ob der Ausdruck allgemelngiiltig ist, kann
man dle einzelnen Wehrheitswerte in einer Wahrheitswert-
tatelle zusammenfassen:

P|a|p =* qlvplvD v g] (P =+ g) —» (~vp v q)
Wiw W Bl w W
WPt TP F| ¥ W
FlW| F wlow W
FlFl w | wlw ¥

Aus dieser Tabelle folgt, da beil jeder Verteilung der
Wahrheitswerte von p und q fir ((p+=q)—=(vpvg)) der
Wahrheitswert W gilt, dal der Ausdruck allgemeingiiltig
ist.
Eine andere, elegantere Mdglichkeit, die Aufgabe zu ldsen,
zeigt die Ldosung von Verconika Eberhardt (EOS Ernst Abbve,
Fisenach):
Man wandelt die Aussage mit Hilfe gleichwertiger (wert-
verlaufsgleicher) Tellaussagen um, ohne dabei den Wahr-
heitswert zu veré&ndern.
Voraussetzungen: (1) A<>B = (A-—>B)A(B—>A)

(2) ~Av B A—B

(3) A—*E = n~(AA~B)

(4} (AABYAC = {AAC)AB

I

Hiersus folgth:

(p «=* q)—>{pvq)

= ((p—=>q)A (g—>p)) —>(p—>q) nach (1) und (2)

= a{({(p—>q)r (g—>Dplla~(p—>q}) nack (3)

= a(((p—>q)a~(2—>g))A (g—>p)) nach (4)

= f A (g~»p)), da AAa~pA = ¢

= wf da fAaA=T¢f

= w

Damit wurde die Allgemeingiltigkeit des Ausdrucks be-
wiesgen.




Eine dritte Moglichkeit zelgt uns Joachim Puhl (EOS

Arnstadt):

Wenn Wert(H,f) = O

so0 muf Vert((p «+q),f) = 1 (&P
und Wert((~vpvq),f) = O (2)

(1) ist der Fall wenn:

Wert(p,f) = Wert(g,L)
(2) ist der Fall wenn:

Wert(p,f) 1

Wert(q,f) 0 Widerspruch zu (1)
Deshalb ist fiir jede Belegung f der Wert(H,f) = 1, der
Ausdruck 1st allgemeingiiltig.

(10.36): Es ist 15 - 1= (x - 1)(x4 + x5 + x2 +x + 1)
Da x > 1, gilt xq > x3 > XE >x > 1
somit gilt 5 < :c"+ + x5 + x2 + X+ 1< 5x4
da x = 1 > O folgt daraus die zu beweisende Unglelchung.

(11/12.35): Dle gegebene Gleickung wird quadriert. Man erhdlt:
2(x + Vx° - 14x + 49) = 14
d.h. x + V(x - 7)2 = 7 und somit
x+lx -7 =7
Es ergibt sich folgende Lbsung x s 7

Weil 14x - 49 2 O gelten mu8, folgt X 2 %
Fir diese Losungsmenge ist die Gleichung immer er-

fiillt, da danc j.amer
¥ +\/I4x - 49 2 O
und  x - ~/T8x- 49 20
Somit erfiillen alle x mit % £ X s 7 die gegebene
Gleichung.

(11/12.36): Man beweise
sin6a + cos6a + 351n?a-cos2a = 1:

5cosea —30052a +30054a -3cosad +0036a -cosea + 1 =1
1 -3cos2a + 3c054a -cos6a + cossa + Bcosza —3c054a=1
(1 - cosam)3 + cos6qn+ 3(1 - cos2a)c052a e
sin"o + cosea + 3sin?a-c082u =

(L8sung von Joachim Puhl, EOS Arnstadt, Klasse 11)
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(P.18):

Fast alle Binsender ldsten diese Aufgabe durch voll-
stdndige Induktion nach der Anzahl der vorgegebenen Ge-
raden. Diese Ldsungsmethode ist jedoch falsch.

Mit Hilfe der vollstédndigen Induktion nach der Anzahl
der vorgegebenen Geraden erhdlt man hier nur folgende
Aussage: Wenn man von einem Fall ausgeht, bel dem n vor-
gegetene Geraden durch einen Punkt gehen, so erhdlt man
durch Hinzunshme der (n+1)-ten Geraden, d.h. nur einer,
genau dann einen richtigen Fall, wenn alle Geraden
durch einen Punkt verlaufen. Diese Aussage beweist nam-
lich noch nicht unsere Behauptung. Es konnte sein, daB
man von einem falachen (im Sinne der Aufgabenstellung)
Fali, d.h. einer Konfiguration, die die Bedingung nicht
erfiillt, durch Hinzufiigen von endlich vielen Geraden zu
einem richtigen Fall kommt.

Die folgende Darstellung mdge das veranschaulichen (ein
exaktes Gegenbeigpiel 1&Bt sich natiirlich nicht konstru-
ieren): #3

/" ntd \ }’.ﬁ;-y nic £ v

Scllte dlese Aufgabe durch vollstédndige Induktion geldst

werden, miiBte folglich der InduktionsschluB so lauten:
¥enn n Geraden durch einen Punkt verlaufen, so kann man
durch Hinzunahme von k Geraden nur dann wieder einen
richtigen Fall erhalten, wenn alle n+k Geraden durch ei-

é nen Punkt verlaufen.

. Men beginnt wie {iblich im Falle n = 3 und zelgt, daB fiir

k (k beliebig) hinzugenommene Geraden nur dann eine den
Voraussetzungen entsprechende Konfiguration entstehen
kann,wenn alle Geraden durch einen Punkt gehen. Fir eine
groBere Anzahl n' vorgegebener Geraden eribrigt sich dann
der Beweis, da man diese Fdlle auf den Fall n = 3 zuriick-
fiihren kann, indem-man die Anzahl der hinzugenommenen
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Geraden noch um die restlichen n'-3 Geraden erhtht.

Die vollistédndige Induktion muB somlt nach der Anzahl

der hinzukommenden Geraden erfolgen. Eine klirzere Losung
(durch indirekten Bewels) gab unser Korrespondent
Reinhard Hoppner (Preistriger der VIII, und IX. IMO):
Angenommen, dle Geraden gehen nicht alle durch einen
Punkt. Dann sei P der Schnittpunkt von drel Geraden,
wobel P ein zur Geraden g nidchstliegender Punkt ist und
g nicht durch P verlduft. Dle drel Geraden durch P mbgen
g in A, B und C schneiden (mit B auf AC). Durch B muB
nach Voraussetzung noch elne weltere Gerade g' verlaufen,
g' schneidet nun aber entweder AP oder CP in P'. Der Ab-
stand von P' zu g ist jedoch kleiner als der von P zu g.
Das ist ein Wlderspruch zur Annshme, daB P ein 2zu g
nidchstliegender Punkt sei. Damit kann eine solche Gerade
g nickht existieren, d.h. alle Geraden verlaufen durch
einen Punkt.

Fir unsere neuen Leser geben wir noch einmal die Aufgabenstellun-
gen der Prelsaufgaben (P.18) und (P.20):

(P.18):

(P.20):
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Gegeben selen n Geraden in der EFbene, von denen kelne
zwel perallel sind. Es ist bekannt, daB durch den
Schnittpunkt von je zwel Geraden noch elne dritte Gerade
geht., Man beweise, daB alle Geraden durch einen Punkt
gehen.

Man priife, ob der Ausdruck ((p «>» g) —»(~pvq)) erfiill-
bar oder allgemeingiiltig idt.
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Aus der mathematischen Kybernetik |

In dieser Artikelperie wird versucht, den Untersuchungsgegen-—
stand der mathematischen Kybernetlk aufzuzeigen und an Hand ei-
nes Beispiels dle kybernetische Denk- und Arbeitsweise in groben
Ziigen derzulegen. Dabei werden zwei wichtige Teilgebiete der
mathematischen Eybernetik beriihrt, némlich die Algorithmentheorie
und die Automatentheorile.
1, Was ist Kybernetik?
Es 1st verhéltnisméBig schwierlg, des Anliegen dieser noch sehr
jungen Wissenschaft, die erst 1948 mit dem Buch "Cybernetics"

von Norbert Wiener ihren Anfang genommen hat, lkurz zu umreiBen.
Bis heute gibt es mehr als hundert Definitionen der Kybernetik,
aber kelne wird von allen Kybernetikern vorbehaltlos anerkannt.
Die erwidhnten Schwierigkeiten beruhen darauf, dafl die Kybernetik
fast alle Wissensgebiete durchdringt und gewisse gemeinsame Er-
scheinungen gesondert studiert, die in den Einzelwissenschaften

in den verschiedensten Formen vorkommen, die aber bis heute noch
nicht geniigend deutlich herausgearbeitet worden sind. Es handelt
sich debei um Steuerungs- und Regelungsprozesse, die u.a. in
physikalischen, techknischen, chemischen, aber auch in biologischen
und psycholugischen Bereichen auftreten. Man kdnnte demnach ein-
fach meinen, die Kybernetik sel die Theorie der Steuer- und Re~
gelprozesse. Dlese Definition 1st jedoch zu eng und betont nicht
den Unterschied der kybernetischen zur physikaelisch-technlschen

Auffassungsweise solcher Systeme.
Umn dlesen Unterschied herauszustellen, betrachten wir ein Regel-
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gystem. Die Aufgabe eines Regelsystems besteht darin, elne be-
bestimmte zu regelnde GrdBe (Druck, Temperatur, Geschwindigkeit
0.8.) bel verénderlichen #uBeren Bedingungen konstent zu halten
oder nach eliner bestimmten Vorschrift zu verindern. In verein-
fachter Form ist eln Regelsystem durch eln ausfiihrendes und ein
steuerndes Orgaen, die miteinander gekoppelt sind, darstellbar.

Als Beisplel kann eln gewdhnliches Regler-Biigeleisen dienen, bel
dem es darauf snkommt, die Temperatur in bestimmten Grenzen zu
halten, damit besonders feine Wdsche nicht durch zu groBe Hitze be-
schéddigt wird. Die zu regelnde GréBe ist hier die Temperatur, das
ausfihrende Organ die elektrisch gehelzte Spirale des Bigeleisens
unéd des steuernde Organ 1st nichta anderes als ein Schalter, mit
dem dle Spirale bel Erreichen der oberen bzw., unteren Grenztempe-
ratur aus- bzw. eingeschaltet werden kann.

Woher wellR der Schalter, wann er die Helzung aus- oder einzuschal-
ten bat? Er erbdlt vem susfiihrenden Organ stindig Meldungen (so-
genannte Informationer) lber die Temperatur des Biigeleisens und
wertet sie aus, lndem er entweder nichts,ve:indert, oder die Spi-
rale aus- oder elnachaltet, Je nachdem, wie die erhaltene Infor-
mation ausféllt. (Fiir unsere Betrachtungen ist es unwesentlich,

ob dies mit Hllfe sines Bimetallstrelfens oder auf andere Welse
geschleht.) Diese'ﬁbertrasung und Verarbeitung von Informationen
ist es, dle elnen Regelvorgang der heschriebenen Art iiberhaupt
.erat ermdglicht.

Durch das betrachtete Beisplel ist der Leser auf die Begriffe
Information, Informationsverarbeiltung, Info;ggtionsﬁbertragung‘
hingewiesen worden, dis bel der physikalischen Untersuchung der
Arbeitswelse des Biigeleisens keine Beachtung finden, die aber das
wesentlich neue der kybernetischen Betrachtungswelse ausmachen.
Belspiele fiir diese Begriffe treten in elner uniibersehbarsn Fille
von Prozessen und Erscheinungen in Wissenschaft, Technik, Produk-
tion und belebter Natur auf.Ibr Vorkommen reicht von elektroni-
schen Rechenanlagen iiber automatisch gesteuerte Produktionsprozes-
se bis zur Nerven- und Denktédtigkeit des Menschen. Dle Arbeltswel-
se einer elektronischen Rechermaschine kenn z.B. unter diesen Ge-
sichtspunkten kurz so beschrieben werden: ‘ o

Sie nimmt zundchst Informationen suf, spelchert sie in ihrem Inne-
ren zur weiteren Verwendung,-Verarbeitet sie nach einem vorgegebe-

135



nen Programm und gibt Endinformationen nach auBen ab. Dabei ist
die Verarbeitung der Informetionen mit einem sté&ndigen Informa-
tionstrensport im Tnneren der Maschine verbunden. Die sténdig
wachsende Bedeutung, dle dem theoretlischen Studium von Informa-
tionsverarbeitungs, -libertragungs- und -speicherungsprovlemen zu-
kommt, hat dle Schaffung einer eigenen, und zwer mathematischen,
Theorle erforderlich gemecht. Diese Theorie 1st die Kybermetik,
die demnach als mathematische Theorie der Informatlonsverarbei -
tung, -Ubertragung und -spelcherung erscheint.

In den ndchsten Artikeln wollen wir an elnem konkreten Belspilel
einen Informationsverarbeitungsvorgang genauer beschrelben und da-
bel tiefer in dle mathematische Kybernetik eindringen.

Dr. G. Wechsung

Leiter der Abteilung Mathem. EKybermetik
an der Sektion Mathemstik
der Friedr.-Schilller-Universitiat
Jena

Aufgaben (Serie 12/68)

(A19) Vom Ufer elnes Sees aus soll dle Lénge einer Insel gemessen
werden, ohne die Insel zu betreten. Zur Verfiigung stehen:
MeBletten, BandmaB und ein Theodollt, mit dem Winkel nur
elngestellt, nicht aber gemessen werden kdnnen. Die beiden
Enden der Insel sind durch Béume gut markiert, und der See
liegt in ebenem Gelénde. Wie kann unter diesen Bedingungen
dle Messung vorgenommen werden?

(A20) Peter, ein exzellenter Logiker, macht folgende Aussage:
"Wenn es dreuBen regnet, regnet es drauBien nicht.”
Regnet ez drsuBen?

(421) Man 158e die Gleichung sin10° + s1n50° = sinx®

(A22) Ein Vater hat fiinf paarwelse verschiedenfarblge Bélle, die
die er auf seine acht Sohne so aufteillt, daB Jeder héchstens
einen Ball erhiélt. Wleviel Mdglichkelten der Aufteilung
gibt ea?

(A23) Man bewelse, daB fiir bellebiges k dle Gleichung

l 11,..155...56 = (33...34)+(33...34) gllt, wobel
k k-1

k-1 k-1
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[ auf der linken Seite und auf der rechten Seite kein Pro-
1 dukt steht, sondern die durch ihre Ziffermfolge gegebene
Zahl.

(A24) Eine Fibonaccische Zahlenfolgs {u} sel gegeben durch

u, = 0, u; = 1 und U,o™ U .4+ . Man bewelse, daB fir

alle m,n 2 1 glilt
Ypen-1 = Yp-1Yp.1 * Yutn

Preisaufgabe (P. 24)

Man bestimme den gecmetrischen Ort aller Projektionen ei-
nes gegebenen Punktes A auf alle m&glichen Ebenern, die
durch einen festen Punkt B gebhen.

Fir Jeden vollsténdigen Ldsungsweg der Prelsaufgabe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhélt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drel Einsender finf
Wertpunkte haben, entschelidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges). .
Palls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fdllt, nimmt er eutomatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Lésungen sind unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum
30. des Jewelligen Erscheinungsmonates (Datum des Poststempels)
an unsere Adresse einzuschicken.-

Wir welsen darauf hin, d4aB alle uns eingesandten Ldsungs— bzw.
Aufgaebenbléitter mit dem Namen des Einsenders, selner Adresse und
der von lhm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bei denen diese Angaben fehlen, kinnen nicht beriicksichtigh
werden.

|

Einflihrung in die Rechentechnik V

Nachdem in den Nummern 10/68 und 11/68 Fragen der graphischen
Darstellung von Algorithmen diskutiert wurden, sollen lm folgenden
Probleme der Erstellungeines Arbeitsprogramms fiir das zur Realil-
sierung eines Algorithmus slngesetzte Rechenhilfsmittel unter-
sucht werden. Dazu 1let natiirlich notwendig zu kl&ren, was unter
dem Begriff "Rechenhilfsmlttel"™ zu vergtehen 1st. Das historisch
dlteste Rechenhilfsmittel ist der menschliche Hechner, unter—
stiitzt durch mehr oder weniger technisch perfektionierte ?isch—
rechenmaschinen. Fiir das Rechenhilfsmittel "menschlicher Rechner
plus Tischrechenmaschine™ lst das Problem des Arbeitsprogramms
leicht zu lésen. Das FluBblld in Verbindung mit einem geelignet an-
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gelegten Rechenschema zur Fixierung der berechneten Werte stellt
eln vollxzommen ausrelchendes Arbeltsprogramm dar. Es besteht
némlich eine ganz natiirliche Arbeitsteilung. Der menschliche
Rechner trifft sdmtliche Entscheidurgen, dle fiir die folgerich-
tlge Abwicklung des Algorithmus von Bedeutung sind. Er wertet den
Inhalt der Testkéstchen selbst aus. Mit Hilfe der Tischrechen-
maschine werden die Anwelsungskidstchen ausgewertet, d.h. die
Rechenvorschriften realisiert und z.T. die berechneten Werte aus-
geschrieben. Infolge der reletiv geringen Arbeitsgeschwindigkei-
ten der belden Eomponenten des betrachteten Rechenhllfsmittels
ist die Realisierung komplizierter Algorithmen sehr zeltaufwendig.
Hinzu kommt ein welterer Nachtell. Die ILeistungsfidhigkeit des
menschlichen Rechners ist von vielen objektiven und subjektiven
Faktoren wie Arbeitsbedingungen, geistiger Kondition usw. ab-
héngig. Beispielswelise haben Ermiidungserscheinungen Fehlentschei-
dungen, ﬁbertragungsfehler und andere Unsicherheitfen zur Folge.
In der Regel mufl beim Einsatz menschlicher Rechner Jedes Arbelits-
programm zweimal abgearbeitet werden, um die Richtigkeit des End-
resultates garantieren zu kdnnen.

Die genasnnten Griinde waren wesentliche Aspekte bel der Entwilick-
lung technischer Systeme zur automatischen Realisierung von Al-
gorithmen., Dle grundlegende Idee, die Steuerung des Rechenablaufs
auch dem technischen System zu ilibertragen, wurde bereits im 19.
Jahrhundert geboren. Allerdingse waren zu dleser Zelt die tech-
nischen Voraussetzungen noch nicht megeben, diese Idee zufrieden-
stellend zu verwirklichen. Erst die Entwicklung elektronischer
Bauelemente bot die Grundlage,'das-Problem der Automatisierung
von komplizierten Rechenvorgingen erfolgreich zu melstern. Eine
historische Ubersicht iiber die Entwicklung der Rechentechnik
wirde den Rahmen der in dlesem Beitrag angestellten Betrachtungen
sprengen. Sie wird arn spiterer Stelle nachgeholt.

Welche Forderungen sind an ein technisches System zur automati-
schen Realisierung von Berechnungsalgorithmen zu stellen? Um die-
se Frage zu beantworven, erscheint es sinnvoll, die Tdtigkeit des
primitiven Rechenhilfsmittels "menschlicher Rechner + Tischrechen-
maschine" zu analysieren. Der Arbeltsplatz eines menschlichen
Rechners kann grob durch das folgende Schema dargestellt werden:
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menschlicher Aufgabenblatt mit

FluBbild —2——m Rechner - Eingangswerten
f.’.a [ P44
Tabellen | 3 Tischrechen-
_J—l—— maschine
kechen- ¥ Ergebnisblatt mit
schema |— 6 Endresultaten

Zwischen den elinzelnen Komponsnten des Rechenhllfsmittela be-
steht elne rege Korrespondenz. Die Realislerung elnes Algorithmus
kann folgendermaBen grob skizziert werden:

Schritt 0: FluBbild und Rechenschema sind vorhanden. Eventuell
erforderliche Tabellen sind bereltgestellt. Es liegt
ein Aufgabvenblatt mit einer konkreten Aufgabe vor, die
durch die Eingaengsdaten reprisentiert wird. Das Ergri-
nisblatt fiir die geforderten Endresultate ist vorbe-
reitet. Es folgt Schritt 1.

Schritt 1: Der menschliche Rechner iibertridgt die Elngangsdaten,
miglicherweise tliber die Tischrechenmaschine, in das
Rechenschema. Es folgt Schritt 2.

Schrltt 2: Der menschliche Rechner bearbeitet das ndchste Opera-
tionskéstchen aus dem FluBbild. (Zu Beginn 1st es das
erste Operationskéstchen, nach Bearbeitung des letzten
Operationskéstchens folgt Schritt 6.)

Er priift, ob es sich um ein Entscheidungskéstchen oder
eln Anweisungskéstchen bandelt. Handelt es sich um ein
Entscheldungskfstchen, so trifft der menschliche Rech-
ner dile erforderliche Entscheldung. Es folgt Schritt 2.
Handelt es sich um ein Anwelsungskdatchen, so folgt
Schritt 3.

Schritt 3: Die Anwelsung wird durch die Tischrechenmasschine reali-
siert. Erforderliche Zahlenwerte werden aus dem Rechen-
schema bzw. sus Tabellen in die Tischrechenmaschine ein-
gegeben. Es folgt Scaritt 4.

Schritt 4: Der Rechmer 1¥st die Ausfiihrung der Rechenoperation
aus (4a8) und registriert die Beendigung der Rechenope-
ration (4b). Es folgt Schritt 5.

Schritt 5: Der errechnete Wert wird im Rechenschema fixiert. Es

folgt Schritt 2.
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Schritt 6: Die berechneten Endresultate werden auf das Ergebnis-
blatt libertragen. Der Algorithmus ist abgearbeitet.

Eilne technische Nachbildung des Systems "menschllicher Rechner

plus Tischrechenmaschine" konnte folgendermaBen gestaltet werden:

Arbeits-
programm StW EN
SF Tabellen "
- RW AW
Zwischen-
resultate

Der menschliche Rechner wird durch ein Steuerwerk (StW) ersetzt.
An dle Stelle der Tischrechenmaschine tritt das Rechenwerk (RW).
Die zur logilsch richtigen Abwicklung des Algorlthmus erforder-
lichen Unterlagen (Arbeitsprogramm, Tabellen, Zwischenresultate
usw,.,) werden in einer Baueinheit, dem Speicher (SP) aufbewahrt.
Die llbernanme der Eingangsdaten in den Speicher erfolgt iiber ein
Eingubewerk (EW). Dle Auslieferung der Endresultate erfolgt liber
ein Ausgsbewerk (AW).

Damit 1st dle Grobstruktur eines technischen Systems zur autome-~
tischen Reallsierung von Algorithmen bereits umrissen. Sie besteht

aus: Steuerwerk Eingabewerk
Rechenwerk Ausgabewerk
Speicher

Ein technisches System mit der eben formulierten Grobstrulktur
wird "Rechenanlage" genennt. Durch eine Reihe von Attributen, die
aus der technischen Verwlrklichung und der Wirkungsweise der 5
Grundbaustelne abzuleiten sind, kann der Begriff "Rechenanlage™
woliter prézlsiert werden. Zunichst zur Arbeitswelse der Rechen-
anlage. In Analogie zum primitiven Rechenhilfsmittel "menschli-
scher Rechner + Tlschrechemmaschine" erglbt sich folgende Glie-
derung:

Schritt O: Das Arbeltsprogramm und eine Ubersicht iiber alle be-
notigten Zwischenresultate sind vorhanden. Eventuell
erforderliche HilfsgroBen sind bereitgestellt. Die
zur Losung elner konkreten Aufgebe notwendigen Ein-
gangsdaten sind vorbereitet. Alle genannten Informa-
tionen sind in einer, dem technischen Aufbau der
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Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Rechenanlage angepaflten Form dargestellt. Sle befin-
den sich auf einem externen Informationstréiger (=.B.
Lochkarten, Lochstreifen u.a.). Es folgt Schritt 1.
iiber das Eingabewerk werden sémtliche Informationen
in den Speilcher ilibertragen und dort aufbewahrt. Es
folgt Schritt 2.

Aus dem Speicher wird die ndchste Elementaroperation,
im weiteren vorerst ohne weltere Begriindung Befehl
genannt, in das Steuerwerk {ibernommen. (Zu Beginn is%
es der erste Befehl, nach Abarbeltung des letzten Be-
fehls folgt Schritt 3.)

Im Steuerwerk wird der Befehl entschlisselt.

Handelt es sich um einen Testbefehl, wird vom Steuer-
werk die entsprechende Entscheidung gefdllt. Es folgt
Schritt 2.

Handelt es sich um einen Rechenbefehl, so werden die
Werte der zur Rechnung notwendigen Operanden aus dem
Spelcher in das Rechenwerk elngelesen und die Rechen-
operation im Rechenwerk durch ein Signal des Steuer-
werks ausgeldst. Das Steuerwerk nimmt vom Rechenwerk
ein Vollzugssignal entgegen. Danach wird der Wert des
Resultats in den Speicher zur Aufbewahrung iibertragen,
algo gespeichert, oder iiber das Ausgabewerk ausgelle-
fert.Es folgt Schritt 2.

Die geforderten Werte der Endresultate werden, sowelt
sie noch nicht ausgegeben slind, iliber das Ausgabewerk
auf den externen Informationstrédger fixiert (z.B. ge-
druckte Formulare, aber auch Lochkarten oder Loch-—
strelfen).

Diese zundchst qualitative Beschreibung der Arbeitsweise einer
Rechenanlage reicht aus, um zu erkennen, dafll die Abwicklung des
Arbeitsprogramms durch dle Rechenanlage selbst gesteuert wird.
Bel der technischen Verwirklichung der Grundbeusteine einer Re-
chenanlage finden elektronische Bauelemente wie Transistoren,_

Ferritkerne usw. Verwendung. Hileraus resultiert dle prézisere
Bezelchnung "elektronische programmgesteuerte Rechenanlage".

H. Peuker

Leiter des Rechenzentrums
an der Sektlion Mathematik der FSU Jena
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Losungen — — =

(9.5325 Fir die Lage elner Symmetrieachse im Viereck glbt es

nur zwel mdgiiche Fdlle:
1.Fall: Dle Symmetrieachse schneidet zwei gegeniiberlie-
gende parallele Selten (siehe Sklzze),

Dann gilt wegen der B ) 8
Symmetrie o = o' (& g

und p = fg8'.

Da die Winkelsumme o ' a}&
im Viereck %60° be- A A

triagt, gilt somlt ¢ + p' = ' + B = 180°.
Damit ist AA'B'B Sehnenviereck,

2.Fall: Die Symmetrieachse verlduft durch zwel gegeniiber-
liegende Eckpunkte (sieche Skizze).
Wegen der Symmetrie gilt
hier a = a' und b = b'.
Daraus folgt:

a+ b'=12a" + b.

Da das Viereck ABCB' laut
Voraussetzung weiterhin noch konvex 1ist, ist es
somit ein Tangentenviereck.

5!

(10.35): Bezeichnungen:

.M Ey sei eine zu AB senkrechte Ebene

E; sei elne zu AC senkrechte Ebene
ED sei eine zu AD senkrechte Ebene
EABC sei die EFbene, die durch die Punkte A, B und C be-
stimmt wird.

Behauptung: EB’ EC und ED schneiden sich in einem Punkt.
Bewels: Aus AB K" AC folgt EB_H’EC. Deshalb schneldet EB

die Ebene EC' Die Schnittgerade sei Spee Wegen
Byl Eype und Eg L Eyp, folgh: spq L Ejpo- Aus
AD.H'EABC folgt: E, steht nicht senkrecht auf

EABC‘ Daraus folgt:

ED.H‘SBC, also schneldet Ep die Gerade sp, in

eirem Punkt.
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Die Aussage "Das n-Eck ABC...K ist reguldr" werde mit p,
die Aussage "Das n-Eck ABC,..K 1ldBt sich einem Kreis ein-
beschreiben" werde mit q bezeichnet.
Die Voraussetzungen nehmen dann folgende Gestalt an:

1. p—=>q

2.nvp
SchluB: aq
Somit hat der zu liberprifende SchluB folgende aussagenlo-
glache Gestalt:

(P— QA~p —=>nq

Bs seien jetzt Wert(p,f) = O
und Wert(g,f) = 1
Dann sind Wert((p—»q),f) = 1
Wert(~p, L) = 1
somit Wert((p—+ q)a~p,f) = 1

Es ist aber Wert(~q,f) = O
und somit ist der SchlufB
(p—>q)a~p—rrg
fir falsche Aussage p und richtige Aussage q niecht erfiillt,
also nicht allgemelngiiltig.

~
g

|

Es seien Pqr Po die Primzahlzwillinge (p2 - Py = 2).
Bekanntlich 1&48%t sich jede Primzahl, die grdBer als 3 ist,
in der Form 6n + 1 oder 6n - 1 darstellen. Wir erhalten

S
s ——

PN

|

damit Pq + Py = (én - 1) + (é6n + 1)
= 12n

Es war x(y + 2) = xy + xz = 5 (&b

y(z + x) = y2 + xy = 8 (2)

z2(x +y) =%z + y2 = 9 (3)
Man addiere (1) und (2) und subtrahiere davon (3)
Es ergibt sich 2Xy = 4 oder xy = 2 (4)
Analog erhélt man Xz = 3 (5)
und ¥z = 6 (6)

(#), (5) und (6) multipliziert, ergibt
(xyz)2 = 36 oder xyz = 16 (7)

Nach Division von (7) durch (4), (5) und (6) erhdlt man
folgende Ergebnisse: x, =1, Y1=2, 24= 3
]{2= —-'1, y2= —2, Z2= --3
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