ismsygﬂ DER nmmcxm ﬂmmnsm,
mmmmt Am vommm e

ummmnm f .
1n dér m-mitérton Obmu%l
M;nwhme ‘s.n dia Al,gpbgrq




Miniutarrat der Deutschen Demokratischen Republik
Ministerium fiir Velksbildung ;

\

Plan fir den fakultetiven
mathematischen und naturwiuenscha!tlichen Unterrioht
; in der Erweiterten Oberechule

\Lehrsans
Einfuhrung in die Algebra

A
W Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin t 1984
v ‘ ’ .



1. Auflage

Ausgabe 1984

Lizenz Nr. 203/1000/84 (E 00 30 23-1)

LSV 0645

Printed in the German Democratic Republic
‘Gessmtherstellung: (52) VOB Nationalés Druckhaus Berlin

\

Bestellnummer: 709 077 9 i
00025



Der Plan fiir den fakultativen

mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht
in der Erwelterten Oberschule ‘

Lehrgeng Einfilhrung in die Algebra

tritt am 1. September 1985 in Kraft.

Berlin, Januar 1984, : Parr
\ Stellvertreter des Ministers
fir Volksbildung



~ Inhaltsverzeichnis Co

Ziele und Aufgaben

Hinweise zur methodischen tnd organisatorischen ‘

Gestaltung des Unterrichts
Thematische Ubersicht
Mengen ﬁnd Abbndungeﬁ
» Operationen

A.léebra:iﬁhe Strukturen, insbesonliere foﬁpplen_

Literatur fiir den Lehrgangsleiter

Seite

.19
"
14
19

‘24



Ziele und Aufgaben ' .

Bel der Durchfilhrung dieses Lehrgangs sind zwei eng miteinander
verbundene Hauptziele zu verwirklichen. '

Erstens sollen die Schiiler an einige typische algebraisch-struk-
furelle Dénk- und Arbeitsweisen herangefiihrt werden, die sie zur
besseren'BewHltigung wesentlicher Anforderungen im Studium der

' meisten mathematischen Disziplinen an Universitﬁten und Hochschu-
len beflhigen..Dazu sollen sie ~ nach notwendiger Reaktivierung
bzw. Neuaneignung von Elementen der Mengentheorie - mit dem Be-'
griff der (binHren) Operation, mit wesentlichen Eigenschaften
von bin#ren 6p¢:ba‘bionen und besonderen Elementen aus Gebilden
(spezielle Mengen, in denen jewells eine spezielle Operation de-
finiert ist) vertraut gemacht werden. Sie sollen aber auch - am
.Belsplel der Gruppe ~ an das axiomatische Arbeiten herangefihrt
werden. Dabei sollen ilhre’'F#higkeiten im Formulieren mathemeti-
scher Sachverhalte, i Definieren und Beweisen wesentlich weiter-
entwickelt werden.

Zweites Hauptziel ist eine wesentliche Festigung, teilweise auch
Prézisierung und Vertiefung bisher erworbenen mathematischen Wig~
sens und Kénnens aus praktisch allen Teildisziplinen des obliga—
'torischen Mathematikunterrichts. Indem im’ Lehrgeng "Einfithrung in
"die Algebra" mit Elementen dieses Wissens und Kénnens in vielfHl.
tiger Weise zu arbeiten ist, wird es nicht nur erneut zum Unter-
richtsgegenstand, es erscheint auch in neuen Zusammenhingen und
ertihrt eine neue Ordnung nach ubexl'geordneten Gesichtspunkten,
wag zlelstirebilg fiir gseine Festigung zu nutzen ist.

Hinsichtlich der Weiterentwicklung des mathematischen Wissens und
K8nnens . der Schifler werden im einzelnen folgende Zlele verfolgts

Die Schfiler sind mit grundlegenden Begriffen, Beziehungen und
Aussagen {iber Mengen und Mengenoperationen, einschlieBlich der
Begriffe "Produktmenge" und "Abbildung" sowlie mit der daéugehtiri—
gen Symbolik vertraut, verstehen deren Anwendung auf die nachfol-
genden Stoffe des Lehrgangs und k¥nnen dieses Wissan beim Losen .
von Aufga‘ben selbstéindig anwenden.

Der Begriff der bin#ren Operation und charakteristische Eigen—
schaften von Operationen wie Kommutativitét, Assoziativitdt,
Umkehrbarkeit und Kiirzbarkeit sind den Schiilern soweit vei'traut,



da8 sie dieses wueen au.f :Lhnan aus dem qbliga.torimhm Unter-

.richt bekennte Operationen, anf bekannte Sachv&:‘h&lfe, die sie -

bislang nicht als Operationen kannten, sowle auf einige neu ein-

' geﬂmrta Operationen sicher anwenden kinnen. Sie haben die vor- .
genommene wesentliche Erweiterung des Begriffsumfangs filr "Opcra- .
tion" und dte Reichweite von Auseagen zu den genannien Eigenschaf-

~ten von, Operationen inhaltlich verstanden und sind in dexr Lage,
spezielle Operationen auf das Ermlltaoin der genannten Rigen~ -
schaften selbstéindig zu untersuchen wie auoh ungekehrt zu gege-
benen Eigenschartan Operationen mit diesen Eigenaohafton zu
emittaln- ;

Die Schiiler sind m:l.t den' Begriffen "neutra.].eu Element" und "gue

einander inverse Elemente® sowie mit welleren damit zsusammenhin-
genden Begriffen vertraut, haben die demit vorgenommenen allge- .
. meinen Uberlegungen verstanden und kdnnen Gebilde selbstiindig auf

" das Vorhandensein eines neutralen Elementes und von zuemnder

inversen Blementen untexrsuchen.
.Mit ‘den axiomatisch charakterisierten Begriffen "Gruppe" und
"Ea.lbgruppa" damit zuv.menh&ngondm weiteren Begriffsbildungen
und mit einigen Eigenschaften vor allem von Gmpm sind die Schii-
ler soweit vertraut, de8 sie die vorgesehenen allgomeinan Unter-
- - suchungen zu Gruppen und Halbgruppen verstehen und deren Ergeb-

- nisse auf spezielle ‘Gruppen baw, Halbgruppen: ul‘bsf&ndd.; aenwenden
. kbnnen, Flir Gebilde kinnen die Schiller untersuchen,  ob es sich um
“eine Gruppe bzw.: Halbgruppe handelt. Sie kinnen @ruppen ~ vor
"allem endl:l.che Gruppen gleicher Ordnung - auf Ilonorphio untcr-
suchert,’ . )

Mit der Aneismmg des vorstehend besohriebenen w’ilnml' und K8nnens

festigen die Schiiler ferner ihr Wissen und K8nnen ' Am dem obliga~

torischen Mathematikunterrioht, insbesondere s

- ihr Verat&ndnis fiir solche zentralen Begriffe dqu Pnohlohrgangs
- wie llenge » Abbildung, Funktion, Rdchenoperationon, goonctriache
Bewegu.ngen und - fiir damit zusammenh&ngende qur;l.tfubudunsen
sowle fiir weitere, Begriffe (vgl. lbachnitt Imu aoa Lehr-
gangs), !

- ihre Kenmntnisse {iber Regeln fiir das Rnol;non in nrnmdonnn
Zahlbereichen, ber Eigemschaften des kleinsten gemeinssmen
Vielfachen und des griSten gemeinsamen Teilers, fiber Eigenschaf-



¥

‘ ten gnomtrischqr Ab'hildungen sowle iber weltere Gegenat&nde
in Abhlngigkeit von den untersuchten Gebilden,

- {thre P!higkeiten im 'Definieren von und im Operiaran mit mathe-
matischen Begriffen, .

- ihre Fihigkeiten im Finﬂen, Formulieren und :Beweiaen ms.thoma-

@ tischer SHtze. -

In Einheit mit der Anoignung bnm Pestisupg des vorstehand ge~
kemaichmton Wisnens und Kvnnens ist bei der Durohﬁﬂ:.rung des
'Lohrga.ngs ein wesentlicher Beitrag zur g;teg_gntwicklggg der o
Befhigung der Schiiler zu folgenden mathematischen Denk- un
W sowle zur welteren Ausbildung folgender £ gggezi—
‘W Péhigkeiten zu leisten:

Im mttolmkt gteht die En'kwieklung der W

ww_g Du 801l dadurch erreicht wer-,

den, daf

- Gebilde und. deren Eigenschaften zum Untersucmmgsgegenatand _

gemacht werden, . ’

dabei fiiy diese gebilfe nachsewieaen wird, da8 sie gewisaa ,

Eigenacharten besitzen bzw. nicht bositzen,

Zusamanhknge zwisohep diesen Eigenschaften unteraucht werden,

gewlsge Eisenschaften vorgegeben und Gebilde gesucht werden,

die diese Figenschaften haben, -

Gebilde hinsichtlich ihrexr Bigonsoha.fton vcr;l:&ohon nrd.n,

- darauf aufbauend die Begriffe Gruppe wd Halbgruppe uionu-ch

\ehnraktcriuiort werden und weitere Untcrmhnngon vor allem zu
Bigenschaften der Gruppe bsw. lpuionor Gruppen bis hin sur
 Isomorphie durchgeftihrt wordon.

Die Befihigung der Schiller su eoretisch- o -
mé Arbeitsweigen ist dadurch weitersuentwiockeln, deS ilr Wissen
und Kinnen su Mengen, Mengenoperationen und sum Abbudmubcgritt
exweitert, prisisiert und vertieft wird wnd sls Fundament ffir die
im Lehrgang vorsunehmenden Begriffsbildungen sowie fir die ‘zahl-
reiohen Untersuchungen su Eigenscheften der betrdchteten Gebilde
‘wnd ‘fir die knappe und klare Pixierung der Untersuoh\mgngogon-
stiinde wmd -orsobnisn genutst wird,



Die sprachlich-logischen Féhigkeiten der Schiiler sind insbeson~

dere unter folgenden Aspekten weiterzuentwickeln:

Féhigkeiten im Formulieren mathematischer Sachverhalte yzw. Aus-
sagen sind unter besonderer Beachtung der richtigen Verwendung
der neu vermittelten Elemente der mathematischen Fachsprache und
Symbolik und normierter Redeweilsen mit logischer Bedeutung sowiep
der dedurch mdglich werdenden h¥heren sprachlichen PrHzision und
Augdrucksféhigkeit bewuSt und syatematisch iiber das im obligato-
rischen Unterricht erreichte Niveau hinaus auszubilden. In diesem
Zusammenhang erfordert such das Arbeiten mit Definitionen, ins-
besondere ihre Erarbeitung, die Enfwicklung des Definiens zum
aktiven Wortschatz, die Verwendung des Definiendum beim Begriin-
den, Beweisen und anderweitigen inhaltlichen U’berlegungen beson~
dere Aufmerksamkeit.

Die auBerordentlich zeshlreichen und vielfdltigen Msglichkeiten
twicklung des Beweisbediirfnisses, des Beweisverstindnisses
und der produktiven Fkhigkeit zum relativ pelbstlndigen Begriin-

. den und Beweisen sind im Rahmen der spezitischen Bedingungen fiir
die Weiterentwickluig siieser Fihigkeiten bei den Schiilern zu nut~
zene. Dabel sind fUr die Weiteréntwicklu'ns des Bewelsverstindnisses
relativ abstrakte Beweisfilhrungen hohen Allgemeinheitsgrades wie

S#tze Uber Eigenschaften von Operationen, vor allem aber S#tze

iiber Eigenschaften von Gruppen, die aus den Gruppenaxiomen her—

. geleltet werden kdnnen, ebenso geeignet wie die zahlreichen erfor-
derlichen Nachweise, da8 spezielle Operationen bzw. Gruppen ge-

wisse Eigenschaften haben oder nicht haben. Letztere eignen sich
aber auch in besonderem MaBe fiir (zunehmend) selbsténdiges Be-
griinden und Beweisen durch die Schiiler.

Hinweise zur methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrich*l:s ’

Bei der Planung und Durchfithrung des Lehrgs.ngs kommt es vor allem
darauf an, daB die Schiller angemessene und anspruchsvolle mathema-
tische THtigkelten auf einem mdglichst hohen Niveau der Selbsténe
digkeit auszufiihren haben und den Unterricht durch aktive Mit-
arbeit bereichern. Insbesondere ist es wichtig, daB8 héufig durch~
~ gefilhrte Einzeluntersuchungen die Freude der Schiller am Entdecken
entwickeln helfen und dadurch auch hinreichende Motivationen ge-



schatfen werden, sich mit anapruohsvollen abstrakten Uberlegun~

. gen zu beschiftigen.

Das erfordert, der Reaktivierung, einer mBglichst problemharten
Unterrichtsgestaltung und dem vieltaltigen Arbeiten mit Aufgaben
stiéndig die erforderliche Aufmerksamkeit zu schenken. Es ist
aber auch darauf zu achten, da8 die Anforderungen an relativ
abstraktes Denken nicht abrupt, sondern schritiweise erhht wer-
den, um auch bei-den recht abstrakten Unterrichtsgegenstéinden
inhaltliches Versténdnis zu erreichen. Auch wenn es keine linge-
ren Phasen selbstiindiger-Schiilerarbeit wie im obligatorischen
Unterricht (Stoffabschnitte "Ubungen und Anwendungen" am Ende
eines jeden Stoffgebietes) gibt, so sind doch Ubungen - insbeson~
~ dere auch solche mit differenzierter Aufhabenstellung =~ in aus~
reichender Zahl und im notwendigen zeitlichen Umfang zu planen
und zu realisieren. Das vielfd#ltige Aufgabenmaterial in dem von
‘den Teilnohmern zu verwendenden Buch "Algebra -~ aller. Anfang ist
loioht" ist entsprechend zu nutzen und vor allem durch zusltzg-
liche einfache Aufgaben zu erghnzen.

Der Lehrgeng kann sowohl filr Schiiler der Klasse 11 und dexr
.Klasse 12 getrennt oder auch gemeinsam durchgefithrt werden. Es
ist Jedoch dsrauf zu achten, da8 die Beispiele aus dem obligato~
rischen Mathematikunterricht der Abiturstufe entsprechend ausge-
wehlt werden, insbesondere jeder Vorgriff auf Stoff aus dem obli-
gatorischen Unterricht vermieden wird. Der Lehrgang kann mit -
einer 'wie mit zweli Wochenstunden durchgefiihrt werden, wobel es
bel zwel Wochenstunden sinnvoll ist, den fakultativen Lehrgang .
"Komplexe Zahlen"2 anzuschlieBen und sich dabei im Abschnitt
"1, Algebralsche Strukturen" dieses Lehrgangs auf die Behand-
lung der algebraischen Struktur "Kérper" zu konzentrieren.

1 Késtner, H./G8thner, P.: Algebra -, aller Anfang ist leicht.
BSB BG Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1983.

2 Pléne fir den fakultativen mathematisch-naturwissenschaftli-
chen Unterricht. Lehrgang Komplexe Zehlen. Volk und Wissen
Volkseigener Verlag, Berlin 1969,
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Thematische Ubegight ;

Gesumtstuﬁdenzahl fiir den Lehrgang 25 Stundan !
1, Mengen und Abbildungen ' 5'bis 6 Stunden
1.1. Méngen und Mengenoparationen 3 Stunden
'1e2. Abbildungen R 2 bis 3 Stunden
2. Operationen R . ' 10 dbis 12 Stunden
2.1'.‘ Opere.tionen und ihre Eigenacharten ‘7 bvis 8 Stunden
2.2, Elemente eines Gebildes mit speziellen Rl AR
. Eigenschaften - s 3 bis 4 Stunden

3. Algebraiqché Struktirran, insbesondere .
' . Gruppen ‘ 7 bis 10 Stunden

” 3.1. Gruppen und Halbgruppen oot 3 Stunden

3.2. Eigenschaften von Gruppen © . 4 bis T Stunden
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’; !&E’ 1t des Lehrgang 8

1. Mengep und Abbildungen | E_._Mbiswt
Mit der Behandlung dioses Stofrgebietes 1at Jjenes gmndlegqndo
Wiseen der Schifiler Uber Mengen, Mengenopere,tionen und Abbildun-
gen sowie ihr Kinnen zu degsen Anwendung ‘in einem Unfang und auf
: ‘aincm Niveau auszubilden, wie des fUr eine ntionelle Aneignung -
'des Operationsbegriffs und damit zusammenhingender : I%grifrsbil-
dungen und: Aussagpn erforderlich ist. Die als Stoff ausgewithlten
'Elemente der llen;anlahre bilden in diesem Sinne also kein eigen~
. stépdiges, geschlossenes Geblet, sondern wurden mit Blick auf _
~ die erforderlichen Vdraussefznngen fir dels zweite Stoffgeblet
bestimmt,. Dabei ist zu beachten, daB die Schiller iiber einschlé-
gige Vorkenntnisse verfiigen, die in geeigneter Weise zu, nutzen
sind., Sie bedlirfen der Reaktivierung. aber auch in einikon F&lien
der Verallgemainomng und Prézisierung, und zwar ‘so, 8B dle er-

: \rordorlichan Emitumngen im Wissen und Kﬂnnen der Schifler (lon-

genoperationen und kartesisches Produkt von Mengeq) mlsglichst
rationell realisiert werden ktnnen.,

Um dies zu’ erreichen, ist bei den einzelnen Unterriohtsthomm
dieses Stoffgebletes von. bereits Bekanntem und dessen Reaktivie-
rung auszugehen, auf eine geschlossene Wiederholung der aus dem

- obligatorischen Mathemetilkunterricht bekannten Besr:!.tte » Aussagen
umd Symbole der Mengenlehre vor der Behandlung der neuen Stoff- :
elemente ist aber zu verzichten. Vielmehr sind unmittelbar an die
eingzelnen Reaktivierungen jeweils die vorgesehenen Vertiefungen
und Erweiterungen anzuschlieSer, wobei im Interesse der FaBSlich~
kel ein schrittweises, mehr entwickelndes als systematisch~deduk-
tives Vorgehen beachtet werden sollte. Die Lehrgangsteilnehmer
gind zwar von Anfang en daren zu gewthnen, mit den behandelten
Begriffen und deren Definitionen, mit der Symbolik und mit den

. Sétzen in einfachen Fillen zunehmend selbstlndig zu operieren,
Jedoch wird diesbeziiglich in diesem Stoffgebiet noch kein siche- ‘
res Kbnnen, sondern zun#chst nur Versténdnis der Grundlagen an-
gestrebt., Flir die erforderliche Ki¥nnensentwicklung v‘beste‘hen durch -~
die Notwendigkeit, das- hier erworbene Wissen und Ktnnen zu Mengen,
Mernigenoperationen und Abbildungen in den folgenden Stoffgebieten”
stéindig anzuwenden, im wediteren Verlauf des Lehrgangs glinstige

11



Moglichkeiten. Dies gilt insbesondere fiir die sich an die ver-~
tiefende Behandlung ‘des Abbildungsbegriffs unmittelbar anschlie-
Benden Untersuchungen zum Operationsbegriff im zweiten Stoff-
geblet. Dort sind auch bestimmte Stoffteile wie die Nacheinander-
ausfihrung von Abbildungen und die Klasseneinteilung von liengen
eingefiigt, obwohl sie thematisch zum ersten Stoffgebiet gehzsrezi,

. Im ersten Stoffabschnitt "Mengen und Mengenoperé.tionen" geht -es.
zunéichst um die Reaktivierung bzw, \fertiefung der in der nach-
folgenden Stof;tdaratellung genannten Begriffe und Symbole aus
der Mengenlehre und um ‘das Arbeiten mit ihnen in hngsprachlicher
-Form und unter Verwendung der Symbolik der Mengenlehre. Dabei
sind Mengendarstellungen in der Form M = {xl H(x)} zu bevor=-
zugen., Definitionen bereits bekannter Begriffe (wie Gleichheit
zweler Mengen, Teilmenge und echte Teilmenge sowle Durchschnitt
zweler Mengen) sollten nicht nitgeteil‘b, sondern unter sktiver
.Beteiligung der Schiller erarbeitet werden. Auf'diese Welse sol-.
len bessere Voraussetzungen fiir das VerstHndnis der amschlieSend
zu behandelnden Definitionen fiir die Vereinigung und die Diffe-
renz zweler Mengen uhd #ie Komplementiirmenge einer Menge beziig~
lich eines Grundbereichs sowie fiir deren }.nwendung euf spezielle
Mengen geschaffen werden. Dies ist notwendig, damit die folgen-
‘den Untersuchungen zu Eigenschaften von Mengenoperstionen, ins-
besondere aber deren Beweise durch Riickgang euf Definitionen ver- -
standen und nachvollzogen, in einfachen Fillen auch relativ
selbsténdig- durchgefithrt werden kdnnen. Spezialisierungen behan—
delter Eigenschaften von Mengenoperationen (auf die leere Menge
oder den Grundbereich) sollten die Schiiler dann mdglichst selb-
sténdig bearbeiten. In diesen fbungen sollen sie fermer lernen,
die allgemeinen Begriffsbildungen und Einsgichten selbsténdig auf
konkrete Mengen anzuwenden. Zugleich ist dies zu nutzen, um das
erreichte Versténdnis der eingefilhrten Begriffe’ zu Uberpriifen
und welterzuentwickeln. Ob zum Beweisen von Eigénschaften der

N Mengenoperationen auch die Tabellenmethode eingefuhrt und ver-

wendet wird, bleibt freigestellt.

Auch im zweiten Stoffg.gschnitt "Abbildungen" sollte eingengs an
das im obligatorischen Mathemetikunterricht erworbene Wissen
und Kdnnen (zu "geordnetes Paar", "Menge geordnete/r Peaare",
"Abbildung", "Funktion") angekniipft werden. Daraen anschlieBSend
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_wird der wichtige Begriff "Produktmenge" ("Kreuzprodukt",‘“karte-\
sisches Produkt")Azweie: Mengen gewonnen und definiert sowie
durch Ersrbeitung einiger seiner Eigenschaften und durch einfa-

- che Anwendungen gefestigt. Es erfolgt auch seine Erweiterung auf
mehr als zwel Mengen sowle seine Spezialisierung auf zwei glei-
che Mengen. Unter Verwendung von "Produktmenge" wird anschlieBSend
eihe vertiefende Erarbeitung.des‘an sich schon aus dem obligato~
rischen Unterricht bekamnten Abbildungsbegriffs und einiger sei-
ner Eigénschaften vorgehommen. Wegen seiner Beédeutung fir den
Lehrgang insgesamt ist hier (ebenso wie bei der Behandlung des
Begriffs der Produktmenge) darauf zu achten, daB'die neuen Ein—
sichten einerseits mit Bekanntem - durch Verwenden vertrauter
Beispiele -~ fest verkniipft, andererseits als Erkenntnisfort-
schritte nachdriicklich bewuBtgemacht werden. Debel mu8 eine Kon-
zentration suf das fiir die anschlieBende Behandlung des Opera-
tionsbegriffs Wesentliche erfolgen. -

1.1. Mengen und Mengenoperationen ’ 3 Stunden

Wiedetholen von "Menge", "Element", der Element-Mengen-Beziehung,
* von "die leere Menge", der dafiir iiblichen Symbole, von "endliche
!enge" "unendliche Menge" und "Grundbereich", der Darstelluhg
von Mengen in der Form M = ... an Hand vielfdltiger Beispiele,
teilweise als ﬁbungen, debei auch Einfithren und Verwenden von
Mengendarstellungen in der Form M -‘{xl H(x}} sowie Verwenden
von Venndiagrammen.

Definieren der Gleichhelt zweier Mengen und der Teillmengenbezie~-
hungen (Tellmenge und echte Tellmenge) zwischen zwei Mengen; Bei-
spiele und Ubungen zu Teilmengenbeziehungen zwischen gegébenen
Mengen und zur Menge der Teilmenge einer gegebenen endlichen
Menge, dabei Einfilhren von "zueinander elementfremde Mengen".

Wiederholen von "Durchschnitt" von Mengen und Erarbeiten einer

" Definition an Hand von Beisplelen; Definieren von "Vereinigung"
und "Differenz“ von Mengen sowie von "Komplementérmenge" (einer

Menge beziiglich ihres Grundbereichs), Einfithren der entsprechen=-

den Symbolik, dazu Beispiele und Ubungen.

13



SHtze Uber Eigsnschaften dieser Mbngenopautionen (zum Teil mit

\BeWeis) : ‘

~ Kommutativit#ét und Assozia‘kivit&t von - Durohschnitt und Ver-
einigung von Mangen,

- Beziehungen zwischen Durcélschnitt und Vereinigung von Mengen,

- B;aziehungen gzwischen Mengenoperationen und !Eailmengarnbelien- )
hungen, . : ;

‘ }ds.bei auch U'bungen im Anwenden dexr S&tze, insbesondere such auf ‘_ S
die leere Menge und den Grundbereich.,

12.Abb11dg:_zgg o Ry e - 21 Stunden
Wiederholen und Definieren von "geordnetes Paar" von Elementen
‘aus zwel Mengen und Detinieren’ der Gleichheit zweier geordnetar
Pa.are; ‘Definieren von. "Produktmanse" ( "Krauaprodukt" "kartesl~
sches Produkt") zweier ‘Mengen, dazu Beispiele und Ubungen, ins-
begondere auch fiir zwel gleiche Mengen, Eintithren 'von "geordne-
-tes Tripel” von Elementen aus drei Mengen.

Eigens/ohaften von Produkimengen, dabei Nachweis, - daBd im allge~
meinen A x B 4 BxAunlAx (BxC) #4 .(AxB)xC; Beziehungen zwischen
Produktmengenbildungen und Mengenoperationen (mit Bewels einer
der erhaltenen Regeln).

Wiederholen und Definieren von "Abbildung" (eus einer Menge in.
‘elne Menge) als ‘roilmense der Produktmenge der beiden Mengen;
Verwenden von "Bild" und "Urbild", von "Definitionsbereich” und
"Wertebereich" einer Abbildung an Hand geeigneter Beispiele; Dar-
stellen von Abbildungen (Pfeildiasgramme); Beispiele und Ubungen,
dabei auch Wiederholen von "Funktion" und Definieren von "ein-

. rdeutige Abbildung" und’ "eineindeutige Abbildung™. :

2. Operationen ' e 10 bis 12 Stunden
Zentrales Ziel der Behﬁndlung dieses Stoffgebietes ist das Ye:'\-
trautwerden der Schiller mit dem Begriff der (binkren) Operation
in einer TrHgermenge, mit weiteren damit 2qsaWhenh§ngendeh Be~
griffen sowlie mit grundlegenden Eigenschaften von Operationen und
mit Elementen der Jewelligen Trégérmenge mit besondeyen Eigen-
schaften. Auf diese Welse sollen'die Schiller ein vertieftes Ver-

‘ 'st&ndnia fir unfangreiche Teile ihres mathemeatischen Wissens und
Kénnens erwerben und lerﬁen, scheinbar sehr verschiedene Gegen~

v
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sténde unter einem ed.nheitlichen ﬁbergeordneten Gesichtspunkt

zu betmchten, dadurch fiilr sie neue Zusammenh#nge zu erkennen

und all dies beim Bearbeiten mathematischer Probleme’ bzw. Auf-
geben zu nutzen. In’ ‘diesem Zueammenhang ist den Schillern bewuﬁt-
zumchen, daﬂ mit dem ‘Operationssymbol "o" eine Varieble fiir Ope-
rationssymbole eingefitart wird, was eine Erweiterung des bisher
verwendeten Variablenbegrif!s dqratellt. -

Schon im ersten Stoffabachnitt wird debei das Ziel verfolgt, be~
wuBt und planm#fig auf das Versténdnis flir abstrakte.Betrachtun~
gen zu elgebraischen Strukturen im. rolgenden Stoffgebiet hinzu-

' arbeiten. 'Noch stHrker tritt dieses "Ziel im‘zweiten Stoffabschnitt
in den Vordergrund, wenn dort. Gebilde auf die Existenz von Ele- v
menten mit beaonderen Eigenschaften untersucht werden.

Im gesamten Sto:tfsebiet und genz besonders am Anfeng ilst das Ar-
beiten mit vielf#ltigem Beispielmaterial unbedingt erforderlich.
Debei sollten diese Beispiele m¥glichst den im obligatorischen .

‘. Unterricht behandelten Gegensta,nds‘bereichen entnommen werden. Ins-

besondere sind jene speziellen Operationen harv‘orz.uheben, dte den
Schillern aus dem obligatorischen Unterricht zwar dem Saohverhalt
. nachy biaher aber nicht als Operationen ’bekannt 8ind. -Es sind
. aber auch einige Opera'aionen neu einzufiihren (siehe Abschnitt
2.1.), was zuvor die Einfithrung ihrer Trégermengen (zum Beispiel
Restklassensysteme ganzer Zahlen modulg u_x) erfordert. Dem Arbei~ »
ten mit Operationstafeln (Verkniipfungstafeln) fir endliche TriHger—
“mengen ist durchgehend ~ vor allem unter dem Aspekt der selbstdn-
digen THtigkeit der Scliller - besondere Auzmerklamkeit zu widmen.
Bei der Beha.ndluis dieses Stoffgebietes spielen da.a Definieren
und das Anwenden der Definitionen bei Untersuohungan zu speziel~ .
len Operationen eine groSe Rolle. Damit soll zugleich erreicht
werden, de8 gich die Schiller gumindest dle wichtigsten Begriffe -
“'inhaltlich fest aneignen und daB sie lermen, zunehmend selbstén-
dig damit zu arbeiten. Perner ist der Welterentwlioklung vor Beweis-
bediirfnis und der Féhigkeiten, Beweise nachzuvollziehen und ein~
fache Beweise relativ selbet&ndig zu finden sowlie einzelne Bewels-
echritte zu begriinden, besondere Auferksamkeit zu schenken. Die
Untersuchungen von Gebilden auf ihre wesentlichen Eigenschaften
bieten dafiir vielfdltige M}iglichkoitm, die je nach dem er-
reiohten Leistungsvermtigen der Sol?ﬂlor differenziexrt zu
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- nutzen sind. Debel ist auch ~ wie im Unterricht insgesamt -
besondere Sorgfalt der Bef#higung der Schiiler zu exakter Ver-
wendung der Fachsprache und Symbolik zu widmen, Dies erfordert
nicht nur eine entsprechende st#ndige Vorbildwirkung des Lehr-

: gengsleiters, sondern auch die Schaffung von hinreichenden Mg~
lichkeiten ﬁir ‘zusammenhlingende sprachliche AuBenmgen der Schii-
ler.

Im erbten Stoffabachnitt ist von einem breit ge!acherten Bei-
splelmaterial fiir @en Schiflern bekannte spezielle binkre Opere.-
tionen auszugehen, die zunlichst als eindeutige Abbildungen (aus

. MxM in M) zu interpretieren sind. Damit wird zugleich die Erar—

‘ beitung des Begriffs der bin#éren Operation motiviert, die dann

in Form einer Definition erfolgt. Auf m¥gliche Verallgemeinerun-
gen des :Begr:l.ffs der binkren Operation (n-stellige Operation in
einer Menge M, eindeutige Abbildung aus dem kartesischen Produkt
von endlich vielen verschiedenen Mengen auf eine Menge) ist nur
hinzuweisen; der definierte Begriff der bin#iren Operation wird
nachfolgend als Operationsbegriff weiter verwendet. Um diesen
Begriff und seine Definjtion zu festigen und seine Tragweite den °
Schiilern bewuStzumachen, werden anschliefSend weitere -aus dem
obligatorischen Mathematikunterricht bekennte Sachverhalte darauf-
hin unt‘eréucht, ob sie Operationen sind oder nicht. Dabei sind -
Operationstafeln (Verkniiffungstafeln) fiir endliche Trégermengen )
einzufﬂ.hren, und von hier ab ist bei allen sich bietenden Gelegen-
heiten von den Schiilern mit diesem Hilfsmittel zunehmend selbstHn-
dig zu arbeiten. AnschlieSend werden weitere Beispiele fiir binHre
Operationen, insbesondere auch den Schiilern noch nicht bekannte, °
eingefithrt, um daran das Versténdnis fir den Operationsbegriff

zu vertiefen sowie hiermit zusammenhéingende Begriffsbildungen
(siehe Abschnitt 2.1.) einzufithren bzw. zu definieren, zu festi-
gen und bel der Untersuchung spezieller Operationen und ihrer
Eigenschaften anzuwenden. Die einzelnen Untersuchungsergebnisse
'zu speziellen Operationen und ihren Eigenschaften sind in iiber-
sichtlicher Form festzuhalten, um damit zu Beginn der Behandlung
des dritten Stoffgebietes rationell arbeiten zu ktnnen. ’

Im gweiten Stoffabschnitt werden haupts&chlich Elemente mit spe-
ziellen Eigenschaften von Gebilden zum Gegenstand von Unter-
- suchungen gemacht. Ausgehend von geeigneten Beispielen und Gegen=
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beispielen werdem Definitionen fir "neutrales Element" und "zu-

. elnander inverse Elemente" gewonnen und filr weitere Untersuchun-—:
gen a:i Gebilden geimtzt. Ferner ist durch Untersuchungen zn \Exi-
stenz und. Anzehl neutraler Elemente und zur Existenz eines inver-
sen Elementes zu Jedem Element der jeweils Ibetrachtefen Tréger-
menge bewuSt und planmiéBig auf die im nachfolgenden Stoffgebiet
'vorgesehenen ellgemeinen Uberlegungen zu Gruppen vorzubérei'l:en.
‘Die hier gewonnmenen Ergebnisse sind in der vorbereiteten Uber-
sicht der Ergebnisse zu den untersuchten Eigenschaften spezieller
bin#irer Operationen einzutragen.

~

- 2.1, Operationen und ihre Eigenschaften = 7 bis 8 Stunden

Interpretieren von bereits im obligatorischen Unterricht behan-
delten speziellen Operationen als Abbildungen und Herausarbeiten
von gemeinsamen Eigenschaften dleser Abbildungen; Definieren von
'Mweietellige (binkire) Operation in der Menge M" als eindeutige
Abblldung aus MxM in M. Einfiihren von"'Tr&germenge der Operation®
und des allgemeinen Operationssymbols "o", seine Interpretation
als Variable, Untersuchungen zum Definitionsbereich und zum Werte-
bereich von Qperationen, Definieren von "vollstindige Operation"
und von "partielle Operation"; Hinwels auf Verallgemeinerungen
des definierten Begriffs der bindren Operation,
Untersucheén weiterer Beispiele vertrauter Operationen (teils auch
als Ubungen), debel Einfithren von "Abgeschlogsenheit einer Menge
beziiglich einer in ihr definierten Operation",
Einfithren von weiteren speziellen Operationen ne.ch entsprechenden
Untersuchungen, insbesondere
~ Zerlegungen von Mengen in nichtleere, elementfremde Teilmengen
dieser Mengen, dabei Einfiihren von "Klassenéinteilung", ing~
besondere Zerlegung der Menge der ganzen Zshlen in Restklessen
modulo m und Einfithren von "Reatklasse modulo m"; Definieren
einer Addition und einer Multiplikation in Restklassen modulo m,
Beispiele und Ubungen zum Festigen der eingeftihrten Begriffe
und zum Erkennen'von Eigenschaften der definierten Operationen,
*dabei -Einfiihren von " Operationstafel" (Verknfipfungstafel) und
deren Verwendung
~ Einfiihren von "Nacheinanderausfihrung von Abbildungen" an’Hand
bekannter Beispiele, ihre wesentlichen Eigenschaften wie Asso-

)
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ziativitét und Nichtgultigke:ft der Komutativit&t (teils mit
Beweis), weitere Beispiele und Ubungen fiir ’dss Iachoinandero-
ausfiihren von Abbildungen einer Menge au£ sich, insbesondere
Pernmtationen und -geometrische Bewegungen, deren Interpreta-
‘tion als 0pera’cionon.

Untersuchen von bisher betrachteten speziellan Operationen auf.
Komutativitat und Asaoziativit&t -eeilwaise als Ubungen- dabei
Definieren von "kommutative 0peration" und "assoziative Opera-
" tion" und aelbst&ndise Arbeit mit Operationatafeln. Definieren
von' "umkehrbare Opera.tion in .einer Menge M", Untersuchen von
bisher betrachteton speziellen Operationen auf Umkehrbarkoit.
teliweise als Ubungen. '~
Detinieren von "kiirzbare Operation" fir vollsténdige Opora‘tiomn,
deren Vereinfachung fiir kommutsative . Operationen, Einfilhren von
"regullires Element"; Untersuchen von speziellen Opentionen auf
4ai Gﬁltigkeit bzw, - Nichtglltigkeit der Klrzungsregel, teilwoile
: Ubungen; Satz; daB fiir umkehrbare Operationen, fir die die.
Kﬁrzungsregel gilt, die die Umkehrbarkeit. deriniarenden Gleichun-
gen eindeutig 18sbar ‘sifld; dazu Beispiele und Ubungen.
Einfifhren von Mengen, in denen zwe:!. als "Mul$iplikation" bzw.
"Addition" bezeichnete vollst&ndige Operationen definiert sind,
und Dezinieren von "Distributivit&t der Multiplikation beziigiich
g aer Addition"; Untersuchen von Beispielen, teils als Ubungen..

A'bsohlieﬂende tbungen in Untersuchen gosebener spezicller Opera.- ‘
tionen mit gegebenen Trégermengen auf deren’ E:Lgenschatten und im
Ermitteln von Operationen und deren Jeweilige Trigermenge aus
gegebenén Eigenschaften der jeweils gésuchten Operation(en),

2.2, Elemente éines Gebildes mit speziellen Eigenschafte:

" 3. bis 4 Stunden

Untersuchen von apezielien Operationen mit -neutralem Element in

~ der jJeweiligen Trigermenge, Definieren von '"neutrales Element
bezilglich einer auf einer Menge definierten Operation", Einfithren
von "rechtsneutrales Element" und "linksneutrales Element";
Untersuchen weiterer Belspiele und Gegenbeispiele fir Operationen_
mit' neutralem Element (teilwelse als Ubungen) ’ dabei Einfithren
von "Nullelement" (bei additivgr Verknlipfung) ‘und von "Eins~

18
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' element" ('bei multiplikativer Verkniipfung)., Naohwaia, daf eine
Oparation in ainer Menge M hichstens ein neutrales Element hat.

Untersuchen von speziellen Operationbn mit einem neutralen Ele-
ment n auf Faare von Elementen [a;a] fir dleaoca=aoa=n
‘ gilt; Definieren von "inverses Element & eines Elementes a bezlig- °
1ich einer Operatidn o" und von "zueinander inversen Elementen" :
sowle von "reehtsin*verses Element von a" und "linksinveraes Ele=.
‘ment von a", / :
Weitere Beispiele und Gegenbeispiele tir Operationen niit zuein~
' ander inversen: Elementen, teilweise als Ubungen,
} A‘bschlieﬂends U‘mmgen im Untersuchen von gegebenen Gebilden aur :
die Existenz- bzw. Nichtexiatenz eines neutralen Elementes bzw.
- sueinander uvornr Elemente; Znunon-tollung dor Untormhm--
mohn:lno in mnrsichtliohor FPorms - A \
3. Algebraische St‘ru;& ureg, igbgﬁggndere Gruppen -

- C T e 1 bis 10 Stunden
Die Be!mndlung dleses Storfgebietes erfolgt mit dem Zjel, in die-
sem' Lehrgang einen relativen Abschlu8 beim ‘Heranfilhren der Schﬂ-
" ler an;typische Depk- und Arbeitswaisen der Algebra zu erreichen.
Das soll dadurch geschehen, dag der Gruppenbegriff sorgf&ltig
herausgear‘neitet und daran dann dae exiomatische Arbeiten bzw.
das Vorgehen beim Aufbau einer me.theme.tischen Theorie demonstriert
!wird, Damit-dle Schiiler diese fir sie neuartige'Denk— und Arbelts—
weise sowohl hinsichtlich des verfolgten Anliegens als auch hin-
sichtlich der 'I.‘ragwei'be der erzielten Ergebnisse inhaltlich ver-
stehen, 1st besondere Sorgralt ‘guf das Erarbelten der Begriffe
"Gruppe" und "Halbgruppe" und ihre Definition mittels Axiomen-
systeine zu. verwenden. Insbesondere ist es notwendig, de‘ren Erar-
beitung durch geschicktes Ankniipfen an Bekanntes und klare Pro-
t'blematellungen zu motivieren und die Lehrgangsteilﬁehmer aktiv
in den Erkenntnisprozeﬁ elnzubezielien.- Letzteres gilt auch fiir
das weitere Arbeiten mi% diesen Begriffen, vor allem fiir die Nut-
zung des erarbeiteten Axiomensystems filr das Erkennen weiterer
Figenschaften von Gruppen bzw. Halbgruppen.
Am Ende der iehandlung dieses Stoffgebietes sollen d:l.e Schiiler
verstanden heben, da8 es solche Begriffsbildungen und die damit
verbundenen Denk- und Arbeitsweisen ermdglichen, bisher erwor-
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bene Einlnlefkinnxnlsso gusammensufassen und in kmapper, Hber-

sichtlicher Form darzustellen, stark verallgemeinerte mathema~

tische Probleme zu formulieren und zu ltsen und dadurch Unter-
suchungen fiir eilne grofe Zahl von Gebilden in sehr rationeller

Weise durchzufithren. Da es nicht méglich ist, die Vorteile die- '

ser iiberaus erkenntnisSkonomischen Verfahrensweise der Algebra

in der zur Verfigung stehenden Zeit und auf Grund noch fehlender
stofflicher Voréussetzungen im einzelnen zu belegen, ist es
wichtig, den Unterricht so zu gestalten, daB -

- die Reichweite von gewonnenen abstrakten Einsichten vor allem
durch Aufzeigen sllgemeiner und spezieller Konsequenzen demon=
striert wird,

-Mbei den Schillern Interesse an diesen Denk~ und Arbeitsweisen
entwickelt wird und sie angeregt werden, sich selbsténdig
weiterfilhrend mit Gruppen und anderen algebraischen Strukturen
zZu beschﬁftigen,

- durch einen Riickblick ~ etwa in der letzten Stunde des Lehr-
gangs ~ der beschrittene Erkenntnisweg noch einmal bewuStge-
macht und ein Ausbligk auf weitere Problemstellungen, aber auch
auf auBiermathematische Anwendungen der Gruppentheorie vorge~
nommen wird.

Im ersten Stoffabschnitt dieses Stoffgebietes ist von einer ver-
gleichenden Analyse der im zweiten Stoffgebiet erworbenen Erkennt-
nisse iiber Gebilde und deren Eigenschaften auszugehen, was an.
Hend der dort schrittweise erarbeiteten iibersichtlichen Zusammen-
stellung geschehen sollte. An den doft"vorkommenden Gebilden vom_
Typ [M;o] bzw. vom Typ [M;o1;02] werden vergleichende Untersu-—
chungen hinsichtlich gemeinsamer und unterschiedlicher Eigen-
schaften durchgefﬁhrt und die zahlreich vorkommenden Gruppen bzw.
Halbgruppen hervorgehoben, auf die dann alle nachfolgenden Be~
trachtungen konzentriert werden. Danach erfolgt die exiomatische
Definition der Begriffe "Gruppe" und "Halbgruppe" und das Arbei-
ten mit dieseﬂ.Begritfen und Axiomen, wie®das nachfolgend im-
Abschnitt 3.1. im einzelnen dargestellt ist. Auf die charakteri-
stischen Eigengchaften eines Axiomensystems (Unabhéngigkelt,
Widerspruchsfreiheit und Vollstkindigkeit) sollte hier noch nicht
eingegangen werden.
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Im gweiten Stoffe tt steht eindeutig das Arbeiten mit dem
Begritr der Gruppo und den fir seine Definition benutzten Axiomen
im Mittelpunkt. Dabei sollte unbedingt gemeinaam erarbeitet wer-.
den, wie unter’ ausschlieﬁlicher Nutzuns der Gruppensxiome durch
logisches Schliefen weitere Eigenschaften der Gruppe ermittelt
werden kinnen. Das Beweisen entsprechend einfacher SHtze der
"Gruppent'hebrie' bildet hier in spezifischer Weilse (minimaler Um-
fang der Bewelamittel) einen‘Schwegpunkt‘im Untexrricht. Das soll
den Schillern einen Eindruck vermitteln, wie ein kleines Anfangs~
stiick einer mathematischen Theorie aufgebaut wird. In diesem
Zusammenhang ksnnen denn auch erléuternde Hinwelse zu den cha-
rakteristischen Eigenschatten eines Axiomensystems eingefﬂgt
werden. .

Aber auch mit Strukturtafeln fiir endliche Gruppen sollte gear-
beitet werden. Dabei kommt es zum einen darauf an, die Wider-
splegelung der Gruppeneigenschaften in Strukturtafeln heraus—
guarbeiten. Zum anderen sind aber auch Strukturtatcln fir end-
liche Gruppen 51eicher Ordnung in ihrem "Bau" zu vergleichen, und
daran ist der Begriff "igomorph” einzufithren.

Die weiterd Stoffauswahl sowie die Art und Weise der Stoffbehand-
lung ist in einem erheblichen MaBe von der noch zur Verfﬁgung :
stehenden Unterrichtazeit abhﬂngig Wes aut den dargestellteén
Aspekten aufbauend gegebenenfalls noch zu behandeln ist, ist im
einzelnen aus der nachfolgenden Storfdarstellung im Abschnitt
3.2. zZu entnehmen. Unbedingt notwendig ist es Jedoch, ‘neben einem
zusammenfagssenden Rilckblick auch auf weitere Problemstellungen
und auf auBarmathematisché Anwendungen der Gruppentheorie einzu-
gehen, was in Vortragsform in der letzten Unterrichtsstunde des
Lehrgangs geschehen sollte,

3¢1+ Gruppen und Hglbgggggen .’ .3 Stunden
.Unteréuohungen‘an der erarbeiteten Ubersicht fur Gebilde und
deren jeweilige Eigenschaften zur Gewinnung der allgemeinen Auf-
gabenstellung in diesem Stoffgebiet; Vergleichende Betrachtungen
zu diésen Gebilden hinsichtlich gemeinsamer und unterschiedli-
cher Eigenachaften. Einschrénkern auf solche Gebilde, bel denen
die vier Eigenschaften :

21



]
N

Abgeschlossenheit der Menge beziiglich der in ihr definier¥en .
Operation,

- Assoziativitit der betreffenden Operation,

- Existenz eines neutralen Elementes in der Menge,

Existenz eines inversen Elemeﬁtes zu Jjedem Element der Menge

erfiillt sind. Definieren von "Gruppe" und "Halbgruppe" fiir eine
nichtleere Menge M mit einer vollst¥ndigen.binkren Operation
durch Angabe der entsprechenden Axiome, dabei Einfithren von
"Axiom" und von "algebraische Struktur"., E
Einfilhren von "endliche. Gruppe", "Ordnung einéer Gruppe" und "un~
_endliché Gruppe" sowle Definieren von "kommutative Gruppe"; Bei-~
spiele und Ubungen, insbesondere Untersuchungen an der Ubersicht
auf das Erflilltsein bzw. Nichterfiilltsein der Gruppen~ bzw. Halb~-
gruppenaxiome und Angeben von Beispielen in der Ubersicht fiir

Halbgruppen, die keine Gruppen siml sowle von Gruppen, die keine
‘ kommutative Gruppen sind. i

3.2. ;’genschaften von Grupp‘e _ bis 7 Stunden

Weitere Eigenscharten der Gruppe, fdie aus den Gruppenaxiomen ab=-
geleitet werden kinnen, insbeaondere der Satz Uiber die Existenz
genau eines neutralen Elementes in der Gruppe und der Satz, da8
es zu Jedém Element der Gruppe genau ein inverses gibt; Konse-
quenzen aus diesen SHtzen bzw. deren Beweisey fiir Halbgruppen;
additive und multiplikative Schreibweige fiir Gruppen.
Untersuchungen zur LYsbarkeit linearer Gleichungen & « x = b
bzwe ¥ o« & = b in Gruppen; Hinweise auf die damit gezeigt'e Kiirz-
barkeit und eindeutige Umkehrbarkeit der Gruppenoperation sowie
auf die Mbglichkeit eines modifizierten Axiomensystems fiir den
allgemeinen Gruppenbegrift; Ubungen im Erkennen von Gruppen-
elgenschaften endlicher Gruppen in Strukturtafeln und Herleiten
der Regel (as5)~1 = b™1 . 2= 2tir alle Gruppenelemente a und b
- gsowle der Regel (a.".])"1 = a fir alle Gruppenelemente a. -
Einfiihren von "Potenzen eines Gruppenelements", von "ei'zeugendes
Element" und von "zyklische Gruppe" an Hand geeigneter Beispiele,
.dabei Untersuchungen an Strukturtafeln fiir endliche Gruppen glei~-
cher Ordnung, insbesondere auch Vergleichen solcher Gruppen hin-
sichtlich Gemeinsamkeiten und Unterschiede in ihren Struktur-
tafeln (teils als {Ubungen), Einfithren von "isomorph", weitere
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Ubungen im Untersuchen von endli:chen Gruppen gleicher Ordnung
auf Isomorphie; Hinweis auf das Vorgehen bei der Ausdehnung die-
ser Betrachtungen auf unendliche Gruppen, dabei Einfithren von
"operationstreue Abbildung" und Definieren von "isomorph", Bei-
spiele wie P+;. ist isomorph zu P;+ als theoretische Grund-
lage des Multiplizierens mit dem Rechenstab. Zusammenfassender
Riickblick liber das gewhhlte Vorgehen im Lehrgang insgesamt und
Ausblick auf weitere typische Problemstellungen und Anwendungs-
m8glichkeiten der Gruppentheorie innerheld und auBerhalb der
Mathematik.
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