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Ziele und Aufgaben

Bei der Durchfithrung dieses Lehrgangs sind zwei eng miteinander
verbundene Hauptziele zu verwirklichen.

Erstens sollen die Schiiler an einige typische algebraisch-struk-
turelle Denk- und Arbeitsweisen herangefiihrt werden, die sie zur
besseren BewHltigung wesentlicher Anforderungen im Studium der
meisten mathematischen Disziplinen an Universit#iten und Hochschu~
len beflhigen. Dazu sollen sie -~ nach notwendiger Reaktivierung
bzw. Neuaneignung von Elementen der Mengentheorie -~ mit dem Be-
griff der (bin#iren) Operation, mit wesentlichen Eigenschaften
von bindren Operationen und besonderen Elementen aus Gebilden
(spezielle Mengen, in denen jeweils eine spezielle Operation de-
finiert iat) vertraut gemacht werden. Sie sollen aber auch - am
Beispiel der Gruppe ~ an das axiomatische Arbeiten herangefiihrt
werden, Dabei sollen ihre' Féhigkeiten im Formulieren mathemati-
scher Sachverhalte, im Definieren und Beweisen wesentlich weiter-
entwickelt werden.

Zweites Hauptziel ist eine wesentliche Festigung, teilweise auch
Prizisierung und Vertiefung bisher erworbenen mathematischen Wig-
sens und Ktnnens aus praktisch allen Teildisziplinen des obliga-
torischen Mathematikunterrichtas. Indem im Lehrgang "Einfithrung in
die Algebra™ mit Elementen dieses Wissens und Kbnnens in vielf#l~
tiger Weise zu arbeiten ist, wird es nicht nmur erneut zum Unter-
richtsgegenstand, es eracheint auch in neuen Zusammenhingen und
erfidhrt eine neue Ordnung nach Ubergeordneten Gesichtspunkten,
was zlelstrebig fir seine Festigung zu nutzen ist.

Hinsichtlich der Weiterentwicklung des mathematischen Wissens und
K8nnens der Schiiler werden im einzelnen folgende Ziele verfolgt:

Die Schiiler sind mit grundlegenden Begriffen, Beziehungen und
Auspagen iiber Mengen und Mengenoperationen, einschlieBlich der
Begriffe "Produktmenge" und "Abbildung" sowle mit der dazugehtri-
gen Symbolik vertraut, verstehen deren Anwendung auf die nachfol-
genden Stoffe des Lehrgangs und kdnnen dieses Wissen beim L8sen
von Aufgaben selbstlindig anwenden.

Der Begriff der binkHren Operation und charakteristische Eigen-
schaften von Operationen wie Kommutativitét, Assoziativitdt,
Umkehrbarkeit und Kiirzbarkeit sind den Schillern soweit vertraut,



daB sie dieses Wissen auf ihnen aus dem obligatorischen Unter-
richt bekannte Operationen, auf bekannte Sachverhalte, die sie
bislang nicht als Operationen kannten, sowie auf einige neu ein-
gefilhrte Operationen sicher anwenden ktnnen. Sie haben die vor-
genommene wesentliche Erweiterung des Begriffsumfangs flr "Opera-
tion" und die Reichweite von Aussagen zu den genannten Eigenschaf-
ten von Operationen inhaltlich verstanden und sind in der Lage,
spezielle Operationen auf das Erfiilltsein der genannten Eigen-
schaften selbstiéndig zu untersuchen wie auch umgekehrt zu gege-
benen Eigenschaften Operationen mit diesen Eigenschaften zu
ermitteln.

Die Schiiler sind mit den Begriffen "neutrales Element™ und "gu-
einander inverse Elemente" sowie mit weiteren damit zusammenhln-
genden Begriffen vertraut, heben die demit vorgenommenen allge-
meinen Yberlegungen verstanden und kdnnen Gebilde selbst¥ndig auf
das Vorhandensein eines neutralen Elementes und von zueinander
inversen Elementen untersuchen.

Mit 'den axiomatisch charakterisierten Begriffen "Gruppe" und
"Halbgruppe", damit zusammenhéingenden weiteren Begriffsbildungen
und mit einigen Eigenschaften vor allem von Gruppen sind die Schii-
ler sowelt vertraut, daB sie die vorgesehenen allgemeinen Unter-
suchungen zu Gruppen und Halbgruppen verstehen und deren Ergeb-
nisse auf spezielle Gruppen bzw. Halbgruppen selbatiéndig anwenden
k¥nnen. Fiir Gebilde ktnnen die Schiiler untersuchen, ob es sich um
elne Gruppe bzw. Halbgruppe haendelt. Sie kdnnen Gruppen -~ vor
allem endliche Gruppen gleicher Ordnung - auf Isomorphie unter-
suchen.

Mit der Aneignung des vorstehend beschriebenen Wissens und Kénnens

feastigen die Schiller fermer ihr Wissen und K¥nnen aus deu{ obliga=

torischen Mathematikunterricht, insbesondere

- ihr Verst_&ndn.is fir solche zentralen Begriffe des Fachlehrgangs
wie Menge, Abblldung, Funktion, Rechenoperationen, geometrische
Bewegungen und fiir damit zusammenhingende Begriffsbildungen
sowle fir weltere Begriffe (vgl. Abschnitt Inhalt des Lehr—
gangs), ‘

= ihre Kenntnisse {iber Regeln fiir das Rechnen in verschiedenen
Zehlbereichen, iiber Eigenschaften des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen und des grifiten gemeinsamen Teilers, ilber Eigenschef-



ten geometrischer Abbildungen sowie iber weitere Gegenstiénde
in Abhlngigkeit von den untersuchten Gebilden,

- ihre Fdhigkeiten im Definieren von und im Operieren mit mathe-
matischen Begriffen,

- ihre FHhigkeiten im Finden, Formulieren und Beweilsen mathema-
tischer SHtze. '

In Einheit mit der Aneignung bzw. Festigung des vorstehend ge-
kennzeichneten Wissens und Ktnnens ist bel der Durchfiihrung des
Lehrgangs ein wesentlicher Beitrag zur Weiterentwicklung der
Befdhigung der Schiiler zu folgenden mathematischen Denk- und
Arbeitswelsen sowie zur welteren Ausbildung folgender fachspezi-

fiach_er bzw. allgemein-geistiger Féhigkeiten zu leisten:

Im Mittelpunkt steht die Entwicklung der Befihigung zu algebraisch—

strukturellem Denken und Arbeiten. Das soll dadurch erreicht wer-

den, dafB

- Gebilde und deren Eigenschaften zum Untersuchungsgegenstand
gemacht werden,

-~ dabel fiir diese Gebilde nachgewiesen wird, daB sie gewlsse

Eigenschaften besitzen bzw. nicht besitzen,

Zusammenhéinge zwischen diesen Eigenschaften untersucht werden,

- gewisse Eigenschaften vorgegeben und Gebilde gesucht werden,
die diese Eigenschaften haben,

Gebilde hinsichtlich ihrer Eigenschaften verglichen werden,
darauf aufbauend die Begriffe Gruppe und Halbgruppe axiomatisch
charakterisiert werden und weitere Untersuchungen vor allem zu
Bigenschaften der Gruppe bgzw. spesieller Gruppen bis hin sur

- Isomorphie durchgefithrt werden.

Die Befihigung der Schiller zu mengentheoretisch-inhaltlichen Denk-

und Arbeitsweisen ist dadurch weitersuentwickeln, daS ihr Wissen

wnd Kénnen zu Mengen, Mengenoperationen und zum Abbildungsbegriff

erweitert, prisisiert und vertieft wird und als Fundament fiir die

im Lehrgang vorsunehmenden Begriffsbildungen sowie fiir die ‘zahl-

reichen Untersuchungen zu Eigenschafien der betrachteten Gebilde

wd fiir die knappe und klare Fixierung der Untersuchungsgegen-

stiinde und -ergebnisse genutzt wird.




Die sprachlich-logischen Fiéhigkeiten der Schiller sind insbeson-
dere unter folgenden Aspekten welterzuentwickeln:

Fihigkeiten im Formulieren mathematischer Sachverhalte bzw, Aus—
sagen sind unter besonderer Beachtung der richtigen Verwendung
der neu vermittelten Elemente der mathematischen Fachsprache und
Symbolik und normierter Redeweisen mit logischer Bedeutung sowie
der dadurch mdglich werdenden htheren sprachlichen Pr#ézision und
Ausdrucksféhigkeit bewuSt und systematisch {iber das im obligato-
rischen Unterricht erreichte Niveau hinaus auszubilden. In diesem
Zusammenhang erfordert auch das Arbeiten mit Definitionen, ins-
besondere ihre Erarbeitung, die Entwicklung des Definiens zum
aktiven Wortschatz, die Verwendung des Definiendum beim Begriin-
den, Beweisen und anderweitigen inhaltlichen {berlegungen beson-
dere Aufmerksamkeilt.

Die auBerordentlich zahlreichen und vielfdltigen Mdglichkeiten
zur Entwicklung des Beweisbediirfnisses, des Beweisversténdnisses
und der produktiven Féhigkeit zum relativ gselbstindigen Begriin-
den und Beweisen sind im Rahmen der spezifischen Bedingungen fir
die Weiterentwicklung dieser F#higkeiten bei den Schiilern zu mut-
zen, Dabel sind flir die Weiterentwlicklung des Bewelsverstilindnisses
relativ abstrakte Beweisfiihrungen hohen Allgemeinheitsgrades wie
Sttze Uber Eigenschaften von Operationen, vor allem aber Sktze
iber Eigenschaften von Gruppen, die aus den Gruppenaxiomen her-
gelelitet werden kdnnen, ebenso geeignet wie die zahlreichen erfor-
derlichen Nachweise, daB spezielle Operationen bzw. Gruppen ge-
wisse Eigenschaften haben oder nicht haben. Letztere eignen sich
aber auch in besonderem MaBe fiir (zunehmend) selbsténdiges Be-
griinden und Bewelsen durch die Schiiler.

Hinweise zur methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrichts

Bei der Planu\ng und Durchfiihrung des Lehrgangs kommt es vor allem
darauf an, daf die Schiller angemessene und anspruchavolle mathema-
tische Tétigkeiten auf einem méglichst hohen Niveau der Selbsthn-
digkelit auszufilhren haben und den Unterricht durch aktive Mit-
arbeit bereichern. Insbesondere ist es wichtig, daB hiufig durch-~
gefilhrte Einzeluntersuchungen die Freude der Schiiler am Entdecken
entwickeln helfen und dadurch auch hinreichende Motivationen ge-



schaffen werden, sich mit anspruchsvollen abstrakten Uberlegun~
gen zu beschéftigen. ’ '

Das erfordert, der Reaktivierung, einer méglichst problemhaften
Unterrichtsgestaltung und dem vielf#ltigen Arbeiten mit Aufgaben
stindig die erforderliche Aufmerksamkeit zu schenken. Es ist
aber auch darauf zu achten, daf die Anforderungen an relativ
abstraktes Denken nicht abrupt, sondern schrittweise erhdht wer-
den, um auch bei.den recht abstrakten Unterrichtsgegensttinden
inhaltliches Verstldindnis zu erreichen. Auch wenn es keine lénge-
ren Phasen selbstéindiger ~Schiilerarbeit wie im obligatorischen
Unterricht (Stoffabschnitte "Ubungen und Anwendungen" em Ende
eines jeden Stoffgebietes) gibt, so sind doch Ubungen - insbeson~
dere auch solche mit differenzierter Aufgabenstellung -~ in aus-
reichender Zahl und im notwendigen zeitlichen Umfang zu planen
und zu realisieren. Das vielfdHltige Aufgabenmaterial in dem von
den Teilnehmern zu verwendenden Buch "Algebra - aller Anfang ist
1eicht”1 ist entsprechend zu nutzen und vor allem durch zusitz-
liche einfache Aufgaben zu erginzen. R

Der Lehrgang kann sowohl fir Schiller der Klasse 11 und der
Klasse 12 getrennt oder auch gemeinsam durchgefithrt werden. Es
ist jedoch daéauf zu achten, daB die Beispiele aus dem obligato~
rischen Mathematikunterricht der Abiturstufe entsprechend ausge-
wthlt werden, insbesondere jeder Vorgriff auf Stoff aus dem obli-
gatorischen Unterricht vermieden wird. Der Lehrgang kann mit
einer wie mit zwei Wochenstunden durchgefiihrt werden, wobei es
bei zwel Wochenstunden sinnvoll ist, den fakultativen Lehrgang
"Komplexe Zahlen"2 anzuschlieBen und sich dabel im Abschnitt
"1,1, Algebraische Strukturen" dieses Lehrgangs auf die Behand-
lung der algebraischen Struktur "Korper" zu konzentrieren.

1 K#éstner, H./G8thner, P.: Algebra - aller Anfang ist leicht.
BSB BG Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1983.

2 Pléne filr den fakultativen mathematisch-naturwissenschaftli-
chen Unterricht. Lehrgang Komplexe Zahlen. Volk und Wissen
Volkseigener Verlag, Berlin 1969.



Thematische Ubersicht

Gesamtstundenzahl fiir den Lehrgang: 25 Stunden

1. Mengen und Abbildungen 5 bis 6 Stunden
1.1. Mengen und Mengenoperationen 3 Stunden
1.2. Abbildungen 2 bis 3 Stunden
2. Operationen 10 bis 12 Stunden
2.1. Operationen und ihre Eigenschaften 7 bis 8 Stunden
2.2. Elemente eines Gebildes mit speziellen

Eigenschaften 3 bis 4 Stunden

3. Algebralsche Strukturen, insbesondere

Gruppen 7 bis 10 Stunden
3.1. Gruppen und Halbgruppen 3 Stunden
3.2. Eigenschaften von Gruppen 4 bis 7 Stunden
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Inhalt des Lehrgangs

1. Mengen und Abbildungen 5 bis 6 Stunden

Mit der Behandlung dieses Stoffgebletes i1st jenes grundlegende
Wissen der Schiiler iiber Mengen, Mengenoperationen und Abbildun-
gen sowle 1hr Ktnnen zu dessen Anwendung in einem Umfang und auf
einem Niveau auszubilden, wie das fiir eine rationelle Aneignung
des Operationsbegriffs und damit zusammenhiingender Begriffsbil-
dungen und Aussagen erforderlich ist. Die als Stoff ausgewihlten
Elemente der Mengenlehre bilden in diesem Sinne also kein eigen-—
stlindiges, geschlossenes Gebiet, sondern wurden mit Blick auf

die erforderlichen Voraussetzungen fiir das zweite Stoffgebiet
bestimmt. Dabeli ist zu beachten, daB8 die Schiiler {iber einschlé-
glige Vorkenntnisse verfligen, die in geeigneter Weise zu nutzen
sind. Sie bedlirfen der Reaktivierung, aber auch in einigen FH#llen
der Verallgemeinerung und Prézisierung, und zwar so, daB die er—~
forderlichen Erweiterungen im Wissen und Kénnen der Schiiler (Men-
genoperationen und kartesisches Produkt von Mengen) mbglichst
rationell realisiert werden ktnnen.

Um dies zu erreichen, ist bel den einzelnen Unterrichtsthemen
dieses Stoffgebietes von bereits Bekanntem und dessen Reaktivie-
rung auszugehen, auf eine geschlossene Wiederholung der aus dem
obligatorischen Mathematikunterricht bekannten Begriffe, Aussagen
und Symbole der Mengenlehre vor der Behandlung der neuen Stoff-
elemente 1st aber zu verzichten. Vielmehr sind unmittelbar an die
einzelnen Reaktivierungen jewells die vorgesehenen Vertiefungen
und Erweiterungen anzuschlieBen, wobel im Interesse der FaBSlich-
keit ein schrittweises, mehr entwickelndes als systematisch-deduk-
tives Vorgehen beachtet werden sollte. Die Lehrgangsteilnehmer
sind zwar von Anfang an daran zu gewdhnen, mit den behandelten
Begriffen und deren Definitionen, mit der Symbolik und mit den
Sdtzen in einfachen FHllen zunehmend selbstédndig zu operieren,
Jedoch wird diesbeziiglich in dlesem Stoffgebiet noch kein siche-
res K¥nnen, sondern zuniichst nur Verstléndnis der Grundlegen an-
gestrebt. Fiir die erforderliche Kdnnensentwicklung bestehen durch
die Notwendigkeit, das hler erworbene Wissen und Kdnnen zu Mengen,
Mengenoperationen und Abbildungen in den folgenden Stoffgebieten-
sténdig anzuwenden, im weiteren Verlauf des Lehrgeangs giinstige
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Msglichkeiten. Dies gilt insbesondere fiir die sich an die ver-
tiefende Behandlung des Abbildungsbegriffs unmittelbar anschlie-
Benden Untersuchungen zum Operationsbegriff im zweiten Stoff-
geblet. Dort sind auch bestimmte Stoffteile wie die Nacheinander-
ausfithrung von Abbildungen und die Klasseneinteilung von Mengen
eingefiigt, obwohl sie thematisch zum ersten Stoffgeblet gehiren.

Im ersten Stoffabschnitt "Mengen und Mengenoperationen" geht es
zundchst um die Reaktivierung bzw. Vertiefung der in der nach-
folgenden Stoffdarstellung genannten Begriffe und Symbole aus
der Mengenlehre und um des Arbeiten mit ihnen in langsprachlicher
Form und unter Verwendung der Symbolik der Mengenlehre. Dabel
gind Mengendarstellungen in der Form M = {xl H(x)} zu bevor-
zugen. Definitionen bereits bekannter Begriffe (wie Gleichheit
zweler Mengen, Teilmenge und echte Teilmenge sowlie Durchschnitt
zweler Mengen) sollten nicht mitgeteilt, sondern unter aktiver
Beteiligung der Schiiler erarbeitet werden. Auf diese Weise sol-
len bessere Voraussetzungen fiir das Verstdndnis der anschliefend
zu behandelnden Definitionen fir die Vereinigung und die Diffe-
renz zweler Mengen und die Komp{ement&rmenge elner Menge bezlig~
lich eines Grundbereichs sowie fiir deren Anwendung auf spezielle
Mengen geschaffen werden. Dies ist notwendig, damit die folgen-
den Untersuchungen zu Eigenschaften von Mengenoperationen, ins-
besondere aber deren Beweise durch Riickgang auf Definitionen ver-
stenden und nechvollzogen, in einfachen Fdllen auch relativ
selbsténdig durchgefiihrt werden kdnnen. Spezimlisierungen behan=-
delter Eigenschaften von Mengenoperationen (auf die leere Menge
oder den Grundbereich) sollten die Schiiler dann m&glichst selb-
stédndig bearbeiten. In diesen Ubungen sollen sie ferner lermen,
die allgemeinen Begriffsbildungen und Einsichten selbsténdig auf
konkrete Mengen anzuwenden. Zugleich ist dies zu nutzen, um das
erreichte Versténdnis der eingefilhrten Begriffe zu iiberpriifen
und weiterzuentwickeln. Ob zum Beweisen von Eigenschaften der
Mengenoperationen auch die Tabellenmethode eingefithrt und ver-
wendet wird, bleibt freigestellt.

Auch im zweiten Stoffabschnitt "Abbildungen" sollte eingangs an
das im obligatorischen Mathematikunterricht erworbene Wissen
und Kénnen (zu "geordnetes Paar", "Menge geordneter Paare",
"Abbildung", "Funktion") angekniipft werden. Daran anschlieBend
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wird der wichtige Begriff "Produktmenge" ("Kreuzprodukt", "karte-
sisches Produkt") zweier Mengen gewonnen und definiert sowie
durch Erarbeitung einiger seiner Eigenschaften und durch einfa-
che Anwendungen gefestigt. Es erfolgt auch seine Erweiterung auf
mehr als zwei Mengen sowle seine Spezialisierung auf zwel glei-
che Mengen. Unter Verwendung von "Produktmenge" wird anschlieSend
eine vertiefende Erarbeitung des an sich schon aus dem obligato-
rischen Unterricht bekannten Abbildungsbegriffs und einiger sei-
ner Eigenschaften vorgenommen. Wegen seiner Bedeutung fiir den
Lehrgang insgesamt ist hier (ebenso wie bei der Behandlung des
Begriffs der Produktmenge) darauf zu achten, da8 die neuen Ein-
sichten einerseits mit Bekanntem -~ durch Verwenden vertrauter
Beispiele - fest verknlipft, andererseits als Erkenntnisfort-
schritte nachdriicklich bewuBtgemacht werden. Dabel muBS eine Kon-
zentration auf des fiur die anschliefSende Behandlung des Opera-
tionsbegriffs Wesentliche erfolgen.

1.1. Mengen und Mengenoperationen 3 Stunden
Wiederholen von "Menge", "Element", der Element-Mengen-Beziehung,
von "die leere Menge", der daflir iiblichen Symbole, von "endliche
Menge", "unendliche Menge" und "Grundbereich", der Darstellung
von Mengen in der Form M = ... an Hand vielfdltiger Beispiele,
teilweise als Ubungen, dabei auch Einfithren und Verwenden von
Mengendarstellungen in der Form M = { x| H(x)} sowlie Verwenden
von Venndiagrammen. ’

Definieren der Gleichhelt zweler Mengen und der Teilmengenbezie-
hungen (Teilmenge und echte Teilmenge) zwischen zwei Mengen; Bei-
spiele und Ubungen zu Teilmengenbeziehungen zwischen gegebenen
Mengen und zur Menge der Teilmenge einer gegebenen endlichen
Menge, dabel Einfilhren von "zueinander elementfremde Mengen".

Wiederholen von "Durchschnitt" von Mengen und Erarbeiten einer
Definition an Hand von Beisplelen; Definieren von "Vereinigung"
und "Differenz" von Mengen sowle von "Komplementirmenge" (einer
Menge beziiglich ihres Grundbereichs), Einfithren der entsprechen=-
den Symbolik, dazu Beispiele und Ubungen.

13



SHtze Uber Eilgenschaften dieser Mengenoperationen (zum Teil mit

Beweis) :

- Kommutativitdt und Assoziativitlt von Durchschnitt und Ver-
einigung von Mengen,

- Beziehungen zwischen Durchschnitt und Vereinigung von Mengen,

-~ Beziehungen zwischen Mengenoperationen und Teilmengenbezie~
hungen, '

dabei auch Ubungen im Anwenden der SHtze, insbesondere auch auf

die leere Menge und den Grundbereich.

1.2. Abblldungen 2 bis 3 Stunden

Wiederholen und Definieren von "geordnetes Paar" von Elementen
aus zwel Mengen und Definieren der Gleichheit zweier geordneter
Peare; Definieren von "Produktmenge" ("Kreuzprodukt", "kartesi-
sches Produkt") zweiler Mengen, dazu Beispiele und Ubungen, ins-
besondere auch fiir zwei gleiche Mengen; Einfithren von "geordne-
tes Tripel" von Elementen aus drei Mengen.

Eigenschaften von Produktmengen, dabei Nachweis, daB8 im allge-
meinen A x B $# B x A und A x (BxC) # (AxB)xC; Beziehungen zwischen

Produktmengenbildungen und Mengenoperationen (mit Beweis einer
der erhaltenen Regeln).

Wiederholen und Definieren von "Abbildung" (aus einer Menge in
eine Menge) als Tellmenge der Produkimenge der beiden Mengen;
Verwenden von "Bild" und "Urbild", von "Definitionsbereich" und
"Wertebereich" einer Abbildung an Hand geeignetei Beispiele; Dar-
stellen von Abbildungen (Pfeildiagramme); Beispiele und Ubungen,
dabei auch Wiederholen von "Funktion" und Definieren von "ein-
deutige Abbildung" und "einelndeutige Abbildung™.

2. Operationen 10 bis 12 Stunden

Zentrales Ziel der Behandlung dieses Stoffgebietes ist das Ver-
trautwerden der Schiller mit dem Begriff der (bin#Hren) Operation
in eilner TrHgermenge, mit weiteren damit zu,sammenhﬁngendeh Be-~
griffen sowle mit grundlegenden Eigenschaften von Operationen und
mit Elementen der jewelligen Trégermenge mit besonderen Eigen~
schaften. Auf diese Weilse sollen die Schiiler ein vertieftes Ver-
sténdnis fiir umfangreiche Teile ihres mathematischen Wissens und
Konnens erwerben und lernen, scheinbar sehr verschiedene Gegen-
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stéinde unter einem einheitlichen iibergeordneten Gesichtspunkt

zu betrachten, dadurch flir sie neue Zusammenhénge zu erkennen

und all dies beim Bearbeiten mathematischer Probleme bzw. Auf-
gaben zu nutzen. In diesem Zusammenhang ist den Schillern bewuBt-
zumachen, da mit dem Operationssymbol "o" eine Variable fiir Ope-
rationssymbole eingefithrt wird, was eine Erweiterung des bisher
verwendeten Variablenbegriffs darstellt.

Schon im ersten Stoffabschnitt wird dabei das Ziel verfolgt, be-
wuBt und planméfig auf das Versténdnis flir abstrakte Betrachtun-
gen zu algebraischen Strukturen im folgenden Stoffgebiet hinzu-~
arbeiten. Noch stérker tritt dleses Ziel im zweiten Stoffabschnitt
in den Vordergrund, wenn dort Gebilde auf die Existenz von Ele-
menten mit besonderen Eigenschaften untersucht werden.

Im gesamten Stoffgeblet und ganz besonders am Anfeng ist das Ar-
beiten mit vielfdiltigem Beisplelmaterial unbedingt erforderlich.
Dabei sollten diese Beisplele mdglichst den im obligatorischen
Unterricht behandelten Gegenstandsbereichen entnommen werden. Ins—
besondere sind jene speziellen Operationen hervorzuheben, die den
Schiilern aus dem obligatorischen Unterricht zwar dem Sachverhalt
nach, bisher aber nicht als Operationen bekannt sind. Es sind

aber auch einige Operationen neu einzufithren (siehe Abschnitt
2.1.), was zuvor die Einf{thrung ihrer TrHgermengen (zum Beispiel
Restklassensysteme ganzer Zahlen modulo m) erfordert. Dem Arbei-
ten mit Operationstafeln (Verimiipfungstafeln) fiir endliche TrHger—~
mengen ist durchgehend -~ vor allem unter dem Aspekt der selbstéin-
digen THtigkeit der Schiller - besondere Aufmerksamkeit zu widmen.
Bel der Behandlung dieses Stoffgebietes spielén des Definieren

und das Anwenden der Definitionen bei Untersuchungen zu speziel-
len Operationen eine groBe Rolle. Damit so0ll zugleich erreicht
werden, daB sich die Schiller zumindest die wichtigsten Begriffe
inheltlich fest aneignen und daf sie lernen, zunehmend selbstén-
dig damit zu arbeiten. Ferner ist der Weiterentwicklung von Beweis-
bedilirfnis und der Fdéhigkeiten, Beweise nachzuvollziehen und ein-
fache Bewelse relativ selbsténdig zu finden sowile einzelne Beweis~
schritte zu begriinden, besondere Auferksamkeit zu schenken. Die
Untersuchungen von Gebilden auf ihre wesentlichen Eigenschaften
bieten dafilr vielfdltige Mdglichkeiten, die je nach dem er-
reichten Leistungsverm¥gen der Sohiller differenziert zu
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nutzen sind. Dabei ist auch -~ wie im Unterricht insgesamt -
besondere Sorgfalt der Bef#higung der Schiiler zu exakter Ver-
wendung der Fachsprache und Symbolik zu widmen. Dies erfordert
nicht nur eine entsprechende st#ndige Vorbildwirkung des Lehr-
gangsleiters, sondern auch die Schaffung von hinreichenden Mg-
lichkeiten fiir zusammenhingende sprachliche AuBSerungen der Schi-
ler,

Im ersten Stoffabschnitt ist von einem breit geflicherten Bei-
spielmaterial fiir den Schiilern bekannte spezielle binHre Opera-
tionen auszugehen, die zun#ichst als eindeutige Abbildungen (aus
MxM in M) zu interpretieren sind. Damit wird zugleich dle Erar-
beitung des Begriffs der bindiren Operation motiviert, die dann

in Form einer Definition erfolgt. Auf m8gliche Verallgemeinerun-
gen des Begriffs der bindren Operation (n-stellige Operation in
einer Menge M, éindeut:l.ge Abbildung aus dem kartesischen Produkt
von endlich vielen verschiedenen Mengen auf eine Menge) ist nur
hinzuweisen; der definierte Begriff der bin#ren Operation wird
nachfolgend als Operationsbegriff weiter verwendet. Um diesen
Begriff und seine Definition zu festigen und seine Tragweite den
Schiilern bewuBtzumachen, werden anschlieBSend weitere aus dem
obligatorischen Mathematikunterricht bekannte Sachverhalte darauf-
hin untersucht, ob sie Operationen sind oder nicht. Dabei sind
Operationstafeln (Verkniipfungstafeln) fiir endliche TrHigermengen
einzufiihren, und von hier ab i1st bei allen sich bietenden Gelegen=-
heiten von den Schiilern mit diesem Hilfsmittel zunehmend selbstén-
dig zu arbeiten. AnschlieSend werden weitere Beispiele fiir binHre
Operationen, insbesondere auch den Schillern noch nicht bekannte,
eingefilhrt, um daran das Verstkndnis fiir den Operationsbegrif?f

zu vertiefen sowlie hiermit zusammenhdingende Begriffsbildungen
(siehe Abschnitt 2.1.) einzufithren bzw. zu definieren, zu festi-
gen und beil der Untersuchung spezieller Operationen und ihrer
Elgenschaften anzuwenden. Die einzelnen Untersuchungsergebnisse
zu speziellen Operationen und ihren Eigenschaften sind in ilber-
sichtlicher Form festzuhalten, um damit zu Beginn der Behandlung
des dritten Stoffgebietes rationell arbeiten zu k&nnen.

Im zwelten Stoffabschnitt werden haupfs&chlich Elemente mit spe-
ziellen Eigenschaften von Gebilden zum Gegenstand von Unter-

suchungen gemacht. Ausgehend von geeigneten Beispielen und Gegen-
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beispielen werdem Definitionen fiir "neutrales Element" und "zu-
einander inverse Elemente" gewonnen und fiir weitere Untersuchun-
gen an Gebilden genutzt. Ferner ist durch Untersuchungen zu Exi-—
stenz und Anzahl neutraler Elemente und zur Existenz eines inver-
sen Elementes zu jedem Element der jewells betrachteten Tréger-
menge bewuBt und planméfig auf die im nachfolgenden Stoffgebiet
vorgesehenen allgemeinen {berlegungen zu Gruppen vorzubereiten.
Die hier gewonnenen Ergebnisse sind in der vorbereiteten Uber-
sicht der Ergebnisse zu den untersuchten Eigenschaften spezieller
bintirer Operationen einzuwtragen.

2.1. Operationen und ihre Eigenschaften 7 bis 8 Stunden

Interpretieren von bereite im obligatorischen Unterricht behan-
delten speziellen Operationen als Abbildungen und Herausarbeiten
von gemeinsamen Eigenschaften dieser Abbildungen; Definieren von
"zweistellige (binidre) Operation in der lenge M" als eindeutige
Abbildung aus MxM in M. Einfiihren von'"’I‘rﬁgermenge der Operation"
und des allgemeinen Operationssymbols "o", seine Interpretation
als Variable, Untersuchungen zum Definitionsbereich und zum Werte-
bereich von Operationen, Definieren von "vollstédndige Operation"
und von "partlelle Operation"; Hinweis auf Verallgemeinerungen
des definierten Begriffs der bindren Operation.
Untersuchen weiterer Beispiele vertrauter Operationen (teils auch
als Ubungen), dabei Einfilhren von "Abgeschlossenheit einer Menge
beziiglich einer in ihr definierten Operation".
Einfiihren von weiteren speziellen Operationen nach entsprechenden
Untersuchungen, insbesondere
- Zerlegungen von Mengen in nichtleere, elementfremde Tellmengen
dieser Mengen, dabei Einfiihren von "Klasseneinteilung", ins-
besondere Zerlegung der Menge der ganzen Zahlen in Restklassen
modulo m und Einfithren von "Restklasse modulo m"; Definieren
einer Addition und einer Multiplikation in Restklassen modulo m,
Beispiele und Ubungen zum Festigen der eingeflhrten Begriffe
und zum Erkennen von Eigenschaften der definierten Operationen,
*dabel Einfiihren von "Operationstafel" (Verkniipfungstaefel) und
deren Verwendung.
- Einftihren von "Nachelnanderausfilhrung von Abbildungen" an Hand
bekannter Beisplele, ilhre wesentlichen Eigenschaften wie Asso-
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ziativitdt und Nichtglltigkeit der Kommutativit#t (teils mit
Beweis); weltere Beispiele und Ubungen fiir das Nacheinander-
ausfilhren von Abbildungen einer Menge auf sich, insbesondere
Permutationen und geometrische Bewegungen, deren Interpreta-
tion als Operationen.

Untersuchen von bisher betrachteten speziellen Operationen auf
Kommutativitdt und Assoziativitdt, teilweise als Ubungen; dabei
Definieren von "kommutative Operation" und "assoziative Opera-
tion" und selbstdndige Arbeit mit Operationstafeln. Definieren
von "umkehrbare Operation in einer Menge M", Untersuchen von
bisher betrachteten speziellen Operationen auf Umkehrbarkeit,
teilweise als Ubungen. .
Definieren von "kiirzbare Operation" fiir vollsténdige Operationen,
deren Vereinfachung flir kommutative Operationen, Einfilhren von
"regulires Element"; Untersuchen von speziellen Operationen euf
die Glltigkeit bzw. Nichtgiiltigkeit der Kilrzungsregel, teilweise
als Ubungen; Satz, daB fiir umkehrbare Operationen, fir die die
Kilrzungsregel gilt, die die Umkehrbarkeit definierenden Gleichun=-
gen eindeutig lvsbar sind; dazu Beispiele und Ubungen.

Einftthren von Mengen, in denen zwel als "Multiplikation" bzw.
"Addition" bezeichnete vollstdndige Operationen definiert sind,
und Definieren von "Distributivitdt der Multiplikation beziiglich
der.Addition"; Untersuchen von Beispielen, teils als Ubungen.

AbschlieBende Ubungen im Untersuchen gegebener spezieller Opera-
tionen mit gegebenen Trégermengen auf deren Eigenschaften und im
_Ermitteln von Operationen und deren jeweilige Triégermenge aus
gegebenen Eigenschaften der jeweils gesuchten Operation(en).

2.2. Elemente eines Gebildes mit speziellen Eigenschaften

bis Stunden
Untersuchen von speziellen Operationen mit neutralem Element in
der jeweiligen Trigermenge, Definieren von "neutrales Element‘
beziiglich einer auf einer Menge definierten ‘Operation", Einfiihren
von "rechtsneutrales Element" und "linksneutrales Element";
Untersuchen weiterer Beispiele und Gegenbeispiele fiir Operationen
wit’'neutralem Element (teilweise als tbungen), dabei Einfithren
von "Nullelement" (bei additiver Verkniipfung) und von "Eins-
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element" (bei multiplikativer Verkmiipfung), Nachweié, daB eine
Operation in einer Menge M hidchstens ein neutrales Element hat.

Untersuchen von speziellen Operationen mit einem neutralen Ele-
ment n auf Paare von Elementen [a;E] fir dieaoa=aoa=n
gllt; Definieren von "inverses Element a eines Elementes a bezlig-
lich einer Operation o" und von "zueinander inversen Elementen"
sowle von "rechtsinverses Element von a" und "linksinverses Ele-
ment von a". '
Weitere Belspiele und Gegenbeispiele flir Operationen mit zuein-
ander inversen Elementen, teilweise als Ubungen.

AbschlieBSende Ubungen im Untersuchen von gegebenen Gebilden auf
die Existenz- bzw. Nichtexistenz eines neutralen Elementes bzw.
sueinander inverser Elemente; Zusamenstellung der Untersuchungs-

. ergebnisse in {ibersichtlicher Form.

3. Algebraische Strukturen, insbesondere Gruppen
7 bis 10 Stunden

Die Behandlung dieses Stoffgebietes erfolgt mit dem Ziel, in die-
sem Lehrgang einen relativen AbschluB beim Heranfilhren der Schii-
ler an typische Denk- und Arbeitsweisen der Algebra zu erreichen.
Das s0ll dadurch geschehen, daB der Gruppenﬁegriff sorgfdltig
herausgearbeitet und daran dann das exiomatische Arbeiten bzw.
das Vorgehen beim Aufbau einer mathemetischen Theorie demonatriért
wird, Damit die Schiiler diese fiir sie neuartige Denk- und Arbeits-—
weise sowohl hinsichtlich des verfolgten Anliegens als auch hin-
sichtlich der Tragweite der erzielten Ergebnisse inhaltlich ver-
stehen, ist besondere Sorgfalt auf das Erarbeiten der Begriffe
"Gruppe" und "Halbgruppe" und ihre Definition mittels Axiomen-
systeme zu verwenden. Insbesondere ist es notwendig, deren Erar-
beitung durch geschicktes Ankniipfen an Bekanntes und klare Pro-
blemstellungen zu motivieren und die Lehrgangsteilnehmer aktiv'
in den Erkenntniénrozeﬂ einzubeziehen. Letzteres gilt auch fir
das weitere Arbeiten mit diesen Begriffen, vor allem flir die Nut-
zung des erarbeiteten Axiomensystems filr das Erkennen weiterer
Eigenschaften von Gruppen bzw. Halbgruppen.

Am Ende der Behandlung dieses Stoffgebietes sollen die Schiiler
verstanden haben, daB es solche Begriffsbildungen und die damit
verbundenen Denk~ und Arbeitsweisen ermtéglichen, bisher erwor-

N\

19



bene Einzelerkenntnisse susammenzufassen und in knapper, bex-

sichtlicher Form darzustellen, stark verallgemeinerte mathema-

tische Probleme zu formulleren und zu 1lsen und dadurch Unter-
suchungen fir eine groSe Zahl von Gebilden in sehr rationeller

Weise durchzufithren. Da es nicht mdglich ist, die Vorteille die-

ser iiberaus erkenntnistkonomischen Verfahrensweise der Algebra

in der zur Verfiigung stehenden Zeit und auf Grund noch fehlender
stofflicher Voraussetzungen im einzelnen zu belegen, ist es
wichtig, den Unterricht so zu gestalten, daB

- die Reichweite von gewonnenen abstrakten Einsichten vor allem
durch Aufzeigen allgemeiner und spezieller Konsequenzen demon-
striert wird,

- bei den Schiilern Interesse an diesen Denk- und Arbeitsweisen
entwickelt wird und sie angeregt werden, sich selbstlndig
welterfithrend mit Gruppen und anderen algebraischen Strukturen
zu beschédftigen,

- durch einen Rlickblick - etwa in der letzten Stunde des Lehr-
gengs ~ der beschrittene Erkenntnisweg noch einmal bewuBtge-
macht und ein Ausblick auf weitere Problemstellungen, aber auch
auf auBermathematische Anwendungen der Gruppentheorie vorge-
nommen wird.

Im ersten Stoffabschnitt dieses Stoffgebietes ist von einer ver-
gleichenden Analyse der im zwelten Stoffgebiet erworbenen Erkennt-
nisse ilber Gebilde und deren Eigenschaften auszugehen, was an
Hand der dort schrittweise erarbeiteten iibersichtlichen Zusammen—
stellung geschehen sollte. An den dort vorkommenden Gebilden vom
Typ [M;o] bzw. vom Typ [M;o.];oz] werden vergleichende Untersu-
chungen hinsichtlich gemeinsamer und untersdhiedlicher Eigen-
schaften durchgefiihrt und die zahlreich vorkommenden Gruppen bzw.
Halbgruppen hervorgehoben, auf die dann alle nachfolgenden Be-
trachtungen konzentriert werden. Danach erfolgt die axiomatische
Definition der Begriffe "Gruppe" und "Halbgruppe" und das Arbei-
ten mit diesen Begriffen und Axiomen, wie das nachfolgend im
Abschnitt 3.1. im einzelnen dargestellt ist. Auf die charakteri-
stischen Eigenschaften eines Axiomensystems (Unabhéingigkeit,
Widerspruchsfreiheit und Vollsténdigkeit) sollte hier noch nicht
eingegangen werden.
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Im zweiten Stoffabschnitt steht eindeutig das Arbeiten mit dem
Begriff der Gruppe und den fiir seine Definition benutzten Axiomen
im Mittelpunkt. Dabel sollte unbedingt gemeinsam erarbeitet wer-
den, wie unter ausschlieBSlicher Nutzung der Gruppenaxiome durch
logisches SchlieBen weitere Eigenschaften der Gruppe ermittelt
werden kinnen. Das Bewelsen entsprechend einfacher S&étze der
Gruppentheorie bildet hier in spezifischer Weise (minimaler Um-—
fang der Beweilsmittel) einen Schwerpunkt im Unterricht. Das soll
den Schillern einen Eindruck vermitteln, wie ein kleines Anfangs-—
stlick einer mathematischen Theorie aufgebaut wird. In diesem
Zusammenhang kdnnen dann auch erléuternde Hinweise zu den cha-
rakteristischen Eigenschaften eines Axiomensystems eingefiigt
werden.

Aber auch mit Strukturtafeln fiir endliche Gruppen sollte gear-
beitet werden. Dabel kommt es zum eilnen darauf an, die Wider-,
splegelung der Gruppeneigenschaften in Strukturtafeln heraus-
zuarbeiten. Zum anderen sind aber auch Strukturtafeln fiir end-
liche Gruppen gleicher Ordnung in ihrem "Bau" zu vergleichen, und
daran ist der Begriff '"isomorph" einzufiihren.

Die weitere Stoffauswahl sowie die Art und Weise der Stoffbehand-
lung ist in einem erheblichen MaBe von der noch zur Verfligung
stehenden Unterrichtszeit abhéngig. Was auf den dargestellten
Aspekten aufbauend gegebenenfalls noch zu behandeln ist, ist im
einzelnen aus der nachfolgenden Stoffdarstellung im Abschnitt
3.2. zu entnehmen. Unbedingt notwendig ist es jedoch, neben einem
zusammenfassenden Riickblick auch auf weitere Problemstellungen
und auf auBermathematische Anwendungen der Gruppentheorie einzu-
gehen, was in Vortragsform in der letzten Unterrichtsstunde des
Lehrgangs geschehen sollte.

3.1. Gruppen und Halbgruppen 3 Stunden
.Untersuchungen an der erarbeiteten Ubersicht fiir Gebilde und
deren Jjeweilige Eigenschaften zur Gewinnung der allgemeinen Auf-
gabenstellung in diesem Stoffgebiet; Verglelchende Betrachtungen
zu diesen Gebilden hinsichtlich gemeinsamer und unterschiedli-
cher Eigenschaften. Einschrénken auf solche Gebilde, bei denen
die vier Eigenschaften
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-~ Abgeschlossenhelt der Menge beziiglich der in ihr definierten
Operation,

- Agsgoziativitit der betreffenden Operation,

~ Existenz eines neutralen Elementes in der Menge,

- Existenz eines inversen Elementes zu Jjedem Element der Menge

erflillt sind. Definieren von "Gruppe" und "Halbgruppe" fiir eine
nichtleere Menge M mit einer vollstdndigen binéren Operation
durch Angabe der entsprechenden Axiome, dabei E:Lnﬁlhren von
"Axiom" und von "algebraische Struktur".

Einfilhren von "endliche Gruppe", "Ordnung einer Gruppe" und "un-
endliche Gruppe" sowlie Definieren von "kommutative Gruppe"; Bei-
spiele und Ubungen, insbesondere Untersuchungen an der Ubersicht
auf das Erfiilltsein bzw. Nichterfilltsein der Gruppen—b bzw. Halb-
gruppenaxiome und Angeben von Beispielen in der Ubersicht fiir
Haelbgruppen, die keine Gruppen sind sowie von Gruppen, die keine
kommutative Gruppen sind.

3.2. Eigenschaften von Gruppen bis Stunden

Weitere Eigenschaften der Gruppe,‘die aus den Grubpene.xiomen ab-
geleltet werden konnen, insbesondere der Satz iiber die Existenz
genau eines neutralen Elementes in der Gruppe und der Satz, daB
es zu jedem Element der Gruppe genau eiln inverses gibt; Konse~
quenzen aus diesen SHtzen bzw. deren Beweilsen fiir Halbgruppen;
additive und multiplikative Schreibweise flir Gruppen.
Untersuchungen zur LbBsbarkeit linearer Gleichungen a « x = b
bzwe ¥ » & = b 1in Gruppen; Hinweise auf die damit gezeigte Kiirz-—
barkeit und eindeutige Umkehrbarkeit der Gruppenoperation sowie
auf die Mdglichkelt eines modifizierten Axiomensystems fiir den
allgemeinen Gruppenbegriff; Ubungen im Erkennen von Gruppen~
elgenschaften endlicher Gruppen in Strukturtafeln und Herleiten
der Regel (aed)~! = v~ - a7 fur alle Gruppenelemente a und b
sowie der Regel (a~ 1)-1 = a fiir alle Gruppenelemente a.

Einfiihren von "Potenzen eines Gruppenelements", von "erzeugendes
Element" und von "zyklische Gruppe" an Hend geeigneter Beispiele,
dabei Untersuchungen an Strukturtafeln fiir endliche Gruppen glei-
cher Ordnung, insbesondere auch Vergleichen solcher Gruppen hin-
sichtlich Gemeinsamkeiten und Unterschiede in ihren Struktur-
tafeln (teils als Ubungen), Einfifhren von "isomorph", weitere
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Ubungen im Untersuchen von endlichen Gruppen gleicher Ordnung
auf Isomorphie; Hinweils auf das Vorgehen bei der Ausdehnung die-
ser Betrachtungen auf unendliche Gruppen, dabei Einfiihren von
"operationstreue Abbildung" und Definieren von "isomorph", Bei-
splele wie P*;. ist isomorph zu P;+ als theoretische Grund-
lage des Multiplizierens mit dem Rechenstab. Zusammenfassender
Rilckblick {iber das gewdhlte Vorgehen im Lehrgang insgesamt und
Ausblick auf weitere typische Problemstellungen und Anwendungs-
m¥glichkeiten der Gruppentheorie innerhalb und auSerhalb der

Mathematik.
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